
Homologia O-minimal:
aspectos topológicos de estruturas O-minimais

Henrique Meretti Camargo

DISSERTAÇÃO APRESENTADA
AQ

INSTITUTO DE MATEMÁTICA E ESTATÍSTICA
DA

UNIVERSIDADE DE SÃO PAULO

PARA

OBTENÇÃO DO TÍTULO
DE

MESTRE EM CIÊNCIAS

Programa: Matemática

Orientador: Prof. Dr. Ricardo Bianconi

Durante o desenvolvimento deste trabalho o autor recebeu auxílio financeiro do CNPq

São Paulo, abril de 2013



Homologia O-minimal:
aspectos topológicos de estrutura O-minimais

Esta dissertação contémas correçõese alterações

sugeridas pela Comissão Julgadora durante a defesa

realizada por Henrique Meretti Camargo em 07/06/2013.

O original encontra-se disponível no Instituto de

Matemática e Estatística da Universidade de São Paulo.

Comissão Julgadora:

e Prof. Dr. Ricardo Bianconi(orientador) - IME-USP

e Prof. Dr. Francisco Miraglia Neto - IME-USP

e Prof. Dr. Marcelo Esteban Coniglio - CLE-UNICAMP



Agradecimentos

Gostaria de agradecer ao meu orientado Ricardor Bianconi por ter me ajudado durante esse processo.
Gostaria também de agradecer a todos os professores e pesquidores, tanto do TIME-USP como de outros
institutos, por todo o conhecimento que tiverem a gentileza de compartilhar comigo. Agradeço também o
CNPQ e meus pais pelo ajuda financeira.

'também não posso deixar de mencionar meus familiares e amigos por todo o apoio e paciência durante
esses anos.

111



l\/



Resumo

Apresentamos aqui um estudo sobre estruturas O-minimais com um enfoque em propriedades topológi-
cas. Começ'amos com as definições relevantes e os principais exemplos, como corpos reais fechados e suas
extensões por funções analíticas restritas a compactos, ou pela função exponencial; discutimos brevemente
como são os conjuntos definíveis em tais estruturas. Seguimos com os resultados fundamentais da teo-
ria de estruturas O-minimais apresentando o teorema de decomposição em células além de definições e
resultados envolvendo conceitos como dimensão, curvas, conjLmtos fechados e limitados e conjuntos defi-
nivelmente conexos. Em seguida apresentamos o teorema de triangularização, obtido através do lema de
boas coordenadas e resultados sobre fibras de conjLmtos defíníveis. Utilizamos o teorema de compacidade
da teoria de modelos para obter o teorema de trivialização. Por fim usamos o teorema de triangularização
para desenvolver a teoria de homologia. Apresentamos dois funtores satisfazendo versões apropriadas
dos axiomas de Eilenberg-Steenrod, o primeiro desses é o funtor de homologia simplicial definido sobre
conjulltos definíveis fechados e limitados enquanto o segundo, o funtor de homologia singular, está defi
lido sobre quaisquer conjtmtos definíveis. Concluímos o texto utilizando essa teoria para provar versões
análogas de teoremas clássicos da topologia algébrica, como o teorema do ponto fixo de Brouwer.

Palavras-chave: Estruturas O-minimais, Homologia O-minint'll, Teorema de Triangulariz'ação, Teorema de
Trivialização, Homologia Singular, Homologia Simplcial, Ponto Fixo de Brouwer, Invariância de [)omínio,
Separação deJordan.
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Abstract

Here we plesent a study on O-minimal structures with a focas on topological properties. We begin with the
relevant definitions and key examples, suco as real closed fields and their extesions by analytic functions
restricted to compact domains, OI by the exponencial function; we briefly discuss the sets definable in such
structuies. We fo]]ow with the fundamenta] resu]ts on the theory of O-minimal structures, presenting the
cell decomposition theorem besides definitions and results involving concepts such as dimension, curves,
closed and botmded sets and definable conected sets. Then we present the theolem of triangulation, ob-
tained by the lema of good coordinates. We use the compactness theorem of modem theory to obtain the
trivialization theorem. Finally we use the triangulation theorem for developing the theory of homology.
We present two functors satisfying appropriate versions of the Eilenberg-Steenrod axioms, the first of these
is the simplicial homology functor defined on definable closed and botmded sets while the second, the
singular homology fLuactor. is defined on any definable set. We conclude the text using this theory to prove
analogous versions of classical theorems of algebraic topology, suco as the Brouwer fixed point theorem.

Keywords: O-minimal Strucures, O-minimal Homology, Triangulation Theorem, Trivialization Theorem,
Singular Homolgy, Simplicial Homology, Brouwer Fixed Point, Invariante of domain, Jordan's Separation
Theorem
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Capítulo 0

Introdução

O estudo de estruturas O-minimais pode ser dividido em duas partes, por um lado existe a busca por es-
truturas satisfazendo a condição de O-minimalidade enquanto por outro existe o interesse em descobrir
novas propriedades de tais estruturas, obviamente resultados em qualquer um dos lados aumenta o inte-
resse sobre o outro. A maior parte dos resultados desse texto trata de propriedades topológicas comuns a
unia grande parte de estruturas O-mininlais, ou seja, resultados na segunda parte de tal divisão.

Obviamente estudar propriedades de um tipo qualquer de estrutura é tão relevante quanto são rele
ventes os exemplos de tais estruturas. Tendo isso em vista dedicamos um rápido primeiro capítulo para
a apresentação de algumas estruturas, sendo essas os principais exemplos da teoria que vamos desenvol-
ver. No segundo capítulo desenvolvemos resultados gerais sobre estruturas O-minimais com um enfoque
em teoremas relacionados à topologia como o teorema de triangularização. Por fim no terceiro e último
capítulo apresentamos a teoria de homolgia O-minimal, EMIR teoria desenvolvida por A. A. Woerheide que
define em uma estrutura O-minimal extendendo um corpo um conceito análogo aos clásssicos funtores de
homologia da topologia algébrica.

A exposição que faremos no primeiro capítulo é um tanto informal, no sentido que não estaremos inte-
ressados em apresentar definições e demonstrações precisas de todos os conceitos e result'Idos envolvidos.
Já no segundo e terceiro capítulo, ao estudarmos as propriedes de estruturas O-minimais e a teoria de
hoomologia, seremos bastante rigorosos com todas as definições e demonstrações.

Apresentamos aqui um desenvolvimento completo da teoria de estruturas O-minimais(no sentido que
provaremos todas as afirmações relevantes sem nos utilizar de resultados não demonstrados), partindo das
definições e resultados básicos, e chegando em algtms dos resultados mais recentes da área. Essencialmente
todos os resultados encontrados nesse texto são conhecidos. Porém, ena muitos casos, as demonstrações
apresentadas diferem de maneira essencial das encontradas em textos clássicos. Em outros casos temos
demonstrações baseadas naquelas encontradas em tais textos, porém apresentadas aqui de forma mais
detalhada e completa.

Definições e Exemplos

Começamos o texto apresentando a linguagem necessária para tratannos estruturas O-minimais. A discus
são apresentada nessa parte do texto não tem como objetivo apresentar definições e resultados de maneira
precisa e completa, mas apenas esclarecer a notação e o contexto em que estamos trabalhando.

Definimos primeiramente aquilo que chamamos de estruturas atraves da 'abordagem usual da teoria de
modelos. Usamos símbolos como 7Z e Q para denotar estruh-iras com domínios R e Q respectivamente.
Apresentamos também uma rápida discussão sobre fórmulas de primeira ordem e conjuntos definíveis,
sendo que um conjunto definível em lmaa estrutura 7Z nada mais é do que o conjuntos dos pontos de J<" sa-
tisfazendo uma fórmula de primeira ordem @(al, ..., ak, xl, .-, ní ), com ai c R, da linguagem associada a es
tritura 7Z. Falamos ainda que uma função é definível se seu gráfico é definível. Os elementos nf C /< acima
são conhecidos como parâmetros, e conjuntos definíveis dessa maneira são as vezes conhecidos como con-
juntos definíveis com parâmetros, enquanto o termo "conjuntos definíveis"ou "conjtmtos 0-definíveis"são
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4 iNTROOUÇÃO 0.0

reservados aqueles que podem ser definidos sem a utilização de tais parâmertos. No nosso caso porém não
faremos nenhuma disthlção de nomenclatura desse tipo, diremos apenas que tais conjuntos são definíveis.

Um fato importante sobre conjuntos e ftmções definíveis de uma estruh-tra é que esses formam un\a
categoria, e o nosso interesse estará sempre em estudar os objetos de tal categoria.

Estnituras O-minimaís são Íman classe específica de estruh-iras ordenadas, e por esse motivo dedicamos
parte do texto a estnituras ordenadas. A relação de ordem que nos interessa é na verdade bem específica:
ordens lineares densas sem extremos; denotamos a teoria de primeira ordem associada a tais ordens por
D.L.O.. Um fato importante sobre estruturas do tipo (/<, $, ...) onde $ é Lula ordem linear densa é que o
conjLmto de intervalos abertos de tal estrutura forma a base de uma topologia sobre /{. Essa topologia é
conhecida como a topologia da ordem e é sobre essa topologia que trabalhamos durante todo o texto.

Exmplos de D.L.O. de particular interesse para nós são grupos ordenados e corpos ordenados. Um
grupo ordenado nada mais é do que uma estrutura(R, $,+,0, ...) estendendo uma D.L.O., tal que(R,+)
é um grupo, e, dados O < 1 e 0 < y, temos x + y > 0. Uin corpo ordenado é uma estrutura do tipo
(/<,$,+,.,0,1,...), tal que(R,.$,+,0) é um grupo ordenado e dado x > 0 eyl < y2 temos x.yl < x.y2'
Exemplos padrões de corpos e grupos ordenados são R e Q com as operações e ordem usual, temos por
outro lado alguns exemplos menos usuais como IR(r), o corpo de funções racionais com coeficientes reais.

É importante notar que ao acrescentar funções e relações à uma estrutura nós aumentamos a classe de
conjtmtos definíveis, e portanto enriquecemos a categoria sobre a qual estamos lidando. Ao trabalharmos
com um corpo ordenado, por exemplo, temos que diferentes conjuntos como bolas e esferas e até mesmo
a diferencial de Lmaa função definível(para uma noção apropriada de diferencial) se tomam definíveis.
Noções essas que não podem ser defhüdas em uma D.L.O qualquer.

Uma estruh.lra O-minimal não é nada mais do que uma estrutura 7Z extendendo lmla l).L.O., tal que os
conjuntos definíveis de R são uniões finitas de pontos e intervalos.

0 0 no nome O-minimal se refere a ordem. Note que em lmla D.L.O. c.2 = (Q, $) os conjuntos defi-
níveis de Q são precisamente uniões finitas de intervalos e pontos. Podemos entender assim que eln uma
estrutura O-minimal 7? os conjuntos definíveis de J< são piecisaillente aqueles que podem ser definidos
somente com a legação de ordem, justificando assim o nome.

Por outro lado em /<" para ii > 1 os conjuntos definíveis podem ser muitos diferentes daqueles definí-
veis em uma D.L.O.. Note que, como mencionamos anteriormente, ao acrescentarmos funções e relações
em uma estrutura nos aumentamos a classe de conjuntos definíveis. Assim uma extensão de uma estrutura
O-minimal não precisa ser O-minimal, de onde surge o problema em encontrar estruturas O-minimais.

Uma propriedade particularmente interessante da definição acima é que dado uma estrutura O-minimal
7?, todas as estruturas elementarmente equivalentes a 7Z também são O-minimais. Esse resultado pode ser

usado juntamente de exemplos conhecidos para obter novas estruturas O-minimais, em particular temos
que modelos não standard de todos os exemplos que vamos apresentar são estruturas O-minin\ais.

Para provarmos que uma dada estrutura é O-minimal precisamos entender como são os conjuntos de-
finíveis de tal estrutura. Uma maneira possível de entender tais conjuntos é simplificando a forma das
fórmulas da teoria de primeira ordem de tal estrutura. Existem algtmlas maneiras possíveis de caracterizar

fórmulas de primeira ordem, no texto apresentamos caracterizações feitas atravez de eliminação de quanti-
ficadores ou provando que certas teorias são modelo completas. Conseguimos provar provar por exemplo
que a teoria de D.L.O. admite eliminação de quantificadores, o que nos dá uma caracterização bastante
simples de seus conjuntos, levando naturalmente a O-minimalidade de seus modelos.

Ao analizarmos a teoria de grupos ordenados vemos que nem todos os modelos dessa teoria são es-
truturas O-minimais. Por isso buscamos uma caracterização dos modelos que possuem essa propriedade.
Não é difícil provar que de fato todos os modelos O-minimais da teoria de grupos são grupos divisíveis.
Por outro lado quando adicionamos a condição de divisibilidade a teoria obtemos a eliminação de quan-
tificadores e com isso conseguimos caracterizar os conjtmtos defhaíveis de tal teoria e mostrar que seus
modelos são de fato estruturas O-minimais, tal teoria é conhecida como OD.AG.
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No caso de corpos ordenados temos um fenómeno parecido. Conseguimos ver facilmente que nem
Lodos os corpos ordenados são estruturas O-minimais(por exemplo Q como corpo não é uma estrutura
O-minimal). Provámos que lml corpo ordenado é uma estrutura O-minimal se e somente se esse for Lml
corpo real fechado(chamamos tal teoria de /<CF). O resultado que nos permite concluir a O-minimalidade
de corpos reais fechados é o conhecido teorema de Seidenberg-Tarski, um teorema que garante a eliminação
de quantificadores para RCF. Com esse resultado conseguimos caracterizar os conjuntos definíveis em um
corpo real fechado como os conjuntos semialgébricos, uma classe de conjuntos amplamente estudada em
geometria algébrica real. Exemplos de corpos reais fechados são IR e o conjunto de números reais algébricos
sobre Q, denotado por Q./

Ouvi'os exemplos conhecidos de estruturas O-minimais são algumas extensões de corpos reais fechados.

Um exemplo particularmente interessante é n{.,.\.}, a esh-atura dado por (R, $, +, ., e. 0.1) onde e é a função
exponellcial. A demonstação de que essa é uma estnitura O-minimal é bastante complicada e pode ser
vista com consequência de um resu]tado conhecido como teorema de Wi]kie. Outra extensão O-minimal
de (/<, $, +, ., 0, 1) é obtida acrescentando a essa estrutura a restrição de toda função analítica ao intervalo
lO, ll. Os conjuntos definíveis em tal estruturas são conhecidos como conjuntos finitamente subanalíticos,
tais conjtmtos desempenham um papel importante em uma área da geometria conhecida como geometria
analítica.

A grande parte dos resultados que vamos desenvolver no texto se aplicam somente a estruturas O-
minimais estendendo corpos- Por isso esses três últimos exemplos são os de maior importância no nosso
caso

Propriedades Gerais.

Embora a definição de uma estrutura O-minimal seja simples as suas propriedades não são nada triviais.
Vamos assim fixar lmla estrutura O-minimal 7? e ver algumas de suas propriedades. O primeiro resultado
relevante que provámos sobre tais estruturas é o terema de monotonicidade

Teores\a 0.1. Dntlü J : (a,l}) a R llllialutlção d(+itiíocl existetii poittos {i :: tlt\ < n\ <

qtic .f\l..i...i, \ ) é coiitíiiita c c'stt'itotttclttc lltoliótolla oil .f é collsta)lte.

Esse reultado, embora simples, ilustra bem o bom comportajnento das funções definíveis. Pois, para
uma estrutura cujo topologia é dada pela ordem, continuidade e monotonicidade são propriedades fun-
damentais. Além disso segue diretamente dele que muitas funções não podem ser definíveis, como por
exemplo se/r(l/r) para XC(0, 1) em [R.

O próximo resultado que provámos é, em certo sentido, uma generalização do teorema de monotonia
dade para mais dimensões. Embor'a o conceito de monotonicidade não se aplique a funções com domínio
em /<" esse resultado nos dá uma partição do domínio de uma função definível em conjtmtos extremamente
simples, de forma que tal função seja contínua em todo conjunto de tal partição.

Células são conjuntos definíveis de natureza bastante simples definidos indutivamente: uma 0-célula é
um ponto de R, enquanto uma l-célula é lml intervalo aberto. Uma (1, 0)-célula é o gráfico de uma função
definível com o domínio em lmla l-célula, ou seja um intervalo aberto, enquanto uma (0,0)-célula é o
gráfico de uma função definível com domínio uma 0-célula, ou seja lma ponto de J<. Unia (i, l)-célula é a
região entre duas funções definíveis com domínio uma (í) célula, e assim por diante.

O que o teorema de divisão ejla células nos diz é essencialmente o seguinte:

Teorema Q.2. Dados cotllutitos d({itlíueis At, ...,Ak de R" e 1111ia futtçõo dejitiíuel de f : li" -+ lttn existe uttla

partição .M de R" an céltllas Mt, ..., M!, tai qite cada Mi está, oii contida etn AI, otl é disjltnta de tnl conjltnto, e n
restrição de J a qtlalqlter Mi é contíttua.

< ak '< ak].l :: }l tais

Dizemos nesse caso que .A,'í é compatível com os conjuntos .4Í e a função /.
Como pode-se imaginar esse teorema é a ferramenta fundamental no estudo de conjuntos e funções

definíveis em estruturas O-minimais.
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Quando apresentamos o conceito de células vimos que todas elas possuem um índice da forma(ít, ..., 'k)

onde todo íj = 0 ou 1, dizemos que a somatória desses índices é a dimensão da célula. Note por exemplo
que Lmla célula de dimensão 0 é um ponto enquanto uma célula de R" com dimensão /l é um conjunto
aberto. Usamos essa noção para dar a seguinte definição:

Definição 0.3. A dimensão de um conjtulto definível X C J<" é a dimensão da maior célula contida em X
em lula partição ena células qualquer do /<", compatível com X.

A noção de dimensão acima não só está bem definida como satisfaz várias das propriedades que gos-
taríamos que tal noção satisfizesse. Uma particularmente interessante é que tal noção é preservada por
bijeções definível, ou seja, se existe Íman bijeção definível entre dois conjuntos Á e B, então tais conjuntos
possuem a mesma dimensão; note que não fazemos nenhuma hipótese de continuidade aqui.

Outro resultado que \releMOS é que a dimensão do bordo de um conjunto definível é estritamente menor
que a dimensão do conjLmto. Um resultado curioso pois esse não é sempre o caso, se tomarmos por exemplo
o bordo do gráfico de nossa função self(l /x) esse é homeomorfo ao intervalo 10, 11, e tais conjuntos devem
ter a mesma dimensão para um conceito apropriado de dimensão que se aplique a eles.

Alguns conceitos usuais de topologia não se comportam da maneira esperada, temos por exemplo que
em Q./ o intervalo 10, 11 não é nem conexo e nem compacto. Podemos no entanto substituir tais conceitos
por noções similares que se comportem da maneira desejada em uma estruh-ira O-minimal. Podemos
subtituir, por exemplo, compacidade por fechado e limitado. Sabemos pelo teorema de Heine-Borel que
essas são noções equix/dente em R mas, como x/amos, esse não precisa ser o caso em uma estrutura O-
minimal. A importância de conjuntos fechados e limitados está no fato de que muitos resultados análogos
a teoremas sobre compactos se aplicam a tais conjuntos quando nos restrhagimos à categoria dos conjLmtos
e funções definíveis. Temos por exemplos

Teorema 0.4. Se .f : X H R" é ltllia.função colitílttla e d($níoel e X tlili cmljiil:to de#iiíuel.feclitldo e littiitndo, clttão

f(X) éleclinda e litltitadn.

No caso de conexidade nos concentramos não na noção usual, mas sim em lmaa versão análoga que
chamamos de conexidade defínível. Dizentos que lml conjunto Á é definivelmente conexo se ele não pode
ser escrtio como a união de dois abertos C, [) definíveis, tais que À n c n D :: O. Essa simp]es modifi
cação não só torna o intewalo 10, 11 definivelmente conexo como permite que provemos vários resultados
surpreendentes sobre conjLmtos definíveis. Temos por exemplo:

Teorema 0.5. Todo conjunto possui ulti ilútltel'ojiltito de cottlpotielites dl$ttíoeltttellte conexas, e cada linin dessas é

d(#iit iuelttiett te cotlexr] pot ca ttiitilio.

As definições de componente definivelmente conexas e definivelmente conexo por caminhos podem
ser adivinhadas pelo leitor(elas são apresentadas de maneira precisa no texto).

Um resultado bastante forte sobre estruturas O-minimais é o teorema de triangularização. Como de
costume definimos Lmaa triangularização como um homeomorfismo entre um conjtmto X e um complexo
K, exceto que no nosso caso tomamos o complexo K como um subconjunto do domínio R da estnttura
em questão e pedimos que o homeomorfismo seja definível. Dizemos ainda que uma triangularização é
compatível com um subconjunto definível Xo c X se Xo é homeomorfo a uin subcomplexo Ko de K via P.
O que o teorema nos diz é:

'Teorema 0.6. Dado uttl cotllutito definíuet X e subonjti)idos defiliíueis XO, ..., XK de X existe tinta trinngulnrização

l.K, @) de X cotttpatíoel com cndn imt desses cotlllnttos.

Tal teorema não só é extremamente surpreendente como é muito útil. Atraves dele podem se obter
diferentes resultados sobre conjuntos defhlíveis; é possível por exemplo caracterizar quando existe uma
bijeção definível entre dois conjtmtos definíveis quaisquer.
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Uma outra consequência que pode ser obtida de tal teorema, juntamente do teorema de compacidade
da teoria de modelos, é o teorema de trivialização. Uma trivialização de uma h-unção / : X > Á pode
ser visto como um homeomorfismo definível /i : X --> ,'\ x C, tal que ./'(x) = n-(/i(x)). O teorema de

trivialização nos diz não só que dada uma função definível ./' : X > Á podemos encontrar uma partição
de X em conjtultos definíveis, tal que a restrição de ./ a cada conjunto de tal partição seja trivial, como nos
garante que tal trivialização pode obdecer certas condições de compatibilidade com subconjuntos de .4.

Homologia

O último capítulo do texto se dedica ao desenvolvimento da teoria de homologia para estruturas O-
minimais; pala tanto utilizamos os resultados desenvolvidos no segudo capítulo

Por Lmla homologia O-minimal queremos dizer Lmla sequência de funtores Hn saindo de uma categoria
de conjutos definíveis, ou pares de conjuntos definíveis, e chegando na categoria de grupos abelianos. No
nosso caso iremos tratar diretamente da homologia de pares e usaremos o que é usualmente conhecido
como homologia reduzida. Pedimos ainda que tais funtores satisfaçam versões apropriadas dos axiomas
de Eilenberg-Steenrod:

1. Axioma da Dimensão: Se X é unl conjunto unitário, então a homologia Hn(X) é o grupo trivial para
todo /z.

2. Axioma de Exatidão: Existe Lmla sequência de transformações naturais d,, : H,. > H,. l o G, onde G
é o funtor que leva um par (X, X') em (X',®), tal que para todo par (X, X') a seguinte sequência é
exala:

- n,.(x',a) !!!U- n,,(x,o) !!:!e- u,,(x,Á) -ll!:-e'n,...(Á,o) -

onde f e J são as respectivas inclusões

3. Axioma de Homotopia: Se ./',g :(X,Á) -->(Y, B) são morfismos na categoria de pares em questão, e
/ é definivelmente homotópica a g, então H,,(./) = H«(g) para todo lí.

4. Axioma de Excisão: Dado um par(X,X') e umsubcoconjunto U de X, tal quem/(U) C ilíf(X') todos
na categoria em questão temosquese féa inclusão de(X U,X' U) em(X,Á),então H«(í) é um

isomorfismo para todo }z.

A primeira teoria semelhante a que vamos apresentar foi desenvolvida por Hans Delas e pode ser encon-
trado em IDe191]. Nesse texto é apresentada uma teoria de homologica para conjuntos e funções semialgé
bricos, porém tal teoria é extremamente complicada. Em sua dissertação de doutorado [Woe96] Woerheide
apresentou uma teoria de homologia para conjuntos e funções definíveis em uma estrutura O-minimal ba-
seada no teorema de triangularização, ta] teoria é muito mais sim]es do que a encontrada em IDe191]. Em
IArt081 o autor apresenta resultados que nos permitem concluir que quaisquer duas teorias de homologia
em uma estrutura O-minimal sobre a categoria de conjuntos definíveis e funções definíveis contínuas(ou
sobre a categoria de conjtmtos definíveis fechados e limitados e as mesmas funções) com o mesmo grupo
de coeficientes e satisfazendo os axiomas de Eilenberg-Steenrod são isomorfas. Tal resultado implica que
a teoria de homologia que vamos apresentar é isomorfa a teoria apresentada por Hans Delas quando nos
restringimos 'a corpos reais fechados.

O primeiro funtor que definimos é o funtor de homologia simplicial, esse porém somente definido sobre
pares de conjuntos fechados e limitados.

A estrategia nesse caso gira enl torno do teorema de triangularização. Podemos usar a abordagem usual
de topologia algébricca para associar complexos de cadeia a complexos simpliciais, de onde podemos obter
grupos de homologia. Vamos denotar os grupos de homologia de um complexo K obtidos por tal proce-
dimento por HJI (K). Com isso podemos usar o teorema de triangularização para tentar definir homologia
sobre conjuntos definíveis. A grande dificuldade nessa abordagem esta em dizer como tal funtor deve se
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comportar com respeito as funções definíveis entre tais pares. Para contornar esse problema procedemos
em vários passos, começando com o h-intor na categoria dos complexos simpliciais com moífimos os ma-
pas de vertíces, em seguida estendemos tal funtor a algtmlas categorias intetmedíárias até chegarmos em
um funtor de homologia cujo domínio é a categoria de pares de conjuntos definíveis, com ftmções contí-
nuas como morfismos. Esse funtor também é denotado por Hn, porém qualquer ambiguidade pode ser
esclarecida olhando o argumento de Hil, já que o primeiro funtor que mencionamos está definido sobre
complexos simpliciais enquanto esse último está definido sobre conjuntos definíveis de /<". Apesar de
todas essas dificuldades obtemos o seguinte resultado central nessa teoria:

'Teores\a 0.7. Dado lltn cmíiltttto dl#i+iíuel X c llllln ti'iatigulnrizllção l.K, +) dc X, então os gl'tipos de Itotilologia

sittipticial HI.. l.X ) são isottiorfos aos grupos Hn l.K ) do cotttplexo sintplicial K,

Atraves desse resultado conseguimos provar os axiomas de Eilenberg-Steenrod "importando"resultados
análogos sobre a homologia de complexos simpliciais.

Em seguida apresentamos a teoria de homologia singular. Embora essa seja a teoria de maior interesse
nas aplicações, muitos de seus resultados estão ligados à teoria de homologia simplicial de maneira tão
essencial que não existiria nenhum ganho em apresentar tal teoria sem antes desenvolvermos a homologia
simplicial.

As definições de homologia singular são feitas de maneira completamente análoga às definições clás-
sicas e tal funtor também é denotado por Hn(utilizamos as notações Hs"'g e Hs'"'P quando precisamos
diferenciar entre homologia singular e simplicial).

Tomamos S,, (X) como o grupo livre gerado por funções definíveis contínuas de A" em X, onde A'' é o
simplexo padrão de dimensão n. Em seguida usamos funções c" levando A" l na face oposta ao vértice
í de A" para definir o operador de bordo em Sii(X), obtendo assim um complexo de cadeia, o que gera
na turalmen te grupos de homologia.

Para obter os axiomas de Eilenberg-Steenrod procedemos de illaneira análoga ao caso clássico, porém
tal procedimento falha para o axioma de excisão . A demonstração usual de tal axioma depende da exis-
tência do número de Lebesgue em IR e de algumas propriedades decorrentes de esse ser um número real.
Em uma estrutura O-minimal qualquer não conseguimos garantir lmla propriedade análoga.

De um ponto de vista geonaétrico o problema constitui em dada uma h-unção .f : z\'i .> X e uma cober-
hira de X por abertos Xt e X2 obter uma parição de A", tal que a imagem de cada conjunto de tal partição
esteja contido ou em XI ou em XZ. Obter lmaa partição nessas condições não é um problema; porém tal
partição não pode ser tomada de maneira qualquer, já que devemos associar a essa um automorfismo
do complexo de cadeia S*(X). No caso clássico essa partição é obtida, graças ao número de Lebesgue,
tomando sucessivas divisões baricêntricas de A". No nosso caso porém precisamos tomar uma triangulari-
zação de A" compatível com a pré imagem dos conjuntos Xt e X2 seguida de uma divisão baricêntrica. Tal
procedimento, embora funcione, toma a algébra envolvida ulla tanto complexa.

Apesar de todas as dificuldades a teoria de homologia obtida tem resultados bastante agradáveis. Por
exemplo ao calcularmos o grupo de homologia de certos conjLmtos nos deparamos com resultados análogos
a resultados clássicos. Temos que a homologia HI(S") da esfera de dimensão }i é isomorfa a Z quando
í = li e 0 nos outros casos(lembre que estamos tratando de homologia reduzida). Temos ainda que se X é
isomorfo a lO, ll' para r < n tanto a sua homologia como a de S" X são triviais. Com isso conseguimos
provar de maneira simples resultados análogos a teoremas famosos de topologia algébrica como o teorema

de separação de Jordan, a invariância de domínio e o ponto fixo de Brouwer.



Capítulo l

Exemplos e Definições

O objetivo desse capítulo é apresentar a definição e os princip'ais exemplos de estruturas O-minimais. Para
isso vamos apresentar primeiramente definições relativas a estruturas e conjLmtos definíveis. Em seguida
faremos uma breve discussão sobre ordens lineares densas, apresentando algtms dos principais exemplos
dessa teoria. O nosso interesse em tais estruturas se deve ao fato de estruturas O-minilncais serem extensões

delas.Ppoderemos assim destacar em tais estruturas algumas propriedades, de forma a tllotivar a definição
de es tru Luras O minimais

Terminaremos o capítulo com a definição e alguns dos principais exemplos de estruh-iras O-minimais
Apresentaremos alguns exenaplos de estruturas ordenadas, isolando dentre essas aquelas satisfazendo a
definição de O-minimalidade. Os últimos exemplos que vamos apresentar, extensões de corpos reais, são os
de maior interesse no nosso caso, jó que vários dos resultados que desenvolveremos no segundo e terceiro
capítulo se aplicam somente a tais estruturas

1.1 Estruturas e Conjuntos Definíveis
1.1.1 Estruturas

O conceito de estrutura no contexto de teorias O-minimais está ligado a ideias oriundas da teor'ia de made

los. Muitos autores porém evitam mencionar linguagens de primeira ordem e a teoria de llaodelos; para isso
introduzem lmla noção de estrutura sem nehuma referência a linguagens de primeira ordem, não existe
porém nenhum ganho ou perda em tal abordagem(exceto, talvez, de simplicidade). Nesse texto vamos
apresentar ambas as definições, chamaremos a primeira de estrutura naodelo teórica e a última simples-
mente de estruttua.

Para definirmos o que são tais estruturas, independentemente da abordagem, precisamos primeiro di-
zer o que são assinaturas. Uma assinatura L nada mais é do que uma tripla ordenada(Á, F, C), onde Á, F, C
são conjuntos tais que cada elemento de Á é uma dupla (r, /lr) e cada elemento de F é lmla dupla (./', /z/)
onde nr e ;i/ são números naturais. Intuitivamente devemos pensar em um elemento(r, llr) de Á como um
símbolo I' de uma relação /lr-ária, (/, pz.f) um símbolo / de uma função ll.f-ária e um elemento c C C como
um símbolo para uma constante.

Com isso em mente podemos dar a seguinte definição.

Definição 1.1. Dado uma assinatura L = (.4, F, C) dizemos que unia L-estrutura modelo teórica 7Z é uma
quadrupla (R,.4K,F;<,CX) onde R é um conjtmto, .4J< u.na função que associa para cada (r, llr) C Á uma

relação /l,-ária de R(que denotaremos por rR), FK associa para cada elemento (./',n/) c F uma função
/z.f-ária de R(denotado por ./:Z) e CK associa para cada elemento c C C lun elemento de cn C R.

Embora essa definição seja precisa ela é um pouco inconveniente. Na prática trataremos usualmente
de estruturas com assinatura finita, e apresentaremos essas simplesmente indicando quem são as funções,
relações e constantes relevantes. Ou seja uma estrutura cuja assinatura possui uma relação binária e uma
constante será denotada simplesmente por algo da forma (R, <, 10). Embora tal notação deixe espaço para

9



10 EXEMPi-OS E OEnNiçÕus 1 .1

ambiguidades(no caso, por exemplo, de termos mais de uma relação com aridade li0) o contexto sempre
deixará claro qual símbolo está sendo interpretado por cada relação, função ou constante.

Exemplos simples de estruturas que vemos cotidianamente em matemática são grupos, nesse caso te-
mos apenas uma lança binária e, possivelmente, uma constantes na assinatura; e anéis, aonde temos duas
funções binárias e duas constantes na assinatura. Alguns objetos matemáticos não se enquadram direta
mente nesse tipo de definição; espaços vetoriais por exemplo possuem dois domínios distintos, o corpo de
base e os elementos do espaço vetorial, e portanto não possuem ]m]a ]'epresentação óbvia da forma dese-
jada. Em muitos casos tais diferenças podem ser contomadas, porém não entraremos em maiores detalhes
já que os exemplos que nos interessam podem ser tratados naturalmente.

Dadas duas assinaturas L, L' com L' C L e uma L-estruh.lra modelo teórica 7Z = (Jq, LK) podemos
definir uma L'-estrutura modelo teórica 7Z' com o mesmo domínio de 7Z que associa a cada símbolo s de
L' o mesmo que é associado por 7Z, i.e. sn' :: sn. Nesse caso dizemos que 7? estende 7Z', ou que 7Z' é uma
l-nc+ri.-ãn do '7?

Vale notar que definimos apenas o que são L-estruturas modelo teóricas, porém, como na maioria dos
casos a assinatura L estará fixada, abrevialemos a nomenclatura por estrutura modelo teórica

1.1.2 Fórmulas e Conjtmtos definíveis

A discussão abaixo é bastante informa] e tem como principal objetivo estabelecer a notação que será usada,
caso o leitor não tenha familiaridade com tais noções é recomendável consultar um livro introdutório de
[ógica como [Sho67].

Dado lmla estrutura modelo teórica 7Z existe uma classe de subconjuntos de /<" que queremos destacar,

a classe dos conjuntos definíveis. Para isso precisamos de outro conceito da teoria de modelos(ou de lógica
em geral), o de fórmulas de primeira ordem.

A cada assinatura L vamos associar um conjunto E que chatalaremos a linguagem de primeira ordem as
sociada a L. Os elementos de Z: são chamados de L-fórmulas(usualmente apenas fórmulas, pois L costuma
estar implícito). A associação de r a L é feita descrevendo indutivamente todos os elementos de C, não
daremos aqui tal descrição porém ela pode ser encontrada em qualquer livro introdutório de lógica. Um
exemplo típico de uma fórmula de primeira ordem para uma assinala-ira contendo um símbolo de ftulção
binária .f e uma relação uniria f) é

]xU'(x,y) 0(x)l.

No exemp]o acima dizemos que J/ é lmaa variável livre pois aparece fora do escapo de quantificadores.
Usualmente denotamos por P(í) fórmulas que possuem como variáveis livres í, onde í é uma sequência
xl, ..., x,, de variáveis. Uma fórmula sem variáveis livres é dita uma sentença.

Em princípio Lmla L-fórmulas 4}(f) é apenas Lmla sequência de símbolos, porém dada uma L-estrutura
modelo teórica 7Z e um elemento ã C R" existe uma interpretação para 4'(ã) em 7Z. Temos por exemplo que
a interpretação da fórmula acima em Íman estrutura (/<,./'1<, aK) com a no lugar de y é: existe x c R, tal que
f/'(l,a) = r e x satisfaz 0.

Usaremos os conectivos lógicos /\, V, H, H e = que devem ser interpretados respectivamente como "e
ou", "implica", "se e somente se"e "não". Usaremos também os quantificadores ] e V que devem ser inter-

pretados como "existe"e "pata todo". Além disso lembramos que sempre seguido de um quantificador deve
aparecer uma variável e que essa por sua vez será sempre interpretada variando sobre todos os elementos
do domínio, o que significa que não podemos quantificar objetos como funções e subconjuntos.

Os símbolos descritos no parágrafo acima são chamados de símbolos lógicos. Os únicos símbolos não
lógicos que podem aparecer em uma fórmula são o símbolo de igualdade, parênteses, símbolos para variá-
veis e símbolos da assinatura; uma fórmula que não possui símbolos lógicos é chamada atómica.

No caso da interpretação de uma fórmula P(í) em uma estruh.ira 7Z com ã no lugar de í ser verdadeira
dizemos que ã satisfaz P em 7Z e denotamos isso por 7Z F p(a). Além disso dizemos que 7? verifica P e
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denotamos 7e F P se 7Z f: @(ã) para todo ã C R". Em particular dado uma estrutura 7Z e uma sentença P
temos que ou 7? 1:: P ou 7Z l:: IP

Ena certas teorias, como grupos e anéis, temos, além de uma assinatura fixada, um conjLmto de propri-
edades que as estruturas devem satisfazer(como a existência de lma elemento neutro ou a associatividade
das operações), tais propriedades são usualmente chamadas de axiomas. No caso dos exemplos menciona-
dos esses axiomas podem ser expressos pol sentenças de primeira ordem( por exemplo a associatividade é
expressa por VxV!/Vz(/(l,.f(y, z) ) = ./'(./'(r, y), z))), nesse casos dizemos que temos uma teoria de primeira
ordem. Se denotaimos um conjunto de axiomas por '4, dizemos que uma estrutura 7?. é um modelo de Á
se satisfaz todas as sentenças de Á, denotamos 7e l- ,'\. Usualmente identificamos o conjunto de axiom'as
.4 com o nome da teoria. Dizemos ainda que uma teoria Á satisfaz uma sentença @, ou que @ é um teorema
de Á, se todo modelo de Á satisfaz +, denotamos isso por Á f:: P-

Com a notação introduzida acima estamos em condições de descrever o que chamamos de conjuntos
definíveis.

Definição 1.2. Unl subconjunto Á de /<"', onde R é o domínio de lmla L-estrutura modelo teórica 7Z, é dito
definível(em 7Z) se existe uma L-fórmula P(J/i, ...,y«,xt, ...,.r«,) e um elemento ã c R", tal que

{í c x"' : R F p(õ,í)}

Dizemos que @(ã, í) define Á

O que claamamos de conjuntos definíveis acima são também chamados de conjLmtos definíveis com
parâmetros, sendo esses fi. Como os parâmetros utilizados na definição de cada conjunto não terão ne
nhuma importância para nós diremos apenas que o conjunto Á é definível, além disso iremos omitir quais
as constantes estão sendo usadas e dizer apenas que P(í) define Á.

(.omo mencionamos anteriormente o nosso interesse nesse texto será estudar o comportamento de tais

conjuntos em certas estrutras. O lema abaixo nos dá algumas propriedades gerais de conjuntos definíveis.

Lema 1.3. Sejalli A, B c R'' de$1tidos pot @l.t), W(X), e C c R"' taltibéllt defiliíoel. Elttão

1..4 n B,,4U BeR" A são defitiíoeis

2. nl.A ) é de$ttíuel, onde n denota alguttta proJeção

3. Rk x A édejiilíuel

4. Seja cr : }t } li e toitie fa : R'' -+ l<'' que ttlattda (al,

por .fc é delittíoel.
a,,) efli (a.(1). na(n)), tentos que a i)nagettl de A

5. A x C é d(#ittíoel

De/no/lsfiação. Vamos demonstrar cada caso separadamente

e I'qo primeiro caso note que P /\ P, P V P e -@ definem respectivamente Á n B, Á U B e R" Á

S.jam Ü ft as coordenadas de Á que são omitidos em n(Á), então z(A) é definido por

]lf.]*i:... xi*lP(í)l

+ Nesse caso temos que xi rl /\ ... A xk xk A @(xk+l,..., x,,+k) define Rt x Á

. A fórmula que define a imagem de Á por /a é #'(X«(1), ''',x,(«)). Vale notar que a(k) é apenas um
número natural que está sendo usado como índice das variáveis e que cr não é Lml símbolo da fórmula.
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B ,4 x C (Á x i<"' ) n (R" x C), portanto segue das observações acima que é definível

n

Dissemos anteriormente que é possível tratar da teoria de estnituras e conjuntos definíveis sem utilizar
linguagens de primeira ordem. O que vamos apresentar abaixo é uma possível maneira de se fazer isso.

Definição 1.4. Uma estrutura em um conjunto /< não vazio, é uma sequência de conjuntos .S = (Snl)«ícN
tal que para cada nl C IN temos S«, c 7)(R"')(onde P denota partes) e valem as seguintes propriedades:

S.,, é fechado por intersecção, tmião e complementam

A projeção de um elemento de S«,+l pertence a S«.

e Se z'l C S,,,, então /< x Á C S,,.+l

r,,,) C l<"' : xl :: ]',,,} C S,,,

Note que se considerarmos S,,, como a família dos conJLmtos definíveis em Íman estrutura modelo teórica
7Z, o lema 1.3 nos garante que as três primeiras propriedades acima são satisfeitas. Além disso o conjunto
em questão no último item é definido pela fórmula

xl ria/\x2:= x2/\r3:= x3A-.-./\r,,, l X/IÍ -- l

Assim a família dos conjuntos definíveis em uma estrutura modelo teórica(indexada apropriadamente) nos
dá Íman estrutura do tipo acima.

Não é difícil verificar que toda estrutura pode ser obtida da maneira que acabamos de descrever a partir
de uma estrutura modelo teórica. Basta considerar a estrutura que tem como assinatura um símbolo de re-
lação pi-ária para cada elemento de S" e que interpreta tais símbolos justamente como os conjuntos aos quais
eles estão associados. Por esse motivo abandonaremos nas próximas seções a diferença de nomenclatura e
usaremos apenas a expressão estrutura.

Um ponto interessante da definição acima é que ela não faz nenhtmla referência a linguagens artificiais,
e nem mesmo a assinaturas. No entanto essa é lmla definição extremamente artificial quando apresentada
independentemente.

Vimos que dada lmaa L-estrutura 7? existe lmla classe de subconjuntos de R" que chamamos de conjun-
tos definíveis. Queremos agora, como de costtmle, construir uma categoria baseada nesses conjuntos; para

isso precisamos dizer quem são os morfismos. É claro que existem muitas funções entre tais conjuntos,
estamos interessados porém naquelas que possuam alguma ligação com a assinatura escolhida, temos a
seguinte definição.

Definição 1.5. Uma função / : /?" -+ ]<"', onde R é o domínio de uma estrutura 7Z, é dita definível(em 7Z)

se seu gráfico r(/) c R''+"' é definível.

O lema abaixo nos da algumas propriedades simples porém importantes de funções definíveis

Lema 1.6. Sejatlt f : R'* -} R"' e g : R"' a Rk .funções definíoeis e A c R" ilili coltlttttto defiliípel, tet)ios qlte.

+ Se n : A -+ Ri é tlttln ptoleção, então n é de$tiíoel.

B A cottiposta g o J: é de$níuei

e A iniagett! e o dotttíttio de .f são de$1tíoeis
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De/lloiisfpação. No primeiro caso note que l-(z) = {(x,y) c /<" : x c Á A y c n(Á)} = Á x n(.4), mas já

vimos que n(.4) é definível e que o produto de conjuntos definíveis é definível, logo H é definível
No seõuundo caso note que o gráfico de g o .f é dado pelo conjunto

{ (a, Z,) c /?"+l : .riste c c /?"', tal que (a,c) c r(./') e (c, Z,) C t(g)}

Assim se o gráfico de / é definido por PI e o gráfico de g por PZ temos que o gráfico de g o ./ é definido
por

P(í, !7) = ] l@l (í,z) A@2(z,y)l

onde ]2 é um'a abreviação para ]zl...]z,,,.
No último item o domínio de ./' é projeção de r(./') nas iz primeiras coordenadas, sua imagem é a piojeção

nas nl últimas coordenadas, e em ambos os casos sabemos que obtemos conjuntos definíveis.
D

Uma consequência interessante desse ]ema é que a família dos conjuntos definíveis juntamente com as
funções definíveis de uma estnttura formam uma categoria.

Estruturas diferentes também podem ser comparadas de diferentes formas, podemos definir por exem-
plo um morfismo entre duas estruturas .4 e 23 cona a mesma assinatura coillo uma função ./' : Á + B, tal
que

e Se g é um símbolo de função lr-ária da assinatura, então g''t(al .a.) = gB(.f(ai ). ./(', ))

B Se k é um símbolo de constante da assinatura, então kÀ ka

. Se / é um símbolo de relação n-ária e Á f: r(al «« ), então 23 f:: 1(./'(.71 ). ./(.,,))

Quando ./' é injetoia e sua inversa é lma morfismo dizemos que ./ é lml isomorfismo.
Essas definições coincidem em casos conhecidos, como o de grupos ou anéis, com as definições usuais.

Podemos igualmente dar definições de monomorfismo e epimorfísmos.
Um critério de comparação entre estruturas mais fraco que isomorfismos é a chamada equivalência

elementar. Dizemos que duas estruturas com a mesma assinatura r são elementarmente equivalentes
quando satisfazem as mesmas sentenças de primeira ordem da linguagem associada a C. Apresentaremos
nas próximas seções exemplos de estruturas elementaimente equivalentes que não são isomorfas, porém
não é difícil verificar que a implicação inversa é sempre verdadeira.
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1.2 Estruturas Ordenadas

Nesse texto estamos interessados em um certo tipo de eshuh-iras, as estruturas O-minimais. Essas, por sua
vez, são um tipo específico de estruhiras ordenadas. Por esse motivo nesse capítulo tratarenaos rapida-
mente de etruturas ordenados, apresentando exeillplos e algumas de suas propriedades.

1.2.1 Ordens Lineares

Começamos definindo o tipo de ordem que estádios interessados

Definição 1.7. Uma ordem em um conjunto /< é lmla relação binária $ satisfazendo as seguintes proprie
dades.

Para todo a c R temos a < a

Se í] $ b e b 5; c, então a $ c

e Para a, b c R ou a $ b ou b $ a

Dizemos ainda que uma ordeill é linear se satisfaz

e Se r7 $ b e b $ n, então n = b

[)efinimos a < b como a $ b e a # b. Uma ordem satisfazendo a condição abaixo é dita densa

e[)idos a,b c R coma < 17existec c R ta] quer < c < b

Por último tuna ordem não possui extremos se satisfaz

e Para todo a C J< existem 11, c C /< com ll < a < c

Uma ordem satisfazendo todas essas propriedades é dit'a uma ordem linear densa sem extremidades, o
que abreviamo por D.L.C)..

Exemplos comlms de [).L.O. são IR e Q com suas ordens usuais.
Uma característica importante de [).L.O. é que todas as condições acima podem ser expressas como

sentenças de primeira ordem(a condição de densidade é expressa por VaVblc(a < b a n < c A c < b)
por exemplo). Assim podemos ver as condições acima como axiomas de uma teoria de primeira, com um
único símbolo de relação binária em sua assinatura, abreviamos essa teoria também por [).L.O.

Um pergunta natural quando temos uma teoria de primeira ordem é "quais são as sentenças váli
das(teoremas formais) dessa teoria?". No caso de D.L.O. temos Lula resposta bastante satisfatória, as sen-
tenças válidas são exatamente aquelas que são válidas em um modelo qualquer de D.L.O.(como H< ou (2,
a prova de ta] afirmação pode ser encontrada erl] [Mar02]). Teorias com essa propriedades são chamadas
completas, e em teorias completas temos que todos os modelos são elementarmente equivalentes, já que a
validade das sentenças em lma dado modelo depende apenas da sua validade em um modelo fixado.

Embora D.L.O. seja uma teoria completa existem muitas propriedades que podem variar de um modelo
da teoria para outro. Por exemplo em IR sabemos que todo subconjunto limitado possui supremo, enquanto
esse não é o caso em Q. Tal fenómeno é possível pois a existência de supremo para todo subconjunto
limitado não pode ser expressa na linguagem de primeira ordem; tal afirmação envolve uma quantificação
sobre subconjLmtos da estrutrua. É importante ter em mente que, embora muitas das propriedades da
teoria sejam iguais em todos modelos, existem diferenças importantes entre modelos diferentes.

Vamos fixar ]< como um modelos qualquer de D.L.O.(isto é uma, uma estrutura com uma única relação
binária, satisfazendo os axiomas de uma D.L.O.). Dizemos que um subconjunto X de R é um intervalo
abertose X =(a,b) = {x c H< : a < x < b},para algumpardeelementosa,b c RU { m,ml;intervalos
fechados são definidos com as mudanças usuais e são denotados por la,ül. Em certas estruturas, como
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Q, conjuntos como (0, v'ã) são também chamados de intervalos, porém tais conjuntos não satisfazem a
condição acima(y/ã é Q) e por esse motivo não consideramos tais conjuntos como intervalos.

Podemos usar intervalos para definir uma topologia conhecida como tipologia da ordem:

Definição 1.8. Em uma estrutura ordenado 7Z definimos a topologia da ordem como a topologia que tem
como base o conjLmto dos intervalos abertos, denotamos tal topologia por r.

No restante do texto todas as estruturas que x/amos lex/ar em consideração são ordenadas e sempre
vamos associar a tais estruturas 'a topologia da ordem, a menos que seja especificado o contrário.

Dizer que T é gerada pelos intervalos abertos é o mesmo que dize'r que os elementos de T são uniões
quaisquer de intervalos abertos. Para verificar que esse conjunto de fato é uma topologia precisamos apenas
verificar que a intersecção finita de interx/aios abertos é Lml intervalos aberto, mas isso é imediato. Como
sempre associamos a lq" a topologia produto, ou seja a topologia que tem como base as "caixas abertas", i.e
11 X ... X /n onde /f é um intervalo.

O lema abaixo, embora bastante simples, mostra como podemos usar a linguagem de primeira ordem
para obter resultados em estruturas ordenadas; tal resultado será usado durante o texto freqüentemente.

Lema 1.9. Se Á C /<" é d@/iíz'e/, então c/(Á), ínf(.'\) e .5(Á) = c/(Á) Á(lespecffi«z/lre/rfe o.Pc/z. topo/ógíco o

itltetiot e a fiotiteita de A) são d(#ittíoeis.

De/ilo/inflação. Se Á e definido por uma fórmula P, temos que c/(Á) é definido pela seguinte fórmula

g'../( A)(x ] 1«) yn,ZI,...,Zn ]iUI íu«l(!/l < xl < zi A...Ay« < x« < z«)

H(yl < it,l < zi A ...Ay« < z« < íu« A4'(iul,...,iu«))l

A fórmula acima nos dizque se í pertence a caixa B =(J/i,zi) x ... x(y«,z«), então existe umO c B nÁ,
como tod'as as caixas são obtidas dessa maneira variando J7 e E os elementos que satisfazem tal propriedade
são exatamente aqueles que pertencem ao fecho de Á. Analogamente a sentença abaixo nos da o interior
de ,'!

P-'« 1( 'i)(xl x«) = ]yi, .-.,y«,::, z,.Vít;l zu«l(yl < XI < ZI A ... Ay« < Xn < z«

Ayl < iul < zl A.-Ay« < z« < íu«) -}(P(zol :«,,)) ]

Obviamente a fronteira õ(Á) é definível por 4'.1(,4)(í) A n@(i)
D

Embora a linguagem de primeira ordem não nos permita quantificar sobre subconjuntos de /{ o tru-
que utilizado acima em j7 e 2 ftmciona como lmla quantificação sobre as caixas de J<". Usaremos truques
análogos em outras partes do texto para quantificar, por exemplo, sobre polinõmios.

1.2.2 Grupos Ordenados

Muitas das estruturas utilizadas no texto possuem, além da ordem, funções e relações adicionais. De par-
ticular interesse para nos são estruturas estendendo corpos(de maneira compatível com a ordem), porém
antes de introduzirmos essas vamos analisei os chamados grupos ordenados.

DeHnição 1.10. Um grupo ordenado(abeliano) é uma estrutura 7Z =(R, $, +,0) onde(R, $) é uma D.L.O.,
(R,+,0) um grupo abeliano e além disso a condição abaixo, que relaciona a operação do grupo com a
ordem, é satisfeita.

Se a < b para a,b € 1{, então íz+c < b + c para qualquerc C R.
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Sempre denotaremos a operação de grupo por + assim como usaremos 0 para o elemento neutro, re-
servando . e l para o produto e seu elemento neutro em corpos. A definição acima poderia ser feita para
grupos não abelianos cona uma pequena modificação, porém todos os exemplos relevantes para nos são
de grupos abelianos e por isso vamos nos ater a esse caso. Exemplos de gnipos ordenados familiares são
Q e IR comi a operação de soma e ordem usual. Note que embora a condição relacionando a ordem com
a soma é satisfeita em Z essa estrutura não se enquadra na definição pois não estende uma D.L.O.(Z é
discreto); muitas vezes estruturas desse tipo são consideradas grupos ordenados porém nos não estamos
interessados em tais casos. Um exemplo conhecido de um grupo que não pode ser ordenado(em nenhum
sentido possível da expressão) são os números complexos.

O lema abaixo relaciona a operação de gnipo com a topologia da ordem.

Proposição 1.11. Á operação + : R2 > /{ é co/lfíiii/n enl llin glilpo oideiiíldo.

De//lonsflnção. Tome (a,[,) c R e (c,d) C /{2 um ponto da pré-imagem(a notação aqui é ambígua, (a,b) é
lml intervalo, enquanto (c,d) é lml par ordenado), vamos encontrar uma vizinhança de (c, d) cuja imagem
está contida enl (a, b). Temos

a <c+d< b::>n d< c<b d

Usando a densidade da ordem existem co e cl satisfazendo a d < co < c < cl < b d. Analogamente

podemos encontrar ó8, d?, d&, í/] com

a co < a8 < d < d? < b co

a cl < d& < d < ai < 1' cl

E tomando do = //mxld8,d&} e dt = flrí/zld?,dl } vemos (co,cl ) x (do,dl ) é o intervalo que procurávamos,
pois se(x,y) C(cO,cl) x(do,dl), entãox+ 1/ < cl +dl < bex+y > cli+ d.- > "

H

Quando tratamos de grupos ordenados podemos nos utilizar da operação de soma para adaptar várias
definições usuais de H{. Temos por exemplo:

Definição 1.12. Se 7? é uma estrutura estendendo um grupo, definimos o módulo de um elemento x C R
c01]10:

y,,) C lq" definimos

' - l l :i:ii
Dados í = (]'1, ..., r«),g = (yl

d'(i,y) = nlaxllxl yl *« v«l}

Para í C R" e r C 1? definimos ainda B; = {!7 C /<" : d'(i,17) < r}.

A função d' : /<2 > ]< funciona de maneira similar a métrica do supremo em 1<; a diferença é que nesse
caso o contradomínio é R, não necessariamente igual a IR. e portanto não é uma métrica no sentido usual
da palavra. Apesar disso podemos verificar que várias propriedades da métrica usual continuam válidas,
em particu[ar é fáci[ ver que {B;(x) c J<" : r C R,x c ]<"} é uma base de abertos da topo]ogia produto do

Nesse contexto podemos dar uma definição de limite análoga a de IR. Dada ./' : R" } l<'n dizemos que
o limite de / tendendo a a é b e escrevemos /íl/Zxaa./'(X) = b se é verdade que

J<n

Vc > 0]õ > 0Vy c /{"l(JZ c B;(a) A y #: a) --> a'(./'(y),ü) < cl
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onde a linguagem formal está sendo usada apenas como abreviação. No caso de ./' sel uma função definível
é imediato que existe uma sentença formal expressando a condição acima

Quando tratarmos de funções cujo contradomíniro é /<, usaremos a notação /íni.-.-«./(x) = :Lm com o
sentido usual.

Quando introduzimos uma topologia sobre as estruturas ordenados, definimos, consequentemente,
uma noção de continuidade. Por outro lado também é possível definir continuidade atrás/ez da noção de
limite(da maneira como é feito em livros de cálculo). O lema abaixo mostra que não existe diferença entre
tais possíveis definições.

t'Topos\ção 1.13. Utilíl.função / : R" } R"' é cotttíntm se e sotttentc sc liiti«n«.f(x) - .fl.a) pllt'n todo eleitletito rt

do dotnínio de f

De/llo/ísflríção. Se / é contínua e a pertence ao domínio de ./', então dado c podemos tomar Bl:(./'(a) ) c /<"',
esse conjunto é aberto e portanto sua pré-imagem também o é. Agora a C ./''l(B}(.r(a))), logo existe
uma vizinhança de a nesse conjunto, e em particular existe um õ com B;(a) c ./ l(B;(./'(n))), assim
d'(./'(x),./'(a)) < c p-ra todo x c B (a) e portanto /í/n..H. = .f(a).

Por outro lado se / não é contínua, então existe um aberto B C J<"' cuja pré imagem não é aberta, em
particular existe um ponto n C ./' l(B) tal que nenhuma vizinhança Á de í7 satisfaz /(Á) C J3. Mas B
é aberto e portanto existe um c com B}(/(a)) c B, por outro lado nenhuma caixa do tipo B;(a) satisfaz
.f(B;(a)) C B e em particu]ar./'(B;(a)) « B;(./'(a)) o que implica /í//i...H..f(x) # /(a). []

Vale notar que a demonstração acima é exatamente igual a deillonstração feita em IR", o que não é
surprendente já que tanto a topologia como a noção de limite são dadas de maneira semelhantes as de IR.

1.2.3 Corpos Ordenados

Assim como fizemos com grupos ordenados, podemos adicionar funções e constantes a uma D.L.O. de
forma a obter um corpo, no qual as operações de soma e produto respeitam 'a ordem; tais estruturas são
cllamadas corpos ordenados

Definição 1.14. Um corpo ordenado é uma estrutura 7Z =(R, <,+,.,0,1) tal que(R, <,+,0) é um grupo
ordenado,(R,+, ., O, 1) é um corpo e a seguinte condição é verificada

Se 0 < x e a < b, então n.x < b.x.

Assim como no caso da operação de grupo, podemos verificar sem maiores dificuldades que o produto
é contínuo em um grupo ordenado.

Nesse caso passamos diretamente de grupos para corpos sem nos preocupar com estruh-iras interme-
diárias. Poderíamos igualmente definir um anel ordenado exigindo que(R, +, .O, 1) fosse apenas um anel.
Tal definição é de fato usada, porém na próxima seção vamos fazer uma hipótese adicional sobre nossas
estruh-iras(a de O-minimalidade) e veremos que todo anel ordenado satisfazendo essa definição deve ser
un\corpo.

Novamente temos IR e Q como os exemplos naturais de corpos ordenados. Vamos nos ocupar agora
em apresentar alguns novos exemplos, assim como encontrar critérios para decidir quando um corpo pode
ser ordenado, isto é, quando existe uma relação de ordem que transforma um dado corpo em um corpo
ordenado.'CõitiêÇãiiiõgêom um dos principais exemplos de corpos ordenados.

Denotamos por IRjxl o ane] de po]inâmios sobre ]R. Temos que tal anel é una domínio de integridade, isto

é o produto de dois elementos é zelo se e somente se um dos dois elementos é zero. Nesse caso podemos
tomar o corpo de orações de /<lxl, denotado por J<(x), e conhecido como o corpo de funções racionais. Os
elementos de tal corpo são razões entre polinâmios, e as operações são definidas da maneira usual:

/2gl+ g2/1
/lz 'gz
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Não é difícil verificar que de fato temos um corpo [)etalhes dessa construção podem ser encontrados
em livros introdutorios de álgebra como [Lan051. O que queremos agora é encontrar uma ordem que
torne R(x) um corpo ordenado; na verdade existem infinitas opções para a escolha de tal ordem, vamos
considerar primeiro a mais usual.

Definição 1.15. Sejam pl = ao + rllJ' + ... + a,,x" e PZ ' bo + ... + binl"' polinõmios de Kjll, completando
possivelmente alguns dos ai e bi com zeros caso eles não tenham o fnesnlo grau, caso eles sejam diferentes
tome /lO = nl/li {0 $ í $ n : ai #: bi} definimos a relação < em /< 111 por:

Se pl j4 p2/ então pl < p2 se e se se nno < silo. Se pl :: p2 a relação não \rtlle.

Para estender essa relação a H{(r) usamos o seguinte critério

!!! > 0 se e se se pl p2 > 0

n. > á- s..;ó ;.n Â >0
Pz ' /2 "'"" P2 /2 ' '

Precisamos verificar que essa ordem de fato é adequada para os nossos propósitos, isto é que respeita a
adição e a multiplicação. Antes disso note que lml polinõnlio é maior do que zero se e só se o coeficiente
do menor termo não nulo for maior do que zero

Proposição 1.16. (IR(1), <, +. 0, 1 ) é lltti corpo otdettado, oltde < é a ordem descrita a {:cinta

De//lolzsflação. Vamos checar apenas o caso do produto, a soma não sendo muito diferente.
Verificamos primeiro que o produto de polinâmios positivos é positivo, tome pl = rí0 + nlx + ... + a,,]'"

e p2:: b0+ bix+ ... + bnX" dois polinõmios positix/os, tome nÍ e bj o menor coeficiente não nulo de cada
polinâillio, esses números devem ser positivos já que pl e p2 são positivos. Temos então que o menor termo
não nulo de pt PZ é albjx'+/, mas o coeficiente desse termo é o produ to de dois números positivos e portanto
é positivo como precisávamos.

Suponha agora

Pt , gl
- <= - e

ou sel. /1/2 > 0 e (pig2 glp2)(p2gZ) > 0, mas

Â ' '

pl.fl gl.fl pxgzf'l gxpz.fx

Pzfz gzfz Pzgzjz

E (plgZ/l glp2/1)(PZgZ/2) = 1(plg2 glp2)(p2g2)l(/1/2), o produto de poli"ânlios positivos
vimos que isso é positivo e portanto temos Íll.É $iÊ > 0 como precisávamos.

mas Ja

n

Na ordem definida acima temos 0 < x < 1' para qualquer número real l positivo, elementos com essa
propriedade são muitas vezes chamados de infinitesimais. Todo corpo com um elemento infinitesimal é
não arquimediano, pois se c é tal elemento, então l /c é maior que todo número real e, consequentemente,
que todo número natural.

])adoumaordemdefinimosx = {y C IR :y < x} ex+ = {y C R : x < y}. Deacordacomaordem
utilizada acima temos x = ( oo,01 e x+ = (0,m). Esses dois conjtmtos determinam completamente a
posição de x em relação a JR, ou seja dizem exatamente quais são os números menores e maiores que ií.
Porém, se quisermos encontrar outras possíveis ordens para J<(r) poderíamos tomar para qualquer íz C IR,
x = ( m,ajex+ = (a,m),oux = (--m,a)el+ = ja,m),o..atémesmox =IRex+ =Oouainda
x ;; ® e x+ ;; IR. É possível msotrar que em cada um desses casos existe sempre uma única maneira
de estender a ordem para todo R(x), além disso tais ordens são obviamente diferentes, o que nos dá uma
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quantidade não enumerável de ordens possíveis para IR(x). Mais detalhes podem ser encontrados em
IMar98]

A estrutura descrita acima não é elementarmente equivalente a H{ como corpo ordenado, porém existem
muitas estruh-iras não arquimedianas com essa propriedade. Essas são usualmente chamadas de modelos

não-stalldard de IR; adiante veremos lml exemplo de tal estrutura.
Voltamos agora para a seguinte questão: "[)ado um corpo quando existe uma ordem compatíx/e] com

as operações de soma e multiplicação?". Encontraremos sem grandes dificuldades Íman resposta bastante
satis fa tória .

Definição 1.17. Um cone próprio sobre um corpo 7Z (R,+,.) é um subconjunto C de /< satisfazendo

Se x, y c C, então ]' + y c C e x.y c C

+ Se x C R, en tão x2 C C

. l g c

Um conjunto satisfazendo apenas as duas primeiras propriedades é dito um cone

Quando (/<, +, .) é a restrição de um corpo ordenado podemos obter lml cone próprio chamado cone
positivo de 7Z tomando C(R) = {x C R : x ? 0}. Note que nesse caso temos que C(7Z) U C(7?) = R,
onde C = {r C /< : x C C}, chamamos um cone com essa propriedade de completo.

Lema 1.18. Se C é lilll cottc ptóplio coitipleto de R e n relação $ é deliliida pot' a $ b se e soitteitte se b a cC
eittão (R, +,., $) é lltll corpo ordcttltdo.

De/llolisflação. Sea < bec C /<entãor7 b C C,agoraa b =(a+c)(b+c) C l<deondesegueque
a c<b+c,sec>0,entãocC/<eassim(a b)c=ac bce/<deondeac<bc

Falta verificarmos que < é de fato uma ordem linear densa. Claramente n $ a, se a $ [) e b $ c, então
a bCCeb CCCdeonde(a b)+(b c)=.z CCCeassima$c

Sea$beb.$aen#b,entãob ncCea b= (b a)cC,ecomisso (b íz)2cC,poroutro
ladol/(b a)ZcClogo (b a)Zjl/(b a)2j= ICC.Assimn$beb$aimplicaa=b.

Porúltimodadosa.bCRcomoCécompletooun bcCou (a b)=b nCCdeondea$bou
b < a

n

Com isso vemos que a possibilidade de ordenar 7Z é equivalente à existência de Lma cone próprio com
pleno; vamos tornar esse resultado ainda mais fino

Dado um cone C qualquer sabemos que todo elemento do tipo x2 pertence a C, além disso C é fechado
por soma e portanto qualquer soma de quadrados deve pertencer a C. Consideremos o conjunto E /<2
{x? + ...x: : xí c R}, esse conjunto é fechado por produto, pois:

(«{ + ...«:)(b? + ...bÉ) .{z,? + . . + «:z,É InIbI)2 + ... + (a«bt)Z

além disso obviamente é fechado por soma e contém todos os quadrados, e portanto é um cone. A própria
maneira como obtivemos esse cone mostra que ele está contido em qualquer outro cone, tendo isso em
mente vamos provar o resultado que queríamos.

Teorema 1.19. Unr corpo 7Z pode ser onde/lado se e some/ife l é E R2; ozí sqa se e se//iellfe se l não pode sel

escrito coillo santa de quadrados.

De///Olrsfraçâo. No caso em que 7Z pode ser ordenado temos --l d C(7?) pois C(7?) é um cone próprio
completoecomoER2 C C(7Z) temos l d ER2



20 EXEMPLOS E OEnNiçÕES 1.2

No caso em que l d E.R2 temos de imediato que E RZ é um cone próprio. Seja P a família de cones
próprios sobre 7?, P é não vazio pois E RZ c P e Po C P um subconjunto totalmente ordenado pela inclusão,
é fácil verificar que a união de todos os elementos de Pn é um cone próprio, pelo lema de Zorn segue que P
possui um elemento maximal C, vamos verificar que esse cone próprio C é completo.

Dado um elemento n « C tome Cjal = {1 ay : x,y C C}, vamos mostrar que esse conjunto é lma cone
próprio, nessecaso temos que C c Cjal ecomo C é maximal C = Cjal mas a = 0 in c Cjal = Ce
portanto C é completo. Verificar que Cjal é fechado por produto e soma é imediato, se l c Cjal, então

1 = x í]y com ]',y C C, y deveser diferente de 0 pois caso contrário teríamos l C C, e assina

ny = x + 1 ::> r] x + l /y :> a = y(]' + 1)/y2

Mas esse último termo pertence a C o que contradiz n d C e portanto 1 « Cjal.

Assim vemos que Cjal é um cone próprio e portanto C é um cone próprio completo, mas já vimos
no lema acima que a todo cone próprio completo maximal está associada lmaa ordem compatível coill as
operações do corpo-

D

Antes de encerrarmos a discussão sobre corpos ordenados vamos apresentar um exemplo de como
podemos usar a linguagem mais rica dessa teoria para definir outros conceitos. Definições dessa forma
aparecerão constantemente durante o texto e nessa seção nos citemos a um exemplo simples de caráter
puramente ilustrativo, já que não desenvolveremos tais ideias no restante do texto.

Dada uma função .f : /< '} 1< podemos definir a derivada de .f em lma ponto íl C R como

r'(') ...:1111-:/l(d' a x

E claro da definição que nem sempre tal limite existe, e sabemos de casos familiares em IR que exigir que a
derivada de uma função esteja definida em todos os pontos é de fato uma condição bastante restritiva.

Existem muitos resultados sobre difeienciabilidade de funções nas estruturas que vamos considerar,
porém nenhum deles é de particular interesse para o que vamos desenvolver, e por isso não vamos tratar
de tal assunto. O único propósito dessa definição é ilustrar como podemos usar propriedades de corpos
para estender conceitos familiares em IR para outras estruturas ordenadas
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1.3 Estruturas O-lninimais

O objetivo dessa seção é apresentar a definição e alguns dos principais exemplos de estruturas O-minimais.
Na última seção nós apresentamos algtms exemplos de estruturas ordenadas, e, como mencionamos, estru-
turas O-minimais são um caso particular de tais estruturas. Assim vamos caracterizar dentre as estruturas
que apresentamos anteriormente quais são O-minimais. Iremos por exemplo argumentar que um grupo
ordenado é uma estrutuni C)-minimal se e somente se ele é um grupo di\risível. Daremos além disso alguns
exemplos de estruturas C)-minimais que estendem corpos ordenados

1.3.1 0-minimalidade e Ordens Lineares

Na última seção x/amos alguns exemplos de estruturas densas linearmente ordenadas e usamos tal ordem,
entre outras coisas, para definir Íman topologia . Nosso objetivo agora é encontrar estruturas nas quais
propriedades topológicas dos conjuntos definíveís sejam bem comportadas, em um certo sentido.

Para isso vamos primeiro analisar os conjtmtos definíveis nas estruturas ordenadas mais simples que
estamos considerando, as [).L.O.. A definição gera] de conjunto definíve] é muito abrangente e pouco
informativa; para conseguirmos algum progresso vamos precisar de certos critérios sobre as fórmulas de
D.L.O. que nos ajudem a tratar desse problema.

Para isso vamos começar considerando as chamadas formas normais disjuntivas, uma forma normal
disjuntiva é uma fórmula de lmaa linguagem fomlal da seguinte forma:

@(i) VÍ:...VÍt v(/\(Pf(j, Íi, ..., ÍI))

Onde a ordem dos quantificadores iniciais não importa(podendo começar com universais, terminar com
existenciais ou mesmo nem possuir quantifícadores) e Pf não possui nenhum símbolo lógico sem ser a
negação(é uma fórmula atómica ou a negação de uma). No caso das D.L.O. temos que as únicas opções de
V'Í(n',y) são À < 1/, =(À < y), r= ye =(x = y), e as variantes com as duas variáveis iguais. Além disso não
podem ocorrer mais de du'3s variáveis em cada Pi.

Um resultado conhecido da lógica é que toda fórmula é equivalente a lmla fórmula em forma normal
disjLmtiva, isto é dado uma fórmu]a P(í) existe P(í) em forma normal disjuntiva, tal que

tcl icl

b VíjP(í) H p(í)l

Estamos interessados em formas normais disjuntivas pois tal apresentação das fórmulas torna mais
fácil o problema de descrevermos os conjuntos definíveis, porém temos ainda um problema, os quantifi-
cadores. Ao analisarmos o conjtmto definido por uma fórmula sabemos que disjunções V correspondem
a uniões, conjunções A correspondem a intersecções e a negação --. ao complementar, conceitos bastante
fáceis de serem ana]isados. Por outro ]ado existenciais ] correspondem a projeções, e sabemos que descre
ver projeções de conjuntos pode ser uma tarefa complicada; isso sem mencionar o caso universal no qual
nem sequer existe um nome padrão para a operação correspondente. Felizmente algumas teorias, como
as [).L.O. e outras que vamos considerar, não precisam tratar desses problemas, pois podemos e]iminar os
quantificadores das fórmulas.

Definição 1.20. Dizemos que uma teoria de primeira ordem T possui eliminação de quantificadores se para
toda fórmula P(í) da linguagem de T existe uma fórmula sem quantificadores @(í) satisfazendo

r 1- vílp(í) H @(í)l

Propôs\ção 1.21. A teoria das ordens !ineales densas senti extretttos (DLO) possui elitttitmção de qliatitificadol'es
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A demostração desse resultado, embora interessante, será omitida. Ela pode ser encontrado em livros
de teoria dos mode]os como IMai02].

Por outro lado é imediato que a forma normal disjuntiva de uma sentença sem quantificadores não
possui quantificadores.

Com isso temos que toda fórmula @(í,y) de D.L.O. é equivalente a uma fórmula da seguinte maneira:

©(í,y) - V(/\ *í(«i, PI))

Onde ti é $, %, :: ou 7é e cada ai e Pi é uma das xrariáx/eis de í ou g. Assina em unia estrutura 7Z f= DLO.
os conjuntos definíveis são definidos por fórmulas como P, com parâmetros ã no lugar de y, ou seja são da
forma:

/

U Íllí c /<" : *i(«i, PI)}
lelici

(1.1)

Onde + é o mesmo que acima e a e F são uma variável de í ou um parâmetro de li. Se os dois argumento

em +i são parâmetros(ou a mesma variável rf) temos que a relação Íaj,n/ será valida ou não, e portanto
o conjunto em que ela aparece será vazio ou todo o R", tais casos não acrescentam nada a descrição dos
conjuntos e por isso serão ignorados.

Em particular quando ii = 1 um conjunto do tipo {x C /< : t(x,ak)} é:

O intervalo ( m,atl se * é $

O i-.terá,-lo (ak, m) se * é /

Um ponto se t é

A união ( m, ak) U (nA, m) se t é #

Em todos os casos são uniões finitas de intervalos e pontos; por outro lado os conjuntos definíveis
em uma [).L.O. são tmiões finitas de intersecções finitas de conjuntos como os mencionados acima, mas é
imediato que tanto intersecções finitas como tmiões finitas de uma tmião finita de intervalos e pontos ainda
é uma união finita de intervalos e pontos. Concluímos assim que se 7? é lmla D.L.O. os conjuntos definíveis
de R são uniões finitas de enter\ralos e pontos

Claramente os conjLmtos acima devem ser definíveis em qualquer estrutura estendendo uma D.L.O..
Por outro lado se considerarmos as extensões mencionadas anteriormente, como corpos ordenados, vemos
que nesses casos muitos dos conjuntos definíveis não são da forma 1.1, por exemplo o gráfico da multipli-
cação em TR. Embora esse seja o caso para conjuntos definíveis de n<" veremos adiante que os conjuntos
definíveis de R(como corpo) ainda são uniões finitas de intervalos e pontos; com isso em mente damos a
seguinte definição:

Definição 1.22. Uma estrutura 7? é dita O-minimal se ela estende lmla ordem linear densa sem extremada
des e os conjuntos definíveis de R são Lmiões finitas de intervalos e pontos.

Acabamos de argumentar acima que todo modelo de uma DLO deve ser O-minimal.
No restante dessa seção nos ocuparemos de discutir novos exemplos. Mas antes disso vamos provar

algumas propriedades importantes, porém simples, de estruturas O-minimais que serão constantemente
usadas no restante do texto.

Denotaremos por 7Z uma estrutura O-minimal qualquer. Lembramos que intervalos devem ter sempre
os extremos na estrutura em questão(não podemos ter coisas como (0, vã) em Q).

Lema 1.23. Todo conlullto d($ttíoel e litttitndo X de R tem supremo e ín$1110
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De/lioilsflação. Como X é definível X é uma união finita de pontos e intervalos abertos disjuntos, portanto
existe ou lma ponto que é máximo em X e nesse caso ele é o supremo ou existe lml intervalo cujos pontos
são maiores do que quaisquer outros pontos de X(um iRteF\ralo a "direita"de todos), tal intervalo é deve ser
da forma(a, b) porjlipótese temos assim que b é o supremo de X. O ínfimo é obtido analogamente.

D

O primeiro resultado de fato interessante que podemos obter sobre estruturas O-minimais é análogo ao
conhecido teorema do valor intermediário de ]R.

Teorema 1.24. Zeole//la do Vn/oi //z fe//nedfá/ío

Dada lilila.fuíição colitíntia d(+iiiíoel f : l a R, epolitos a < b c i tais qlieJ(a) < .f(b) fadado .f(a) < c < Ji.b)
existe a < :to < b caiu /(xO) :: c

De/[zoizsf/anão. Tome o conjunto definível /o = {r C / : ./'(]') $ c}, suponha que nenhuma ponto desse

conjtmto satisfaça ./'(x) = c mas então pela continuid'ade de / podemos obter um c, tal que ./'(y) < c para
todos f < y < x + c, ou seja esseconjunto é aberto, pot outro lado é imediato que eleé fechadojá que
é pré-imagem por .f do conjunto fechado {r C R : l $ c}, logo temos que ele é definível aberto e fechado,
mas Jo é definivelmente conexo e portanto /o = / o que contradiz c < ./'(b).

D

Em IR esse resultado é valido para toda função contínua. Porém no caso geral de uma eshutura O
minimal o comportamento de ftmções não definíveis pode ser bastante excêntrico, e por isso precisamos
da hipótese adicional no teorema. Por outt'o lado, veremos ao longo do texto que 'as funções definíveis
possuem um comportamento surpreendentemente simples

A maneira usual de se trabalhar elll estruturas O-minimais é modificando conceitos usuais adicionando

hipóteses de defínibilidade. Na proposição anterior fizemos isso com funções, agora vaDIos fazer com
co"l---.tos co-."".

Definição 1.25. Dizemos que um conjunto definível Á c /<" é definivelmente conexo se para quaisquer
dois conjLmtos definíveis e abertos Xt, XZ de /<" tais que XI í] XZ :: © e Á C XI U X2 telllos que Á C XI ou
Á C XZ

A definição acima será usada constantemente durante o texto, pois em muitas estruturas O-minimais
a noção de conexidade não se comporta da maneira que gostaríamos. Veremos por exemplo várias es
tnituras nas quais os intervalos não são conexos, porém o lema abaixo nos garante que eles sempre são
definivelmente conexos. Veremos ainda, no próximo capítulo, que em uma estrutura na qual os interva
los são conexos os conceitos coincidem. Nlostraremos também que conjuntos definivelmente conexos se
comportam, em relação a funções definivelmente contínuas, da mesma ilaaneira que conjLmtos conexos se
comportam em relação a funções contínuas. Resultados dessa forma serão frequentes durante o texto.

Proposição 1.26. Enl l////a esfrlrfzr/a O-nlílz i/na/ fe//los qr/e

B Ittteroalos são defitlioeltliettte collexos

e Se .f : X d R'' é cotitínun e d($ttíuel e X é d(gitiiueltttellte conexo, etttão .f(X) é d($ttiueltltetite conexo

Delnolisfinção. Para o caso de um intervalo / suponha que XI e X2 são abertos definíveis de R com l C
XI U XZ, nesse caso eles são uniões finitas de intervalos abertos disjLmtos, seja (a, b) um desses intervalos,
tal que / n (a. b) #: ©, temos que nem a e nem b podem pertencer a outros intervalos(pois são intervalos
abertos disjuntos), logo se existe xo c l com xo $ a temos que a C r mas a d XI U XZ o que é um absurdo e
portando todo elemento de l é maior que a, de maneira análoga temos que todo elemento de l é maior que
b, e com isso / c(a,b) e(a,b) está contido em XI ou X2.
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Pata o segtmdo caso note que se tivermos abertos disjuntos definíveis XI e X2 com ./'(X) C XI U X2,
então X C ./' i(XI) U./' l(X2), mas esses conjuntos são abertos, pois./'é contínua, e definíveis, pois/ é de
finível. Assim um desses conjuntos,digamos ./''l (Xt ), não intersecta X, lilás isso implica Xt não intersecta
/(X) como queríamos

D

Outro fato interessante sobre estruturas O-naininaais é que toda estrutura elementarnlente equivalente
a lmaa estrutura O-minimal também é O-minimal(embora a demostração de tal resultado seja simples não
vamos aplesentá-la no texto, pois precisaríamos de alguns resultados que não iremos desenvolver). Como
consequência desse resultado temos que modelos não-standard de todos os exemplos apresentados nessa
seção são estruturas O-minimais.

1.3.2 Grupos Ordenados Divisíveis

Na última sessão vimos algumas propriedades de grupos ordenados, agonl estamos interessados em sa-
ber quais desses grupos geram estruh-iras O-minimais. A resposta que vamos encontrar nos diz exata-
mente quem são esses grupos e, além disso, fornece informações sobre o comportamento de estruturas
O-minimais estendendo grupos-

Começaomos mostrando um resultado simples sobre subgrupos definíveis

Lema 1.27. Dada R - l.R, 'É,-t,0, ...) tinta estrlttul'n O-ntittittlal estendeltdo lllti gtltpo, tetlloque os únicos stlbgrtt

pos d(Úníaefs(eni 7Z) de (R, +,0) são {0} e R.

De//lo/isf/açfio. Que esse dois grupos são definíveis é imediato. Suponha então Go um subgrupo definível
de(R,+), vamos mostrar que Go é convexo(i.e. dados a,b c Go, então se rz < c < b temos c C Go).

Suponha que não seja esse o caso, e tome a < c < b com a,b C Go e c gl Go, agora ou 0 < c < b ou
a<c<O,nosegundocasotemos0< c< rzcom cgGne ac Go,podemosassimsupor0<c<b.
Temos assim que

0 < c < b < c + b < 2t) < c + 2b < 3Z) < c + 31}.

Note que os elementos da forma c + kb d Go enquanto kb C Go, mas Go é definível e portanto uma união
finita de intervalos e pontos, assim não podemos ter unam sequência altet'nada de pontos pertencentes a Go
e seu complementar.

Tomando agora Go # {0} podemos tomar s = sllp(Go), com isso s > 0 e (0,s) C Go, se s = .o, então
Go = /<,vamosverqueessedeveserocaso. Suponha s <(n,entãodado0 < g < s temos g < 0 logo

Is g) <se(s g)CG0,poroutroladogcGoeassim(s g)+g+gCGOmas(s g)+g+g=s+g>s
o que contradiz s = siíp(Go).

D

Na seção anterior dissemos que os grupos que nos interessam são abelianos, isso ocorre pois mesmo
sem exigir que (R, +, 0) seja abeliano o resultado acima é válido; nesse caso dado um elemento g C 1{ temos

que o centralizador de g, Cg = {x € R : xg = gx}, é um subgrupo de /{ que contém g e portanto deve ser
R, mas isso implica que g comuta com todos os elementos de R. Como g é arbitrário obtemos que (R, +)
deve ser abeliano. Assim grupos definíveis elll uma estrutura O-minimal são abelianos.

Lembramos que um grupo G é dito divisível se dado um elemento g C G e um número natural no existe
gn. C G, ta] que /70gPro = g, a]ém disso um grupo é dito ]ivre de torção se dados k C ]N e g C G com k.g :: 0,
então g = 0. Com isso podemos encontrar as condições que desejávamos.

Proposição 1.28. O gnlpo (R, + ) é díufsíue/ e /íz,re de torção

Delnolrsf/anão. O fato de (R, +) ser livre de torção segue de ser um grupo ordenado, pois dado g > 0 temos
que0 < g < 2g< ... < kg< ...eassimkg #:0paratodokc N. Seg <0bastafazeromesmopara ge

co-no k(--g) / 0 te«.os kg - (k(--g)) # 0.
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Para ver que é divisível tome g C 1< e n C IN e considere Dn = {n.r C R : x C /?}, esse conjunto é um
subgrupo definível não trivial de /< e portanto deve ser igual a J<, mas isso implica g C D,l ou seja existe
g,, € /< com /ig,, " g como queríamos

U

Vamos agora analisar quando um grupo ordenado 7Z = (R, $,+) gera uma estrutura O-minimal. Já
vimos que para a estrutura ser O-minimal é necessário que o grupo seja dix/isível abeliano; vamos mostrar
agora que essas são condições suficientes.

Naturalmente podemos axiomatizar a teoria dos grupos abellanos divisix/eis primeira ordem com os
axiomas de grupos ordenados, mais as sentenças

v«3vl«J/ - *l

para todo n C IN(onde ny é uma abreviação para y + ... + y com y aparecendo lr vezes). Chamaremos
essa teoria de grupos abelianos ordenados divisíveis e abreviaremos por ODAG. Exemplos simples de tais
grupos são Q e H< com a operação usual de soma.

Assim como no caso de ordens lineares não é difícil mostrar que essa teoria é completa e possui elimi-
nação de quantificadores, esses resultados podem também ser encontrados em [Mar021

Assim como no caso de grupos ordenados a eliminação de quantificadores nos garante a O-minimalidade
de tais estruturas. Para ver isso note que dada uma fórmula Po(x,y) qualquer, podemos tomar Lmla fór-
mula equivalente em forma normal disjuntiva sem quantificadores 4)(x,g). Essa fórmula pode ser escrita
colllo

$tx, g) = 'qÇ f\ Pi(:c, g) -*iQ)
le} icl

+ nl/,J// com lif,l/l// c N, e tf sendo $, ZI.Onde /,'í(x,g) = nfx + /lltlyl +

sabemos que quando /l. # 0 temos

ou #. Nesses casos

Q 1:: Vgllxjp, (x,j)

onde ]lx é uma abreviação para existe um único x; como ODAG é completa tenros que todos seus modelos
satisfazem essa fórmula.

Com isso em um modelo qualquer G de ODAG, dados parâmetros ã o conjunto definido por pl(x, ã) +i 0
é ou um ponto ou um intervalo. E assim como vimos no caso de DLO o conjunto definido por @(x, ã) é uma
união finita de intervalos e pontos disjuntos como queríamos. Acabamos de verificar a seguinte proposição:

Proposição 1.29. nodo //fode/o de OI)ÁG é O-/mínima/

Além disso é imediato que todo modelo não trivial 7? de ODAG deve possuir uma cópia de Q. Pois
dado um elemento positivo qualquer í] C R podemos definir um monomorfismo .f de Q em 7Z tomando
/(1) = a e /(p/q) o único elemento a de R que satisfaz q.f(p/q) = pa. Mais do que isso podemos dar a

7Z uma estrutura de Q espaço vetorial, definindo a multiplicação de p/q por r C /< como o único elemento

I'P/q de /< que satisfaz qrp/V :: pr.

1.3.3 Corpos Reais Fechados

Assim como encontramos condições que toda estrutura O-minimal estendendo grupos devem satisfazer,
vamos procurar condições para estruturas estendendo corpos-

Temos como consequência do teorema do valor intermediário 1.24 que toda função definível em uma
estrutura O-minimal assumindo valores positivos e negativos deve se anular.Sabemos também que se essa
estrutura estende lma corpo polinõmios são definíveis. Porém se olharmos para Q como um corpo or-
denado temos que x2 2 não possui essa propriedade. Isso nos diz que a estruh-ira gerada por Q como
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um corpo ordenado não pode ser O-minimal, e mais do que isso nos diz que toda estrutura O-minimal
estendendo ulla corpo ordenado deve satisfazem a seguinte propriedade

Todo polinõmio assumindo valores Regalia/os e positivos possui Lula raiz. (1.2)

Quando lma corpo ordenado satisfaz a propriedade 1.2 dizemos que ele é um corpo real fechado.
Essas observações simples nos dão a seguinte condição necessário sobre estruh-iras O-minimais estes

dendocorpos

Proposição 1.30. Se 7? = (R, 5;, +.
+, .) é uni corpo realjechndo.

) é 11nlü estrlttuin O ntiiiilttnl, tal qtle l.R, +, .) é uni col'po, então (R, $

A definição acima de corpos reais fechados, embora seja de grande valor prático, não é a única encon
irada. Na verdade temos o seguinte resultado:

Proposição 1.31. Dado r/nl coiro Ordenado 7? (l{, $:, +, . ) qiKllquer as seguintes condições são eqltioaletltes

. R é tlttl col'po leal jecllndo

B Net1litíttia elteiisão algébrica de l.R, +, .) pode ser ot'deitada

7Zlxl/(IZ + 1) é ríni corpo a/gebifcn//renfelec/lado

9 Todo politiâttiio de gl'ail ittipat' Olt dnfol'ltm x2 n pata a > 0 etll R, possui triz elli R

Embora a demostração de tais equivalências não seja difícil ela será omitida, podendo ser encontrada
emIMar98]. Muitas vezes a segunda ou terceira condição acima são usadas como definição pornão fazerem
nenhtmla referência explicita à ordem.

Nenhuma das quatro proposições equivalentes acima pode ser diretamente traduzida para primeira
ordem, porém a teoria de corpos reais fechados pode sim ser axiomatizada em primeira ordem. Para isso
usamos os axiomas de corpos ordenados juntamente das seguintes sentenças, para todo li C IN:

+« = ''/yo, y,.Vzlz2lxl(yo+ ylzl + ...V«zil < 0 < yo + ylz2 + ...y«z;) H(yo + ytx+ ...y«x" o)l

A sentença acima nos diz que todo polinâmio de grau menor ou igual a ;z assumindo valores positivos
e negativos se anula. É imediato que uma estrutura satisfazendo todas essas sentenças deve satisfazer a
condição 1 .2, abreviaremos essa teoria por RCF.

Note que o problema de não podermos qual\tificar sobre polinâmios foi contornado, quantificando
sobre os coeficientes de cada termo em uma soma. Um truque análogo será usado no próximo capítulo
para qu'antificar sobre caixas.

Vimos acima que Q não é lml corpo real fechado, temos também que IR(x) não é real fechado pois o po-
linõmio yZ r de IR(x) lyl asslmae valores negativos(no 0 por exemplo) valores positivos(em 1) mas não se
anula; pois suponha que ip(x)/q(r)l2 = 1 com p(x) e q(1) primos entre si, isso implica x = ip(x)/ç(x)IZ =
p(x)Z/q(x)Z o que implica xq(x)Z = p(x)2 de onde q(x)2 divide p(x)Z e assim q(x) deve dividir f'(x) mas
como esses são primos entre si obtemos q(x) = 1, o que implica p(x)2 = x e sabemos que isso não ocorre.

Com isso o único exemplo de iim corpo real fechado que temos por enquanto é IR, o resultado abaixo
nos garante a existência de outros exemplos. Mas antes disso lembramos que um corpo real fechado 7Z é
dito o fecho real de um corpo ordenado Q se 7Z é uma extensão algébrica de Q cuja ordem estende a de Ç2.

Praposlção 1.32. Todo corpo ordettndo Q possui !tlnjeclto leal, nléttt disso se Rt e RZ são.Pchos leais de Q. existe

ilttl isontor$sttio de R\ et l RZ.Fxatldo os elettietitos de Q.
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A demonstração desse fato não é de muito interesse para o que será desenvolvido nesse texto e pode
ser encontrada em [Mar98].

Dizemos que lma elemento / de um corpo 7Z é algébrico sobre um conjunto A C /< se i' é raiz de um
polinõmio cona coeficientes em A. Em particular o conjunto dos elementos de IR algébricos sobre Q forma
um corpo(usando a restrição das operações de n<); esse é conhecido como o corpo dos números algébricos
sobre Q e será denotado poi Q./. Não é difícil de verificar que esse é o fecho real de Q. [)etalhes sobre Q../
podem sei- encontrados em livros de á]gebra como [Lan05].

No caso de IR(x) o fecho algébrico não possui uma descrição tão simples. Uma maneira possível de ver
esse objeto é como um subconjLmto do chatalado corpo de séries de Puiseux sobre IR; a descrição de tais
objetos pode ser encontrado em [Mar981. Temos com isso dois novos exemplos de corpos reais fechados.

Podemos nos perguntai também quando uill corpo ordenado é uma estrutura O-minimal. Vimos que é
necessário que esse seja um corpo real fechado, vamos novamente usar o método de elimin'ação de quanti-
ficadores para n\ostrar que essa condição também é suficiente.

Prados\ção 1.33. RCF é tlttia tcotin cotttpleta que adtttitc clitliiitação dc qliulitijicadotcs

RCF é, historicamente, lml dos primeiros exemplos não triviais de teorias com eliminação de quanti-
ficadores. O resultado foi originalmente obtido por Alfred Tarski em lma contexto que ficará claro adi-
ante. Quanto à demonstração desse fato existem diferentes abordagens possíveis, uma delas sendo um
estudo direto da condições de sinais sobre conjuntos de polinâmios através de um teorema conhecido
como Seidenberg-Tarski; tal demonstração pode ser encontrada em [vdD981 ou IMar981. Uma abordagem
alternativa pode ser encontrada emIMar021 na qual o autor obtém o resultado estudando imersões entre
modelos de RCF.

O fato de RCF ser completa significa que pode'mos avaliar a validade de suas sentenças de primeira
ordem RCF olhando apenas para lml modelo(normalmente utilizaremos H<). Tal demonstração também
pode ser encontrada em IMar021

A próxima definição será bastante útil quando folhos descrever os conjuntos definíveis de RCF.

Definição 1.34. Dado 7? um corpo real, um conjunto X C R"' é dito semialgébrico se

x - l lxí - l l
iGI iGI

Xi = {íc R"' :/,(í) Ag.'l(í) >0A...Ágil.(í) >0}
bo - {Í c ]<"' : .Ó(í) = 0}, Y.'/ = {í c ]< : gfJ(í) > 0}

Onde / é um conjunto finito e todos .Ê, gf,/ são polinõmios

Conjuntos que podem ser obtidos como zeros de polinâmios, X = {x C /< : p(x) = 0}, são chamados
algébricos. Os conjtmtos descritos acima são uma generalização desses e por isso recebem o nome de
semialgébricos.

Quando escrevemos X em termos dos b/ vemos imediatamente que X é definido por uma fórmula do
tiPO

ÇI.\ll- \l l\. *i\ÇI.qb
iCIQ'$j'$1i

tal que ao trocarmos y pelas constantes apropriadas ã temos que t.0(í,g) é .Õ(x) = 0 e +f/(l,y) é gij(x) > 0
Segue portanto que conjtmtos semialgébricos são definíveis. Por outro lado usando eliminação de quan

tificadores, a forma normal disjuntiva e trocando relações do tipo /(x) $ 0 por /(x) = 0 e ./(x) > 0 (e

o análogo para os outros casos) vemos que toda fórmula de RCF é do tipo 1.3. Ou seja, todo conjLmto
definível de RCF é semialgébrico

(1.3)
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JÓ sabemos que a projeção de um conjtmto definível também é definível, de onde segue que a proleção

de conjuntos semialgébricos também é semialgébrico. A busca por esse resultado foi o que levou Tarski a
encontrar a eliminação de quantificadores em RCF. Atualmente é comum a utilização do método de elinai-
nação de quantificadores como uma técnica para investigar estabilidade sobre pro)eção em certas classes
deconjuntos.

Com isso em mente, para saber se 7? gera uma estruh-ira O-minimal basta sabermos quais são os conjun-

tos semialgébricos de R. Quando /n = 1 temos imediatamente que os conjuntos Lo são coleções finitas de
pontos pois são os zeros de .6. Um conjLmtos da forma bj deve ser uma união finita de intervalos abertos
disjuntos; pois se bl, ..., bt são todos os zeros de gij sabemos que o sinal de gÍ/ é constante nos intervalos
(b/, bl+l) e portanto, ou esses intervalos são disjuntos de Xj, ou estão contidos nele. Vemos com isso que
cada b/ é lmaa tmião finita de pontos e inten'aios disjuntor e, como já observamos anteriormente, isso é o
suficiente para garantir que a estrutura gerada por 7Z é O-minimal.

Para terminar essa seção vamos dar alguns exemplos de funções e conjuntos que podem ser definidos
em RCF. Obviamente polinâmios são definíveis, temos também que as funções y = Ç/i são definidas pelas
formulam y" = x; para ver que de fato o conjunto definido por essa fórmula é um gráfico de função lembre
que RCF é completo e

R F:: VJ/(y > 0 -} lllx(] > 0 AI/" = ]')1)

A[ém disso a função y = ] /]' é definíve] por yx = 1. Já vimos que a composta de funções definíveis é
defínível. Temos portanto que qualquer função expressa utilizando apenas orações, raízes soma e produto
é definível em RCF. Analogamente conjuntos definidos a partir de tais funções são definíveis.

1.3.4 Expansões O-minimais de Corpos Reais

Vimos que estruturas O-minimais estendendo corpos devem ser tais que suas restrições são corpos reais
fechados, nosso objetivo agora será dar uma breve descrição de alguns exemplos bastante conhecidos de
tais estruturas. Podemos usar IR para dar novas definições de estruturas adicionando símbolos a nossa
linguagem cuja interpretação em IR são funções conhecidos. Tenros por exemplo:

(]R,$,+. e) onde e é a função tmária que leva l em e'

' R/ (R, $, A/) onde A.f representa todas as funções analíticas de J<"' q /< para qualquer nz C }N

. IR.p. = (IR, $, +,., A) onde os elementos de A são todas as funções ./' de R"' H IR tais que existe uma

h-unção ./' C A/ com ./'llo,ll"' " /llo,tl«' e .f é constantee igual a 0 fora dessa caixa. Podemos pensar em «'

colho uma função que leva / em .f.

H{.-À},,.,, = (Rnn,e), a estrutura sobre IR que possue as mesmas funções de l<n« além da função expo
nencial definida globalmente

É imediato da definição que IR.f« não é lmaa estrutura O-minimal, já que o conjunto {x C IR : se/i (x) =
0}, que consiste de uma coleção infinita de pontos isolados, é definível em tal estrutura. Por isso víamos
nos restringir aos outros casos, que de fato consitem de estruturas O-minimais, como vamos argumentar
brevemente. A demostração de tais fatos é bastante complicado e a grande parte das demonstrações serão
emitidas.

A estrutura IR.,n fOi o primeiro exemplo conhecido de uma extensão O-minimal de um corpo, como
apontado por van den Dries em [vdD86]. Por outro lado Rra-P e IRRA-p,a,, são considerados os exemplos
mais importantes de estruturas O-minimais; a demostração de tais resultados se deve essencialmente ao
traba[ho de Wi[kie em [Wi196].

Essas estruturas não estão sendo apresentadas como modelos de nenhuma teoria. Porém dada uma
estrutura qualquer podemos associar a ela a teoria cujos axiomas consistem de todas as sentenças válidas
nessa estrutura. Apresentar axiomatizações para teorias dadas de tal maneira pode ser complicado; no
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caso de R.,./, tal axiomatização é desconhecida, enquanto em H<«,, uma axiomatização pode ser encontrada
emIDav94]. Essa axiomatização difere significativamente das apresentadas anteriormente já que consiste,
entre outras coisas, de um conjunto infinito de axiomas para cada função analítica, enquanto as axioma-
tizações api'esentadas foram dadas de maneira recursiva. Uma axiomatização de IR.../,,an pode ser obtida
atravez da axiomatização de n<nir, ela também pode ser encontrada em IDav94].

A teoria associada a uma estrutura é obviamente completa, o que significa que quaisquer modelos de
tais estruturas são elemelltarmente equivalentes. Isso nos gar'ante que modelos quaisquer das teor'ias as-
sociadas a ]R.,...;,, IR..,, e IR.....I',.,,, devem ser O-minimais (como, pol' exemplo, modelos não standard de H<
restritos a essas assinaturas). Além disso em IDav941 os autores mostram, confio consequência da axiomati
zação apresentada, que se Á é uma subestruh-ira de IRn,., tal que a restrição de Á as funções soma e produto
é um corpo real fechado, então ,4 é elementarmente equivalente a IR.,,,, e em particular O-minimal. Assim
a estrutura gerada por Q.,/ juntamente com a restrição de cada ftmção de A ao domínio de Q.,l também é
O minimal.

Vamos tratar os três casos separadamente, descrevendo os conjLmtos definíveis e mostr'ando(quando
possível) como tal descrição implica na O-minimalidade de cada estrutura.

Para descrever os conjuntos definíveis em IR«n vamos precisar de algtmlas definições de geometria
subanalítica. A descrição abaixo é bastante breve, detalhes podem ser encontrados em [vdD861 e [Pie00].

DeHnição ].35. Dado um subconjLmto Á C /<'' dizemos que

l ,4 é semianalítico em um ponto r C IR" se existe uma vizinhança aberta U de x, tal que

unA = u( n Y./), com bJ = {rC /<"' : .ó/(x) = 0} ou b/ =ÍxC /?"': Âj(.x) > 0}
i'Ék j'$1ti

onde .A/ c A

2. Á é subam'alítico em um ponto x C n<" se existe lmla vizinhança aberta U de x e um conjunto semia

nalítico limitado S C H<"+J", tal que 4 n u = n(S), onde n é a projeção de R"+"' em IR"

3. Á é seminanalítico se é semianalítico em todo ponto de IR"

4. Á é subana]ítico se é subana]ítico em todo ponto de ]R"

5. Seja/z: ]<'' H /{'' a função q.-e le«a(xl,...,x«) em(xl/
finitamente subanalítico se/l(À) é subanalítico

r,,/ ' + =q). Dizemos que Á é

Note que a definição de semianalítico é análoga a definição de semialgébrico, trocando polinâmios por
funções analíticas e exigindo que a representação seja apenas local. No caso semialgébrico a eliminação de
quantifícadores nos garante que a projeção de um conjunto semialgébrico é semialgébrico; como no caso
de funções analíticas não temos esse resultado, introduzimos os conjuntos subanalíticos. Nos itens 3 e 4
pedimos que Á seja senüanalítico em todo ponto de IR'' e não apenas nos pontos de Á, esse é um detalhe
importante pois pontos em Á são de particular interesse

No último item da definição note que /z é um isomorfismo analítico de /<" em (--1, 1)", portanto se /í(Á)
é subanalítica À = /1 lb(Á) também deve ser. Porém alguns conjuntos, como o gráfico de função seno,
podem ser subanalíticos sem serem finitamente subnalíticos(o conjunto { (f/ v/i -l f2, se/z (f) / vi i- liÉl;2 lll
f C H<} não é subanalítico em (1,0».

Temos abaixo lmla caracterização dos conjuntos definíveis em IR«n; apresentaremos apenas parte da
d Dmnctrn.-ã n

Pro posição 1.36. Os conlulttos de$ttíueis da estrtltura B..« (eltl qualquer ditnensão) são piecisatFiente os conjtitttos

fitlitmlíente stíbanaiíticos.
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De//lonsf/'anão. É fácil ver que Lml conjunto finitamente subanalítico X C IR" é definível em IR.«l, pois
c/(/i(X)) C IO, lj" é compacto, por outro lado todo ponto l C c/(/i(X)) possui uma vinhança de Á.--, tal
que /z(x) n Á\ é a projeção de lma conjLmto semianalítico, e é imediato que esses conjuntos são definíveis
por formulas em forma normal disjuntiva. Temos portanto que

/.(x) - U /.(x) n 4
.\'CC/( /r(X) )

U /,(x) n A-

onde 1(. c/(/l(X)) é finito(estamos usando aqui a compacidade de c/(/r(X))), vemos assim que /i(X) é tulião

finita de conjuntos definíveis e portanto é definível, por outro lado /i é obviamente uma função definível e
assim X = /i l/í(X) deve ser definível

A implicação contrária é consideravelmente mais difícil de se verificar. Uma maneira possível de se fa-
zer isso é mostrando que a família de conjumtos finitamente subanalíticos é uma estrutura(no sentido de 1 .4)
contendo os conjuntos definíveis sem quantificadores em IRnn, O que por sua vez é suficiente para garantir
que contém todos os definíveis. A dificuldade em tal demostração está em provar que o complementar
de um conjunto finitamente subanalítico é finitamente subanalítico, esse resultado é uma consequência di-
reta de um teorema conhecido como teorema do complementar de Gabrielov, que afirma o mesmo para
conjuntos analíticos.

D

Para \rel'mos que esse resultado de fato implica a O-minimalidade de H<«n precisamos de algunaas ob
servações sobre conjuntos sul)analíticos que podem ser encontradas em [Lojl

Todo conjunto subanalítico de R ou H<Z é semianalítico

Todo conjunto semi-analítico limitado possui um númel'o finito de componentes conexas, essas por
sua vez também sendo semi-analítcas.

Com isso temos

Proposição 1.37. Á esfrlrfií/n IR.,,, é O-/llf/zfilríí/

De/nolisflação. Tome Á tjm subconjLmto de IR definível em IR.,,, sabemos que Á é finitamente subanalítico e
portanto /i(.A) C 1 1, 11 é um conjunto sub-analítico. Pelas observações acima vemos que /i(Á) possui um
número finito de componentes conexas, por outro lado sabemos que /í é um isomorfismo e com isso temos
que Á possui um número finito de componentes conexas, mas os conjuntos conexos de ]R são exatamente
pontos e intervalos de onde segue que Á é uma tmião finita de pontos e intervalos como queríamos.

n

Vamos agora nos concentrar em IR..\p. Para descrever os conjuntos definíveis nessa estrutura usamos
lml resultado conhecido como teorema de Wilkie; a demostração desse teorema é bastante complicada e
pode ser encontrada em [Wi196].

Proposição 1.38 (Teorema de Wilkie). nodo con,filllfo d(Ú/iíue/ ein Irra-p é d(#/iíue/ por rl//la./órlnli/a do ffpo

]y-,-..,ykU'('l, Xli, !/l, - - -, yt, C.r ' .-",."', ...ey*) = 0))j

ottde f é utll polillâtttío cottl coe$cietttes etlt R

Funções do tipo .f(xl, ...,yt, e'i, ...,eyk), onde .f é um polinõmio, são conhecidas como polinõmios ex-
ponenciais, o conjunto dos zeros de uma função dessa forma é dito uma variedade exponencial. O que o
teorema diz é que todo conjunto defhaível em n<..tP é a projeção de uma variedade exponencial.



1.3 ESTRUTURAS 0-hlINiMAIS 31

Exinstem diferentes enunciados para o teorema acima; sendo que o apresentado está em um formato
bastante conveniente para o que desejamos- Uma versão comum do enunciado diz simplesmente que
toda fótmu[a de IR.,.\-;, é equiva]ente a lmaa fórmula existencial pum(ou equiva]entemente que IR.,..l, é uma
estrutura modelo completa)

Para derivar a O-minimalid'ade de IR.,.\;, a partir da caracterização dos seus conjuntos definíveis preci-
samos do seguinte resultado:

Proposição 1.39. Se .f é illtl polittõttiio expoticticial, então .f l l.Q) possui lllii tiúllietofiliito de cotlipoltclttes conexas

Esse resultado é um caso particular de um teorema que afirma o mesmo para hinções pffafianas, e pode
ser encontrado em]Kho91](não é difícil verificar que polinõmios exponenciais são funções pffafianas). Com
isso podemos provar o seguinte:

Teorema 1.40. .4 esfl'zffula gelada po/ H<.,\l, é O-nlfliíllza/

De//lollsf/anão. Dado que estamos tratando de uma estrutur'a sobre IR tudo que precisamos provar é que
os conjLmtos definíveis em uma variável possuem finitas coillponentes conexas. Sabemos que os conjuntos
definíveis são piojeções de variedades exponenciais e a proposição acima nos diz que essas possuem finitas
componentes conexas, como a pro)eção é uma função contínua obtemos o resultado.

D

O último exemplo que vamos apresentar é IR.,.\.;',,,,. Uma descrição dos conjuntos definíveis pode ser
dada atraves do seguinte resultado encontrado em IDav941

Proposição 1.4'L. A teor'ia associado a l.Xg..i.., e, log) possui clliliiitação dt' qtlalltijicadot'es

Onde /og é a função /og(x) em ]' > 0 e constante igual a O para .\ $ 0

E imediato que os conjuntos definíveis em(IRnn,e,/og) são os mesmos de IR.,.l,,«, pois a função /og(x) é
definível nessa estrutura; porém a eliminação de quantificadores em( IR«il, e, /og) não implic'a na eliminação
de quantificadores em IR.,.l,,aii, pois nada nos garante que não introduziremos quantificadoies ao tr'aduzir
fórmulas de uma linguagem para a outra(é conhecido que R. .P,.,i não possui eliminação de quantificado-

Com esse resultado em mãos sabemos que todo conjunto definível de IR...p,.,, é da forma

res)

u ( n ff,i(i) *o)
Q'$i$k O$j'Éti

onde + é = ou < e fi,/ é um termo da linguagem de (IR«, e, /og)
Embora a caracterização acima seja consideravelmente simples t\ão é fácil extrair dela a O-minimcalidade

de H<...\l',.,.. Existem diferentes abordagens para se obter esse resultado, uma em particular pode ser encon-
trada IDav94] na qual os autores relacionam estruturas O-minimais com corpos de Hardy.
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Capítulo 2

Propriedades Gerais

Fixamos por todo o capítulo uma estrutura O-minimal 7?; l/amos nos dedicar por hora a estudar algtmlas
das principais propriedades de seus conjtmtos e h-mções definíveis.

Começamos por dois dos principais resultados sobre estruturas O-minimais, o teorema de monotonici-
dade e o de decomposição em células; nessa primeira seção não faremos nenhuma hipótese adicional sobre
a estrutura 7Z. Na segunda seção exploramos os conceitos de dimensão e vemos o papel desempenhado
por conjuntos fechados e limitados, curvas definíveis e conjuntos definivelmente conexos; vamos supor
nessa seção que 7?. estende um grupo. Por fím na última seção obtemos o teorema de triangularização e
o teorema de trivialização, dois dos resultados mais fortes conhecidos sobre estruturas O-minimais; nessa
seção supomos que 7? estende um corpo-

Em todo esse capítulo muitas das demonstrações que vamos realizar são base'idas em propriedades
das fibras de conjuntos definíveis. Fibras de fato possuem um comportamento simples que nos permitirá
proceder indutivamente em inúmeras demonstrações e por isso dedicamos algtml esforço 'ao estudo de tais
conjuntos.

2.1 Monotonicidade e Decomposição em Célula
Nessa seção temos como objetivo obter o teorema de decomposição em células.Ppara isso vamos primeira
mente demonstrar o teorema de monotonicidade, um resultado que nos permite decompor o domínio de
funções definíveis em partes contínuas e monótonas.

O teorema de decomposição em células em certo sentido generaliza o resultado de monotonidade para
mais dimensões decompondo o domínio de uma função em partes contínuas. A decomposição é feita
dividindo o domínio no que chamamos de células e exigindo que ./' seja contínua em cada uma dessas
células, o teorema também diz como decompor conjuntos definíveis em células

Em toda a seção não faremos nenhuma exigência sobre a estrutura 7?. além dessa ser O-minimal
2.1.1 Monotonicidade e Finitude

O teorema de Monotonicidade tem como objetivo produzir. para uma ftmção definível com domínio (a, b),
uma partição desse intervalo enl subintervalos(a,al)(al, n2) ...(ak, b), de forma que a função se comporte

de maneira simples em cada pedaço; i.e. seja contínua e monótona.
Esse teorema, embora simples, já mostra de forma clara o bom comportamento de funções definíveis.

Pois de modo geral irão é verdade que nem mesmo funções analíticas apresentam tal comportamento, como
por exemplo a função sí/l(x) em IR

Fixemos ./' : (a,b) --> R, vamos demonstrar algumas propriedades preliminares que nos levarão ao
teorema.

Lema 2.1. Existe ilni subitlterualo de l.a, b) tio qual .f é itljetora Olt constajite

De/nofrsfração. Temos dois casos para avaliar. Primeiro suponha que / i(r) é infinito para algum r c R.
nesse caso sabemos que /-l(r) é definível e infinito, e portanto contém um intervalo í, temos assim que

33
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/'ll é constante.

No caso em que / l(1') é finito para todo I' C ]< temos que ./'((a, b)) é infinito e que para cada x c ./'((a,b))
'emos ./ '(r) finito, logo podemos definir g : .f((a.b)) H (a,b) com g(r) = nlf/l(y c (a,b) : ./(y) = x),
assim g é claramente defínível e injetora, e portanto possui imaõaem infinita contendo um intervalo /, e pela
definição de g obtemos que /li é injetora. []

Vale notar que foi usado na demonstração o fato de subconjuntos infinitos de R conterem intervalos, o
que é uma propriedade essencial das teorias o-minimais.

Lema 2.2. Se J é itt etot'n elttão .f é t-stl'itn tente )lioltótotta elti iltii silbilitenonlo de (n, b)

De///Olisfração. Seja x c (a, b), usando a injetividade de ./' podemos particionar o subintervalo (a, x) enl dois
conjuntos:

{y C(a,x) : ./(y) > ./'(x)}U {y c(a,r) : .f(y) < .f(x)} =(a,x)

Com isso podemos obter cl tal que ou para todo y C (cl,x) temos ./'(y) < ./'(x) ou para todo y C (cl,x)
temos /(y) > .f(x) (Isso é verdade pois os dois conjuntos são definíveis e portanto podem ser escritos como
união finita de intervalos disjuntor, basta pegarmos o intervalo "mais a direita").

Procedendo de maneira análoga para (r,b) obtemos c2 tal que ou para todo y c (x,c2) temos /(y) <
.f(x) ou para todo y c(x,c2) temos.f(y) > .r(x).

Temos assim que todo x c(a,b) satisfaz lmaa das fórmulas:

@++(x) ]cl,c2 c(a,b)ix c(cl,c2) A Vy c(cl,.r)(./'(y) > .f(x)) A Vy c(x,c2)(/(1/) > .f(1))l

@+(r) ci,c2 c(a,b)lx c(cl,cz)AVy c(cl,x)(./:(y) >/(x))AVy c(r,cz)(./(y) < ./'(x))l

P +(x) ]cl,c2 c(a,Z,)lx c(cl,c2) AVy c(cl,]')(.f(y) < .f(x)) AVy c(x,cz)(./'(y) > .f(1))l

@(1) ,cz C(«,b)lx C(ci,c2)AVy C(ct,x)(./'(1/) <./'(x))AVVC(x,c2)(./'(J/) <./'(]'))l

Logo obtemos lmla partição de (a, b) em 4 conjuntos defíníveis e assim pelo menos lml deles contém
um intervalo /. Note que p+t(x)(respectivamente P(x)) diz que x é um mínimo(máximo) local. Pode
se demonstrar que não existem intervalos onde todos os pontos possuem essa propriedade, e podemos
portanto descartar esses casos(detalhes em [vdD98]).

Suponha então que esse intervalo esteja contido no conjLmto definido por P +(o caso P+ é tratado de
maneira análoga trocando crescente por decrescente).

Tome x,y c / co"a x < y, considere s = sllp(zo c (x,c2) : V(z) c (r,ít,)(./'(x) < .f(z))), sabemos que

por 4l-+(1) que algum elemento satisfaz essa propriedade e podemos concluir que s = c2 pois caso fosse
menor teríamos Íman vizinhança de s onde iL; < s implicaria ./(zp) < .f(s) (como s < c2 s satisfaz 4' +) o

que contradiz a definição de s. Mas assim temos que x < y < s e portanto ./'(x) < /(y) e ./' é estritamente
crescente em J.

n

Lema 2.3. Se J é estritatttettte }notlótoltn etttão .f é cotttílttin elti llni stibitttelonlo de l.a, b)

De17ionsfração. Suponha ./' estritamente crescente(o caso decrescente é tratado analogamente), então ./' é
injetora, logo .f((a,b)) é infinito e contém um intervalo, sejam 1 < s pontos desse intervalo e c,d suas
respectivas pré imagens. Como ./(c) = r < s = /(d) e / é estritamente crescente temos que c < d

Agora ./'((c,d)) =(r,s) pois temos que(r,s) C ./'((a, b)), e se f C(r,s) sabemos que existe e c(a, b) com
/(e) = t. Mas asse" temos ./(c) < ./'(e) < ./'(d):>(c < e < d) e portanto e c(c,d).

Temos então que ./: : (c,d) q (r, s) é uma bijeção que preserva a ordem e portanto contínua.
n
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Com esses 3 lemas vamos finalmente entmciar e provar o teorema de monotonicidade

Teorema 2.4. Teor'enla da Motiotonicidade

Seja f : (n, b) d 1{ ufttn.função d($tlíuet, existetli palitos a

é colitíntln e estritattiettte niottótotin oti .f é cotistntite.

ao < al < ... < ak < r7k+l b país érre /l(«.,....i )

Depnolisflação. Considere a seguinte fórmula

@(x) z(y < x < z A iP««t(.fl(..,,:)) v ]kVit'((y < iu < z) H /(iu) t)l)

Ela define o seguinte conjunto X

X =Íx c(a,b) : tal que em uma vizinhallça de x, fé constante ou monótona e cotltínua}

Como X é definíve] temos que seu complementar é definível. Suponha que esse contém um intervalo(ou
seja, que é infinito). Pelos 3 lemas que acabamos de provar, existe um subintervalo contido em X onde /
é estritamente monótona e contínua; o que é implicaria que tal intervalo pertence a X, claramente uma
contradição. Segue que o complementar de X é um conjunto finito de pontos.

Assim X é uma união finita de intervalos. Com isso basta provarmos o resultado para cada um desses
intervalos(no fim podemos simplesmente ordenar as sequências obtidas em cada intervalo com o comple-
mento de X para obter a sequência do enunciado), e podemos simplesmente supor que todos pontos no
domínio de ./' satisfazem @. Esse domínio ainda pode ser particionado em 2 conjtmtos definíveis, lml onde
.f é constante na vizinha de cada ponto e outro onde / é contínua e estritamente monótona na vizinhança
de cada ponto. Como o domínio de ./' satisfaz P esses conjuntos são aberto, e portanto uma união finita de
intervalos. Assim nox/amente basta analisarlllos em cada um desses intervalos, e podemos com isso supor
que ./' é contínua e c'stritamente monótona, ou constante

No caso em que ./ é constante na vizinh onça de cada ponto vemos que, dado À c (a,b) e k tal que

sllPly C (X,b) : .f(1/) = k} = b

.f(x) k

Pois, caso s < b, teríamos uma vizinhança de s em (a, b) onde .f seria constante igual a k, o que contra
diria s ser o supremo do conjLmto acima. Podemos fazer o mesmo para concluir que

í}7.flJ/ c (a,x) : .f(y)

Com isso vemos que fé constante em(a, b).
No caso de ./' ser estritamente monótona e contínua na vizinhança de cada ponto vemos, de maneira

análoga, que / é estritamente crecente em todo intervalo (a, b)(a continuidade no intervalo é óbvia), e com
isso concluímos a prova

D

Podemos tirar algumas conclusões desse teorema; por exemplo a existência de limites laterais para
funções definíveis. Para obtermos

ri",.G.l.(x)

com c no fecho do domínio de / basta decompormos o domínio de acordo com o teorema 2.4, tomarmos o
intervalo contendo c ou, caso c não esteja em um intervalo, o primeiro intervalo à esquerda de c, e usarmos
a continuidade de ./' em tal intervalo(note que tal limite pode ser :Lco).

Outra consequência, menos trivial e que precisalemos adiante, é o lema de finitude. Um resultado
que nos dá um limitante para a cardinalidade das fibras de um subconjLmto definível de R2. Antes de
entmciá-lo, porém, precisamos da definição abaixo, ela será utilizada frequentemente durante o texto
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Definição 2.5. Fibras.
Dado um conjunto definível Á c /<'ir+rí definimos para um dado ]' c /?"' o conjunto

,'\... R" : (l,y) c Á}

Chamamos .Ax- a fibra de Á em x

E imediato que fibras são definíveis.
O próximo resultado é apenas um dentre muitos que determinam o bom comportamento desses con

juntos. É graças a tal comportamento que conseguiremos provar a maior parte de nossos resultados.

Lema 2.6. Letra de Filtitude.

Seja S c RZ utlt coiljllnto de$iiíuel tal qtle para todo x c R tetttos S«jiiiito, etttão existe tio C XN qtle liltiitn a

cardinnlidade de S« pata todo x.

Deinonsfinção. Para demonstrar esse teorema vaillos definir alguns conceitos auxiliares, conleçalldo por
pon tos nol'mais.

Um ponto (a, b) c R x R.., é dito normal(em relação a S) se existe uma caixa J x J satisfazendo Lula das
....H;.Ã.. .l..;..
L L/l l\A lllvED CI L/(ll/\ \J.

r x / n s = ® (i.e. a d S )

. (., Z,) c Se / x Jns T(.f) para alguma função contínua definível (nesse caso b /(«))

Dizemos ainda que(a, co) énormal se existem intervalos íl c l e J =(k, co) com l x Jn s = ®(chamamos
/ x /deumavizinhança de(a,m)). Epara(a, co) normalidadeédefinida analogamentecom / =( m,k)

Além disso temos que os conjuntos abaixo são claramente definíveis

{(rl, b) C /<: : (a. b) é normal }

{a c /< : (a, m) é «o.,-«al}

{- c R : («,m) é norn.al}

(2.1)

Podemos ainda definir uma sequência /l, ...,/n' ''' de funções tais que o domínio de cada /l é dado por
{.x C R : Sr possui pelo menos i elementos} e .Ó(x) é o i-ésimo elemento de Sa-. Também é imediato que
cada ./} é definível(podendo ter domínio vazio).

Sela a c /< e n € H\l máximo tal que /nr é definida e contínua em uma vizinhança de rl para todo
In < n(note que tal n é no máximo a cardinalidade de Sn). Dizemos que a é apropriado caso a não pertença
ao fecho do domínio de /J.+l, e inapropriado caso contrário. O conjunto dos pontos apropriados vai ser
denotado por Á e o de pontos inapropriados por /. Um ponto p C R apropriado nos interessa pois satisfaz
as duas propriedades abaixo.

ÁPI é constante em uma vizinhança de p (2.2)

(a, b) é normal para todo b C /?m. (2.3)

Antes de concluirmos a demonstração precisamos primeiro mostrar que os conjuntos l e Á são defi-
níveis e que / é finito. A definibilidade dos conjuntos não é de forma alguma trivial já que usamos um
parâmetro n c IN que dependia de n para definir os conjuntos.

Vamos provar agora que:

a C [ imp[ica que existe b c ]<~ ta] que (a, b) não é norma]. (2.4)
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Juntando 2.1 e 2.4 obtemos claramente que / e Á são defíníveis
Para verificar 2.4 notemos que se n C / então a C c/(do//l(/.,+1)) ou .Ó,+l(a) está definido ou um dos

limites laterais de /J,+l em a está definido (em /<~), e assim podemos tomar /3(a) como o mínimo desses
valores. Vejamos que F(a) é o mínimo valor de IC /<.» tal que(a, =r) não é normal.

Note que no caso de F(a) ser finito temos que (a,P(a)) não é normal pois /n+l não está definida em
nenhtmaa vizinhança de a. No caso P(a) = m também é imediato que (a,P(a)) não é nonnal pois toda
vizinhança de(a, co) intersecta r(./],+1). Vemos assim que 2.4 é valida.

Vamos provar agora que o conjunto / é finito. Suponha que não seja e considere as duas fórmulas

P («) ]y(J/ < F(a) A (x,y) c S)

@+(x) ]y(y > P(a) A (l,y) c S)

Obviamente todo ]' C / satisfaz uma única das quatros fórmulas

. P (X)A @+(X)

. P (x)A nP+(x)

. @+(x) A =P (a')

. =P (1) A =@+(3')

E portanto um subconjunto infinito de r satisfaz pelo menos uma das fórmulas. Qualquer um dos casos
leva a uma contradição; v'amos finalizar apenas o caso em que @+(x) A =P (1) define um subconjunto
infinito de /, que denotaremos por J'

Definimos em /' a funçãoF+(x) = nlflz(y : y > P(a) A (x,l/) = S), note que/3+ é definível e /3+(x) >

P(:r) por definição, pelo teorema da monotonicidrade podemos refinar /' de modo a ambas funções serem
contínuas. Podemos separar /' ainda mais, no conjunto {x C /' : (l,P(x)l C S} e seu complementar. Um

desses conjLmtos dex'e conter um intervalo e trocando I' por tal intervalo vemos que ou r(Pli,) Ç S ou
r(PI 1,) n s

Sabemos que(a,F(a)) não é normal para nenhum a C /', temos os doiscasos acima para analisarvamos
apenas discutir quando v(/3li,) n S = O, o argumento pode ser adaptado para o outro caso

P+ >/3 e ambas são contínuas, logo conseguimos uma vizinhança de(a,P(a)) onde essas funções não

se interceptam mas como @ é valida em I' essa vizinhança não pode intersectar Á em llenhtma ponto
(x,y), pois esse ponto não pode satisfazer y =/3(x) nem y >/3(x) e tão pouco y < P(x). Mas isso implica
la, P(a)) normal, o que é um absurdos, concluindo a demonstração de que / é finito.

Podemos com isso finalmente concluir a demonstração do lema.
Seja / = {al,...,ak}, com af < nf+l e tome no = m, í7k+l = m. Em um intervalo (aj,ai+l) temos que

todos os pontos são apropriados. Tome n = ISVI para algum y em tal intervalo, por 2.2 o conjtmto dos
x c(ai,af+l) com ISxl = n é aberto, mas pelo mesmo argumento vemos que seu complementar também é
aberto, porém ambos conjuntos são definíveis e sabemos que intervalos são definivelmente conexos. Segue
que o complementar de {.r C(af,ííf+l) : IS«l = n} é vazio, e portanto as fibras tem cardinalidade constante
em cada intervalo. Como temos lml número finito de intervalos particionando R basta tomarmos o máximo
de tais cardinalidades em todos intervalos e todos pontos af para obtermos }!0.

D

2.1.2 Células e Suas Propriedades

Vamos agora definir e estudar algumas propriedades das células. Células são subconjLmtos definíveis de
/<n de natureza bastante simples, que desempenham um papel análogo ao dos pontos e intervalos de J<,
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decompondo subconjuntos e domínios de funções definíveis de maneira bastante conveniente. Porém antes
de nos concentrarmos em tais decomposições vamos primeiro estudar propriedades das células

Para descrevermos as células precisaremos introduzir alguma notação:

Definição 2.7. Seja X C /<" definimos C(X)
definimos.

{/ .fé definível} e dados ./ < g em C(X)

(.f,g)x {(x,y) c R"*':(x c X) A(./'(x) < J/ < g(x))}

(./', m) X {(r,y) C /<"+':(x C X) A(.f(x) < 1/)}

( m,.f)x {(x,y) C /q"*' :(x C X) A(y < g(x))}

Claramente esses 3 conjuntos são definíveis. Quando o contexto permitir escreveremos apenas (./',g) e
não (./',g)x.

Com isso estamos em condições de apresentar a seguinte definição

Definição 2.8. Uma célula do R" é definida indutivamente em n, juntamente com a célula é dada uma
sequência de tamanho n formada por 0 e l que indica como a célula foi obtida.

:l. Uma (O) célula é um pontode /<, uma (1) célula é um intervalo

2. Se Xé uma(ai,...,a«)-célula em /:" e.f C C(X) dizemos que r(./') é uma(al
Se / < g pertencem a C(X) dizemos que(.f,g) é u«la(al,...,a«,l)-célula

a«, O)-célula em /<"+'

Chamamos (l, l

tas).
1)-células de células abertas(justamente por serem as únicas células que são aber

Uma conseuquência imediata é que a proleção de uma célula ainda é limo célula. Denotaremos a proje-
ção(de/<" em /<'' 1, omitindo a última coordena) por n. Células são definidas iildutivamente, e por isso é
comum que suas propriedades sejalll obtidas através de indução, como podemos ver no exemplo abaixo.

Lema 2.9. Toda cétttln é defiltiuelntetlte cattexa

Dellro/lsf/anão. O resultado é imediato para células de R, ou seja, pontos e intervalos. Para uma célula E de
/<"+1 podemos assumir que é verdade para células de /<", e em particular para a(E). Agora as fibras E.\
com x C z(E) são pontos ou intervalos, vamos assumir que sejam intervalos.

Suponhaque E c ÁUBcom ÁeB abertosdefiníveisep c 4 nE. Temosque {z(p)} x E«(p) C Á pois
caso contrário Á e B formariam lmla desconexão da fibra, vemos assim que um ponto p C E pertence a .A
se e só se {z(p)} x E.(p) C Á, e analogamente o mesmo vale para B. Podemos assim duvidei n(E), em
doisconjuntos

{x c a(E) : Er C Á} e {.l C z(E) : E... c 13}

Esses conjuntos são abertos, já que dado (r,a) c Á n E existe uma vizinhança desse ponto em E que está
contida em Á e assim se profeta em uma vizinhança de x em {x C n(E) : E. C Á}. Como z(E) é conexo
temos que {x c z(E) : E.. c B} deve ser vazio, mas isso implica B n E vazio como queríamos. []

Por fim, outra propriedade de células que usaremos com frequência, é que toda célula é definivelmente
homeomorfa a uma célula aberta; tal homemorfismo é uma simples prqeção em certas coordenadas.

Mais especificamente seja E uma /-célula onde / = (ai, ..., a«) é uma sequência de 0 e l,tome 1/1 = Eai.

Defina pl : R" a J<lÍI a função que leva (rl, -., x,.) em (x,(1), '', Xa(1)), onde c'(i) é o i-ésimo índice de / com

valor 1. Não é difícil verificar por indução em zí que pl é um homeomorfimo de E em umla célula aberta.
Tendo esses resultados em mãos estamos prontos para provar o teorema de decomposição em células.
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2.1.3 0 Teorema de Decomposição em Células

Dado lma subconjunto de R", ou lmla função definível com domínio em J<", o teorema de decomposição
tem como objetivo particionar o R" em células, respeitando o conjunto em questão, ou deconapondo o
domínio de tal função de modo que ela se tome contínua em cada célula.

Existe claramente uma semelhança entre esse resultado e o teorema de monotonicidade 2.4. mas é claro

que a condição de monotonicidade não faz sentido em R'' e tudo que pedimos é a continuid'lde
O resultado dessa seção pode ser melhonido pedindo-se propriedades adicionais de tal decomposição.

Um resultado notável é que se a estrutura 7Z estende um corpo podemos definir diferenciabilidade de
funções; nesse caso o resultado dessa seção pode ser l-efinado para garantir que as células sejam suaves e
que a restrição da função em questão a cada célula se tome diferenciável. Não vamos tratar aqui de tais
assuntos; deta]hes podem ser encontrados no sétimo capítu]o de jvdD98]

Antes de enunciar o teorema vamos definir qual o tipo de partição do /<" nos interessa, chamaremos ta]
partição de uma decomposição.

[)efínição 2.10. Uma decomposição do /<" é definida indutivamente em /z da seguinte forma

e Uma decomposição de R é uma partição de /< em Lml número finito de pontos e intervalos abertos
disjuntos.

B Uma decomposição do 1?" é uma partição do /<" em um conjunto finito de células Q disjuntas de
modoqueaprojeçãodeQ,i.e. a(Q) = {a(Á) : Á c Q},éumadecomposiçãodoR" l

Dizemos que uma decomposição de /<" particiona, ou é compatível, com um conjunto definível S do lt"
se cada célula da decomposição ou é disjunta de S ou está contida em S.

Note que dada uma decomposição Q do /?" podemos facilmente obter Íman decomposição do R"+l
da seguinte maneira. Para cada célula À c Q escolhemos uma sequência finita de funções definíveis
(./:i,/2, ..-,/x.) com domínio em Á e .Ó < É+l . Definimos Q conjunto

r,.{ m,/l), (/t,/b). 1./t l,./l), (./k,m),T(./'1) t(./1) }

E temos que T :: U,.lcQ T.4 é uma decomposição de R"+l. Na verdade é fácil de se mostrar por indução
que todas as decomposições são obtidas de tal maneira

Teorema 2.11. Zeoleli/a da peco//rios/ção e/n Cé/lí/ns

1. Dado sllbconjuittos de$tiíoeis SI Sk de R'' existe tlttla decoliiposição de R'' cotnpatíoel comi cada Si

2. Dada unia.função d($ttíuel f : S } li., S c R'' existe ultm dccotliposição Q do R'' coltipatíoe! collt S tal que a

lesta'ição de .f n cada célula de Q contida etli S é cotttíttttn. Dizettios qtle tal decolilposição é cotttpatíuel cotli f.

A prova de tal resultado é feita por indução em n nas duas hipóteses simultaneamente, na verdade
a indução é feita simultaneamente sobre Lula terceira hipótese que enunciaremos separadamente. Esse
resultado é uma generalização do lema de finitude 2.6.

Lema 2.12. Leitta dalitiitude tinifoltTie

Supoitha que Y C R"n é llili cottltnito defiltíuel tttl que pntn todo ty c n(Y) ajibrri YV éji)lira, então existe um

tlo € Tq liinitattdo a carditinlidnde de todas ns.abras de Y. Dizetttos qtle lto littiitn utlijbrltietnettte Y sobre R''

A estratégia da demonstração consiste em levantar decomposições do J<" para o R"+l obtendo as com-
patibilidades desejadas, o resultado acima irá nos garantir que em cada caso teremos que exigir compati-
bilidade apenas com um número finito de funções e subconjuntos do R", e com isso poderemos usar as
hipóteses deindução.



40 PROPRIEDAOUS GERAIS 2.]

De/nonsf/í7çõo. Começamos a prova observando que para n = 1 a primeira parte do teorema de decompo-
sição em células segue da definição de O-minimalidade, a segunda parte segue do teorema de monotonici-
dade e a finihide tuliforme do lema de finitude.

Vamos então assumir que os 3 resultados são válidos até n c IN e vamos mostrar que são válidos para
pi + 1, começando pela finitude uniforme, cuja demonstração é bastante parecida à do lema de finitude.

Finitude Uniforme

Seja B C R" uma caixa, dizemos que 13 é Y apropriada se para todo ponto (x,l) de Y com x C B
existe um intervalo / contendo I' tal que (B x /) n Y = r(/) para alguma função ./' : B q /< definível
e conthlua. Um ponto do /<" é Y-apropriado se pertence a lmla caixa Y-apropriada

A demontração segue das 2 obsen'ações abaixo:

1. Dado um conjunto Á c R" defínivelmente conexo, onde todos os pontos são Y-apropriados
existem funções /] , ..., // tais que

(Á x R)nY

2. Toda célula aberta possui um ponto Y-apropriado

Para ver isso tome uma decomposição do R" compatível com o conjunto dos pontos Y-apropriados(esse
conjunto é obviailaente definível). Basta mostrar que toda célula em tal decomposição possui um limi-
tante uniforme. Tome uma célula D aberta de tal decomposição, então a segunda observação acima
implica que ela contém um ponto Y-apropriado e pela compatibilidade segue que todos pontos se
rão Y-apropriados, além do mais sabemos que células são defínivelmente conexas, e portanto pela
primeira observação obtemos um limitante uniforme para a cardinalidade das fibras em D.

Resta verificar que também existem limitantes para as células não abertas. Seja então D uma/-célula,
considere a projeção p/ : R" > /{1/1 que restrita a célula nos da um homeomorfísmo(descrito no fim
da última sub-seção) com ullaa célula aberta, e tome o sub-conjunto definível de /<lll+l

y' U PI(') x Yn (2.5)

Agora Yn = Y;,(a) e portanto Y' possui fibras finitas, mas assim pela hipótese de indução temos um
limitante tmiforme de Y' em {p/(a) : a c D}. Como um limitante de pl(1) em Y' também é limitante
de l em Y obtemos um limitante uniforme em Y para toda a célula D, o que nos dá o lema da finitude
uniforme.

Falta então provar l e 2 acima.

Antes de provarmos a primeira observação vamos verificar Lmaa propriedade que chamaremos de
fato l.

Fato 1: Se uma caixa B é Y-apropriada então existem funções contínuas definíveis /l. ./l tais que

(B x R) n Y'

Para isso tome xO C B, seja Y.x.o = {rl, ..., rj} com rí < rí+l. Como B é Y-apropriada podemos encontrar
intervalos 11, ..., 1/ e funções contínuas definíveis /l, . .,./} de B em /< com (B x li) n Y = r(.Ê). Vamos
primeiro verificar que .Ê < .6+l.
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Suponha que /l+l(p) = .Ê(p), isso implica .Ê+l(p) C if, e pela continuidade de .Ó+l existe Lmla

vizinhança U de p com ./}+l (U) C /l. Logo

r(/,+l lu) c (u x /i) n )'' r(/. lu )

O que é suficiente para concluinnos que as ftuações são iguais em U e com isso {p c B : .Ã+l(p)
Á(p)} é aberto. Pela continuidade das .Ê temos que {p c B : ./}+l(p) < ./}(p)} e {p c B : .A+l(p) >

Â(p) } também são abertos, e isso nos da uma partição definível de B enl abertos, assim somente um
desses conjuntos pode ser não vazio e comoÁ(]'o) < á+l(to) por definição das/í, temos que

{P c B : ./}(P) < ./}+t(P)} = B

Ou seja á < ./}+i

Vejamos que de fato (B x /<) n Y = U -r(.Ó), basta provarmos

(B x R) n Y c U r(.ó)

Pois a outra inclusão é imediata

Tome (s,J/) em (B x ]?) n Y, como B é Y'-apropriado podemos encontrar ./' : B H /< definível e

contínua com y = ./'(s) e r(/) c Y. Assim (xo,/(ro)) c Y e portanto ./'(to) = rl = .Ó(xo) para

algum í, mas nesse caso o mesmo argumento dado acima nos permite concluir que / = .Ó portanto
(s,y) = (s,/.(sl) c U r(./}). E obtemos (B x /<) n Y' = u r(.Ó) como desejado

Demonstração da primeira observação.

Com isso estamos prontos para provar a primeira observação. Seja então Á c /<" um conjunto defi-
nivelmente conexo, onde todos os pontos são Y-apropriados, queremor funções contínuas definíveis
/i, ...,// tais que

IÀ x /<) n y

Tome um ponto x C Á com IS.rl = /, como l é Y-apropriado temos pelo fato l que existe uma caixa
B em tomo de x tal que ISVI é constante para y C B. Ou seja {r C Á : IS...l = /} é aberto, por outro
lado o mesmo argumento para .f C Ifq, J # / mostra que seu complementar também é aberto, e como
,4 é definivelmente conexo vemos que IS.xl - / em /\. [)efínindo ./:l, ...,/l da maneira usua] vemos

que essas funções são contínuas pois todos pontos no domínio são }"-apropriados e assim o fato l nos
garante a continuidade. Isso conclui a demonstração da primeira observação.

Demonstração da segunda observação.

Seja B = B' x (a,b) onde B' é uma caixa em J<'i 1. Vamos mostrar que B possui um ponto Y-
adequado, o que é o suficiente. Dado um ponto p c B' considere o conjLmto

Y(P) {(r,s) c RZ :(p,r) € B' A(p,r,s) c Y}

Note que r ser Y(p)-apropriado significa que existe vizinhança ]r de r ta] que Y(p) n (]r X ]<) pode
ser escrito como uma união finita de gráficos de funções definíveis. Mas o lema de finitude nos da
um número nO de modo que IV(p),l $ no em todo ponto de R, com isso podem-nos definir funções
/l , - ., /n. de forma que .É escolhe o i-ésimo elemento de Y(P)r,Já vimos que tais funções são definíveis,
e assim podemos usar o teorema de monotonicidade para vermos que são contínuas a menos de um
número finito de pontos, concluindo assim que os pontos r que não são Y(p)-apropriados formam
um conjunto finito.
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Defina l(Y) = {(p,r) c B : rnãoé Y(p)-apropiiado}. Pela observação acima temos que esse con-
junto tem interior vazio. E usando a hipótese de indução conseguimos D lmaa decomposição de R"
compatível com B e l(Y), tolhe lmla célula aberta de tal decomposição que esteja contida em B, tal
célula não pode intersectar /(Y), pois caso contrário estaria contida em tal conjunto o que contradiria
ela ser aberta. Basta acharmos lma ponto Y-apropriado em tal célula, ou seja podemos nos focar em
uma caixa(que continuaremos chamando de B) onde todo ponto (p, i) é Y'(p)-apropriado.

Com isso dado p c B' temos que todo i c (a,b) é Y(p)-apropriado e pela primeira observação
obtemos que IV(p).-.l = k(p) é constante para todo x. Vamos mostrar que k(p) é limitado para p C B'

Considere o conjunto
Y' = {(p,s) c B' x /< :(p,r,s) c Y}

Temos que IVP l = IV(/,,,) l de onde V/'l é finito, e pela hpiótese de indução é uniformemente finito. Isso
nos dá um limitante para Y(P,,) ou seja um limitante para k(p).

Com esse limitante que vamos chamar de ko podemos decompor B nos conjuntos definíveis Bi::
{x C B : ]Va.] = í} para l $ í $ kO e em cada BÍ podemos tomar as funções definíveis /], ...,/fi de

modo que ./T (x) nos dá o .f-ésimo elemento de Y.x-, para x C Bf. Essas funções são definíveis e possuem
domínio contido ena /<" logo podemos usar a segunda parte do teorema de decomposição em células
para obter lula decomposição do /{" para cada .d, e em seguida, como temos uma quantidade finita
de partições e cada partição por sua vez é finita, podemos obter pela primeira parte do teorema uma
decomposição mais fina de R" que seja compatível com todas as outras. Todas as restrições de .d a
uma célula de tal partição são contínuas.

Essa decomposição é compatível com B, pois é compatível com uma partição de B. Como B é aberto
podemos então pegar uma célula Co aberta contida em B, e mais especificamente em algum B/, mas

em Co todas as hinções /l, ...,./7 são contínuas e já vimos que isso é suficiente para garantir que todos
os pontos em Co são Y-apropriados, concluindo a demonstração do lema de finitude uniforme.

e Decomposição em células, primeira parte.

Tendo o lema de finitude uniforme nós estamos em condições de provar a primeira afirmação do
teorema de decomposição em células.

Dado um conjLmto 4 do R"+l definimos

bd« (Á ) {(P,x) C /<"+' : x € bd(Áp)}

Onde bd(Á},) édefinido em /< como c/(Á) inf(Á), mas esse subconjunto de R é sempre finito(consequência
imediata da definição de o-minimalidade), ou seja bd« (À) possui fibras finitas.

Sejam SI, ..., St subconjLmtos definíveis do J<", precisamos conseguir uma decomposição compatível
com tais conjuntos. Tome

l<í<K

Esse conjtmto possui fibras finitas, e pelo lema de finitude tmiforme existe no C IN com lyr $ ;1o
para todo x C J?"

Para 0 $ í $ no tome os conjuntos definíveis Bf = {x C R" : lyx.l = í} e vamos defhair de maneira

similar à demonstração anterior funções /ji : BI --> R levando x no ,f-ésimo elemento de yx e por
conveniência vamos denotar /i!+l :: 03, /li:: m.
Por último vamos definirpara l$/ $ k, l$ i$ 1io eO $ ,f 5; l

'41,í,/ {* c Bí : ./}(") c (A)-}
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F/,í,j {x C Bí : (.6(r),.6+l(")) C (Á/) }

O índice / marca em .4/,Í,j qual S/ o elemento .C(x) pertence(podendo inclusive pertencer a mais de
um ou nenhum), e em Fi,i,/ qual(SI)- contém o intervalo(-6(r),-C+l(x))
Como todos esses são subconjuntos definíveis de /<'' e as funções ./Í também possuena domínio em
/?" podemos aplica r a hipótese de indução das duas partes do teorema para obter uma decomposição
D de R" compatível com cada FJ,f,j, ''l/,f,/ e Á!
Finalmente obtemos a decomposição de /<"+1 da seguinte forma, para cada E C [) ta] que E C B.
tomamos

Or = {(./Ó,./:l), ...,(.a,.a.. 1), r(/1), ..., r(.H)}

E Do = Ut-eP l)E' na última seção vimos que a continuidade de cada .a é o suficiente para garantir
que Do é uma decomposição de /<"+1, além do mais a compatibilidade de D com Á/,l,j nos garante
que t(.6) está ou contida ou é disjLmta de cada S/ e a compatibilidade com FI,j,j nos garante o mesmo

p'r' os intervalos (./7(x),.6+t (r)). Ou seja temos que Do é uma decomposição do /<«+1 comp'cível
com cada SI.

+ Decomposição em célula, segtmda parte

Para demonstrarmos essa parte do teorema faremos uso de lml lema que diz respeito à continuidade
de ftmções em estntturas ordenadas.

Lema 2.13. Se/n X lr/n espaço fofo/(igíco e 7ZI = (RI, <), R2 = (/<2, <) Oldeizs /ílzeízles delzsas se//r polrfos

filiais. SeJ:X x Rt > RZétalqllepatncada (p,t ) c X x RI

A .fi]nção .fP : RI -} RZ que leoa t e]ii .f(p, t'l é contí]ttin e ]lio iótona(a liiollotonicidade pião ptecis(t sei
está'ita).

A J:unção J:.. : X -} RZ qtlc lcon x elii J(x, t' ) é cotttítitta.

Então f é coittílitta

Deinoirsflação. Dado um ponto (p, r) C X x /<1 vamos achar um intervalo / ao redor de ./'(p, r) e uma
vizinhança U x / de (p,r) tal que ./'(U x /) C /.

Pela continuidade de /p podemos encontrar um intervalo I' = (to c,/'i + c) tal que /P(J) C J, em
particular cada /(rO),.f(rl ) c J, e com isso pela continuidade de /rO e de ./}. podemos encontrar uma
vizinhança U de p tal que .&.(U),./}.(U) C /

Tomando/ =(to, ri) vamos mostrarque.f(U x f) C J. Seja(x, f) C U x / a hinçãoÂ- é monótona por
hipótese, como /o $ f $ 1'l temos q--e ou .f(x, I'o) $ ./'(a, f) $ /(1, rl) ou ./'(x, rl ) $ /(x, f) $ ./(x, /'o).

Além disso, pela escolha de U sabemos que ./'(x, }o),./(x,ll) C J, e como / é um intervalo obtemos
que /(x, f) C J como queríamos.

D

Vamos então terminar a prova do teorema. Dado .f : S H J? com S c /<"+1 temos que conseguir
uma decomposição do J<"+1 compatível com S. Podemos pela primeira parte do teorema(que já mos
tramas va]er em ]<"+1) decompor S em uma quantidade finita de células, e se conseguirmos provar
o resultado para cada célula é imediato que o resultado segue para S. Em uma /-célula de tal de
composição que não seja aberta podemos usar o homemorfismo p/ para reduzirmos o problema ao
Rlll aonde a hipótese de indução resolve o problema(semelhante ao que foi feito na demonstração do
lema de finitude uniforme). Vamos então supor que S é uma célula aberta.

Vamos chamar um ponto (p,r) C S de /-apropriado se existir uma caixa C C R" e um intervalo
J = (a,b) de /< tal que (p,r) C C x J satisfazendo:
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C x JC S

Dado x C C a função ./l.- : / J{ que leva t em ./'(x, f) é contínua e monótona(não necessária
mente estrita).

Dado f C J a função /l : C q /? que leva .r em ./'(x, f) é contínua.

Chamamos de S' o conjunto dos pontos de S que são .f-apropriados. Vailaos mostrar que S' é denso

Seja B x / uma caixa de /<"+1 contida em S, / = (ao,bo). Dado l C B podemos usar o teorema
da monotonicidade para encontrar um co c (ao, bol máximo tal que .r. é contínua e monótona(não
excluindo a possibilidade de ser constante) em (aO, co). A função que associa para cada ponto r c B
tal co é definível, vamos denotar por A-

pela hipótese de indução na segtmda parte do teorema podemos obter uma caixa Bo contida em B tal
que À é contínua em tal caixa, e com isso podemos encontrar um // C (aO,bO) tal que b $ À(x) em
uma caixa contida em Bo que vamos chamar de Bt . Novamente pela hipótese de indução na segunda
parte do teorema temos que para um elemento f C (aO, z/), /í é contínua em uma caixa B2 contida em
Bi, com isso se l C BZ vemos que (x, f) é ./'-apropriado e S' é denso em ./'

Como S' é definível e denso podemos pegar uma decomposição de R"+l compatível com S e S'
Novamente basta analisarmos as células abertas, pois as outrar podem ser tratadas com o homeo-
morfismo PJ. Mas toda célula aberta contida em S intersecta S' e pela compatibilidade está contida

enl Sn

S

Seja então D uma dessas células, como todo ponto de D é /-apropriado conseguimos sempre uma vi-
zinhança de tal ponto na qual as condições do lema 2.13 estão satisfeitas, isso nos dá que .f é contínua
em todo ponto de D concluindo finalmente a demonstração do teorema

n

Uma generalização imediata do teorema é que dado uma função ./' : S H /<"' onde S c R" podemos
obter decomposição do /<" compatível com .f.

Para isso escrevemos / = (/1 , ...,/ni ) e aplicamos a segunda parte do teorema para obter decomposições
Z)t, ..., Z),,, compatíveis com cada uma dessas funções, em seguida usamos a primeira parte do teorema pala
obter uma decomposição compatível com l)o = U l)Í e tal decomposição será então compatível com .f.
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2.2 Dimensão e Propriedades Topológicas

Na última seção foi apl'esentada lml método para decompor conjuntos e funções definíveis em partes bem
comportad'as. Nosso objetivo agora será usar essa decomposição para obter resultados sobre o comporta
mento topolóoico de estruturas O-mininlais.

Já foi dito que estruturas O-minimais possuem propriedades topológicas muito distintas entre si. Em
algumas estruturas temos um comportamento bastante complicado; por exemplo Q«/ é totalmente des
conexo, o intervalo 10, 11 não é compacto e existem funções contínuas(não definíveis) de Q,/ em Q./ que
assumem valores positivos e negativos sem nunca se anular. Já em IR temos que o intervalo 10, 1 1 é conexo
e compacto, e além disso sabemos que vale o teorema do valor intermediário.

Vimos porém que, em qualquer estrutura O-minimal, ao nos restringirmos a ftmções definíveis o teo
rema do valor intermediário é sempre válido. Vamos ver nessa seção que, ao nos restringidos à categoria
dos subconjuntos e funções definíveis, muitas outras propriedades tipológicas(ou noções correspondentes
a conceitos topolõgicos) são compartilhados entre estruturas O-minimais

Além de estudamlos propriedades topológicas de conjuntos definíveis vamos também estudar uma
propriedade que poderíamos chamar de definível. Introduziremos um conceito de dimensão para conjun-
tos definíveis. Vereillos que esse se comporta de maneira intuitiva, e que, além disso, tal comportamento
não depende necessariamente de propried'Ides topológicas da estrutura

Um detalhe importante nessa seção são as condições sobre quais desenvolvemos a teoria. Os primeiros
resultados obtidos sobre dimensão v'alem elll quaisquer estruh-iras O-minimais; porém quando formos es
rodar propriedades relativas a curvas e conjuntos fechados e ]imitados precisaremos da hipótese adiciona]
que a estrutura estenda um grupo ordenado, tal também é necessária na na última seção.

2.2.1 Dimensão

Por enquanto podemos supor 7? uma estrutura O-ininima1. (quando formos explorar propriedades topo-
lógicas faremos uso da estrutura de grupo, e em seguida de corpo, explicitaremos adiante quando tais
suposições se tornarem necessárias.

Dimensão é Lml conceito recorrente em diferentes áreas da matemática; quando estudamos varieda-
des diferenciáveis, espaços topológicos, geometria algébrica, espaços vetoriais e muitas outras teorias nos
deparamos com diferentes definições de dimensão; essas por sua vez costumam estar acompanhadas de
propriedades com certas similaridades. No caso de estruturas O-minimais não é diferente, e nessa seÇão
exploramos tais ideias.

Em uma estrutura O-minimal podemos associar dimensão a qualquer conjunto definível da seguinte
forma:

Definição 2.14. Seja S C R" lma conjtmto defínível. Definimos a dimensão de S como

dí«.(s) /nalll/l c N S contém Íman /-células

Vemos que se S C /<'' então dinz(S) $ n; outra consequência imediata é que se .4 C S então díln(Á) <

Tal definição pode não parecer conveniente a primeira vista, já que não é nem mesmo imediato que
uma /-célula possui dimensão 1/1. Vamos então mostrar que propriedades, que intuitivamente gostaríamos
de ver verificadas, são de fato válidas. Para isso o próximo lema desempenhará um papel fundamental.

dí«,(s)

Lema 2.15. Se E c R" é ullla célula aberta e J: l E + R" é de$ttíuel e injetota então J: l.E) cotltétn !itltn célttta aberta

Denionsfrnção. A demonstração é feita por indução em }l. Quando /z = 1 temos que E é um intervalo, e
portanto infinito, logo sua imagem por .f também é infinita e por ser definível contém um intervalo, i.e.
uma (1)-célula.
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Suponhamos então que o resultado valha até pi 1, vamos provar que vale para n. Temos que .f(E) é
definível, e pelo teorema de decomposição em células podemos encontrar decoillposição do /<" compatível
com tal conjunto. Digamos que

.f(E) = 01 U 02... U Ot

Nesse caso temos E = EI U E2... U Et onde Ei = / i(DI).
Tomando Íman partição Z) do R" compatível com cada E] e também com .f. Temos E = F] U ... U F/ onde

8 C Z) e q C EI ou FJ n Ef = ©, para todo par de índices í,,f. como E é aberto temos que pelo menos lma
dos conjuntos ã deve conter lma aberto. Vamos mostrar então que ./'(FÍ) c ./(E/) = Dj contém um aberto.

Suponha que não seja esse caso, então D/ é lmla /o-célula com l/ol < n. Nessas condições odemos tomar
p um homeomorfismo de D/ em uma célula aberta de RI/ol. To:..e B = B' x (a, b) C ã uma caixa aberta,
tomando p o./'lB = g obtemos lmla função definível injetora de B em R" 1. Fixando c c (a,b) definimos
g. : B' -+ R"'l, onde B' = {x c /<" 1; (x,c) C B}, comog.(x) = g(x,c). Temos quem. é contínua, definível

e injetora; pois g possui tais propriedades. Assim, pela hipótese de indução, g.(B.) contém um aberto L.
Fixemos x C Bc tal que g.(1) C L, pela continuidade de g podemos obter uma caixa em torno de (l, c)

cuja imagem está contida em L e portanto existe c' tal que g(x,c') C L. Por outro lado L está contido na
imagem de gc, o que implica que existe y tal que g(r, c') = gc(y) = g(y, c), o que conntradiz a injetividade
deg

n

Esse lema é o suficiente para provarmos que de fato o conceito de dimensão se comporta da maneira
esperada, como veremos nos próximos resultados

Teore\na 2.16. Dados conjilittos A c !t''ü e B c li"\ de$iiíoeis tais que existe llllta bijeção defiliíoel .f enfie eles

''"'" q, l«.(Á) (B).

O enunciado acima nos diz que dimensão é um invariante defínível, ou seja é invariante por bijeções
definíveis, sem nenhuma exigência sobre continuidade. No entanto a volta do teorema não é verdadeira,
dizer quando existe uma bijeção definível entre dois conjLmtos é um problema mais fútil e para isso é
preciso ser um pouco mais específicos, introduzindo um novo invariante topológico chamado característica
de Euler. Mais resultados sobre isso serão apresentados na seção de triangularização.

De/nonsfiaçlio. Seja a = díln(Á) e b = dfln(B), vamos provar que a $ b e a outra desigualdade segue de
maneira completamente análoga através de / l

Seja E uma /-célula contida em Á tal que 1/1 = a. Temos que g = ./' o PÍI é uma função definível injetora
saindo de uma célula aberta S C R' chegando em B. Se tomarmos uma decomposição do /<" tal que

B :: EI U...U Et

temos que S = .f l(EI) U ... U./' l(EJ;), se tomarmos uma decomposição compatível com tais/'l(Ei) vemos
que a]gum desses conjuntos deve conter uma caixa aberta B C ]<"

Temos assim B c ./' l(Ei), para algum í, seja então EÍ uma /o-célula. Basta mostrarmos que a $ 1/ol já
que l/ol $ b.

Suponha que não seja o caso, i.e. l/ol < a. Temos que p/. o glB é uma função injetora definível de um
aberto de R' em Rlo. Peão lema 2.15 a imagem de tal função contém uma /l-célula com 1/11 = a, mas isso
nos dá uma contradição pois tal imagem está contida em Rlo e l/ol < a.

n

Algumas outras propriedades adicionais sobre tal conceito são dadas por

Teorema 2.17. Sdanl X, y c R" e Z C J<"' comi,frfiifos d($1zz'leis, felnos gire
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l Utitíl l-célula D do R" posstli dittieiisão \l \

2. dÍ«,(XU Y) «,'«(dÍ«'(X), df«.(Y) )

3. Dada Nula decotttposição do R'' coitiplltíoel cotim X. existe lltila célula D c X elii [al decotttposiçõo cottl

di«'(D) - dj«,(X).

De/fioiisfinção. Vamos demonstrar cada um dos casos separadamente

1. Temos que p/ : J<'1 4 /<1/1 é L.m homomorfismo definível e que pl(D) é um aberto de J<1/1 e portanto
possui dimensão 1/1. Como dimensão é um invariante definível segue que D possui dimensão l/

2 Primeiro vemos que díni(Á U B) ? l/raÀ(dín/(Á),dí/PZ(B)) ló que Á c Á U B eo mesmo para B

Para a outra desigualdade tome D Íman /-célula contida em Á U B com 1/1 = díin(Á U B) e seja pl o
homeomorfismo de D em um aberto de RI/l. Temos que pít(Á) e píl(B) são conjuntos definíveis de
/<1/1, logo podemos tomar Íman decomposição Z) de /<lll compatível com píi(D), píl(À) e píl(B).
Como PÍI(O) é um aberto e PÍi(O) c pÍ'(.4) U pÍ'(B) existe uma célula aberta Oo c D tal que
Do c PÍt(D) e, ou Do C píl(Á) ou Do C píl(B), vamos supor que seja o primeiro caso. Temos
assim p/(Do) C .4 e como Do é um aberto de /<1/1 e p/ é definível e bijetoia temos que

dín/(Á) ? í/n(p/(Oo)) dí//í( 0o ) / df,«(Á U B)

3. Temos que X = DI U ... U Dt para células DI C 7), mas acabamos de ver que nesse caso d////(X)
i/n7x(díp7r(DI),..., dí/n(Dt)) e portanto uma dessas células possui dimensão igual a de X.

D

Cromo mencionamos anteriormente, utilizaremos result'Idos ligados ao comportamento de fibras cona
tCantemente durante o texto. Por esse motivo vaillos apreselltar apoia resultados ligados ao coillportamento
da dimensão de fibras em conjuntos definíveis

Para tanto dado S C /<"' x /<" definimos o conjunto S(d) como

S(í/) R"' : dfpn(S.

Lenda 2.18. Seja S c [t'ti x R'' e S(d) colho acittta, então S(d) é d(#ittíoe! pata todo d c oa]e que

díin( U {a} x S.) df///(S.l)+d (2.6)
.7CS( .'f )

De/lzoiisf/açêo. Dada uma (il, ..., í,,,, f«.+l, ..., f",+«)-célula C de R"'+" temos que sua projeção n«,(C) em R"'
é lmla (íl,...,i«,)-célula enquanto a fibra C« contida em /<" é uma (f«.+l,...,i"-+«)-célula para todo n C
n«, (C) (isso pode ser verificado facilmente por indução), de onde concluímos que dí/// (C) = díln (z«. (C)) +

díni(C.) para qualquer a C z«,(C).
Tome D uma decomposição do /<"+"' compatível com S e seja Á € n(7)) uma célula do R'". Temos que

A = n«.(Cf) = ... = n«,(CkÁ) para células Cr,...,Cr de 'Z) e portanto S. = U(Cr)« para qualquer a c Á.
Temos assim

dí«:(s« ) szíPí(di/7z((Cr).)) Pi(di«z(CÍI ) di«:(Á) ) s,'Pi(di«,(Cr)) di,«(Á)

onde a última igualdade segue da observação feita no primeiro parágrcafo
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Mas a última parte dessa igualdade não depende de a, vemos assim que dí/l/(Sn) é constante em Á, e
como temos apenas um número finito de células contidas ern a«,(Z)) vemos que S(d) nada mais é do que
a união de todas as células de z«l(2)) tais que dínr(S«) = d, ou seja lmla união finita de células, e portanto
definível.

Vamos agora verificar a igualdade enunciada no lema. Tome Z)(d) o conjunto das células Á C n«,(Z))
tais que S(d) = U,.ICP(.f) ''l Temos então que

di«.( U {-} x S,)
-cS( f)

;","'oGOdi«,(U Cr )

d/«r( U(UlalxS«))=s«p,.] DÜ dí«'(UlalxS«)
ACD(.í) "eA "CÀ

sup,4cp(.f)lszípi(dfnl(Cr))l = siíp,.!CpOf)ldíní(S«)+ díniÁI

sl/P,4cD(.f) la + dínrAI d + d/«.s(d)

n

Utilizaremos esse lema adiante, ao esh-idarmos triangularizações. Outro resultado que precisameros no
decorrer do texto é:

Lema 2.19. Dado S c R"'+" d(#níoe/ fe/Iras

dí«.(s) ;''PoS.7S,, I'f'",(S(a)) + al

dínr(Á x B) = dí/n(.4) + din/(B)

Demo/isf/açlio. Temos q ue S UoÉ.f$,,1U.cs(.í)(a x S«)l logo

dí«,(s) '''Po:g.f:;,,(dÍ«,(l U(. x S.)l))
«CS(.f)

s''Po«.r.::,,(df«'(S(d)) + d)

O segundo item é imediato do primeiro notando que quando S = Á x B temos que S(dí/n(B)) = Á e
S(d) = © para qualquer outro d

n

Intuitivamente poderíamos que dado um conjunto X sua fronteira, '5(X) = c/(X) X, tenha dimensão
estritamente menor que o conjunto X. Porém de maneira geral alguns exemplos vão contra tal intuição;
podemos por exemplo tomar em IRZ o gráfico da função se/r(1/1) no inten'alo (0, 1 1, temos que a fronteira
desse conjunto é {0} x 10, 11, e é de se esperar que um conceito apropriado de dimensão diga que ambos
conjLmtos possuem a mesma dimensão. Pol outro lado sabemos que o gráfico de sepi(l/x) não pode ser
definido em uma estrutura O-minimal; vamos ver agora que, ao nos restringirmos conjLmtos desníveis, é
de fato verdade que díni(õ(S)) < dflll(S).

Para isso precisamos de um resultado relacionando a fronteira de um conjunto com suas fibras. Um de-
talhe curiozo sobre a sua demonstração é que, em cento momento, precisaremos formar conjuntos de caixas
do /?"; obviamente não faz sentido perguntar se tais conjuntos são definíveis e com isso não poderíamos
utilizar os resultados desenvolvidos até então. A solulção para essa dificuldade consiste em parametrizar
as caixas de R" atraves de um subconjunto definível de R2"

Lema 2.20. Dado lllti conl11ttto dejiníoel S do R" tetttos que S' {a C R : ó(S)« # õ(S«)} é./í/zffo

De/nolisfração. Dado um elemento b c .5(S.) é fácil ver que (a.b) c ó(S) e po-tanto õ(S«) C .5(S)«.
Temos que S' é definível, vamos supor que seja infinito, nesse caso deve conter um intervalo 1, nos

restringindo a z'i(/) n s obtemos um novo conjunto definível e substihündo S por esse conjunto temos
qL'e Õ(S)« # Õ(S«) para todo a C n(S) = /. Como õ(S«) C õ(S)« ten.os q«e S' = .5(S)« õ(S«) é '-m

subconjunto definível do R" l não vazio, e em particular para todo x c S' existe uma caixa B contendo l
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que nãointersecta S..Dada uma caixa/3 de/?" l tome o subconjunto /B = {a C /? :(BnS" #: e)) A(Bn

Vamos mostrar que IB é sempre finito. Suponha que não seja o caso, como esse conjunto é definível
podemos tomar /0 um intervalo contido em rn, em particular /0 x B não intersecta S e como é aberto
também não intersecta c/(S). Por outro lado dado um elemento rl de /0 temos que Bn S" # O, em particular
deve existir um elemento b C B tal que(a,b) c c/(S) mas isso contradiz a afirmação acima.

Como já mencionamos não faz nenhuma sentido perguntarmos se o conjunto das caixas é definível,
porém podemos contornar esse problema utilizando a seguinte parametrização das caixas de/<" ] atraves
doconjunto

G = {(cl,...,c,, i,di,...,d,..l) c /<2('1 1) :ci < df}

s. - ®)}

e da fiinção g que leva (cl

seguinte conjunto definível

c,, l,dl d,. 1 ) e«. (cl,dl) x x (c,, ],c,, ]) Podemos assim formar o

C U JX(;,.Í) X {(c,á)} C /<1+2(n l)
(f,íf)cG

Queremos mostrar que o interior de Ca não é vazio para a C /. Tome (C,d) um ponto em C., isso
quer dizer que a x (ê,d) c C, ou seja a € 1g(f,.Í) o que é o mesmo que dizer que existe y c g(r,d) n s" e
g(a,d) n S« = ®, mas qualquer caixa contida em g(C,d) contendo y também satisfaz essas propriedades, e
portanto os elementos(c',d') correspondentes a essas caixas dão uma vizinhança de(í, d) contida em C.

lssoimplica quem dimensãodeCn é2(n 1) paraíz C /,já adimensãode lé l epelo lema 2.18 temos
que a dimensão de C deve ser 1 + 2(n 1 ). Por outro lado vimos que /.V(c,'i) é sempre finito, o que significa
que se olharmos para

C' = U {(í, ã)} x Jg(r,.í)

temos um conjunto aonde as fibras possuem dimensão O e novamente por 2.18 temos que a dimensão desse
conjunto deve ser igual à dimensão de G $ 2(n 1), mas a dimensão desse conjunto é obviamente igual à
de C, o que é uma contradição

(f,íf)CG

D

Com esse lema podemos finalmente provar o resultado mencionado anteriormente.

Teore«la 2.21. Dado i/nr con.fr/nfo ddpríue/ S C J?" fenlos gire dínl(õ(S)) < díl//(S).

[)e/no/inflação. A demonstração é feita por indução em /z. (quando n :: ] temos que S é uma união finita
de intervalos e pontos, õ(S) é o conjtmto dos pontos que são extremos de algum intervalo de S mas não
pertencem a S, e-ll particular se díin(S) = 0 temos õ(S) = ® e se dfnl(S) = 1 temos õ(S) no máximo cmaa
coleção finita de pontos. De qualquer modo dínz(õ(S)) < díln(S).

Vamos entãosuporque o resultado é valido para todo m < n evamos provarque vale para n. Considere
a permutação sí : R" --> /<" que leva (xl,...xf,...l,.) em (xi,xl,....xi l,xi+l, -.,.x,.) para l $ í $ 1z, e tome

sl(S) a imagem de S por essas permutações. Pelo lema anterior podemos sabemos que existe um conjLmto
finito Fi tal que ó(si(S)). = 5((si(S)).) para todos d E. Definimos F = Ft x ... x F,,,ecomo cada FI é finito
temos que F é um subConjLmto finito R". Uma outra maneira equivalente de escrevermos F é

F (FI x R"'l)n(R x F2 x R" 2)n n (Rj ] x F, x R" í) í] n (R" ' x F«)

é imediato que em ambos os casos os elementos de F são (al, ...,a,.) onde a/ C â. Abreviaremos (RJ'l x
n x R" ') por HÍ.

Temos a seguinte inclusão(válida para qualquer conjunto, õ(S) não desempenha nenhum papel especial
aqui)

õ(s) c nu (õ(s) n)
l<f<li
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Com isso sabemos que

dí«.(õ(s)) $ aí«'(n U (õs - nf))
l<Í<lz

lllnx(dün(n), //mxÍ(dínr(õs nl)))

/«ali(dí/«(ÕS Hf)))

Por outro lado temos que esses conjuntos estão contido em õ(S), de onde segue que díl//(õ(S))
dínl(ÕS Hio) para algum iO. Basta então mostrarmos que diní(ÕS /íÍ) < díín(S) para todo i.

Temosqueõ(S) HI = {(«1,...,-',...,a«) C õ(S) : a. « Fí},em particular

sf(Õ(S) Hí) {(«f,.l, . .'f-l, -í*l ««) c sl(õ(S)) : af é ã}

l\lote que õ e sf comutam, portanto se n é Fi' temos que

sl(Õ(S) H. )« sl(Õ(S)), (S)). Õ(si(S).) = si(Õ(S«))

e se « C n e«tão si(õ(s) nj)« = ©.

Mas Sn c J<" 1 e podemos então supor que díi/i(õ(Sa)) < dfnz(S«). Por outro lado temos que

sl(Õ(S) Hi) U {«} x sí(Õ(S)).
"€ã

E como Fi é finito, e sj preserva dimensões vemos que

dinl(õ(S) HI) pnax(dínr«r;({a} x õ(S)«)) /n"x«r.(díni(õ(S).)) < ilrax«r.(dün(S«)) $ dü/l(S)

D

2.2.2 Escolha Definível e Seleção de Curvas

Nessa subseção vamos finalmente começar a explorar propriedades topológicas de estruturas O-minimais.
Em particular veremos que conjuntos fechados e limitados possuem unl coilaportamento análogo ao de
conjuntos compactos; veremos também que podemos utilizar curvas definíveis para estudar propriedades
topológicas, de maneira semelhante ao que fazemos com sequências em espaços topológicos separáveis.

Para obter esses resultados vamos precisar de uma hipótese adicional; mais especificamente vamos
supor que a estrutura 7e estende um gntpo ordenado, i.e. possui uma função binária satisfazendo os
axiomas da teoria de grupos que respeita a ordem. A partir desse ponto vamos sempre supor que 7Z
estende una grupo

O seguinte resultado servirá de base para essas investigações.

Teorema 2.22. asco//ín d($/zíue/

Dado S C li'n x R" flui s11bconlullto de$1tíoe! ta! qlie nn.l.S) = SO, onde x... : liin+n H R"' é a ptojeção fins lti

primeiras coordenar, e:riste tltnalttnção defitiíoel Es : So -+ R" tal que (x,fl.x» c S pala todo x C So.

Se olharmos para So como um conjunto de parâmetros, o que o teorema nos dá é justamente lmaa fun-
ção definível que para cada parâmetro x escolhe um elemento (x,./:(x)) em S. O que sugere a terminologia
'escolha definível", comum na teoria de modelos; muitas vezes também o termo "função de Skojem definí-
vel"também é utlizado.

Denzonsfração. Para demonstrar tal teorema vamos fazer uso da estnttura de grupo Juntamente de algumas
propriedades de fibras. A demostração é feita, como sempre, por indução em /z.
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pr = ] Nesse caso precisamos escolher ES(r) pertencente a S..., e vamos chamar tal h-unção de e. S...

é um conjunto defínível de /< e portanto lmla união finita de intervalos e pontos. Temos que So se
divide em 5 conjuntos definíveis disjuntos, o primeiro sendo

{x C SO : SI possui ponto de mínimos

para esse conjtulto podemos por e(1) como o mínimo de S....

No caso de S.. não possuir ponto de mínimo temos que existe um intervalo "mais a esquerda"em
S..(i.e. dentre a coleção finita de intervalos disjuntos de S\ existe lml cujos pontos são menores do
que quaisquer pontos de outros inten'aios), vamos chacal tal intervalo de (a.., b..), temos então os
outros qual'o conjuntos disjuntos de R onde lma dos casos abaixo se aplica a todo x.

l

2.

3.

4.

a..,b. C R, definimos /(x) = (a... + b.--)/2

a.. = .oe b.-. C l?,definimos/(x) = b... k

a.. C /< e b.-- = m, definimos /(r) = a. +k

rl.. = .o e b. = m, definimos./'(x) =k

Onde k denota um elemento positivo qualquer do grupo. Lembre que se 7Z estende um grupo então
tal grupo é divisível, e por isso podemos tomar a divisão utilizada acima. Em todos os casos temos
que e é definível e e(x) c S.- . Colando e nos 5 conjuntos obtemos a função desejada.

. n l implica n

Tome S' = n«,+,, l(S) C /<"' x R" i, onde n«,+« l(S) é a projeção nas (n/ + íz 1) primeiras co

ordenadas. Pela hipótese de indução c'xiste Es, função definível que escolhe para cada x C So um
elemento Es, (x) de Sj:.

Considere também S" = So X SI C /<rn+l onde SI é a projeção de S na última coordenada, vimos no
item anterior que e é uma função de escolha definível em tal conjLmto.

Assim basta tomarmos ES(x) = (Es,(x),e(x)).

D

Com isso podemos provar um primeiro resultado mostrando a importância de curvas definíveis em
teorias O-minimais; esse resultado será muito útil na sequência do texto.

Teorema 2.23. Dado llni conjttttto de$)liDeI X e litll palito p ettl c11.X) X existe € c R, € > 0 e unia .Httição

contínua defiliíuel injetola 'y : 1.0,e) a X tal qlie liin:Lo'yl.x) - p.

Uma fLmção ' : 1 -+ /<", onde / é um intervalo é chamada lmaa curva. Quando a função for definível

dizemos que é uma curva definível, de maneira análoga usamos os nomes curva injetora e curva contínua.
Outra notação que vamos usar é '(x) --> p para/fiar.1.7(f) = p, onde l=(a, b).

Note que existe um resultado análogo para sequências em espaços topológicos separáveis. Porém não
existem tais coisas como sequências definíveis em teorias O-minimais; por esse motivo utilizamos curvas,
que se mostram um substituto mais do que adequado.

Deníonsfração. Como p c c/(X) X o conjunto {lx pl c R : x C X} contétll elementos arbitrariamente
pequenos, e como esse conjunto é definível ele contém um intervalo do tipo (0, eo).

Considere o conjunto definível

Xo PI,x) c R"+l : x c X}
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Por esco]ha definíve] temos uma função definível'y de nl(XO) em X com(f,7(f)) C Xo. Acabamos de ver
que tal projeção na primeira coordenada contém um intervalo (0, co), e por lnonotonicidade existe um f tal
que 71(o,.) é contínua e injetora. Note que I'r(í) pl = f logo /í/nulo'y(f) - p.

n

lqessa deillonstração usamos o teorema de escolha definível exatamente como ele está enunciado, na
maioria dos casos vamos emitir alguns detalhes.

O próximo resultado possui uma demonstração bastante padecida e também nos dá uma versão para
curvas de um resultado conhecido para sequências em espaços topológicos separáveis.

Lema 2.24. Seja f : X d Y ]]]]m ft]ttção d($ttíoel e p c X. Tentos cite .f é coT]tíntin ei]] p se e só se dada qttalquei

ctlrí'a,y: 1 } Xcottt'y } petitãofo'y: l a Yétalqtlelo'yaf(p)

De/no/zsflação. Vejamos primeiro o caso em que ./: é contínua. Temos que dada uma cona I' : (a, b) -->
existe bo tal que 7 é contínua em (a, bO), assim a composta ./' ' 'l(.,bo) é continua e portanto /inzllo.f('y(f))

Suponha elltão que ./' não é contínua. vamos encontrar 7 com ' 4 p mas que não satisfaça ./ o ' -+ ./'(p)
Já que .f não é contínua podemos encontrar um e > 0 tal que o conjunto

.f(p)

{1* PI C /< : x C X A l./'(x) .f(p)l > e}

possua elementos arbitrariamente pequenos.
Como tal conjunto é definível ele contém um intervalo 1 = (0,bo) e por escolha definível podemos

t(maré : l H Xtalquej'y(f) pl = tel./'(7(f)) .f(p)l > e,masassiméimediatoquel'n pmasnãoé
o caso que / o 7 H /(p).

n

Tais resultados, além de serem extremamente úteis para o restante do texto, ilustram de maneira clara

a analogia entre sequências em espaços separáveis e curvas em estruturas O-minimais.
Existe outra analogia que estamos interessados, a analogia entre conjuntos compactos e conjuntos fe

chados e limitados. Em IR sabemos que as duas noções coincidem, graças ao teorema de Heine-Borel.
Porém isso não é verdade no caso de uma estrutura O-minimal qualquer(mesmo nos atendo a conjuntos
definíveis).

Um contra exemplo fácil pode ser visto em Q.í, onde o intervalo 10, 11 não é compacto. Para isso basta
tomar lula sequência af tendendo a um número não algébrico de tal intervalo(n/4 por exemplo) pela
direita, e bÍ uma sequência tendendo ao mesmo número pela esquerda; temos que o conjumto dado pelos
abertos

{( l,al),.-,( l,a«)...,(Z,t,2),...,(b«,2),...}

é um recobrimento de 10, 11 que não possui subrecobrimento finito. Também não é difícil obter contraexem-
plos em outras estruturas como IR(x) e modelos não-standard dos reais. Na verdade é comum, em muitas
estruturas O-nlinimais, que somente os conjuntos finitos sejam compactos.

Temos assim que conjuntos compactos formam classes muitos diversas em diferentes estruturas O-
minimais, o que dificulta um estudo uniforme, além de diminuir o interesse de tais conjuntos. Porém
veremos que ao nos restringir a categoria de funções e conjuntos definíveis em uma estrutura O-minimal
muitas das principais propriedades de compactos são compartilhados por conjtmtos fechados e limitados.
Tal semelhança faz com que alguns autores chamem tais conjuntos de definivelmente compactos. O pró-
ximo teorema ilustra bem o que acabamos de dizer.

'Teorema 2.25. Se J : X -+ R" é d({ittíuet, cotttíttun e tetti dottiínio X c li"' fechado e li)notado então sua inmgeitt

JI.x) tatttbé)n é.fecunda e lilttitnda.
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Para provarmos que a imagem é fechada precisamos do lema abaixo que vamos enunciar sem provar.
Tal demostlação não é complicada(tão pouco é instrutiva) e pode ser encontrada no quinto capítulo de
[vd D98] .

Lema 2.26. Dada rl/p/n cé/lr/a Y c R" /f///irada fe/nos qi/e a(c/(Y)) cl 1. n(Y», onde N é algtiltla pioleção

Denlosrlação do feole/l/a 2.25. Vamos mostrar primeiro que .f possui imagem limitada. Suponha que não seja
o caso, então para todo f c /< existe ]' C X tal que /(r) > f, por escolha definível podemos obter lmla função
g : /< H X tal que ./' o g(f) > f, e por monotonicidade, mais explicitamente escrevendo g = (gl, ...,g«) e

aplicando monotonicidade a cada coordenada, vemos que /iniÍ mg(f) existe, e como g nos dá uma curva
em X e esse é fechado e limitado o limite acima é finito e pertence a X

Seja e«tão l = /f"'r-.»g(f), te--«.s que ./'(1) 1fn...,g(f)) i//iÍ-...f(g(f)), «.as ./'(g(f)) > fe
portanto tal limite diverge.

Falta verificarmos que a imagem é fechada. Considere o conjunto r (./') = {(./(x),x) : x C X}, o
'gráfico reverso de ./'", assim como o gráfico de toda ftmção em um espaço de Hausdorf é fechtldo não é
difícil verificar que o mesmo vale para r (./'), além disso vimos acima que esse conjunto é limitado. Tome
então 1) uma decomposição do R"+"' compatível com r (.r), e seja

T- (/) Yi U ... U Yn, tal que Yz C D

Note que cada Yi é limitada pois T(./') é limitado. Temos que

T (.f) c/(v (./')) U ... U Y..) c/(Yi ) u ... u c/(Y.. )

Mas pelo lema 2.26 temos

.f(x ) ,'lv (./')) n(c/(YI )) U ... U n(c/(Y..) ) c/( n(YI )) U ... U c/( a( Y., ) )

Onde n : /<"+"' H /<" é uma projeção. Temos assim que ./'(X) é fechado. n

Uma consequência imediata desse teorema é que se / : X > R é definível e contínua com X fechado
e limitado, então ./'(X) assume máximo e mínimo. Temos abaixo algumas outras consequências bastante
interessantes desse teorema.

Coro\ár\o 2.27. Seja f : X -+ R'' delittíoei e cotttíltun, cota X ulti cottjuíltojechndo e litttitado

. Uttt cotllulito A c Ji.X) éfechíldo se c só se .f l (A) é.feclmdo

. Sc J é itijetora, etttão f é llnt hollieottiorFstllo sobre a sua ittiagcttt

e Dado g : JI.x) } R}' d(+itlíuel feitios que g é cotttílttm se e só se .f o gé coiitítttla

De//ro/ísfração. O primeiro item é imediato do teorema e da continuidade de ./'. O segtmdo item segue
facilmente do primeiro. Para o terceiro note que g é contínua se e só se a pré imagem de qualquer fechado é

fechado, mas caso exista um fechados de ]<p tal que g l (Y) não é fechada então pelo primeiro item temos
que/-l(g'l(Y)) não é fechado e portanto ./' o g não é contínua, a outra imp]icação é óbvia.[]

2.2.3 ConjLmtos Definivelmente Conexos

Vimos acima que compacidade, no sentido topológico, não é um conceito interessante em estruturas O-
minimais; tratamos o problema substituindo a noção usual por outra adequada ao nosso contexto. Nosso
foco agora será outro conceito topológico, o de conexidade, veremos que, também nesse caso, é útil substi-
tuir a noção usual de conexidade por uma adequada ao nosso contexto; a de conexidade definível.
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Em muitas estnituras O-minimais, como Q.,/, IR(x) e modelos não-standard de IR, o intervalo 10, 1 1 não é

conexo. No caso de Q./ podemos dividí-lo entre os elementos menores que n/4 e os maiores, tal divisão nos
dá uma partição do intervalo em abertos disjLmtos. Em modelos não-standard de IR temos que o conjtmto
de pontos infinitesimalmente próximos a um dado elemento r é aberto, se denotarmos tais conjunto por
l/z(x) temos que {nl(x) : l c to,ll n IR} forma uma desconexão do intervalo. O caso dos polinõmios
possui lma contra-exemplo análogo. De toda maneira já vimos que em qualquer estruh-ira O-minimal os
intervalos são defillivelmente conexos, e veremos agora que ao nos restringirmos a tal obtemos uma gama
de resultados familiares. Alguns resultados nessa direção, como a conexão defÍHÍ\rel de intervalos e células,
ló foram obtidos.

Queremos definir uma componente definivelmente conexo de um dado conjunto como lma subconjunto
definivelmente conexo maximal. Para tal definição fazer sentido precisaríamos que a tmião qualquer de
conjuntos definivelmente conexos fosse definivelmente conexo, o problema de tal resultado é que não é o
caso nem mesmo que uma união qualquer de conjuntos definíveis é definível. O resultado abaixo resolverá
o problema.

Teorema 2.28. Seja X C R" lltii cotillliito dejiníoel, existe uflla pat'tição de X eltl Xt

nbelto-jecliado enl X e d($1iiueiltiellte colielo. Tnl decotltposição é única.

Xi tal que cada Xi é de$ttíoei.

Vamos provar na verdade um pouco mais do que o resultado acima, veremos que os subconjuntos XÍ
são definivelmente conexos por caminho, Lmaa condição mais forte.

Definição 2.29. Se X C /?" é defínível dizemos que X é defiHi\relmeRte conexo por caminhos se dados dois
pontos xo, xl C X existe uma função contínua definível / : líz, ól 4 X tal que .f(rl) = ro e .f(b) = xl

Note que, assim como no caso usual da tipologia, lmaa desconexão definível em um conjunto defini-
velmente conexo por caminhos nos daria uma desconexão definível em la, ül; portanto um conjunto defini-

velmente conexo por caminhos é definivelmente conexo.
[)idas duas curvas "h : la,Z)l > X ligando .lo a .ll e 'Z : lc,al } X ligando i'l a r2 podemos definir

lmaacurva ligandoxoa ]'2 tomando'y : ia,[,+(d c)j q Xta]que7(f) = 1't(f) sen $ t $ be'y(f)
72(f+ (c b))sebe f $ b+ (d c). Talcurvaseráchamadaaconcatenaçãodel't e'y2.

Antes de provar o teorema 2.28 precisamos do seguinte lema.

Lema 2.3Q. Toda célula é defitiioelttiellte coliexa por cnlltittltos

De/no/isfpação. (De 2.30)

Como sempre faremos por indução. O caso em que lz = 1 é trivial. Uma célula C de /<" pode ser de
dois tipos, ou C = í(./') onde ./ : X --> /< é uma função definível contínua e X é uma célula de R" l, ou
C = (/,g) onde.f,g : X } /< são funções definíveis contínuas e X é tuna célula de R" l

No primeiro caso dados pontos to e xi de C sabemos que existe uma função definível contínua '
la, ól H X com '(a) = z(xo) e '(b) = n(.rl ) pois X é definivelmente conexo por caminhos pela hipótese
de indução. Temos então que (I',.f o 7) é a função que queremos.

No segundo caso temos que também existe ' : ja,bl --> X com '(a) = z(xO) e '(b) = n(xl), po-

demos por escolha definível tomar uma função 0o : X --> J< de coima que /(x) < 00(x) < g(x) e
('y(a),0o('y(a)) = xo e ('y(a),0o('y(b)) = q(podemos obviamente especificar o valor desejado de 0 em

um número finito de pontos), assim (x, 0o(1)) C C, chame a função que leva x em (x, f)o(x)) de a. Temos
que 0 o I' : l H C é uma função definível satisfazendo 0 o '(a) = xo e 0 o '(b) = xl, o único problema
é que tal função não precisa ser contínua. Pelo teorema de monotonicidade sabemos que ela não é conti-
nua em um número finito de pontos do intervalo la, ól, sejam esses ao, ..., ak, a nossa estratégia consiste em
consertar''essa descontinuidade ligando os pontos de descontinuidade verticalmente.

Temos que 0 o 'l(«;,«.*.) é contínua, já nos pontos da forma ai tome x+ =/í/n,..:0 o 7(t) -(7(af),f+)
(limite de f tendendo a aÍ pela direita) e .rÍ - /í/'zn«í 0 o '(t) = (7(aí), fÍ), para certos fÍ e íh. Temos que
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a função 'f : ltÍ, t/ 1 > C definida por

7f(r) (7(ai), f)

é um caminho vertical(e portanto de fato em C) conectando os pontos xÍ e rJ. Podemos assim criar o

caminho que começa em 0 o 'rli.,,.) concatenado a I'0 concatenado a 0 o 'l(..,«.) e assim por diante até
chegarmos em 0 o 'l(«.,l,l obtendo assim um caminho ligando n a b(pode ocorrer de no ser igual a, nesse
caso tomamos .rO como xo e começamos a contrição do caminho por 'o, procedemos de maneira análoga
se ak = b)

n

Com esse resultados podemos demonstrar o teorema

De/lronstlação. (De 2.28)

Dizemos que a célula Co é adjacente a CI no /<" se Co n c/(Ci ) / O, vamos denotar por Co " Ct, note
que Co c{ C] não implica C] CK Co. Vamos verificar que Co c{ C] implica Co U CI definivelmente conexo por
caminhos.

Seja c C Co n c/(CI), por seleção de curvas existe uma função contínua definível'yl :(al,bl) H CI com
'y{ -+ c, podemos assim definir um caminho 'ial,bll -+ CI tomando bt < üi, '(al) = c e '(f) = ''(f) para

r # íll, ou seja um caminho em Ct U {c} C Co UC ligando ca um ponto qualquer de Ct. Dados pontos xo
e xl em Co U Ct queremos obter um caminho definível ligando os pontos, caso os dois estejam na mesma
célula já sabemos que tal caminho existe. suponha então ]'o c Co e xl c Ct . Podemos então ligar xo a c por
um caminho em Co, em seguida concatenamos tal copinho com ' para obter e por fim concatenamos tal
caminho a 7Z onde 1'2 é um caminho em Ci ligando '(b) a ll . Obtemos assim lml caminho ligando xo a xl
em Co U CI como precisávamos.

Dada uma decomposição Z) de J<" compatível com X podemos definir a seguinte relação de equivalên-
cia entre as células

Co « CI se existe uma sequência de células Di [)Á. ta] que ])l c( Di+l ou [)i+l c( [)f e ])l Co,Dt= CI

Como temos uma quantidade finita de células temos que cada classe de equivalência é finita, mais ainda
se tomarmos Xi = Uc,c.q. CÍ onde Ái é lmla dessas classes temos que XÍ é definivelmente conexo por
caminhos, pois acabamos de ver que a união de dois elementos de Ái é conexo por caminhos, e como temos
uma quantidade finita de elementos em ÁÍ podemos encontrar caminhos ligando pontos de Xi atraves de
concatenações.

Para ver que XÍ é fechado em X tome uma célula de 'Z) contida em X intersectando o fecho de Xf, temos
pela definição de «, que tal célula pertence a Ái e portanto está contida em Xf, mas todo ponto de X está
em uma célula dessa forma, logo todo ponto de X que pertence a c/(Xí) já está em Xi assim XI é fechado
em X. Note que X XÍ é justamente a união dos X/ C X tais que J # í, mas isso é uma união finita de
fechados e portanto é fechado, assim XÍ também é aberto como queríamos.

Falta obtermos a unicidade. Suponha Yi, ..., }} outra decomposição com as mesmas propriedades, temos
que XÍ = u(Yj n xi), por outro lado cada lula das intersecções é um aberto-fechado definível e, como Xi
é definivelmente conexo, temos que todas devem ser vazias a menos de uma, i.e. XÍ C b para algum ,f, de
maneira análoga vemos que b c XÍ obtendo a igualdade desejada.

D

Em particular temos que cada Xi é um subconjunto definivelmente conexo maximal de X; são esses
conjuntos que vamos chamam de col-oponentes definivelmente conexas.

A demonstração acima tem algumas consequências simples porém interessantes.

Coro\aria 2.31. Todo cottlunto d($níuel possui llttl nútnetojtlito de cottlpotletites defiliiuelttiente cotlexns
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Denronsf/nçrio. Basta notar que na demostração acima tínhamos um número finito de classes de equivalên-
cia, e portanto uma quantidade finita de conjuntos do tipo Xi. []

Coro\âr\o 2.32. Todo collllliíto definioeilileiite conexo é d($ttioeltttelite conexo pot' cntttiltho

De/no/isfinção. Um conjunto conexo possui uma única componente definivelmente conexo, vimos na de
mostração acima que por usa vez essa é definive]mente conexo por caminhos. []

Esse último corolário possui consequências interessantes como as proposições abaixo

Proposição 2.33. Se X, Y são con.flr/ífos dtÚlríüeís com X d(Úlzioe/nle/ife co/leÃO r x n õ(Y) = O então oil x n Y =
(ÕolÍX C Y

Demo/lsf/anão. Suponha que exista um ponto ri c x n Y e b C X Y, podemos tomar um caminho 7
lc,al --> X ligando a a b, tome ainda fo = //ralÍf C lc,dl : '(f) c Y} então 7(fo) c x n õ(Y)

n

Mostramos agora o resultado que comentámos anteriormente

Provas\ção 2.34. Ettt llilta estttítuta O-lllitiinial }ia qttnt intetoaios são collexos todo conjlltito defiliioelllieltte conexo
e conexo.

De/no/inflação. Temos que se X é definivelmente conexo então pelo corolário acima X é definivelmente
conexo por caminhos, mas todo caminho definível em X é em particular uill caminho em X, ou seja X é
conexo por caminhos.

Como estamos supondo que os inteRrâlos são conexos temos que X deve ser collexo pois d'idos abertos
U e y contendo X com intersecção vazia e r/ C U n X, o c y n X podemos obter uma curva contínua
7 : la,ül H X com 7(a) = ll e 7(b) = o, «las assim 7 '(U) e ' '(V) sã( abertos disjuntos cobrindo in,ül

comr7 C 7 l(U) ebC ' l(y) umacontradição.
n

Existem muitas outras propriedades sobre conexidade que não vamos explorar. Utll exemplo interes-
sante é que dado um conjunto definível X de /?"+'n existe um limitante para o número de componentes
conexas das fibras Xs.
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2.3 Triangularização

O objetivo dessa seção é estabelecer o teorema de triangularização. Um resoltudo que nos diz que todo
conjunto definível pode ser triangularizado de maneira defii\ível; ou seja que existe uma bijeção contínua
definível ./' de lma complexo de /< em X, para qualquer conjunto definível X. Vamos ainda obter como
consequência de tal teorema o teorema de trivialização.

De agora em diante traba]haremos com uma estrutura O-minimal 7Z que estende lma corpo
2.3.1 Boas Coordenadas

Par'a obtermos o teorema de triangularização vamos precisar primeiro provar a existência de boas coor
denadas. Por coordenadas queremos dizer simplesmente bijeções contínuas definíveis de /?" em R", tais
funções também são conhecidas como automorfismos

[)ado um conjunto definíve] X de R", com dimensão estritamente menor que ii, estamos interessados
em encontrar Lml sistema de coordenadas(i.e. um automorfismo / de R") no qual as fibras ./' l (X)s, para
S C l<n 1, tejlham dimensão 0. Tais funções são o que chamamos de boas coordenadas para X; veremos
que, para X nas condeições acima, sempre podemos obter uma função ./' com tais propriedades.

Denotando pontos de R"'l por í, o automorfismo que nos vamos procurar é da forma ./'(j,Xn)
lí u(x«),x«) ondeo : R -+ R"'l é lma polinâmio. Sua inversa./''l é/ l(í,x«) =(í+ u(r«),x«)

Lema 2.35. Seja W c R"' x lil' utll coniultto defitiíoel com t1 '2 2, se pat'a todo s C R"' a ditttettsão de Ws é itieiiot'
q1le ll elltão existe tttlt politlâitiio u : R -} lt" l tctl q1le put'a todo s c R"' o conjunto dos x c R coltl l.ul.x),x) çi Ws

éjinito

Esse resultado pode não parecer surpreendente a primeira vista, mas o ponto importante e não trivial é
que o polinõmio u(x) não depende de s, ou seja, a menos de um número finito, os pontos do tipo(p(1), .r)
não pertencem a Ws independente da escolha de s.

Dí'lno/inflação. A prova é feita por indução, além disso para facilitar a utilização da hipótese de indução
vamosobterLmla funçãoo : J a /{l' l talqueoconjuntodosx taisque(x,ü(1)) C Wséfinito,paraverque
isso é equivalente ao enunciado do lema basta permutar a coordenada (ni + 1 ) com a última coordenada
,+- l?in+n .,-. ,.'l.n""n p nn fina rln rlPmnnçtrnf-ãn

Defina para cada n c /<"'+1 o polinõmio /n = al + a2-f + .-. + ni+lff e tome para s c /?"' o conjtmto

2n

B''; R : (*,/n(*)) C W;}

Note que esse conjunto é definível, na verdade a aplicação que leva n em /n é uma parametrização
dos polinâmios de grau menor ou igual a i;i, similar ao que fizemos no lema 2.20 com as caixas de l<"
É importante notar que isso só é possível devido à limitação no grau dos polinâmios.

Tudo que precisamos é encontrar um a tal que esse conjunto seja finito para todo s. Para isso vamos
mostrar primeiro que para cada s existe uma quantidade finita de elementos n tais que B''s é infinito

Temos que Ws C R2 tem dimensão 1, e tomando uma decomposição em células do R2 compatível
com tal conjunto vemos que ele se decompõe em número finito de pontos isolados «0,0)-células),
intervalos verticais abertos «0,1)-células) e gráficos de funções com domínio em um intervalo 1 «1,0)-
células). O números de pontos r tais que (l,/n (x)) pertence a uma das (0,0)-células ou (0,1)-células é
finito para todo a, portanto só precisamos nos preocupar com o último caso.

Consideremos então g : 1 --> R uma das funções cujo gráfico é uma (1,0) célula da decomposição
de Ws e tome o seguinte conjunto definível

X {x € 1 : ]n C /<"'+ilc C /<(c > 0 A IVV C l(IV xl < c) --> /n(y) x(v)l) }
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Ou seja o conjunto dos elementos x de J tais que g é igual a alguma ./Ir em uma vizinhança de x.
Esse conjunto é claramente aberto, e portanto uma união finita de interx"elos abertos, além disso é
imediato que em cada intervalo desses g :: /a para Lml único a. Em particular temos um número

finito de interx/aios J/ e elementos aj tais que gll/ :: /n/llj e para nenhum outro n o conjunto {l c R
/a(x) = g(r)} é infinito. Como temos uma quantidade finita de funções g a considerar vemos que
temos apenas uma quantidade finita de pontos í] aonde {J' C J< : ./li(x) = g(x) } é infhaito. Concluímos
assim que que para cada s existe uma quantidade finita de elementos íz tais que /3''s é infinito.

Para concluirmos esse caso falta encontrarmos a tal que B'''s seja finito para todo s. Não é difícil
verificar que o conjunto Y C /<"r+(nr+l) dos pontos (s,n) tal que B"'s é infinito é definível, além disso
acabamos de ver que as fibras de tal conjunto são finitas e portanto sua dimensão é no máximo nl,
assim o conjunto y' dos pontos í7 C /?"í+l tais que B"'s é infinito para algum s(a projeção de Y nas
últimas ni + l coordenadas) tambéila possui dimensão menor ou igual a n/ e consequentemente não
pode ser todo R//r + 1. Qualquer n (: J?'ll+l Y/ satisfaz a condição de B"'s ser finito para todo s.

. (n 1) q lr

Temos agora W C R"'+" com diin(W.) < /1 para todo s C T"'. Vamos tomar Z C R"' X 1? X /?n 2 O
conjunto dos pontos (s, xl, í) tais que W(s,...l,í) é infinito.

Como díln(Ws) < ll pelo lema 2.19 a dimensão de Zs é estritamente menor que n l e por indução
podemos obter um polinâmio uo : /< q /<1' 2 tal que {x C /< : (x,uo(x)) c Zs} é fhlito para todo s.

Tome agora o conjLmto definível

{(s,xl,x«) C /{"' x /<2 :(s,]'i,oo(xl),l«) C W}

Assim existe um número finito de elementos n de /< tais que (s, a, ]',i) pertence a À4 para algum pat
s, xri, em particular /Us têm dimensão menor ou igual a 1, e portanto já sabemos que existe um polinõ-
mio al tal que para todo s o conjunto dos elementos x C /< tais que (l, ul(1)) C A4s é sempre finito
Tomando a = (uo,ol) : /< q 1?"-1 temos a função desejada.

n

Provar a existência de boas coordenadas usando o lema é uma tarefa bem mais simples

Teorema 2.36. Dado ultt cotljttnto de$1tíoel S do R" coltl dilllettsão }ttefiol' do qile ti existe lilli alltoittorfstlio 11

R" } R" tal que itl.S)s éjiliito pat'a todos c R" \

O.«,o,,sf"ção. Ton.e o cona--nto

W {(g,f,í) € /{" 1 x J<" lx /< :(li+i,f) c S}

Temos então que
{(í,f) c R" : (í +y, f) c S} s (y,o)

Onde S(g,0) = {(í,t)(y,0) :(í,f) c S} éa translaçãodeS por(g,0). Mas a translaçãoé umabijeção
definível e portanto díln(Wg) = díin(S) < /z. Com isso o conjunto W está nas condições do lema 2.35 e
portanto existe o : R a R"'l tal que para todo ! C /?"-l o conjunto dos r C R com (u(x),l) C Ws é
finito. Definimos o nosso automorfismo como zl(í, t) = (í a(f), f). Vamos verificar que tal automorfismo
satisfaz as propriedades desejadas.

Que de fato é um automorfismo é fácil ver, pois como o é um polinõmio é definível e contínuo e portanto

o mesmo se aplica a zi. Para ver que é injetora suponha rr(í, f) = lí(]7, f') temos então que f = f' e í z,(f) =
g z,(f'), mas isso implica í u(f) = !7 z,(f) e portanto í = g. A sobrejetividade segue de (í,f)
[r(Í + u(f), t).
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Vamos verificar então que r/(S)Í é sempre finito

r (S) ..(l, f) : (Í,f) C S} {(Í o(f),f) : (Í,f) C S} {(Í,f) : (Í+ o(f),f) C S}

Logo
ir(S)!7 {f C /< : (y,f) € i'(S)} {f C /? : (]7 + o(f), f) € S} {f C R : (a(f), f) C WF}

luas devido a escolha de o temos que que tal conjunto é finito para todo y
D

Essa versão do teorema não é a mais forte conhecida. Em [Cos99] é provado que se S c R"' x R" é tal
que díín(SX) < pz para todo í C R"' então podemos obter um automorfismo 1/ satisfazendo as condições
do enunciado, de modo que il restrito as primeiras nl coordenadas é a identidade. Em]vdD98] o resultado
é obtido com 1/ uma transformação linear e por isso é chamado de "boas direções", para tanto o autor faz
uso de lmaa versão do teorema da função inversa para estruturas O-mínimas estendendo corpos; quando
estudarmos homologia simplicial precisaremos de uma propriedade do teorema de triailgularização que
só pode ser obtida supondo il linear.

2.3.2 Simplexos, Complexos e Suas Propriedades

Continuamos com alguns preparativos para o teorema de triangularização. Vamos apresentar as definições
de simplexos e complexos que são essenciais até mesmo para enunciar o teorema; além disso explorare-
mos algumas de suas propriedades, como divisões baricêntricas, que usaremos não só agora mas também
quando discutirmos homologia. Algumas das demonstrações serão omitidos já que fogem do escapo desse

As definições e resultados dessa seção são pequenas variações das usuais. Normalmente simplexos
e complexos são definidos em IR" e não em corpos reais quaisquer, tal diferença não altera em nada as
propriedades desses objetos(e suas demonstrações). Além disso a definição de complexo que vamos usar
corresponde a de [vd[)981 que é um pouco mais abrangente do que a usua].

7Z continua sendo lmla expansão o-minimal de um corpo, porém é conveniente entender o R" como
um R espaço vetorial. Nesse contexto um subespaço afim de R" nada mais é do que a translação de um
stibespaço vetorial por um elemento a de R". Dados pontos r10, .. , nk C R" dizemos que

texto

{ E. ffai c R"
o<f<k

E '.
o<í<k

1, fi c R}

é o espaço afim gerado por ao, -.., ak. Não é difícil verificar que esse é de fato o menor espaço afim contendo
tais pontos.

Dizemos que os pontos ao, ...,ak são independentes se o espaço afim gerado por esses pontos possui
dimensão k, ou equivalentemente se o conjunto {(ai ao), ..., (ak nO)} é linearmente independente(vale
notar que nesse contexto temos duas possíveis interpretações para dimensão, a de álgebra linear e a que
apresentamos para conjuntos definíveis; porém ambas noções coincidem, eliillinando qualquer possível
ambiguidade). Com isso definimos um simplexo da seguinte maneira.

Definição 2.37. Dados pontos indepentes ao, ., ak dizemos que

{ E.l fíai c R"
O<í<k

E '.
o<í<k

1,0 < fi c /<}

é o simplexo gerado por aO, ...,ak, esses pontos por sua vez são chamados os vértices do simplexo. E comum
denotar esse conjunto por (aO, ..., ak) o que pode gerar confusão com um ponto de R"', porém o contexto
deve deixar claro a que nos referimos. Um simplexo gerado por k + l elementos possui dimensão k e é dito
um k-simplexo
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Note que nessa definição a desigualdade fÍ > 0 é estrita e portanto esse con)unto não é fechado(tão
pouco precisa ser aberto), o fecho topológico de (ao, ..., r7k) é denotado por lao, ..., atl e é dado por

{ }.l flní c /<" : }.1 rl
O<í<kO<í<k

],0 $ fi c /?}

Lembrando que um conjunto Á é dito convexo quando dados dois pontos quaisquer al, a2 C Á a rega
fal+(l f)a2, 0 $ f $ 1 que liga esses pontos está contida nesse conjunto. Temos que lao, ...,ntl é o menor
convexo contendo os pontos í]0, ..., ak, chamamos tal conjunto do fecho convexo de {íz0, ..., í7k}

Uma notação um pouco ambígua é usada frequentemente para o que vamos chamar de simplexo padrão
de dimensão li e denotar por A". Em R"+l tome el, ..., e,,+l a base cailõnica(ei possui todas as coordenadas
iguais a 0 exceto pela i-ésima coordena que é 1), temos que esses pontos são independentes e portanto ge
ram um simplexo de dimensão iz esse simplexo será denotado por A8, o fecho de de tal conjunto, jeo, ..., e,,l,
é chamado o simplexo padrão de dimensão ll.

Dado um simplexo(ao, ...,ai-) todos seus pontos são da forma foao+ ...+ fkrik, é fácil ver que a função
r/ :(nO,...,ak) H ail que leva p = fOao+ ...+ fkak em(fO,..., fl) é um homeomorfismo definível,(fo, ..., ft) é

chamado as coordenadas baricêntricas de p. Segue claramente dessa observação que quaisquer dois sim
plexos de mesma dimensão são definivelmente homeomorfos, por esse motivo em muitos casos podemos
nos restringir a tais simplexos, como por exemplo ao esh-ldarmos funções contínuas definíveis com domí-
nios em simplexos.

Uma face de um simplexo (ao, ...,rzk) é um simplexo gerado por um subconjunto de {a0, ...,aJ;}. Note
que duas faces de um simplexo são iguais somente quando são gerados pelo mesmo subconjLmto e, caso
contrário, são disjuntas. Além disso lao, ..., íztl é a união(disjuilta) de todas as faces de(aO, ..., ízk), juntamente
de (nO,...,ak)

Dizemos que dois simplexos(ao, ..., í7k) e(bO, ..., bt) são compatíveis quando jao, ..., atl n lbo, ..., bkl é ou
vazio ou uma face comum dos dois simplexo Com isso podemos dat a próxima definição relevante.

Definição 2.38. Um complexo simplicial r do R" é um conjullto finito de simplexos do R" dois a dois
compatíveis. Denotamos por lrl a tmião de todos seus elementos e chamamos tal conjunto do domínio de
r. Quando não houver ambiguidade usaremos simplesmente o termo complexo

E comum na definição de um complexo r exigir que se um simplexo pertence a -r então todas as suas
faces pertencem a r; tal exigência faz com que lrl seja sempre fechado e limitado. No nosso caso porém
queremos mostrar que todo conjtmto definível é definivelmente homeomorfo a um complexo(parte do
teorema de triangularização) e isso tornaria a tarefa obviamente impossível. Para contornar' o problema
utilizamos essa definição, um pouco mais fraca, de complexos.

Um complexo na condição acima será dito fechado, além disso vaDIos denotar por í o complexo for-
mado por todas as faces de todos os simplexos de r(o que é de fato um complexo fechado); é fácil verifica r
que c/( jrl ) = líl. Uma outra notação que vamos usar freqüentemente é oerf(T) para denotar o conjunto de
todos os vértices de todos os simplexos de um complexo r.

Dizemos ainda que k é um subcomplexo de T se k c r(note que todo subconjunto de r é um complexo).
Além disso k é um subcon\plexo fechado de r se ltl é fechado em lrl, ou equivalentemente se todo simplexo
de k que pertencer a r também pertencer a k.

Vale notar que complexos são objetos de na dureza combinatória, um complexo r pode ser visto simples-
mente como um conjunto finito de pontos I'', os vértices de r, e uma coleção Vo de subconjuntos de V, onde
um elemento de Vo é um subconjunto de vértices que gera um simplexo de v. Olhando complexos dessa
maneira é natural consideramlos as seguintes funções, que (hamamos de mapas de véticer.

Definição 2.39. Dados dois complexos T e 0 uma função ./: : oerf(r) --> aert(0) é dita um mapa de vérti-
ces(entre r e 0) se dado um subconjunto Uo de uerf(T) que gera um simplexo de r sua imagem ./'(Vo) gera
um simplexo de 0.
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E fácil verificar que complexos, juntamente de mapas de vértices formam uma categoria; essa será
denotado por K.

Vamos \rerificãr que todo mapa de vértices se estende de maneira natural a uma função contínua, entre
o domínio dos complexos envolvidos. Antes disso note que lml ponto do domínio de um complexo T é um
ponto de algema simplexo de r e portanto é da forma fono+ ... + f,,a,,, onde(aO, ..., íí,.) é Lma simplexo de r,
fí > O e EíÍ = 1.

Proposição 2.40. Se ./' : self(r) H self(0) é ilnr ninpíí de oél'faces elifão n./línção ./' : jrl H 101 dada po/

,f(fogo + ... + f«a« ) fo/(ao) + ... + f«./(a« )

é colttílltla. Ollde toan + + t,.a.. é !tlli palito do sitttplexo (aO. nn ) c T, cada tié tttnio} qtle zero e E. ti l

De/ilo/inflação. Como(aO, ...,íz«) é um simplexo de r e/ é um mapa de vértices temos que(./'(ao), ...,./'(a«))
gera lml simplexo de 0 e portanto fO./'(aO) + ... + f,-/(a« ) é de fato um ponto de 101. Para ver que ./' é contínua
tome s o fecho de Lml simplexo (aO, ..., ai. ) em r, vamos mostrar que .fls é contínua. Note que s é a união das
faces de (aO, ...,an) pertencentes a 'r. Basta então analisarmos a continuidade de ./' nas faces de (aO, ...,n«)
contidas em 'r, tome então p = pano +' -.- + p,,a,r um ponto em uma dessas faces(O $ pf e E pi = 1).

Pelo lema 2.24 basta considerarmos o comportamento de ./' composta com curvas tendendo a p. Seja
então7(f) : l H scom ' q p Para cada f temosque'y(f) c seem particular

7(f) = go(f)ao + ... + g,,(f)a«,

com 0 $ g,(f) e Eg.(f) = 1, a unicidade das coordenadas baricêntricas nos garante que as gl estão bem
definidas, e não é difícil verificar que elas são de fato contínuas. Temos assim

/(7(f)) /(go( f)ao + ... + g,,(a« ) ) go(f)/(ao) + ... + g« (f)/« (a« )

Além disso como 7(f) H p temos que gí(f) H pí, ou seja

.f('r(f)) H po/(ao) + + P«/(.«) /'(P)

de onde segue que ./' é contínuca em p-
Para terminar a demonstração note que r é uma união finita de conjLmtos disjuntor fechados como s, e

que ./' restrita a cada um desses conjuntos é contínua, o que é suficiente para garantir a continuidade de .f
enl'r

B

Precisamos ainda de outros resultados sobre extensões de ftmções em simplexos e complexos. Para
obter esses resultados vamos utilizar o baricentro de um simplexo.[)ado um simp]exo(ao, ..., nk) dizemos

p =(ao/(k+l)) + ...+(at/(k+l)) c(ao,...,ak)
que

é o baricentro de(aO, ..., ak) que vamos denotar por b((ao, ..., ak)).
O baricentro de um simplexo possui muitas propriedades importantes, nesse texto porém não vamos

utilizar nenhuma(a não ser o fato dele pertencer ao simplexo) e usaremos tal ponto apenas para mente a
tradição. O lema abaixo, que será usado no próximo capítulo, ilustra o que acabamos de dizer.

Lema 2.41. Os seguintes testlitados sobre extensões defutições cotttínuas são válidos

e Dado uln sitnplexo a do R" e uttia Bênção contítuln de#tiíuei f : õl.a) -+ R" existe llnl extensão cotltítlun

d({ittíuel de f elli cl l.a).
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Dado lliti cotiiplexojecliado 'r etii R" tentos que toda.função coittíntta d(#itiíoel colei dolnítiio etli mini stlbcoltiplexo

feclindo ptóptio 10 de T se estettde {i ltitlíi função coiitílitin d($1iíoe! eni l.

Den/Ollsflnção. Começamos pelo primeiro item

. Dado um ponto x de c' diferente de b(c'-) exibe lml único ponto p. de õ(a) tal que x pertence ao
segmento de rega ligando p- a b(c'-), esse segmento pode ser parametrizado por íp- +(l f)b(a) com
f c 10, 11, ou seja existe um único f.-- tal que x = t...p... + (l f- )b(c'-) definimos então g(x) = f-./'(p--)

além disso toma«aos g(b(c,)) = 0 e g(p)= ./'(p) para p C 'J(c'-).

E claro que g é definível, precisamos verificar que é contínua. Consideremos então a seguinte função:

/i : 10, 11 x õ(a) H J<"
If, P) H fP+ (l f)b(c,)

temos que /i é contínua, definível e c/(a) = //lig(/r). Além disso g ' /i(f, p) = f./'(p) também é contínua

definível, nessas condições o terceiro item de 2.27 nos garante a continuidade de g.

Vamos mostrar que existe um subcomplexo fechado contendo To propriamente e uma extensão con-
tínua g de / em tal subcomplexo. Como o número de subcomplexos de r é finito isso é suficiente.

Seja a um simplexo de dimensão mínima pertencendo a r To, se a = {a} é lma simplexo de dimen-
são 0 então a é disjunto de lzol(pois esse é fechado) e portanto tomando g(a) = 0 e g(p) = p para
p c lzol temos a extensão desejada.

Asstmaindo que díni(a) > O temos que todo face própria de c' está contida em lzol, pois a dimensão
de uma face qualquer é menor do que a dimensão de cr e essa por sua vez é minimal dentre as que
não estão contidas em lt01. Isso significa que .f' = /1.j(c') é Lmla função contínua definível e pelo
primeiro item do lema sabemos que existe uma extensão g' de ./'' em c/(o-). Como g' e ./ são funções
contínuas definíveis com domínio fechado e compatíveis na interseção dos domínios podemos colar
essas funções em uma fLulÇão g contínua definível cujo domínio é c/(a) U lzol. Temos assim que g é
uma extensão de / a Lml subcomplexo estritamente maior como precisa\ramos.

n

Uma construção que vamos utilizar freqüentemente no texto é a divisão baricêntrica; para apresentar
ta l na.lc.+rBBT'nn lralll'.F nrc)r'qPar r4c) a ITTI .nl nc rlofllljr rloc
Lcll x.vxioLxulsçüv VLllllvo l/lb\.latIR u llijulllLlo ULlllll\v -

Em lml complexo r definimos uma r-flag como uma sequência de simplexos se, ..., s/ tal que o self(si) c
oerf(sl+l ). Ou seja uma sequência de simplexos crescente em dimensão, tal que cada simplexo é uma face
dos posteriores. Não pedimos que a dimensão de si seja ie tão pouco que díní(sf+l) = díni(si) + l.

Podemos associar a cada r-fIaS 0 o t-simplexo cujos vértices são o baricentro de cada simplexo de 0, ou
seja (b(se), ..., b(s/)); vamos denotar tal simplexo por b(0). Definimos a divisão baricêntrica de r como:

b(r) {b(0) : 0 é --ma .-nag}

Muitas das afirmações acima não são imediatas, como o fato de b(0) ser um simplexo ou b(r) um
complexo. Outro resultado válido que não vamos demonstrar é que o domínio da divisão baricêntrica de
Lma complexo T é o mesmo dol-nínio de r, ou seja:

IZ,(r)

É possível iterar a construção apresentada; ou seja podemos tomar a divisão baricêntrica de b(1'). Por
esse motivo muitas vezes dizetnos que b(r) é a primeira divisão baricêntrica de r. Nesse texto porém não
utilizaremos tais iterações, e consequentemente também evitaremos essa nomenclatura.
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Existe ainda outra construção que vamos utilizar. [)ado um simp]exo -r = (aO,...,ak) de /<" e duas

sequências se, ...,sk e I'o, ..., ik de pontos eill /<, tal que s. $ il, podemos definir bi= (a.,sí) e c, = (al,li).
Além disso quando sf # rí podemos definir o (k+l)-simplexo íí(5,F) = (bo, ...,bf,cf...,ck). Supondo então

que pelo menos um bÍ é diferente de ci temos o seguinte resultado

Proposição 2.42. O cmljlilitojotttiado pol' todos os siltiptexos da fottttn ri(S, í) liliitntllente de todas slins faces é lltll

cotliplexo.Pcltndo cttlo doltiítiio é o.fecho coliucxo de {bo, ..., bK, co, ..., ck \ Vntttos dellotnr tal sitiiplexo por l (b, C)

A construção e proposição acima podem ser encontradas em [x/dt)981. Com esses resu]tados temos tudo
o que precisamos para finalmente tratar do problema de triangularização

2.3.3 Triangularização de Conjuntos Definíveis

Nosso objetivo continua sendo provar o teorema de triangularização para conjuntos definíveis. Antes disso,
porém, vamos provar alguns lemas e apresentar algumas definições que simplificarão a tarefa.

Definição 2.43. Uma triangularização de um conjLmto definia/el X C /<'r é um par (@,k) onde k é um
complexo e P : X > ltl é um homeomorfismo definível.

Dados subconjuntos XI,..., X,,, de X dizemos que a triangularização(P, k) é compatível com XI, ..., X,,,
se para cada Xi a sua imagem/z(Xí) é o domínio de um subcomplexo ki de k

Além disso dados conjtmtos .4 c Jq" e B C R"+l e triangularizações (k,@) e (k', P) de Á e B respectiva
mente, dizemos que(k',p) é um levamento de(k,P) se k = z(k') = {a(a) : c'- C k'} e aoP = P0 7r, onde

n é a projeção de R"+l em /<"

Por essa definição e 2.25 temos que se um conjunto X possui lma triangularização (@,k) com k um
complexo fechado então X é fechado e limitado. Como ló dissemos anteriormente nosso objetivo é provar
que todo conjunto defínível pode ser triangularizado. Por esse motivo não pedimos na definição de um
complexo que esse seja fechado col-no é de costume.

Em um conjunto X triangularizado por(P, k), se o- é um simplexo de k e s um subcomplexo de ü então,
assim comodizemos quem é uma facedea, vamosdizer que @ l(s) é um.l facedep'l(c').

A demonstração do teorema de triangularização consiste, entre outros passos, de um levantamento
de uma triangularização obtida indutivamente sobre a projeção de lml certo conjLmto. Para tanto vamos
precisar de algumas definições e resultados que nos ajudem a tratar da existência de levantamentos; esse
será o nosso foco por hora.

Definição 2.44. Seja (@,k) uma triangularização de X, dizemos que uma função multivalorada(relativa a
(P, k)) em X é um conjunto da forma

F {.h,i : C P '(a) pa-a algu«l o- c Kel $ í 5; k(C)}

onde cada ./c,f é uma h.mção contínua definível de C em /< tal que /c,í < .Íc,f+l . Dizemos ainda que

. o gráfico de F, denotado por v(F), é a tmião do gráfico das .fc,f

FjCo = {.Xc.,í : .rc.,i c F}

Pari(F) = {r(.f) : ./' c F} U {(./b.i,.k,i+l) : /c,f c F, í < k(C)}

- Ureia/f(/:) '

Note que Pnrf(F) é uma partição do conjunto Xr
Dizemos ainda que F é fechado se toda função .f em FjCo possui uma extensão contínua ./: : c/(Co) -+ R

tal que ./' restritra a cada face de Co pertence a F. Por fim F é dita completa se é fechada e dados simplexos al e

a2 dekcoma2 uma facedeal entãoparaqualquerfunção/2 c rlp l(a2) existeuma função/l c FIP-l(ai)

tal quelb é a função que estende/l em P l (a2), isto é /2 = /1 IP i(az)

F
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Precisaremos do seguinte resultado sobre funções multivaloradas no teorema de triangularizações.

Lema 2.'15. Se F é !i]]m Junção ttttiltii]alotada sobre X relatioa n l.@,k) tal que 'r(F) éjeclindo e existe ] C R colei

r(F) c X x l r, i'l e/zfão F é./êc/i«da.

De//zo/lsflação. Antes de começarmos a demonstração lembramos que para ./' : /<" > R definimos

linl in.f«--!rf(x'l i«./'lz C J?* /< F:: Vf > 0VÕ > 0]J'lx C BJ(y) A./'(x) C B.(z)l} í«/(cf)

note que quando ./ é definível o conjLmto C/ é definível. Alétll disso se y C c/(do/ll(/)) então existe lmla
curva definíve[ I' tendendo a y, sabemos que o ]imite ]atera] JfnlÍ.o+./'('y(f)) existe e é imediato que e]e per-
tence a Cr, assim temos lml conjunto definível não vazio tal conjunto possui ínfimo de onde segue que nes
sas condições /ínr iiz.ÓH.-/.f(x) está sempre bem definido. Podemos definir analogamente /ínz srlp.- qJ//(x) e
é rotineiro verificar que o limite de / em 1/ existe se e só se /ínr fnÂH.././'(1) = /fn/ siíp--.,!,./'(x).

Seja ./' : C > R uma função de F, e D uma face própria de C precisamos mostrar que ./' possui um
extensão continua definível ./' em c/(C) tal que /to € F. Sabemos que ./ é continua e definível e portanto
temos /í//r fn.&-,y./(x) = / e /íin szíp ay/(1) = L bem definidos para qualquer y C (c/(C) C), além disso
.f é limitada por hipótese de onde segue que co < / .$ L < m. Se tivermos / = L então o /f/nÀoy./'(x)

está bem definido e é igual a / C R, suponha que não seja esse o caso e tome / < f < L, se tomarmos U
uma vizinhança de y tal que u n c é definiveln\ente conexo(vamos assumir a existência de uma vizinhança
com tal propriedade e além disso que ela pode ser tomada arbitrariamente pequena, não é difícil encontrar
uma) então .f deve assumir valores arbitrariamente próximos de / e L, em particular deve asstmtir valores
maiores que f e valores menores que f, mas ./' é contínua e portanto deve assumir o valor f eill algum ponto
dessa vizinhança. Vemos então que .f assume todos os valores de (/, L) em vizinhanças arbitrariamente
pequenas de y, isso implica que y x(/,L)(- c/(r(./')) c(r(F)), pois r(/) c r(F) e T(F) é fechado por
hipótese. Por outro lado todo ponto(y,f) C F é da forma(J/,./:o,i(y)) e assim só podemos ter um número
finito de pontos dessa forma o que contradiz y x(/, L) C r(F). Concluímos assim que/ = L = ///]i.-..,./'(]')
para qualquer y C (c/(C) C).

Definimos assim

;,.~ Í /(") se' C C

1. /ünyH«/(y) sel c c/(C) C.

Precisamos verificar que ./' é definível contínua e que /D C F. Que é definível é imediato do fato de / ser
definível, também é imediato que ./' é contínua em C. Tome um ponto de y c c/(C) c, digamos y C [)
e uma curva definível ' tendendo a y, como C e D são definíveis existe uma vizinhança / do zero tal
que //izg(7i) está contida em C ou D, se estiver contida em C então ./'('y(t)) H ./'(y) pela definição de ./',
suponhamos então '(f) C D para todo f, pela definição de .f e continuidade de ./' temos

ri«,. -o./ (7(f) ) /fr«f -ol/fln«-,(Í) .f (r) l /fn' - -,,m.f (x )

como precisávamos. Por último como r(./IP) c r(F) temos que

T(/0) U '(.ão)nr(./:o,í)
l$i$k(o)

e como todas as funções são continuas r(fo,Í) < t(.fo,i+l) é fácil ver que r(/o) = [(Ío,f.) para algum io
deondesegueque/o C F. []

O lema abaixo nos diz exatamente como podemos usar funções multivaloradas para consh-iir levanta-
mentos de triangularizações, esse resultado é a ferramenta que nos falta para provar o teorema de triangu-
Inr17aran
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Lema 2.46. Dada lltlla ttiaitg111nrização ((P,k) de ilnl cottlititto .recitado e lilititado X € R" e utlln .fiitição tilillti-
onlotada coilipleta F elli X(relntioa a (q,k)) tettlos que Oli ((P,k) Oli sita divisão balicêlitticli l.©,bl.k» podetti se}

levantados a littla ttinttgttiariznção t V, 1 ) de Xr cottipatíuel com cada illli dos conlttiitos de Pnttl.F).

De/llo/zsf/anão. Como F é completa podemos nos perguntar se a condição abaixo é verdadeira

Dado C C @(k) e .Ác,i,.Ác,j c rlc com í < ,f exito um vértice co C C tal que ./l (co) / /2(co) (2.7)

onde por um vértice de C queremos dizer a imagem por P de unl vértice do simplexo que tem C como
imagem. A condição acima pode ser falsa sobre (P, k), poréna .Íc,f < .fc,/ e portanto .Íc,i(b(C)) < ./c,/(b(C))
onde b(C) é a imagem por P do baricentro do simplexo que tem C como imagem, assim se substituirmos
(#',k) por (#',b(k)) e F por Fi, ' {.fc,flB : B c b(K),./c,- C F} temos que a condição 2.7 deve ser satisfeita

Além disso uma verificação direta mostra que FÜ também é uma função multivalorada completa em X
relativa a (P, b(k)), ou seja podemos assumir sem nenhtmla perda que a condição 2.7 é satisfeita.

Vamos começar a construção de (P, /), para isso vamos fixar uma ordem linear qualquer ul, ..., üp nos
vértices de k

Dado um simplexo c' c k sejam nl, ...,n., os vértices desse simplexo na ordem fixada 'anterionnente e
C = P(c'). Tome .fc,/,./c,l+l c F e defina os pontos I'l = ./b,/(P : (al)) e sf = .k,j+l (4' ' (af)). Podemos e'leão

tomarbf ,'f)e.f =(«1,sf) C J<"':
Como p lra todo i /. $ si e tal desigualdade é estrita para pelo menos um índice, temos pela proposição

2.42 que existe um complexo /(i;, c) cujo domínio é o fecho convexo de {bl, ..., b«,ci,...,c,,}. Assim l/(ó, r) l é
o conjLmto contendo l lbi, ..., ü«l l, l lcl, ..., c,,l l e todos os pontos em regas ligando pontos desses complexos.

Vamos agora obter um homeomorfismo 'r/,X : U',ÍI H l/(Õ,r)l. Temos que os pontos de l./',gl são da
forma(x,f./'(x) +(l í)g(J')) com 0 $ f $ 1eJ' c c/(C), além disso4'leva x em lml pontode lat,...,a«l,
ou sela

@(x) = }.1 p.o')nicom E.lpÍ(x) e0$ M(x)
l<j<1/

Definimos então

'r.f,g(x, f./'(x) + (l f)g(x)) f pi(x)bí + (l f) E Pí(*)c
l<f<z/

Essa função leva um ponto na rega ligando ./'(x) e g(x) em un] ponto da rega entre b(x) e C(x) onde b(]')

é o ponto de lbl, ..., ü«l com as mesmas coordenadas baricêntricas de #'(a), e r(x) o análogo para lcl, ...,'"l.
É imediato que essa função é injetora além disso vimos que os pontos de l/(b, r) l são exatal-neste os pontos

da coima f EiÉiÉ.. pf(x)bf + (l f) Ei$iÉ« PÍ(x)cl de onde 'r/,X é sobrejetora e portanto bijetora. Considere
agora a função 'r0 : llnl, ...,ai,ll x lO, ll -} [/',Í] com

'ro(y,f) ), f/(@(y)) + (l r)g(P(V)) )

A continuidade de @o segue da continuidade de P, ./' e g, além disso é imediato que a função é sobrejetora
jó que P é um homeomorfismo. Por outro lado calculando a composta em y :: E piam temos

'r,f,X ' 'ro (}= p/ai, f) f :pibl+ (l f)}.lpic/

que é claramente contínua, temos assim por 2.27 que nessas condições 'r./-,g é contínua e por esse mesmo
resultado vemos que é um homeomorfismo.

Vamos denotar por /(b) o complexo formado por (bo,...,b«) e todas as suas faces, note que l/(ó)l =
lbo, ..., ó«l. Definimos também 'r/ : r(./:) H l/(õ) l como a função que leva (x,/(x)) em i)(x), i.e. no ponto de
lbo, ..., biil com as mesmas coordenadas baricêntricas de P(x), tal função é claramente um homeomorfismo.
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Também será conveniente denotar por/(./') o complexo /(i;) quando bÍ =(ai,./'(ai)), e o mesmo para/(./',g)-
Podemos então tomar / como a união dos complexos da forma /(b) e /(b,í) precisamos verificar agora

que esse conjunto é um complexo fechado. Ê imediato que todas as faces de todos os simplexos de / estão
em /, já que / é uma tmião de complexos. Basta então mostrarmos que a intersecção de quaisquer dois
elementos de / é ou vazio ou um elemento de /.

Existem muitos casos a serem considerados, éramos analisar apenas um caso particular entre um ele
mento da forma /(b) e /(f,d), mesmo com essa restrição ainda temos alguns subcasos a considerar. Sejam
então bl - (aÍ,/ü(al)), cJ - (a',Á(a')) e dj - (a',./;l(rl')) podemos ter que o domínio de .h que vamos
denotar por B é o mesmo domínio de .Ác e .Áf que será denotado por C, podemos ter ainda que B é uma face
própria de C, que C é lmla face própria de B, que B n C é uma face comum de B e C ou que essa intersecção
é vazia. No último caso é imediato que /(b) n /(r,d) = O, os outros casos precisam de cmaa análise mais
cuidadosa, vamos nos restringir novamente ao caso em que B n c é uma face comum de B e C e vamos
denotar essa face por Bo.

Como F é fechada sabemos que existem ftmções ./o, /[P e ./19 em F tais que /ülBo " .# e o mesmo para c

e d, temos ainda dois casos a considerar, primeiro supomos que /üo = /f(analogamente poderíamos tomar
/üo = .Ê?) e tomando por n?....,aP os vértices de Bo temos que ül) = (aP,/Óo(al))) = (aP,./P(al))) = cP de
onde /(/Üo) = /(Õ') = /(cn) = i(.d), por outro lado /(ii) n /(í,ã) n /(/f,.Á?) = /(.#) que é u-«

elemento de / como queríamos. Temos ainda o caso em que /bO não é igual a /o ou /ao, vamos supor então
que seja menor que /P(o caso em que é maior que .a sendo análogo) nesse caso podemos ter ól) # cl)
para todo í-de onde segue que /(b) n /(C,d) = ® ou podemos ter alguns vértices em comum(não podemos
ter todos iguais pela condição 2.7), nesse caso é imediato que /(b) n /(c,ã) = /(õo) n /(co). Sejam então

{a', ...,aB} os vértices em comum, temos que(a?, ..., aB) é lmla face própria tanto de/(i;o) como de J(cH) e
como esses complexos são fechados todas as suas faces também pertencem a /(Í;o) e /(ca). Além disso uma

conta rápida usando coordenadas baricêntricas mostra que de fato todo elemento de l/(ÕO) rl /(cn)l deve

p'rt'''cer a la', ...,aBI = 1/(a?, .-.,aB)l, segue que/(õ) n/(í,'í) - /(a?, ...,ítB) C/ como queríamos.
Temos então que / é Lml complexo, para obter a triangularização precisamos exibir um homeomorfismo

de / com Xr, esse homeomorfismo é obtida colando as ftmções '.f,8 e 'r/. Para podermos fazer tal colagem
precisamos verificar que tais funções coincidem)l na intersecção de seus domínios, o domínio de uma função

'r/,g é U', gl e domínio de Y/ é I'(/), e novamente temos muitos casos diferentes a considerar. Vamos tratar o
caso entre 'r/ e 'rg, a intersecção do domínio de tais funções é r(/) íl r(g), denotando por C/ e Cg o domínio
de tais funções vemos que a intersecção acima só não é vazio quando c/(c/) n c/(cg) # ®, supondo então
que Cf = Cg = @-l(a) essas funções podem coincidir apenas na pré-imagem de faces de c'(já que em
@ i(a) temos ./ < g), isso quer dizer que r(.f) n r(g) = Ur(/íf) com cada /zj C F e com o domínio de cada

/zí uma face própria de C, com isso basta mostrarmos que 'r.fjr(/ü) ' 'r/il mas uma verificação rápida na
definição de 'r/ mostra que esse é o caso. Todos os outros casos seguem de argumentos análogos juntos da

observação de que Y.fjr(/ç) ' Y/Ü' Com isso podemos colar as funções 'r.r e 'r/,g em uma função contínua
Ü com domínio todo X'

Para ver que essa colagem é um homeomorfismo note que cada uma das funções P(./') e P(./',X) são
bijetoras assim a colagem de todas elas é bijetora, a injetividade não é imediata e segue do fato de

/«,g('rl) n l«.g('r2) p(d.«.('rl) n do«,('r2))

Pois com isso vemos que se dois elementos l1,l2 possuem a mesma imagem com um no domínio de 'rl
e outro no domínio de Y2 então ambos elementos pertencem a parte comlml dos domínios, porém em tal

intersecção l temos 'rali - 'r2ll e ambas são bijetoras, de onde segue que xi = x2 . Por outro lado o domínio
de P é fechado e limitado e assim 2.27 nos garante que P é um homeomorfismo, temos com isso que (P, /)

é de fato uma triangularização de Xt
Precisamos ainda verificar que (P,/) é um levantamento de (P,t), para ver isso basta notar que se
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b,=(af,sf) e cl =(a.,rl) então a projeção de qualquer simplexo de /(b,í) é ou(al,...,a«) ou lmaa face
desse complexo e o mesmo para /(b). Como todos os simplexos de / são de uma dessas formos com
lal, ...,a«) um simplexo de k vemos que x(/) = k. Além disso note que se l C Xr temos que r C r(./},c)
ou x C (/,,c,.Ó+l,c). No primeiro caso vamos escrever x = (.r',/,,C(x)), seja ainda #'(r(.f)) = /(Õ) com

b. = (ai,/.,c(4' '(aÍ))) temos então @(1) = 'r/..c(I',./(x)) = i;(x'), de onde pela definição de i;(x) vemos
n(P(x)) = x(õ(x)) é o ponto de (ao, ...,««) com as mesmas coordenadas baricêntricas de 4'(x'), ou seja
n' o Ü(X) :: (P o n'(.r ).

A última condição que precisamos verificar é a compatibilidade de(/, P) com Píílf(F), mas isso é ime-
diato das definições de/ e ç' já que y'((.Ác,f,.fc,f+l)) = /(./c,i,./c,i+i) e P(r(.fc,l)) =/(.Íc,i).

n

Podemos agora finalmente demonstrar o teorema de triangularização

Teorema 2.47. Teole/na de Trfaiígif/alfzízção

Seja S C R"' uni cotllllllto d($tiíuel colei St

de S ccltlipntíoel coltl cndn S\, ..., Sk

S,. subconlutl tos dejiltíoeis de S, ei! tão existe tinir trinttgiilatização

De/no/isf/anão. A demonstração é feita por indução em /n, no caso de nl = 1 temos que tanto S como como
c'ada SI são uniões finitas de intervalos e pontos, é imediato portanto que tal triangularização exista. Vamos
supor portanto que o resultado é valido para conjuntos de /<"' e mostrar que deve ser válido em /<"'+l
Nosso primeiro passo consiste em mostrar que é suficiente que o resultado seja válido para conjLmtos
feclaados e limitados.

Para isso considere a funçãoa : /< -+(--1,1) tal que aO(f) = f/(vÍ:Í F),ea(xi,.-,.r«,) =(ao(a'i,...,ao(x«,))
tolhe S' = o-(S) e SI = .f(Si), vemos que c/(S') é um conjunto fechado e limitado e que cada SI é um sub
conjunto de S', tomando então uma triangularização(P, k) de tal conjunto compatível com cada SÍ e com
S' temos que(Poc',ko), onde ko é o subcomplexo dek tal que lkol = Po tT(S), é uma triangularização de S
comp'atível com cada Si.

Vamos portanto asstmlir que S é um conjunto fech ldo e limitado. Definimos então

r = õ(s) u õ(si) u ... u õ(st)

note que di/nT = max(dílnõ(S),...,.5(St)) < nr + 1. Usando o lema de boas coordenadas 2.36 encontramos
um automorfismo definível de Kj" tal que a imagem de T por tal automorfismo possui fibras finitas. E ime
disto que podemos nos ater à imagem de T, S e St,..., St por tal automorfismo, já que uma triangularização
de tais imagens pode ser usada para obter Íman triangularização dos conjLmtos desejados. Vamos portanto
supor que T possui fibras finitas. Nessas condições nossa estratégia será encontrar Íman triangularização
de z(S) que possa ser levantada a uma triangularização de S satisfazendo as condições necessárias.

Tomando uma decomposição em células Z) de T temos que n(Z)) é uma decomposição de n(T) = z(S),
que por sua vez é um conjunto fechado e limitado. Como 7' possui fibr'as finitas temos que

r
AC 0, O$í$k(Á )

para certas funções /Á,Í. Além disso z(T) C R"' e cada elemento de z(Z)) é um subconjunto de n(7') de
modo que a hipótese de indução nos garante a existência de urna triangularização(P, k) de n(T) compatível
com os elementos de z(D). Tomando

F {.fA,íll.l : .A c D, O $ í $ k(Á), s c k}

temos que F é uma função multivalorada relativa a (P, k) tal que T(F) = T. Pelo lema 2.46 para levantarmos

a triangularização (P, k) para z(T)r precisamos que F seja completa. Como T é fechado e limitado o lema
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2.45 nos garante que F é fechada, porém vamos ter que fazer algumas modificações em F para obter a
completude.

[)ado uma função ./' c F temos que .f : Do > /< onde Do C Z), como F é fech'ado sabemos que essa fun-

ção possui uma extensão contínua em c/(Do), compondo tal função com P obtemos Lmna hinção contínua
de um subcomplexo fechado de k em R e pelo lema 2.411 temos que essa função pode ser estendida a uma
função contínua .f' : ltl > R. Definimos então T' :: Ufcrt(./''). Como nada nos garante que as intersecções
do tipo r(./'') n S e r(./'') n sf são projetadas em imagens de subcomplexos de k precisamos foRJar lmaa tri-
angularização mais fina. Seja(k', P') uma triangularização de n(T) = a(T') compatível com os elementos
de n(1)) e também com n(r(/') n sf) e n(r(./') n S) pa-a todas as funções /' e todos os Sf(novame«te a
hipótese de indução nos garante a existência de tal triangularização), tomamos assim

F' {/'li.i : ./' c F,s c k'}

com isso F'' é Lmaa função multivalorada relativa a (P', k'), além disso ela é fechada pois r(F') = T' que é
um conjunto fechado e limitado, segue que F' é completa pela própria definição das funções /'. Isso nos
permitir levantar(p', k') a unia triang-ilarização(P, /) de z(T')r' compatível com Pnrf(F').

Seja B = 4'''l(Ko) para alg-ml Ko C k' e / c r'lB, como pedimos que (k',©') fosse compatível com
n(r(./) n s), te«.os q«e r(/) C S o-- r(./') n s = o, pois caso co-.trá:io teria«.os

o # n(.(.f) n s) ç B

o que contradiz a compatibilidade, analogamente vemos que o mesmo é verdade para as intersecções com
os conjuntos SI. TeRIas além disso que se ./',g são funções consecutivas de F'lB então (/,g) n õ(s) = ® pois
caso exista um elemento a em tal intersecção teríamos,

rí c T ::+ a c T/ r(F')::> n c r(/z),/i c F'lB::> ./' </z < g

mas isso contradiz o fato de ./' e g serem funções consecutivos. Segue portanto da proposição 2.33 que ou
(/,g) c S ou(/,g) nS = ©, e novamente o mesmoé válido trocando S por Si.

As duas observações acima juntamente com a compatibilidade de (P, 1) com Pari(F') nos garantem a
compatibilidade de (P, /) com S e cada um dos Si. Podemos ter ainda S Ç V'(/) = z(7'')S' mas nesse caso
tudo que precisamos fazer é tomar um subcomplexo de / cuja imagem por P seja S e restringir P a esse
subcomplexo.

n

O teorema de triangularização de conjuntos defíníveis é um dos principais resultados no estudo da
topologia de estruturas O-minimais, e será usado frequentemente no restante do texto.

Dizemos que Lula triangularização (@,k) de lml conjunto X C /<" é estratificada sempre que k C Rt ou
quando k C /<" para /l > le(@,k) é um levantamento de Lmla triangularização(P, 1) de z(k).

Lembre que a construção realizada na demonstração não é realizada diretamente sobre S, mas sim sobre
a sua imaõuem por dois homeomorfismos definíveis; primeiro usamos um homeomorfismo definível o- de S
em um subconjunto de 1 1, 11" e em seguida usamos o homeomorfismo obtido através do teorema de boas
coordenadas. Caso o conjunto S seja fechado e limitado a utilização do homeomorfismo c'- não é necessária;
além disso, como mencionamos anteriormente, o homeomorfismo obtido pelo teorema de boas coordena
das podes ser suposto linear. Segue assim que a imagem de S(supondo esse fechado e limitado) por um
homeomorfismo linear a possui uma triangularização estratificada(lembrando que na demonstração do te-
orema a triangularização de a(S) é um levantamento de uma triangularização de z(a(S))); dizemos nesse
caso que a triangularização obtida é quase estratificada.

Podemos obter, como consequência do teorema de triangularização, um critério para a existência de
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bijeções definíveis entre conjunsto definíveis quisquer

e Se X e y são conjuntos definíveis então existe uma bijeção definível entre X e y se e somente os dois
conjLmtos possuem a mesma dimensão e característica de Euler.

lula seção anterior mencion'Rimos o termo característica de Euler, porém ainda não 'apresentamos ne
nhuma definição para isso. Seja X um conjunto definível e Z) uma decomposição de X em células, decote
por DI o conjtulto de células com dimensão f. Podemos definir

c(X) = EI( lylnf

onde ll)il denota o número de elementos em Df. Não é inaediato que a definição acima não depende da
escolha de 7), porétal não é difícil mostrar que esse de fato é o caso

Esse resultado, assim como muitos outros sobre característica de Euler em estruturas O-nainimais, po-
dem ser encontrados em jvdD98]. Um f'ato de particular interesse é que a característica de Euler, assim
como dimensão, é uln invariante definível, ou seja é preservada por bijeções definíveis(isso nos da um lado
do resultado mencionado acima).

Também é comum definir a característica de Euler de um complexo k como

e(d) = Ei( lytí

onde kl é o número de simplexos de dimensão í em k. Usando a observação acima não é difícil provar que
tal definição coincide com a apresentada antes-iormente.

Dessa maneira dados conjuntos X e Y sabemos pelo teorema de triangularização que ambos são defini-
velmente homeomorfos a complexos kx e k)' de tal forma que kx possui a mesma dimensão e característica
de Euler de X e o mesmo para )''. Por outro lado resultados clássicos sobre complexos podem ser direta-
mente adaptados para o caso O-minimal, em particular pode-se verificar que dados colllplexos com mesma
dimensão e característic'a de Euler existe um honleomorfismo linear entre tais conjuntos. Vemos com isso
que se X e Y possuem a mesma dimensão e característica de Euler podemos encontrar uma bijeção entre
esses conjuntos, como queríamos.

2.3.4 Propriedades de Fibras e o Teorema de Trivialização

Vamos provar agora alguns resultados adicionais sobre fibras em conjtmtos definíveis; tais resultados serão
importantes para provarmos o teorenaa de trivialização.

O objetivo principal dos próximos resultados é obter, a partir de um dado comportamento sobre fibras
de lma conjunto S, uma decomposição de S em células tal que cada célula possua um comportamento
semelhante. O primeiro resultado de tal natureza que vamos prov'ar é o seguinte:

Lema 2.48. Sela S C R"'+" tilli cottlllttto dejillíoel tn! que S: é lltll nbeito de R'' pata todo x € R"'. Elltão existe

11itia partição 'D de R"' tal que S n (D x R" ) é littl aberto de D x R" pata toda céliila D € 'D. O ttlesilio )estiltndo é

válido se ttocattttos fechados pm abertos.

De/no/lsfração. Tratamos primeiro do caso de abertos, o caso dos fechados sendo uma consequência. A
demonstração é feita por indução em m. No caso nr :: 0 temos que a condição do teorema é equivalente a S
ser aberto e portanto o resultado é valido. Supondo então que tal propriedade valha para in vamos mostrar

que vale para nz + l.
Tome uma célula aberta C C lq"', vamos mostrar que existe uma célula aberta D C C tal que (D x /<") n

S é aberto em D x R". Para isso vamos dividir C em dois conjuntos definíveis:

. cl=tccc:({clxs.)nc/(cx/{" s)/®}
c2 c : ({c} x s.) nc/(c x R" s)
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Temos então dois casos, no primeiro CZ possui interior não \razão, nesse caso sabeillos que CZ deve
conter uma célula aberta [), os pontos d C D s'atisfazem

({d} x s.f) n./(c x i<" s) a

mas c/(D x R" S) C c/(C x /?" S) de ondesegue

lla} x s.f) nc/(o x R" s) = ®

Mas isso significa que D x /<" S é fechado em D x 1?", pois caso contrário

(2.8)

lc/(0 x R" s) (o x /<" s)j no x /?" # a

e nesse caso teríamos um ponto do tipo (d,f) C c/(1) x /?" S) com d C D e f C S.f, o que conhadiz 2.8,
concluindo esse caso.

No segtmdo caso, em que C2 possui interior vazio vemos que CI deve possui interior não vazio. Vamos
mostrar que isso não pode acontecer. Podemos então tomar lmaa célula aberta D C CI e não é difícil
verificar que todos C D satisfaz ({d} x s.l) nc/(D x R" S) # ®. Em particular para todo d c D existe
fd c Sa tal que (d,f.f) c c/(D x R" S). Como S.7 é aberto para cada ponto d existe unl e(d) tal que
r f(í/) 1 < c(d) implica ]' C Sa. Por escolha definível, e possivelmente reduzindo D a uma célula menor,

podemos tomar f : 1) > S./ e e : 1) > /< como funções contínuas definíveis.
Tome então o conjunto definível Oo = {(x,y) C D x R" : (x C D)e (ly f(r)l < c(x)}, esse é um

subconjunto de S claramente aberto em D x /<", por outro lado ele contém os pontos do tipo (d,s(d)) C
c/(D x R" S), mas isso é um contradição já que, restringindo o espaço ambiente e a topologia a D x /<"
o complementar de S em relação a D está contido no complementar de Do, de onde c/(D x /q" S) C
c/(D x /<" Do) = D x /<" Do,eassim (d,s(d)) deveria pertencertantoa Doquantoaseucomplementar.
Isso conclui a demonstração da afinnação acima.

Podemos com isso tomar .4 C l<"' como o conjunto de todos os pontos a tais que exista uma vizinhança
L' de íz com (b' x R") n s lml conjunto aberto de L' x /<", tal conjunto é definível. O resultado que acabamos
de obter nos garante que a dimensão de J<"' Á é estritamente menos que nz. Tome então uma decomposi'
ção em células Z)o de /<"' compatível com Á, é imediato que as células contidas em Á satisfazem a condição
exigida. Se uma célula B C l)o não está contida em .4 e possui dimensão d < nl podemos tomar Pa um
homeomorfismo dessa célula em lmaa célula aberta de R'f e usar um homeomorfismo

P : B x /<" H P(B) x ]<''

que leva(s, f) em(p(s), t), podemos ainda pela hipótese de indução obter uma decomposição PL de p(B)
satisfazendo as condições do teorema para o conjLmto p((B x R") n s), não é difícil verificar que esse con
junto satisfaz as hipóteses do teorema, podemos ainda tomar uma nova divisão em células DB compatível
com os elementos de 7) e p l(nl), temos nesse caso que todas as células contidas tanto em Á como em
B estarão nas condições do teorema. Repetindo esse processo para todas as células B que não estiverem
contidas em Á obtemos a decomposição desejada.

A demonstração acima cuida do caso de conjtmtos abertos, porém se tomarmos S um conjunto cujas
fibras são fechadas, vemos que seu complementar está nas condições do lema, isso nos dá uma partição l)
de /{" tal que (lt"'+" S) n (D x R") é aberta em D x /<", e consequentemente vemos que s n (D x R") é

fechada em tal conjtmto.
n

O resultado abaixo é uma consequência imediata desse lema
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Coro\aria 2.49. Sejalit S' c S c Ettt'+li c A C ll"' conjuntos dcfitiíoeis tais qtle S' éfecliado ctii Sa pai'a todo
n c A etttão existe tlilla partição de A etti sltbconllllttos defiitíoeis AX, ..., AK defoinm que S' n (Ai x R" ) éleclilldo

etll S n (A x R" ). Nooatttcitte o tlicstlio seitdo pálido qttatldo ti'ocattioslecllado pot abclto.

De/piollsfinção. Trocando S por(Á x/<") ns temos que SI, n(Á x /<") é fechado em S« n(Á x /<") para todo

« C /<". Seja T = {x € /<"'+" : x C c/(Sá) pat'a algema .z C .4 }, então 'n = c/(SI,) e assim Tn n s. = SI,, mas T

está nas condições do lema anterior, o que nos garante uma decomposição de Á em subconjuntos ÁI, ..., ''lt
tais que Tn IÁi x R") é fechado. Isso por sua vez implica que

s' n (Ái x R") jrn (ÀI x R'')l n is n (Ái x R"))

é fechado em S n (Ái x /<")
D

O próximo iesu]tado, bastante parecido com o primeiro lema dessa seção, é o resultado que precisamos

para provar o teorema de trivializ'ação.

Lema 2.50. Sela S c R"'+" ulti cottJutito defitlíoet e f : S + RK !tília Jultçõo defiiiíoel, sela ainda A c R"' linl

cottjttttto tal qite J\(AxR« }nS é itljetota e J. : S. > Rk lilil Itotlicolliotfisllio sobre n illtageitl, oitde J.l.t) :: .fl.a. t).

Então existe llttla pat'tição de A etn colijtilltos defillíoeis At,...,AI tal que .f\(A.x R« )nS é tltn Itottieotliot$smo soba'e n
tfliagettl.

De/no;lsriaçõo. Como pedimos que ./'l(,.t ». /<«lns seja injetora temos que qualquer restrição dessa função conti-
nuará sendo injetora. Vamos obter uma decomposição de A em subconjuntos Bt, ..., B/, tais que as restrições

/l(B,xl<")ns sejam funções contínuas, para isso tudo o que vamos usaré que cada /a é contínua. Em seguida
vamos utilizar um argumento parecido para a inx/ersa de tal ftmção e por fim usaremos os resultados acima
para encontrar a decomposição desej'ada

Para isso"ote r(.Ü) = {(b,c) c /<"+1 : ./},(b) = ./(a,b) = c} = í(.f)« é fechado em S,, x /<k = (S x Rk).

(pela continuidade de ./L) e pelo corolário acima existe lmaa decomposição de Á em conjuntos Ct, ..., C/ tais
que T(./') n l(ci) x R"+k) = r(./'llc. xR«jns) é fechado em IS x ]<tl r] l(CÍ) x /<"+kj = (lcl x K"l n s) x Rt

Suponha agora que CI) = {c c CÍ : ./' não é contínua em (c,x) para algum (c,x) C S} é aberto em Ci.
Por escolha definível podemos tomar lmla função ' : Cb -+ R" tal que ./' não é contínua em (c,I'(c)), e

podemos restringir o domínio a lma subconjunto B C Cf aberto tal que ' é contínua em B.
Pela continuidade de cada /n dado kO existe õ« > 0 tal que (ll'y(a) yll < ó«) :> (ll./'(a,!/)ll < ko),

novamente por escolha definível e restringindo o domínio(porém mantendo aberto) podemos tomar õ com
uma função contínua desnível de a, restringindo o domínio de õ ainda mais a uma vizinhança de um ao
podemos encontrar um conjunto Bo aberto em Co tal que (5o = í;í/{õ(rz) : a c Bo} > 0. Isso significa que .f
é limitada em

{(c,'y(c)+y) c S :cc Bo, .5o <]/<'5o}

mas isso significa que ./ é limitadca com gráfico fechado em uma vizinhança de (c, 7(c)) e portanto contínua,
o que contradiz a escolha de 7.

Segue assim que a dimensão de Cé) é estritamente menor que a de Ci, dividindo então CÍ em C' e seu
complementar e repetindo o processo sobre o complementar um número finito de vezes(no máximo a
dimensão de Ci) obtemos os conjuntos BI, ..., B/, desejados

Vamos encontrar o homeomorfist)ao desejado agora.
Como as funções /n são um homeomorfismc, temos que .ÜI : ./:(S.) -} S« é uma função contínua.

Se definirmos então o conjtmto O = {(x,z) : x c S e z c /(S..)} e a função g : (D a J<"'+" tal que
g(r,z) = ./;1(z) temos que essa função satisfaz a condição de g. : 0« --> R"+"' ser contínua para todo
a C S. Isto nos dá, pelo resultado acima, uma decomposição de S em conjLmtos DI,..., Dj« tais que cada
gl(DixRk)n® Podemos com isso tomar uma decomposição de S em células ÁI, .-,''!j compatível com Dí
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e Bi, dessa maneira temos que tanto gl(,.1,,.1<*)no como ./'l(A,*KÃ)ns são contínuas. Vamos encontrar uma
decomposição C de /<"' compatível com cada Áf tal que ./ l if((C.*Rk)nS) é contínua, isso é suficiente para
concluir a demonstração já que tomalldo lmla divisão compatível com cada uma dessas células encontra-
mos o resultado desejado.

Tome z C ./((A x Rt) n S), então z = ./'(a,y) de onde segue que z C ®. para algum a(tal n não é
necessariamente único). Tome por escolha definível umla função definível ' : ./'((ÁI x /{l) n S) H /<"' que
le\ra z no elemento a tal que z C G)a, tome ainda uma decomposição C compatível com cada Ái tal que ' é
contínua em cada célula deC. Temos nesse casoque./' l(z) = g('y(z),z),e pela continuidade de ' egem
cada célula de C vemos que ./' l é contínua em cada uma dessas células como precisa\ramos

D

Por fim temos o resultado abaixo, que é obtido através de uma combinação do teorema de triangulari
zação com lml uso do teorema da compacidade de teoria de modelos além de outros resultados básicos de
talteoria.

Denotamos por T/z(7?) a teoria dada pelo conjunto de sentenças satisfeitas pio 7?

Lema 2.51. Dado utn cotlliiiito dcfiníocl S c R"'+" existe illtiabltlção d($ttíoel J : S } Rt tal qtle pata cada

n c R"' nlunção J:. : S. -} liK é !!ni hoitieoitlot'Psttto sobre sitia colação dejnces do sitnplexo (.ex, ...,ek).

De//lolzsf/ação. Vamos denotar, como vínhamos fazendo, por 7? - (R, $, ...) uma estrutura O-minimal de
primeira ordem para uma linguagem L estendendo a linguagem de anéis ordeílados (+, .,0,1, $). Temos
que S é definível em tal linguagem com parâmetros ou seja existe uma fónnula de primeira ordem 4)(2, í, y)
na linguagem de L e f c RI tal que

S {(a, b) C R"'+" : R f:: @(t, a,b)}

Como já vimos dado uma outra L-estrutura 7Z' elementarmente equivalente a 7?. temos que 7?' também
deve ser O-minimal. Dessa maneira dados quaisquer f' c RI e a' c J<'1' temos pelo teorema de triangula-
rização que o subconjunto de ]<" definido por P(f',rl',y) é homeomorfo a unha coleção K de faces de lula
simplexo (el, ..., ek), onde k = k(f', a') depende desses parâmetros, vamos denotar tal homeomorfismo por
/il',.,. Usando novamente a O-minimalidade de 7Z' sabemos que essas estrutura possui funções de Sko-
lem definíveis, em particular existe uma fórmula PÍ,,.,(Z, i,g, íD) tal que PÍ,,.,(f',n',y, zD) define o gráfico de
/zí',.,. Usando a fómaula P,,.., podemos escrever uma fórmula de primeira ordem @l',.,(2, í) de forma que
7?' f:: #'t',,,(fo,ao) se e somente PÍ,..,(fo,ao,g, {D) define o gráfico de um homeomorfismo entre o conjunto
definido por #'(to, nO, y) e K.

É imediato que 7Z' f:: PI.,a.(fO,aO), ou seja todo elemento (fO,aO) satisfaz ao menos uma das fórmulas
PT',.,. Se tomarmos diferentes modelos de T/i(7?), isto é diferentes estruturas elementaimente equivalentes
a 7Z, iremos encontrar, possivelmente, novas fórmulas do tipo PI.,«.. Se tomarmos n o conjunto formado
por todas essas fórmulas Pí.,a. com fO, aO variando sobre todos os elementos de todos os modelos da teoria
de 7Z, temos que em qualquer estrutura 7Z' elementarmente equivalente a 7? um elemento 0 C R'l+ni
qualquer deve satisfazer ao menos uma sentença de I'l.

Vamos usar o teorema da coínpacidade para mostrar que existe um subconjunto finito de 1 1 tal que todo
elemento de /?'l+"', para 7Z' um modelo qualquer da teoria de 7Z, satisfaça uma dessas sentenças. Suponha
que não seja esse o caso, adicione então novos símbolos de constantes fl, ..., f/ e al, ..., a,,, a L, denotando por

'r o conjunto de todas as sentenças do tipo

--P,,,.,(fl, ..., f/, ", ,..., a«, )

e tomando Yo C 'r lml subconjunto finito qualquer então por hipótese existe um elemento 0 de R'l+"' que
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satisfaz PT',.,(0) para qualquer Pí',., tal que

@,,,.,(fl, ..., f/, a-, ..., a«,)

aparece em Po. Usando as coordenados de tal elemento para interpretar fl,...,f/,al,..-a,,, podemos cla-
ramente estender 7Z' a um modelo de T/l(7Z') U 'ro, em particular por compacidade podemos obter um
modelo y de T/i(7Z') U 'r, mas essa teoria não pode possuir modelo já que nenhuma sentença do tipo
Pro,«o(tl, ..., f/,nl, ...an,) seria verdade em tal modelo, e por outro lado vimos acima que todo elemento de
y/+in deve satisfazer uma dessas fórmulas Já que y é elementarmente equivalente a 7?(esquecendo a inter-
pretação das novas constantes)

Isso nos diz em particular que cada elemento (f,a) C /<1+'il da nossa estrutura inicial 7Z satisfaz uma
sentença Pr.,n. c [lo onde ]]o c ]] é um conjunto finito, vamos enumerar tais sentenças por Wt,...,PI,.
Fixando f como os parâmetros inicias usados para definir S temos uma partição de /<"' em conjuntos defi
níveisÁI,...,ÁptaisqueÁI = {a C /?"' : 7? F PI(f,n)},ÁZ = {a C /?"' : 7? F P2(f,n)} ÁI eassimpor
diante. Ein cada um desses conjuntos temos pelas fónnulas Pi que existe um homeonaorfismo /í. das fibras
S, com a C ÀI em uma coleção de faces do simplexo(el, ..., ek.), como temos uma quantidade finita de nú
meros kÍ e cada simplexo dessa maneira pode ser visto como uma face de um simplexo de dimensão maior
podemos supor que todas as funções/l; chegam em um único simplexo(el, ..., el) para k o máximo dentre
os kl. Definimos com isso a função / : S H Rt tal que /l..\.(n, b) = /if(b), e como já vimos anteriormente
essa é a função que precisamos

n

Os dois últimos resultados são tudo o que precisamos sobre fibras para provar o teorema de trivializa
ção. Antes disso precisamos primeiro de algumas definições que nos permitam enunciar tal teorema.

Definição 2.52. Dizemos que uma função definível ./' : Á -+ B é definivelmente trivial se existe lma conjunto
definível C e um homeomorfismo /l : .'l H B x C tal que ./'(a) = N o /l(a), ou seja o seguinte diagrama
conduta:

Nesse caso dizemos que (C, /z) é uma trivialização de ./'
Dados conjLmtos ÁI, ..., ÁI C À dizer)aos ainda que ./' é definivelmente trivial com relação a ÁI, ..., '4t se

existe uma trivialização(C,/z) de ./ e subconjuntos CI, ..., Ct de C tais que(Cí,/zl,.i,) é uma trivialização de
ÀI, ou seja o diagrama abaixo comuta com /zl,a; lml homeomorfismo

Temos como consequência imediata de tal definição que dí/pl(B) $ dilui(Á) = díl//(B) + dínz(C). Além
disso vemos que /i o .f-l(b) = C, o que significa que a pré imagem de todos os pontos de B por ./' são
homeomorfas. O teorema central dessa seção consiste em encontrar uma decomposição da imagem e do
domínio de uma função ./' que nos dá uma trivialização das restrições adequadas em relação aos conjuntos
relevantes. O enunciado preciso sendo:
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Teorewxa 2.53. Dada tinta Junção d($ttíuel J : A } B e cottluiitos At,...,AK c A existe litlin partição de B

uti cmlllilltos defiTlíoeis BX,...,Bi tnl que .f\r \(B.) : f l (Bi) -} Bi é defiliioelliielite tliuinl colei relação a AI n

/-'(Bí),..., ÁI n./: t(Bi).

Porém antes de provarmos tal resultado precisaremos ainda de um lema

Lenta 2.54. Dado ltni conllltlto definíoel S c R"'+" existe litiia partição de R"' etli silbcotil111ttos delillíoeis A\

conlttntos de$ti ípeis Ct, ..., CK e Itonieolttor$slttos }i\ , ..., ItK Jazoido o dingintttn abaixo colllittni:

''lxí

S í] (A x R") -111----. Á. x Ci

1«
'4i

Denrolísfl'anão do /fIlIa 2.54. De acordo cona o 2.51 existe lma complexo (el, ..., el ) de R/ e uma hmção definível
.f : S 4 R/ ta] que /n : S. d Rt é um ]aomeomorfismo de S« em uma coleção de faces de (el, ..., el), vamos
denotar por Cf tais coleções de faces, l $ / $ /o , é fácil notar que o conJtmto

Bí {x C /<"' : Jlr é um homeormofismo de S.\ em CÍ}

é definível. Além do mais cada x C l?"' pertence a apenas um conjunto BÍ. Isso nos dá portanto uma
partição de R"' em conjuntos BI, ..., B« tal que em cada Bf a função .f\. é um homeomeorfismo de IS n ( Bf x
/<")1.. em Ci. Definimos uma função /z : S -+ /<"'+1 com /l(x,y) = (x,Â(y)) temos que /z.. = ./1. e portanto
um homeomorfismode is n(Bi x K")l. enl CÍ além disso se /i(x,y) =/i(z,íu) então(x = z) pois HO/l = n,

assim /i(x,y) = /i. (y) = /i(i', iu) = /z...(iu) e como /l... é una homeomorfismo temos y - ip, vemos portanto

que/réinjetora

Nessas condições o lema 2.50 nos garante que existe uma partição de BI em conjuntos ÁI tal que
/ilsn(..!i*K«) é Lml homeomorfismo de S í] (Á/ x R") sobre a sua imagem, ou seja sobre ÁÍ x CI. Como
já mencionamos n o /l = n de onde H o /Ílsn(...1;*1<") ' al,.l;,.c. como no enunciado do lema. Fazendo isso

para todos os conjLmtos Bi vemos que os conjuntos ÁI nos dão a partição desejada.
D

genro/zsflação do febre/fla 2.53 . Nós vamos provar aqui somente a existência de subconjuntos Bi, ..., Bt de
B tais que cada função .flJ- l(B;) é trivial, ignorando as condições de compatibilidade com os conjuntos
Áj n / 1 ( BÍ), essas condições podem ser obtidos com algum esforço atraves de novas divisões da imagem.

Seja Á C [q" e B C ]<"'. Chame de r'(./') = {(./'(x),x) : l c Á} C /{"'+" o gráfico reverso de ./' e tome

í : Á --> r'(./') a fLmÇão que leva x em (.f(x),x), essa é uma função definível e injetora e portanto existe
uma subdivisão de R" em células Dt, ..., [)Í tal que í é lma homeomorfismo sobre a imagem em cada uma
dessas células. Pelo lema acima e pelo teorema de decomposição em células podemos então encontrar uma

partição de r'(./:) em conJLmtos Bi, ..., Bt tal que /zj e íli l(B;) são homeomorfismos e o seguinte diagrama
comuta:

í-l(Bí) - n(BíxJ<")IL-- Bixâ

q l«
Bi
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Temos ainda que n o f /zl o f é um homeomorfismo, obtemos assim o diagrama comutativo

Í l(BI) JC-- Bj x Fi

<1«
Bí

confio queriamos
D

Note que nessa demonstração usamos o gráfico reverso de /, que denotamos por r'(./'). As fibras í'(.f).t-
de tal conjunto consistem precisamente dos pontos de Á cujo a imagem via .f é .r. Isso nos dá uma maneira
de interpretar o teorema de trivialização: se pensarmos em ./' como uma parametrização de subconjuntos
de Á através das fibras r'(./').r o que o teorema nos diz é que existe lmla partição do conjunto de parâmetros

em conjuntos B. de forma que todos os conjuntos da forma r'(/).\, definidos por parâmetros em um mesmo
Bf, são holneomoifos.

Assim como no caso do teorema de triangularização, o teorema de trivializaçào possui inúmeras aplica-
ções( ver [vdD98]). Vamos utilizar esse resultado somente no final do próximo capítulo para calcular certas

homologias.
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Capítulo 3

Homologia

Nesse capítulo serão desenvolvidos os conceitos de homologia singular e simplicial para estruturas O-
minimais, seguidos de algumas aplicações.

A teoria que vamos apresentar, assim como algtmlas de suas aplicações, foi originalmente desenvolvida
por Arthur Anderson Woeheide em sua tese de doutorado [Woe961. Ta] teoria é em vários aspectos similar
à teoria clássica desenvolvida em R. Porém argumentos clássicos envolvendo compacidade e completude
não se aplicam ao nosso caso; usaremos os resultados desenvolvidos no capítulo anterior para contornar
tais problemas.

Em IDe191 ] o autor apresenta uma teoria de homologia para conjuntos semialgébricos. Tal teoria é bas-
tante complicada e depende de resultados extremamente avançados. Por esse motivo muitos consideravam

desejável uma teoria mais elementar de homologia para conjuntos semialgébricos. Quando restringimos
as estruturas em consideração a corpos reais fechados os resultados que vamos obter nos dão tal teoria.
Porém é importante nota! que muitas estruturas O-minimais estendem corpos reais fechados de m'abeira
não trivial, possuindo conjuntos definíx/eis que nào são semi-algébricos; e assim teoria apresentada possui
exemplos que não se enquadrcam nos casos de IDe1911

Começaremos a nossa abordagem pela homologia simplicial, em seguida desenvolveremos o caso da
homologia singular que será .l ferramenta principal em nossas aplicações. Parte do motivo para essa abor-
dagem está no fato de muitos dos resultados sobre homologia singular serem conseqtlências do caso sim

Toda a teoria deseiwolvida está baseado em noções algébricas ligadas a complexos de cadeia; as defini-
ções e resultados relevantes podem ser encontradas no apêndice.

Uma teoria de homologia tem como objetivo descrever uma sequência de funtores F/il saindo de uma
categoria de pares de espaços topológicos(por um par de espaços topológicos queremos dizer dois espaços
X, X' com X' um subespaço de X, defilliremos tais categorias precisamente adiante) e chegando na catego-
ria de grupos abelianos; que denotaremos por Ab. [)efiniremos dois funtores HJI, um para o caso singu]ar
e outro para o caso caso simplicial. Tais funtores tetao domínios diferentes; no caso simplicial Hn estará
definido somente sobre pares de conjLmtos definíveis, fechados e limitados; enquanto no caso singular o
funtor estará definido sobre todos os pares de conjuntos definíveis.

Tal restrição, no casa simplcial, é necessária, já que a homologia simplicial é definida através da homo-
logia de complexos via triangularizações, e essa por sua vez só está definida sobre complexos fechados.

Chamamos de homologia de X a sequência de grupos abelianos Hn (X, ®). A principal característica de
tais grupos é que esses são um invariante topológico definível; ou seja conjuntos definivelmente homeo-
morfos possuem grupos de homologia isomorfos; o que nos dá um critério para afirmar que não existem
homeomorfismos definíveis entre dois conjuntos. No entanto é inaportante notar que a homologia de um
conjunto não classifica ele a menos de homeomorfismos definíveis; existem conjuntos com grupos de ho-
mologia isomorfos que não são definivelmente homeomorfos.

Aléila de ser um invariante topológico queremos que os nossos funtores fín possuam outras quatro
propriedades, conhecidas como os axiomas de Eilenbeg-Steenrod:

plicial
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1. Axioma da Dimensão: Se X é um conjunto unitário então a homologia H«(X) é o gnipo trivial para
todo n.

2. Axioma de Exatidão: Existe uma sequência de transformações nah-traia d,, : H,. > H,. l o G, onde G
é o hmtor que leva um par (X,X') enl (X',®) tal que para todo par (X, X') a seguinte sequência é
exala:

n,.(x',o) q:!2- n,,(x,o) q:g- n«(x, Á) -ll!::e'n,. . ('l,®)

onde f e .f são as respectivas inclusões

3. Axioma de Homotopia: Se.f,g :(X,A) H(Y, B) são morfismos na categoria de pares em questão, e
.f é definivelmente homotópica a g então H« (/) = H«(g) para todo n.

4. Axioma de Excisão: Dado um par (X,X') e um subconjunto U de X tal que c/(U) C fizf(X') todos
na categoriaem questãotemosqueseféa inclusãode(X U,X' U) em(X,Á) entãoH«(í) éum
isomorfismo para todo n.

Note que no axiollaa de homotopia pedimos que as funções sejam definivelmente homotópicas(o que
significa, naturalmente, que existe ul-na homotopia definível entre tais conjtmtos). A versão desse axioma
para a teoria usual de homologia sobre n< obviamente não envolve a palavra definível; de resto todos os
axiomas são precisamente iguais aos axiomas usuais.

Originalmente esses axiomas foram desenvolvidos como uill critério para estabelecer a equivalência
de certos funtores de honlologia. Podemos definir os coeficientes de uma homologia 1-1* como o grupo
Ho(X) para X um conjunto qualquer rondado por dois pontos(lembre que estamos tratando de homologia
reduzida). O que tal critério nos diz é que quaisquer funtores sobre a categoria de CW-complexos com o
mesmo grupo de coeficientes e satisfazendo os axiomas de Ei]enberg-Steenrod são isomorfos(ver [Phi97])

Como nossos axiomas não são exatamente iguais lias usuais não podemos utilizar tal resultado. Porém,
de acordo com]Woe96] e IArt08], a demonstração encontrada em]Phi97] qu'ando restrita a poliedros pode
ser adaptada de maneira direta para o nosso caso através do teorema de triangularização. Dessa forma os
funtores de homologia simplicial e singular nos dão grupos isomorfos quando calculados sobre poliedros.
Por outro lado, sabemos do teorema de triangularização que todo conjunto fechado e limitado é defini-
velmente homeomorfo a um poliedio, e como homologia é um invariante topológico obtemos o seguinte
resultado:

\ reposição 3.1. Todos Julitores de liotttologia, colei ltlesitio grupos de coeficiaite, sob)e {i categot'ia de pal'es de comi

llltltos fechados e littiitítdos cotti as .futtções d(+iltíueis colttílttms coltlo ltioijisttio, satisfazaldo os nxioltlas de Eilenbeg
Stecllt'od são isoltlorfos.

Na última seção usaremos esse resultado para obter um método que nos permita calcular a homologia
singular de certos conjuntos através da homologia de complexos simpliciais(e essa por sua vez pode ser
calculado de maneira usual, já que possui um caráter puramente combinatória).

Em [Art08] os autores demonstram um resultado análogo sobre a categoria de pares de conjuntos defi-
níveis cona funções contínuas e definíveis como morfismos. Segue de tal teorema que a teoria de homologia
singular apresentadas aqui coincide, no caso semi-a]gébrico, com a teoria apresentada em [De191].

Na última seção veremos que muitos conjuntos definíveis de estntturas O-minimais, como bolas e es-
feras, possuem grupos de homologia isomorfos aos conjuntos análogos de IR; embora em alguns casos os
métodos para calcular tais grupos sejam completamente distintos. Isso nos permitirá provar resultados
análogos a resultados clássicos de maneira bastante simples. Os resultados que vamos obter dessa maneira
são análogos ao teorema de separação de Jordan, o teorema da invariância de domínio e o teorema do
ponto fixo de Brouwer.
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Como já mencionamos os resultados apresentados nesse capítulo são muitas vezes análogos a resulta
dos clássicos de topologia algébrica, e em algtms c'asas possuem demonstrações também análogas. Quando
tais demonstrações forem simples ou de pouco interesse elas serão omitida;, em particular evitaremos de-
monstrações de caráter puramente combinatório. Tentaremos com isso enfatizar as diferenças entre tais

Tomaremos em todo o capítulo 7? =(/<, $,+, .,0, 1,...) uma estrutura O-minimal estendendo lma corpo-

3.1 Homologia Simplicial
Nessa seção temos como objetivo desenvolver a teoria de homologia simplicial em estruturas O-minimais.
Assim como no caso clássico em 7? vamos proceder associando grupos de homologia a complexos e em
seguida usaremos triangularizações para estender tais resultados a certos conjuntos definíveis. Por fim
demonstraremos que a teoria obtida respeita os axiomas de Eilenbelg-Steenrod

Nesse processo muitos dos resultados e conceitos que vamos apresentar se referem exclusivamente a
complexos e suas propriedades combinatórias. É importante notar que dado um complexo K podemos
identificar seus simplexos com um subconjunto de vértices contido no conjLuato de todos os vértices de K,
{uo, ...,uf}, fazendo tal identificação temos que K não passa de um subconjunto de 7)({oo, ...,aj}), em tal
conjunto a natureza dos pontos {oo, ..., pf} não tem nenhuma importância e podemos estudar suas propri-
edades sem fazer nenhuma referência à estruh-ira do espaço ambiente contendo os pontos oi, em particu-
lar qualquer resultado apresentado nesse contexto é completamente análogo a lml resultado clássico e o
mesmo vale para sua demonstração.

Temos por outro lado vários resultados que se refereila não a tais propriedades colllbinatórias dos com
plexos mas a propriedades envolvendo os conjuntos gerados por eles, isto é propriedades de IKI. Obvia-
mente IKI é um subconjLmto definível da estrutura em questão e quando analisamos objetos como funções
contínuas definíveis em IKI é natural que pt'opriedades particulares de estruturas O-minimais desempe-
nhem um papel essencial, ou seja não é de se espetar que possamos ad.ippar diretamente os resultados
desenvolvidos sobre H{ para o nosso caso. Isso nos dà problemas de duas naturezas distintas, aqueles de
caráter combinatória no qual a estnitura do espaço ambiente não desempenha nenhum papel e resultados
envolvendo noções topológicas e de definibilidade, esses últimos estão diretamente ligados às proprie
dades de estruturas O-minimais que estudamos até o momento. Como mencionamos os resultados do
primeiro tipo são completamente análogos a resultados conhecidos e por isso serão deixados em segtmdo
plano de forma a não desviar a atenção da parte inovadora da teoria, aquela que usa os resultados sobre
estruturas O-minimais conseguir construir uma teoria de homologia para conjuntos e funções definíveis.

3.1.1 Homologia em Complexos Simpliciais

Vamos começar a construção dos complexos de cadeia associados a complexos simpliciais, a construção é
extremamente padrão e de caráter puramente combinatório não fazendo diferença se estamos trabalhando
em n< ou em uma outra estrutura O-minimal, por esses motivos a apresentação será concisa. Detalhes
podem ser encontrados em livros como [Rot88].

teoriase

Definição 3.2. Dado um complexo simplicial fechado K associamos Íman ordem qualquer a seus vértices
ul, o2, ..., ofK Definimos então:

Á,. (K) é o grupo abeliano livre que tem como base o conjunto das ii-uplas ordenadas (of., ..., z;f" ) tais
que o conjLmto {oí., ...,z;í,.} gera um simplexo de K(não fazemos exigências do gênero lj < íj+l ou
oi. # oi. se ii # it).

Note que os elementos da base de A« (K) ou possuem um vértice repetido ou são da forma (uÍo, .., u'" )

ou da forma (o«(Ío)' ' ' Ua(i«) ) para alguma sequência ío, ..., í,, estritamente crescente e alguma permu'
ração a. Além disso é imediato que se(za., .., uf,,) pertence à base então todas permutações pertencem.
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Em particular dado um elemento Ej kls/ + E:j kjp/ C Á,, (K), com pj os elementos que possuem vérti
ces repetidos, temos que sj = (a.(.o), , í'r(f«) ) para alguma sequência í e permutação cr e portanto:

kjs/ sígn (a) kj 1( i.'j. . DI,.) Slg/r(a)(a.(1.) ',0,D )l + slgli ('')kj(of.. 0'")

Tomamos ÁS(K) como o subgrupo livre de .A«(K) gerado pelos simplexos (ol., ..,i'i,.) C K tais que
i', ..., í,, é estritamente crescente, ÁI, (K) como o subgrupo livre de Á«(K) gerado pelos elementos da
forma

(t'j.. of,,) sjgii(c'')(z'.,0.), ''', p.'U,,))

com (uj., -, oí,,) C K, ío, ..., í,, estritamente crescente e c, Lmla permutaÇão não trivial, por fim Áil (K) o
subgrupo livre Án (K) gerado por sequências contendo vértices repetidos
Definimos

C«(K) - Á«(K)/(.41.(K) © Á:(K))

Pela observação acima temos que Á«(K) = ÁS(K) © ÁI,(K) © Á:(K), segue assim que C«(K) çg
.a2(K), onde o isomorfismo leva os elementos(ul.,..,i,i,,) C Á2(K) em sua respectiva classe de equi-
valência em C« (K), tal classe será denotado por lz;lo, .., o'" l.

Denotamos por(z'lo, .-, õ'j' ..., oí,,) a(n l)-upla(z'io, .., z'f/ -, ''/+-, -, i'i,,).

õ,, : C«(K) 4 C« l(K) é definida nos elementos da base de C«(K)(mais precisamente de ÁE(K)) por

õ,-(l.i., .., -i,,l) E ( 1)jl-i., 0'j'..., uí,,l

e estendida linearmente a todo C«(K)

Note que a ftmção (5,, só está bem definida porque o simplexo K é fechado, por esse motivo ao falarmos
de homologia simplicial temos de nos restrhlgir a tais simplexos e, evenh-ialmente, a conjuntos definíveis
fechados e limitados.

A definição acima envolve uma ordem arbitrária dos vértices de K, não é difícil verificar que ordens
distintas geram complexos de cadeia C*(K) isomorfos, mais precisamente dada uma nova ordem a função

que leva um elemento da forma laí., ..., of.l em ( 1)sf8"(') (lo«(f.)' -' oa(Ík)l para a permutação o- que ordena
os vértices al de acordo com a nova ordem e é estendida linearmente a todo C*(K) é Lml isomorfismo.

Teorema 3.3. Dado tlltl cotttplelo silttpliciai K o pnt' (Ctl.K), õ,. l.K » é 111tl cotttplexo de cadeia.

A única coisa que temos para demonstrar no teorema acima é que a composição (5,.-i o õ,, é a função
nula. Novamente isso é uma questão puramente combinatória e a resposta pode ser encontrada em livros
de topologia algébrica.

Além disso note que os elementos de Co(K) são da forma c = E(lcu.'rf(K)) zicf se definimaos então A)(c) =
E zi, é fácil verificar que substituindo (5o por õO obtemos um complexo de cadeia aLmlentado, tal complexo
é denotado por (.:* (K) .

Sempre que nos referirmos a H*(K) estaremos nos referindo aos grupos de homologia associados ao
complexo de cadeia C*(K), adiante definiremos homologia sobre conjtmtos de R" e essa também será de-
notado por fí*, é importante manter em mente portanto a distinção entre complexos de cadeia e conjuntos
de R" . Tais grupos são conhecidos como a homologia reduzida de K, e é comum denota-los por n+(K)
usando a notação fí*(K) para a homologia associada a C*(K), como não vamos tratar da homologia de
C* (K) usaremos essa notação e nomenclatura por comodidade.

Outra questão de natureza puramente combinatória que não vamos demonstrar é a seguinte: Dado um
sinaplexo s denotamos por S o complexo formado pelo conjunto das faces de s(incluindo o próprio s), temos
assim que C* (S) é acíclico.
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A definição apresentada para os grupos C*(K) pode parecer desnecessariamente complicada, já que
poderíamos ter definido Cn(K) simplesmente como Á2(K), o ganho de tal complicação está na consequente
fcacilidade na apresentação de algumas definições e demonstração de alguns resultados como os seguintes:

Proposição 3.4. Dado l//}í /lr'7pa de oélf;ces P : K d L e/Irão o ii/apa P* : C*(K) q C*(L) deÓi/fdo /ras bases de

C« (K) poi'
P*(l-l., . ., .f,,l) = IP(ol.), ., P(of,,)l

é tlll! iitnpa de cadeia

Note que só podemos dar uma definição dessa fotilla graças às complicações anteriores. Verificar que
ta] mapa está bem definido é rotineiro, por outro lado a afirmação de que esse é um mapa de cadeia segue
de

ÕP*(l"f., ..-,,f,,l) = õ(IP(ofo),...,'/'(oi,,)l) - E(--ly14'(oí.),...,Õ(')i;,.-,P('1,.)l

= E.l (-1)j#'*(IÍ'fo,...,Õ'f'...,oi,,1) - 4'*( E.l ( 1)jloío,...,0'j'..-,uí,,l) - #'*Õ(fulo'
O$j$/i O$j$/1

,f..l)

É importante notar podemos definir uma categoria K que tem como objetos os complexos e como fLmto
res os mapas de vértices, tal categoria é de caráter puramente combinatório não importando em nada qual
a estrutura O-minimal em questão, em linguagem de teoria de categorias obtemos, ao variar a estrutura O
minimal, categorias isomorfas. Além disso a construção acima nos dá funtores de homologia Hil : K -+ Ab,
o comportamento de tais funtores é bastante simples e conhecido, resultados sobre o assunto podem ser
encontrados em ]ivros como [Rot88].

Em particular temos que os isomorfismos em tal categoria são mapas de vértices ./' : K > L tal que
existe uma mapa de vérticesg : L > K com./ ogt:: fd ego./':: idK. Também é um resultadoconhecido
que complexos isomorfos possuem grupos de homologia isomorfos

Nesse texto estaremos interessados na teoria de homologia de pares, por isso vamos denotar a categoria
de pares de complexos(K, K') com K' C K e morfismos / :(K, K') -->(L L') funções de vértices que levam
vértices de K' em vértices L' por Kã.
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3.1.2 Estendendo o Funtor de Homologia a Conjuntos Definíveis

A discussão anterior tratava puramente de complexos simpliciais, agora porém queremos "importar"os
funtores de homologia definidos sobre complexos simpliciais para categorias envolvendo conjuntos defi
níveis. Obviamente esse processo ocorre através do teorema de triangularização e como alguém poderia
adivinhar vamos definir a homologia de um conjunto definível fechado e limitado X de maneira que essa
seja isomorfa à homologia de um complexo K triangulando X.

Existe aqui lml certo conflito de notação, pois vamos definir complexos de cadeia e homologia sobre
subconjuntos de R" e também denotaremos esses funtores por C+ e H*. Por esse motivo é importante notar
a diferença entre K um complexo simplicial e IKI um subconjunto de /<" evitando 'assim ambiguidades
sobre C* (K) definido anteriormente e C*(IKI) que pretendemos definir ainda.

Tal abordagem já nos dá uma restrição sobre os conjuntos que iremos trabalhar, pois a homologia de um
complexo K só está definida quando esse é fechado, isso nos diz que os conjLmtos X devem ser fechados e
limitados. A maior parte dos resultados desenvolvidos nessa seção tem como objetivo obter uma definição
que não dependa da triangularização escollaida e dizer como dada uma função definível contínua .f entre
conjLmtos definíveis podemos associar naorfísmos H«(./) ente'e os respectivos grupos de homologia

As definições abaixo nos dão as categorias sobre as quais vamos fazer as primeiras extensões das noções
de complexos de cadeia e homologia.

Definição 3.5. Vamos denotar por KZ a categoria que tem como objetos pares de complexos (K, Ko) com
l<o C K, morfismos entre objetos (K,Ko) e (L, Lo) serão as funções definíveis contínuas ./' : KI 4 ltl tais

que/(Ko) C /(Lo). Um morfismo(K,Ko) --L--(L,Lo) em tal categoria éditocompatível se dados CK
existe / C L tal que .f(s) C /. A subcategoria de K2 cujos objetos são os mesmos de KZ e possui apenas os
morfismos compatíveis é denotado por K'«,,,/'

Vale notar que os morfismos dessas categorias envolvem noções de continuidade e definibilidade, tais
noções fazem com que os resultados seguintes não sejam nem de uma natureza puramente combinatória e
tão pouco sejam repetições de resultados da teoria usual soba'e 1{, na \rerdâde muitos deles não são válidos
em tal contexto quando removemos as hipóteses de definibilidade.

Note que tais categorias têm pares de complexos como objetos, vimos anteriormente como associar
complexos de cadeia e grupos de homologia a uml complexo e quando nos referirmos C*(K) e fí*(K) esta-
remos nos referindo às definições já mencionadas. Os objetos da nossa categoria são no entanto pares de
complexos (K, K'), como K' é um subcomplexo simplicial de K temos que ê*(K') é um subcomplexo de
cadeia de ê*(K), isto é cada (:«(K') é um subgrupo abeliano livre de (:«(K) e .5Í. é a restrição de .5« a esse
subgrupo. Com isso podemos dar a seguinte definição:

Definição 3.6. ê*(K, K') é definido como complexo de cadeia tal que C«(K, K') = ê«(K)/(:«(K'), o opera
dor de bordo õl.K,K') em (:*(K, K') é o operador induzido por õ«, isto é (SI,K,K') (lzll ) - lõn (O)j onde u C (:n(K)
e lzll é a sua classe de equivalência em C* (K, K'). E imediato que õjK,K') o õ(K,l ') é o operador nulo de onde
segue que (:* (K, K') é de fato um complexo de cadeia, definimos H*(K, K') como a homologia do complexo

C*(K,K')

Temos assim que é*(K,®) = (:*(K) e o mesmo para homologia. Utilizaremos essa identificação cons-
tantemente.

Nosso próximo passo é dizer como os morfismos de l(2 e K?olnp se estendem a homomorfismos entre os
gntpos de homologia. Para realizarmos tais construções vamos utilizar o teorema de modelos acíclicos e
portanto precisamos especificar algumas categorias que nos permitam fazer isso. Em alguns casos vamos
tratar apenas de complexos e não de pares, as definições acima são utilizadas de maneira natural, por exem-
plo um mapa(ou morfismo) compatível entre complexos K e L é simplesmente um morfismo compatível
entre os pares (K, a) e (l., ®).
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Dado um complexo K vamos denotar por .4(K) a categoria cujos objetos são os subcomplexos fechados
de K e morfismos as inclusões. Além disso dado um mapa compatível entre simplexos fech'idos / : IKI >
tl queremos associar um funtor .4(.f) : .4(L) --} .4(K), para isso definimos H(/)(L') = {f € K : ./(f) C

t'l}. Precisamos verificar na definição acima que {f C K : ./'(t) C lt'l} é de fato lml subcomplexo fechado
de K', tome então fo uma face de um simplexo f C {f C K : ./'(f) C lt'l} nesse caso:

fol C c/(lfl)::> ./'(lfol) C /(c/(lfl)) C c/(IL'l) L'

de onde fo C {f C K : /(f) C lt'l} como precisávamos. Precisamos também definir como .4(.f) age nos
morfismos de .4(L), um morfismo de tal categoria é uma inclusão do tipo í : lt"l H lt'l, por outro lado
pela própria definição vemos que .4(L") é um subcomplexo fechado de .4(L'), assim definimos .4(./')(f)
como a inclusão de .4(L") em .4(L'). Podemos definir por fim os pintores êK : .4(K) a Comp.«.ç que
leva cada subcomplexo fechado K' de K no complexo de cadeia aumentado C*(K') e que leva lmla inclusão
f : K" -} K' na inclusão de ê*(K') em C*(K")

Dada um morfismo compatível K L- L temos dois funtores que vão de .4(L) em Comp.ií.?, sendo
eles êt e C5 o .4(./'). Temos o seguinte resultado sobre tais funtores.

Lema 3.7. Dada tinta ltlotÜsttio cottipatíoei K L- L existe littln ttmisfol'tTutção tintulal de cadeias a !tttetitadas

iltdo de Cli.Ai..f) etti Ck. AlétFI disso quaisquer dtlns tlatlsfortliações ttnttttnis e itle tais jittttotes são }inttiialltietite

iiotttotópicns etti cadeia.

De/nollsfinç/to. Tome A,4t = {S : s C L} um conjunto de modelos em .4(L), lembrando que $ é o complexo
fechado formado por todas as faces s. Como disseilaos anteriormente (:+L(5) = é*(51 é acíclico, e assim é
um conjunto de modelos acíclicos de C+t

Queremos mostrar agora que CK o .,4(/) é livre com base em À'lt para todo 11. Vamos antes de mais nada
fixar Lula ordem uO, ...,pa nos vértices de K. Como ./' é compatível para cada f c K existe Lml único s C L
tal que /(f) C s, vamos denotar tal elemento por sl. Considere {gt : s C K} = /Uo C M, para cada 5t C Mo
é imediato que r C .4(./')(SI). Sejam então oí(0), ..., of(,f) os vértices de f com / uma sequência estritamente

crescente, temos que lol(0), ..., z,i(.f) l C C# o .4(./'), chamemos tal ele«lento de z'l.
Dado g C L um complexo fechado(:# o .4(/)(S) é igual a(:«(A(.f)(S)) e portanto é lun grupo abeliano

livre, além disso(:«(A(/)(5)) não é nada mais que o grupo abeliano livre gerado por z;l tal que /(f) c l$1.
Como os únicos morfisinos de .4(L) entre ír e S são as inclusões temos que

{(:« o .4(/z)(z;f) c C« o .4(/)(i) : t € K e /z percorre os nlorfismos de 5Í em g} {«. : ./'(r) c lsl}

é uma base de é« o .4(./:)(i). Concluímos assim que (:« o .4(.f) é abeliano livre com base em M. Mas nessas
condições a primeira parte do corolário do teorema dos modelos acíclicos Á.7 nos garante o resultado.

D

Nessa demonstração vimos que (:«K o .4(./') é livre com base em M e que (:l; é acíclico nesse conjunto de
modelos, em algumas demonstrações posteriores voltaremos a usar o teorema de modelos acícjicos sobre
esses funtores, em particular a segunda parte do teorema que tem hipóteses adicionais sobre o comporta
mento desses objetos, quando fizermos isso utilizaremos esses resultados sem demonstração.

Assim dado um morfismo / : K > L de Kconlp podemos encontrar uma transformação natural r como
no lema, aplicando r em L obtemos o seguinte morfismo de Comp«,,g

cf . .'t(./')(L) 3

ou seja um mapa de cadeia aumentado rl : K --} L. Voltando ao caso em que / é um mapa de vértices com
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patível entre pares(K, K') e(L, L') usando a naturalidade de T a inclusão
diagrama comutatix/o:

Cf . .'l(./') ( L')( (/) (L)

Cf(L'y ; Ct(L)

obtemos o seguinte

onde os morfismos na horizontal são a imagem da inclusão pelos respectivos fLmtores e portanto não pas
sam de inclusões. Sabemos que Cf o .4(./)(L) = C*(K), (:+t(L) = C*(L) e éf(L') = é*(t'), além disso

K' C J(./')(L') o que significa que C*(K') é lma subcomplexo de (:f o .4(./')(L') e assim o que o diagrama
acima nos diz é que a imagem de Ct(K') por TL esta contida em (:* (L'). Com isso podemos associar a ./' uma
sequência de homomorfismos./l. : ê«(K, K') H C«(L L') de modo que/«(lol) = lvt(a)l, também usamos a
notação l-rtl para essa função. Queremos associar um homomorfismo fín(./') entre os grupos de homologia
H,.(K) e H«(F), tudo que precisamos é que .Ê seja um mapa de cadeia pois assim podemos definir Hn(/)
como Hí,(./'). Podemos fazer isso pois:

.f(õK(1,1)) ./;(lõt(«)1) (óK(O))l lõt(,t(«))l - õt(./:(1-1))

Um possível problema com a definição de Hn(./') dada acima é a arbitrariedade T, temos porém pelo
lema que uma segunda transformação natural de cadeias aumentada r' entre os funtoies em questão seria
homotópica a r por uma transfoi'mação natural Cr ISSO significa que al é uma homotopia entre os morfismos
rÍ e rl, um argLmlento similar ao usado acima mostra que al,,, leva elementos de Cn(K') em é,. l (L') o
que nos permite estender os morfismos al,,. a uma sequência de morfismos entre (:,.(K, K') e (:« l (L, L').
Temos também:

(õ«tll''t.,,l + l«t,,, lõ«l)(lol) = õ«+llc,t,,,l(lol) + lal,« tlõ«(lol) =

= lõ,.,-lc,t,,,(ü) +.-L,« lõ«(o)j = lrt(a) rÍ(u)l = ./:(lul) j:'(lal)

lmaa homotopia entre ./ e ./'' de onde segue que as funções induzidas a nível de homologia são a mesilla e
que H,. (./') não depende da escolha de r.

A última propriedade que pt'ecisamos para que Hn seja um funtor é que Hn respeite composições, ou
sela

Lema 3.8. Se ./' : (K,K') a (L,L') e g : (L,L') -+ (M,M') são moOísnzos de K?o«,p e/zfão H«(./'og)
H« (/) . H« (g)

Ovni.nsflação. Seja -r ---«a transfo«-nação natural entre Cf o .4(./') e Cj e ''- --ma transformação -.aturam

entre (:+L o .4(g) e (:r como no lema 3.7. Para N C M um complexo fechado temos .4(go./')(N) =

.4(./')(.'t(g)(N)), isso significa que o morfismo r](g)(N) : C+K ' H(./)(.4(g)(N)) -} ê+L(H(g)(N)) é na ver-
dade um morfismo entre Cf o .4(g./')(N)) e C!(Á(X)(W)), vamos chama-lo de /IIN por simplicidade, em

particular /zm :: vH(.x)(m) :: rL' Uma verificação direta mostra que /z é uma transformação natural de
cadeias aumentadas entre os funtores ê+K o .4(g./') e (:+L o .4(g).

Temos assim que c' o /z : C+K o .4(g.f) -+ Cr é uma transformação natural e portanto pode ser usada para
definir H« (g o ./').

n« (X./) (1(.-./,)ml) n«(lam o/zml) o l/zml) m«(paul) o n«(l/zml) = n«(g) o n«(./')

A penúltima passagem é válida pois nela H,. é simplesmente o conhecido funtor entre complexos de
cadeia e grupos abelianos, na última passagem utilizamos a igualdade /zm = rl.
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n

C) nosso próximo objetivo é nos livrar da condição de compatibilidade ddas funções e definir os funtores
H,, sobre a categorica K2, novamente o único problema está em como associar a um morfismo / : (K, K') q
(L, L'), isto é uma função definível contínua de IKI em ltl com .f(IK'l) C /(lt'l), um homomorfismo
entre os grupos de homologia H«(K, K') e H«(L, L') que definimos anteriormente. O truque nesse caso
é encontrar lmla triangularizaÇão (/M,@) e Lma subcomplexos À,I' c À4 de IKI de modo que 4' l e .f o Pi
sejam mapas compatíveis e H«('/' 1) seja um isomotfismo entre(K, K') e(M, M'), com isso podemos usar
os resultados desenvolvido até o illomento para definir H«(./') como H«(./'o p'l) o H«(@ l) l

(K,K') (L, L') H,.(K,K') "(-f) n« ( L, L' )

H«(P
'n« (.foP l)

(M,M') n,,(M,M')

Encontrar pares de complexos e triangularizações que deixem os mapas compatíveis não é um pro
blema, o teorenaa de triangularização nos dá tais objetos. A dificuldade está em encontrar um critério para
que um mapa P induza um isomorfismo na homologia, esse será o nosso principal foco por hora e para
isso vamos precisar de alguns result'Idos sobre pares projetivos e complexos com fibras convexras. Os pró-
ximos resultados são bastante técnicos e podem parecer um longo desvio na nossa abordagem, porém são
necessários para conseguirmos o critério desejado.

Definição 3.9. Um par de complexos simpliciais (K, L) é dito lma par projetivo se IKI C /<", ltl C /?"+i
com a(11,1) = 1tl e a restrição xl:.,,.Í(t) é um mapa simplicial, ou seja, a projeção de Lml simplexo de L é ulla
simplexo de K.

Dado f c K denotamos pol' Lr o conjunto {s C L : n(s)= f}, noteque esse é um conjunto de simplexos e

bem diferente das fibras ltlP para p C IKI. Dados sl e sz em Lí dizemos que sl < s2 quandodado qualquer
p c lfl equaisquer(p,t/l) c si e(p,112) c s2 temos i1l < 112. Noteque temossempresl < sz ou s2 < sl já
que esses são conjuntos definivelmente conexos com intersecção vazia.

Dizemos ainda que esse par possui fibras convexas se l tlP é um conjLmto convexo(i.e. um ponto ou um
intervalo) para qualquer p (: IK

Por fim se a dimensão de um simplexo f C L é a mesma dimensão de sua projeção n(f) C k dizemos
que f é fino, caso tenhamos díin(t) = dfi//(n(f)) + l dizemos que f é grosso. Obviamente todo simplexo se
enquadra em um desses casos.

O resultado abaixo descreve como são os conjuntos Ls em pares projetivos com fibras coiwexas

Lema 3.1Q. Se (K,L) é lltti pnr ptoletit'o de cotttplexos colei .Fitas cotloexas e k € K. Então LK é dn jotllla

\s0,tl,...,tk,sk\ cotli se -< t\ -< s\ < ... -< tk ''! sk, cada sk$tio, cada tk gl'osso e si-l, sijaces de ti.

De/plonsflaç/io. Sejam s' e s" simplexos distintos finos em Lk(caso não existam tais simplexos o problema é
trivial) com s' -< s", p C k e l/', ir" pontos de R tais que (p,If') C s' e (p,If") C s". Então ILklp contém
os pontos ii' e lr" e portanto o intervalo lu', lí//l, mas a intersecção de lttlP com simplexos finos é sempre
um único ponto e como Lt possui apenas um número finito de simplexos dessa forma vemos que existem
pontos em ltí', [/"I que não podem ser obtidos por tais intersecções, dessa forma concluímos que existe um
simplexo grosso f' tal que u' -< f' < zí/'

Por outro lado se f' e f" sãosimplexos grossos em lttl então lt'lP é um intervalo aberto (a', b') e lt"lP =
la", b") com b' < a", pelas fibras convexas temos que b' C lttlP, mas b' não pode pertencer à fibra de um
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simplexo grosso de L pois nesse caso tal simplexo não seita compatível com f', isso significa que existe um
simplexo fino s' tal que f' -< s' -< f/'

Vemos assim que entre dois simplexos finos existe um simplexo grosso, e que entre dois simplexos
grossos existe um fino, dessa forma temos uma sequência alternada entre simplexos grossos e finos. Além
do mais L é fechado, o que significa que as faces próprias dos simplexos grossos fÍ estão em L, vemos com
isso que sl e sf+l devem ser tais faces, pois como observamos acima elas intersectam o fecho de li.

n

Sabemos que um complexo da forma 5 possui homologia trivial, o que vamos mostrar agora é uma
pequena generalização, note porém que o resultado abaixo não é puramente combinatório pois depende
da noção de convexidade em questão.

Lema 3.11. Se l.K, L) fot'ttmtti ultl par plojetiilo dc coiliplcxos sittipliciais com jibtas cottuelos e K

ntl-sitnplexo s do 11" então o cotliplexo de cadeia ntlttlclttado C* l.L) é acíclico.

s pat'a tiil!

De/iio/isflaçrio. A demonstração será feita por indução no número /i de simplexos de L. Note que Ls possui
ao menos um simplexo magro f, o que significa que L possui ao menos os simplexos em i:, e que (5, i:) é de
fato lma par projetivo de complexos com fibras convexa. Vemos assim que o menor valor possível de lz é o
número de simplexos em K e que isso ocorre somente quando L = líl, nesse caso já sabemos que (.:*(L) é
acíclico

Vamos supor então que L possui outros simplexos. Nesse caso temos Ls =(sO,ft,sl,...,fk,sk) como no
lema 3.10, podendo ter k :: 0 ou k > 0 vamos tratar esses casos separadamente.

e Caso k > 0

Vamos fixar Lmla ordem qualquer nos vértices de L, se f é um b-simplexo de L com \vértices aÍ(0), '''' oi(IP)
em ordem crescentes vamos denotar por i'r o elemento Íp/(o)' ''', oi(b)l C CÜ(L), temos assim que o con
junto L/.(L) = {z,í : f C L} é uma base de CI,(L), vamos identificar os elementos i'l com f.

Se tomarmos À4 = 1, {fk,sk} é fácil verificar que A4 ainda é um complexo fechado e que (K, À,{)
é um par projetivo com fibras convexas, além disso A,4 possui menos simplexos que L e por isso a
hipótese de indução nos garante que C*(À4) é acíclico.

Ten-tos que sk é uma face de ft de onde segue que sl está envolvido em õ(ft), além disso sk não esta
envolvido em ó(f*) para qualquer t* C U«.+l (L) em L, pois nesse caso teríamos f* = fÍ para algum í,
mas o único elemento fí cujo bordo intersecta sk é ft.

Nessas condições a proposição sobre remoção de células Á.3 nos garante que C*(À'l) é Lml subcom-
plexo adequado de C. (L) e assim a proposição sobre subcomplexos adequados .4.4 nos garante que
ambos possuem grupos de homologia isomorfos, e como C,(À4) é acíclico segue que C* (L) é acíclico.

© Caso k = 0

Nesse caso temos que Ls = {f} com F C L. Além disso r' é fino para todo r' c L e como o número de
simplexos em L é maior que o número de simplexos em k existe lim simplexo to c 1. tal que }'o é i,
tome tal rO de dimensão máxima com essa propriedade e po = z(ro) C K.

Lpo - {s', rl),si,-., fÍi,sÍ.} com k > 0, sl fino, fl grosso e sl = to para um dado ,f c ]N. Se .f < }z então
tomando À{ = L {fÍ.,sÍ.}, como fÍ. não esta envolvido na face de nenhum simplexo de L pois po
tem dimensão máxima e tl. « i, podemos proceder de maneira análoga ao caso k > 0 e utilizar os
lemas Á.3 e Á.4 para obter o resultado. No caso em que li = k basta tomarmos M - L {íÍ),sl)} e
utilizar o mesmo processo.

D
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Um resultado conhecido da teoria clássica de homologia sobre K< nos diz que conjuntos convexos pos-
suem honlologia tri\real, quando formos tratar de algumas aplicações da teoria que estamos desenvolvendo
veremos lma resultado de caráter semelhante sobre homologia singular. Nesse momento precisamos de um
resultado também parecido porém mais fraco

Lema 3.12. Seja X # liltl conlllnto d(#iiiíuel,Jecliado, littiitado e coiioexo do R'' cotll (q), L) liitm ttialtglitnrização

está'atijicada de X. Então H,. (L) é o grupo trivial pata todo ii

De/Pro/lsfiação. Vamos proceder por indução em lí. No caso em que n :: l temos que X é um intervalo e
comoLéestratificada Lédaforma {lao},(ao,al), {al},...,(aj l,a/),{ajl} comam =(p,al) c R"''t x /?,isto

é, uma sequência vertical de pontos e intervalos, nesse caso um cálculo direto de Z«(L) e B«(L) mostram
que H,.(L) é trivial com queríamos(novamente é um argLmlento puramente combinatório que pode ser
encontrado em livros de topologia algébrica).

Se li > 0 temos que (@, L) é um levantamento de uma triangularização (@,K) de z(X), segue ainda
que n(X) é coiwexo e por hipótese de indução K possui homologia trivial. Em particular segue que(L. K)
é um par projetivo. Tome f C K e suponha Lf não convexo, nesse caso ltrl não é definivelmente conexo
e isso implica que @(Lf) = 4'(L)q,(1) não é definivelmente conexo e em particular não é definivelmente
conexo por caminhos, de onde existem pontos em P(Lf) C X tais que' os seguimentos de neta ligando tais
pontos não estão em X(pois isso dá um caminho definível entre tais pontos) o que contradiz X ser convexo.
Concluímos assim que (L, K) tem fibras convexas

Se denotaimos por zl : ltl 4 IKI a projeção restrita a lt.l temos que nl é lml mapa compatível,
pelo lema sobre morfismos compatíveis 3.7 existe um mapa natural de cadeia r : êt o .4(nl) > Cf
além disso(:f(K) =(:*(K) enquanto(:+L o .A(nt)= C,(L), portanto se conseguirmos mostrar que r é
uma equivalência natural obtemos que as homologias são isomorfas e como C*(K) é acíclico obtemos o
resultado. Vamos usar para isso a segtmda parte do corolário de modelos acíclicos Á.7

Se tomarmos /MK = {S : s C K} os argumentos do lema 3.7 se aplicam para vermos que r : Ct o .A(HL)
é livre com base em À4K além disso(:t o H(nl)(5) = C.(LS) é acíclico pelo lema 3.11. Precisamos verificar
então que as mesmas condições são satisfeitas por Cf, novamente se fixam los uma ordem 'aos vértices de K

e associarmos a cada simplexo k C K com vértices ei., ...,el; o elemento uk = le.., ...,ef.l de C;(K) para ii, ..., fj
estritamente crescente. Tomando es como o representante de $ e lembrando que os morfismos de Cf são
apenas as inclusões temos que

{C:Í(f)(z,k) : k C Ke ié morfismo dek em $} {ak : k c $}

o que é obviarr\ente uma base de ê« (S). Segue que Cf é um funtor livre com base em ÀIK, além disso esse
furtar é acíclico em A4K pois Cf(i) = é*(i). Isso é suficiente para usarmos o corolário Á.7 e concluímos
assim que quando(L, @) é estratificada o complexo de cadeia ger'ado é acíclico.

D

Com todos os resultados desenvolvidos podemos finalmente encontrar o critério de comparação en
tre gnipos de homologia que buscávamos. O resultado abaixo faz referência a triangularizações quase-
estratificadas, como mencionamos após a demonstração do teorema de triangularização a triangularização
obtida em tal teorema pode ser quase estratificada, embora para isso seja necessária uma versão mais forte
do lema de boas direções do que a utilizada nesse texto. Assumiremos daqui em diante porém que tais
triangularizações existem.

Teorema 3.13. Se K é tliti colttptexo sintplicinl fechado e l.Q, L) ullla ttiailglilatização quase-estrati$cnda de K cona

P 1 : it --} IKI co//ípar e/ e/irão ltl e IKI possireili gnrpos de /zo/lio/agia isoiliodbs, }lrais p/ecisaille/lfe qun/qirer

tllnpa ttntutal de cadeia:

T : (:j' o .'t(@ ') -+ é+K
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é llltin eqtiiualência }latural de cadeia

De/nolísflaçlio. Novamente tomamos /uK - {5 : s C K} um conjunto de modelos em K, fixamos lmla ordem

nos vértices de K e fazemos a associação s C K com a. C C*(K), tomamos os como os representantes dos
elementos 5 C /Mt, nessas condições sabemos que CK é acíclico sobre MIK além de ser livre com base em

tal conjunto. Novamente tudo que precisamos para concluir essa demonstração é garantir que as mesmas
condições se aplicam para C+t o .4(@ 1 ) e usar a segunda parte do corolário do teorema de modelos acíclicos

Sabemos também da demonstração de 3.7 que (:+L o .4(p'l ) é livre com base em A4K, tudo que preci-
sanaos mostrar então é que esse h-mtor é acíclico ena tais modelos. Calcular tal fLmtor enl unl modelo $ é
o -"esmo q«e calcular C*(.4(p'')(í)) e é isso que fa-e«.os. Te«.os A(y, '(g)) = {/ c L : P 1(/) c l$1}
e (.4(P l (5)), Pls) lula triangularização quase estratificada de ISI compatível com seus simplexos, o que
significa que existe um homeomorfismo ]inear ít ta] que aPa'l : a(151) q í\(IJ(p'l(S))l) nos dá lula
triangularização estratificada

(a(,4(P :(g))),Ü'P«' ')

Á.7

dea(ISI), onde n(.A(p'l(5))) éocomplexo {a(/) : P 1(/) c ISl},notequen(/) continua sendoum simplexo
por d ser linear e que esse conjunto continua um complexo fechado por a ser homeomorfismo.

Como a é linearn($) éconvexoeportanto C*(a(.4(P '($)))) é acíclico pelo lema 3.12. Mas .4(@ '(ils)))
é a imagem de a(.4(P t(S))) por um homeomorfismo linear e portanto são isomorfos como complexos de
onde segue que possuem a mesma homologia. Assim concluímos que Ct o .À(P 1) é acíclico em ÀIK e
podemos portanto utilizar Á.7 para concluir a demonstração.

Para ver que isso de fato implica na equivalência entre as homologias de K e L basta tomar Cr : CK }
C+L o .Á(P 1) inverso de -r e calcular o-o r(K), isso nos dá:

Cf o .Á(K) !(!-L C5 (K) --i:!2 ê! . .À( K)

com a composta sendo a identidade, e o análogo para r o a. [)e fonaaa que os complexos de cadeia (:+L o
.4(L) = é*(L) e C+K (K) = C*(K) são isomorfos e portanto possuem grupos de homologia isomorfos.

D

Com isso estamos prontos para prosseguir com a definição de Hn sobre a categoria l(2. Dado um
morfismo ./' : (K, K') q (L L') de K2 podemos tomar uma triangularização quase estratificada (M,@) de

KI que seja compatível com todos os simplexos de K e conjuntos da forma /'l (/) para / C L. Isso significa
que para cada ni C M existe um k C K e um / C L tal que P l(nl) C k e @ l(k) C ./' i(/) de onde
/ o P l(k) c / e portanto P l e ./' o P l são morfismos comp'ltíveis. Além do mais lembramos que, pela
definição de H« para mapas compatíveis, H«(@'t ) é o mapa induzido na homologia por r.VÍ(precisamente
pelo mapa induzido no quociente frUI mas como os pares em questão são (À{,®) e (K,®) esses mapas
coincidem) onde T é uma transformação natural entre (:M o A(@ 1 ) e C+K. Usando o critério obtido em 3.13
sabemos que r é uma equivalência natural de cadeia, de onde segue que rÀ,í induz lma isomorfismo a nível
de homologia, ou seja Hn(P 1 ) é um isolllorfismo.

Como mencionamos anteriormente queremos definir H«(./') como H« (./' o P 1) o H« (P i)'l que vamos
denotar por hora como H,.(./')(m,4'), para isso precisamos mostrar que tais grupos não dependem de(À4, #'),
ou seja que uma outra triangularização de IKI satisfazendo as condições de compatibilidade necessárias
induz o mesmo morfismo em nível de homologia.

Lema 3.14. Sela fl.K, K' ) a (L, L' ) llllt ltior$sttlo de KZ dados (M, @), l.N, W) triangulariznções qilase estrat#icadas
de IKI conzpatíueís co/n P(K) = {X c IKI : X = k pn/n a/grlnz k C K Olr X = ./-1(/) pa/a a/gzí/n / C L} fe/pios qzie

H«(.f){M.©) . H..l..F)(N,P)
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Oe/lionsflação. Tomamos P'(K) como o conjunto P(K) U {@ l(m) : ní C M} U {P '(ii) : il C N} e (T,c,)
uma triangularização quase estratificada de IKI compatível com P'(K). Temos que P o a'l : lrl H l/UI e
P o a-i : lrl H IWI são compatíveis.

Alémdissoc'- 1= @ lo(@oa l)ondetanto@ l: IÀal H IKjquantoPoc' l: lrl H IÀ,{jsãomapas
compatíveis, como H,, é funtor sobre Kf.,,,p temos:

H,, (.-'' ) H,.(@ ') o n«(poa ')

do mesmo modo ./:oCr l (./ oP 1) o(@oa 1) éuma decomposiçãoem mapascompatíveise

n,, (.f..- ') H«(./'.@ 1) . n«(p.a ')

Usando os resultados acima juntamente das definições obtemos

H,. (./')(r,') n,.(./'oa ')oH«(.- ') " = IH«(/o@ :)on«(poc, :)loln«(p ').n«(p.a ')I''
In«(./'op ')oH«(poa ')l.lm«(p..- ')''.n«(@ ') 'l(/.p'').n«(p ') '
H,. (/) (M'@)

De maneira completamente análoga vemos que H,,(./')(W,V')
u.. (f){N,p)

H,.(/)(r,") e portanto H«(/)(m,4')

D

Podemos assim finalmente definir Hn(/) = Hn(./')(M,P) para qualquer triangularização (À4, P) satisfa
zendo as condições de compatibilidade necessárias. Por fim queremos mostrar que HPr é um funtoi' soft'e
Kz, ou seja que preserva a composição.

Lema 3.15. H,. é iltli.flilitoi iia categoria KZ, oii seja U..l.g o .f) H« (8) o H« (/)

De/lloiisfiaçâo. Sendo ./' :(K,K') H(L, L'), g :(L,L') n(À4, À,4') tome Lmaa triangularizaÇão quase estrato
fica (N,@) de IKI compatível com os elementos de K, / l (L) e (g o/) l(M) e uma triangularização quase

estratificada(S,P) de ltl compatívelcom oselementos de L,g l(M) e/oP l(N)

Com todos os mapas no diagrama compatíveis, exceto ./' e g. Usando que fln é funtor sobre
obtemos

K?
'P

u« i.x . f) H«((go.f)op ')on«(@ ') ' = H«((g.W ')o(po/op'')).H«(p
n«(g.@ ')on«(po./'op ')on«(@ ')'' =
(H«(gop ')oH«(p :) ')on«(p ').n«(po/o@ ').n«(@ ')'
n«(g)on«(W ' opo.fo@ ')oH«(p'')'' (g)on«(./')

' )

D

Com isso temos funtores Hn sobre l(2 falta agora estendermos finalmente esses funtores para pares
de conjuntos definíveis, mais precisamente para a categoria que tem pares de conjuntos definíveis fecha
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dos e limitados (X,X') com X' C X como objetos e morfismos (X, X') --:L-- (Y, Y') funções contínuas
definíveis de X enl Y tais que ./'(X') C Y', tal categoria é denotado por CBZ

Dado um morfismo ./' :(X,X') H(Y,Y') podemos tomar triangularizações(K,@) e(LP) de X e Y
compatíveis com X' e Y' respectivamente. Temos então um morfismo de K2 dado por P o / o p'l. Nós po
deríamos usar isso para definir H« (X, X') como H« (K, K') onde K' é o subcomplexo 4'(X') = IK' 1, H« (Y, y')
como /í,.(L, L'), lt'l = Y' e H«(.f) como fí«(@ o ./ o P 1). Embora tais definições sejam simples os objetos
acima não são completamente independentes das triangularizações escolhidas, veremos na verdade que
triangularizações diferentes geram gl'upos isomorfos ou seja os objetos acém'a estão definidos a menos de
isomorfismo. O que faremos agora é apenas contomar tal problema apresentando uma definição que não
dependa de triangularizações particulares.

Definição 3.16. Dado um objeto (X, X') de CB2 tomamos por T(X, Á) o conjunto de todas as triangulariza-
ções (K, P) de X compatíveis com X' e denotamos por K' o subcomplexo de K tal que @(X') = IK'l, vamos
denotar por G(X, X') o grupo dado pelo produto

]'l n«(K.K')
(K,p)cr(x,x')

Podemos pensar em um elemento desse produto como uma função que leva cada triangularização (K,@)
de T(X, X') em lml elemento de H«(K, K'), vamos denotar a coordenada (K,@) de um elemento a por
a(K,@). Definimos então H«(X,X') como o subgrupo de G(X,X') formado pelos elementos n tais que
dadas triangularizações(K, P) e(L, P) ít satisfaz:

n(K,P) n«(@. p ')a(L, p) (3.1)

Essa definição talvez pareça extremamente artificial, note porém que se(K, P) e(L, P) estão em T(X, X')
então#,oP 1 : tl > IKjePoP l : IKI > ILjsãoisomorfismosdeK2(uméoinversodooutro)demodo
que H«(@ o p'l) é um isomorfismo entre H«(K,K') e H«(L, L'). O que a condição 3.1 nos diz é que os
elementos de Hn (K, K') possuem todas as coordenadas correspondentes por tais isomorfismos.

Falta definirmos H« sobre os morfismos de tal categoria, se ./' : (X, X') q (Y, Y') com (K, P) C 7'(X, X')
e (L, P) € T(Y, Y') tínhamos argumentado anteriormente que H«(@ o/ o @ 1) poderia ser uma definição
adequada, é claro que de acordo com as nossas definições não é o caso de fín (P o ./' o p'l ) ser Lmla função
entre H«(X, X') e H«(Y, Y'). Podemos no entanto nos inspirar nisso para definir como deve ser a fLmção
que buscamos eill cada coordenada:

( n« (./') (a))( L, p) H«l.Wof. @ l )(al.K, $»

Para ver que cada uma dessas coordenadas está bem definida basta notar que dado outro elemento
(T, c,) C .r(K, K') ten.os

H«(@ o./'oc, ')(a(T,a)) n«(@ . ./' . a'') n«(a . p)(«(K, @)) H« l.Q . .f . @)l.ül.K, @»

Como tal regra nos diz o valor de cada coordenada de H«(/)(a) ela nos diz o valor de H«(./') (a) e portanto
determina ul-na função, para ver que é um homomorfismo note que esse é o caso em cada coordenada.

Como nós mencionamos a definição acima não é muito natural, porém não passa de unia complicação
conveniente. Mencionamos anteriormente que H«(X, X) deveria ser ísomorfo a H«(K, K') para uma trian-
gularização (K, P) de (X) com IK' = P(X'), isso de fato ocorre. Tal isomorfismo é simplesmente a projeção

z(K,©) : H"(X, X') -+ H« (K, K') que leva a em a(K, P), a inversa desse mapa é n't4.) qt'e leva lml elemento
f C H«(K, K') no elemento a C H«(X,X') com coordenadas a(L P) = H«(@ o P l)(f). A principal propri
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idade de ulll funtor de homologia é que esse seja lml invariante topológico, mas isso segue facilmente da
observação acima, já que dado pares (X, Xo), (Y, Yo) e um homeomorfismo /z : X 4 y levando Xo em Yn,
se tom'Irmos uma triangularização(K,p) de Y com P(Yo) = Ko então(K,/z oP) é uma triangularização de
X com(/z o@(XO)) = Ko e portanto H*(X, Xo) é igual a n*(Y, Yo) igual a H*(K, KO).

Temos por fim o seguinte resultado:

Teoren\a 3.17. rí,. é irl/i/inífol de CB2 e/n Áb

De/nonsflação. Tudo o que falta verificar é que H« respeita composições, sejam então./' :(X, X') n(Y,Y')
e g :(Y', )''') n(Z,Z') n.orfismos de CB:. Dados(K,p) € T(X,X'),(L,Ç') C T(Y,Y'),(T,c'-) C T(Z,Z') e

a c H«(K, K') temos que

"Q,yO H« (./') (a ) H« (.f)(a)( L, P) n,.(po./'o@ ')(a(K, p)) H«('Po.f'd' ')(aK,©(a))

deondesegue a(L,#,) ' H"(./') = H«(Po./'oP 1) o m(K,0)' vemos analogamenteque z(r,a) ' H"(.f)

g o P 1) o n(t,V,) Ou seja o seguinte diagrama comuta

H« (C, o

H,. (.q )
H«(X, X') '"'"' ; H«(}", Y')

rr( L,#' )

to -ed=er2H,.(K

n'(K,@)

K,K') n"(#''/'p '); n,.( [

n« (/) n,.(z,z')

H«(r,T')

Em particular segue que

H«(g) o n«(.f)(a)(r,a) = aF,.)n«(g) ' H«(./')('t) - n«(a'g' p ') ' m«('p'/'@ 1)) ' aK,P)(ít) =

(g'/) ' 4' l)(aK,©) = H«(g'./')(n)(r,c')

O-- seja, n« (g) . H« (/)(a) H« (g o/)(a )
D



92 HONiOLQGIA 3.1

3.1.3 0s Axiomas de Eilenberg-Steenrod

Como mencionamos no começo desse capítulo nós queremos não só encontrar funtores rí,, de CB2 em
Ab, como queremos que esse fLmtores satisfaçam os axiomas de Eilenberg-Steenrod, nosso objetivo agora
é mostrar que o funtor descrito nessa seção de fato satisfaz tais axiomas.

O primeiro axioma que vamos provar é na verdade bastante óbvio.

Teorema 3.18. Áxíoinn da Di/nensóo:

Se X é uni espaço coit! 11ni úitico poltEo então H.. (X, q)) = 0 pllta todo i!

Demo//sflação. Tudo que precisamos fazer é notar que X é triangularizado pelo complexo K que consiste
de um único simplexo 0-dimensional s e fí«(X) z FÍ,.(K). Além disso (:ii(K) = 0 para ll # 0 e ll # l,
eC i= Z éocomõo(tltl) = k, issoimplica queZ«(K) = Opera todoir ? 0,eportantoH«(K) =0
para /i ? 0, por outro lado (:*(K) é um complexo de cadeia aumentado com B l(K) = C l(K) e portanto
H«(K) = 0 pa ra n < 0. []

As demonstrações dos próximos axiomas não serão tão fáceis. Vamos prosseguir com o axioma de
excisão, na próxima seção veremos que esse axioma é o grande problema quando tratamos de homologia
singular, no caso simplicial porém ele não apresenta grandes dificuldades.

Teorema 3.19. ,'!xíollia de Excfsão

Dado uni QUIeto (X, X' ) de CBZ e lltli subconl111ito aberto X'' de X tni qlte c!(X" ) C int(X' ) elttão ti inclusão

[ : {X,X') -.} ].X X",XI Xn) itidilz tlltl isottiot#sltioetti iiíoe]de]tottio]ogin.

De//ioiisfiação. Seja (K,@) uma triangularização de X compatível com X/ e X" e K', K" subcomplexos de K
taisquep(X')= IK'l ep(X") = IK"l,notequeK" nãoé umcomplexofechadomas L = K K"e L' = K'
K" são, além dissoP l(L) = X X" eP l(L') = X' X". A partirdesseponto poderíamos argumentar
que a demonstração de que a inclusão de (L,l.') em (K,K') induz um isomorfismo na homologia é de
caráter puramente combinatório e omita-la. nesse caso porém vamos demonstrar esse fato para ilustrar o
processo

Vamos fixar uma ordem oO, ..., oj qualquer nos vértices de K, denotemos por Gn (K") o subgrupo livre de
C«(K) gerado por luto, .-., ZPi.,l onde í é estritamente crescente e {ui., ..., ui., } gera um simplexo de K". Note
que se UK é o conjunto de geradores de CiiK associado à ordem fixada e UK« o conjunto de geradores do
grupo descrito acima temos que UK UK« = Ut, onde UZ. é o conjLmto de geradores do grupo Cn(L) de
modo que ê«(K) =(:«(L) q) G«(K"), analogamente(:«(K') = C«(L') q) G«(K") e temos portanto:

é« (K)

C« (K')

{n(09 c«(5rl . c!!(z.)
C«(L') © G«(K") ê«(L')

Isto significa que C,(K, K') = ê+(l., L') onde a inclusão é a equivalência de cadeia, mas isso significa
que H« (i) : H« (K, K') -+ (L L') é lml isomorfismo, e como o diagrama abaixo é comutativo(onde as flechas
verticais são as projeções e as horizontais são induzidas das inclusões):

n«(x,x')

n,.(K,K')

-y:{2- n,.(x x",x' x")

n« (L, L' )

temos que H« (í) é um isomorfismo
D

Como mencionamos na prova acima a estratégia das duas demonstrações consiste em utilizei os iso-
morfismos de H«(X, X') com grupos de homologia sobre certos complexos H«(K, K'), provar o resultado
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equivalente sobre esses complexos e em seguida voltar pelos isomorfismos para os conjuntos iniciais. Essa
estratégia será utilizada novamente na próxim ] demonstração, porém nesse caso vamos omitir as passa
Bens puramente combinatórias e algébricas que acontecem em KÉ, o leitor interessado pode procriar os
detalhes emIRot88] ou até mesmo em]Woe96]

O próximo axioma que vamos tratar é o axioma de homotopia.

Teorema 3.20. Áx/orgia de Honrofopfa.

Se Ja,fl : (X, X' ) H (Y, Y' ) são lliorjisilios d(Jiliioetllietite liotltotópicos de CBZ elltão H,,l..fO) :: H..l.Ji'l pata
todo }l € Z..

De/i/o/lsflação. [)izer que /o e /i são defínive]mente homotópicas é o mesmo que afirmar a existência de
uma ftmção definível F : X x 10,11 H Y tal que para todo f C 10,11 Fr(r) = F(x,f) é um morfismo de
CBZ que vai de (X,X') em (Y,Y') satisfazendo Eo = /o e FI = /i. Se tomarmos gf : X H X x 10,11 a
função que leva x em (l,í) para f c 10, 11 temos que H«(/o) = H«(Eo) = H«(F o go) = H«(F) o H«(go), e a

analogamente H«(./i) = H«(F) o H«(gl) de modo que é suficiente mostrar que /l«(go) = H«(gi)
Como de costume tomamos (K,@) uma triangularização de X compatível com X' e denotamos por

K' o subcomplexo tal que IK'l = P(X'). Queremos construir um par de complexos (M,M') com lml =
XI x 10, 11 tal que (À4,@ x íd) seja uma triangularização compatível com X' x 10, 11 fazendo o seguinte

diagrama comutar, onde /to e /h são morfismos de Kil

(x,x')

1«
(IKI,IK'l)

(X x lO,ll,X' x 10,11) J

: (lml, lm'l)

lx,x')

1«
(IKI,IK'l)

/lo

/l l

(P l xílf)oFoP

Sejam po,...,of C /<p/' os vértices de K em uma ordem fixada qualquer definimos pP = (ol,0) C /<vl+l
e ol = (i/,, 1), além disso se s c K é gerado pelos vértices (uf(0), ..., ui(/)) definimos se como o sinlplexo
gerado por(pÍ(0)o,...,oi(/)o) e sl o simplexo gerado por(pÍ(0)o,...,aÍ(/)o). Temos ainda K' = usos c K} e

Ko = {sis C K}, e por fim Ko,t o conjLmto dos simplexos gerados por {oRoy '',uRkyz;Í(i-+ly' 'ul(/)} onde
(u1(0), 'z'i(1)) gera um siJllplexo de K e í(,f) < í(,f + 1) é crescente exceto para K onde í(k) 5; í(K + l).
Definimos A4 como Ko U Kt U Ko,l, definimos A4' analogamente com K' no lugar de K, por fim as funções
/zí que levcam s em si, f :: 0 ou í = 1. Verificar que o diagrama acima é de fato comutativo, e que À4 e À4'
são complexos simpliciais satisfazendo a triangularização mencionada é um trabalho um tanto extenso e
pouco ilustrativo e por isso vamos omitir esses detalhes.

O que é importante no diagrama acima é notar o que ele nos diz sobre a homologia de tais funções, e
como P e P x íd são triangularizações sabemos que induzem isomorfismos, de modo que tudo o que pre-
cisamos verificar é que Hn(/lO) = Hn(/11), lembrando que esses são moríismos de Kã, reduzimos portanto
novamente o problema a um problema equivalente em tal categoria e como mencionamos anteriormente
esse é um fato conhecido da teoria clássica sobre complexos simpliciais que não iremos demonstrar.

D

O último axioma que nos falta provar é axioma de exatidão.

Teorema 3.21. Se G : CB2 d CBZ é o.»í/itor q{/e /cura zlni par do tipo (X, X') e/n (X',®) elzfão exfsfeln flaflsáor-

tilações naturais d.. l H,. -+ H., l o G)t ta! que a sequêttcia abaixo é exala para todo objeto l.X,X') de CBZ, onde

i: (X',(D) -l (X,(D) é o }lior$snio de CBZ dado pela inclusão e j : l.X,a) -.} (X,X') é o itiorfistllo obtido dn
idelltidade.

; n«(x, a)
n« (j)

H«(X,X')
tÍn(X,X/ ) n«(x',a) H,, i(í)

H,,-l(X, ®) ;
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Delnonsf/anão. Afirmar que dn é lmla transformação natural é dizer que dado um morfismo de CBZ ./'
IX, X') H(Y, Y') existe um diagrama comutativo da forma:

H«(x, x') "~' ' ; n«(Y, Y')

'::':i'l,,«,-,.,.I'f«o',}'')
] (Y', ®)

n,,( f)
(3.2)

A demonstração como esperado consiste em tomar uma triangularização (K, 4') de X compatível com X' e

K' tal que IK'l = @(X') obter homomorfismos d,.(K,K') : H" (K, K') -+ Hi, (K') convenientes e usar os isomor-

fismos provenientes das triangularizações para obter d,.(x,x')' Vamos também tomar ( L, P) triangularização
de Y compatível com Y' e L' tal que lt'l = V,(V'). Nós poderíamos aliada tomar lmla triangularização (T, c'-)
de IKI compatível com os simplexos de K e com os elementos de (p'l o ./' o @)'l (L), isso nos garantiria que

P l o ./' o P o a é uma função compatível, como (T, P o c') contínua sendo um triangularização de X com
as mesmas propriedades vamos trocar essa (K, P) por essa triangularização podemos assumir então que
(P ' o/oP) écompatível.

Assim se íl : (K',O) d (K,®) é o morfismo de K?..,,p dado pela inclusão, .fK : (K,®) q (K,K')
dado pela identidade e íl, jt definidos analogamente sobre L então temos que em K?.,,,p- Nessa categoria
definimos anteriormente não só os complexos de cadeia como usamos o lema 3.7 para estender morfismo
a mapas de cadeia, obtemos com essas associações o seguinte diagrama comutativa com colunas exatas:

O --C*(K') !L-C*(K) L-C*(K,K')

f~, l /l l /l«,«'.
'1

o ---c*(L') g--*c*it) e--c*(L,L')

0

0

Nessas condições a proposição À l nos garante não só a existência de morfismos d#(K,K') de forma que o
diagrama abaixo tenha linhas exatas, como garante que ele é comutativo(lembrando que H« (.f) é definido
como H« (./')):

-----* H,.(K,®) "(j«)

.l=t.
m«(K,K') ::l:Fll

.l=:r.
H,.(K',®)

.l:=':...
n« -oH : H,...(K,®) --

1~,,-'«,
n,,-l(L,®) ;

Mas H«(i) - n'iP) ' H"(ít) ' z(K,,4'1K,) e H"(,f)
d,,(X,X') ' n(K',4'1K') o dn(K,K') o n((K,K'),p) temos:

n((K,K'),plK) o fÍn(.Í) o n(K,@) de forma que se definirmos

d«,W,xO ' n« (,f) iJ,Pt.O ' í/"K,KO ' z«K,KO,©) ' ( zrãl,K0,4'10 ' m« (,f) ' nK,©) -

' n'(K',plK,) ' d«(K,K') o Hn(/) o Z(K,@) ' 0

Analogamente H« l (í) o d«(X,X') = 0 e fí«(i) o H«(,f) = 0 obtendo a exatidão da sequência no enun-
ciado.

Notando que essa definição se aplica a (Y, Y') de forma que d,.(Y,Y') ' n(l ,pl,,) o dn(LL') o z(LP)' usando
a comutativa do último diagrama e as igualdades H«(./') = H«(p'') ' H«(/(K,K,)) ' H«(#') e n«(.flx,) =
H,, (PDt ) o H« (/K,) o f:rn (4'lx,) obtemos a comutatividade do diagrama 3.2 de onde segue a naturalidade de
d,.

n
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3.2 Homologia Singular
Tendo desenvolvido a teoria de homologia simplicial na última seção nós vamos agora nos concentrar em
uma abordagem diferente, a homologia singular

3.2.1 Definindo o Furtar de Homologia

Uma das diferenças centrais entre homologia simplicial e singular é a abordagem lml tanto quanto mais
direta do caso simplicial. Enquanto no caso singular definimos o funtor de homologia pot etapas come
çando em K?o,,,;, passando por K2 e finalmente chegando em CB2. Nessa seção iremos ti'atar diretamente
da categoria de nosso interesse, R2, definindo um funtor dessa categoria em Comp.,iíS' para obter o furtar
de homologia faremos a associação natural entre complexos de cadeia e grupos de homologia

Como pode-se imaginar ao tratarmos de homologia singular estamos interessados em funções definí
vens contínuos com domínios em certos simplexos(na verdade no fecho topológico de cento simplexos), e
como de costume vamos tomar tais como os chamados simplexos básicos de /<'' ou seja:

Definição 3.22. Dado li C IN denotamos por ei - (0,...,0, 1,0...,0) c /<"+1 para 0 $ í $ il o elemento que

tem todas as coordenadas zero exceto pelo i-ésima coordenada que assume o valor 1. Chamamos de s" o
simplexo gerado por eo. ...,e« e definimos então o enésimo simplexo padrão A" como c/(s") = leo, ...,e«l,
isto é o fecho topológico do simplexo gerado por eo,...,e,., por praticidade tomamos A 1= (1), note que um

simplexo padrão não é um simplexo.
Com isso dado um conjunto definível X c R"' definimos S«(X) para li ? l como o grupo livregerado

pelas h-tnções contínuas e definíveis de z\" em X, para ll < 1 tomamos S« (X) como o grupo trivial

Note que S l(X) é o gntpo livre gerado pela função vazia que vamos denotar por .Áa, e portanto iso
morro a Z. O nosso objetivo é transformar a sequência de grupos abelianos S«(X) em um complexo de ca-
deia, para issoprecisamodefiniroperadores debordo õ« 1 : S«(X) H S« l(X) tal que õ« l oõ« = 0. Dada
uma ftmção c'- : A" H X, assim como no caso real, não basta tomar õ«(tr) = al.sa« já que ÕA" não é um sim
plexo padrão(estamos usando õ aqui como o operador que leva um conjunto X em seu bot-do topológico),
note que óos identificamos aqui a função cr com o elemento correspondente do grupo S«(X), essa é uma
identificação que faremos constantemente. A solução para tal problema está nas ftmções cf' : An 1 > Ai'
tais que, dadotma pontoaoeo + ... + a,, le,, l c A'i l com Ea0 = 1 eao ? l temos

cl' (aOe0 + ... + a., le«-l) r7oeo + ...aí-]ef ] +aieí+] + ...a,. ]e,,

ou seja, a função que leva um ponto com coordenadas baricêntricas (ao,...,a,, 1) de A" l em um ponto
com as mesmas coordenadas baricêntricas no fecho da face oposta ao vértice í de z\". Claramente cl' é
um homeomorfismo entre tais conjuntos, essa definição se aplica para n > 0, no caso de ii = 0 podeilaos
tomar c8 como a função nula. Com isso podemos definir os operadores de bordo õn de modo a conseguir o
complexo de cadeia desejado.

Definição 3.23. Definimos õn : S,.(X) -} S«-l(X) de forma que para ll ? 0 dado c' : A" q X tomamos
õ«(a) = }:o<i<,,(--lyc, o €1, e estendemos por linearidade tal definição a todo S«(X), tomamos .5,. a função
nula para lz < 0.

Proposição 3.24. Ze/nos qtíe ó,. l o Ón

cotttpiexo de cadeia.

0, ou seja S*l.X) dado pelos gt'llpos Snl.X) e open'adol'es õ,.l.X) é um

As definições acima foram feitas de modo que S*(X) é lun complexo de cadeia aumentado, por esse
motivo, assim como no caso singular, é comum usar a notação 5*(X) para essa cadeia enquanto S*(X) é
reservado para o complexo de cadeia que tem S t(X) como o grupo trivial e (5o a função nula. Como nós
vamos tratar somente de cadeias aumentadas vamos usar a notação descrita nas definições por economia.
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Como mencionamos anteriormente estamos interessados na categoria RZ, por isso precisamos definir
S,. sobre pares (X, X') com X' C X; como de costtmae tomamos S«(X, X') = S«(X)/S«(X'). Note que de
fato esse grupo está bem definido pois toda função de A" em X' é uma função de A" em X e por isso S,, (X')
éum subgrupodeS«(X),além domaisõ" : S«(X) q S« l(X) levaelementosdeS«(X') em S« l(X') de
onde segue que õn induz uma função ente'e os grupos quociente dado por (5n(lc'-l) = lõ«(a)l(assim como
na última seção usamos lc,l para denotar a classe eill S«(X, X') de um elemento o c S«(X), vamos manter
a notação õ,, pata tal fLmção, o contexto como sempre deve eliminar qualquer ambiguidade), obviamente
continua sendoocasoem quem,, lo.5,, = 0.

(queremos dar a S* a estrutura de uml funtor e para tanto precisamos dizer como S* age sobre os mor-
fismo de RZ, nesse caso a definição é simples:

Definição 3.25. Dado um morfismo ./' : (X,X') H (Y,Y') definimos /#,« : S«(X,X') a S«(Y,}''') como 'a

função que leva um gerador lc'l de S« (X, X') em U' o a-l e é estendida a S« (X, X') por linearidade(nesse caso
vamos nos referir à sequência de funções simplesmente como /# e não /#,* como vínhamos fazendo).

A primeira coisa que precisamos verificar é que tal função está bem definida, como ./' é uma função
contínua definível de X em Y temos que / o cr é uma fcuação definível de A" -+ Y e portanto um elemento
de S«(Y), além disso se c'' C S«(X') então como ./'(X') c Y' temos que .f o o- C S,,(Y') o que é suficiente
para garantir que a definição /#(lc'-l) = [/ o c,] não depende da escolha de c'.

Além disso precisamos que /# seja um morfismo de Campa«g' o'i seja que /#,« l o õ,. = '5il o /#,«, mas
isso é válido pois:

/#,« l.õ«(") E ( iy''-'cl.) E ( ly/#,« i(a''í.)
0<Í<li0<j</z

(.fo«. cl.) = õ«(./' " '') = õ« ' /#,«(c'')
0</<íi

E vemos com isso que S* é um funtor de R2 em Comp...íg' Podemos com isso definir os funtores de ho
mologia /ín : R2 d Ab por Hn(X, X') = Hn(S*(X, X')), onde do lado esquerda da igualdade estamos nos
referindo ao funtor H,i : Comp > Ab descrito no apêndice. Que a homologia simplicial é um invariante
topológico é fácil de ver, já que dado pares (X, XO), (Y, Yo) e um homeomorfismo /i : X H Y levando Xo
em Yo temos que /i# : S«(X, Xo) -+ S«(Y, Yo) é um isomorfismo entre os complexos de cadeia com inversa
(/i l )#, assim a função induzida por /i# em homologia também é um isomorfismo

Assim como no caso simplicial queremos que tais funtores satisfaçam os axiomas de Eilenberg-Steenrod,
e da mesma maneira que a definição dos funtores Hn é completanaellte análoga à definição usual sobre IR
a demonstração de três desses axiolllas também é, a única exceção sendo o axioma de excisão. Temos por
exemplo:

Teorema 3.26. ..'1líolpza da l)í/ne/zsão

Se X consiste de lltil tíitico ponto então H,.(.X,®) = 0 pata todo }t C Z..

De//loirsfiação. [)ado lml /i > 1 existe uma (mica função de A" > X, a função constante assumindo o

único valor possível, vamos chama-la de an. Além disso

ó"(ka , ) k E ( lya« .'Í.
0<Í</z0<Í<JI

lyq. l
kq..l se n é par,

0 se /i é impar

Temos então o-- ker(õ«) zg(õ,.+l) (X) o« ker(õ«) = í«zg(õ«+t) = 0 e em ambos os casos
H« (X)

No caso em que /i = 1 o resultado vale pelo mesmo motivo pois õo(kcr) = k e õ 1 = 0 de onde
ker(õ-l) = iing(õo) = Z. Os outros casos são triviais.



3.2 HOb,10LOGIASINGULAR 97

D

O axioma de exatidão segue diretamente da proposição .4.1 já que os funtores Hn foram obtidos de
comp[exos de cadeia. A demonstração do axioma de homotopia não é trivial mas é comp]etamente aná]oga
à demonstração no caso real e poi isso vamos omita-la

3.2.2 Divisão Baricêntrica

O nosso próximo objetivo é desenvolver divisões baricêntricas sobre um ponto de vista algébrica. Em
particular vamos ver a subdivisão baricêntl'ica como um mapa de cadeia levando S*(X) em si mesmo,
vamos em seguida provar que esse mapa possui algumas propriedades que nos permitirão provar o axioma
de excisão para o funtor definido anteriormente

Para desenvolvermos essa técnica precisaremos de lml aparato algébrico um pouco maior do que o que
vínhamos utilizando até então. Anteriormente vimos como definir unia função /# : S*(X) 4 S*(Y) através
de uma função ./' : (X) -+ (Y), essa função agia nos elementos da base de S*(X) por composição, já que
esses são funções de z\" em X, por outro lado, exceto por ser o domínio das funções de S*(X) e S*(Y), A"
não desempenha nenllum papel especial nesse caso, e podemos generalizar a definição de # da seguinte
maneira.

Definição 3.27. Sejam X, Y e Z conjuntos definíveis, denotamos por F(X,Y) o grupo livre gerado pelas
ftmções contínuas definíveis de X em Y. Queremos definir uma operação # entre um elemento de F(Y, Z) e
um elemento de F(X, Y) de modo a obter um elemento de F(X, Z), tomamos assim # nos elementos da base
como a composição, isto é g#/ = g o .f e estendemos por linearidade tanto em F(Y', Z) como em ./'(X, Y),
mais diretamente se g, : Y H Z e .6 : X a y são elementos, respectivamente, das bases de F(Y,Z) e
F(X, Y) e kf, /f C Z defininaos:

}.l(tlxl)# E.l(l/b) kfl/(gi ' ./})

Note que S,,(X) = F(A",X) e que a definição apresentada aqui de fato estende a que usamos an-
teriormente, # é conhecido como o operador "sharp". Uma verificação direta mostra que tal operação é
associativa. Além disso dado um elemento z c S«(X) temos que z# define unl mapa de S*(A") a S*(X)
que leva um elemento a C S*(A") em z#a, o próximo lema, embora um tanto estranho, será útil adiante

Lema 3.28. Dado lliti cotlltlFito defittíuei X e l ti elettleltto z c S..l.X) tetlios file zH é uni mapa de cadeia

De/no/isflnção. Basta mostrarmos que z# comuta com (5, e em particular é suficiente mostrar que isso é
verdade para elementos z da base de S«(X), isto é um mapa de A em X, além disso é stlficiente que (z# o
'5«)(!í) seja igual a(õ« o z#)(u) em elementos ll da base de S«(A), mas isso segue do fato de z# ser um mapa
de cadeia como vimos na última seção

D

Com essa linguagem nós estamos em condições de buscar uma definição de caráter algébrico para a
divisão baricêntrica. Os objetos sobre os quais querer)los definir o funtor Sd,. são funções / : z\" > X, Íman
abordagem que parece natural para a definição de Sdn (/) seria como uma combinação linear de funções da
forma /is onde s é um simplexo da divisão baricêntrica de An(como apresentada no último capítulo), temos

porém que os simplexos da divisão de A" não precisam ser simplexos padrões e assim tais restrições não
seriam elementos de nenhum S,,(X). A maneira de contornar tal problema envolve uma descrição diferente
da divisão baricêntrica e para isso precisaremos de um procedimento conhecido como construção em cone.
A versão usual de tal construção associa a um subconjunto Y de um conjtmto convexo X e b um ponto de X
o subconjunto b.Y formado pelas tetas ligando os pontos de Y a b. Para obter a divisão baricêntrica de um
n-simplexo por esse método basta proceder de maneira indutiva associando a um simplexo s o conjLmto
Sd(s) = {bs.Sd(f) : f C .5s}, onde bs denota o baricentro de s.
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Note que o processo descrito acima estende um conjLmto aumentando sua dimensão(exceto em alguns
casos particulares), no nosso caso porém estamos interessados em funções definíveis contínuas de A" em
X e por isso queremos que a construção em cone nos de lml método para estender tais h-rações a funções
definíveis contínuas de A"+l em X.

Definição 3.29. Dado um conjunto definíx/el cona/exo X, uma função contínua definível .f : A" } X e um
ponto p C X definimos a função p../' : Anal -+ R" como:

',, "'r- x r -\ J p se«o-l,
~r'J '--'"'..,''",--"t'' 'l ../,+(l xo)./:(í?lh,...,{:!Ü) s'"o #l

Note que essa fLmção é definível e contínua, podemos assim estender tal definição por linearidade a Lma
homomorfismo p. : S«(X) -} S,,+l(X), ou seja se c' = Eni.Ê c S«(X) onde /, : A" d X é um elemento da

base definimos p.o = E /ifp../}

Estamos assim finalmente em condições de apresentar a definição do operador divisão baricêntrica,
a definição é fortemente inspirado no procedimento que descrevemos acima para conjuntos, no caso de
conjunto o processo consiste em tomar a construção em cone sobre a divisão baricêntrica do bordo de um
simplexo s, no nosso caso faremos o mesmo sobre a função identidade do sinlplexo padrão z\"

Definição 3.30. Dado um conjunto definível X queremos definir uma sequência de homomorfismos Sd,,
S«(X) 4 S«(X),quandopz < 1 tomamosohomomorfísmotrivial,param - leli =0vamostomarSd«
como a identidade, para ll > 0 denotando por bn O baricentro de A" vamos definir Sd,, indutivamente por:

Sd«(z) = z#(Z,«.(Sd,, l(Õ(ÍdA«))))

Note que a operação descrita acima associa a um conjunto definíve] X uma sequência de homomorfis
mos de S«(X) em S«(X), o que nos queremos mostrar é que essa associação é uma transformação natural
do funtor S* em si mesmo, chamaremos tal transformação de Sd* e embora a notação usual pediria que

esctevêssemos Sd*,x para o objeto descrito acima nós omitiremos o índice X sempre que não houver am-
biguidade, vale notar que o morfismo Sd,.-t que aparece na definição é Sd,. l,a«. Antes de provarmos que
Sd* é uma transfomaação natural precisamos provar alguns resultados relacionando a construção em cone
aos operadores # e .5

Lema 3.31. Se a C S«(X) co/n /i 2: 0 fe//ros

(p.c'-)#cl'+l = p.(a#elLi) pa/a 0 < í 5; /r + l

. (p.c')#eg+' := (7

. Õ(P.c')

De/izoizsfiação. No caso em que /i = 0 o primeiro item do enunciado precisa de certos cuidados e por isso
vamos tratar esse caso separadamente, vamos aproveitar para tratar também o segundo item com }i = 0 por
motivos ilustrativos. No segundo item se tomarmos /l = 1 temos Cr = k/a e p.a = k./p onde/p : AO >X

asslmle o valor p no único ponto de Ao, e assim como c8 é a função nula temos (p.c'-)#c8 = k/a = a.
Tomando então li = 0 temos que o domínio de cr possui um único ponto, vamos denotar por aO o valor

de a nesse ponto; p.cr é a função de AI H X que liga an a p por uma reta, valendo p em (1,0) e ao em
(0,1). Temos que p.c,(cã) : Ao --} X é a função que leva o único ponto de Ao em p.a-(0,1) = p ou seja
p.a(cà) : Ao --} X = a. Por outro lado p.a(ci) : Ao --} x leva o único ponto de Ao em p, por outro lado c8 é
a função vazia e assim a#c8 também, nesse caso p.(a#co) = p.® é a função de Ao -+ X que assume o valor
p no único ponto de seu domínio, temos portanto (p.a-)#ct = p.(a#c8). Isso estabelece o caso lr = 0 para os
2 primeiros itens.
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. Quando n,i > 1 te«aos cr+l : A" H A"+l com e(fO,...,f«)
(P.c'')cl'+l(1,0,..0) P.c'-)(1,0,..0) oclLI)(1,0,

:(fO,...,ff l,0,fl,...,fn), se fO

0), se fo < ] temos:

l então

(p.'')cl'+'(fo,.-,f«) p.a(fo,.--,fi l,o,fi,...,f«) - fop+(l ro)'''(í:lLii'''' çl

- fop+ (l to)"('lL:(Í:lLii'-'', 'Í:Z' Í-'ã'..-, Í-?h)) - p.(-lL-)(fo,. .,f«)

l fo

isto estabele o resultado nos elementos a- da base de S«(X). Como as funções # e p. são homomorfis
mos o resultado é válido em todo S«(X).

. Quando n > 0 e í = 0 temos

Ip..-)cl+''(fo, ..., f«) - (I'.c'')(o, fo, .., l«) - op + (l o)c''(Í-l;Õ'..-, Í:bÕ) - ''(fo,..., f«)

E novamente o resultado é válido nos elementos da base de S«(X) e portanto em todo S«(X)

e Basta fazermos Lula verific'ação direta em um elemento de c' C S,,(X) usando os itens anterior'es

Õ(P.a) E (-ly(P.c'-)#cl'+:
0$/$1i+l

P.o-(cH+') + E.l ( ly(P.a
l$/$/1+l

o-+ E.l (-1)(--1)i :P.(c'#-
0 .$ / 5; iz+ l

E.l ( lyp.(''#cl')
-- l $/.$ }i+ l

a P.( E.l ( ly(a#cl'))
l$Í$/i+l

a

p.(õa-)

n

Uma interpretação geométrica desse lema nos diz no primeiro item que a face oposta ao i-ésimo vértice
da construção p.a coincide com a construção em cone sobre p da face oposta ao vértice índice í l de c'-.
No segtmdo item vemos que a face de p.a oposta ao vértice de índice 0 é o próprio a enquanto o último
item nos diz como o bordo de p.o é em função de a e seu bordo.

Vamos então provar o primeiro result'ado importante dessa seção

Teorema 3.32. A .fultçõo que teus lttli cottlttltto d(+itiíuel X tia seqttêticia de ItotttoFttolÍisltios Sd-.; dada pot' Sd}.

S.. l.X) a S,. l.X) é lllna tlattsfol'ltiação llatulal de S* en! si nlestilo.

De/nollsf/'anão. Embora o caminho natural para provar o enunciado seria mostrar que Sdn é um morfismo
de Comp..If e em seguida verificar a condição de naturalidade é conveniente no nosso caso proceder de
maneira diferente. Supondo que Sdi, é Lml morfismos a condição de naturalidade se reduz a mostrar que
dada uma função definível contínua ./' : X > Y o seguinte diagrama comuta:

s,. (x) -:8--- s,. (v)

"=:1*, - .,.1:i"
Note porém que dado uma função Cr : A" a X temos
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Sday o falo) = (fo o)t(bn.Sdy-,an(didan)) = ft(oR(Du.Sdy-,an(didan))) = fyo Sd,x(0)

Assim como vale em um elemento da base de S,(X) e todas as funções envolvidas são morfismos temos

que vale em Sa(X).

Comisso tudo que precisamos é que Sd, defina um morfismo em Comp,yg: OU seja que comute com

o operador ó. Vamos novamente verificar isso calculando em umelemento o da base de Sy(X), nesse

caso a demonstraçãoé feita por indução em 11. Nos casos em que 1 = —1 não temos nada para mostrar

já que tanto à4Sd4 (v) como Sd204(0) são a função nula. Quando 1 = O tanto Sdy como Sd, são a

identidade, de onde segue que à(Sdo(0)) — ó(0) = Sda (ó(0)).

Vamos então prosseguir por indução calcular ó(Sdy(0)) temos:

S(Sdn(0)) = S(0H(bn-Sdn-10idan)) = CH(ó(by.Sdy-10idpn))

Onde usamosa definição na primeira igualdade e o lema 3.28 na segunda. Agora temos pela hipótese

de indução que d(Sd, —1didar) = Sdy-13 0 O(ida,) = Sdy(0) = 0, e pelo terceiro item do lema 3.31 segue

que

ó(by-Sdy didpn) = Sdy-0idpr — Do.S(Sdy-adidan) = Sdy-0idan

Substituindo essa igualdade na anterior obtemos:

S(Sdn(o)) = cy(Sdy-didan)

E usandoa naturalidade de Sd,1 que obtivemos acima seguida novamente do lema 3.28 obtemos:

HM Sdu(c)) = cs(Sdu-1didan) = Sdy(cttdidar) = Sdya (ôctida) = Sdy- (00).

O corolário abaixo nos diz comoa transformação natural Sd se relaciona comasfunções e;!

Corolário 3.33. Sez € Su(X) com n > O então Sda(z)tey — Sdy-19(2) e Sdn(z)tte; =OparaO<i<n

Demonstração. Procedemos por indução em n sobre as duas hipóteses, vamos tomar z = 5,k;o; com 0;

elemento da base.

Quando n = 0 temos

Sdo(D jo)tel = (Don)ted = Do lifo = SDkjor) = Sdy(60kioi))

Quando n > 0 vamos tratar os casos separadamente, suponha primeiro i > O aplicando a definição de

Sd, e o lema 3.31 temos

Sdn(z)te! = 2H(bn.(Sdn-10idan) te!” = 2H(by (Sdy-10idprtte=!)

Pela hipótese de indução temos (Sdy-16idyrtte!=!) = 0 quandoi > 1, quando i = 1 temos

Sdy-a (Sida)tei”! = Sdy-20(idan) = Sdy-2(0) = 0

assim Sdn(z)tte; = zH(bn.0) = 0.

Paran > 0 ei = 0 temos, pela naturalidade de Sd e o resultado que acabamos de provar, que:

Sdy15(0) = ôSdy(0) =) (1)(Sdn(z))tte) = San(z)tey
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n

Esses resultados estabelecem o que precisamos sobre divisão baricêntrica, porém ao provar o teorema
de excisão para holnologia singular nós vamos precisar não da transformação ilah-irai Sd definida acima
mas sim de um mapa semelhante, que vamos denotar por SdK, obtido através da divisão baricêntrica de
uma triangularização(K, P) do simplexo padrão A". Como fizemos no caso da divisão baricêntrica vamos
precisar descrever tal processo no nível do funtor St, para isso começamos comparando os complexos de
cadeia C*(K) e S*(IKI) de um complexo simplicial K

Definição 3.34. Dado um /r-simplexo s com vértices pO, ..., o;, definimos o mapa as : z\" q s como cr(fO, ..., f,.)
E0<f<,, fisÍ, note que as é um homeomorfismo definível. Assim dado um complexo K definimos o mapa de
cadeia rK,* : C*(K) H S*(K) como o mapa nulo quando li < 1, a identidade quando /i = 1 e quando
11 ? 0 tomamos TK,« (s) = ak nos elementos da base de Cn (K) e estendemos por linearidade.

Na definição acima nos afirmamos que rK é um mapa de cadeia, ou sej'a que õrK.n - TK,n I'j, isso é de
fato verdade pois temos

õ(rK,«(loo, ...,P«l) - ó("i,.,.-,,,,i) - E.l( -ly(al,.,.-,-,,lcl') = E.l( 1)'(al:,.,.-,'.,-.,,,l) -

= E( ly(rK,« t(l«o,. .,õí,...,-«l)) = rK.« l(E(--ly(luo,...,o',...,o«l)) = TK,«-l(õ(l"o,...,u«l))

Estamos interessados em ftulções de Sf(X) em SI(X) que respeitem não só uma triangularização como
também a sua divisão baricêntrica, até o momento todos as funções entre complexos de cadeia que preci-
samos estavam definidos em todo o complexo, no entanto essas funções não terão essa propriedade. Elas
estarão definidas somente em uma parte inicial da cadeia e por isso são chamados de mapas de cadeia
parcial, uma definição precisa pode ser encontrada no 'apêndice.

Dado um elemento z C Si(X) temos que Sd(z) C Sf(X), a ideia do procedimento que vamos realizar é
'compor"Sdz com um novo elemento contendo as informações soba'e a triangularização em questão. Como
queremos que o objeto final esteja em Sf(X) precisamos compor Sd(z) com um elemento em Si(z\')

Lembramos que s" é o n-simplexo cujo fecho topológico é zX" e que 5" e complexo formado por s" é
todas as suas faces, lembramos ainda que dado um complexo fechado K denotamos por J(K) a categoria
formada por seus subcomplexos fechados cujo morfismos são a inclusão, dado um mapa contínuo #'
KI > ltl dizíamos que ele era compatível quando a imagem de um simplexo de K por @ estava contida

em um simplexo de L, definimos H(@) : .4(L) d H(K) como o funtor que leva um subcomplexo Lo de L
no subcomplexo Ko de K tal que k C Ko se e somente se @(ltl) C rol, definimos ainda Cf como o funtor
que leva subcomplexos Ko de K ejll seus respectivos complexos de cadeia C*(Ko).

Estamos interessados em triangularizações de A" compatíveis com os conjuntos de 5". Seja (K, P) uma

dessas triangularizações vamos tomar novamente os funtores (:i" e (:f o .A(4' 1) : .4(S") -+ Comp««g
vimos em vários casos, como n'a demonstraçãode3.7e3.13, que À,4 = {1 :/ c 5" } é um conjunto de modelos

de(:i" e Cf o .4(@ 1), e que esse funtores são livres com base em À,l. Além disso é imediato que éi" é acíclico
em À4, por outro lado P l é um homeomorfismo e sabemos que a homologia singular é invariante para o
homeomorfismos. Assim dado Í C M temos o = n*(IÍI) = n*(@ i(IÍI)) = n*(l.4(P '(Í))l) e portanto

CK o .4(@ 1 ) é acíclico em À4. Com isso o corolário do teorema de modelos acíclicos .4.7 nos garante que os
funtores ês" e (:K o .4(@ 1 ) são naturalmente equivalentes, e que quaisquer duas transformações naturais
entre tais funtores são nahralmente homotópicas. Se tomarmos então F colmo uma dessas transformações
e calcularmos F em S" obtemos um funtor Fs« : é*(s") a (:*(K), segue ainda da naturalidade de F e
do fato de todos os morfismos eln .4(g") serelB inclusões que dado / C s" e /o C C/(Í) C (:/(g") temos
Fs« (/0) € q(.4(4'':)(S)).

Nessas condições dada uma triangujarização (K, P) de A" o mapa acima nos diz como associar a ele
bentos em Ci(S") um elemento em (:f(K) em seguida podemos usar R,Í definido em 3.34 e passar para
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SÍ(K), se aplicarmos em seguida 4' l# obtemos um elemento de Sf(A"), como mencionamos anteriormente
precisamos de um elemento de Sf(Ai). Para solucionar tal problema vamos descrever um mapa chamado

q1l : A" > A', vamos escolher um mapa que em particular mapeie a face de s" formada pelos últimos f
vértices homeomorficamente enl A', dessa forma se tomarmos tal face como ponto de partida no processo
acima essa última etapa não irá causar nenhum problema.

A escolha particular da função gl' : An ---} A' não é importante, tudo que precisamos é de uma função
contínua definível mapeando a face gerada pelos últimos f vértices de zX" em z\'(o fato de serem os últimos
também não é importante). A escolha abaixo faz o serviço:

a;'('o,-.,a«) - ("« i+ "o+ :ll+a,! i '.

+an Í l~

í+l '

Definição 3.35. Dada um triangularização (@, K) de A'' construímos acima um mapa de cadeia Fs« : C* (s") >
C*(K). Dado um conjunto definível X podemos então definir um mapa parcial de cadeia dado pelos mor-
fismos Sdf : Sf(X) H Si(X) para í $ pí definidos como o homomorfismo trivial par í < 1 a identidade
quando í = 1 e

Sdl((z))#al'#@ '#-q(Fs«(je« i,...,e«l))

quando 0 $ i < /z.

Note que dada um triangularização (@, K) de A" o mapa SdK associa a cada conjunto definível X um
mapa de cadeia parcial saF'4') : s,.(X) q S*(X), esse mapa depende de fato tanto de K como de @ e X,
como a notação Sdx '4)) é muito carregada usaremos variações conforme for conveniente

Afirmarque SdK é natural é dizerque dado um funçãocontínua definível/ : X > Yentão./'#SdK(X)::
SdK(Y)#Y, mas esse fato segue diretamente da associatividade de #. Na definição acima nós afirmamos que
SdK(X) é lml mapa de cadeia parcial, é claro que precisamos provar tal afirmação, porém juntando os dois
fatos dizemos, embora não tenhamos dado um'a definição, que SdK é uma transformação natural de cadeia
parcial. O teorema abaixo nos dá, não só esse resultado, como também nos garante que SdK preserva a
classe dos elementos elll nível de homologia

'Teorema 3.36. Se (+, K) é uliin tlianglllarização de A" então SdK : S* -+ S* é ll:lln tl'ntisfot)unção }tntulnl de cadeia

parcial, nléilt disso SdK é palciahltetite tiatut'almetlte hottiotópicn à [l'altsJb)tnação nntula] id* É.: qt]e associa n cada

cottittnto d({itiíoel X a identidade id : Si(X) -+ Sil.X) pata i$ n.

De/no/zstlação. Para mostrar que SdK é natural de cadeia parcial falta mostrar que dado um conjunto de-
finível X c R"' os homomorfismos Sóf(X) cometam com o operador de bordo .5 para í -g n. Quando
í $ 0 temos saf a identidade, e portanto a afirmação anterior é trivial, suponha então í 1? 1 vamos calcular
õ(Saf(X)) em --m elen..:.to z C Si(X):

Õ(Sdf(z)) õ(Sd(z)#4'#P '#'Q(Fs«(le« f,...,e«l)))
Sd(z)#al'#4' :#q(Fs«( }.1 (-1)jle« i,

OSJSI

E ( 1)jSd(z)#4'##' '#'q(Fs«(le« i,

Sd(z)#4'#@ '#'q(Fs«(õ(je« f,

'" f+j, -.e«l))

.,,])) )

;" í+j, ..e«l))

Onde usamos primeiro a definição, seguido do lema 3.28 para os mapas envolvidos juntamente do fato
de Fs« ser de cadeia, em seguida utilizamos a definição de ó e por fim o fato de todos os mapas envolvidos
serem morfismo. Antes de prosseguirmos a demonstração precismos definir um novo mapa, tome al'
An > An l a função definida por:

«I'(«o,. .,'«) -('o+ 7, ..,a. :+ T
+ -!)ízfJ-l + -=, ..., an
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Temos a seguinte igualdade quando i> 0

«l) al' ('o. ..,,) - «ã(«,, ,+ ''+'-l",. '-',.-,«,,+ !g+

,- "' ;T'" '-' *- ',.-. ,
0 0 + !!:L--:t llUC2, ..., ',. + gP -.E=-!!U!:il

+f7,, í

i+l !)

(a,,

(«,.

+ a,, í
i+l ! + «« í+ !a-E:t;q':

/

l
)

Note que al' é lml homeomorfismo da face oposta ao vértice el em A" i, por outro lado a função cl.'
e uma inclusão de z\" em tal face e assim quando nos restringimos a tal face cl' o nl' é a identidade. Pela
observação feito ao final da definição de Fs« temos que a imagem de P l#TkR(len Í, ...,ên í+j, ...,e,,l) está
contida no simplexo gerado por {en l, ...,e,. Í+j,...,e,,} e portanto temos a igualdade

4'#qFs«(le« f, ...,ê« i+j. ..,,]) cl#al#4'#@ '#qF«(le« f, ê« í*/,...,.«l)

Substituindo no cálculo que vínhamos fazendo obtemos

Õ(Sdf(z)) l)jSd(z)#';#"J#al'#@ ' #-qF«( I'«
/ ;" f+/, ..,.«l)

Lembrando que pelo corolário 3.33 temos Sd(z)ch Sd(õz) e Sd(z)'l 0 para ,f > 0 segue assim

õ(Sdf(z)) = Sd(õ(z))#al)#4'#P '#-QF«(le« l+i, ...,ê,. f,...,e«l) =

(z))#dLl#P '#qF«(le« l+t,...,ê,. f,...,e«l) SdLt(õ(z))

Finalmente precisamo provar quc' SdK é parcialmente homotópic'] a íd*$,,, para isso nós vamos utilizar 'a
versão do teorema de modelos acíclicos para cadeias parciais Á.9. Nós já sabemos pela definição que tanto
SdK como íd*$,. correspondem à identidade em n :: 1, então tudo o que precisamos fazer é ellcontrar lma
conjunto À'{ de modelos de S* tal que S« seja livre com base em M e acíclico em tal conjunto

Vamos tomar À4 = {A' : í C IN U { lJ}, SÍ é o funtor que leva um conjunto definível X no grupo
abeliano livre gerado pelas funções definíveis contínuas de A' -+ X, tomando então o conjunto Lmitário de
zS' como MÍ e a função identidade íd c Si(A') como seu representante teilaos que

{Si(./' )(Íd ) .f : /é uma ftmção contínua de A' em X}

é uma base de S*(X) ou seja S* é livre com base em M. Tudo que falta prov'lr é que S*(A") é acíclico,
esse resultado segue do axioma de homotopia Já que em z\" a função identidade é laomotópica a função
que tem o baricentro como valor constante. Estamos assim em condições de aplicar Á.9 e obter o resultado
desejado.

H

O fato de SdK ser parcial pode parecer uma limitação, porém lembre que a ordem de SdK é exatamente
a dimensão n do simplexo padrão z\" que está sendo triangularizado, essa simples observação faz com que
a parcialidade do mapa não seja um problema.

3.2.3 0 Axioma de Excisão

O procedimento para provar o axioma de excisão, assim como no caso real, não é direto. Vamos começar
a demonstração obtendo um enunciado equivalente ao axioma de excisão, em seguida mostraremos como
é possível provar tal enunciado a partir de um certo lema, essa parte da demonstração é completamente
aná[oga à uti]izada em [Rot88] para provar o axioma no caso rea]. Deixaremos para o final a demonstração
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do lema mencionado acima, é nessa parte da demos\stração que não podemos proceder de maneira análoga
à usual, contonlilremos o problema utilizando os resultados da últinl.l seção.

Lema 3.37. O seguinte eiiilticiado ittiplica o axiottm de excisão:

Dado utti couluiito dejiníoel X e Xt, XZ c X tattibéni defi)iíueis tais que X = intl.XI ) U iiltl.XZ) eittão n itlcttisão

l : (.XI, X\ n XZ) a (.X, XZ) itiditz isoiiiotfstlíos n iiíoel de }iottiologia.

Denlolisf/ação. Embora o enunciado acima seja equivalente ao axioma de excisão, nós só precisamos da
implicação. Assumindo então que o enunciado vale tome U c Á C X conjuntos definíveis com c/(U) (-
flif(.4),tomamosX2 = meXI = X U. TemosqueX ínf(Á) c X c/(U),parautilizaroresultado
acima precisamos de:

ínf(XI)Uínf(XZ) =ínf(X U)U/nf(Á) ..) inf(X Ü)U/nf(,4) =

U Í«f(Á) D (X Í«f(Á)) Uf,,f(Á)

Nessas condições o enunciado nos diz que cada função/i« induzida da projeção é lma homeomorfismo entre
H,,(Xt,Xt nX2) e H«(X,X2),como xl nxz = x unÁ = Á U temos que/z« é lma homeomorfismo
entre (X U,Á U) e (X,Á) comopede oaxioma deexcisão.

n

Assim tudo que precisamos fazer é provar o entmciado acima, para isso vamos utilizar o seguinte lema

Lema 3.38. Dado X e siíbconjlínfos Xt, XZ C X fnfs gire X = fnf(XI) U ínf(X2) elífão a ínc/iísão ,f : S. (XI ) +

S*(X2) -+ S*(X) índlíz zrln íso//ímfs/lío elif/e H«(S*(Xt) +- S*(X2)) e H«(X).

Talvez a primeira observação que deva ser feita sobre esse lema é que dados subcomplexos S* ( Xi ) e
S*(XZ) de um complexo de cadeia S*(X) então a soma desses subcomplexos S*(XI ) + S.(XZ) também é
um complexo de cadeia, esse resultado embora trivial é necessário para a compreensão do result'ado acima.

Como mencionamos anteriormente a demonstração desse lema é o passo essencialmen te diferente entre
a demonstração usual do axioma da excisão em H<" e a demonstração do axioma no nosso caso, por esse
motivo vamos adiar a demonstração desse resultado provando primeiro como ele implica o axioma de
excisao:

l)e/no/rstlação de file 3.38 /nzp/fca o ,4xfo///n da Elcfsão. Dados conjtmtos definíveis XI , X2 c X tai que inf(XI )U

ílzf(X2) = X queremos mostrar que a inclusão í :(XI, XI n X2) d(X, X2) induz um isomorfismo entre os
grupos de homologia, pelo lema 3.37 isso é suficiente.

Claran.e«te - fu«ção .f : S*(Xt) + S,.(XZ) a S*(X) é injeto-a, alé«. disso S*(XI) + S*(X2) é '-m s'-b-

complexo de S*(X) de modo que a projeção n : S*(X) H S*(XI)+ S*(XZ) é sobrejetora, a composta zo ,f
é o morfismo nulo, temos assim a seguinte sequência exala curta

0 --,-S*(Xt)+S*(X2) / S*(X)-!L- S.(XI)+S.(XZ) '''0
Pela proposição .4.1 existe uma sequência exala longa da coima

- n,.+t(s.(x.)+s*(x:)) 'Ç" n«(s*(xt) + s*(xz)) -!!-(/) n,.(s*(x)) -f!!!Ç:2- n,,(s,(x.)+s*(x:)) 'Ü

E pelo lema 3.38 temos H« (.f) um isomorfismo de onde segue que ker(H«(n)) = H« (S*(X)), mas como

n é sobrejetora o mesmo vale para H" (z), temos assim que H« ( s:(jifíÍãl-íxa) - 0.

Analogamente temos a inclusão / : :W q s.(x) e a proleção z' : ::!i!;lli d ];:í)?:Íil11-(xa' isso
nos dá uma sequência exala exala curta como acima e temos a seguinte sequência exala longa associada:
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s.W. )+s.WJ ) -!!!L n« ( !i:(!g?illl311Ü ) -f!:(2- H« ( llbil8 ) !1l!= n« ( s. W. )+s. WJ ) -!!:--

Mas tí«(S:ÍXiT:i:S:lira) - 0 como vimos acima, de onde segue que H«(/) é sempre un' isomorfismo.
Note que S,.(xt n xz) é o grupo livre gerado pelas funções de A" em XI n x2, o que é o mesmo que a
intersecção entre o grupo lix/re gerado pelas funções de z\" em Xt intersectado com o grupo livre gerado
pelas funções de A" em X2, ou seja S,,(xl n x2) = s,.(xt) n S,,(X2). Assim os grupos de S*(xt n xz)
coincidem com os grupos de S*(Xt) n S,(X2), por outro lado nos dois complexos o operador de bordo é a
restrição do operador .5 de S*(X) de onde segue que os dois complexos são iguais.

Como nós mencionamos no apêndice existem versões dos teoremas de isomorfismo para complexos de
cadeia, em particular o segtmdo teorema do isomorfismo nos dá a seguinte fatoração de í por um isomor-
fismo z:

s,(xl,xln x2) S, (XI )
s*(xt )ns*(x2 ) s*(x,x:) - {$1

S* (XI )+S* ( Xz )
S, (Xz )

Tomando as homologias temos então rí«(í) = f/«(z) o rl«(/), já vimos que/ é isomorfismo, e como z é
isomorfismo o mesmo é verdade para H,l(z) de onde segue que Hn(í) é um isomorfismo como queríamos.

D

Assim tudo o que falta fazermos é proa/at o lema 3.38. [)ada uma função a : A" + X a demonstração
usual desse lema é feita tomando um número k suficientemente grande de sucessivas divisões baricêntri-
cas de zX" de modo que a restrito a qualquer simplexo de tal subdivisão tenha sua imagem contida ou em
f/if(XI) ou em inf(X2). Isso é possível graças à existência de números de Lebesgue elll ü<", pois como os
2 conjuntos acima nos dão lmla cobertura de X por abertos sabemos que existe f C IR tal que para todo
]' C X a bola de centro x e raio c está contida em um desses conjuntos, assim se tomarmos suficientes di-
visões baricêntricas de A" conseguimos garantir que nenhum simplexo de tal divisão possua imagem com
diâmetro maior que e/2 e consequentemente todas as imagens estarão contidas em Lma dos íu conjuntos
mencionados. Esse procedimento não funciona em uma estrutura O-minimal qualquer, se tomarmos por
exemplo um modelo não standard de IR embora exista um elemento € nas condições acima não podemos
garantir que esse eles-tento não seja infinitesimal, e nesse caso não importa quantas vezes iteremos as divi-
sões baricêntricas em zX" não poderemos garantir que os conjuntos tenham imagens com diâmetro menor
que c/2. Clontomamos essa dificuldade usando o teorema de triangularização e as ferramentas algébricas
que desenvolvemos anteriormente.

De//íolrsfração de 3.38. Fixemos um conjunto definível X com subconjuntos definíveis Xt e X2 tais que X ::
fnf(Xt) U í/7f(XZ) como no enunciado do lema. Vamos fazer a demonstração em duas etapas, primeiro
vamos mostrar que dado z c S«(X) podemos encontrar uma triangularização(K,P) de z\" tal que SdlÍ(z) c
S«(inf(XI)) + S«(ínf(X2)), contornando assim o problema mencionado no parágrafo acima. Em seguida
vamos completar a demonstração do lema de maneira semelhante à demonstração usual do axioma de
excisão apoiados no fato de SdK ser parcialmente naturalmente homotópico à restrição da identidade.

Vamos fixar um elemento z C S«(X), seja Fz o conjunto de todas as funções de A« -} X envolvidas
em z, isto é que aparecem com coeficiente não nulo quando escrevemos z como combinação linear dos
elementosdabaseusualdeS«(X). TomeCz = {./' 1(XI) :./'C FzlU{./: l(X2) :/ C E}. Tome(L,p) uma

triangularização de A" compatível com C:, CSd(z) e s':



1o6 HOMOLOGIA 3.2

Dado un] vértice o de um simplexo K o conjunto de todos os simplexos de K que tem o colllo vértice
é conhecido como a estrela de p, tal conjunto é denotado por Sf(u). Dado ./' C FS.f(z) ''m vértice o C
L se ./'(P :(o)) c fnf(Xi) então .foP l(ISf(o)l) c í/if(Xi), para í ' 1,2. Como / é contínua e P um
homeomorfismo temos que P o/l l(ilif(Xt)) é um aberto de ltl, se o pertence a tal al)erto então qualquer
simplexo / de Sf(ZP) deve intersectar tal aberto, mas pelas condições de compatibilidade de (LP), dado
um simplexoqualquerfde Lou4' l(f) c ./' l(ínf(Xi)) oup l(f)n.f l(í/if(Xf)) = ©,deondesegueque
/'o @ 1(/) C XÍ, e portanto vale o resultado.

Não é difícil provar que dado um simplexo s na di\risco baricêntrica de 1., que chamaremos de IKI, temos
$l C ISf(u)l para algum vértice a c L. Tomando novamente / envolvida em Sd(z) dado um simplexo

qualquerf deKetmavérticeade f tal que líl C ISf(u)l temosque./'(@ l(u)) c fizf(Xf) para algtml í(já que
esses dois conjuntos cobrem X), pela observação acima segue que ./' o P l (í) C / o 4''l (sf(u)) C íízf(Xi)
Note que (K, P) também é uma triangularização de A" compatível com os conjLmtos de 4'(t).

Temos por definição:
SdlÍz = (Sdz)wd;#@ '#TK(Fs«(leo, ...,e«l))

mas d; = íd, além diso pela definição de Fs« temos F.«(leo, ...,e«l) c C«(.4(@ l))(í) para algum simplexo
f C K de modo que TK(Fs«(le0, ...,e«l)) C S«(líl). Pelas observações anteriores segue que dada uma função
qualquer./' envolvida em S'/(z) temos ./'#@ '#(r((Fs«(le0, ...,e«l))) c S«(í/if(X.)) para algum í, temos assim
que podemos dividir SdlÍ(z) como uma soma de elementos em S,.(inf(XI)) somado a uma soma de ele-
mentos de S«(ílif(X2)), ou seja self(z) c s«(i/if(Xt)) + S«(ínf(X2)). Co«lpletamos assim a primeira parte
da demonstração.

O que precisamos fazer agora é mostrar que inclusão ,Í : S*(Xt)+ S*(X2) a S*(X) induz isomorfismo
em nível de homologia. Vamos chamar a função induzida de Hií(,1) e vamos provar primeiramente que
ela é sobrejetora. Para isso tome lma elemento z C S«(X), usando a triangrularização encontrada acima
'erros SdlÍ(z) c S«(ínt(XI)) + S«(í/if(X2)) C S«(XI)+ S«(X2), c(mo sal! é de ordem /l e parcialmente
homotópica à identidade temos ISdlÍ(z)l = lzl como queríamos.

Finalmente precisamos ver que é injetora, note que esse resultado não é óbvio pois B«(S*(XI)+ S*(X2))

pode ser um subgntpo próprio de B«(S*(X)). Suponlaa então que dois elementos(zi+ z2) + B«(S,.(Xt) +
S*(X2)) e(yl + y2)+ B«(S*(Xt)+ S,(X2)) de n«(s*(xl)+ S*(XZ)) sejam levados no mesmo ele«.ento
de H«(X), isso significa que existe xo c B«(X), ou seja x C S«+t(X) com .5(1) = xo, tal que yl + y2 +
'5(]') = zl + z2. Pelo mesmo argumento da primeira parte da demonstração podemos encontrar uma
triangularização(K,4') de A"+' tal que Sd#+l(x) C S«+l(XI) + S«+l(X2), calculamos então:

SdlÍ(yl + yz + õ(x)) = SdE(zl + z2)

Sí/if(yl + y2) + Self(Õ(x))

SdlÍ(yl + yz) + Ó(SdlÍ+l(x))(zi + z2)

Agora como sa5 é parcialmente homotópica à identidade a classe de yl + y2 na homologia de St(XI ) +
S*(X2) éa -«esn« de Sd5(yl + y2), ou seja yt+ y2+ B#(S*(Xi)+ S.(Xz)) = SdlÍ(yl + y2)+ BIÍ(S*(XI) +

S*(XZ)), e analogamente zi+z2+ B#(S*(XI)+ S*(XZ)) = Self(zl + z2) + B$(S*(XI)+ S*(X2)), além

disso õ(SdlÍ+l(x)) C B5(S*(XI) + S.(XZ)), assim:

yl+yz+ B#(S*(Xt) +S*(Xz)) SdlÍ(yl+yz)+ B#(S*(XI) + S*(X2))

= SdlÍ(yi+ l/2)+ Õ(Sd#+i(x)) + B#(S*(Xt) + S*(X2))

= Sdt(zl + z2)+ B#(S*(Xi)+ S*(X2)) = zl+ z2 + B5(S*(XI)+ S*(Xz))

De onde segue que yl + y2 e zl + z2 são iguais a nível de homologia, concluindo assim a demonstração do
[ema, e consequentemente do axioma de excisão. []
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3.3 Aplicações
Nosso objetivo nessa seção é obter através da teoria desenvolvida até o momento resultados análogos a
alguns teoremas clássicos de tipologia algébrica.

Para isso vamos precisar calcular o grupo de homologia de certos conjuntos. De maneira geral vamos
utilizar a teoria de homologia singular em tais aplicações em algtuls casos utilizaremos a homologia sim-
plicial apenas como um método de obter a homologia singular, nesses casos é importante distinguir entre
as teorias, denotaremos a homologia singular por H* S e a simplicial por H:' "I quando for necessário.

3.3.1 Calculando Homologia

O primeiro passo para obtermos resultados utilizando as ferramentas desenvolvidas é calcular o grupo de
homologia de alguns conjuntos. Antes disso temos o seguinte resultado geral, a demonstração é completa
mente análoga à usual

Teorema 3.39. Dado ulli conjlilito d($ttíuei X o gttipo de hotttologia H01.X) é o gl'tipo liorc cotlt k l geradores Onde

k é o }iúttieio de cottlpoltetites defitiioeiitiellte conexas de X.

De/liollsfiação. So(X) é o grupo livre gerado pelas funções de Ao d X, como Ao é o conjunto unitário
de l c R denotaremos por /l a função que assume o valor x em 1. Sejam Xt,...,X,,, as componentes
definivelmente conexas de X, sabemos do último capítulo que esse conjuntos são definivelmente conexos
por caminho e em particular dados pontos x e y em Xi existe uma fLmção .6-,J/ : 10, 11 H X com ./(O) = x e
/'(1 ) = 0, essa função nos dá uma homotopia entre as funções ./l\ e .h.

Agora Ho(X) - kel(õo) /i/ng('51 ), e dado um elemento z de kel(õo) podemos escrevé-lo como E q./:.! +

-F E q/..t onde cada xl pertence a Xj e Ei,j ól = O, assim

( E z'l;).âã - (z'{/.ã - z,{./'.{)
0Él$jA ' " '

(z'l/.ã z,{/.f.) -(. E bl;)/.ã . E Ül;(õ(./i-.«..))
0$/$fx; '' 0<f$jt

Mas em nível de homologia temos EÍ>o ól:(õ(.f-.,-, )) = 0 de onde, chamando EÍ ól; de aX; e x5 de rl, a
classe de E. bf./\.i é a mesjlla de al./.i assim a classe de z é a mesma de Et at.f..t, além disso Ef,/ ól = 0 é o
mesmoqueEat = 0, o que siginifica que al = Ei->1 ak e portantos classedezéa mesma de:

l <k<//z -- l
«')(./;* .r-.)

Isso define um isomorfismo entre Ho(X) e um subgrupo do grupo livre gerado por ./l.t .hi (a função
que leva o elemento z em Ei<t<,,, 1 (ak al )(./'..l Â.. )), para ver que esse subgrupo é de fato todo o grupo
livre gerado por esses k l elementos basta notar que a imagem de nl/..t ./;.l é n(./il .[.:i), onde ]X]
está sendo usado para denotar a classe de um elemento de So(X) em Ho(X), assim segue facilmente a
sobrejetividade. []

Conjuntos de particular interesse para as aplicações que vamos desenvolver são esferas. Denotamos
por S" o subconjLtnto de Ht"+l dado por x C S" se e só se l lxl 1 = 1, esse conjunto é conhecido como a esfera
de dimensão n.

Como mencionamos anteriormente a homologia simplicial pode ser utilizada para o cálculo da homo-
logia singular de certos conjuntos, mais precisamente de conjuntos definíveis fechado e limitados X, para
isso procedemos atraves de uma triangularização (K, P) de X, sabemos nesse caso que os grupos de ho-
mologia simplicial Hnb""P(X) são isomorfos aos grupos de homologia do complexo Hn (K), por outro lado

a proposição 3.1 nos garante que a homologia simplicial e singular de X são a mesma, de onde obtemos
fí;"'S(X) = fí:'"'P(X) = H«(K). Uma aplicação simples desse procedimento é:
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Teorema 3.40. Seild« BI'(x) .í bo/a de celiflo l e /rufo I' enl R" fe/fios qi/e HÍ(BI.'(x)) = 0 pa/a lodo í c IN, íz/é/n
c{ isso

n.6D -.f z "l-«,1 0 seí#/]
De/lronsr/anão. Basta notar que BI.'(x) pode ser triangularizado por (si', P) enquanto S" pode ser triangulo
rizado por (/,P) onde/ = g" {s"} deondesegueque H«(Bj!(x)) = H«($") e H«(S") = /1«($" {s"}). É

lma fato conhecido que a homologia HÍ(S" {s"}) é Z quando í = // e 0 nos outros casos enquanto HI(S)
é sempre 0, esses cálculos podem ser realizados diretamente ou até mesmo utilizando resultados clássicos
da teoria usual de homologia sobre o IR"

D

A demonstração 'acima é feita utilizando triangularizações convenientes de B;'(r) e S", existem outros
métodos de calcular tal homologia, poderíamos por exemplo simplesmente apontar o fato da identidade
elll BI.'(x) ser homotópica à função constante. No caso de S" poderíamos repetir a demonstração usual
feita sobre H<", a ferramenta fundamental em tal demonstração é um resultado conhecido como teorema de
Mayer-Vietoris que nos permite calcular a homologia de lml conjunto X através da homologia de conjuntos
formando uma partição finita de X e da homologia de suas intersecções. Esse teorema também é válido
sobre estruturas O-minimais e, assim como no caso clássico, consiste em um dos principais métodos no
cálculo de homologias.

Teorema 3.41. Teo/e/l/a de À4ayel Vfefoi/s

Dado tltii coiilliilto d(#iiiíoel X e sllbcotlllliltos defittíoeis X\, XZ de X tais qite X = intl.X\ ) U iiit(XZ), coili
fl : H.(xt n x2) 4 H«(xl), fz: n«(xl n x2) H H«(xl), gl : H«(Xt) -+ Xe gZ : H«(X2) H X ns/zllições

itidtlzidas dns lespectii"ls ittcillsões tetttos que existe tlln }tiotjsltio D qiie torlin n se8iii)lte seqtiêttcin exala.

- n«(x] n x2) !Í1:12- n,,(xi) © n«(xz) !!:E- H«(x) --2--T n« l (xl n x2) -
A demonstração desse teorema consiste em x,ários passos de caça ao diagrama, uma aplicação da pro

posição sobre sequência excita ]onga Á.] e do axioma de excisão, a demonstração encontrada em [Rot88]
desse resultado pode ser diretamente adaptada para o nosso caso. Na verdade tal demonstração do teo-
rema pode ser aplicada a qualquer funtor de homologia satisfazendo versões adequadas dos axiomas de
Eilenberg-Steenrod.

Precisamos ainda calcular o grupo de homologia de certos subconjLultos de S", esses resultados são
essenciais nas aplicações que víamos desenvolver. Em relação ao próximo lema, apesar de existir lml resul-
tado análogo na teoria usual sobre IR a sua demonstração é baseada na compacidade de conjLmtos fechados
e limitados, como vimos no último capítulo esse não precisa ser o caso em uma estrutura O-minimal e por
isso a demollstração que faremos é totalmente diferente e se apoia de maneira essencial no teorema de
trivialização.

Lema 3.42. Dado X C S" ir/n srfbcon,f]r/ifo de$níue/ e deÚ/iízPe///ze]zfe /]o]neonioráo í] lO, ll' pa/íz a/gifili r, elifão

ní(s" x) P«,- rodo /

De/iroirsfração. A demonstração é feita por indução em r, quando r :: 0 temos que S" I' é definivelmente
homeomorfo ao R"(as projeções estereográficas são definíveis em uma estrutura estendendo um corpo)
enquanto o R" é definivelmente homeomorfo a Bjl (0) e Já vimos que a homologia desse conjtmto é trivial.
Vamos então assumir r > 0 e o resultado válido para todo i'o < r

Vamos denotar por /z : lO, llr > X o homeomorfismo defínível do entmciado, além disso dado la, ól c

10, 11 vamos chamar de X].,Ü] o conjunto /l(la.bj x lO, ll' i) - /z(l]«,Ó]), temos que para todo subintervalo
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la,ól oconjunto S" X esta contido em S" XI.,01, vamos denotar por iln,l,l esta inclusão, dado um elemento

z = Efta de S«(S" X) podemos toma- íl«,l,l#z - Eíf(íl«,ÜI 'ai) C S«(S" XI«,l,l), vamos chama. esse
elemento de zl.,bl No caso de la,ól ser degenerado, isto é í] = b vamos usar simplesmente X., /. e z.,
Vamos denotar a classe de homologia de z por lzl. Temos que X e XI.,ÜI são conjLmtos fechados de S"

Dado um elementos C S«(X) e plO,ll notequezl, = IP#z C S«(S" Xp),mas XP éhomeomorfoa J' l
e portanto, pela hipótese de indução, temos lzl,l = 0. Em particular lzol :: 0, a estratégia da demonstração
consiste em encontrar f > 0 de forma que lzío,.il = 0 em seguida vamos aLmaentando o valor de e para

obter lzlo,il 1 :: 0, e como zlo,il " z isso conclui o teoretlla.

Temos o seguinte conjunto definível: Á = {(x,a) C S" x 10, 11 : 1 C Xlo,.l}, vamos chamarde n- : .4 H /<

a projeção na última coordenada, isto é n(x,a)= a, note quedadoao C 10,11 oconjunto n l(ao)nÁ =

{(r,ao) : l C Xlo,.l } = Xlo,.l x {ao}.
Vamos fixar z = EÍ,n c S,,(S" X) , definimos a imagem de z confio a tmião da imagem das funções

envolvidas ena z, isto é ínlg(z) = U ai, a imagem de a. é lml conjunto fechado e portanto a ínzg(z) também
é. Usaremos que existe uma partição do intervalo 10,11 em conjuntos {ao},(ao,al),...,(a/ l,ízl), {a/} com as
duas propriedades abaixo

0e Propriedade 1: Existe 0 < c < ízf+l af c J< tal que lzl0,rl :l«i .,'.+'l :ll .,ll

. Propriedade 2: Dados b.c c (aÍ,aÍ+l) com b < c se zlo,Z,l 0 então lzlo,.l l = 0

Vamos primeiro concluir a dei)aonstração do lema e em seguida provar esses resultados

Sejabi = al cecf = ai c, temosqueS" Xlo,Z,;l eS" Xll,.,..lsãosubconjuntoabertosdeS" XÜ.,
pata ver isso basta notar que Xlr,.,.-,l é a imagem de um fechado por um homeomorfismo e o mesmo para

Xlo,Ü,l, podemos com isso aplicar Mayer Vietoris, mas antes disso note que S" XÜ. = (S" Xlo,Ü.l) U (S"
XIÜ,,.,l) e S" Xlo,.,l - (s" xlo,l,.l) n (s" xll,,,..,l). De onde temos a seguinte sequência exala longa:

n.,+l(s" xü.) --!L-," n.,(s" xlo,...l) -!!!.l]) n.,(s" xlo,o,l) ©n.r(s« xlü,,..l) n.i(s" xü.)

Mas como já mencionamos Hç(S" SÜ. ) = 0 sempre de onde segue que (il,í2) é um isomorfismo, e
(Ü, j2)(lzlo,.,l l) =(lzlo,z,,l l, lzlt,,,.,l l).

Agora pela propriedade l existe co tão pequeno quanto se queir'a com lzlo,..ll = 0, Juntamente da
propriedade 2 temos jjO,bill = 0, além disso pela propriedade l lzlÜ.,..,ll é sempre zero, e desse modo
llzlo,Ü.ll, lzlÜ.,..ll) :: 0 de onde lzlo,..ll = 0. Como lzlo,..ll = O a propried'ade 2 nos dá lzlo,b:ll = 0 e assim
temos novamente (lzlo,Ü:ll, lzlb:,c:ll) = 0 de onde lzlo,.:l 1 = 0. Se prosseguirmos com esse procedimento
chegamos ca lzlo,a, .il = 0, nesse caso tomamos cl como l e usamos o mesmo procedimento acima para
obter lzlo,it l = 0

Tudo que falta fazermos é provar a existência de uma partição com as propriedades ll e 2.

© Demonstração da Propriedade 1: Vamos fazer essa demonstração para uma partição qualquer. Nós
sabemos que lz.,l = 0 em H.l(S" Xn,), oquesignifica que existe ít; C S.Z+l(S" Xa.) talquez = (5iu,

agora se existe ef tal que ínig(zo) n xl.,-.,,'í+..l - ® então iu C SÇ+l(S« XI«,-..,',+.;l) e portanto
zlaí cf,ai+c.ll = 0(estamos supondo aqui í # 0 e í / 1, nesses casos tomamos respectivamente os
intervalos lo, cl e l:i c, ll).

Suponha que í/7zg(zu) n xl..-c,«.+.l # ® para todo c > 0. Por escolha definível podemos encontrar
um 0 < À e uma função continua definível ' : 10, ÀI a S" tal que 7(f) C fmg(u') n X]«. ..,'.+.i] para
todo f. Sabemos que Inzg({u) e XI«. .,.,+.l são fechado's e portanto /fnrf-07(t) c (í/ng(to) n x.,), mas
como ílng(zu) C (S" X«,) essa intersecção é vazia, o que gera uma contradição.

Isso nos dá um eÍ tal que lzl..-.í,«i+.,l 1 - 0, e assim basta tomarmos c = /nillf(cf)
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e Demonstração da Propriedade 2: E nessa parte da demonstração que usaremos o teorema de triviali-
zaçao

Vamos tomar (K,@) uma triangularização de S" compatível com X e com ín/g(z). Sabemos então
pelo teorema de trivialização 2.53 que existe uma partição do intervalo 10, 11 em pontos e intervalos
da forma {ta0},(aO,al),{nl},...,(a/ l,nl),{all},com af < al+l,aO = Oea/ = 1, tal que al. -(,;,'i.-)
é definive[mente trivia] com re]ação a .4 í] a l(rzf,ízi+l) e (P l(s) x to,]l) n a l(af,r7f+l) pala todo

Nesse caso sabemos que dado um intervalo (ni, r71+1 ) existe um homeomorfismo

sc K

/í..: z '(ai,«i+l) H(af,nf+l) x Cí

tal que sua restrição a .4 n n-l(al,í7i+l) satisfaz n'/zÍI(r) = n(r) para todo s c K, onde z' éa projeção
na primeira coordenada.

,4 n z l(-í,.f+i) !ilL- («i,«l+l) x Ci

c. l«'
(.i,.i+l)

Em particular dados pontos xl,x2 C (af,'7i+l) temos /l.l(/r '(11) nÁ) T Ci = /UI(n l(x2) n Á)
ou seja .Ó(n l(xl) n Á) = n l(x2) n Á pala algtml homeomorfismo .Ó. Como pedimos a compa'
tibilidade da triangularização com P i(s) x 10,11 podemos trocar Á por (4' l(s) x 10,11) em todo o
raciocínioacima, além disso temos a ](lj) n ((4' l(s) x lo,l1)) = 4' l(s) x {xj}, de ondesegue que

/,(@''(s) x {À-l } ) P 'ls) x {xz}

Vamos então tomar .r2 ' bi < xl = cÍ, temos n '(bl) nÁ = XO,Ü. x {bf} e n '(cí) n Á = xoA-, x

{cf}. Compondo a função .Ó acima com uma projeção podemos encontrar um homeomorfismo g

n-'(bf) --> n '(cf) tal que g(Xlo,.,l) = Xlo,Ü;l ' g(4' '(s)) - 4' '(s) pa" todo s C K, 'Hora co-no
IP-l(s) : s C K} é uma cobertura da esfera temos que g(S") = S", e portanto ./' = gls« é um

homeomorfismo da esfera nela mesmo. Como(K,p) écompatível com X vale que S" X = @--llK
KojparaalgumsubcomplexoKoeassim/(S" X) = ./(P ljK Kol) = @ ljK Kol = S" X,
vamos mostrar que nessas condições ./'ls« x é definivelmente homotópica à identidade de S" X.
De onde segue que l./'#al = 1«1

Oquenós temosé uma função.f : (S" X) H (S" X) e uma triangularização (K Ko,4') desse
conjunto tal que ./'(p':(s)) = p':(s) para todo s c K Ko, nessas condições '/'(x) e '/'(.f(x)) estão
sempre no mesmo simplexo, e assim a função:

F(x, t) P '(f)(fP(x) + (l f)@ o ./'(x) )

está bem definida, pois simplexos são convexos. Mas essa é claramente uma hoinotopia entre ./ e a
identidade.

Vamos chamar de ./'' a restrição de ./' a S" Xl0,r.l, lembramos que esse é um homeomorfismo definível

cuja imagem é S" Xlo,Ü,l e que ./; leva zlo,.,l em .f(zlo,Ü.l), já que ./' o a é .f o a com o contradomínio
restrito a S" Xlo,Ü,l Temos assim
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lzlo,..,l H« (./'' )( lzlo,. .l l) .f'#zlo,l,.l /#zio,ü.l :lo,z,,ll

n

Antes de calcularmos a homología de novos conjuntos vamos apresentar uma definição que nos permite
comparar a hoinologia de certos conjuntos

Definição 3.43. [)ado conjunstos definíveis A C X dizemos que Á é um retrato definíve] de X se existe um
mapa contínuo definível T de X em Á cuja restrição ílÁ é 'a identidade, ou equivalentemente se -r o f,4 = Id,.l

onde í..{ é a inclusão de Á em X, chamamos r de um retrato definível. Dizemos que um Á é lma retrato de
deformação definível de X se í,.i o T : X > X é definivelmente homotópica l identidade.

Note que se té um retrato de deformação e«tão H«(í.,l o r): H«(X) H H,.(X) e H«(T. f..l) : H«(,'\) a
H«(Á) são isomorfismos, mas H«(TO í.q) = fí«(r) o H«(fA) e /l«(f,a . r) = H«(f,.l) o H«(r) de onde segue
que H«(r) é um isomorfismo de H«(X) em H«(.4) com inversa H«(i,.l)

Os últimos grupos de homologia que precisamos calcular são dados por

Lema 3.44. Dado X ulli subconluttto de S" deliliioelltiente llonleolilot'Jo n Sn' cotll tti < ll tetiios qtlc

n.6« x)-.l z "'' « «. -,
1 0 seí#: ll /li l

De/no/rsflação. A demonstração é feita por indução em nz. Quando nr = 0 temos que X é um conjLtnto

formado por dois pontos e portanto S" X é definivelmente homeomorfo a /?'' {0}(usando a projeção
estereográfíca composta com uma triangularização), tome a seguinte fLmção definível de ( R" 0) x lO, ll >

F(x,f) = (1 f)x+fH;

F(x,t) éuma homotopiadefinívelentrea identidadeem R" {0} ea funçãor : R" {0} -} S" l que
leva x enl x/llxll, ou seja r é um retratode deformação definível entre S"-l e R" {0}, de onde segue que
n/(s" x) = ní(/<" {o}) =H,(S,,-l)éZq..andor leOnosout«oscasos.

Vamos então supor que nl ? 1, tome /l : S"r > X o homeomorfismo do enunciado, chamaremos de E+
o hemisfério superior fechado de S"', isto é o conjunto de pontos de S"' cuja última coordenada é maior ou
igual a zero, chamaremos de E o hemisfério inferior fechado. A intersecção E+ n E é o subconjunto de
S"' com a última coordenada igual a 0, ou seja um conjLmto homeonaorfo a S"' 1, vamos usar a seguinte
notaçãoX+ =/z(E+)eX = /í(E),temosX+nX =/i(E+nE)éhomeomorfoaS"' ' efechadoem
s« (x+nx).TemosassimqueS« (X+nX') =(S« X+)U(S« X )nosdáumacoberturapor
abertos e cona isso podemos usar Mayer-Vietoris para obter a seguinte sequência exala longa:

nf+t (s" X+) © HÍ+l (S" X ) nf+l(s" (x+ n x ))

Hí((s" x+)n(s" x )) --ni(s" x+)©ni(s" x)

Agora X+ é definivelmente homeomorfo ao hemisfério superior de S"', esse por sua vez é definivel-
mente homeomorfo a lO, lj'n de onde segue pelo lema 3.42 que a homologia de S" X+ é trivial, o mesmo
argumento se aplica S" X o que nos diz que os dois termos nas pontas da sequência acima são 0, e por-
ta«toHf+l(S" (x+nx ))éison.orfoaH,((S" X+)n(S" X ),«.as(S" X+)n(S" X')=S" X,
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de onde Hi+l(s" (x+ n x )) é isoilaorfo a Hi(S" X), podemos assim aplicar a hipótese de indução
lembrando que X+ n x é homeomorfo a S"' i, temos portanto:

n.(s" x)-n'+:(s"-(x'nx ))-l=seí=n m l,
se/#ll m l

n

3.3.2 Três Teoremas Clássicos

O nosso objetivo agora é obter resultados análogos a três teoremas clássicos de topologia algébrica, o teo
rema de separação de Jordan, o teorema da invariância de domínio e o teorema do ponto fixo de Brouwer.
No caso clássico em IR existem diferentes demonstrações desses resultados, em particular as demonstrações
que vamos apresentar são adaptações de algumas dessas.

Começamos pelo teorema de separação de Jordan, uma curiosidade sobre tal teorema é que no caso
clássico ele depende fortenaente da con-tpletude do espaço ambiente, porém no caso de uma estrutura O-
minimal vemos que, adicionando as restrições de definibilidade, não precisamos de completude.

Teorema 3.45. Será/nção de /oidalz

Dado ulil cotlliltito dcfiilíoel X C Sn d($ttiueitnetite hmtteonlmfo a Sn l etttão Si' X possui duns colnpolteiites

de#ttioelntetlte collexas, alétti disso se Xt e XZ são essas cmlipoiielites então õ(.X,l ) :: õ (.X2 ) :: X, ottde õ é n.froiiteil'n

topolõgtca

Del/lo/zsflação. O lema 3.44 nos garante que líÍ(S" X) = Z quando í = 0 e 0 nos outros casos, pelo
teorema 3.39 segue que S" X possui duas componentes definivelmente conexas XI e X2

Como X é a imagem de um fechado e limitado temos que X é fechado e limitadoe portanto S" Xé
aberto em S". Como todo ponto ]' de S" possui uma vizinhança tão pequena como se queira definivelmente
homeomorfa a um aberto de R"(podemos usar a projeção estereográfica quando À não é (1,0, ..., 0) colho
tal homeomorfismo, quando À --(1,0, ...,O) podemos tomar a piojeção de Íman vizinhança suficientemente
pequena) todo ponto de S" X possui uma vizinhança definivelmente homeomorfa a um aberto de /<", e
portanto possui uma vizinhança definivelmente conexo em S" X, isso significa que tal vizinhança está
contida em XI ou XZ de onde segue que esses conjtmtos são abertos. De modo que c/(XI) C S" X2 e
portantos(XI) C(S"(XI)) XZ = X, e o mesmo para '5(XZ),basta então mostrarmos que dado l CX
vale que toda vizinhança definível de x intersecta XI.

Seja U Lula vizinhança definível qualquer de r C X e /z : S" l H X o homeomorfismo definível do
enunciado. Temos que /l l(U) é aberto e portanto existe um e tal que B = Br(/i 1) n S"'l está contido
em U. Como S" l B é definivelmente homeomorfo a lO,lj" l e /i leva S"-l B em X /i(B) temos
que esse conjunto é definivelmente homeomorfo a lO,lln 1, o lelala 3.42 nos garante que S"(X/i(B))
possui homologia trivial, em particular Flo(S" (X /l(B))) = 0 e esse conjunto é definivelmente conexo
por caminhos. Além disso tanto Xt como X2 estão contidos em S"(X/i(B)), e portanto dados pontos
xl c Xt e x2 c XZ existe um caminhodefinível 7 : 10,11 -+ S"(X/r(B)) ligandoesses pontos,como
não pode existir uma função contínua ligando xi a x2 em S" X temos que '( 10, 11 ) não pode estar contido
em S" X de onde '(IO, 11) intersecta /z(B), seja fo = ín/i(7(t) C/z(B)), como B é fechado e limitado/z(B)
também é, e portanto 7(fo) C B. Agora B está contido em U e esse é aberto em S" de forma que existe um
0 < (5 tal que '(fo õ,fo + õ) C U e em particular '(fo ó,fo) está contido em U, além disso para todo
f < fo temos que Vila,ÍI é um caminho definível em S" X ligando xi a '(f), como Xi é definivelmente
conexo por caminhos '(f) C Xt de onde '(fo .5, fo) também está contido em XI e portanto u n xt é não
vazio, um argumento semelhante mostra que u n x2 também é não vazio, de onde segue o teorema.

n

Prosseguimos com o teorema de invariância de domínio, considerado uma das principais consequências

da teoria de homologia.
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Teorema 3.46. /lruaríâ/7c/a de Do/níiz/o.

Dados l t l cottlilnto X C S'' defiliíoel aberto e illii Itonieotttot$sitto d(Jitiíoel li l X + Y cotti Y c S" tetiios file Y

é nbel'to. Aléltt disso dado iitt! conlittito defitiíoel e aberto Z C R" e g : Z } R'' defillíuel cotitíiiua e iltjetota então

g(Z) é «be,fo.

De/irolisflação. Vamos provar a priilleira parte do teorema, dado y C Y tome À = /i l (y) € X, como X é lml
aberto de S" podemos novamente tomar um'a vizinhança definível U de x aberta em S" com c/(Lr) c X
definivelmente homeomorfa a(0, 1)", seja/ tal homeomot'cismo, vamos mostrar que /z(U) é uma vizinhança
aberta de y em S" e como /l(U) c y segue que Y é aberto

Temosque/i(c/(U)) =/1(/ '10, 11") édefinivelmentehomeo«lorfoa 10, 11" e/z(õ(U)) = /1(/ '(õ((0,1)")))
é definivelmentehomeomorfo a S" i. Por3.42 temos que a homologia de S"/z(c/(U)) é trivial e portanto
esse conjunto é definivelmente conexo, além disso pelo teorema de separação de Joldan 3.45 S" /i(õ(U))
possui duas componentes conexas. Mas S" /i(õ(U)) = (S'' /z(c/(U))) U /i(U) uma união disjLmta de
dois conjuntos conexos, de onde segue que essas são as componentes conexas de S". /i(õ(U)) e portanto
abertas em tal conjunto, mas S" /i(õ(U)) é aberto em S" e portantosãoabeitas em S", em particular/i(U)
é aberto em S" como queríamos

Vamos provar agora a segunda afirmação do teorema, seja p : S" {p,. } H R" a projeção estereográfica,
onde p« =(0,0,...,0,1),tome X = p-'(Z) e/i = p'' ..fop : X H S" {p«},se.r(X) forra-n abertoentão
/r(Z) = p(/(X)) também será aberto, de modo que isso é tudo que precisamos mostrar.

Tolhe y C /(X) e l C X tal que /(r) = y, tome também uma vizinhança U aberta em S" de x defini-

velmente homeomorfa a (0, 1y' com fecho contido em X, pela proposição 2.27 .fl(./(u)) é um homeomor-
fismo definível sobre a sua imagem. Dada então uma segunda vizinhança de x U' aberta em S" tal que
U' C c/(U) temos que ./'lu, também é lml homeomorfísmo sobre a sua imagem, m'as pelo que acabamos de
provar ./'(U') é uma vizinhança aberta de y contida em /(X), de onde segue que esse conjunto é aberto.

D

Provámos por fim um análogo do ponto fixo de Brouwer, esse resultado embora possa'l lmaa demons-
tração completamente aná]oga à clássica não aparece em [Woe96], a]ém disso em [Won03] o autor prov'a
tal resultado sem utilizar homologia, uma demonstração parecida com a apresentada aqui pode ser encon-
trada em [Edm05].

Teorema 3.47. /3onfo Fixo de Bz'ozríue/.

Todafunção d(#ittíuel cotttínlta J l BX (0)" H BX (OY' possui uni potitojixo. Onde Bt (Oyi é o sllbconlulito de R"

dos potttos cotli norteia tllenol Olt igual n l.

DeP//Olzsf/anão. Note que não existe um retrato de deformação T : 81(OF' -+ S" l pois isso implicaria que
Hí(BI(0)") = HÍ(S"':) o que sabemos ser falso.

Suponha então que / : 81 (Or' H 8i (Or' não possui um ponto fixo, vamos definir /i : 81 (0)" x 10, co) q
R" que leva (x,f) em (l f)/(x) + tx. Fixando um pontos x temos que /i...(f) = /z(x,f) é não cons-
tante(pela hipótese de/ não possuir pontos fixos), contínua, definível e injetora, além disso ll/l(x,0)ll $ 1
e /í/llía~ll/i(x, í)ll = m, de onde segue pela continuidade de /i que existe f.-. tal que /i(x, f-) C S" 1, não é
difícil de ver que tal tl está unicamente determinado. Em particular quando x C S" temos que fa = 1 e

Tome a seguinte função definível F(x, f) : 8i(0)" x 10, 11 --> BI (0)" dada por:
/: (*, t. ) X

F(*, f) - (l f)* + f/,(*, f.)

Caso essa função seja contínua temos que a função que leva x en\ /z(f«) é lml retrato de deformação de B"
em S" 1, 0 que nos dá uma contradição e termina a demonstração. Basta então mostrarmos que F(x, f) é
contínua, e para isso basta que a função / : 8i(0)" -+ 10, m) tal que /(r) = f.. seja contínua. Vamos tomar
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um ponto x C 81(0)" e 7 : (0,b) H 81(0)" uma curva contínua defínível qualquer tal que /fllzno'y(f)
Rido que precisamos é que/f/nf.o/('y(í))=/(x) = f...

Podemos definir uma curva '' de (0,b) em Bi(0)" x lO,m) tal que ''(f) = (7(í),/('y(í))), podemos
também supor tal curva contínua(possivelente diminuindo o valor de b). Pela definição de / tenso que

/r('y'(i))ll = 1, ou seja a imagem de '' esta contida em l /zll-l(1) que é um conjunto fechado, de onde
segue que /f/ni.o'y'(i) C 1 1/11 1 1 (1), por outro lado

/i",i.o7'(Í) (/flui.o7(f),/fnU.o/(7(f))) (x, ////ri.o/(7(i)) )

ou seja /z(J',/f/líf.o/('y(Í))) C S" l e por definição /(r) /fnrf-o/(7(i)) co«ao p'ecisávamos
n

Muitas outras aplicações da teoria de homologia sobre estntturas O-minimais podem ser encontradas
na [iteratura. Em [Edm07] os autores uti]izam a teoria que apresentamos aqui para provar uma versão
do teorema do ponto fixo de Lefschetz-Hopf, que pode ser visto como uma generalização do ponto fixo
de Brouwer. Em [Edm05] podemos encontrar diversas aplicações como uma versão do teorema geral de
separação(que pode ser visto como uma generalização do teorema de separação de Jordan) além de uma
teoria de graus de funções(semelhante à teoria usual sobre H<). Nesses trabalhos também é apresentada
uma teoria de cohomologia para estruturas O-minimais.

Em [M. 08] os autores apresentam uma teoria de homotopia para estruturas O-minimais estendendo
corpos, um resultado curioso encontrado em tal trabalho é que se existe uma homotopia definível ente-e
dois conjtmtos semialgébricos em uma extensão O-minimal de um corpo real fechado r então existe lmla
homotopia definível em r, ou seja não podemos acrescentar honlotopias definíveis entre conjuntos semial-
gébricos simplesmente acrescentando estrutunl a um corpo real fechado a menos que essa extensão deixe
de ser O-minima]. Outro resu]tado cento'a] encontrado elll ta] trabalho é lml teorema análogo ao teorema
de Hurewicz, que estabelece uma ligação entre grupos de homologia e grupos de homotopia.
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Apêndice

Nesse apêndice apresentaremos algumas definições e resultados ger'ais sobre homologia, complexos de
cadeia categorias e modelos acíclicos. As demonstrações serão omitidos já que elas estão fora do interesse
desse texto.

Um complexo de cadeia é Lmn par(E*,(5*) tal que E* =(E«),,cm é uma sequência de grupos abelianos
e õ* = (õ,,)«CUN uma sequência de homomorfismos õ« : E,, H E,, l tal que .5« l o õ/l = O, por brevidade
iremos nos referir a tal simplexo simplesmente por Et omitindo os homomorfismos õr,. Chamamos õ de
operadorde bordo.

Colho de costume queremos descrever uma categoria baseado em complexos de cadeia, e para isso
precisamos dizer quem são os morfismos de tal categoria. Se (E*,õ*) e (F+, '*) são complexos de cadeia
definimos um mapa de cadeia /. : E, H F* como uma sequência de homomorfismos ./}, : E,, -+ Fn tal que
o diagrama abaixo comuta

E,,

J'..k
E rotineiro checar que complexos de cadeia juntamente com mapas de cadeias formam uma categoria,

conhecida por Comp. O comportamento dessa categoria é em vários aspectos similar ao da categoria de
grupos abelianos, em particular temos que a versão análoga dos teoremas de isomorfismo são verdadeiras
para complexos de cadeia

Um tipo específico de complexos de cadeia são de particular interesse, aqueles em que Ei = 0 para í <
l e E 1 = Z, tais complexos de cadeia são chatlaados complexos de cadeia aumentados, a subcategoria

de Comp que tem tais complexos como objetos e morfismos os mapas de' cadeia .f+ satisfazendo /-l = ídz

será denotado por Comp.,,f Dizemos ainda que E* é um "aumento"de E* se E* é Lma complexo de cadeia
aumentado com E,, :: E,l para /l > O.

Dado um complexo de cadeia E* associamos a ele algumas sequências de grupos abelianos. Z,, (E*) =
ker(õ«) e B« (E*) = ínz (õ«+l ), usualmente abreviaremos por Z« e B«, note que ambos são subgrupos de E« e
que Bn C Zn pois õn o ó,,+l = 0, podemos com isso defhair o quociente Hn = Z,, /B,l, tal grupo é conhecido
como o enésimo grupo de homologia de E+. Dado z c Z,, denotaremos lzl, ou lzlr. caso o contexto não seja
claro, a classe de equivalência de z em Hn.

Noteque a condição do diagrama acima sercomutativo fazcom que, dada um mapa decadeia.f : E+ }
F+ ,a função H«(/) : H«(E) q H«(F) que leva lzlE* em M«(z)Ir* não só esteja bem definida como seja um
homomorfismo, tais funções serão denotados por /lr

Dizemos que uma sequência de funções /n : E« > E,, l é exala se para qualquer n temos íllzg(/i.+l) =

115
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kel'(/n ). Chamamos de sequência exala curta uma sequência exala da forma

O . E ..L F ---l-..,. G 0

Essas definições se aplicam tanto quando estamos falando de grupos como de complexos de cadeia, no
caso de complexos de cadeia vemos a imagem de um mapa de cadeia í como a sequência das imagens de
í,,, i.e. inzg(/) =(fnrg(í«))«CZ, vemos o kemel de um mapa de cadeia de maneira análoga.

Note que no caso de uma sequência exala curta temos em grupos abelianos que a função í é injetora e p
sobrejetora, no caso de complexos de cadeia mais é fácil verificar que cada ín é injetora e cada p« sobrejetora

O seguinte resultado, embora simples, é de importância central na teoria de complexos de cadeia.

Prados\ção A..l . Dado uiini seqtlêitcia exatn c11ttn de complexos de cadeia:

o - r* ---L--r+ ---e--- c*

existe unia seqtlência de }totiiotnolfisitios (d*. ),.CN, cltatttados }lotlloltiolPsltios de conexão, tal qile a seqtiêttcin abaixo é
en] tn

---. n,,( E) {!:(2- n,.(r) -!!:!e- n,.(c) e) Fl::!g) n,. . (r)
Alétti disso se o diagtatlm abítilo é cotttutntioo colei ns colulins exntns

0 -E*

[J':.]l..
-0

c']itão t] diaRi-atola

n,.(E) -!!:gLm,.(r) l!!Íe- u,.(c) n«.:(E) !!=-len,. .(r) -
n«(/[) in«(,fr) in«(/c) in«t(/c) in«i(/r)

lco JbU- n«Iro -y=© "«ico IHo'3:-g-'n,. lao --
talllbétt! é cottliltatiuo

Tratamos no texto de casos particulares de complexos de cadeia E*, em particular estamos interessados
em casos em que todos os grupos Eir são abelianos livre's. Dizemos nesse caso que o complexo de cadeia E*
é livre, lembramos que lula conjunto U,. é dito unia base para lma grupo livre E« se todo elemento de E,. é
da forma E.,CU,,.. li,.ll de maneira única,onde.U,,,0 é um subconjunto finito de Un e fii € Z; no caso em que
U* é uma sequência de conjuntos U.. tal que cada U,. é uma base de E,. dizemos que U+ é uma base de E+.
Nesse caso chamamos os elementos de Un de iz-células. Dado uma base U* de um complexo de cadeia E+ e
um elemento f de E,, dizemos que um elemento il C U,. está envolvido em f se ao escrevemlos f como uma
combinação linear de elementos de U,. com coeficientes inteiros tivermos que zl aparece com coeficiente
não nulo.

Tal nomenclatura coincide com a usada durante boa parte do texto para certos conjuntos definíveis
de uma estrutura O-minimal, esse tipo de problema costuma surgir quando tratamos ao mesmo tempo
assuntos distintos como no nosso caso, o contexto porém sempre deve deixar claro a que estamos nos
referindo.

Definição A.2. Dados complexos de cadeia E* e EI. tal que E: é um subcomplexo de E*(isto é cada EÍ, é um
subgrupo de E« e ÕÍ. e üma restrição de ón) dizemos que EI é adequado se:
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Dadoumelementoz C Z(E*) = Zexistez' C Z(EI) = Z'comz z' C B(E,..) =B

. Se z' c E', é tal que z' = õc com c C E,,+l então existe c' C EÍ,+l tal que z' = õc' = (i'c'; em outras
palavras BÍ, = Bn r') EÍ,

C)s seguintes resultados sobre subcomplexos adequados e células serão usados

Proposição A.3. Seja E* llltl sttbcottiplexo liotc colei base U,., se s c U.. e t çi U,.+l são tais que s esta etiuoioido
elti õ e s irão eituoloido eito õlt pntn qualqtlet' ii c U..+\ difeteiltc dc t, ejttão o stlbcotttplen} E' de E obtido atlaoés da

tetltoçãodes e téltdeqllado,o!{ seja osubcotliplexo qttc teitt cotiiobase UL com UI. = U.. X.s\, UI,+l = U..+-i {t\

e UI = Ui )tos otitios casos e üpelndo} de soldo õ' [i }esttição de õ a tais gtiipos

Proposição A.4. [)ndo Ifnl slíbco//zp/e.xo í7deqlrndo EI de E* o /;napa /l : ni > /ín qiíe /eoa lí'lr' na lí'lr. é n/n

isottloiÍisitio(de g} tipos).

O método de modelos acíclicos consiste em Lmaa ferramenta de caráter algébrico essencial no estudo de
homologia facilitando a demonstração de Íman grande quantidade de resultados. Nosso objetivo agora é
descrever tal método apresentando as princip'ais definições resultados.

[)efinição A.5. Dada uma categoria C e um funtor F : C > Ab, onde Ab é a categoria de grupos abe]ianos,
vamos chamar os objetos de C de modelos. Dado então um conjLmto de modelos À,{ dizemos que o funtor
F é livre com base em A,4 se existe Lml conjunto {Àll C A,4 : iC 1} C M e objetos xi c F(À4Í) tais que para
todo G c C temos F(G) um grupo abeliano livre e o conjunto

{(F(.f))(xl) C F(G) : f C / e / percorre os morfismos de Mf em G}

uma base de F(G). O objeto xf é chamado um ]epresentallte de M

Note que se .f : MÍ H G então F(./) é una morfismo entre os grupos F(Mi) e F(G), assim F(./')(xÍ) C
F(G). A dificuldade em checar quando um conjunto de modelos A4 é uma base para um funtor F não está
em encontrtlr a família {À4. c /U : f C / } e os elementos ri mas sim em descrever todos os elementos da
forma F(/)(xl), pois em geral ./' pode assumir muitos valores.

Dizemos que um complexo de cadeia E,. é acíclico se H«(E) = 0 para todo zi C Z. Por fim um funtor
F : C -+ Comp é dito acíclico sobre um conjunto À,{ de modelos de C se F(À4i) é acíclico para todo À4Í C À4.

Um fLmtor F : C --> Comp associa a cada par de objetos GI, G2 de C e morfismo .f : GI > GZ um

diagrama do tipo:

-- F(Gi)« ----k F(GI),.+l '

lrm« lrw,,*
- F(G2)« (G2),.+1 -

õc.

Note que em particular podemos definir um fLmtor F« : C -+ Ab que leva Gi em F(GI)« e.f em F(./')«.
Na notação õGi,ii nós indicamos o objeto Gf e omitimos o funtor F, nesse caso tal notação é conveniente

pois temos um único funtor e dois objetos. Em alguns casos isso pode variar, e a notação completa deveria
ser algo como õF,G. ,n, porém iremos omitir índices sempre que não houver ambiguidade.

Lembrando que uma transformação natural r entre funtores E, F : C > [) é uma função que associa a
cada objeto c da categoria C um morfismo Tc : E(c) --> F(c) da categoria D de modo que dado um morfismo

qualquer / : co d cl em C o diagrama abaixo comuta:

E(co) !!- F(co)

l:;:,, ;.l:;"E(cl )
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Por fim uma homotopia entre mapas decadeia.f,g : E* -+ F* é uma sequência de morfisnlos(Sn : En >
F.. + l),,CZ tais que

/n gil :: (5r,,,+t OSn +Spl l oÕE,il

6,*- i-- ''

Dizemos que ./' e g são homotópicos e denotamos / =s g ou simplesmente / = g. É rotineiro checar que
dois mapas homotópicos em cadeia induzem a mesma hinção em níx/el de homologia, isto e .f = g implica
H(./')

IJm mapa ./' : E+ + F+ é uma equivalência de cadeias se existe um mapa g : F+ > E+ tal que.fog = ídC

e g o./' = fdr. Como H(/«) . H(g«) = H(/« .g«) = H(fdC,,) = fdn,,(G) ' o mes«lo para H(/«) ' H(g«)

vemos que H(/«) é um isomorfismo para todo n, e portanto /í(.f) é um isomorfismo entre complexos de
cadeia.

Transformações naturais r e õ entre funtores E, F : C H Comp levam objetos c em mapas de cadeia
í(c),õ(c) : E(c) H F(c), esses por sua vez são sequências de homomorfismos r«(c) e õ«(c) dizemos assim
que as transformações r e õ são naturalmente homotópicas em cadeia quando existem tranformações natu
raiss« : E« -+ F«+l de modoque para todocvalev«(c) õ«(c) = õr,«+l os«(c) +s« l(c) oõE,«. É também
rotineiro, embora confuso, verificar que se r e õ são naturalmente homotópicas em cadeia vale a igualdade
H« (r(c)) (õ(c))

Com isso podemos enunciar o teorema de modelos acíclicos

Provas\ção A..6. Dada utlla cntegotin C coito tttodelos J\4 t' .ftllltotps F, E : C } Cotltp tais que Fi - Ei = 0 pala

i< 0, F.. é lii)ie coili tlRsc eili .M pala n > 0 t E é ncíclico stlllit' ,\4

B Dado ultm tt'atlsforltmção natut'nl T' : FO } EO existe llnl tl'ntisfot'ttinção ilÍlturnl T : F > E tnl que TO - 'r'

Ot{ seja dado tlni eletttettto c € C existe illti diaglatiirt coillutatiuo dn segtlitllejorilin:

?E- E2(c) -!111,- EI (c) ?11:b- Eo(c)

. - .{;'L .+:;'L .{:'.'--''.'
de ttlodo qlie 'r é utlin ttatisfotttiação tintlilal.

. Qllaisquet' duas ttattsfot'itiações ttntutnis 't,0 : F -+ E com 10 = 00 são llatuialniellte holtlotópicas etll cadeia

Embora o entmciado acima dependa de muitas definições um tanto complicadas o que ele nos oferece
é simplesmente um modo de. sob certas hipóteses, estender um homomorfismo entre Eo(c) e FO(c) a um
mapa de cadeia entre E* e F+ além de garantir que qualquer outra extensão induz uma função semelhante
em nível de homologia.

O corolário abaixo nada mais é do que uma adaptação do teorema de modelos acíclicos a complexos de
cadeia aumentados.

Corolário A.7 (Corolário do Teorema de Modelos Acíclicos). Dadíz !r/na cafeXoría C co/n lnode/os À4 e./inzfo/es

E, F de C ettt Conlp.ug'

e Se cada F.. é piore colei base em M e E acíclico etn M existe liltia trnnsforniação tmtural T : F -+ E, tal

tlnilsforttmção é única a ttettos de hontotopia.
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Se E.. e F.. são botes cotll base etli M e E, F acíclicos etttão existe 1111m eqtlioalêticia itnttltnt entre tais Jutttoies

aléttt disso qitaiqiter ttalisfotltiação }iatut'nl elttte eles é llítla e(ltlillalêltcin dc.fulltotcs.

Lembrando que uma equivalência entre funtores E,F : C > D é uma transformação natural T : E >F
tal que existe uma transformação Cr : F + E de modo que quando calculamos a composta Cr o T em um
objeto f de C temos que c,(f) o r(f) = ídr(r)

r(1) !(L- r(1) !:U- E(f)

E o análogo para a composta T o o'.

Como estamos tratando sempre de homologia reduzida usaremos esse corolário frequentemente.
Quando desenx/olvemos os métodos relacionados a triangularização e di\risco baricêntrica sobre homo-

logia singular nos deparamos com os chamados mapas de cadeia parciais, tais mapas são análogos a mapas
de cadeia exceto que só estão definidos até um certo índice ii0.

Definição A.8. Dados complexos de cadeia(E*,õ) e(F., a-) dizemos que Íman sequência limitada de mapas
Á : Ei > hparaí C Zeí $ nOéummapanaturaldecadeiaparcialdeordemnOse/i loõ:: cro/f
para todo f $ /io. Dado um mapa de cadeia .f+ denotamos por .f+Sno o map'a parcial de ordena /lo obtido
restringindo a sequência.

As definições usuais sobre mapas de cadeia são traduzidas para esse contexto de forma natural. Por
exemplo dados /n e g,i : En > Fn mapas de cadeia parciais de ordem 110 Lmla uma homotopia parcial
entre tais mapas é uma sequência de homomorfismos /l,, : E,, -} Fn+l para n $ nO tais que .Ó gi =

ai+lsf + sf lõi, lembre que F'+ é Lml complexo de cadeia e pol'tanto ai+l está sempre definido. Muitos dos
resultados sobre mapas de cadeia possuem versões análogas sobre mapas de cadeia restritos, em p'articular
dados dois mapas parciais de ordem lz são parcialmente homotópicos então os morfismos que eles induzem
entre os grupos de homologia de ordem menor ou igual a n são iguais. À demonstr'ação desse é ex'atamente
igual a demonstração do resultado análogo para mapas de cadeia homotópicos, apenas restringindo os
valores de /z.

Nesse contexto existe um teorema análogo ao segundo caso do teorema de modelos acíclicos, vamos
chama-lo de teores-na de modelos acíclicos parcial.

Proposição A.9. Dada ir/na cafeXO/;a C copa/ //iodo/os .A4 e/zlnfoies F, E : C --> Conzp«,,X' F}, /fale coar base e/li .A4

pata ll > a e E é acíclico sobre .M.. Elttão qunisquet' duas ttans#ot'ttinções itat11tais pcttcinis -r, 0 : F } E cotli -ro = QO

são nntu} nlnlente pat'cialntettte liotiiotópicas etlí ctxdeia.

Em demonstrações do segtmdo item do teorema de mode]os acíc]icos, como a encontrada em [Rot88],
a homotopia /r* entre os pintores é criada passo a passo, e para se definir as funções /r,, : E«(c) H F«+l(c)
não são necessárias as funções v,,+l (c) ou 0«+t (c) de modo que uma simples restrição na demonstração do
teorema original nos dá uma demonstração do corolário acima
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