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Resumo

Apresentamos aqui um estudo sobre estruturas O-minimais com um enfoque em propriedades topol6gi-
cas. Comegamos com as definigdes relevantes e os principais exemplos, como corpos reais fechados e suas
extensoes por funcdes analiticas restritas a compactos, ou pela fungao exponencial; discutimos brevemente
como sao os conjuntos definiveis em tais estruturas. Seguimos com os resultados fundamentais da teo-
ria de estruturas O-minimais apresentando o teorema de decomposi¢ao em células além de definigoes e
resultados envolvendo conceitos como dimensao, curvas, conjuntos fechados e limitados e conjuntos defi-
nivelmente conexos. Em seguida apresentamos o teorema de triangularizagao, obtido através do lema de
boas coordenadas e resultados sobre fibras de conjuntos definiveis. Utilizamos o teorema de compacidade
da teoria de modelos para obter o teorema de trivializagao. Por fim usamos o teorema de triangularizacao
para desenvolver a teoria de homologia. Apresentamos dois funtores satisfazendo versées apropriadas
dos axiomas de Eilenberg-Steenrod, o primeiro desses é o funtor de homologia simplicial definido sobre
conjuntos definiveis fechados e limitados enquanto o segundo, o funtor de homologia singular, esta defi-
nido sobre quaisquer conjuntos definiveis. Concluimos o texto utilizando essa teoria para provar versoes

andlogas de teoremas classicos da topologia algébrica, como o teorema do ponto fixo de Brouwer.

Palavras-chave: Estruturas O-minimais, Homologia O-minimal, Teorema de Triangularizacao, Teorema de
Trivializagao, Homologia Singular, Homologia Simplcial, Ponto Fixo de Brouwer, Invariancia de Dominio,

Separagao de Jordan.






Abstract

Here we present a study on O-minimal structures with a focus on topological properties. We begin with the
relevant definitions and key examples, such as real closed fields and their extesions by analytic functions
restricted to compact domains, or by the exponential function; we briefly discuss the sets definable in such
structures. We follow with the fundamental results on the theory of O-minimal structures, presenting the
cell decomposition theorem besides definitions and results involving concepts such as dimension, curves,
closed and bounded sets and definable conected sets. Then we present the theorem of triangulation, ob-
tained by the lema of good coordinates. We use the compactness theorem of model theory to obtain the
trivialization theorem. Finally we use the triangulation theorem for developing the theory of homology.
We present two functors satisfying appropriate versions of the Eilenberg-Steenrod axioms, the first of these
is the simplicial homology functor defined on definable closed and bounded sets while the second, the
singular homology functor, is defined on any definable set. We conclude the text using this theory to prove

analogous versions of classical theorems of algebraic topology, such as the Brouwer fixed point theorem.

Keywords: O-minimal Strucures, O-minimal Homology, Triangulation Theorem, Trivialization Theorem,
O O
Singular Homolgy, Simplicial Homology, Brouwer Fixed Point, Invariance of domain, Jordan’s Separation
i) o
Theorem.
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Capitulo 0

Introducao

O estudo de estruturas O-minimais pode ser dividido em duas partes, por um lado existe a busca por es-
truturas satisfazendo a condigdo de O-minimalidade enquanto por outro existe o interesse em descobrir
novas propriedades de tais estruturas, obviamente resultados em qualquer um dos lados aumenta o inte-
resse sobre o outro. A maior parte dos resultados desse texto trata de propriedades topoldgicas comuns a
uma grande parte de estruturas O-minimais, ou seja, resultados na segunda parte de tal divisao.

Obviamente estudar propriedades de um tipo qualquer de estrutura é tdo relevante quanto sdo rele-
vantes os exemplos de tais estruturas. Tendo isso em vista dedicamos um rapido primeiro capitulo para
a apresentagao de algumas estruturas, sendo essas os principais exemplos da teoria que vamos desenvol-
ver. No segundo capitulo desenvolvemos resultados gerais sobre estruturas O-minimais com um enfoque
em teoremas relacionados a topologia como o teorema de triangularizagao. Por fim no terceiro e tltimo
capitulo apresentamos a teoria de homolgia O-minimal, uma teoria desenvolvida por A. A. Woerheide que
define em uma estrutura O-minimal extendendo um corpo um conceito andlogo aos classsicos funtores de
homologia da topologia algébrica.

A exposigao que faremos no primeiro capitulo é um tanto informal, no sentido que ndo estaremos inte-
ressados em apresentar definigdes e demonstragdes precisas de todos os conceitos e resultados envolvidos.
Ja no segundo e terceiro capitulo, ao estudarmos as propriedes de estruturas O-minimais e a teoria de
hoomologia, seremos bastante rigorosos com todas as definicdes e demonstragoes.

Apresentamos aqui um desenvolvimento completo da teoria de estruturas O-minimais(no sentido que
provaremos todas as afirmagdes relevantes sem nos utilizar de resultados nao demonstrados), partindo das
definigdes e resultados bésicos, e chegando em alguns dos resultados mais recentes da area. Essencialmente
todos os resultados encontrados nesse texto sao conhecidos. Porém, em muitos casos, as demonstragées
apresentadas diferem de maneira essencial das encontradas em textos classicos. Em outros casos temos
demonstracdes baseadas naquelas encontradas em tais textos, porém apresentadas aqui de forma mais
detalhada e completa.

Definicoes e Exemplos

Comegamos o texto apresentando a linguagem necessaria para tratarmos estruturas O-minimais. A discus-
sao apresentada nessa parte do texto ndo tem como objetivo apresentar definigdes e resultados de maneira
precisa e completa, mas apenas esclarecer a notagao e o contexto em que estamos trabalhando.

Definimos primeiramente aquilo que chamamos de estruturas atraves da abordagem usual da teoria de
modelos. Usamos simbolos como R e Q para denotar estruturas com dominios R e Q respectivamente.
Apresentamos também uma rapida discussdo sobre férmulas de primeira ordem e conjuntos definiveis,
sendo que um conjunto definivel em uma estrutura R nada mais é do que o conjuntos dos pontos de R" sa-
tisfazendo uma férmula de primeira ordem ¢(ay, ..., ag, x1, ..., X, ), com a; € R, da linguagem associada a es-
trutura R. Falamos ainda que uma fungao é definivel se seu gréfico é definivel. Os elementos a; € R acima
sdo conhecidos como pardmetros, e conjuntos definiveis dessa maneira sdo as vezes conhecidos como con-

juntos definiveis com pardmetros, enquanto o termo "conjuntos definiveis"ou "conjuntos 0-definiveis"sao
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reservados aqueles que podem ser definidos sem a utilizacao de tais pardmertos. No nosso caso porém nao
faremos nenhuma distincao de nomenclatura desse tipo, diremos apenas que tais conjuntos sao definiveis.

Um fato importante sobre conjuntos e fungdes definiveis de uma estrutura é que esses formam uma
categoria, e 0 nosso interesse estara sempre em estudar os objetos de tal categoria.

Estruturas O-minimais sao uma classe especifica de estruturas ordenadas, e por esse motivo dedicamos
parte do texto a estruturas ordenadas. A relagao de ordem que nos interessa é na verdade bem especifica:
ordens lineares densas sem extremos; denotamos a teoria de primeira ordem associada a tais ordens por
D.L.O.. Um fato importante sobre estruturas do tipo (R, <, ...) onde < é uma ordem linear densa € que o
conjunto de intervalos abertos de tal estrutura forma a base de uma topologia sobre R. Essa topologia é
conhecida como a topologia da ordem e é sobre essa topologia que trabalhamos durante todo o texto.

Exmplos de D.L.O. de particular interesse para nés sao grupos ordenados e corpos ordenados. Um
grupo ordenado nada mais é do que uma estrutura (R, <, +,0, ...) estendendo uma D.L.O., tal que (R, +)
é um grupo, e, dados 0 < x e 0 < y, temos x +y > 0. Um corpo ordenado é uma estrutura do tipo
(R,<,+,.,0,1,...), tal que (R, <,+,0) é um grupo ordenado e dado x > 0 e y; < yz temos x.y; < X.y2.
Exemplos padroes de corpos e grupos ordenados sao R e Q com as operagdes e ordem usual, temos por
outro lado alguns exemplos menos usuais como R(x), o corpo de fungdes racionais com coeficientes reais.

E importante notar que ao acrescentar funcdes e relagdes & uma estrutura nés aumentamos a classe de
conjuntos definiveis, e portanto enriquecemos a categoria sobre a qual estamos lidando. Ao trabalharmos
com um corpo ordenado, por exemplo, temos que diferentes conjuntos como bolas e esferas e até mesmo
a diferencial de uma funcao definivel(para uma nogao apropriada de diferencial) se tornam definiveis.
Nogoes essas que nao podem ser definidas em uma D.L.O qualquer.

Uma estrutura O-minimal nio é nada mais do que uma estrutura R extendendo uma D.L.O., tal que os
conjuntos definiveis de R sao unides finitas de pontos e intervalos.

O O no nome O-minimal se refere a ordem. Note que em uma D.L.O. Q = (Q, <) os conjuntos defi-
niveis de Q sdo precisamente unides finitas de intervalos e pontos. Podemos entender assim que em uma
estrutura O-minimal R os conjuntos definiveis de R sdo precisamente aqueles que podem ser definidos
somente com a relacao de ordem, justificando assim o nome.

Por outro lado em R" para 11 > 1 os conjuntos definiveis podem ser muitos diferentes daqueles defini-
veis em uma D.L.O.. Note que, como mencionamos anteriormente, ao acrescentarmos fungdes e relagoes
em uma estrutura nos aumentamos a classe de conjuntos definiveis. Assim uma extensdo de uma estrutura
O-minimal ndo precisa ser O-minimal, de onde surge o problema em encontrar estruturas O-minimais.

Uma propriedade particularmente interessante da definicao acima é que dado uma estrutura O-minimal
R, todas as estruturas elementarmente equivalentes a R também sao O-minimais. Esse resultado pode ser
usado juntamente de exemplos conhecidos para obter novas estruturas O-minimais, em particular temos
que modelos ndo standard de todos os exemplos que vamos apresentar sao estruturas O-minimais.

Para provarmos que uma dada estrutura é O-minimal precisamos entender como sdo os conjuntos de-
finiveis de tal estrutura. Uma maneira possivel de entender tais conjuntos é simplificando a forma das
formulas da teoria de primeira ordem de tal estrutura. Existem algumas maneiras possiveis de caracterizar
férmulas de primeira ordem, no texto apresentamos caracterizacoes feitas atravez de eliminacao de quanti-
ficadores ou provando que certas teorias sao modelo completas. Conseguimos provar provar por exemplo
que a teoria de D.L.O. admite eliminacdo de quantificadores, o que nos d4 uma caracterizagao bastante
simples de seus conjuntos, levando naturalmente a O-minimalidade de seus modelos.

Ao analizarmos a teoria de grupos ordenados vemos que nem todos os modelos dessa teoria sao es-
truturas O-minimais. Por isso buscamos uma caracterizagao dos modelos que possuem essa propriedade.
Nio ¢é dificil provar que de fato todos os modelos O-minimais da teoria de grupos sao grupos divisiveis.
Por outro lado quando adicionamos a condicdo de divisibilidade a teoria obtemos a eliminagdo de quan-
tificadores e com isso conseguimos caracterizar os conjuntos definiveis de tal teoria e mostrar que seus
modelos sdo de fato estruturas O-minimais, tal teoria é conhecida como OD AG.



0.0 5

No caso de corpos ordenados temos um fenémeno parecido. Conseguimos ver facilmente que nem
todos os corpos ordenados sao estruturas O-minimais{por exemplo Q como corpo nao é uma estrutura
O-minimal). Provamos que um corpo ordenado é uma estrutura O-minimal se e somente se esse for um
corpo real fechado(chamamos tal teoria de RCF). O resultado que nos permite concluir a O-minimalidade
de corpos reais fechados é o conhecido teorema de Seidenberg-Tarski, um teorema que garante a eliminagao
de quantificadores para RCF. Com esse resultado conseguimos caracterizar os conjuntos definiveis em um
corpo real fechado como os conjuntos semialgébricos, uma classe de conjuntos amplamente estudada em
geometria algébrica real. Exemplos de corpos reais fechados sao R e o conjunto de ntiimeros reais algébricos
sobre Q, denotado por Q.

Outros exemplos conhecidos de estruturas O-minimais sdo algumas extensdes de corpos reais fechados.
Um exemplo particularmente interessante é IRM-’, a estrutura dado por (R, <, +,.,¢,0.1) onde ¢ é a funcao
exponencial. A demonstacdo de que essa é uma estrutura O-minimal é bastante complicada e pode ser
vista com consequéncia de um resultado conhecido como teorema de Wilkie. Outra extensao O-minimal
de (R, <,+,.,0,1) é obtida acrescentando a essa estrutura a restri¢io de toda fungao analitica ao intervalo
[0, 1]. Os conjuntos definiveis em tal estruturas sao conhecidos como conjuntos finitamente subanaliticos,
tais conjuntos desempenham um papel importante em uma édrea da geometria conhecida como geometria
analitica.

A grande parte dos resultados que vamos desenvolver no texto se aplicam somente a estruturas O-
minimais estendendo corpos. Por isso esses trés tiltimos exemplos sdo os de maior importancia no nosso

caso.
Propriedades Gerais.

Embora a definicao de uma estrutura O-minimal seja simples as suas propriedades nao sdao nada triviais.
Vamos assim fixar uma estrutura O-minimal 7R e ver algumas de suas propriedades. O primeiro resultado

relevante que provamos sobre tais estruturas é o terema de monotonicidade:

Teorema 0.1. Dada f : (a,b) — R uma fungdo definivel existem pontos a = ap < ay < ... < ap < apyq = b tais
que fli4, 4. ,) ¢ continua e estritamente nondtona ou f é constante.

Esse reultado, embora simples, ilustra bem o bom comportamento das fungoes definiveis. Pois, para
uma estrutura cujo topologia é dada pela ordem, continuidade e monotonicidade sao propriedades fun-
damentais. Além disso segue diretamente dele que muitas fungdes ndao podem ser definiveis, como por
exemplo sen(1/x) parax € (0,1) em R.

O préximo resultado que provamos é, em certo sentido, uma generalizagio do teorema de monotonici-
dade para mais dimensoes. Embora o conceito de monotonicidade nao se aplique a fungdes com dominio
em R" esse resultado nos da uma particao do dominio de uma funcao definivel em conjuntos extremamente
simples, de forma que tal fungao seja continua em todo conjunto de tal particdo.

Células sao conjuntos definiveis de natureza bastante simples definidos indutivamente: uma 0-célula é
um ponto de R, enquanto uma 1-célula é um intervalo aberto. Uma (1,0)-célula é o grafico de uma funcao
definivel com o dominio em uma 1-célula, ou seja um intervalo aberto, enquanto uma (0,0)-célula é o
grafico de uma funcio definivel com dominio uma 0-célula, ou seja um ponto de R. Uma (7,1)-célula é a
regiao entre duas fungdes definfveis com dominio uma (i) —célula, e assim por diante.

O que o teorema de divisdo em células nos diz é essencialmente o seguinte:

Teorema 0.2. Dados conjuntos definiveis Ay, ..., Ay de R" e uma fungio definivel de f : R™ — R™ existe umn
partigdio M de R" em células My, ..., My, tal que cada M; estd, ou contida em Aj, ou é disjunta de tal conjunto, e a
restri¢do de f a qualquer M; é continua.

Dizemos nesse caso que M é compativel com os conjuntos A; e a fungao f.
Como pode-se imaginar esse teorema é a ferramenta fundamental no estudo de conjuntos e fungoes

definiveis em estruturas O-minimais.
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Quando apresentamos o conceito de células vimos que todas elas possuem um indice da forma (i1, -y 0g)
onde todo i; = 0 ou 1, dizemos que a somatoria desses indices € a dimensao da célula. Note por exemplo
que uma célula de dimensao 0 é um ponto enquanto uma célula de R" com dimensao 1 € um conjunto

aberto. Usamos essa nogao para dar a seguinte definicao:

Defini¢do 0.3. A dimensdo de um conjunto definivel X C R" é a dimensao da maior célula contida em X

em uma particdo em células qualquer do R", compativel com X.

A nocio de dimensao acima nao s6 estd bem definida como satisfaz varias das propriedades que gos-
tariamos que tal nocdo satisfizesse. Uma particularmente interessante é que tal nogao € preservada por
bijecoes definivel, ou seja, se existe uma bijecdao definivel entre dois conjuntos A e B, entao tais conjuntos
possuem a mesma dimensao; note que nao fazemos nenhuma hipétese de continuidade aqui.

Outro resultado que veremos é que a dimensao do bordo de um conjunto definivel é estritamente menor
que a dimensao do conjunto. Um resultado curioso pois esse nao é sempre o caso, se tomarmos por exemplo
o bordo do gréfico de nossa fungao sen(1/x) esse ¢ homeomorfo ao intervalo [0, 1], e tais conjuntos devem
ter a mesma dimensdo para um conceito apropriado de dimensao que se aplique a eles.

Alguns conceitos usuais de topologia nao se comportam da maneira esperada, temos por exemplo que
em Q,; o intervalo [0, 1] ndo é nem conexo e nem compacto. Podemos no entanto substituir tais conceitos
por nogdes similares que se comportem da maneira desejada em uma estrutura O-minimal. Podemos
subtituir, por exemplo, compacidade por fechado e limitado. Sabemos pelo teorema de Heine-Borel que
essas sao nocoes equivalente em R mas, como vimos, esse nao precisa ser 0 caso em uma estrutura O-
minimal. A importancia de conjuntos fechados e limitados esta no fato de que muitos resultados andlogos
a teoremas sobre compactos se aplicam a tais conjuntos quando nos restringimos a categoria dos conjuntos

e funcoes definiveis. Temos por exemplo:

Teorema 0.4. Se f : X — R" éwma fungdo continua e definivel e X um conjunto definivel fechado e limitado, entio
f(X) é fechada e limitada.

No caso de conexidade nos concentramos nao na nogao usual, mas sim em uma versao analoga que
chamamos de conexidade definivel. Dizemos que um conjunto A é definivelmente conexo se ele nao pode
ser escrtio como a unido de dois abertos C, D definiveis, tais que ANCND = @. Essa simples modifi-
cacdo ndo s6 torna o intervalo [0, 1] definivelmente conexo como permite que provemos varios resultados
surpreendentes sobre conjuntos definiveis. Temos por exemplo:

Teorema 0.5. Todo conjunto possui um niimero finito de componentes definivelmente conexas, e cada wuma dessas é
definivelmente conexa por cantinho.

As definicdes de componente definivelmente conexas e definivelmente conexo por caminhos podem
ser adivinhadas pelo leitor(elas sao apresentadas de maneira precisa no texto).

Um resultado bastante forte sobre estruturas O-minimais é o teorema de triangularizagdo. Como de
costume definimos uma triangularizagao como um homeomorfismo entre um conjunto X e um complexo
K, exceto que no nosso caso tomamos o complexo K como um subconjunto do dominio R da estrutura
em questdo e pedimos que o homeomorfismo seja definivel. Dizemos ainda que uma triangularizacao é
compativel com um subconjunto definivel Xy C X se X é homeomorfo a um subcomplexo Ky de K via ¢.

O que o teorema nos diz é:

Teorema 0.6. Dado wum conjunto definivel X e subonjuntos definiveis Xo, ..., Xy de X existe uma triangularizagio
(K, ¢) de X compativel com cada unt desses conjuntos.

Tal teorema ndo s6 é extremamente surpreendente como é muito ttil. Atraves dele podem se obter
diferentes resultados sobre conjuntos definiveis; é possivel por exemplo caracterizar quando existe uma

bijecao definivel entre dois conjuntos definiveis quaisquer.
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Uma outra consequéncia que pode ser obtida de tal teorema, juntamente do teorema de compacidade
da teoria de modelos, é o teorema de trivializagao. Uma trivializagao de uma funcdo f : X — A pode
ser visto como um homeomorfismo definivel i : X — A x C, tal que f(x) = m(h(x)). O teorema de
trivializagdo nos diz nao s6 que dada uma funcao definivel f : X — A podemos encontrar uma particao
de X em conjuntos definiveis, tal que a restrigao de f a cada conjunto de tal particao seja trivial, como nos
garante que tal trivializacao pode obdecer certas condi¢des de compatibilidade com subconjuntos de A.

Homologia

O dltimo capitulo do texto se dedica ao desenvolvimento da teoria de homologia para estruturas O-
minimais; para tanto utilizamos os resultados desenvolvidos no segudo capitulo.

Por uma homologia O-minimal queremos dizer uma sequéncia de funtores H, saindo de uma categoria
de conjutos definiveis, ou pares de conjuntos definiveis, e chegando na categoria de grupos abelianos. No
nosso caso iremos tratar diretamente da homologia de pares e usaremos o que é usualmente conhecido
como homologia reduzida. Pedimos ainda que tais funtores satisfagam versdes apropriadas dos axiomas
de Eilenberg-Steenrod:

2

1. Axioma da Dimensao: Se X é um conjunto unitdrio, entao a homologia H, (X) é o grupo trivial para
todo 1.

2. Axioma de Exatidao: Existe uma sequéncia de transformacoes naturais d,, : H, = H,—1 0 G, onde G
é o funtor que leva um par (X, X’) em (X', @), tal que para todo par (X, X') a seguinte sequéncia é

exata:

Hu(') HII( /) dl.'./ pil
= Hy(X!, @) — Hy (X, @) ——>= Hy(X, A) —"Hy, 1 (A, Q) — ...

onde i e j sdo as respectivas inclusoes

3. Axioma de Homotopia: Se f,g: (X, A) — (Y, B) sao mortismos na categoria de pares em questao, e
f é definivelmente homotépica a g, entao H, (f) = H,(g) para todo 1.

4. Axioma de Excisdo: Dado um par (X, X’) e um subcoconjunto U de X, tal que c/(U) C int(X’) todos
na categoria em questao temos que se i é a inclusdao de (X — U, X’ — U) em (X, A), entdao H, (i) é um
isomorfismo para todo 1.

A primeira teoria semelhante a que vamos apresentar foi desenvolvida por Hans Delfs e pode ser encon-
trado em [Del91]. Nesse texto é apresentada uma teoria de homologia para conjuntos e fungdes semialgé-
bricos, porém tal teoria é extremamente complicada. Em sua dissertacao de doutorado [Woe96] Woerheide
apresentou uma teoria de homologia para conjuntos e fungoes definiveis em uma estrutura O-minimal ba-
seada no teorema de triangularizagao, tal teoria é muito mais simles do que a encontrada em [Del91]. Em
[Art08] o autor apresenta resultados que nos permitem concluir que quaisquer duas teorias de homologia
em uma estrutura O-minimal sobre a categoria de conjuntos definiveis e funcdes definiveis continuas(ou
sobre a categoria de conjuntos definiveis fechados e limitados e as mesmas fung¢des) com o mesmo grupo
de coeficientes e satisfazendo os axiomas de Eilenberg-Steenrod sdo isomorfas. Tal resultado implica que
a teoria de homologia que vamos apresentar é isomorfa a teoria apresentada por Hans Delfs quando nos
restringimos a corpos reais fechados.

O primeiro funtor que definimos é o funtor de homologia simplicial, esse porém somente definido sobre
pares de conjuntos fechados e limitados.

A estrategia nesse caso gira em torno do teorema de triangularizacao. Podemos usar a abordagem usual
de topologia algébrica para associar complexos de cadeia a complexos simpliciais, de onde podemos obter
grupos de homologia. Vamos denotar os grupos de homologia de um complexo K obtidos por tal proce-
dimento por H, (K). Com isso podemos usar o teorema de triangularizagdo para tentar definir homologia

sobre conjuntos definiveis. A grande dificuldade nessa abordagem esta em dizer como tal funtor deve se
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comportar com respeito as funcdes definiveis entre tais pares. Para contornar esse problema procedemos
em vdrios passos, comecando com o funtor na categoria dos complexos simpliciais com morfimos os ma-
pas de vertices, em seguida estendemos tal funtor a algumas categorias intermedidrias até chegarmos em
um funtor de homologia cujo dominio é a categoria de pares de conjuntos definiveis, com fungoes conti-
nuas como morfismos. Esse funtor também é denotado por H;, porém qualquer ambiguidade pode ser
esclarecida olhando o argumento de H,;, jd que o primeiro funtor que mencionamos estd definido sobre
complexos simpliciais enquanto esse tltimo estd definido sobre conjuntos definiveis de R". Apesar de

todas essas dificuldades obtemos o seguinte resultado central nessa teoria:

Teorema 0.7. Dado um conjunto definivel X e wma triangularizagio (K, ¢) de X, entdo os grupos de homologia

simplicial H, (X) sio isomorfos aos grupos Hy, (K) do complexo simplicial K, .

Atraves desse resultado conseguimos provar os axiomas de Eilenberg-Steenrod "importando“resultados
andlogos sobre a homologia de complexos simpliciais.

Em seguida apresentamos a teoria de homologia singular. Embora essa seja a teoria de maior interesse
nas aplicacoes, muitos de seus resultados estdo ligados a teoria de homologia simplicial de maneira tao
essencial que ndo existiria nenhum ganho em apresentar tal teoria sem antes desenvolvermos a homologia
simplicial.

As defini¢oes de homologia singular sao feitas de maneira completamente anédloga as definigoes clas-
sicas e tal funtor também é denotado por H,(utilizamos as notagoes Hf,i"g e H,S,imp quando precisamos
diferenciar entre homologia singular e simplicial).

Tomamos S, (X) como o grupo livre gerado por fungdes definiveis continuas de A" em X, onde A" é o
simplexo padrao de dimensao 1. Em seguida usamos fungoes €} levando A" na face oposta ao vértice
i de A" para definir o operador de bordo em 5, (X), obtendo assim um complexo de cadeia, o que gera
naturalmente grupos de homologia.

Para obter os axiomas de Eilenberg-Steenrod procedemos de maneira andloga ao caso classico, porém
tal procedimento falha para o axioma de excisao . A demonstracao usual de tal axioma depende da exis-
téncia do ntiimero de Lebesgue em R e de algumas propriedades decorrentes de esse ser um ntiimero real.
Em uma estrutura O-minimal qualquer nao conseguimos garantir uma propriedade andloga.

De um ponto de vista geométrico o problema constitui em dada uma fungédo f : A" — X e uma cober-
tura de X por abertos X; e X, obter uma paricao de A", tal que a imagem de cada conjunto de tal particao
esteja contido ou em X; ou em X;. Obter uma partigao nessas condigdes nao é um problema; porém tal
particdo ndo pode ser tomada de maneira qualquer, ja que devemos associar a essa um automorfismo
do complexo de cadeia S.(X). No caso classico essa particao é obtida, gracas ao niimero de Lebesgue,
tomando sucessivas divisdes baricéntricas de A". No nosso caso porém precisamos tomar uma triangulari-
zagao de A" compativel com a pré imagem dos conjuntos X; e X; seguida de uma divisao baricéntrica. Tal
procedimento, embora funcione, torna a algébra envolvida um tanto complexa.

Apesar de todas as dificuldades a teoria de homologia obtida tem resultados bastante agradaveis. Por
exemplo ao calcularmos o grupo de homologia de certos conjuntos nos deparamos com resultados andlogos
a resultados cldssicos. Temos que a homologia H;(S") da esfera de dimensao n é isomorfa a Z quando
i = 1 e 0 nos outros casos(lembre que estamos tratando de homologia reduzida). Temos ainda que se X é
isomorfo a [0,1]" para r < n tanto a sua homologia como a de S — X sao triviais. Com isso conseguimos
provar de maneira simples resultados andlogos a teoremas famosos de topologia algébrica como o teorema
de separacgao de Jordan, a invariancia de dominio e o ponto fixo de Brouwer.



Capitulo 1

Exemplos e Defini¢des

O objetivo desse capitulo é apresentar a definigdo e os principais exemplos de estruturas O-minimais. Para
isso vamos apresentar primeiramente definigdes relativas a estruturas e conjuntos definiveis. Em seguida
faremos uma breve discussao sobre ordens lineares densas, apresentando alguns dos principais exemplos
dessa teoria. O nosso interesse em tais estruturas se deve ao fato de estruturas O-minimais serem extensoes
delas.Ppoderemos assim destacar em tais estruturas algumas propriedades, de forma a motivar a definigao
de estruturas O-minimais.

Terminaremos o capitulo com a definicao e alguns dos principais exemplos de estruturas O-minimais.
Apresentaremos alguns exemplos de estruturas ordenadas, isolando dentre essas aquelas satisfazendo a
definicao de O-minimalidade. Os tGltimos exemplos que vamos apresentar, extensdes de corpos reais, sdo os
de maior interesse no nosso caso, ja que vérios dos resultados que desenvolveremos no segundo e terceiro

capitulo se aplicam somente a tais estruturas.
1.1 Estruturas e Conjuntos Definiveis

1.1.1 Estruturas

O conceito de estrutura no contexto de teorias O-minimais estd ligado a ideias oriundas da teoria de mode-
los. Muitos autores porém evitam mencionar linguagens de primeira ordem e a teoria de modelos; para isso
introduzem uma nogado de estrutura sem nehuma referéncia a linguagens de primeira ordem, nao existe
porém nenhum ganho ou perda em tal abordagem(exceto, talvez, de simplicidade). Nesse texto vamos
apresentar ambas as definicdes, chamaremos a primeira de estrutura modelo tedrica e a tltima simples-
mente de estrutura.

Para definirmos o que sdo tais estruturas, independentemente da abordagem, precisamos primeiro di-
zer o que sdo assinaturas. Uma assinatura L nada mais é do que uma tripla ordenada (A, F,C), onde A, F,C
sao conjuntos tais que cada elemento de A é uma dupla (r,11,) e cada elemento de F é uma dupla (f,11f)
onde 1, e 1f sao nameros naturais. Intuitivamente devemos pensar em um elemento (r, 11,) de A como um
simbolo r de uma relagao n,-dria, (f,1¢) um simbolo f de uma fungao 1 ¢-aria e um elemento ¢ € C como
um simbolo para uma constante.

Com isso em mente podemos dar a seguinte defini¢do.

Defini¢ao 1.1. Dado uma assinatura L = (A, F, C) dizemos que uma L-estrutura modelo teérica R é uma
quadrupla (R, AR R, CR) onde R é um conjunto, AR uma fungao que associa para cada (r,1,) € A uma
relagdo n,-dria de R(que denotaremos por 1), FR associa para cada elemento (f,nf) € F uma funcéo

ny-aria de R(denotada por f®) e CR associa para cada elemento ¢ € C um elemento de c® € R.

Embora essa defini¢do seja precisa ela é um pouco inconveniente. Na pratica trataremos usualmente
de estruturas com assinatura finita, e apresentaremos essas simplesmente indicando quem sao as fungdes,
relagdes e constantes relevantes. Ou seja uma estrutura cuja assinatura possui uma relacao binéria e uma

constante serd denotada simplesmente por algo da forma (R, <, rp). Embora tal notagao deixe espago para
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ambiguidades(no caso, por exemplo, de termos mais de uma relagdo com aridade 11¢) o contexto sempre
deixara claro qual simbolo esta sendo interpretado por cada relacao, fungao ou constante.

Exemplos simples de estruturas que vemos cotidianamente em matematica sao grupos, nesse caso te-
mos apenas uma funga binaria e, possivelmente, uma constantes na assinatura; e anéis, aonde temos duas
funcdes binarias e duas constantes na assinatura. Alguns objetos matematicos nao se enquadram direta-
mente nesse tipo de definicao; espacos vetoriais por exemplo possuem dois dominios distintos, o corpo de
base e os elementos do espaco vetorial, e portanto nao possuem uma representacao 6bvia da forma dese-
jada. Em muitos casos tais diferencas podem ser contornadas, porém nao entraremos em maiores detalhes
jd que os exemplos que nos interessam podem ser tratados naturalmente.

Dadas duas assinaturas L, L' com L' C L e uma L-estrutura modelo teérica R = (R, LR) podemos
definir uma L’-estrutura modelo teérica R’ com o mesmo dominio de R que associa a cada simbolo s de
L' o mesmo que é associado por R, i.e. sR" = sR. Nesse caso dizemos que R estende R’, ou que R’ é uma
restricao de R.

Vale notar que definimos apenas o que sdo L-estruturas modelo teéricas, porém, como na maioria dos

casos a assinatura L estard fixada, abreviaremos a nomenclatura por estrutura modelo tedrica.
1.1.2 Férmulas e Conjuntos definiveis

A discussdo abaixo ¢é bastante informal e tem como principal objetivo estabelecer a notacao que serd usada,
caso o leitor ndo tenha familiaridade com tais no¢des é recomendavel consultar um livro introdutério de
l6gica como [Sho67].

Dado uma estrutura modelo tedrica R existe uma classe de subconjuntos de R" que queremos destacar,
a classe dos conjuntos definiveis. Para isso precisamos de outro conceito da teoria de modelos(ou de logica
em geral), o de férmulas de primeira ordem.

A cada assinatura L vamos associar um conjunto £ que chamaremos a linguagem de primeira ordem as-
sociada a L. Os elementos de L sao chamados de L-férmulas(usualmente apenas férmulas, pois L costuma
estar implicito). A associacao de L a L é feita descrevendo indutivamente todos os elementos de £, ndao
daremos aqui tal descrigdo porém ela pode ser encontrada em qualquer livro introdutério de 16gica. Um
exemplo tipico de uma férmula de primeira ordem para uma assinatura contendo um simbolo de funcao
binaria f e uma relagdo undria 6 é

Ix[f(x,y) = x AB(x)).

No exemplo acima dizemos que y é uma variavel livre pois aparece fora do escopo de quantificadores.
Usualmente denotamos por ¢(¥) formulas que possuem como varidveis livres ¥, onde ¥ € uma sequéncia
X1, ..., Xy de variaveis. Uma férmula sem varidveis livres é dita uma sentenca.

Em principio uma L-férmulas ¢(¥) é apenas uma sequéncia de simbolos, porém dada uma L-estrutura
modelo tedrica R e um elemento @ € R" existe uma interpretacao para ¢(a) em R. Temos por exemplo que
a interpretagio da férmula acima em uma estrutura (R, fR,0R) com a no lugar de y é: existe x € R, tal que
fR(.\‘,a) — x e x satisfaz 0.

Usaremos os conectivos logicos A, V, =, <> e = que devem ser interpretados respectivamente como "e",
"ou", "implica", "se e somente se"e "ndo". Usaremos também os quantificadores J e V que devem ser inter-
pretados como "existe"e "para todo". Além disso lembramos que sempre seguido de um quantificador deve
aparecer uma varidvel e que essa por sua vez sera sempre interpretada variando sobre todos os elementos
do dominio, o que significa que nao podemos quantificar objetos como fungdes e subconjuntos.

Os simbolos descritos no paragrafo acima sao chamados de simbolos 16gicos. Os tinicos simbolos ndo
légicos que podem aparecer em uma férmula sao o simbolo de igualdade, parénteses, simbolos para varia-
veis e simbolos da assinatura; uma férmula que ndo possui simbolos 16gicos é chamada atémica.

No caso da interpretagdo de uma férmula ¢(¥) em uma estrutura R com @ no lugar de ¥ ser verdadeira

dizemos que 7 satisfaz ¢ em R e denotamos isso por R |= ¢(a). Além disso dizemos que R verifica ¢ e
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denotamos R |= ¢ se R |= ¢(a) para todoa € R". Em particular dado uma estrutura R e uma sentenca ¢
temos que ou R |= ¢ ou R |= —¢.

Em certas teorias, como grupos e anéis, temos, além de uma assinatura fixada, um conjunto de propri-
edades que as estruturas devem satisfazer(como a existéncia de um elemento neutro ou a associatividade
das operacoes), tais propriedades sao usualmente chamadas de axiomas. No caso dos exemplos menciona-
dos esses axiomas podem ser expressos por sentengas de primeira ordem( por exemplo a associatividade é
expressa por VxVyVz(f(x, f(y,z)) = f(f(x,y),z))), nesse casos dizemos que temos uma teoria de primeira
ordem. Se denotarmos um conjunto de axiomas por A, dizemos que uma estrutura R é um modelo de A
se satisfaz todas as sentencas de A, denotamos R |= A. Usualmente identificamos o conjunto de axiomas
A com o nome da teoria. Dizemos ainda que uma teoria A satisfaz uma sentenga ¢, ou que ¢ é um teorema
de A, se todo modelo de A satisfaz ¢, denotamos isso por A |= ¢.

Com a notagao introduzida acima estamos em condicdes de descrever o que chamamos de conjuntos
definiveis.

Definic¢do 1.2. Um subconjunto A de R", onde R é o dominio de uma L-estrutura modelo tedrica R, é dito

definivel(em R) se existe uma L-férmula ¢(y1, ..., Y, X1, ..., Xy ) € um elemento a € R", tal que
A={xeR": R [ ¢(ax)}

Dizemos que ¢(a, ¥) define A.

O que chamamos de conjuntos definiveis acima sao também chamados de conjuntos definiveis com
parametros, sendo esses 4. Como os parametros utilizados na definicao de cada conjunto nao terdo ne-
nhuma importancia para nés diremos apenas que o conjunto A é definivel, além disso iremos omitir quais
as constantes estao sendo usadas e dizer apenas que ¢(X) define A.

Como mencionamos anteriormente o nosso interesse nesse texto serd estudar o comportamento de tais

conjuntos em certas estrutras. O lema abaixo nos da algumas propriedades gerais de conjuntos definiveis.
Lema 1.3. Sejam A, B C R" definidos por ¢(x), (%), e C C R™ também definivel. Entdo:

1. ANB, AUB e R" — A sdo definiveis

2. 1(A) é definivel, onde 7 denota alguma projego.

3. RF x A é definivel

4. Sejao :n — netome fo: R" — R" que manda (ay, ..., an) em (ag (1), -, Qg(,)), tenos que a imagem de A
por fo é defintvel.

5. A x C é definivel .

Demonstragdo. Vamos demonstrar cada caso separadamente.

No primeiro caso note que ¢ A p, ¢ V i e ~¢p definem respectivamente AN B, AUBe R" — A.

e Sejam iy, ..., iy as coordenadas de A que sao omitidas em 71(A), entdo 77(A) é definido por

3xj, I, ... 3x; [P (F)].

Nesse caso temos que x| = X1 A ... AXg = g AP(Xp1, -y Yypk) define RF x A.

A férmula que define a imagem de A por fy é ¢(xy(1), - Xg(y))- Vale notar que o(k) € apenas um

nimero natural que estd sendo usado como indice das varidveis e que ¢ ndo é um simbolo da férmula.
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e AxC=(AxR")N(R" x C), portanto segue das observacoes acima que é definivel.

O

Dissemos anteriormente que é possivel tratar da teoria de estruturas e conjuntos definiveis sem utilizar

linguagens de primeira ordem. O que vamos apresentar abaixo € uma possivel maneira de se fazer isso.

Definicdo 1.4. Uma estrutura em um conjunto R ndo vazio, é uma sequéncia de conjuntos & = (Sy)meN,

tal que para cada m € IN temos S, C P(R")(onde P denota partes) e valem as seguintes propriedades:

S € fechado por intersecgao, uniao e complementar.

A projecao de um elemento de S,,, ;1 pertence a Sy,.

Se A€ Sy, entaioR x A € Sy,41.
° {(-\'1,‘--,-\'1;1) ER":x1 = -\'m} € S

Note que se considerarmos S, como a familia dos conjuntos definiveis em uma estrutura modelo tedrica
R, o lema 1.3 nos garante que as trés primeiras propriedades acima sao satisfeitas. Além disso o conjunto
em questao no dltimo item é definido pela férmula

X1 =X AX2 =X2AX3 =3 A AXy—1 = X1

Assim a familia dos conjuntos definiveis em uma estrutura modelo teérica(indexada apropriadamente) nos
da uma estrutura do tipo acima.

Nao é dificil verificar que toda estrutura pode ser obtida da maneira que acabamos de descrever a partir
de uma estrutura modelo tedrica. Basta considerar a estrutura que tem como assinatura um simbolo de re-
lagao n-dria para cada elemento de S" e que interpreta tais simbolos justamente como os conjuntos aos quais
eles estdao associados. Por esse motivo abandonaremos nas proximas secoes a diferenga de nomenclatura e
usaremos apenas a expressao estrutura.

Um ponto interessante da defini¢ao acima é que ela nao faz nenhuma referéncia a linguagens artificiais,
e nem mesmo a assinaturas. No entanto essa é uma definicao extremamente artificial quando apresentada
independentemente.

Vimos que dada uma L-estrutura R existe uma classe de subconjuntos de R que chamamos de conjun-
tos definiveis. Queremos agora, como de costume, construir uma categoria baseada nesses conjuntos; para
isso precisamos dizer quem sao os morfismos. E claro que existem muitas funcdes entre tais conjuntos,
estamos interessados porém naquelas que possuam alguma ligacao com a assinatura escolhida, temos a
seguinte definicao.

Definigdo 1.5. Uma funcdo f : R" — R™, onde R é o dominio de uma estrutura R, é dita definivel(em )
se seu grafico T(f) C R"" é definivel.

O lema abaixo nos da algumas propriedades simples porém importantes de fungdes definiveis.
Lema 1.6. Sejam f : R" — R™ e g : R™ — R¥ fungdes definiveis e A € R" unt conjunto definivel, tenios que:

o Ser: A — Rl éuma projecio, entio 1 é definivel.

e A composta g o f é definivel.

e A imagem e o dominio de f sio definiveis.
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Demionstragdo. No primeiro caso note que 7(7) = {(x,y) € R" :x € ANy € m(A)} = Ax w(A), masja
vimos que 71(A) é definivel e que o produto de conjuntos definiveis é definivel, logo 7 é definivel.

No segundo caso note que o gréfico de g o f é dado pelo conjunto
{(a,b) € R"* : existe c € R™, tal que (a,¢) € T(f) e (c,b) € T(g)}

Assim se o grafico de f é definido por ¢ e o grafico de g por ¢, temos que o grafico de g o f é definido
por
P(x,7) = 32 (3,2) A a(2,7)]

onde 3z é uma abreviacao para Jz;...3zy,.
No tltimo item o dominio de f é projecao de 7(f) nas 1 primeiras coordenadas, sua imagem ¢ a projegao
nas 11 tltimas coordenadas, e em ambos o0s casos sabemos que obtemos conjuntos definiveis.
O

Uma consequéncia interessante desse lema é que a familia dos conjuntos definiveis juntamente com as
fungdes definiveis de uma estrutura formam uma categoria.

Estruturas diferentes também podem ser comparadas de diferentes formas, podemos definir por exem-
plo um morfismo entre duas estruturas A e 3 com a mesma assinatura como uma fungao f : A — B, tal

que

e Se ¢ é um simbolo de funcao n-dria da assinatura, entao g(ay, ..., a,) = $B(f(m), ... flay)).
e Se k é um simbolo de constante da assinatura, entao kA = kB
e Se r é um simbolo de relagao n-aria e A |=r(aq, ..., a,), entio B |= r(f (1), ..., f(an))

Quando f é injetora e sua inversa é um morfismo dizemos que f é um isomorfismo.

Essas definicoes coincidem em casos conhecidos, como o de grupos ou anéis, com as defini¢cdes usuais.
Podemos igualmente dar definicdes de monomorfismo e epimorfismos.

Um critério de comparacao entre estruturas mais fraco que isomorfismos é a chamada equivaléncia
elementar. Dizemos que duas estruturas com a mesma assinatura £ sdao elementarmente equivalentes
quando satisfazem as mesmas sentengas de primeira ordem da linguagem associada a L. Apresentaremos
nas proximas segoes exemplos de estruturas elementarmente equivalentes que nao sao isomorfas, porém
nao é dificil verificar que a implicagao inversa é sempre verdadeira.
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1.2 Estruturas Ordenadas

Nesse texto estamos interessados em um certo tipo de estruturas, as estruturas O-minimais. Essas, por sua
vez, sdo um tipo especifico de estruturas ordenadas. Por esse motivo nesse capitulo trataremos rapida-

mente de etruturas ordenados, apresentando exemplos e algumas de suas propriedades.
1.2.1 Ordens Lineares

Comecamos definindo o tipo de ordem que estamos interessados.

Defini¢do 1.7. Uma ordem em um conjunto R é uma relacao bindria < satisfazendo as seguintes proprie-
dades.

e Paratodoa € Rtemosa <a.

e Sea<beb<centaoa < c.

e Paraa,b € Roua<boub<a

Dizemos ainda que uma ordem é linear se satisfaz

e Sea<beb<a,entioa = b.

Definimos a < b como a < b e a # b. Uma ordem satisfazendo a condicao abaixo é dita densa.
e Dadosa,b € Rcoma < bexistec € Rtal quea < c <b.

Por tltimo uma ordem nao possui extremos se satisfaz:

e Paratodoa € Rexistem b,c € Rcomb <a < c.

Uma ordem satisfazendo todas essas propriedades é dita uma ordem linear densa sem extremidades, o

que abreviamo por D.L.O..

Exemplos comuns de D.L.O. sao R e Q com suas ordens usuais.

Uma caracteristica importante de D.L.O. é que todas as condigdes acima podem ser expressas como
sentencas de primeira ordem(a condi¢do de densidade é expressa por VaVbdc(a < b — a < cAc < b)
por exemplo). Assim podemos ver as condigdes acima como axiomas de uma teoria de primeira, com um
tnico simbolo de relacao binadria em sua assinatura, abreviamos essa teoria também por D.L.O..

Um pergunta natural quando temos uma teoria de primeira ordem é "quais sdo as sentencas vali-
das(teoremas formais) dessa teoria?". No caso de D.L.O. temos uma resposta bastante satisfatoria, as sen-
tencas validas sdo exatamente aquelas que sao validas em um modelo qualquer de D.L.O.(como R ou Q,
a prova de tal afirmacao pode ser encontrada em [Mar02]). Teorias com essa propriedades sao chamadas
completas, e em teorias completas temos que todos os modelos sdo elementarmente equivalentes, ja que a
validade das sentencas em um dado modelo depende apenas da sua validade em um modelo fixado.

Embora D.L.O. seja uma teoria completa existem muitas propriedades que podem variar de um modelo
da teoria para outro. Por exemplo em IR sabemos que todo subconjunto limitado possui supremo, enquanto
esse ndo € o caso em Q. Tal fendmeno é possivel pois a existéncia de supremo para todo subconjunto
limitado ndo pode ser expressa na linguagem de primeira ordem; tal afirmagédo envolve uma quantificagao
sobre subconjuntos da estrutrua. E importante ter em mente que, embora muitas das propriedades da
teoria sejam iguais em todos modelos, existem diferencas importantes entre modelos diferentes.

Vamos fixar R como um modelos qualquer de D.L.O.(isto € uma, uma estrutura com uma tinica relacao
binéria, satisfazendo os axiomas de uma D.L.O.). Dizemos que um subconjunto X de R é um intervalo
abertose X = (a,b) = {x € R : a < x < b}, para algum par de elementos a,b € RU {—c0, c0}; intervalos

fechados sdo definidos com as mudangas usuais e sdo denotados por [a,b]. Em certas estruturas, como
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Q, conjuntos como (0, V/2) sdo também chamados de intervalos, porém tais conjuntos nao satisfazem a
condicdo acima(v/2 ¢ Q) e por esse motivo nao consideramos tais conjuntos como intervalos.

Podemos usar intervalos para definir uma topologia conhecida como topologia da ordem:

Definicdo 1.8. Em uma estrutura ordenado R definimos a topologia da ordem como a topologia que tem
como base o conjunto dos intervalos abertos, denotamos tal topologia por 7.

No restante do texto todas as estruturas que vamos levar em consideracao sao ordenadas e sempre
vamos associar a tais estruturas a topologia da ordem, a menos que seja especificado o contrario.

Dizer que 1 é gerada pelos intervalos abertos é o0 mesmo que dizer que os elementos de T sdao unides
quaisquer de intervalos abertos. Para verificar que esse conjunto de fato é uma topologia precisamos apenas
verificar que a intersecgao finita de intervalos abertos é um intervalos aberto, mas isso é imediato. Como
sempre associamos a R" a topologia produto, ou seja a topologia que tem como base as "caixas abertas”, i.e.
I x ... x I, onde [; é um intervalo.

O lema abaixo, embora bastante simples, mostra como podemos usar a linguagem de primeira ordem
para obter resultados em estruturas ordenadas; tal resultado sera usado durante o texto freqtientemente.

Lema 1.9. Se A C R" é definivel, entio cl(A), int(A) e 6(A) = cl(A) — A(respectivanente o fecho topolégico o
interior e a fronteira de A) sdo defintveis.

Denonstragio. Se A e definido por uma férmula ¢, temos que c/(A) é definido pela seguinte férmula:

cpd(,\,(.\‘l,..., Xi) = YY1 e Yirr 210 wos Zn W01, o W [(Y1 € X7 < Z1 A Ay < Xy < 29y)
= (i <wy <z A Ay, < zy < wy AP(wy, ..., wy))]

A férmula acima nos diz que se X pertence a caixa B = (17}, 21) X ... X (y,,2,), entdo existeum @ € BN A,
como todas as caixas sao obtidas dessa maneira variando JJ e Z os elementos que satisfazem tal propriedade

sdo exatamente aqueles que pertencem ao fecho de A. Analogamente a sentenga abaixo nos da o interior
de A.

‘/’inl(/\)(-"l'"-' Xi) = Y1, e Yis 21, 00 Z0V01, o, i [(11 < X1 < ZP A LAYy < Xy < 2y
Ay <y <z A Ay < zy <wy) = (p(wy, ..., wy)))

Obviamente a fronteira 3(A) é definivel por ¢y 4)(¥) A ~¢p(X)
O

Embora a linguagem de primeira ordem ndo nos permita quantificar sobre subconjuntos de R o tru-
que utilizado acima em # e Z funciona como uma quantificacao sobre as caixas de R". Usaremos truques

analogos em outras partes do texto para quantificar, por exemplo, sobre polindmios.
1.2.2 Grupos Ordenados

Muitas das estruturas utilizadas no texto possuem, além da ordem, funcdes e relagdes adicionais. De par-
ticular interesse para nos sdo estruturas estendendo corpos(de maneira compativel com a ordem), porém

antes de introduzirmos essas vamos analisar os chamados grupos ordenados.

Defini¢do 1.10. Um grupo ordenado(abeliano) é uma estrutura R = (R, <, +,0) onde (R, <) éuma D.L.O.,
(R,+,0) um grupo abeliano e além disso a condigdo abaixo, que relaciona a operagdo do grupo com a
ordem, é satisfeita.

Sea < bparaa,b € R,entdaoa +c < b+ c para qualquer c € R.
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Sempre denotaremos a operagdo de grupo por + assim como usaremos ( para o elemento neutro, re-
servando . e 1 para o produto e seu elemento neutro em corpos. A defini¢ao acima poderia ser feita para
grupos nao abelianos com uma pequena modificacdo, porém todos os exemplos relevantes para nos sao
de grupos abelianos e por isso vamos nos ater a esse caso. Exemplos de grupos ordenados familiares sao
Q e R com a operacao de soma e ordem usual. Note que embora a condicao relacionando a ordem com
a soma é satisfeita em Z essa estrutura ndo se enquadra na definicao pois nao estende uma D.L.O.(Z é
discreto); muitas vezes estruturas desse tipo sao consideradas grupos ordenados porém nos nao estamos
interessados em tais casos. Um exemplo conhecido de um grupo que nao pode ser ordenado(em nenhum
sentido possivel da expressao) sao os niimeros complexos.

O lema abaixo relaciona a operacao de grupo com a topologia da ordem.
Proposicao 1.11. A operagio + : R — R é continua ent unt grupo ordenado.
Demonstraciio. Tome (a,b) C R e (c,d) € R? um ponto da pré-imagem(a notagao aqui é ambigua, (a,b) é
um intervalo, enquanto (¢, d) é um par ordenado), vamos encontrar uma vizinhanga de (c, d) cuja imagem

estd contida em (a,b). Temos
a<ct+d<b=a—d<c<b-d

Usando a densidade da ordem existem ¢ e ¢ satisfazendoa —d < ¢y < ¢ < ¢; < b—d. Analogamente

podemos encontrar dJ, dJ, d}, d} com
0 0
n—co<dy<d<d]<b—c

a—c <dy<d<dl <b—c

E tomando do = max{d},d}} e d; = min{d},d}} vemos (co,c1) x (do,d) é 0 intervalo que procurdvamos,
pois se (x,y) € (co,c1) X (do,dq), entdox +y < cy +dy <bex+y>co+dy > a.
O

Quando tratamos de grupos ordenados podemos nos utilizar da operacao de soma para adaptar varias
defini¢des usuais de R. Temos por exemplo:

Definicdo 1.12. Se R é uma estrutura estendendo um grupo, definimos o médulo de um elemento x € R
como:

—x sex <0,
|x| = 0 sex=0,
x sex>0.

Dados ¥ = (x1,..., Xy), 7 = (Y1, -, yn) € R" definimos
d'(x,7) = max{|x; — yi|, - |Xn — yu|}

Para ¥ € R" e r € R definimos ainda B, = {7 € R" : d'(x, ) < r}.

A funcao d’ : R? — R funciona de maneira similar a métrica do supremo em R; a diferenca é que nesse
caso o contradominio é R, nao necessariamente igual a R, e portanto nao é uma métrica no sentido usual
da palavra. Apesar disso podemos verificar que vérias propriedades da métrica usual continuam vélidas,
em particular é facil ver que {B}(x) C R" : r € R,x € R"} é uma base de abertos da topologia produto do
R™.

Nesse contexto podemos dar uma defini¢do de limite andloga a de R. Dada f : R" — R" dizemos que

o limite de f tendendo a a é b e escrevemos liniy_,f(x) = b se é verdade que

Ve > 030 > OV € R"[(y € Bi(a) Ay #a) = d'(f(7).b) < €]
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onde a linguagem formal estd sendo usada apenas como abreviagao. No caso de f ser uma fungao definivel
é imediato que existe uma sentenga formal expressando a condicao acima.

Quando tratarmos de fung¢des cujo contradominiro é R, usaremos a notagao liniy—, f(x) = £co com o
sentido usual.

Quando introduzimos uma topologia sobre as estruturas ordenados, definimos, consequentemente,
uma nocao de continuidade. Por outro lado também é possivel definir continuidade atravez da nogao de
limite(da maneira como é feito em livros de célculo). O lema abaixo mostra que nao existe diferenga entre
tais possiveis defini¢des.

Proposicao 1.13. Uma fungdo f : R" — R™ é continua se e somente se liny_, f(x) = f(a) para todo elemento a
do dominio de f.

Demonstragio. Se f é continua e a pertence ao dominio de f, entdao dado € podemos tomar B.(f(a)) C R™,
esse conjunto é aberto e portanto sua pré-imagem também o é. Agora a € f~'(BL(f(a))), logo existe
uma vizinhanca de a nesse conjunto, e em particular existe um ¢ com Bj(a) C FYBL(f(a))), assim
d'(f(x),f(a)) < e para todo x € Bj(a) e portanto liniy_, = f(a).

Por outro lado se f nao é continua, entao existe um aberto B C R" cuja pré imagem nao é aberta, em
particular existe um ponto a € f~!(B) tal que nenhuma vizinhanga A de a satisfaz f(A) C B. Mas B

é aberto e portanto existe um € com BL(f(a)) C B, por outro lado nenhuma caixa do tipo Bjj(a) satisfaz
f(Bj(a)) C B eem particular f(Bj(a)) ¢ B.(f(a)) o que implica linyqf(x) # f(a). 0O

Vale notar que a demonstracdo acima é exatamente igual a demonstragao feita em R"”, o que nao é

surprendente ja que tanto a topologia como a nogao de limite sao dadas de maneira semelhantes as de IR.
1.2.3 Corpos Ordenados

Assim como fizemos com grupos ordenados, podemos adicionar fungdes e constantes a uma D.L.O. de
forma a obter um corpo, no qual as operagdes de soma e produto respeitam a ordem; tais estruturas sao

chamadas corpos ordenados.

Defini¢ao 1.14. Um corpo ordenado é uma estrutura R = (R, <, +,.,0,1) tal que (R, <, +,0) é um grupo
ordenado, (R, +,.,0,1) é um corpo e a seguinte condigao é verificada
Se0< xea < b,entaoa.x < b.x.

Assim como no caso da operacao de grupo, podemos verificar sem maiores dificuldades que o produto
é continuo em um grupo ordenado.

Nesse caso passamos diretamente de grupos para corpos sem nos preocupar com estruturas interme-
diarias. Poderiamos igualmente definir um anel ordenado exigindo que (R, +,.0,1) fosse apenas um anel.
Tal definigao é de fato usada, porém na préxima segao vamos fazer uma hipétese adicional sobre nossas
estruturas(a de O-minimalidade) e veremos que todo anel ordenado satisfazendo essa definicao deve ser
um corpo.

Novamente temos R e Q como os exemplos naturais de corpos ordenados. Vamos nos ocupar agora
em apresentar alguns novos exemplos, assim como encontrar critérios para decidir quando um corpo pode
ser ordenado, isto é, quando existe uma relagdo de ordem que transforma um dado corpo em um corpo
ordenado. Comegamos com um dos principais exemplos de corpos ordenados.

Denotamos por R[x] o anel de polindmios sobre IR. Temos que tal anel ¢ um dominio de integridade, isto
é o produto de dois elementos é zero se e somente se um dos dois elementos é zero. Nesse caso podemos
tomar o corpo de fragdes de R[x], denotado por R(x), e conhecido como o corpo de fungdes racionais. Os

elementos de tal corpo sdo razdes entre polindmios, e as operagoes sdo definidas da maneira usual:

h 81 _ haitoh hh_hh
fr & f282 L'  he
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Nao é dificil verificar que de fato temos um corpo. Detalhes dessa constru¢ao podem ser encontrados
em livros introdutorios de dlgebra como [Lan05]. O que queremos agora é encontrar uma ordem que
torne R(x) um corpo ordenado; na verdade existem infinitas opcoes para a escolha de tal ordem, vamos

considerar primeiro a mais usual.

Defini¢do 1.15. Sejam p; = ag + a1xX + ... + a,x" e py = by + ... + by, x" polindmios de R[x]|, completando
possivelmente alguns dos a; e b; com zeros caso eles nao tenham o mesmo grau, caso eles sejam diferentes
tome 19 = min{0 < i < n:a; # b;} definimos a relacdo < em R[x] por:

Se p1 # pa, entdo p; < pa seeso se ay, < by,. Se p1 = p; a relagao nao vale.

Para estender essa relacdao a R(x) usamos o seguinte critério

P > 0seesdse pipr >0

P2

&>f—]seeséseﬂ—ﬁ >0
2 f P2 f

Precisamos verificar que essa ordem de fato é adequada para os nossos propositos, isto é que respeita a
adicdo e a multiplicacdo. Antes disso note que um polindmio é maior do que zero se e s6 se o coeficiente
do menor termo nao nulo for maior do que zero.

Proposi¢do 1.16. (R(x),<,+,.,0,1) é um corpo ordenado, onde < é a orden descrita a acima.

Demonstragdo. Vamos checar apenas o caso do produto, a soma nao sendo muito diferente.

Verificamos primeiro que o produto de polindmios positivos é positivo, tome p; = ag +ayx + ... +a,x"
e p2 = bp+ by1x + ...+ byx" dois polindmios positivos, tome a; e bj o menor coeficiente nao nulo de cada
polindmio, esses niimeros devem ser positivos ja que py e pp sdo positivos. Temos entao que o menor termo
naonulode pyp; é n,-bj.\'”/, mas o coeficiente desse termo é o produto de dois ntimeros positivos e portanto
é positivo como precisdvamos.

Suponha agora

sl ﬁ>O

P2 & f2
ouseja f1fo > 0e (p1g2 — g1P2)(p282) > 0, mas

pifi _ &h _ pi&h —&aiph

pfr 8§/ p282f2
E (p1&2f1 — 1p2/1)(p2822) = [(p182 — 81p2) (p282)](f1/2), © produto de polinémios positivos, mas ja
vimos que isso € positivo e portanto temos L—’l—g— — %% > 0 como precisdvamos.

O

Na ordem definida acima temos 0 < x < r para qualquer ntimero real r positivo, elementos com essa
propriedade sao muitas vezes chamados de infinitesimais. Todo corpo com um elemento infinitesimal é
nao arquimediano, pois se € é tal elemento, entdo 1/€ é maior que todo niimero real e, consequentemente,
que todo ntimero natural.

Dado uma ordem definimos x- = {y € R: y < x} ex; = {y € R: x < y}. De acorda com a ordem
utilizada acima temos x_ = (—,0] e x; = (0,). Esses dois conjuntos determinam completamente a
posicdo de x em relagdo a R, ou seja dizem exatamente quais sdo os niimeros menores e maiores que X.
Porém, se quisermos encontrar outras possiveis ordens para R(x) poderiamos tomar para qualquer a € R,
x_ = (—o0,a] exy = (8,00), 0ux_ = (—o0,a) e x4 = [a,00), ou até mesmo x_ = R e xy = @ ou ainda
x_ = @e x; = R. E possivel msotrar que em cada um desses casos existe sempre uma tinica maneira

de estender a ordem para todo R(x), além disso tais ordens sao obviamente diferentes, o que nos d4 uma
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quantidade ndo enumeravel de ordens possiveis para IR(x). Mais detalhes podem ser encontrados em
[Mar9s].

A estrutura descrita acima nao é elementarmente equivalente a IR como corpo ordenado, porém existem
muitas estruturas nao arquimedianas com essa propriedade. Essas sao usualmente chamadas de modelos
nao-standard de IR; adiante veremos um exemplo de tal estrutura.

Voltamos agora para a seguinte questao: "Dado um corpo quando existe uma ordem compativel com
as operagdes de soma e multiplicacao?”. Encontraremos sem grandes dificuldades uma resposta bastante

satisfatéria.
Definicao 1.17. Um cone préprio sobre um corpo R = (R, +,.) é um subconjunto C de R satisfazendo
e Sex,yc C,entiox+ycCexyecC
e Sex € R, entaox? € C
e —1¢C
Um conjunto satisfazendo apenas as duas primeiras propriedades é dito um cone.

Quando (R, +,.) é a restrigio de um corpo ordenado podemos obter um cone préprio chamado cone
positivo de R tomando C(R) = {x € R : x > 0}. Note que nesse caso temos que C(R)U —C(R) = R,
onde —C = {x € R: —x € C}, chamamos um cone com essa propriedade de completo.

Lema 1.18. Se C ¢ um cone préprio completo de R e a relagio < é definida por a < b se e somente se b —a € C,

entdo (R,+,., <) é uni corpo ordenado.

Demonstragio. Sea < bec € Rentdioa —b € C,agoraa —b = (a+c) — (b+c) € R de onde segue que
a+c<b+csec>0,entdoc € Reassim (a— b)c = ac — bc € R de onde ac < be.

Falta verificarmos que < é de fato uma ordem linear densa. Claramentea < a,sea < beb < ¢, entao
a—beCeb—-ceCdeonde(a—b)+(b—c)=a—ce Ceassima <c.

Sea<beb<aea#bentiob—acCea—b=—(b—a)e C,ecomisso—(b—a)? e C, por outro
lado 1/(b—a)? € Clogo —(b—a)?[1/(b—a)?] = —1 € C. Assima < beb < aimplicaa = b.

Por tltimo dados a4,b € R como C é completooua —b € Cou —(a—b) =b—a € Cdeondea < bou
b <a.

O

Com isso vemos que a possibilidade de ordenar R é equivalente a existéncia de um cone préprio com-
pleto; vamos tornar esse resultado ainda mais fino.

Dado um cone C qualquer sabemos que todo elemento do tipo x? pertence a C, além disso C é fechado
por soma e portanto qualquer soma de quadrados deve pertencer a C. Consideremos o conjunto Y R? =

{x% +..x2 1 x; € R}, esse conjunto é fechado por produto, pois:
(a3 + .a?) (V% + ..b3) = afb% + ...+ a2b? = (a1b1)> + ... + (anby)?

além disso obviamente é fechado por soma e contém todos os quadrados, e portanto é um cone. A propria
maneira como obtivemos esse cone mostra que ele esta contido em qualquer outro cone, tendo isso em

mente vamos provar o resultado que querfamos.

Teorema 1.19. U corpo R pode ser ordenado se e somente —1 ¢ Y, R%; ou seja se e somente se —1 ndo pode ser

escrito conto soma de quadrados.

Demonstragio. No caso em que R pode ser ordenado temos —1 ¢ C(R) pois C(R) é um cone préprio
completo e como ¥ R? C C(R) temos —1 ¢ ¥ R?.
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No caso em que —1 ¢ Y R? temos de imediato que Y R? é um cone préprio. Seja P a familia de cones
préprios sobre R, P é nao vazio pois Y R? € Pe Py C P um subconjunto totalmente ordenado pela inclusao,
é facil verificar que a uniao de todos os elementos de Py € um cone préprio, pelo lema de Zorn segue que P
possui um elemento maximal C, vamos verificar que esse cone proprio C é completo.

Dado um elemento a ¢ C tome C[a] = {x —ay : x,y € C}, vamos mostrar que esse conjunto é um cone
préprio, nesse caso temos que C C C[a] e como C é maximal C = Cla] mas —a = 0—1a € Cla] = Ce
portanto C é completo. Verificar que Cla] é fechado por produto e soma é imediato, se —1 € Cla], entdo
—1 =x—aycom x,y € C, y deve ser diferente de 0 pois caso contrario teriamos —1 € C, e assim

ay=x+1=a=x+1/y=a=yx+1)/y

Mas esse tltimo termo pertence a C o que contradiz a ¢ C e portanto —1 ¢ Ca.

Assim vemos que C[a] é um cone préprio e portanto C é um cone préprio completo, mas ja vimos
no lema acima que a todo cone préprio completo maximal estd associada uma ordem compativel com as
operagdes do corpo.

O

Antes de encerrarmos a discussao sobre corpos ordenados vamos apresentar um exemplo de como
podemos usar a linguagem mais rica dessa teoria para definir outros conceitos. Defini¢des dessa forma
aparecerao constantemente durante o texto e nessa secao nos atemos a um exemplo simples de carater
puramente ilustrativo, ja que nao desenvolveremos tais ideias no restante do texto.

Dada uma func¢do f : R — R podemos definir a derivada de f em um ponto a € R como

fla)~ f(x)

! .
a) = limy
f ( ) X—a 41— ¥

E claro da definicdo que nem sempre tal limite existe, e sabemos de casos familiares em R que exigir que a
derivada de uma funcao esteja definida em todos os pontos é de fato uma condigao bastante restritiva.

Existem muitos resultados sobre diferenciabilidade de fungdes nas estruturas que vamos considerar,
porém nenhum deles é de particular interesse para o que vamos desenvolver, e por isso nao vamos tratar
de tal assunto. O tinico propdsito dessa definicao é ilustrar como podemos usar propriedades de corpos
para estender conceitos familiares em R para outras estruturas ordenadas.
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1.3 Estruturas O-minimais

O objetivo dessa secao é apresentar a definicao e alguns dos principais exemplos de estruturas O-minimais.
Na tltima secao nds apresentamos alguns exemplos de estruturas ordenadas, e, como mencionamos, estru-
turas O-minimais sdo um caso particular de tais estruturas. Assim vamos caracterizar dentre as estruturas
que apresentamos anteriormente quais sao O-minimais. Iremos por exemplo argumentar que um grupo
ordenado é uma estrutura O-minimal se e somente se ele é um grupo divisivel. Daremos além disso alguns

exemplos de estruturas O-minimais que estendem corpos ordenados.
1.3.1 O-minimalidade e Ordens Lineares

Na ultima secao vimos alguns exemplos de estruturas densas linearmente ordenadas e usamos tal ordem,
entre outras coisas, para definir uma topologia . Nosso objetivo agora é encontrar estruturas nas quais
propriedades topoldgicas dos conjuntos definiveis sejam bem comportadas, em um certo sentido.

Para isso vamos primeiro analisar os conjuntos definiveis nas estruturas ordenadas mais simples que
estamos considerando, as D.L.O.. A defini¢ao geral de conjunto definivel é muito abrangente e pouco
informativa; para conseguirmos algum progresso vamos precisar de certos critérios sobre as férmulas de
D.L.O. que nos ajudem a tratar desse problema.

Para isso vamos comegar considerando as chamadas formas normais disjuntivas, uma forma normal

disjuntiva é uma férmula de uma linguagem formal da seguinte forma:

P(x) = IN V..V \/ (N (i (%, T4, )
le] il

Onde a ordem dos quantificadores iniciais nao importa(podendo comegar com universais, terminar com
existenciais ou mesmo nem possuir quantificadores) e ; nao possui nenhum simbolo l6gico sem ser a
negacao(é uma formula atdmica ou a negagao de uma). No caso das D.L.O. temos que as tinicas opg¢des de
pi(x,y)sdox <y, ~(x <y), ¥ =ye—(x =y),eas variantes com as duas variaveis iguais. Além disso nao
podem ocorrer mais de duas varidveis em cada ;.

Um resultado conhecido da légica é que toda férmula é equivalente a uma férmula em forma normal

disjuntiva, isto é dado uma férmula ip(¥) existe ¢(X) em forma normal disjuntiva, tal que

[= VE[p(3) & ¢(3)]

Estamos interessados em formas normais disjuntivas pois tal apresentacdo das férmulas torna mais
facil o problema de descrevermos os conjuntos definiveis, porém temos ainda um problema, os quantifi-
cadores. Ao analisarmos o conjunto definido por uma férmula sabemos que disjungdes V correspondem
a unides, conjuncdes A correspondem a intersecgdes e a negacdo — ao complementar, conceitos bastante
faceis de serem analisados. Por outro lado existenciais 3 correspondem a projecoes, e sabemos que descre-
ver projecdes de conjuntos pode ser uma tarefa complicada; isso sem mencionar o caso universal no qual
nem sequer existe um nome padrao para a operagao correspondente. Felizmente algumas teorias, como
as D.L.O. e outras que vamos considerar, ndo precisam tratar desses problemas, pois podemos eliminar os

quantificadores das férmulas.

Defini¢ao 1.20. Dizemos que uma teoria de primeira ordem T possui eliminacao de quantificadores se para

toda formula §(X) da linguagem de T existe uma férmula sem quantificadores ¢(¥) satisfazendo

T = VE[p(%) < (%))

Proposicao 1.21. A teoria das ordens lineares densas sent extrenmos (DLO) possui eliminagio de quantificadores.
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A demostracio desse resultado, embora interessante, sera omitida. Ela pode ser encontrado em livros
de teoria dos modelos como [Mar02].

Por outro lado é imediato que a forma normal disjuntiva de uma sentenga sem quantificadores nao
possui quantificadores.

Com isso temos que toda férmula ¢(¥, 7) de D.L.O. é equivalente a uma férmula da seguinte maneira:

¢(x,7) =\ (\ *ilei Bi)
I1€] i€l
Onde %; é <, £, = ou # e cada a; e f; ¢ uma das varidveis de ¥ ou jj. Assim em uma estrutura R |= DLO.
os conjuntos definiveis sao definidos por férmulas como ¢, com parametros a no lugar de j, ou seja sdo da

forma:

U Mix e R xifa;, i) } (1.1)

Ie] i€l

Onde x é 0 mesmo que acima e « e 5 sao uma variavel de ¥ ou um parametro de 4. Se os dois argumento
em «; sa0 parametros(ou a mesma varidvel x;) temos que a relagao x;aj,a; serd valida ou nao, e portanto
o conjunto em que ela aparece sera vazio ou todo o R”, tais casos nao acrescentam nada a descricao dos
conjuntos e por isso serao ignorados.

Em particular quando 11 = 1 um conjunto do tipo {x € R : x(x,a;)} é:

O intervalo (—oo,a;] se x é <

O intervalo (a;, ) se x é £.

Um ponto se x é =.

A uniao (—oo,a;) U (ag, o) se x € #.

Em todos os casos sao unides finitas de intervalos e pontos; por outro lado os conjuntos definiveis
em uma D.L.O. sdo uniGes finitas de intersec¢oes finitas de conjuntos como os mencionados acima, mas é
imediato que tanto intersecgoes finitas como unides finitas de uma unido finita de intervalos e pontos ainda
é uma unido finita de intervalos e pontos. Concluimos assim que se R é uma D.L.O. os conjuntos definiveis
de R sao unides finitas de intervalos e pontos.

Claramente os conjuntos acima devem ser definiveis em qualquer estrutura estendendo uma D.L.O..
Por outro lado se considerarmos as extensdes mencionadas anteriormente, como corpos ordenados, vemos
que nesses casos muitos dos conjuntos definiveis nao sao da forma 1.1, por exemplo o grafico da multipli-
cacdo em R. Embora esse seja o caso para conjuntos definiveis de R" veremos adiante que os conjuntos
definiveis de R(como corpo) ainda sdo unides finitas de intervalos e pontos; com isso em mente damos a
seguinte definicao:

Defini¢do 1.22. Uma estrutura R é dita O-minimal se ela estende uma ordem linear densa sem extremida-
des e os conjuntos definiveis de R sao unides finitas de intervalos e pontos.

Acabamos de argumentar acima que todo modelo de uma DLO deve ser O-minimal.

No restante dessa se¢do nos ocuparemos de discutir novos exemplos. Mas antes disso vamos provar
algumas propriedades importantes, porém simples, de estruturas O-minimais que serdo constantemente
usadas no restante do texto.

Denotaremos por R uma estrutura O-minimal qualquer. Lembramos que intervalos devem ter sempre

os extremos na estrutura em questao(ndo podemos ter coisas como (0, ﬁ) em Q).

Lema 1.23. Todo conjunto definivel e limitado X de R tem supremo e infimo.
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Denonstragio. Como X é definivel X é uma uniao finita de pontos e intervalos abertos disjuntos, portanto
existe ou um ponto que é maximo em X e nesse caso ele é o supremo ou existe um intervalo cujos pontos
sdo maiores do que quaisquer outros pontos de X(um intervalo a "direita"de todos), tal intervalo é deve ser
da forma (a,b) por hipétese temos assim que b é o supremo de X. O infimo é obtido analogamente.

O

O primeiro resultado de fato interessante que podemos obter sobre estruturas O-minimais é andlogo ao

conhecido teorema do valor intermediario de IR.

Teorema 1.24. Teorema do Valor Intermedidrio
Dada uma fungdo continua definivel f : I — R, e pontosa < b € [taisque f(a) < f(b)edado f(a) < ¢ < f(b)
existe a < xg < bcom f(xg) =c¢

Demonstragdo. Tome o conjunto definivel [y = {x € [ : f(x) < c}, suponha que nenhum ponto desse
conjunto satisfaca f(x) = ¢ mas entdo pela continuidade de f podemos obter um ¢, tal que f(y) < c para
todo x —€ < y < x+ €, ou seja esse conjunto é aberto, por outro lado é imediato que ele é fechado ja que
é pré-imagem por f do conjunto fechado {x € R : x < c}, logo temos que ele é definivel aberto e fechado,
mas [y é definivelmente conexo e portanto Iy = [ o que contradiz ¢ < f(b).

O

Em R esse resultado é valido para toda funcao continua. Porém no caso geral de uma estrutura O-
minimal o comportamento de fungdes nao definiveis pode ser bastante excéntrico, e por isso precisamos
da hipétese adicional no teorema. Por outro lado, veremos ao longo do texto que as fungdes definiveis
possuem um comportamento surpreendentemente simples.

A maneira usual de se trabalhar em estruturas O-minimais ¢ modificando conceitos usuais adicionando
hipéteses de definibilidade. Na proposicao anterior fizemos isso com fungodes, agora vamos fazer com
conjuntos conexos.

Defini¢ao 1.25. Dizemos que um conjunto definivel A C R" é definivelmente conexo se para quaisquer
dois conjuntos definiveis e abertos Xj, X de R" tais que X; N Xy = @e A C X; U X temos que A C Xj ou
A C Xp.

A definigao acima serd usada constantemente durante o texto, pois em muitas estruturas O-minimais
a nogao de conexidade nao se comporta da maneira que gostariamos. Veremos por exemplo vérias es-
truturas nas quais os intervalos nao sao conexos, porém o lema abaixo nos garante que eles sempre sao
definivelmente conexos. Veremos ainda, no préximo capitulo, que em uma estrutura na qual os interva-
los sd@o conexos os conceitos coincidem. Mostraremos também que conjuntos definivelmente conexos se
comportam, em relacdo a funcdes definivelmente continuas, da mesma maneira que conjuntos conexos se
comportam em relagao a fun¢des continuas. Resultados dessa forma serao frequentes durante o texto.

Proposi¢ao 1.26. Em tma estrutura O-minimal tenios que:
e Intervalos sdo definivelmente conexos.
o Se f: X — R"écontinua e definivel e X é definivelmente conexo, entdo f(X) é definivelmente conexo.

Demonstragdo. Para o caso de um intervalo I suponha que X; e X; sao abertos definiveis de R com I C
X1 U Xy, nesse caso eles sdao unides finitas de intervalos abertos disjuntos, seja (a,b) um desses intervalos,
tal que I'N (a,b) # @, temos que nem a e nem b podem pertencer a outros intervalos(pois sao intervalos
abertos disjuntos), logo se existe xg € I com xg < a temos que a € [ mas a ¢ X; U X, o que é um absurdo e
portando todo elemento de I é maior que a, de maneira andloga temos que todo elemento de I é maior que

b, e comisso [ C (a,b) e (a,b) estd contido em Xj ou X5.
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Para o segundo caso note que se tivermos abertos disjuntos definiveis X; e Xo com f(X) C X; U X»,
entio X C f~1(X;) U f~1(X,), mas esses conjuntos sao abertos, pois f é continua, e definiveis, pois f é de-
finivel. Assim um desses conjuntos,digamos f~!(Xj), ndo intersecta X, mas isso implica X; nao intersecta
f(X) como querfamos.

|

Outro fato interessante sobre estruturas O-minimais é que toda estrutura elementarmente equivalente
a uma estrutura O-minimal também é O-minimal(embora a demostracao de tal resultado seja simples nao
vamos apresentd-la no texto, pois precisariamos de alguns resultados que nao iremos desenvolver). Como
consequéncia desse resultado temos que modelos nao-standard de todos os exemplos apresentados nessa
secdo sao estruturas O-minimais.

1.3.2 Grupos Ordenados Divisiveis

Na tltima sessao vimos algumas propriedades de grupos ordenados, agora estamos interessados em sa-
ber quais desses grupos geram estruturas O-minimais. A resposta que vamos encontrar nos diz exata-
mente quem sao esses grupos e, além disso, fornece informagdes sobre o comportamento de estruturas
O-minimais estendendo grupos.

Comecaomos mostrando um resultado simples sobre subgrupos definiveis.

Lema 1.27. Dada R = (R, <, +,0, ...) wma estrutura O-minimal estendendo 1 grupo, tenoque os tinicos subgrii-
pos definiveis(em R) de (R, +,0) sido {0} e R.

Demonstragio. Que esse dois grupos sao definiveis é imediato. Suponha entao Gy um subgrupo definivel
de (R, +), vamos mostrar que Gy é convexo(i.e. dados a,b € Gy, entdo sea < ¢ < b temos ¢ € Gy).
Suponha que nao seja esse 0 caso, e tomea < ¢ < bcoma,b € Gyec ¢ Gy, agoraou0 < ¢ < b ou
a < ¢ < 0,no segundo caso temos 0 < —c < —acom —c € Gy e —a € Gy, podemos assim supor 0 < ¢ < b.
Temos assim que
O<c<b<c+b<2b<c+2b<3b<c+3b..

Note que os elementos da forma ¢ + kb ¢ Gp enquanto kb € Gp, mas Gy é definivel e portanto uma uniao
finita de intervalos e pontos, assim nao podemos ter uma sequéncia alternada de pontos pertencentes a Gg
e seu complementar.

Tomando agora Gy # {0} podemos tomar s = sup(Gp), comissos > 0e (0,5) C Gg, se s = co, entao
Go = R, vamos ver que esse deve ser o caso. Suponha s < co, entdo dado 0 < ¢ < s temos —g < 0 logo
(s—g) <se(s—g) € Gp,poroutrolado g € Gpeassim(s—g)+g+g € Goymas (s —g)+g+g=s5+g>s
o que contradiz s = sup(Go).

O

Na secao anterior dissemos que os grupos que nos interessam sao abelianos, isso ocorre pois mesmo
sem exigir que (R, +,0) seja abeliano o resultado acima é valido; nesse caso dado um elemento g € R temos
que o centralizador de g, C¢ = {x € R : xg = gx}, é um subgrupo de R que contém g e portanto deve ser
R, mas isso implica que ¢ comuta com todos os elementos de R. Como g é arbitrario obtemos que (R, +)
deve ser abeliano. Assim grupos definiveis em uma estrutura O-minimal sao abelianos.

Lembramos que um grupo G é dito divisivel se dado um elemento ¢ € G e um niimero natural 11 existe
Sy € G, tal que nggy, = g, além disso um grupo é dito livre de tor¢ao se dadosk € Ne g € G comk.g =0,
entdao ¢ = 0. Com isso podemos encontrar as condigdes que desejdvamos.

Proposic¢ao 1.28. O grupo (R, +) é divisivel e livre de torgio.

Demonstragio. O fatode (R, +) ser livre de tor¢ao segue de ser um grupo ordenado, pois dado g > 0 temos
que0 < g <2¢ < .. < kg < ..eassimkg # 0 para todo k € N. Se ¢ < 0 basta fazer o mesmo para —g e
como k(—g) # 0 temos kg = —(k(—g)) # 0.
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Para ver que é divisivel tome ¢ € R e n € IN e considere D,, = {1nx € R : x € R}, esse conjunto é um
subgrupo definivel nao trivial de R e portanto deve ser igual a R, mas isso implica ¢ € D;, ou seja existe
gu € R com ng, = g como queriamos.

O

Vamos agora analisar quando um grupo ordenado R = (R, <,+) gera uma estrutura O-minimal. Ja
vimos que para a estrutura ser O-minimal é necessdrio que o grupo seja divisivel abeliano; vamos mostrar
agora que essas sao condigdes suficientes.

Naturalmente podemos axiomatizar a teoria dos grupos abelianos divisiveis primeira ordem com 0s

axiomas de grupos ordenados, mais as sentengas
VxJyny = x|

para todo n € IN(onde nny é uma abreviacdo para y + ... + y com y aparecendo 11 vezes). Chamaremos
essa teoria de grupos abelianos ordenados divisiveis e abreviaremos por ODAG. Exemplos simples de tais
grupos sao Q e IR com a operagao usual de soma.

Assim como no caso de ordens lineares nao é dificil mostrar que essa teoria é completa e possui elimi-
nagao de quantificadores, esses resultados podem também ser encontrados em [Mar02].

Assim como no caso de grupos ordenados a eliminagao de quantificadores nos garante a O-minimalidade
de tais estruturas. Para ver isso note que dada uma férmula ¢(x, ) qualquer, podemos tomar uma fér-
mula equivalente em forma normal disjuntiva sem quantificadores ¢(x, 7). Essa formula pode ser escrita
como:

¢(x,9) = \/ (\\ pi(x, 7) % 0)
Ie] iel
Onde pi(x, ) = nix + myiyy + ... + iy com ng,nj € N, e ; sendo <, £, = ou #. Nesses casos

sabemos que quando 11; # 0 temos

Q |- ViEkpi(x, 7) = 0]

onde J'x é uma abreviagao para existe um tinico x; como ODAG é completa temos que todos seus modelos
satisfazem essa férmula.

Com isso em um modelo qualquer G de ODAG, dados parametros @ o conjunto definido por p;(x,a) ;0
é ou um ponto ou um intervalo. E assim como vimos no caso de DLO o conjunto definido por ¢(x,a) é uma

uniao finita de intervalos e pontos disjuntos como querfamos. Acabamos de verificar a seguinte proposigao:
Proposicao 1.29. Todo modelo de ODAG é O-niinimal.

Além disso é imediato que todo modelo nao trivial R de ODAG deve possuir uma copia de Q. Pois
dado um elemento positivo qualquer 1 € R podemos definir um monomorfismo f de Q em R tomando
f(1) =ae f(p/q) o tnico elemento a de R que satisfaz qf(p/q) = pa. Mais do que isso podemos dar a
R uma estrutura de Q espaco vetorial, definindo a multiplicacao de p/q por r € R como o tinico elemento
rpsq de R que satisfaz qry,,; = pr.

1.3.3 Corpos Reais Fechados

Assim como encontramos condigdes que toda estrutura O-minimal estendendo grupos devem satisfazer,
vamos procurar condi¢des para estruturas estendendo corpos.

Temos como consequéncia do teorema do valor intermediario 1.24 que toda fungao definivel em uma
estrutura O-minimal assumindo valores positivos e negativos deve se anular.Sabemos também que se essa
estrutura estende um corpo polinémios sdo definiveis. Porém se olharmos para Q como um corpo or-

denado temos que x> — 2 nao possui essa propriedade. Isso nos diz que a estrutura gerada por Q como
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um corpo ordenado ndo pode ser O-minimal, e mais do que isso nos diz que toda estrutura O-minimal
estendendo um corpo ordenado deve satisfazer a seguinte propriedade:

Todo polindmio assumindo valores negativos e positivos possui uma raiz. (1.2)

Quando um corpo ordenado satisfaz a propriedade 1.2 dizemos que ele é um corpo real fechado.
Essas observagdes simples nos dao a seguinte condicao necessario sobre estruturas O-minimais esten-
dendo corpos.

Proposigdo 1.30. Se R = (R, <,+,.,...) € uma estrutura O-minimal, tal que (R,+,.) é um corpo, entdo (R, <
,+,.) é um corpo real fechado.

A definicdo acima de corpos reais fechados, embora seja de grande valor pratico, ndao é a tinica encon-

trada. Na verdade temos o seguinte resultado:

Proposicdo 1.31. Dado uni corpo ordenado R = (R, <, +,.) qualquer as seguintes condicoes sio equivalentes:

e R é um corpo real fechado .
o Nenhuma extensio algébrica de (R, +,.) pode ser ordenada.

o R[i] = R[x]/(x*+ 1) é um corpo algebricamente fechado.

2

e Todo polindmiio de grau inpar ou da forma x= — a para a > 0 ent 'R, possui raiz em R.

Embora a demostracdo de tais equivaléncias nao seja dificil ela sera omitida, podendo ser encontrada
em [Mar98]. Muitas vezes a segunda ou terceira condi¢ao acima sao usadas como definicao por nao fazerem
nenhuma referéncia explicita a ordem.

Nenhuma das quatro proposicoes equivalentes acima pode ser diretamente traduzida para primeira
ordem, porém a teoria de corpos reais fechados pode sim ser axiomatizada em primeira ordem. Para isso
usamos os axiomas de corpos ordenados juntamente das seguintes sentengas, para todo 1 € IN:

Gn = VYo, -, YnVz1223x[(yo + 121 + izl <0 < yo+ 1122 + ..ynzy) = (Yo + y1X + .yux" = 0)]

A sentencga acima nos diz que todo polindmio de grau menor ou igual a 7 assumindo valores positivos
e negativos se anula. E imediato que uma estrutura satisfazendo todas essas sentencas deve satisfazer a
condigao 1.2, abreviaremos essa teoria por RCE.

Note que o problema de ndo podermos quantificar sobre polinémios foi contornado, quantificando
sobre os coeficientes de cada termo em uma soma. Um truque anélogo serd usado no préximo capitulo
para quantificar sobre caixas.

Vimos acima que Q ndo é um corpo real fechado, temos também que R(x) ndo é real fechado pois o po-
lindmio y? — x de R(x)[y] assume valores negativos(no 0 por exemplo) valores positivos(em 1) mas ndo se
anula; pois suponha que [p(x)/q(x)]?> = x com p(x) e q(x) primos entre si, isso implica x = [p(x)/q(x)]* =
p(x)2/q(x)? o que implica xq(x)? = p(x)? de onde q(x)? divide p(x)? e assim g(x) deve dividir p(x) mas
como esses sao primos entre si obtemos q(x) = 1, o que implica p(x)2 = x e sabemos que isso ndo ocorre.

Com isso o tinico exemplo de um corpo real fechado que temos por enquanto é R, o resultado abaixo
nos garante a existéncia de outros exemplos. Mas antes disso lembramos que um corpo real fechado R é

dito o fecho real de um corpo ordenado Q se R é uma extensao algébrica de Q cuja ordem estende a de Q.

Proposicdo 1.32. Todo corpo ordenado Q possui um fecho real, além disso se Ry e Ry sdo fechos reais de Q existe
um isonorfisnio de Ry ent Ry fixando os elementos de Q.
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A demonstracao desse fato nao é de muito interesse para o que sera desenvolvido nesse texto e pode
ser encontrada em [Mar98].

Dizemos que um elemento 1 de um corpo R ¢ algébrico sobre um conjunto A C R se r é raiz de um
polindmio com coeficientes em A. Em particular o conjunto dos elementos de IR algébricos sobre Q forma
um corpo(usando a restri¢ao das operagoes de IR); esse é conhecido como o corpo dos ntimeros algébricos
sobre Q e sera denotado por Q. Nao é dificil de verificar que esse é o fecho real de Q. Detalhes sobre Q,
podem ser encontrados em livros de dlgebra como [Lan05].

No caso de R(x) o fecho algébrico nao possui uma descri¢ao tao simples. Uma maneira possivel de ver
esse objeto ¢ como um subconjunto do chamado corpo de séries de Puiseux sobre R; a descricao de tais
objetos pode ser encontrado em [Mar98]. Temos com isso dois novos exemplos de corpos reais fechados.

Podemos nos perguntar também quando um corpo ordenado é uma estrutura O-minimal. Vimos que é
necessario que esse seja um corpo real fechado, vamos novamente usar o método de eliminagao de quanti-
ficadores para mostrar que essa condigao também é suficiente.

Proposicdo 1.33. RCF é uma teoria completa que admite elininagdo de quantificadores.

RCF ¢, historicamente, um dos primeiros exemplos ndo triviais de teorias com eliminagao de quanti-
ficadores. O resultado foi originalmente obtido por Alfred Tarski em um contexto que ficard claro adi-
ante. Quanto a demonstragao desse fato existem diferentes abordagens possiveis, uma delas sendo um
estudo direto da condigdes de sinais sobre conjuntos de polindmios através de um teorema conhecido
como Seidenberg-Tarski; tal demonstracao pode ser encontrada em [vdD98] ou [Mar98]. Uma abordagem
alternativa pode ser encontrada em [Mar02] na qual o autor obtém o resultado estudando imersoes entre
modelos de RCFE.

O fato de RCF ser completa significa que podemos avaliar a validade de suas sentencgas de primeira
ordem RCF olhando apenas para um modelo(normalmente utilizaremos R). Tal demonstragao também
pode ser encontrada em [Mar02].

A préxima definigao sera bastante ttil quando formos descrever os conjuntos definiveis de RCF.

Definicao 1.34. Dado R um corpo real, um conjunto X € R" é dito semialgébrico se

x=Ux-=U N

i€l i€l 0<j<t;
X;={xeR": fi(x) =0Agn(X) >0A..Agy(x) >0}
Yio = {j € R" Zf,'(,\_’) = O}, Y,, = {.\_’ €R: g,l(\_') > 0}

Onde I é um conjunto finito e todos f;, g sao polindmios.

Conjuntos que podem ser obtidos como zeros de polindémios, X = {x € R : p(x) = 0}, sdo chamados
algébricos. Os conjuntos descritos acima sao uma generalizacao desses e por isso recebem o nome de
semialgébricos.

Quando escrevemos X em termos dos Yj; vemos imediatamente que X ¢ definido por uma férmula do
tipo

P(x,7) = \/ A *iji(%7) (1.3)

tal que ao trocarmos j pelas constantes apropriadas 7 temos que *jo(¥,7) € fi(x) = 0 e x;;(%, 7) € g;j(x) > 0.

Segue portanto que conjuntos semialgébricos sdo definiveis. Por outro lado usando eliminagao de quan-
tificadores, a forma normal disjuntiva e trocando relagdes do tipo f(x) < 0 por f(x) =0e —f(x) > 0 (e
o andlogo para os outros casos) vemos que toda férmula de RCF é do tipo 1.3. Ou seja, todo conjunto
definivel de RCF é semialgébrico.
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J& sabemos que a projecao de um conjunto definivel também é definivel, de onde segue que a projecao
de conjuntos semialgébricos também é semialgébrico. A busca por esse resultado foi o que levou Tarski a
encontrar a eliminacdo de quantificadores em RCF. Atualmente é comum a utilizagdo do método de elimi-
nacao de quantificadores como uma técnica para investigar estabilidade sobre projecao em certas classes
de conjuntos.

Com isso em mente, para saber se R gera uma estrutura O-minimal basta sabermos quais sdo os conjun-
tos semialgébricos de R. Quando m = 1 temos imediatamente que os conjuntos Yjy sao colegoes finitas de
pontos pois sao os zeros de f;. Um conjuntos da forma Yj; deve ser uma unido finita de intervalos abertos
disjuntos; pois se by, ..., by sdo todos os zeros de g;;j sabemos que o sinal de gj; € constante nos intervalos
(b1, by41) e portanto, ou esses intervalos sdo disjuntos de Y;j, ou estdo contidos nele. Vemos com isso que
cada Yj; € uma unido finita de pontos e intervalos disjuntos e, como jd observamos anteriormente, isso € o
suficiente para garantir que a estrutura gerada por R é O-minimal.

Para terminar essa secao vamos dar alguns exemplos de fungdes e conjuntos que podem ser definidos
em RCFE. Obviamente polinémios sao definiveis, temos também que as fungdes y = {/x sao definidas pelas
formulas y" = x; para ver que de fato o conjunto definido por essa férmula é um gréfico de fungao lembre
que RCF é completo e

R EVy(y >0— [3x(x >0Ay" =x)])

. Além disso a fungdo y = 1/x é definivel por yx = 1. Ja vimos que a composta de fungdes definiveis é
definivel. Temos portanto que qualquer funcao expressa utilizando apenas fragdes, raizes soma e produto
é definivel em RCF. Analogamente conjuntos definidos a partir de tais fungdes sao definiveis.

1.3.4 Expansdes O-minimais de Corpos Reais

Vimos que estruturas O-minimais estendendo corpos devem ser tais que suas restricoes sao corpos reais
fechados, nosso objetivo agora sera dar uma breve descricao de alguns exemplos bastante conhecidos de
tais estruturas. Podemos usar R para dar novas defini¢des de estruturas adicionando simbolos a nossa

linguagem cuja interpretagao em R sao fungdes conhecidos. Temos por exemplo:
e Reyp = (R, <, 4+, ., ¢) onde e é a fungdo undria que leva x em ev.
e Rpy, = (R, <,Af) onde Ay representa todas as funges analiticas de R" — R para qualquer m € IN.

e Ry = (R, <, +,.,A) onde os elementos de A séo todas as fungdes f de R" — R tais que existe uma
fungdo f € Ay com fjgqm = fllolll"' e f é constantee igual a 0 fora dessa caixa. Podemos pensar em ~
como uma fungao que leva f em f.

e Rexpan = (Ray, €), a estrutura sobre R que possue as mesmas funcoes de R, além da fungao expo-
nencial definida globalmente.

E imediato da definicao que R,, ndo é uma estrutura O-minimal, ja que o conjunto {x € R :sen(x) =
0}, que consiste de uma colecao infinita de pontos isolados, é definivel em tal estrutura. Por isso vamos
nos restringir aos outros casos, que de fato consitem de estruturas O-minimais, como vamos argumentar
brevemente. A demostracdo de tais fatos é bastante complicado e a grande parte das demonstracoes serao
omitidas.

A estrutura Ry, foi o primeiro exemplo conhecido de uma extensdo O-minimal de um corpo, como
apontado por van den Dries em [vdD86]. Por outro lado Reyp € Reypan sdo considerados os exemplos
mais importantes de estruturas O-minimais; a demostracao de tais resultados se deve essencialmente ao
trabalho de Wilkie em [Wil96].

Essas estruturas ndo estdo sendo apresentadas como modelos de nenhuma teoria. Porém dada uma
estrutura qualquer podemos associar a ela a teoria cujos axiomas consistem de todas as sentencas validas

nessa estrutura. Apresentar axiomatizacoes para teorias dadas de tal maneira pode ser complicado; no
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caso de lRm-p tal axiomatizacao é desconhecida, enquanto em IR, uma axiomatizacao pode ser encontrada
em [Dav94]. Essa axiomatizagao difere significativamente das apresentadas anteriormente ja que consiste,
entre outras coisas, de um conjunto infinito de axiomas para cada fung¢ao analitica, enquanto as axioma-
tizacoes apresentadas foram dadas de maneira recursiva. Uma axiomatizacao de Reypqy pode ser obtida
atravez da axiomatizacao de IR, ela também pode ser encontrada em [Dav94].

A teoria associada a uma estrutura é obviamente completa, o que significa que quaisquer modelos de
tais estruturas sao elementarmente equivalentes. Isso nos garante que modelos quaisquer das teorias as-
sociadas a Royp, Ry € Reyp,an devem ser O-minimais (como, por exemplo, modelos nao standard de R
restritos a essas assinaturas). Além disso em [Dav94] os autores mostram, como consequéncia da axiomati-
zagao apresentada, que se A é uma subestrutura de IRy, tal que a restricao de A as fungdes soma e produto
é um corpo real fechado, entdo A é elementarmente equivalente a R,;;, e em particular O-minimal. Assim
a estrutura gerada por Q,; juntamente com a restri¢ao de cada funcao de A ao dominio de Q,; também é
O-minimal.

Vamos tratar os trés casos separadamente, descrevendo os conjuntos definiveis e mostrando(quando
possivel) como tal descricao implica na O-minimalidade de cada estrutura.

Para descrever os conjuntos definiveis em R;, vamos precisar de algumas definicdes de geometria

subanalitica. A descrigao abaixo é bastante breve, detalhes podem ser encontrados em [vdD86] e [Pie00].

Defini¢ao 1.35. Dado um subconjunto A C R" dizemos que:

1. A é semianalitico em um ponto x € R" se existe uma vizinhanca aberta U de x, tal que

UNA= U( ﬂ Yij), comYj; = {x € R" : fi;(x) =0} ou Yj; = {x € R" : fj;(x) > 0}

i<k j<u;

onde f;; € A.

2. A é subanalitico em um ponto x € R" se existe uma vizinhanga aberta U de x e um conjunto semia-

nalitico limitado S € R"*" tal que ANU = 71(S), onde 7 é a projecao de R"*" em RR".
3. A é seminanalitico se é semianalitico em todo ponto de R".

4. A é subanalitico se é subanalitico em todo ponto de R".

5. Seja hh : R" — R" a fungdo que leva (xq, ..., x;) em (x1/,/1+ ,\‘%,.‘.,,\‘,,/ /14 x%). Dizemos que A é
finitamente subanalitico se 1(A) é subanalitico.

Note que a defini¢ao de semianalitico é andloga a definicao de semialgébrico, trocando polindmios por
fungdes analiticas e exigindo que a representacao seja apenas local. No caso semialgébrico a eliminagao de
quantificadores nos garante que a projegao de um conjunto semialgébrico é semialgébrico; como no caso
de fungbes analiticas nao temos esse resultado, introduzimos os conjuntos subanaliticos. Nos itens 3 e 4
pedimos que A seja semianalitico em todo ponto de R e nao apenas nos pontos de A, esse é um detalhe
importante pois pontos em A sdo de particular interesse.

No ultimo item da definigdo note que /1 é um isomorfismo analitico de R" em (—1,1)", portanto se Ii(A)
é subanalitica A = I~'li(A) também deve ser. Porém alguns conjuntos, como o grafico de funcao seno,
podem ser subanaliticos sem serem finitamente subnaliticos(o conjunto {(t/ V1 + £2,sen(t)/ /1 + sen?(t) :
t € R} ndo é subanalitico em (1,0)).

Temos abaixo uma caracterizacdo dos conjuntos definiveis em R,,; apresentaremos apenas parte da
demostracéo.

Proposicao 1.36. Os conjuntos definiveis da estrutura Ry, (em qualquer dimensdo) sio precisamente os conjuntos
finitamente subanaliticos.
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Demonstragio. E facil ver que um conjunto finitamente subanalitico X C R" é definivel em R;,, pois
cl(h(X)) c [0,1]" é compacto, por outro lado todo ponto x € cl(h(X)) possui uma vinhanca de Ay, tal
que 1(X) N A, é a projecao de um conjunto semianalitico, e é imediato que esses conjuntos sdo definiveis

por formulas em forma normal disjuntiva. Temos portanto que

nX)y= | WX)NnAy=Jh(X)NnA;
xecl(h(X)) xel

onde [ C cl(h(X)) é finito(estamos usando aqui a compacidade de c/(/1(X))), vemos assim que /i( X) é uniao
finita de conjuntos definiveis e portanto é definivel, por outro lado /1 é obviamente uma funcao definivel e
assim X = h~1/i(X) deve ser definivel.

A implicacao contréaria é consideravelmente mais dificil de se verificar. Uma maneira possivel de se fa-
zer isso € mostrando que a familia de conjuntos finitamente subanaliticos é uma estrutura(no sentido de 1.4)
contendo os conjuntos definiveis sem quantificadores em IR,;,;, 0 que por sua vez é suficiente para garantir
que contém todos os definiveis. A dificuldade em tal demostracao estd em provar que o complementar
de um conjunto finitamente subanalitico é finitamente subanalitico, esse resultado é uma consequéncia di-
reta de um teorema conhecido como teorema do complementar de Gabrielov, que afirma o mesmo para
conjuntos analiticos.

O

Para vermos que esse resultado de fato implica a O-minimalidade de IR, precisamos de algumas ob-
servacoes sobre conjuntos subanaliticos que podem ser encontradas em [Loj]:

. syt 2 . . syt
e Todo conjunto subanalitico de R ou IR~ é semianalitico.

e Todo conjunto semi-analitico limitado possui um niimero finito de componentes conexas, essas por

sua vez também sendo semi-analitcas.

Com isso temos:
Proposicao 1.37. A estrutura Ry, é O-minimal.

Dentonstragio. Tome A um subconjunto de R definivel em R,;,, sabemos que A é finitamente subanalitico e
portanto 1(A) C [—1,1] é um conjunto sub-analitico. Pelas observagoes acima vemos que /1(A) possui um
namero finito de componentes conexas, por outro lado sabemos que /1 é um isomorfismo e com isso temos
que A possui um nimero finito de componentes conexas, mas os conjuntos conexos de IR sao exatamente
pontos e intervalos de onde segue que A é uma uniao finita de pontos e intervalos como queriamos.

a

Vamos agora nos concentrar em lRl,_\-p. Para descrever os conjuntos definiveis nessa estrutura usamos
um resultado conhecido como teorema de Wilkie; a demostracao desse teorema é bastante complicada e
pode ser encontrada em [Wil96].

Proposigao 1.38 (Teorema de Wilkie). Todo conjunto definivel em Ry é definivel por uma formula do tipo:

Ay, e, Y (X1, oo X, Y1, s Yk, €1, o ¥, 0, LeYE) = 0))]
onde f é um polindmio com coeficientes em R.

Fungoes do tipo f(x1, ..., yx, €', ...,e¥%), onde f é um polinémio, sao conhecidas como polinémios ex-
ponenciais, o conjunto dos zeros de uma funcado dessa forma é dito uma variedade exponencial. O que o
teorema diz é que todo conjunto definivel em R,y é a projecdo de uma variedade exponencial.
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Exinstem diferentes enunciados para o teorema acima; sendo que o apresentado esta em um formato
bastante conveniente para o que desejamos. Uma versao comum do enunciado diz simplesmente que
toda féormula de R.yp € equivalente a uma férmula existencial pura(ou equivalentemente que Reyp € uma
estrutura modelo completa).

Para derivar a O-minimalidade de Reyp a partir da caracterizagdo dos seus conjuntos definiveis preci-

samos do seguinte resultado:
Proposicdo 1.39. Se f é um polindmio exponencial, entdo f~1(0) possui um niimero finito de componentes conexas.

Esse resultado é um caso particular de um teorema que afirma o mesmo para funcoes pffafianas, e pode
ser encontrado em [Kho91](nao é dificil verificar que polindmios exponenciais sao fun¢oes pffafianas). Com
isso podemos provar o seguinte:

Teorema 1.40. A estrutura gerada por Reyp é O-minimal.

Demionstragio. Dado que estamos tratando de uma estrutura sobre R tudo que precisamos provar é que
os conjuntos definiveis em uma variavel possuem finitas componentes conexas. Sabemos que os conjuntos
definiveis sdo projecdes de variedades exponenciais e a proposicao acima nos diz que essas possuem finitas
componentes conexas, como a projecao é uma fungao continua obtemos o resultado.

O

O dltimo exemplo que vamos apresentar € Reyp,q;. Uma descricao dos conjuntos definiveis pode ser
dada atraves do seguinte resultado encontrado em [Dav94].

Proposicao 1.41. A teoria associada a (Ray, e,l0g) possui eliminagdo de quantificadores.

Onde log é a fungao log(x) em x > 0 e constante igual a 0 para x < 0.

E imediato que os conjuntos definiveis em (IR, ¢,l0g) sao os mesmos de R,yp,qan, pois a fungao log(x) é
definivel nessa estrutura; porém a eliminagao de quantificadores em (R, ¢, l0g) nao implica na eliminagao
de quantificadores em Reyp 4, pois nada nos garante que nao introduziremos quantificadores ao traduzir
férmulas de uma linguagem para a outra(é conhecido que R yp,q; ndo possui eliminagao de quantificado-
res).

Com esse resultado em maos sabemos que todo conjunto definivel de IRc,\'p,ml é da forma

U (N (@) =0)

0<i<k 0<j<l;

onde # € = ou < e t;; ¢ um termo da linguagem de (R, ¢, log).

Embora a caracterizagao acima seja consideravelmente simples nao é facil extrair dela a O-minimalidade
de Rexpan. Existem diferentes abordagens para se obter esse resultado, uma em particular pode ser encon-
trada [Dav94] na qual os autores relacionam estruturas O-minimais com corpos de Hardy.
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Capitulo 2
Propriedades Gerais

Fixamos por todo o capitulo uma estrutura O-minimal R; vamos nos dedicar por hora a estudar algumas
das principais propriedades de seus conjuntos e fungdes definiveis.

Comegamos por dois dos principais resultados sobre estruturas O-minimais, o teorema de monotonici-
dade e o de decomposicao em células; nessa primeira segao nao faremos nenhuma hipétese adicional sobre
a estrutura R. Na segunda secdo exploramos os conceitos de dimensao e vemos o papel desempenhado
por conjuntos fechados e limitados, curvas definiveis e conjuntos definivelmente conexos; vamos supor
nessa secao que R estende um grupo. Por fim na tltima segao obtemos o teorema de triangularizagdo e
o teorema de trivializacdo, dois dos resultados mais fortes conhecidos sobre estruturas O-minimais; nessa
secao supomos que R estende um corpo.

Em todo esse capitulo muitas das demonstragdes que vamos realizar sao baseadas em propriedades
das fibras de conjuntos definiveis. Fibras de fato possuem um comportamento simples que nos permitira
proceder indutivamente em intimeras demonstragoes e por isso dedicamos algum esforgo ao estudo de tais

conjuntos.

2.1 Monotonicidade e Decomposicao em Célula

Nessa secao temos como objetivo obter o teorema de decomposicao em células.Ppara isso vamos primeira-
mente demonstrar o teorema de monotonicidade, um resultado que nos permite decompor o dominio de
fungdes definiveis em partes continuas e monétonas.

O teorema de decomposigao em células em certo sentido generaliza o resultado de monotonidade para
mais dimensoes decompondo o dominio de uma fungao em partes continuas. A decomposicao é feita
dividindo o dominio no que chamamos de células e exigindo que f seja continua em cada uma dessas
células, o teorema também diz como decompor conjuntos definiveis em células.

Em toda a secao nao faremos nenhuma exigéncia sobre a estrutura R além dessa ser O-minimal.
2.1.1 Monotonicidade e Finitude

O teorema de Monotonicidade tem como objetivo produzir, para uma fungao definivel com dominio (a, b),
uma partigao desse intervalo em subintervalos (a,a;) (a1, a2) ... (ag, b), de forma que a fungao se comporte
de maneira simples em cada pedaco; i.e. seja continua e monétona.

Esse teorema, embora simples, ja mostra de forma clara o bom comportamento de fun¢des definiveis.
Pois de modo geral ndo é verdade que nem mesmo fung¢oes analiticas apresentam tal comportamento, como
por exemplo a fungdo sin(x) em R .

Fixemos f : (a,b) — R, vamos demonstrar algumas propriedades preliminares que nos levardo ao

teorema.
Lema 2.1. Existe uni subintervalo de (a, b) no qual f é injetora ou constante.

Denmonstragio. Temos dois casos para avaliar. Primeiro suponha que f~!(r) é infinito para algum r € R,

nesse caso sabemos que f~!(r) é definivel e infinito, e portanto contém um intervalo I, temos assim que

33
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fl1 é constante.

No caso em que f~!(r) é finito para todo r € R temos que f((a,b)) é infinito e que para cada x € f((a,b))
temos f~!(x) finito, logo podemos definir g : f((a,b)) — (a,b) com g(x) = min(y € (a,b) : f(y) = x),
assim g é claramente definivel e injetora, e portanto possui imagem infinita contendo um intervalo [, e pela

definicdo de g obtemos que f|; é injetora. O

Vale notar que foi usado na demonstragao o fato de subconjuntos infinitos de R conterem intervalos, o

que é uma propriedade essencial das teorias o-minimais.
Lema 2.2. Se f é injetora entdo f ¢ estritamente nondtona en um subinterovalo de (a, b).

Demonstragio. Seja x € (a,b), usando a injetividade de f podemos particionar o subintervalo (a, x) em dois

conjuntos:
{y e (@x): fly) > f(X)}U{y € (a,x): fly) < f(x)} = (a,%)

Com isso podemos obter ¢; tal que ou para todo y € (cy,x) temos f(y) < f(x) ou para todo y € (cy,x)
temos f(y) > f(x) (Isso é verdade pois os dois conjuntos sao definiveis e portanto podem ser escritos como
unido finita de intervalos disjuntos, basta pegarmos o intervalo "mais a direita").

Procedendo de maneira andloga para (x,b) obtemos ¢ tal que ou para todo y € (x,c2) temos f(y) <
f(x) ou para todo y € (x,c2) temos f(y) > f(x).

Temos assim que todo x € (a,b) satisfaz uma das férmulas:

Pt (x) = Fen,02 € (a,b)[x € (c1,¢2) AVY € (e1, X)(F(y) > f(x) Ay € (x,02) (f(y) > f(x))]

¢4 (x) = Jer, 02 € (a,b)[x € (c1,c2) AVy € (e1,X)(f(y) > f(xX)) AVy € (x,02)(fy) < f(x))]
¢—(x) = ey, 02 € (a,b)[x € (c1,02) AVY € (1, %) (f(y) < f(x)) AVy € (x,2)(f(y) > f(x))]
Pp——(x) = Fcy, 02 € (a,b)[x € (c1,62) AVy € (c1,x)(f(y) < f(x))AVy € (x,2)(f(y) < f(x))]

Logo obtemos uma partigao de (a,b) em 4 conjuntos definiveis e assim pelo menos um deles contém
um intervalo I. Note que ¢4 (x) (respectivamente ¢_ _(x)) diz que x é um minimo(maximo) local. Pode-
se demonstrar que nao existem intervalos onde todos os pontos possuem essa propriedade, e podemos
portanto descartar esses casos(detalhes em [vdD98]).

Suponha entdo que esse intervalo esteja contido no conjunto definido por ¢ (o caso ¢ — ¢ tratado de
maneira anédloga trocando crescente por decrescente).

Tome x,y € [ com x < y, considere s = sup(w € (x,c2) : V(z) € (x,w)(f(x) < f(z))), sabemos que
por ¢4 (x) que algum elemento satisfaz essa propriedade e podemos concluir que s = ¢> pois caso fosse
menor terfamos uma vizinhanca de s onde w < s implicaria f(w) < f(s) (como s < ¢ s satisfaz ¢_) o
que contradiz a definigdo de s. Mas assim temos que x < y < s e portanto f(x) < f(y) e f é estritamente
crescente em I.

O
Lema 2.3. Se f é estritamente mondtona entdo f é continua em un subinteroalo de (a,b).

Demonstragio. Suponha f estritamente crescente(o caso decrescente é tratado analogamente), entao f é
injetora, logo f((a,b)) é infinito e contém um intervalo, sejam r < s pontos desse intervalo e ¢,d suas
respectivas pré imagens. Como f(¢) =r < s = f(d) e f é estritamente crescente temos que ¢ < d.

Agora f((c,d)) = (r,s) pois temos que (r,s) C f((a,b)), eset € (r,s) sabemos que existe e € (a,b) com
f(e) = t. Mas assim temos f(c) < f(e) < f(d) = (c < e < d) e portantoe € (c,d).

Temos entdo que f : (c,d) — (r,s) é uma bijecdo que preserva a ordem e portanto continua.
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Com esses 3 lemas vamos finalmente enunciar e provar o teorema de monotonicidade.

Teorema 2.4. Teorema da Monotonicidade
Seja f : (a,b) — R uma fungao definivel, existent pontos a = ag < ay < ... < ap < agyy = b tais que fl, ,

¢ continua e estritamente mondtona ou f ¢é constante.

Demonstragao. Considere a seguinte férmula
P(x) =Ty, z(y <x <z A [peont(fl(y,2)) V TV ((y < w < z) = f(w) = k)])
Ela define o seguinte conjunto X
X = {x € (a,b) : tal que em uma vizinhanga de x, f é constante ou monétona e continua}

Como X é definivel temos que seu complementar é definivel. Suponha que esse contém um intervalo(ou
seja, que é infinito). Pelos 3 lemas que acabamos de provar, existe um subintervalo contido em X onde f
é estritamente monétona e continua; o que é implicaria que tal intervalo pertence a X, claramente uma
contradi¢ao. Segue que o complementar de X é um conjunto finito de pontos.

Assim X é uma uniao finita de intervalos. Com isso basta provarmos o resultado para cada um desses
intervalos(no fim podemos simplesmente ordenar as sequéncias obtidas em cada intervalo com o comple-
mento de X para obter a sequéncia do enunciado), e podemos simplesmente supor que todos pontos no
dominio de f satisfazem ¢. Esse dominio ainda pode ser particionado em 2 conjuntos definiveis, um onde
f é constante na vizinha de cada ponto e outro onde f é continua e estritamente mondtona na vizinhanga
de cada ponto. Como o dominio de f satisfaz ¢ esses conjuntos sao aberto, e portanto uma uniao finita de
intervalos. Assim novamente basta analisarmos em cada um desses intervalos, e podemos com isso supor
que f é continua e estritamente monétona, ou constante.

No caso em que f é constante na vizinhanga de cada ponto vemos que, dado x € (a,b) e k tal que
flx) =k

sup{y € (x,b) : f(y) =k} = b

Pois, caso s < b, teriamos uma vizinhanca de s em (a,b) onde f seria constante igual a k, o que contra-
diria s ser o supremo do conjunto acima. Podemos fazer o mesmo para concluir que

infly € (a,x): f(y) =k} =a

Com isso vemos que f é constante em (a, b).

No caso de f ser estritamente mondtona e continua na vizinhanga de cada ponto vemos, de maneira
andloga, que f é estritamente crecente em todo intervalo (a, b)(a continuidade no intervalo é ébvia), e com
isso concluimos a prova.

O

Podemos tirar algumas conclusdes desse teorema; por exemplo a existéncia de limites laterais para
fungoes definiveis. Para obtermos

limfypo(x)

com c no fecho do dominio de f basta decompormos o dominio de acordo com o teorema 2.4, tomarmos o
intervalo contendo ¢ ou, caso ¢ ndo esteja em um intervalo, o primeiro intervalo a esquerda de c, e usarmos
a continuidade de f em tal intervalo(note que tal limite pode ser 4-c0).

Outra consequéncia, menos trivial e que precisaremos adiante, é o lema de finitude. Um resultado
que nos dd um limitante para a cardinalidade das fibras de um subconjunto definivel de R?. Antes de

enuncia-lo, porém, precisamos da definicao abaixo, ela sera utilizada frequentemente durante o texto.
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Defini¢ao 2.5. Fibras.
Dado um conjunto definivel A C R"*"" definimos para um dado x € R o conjunto

Ay ={yeR": (xy) € A}

Chamamos Ay a fibra de A em x.

E imediato que fibras sao definiveis.
O proéximo resultado é apenas um dentre muitos que determinam o bom comportamento desses con-

juntos. E gracas a tal comportamento que conseguiremos provar a maior parte de nossos resultados.

Lema 2.6. Lemma de Finitude.
Seja S € RZ umt conjunto definivel tal que para todo x € R temos Sy finito, entdo existe ny € IN que limita a
cardinalidade de Sy para todo x.

Demonstragdo. Para demonstrar esse teorema vamos definir alguns conceitos auxiliares, comegando por
pontos normais.
Um ponto (a,b) € R X Re é dito normal(em relagao a S) se existe uma caixa I x | satisfazendo uma das

condigodes abaixo.
e [X]NS=Q (e ads§)
e (1,b) € Selx ]NS = 1(f) para alguma fungao continua definivel (nesse caso b = f(a)).

Dizemos ainda que (a, c0) é normal se existem intervalosa € I e ] = (k,c0)com [ x JNS = @(chamamos
I x ] de uma vizinhanga de (a, c0)). E para (a, —co) normalidade é definida analogamente com | = (—c0, k).

Além disso temos que os conjuntos abaixo sao claramente definiveis

{(a,b) € R*: (a,b) é normal}
{a € R: (a,—c0) é normal} (2.1)

{a € R: (a,00) énormal}

Podemos ainda definir uma sequéncia fy, ..., fy, ... de fungdes tais que o dominio de cada f; é dado por
{x € R : Sy possui pelo menos i elementos} e f;(x) é o i-ésimo elemento de Sy. Também ¢ imediato que
cada f; é definivel(podendo ter dominio vazio).

Sejaa € Ren € IN maximo tal que f,, é definida e continua em uma vizinhanca de a para todo
m < n(note que tal n é no maximo a cardinalidade de S;). Dizemos que a é apropriado caso a ndo pertenga
ao fecho do dominio de f, 1, e inapropriado caso contréario. O conjunto dos pontos apropriados vai ser
denotado por A e o de pontos inapropriados por I. Um ponto p € R apropriado nos interessa pois satisfaz
as duas propriedades abaixo.

|Ap| é constante em uma vizinhanca de p (2.2)

(a,b) é normal para todo b € Re. (2.3)

Antes de concluirmos a demonstragao precisamos primeiro mostrar que os conjuntos I e A sao defi-
niveis e que [ é finito. A definibilidade dos conjuntos nédo é de forma alguma trivial j4 que usamos um
parametro n € IN que dependia de a para definir os conjuntos.

Vamos provar agora que:

a € I implica que existe b € R, tal que (a,b) ndo é normal. (2.4)
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Juntando 2.1 e 2.4 obtemos claramente que [ e A sao definiveis.

Para verificar 2.4 notemos que se a € [ entdo a € cl(dom(f,1)) ou f,41(a) estd definido ou um dos
limites laterais de f, ;1 em a esta definido (em Rw), € assim podemos tomar (a) como o minimo desses
valores. Vejamos que (a) é o minimo valor de x € Ry tal que (4, x) nao é normal.

Note que no caso de f3(a) ser finito temos que (a, (a)) nao é normal pois f,+1 nao estd definida em
nenhuma vizinhanga de a. No caso B(a) = oo também é imediato que (a,5(a)) nao é normal pois toda
vizinhanga de (a, c0) intersecta 7(f,4+1). Vemos assim que 2.4 é valida.

Vamos provar agora que o conjunto [ é finito. Suponha que nao seja e considere as duas férmulas
¢—(x) =3y(y <pa) A (x,y) €5)

¢+(x) =Fy(y > B(a) A (x,y) € S)

Obviamente todo x € [ satisfaz uma tinica das quatros férmulas

¢ (x) Ay (x)
¢—(x) Ay (x)

¢+ (x) A (x)
P (xX) A =y (x)

E portanto um subconjunto infinito de [ satisfaz pelo menos uma das férmulas. Qualquer um dos casos
leva a uma contradigao; vamos analizar apenas o caso em que ¢ (x) A ~¢p_(x) define um subconjunto
infinito de I, que denotaremos por .

Definimos em [" a fungaof(x) = min(y : y > B(a) A (x,y) = S), note quep + é definivel e B (x) >
B(x) por definicdo, pelo teorema da monotonicidade podemos refinar I’ de modo a ambas funcoes serem
continuas. Podemos separar [" ainda mais, no conjunto {x € I’ : (x,B(x)) € S} e seu complementar. Um
desses conjuntos deve conter um intervalo e trocando [’ por tal intervalo vemos que ou 7(f|;) € S ou
(Bl NS = @.

Sabemos que (a, f(a)) nao é normal para nenhum a € I’, temos os dois casos acima para analisar vamos
apenas discutir quando T(B|;) NS = @, o argumento pode ser adaptado para o outro caso.

B+ > P e ambas sdao continuas, logo conseguimos uma vizinhanca de (a, f(a)) onde essas funcoes nao
se interceptam mas como ¢_ ¢é valida em [’ essa vizinhanca ndo pode intersectar A em nenhum ponto
(x,y), pois esse ponto nao pode satisfazer y = B(x) nem y > B(x) e tdo pouco y < B(x). Mas isso implica
(a, B(a)) normal, o que é um absurdos, concluindo a demonstragao de que I é finito.

Podemos com isso finalmente concluir a demonstracdao do lema.

Seja I = {ay,...,ar}, com a; < aj4q e tome ag = —co, ax,1 = . Em um intervalo (a;,a;,1) temos que
todos os pontos sao apropriados. Tome 1 = |Sy| para algum y em tal intervalo, por 2.2 o conjunto dos
x € (aj,ai41) com |Sy| = n é aberto, mas pelo mesmo argumento vemos que seu complementar também é
aberto, porém ambos conjuntos siao definiveis e sabemos que intervalos sao definivelmente conexos. Segue
que o complementar de {x € (a;,a;41) : |Sx| = n} é vazio, e portanto as fibras tem cardinalidade constante
em cada intervalo. Como temos um niimero finito de intervalos particionando R basta tomarmos o maximo
de tais cardinalidades em todos intervalos e todos pontos a; para obtermos 1y.

O

2.1.2 Células e Suas Propriedades

Vamos agora definir e estudar algumas propriedades das células. Células sao subconjuntos definiveis de
R" de natureza bastante simples, que desempenham um papel andlogo ao dos pontos e intervalos de R,
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decompondo subconjuntos e dominios de funcoes definiveis de maneira bastante conveniente. Porém antes
de nos concentrarmos em tais decomposicdes vamos primeiro estudar propriedades das células.

Para descrevermos as células precisaremos introduzir alguma notacao:

Definicdo 2.7. Seja X C R" definimos C(X) = {f : X — R : f édefinivel} e dados f < g em C(X)
definimos.

e (f,9)x={(xy) eRM:(xe X)A(f(x)<y<gx)}
o (f,eo)x ={(x,y) € R (x € X) A (f(x) <y)}
o (—co f)x = {(y) € ™5 (x € X) Ay < g(1)))

Claramente esses 3 conjuntos sdo definiveis. Quando o contexto permitir escreveremos apenas (f,g) e

nao (f,g)x-
Com isso estamos em condigdes de apresentar a seguinte definigao:

Defini¢do 2.8. Uma célula do R" é definida indutivamente em 1, juntamente com a célula é dada uma
sequéncia de tamanho n formada por 0 e 1 que indica como a célula foi obtida.

1. Uma (0)—célula é um ponto de R, uma (1)—célula é um intervalo.

2. Se X éuma (ay, ..., a,)-célulaem R" e f € C(X) dizemos que T(f) é uma (ay, ..., a,,0)-célula em R" 1.
Se f < g pertencem a C(X) dizemos que (f,g) é uma (ay, ..., a,, 1)-célula

Chamamos (1,1, ..., 1)-células de células abertas(justamente por serem as tnicas células que sao aber-
tas).

Uma conseuquéncia imediata é que a projecao de uma célula ainda é uma célula. Denotaremos a proje-
cao(de R" em R"~!, omitindo a tiltima coordena) por 7. Células sdo definidas indutivamente, e por isso é
comum que suas propriedades sejam obtidas através de indugao, como podemos ver no exemplo abaixo.

Lema 2.9. Toda célula é definivelmente conexa.

Denonstragio. O resultado é imediato para células de R, ou seja, pontos e intervalos. Para uma célula E de
R"*! podemos assumir que é verdade para células de R", e em particular para 7(E). Agora as fibras Ey
com x € 71(E) sdo pontos ou intervalos, vamos assumir que sejam intervalos.

Suponha que E C AU B com A e B abertos definiveis e p € AN E. Temos que {7(p)} x E;(,) C A pois
caso contrdrio A e B formariam uma desconexao da fibra, vemos assim que um ponto p € E pertence a A
se e s6 se {m(p)} X E;(,) C A, e analogamente 0 mesmo vale para B. Podemos assim divider (E), em
dois conjuntos:

{xe n(E): Ex C A} e{x € n(E): Ey C B}

Esses conjuntos sdo abertos, ja que dado (x,a) € AN E existe uma vizinhanca desse ponto em E que estd
contida em A e assim se projeta em uma vizinhanca de x em {x € 7(E) : E; C A}. Como 7(E) é conexo

temos que {x € 7(E) : Ex C B} deve ser vazio, mas isso implica BN E vazio como queriamos. O

Por fim, outra propriedade de células que usaremos com frequéncia, é que toda célula é definivelmente
homeomorfa a uma célula aberta; tal homemorfismo é uma simples projecao em certas coordenadas.

Mais especificamente seja E uma [-célula onde | = (a3, ..., a,) é uma sequéncia de 0 e 1,tome /| = Za;.
Defina p; : R" — Rl a fungdo que leva (xy, ..., x,;) em (Xg(1) - Xg(1)), onde 0 (i) & 0 i-ésimo indice de | com
valor 1. Nao é dificil verificar por indugdo em 1 que p; é um homeomorfimo de E em uma célula aberta.

Tendo esses resultados em maos estamos prontos para provar o teorema de decomposicao em células.
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2.1.3 O Teorema de Decomposicao em Células

Dado um subconjunto de R", ou uma fungao definivel com dominio em R", o teorema de decomposicao
tem como objetivo particionar o R" em células, respeitando o conjunto em questao, ou decompondo o
dominio de tal funcao de modo que ela se torne continua em cada célula.

Existe claramente uma semelhanca entre esse resultado e o teorema de monotonicidade 2.4, mas é claro
que a condigdo de monotonicidade nao faz sentido em R" e tudo que pedimos ¢é a continuidade.

O resultado dessa secao pode ser melhorado pedindo-se propriedades adicionais de tal decomposigao.
Um resultado notavel é que se a estrutura R estende um corpo podemos definir diferenciabilidade de
fungdes; nesse caso o resultado dessa secao pode ser refinado para garantir que as células sejam suaves e
que a restricdo da funcao em questdo a cada célula se torne diferencidvel. Nao vamos tratar aqui de tais
assuntos; detalhes podem ser encontrados no sétimo capitulo de [vdD98].

Antes de enunciar o teorema vamos definir qual o tipo de particdo do R" nos interessa, chamaremos tal
particao de uma decomposicao.

Definigao 2.10. Uma decomposicdo do R" é definida indutivamente em 1 da seguinte forma:

e Uma decomposigao de R é uma partigdo de R em um ntimero finito de pontos e intervalos abertos
disjuntos.

-

e Uma decomposicao do R" é uma parti¢dao do R" em um conjunto finito de células Q disjuntas de
modo que a projecao de Q, i.e. m(Q) = {7t(A) : A € Q}, é uma decomposicao do [ =1

Dizemos que uma decomposicao de R" particiona, ou é compativel, com um conjunto definivel S do R”"
se cada célula da decomposicao ou ¢é disjunta de S ou esta contida em S.

Note que dada uma decomposicio Q do R" podemos facilmente obter uma decomposigao do R"*!
da seguinte maneira. Para cada célula A ¢ escolhemos uma sequéncia finita de funcoes definiveis
g q ¢

(fi, f2, - fr) com dominio em A e f; < fiyq. Definimos o conjunto

Tpa = {(=c0, f1), (fi. f2)s s (fi—1s fi), (frr00), T(f1), s T(fi) }

E temos que T = Uaep Ta € uma decomposigao de R"™1. Na verdade é facil de se mostrar por inducao
que todas as decomposigdes sdo obtidas de tal maneira.

Teorema 2.11. Teorema da Deconposicio et Células

1. Dado subconjuntos definiveis Sy, ..., S de R" existe uma decomposicio de R" compativel com cada S;.

2. Dada uma fungcdo definivel f : S — R, S C R" existe uma decomposi¢io Q do R" compativel com S tal que a

restrigio de f a cada célula de Q contida em S é continua. Dizemos que tal decomposicio é compativel com f.

A prova de tal resultado é feita por indugao em 1 nas duas hipéteses simultaneamente, na verdade
a indugao ¢ feita simultaneamente sobre uma terceira hipdtese que enunciaremos separadamente. Esse
resultado é uma generalizagao do lema de finitude 2.6.

Lema 2.12. Lema da finitude uniforme
Suponha que Y C R"*! é um conjunto definivel tal que para todo y € 7(Y) a fibra Yy é finita, entdo existe um
ng € IN limitando a cardinalidade de todas as fibras de Y. Dizemos que ng linita uniformemente Y sobre R".

A estratégia da demonstragdo consiste em levantar decomposicdes do R" para o R"*! obtendo as com-
patibilidades desejadas, o resultado acima ird nos garantir que em cada caso teremos que exigir compati-
bilidade apenas com um nitimero finito de funcdes e subconjuntos do R", e com isso poderemos usar as
hipéteses de indugao.
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Denonstragio. Comecamos a prova observando que para 11 = 1 a primeira parte do teorema de decompo-
sicao em células segue da definicao de O-minimalidade, a segunda parte segue do teorema de monotonici-
dade e a finitude uniforme do lema de finitude.

Vamos entao assumir que os 3 resultados sao validos até 1 € IN e vamos mostrar que sao validos para

i1 + 1, comegando pela finitude uniforme, cuja demonstragao é bastante parecida a do lema de finitude.

e Finitude Uniforme.

Seja B C R" uma caixa, dizemos que B é Y-apropriada se para todo ponto (x,r) de Y com x € B
existe um intervalo [ contendo r tal que (B x I) NY = 7(f) para alguma fungao f : B — R definivel

e continua. Um ponto do R" é Y-apropriado se pertence a uma caixa Y-apropriada.

A demontragao segue das 2 observacgoes abaixo:

1. Dado um conjunto A C R" definivelmente conexo, onde todos os pontos sdo Y-apropriados

existem fungdes fy, ..., f; tais que
(AxR)NY ={Jt(fi)
2. Toda célula aberta possui um ponto Y-apropriado.

Para ver isso tome uma decomposicao do R" compativel com o conjunto dos pontos Y-apropriados(esse
conjunto é obviamente definivel). Basta mostrar que toda célula em tal decomposicao possui um limi-
tante uniforme. Tome uma célula D aberta de tal decomposicao, entdo a segunda observacao acima
implica que ela contém um ponto Y-apropriado e pela compatibilidade segue que todos pontos se-
rao Y-apropriados, além do mais sabemos que células sao definivelmente conexas, e portanto pela

primeira observacao obtemos um limitante uniforme para a cardinalidade das fibras em D.

Resta verificar que também existem limitantes para as células nao abertas. Seja entao D uma [-célula,
considere a projecao p; : R" — RIl que restrita a célula nos da um homeomorfismo(descrito no fim
da ultima sub-secdao) com uma célula aberta, e tome o sub-conjunto definivel de RIN+1

Y = U pi(a) x Y (2.5)
neD

Agora Y, = Y}’,' (@)
limitante uniforme de Y’ em {p;(a) : a € D}. Como um limitante de p;(x) em Y’ também é limitante

e portanto Y’ possui fibras finitas, mas assim pela hip6tese de indugao temos um

de x em Y obtemos um limitante uniforme em Y para toda a célula D, o que nos dé o lema da finitude

uniforme.
Falta entdo provar 1 e 2 acima.

Antes de provarmos a primeira observaciao vamos verificar uma propriedade que chamaremos de
fato 1.

Fato 1: Se uma caixa B é Y-apropriada entdo existem fungdes continuas definiveis f1, ..., f; tais que

(BxR)NY =J(f)

Para isso tome xo € B, seja Yy, = {rq, .., rj} comr; < ri1. Como B é Y-apropriada podemos encontrar
intervalos Iy, ..., Ij e fungdes continuas definiveis fi, ..., fi de Bem R com (B x ;) NY = 7(f;). Vamos

primeiro verificar que f; < fiy.
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Suponha que fi;1(p) = fi(p), isso implica fi1(p) € I;, e pela continuidade de f;,; existe uma
vizinhanga U de p com fj1(U) C I;. Logo

T(firrlu) € (U X L)NY = 7(filu)

O que é suficiente para concluirmos que as funcdes sao iguais em U e com isso {p € B : fi1(p) =
fi(p)} é aberto. Pela continuidade das f; temos que {p € B: fi,1(p) < fi(p)}e{p € B: firi(p) >
f,-(p)} também sao abertos, e isso nos da uma particao definivel de B em abertos, assim somente um

desses conjuntos pode ser ndo vazio e como f;(xp) < fir1(xp) por definicao das f;, temos que

{peB:filp) < fin(p)} =B

Ouseja f; < fiy1.

Vejamos que de fato (B x R)NY = |J 7(f;), basta provarmos
(BxR)NY C | Jt(fi)

Pois a outra inclusao é imediata.

Tome (s,y) em (B x R)NY, como B é Y-apropriado podemos encontrar f : B — R definivel e
continua com y = f(s) e T(f) C Y. Assim (xq, f(xg)) € Y e portanto f(xg) = r; = fi(xp) para
algum 7, mas nesse caso 0 mesmo argumento dado acima nos permite concluir que f = f; portanto
(s,y) = (s, fi(s)) € UT(fi). E obtemos (B x R)NY = |J7(f;) como desejado.

Demonstra¢ao da primeira observacao.

Com isso estamos prontos para provar a primeira observagao. Seja entaio A C R" um conjunto defi-

nivelmente conexo, onde todos os pontos sao Y-apropriados, queremor funcdes continuas definiveis

., fi tais que
(AxR)NY = J7(f)

Tome um ponto x € A com |Sy| = I, como x é Y-apropriado temos pelo fato 1 que existe uma caixa

B em torno de x tal que |[S, {x € A:|Sy| =1} éaberto, por outro
lado o0 mesmo argumento para j € IN, j # | mostra que seu complementar também é aberto, e como
A é definivelmente conexo vemos que |Sy| = | em A. Definindo fj, ..., f; da maneira usual vemos
que essas fung¢des sao continuas pois todos pontos no dominio sdao Y-apropriados e assim o fato 1 nos

garante a continuidade. Isso conclui a demonstragao da primeira observacao.
Demonstraciao da segunda observacao.

Seja B = B’ x (a,b) onde B’ é uma caixa em R"~!. Vamos mostrar que B possui um ponto Y-

adequado, o que é o suficiente. Dado um ponto p € B’ considere o conjunto
Y(p) = {(r,s) € R®: (p,r) € B A(p,r,5) €Y}

Note que r ser Y(p)-apropriado significa que existe vizinhanca I, de r tal que Y(p) N (I, x R) pode
ser escrito como uma unido finita de graficos de funcdes definiveis. Mas o lema de finitude nos da
um numero 1y de modo que |Y(p),| < 1y em todo ponto de R, com isso podemos definir funcoes
fis s fuy de forma que f; escolhe o i-ésimo elemento de Y (p),, jd vimos que tais fungoes sao definiveis,
e assim podemos usar o teorema de monotonicidade para vermos que sdao continuas a menos de um
namero finito de pontos, concluindo assim que os pontos r que ndo sdo Y(p)-apropriados formam
um conjunto finito.



42 PROPRIEDADES GERAIS 2.1

Defina I(Y) = {(p,r) € B : rndo é Y(p)-apropriado}. Pela observagdo acima temos que esse con-
junto tem interior vazio. E usando a hipétese de inducao conseguimos D uma decomposicao de R"
compativel com B e [(Y), tome uma célula aberta de tal decomposicao que esteja contida em B, tal
célula ndo pode intersectar [(Y'), pois caso contrario estaria contida em tal conjunto o que contradiria
ela ser aberta. Basta acharmos um ponto Y-apropriado em tal célula, ou seja podemos nos focar em

uma caixa(que continuaremos chamando de B) onde todo ponto (p,r) é Y(p)-apropriado.

Com isso dado p € B’ temos que todo x € (a,b) é Y(p)-apropriado e pela primeira observacao
F q pJ)-aprop pela p

obtemos que |Y(p)y| = k(p) é constante para todo x. Vamos mostrar que k(p) é limitado para p € B’

Considere o conjunto
Y = {(p,s) € B xR:(p,rs) €Y}

Temos que |Y}| = [Y{,, | de onde Y}, é finito, e pela hpitese de inducao é uniformemente finito. Isso

/

nos dd um limitante para Y(,, ;) ou seja um limitante para k(p).

Com esse limitante que vamos chamar de kg podemos decompor B nos conjuntos definiveis B; =
{x € B:|Yy| =i} paral < i < kg e em cada B; podemos tomar as funcdes definiveis fi, .., f| de
modo que f]’ (x) nos da o j-ésimo elemento de Yy, para x € B;. Essas fun¢des sdao definiveis e possuem
dominio contido em R" logo podemos usar a segunda parte do teorema de decomposicao em células
para obter uma decomposicao do R" para cada l] , € em seguida, como temos uma quantidade finita
de particdes e cada parti¢do por sua vez é finita, podemos obter pela primeira parte do teorema uma
decomposi¢ao mais fina de R" que seja compativel com todas as outras. Todas as restrigdes de fj' a

uma célula de tal particao sdo continuas.

Essa decomposicao é compativel com B, pois é compativel com uma particao de B. Como B é aberto
podemos entao pegar uma célula Cy aberta contida em B, e mais especificamente em algum Bj, mas
em Cy todas as funcoes f], ...,f;

os pontos em Cy sdo Y-apropriados, concluindo a demonstragao do lema de finitude uniforme.

sdo continuas e ja vimos que isso é suficiente para garantir que todos

e Decomposicao em células, primeira parte.

Tendo o lema de finitude uniforme nés estamos em condigdes de provar a primeira afirmagao do
teorema de decomposicao em células.

Dado um conjunto A do R"*! definimos
bdy(A) = {(p,x) € R"™ i x € bd(Ap)}

Onde bd(A)) é definido em R como c/(A) — int(A), mas esse subconjunto de R é sempre finito(consequéncia

imediata da definicdo de o-minimalidade), ou seja bd,;(A) possui fibras finitas.

Sejam Sy, ..., Sy subconjuntos definiveis do R", precisamos conseguir uma decomposicao compativel
com tais conjuntos. Tome

Y = U bdn(si)

1<i<K

Esse conjunto possui fibras finitas, e pelo lema de finitude uniforme existe 19 € IN com [Yy| < g
para todo x € R".

Para 0 < i < np tome os conjuntos definiveis B; = {x € R" : |Yy| = i} e vamos definir de maneira

similar a demonstracao anterior fungoes f} : Bi = R levando x no j-ésimo elemento de Y e por
n - i _ i
conveniéncia vamos denotar f;, ; = o, fo = —c0.

Por tltimo vamos definirparal <[ <k, 1<i<mnge0<;<1

Apij={x €B;: fi(x) € (A))«}
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Fiij = {x € Bi: (f](x), f11(x) C (A}

O indice I marca em A, ; qual 5; 0 elemento fi ( pertence(podendo inclusive pertencer a mais de

um ou nenhum), e em F; ; qual (S;)y contém o mtelvalo f' ii+1 (x)).

Como todos esses sao subconjuntos definiveis de R e as fungdes fl‘ também possuem dominio em
R" podemos aplicar a hipétese de indugdo das duas partes do teorema para obter uma decomposicao
D de R" compativel com cada Fy;;, A e f/’

Finalmente obtemos a decomposicdo de R"*! da seguinte forma, para cada E € D tal que E C B;

tomamos
De = {(f6 f1)s o L fl)o TR T}

E Dy = Ugep DE, na tltima segao vimos que a continuidade de cada fl’ é o suficiente para garantir
ue é uma decomposicao de , além do mais a compatibilidade de D com i i NOs garante
Dy d de R"*1, além d tibilidade de D A,’,,] t
que T(fi estd ou Contida ou é disjunta de cada §; e a compatibilidade com F ; j nos garante o mesmo
ara os intervalos ’ . Ou seja temos que Dy é uma decomposicao do R compativel
/+] 0 n+1
com cada ;.

Decomposicao em célula, segunda parte

Para demonstrarmos essa parte do teorema faremos uso de um lema que diz respeito a continuidade
de funcdes em estruturas ordenadas.

Lema 2.13. Seja X un espago topolégico e Ry = (Ry, <), Ra = (R, <) ordens lineares densas sem pontos
finais. Se f : X x Ry — Ry é tal que para cada (p,r) € X x Ry

= A fungao fp : Ry — Ry queleva t ent f(p,t) é continua e mondtona(a monotonicidade ndo precisa ser
estrita).

— A fungio fr : X — Ro que leva x em f(x,r) é continua.

Entdo f é continua.

Demonstracdo. Dado um ponto (p, r) € X x Ry vamos achar um intervalo ] ao redor de f(p,r) e uma
vizinhanca U x I de (p,r) tal que f(U x I) C J.

Pela continuidade de f, podemos encontrar um intervalo I’ = (rp — €, 11 + €) tal que f,(I) C ], em
particular cada f(rg), f(r1) € ], e com isso pela continuidade de f;, e de f;, podemos encontrar uma
vizinhanga U de p tal que f,, (U), f,, (U) C ].

Tomando I = (rg, 1) vamos mostrar que f(U x I) C . Seja (x,t) € U x I a fungao fy é monétona por
hipétese, como rp < t < rj temos que ou f(x,r9) < f(x,t) < f(x,r1) ou f(x,r1) < f(x,t) < f(x,rp).
Além disso, pela escolha de U sabemos que f(x,rp), f(x,r1) € ], e como ] é um intervalo obtemos
que f(x,t) € ] como querfamos.

O

Vamos entdo terminar a prova do teorema. Dado f : S — R com S C R""! temos que conseguir
uma decomposigdo do R"*! compativel com S. Podemos pela primeira parte do teorema(que ja mos-
tramos valer em R"*!) decompor S em uma quantidade finita de células, e se conseguirmos provar
o resultado para cada célula é imediato que o resultado segue para S. Em uma [-célula de tal de-
composicao que nao seja aberta podemos usar o homemorfismo p; para reduzirmos o problema ao
RI'" aonde a hipétese de indugio resolve o problema(semelhante ao que foi feito na demonstragao do
lema de finitude uniforme). Vamos entao supor que S é uma célula aberta.

Vamos chamar um ponto (p,r) € S de f-apropriado se existir uma caixa C C R" e um intervalo
J = (a,b) de R tal que (p, r) € C x ] satisfazendo:
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-Cx]JcCS

— Dado x € Ca fungao fy : | = R que leva t em f(x,t) é continua e monétona(nao necessaria-

mente estrita).

— Dadot € Jafungdo f; : C — R que leva x em f(x, t) é continua.

Chamamos de S o conjunto dos pontos de S que sdo f-apropriados. Vamos mostrar que S’ é denso
em S.

Seja B x I uma caixa de R"*! contida em S, I = (ap,bp). Dado x € B podemos usar o teorema
da monotonicidade para encontrar um ¢y € (ag, by] méaximo tal que f; é continua e monétona(nao
excluindo a possibilidade de ser constante) em (ag, cp). A fungao que associa para cada ponto x € B

tal ¢y é definivel, vamos denotar por A.

Pela hipétese de inducao na segunda parte do teorema podemos obter uma caixa By contida em B tal
que A é continua em tal caixa, e com isso podemos encontrar um 1 € (ag, bp) tal que b < A(x) em
uma caixa contida em By que vamos chamar de B;. Novamente pela hipé6tese de inducao na segunda
parte do teorema temos que para um elemento t € (ag, 1), fi € continua em uma caixa B contida em
By, com isso se x € B, vemos que (x, t) é f-apropriado e S’ é denso em f

Como S’ é definivel e denso podemos pegar uma decomposicao de R"*! compativel com S e §'.
Novamente basta analisarmos as células abertas, pois as outrar podem ser tratadas com o homeo-
morfismo p;. Mas toda célula aberta contida em S intersecta S’ e pela compatibilidade estd contida

neste.

Seja entdao D uma dessas células, como todo ponto de D é f-apropriado conseguimos sempre uma vi-
zinhanga de tal ponto na qual as condicoes do lema 2.13 estao satisfeitas, isso nos da que f é continua
em todo ponto de D concluindo finalmente a demonstragao do teorema.

O

Uma generalizagao imediata do teorema é que dado uma fungao f : S — R" onde S C R" podemos
obter decomposi¢ao do R" compativel com f.

Para isso escrevemos [ = (f1, ..., fu) e aplicamos a segunda parte do teorema para obter decomposicoes
Dy, ..., Dy, compativeis com cada uma dessas fungoes, em seguida usamos a primeira parte do teorema para
obter uma decomposi¢ao compativel com Dy = |J D; e tal decomposicao serd entdao compativel com f.
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2.2 Dimensao e Propriedades Topolégicas

Na tltima secao foi apresentada um método para decompor conjuntos e fungdes definiveis em partes bem
comportadas. Nosso objetivo agora sera usar essa decomposicao para obter resultados sobre o comporta-
mento topolégico de estruturas O-minimais.

Ja foi dito que estruturas O-minimais possuem propriedades topolégicas muito distintas entre si. Em
algumas estruturas temos um comportamento bastante complicado; por exemplo @Q,; é totalmente des-
conexo, o intervalo [0, 1] ndo é compacto e existem func¢des continuas(ndo definiveis) de Q, em Q,; que
assumem valores positivos e negativos sem nunca se anular. Ja em R temos que o intervalo [0, 1] é conexo
e compacto, e além disso sabemos que vale o teorema do valor intermediério.

Vimos porém que, em qualquer estrutura O-minimal, ao nos restringirmos a fungdes definiveis o teo-
rema do valor intermedidrio é sempre valido. Vamos ver nessa secao que, ao nos restringimos a categoria
dos subconjuntos e fungdes definiveis, muitas outras propriedades topolégicas(ou nogdes correspondentes
a conceitos topologicos) sao compartilhadas entre estruturas O-minimais.

Além de estudarmos propriedades topolégicas de conjuntos definiveis vamos também estudar uma
propriedade que poderiamos chamar de definivel. Introduziremos um conceito de dimensao para conjun-
tos definiveis. Veremos que esse se comporta de maneira intuitiva, e que, além disso, tal comportamento
nao depende necessariamente de propriedades topolégicas da estrutura.

Um detalhe importante nessa segao sao as condi¢des sobre quais desenvolvemos a teoria. Os primeiros
resultados obtidos sobre dimensao valem em quaisquer estruturas O-minimais; porém quando formos es-
tudar propriedades relativas a curvas e conjuntos fechados e limitados precisaremos da hipétese adicional

que a estrutura estenda um grupo ordenado, tal também é necesséria na na tltima segao.
2.21 Dimensao

I enquar mos supor R uma estrutura O-minimal. Quar rmos explorar propriedade -
Por enquanto podemos supor 7 uma estrutura O-minimal ndo formos explorar propriedades topo
légicas faremos uso da estrutura de grupo, e em seguida de corpo, explicitaremos adiante quando tais
suposigoes se tornarem necessarias.

Dimensao é um conceito recorrente em diferentes areas da matematica; quando estudamos varieda-
des diferencidveis, espagos topoldgicos, geometria algébrica, espacgos vetoriais e muitas outras teorias nos
deparamos com diferentes defini¢des de dimensao; essas por sua vez costumam estar acompanhadas de
propriedades com certas similaridades. No caso de estruturas O-minimais nao é diferente, e nessa secao
exploramos tais ideias.

Em uma estrutura O-minimal podemos associar dimensao a qualquer conjunto definivel da seguinte

forma:

Definicao 2.14. Seja S C R" um conjunto definivel. Definimos a dimensao de S como
dim(S) = max{|l| € N : S contém uma [-célula}

Vemos que se S C R" entdo dini(S) < n; outra consequéncia imediata é que se A C S entdo dim(A) <
dim(S) .

Tal definigdo pode ndo parecer conveniente a primeira vista, ja que ndo é nem mesmo imediato que
uma /-célula possui dimenséo |/|. Vamos entdo mostrar que propriedades, que intuitivamente gostariamos

de ver verificadas, sao de fato vélidas. Para isso o proximo lema desempenhard um papel fundamental.
Lema 2.15. Se E C R" éuma célulaabertae f : E — R" é definivel e injetora entdo f(E) contém uma célula aberta.

Demonstragio. A demonstragdo é feita por indugdo em n. Quando n = 1 temos que E é um intervalo, e
portanto infinito, logo sua imagem por f também é infinita e por ser definivel contém um intervalo, i.e.

uma (1)-célula.



46 PROPRIEDADES GERAIS 2.2

Suponhamos entao que o resultado valha até 1 — 1, vamos provar que vale para 1. Temos que f(E) é
definivel, e pelo teorema de decomposigao em células podemos encontrar decomposicao do R" compativel
com tal conjunto. Digamos que

f(E) =Dy UD;...U Dy

Nesse caso temos E = E; UE,... UE onde E; = f~1(D;).

Tomando uma particao D do R" compativel com cada E; e também com f. Temos E = F; U... U F; onde
F, € DeF; C E;ou FNE; = @, para todo par de indices i, j. como E € aberto temos que pelo menos um
dos conjuntos F; deve conter um aberto. Vamos mostrar entao que f(F;) C f(E;) = D; contém um aberto.

Suponha que nao seja esse caso, entdo D; é uma [p-célula com |ly| < 1. Nessas condicdes odemos tomar
p um homeomorfismo de D; em uma célula aberta de Rhl. Tome B = B’ x (a,b) C F; uma caixa aberta,
tomando po f|p = g obtemos uma fungdo definivel injetora de B em R"~1. Fixando c¢ € (a,b) definimos
gc: B’ = R""!,onde B’ = {x € R"";(x,c) € B}, como g(x) = g(x,c). Temos que g é continua, definivel
e injetora; pois g possui tais propriedades. Assim, pela hipétese de indugao, g.(B.) contém um aberto L.

Fixemos x € B, tal que g.(x) € L, pela continuidade de g podemos obter uma caixa em torno de (x, c)
cuja imagem estd contida em L e portanto existe ¢’ tal que g(x,¢’) € L. Por outro lado L esta contido na
imagem de g., o que implica que existe y tal que g(x,c") = g:(v) = g(y,¢), o que conntradiz a injetividade
deg.

O

Esse lema é o suficiente para provarmos que de fato o conceito de dimensédo se comporta da maneira

esperada, como veremos nos proximos resultados.

Teorema 2.16. Dados conjuntos A C R" ¢ B C R™ definiveis tais que existe wma bijecio definivel f entre eles
temos que dim(A) = dim(B).

O enunciado acima nos diz que dimensao é um invariante definivel, ou seja é invariante por bijegoes

definiveis, sem nenhuma exigéncia sobre continuidade. No entanto a volta do teorema nao é verdadeira,
o

dizer quando existe uma bijecao definivel entre dois conjuntos é um problema mais stitil e para isso é

preciso ser um pouco mais especificos, introduzindo um novo invariante topoldgico chamado caracteristica

de Euler. Mais resultados sobre isso serdao apresentados na secéo de triangularizacao.

Demonstragio. Seja a = dim(A) e b = dim(B), vamos provar que a < b e a outra desigualdade segue de
maneira completamente analoga através de 1.
Seja E uma [-célula contida em A tal que |I| = a. Temos que ¢ = f o pl_1 é uma funcao definivel injetora

saindo de uma célula aberta S C R chegando em B. Se tomarmos uma decomposicao do R" tal que
B=E/U..UE;

temos que S = f~1(E;)U...U f~!(E;), se tomarmos uma decomposicao compativel com tais f ! (E;) vemos
que algum desses conjuntos deve conter uma caixa aberta B C R".

Temos assim B C f~1(E;), para algum i, seja entdo E; uma [y-célula. Basta mostrarmos que a < |lo| ja
que |lp| < b.

Suponha que nao seja o caso, i.e. |lp| < a. Temos que pj, o g|p é uma fungao injetora definivel de um
aberto de R” em R'. Pelo lema 2.15 a imagem de tal fungdo contém uma /1-célula com |/;| = a, mas isso
nos d4 uma contradicdo pois tal imagem esta contida em Rb e |lp| < a.

a

Algumas outras propriedades adicionais sobre tal conceito sdo dadas por:

Teorema 2.17. Sejam X,Y C R" ¢ Z C R"™ conjuntos definiveis, temos que:
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1. Uma I-célula D do R" possui dimensdo |1|.

N

S dim(XUY) = max(dim(X),dim(Y)).

3. Dada wma decomposicio do R" compativel com X, existe uma célula D C X em tal decomposi¢do com
dim(D) = dim(X).

Dermonstragio. Vamos demonstrar cada um dos casos separadamente.

1. Temos que p; : R” — RIl 6 um homomorfismo definivel e que p;(D) é um aberto de Rl'l e portanto

possui dimensao |I|. Como dimensao é um invariante definivel segue que D possui dimenséo |/|.

2. Primeiro vemos que dini(A U B) > max(dim(A),dim(B)) ja que A C AU B e o mesmo para B.

Para a outra desigualdade tome D uma [-célula contida em AU B com |I| = dim(A U B) e seja p; o
homeomorfismo de D em um aberto de RI'l. Temos que pfl (A)e pfl (B) sao conjuntos definiveis de

RIM, logo podemos tomar uma decomposicao D de R compativel com pfl (D), pf‘l(A) e pfl(B).

Como p,‘l(D) é um aberto e pl_l(D) C pl_l(A) U pl"(B) existe uma célula aberta Dy € D tal que
Dy C pf](D) e, ou Dy C pfl(A) ou Dy C pl_](B), vamos supor que seja o primeiro caso. Temos
assim p;(Dg) C A e como Dy é um aberto de Rl'l e p; é definivel e bijetora temos que

dim(A) > dim(p;(Dyp)) = dim(Dy) = |I| = dim(AUB)

3. Temos que X = Dy U ...U Dy para células D; € D, mas acabamos de ver que nesse caso din(X) =

max(dini(Dy), ..., dim(Dy)) e portanto uma dessas células possui dimensao igual a de X.

O

Como mencionamos anteriormente, utilizaremos resultados ligados ao comportamento de fibras cons-
tantemente durante o texto. Por esse motivo vamos apresentar agora resultados ligados ao comportamento
da dimensao de fibras em conjuntos definiveis.

Para tanto dado § C R" x R" definimos o conjunto S(d) como

S(d) = {a € R" : dim(S, = d)}

Lema 2.18. Seja S € R™ x R" e S(d) como acima, entio S(d) é definivel para todo d e vale que

dim( | ) {a} xSq) = dim(Sy4) +d (2.6)
aeS(d)
Demonstragio. Dada uma (i, ..., im, iyg1, - imn)-célula C de R"*" temos que sua projecao 7, (C) em R
é uma (iy, ..., Iy;)-célula enquanto a fibra C, contida em R" é uma (i;;41, ..., ij4n)-célula para todo a €
7t (C) (isso pode ser verificado facilmente por indugao), de onde concluimos que dini(C) = dim (7, (C)) +
dim(C,) para qualquer a € 7, (C).
Tome D uma decomposicao do R"™" compativel com S e seja A € 71(D) uma célula do R". Temos que
A= n,,,(C{‘) = = n,,,(Cf) para células Cf,..., C;\f1 de D e portanto S, = U(C,A)n para qualquer a € A.
Temos assim

dim(Sa) = sup;i(din((C1)a)) = sup;(dim(C) — dim(A)) = sup;(dim(CA)) — dim(A)

onde a tltima igualdade segue da observacao feita no primeiro paragrafo.
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Mas a tltima parte dessa igualdade ndo depende de a, vemos assim que dini(S,) é constante em A, e
como temos apenas um namero finito de células contidas em 7,,(D) vemos que 5(d) nada mais é do que
a uniao de todas as células de 71, (D) tais que din(S,) = d, ou seja uma uniao finita de células, e portanto
definivel.

Vamos agora verificar a igualdade enunciada no lema. Tome D(d) o conjunto das células A € (D)
tais que S(d) = Uaep(q) A- Temos entdo que

dim( |J {a} x Sa) =dim( |J (| {a} xSa)) =supscpuydim(|J {a} x Sa) =

aeS(d) AeD(d) acA a€A

supAe-D(d)dim(U chy = sup/\ep(d)[sup,-(dim(C,—A))] = supcp(a)[dim(Sa) +dimA] =
i

Sup aep(a)d +dimA] = d +dimS(d)
[

Utilizaremos esse lema adiante, ao estudarmos triangularizagoes. Outro resultado que precisameros no
decorrer do texto é:

Lema 2.19. Dado S C R"*" definivel tenios
o dim(S) = supo<g<,|dim(S(d)) + d]
o dini(A x B) =dim(A) +dim(B)

Demonstragio. Temos que S = Up<g<p[Uaes() (@ X Sa)] logo

dim(S) = supg<g<u(dim([ | (a x S4)])) = supycg<,(dim(S(d)) +d)
asS(d)

O segundo item é imediato do primeiro notando que quando S = A x B temos que S(dim(B)) = A e
S(d) = @ para qualquer outro d.
O

Intuitivamente poderiamos que dado um conjunto X sua fronteira, 6(X) = cI(X) — X, tenha dimensao
estritamente menor que o conjunto X. Porém de maneira geral alguns exemplos vao contra tal intuicao;
podemos por exemplo tomar em R? o grafico da funcao sei(1/x) no intervalo (0, 1], temos que a fronteira
desse conjunto é {0} x [0, 1], e é de se esperar que um conceito apropriado de dimensao diga que ambos
conjuntos possuem a mesma dimensdo. Por outro lado sabemos que o grafico de sen(1/x) nao pode ser
definido em uma estrutura O-minimal; vamos ver agora que, ao nos restringirmos conjuntos definiveis, é
de fato verdade que dim(6(S)) < dim(S).

Para isso precisamos de um resultado relacionando a fronteira de um conjunto com suas fibras. Um de-
talhe curiozo sobre a sua demonstragao é que, em certo momento, precisaremos formar conjuntos de caixas
do R"; obviamente ndo faz sentido perguntar se tais conjuntos sao definiveis e com isso ndo poderiamos
utilizar os resultados desenvolvidos até entdo. A solulgdo para essa dificuldade consiste em parametrizar
as caixas de R" atraves de um subconjunto definivel de R?".

Lema 2.20. Dado wum conjunto definivel S do R" temos que S’ = {a € R : 6(S)a # 0(Sa) } € finito.

Demonstragio. Dado um elemento b € §(S,) é facil ver que (a,b) € 6(S) e portanto 6(Sz) C 6(S)a-

Temos que S’ é definivel, vamos supor que seja infinito, nesse caso deve conter um intervalo I, nos
restringindo a w=1(I) N S obtemos um novo conjunto definivel e substituindo S por esse conjunto temos
que 6(S)s # 6(Sq) para todo a € m(S) = I. Como §(S;) C 6(S), temos que S* = 5(S)q — 0(Sq) € um
subconjunto definivel do R"~! nao vazio, e em particular para todo x € S" existe uma caixa B contendo x
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que nao intersecta S;.Dada uma caixa B de R"~! tome o subconjunto Iz = {a € R: (BNS" # D) A (BN
Sn - ®)}

Vamos mostrar que [z € sempre finito. Suponha que nao seja o caso, como esse conjunto é definivel
podemos tomar [y um intervalo contido em Iz, em particular [y x B nao intersecta S e como é aberto
também nao intersecta c/(S). Por outro lado dado um elemento a de Iy temos que BN S # @, em particular
deve existir um elemento b € B tal que (a,b) € c/(S) mas isso contradiz a afirmagao acima.

Como ja mencionamos nao faz nenhum sentido perguntarmos se o conjunto das caixas é definivel,
porém podemos contornar esse problema utilizando a seguinte parametrizacdo das caixas de R"~! atraves
do conjunto

G = {(c1, o1, dq, ydy_q) € R*"V : ¢; < dj}

e da funcao g que leva (cy,...,c;—1,dy, ..., dy—1) em (cy,dy) x ... X (cy—1,¢,—1). Podemos assim formar o
seguinte conjunto definivel
_ _ = J 1+2(n—1)
C = U IX('-:/‘” X {(C,d)} CR
(e,d)€G

Queremos mostrar que o interior de C; ndo é vazio para a € [. Tome (¢, aT) um ponto em Cg, isso

5 AS e 7 A : _ 5 s s R 7 a
quer dizer que a x (¢,d) € C, ou sejaa € Lo, © que € o mesmo que dizer que existe y € gle,d)nSte
g(¢,d)NSs = @, mas qualquer caixa contida em g(¢,d) contendo y também satisfaz essas propriedades, e
portanto os elementos (¢/,d’) correspondentes a essas caixas dao uma vizinhanca de (¢, d) contida em C,.

Isso implica que a dimensao de C,; é 2(11 — 1) paraa € I, ja a dimensao de [ é 1 e pelo lema 2.18 temos

que a dimensao de C deve ser 1 4 2(11 — 1). Por outro lado vimos que [ é sempre finito, o que significa

g(ed)
que se olharmos para

CI - U {(Erd_)} % Iglf,(i)
(c.d)eG
temos um conjunto aonde as fibras possuem dimensao 0 e novamente por 2.18 temos que a dimensao desse
conjunto deve ser igual a dimensao de G < 2(n — 1), mas a dimensao desse conjunto é obviamente igual a
de C, o que é uma contradicao.
O

Com esse lema podemos finalmente provar o resultado mencionado anteriormente.
Teorema 2.21. Dado unt conjunto definivel S C R™ tenios que dim(3(S)) < din(S).

Demonstragdo. A demonstracdo é feita por indugao em 7. Quando n = 1 temos que S é uma uniao finita
de intervalos e pontos, §(S) é o conjunto dos pontos que sdo extremos de algum intervalo de S mas nao
pertencem a S, em particular se dini(S) = 0 temos 6(S) = @ e se din(S) = 1 temos §(S) no maximo uma
colecao finita de pontos. De qualquer modo din(6(S)) < dim(S).

Vamos entao supor que o resultado é valido para todo m < 1 e vamos provar que vale para j1. Considere
a permutacdo s; : R" — R" que leva (xq,..xj,..x;) em (X, Xq,...Xj_1, Xj11,.., ) paral < i < i, e tome
si(S) aimagem de S por essas permutagdes. Pelo lema anterior podemos sabemos que existe um conjunto
finito F; tal que 8(s;(S))a = 0((s5;(S))a) para todo a ¢ F;. Definimos F = F; X ... X F,, e como cada F é finito

temos que F é um subconjunto finito R”. Uma outra maneira equivalente de escrevermos F é
F=(F xR"HNRxEBxR"2)N...NRxFExR"™)N..N(R"! x E)

é imediato que em ambos os casos os elementos de F sdo (ay, ..., a,) onde a; € F;. Abreviaremos (RI=1 x
F; x R"™1) por H;.
Temos a seguinte inclusdo(valida para qualquer conjunto, §(S) nao desempenha nenhum papel especial
aqui)
6(S)CHU(8(S)—H)=H [J (65— H;)
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Com isso sabemos que

dim(8(S)) < dim(H U (6S — H;)) = max(dim(H), max;(dim(8S — H;))) =

1<i<n
= max;(dim(3S — H;)))

Por outro lado temos que esses conjuntos estao contido em 0(S), de onde segue que din(3(S)) =
dini(8S — Hj,) para algum iy. Basta entdo mostrarmos que din(3S — H;) < dini(S) para todo i.
Temos que §(S) — H; = {(ay,...,a;,...,ay) € 6(S) : a; ¢ F;}, em particular

S,(()(S) - H,‘) = {((1,‘,(?1,...Hi,],ﬂi+],...,l?,,) S S,(()(S)) L ¢ F,'}

Note que 4 e s; comutam, portanto se n ¢ F; temos que

esea € Fjentao s;(6(S) — Hj)y = @.
Mas S, € R"~! e podemos entao supor que dint(5(S,)) < dim(S,). Por outro lado temos que

si(6(S) — Hy) = [J {a} x5i(8(S5))a

aeF;

E como F; é finito, e s; preserva dimensoes vemos que

dim(3(S) — H;) = max(dinter,({a} x 6(S)a)) = maxaer, (dim(6(S)q)) < maxaer, (din(Sq)) < dim(S)

2.2.2 Escolha Definivel e Selecao de Curvas

Nessa subsecao vamos finalmente comecar a explorar propriedades topolégicas de estruturas O-minimais.
Em particular veremos que conjuntos fechados e limitados possuem um comportamento analogo ao de
conjuntos compactos; veremos também que podemos utilizar curvas definiveis para estudar propriedades
topologicas, de maneira semelhante ao que fazemos com sequéncias em espagos topolégicos separaveis.

Para obter esses resultados vamos precisar de uma hipétese adicional; mais especificamente vamos
supor que a estrutura R estende um grupo ordenado, i.e. possui uma funcdo bindria satisfazendo os
axiomas da teoria de grupos que respeita a ordem. A partir desse ponto vamos sempre supor que R
estende um grupo.

O seguinte resultado servird de base para essas investigagoes.

Teorema 2.22. Escolha definivel
Dado S C R™ x R" um subconjunto definivel tal que 71,,(S) = So, onde 1y, : R"*" — R™ é a projegio nas m
primeiras coordenas, existe uma fungio definivel Es : So — R™ tal que (x, f(x)) € S para todo x € Sp.

Se olharmos para Sy como um conjunto de parametros, o que o teorema nos da é justamente uma fun-
cdo definivel que para cada parametro x escolhe um elemento (x, f(x)) em S. O que sugere a terminologia
"escolha definivel", comum na teoria de modelos; muitas vezes também o termo "fun¢ao de Skolem defini-

vel"também é utlizado.

Demonstragdo. Para demonstrar tal teorema vamos fazer uso da estrutura de grupo juntamente de algumas

propriedades de fibras. A demostracéo é feita, como sempre, por indugao em 1.
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e 11 = 1 Nesse caso precisamos escolher Eg(x) pertencente a Sy, e vamos chamar tal fungdo de e. Sy
¢ um conjunto definivel de R e portanto uma uniao finita de intervalos e pontos. Temos que Sy se
divide em 5 conjuntos definiveis disjuntos, o primeiro sendo

{x € Sp: S, possui ponto de minimo}

para esse conjunto podemos por ¢(x) como o minimo de S;.

No caso de Sy nao possuir ponto de minimo temos que existe um intervalo "mais a esquerda“em
Sy(i.e. dentre a colecao finita de intervalos disjuntos de S, existe um cujos pontos sao menores do
que quaisquer pontos de outros intervalos), vamos chamar tal intervalo de (ay, by), temos entao os
outros quatro conjuntos disjuntos de R onde um dos casos abaixo se aplica a todo x.

1. ay, by € R, definimos f(x) = (ay + by)/2

2. ay = —o0 e by € R, definimos f(x) = by — k

3. ay € Re by = oo, definimos f(x) =ay +k

4. ay = —ooe by = oo, definimos f(x) =k
Onde k denota um elemento positivo qualquer do grupo. Lembre que se R estende um grupo entao
tal grupo é divisivel, e por isso podemos tomar a divisdo utilizada acima. Em todos os casos temos
que ¢ é definivel e ¢(x) € Sy. Colando ¢ nos 5 conjuntos obtemos a fungao desejada.

e 11— 1implica n

Tome S" = 7,4-1(S) € R™ x R"1, onde 71,,4,-1(S) é a projecdo nas (m + n — 1) primeiras co-
ordenadas. Pela hipotese de indugao existe E¢ fungao definivel que escolhe para cada x € Sy um
elemento Eg (x) de S,.

Considere também §” = Sy x §1 C R+ onde Sy é a projecdo de S na tltima coordenada, vimos no
1 1 projeg

item anterior que ¢ é uma funcao de escolha definivel em tal conjunto.

Assim basta tomarmos Eg(x) = (Eg/(x),e(x)).

O

Com isso podemos provar um primeiro resultado mostrando a importancia de curvas definiveis em

teorias O-minimais; esse resultado sera muito ttil na sequéncia do texto.

Teorema 2.23. Dado um conjunto definivel X e um ponto p em cl(X) — X existe e € R, € > 0 e uma fungio
continua definivel injetora -y : (0,€) — X tal que linypy(x) = p.

Uma fungdo vy : I — R", onde [ é um intervalo é chamada uma curva. Quando a funcao for definivel
dizemos que é uma curva definivel, de maneira andloga usamos os nomes curva injetora e curva continua.
Outra notagao que vamos usar é y(x) — p para lint;,y(t) = p,onde I = (a,b).

Note que existe um resultado andlogo para sequéncias em espagos topolégicos separaveis. Porém nao
existem tais coisas como sequéncias definiveis em teorias O-minimais; por esse motivo utilizamos curvas,
que se mostram um substituto mais do que adequado.

Demonstragao. Como p € cl(X) — X o conjunto {|x — p| € R : x € X} contém elementos arbitrariamente
pequenos, e como esse conjunto é definivel ele contém um intervalo do tipo (0, p).
Considere o conjunto definivel

Xo = {(|x—pl,x) € R"*!:x e X}
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Por escolha definivel temos uma funcao definivel 7y de 1 (Xg) em X com (t,7(t)) € Xo. Acabamos de ver
que tal projecdo na primeira coordenada contém um intervalo (0, €), e por monotonicidade existe um e tal
que ¥|(g,¢) € continua e injetora. Note que |y(t) — p| = t logo lin; gy (t) = p-

[}

Nessa demonstracio usamos o teorema de escolha definivel exatamente como ele esta enunciado, na
maioria dos casos vamos emitir alguns detalhes.

O préximo resultado possui uma demonstracao bastante parecida e também nos dd uma versao para
curvas de um resultado conhecido para sequéncias em espacos topoldgicos separdveis.

Lema 2.24. Seja f : X — Y wma fungdo definivel e p € X. Temos que f é continua ent p se e sé se dada qualquer
curvay: [ — Xcomy — pentdo foy: I —Yétal que fory — f(p).

Dentonstragio. Vejamos primeiro o caso em que f é continua. Temos que dada uma curva 7 : (a,b) — X
existe by tal que -y é continua em (a, by), assim a composta f o |, j,,) € continua e portanto lini o f (y(t)) =
f(p)

Suponha entdo que f ndo é continua, vamos encontrar y com y — p mas que nao satisfaga foy — f(p).

Ja que f ndo é continua podemos encontrar um € > 0 tal que o conjunto

{lx—pleR:xe XA[|f(x) = f(p)| > €}

possua elementos arbitrariamente pequenos.

Como tal conjunto é definivel ele contém um intervalo I = (0,bp) e por escolha definivel podemos
tomar 7y : [ — X tal que |y(t) — p| = te |f(¥(t)) — f(p)| > €, mas assim é imediato que v — p mas ndo é
ocaso que foy — f(p).

O

Tais resultados, além de serem extremamente tteis para o restante do texto, ilustram de maneira clara
a analogia entre sequéncias em espagos separdveis e curvas em estruturas O-minimais.

Existe outra analogia que estamos interessados, a analogia entre conjuntos compactos e conjuntos fe-
chados e limitados. Em R sabemos que as duas nocoes coincidem, gragas ao teorema de Heine-Borel.
Porém isso ndo é verdade no caso de uma estrutura O-minimal qualquer(mesmo nos atendo a conjuntos
definiveis).

Um contra exemplo facil pode ser visto em Q, onde o intervalo [0,1] ndo é compacto. Para isso basta
tomar uma sequéncia a; tendendo a um ntimero néo algébrico de tal intervalo(7t/4 por exemplo) pela
direita, e b; uma sequéncia tendendo a0 mesmo niimero pela esquerda; temos que o conjunto dado pelos

abertos
{(—1,1’11),..., (71,{1”)..., (b1,2),..., (b”,2), }

é um recobrimento de [0, 1] que nao possui subrecobrimento finito. Também nao é dificil obter contraexem-
plos em outras estruturas como R(x) e modelos nao-standard dos reais. Na verdade ¢ comum, em muitas
estruturas O-minimais, que somente os conjuntos finitos sejam compactos.

Temos assim que conjuntos compactos formam classes muitos diversas em diferentes estruturas O-
minimais, o que dificulta um estudo uniforme, além de diminuir o interesse de tais conjuntos. Porém
veremos que ao nos restringir a categoria de fungdes e conjuntos definiveis em uma estrutura O-minimal
muitas das principais propriedades de compactos sao compartilhadas por conjuntos fechados e limitados.
Tal semelhanga faz com que alguns autores chamem tais conjuntos de definivelmente compactos. O pré-

ximo teorema ilustra bem o que acabamos de dizer.

Teorema 2.25. Se f : X — R" é definivel, continua e tem dominio X C R™ fechado e limitado entdo sua inagent
f(X) também é fechada e limitada.
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Para provarmos que a imagem é fechada precisamos do lema abaixo que vamos enunciar sem provar.
Tal demostracao nao é complicada(tao pouco é instrutiva) e pode ser encontrada no quinto capitulo de
[vdD98].

Lema 2.26. Dada uma célula’Y C R" limitada temos que m(cl(Y)) = cl(m(Y)), onde v é alguma projecao.

Demostragdo do teorema 2.25. Vamos mostrar primeiro que f possui imagem limitada. Suponha que nao seja
o0 caso, entdo paratodo t € Rexiste x € X tal que f(x) > t, por escolha definivel podemos obter uma fungao
g : R — Xtal que fog(t) > t, e por monotonicidade, mais explicitamente escrevendo ¢ = (g1,...,gu) €
aplicando monotonicidade a cada coordenada, vemos que lin;_g(t) existe, e como g nos da uma curva
em X e esse é fechado e limitado o limite acima é finito e pertence a X.

Seja entdo x = lin«g(t), temos que f(x) = f(linpseg(t)) = limseof(g(t)), mas f(g(t)) > te
portanto tal limite diverge.

Falta verificarmos que a imagem é fechada. Considere o conjunto 7_(f) = {(f(x),x) : x € X}, o
"grafico reverso de f", assim como o gréfico de toda fungao em um espago de Hausdorf é fechado nao é
dificil verificar que o0 mesmo vale para 7_(f), além disso vimos acima que esse conjunto é limitado. Tome

entdo D uma decomposicdo do R"™" compativel com 7_(f), e seja
_(f)=YU..UY,, talqueY; € D
Note que cada Y; é limitada pois 7_(f) é limitado. Temos que
T_(f) =cl(t7=(f)) =cd(V1U..UYy) =cl(Y7)U..Ucl(Yy)
Mas pelo lema 2.26 temos
[(X) = m(r-(f)) = m(cl (V1)) V... Ur(el (Ya)) = cl(m(Y1)) V... Ucl(7(Ya))

Onde 7 : R — R" é uma proje¢do. Temos assim que f(X) é fechado. d

Uma consequéncia imediata desse teorema é que se f : X — R é definivel e continua com X fechado
e limitado, entdao f(X) assume maximo e minimo. Temos abaixo algumas outras consequéncias bastante
interessantes desse teorema.

Coroldrio 2.27. Seja f : X — R™ definivel e continua, com X uni conjunto fechado e limitado.

o Um conjunto A C f(X) é fechado se e s6 se f~1(A) é fechado.
e Se f é injetora, entdo f ¢é wm honeomorfisno sobre a sua imagen.

e Dado g : f(X) — RP definivel temos que g é continua se e sé se f o g é continua.

Denonstragio. O primeiro item é imediato do teorema e da continuidade de f. O segundo item segue
facilmente do primeiro. Para o terceiro note que g é continua se e s6 se a pré imagem de qualquer fechado é
fechado, mas caso exista um fechadoY de R? tal que ¢~!(Y) nao é fechada entéo pelo primeiro item temos

que f~!(g~1(Y)) ndo é fechado e portanto f o g ndo é continua, a outra implicagdo é obvia. O

2.2.3 Conjuntos Definivelmente Conexos

Vimos acima que compacidade, no sentido topolégico, nao é um conceito interessante em estruturas O-
minimais; tratamos o problema substituindo a no¢ao usual por outra adequada ao nosso contexto. Nosso
foco agora serd outro conceito topoldgico, o de conexidade, veremos que, também nesse caso, é titil substi-

tuir a nocao usual de conexidade por uma adequada ao nosso contexto; a de conexidade definivel.
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Em muitas estruturas O-minimais, como Q,;, R(x) e modelos nao-standard de R, o intervalo [0, 1] ndo é
conexo. No caso de Q,; podemos dividi-lo entre os elementos menores que 77/4 e os maiores, tal divisao nos
dd uma particao do intervalo em abertos disjuntos. Em modelos ndo-standard de R temos que o conjunto
de pontos infinitesimalmente préximos a um dado elemento x é aberto, se denotarmos tais conjunto por
m(x) temos que {m(x) : x € [0,1]NR} forma uma desconexado do intervalo. O caso dos polindmios
possui um contra-exemplo andlogo. De toda maneira ja vimos que em qualquer estrutura O-minimal os
intervalos sao definivelmente conexos, e veremos agora que ao nos restringirmos a tal obtemos uma gama
de resultados familiares. Alguns resultados nessa direcao, como a conexao definivel de intervalos e células,
jé foram obtidos.

Queremos definir uma componente definivelmente conexa de um dado conjunto como um subconjunto
definivelmente conexo maximal. Para tal definicao fazer sentido precisariamos que a unido qualquer de
conjuntos definivelmente conexos fosse definivelmente conexo, o problema de tal resultado é que nao € o
caso nem mesmo que uma unido qualquer de conjuntos definiveis é definivel. O resultado abaixo resolvera

o problema.

Teorema 2.28. Seja X C R™ um conjunto definivel, existe uma particao de X em X, ..., X; tal que cada X; é definivel,

aberto-fechado em X e definivelmente conexo. Tal deconposigio é iinica.

Vamos provar na verdade um pouco mais do que o resultado acima, veremos que os subconjuntos X;

sdo definivelmente conexos por caminho, uma condigao mais forte.

Definicdo 2.29. Se X C R" é definivel dizemos que X é definivelmente conexo por caminhos se dados dois

pontos xg, x; € X existe uma funcao continua definivel f : [a,b] — X tal que f(a) = xg e f(b) = x;

Note que, assim como no caso usual da topologia, uma desconexao definivel em um conjunto defini-
velmente conexo por caminhos nos daria uma desconexao definivel em [a, b]; portanto um conjunto defini-
velmente conexo por caminhos é definivelmente conexo.

Dadas duas curvas 7y : [a,0] — X ligando xp a x1 e 72 : [c,d] = X ligando x; a x, podemos definir
uma curva ligando x¢ a x, tomando 7y : [a,b+ (d —¢)] = Xtalquey(t) = yi(t)sea <t < bey(t) =
Y2(t+ (c—D))seb < t <b+ (d — c). Tal curva serd chamada a concatenagao de 7y e 2.

Antes de provar o teorema 2.28 precisamos do seguinte lema.
Lema 2.30. Toda célula é definivelimente conexa por cantinhos.

Demonstragdao. (De 2.30)

Como sempre faremos por inducao. O caso em que 11 = 1 é trivial. Uma célula C de R" pode ser de
dois tipos, ou C = 7(f) onde f : X — R é uma fungao definivel continua e X é uma célula de R"71, ou
C = (f,g) onde f,g: X — R sdo funcdes definiveis continuas e X é uma célula de R"~ 1.

No primeiro caso dados pontos xy e x; de C sabemos que existe uma fungdo definivel continua -y :
[a,b] — X com 7y(a) = 1t(xg) e y(b) = m(x;) pois X é definivelmente conexo por caminhos pela hipétese
de indugao. Temos entdao que (7, f o 7) é a fungao que queremos.

No segundo caso temos que também existe 7y : [a,b] — X com y(a) = 7(xg) e ¥(b) = m(x1), po-
demos por escolha definivel tomar uma funcgdo 6y : X — R de forma que f(x) < fp(x) < g(x) e
(y(a),00(y(a)) = xo e (y(a),0p(y(b)) = x1(podemos obviamente especificar o valor desejado de 6 em
um numero finito de pontos), assim (x,6p(x)) € C, chame a funcgdo que leva x em (x,60p(x)) de 6. Temos
que oy : I — C é uma funcdo definivel satisfazendo 6 o y(a) = xg e f o y(b) = x;, 0 tinico problema
é que tal fungdo nao precisa ser continua. Pelo teorema de monotonicidade sabemos que ela ndo é conti-
nua em um numero finito de pontos do intervalo [a, b], sejam esses fy, ..., A, a Nossa estratégia consiste em
"consertar”essa descontinuidade ligando os pontos de descontinuidade verticalmente.

Temos que 0 0 (4,4, ,) € continua, ja nos pontos da forma a; tome R = Iim,_m?() oy (t) = (v(ai) i)

(limite de t tendendo a a; pela direita) e x; = Iim,_mre oy(t) = (v(a;),t;), para certos t- e . Temos que

1
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a fungao v; : [t;, 7] = C definida por
7i(t) = (v(a;), 1)

é um caminho vertical(e portanto de fato em C) conectando os pontos x; e x;". Podemos assim criar o

caminho que comeca em 6 o 7y concatenado a 7y concatenado a 6 o e assim por diante até
[a,a9) (

ag,y)
chegarmos em 6 o ¥|,, p) obtendo assim um caminho ligando a a b(pode ocorrer de ag ser igual a, nesse
caso tomamos X, como Yy e comegamos a contrugao do caminho por 7, procedemos de maneira andloga
seap = b).

O
Com esse resultados podemos demonstrar o teorema.

Denionstragio. (De 2.28)

Dizemos que a célula Cp é adjacente a C; no R" se Cp Ncl(Cy) # @, vamos denotar por Cy < Cy, note
que Cp o« Cy nao implica C; « Cp. Vamos verificar que Cy « C; implica Cyp U C; definivelmente conexo por
caminhos.

Seja ¢ € CyNcl(Cy), por selegdo de curvas existe uma funcao continua definivel ] : (a3, b]) — C; com
Y] — ¢, podemos assim definir um caminho 7[ay, b1] — C; tomando by < by, y(a1) = cey(t) = 9/(t) para
t # aj, ou seja um caminho em Cy U {c} C Cy U C ligando ¢ a um ponto qualquer de Cy. Dados pontos xg
e x; em Cp U Cy queremos obter um caminho definivel ligando os pontos, caso os dois estejam na mesma
célula ja sabemos que tal caminho existe, suponha entdo xg € Cp e x; € Cy. Podemos entao ligar xq a ¢ por
um caminho em Cy, em seguida concatenamos tal cominho com 7 para obter e por fim concatenamos tal
caminho a 77 onde 72 é um caminho em C; ligando () a x. Obtemos assim um caminho ligando xp a x4
em Cp U Cy como precisdvamos.

Dada uma decomposi¢do D de R" compativel com X podemos definir a seguinte relacao de equivalén-

cia entre as células.
Cp ~ Cj se existe uma sequéncia de células Dy, ..., Dy tal que D; « D; ) ou Djy « Dje Dy = Cy, Dy = C

Como temos uma quantidade finita de células temos que cada classe de equivaléncia é finita, mais ainda
se tomarmos X; = Uc,ea, Ci onde A; é uma dessas classes temos que X; ¢ definivelmente conexo por
caminhos, pois acabamos de ver que a unido de dois elementos de A; é conexo por caminhos, e como temos
uma quantidade finita de elementos em A; podemos encontrar caminhos ligando pontos de X; atraves de
concatenacgoes.

Para ver que X; é fechado em X tome uma célula de D contida em X intersectando o fecho de X;, temos
pela definigdo de ~ que tal célula pertence a A; e portanto esta contida em X;, mas todo ponto de X esta
em uma célula dessa forma, logo todo ponto de X que pertence a cl(X;) ja estd em X; assim X; é fechado
em X. Note que X — X; é justamente a unido dos X; C X tais que j # i, mas isso é uma unido finita de
fechados e portanto é fechado, assim X; também é aberto como queriamos.

Falta obtermos a unicidade. Suponha Yj, ..., Y} outra decomposicao com as mesmas propriedades, temos
que X; = U(Y; N X;), por outro lado cada uma das interseccoes é um aberto-fechado definivel e, como X;
é definivelmente conexo, temos que todas devem ser vazias a menos de uma, i.e. X; C Y] para algum j, de
maneira andloga vemos que Y; C X; obtendo a igualdade desejada.

O

Em particular temos que cada X; é um subconjunto definivelmente conexo maximal de X; sdo esses
conjuntos que vamos chamar de componentes definivelmente conexas.

A demonstragao acima tem algumas consequéncias simples porém interessantes.

Corolario 2.31. Todo conjiunto definivel possui um nifmero finito de componentes definivelniente conexas.
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Demonstragio. Basta notar que na demostracdo acima tinhamos um namero finito de classes de equivalén-
cia, e portanto uma quantidade finita de conjuntos do tipo X;. O

Corolario 2.32. Todo conjunto definivelmente conexo é definivelmente conexo por caminlho.

Demonstragido. Um conjunto conexo possui uma tnica componente definivelmente conexa, vimos na de-

mostragao acima que por usa vez essa é definivelmente conexo por caminhos. (|
Esse tiltimo coroldrio possui consequéncias interessantes como as proposigdes abaixo.

Proposic¢ao 2.33. Se X, Y sdo conjuntos definiveis com X definivelmente conexoe X No(Y) = @ entdoou XNY =
QouXcCy.

Demonstragio. Suponha que exista um pontoa € XNY eb € X — Y, podemos tomar um caminho 7y :
[c,d] — X ligando a a b, tome ainda ty = max{t € [c,d] : y(t) € Y} entdo y(tg) € XNo(Y)
O

Mostramos agora o resultado que comentamos anteriormente:

Proposicao 2.34. Em uma estrutura O-minimal na qual intervalos sio conexos todo conjuito definivelinente conexo

é conexo.

Demonstragio. Temos que se X é definivelmente conexo entao pelo coroldrio acima X é definivelmente
conexo por caminhos, mas todo caminho definivel em X é em particular um caminho em X, ou seja X é
conexo por caminhos.
Como estamos supondo que os intervalos sao conexos temos que X deve ser conexo pois dados abertos
U e V contendo X com interseccdo vaziaeu € UNX, v € VN X podemos obter uma curva continua
v :[a,b] = X com y(a) = uey(b) = v, mas assim 7~ (U) e 7! (V) sdo abertos disjuntos cobrindo [a, b
coma € ¥y (U)ebe y (V) uma contradicao.
a

Existem muitas outras propriedades sobre conexidade que nao vamos explorar. Um exemplo interes-
sante é que dado um conjunto definivel X de R"*" existe um limitante para o ntimero de componentes

conexas das fibras X;.
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2.3 Triangularizacao

O objetivo dessa secao é estabelecer o teorema de triangularizagao. Um resoltudo que nos diz que todo
conjunto definivel pode ser triangularizado de maneira definivel; ou seja que existe uma bijecao continua
definivel f de um complexo de R em X, para qualquer conjunto definivel X. Vamos ainda obter como
consequéncia de tal teorema o teorema de trivializacao.

De agora em diante trabalharemos com uma estrutura O-minimal R que estende um corpo.
2.3.1 Boas Coordenadas

Para obtermos o teorema de triangularizacao vamos precisar primeiro provar a existéncia de boas coor-
denadas. Por coordenadas queremos dizer simplesmente bijecdes continuas definiveis de R" em R", tais
fungoes também sao conhecidas como automorfismos.

Dado um conjunto definivel X de R", com dimensao estritamente menor que 11, estamos interessados
em encontrar um sistema de coordenadas(i.e. um automorfismo f de R") no qual as fibras f~1(X)s, para
s € R"! tenham dimensio 0. Tais fungoes sdo o que chamamos de boas coordenadas para X; veremos
que, para X nas condeic¢des acima, sempre podemos obter uma fungao f com tais propriedades.

Denotando pontos de R"~! por ¥, o automorfismo que nos vamos procurar é da forma f(¥,x,) =

(¥ —ov(xp), xy) ondev: R — R""1 é um polindmio. Sua inversa fFle 1z xn) = (T +o(xn), xn)

Lema 2.35. Seja W C R™ x R" um conjunto definfvel com n > 2, se para todo s € R™ a dimensdo de Ws é menor
que n entdo existe un polindntio v : R — R"~1 tal que para todo s € R™ o conjunto dos x € R com (v(x),x) € Ws
é finito.

Esse resultado pode nao parecer surpreendente a primeira vista, mas o ponto importante e nao trivial é
que o polindmio v(x) ndo depende de s, ou seja, a menos de um niimero finito, os pontos do tipo ((x), x)
nao pertencem a Ws independente da escolha de s.

Demonstragdo. A prova é feita por indugao, além disso para facilitar a utilizacao da hipétese de inducao
vamos obter uma fungao v : R — R"~! tal que o conjunto dos x tais que (x, v(x)) € W; é finito, para ver que
isso é equivalente ao enunciado do lema basta permutar a coordenada (11 4 1) com a tltima coordenada

de R"*" no comego e no fim da demonstragio.
e N=2

Defina para cada a € R"*1 o polinémio f; = ay +az.t + ...+ a;41t; e tome paras € R" o conjunto
B = {x € R: (x, fa(x)) € Ws}

Note que esse conjunto é definivel, na verdade a aplicagao que leva a em f; é uma parametrizacao
dos polindmios de grau menor ou igual a 111, similar ao que fizemos no lema 2.20 com as caixas de R".

E importante notar que isso s6 é possivel devido a limitagao no grau dos polindmios.

Tudo que precisamos é encontrar um a tal que esse conjunto seja finito para todo s. Para isso vamos
mostrar primeiro que para cada s existe uma quantidade finita de elementos a tais que B"* é infinito.

Temos que Ws C R? tem dimensio 1, e tomando uma decomposicdo em células do R? compativel
com tal conjunto vemos que ele se decompde em ntimero finito de pontos isolados ((0,0)-células),
intervalos verticais abertos ((0,1)-células) e graficos de fungdes com dominio em um intervalo I ((1,0)-
células). O numeros de pontos x tais que (x, fz(x)) pertence a uma das (0,0)-células ou (0,1)-células é

finito para todo a, portanto s precisamos nos preocupar com o tltimo caso.

Consideremos entdao g : I — R uma das fung¢des cujo grafico é uma (1,0)—célula da decomposicao
de Ws e tome o seguinte conjunto definivel

X={xel:JnecR"MIecREe>0A[VyeI(ly—x| <€)= faly) =5}
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Ou seja o conjunto dos elementos x de [ tais que g é igual a alguma f, em uma vizinhanca de x.
Esse conjunto é claramente aberto, e portanto uma uniao finita de intervalos abertos, além disso é
imediato que em cada intervalo desses ¢ = f,; para um tinico 2. Em particular temos um ntimero
finito de intervalos [; e elementos 4; tais que g|;. = fy,[i; e para nenhum outro a o conjunto {rxeR:
fa(x) = g(x)} é infinito. Como temos uma quantidade finita de fungdes g a considerar vemos que
temos apenas uma quantidade finita de pontos 2 aonde {x € R : f,(x) = g(x)} é infinito. Concluimos

assim que que para cada s existe uma quantidade finita de elementos a tais que B"* é infinito.

Para concluirmos esse caso falta encontrarmos a tal que B** seja finito para todo s. Nao é dificil
verificar que o conjunto Y C R"*+("*+1) dos pontos (s,a) tal que B** é infinito é definivel, além disso
acabamos de ver que as fibras de tal conjunto sao finitas e portanto sua dimensdo é¢ no maximo 1,
assim o conjunto Y’ dos pontos a € R"*! tais que B"* ¢ infinito para algum s(a projecdo de Y nas
altimas m + 1 coordenadas) também possui dimensao menor ou igual a 11 e consequentemente nao
pode ser todo R + 1. Qualquer a € R"*+! — Y’ satisfaz a condicdo de B"* ser finito para todo s.

e (n—1)—n
Temos agora W C R™*+" com dim(Ws) < n para todos € T". Vamos tomar Z C R" x R x R""2 o
conjunto dos pontos (s, x1, ¥) tais que W, \, ) € infinito.
Como dim(Ws) < n pelo lema 2.19 a dimensao de Z; é estritamente menor que 1 — 1 e por indugao
podemos obter um polinémio vg : R — R"~2 tal que {x € R : (x,09(x)) € Zs} é finito para todo s.

Tome agora o conjunto definivel

M = {(s,x1,xy) € R™ x R?: (s, x1,00(x1),xn) € W}

Assim existe um numero finito de elementos a de R tais que (s, a,x,) pertence a M para algum par
s, X, em particular M tém dimensao menor ou igual a 1, e portanto ja sabemos que existe um polino-
mio vq tal que para todo s o conjunto dos elementos x € R tais que (x,v1(x)) € Ms é sempre finito.
Tomando v = (v, v1) : R — R"~! temos a fungao desejada.

O

Provar a existéncia de boas coordenadas usando o lema é uma tarefa bem mais simples.

Teorema 2.36. Dado 1 conjunto definivel S do R" com dimensdo menor do que n existe um automorfisnio u :
R"™ — R" tal que u(S)s é finito para todo s € R"~1,

Demonstragio. Tome o conjunto
W={(7%t) e R"TxR"ITxR: (7+%t) €S}

Temos entdo que
Wy = {(x,t) e R" : (£ +7,t) € 5} =S — (,0)

Onde S — (7,0) = {(x,t) — (7,0) : (%,t) € S} é a translacdo de S por (j7,0). Mas a translacdo é uma bijecao
definivel e portanto din(Wy) = dim(S) < n. Com isso o conjunto W estd nas condi¢des do lema 2.35 e
portanto existe v : R — R"~! tal que para todo 7 € R"~! o conjunto dos x € R com (v(x),x) € Ws é
finito. Definimos 0 nosso automorfismo como u(%, t) = (¥ — v(t), t). Vamos verificar que tal automorfismo
satisfaz as propriedades desejadas.

Que de fato é um automorfismo é facil ver, pois como v é um polinémio é definivel e continuo e portanto
o mesmo se aplica a 11. Para ver que é injetora suponha (%, t) = u(ij, ') temosentdoque t = ' ex —v(t) =
7 — o('), mas isso implica ¥ — v(t) = § — v(t) e portanto ¥ = . A sobrejetividade segue de (%,t) =
u(x+o(t),t).
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Vamos verificar entdao que 1(S)y é sempre finito.
u(S) = {u(x, t): (x,1) € S} = {(X—v(t),t): (T, 1) € S} = {(T, 1) : (T +o(t),t) € S}

Logo
u(S)y={teR: (1) cu(S)} ={t € R: (F+o(t),t) €S} = {t € R: (v(t),t) € Wy}

Mas devido a escolha de v temos que que tal conjunto é finito para todo y.
O

Essa versao do teorema nao é a mais forte conhecida. Em [Cos99] é provado que se S C R" x R" é tal
que din(Sg) < n para todo ¥ € R" entdao podemos obter um automorfismo i satisfazendo as condigdes
do enunciado, de modo que i restrito as primeiras 111 coordenadas é a identidade. Em [vdD98] o resultado
é obtido com 11 uma transformagao linear e por isso é chamado de "boas dire¢oes”, para tanto o autor faz
uso de uma versao do teorema da fungao inversa para estruturas O-minimas estendendo corpos; quando
estudarmos homologia simplicial precisaremos de uma propriedade do teorema de triangularizacao que
s6 pode ser obtida supondo u linear.

2.3.2 Simplexos, Complexos e Suas Propriedades

Continuamos com alguns preparativos para o teorema de triangularizacdo. Vamos apresentar as definigoes
de simplexos e complexos que sdo essenciais até mesmo para enunciar o teorema; além disso explorare-
mos algumas de suas propriedades, como divisdes baricéntricas, que usaremos nao sé agora mas também
quando discutirmos homologia. Algumas das demonstragoes serdo omitidas ja que fogem do escopo desse
texto.

As definicoes e resultados dessa se¢ao sao pequenas variagoes das usuais. Normalmente simplexos
e complexos sdo definidos em R" e ndo em corpos reais quaisquer, tal diferenca nao altera em nada as
propriedades desses objetos(e suas demonstragoes). Além disso a definicao de complexo que vamos usar
corresponde a de [vdD98] que é um pouco mais abrangente do que a usual.

R continua sendo uma expansdo o-minimal de um corpo, porém é conveniente entender o R" como
um R—espago vetorial. Nesse contexto um subespaco afim de R" nada mais é do que a translagao de um
subespago vetorial por um elemento a de R". Dados pontos ay, ..., a; € R" dizemos que

{ ) toeR': ) t=1t€eR}

0<i<k 0<i<k

é 0 espago afim gerado por ay, ..., a;. Nao é dificil verificar que esse é de fato 0 menor espago afim contendo
tais pontos.

Dizemos que os pontos ay, ..., a; sdo independentes se o espaco afim gerado por esses pontos possui
dimensao k, ou equivalentemente se o conjunto {(a; — ag), ..., (ay — ag)} é linearmente independente(vale
notar que nesse contexto temos duas possiveis interpretagdes para dimensao, a de élgebra linear e a que
apresentamos para conjuntos definiveis; porém ambas nogoes coincidem, eliminando qualquer possivel
ambiguidade). Com isso definimos um simplexo da seguinte maneira.

Definicao 2.37. Dados pontos indepentes ay, ..., 1 dizemos que

{E tiaj € R" : Z t,':l,0<t,'€R}

0<i<k 0<i<k

é o simplexo gerado por ay, .., a4, esses pontos por sua vez sao chamados os vértices do simplexo. E comum
denotar esse conjunto por (ay, ..., 1) o0 que pode gerar confusdo com um ponto de R, porém o contexto
deve deixar claro a que nos referimos. Um simplexo gerado por k + 1 elementos possui dimensao k e é dito
um k-simplexo
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Note que nessa definigdo a desigualdade t; > 0 é estrita e portanto esse conjunto nao é fechado(tao
pouco precisa ser aberto), o fecho topolégico de (a, ..., a;) é denotado por [ag, ..., ;] e é dado por

{ E tin; € R" : E t,'Zl,OSf,'ER}

0<i<k 0<i<k

Lembrando que um conjunto A é dito convexo quando dados dois pontos quaisquer a1,a, € A a reta
tay + (1 —H)ap, 0 <t <1 que liga esses pontos esta contida nesse conjunto. Temos que [no, ey nk] € 0 menor
convexo contendo os pontos ay, ..., 1, chamamos tal conjunto do fecho convexo de {ay, ..., a; }.

Uma notacao um pouco ambigua é usada frequentemente para o que vamos chamar de simplexo padrao
de dimensao 11 e denotar por A". Em R"*! tome ey, ..., ¢,,1 a base canénica(e; possui todas as coordenadas
iguais a 0 exceto pela i-ésima coordena que é 1), temos que esses pontos sao independentes e portanto ge-
ram um simplexo de dimensao n esse simplexo serd denotado por Ajj, o fecho de de tal conjunto, [eo, ..., en].
é chamado o simplexo padrao de dimensao 1.

Dado um simplexo (ay, ..., a;) todos seus pontos sao da forma tgag + ... + tyay, é facil ver que a funcao
i1 = (ag,...,ag) — A que leva p = toag + ... + trag em (tg, ..., tx) € um homeomorfismo definivel, (to, ..., tr) €
chamado as coordenadas baricéntricas de p. Segue claramente dessa observacido que quaisquer dois sim-
plexos de mesma dimensao sao definivelmente homeomorfos, por esse motivo em muitos casos podemos
nos restringir a tais simplexos, como por exemplo ao estudarmos fungdes continuas definiveis com domi-
nios em simplexos.

Uma face de um simplexo (ag, ..., a;) é um simplexo gerado por um subconjunto de {ay, ..., a;}. Note
que duas faces de um simplexo sao iguais somente quando sao gerados pelo mesmo subconjunto e, caso
contrario, sao disjuntas. Além disso [ag,...,ar] éa uniao(disjunta) de todas as faces de (ay, ..., i), juntamente
de (ayg, ..., ap)-

Dizemos que dois simplexos (ag, ..., ax) e (by, ..., b;) sdo compativeis quando [ay, ..., ag] N [by, ..., bi] é ou
vazio ou uma face comum dos dois simplexo. Com isso podemos dar a proxima defini¢do relevante.

£

Defini¢ao 2.38. Um complexo simplicial T do R" é um conjunto finito de simplexos do R" dois a dois
compativeis. Denotamos por | 7| a unido de todos seus elementos e chamamos tal conjunto do dominio de
7. Quando ndo houver ambiguidade usaremos simplesmente o termo complexo.

E comum na definicdo de um complexo T exigir que se um simplexo pertence a T entdo todas as suas
faces pertencem a T; tal exigéncia faz com que |7| seja sempre fechado e limitado. No nosso caso porém
queremos mostrar que todo conjunto definivel é definivelmente homeomorfo a um complexo(parte do
teorema de triangularizacao) e isso tornaria a tarefa obviamente impossivel. Para contornar o problema
utilizamos essa defini¢do, um pouco mais fraca, de complexos.

Um complexo na condi¢ao acima sera dito fechado, além disso vamos denotar por T o complexo for-
mado por todas as faces de todos os simplexos de T(o que é de fato um complexo fechado); é facil verificar
que cl(|t]) = |T]. Uma outra notagdo que vamos usar freqiientemente é vert(7) para denotar o conjunto de
todos os vértices de todos os simplexos de um complexo T.

Dizemos ainda que k é um subcomplexo de T se k C T(note que todo subconjunto de T é um complexo).
Além disso k é um subcomplexo fechado de 7 se |k| é fechado em |7|, ou equivalentemente se todo simplexo
de k que pertencer a T também pertencer a k.

Vale notar que complexos sdo objetos de natureza combinatéria, um complexo T pode ser visto simples-
mente como um conjunto finito de pontos V, os vértices de T, e uma colegdo Vp de subconjuntos de V, onde
um elemento de Vj é um subconjunto de vértices que gera um simplexo de 7. Olhando complexos dessa

maneira é natural considerarmos as seguintes fungoes, que chamamos de mapas de véticer.

Definic¢do 2.39. Dados dois complexos T e 6 uma funcdo f : vert(t) — vert() é dita um mapa de vérti-
ces(entre T e ) se dado um subconjunto V; de verf(T) que gera um simplexo de T sua imagem f(V) gera

um simplexo de 6.
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E fécil verificar que complexos, juntamente de mapas de vértices formam uma categoria; essa serd
denotada por K.

Vamos verificar que todo mapa de vértices se estende de maneira natural a uma funcao continua, entre
o dominio dos complexos envolvidos. Antes disso note que um ponto do dominio de um complexo T é um
ponto de algum simplexo de T e portanto é da forma tyag + ... + t,a,, onde (ag, ...,a,) € um simplexo de T,
ti>0e) t; =1.

Proposigdo 2.40. Se f : vert(t) — vert(0) é un mapa de vértices entdo a fungio f : |t| — |6| dada por

f(“()”() + . hay) = tOf(“O) Sl o tuf(”n)

é continua. Onde tgag + ... + tya, 6 wm ponto do simplexo (ag, ..., ay) € T, cada t; é maior que zeroe Y t; = 1.

Demonstragiao. Como (ay, ...,a;) € um simplexo de T e f € um mapa de vértices temos que (f(ag), ..., f(a,))
gera um simplexo de 0 e portanto ty f(ag) + ... + t,, f (a,) € de fato um ponto de |6|. Para ver que f é continua
tome s o fecho de um simplexo (ay, ..., a;) em T, vamos mostrar que f|s é continua. Note que s é a unido das
faces de (ay, ...,a,) pertencentes a T. Basta entdao analisarmos a continuidade de f nas faces de (ay, ..., a,)
contidas em T, tome entao p = poag + ... + pua, um ponto em uma dessas faces(0 < p;e ) p; = 1).

Pelo lema 2.24 basta considerarmos o comportamento de f composta com curvas tendendo a p. Seja
entdo y(t) : [ — s com 7y — p. Para cada t temos que y(t) € s e em particular

y(t) = gO([)HO + ... -i—gu(“)”m

com 0 < g;(t) e Y gi(t) = 1, a unicidade das coordenadas baricéntricas nos garante que as g; estao bem
definidas, e nao é dificil verificar que elas sao de fato continuas. Temos assim

f(')’(f)) = _f(g()(t)”() + ... +gl|(”11)) = g()(t)f(”()) T+ e +gn(t)fn("u)

Além disso como y(t) — p temos que g;(t) — p;, ou seja

f(')’(f)) - POf(HO) + ot Puf(an) = f(P)

de onde segue que f é continua em p.

Para terminar a demonstragao note que T é uma uniao finita de conjuntos disjuntos fechados como s, e
que f restrita a cada um desses conjuntos é continua, o que é suficiente para garantir a continuidade de f
em T.

O

Precisamos ainda de outros resultados sobre extensdes de fungdes em simplexos e complexos. Para
obter esses resultados vamos utilizar o baricentro de um simplexo. Dado um simplexo (ay, ..., ay) dizemos
que

p=(ao/(k+1)) + .+ (a/ (k+1)) € (ao, ., ar)

é o baricentro de (ay, ..., a;) que vamos denotar por b((ag, ..., ax)).
O baricentro de um simplexo possui muitas propriedades importantes, nesse texto porém nao vamos
utilizar nenhuma(a nao ser o fato dele pertencer ao simplexo) e usaremos tal ponto apenas para mante a

tradigao. O lema abaixo, que serd usado no préximo capitulo, ilustra o que acabamos de dizer.

Lema 2.41. Os seguintes resultados sobre extensoes de fungoes continuas sio vdlidos:

e Dado um simplexo o do R" e uma fungdo continua definivel f : 6(c) — R existe um extensio continua
definfvel de f em cl(c).
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e Dado um complexo fechado T em R" temos que toda fungdo continua definivel com dominio em unt subcomplexo

fechado préprio 1y de T se estende a wma funcdo continua definivel e T.
Denonstragio. Comegamos pelo primeiro item:

e Dado um ponto x de ¢ diferente de b(c) exite um tnico ponto py de é(c) tal que x pertence ao
segmento de reta ligando py a b(¢), esse segmento pode ser parametrizado por tp, + (1 —#)b(o) com
t € [0,1], ou seja existe um tnico t, tal que x = typy + (1 — ty)b(c) definimos entao g(x) = ty f(px)
além disso tomamos g(b(0)) =0e g(p) = f(p) para p € é(0).

E claro que g é definivel, precisamos verificar que é continua. Consideremos entdo a seguinte funcao:

li:]0,1] x 8(¢) — R"
(t,p) = tp+ (1 —1t)b(o)

temos que 1 é continua, definivel e c/(¢) = Img(). Além disso go li(t, p) = tf(p) também é continua

definivel, nessas condicdes o terceiro item de 2.27 nos garante a continuidade de g.

e Vamos mostrar que existe um subcomplexo fechado contendo 1y propriamente e uma extensao con-
tinua g de f em tal subcomplexo. Como o niimero de subcomplexos de T é finito isso é suficiente.

Seja o um simplexo de dimensao minima pertencendo a T — T, se ¢ = {a} é um simplexo de dimen-
sdo 0 entdo ¢ é disjunto de |1p|(pois esse é fechado) e portanto tomando g(a) = 0 e g(p) = p para

p € || temos a extensao desejada.

Assumindo que dini(c) > 0 temos que todo face propria de ¢ estd contida em | 19|, pois a dimensao
de uma face qualquer é menor do que a dimensao de ¢ e essa por sua vez é minimal dentre as que
nao estdo contidas em |1g|. Isso significa que f' = fi;) é uma fungdo continua definivel e pelo
primeiro item do lema sabemos que existe uma extensao g’ de f’ em cl(c). Como g’ e f sdo funcoes
continuas definiveis com dominio fechado e compativeis na intersecao dos dominios podemos colar
essas funcdes em uma funcao g continua definivel cujo dominio é cl(c) U |1p|. Temos assim que g é

uma extensao de f a um subcomplexo estritamente maior como precisdvamos.

O

Uma construgao que vamos utilizar freqiientemente no texto é a divisao baricéntrica; para apresentar
tal construcdo vamos precisar de algumas definicoes.

Em um complexo T definimos uma 7-flag como uma sequéncia de simplexos s, ..., 5; tal que o vert(s;) C
vert(sjy+1). Ou seja uma sequéncia de simplexos crescente em dimensao, tal que cada simplexo é uma face
dos posteriores. Nao pedimos que a dimensao de s; seja i e tdo pouco que dini(sjyq) = dim(s;) + 1.

Podemos associar a cada t-flag 8 o t-simplexo cujos vértices sao o baricentro de cada simplexo de 6, ou

seja (b(so), -, b(s;)); vamos denotar tal simplexo por b(6). Definimos a divisdo baricéntrica de T como:
b(t) = {b(0) : 6 ¢ uma T-flag}

Muitas das afirmacdes acima ndo sdo imediatas, como o fato de b(6) ser um simplexo ou b(7) um
complexo. Outro resultado valido que nao vamos demonstrar é que o dominio da divisao baricéntrica de

um complexo T é o mesmo dominio de T, ou seja:
1b(7)| = |7

E possivel iterar a construgdo apresentada; ou seja podemos tomar a divisdo baricéntrica de b(t). Por
esse motivo muitas vezes dizemos que b(T) é a primeira divisao baricéntrica de 7. Nesse texto porém nao

utilizaremos tais iteragdes, e consequentemente também evitaremos essa nomenclatura.
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Existe ainda outra construcao que vamos utilizar. Dado um simplexo T = (ay,...,a;) de R" e duas
sequéncias S, ..., 5y € rg, ..., Iy de pontos em R, tal que s; < r;, podemos definir b; = (a;,s;) e ¢; = (a;, 7).
Além disso quando s; # r; podemos definir o (k+1)-simplexo t;(5,7) = (bo, ..., bj, cj...,c;). Supondo entao
que pelo menos um b; é diferente de ¢; temos o seguinte resultado

Proposicao 2.42. O conjunto formado por todos os simplexos da forma t;(5,7) juntamente de todas suas faces é un
complexo fechado cujo dominio é o fecho convexo de {by, ..., by, o, .., ¢ }. Vanios denotar tal simplexo por 1(b,¢)

A construcao e proposicao acima podem ser encontradas em [vdD98]. Com esses resultados temos tudo
0 que precisamos para finalmente tratar do problema de triangularizacao.

2.3.3 Triangularizacao de Conjuntos Definiveis

Nosso objetivo continua sendo provar o teorema de triangularizacao para conjuntos definiveis. Antes disso,

porém, vamos provar alguns lemas e apresentar algumas defini¢oes que simplificarao a tarefa.

Definig¢dao 2.43. Uma triangularizagao de um conjunto definivel X C R" é um par (¢, k) onde k é um
complexo e ¢ : X — |k| é um homeomorfismo definivel.

Dados subconjuntos Xj, ..., X;; de X dizemos que a triangularizacao (¢, k) é compativel com Xj, ..., X
se para cada X; a sua imagem /i(X;) é o dominio de um subcomplexo k; de k.

Além disso dados conjuntos A C R" e B C R"*! e triangularizagoes (k, ¢) e (k/, ) de A e B respectiva-
mente, dizemos que (k’, ) é um levamento de (k,¢) se k = (k') = {m(c) : ¢ €K'} e mop = ¢ o 7, onde

7 é a projecio de R"T! em R".

Por essa definicao e 2.25 temos que se um conjunto X possui um triangularizagao (¢, k) com k um
complexo fechado entdo X é fechado e limitado. Como ja dissemos anteriormente nosso objetivo é provar
que todo conjunto definivel pode ser triangularizado. Por esse motivo nao pedimos na definicao de um
complexo que esse seja fechado como é de costume.

Em um conjunto X triangularizado por (¢, k), se ¢ é um simplexo de k e s um subcomplexo de @ entao,
assim como dizemos que s é uma face de ¢, vamos dizer que ¢~'(s) é uma face de ¢! ().

A demonstracao do teorema de triangularizacao consiste, entre outros passos, de um levantamento
de uma triangularizagao obtida indutivamente sobre a projecao de um certo conjunto. Para tanto vamos
precisar de algumas defini¢des e resultados que nos ajudem a tratar da existéncia de levantamentos; esse
serd o nosso foco por hora.

Definicao 2.44. Seja (¢, k) uma triangularizacdo de X, dizemos que uma func¢do multivalorada(relativa a
(¢, k)) em X é um conjunto da forma

F={fc;:C=¢ '(r)paraalgume € Kel <i<k(C)}

onde cada fc; € uma fungao continua definivel de C em R tal que fc; < fc it+1. Dizemos ainda que:
e o gréfico de F, denotado por 7(F), é a uniao do grafico das fc .
o F|Co = {fcyi: feoi € F}
o Part(F) = {t(f) : f € F}U{(fci  fci+1) : fci € F,i <k(C)}
o X =Uyeran(r) ¥

Note que Part(F) é uma partigao do conjunto X' .

Dizemos ainda que F ¢ fechado se toda fungao f em F|Cy possui uma extensdo continua f : c/(Cp) — R
tal que f restrita a cada face de Cy pertence a F. Por fim F é dita completa se é fechada e dados simplexos 07 e
0, de k com 0, uma face de o7 entdo para qualquer fungao f, € F|¢p~!(v3) existe uma fungao f; € F|p~!(o7)
tal que f» é a funcdo que estende f1 em ¢~ 1(02), isto é fo = fi = (c2)"
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Precisaremos do seguinte resultado sobre fun¢des multivaloradas no teorema de triangularizagoes.

Lema 2.45. Se F é uma fungio multivalorada sobre X relativa a (¢, k) tal que T(F) é fechado e existe r € R com
T(F) C X x [—r,r] entdo F é fechada.

Demonstragio. Antes de comecarmos a demonstragao lembramos que para f : R" — R definimos
lint infysyf(x) = inf{z € R* : R |= Ve > 0¥ > 03x[x € Bs(y) A f(x) € Be(z)]} = inf(Cy)

note que quando f é definivel o conjunto Cy é definivel. Além disso se y € cl(dom(f)) entdo existe uma
curva definivel y tendendo a y, sabemos que o limite lateral linm; o~ f(y(t)) existe e é imediato que ele per-
tence a Cy, assim temos um conjunto definivel nao vazio tal conjunto possui infimo de onde segue que nes-
sas condicdes lint infy_ f(x) estd sempre bem definido. Podemos definir analogamente lin sipy—y f(x) e
é rotineiro verificar que o limite de f em y existe se e s6 se lint infy—y f(x) = lim supy—, f(x).

Seja f : C — R uma funcéo de F, e D uma face prépria de C precisamos mostrar que f possui um
extensdo continua definivel f em ¢/(C) tal que fip € F. Sabemos que f € continua e definivel e portanto
temos lint infyyf(x) =l e lim supy—yf(x) = L bem definidos para qualquer y € (c/(C) — C), além disso
f é limitada por hipétese de onde segue que —c0 < | < L < 0. Se tivermos | = L entao o lintyy, f(x)
estd bem definido e é igual a | € R, suponha que nado seja esse o caso e tome | < t < L, se tomarmos U
uma vizinhanga de y tal que U N C é definivelmente conexo(vamos assumir a existéncia de uma vizinhancga
com tal propriedade e além disso que ela pode ser tomada arbitrariamente pequena, nao é dificil encontrar
uma) entdo f deve assumir valores arbitrariamente préximos de [ e L, em particular deve assumir valores
maiores que t e valores menores que t, mas f é continua e portanto deve assumir o valor t em algum ponto
dessa vizinhanga. Vemos entdo que f assume todos os valores de (I, L) em vizinhancas arbitrariamente
pequenas de y, isso implica que y x (I,L) C cl(t(f)) C (7(F)), pois T(f) C ©(F) e T(F) é fechado por
hipétese. Por outro lado todo ponto (y,t) € F é da forma (y, fp,i(y)) e assim s6 podemos ter um ntimero
finito de pontos dessa forma o que contradiz y x (I, L) C 7(F). Concluimos assim que | = L = liniy ., f(x)
para qualquer y € (c/(C) — C).

Definimos assim

Flx) = { . f(x) se \ eC,
iny sy f(y) sexecl(C)-C.

Precisamos verificar que f é definivel continua e que fp € F. Que é definivel é imediato do fato de f ser
definivel, também é imediato que f é continua em C. Tome um ponto de y € c/(C) — ¢, digamos y € D
e uma curva definivel 7 tendendo a y, como C e D sao definiveis existe uma vizinhanca I do zero tal
que Img(~y) esté contida em C ou D, se estiver contida em C entdo f(7(t)) — f(y) pela defini¢ao de f
suponhamos entdo y(t) € D para todo ¢, pela definigdo de f e continuidade de f temos

limgof (v(8)) = limyso[linty_ iy f(X)] = linty_n0)f(x) = f(y)

como precisdavamos. Por tltimo como 7( fl p) C T(F) temos que

(fip) = U (fip) N T(fp,i)

e como todas as fungdes sdo continuas T(fp,) < t(fp,ir1) € facil ver que t(fp) = t(fp,,) para algum ip
de onde segue que f_|D e F. O

O lema abaixo nos diz exatamente como podemos usar fungdes multivaloradas para construir levanta-
mentos de triangularizagoes, esse resultado é a ferramenta que nos falta para provar o teorema de triangu-

larizacao.
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Lema 2.46. Dada wma triangularizagio (¢, k) de wm conjunto fechado e limitado X € R" e wma fungdo multi-
valorada completa F em X(relativa a (¢, k)) temos que ou (P, k) ou sua divisdo baricéntrica (¢p,b(k)) podem ser

levantados a wma triangularizagao (1, 1) de XT compativel com cada um dos conjuntos de Part(F).

Demonstragio. Como F é completa podemos nos perguntar se a condicao abaixo é verdadeira:

Dado C € ¢(k) e fc,, fcj € F|C com i < j exite um vértice ¢y € C tal que fi(cp) # f2(co)- (2.7)

onde por um vértice de C queremos dizer a imagem por ¢ de um vértice do simplexo que tem C como
imagem. A condigao acima pode ser falsa sobre (¢, k), porém fc; < fc,; e portanto fc,i(b(C)) < fc;(b(C)),
onde b(C) é a imagem por ¢ do baricentro do simplexo que tem C como imagem, assim se substituirmos
(¢ k) por (¢,b(k)) e F por F, = {fcp : B € b(K), fc,i € F} temos que a condicao 2.7 deve ser satisfeita.
Além disso uma verificacao direta mostra que F, também é uma fun¢do multivalorada completa em X
relativa a (¢, b(k)), ou seja podemos assumir sem nenhuma perda que a condigao 2.7 é satisfeita.

Vamos comecar a construcao de (¢, /), para isso vamos fixar uma ordem linear qualquer vy, ..., vy nos
vértices de k.

Dado um simplexo ¢ € k sejam ay, ..., a, os vértices desse simplexo na ordem fixada anteriormente e
C = ¢(c). Tome fc ), fc,i+1 € F e defina os pontos r; = fc (¢~ (a;)) es; = f_C,]-Jrl(q)_1 (a;)). Podemos entao
tomar b; = (a;, r;) e c; = (a;,s;) € R"*1.

Como para todo i r; < s; e tal desigualdade é estrita para pelo menos um indice, temos pela proposicao
2.42 que existe um complexo I(b, ¢) cujo dominio é o fecho convexo de {by, ..., by, c1, ...,y }. Assim [[(D,¢)| é
o conjunto contendo |[by, ..., b,]|, |[c1, ..., cu]| € todos os pontos em retas ligando pontos desses complexos.

Vamos agora obter um homeomorfismo ¥y, : [f,g] — [/(b,¢)|. Temos que os pontos de [f, §] sdo da
forma (x,tf(x) + (1 —#)g(x)) com 0 < t < Tex € cl(C), além disso ¢ leva x em um ponto de [ay, ..., a,],

ou seja

= Y pi(x)ajcom ) pi(x) =1e0 < pj(x)

1<i<u

Definimos entao

Yio(o tf(x)+ (1 =1)g(x) =t ), pi(x)bi+(1—-1t) ) pilx

1<i<u 1<i<u

Essa fungio leva um ponto na reta ligando f(x) e g(x) em um ponto da reta entre b(x) e ¢(x) onde b(x)
¢ o ponto de [by, ..., b, | com as mesmas coordenadas baricéntricas de ¢(a), e ¢(x) o analogo para [cy, ..., €.
E imediato que essa funcao é injetora além disso vimos que os pontos de |/(D, ¢)| sdo exatamente os pontos
da forma t ¥y <j< pi(x)bi + (1 — 1) Li<i<y pi(x)c; de onde ¥, € sobrejetora e portanto bijetora. Considere
agora a fungao ¥y : |[ay, ..., ay]| x [0,1] = [f, §] com

Fo(y,t) = (@), tf (@) + (1 = HZ(p(y)))

A continuidade de @ segue da continuidade de , f e g, além disso é imediato que a funcio é sobrejetora

ja que ¢ é um homeomorfismo. Por outro lado calculando a composta em y = ) p;a; temos

FrgoYo(Qpiait) =t pibi+ (1 - 1)} pici

que ¢é claramente continua, temos assim por 2.27 que nessas condigoes Yy o € continua e por esse mesmo
resultado vemos que é um homeomorfismo.

Vamos denotar por I(b) o complexo formado por (by, ..., by,) e todas as suas faces, note que |/(b)| =
[bo, ..., bu]. Definimos também ¥ s : 7(f) — |I(b)| como a fungao que leva (x, f(x)) em b(x), i.e. no ponto de

[bo, .., by] com as mesmas coordenadas baricéntricas de ¢(x), tal funcdo é claramente um homeomorfismo.
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Também sera conveniente denotar por /(f) o complexo I(b) quando b; = (a;, f(a;)), e o mesmo para [(f, ).

Podemos entdo tomar / como a unido dos complexos da forma [(b) e I(b,¢) precisamos verificar agora
que esse conjunto é um complexo fechado. E imediato que todas as faces de todos os simplexos de [ estao
em /, ja que | é uma uniao de complexos. Basta entdo mostrarmos que a intersecgao de quaisquer dois
elementos de | é ou vazio ou um elemento de /.

Existem muitos casos a serem considerados, vamos analisar apenas um caso particular entre um ele-
mento da forma [ (1_7) el(c, d ), mesmo com essa restricao ainda temos alguns subcasos a considerar. Sejam
entdo b; = (a;, fy(a;)), ¢j = (n},ﬁ-(rﬂj)) ed; = (n},ﬁ(n})) podemos ter que o dominio de f, que vamos
denotar por B é o mesmo dominio de f. e f; que serd denotado por C, podemos ter ainda que B é uma face
propria de C, que C é uma face propria de B, que BN C é uma face comum de B e C ou que essa intersecgao
é vazia. No ultimo caso é imediato que 1(b)NI(¢,d) = @, os outros casos precisam de uma andlise mais
cuidadosa, vamos nos restringir novamente ao caso em que BN C é uma face comum de B e C e vamos
denotar essa face por By.

Como F é fechada sabemos que existem fungoes fl?' fle fl? em F tais que -fl'|Bo = fl? e 0 mesmo para ¢
e d, temos ainda dois casos a considerar, primeiro supomos que fl? = fd(analogamente poderfamos tomar
f) = f9) e tomando por a9, ...,a? os vértices de By temos que b = (a?, f0(a?)) = (a?, f2(a?)) = ¥ de
onde I(f) = I(B%) = 1(%) = I(f?), por outro lado I(b) NI(c,d) = I(f)) NI(f, f) = I(f}) que é um
elemento de | como queriamos. Temos ainda o caso em que fl? nao é igual a f2 ou flo, vamos supor entao
que seja menor que f(o caso em que é maior que fg sendo andlogo) nesse caso podemos ter b? # €
para todo i'de onde segue que [(b) N1(¢,d) = @ ou podemos ter alguns vértices em comum(nao podemos
ter todos iguais pela condicdo 2.7), nesse caso é imediato que 1(b) N1(¢,d) = 1(b°) N1(e°). Sejam entdo
{a?, ..., ag} os vértices em comum, temos que (aJ, ..., z\'g) é uma face prépria tanto de /(b°) como de (%) e
como esses complexos sdo fechados todas as suas faces também pertencem a /(%) e I(¢”). Além disso uma

conta rapida usando coordenadas baricéntricas mostra que de fato todo elemento de [1(B%) N 1(c0)| deve
0 0
b B )
Temos entao que | é um complexo, para obter a triangularizacao precisamos exibir um homeomorfismo

pertencer a [:\'(1’, ...,ttg] = [l(tt(l), ., a9)], segue que I(b) N I(¢,d) = I(n'(]),..‘, al) € | como queriamos.
de I com X, esse homeomorfismo é obtida colando as funcdes Yy e ¥y Para podermos fazer tal colagem
precisamos verificar que tais fungdes coincidem na interseccao de seus dominios, o dominio de uma fungao
‘Pf,g é [f, g] e dominio de ‘Pf é T(f), e novamente temos muitos casos diferentes a considerar. Vamos tratar o
casoentre ¥ r e ¥, a intersecgao do dominio de tais fungoes é 7(f)N7(g), denotando por Cr e Cgodominio
de tais fungdes vemos que a intersecgao acima s6 nao é vazio quando cl/(Cy) Ncl(Cg) # @, supondo entdo
que Cf = Cg = ¢~ 1(0) essas funcdes podem coincidir apenas na pré-imagem de faces de ¢(ja que em
¢~ 1(0) temos f < g), isso quer dizer que T(f) N7(g) = Ut(h;) com cada I; € F e com o dominio de cada
h; uma face prépria de C, com isso basta mostrarmos que ¥ 7|(;,) = ¥j, mas uma verificacao répida na
definicao de Y y mostra que esse € o caso. Todos os outros casos seguem de argumentos andlogos juntos da
observagao de que ¥ () = ¥j,- Com isso podemos colar as fun¢des ¥y e ¥y, em uma funcao continua
¢ com dominio todo X'.

Para ver que essa colagem é um homeomorfismo note que cada uma das fungoes (f) e (f, g) sao

bijetoras assim a colagem de todas elas é bijetora, a injetividade nao é imediata e segue do fato de
Img(¥y) N Img(Y2) = p(dom (Y1) Ndom(¥7))

Pois com isso vemos que se dois elementos xy,x, possuem a mesma imagem com um no dominio de ¥y
e outro no dominio de ¥, entdo ambos elementos pertencem a parte comum dos dominios, porém em tal
intersecgdo [ temos ¥y} = ¥5|; e ambas sdo bijetoras, de onde segue que X1 = x3 . Por outro lado o dominio
de i é fechado e limitado e assim 2.27 nos garante que i ¢ um homeomorfismo, temos com isso que (i, /)
é de fato uma triangularizagao de XF.

Precisamos ainda verificar que (¢,/) é um levantamento de (¢, k), para ver isso basta notar que se
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bi = (aj,s;) e c; = (a;,r;) entdo a projecio de qualquer simplexo de I(b,¢) é ou (ay,...,a,) ou uma face
desse complexo e o mesmo para [(b). Como todos os simplexos de | sdo de uma dessas formos com
(a1, ...,ay) um simplexo de k vemos que 7t(l) = k. Além disso note que se x € X' temos que x € 7(fic)
oux € (fic, fir1,c)- No primeiro caso vamos escrever x = (1, f;c(x)), seja ainda (7(f)) = I(b) com
bi = (aj, fic(¢~'(a;))) temos entdo P(x) = Yo (X f(x) = b(x"), de onde pela definigdo de b(x) vemos
m(p(x)) = m(b(x)) é o ponto de (ag, ...,a,) com as mesmas coordenadas baricéntricas de ¢(x), ou seja
mop(x) = pon(x).
A tltima condigdao que precisamos verificar é a compatibilidade de (/, ) com Part(F), mas isso é ime-
diato das definicdes de I e ip jé que ¢((fc,i, fei+1)) = I(fci. feiv1) e p(T(fei)) = I(fc,i)-
O

Podemos agora finalmente demonstrar o teorema de triangularizacao.

Teorema 2.47. Teorema de Triangularizagio
Seja S € R™ um conjunto definivel com Sy, ..., Sy subconjuntos definiveis de S, entdo existe uma triangularizagao
de S compativel con cada Sy, ..., Sy.

Demonstragdo. A demonstragao é feita por indugao em 1, no caso de 1 = 1 temos que tanto S como como
cada S;j sdo unides finitas de intervalos e pontos, é imediato portanto que tal triangularizagao exista. Vamos
supor portanto que o resultado é valido para conjuntos de R" e mostrar que deve ser valido em R"*1.
Nosso primeiro passo consiste em mostrar que é suficiente que o resultado seja vélido para conjuntos
fechados e limitados.

Para isso considere a funcaoo : R — (—1,1) talqueop(t) = t/(V1 4+ £2),e0(xy, e, i) = (00(x1, ..., 00 (X))
tome §’' = 0(S) e S! = f(S;), vemos que ¢/(S’) é um conjunto fechado e limitado e que cada S} é um sub-
conjunto de §’, tomando entdo uma triangularizacao (¢, k) de tal conjunto compativel com cada S} e com
S" temos que (¢p o7, ko), onde kg é o subcomplexo de k tal que |kg| = ¢ o ¢(S), é uma triangularizacao de S
compativel com cada S;.

Vamos portanto assumir que S é um conjunto fechado e limitado. Definimos entao
T=46(S)Ud(S1)U...U(Sk)

note que dimT = max(diné(S), ..., 6(S;)) < m + 1. Usando o lema de boas coordenadas 2.36 encontramos
um automorfismo definivel de R!' tal que a imagem de T por tal automorfismo possui fibras finitas. E ime-
diato que podemos nos ater a imagemde T, S e Sy, ..., S por tal automorfismo, ja que uma triangularizagao
de tais imagens pode ser usada para obter uma triangularizacao dos conjuntos desejados. Vamos portanto
supor que T possui fibras finitas. Nessas condi¢des nossa estratégia serda encontrar uma triangularizagao
de 71(S) que possa ser levantada a uma triangularizacao de S satisfazendo as condi¢des necessarias.

Tomando uma decomposicao em células D de T temos que 77(D) é uma decomposicio de 77(T) = 7(S),
que por sua vez é um conjunto fechado e limitado. Como T possui fibras finitas temos que

T= U T(fa,)

A€eD, 0<i<k(A)

para certas fungoes f, ;. Além disso 71(T) C R™ e cada elemento de 7(D) é um subconjunto de 77(T) de
modo que a hipétese de indugdo nos garante a existéncia de uma triangularizagao (¢, k) de 7w(T) compativel
com os elementos de 77(D). Tomando

F={fails: A€D,0<i<k(A),sek}

temos que F é uma funcdo multivalorada relativa a (¢, k) tal que T(F) = T. Pelo lema 2.46 para levantarmos
a triangularizagdo (¢, k) para 77(T)F precisamos que F seja completa. Como T é fechado e limitado o lema
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2.45 nos garante que F é fechada, porém vamos ter que fazer algumas modificacoes em F para obter a
completude.

Dado uma funcao f € F temos que f : Dy — R onde Dy € D, como F é fechado sabemos que essa fun-
¢do possui uma extensao continua em c¢/(Dp), compondo tal funcao com ¢ obtemos uma fungao continua
de um subcomplexo fechado de k em R e pelo lema 2.41 temos que essa fungao pode ser estendida a uma
funcao continua f” : [k| — R. Definimos entdao T’ = Uycp7(f’). Como nada nos garante que as interseccoes
do tipo T(f") N Set(f') N S; sdo projetadas em imagens de subcomplexos de k precisamos tomar uma tri-
angularizacdo mais fina. Seja (k’,¢’) uma triangularizagao de 71(T) = m(T’) compativel com os elementos
de (D) e também com 7t(t(f')NS;) e m(t(f')NS) para todas as fungdes [’ e todos os S;(novamente a

hipétese de indugao nos garante a existéncia de tal triangularizacao), tomamos assim
F={flq:feEsek)

com isso F/ é uma funcao multivalorada relativa a (¢/, k'), além disso ela é fechada pois T(F') = T' que é
um conjunto fechado e limitado, segue que F’ é completa pela prépria definicdo das fungdes f’. Isso nos
permitir levantar (¢’, k') a uma triangularizagao (i, 1) de n(T)F compativel com Part(F’).

Seja B = ¢'~1(Ko) para algum Ky € K e f € F'|g, como pedimos que (k’,¢") fosse compativel com
m(T(f)NS), temos que T(f) C SouT(f) NS = @, pois caso contrario teriamos

® # n(x(f)NS) C B

o que contradiz a compatibilidade, analogamente vemos que o mesmo é verdade para as intersecgdes com
os conjuntos S;. Temos além disso que se f, g sdo fun¢des consecutivas de F'|p entdo (f,g) Nd(S) = @ pois

caso exista um elemento a em tal interseccao teriamos,
a€T=acT =1F)=acth), heFlp=f<h<g

mas isso contradiz o fato de f e ¢ serem fungdes consecutivos. Segue portanto da proposicao 2.33 que ou
(f,g) C Sou(f,g)NS =D, enovamente o mesmo é valido trocando S por §;.

As duas observagdes acima juntamente com a compatibilidade de (¢,1) com Part(F') nos garantem a
compatibilidade de (i,1) com S e cada um dos S;. Podemos ter ainda S C ¢(I) = 71(T')S mas nesse caso
tudo que precisamos fazer é tomar um subcomplexo de I cuja imagem por i seja S e restringir ¢ a esse
subcomplexo.

a

O teorema de triangularizacao de conjuntos definiveis é um dos principais resultados no estudo da
topologia de estruturas O-minimais, e serd usado freqiientemente no restante do texto.

Dizemos que uma triangularizagao (¢, k) de um conjunto X C R" é estratificada sempre que k C R! ou
quando k C R" paran > 1e (¢, k) é um levantamento de uma triangularizacao (¢,1) de (k).

Lembre que a construgao realizada na demonstragao nao é realizada diretamente sobre S, mas sim sobre
a sua imagem por dois homeomorfismos definiveis; primeiro usamos um homeomorfismo definivel o de S
em um subconjunto de [—1, 1] e em seguida usamos 0 homeomorfismo obtido através do teorema de boas
coordenadas. Caso o conjunto S seja fechado e limitado a utilizacao do homeomorfismo ¢ ndo é necessaria;
além disso, como mencionamos anteriormente, o0 homeomorfismo obtido pelo teorema de boas coordena-
das podes ser suposto linear. Segue assim que a imagem de S(supondo esse fechado e limitado) por um
homeomorfismo linear a possui uma triangularizacao estratificada(lembrando que na demonstragao do te-
orema a triangularizagdo de «(S) é um levantamento de uma triangularizagao de 77(«(S))); dizemos nesse
caso que a triangularizacdo obtida é quase estratificada.

Podemos obter, como conseguéncia do teorema de triangularizagdo, um critério para a existéncia de
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bije¢des definiveis entre conjunsto definiveis quisquer:

e Se X e Y sao conjuntos definiveis entao existe uma bijecao definivel entre X e Y se e somente os dois

conjuntos possuem a mesma dimensao e caracteristica de Euler.

Na secdo anterior mencionamos o termo caracteristica de Euler, porém ainda nao apresentamos ne-
nhuma definicao para isso. Seja X um conjunto definivel e D uma decomposicao de X em células, denote

por D; o conjunto de células com dimensao i. Podemos definir
e(X) = Zi(—1)'| Dy

onde |D;| denota o niumero de elementos em D;. Nao é imediato que a definicdo acima ndo depende da
escolha de D, porém nao é dificil mostrar que esse de fato é o caso.

Esse resultado, assim como muitos outros sobre caracteristica de Euler em estruturas O-minimais, po-
dem ser encontrados em [vdD98]. Um fato de particular interesse é que a caracteristica de Euler, assim
como dimensao, é um invariante definivel, ou seja é preservada por bijecoes definiveis(isso nos da um lado
do resultado mencionado acima).

Também é comum definir a caracteristica de Euler de um complexo k como
e(d) = Zi(=1)'k;

onde k; é o nimero de simplexos de dimensdo i em k. Usando a observagao acima nao ¢é dificil provar que
tal definicao coincide com a apresentada anteriormente.

Dessa maneira dados conjuntos X e Y sabemos pelo teorema de triangularizagao que ambos sao defini-
velmente homeomorfos a complexos ky e ky de tal forma que ky possui a mesma dimensao e caracteristica
de Euler de X e 0o mesmo para Y. Por outro lado resultados cldssicos sobre complexos podem ser direta-
mente adaptados para o caso O-minimal, em particular pode-se verificar que dados complexos com mesma
dimensao e caracteristica de Euler existe um homeomorfismo linear entre tais conjuntos. Vemos com isso
que se X e Y possuem a mesma dimensao e caracteristica de Euler podemos encontrar uma bijecao entre

esses conjuntos, como querfamos.
2.3.4 Propriedades de Fibras e o Teorema de Trivializacao

Vamos provar agora alguns resultados adicionais sobre fibras em conjuntos definiveis; tais resultados serao
importantes para provarmos o teorema de trivializagao.

O objetivo principal dos préximos resultados é obter, a partir de um dado comportamento sobre fibras
de um conjunto S, uma decomposigao de S em células tal que cada célula possua um comportamento
semelhante. O primeiro resultado de tal natureza que vamos provar é o seguinte:

Lema 2.48. Seja S C R"™*" um conjunto definivel tal que Sy é um aberto de R™ para todo x € R". Entdo existe
uma particdo D de R™ tal que SN (D x R™) é um aberto de D x R" para toda célula D € D. O mesmo resultado é
vdlido se trocarmos fechados por abertos.

Dentonstragdo. Tratamos primeiro do caso de abertos, o caso dos fechados sendo uma conseqiiéncia. A
demonstragao é feita por indugao em n1. No caso m = 0 temos que a condicdo do teorema é equivalente a S
ser aberto e portanto o resultado é valido. Supondo entao que tal propriedade valha para m vamos mostrar
que vale para m + 1.

Tome uma célula aberta C C R, vamos mostrar que existe uma célula aberta D C C tal que (D x R") N

S é aberto em D x R". Para isso vamos dividir C em dois conjuntos definiveis:
e Ci={ceC:({c} xS)Ncl(CxR"—S) # 0}

e C={ceC:({c} xS)Ncl(CxR"—-35) =0}
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Temos entdo dois casos, no primeiro C, possui interior nao vazio, nesse caso sabemos que C, deve

conter uma célula aberta D, os pontos d € D satisfazem
({d} xSq)Necl(CxR"—=8)=0
mas c/(D x R" —S) C cI(C x R" — §S) de onde segue

({d} xSy)Necl(DxR"—=85) =0 (2.8)

Mas isso significa que D x R" — S é fechado em D x R", pois caso contrario
[ (DxR"—S)—(DxR"=S)]NDxR"#@

e nesse caso terfamos um ponto do tipo (d,t) € c/(D x R" —S) comd € Det € 54, o que contradiz 2.8,
concluindo esse caso.

No segundo caso, em que C; possui interior vazio vemos que C; deve possui interior ndo vazio. Vamos
mostrar que isso nao pode acontecer. Podemos entdo tomar uma célula aberta D € C; e nao ¢é dificil
verificar que todo d € D satisfaz ({d} x S;) Ncl(D x R" — S) # @. Em particular para todo d € D existe
ty € Sy tal que (d,ty) € cl(D x R" —S). Como S; é aberto para cada ponto d existe um €(d) tal que
|x — t(d)| < e(d) implica x € S;. Por escolha definivel, e possivelmente reduzindo D a uma célula menor,
podemos tomar t: D — Sy e e : D — R como fungdes continuas definiveis.

Tome entdo o conjunto definivel Dy = {(x,y) € D x R" : (x € D)e (Jly — t(x)] < €(x)}, esse é um
subconjunto de S claramente aberto em D x R, por outro lado ele contém os pontos do tipo (d,s(d)) €
cl(D x R" — S), mas isso € um contradigao ja que, restringindo o espaco ambiente e a topologia a D x R",
o complementar de S em relacdo a D esta contido no complementar de Dy, de onde c/(D x R" — S) C
cl(D x R" —Dy) = D x R" — Dy, e assim (d,s(d)) deveria pertencer tanto a Dy quanto a seu complementar.
Isso conclui a demonstragao da afirmacgao acima.

Podemos com isso tomar A C R™

como o conjunto de todos os pontos a tais que exista uma vizinhanca
V deacom (V x R") NS um conjunto aberto de V x R", tal conjunto é definivel. O resultado que acabamos
de obter nos garante que a dimensao de R"' — A é estritamente menos que n1. Tome entdo uma decomposi-
¢do em células Dy de R" compativel com A, é imediato que as células contidas em A satisfazem a condigao
exigida. Se uma célula B € Dy nao estd contida em A e possui dimensao d < m podemos tomar p; um

homeomorfismo dessa célula em uma célula aberta de RY e usar um homeomorfismo
p:BxR"— p(B) xR"

que leva (s, t) em (p(s), t), podemos ainda pela hipétese de indugao obter uma decomposicao Dy de p(B)
satisfazendo as condicdes do teorema para o conjunto p((B x R") N S), ndo é dificil verificar que esse con-
junto satisfaz as hipéteses do teorema, podemos ainda tomar uma nova divisdo em células Dg compativel
com os elementos de D e p~1(D}), temos nesse caso que todas as células contidas tanto em A como em
B estarao nas condi¢des do teorema. Repetindo esse processo para todas as células B que nao estiverem
contidas em A obtemos a decomposi¢ao desejada.

A demonstracdo acima cuida do caso de conjuntos abertos, porém se tomarmos S um conjunto cujas
fibras sdo fechadas, vemos que seu complementar esta nas condi¢ées do lema, isso nos da uma particao D
de R" tal que (R"*" — S) N (D x R™") é aberta em D x R", e consequentemente vemos que S N (D x R") é
fechada em tal conjunto.

O

O resultado abaixo é uma conseqiiéncia imediata desse lema.
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Corolério 2.49. Sejam S € S € R"™" ¢ A C R™ conjuntos definiveis tais que S}, é fechado em S, para todo
a € A entdo existe uma particdo de A em subconjuntos definiveis Ay, ..., Ay de forma que S' N (A; x R") é fechado
en SN (A x R"). Novamente o mesmo sendo vdlido quando trocamos fechado por aberto.

Dentonstragio. Trocando S por (A x R") NS temos que S/, N (A x R") é fechado em S, N (A x R") para todo
a€ R"SejaT = {x € R"*": x € cl(S,) paraalguma € A}, entdo T, = c/(S}) eassim T, NS, = S, mas T
estd nas condigdes do lema anterior, o que nos garante uma decomposicao de A em subconjuntos Ay, ..., Ay

tais que TN (A; x R") é fechado. Isso por sua vez implica que
S'N(A; xR") =[TNn(A; x R")|N[SN(A; x R")]

é fechadoem S M (A} x R™).
O

O préximo resultado, bastante parecido com o primeiro lema dessa secéo, é o resultado que precisamos

para provar o teorema de trivializagao.

Lema 2.50. Seja S C R"*" wm conjunto definivel e f : S — RN uma fungao definivel, seja ainda A € R™ um
conjunto tal que f|xxgmyns € injetorae fq : Sa — Ry um homeonorfisno sobre a inagem, onde fo(t) = f(a,t).
Entdo existe uma particdo de A ent conjuntos definiveis Ay,...,Aj tal que f| s . gmyns € un homeomorfisno sobre a
imagen.

Demonstragdo. Como pedimos que f| (AxRm)ns S€ja injetora temos que qualquer restricao dessa fungao conti-
nuard sendo injetora. Vamos obter uma decomposigao de A em subconjuntos By, ..., By tais que as restrigoes
fl(8,xrmyns sejam fungdes continuas, para isso tudo o que vamos usar € que cada f, ¢ continua. Em seguida
vamos utilizar um argumento parecido para a inversa de tal fungao e por fim usaremos os resultados acima
para encontrar a decomposicao desejada.

Para isso note 7(f,) = {(b,¢) € Rk fa(b) = f(a,b) =c} = 1(f),; é fechado em S, x RF = (§ x RN,
(pela continuidade de f;) e pelo coroldrio acima existe uma decomposicao de A em conjuntos Cy, ..., C; tais
que T(f) N[(Ci) x R*™] = 7(f|(¢,xrrjns) € fechado em [S x RF] N [(C;) x R"H] = ([C; x R"]NS) x R,

Suponha agora que C, = {c € C; : f ndo é continua em (c, x) para algum (c,x) € S} é aberto em C;.
Por escolha definivel podemos tomar uma fungao 7 : C6 — R" tal que f ndo é continua em (c,y(c)), e
podemos restringir o dominio a um subconjunto B C C; aberto tal que -y é continua em B.

Pela continuidade de cada f, dado kg existe 8, > 0 tal que (||y(a) — y|| < &) = ([|f(a,y)|] < ko),
novamente por escolha definivel e restringindo o dominio(porém mantendo aberto) podemos tomar J com
uma fungao continua definivel de a, restringindo o dominio de ¢ ainda mais a uma vizinhanga de um ag
podemos encontrar um conjunto By aberto em C}, tal que &y = inf{d(a) : a € By} > 0. Isso significa que f
é limitada em

{(c,y(c)+y)€S:ceBy, —d <y<d}

mas isso significa que f é limitada com grafico fechado em uma vizinhanga de (¢, y(c)) e portanto continua,
o que contradiz a escolha de 7.

Segue assim que a dimensao de Cé) é estritamente menor que a de C;, dividindo entdao C; em C6 e seu
complementar e repetindo o processo sobre o complementar um ntimero finito de vezes(no maximo a
dimensao de C;) obtemos os conjuntos Bj, ..., By desejados.

Vamos encontrar o homeomorfismo desejado agora.

Como as fungdes f; sio um homeomorfismo temos que f; ! : f(Sq) — S; é uma fungao continua.
Se definirmos entdo o conjunto ® = {(x,z) : x € Sez € f(Sy)} e a funcdo g : ® — R"*" tal que
g(x,z) = fr1(z) temos que essa funcdo satisfaz a condicdo de g, : 0y — R"*" ser continua para todo
a € S. Isto nos d4, pelo resultado acima, uma decomposicdo de S em conjuntos Dy, ..., D tais que cada

gl(D,—xR")ﬂ@' Podemos com isso tomar uma decomposicao de S em células Ay, ..., Aj compativel com D;



N
W

72 PROPRIEDADES GERAIS

e B;, dessa maneira temos que tanto gl(f\'_xR;;)n@ como fl(A,-xR"’)ﬂS sao continuas. Vamos encontrar uma
decomposicao C de R" compativel com cada A; tal que f~! |_/‘((C,-><Rk)r15) é continua, isso é suficiente para
concluir a demonstracao ja que tomando uma divisao compativel com cada uma dessas células encontra-
mos o resultado desejado.

Tome z € f((A; x R*)N'S), entdo z = f(a,y) de onde segue que z € O, para algum a(tal a nao é
necessariamente tinico). Tome por escolha definivel uma funcao definivel 7y : f((A; x RFYNS) — R™ que
leva z no elemento a tal que z € ®,, tome ainda uma decomposicao C compativel com cada A; tal que 7y é
continua em cada célula de C. Temos nesse caso que f‘l(z) = ¢(7(z),z), e pela continuidade de y e g em
cada célula de C vemos que f~! é continua em cada uma dessas células como precisdvamos.

O

Por fim temos o resultado abaixo, que é obtido através de uma combinagao do teorema de triangulari-
zacdo com um uso do teorema da compacidade de teoria de modelos além de outros resultados bésicos de
tal teoria.

Denotamos por Tli(R) a teoria dada pelo conjunto de sentengas satisfeitas pro R.

Lema 2.51. Dado wum conjunto definivel S € R™™*" existe uma fungio definivel f : S — RX tal que para cada

a € R" a fungio fy : Sq — R* & um homeomorfisnio sobre uma colegio de faces do simplexo (ey, ..., ;).

Demonstragio. Vamos denotar, como vinhamos fazendo, por R = (R, <, ...) uma estrutura O-minimal de
primeira ordem para uma linguagem L estendendo a linguagem de anéis ordenados (+,.,0,1, <). Temos
que S é definivel em tal linguagem com parametros ou seja existe uma férmula de primeira ordem ¢(Z, ¥, i7)

na linguagem de Le t € R/ tal que

S ={(a,b) € R"*": R |= ¢(t,a,b)}

Como ja vimos dado uma outra L-estrutura R’ elementarmente equivalente a R temos que R’ também
deve ser O-minimal. Dessa maneira dados quaisquer ' € R e ' € R" temos pelo teorema de triangula-
rizagdo que o subconjunto de R" definido por ¢(t',a’, 7) ¢ homeomorfo a uma colecao K de faces de um
simplexo (e, ..., e;), onde k = k(¥,a") depende desses parametros, vamos denotar tal homeomorfismo por
Iy . Usando novamente a O-minimalidade de R’ sabemos que essas estrutura possui fungées de Sko-
lem definiveis, em particular existe uma férmula ¢;, ., (z, %, 7, @) tal que y;, ,(t',a’, j, ) define o gréfico de
Iy 4. Usando a férmula ('b;', » Podemos escrever uma férmula de primeira ordem ¢y /(Z, X) de forma que
R' |= pp . (to, a0) se e somente y, ,(to, ao, 7, @) define o grafico de um homeomorfismo entre o conjunto
definido por ¢(to, a9, 7) e K.

E imediato que R’ |= 1,4, (o, 70), OU seja todo elemento (o, ag) satisfaz a0 menos uma das féormulas
iy or- Se tomarmos diferentes modelos de T/(R), isto é diferentes estruturas elementarmente equivalentes
a R, iremos encontrar, possivelmente, novas férmulas do tipo it 4,- Se tomarmos IT o conjunto formado
por todas essas férmulas 4, com tg, ag variando sobre todos os elementos de todos os modelos da teoria
de R, temos que em qualquer estrutura R’ elementarmente equivalente a R um elemento 6 € R/+m
qualquer deve satisfazer a0 menos uma sentenga de I1.

Vamos usar o teorema da compacidade para mostrar que existe um subconjunto finito de I'T tal que todo
elemento de R+, para R’ um modelo qualquer da teoria de R, satisfaca uma dessas sentencas. Suponha
que nao seja esse o caso, adicione entdo novos simbolos de constantes ty, ..., t; e ay, ..., a,, a L, denotando por

Y o conjunto de todas as sentengas do tipo

—Ilplllﬂl (f], weey t[, nll sy al")

e tomando ¥y C ¥ um subconjunto finito qualquer entio por hipétese existe um elemento 8 de R+ que
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satisfaz =y ,(0) para qualquer ¢y , tal que

ﬂl/”l',ﬂ' (f], sy f// ay, ..., "lll)

aparece em Yp. Usando as coordenados de tal elemento para interpretar ty,...,t;,ay,...a;; podemos cla-
ramente estender R’ a um modelo de TIi(R') U ¥y, em particular por compacidade podemos obter um
modelo V de Th(R') UY¥, mas essa teoria ndo pode possuir modelo ja que nenhuma sentenca do tipo
Ptoaq (t1, s ty, a1, .0y ) seria verdade em tal modelo, e por outro lado vimos acima que todo elemento de
VI*1 deve satisfazer uma dessas férmulas ja que V é elementarmente equivalente a R (esquecendo a inter-
pretacao das novas constantes).

Isso nos diz em particular que cada elemento (t,a) € R'*" da nossa estrutura inicial R satisfaz uma
sentenga Py, q, € Ilg onde Iy C I é um conjunto finito, vamos enumerar tais sentengas por 1, ..., -
Fixando t como os parametros inicias usados para definir S temos uma partigao de R em conjuntos defi-
niveis Ay, ..., Ay taisque Ay = {a € R" : R |= i(t,a)}, Ay = {a € R" : R |= s(t,a)} — Ay e assim por
diante. Em cada um desses conjuntos temos pelas férmulas i; que existe um homeomorfismo /i; das fibras
S, coma € A em uma colecdo de faces do simplexo (e, ..., ek,.), como temos uma quantidade finita de na-
meros k; e cada simplexo dessa maneira pode ser visto como uma face de um simplexo de dimensao maior
podemos supor que todas as fungdes /1; chegam em um tnico simplexo (e, ..., ¢;) para k o maximo dentre
0s k;. Definimos com isso a fungao f : S — R¥ tal que f|a,(a,b) = hi(b), e como j& vimos anteriormente
essa € a funcao que precisamos.

d

Os dois ultimos resultados sao tudo o que precisamos sobre fibras para provar o teorema de trivializa-
¢ao. Antes disso precisamos primeiro de algumas defini¢des que nos permitam enunciar tal teorema.

Definicao 2.52. Dizemos que uma funcao definivel f : A — B é definivelmente trivial se existe um conjunto
definivel C e um homeomorfismo /i : A — B x C tal que f(a) = moli(a), ou seja o seguinte diagrama

comuta:

A—BxcC
f

s

=X

Nesse caso dizemos que (C, 1) é uma trivializacao de f.
Dados conjuntos Ay, ..., Ay C A dizemos ainda que f é definivelmente trivial com relagdo a Ay, ..., Ay se
existe uma trivializacao (C, 1) de f e subconjuntos Cy, ..., Cy de C tais que (Cj, 11| 4,) ¢ uma trivializagao de

Aj, ou seja o diagrama abaixo comuta com /1| 4, um homeomorfismo.

I'I/\i
A,' ——= B x C,‘
f
T

\

B

Temos como consequéncia imediata de tal defini¢do que dim(B) < dim(A) = dim(B) + dim(C). Além
disso vemos que ho f~1(b) = C, o que significa que a pré imagem de todos os pontos de B por f sdo
homeomorfas. O teorema central dessa segdo consiste em encontrar uma decomposicdo da imagem e do
dominio de uma fungao f que nos dé uma trivializagao das restricdes adequadas em relagao aos conjuntos
relevantes. O enunciado preciso sendo:
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Teorema 2.53. Dada wma fungdo definivel f : A — B e conjuntos Ay, ..., Ay C A existe uma particio de B
em conjuntos definiveis By, ..., By tal que flp gy : f~YB;) — B; é definivelmente trivial com relagio a Ay N
fYUB)) s AN fTH(B)).

Porém antes de provarmos tal resultado precisaremos ainda de um lema.

Lema 2.54. Dado um conjunto definivel S C R™™*" existe uma partigio de R™ em subconjuntos definiveis Ay, ..., A,

conjuntos definiveis Cy, ..., Cy e homeomorfisimos Iy, ..., ly. fazendo o diagrama abaixo comutar:

i
SN(A; x R") = A, x C;

Aj

T

Demonstragdo do lema 2.54. De acordo com 0 2.51 existe um complexo (e, ..., ¢;) de R! e uma funcao definivel
f:S5— R! tal que fq : Sq — RF é um homeomorfismo de S, em uma colecéo de faces de (e, ..., ¢;), vamos
denotar por C; tais colegdes de faces, 1 < i < Iy, é facil notar que o conjunto

B; = {x € R" : fy é um homeormofismo de S, em C;}

é definivel. Além do mais cada x € R" pertence a apenas um conjunto B;. Isso nos da portanto uma
particdo de R™ em conjuntos By, ..., B, tal que em cada B; a fungéo fy é um homeomeorfismo de [S N (B; x
R™)]; em C;. Definimos uma fungio i : S — R"** com li(x,y) = (x, fx(y)) temos que /iy = f, e portanto
um homeomorfismo de [SN (B; x R")], em C; além disso se Ii(x,y) = I(z, w) entdo (x = z) pois moh = 7,
assim h(x,y) = hy(y) = h(x,w) = hy(w) e como /iy € um homeomorfismo temos y = w, vemos portanto
que /1 é injetora.

Nessas condigdes o lema 2.50 nos garante que existe uma particdo de B; em conjuntos A;: tal que
”|Sn(/\ij") é um homeomorfismo de S N (A; x R'") sobre a sua imagem, ou seja sobre A; X C, Como

ja mencionamos 7m o/t = 7t de onde 7T o hlsn(A;'.xR"_) = "'A;lxc,- como no enunciado do lema. Fazendo isso

para todos os conjuntos B; vemos que 0s conjuntos A‘i nos dao a particao desejada.
a

Demonstragdo do teorema 2.53 . N6s vamos provar aqui somente a existéncia de subconjuntos By, ..., B de
B tais que cada fungao f |f~|( g;) € trivial, ignorando as condi¢es de compatibilidade com os conjuntos
Ain F~1(B,), essas condicdes podem ser obtidos com algum esforco atraves de novas divisdes da imagem.

Seja A C R" e B C R". Chame de 7/(f) = {(f(x),x) : x € A} C R"*" o gréfico reverso de f e tome
i: A — T'(f) afuncdo que leva x em (f(x),x), essa é uma funcao definivel e injetora e portanto existe
uma subdivisdo de R" em células Dy, ..., D; tal que i é um homeomorfismo sobre a imagem em cada uma
dessas células. Pelo lema acima e pelo teorema de decomposi¢do em células podemos entao encontrar uma
particdo de 7/(f) em conjuntos By, ..., By tal que I; e i|i~'(B,~) 530 homeomorfismos e o seguinte diagrama

comuta:

i~1(B;) — T'(f) N (Bi x R") > B; x F;

r( 1ﬂ

Bj
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Temos ainda que roi = f e hij = Ij o i é um homeomorfismo, obtemos assim o diagrama comutativo
-] I
i (Bj) —B; x F;
f

i
B;

como C]LIEI'fa maos.
|

Note que nessa demonstracdo usamos o grafico reverso de f, que denotamos por t/(f). As fibras T/(f)
de tal conjunto consistem precisamente dos pontos de A cujo a imagem via f é x. Isso nos dd uma maneira
de interpretar o teorema de trivializagao: se pensarmos em f como uma parametrizacao de subconjuntos
de A através das fibras 7' (f), 0 que o teorema nos diz é que existe uma parti¢do do conjunto de parametros
em conjuntos B; de forma que todos os conjuntos da forma 7/(f), definidos por parametros em um mesmo
B;, sao homeomorfos.

Assim como no caso do teorema de triangularizacao, o teorema de trivializacao possui iniimeras aplica-
¢oes( ver [vdD98]). Vamos utilizar esse resultado somente no final do préximo capitulo para calcular certas
homologias.
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Capitulo 3

Homologia

Nesse capitulo serao desenvolvidos os conceitos de homologia singular e simplicial para estruturas O-
minimais, seguidos de algumas aplicagoes.

A teoria que vamos apresentar, assim como algumas de suas aplicagoes, foi originalmente desenvolvida
por Arthur Anderson Woeheide em sua tese de doutorado [Woe96]. Tal teoria é em varios aspectos similar
a teoria classica desenvolvida em IR. Porém argumentos cldssicos envolvendo compacidade e completude
nao se aplicam ao nosso caso; usaremos os resultados desenvolvidos no capitulo anterior para contornar
tais problemas.

Em [Del91] o autor apresenta uma teoria de homologia para conjuntos semialgébricos. Tal teoria é bas-
tante complicada e depende de resultados extremamente avangados. Por esse motivo muitos consideravam
desejdvel uma teoria mais elementar de homologia para conjuntos semialgébricos. Quando restringimos
as estruturas em consideracao a corpos reais fechados os resultados que vamos obter nos dao tal teoria.
Porém é importante notar que muitas estruturas O-minimais estendem corpos reais fechados de maneira
nao trivial, possuindo conjuntos definiveis que ndo sao semi-algébricos; e assim teoria apresentada possui
exemplos que ndo se enquadram nos casos de [Del91].

Comecgaremos a nossa abordagem pela homologia simplicial, em seguida desenvolveremos o caso da
homologia singular que serd a ferramenta principal em nossas aplicacoes. Parte do motivo para essa abor-
dagem estd no fato de muitos dos resultados sobre homologia singular serem conseqiiéncias do caso sim-
plicial.

Toda a teoria desenvolvida estd baseado em nogdes algébricas ligadas a complexos de cadeia; as defini-
coes e resultados relevantes podem ser encontradas no apéndice.

Uma teoria de homologia tem como objetivo descrever uma sequéncia de funtores H, saindo de uma
categoria de pares de espacos topolégicos(por um par de espagos topolégicos queremos dizer dois espagos
X, X’ com X" um subespaco de X, definiremos tais categorias precisamente adiante) e chegando na catego-
ria de grupos abelianos; que denotaremos por Ab. Definiremos dois funtores H,;, um para o caso singular
e outro para o caso caso simplicial. Tais funtores tetao dominios diferentes; no caso simplicial H,, estara
definido somente sobre pares de conjuntos definiveis, fechados e limitados; enquanto no caso singular o
funtor estara definido sobre todos os pares de conjuntos definiveis.

Tal restri¢ao, no casa simplcial, é necessdria, j4 que a homologia simplicial é definida através da homo-
logia de complexos via triangularizacdes, e essa por sua vez s¢ estd definida sobre complexos fechados.

Chamamos de homologia de X a sequéncia de grupos abelianos H, (X, ®). A principal caracteristica de
tais grupos é que esses sdao um invariante topolégico definivel; ou seja conjuntos definivelmente homeo-
morfos possuem grupos de homologia isomorfos; o que nos da um critério para afirmar que nao existem
homeomorfismos definiveis entre dois conjuntos. No entanto é importante notar que a homologia de um
conjunto ndo classifica ele a menos de homeomorfismos definiveis; existem conjuntos com grupos de ho-
mologia isomorfos que nao sao definivelmente homeomorfos.

Além de ser um invariante topoldgico queremos que os nossos funtores H, possuam outras quatro
propriedades, conhecidas como os axiomas de Eilenbeg-Steenrod:
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1. Axioma da Dimensdo: Se X é um conjunto unitério entdao a homologia H, (X) é o grupo trivial para

todo 1.

2. Axioma de Exatidao: Existe uma sequéncia de transformacoes naturais d,, : H;, — H,_j 0 G, onde G
¢ o funtor que leva um par (X, X’) em (X', @) tal que para todo par (X, X’) a seguinte sequéncia é

exata:

Hy (1) Hu(j) d X, A
o Hy (X, @) 2 b (%, @) U Hy (X, A) —2H, (A, Q) ——

onde I e j sdo as respectivas inclusoes

3. Axioma de Homotopia: Se f, g : (X, A) — (Y, B) sao morfismos na categoria de pares em questao, e

f é definivelmente homotdpica a g entao H, (f) = H,(g) para todo n.

4. Axioma de Excisdao: Dado um par (X, X’) e um subconjunto U de X tal que c/(U) C int(X") todos
na categoria em questdo temos que se i é a inclusdo de (X — U, X’ — U) em (X, A) entdao H, (i) é um

isomorfismo para todo 1.

Note que no axioma de homotopia pedimos que as fungdes sejam definivelmente homotépicas(o que
significa, naturalmente, que existe uma homotopia definivel entre tais conjuntos). A versao desse axioma
para a teoria usual de homologia sobre R obviamente nao envolve a palavra definivel; de resto todos os
axiomas sao precisamente iguais aos axiomas usuais.

Originalmente esses axiomas foram desenvolvidos como um critério para estabelecer a equivaléncia
de certos funtores de homologia. Podemos definir os coeficientes de uma homologia H, como o grupo
Hy(X) para X um conjunto qualquer formado por dois pontos(lembre que estamos tratando de homologia
reduzida). O que tal critério nos diz é que quaisquer funtores sobre a categoria de CW-complexos com o
mesmo grupo de coeficientes e satisfazendo os axiomas de Eilenberg-Steenrod sao isomorfos(ver [Phi97]).

Como nossos axiomas nao sao exatamente iguais aos usuais nao podemos utilizar tal resultado. Porém,
de acordo com [Woe96] e [Art08], a demonstragao encontrada em [Phi97] quando restrita a poliedros pode
ser adaptada de maneira direta para o nosso caso através do teorema de triangularizacao. Dessa forma os
funtores de homologia simplicial e singular nos dao grupos isomorfos quando calculados sobre poliedros.
Por outro lado, sabemos do teorema de triangularizagao que todo conjunto fechado e limitado é defini-
velmente homeomorfo a um poliedro, e como homologia é um invariante topolégico obtemos o seguinte
resultado:

Proposicao 3.1. Todos funtores de homologia, com mesnio grupos de coeficiente, sobre a categoria de pares de con-
juntos fechados e limitados com as fungoes definiveis continuas como morfismo, satisfazendo os axiomas de Eilenbeg-
Steenrod sdo isonorfos.

Na tltima segao usaremos esse resultado para obter um método que nos permita calcular a homologia
singular de certos conjuntos através da homologia de complexos simpliciais(e essa por sua vez pode ser
calculado de maneira usual, ja que possui um carater puramente combinatério).

Em [Art08] os autores demonstram um resultado analogo sobre a categoria de pares de conjuntos defi-
niveis com fungdes continuas e definiveis como morfismos. Segue de tal teorema que a teoria de homologia
singular apresentadas aqui coincide, no caso semi-algébrico, com a teoria apresentada em [Del91].

Na tltima segdao veremos que muitos conjuntos definiveis de estruturas O-minimais, como bolas e es-
feras, possuem grupos de homologia isomorfos aos conjuntos analogos de R; embora em alguns casos os
métodos para calcular tais grupos sejam completamente distintos. Isso nos permitird provar resultados
andalogos a resultados cldssicos de maneira bastante simples. Os resultados que vamos obter dessa maneira
sdo analogos ao teorema de separacdo de Jordan, o teorema da invaridncia de dominio e o teorema do

ponto fixo de Brouwer.
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Como ja mencionamos os resultados apresentados nesse capitulo sao muitas vezes andlogos a resulta-
dos classicos de topologia algébrica, e em alguns casos possuem demonstragoes também andlogas. Quando
tais demonstra¢des forem simples ou de pouco interesse elas serdo omitida;, em particular evitaremos de-
monstracoes de cardter puramente combinatério. Tentaremos com isso enfatizar as diferengas entre tais
teorias.

Tomaremos em todo o capitulo R = (R, <, +,.,0,1,...) uma estrutura O-minimal estendendo um corpo.

3.1 Homologia Simplicial

Nessa secao temos como objetivo desenvolver a teoria de homologia simplicial em estruturas O-minimais.
Assim como no caso cldssico em R vamos proceder associando grupos de homologia a complexos e em
seguida usaremos triangularizacoes para estender tais resultados a certos conjuntos definiveis. Por fim
demonstraremos que a teoria obtida respeita os axiomas de Eilenberg-Steenrod.

Nesse processo muitos dos resultados e conceitos que vamos apresentar se referem exclusivamente a
complexos e suas propriedades combinatérias. E importante notar que dado um complexo K podemos
identificar seus simplexos com um subconjunto de vértices contido no conjunto de todos os vértices de K,
{vg, ..., v;}, fazendo tal identificagdo temos que K ndo passa de um subconjunto de P({v,...,v;}), em tal
conjunto a natureza dos pontos {vy, ..., v; } ndo tem nenhuma importancia e podemos estudar suas propri-
edades sem fazer nenhuma referéncia a estrutura do espago ambiente contendo os pontos v;, em particu-
lar qualquer resultado apresentado nesse contexto é completamente andlogo a um resultado cldssico e o
mesmo vale para sua demonstracao.

Temos por outro lado vérios resultados que se referem nao a tais propriedades combinatérias dos com-
plexos mas a propriedades envolvendo os conjuntos gerados por eles, isto é propriedades de |K|. Obvia-
mente |K| é um subconjunto definivel da estrutura em questao e quando analisamos objetos como fungdes
continuas definiveis em |K| é natural que propriedades particulares de estruturas O-minimais desempe-
nhem um papel essencial, ou seja ndo é de se esperar que possamos adaptar diretamente os resultados
desenvolvidos sobre R para o nosso caso. Isso nos da problemas de duas naturezas distintas, aqueles de
carater combinatorio no qual a estrutura do espaco ambiente nao desempenha nenhum papel e resultados
envolvendo nogdes topoldgicas e de definibilidade, esses tltimos estao diretamente ligados as proprie-
dades de estruturas O-minimais que estudamos até o momento. Como mencionamos os resultados do
primeiro tipo sdo completamente analogos a resultados conhecidos e por isso serao deixados em segundo
plano de forma a nao desviar a atengao da parte inovadora da teoria, aquela que usa os resultados sobre

estruturas O-minimais conseguir construir uma teoria de homologia para conjuntos e fungdes definiveis.
3.1.1 Homologia em Complexos Simpliciais

Vamos comegar a construgao dos complexos de cadeia associados a complexos simpliciais, a construgao é
extremamente padrdo e de carater puramente combinatério nao fazendo diferenca se estamos trabalhando
em R ou em uma outra estrutura O-minimal, por esses motivos a apresentacao sera concisa. Detalhes

podem ser encontrados em livros como [Rot88].

Defini¢ao 3.2. Dado um complexo simplicial fechado K associamos uma ordem qualquer a seus vértices:
01,02, ..., Vj.. Definimos entao:

o A, (K) é o grupo abeliano livre que tem como base o conjunto das n-uplas ordenadas (vj), ..., v;, ) tais
que o conjunto {v;, ..., v, } gera um simplexo de K(nao fazemos exigéncias do género i; < ij11 ou
U,'I. 3/: Z),‘l se ll # ll)

Note que os elementos da base de A, (K) ou possuem um vértice repetido ou sao da forma (v;,, .., vj,)
ou da forma (vy(j,), s Ug(j,)) para alguma sequéncia i, ..., i, estritamente crescente e alguma permu-

tagao 0. Além disso é imediato que se (v;,, .., v;,) pertence a base entdo todas permutagoes pertencem.
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Em particular dado um elemento }_; kjs; + ¥ kjpj € A, (K), com p; os elementos que possuem vérti-

ces repetidos, temos que s; = (0 (j,), -+ Vp(i,)) Para alguma sequéncia i e permutagao ¢ e portanto:
kjsj = —sign(a)kj[(vio,..., vj,) — sign(a)(vg(iy) - v(,(,-”))] + sign(o)kj(viy, ..., vi,)

e Tomamos A?(K) como o subgrupo livre de A, (K) gerado pelos simplexos (v;,..,v;. ) € K tais que
n te) p 1 o P I Iy q
ip, ..., Iy € estritamente crescente, A,l, (K) como o subgrupo livre de A;(K) gerado pelos elementos da

forma

(Bhsy eon i, ) = sign(cr)(vn(,-o), -

com (v,-n, ..,v,-") € K, ip, ..., iy estritamente crescente e ¢ uma permutacao nao trivial, por fim A,z,(K) 0
subgrupo livre A, (K) gerado por sequéncias contendo vértices repetidos.

Definimos
Cu(K) = Ay(K)/(AL(K) @ A2(K))

Pela observagao acima temos que A,(K) = AJ(K) @ AL(K) & A2(K), segue assim que C,(K) =
AY(K), onde o isomorfismo leva os elementos (Vigs - 0iy) € AY(K) em sua respectiva classe de equi-
valéncia em C, (K), tal classe sera denotado por [v,-o, e ]-

Denotamos por (2j, ..., By ons v;,) a (n—1)-upla (Vigs s LT - vi,)-

o 5, : Cy(K) — C,_1(K) é definida nos elementos da base de C,(K)(mais precisamente de AY(K)) por:

e estendida linearmente a todo C,,(K)

Note que a fungao J, s6 esta bem definida porque o simplexo K é fechado, por esse motivo ao falarmos
de homologia simplicial temos de nos restringir a tais simplexos e, eventualmente, a conjuntos definiveis
fechados e limitados.

A definicao acima envolve uma ordem arbitraria dos vértices de K, nao é dificil verificar que ordens
distintas geram complexos de cadeia C, (K) isomorfos, mais precisamente dada uma nova ordem a funcdo
que leva um elemento da forma [vj, ..., v, ] em (—1)signle) ([UU(,-O), - UU(,k)] para a permutagao o que ordena

os vértices v; de acordo com a nova ordem e é estendida linearmente a todo C, (K) é um isomorfismo.
Teorema 3.3. Dado um complexo simplicial K o par (C,.(K), 6, (K)) é um complexo de cadeia.

A tnica coisa que temos para demonstrar no teorema acima é que a composicdo J,,_1 o J, é a funcao
nula. Novamente isso é uma questao puramente combinatéria e a resposta pode ser encontrada em livros
de topologia algébrica.

Além disso note que os elementos de Co(K) sao da forma ¢ = Y jcyrt(k)) 2i€i Se definirmos entao do(c) =
Y.z, é facil verificar que substituindo &y por dy obtemos um complexo de cadeia aumentado, tal complexo
é denotado por C, (K).

Sempre que nos referirmos a H, (K) estaremos nos referindo aos grupos de homologia associados ao
complexo de cadeia C,(K), adiante definiremos homologia sobre conjuntos de R" e essa também sera de-
notada por H,, é importante manter em mente portanto a distingao entre complexos de cadeia e conjuntos
de R" . Tais grupos sdo conhecidos como a homologia reduzida de K, e é comum denota-los por H, (K)
usando a notagao H,(K) para a homologia associada a C,(K), como ndo vamos tratar da homologia de
C, (K) usaremos essa notacao e nomenclatura por comodidade.

Outra questdo de natureza puramente combinatéria que ndo vamos demonstrar é a seguinte: Dado um
simplexo s denotamos por 5 o complexo formado pelo conjunto das faces de s(incluindo o préprio s), temos
assim que C, (5) é aciclico.
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A definicdo apresentada para os grupos C,(K) pode parecer desnecessariamente complicada, ja que
poderiamos ter definido C, (K) simplesmente como AY(K), o ganho de tal complicacao estd na consequente

facilidade na apresentacao de algumas defini¢des e demonstracao de alguns resultados como os seguintes:

Proposicao 3.4. Dado un mapa de vértices ¢ : K — L entdo o mapa ¢* : C.(K) — C,(L) definido nas bases de
Cu(K) por

¢* ([0ig, - 0i,)) = [9(24), - P(03,)]

¢ wim mapa de cadeia.

Note que s6 podemos dar uma defini¢ao dessa forma gragas as complicagdes anteriores. Verificar que
tal mapa estd bem definido é rotineiro, por outro lado a afirmacao de que esse ¢ um mapa de cadeia segue
de:

5¢* ([Vigs -0, ]) = 6([@(0ig)s s p(@3,)) = - (=Y [P(03)s s p(@)i s s p(05,)] =

0<j<n

Z (*1)1-([)*([0,‘0,...,i}if,.,.,i)j',]) = (rb*( Z (_1)j[vin/"'/6i,-f'“/ Ui,,]) = (/7*5([01'0/-"/ Ui,,])

0<j<n 0<j<n

Il

E importante notar podemos definir uma categoria K que tem como objetos os complexos e como funto-
res os mapas de vértices, tal categoria é de carater puramente combinatério ndo importando em nada qual
a estrutura O-minimal em questao, em linguagem de teoria de categorias obtemos, ao variar a estrutura O-
minimal, categorias isomorfas. Além disso a construgao acima nos dé funtores‘de homologia H;, : K — Ab,
o comportamento de tais funtores é bastante simples e conhecido, resultados sobre o assunto podem ser
encontrados em livros como [Rot88].

Em particular temos que os isomorfismos em tal categoria sio mapas de vértices f : K — L tal que
existe uma mapa de vértices g : L — Kcom fog) = id e go f = idg. Também é um resultado conhecido
que complexos isomorfos possuem grupos de homologia isomorfos.

Nesse texto estaremos interessados na teoria de homologia de pares, por isso vamos denotar a categoria
de pares de complexos (K, K’) com K’ C K e morfismos f : (K,K") — (L, L") fungdes de vértices que levam
vértices de K’ em vértices L' por K3.
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3.1.2 Estendendo o Funtor de Homologia a Conjuntos Definiveis

A discussao anterior tratava puramente de complexos simpliciais, agora porém queremos "importar”os
funtores de homologia definidos sobre complexos simpliciais para categorias envolvendo conjuntos defi-
niveis. Obviamente esse processo ocorre através do teorema de triangularizagao e como alguém poderia
adivinhar vamos definir a homologia de um conjunto definivel fechado e limitado X de maneira que essa
seja isomorfa a homologia de um complexo K triangulando X.

Existe aqui um certo conflito de notagao, pois vamos definir complexos de cadeia e homologia sobre
subconjuntos de R" e também denotaremos esses funtores por C, e H,. Por esse motivo é importante notar
a diferenca entre K um complexo simplicial e |K| um subconjunto de R" evitando assim ambiguidades
sobre C, (K) definido anteriormente e C, (|K|) que pretendemos definir ainda.

Tal abordagem ja nos da uma restricao sobre os conjuntos que iremos trabalhar, pois a homologia de um
complexo K s6 esta definida quando esse é fechado, isso nos diz que os conjuntos X devem ser fechados e
limitados. A maior parte dos resultados desenvolvidos nessa secao tem como objetivo obter uma definicdo
que nao dependa da triangularizacao escolhida e dizer como dada uma fungado definivel continua f entre
conjuntos definiveis podemos associar morfismos H;,( f) entre os respectivos grupos de homologia.

As definigdes abaixo nos dao as categorias sobre as quais vamos fazer as primeiras extensoes das nogoes

de complexos de cadeia e homologia.

Definigao 3.5. Vamos denotar por K? a categoria que tem como objetos pares de complexos (K, Kj) com

Ky C K, morfismos entre objetos (K, Kg) e (L, Ly) serdo as fungdes definiveis continuas f : |K| — |L| tais

/ : . 5
que f(Kp) C f(Lp)- Um morfismo (K, Ky) —— (L, Lg) em tal categoria é dito compativel se dado s € K
existe | € L tal que f(s) C I. A subcategoria de K* cujos objetos sao os mesmos de K2 e possui apenas 0s

9
Fa

morfismos compativeis € denotada por K, -

Vale notar que os morfismos dessas categorias envolvem nogoes de continuidade e definibilidade, tais
nogoes fazem com que os resultados seguintes nao sejam nem de uma natureza puramente combinatéria e
tao pouco sejam repeticoes de resultados da teoria usual sobre R, na verdade muitos deles nao sao vélidos
em tal contexto quando removemos as hipéteses de definibilidade.

Note que tais categorias tém pares de complexos como objetos, vimos anteriormente como associar
complexos de cadeia e grupos de homologia a um complexo e quando nos referirmos C, (K) e H,(K) esta-
remos nos referindo as defini¢cdes ja mencionadas. Os objetos da nossa categoria sao no entanto pares de
complexos (K, K’), como K’ é um subcomplexo simplicial de K temos que C,(K’) é um subcomplexo de
cadeia de C,(K), isto é cada Cp,(K’) é um subgrupo abeliano livre de C, (K) e J}, é a restri¢do de J, a esse
subgrupo. Com isso podemos dar a seguinte definigao:

Definicdo 3.6. C.(K,K') é definido como complexo de cadeia tal que C, (K, K') = Cu(K)/Cy(K'), 0 opera-
dor de bordo (5,(,K‘K’) em C, (K, K’) é o operador induzido por 4y, isto é 5,(,K’K,)([v]) = [64(v)] onde v € C,,(K)
e [0] é a sua classe de equivaléncia em C, (K, K'). E imediato que 5,(,K’K/> o 6,(,Ii’f,) é o operador nulo de onde
segue que C, (K, K’) é de fato um complexo de cadeia, definimos H. (K, K") como a homologia do complexo

C.(K,K').

Temos assim que C, (K, @) = C,(K) e o mesmo para homologia. Utilizaremos essa identificagdo cons-
tantemente.

Nosso préximo passo é dizer como os morfismos de K? e K2, p se estendem a homomorfismos entre os
grupos de homologia. Para realizarmos tais constru¢des vamos utilizar o teorema de modelos aciclicos e
portanto precisamos especificar algumas categorias que nos permitam fazer isso. Em alguns casos vamos
tratar apenas de complexos e ndo de pares, as defini¢des acima sao utilizadas de maneira natural, por exem-
plo um mapa(ou morfismo) compativel entre complexos K e L é simplesmente um morfismo compativel
entre os pares (K, @) e (L, D).
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Dado um complexo K vamos denotar por .A(K) a categoria cujos objetos sao os subcomplexos fechados
de K e morfismos as inclusdes. Além disso dado um mapa compativel entre simplexos fechados f : |[K| —
|L| queremos associar um funtor A(f) : A(L) — A(K), para isso definimos A(f)(L") = {t € K: f(t) C
|L'|}. Precisamos verificar na definicao acima que {t € K : f(t) C |L'|} é de fato um subcomplexo fechado
de K’, tome entdo to uma face de um simplexo t € {t € K : f(t) C |L'|} nesse caso:

lto] € cl(|t]) = f(lto]) C Flcl(|t])) € el(JL']) = |L’|

deonde ty C {t € K: f(t) C |L'|} como precisaivamos. Precisamos também definir como A(f) age nos
morfismos de A(L), um morfismo de tal categoria é uma inclusdo do tipo i : |[L”| — |L'|, por outro lado
pela prépria defini¢io vemos que A(L") é um subcomplexo fechado de A(L’), assim definimos A(f)(i)
como a inclusio de A(L”) em A(L’). Podemos definir por fim os funtores CX : A(K) — Comp,,, que
leva cada subcomplexo fechado K’ de K no complexo de cadeia aumentado C. (K’) e que leva uma inclusao
i - K" — K’ nainclusao de C, (K’) em C,(K") .

: . / o .
Dada um morfismo compativel K—— L temos dois funtores que vao de A(L) em Comp,,,,, sendo
eles CLe Cko A(f). Temos o seguinte resultado sobre tais funtores.

: ; f ; - .
Lema 3.7. Dada uma morfismo compativel K —— L existe uma transformagdo natural de cadeias aumentadas
indo de CKA(f) em CL. Além disso quaisquer duas transformagdes naturais entre tais funtores sio naturalmente
lonotépicas en cadeia.

Demonstragio. Tome M = {5 : s € L} um conjunto de modelos em A(L), lembrando que § é o complexo
fechado formado por todas as faces s. Como dissemos anteriormente CL(5) = C.(5) ¢ aciclico, e assim é
um conjunto de modelos aciclicos de CL.

Queremos mostrar agora que CK o A( f) é livre com base em M, para todo i1. Vamos antes de mais nada
fixar uma ordem 0y, ..., v, nos vértices de K. Como f é compativel para cada t € K existe um tnicos € L
tal que f(t) C s, vamos denotar tal elemento por s;. Considere {5;:5€ K} = My C M, paracada 5; € M
é imediato que t € A(f)(5¢). Sejam entao v;(0), ..., v;(j) os vértices de t com i uma sequéncia estritamente
crescente, temos que |0;(0), ..., v;(j)| € CK o A(f), chamemos tal elemento de v;.

Dado 5 C L um complexo fechado CK o A(f)(5) é igual a C,,(A(f)(5)) e portanto é um grupo abeliano
livre, além disso C, (A(f)(5)) ndo é nada mais que o grupo abeliano livre gerado por v tal que f(t) C |3].

Como os tnicos morfismos de A(L) entre 5; e § sao as inclusdes temos que
{Cho A(h)(v;) € Cyo A(f)(5) : t € K e h percorre os morfismos de §; em 5} = {v; : f(t) C |5]}

¢ uma base de C, o A(f)(3). Concluimos assim que C, o A(f) é abeliano livre com base em M. Mas nessas
condicdes a primeira parte do corolario do teorema dos modelos aciclicos A.7 nos garante o resultado.
O

Nessa demonstracio vimos que C,,K o A(f) é livre com base em M e que C} é aciclico nesse conjunto de
modelos, em algumas demonstragdes posteriores voltaremos a usar o teorema de modelos aciclicos sobre
esses funtores, em particular a segunda parte do teorema que tem hipédteses adicionais sobre o comporta-
mento desses objetos, quando fizermos isso utilizaremos esses resultados sem demonstragao.

Assim dado um morfismo f : K — L de Kcoup podemos encontrar uma transformagao natural T como
no lema, aplicando T em L obtemos o seguinte morfismo de Comp,,, .:

ou seja um mapa de cadeia aumentado 77, : K — L. Voltando ao caso em que f é um mapa de vértices com-
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pativel entre pares (K, K’) e (L, L') usando a naturalidade de T a inclusao L'~ L obtemos o seguinte
diagrama comutativo:
Clo A(f) (L) Cf o A(f)(L)
T T
CrLye———— L)
onde os morfismos na horizontal sao a imagem da inclusao pelos respectivos funtores e portanto nao pas-
sam de inclusdes. Sabemos que CK o A(f)(L) = C.(K), CE(L) = Ci(L) e CH(L’) = C.(L'), além disso
K' c A(f)(L') o que significa que C,(K’) é um subcomplexo de CK o A(f)(L') e assim o que o diagrama
acima nos diz é que aimagem de C, (K’) por 7, esta contida em C.(L’). Com isso podemos associar a f uma
sequéncia de homomorfismos f, : C, (K, K') — C, (L, L") de modo que f,([¢]) = [11.(v)], também usamos a
notacao 17| para essa funcao. Queremos associar um homomorfismo Hy,( f) entre os grupos de homologia
H,(K) e H,(F), tudo que precisamos é que f, seja um mapa de cadeia pois assim podemos definir H,(f)

como H,,(f). Podemos fazer isso pois:

Fox([0]) = F([6(@)]) = [m(0k ()] = [6r(tL(0))] = dL(F([]))-

Um possivel problema com a definicdao de H,(f) dada acima é a arbitrariedade 7, temos porém pelo
lema que uma segunda transformacdo natural de cadeias aumentada t’ entre os funtores em questdo seria
(o}
homotopica a T por uma transformacao natural ¢ isso significa que ¢, é uma homotopia entre os morfismos
7/ e 7/, um arcumento similar ao usado acima mostra que o; ,, leva elementos de C,(K’) em C,_1(L’) o
L L o Ln n—1
que nos permite estender os morfismos ¢y, a uma sequéncia de morfismos entre C,,(K,K") e C,,_1(L,L").

Temos também:

(041 [(TL,H] + [‘TL,H—I‘SH])([U]) = Jll-l—l [‘TL,H]([U]) + [‘TL,nf]]dn([U]) =
= [‘SnJrl(TL,H(U) I UL,n—IdH(U)] = [TL(Z’) - TII_(U)] - f([vl) ~f/([v])

uma homotopia entre f e f" de onde segue que as fun¢des induzidas a nivel de homologia sdo a mesma e
que H, (f) nao depende da escolha de .
A ultima propriedade que precisamos para que H, seja um funtor é que H, respeite composigdes, ou

seja:

Lema 38. Se f : (K,K') — (L, L')eg : (L,L') — (M,M') sio morfismos de K%, entdo Hy(f o g) =
H, (f) o Hu(g)

Demonstragio. Seja T uma transformagao natural entre CKo A(f) e CL e o uma transformagao natural
entre CL o A(g) e CM como no lema 3.7. Para N C M um complexo fechado temos A(go f)(N) =
A(f)(A(8)(N)), isso significa que o morfismo T y¢)(n) : CKo A(f)(A(g)(N)) — CLE(A(g)(N)) é na ver-
dade um morfismo entre CK o A(gf)(N)) e CL(A(g)(N)), vamos chamé-lo de hy por simplicidade, em
particular iy = Tyeg)my = To. Uma verificagdo direta mostra que /i ¢ uma transformagao natural de
cadeias aumentadas entre os funtores CX o A(gf) e CL o A(g).

Temos assim que oo/ : CKo A(gf) — CM é uma transformacao natural e portanto pode ser usada para
definir Hy (g o f).

Hy(go f) = Hy([(c 0 h)m]) = Hu([om 0 hm]) = Hu([om] © [hm]) = Hu([om]) © Hu([m]) = Hu(g) © Hu(f)

A penultima passagem é valida pois nela H,, é simplesmente o conhecido funtor entre complexos de

cadeia e grupos abelianos, na tltima passagem utilizamos a igualdade 1y = 7.
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O

O nosso proximo objetivo é nos livrar da condicao de compatibilidade ddas fungdes e definir os funtores
H, sobre a categoria K2, novamente o tinico problema esta em como associar a um morfismo f : (K,K') —
(L,L"), isto é uma funcao definivel continua de [K| em |L| com f(|K'|) C f(|L’|), um homomorfismo
entre os grupos de homologia H,(K,K’) e H,(L,L") que definimos anteriormente. O truque nesse caso
é encontrar uma triangularizagio (M, $) e um subcomplexos M’ C M de |K| de modo que ¢~ ' e fo 47"
sejam mapas compativeis e H, (¢~ ') seja um isomorfismo entre (K, K') e (M, M’), com isso podemos usar
os resultados desenvolvido até o momento para definir H,,(f) como Hy,(fo¢~')o H,(¢p~!) 1.

Hu(f)

(K,K’)—f—>(L,L') H, (K, K')

7

H,(L,L")

¢! Hy(p~") " |~

fop1 Hyu(fo¢p™1)

(M, M") H, (M, M)

Encontrar pares de complexos e triangularizagdes que deixem os mapas compativeis nao é um pro-
O 5
blema, o teorema de triangularizacdao nos da tais objetos. A dificuldade estd em encontrar um critério para
(o]
que um mapa ¢ induza um isomorfismo na homologia, esse serd o nosso principal foco por hora e para
isso vamos precisar de alguns resultados sobre pares projetivos e complexos com fibras convexas. Os pro-
ximos resultados sao bastante técnicos e podem parecer um longo desvio na nossa abordagem, porém sao

necessarios para conseguirmos o critério desejado.

Defini¢ao 3.9. Um par de complexos simpliciais (K, L) é dito um par projetivo se |[K| € R", |L| € R"*!
com 7(|L|) = |k| e a restri¢ao 7|1, € um mapa simplicial, ou seja, a projecao de um simplexo de L é um
simplexo de K.

Dado t € K denotamos por L; o conjunto {s € L : 7t(s) = t}, note que esse é um conjunto de simplexos e
bem diferente das fibras |L|, para p € |[K|. Dados s; e s, em L; dizemos que s; < s quando dado qualquer
p € |t| e quaisquer (p,uy) € sy e (p,i2) € 52 temos 1y < 1. Note que temos sempre s; < s, ou sy < 51 ja
que esses sao conjuntos definivelmente conexos com intersecgao vazia.

Dizemos ainda que esse par possui fibras convexas se |L|, ¢ um conjunto convexo(i.e. um ponto ou um
intervalo) para qualquer p € |K]|.

Por fim se a dimensao de um simplexo t € L é a mesma dimensao de sua projecao 7(t) € k dizemos
que t é fino, caso tenhamos dim(t) = dim(7(t)) + 1 dizemos que t é grosso. Obviamente todo simplexo se
enquadra em um desses casos.

O resultado abaixo descreve como sao os conjuntos Ls em pares projetivos com fibras convexas.

Lema 3.10. Se (K,L) é um par projetivo de complexos com fibras convexas e k € K. Entdo Ly é da forma
{s0,t1, e b, Sk} cOM Sy < B <51 < ... < by < sk, cada s fino, cada ty grosso e s;_y, s; faces de t;.

Demonstragio. Sejam s’ e s simplexos distintos finos em Li(caso nao existam tais simplexos o problema é
trivial) com s’ < s”, p € ke ', u” pontos de R tais que (p,u') € s' e (p,u") € s". Entdo |Lg|p contém
os pontos 1’ e 11" e portanto o intervalo [, 1”'], mas a intersecgdo de |Lg|, com simplexos finos é sempre
um unico ponto e como Ly possui apenas um ntimero finito de simplexos dessa forma vemos que existem
pontos em [u, "] que ndo podem ser obtidos por tais intersecgdes, dessa forma concluimos que existe um
simplexo grosso t' tal que u’ < ' < u”.

Por outro lado se ' e 1 saosimplexos grossos em |Li| entdo ||, é um intervalo aberto (a’, ") e |t"], =

(a”,b") com b < a”, pelas fibras convexas temos que b’ € |Lg|,, mas b’ ndo pode pertencer a fibra de um
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simplexo grosso de L pois nesse caso tal simplexo ndo seria compativel com t, isso significa que existe um
simplexo fino s’ talque t' < s" < 1.

Vemos assim que entre dois simplexos finos existe um simplexo grosso, e que entre dois simplexos
grossos existe um fino, dessa forma temos uma sequéncia alternada entre simplexos grossos e finos. Além
do mais L é fechado, o que significa que as faces préprias dos simplexos grossos t; estdo em L, vemos com
isso que s; e 5; .1 devem ser tais faces, pois como observamos acima elas intersectam o fecho de ¢;.

a

Sabemos que um complexo da forma 5 possui homologia trivial, o que vamos mostrar agora é uma
equena generalizacdao, note porém que o resultado abaixo ndao é puramente combinatdrio pois depende
o s

da nocao de convexidade em questao.

Lema 3.11. Se (K, L) formam wm par projetivo de complexos simpliciais com fibras convexos e K = 5 para um
ng-simplexo s do R" entio o complexo de cadeia aumentado C, (L) é aciclico.

Demonstragio. A demonstragao sera feita por indugao no ntimero 11 de simplexos de L. Note que Ls possui
ao menos um simplexo magro t, o que significa que L possui ao menos os simplexos em f, e que (5,1) é de
fato um par projetivo de complexos com fibras convexa. Vemos assim que o menor valor possivel de 11 é o
ntimero de simplexos em K e que isso ocorre somente quando L = |t|, nesse caso j& sabemos que C.(L) é
aciclico.

Vamos supor entdo que L possui outros simplexos. Nesse caso temos Ls = (so, t1,581, ---s tg, S;) como no

lema 3.10, podendo ter k = 0 ou k > 0 vamos tratar esses casos separadamente.

e Casok >0

Vamos fixar uma ordem qualquer nos vértices de L, se t € um b-simplexo de L com vértices vj(g), --., Vj(p)
em ordem crescentes vamos denotar por ; 0 elemento [vi(m, ey Z’i(b)] S C,,(L), temos assim que o con-
junto U.(L) = {ov; : t € L} é uma base de Cy(L), vamos identificar os elementos v; com t.

Se tomarmos M = L — {f, sy} é facil verificar que M ainda é um complexo fechado e que (K, M)
é um par projetivo com fibras convexas, além disso M possui menos simplexos que L e por isso a
hipétese de indugdo nos garante que C, (M) é aciclico.

Temos que s; € uma face de t; de onde segue que s; estd envolvido em d(f;), além disso s, nao esta
envolvido em 4(t*) para qualquer t* € U,,41(L) em L, pois nesse caso teriamos t* = t; para algum i,
mas o tnico elemento f; cujo bordo intersecta sy é fy.

Nessas condi¢cdes a proposi¢ao sobre remogao de células A.3 nos garante que C. (M) é um subcom-
plexo adequado de C,(L) e assim a proposicao sobre subcomplexos adequados A.4 nos garante que
ambos possuem grupos de homologia isomorfos, e como C, (M) é aciclico segue que C, (L) é aciclico.

e Casok=0

Nesse caso temos que Ls = {t} com F € L. Além disso 1’ é fino para todo " € L e como o ntimero de
simplexos em L é maior que o nimero de simplexos em k existe um simplexo rg € L tal que rg ¢ F,

tome tal ry de dimensao maxima com essa propriedade e pyg = 71(rp) € K.

Lpo = {50, t0, 51, - s 5y} com k > 0, s! fino, t; grosso e s;- = rp paraum dado j € IN. Se j < n entdo
tomando M = L — {t,,s},}, como |, ndo esta envolvido na face de nenhum simplexo de L, pois pgy
tem dimensdo méxima e t], ¢ f, podemos proceder de maneira analoga ao caso k > 0 e utilizar os
lemas A.3 e A.4 para obter o resultado. No caso em que n = k basta tomarmos M = L — {f},s;} e

utilizar o mesmo processo.
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Um resultado conhecido da teoria cldssica de homologia sobre IR nos diz que conjuntos convexos pos-
suem homologia trivial, quando formos tratar de algumas aplicagdes da teoria que estamos desenvolvendo
veremos um resultado de carater semelhante sobre homologia singular. Nesse momento precisamos de um
resultado também parecido porém mais fraco.

Lema 3.12. Seja X # @ um conjunto definivel, fechado, limitado e convexo do R" com (¢p, L) wma triangularizagio
estratificada de X. Entao Hy (L) é o grupo trivial para todo 1.

Denonstragio. Vamos proceder por inducao em 1. No caso em que 11 = 1 temos que X é um intervalo e
como L é estratificada L é da forma {{ag}, (ag,a1), {a1}, ..., (n/_l,n_,»), {a_,}} coma; = (p,n;) e R"1 x R, isto
é, uma sequéncia vertical de pontos e intervalos, nesse caso um célculo direto de Z, (L) e B, (L) mostram
que H,(L) é trivial com queriamos(novamente é um argumento puramente combinatério que pode ser
encontrado em livros de topologia algébrica).

Se n > 0 temos que (¢, L) é um levantamento de uma triangularizacao (i, K) de m(X), segue ainda
que 71(X) é convexo e por hipétese de indugao K possui homologia trivial. Em particular segue que (L, K)
é um par projetivo. Tome t € K e suponha L; nao convexo, nesse caso |L;| nao é definivelmente conexo
e isso implica que ¢(Lt) = ¢(L)y () ndo é definivelmente conexo e em particular nao é definivelmente
conexo por caminhos, de onde existem pontos em ¢(L;) C X tais que os seguimentos de reta ligando tais
pontos nao estao em X(pois isso dda um caminho definivel entre tais pontos) o que contradiz X ser convexo.
Concluimos assim que (L, K) tem fibras convexas.

Se denotarmos por 7; : |[L| — |K| a projecdo restrita a |L| temos que 71, é um mapa compativel,
pelo lema sobre morfismos compativeis 3.7 existe um mapa natural de cadeia v : Cko A(m;) — CK,
além disso CK(K) = C.(K) enquanto CLo A(mr,) = C.(L), portanto se conseguirmos mostrar que T é
uma equivaléncia natural obtemos que as homologias sao isomorfas e como C, (K) ¢ aciclico obtemos o
resultado. Vamos usar para isso a segunda parte do corolario de modelos aciclicos A.7.

Se tomarmos Mg = {5 : s € K} os argumentos do lema 3.7 se aplicam para vermos que T : CLo A(mp)
é livre com base em My além disso CL o A(7r;)(5) = C.(Ls) é aciclico pelo lema 3.11. Precisamos verificar
entao que as mesmas condigoes sdo satisfeitas por CX, novamente se fixarmos uma ordem aos vértices de K
e associarmos a cada simplexo k € K com vértices ¢; , -, €j; 0 elemento v = (8 ¢ w0 e,—l] de C;(K) para iy, ..., i;
estritamente crescente. Tomando ¢; como o representante de § e lembrando que os morfismos de CK sao
apenas as inclusdes temos que

{CK(i)(vy) : k € Keiémorfismo de kem 5} = {v; : k € 5}

o que é obviamente uma base de Enls). Segue que C* é um funtor livre com base em My, além disso esse
funtor é aciclico em My pois CX(5) = C,(5). Isso é suficiente para usarmos o coroldrio A.7 e concluimos
assim que quando (L, ¢) é estratificada o complexo de cadeia gerado é aciclico.

d

Com todos os resultados desenvolvidos podemos finalmente encontrar o critério de comparagao en-
tre grupos de homologia que buscdvamos. O resultado abaixo faz referéncia a triangularizagdes quase-
estratificadas, como mencionamos ap6s a demonstragao do teorema de triangularizagao a triangularizagao
obtida em tal teorema pode ser quase estratificada, embora para isso seja necessaria uma versdo mais forte
do lema de boas diregdes do que a utilizada nesse texto. Assumiremos daqui em diante porém que tais
triangularizagoes existem.

Teorema 3.13. Se K é um complexo simplicial fechado e (i, L) uma triangularizagao quase-estratificada de K com
p~1 ¢ |L| — |K| compativel entdo |L| e |K| possuent grupos de homologia isomorfos, mais precisamente qualquer
mapa natural de cadeia:

t:Clo A(p~!) — CK
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¢é uma equivaléncia natural de cadeia.

Demonstragio. Novamente tomamos Mg = {5 : s € K} um conjunto de modelos em K, fixamos uma ordem
nos vértices de K e fazemos a associagao s € K com v; € C,(K), tomamos vs como os representantes dos
elementos 5 € My, nessas condi¢des sabemos que CK & aciclico sobre Mg além de ser livre com base em
tal conjunto. Novamente tudo que precisamos para concluir essa demonstragao é garantir que as mesmas
condicoes se aplicam para CL o A(1p~!) e usar a segunda parte do coroldrio do teorema de modelos aciclicos
A7.

Sabemos também da demonstracao de 3.7 que CLo A(yp~1) é livre com base em Mg, tudo que preci-
samos mostrar entdo é que esse funtor é aciclico em tais modelos. Calcular tal funtor em um modelo 5 é
o mesmo que calcular C, (A(yp~1)(3)) e é isso que faremos. Temos A(p~1(3)) = {I € L : ¢~ 1(I) C |5/}
e (A(p~1(5)), ¢|s) uma triangularizacdo quase estratificada de |5| compativel com seus simplexos, o que
significa que existe um homeomorfismo linear « tal que apa™! : a(|5]) — a(]A(p~'(5))|) nos da uma

triangularizacao estratificada
(a(A®p~1(5)), apa™)

dea(|5]), onde a(A(p~1(5))) é o complexo {a(!) : p~1(I) C ||}, note que a(!) continua sendo um simplexo
por a ser linear e que esse conjunto continua um complexo fechado por a ser homeomorfismo.

Como « é linear «(5) é convexo e portanto Cy (a(A(p~1(5)))) é aciclico pelo lema 3.12. Mas A(¢~1((s)))
é aimagem de a(A(p~'(5))) por um homeomorfismo linear e portanto sao isomorfos como complexos de
onde segue que possuem a mesma homologia. Assim concluimos que CL o A(p~!) ¢ aciclico em M e
podemos portanto utilizar A.7 para concluir a demonstragao.

Para ver que isso de fato implica na equivaléncia entre as homologias de K e L basta tomar ¢ : CX —
CLo A(y1) inverso de T e calcular ¢ o 7(K), isso nos da:

~ L ~ 1 r(K) =
ELo (k) s ek k) B el o Ak

com a composta sendo a identidade, e o anadlogo para T o ¢. De forma que os complexos de cadeia Clo
A(L) = C,(L) e CK(K) = C,(K) sao isomorfos e portanto possuem grupos de homologia isomorfos.
O

Com isso estamos prontos para prosseguir com a definicdo de H, sobre a categoria K2. Dado um
morfismo f : (K,K') — (L, L’) de K*> podemos tomar uma triangularizacao quase estratificada (M, ¢) de
|K| que seja compativel com todos os simplexos de K e conjuntos da forma f~1(I) paral € L. Isso significa
que para cada m € M existe um k € Keum ! € L tal que ¢~ '(m) C ke ¢~ (k) C f~1(I) de onde
fo¢p~l(k) C leportanto ¢! e fop~! sdo morfismos compativeis. Além do mais lembramos que, pela
definicao de H,, para mapas compativeis, H, (¢ ') é o mapa induzido na homologia por Ty(precisamente
pelo mapa induzido no quociente [Ty] mas como os pares em questao sao (M, D) e (K, D) esses mapas
coincidem) onde T é uma transformacao natural entre CM, A((/f]) e CK. Usando o critério obtido em 3.13
sabemos que T é uma equivaléncia natural de cadeia, de onde segue que Ty induz um isomorfismo a nivel
de homologia, ou seja H,, (¢ ') é um isomorfismo.

Como mencionamos anteriormente queremos definir H, (f) como Hy (f o ¢~1) o H,(¢~!) ! que vamos
denotar por hora como H, (f) (M), para isso precisamos mostrar que tais grupos nao dependem de (M, ¢),
ou seja que uma outra triangularizagdo de |K| satisfazendo as condi¢Ges de compatibilidade necessarias
induz o mesmo morfismo em nivel de homologia.

Lema 3.14. Seja f(K,K') — (L, L') um morfisnio de K* dados (M, ¢), (N, ) triangularizacdes quase estratificadas
de |K| compativeis com P(K) = {X C |K|: X = k para algum k € K ou X = f~1(I) para algum I € L} tenios que
Hy(f)M9) = H, (f)(NY),
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Demonstragio. Tomamos P’(K) como o conjunto P(K) U {¢p='(m) : m € M} U {p~1(n) : n € N} e (T,0)
uma triangularizagdo quase estratificada de |K| compativel com P'(K). Temos que poo—! : |T| — |[M]| e
Yoo~ :|T| — |N|sdo compativeis.

Além dissoor ! = ¢~ o (poc~!) onde tanto ! : [M| — |K| quanto po ™! : |T| — |M| sdao mapas
compativeis, como H, é funtor sobre KE(,,,,V temos:

Hu(0™h) = Hu(¢™") o Hu(goo™")
do mesmo modo foo™! = (fop~!)o(pocr—1)éuma decomposicio em mapas compativeis e:

H”(focT_l) = H,,(fO([)_'l) OH”((/)OU_J)

Usando os resultados acima juntamente das defini¢gdes obtemos:

H, (f)(T'(r) = H,,(fo ‘7‘1) o Hn(a—l)_l = [Hn(fo‘/)_l) © Hn(‘/’oa_l)] o [Hn((lfl) o Hn((l)olfi])]il =

= [Hu(fo(/)_]) 2y Hn(‘/’o‘fq)] 0 [Hn(‘/’ogﬂ)q OHH((/f])il] = Hu(fo‘/’*]) 0 Hrt(‘/rl)_l =
= Hu(f)(M‘(P)

De maneira completamente analoga vemos que H, (f)NY¥) = H,(f)!"") e portanto H,(f) M) =
Hy (f)(N"IY)‘

O
Podemos assim finalmente definir H,(f) = H, (f)™M?) para qualquer triangularizagao (M, ¢) satisfa-

zendo as condig¢oes de compatibilidade necessérias. Por fim queremos mostrar que H,, é um funtor sobre

Kz, ou seja que preserva a cComposigao.
Lema 3.15. H, ¢ um funtor na categoria K2, ou seja Hy(g o f) = Hy(g) o Hy(f).

Demonstragio. Sendo f : (K,K') — (L,L"), g: (L, L") — (M, M’) tome uma triangularizacdo quase estrati-
fica (N, ¢) de |K| compativel com os elementos de K, f~!(L) e (go f)~!(M) e uma triangularizagdo quase
estratificada (S, ) de |L| compativel com os elementos de L, ¢! (M) e fo ¢! (N)

(KK) — (L1 —5 (M, M)
(I)VIT 'fO(/rl Tq,|
goy !
N S
o fop~!

Com todos os mapas no diagrama compativeis, exceto f e g. Usando que H,, é funtor sobre K?o,,,p

obtemos:

Hy(go f) =Ha((go f) O‘P_l) OHH(‘/’_I)_I = Hu((go 4’7]) o (‘/)Ofo‘/’*l)) OHH(‘/’il)ﬁ1 =
= Hu(goyp™") o Hu(ofop™") o Hy(p™") ™" =
= (Hu(go ™) o Hy(p™") ) o Hu(p™ ") o Hy(ppo fop™ ') o Hy(¢p™") ™! =
= Hy(g) o Hu(p ' opofod™) o Hy(¢p™") ™" = Hy(g) o Hu(f)

O

Com isso temos funtores H,, sobre K? falta agora estendermos finalmente esses funtores para pares

de conjuntos definiveis, mais precisamente para a categoria que tem pares de conjuntos definiveis fecha-



(€8]
o

90 HOMOLOGIA
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dos e limitados (X, X’) com X’ C X como objetos e morfismos (X, X') —— (Y, Y’) fungdes continuas
definiveis de X em Y tais que f(X’) C Y/, tal categoria é denotada por CB*.

Dado um morfismo f : (X, X') — (Y,Y’) podemos tomar triangularizagoes (K,¢) e (Ly) de X e Y
compativeis com X e Y’ respectivamente. Temos entao um morfismo de K? dado por ¢po f o ¢p~!. Nés po-
derfamos usar isso para definir H, (X, X") como H, (K, K’) onde K’ é 0 subcomplexo ¢(X') = |K'|, H,(Y,Y")
como H,(L,L"),

acima nao sao completamente independentes das triangularizacoes escolhidas, veremos na verdade que

L'| = Y'e Hy(f) como H,(¢ o fo¢~!). Embora tais defini¢oes sejam simples os objetos

triangularizagdes diferentes geram grupos isomorfos ou seja os objetos acima estao definidos a menos de
isomorfismo. O que faremos agora é apenas contornar tal problema apresentando uma definicao que nao

dependa de triangularizagdes particulares.

Definicdo 3.16. Dado um objeto (X, X’) de CB® tomamos por T(X, A) o conjunto de todas as triangulariza-
coes (K, ¢) de X compativeis com X’ e denotamos por K’ o subcomplexo de K tal que ¢(X’) = |K’|, vamos
denotar por G(X, X’) o grupo dado pelo produto

[T  Hu(KK).

(K.p)eT(X,X')

Podemos pensar em um elemento desse produto como uma funcdo que leva cada triangularizacao (K, ¢)
de T(X,X’) em um elemento de H,(K,K’), vamos denotar a coordenada (K, ¢) de um elemento a por
®(K, ). Definimos entdo H, (X, X") como o subgrupo de G(X, X’) formado pelos elementos « tais que

dadas triangularizagdes (K, ¢) e (L, ) « satisfaz:

a(K,¢) = Hy(¢pop~"a(L, ) (3.1)

Essa definigdo talvez pareca extremamente artificial, note porém que se (K, ¢) e (L, ) estaoem T(X, X')
entao o~ :|L| — |[K|lepoyp™': |K| =
que Hy (¢ o ¢p~') é um isomorfismo entre H, (K,K') e H,(L,L"). O que a condicdo 3.1 nos diz é que os

~ re 2 3 3
L| sdo isomorfismos de K=(um é o inverso do outro) de modo

elementos de H,, (K, K’) possuem todas as coordenadas correspondentes por tais isomorfismos.

Falta definirmos H, sobre os morfismos de tal categoria, se f : (X, X') — (Y,Y’) com (K, ¢) € T(X, X")
e (L,p) € T(Y,Y') tinhamos argumentado anteriormente que H, (i o f o ¢~ ') poderia ser uma definicdo
adequada, é claro que de acordo com as nossas definicoes ndo é o caso de Hy (i o f o ¢~ ') ser uma fungao
entre H, (X, X’) e Hy(Y,Y’). Podemos no entanto nos inspirar nisso para definir como deve ser a fungao
que buscamos em cada coordenada:

(Hu(f)(«))(L, ) = H,,(L/)Ofo([>_l)(t\'(K,([>))

Para ver que cada uma dessas coordenadas esta bem definida basta notar que dado outro elemento
(T,o) € T(K,K") temos

Hy(po foo™)(a(T,0)) = Hu(o f oo™ YHy(v o ¢)(«(K,$)) = Hu(p o f 0 ¢)(a(K, ).

Como tal regra nos diz o valor de cada coordenada de H,(f)(«) ela nos diz o valor de H,(f)(«) e portanto
determina uma fungéo, para ver que é um homomorfismo note que esse é o caso em cada coordenada.

Como nés mencionamos a defini¢do acima nao é muito natural, porém néao passa de uma complicagao
conveniente. Mencionamos anteriormente que H, (X, X) deveria ser isomorfo a Hy (K, K") para uma trian-

gularizagdo (K, ¢) de (X) com |K'| = ¢(X’), isso de fato ocorre. Tal isomorfismo é simplesmente a projecao
-1

(K
t € Hy(K,K') no elemento « € Hy(X,X’) com coordenadas a(L, ) = H,(p o ¢p~1)(t). A principal propri-

(k) * Hn(X, X") = Hyu(K,K') que leva a em a(K, ¢), a inversa desse mapa é 7t ) que leva um elemento
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edade de um funtor de homologia é que esse seja um invariante topolégico, mas isso segue facilmente da
observagdo acima, ja que dado pares (X, Xp), (Y, Yy) e um homeomorfismo /i : X — Y levando X em Y,
se tomarmos uma triangularizagao (K, ¢) de Y com ¢(Yy) = Ko entdo (K, /i o ¢) é uma triangularizacao de
X com (o ¢p(Xg)) = Ko e portanto H, (X, Xp) é igual a H. (Y, Y) igual a H. (K, Kp).

Temos por fim o seguinte resultado:

Teorema 3.17. H,, é um funtor de CB? e Ab.

Demonstragio. Tudo o que falta verificar é que H,, respeita composigoes, sejam entdo f : (X, X') — (Y,Y’)
eg: (YY) = (Z,2") morfismos de CB%. Dados (K,¢) € T(X,X'), (L) € T(Y,Y'),(T,0) € T(Z,Z') e
a € Hy(K,K') temos que

(L Hu () (&) = Hy(f)(@)(L, ) = Hy(po fod™")(a(K,¢)) = Hu( o fop™") (7 p)(w))

de onde segue 71 ) 0 Hy(f) = Hy(yofop™ Dom (K,¢)- Vemos analogamente que 777, © Hy (f) = Hyu(o 0
goy~ Do (L) Ou seja o seguinte diagrama comuta:

Hu(f H, "b)
H (X, X') Y (YY) S, H.(z,2'
l”(wn lﬂ(L,q») ()
Hy(yofo =1 Hy (cogo '*l) l
Hy (K, K 2202 T0 g1y 280 (7, )

Em particular segue que

Hy(g) o Hy(f)(a)(T, o) = /T(T,tr)Hn(g) o Hy(f)(a) = Hu((TOgOlP JoHy($pofop™1))om Aq»)(“)
= Hy(co (gOf) O(/’_l)(f\'(k,(p)) = Hy(go f)(a)(T,0)

Ouseja, Hy(g) o Hy(f)(a) = Hy(go f)(a)
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3.1.3 Os Axiomas de Eilenberg-Steenrod

Como mencionamos no comego desse capitulo nés queremos nao sé encontrar funtores H,, de CB? em
Ab, como queremos que esse funtores satisfacam os axiomas de Eilenberg-Steenrod, nosso objetivo agora
¢ mostrar que o funtor descrito nessa secao de fato satisfaz tais axiomas.

O primeiro axioma que vamos provar é na verdade bastante ébvio.

Teorema 3.18. Axioma da Dimensio:

Se X é um espago com unt tinico ponto entdo Hy, (X, @) = 0 para todo n.

Demonstragao. Tudo que precisamos fazer é notar que X é triangularizado pelo complexo K que consiste
de um tnico simplexo 0-dimensional s e H,(X) ~ H,(K). Além disso C,(K) = O paran # Oen # —1,
eC_y =Z ~ Cycom do(k[t]) = k, isso implica que Z,(K) = 0 para todo n > 0, e portanto H,(K) = 0
para 1 > 0, por outro lado C, (K) é um complexo de cadeia aumentado com B_;(K) = C_;(K) e portanto
H,(K) =0 paran <0. O

As demonstracdes dos préximos axiomas nao serdo tao faceis. Vamos prosseguir com o axioma de
excisdo, na proéxima segdo veremos que esse axioma é o grande problema quando tratamos de homologia

singular, no caso simplicial porém ele nao apresenta grandes dificuldades.

Teorema 3.19. Axioma de Excisdo:
Dado um objeto (X, X') de CB? e um subconjunto aberto X" de X tal que cl(X") C int(X') entdo a inclusio
[:(X,X") = (X = X", X"— X" induz um isomorfismo em nivel de homologia.

Demonstragio. Seja (K,¢) uma triangularizacao de X compativel com X’ e X" e K/, K” subcomplexos de K
tais que ¢p(X’) = |K'| e p(X") = |K"|, note que K" ndo é um complexo fechadomas L = K— K" e L' = K’ —
K” sdo, além disso ¢~ (L) = X — X" e ¢p (L") = X' — X". A partir desse ponto poderiamos argumentar
que a demonstracao de que a inclusdo de (L, L) em (K,K’) induz um isomorfismo na homologia é de
cardter puramente combinatério e omiti-la, nesse caso porém vamos demonstrar esse fato para ilustrar o
processo.

Vamos fixar uma ordem vy, ..., v; qualquer nos vértices de K, denotemos por G, (K") o subgrupo livre de
Cu(K) gerado por [v;, ..., v;,] onde i é estritamente crescente e {vj,, ..., v;, } gera um simplexo de K" . Note
que se Uk é o conjunto de geradores de C,K associado a ordem fixada e Ug» o conjunto de geradores do
grupo descrito acima temos que Ug — Ug» = Uy, onde U, é o conjunto de geradores do grupo C, (L) de
modo que C,(K) = Cy(L) & G, (K"), analogamente C, (K') = C,,(L") & G, (K") e temos portanto:

Ca(K)  Cu(L)®Gu(K") _ Cu(L)
Cu(K')  Cu(L') & Gu(K") ~ Cu(L")

Isto significa que C.(K,K’) ~ C.(L,L’) onde a inclusio é a equivaléncia de cadeia, mas isso significa
que H, (i) : H,(K,K") = (L, L") é um isomorfismo, e como o diagrama abaixo é comutativo(onde as flechas
verticais sao as projecdes e as horizontais sao induzidas das inclusoes):

H" 1
Ha(X, X') @ Hu(X — X", X' — X")

: 1:

Hy (K, K') Hy(L, L")

temos que H, (i) é um isomorfismo.
O

Como mencionamos na prova acima a estratégia das duas demonstragdes consiste em utilizar os iso-

morfismos de H, (X, X") com grupos de homologia sobre certos complexos H, (K, K’), provar o resultado
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equivalente sobre esses complexos e em seguida voltar pelos isomorfismos para os conjuntos iniciais. Essa
estratégia serd utilizada novamente na préxima demonstragao, porém nesse caso vamos omitir as passa-
gens puramente combinatérias e algébricas que acontecem em Kj, o leitor interessado pode procurar os
detalhes em [Rot88] ou até mesmo em [Woe96].

O préximo axioma que vamos tratar é o axioma de homotopia.

Teorema 3.20. Axioma de Homotopia.
Se fo, fi : (X, X") = (Y, Y') sdo morfismos definivelmente homotépicos de CB? entio Hy, (fo) = Hu(f1) para
todo n € Z.

Demnonstragdo. Dizer que fy e f) sao definivelmente homotépicas é o mesmo que afirmar a existéncia de
uma funcédo definivel F : X x [0,1] — Y tal que para todo t € [0,1] F;(x) = F(x,t) é um morfismo de
CB? que vai de (X, X’) em (Y,Y’) satisfazendo Fy = fo e F; = fi. Se tomarmos g; : X — X x [0,1] a
fungao que leva x em (x,i) para i € [0,1] temos que Hy(fo) = Hu(Fp) = Hy(F o go) = Hy(F) o Hy(g0), e a
analogamente H, (f;) = H,(F) o H,(g1) de modo que é suficiente mostrar que H,(g0) = H,(g1)

Como de costume tomamos (K, ¢) uma triangularizagao de X compativel com X’ e denotamos por
K’ o subcomplexo tal que |K'| = ¢(X’). Queremos construir um par de complexos (M, M’) com |M| =
|X] x [0,1] tal que (M, ¢ X id) seja uma triangularizagdo compativel com X’ x [0, 1] fazendo o seguinte
diagrama comutar, onde /iy e /1y sdo morfismos de K%.

So

(X,X) T (Xx[0,1], X' x [0,1]) — (X, X")
|
¢ ¢xid ¢
¥ I ¥ : ,
v (¢~ " xid)oFog
(K], [K']) (IM[, [M']) (IKI,[K'])
Iy
Sejam vy, ..., v; € R os vértices de K em uma ordem fixada qualquer definimos o = (v;,0) € RM*!
e v,-I = (v;,1), além disso se s € K é gerado pelos vértices (v;(0),...,v;(I)) definimos s” como o simplexo

gerado por (2;(0)°, ..., ;(1)?) e s' o simplexo gerado por (v;(0)?, ..., 2;(I)?). Temos ainda K = {ss € K} e
K® = {s's € K}, e por fim K" o conjunto dos simplexos gerados por {U?(O), U?(k)'v:!(kﬂ)' Uy } onde
(i(0), -+ Vj(1y) gera um simplexo de K e i(j) < i(j+ 1) é crescente exceto para K onde i(k) < i(K+1).
Definimos M como K® U K! U K%!, definimos M’ analogamente com K’ no lugar de K, por fim as fungdes
li; que levam s em s, i = 0 ou i = 1. Verificar que o diagrama acima ¢ de fato comutativo, e que M e M’
sao complexos simpliciais satisfazendo a triangularizagdo mencionada é um trabalho um tanto extenso e
pouco ilustrativo e por isso vamos omitir esses detalhes.

O que é importante no diagrama acima é notar o que ele nos diz sobre a homologia de tais fungoes, e
como ¢ e ¢ x id sdo triangularizagdes sabemos que induzem isomorfismos, de modo que tudo o que pre-
cisamos verificar é que H, (lip) = H, (/1;), lembrando que esses sao morfismos de I(%, reduzimos portanto
novamente o problema a um problema equivalente em tal categoria e como mencionamos anteriormente
esse é um fato conhecido da teoria classica sobre complexos simpliciais que nao iremos demonstrar.

O

O 1ltimo axioma que nos falta provar é axioma de exatidao.

Teorema 3.21. Se G : CB> — CB? é o funtor que leva um par do tipo (X, X") em (X', @) entdo existem transfor-
magdes naturais dy : Hy — H,_1 o G, tal que a sequéncia abaixo é exata para todo objeto (X, X") de CB?, onde
i: (X,2) = (X,0) éo morfismo de CB* dado pela inclusdo e j : (X,@) — (X, X') é o morfismo obtido da
identidade.

du(X,,‘{’)

Hau())

Hy (i
o — Hy(X,0) ——L— H,(X, X') L

H”(XI,Q) H”_](X,®)'—:'...
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Demonstragio. Afirmar que d;, é uma transformacao natural é dizer que dado um morfismo de CB? f:

(X, X") = (Y,Y’) existe um diagrama comutativo da forma:

Hy (X, X")

H,(Y,Y") (3.2)

dm XX ) dnlY,Y’l
n ILl\/)

Hy (X @) — H,- 1()”,@)

A demonstracao como esperado consiste em tomar uma triangularizacao (K, ¢) de X compativel com X’ e
K’ tal que |K'| = ¢(X') obter homomorfismos d,, i k) : Hy (K, K') — H;(K’) convenientes e usar os isomor-
fismos provenientes das triangularizacdes para obter d,,x x7). Vamos também tomar (L, ) triangularizagao
de Y compativel com Y’ e L' tal que |L'| = ¢(Y"). N6s poderiamos ainda tomar uma triangularizacao (T, o)
de |K| compativel com os simplexos de K e com os elementos de (! o f o ¢) ! (L), isso nos garantiria que
=1 o fo¢p oo é uma funcdo compativel, como (T, ¢ o ¢) continua sendo um triangularizacdo de X com
as mesmas propriedades vamos trocar essa (K, ¢) por essa triangularizacao podemos assumir entao que
(p~1o fo¢)écompativel.

Assim se i, : (K',@) — (K,®) é o morfismo de K“,,,,,, dado pela inclusdo, jk : (K,®) — (K,K')
dado pela identidade e i}, ji definidos analogamente sobre L entdo temos que em KZ:(,,,,},. Nessa categoria
definimos anteriormente ndo s6 os complexos de cadeia como usamos o lema 3.7 para estender morfismo

a mapas de cadeia, obtemos com essas associagoes o seguinte diagrama comutativo com colunas exatas:

ix

0—— C.(K') C.(K) C.(K,K') —0
”_f}\" \fl Ifll\',}\")
0——Co(L') —“= Co (L) — 5 (L, L)) ——0

Nessas condigdes a proposicao A.1 nos garante nao sé a existéncia de morfismos d,’f”\, K de forma que o
diagrama abaixo tenha linhas exatas, como garante que ele é comutativo(lembrando que H,(f) é definido
como H, (f)):

H,(jk Ay k! H,_(ix
. —— Hy(K, Q) U B, (K K — S p (K, 0) — 2 (K, @) ——
Hu(fK) H"(fk,](’) lHit(_fKI) lHn—l (fk)
' H,(j ! dy H, (i
s Hy(L@) — gy 2 ) — Y g (L) ——

Mas H,,(z) = n K‘l’) OH,,(I]\)OT(K ' Blir) eH,,(j) = oH,,(j)on(KK/,) de forma que se definirmos

}\ K" plk)
dn(X,X’) = (K'r‘/’IK') o d,,()([](l) o T[((K,K'),([?) temos:

dn,(X,X’) o H, (/) = (n(_Kll,(,,IK,) © du(K,K’) o ’T((K,K’),(p)) o (n(_(}QK')ANK) Q Hn(j) o ’T(K,lp)) =

= 750 g1,0) © Bk © Hin(j) © 7Tk ) = 0

Analogamente H,,_1 (i) od, (X, X") = 0e H,(i) o H,(j) = 0 obtendo a exatidao da sequéncia no enun-
ciado.

Notando que essa definicdo se aplicaa (Y, Y’) de forma que d n(y,yn = n(& odyy(L,1r) © T(L,y), usando

Aly)
a comutativa do tltimo diagrama e as igualdades H, (f) = Hu(¢ ™) o Hu(fx k) © Hu(¢) e Hu(flx) =
H, (1/){,1) o Hy(fxr) © Hy(¢|xr) obtemos a comutatividade do diagrama 3.2 de onde segue a naturalidade de
dy.

O
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3.2 Homologia Singular

Tendo desenvolvido a teoria de homologia simplicial na Gltima secao nés vamos agora nos concentrar em

uma abordagem diferente, a homologia singular.
3.2.1 Definindo o Funtor de Homologia

Uma das diferengas centrais entre homologia simplicial e singular é a abordagem um tanto quanto mais
direta do caso simplicial. Enquanto no caso singular definimos o funtor de homologia por etapas come-
cando em KLZ.L,,,”, passando por K? e finalmente chegando em CB?. Nessa secdo iremos tratar diretamente
da categoria de nosso interesse, RZ, definindo um funtor dessa categoria em Compmw para obter o funtor
de homologia faremos a associagao natural entre complexos de cadeia e grupos de homologia.

Como pode-se imaginar ao tratarmos de homologia singular estamos interessados em fungoes defini-
veis continuos com dominios em certos simplexos(na verdade no fecho topoldgico de certo simplexos), e
como de costume vamos tomar tais como os chamados simplexos basicos de R" ou seja:

Definicao 3.22. Dado 1 € IN denotamos por¢; = (0,...,0,1,0...,0) € R+1 para 0 < i < 1 o elemento que
tem todas as coordenadas zero exceto pelo i-ésima coordenada que assume o valor 1. Chamamos de s" o
simplexo gerado por ey, ..., ¢, e definimos entdo o enésimo simplexo padrdo A" como cl(s") = [ep, ..., e,
isto é o fecho topolégico do simplexo gerado por ey, ..., €, por praticidade tomamos A~! = @, note que um
simplexo padrdo ndo é um simplexo.

Com isso dado um conjunto definivel X C R" definimos S, (X) para 1 > —1 como o grupo livre gerado

pelas fungdes continuas e definiveis de A" em X, para n < —1 tomamos S, (X) como o grupo trivial.

Note que S_1(X) é o grupo livre gerado pela fungao vazia que vamos denotar por fg, e portanto iso-
morfo a Z. O nosso objetivo é transformar a sequéncia de grupos abelianos S, (X) em um complexo de ca-
deia, para isso precisamo definir operadores de bordo é,,_1 : S, (X) — S, -1(X) tal que §,,_1 0 9, = 0. Dada
uma fungdo o : A" — X, assim como no caso real, ndao basta tomar ¢, () = |sa» ja que A" ndo é um sim-
plexo padrao(estamos usando ¢ aqui como o operador que leva um conjunto X em seu bordo topolégico),
note que 6os identificamos aqui a funcao ¢ com o elemento correspondente do grupo 5,(X), essa é uma
identificagao que faremos constantemente. A solugao para tal problema estd nas fungoes €}' : AL 5 AT
tais que, dado um ponto ageg + ... +a,_1€,_1 € A" com Y ag = 1eay > 1 temos

n
€' (ageo + ... +a,_1€,-1) = apeo + ...a;_1€;_1 +a;eiy1 +..a,_1€y

ou seja, a fungdo que leva um ponto com coordenadas baricéntricas (ag, ...,a,_1) de A"~ em um ponto
com as mesmas coordenadas baricéntricas no fecho da face oposta ao vértice i de A". Claramente €] é
um homeomorfismo entre tais conjuntos, essa defini¢ao se aplica para 11 > 0, no caso de n = 0 podemos
tomar €) como a fungao nula. Com isso podemos definir os operadores de bordo 8, de modo a conseguir o
complexo de cadeia desejado.

Definig¢do 3.23. Definimos ¢, : S, (X) — S,-1(X) de forma que paran > 0 dado ¢ : A" — X tomamos
(o) = ):05,5,,(—1)"0 o €l, e estendemos por linearidade tal definicao a todo S, (X), tomamos &, a funcéo
nula para n < 0.

Proposicio 3.24. Temos que 6,1 0 6y = 0, ou seja S.(X) dado pelos grupos S, (X) e operadores 6,(X) é um
complexo de cadeia.

As definigdes acima foram feitas de modo que S.(X) é um complexo de cadeia aumentado, por esse
motivo, assim como no caso singular, ¢ comum usar a notacdo S.(X) para essa cadeia enquanto S, (X) é
reservado para o complexo de cadeia que tem S_;(X) como o grupo trivial e dy a fungdo nula. Como nés

vamos tratar somente de cadeias aumentadas vamos usar a notagao descrita nas defini¢des por economia.
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Como mencionamos anteriormente estamos interessados na categoria R2, por isso precisamos definir
Sy sobre pares (X, X') com X' C X; como de costume tomamos S, (X, X') = 5,(X)/S,(X"). Note que de
fato esse grupo esta bem definido pois toda funcao de A" em X’ é uma fungao de A" em X e por isso S, (X')
é um subgrupo de S, (X), além do mais 6" : S,,(X) — S,_1(X) leva elementos de S,,(X’) em S,_1(X’) de
onde segue que J;, induz uma funcao entre os grupos quociente dado por 9, ([c]) = [0, (c)](assim como
na ultima secdo usamos [¢] para denotar a classe em S, (X, X’) de um elemento v € S,(X), vamos manter
a notacao d, para tal funcao, o contexto como sempre deve eliminar qualquer ambiguidade), obviamente
continua sendo o caso em que d,,_ 09, = 0.

Queremos dar a S, a estrutura de um funtor e para tanto precisamos dizer como S. age sobre os mor-

fismo de R2, nesse caso a definicao é simples:

Definicio 3.25. Dado um morfismo f : (X, X’) — (Y,Y’) definimos fy, : Su(X,X') = Su(Y,Y’) como a
funcao que leva um gerador [0] de S, (X, X’) em [f o 0] e é estendida a S, (X, X") por linearidade(nesse caso

vamos nos referir a sequéncia de fungdes simplesmente como fz e nao fg, como vinhamos fazendo).

A primeira coisa que precisamos verificar é que tal funcao esta bem definida, como f é uma funcao
continua definivel de X em Y temos que f o ¢ é uma funcao definivel de A" — Y e portanto um elemento
de S,(Y), além disso se ¢ € S, (X’) entdo como f(X') C Y’ temos que foo € S,(Y’') o que é suficiente
para garantir que a definigao f([¢]) = [f o o] ndo depende da escolha de 0.

Além disso precisamos que f; seja um morfismo de Compm,g, ou seja que fg,_1 00, = Oy 0 fz,, mas

isso é valido pois:

f#,nf'l ody(r) = f#,n—l( Z ('1)’-‘706{1) = (—'l)if#,”_]((foefl) =

0<i<n 0<i<n

= (_1)i(f°(70651) = J,I(fou') =y of#’”((f)

0<i<n

IA
IA

E vemos com isso que S, é um funtor de R? em Comp,,,. Podemos com isso definir os funtores de ho-
mologia H, : R? — Ab por Hy (X, X') = H,(S«(X, X')), onde do lado esquerda da igualdade estamos nos
referindo ao funtor H, : Comp — Ab descrito no apéndice. Que a homologia simplicial é um invariante
topologico é fcil de ver, ja que dado pares (X, Xp), (Y, Yp) e um homeomorfismo /i : X — Y levando Xp
em Yp temos que liy : 5,(X, Xg) — Su(Y, Yp) € um isomorfismo entre os complexos de cadeia com inversa
(h=1)4, assim a funcao induzida por /iz em homologia também é um isomorfismo.

Assim como no caso simplicial queremos que tais funtores satisfagam os axiomas de Eilenberg-Steenrod,
e da mesma maneira que a definicao dos funtores H, é completamente andloga a defini¢ao usual sobre IR
a demonstracio de trés desses axiomas também é, a tinica excegao sendo o axioma de excisdao. Temos por

exemplo:

Teorema 3.26. Axioma da Dimensio
Se X consiste de um iinico ponto entio H, (X, D) = 0 para todo n € Z.

Denonstragio. Dado um n > —1 existe uma tnica funcdo de A" — X, a funcao constante assumindo o

unico valor possivel, vamos chama-la de ;. Além disso

) ' ' 1) koy_1 senépar,
0" (kow) = k E (=1)'oyoe€, =k E (=1)op_q = n—1 p

0<i<n 0<i<n 0 semnéimpar

Temos entdo ou ker(d,) = img(d,41) = Su(X) ou ker(é,) = img(dy41) = 0 e em ambos os casos
H,(X) =0.

No caso em que 1 = —1 o resultado vale pelo mesmo motivo pois dg(ko) = ke d_; = 0 de onde
ker(6_1) = img(dy) = Z. Os outros casos sao triviais.
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O

O axioma de exatidao segue diretamente da proposicao A.1 ja que os funtores H, foram obtidos de
complexos de cadeia. A demonstragao do axioma de homotopia ndo é trivial mas é completamente andloga

a demonstragao no caso real e por isso vamos omiti-la.
3.2.2 Divisao Baricéntrica

O nosso proximo objetivo é desenvolver divisdes baricéntricas sobre um ponto de vista algébrica. Em
particular vamos ver a subdivisao baricéntrica como um mapa de cadeia levando S+ (X) em si mesmo,
vamos em seguida provar que esse mapa possui algumas propriedades que nos permitirdo provar o axioma
de excisao para o funtor definido anteriormente.

Para desenvolvermos essa técnica precisaremos de um aparato algébrico um pouco maior do que o que
vinhamos utilizando até entao. Anteriormente vimos como definir uma fungao fy : S.(X) — S.(Y) através
de uma fungao f : (X) — (Y), essa funcdo agia nos elementos da base de S, (X) por composicao, ja que
esses sao fungdes de A" em X, por outro lado, exceto por ser o dominio das fungoes de S.(X) e S.(Y), A"
nado desempenha nenhum papel especial nesse caso, e podemos generalizar a definigao de # da seguinte

maneira.

Definicao 3.27. Sejam X, Y e Z conjuntos definiveis, denotamos por F(X,Y) o grupo livre gerado pelas
fungoes continuas definiveis de X em Y. Queremos definir uma operagdo # entre um elemento de F(Y, Z) e
um elemento de F(X, Y) de modo a obter um elemento de F(X, Z), tomamos assim # nos elementos da base
como a composicao, isto é g#f = g o f e estendemos por linearidade tanto em F(Y,Z) como em f(X,Y),
mais diretamente se g; : Y — Ze f; : X — Y sao elementos, respectivamente, das bases de F(Y,Z) e
F(X,Y)ek;l; € Z definimos:
Z(kigi)# Z(ijj) = Zkilj(gi ° fj)
i J I,J

Note que 5,(X) = F(A",X) e que a defini¢ao apresentada aqui de fato estende a que usamos an-
teriormente, # é conhecido como o operador "sharp”. Uma verificacdo direta mostra que tal operagao ¢é
associativa. Além disso dado um elemento z € S, (X) temos que z# define um mapa de S, (A") — S5,(X)

que leva um elemento o € S,(A") em z#o, o préximo lema, embora um tanto estranho, sera ttil adiante.
Lema 3.28. Dado umi conjunto definivel X e umt elemento z € S,,(X) temos que z# é um mapa de cadeia.

Demonstragio. Basta mostrarmos que z# comuta com §, e em particular é suficiente mostrar que isso é
verdade para elementos z da base de 5, (X), isto € um mapa de A em X, além disso é suficiente que (z#o
on) (1) seja igual a (0), o z#) (1) em elementos 11 da base de S, (A), mas isso segue do fato de zz ser um mapa
de cadeia como vimos na tltima secao.

O

Com essa linguagem noés estamos em condigdes de buscar uma definicao de carater algébrico para a
divisao baricéntrica. Os objetos sobre os quais queremos definir o funtor Sd, sao fungoes f : A" — X, uma
abordagem que parece natural para a defini¢do de Sd,, (f) seria como uma combinacao linear de fungdes da
forma f|s onde s é um simplexo da divisdo baricéntrica de A, (como apresentada no tltimo capitulo), temos
porém que os simplexos da divisao de A" nao precisam ser simplexos padrdes e assim tais restri¢cdes nao
seriam elementos de nenhum S, (X). A maneira de contornar tal problema envolve uma descrigdo diferente
da divisdo baricéntrica e para isso precisaremos de um procedimento conhecido como construgao em cone.
A versao usual de tal construgao associa a um subconjunto Y de um conjunto convexo X e b um ponto de X
o subconjunto b.Y formado pelas retas ligando os pontos de Y a b. Para obter a divisdo baricéntrica de um
n-simplexo por esse método basta proceder de maneira indutiva associando a um simplexo s o conjunto
Sd(s) = {bs.Sd(t) : t € s}, onde bs denota o baricentro de s.
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Note que o processo descrito acima estende um conjunto aumentaindo sua dimensao(exceto em alguns
casos particulares), no nosso caso porém estamos interessados em fungdes definiveis continuas de A" em
X e por isso queremos que a construcao em cone nos de um método para estender tais fungoes a funcoes
definiveis continuas de A"*! em X.

Defini¢ao 3.29. Dado um conjunto definivel convexo X, uma fungao continua definivel f : A" = X e um
ponto p € X definimos a funcao p.f : A" — R como:

p sexy=1,
(p-f)(x0, 0 X, Xp1) = ) ! o
o xop + (1= x0) f (725 - 1255) e X # 1

Note que essa fungao é definivel e continua, podemos assim estender tal definicao por linearidade a um
homomorfismo p. : $,(X) = S;4+1(X), ousejaser = Y n;f; € 5,(X) onde f; : A" — X é um elemento da
base definimos p.c = y_n;p.f;

Estamos assim finalmente em condicdes de apresentar a definiciao do operador divisdao baricéntrica,
a definicao é fortemente inspirado no procedimento que descrevemos acima para conjuntos, no caso de
conjunto o processo consiste em tomar a construcao em cone sobre a divisao baricéntrica do bordo de um
simplexo s, no nosso caso faremos o0 mesmo sobre a fungao identidade do simplexo padrao A".

Defini¢do 3.30. Dado um conjunto definivel X queremos definir uma sequéncia de homomortismos Sd,, :
Su(X) — Su(X), quando n < —1 tomamos o homomorfismo trivial, para n = —1 e n = 0 vamos tomar Sd,,
como a identidade, para n > 0 denotando por b, o baricentro de A" vamos definir Sd,, indutivamente por:

Sdy(z) = zg(by.(Sd ;- (0(idan))))

Note que a operacao descrita acima associa a um conjunto definivel X uma sequéncia de homomorfis-
mos de 5, (X) em S, (X), o que nos queremos mostrar é que essa associacao é uma transformacao natural
do funtor S, em si mesmo, chamaremos tal transformacao de Sd, e embora a notagao usual pediria que
escrevéssemos Sd, x para o objeto descrito acima nés omitiremos o indice X sempre que nao houver am-
biguidade, vale notar que o morfismo Sd,,_; que aparece na definigao é Sd,,_ on. Antes de provarmos que
Sd, é uma transformagao natural precisamos provar alguns resultados relacionando a construgdo em cone
aos operadores # e §.

Lema 3.31. Se o € S,(X) com nn > 0 tenos:
o (po)ite!™ = p (el ) para0 <i<n+1.

o (po)ttelt =0

e i(p.o) =0— p.(d0)
Demonstragao. No caso em que 11 = 0 o primeiro item do enunciado precisa de certos cuidados e por isso
vamos tratar esse caso separadamente, vamos aproveitar para tratar também o segundo item com 11 = 0 por
motivos ilustrativos. No segundo item se tomarmos 1 = —1 temos ¢ = kfg e p.o = k.fy onde f, : A® — X
assume o valor p no tinico ponto de A?, e assim como €] ¢ a fungdo nula temos (p.o)#e) = kfp = 0.

Tomando entdo 17 = 0 temos que o dominio de ¢ possui um tinico ponto, vamos denotar por ¢y o valor
de o nesse ponto; p.o é a funcdo de Al — X que liga 0p a p por uma reta, valendo p em (1,0) e gp em
(0,1). Temos que p.o(e}) : A — X é a fungdo que leva o tinico ponto de A? em p.o(0,1) = p ou seja
p.o(e}) : A’ — X = . Por outro lado p.o(e}) : A° — X leva o tinico ponto de Ag em p, por outro lado €] é
a fungao vazia e assim (7#68 também, nesse caso p.(U#eg) = p.© é a fungado de Ag — X que assume o valor
p no tnico ponto de seu dominio, temos portanto ( p.o)#e} = p.(v#e)). Isso estabelece o caso 11 = 0 para os
2 primeiros itens.
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e Quando 1,7 > 1 temos ef’“ c A — A com e(tg, .o ty) = (tg, o tiz1, 0, b, . ), Se tg = 1 entdo

(p,g)e;'+1(1,o,..0) = (p.0)(1,0,.0) = p = p.(¢ o€} )(1,0,..,0), se ty < 1 temos:

1 fiq 0 ti tn
T—t) 1=ty " 1—ty 1 —tg

h i1 ti ty ;
7o 7 e = . Tg_i t ,“.,t
1—1to 11—ty 1=t 17[0)) p-(cei_q)(to i)

)=

(p-0)el ™ (to, s tn) = po(to, s ti_1,0, iy s ty) = top + (1 — to)o(

= top + (1 —to)o(eily(

Isto estabele o resultado nos elementos ¢ da base de S, (X). Como as fungoes # e p. sdo homomorfis-
mos o resultado é vélido em todo S, (X).

e Quandonn > 0ei =0 temos

, t t
(p-o)ed™ (to, oortu) = (p-0) (0, tg, oes ty) = Op + (1 — 0)cr( : B 5o ﬁ) = 0 (tg, s by)

E novamente o resultado é valido nos elementos da base de 5, (X) e portanto em todo S, (X).

e Basta fazermos uma verificacao direta em um elemento de o € S, (X) usando os itens anteriores:

s(po)= Y (=1)(po)e!t!

0<i<n+1

:p.(r(eb'“)—f— E (_1):'(}).0)#6;%1

1<i<n+1

=c+ Y (=1)(=1)""p.(cHel )

0<i<n+1

=c— Y (=1)p.(ctel

—1<i<n+1

=c—p( Y (=1)(c#e])) =0 — p.(d0)

—1<i<n+1

O

Uma interpretagao geométrica desse lema nos diz no primeiro item que a face oposta ao i-ésimo vértice
da construgao p.o coincide com a construgao em cone sobre p da face oposta ao vértice indice i — 1 de o.
No segundo item vemos que a face de p.oc oposta ao vértice de indice 0 é o préprio ¢ enquanto o tltimo
item nos diz como o bordo de p.o é em fungdo de ¢ e seu bordo.

Vamos entao provar o primeiro resultado importante dessa secao.

Teorema 3.32. A fungdo que leva um conjunto definivel X na sequéncia de lhomomorfismos Sd, dada por Sd, :
Su(X) = Su(X) é uma transformagio natural de S, em si nesrio.

Demonstragio. Embora o caminho natural para provar o enunciado seria mostrar que Sd,; é um morfismo
de Comp,, . e em seguida verificar a condi¢ao de naturalidade é conveniente no nosso caso proceder de
maneira diferente. Supondo que Sd,; é um morfismos a condicao de naturalidade se reduz a mostrar que
dada uma funcao definivel continua f : X — Y o seguinte diagrama comuta:

Su(X) — > S,4(Y)

Sdn,x l J'Sdn,)’
fu

Su(X) —— Su(Y)

Note porém que dado uma fungdo o : A" — X temos:
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Sy,y o falo) = (f 0 0)#(by.Sdy 1,50 (Sidpn)) = fH#(o#(by.Sdy 1,00 (0idpn))) = fy© Sdyx ()

Assim como vale em um elemento da base de 5, ( X) e todas as funcdes envolvidas sdo morfismos temos
que vale em 5, (X).

Com isso tudo que precisamos é que Sd. defina um morfismo em Comp"”g, ou seja que comute com
o operador 4. Vamos novamente verificar isso calculando em um elemento ¢ da base de S, (X), nesse
caso a demonstracao é feita por inducao em 1. Nos casos em que 7 = —1 ndo temos nada para mostrar
ja que tanto 0_;Sd_1(¢) como S5d_»0_1(r) sao a fun¢ao nula. Quando 1 = 0 tanto Sdg como Sd_; sdo a
identidade, de onde segue que 6(Sdo(c)) = d(o) = Sd_1(6(v)).

Vamos entao prosseguir por indugao e calcular é(Sd, (o)) temos:

5(Sdu () = 0(c#(by.Sdy_18idan)) = ot (3(by.Sedy_10idan))

Onde usamos a definicao na primeira igualdade e o lema 3.28 na segunda. Agora temos pela hipotese
de indugdo que 6(5d,,_1didan) = Sd,,_10 0 8(idp,) = 5d,,_1(0) = 0, e pelo terceiro item do lema 3.31 segue
que

O(byy.Sdy_10idpn) = Sd,,_10idpyn — by.8(Sdy_10idpan ) = Sd,_18idpn

Substituindo essa igualdade na anterior obtemos:
8(Sdu(0)) = oy (Sdy—16idpn)

E usando a naturalidade de Sd,,_; que obtivemos acima seguida novamente do lema 3.28 obtemos:

3(Sdy(cr)) = oy(Sdyy_18idan) = Sdy_1(cdidan) = Sdy_y (Scttidpn) = Sdy_y (607).

O corolario abaixo nos diz como a transformacao natural Sd se relaciona com as fungoes €}'
Corolario 3.33. Sez € S, (X) com n > Oentdo Sd, (z)#e]] = Sd,,_16(z) e Sd,(z)#e}! =0para0 <i<n

Demonstragio. Procedemos por indugao em 1 sobre as duas hip6teses, vamos tomar z = } k;o; com 0;
elemento da base.
Quando n = 0 temos

Sdo(Y_ kivi#e) = () kiojJ#e) = Y kifo = 6()_kioi) = Sdy_1(6(}_kivy))

Quando n > 0 vamos tratar os casos separadamente, suponha primeiro i > 0 aplicando a definigao de
Sd,; e o lema 3.31 temos

Sdyy (z)#el = z#(by.(Sdy1Sidpn) el = z#(by.(Sdy—18idantte! 7))
Pela hipotese de indugao temos (Sd,,_1did yn#te; 11) = 0 quandoi > 1, quando i = 1 temos

Sdy, 1 (Sidpn )#ell ™" = Sdy_28(Sidan) = Sdy—2(0) =0

assim Sd,, (z)#e] = z#(by.0) = 0.
Paran > 0 ei = 0 temos, pela naturalidade de Sd e o resultado que acabamos de provar, que:

Sdy—16(0) = 85d,—1(0) = Y (~1) (Sdn(2) e = S (z)¥el
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Esses resultados estabelecem o que precisamos sobre divisao baricéntrica, porém ao provar o teorema
de excisdo para homologia singular nés vamos precisar nao da transformacao natural Sd definida acima
mas sim de um mapa semelhante, que vamos denotar por SdX, obtido através da divisao baricéntrica de
uma triangularizacao (K, ¢) do simplexo padrao A". Como fizemos no caso da divisao baricéntrica vamos
precisar descrever tal processo no nivel do funtor Sx, para isso comecamos comparando os complexos de
cadeia C.(K) e S.(|K|) de um complexo simplicial K.

Definicao 3.34. Dado um n-simplexo s com vértices vy, ..., v, definimos o mapa os : A" — scomo o (ty, ..., t)
Yo<i<n tisi, note que s € um homeomorfismo definivel. Assim dado um complexo K definimos o mapa de
cadeia 1, : C.(K) = S.(K) como o mapa nulo quando 1 < —1, a identidade quando 1 = —1 e quando
1 > 0 tomamos Tk, (s) = 0 nos elementos da base de C,,(K) e estendemos por linearidade.

Na definigao acima nos afirmamos que g é um mapa de cadeia, ou seja que 01k, = Tg,,—19, isso é de

fato verdade pois temos:

‘S(TK,H([UO/“"UH]) = ‘S(U[i.'(,,”.,v,,]) = Z(fl)i(‘T[vU,...,U,,]E;") = Z(_1)i((T[vl),“.,z",,.‘.,v,,]) =

= E(*l)’(TK,n*l([UO:m/75i/~~~, Un])) = TK,ltfl(Z(*l)’([UOr ves Oy ~~-,Un])) = TK,nal(fS([UO/ vy Un]))

Estamos interessados em ﬁll\g(‘)es de 5;(X) em S;(X) que respeitem nao s6 uma triangularizagao como
também a sua divisdo baricéntrica, até o0 momento todos as fungdes entre complexos de cadeia que preci-
samos estavam definidos em todo o complexo, no entanto essas fungdes nao terao essa propriedade. Elas
estardao definidas somente em uma parte inicial da cadeia e por isso sio chamados de mapas de cadeia
parcial, uma definicao precisa pode ser encontrada no apéndice.

Dado um elemento z € S;(X) temos que Sd(z) € S5;(X), a ideia do procedimento que vamos realizar é
"compor”Sd- com um novo elemento contendo as informagoes sobre a triangularizagao em questao. Como
queremos que o objeto final esteja em S;(X) precisamos compor Sd(z) com um elemento em S;(A').

Lembramos que s" é o n-simplexo cujo fecho topolégico é A" e que 5" e complexo formado por s" é
todas as suas faces, lembramos ainda que dado um complexo fechado K denotamos por A(K) a categoria
formada por seus subcomplexos fechados cujo morfismos sao a inclusdao, dado um mapa continuo ¢ :
|K| — |L| dizfamos que ele era compativel quando a imagem de um simplexo de K por ¢ estava contida
em um simplexo de L, definimos A(¢) : A(L) — A(K) como o funtor que leva um subcomplexo Ly de L
no subcomplexo Ky de K tal que k € Ky se e somente se ¢(|k|) C |Lo|, definimos ainda CX como o funtor
que leva subcomplexos Kj de K em seus respectivos complexos de cadeia C, (Kp).

Estamos interessados em triangularizacdes de A" compativeis com os conjuntos de §". Seja (K, ¢) uma
dessas triangularizacoes vamos tomar novamente os funtores Ci e CK o A(¢p~1) : A(s") — Comp,,q/
vimos em vérios casos, como na demonstracao de 3.7 e 3.13, que M = {I : | € §"} é um conjunto de modelos
de C5" e CKo A(¢p~1), e que esse funtores sio livres com base em M. Além disso é imediato que C;" ¢ aciclico
em M, por outro lado ¢~! é um homeomorfismo e sabemos que a homologia singular ¢ invariante para o
homeomorfismos. Assim dado [ € M temos 0 = H.(|I|) = H. (¢~ (|1])) = Hi(JA(¢~1())|) e portanto
CKo A(¢p~1) éaciclico em M. Com isso o corolario do teorema de modelos aciclicos A.7 nos garante que os
funtores C5' e CK o A(¢~!) sdo naturalmente equivalentes, e que quaisquer duas transformagoes naturais
entre tais funtores sao naturalmente homotépicas. Se tomarmos entao F como uma dessas transformagdes
e calcularmos F em §" obtemos um funtor Fa : C.(s") — C,(K), segue ainda da naturalidade de F e
do fato de todos os morfismos em A(3") serem inclusdes que dado | € s e Iy € Ci(l_) C Cj(§") temos
Fa(lo) € Ci(A(97)(3))-

Nessas condi¢oes dada uma triangularizagao (K, ¢) de A" o mapa acima nos diz como associar a ele-

mentos em C;(5") um elemento em C;(K) em seguida podemos usar T;; definido em 3.34 e passar para
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S;(K), se aplicarmos em seguida ¢~ '# obtemos um elemento de S;(A"), como mencionamos anteriormente
precisamos de um elemento de S;(4;). Para solucionar tal problema vamos descrever um mapa chamado
o' : A" — A!, vamos escolher um mapa que em particular mapeie a face de s" formada pelos dltimos i
vértices homeomorficamente em A’, dessa forma se tomarmos tal face como ponto de partida no processo
acima essa ultima etapa nao ira causar nenhum problema.

A escolha particular da fungdo ¢! : A" — A’ nao é importante, tudo que precisamos ¢ de uma fungao
continua definivel mapeando a face gerada pelos tltimos i vértices de A" em Al(o fato de serem os tltimos

também nao é importante). A escolha abaixo faz o servigo:

ag+...+a,_jq L o T e il =gy

al!’(”()'n-,ﬂu) = ("u—i + i1 seees Iy R

)
Definigdo 3.35. Dada um triangularizacao (¢, K) de A" construimos acima um mapa de cadeia Fer : Cy(s") —
C.(K). Dado um conjunto definivel X podemos entao definir um mapa parcial de cadeia dado pelos mor-
fismos SdﬁY< : $i(X) — Si(X) para i < n definidos como o homomorfismo trivial par i < —1 a identidade
quandoi = —1le

SdX(z) = Sd(z)#ol#¢p 1 (Far ([en_is - en]))

quando 0 < i < n.

Note que dada um triangularizagao (¢, K) de A" o mapa SdX associa a cada conjunto definivel X um
mapa de cadeia parcial Sd(XK"P) 0 S4(X) — S«(X), esse mapa depende de fato tanto de K como de ¢ e X,
como a notacao Sd(XK"P) é muito carregada usaremos variagoes conforme for conveniente.

Afirmar que SdX é natural é dizer que dado um funcao continua definivel f : X — Y entdo f#SdK(X) =
SdX(Y)#Y, mas esse fato segue diretamente da associatividade de #. Na defini¢ao acima nés afirmamos que
SdX(X) é um mapa de cadeia parcial, é claro que precisamos provar tal afirmagao, porém juntando os dois
fatos dizemos, embora nao tenhamos dado uma definigao, que Sd* é uma transformacao natural de cadeia
parcial. O teorema abaixo nos da, nao so6 esse resultado, como também nos garante que Sd* preserva a

classe dos elementos em nivel de homologia.

Teorema 3.36. Se (¢, K) é uma triangularizagdo de A" entdo SdX : S, — S, é uma transformagio natural de cadeia
parcial, além disso SAX é parcialmente naturalmente homotdpica o transformagio natural id, <, que associa a cada
conjunto definivel X a identidade id : S;(X) — S;(X) parai < n.

Denonstragdo. Para mostrar que SdX é natural de cadeia parcial falta mostrar que dado um conjunto de-
finivel X € R™ os homomorfismos Sdf(X) comutam com o operador de bordo ¢ para i < n. Quando
i <0 temos Sd,K aidentidade, e portanto a afirmacao anterior € trivial, suponha entao i > 1 vamos calcular
J(SdiK(X)) em um elemento z € S;(X):

5(Sd¥(2)) = 5(Sd (=)ol #p™ 04 (Fen (e s eal))) = Sc (2ol #p™ 4 (Fen (([eu—i, . en]))) =

Sd(z)#a;‘#‘/)_]#—rk(lrs"( Z (_] )j[C',,_,', ey Eu—i+jt ...C”])) =
0<j<i

Z (_l)de(Z)#U}I#‘P_l#Tk(FS" ([en—is wwes Cn—itjs en]))
0<j<i

Il

Onde usamos primeiro a defini¢ao, seguido do lema 3.28 para os mapas envolvidos juntamente do fato
de Fsn ser de cadeia, em seguida utilizamos a defini¢do de é e por fim o fato de todos os mapas envolvidos
serem morfismo. Antes de prosseguirmos a demonstragao precismos definir um novo mapa, tome &} :
A" — A" a fungio definida por:

a; a; a; a;
nll . 1 1 1 1
ai (ﬂ(),...,[l”) — (”0 + ;/ ey {7,‘_] + ;Ini-i‘l + ;'/ ey + ;)
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Temos a seguinte igualdade quando i > 0:

i : ag~+ ... +a,_j_q ag+ ... +a,-j
el i
ngo; (ag, ....ay) = agp(a,_;i + iJr—l""’”" 4 T) =
agt...+a, _j_ agt...+a, ;|
_ ) ag+..tayjo1 | M-it Ty ag+ et ay_jy | Mu—it T _
= (Ap—jp1 + - +* : jever iy — + - )=
1+1 1 1+1 I
ag + ...+ a,_; ag+ ..+ a,;—; 0
= (nll—(i—-]) + - PR T + " ) — in](”()/'“r ﬂ“)

1 1

Note que a!’ é um homeomorfismo da face oposta ao vértice ¢; em A"~!, por outro lado a fungao €
e uma inclusdo de A" em tal face e assim quando nos restringimos a tal face 6;—1

observacao feito ao final da defini¢do de Fa temos que a imagem de ¢~ '#7;F:([ey — i, s @y_igjs-sCn]) €StA

oal' é aidentidade. Pela

contida no simplexo gerado por {¢,_1, ..., Comigjr-eer ey} e portanto temos a igualdade:
- . n T T | =1 i i 5 >
o' # T Fon ([en — i, o) 8y_igjs-ren]) = e}#aj#a,- #o™ #TFy([en — b, oo Ey_igjs o))
Substituindo no calculo que vinhamos fazendo obtemos

5(Sdf(2)) = Y, (—1)/Sd(2)#eltalttol ™ HreFu([en — i, Buitjs v0n))

0<j<i

Lembrando que pelo corolério 3.33 temos Sd(z)ez, = Sd(dz) e Sd(z)e} = 0 para j > 0 segue assim:

5(8dX(z)) = Sd(8(z) )ab#ol #p Hr By ([en—iz1, - Cneisru]) =
= Sd(8(z))#al #p T Ey ([eu—is1s oo Cpeis wren]) = SdN 1 (5(2))

Finalmente precisamo provar que SdX é parcialmente homotépica a id, -, para isso nés vamos utilizar a
versao do teorema de modelos aciclicos para cadeias parciais A.9. No6s ja sabemos pela definicao que tanto
SdK como id, <, correspondem a identidade em 11 = —1, entao tudo o que precisamos fazer é encontrar um
conjunto M de modelos de S, tal que S, seja livre com base em M e aciclico em tal conjunto.

Vamos tomar M = {A’ : i € NU{~1}}, S; é o funtor que leva um conjunto definivel X no grupo
abeliano livre gerado pelas funcdes definiveis continuas de A’ — X, tomando entao o conjunto unitario de

A como M; e a fungdo identidade id € S;(A') como seu representante temos que
{Si(f)(id) = fgid = f : fé uma funcdo continua de A’ em X}

¢ uma base de S,(X) ou seja S, é livre com base em M. Tudo que falta provar é que S, (A") é aciclico,
esse resultado segue do axioma de homotopia ja que em A" a funcao identidade é homotépica a fungao
que tem o baricentro como valor constante. Estamos assim em condigdes de aplicar A.9 e obter o resultado
desejado.

O

O fato de SdX ser parcial pode parecer uma limitagao, porém lembre que a ordem de SdX ¢ exatamente
a dimensao 1 do simplexo padrao A" que estd sendo triangularizado, essa simples observacao faz com que
a parcialidade do mapa nao seja um problema.

3.2.3 O Axioma de Excisao

O procedimento para provar o axioma de excisdo, assim como no caso real, ndo é direto. Vamos comegar
a demonstragao obtendo um enunciado equivalente ao axioma de excisdao, em seguida mostraremos como
é possivel provar tal enunciado a partir de um certo lema, essa parte da demonstragdo é completamente

analoga a utilizada em [Rot88] para provar o axioma no caso real. Deixaremos para o final a demonstracao
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do lema mencionado acima, é nessa parte da demonstracao que nao podemos proceder de maneira andloga
a usual, contornaremos o problema utilizando os resultados da tltima secao.

Lema 3.37. O seguinte enunciado implica o axioma de excisdo:
Dado um conjunto definivel X e Xy, Xo C X também definiveis tais que X = int(Xy) U int(X>) entdo a inclusao
j (X1, X1 N Xp) = (X, Xp) induz isomorfisnos a nivel de homologia.

Demonstragio. Embora o enunciado acima seja equivalente ao axioma de excisdao, nés s6 precisamos da
implicacdo. Assumindo entdo que o enunciado vale tome U C A C X conjuntos definiveis com cl/(Ll) C
int(A), tomamos X, = Ae X; = X — U. Temos que X — int(A) C X —cl(U), para utilizar o resultado

acima precisamos de:

(X)) Uint(Xp) = int(X = U) Uint(A) D int(X —U)Uint(A) =
= (X—-U)uint(A) D (X —int(A))Uint(A) = X

Nessas condicdes o enunciado nos diz que cada funcao /1, induzida da projecao é um homeomorfismo entre
Hy(Xq, X1 NX2) e Hy(X,X3), como X1 NX; = X—UNA = A— U temos que /1; € um homeomorfismo
entre (X — U, A—U) e (X, A) como pede o axioma de excisao.

O

Assim tudo que precisamos fazer é provar o enunciado acima, para isso vamos utilizar o seguinte lema.

Lema 3.38. Dado X e subconjuntos Xy, Xy C X tais que X = int(Xq) U int(Xp) entdo a inclusio j : S.(Xy) +
S« (X2) = Su(X) induz uni isomorfismo entre Hy, (S« (Xq) + S+ (X2)) e Hu(X).

Talvez a primeira observacao que deva ser feita sobre esse lema é que dados subcomplexos 5.(X;) e
S+ (Xz) de um complexo de cadeia S, (X) entdo a soma desses subcomplexos 5.(X;) + S.(X2) também é
um complexo de cadeia, esse resultado embora trivial é necessario para a compreensao do resultado acima.
Como mencionamos anteriormente a demonstracao desse lema é o passo essencialmente diferente entre
a demonstragao usual do axioma da excisao em R" e a demonstragao do axioma no nosso caso, por esse
motivo vamos adiar a demonstracao desse resultado provando primeiro como ele implica o axioma de

excisao:

Demonstragio de que 3.38 Implica o Axioma da Excisdo. Dados conjuntos definiveis X;, X, C X tai que int(X;)U
int(Xy) = X queremos mostrar que a inclusao i : (X1, X; N X;) — (X, X2) induz um isomorfismo entre os
grupos de homologia, pelo lema 3.37 isso é suficiente.

Claramente a funcdo j : S.(X7) 4+ S«(X2) — S.(X) é injetora, além disso S.(X1) + S«(X2) é um sub-
complexo de S, (X) de modo que a projecao 7 : S, (X) — S.(Xj) + S.(X2) é sobrejetora, a composta 77 o j
é o morfismo nulo, temos assim a seguinte sequéncia exata curta

J 7 S, (X
0 —— 5,(X1) + 5:(Xp) — 54(X) = s.(x.)iLs).(Xz) g

Pela proposicao A.1 existe uma sequéncia exata longa da forma:

S, X d,, H"(j) H,,(Tl’) S‘ X d”
Hun (s vomy) — o Hi(S+(X1) +84(X2)) == Hu(S4(X)) = Hu(s;5,) ¥so537)

E pelo lema 3.38 temos H),(j) um isomorfismo de onde segue que ker(H, (7)) = H;(S+(X)), mas como

7 é sobrejetora 0 mesmo vale para Hy (), temos assim que H (g ( 5.A1)

sxss.) = 0
X1)+5.(X5) s S.(X) 5. (X) S.(X)
X.(%) 5.0%)

; <~ 1.5 SR ;
Analogamente temos a inclusao [ : ea projecdo 7' : gIes = sy T (X 1590

nos dd uma sequéncia exata exata curta como acima e temos a seguinte sequéncia exata longa associada:
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ar ., S (x , H, (1) vy . Hy(7) 5 7
+ S.(X))+S5.(X7) " S5.(X) s S.(X)
Hy(=305572) Hu(35%5) Hu(3

5.(X2) 5. (X% ;

d),

S (X
H:H—]( X)

S X)) +S5.(X7) .(X.)+S.(X3))

Mas H,,(%) = 0 como vimos acima, de onde segue que H; (/) é sempre um isomorfismo.
Note que S, (X; N X3) é o grupo livre gerado pelas fungoes de A" em X; N X5, 0 que é 0 mesmo que a
interseccao entre o grupo livre gerado pelas fungdes de A" em X; intersectado com o grupo livre gerado
pelas fungdes de A" em X3, ou seja S, (X7 N Xy) = 5,(X1) N Sy(X2). Assim os grupos de S.(X1 N X>)
coincidem com os grupos de S.(X1) N S.(X3), por outro lado nos dois complexos o operador de bordo é a
restricdo do operador d de 5. (X) de onde segue que os dois complexos sao iguais.

Como nés mencionamos no apéndice existem versoes dos teoremas de isomorfismo para complexos de
cadeia, em particular o segundo teorema do isomorfismo nos da a seguinte fatoragao de i por um isomor-

fismo z:

S.(X ] 5.(X
S.(X1, X4 ﬂXz) = 5‘()\")((-]5]3()(2) l S*(X’ Xz) = S.((Xz))

S.(X))+S.(X2)
S.(X7)
Tomando as homologias temos entao H,, (i) = H,(z) o H,(!), ja vimos que [ é isomorfismo, e como z é

isomorfismo o mesmo é verdade para H, (z) de onde segue que H, (i) é um isomorfismo como queriamos.
d

Assim tudo o que falta fazermos é provar o lema 3.38. Dada uma fungao ¢ : A" — X a demonstracao
usual desse lema é feita tomando um namero k suficientemente grande de sucessivas divisdes baricéntri-
cas de A" de modo que ¢ restrito a qualquer simplexo de tal subdivisao tenha sua imagem contida ou em
int(Xy) ou em int(X;). Isso é possivel gracas a existéncia de niimeros de Lebesgue em IR", pois como os
2 conjuntos acima nos dao uma cobertura de X por abertos sabemos que existe € € IR tal que para todo
x € X abola de centro x e raio € estd contida em um desses conjuntos, assim se tomarmos suficientes di-
visdes baricéntricas de A" conseguimos garantir que nenhum simplexo de tal divisao possua imagem com
diametro maior que €/2 e consequentemente todas as imagens estardo contidas em um dos w conjuntos
mencionados. Esse procedimento ndo funciona em uma estrutura O-minimal qualquer, se tomarmos por
exemplo um modelo nao standard de IR embora exista um elemento € nas condigdes acima nao podemos
garantir que esse elemento nao seja infinitesimal, e nesse caso nao importa quantas vezes iteremos as divi-
soes baricéntricas em A" nao poderemos garantir que os conjuntos tenham imagens com didmetro menor
que €/2. Contornamos essa dificuldade usando o teorema de triangularizacao e as ferramentas algébricas
que desenvolvemos anteriormente.

Demonstragio de 3.38. Fixemos um conjunto definivel X com subconjuntos definiveis X; e X, tais que X =
int(Xy) Uint(Xz) como no enunciado do lema. Vamos fazer a demonstracao em duas etapas, primeiro
vamos mostrar que dado z € S, (X) podemos encontrar uma triangularizacdo (K, ¢) de A" tal que SdK (z) €
Su(int(Xy)) + Su(int(Xz)), contornando assim o problema mencionado no paragrafo acima. Em seguida
vamos completar a demonstragao do lema de maneira semelhante a demonstragao usual do axioma de
excisao apoiados no fato de SdX ser parcialmente naturalmente homotépico a restricao da identidade.

Vamos fixar um elemento z € 5,(X), seja F, o conjunto de todas as fungdes de A, — X envolvidas
em z, isto é que aparecem com coeficiente ndo nulo quando escrevemos z como combinacao linear dos
elementos da base usual de S,,(X). Tome C, = {f~1(X;) : f € E}U{f~}(Xy) : f € F;}. Tome (L, ¢) uma
triangularizagao de A" compativel com C;, Cgy ;) € s".
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Dado um vértice v de um simplexo K o conjunto de todos os simplexos de K que tem v como vértice
é conhecido como a estrela de v, tal conjunto é denotado por St(v). Dado f € Fgy-) um vértice v €
Lse f(¢~'(v)) € int(X;) entdo fo ¢~ 1(|St(v)|) C int(X;), parai = 1,2. Como f é continua e ¢ um
homeomorfismo temos que ¢ o h~!(int(X;)) é um aberto de |L|, se v pertence a tal aberto entao qualquer
simplexo I de St(v) deve intersectar tal aberto, mas pelas condigoes de compatibilidade de (L,¢), dado
um snnplexo qualquer t de L ou ¢~ (t) C f1(int(X;)) ou ¢~ 1(t) N f~1(int(X;)) = @, de onde segue que
fo¢~Y(I) C X;, e portanto vale o resultado.

Nao é dificil provar que dado um simplexo s na divisao baricéntrica de L, que chamaremos de |K|, temos
|5| < |St(v)| para algum vértice v € L. Tomando novamente f envolvida em Sd(z) dado um simplexo
qualquer f de K e um vértice v de t tal que || C |St(v)| temos que f(p~1(v)) € int(X;) para algum i(ja que
esses dois conjuntos cobrem X), pela observacdo acima segue que fo ¢~ (F) C fo¢p~(st(v)) C int(X;).
Note que (K, ¢) também é uma triangularizagao de A" compativel com os conjuntos de (/)( )-

Temos por definigao:

SdXz = (Sdz)yo!#p™ #r (Fan ([e0, .- €n]))

mas o' = id, além diso pela definicao de Fon temos Foi([eq, .., e4]) € C(A(¢~1))(F) para algum simplexo
t € K de modo que tx(Fsn ([ep, --.,en])) € Su(|t]). Pelas observagoes anteriores segue que dada uma fungao
qualquer f envolvida em Sd(z) temos f#¢p~#(T((Fe ([eo, -...en]))) € Su(int(X;)) para algum i, temos assim
que podemos dividir SdK(z) como uma soma de elementos em S, (int(X;)) somado a uma soma de ele-
mentos de S, (int(Xz)), ou seja SdX(z) € S, (int(Xy)) + Su(int(Xz)). Completamos assim a primeira parte
da demonstracao.

O que precisamos fazer agora é mostrar que inclusao j : 5.(Xj) + S«(X2) — S«(X) induz isomorfismo
em nivel de homologia. Vamos chamar a fung¢ao induzida de H,(j) e vamos provar primeiramente que
ela é sobrejetora. Para isso tome um elemento z € S,(X), usando a triangrularizacao encontrada acima
temos SdX(z) € S, (int(Xy)) + Su(int(X2)) C Su(X1) + Su(X2), como Sd}, é de ordem n e parcialmente
homotépica a identidade temos [SdX (z)] = [z] como querfamos.

Finalmente precisamos ver que é injetora, note que esse resultado ndo é 6bvio pois B, (S.(X;) + S.(X2))
pode ser um subgrupo proéprio de B, (S.(X)). Suponha entao que dois elementos (z; + z2) + B, (S« (X1) +
S«(X2)) e (y1 + v2) + Bu(S«(X7) + Su(Xz2)) de H,(S+(X1) + S«(X2)) sejam levados no mesmo elemento
de H,(X), isso significa que existe xg € B, (X), ou seja x € 5,41(X) com é(x) = xp, tal que y; +y2 +
d(x) = z1 +zp. Pelo mesmo argumento da primeira parte da demonstragdo podemos encontrar uma
triangularizagio (K, ¢) de A"*! tal que S (x) € S,41(X1) + Sy41(X2), calculamos entdo:

SdX(yy +yo +6(x)) = SdX (21 +22)
d;’f(]l +y2) + SdX(6(x)) = SdK(z) + z2)
dX(y1 + y2) + 8(Sdh 1 (x)) = Sdb (z1 + 22)

Agora como SdX ¢ parcialmente homotépica a identidade a classe de y; + y» na homologia de S, (X;) +
S+(Xz) é amesma de Sdji (y1 +y2), ou sejay1+yz + Byy (S4(X1) + 54(X2)) = Sy (y1 + y2) + B (S« (X1) +
5+(X2)), e analogamente z; + zp + BX(S.(X1) + S4(X2)) = SdX(zy + z2) + BK(S«(X1) + S«(X2)), além
disso 6(SdX,; (x)) € B (S+(Xq) + S4(Xz2)), assim:

Y1+ vz + BY(Su(X1) + Su(X2)) = Sy (y1 + y2) + B (S«(X1) + 54 (X2)) =
= Sdn (/1 +./2) + (5(Sdu+l( )) + BIIS(S*(XI) + S*(XZ))
= Sd;l; (Zl + ZZ) + Bn (S*(Xl) + S*(XZ)) =z1+20+ Bn (S*(Xl) + S*(XZ))

De onde segue que y1 + 12 e z1 + z sdo iguais a nivel de homologia, concluindo assim a demonstragao do
lema, e consequentemente do axioma de exciséo. ]
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3.3 Aplicacdes

Nosso objetivo nessa secao é obter através da teoria desenvolvida até 0 momento resultados analogos a
alguns teoremas classicos de topologia algébrica.

Para isso vamos precisar calcular o grupo de homologia de certos conjuntos. De maneira geral vamos
utilizar a teoria de homologia singular em tais aplicagées em alguns casos utilizaremos a homologia sim-

O O (e} O
plicial apenas como um método de obter a homologia singular, nesses casos é importante distinguir entre
: P : o gsing : s a simp : 5

as teorias, denotaremos a homologia singular por H; " e a simplicial por H, " quando for necessario.

3.3.1 Calculando Homologia

O primeiro passo para obtermos resultados utilizando as ferramentas desenvolvidas é calcular o grupo de
homologia de alguns conjuntos. Antes disso temos o seguinte resultado geral, a demonstragao é completa-

mente anéloga a usual.

Teorema 3.39. Dado uni conjunto definivel X o grupo de hontologia Hy(X) é o grupo livre com k — 1 geradores onde
k ¢ o mimero de componentes definivelmente conexas de X.

Denionstragio. So(X) é o grupo livre gerado pelas fungoes de A” — X, como A” é o conjunto unitario
de 1 € R denotaremos por fy a funcao que assume o valor x em 1. Sejam Xj, ..., X;; as componentes
definivelmente conexas de X, sabemos do tltimo capitulo que esse conjuntos sao definivelmente conexos
por caminho e em particular dados pontos x e y em X; existe uma fungao fy, : [0,1] = X com f(0) = xe
f(1) =0, essa fungao nos dd uma homotopia entre as fungoes f e f. ’

Agora Hy(X) = ker(dy)/img(dy), e dado um elemento z de ker(dy) podemos escrevé-lo como ) bf[\.i; +

i of . i :
s Zb,-f_‘,lk onde cada x; pertence a X; e Z,-’j bj = 0, assim

Z bf—f\‘f‘ = Z bf\— )f X (b'll{f.\'fi N bli‘f.\'ki) o (bﬁf\‘f‘ N b]i‘f.\'fk) = Z b'k )f\ﬁ N Z b:."(a‘(f_\,ul_\.,,))

0<i<iy 0<i<iy 0<i<iy 0<i<iy

Mas em nivel de homologia temos } ;. bf(d(f_m,_\, )) = 0 de onde, chamando }; bf-" de a* e ¥k de ¥, a
ke s k - Iy k PUNRT i 0
classe de )_; b; f\IL € amesma de a” f x assim a classe de z € a mesma de ) ; a" f 4, além disso }; ; b]’- =0¢éo

mesmo que Y_a* = 0, o que siginifica que a; = — Y4, a* e portanto a classe de z é a mesma de:

E (”k —”l)(f_\-k *f.\q)

1<k<m—1

Isso define um isomorfismo entre Hy(X) e um subgrupo do grupo livre gerado por fx — f.1(a fungao
que leva o elemento z em Ty gy -1 (4° —a')(fu — fx,)), para ver que esse subgrupo é de fato todo o grupo
livre gerado por esses k — 1 elementos basta notar que a imagem de n[f« — f.1] é n(fu — fy1), onde [g]
esta sendo usado para denotar a classe de um elemento de Sy(X) em Hp(X), assim segue facilmente a
sobrejetividade. O

Conjuntos de particular interesse para as aplicagdes que vamos desenvolver sdo esferas. Denotamos
por " o subconjunto de R"*! dado por x € S" se e sé se ||x|| = 1, esse conjunto é conhecido como a esfera
de dimensao 11.

Como mencionamos anteriormente a homologia simplicial pode ser utilizada para o célculo da homo-
logia singular de certos conjuntos, mais precisamente de conjuntos definiveis fechado e limitados X, para
isso procedemos atraves de uma triangularizagao (K, ¢) de X, sabemos nesse caso que os grupos de ho-
mologia simplicial H,‘C;”"p (X) sdo isomorfos aos grupos de homologia do complexo H, (K), por outro lado
a proposi¢do 3.1 nos garante que a homologia simplicial e singular de X sdo a mesma, de onde obtemos

H,S,i”g(X) = H,S,i""’(X) = H,(K). Uma aplicacado simples desse procedimento é:
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Teorema 3.40. Sendo Bl'(x) a bola de centro x e raio r enmt R" tenos que H;(B)(x)) = 0 para todo i € IN, além

disso

Z sei=n,

Hi(S) = 0 sei#n

Denonstragio. Basta notar que B!'(x) pode ser triangularizado por (s", §) enquanto S" pode ser triangula-
rizado por (I,¢) onde I = 5" — {s"} de onde segue que H, (B!'(x)) = Hy(5") e H,(S") = Hy (3" — {s"}). E
um fato conhecido que a homologia H;(5" — {s"}) é Z quando i = 1 e 0 nos outros casos enquanto H;(5)
é sempre 0, esses calculos podem ser realizados diretamente ou até mesmo utilizando resultados classicos
da teoria usual de homologia sobre o R".

a

A demonstracao acima é feita utilizando triangularizagdes convenientes de B} (x) e S”, existem outros
métodos de calcular tal homologia, poderiamos por exemplo simplesmente apontar o fato da identidade
em B!(x) ser homot6pica a fungdo constante. No caso de §" poderiamos repetir a demonstragao usual
feita sobre R", a ferramenta fundamental em tal demonstracdo é um resultado conhecido como teorema de
Mayer-Vietoris que nos permite calcular a homologia de um conjunto X através da homologia de conjuntos
formando uma parti¢do finita de X e da homologia de suas interseccoes. Esse teorema também é vdlido
sobre estruturas O-minimais e, assim como no caso cldssico, consiste em um dos principais métodos no

célculo de homologias.

Teorema 3.41. Teorema de Mayer-Vietoris
Dado um conjunto definivel X e subconjuntos definiveis Xy, Xp de X tais que X = int(Xy) U int(X2), com
i Hy (X3 NXa) = Hy(Xy), i : Hy(X1NXa) = Hy(Xyq), &1 : Hu(X1) = Xe g Hy(Xz) = Xas fungoes

induzidas das respectivas inclusoes temos que existe um morfismo D que torna a seguinte sequéncia exata.

~—Huy(X1N XZ) (II—IQL HH(Xl) @ HH(XZ) QI_iQi HH(X) LT, Hy (X1 N Xz) —— ...

A demonstracdo desse teorema consiste em varios passos de caga ao diagrama, uma aplicagao da pro-
posicao sobre sequéncia exata longa A.1 e do axioma de excisdo, a demonstracao encontrada em [Rot88]
desse resultado pode ser diretamente adaptada para o nosso caso. Na verdade tal demonstragao do teo-
rema pode ser aplicada a qualquer funtor de homologia satisfazendo versdes adequadas dos axiomas de
Eilenberg-Steenrod.

Precisamos ainda calcular o grupo de homologia de certos subconjuntos de S", esses resultados sao
essenciais nas aplicacdes que vamos desenvolver. Em relacao ao préximo lema, apesar de existir um resul-
tado analogo na teoria usual sobre R a sua demonstragao é baseada na compacidade de conjuntos fechados
e limitados, como vimos no tltimo capitulo esse nao precisa ser o caso em uma estrutura O-minimal e por
isso a demonstracdo que faremos é totalmente diferente e se apoia de maneira essencial no teorema de
trivializagao.

Lema 3.42. Dado X C S" um subconjunto definivel e definivelmente homeomorfo a [0,1]" para algum r, entdo
H;(S" — X) = 0 para todo i.

Demonstragio. A demonstragao é feita por indugao em r, quando r = 0 temos que S" — r é definivelmente
homeomorfo ao R"(as projecdes estereograficas sao definiveis em uma estrutura estendendo um corpo)
enquanto o R" é definivelmente homeomorfo a B} (0) e ja vimos que a homologia desse conjunto é trivial.
Vamos entdo assumir r > 0 e o resultado vélido para todo rp < r.

Vamos denotar por /1 : [0,1] — X o homeomorfismo definivel do enunciado, além disso dado [a,b] C

[0,1] vamos chamar de X, ;) o conjunto hi([a, b] x [0, 1) = h(Ijs,)), temos que para todo subintervalo
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[a,b] o conjunto S" — X esta contido em §" — X, 4}, vamos denotar por i(, ) esta inclusao, dado um elemento
z = Y tioc de §,(S" — X) podemos tomar )z = Zf,—(i[ﬂll,] oo;) € §,(8" — X[n,bl)' vamos chamar esse
elemento de Z{a,b]- No caso de [a,b] ser degenerado, isto é 1 = b vamos usar simplesmente X,, i, € z,.
Vamos denotar a classe de homologia de z por |z|. Temos que X e X{q,p] 5@0 conjuntos fechados de S".

Dado um elemento z € S, (X) e p[0, 1] note que zp = Ip#z € §,(S" — X}), mas X ¢ homeomorfo a 1
e portanto, pela hipétese de indugao, temos |z,| = 0. Em particular |zg| = 0, a estratégia da demonstragao
consiste em encontrar € > 0 de forma que |z[0,€]| = 0 em seguida vamos aumentando o valor de € para
obter |z/g ;| = 0, e como z|p ;} = z isso conclui o teorema.

Temos o seguinte conjunto definivel: A = {(x,a) € S" x [0,1] : x € X[g 5}, vamos chamarde 7t : A — R
a projecao na ultima coordenada, isto é 7r(x,a) = a, note que dado ag € [0,1] o conjunto 7 Y ag)NA =
{(x,a0) : x € Xpga} = X[o,ao) X {ao}.

Vamos fixar z = )_tjo; € 5,(5" — X) , definimos a imagem de z como a uniao da imagem das fungoes
envolvidas em z, isto é img(z) = |Joj, a imagem de ¢; é um conjunto fechado e portanto a img(z) também
é. Usaremos que existe uma parti¢ao do intervalo [0, 1] em conjuntos {ag}, (a9, a1), ..., (a;_1,a;), {a;} com as
duas propriedades abaixo.

e Propriedade 1: Existe 0 < € < a;41 —a; € Rtal que |z ¢)| = |2[g,—e,,4¢]| = |21y =0
e Propriedade 2: Dados b, ¢ € (a;,ai41) com b < ¢ se zjg ;) = 0 entao |z(g | = 0.

Vamos primeiro concluir a demonstracao do lema e em seguida provar esses resultados.
Seja bj = aj — e ec; = a; — €, temos que " — Xion) € St — X(bc;] 30 subconjunto abertos de 5" — X, ,
para ver isso basta notar que X|;, | ¢ a imagem de um fechado por um homeomorfismo e o mesmo para
& 3 - = 3 : < n = n n
X{o,,]- podemos com isso aplicar Mayer Vietoris, mas antes disso note que 5" — X;, = (5" — Xg,)) U (S" —

Xipie;)) €5" = Xjoe;) = (8" = X)) N (5" = Xp,,})- De onde temos a seguinte sequéncia exata longa:

(iyd2)

d ‘
wHy 1 (8" = X)) —— Hy(8" = Xjo,,) —— Hy(8" — Xjo,)) & Hy(Sn — Xpp, ;) — Hy(8" = Xpp,) -

Mas como ja mencionamos H,(S" — S, ) = 0 sempre de onde segue que (i1, i) é um isomorfismo, e
) 1 b p gue que (i1, 12
(i, 12) (z0,e ) = (zjo, 1 12(p,e1)-

Agora pela propriedade 1 existe €y tdo pequeno quanto se queira com |zl0’601| = 0, juntamente da
propriedade 2 temos |[0,b1]] = 0, além disso pela propriedade 1 |Z[b,,f,-]| é sempre zero, e desse modo
(120,011 12[p,,c,]) = 0 de onde [z || = 0. Como |z),)| = 0 a propriedade 2 nos da |z[,]| = 0 e assim
temos novamente (|z(g )|, |2[p,,c,)]) = O de onde |z,,)| = 0. Se prosseguirmos com esse procedimento
chegamos a |zjg,,, j| = 0, nesse caso tomamos ¢; como 1 e usamos o0 mesmo procedimento acima para
obter |zjgy| = 0.

Tudo que falta fazermos é provar a existéncia de uma partigdo com as propriedades 1 e 2.

e Demonstracao da Propriedade 1: Vamos fazer essa demonstracao para uma particao qualquer. N6s
sabemos que |zq;| = 0 em H,y(S" — X,,), o que significa que existe w € S;41(S" — X,,) tal que z = dw,
agora se existe €; tal que img(w) N Xy _¢, 0,46 = @ entdo w € Sg11(Sn — Xjg—¢;a,+¢,)) € POrtanto
|Z[n,~—6,-,a,-+€,-]| = O(estamos supondo aqui i # 0 e i # 1, nesses casos tomamos respectivamente os
intervalos [0, €] e [1 — €, 1)).

Suponha que img(w) N X{, _¢ 4.4 # © para todo € > 0. Por escolha definivel podemos encontrar
um 0 < A e uma funcao continua definivel 7 : [0, A] — S" tal que y(t) € img(w) N X[y, _¢, 44+¢;] PATa
todo t. Sabemos que img(w) e X, _ 4,4 530 fechados e portanto liny_o7y(t) € (img(w) N X;), mas

como img(w) C (S" — X,,) essa interseccao é vazia, o que gera uma contradigao.

Isso nos dd um ¢; tal que |z|;, _¢, 4, 4¢]| = 0, € assim basta tomarmos € = min;(e;)
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e Demonstracdo da Propriedade 2: E nessa parte da demonstracao que usaremos o teorema de triviali-

zagao.

Vamos tomar (K, ¢) uma triangularizagao de S compativel com X e com img(z). Sabemos entao

pelo teorema de trivializagdo 2.53 que existe uma particao do intervalo [0, 1] em pontos e intervalos

da forma {{ap}, (ag,a1),{a1}, ..., (a1, qp), {a,}} com a; < n,H,ng =0eq =1, tal que 7| 1344,
¢é definivelmente trivial com 1e]agao a Ana Y a;,ai41) e (¢7'(s) x [0,1]) N v~ (a;,a;41) para todo
s € K.

Nesse caso sabemos que dado um intervalo (a;,a;,1) existe um homeomorfismo
|
hi =t (a;,ai01) — (a;,ai41) X G

tal que sua restrigio a A N 7w~ 1 (a;,a;,1) satisfaz 7'li;|(x) = 7(x) para todo s € K, onde 71’ é a projegao
na primeira coordenada.

hil
AN Yaj,ai) — (aj,ai11) X G

7|
/,[I

(a;,ai41)

Em particular dados pontos x,x; € (a;,a;1) temos I|(n~1(x) NA) =~ C; =~ h|(m1(x2) N A)
ouseja fi(m Hx)NA) = 7 (x2)NA para algum homeomorfismo f;. Como pedimos a compa-
tibilidade da triangularizagao com ¢~'(s) x [0, 1] podemos trocar A por (¢~1(s) x [0,1]) em todo o

raciocinio acima, além disso temos 7t 1(_\-]-) N (((/)* 5) x [0,1])) = ¢~ I(s) x {-\/‘}, de onde segue que
filo™ (s) x {x1}) = ¢~ (s) x {x2}

Vamos entdo tomar Y, = b; < x| = ¢;, temos w (b)) N A = Xop, x {bi} et (c;i) N A = Xo; X
{¢i}. Compondo a fungdo f; acima com uma projegao podemos encontrar um homeomorfismo g :
(b)) — 7 Y(c;) tal que 8(Xp,e) = Xjon © g(¢p~Y(s)) = ¢~ 1(s) para todo s € K, agora como
{¢~1(s) : s € K} é uma cobertura da esfera temos que g(S5") = S§", e portanto f = g|sn € um
homeomorfismo da esfera nela mesmo. Como (K, ¢) é compativel com X vale que " — X = ¢~ 1|K —
K| para algum subcomplexo Ky e assim f(S" — X) = f(¢ K —Ko|) = ¢7 K —Ko| = S" — X
vamos mostrar que nessas condigdes f|gi_x é definivelmente homotdpica a identidade de §" — X.
De onde segue que | f#x| = x|

O que nés temos é uma funcio f : (8" — X) — (5" — X) e uma triangularizacao (K — Ky, ¢) desse

conjunto tal que f(¢~1(s)) = ¢~ !(s) para todo s € K — Ko, nessas condigdes ¢p(x) e ¢(f(x)) estao
sempre no mesmo simplexo, e assim a fungao:

F(x,t) = ¢~ () (tp(x) + (L — o f(x))

esta bem definida, pois simplexos sdo convexos. Mas essa é claramente uma homotopia entre f e a
identidade.

Vamos chamar de f’ a restrigdgo de f a 5" — X{0,¢;] lembramos que esse ¢ um homeomorfismo definivel

cuja imagem é S" — X, 1 € que f4 leva ziy.; em f(zinp1),id que f oo é f oo com o contradominio
) g [0,b;] € que J4 [0,¢] [0,6;])12 9

restritoa §" — Xjp ) - Temos assim
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20,1 = Hu(F')(

zpo.c)1) = | #z00] = [z, = 20,

|

Antes de calcularmos a homologia de novos conjuntos vamos apresentar uma definigao que nos permite

comparar a homologia de certos conjuntos.

Definicao 3.43. Dado conjunstos definiveis A C X dizemos que A é um retrato definivel de X se existe um
mapa continuo definivel T de X em A cuja restricao 7|4 € a identidade, ou equivalentemente se Toi, = idy
onde i,y € a inclusao de A em X, chamamos T de um retrato definivel. Dizemos que um A é um retrato de
deformacao definivel de X seiy o 7: X — X é definivelmente homotdpica a identidade.

Note que se T é um retrato de deformagao entao H, (i4 o 7) : Hy(X) = H,(X)e Hy(toiy) : Hy(A) —
Hy(A) sao isomorfismos, mas Hy (tois) = Hy(7) o Hy(ia) e Hy(iy o) = Hy(ia) o Hy(7) de onde segue
que H,(7) é um isomorfismo de H, (X) em H,(A) com inversa H, (i ).

Os dltimos grupos de homologia que precisamos calcular sao dados por:

Lema 3.44. Dado X 1t subconjinto de S" definivelmente homeomorfo a S™ com m < n temos que

Hi(S"—X):{ Z sei=n—m-—1,

0 sei#n—m-—1

Demonstragdo. A demonstracao é feita por indugao em m. Quando m = 0 temos que X é um conjunto
formado por dois pontos e portanto S" — X é definivelmente homeomorfo a R" — {0}(usando a projecdo

estereografica composta com uma triangularizacao), tome a seguinte funcao definivel de (R" —0) x [0, 1] —
RH

F(x,t) = (1 — f)x + F——

111

F(x,t) é uma homotopia definivel entre a identidade em R" — {0} e a fungdo 7 : R" — {0} — S"~! que
leva x em x/||x||, ou seja T é um retrato de deformagao definivel entre $"~! e R" — {0}, de onde segue que
Hi(S§" — X) = Hj(R" — {0}) = H;(S,—1) ¢ Z quando i = n — 1 e 0 nos outros casos.

Vamos entao supor que m > 1, tome 1 : $" — X o homeomorfismo do enunciado, chamaremos de E*
o hemisfério superior fechado de §", isto é o conjunto de pontos de S" cuja tiltima coordenada é maior ou
igual a zero, chamaremos de E~ o hemisfério inferior fechado. A interseccao E™ N E~ é o subconjunto de
S™ com a tltima coordenada igual a 0, ou seja um conjunto homeomorfo a $”~!, vamos usar a seguinte
notacio X+ = h(E*) e X~ = I(E™), temos X™ N X~ = h(E* N E~) é homeomorfo a $"~! e fechado em
Sy — (Xt N X7). Temos assim que S, — (XTNX~) = (S, — XT)U(Sy — X ) nos da uma cobertura por
abertos e com isso podemos usar Mayer-Vietoris para obter a seguinte sequéncia exata longa:

wHip1 (8" = XT) @ Hipq (8" — X7) Hip (8" — (Xt NX7))

|

Hi((S" — XH) N (8" — X)) —— H;(S" — X+) @ Hy(S" — X7)...

Agora Xt é definivelmente homeomorfo ao hemisfério superior de 5", esse por sua vez é definivel-
mente homeomorfo a [0,1]" de onde segue pelo lema 3.42 que a homologia de $" — X é trivial, 0 mesmo
argumento se aplica $" — X~ o que nos diz que os dois termos nas pontas da sequéncia acima sao 0, e por-
tanto Hj ;1 (5" — (XN X™)) éisomorfoa H;((§" — XT)N(S" — X7), mas (S" — XT)N(§"—-X") =§" - X,
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de onde H,;(S" — (X N X7)) é isomorfo a H;(S" — X), podemos assim aplicar a hipétese de inducao,
lembrando que X* N X~ é homeomorfo a $"~!, temos portanto:

Z sei=n—m—1,

H(S" —X)=H 1(S"=(XTNnX")) =
1( ) 1+1( ( )) 0 sei;én—m—l

3.3.2 Trés Teoremas Classicos

O nosso objetivo agora é obter resultados andlogos a trés teoremas cldssicos de topologia algébrica, o teo-
rema de separacao de Jordan, o teorema da invariancia de dominio e o teorema do ponto fixo de Brouwer.
No caso classico em R existem diferentes demonstragdes desses resultados, em particular as demonstracoes
que vamos apresentar sao adaptagdes de algumas dessas.

Comecamos pelo teorema de separagao de Jordan, uma curiosidade sobre tal teorema é que no caso
classico ele depende fortemente da completude do espaco ambiente, porém no caso de uma estrutura O-

minimal vemos que, adicionando as restri¢des de definibilidade, ndo precisamos de completude.

Teorema 3.45. Separagdo de Jordan.

Dado um conjunto definivel X C S" definivelmente homeonorfo a S"~' entdo S" — X possui duas componentes
definivelmente conexas, além disso se Xy e X sdo essas componentes entdo 5(X,) = 6(Xp) = X, onde 8 é a fronteira
topoldgica.

Demonstragio. O lema 3.44 nos garante que H;(S" — X) = Z quando i = 0 e 0 nos outros casos, pelo
teorema 3.39 segue que S — X possui duas componentes definivelmente conexas Xj e X>.

Como X é a imagem de um fechado e limitado temos que X é fechado e limitado e portanto §" — X ¢
aberto em S". Como todo ponto x de S" possui uma vizinhanca tao pequena como se queira definivelmente
homeomorfa a um aberto de R"(podemos usar a projecao estereografica quando x nao ¢ (1,0,...,0) como
tal homeomorfismo, quando x = (1,0, ...,0) podemos tomar a projecao de uma vizinhanca suficientemente
pequena) todo ponto de §" — X possui uma vizinhanga definivelmente homeomorfa a um aberto de R", e
portanto possui uma vizinhanca definivelmente conexa em S" — X, isso significa que tal vizinhanga estd
contida em X; ou X, de onde segue que esses conjuntos sdo abertos. De modo que c/(X;) C §" — Xy e
portanto §(X;) C (S" — (X1)) — X2 = X, e 0 mesmo para 6(X3), basta entao mostrarmos que dado x € X
vale que toda vizinhanga definivel de x intersecta X;.

Seja U uma vizinhanca definivel qualquer de x € X e I : $"~! — X o homeomorfismo definivel do
enunciado. Temos que /i~ !(U) é aberto e portanto existe um € tal que B = Bc(h™!) N "~ ! esta contido
em U. Como $"~! — B é definivelmente homeomorfo a [0,1]"~! e /i leva S"~! — B em X — Ii(B) temos
que esse conjunto é definivelmente homeomorfo a [0,1]"~!, o lema 3.42 nos garante que S" — (X —/i(B))
possui homologia trivial, em particular Ho(5" — (X — 1(B))) = 0 e esse conjunto é definivelmente conexo
por caminhos. Além disso tanto X; como X; estao contidos em S§" — (X — i(B)), e portanto dados pontos
X1 € X1 e xp € X, existe um caminho definivel y : [0,1] — S" — (X — Ii(B)) ligando esses pontos, como
nao pode existir uma fungao continua ligando x; a x; em S" — X temos que ([0, 1]) ndo pode estar contido
em S" — X de onde 7([0, 1]) intersecta l1(B), seja to = infi(y(t) € h(B)), como B é fechado e limitado /1(B)
também &, e portanto y(fy) € B. Agora B estd contido em U e esse é aberto em S" de forma que existe um
0 < ¢ tal que y(tg — 6,tp + ) C U e em particular y(tg — 4, tp) estd contido em U, além disso para todo
t < tg temos que ')’|[O,t] ¢ um caminho definivel em $" — X ligando x; a 7(t), como X; é definivelmente
conexo por caminhos y(t) € Xj de onde 7 (fy — J,tp) também esta contido em X; e portanto U N X; € ndo
vazio, um argumento semelhante mostra que U N X, também é nao vazio, de onde segue o teorema.

a

Prosseguimos com o teorema de invariancia de dominio, considerado uma das principais consequéncias
da teoria de homologia.
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Teorema 3.46. [nvaridncia de Dominio.

Dados um conjunto X C S" definivel aberto e wm homeomorfismo definfvel I : X — Y comY C S" tenos que’ Y
¢ aberto. Além disso dado um conjunto definivel e aberto Z C R" e g : Z — R definivel continua e injetora entao
g(Z) é aberto.

Dentonstragio. Vamos provar a primeira parte do teorema, dado y € Y tome x = h~!(y) € X, como X é um
aberto de §" podemos novamente tomar uma vizinhanga definivel U de x aberta em §" com c/(U) C X
definivelmente homeomorfaa (0, 1)", seja [ tal homeomorfismo, vamos mostrar que /i(U) é uma vizinhanga
aberta de y em 5" e como li(U) C Y segue que Y é aberto.

Temos que hi(cl(U)) = l1(171]0,1]") é definivelmente homeomorfoa [0,1]" e i(6(U)) = h(I=1(5((0,1)")))
é definivelmente homeomorfo a $"~!. Por 3.42 temos que a homologia de S" — li(cI(U)) é trivial e portanto
esse conjunto é definivelmente conexo, além disso pelo teorema de separacao de Jordan 3.45 5" — Ii(d(U))
possui duas componentes conexas. Mas §" — h(6(U)) = (S" — h(cl(U))) Uh(U) uma unido disjunta de
dois conjuntos conexos, de onde segue que essas sao as componentes conexas de S",— Ii(d(U)) e portanto
abertas em tal conjunto, mas S" — li(d(U)) é aberto em §" e portanto sao abertas em S", em particular /i(U)
é aberto em S" como querfamos.

Vamos provar agora a segunda afirmagao do teorema, seja p : $" — {p, } — R" a projecao estereogrifica,
onde p, = (0,0,...,0,1), tome X = p~1(Z)eh =p~lofop: X = S"—{p,},se f(X) for um aberto entao
h(Z) = p(f(X)) também sera aberto, de modo que isso é tudo que precisamos mostrar.

Tome y € f(X)ex € X tal que f(x) = y, tome também uma vizinhanca U aberta em S" de x defini-
velmente homeomorfa a (0,1)" com fecho contido em X, pela proposigao 2.27 f|.(yy) ¢ um homeomor-
fismo definivel sobre a sua imagem. Dada entdo uma segunda vizinhanca de x U’ aberta em S" tal que
U’ C cl(U) temos que f|;r também é um homeomorfismo sobre a sua imagem, mas pelo que acabamos de
provar f(U’) é uma vizinhanga aberta de y contida em f(X), de onde segue que esse conjunto ¢ aberto.

O

Provamos por fim um andlogo do ponto fixo de Brouwer, esse resultado embora possua uma demons-
o
tracao completamente andloga a classica nao aparece em [Woe96], além disso em [Won03] o autor prova

tal resultado sem utilizar homologia, uma demonstracao parecida com a apresentada aqui pode ser encon-
trada em [EdmO05].

Teorema 3.47. Ponto Fixo de Brouwer.
Toda fungdo definivel continua f : B1(0)" — By(0)" possui unt ponto fixo. Onde By(0)" é o subconjunto de R"
dos pontos comt norma menor ou igual a 1.

Demonstragdo. Note que ndo existe um retrato de deformagao t : B1(0)" — S"~! pois isso implicaria que
H;(B1(0)") = H;(S"~!) o que sabemos ser falso.

Suponha entdo que f : B1(0)" — B;(0)" ndo possui um ponto fixo, vamos definir /i : B1(0)" x [0, 00) —
R" que leva (x,t) em (1 —t)f(x) + tx. Fixando um pontos x temos que /i, (t) = h(x,t) é nao cons-
tante(pela hipétese de f nao possuir pontos fixos), continua, definivel e injetora, além disso ||/i(x,0)|| < 1
e limisel|i(x,1)|| = o0, de onde segue pela continuidade de Ii que existe t, tal que li(x, ty) € $"=1 nao é
dificil de ver que tal ¢y estd unicamente determinado. Em particular quando x € S" temos que ty = 1 e
h(x, ty) = x.

Tome a seguinte fungao definivel F(x,t) : B1(0)" x [0,1] — B;(0)" dada por:

F(x,t) = (1 —t)x + th(x, ty).

Caso essa fungao seja continua temos que a fungao que leva x em /i(ty) é um retrato de deformagao de B"
em §"71, 0 que nos dd uma contradicdo e termina a demonstracao. Basta entdo mostrarmos que F(x, ) é

continua, e para isso basta que a funcdo I : By(0)" — [0, c0) tal que I(x) = t, seja continua. Vamos tomar
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um ponto x € By(0)" e v : (0,b) — By(0)" uma curva continua definivel qualquer tal que lint;_o7y(i) = x,
tudo que precisamos é que lin;_ol (7(i)) = I(x) = t.

Podemos definir uma curva 9/ de (0,b) em By(0)" x [0,0) tal que 9/(t) = (7(i),1(7(i))), podemos
também supor tal curva continua(possivelente diminuindo o valor de b). Pela definicao de | temso que
[Ih(7'(i))]| = 1, ou seja a imagem de 7/ esta contida em |[l1]|~!(1) que é um conjunto fechado, de onde
segue que lim;_,o7' (i) € ||h]|7*(1), por outro lado

limj o' (i) = (limisoy (), limiol ((1))) = (x, liniol ((i)))

ou seja li(x, linj_ol (y(i))) € S"~! e por definigao I(x) = lini;_l(7y(i)) como precisdvamos.
(|

Muitas outras aplicacées da teoria de homologia sobre estruturas O-minimais podem ser encontradas
na literatura. Em [EdmO07] os autores utilizam a teoria que apresentamos aqui para provar uma versao
do teorema do ponto fixo de Lefschetz-Hopf, que pode ser visto como uma generalizacao do ponto fixo
de Brouwer. Em [EdmO05] podemos encontrar diversas aplicagdes como uma versao do teorema geral de
separagao(que pode ser visto como uma generalizacao do teorema de separagao de Jordan) além de uma
teoria de graus de fungdes(semelhante a teoria usual sobre R). Nesses trabalhos também é apresentada
uma teoria de cohomologia para estruturas O-minimais.

Em [M. 08] os autores apresentam uma teoria de homotopia para estruturas O-minimais estendendo
corpos, um resultado curioso encontrado em tal trabalho é que se existe uma homotopia definivel entre
dois conjuntos semialgébricos em uma extensao O-minimal de um corpo real fechado £ entao existe uma
homotopia definivel em £, ou seja nao podemos acrescentar homotopias definiveis entre conjuntos semial-
gébricos simplesmente acrescentando estrutura a um corpo real fechado a menos que essa extensao deixe
de ser O-minimal. Outro resultado central encontrado em tal trabalho é um teorema analogo ao teorema

de Hurewicz, que estabelece uma ligagao entre grupos de homologia e grupos de homotopia.
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Nesse apéndice apresentaremos algumas definigoes e resultados gerais sobre homologia, complexos de
cadeia categorias e modelos aciclicos. As demonstragdes serao omitidas ja que elas estao fora do interesse
desse texto.

Um complexo de cadeia é um par (E,, d.) tal que E. = (E,),en € uma sequéncia de grupos abelianos
e d. = (0y)yen uma sequéncia de homomorfismos é,, : E, — E,_; tal que J,,_ o dn = 0, por brevidade
iremos nos referir a tal simplexo simplesmente por E, omitindo os homomorfismos ¢é,. Chamamos ¢ de
operador de bordo.

Como de costume queremos descrever uma categoria baseado em complexos de cadeia, e para isso
precisamos dizer quem sao os morfismos de tal categoria. Se (E.,d.) e (Fs,7.) sdo complexos de cadeia
definimos um mapa de cadeia f, : E, — F. como uma sequéncia de homomorfismos f, : E, — F, tal que

o diagrama abaixo comuta:

L‘-n
Eu > E,,,]

I_/-u ]f,, ]

Ey l>‘ Fy—

E rotineiro checar que complexos de cadeia juntamente com mapas de cadeias formam uma categoria,
conhecida por Comp. O comportamento dessa categoria é em varios aspectos similar ao da categoria de
grupos abelianos, em particular temos que a versdao analoga dos teoremas de isomorfismo sdo verdadeiras
para complexos de cadeia.

Um tipo especifico de complexos de cadeia sdo de particular interesse, aqueles em que E; = 0 parai <
—1le E_; = Z, tais complexos de cadeia sdo chamados complexos de cadeia aumentados, a subcategoria
de Comp que tem tais complexos como objetos e morfismos os mapas de cadeia f, satisfazendo f_1 = idz
sera denotado por Comp,,.. Dizemos ainda que E. é um "aumento"de E, se E, é um complexo de cadeia
aumentado com E,, = E, para n > 0.

Dado um complexo de cadeia E, associamos a ele algumas sequéncias de grupos abelianos. Z, (E.) =
ker(é,) e By(Ey) = im(d,41), usualmente abreviaremos por Z, e B,,, note que ambos sao subgrupos de E,, e
que By C Zy pois 0, 0 6,41 = 0, podemos com isso definir o quociente H,, = Z, /By, tal grupo é conhecido
como o enésimo grupo de homologia de E,. Dado z € Z,, denotaremos [z], ou [z]E, caso o contexto nao seja
claro, a classe de equivaléncia de z em Hj,.

Note que a condicao do diagrama acima ser comutativo faz com que, dada um mapa de cadeia f : E, —
F, ,a funcdo Hy(f) : Hy(E) — H,(F) que leva [z]g, em [f,(z)]r, ndo s6 esteja bem definida como seja um
homomorfismo, tais fungdes serdo denotados por .

Dizemos que uma sequéncia de funcoes f, : E; — E,_1 é exata se para qualquer n temos img(fy+1) =

115
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ker(f,). Chamamos de sequéncia exata curta uma sequéncia exata da forma

0 E—t.r-Y.g 0.

Essas definigdes se aplicam tanto quando estamos falando de grupos como de complexos de cadeia, no
caso de complexos de cadeia vemos a imagem de um mapa de cadeia i como a sequéncia das imagens de
iy, 1.e. img(i) = (img(iy))ncz, vemos o kernel de um mapa de cadeia de maneira andloga.

Note que no caso de uma sequéncia exata curta temos em grupos abelianos que a funcéo i é injetora e p
sobrejetora, no caso de complexos de cadeia mais é facil verificar que cada i, é injetora e cada p;, sobrejetora.

O seguinte resultado, embora simples, é de importancia central na teoria de complexos de cadeia.

Proposicao A.1. Dado wina sequéicia exata curta de complexos de cadeia:

existe uma sequéncia de honmomorfismos (dy),en, chamados homoniorfismos de conexdo, tal que a sequéncia abaixo é
exata:

H, (i H,(p) dy H,_y(p)

b HulF) B H,(G) —2 H, 1 (EY ~L'H,_1(E) — ...

H, (E)

Alén disso se o diagrama abaixo é comutativo cont as colunas exatas
O

0 Es Fy Gy 0
lff [,fr lf(.
0 LAY e 0
entdo o diagrama:
Hy (1) Hy(p) dy Hy,_1(p)
... —> Hy(E) —— H,(F) —— H,(G) —— H, _1(E) L n-1(F) —— ...
JHII(,fE) lHu(fF) lHn(fC) ViHnl(fE) JHII—I(fF)
Hll(il) HH(PI) d! H,,,[(p’)

- H”(E,) - = HH(FI) - = HH(GI) — Hn—l(E,) —— Hu—l(Fl) e

também é comutativo.

Tratamos no texto de casos particulares de complexos de cadeia E., em particular estamos interessados
em casos em que todos os grupos E,, sao abelianos livres. Dizemos nesse caso que o complexo de cadeia E,
é livre, lembramos que um conjunto U, é dito uma base para um grupo livre E, se todo elemento de E;, é
da forma EueLl,,,o ty.1t de maneira tnica,onde U, o € um subconjunto finito de U, e t; € Z; no caso em que
U, é uma sequéncia de conjuntos U, tal que cada U, é uma base de E; dizemos que U, é uma base de E..
Nesse caso chamamos os elementos de U, de n1-células. Dado uma base U, de um complexo de cadeia E, e
um elemento f de E,, dizemos que um elemento 1 € U, estd envolvido em t se ao escrevermos t como uma
combinacao linear de elementos de U, com coeficientes inteiros tivermos que 11 aparece com coeficiente
nao nulo.

Tal nomenclatura coincide com a usada durante boa parte do texto para certos conjuntos definiveis
de uma estrutura O-minimal, esse tipo de problema costuma surgir quando tratamos ao mesmo tempo
assuntos distintos como no nosso caso, o contexto porém sempre deve deixar claro a que estamos nos

referindo.

2

Definigdo A.2. Dados complexos de cadeia E, e E tal que E} é um subcomplexo de E,(isto é cada Ej;, é um

subgrupo de E, e 4], e uma restri¢ao de d,) dizemos que E/, é adequado se:
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e Dado um elementoz € Z(E,) = Zexistez’ € Z(E,) = Z' comz — z' € B(E,) = B.

e Sez € Ej étal quez = dccomc € E,y entdo existe ¢’ € EJ | tal que 2’ = dc’ = &'c’; em outras

palavras B, = B, NE},.
Os seguintes resultados sobre subcomplexos adequados e células serao usados:

Proposicao A.3. Seja E. um subcomplexo livre com base U, se's € U, et € U, sdo tais que s esta envolvido
eni & e s ndo envolvido ent du para qualquer 1w € U,y diferente de t, entdo o subcomplexo E' de E obtido através da
renogio de s e t € adequado, ou seja o subcomplexo que tem como base U, com Uy, = U, — {s}, Uy, 1 = U, 41 — {t}
e U] = U, nos outros casos e operador de bordo 8" a restri¢ao de 6 a tais grupos.

Proposicao A.4. Dado um subcomplexo adequado E., de E. o mapa h : Hy, — Hy que leva [']gr na [{']g, € um
isontorfismo(de gripos).

O método de modelos aciclicos consiste em uma ferramenta de carater algébrico essencial no estudo de
homologia facilitando a demonstracao de uma grande quantidade de resultados. Nosso objetivo agora é

descrever tal método apresentando as principais defini¢cdes resultados.

Defini¢do A.5. Dada uma categoria C e um funtor F : C — Ab, onde Ab é a categoria de grupos abelianos,
vamos chamar os objetos de C de modelos. Dado entao um conjunto de modelos M dizemos que o funtor
F ¢é livre com base em M se existe um conjunto {M; € M : i € [} C M e objetos x; € F(M;) tais que para
todo G € C temos F(G) um grupo abeliano livre e o conjunto

{(F(f))(x;j) € F(G) : i € I e f percorre os morfismos de M; em G}

uma base de F(G). O objeto x; é chamado um representante de M;.

Note que se f : M; — G entao F(f) é um morfismo entre os grupos F(M;) e F(G), assim F(f)(x;) €
F(G). A dificuldade em checar quando um conjunto de modelos M é uma base para um funtor F nao esta
em encontrar a familia {M; € M : i € [} e os elementos x; mas sim em descrever todos os elementos da
forma F(f)(x;), pois em geral f pode assumir muitos valores.

Dizemos que um complexo de cadeia E, ¢ aciclico se H;(E) = 0 para todo n € Z. Por fim um funtor
F: C — Comp é dito aciclico sobre um conjunto M de modelos de C se F(M;) é aciclico para todo M; € M.

Um funtor F : C — Comp associa a cada par de objetos G, G, de C e morfismo f : G; — G um
diagrama do tipo:

‘SC i
oo — F(G1)y —> F(G1)ygp1 — -~

lH_”n lF(f)qul

‘)Cz,n

.——F(Gy)y —— F(Gz),,+1 —_

Note que em particular podemos definir um funtor F, : C — Ab que leva Gy em F(Gy), e f em F(f),.

Na notagéo Jg, , n6s indicamos o objeto G; e omitimos o funtor F, nesse caso tal notagdo é conveniente
pois temos um tnico funtor e dois objetos. Em alguns casos isso pode variar, e a notagdo completa deveria
ser algo como Jf g, ,;, porém iremos omitir indices sempre que nao houver ambiguidade.

Lembrando que uma transformacgao natural T entre funtores E, F : C — D é uma fungao que associa a
cada objeto ¢ da categoria C um morfismo 7, : E(c) — F(c) da categoria D de modo que dado um morfismo

qualquer f : ¢p — c¢1 em C o diagrama abaixo comuta:

E(co) —2> F(co)

‘LE(f) lF(f)
E(c1) —L> F(cp)
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Por fim uma homotopia entre mapas de cadeia f, g : E. — F. é uma sequéncia de morfismos (s, : E; —
F, 4+ 1),ez tais que

fn — & = ‘5F,,,+] oSy +5Sy—10° ‘SE,n

OEp
Eu — En -1

Sn :
8Sn _fll .
5 N Sn—1
p

Fypi——h
OF =1

Dizemos que f e g sdo homotopicos e denotamos f ~; g ou simplesmente f ~ g. E rotineiro checar que
dois mapas homotopicos em cadeia induzem a mesma funcao em nivel de homologia, isto e f ~ ¢ implica
H(f) = H(g).

Um mapa f : E, — F. é uma equivaléncia de cadeias se existe um mapa g : F, — E, tal que fo g ~idg
e gof ~ idp. Como H(f,)o H(gu) = H(fuogu) = H(idg,) = idy, ) e o mesmo para H(fy,) o H(gn)
vemos que H(fy) é um isomorfismo para todo 1, e portanto H(f) € um isomorfismo entre complexos de
cadeia.

Transformacdes naturais T e § entre funtores E,F : C — Comp levam objetos ¢ em mapas de cadeia
7(c),d(c) : E(c) — F(c), esses por sua vez sao sequéncias de homomorfismos 7, (c) e d;, (c) dizemos assim
que as transformacoes T e é sdo naturalmente homotdpicas em cadeia quando existem tranformacoes natu-
rais s, : E; — F,41 de modo que para todo ¢ vale 7, (¢) — 0, (c) = df, 1 0 5u(c) +5u—1(c) 0 g - E também
rotineiro, embora confuso, verificar que se T e  sdo naturalmente homotépicas em cadeia vale a igualdade
Hy(t(c)) = Ha(0(c))-

Com isso podemos enunciar o teorema de modelos aciclicos.

Proposi¢do A.6. Dada uma categoria C com modelos M e funtores F,E : C — Comp tais que F; = E; = 0 para
i <0, F, éliore com base em M para n > 0 ¢ E é aciclico sobre M.

e Dado wma transformagao natural T : Fy — Eg existe unt transformagdo natural v : F — E tal que 19 = T'.
Ou seja dado um elemento ¢ € C existe um diagrama comutativo da seguinte forma:

OEc Ok O,
Ex(c) Ei(c) Eo(c)
sz(C) lTl(f) lTo(C)=T'(C)
O ope ) OFe
% By(c) —> Fi(c) —— Fy(c)

de modo que T é uma transformagdo natural.
o Quaisquer duas transformagoes naturais 7,0 : F — E com 1y = 0y sdo naturalmente homotdpicas ent cadeia.

Embora o enunciado acima dependa de muitas defini¢des um tanto complicadas o que ele nos oferece
é simplesmente um modo de, sob certas hipéteses, estender um homomorfismo entre Eg(c) e Fo(c) a um
mapa de cadeia entre E, e F, além de garantir que qualquer outra extensao induz uma fungao semelhante
em nivel de homologia.

O corolario abaixo nada mais é do que uma adaptagdo do teorema de modelos aciclicos a complexos de
cadeia aumentados.

Corolario A.7 (Corolario do Teorema de Modelos Aciclicos). Dada uma categoria C com nodelos M e funtores
E,Fde Cem Comp,,,.

o Se cada F, ¢ livre com base em M e E aciclico em M existe uma transformagio natural T : F — E, tal
transformagdo é tinica a menos de homotopia.
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o Se Ey ¢ Fy sao livres com base em M e E, F aciclicos entdo existe uma equivaléncia natural entre tais funtores,

além disso qualquer transformagdo natural entre eles é wma equivaléncia de funtores.

Lembrando que uma equivaléncia entre funtores E, F : C — D é uma transformacao natural 7 : E — F
tal que existe uma transformacgao ¢ : F — E de modo que quando calculamos a composta ¢ o T em um
objeto t de C temos que o(t) o T(t) = idg;):

E o andlogo para a composta T o o.
Como estamos tratando sempre de homologia reduzida usaremos esse corolario frequentemente.
Quando desenvolvemos os métodos relacionados a triangularizagao e divisao baricéntrica sobre homo-
logia singular nos deparamos com os chamados mapas de cadeia parciais, tais mapas sao analogos a mapas

de cadeia exceto que s6 estao definidos até um certo indice 1.

Defini¢ao A.8. Dados complexos de cadeia (E,, d) e (F,, o) dizemos que uma sequéncia limitada de mapas
fit Ei = Fyparai € Zei < ngé um mapa natural de cadeia parcial de ordem 1y se f; 106 = co f;
para todo i < 9. Dado um mapa de cadeia f, denotamos por f.<,, 0 mapa parcial de ordem 1 obtido
restringindo a sequéncia.

As definigoes usuais sobre mapas de cadeia sao traduzidas para esse contexto de forma natural. Por
exemplo dados f; e g : E;, — F, mapas de cadeia parciais de ordem 119p uma uma homotopia parcial
entre tais mapas é uma sequéncia de homomorfismos h, : E, — F,y1 para n < i tais que f; — g =
Uit15;i +5i-10;, lembre que F, é um complexo de cadeia e portanto ¢j;; esta sempre definido. Muitos dos
resultados sobre mapas de cadeia possuem versoes andlogas sobre mapas de cadeia restritos, em particular
dados dois mapas parciais de ordem 11 sdo parcialmente homotdpicos entao os morfismos que eles induzem
entre os grupos de homologia de ordem menor ou igual a 11 sdo iguais. A demonstracao desse é exatamente
igual a demonstracao do resultado andlogo para mapas de cadeia homotépicos, apenas restringindo os

valores de 1.

Nesse contexto existe um teorema andlogo ao segundo caso do teorema de modelos aciclicos, vamos

chama-lo de teorema de modelos aciclicos parcial.

Proposigao A.9. Dada wima categoria C cont modelos M e funtores F,E : C — Compm,q, F,, livre com base em M
para n > 0e E é aciclico sobre M. Entdo quaisquer duas transformagoes naturais parciais t,6 : F — E com 19 = 6

sdo naturalmente parcialimente homotdpicas em cadeia.

Em demonstracoes do segundo item do teorema de modelos aciclicos, como a encontrada em [Rot88],
a homotopia /i, entre os funtores é criada passo a passo, e para se definir as funcoes I, : E; (c) = F,4+1(c)
nao sao necessarias as fungoes T,,4+1(c) ou 0,41(c) de modo que uma simples restricdo na demonstragio do

teorema original nos da uma demonstragao do corolario acima.
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