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Resumo

DANTES, S.R:l.G. A Evolução do Estudo das Aplicações Lineares e não Lineares que
Atingem a Norma em Espaços de Banach. 2013. 111 f. Dissertação (hlestrado) - Instituto de
R.matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2013.

Neste trabalho, apresentamos o resultado de E. Bishop e R. Phelps de 1961 que afirma que o
conjunto dos funcionais lineares e contínuos que atingem a norma, definidos sobre um espaço de

Banach X, é denso em X*. Também apresentamos o resultado de J. Lindenstrauss de 1963 que
afirma que o conjunto dos operadores lineares definidos entre espaços de Banach, cujos segundo
adjuntos atingem a norma, é denso no conjunto dos operadores lineares e contínuos. Na sequência,
apresentamos versões não lineares do Teorema de Lindensbrauss desenvolvidas por Nlaría Acosta,
Richard Aron, Domingo Gaicía e Nlanuel Maestre enl 2002 e 2006, para aplicações multilineares e
polinõmios homogêneos.

Palavras-chave: aplicações lineares, aplicações multilineares, polinõmios homogêneos, função que
atinge a norma.

111



lv



Abstract

DANTES, S.M.G. A Evolução do Estudo das Aplicações Lineares e não Lineares que
Atingem a Norma em Espaços de Banach. 2013. 111 f. Dissertação (R:mestrado) instituto de
R.matemática e Estatística, Universidade de São Pauta, São Paulo, 2013.

In this u,ork, we present a result due to E. Bishop and R. Phelps in 1961 that asserts the dense-
ness in X* of the set of norm attaining functionals, defined in a Banach space X. We algo present a
result due Lindenstrauss in 1963 that asserts the denseness of the subset of operators betxx'een Ba-
nach spaces whose second adjoints attain their norms in the set of the continuous opeiators. In the
folloxx,ing, we show non-linear versions of the Lindenstrauss Theorem developed by Rlaría Acosta,
Richaid Aron, Domingo García and Nlanuel N,laestre in 2002 and 2006 to multilinear aplications
and homogeneous polynomials.

Keywords: linear operators, multilinear forma, homogeneous polynoniials, norm abtaining function
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Notação

N
K
X
Bx
Sx
x#
x*
õx
R.(z)
Im(,)
Z'p

Nuc z*

o conjunto dos números inteiros estritamente positix os
os corpos IR ou C
um espaço normado sobre IK
a bola unitária fechada de um espaço normado X
a esfera unitária de um espaço normado X
o espaço vetorial dos funcionais lineares em X
o espaço vetorial normado dos funcionais lineares e contínuos em X
a imersão (isoinétrica) canónica de X em X"
a parte real de um número complexo z
a parte imaginária de um número complexo z
um elemento de X*
o núcleo de p*

a topologia â'aca-estrela em X*

lx
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Introdução

Neste trabalho, estudamos a evolução do estudo das funções lineares e não lineares que atingem
a norma. Nlais especificamente, sejam X um espaço de Banach e Bx a bola unitária fechada deste
espaço. O Teorema de games nos diz que X é iefiexivo se, e somente, se para cada =* C X', existe
to C Bx tal que lla;*ll = laço(zo)l. Ou seja, se todo funcional em X* atinge a rzol'ma, então X é
reflexivo e recipiocainente. Em 1957 Robert C. James demonstrou esse teorema supondo que X
é um espaço separável. Sete anos mais tarde, ele conseguiu provar esse mesmo resultado para uin
espaço de Banach qualquer, como podemos ver em IJani641.

Ao mesmo tempo que Jades trabalhava nessa linha de pesquisa, Robeit R. Phelps começou
a estudar o comportamento de funcionais que atingem a norma ein espaços não reflexivos. Em
1963, ele e Errett Bishop, conseguiram mostrar que o conjunto dos funcionais que possuem essa
propriedade é denso em X* e tal resultado ficou conhecido como o teorema de Bishop-Phelps IBP631

Muitas perguntas surgitain desde então. Uma delas, feita pelos próprios Bishop e Phelps, ques-
tionava a validade de um teorema. do tipo Bishop-Phelps para operadores lineares e contínuos

definidos em espaços de Banach. Lindenstrauss em [Lin6:31 apresentou, ainda em 1963, um contra
exemplo que mostrava que o questionamento acima é falso. Nesse mesmo artigo, ele provou que o
conjunto dos operadores lineares e contínuos definidos em espaços de Banach dos quais seus respec-
tivos segundo adjuntos atingem a norma, é denso no conjunto dos operadores lineares e contínuos,
resultado este que ficou conhecido como o teorema de Lindenstiauss.

Fica bastante natural a partir disso questionar sobre a validade ou não de teoremas dos tipos
Bishop-Phe]ps e Lindenstrauss para ap]icações ]V-linemes e polinâmios N-homogêneos, onde /V ?
2. Por exemplo, já é conhecido que o conjunto das aplicações bilineares e contínuas em X que
atingetn a coima rzão é denso em r(2X), provado poi R;l. D. Acosta, F. Aguirre e R. Payá em
l.â.AP061. Também é conhecido que não vale um teorema do tipo Bishop-Phelps pala polinõmios
]V-homogêneos, como nos mostra NI. J. Sevilla e R. Payá em ISP981. Entretando, a situação com
teoremas do tipo Lindenstrauss já muda um pouco. Em 2002, R. h'l. Aion, D. García e NÍ. Nlaestte
em [.AGX1031 provaram que o conjunto dos polinõmios 2-homogêneos contínuos em X, cuja extensão
canónica definida. ein X- atinge a norma, é denso em P'(2X). Já ern 2006, foi provado um teorema
do tipo Lindenstiauss para aplicações Aí-lineares por N'laría D. Acoita, Domingo García e R'lanuel

Nlaestre l.ÀGN1061.

Este trabalho foi estruturado da seguinte maneira. No Clapítulo l expomos alguns resultados
básicos de Aná[ise Funcional, ap]icações mu]ti]ineares e po]inõmios ]V-hoinogêneos. Há. também
uma seção que trata sobre extensões desses tipos de funções, como as extensões de itens l.àre31al,
as extensões de Aron-Beiner l.AB781 e as extensões de Davie-Gamelin IDG891.

No Capítulo 2 apresentamos uma demonstração do Teorema de Bishop-Phelps IBP631. Para
isso, é necessário estudam alguns resultados sobre funcionais e pontos suporte.
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xii INTRODUÇÃO

O Teorema de Lindenstrauss ILin631 para operadores é provado no Capítulo 3. Inicialmente,
provámos uma caracterização importante dos operadores cujo segundo adjunto atinge a norma.
Posteriormente, apresentamos um lema onde construímos uma sequência de Cauchy em r(X, y)
que será imprescindível para a conclusão do teorema principal. Ainda nesse capítulo, exibimos a
demonstração de dois resultados apresentados por R. Aros, D. García e NI. Itlaestre em IA.GN103j,
onde mostram a validade de teoremas do tipo Lindenstrauss para aplicações bilineares e polinõmios

2-homogêneos.
Já no Capítulo 4, mostraremos a prova do teorema de Lindenstrauss para aplicações N-lineares

feita por l\.{. D. Acosta, D. García e Nlt. lx:laestie em [.AGN106j.

Finalmente, no Apêndice, é apresentado a demonstração do Teorema de James como feito em
IN:leg981.



Capítulo l

Preliminares

Neste capítulo, vamos apresentar os principais resultados que usaremos no decorrer desse tra-
balho. A maioria dos resultados podem ser encontrados com todos os detalhes em IN:leg98i.

1.1 Resultados Básicos

Se X é um espaço notmado complexo, então denotaremos por XK o espaço X sobre R tal que a
operação multiplicação por escalar é restrita ao corpo dos números reais. Para servir de auxílio aos
próximos capítulos, enunciareinos um fato básico bastante útil na demonstração de alguns resultados
envolvendo espaços complexos.

Teorema l.l.l ([l\leg981, pg. 72). Seja X um espaço normado complexo

(a) Se «* C X*, e«tão z*(z) iü* (ir), onde u* = Rez*

(b) Se tl* C (XR)* e definimos z* pela fórmula em (a), então z* C X*

(c) Se =* C X* e u* Re(z*), então llz*l EI«*ll

Usaremos diversas vezes a seguinte versão do teorema de Hahn-Banach no Capítulo 2

Teor'ema 1.1.2 (IJi.991, pg. 82). (Teorema de Separação de Hahn-Banach) Sejam C' e -B
subconjuntos convexos não vazios de um espaço normado real X tais que int(B) # 0 e Onint(.B) = ü.
Então, existe z* C X* não nulo tal que

::p "*(') $ :ilÊ :«'(d

Definiremos agora uma tipologia sobre o espaço X'''. Se X é um espaço normado, então definimos

uma topologia localmente convexa. em X* chamada topoZogía .#'aca-estrela e denotado por w*. Tal
topologia é dada pela seguinte base de vizinhanças da origen:t

}''(0, Jçi r«,c) {#* c X* lz'(zj)l < c, l $ .j $ «} ,

onde zi, . . . , z,, C X e c > 0. Nos ptóxirnos capíttllos, usaremos diversas vezes a seguinte caiacteri

zação para convergência na tipologia w*

l
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Proposição 1.1.3. Sejam / uin conjunto dirigido e (r{)ic/ C X* uma rede em X*. Então, a;: "' z*

se, e somente se, z;(z) --> z*(r), para todo # C X.

Os teoremas de Banach-Alaoglu e de Goldstine são usados vez por ouvia nos próximos capítulos
e, poiisso,são aqui enunciados.

Teorema 1.1.4(]Nleg98], pg. 229).(Teorema de Banach-Alaoglu) Sda X um espaço normado

Então B.X. é w*-compacta.

Teorema 1.1.5 (INleg981, pg. 232). (Teorema de Goldstine) Seja. X um espaço nonnado e
considere a imersão canónica de X em X". Então B.v" = Bx--

1.2 Aplicações Multilineares e Polinõmios Homogêneos

Nesta seção, daremos um breve I'esumo sobre aplicações multilineares. Definimos as aplicações
multilineares simétricas que servirão de suporte para o estudo dos polinõmios homogêneos. Todos

os resultados foram baseados na referência INluj861.

Seja ]V C N. Sejam também Xt, . . . ,XW e y espaços normados sobre K. Denotaremos por

É.(W(Xt x . . . x XN), y) o espaço vetorial de todas as aplicações N-lineares -Á : Xt x . . . x XW --} y.

Para cada .A C r.(W(Xi x . . . x xJV), y), definimos

l.'1ll {ll,4(zi, . . . ,ZN)l zj € X, max llzjll $ 1}

e notemos que esta função define uma norma no espaço das aplicações Aí-lineares contínuas, que
denotamos por Z(Ar(Xt x . .. x XW),y). Quando Xi = ... = XW = X, escrevemos Z:(WX,y).
Quando ]V = 1, denotaremos r(tX, y) por Z:(X,y). Já quando y = IK, simplificamos a. notação

r(lv(Xi x . . . x XN), K) para a notação r(X(Xi x . . . x XX)).

Proposição 1.2.1 (IXluj861, pg. 2.). Sda N C N e considere os espaços normados Xi, . . . ,XJV e

y. Se .4 C r.(P''(Xi x . . . x XN), }''), então as seguintes afirmações são equivalentes:

(a) ..4 é co«tí-*

(b) -A é contínua na origem

(c) ll.All < «,

(d) Existe À/ > 0 tal que ll..4(zt,...,ZJV)ll $ /a.íllztll ... 11=«11, para cada (zi,...,nW) C Xi x

x.XN.

Proposição 1.2.2 (INluj861, pg. 2). Se N c N e y é uln espaço de Banach, então e(/v(Xi x . . . x

xJV), y) é um espaço de Banach pala quaisquer espaços noitnados Xi, . . . , XX.

Sejam X e y espaços noi'medos sobre K e ]V C N. Denote por SIV o conjunto de todas as
peimutações0 : {1,.. ,N} --lÍI,. .,Ar}. DizeinosqueumaaplicaçãoA : XW = X x .. x X -} y

N-- Bebes
ê sáméÍ7'ica se

.A(=o(t),.- -,zo(N)) = -A(açi,..,ZA,),
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para quaisquer zl,. . .,zN C X e qualquer permutação a C $N. Denotamos por ra.(JVX,y) O
conjunto de todas as aplicações N'-lineares simétricas de XIV em }'' e por Zs(NX, y) o conjunto das
aplicações N'-lineares simétricas e contínuas.

Uma função P : X a y é um poZínó7náo Ar-homogéneo se existe uma ap]icação ]V-linear .4 C
1:.(XX,y) tal que P(aç) = .4(g,... ,z) para cada z C X. Denotamos por 7).(XX,y) o espaço

vetorial de todas os polinâmios N-homogêneos de X em y. Denotamos por P(WX, y) o subespaço

de todas os polinõmios N-homogêneos contínuos de X em y. Para cada P C P(XX, y), definimos

lpll «plllp(z) - c x, 11:«11 $ i}

e notemos que esta função define uma norma no espaço indicado. Quando y = IK, escreveremos
simp[es:nente Pa(NX,]K) = 7'.(/VX) e 7'(XX, ]K) = P'(XX).

Pma cada. .4 C C.(XX, y), seja -Ã c P.(XX, y) definida por .Â(z) = .4(z, . . . ,z) para cada
zCX

Teorema 1.2.3 ([\:luj861, pg. 12). Se.jam X e y espaços normados e .A C C.(XX,y). Então

(a) a função .4 -} ,Â induz um isomorfismo ente'e Z:..(XX, y) e Pa(NX, y);

(b) vale a seguinte desigualdade

llÂll $ 11'lll $ Çíll.Â

Corolário 1.2.4. Sejam X e y espaços normados sobre IK e N c N. Se P c P.(lvX,y), então
existe uma única ap]icação ]V-linear simétrica A C r-(XX,y) tal que P(z) = .4(z, . . . ,z) pala
cada. z c X.

Dizemos, portanto, que A é a aplicação mulbilinear associada ao polinõinio .A. O Teorema 1.2.3

nos dá uma. ótima feira.menta pala associarmos as normas de um polinõmio homogêneo e de sua
aplicação multilinear associada.

Corolário 1.2.5. Sejam X urn espaço formado sobre K e y um espaço de Banach. Então P(J''rX, y)
ê um espaço de Banach, para cada. N C N.

Proposição 1.2.6 (INluj861, pg. 13). Sejam X e y espaços normados. Para cada P € P.(WX,y)
as seguintes aârmações são equivalentes:

(a) P é contínuo

(b) P é limitado em toda bola de raio finito

(c) P é limitado em alguma bola aberta

1.3 Extensões de Aplicações Multilineares

Nesta seção descrer eremos extensões de aplicações multilineares contínuas. Tais extensões são
de fundamental importância pma o entendimento do trabalho, principalmente a partir da metade
do terceiro capítulo. Definimos primeiramente as erterzsões de trens para aplicações bilineaies
contínuas, feitas por Richaid Arens em 1951 nos artigos ].àie51a, .àre31b]. Depois disso, passamos
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para as ezte7&sões de Á70n-Berner feitas no artigo [.àB781 e estudamos as eaferzsões de Daz;ãe-GameZilz

IDC801. Por fim, mostramos que todas essas extensões coincidem. Para mais informações sobre essas
extensões e suas variadas uti]idades consu]te ILas01, SGV00, X]ilr]01.

1.3. 1L Extensões de Arena

Sejam X, y e Z espaços de Banach sobre um mesmo corpo ]K Considere uma aplicação bilinear
e contínua .4 : X x y -+ Z. Então, Á goza das seguintes propriedades:

(1) .A(Àzt + r2,y) = À.A(zi, y) + .4(z2,y),

(2) .A(z, À3/i + 3/2) À.A(z, 3/t) + Á(=, 3/2),

(3) ll.All = sup ll.4(z,y)ll É .Af, para algum .A/ > 0,
=,yç.Bx

onde À c ]K, r,zi,z2 C X e g/, g/t, Z/2 C y

Definiremos, a pm'tir da. aplicação bilinear contínua .4, uma outra aplicação bilinear e contínua
Át conhecida como a ap/ácação bã/inear adOurzfa ou pümeáro adyünlo de .4. Tal aplicação é definida
por .At : Z* x X --> y* e é dada por

.4' (,* , z)(y)

para quaisquer z* C Z*, z C X e # C y. Vmnos provar que, de fato, .4t é bilineai e contínua, ou
seja, que satisfaz as propriedades (1), (2) e (3) acima.

Pa.ra cada g C y, temos que

.A'(À,; + .;, z)(y)
def

def

(À;; + ,;)(.4(z, g/))

À;;(.A(z, 3/)) + ;;(Á(z, g))

À.A'(z;, z)(y) + A'(z; , =)(g)

(À.A'(.;, z) + .A'(.;, z))(y),

ou seja, A'(Àz; + z;, z) = ÀÁ'(z;, z) + .A'(z;, z), para cada À C K, zT,z; C Z* e z c X. Análoga
mente, para. cada y C y, temos que

.4'(,', Àzi + z2)(y) def

(1 )

def

z*(,4(À=t + z2, Z/))

z* (À.A(zi, Z/) + .A(=2, y))

À,*(-A(z: , 3/))+ ;*(.'1(=:, 3/))

À-4'(z*, zi)(y) + .A'(z*, z2)(y)

(À.A'(;*, z:)+ .A'(;*, #,))(Z/),

ou seja, A'(z*, Àsi + z2) = ÀA'(z*,zt) + .A'(z*, aç2), para cada À C K, z* C Z* e zi, z2 C X. Então

,4t satisfaz (1) e (2). Além disso, para cada y C y, temos que

l.A'(;* , z) (3/)l :*(.A(z,Z/)) $ 11.*1111À(z,Z/)ll $ 1lz*llllzllllZ/1111.A
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Portanto, para. cada z* C Z* e z C X

ll.A'(.*,z)ll $ 11z*ll ll=llll.'1ll

Ou seja, At é uma aplicação bilinear contínua que satisfaz ll.atll $ 11..4ll.

Podemos, então, definir o segzlndo adUunfo da aplicação bilinear contínua .A : X x y --} Z poi
.A" = (.4t)t. Assim, .4t' : y" x Z* -+ X* é dada por

.A"(y**,;*)(z) ('*,z)),

para quaisquer y** C y-, z* C Z* e a; C X. Analogamente ao que acabamos de fazer, temos que
.4U é uma aplicação bilinear. Tal aplicação também é contínua como nos mostram os cálculos a
seguir. Para cada z € X, temos que

.A"(y**, z*)(z)l 'V IV**(À'(,*,=))l
$ 11z/"1111,*llll,1111.4'll

Logo, ll.'i'*ll $ 11All, já que ll..4'll É ll.4ll.

Fazendo este procedimento mais uma vez, obtemos o cerce ro adyunlo de A,

Áttt : X** x y** ---> Z**

dado por
.4"'(z", y")(,')(.A"(g/", '*)),

para quaisquer sç" C X-, y** C y" e z* C Z'. Novamente, ,'lttf é uma aplicação bilineai contínua
definida em X** x y" que satisfaz ll-Atull $ 11All.

Através das inclusões canónicas õx : X --} X", õr : y --} y" e õz : Z --> Z", queremos

mostram que a aplicação Áttt se comporta como uma espécie de extensão de .A no seguinte sentido:

.'l"' (õx(z), Õr(Z/)) = Õz(.A(z, y)). (1.1)

Com efeito, para cada z C X e cada y C y, temos

..'l"'(Õx (z) , Õr (y))(z* )
def

def

def

Õ.K (z)(Á"(Õy (3/) , z*) )

Á" (Õ}' (y) , z*)(z)
õr (3/)(.A'(;* , z) )

Á' (,* , n) (Z/)

z*(.A (=, y))

Õz(.A(z , y))(;*) ,

pala qualquer z* C Z*. Isto prova (1.1). Assim, como já temos que ll..4tttll $ 11,4ll e pelo que vimos
acima, segue que ll,4&ttll = ll.All. Dizemos que .Attf é a. phmei7'a ezlelzsâo de Á7crzs de .A
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Uma outra extensão de .4 também pode ser considerada. Se .4 : X x y --} Z é uma aplicação
bilinear contínua definida em X x y, definimos a frarzsposfa de Á como sendo a aplicação bilinear
contínua. ..47' : y x X --} Z dada por

,4l"(y, z) (z, y),

para cada. g/ C y e cada r C X. Pelo que fizemos acima, temos que A7'tü é uma extensão de .Ar e,
então, a aplicação Ártft7' é uma. extensão de .A, chamada segunda extensão de Arena de .4. Além
disso, temos que ll..4r"*rll = ll,4ll, pois

IÀll

0

ll.47'"'ll = ll(..'P"'")a" .4r"trl

QuaJido -A : X x y --} Z é uma aplicação bilinear e contínua, podemos caracterizar as extensões
.4tfÍ e .47'tttr através de redes w*-convergentes. É o blue fmemos a partir de agora. O Lema 1.3.1
nos dirá que, para cada g** C }'- fixado, a aplicação .Atft( - , 3/") : X" --} Z" é w*-w* contínua.

Analogamente, para cada z" € X" fixado, a aplicação -Ar"'l.'(z", . ) : y" --} Z" ê w'-w*
contínua. A partir daqui, não faremos distinção entre (5X(3) e aç, para cada z C X.

Lema 1.3.1. SejaJn X, y e Z espaços noimados. Seja .4 : X x y --} Z uma aplicação bilinear e
contíitua.

(a) Se (z.) C X é uma rede em X tal que z..

.'!'"(z" , g/") lim .'l"'(«., y"),

pala cada g/" C y"

(b) Se (yP) C y é uma rede em y tal que 3/a -:!5 y**, então

..lrttc'r(z" , y") - liP Ártttr(z", Z/P),

para cada z** C X"

Z)em07}sfmção. (a) Tome (z.) C X uma rede em X tal que z. Daí, z.: (z*) --+ 0, para cada
r* C X*. Portanto, para cada z* C Z*, temos que

lim .4"'(aç., 3/**)(z*) 'E' lim #.*(Á"(y**, z*)) = 0
C

pois Àtt(Z/",z*) C X*. Assim, se z. -!5 z-, então z. r" -!$ 0 e, portanto, lim« À"t(z..
z",g/")(z*) = 0, para cada z* C Z*. Como ,4:Ít é bilinear, segue que

li:n À'"(z. - z"*, y")(;*)
lim .,4'"(z.. , 3/")(,*) .4"'(z", Z/")(z*)

para cada. z* C Z*: ou seja, .A"'(#**,3/") = liin« 4"*(z.:,y").
(b) Tome (gP) C y uma rede tal que ya -!!+ 0. Ente.o yp(3/*) a 0, para cada y* C y*. Logo:
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lim .Ar"'7' (z" , 2/P )(z*) liga Ár"'(Z/P, "")(z*)
'E' limyB(Ár"(=**,z*))

Õ

0,

pois -ÁT'*(z-,z*) C y*. Daí, segue o resultado. n

Lema 1.3.2. Se.jam X, y e Z espaços formados. Seja .A : X x y --} Z uma. aplicação bilinear e
contínua

(a) Pala cada n** C X** e y C y, temos

A"'(z" , ÕV(y)) = .Al"'"r(z-: Õr(g)).

(b) Para cada y" C y" e z € X, temos

.4*'*(Õx(z), y**) = .4r"'r(Õx(z), g/")

l)emonslração. (a) Veja que para. cada z* C Z*, temos

.4"'(z", Õr(y))(z*) 'Y z"(.A''(Õr(3/), z*))

..ll'"*r(z-, Õr(Z/))(z*) = .Ar"'(Õy-(3/), z")(z*)
'b' Õr(y)(.A7'"(:«**,z*))

.4'" (z" , ;*)(y)
z-(ÀT' (z* , 3/)) .

Assim, como ,4"(.5Y'(y),z*) e Á'r'(z*, y) são elementos de X*, segue que pala cada z € X, temos,
respectivamente,

.A"(Õr(#), z*)(=) 'Y Õr(g/)(Á*(z', z))

A'(,* , z) (y)

z*(.A(z, y) )

.AT'(z*, 3/)(z) 'S' z*(.'1l"(y,=)) = z*(Á(z, y)),

o« seja, .4"*(z", óV(y)) = Ár"'l'(z", õr(y)), pa:a cada z** € X** e # c y

e
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(b) Ve.ja que, pala cada z* C Z', temos

.A"'(Õx(z), y")(z*) 'lg Õx(a)(A*'(Z/**, z*))

A"(y" , ,*)(z)
dEí 3/-(.A'(z*,z))

e

..!'r"'l'(Õx(=), 3/")(z*) = .A7'"'(y", Õx(z))(z*)

'!F Z/-(.A7'"(Õx(z),z*)).

Assim, pma cada Z/ € y
.A'(;', z)(Z/) d$r ,*(.4(Z, y))

e

..4rtt (õx (z) , z* ) (y) Õx (z)(.AT' (z* , y))

..'l''(;* , Z/)(z)

z*(.A7'(g, z) )

,*(.A(z, 3/)) ,

ou seja, .A"'(õx(z), y**) ,.irtttl"(.5.x(z), y"), para cada z C X e Z/** C y-
D

Lema 1.3.3. Sejam X e y espaços normados. Dados z" C X**, uma. rede (aç.) c X tal que

-115 z**, y** C y" e uma fede (#P) C y tal (lue yP , temos

(') 'l"'("", p") - ii" iiP -A(". , z/p),

(b) 'l''"''("", z/") - iP iP 'l('., z/p)

Z)e7r20TzsÉ anão. De fato, segue dos lemas 1.3.1 e 1.3.2 que

iP iy: .4(:«.. , yp ) iPi :A"'(".,yp)
lim lü" ÁT'"l'("., yp)

h:-: .,4'"'r(z. , y- )a
Ih« À"'(z.., g" )

.A"'(z" , y").
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iP t9 .A("« , z'p) iP IP .4"'("-, võ)

tP Á"*("" , pp)

Ih.« .A'"''("** , Z'P)

,4l''"'r(z- , g/-).

n

Em consequência de todos estes resultados que provámos até agora, fica fácil justificar a de-
monstração do seguinte teorema.

Teorema 1.3.4. Sejam X, y e Z espaços normados. Se.ja .A : X x }' --} Z uma aplicação bilinear
e contínua. São equivalentes as seguintes afirmações.

(a) Á"' = -Artttl''

(b) Para cada z" C X" e Z/** C y-, existem redes (z.) C X e (yP) C y com iç. -!5 :r- .

g/# -!:=+ y** tais que

iP iP A('«, yp) - iP i9 ,4(,., yp)-

Observemos também um fato importante. Lembre-se que uma aplicação bilinem Á é simétrica
se -Á = .4r. Então, supondo que ..'l é simétrica e que -Attt = ,4rtttr, temos

.4rttt7' . (.Ar)H'r = .,4üt'r (.A'") I' ,

isto é, .AtÍt é uma aplicação bilinear simétrica. Reciprocamente, se Attt = .4tür e .4 ..4r, então

.4*'* = (.4'ry"a" = Á

Para terminar essa seção, note que se X y e z. -!5 z-, então

4'" (z" , r") lim lin) .A(z« , z...)

lim lim ..4"'(z.. , z. )

lim 'l"' (z" , a. )

hm ..4a""'7' (z" , z. )(1

,4rt"r(z** , a") .

Observe que o Lema 1.3.3 nos diz que .4tff e Á'reter podem ser descritos através de redes w*
convergentes independentemente da escolha de tais redes. Foi isso que utilizatnos na primeira igual-
dade acima. Isso nos ajuda. a definir a extensão canónica de um polinâmio 2-homogêneo: se P é
uin polinõmio 2-homogêneo definido em um espaço de Banach X e Á é a sua aplicação bilinear

simétrica associada, então a ezfezlsão canónica de P pala o bidual X" é definida como sendo

P(z") Á"'(z", #") = .4r"'r(z-, z-),
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para cada z** c X*'. Ein IDC891 é provado que ljPll = llPll, onde P é um polinõmio Ar-homogêneo.
Veja também [Pe101]. Usaremos essa extensão pala provar o Teorema 3.3.1 no Capítulo 3. Em geral
temos que ll..4tttll = ll..4rütl"ll, mas ,4ttt # .4rtttr. Veja por exemplo l.àGN'1031.

1.3.2 Extensões de Aron-Berner

Nesta e nas demais seções, estaremos interessados em extensões de aplicações multilineares cujo
contradomínio é o corpo K. Na verdade, podemos definir similarmente extensões pala aplicações

multilineares do tipo -4 : Xi x . . . x XX --} y, como podemos ler em ILas011. Dada uma aplicação N-

linear .A c Z:(W(Xt x . . . x Xx)), estamos interessados em obter uma extensão ãl : XÍ* x . . . x Xi' -+
]K de ..'! no seguinte sentido: para quaisquer zl € Xi, . . . , ZN C XiNr, temos que

A(Óx. (zi) , , õx,, (zx)) = -A(zl, . . . , zjv), (1.2)

onde õx: : X{ --} X;* é a inclusão canónica de Xi em X;*: com { = 1, . . . , Ar. Pala isso, usaremos

uma construção devida a Richard Nt. Aron e Paul D. Beiner em IAB781. Tal construção nos dará
extensões de uma aplicação /V-linear, como desejado, que ficaram conhecidas como extensões de
.4l-on-l?erner. Clom o intuito de ilustrar este método com mais detalhes, consideremos primeiramente
o caso N = 3.

Sejam Xt,X2 e Xa espaços de Banach sobre um mesmo corpo K, e ''l C r(3(Xi x X2 x X3)).
Seja também z3 C X;*. Definimos uma aplicação

Zã : Z(3(Xi x XZ x X3)) --> r('(Xi x X2))

por

2ã(@)(:«i,r2):= z3(@(zl,z2, .)),

onde @ C C(3(Xi x X2 x X3)) e Ó(zi,a2, . ) : X3 aplicação linear contínua definida em
X3 dada por

@(zl,z2, . )(z) = Ó(zi,z2,z),

para cada a: C X3. Então 2ã é uma aplicação linear, já que para. quaisquer Ói , Ó2 C r(3(XI x X2 x X3))
e À C IK, tem-se que

2ã(@i + ÀÓ2)(=1, =2)
def

z3((éi + Àó2)(=i,zz, . »

Z3(@l(«:l,Z2, - ) +À@2(ZI,Z2, - ))

z3(ét(zt,z2,)) + Àz3(é2(rt,=2,

2ã(@i)(ai , z2) + À2ã(@2)(zi, z2)

(2ã(ói) + Àzã(é2))(zi, z2)

))

para qualquer (n,z2) c Xi x X2, ou seja

©(@l + À@2) ) + À%(@2)
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Além disso, Zã é uma aplicação contínua como nos mostram os cá.lculos a seguir

«-;: "".:,«"Ihall «p lla(é)
llÓll

suP
llÓll=i

s«p l«(é(z:,,:, . )l l
llr{ ll=i /

. i-1,2 /

;i:.«"''-,« «
/ / \ \

s«p l s«p l s«p I'é(,:,«,,.)1) l
H+H-t \.u=11;: \H,H

suP
ll#ll=t

ll.3ll<

llz3ll

llzall<

Feito isso, definimos uma outra aplicação linear da seguinte maneira: se.ja z2 C X;* e considere

Zã : É('(Xi x X2» ---} E(:(Xt)) xf

dada.por
%(Ó)(Z1) = ,2(Ó(ZI, . )),

onde é € É(2(Xt x X2)) e @(zl, . ) : X2 -+ IK é a aplicação linear contínua dehtida enl X2 por

@(ZI, - )(Z) = Ó(ZI,3)

para cada z c X2. Sendo assim, temos que zã é linear e satisfaz a. desigualdade llzíll $ 11z2ll

Finalmente, seja zi C Xr*. Podemos, então, definir

q' : C(:(Xi)) H XÍ ----+ K

por
q'(z:) .:(zi),

onde aç; c Xt*. Assim, zi' é linear e satisfaz llzi'll $ 11zt
Considerando essas três aplicações, estamos agora em condições de definirmos tema extensão cla

aplicação trilineai ,4 C C(3(Xt x X2 x X3)). Se zi C Xr*, z2 c X;* e z3 C X;*, então a função

.A : Xi** x .Ka* x X** --> K dada por

A(.: , ,, , «) n' o % o ©(-.4)

é uma extensão de .4 para Xi+* x X;* x Xã* chamada erterzsão de 4rorl.-Berrze7' de Á. X/amos provar

que Ã c Z(3(XÍ* x X;* x X;*)) e que, de fato, acontece de Á ser uma extensão cle .4, ou seja,

Á(õX. (ZI) , õX, (Z2) , õX; (=3)) A(#l, #:, z3) , (1.3)

pa-ra cada (zi , z2, z3) C Xt x X2 x X3. Para a linearidade ein cada coordenada, note que as aplicações
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2Í, Zã e Zã gozam da seguinte propriedade

,in +À,:n - ;ío +Àzln,

onde zli),zi2) C Xi+ e À C K. Por exemplo, se { = 2 e zii), zá2) € X2*, então

zá0 + À;êD(@)(ai)
def

def

(,!D + À,$D)(ó('-, - ))
,SU(ó(z:, . ))+À,á (é(zt,

;áU (Ó)(zi) + À4Q (Ó)(ri)

(zâ0 + ÀzÁD)(@)(zl),

))

para quaisquer Ó C ,C(2(Xi x X2)) e açi C Xi. Logo, zi) + Àzi2) . zêi) + Àzâ2) e, portanto,

7(zl , zâ0 + À;$q , ,;) q-o(zS0+Àzá )o%(Á)

a' . (zlD + Àzâ4) . a(Á)
8- . zSn o %(A) + À(%' o ;in o ©)(.A)

ã(zl, záD , z:) + À'Ã(,i, zSa, z;).

Portanto, ãl é linear na segunda coordenada e, fazendo o mesmo para as demais coordenadas,
temos que Á é uma aplicação trilinear. Antes de provar que .A é contínua, usaremos as definições
das funções Zi,% e Zã para pi'oval (1.3). Com efeito, pai'a quaisquer zi C XI, z2 c X2 e =3 € X3,
temos

ã(õx:(zt), õx:(z2), õ.v;(z3)) õx. (zi) o õx,(za) o Õx,(z3)(.A)

&B;D (&:a . &XMU))

Note que
õx,(z2) o õx,(g;3) : r(;(Xt x X2 x X3)) -} C('(Xi)) = XI',

ou seja, õx,(z2) o õx:(z3)(.A) € X;. Logo, pela definição de q', temos

ÕX.(ZI)(Õ.Y,(=2) o ÕX,(z3)(A)) ÕX.(ZI)(ÕX,(Z2) o ÕX,(Z3)(.4))

(õ.y,(r2) o õx,(z3)(.'1))(=i)

õx, (:«2) . õx, (za)(A)(zi)
õ.K, (22)(õx, (z3)(.A))(zt) .

Agora, co:no ii;Íi;ã : Z(:(XI x X2 x X3)) -+ É('(Xi x X2)), temos que iS.;l;ili;Ú(A) C É('(XI x
X2)) e, pela definição de %, temos

õX, (=2)(õX, (Z3)(Á) )(ZI ) õX:(=2)(õ.K,(Z3)(Á)(rl, . ))

ÕX, (=3)(Á)(ZI, . )(Z2)

Õ.K; (z3)(Á)(;n , z2) .
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Pela definição de Zã, obtemos

õX, (#3)(.'1) (ZI, r2 ) Õx,(za)(A)(zt,z2, )

A(zl,32, . )(z3)

.A(z - , z2 , z3) .

Isto prova que A é uma extensão de Á para Xi'* x X;* x Xã* Finalmente, temos

71 s«p l7(zt,,2,,s)l
ll;ill=i
{=1,2.3

suP IH'o%o Zã(Á)
ll {ll=t
{:=1,2,3

ll.4ll s«P lln'llll©llllall
llzíll=i
Í=1,2,3

ll..all s«p ll;:llllz2llll«ll
ll' ll=i
-1.2,3

ll.4ll.

<

<

<

Poi outro lado, como ll.Ã11 2 11..4ll, já que ã é uma extensa.o de Á, segue que ll.4ll = ll.AI
Em resumo, dado -A C C(3(Xi x X2 x X3)), conseguimos uma aplicação trilinear contínua

ã c É(3(Xf* x X;* x Xã*)) definida em X;* x X2* x Xã* que satisfaz as seguintes propriedades:

(a) ll.'1ll

(b) 7(õx.(zi),.5x,(z2),õx,(z3)) = -A(zi,z2,z3), sejaqud foi a tripla(zi,a2,r3) C Xi x X2 x X3.

Observação: Observe que a extensão .4 que obtemos para Á foi encontrada estendendo primei-
ramente a última variável da aplicação trilinear Á. Entretanto, poderíamos ter escolllido qualquer
uma das variáveis para começar. Por exemplo, vamos iniciar estendendo a segunda variável e, em
seguida, a primeira. Considere

.At : Xi x X2* x X3 + ]K

dada por
.4:(zl , « , z3) «(-A(at, - ,«3)),

onde zi C Xi, z2 C X;*, z3 C X3 e .A(zl, - ,z3) : X2 --> K é o funcional linear contínuo definido

por
A(:«l,. ,r3)(z) = .A(zi,z,r3),

para cada c X2. .Agora, defina

Á2 : Xl+* x X2* x X3 + IK

pondo

.42(,1, z2, za) := zl(AI( ,, , Z3 ) )

onde zi C X;*, z2 c X;", z3 C X3 e Ái( - , z2,z3) : Xt --} IK é o funcional linear contínuo definido
por

ÀI( - , Z2,Z3)(Z) = .'il(#, «, Z3),
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pala cada z C Xi. Finalmente, se.ja

.43 : Xf* x X;* x X;* --F K

dada por
.A3(;1, «, «) «(.42(,i,za, ' )),

onde zi C XI'*, z2 C X; , z3 C Xã* e .42(zl,z2, . ) : Xa } ]K é o funcional linear contínuo dado
por

.A2(:1,,2, . ) := Á2(,1,,2,=),

para cada r c X3. Assim tomando Á = .43 temos que

Á(õX: (ZI) , õX, (Z2) , õX, (Z3) ) Á3(õX:(ZI), óX,(Z2) , õX,(Z3))

õX, (Á2(õX. (ZI),õX,(n2), - ))

.A2(Õx: (zi),õx,(z2), . )(z3)

.A2 (õ.K: (ri ) , õx, (z2) , zs )

õx. (zt)(.4t( . ,õx,(z2),z3))
ÁI( - ,õX:(Z2),Z3)(ZI)

.'ll (ZI, ÕX, (a2) , Z3 )

õx, (z2)(A(zt, . ,z3))
Á(n, - ,z3)(z,)
.A(zl,z,,z3)

pala quaisquer ri C Xi, ç2 C X2 e r3 c X3. Além disso, ll.all := ll.4311 ;: ll.4ll. Note que, fazendo
analogia com os zi's definidos anteriormente, essencialmente, o que fizemos acima foi o seguinte:

(1') Definimos a aplicação © : r(3(Xi x X2 x X3)) -+ Z('(Xt x X3)) por

}(é)(zi, z3) := ze(ó(zi, , Z3)) ,

onde z2 C X;* e @ C r(3(Xi x X2 x X3))

(2') Definimos Zi' : ,C('(Xt x X3)) -+ É(:(X3)) por

8'(é)(za) := zi(ó( . ,z3)),

onde zi C XJ'* e Ó C r(:(Xi x Xa)).

(3') Definimos a : r(*(XS)) H X; --+ K por

©(.;) : «(z;)

onde z; C .X3+ e z3 C X3+z3 e



1.3 EXTENSOES DE APLICAÇOES NIULTILINEARES 15

(4') E, por fim, definimos a extensão de Aron-Bet'ner .A de À por

Á(,:,«,«) == .z3 o.ZI o.Z2

onde zi C Xi++, z2 C X2* e z3 C X3+

Com isso, existem 6 = 31 maneiras de estendem uma aplicação .A C r(3(Xi x X2 x .Xa)). Passamos

agora a consideram o caso geral.

Sejam -A € C(X(Xt x . . . x XN)) e zj c XJ". Definimos

r(J(Xi x x XJ)) -+ ,C('Í':(Xt x x -X, i))

por

%(,A)(=i,...,zj i) = zj(.4(ri,...,zj-i,.)),

onde À(ri, . . . , =j--i, . ) : Xj --} ]K é o funcional linear dado por

.Á(#l, : "j-:, . )(3) ,3j i,z),

para cada iç C Xj. Então, % é linear e satisfaz a desigualdade 11011 $ 11zjll. Assim, dado .A C

Z:(W(Xi x . . . x XX)), definimos a aplicação 7 C Z(X(Xf* x . . . x X#)) por

Á(zl, ,x) : . . . . %'(.A),

onde z{ C X;*, para cada i 1, , /V. Logo, pela definição dos %'s, tem-se

.'l(õx: (zl), . . . , õx,., (zJV)) ÕX: (zi ) o . . . . ÕX,. (ZA,)(.'!)
..4(z: , . . . , z.v),

pala cada (zi,... ,=x) C Xi x ... x XX. Além disso, como llqll $ 11zjll, para cada j, temos

IÀll = llAll. Novamente, veja que poderíamos começar a construir a extensão .A de A por qualquer
uma clãs variáveis e, portanto, existem NI maneiras distintas pala. estendem a aplicação .4. À.leis
especificamente, poctemos definir uma extensão .4 de Á, por

À('1, . . . , '/«) : . zãiM'('{) ,

onde a é unia pennutação do conjunto de índices {l, . . , .M} e os ZÕtã's são definidos de maneira a
fazer sentido a composta. Estas extensões são conhecidas como ezíellsões de Arda-Ber"zzer.

1.3.3 Extensões de Davie-Gamelin

Em 1989 Alexander R{. Davie e Theodore Hr. Gamelin forneceram um método simples para obter

extensões de aplicações multilineares IDGS01. Este método é descrito a seguir. Dado zj € XI'*, pelo

Teorema de Go[dstine, existe uma rede (=aj) c XJ ta] que õ.X,(=aj) "' zj, ou seja, para cada
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r; C XI', tem-se õ.K,(z-,)(z;) --+ zj(";). P"t'nto,

%(.'1) (zi, . . . , z.j-i) q(-A(=i, . . . ,zj-t, . ))

lim õx,(z.,)(.4(zi, . . ., "j-:,
ctj ' '

lim .A(zl,. . .,zj l, . )(z.,)
aj '

ljm .4("I, . . . , z.j-t, z.., ),

))

para cada .j :: ], . . . , ]V. Logo,

À(z: a' . - . . . @(..4)

lim . . lim Á(z..., . . . ,#..,,)
zal "»zl =aN "Fiar

onde (z.*.) são redes w* convergentes para zi, para cada { = 1, . . . ,N. Isto nos diz que podemos

definir a extensão de Aron-Berner da seguinte maneira: dado .A C Z:(X(XI x . . . x XW)), definimos

]l € r(X(Xf* x . . . x X#)) por

}im
Zctl -''lZI

lim .4(z..,. . . ,z.,,),
zaN ''PZN

onde z.. -:!'' z{, para cada á = 1, . . .N. Esta forma alternativa de escrever a extensão de .A é

chamada de ea;tensão de l)adie-Gamelãn de .A C É('V(Xi x . . . x xJV)).
Note que da mesma maneira que as extensões de Aron-Berner, é possível estender uma aplicação

.4 € C(W(Xi x . . . x xJV)) de NI maneiras distintas, uma para cada ordem dos limites acima. Sendo
assim, podemos definir a extensão de Davie-Gamelin de uma forma mais geral. Dadas uma aplicação
..4 c Z:(X(Xi x . . . x XN)) e uma pelmutação 0 do conjunto {l, . . . , N}, definimos

.'!o(,1, . . . , ./«) li"l - !im Á(zd:,. . . ,za,,),
do(x) do(1)

(1.4)

onde z.í. -:!-> zí pala cada { 1, /v

Na verdade, colho vimos nos cálculos feitos acima, as extensões de Davie-Gamelin e de Aron-
Berner são as mesmas. Note também que as extensões de Davie-Gamelin coincidem com as extensões
de Arena, como vimos no Lema 1.3.3. Isso faz com que as extensões de Davie-Gamelin, de Aron-
Bernei e de trens sejam as mesmas, no fim das contas. Pot isso, no Capítulo 3, faremos uso apenas
das extensões de Davie- Gamelin por serem mais convenientes para os cálculos.



Capítulo 2

O Teorema de Bishop-Phelps

2.1 Introdução

Um funcional z* c X* atinge a norma quando existe zo C Bx tal que ll=*ll = lz*(=o)l. Em
inglês os funcionais que possuem esta propriedade são adjetivados de nora affaínãng. Em 1957,
Robert C. James provou que um espaço de Banach separáx'el é reflexivo se, e somente se, todo
funcional de X* atinge a norma. Sete anos mais tarde, ele conseguiu retirar a hipótese do espaço
ser separável e conseguiu uma importante cmacterização para. espaços reflexivos (veja O Teorema
de James no Apêndice A).

Depois que a versão do Teorema de James foi provada. para. espaços separáveis, Robert R.
Phelps começou a investigar o comportamento dos funcionais que atingem a norma em espaços não
reflexivos e descobriu, juntamente com Errett Bishop, que o conjunto dos funcionais que possuem

esta propriedade é denso em X*, desde que X seja um espaço de Banach. Por causa dos resultados
que James Itavia provado, Phelps deu o nome de subrefiexivo para tais espaços Portanto, um espaço
normado X ê chamado de supre/Zeziuo se o conjunto dos funcionais z* € X* que atingem a norma
é denso em X*. O nosso objetivo é prova o teorema de BísAop-P/BeZps que nos diz que lodo espaço
de BanacÀ é sub7e#ezãuo. No artigo [BP63j ê provada uma generalização do teorema acima que, por
sua vez, sai como um corolário. Este capítulo é baseado nesta generalização e na referência IB.J091.

Nosso plano é tratar primeiramente o caso real, que é a parte mais duma do trabalho. O caso
complexo é uma consequência imediata do caso real e, portanto, será tratado depois.

2.2 O caso real do Teorema de Bishop-Phelps

Sejam X um espaço nonnado real, (; uin subconjunto convexo de X e iç* C X* um funcional
linear contínuo. Dizemos que #* é um /uncáorza/ suporte para C se z* é não nulo e existe zo c a tal

que

r*(zo) = suP z*(z).

Neste caso, dizemos que o ponto zO ê um ponto s?aporte de C.

Dizemos que =* é um /ancíonaZ m.óculo-szzporte para (;, se z* é não nulo e existe zO c C tal que

lz*(zo ) l suPlz*(Z)l
€c

17
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Neste caso, dizemos que o ponto zo é um ponto módu/o-suporte de a.

Observe que se O é um conjunto simétrico, isto é, se --z C C, para cada z C (y, então os
conceitos de funcional suporte e ponto suporte coincidem com os conceitos de funcional lnódulo-
suporte e ponto módulo-suporte, respectivamente. Observe também que se trocamos (J por Z?x,
temos o conceito de funcional que atinge a norma. Estes conceitos são então uma generalização dos
funcionais que atingem a norma. Por exemplo, se to C Bx é tal que lz*(aço)l = llaç*ll, então zO é
um ponto módulo-suporte de Z?X

Note que se estivermos nas condições do Teorema 1.1.2 (Teorema de Separação de Hahn-Banach)
e zo c (7 n B, onde B é também um subconjunto convexo não vazio de X tal que int(B) # ü e
(y n int(B) = 0, então

::p '*(') $ :11Éz*(y) É ''("o) $ :111"*(') $ :11b''(z/)

isto é,

suP "*(a) = z*(30) = i4. z*(Z/).
zeC]' '' ' 3/eB

Em particular, z* é um funcional suporte para (; e zo é um ponto-suporte de a.
Um subconjunto .l( de X é chamado de cone conuezo em X se as seguintes condições são

satisfeitas:

(i) Ã' é co-exo;

(ii) fz C K, sempre que z C K e t ? 0

Se K' é uin cone convexo em X, .4 C X e zo C Á, dizemos que .l( + zo sízporfa '4 erra zo se

(K + to) n .A = {zo}

Estas são as definições que precisamos para provar o teorema de Bishop-Phelps. Além disso, são
necessários alguns lemas e teoremas auxiliares. É o que faremos a. partir de agora.

Lema 2.2.1. Sejam X um espaço normado real e C um subconjunto convexo de X. Se K ê uln
cone convexo em X com interior não vazio, K # X, to C C e -K + zo suporta C em zO, então existe
z* C X* não nulo tal que

supz*(r) = iç*(aço) = inf z*(3/).
zC(; yC/(+=o '''

Em particular, n* é um funcional suporte pal'a C' e aço é um ponto suporte de a

O.monst«ção. Seja B = X'+zo. Co:no int(Ã.) # @, temos int(B) # 0. Acém (disso, c'nint(B) = ç]

De fato, suponha que existe Z/ c (7nint(B), com y # zo. Como int(B) C B, segue que y c OnB com
g/ 7É zo. Mas isto é um absurdo, pois K +z0 suporta (; em zo, isto é, Oí] B :; {zo}. Agora, suponha
que zo c Onint(B). Assim, zO C int(B). isto quer dizer que existe i' > 0 ta] blue B(aç0, r) C Ã +z0,
ou sda, B(0,r) C K'. h'las K é um co«e cona,exo e se B(0, r) C K, segue que t . B(0,r) C R' para
cada t 2 0 e, portanto, K' = X, o que é novamente um absurdo. Então, (7 n int(B) = ü e pelo
Teorema 1.1.2 (Teorema de Separação de Hahn-Banach), existe z* € X* tal que vale a equação
(2.1), já que no c C'n(K' + zo).[]
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Dessa forma, a existência de funcionais suporte e de pontos suporte para (; se reduz à existência
de cones convexos que suportam C e possuem interior não vazio. Nesse intuito, falemos uso de
cones convexos do seguinte tipo: se X é um espaço normado real, /* C X* com llsç*ll ;: l e r > 0,
definimos o seguinte conjunto:

K(z*, ,) {z c X 1=11 $ «*(r)}

Vejamos que este conjunto é, de fato, um cone convexo e possui as propriedades que nos referimos
acima.

Proposição 2.2.2. Sejam X um espaço norinado real, r* C X* com llaç*ll = 1 e r > 0. Então

(a) Ã.(z*, r) é um cone convexo fechado

(b) se E C X'(z*,r) e z # 0, então -:« g K(r*, ,)

(c) se r > 1, então K(=*,r) tem interior não vazio

De«.onsfração. (a) Vamos prov'; que K(z*, r) é um cone convexo. Sejam z, g/ c K'(z*, r) e À c 10, il
Então llall $ rz*(a) e llyll É rz*(y) e, portanto,

llÀ. +(i À)vll <

<

Xllzll + (l X)llZ/ll

X,'z* (z) + (l À)-*(3/)
«lxz*(z) + (l À)z*(z/)l

rlZ*(ÀZ + (l À)V)l,

isto é, Àz + (l À)g/ c Ã.(z*, r) pala todo À C 10, 11 e, portanto, K(r*,r) é convexo. Além disso,
se z C K(z*,r), então llzll $ rz*(z), donde tllzll $ t7'z*(z), sempre que t 2 0. Isto implica que
lltaçll $ ?'z*(tz), pala todo f 2 0, ou seja, tr C K(=*, 1') para todo # € X e t ? 0. Portanto, K(z*, r)
é um cone convexo. h,lostremos agora. que K(aç*, I') é fechado. Seja. = C K(=*, r). Então, existe uma

sequência (z«) c K(=*,r) tal (lue z« '} z. Pala. cada rz c N, temos llz«ll $ rz*(z«). Como ll . ll e
r* são funções contínuas, segue que llzll 5; rr*(z) quando ri 4 00, ou seja, z C K(z*, r) e, portanto,
K(z*, 7') é fechado.

(b) Suponha que z C X'(z*,r) e que z # 0. Então, llzll $ 1'Jç*(z). Se z C K(r*,r), então

lzll $ z'=*(a;), donde 2llzll $ 0, o que acarreta ll#ll = 0 e, portanto, = = 0, o que é uma contradi-
ção

(c) Note blue o conjunto Ã = {z C X : ll#ll < raça(n)} sempre está contido em K(=*,r). Além

disso, como lln*ll = suplz C Sx : lz*(z)l} = 1, existe zo C S.x tal que #*(zo) > 1/r, isto é,

rz*(zo) > llzoll = 1 e tal zo pertence a K', donde /r # ü. Como K é urra conjunto aberto segue que
K'(=*, r) tem interior não vazio

n

O próximo lema estabelece condições para a existência de um cone convexo que suporta um
dado conjunto. Sua demonstração tem uma curiosa. aplicação do lema cle Zorn.
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Lema 2.2.3. Sejam X um espaço formado real, .A um subconjunto completo de X e z* C X*
tal que llz+ll = 1 e é limitado superiormente em A. Dados z C A e I' > 0, existe zo C Á tal que
zo C Ã.(z*, r) + z e Ã.(z*, r) + =o suporta Á em zo.

Demonstração. Denote por Ã' o conjunto -K(#*, ?'). Definamos uma relação $ sobre X da seguinte
maneira:

z $ 3/ {+' g/ -- z C -K

+ llZ/ :«ll ; ,l *(g) - Z*(Z)j

Claramente $ é reflexiva. Além disso, se z $ Z/ e g/ $ z, então

2llV - zll $ «1z* (Z/) z*(r)) + «lz*(z) . *(z/ ) l 0

isto é, z = y e isto implica que $ é antisimétrica. Também temos que $ é tlansitiva. De fato, se
r $ g/ e g g z, então

llz - .ll $ 11:« gll + llz/ - z
$ rlz*(z) -: r*(y) + z*(Z/) -- =*(z)l

,'[«*(;) «*(«)],

ou seja, z $ z. Portanto, $ define uma relação de ordem sobre X. Temos ainda que para quaisquer
z,y C X,

« < # + n*(z) < «*(y). (2.2)

Notemos agora que

(i) zo C K + z + zo 2 z, para todo z C A

De fato, zo C ,K + z se, e somente se, zo z € .K. À.{as isso ocorre se, e somente se, zo 2 z

(ii) -K + zo suporta Á em zo ++ o único eleutento de Á que é maior ou igual a zo é o próprio to

Com efeito, se .lí + zo suporta .A em zo, então (K' + zo) n .A = {zo}. Se existe 3/ C .4 tal que

y ? zo, então 3/ -- zo € K, isto é, # C K + zo e, portanto, (/{ + zO) í) 4 = {zo} implica que y = zo.

Analogamente, verifica-se a recíproca.

Fazendo uso das observações (i) e (ii), vamos provar que zo é um elemento maximal de .A e, daí,
o lema estará demonstrado. Dado z C .4, seja B = {z C ..'l : z 2 z}. A fim de aplicarmos o lema

de Zorn, tomemos uin subconjunto totalmente ordenado W de B e proveinos que [ç'' possui cota
sitperior em B. Como z* ê limita.do superiormente em A, existe

'- :'*(z)

Temos, então, dois casos pala considerar.

Primeiro caso: Suponha. que cv C aç*(l,P'). Então, existe u- C }t'' tal que z*(w) = cv e, portanto,
z*(u,) 2 z*(z), para cada z C IT''. Se não oconesse w ? z, para. cada z C TT', então teríamos
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w < = para algum n em I'V' e pelo o que vimos em (2.2), teríamos z*(w) < z*(z), o que contradiz a
observação acima (ve.ja que acabamos de utilizar o fato de IV ser totalmente ordenado). Portanto,
w Z r para cada z c I'r, donde w é uma cota superior de I'V'

Segundo caso: Suponha. que a « r*(lP'). Então existe uma sequência crescente tt < t2 < . . . <

t. < . . . em z*(W) que tem a como limite. Pala cada n C N, sda z« C I'r tal que z*(z«) = t«

Utilizando novamente (2.2) e o fato de quaisquer dois elementos de I'r serem comparáveis, vem que
zi < nu < z3 < . . .. Portanto,

llz,,: -z.ll É «lz*(a.) «*(««)l

,it. t«l

sempre que m ? n e como (t«) é convergente, segue que (z.) é uma sequência de Cauchy em B
Agora, note que

{ CÀ: J; 2 z}
{# C .4 : r -- z C Ã'}

{# C ..'l : z C Ã.' + z}

An(Ã.'+;)

e, como K é fechado e Á é completo, segue que B é completo. Portanto, (z«) converge, digamos
para g/ C B. .Afirmamos que este g/ é cota superior de }V em 1?. Com efeito, seja. z C I't'' qualquer.
Colho z*(z) < a, existe rlo C N tal que #*(=) < t«. = z*(z.). Assim, r < z«, sempre que n 2 no
e, portanto,

lz« - zll 5; ,lz*(z«) z*(r)l,

pala todo n 2 7}o. Quando n -+ oo, temos

lv - zll É «lz* (z/) - z*(z)l,

isco é, # ã z. Isto prova que 3/ é cota superior de l,r em B.

Esses dois casos mostram que podemos aplicar o lema de Zorn e concluir que B possui um
elemento nlaximal zO. Daí, zo ? z, pa-ra cada z C -A e, então, zO é um elemento maximal de A
Usando as observações do início da demonstração, obtemos o resultado dese.lado.

D

O próximo teorema responde afirinativaniente a pergunta feita poz Victor Klee em 1958: lodo
slLbconjunto Ttão vazio, con.ue.ro, fechado e limitado de ILllz espaço de Banach real tem pelo menos
um palito sz/porleç' Na verdade, Bishop e Phelps provaram que a hipótese do conjunto ser limitado
é desnecessária como veremos a seguir.

Teorema 2.2.4. Se O é uin subconjunto não vazio, convexo e fechado de um espaço de Banach
leal X, então o conjullto dos pontos suporte de O é denso na fronteira de (7.

Z)errzonsf7ação. Suponha. que z seja um elemento da fronteira de C e fixemos c > 0. Vamos mostrar

que existe um ponto suporte de C', que denotaremos por zo, tal que ll:ro zll < c. Sqa m c X \C
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tal que llw -- zll < e/2. Cromo (J é fechado, existe uma. vizinhança aberta e convexa y de to tal
que y c X \ O'. Assim, int(V) # 0 e c n int(1''') = 0. Portanto, pelo Teorema 1.1.2 (Teorema de

Separação de Hahn-Banach), existe z* C X* com 11=*11 = 1 tal que

::p '*(') $ :11t '*(w) É '*(w)

Como C é completo e fechado, llz*ll = 1 e z* é limitado superiormente ein O, o Lema 2.2.3 nos
garante a. existência de um ponto zo C C tal que zo € Ã'(z*,2) + z e K(z*,2) + zo suporta C
em zo. Agora, como K(#*,2) é um cone convexo com interior não vazio, K'(z',2) # X, zo € O e
K(r*, 2) + zo suporta a em zo, pelo Lema 2.2.1, zo é um ponto suporte de (7.

Por fim, como zo -- z € K(z*, 2), zo C C e llz*ll = 1, temos

zo ;1

<

<

<

2lz*(zo) - z*(.)j
2lz*(w) - n*(.)l

2z*(w - ,)

2llw -- .ll
C

2

n

Corolário 2.2.5. Seja C' um subconjunto não vazio, convexo e fechado de um espaço de Banach
real X. Se C é simétrico, ente.o o conjunto dos pontos módulo-suporte de (7 é denso na fronteira de
C

Finalmente chegamos na rega final para provarmos o Teorema de Bishop-Phelps para espaços
de Banach reais. Para demonstiá-lo, precisamos de mais dois lemas técnicos de fácil entendimento.

Lema 2.2.6. Sejam X um espaço norinado real, z*,y* C X* comi llaç'll = llZ/*ll = 1 e f > 0. Se
Ig/*(z)l $ c/2 sempre que 'r C Nuc(z') e llrll $ 1, então llz* + y*ll $ c ou llz* -- Z/*ll $ e..

Z)emorzsllação. Considere o subespaço À/ - Nuc(z*) de X. Como Z/*lÀ/ é um elemento de Àf*
o teorema de extensão de Hahn-Banach garante a existência de um funcional z* c X* tal que
z l,ç/ :: Z/+lA.r com

ll.*ll llv*lÀ/ll $ ;

Como #* -- z* = 0 em À/, segue que existe a C IR tal que y* z* = cvz', ou seja,

g/* = z* + az*
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Já. que llz*ll = lly*ll = 1, temos que

li - hall llv*ll lly* ,*lll
ll#* z*ll - llZ/*lll

lly*ll + llz'':ll llv*lll

Z'p

C

2

Portanto,

e se ct ? 0, então

llZ* V*ll «* (z* +az*)ll
Z'B -- QZH' -- .Z+

ll(i a)z* - ,*
1 - alllz*ll+ll;*l
l al + ll;*l

c €
-+ -
2 2
C

. se a $ 0, então it -- lall 1+ aje

llz' + v*ll lz* + z* + az*ll
l(i + a)z* + ;*ll
1 + al+llz*ll
-+-2 2
C

D

Lema 2.2.7. Sejam X um espaço normado real e #*,y* c X* com llz*

7'> 1+g ey*(=) 20 para todoaçc K(z*,r), então llz* y*ll Sc

Deznonstração. Como r :(1 + 3) < 1 = llz*ll, existe zo C Sx tal que

Se 0 < c < 1,

«*',., » ,-' (: * :)
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Se z C Nuc =* e llzll $ 1, então

,.:L -,
C

<

<

<

ll«oll+ :ll,ll

-*(zo)

«.::'

donde :"o ]: gz C K(z*,r). Por hipótese, temos 3/* (zo :L gz) 2 0, ou seja, ly* (gn)l $ y*(zO) $

y*llllzoll = 1 e, portanto, ly*(z)l $ c/2. Pelo Lema. 2.2.6, temos llz* + 3/*ll $ f ou llz* -- Z/*ll $ c.

Privemos que não ocorre llz* + y*ll $ c. Como 0 < c < 1 e r > 1, podemos tomar z C Sx tal que

,*( ) :» mm {lt,'} ,
já que llz*ll
Logo,

1. Como llzll = 1 < rz*(z), temos que z € K(z*,r) e, usando a hipótese, g/*(z) ? 0

lln* + y*ll >

>
>

(z'' + 3/*)(,)
z*(z) + Z/*(z)

c + y*(,)
C

l.ogo, llz* Z/*ll $ c, como queríamos
n

Teorema 2.2.8. Se C' é um subconjunto não vazio, convexo, fechado e limitado de um espaço de
BaJaach real X, então o conjunto dos funcionais suporte pala a é denso em X*

Demonstração. Fixe z* C X* não nulo e 0 < c < 1. Seja z* = z*/llz*ll e escolhi\ z C C e r > 1+2/c
Pelo Lema 2.2.3, existe zO C C tal que zo € .f<'(z*, r) + z e J((z*, r) + zo suporta O em zO. Decote
poi -K o cone convexo K(z*,r). Pelo Lema 2.2.1, existe g* C Sx tal que

s«py*(") - y*("o) - ,:lg. y*(v)

Em particular, y* é um funcional suporte para (7. Como

g/*("0) - ,.lg,o (Z/) - g/*("o) + :llE.y*(P)

e colho llZ/*ll = 1, segue que y*(y) ? 0, para cada Z/ € K. Logo, pelo Lema 2.2.7, temos

1,* - y* ll É c

Tome agora u* lz*lly*. Então, como

y*(#o) = suP W*(z)
xeC'
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segue que
(ll=*lli/*)(:«o) = suP(ll:«* lly*)(z),

ou seja, lo*(zo) = sup.co w*(z) e w* ê um funcional suporte para O. Além disso,

ce(11:

1-' «*1 lz* llz*lly*ll

ii"*n Í:qi-
lr*ll llz* 3/*ll

cllz"ll.<

Logo, conjunto dos funcionais suporte pala a é denso em X', como queríamos demonstrar. n

Corolário 2.2.9. Seja C uin subconjunto não vazio, convexo, fechado e limitado de um espaço de
Banach real X. Se a é simétrico, então o conjunto dos funcionais módulo-suporte para C é denso
em X*

Aplicando o Teorema 2.2.8 para O = Bx, temos o teorema de Bishop-Phelps pa.ia espaços de
Banach reais.

2.3 O caso complexo do Teorema de Bishop-Phelps

Dados um espaço normado complexo X, um subconjunto convexo a de X e um funcional
z* C X*, dizemos que z* é um /unciorzaZ suporte para C se z* é não nulo e existe zo C a tal que

Re :«*(zo ) sup Re z*(z)

Neste caso, dizemos que zo é um ponto szzpol'fe de (;

Dizemos também que 1* é um /unc anal módaZo-suporte para (7 se aç* é não nulo e existe zO C a
tal que

lz*(zo)l = suP lr* (=)1.

Neste caso, dizemos que zo é um ponto nlódu/o-suporte de O.

Note que se C é um conjunto circular (isto é, se À C (C com IÀI = 1 e z C (;, então Àz C O),
então

sup Re =*(z) = sup lz*(r)

pa-ra todo r* C X*. Com efeito, já temos que sup.CC Re#*(=) É sup::cC lz*(z)l. Por outro lado
se.ja r C (7. Escrevendo

r*(z) = lz*(z)je:"

com 0 C 10, 2a-l, temos e íoz C C' e

1«*(«) t e - ''z*(T )

«*(e':'z)
Reza(e '"z)
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o que prova a outra desigualdade. Portanto, no caso em que C' é um conjunto circular, os conceitos
de funcional suporte para O e ponto suporte de (7 coincidem com os conceitos de funcional módulo-
suporte para O e ponto módulo-suporte de (17. Por exemplo, isto ocorre quando a = .Bx. Abaixo,
prol viemos m versões dos principais teoremas da primeira seção para espaços complexos.

Teorema 2.3.1. Se C é um subconjunto não vazio, convexo e fechado de um espaço de Baiiach
complexo X, então o conjunto dos pontos suporte de C é denso na fronteira de (7.

Z)enzonsfração. Suponha que z pertence à fronteira de C; e fixe c > 0. Pelo Teorema 2.2.4, existem
u* C (XK)* e zo C C' tais que

u*(zo) = s«P u*(z) e llzo zll < c

Definindo r*(z) = u*(z) {u*(áz), pala cada z C X, obtemos um funcional =* C X*, como nos diz
o Teorema. 1.1.1. Agora, como

Re z*(zo ) u* (zo)

s«p"*(z)

sup Re z*(z)

concluímos que zo é um ponto suporte de C que satisfaz llaço -- zll < c. Isto conclui a demonstração.
D

Corolário 2.3.2. Sda C' um subconjunto não vazio, convexo e fechado de um espaço de Banach
complexo X. Se (.J é circular, então o conjunto dos pontos módulo-suporte de C é denso na fronteira
deO

Teorema 2.3.3. Se C' é uln subconjunto não vazio, convexo, fechado e limitado de um espaço de
Banach complexo X, então o conjunto dos funcionais suporte para C' é denso em X*

Z)e«on.sf7aÇão. Sejam r* C X* não nulo e c > 0. Como u* = Re(#*) C (XK)', o Teorema 2.2.8 nos

galante a existência de um funcional w* C (XK)* e uin ponto zo C C' tais que

W* (30) sup "'*(r) e€c 1««* u* ll < .

Definindo

g/*(z) - {«,*({r)

para cada z C X, obtemos um funcional y* c X* tal que

Re #*(zO ) u,* (zO )

suP w*(z)

sup Re g/*(=),
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ou seja, y* é um funcional suporte para (-;. Usando o Teorema 1.1.1, concluímos que

llV* z* 11 Re(Z/* z*)l

11 Re y* Re ]ç* ll

IE«* «*l
< E,

como queríamos demonstrar
n

Corolário 2.3.4. Seja O um subconjunto não vazio, convexo, fechado e limitado de um espaço de
Banach complexo X. Se (7 é circulam, então o conjunto dos funcionais módulo-suporte para (; é
denso em X*

Aplicando o teorema acima pma O = Bx, obtemos o teorema de Bishop-Phelps para espaços
de Banach complexos.

Em torno do mesmo período em que os teoremas de Bishop-Phelps e de Jades foiain provados,
o israelense Juram Lindenstrauss estudou os espaços dos operadores lineares contínuos C(X, y)
entre dois espaços de Banach X e y procurando responder à seguinte pergunta: é verdade que todo
operador T C r(X, y) pode ser aprozímado por uln operador que aziaga a norma? Nos últimos 40
a;nos houve muito progresso em relação a isso. Por exemplo, já é bem conhecido que se o espaço

X for reftexi\o, a pergunta acima é respondida afirmativamente, como mostlaremos no capítulo
seguinte. Entretanto, existem contiaexemplos onde não \-ale um teorema do tipo Bishop-Phelps
para operadores lineares e contínuos (veja, por exemplo, ILin631). Por isso, a pergunta anterior
bransforina-se naturalmente na que se segue: qua s condições deuerrz te7' os espaços de l?anach X
e Y para que o conjunto dos operadores ti7teares e contínuos que atiTtgem a norma seja denso eín
íl(X, }')? Esta e ouvias questões são respondidas no próximo capítulo.
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Capítulo 3

O Teorema de Lindenstrauss

3.1 Introdução

Lembremos que um funcional linear e contínuo =* C X* atinge a norma se existe .to C Bx
tal que llz*ll = lz*(=o)l. Quando começamos os estudos sobre funcionais com tal propriedade, nos
deparamos de imediato com o tão famoso Teorema de James, que nos diz que um espaço de Banach
X é reflexivo se, e somente se, todo funcional em X* atinge a norma (vide Apêncide A). Este
teorema motivou os matemáticos Enett Bishop e Robert R. Phelps a estudarem funcionais que
atingem a norma em espaços não reflexivos. Com isso, surgiu o conceito de subreflexividade. Um
espaço normado X é dito suórePea;íuo se o conjunto dos funcionais que atingem a norma é denso
em X'. Um dos mais consagrados teoremas nesta linha de pesquisa foi estabelecido pelos próprios
Bishop e Phelps, que mostraram em 1961 que todo espaço de Banach é subreHexivo, resultado
este que ficou conhecido como Teorema de Bishop-Phelps, como vimos no capítulo anterior (vide
tambémIBP611, IB.J091, ISki981).

Dessa forma surgiram perguntas, feitas pelos próprios Bishop e Phelps, onde se questionavam se
qualquer operador linear e contínuo poderia ser aproximado por um operador que atinge a norma.
Dito de outra maneira, será que o conjunto dos operadores lineares e contínuos que atingem a norma
é denso no espaço dos operadores lineares e contínuos? Os mais signiÊcativos trabalhos nessa linha
de pesquisa, sem dúvida, foram feitos por Joram Lindenstiauss em 1963, que deu contra exemplos
de espaços de Banach X e y onde o conjunto dos operadores que atingem a norma não é denso
no conjunto dos operadores lineares e contínuos de X em y (lide [Lin631). Entretanto, ele provou

que o conjunto dos operadores lineares e contínuos dos quais seus respectivos segundos adlunlos
atingem a norma. é denso no conjunto dos operadores lineares e contínuos. Este é o teorema que
apresentamos na primeira seção deste capítulo. Adiante, mostiaremos duas versões deste teorema
para aplicações bilineares e polinõmios 2-homogêneos.

3.2 O Teorema Original de Lindenstrauss

Sdain X e }'' espaços de Banach sobre K (IR ou (C) e denote por C(X, y) o espaço dos operadores
lineares e contínuos de X em y. Dizemos que T C C(X, y) atinge a norma se existe zo € Bx tal
que llrll = llr(aço)ll. O conjunto de tais operadores sela denotado poi A/'.4r(X, y).

29
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Seja T X -+ y um operador linear e contínuo. Defina T* }'+ --} X* por

r*(y*)(z) (T(«))

para cada íz: c X. Este ê o (primeiro) operador adjunto de 7'. Assim, podemos definir o .segundo
«@unfo de T colho T" = (T*)*, ou sda,

T** : X" --} y",

é dada.por
r"(z")(y*) z"(7'*(y*)),

para cada Z/* C y*. Então, T* C r(y*,X*), T** C C(X",y") e llr"ll = llr*ll = llrll (lide
IN-leg981 pg. 285).

Vamos mostrar que o conjunto dos operadores T C É(X, y) cujo segundo adjunto T** atinge
a noiva é denso em Z:(X, y). Denotamos o subespaço dos operadores T C r(X, y) cujo segundo

adjunto T** atinge a coima por Po(X, y). Antes disso, sela estabelecida uma caracterização pala os
operadores do espaço Po(X, y). Tal caracterização nos permitirá dizei se um operador T pertence
a Po(X,y) através de sequências em X e em y* que satisfazem determinadas condições. Isto é o
conteúdo do próximo lema.

Lema 3.2.1. (Lema l, [Lín63]) Sejam X e y espaços de Banach. Um operador T : X --> y não

nulo pertence a Po(X, y) se, e somente se, existem sequências (ak) C Sx e (Z/Ê) C SV. tais que:

lylt(Tsçk)l > llrll }, para todo .j $ k, onde k C N. (3.1)

Z)emorzstração. Suponha que T c p'o(X,y). Então, existe #" c Sx- tal (lue llr"(z")ll = llr**
Sabemos que llr"ll = llrll. Então, usando a definição de llr"(z")ll, existe uma sequência de

pontos distintos (ZÇ) C Sy. tal que

(7'""")(©)l 2 11rll - $, (3.2)

para cada. .j C N. Considere õx : X + X** a. inclusão canónica de X em X". Pelo Teorema de

Goldstine, õx(Bx) é w*-denso ein Bx -. Portanto, existe um ponto de õx(Bx) próximo de =" eln
relação às 'ç'izinhanças básicas da tipologia w*. Selado assim, existe, pala cada k ? 2: Z/k c Bx tal
que

.ap. l(õx(vk) -- z")(T*(d))l < 1 :

pa-ia cada k C N. Veja que como #" é não nulo, podemos supor que, pai'a cada k, gk 7é 0. Isto nos
permite definir

g/k"'ím
para todo k c N. Sendo assim, temos llzx;ll = 1 e

s«p li
i$.j$A z/kll(7'*(v;))(';k) - ""(r*(v;))l < ;. (3.3)



3.2 O TEOREN[A ORIGINAL DE LINDENSTRAUSS 31

para todo À; C N. Usaremos (3.3) para provar as seguintes inequações

llrll - à- $ 1«"(r*(©))l < ã + l(7*(g)("*)l, (3.4)

sempre que l $ .j $ k. De fato, para todo j C N, tentos

."(7'*(y;))l 'Y l(7'"«**)(©)l

(2? 11rll- l

o que prova a primeira desigualdade. Por outro lado, como

a"(r*(z/;))l (z''(y;)) llg/kll(7'*(©))(zk) + llz/kll(7'*(d))(zh)l

É lllpkll(r*(p;))(zk) -- ;""(r*(p;))l + llz/kll l(r*(d))(zk)

para todo l $ J $ k, temos, por (3.3),

z"(r*(©))l < ã + llgkll l(r*(z/;))("k)

s; ã+l(7'*(z/;))("*)l,

já que yÊ C Sx, para todo k C N. Isto prova (3.4). Finalmente,

lg(rzk)
def

(3.4)>

>

(7'* (g))(zk) l

llrH

para. cada k ã 2 e todo l $ .j < k. Isto prova a primeira implicação.

Reciprocamente, suponha que 7' c r(X, y) seja qualquer operador linear e contínuo de X em y,

e que existam sequências (açÊ) C Sx e (Z/i) C Sr. satisfazendo a condição (3.1). 'b'amos provar blue
T" atinge a norma e, portanto, T c Po(X, y). Suponha, sem perda de generalidade, que llrll = l
e considere

À/* lr*(z/;) : .j c NI,

que é um subespaço de X*. Como À/* é um espaço sepaiável, a. bola. Z?.\.r-, é w*-metrizável. Além
disso, a sequência (.5x(zk)) está contida em 13À/-, já que X" --> .A,/" e (i.K é uma isometria.
Apoia, como BA./*, é w*-metrizável e w*-compacta (pelo Teorema cle Banach-Alaoglu), existe uma
subsequência, que continuaremos denotando por (õx(rk)), de (.5x(nk)) w*-convergente, digamos

para. z8* C BÀ.Í... Como z8* toma valores em lü:í* segue, do Teorema de Hahn-Banach, que existe
uma extensão i8* C B.x** de zÕ*

Assim, dados c > 0 e no C N, podemos garantir, pela convergência w*: que dada a seguinte
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vizinhança w* de i8*

vãi* {z"cX**: .s«P . l(z" e;*)(Z'*(©))l <c},jCll,-.,no}

existe ko C N tal que

s«P . l(Õx(zk) -- e8*)(r*(y;))l < c,
jCll,...,no}

sempre que k à ko. Além disso, para cada k Z 2 e l $ .j < k, temos

ll7'll - } - l,;*(r*(z/;))l (?) Id(r,*)l - lz8*(7'*(©))l
É lz/;(Tzk) z8"(r*(©))l.

Então, se k ? #o, temos

3/;(rzÉ) - z8*(T'''(y;))l < c,

para todo .j C {l, . . . ,n0}. Portanto.

ll7'11-; 1«8*(r*(3/;))l<',

para cada.j C {l, ,n0}, ou ainda

«;*(r*(y;))l >llrll }-., (3.5)

para cada.j € {1 , no}. Como c > 0 e lz0 C N são arbitrários, fazendo j --} oo, temos

lr"ll >
>

def

(3.5)
>

ll7'" (r8*)11

lr" «;*(z/; ) l
z;*(r* (g/; )) l

llrll- ! -.
lla"ll

ll7'"ll,

ou seja, existe z8* C Bx' tal que llr"l lr"(zÕ*)ll e, portanto, T" atinge a norma
H

Ein ÍLin631 é piorado em um único teorema que o conjunto Po(X, y) é denso em r(X, }'''). Aqui,
fai-emos uin pouco diferente. Ptovaremos dois lemas e enunciaremos e demonstraremos o mencionado
resultado. O primeiro lema. é uma. justificativa da existência de uma determinada sequência de
números leais positivos que tem propriedades que \ ão nos ajudar na demonstração do lema seguinte,
onde é construída uma sequência (Tk) de Cauchy de operadores em C(X, y). Sendo esta sequência
de Cauchy e o espaço Z(X, y) de Banach, o limite desta sequência To será tal que llr -- Toll É c e
Zo C Po(X, y), onde T C Z:(X, y) é fixado no início da demonstração, ou seja, qualquer operador
de Z:(X, y) pode ser aproximado pot operadores em 7)o(X, y)-

A parte mais árdua. do trabalho é provar que a sequência. cle operadores construída no Lema
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3.2.3 é de Cattchy. O próximo lema e o teorema final são mais simples de serem entendidos, valendo
a pena passar pelas dificuldades do Lema 3.2.3.

Lema 3.2.2. Dado 0 < c < 1/3, existe uma sequência decrescente (ck) de números leais positivos
que goza das seguintes propriedades.

(2) 2 >: c{ < cZ,

(3) ek < :iÕil' para todo k € N.

Demonstração. Com efeito, considere a sequência definida por ck ' ( ' )k, para cada k c N.
Construiremos uma subsequência de (ek) que goza das propriedades mencionadas acima. Antes
dessa construção, note que a própria (ek) já possui algumas dessas propriedades, como inostiado a
seguir:

,É.. - :Ê(ã): - ' ' :!h - , .á-l {-l

Além disso, para cada k € N, sabendo que 0 < c < 1/3, tem-se

C
-- < €
9

'. - (ã)' «à « à
Agoi'a, defina a subsequência de (ck), que denotamos por (ckí), pondo ki = 1 e kj = 1 + 2kj--l se

.j 2 2. Observe que a sequência de números naturais que indexa a sequência (cAí) é crescente. Isto
justifica. a primeira das desigualdades abaixo

00 ,

i=.j+t
)'

C

10
< :$ (ã)'*''*:

,$(ã)'
: (i)*'*' .1 -- c/lO

,(=).z
fkl+i 2

10kj+i 1 10 -- e
2 ckj+i
9 10kj+t l

2 ckj+i
9 102kj
2C e&j+i--l

9 102Éí

(i)"'
'z,

<

<
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Assim, a sequência (cAí) goza das propriedades (1), (2) e (3). Denotando esta. subsequência também
por (ek), temos o resultado.

H

Lema 3.2.3. (Teorema l, [Lin63]) Dados X e y espaços de Banach, 0 < c < 1/3 e T c .C(X, }')
não nulo, existem sequências (zk) c Sx, (yl) C SÇ, e (Tk) C r(X,y) que gozam das seguintes
propriedades:

(4) Ti

(5) llZhzk11 2 11Zkll cÍ, É C N,

(6) 3/i(Tkzk) llTizkll, k C N,

(7) Tk+l(z) = Tk(z) + ckg/i(Tkaç) . (Tkzk), z c X, k c N

e, consequentemente,

É l

(8) llrj 7Lll É 2}.ci, com llTkll $ 4/3, .j < k,

(9) l©(Lzk)1 2 11%ll -6c.í,.j < k,

onde (ck) é uma sequência como no Lema 3.2.2

l)emonsfração. Seja 0 < c < 1/3. Suponha, sem perda de generalidade, que llrll = 1 e considere (e#)
a sequência decrescente de números reais positivos do Lema 3.2.2. Vamos construir indutivamente
as sequências (rk) c X, (yÊ) C y* e (Tk) C Z:(X,y) tais (lue satisfaçam as propriedades (4), (5),

(6) e (7).

Primeiramente, ponha Ti = T e já temos (4). Em seguida, usando a definição de ll7'l 11, podemos
encontrar zi C $x tal que

llriz:ll ã llTlll - c?,

já que cl > 0. Pelo Teorema de Hahn-Banach, como hzi C y, existe um funcional y; € Sr. tal
que

g/;(7'tZt) = llTizlll.

Defina, então, Te : X -> y poi

T2(z) = TI(z)+ctyÍ(Ti=)(Tizi)

para cada = C X. Não é difícil ver que T2 é linear e contínuo. Usando a definição de llZall e o Teorema

de Ha.hn-Banach, existem r2 € Sx e y; c Sr. tais que llZ2=2ll > llTejl c2 e y2(Taz2) = llT2z2ll.

Com isso, podemos definir a aplicação linear e contínua T3 : X --} y pol'

T3(z) = T2(z) + c2y;(T2z) . (T2z2),

para cada / C X. Procedendo assim, obtemos as sequências desejadas satisfazendo (4), (5), (6) e
(7). Feito isso, dex-emos provar as propriedades (8) e (9).
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A propriedade (8) é provada por indução sobre k. De fato, se k = 2, então J
para cada z C Sx, temos

e, portanto,

ll(TI T2 )(z)ll ITI(z) Za(z)ll

h(z) -- (Ti(a) + cig/:(hz)(hzi))
llciZ/; (Tl:« )(7'tz:)ll

cil3/;(Tlz)lllhz l

.í llpill llri ll ll=ll llri llllat

(7)

€l

2ci

Além disso,

llT2--Tl+ Ti
llri Zll + llpill

2ct+l
(1)

<

<

c+l
1/3+1

Isso prova (8) para A; - 2. Suponha agora que a propridade é válida para k -- l e qualquer l É
j $ k 1, ou seja, llrJ -- 7k tll $ 2>1'{.j ci e ll7k-ill $ 4/3. Note, primeiramente, que pala cada
ZCSx

l (Tk--l -- Tk) (n) llTh--l(z) Tk(z)ll
let igZ.:(Tk i:«)(Tk-izk-i)ll
ck-tllyi.illll%-ill llzll ll&-tllllzk :l

fx;.i llTh.ill2

16

'Í ' 'k--l

ek l
24

3

(7)

<

(ni)
<

e para cada l $ .j $ k l

!tl 71 11% -- Th-t + TÉ-t rAlI

111 Tk-ill + llTk-i Tkll
k 2

2E:ei+ llTk-i rAlI.

<

(HI)<
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Portanto, se .j C {l, , k -- 1}, então

ll7 { ll

Além disso,

ll&ll <
<

(HI)<
(1)

<

lIrA Tk-ill + llTk-ill

2.«-: + llTk-:ll

2ce-i + 4/3

c + 4/3

para cada 0 < c < 1/3. Portanto, llTkll $ 4/3, para cada k C N. Isto prova (8). Resta-nos provei
(9). Antes disso, provaremos duas desigualdades:

(a) llTk+ill Z llTkll +chllTkll' 4cE, pala cada k C N

< De fato, note que

llTk+il >

(7)

(6)

(5)
>

(5)>

llTh+i=kl

llTb(zk) + ckyÊ(Tkrk) - (rt3k)ll

llZk(zk) + CÉllrka:kll .(Thrk)ll

l(t + ch(llrkll cÊ))%:«tll

l +cÀ;(llTkll .i)l llTkzkll

lt+ «(llnll -- cZ)l .(llnll -- .É)
llTkll --cZ+ckll&ll' eÍllTkll cÍllTü11 +.2

ITkll + cellTkll' cÍ -- 2cÍllTkll + c2
ITkll + ckllTkll' - 4eÊ

onde a última desigualdade ê provada a seguir. I'amos que provar que --eÍ 2cÍllTkll + cs 2 --4e:2
ou se.ja, temos que mostrar a seguinte desigualdade

.Ê (3 - 2.kllTkll + .Í) Z 0
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E, como ck > 0, basta provam que 3 2ckllTkll + c2 2 0. De fato, para cada k C N, temos que

3 k-llTkll+.Ê 2 3

3

3

3

2ck'(4/3)

(8/3)ek

(9/3)cÉ

3ci;

>

(3)
>

>

3 - (3/10k)

0.»

(b) A sequência (ll7kll) é estritamente crescente, ou seja, ll7Lll > llrj11 2 1, para cada j < A

< Novamente faremos por indução sobre k. Se k = 2, então de (a), temos

llz2ll ? lln ll +cillhll'

Para provar que llZ2ll > llPtll, devemos mostrei que cillPill2 4q > 0, ou ainda, que 1 -- 4ct > 0,
já que llrill = llrll = 1 e ci > 0. De fato, 2ct < c < 1/3, por (1) e então, ei < 1/6 < 1/4, ou seja,
4ci < 1 e logo temos 1 -- 4ct > 0.

Suponha que provámos o resultado para k, ou sda, que llTkll > llPk ill > . . . > llTlll e mostremos

que vale para k + 1. Novamente por (a), temos

ITh+i ll 2 11Tkll + ckllTkll'

Sendo assim, devemos mostrar que eÀ;llTklla -- 4cÉ > 0, ou seja, que llTkll2 4ck > 0. De fato,
2ck < c < 1/3, para cada k C N, ou seja, ch < 1/6 < 1/4. Como, por hipótese de indução, temos
llTk11 2 1, segue que llTkll2/4 2 1/4 > ek, ou seja, llzkllU > 4ck e logo terias ll7kll2 4ck > o.
Portanto, llTk+ill > lllZx;ll, como queríamos. »

Finalmente proveitos (9) . Primeiramente, note que

11%+irell = llTArk Tkz +n+l kl
2 11rkzkll ll(Zk -- n+i)(zi.)
2 11ZkzÊll -- 11%+i - Tk

Assim, se .j < k, então

llL+:zhll >

(5)
>

(8)>

(b)
>

lrkZkll 11%+i -- nll

llTkll .Í - 11%--: -al
k l

llTüll -.Z 2 }: '.
{=.j+t

k l
1%+
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Rias por (2) e lembrando que (ch) ê uma sequência decrescente de números reais positivos, temos
que

11%+:zk11 2 11%...:ll .Z -- '} 2 11%+-ll - 2.j

Agora, usando (7), temos que

11%+tzhll lcjg;(%zh)(%zk) + %(zt)ll 5; cjlg;(%zk)111%11 + 11%ll

e, portanto,

cjl(%zk)111%ll + lln11 2 11%+izk11 2 11%+ill -- ecj

Agora por (a), temos que llTj+i11 2 11:Zlll + clllTjll2 -- 4c2, donde

cjl(%zk)111%11+11%ll ã 11%+ill-2c3

'2' 11%ll+c.íll%ll' 4c 2cj

11%ll +c.fll%ll' 6c3

ou seja,

Ig;(%zk)lllTj11 2 11%ll' 6cj,
já que cj > 0. Finalmente, como l $ 117Jll $ 4/3, segue que

y;(%zk)1 ? 11%ll-6.Í;h
? llrjll 6c.j,

sempre que .j $ k. Isso prova (9)

n

Teorema 3.2.4. (Teorema l, [Lin631) Sejam X e y espaços de Banach. Então Po(X, y) é denso
em Z:(X, }'').

Z)em07zsl7açãa. Dados 0 < c < 1/3 e T C r(X, y), considere a sequência (fk) C R do Lema 3.2.2
e as sequência (nk) C Sx, (yi) c S} e (Tk) c r(X, y) gozando das propriedades do Lema 3.2.3
Usando (1) e (8), podemos concluir que (Tk) é uma sequência de Cauchy em Z:(X,y). Sendo y
um espaço de Banach, temos que r(X,y) é completo e, portanto, existe Zo C É(X,y) tal que
limo: Tk = To. Agora, para o dado T, temos

lr - Tkl llr--&ll g2 ll: :ç2$1:.:T.,
{-l i-l

para cada. # c N. Assim, ll7' Hall $ .

Provemos agora que Zo C Po(X, y). Pala tanto, vamos utilizar a caracterização pala elementos
de 7)o(X,y) dada pelo Lema 3.2.1. Já temos duas sequências, (rk) C Sx e (Z/l) C SÇ . Devemos



mostrar, então, que a desigualdade abaixo é válida:

y;(Zo(:'k))l ã llZoll - ;

sempre que .j $ k. Com efeito, fazendo A -+ oo eln (8) e usando (2), temos

ilzo %ll g 2 >1:ci < c?.:
'&=.7

N. Aléns disso,

Ig/;(To(zk))l d(%zk) g/;(%zk) + y;(zo(zk))l
p: ly;(%nk) ly;(%zh) 3/;(zo(zk))l

z lv;(%zÉ) 11% -rali,

onde a última desigualdade é justificada pelo fato de que llaçkll = llyÊll = 1 para todo k C N

co:no llZo %ll < c3 :, temos

g;(Zo(zk))1 2 IV;(%zÊ)1 11% - rali g llrjll
Temos tamb ém

llTkll t +%l
ITk 7'íll + llnil

(8)

para todo .j Cr

l

.1
k l

2 > :eí + 11%l

2 }: ci + 11%

(2)
<

zoll$.3..+

11%ll - .}.: ? llZol

y;(Za«k)1 ? 11%l

2 11Toll 2c}.: - 6fj
(3)>

'? n«n

Fazendo k -} oo, temos

J

Assim, sempre que .j É k,

.3.: + 11nll

e, portanto,

6
llnoll 2.}.: to.j
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Resta-nos,então, provarque 2 6 1
102(.j l)' iO.j ' .j

para cada .j 2 2. Ou soja, temos que provam que vale

6 2 . 1
iÜ + iÕÍG':'iP $ ã'

pa-ra cada .j 2 2. De fato, como j .g 2 . 10(.j l)2, para todo .j ? 2, temos

1 1
liz Í'iÕG l)2

para todo .j 2 2, o que implica em 2 1
- >
j ' lo(.j - l)'

? 2,para cada .j 2 2. Portanto, sempre que J

6 2
:iõ} + 'iõq

6 2 1
íõ} + 'ü ' 'iõ(F
6 2 2

iü + íõ ' 7
6 4

+ioj ioj
10

io.j
l

J

1)'
<

Concluímos, então, que IZ/;(Tozk)1 2 11Zoll l/.j, pala todo .j 2 2 e, pelo Lema 3.2.1, temos
To c Po(X, y). Portanto, dado T C C(X, y'), conseguimos Zo C 7)o(X, y) tal que llr rali É e, ou
seja, Po(X, y) = r(X, y), conto queríamos demonstrar.

D

Eln consequência. do teorema acima, temos um resultado do tipo Bishop-Phelps, adiciona.ndo a

hipótese de que o espaço de saída X de ,C(X, y) seja. um espaço reflexivo.

Corolário 3.2.5. Pm'a todo espaço de Banach reflexivo X temos .Ar,4r(X, y) = Z(X, y)

De«,onslzação. Vamos proa'a-r que .V.4r(X, y) = Po(X, y). Com efeito, sejam 7' C JV'.4Z:(X, y)
Então, existe to € .Bx tal que llrroll = llrll. Como llõx(zo)ll = llzoll $ 1, então õx(zo) € Bx
Assim,

lr"ll ;rali = llõr(7'zo)ll = llr"(õ.x(zo))

já que õr(Tzo) = T"(õx(zo)) e, portanto, T C 7'o(X, y)
Reciprocamente, seja T c 7)o(X,y). Então, existe ]ç8* C Bx** tal que ll7'"ll = ll7'"r8*11. Como

X é reflexivo, existe no C Bx tal que õx(=o) = #8*. Daí,

rll r"ll -;*ll (õx(no))ll õr(rzo)ll IT(zo)

o que acarreta a inclusão oposta. Portanto, .V.4Z(X, y) = C(X, y). D
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O Teorema de Bishop-Phelps afirma que o conjunto dos funcionais contínuos que atingem a
norma eln X é denso de X*. Desde seu surgimento en] 1961, muitos trabalhos tentaram generalizar
este teorema para outros tipos de funções, tais como operadores lineares, aplicações multilineares e

polinõmios homogêneos definidos em espaços de Banach. Um dos primeiros trabalhos nesta área e
talvez um dos mais significativos, foi feito por Lindenstrauss, que exibiu exemplos onde não é válido
um teorema do tipo Bishop-Phelps para operadores em determinados espaços- Apesar disso, ele
mostrou que ?o(X, y), o subespaço dos opeiadoies T C É(X, y) cujo segundo adjunto 7'" atinge
a norma, é denso em r(X, y), como vimos na seção anterior. Teoremas dessa natureza ficaram
conhecidos como teoremas do tipo Lindenstrauss.

Nlais tarde, vários questionamentos foram levantados na tentativa de obter teoremas dos tipos

Bishop-Phelps e Lindenstrauss para aplicações multilineares e polinâinios homogêneos. Por exemplo,
depois de tudo que vimos, fica natural nos perguntar se

(a) o conjunto das formas bilineaies em X que atingem a norma é denso em C(2X);

(b) o conjunto das fonnas bilineares ein X, cuja extensão para X" x X" atinge a norma, é denso
em r('X);

(c) o conjunto dos polinâinios 2-homogêneos em X a. valores escaleres que atingem a norma, é
denso em P('X);

(d) o conjunto dos polinõmios 2-homogêneos em X a valores escaleres, cuja extensão para X"
atinge a. norma, é denso em P'(2X).

Em 1996, no artigo [.à.XP961, os autores inostiaiam que a resposta do item (a) é falsa para.
X = G, onde G é o espaço de Gowers IGow:901. Além disso, existe um exemplo de um espaço de
Banach X onde o conjunto dos polinõmios /V-hoinogêneos ein X blue atingem a norma não é denso

em P'(XX), como podemos ler no artigo [SP081 de 1998. Isto mostra que também é falsa a resposta
do item (c). Ou seja, não existem teoremas do tipo Bishop-Phelps para aplicações bilineares e
polinõmios Ar-homogéneos.

Apesar disso, a situação com os teoietnas do tipo Lindenstrauss é um pouco diferente. Primei-

ramente, precisamos estender aplicações bilineares e contínuas definidas em X x y para X** x y"
Em 1951, Richaid Arena, nos artigos [.Are51a] e ].àie31b], introduziu duas extensões naturais pala
unia aplicação bilinear, como vimos na terceira. seção do prin\erro capítulo. Utilizaremos estas ex-
tensões e as ideias da seção anterior para apresentar a veracidade do item (d) acima. Mostraiemos
também que o conjunto das aplicações bi]ineaies -4 : X x y -} ]K cujas extensões .4ttl e ,4U"ttt7'

atingem suas respectivas noivas shnultaneamente nos mesmos pontos, é denso em É(2(X x y)).
Enl [.àco981 é provado que o conjunto das aplicações bilineares e contínuas definidas em X x y
onde X e y são espaços de Banach, tal que .4tt' atinge a norma é denso em É(2(X x y)).

Dizemos que P C P(2X) atinge a norma se existe to C X tal que llPll = IP(zo)l. Já vimos no
Capítulo l que existem duas extensões de Arens para cada .A C r(a(X x y)) dadas por

.4'"(E", y") lin, lím Á(z., g/p)
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.4r"'7'(z", Z/") - iip lim Á("., yp),

onde (z.) C X e (y#) C y são redes convergindo w* para ]ç" e y", respectivamente. Nesta

seção, colocaiemos .Áia :; ,4tft e -A2i :: ..47'tltr no intuito de simplificar a notação. Em geral, temos

l.Ai2ll = ll./ill = llA2ill, mas At2 # Á2i (vida Exemplos l e 2 de l.àGh:i031).

Agora, se P C P'(2X) e Á C Z(aX) é a aplicação bilinear simétrica associada a P, então a
ezferzsão canónica de P : X --} IK pala o bidual X" é dada poi

e

P(a") := Ái2(z", z") = Á21(=",="),

para cada z** c X", colmo vimos no final da terceira seção do Capítulo 1. Assim, temos llPll
para todo P C 7'(2X).

pll,

Teorema 3.3.1. (Teorema 2.1, [AGM031) Seja X um espaço de Banach. O conjunto de todos
os polinõmios 2-homogêneos contínuos cuja extensão canónica para X" atinge a norma é denso em
'Dr2 y\

Demonstmçâo. Seja. P C P(2X) tal que jjPll = 1 e sda ..4 C r,(2X) a aplicação bilinear simétrica
contínua associada a P. Dado 0 < c < 1/3, existe (ve.ja a demonstração do Lema 3.2.2) uma
sequência decrescente (ck) de números reais positivos que satisfaz as seguintes condições:

(1.1) 8):l=: c{ < c,

(1.2) 8El=x;+i c{ < cÍ,

(1.3) ck < :iÜ, k c N.

A justificativa para a existência dessa sequência é feita de forma inteiramente análoga ao Lema
3.2.2. Na verdade, a sequência é a mesma que tomamos naquele lema. Apoia, usando indução sobre
k, podemos tomar duas se(luências (PÀ) C P(2X) e (açk) c Sx, satisfazendo:

(2) a - p,

(3) Pk(zk) ? llPhll cÍ, k C N,

(4) Pk+l(z) := ,Ft(=) + ck.Ak(z,zk)', z c X, A c N,

onde Ax; é a única aplicação bilinear simétrica contínua associada a Pk, para cada k c N. De fato

seja P = Pt. Pela definição de llPI ll = llPll, existe ai C Sx tal que

pl(zl) 2 11pill -.?,

já que ci > 0. Defina, então, para cada = C X,

P2(z) := PI(#) + n.AI(z,,çi)',

onde .At C .C,(2X) é a única aplicação bilinem simétrica associada a Pi = P. Note que F2 é um
polinõmio 2-homogéneo, já que a aplicação 13t(z, 3/) = AI(z, 3/) + eiÁi(z,zi).4i(y, zi) é bilineat e
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é td que -B: (z, =) Pe(z), para cada # C X. Assim, pela definição de llPell, existe r2 C Sx tal que

p2(z2) 2 11p2ll - c:,

já que e2 > 0. Defina, então, para cada z C X,

P3(z) = P2(gç) + c2.A2(z, =2)'

onde .A2 é a única aplicação bilinear simétrica associada a P2. Então, Pa C P(2X) e podemos
continuar o processo indefinidamente

Usando as propriedades acima, vamos provam que

(s) ll-B PkllÉ4(4/3)'>:fllc{ e llPkll $4/3, j<k,kcN.

< hlostiaremos isto usando indução sobre k. Se k 2,então j l e, portanto,

jjPi P2ll sup l(PI Pe)(z)l

suP IPI(r) -- P2(a)
seBx

suP IPI(z) --(PI(z)+ dAi(aç,zi)')l
xeBx

suP cilÁt(z, zi)I'
neBx

.ill.4ill'
ci(2llpi ll)'

4cl llpt ll2

4ci

4(4/3)'ci.

(4)

(2)

<

.Além disso,

ll&ll IPe Pt+ Pt
P2 Plll+llPI

4cr+l

c/2 + 1

1/6+1
7/6

8/6

4/3.

(1.1)
<
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Agora, suponha que (5) vale pala k € N e provemos para k + 1. Note, primeiramente, que

ll& l ll suP l(Pk -- Pk+i)(z)l
aceBx

suP IPk(a) -- Pk+i(z)l
=cBx

suP IPk(z) -- (Pt(z) + ck.Ak(z,ze):)l
zcBx

suP fel.4x;(z, Zk)I'acBx
ckllAkll'

ck(2ll.rl:ll)'

4ckll-rl;ll2

4(4/3):ek.

(4)

(HI)
<

Então, se .j < k,

IB Pk+il llPj -- PA + Pt PX+ill

ll-B Pkll + lla: -- Pk+ill

4(4/3)' >: ci + 4(4/3)'eÊ

k

4(4/3)' }: cí
z::j

<

(HI)
<

IPI Pi+ Pk+ll
lpill+llpk+t plll

k

1 + 4(4/3)' >ll: 'i
{-1

1 + 4(4/3)' >1: ci
{-1

(<) 1+4(4/3)'(1/8)c
< 1 + 4(4/3)'(1/8)(1/3)

< 4/3,

Ja que

: *' ({): (;) (;) - : * (;) (á)
isto pi'ova (5). >

4
3

Agora, mostraremos que

(6.1) llPx+lll > llPkll + ckllPkll2 4cZ, para cada k CN



(6.2) (llPkll) é uma se(luência estritamente crescente,

(6.3) llPk11 2 1, para cada. k C N.

< Vamos provar primeiro (6.1). Note que

llPk+i11 2 1Pk+i(Sk)l

e IPk(zk)+ck.Ak(zk,nk)'l
Pk(zk) + ekPk(ze)'l

(l + ckPk (ZA;))Pk(zk) l

g(i+.*(llpkll -.Z))(hall .Z)
(i +.kllpkll - .Í) (llpkll .Z)

2 11pkll+ckllpAll' eÉ 2cÍllpkll+c2

> llPkll +ckllPxll' 4eÉ

onde a penúltima desigualdade é provada a seguir. Temos que provam que

--cÍ -- 2cÍllPkll + c2 > 4cÍ,

ou seja, que 3 -- 2ehllPkll + cil > 0. De fato,

3 2celjPkll +ci 2 3 2chllPkl
(5)
> 3 2ck(4/3)

3 - (8/3)ce
> 3 -- 3ch

(1.3)
>' 3 (3/10k)

> 0,

pala todo k C IN. Isto prova (6.1).

Para provar (6.2) e, consequentemente (6.3), usaremos indução sobre k. Se k = 2, então .j

e de (6.1), temos que

IP2ll > jjPi ll +cillPlll: -- 4c?.

Basta, então, mostrar que cillPill2 -- 4c? > 0, ou seja, que ci 4c? > 0, já que llPtll ;; ljPll =l
Com efeito,

l (y)i > l

Suponha agora. o resultado válido pala k e piovemos para k + 1. Novamente de (6.1), temos cine

IPx+ill > llPAll +ckljPklj' 4cÍ

e, portanto, devemos mostrar que cellPkll2 -- 4cU > 0. Por hipótese de indução, temos

Pkll > llPk-ill > ... > llF2ll > ljPijl = 1,

TEORES:IAS DE LINDENSTRAUSS PARA APLICAÇOES BILINEARES E POLINONÍIOS 2-HONIOGENEOSI'U l J lsz!
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eja, llPk1 2 1. Daí,

llPkll' -- 4cA; 2 1 -- 4ek > : > 0.
Isto prova (6.2) e que llPk11 2 1, para todo k C N. »

Finalmente, vamos provar que

(7) l-Aj(=e,zj)1' 2 11Pjll2 6ej, P

>. Com efeito

DENSTRAUSS

ou s

ara .j < k e k c Nl

3.3

l&+i(zk)l = lpk(zk) R(zk)+p+i(zk)l
IPk(zk)l l(&+i PA)(ze)l

IPk(=k)1 118+i Pkll

g llall --eZ ll&...: Pkll

g llpkll -.Z-4(4/3): >ll: ':
k-l

{=.j+i

> llpkll .Z 4(i6/8) )ll: 'i

(z) lle:...:11-.2-;}
> lia--:11 .? .3

B+:ll -- 2cÍ

@') ll.Rll+cí11811:-4c3-2c3
llBll + cjllBll' - 6cj

{=.j+t

P lado

8+t(zk)l e IPj(zk) + cj.Aj(=k,aç.f)'

É llPjll +cjl.Aj(re,=j)I'

Portanto,a.desigualdade

1811 + ejl.4j(zk, z.j)I' ? lâ+i(ze)l Z 11811 + c.Íll&ll' - 6c}

Aj(ak, zJ)I' ã ljPjll' - 6c

sempre que .j < k, pala cada k C N. »

ll......J.. bn,Inn nnJ..n :&nn. n...+.-.

implica que

os agora para a parte final da demonstraçãogoi l r l S De (3) temos
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que pala cada k C N e .j < k,

118 <

<

k l

4(i6/9) >1: ;:
h' l

4(i6/8) >1: ':

ll.4j .'lÉll $ 2ljPj - .r%ll < 16E:ci,

onde .Aj -- .Ak é a única aplicação bilineal simétrica contínua associada a -B -- PA. Assim, usando
(1.1), concluímos que (Pk) e (.Ah) são sequências de Cauchy nos espaços de Banach P(2X) e Z:s(2X),
respectivamente. Sejam, portanto, Q C P(2X) e -B C É.(aX) tais que Q = limo; Pk e B = limo .Ak

Vamos provar que B é a aplicação bilinear simétrica contínua associada a Q. Com efeito, para todo
(aç,y) c X x X, temos .4É(z,g/) --} B(z,y) quando k -} oo. Em particular, .Ak(z,z) --> B(z,z),
para cada z C X, se k --} oo. alas para cada k C N, Ak(z, z) = Pi(z), sempre que z C X. Agora,
como .fl.(z) --> Q(z), para cada z C X, temos que pela unicidade do limite B(3, z) = (2(z), para
todo z € X

Dado i7 > 0, existe .jo C N tal que llQ -- .r)ll < r7 e lla .Ajll < T7, para todo .j ? .jo. Agora, como

llQll -- ljPi l $ 11(2 -- Pijl, temos que

e
k l

&

llQll - ll-Bll $ 11Q - Bll < a,

pma todo .j 2 .jo, ou sela

l&ll > llQll a, vj z .jo
Com isso,

IB(zx; , zj )

>

>

(7)
>

.4j(zk, zj) .4j(zk, a;.j) + B(Zk, zj)l

IA.í(rk, zj)l l(B - À.í)(zk, #.í)l

l.Aj(Zk,zj)l lln Ajllllzkllllz:ill

.4.j(ze,Zj)l - llB .4jll

'11411' - 6c.j ?7

> «(11(211 ?)' -6cj '7,

sempre que k > .j ? .jo, para todo k C N

Apoia note o seguinte: como õX (SX) é um conjunto u* relativamente compacto, podemos tomar



48 0 TEORENÍA DELINDENSTRAUSS 3.3

z" € X" um ponto de acumulação w* da sequência (zk). Então,

l B2i (z" , #j ) l IBl:(z" , zj ) l
nr B12(Zh, zj)l

l nP. B(zk, zj)

'(llQll q)' -- 6cj>

sempre que .j 2 jo, donde

l.a«(z",z**)1 2 v/ÍÍitãi":;jF ,7
1(211 - 2ç7.

para todo ?7 > 0. Portanto,
Q(z")l = 1.B2i(z", z")l Z llQll

h,1« 11(911 Z lê(z")l e llC?ll o« sda,

llQll z IQ(z")12:11Qll ? llQll

isto é, IQ(z")1 = 11(211. Logo, Q atinge a norma em r". Por outro lado, temos

ilP-Pkll E ljPI Pkll

g ,o/D'E:..
{-1

(1.1)
<

para todo k c N. Portanto, jjP Qll $ c. Isto prova o teorema. n

Consideremos agora um teorema do tipo Lindenstrauss para aplicações bilineares. Dizemos que
Á € r('(X x y')) atinge a norn:a, se existe (zo, Z/o) € Bx x Bv tal que llÁll = IÀ(zo,go)l.

Teorema 3.3.2. (Teorema 2.2, [AGh'1031) Sejam X e y espaços de Banach. O conjunto das
aplicações bilineaies 4 : X x y --} IK cujas extensões .Ai2 e À2i atingem a norma simultaneamente
nos mesmos pontos, é denso ein r('(X x y)).

Z)eznonsl7ação. Sejam Á C r(2(X x y)) e 0 < c < 1/3. Suponha que ll..4ll = 1 e tome, como no

Lema 3.2.2, (ck) uma. sequência decrescente de núnleios leais positivos que satisfazem as seguintes
.n.rliFÃPq'

(1.1) 2)l:=:ci < c

(1.2) 2E=k+i c{ < cZ,

(1.3) e < ih, k c N
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Indutivamente, construa sequências (Áh) C ,C(2(X x y)), (zk) c Sx e (Z/k) C Sr satisfazendo as

seguintes propriedades:

(2) .At =.A,

(3) .Ak(ze,yk) 2 11Àkll -- eÍ,

(4) .Ax.+i(z,Z/) := .4t(z,g) + ck.Ak(z, rk).Ak(zk,y), # C X, g/ C y e k C N

Agora, como no teorema anterior, podemos provar que

(5) ll-ÁJ .Akll $ 2)I'l'.i ci e ll.4kll $ 4/3, sempre que .j < k e k C N,

(6.1) ll-Ak+i ll > ll.Ax;ll + cJ.ll..4kll2 -- 4c2, pala cada k C N,

(6.2) (llÁkll) é uma sequência estritamente crescente,

(6.3) ll-Ak11 2 1, para cada k c N,

(7.1) l.4j(zk,W)1 2 11ÁÍll 6c.j, .j < k,

(7.2) l.Áj(z.í,yk)1 2 11Ájll 6cj, .j < k.

Feito isso, partimos para a neta final da demonstração. Por (5) e (1.1), podemos afirmar que
(.4k) é uma sequência de Cauchy no espaço de Banach Z:('(X x y)). Seja, então, B C r('(X x y))
tal que B = limo Áj. Então, B satisfaz ll.A -- Bll $ c poi (5). Usando (7.1) e (7.2), e notando que

6cj > 1/.j, para cada .j C N, vamos provar que

IB(ze,yj)1 2 11.ell - i/J,

IB(rj,gk)1 2 11nll i/J,
sempre que J < k. De fato, se .j < k, então

B(zx: , Z/:Í ) .B(zb, yj) -Aj(açE, yj) + Á.Í(nk, Z/j)

IAj(zk,y.Í)l lln .A:ill

ll.A.jll -; llB .4jll.

SÓ que ll-ÁJll llÁj B + Bll ? llBll ll-a - Ajll. Logo,

IB(:'k,g/j)l ? llBll ; 2llB-.4jll

Além disso

IB -.4jll $ 11B Áll+ll-A .A.ill IB - All+ll.4-
.j l

c+2)l.E'i
{-1

E + 2 >1, cí
á-l

2e;,

'ljl

<

<

<
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para todo 0 < e < 1/3, ou seja, —2]|B — A;l] > —4e. Segue, então, a primeira das desigualdades.

Usando (7.2) podemos provar a outra desigualdade de forma inteiramente análoga.

Agora, sejam zj* E X* e yo” E Y** pontos de acumulação w* das sequências (xp) C Sx

e (y;) C Sy, respectivamente. Então, usando os resultados sobre extensões de Arens feitas no

primeiro capítulo, temos

Bozoyj)l = |Br(xo',y;)

[im Bra(xe, 45)

[im B(xk,y;)|

> IBJ=1/5,

e

Bratz; mo) = [Blz]

= [im Boi(;, y6)]

= [im B(x; y)|

> IBl=1/5,

para cada j E N. Daí, segue que

IBll= [Ball > |Ba(zo%,yo)]

> IBl

= |Bul

> |Bi(xo,ywo9

> IBl

= |Bul),

ou seja, ||Br]] = |Bio(x3*,959)| = ||Bo1]] = |Boi(x9*,y0*)|. Isto termina com a demonstração do

teorema.

O

Osresultados provados nesta seção foram obtidos em 2003 por Richard Aron, Domingo García

e Manuel Maestre no artigo [AGM(03]. Cinco anos antes, María D. Acosta em [Aco98] provou que

o conjunto das aplicações bilineares e contínuas definidas em X x Y cujo terceiro adjunto atinge a

norma,é denso em L(?(X x Y)) que é o análogo ao que Lindenstrauss fez para operadores lineares.

Assim, o Teorema3.3.2 é um melhoramento deste resultado, já que em [AGM03], os autores exibem

um exemplo de uma aplicação bilinear e contínua tal que somente uma de suas extensões de Arens

atinge a norma. Outros resultados positivos em relação às aplicações multilineares e polinômios são

descritos a seguir.

Em1995, Richard Aron, C. Finet e E. Werner provaram que se X possui a propriedade de

Radon-Nikodym, então o conjunto das aplicações N-lineares definidas em X que atingem a norma

é denso em L(NX), para todo N> 1, no artigo [AFW95]. Já na tese de doutorado de F. Aguirre

[Agn96] de 1996, é mostrado que se para algum espaço de Banach X, o conjunto NAL(NHX)
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é denso em C(Jv+:X), e«tão o conjunto .V.4C(XX) é denso em C(WX) como vemos na próxima
proposição.

Teorema 3.3.3. (Proposição 3.1, [Agu96]) Sejam X um espaço de Banach e ]V C N tal que
./V'.4C(/'r+'X) é denso em C(Jv+:X) Então, ./V'.4r(XX) é denso em r(lvX).

l)emo«st,açâo. Sejam- À C r(XX) com ll.All = 1 e 0 < c < 1. Tome z''' C X* com llz*ll = 1 e defi::a

B C r(X+iX) por
.B(zl,. . . , "/v, ZN+l):= Á(zi,..., zx)z*(zw+i),

pala cada zi, . . . , z/v,zw+i c X. Assim, por hipótese, existe B' c JV'.4Z:(X+iX) tal que ll.e'll = 1 e

B -- B'll < c/2. Se ai,...,aly, aly+l C Bx são tais que IB'(ai,...,ajy,aW+i)l = ll-e'll = 1, então,
por um lado, temos

B(«l,. . . , aA',a/y+i) = ..4(al, . . . , a.)z*(aJv+i),

o que acarreta

IB(«i ,"N,anal)l $ 11Àllllaill ll«,ll . l=*(.j«+t)l $ 1r*(.w+t)l

Por outro lado, temos

B'(al, , "v, .;«+l) B(a:, .'N,«--:)l < ã
Logo,

Z?'(ai, , "v,..V+l)l IB(a-, , «'», «.«+:)l < ;
Z

e, portanto,
l l; < IB(«:, ...,"'",a«,+:)l $ 1"'("«,+:)1,

. a.v,afv+l)l = 1. Agora, como z*(anal) # 0, podemos definirjá q« l-B'(ai,

..'l'(':,,«) :- ;;(il;i) ' B'('':-, - . - ,"",.«.+-)

Logo, A' é N'-linear. Além disso, se zi , zw C Bx, então

1(-.'1 - .4')(zi -'N)l .'l(«:, . . . , «") - ;;Í:lLi'Õ ' 'e'(':,
A(zl, . . . ,z/v)z*(aA,+i) B'(zl,.

,*(..v+l)
B(zl:...,ZN,aJV+l) B'(zl,...,

r*(.j«+i) l

(B B')(zi, . . ,"jv,a.v+i)
r*(a«.+i) l

B n'll
z*(a.v+:)

,Z:V,aJV+l)

a;/V , aN+l)

"õ' , .x+i) l

<
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Rias lr*(aw+i)1 2 1 -- c/2 = (2 -- c)/2, ou sda,

1 2
z*(anal)l ' ã'-;

Logo,

l('{ - Á')(":, . . ,«)l $ 11B - 'e'll . T;;(il;iij' $ ã
sempre que zi, . . . ,ZX C .B.\-. Portanto, ll..4 À'll É c. Resta-nos provar que .A' € ./U.,4C(XX). Note

que
l 4'n -- sijn l!:(!1l.=-!!ai!-irai:!:1l <
''" U;lj:: lz*('«.+:)1 ' 1,'("«,+:)1 1=*("«,+:)1

ou sela,
1..4'll lz*(a.«+i)l É i.

Mas l..4'(ai, . .. ,aN)l = IB'(«i, . . . ,ajy,ax+i)l/lz*(aw+t)l - Ti;:ii:L;:M ', p''t':-to,

l = 1.A'(ai, , ««,)l . lz* («+1)l

Logo,
Á'll . l:«*(aW+t)l É l(al, ...,aN)l - lz*(aw+i)l

Como lz* (anal)l # o, segue que

l.4'll $ 1.A'(«i ,«N)l É ll.A'll

Portanto, ll.A'l l.A'(ai,...,aw)l n

Entretanto, no artigo ISP081 de 1998, Ni[. Jiménez Sevi]]a e R. Papá fornecem, para cada .V C N,
uni espaço de Banach X tal que .V.ÁZ(WX) é denso em E(XX) mas o conjunto .A/'.4r(W+tX) não
é denso em r(W+:X).

Assim vemos que teoremas do tipo Bishop-Phelps valem para esses tipos de funções se são
adicionadas hipóteses sobre os espaços de Banach envolvidos. Por outro lado, utilizando as ideias
desta seção quando trabalhamos com as extensões de aplicações bilineares, conseguimos resultados
positivos sem adicionar hipótese alguma. Por isso, é natural nos perguntar se vale um teorema do
tipo Lindenstrauss para aplicações Ar-lineares e polinõmios /V-hoinogêneos definidos em espaços de
Banach como fizemos para aplicações bilineares e polinõmios 2-homogêneos.

Recentemente, mais precisamente em 2006, N'laiía D. Aposta, Domingo García e Nlanuel Nlaestre
generdizaiam o Teorema 3.3.2 para aplicações N-lineares no artigo IAGN106j. Eles provaram os
seguintes resultados:

L. Seja XK llm espaço de Battach, onde \ $ k $ N. Então o conjuvLto das aplicações N-lineares
deÉnãdrzs em XI x . . . x XJv fa/ que todas as e=lensões de trens definidas em Xi" x . . . x X#
«t'"ge,« . «.,m« .ã«.«./'""«.e«t. - ,n««.« N-«pZ., é de«s. - «p«ço É(W(Xi x . xXjv))

2. Sejam\ Y e XK, onde \ É k $ N, esptiçns de Buítuch. Então, o conjunl,o düs aplàccbções N-
[ã? fales B : Xi x . . . x XX --> y ctdas ezterzsões de .Arerzs atírzgem a norma s muZ]a7zeamerzte

rza rrzesnza. ]V-upZa, é deizso enz Z:(W(Xi x . . x XN); y).
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b,lais anual ainda é o resultado obtido por Da.mel Catando, Silvia Lassalle e Nlartin b/lazzitelli
em 2012 no artigo ICLX1121. Neste artigo, eles mostraram que vale um teorema do tipo Lindens-
trauss para polinõmios Aí-homogéneos com algumas hipóteses sobre os espaços de Banach. h.:tais

precisamente, eles mostraram os seguintes resultados:

3. Sejüin X e Y espaços de Banach. SupoTtha que Xl* seja separáuel e que possua a proplqedade de

.p"«t«.«çã.. E"fã., o "«:/-f. de f.d« os p.iinó«.{« .«. 7'(jvX, }''*) «J. e«fe«sã. c««ó«:"
«É'"ge « -,m., é d.«s. e«, 7'(XX, }'''*),

4. Sejam X e Y espaços de Banach. Suponha que X* seja separáue! e que possua a propriedade

de aprozimaçlio. Então, o conjuiLto dos poliíi-õmios em 'P(KX) cuja extensão canónica atinge
a marina, é denso em P(XX).

Apresentamos a demonstração do item l no último capítulo da dissertação
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Capítulo 4

O 'l'eorema de Lindenstrauss Para

.A.plicações .ZV-lineares

4.1 Introdução

O teorema de Bishop-Phelps [BP611, como vimos no Capítulo 2, afirma que se X é um espaço
de Banach, então o conjunto dos funcionais que atingem a norma é denso em X*. Desde o seu
surgimento, muito se tem feito a íim de generaliza-lo para funções lineares e não lineares. Por
exemplo, em 1963, Lindestrauss [Lin631 provou que o conjunto das aplicações lineares e contínuas

T : X --} y cujo segundo adjunto 7'" : X" --} y" atinge a norma é denso em r(X,y), quando X
e y são espaços de Banach, como vimos no começo do terceiro capítulo. Neste mesmo artigo, ele
apresentou exemplos que mostravam a não existência de um teorema do tipo Bishop-Phelps pala
operadores lineares. Além disso, como já mencionamos no final do capítulo anterior, também não
valem teoremas do tipo Bishop-Phelps para polinõinios N-homogêneos e tampouco para aplicações
.V-lineares.

O que falar então sobre teoretnas do tipo Lindenstiauss para funções não-lineares? Quando
apresentamos as versões deste teorema para aplicações bilineares e polinõmios 2-homogéneos no
Capítulo 3, foi necessário introduzir uma nova ferramenta. Definimos para unia dada aplicação
bilinear e contínua a ezlerzsão de .4re7zs, deÊnida em X** x y" e tal extensão fez o papel do
segundo adjunto de um operador T (vide Teorema 3.2.4). Ademais, falam usadas as ideias originais
de Lindenstiauss para conseguir resultados positivos pala esses tipos de funções.

Assim, é natural nos perguntai se vale um teorema de mesma natureza pala aplicações Ar-
lineares e contínuas. R.leis ainda, será que podemos fazer uso dm mesmas ideias de Lindenstrauss
para conseguirmos bons resultados? De qualquer maneira, uma coisa é certa, precisamos estudam

extensões de aplicações /V-lineares definidas em um produto de espaços de Banach. Tais extensões
focam introduzidas no final do Capítulo l e, nesta seção, faremos uso das extensões de Davie-
Gamelin, também conhecidas como extensões de Aron-Beiner.

O que vamos apresentar neste capítulo é uma generalização do Teorema 3.3.2 substituindo
as aplicações bilineates por aplicações Ar-lineares, com Ar 2 2. Utilizaremos ideias próximas ao
Teorema 3.2.4, mas não tão próximas a ponto de ter semelhança com as demonstrações dos teoremas
Teorema 3.3.1 e Teorema 3.3.2. O resultado deste capítulo foi provado em 2006 poi Ataria Acoita,
Domingo García e hlanuel Nllaestre em [.âCÀ-i061.

55
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4.2 Preliminares

Vamos começar introduzindo novas ferramentas que vão nos auxiliar na demonstração do teo-

rema principal. Relembramos alguns fatos que vimos no Capítulo l e demonstramos a existência
de duas sequências de números reais que satisfazem algumas propriedades. Tais sequências gozam
de propriedades semelhantes àquelas do Lema 3.2.2.

Sejam Xi,. . .,XX espaços de Banach sobre K, onde .ÍV Z 2 é um número natural fixado.

Consideremos um subconjunto .ll de {1, 2, . . . , N].. Definimos a aplicação multilinear PH : Xt x

x XX >: Xi x . . . x XX por

PH(=1, , zw) = (3/i, . . . , yN),

onde
se k CH
se kÍH

Por exemplo, se -fr :: {l}, então

PH(zl,z2, . . ,rx) = (nl,0, ,0),

onde(zl,32,.. . ,ZX) C Xi x XZ x ...x XW. Note que se H = 0, então PK = 0e se H = {1,..., ]V}

então PH = /d, onde /d é o operador identidade de Xi x . . . x XX eni Xi x . . . x X.v. Note que se a

norma de um elemento z C Xi x . . . x XX, é considerada como sendo llzll := nlaxlllzkll : l $ k $ .V},

temos

llPH (ai, . . . , rj«)ll l(yi,..., g.v)ll

l(z:, . . . , z]«)
1,

para qua[quer .H C {], . . . ,]V}. Portanto, llPHll $ 1, para qua]quei .27 C {], . . . ,Ar}. Claro que se

.llr = 0, ente.o ll.f)wll = 0 e se /7 = {1, . . . ,iM}, então llPÜll = ll/all :: 1. Utilizaremos várias vezes a

aplicação -f)W no decorrer deste capítulo.

Agora, sejam .'! C É(X(Xi x . . . x XN)) e 0 uma perinutação do conjunto {l.

definimos a aplicação 0.A : XO(1) x . . . x XO(N) --> K por

N}. Então

0À(ao(0, . . -,zo(w)) = .4(=1, . . . ,zjv),

para cada (zi, . . . ,ZN) C Xi x . . . x XX. Então, f?À é uma. aplicaçã.o N-linear e

(4.1)

o.All suP l0À(aço(i), .-' ,zo(N))
ll'o(k) ll= l
k-l,...,N
s«P l.A(Zi:...,=W)l

llzx: ll =l
k=1,...,íM

.4ll,
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ou seja, a aplicação a.4 ê contínua e satisfaz ll0-All = ll.All, pala cada permutação a do conjunto
{l, . . . , N].. .Além disso, lembrando da expressão (1.4) do Capítulo 1, segue que se / é a permutação
identidade

(aÁ)/(";rn, -,';;h)) '' '''"» ' ' ' .'!"-» 4('-,.:, , . - . , "...,.,,)
.IS, ' ' ' .ll= ''1(''- , . . . , «.,.J
..'lo(=i* , . . . , zZ),

ou sela,

(0.A)l(z;?0, ' . ', z;?/q) - Áo(z:*, - - . , z;),(4-2)
onde rE* € Xk*, com k = 1, . . . , N'. A seguir, justificareinos a existência de duas sequências que nos
auxiliarão mais tarde.

Lema 4.2.1. Dados 0 < c < 1 e N 2 2, existem duas sequências decrescentes (a.) e (77.) de

números reais positivos tais que

(1) q« < a«,Vn C N,

<e < 1,

(3) H:n qf-.,
W ,Jlnm $ - 0,

H) ":«««ê«:«("). .( .;ã.'-«««'", p':*'''. : $*'"
Z)emonslração. Defina, para cada á C N, a sequência (a.) por

«: - (Ü)'
Então

,-'x (i«yá-]

2"+'.
:-#

2x+2. c
' 10iN C

2v+e
itiv.;''
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Logo, (2) está provado. Agora, vamos tomar uma subsequência (apj) de (ap) definida da seguinte
maneira: pt = 1 e pj = 1 + (.V + l)pj--i, se j 2 2. Assim, temos

oo oo oo :.

Ê «..- É (õy' É(úy"":
i=n+l i=n+l j=0

fP«+l lO/V
jON'Pn+Í 10X C

l eP'-+i

10N -- C lO/V(Pn+i l)

Como pn+l - l + (N' + l)p«, segue que p.+l -- l = (N' + l)p« e, então, 10N(Pn+i--l) - 10X(W+t)P«
Portanto,

l
' 10W

fl+(]v+l)P-
f 10jv(x+i)p«

(N+l)P«

10JN -- C 10X(X+i)Pn

ã;= . [(Ü)'']~*'
á:;n+l

Ou seja, para cada r& C N, E=.*:',.0< < e ' (zP,.jva

Como ap. d 0 quando n > oo, segue que

«*yã" 0

o que prova (3) se tomarmos no lugar da sequência (a«) a subsequência (ap.). Com isso, para. todo

l $ A $ N, temos que ali ? ay, donde ià $ =;b- e, portanto,

E=«*: ':

Logo,
X'no0

lilll 4e!=!!+i '' :: 0.
n--'>00 amn

\. a;, ,/.
pa-ra todo l $ # É N, já que, se necessário, tonlainos uma subsequência que goza desta propriedade
Isto proa-a a segunda afirmação de (3).

para cada l É k $ /\r. Sendo assim, podemos assumir que a sequência
E=«*- ":

.k ê decrescente

Finalmente, tome ?7. a2JN', pai'a cada n C N. Então, como 0 < a. < 1, para cada n C N, temos

'',, - «:''' - l(Õ)"I "'' - (á):"" - l(ã) "I ''' . l(Úyl''' - ':' . «I' « «:' - '.
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Logo,

' «$ « «,

para cada n C .N. Portanto,

n$-',
se l $ k $ .M, então ak Z ar, o que implica que :k É i;L-já que a. -+ 0. Isto prova (4). Além disso,

e, portanto,

para cada. l $ k $ N. Ou soja, podemos assumia queComo lim«a«> nn = 0, então :E- --> 0

, ".«ê«:, ("). é -««"" p"'
subsequência que goza desta propriedade.

todo [ $ k É ]V, já que, se necessário, tomamos uma

n

4.3 A demonstração do teorema

Estamos aptos pala demonstrar o teorema de Lindenstrauss para aplicações .ÍV-lineares contí-
nuas. Este teorema, como demonstrado em IACXi061, possui uma vasta demonstração e, por isso,
optamos poi dividí-la em dois lemas e um teorema. No Lema 4.3.1, construireil-tos uma sequência
de Cauchy (-A«) que goza de algumas propriedades. O limite B desta sequência estará próximo de
uma aplicação JM-linear .A fixada previamente. A partir daí, passaremos a trabalhar somente com a

aplicação B, fazendo uso das propriedades da sequência (Án) já provadas anteriormente. No Lema
4.3.2, provaremos algumas desigualdades que relacionam as aplicações B e .A.. Por fim, enunciámos
e demonstramos o resultado prometido desse capítulo.

De agora em diante, consideremos /V ã 2 e Á C Z:(X(Xi x . . . x XN)) tal que ll,4ll = 1, onde

Xi, . . . , XX são espaços de Banach. Note a semelhança do próximo lema com o Lema 3.2.3.

Lema 4.3.1. Sejam Xi, . . . , XX espaços de Banach e .A c Z(W(Xi x . . . x XN)) uma aplicação /V-

lineai tal que ll..4ll = 1. Para cada 0 < c < 1, consideremos as sequências do Lema 4.2.1 gozando de
suas respectiva propriedades lá indicadas. Então, existe uma sequência (-An) C Z(X(Xt X . . . XXN))
calque

(1) .Ai =.A,

(2) À.(z") = Re.A«(z") > ll.A«ll

(3) llÀ«+i .4«ll $ 2Wa«llÁ«ll,

(4) ll-A«+ill É ll.4.ll + 2Xa«ll.4«ll

r7., onde z" - («t ,=lÇ) C S.r. x ... x Sx.,

Consequentemente, temos

(Õ) ll.A«. A«ll $ 2X+: E=,:ai, se n $ m,

(6) (,4.) ê uma sequência de Cauchl' em r(W(Xi x x X/«)),

(7) (11.4«11) é uma sequência crescente

(8) ll.A«+l11 2 11.A«ll + 2/va.ll,4« 2l7n, pala cada n c N
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l)e7rzozlsfzação. Pa'a a propriedade (1), ponha simplesmente Ai = .A. Suponha, para um celta
número natural n, que definimos uma aplicação 7V-liceal .A« tal que A« 7é 0. Pela definição de

ll.A«ll, podemos escolher uma sequência z" := (zr, . . , a;Xr) € Sx. x . . . x Sx,, cujos seus elementos

são dois a dois disjuntor satisfazendo o item (2):

.4.(z') (a") > ll.A« 'l7n

Defina, portanto, a aplicação .Anal por

,4.+l(z) E
HCil,-.,N} IÁ«(PH(') +(/ - Pm)(""»l l-Rllh(pn('")+(/ - PH)("))j

para cada z c Xi x . . . x X/v. Logo, Á.+l é .7V-linear. Vamos primeiramente provar que .A«+i é

contínua e que a sequência (llÁ«ll) é crescente, o que mostra que Á« é uma aplicação /V-linear não
nula, para cada n C N. Para isso, provaremos as propriedades (3) e (4):

ll.A«+i .4.ll $ 2JVa«ll.4«ll e ll.4,.+ill $ 11.4«ll + 2Na«ll.Anl

De fato, para cada z := (zi : ZN) c Sx := Sx. x x Sxw,tentos

l.A«+i(z) À.(3)
{h .," l-A.(px(") + (/ - pw)('"))l ' l-ülh(pw('") + (/ - PH)("))l

$ «« }1: 11..4.llllpH(z)+ (/
HCtl,...,JV}

n)(«") l ljPH(Z") + (/ PH)(Z)ll

«« llÁ«ll >1: 11px(") +(/
HCll,...,N}

PX)(r")ll - llPH(z") + (/ n) (-)ll

Para provar a primeira desigualdade de (3), vamos provar que

}l: llpx(')+ (/
HCÍI,-.,M}

Pa)(z")ll . llPH(z") + (/ J )(«)l 2x

Estudemos a parcela PH(z) + (/ PK)(z"), que pode ser escrita da seguinte maneira

PH(z) + (-r PH)(z") , p.) + («f , plÇ) (g/I', y$)

Í zx;, se kcH, ... J zE, se kcH,
t 0, se kglH '" 1. 0, se k«H.

Pela definição da aplicação PH, para qualquer .H # 0, a diferença (#f, . . . , zlÇ) -- (yr, . . . , pX,) resulta
ein uma Ar-upla com alguma entrada identicamente nula, já que pelo menos algum dos 3/r é igual a

zr. O restante das entradas desta diferença são os z?'s onde seus índices não pertencem ao conjunto
n. Entretanto, esta mesma enfiada nuca é somada ao e]emento #i da ]V-upla (Z/l , . . , y.) e o restante

clãs entradas continuam as mesmas. Portanto, a parcela considerada acima é um vetor onde suas

entradas são zí's ou r;''s. Como llz.ill = llz?ll = 1, pala cada {, segue que llPx(z)+(/--Px)(z")ll = 1.

onde
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Com os mesmos argumentos, podemos concluir que llPw(z') + (/-- PH)(=)ll = 1. O mesmo acontece
quando -H = 0, pois

llpH (z) + (/ Pw)(z")ll . jjPn(z") + (-Z' PX )(z) ll (,t, , ZnN)ll . ll(Zi, . . . ,Z/V)ll = l

Cromo existem 2X subconjuntos do conjunto {l, , N}, segue o resultado. Logo,

ll.4«+i -- .A.ll $ 2JVa«ll..4«

e, poi'tanto,

l.A«+i ll = ll.A.+i -- .4« + .A«ll ll.4.+i - .A«ll + ll-4«ll

2Xa.llÁ«ll + ll.A«ll

IÀ.ll + 2Wa»ll.4«ll.

Isto prova as propriedades (3) e (4). Vamos provar agora que vale a seguinte desigualdade

ll.A.+ill É 1 + 2a+: >ll: a: É 2.
{-1

(4.3)

Faremos isto por indução sobre rl. Se n = 1, então

l.'l,ll
(4)< ll.4: ll + 2/vaill.,4i ll

l.4ll + 2Waill.All

1+2xal
1 + 2w+iai

1+1/2
2,<

onde a penúltima desigualdade é justificada pela propriedade (2) do Lema 4.2.1. Agora, suponha
que o resultado vale para n ? 2. Novamente por (4), temos

ll.A«+2ll g ll.4«+. ll + 2P''a«+ill..'!.+i ll .4«+l ll(t + 2jVa«+l)

B.las usando a hipótese de indução, segue que

l.A.+ill(1 + 2jva«+i) <

1+ 2Jva«+i+ 2Jv+i >1, aí+ 2Jva«+i
í-l

1+2N+lan+l + 2N+l }.ai+2X lan+l
í-l

n-+l

1 + 2W+i }, a{ + 2N'lan+l ' C
í-l

1 + 2": }: .:
i-l

(1 + 2jva«+t)

<

<
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para cada 0 < c < 1. Mas 2N'lan+l < 2/V+2a,}+i < 1 e, portanto,

n+l

llÁ«+2ll $ 11A«+ill(1 + 2Nan+l) < 1+ 2W+i )i, %+ -F

lL

para cada 0 < c < 1. Daí, segue (4.3). Consequentemente, temos

ll.A«+i -- A.ll ? 2Xa«ll,.l.ll ($) 2õra . 2 - 2X+ia«,

para cada n € N. iN'lostraremos, com isso, que se n É m, então vale (5)

E
t==72,

llÁ. --.4.ll $ 2x+t (4.4)

De fato, sabemos que ll.4.+i -- Á.ll $ 2/vaia,}, para cada n c N e, portanto, se n $ m, então
aplicando a desigualdade triangular sucessivas vezes, temos

l.4« Á«l l.4. A.-i+.A. l
IA« Á«-tll+ll..4.

2N+l(a.-l + a.:-2 +

2'''''': }: «:.

..4n.,.2 + An.-2 -- . . . + Án+2 -- Á,:+l + Án+l Anjl

l ll+...+llJ4n+2 J4n+tll+ll.An+t .Anil

+ anal + a.)

Agora, como 2N+2>:lola{ < c, segue que 2W+i }l:;o,.ai < c/2 < c. Isto quer dizer que a
sequência (.4«) é de Cauchy no espaço de Banach r(W(Xi x . . . x XX)). Isso piava (6).

Finalmente plovaremos que À,,+i # 0. Para tanto, vaDIos provar por indução que vale ll .4«ll ? l,

para cada n C N. Já temos que para n = 1, ll.aill \y ll.All = 1. Suponha, então, que ll..4«ll ã 1, para.
cada n C N e provemos que vale ll.4.+i11 2 1. De fato, temos que ll.A«+i11 2 1..'l«+i(z")l, onde (z")
é a sequência escolhida no início da demonstração. Daí,

l.4«+i(z")l .A«('") +"« : IA«(pH("") +(/ - pH)(z"))l ' lí:h-(p.("") +(I' 'H('"»j

.'i.('") + '« >ll: .A«("") ' -Ü:hÍ('")

.A«("") + 2" ' '" iÍl;lJ-lA«(z")I'
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já que {l, , Ar} possui 2W subconjuntos. Nuas por (2), segue que

À,,(z")+2N'an' l l.A«(Z")I' g' H..4.l 77. + 2JV . a.
IÁ«ll

lll.Á«ll - o.I'

«., (: Ü)
q.)(l q.)
o.llÁ«ll o,. +o:)

ll.A«ll q. + 2P''%.(llA«ll

,7. + 2X««(ll.A«ll

o. + 2v..(ll.4«ll
? ll,4.ll

Á«ll

SÓ que

ll.A«ll - o. + 2Jva«(ll..4«ll - ?«ll.4«ll - o« + mi) IÁ«ll q. + 2Wa.ll.4.ll + 2jva.(q: ,7«ll..'i«ll q«)

IÁ«ll q. + 2Jva«ll..4.ll + 2Xa«(--q«(ll.Á«ll + l)).

Agora, por(4.3), temos que llA«ll + lg 2+ 1 3 e, portanto, -(ll.A«11 + 1) 2 3. Então,

llA«ll ,7. + 2Xa«llÁ.ll + 2Wa«(--q«(llÁ«ll + l)) ll.A«ll -- q. + 2Xa.ll..4«ll -- 3 . 2Na«77«

l.A.ll + 2Na.ll.4nll -- 7?. 3 2Wa«v7«

Como 2Jv+Za,} < 1, segue que 2Jva« < 1/4, donde

l.A.ll + 2Wa«ll..'l«ll r7. 3 .2Xa«q. > ll..4.ll + 2Xa,.ll.A«ll - q. - (3/4)q«
> ll.4.ll+ 2;va«llÀ.ll - 'q« - ?"

A.ll + 2wa.llÁ.ll - 2q«.

Mostramos, então, que

ll..'i.+tll ã ll..4.ll + 2jva.ll..4.ll 277.

Portanto, usando a hipótese de indução llÀ«11 2 1 e as condições sobre as sequências (a«) e (17«)
descritas no Lema 4.2.1, temos

l.4.+ill ? ll.4.ll + 2xa.ll.A«ll 2'a,. 2
>

l.A. ll + 2Wa«

l.A«ll 2o«

l.A«ll 2a.
1..4«ll - c/4,

2v7«

>
>

pala cada 0 < c < 1. Logo, ll.a.+t11 2 11Á.11 2 1 e, portanto, (llÁ«ll) é crescente e A«+i # 0, como
queríamos mostrar. Resumindo, provmnos as propriedades (7) e (8):

l.A«+ill ? ll-.'i«11 2 1 e ll.4«+ill ? ll.4.ll + 2jva«ll.4«ll 277rl : (4.5)

para todo rz C N. n

Lema 4.3.2. Sejam Xi, . . . ,X/v espaços de Ban?tch e ,4 c r(lv(Xt x . . . x XN)) uma aplicação

JV-linear tal que ll-All = 1. Então, existe B C C(P''(Xi x . . x XN)) tal que
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(1) ll-a - Áll < c,

(2N' -- l)q.(i) +(N' l)Ca(1)+1 ..
N.l L'a(1) ,

onde a(1),a(2), . . . ,a(N) são números naturais satisfazendo c,(1) < a(2) <

(zt, . . . , zb) como no item (2) do Lema 4.3.1 e On como definido em (4.4)

(2) Re B(rÍ(W),z;(X-i), . . . ,z'(i)) 2 11Bll

< a(.V), z"

Z)em07zsfmção. Considere a sequência de Clauchy (Á«) C E(W(Xt x . . . x XN)) construída no Lema
4.3.1. Como Z(X(Xi x . . . x xJy)) é um espaço de Banach, (.A«) converge para uma aplicação

N-linear, digamos B. Do item (5) do Lema 4.3.1, temos

IB .A.llS Cn <C

para todo n C N, onde Cb foi definido em (4.4). Clonsequentemente,

llB - ..'ill IB .4ill < c

Nossos esforços estão voltados para provar que todas as extensões de Aron-Bernet de B atingem
suas respectivas normas em um inesrno elemento, como veremos adiante no Teorema 4.3.3. Rias,
para isso, piovaremos primeiramente que a norma desta aplicação satisfaz a. desigualdade (2). Tal
desigualdade ê provada usando a.igumentos indutivos e os primeiros passos dessa indução serão
descritos a seguir.

Sejam n C N, z C Sx e a > 0 tais que

Re .A«(z) 2 11-A«ll -- a. (4.6)

R.lostiaiemos que sempre que vale (4.6), vale também que

IAjll $ReÁj(PH(')+(/("j)) + 2'ZÍ+(L+ +' (4.7)

pa-ra todo /? C {l, N}, onde .j < n e (?j+i = 2fv+t >:=:j+t a . De fato, podemos escrever

.4j+:(') - 'iJ(;) + 'j }:,"} ['Aj(pH(') + (/ - pH)("j))] ' líí4h-(px("j) + (-r - pH)(;))j

Logo, para todo -lí C {l, . . . , Ar}, temos

Áj+-(') - Aj(') + 'j'lJ(px(z) +(/ - pm)("'j)) ' -ü;âí(pw("'j) +(/ pn)(;))

+ «j }: l.Aj(PH'(') +(-r
H'CÍI,.-,N} p«0(«q)l . lííi h(p.'Qq + « - PH0 )l
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Portanto,

ReÁj+i(z) É Re']}(z) + aj Re('4.Í(Px(z)+(] ("j))) ' I''illl ljPH(P) +(/ - PH)(z)l

n'cÍi,....N}

Agora como ljPH,(zj) +(/--Pw,)(z)ll = llPx(zj)+(/-- PH)(z)ll = le existem(2JV -- 1) subconjuntos
de {l, . . . , .ÍV} H, tem-se

Re.A.Í+l(z) g llÁjll + aj Re 4j(PH(z) + (/ PH(P)) + (2N -- l)ajll.Ajll

.17 C {l, . . . , JV].. Por outro lado, como .j < n, então .j + l $ n e, portanto,

ll.4« -- .4j+i ll g Oj+i,

«j }: lll.Ajll(ljPX,(')+(/ pW')("J)ll)l liilllpH'(''j) + (-r - pH')(')ll
+

para todo

Re(-A«(z) -- .4j+i(,)) $ 11.A« -- -4j+lll $ Oj+l

pelo item (5) do Lema 4.3.1

=. a. LÇ J"tH \.a,/ \-/J+l

' 2:' 11A.ll a q+:
(4.5)
' 2 11Aj+tll -- a -- Oj+i

(4.5) ll.4jll +2Xa.jll,4jll - 2% - c- Oj+l.

Portanto, ficamos com a seguinte desigualdade:

IAjll + 2XajllÁlll 2% -- a -- (a+i $ 11..'ijll +aj Re.A.j(PK(z) + (/ Pw(P)) + (2N -- t)a.jll'4jll.

Simplificando, temos

--2i7j a -- Clj+i É a.Í Re.Aj(l-'x(z) + (-l

Logo, passando ajll.A.Íll para o primeiro membro, obtemos

ajllÁ.Íll --2qj --a Cj+i $ a:ÍRe-Aj(PH(z)+(/ PH(d))

Re ..'lÍ+i (z )J

a.ill,'lilPw («'' ) ) JJ

a.fll.4.ill $ aj Re 4j(Pn(z) + (/ PH(z')) + 2'7j + Cj+l +a

e dividindo esta última desigualdade por aj, obtemos (4.7).

Agora. note cine pelo item (2) do Lema. 4.3.1, #" e ?7,. satisfazem a desigualdade (4.6). Sendo

oi] aindal
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assim, pondo .IJ = {1}, temos

Px (z") + (/ -- PH)(zJ ) (zT, 0, . . . , 0) + («{,4.

(«f,4, . . . , 4)
,dw) (d,o,... ,o)

e, portanto, se .j < n, então aplicando a desigualdade (4.7) para. z zn e (IE Oy, temos

IAjll $ Re 4j(zr,4, K'N)
ja

Re .4j (zT ,4 , \u'N)
a.j

Portanto,

Re.Aj(zf,4, . . . ,dW) ? ll.Ajll -- !!b-:+ On- ,J

se J < n e, então, estamos nas hipóteses de (4.6) para os elementos z
om isso, se .lí = {1, 2} e m < .j < n, então

(,r,q, . . . ,4) . «

pH («r , d2 , , «L) + (.r - Px)(z'") (zT,d2,0,...,0)+(zT',zr,=; ,...,zlG)(zT,z?,0,...,0)
(,T, 4, 'r, . . . , ,B).

Portanto, por (4.7), temos

l.4«.ll É Re..'!,«(zr,zJ2,z, , . gN) + 277m + C;«+] + 3VZj -+" Oj+
' (lm CIJ(lm

Lembrando agora das propriedades das sequências do Lema 4.2.1 e da definição de O« em (4.4),
temos

277«, + (7«+l 3'r7j + Cj+i
<

a.ja«'}

aá.
l

a.j am

<

l
a.ÉL 'm

77m

zq,. L''m+l

(Zm a am,

.3. aZ,

«h

Logo

ll.4«ll $ Re Àm("f,'%, z; , . .. , zlÇ)+ 5 ' IÍ? +2. !=1;F-,

ou seja:

to=
2

Usando esses primeiros passos, provaremos que para quaisquer números naturais satisfazendo
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a(1) < a(2) < < a(N), temos

ll.4.(i)ll $ Re .A.(t)(zi(JV), ,,in)+(2a' ll;(f'-i)c.w--:. (4.8)

Pala isso, usmemos um raciocínio indutivo da seguinte maneira: para cada 1 < k < N tal que
.(1) < a(2) < . . . < a(k) < a(k + 1) assumimos que vale

llA.(2) ll $ Re -Á.(2)(zi(k+i) , z;(x;) . , «Í3 , sZm .zilD)

+ (2k i)!:lg + (k
Üa(2)

e, daí, provatemos que

ll-A.(i)ll $ Re .4.(t)(zi (k+i), z;(Ê), , .;m, ,.O:,. .., Zam) +(2k + l)'7.W + k' CaW+i
'a(1)

Observe que isso foi feito anteriormente com k = 3, a(1) «., a(2) (3)

Temos
Re .A.(2) (açÍ(k+i) , z;(k) , , ZÀ;. 1 , Za(2) , . r#n) 2 11À.mll

(2k - t)!;g + (k
C&a(2)

Estamos, então, nas hipóteses de (4.6) com

z - (zT(h+:), z'(h), , zZ3 , ,.;'m ,z#D)

e

(2k t)!:g + (k
al;(2)

Tomando .17 = {1, , k}, temos

PX (aÇÍ(k+O , =aa;) . z:3 , z'm , z#D) + (/ -- PX)(rÍ(D a(1)
Z2 z#0)

que éigual a

(zT(h+:) , z;(k), , :«íq , ,:m , o, , 0) + (aç'Í(:), ,z#n) (zÍm,z'H ,zZ(i),0, 0)

ou ainda,
(zl. ('+:) , a:;'(k) , «:lm , «ZSi? , .z:l0)
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e, portanto, aplicando (4.7) para .f7 - {1, . . . , k}, temos

llA.(i)ll $ ReÁ.(i)(zi(k+i), z;(h), . . . , zk(2),zZfl, . . . ,Za(1))

* ~q=- * Ü . [',' - :,H * '* - :,T]
Vamos provar agora que

?%ett%eu + i-L . lpk - n$g + @ - uç:gPI pk + Dq.w + k ' Gm-' :,

usando o fato de que as sequências (?7«/ali'i)« e (O.+i/a5-i)« são decrescentes e o fato de que
a« < 1, para cada n C N. Com efeito, como a(2) > a(1), tem-se (lue

e

al;(25 al;(i3

Além disso, como aa(1) < 1, temos que a.(1) ? a5(i)' o que amai'rega l/a.(i) $ 1/ak(i). Portanto,

~qP*Ü [',* :,H*'* :,+]
"R P*Ú.[',* :,U*'* :,+]
2'l7.(i) + Ca(1)+1 + (2k -- l)?7.(i) + (k -- l)C,(t)+i

al;(i)

(2k + l)'q.(i) + É ' Ca(1)+1

aa(1)

É

Com isso, mostramos que

a(1)

Agora, fazendo Ar = k + l na última desigualdade, segue o dele.jade

Finalmente, vamos obter uma propriedade seluelhanbe a (4.8) pala a aplicação Z? = lim.A. e

provar (2). Para isso, note primeiramente que

R' (A.H("í''''', «#:b «(«í'''',,;'''-:',...,«#:b) ' n'..., -'il
$ 0a(1)
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usando (4.4). Logo

Re a(=1. (x) , z;(w-i) , ,,:l:b >

(4.8)
>

(t)
>

Re Á.(í)(zi (/'r), Jç;(w- 1) , . . . , aç''(i)) C.(i)

IÁ.mll - (2]V -- l)q.m + (N - l)C.W+i - Oa

llnll - O.m '(2v - l)'7.m +(N -- l)CaW+l - Ca

onde (t) é justiâcada pelo seguinte: como llB .4.(i)ll $ Oa(1), segue que ll-ell -- llÀ,(t)ll É Ca.(1) e

daí, ll.A.(i)ll ã llall -- (Oa(1)' Então,

ReB(zi(X),z;(W--t), . . . ,3'(1)) 2 11Bll N' Oa(1)+1
"a(1)

n

Finalmente, usaremos os lemas 4.3.1 e 4.3.2 para demonstrar um teorema do tipo Lindens-
trauss para aplicações Ar-lineares contínuas provado por NI. D. Acosta, D. Galcía e NI. Nlaestre em
[AGN106].

Teorema 4.3.3. (Teorema 2.1, [AGb/106]) Sejam .ÍV ? 2 e Xi, ...,XX espaços de Banach.

Então, o conjunto das aplicações N-lineares definidas em Xi x . . . x XX tais que suas extensões de
Aron-Berner para Xf* x . . . x X#' atingem suas respectivas noilnas na mesma Ar-mpla é denso em
C(x(Xi x . . . x Xjv))

Demonstração. Seja A € r(W(Xi x.. .xXN)) com ll.All = 1. Considere a sequência(À«), construída
a partir de A, e seu limite B como nos lemas 4.3.1 e 4.3.2. Primeiramente, \alhos mostrar que a
extensão de Aros-Berner .B/ (veja a definição de Br em (1.4)) atinge a. norma.

De fato, sejam l É k É .V e r:l* C X" um ponto de acumulação ZLJ* da sequência (#À:)«. Então,
lz;*ll $ 1, para cada k. Portanto,

Re B/(zÍ* : . . . , a:F) Rel liin
nN-+oo .jiwmmB('T' «P)

lim
?tN --+ oo

lilll Re -B(zÍ'
rtl-tcn '

,P)

>

.,y=,. (li-'ii
(2N'

(2N'

'"ÜÍ"''"*'
:''B-'~ «,'# ,'«~).,yn. (n,}i

llnll

usando o Lema 4.2.1. Assim

Re B/(rT*, . . . , =F) 2 11nll
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donde,

l.a/ll Z IBr(z;*,...,zÇ)1 2 BEBI(z;*,...,z=)
2 11Bll

ou sda, ll-a/ll = IBr(z;*, . . . ,zZ)l. Isto prova. que a extensão de Aron-Berner Z?r de B atinge a
norma no elemento (z;*, . . . , zP). Pala finalizar a demonstração, resta-nos mostrar que qualquer
extensão de Aron-Berner Bo de B atinge sua norma em (z:*, . . . ,zÇ), já que ll-a .All < c pelo

item (2) do Lema 4.3.2. É o que vamos fazei a seguir.

A fim de mostra que Bo atinge a norma no elemento (zT*, . . . , z;), onde 0 é uma permutação
qualquer do conjunto {l, . . . , .ÍV}, vamos mostrar que na definição da sequência (.An) que fizemos no
Lema. 4.3.1, a ordem das variáveis é essencialmente a mesma, ou seja, podemos definir a sequência
(0.4)« de modo que (0A)« = a.A«, para cada n C N, onde a aplicação 0.A é definida por (4.1) De

fato, pondo (0.Á)n - 0 4n, \eja que o elemento (zO(1), ' ' ' ' #;(N)) satisfaz a desigualdade abaixo:

(0.A )n(zl;( i) , , a;Stx)) - (o.A«)(zliH, , Z;(N) ) Á«(Zf, . . . , =nN)

.'l.(a')
ll-.4«ll - ,7.
loA«ll - o«
ll(o.A)«ll - v«.

Portanto, defina (a-A)«+t = 0 4«+l. Agora, colho lim 4«
rz0 C N tal que se n. 2 nO então

B -- ,4.ll < c

B, temos que para cada c > 0, existe

Já que

a(.A« -- -B)(=o(i). , zo(]v) ) (A« -- .B)(zi, . . . , rw)
Á«(zi, . . . ,ZN) -B(=1, . . . ,zx)

(0.Án)(ZO(1), ' ' ', ZO(W))(0B)(ZO(t)
(0Á« 0B)(zo(t), '' ,zo(w))

ZO(JN ) )

segue que
la.A« a.e«ll -e)ll .4« Bll < .,

ou seja, lim 0Á. = f?B.. Portanto, aplicando o item (2) do Lema 4.3.2 paa 0B, temos

n.(aB) (-;llT', . . . , ,;lP,) i: llaBll :):'7'm + (w : :)Gm-'-:
"a(1)

Ente.o

1(0B)/(n;Í0 , , ";Í/u)l (aa)/ll,
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isto é, (0B)r atinge sita norma em (aç;ÍD ,zo(x)). Agora, como ll(0a)/l IBll = llBoll, temos

Bo(z:*, . . . , zF) (=) 1(0B)r(z;70,
1(0B)rll

llBoll,

, ";?N) )

pala cada permutação 0 do conjunto {l, ,N'}

Concluímos que Bo atinge sua norma em (z:*, . . . , z=) para qualquer permutação 0 do conjunto
{l,.. .,N}, ou seja, todas as extensões de Aron-Berner de -B atingem a norma em um mesmo
elemento e B satisfaz a desigualdade ll.4 -- .ell < E pelo item (2) do Lema 4.3.2. Isto prova o
teorema.[]
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Apêndice A

O Teorema de James

A l Tntrnrl ll pã n'Y"

O teorema de James afirma que se X é um espaço de Banach tal que para cada z* C X*, existe
a;o C f?x com lln*ll = la*(zo)l, então X é um espaço reflexivo. Em outras pala\ ras, se todo funcional
em X* afánge a norma, então X é reflexivo. Em 1957 Robert C. James provou este teorema com
a hipótese adicional de que o espaço de Banach X fosse separáxel [Jau371. Apenas em 1964 é que
ele conseguiu provar esse resultado para um espaço de Banach arbitrário [.Jam641.

Stanislaw iN:lazur foi o primeiro a se perguntar se um espaço de Banach deveria ser reíiexi\o caso
todo elemento de X* atingisse a norma IÀ::laz331. Essa pergunta foi feita em 1933 e somente em 1950
houve algum tipo cle resposta: James provou que se um espaço de Banach separável X possui base
de Schauder, então X é reflexivo se cada espaço de Banach y isoinorfo a X tem a propriedade de
que todo elemento em y* atinge a norma l.Jam301.

Neste capítulo, piovamos o teorema de James l.J anl721 de 1972 cuja demonstração é mais simples
do que àquela feita. em 1964. Nosso plano é seguir os mesmos passos históricos descritos acima, isto
é, demonstrar primeiro a versão para espaços de Banach separáveis e depois meneia.lizar para espaços

de Banach quaisquer. Vá.rios resultados, teoremas e lemas técnicos são necessários para provar esses
teoretn as.

A.2 Preliminares

Reservamos este espaço para enunciarmos os principais resultados que usaremos na próxima
seção. As demonstrações destes são omitidas e sugerimos IXleg981 para maiores detalhes. O resultado

a seguia ê consequência do Teorema de Hahn-Banach

Proposição A.2.1 (IXleg981, pg. 88). Sejam X um espaço normado e r C X. Então, a norma de
z pode sei calculada da seguinte maneira:

zl s«P lz*(z)l
z': CBx *

Além disso, este supremo é atingido em algum ponto de Bx

Lembre-se que se X é um espaço formado, então denotaremos por XK o espaço X sobre IR tal

que a operação multiplicação por escalei' ê restrita ao corpo dos números reais.

73
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Proposição A.2.2 (INleg981, pg. 115). Seja X um espaço noimado. Então X é reflexivo se, e
somente se, Xn é reflexivo.

Um teorema muito conhecido em Análise Funcional é o Teorema de Helly que usaieinos na seção
a seguir. Idem pala o Teorema de Riesz

Teor'ema A.2.3 (]Nleg98], pg. 77). (Teorema de Helly) Suponha que X sda um espaço normado
Sejam =;, . . . , z; uma coleção de funcionais lineares e contínuos em X e ci , . . . , c. escolares em K

Entã.o, as seguintes afirmações são equivalentes.

(a) Existe zo c X tal que a:;(zO) = cj, para todo .j = 1, . . . ,n

(b) Existe Àf > 0 tal que

laí.i+ + a«c«l $ À/llaiz: + + a«z;lll

para cada combinação linear aiz; + + a.áç;

Se (b) é válido, então dado c > 0, podemos escolher zo em (a) tal que llzoll $ ]A.f + e

Teorema A.2.4 (IKle781, pg. 78). (Lema de Riesz) Sejam X um espaço formado, À/ um
subespaço fechado próprio de X e 0 C (0, 1). Então, existe zo € X tal que llzoll = 1 e LIED -- y11 2 0,
para cada g/ c M

Uma caracterização para espaços reflexivos que usaremos adiante é a seguinte

Teorema A.2.5 ([Nteg981, pg. 120). 1.Jm espaço normado X é reflexivo se, e somente se, todo
subespaço de X fechado e sepaiável ê reflexivo.

A.3 A demonstração do teorema

O enunciado da Proposição A.2.1 nos leva ao seguinte questionamento: quando o supieino de
um funcional linear e contínuo é atingido por algum zo C l?x? Se X possui dimensão finita, então a
compacidade de Bx e a continuidade da aplicação z* c X* garantem que este supremo é atingido
em algum ponto da bola unitária de X. N'lesmo se a dimensão de X for infinita, muitos funcionais
possuem esta propriedade. Por exemplo, se zo C Sx então pelo Teorema de Hahn-Banach, existe
z* c X* tal que l=*(to)l = llz*ll = 1. Porém, existem funcionais que não atingem a norma. De fato,
considere z* C c8 = Zi um elemento de c8 representado pela sequência (2 ") em Zt. Ente.o

. ./2 1/2 ''li«*ii - gi i: - -]z?.. . ]z? . .

Por outro lado, se (a«) C B..,, então existe nO c N tal que la«l < 1/2, para. cada n 2 no. Portanto

[,*(««)E - }' 2'" . a.l $ )1. 2-"la«
}2,=l n,-:l
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h'las

E''"i««i
n:=l

nO oo
>: 2'"la«l+ >ll: 2'"la«
n=1 n=no+l
oo oo

}' 2'"+ )I' 2-("+o
n=1 ?z=no+l

<

< 1,

ou seja, =* não atinge a norma. O teorema de Jantes nos dará uma caracterização para funcionais
que atingem a norma. Uma das implicações deste resultado é de fácil compreensão e está provada
no próximo teorema.

[Feorema A.3.1. Sda X um espaço noimado reflexivo sobre K. Então todo e]emento de X* atinge
a norma.

Demonsí7ação. Seja z* c X*. Então, pela Proposição A.2.1, existe z" c Bx.. tal que lz"(z')l =
llaç*ll. Se õx : X -+ X" é a inclusão canónica de X em X", então existe # C X tal que õx(r) = ="
Logo, z C B.r e

lz*ll = lz"(z*)l = lóx(z)(z*)l = lz*(=)

ou seja, n* atinge a norma. Pela arbitrariedade de z*, segue o resultado. n

Provaremos agora que um espaço de Banach sepaiável é reflexivo se, e somente se, todo funcional

em X* atinge a norma. Para isso, será provado um lema técnico que tem uma extensa demonstração,
porém com inúmeras ideias interessantes. Os leitores que não tiverem interesse na demonstração
deste lema, poderão ir diretamente pata o teorema seguinte. Todas as demonstrações dos próxi-
mos resultados foram retirados de [N,:leg981, porém, ao lado de cada lema e teorema, é colocado a
referência original dos artigos de James.

Lema A.3.2. (Lema l, [Jam72]) Sejam X uln espaço noimado e .A Ç Zix não vazio. Suponha

que (/3«) seja uma sequência de números reais positivos tal que )ll:l=;i /3« = 1. Suponha também
que a C (0, 1) e que (z;) seja uma sequência em -Bx* tal que sup.c.a lz*(z)1 2 0 para. cada z* C
co({açl; : n C N}). Então, existem a C ]R tal que a $ a $ 1 e uma sequência y; c B.\-. tais que

(a) g/; C co({aç; : .j ã n}), pala cada n c N

E A«;:«l - ~
j=i

(b) sup
ze.,4.

'n

Eüy;" ':: «(c) suP para cada n C N

Dezrzoízstlação. Construiremos a sequência. (Z/;) de forma indutiva tal que os itens (a): (b) e (c)
do enunciado sejam satisfeitos. Também construímos uma sequência (a.) que converge pala a
indicado na tese deste lema, e provámos algumas desigualdades auxiliares.
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Primeiramente, vamos convencionar uma. notação e considerar uma sequência de números reais
que satisfaz determinada desigualdade. Para cada z* C X*, escreva

z*l,4 s«Plz*(z)l

Então,

lxz'l.4 suP l(Àz*)(:«) l

suPIÀll,*(z)l

IÀls«Plz*(z)l
re.4

lxllz*l,.l

z* + U*l,! s«P l(z* + P*)(«)l

suP l"*(z) + y*(3)

suP lr*(z)l + s«P Ig*(z)
ne.A ae.A
z'' l.4 + lp*l,.l,

ou sda, l l.a é uma seminoimat em X* tal que

lz*l..* s--P l=*(Z) l
ae.A

lz*lls«plzl
zC..4

EI«*ll,

para cada ]ç* C X*. Agora seja (e.) uma sequência que converge a zero de números reais positivos
tal que

ãl x;:....1%;br:.À «: "

onde (D..) é a sequência dada que satisfaz )l:=:i Pn = 1.
Uma sequência (y:) C X* será construída indutivamente de modo que para cada n C N,

tenhamos y; C co({=;1,z;l+t: . .}) c Z?x e

(A.l)

E 'íy; + IE l ;l .:: «.o-'-..),
\J-"' / l.,4

X o ]K tal que p(Àz) = IXlp(=) e p(z + y) $ p(r) + p(g), para cada r:y C X

(A.2)

' Uma semirior?rxa é uma função p
e À ç K.
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onde

As somas nas quais aparecem n l como soma superior serão consideradas colho sendo o eleinenbo
neutro de X* quando n = 1.

Comecemos a indução. Note que

Ê« } .y* : * C co({z;,=;1...:, .. .})
4

(A.3)

n l

a. = inf 'l ll:Pjv;+

al infijy*lA : y* C co({z; : .j 2 1})}
inf{ suplly*(z)l : # C .A} : y* C co({z;
0

0

.j 2 1})}
hip

>

>

Por outro lado, poi argumento de inf, existe Z/l C co({zj : j ? 1}) tal que

Z/;l,.l < al(l + el)

o que prova. a desigualdade (A.2) para n = l

Suponha que yÍ, . . . ,2/;.i tenham sido encontrados cona as propriedades desejadas. Se g* C
co({z; : .j Z n}), então

:«-'Z {m \

)ll:&©+p«-:v;-:+ l Eâ l *
.j=t \.j=" /

S« * l,Ê:.l I'"-":-;;l:lã"'o "*l
g««; * l,$. ~1 1#=«;-: * #ú«*l

y'

onde as somas que aparecem n 2 são entendidas como 0 C X* quando n = 2. A expressão que
aparece no último parênteses da igualdade acima é uma combinaçã.o convexa de dois elementos de

co({zj : .Í 2 ll 1}) e, portanto, pertence a co({ çJ : J 2 n -- l}). Observando a igualdade acima e
olhando pala a expressão que cletelinina a«-l, podemos usar a hipótese de indução para concluir
que a«-i $ a.. Como ai é positivo, segue que a,} também o é e, portanto, podemos encontrar

y; c co({a;j : .j Z n}) satisfazendo a desigualdade (A.2). Isto finaliza a indução

Note apoia que pala cada ?z C N, como (=:) C Bx, e lz*l,.l $ 11z*ll, para cada z* C X*, segue
que

$ ai $ a2 É...$ 1

ou seja, a. sequência (cv.) é limitada e crescente e, portanto, converge para algum a c lO, ll
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Para cada n € N, temos

ll l

-«$ }1:Pj ;+ l l:Ü l y; <«.(1+e«
A

Fazendo 1} -} 00, segue que

E".".'::! >ll: 4y; («

o blue demonstra (b)

Resta-nos provam' que cv e (y;) satisfazem a parte (c) do lema. Fixe n C N. Se n 2 2, então

n, l
}l: &y; + a«z/;.j

n * gu) S «,; * «««: ,

#.
E=:. aj

ll, l x'-'soo n 7z--l

;l$:i:ÍX p.,; -- '«":

n l

Ê«
)

/

+ B#!"«E;:.& .7::i Á

< P.
E;:.4

n l
+ E;:....: #j

E;:.4
n, l

A J: 4

(.4.2)<
EE:l:ã;'«o + .«) --

E;:....:6
E;:.4

n l

j

,Ê.'.)
P«a«(1 + .«) .

E=;..:: /3j E=:,: Pj ' B+)
Isto nos dá uma cota superior para E;::- &y; em termos de Fazendo os mesmos

cálculos, poderíamos conseguir uma cota superior para
Á

Á
em termos de

e assim por diante. Dessa forma, se n ã 2, então
Á
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n

Á ,ã.«)
ê«a.(l + e«) .

E;«.:AE=,,& ' u$)
,ã:'.) #«c-«(l+e.) . P«-ia.-i(l+e. i) .

E=.*:ÜE=,:Ü ' E=«âE=..-4 ' g$)<

<

<

.j=n+l
E «l IÊ l:/::::=« l

L IPiy;l,{
' E;:,Ü

(.'1.2)
< 4 Êl: :::zX.l

Finalmente, como cve $ a, para cada k C N, temos

n

4<
Á Êl:/::::g.l

« l,$:.1 âl::z:ça.«l<

É l::.*:g,: ". * ::**zb:.«l
Ê{Eú shl*':-.,)

l

E=.*.Ü "*'« ',)

como queríamos mostrar
n

Provaremos agora. o Teorema de James pala espaços de Banach separáveis

Teorema A.3.3. (Teorema l, [Jain72]) Seja X um espaço de Banach separável. As seguintes

afirmações são equivalentes.

(a) O espaço X não é iefiexivo

(b) Se 0 c (0, 1), então existe uma. sequência (zl;) c Bx. tal que lim.z;(z)
e d(0,co({=; : n c N}) 2 0.

0 para cada = € X
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(c) Se 0 € (0, 1) e (/3«) é uma sequência de númei'os reais positivos tal que >ll::=:i /3n
existem a C IR tal que a É a $ 1 e uma sequência (y;) c Bx,, tais que

1, então

(1) liin« 3/;l(z) = 0 pala cada z C X,

(2) IX=- 6y; -',
m E;:::&g .::«(: :A),--:*«',«'~.

(d) Existe um funcional z* C X* que não atinge a norma-

Demonstração. (a) + (b) Suponha que X não seja reflexivo e fixe 0 C (0, 1). Como õx(X) c X"
é um subespaço próprio fechado de X", existe r" € X'* tal que ll#*ll = 1 e

0 < d(z",õx(X)) z**' + õx(X)ll $ 11n"ll l (A.4)

usando o Teor'ema A.2.4 (Lema de Riesz). Como X é sepaiável, podemos tomar {z« : n C N},
um subconjunto denso e enumerável de X. Para piorar a implicação, construiremos uma sequência
fM+\ /- 'kr+ Fal n.,n no oafnB;n+oçP r.nnr ]nnaa o n oa lafnB+aQ.
\'uli/ \... /L uu] qub ao ]]Li5u]uübl] \-v]]\AAYv\,h] ütbv DCJ/u x uu -

(i) =;ll $1 1, para cada n C N,

(ii) =" (z:) = a, para cada n C N,

(Üi) «:(zj) 0, pai'a cada .j $ n

Considere lv = a/d(aç**, õ.x(X)) e note que 0 < M < 1. Se ai
temos

, a,: C IK são escaleres quaisquer

n

À./llz >l: a:jõX (zj ) ? À/ . d(z", õx(X))

Coloque q = 0 pala .j = 1, . . . , n e seja c.+l = 0. Então, para cada combinação linear aiõx(açi) +

+ a.õX(z«), ten:os

'n

= la«+il0 É .Ã/ }: ajÕX(Zj) + an+lJÇ"]J

Pelo Teorema de A.2.3 (Teorema de Helly), para cada c > 0, existe Z/! C X* tal que

(iv) lly111 É À/ +c

(v) Õx (zJ)(y!) cj = 0, pala .j 1, )n,

(vi) ="(y;)

Definindo zl; = y! para f suficientemente pequeno, (z;) satisfaz as condições (i), (ii) e (iii) acima



A DEN[ONSTRAÇAO DO TEORES'íA 81

Agora, se z* C co({r' : n C N}), então z* = )ll: llnN Àjz;, pai'a algum N' € 1V tal que )I'j.. Àj
1. Logo, usando o item (ii)

." (x*..;)
}: Àj.**(,;)

«"(«*)

+ À,,+N)a

Portanto,

«" (.*) l

É llz"llllz*l
(A.4)
É' lln*ll,

o que implica d(0, co({açl; : n C N}) 2: 0. Finalmente, suponha que zo C X e seja k € N. Então,

lzl; (se ) l lz;l(zk) + z;(«:o) z:(rk)l
lz:(zk) + :«;(zo :«x;)

lz;l(zk)l + lr;l(zo #k)l

lz;(zk) l + ll=;llllzo -- zkll

<
<
(i)
< lzl;(zk)l + llzo -- zi;ll

Como lim.a:(zk) = 0, por (iii), e {z« : n C N} é denso em X, segue que z;(zo) --} O. Como zo é

qualquer, segue que (a) + (b).

(b) + (c) Se.jam 0 c (0, 1) e (P«) uma sequência de números reais positivos tal que )l:=:: P« = l
Considere a sequência (z;) C Bx. como em (b). Tomando Á = Z?x no Lema A.3.2 e percebendo
que (z;) está nas hipóteses deste lema, existem a C 10, 11 e uma sequência Z/: c Bx. tais que valem

(2) e (3). Também vale (1), pois Z/: C co({z; : .j ? n}) e lim.z;(z) = 0 para cada z c X implicam
que 3/:(z) --} 0 para cada z C X.

(c) -> (d) O funcional que rzão atinge a noiva é dado por

X'amos justificar o por quê. Note primeiramente que llz*ll = a por (2). Agora, sda. / c Bx qualquer

e, usando (1), sda n C N tal que ly;(z)l < aO, sempre que .j > n. Então
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;*(,)l }l:A,z/; (';)

}:4y;(:')1+ )1: Jlz/;(")l
.j=t l .j=n+l

?t ll oo

.j=i ll .j=«,+i

ll,*ll,

.j=ít+l

<

<

(3)
<

ou seja, z* não atinge a norma.

(d) :+ (a) Como existe z* C X* que não atinge a nolnia, pelo Teorema A.3.1, segue que X não
pode ser reflexivo. []

Assim, uin espaço de Banach separável é iefiexivo se, e somente se, todo funcional #* C X*
atinge a norma. A partir de apoia, vamos caminhar para a. demonstração deste mesmo resultado
retirando a hipótese do espaço de Banach ser separável. Para tanto, precisamos estabelecer algumas
notações.

Sejam X um espaço noimado real e (aç:) uma sequência limitada em X*, ou seja, para cada
n € N, existe A/ > 0 tal que 11=;11 É A/. Daí, para todo a; c X, tem-se llz;l(z)ll $ 11z;llllzll $ À/llzll,
isto é, a sequência (z;(z)) também é limitada pala cada z C X. Com isso, podemos definir os
seguintes conjLmtos:

L(#;) {aç* C X* : z*(z) $ h:nsuPI';l(z), V«: C X}

e

}''(zl;) {(g;) C X* : 3/; C co({z;,z:+i .}), Vn C N}

Algumas observações sobre esses dois conjuntos são listadas abaixo

Observação l. (a:;) c y(zl;);

De fato, (#;) é tuna sequência em X*, onde =; c co({cl;,zl;+i, .}), pala cada r} C N

Observação 2. Cada elemento de y(ai) é uma sequência na bola fechada. de centro 0 e raio
sup..cm llz:ll.

De fato, se (Z/;) c y(=;), então para cada rl c N, y: c co({z;, zl;+i' .}), o« seja

z/; - }ll: .xj(")";
.7 ::n
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para algum ]V C N, onde >:;1:1r Àj(n) l e À.Í(n) 2 0 para cada j. Logo

ol lly=l

}: .xj(,')';

<
n,+.N

>: .x.j(")ll';ll
.7-:n

»rteN

n.+N'

Àj (n)

suPllz:.ll

Observação 3. y(y;) C }'(r:) e L(3/;) C L(z;), sempre (lue (y;) C y(z:)

De fato, a primeira inclusão é de fácil entendimento. Provemos que Z.,(y:) C L(açl;), sempre que

(3/;) C y(zl;). Seja y* C L(y:). Então pala cada z C X, temos

g/*(z) $ 1i«. suP y:(z)

Precisamos provar que y*(z) $ 1imsupz;(z), para cada z C X. Corno (y;) C y(aç;), então pala
cada n C N

Àj (n)«;

para algum N C N com E;i!,r Àj(n) 1. Logo,

y*(g) < linisupy;(z)

li-:s«p l E Àj (n) ,; T

lim sup >1, Àj(n)z;(z)

(x\=.
< Àj(n) lim sup =: (z)

lim sup z; (#) .

Observação 4. Note que se z* c L(a;;), então llz*ll $ sup.CN llzl;ll

De fato

z*(z) $ 1i . suP lzl;(z)

suPl=1;(z
n€N

suPllz;l ll-ll
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Logo, llz*ll $ sup,lcN llz.

Observação 5. Se z* € L(z:), então liminfz;(z) $ ];*(z), para cada ;t C X

De fato, como z* C Z,(aç;l), temos que --z*(aç) ? linlsupz;(z), para cada r c X. Mas
lim infzj;(r) = -- limsupz;(--z). Daí, para cada z C X,

liminfzj;(r) = -- lilnsupr;l(--z)

$ -=*(-z)
z* (z) .

Observação 6. Se (=;) é uma sequência limitada em X', então Z(z;) # Q)

Com efeito, seja p X -.} ]R dado por p(z) = limsup zl;(z) para cada r C X. Então,

P(Àz) lim sup ": (Àz)

lim s«p À"l; (z)

ÀP(r)

e

P(:« + g/) lim sup z:(z + y)

hm sup(zl;(z) + :«;(y))
lim sup z;(z) + lim sup z;(y)
P(z) + P(g/),

para cada z,y C X e À > 0. Então, p é um funcional sublinear2. Considere y* o funcional identica-
mente nulo definido no subespaço {0} de X. Entã.o, Z/*(0) = p(0). Pelo Teorema de Hahn-Banach,
existe z*, uma extensão de #* para X, tal que z*(z) $ p(z), para cada = C X, o que implica que
:c*(z) $ 1imsup a;(z), para cada z C X. Além disso,

z*(z)l $ 1im s«p lr=(=) $ suP llz; ll«ll,

para cada r C X, ou seja, =* C X*. Logo, z* C -L(z:) e L(z;) é não vazio.

Piovaremos agora o lema que dá imenso suporte à demonstração do teorema de James. Note a
semelhança desse novo leRIa com o Lema A.3.2. A mesma recomendação lá feita, é feita aqui: os
leitores que não têm interesse neste lema técnico, poderão ir direto pala a. demonstração do teorema
seguinte. Lembremos que uin conjunto A é eqliàZãZ)lado se Àz c À pa-ra todo ;t C À e todo À C IK
cona IÀI $ 1.

Lema A.3.4. (Lema 2, [Jam721) Sejam X liin espaço normado real e A Ç; J?x não vazio e
equilibrado. Suponha que (/3«) seja uma sequência de números reais positivos tal que >1:=i /3« = 1
Suponha também que 0 c (0, 1) e que (z:) seja uma sequência em Bx. tal que sup.c,4 l(z*

:Seja p : X -+ IR. Se p(Àr) = Àp(n) e p(= + y) $ p(=) + p(y), pa-a todos a', g C X e À > 0, então dizemos que p é
uln fti:iLe:ioíLa! sl btittear
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w*)(z)1 2 0 para cada z* € co({zl; : n C N}) e w* C L(zl;). Então existem a tal que 0 É a $ 2 e
(3/;) c Bx, tais (lue pala todo w* C L(Z/;),

«* )(.)

}l:4(p; - w*)(") < '*(b) sup
j=?t+l

para cada n C N

Z)emonsfração. Defina, como no Lema A.3.2, laç*l.4 - supre.4 lz*(z)l, pal'a cada z* C X'. Já vimos
que l . l.4 é unia seminorma em X* e que lz'l,4 $ 11z*ll, para todo r* € X*. Novamente, seja (e.)
uma sequência de números reais positivos que converge a zero tal que

00 n

:l zz.$1'z*'j ': : 0 (A.5)

'V'alhos usar indução sobre n pala obter uma sequência real (aj) e sequências (g/;), (ozj), ("aç;) e

("4) em X* tais que (ozj) c .Bx. e que, pa'a cada n C N,

(1) y;, ("gç;) e ("z;) estejam em Bx.,

(2) ("z;) C I''("':z;),

(3)("a;;) seja uma subsequência de("z;),

(4) y; C co({" :z:,"-: "«+i,"''";+2,. . .}),

(5) a $ a« 5; 2,

(6) cv«-l $ an, sempre que 72. > 2

Para começam a indução, seja. (oz;) = (aj). Agora, suponha que m C N e que se nz 2 2, então
CYn, yl;, ("zlt) e ("z.f) são escolhidos de forma a cumprir as condições de (1) à (6) acima quando
n = 1,...,nz l

Faremos o resto da demonstração por etapas. No que se segue, consideramos 0 a soma que tem
limitante superior N $ 0.

Etapa 1. Se (u;) C t''("''z;), e«tão (t';) c B.\-

Note que ê suficiente mostrar que (" la:j) C Z?.\-.. Isto ocorre pois se m = 1, então ("'lzj) =
(ozj) = (zj) que está contido em Bx' por hipótese. Se m 2 2, então o resultado segue por (1),
usando a hipótese deindução

Etapa 2. Se y* C co({"':z=,"'': =«:+i," : ]ç«.+a, . . .}) e (u;) C I''("':z;), ent«;), "tã'

'«'« '««,-lE'.«* IÉ«l« * c L(«;)



86 APÊNDICE A

é um subconjunto não vazio de 10, 21 e, portanto

a« = hf {SUPSm(g*, («;)) : 3/* C CO({"'':'h,"-: «b+t,"'' "m+2, .}), («;) C V'("':z;)}

é um número entre 0 e 2.

Para provar isto, fixe g* C co({'' :zh,"': Z«.+l,"':#m+2,. . .}) e (u;) C y("':#;). Então,

como ("':z;) c Bx., segue blue y* C Bx.. Também temos que, como (uj) C y(" lzj), então
(t'j) c .B.x., pela Etapa l Portanto, se z* C -L(uj), temos que llz*ll $ supj llujll 5; 1, ou seja,

L(uj ) C Bx. . Além disso, por hipótese de indução, Z/f, . . . , 3/h.i C Bx- . Sendo assim, se w' C É(uj ),

temos que

m l

o $ 1 E $,; --
.7 -:m

m -- l oo

>l: #jllz/;ll + }: Üllv*ll + ll.«*ll
.j=t .j=m
m -- l oo

1: /j+ l:&+ llw*ll
.j=1 .j=m

l + ll-«*ll

1+1
2.

m l

E #.©ll -- ã« z/*ll + llw* ll
A

<

<

<

Como l,(uj) é não vazio pela Obsei'fiação 6, segue que S.(y*, (t;j)) C l0,21 e CYm de fato define um
número entre 0 e 2.

Etapa 3. Se m ? 2, então y(" 'n;) 2 y(" iz;).

Note que se m ? 2, então por (3), ("'liça) é uma subsequência de ("'lzj) que por sua \;ez

pertence a y("'2z;) por(1). Logo '" :=; C co({"'2zj,"'2z;+., . . .}), paracadaj € N e, portanto,

(" :';) c I'''("''«;).

Etapa 4. Se m 2 2 e z* C co({": iz;.:" iz* ...}), então

Pm-t .;.: + 5E=mDi .* . ..,«"-'«=..,"'-',= ..D.

De fato, note primeiramente que (" izj) C V'('"'Zzj) pela Etapa 3 e, portanto,

m IZ; C CO({'' 'JÇ;l : k 2 "'- 1})

quando .j Z m. Como z* C co({'' iz;,,"''iz* :,. ..}), segue que r* C co({'"'2zi : k 2 m. l})
Por (4), 3/;.i C co({" 2zE : k 2 nt 1}), usando a hipótese de indução. Como toda combinação
convexa de elementos de co({'"''=i : k ? m -- 1}) continua ein co({"':zil : k ? m -- 1}) segue o
resultado.
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Etapa 5 Se m 2 2, então a« l $ a«t

. Vn00 D

y; - Pm-l ,;.: + 52-'';:mPi .* ' ««"''«L.:,'"'',h,...D.
O resultado segue das etapas 3 e 4, e do fato de que o ínfimo de um subconjunto é maior ou igual

ao ínfimo do conjunto que o contém. Basta calcular a«--i e usar a definição de S«.-i(Z/*, (uJt)) para
ver esta etapa concluída.

Sda

Etapa 6. 0 É a,,: $ 2

A Etapa. 2 nos diz que 0 É a. $ 2, enquanto que a Etapa 3 nos diz que a..-l $ am. ISTO
sempre que m 2 2. Logo, se mostramos que ctl ? 0, então 0 $ al $ a2 $ . . . $ cvm $ . . . $ 2 e,

daí, teremos o resultado desejado. Temos que

al inf {sup Si(y*,(u;)) : y' C co({'z:,' z;, . . .}),(u;) C y('z;)}
inf {supSi(Z/*,(u;)) : 3/* C co({zi,a;, . . .}),(..';) C I'''(aç;)}

Se y''' C co({z; : .j € N}) e (t,;) C y(aç;), então é s«ficiente mostra' que sup Si(Z/*, (u;)) Z 0, isto é

suP Si(y*, («; )) suPÍly* w*l,{ : w* C L(u;)} 2 0

iRIas é suficiente mostrar apenas que l3/* -- w*l.4 2 a pala w* c I'(uJ). b/las isto é verdade pela
hipótese do lema e porque Z;(u;) c L(zj), já que (t;) C y(a;;). Isto prova a etapa 6.

Agora, usando a definição de cl«., podemos escolher yl C co({" lz* :" l #*

l.''(" iz;) tais que

.}) ' (",;) c

«« :;«-{

m l

y,. -- w * € z,(";;) < a.(l+.. (A.6)

e, portanto, podemos tomar w;. C Z("zj) tal que

É«,l,;. (a,«(l -e«) <
+

'tl/m

Á

Como .4 é equilibrado, podemos obter r.. C A tal que

«.--l / .o \

«.(l 'm) < >ll: Õjd««. + l :& l 3/:(';m) - w=('«.).
j

(A.7)

Apoia, como ("z;) C V''(" iz;), segue da Etapa l que ("z;) c Bx. e, portanto

lim inf("<(z«.))l $ 1

Seja ('"#;) uma subsequência de ("4) tal que lim("aç;(z«.)) liin inf("z;(=«,)) . Portanto, como
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("'1=;) C BX- e \alem as etapas 1, 3 e 6, segue que as sequências CYm, Z/L, ("zj) e ("z.Í) satisfazem
(1),(2),(3),(4),(5) e(6) quando rz = m e isto completa a indução

Etapa 7. L(y;) c Íl=:o L("aç;) C R=:1 L("<).
Para ver a prova da segunda inclusão, suponha que n C N. Vamos mostram que L("zj ) C l;("zJ').

Isto ocorre se ("z;) c y("z;). Alas este último é válido porque ("z;) é uma subsequências de ("4)
Pala provar que .L(y;) C Í)=ol("z;), seja n C N. Note que se .j c N, então (2), (3) e (4)

garantem que

(4)
C
(3)
C
(2)
Ç
(3)C

Ç
C

co({j':z;,j': 'j+i'

co({j':z;,j': 'j+i,

co({j''=;,'i'' 'j+i,

co({j''4,j'' ;j+i,

.})

.} )

.})

.})

co({',; :' ,j+: , . . .})

Portanto, sempre que J > n, temos que y; C co({"zj," zj+t, .}), donde

lim sup(y;(z)) g lim sup("z;(,ç)), Vz C XJ J

Assim, se z* C L(y;), então

z*(z) É limsup(3/;(z)) $ 1imsup("z;(z)),
J J

para cada z C X, o que implica que z* € L("#k) para. todo n c N. Segue, portanto, a ouvia inclusão.

Etapa 8. Se w* C Z;(Z/;) e m C N, então a desigualdade (A.7) continua válida para o mesmo
elemento z«, C .A quando wl é trocado poi' ul*

Note que da Etapa 7, temos que w* c L("zj). Assim,

t«*(z«.) - lii"(""j(a«.)) - lim iTf("zj('r«.)) $ ZL'=(Zm)

Isto completa a demonstração da etapa 8 e, portanto, podemos finalizar a dernonstiação: Fixe

w* c L(yj). Segue da. desigualdade (A.6) e dos passos 7 e 8, que se n C N, então

n l

E ",g; + Ê«l«; «':-,,.«.(l e«) <

Pelos passos 5 e 6, existe lim« cl« e ele pertence a. 10, 21. Chame este limite de a. Fazendo v} --} oo
na desigualdade acima, obtemos (a) Resta-nos, então, provar (b) Esta prova é feita. da mesma

maneira que fizemos na demonstração do Lema A.3.2, trocando yi por (yi -- w*) para cada k c N
n
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Teorema A.3.5. (Teorema 2, [Jain721) Seja X lun espaço de Banach leal. Então as seguintes
afirmações são equivalentes.

(a) O espaço X não é reflexivo

(b) Se é) C (0, 1), então existem um subespaço fechado l&/ de X e uma sequência (z;) C -Bx. tais
que d(À/X, co({z; : n C N})) 2 0 e zl;(z) -+ 0, para cada. z C À4. :'

(c) Se 0 C (0, 1) e (#«) é uma sequência de números reais positivos tal que ::=aÕ« = 1, então
existem a tal que a É a $ 2 e uma sequência (y:) c l?x. tais que para todo w* C Z;(g/;)
tem-se

(i) lx;:-$(©-w*)l -a,
m E;:-P,b; "*) .::.(: E=:«-..Õ,),p,-,«''«'~

(d) Existe um funcional z* C X* que não atinge a. norma.

Z)emonsfração. (a) + (b) Suponha que X não seja reflexi\o e tome arbitrariamente 0 C (0, 1). Pelo
Teorema A.2.5, existe um subespaço fechado separa;vel À/ de X que não é reflexivo. Logo, pelo item

(b) do Teorema A.3.3, existe uma sequência (m:) C .BA.r. tal que

d(0, co({«.;l : n c N})) ? 0

e mj;(=) --> 0, para todo z c J\4. Para cada n C N, seja a;; uma extensão de Hahn-Banach dos
funcionais m; pma X. Se z* € co({=1; : n c N}) e y* c À/x, então a restrição de z* -- Z/* a .R4 é
um elemento m* C co({m: : n c N}), já que y*lA.Í = 0. Logo

llz* y*l suP l(z* V*)(:«)l
zC.BX

s«P l(z* - Z/*)(=)

1«*

d(0, co({m;l : « C N}))

a.

Daí, d(-ü/X, co({zl : n C N})) 2 0 e z;(=) a 0 para cada r C lü/

(b) :+ (c) Sejam 0 C (0, 1) fixo e (13.) uma sequência de números reais positivos tal que }:=;: /3« = 1
Para este f? considere A/ o subespaço fechado e (zi) C Bx. com as propriedades do item (b). Como
z;.(z) -+ 0 para cada z C .R{Z', segue que se =* C -L(z;), então r*(z) = 0, para cada r C À/, isto é,

r* c .441. Logo, L(=;.) c À/l e, portanto,

d(Z.(a;l) , co({rl; n € N})) ? a

Ente.o, pelo Lema A.3.4 aplicado a A = -Bx, segue que existe (Z/:) C .B.K* tal que para. todo
«,* c L(Z/;), .;dem (1) e (2)

'Denotamos por iA/a o conjunto dos funciottais =' C X' tais que iç'(z) = 0 para cada ;z' C iüf
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(c) :+ (d) Se.jam 0 e A escalaies tais que 0 C (0, 1) e 0 < A < a'/2. Para cada n c N, seja

'. -v({)"
Então,

Eõ«
2 A

A J
n::lá

\

A
2 )"'n-:].

2 A
A A

2
2 A

A
1.

2 A

Seja-n a e (y;) como em (c). Seja «,* c L(3/;) e seja

«*)

Então llz* a. Vamos mostrar que z* não atinge a norma. Suponha que z C Bx Como w* €
Z;(y:), segue q«

lim iTf3/;(z) 5; w*(z)

Logo, existe n C N tal que

w*)(z) < 02 2A 0 . 0 2A $ aé} 2Z\,

lembrando que é? $ a. Como w*(g) $ 1imsupy;(y) $ 1, para. cada Z/ c Bx, segue que llw*ll $ 1
Portanto

,*(«) «*)(«)

«,*)(z) + 0«+i (Z/;+i w*)(,)+ >1: ü(y; «*)(")
.j=n+2

< >l: õj (© :«')(z) + (aO 2z\)D«+i + >1: Ü(g -««*)(")
.j=n+2

<

n. ll oo

>l:&(#; '"*) +(a0 2A)B«+i+ 1: Õj(lldll+llw*ll)
.j=t ll .j=n+2

< >ll: &(y; «Dll+(«o 2A)#n+l +2 }: #,Í
.j=n+2

~l* ',$:«1*'«, ,.««,i,'
<
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Agora, como

{ (D«+: + P«--, + . . .)

; (v ($)"*: *v ({)"*' *
T (:) "*: * T (})"*; *
Pn+2 + n+3 +

E ü,
.j=n+2

.)

temos },;-n+2 PÍ :; 2'6' >1-'j=n+t /3j < a )l,J-,.+i PÍ e, portanto,

. (
oo \ oo

1-0 >ll: 4 l + (a0-2A)P«+i +2 : Pj
j=n:+l / .j=n+2
oo oo

aO 11: Ü +(aO -2A)P«+i+2A }l: A
.j=n+l .j=n+l

('-a 2A) >1: Ü+ (a0-2A)D«+i
.j=«,+t

(a0- 2A) >: &
.j=rl+2

(aO - 2a.)

.*(r) <

<

;'1

<

<

pois (aO -- 2A) },.f-.+2 #j < (aa -- 2A) < a -- 2A < a, já que A > 0 e a ã 0 > 0. Agora, como

--# C Z?x, segue que

.*(z) < ll;*ll,

o que acarreta lz*(z)l < llz*ll. Portanto, z* não atinge sua noiina.

(d) :> (a) Como existe z* C X* que não atinge sua norma, pelo Teorema A.3.1, X não pode sei
reflexivo.

n

Finalmente, podemos enunciei' e deinonstrai o Teorema de James

Teorema A.3.6. (Teorema de James) [Ja.m641 Se todo funcional linear contínuo em um espaço
de Banach X atinge a norma, então X ê iefiexivo.

Derrzonst7açâo. Seja X um espaço de Banach onde todo funcional linear e contínuo atinge a norma.
Se X ê um espaço de Banach real, então o teores)a anterior nos garante o resultado. Então, assuma

que X seja um espaço de Banach complexo. Seja XK o espaço de Banach real obtido a partir de
X. Seja u* C (XiK)* e seja. z* € X* tal que Re(z*) = tl*. Para cada z C X, seja a, C K tal que
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la,l
a,=* (r) > 0,

o que imp[ica que =*(a,a) = u*(a,z). Assim, como todo funcional em X* atinge a norma, existe
a; c .Bx tal que llz*ll = laço(s)l e

ll«*ll - ll.*ll - l«*(«)l «*ll,*(«) «*(«,,)1 - 1«*(«.«)1

onde a primeira. igualdade é justificada no item (c) do Teorema 1.1.1. Então, cada elemento de
ü* c (XK)* atinge a norma. Logo, XK é reflexivo e pelo Teorema A.2.2, segue que X é reflexivo,
como queríamos demonstrar.

n

Depois que James demonstrou esta importante caracterização, surgiram questionamentos sobre
a necessidade da hipótese de X ser um espaço de Banach. Em 1971: o próprio James encontrou
um exemplo de um espaço norinado incompleto e, portanto, não reflexivo: onde todos os seus
funcionais lineares e contínuos atingiam a norma (vide [.Jt\m711). Consulte também ]Nlelll, rii781.
No Capítulo 2, mostramos como o Teorema de Jaines motivou os matemáticos Bishop e Phelps a
demonstrarem um teorema que iniciou uma nova teoria e que possui belíssimos resultados como
aqueles demonstrados nos capítulos 3 e 4.
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