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Resumo

DANTAS, S.M.G. A Evoluc¢io do Estudo das Aplicacdes Lineares e ndo Lineares que
Atingem a Norma em Espacgos de Banach. 2013. 111 f. Dissertagao (Mestrado) - Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo, Sao Paulo, 2013.

Neste trabalho, apresentamos o resultado de E. Bishop e R. Phelps de 1961 que afirma que o
conjunto dos funcionais lineares e continuos que atingem a norma, definidos sobre um espago de
Banach X, é denso em X*. Também apresentamos o resultado de J. Lindenstrauss de 1963 que
afirma que o conjunto dos operadores lineares definidos entre espagos de Banach, cujos segundo
adjuntos atingem a norma, é denso no conjunto dos operadores lineares e continuos. Na sequéncia,
apresentamos versoes nao lineares do Teorema de Lindenstrauss desenvolvidas por Maria Acosta,
Richard Aron, Domingo Garcia e Manuel Maestre em 2002 e 2006, para aplica¢des multilineares e

polinémios homogéneos.

Palavras-chave: aplicagdes lineares, aplicagdes multilineares, polinémios homogéneos, func¢io que

atinge a norma.
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Abstract

DANTAS, S.M.G. A Evolugao do Estudo das Aplicagoes Lineares e ndo Lineares que
Atingem a Norma em Espacgos de Banach. 2013. 111 f. Dissertagao (Mestrado) - Instituto de

Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sdo Paulo, 2013.

In this work, we present a result due to E. Bishop and R. Phelps in 1961 that asserts the dense-
ness in X of the set of norm attaining functionals, defined in a Banach space X. We also present a
result due Lindenstrauss in 1963 that asserts the denseness of the subset of operators between Ba-
nach spaces whose second adjoints attain their norms in the set of the continuous operators. In the
following, we show non-linear versions of the Lindenstrauss Theorem developed by Maria Acosta,
Richard Aron, Domingo Garcia and Manuel Maestre in 2002 and 2006 to multilinear aplications

and homogeneous polynomials.

Keywords: linear operators, multilinear forms, homogeneous polynomials, norm attaining function.
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Notacao

N o conjunto dos nimeros inteiros estritamente positivos

K os corpos R ou C

X um espago normado sobre K

Bx a bola unitaria fechada de um espago normado X

Sx a esfera unitaria de um espago normado X

X# o espaco vetorial dos funcionais lineares em X

X* o espago vetorial normado dos funcionais lineares e continuos em X
Ox a imersdo (isométrica) candnica de X em X**

Re(z) a parte real de um nimero complexo z

Im(z) a parte imaginaria de um nimero complexo z
T um elemento de X*

Nucz* o nicleo de z*

w a topologia fraca-estrela em X*
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Introducao

Neste trabalho, estudamos a evolugao do estudo das fungdes lineares e nao lineares que atingem
a norma. Mais especificamente, sejam X um espago de Banach e Bx a bola unitéaria fechada deste
espago. O Teorema de James nos diz que X é reflexivo se, e somente, se para cada x* € X*, existe
xg € By tal que ||2*|| = |z*(z0)|. Ou seja, se todo funcional em X* atinge a norma, entio X é
reflexivo e reciprocamente. Em 1957 Robert C. James demonstrou esse teorema supondo que X
é um espaco separavel. Sete anos mais tarde, ele conseguiu provar esse mesmo resultado para um
espaco de Banach qualquer, como podemos ver em [JamG64].

Ao mesmo tempo que James trabalhava nessa linha de pesquisa, Robert R. Phelps comegou
a estudar o comportamento de funcionais que atingem a norma em espacgos nao reflexivos. Em
1963, ele e Errett Bishop, conseguiram mostrar que o conjunto dos funcionais que possuem essa
propriedade é denso em X * e tal resultado ficou conhecido como o teorema de Bishop-Phelps [BP63].

Muitas perguntas surgiram desde entdo. Uma delas, feita pelos préoprios Bishop e Phelps, ques-
tionava a validade de um teorema do tipo Bishop-Phelps para operadores lineares e continuos
definidos em espacos de Banach. Lindenstrauss em [Lin63| apresentou, ainda em 1963, um contra
exemplo que mostrava que o questionamento acima é falso. Nesse mesmo artigo, ele provou que o
conjunto dos operadores lineares e continuos definidos em espagos de Banach dos quais seus respec-
tivos segundo adjuntos atingem a norma, é denso no conjunto dos operadores lineares e continuos,
resultado este que ficou conhecido como o teorema. de Lindenstrauss.

Fica bastante natural a partir disso questionar sobre a validade ou nao de teoremas dos tipos
Bishop-Phelps e Lindenstrauss para aplicagdes N-lineares e polindmios N-homogéneos, onde N >
2. Por exemplo, ja é conhecido que o conjunto das aplicagoes bilineares e continuas em X que
atingem a norma ndo & denso em L(®X), provado por M. D. Acosta, F. Aguirre e R. Paya em
[AAP96]. Também é conhecido que ndo vale um teorema do tipo Bishop-Phelps para polindmios
N-homogeéneos, como nos mostra M. J. Sevilla e R. Paya em [SP98|. Entretando, a situagdo com
teoremas do tipo Lindenstrauss j& muda um pouco. Em 2002, R. M. Aron, D. Garcia e M. Maestre
em [AGMO03] provaram que o conjunto dos polinémios 2-homogéneos continuos em X, cuja extensao
candnica definida em X** atinge a norma, & denso em P(?X). J4 em 2006, foi provado um teorema
do tipo Lindenstrauss para aplicacoes N-lineares por Maria D. Acosta, Domingo Garcia e Manuel
Maestre [AGMO06].

Este trabalho foi estruturado da seguinte maneira. No Capitulo 1 expomos alguns resultados
bésicos de Analise Funcional, aplicagoes multilineares e polinomios N-homogéneos. Ha também
uma se¢ao que trata sobre extensées desses tipos de fungées, como as extensoes de Arens [Aredlal,
as extensoes de Aron-Berner [AB78| e as extensoes de Davie-Gamelin [DGS9].

No Capitulo 2 apresentamos uma demonstracdo do Teorema de Bishop-Phelps [BPG3]. Para

isso, é necessdrio estudar alguns resultados sobre funcionais e pontos suporte.

xi



xii INTRODUGAO

O Teorema de Lindenstrauss [Lin63| para operadores é provado no Capitulo 3. Inicialmente,
provamos uma caracterizagdo importante dos operadores cujo segundo adjunto atinge a norma.
Posteriormente, apresentamos um lema onde construimos uma sequéncia de Cauchy em L(X,Y)
que serd imprescindivel para a conclusdo do teorema principal. Ainda nesse capitulo, exibimos a
demonstragdo de dois resultados apresentados por R. Aron, D. Garcia e M. Maestre em [AGMO03],
onde mostram a validade de teoremas do tipo Lindenstrauss para aplicagoes bilineares e polindmios
2-homogéneos.

J4 no Capitulo 4, mostraremos a prova do teorema de Lindenstrauss para aplicagoes N-lineares
feita por M. D. Acosta, D. Garcia e M. Maestre em [AGMOG].

Finalmente, no Apéndice, é apresentado a demonstracao do Teorema de James como feito em
[Meg98].



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, vamos apresentar os principais resultados que usaremos no decorrer desse tra-

balho. A maioria dos resultados podem ser encontrados com todos os detalhes em [Meg98].

1.1 Resultados Basicos

Se X & um espago normado complexo, entdo denotaremos por X o espago X sobre R tal que a
operacao multiplicagdo por escalar é restrita ao corpo dos niimeros reais. Para servir de auxilio aos
préoximos capitulos, enunciaremos um fato basico bastante ttil na demonstragao de alguns resultados

envolvendo espagos complexos.

Teorema 1.1.1 ([Meg98], pg. 72). Seja X um espago normado complexo.
(a) Se z* € X*, entdo z*(z) = u*(z) — iu*(iz), onde u* = Rez™.
(b) Se u* € (Xg)* e definimos z* pela formula em (a), entdo z* € X*.

(c) Se 2* € X* e u* = Re(z*), entdo ||z*|| = |lu*|-

Usaremos diversas vezes a seguinte versiao do teorema de Hahn-Banach no Capitulo 2.

Teorema 1.1.2 ([Jr.99], pg. 82). (Teorema de Separacao de Hahn-Banach) Sejam C e B
subconjuntos convexos nio vazios de um espago normado real X tais que int(B) # 0 e CNint(B) = 0.
Entao, existe 2* € X™* nao nulo tal que

* a *
supz*(z) < inf 27(y).
sup (z) of (y)

Definiremos agora uma topologia sobre o espago X *. Se X é um espago normado, entdo definimos
uma topologia localmente convexa em X* chamada topologia fraca-estrela e denotada por w*. Tal
topologia é dada pela seguinte base de vizinhangas da origem

V(0;zu; -+ v 8) = f2* € X™ 1 |5*(25)] <6, L £ 5 L0},

onde z1,...,%, € X ez > 0. Nos proximos capitulos, usaremos diversas vezes a seguinte caracteri-

zagao para convergencia na topologia w*.
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Proposicio 1.1.3. Sejam I um conjunto dirigido e (z;);c; C X* uma rede em X*. Entdo, 2} — z*

se, e somente se, =} (z) — z*(z), para todo z € X.

Os teoremas de Banach-Alaoglu e de Goldstine sdo usados vez por outra nos préximos capitulos

e, por isso, sdo aqui enunciados.

Teorema 1.1.4 ([Meg93], pg. 229). (Teorema de Banach-Alaoglu) Seja X um espaco normado.

Entdo Bx+ é w*-compacta.

Teorema 1.1.5 ([Meg98|, pg. 232). (Teorema de Goldstine) Seja X um espago normado e
considere a imersdo canonica de X em X**. Entdo By = Bxe.

1.2 Aplicagoes Multilineares e Polindmios Homogéneos

Nesta se¢ao, daremos um breve resumo sobre aplicagoes multilineares. Definimos as aplicagoes
multilineares simétricas que servirdo de suporte para o estudo dos polinémios homogéneos. Todos
os resultados foram baseados na referéncia [Muj86].

Seja N € N. Sejam também Xi,...,Xy e Y espagos normados sobre K. Denotaremos por
Lo(N(X1x...xXyN),Y) o espago vetorial de todas as aplicagdes N-lineares A : X;x...x Xy — Y.
Para cada A € L,(V (X1 x ... x Xy),Y), definimos

41l = sup{lA@r, . om)l ¢ @ € X, max|la]| < 1}

e notemos que esta funcdo define uma norma no espago das aplicagées N-lineares continuas, que
denotamos por L(N(X; x ... x Xy),Y). Quando X; = ... = Xy = X, escrevemos E(NX, ¥)
Quando N = 1, denotaremos L£(1X,Y) por £(X,Y). Ja quando Y = K, simplificamos a notagio
LMV(X1 % ...x Xn),K) para a notacio L(V (X1 x ... x Xy)).

Proposicao 1.2.1 ([Muj86], pg. 2.). Seja N € N e considere os espagos normados Xi,...,Xy e

Y.Se Ac L,(N(X1 x...x Xn),Y), entdo as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
(a) A é continua.
(b) A é continua na origem.
(c) Al < oo

(d) Existe M > 0 tal que
S 3 XN.

[A(z1, ..., zN)|| < M|z ||zxll, para cada (z1,...,zN8) € X1 X

Proposicao 1.2.2 ([Muj86], pg. 2). Se N € N e Y & um espago de Banach, entdo £(V (X1 x ... x

Xn),Y) é um espago de Banach para quaisquer espagos normados Xi,..., Xy.

Sejam X e Y espagos normados sobre K e N € N. Denote por Sy o conjunto de todas as
permutacoes @ : {1,...,N} — {1,..., N}. Dizemos que uma aplicagio A : XV = X x ... x X =Y
N e

N—vezes
é simétrica se

A(zgrys - - - Tovy) = A1, ..., TN),
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para quaisquer zi,...,zy € X e qualquer permutagio § € Sy. Denotamos por Lus(NX,Y) o
conjunto de todas as aplicagdes N-lineares simétricas de X em Y e por L,(V X,Y) o conjunto das
aplicagoes N-lineares simétricas e continuas.

Uma fungdo P : X — Y & um polindmio N-homogéneo se existe uma aplicagdo N-linear A €
L,(NX,Y) tal que P(z) = A(z,...,z) para cada = € X. Denotamos por P,(¥X,Y) o espaco
vetorial de todas os polinémios N-homogéneos de X em Y. Denotamos por P(V X,Y) o subespaco
de todas os polinomios N-homogéneos continuos de X em Y. Para cada P € P(VX,Y), definimos

[Pl| =sup{[|[P(z)]| : =€X, [af <1}

e notemos que esta fungdo define uma norma no espago indicado. Quando Y = K, escreveremos
simplesmente P, (Y X,K) = P.(VX) e P(VX,K) = P(V X).

Para cada A € Lo(VX,Y), seja A € Po(NX,Y) definida por A(z) = A(z,...,z) para cada
z€ X.

Teorema 1.2.3 ([Muj86], pg. 12). Sejam X e Y espagos normados e A € L,(NY X,Y). Entdo
(a) a fun¢io A — A induz um isomorfismo entre Lq,(NX,Y) e Po(VX,Y);

(b) vale a seguinte desigualdade:
. NN
1Al < Al < Sl

Corolario 1.2.4. Sejam X e Y espacos normados sobre K e N € N. Se P € P,(VX,Y), entdo
existe uma tnica aplicagio N-linear simétrica A € Lq5(NVX,Y) tal que P(z) = A(z,..., ) para
cada z € X.

Dizemos, portanto, que A é a aplicagdao multilinear associada ao polinémio A. O Teorema 1.2.3
nos da uma 6tima ferramenta para associarmos as normas de um polindmio homogéneo e de sua

aplicagdo multilinear associada.

Corolario 1.2.5. Sejam X um espago normado sobre K e ¥ um espago de Banach. Entao 'P(NX, Y)

é um espago de Banach, para cada N € N.

Proposicdo 1.2.6 ([Muj86], pg. 13). Sejam X e Y espacos normados. Para cada P € P,(NX,Y)

as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:
(a) P é continuo.
(b) P é limitado em toda bola de raio finito.

(c) P élimitado em alguma bola aberta.

1.3 Extensoes de Aplicagoes Multilineares

Nesta secao descreveremos extensoes de aplicagoes multilineares continuas. Tais extensoes sao
de fundamental importancia para o entendimento do trabalho, principalmente a partir da metade
do terceiro capitulo. Definimos primeiramente as exztensoes de Arens para aplicagoes bilineares

continuas, feitas por Richard Arens em 1951 nos artigos [Are5la, Are51b]. Depois disso, passamos
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para as eztensées de Aron-Berner feitas no artigo [AB78| e estudamos as eztensoes de Davie-Gamelin
[DGS9]. Por fim, mostramos que todas essas extensoes coincidem. Para mais informagoes sobre essas

extensdes e suas variadas utilidades consulte [Las01, SGV00, Murl0].

1.3.1 Extensoes de Arens

Sejam X, Y e Z espagos de Banach sobre um mesmo corpo K. Considere uma aplicagao bilinear
e continua A : X x Y — Z. Entdo, A goza das seguintes propriedades:

(1) A(/\xl = 132,?!) = A‘4(:I:lzty) + A(l'z, y)a
(2) Az, Ay1 +32) = AA(z, y1) + Az, 12),

(3) Il = sup [[A@,y)ll < M, para algum M >0,
z,y€EBx

onde A € K, z,21,29 € X e y,y1,y2 €Y.
Definiremos, a partir da aplica¢do bilinear continua A, uma outra aplicacdo bilinear e continua

At conhecida como a aplicagio bilinear adjunta ou primeiro adjunto de A. Tal aplicacdo é definida
por At : Z* x X — Y* e é dada por

A=, 2)(w) = = (Al,9),

para quaisquer z* € Z*, x € X e y € Y. Vamos provar que, de fato, A? é bilinear e continua, ou
seja, que satisfaz as propriedades (1), (2) e (3) acima.
Para cada y € Y, temos que

AT +25,2) () T (A2 + 2)(Al,y))
= Azj(A(z,y)) + 23(A(z, )
L A4l (2, 2)(y) + ANz, ) (y)
= (MY, 2) + Alz3,2)) (),

ou seja, AY(Az} + 25, x) = MNAY(2f, x) + Al(25,z), para cada A € K, 2],25 € Z* e z € X. Analoga-

mente, para cada y € Y, temos que

A Aetaa)y) T 2 (AQe +eay))

= 2*(\A(z1,9) + A(z2,y))

= A2*(A(z1,9) + 2% (A(z2, 1))
S AN, 1) () + AN, 22) (y)
= (AA'(2*, 1) + AN (2", 72)) (9),

—

ou seja, At(z*, Az1 +22) = AAL(2*, 1) + AY(2*, z2), para cada A € K, 2* € Z* e 21,79 € X. Entao,
At satisfaz (1) e (2). Além disso, para cada y € Y, temos que

A (2", 2) ()] = 2" (A(z,9)) < [l A ) < =" [z ly111Al-
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Portanto, para cada z* € Z*ex € X
A (z*, )l < [l=* =/ [|All

Ou seja, A é uma aplicagdo bilinear continua que satisfaz [|Af|| < ||A]|.
Podemos, entdo, definir o sequndo adjunto da aplicagao bilinear continua A: X x Y — Z por
Aft = (AY)E. Assim, A" : Y** x Z* — X* & dada por
ARy, 2%)(2) = y* (AY(2", 2)),

para quaisquer y** € Y**, z* € Z* e € X. Analogamente ao que acabamos de fazer, temos que
Aft & uma aplicacdo bilinear. Tal aplicacdo também é continua como nos mostram os célculos a
P P

seguir. Para cada = € X, temos que

|A%(y*, 2)(z)] = |y (A2, 2)|
<y Iz =l A

Logo, [|A*|| < [|All, ja& que [|A*]| < [| Al

Fazendo este procedimento mais uma vez, obtemos o terceiro adjunto de A,
Attt L XM Y** N Z**,

dado por
Am(:c**,y**)(z*) = :r**(Att(y**,z*)),

para quaisquer z** € X**, y** € Y** e z* € Z*. Novamente, A" ¢ uma aplicacio bilinear continua
definida em X** x Y** que satisfaz || A" < || A]|.
Através das inclusoes canénicas dx : X — X** dy : Y = Y* e dz : Z — Z**, queremos

mostrar que a aplicacdo A se comporta como uma espécie de extensio de A no seguinte sentido:

AM(6x (), 8y (y)) = 6z(A(z,y)). (1.1)

Com efeito, para cada z € X e cada y € Y, temos

A0k (2), 8y (y))(z") = Ox(2)(A(dy (), 2"))
= A5y (y),2")(x)

= Oy (y)(A'(e, @)

= A", 2)(y)

= (Al y)

= 0z(Alz.))(z"),

para qualquer z* € Z*. Isto prova (1.1). Assim, como ja temos que ||A"| < ||A|| e pelo que vimos

acima, segue que || A%|| = ||A||. Dizemos que A & a primeira extensio de Arens de A.
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Uma outra extensdo de A também pode ser considerada. Se A: X x Y — Z & uma aplicacdo
bilinear continua definida em X x Y, definimos a transposta de A como sendo a aplicagio bilinear
continua AT : Y x X — Z dada por

AT(y,z) = A(,y),

para caday € Y e cada 2z € X. Pelo que fizemos acima, temos que AT*t é uma extensio de AT e,
entdo, a aplicagio AT*T ¢ uma extensdo de A, chamada sequnda extensio de Arens de A. Além

disso, temos que [[ATIT]| = |A], pois
IA]l = |AT]| = ATt = ||(AT#T|| = || ATeT).

Quando A : X xY — Z é uma aplicagao bilinear e continua, podemos caracterizar as extensoes

Attt o ATHT através de redes w*-convergentes. E o que faremos a partir de agora. O Lema 1.3.1

nos dird que, para cada y** € Y** fixado, a aplicagdao A¥t( - y**) : X** — Z** & w*-w* continua.
Analogamente, para cada z** € X** fixado, a aplicagio AT (z**, . ) : Y* — Z** ¢ w*-w*

continua. A partir daqui, ndo faremos distin¢ao entre dx(z) e z, para cada = € X.

Lema 1.3.1. Sejam X, Y e Z espacgos normados. Seja A : X x Y — Z uma aplicagdo bilinear e

continua.

(a) Se (zo) C X € uma rede em X tal que z, 0, z**, entdo
At (% ) = licfn At (2o, ™),
para cada y** € Y**.
(b) Se (y3) CY é uma rede em Y tal que yg N y**, entdo
ATUET (g0 xxy lién ATHET (0% 40y

para cada z** € X**.

Demonstragao. (a) Tome (z4) C X uma rede em X tal que 2, % 0. Dai, z4(2*) — 0, para cada

x* € X*. Portanto, para cada z* € Z*, temos que

lim A (24, y**)(z*) = lim 24 (A% (y*, 2*)) = 0,
(a3 «@

ois Att(y**,2*) € X*. Assim, se 2, — z**, entdo z, — &** — 0 e, portanto, lim, At (z, —
P Y ; P
¥, y**)(2*) = 0, para cada z* € Z*. Como At ¢ bilinear, segue que

0 = IhD Atu(fﬂa -, y**)(Z*)

o

= limAttt(ita,y**)(Z*) o Am(z**,y**)(z*),

ara cada z* € Z*, ou seja, A (2** y**) = limy A (20, y**).
p *
b) Tome (y3) C Y uma rede tal que yg — 0. Entdo ys(y*) — 0, para cada y* € Y*. Logo,
B | B
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lién ATtttT(:l:**, 'yd)(n"*) — hgn ATttt(yﬁ, r**)(z*)
e lién ys (AT (z**, 2%))
= 0,
pois AT#(z**, z*) € Y*. Dai, segue o resultado. O

Lema 1.3.2. Sejam X, Y e Z espagos normados. Seja A : X x Y — Z uma aplicacdo bilinear e

continua.

(a) Paracada 2™ € X** ey €Y, temos

A2, 8y (y) = AT (™, 8y ().

(b) Para cada y** € Y** e 2 € X, temos

A" (S (z),y™") = ATHT (8 (2), ™)

Demonstragdo. (a) Veja que para cada z* € Z*, temos

A (2, 8y () (2%) =5 2™ (A% Sy (y), 2%))

ATHT (2 5y (y))(2%) =  AT™(6y(y),2™)(2")
T s u)(A™ @)
AT (z**, 2)(y)

T AT Y).

Assim, como A% (8y(y), z*) e ATt(z*,y) sdo elementos de X*, segue que para cada x € X, temos,
) g

respectivamente,
A%Gy(y), 2*) (@) = Sy (y)(A(" z))
= A, 2)(@)
T 2 (Ay)
e

A" y)(2) B 25 (AT (y,2)) = 2" (A(z, ),

ou seja, AM(z** Sy (y)) = ATHT (2% 5y (y)), para cada z** € X* ey €Y.
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(b) Veja que, para cada z* € Z*, temos

AM(Ox(x),y™)(z*) = ox(z)(A%(y™,2*))
. A“’(y**,_z*)(x)

def

=y (A e)

ATtttT((SX (QI), y**)(z*) = ATttt(y**, 6){(3,))(2*)
dgf y**(ATtt((S)((ZL‘), Z*))-

Assim, para cada y € Y,
At(z*, ) (y) def z*(A(z,9))

AT @x(2),2") () E x(@)(AT("Y))
= AT, y)(2)
T 2 (ATy,e)
= 7z'(A(z,9)),
ou seja, A (5x(x),y**) = ATHT (5 (z),y**), para cada z € X e y** € Y**.
O

Lema 1.3.3. Sejam X e Y espagos normados. Dados z** € X**, uma rede (z,) C X tal que

To > 2%, Y™ € Y™ e uma rede (yg) C Y tal que yg — y**, temos

() AU(z* y**) = lim li}}n Az, y8),
@

(b) ATtttT(m**, y**) — hén llm A(:L'Qa yB) &
(a3

Demonstragdo. De fato, segue dos lemas 1.3.1 e 1.3.2 que:

licryn lién A(Ta,yp) = liclln lién A" (24, y5)
= lién hén ATHT (g, y3)
_ Iién ATHT (5 0e)
= lign A (0, y**)

— Attt (;U**, y**).
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lilxan Ii;n A(za,ys) = lién lign A (24, y5)
= lién A (3% yg)
— hén ATtttT(aj**, y[)')

= ATtttT(:L_**’ y**).

O

Em consequéncia de todos estes resultados que provamos até agora, fica facil justificar a de-

monstragdo do seguinte teorema.

Teorema 1.3.4. Sejam X, Y e Z espagos normados. Seja A : X x Y — Z uma aplicagio bilinear

e continua. Sao equivalentes as seguintes afirmagdes.

(a) Attt — ATHT

b) Para cada z** € X** e y** € Y** existem redes (z,) C X e (y3) C Y com z, 2 o e
A B
Y3 25 y** tais que
hcrtn 11[1311 A(za,yp) = 11511 llén A(zq,yp)-

Observemos também um fato importante. Lembre-se que uma aplicagdo bilinear A é simétrica
se A = AT Ent3o, supondo que A é simétrica e que Attt = ATHT temos

Attt == ATtttT - (AT)tttT — AtttT = (Attt)T

isto &, At ¢ uma aplicacdo bilinear simétrica. Reciprocamente, se A%t = A®T ¢ A = AT entdo

Attt — (ATYHT — ATHT
. - w* -
Para terminar essa segdo, note que se X =Y e zo — ™, entéo

At (** %) = licl)L_n. lig[n A(Zas Ta)
= lién lién A (24, 24)
= lim Al (g% )

ATHET (3%

ATtttT (SL'** , ** ) )

= lim
(a3

Observe que o Lema 1.3.3 nos diz que A#t e ATH#T podem ser descritos através de redes w*-
convergentes independentemente da escolha de tais redes. Foi isso que utilizamos na primeira igual-
dade acima. Isso nos ajuda a definir a extensdo canodnica de um polindmio 2-homogéneo: se P é
um polinémio 2-homogéneo definido em um espago de Banach X e A é a sua aplicagdo bilinear

simétrica associada, entao a eztensao candnica de P para o bidual X** é definida como sendo

P(w**) == A“t(:v**,a:**) — ATtttT(fE**.,:I:**),
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para cada 2** € X**. Em [DG89] é provado que || P|| = ||P||, onde P & um polinémio N-homogéneo.
Veja também [Pel01]. Usaremos essa extensdo para provar o Teorema 3.3.1 no Capitulo 3. Em geral
temos que || A% = ||ATH#T||, mas A% # ATHT | Veja por exemplo [AGMO3)|.

1.3.2 Extensoes de Aron-Berner

Nesta e nas demais segOes, estaremos interessados em extensoes de aplicagoes multilineares cujo
contradominio é o corpo K. Na verdade, podemos definir similarmente extensbes para aplicacdes
multilineares do tipo A : X3 x...x Xy — Y, como podemos ver em [Las01]. Dada uma aplicagido N-
linear A € L(N (X1 x...x X)), estamos interessados em obter uma extensdo A : X{*x...x X3 —

K de A no seguinte sentido: para quaisquer z; € X1,...,2xy € Xy, temos que
Z((SXl (2:1), auie ,(SXN(:IIN)) = A(fl:l, I ,IIIN), (12)
onde dx, : X; — X;* é a inclusdo canodnica de X; em X*, com 72 =1,...,N. Para isso, usaremos

uma construc¢do devida a Richard M. Aron e Paul D. Berner em [AB78|. Tal construgao nos dara
extensoes de uma aplicagdo N-linear, como desejado, que ficaram conhecidas como eztensdes de
Aron-Berner. Com o intuito de ilustrar este método com mais detalhes, consideremos primeiramente
o caso N = 3.

Sejam X1, X2 e X3 espacos de Banach sobre um mesmo corpo K, e A € L(3(X] x X x X3)).
Seja também z3 € X3*. Definimos uma aplicacao

73 L(3(X1 x Xy x X3)) — L((X1 x X2))

por

z3(¢)(x1,2) := 2z3(@(z1, 22, - )),

onde ¢ € L(3(X1 x Xo x X3)) e ¢(x1, 22, - ) : X3 — K & a aplicagdo linear continua definida em
X3 dada por

d(z1, 22, - )(x) = @(21, 22, ),

paracadaz € X3. Entdo Z3 é uma aplicacdo linear, j& que para quaisquer ¢, ¢ € L(3(X1x Xax X3))
e X € K, tem-se que

Z3(¢d1 + Ag2)(z1, x2) z3((¢1 + Ad2) (1,22, - ))

= z3(d1(z1, 22, - ) + Ad2(21,22, +))

= z3(o1(zr, 22, +)) + Az3(da(z1, 22, +))
= zZ(¢1)(z1,22) + AZ3(d2) (21, 22)

= ((¢1) + A\73(d2)) (21, T2)

para qualquer (x1,22) € X7 X Xo, ou seja,

Z3(d1 + Ada) = Z3(¢1) + AZ3(2).
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Além disso, Z3 é uma aplicacdo continua como nos mostram os cdlculos a seguir:

Izl = sup [Z3(4)| = sup | sup [Z3(d)(z1,22)]
[lll=1 l8]l=1 ||;e=,-|{‘=21

= sup | sup |z(o(z1,22, - )|
lgli=1 \ ==t

< lzsll - sup | sup ||(z1, 2 )l
lloll= zi||=1
=12
= ||z3|l - sup sup (sup |¢($1,m2,m)l>
llell=1 \ zill=t \ Jll|=1
< |z

Feito isso, definimos uma outra aplicagao linear da seguinte maneira: seja 29 € X5* e considere
Z: LO(X1 x Xp)) — L(N(X1) = X}
dada por

72(¢)(z1) = 22(é(21, - ),

onde ¢ € L(3(X1 x X2)) e ¢(z1, - ) : Xa — K é a aplicagdo linear continua definida em X3 por

d(z1, - )(x) = ¢(z1,3),

para cada = € X,. Sendo assim, temos que Z3 é linear e satisfaz a desigualdade ||Z3]| < ||
Finalmente, seja z; € X7*. Podemos, entdo, definir

7 L(0(X)) = X — K

por

zi(z7) = z1(27),

onde z} € X7. Assim, Z7 € linear e satisfaz [|Z1]| < [|21]-

Considerando essas trés aplicagoes, estamos agora em condigoes de definirmos uma extensao da
aplicagdo trilinear A € LE(X1 x Xo x X3)). Se z1 € X7*,20 € X5* e 23 € X3*, entdo a fungio
A X3P x X5* x X3* — K dada por

A(z1, 22, 23) == Z1 0 73 0 Z3(4)

N[
Y

é uma extensdo de A para X7* x X5* x X3* chamada extensdo de Aron-Berner de A. Vamos provar

que A € L3(XT* x X3* x X3*)) e que, de fato, acontece de A ser uma extensdo de A, ou seja,

Z(5X1 (:t:l), 5;{2 (:1:2), 5}(3 (’Eg)) = A(:l:l,_ T2, (Eg), (1.3)

para cada (z1, 22, 23) € X1 x X2x X3. Para alinearidade em cada coordenada, note que as aplicagoes
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71, 22 e z3 gozam da seguinte propriedade:
) 4 )\z(2) _ , +/\~(")’

onde 2V, 2 € X;/* e A€ K. Por exemplo, se i =2 e 2y ),zéz € X3, entdo

T 2 1

DAL @) (A A6, )
= 2z )(QS(IL'I, J )) +/\Z(2)(¢($11 ’ ))
def

of (@) (@) + 22 (6)(z1)
= (D + 2:D)@)(e),

para quaisquer ¢ € L(3(X| x X3)) e 71 € X;. Logo, z(l) + /\z(‘z) ( + /\z e, portanto,

Az, AV + 2282, 25) = 7m0 (2 + Az?) 0 75(4A)
= o (@D + 2D o 7(A)
— 7020 oT(A) + AT 0 22 0 33)(A)
; X(zl,zg ), 23) + (21, zgg), z3).
Portanto, A é linear na segunda coordenada e, fazendo o mesmo para as demais coordenadas,
temos que A é uma aplicagdo trilinear. Antes de provar que A & continua, usaremos as defini¢des

das funcbes 77,73 e z3 para provar (1.3). Com efeito, para quaisquer z; € X1, 23 € Xo e 23 € X3,
temos

ASx, (1), 0x,(z2), 0, (x3)) = Ox, (T1) 0 Ox,(T2) 0 dx,(73)(A)
= 6)(1 (1151) (JX-)(I2) ° 6\3(2“3)(‘4)) .

Note que

03, (22) 03, (z3) : LE(X1 x Xa x X3)) — L(1(X1)) = X7,

ou seja, 0x,(z2) 0 dx,(x3)(A) € X{. Logo, pela definicdo de z1, temos

0x, (21) (x5 (w2) 0 0x3(23)(A)) = 6x,(21)(0x,(22) 0 x3(23)(A))
= (0x,(z2) 0 dx5(23)(A))(21)
0, (22) 0 0x5(23)(A)(z1)
= 0x,(22)(0x5(23)(A))(21).

Agora, como dy,(3) : LE(X1 x X2 x X3)) — L(3(X1 x X)), temos que dx, (23)(A4) € L(*(X1 x
X2)) e, pela definicao de z3, temos

0, (2) (0, (23)(A)) (1) 8x, (22) (0, (w3)(A) (21, )
= ()\3(1'3)( )1, - )(x2)

= Oxz(w3)(A) (1, 22).
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Pela definicdo de Z3, obtemos

0x;(2z3)(A)(z1,22) = Oxy(w3)(A)(w1, 22, +)
= A(th?: : )(3:3)

= A(zy,z2,x3).
Isto prova que A é uma extensao de A para X{* x Xi* x X**. Finalmente, temos
P q p 1 2 3

”Z” = sup |71—(21,22,23)|

llz;ll=1
i=1,2,3
= sup [z107%307%3(4)
lIzill=1
i=1,2,3
Al sup [IZt]lIz2]llIz3]]
llz;llI=1
i=1,2,8
< [IAll sup |lzuflllz2]l]lz3]
llz;ll=1
i=1,2,3

< Al

IA

Por outro lado, como [|A]| > [|A||, ja que A é uma extensdo de A, segue que [|A|l = || 4]
Em resumo, dado A € L(3(X; x X2 x X3)), conseguimos uma aplicacdo trilinear continua
Ac LE(XF x X3* x X3%)) definida em X7* x X3* x X3* que satisfaz as seguintes propriedades:

() 14l = [IAl,
(b) A(dx, (1), 0x,(22),0x,(z3)) = A(z1,z2,23), seja qual for a tripla (z1,z2,73) € X1 x Xox X3.

Observacao: Observe que a extensio A que obtemos para A foi encontrada estendendo primei-
ramente a ultima variavel da aplicacao trilinear A. Entretanto, poderiamos ter escolhido qualquer
uma das variaveis para comecgar. Por exemplo, vamos iniciar estendendo a segunda variavel e, em
seguida, a primeira. Considere

A X1 x X3" x X3 — K

dada por

Ar(z1, 22, x3) := z2(A(1, - ,T3)),
onde 7; € X1, 20 € X5, x3 € X3 e A(z1, - ,x3) : X2 — K é o funcional linear continuo definido
por

A(I‘h : ,5133)(:13) = A(.’El,iﬂ,:l?;;),
para cada @ € X5. Agora, defina
Ay : X" x X3* x X3 — K
pondo
AQ(ZhZ‘Z,.’E;}) = Zl(Al( : 5‘2‘22:1:3))7

onde 21 € X{¥, 20 € X3*, 23 € Xz e A1 -, 22.23) : X1 — K é o funcional linear continuo definido
por
Al( : 12233:3)(3;) = Al(xr 3293:3):
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para cada z € X;. Finalmente, seja
Az XT* x X3* x X3* — K
dada por
A3(21, 22, 23) = 2z3(A2(21, 22, - )),

onde z; € XT*, z9 € X3*, z3 € X3* e Ay(21,22, - ) : X3 — K & o funcional linear continuo dado
por

Az(z1, 29, - ) = As(21, 22, ),
para cada = € X3. Assim, tomando A = A3, temos que

A(0x,(21),0x, (2),0x5(23)) = A3(0x,(21), 0x,(22), 0x5(23))
= 0x;(A2(0x,(71),0x,(z2), +))
= As(6x,(z1),0x,(22), - )(23)

As(0x, (z1), 0x, (22), T3)

= Ox,(x1)(A1( - ,0x,(22), 73))
= Ai(-,0x,(22),23)(21)
= Ai(21,0x,(22), 23)
= dx,(z2)(A(z1, - ,23))
= A(zi, -,z3)(z2)

= A(z1,22,23)

para quaisquer T, € X1,z € Xy e z3 € X3. Além disso, ||A|| = ||4s]| = ||A]|. Note que, fazendo

analogia com os z;'s definidos anteriormente, essencialmente, o que fizemos acima foi o seguinte:

(1°) Definimos a aplicagiio 73 : L(3(X; x X2 x X3)) — L(3(X;1 x X3)) por
72(9)(z1, 23) = 2z2(d(z1, - ,T3)),

onde z € X.;* e pE [:(S(Xl x Xo X Xg))

(2°) Definimos 77 : £(3(X1 x X3)) — L(}(X3)) por
Z1(9)(x3) == z1(¢( -, z3)),

onde z; € Xi* e ¢ € L(3(X1 X X3)).

(3°) Definimos 73 : £(!(X3)) = X — K por
Z3(23) = z3(23),

onde z3 € X3 e z3 € X3*.
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(4°) E, por fim, definimos a extensio de Aron-Berner A de A por

A(z1,22,23) == 2307210 %2,
onde z3 € X{*, 20 € X5* e 23 € X3,

Com isso, existem 6 = 3! maneiras de estender uma aplicacio A € L(3(X; x X2 x X3)). Passamos

agora a considerar o caso geral.

Sejam A € L(V(X1 x ... x XN)) e zj € X;*. Definimos
—Z_]'-Z ﬁ(](Xl X ... X X])) — E(j_l(Xl X ... X Xj—l))

por
AN 05 Tj-1) = 2 A(B15 - o5 Bj—15 “ )y

onde A(z1,...,zj-1, - ) : X; — K & o funcional linear dado por
A(:El, cee sy Tj—1, ¢ )(IE) = A(."lfl, i ,:cj_l,a:),

para cada z € Xj. Entdo, Z; é linear e satisfaz a desigualdade ||Z|| < ||2;]|. Assim, dado A €
LMNV(X1 x ... x Xy)), definimos a aplicagio A € L(MV(X}* x ... x X¥)) por

A(z1,...,28) :=Z10...0ZN(4),

onde z; € X}, para cada i =1,..., N. Logo, pela defini¢do dos z;’s, tem-se

A@0x, (1), .., 0xy(zN)) = Oxi(z1)0...08x,(zn)(A)

= A(zli"'amN)t
para cada (z1,...,zy) € X; X ... x Xy. Além disso, como |[Zj|| < |||, para cada j, temos
| A]| = ||A||. Novamente, veja que poderiamos comegar a construir a extensdo A de A por qualquer

uma das varidveis e, portanto, existem N! maneiras distintas para estender a aplicagao A. Mais

especificamente, podemos definir uma extensao A de A, por

A(z1,---,2n) = 29(1) © - © ZO(N)(A)x

onde f é uma permutagao do conjunto de indices {1,..., N} e 0s Zg(;)’s s@o definidos de maneira a

fazer sentido a composta. Estas extensoes sdo conhecidas como extensdes de Aron-Berner.

1.3.3 Extensoes de Davie-Gamelin

Em 1989 Alexander M. Davie e Theodore W. Gamelin forneceram um método simples para obter

extensoes de aplicagdes multilineares [DG89|. Este método é descrito a seguir. Dado z; € X5*, pelo

Teorema de Goldstine, existe uma rede (2,;) C Xj tal que dy; (;If&j) My zj, ou seja, para cada
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€ X7, tem-se Oy, (2q;)(2]) — 2j(z}). Portanto,

z_j(A)(.’Bl,...,iEj_l) = zj(A(:cl,...,:vj_l, ))
= 12?6Xj(33aj)(14(3517---;mj—ly ¥ ))

= limA(ajl,...,Ij—ls y )(1a,)
o

= lgrflA(wl,...,xj_l,maj),
paracada j=1,...,N. Logo,
Z(zl,...,z,v) = Z1o---0zn(A)
= rz:allil—r>1z1 .. .a:a,lvil—I’llN A(Tayy -y ZTay),
onde (zq,) sdo redes w* convergentes para z;, para cada i = 1,...,N. Isto nos diz que podemos

definir a extensdo de Aron-Berner da seguinte maneira: dado A € L(NV(X; x ... x Xy)), definimos
Ae LV(XP x ... x X})) por

A(#i;.0:58N) = l'cxlllg)lzl .- 'zallvugzN ATy -y Tay),s

onde z,; 1‘—) 2z, para cada i = 1,...N. Esta forma alternativa de escrever a extensdo de A é
chamada de extensio de Davie-Gamelinde A € L(N (X1 X ... x Xy)).

Note que da mesma maneira que as extensoes de Aron-Berner, é possivel estender uma aplicacao
Ae L(V(X1 x...x Xy)) de N! maneiras distintas, uma para cada ordem dos limites acima. Sendo
assim, podemos definir a extensao de Davie-Gamelin de uma forma mais geral. Dadas uma aplicagao
Ae L(V(Xy x ... x Xy)) e uma permutagdo @ do conjunto {1,..., N}, definimos

Ag(z1,y...,2n) = lim --- im A(zq,,...,ZTdy)s (1.4)
do(n) dg(1)

onde z4. Yy z; para cada i = 1,...,N.
; p

Na verdade, como vimos nos calculos feitos acima, as extensoes de Davie-Gamelin e de Aron-
Berner sao as mesmas. Note também que as extensoes de Davie-Gamelin coincidem com as extensoes
de Arens, como vimos no Lema 1.3.3. Isso faz com que as extensdes de Davie-Gamelin, de Aron-
Berner e de Arens sejam as mesmas, no fim das contas. Por isso, no Capitulo 3, faremos uso apenas

das extensoes de Davie-Gamelin por serem mais convenientes para os cédlculos.



Capitulo 2

O Teorema de Bishop-Phelps

2.1 Introducgao

Um funcional z* € X* atinge a norma quando existe zg € Bx tal que |[z*|| = |z*(xo)|. Em
inglés os funcionais que possuem esta propriedade sdo adjetivados de norm attaining. Em 1957,
Robert C. James provou que um espago de Banach separéavel é reflexivo se, e somente se, todo
funcional de X* atinge a norma. Sete anos mais tarde, ele conseguiu retirar a hipétese do espago
ser separavel e conseguiu uma, importante caracterizagdo para espagos reflexivos (veja O Teorema
de James no Apéndice A).

Depois que a versio do Teorema de James foi provada para espagos separéaveis, Robert R.
Phelps comecou a investigar o comportamento dos funcionais que atingem a norma em espagos nao
reflexivos e descobriu, juntamente com Errett Bishop, que o conjunto dos funcionais que possuem
esta propriedade é denso em X*, desde que X seja um espago de Banach. Por causa dos resultados
que James havia provado, Phelps deu o nome de subreflexivo para tais espagos. Portanto, um espago
normado X é chamado de subreflexivo se o conjunto dos funcionais * € X* que atingem a norma
é denso em X*. O nosso objetivo é provar o teorema de Bishop-Phelps que nos diz que todo espago
de Banach ¢ subreflezivo. No artigo [BP63] é provada uma generalizagao do teorema acima que, por
sua vez, sai como um coroldrio. Este capitulo é baseado nesta generalizagdo e na referéncia [B.J09)].

Nosso plano é tratar primeiramente o caso real, que é a parte mais dura do trabalho. O caso

complexo é uma consequéncia imediata do caso real e, portanto, serd tratado depois.

2.2 O caso real do Teorema de Bishop-Phelps

Sejam X um espaco normado real, C' um subconjunto convexo de X e z* € X* um funcional
linear continuo. Dizemos que z* é um funcional suporte para C se x* é nao nulo e existe zg € C tal
que

z*(x0) = sup z*(z).
zeC

Neste caso, dizemos que o ponto zg é um ponto suporte de C.

Dizemos que x* é um funcional mddulo-suporte para C, se z* é nao nulo e existe zg € C tal que

|z*(xo)| = sup [z*(z)|.
zeC

17
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Neste caso, dizemos que o ponto zg é um ponto mdédulo-suporte de C.

Observe que se C' é um conjunto simétrico, isto &, se —¢ € C, para cada z € C, entdo os
conceitos de funcional suporte e ponto suporte coincidem com os conceitos de funcional médulo-
suporte e ponto médulo-suporte, respectivamente. Observe também que se trocamos C' por By,
temos o conceito de funcional que atinge a norma. Estes conceitos sdo entdo uma generalizacao dos
funcionais que atingem a norma. Por exemplo, se g € Bx é tal que |z*(zo)| = ||z*|, entdo zq &
um ponto médulo-suporte de By.

Note que se estivermos nas condiges do Teorema 1.1.2 (Teorema de Separagao de Hahn-Banach)
e zg € C N B, onde B é também um subconjunto convexo nao vazio de X tal que int(B) # 0 e
C Nint(B) =0, entdo

sup z*(z) < inf z*(y) < 2% (o) < supz*(z) < inf =*(y),
zeC yeB zeC yeB
isto &,

sup z*(z) = ¢*(zo) = inf 2*(y).
zeC yeB

Em particular, * & um funcional suporte para C e zg é um ponto-suporte de C.
Um subconjunto K de X é chamado de cone convero em X se as seguintes condigoes sdo

satisfeitas:
(i) K é convexo;
(i) tz € K, sempre que z € K et > 0.

Se K é um cone convexo em X, A C X e g € A, dizemos que K + zg suporta A em zg se
(K +zo) N A= {zp}.

Estas sao as defini¢des que precisamos para provar o teorema de Bishop-Phelps. Além disso, sdo

necessarios alguns lemas e teoremas auxiliares. E o que faremos a partir de agora.

Lema 2.2.1. Sejam X um espago normado real e C' um subconjunto convexo de X. Se K é um
cone convexo em X com interior nao vazio, K # X, xg € C e K + zp suporta C em zp, entao existe
z* € X* ndo nulo tal que

supz*(z) = z*(zo) = inf z*(y). (2.1)
zeC yEK+x0

Em particular, z* € um funcional suporte para C' e o é um ponto suporte de C'.

Demonstra¢io. Seja B = K +zg. Como int(K) # 0, temos int(B) # 0. Além disso, C'Nint(B) = 0.
De fato, suponha que existe y € CNint(B), com y # . Como int(B) C B, segue que y € C'NB com
y # zo. Mas isto é um absurdo, pois K + z¢ suporta C em g, isto ¢, CNB = {xg}. Agora, suponha
que zp € CNint(B). Assim, zg € int(B). [sto quer dizer que existe r > 0 tal que B(zg,7) C K + 0,
ou seja, B(0,r) C K. Mas K é um cone convexo e se B(0,7) C K, segue que t- B(0,7) C K para
cada t > 0 e, portanto, K = X, o que é novamente um absurdo. Entdo, C' Nint(B) = 0 e pelo
Teorema 1.1.2 (Teorema de Separagdo de Hahn-Banach), existe z* € X* tal que vale a equagao
(2.1), ja que g € C' N (K + xp). d
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Dessa forma, a existéncia de funcionais suporte e de pontos suporte para C se reduz a existéncia
de cones convexos que suportam C' e possuem interior ndo vazio. Nesse intuito, faremos uso de
cones convexos do seguinte tipo: se X é um espago normado real, z* € X* com |[|z*|| =1er >0,

definimos o seguinte conjunto:
K(z*r)={z e X : |z| < rz*(z)}.

Vejamos que este conjunto &, de fato, um cone convexo e possui as propriedades que nos referimos

acima.

Proposi¢io 2.2.2. Sejam X um espago normado real, * € X* com ||z*|| =1 e r > 0. Entao
(a) K(z*,r) é um cone convexo fechado.
(b) se x € K(z*,7) e z # 0, entdo —x & K(z*,r).

(c) se r > 1, entdo K(z*,r) tem interior nao vazio.

Demonstragio. (a) Vamos provar que K (z*,7) é um cone convexo. Sejam z,y € K (z*,r) e A € [0, 1].

Entdo [|lz]| < rz*(z) e [ly[| < ra*(y) e, portanto,

Az + (1 =Nyl < Azl + (1 =Myl
< Arz*(z) + (L= N)rz*(y)
= rAz"(z) + (1= Nz*(y)]
= rlz*(Az + (1 -y,

isto &, Az + (1 — A\)y € K(z*,7) para todo A € [0, 1] e, portanto, K(z*,r) & convexo. Além disso,
se x € K(z*,r), entdo ||z|| < rz*(z), donde t||z|| < tra*(z), sempre que t > 0. Isto implica que
[tz|| < rz*(tz), paratodo t > 0, ou seja, tx € K(z*,r) para todo z € X e t > 0. Portanto, K(z*,7)
é um cone convexo. Mostremos agora que K (z*,r) é fechado. Seja x € m Entdo, existe uma
sequéncia (z,) C K(z*,7) tal que z, — 2. Para cada n € N, temos ||z,|| < rz*(z,). Como || . || e
x* sdo funcdes continuas, segue que ||z|| < rz*(z) quando n — co, ou seja, x € K (z*,7) e, portanto,
K (z*,r) é fechado.

(b) Suponha que z € K(z*,7) e que z # 0. Entdo, |[z|| < rz*(z). Se —x € K(z*,r), entdo
lz|| < —ra*(z), donde 2||z|| < 0, o que acarreta ||z|| =0 e, portanto, x = 0, o que é uma contradi-

cao.

(c) Note que o conjunto K = {z € X : ||lz|| < rz*(z)} sempre estd contido em K(z*,r). Aléem
disso, como ||z*|| = sup{z € Sx : |z*(z)|} = 1, existe z9 € Sx tal que z*(xg) > 1/r, isto &,
ra*(zg) > ||lzo|| = 1 e tal z pertence a K, donde K % 0. Como K é um conjunto aberto segue que
K (z*,r) tem interior nao vazio.

d

O proximo lema estabelece condigoes para a existéncia de um cone convexo que suporta um

dado conjunto. Sua demonstragao tem uma curiosa aplicacdo do lema de Zorn.
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Lema 2.2.3. Sejam X um espago normado real, A um subconjunto completo de X e z* € X*
tal que ||z*|| = 1 e é limitado superiormente em A. Dados z € A e r > 0, existe g € A tal que

zg € K(z*,7) + z e K(z*,1) 4+ zo suporta A em x.

Demonstra¢do. Denote por K o conjunto K (z*,r). Definamos uma relagdo < sobre X da seguinte

maneira:

z<y & y—zekK

& |y —z| < rlz*(y) —z*(2)].
Claramente < é reflexiva. Além disso, se z < y e y < z, entdo
2y —z|| < rlz*(y) — 2 (z)] + r[z*(z) — 2*(y)] = 0,

isto &, z = y e isto implica que < é antisimétrica. Também temos que < é transitiva. De fato, se

z<yey< z entdo

llz =yl +lly — =
rlz®(z) —=*(y) + 27 (y) — 2" (2)]

rle*(z) — " ()],

[l — =]

VAN VAN

I

ou seja, < z. Portanto, < define uma relagdo de ordem sobre X. Temos ainda que para quaisquer
z,y € X,
Tz <y=z"(z) <z*(y). (2.2)

Notemos agora que:
(i) o € K+ z & 29 > z, para todo z € A.
De fato, g € K + z se, e somente se, xg — z € K. Mas isso ocorre se, e somente se, g > z.
(i1) K + xg suporta A em zy < o unico elemento de A que é maior ou igual a zg é o préprio xo.

Com efeito, se K + xp suporta A em zq, entao (K + zq) N A = {zo}. Se existe y € A tal que
y >z, entdo y —xg € K, isto é, y € K + xg e, portanto, (K + z9) N A = {x¢} implica que y = zo.

Analogamente, verifica-se a reciproca.

Fazendo uso das observacoes (i) e (ii), vamos provar que zg é um elemento maximal de A e, dai,
o lema estara demonstrado. Dado z € A, seja B = {x € A : x > z}. A fim de aplicarmos o lema
de Zorn, tomemos um subconjunto totalmente ordenado W de B e provemos que W possui cota

superior em B. Como z* é limitado superiormente em A, existe

a = sup z*(x).
el

Temos, entdo, dois casos para considerar.

Primeiro caso: Suponha que o € z*(W). Entdo, existe w € W tal que z*(w) = « e, portanto,

2*(w) > x*(z), para cada z € W. Se nao ocorresse w > z, para cada z € W, entdo terfamos
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w < x para algum z em W e pelo o que vimos em (2.2), teriamos 2*(w) < z*(z), o que contradiz a
observacgdo acima (veja que acabamos de utilizar o fato de W ser totalmente ordenado). Portanto,

w > x para cada x € W, donde w é uma cota superior de W.

Segundo caso: Suponha que o ¢ z*(W). Entdo existe uma sequéncia crescente t; < to < ... <
tn < ...em z*(W) que tem a como limite. Para cada n € N, seja x, € W tal que z*(z,) = tp.
Utilizando novamente (2.2) e o fato de quaisquer dois elementos de W serem comparéveis, vem que

T1 < 9 < x3 < .... Portanto,

|Zm —zall < r[x*(@m) — 2 (zn)]

= 7[tm — ta)

sempre que m > n e como (t,) é convergente, segue que (z,) é uma sequéncia de Cauchy em B.

Agora, note que

B = {g€Arz 22}
= {z€eA:xz—z€ K}
= {z€A:zeK+z}
= AN(K +2)

e, como K é fechado e A é completo, segue que B é completo. Portanto, (z,) converge, digamos
para y € B. Afirmamos que este y é cota superior de W em B. Com efeito, seja x € W qualquer.
Como z*(z) < «a, existe ng € N tal que 2*(z) < tp, = *(zp,). Assim, T < z,, sempre que n > ng
e, portanto,

lzn — 2zl < rlz*(za) — 2(2));

para todo n > ng. Quando n — oo, temos

ly — 2l < 7le*(y) —=*(=)],

isto &, y > x. Isto prova que y € cota superior de W em B.

Esses dois casos mostram que podemos aplicar o lema de Zorn e concluir que B possui um
elemento maximal zg. Dai, xg > 2, para cada z € A e, entdo, zp é um elemento maximal de A.
Usando as observacgoes do inicio da demonstragao, obtemos o resultado desejado.

O

O proximo teorema responde afirmativamente a pergunta feita por Victor Klee em 1958: todo
subconjunto nao wvazio, convezo, fechado e limitado de um espago de Banach real tem pelo menos
um ponto suporte? Na verdade, Bishop e Phelps provaram que a hipétese do conjunto ser limitado

é desnecesséria como veremos a seguir.

Teorema 2.2.4. Se C é um subconjunto ndo vazio, convexo e fechado de um espago de Banach

real X, entdo o conjunto dos pontos suporte de C' é denso na fronteira de C.

Demonstragao. Suponha que z seja um elemento da fronteira de C e fixemos £ > 0. Vamos mostrar

que existe um ponto suporte de C', que denotaremos por zg, tal que ||zg — z|| < . Sejaw € X \ C
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tal que |jw — z|| < /2. Como C' é fechado, existe uma vizinhanca aberta e convexa V de w tal
que V C X\ C. Assim, int(V) # 0 e CNint(V) = 0. Portanto, pelo Teorema 1.1.2 (Teorema de
Separagao de Hahn-Banach), existe 2* € X* com ||z*|| = 1 tal que

supz*(z) < inf z%(y) < z¥(w).
zeC yev
Como C é completo e fechado, ||z*|| = 1 e z* é limitado superiormente em C, o Lema 2.2.3 nos
garante a existéncia de um ponto zg € C tal que zp € K(z*,2) + z e K(z*,2) + zo suporta C
em zg. Agora, como K (z*,2) é um cone convexo com interior ndo vazio, K(z*,2) # X, zg € C e
K(x*,2) + zo suporta C em zg, pelo Lema 2.2.1, £ é um ponto suporte de C'.

Por fim, como zg — z € K(z*,2), zg € C e ||z*|| = 1, temos

loo—2ll < 2fe*(@o) - °(2)]
< 2z (w) — z*(2)]
= 2z*(w—2)
< 2fw— 2|
< 2. %
= €.

O

Corolario 2.2.5. Seja C' um subconjunto nao vazio, convexo e fechado de um espago de Banach

real X. Se C' é simétrico, entdo o conjunto dos pontos médulo-suporte de C' é denso na fronteira de

C.

Finalmente chegamos na reta final para provarmos o Teorema de Bishop-Phelps para espagos

de Banach reais. Para demonstra-lo, precisamos de mais dois lemas técnicos de facil entendimento.

Lema 2.2.6. Sejam X um espago normado real, z*,y* € X* com ||z*|| = ||[y*|]| =1 e e > 0. Se
ly*(z)| < /2 sempre que & € Nuc(z*) e ||z]| < 1, entdo ||z* +y*|| <€ ou [|z* —y*| <e.

Demonstracdo. Considere o subespaco M = Nuc(z*) de X. Como y*|)s € um elemento de M*,
o teorema de extensao de Hahn-Banach garante a existéncia de um funcional z* € X* tal que
2*|p = y*|a com

€
I2*1 = lly™all < -
Como y* — z* =0 em M, segue que existe o € R tal que y* — z* = az™, ou seja,

v =2"+azx’.



2.2 O CASO REAL DO TEOREMA DE BISHOP-PHELPS

23
Ja que ||z*|| = |ly*|| = 1, temos que
L=lell =yl = lly" =27l
= lly* =2 = Iyl
< I+ 1251 = My
= [I2*l
< £
- 2
Portanto,
e se a > 0, entao
lz* ="l = lla* — (z" + az™)|
= |z* — az* — 2*||
= [I(t = a)z® =2
< [L—efflz®l + 112
= [1—aof + %
e €
< 3t3
= €.
e sea<0,entdo |l —|a||=|1+cfe
="+l = lle® + 2% + az™|
= |[|(1+a)z* + 2%
< |t+af+ 27
< L€
- 2 2
= &
O
Lema 2.2.7. Sejam X um espago normado real e z*,y* € X* com ||lz*|| = |ly*|| =1. Se 0 < e < 1,

r>1+ 2 e y*(x) >0 para todo z € K(z*,7), entdo [z* —y*|| <e.

Demonstragdo. Como 77 1(1+ 2) < 1 = ||z*|, existe zg € Sx tal que

(@) > 7 (1 + 2) .

£
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Se € Nucz* e ||z < 1, entdo

2
zoE—z|| < 2ol + g”'l””
2
< 1=
e
< rz*(x0)

2
= pi* (a:o + Em) ,

donde zg + %:1: € K(z*,7). Por hipétese, temos y* (zo + %.’L) > 0, ou seja, |y* (%m)l < y*(mo) <
llv*|lllzol| = 1 e, portanto, |y*(z)| < €/2. Pelo Lema 2.2.6, temos ||z* + y*|| < € ou ||z* — y*|| < e.

Provemos que ndo ocorre ||[z* + y*|| <e. Como 0 <& <1er > 1, podemos tomar z € Sy tal que
N 1
z*(z) > max< —, e,
r

ja que ||z*|| = 1. Como ||z|| =1 < ra*(z), temos que z € K(z*,7) e, usando a hipétese, y*(z) > 0.
Logo,

lz* +y* > (% +y*)(2)
2*(2) + 9" (2)
e+y*(2)

v Vv

E.

Logo, ||z* — y*|| < &, como queriamos.
]

Teorema 2.2.8. Se C & um subconjunto ndo vazio, convexo, fechado e limitado de um espaco de

Banach real X, entdo o conjunto dos funcionais suporte para C' é denso em X*.

Demonstragio. Fixe 2* € X* ndonuloe0 < e < 1. Seja z* = z*/||z*|| e escolha z € C e r > 1+2/e.
Pelo Lema 2.2.3, existe zg € C tal que zo € K(2*,7) + z e K(z*,7) + zo suporta C' em zg. Denote
por K o cone convexo K(z*,r). Pelo Lema 2.2.1, existe y* € Sx- tal que

supy*(z) = y"(x0) = inf y*(y).
2eC yeK+wo

Em particular, y* € um funcional suporte para C'. Como

*(zg) = inf y*(y) =9*(x inf 3*(;

y(wo) = nf y*(y) =v"(w0) + inf y"(y)

e como ||y*|| = 1, segue que y*(y) > 0, para cada y € K. Logo, pelo Lema 2.2.7, temos
2" —y*ll <e.

Tome agora w* = ||z*||y*. Entéo, como

y*(zo) = sup y*(x)
zeC
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segue que

(l=*ly*)(zo) = igg(llm*lly*)(m),

ou seja, w*(zg) = supgec w*(z) e w* é um funcional suporte para C. Além disso,

l2* —wl| = ll=* —[l*[ly"]l
x*
= ="l |77 —¥"
[zl
= [l="lllz* =yl
< ellz"|.
Logo, conjunto dos funcionais suporte para C é denso em X*, como queriamos demonstrar. O

Corolario 2.2.9. Seja C um subconjunto ndo vazio, convexo, fechado e limitado de um espaco de

Banach real X. Se C' é simétrico, entdo o conjunto dos funcionais médulo-suporte para C é denso

em X*.

Aplicando o Teorema 2.2.8 para C = By, temos o teorema de Bishop-Phelps para espagos de
Banach reais.

2.3 O caso complexo do Teorema de Bishop-Phelps

Dados um espago normado complexo X, um subconjunto convexo C' de X e um funcional

z* € X*, dizemos que z* é um funcional suporte para C se z* é nao nulo e existe zg € C tal que

Rez*(zg) = sup Re z*(x).
zeC

Neste caso, dizemos que g é um ponto suporte de C.
Dizemos também que z* é um funcional mddulo-suporte para C se * é nao nulo e existe g € C

tal que

" (z0)] = sup [2* (@),
zeC
Neste caso, dizemos que zg € um ponto mddulo-suporte de C.

Note que se C' é um conjunto circular (isto é, se A € C com |\ =1 e z € C, entdo Az € C),
entao

sup Re2*(z) = sup |z*(z)|,
zeC zeC

para todo z* € X*. Com efeito, ja temos que sup,c~ Rez*(z) < sup,cc |z*(z)|. Por outro lado,
seja x € C. Escrevendo

& (2) = |&* (2)]e”

com @ € [0,27], temos e ¥z € C e
@) = e Pa(a)
z* (e "z)

= Rez*(e ™z),
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o que prova a outra desigualdade. Portanto, no caso em que C' é um conjunto circular, os conceitos
de funcional suporte para C' e ponto suporte de C coincidem com os conceitos de funcional médulo-
suporte para C e ponto médulo-suporte de C. Por exemplo, isto ocorre quando C' = Bx. Abaixo,

provaremos as versoes dos principais teoremas da primeira se¢do para espagos complexos.

Teorema 2.3.1. Se C' é um subconjunto ndo vazio, convexo e fechado de um espago de Banach

complexo X, entdo o conjunto dos pontos suporte de C' é denso na fronteira de C.

Demonstracdo. Suponha que z pertence a fronteira de C' e fixe € > 0. Pelo Teorema 2.2.4, existem
u* € (Xr)* e zp € C tais que

u*(zo) =supu*(z) e |lzo—z| <e.
zeC

Definindo z*(z) = u*(z) — iu*(iz), para cada € X, obtemos um funcional z* € X*, como nos diz

o Teorema 1.1.1. Agora, como

Rez*(zg) = u*(z0)

= supu*(z)
zeC

= sup Rez*(z)
zeC

concluimos que g ¢ um ponto suporte de C' que satisfaz ||zg —z|| < €. Isto conclui a demonstracao.
O

Corolario 2.3.2. Seja C' um subconjunto nio vazio, convexo e fechado de um espago de Banach

complexo X . Se C é circular, entdo o conjunto dos pontos médulo-suporte de C' é denso na fronteira

de C.

Teorema 2.3.3. Se C' é um subconjunto nao vazio, convexo, fechado e limitado de um espago de

Banach complexo X, entdo o conjunto dos funcionais suporte para C' é denso em X*.

Demonstragdo. Sejam x* € X* ndo nulo e £ > 0. Como u* = Re(z*) € (Xr)*, o Teorema 2.2.8 nos

garante a existéncia de um funcional w* € (Xg)* e um ponto zo € C tais que
w*(zg) =supw*(z) e |w'—u|<e.
zeC
Definindo
y*(z) = w*(z) — ww*(ix)

para cada ¢ € X, obtemos um funcional y* € X* tal que

Rey*(z0) = w*(zo)
= supw*(z)
zel

= supRey*(z),
zeC
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ou seja, y* € um funcional suporte para C. Usando o Teorema 1.1.1, concluimos que

ly* —a*l = [IRe(y" — ")l
= [|Rey” —Rea”||
= [w* =7
< e

como queriamos demonstrar.

O

Corolario 2.3.4. Seja C um subconjunto nao vazio, convexo, fechado e limitado de um espago de
Banach complexo X. Se C' é circular, entdo o conjunto dos funcionais mo6dulo-suporte para C é

denso em X*.

Aplicando o teorema acima para C = By, obtemos o teorema de Bishop-Phelps para espagos
de Banach complexos.

Em torno do mesmo periodo em que os teoremas de Bishop-Phelps e de James foram provados,
o israelense Joram Lindenstrauss estudou os espagos dos operadores lineares continuos £(X,Y)
entre dois espacos de Banach X e Y procurando responder & seguinte pergunta: é verdade que todo
operador T € L(X,Y) pode ser aprozimado por um operador que atinge a norma? Nos tltimos 40
anos houve muito progresso em relagdo a isso. Por exemplo, ja é bem conhecido que se o espago
X for reflexivo, a pergunta acima é respondida afirmativamente, como mostraremos no capitulo
seguinte. Entretanto, existem contraexemplos onde ndo vale um teorema do tipo Bishop-Phelps
para operadores lineares e continuos (veja, por exemplo, [Lin63]). Por isso, a pergunta anterior
transforma-se naturalmente na que se segue: quais condigoes devem ter os espagos de Banach X
e Y para que o conjunto dos operadores lineares e continuos que atingem a norma seja denso em

L(X,Y)? Esta e outras questoes sdo respondidas no proximo capitulo.
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Capitulo 3

O Teorema de Lindenstrauss

3.1 Introducao

Lembremos que um funcional linear e continuo z* € X™* atinge a norma se existe zg € By
tal que ||z*|| = |z*(zo)|- Quando comegamos os estudos sobre funcionais com tal propriedade, nos
deparamos de imediato com o tdo famoso Teorema de James, que nos diz que um espago de Banach
X é reflexivo se, e somente se, todo funcional em X* atinge a norma (vide Apéncide A). Este
teorema motivou os matematicos Errett Bishop e Robert R. Phelps a estudarem funcionais que
atingem a norma em espagos nao reflexivos. Com isso, surgiu o conceito de subreflexividade. Um
espaco normado X é dito subreflexivo se o conjunto dos funcionais que atingem a norma é denso
em X*. Um dos mais consagrados teoremas nesta linha de pesquisa foi estabelecido pelos préprios
Bishop e Phelps, que mostraram em 1961 que todo espago de Banach é subreflexivo, resultado
este que ficou conhecido como Teorema de Bishop-Phelps, como vimos no capitulo anterior (vide
também [BP61], [BJ09], [Ski98]).

Dessa forma surgiram perguntas, feitas pelos proprios Bishop e Phelps, onde se questionavam se
qualquer operador linear e continuo poderia ser aproximado por um operador que atinge a norma.
Dito de outra maneira, sera que o conjunto dos operadores lineares e continuos que atingem a norma
é denso no espaco dos operadores lineares e continuos? Os mais significativos trabalhos nessa linha
de pesquisa, sem divida, foram feitos por Joram Lindenstrauss em 1963, que deu contra exemplos
de espagos de Banach X e Y onde o conjunto dos operadores que atingem a norma nao é denso
no conjunto dos operadores lineares e continuos de X em Y (vide [Lin63]). Entretanto, ele provou
que o conjunto dos operadores lineares e continuos dos quais seus respectivos sequndos adjuntos
atingem a norma é denso no conjunto dos operadores lineares e continuos. Este é o teorema que
apresentamos na primeira segdo deste capitulo. Adiante, mostraremos duas versoes deste teorema

para aplicacoes bilineares e polindmios 2-homogéneos.

3.2 O Teorema Original de Lindenstrauss

Sejam X e Y espacos de Banach sobre K (R ou C) e denote por £(X,Y") o espaco dos operadores
lineares e continuos de X em Y. Dizemos que T € L(X,Y') atinge a norma se existe o € By tal
que ||T|| = [IT(zo)||- O conjunto de tais operadores sera denotado por N AL(X,Y).
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Seja T': X — Y um operador linear e continuo. Defina T* : Y* — X* por

T*(y*)(z) = y*(T(x)).

para cada = € X. Este é o (primeiro) operador adjunto de T. Assim, podemos definir o sequndo
adjunto de T como T™** = (T*)*, ou seja,

T** : X** =i Y**,

é dada por
T** (™) (y") = ™ (T*(y")),

para cada y* € Y*. Entdo, T* € L(Y™* X*), T* € L(X**,)Y*™) e |T*| = [|IT*|| = ||IT|| (vide
[Meg98| pg. 285).

Vamos mostrar que o conjunto dos operadores T' € L(X,Y’) cujo segundo adjunto T** atinge
a norma é denso em £(X,Y). Denotamos o subespago dos operadores T' € L(X,Y’) cujo segundo
adjunto 7** atinge a norma por Py(X,Y’). Antes disso, sera estabelecida uma caracterizagao para os
operadores do espago Py(X,Y"). Tal caracterizagdo nos permitird dizer se um operador T pertence
a Po(X,Y) através de sequéncias em X e em Y™* que satisfazem determinadas condigées. Isto é o

contetdo do préximo lema.

Lema 3.2.1. (Lema 1, [Lin63]) Sejam X e Y espagos de Banach. Um operador T': X — Y nao

nulo pertence a Po(X,Y’) se, e somente se, existem sequéncias (zx) C Sx e (y;) C Sy~ tais que:

1
ly; (Te)| > [T - 7 para todo j < k, onde k € N. (3.1)

Demonstragdo. Suponha que T' € Po(X,Y). Entdo, existe z** € Sx» tal que || T**(z*™*)|| = ||T**|.
Sabemos que |T**|| = ||IT'||. Entéo, usando a defini¢ao de || 7**(z**)||, existe uma sequéncia de
pontos distintos (y;) C Sy« tal que

1
[(T2™) ()| 2 1T - 3 (3.2)

para cada j € N. Considere dx : X — X** a inclusdo canoénica de X em X**. Pelo Teorema de
Goldstine, dx(Byx) é w*-denso em Byx-. Portanto, existe um ponto de d x(Byx) proximo de z** em
relagdo as vizinhangas béasicas da topologia w*. Sendo assim, existe, para cada k > 2, yx € By tal

que

1
su Ox(yr) — 2"V (T*(y}))| < =—,
15jgk|( x(yr) NI ;)] < 5

ara cada k € N. Veja que como z** é ndo nulo, podemos supor que, para cada k, y, # 0. Isto nos
P Y

permite definir
Yk

el

para todo k € N. Sendo assim, temos ||zgx|]| =1 e

T

Kok vk [k 1
1Z\;I;k|Ilykll(T“(-y}‘))(:ck) -2 (T )] < 5 (3.3)
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para todo k € N. Usaremos (3.3) para provar as seguintes inequagoes:
]' *% * * ]' X *
ITN = o < |2 (T* ()| < 57 + 1T (@)) (@), (3.4)
27 2k
sempre que 1 < j < k. De fato, para todo j € N, temos

| (T @) = (T2

(3.2) 1
2 [Th=5

0 que prova a primeira desigualdade. Por outro lado, como

|z (T )] = [ (T 7)) = Nyl (T (7)) () + lysll (T @5)) ()|
< sl (T* ) (k) = 2 (T )] + lywll [(T* (7)) ()|

para todo 1 < j < k, temos, por (3.3),

¥ £ * 1 L *
e (TG < 5 + el |(T*(95) ()|
1 ¥ *
< % +|(T (y]))(a:k)l ;
j& que yx € Sx, para todo k € N. Isto prova (3.4). Finalmente,

lyi(Tz)| B (T () ()]
(3.4) 1 1
> T

J

1 1

> ”—2_j_2_j
1
J

para cada k > 2 e todo 1 < j < k. Isto prova a primeira implicagao.

Reciprocamente, suponha que T' € L(X,Y) seja qualquer operador linear e continuo de X em Y,
e que existam sequéncias (zr) C Sx e (y5) C Sy~ satisfazendo a condigao (3.1). Vamos provar que
T** atinge a norma e, portanto, T' € Py(X,Y’). Suponha, sem perda de generalidade, que ||T|| =1
e considere
JT% *\ . 5
M* =[T*(y;) : j €N],

que é um subespacgo de X*. Como M* é um espago separavel, a bola By« & w*-metrizavel. Além
disso, a sequéncia (0x(zr)) estd contida em By, ji que X** < M** e dx €& uma isometria.
q Ja g
Agora, como B+« é w*-metrizavel e w*-compacta (pelo Teorema de Banach-Alaoglu), existe uma
gora, P P glu),

subsequéncia, que continuaremos denotando por (dx(zx)), de (dx(xg)) w*-convergente, digamos
para z3* € Bar<+. Como z3* toma valores em M* segue, do Teorema de Hahn-Banach, que existe
uma extensao T3* € By« de zj*.

Assim, dados € > 0 e ng € N, podemos garantir, pela convergéncia w*, que dada a seguinte
) 0 5 3
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vizinhanga w* de ",

V:Za* — {ZL‘** = X** . sup |($** ~**)(T*(yj))| },
je{l,...,n0}

existe ko € N tal que

sup |(dx (wx) — Z5°)(T" ()] <,
je{l,...,no}

sempre que k > ko. Além disso, para cada k > 2 e 1 < j <k, temos

1 N € B T
7]l = 3= 25" (T Nl < |y5 (Taw)| = 257 (T (7))
< Y3 (Ta) — 257 (T (95)] -

Entao, se k > ko, temos
|y} (Taw) — 87 (T* ()] <,

para todo j € {1,...,n0}. Portanto,
1 %
7] - i =" (T* ;)| <&,
para cada j € {1,...,n9}, ou ainda,
N 1
|lz6*(T*(¥})| > IIT —;7
para cada j € {1,...,n9}. Como € > 0 e ng € N sao arbitrérios, fazendo j — oo, temos

[ I A €2

> [T ()]

def

= 25" (T )
(3-5) 1

> Tl -+ -

J
= T
= T
ou seja, existe y* € Bx+« tal que ||T™**| = || T**(«§*)|| e, portanto, T** atinge a norma.

3.2

d

Em [Lin63| é provado em um tnico teorema que o conjunto Pp(X,Y") é denso em £(X,Y’). Aqui,

faremos um pouco diferente. Provaremos dois lemas e enunciaremos e demonstraremos o mencionado

resultado. O primeiro lema é uma justificativa da existéncia de uma determinada sequéncia de

nimeros reais positivos que tem propriedades que vao nos ajudar na demonstragao do lema seguinte,

onde é construida uma sequéncia (T}) de Cauchy de operadores em L£(X,Y’). Sendo esta sequéncia

de Cauchy e o espago £(X,Y) de Banach, o limite desta sequéncia Ty sera tal que |7 —Tp|| < e e

To € Po(X.Y), onde T € L(X,Y) é fixado no inicio da demonstragao, ou seja, qualquer operador

de L(X,Y) pode ser aproximado por operadores em Po(X,Y).

A parte mais drdua do trabalho é provar que a sequéncia de operadores construida no Lema



3.2 O TEOREMA ORIGINAL DE LINDENSTRAUSS 33

3.2.3 & de Cauchy. O proximo lema e o teorema final sdo mais simples de serem entendidos, valendo
a pena passar pelas dificuldades do Lema 3.2.3.

Lema 3.2.2. Dado 0 < € < 1/3, existe uma sequéncia decrescente (gx) de nimeros reais positivos
que goza das seguintes propriedades.

o0
(1) QZ&‘ < g,
i=1

o<
2) 2 > &a<et,

i=k+1

1
(3) ex < o5’ Para todo k € N.

. . . N - k

Demonstragao. Com efeito, considere a sequéncia definida por € = (f—o) , para cada k € N.
Construiremos uma subsequéncia de (g;) que goza das propriedades mencionadas acima. Antes
dessa construgao, note que a propria (gx) ja possui algumas dessas propriedades, como mostrado a

seguir:
2y e—2Y (£) 2 L0 5 ca.fe.
T \10/ T 1-/100 7 10-¢ 9 "7

Além disso, para cada k € N, sabendo que 0 < € < 1/3, tem-se

. ( € )k < 1 < 1
% =\10) ~10% = 10k
Agora, defina a subsequéncia de (&), que denotamos por (gg;), pondo k1 = L e kj = 1 + 2k;_; se

7 > 2. Observe que a sequéncia de ntuneros naturais que indexa a sequéncia (ekj) é crescente. Isto

justifica a primeira das desigualdades abaixo:

£\ ki = £\ kit
2> =2 (5) < 22 (%)
i=j+1 i=j+1 =0
o<
e\l /e \kit
- 156
; 10 10
_ 2(€)kj+l 1
N 10 1—¢/10
_ g 10
N 10ki+1 ) 10—«
_ eki+1 2
T 10knl 10—¢
2 ghin
< 9 10kmT
2 gkt
9 10%
% ghivri—1
T 9 10%
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Assim, a sequéncia (g;) goza das propriedades (1), (2) e (3). Denotando esta subsequéncia também
por (gx), temos o resultado.
O

Lema 3.2.3. (Teorema 1, [Lin63]) Dados X e Y espagos de Banach, 0 <e <1/3eT € L(X,Y)
ndo nulo, existem sequéncias (zr) C Sx, (y;) C Sy e (Tk) C L(X,Y) que gozam das seguintes
propriedades:

(4) 1 =T,

(3) 1 Teaxll > [T0ll — €%, k €N,

(6) yi(Thzk) = | Tizell, k €N,

(1) Tet1(z) = Ti(z) + enyi(Tix) - (Thar), z € X, k€N

e, consequentemente,

k-1
8) T — Tl <2 e, com [|Till <4/3, 5 <k,

i=j
9) 155 (Tize)l 2 I T30l — 6e5, 5 <k,
onde (&) é uma sequéncia como no Lema 3.2.2.

Demonstragdo. Seja0 < € < 1/3. Suponha, sem perda de generalidade, que ||T'|| = 1 e considere (ex)
a sequéncia decrescente de ntuneros reais positivos do Lema 3.2.2. Vamos construir indutivamente
as sequéncias (zx) C X, (y5) C Y* e (T}) C L(X,Y) tais que satisfacam as propriedades (4), (5),
(6) e (7).
Primeiramente, ponha 77 = T e ja temos (4). Em seguida, usando a definigéo de ||T} ||, podemos
encontrar z1 € Sy tal que
| Taz]l > (T2l -,

ja que €1 > 0. Pelo Teorema de Hahn-Banach, como Tiz; € Y, existe um funcional yj € Sy« tal
que
yi(Thz1) = || Tz

Defina, entdo, T3 : X — Y por
Ty(z) = T1(z) + eryi (Thx) - (T121),

para cada x € X. Nao é dificil ver que T3 é linear e continuo. Usando a definicdo de || T3|| e o Teorema
de Hahn-Banach, existem o € Sx e y3 € Sy« tais que ||Tozs|| > | T2l — €3 e y3(Toza) = ||Toxa.
Com isso, podemos definir a aplicacdo linear e continua 73 : X — Y por

T3(z) = To(z) + e2y3(Tox) - (Toxg),

para cada = € X. Procedendo assim, obtemos as sequéncias desejadas satisfazendo (4), (5), (6) e

(7). Feito isso, devemos provar as propriedades (8) e (9).
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A propriedade (8) é provada por indugdo sobre k. De fato, se & = 2, entdao j = 1 e, portanto,

para cada = € Sy, temos

(T — T2) (@)l 1T1(z) — T2(2)|l

171(z) — (T1(2) + 1y (Tiz)(Tiz))|l
lleryi (Tiz)(Tiz,)|l

1|yt (Thz)|[| Tz ||

exllyr Tzl Ta

€1

A 1=

A

261.

Além disso,

Il T2 — T1 + 11|
Ty — Ta|| + || T1]|

2¢1 +1

IN

=
= A

e+1
1/3+1
4/3.

VASVAN

Isso prova (8) para k = 2. Suponha agora que a propridade é valida para k — 1 e qualquer 1 <
j <k—1,ouseja, ||Tj — Tp—1]] < 22?;2 g; e || Tk—1|| < 4/3. Note, primeiramente, que para cada
z € Sx,

(Tk—1 = Tie) ()

| Tx—1(z) — Ti()||
ler—1y%—1(Th—1z) - (Tk—128—1)||
ek Yk I Tt T e[ 12 k—1 ]|

ep—1||Th—1]?

(D) 4\?
e

—~
~1
~

IN

I

16
= 5 &1
e paracada 1 <j<k—1,
1T, —Tell = NTj — Th—1 + Tie—1 — Tkl
< Ty = Tr—all + | Th—1 — Tkl
k—9

(HI) ey
< 2) &+ || Te-1 — Tiell-

i=j
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Portanto, se j € {1,...,k — 1}, entdo

T — Tkl

IA
no
e >
i M |
<, N
o
-~
+
—
‘Dl o
m
T
L

Além disso,

7% 1Tk — Tie—rll + [ Tie—1

26,1+ ”Tk—l ||

ARYAN

=
ING

2ep—1+4/3

~~
A=

e+4/3

para cada 0 < & < 1/3. Portanto, ||Tk|| < 4/3, para cada k € N. Isto prova (8). Resta-nos provar
(9). Antes disso, provaremos duas desigualdades:

(a) I T4l = (Tkll + el Txll* — 4e, para cada k € N.

<« De fato, note que

ITiiall = N Terazell

D T + exvit (Thak) - (T

Q@) + el Tanll - (Tl

D10+ eIl - )Tl

= [1+ee(ITell — )] - 1 Tezl

D Nt eTll— D)l (1Tl - )

> Tl — e + exll T2 — Tl — I Till + <}

ITell + ekl Tell® — €3 — 2eR1Twll + €2
> |\ Tell + exl Tell® - 4e?

onde a tltima desigualdade é provada a seguir. Temos que provar que —e; — 2& (| Tk || + &} > —4e7,
ou seja, temos que mostrar a seguinte desigualdade

E‘i (3 — 2| Tk|l + 6%) > 0.
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E, como g > 0, basta provar que 3 — 2¢;||Tk|| + &3 > 0. De fato, para cada k € N, temos que

(®
3—25k|lTlc”+52 > 3—2¢e-(4/3)

= 3—(8/3)ex

>3- (9/3)e

= 33— 3Ek

©)

> 3 —(3/10k)

> 0.»

(b) A sequéncia (||Tk||) é estritamente crescente, ou seja, ||Ti|| > ||Tj|| > 1, para cada j < k.
<« Novamente faremos por indugéao sobre k. Se k = 2, entdo de (a), temos
ITo]l > IT1] + x| Tall” — det.

Para provar que ||T3|| > ||T1||, devemos mostrar que €1]|71||* — 4% > 0, ou ainda, que 1 — 4e1 > 0,
jaque |T1|| = ||T|| = 1 e &1 > 0. De fato, 261 <& < 1/3, por (1) e entdo, e; < 1/6 < 1/4, ou seja,
4ey < 1 e logo temos 1 —4g; > 0.

Suponha que provamos o resultado para k, ou seja, que || Tg|| > [|Tk—1]| > -.. > ||T1|| e mostremos

que vale para k + 1. Novamente por (a), temos
I Tkl > N Toll + ell Tiell? — ek

Sendo assim, devemos mostrar que x|/ Tk[|> — 4e2 > 0, ou seja, que | Tx||? — 4ex > 0. De fato,
2 < € < 1/3, para cada k € N, ou seja, £, < 1/6 < 1/4. Como, por hipétese de indugao, temos
Tkl = 1, segue que [|Ti||2/4 > 1/4 > &, ou seja, ||Tk||? > 4ex e logo temos || Ty||*> — 4ex > 0.
Portanto, ||Tk+1| > ||Tk||, como queriamos. »

Finalmente provemos (9). Primeiramente, note que

Tizizell = |Tezr — Thar + Tirrzkl|
> | Twzll — (T — Tj1) (@)
> | Tzl — 17541 — Tkl
Assim, se j < k, entao
ITjizell > N Tezll = 1 Tj+1 — Tkl
(5) ‘
> Tkl — € = 1 Tj41 — Tl
®) kol
> Tl — ek -2 Z &i
i=j+1
(b) ) k=1
> Tl -ei -2 ) e

i=j+1
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3.2

Mas por (2) e lembrando que (gx) é uma sequéncia decrescente de niimeros reais positivos, temos

que
ITarzell > [ Tll = €2 = €2 > [Tpall - 262

Agora, usando (7), temos que
1T 1zl = llesys (Tizn)(Tiaw) + Ty (@)l < &5ly; (Tiz) I T3] + 1175

e, portanto,
&5ly; (Tize) T+ T30 = 1Tzl = 1Ty all — 265

Agora por (a), temos que [[Tj41 | > || T5]| + &l|Tj[|* — 4&7, donde

el (Tee) T+ 1T = (1 Tgall - 2¢7

0

I T3l + eI T3 — 4e3 — 2€5
= Tl + &I T1* - 6e3,

ou seja,
ly; (T T3] > (T30 — 6e,

j4 que £ > 0. Finalmente, como 1 < ||T}|| < 4/3, segue que

Y%

|y5 (k) 751/ -6

o
I
I 75| — e,

v

sempre que 7 < k. Isso prova (9).

O

Teorema 3.2.4. (Teorema 1, [Lin63]) Sejam X e Y espagos de Banach. Entdo Py(X,Y) é denso

em L(X,Y).

Demonstragdo. Dados 0 < e < 1/3 e T € L(X,Y), considere a sequéncia (¢;) C R do Lema 3.2.2
e as sequéncias (zx) C Sx, (y;) C Sy e (Tk) C L(X,Y) gozando das propriedades do Lema 3.2.3.

Usando (1) e (8), podemos concluir que (7}) é uma sequéncia de Cauchy em £(X,Y). Sendo Y

um espaco de Banach, temos que L£(X,Y) é completo e, portanto, existe Tp € L(X,Y) tal que

limy, Ty, = Tp. Agora, para o dado T, temos

(8) k—1 oo (l)
IT—Tkll = Ty - Tell < 2> &<2) & <e,

i=1 i=1

para cada k € N. Assim, |T — Tp|| <e.

Provemos agora que Ty € Py(X,Y). Para tanto, vamos utilizar a caracterizacao para elementos

de Po(X,Y) dada pelo Lema 3.2.1. Ja temos duas sequéncias, (z) C Sx e (yj) C Sy. Devemos
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mostrar, entdo, que a desigualdade abaixo é valida:
N 1
|y; (To(zx))| 2 || Toll - 7

sempre que j < k. Com efeito, fazendo k — oo em (8) e usando (2), temos

o0
I1To —T5ll <2 e <eiy

i=j
para todo j € N. Além disso,
lv; (To(ze)l = |y5(Tize) — v; (Tize) + v (To(z))|
> [} (Twn)] — v (Tie) — 43 (To(an)|
> |y (Tyz)| = 75 - Toll,
onde a ultima desigualdade é justificada pelo fato de que ||zx|| = ||y%|| = 1 para todo k& € N. Agora,

como [T — Tj|| < €3_,, temos

9
[y} (To(zi)| > |v; (Tize)| — 15 — Toll = IT5l| — 6e5 — &5y

Temos também

1Tl = Tk — 15 +T5

< Tk = T + || T5]]

< 2 Z ei + || 75|
i=
o0

£ 2 Z ei + |75l
i=j

(2)

< e+ T3

Fazendo k — oo, temos
IToll < &1 + 1Tl

e, portanto,
1Tl —&3-1 = I Toll - 2671

Assim, sempre que j < k,

v} (Toz)| = T3]l - 6ej — &}

Jj—1
> |Toll — 25, — 6e;
(3) 6
Tol| — 26?1 — —
(3) 2 6
> |Toll -

102(j — 1) 105
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Resta-nos, entdo, provar que
2

- >
102G -2 10j~ j’

D
fa—

para cada 7 > 2. Ou seja, temos que provar que vale

62
107~ 10%( —1)2 — 5’

p—

para cada j > 2. De fato, como j < 2-10(j — 1)2, para todo j > 2, temos

| =

1

- S
= 2.10( — 1)2°

o

para todo j > 2, o que implica em
1

10(7 — 1)*’

| b

> 2

<

para cada j > 2. Portanto, sempre que j > 2,

6 2 6 2 1
0 PG 17 T 105 110 100G - D2
6 2 2
10j 10°]
6 4
10; 10
10
107
1

i

Concluimos, entdo, que |yj(Tozr)| > IToll — 1/, para todo j > 2 e, pelo Lema 3.2.1, temos
Ty € Po(X,Y). Portanto, dado T € L(X,Y), conseguimos Ty € Po(X,Y) tal que [|T —To|| < €, ou

seja, Po(X,Y) = L(X,Y), como queriamos demonstrar.
O

Em consequéncia do teorema acima, temos um resultado do tipo Bishop-Phelps, adicionando a

hipétese de que o espago de saida X de £(X,Y") seja um espago reflexivo.

Corolario 3.2.5. Para todo espago de Banach reflexivo X temos NAL(X,Y) = L(X,Y).

Demonstragdo. Vamos provar que NAL(X,Y) = Py(X,Y). Com efeito, sejam T € NAL(X,Y).
Entdo, existe £ € Bx tal que [[Tizo|| = [|T]|. Como [|6x (zo)ll = [lzoll < 1, entdo dx(zo) € Bx++-

Assim,
1Tl = |7l = [ Tzoll = |6y (Tzo)|| = 1T (x (z0))I|,

ja que 8y (Txg) = T**(dx (xp)) e, portanto, T € Py(X,Y).
Reciprocamente, seja T' € Po(X,Y). Entdo, existe z}* € Bx»~ tal que || T**|| = ||[T**z§*||. Como
X é reflexivo, existe xg € By tal que dx(x9) = x§*. Dai,

1T = 1T = 17257 [| = 1T (0x (zo))l| = 6y (To)|| = 1T (o),

o0 que acarreta a inclusdo oposta. Portanto, NAL(X,Y) = L(X,Y). O



TEOREMAS DE LINDENSTRAUSS PARA APLICACOES BILINEARES E POLINOMIOS 2-HOMOGENEOS
3.3 41

3.3 Teoremas de Lindenstrauss para Aplicagcoes Bilineares e Po-

lindmios 2-Homogéneos

O Teorema de Bishop-Phelps afirma que o conjunto dos funcionais continuos que atingem a
norma em X é denso de X*. Desde seu surgimento em 1961, muitos trabalhos tentaram generalizar
este teorema para outros tipos de fungdes, tais como operadores lineares, aplicagoes multilineares e
polinémios homogéneos definidos em espacos de Banach. Um dos primeiros trabalhos nesta érea e
talvez um dos mais significativos, foi feito por Lindenstrauss, que exibiu exemplos onde nao é vélido
um teorema do tipo Bishop-Phelps para operadores em determinados espagos. Apesar disso, ele
mostrou que Py(X,Y), o subespago dos operadores T' € L(X,Y) cujo segundo adjunto T** atinge
a norma, é denso em £(X,Y), como vimos na se¢ao anterior. Teoremas dessa natureza ficaram
conhecidos como teoremas do tipo Lindenstrauss.

Mais tarde, varios questionamentos foram levantados na tentativa de obter teoremas dos tipos
Bishop-Phelps e Lindenstrauss para aplicagdes multilineares e polindmios homogéneos. Por exemplo,

depois de tudo que vimos, fica natural nos perguntar se
(a) o conjunto das formas bilineares em X que atingem a norma é denso em L(®X);

(b) o conjunto das formas bilineares em X, cuja extensdo para X** x X** atinge a norma, ¢ denso
em L(2X);

(c) o conjunto dos polindmios 2-homogéneos em X a valores escalares que atingem a norma, &
denso em P(?X);

(d) o conjunto dos polindmios 2-homogéneos em X a valores escalares, cuja extensdo para X**

atinge a norma, é denso em P(%X).

Em 1996, no artigo [AAP96], os autores mostraram que a resposta do item (a) é falsa para
X = G, onde G é o espago de Gowers [Gow90]. Além disso, existe um exemplo de um espago de
Banach X onde o conjunto dos polinémios N-homogéneos em X que atingem a norma nao é denso
em P(NVX), como podemos ver no artigo [SP98] de 1998. Isto mostra que também & falsa a resposta
do item (c). Ou seja, ndo existem teoremas do tipo Bishop-Phelps para aplicagoes bilineares e
polindémios N-homogéneos.

Apesar disso, a situagdo com os teoremas do tipo Lindenstrauss é um pouco diferente. Primei-
ramente, precisamos estender aplicagdes bilineares e continuas definidas em X x Y para X** x Y**.
Em 1951, Richard Arens, nos artigos [Are5la] e [Are51b|, introduziu duas extensoes naturais para
uma aplicacdo bilinear, como vimos na terceira secao do primeiro capitulo. Utilizaremos estas ex-
tensoes e as ideias da secdo anterior para apresentar a veracidade do item (d) acima. Mostraremos
também que o conjunto das aplicacdes bilineares A : X x Y — K cujas extensoes Aftt e ATHT
atingem suas respectivas normas simultaneamente nos mesmos pontos, é denso em LE3(X xY)).
Em [Aco98] é provado que o conjunto das aplicagoes bilineares e continuas definidas em X x Y,
onde X e Y sdo espacos de Banach, tal que A* atinge a norma & denso em L(*(X x Y)).

Dizemos que P € P(2X) atinge a norma se existe xo € X tal que || P|| = |P(zo)|. J& vimos no

Capitulo 1 que existem duas extensoes de Arens para cada A € L(3(X x Y)) dadas por

At (2 9**) = lim 11}1311 A(za,ys),
i
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ATHT (g% g%y = lién lim A(zq,y3),
(a3

onde (z,) C X e (yg) C Y sdo redes convergindo w* para z** e y**, respectivamente. Nesta
secdo, colocaremos Ajg = Attt e Ay; = ATH#T no intuito de simplificar a notacio. Em geral, temos
||A12“ = ”A“ = ”Ag]_”, mas A12 # A21 (vide Exernplos le2de [-\G\IO}I)

Agora, se P € P(?X) e A € L(2X) ¢ a aplicagdo bilinear simétrica associada a P, entdo a
extensao canénica de P : X — K para o bidual X** é dada por

15(:2**) — Alz(l‘**,x**) = Azl(fﬂ**,x**),

para cada z** € X**, como vimos no final da terceira secio do Capitulo 1. Assim, temos || P|| = || P||,
para todo P € P(2X).

Teorema 3.3.1. (Teorema 2.1, [AGMO03]) Seja X um espaco de Banach. O conjunto de todos

os polindmios 2-homoggéneos continuos cuja extensdo candénica para X** atinge a norma é denso em

P(2X).

Demonstragdo. Seja P € P(2X) tal que ||[P|| = 1 e seja A € Ls(2X) a aplicagdo bilinear simétrica
continua associada a P. Dado 0 < & < 1/3, existe (veja a demonstracdo do Lema 3.2.2) uma

sequéncia decrescente (g;) de niimeros reais positivos que satisfaz as seguintes condigoes:
(1.1) 832, & <&,
2
(1.2) 83 2 16 <€
(1.3) ex < 1o, keN.

A justificativa para a existéncia dessa sequéncia é feita de forma inteiramente aniloga ao Lema
3.2.2. Na verdade, a sequéncia é a mesma que tomamos naquele lema. Agora, usando indugao sobre

k, podemos tomar duas sequéncias (P;) C P(2X) e (zx) C Sx, satisfazendo:
(2) =P,
(3) Pi(zk) > |Pill — €%, k €N,
(4) Pry1(z) == Pr(z) +epAi(z,z1)%, 2 € X, k €N,

onde Ag é a tnica aplicacao bilinear simétrica continua associada a Py, para cada k € N. De fato,
seja P = P;. Pela definigdo de || Pi|| = || P, existe z; € Sx tal que

Py(z1) > || Al — e,
j& que g1 > 0. Defina, entdo, para cada = € X,
PQ(IL') = Pl(.’L') +61A1(;’E,:L‘1)23

onde A; € L4(2X) é a tnica aplicagio bilinear simétrica associada a P = P. Note que P é um

polinomio 2-homogéneo, ja que a aplicacdo Bi(z,y) = Ai(z,y) + e141(z, z1)A1(y, z1) é bilinear e
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é tal que Bi(z,z) = Px(z), para cada = € X. Assim, pela defini¢ao de ||Py]|, existe zo € Sx tal que
Pa(z2) 2 ||P2|| - €3,
ja que €9 > 0. Defina, entdo, para cada ¢ € X,
Psy(z) = Py(z) + e24s(z, 22),

onde Ay é a tnica aplicacio bilinear simétrica associada a P,. Entdo, P3 € P(2X) e podemos

continuar o processo indefinidamente.

Usando as propriedades acima, vamos provar que
(5) 1P — Pell <4(4/3)2 X4} e e ||Pull <4/3, j <k, keN.

<« Mostraremos isto usando inducao sobre k. Se k = 2, entdo j = 1 e, portanto,

|Pr—Pf| = sup [(Pr— R)(z)|
z€Bx

= sup |Pi(z) — Px(z)|

cEBx

4

@ sup |Pi(z) — (Pi(z) + 141 (z, 21)?)|

Tz€Bx

= sup &|Ay(z,z)

x€Bx

< el

< a(2)p)?

= de||Py|?

(3—) 461

4(4/3)%;.
Além disso,
[Pl = [P2— P+~
< P = Al + A
< dep+1
(1.1)

< g/2+1
< 1/6+1
= 7/6

< 8/6

= 4/3.
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Agora, suponha que (5) vale para k € N e provemos para k + 1. Note, primeiramente, que

|Pe = Pegrll = sup |(Px — Pey1)(2)|
z€Bx

= sup |Pp(x) — Prey1(z)|
z€Bx

= sup |Pr(z) — (Pi(z)+ EkAk(-Taxk)Q)l
z€Bx

I

sup e|Ax(z, 7))
x€EBx

ekl Al?

< er(2l|Pel)?
= deg| Pl
< 4(4/3)%y.

IN

Entao, se j < k,

1P — Peyill = 1P — P+ P — Pyl
< P = Pell + 1 Pe — Pl
k—1
' 44/32 Y e+ 4(4/3) %
i=j
k
= 4(4/3)*) e
=
e
Perall = P2 — Pr+ Pl
< P+ 1 Peta = Aol
k
< 144473 &
=1
(o]
< 1+44/3?°) e
=1
(1) )
< 1+ 4(4/3)%(1/8)e
1+ 4(4/3)%(1/8)(1/3)
4/3,
ja que

Laa (Y (LY (L) 2y (18 (L) _70 _72_8_4
3 8)\3) 9 6/ 54 54 6 3

Isto prova (3). »

Agora, mostraremos que

(6.1) || Pesll > I Pell + exl| Pell* — 42, para cada k € N,

3.3
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(6.2) (||Pel|) € uma sequéncia estritamente crescente,
(6.3) || Pkll > 1, para cada k € N.

<« Vamos provar primeiro (6.1). Note que

1Pesll > [Prr(zi)l

= |Pe(zk) + exAr (T, 1)’
= |Pi(m) + e Pe(r)?|

= |1+ exPr(zk)) Pr(zr)]

> (L+er(IPell =€) (I1Pell - €3)

(1 + exll Pell — &) (1Pl — k)

I1Pell + exll Pell> — € — 26311 Pell + &3
1Pl + exll Pell® — 4¢3

v

\%

onde a peniltima desigualdade é provada a seguir. Temos que provar que
—2 — 263 || Pi|| + €5 > —4€2,
ou seja, que 3 — 2e || Py|| + €3 > 0. De fato,

3—2e||Pell +68 > 3—2e| Pl

(5)
> 3 —2e,(4/3)
—  3-(8/3)ex
> 3 —3ek
(1.3)
<7 3 (3/10k)
> 0,

para todo k € N. Isto prova (6.1).

Para provar (6.2) e, consequentemente (6.3), usaremos inducao sobre k. Se k = 2, entdo j =1
e de (6.1), temos que
| Po]| > ||P1]| + e[| Prl|® — det.

Basta, entdo, mostrar que &1 ||Py||2 — 4e? > 0, ou seja, que &1 — 4¢2 > 0, ja que ||P|| = ||P| = L.
Com efeito,
(L1) € 1 5
l—4de; > 1—=—>1—-—===>0.
! 2 6 6

Suponha agora o resultado valido para k e provemos para k + 1. Novamente de (6.1), temos que
2 4.2
[ Petrll > 1Pell + exl| Pell” — 4ex
e, portanto, devemos mostrar que £||P||> — 4ef > 0. Por hipétese de indugao, temos

[1Pell > N[ Perll > - > | Bl > [ Prfl = 1,
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ou seja, || Pkl > 1. Dai,
5
| Pell® — dek > 1 — dey > §>0

Isto prova (6.2) e que ||Pg|| > 1, para todo k € N. »
Finalmente, vamos provar que
(7) |4j(zk, z;)|* > || P5||* — 6¢j, paraj <k e k € N.

» Com efeito,

[Pjy1(zk)] = [Pe(zr) — Pre(zk) + Pjya(zr)]
> |Pe(zr)| = [(Pj1 — Pe)(zr)
> |P(zr)| = [[Pi+1 — Pel|
(3)
> 1Pl — €k — 1Pj+1 — Prll
®) ) , A
> [Pl — ek —4(4/3)* D

i=j+1
k-1
> [Pl — ek — 4(16/8) Z &i
i=j+1
(1.2) 5 &
> ||Pjpall —ex —€j
S TS
= Pl — 25
(6.1) 2 9 2
> Bl + &5 l1B]|7 — e — 2¢
= ||Pjll + &l P;]% — 63
Por outro lado,
© . 2
|Piv1(ze)] = |Pj(ar) + g4 (k. 75)°

< P+ 514y (s 25)1 %
Portanto, a desigualdade
1Pl + &5l 45 2k 25)1* 2 [P ()] 2 1P+ €511 By1* — 65

implica que
|4j (@, z)” 2 |P;|1* — 6¢;,

sempre que j < k, para cada k € N. »

Provados todos estes itens, partimos agora para a parte final da demonstragdo. De (5), temos
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que para cada k € Ne j <k,

k-1
1P — Pl < 4(16/9)) &

=i
k—1

< 4(16/8) > e

i=j
k—1
= 8 Z &
i=j

k—1
14; = Aull < 201P; — Pl <16 es,
i=j
onde A; — Ay & a tinica aplicacao bilinear simétrica continua associada a Pj — Py. Assim, usando
(1.1), concluimos que (Py) e (Ag) sao sequéncias de Cauchy nos espagos de Banach P(X) e L(2X),
respectivamente. Sejam, portanto, Q € P(?X) e B € L;(*X) tais que Q = limy P e B = limy, A.
Vamos provar que B é a aplicagdo bilinear simétrica continua associada a . Com efeito, para todo
(z,y) € X x X, temos Ai(z,y) = B(z,y) quando k — co. Em particular, Ag(z,z) — B(z,z),
para cada = € X, se k — oo. Mas para cada k € N, Ag(z,z) = Pr(x), sempre que = € X. Agora,
como Py(z) — Q(x), para cada z € X, temos que pela unicidade do limite B(z,z) = Q(z), para
todo z € X.
Dado 7 > 0, existe jo € N tal que ||Q — Pj|| < n e ||B—A;j|| <7, para todo j > jo. Agora, como
1Q1l - 1]l < 1@ — By, temos que

QI = Il < IQ — Pjll < n,

para todo j > jo, ou seja,
12511 > llQll — n, Vi = jo.

Com isso,
|B(zr, z5)| = |Aj(@r, z5) — Aj(zk, z5) + BTk, z5)|
> |Aj(zy, z5)| = [(B = Aj)(zk, z5)]
> |Aj(zk,z5)| = 1B — Ajllllzellllz; |l
= |Aj(zk, zj)| — |B — Al
™ .
> /IBlI? —6ej —n

> /(IQl - m)? - 625 —n,

sempre que k > j > jo, para todo & € N.

Agora note o seguinte: como dy (Sx) é um conjunto w* relativamente compacto, podemos tomar
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z** € X** um ponto de acumulacdo w* da sequéncia (zy). Entao,

| Bo1(z™,z5)| = [Biz2(z™, z5)|
= |li}£nBlg(a:k,zj)|

= |lillcn B(zk, zj)|

> \/JlQll - m)? - 65— n,

sempre que j > jo, donde

|B21(x**, x**)l

> VI =n)?%—n
= QI —2n.

para todo i > 0. Portanto,
|Q(@™)| = |Bar(z**,2™)| 2 [1QI.
Mas [|Q]] 2 Q)] e |QIl = Q. ou seja,
1Rl = Q") > llQll > Il
isto &, |Q(z**)| = ||Q||- Logo, Q atinge a norma em z**. Por outro lado, temos
2

IP—Fll = 1P — Pl
(5)

k—1
< 4432 e
=l
o
< 82 £
=1

(1.1)
< g,

para todo k € N. Portanto, |P — Q|| < ¢. Isto prova o teorema. O

Consideremos agora um teorema do tipo Lindenstrauss para aplicagoes bilineares. Dizemos que
A€ L(3(X xY)) atinge a norma, se existe (2o,y0) € Bx x By tal que ||A|| = |A(zo, y0)|-

Teorema 3.3.2. (Teorema 2.2, [AGMO3]) Sejam X e Y espacgos de Banach. O conjunto das
aplicagoes bilineares A : X X Y — K cujas extensoes Ajp e Ag; atingem a norma simultaneamente

nos mesmos pontos, é denso em L(}(X x Y)).

Demonstragio. Sejam A € L(3(X xY)) e 0 < & < 1/3. Suponha que ||A|| = 1 e tome, como no
Lema 3.2.2, (gx) uma sequéncia decrescente de niimeros reais positivos que satisfazem as seguintes

condigoes:
(1.1) 23°72 & <c¢,
(12) 232k 8 <€}

(1.3) ex < o k€N



TEOREMAS DE LINDENSTRAUSS PARA APLICACOES BILINEARES E POLINOMIOS 2-HOMOGENEOS
3.3 49

Indutivamente, construa sequéncias (Ay) C L(3(X x Y)), (zx) C Sx e (yx) C Sy satisfazendo as
seguintes propriedades:

(2) A1 =4,

(3) Ar(mr, k) = Akl — €2,

(4) Apyi(z,y) == Ap(z,y) + exdi(z, 28) Ax(Tr,y), t€ X, yeY ek e N.
Agora, como no teorema anterior, podemos provar que

(5) [|4; — Axll < 222”;-1 g; e ||Ag|]| € 4/3, sempre que j <kek €N,
(6.1) [|Apsall > | Akll + exll Akll* — 4ef, para cada k € N,
(6.2) (||Ax||) € uma sequéncia estritamente crescente,
(6.3) ||Ag|| > 1, para cada k € N,
(7.1) |4 (zr,y5)] = 145l — 6¢5, 5 <&,
(7.2) 145500l > 4]l — 65, 5 < k.

Feito isso, partimos para a reta final da demonstragdo. Por (5) e (1.1), podemos afirmar que
(A) é uma sequéncia de Cauchy no espago de Banach L£(3(X x Y)). Seja, entdo, B € L(*(X x Y))
tal que B = lim; A;. Entdo, B satisfaz |A — B|| < € por (5). Usando (7.1) e (7.2), e notando que

—6e; > —1/7, para cada j € N, vamos provar que
|B(zk,y;)| 2 | Bl — 1/,

|B(zj, )l 2 || BIl = 1/4,

sempre que j < k. De fato, se j < k, entdo

Byl = |B(2r,95) — Aj(we,95) + A (@, 5)]
> |As(zry)| — 1B - Al
1
> JIAjl = 5 = 1B = Ajll

S6 que [|4;]| = 1A4; — B+ B = [|B]l - ||B — ;1. Logo,
1
|B(zk, y5)| = 1Bl — i 2||B — Aj]|-
Além disso,

1B = Ajll < [|B — Al +[|A = A

B — All + [| A1 — 4]
-1
€ +22€i
i=1
oo
e+2) &
=i

< 2e,

IN

IA
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para todo 0 < & < 1/3, ou seja, —2||B — Aj|| > —4e. Segue, entdo, a primeira das desigualdades.
Usando (7.2) podemos provar a outra desigualdade de forma inteiramente analoga.

Agora, sejam z5* € X** e y5* € Y** pontos de acumulagdo w* das sequéncias (z;) C Sx
e (yx) C Sy, respectivamente. Entao, usando os resultados sobre extensoes de Arens feitas no
primeiro capitulo, temos

|Bai (29", 95)] = |Bia(zg, yj)l

|li‘1anI2($ksyj)l

2 |IBIl - 1/3,
e
|Brz(zj,457)] = [Baa(zj, %"l
= |lim By (zj, ye)|
= lim Bz, u0)]
2 [IBll =1/,
para cada j € N. Dai, segue que
IBIl =1Ball = [Ba(zy",u5°)l
> |8l
= Bl
> |Bua(xg" uo")|
= |IBl
= |Buzll,
ou seja, ||Biz|| = |Bia(z§*, y5*)| = ||Baill = |Bai(25*, y5*)|- Isto termina com a demonstragio do

teorema.
O

Os resultados provados nesta segao foram obtidos em 2003 por Richard Aron, Domingo Garcia
e Manuel Maestre no artigo [AGMO03|. Cinco anos antes, Maria D. Acosta em [Aco98| provou que
o conjunto das aplicagoes bilineares e continuas definidas em X x Y cujo terceiro adjunte atinge a
norma, é denso em L£(3(X x Y)) que é o analogo ao que Lindenstrauss fez para operadores lineares.
Assim, o Teorema 3.3.2 é um melhoramento deste resultado, ja que em [AGMO03], os autores exibem
um exemplo de uma aplicagdo bilinear e continua tal que somente uma de suas extensoes de Arens
atinge a norma. Qutros resultados positivos em relacao as aplicagdes multilineares e polinémios sao
descritos a seguir.

Em 1995, Richard Aron, C. Finet e E. Werner provaram que se X possui a propriedade de
Radon-Nikodym, entdo o conjunto das aplicagbes N-lineares definidas em X que atingem a norma
é denso em L(NX), para todo N > 1, no artigo [AFW95|. J4 na tese de doutorado de F. Aguirre

[Agn96] de 1996, é mostrado que se para algum espago de Banach X, o conjunto NAL(N*LX)



TEOREMAS DE LINDENSTRAUSS PARA APLICACOES BILINEARES E POLINOMIOS 2-HOMOGENEOS
3.3 51

é denso em L(N*1X), entdo o conjunto NAL(NX) é denso em L£(Y X) como vemos na préxima

proposicao.

Teorema 3.3.3. (Proposicao 3.1, [Agu96]) Sejam X um espago de Banach e N € N tal que
NALN*LX) & denso em L£(NV+1X) Entao, NAL(NX) é denso em L(VX).

Demonstragio. Sejam A € L(VX) com ||| =1e0 < & < 1. Tome 2* € X* com ||z*|| = 1 e defina
B e L(MH1X) por

B(z1,...,zN,Tn4+1) = A(z1, ..., ZN)T (TN 41),

para cada 1, ...,TN,ZN4+1 € X. Assim, por hipotese, existe B’ € NAL(N1X) tal que ||B'||=1e

|B — B|| < &/2. Se ay,...,an,ant+1 € Bx sdo tais que |B’(ai,...,an,an+1)| = || B’|| = 1, entdo,
por um lado, temos
B(G'l: ce AN, CLN+1) = A(ah ] an)m*(al\’—&-l))
0 que acarreta
|B(at,...,an,an+1)| < [|Allllad]l - - llan]l - [=*(an+1)] < |z*(an+1)]-

Por outro lado, temos

e
| B'(al, cws ,aN,aNH) — B(al, o iais ,CLN,CLN_H)i < 5
Logo,
€
|B'(a,...,an,an+1)| — |B(ai,...,an,an4+1)| < >

e, portanto,

€
1—5 <I[B(ay,...,an, an1)| < o7 (an+1)l;
ja que |B'(ay,...,an,an+1)] = 1. Agora, como z*(an+1) # 0, podemos definir

1

A ... = ————
(@1, zw) r*(an1)

. BI(Il, o ave ,:‘CN,GN_H).

Logo, A’ & N-linear. Além disso, se z1,...,zy € By, entao

(A=A (z1,...,2n)] = ’A(ml, s ey B} = =+ B (@1 - B Biry4a)
€ (aN+1)

_ 1/1(3:1, RN ,:BN)III*(G,N+1) — BI(:L"l, Vs ;IN,(LN—;—I)
Bl z*(an+1)
_|B(z1,....zNn,an41) — B'(z1,. ., an ang)]
B lo* (an+1)

|(B— B')(z1,....zN,an+1)]

lz*(an+1)]
B — B

|$*(aN+l)|.
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Mas |z*(an+1)| > 1 —¢€/2 = (2 —€)/2, ou seja,

1 2
lz*(ans1)] T 2—€

Logo,
1

|z*(an+1)]

2 €

_ ’ < _ / . E =
I(A—A)(=1,...,28)| L ||B— B 2 2=¢ 2=¢

< <€,

sempre que z1,...,zx € By. Portanto, |[A — 4’| < &. Resta-nos provar que A’ € NAL(N X). Note
que

B'(z1,...,T B’ 1
“A/“ = sup l (mlr . ’TN)aN-l-l)l < *” ” = ]
llill=1 lz*(an+1)] lz*(an+1)|  |z*(an+1)]
ou seja,
A - Jz* (an41)| < 1.

Mas |A'(a1,...,an)| = |B'(a1,...,an,an+1)|/|z*(an+1)| = m e, portanto,
1=A"(ay,...,an)| - |z*(an+1)]-

Logo,
1A - |z*(an+1)| £ 1=[A" (a1, ..., an)| - |z*(an+1)]-

Como |z*(an+1)| # 0, segue que
A < 1A' (a1, - . .. an)| < 1A'

Portanto, ||4'|| = |A'(a4,...,an)|. b

Entretanto, no artigo [SP98| de 1998, M. Jiménez Sevilla e R. Paya fornecem, para cada N € N,
um espaco de Banach X tal que N ALY X) é denso em £(VX) mas o conjunto NAL(N+1X) néo
é denso em L(V*T1X).

Assim vemos que teoremas do tipo Bishop-Phelps valem para esses tipos de funcgoes se sdo
adicionadas hipéteses sobre os espagos de Banach envolvidos. Por outro lado, utilizando as ideias
desta secdo quando trabalhamos com as extensées de aplicagoes bilineares, conseguimos resultados
positivos sem adicionar hipétese alguma. Por isso, é natural nos perguntar se vale um teorema do
tipo Lindenstrauss para aplicagoes N-lineares e polindmios N-homogéneos definidos em espagos de
Banach como fizemos para aplicacdes bilineares e polinomios 2-homogéneos.

Recentemente, mais precisamente em 2006, Maria D. Acosta, Domingo Garcia e Manuel Maestre
generalizaram o Teorema 3.3.2 para aplicagdes N-lineares no artigo [AGMOG]. Eles provaram os

seguintes resultados:

1. Seja Xy um espaco de Banach, onde 1 < k < N. Entao o conjunto das aplicagdes N -lineares
definidas em X1 x ... x Xy tal que todas as extensoes de Arens definidas em X7* x ... x X

atingem a norma simultaneamente na mesma N -upla, ¢ denso no espago LNV(X1x...xXN)).

2. Sejam Y e Xy, onde 1 < k < N, espagos de Banach. Entdo, o conjunto das aplicagoes N -
lineares B : X1 x ... x Xy — Y cujas extensées de Arens atingem a norma simultaneamente

na mesma N-upla, é denso em L(N(X1 x ... x Xn);Y).
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Mais atual ainda é o resultado obtido por Daniel Carando, Silvia Lassalle e Martin Mazzitelli
em 2012 no artigo [CLM12|. Neste artigo, eles mostraram que vale um teorema do tipo Lindens-
trauss para polinémios N-homogéneos com algumas hipéteses sobre os espacos de Banach. Mais

precisamente, eles mostraram os seguintes resultados:

3. Sejam X eY espagos de Banach. Suponha que X* seja separdvel e que possua a propriedade de
aprozimagdo. Entdo, o conjunto de todos os polinomios em P(N X,Y™) cuja extensio candnica

atinge a norma, é denso em P(N X, Y*),

4. Sejam X e Y espagos de Banach. Suponha que X* seja separdvel e que possua a propriedade
de aprozimagio. Entio, o conjunto dos polinomios em P(NX) cuja extensdo candnica atinge

a norma, é denso em P(NX).

Apresentamos a demonstracdo do item 1 no ultimo capitulo da dissertagao.
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Capitulo 4

O Teorema de Lindenstrauss Para

Aplicacoes N-lineares

4.1 Introducao

O teorema de Bishop-Phelps [BP61], como vimos no Capitulo 2, afirma que se X & um espago
de Banach, entdo o conjunto dos funcionais que atingem a norma é denso em X*. Desde o seu
surgimento, muito se tem feito a fim de generalizé-lo para funcdes lineares e ndo lineares. Por
exemplo, em 1963, Lindestrauss [Lin63| provou que o conjunto das aplicagoes lineares e continuas
T : X — Y cujo segundo adjunto T** : X** — Y** atinge a norma é denso em £(X,Y’), quando X
e Y sdo espagos de Banach, como vimos no comeco do terceiro capitulo. Neste mesmo artigo, ele
apresentou exemplos que mostravam a ndo existéncia de um teorema do tipo Bishop-Phelps para
operadores lineares. Além disso, como ja mencionamos no final do capitulo anterior, também nao
valem teoremas do tipo Bishop-Phelps para polinémios N-homogéneos e tampouco para aplicagoes
N-lineares.

O que falar entdo sobre teoremas do tipo Lindenstrauss para fungdes nao-lineares? Quando
apresentamos as versoes deste teorema para aplicacoes bilineares e polinémios 2-homogéneos no
Capitulo 3, foi necessario introduzir uma nova ferramenta. Definimos para uma dada aplicagao
bilinear e continua a eztensdo de Arens, definida em X™** x Y** e tal extensdo fez o papel do
segundo adjunto de um operador T' (vide Teorema 3.2.4). Ademais, foram usadas as ideias originais
de Lindenstrauss para conseguir resultados positivos para esses tipos de fungoes.

Assim, é natural nos perguntar se vale um teorema de mesma natureza para aplicagdes V-
lineares e continuas. Mais ainda, serd que podemos fazer uso das mesmas ideias de Lindenstrauss
para conseguirmos bons resultados? De qualquer maneira, uma coisa é certa, precisamos estudar
extensoes de aplicagoes N-lineares definidas em um produto de espagos de Banach. Tais extensoes
foram introduzidas no final do Capitulo 1 e, nesta secéo, faremos uso das extensdes de Davie-
Gamelin, também conhecidas como extensoes de Aron-Berner.

O que vamos apresentar neste capitulo é uma generalizagdo do Teorema 3.3.2 substituindo
as aplicagoes bilineares por aplicagdes N-lineares, com N > 2. Utilizaremos ideias préximas ao
Teorema 3.2.4, mas nao tao proximas a ponto de ter semelhanca com as demonstracgoes dos teoremas
Teorema 3.3.1 e Teorema 3.3.2. O resultado deste capitulo foi provado em 2006 por Maria Acosta,
Domingo Garcia e Manuel Maestre em [AGMO06].
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4.2 Preliminares

Vamos comecar introduzindo novas ferramentas que vao nos auxiliar na demonstragao do teo-
rema principal. Relembramos alguns fatos que vimos no Capitulo 1 e demonstramos a existéncia
de duas sequéncias de nimeros reais que satisfazem algumas propriedades. Tais sequéncias gozam

de propriedades semelhantes aquelas do Lema 3.2.2.

Sejam Xi,...,Xy espagos de Banach sobre K, onde N > 2 é um numero natural fixado.
Consideremos um subconjunto H de {1,2,..., N}. Definimos a aplicacdo multilinear Py : X7 X
LoX Xy > Xy x...x Xy por

PH(Q?],...,CL’N) = (yla--'ayj\[)v

onde

) zk, se k€H
=Y 0, se k¢ H.

Por exemplo, se H = {1}, entao
Py(z1,22,...,2N) = (21,0,...,0),

onde (z1,Z2,...,2y5) € X1 X Xa X ...x Xy. Note que se H =), entdo Py =0ese H ={1,...,N}
entdo Py = Id, onde Id é o operador identidade de X1 X...x Xy em X; X...x Xy. Note que se a

norma de um elemento z € X; x...Xx Xy, é considerada como sendo ||z]| := max{|[z|| : 1 <k < N},
temos
1P (21, em)ll = Ny, yw)ll
< e, -zl
< 1

para qualquer H C {1,...,N}. Portanto, ||Pg|| < 1, para qualquer H C {1,...,N}. Claro que se

H =, entdo ||Pg||=0ese H={1,...,N}, entdo | Pg|| = ||Id|| = 1. Utilizaremos varias vezes a
aplicacdo Py no decorrer deste capitulo.

Agora, sejam A € L(V(X; x ... x Xn)) e @ uma permutacdo do conjunto {1,..., N}. Entdo,
definimos a aplicagao 0A : Xp1y X ... X Xgvy — K por

9A($9(1),... ,il:g(l\r)) = A(;lfl,...,IN), (4.1)
para cada (z1,...,25) € X1 X ... X Xy. Entdo, §A é uma aplicacdo N-linear e
164 = sup |0A(zoq), - - Tan))l
"Ia<k)||=vl
b=1,...sf

= sup |A(zy,...,zN)|

g lI=1
k=1,...,N

= [l
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ou seja, a aplicacdo §A é continua e satisfaz [|[#A|| = ||A]|, para cada permutacdo 6 do conjunto
{1,...,N}. Além disso, lembrando da expressao (1.4) do Capitulo 1, segue que se I é a permutagao
identidade
OA) [(Zhyy, - Tglay) = lim -+ lim (0A)(2d,,,r---+Td
o(1) »O(N) drtoevy) dreattss )( 0(1) ’ H(N))
= lim --- lim A(zgq,,...,2qy)
do() do(1)

= Ag(:lf’{*, s ,LET\;),

ou seja,
(9A)1(:v;z1), . ,:z:;z‘N)) = Ap(27*,...,2N), (4.2)
onde z¥* € X* com k= 1,...,N. A seguir, justificaremos a existéncia de duas sequéncias que nos
k k gulr, J q

auxiliardo mais tarde.

Lema 4.2.1. Dados 0 < € < 1 e N > 2, existem duas sequéncias decrescentes (a,) e (m,,) de

niumeros reais positivos tais que

(1) nn < an,Vn €N,

(o.o]
(2) 2" e <e<1,

i=1

o 3
(3) lim 2=l _ g

n—oa G,;_\lj
(4) lim 1 — 0,
n—oo 041

o0
; : -
(5) As sequéncias (U_Z) e (bl—j sdo decrescentes, para todo 1 < k < N.
a'Tl‘. T n

Demonstragdo. Defina, para cada i € N, a sequéncia (a,) por

Entao,

Il

> e} e § .
N
2y 0 = 2y (ov)
i=1 i=1
€

_ 21V+2 i ION

5
b ow
7 3
— 21\ +2 . :
10N —¢
oN+2
T owv-—¢ ¢

< E&.
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Logo, (2) estd provado. Agora, vamos tomar uma subsequéncia (ap;) de (a,) definida da seguinte

maneira: p1 =1 e pj =1+ (N + 1)pj_1, se j > 2. Assim, temos

o = € \Pi £ J+pn+1
D, a= ) (1_0’—\’) < Z(m”)

i=n+1 i=n+1 j=0
€ )Pn+1
AN (1)
- €
ST
gPntl 10%
T 10N 10N —¢
1 gbn+1

10N —¢ ’ ION(Pn+1—1).

Como ppt1 = 1+ (N + 1)pn, segue que ppp1 — 1 = (IV + 1)p, e, entdo, 10N Pr+1—1) — 1oN(N+1)pn

Portanto,

SIH(N+1)pn c c(N+1)pn
ZET;H ap; < 10N — 10N(N+1)p" = 10N — ¢ ’ 101V(N+1)p"
€ I3 pnyN+1
T [(101\’) ]
< €- a;X‘ - Qp,, -
Ou seja, para cadan € N,
Z?On—!—l aPi
0< —a;)’— < e-ap,-

Como ap, —+ 0 quando n — oo, segue que

oo
Zi—n—i—l ap;
N
Apn

lim
n—oc

=0,

0 que prova (3) se tomarmos no lugar da sequéncia (an) a subsequéncia (ap,). Com isso, para todo

1<k <N, temos que ak > al, donde — < —,;r e, portanto,

Z?inﬂ Qi < Zioin+1 ai

0<
k = N
a'Tl- aTl
Logo, s
i = a;
lim #kﬂ— =0,
n—oc a'n,
s s o Z?i-nd—l a; .
para cada 1 < k < N. Sendo assim, podemos assumir que a sequéncia ( ———— | & decrescente
a
n n

para todo 1 < k < N, ja que, se necessario, tomamos uma subsequéncia que goza desta propriedade.

Isto prova a segunda afirmacdo de (5).

Finalmente, tome 7, = a ", para cada n € N. Entdo, como 0 < a, < 1, para cada n € N, temos

oN s \n2N c \2Nn z nq N g \n1N N N N
m=a=[(w) ] = (@) =lmw) | (w) | = <eon
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Logo,
n
0 < — < an,
a:y e
para cada n € N. Portanto,
l- nn
im — = 0,
n—00 afl

ja que a, —+ 0. Isto prova (4). Além disso, se 1 < k < NN, entdo ak > a¥, o que implica que i < Elﬁ'

e, portanto,

Como lim, ;e % = 0, entdo a’% — 0 para cada 1 < k < N. Ou seja, podemos assumir que

n

A . n P Lo .
a sequéncia 7—7?) é decrescente para todo 1 < k < N, ja que, se necessario, tomamos uma
a
n n
subsequéncia que goza desta propriedade. O

4.3 A demonstracao do teorema

Estamos aptos para demonstrar o teorema de Lindenstrauss para aplicagoes N-lineares conti-
nuas. Este teorema, como demonstrado em [AGMO6]|, possui uma vasta demonstragao e, por isso,
optamos por dividi-la em dois lemas e um teorema. No Lema 4.3.1, construiremos uma sequéncia
de Cauchy (A,) que goza de algumas propriedades. O limite B desta sequéncia estara proximo de
uma aplicacdo N-linear A fixada previamente. A partir dai, passaremos a trabalhar somente com a
aplicagdo B, fazendo uso das propriedades da sequéncia (A,) ja provadas anteriormente. No Lema
4.3.2, provaremos algumas desigualdades que relacionam as aplicagoes B e A,,. Por fim, enunciamos

e demonstramos o resultado prometido desse capitulo.

De agora em diante, consideremos N > 2e A € L N(X, x ...x Xy)) tal que ||A]| = 1, onde
(e}

Xi,..., Xy sdo espagos de Banach. Note a semelhanga do préximo lema com o Lema 3.2.3.

Lema 4.3.1. Sejam X7,..., Xy espagos de Banach e A € L(N(X1 % ...x Xy)) uma aplicagdo N-
linear tal que ||A|| = 1. Para cada 0 < & < 1, consideremos as sequéncias do Lema 4.2.1 gozando de
suas respectivas propriedades 14 indicadas. Entdo, existe uma sequéncia (4,) C L(V (X1 x...xXy))

tal que
(1) AL= A4,
(2) An(z") = Re Ap(a™) > ||An|| — 7, onde 2™ := (a7,...,2%) € Sx, X ... X Sxys
(3) l[Ant1 — Anll < 2Van[|Anll,
@) [|Ant1ll < [1Anll + 2V an || Al
Consequentemente, temos
(5) |Am — Ap|| < 2NFLS°2 a;, sen <m,
(6) (An) é uma sequéncia de Cauchy em LN(X1 x ... x XN)),

(7) (||An]]) & uma sequéncia crescente,

(8) lAns1ll > Il Anll + 2V an||An|| — 21, para cada n € N.
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Demonstragdo. Para a propriedade (1), ponha simplesmente A; = A. Suponha, para um certo
numero natural n, que definimos uma aplicagéio N-linear A, tal que A, # 0. Pela definicio de
|A.|l, podemos escolher uma sequéncia z™ := (xf,...,2%) € Sx, X ... x Sx, cujos seus elementos

sdo dois a dois disjuntos satisfazendo o item (2).
Ap(2") = Re An(z™) > (| An|l — -

Defina, portanto, a aplicacdo A, por

Apy1(z) = Ap(2) + an Z [An(Pr(z) + (I — Py)(@™")] - | 75— (Pu(z™) + (I — Pu)(2))| .

An
Hc{1,...,.N} ”A ”

para cada z € X| X ... x Xy. Logo, A,+1 € N-linear. Vamos primeiramente provar que A,4; é
continua e que a sequéncia (|| An||) é crescente, o que mostra que A, é uma aplicagdo N-linear nao

nula, para cada n € N. Para isso, provaremos as propriedades (3) e (4):

14n+1 = Al € 2Vanl|Aall e Aniall < | Anll +2Van]| An].

De fato, para cada = := (z1,...,zy) € Sx := Sx, X ... X Sx,, temos
[Ant1(z) — An(@)] = |an Y [An(Pa(z) + (I = Pu)(™))]- ”A i o Pa@"®) + (I — Pr)(z))
Hc{l....N}
< an Y AlllPa(z) + (I = Pa)@)| - |1 Pa(e") + (I — Pa)(z)]|

Hc{l,..,N}

= a4l D> NPu(e) + (I~ Pa)™)| - [|Pa(e™) + (I - Pa)(@)].
HcA{l1,..,.N}

Para provar a primeira desigualdade de (3), vamos provar que

> I1Pu(@) + (I = Pu)@™)| - | Pa(=") + (I = Pa)(@)] = 2.
Hc{1,..,.N}

Estudemos a parcela Py (z) + (I — Pg)(z"), que pode ser escrita da seguinte maneira:

Py(z) + (I — Pg)(a™) = (Y1, - ¥yn) + (@1, s2R) — (W15 - UN)s
onde
rE, se k€ H, n zp, se k€H,
Yr = e Y =
0, se k¢ H 0, se k¢ H.
Pela defini¢ao da aplicagio Py, para qualquer H # 0, a diferenca (27, ..., 2%)—(y{,. ...y ) resulta

em uma N-upla com alguma entrada identicamente nula, ja que pelo menos algum dos y}* ¢ igual a
z?. O restante das entradas desta diferenca sao os }'’s onde seus indices nao pertencem ao conjunto
H. Entretanto, esta mesma entrada nula é somada ao elemento y; da N-upla (y1,...,yn) € 0 restante
das entradas continuam as mesmas. Portanto, a parcela considerada acima é um vetor onde suas

entradas sao ;'s ou 2’s. Como ||z;|| = ||z}|| = 1, para cada i, segue que || Py (z)+(I—Pg)(z")]| = 1.
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Com os mesmos argumentos, podemos concluir que || Pg(z™)+ (I — Pg)(z)|| = 1. O mesmo acontece
quando H = (), pois

|1Pa (z) + (I — P)@")| - |1Pa (&™) + (I = Pr) (@)l = lI(T,- -, 2R - (1, - e = 1
Como existem 2V subconjuntos do conjunto {1,..., N}, segue o resultado. Logo,
lAns1 — Anll < 2Nan||An”
e, portanto,

”An+1” = “An-l-l - An + An” S ||An+1 - An” + ”An“
< 2Nan”An|| + [l Anll
|Ax]l + 2Nan”An”-

|

Isto prova as propriedades (3) e (4). Vamos provar agora que vale a seguinte desigualdade:

n
[Antill S14+2VF ) "a; <2, (4.3)
i=1

Faremos isto por indugado sobre n. Se n = 1, entdo

—~
™
=

[Aall = lAall < [lAull +2Naul| A
Al + 2Vl
= 1+ 2Na1
£ 1492%g
< 1+1/2
< 37

onde a pentltima desigualdade é justificada pela propriedade (2) do Lema 4.2.1. Agora, suponha

que o resultado vale para n > 2. Novamente por (4), temos

(4)
”An+‘2” < ”An+1“ + 2I\]a‘n+1“‘4n+1” = ||An+1||(1 =+ 2N‘74n+1)-

Mas usando a hipétese de indugao, segue que

n
[Antall(1+2Yans1) < (1 +2NH Y a«i) (1+2Yan41)
i=1

n n
7 -
= 1 o4 21\ Ant1 + 2)V+1 E a; + 2Nan+1 . 21\’+1 § a;

=1 =1
n o
S 1 4 21V+lan+1 + 21V+1 Z a; + 21V—1an+l 3 2N+2 § a;
1=1 i=1

n+1
7 N —
1 + 21\-{-1 § a; + 21 1a7‘L+1 £
=1

A
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2N——1 2N+2

para cada 0 < & < 1. Mas nt+1 < an+1 < 1 e, portanto,

n+1
lAntall < [Ansall(1+ 2V an1) < 142V ) ai+e,

i=1

para cada 0 < € < 1. Dai, segue (4.3). Consequentemente, temos
() (4.3)
”An+1 - An“ < 2Na'n“A-n” < 2Nan 2= 2N+lan,
para cada n € N. Mostraremos, com isso, que se n < m, entdo vale (5):

|Am = Anll < 2V41> " a5 :=Ch. (4.4)
i=n

De fato, sabemos que ||Ap41 — Ay < 2V*la,, para cada n € N e, portanto, se n < m, entdo

aplicando a desigualdade triangular sucessivas vezes, temos

|Am — Anll = [[Am—Am—1+Am—1—Am2+Apo— ...+ Anyo — Any1 + Angr — Ax|
< NlAm = Amaall + [ Am—1 = Am—2ll + .- + [[Ans2 — Anga|| + [ Angr — Al
< Mg 1t ama+...+ Qg1 +an)
<

o
2N+1 Z a;.
i=n

Agora, como 2Vt23°%° a; < €, segue que 2VFLS® q; < /2 < e. Isto quer dizer que a
sequéncia (A,) é de Cauchy no espago de Banach L£(V(X; x ... x X)). Isso prova (6).

Finalmente provaremos que A, # 0. Para tanto, vamos provar por indugdo que vale | 4,| > 1,

1
para cada n € N. Ja temos que paran = 1, ||Ay]| W |A|| = 1. Suponha, entdo, que ||Ay| > 1, para
cada n € N e provemos que vale ||4,4+1|| > 1. De fato, temos que [|Anpti|| > |Ant1(z™)], onde (2™)

é a sequéncia escolhida no inicio da demonstragao. Dai,

Arni@) = 4@ tan S UAn(Pa(e®) + (- P | T (PaG") + (= Pa)e")
Hc{l,..,N} n
= |Gt Y A )
an{l ..... N} A=
n ! 1 n
= |Au(z )+2V an ”An“[An_(a: )]2
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ja que {1,..., N} possui 2V subconjuntos. Mas por (2), segue que

1 2 1
An(2") + 2N Qn * [An(a:n)]2 > |lAnll =70 + 2. an - 7= - [l 4zl = nn]2
(| Anll Il Anll
7,
= Al =+ 2Van(lAnll = 1) (1= 72
n
> ”An” —Nn+ 2Nan(”An“ - 7711)(1 - T]n-)
= | Anll = 7n + 2V an (| Anll = 7l Anll = 7n +72)
S6 que
”An” — 1+ 2Nan(||An“ - nn”An“ —Mn+ 777:;) = |[Anl| = ma + 2NanHAn” + 2Nan(773¢ — M|l Anll — 7n)

IV

[ 4nll = a + 2V anl| Anl| + 2N an (= ([l Anll + 1))
Agora, por (4.3), temos que ||Ay|| +1 <2+ 1 =3 e, portanto, —(||A,| + 1) > —3. Entao,

| Anll = 7n + 2Nan”An” + 2Nan(_77n(”An” +1)) 2> |[[An|l = + 2Nan||An” -3 2Nan77n
= |[|4a] + 2Nan”An” — =3 2Nan"7n-

Como 2V*2q,, < 1, segue que 2Va, < 1/4, donde

| Anll + 2Na'n”An” — =3 2Nan"7n > [|Aall + 2Nan||An|| — N — (3/4)1n
> || Anll 4+ 2V an[|Anll — 1 — 7
lAx | + 2Nan“An” — 21y

Mostramos, entao, que
lAnsill = [[Anll + 2Nan"An” — 2.

Portanto, usando a hipétese de indugao ||A,|| > 1 e as condigdes sobre as sequéncias (an) e (1)
descritas no Lema 4.2.1, temos

lAns1ll = [l Anll + 2Nan”An“ —2m > ||Aall+ 2Van — 20,
> ([ Anll = 27n
> || 4x|l — 2an
>

|Anll — /4,

para cada 0 < € < 1. Logo, ||An+1]| > ||Ax]l > 1 e, portanto, (]|Arl||) € crescente e Apy1 # 0, como

queriamos mostrar. Resumindo, provamos as propriedades (7) e (8):
lAnsill 2 1Azl 21 e [[Antall > [| Al + 2Nan”An.“ — 21, (4.5)

para todo n € N. O

Lema 4.3.2. Sejam X,..., Xy espagos de Banach e A4 € LN(X) x ... x Xy)) uma aplicagdo
N-linear tal que ||A|| = 1. Entdo, existe B € L(V (X x ... x Xy)) tal que
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(1) 1B = Al <,

N)  o(N-1 1 (2N — 1)noq1y + (N = 1)Copy41
(2) Re Bz{™, 251, af) > 1Bl - e = 20y,
o(1)
onde o(1),0(2),...,0(N) sdo nimeros naturais satisfazendo o(1) < ¢(2) < ... < o(N), 2" =
(2%, ...,2%) como no item (2) do Lema 4.3.1 e Cy, como definido em (4.4).

Demonstragdo. Considere a sequéncia de Cauchy (4,) € L(NV(X1 x ... x X)) construida no Lema
4.3.1. Como L(™V (X1 x ... x Xy)) é um espago de Banach, (A4,) converge para uma aplicagio
N-linear, digamos B. Do item (5) do Lema 4.3.1, temos

|IB—A,|| <Cr<e,
para todo n € N, onde C), foi definido em (4.4). Consequentemente,
1B—All=||B— A <e.

Nossos esforgos estdo voltados para provar que todas as extensoes de Aron-Berner de B atingem
suas respectivas normas em um mesmo elemento, como veremos adiante no Teorema 4.3.3. Mas,
para isso, provaremos primeiramente que a norma desta aplicagdo satisfaz a desigualdade (2). Tal
desigualdade é provada usando argumentos indutivos e os primeiros passos dessa indugdo serao

descritos a seguir.

Sejam n € N, z € Sx e a > 0 tais que
Re A, (2) > ||An]| — c. (4.6)

Mostraremos que sempre que vale (4.6), vale também que

; 2n; + Cj a
1451l < Re 4;(Pa(2) + (I = Pa)(@”)) + —L—% + =, (4.7)
j j
para todo H C {1,...,N}, onde j <ne Cj;1 = 2N+ E?ij-u a;. De fato, podemos escrever
. A .
Ajpi(2) = Aj(2) +a; Y [Aj(Pu(2) + (I — Pu)(a?))] - “AJ_” (Pu(z?) + (I — Pu)(2))| -
j

Logo, para todo H C {1,..., N}, temos

Aj1(2) = Aj(2) + a;Aj(Pu(z) + (I — Py)(a)) - ”2” (Pg(27) + (I — Py)(2))

b Y AP+ (0 = Pu)@)] | (P + (= Pa)(2)|.
H/c{1,...,N}

H/'#H
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Portanto,

Re Ajia(2) < Re Aj(z) + a3 Re(A3(Par(2) + (I — Pir)(@) - Va2 Py (o) + (1 = Pa) ()]

A4l
| | _ @] - [ WAy py () + (1 -
tag 30 [4l0Pa )+ = Pa)@)ID] - | 7 I1Per (@) +( = Pa))l |
H'c{1,....N}
H'#H

Agora como || Py:(z7)+ (I — Pgr) (2)|| = || Pa(2?)+(I — Py)(2)|| =1 e existem (2N —1) subconjuntos
de {1,...,N} — H, tem-se

Re Aj11(2) < | 4;]l + a; Re A;(Pu(2) + (I — Pu(a’)) + (27 — 1) 4]
para todo H C {1,...,N}. Por outro lado, como j < n, entdo j+ 1 < n e, portanto,
[An — Aj4ll < Cjra,
pelo item (5) do Lema 4.3.1. Dai,
Re(An(2) — Aj11(2)) < | An — Ajall £ Cja
0 que acarreta

Redjii1(z) = Reda(z) — Cjn

(4.6)
> |[An]l - = Cjina
(4.5)
2 |Ajnll—a—-Cin
(4.5)
> |4l + 2V a |45l — 205 — @ = Cjpa.

Portanto, ficamos com a seguinte desigualdade:
IA;1 +2Na;ll 45| — 205 — & = Cjsa < |Ajll + a3 Re Aj(Prr () + (I = Par(a?)) + (2" — 1)a; | 44]].
Simplificando, temos
—2n; — a — Cjp1 < ajRe Aj(Pr(2) + (I = Pu(a’)) — ajl| 4]l
Logo, passando a;||4;|| para o primeiro membro, obtemos
ajllA;ll — 2n; — a — Cjp1 < @ Re A;(Pr(2) + (I = Pr(a?)),

ou ainda,
ajl|Aj]| < ajRe Aj(Pr(z) + (I — Py(2?)) + 205 + Cjy1 + @

e dividindo esta tltima desigualdade por a;, obtemos (4.7).

Agora, note que pelo item (2) do Lema 4.3.1, =™ e 7, satisfazem a desigualdade (4.6). Sendo
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assim, pondo H = {1}, temos

Py(z™) + (I — Py)(z?) = (23,0,...,0) + (¢, 23, ...,2%) — (21,0,...,0)
= (af,2},...,28)

e, portanto, se j < n, entdo aplicando a desigualdade (4.7) para z = 2™ e a = 7);, temos

2n; + Cj .

14 < Redj(a},ad,... %)+ 423t L [

a] a,]
3n; + Cj1
a4 ’

ReA(a:l,:L2,...,$JI;J)+

Portanto,

J j 3 + Cin1
Re Aj(z},2),...,20) > ”A].”_Ja—.]-i-,

se j < n e, entdo, estamos nas hipoteses de (4.6) para os elementos z = (:c'l',z{,, ,:v’j.v) ea=

E’—’%;’L‘ Com isso, se H = {1,2} e m < j < n, entdo

Py(a?,zd,...,z3) + (I — Pa)(@™) = («%,2},0,...,0)+ (2,23, T, ..., 2%) — (z[, 2], 0,..

= (Il* ’mgn, m;\r]z)

Portanto, por (4.7), temos

20m + Cmt1 + 3n; + Cj1

ALl <Re A o2l 2™ ™) +
Al S Re An(el 25, ... + 2t -

Lembrando agora das propriedades das sequéncias do Lema 4.2.1 e da defini¢do de C), em (4.4),

temos
20m + Cmy1 T 3n; + Cj+1 < 21m + Crt1 + 3n; + Cj+1 . L
am ajam a2, a2, Gjlm aj  am
2 C, o1 C; 1
= hm g Tl o n M, g L, 2
an, an, aj; Qm Qaj Am
2n Cin+ . 1 C 1
< Zm_*_ 2 +3 nm.__{_ mtl L
a2, a2, Am  Qm am  Qm
20y 4 Cm1 +377m +Cm.+1
a2 a2, a? a?
m m m
C
5. +2 m+1
m a'm.
Logo,
; C
[Aml| < Re Ap (2,23, 28", &) +5 - 1 4. ZmdL
arn a’m
ou seja,
C
Re Am (2, 28, 28, ..., &) > || A =5+ 12— 9. ZmHL
al, a2,

Usando esses primeiros passos, provaremos que para quaisquer N niumeros naturais satisfazendo

., 0)
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o(l) <o(2) <...<o(N), temos

a a o (21V— )7701+N_1)Cal 1
1Azl < Re Aoy (@™, 2501 250y 4 Lk e (4.8)

@y(1)

Para isso, usaremos um raciocinio indutivo da seguinte maneira: para cada 1 < & < N tal que
o(l) <o(2) <...<o0a(k) < o(k+ 1) assumimos que vale

o(k+1) a(k) o(3) 0(2) cr(”)

[ 4ol < Re Ag(a)(z1 ™" 2p ™o 2y 2y ™)
o CU
+ 2k —1) 28 4 (k- 1)_,?);1
U(") As(2)

e, dai, provaremos que

(2k + Dy + k- Co1)41
ak '
o(1)

k41 k 2 1 o(1
4ol < Re Agy @], 250, . 2f®, 270, a5M) +

Observe que isso foi feito anteriormente com k =3, (1) =m, 0(2) = j e 0(3) = n.

Temos () o) o) o) o2
g\R ag 0 a 0'
Re A, (9)(z; » Ty L ) 2 [ Al
(2k _ 1)770'(2) + (k . 1) 0'(2)+1
0(2) 0(2)

Estamos, entdo, nas hipoteses de (4.6) com

z= (m‘f(k+1),$g(k) IZ(Sl), 0,(2), 235 ,;1?7\,(2))
e
C,
o= (2’(, . 1)770(2) + (k: . 1) 0152):1
%) %o(2)

Tomando H = {1,...,k}, temos

Py (l®,25® 283 27 P+ (- Pa) (a0, 25,2

que é igual a

(@D 2g® 2@ 27® o 0y + 2D, a M) = @M, 250, 2l 0, 0),
ou ainda,
(a:‘ly(kﬂ), x;(k), 28 IZ(Z) ;:-(1—11)’ @03 :BCI:,(I))
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e, portanto, aplicando (4.7) para H = {1,...,k}, temos

k+1 k 2 1
45l € Re Apqry(@7®HD,25®, L af®, 270 25 Y)

2N +Ccr 1 o o
(ol i . [(QA — 1) 4 e —1) ‘2)“} .

Qg (1) ao'(l) aa(z) ad(Q)

Vamos provar agora que

Mot + Co . c, % + 1),y + k- C,
o) + Coer 1 -[(Zk 1)?7 (2)+(k—1) (2)+1] _( +1)n (1)+ (W41

Qg (1) G (1) 0'(2) as(—;) 0(1)

usando o fato de que as sequéncias (7,/a%™1), e (Cny1/ak™1), sdo decrescentes e o fato de que

an < 1, para cada n € N. Com efeito, como o(2) > o(1), tem-se que

Mo2) _ TMo(1) Co@)41 _ Co)+1
1 5 gl ¢ Tl 5 ok
0'(2) o'(l) 0(2) o(1)

Além disso, como a, (1) < 1, temos que ay(1) > aﬁ(l), o que acarreta 1/a, () < l/aﬁ(l). Portanto,

2 g +CU g CG'
Mo (1) (1)+1 " 1 l(%_ 1)77 2) +(k—1) ;(,Z)ILI]

Qg (1) g (1) aa(2) 0(9)

215(1) 1;00(1)“ " 1 [(Qk e Ua(l) ok —1) a(l)+1]
%o (1) Go(1) %) (1)
205(1) + Co(ry41 + (2k — 1)no(1) + (k — 1) Co1)11
U)
(2k + 1) na(l) + k- Ca(l)+1

a(l)

Com isso, mostramos que

k41 k o(2) o 1 (2k + )ns) + k- Con L
I Asmll < ReAgqry@f®,25®,. ., 27® 270, . o7) + ”() S
al

Agora, fazendo N = k + 1 na ultima desigualdade, segue o desejado.

Finalmente, vamos obter uma propriedade semelhante a (4.8) para a aplicagdo B = lim 4,, e

provar (2). Para isso, note primeiramente que

IN

Re (A (1)( O‘(N) U(IV 1)“.-,“0(1)) B( 0—(1\) U(xV l) “““ 7\_{(1)))

| As(1y — Bl
Ca(l)

IA
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usando (4.4). Logo,

Re B(rcc{(N), mg(N_l), .. ,rc}’\,(l)) > Re Aa(l)(a:'f(lv),mg(lv—l), ey :I:K,(l)) - Coq1)
(4.8) (2N = D,y + (N = 1)Co1)41
> (Aol - Ty
%o (1)
(*) (2N—- 1)7] 1 +(N— ].)C 1)+1
> "B” - Ca(l) - ) N-1 U C'e:r(l):
Gs(1)

onde (x) é justificada pelo seguinte: como ||B — A,(y)|| < Cy1), segue que || B — [|[Ayq)ll < Crry e,
da'i; ”A0'(1)|| 2 ”B” = Ca(l)- Enté,o,

N) _o(N- o (2N = Do) + (N = 1)Co1)+1
ReB(z(I’( ),ZL‘;( 1),...,121\,(1)) > ||B|l — a(l)aN_l L7 2C,(1y-
a(1)

O

Finalmente, usaremos os lemas 4.3.1 e 4.3.2 para demonstrar um teorema do tipo Lindens-
trauss para aplicagdes N-lineares continuas provado por M. D. Acosta, D. Garcia e M. Maestre em
[AGMO6].

Teorema 4.3.3. (Teorema 2.1, [AGMO06]) Sejam N > 2 e Xj,..., Xy espagos de Banach.
Entéao, o conjunto das aplicagdes N-lineares definidas em X; x ... x Xy tais que suas extensoes de

Aron-Berner para X7* x ... x X3/ atingem suas respectivas normas na mesma N-upla é denso em
LONV(X1 x ... x XN)).

Demonstragio. Seja A € L(N(X1x...xXy)) com ||A]| = 1. Considere a sequéncia (A, ), construida
a partir de A, e seu limite B como nos lemas 4.3.1 e 4.3.2. Primeiramente, vamos mostrar que a
extensao de Aron-Berner By (veja a defini¢ao de By em (1.4)) atinge a norma.

De fato, sejam 1 < k < N e z* € X* um ponto de acumulagio w* da sequéncia (z),. Entao,
lzx*|| < 1, para cada k. Portanto,

Re Br(z7*,...,2x5) = Re( lim --- lim B(:ET‘,TKI‘))

ny—co n;—oo

= lim --- lim Re 3(171111---,:1:1{;")
ny—+oo ny—oc
> lim (B - (2N = Yty + (N = DCryi1 o
nyN—+00 al\—l N
ny

_ . _ o i 7711/\( _ - 'C‘Il,\r-{-l _ )
= nilvlgloo(“B” (N = 1) g = (V= 1) 2c,,N>

= Bl

usando o Lema 4.2.1. Assim,
Re By(x3*,....zx%) > ||BI,
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donde,
I|Bill = |Br(21",--,aN)| = ReBi(el’,...,zN
> |B
~ 1B,
ou seja, ||Br|| = |Br(z}*,...,zN)|- Isto prova que a extensdo de Aron-Berner By de B atinge a
norma no elemento (z}*,...,z} ). Para finalizar a demonstragdo, resta-nos mostrar que qualquer
extensdo de Aron-Berner By de B atinge sua norma em (z}*,...,z%), ja que ||B — Al| < € pelo

item (2) do Lema 4.3.2. E o que vamos fazer a seguir.

A fim de mostrar que By atinge a norma no elemento (z7*,...,zy), onde 6 é uma permutagao
qualquer do conjunto {1, ..., N}, vamos mostrar que na defini¢do da sequéncia (A4,) que fizemos no

Lema 4.3.1, a ordem das variaveis é essencialmente a mesma, ou seja, podemos definir a sequéncia
(6A),, de modo que (AA),, = 0A,, para cada n € N, onde a aplicagdo 0 A é definida por (4.1) . De
fato, pondo (0A), = 04,,, veja que o elemento (mg(l), e ,a:g'( N)) satisfaz a desigualdade abaixo:

(0A)n(zg1ys - - - Toevy) = (0An)(@g(eys - - Tony) = Anlad, ...z

= An(z")

> [[Anll =7
= [10Anll =
= [1(0A)nll = 1n-

Portanto, defina (A),+1 = 0A,4+1. Agora, como lim A, = B, temos que para cada € > 0, existe
ng € N tal que se n > ng entao

|IB — Ay < e.
Ja que
O(An - B)(Ig(l), saey $9(N)) = (An — B)(:L‘l, - ,SL‘N)
= Au(x1,...,zn)— B(z1,...,2ZN)
= (04n)(Zoqr), - - - Tov)) — O0B)(@o1)s - - - » To(vy)
= (04, — 0B)(zp(1); - - - To())
segue que

|0An — 0Bn| = [0(An — B)|| = [|4n — BJ| <,
ou seja, lim §A,, = B,,. Portanto, aplicando o item (2) do Lema 4.3.2 para 0B, temos

N (2N — gy + (N = 1)Coy(1y41 .
Re(0B) (50 - - 25ny ) = 0Bl - ( o AL gy .

H

Entao,
|(6B) 1(z5tyy. - 5| = OB,
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isto é, (§B) atinge sua norma em (”3;?1)’ .-+ Tp(y))- Agora, como 1(@B)|| = ||1B|l = || Bel|, temos
* *k (42) *k *k
|Bo(z1*, ... aN)| = ‘(93)!(1’9(1)»"-afl’e(N))|
= [(@B)]
= |Ball.

para cada permutagdo 6 do conjunto {1,...,N}.

Concluimos que By atinge sua norma em (z31*, ..., z}) para qualquer permutagao ¢ do conjunto
{1,...,N}, ou seja, todas as extensdes de Aron-Berner de B atingem a norma em um mesmo
elemento e B satisfaz a desigualdade ||A — B|| < € pelo item (2) do Lema 4.3.2. Isto prova o

teorema. O
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Apéndice A

O Teorema de James

A.1 Introducao

O teorema de James afirma que se X é um espaco de Banach tal que para cada z* € X*, existe
zg € Bx com ||z*|| = |z*(zp)|, entdo X é um espago reflexivo. Em outras palavras, se todo funcional
em X* atinge a norma, entdo X é reflexivo. Em 1957 Robert C. James provou este teorema com
a hipotese adicional de que o espago de Banach X fosse separédvel [Jam57]. Apenas em 1964 é que
ele conseguiu provar esse resultado para um espago de Banach arbitrario [Jam64].

Stanislaw Mazur foi o primeiro a se perguntar se um espaco de Banach deveria ser reflexivo caso
todo elemento de X* atingisse a norma [Maz33|. Essa pergunta foi feita em 1933 e somente em 1950
houve algum tipo de resposta: James provou que se um espaco de Banach separavel X possui base
de Schauder, entao X é reflexivo se cada espago de Banach Y isomorfo a X tem a propriedade de
que todo elemento em Y* atinge a norma [Jam50].

Neste capitulo, provamos o teorema de James [Jam72| de 1972 cuja demonstragdo é mais simples
do que aquela feita em 1964. Nosso plano é seguir os mesmos passos histéricos descritos acima, isto
&, demonstrar primeiro a versao para espagos de Banach separaveis e depois generalizar para espagos
de Banach quaisquer. Varios resultados, teoremas e lemas técnicos sao necessarios para provar esses

teoremas.

A.2 Preliminares

Reservamos este espago para enunciarmos os principais resultados que usaremos na proéxima
secdo. As demonstragoes destes sao omitidas e sugerimos [Meg98| para maiores detalhes. O resultado

a seguir é consequéncia do Teorema de Hahn-Banach.

Proposicdo A.2.1 ([Meg98|, pg. 88). Sejam X um espaco normado e z € X. Entdo, a norma de

x pode ser calculada da seguinte maneira:

el = sup |a*(z)l.
T*EBx*

Além disso, este supremo é atingido em algum ponto de Bx-.

Lembre-se que se X é um espago normado, entao denotaremos por Xpg o espago X sobre R tal

que a operagao multiplicacdo por escalar é restrita ao corpo dos niimeros reais.
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Proposicao A.2.2 ([Meg98], pg. 115). Seja X um espago normado. Entdo X é reflexivo se, e
somente se, Xp é reflexivo.

Um teorema muito conhecido em Analise Funcional é o Teorema de Helly que usaremos na se¢ao

a seguir. Idem para o Teorema de Riesz.

Teorema A.2.3 ([Meg98], pg. 77). (Teorema de Helly) Suponha que X seja um espago normado.
Sejam z7,...,x;, uma colegdo de funcionais lineares e continuos em X e cy,..., ¢, escalares em K.

Entao, as seguintes afirmagdes sdo equivalentes.

(a) Existe zo € X tal que z}(zo) = ¢j, para todo j =1,...,n

(b) Existe M > 0 tal que
lerer + ...+ ancn| < M|aiz] +. .. + anz)||
para cada combinagdo linear a1z} + ... + anj.

Se (b) é valido, entdo dado € > 0, podemos escolher zo em (a) tal que ||zo|| < M +e.

Teorema A.2.4 ([Kre78], pg. 78). (Lema de Riesz) Sejam X um espago normado, M um
subespago fechado proprio de X e 6 € (0,1). Entao, existe zg € X tal que ||zo]| =1 e |lzo —yl|| > 6,
para cada y € M.

Uma caracterizagao para espagos reflexivos que usaremos adiante é a seguinte:

Teorema A.2.5 ([Meg98|, pg. 120). Um espaco normado X é reflexivo se, e somente se, todo

subespago de X fechado e separével é reflexivo.

A.3 A demonstragao do teorema

O enunciado da Proposigdo A.2.1 nos leva ao seguinte questionamento: quando o supremo de
um funcional linear e continuo é atingido por algum zy € Bx? Se X possui dimensao finita, entdo a
compacidade de Bx e a continuidade da aplicagdo z* € X* garantem que este supremo é atingido
em algum ponto da bola unitaria de X. Mesmo se a dimensdo de X for infinita, muitos funcionais
possuem esta propriedade. Por exemplo, se g € Sx entdo pelo Teorema de Hahn-Banach, existe
z* € X* tal que |z*(zo)| = ||z*|| = 1. Porém, existem funcionais que ndo atingem a norma. De fato,

considere z* € ¢fj ~ £, um elemento de ¢j representado pela sequéncia (277) em ¢;. Entéo
oo
. 1 /2 1/2
ll*|| = Z = =
Zaon T 1172 1/2
Por outro lado, se (o) € Be,, entao existe ng € N tal que |an| < 1/2, para cada n > ng. Portanto,

o o0
o2 | <D 2 o
n=1 n=1

|[z*(cm)| =
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Mas
oo ng oo
S el = Y2l + 3o 2l
n=1 n=1 n=ng+1
o) [e)
< Y Y ot
n=1 n=np+1
< 1,

ou seja, ¥ ndo atinge a norma. O teorema de James nos dard uma caracterizagio para funcionais
que atingem a norma. Uma das implicagdes deste resultado é de facil compreensao e esta provada

no préximo teorema.

Teorema A.3.1. Seja X um espago normado reflexivo sobre K. Entao todo elemento de X* atinge

a norma.

Demonstragio. Seja z* € X*. Entédo, pela Proposicao A.2.1, existe ** € Bx+- tal que |z**(z*)| =
lz*|]. Se 6x : X — X** & a inclusdo candnica de X em X**, entdo existe z € X tal que 0x(z) = ™.
Logo, z € By e '

¥ = |&™* ()] = [0x (z)(z")| = |&" ()],

ou seja, =* atinge a norma. Pela arbitrariedade de z*, segue o resultado. O

Provaremos agora que um espago de Banach separéavel é reflexivo se, e somente se, todo funcional
em X* atinge a norma. Para isso, sera provado um lema técnico que tem uma extensa demonstragao,
porém com intimeras ideias interessantes. Os leitores que nao tiverem interesse na demonstragao
deste lema, poderdo ir diretamente para o teorema seguinte. Todas as demonstragoes dos proxi-
mos resultados foram retirados de [Meg98|, porém, ao lado de cada lema e teorema, é colocado a

referéncia original dos artigos de James.

Lema A.3.2. (Lema 1, [Jam72]) Sejam X um espago normado e A C Bx nao vazio. Suponha

que (Br) seja uma sequéncia de niimeros reais positivos tal que > oo

\ Bn = 1. Suponha também
que 6 € (0,1) e que (z}) seja uma sequéncia em Bx- tal que sup,c . |z*(x)| > 0 para cada z* €

co({z* : n € N}). Entao, existem o € R tal que § < o < 1 e uma sequéncia y:; C By~ tais que
n n

(a) yp, € co({z] : j 2 n}), para cadan €N,

oo
(b) sup [ v = o,
TEA =1

n oo
(c) sup Z Biyjz|<a|1-0 Z B; |, para cada n € N.
€A =1 [

Demonstra¢iao. Construiremos a sequéncia (y)) de forma indutiva tal que os itens (a), (b) e (c)
do enunciado sejam satisfeitos. Também construimos uma sequéncia (a,) que converge para «,

indicado na tese deste lema, e provamos algumas desigualdades auxiliares.
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Primeiramente, vamos convencionar uma notacao e considerar uma sequéncia de ntimeros reais

que satisfaz determinada desigualdade. Para cada z* € X*, escreva

|z*[4 = sup |z*(2)].
z€EA

Entao,

Patla = sup|(Aat)(a)]
rxeA
= sup|Alle*(@)
€A
= |A|sup|z*(z)|
€A

= [Allz%|a

lz* +y*la = sup|(@* +y*)(z)]
zeA
= sup |z*(z) + y"(z)|
z€EA
< sup [2¥(z)] + sup [y* ()]
xeA z€A
= |z*|a+ |¥¥|a,

ou seja, | . |4 é uma seminorma! em X* tal que

|z*[a = sup|z®(z)]

Tz€A

[|lz*[| sup ||
TEA

< =7,

IN

para cada z* € X*. Agora seja (e,) uma sequéncia que converge a zero de niimeros reais positivos
tal que

o0
Brek

; Z;ik+l /31‘ Z;.;k 31‘ <

onde (B,) é a sequéncia dada que satisfaz oo Bn = 1.

1-0, (A1)

Uma sequéncia (y*) C X* serd construida indutivamente de modo que para cada n € N,
q Yn que p

tenhamos y € co({z},,z},,....}) C Bx e

n—1

oC
Z'Bjy; + ZBJ ?J:, < an(l +en)-, (A.'Z)
§=1

Jj=n A

'Uma seminorma é uma fungio p : X — K tal que p(Az) = [\p(z) e p(z +y) < p(z) + p(y), para cada z,y € X
ede K
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onde
n—

1 (o]
oy, = inf Biy; + Z,Bj y*| :y* eco({zy,zhqs---)) o (A.3)

j=1 j=n A

As somas nas quais aparecem n — 1 como soma superior serao consideradas como sendo o elemento

neutro de X* quando n = 1.

Comecemos a indugao. Note que

ar = inf{ly*|a:y" €co({z] :j > 1})}
= inf{ sup{|y*(z)|: z € A} : y* € co({z} : j > 1})}
hip.
2
> 0

Por outro lado, por argumento de inf, existe yi € co({z} : j > 1}) tal que
[yila < a1(l +e1),

o que prova a desigualdade (A.2) para n = 1.

Suponha que yj,...,y5_; tenham sido encontrados com as propriedades desejadas. Se y* €

co({z} : j = n}), entao

n—1 oo n—2 oo
SBir+ D8 | v = D By +Bawia+ | D 8|V
i=1 j=n j=1 j

j=n

n—2 o ,Bn—ly;.—l + (Z_())in b’]) y*
- S (5 n) (M
j=1 Jj=n—1]

j:n.—l

n—2 co oo
Bn—l Z-‘:n :8_}
= > B+ | D B (—o'o Vait = —a8 |
& S B T By

j=n—1 Jj=n—1~17 j=n—1

onde as somas que aparecem n — 2 sao entendidas como 0 € X* quando n = 2. A expressdo que
aparece no tltimo parénteses da igualdade acima é uma combinacdo convexa de dois elementos de
co({x} : j > n—1}) e, portanto, pertence a co({z] : j = n — 1}). Observando a igualdade acima e
olhando para a expressdo que determina c,—1, podemos usar a hipétese de indugdo para concluir
que an_1 < a,. Como a; é positivo, segue que o, também o é e, portanto, podemos encontrar

Y, € co({z] : j > n}) satisfazendo a desigualdade (A.2). Isto finaliza a indugao.

Note agora que para cada n € N, como (z}) C Bx- e |[z*|a < ||z*||, para cada z* € X*, segue

que

<o <ap<...<1,

ou seja, a sequéncia () é limitada e crescente e, portanto, converge para algum « € (6, 1].
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Para cada n € N, temos

Fazendo n — oo, segue que

o que demonstra (b).

Resta-nos provar que « e (y;;) satisfazem a parte (c) do lema. Fixe n € N. Se n > 2, entao

n
> Biy;
j=1 A

Il

Isto nos d4 uma cota superior para

h3 o

n—1

Zﬂlyj

_]—n

=] o]

a=1> By;| =suw|> By,
- x€eA |
j=1 A i=1

n—1

Z 53?/; F Bny:;.

=1

Bn
(Z?in. B

n—1

= nBJZB’ i

A

>j=nt1Bi ) Z Biy; + Bnyp,
Zj:n J

Zoin-{-l ‘BJ
j =n IBJ

n—1
> Bivi +
j=1

n—1 o]
ZByJ Zﬁj Yn
j=n j=n
B J n+1 j

=——an(l+en) + =5—5—

B Z] n

Broen (1 + en) |Z

Zﬁ]yj + :Bnyn,
g=1

> Bi <
Z[j] y; + == J n+1 L Zﬁ] _7
j=n

Z,Bj yn < an(l + en)

A

A

]n]

A

n+1 BJ ZIBJ ]

Zﬁa v;
A

ﬁ]yj

oo
E

j=n+1

Z;in+l 'BJ Z?in B]

em termos de I

> i=1B8iY; "

jonPi

7 5j'y}‘| Fazendo os mesmos

célculos, poderiamos conseguir uma cota superior para Z ﬁ JyJ

em termos de ’Z" 2 [J’Jyj

e assim por diante. Dessa forma, se n > 2, entdo
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n—1
§n : * EOO: :BnOln(1 + en) |Z 'BJyJ
T < : -
j=1 ﬁjy] A ( IBJ Zj=n+1 ﬁj J =n 'B.I ﬂ]

n—2 *
> ) .Bnan(l + en) ﬁn—lc’fn—l(1 + en—l) ‘Zj:l Bjyj A
< (Z lB]) (Z;o n+1 'BJ Z-_n B N E?in'gj Z;o:n—l ﬂj * Zﬁn—lﬁj
- Brak(1 + ex) |B1yila
j 53] 9] + 59)
) (jzzn;tl ﬁj) ( k=2 { 2 i=k+15i Z =k Bj } ijz ﬁj)

i 8. . Brow(1 + ex) )
j=n+1 ") o \ Xk Bi 52 Bi

Finalmente, como oy < «, para cada k € N, temos

w — .| v Bra (1 + e)
2o < | 2P 1(2‘” ﬂjz;?';kﬂj)

Jj=1 A j=n+1 k= j=k+1
oo n
3 Br(1+ ek)
Jj=n+1 k=1 j=k+1 Bi j:k J

&

_ = Bk Brex
PR l<z.°°_k+lﬁyz =5 z_mﬁjz;';kﬁ)

(A1) — - 1
<« z 'Bj 50 +(1= )
j=n+1 k=1 kB j=k Bi

= al ) B ( ﬁ—1+(1—9))
. —n+l 7

Jj=n+1

= « I—Giﬁj

Jj=n+1

como queriamos mostrar.

Provaremos agora o Teorema de James para espagos de Banach separaveis.

Teorema A.3.3. (Teorema 1, [Jam72]) Seja X um espaco de Banach separdvel. As seguintes
afirmacgoes sao equivalentes.

(a) O espago X nao é reflexivo.

(b) Se @ € (0,1), entao existe uma sequéncia (x},) C Bx- tal que lim, z};(z) = 0 para cada z € X
e d(0,co({z}; :n e N}) > 6.
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(c) Se 8 € (0,1) e (B) & uma sequéncia de nameros reais positivos tal que Y >, B, = 1, entdo
existem a € R tal que § < a <1 e uma sequéncia (y)) C Bx-, tais que
(1) limy, yj(z) =0 para cada z € X,
@ |2 80| =
(3) ||Z}l=1 ﬁjy;-‘“ <a (1 ~ 03 /3]-), para cada n € N.

(d) Existe um funcional z* € X* que ndo atinge a norma.

Demonstragao. (a) = (b) Suponha que X néo seja reflexivo e fixe # € (0,1). Como dx(X) € X**
¢ um subespaco proprio fechado de X**, existe 2** € X** tal que ||[z*[|=1e

0 <d(z™,6x(X)) = [[&™ + ox(X)|| < [l2"]| = 1, (A4)

usando o Teorema A.2.4 (Lema de Riesz). Como X é separavel, podemos tomar {z, : n € N},
um subconjunto denso e enumeravel de X. Para provar a implicagdo, construiremos uma sequéncia

(z}) € X* tal que as seguintes condigoes sao satisfeitas:
(i) ||lz%|| < 1, para cada n € N,
(i1) z**(z}) =0, para cadan € N,
(iii) z}(xz;) =0, para cada j < n.

Considere M = 0/ d(z**,dx (X)) e note que 0 < M < 1. Se ay, ..., a, € K sdo escalares quaisquer,

temos

n
M ||z** + Zaj<5x(atj) > M -d(z*,6x (X)) = 6.

3=l
Coloque ¢; =0 para j =1,...,n e seja ¢,4.1 = 0. Entdo, para cada combinagao linear a;0x(z1) +
oo+ andx(zn), temos
n+1 n
ZajCj =lant1|d <M Zajcsx(a:j) + apy1z**
i=1 j=1

Pelo Teorema de A.2.3 (Teorema de Helly), para cada ¢ > 0, existe yZ € X* tal que
(iv) llyzll < M +e,
(v) ox(z;)(yZ) =c; =0, para j =1,...,n,
(vi) 2 (y2) = ener = 0.

Definindo z* = y* para ¢ suficientemente pequeno, (z*) satisfaz as condicoes (i), (ii) e (iil) acima.
n £ { ? n bl
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n+N
j=n

Agora, se z* € co({z}, : n € N}),entdo z* =)
1. Logo, usando o item (ii)

Ajz, para algum N € N tal que YN A=

j=n

n+N
x** (:l:*) — I** z )\].’ZJ;
j=n

n+N

= > Aat(a))
j=n

= (An—*— ...+)\n+1\])9

_
Portanto,
o = [z"(@")]
< =zl ]
<,

o que implica d(0,co({z}, : » € N}) > 6. Finalmente, suponha que 29 € X e seja k € N. Entao,

|z (k) + 23 (20) — zn(zk)]

|27 (zk) + 23, (zo — 21)]

|z (o)

VAN

|5, (zr)| + |25, (20 — z1)|

IA

|25 (ze)| + 23l |z0 — =l

[y
~—

IA

|z ()] + [z — .

Como lim, z}(zx) = 0, por (iii), e {z, : n € N} é denso em X, segue que z},(z9) — 0. Como z( é
qualquer, segue que (a) = (b).

(b) = (c) Sejam @ € (0,1) e (B8,) uma sequéncia de nimeros reais positivos tal que > > B, = L.
Considere a sequéncia (z},) C Bx+ como em (b). Tomando A = Bx no Lema A.3.2 e percebendo
que (z}) esta nas hipoteses deste lema, existem a € [, 1] e uma sequéncia ¥} C Bx- tais que valem
(2) e (3). Também vale (1), pois yy; € co({z] : j > n}) e lim, 2,(z) = 0 para cada 2 € X implicam
que yi(z) — 0 para cada z € X.

(c) = (d) O funcional que ndo atinge a norma é dado por

o0
kL E : Q%
z = ﬁjy]
i=1

Vamos justificar o por qué. Note primeiramente que ||z*|| = « por (2). Agora, seja z € Bx qualquer
e, usando (1), seja n € N tal que [y (z)| < af, sempre que j > n. Entao
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@) = DB (@)
j=1

VAN

> B+ Y. Bilvi()
j=1

j=n+1

n o>
< Zﬂjy;-‘ + af Z B;
j=1

j=n+1

o oo
< af1-0 ) Bi|+al > B
Jj=n+1 Jj=n+1
= «

= ="l

ou seja, z* ndo atinge a norma.

(d) = (a) Como existe z* € X* que nao atinge a norma, pelo Teorema A.3.1, segue que X nao

pode ser reflexivo. O

Assim, um espago de Banach separavel é reflexivo se, e somente se, todo funcional z* € X*
atinge a norma. A partir de agora, vamos caminhar para a demonstragao deste mesmo resultado
retirando a hipé6tese do espago de Banach ser separavel. Para tanto, precisamos estabelecer algumas

notagoes.

Sejam X um espago normado real e (z}) uma sequéncia limitada em X, ou seja, para cada
n € N, existe M > 0 tal que ||z}|| < M. Dai, para todo z € X, tem-se ||z}, (z)|| < ||zp|l|lz|| < M||z|,
isto é, a sequéncia (z}(z)) também ¢é limitada para cada = € X. Com isso, podemos definir os

seguintes conjuntos:

L(z;) = {z* € X* : 2*(z) < limsupz,(z), Ve € X}

V(ay) ={() € X*: gy, € co({zp, 27115+ --}), ¥ € N}
Algumas observagdes sobre esses dois conjuntos sao listadas abaixo.
Observacio 1. (z) € V(z});
De fato, (z}) é uma sequéncia em X*, onde z}, € co({z},, 2}, ;,...}), para cada n € N.

Observagao 2. Cada elemento de V(z}) € uma sequéncia na bola fechada de centro 0 e raio

SuPpen (|75
De fato, se (y5;) € V(x}), entdo para cadan € N, y; € co({z}.z),...}), ou seja,

n+N

vn =Y Ai(n)zj,
j=n
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n+N
j=n

para algum N € N, onde ) Aj(n) =1e Aj(n) > 0 para cada j. Logo,

llvall
n+N

Z /\]' (n)x;‘
Jj=n
n+N

> Al
j=n

n+N
sup [l 3 Ay(n)
neN j=n

= sup ||lz3]l-
neN

Iy = Ol

IN

IA

Observacdo 3. V(y:) C V(z%) e L(y}) C L(z},), sempre que (y3) € V(z},).

De fato, a primeira inclusdo é de facil entendimento. Provemos que L(y;;) C L(z;,), sempre que
(y}) € V(a}). Seja y* € L(y;;). Entdo para cada z € X, temos

y*(z) < limsupy,,(z).

Precisamos provar que y*(z) < limsupz}(z), para cada z € X. Como (y;) € V(z},), entdo para

cadan € N
n+N

vn =Y Ai(n)z}
j=n

para algum N € N com YV \;(n) = 1. Logo,

j=n

IN

y*(z) limsup y, ()
n+N

lim sup Z/\j(n)m;-‘ T
=1

n+N

= limsup Z Aj(n)zj(z)

j=n
n+N
< Z Aj(n) | limsup z;,(z)
j=n

= limsup 2z}, ().

Observagao 4. Note que se z* € L(2%), entdo ||z*| < supen |27

De fato,

|z*(2)|

IN

lim sup |z, ()|

VAN

< sup |z, ()|
neN

(sup na:::n) ]
neN

IN
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Logo, [|z*|| < suppen [|z7]-
Observagao 5. Se z* € L(z}), entdo liminf 2} (z) < 2*(z), para cada z € X.

De fato, como z* € L(z}), temos que —z*(z) > —limsupaj(z), para cada z € X. Mas

liminf z¥ (z) = —limsup z},(—z). Dai, para cada = € X,
liminfz;(z) = -—limsupaz,(—z)
< —a'(-a)
= z*(z).

Observacao 6. Se (z}) é uma sequéncia limitada em X*, entdo L(z}) # 0.
Com efeito, seja p : X — R dado por p(z) = limsup z},(z) para cada z € X. Entdo,
p(Az) = limsupz,(Az)

= limsup Az, (z)

= Ap(z)

p(z+7v) limsup z;,(z + y)

Il

limsup(z;,(z) + 2,(y))
lim sup z},(z) + limsup z}, (y)

p(x) + p(y),

IN

para cada x,y € X e A > 0. Entdo, p é um funcional sublinear?. Considere y* o funcional identica-
mente nulo definido no subespago {0} de X. Entao, y*(0) = p(0). Pelo Teorema de Hahn-Banach,
existe 2*, uma extensao de y* para X, tal que 2*(z) < p(x), para cada z € X, o que implica que
z*(z) < limsup @} (z), para cada € X. Além disso,

|z*(z)| < limsup |z;,(z)| < Slelgllfl??;ll ezl
n

para cada = € X, ou seja, z* € X*. Logo, z* € L(z}) e L(z}) é ndo vazio.

Provaremos agora o lema que da imenso suporte & demonstracao do teorema de James. Note a
semelhanca desse novo lema com o Lema A.3.2. A mesma recomendagao 14 feita, é feita aqui: os
leitores que ndo tém interesse neste lema técnico, poderao ir direto para a demonstracao do teorema
seguinte. Lembremos que um conjunto A é equilibrado se Ax € A para todo x € A e todo A € K
com |[A| < 1.

Lema A.3.4. (Lema 2, [Jam72]) Sejam X um espago normado real e A C Bx ndo vazio e
equilibrado. Suponha que (3,) seja uma sequéncia de niimeros reais positivos tal que ) >, 8, = 1.

Suponha também que 6 € (0,1) e que (z}) seja uma sequéncia em By« tal que sup,e,|(z* —

#Sejap: X — R. Se p(Azx) = A\p(z) e p(z +y) < p(z) + p(y), para todos z,y € X e A > 0, entdo dizemos que p é
um funcional sublinear.
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w*)(z)| > 0 para cada 2* € co({z}, : n € N}) e w* € L(z},). Entdo existem o tal que § < o< 2 e
(yp) C Bx- tais que para todo w* € L(yy),

€A |

(a) sup|S_ By} — w*)(a)| = o
J=1

n

o0
(b) sup Z,Bj(y; —w)(z)|<a|l-0 Z Bj |, para cadan € N.
sed |ish j=n+1

Demonstragdo. Defina, como no Lema A.3.2, |z*|4 = sup,¢4 [z*(z)|, para cada =* € X*. J4 vimos
que | . |4 é uma seminorma em X* e que |z*|4 < ||z*||, para todo z* € X*. Novamente, seja (e,)

uma sequéncia de numeros reais positivos que converge a zero tal que

oo
Brex

I; Piok+1 B 252k B

<1l-86. (A.5)

7 . = p . P 4 A 0,.% *
Vamos usar indugio sobre n para obter uma sequéncia real (a;) e sequéncias (y;‘), ( a:j), (":cj) e

("2}) em X* tais que (°z}) C Bx- e que, para cada n € N,
(1) vy, ("2%) e ("2]) estejam em Bx-,
) (") e V(*a}),
(3) (”7,;) seja uma, subsequéncia de ("z;-‘),
(4) yr e co({" tap,m a1, a0, 1)
(5) 0 <, <2

(6) an—1 < ay, sempre que n > 2.

Para comecar a inducao, seja (O;v;f) = (:c;‘) Agora, suponha que m € N e que se m > 2, entao
an, Yy, ("z7) e ("z}) sdo escolhidos de forma a cumprir as condigbes de (1) & (6) acima quando
n=1...,m—1.

Faremos o resto da demonstracao por etapas. No que se segue, consideramos 0 a soma que tem

limitante superior N < 0.

Etapa 1. Se (v]) € V(’"_laz;), entao (vj) C Bx~.

Note que é suficiente mostrar que (’"—1173‘-) C Bx~. Isto ocorre pois se m = 1, entao (""'—1:1:;) =
(Ox;f) = (2}) que estd contido em Byx- por hipotese. Se m > 2, entdo o resultado segue por (1),

usando a hipétese de indugao.

Etapa 2. Se y* € co({" a},, " ak 1" a0, P e (U)) € V("“I:L’;f), entao

m—1 o)
Sm (W) = DBy + [ DB | v —w| 1w e L))
j=1 j=m A
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é um subconjunto nao vazio de [0,2] e, portanto,

o = inf {sup Sin (", (v})) : y* € co({™~ Lge m=lgr 1 Lmpas- - Ph(U]) € V(m_la:;)}

é um namero entre 0 e 2.

Para provar isto, fixe y* € co({™ 'z}, ™tk " 2k, }) e (v)) € V(™ 'z}). Entdo,
como (’"‘1:1*.;?) C Bx-, segue que y* € Bx+. Também temos que, como (v]) € V("’_lx;), entdo
(vi) C Bx~, pela Etapa 1. Portanto, se * € L(v]), temos que lz*|l < sup;[lvf]l < 1, ou seja,
L(v}) C Bx+. Além disso, por hipotese de indugao, ¥7, - - -, ¥m—1 € Bx+. Sendo assim, se w* € L(v}),

temos que

M
RS
Q:4(-
|
E*
IA

m— m—1 o]
<[5 s + S|+ | o8] o] + 1ot
'= :l ':'m

j=m A
< ZBJIIyJII + Zﬂ:”y I+ [l
Jj=m
< ZﬁjJrZﬁjHI'w*ll
j=1 j=m
= 1+’
< 1+1
= 2.

Como L(v %) € ndo vazio pela Observagao 6, segue que Sm(y*, (v)) C [0,2] e cvy, de fato define um

namero entre 0 e 2.
Etapa 3. Se m > 2, entao V(m_zlf;) 2 V(m'_lxz-‘).

Note que se m > 2, entdo por (3) (m'l"*-) é uma subsequéncia de (’”“1z;) que por sua vez

pertence a V(’”“zz;‘) por (1). Logo ™~ 11‘* € co({’""2 E a2

(m—lm;f) c V(m_zzl?’]'f).

zj.1,---}), paracada j € Ne, portanto,

Etapa 4. Sem > 2 e 2* € co({™ 'a},,™ 2%, ,4,...}), entdo

oC .
_ Bj
Bm—1 Y 1+——J L Eco({m—q kM2 g oo })-

o 4 1
Z?im—l 'BJ Z =m— IBJ mt "

De fato, note primeiramente que ("l‘la:jf) € V(’"‘%;) pela Etapa 3 e, portanto,
me 1:v* eco({™2zf:k>m—1})

quando j > m. Como z* € co({™ 'z, ™ L a% ,1,...}), segue que 2* € co({" 2z} : k > m — 1}).
Por (4), y%,_; € co({™ 2z} : k > m — 1}), usando a hipotese de indugao. Como toda combinacdo
convexa de elementos de co({™ 2z} : k > m — 1}) continua em co({" 2z} : k > m — 1}) segue o

resultado.
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Etapa 5. Se m > 2, entao am—1 < o

Seja
oo
* ,Bm—l j=m BJ

Yo = —y atss %
E;?im—l BJ " ZJ m—1 ,B]

O resultado segue das etapas 3 e 4, e do fato de que o infimo de um subconjunto é maior ou igual

z* € co({™ 2z}, 22k, ).

ao infimo do conjunto que o contém. Basta calcular ay,—1 e usar a definicdo de Sm—1(y*, (v])) para

ver esta etapa concluida.
Etapa 6. 0 < a,, < 2.

A Etapa 2 nos diz que 0 < a;, < 2, enquanto que a Etapa 5 nos diz que am—1 < apn. Isto
sempre que m > 2. Logo, se mostramos que a1 > 0, entdo 0 < a; < as < ... <ap <... < 2e¢,

dai, teremos o resultado desejado. Temos que

a = inf {sup Si(y*, (v])) : y* € co({°},0 73, .. .}), (v}) € V(°z})}
= inf {sup S1(v*, (v})) : ¥* € co({a},25,...}), (v}) € V(z})} .

Se y* € co({z] : j € N}) e (v]) € V(z}), entdo & suficiente mostrar que sup S1(y*, (v])) > 0, isto &,
sup S1(y", (vj)) = sup{ly* — w*|a : w* € L(vj)} 2 6.

Mas é suficiente mostrar apenas que |y* — w*|4 > @ para w* € L(v*f) Mas isto & verdade pela
hipotese do lema e porque L(vj) C L(z}), ja que (v]) € V(z}). Isto prova a etapa 6.

Agora, usando a defini¢do de am, podemos escolher yf, € co({™ zf, ™ Lzt 1,...}) e (Mz}) €
V(""’"lm’;) tais que
m [oe]
Qi < SUP E ﬁ]y; + Z ,Bj y;kn —w*| wt e L(mz;) < an(l+en), (A.6)
= j=m A
e, portanto, podemos tomar wy, € L("z]) tal que
am em Z :B]y] Z 8 ym — Wy
j=m A
Como A é equilibrado, podemos obter z,, € A tal que
m—1 o
am(l —emn) z Y T+ Z Bj | v (@m) — wi(zm)- (A7)
j=m

Agora, como ("z]) € V(""“lm;‘-‘), segue da Etapa 1 que (™=2}) C Bx~ e, portanto,
[lim inf("™ 2] (zm))] < 1.

Seja ("™z}) uma subsequéncia de (™2]) tal que lim(™z}(zm)) = liminf("z}(zm)). Portanto, como
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(m_lcr:;) C By~ e valem as etapas 1, 5 e 6, segue que as sequéncias aum, Y, ("2) e ("z}) satisfazem
(1), (2), (3), (4), (5) e (6) quando n = m e isto completa a indugao.

Etapa 7. L(y}) C oz L("z}) C MaZy L("2))
Para ver a prova da segunda inclusdo, suponha que n € N. Vamos mostrar que L("z}) C L("2]).
Isto ocorre se ("z}) € V("z]). Mas este ultimo é valido porque ("x}) é uma subsequéncias de ("z}).
Para provar que L(y}) C (o~ L("z}), seja n € N. Note que se j € N, entao (2), (3) e (4)

garantem que

« @ o
y; € co({laf T afyy, )

(é) j—1_x j—1 _«x

C co({?" 7}, zj+1,...})
((2:) §—2 *_7—-2

C co({ eseesd)
©) _

© o2 5,0, )
-

C eo({%5 e, )

Portanto, sempre que j > n, temos que y; € co({"a}," z7415-- .}), donde

lim sup(y;(z)) < limsup("zj(z)),Vz € X.
7 J

Assim, se z* € L(y}), entdo
2*(x) < limsup(yj(z)) < limsup("z}(2)),
J J

para cada z € X, o que implica que z* € L("x}) para todo n € N. Segue, portanto, a outra inclusao.

Etapa 8. Se w* € L(yj) e m € N, entdo a desigualdade (A.7) continua valida para o mesmo

elemento z,, € A quando w}, é trocado por w*.

Note que da Etapa 7, temos que w* € L(™z}). Assim,
w*(zm) = Ii;n(ma:;-‘(a;m)) = lim il]l_f(1n2;($.m)) <wp (zm).

Isto completa a demonstracdo da etapa 8 e, portanto, podemos finalizar a demonstracao: Fixe

* € L(y}). Segue da desigualdade (A.6) e dos passos 7 e 8, que se n € N, entao

o>
n(l—en) Z B]y] Z‘Bf yr —w'| <ap(l+ep).

Jj=n A

Pelos passos 5 e 6, existe lim, v, e ele pertence a [, 2]. Chame este limite de a. Fazendo n — oo
na desigualdade acima, obtemos (a). Resta-nos, entao, provar (b). Esta prova é feita da mesma
maneira que fizemos na demonstragdo do Lema A.3.2, trocando y;. por (y; — w*) para cada k € N.

O
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Teorema A.3.5. (Teorema 2, [Jam72]) Seja X um espago de Banach real. Entdo as seguintes
afirmagoes sdo equivalentes.

(a) O espago X nao é reflexivo.

(b) Se 6 € (0,1), entdo existem um subespaco fechado M de X e uma sequéncia (z;,) C Bx+ tais
que d(M*, co({z% : n € N})) > 0 e z%(z) — 0, para cadaz € M. 3

(c) Se @ € (0,1) e (B,) é uma sequéncia de niimeros reais positivos tal que > 02, B, = 1, entdo
existem o tal que # < a < 2 e uma sequéncia (y}) C Bx- tais que para todo w* € L(y;)

tem-se
(1) || 2520 85w —w)
(@) || S B3 - )

(d) Existe um funcional z* € X* que ndo atinge a norma.

:‘a,

<a (1 -0 Bj), para cada n € N.

Demonstragio. (a) = (b) Suponha que X ndo seja reflexivo e tome arbitrariamente 6 € (0, 1). Pelo
Teorema A.2.5, existe um subespaco fechado separavel M de X que nao é reflexivo. Logo, pelo item

(b) do Teorema A.3.3, existe uma sequéncia (mj},) C Bas- tal que
d(0,co({m;, :n € N})) >0

e mi(z) — 0, para todo z € M. Para cada n € N, seja z}, uma extensdo de Hahn-Banach dos
funcionais m% para X. Se z* € co({z : n € N}) e y* € M1, entdo a restrigio de * —y* a M &
um elemento m* € co({m}, : n € N}), ja que y*|ar = 0. Logo

lz* —y*|l = sup |(z*—y*)(z)]
x€Bx
> sup (=% —y*)(2)]
T€B\
= [m*l
> d(0,co({m;, : n € N}))
> 0.

Dai, d(M =, co({z}, : n € N})) > 0 e z};(x) — 0 para cada = € M.

(b) = (c) Sejam @ € (0, 1) fixo e (B,) uma sequéncia de niimeros reais positivos tal que Y o> | 8, = L.
Para este 6 considere M o subespaco fechado e (z%) C Bx- com as propriedades do item (b). Como
z}(z) — 0 para cada = € M, segue que se z* € L(z},), entao z*(z) = 0, para cada v € M, isto &,
z* € M*. Logo, L(a%) C M~ e, portanto,

d(L(z}),co({z}, : n € N})) > #.

Entdo, pelo Lema A.3.4 aplicado a A = By, segue que existe (y;;) C Bx- tal que para todo
w* € L(y}), valem (1) e (2).

3Denotamos por M T o conjunto dos funcionais z* € X* tais que z*(2) =0 para cada = € M.
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(c) = (d) Sejam @ e A escalares tais que 6 € (0,1) e 0 < A < §?/2. Para cada n € N, seja

5n:u(é> )

A 2
Entao,

= 2—A Ay AV

2 b = 3 'EZ(E>

n=1 n=1
_2-A A 1
A 2 1-%2
_2-A A 2
A 2 2—A
= 1.

Sejam « e (y};) como em (c). Seja w* € L(y};) e seja

=Y Bily; —w*).

j=1

%

Entdo ||z*|| = . Vamos mostrar que z* ndo atinge a norma. Suponha que z € By. Como w* €

L(y;), segue que

lim inf ¥} (z) < w*(z).
j

Logo, existe n € N tal que

(Whp —w) (@) <@ —2A=0-0—2A < af — 24,

lembrando que 6 < . Como w*(y) < limsupy;(y) < 1, para cada y € By, segue que [[w*|| < 1.
Portanto,

2z) = Zﬁj(y;—W*)(f)
3=

n

= Y By —w)(@) + Bar1(Upp —w)@) + Y By —w) (@)

=1 j=n+2
n oc
< > Bily; —wh)(@) + (af — 28)Barr + Y Bi(y; —w*)(w)
1=1 j=n+2
n oo
< DB —w)|| + (@8 — 28)Bacr + Y Bi(lly;ll + llw*ll)
j=1 j=n+2
n X0
< D08i(y —wh)|| + (@b —28)Bay1 +2 Y B
=1

j=n+2

& o
< al1-03 6| +(@8—28)5u+2 Y. B;.
j=n+1 J=nal
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Agora, como

1 A
§A Z Bi = 5(ﬁn+1+,5n+2+...)

_ Af2-A/A "+1+2—A A\
-2\ 2 A \2) T

()

= Bni2 +Bnyzt ...

Jj=n+2

o} _ 1 00 oo} 3
temos ) 22 10 B = 503 a1 B < A5, 4185 e, portanto,

) < all=0 > Bi|+(@0—-20)Bu1+2 > B

j=n+1 j=n+2

oo oo
< a—oaf Y Bi+(af —28)Bu +28 ) B

j=n+1 j=n+1
oo
= a—(af—2A) Z B + (af — 2A)Bn 41
j=n+1
= a—(af-24) > B
j=n+2
< a—(af —2A)
< a
= |'Il,

pois (af — 2A) 3722 15 Bj < (@l —2A) < a—2A < o, jaque A > 0ea >0 > 0. Agora, como
—x € By, segue que
—2%(z) = 2"(—=z) < ||7],

o que acarreta |z*(x)| < ||z*||. Portanto, z* ndo atinge sua norma.

(d) = (a) Como existe z* € X* que nao atinge sua norma, pelo Teorema A.3.1, X nao pode ser

reflexivo.

O
Finalmente, podemos enunciar e demonstrar o Teorema de James.

Teorema A.3.6. (Teorema de James) [Jam64]| Se todo funcional linear continuo em um espago

de Banach X atinge a norma, entao X é reflexivo.

Demonstragao. Seja X um espaco de Banach onde todo funcional linear e continuo atinge a norma.
Se X é um espaco de Banach real, entdo o teorema anterior nos garante o resultado. Entao, assuma
que X seja um espaco de Banach complexo. Seja Xz o espago de Banach real obtido a partir de
X. Seja u* € (Xg)* e seja z* € X* tal que Re(z*) = u*. Para cada xz € X, seja a; € K tal que
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oz =1e
azz*(z) > 0,

o que implica que z*(a,z) = u*(azz). Assim, como todo funcional em X* atinge a norma, existe
z € By tal que ||z*|| = |z*(z)| e

e[l = l=*]l = l=*(2)| = lewlla”(@)] = |&"(ezz)| = [u*(azz)].

onde a primeira igualdade é justificada no item (¢) do Teorema 1.1.1. Entdo, cada elemento de
u* € (Xgr)* atinge a norma. Logo, Xp é reflexivo e pelo Teorema A.2.2, segue que X é reflexivo,
como queriamos demonstrar.

d

Depois que James demonstrou esta importante caracterizagdo, surgiram questionamentos sobre
a necessidade da hip6tese de X ser um espaco de Banach. Em 1971, o préprio James encontrou
um exemplo de um espago normado incompleto e, portanto, ndo reflexivo, onde todos os seus
funcionais lineares e continuos atingiam a norma (vide [Jam71|). Consulte também [Melll, Fil78§].
No Capitulo 2, mostramos como o Teorema de James motivou os matematicos Bishop e Phelps a
demonstrarem um teorema que iniciou uma nova teoria e que possui belissimos resultados como

aqueles demonstrados nos capitulos 3 e 4.
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