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Resumo

Neste trabalho provamos que, denotando cg por £y e sendo po, p1,qo, q1 € {0} U [1, +c0], 08
espagos de Banach €y, ({,,) e £, (£, ) sdo isomorfos se, e somente se, py = py e qo = g;. Com
esta finalidade, fazemos um estudo dos subespagos e, em particular, dos subespacos comple-
mentados, dos espagos £,(#,). Este teorema é uma extensio de um resultado de Petezyriski,

obtido em 2011 por Cembranos e Mendoza.

Palavras-chave: Espagos de Banach, espagos isomorfos, subespaco complementado.

Abstract

Denoting co by fo and taking po, p1,qo,q1 € {0} U[1,+00], we prove that the Banach spa-
ces lp(£q) and &, (£;,) are isomorphic if and only if py = p; and g = ¢;. In order to do
this, we study subspaces and complemented subspaces of £,(¢,) spaces. The main theorem
was obtained by Cembranos and Mendoza in 2011. It is an extension of a Pelczyniski’s result.

Keywords: Banach spaces, isomorphic spaces, complemented subspace.
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Notacoes

~N O B Z

dim V'
Tdx
Im f
Bx(z,r)
Bx[xz,7]
Sx

Tn —> T
T, — T

YcX

Ves X
Piazs X
X~Y
X=Y
[5'571]

(zn) ~ (¥n)
()

(ew

d(X,Y)

O conjunto dos inteiros positivos, isto é, N={1,2,3,...}.

O corpo dos nimeros reais.

O corpo dos nameros complexos.

O corpo R ou C.

A dimenséao do espago vetorial V'

A fungao identidade de X em X, dada por Idx(x) = = para todo z ¢ X.
A imagem da funcdo f. Assim, sendo f: 4 — B, temos Im f = {f(z):z ¢ A}.
A bola aberta com centro z e raio r no espago normado X.

A bola fechada com centro x e raio r no espago normado X.

A esfera unitaria em um espago normado X, isto &, o subconjunto

de X formado pelos pontos x € X tais que |z = 1.

A sequéncia (z,) converge a x.

A sequéncia (z,) converge fracamente a z.

Y & um subespago complementado de X.

X contém um subespaco isomorfo a Y.

X contém um subespago complementado isomorfo a Y.

Os espagos normados X e Y sdo isomorfos.

Os espagos normados X e Y sdo isometricamente isomorfos.
O fecho topolégico do conjunto gerado por {z, :n e N}.

As bases de Schauder (z,,) e (y,) s@o equivalentes.

A base de Schauder canénica do espaco £,, 1 <p < oc.

A base de Schauder candnica do espago cp.

A distancia de Banach—Mazur entre os espagos normados X e Y.

Vil
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Introducao

Em [22|, pagina 242, Triebel cita, em uma nota de rodapé, uma conversa que teve com
Pelezynski sobre isomorfismos entre os espagos de Banach £,(¢,). Ele comenta que Petczyniski
esbogou uma demonstragao do seguinte teorema. Sejam 1 < pp,p1 < 00, 1 < qg, q < oo. Entédo
0s espagos £y, (£y,) e £, (€, ) sdo isomorfos, se e somente se, py = p; € gp = q;. Cembranos e
Mendoza se interessaram pelo problema, mas em seu estudo para demonstrar este teorema
tiveram de ir além da idéia citada por Triebel. Em particular, para provar que se £ ()
e Leo(4y, ) sao isomorfos entdo gy = ¢1 (Proposigdo 5.5), precisaram de um resultado de
Bourgain, Casazza, Lindenstrauss e Tzafriri (Proposi¢do 2.19), desconhecido na época em
que [22] foi escrito.

Uma questdo surge naturalmente. Sera que o teorema permanece valido se incluirmos os
valores extremos de ¢g, 1, isto &, se considerarmos go,q; € {1,00} ? A resposta para esta
questdo ¢é afirmativa. Em (7], Cembranos e Mendoza mostraram que ¢ (£, ) € £o. (1) ndo sio
isomorfos e, em [9], provaram a validade desta versao estendida do teorema de Pelczyriski.
Seguindo nesta dire¢ao, podemos ainda nos perguntar se podemos incluir o espago ¢y no

enunciado. Mais especificamente, estamos interessados no seguinte

Problema. Sejam pg, p1, 0, 1 € {0}U[1, +oo]. Entdo, denotando o espago cy por £y, € verdade

que o0s espacos £y, (£g,) e £y, (£,,) sdo isomorfos se, e somente se, po=p1 € go=q1 7

Novamente, a solugdo foi dada, afirmativamente, por Cembranos e Mendoza, tendo sido
publicado em [8]. Nosso objetivo, neste trabalho, é demonstrar este teorema.

A seguir, descrevemos o contetdo de cada capitulo.

No Capitulo 1 reunimos diversas proposi¢oes e teoremas utilizados no decorrer no tra-
balho, além de relembrarmos diversas definicdes bésicas e estabelecermos a notagao. Ini-

cialmente apresentamos resultados basicos de anélise funcional e da teoria dos espagos de

X
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Banach, para entao tratarmos, brevemente, de subesbagos complementados em espagos de
Banach, bases de Schauder em espacos de Banach e da teoria local de espacos de Banach.
Por fim, fazemos um estudo de somas (infinitas) de espacos de Banach ¢ da complementagao
uniforme dos espagos .

No Capitulo 2 estudamos os subespagos dos espagos de Banach £,(4,), sendo 1 < p, g < co.
Os casos em que p = oo ou g = oo 5a0 considerados nos capitulos 3 e 4, onde sdo estudados
os subespacos complementados destes espacos.

No Capitulo 5, provamos que o0s espagos cp(fe ) € £o0 (o) néo sao isomorfos. Este resultado
é o altimo passo em dire¢do ao teorema principal, cuja demonstracao é o tema do Capitulo 6.
Finalmente, no Capitulo 7, fazemos uma discussao sobre os resultados obtidos e enunciamos

alguns problemas em aberto.



Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo iremos relembrar algumas defini¢des e conceitos bésicos sobre
espacos de Banach, além de diversos resultados que serdo necessarios no decorrer deste
trabalho. Os espagos vetoriais que consideramos sio definidos sobre um corpo K, que o
leitor pode assumir ser tanto R ou C. Se sdo considerados mais do que um espaco vetorial
no mesmo contexto, deve-se admitir que os espagos em questio estdo todos definidos sobre

O IMesIIo corpo.

1.1 Resultados basicos em espacos de Banach

Comegamos relembrando algumas definicdes e resultados bésicos de Analise Funcional.
Se X & um espago vetorial munido de uma norma |[-[: X — R ent@o dizemos que (X, ||) &
um espago normado, e, nao havendo perigo de ambiguidade, é usual denotarmos este espaco
simplesmente por X. Um espaco normado é um espag¢o de Banach é se ele é um espaco
métrico completo adotando a métrica induzida pela norma. Sao exemplos de espagos de

Banach:

o O espago (€, |[p), 1 < p< oo, com

L, = {(:cﬂ) : (xn) & uma sequéncia de escalares tal que » |z, < oo} ,

i=1

||($n)Hp = (i|$n|p)p ) V(:cn) € Ep ;
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e O espago (goo) “HW) com

s = {(:r:n) : (r,) & uma sequéncia de escalares tal que sup|i,| < oo} ;
neN

[[(’En)Hf’o = Sup‘znl s V(xn) €l
neN

e O espago (co, |-, subespago de (fe, [-]o ), com

co = {(7n) : () & uma sequéncia de escalares tal que |z,| —» 0} ,

[(zn) oo = Su£|xn| , V(zn)eco;
ne
e O espaco (£3,]]p), L<p<oo, neN, com

=l +Bh) B o <2n 880 ostalares }

1
n »

lxll, = (thlp) V82 (g s e 805
i=1

* O espago (4%, []«), neN, com

& ={(z1,...,xn) 21,...,T, sd0 escalares } ,

|2l = max|z;|, Vz=(z1,...,3,) €l
Li1<n

e Sendo (X, o, 1) um espago de medida, o espaco (L,(X, o, 1), [-]p), 1 <p< oo, com

L(X,o,p)= {classes de equivaléncia [ f]: f: X — K é mensuravel e f\f{pd,u, & oo} ,
X

onde [f] =[g] se, e somente se, o conjunto dos pontos x € X tais que f(z) # g(z)

tem medida nula

I/ = [ 15Pdu, YT Lp(X,op);
X

A seguinte proposicao caracteriza as transformacoes lineares continuas definidas em es-

pacos normados.
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Proposigao 1.1. Sejam XY espagos normados e T: X - Y uma transformacao linear. Sio

equivalentes:
(a) T € continua.
(b) T € continua na origem.
(c) Eriste K 20 tal que |Tz| < K|z, para todo z € X
Demonstracéo. Indicamos [19], pagina 25, Teorema 1.4.2. (]

O conjunto L(X,Y’) das transformagdes lineares continuas de X em Y & um espago

vetorial, munido da norma
T inf{K >0:|Tz| < K|z|, para todo x ¢ X}.

Segue que, se T: X — Y é continua, entdo |Tz| < ||T||z|, para todo x € X. Sabemos também

T = sup | Tz| e, se X # {0}, |T| = sup|Tz|.

[z]<1 lz]=1
A seguir, relembramos a desigualdade de Holder, um resultado classico de Anélise Fun-

cional.
Proposigao 1.2 (Desigualdade de Holder). Sejam p,g > 1 tais que 5+ 3= 1. Entdo,
para todos ar, by, ¢ K, k=1,...,n, temos
1 1

n n bl 13 el

St s (S (Shou)

i1 i=1 i=1
Demonstragdo. Ver [13], pagina 3, Teorema 1.5. L]

Se 1 < p < co entdo o nimero real ¢ > 0 que satisfaz a equacgao % + % =1 & chamado de
conjugado de p. O conjugado de p=1 é g = oo.

Um espago normado & um espago métrico munido da métrica induzida pela norma, que
é dada por (z,y) = ||z -y|. Um espago métrico é dito separdvel se, e somente se, ele contém

um subconjunto denso e enumeravel.

Proposicao 1.3. Os espagos de Banach ¢y ¢ £,, 1 < p < o0, sio separdveis. O espaco de

Banach €., nao € separdvel.
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Demonstragao. Ver [13], pagina 14, Proposicio 1.26. [

Proposicao 1.4. Se M é um espaco métrico separdvel entdo todo subespago métrico de M

é separdvel.

Demonstragao. Seja & © M um subconjunto denso e enumeravel. Seja N ¢ M. N é um espago
métrico com a métrica d: M x M — R de M restrita a Nx N, isto &, N é um subespaco métrico
de M. Iremos mostrar que N tem um subconjunto denso e enumeravel.

Para cada n € Ne e e € tal que By(e, 2)n N # @ (denotamos por By/(e, =) a bola aberta
de M com centro e e raio %) escolhemos ae, € By (e, %) n N. O conjunto A dos a., assim

escolhidos é enumeravel. Além disso, A é denso em N. De fato, seja x € V. Existe e € £ tal

que d(z,e) < £, e assim By/(e, 5=) n N # @. Dai, temos

d(z, e 0n) < d(z.€) +d(e, Ge2n)

provando que A & denso em N. O

Com o objetivo de listarmos algumas caracterizagoes sobre isomorfismos, relembramos
agora o conceito de fungao invertivel. Seja 7: X — Y uma funcao. Dizemos que T é invertivel
se existe S:Y — X tal que T'S = Idy e ST = Idx. Nesse caso, dizemos que S & a inversa de
T. e tal inversa é Unica. De fato, se S, R sdo inversas de T entdo S = S(T'R) = (ST)R = R.
A inversa de T, quando existe, é denotada por T-1.

Uma condicao necessaria e suficiente para que T seja invertivel é que T seja bijetora.
Convém notar que a condigido ST = Idx nio é suficiente para garantir que T seja invertivel e
S = T-1. Por exemplo, considerando T:R? - R? e 5:R? » R? dadas por T'(z,y) = (z,y,0) e
S(x.y,z) = (x+2,y), temos que T ndo é invertivel (pois ndo é sequer sobrejetora) e ST = Idx.

Entretanto, vale a seguinte

Proposigao 1.5. Sejam A, B conjuntos ndo-vazios e T: A - B, S:B = A funcdes tais que

ST =1dy. Se T € sobrejetora entao T € invertivel e S =T

Demonstracao. Devemos mostrar que TS = Idg. Seja b € 3. Como T é sobrejetora, existe
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a€ A tal que T(a) = b. Logo
I'Sh=T85Fd=Ta=4.

Sejam X, Y espagos normados e T: X — Y uma transformacéo linear. Dizemos que T é
um isomorfismo se T & invertivel e T, 7! sdo continuas. Se existe um isomorfismo entre X
e Y entao dizemos que X e Y sdo isomorfos e escrevemos X =Y. Se T: X - Y for, além de
um isomorfismo, uma isometria (i.e. |[Tz| = [z| para todo z € X), dizemos que X e Y sdo
isometricamente isomorfos e escrevemos X =Y. Se T é isomorfismo quando restringimos
seu contradominio & sua imagem dizemos T & um isomorfismo sobre sua imagem. Utilizamos

a notagdo X — Y para indicar ¥ tem um subespago isomorfo & X.
Proposicao 1.6. Se X ¢ um espago normado separdvel entao X «— £,.
Demonstragdo. Ver [13|, pagina 141, Proposigio 5.11. [

Em geral, a continuidade de T ndo garante a continuidade de T-!. A seguir, apresentamos

algumas proposi¢des que nos serdo tteis para verificar se T' é um isomorfismo.

Proposicao 1.7. Sejam X, Y espacos normados, T: X - Y wma transformacdao linear con-
tinua. Se exriste S:Y — X transformacdo linear continua tal que ST =1dx e T € sobrejetora

entdo T € isomorfismo e T-'=S.
Demonstracao. Consequéncia imediata da Proposicao 1.5. ]

Proposicao 1.8. Sejam X.Y espagos de Banach, T: X — Y wma transformacgao linear

continua. Se T € bijetora entdo T € continua, isto €, T € isomorfismo.
Demonstragao. Ver [17], pagina 286, Teorema 4.12-2. [ ]
Proposigao 1.9. Sejam X,Y espacos normados ¢ T: X — Y uma transformacdo linear.

Entao T ¢ isomorfismo sobre sua imagem se, e somente se, existe K >0 tal que

Kzl < Tzl < K|zl Vze X
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Demonstragido. Em [19], pgina 31, Proposi¢ao 1.4.14 estid provada esta proposicio com
5,t>0 no lugar de K1, K, respectivamente. Mas este resultado é equivalente, uma vez que

podemos escolher K > (0, suficientemente grande, tal que % <se K>t [

Proposicao 1.10. Sejam X,Y espacos normados, com X # {0}, e T:X - Y uma trans-
formagao linear continua. Entdo T é um isomorfismo sobre sua imagem se, e somente se,

existe C > 0 tal que |Tz| 2 C|z|, Yz e X.

Demonstragdo. Seja C' > 0 tal que [Tz > C|z|, para todo z € X. Fixemos z € X. Entdo
temos

Cla] < [Ta) < [Tl .

Tomando K suficientemente grande temos K > |T| e & < C, de modo que

Kzl < |Tz| < K|zf ,

e o resultado segue da proposi¢do anterior.

Agora consideramos a reciproca. Se T' & isomorfismo sobre sua imagem temos |71 > 0,
pois X # {0}. Como
Izl = 17| < [T Tz},

para todo z € X, a proposicdo estd demonstrada. [

Proposicao 1.11. Sejam X um espago de Banach e T: X — X wma transformacdo linear

continua tal que |Idy =T < 1. Entao T € isomorfismo.

Demonstracdo. Suponhamos, por absurdo, que 7" néo é injetora. Entao existe z € X tal que
lz[|=1eTx=0,eassim 1= |z| =|(Idx -T)x|. Chegamos assim a uma contradigao, pois,
por hipotese, sup |(Idx -T)z| < 1.

Pela Propclizli;tio 1.8, agora basta mostrarmos que T é sobrejetora. Dado xp € X, consi-
deramos a funcdo f: X — X dada por f(z) = 2o + (Idx -7")x, para todo z ¢ X. A fungdo f

assim definida satisfaz

1£(2) - F(u)] < Mdi Tz -yl

para todos z,y € X. Como |Idx -T| < 1 e X & um espaco de Banach temos que, pelo Teorema
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do Ponto Fixo de Banach ([17], pagina 300, Teorema 5.1-2), existe Z € X tal que f(Z) = Z.

Portanto T(Z) = xo. |

Proposigao 1.12. Sejam X um espagco normado e Y subespago de X. Entdo, se T:Y - X

€ linear, continua e tal que [Idy =T|| <1 entdo T é um isomorfismo sobre sua imagem.

Demonstracdo. Se y € Y entéo

Iyl <y - Tyl + Tyl

< iy =Tyl + [Tyl

Portanto, temos

.

Como y € Y é arbitrario temos, pela Proposi¢ao 1.10, que T é isomorfismo. [ ]

Dado um subespago M de um espago vetorial X, definiremos agora o espaco quociente
X /M. O espago vetorial X /M consiste de todas as classes de equivaléncia [z] ==z + M =
{z+m:me M}. Duas classes de equivaléncia [z], [y] sdo iguais se, e somente se, z—y € M.
Adigdo e multiplica¢do por escalar sio definidos da maneira natural: [z] + [y] = [z +y] e
a[z] := [az]. A transformagdo linear ¢: X - X /M dada por q(z) = [z] é chamada de fun¢do
quociente. Estamos interessados no caso em X é um espaco normado. Nesse caso, se M é
fechado, X /M & um espago normado munido da norma x T:Lrelﬂfd\mmm" e a fungdo quociente
g é continua. Se X é um espago de Banach e M é fechado entdo X/M é um espago de
Banach.

O teorema a seguir serve de auxilio para demonstrar a proposigdo seguinte.

Teorema 1.13 (Primeiro Teorema de Isomorfismos Para Espagos de Banach). Sejam X,V
espagos de Banach e T: X - Y uwma transformagdo linear continua. Se T(X) é subconjunto

fechado de Y entdo X /kerT ~ T(X).

Demonstracdo. Ver [19], pagina 56, Teorema 1.7.14. [
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Proposicao 1.14. Sejam X,Y espacos de Banach. Entdo Y € isomorfo a um espago
quociente de X se, e somente se, existe uma transformagdao linear continua e sobrejetora

TX-Y.

Demonstraggo. Se T: X — Y é uma transformacao linear sobrejetora entdo, pelo Primeiro
Teorema de Isomorfismos para Espagos de Banach, temos que X/ker 7'~ T(X) = Y. Conside-
ramos agora a reciproca: seja ¢: X /M — Y wm isomorfismo, sendo M um subespago fechado
de X. Relembramos que a funcido quociente ¢: X — X /M, que é dada por q(z) = [z], ¢ uma
transformagéo linear continua. Assim, é imediato que ¢ o ¢: X — Y & uma transformacao

linear continua e sobrejetora. [ ]

Dado um espago normado X sobre um corpo K, se f: X — K é uma transformagao linear
continua dizemos que [ é um funcional linear sobre X. O conjunto dos funcionais lineares
sobre X ¢é chamado de espaco dual de X, e denotado por X*. O dual de X*, X**, é 0 espago
bidual de X.

A proposigao seguinte descreve os espagos duais de diversos espagos de Banach.
Proposicao 1.15.

(i) ¢ = €1 no sequinte sentido: pare cade funcional f € ¢, existe um tnico (a,) € £ tal
que f(x) = X7, ayx;, para todo x = (x;) € co, € a fungdo [~ (a,) € wm isomorfismo

isoméltrico entre ¢ e £y,

(ii) £ = fo no seguinte sentido: para cada funcional [ € €3, existe um unico (an) € £o tal
que f(x) = X2, ayxy, para todo x = (x;) € £y, e a fungdo [~ (a,) € wm isomorfismo

wsemetrico entre £y edss

(iii) Sejam 1 < p,q < oo tais que +% = 1. Entdao (3 = £, no seguinte sentido: para cada

1
p
funcional f € €%, existe um unico (ay) € €, tal que f(x) = L2, a;xi, para todo x = (x;) €

by, e a fungdo [ (an) € um isomorfismo isométrico entre £y e (.

iv) Seja neN. Entdao (£7)* =2 no seguinte sentido: pare cada funcional [ € (£7)*, existe
1 oo g 1
um nico {ay,....a,) €% tal que f(x) =¥ a;x;. para todo x = (2, ... .: r,) €T, e g

funcao [ {(ay,....a,) € wn isomorfismo isomdtrico entre (67)% e 02,
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(v) SejamneN el <p,q< oo tais que %Jﬁ = 1. Entdo (£3)* = £ no seguinte sentido: para
cada funcional f € (£3)*, existe um unico (ay,...,a,) € &2 tal que f(x) = ¥72, a;2;, para
todo x = (z1,...,2n) € £2, e a fungdo f ~ (a1,...,a,) € um isomorfismo isométrico

entre (£2)° 2

Demonstragdo. Ver [13], pagina 44, Proposi¢des 2.14, 2.15 e 2.16 para os itens (i), (ii) e (ii).

Para os itens (iv) e (v), indicamos (19|, pagina 537, Teorema C.13. ]

Cada elemento de X define um clemento de X**, da seguinte maneira: se z € X entdo a
fungdo ®,: X* — K dada por f ~ f(z) é uma transformagao linear continua. A transformacao
linear ®: X — X** que associa cada x € X a &, é uma isometria, logo é injetora e continua.

Quando ® é sobrejetora, isto &, quando ® é um isomorfismo, dizemos que X é reflezivo.
Proposicao 1.16. Todo subespago fechado de um espago normado reflexivo € reflexivo.
Demonstragdo. Ver [19], pagina 104, Teorema 1.11.16. [ ]
Proposicao 1.17.

(i) Os espagos ¢; e Lo nao sio reflexivos.

(ii) Os espagos £,, com 1 < p < oo, sio reflexivos.
Demonstragao. Ver [19], pagina 106, Exemplo 1.11.23 e pagina 101, Teorema 1.11.10. ]

Se X, Y sao espagos normados entdo uma transformagao linear continua qualquer 7: X —
Y nos fornece uma maneira natural de relacionar os espagos X* e Y*. Definimos o operador

adjunto a T, denotado por T*, do seguinte modo:

T*:Y*_>X!-
f— foT.

E facil verificar que T* é uma funcéo linear e continua.
A seguir, voltamos nossa atencao as somas (finitas) entre espacos normados. Sejam X
um espago normado e Z, 1V subespacos de X tais que Z n W = @. Entdo o subespaco

ZoW:={z+w:z2¢eZ e we W} échamado de soma direta (interna) de Z e W. A condicio



10 PRELIMINARES 1.1

ZnW =@ garante que, dado z+w € Z+ W, os vetores z e w est@o unicamente determinados.
[sto sugere que identifiquemos os elementos de Z @ W com os pares da forma (z,w), com
zeZ eweW, enos leva a uma definicdo mais geral, que nos permite somar nao apenas
subespagos de um mesmo espago mas também pares de espagos normados quaisquer. Sejam
X.Y espacos normados. A soma direta (externa) de X e Y, X @ Y, é o espago vetorial
{(z,y) :x e X,y € Y} munido da norma (z,y) — [z| +|y|. Convém notarmos que as normas
(@) = || +ly| (da soma), (x,y) = max{|z] + [y] }(do maximo) e (z,y) = (|z|7 +[y[P)7,
1 € p < o0 (norma p) sdo equivalentes: trata-se de decorréncia imediata do fato de que todas as
normas em R? sdo equivalentes. Dados X1, ..., X, espacgos normados, o espago X, & & X,,,
também denotado por ¥, ®X;, & definido de forma andloga, tomando, no caso da soma
interna, o cuidado de considerar a condigiio X;n (¥, ®X;) = {0}, i=1,...,n. Ela garante
que, se z € X, & ® X, existem tinicos x; € Xy,....z, € X, tais que x = x1 + - + Tp,.
Apesar de utilizarmos a mesma notagao para denotarmos tanto as somas internas quanto
as externas, ndo esperamos que isto cause algum problema, tendo em vista o resultado

seguinte.

Proposicao 1.18.

(i) Se Xi,.... X, sdo espagos normados e X = X1 @ - @ X, entdo existem subespacos
fechados X|,..., X} de X tais que X € a soma interna destes subespagos e X| €
isometricamente isomorfo a X, para cada i =1,...,n.

(i) Se X € wm espago de Banach e X € igual d somea interna dos subespacos fechados

Xy,..., X, entdo X ¢ isomorfo d soma externa dos mesmos espacos.
Demonstracdo. Ver [19], pagina 65, Proposigao 1.8.10. [

A Proposicao acima torna clara a relacao entre as duas somas e esclarece ambiguidades
que, por ventura, poderiam nao ser esclarecidas apenas pelo contexto. Assim, se um espago
de Banach X & soma interna dos subespagos Z, W, podemos escrever X = Z & W sem temer

prejuizo de interpretacao se Z e W forem fechados.
Proposicao 1.19.

(i) Se XY sao espacos normados entao X* =Y™* se X =Y,
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(i) Se X1,...,X, sdo espagos normados entdo (X1 & -0 X)) » X; & & X.

Demonstragdo. Para provar o item (i), basta notar que se T: X — Y & isomorfismo entio
T* & isomorfismo entre X* e Y*. Indicamos [19], pagina 91, Teorema 1.10.13, para uma

demonstragéo do item (ii). u

Revemos agora o conceito de topologia fraca. Sejam X, Y espagos topoldgicos. Se f: X —
Y é continua, sabemos que f~1[U] é aberto de X, para todo U/ aberto de Y. Pode-se verificar
que {f~'[U]: U é aberto de Y} é uma topologia em X, e é imediato que se trata da topologia
menos fina (também dita mais fraca) que torna f continua.

Podemos considerar a observacao do pardgrafo acima em um quadro mais geral. Mais
especificamente: sejam X um conjunto e (Y;);e; uma familia de espagos topolégicos. Dado

um conjunto de funcoes F = {f; :i € [}, com f;: X - Y; para todo i € [, pode-se verificar que

{ﬂ U i@+ Fel, U éaberto de Y; paratodoic Fe F é ﬁnito}
el

é base da topologia mais fraca que torna todas as fung¢bes de F continuas. Denotamos
esta topologia em X por o(X,F) e a chamamos de topologia fraca com respeito & F. Em
particular, se V' é um espago normado, a topologia w = o(V,V*) de V é chamada fraca.
Se uma sequéncia z, converge a x na topologia fraca escrevemos ., — z e dizemos que z,
converge fracamente a x. Toda sequéncia que converge fracamente é limitada. A seguinte

caracterizacio de convergéncia fraca é muito atil.

Proposicao 1.20. Sejamn X wm espago normado (r,,) uma sequéncia de elementos de X.

Entio z, — x se, e somente se, f(zn) = f(zx) para todo fe X*.
Demonstragio. Ver [13], pagina 66, Proposigao 3.7 . [
Proposigao 1.21. Sejam XY espacos de Banach.

(a) Se (xn,yn) € uma sequéncia em X @Y tal que (x,,yn) 50 entdo 7, — 0 e Un 0.

(b) SeT: X =Y € uma transformacao linear continua e (x,) wma sequéncia de elementos
de X tal que x, — 0 entdo Tz, — 0. Em particular, se T: X - Y ¢ isomorfismo entdo

w w
xn — 0 se, e somente se, Tw,, — 0.
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Demonstragao. Seja ¢ € X*. Considere a transformacao @ dada por

F:XoY —K

(z,y) — o(x).

Claramente, & linear e, como

18(z, 01 < lell=l < lell(z,v)

para todo (z,y) ¢ X @ Y, temos que  é continua. Portanto

o(xn) = P(Zn,yn) — 0.

Analogamente, prova-se que y, ¥ 0, concluindo a demonstracao de (a).

A demonstragao de (b) é imediata. ]

I natural se perguntar quando uma transformagcéo linear T: X — Y & continua se conside-
rados X, Y munidos da topologia fraca. Nesse sentido, quando X, Y séo espacos de Banach,

a seguinte proposigdo fornece a resposta.

Proposigao 1.22. Sejam X,Y espagos de Banach e T: X - Y uma transformacdo linear.
Entao T € continua com respeito as topologias induzidas pelas normas se, e somente se, T

é continua com respeito as topologias fracas.
Demonstracdo. Ver [12], pagina 422, Teorema 15. ]

Tendo revisto a definigdo de topologia fraca, estamos em condigdes de definir espacos de
Schur. Um espago de Banach é um espaco de Schur se toda sequéncia fracamente convergente
desse espaco converge na topologia induzida pela norma. E claro que se uma sequéncia con-
verge na topologia induzida pela norma entao a sequéncia é fracamente convergente. Assim,
um espaco € de Schur se nesse espaco as sequéncias fracamente convergentes e convergentes
coincidermn.

A seguinte proposicao fornece alguns exemplos de espagos de Schur, bem como de alguns

espagos que nao sao de Schur.
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Proposigao 1.23.

(i) Todo espago normado de dimensdo finita é um espago de Schur.
(ii) Se X € um espago de Schur entdo todo subespaco de X € de Schur.
(iii) &1 € um espago de Schur.

(iv) £,, 1 <p< oo, ndo é um espago de Schur.

Demonstragdio. Seja X um espaco normado de dimensao finita. Sendo (z4) uma sequéncia
de elementos de X, para provarmos o item (i) basta mostrarmos que se z; — 0 entdo z; — 0.
Sejam by, ..., b, elementos de uma base qualquer de X e {fi,..., f,} a base de X* cujos
elementos sdo dados por fi (XL, Aibi) = Ay, k=1,...,n. Assim, se z € X entdo z = 3.7 fi(z)b;.

~ . k—oo
Se ), — 0 entdo, para cada 7 € N, temos fi(xr) —— 0. Logo

lzell = 1Y SiCz)bil < Kl =0,
i= i=1

e esté provado o item (i).

Sejam X um espago de Schur e Y um subespago de X. Sejam (y,) uma sequéncia
de elementos de Y e y € Y tais que, para todo f € Y*, f(yn) = f(y). Suponhamos que
lyn -yl # 0. Como X & um espago de Schur, existe portanto um funcional linear g € X* tal
que g(yn) # g(y). Assim, g|y (a fungéo g restrita ao subespaco ¥) é um elemento de Y* tal
que gly (y») — gly(y) — absurdo. Isto prova o item (ii).

Os itens (iii) e (iv) estdo provados em [1], pagina 37, Proposicao 2.3.6 e Exemplo 2.3.5,

respectivamente. [ ]

Dizemos que um espago de Banach X tem a propriedade de Dunford-Pettis (i qual
também iremos nos referir pela abreviagdo PDP) se, sempre que uma sequéncia (z,) em X

e uma sequéncia (f,) em X* s80 tais que z, — 0 e f, - 0 tem-se Ju(zn) = 0.

Proposigao 1.24. Se X € um espaco de Schur entio X tem a propriedade de Dunford-

Pettis.

Demonstragdo. Seja (z,) uma sequéncia em X tal que z, — 0. Entéo z,, - 0, pois X é um

espaco de Schur. Assim, se (f,) é uma sequéncia em X* tal que f, = 0, temos que (f,) é
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limitada, isto &, existe C' >0 tal que | f,.| < C, para todo n € N. Portanto,
|fa(@n)| € Clan]| — 0. n

Proposicao 1.25. Os espacos €1, Lo € £%, tem a propriedade de Dunford—Pettis.

Demonstracao. O espago £; tem a PDP pois é um espaco de Schur.

Relembramos que £, é isomorfo a C(4N), o espago das fungdes continuas definidas
em AN com valores em K, sendo 8N o compactificado de Stone—Cech de N. Assim, pelo
Teorema 5.4.5, pagina 115 de [1], temos que ¢, tem a PDP. O espago ¢, tem a PDP, como
consequéncia do Teorema 4.1.1 e do Corolario 5.4.6, paginas 74 e 177 de [1], respectivamente.

Proposigao 1.26.

(a) Se X,Y sdo espagos de Banach, X tem o propriedade de Dunford-Pettis e X ~ Y,

entdo Y tem a propriedade de Dunford—Pettis.

(b) Sejam Xi,...,X, espagos de Banach com a propriedade de Dunford-Pettis. Entdo

Xy® @& X, tem a propriedade de Dunford—Pettis.

Demonstracio. Sejam (y,) uma sequéncia em Y e (y,) uma sequéncia em Y* tais que
Py L0e W 2 0. Entéo, sendo 7: X - Y um isomorfismo e yn = Tx,, para todo n e N|
temos, pela Proposigdo 1.21, que x, — 0. Portanto, dado n € N, como @,i, = (¢n o T) ()
e X tem a PDP, basta mostrar que ¢, o T %, 0 para concluirmos que Y tem a PDP. Para
mostrar isto, basta observar que @, o T = T*(p,) € T*:Y* - X* & continua considerando
X* e Y* munidos de suas topologias fracas (Proposigao 1.22).

Provaremos o item (b) inicialmente para n = 2.

Sejamn ((.’L’m yn)) uma sequéncia em X; ® X, e (") uma sequéncia (X; @ Xy)* tais que
G T L 0e ¢” > 0. Relembramos que, pela Proposicdo 1.19, para cada ¢ € N, existem
01 € X7 e gz € X tais que o(x1,12) = g1&1 + pada, para todo (x1,42) € X1 @ X2, e que a
transformacio de X; ® X, em X & X dada por ¢ — (ip1,2) é um isomorfismo.

Pela Proposigao 1.21, temos Ty, Yn, £1: ¥5 0. Logo, como X, X5 tem a propriedade de
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Dunford—Pettis, temos

@n(xmyn) = 90?(5'371) # (rog(yn) ==

Agora, seja k > 3 e suponha que o resultado é vilido para n = k - 1. Como a propriedade
de Dunford-Pettis é preservada por isomorfismos e X; @@ X~ (X; 8- X))@ X}, 0
resultado é imediato.

Teorema 1.27. [Eberlein-Smulian/ Um subconjunto de um espago normado € fracamente
compacto (i.e. compacto na topologia fraca) se, e somente se, ele € fracamente sequenci-
almente compacto (i.e. toda sequéncia no subconjunto tem uma subsequéncia que converge

fracamente convergente a um ponto do subconjunto).
Demonstragdo. Ver [1], pagina 24, Teorema 1.6.3. m

Sejam X, Y espagos de Banach e T: X — Y uma transformacéo linear continua. Dizemos
que T é completamente continua se, e somente se, T'(1W) é compacto para todo W fracamente

compacto contido em X.

Proposigao 1.28. Sejam X,Y espacos de Banach e T: X — Y uma transformacdo linear.
Intao T é completamente conlinua se, e somente se T € sequencialmente continua conside-

rando X com a topologia fraca e Y com a topologia induzida pela norma.
Demonstragao. Ver [1], pagina 115, Proposi¢do 5.4.2. [ |

Sejam X,Y espacos normados e T: X — Y uma transformagio linear. Dizemos que T é
uma transformacao linear fracamente compacta se, e somente se, T leva conjuntos limitados
em conjuntos relativamente fracamente compactos, isto é, conjuntos cujo fecho na topologia

fraca é fracamente compacto.

Proposicao 1.29. Um X espago de Banach tem a propriedade de Dunford-Pettis se, e
somente se toda transformacdo linear fracamente compacta definida em X € completamente

continua.

Demonstragao. Ver (4], pagina 143, Teorema 14.2. [
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Proposicao 1.30. Toda transformacao linear continua de {o em ¢y € fracamente compacta.

Demonstracdo. Suponhamos, por absurdo, que existe uma transformagio linear continua
e fracamente compacta T : /o, - ¢y. Entao, pela Proposicao 2.f.4, pagina 106 de Classical
Banach Spaces I, [18], existe U subespago de £, tal que I/ é isomorfo & ., e Ty € isomorfismo
sobre sua imagem. Assim, ¢y tem um subespaco isomorfo a £.,. Absurdo, pois ., nio é

separavel, =

Teorema 1.31 (Gantmacher). Sejam X,V espagos normados e T: X — Y wuma transforma-
¢@o linear continua. Entao T € fracamente compacta se, e somente se, vale qualquer um dos

sequintes itens:

(1) T**(X**) Y (identificando os pontos de Y com os de Y ** através da imersdo canénica

de Y em Y**);

(ii) T* € fracamente compacta.
Demonstragio. Ver (4], pagina 142, Teorema 14.1. [

Proposigao 1.32. Sejom X, Y espacos de Banach, X com a propriedade de Dunford-Pettis,
Y reflezivo e T: X — Y uma transformagdo linear continua. Se (x,) € uma sequéncia de

elementos de X tal que T, — T, para algum x € X, entdo Tx, - Tx

Demonstracdo. Seja (x,) uma sequéncia de elementos de X tal que z, — z, para algum
z € X. Observamos, primeiramente, que T' é fracamente compacta. De fato, como Y ¢é
reflexivo, identificando Y** com Y pela imersao candnica, temos T**(X*) € Y. Assim, T
é fracamente compacta pelo Teorema de Gantmacher (Teorema 1.31). Logo, como X tem a

PDP, pela Proposigao 1.29, temos que T é completamente continua, e assim Tz, - Tz. =

Se X é um espago normado, x € X e r > 0, denotamos por Bx(x,r) a bola aberta de
raio e centro x. Denotamos por Bx[z,r] a bola fechada com centro = e raio r. A seguir

relembramos um lema utilizado na demonstracido Teorema da Aplicacdo Aberta.

Lema 1.33. Sejam X,V espacos de Banach. Entao, para toda transformagdo linear continua

e sobrejetora T- X — Y, temos

T(Bx(0,1)) 2 By (0,5)
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pare algum & > 0.
Demonstragdo. Ver [17], pagina 286, Lema 4.12-3. [

Introduzimos agora, brevemente, o conceito de filtro. Nosso objetivo é definir um funci-

onal linear f € £3, tal que |f[ =1, f((zayn)) = f((22))f((yn)) para todos (z,). (yn) € fu
(i.e. f & um funcional linear multiplicativo) e f é uma extensdo do funcional linear conti-
nuo, definido no subespago das sequéncias convergentes, dado por (z,) ~ 111_’11010 Zn. Um tal
funcional estende o conceito de limite para sequéncias limitadas. Existem funcionais linea-
res continuos que estendem o funcional lim chamados limites de Banach (ver, por exemplo,
[13], pagina 62, Exercicio 2.53) mas estes ndo sdo multiplicativos, pois tém propriedade
J((x1,22,...)) = f((z2,23,...)), para toda sequéncia (x,) € £,. De fato, se um limite de

Banach fosse multiplicativo, terfamos o absurdo

1=f((1,1,..)) = f((1,0,1,0,..)) + £((0,1,0,...))
=2£((1,0,1,0,...)) = 2£((1,0,1,0,...))?
=2£((1,0.1,0,..))£((0,1,0,1...)) = 0.

Seja X um conjunto. Um filtro em X é um conjunto F de subconjuntos de X tais que
e BEF
e A, BeF=AnBeF ;
e AeF,B2A=BeF .
Uma base de filtro em X & um conjunto B tal que @ ¢ B e
e Se A, B e B entao existe C e B tal que C' ¢ An B.

Todo filtro é uma base de filtro. Se a € R, um exemplo de base de filtro em R é o conjunto
dos intervalos da forma (a - ¢,a +¢), com £ > 0. O conjunto dos intervalos [a, +o0), a € R,
também ¢ uma base de filtro em R. Em N, os conjuntos {n,n +1,n+2....} formam uma
base de filtro.

Sejam X um conjunto, B uma base de filtro em X e ¥ um espago topolégico. Se 1 X - YV

é uma funcao e y € Y, dizemos quef tende a y ao longo de B se, para toda vizinhanca de
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yem Y, existe Be B tal que f(B)<SY. Se Y & um espago de Hausdorfl entdo esse limite é
inico e iremos denoté-lo por ligl f.

Se X & um conjunto infinito, um filtro em X é livre se ele contém todos os subconjuntos
cofinitos de X, sendo um conjunto cofinito se o seu complementar é finito. O conjunto dos
subconjuntos cofinitos de X é um exemplo de £ltro. Dizemos que um filtro F é um wultrafiltro
se ele ndo estd propriamente contido em nenhum outro filtro. Todo filtro estd contido em

um ultrafiltro.
Proposigao 1.34. Sejam X um conjunto e F um filtro em X.
(i) F é um ultrefiltro se, e somente se, para todo AS X, ou AeF ou X ~AeF.

(ii) Se Y € um espaco topoldgico Hausdorff e li}nf existe, sendo f: X — Y, entao lijr:nf

pertence ao fecho do conjunto {f(x):xe X}.

(iii) Se F € um ultrafiltro, Y € um espaco topoldgico Hausdorff e f+X - Y € uma fun¢do

cuja tmagem estd contida em um subconjunto compacto de Y entdo existe 11}11 f.

Demonstragao. Indicamos [11], pagina 43, Teorema 4.3.3 para uma demonstracio do item
(i). O item (ii) é imediato. Mostraremos o item (iii); suponhamos, por absurdo, que néo
existe li}n f. Entéo, para todo y € Y, existe V}, vizinhanca de y tal que f~3(V,) ¢ F. Como
Im [ estd contido em um conjunto compacto, existem yy,...,y, tais que Lnj V,, 2 Im f. Para
cada 1 <7 <ntemos f~1(V,, ) ¢ F. Como F & ultrafiltro, isto que dizer qu:a:lf‘l(Y Ve, ) € F,

n
i=1,...,n. Como Im [ c|JV,, temos
i)

ﬁl'fl(X V) =2,

logo @ € F - absurdo. [ ]

A préxima proposicdo esclarece porque o conceito de ultrafiltro se faz util na busca por

um funcional linear multiplicativo em £Z,.

Proposicao 1.35. Se [ e & ¢ wm funcional linear multiplicativo nao-nulo entdo existe um

ultrafiltro U em N tal que f(x) = IiLI{n z. para todae sequéneia limitade N — K.
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Demonstragao. Seja f € £5, um funcional linear multiplicativo, f # 0. Denotamos por 1 a
funcéo de N em K dada por 1(n) = 1, para todo n € N. Como f(1) = f(1)?, temos que
f(1) =1 (pois se f(1)=0 entdo f =0).

Seja a € £, tal que a, € {0,1}, para todo n € N. Como a(1 - a) =0, temos
0= /(a(l - a)) = f(a) f(1 - a) = f(a)(1 - f(a)).

logo f(a)=0ou f(a)=1.

Para cada A ¢ N, definimos a fungdo 14 por 14(n) =1, se n € A, e 14(n) =0, caso
contrario. Mostramos, no paragrafo anterior, que f(14)=1ou f(14) =0, para todo A ¢ N.
Definimos

U:={AcN: f(1,)=1}.
Temos
e Se A é subconjunto de N entao A €U se, e somente se, N~ A ¢ U (pois Lyln.a=0) ,
o Z¢U (pois Neld) ;
e Se A,Beld entao An Beld (pois 145 =1415) ;
e Se Aeld e AC Bentdo Beld (pois L4 =1,13),

logo U é ultrafiltro.
Seja x = (x,) € ¢o. Como x é limitada, existe um compacto K tal que x, € K, para

todo n € N. Fixado n € N, iremos obter uma cobertura de K por conjuntos disjuntos com

(n) (n)
i

didmetro menor ou igual a . Como K & compacto, existem a;", ..., a;" tais que

i

kn
KeclJBy(af™).
S
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Assim, cada ponto de K dista menos de 51; de algum a,g"). Agora definimos, para cada n € N,

B = Bi(a{V),

Bén) . Bl(agn)) N Bgn),

B = By (o)~ (B 00 B).

k'n

Assim, K ¢ Bi(n) e Bi(n) n B; ) = @, se 1 # j. Podemos supor, sem perda de generalidade,
.k, s20 todos nao-vazios.

i=1

que os conjuntos Bi("},'é =i,

Sejam b ¢ B e
Ef”) ::I’I(B%.(n)):{meN:a:meB}”)}, i=1,... ks,
para cada ne N e 1 <7< k,. Os conjuntos E’fn}, . §’£:) formam uma particao de N, para
todo n € N. Definimos
kn
y(™) = Zbﬁn)lﬁgn), n=1,2,
i=j i

T

Assim, |y(® -] - 0. Como [ & continua, temos [(y{™) —» f(z). A seguir, mostraremos que

f(x) é o limite ao longo de um ultrafiltro.
Para cada n € N, como ¢/ é um ultrafiltro, existe um tnico 1 £ j(n) < k, tal que E{(”) eU.

Temos
kn

Py = f (
i1

kn

b5 f (]1§<“->)

=1 b

b}n) 1 e )

_ p(n)
- bj(n) '

bolm
@

Agora, seja £ > 0. Escolhendo n suficiente grande, temos £ <

£ = (@) = |57 - £()] <

[N ]

by = f@)| <55 ==

+

Logo
me B = |, - f(2)] < Ja' pi
J(n,) m £ 1T (n)



1.2 RESULTADOS BASICOS EM ESPACOS DE BANACH 21

Isto mostra que x (Ej(zz)) € B.(f(x)). Como = >0 é arbitrario, isto mostra que
flz) = h&n:c : |

Finalmente, na préxima proposicdo, apresentamos um funcional linear multiplicativo
em {£% . A hipétese do ultrafiltro ser livre torna a demonstracido das propriedades basicas
analogas as dos resultados correspondentes sobre sequéncias de nimeros reais. Além disso,
ela garante que o funcional linear obtido é uma extensdo do funcional (x,) A&H};}o Z,, definido

no subespago das sequéncias convergentes.

Proposicao 1.36. Seja F um ultrafiltro livre em N. Entdo o fun¢io f:f. — K dada por
Flz) = 1i:£nx € um funcional linear multiplicativo (i.e., se x,y € £ entdo f(zy) = f(z)f(y)

) de norma 1 tal que f(x) = lim z,,, para toda sequéncia convergente z:N — K.
TN—=>00

Demonstragio. Observamos, primeiramente, que f estd bem definida. De fato, se (z,) € £y
entdo todos os elementos da sequéncia (z,) pertencem a um compacto e basta aplicar a

Proposigéo 1.34. Agora, fixemos A e K e (z,), (y.) € {w. Entdo, temos
(1) lljr__n(a: +y) = 1131313: + hj{_ny ;
(ii) limAz = Aimz ;
F F
(iii) hjrcnqu = (hj};_n 7) (11}_1:_11 y) ]
(iv) Se (x,) é convergente entéo lijI__l’litf = lim g,

(v) fécontinuae |f|=1.

Como F contém todos os subconjuntos cofinitos de N, as demonstragoes de (i), (ii) e (iii) sdo
inteiramente analogas as dos resultados correspondentes sobre sequéncias de niimeros reais.

O item (iv) é imediato. A Proposigao 1.34 nos diz que li}__n:r pertence ao fecho do conjunto

{zn:n e N}, logo, se |(z,)] €1, temos que li}nm <1 - e segue o item (v). u
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1.2 Subespagos complementados em espacos de Banach

Seja X um espago normado. Um subespago Z de X & dito complementado se ele é fechado
e existe um subespaco fechado W de X tal que X é soma direta interna de W e Z. Se X é
um espago de Banach entao Z é complementado se, e somente se, existe uma transformacao
linear continua P: X — X tal que ImP = Z e P? = P. Uma tal funcio P é uma projecdo
de X sobre Z. Equivalentemente, P é projecdo de X sobre Z se ImP = Z e Pz = z, para
todo z € Z. Se |P| < K entdo dizemos que Z é K-complementado em X. Se X,Y séo
espagos normados e X é isomorfo a um subespago complementado de ¥ dizemos que X é

complementado em Y, e escrevemos X — Y.

Proposicao 1.37. Se X € um espago de Banach entdo todo subespaco de X de dimensdo

finita € complementado.

Demonstragdo. Sejam Y um subespaco de dimenséo finita de X e {y,...,y,} uma base de
Y. Para cada 1 < k < n, definimos fi:Y - K por fi(¥5; a;%:) = ai. Estendendo cada fy, por
Hahn—Banach |, obtemos fk definido em todo o espago X. Entao ¢ imediato que P: X - X

dada por P(x) =¥, fi(2)y; é uma projecio sobre Y. n
Proposicao 1.38. Sejam X, X,,Y.Y,,Z espacos de Banach. Entao
(i) Se X =Y eY < 7 entio X < Z.

(i) Se X <Y, X~ X, e Y Y, entdo X, <5 Y,

Em particular, se X <> Y eY ~ Z entio X < Z.
(iii) Se X =Y entdo X* <= Y*.

Demonstracao. Para provar (i), basta notar que, se T;: X > Y, Ty: Y — Z sa0 isomorfismos
sobre suas respectivas imagens, 1Y — Y & projegdo sobre T1(X) e [%:Z — Z & projecio

sobre Ty(Y') entdo Ty 0 T1: X — Z & isomorfismo sobre sua imagem e
TePsTiloPsg—»2

é projecao sobre Ty o T1{ .X).
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Quanto ao item (ii), este segue do item (i). De fato, como Y = Y7, temos trivialmente
que Y <> ¥,. Assim, pelo item (i), temos que X <= ¥;. Como X; ~ X, aplicando novamente
o resultado do item (i) temos X; <> Y].

Agora, o item (iii). Sejam 7: X — Y um isomorfismo sobre sua imagem e P:Y — Y

projecéao sobre Im T'. Definimos

g X — ¥
f»—>foT“loP,

Entdo ¢ é continua, pois ¢ = (T-! o P)*. Para ver que p é isomorfismo sobre sua imagem
basta notar que, sendo U:Im¢ - X* dada por U(g) = go T, temos que U/ é continua, uma

vez que U = T*|imo, €

U(p(f))=foT o PoT=foT 0T =f,  VfeX".

Para mostrar que Im ¢ é complementado em Y™, definimos
Q: Yﬁ- — Y*
g—p(geT).

@ é continua, pois Q = wo T*. E claro que ImQ c Im ¢, e temos também

gelme=Q(g)=¢(geT) =p(U(g)) =9g.

Portanto Im @ = Im ¢ e assim ¢} & projecao sobre Im . (]
Proposicio 1.39. Se X € um espaco de Banach entdo X* < X***,
Demonstragao. Ver [4], pagina 20, Teorema 2.2. [

Proposicao 1.40. Sejam X,V espacos de Banach e T:- X = Y isomorfismo. Se X € subes-

pago complementado de X entdo T(X,) € subespago complementado de Y.

Demonstragao. Ver (13|, pagina 138, Fato 5.4. [
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Proposicao 1.41. Se X ¢ um espaco normado entdo X* ndo contém um subespago com-

plementado isomorfo & coy, ou seja, ¢y ndo € complementado em nenhum espago dual.
Demonstragdo. Ver [2], pagina 250, Corolario 4. (]

Seja X um espago de Banach. Se todo subespago complementado de dimensao infinita

de X é isomorfo & X dizemos que X é primo.
Proposicao 1.42. Os espagos ¢y e {p, 1 <p < oo, sdo primos.
Demonstragao. Ver [18], pagina 54, Teorema 2.a.3, e pagina 57, Teorema 2.a.7. o

Agora apresentaremos brevemente a defini¢do de espacos de Bochner, pois o conceito &
necessario para enunciarmos a proxima proposicao. Trata-se de uma generalizagdo do espacgo
das fungoes Lebesgue integraveis, como veremos a seguir.

Sejam (£2,X, 1) um espago de medida e X um espaco de Banach. Uma funcdo simples é

uma soma finita da forma

s(x) = 2]131(33):123,

sendo Fy, ..., F, membros disjuntos de uma o-algebra ¥ e z1,...,z, elementos distintos de
X. Dado Ec, a fungio 1g:§) - K é chamada de funcao caracteristica de F e é dada por
lg(x)=1,sexe E,elg(z)=0,sex¢F. Seu(F;) éfinito sempre que z; # 0 entdo dizemos

que a funcao simples s é Bochner-integrdvel e sua integral de Bochner & definida por

Uma funcéo mensurdvel [:§2 - X é Bochner-integrdvel se existe uma sequéncia (s,) de

fungoes simples integréiveis tais que
tim [ s - fldu=0,
0

sendo a integral do lado esquerdo da equacdo acima a integral de Lebesgue. Nesse caso, para
cada E ¢, a integral de Bochner [ [du é definida por [ fdu = limy, e [p s dp.
Definimos agora os espagos de Bochner. Sejam 1 < p < oo, (0, £, 1) um espago de medida

e X um espaco de Banach X . Denotamos por L,(x, X') o conjunto das classes de equivaléncia
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[f] de fungbes mensuraveis f:Q — X tais que

1A = ( / IJfllpd,u)p <oo.

Munido da norma ||, acima, o espago L,(u, X) é um espago de Banach.

Teorema 1.43. Se 1l < p < oo e X € um espaco de Banach entdo o espaco de Bochner
Ly(p. X') contém uma cdpia complementada de {1 se, e somente se, X contém uma cdpia

complementada de £;.

Demonstragdo. Ver [6], pagina 77, Teorema 4.1.2. ]

1.3 Alguns resultados da teoria local de espacos de Ba-
nach

Nesta se¢ao apresentamos alguns resultados da teoria local de espacos de Banach. Por
“teoria local” nos referimos & resultados, sobre espagos de Banach de dimensdo infinita,
envolvendo espacos de dimensdo finita ou uma quantidade finita de vetores.

Iremos introduzir agora os conceitos de tipo e cotipo de um espaco de Banach. Observamos
que, em particular, as contantes tipo 2 e cotipo 2 de um espago de Banach medem o “quao
longe” ele estd de ser um espaco de Ililbert. A definicéo se baseia no resultado que lembramos
a seguir. Um espago de Banach X é um espago de Hilbert se, e somente se, ele satisfaz a
identidade do paralelogramo

|z +yl? + |z -y
2

= l1* + ll*,

para todos x,y € X.

A identidade do paralegramo, como vemos acima, é uma igualdade entre a média dos
valores |z+y|?, [[x-y|? e a soma entre ||z||? e |y[?. Para definirmos as constantes tipo 2 e co-
tipo 2 de X tomamos x1,..., T, quaisquer em X e comparamos a soma entre |z;[?,..., |z, |?
com a média dos valores | Y7, &;z;|? obtidos para cada uma das 2" possiveis escolhas dos n

sinais £1,...,£, € {-1,1}. Concretamente, e de modo mais geral, temos a seguinte



26 PRELIMINARES 1.3

Definicao 1.44. Sejam X um espaco de Banach e p,q tais que 1 < p £ 2 < g < 00. Dizemos

que X tem tipo p se existe C < oo tal que, para quaisquer x,....z, € X,

Z 125, e ||p g n
gi=x1
> <C (Zrsz)
i=1

1
P

A menor constante C' que satisfaz a inequagao acima é chamada de constante tipo p de X.

Dizemos que X tem cotipo q se existe (' < oo tal que, para quaisquer z,...,z, € X,

S shenly
gi==1
— | 2o(3pee)
i=1

1
T
)

sendo no caso ¢ = oo a expressio (Yo llz; ||€1)é é substituida por maxjcicy|z;]. A menor

constante C' que satisfaz a inequagao acima é chamada de constante cotipo q de X.

E comum expressarmos a média que aparece na defini¢do de tipo e cotipo por meio das
fun¢des de Rademacher r,:[0,1] - R, que sdo dadas por r,(t) = sgn(sin(277t)), uma vez

que , se xy,..., Iy € X, temos

1
PO Dl I
gi=x1

1 " v
([ [ronf
2n 0

para todo 1 < r < co. Poderfamos ter utilizado qualquer uma dessas médias para definir tipo

n

> rilt)w;

i

e cotipo, tendo em vista a desigualdade de Kahane, que lembramos a seguir.

Teorema 1.45 (Desigualdade de Kahane). Sejarmn X um espaco de Banach e 1 < r < oo.

Entao existe K, >0 tal que, para quaisquer zy,...,T, € X,

1 1 T\ T 1
Ji as(f [} asw [
0 0 0

Demonstragao. Ver Teorema l.e.13, pagina 74 de Classical Banach Spaces I, [18]. ]

i

Z ’.T'.,;([,').'Ei

i

Todo espaco de Banach tem tipo 1 e cotipo infinito. De fato, sejam X um espago de
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Banach e z;,...,z, € X. Entédo, pela desigualdade triangular, temos
O DA A
gi==x1
= S—RZH%H =Y lzl,
2 2 i i=1

o que mostra que X tem tipo 1. Mostraremos agora que X tem cotipo infinito. Suponhamos,
sem perda de generalidade, que ||| = max; .| z;|. Agora observamos que, somando £,z +
-+ e,Z, para toda escolha de sinais £;....,¢,, mas fixando £; = 1, obtemos 271z;,. E
€SCrevernos

(2?1157;1'{) = 2”711’1 ;

Analogamente, se fixarmos £; = -1 ao invés de £, = 1 obtemos -27"1x; como soma, isto &,

Z (E?:lé'@l‘i) = _2n~1$1 3

51=—1
g;==1, 2<i<n

Portanto, pela desigualdade triangular, temos

2™ xa | = |27 Ly + 27 Ly |

IA

1277 g | + =27 |

Z (ElLie:)| + Z (EL, &)

g1=1 g1=-1
g;=x1, 2<i<n £;=+1, 2<ign
D D b= D DO Pt N
g1=1 g1=-1
gi=%1, 2<i<n gi==1, 2<i<n

Z Hz?;lfzﬂ"-
=x1

E imediato, da definicdo, que tipo e cotipo de um espaco de Banach sdo herdados por
seus subespagos. Além disso, tipo e cotipo sdo preservados por isomorfismos.

Proposigao 1.46. O tipo de ¢, ¢ min{2,q} e o cotipo de £, € max{2,q}, para qualquer

1<qg<oc.

Demonstragéo. Ver [15], pagina 152, Teorema IV.2.15. [ |
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Na proxima secdo provamos que ¢y e fo nao tem cotipo finito (Proposico 2.17).

Teorema 1.47 (Principio da Reflexividade Local). Sejam X um espago de Banach e F €
X**, G c X* subespacos tais que dim F,dim G < co. Entdo, dados £ > 0 e uma projegao
P: X** » X** sobre F, existem uma transformagdo linear injetora T: F' — X e uma projecao

Py: X — X sobre T(F) tais que

(1) Tlpax = Idpax (identificando os pontos de X com pontos de X** por meio da imersao

candnica)
(2) Tz**(z*) = x*(x**), para todo z** € F' e todo z* € G.
@) ITHNT I <1+e, e
(4) 1Rl <(+e)|P].

Demonstracdo. Ver [23], pagina 196, Teorema I1.5.1. [

1.4 DBases de Schauder em espacos de Banach

No que segue, revisaremos alguns resultados e definigoes relacionados & bases de Schauder
em espacos de Banach.

Dado X um espaco de Banach, dizemos que uma sequéncia (x,,) € uma base de Schauder
de X se, para cada cada x ¢ X, existerm tnicos escalares a,ag,... tals que x = X0 @i%;.
Uma condicao necesséria para que um espaco de Banach X tenha base de Schauder ¢ que X
seja separavel. Assim, £,, ¢ um exemplo de espago de Banach que ndo tem base de Schauder,
uma vez que f,, nao é separavel.

Os espagos cp e £, 1 < p < 0o, sdo exemplos de espagos que possuem base de Schauder.

Todos estes espacos possuem como base em particular a sequéncia (e,,), sendo ey, ez, €3, ...
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dados por

e1 =(1,0,0,0,0,...)
e2=(0,1,0,0,0,...)

€3 = (0,0,1,0,0,...)

Esta sequéncia é chamada de base candnica destes espagos. Adotaremos como notacio (eff’),
(en’) para nos referirmos explicitamente as bases canénicas dos espagos £, e ¢y, respectiva-
mente. Também iremos adotar como notagdo para as bases canénicas, nio havendo risco de
ambiguidade, simplesmente (e,). Neste trabalho, o termo base sempre ird se referir a base

de Schauder, salvo mengdo em contréario.
Proposigao 1.48.
(i) Sendo (e,) a base candnica de £, temos e, 1#» 0.
(ii) Sendo (e,) a base canénica de £,, 1 <p < oo, temos e, — 0

Demonstragdo. Para provar o item (i), basta lembrar que ¢, é um espaco de Schur e raciocinar
por absurdo.

Mostraremos o item (ii). Seja f € £;. Pela Proposigao 1.15, existe um elemento (a,) de £,
sendo g o conjugado de p, tal que f((a:n)) = 2io1 Gn Ty, para todo (z,) € £,. Em particular,

f(en) = an, para todo n € N. Logo f(e,) = a, — 0 e, pela Proposicio 1.20, temos e, — (. =

Dizemos que uma sequéncia (x,) de elementos de um espago de Banach X é uma sequén-
cia bdsica se (xn,) é base do fecho do espago gerado por {z, : n € N} (relembramos que espaco
gerado por um conjunto é o subespago composto por todas as combinagdes lineares finitas
de elementos desse conjunto), que denotamos por [z,]. Observamos que a condigio [z,] = X

néo garante que (z,) é uma base de X, entretanto, vale a seguinte

Proposicao 1.49. Uma sequéncia (z,) de elementos de um espago de Banach X € uma

base de X se, e somente se,

(i) xn #0, para todo neN ;
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(ii) ewxiste K >0 tal que

mi mo
Z%-Tn <K Zanmn ;
n=l n=1
para quaisquer my,ma € N, my <mg, e ar, ..., am, €K, €
(i) fe] = X -
Demonstracdo. Ver [19], pagina 358, Proposigao 4.1.24. =

Dada uma base (z,) de um espago de Banach X, o menor K > 0 como na proposicao

anterior & a constante da base ().

Proposicao 1.50. Sejarn X,Y espacos de Banach, T: X - Y um isomorfismo e (z,) uma

sequéncia bdsica de elementos de X. Entao Tl,,) € um isomorfismo sobre [Tz, ].

Demonstragdo. Pela Proposicao 1.8, basta que T([z,]) = [Tz,]. Vamos mostrar que [Tz, ] €
T([x,]) — a outra inclusdo é trivial.

Seja w ¢ [Txy]. Entdo existe uma sequéncia (y,) tal que Ty, — w e cada y, é combinagao
linear (finita) de elementos do conjunto {x, : n € N}. Como T é sobrejetora, existe r ¢ X tal
que Tz = w. Assim, temos Ty, - Tz, de modo que, como T & isomorfismo, temos y, — .

Logo z € [z,] e portanto w = Tz € T([zn]). |

Dizemos que uma. sequéncia (r,) em um espaco de Banach X é fracamente Cauchy
se (f(x,)) é de Cauchy para todo f ¢ X*. A proposicao seguinte nos diz que em um
espaco de Schur as sequéncias fracamente Cauchy coincidem com as sequéncias fracamente

convergentes.

Proposigao 1.51. Seja X um espaco de Schur. Entio toda sequéncia fracamente Cauchy

em X € convergente.

Demonstra¢io. Suponhamos, por absurdo, que existe uma sequéncia (z,) em X que é fra-
camente Cauchy mas ndo é convergente. Logo existe £ > 0 tal que, para todo m € N, existem

ni,ns €N tals que m < ny <ng e |z, - 2n| 2 2. Escolhemos naturais n; < ng <--- tais que
: 1 le

[E . - VikeN.
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- k—oo ’
Como (z,) é fracamente Cauchy, temos, para todo f € X*, f(Zny_, — Tny, ) —— 0. Assim,

como X & um espago de Schur, temos
"xﬂ:!k—l = Ty ” >0,

e chegamos a um absurdo. [

Teorema 1.52 (Rosenthal). Seja (z,) uma sequéncia limitada em um espaco de Banach

de dimensdo infinita X. Entdo ou

(i) (zn) tem uma subsequéncia fracamente Cauchy, ou

(it} (zn) tem uma subsequéncia bdsica que € equivalente & base candnica de ¢;.
Demonstracdo. Ver [1], pagina 252, Teorema 10.2.1. [

Duas sequéncias basicas (i, ), (y,) em espacos de Banach X, VY, respectivamente, sao equi-
- . o oo P
valentes quando, para qualquer sequéncia de escalares (a,), a série ¥.;2, a;x; é convergente
se, e somente se, Yooy a;y; € convergente. Para indicarmos que (z,,) e (y,) sdo equivalentes
¢ : ) o
escrevemos (z,) ~ (yn). Se (z,) ~ (ed), 1 £ p < oo, dizemos que (z,) é uma {,-sequéncia.

Analogamente, se (x,) ~ (ei?), dizemos que (z,) € uma ¢y-sequéncia.

Proposi¢ao 1.53. Sejam (z,) uma sequéncia bdsica em um espago de Banach X e (y,)

uma sequéncia de elementos de um espaco de Y. Sao equivalentes:
(1) (yn) € uma sequéncia bdsica equivalente @ ().
(i) Eziste T:[z,] = [yn] tsomorfismo tal que Tx; = y;, para todo i e N

(iil) Existem M, N >0 tais que, para quaisquer ai,az,...,am €K, tem-se

M < <N

m
Z [ ge o)
i=1

T
> ay;
i=1

m
2 i
i=1

Demonstragdo. Ver [13], pagina 170, Fato 6.17. [ ]
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Seja X um espago de Banach com base (z,). Dizemos que uma sequéncia (u,) de ele-
mentos de X & uma sequéncia bdsica de blocos com respeito a (z,) se u, # 0, para todo

n €N, e existem naturais p; < pp < -~ e uma sequéncia de escalares (a,) tais que

Pr+1-1
Uy = Zaixi, k=12

1 prE R L
=Pk

Por exemplo, se (z,) € base de um espago de Banach X entéo qualquer subsequéncia (1, )
de (z,) ¢ uma sequéncia bésica de blocos. Toda sequéncia bésica de blocos é uma sequéncia
béasica.

Proposigao 1.54 (O Principio de Selegdo de Bessaga-Pelczynski). Sejam X espaco de

Banach e (x,) base de X. Se (y,) € uma sequéncia de elementos de X, com y, = Yoo, a,f”):c,-

TL—+00

para cada n € N, tal que |y.]| -/ 0 e agn’) —— 0, para todo i € N, entdo existe uma

subsequéncia bdsica (yn,) de (y,) que € equivalente a uma sequéncia bdsica de blocos de

(Fn)
Demonstragao. Ver [19], pagina 397, Proposicao 4.3.19. (]

Proposigao 1.55 (Principio das Pequenas Perturbagdes). Sejam X um espaco de Banach
e (&) uma sequéncia bdsica de elementos de X com constante K, satisfazendo |x,| = 1,

para todo n € N. Se (y,) € uma sequéncia em X tal que

Silkrn *'Un" < “J;‘
n=1 ‘ 2K

entdo (yn) € sequéncia bdsica e (y,) ~ (x,). Se, ademais, [x,] é complementado, entdo [y, ]

também ¢é complementado.
Demonstragdo. Ver [1], pagina 13, Teorema 1.3.9. |

Corolario 1.56. Sejam X um espaco de Banach e (x,) uma sequéncia bdsica em X tal
que inpf{”:cnu > 0. Se (yn) € uma sequéncia em X tal que ||y — zn| = 0 entdo existe uma
ne

subsequéncio (yn, ) de (yn) tal que (yn,) € sequéncia bdsica e (Tn,) ~ (Yn, )-

Demonstragao. Sejam L := mIJ;IH;Lnﬂ >0 e K a constante de (z,). Como |z, - y,| = 0,
ne
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podemos escolher naturais n; < ny < -+ tais que

H‘rn;‘*yﬂj" <(1/23)ﬁ1 VJEN

Logo, sendo K a constante de ( EEL), temos K < K , € assim

= N1 1 1 1
(T2 —
“(Z/ )3}( 3K “2K Rk

J=1

Tn;

X7

_¥
il L

Como H%” > 1, para todo j € N, temos, pelo Principio das Pequenas Perturbagées (Teorema

1.55), que (yTJ) é sequéncia bésica e (i;:—}—) ~ (y—zl) . Portanto
(Inj)”(%l)”(g%)’“(ynj)' u

Proposicao 1.57. Sejam XY espacos de Banach e T: X - Y wma transformacdo linear

continua. Se T' leva uma £,-sequéncia em uma £;-sequéncia, sendo 1 < p,q < oo, entdo q > p.

Demonstragio. Seja (x,) uma sequénca basica em X tal que (z,) ~ () e (T, ) ~ ().

Pela Proposigao 1.53 , existem A, N > 0 tais que, quaisquer que sejam aq,...,a;, € K,
m e T m
Z aiei" <N Z a;Tx;|| € N"T" Z iy
i=1 i=1 i=1
e
< 1”1/[NHT|| Zaiei”
i=1

Em particular, temos m/¢ < M N|T|m!/?, para todo m € N, logo

miP < MN|T|, V¥YmeN.

mM—+0o0

Assim, se ¢ < p, chegamos a uma contradicdo, pois, como 1/qg - 1/p > 0, ml/e-1/P —— oo,
Portanto ¢ 2 p. o

Corolario 1.58. Sejam 1 < p,q < oo. Entdo (eff) ~ (ei“) se, e somente se, p = q.

Demonstragdo. Se (eff) ~ (eff), entdo, pela Proposigao 1.53, existe T:¢, — £, isomorfismo

tal que T(ef’f) = el para todo n € N. Portanto, pela Proposigdo 1.57 temos g 2 pe p 2 g,

isto &, p=q. [
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Dizemos que uma sequéncia (z,) de elementos de um espago normado X é seminorma-

lizada se existem M, N >0 tais que M < ||z,| < N, para todo n e N.

Proposigao 1.59. Seja (u,) uma sequéncia bdsica de blocos seminormalizada sobre a base

candnica de X, sendo X =¢g ou X =£,, com 1 < p < co. Entio (u,) € equivalente & base

candnica de X.

Demonstragdo. Ver [1], pagina 29, Lema 2.1.1, e também péagina 31, comentério 2.1.2. =

Proposigao 1.60. Se 1 <p,r < oo, com p#r, entdo £, > £,.

Demonstragdo. Seja p = 1. O espago £, nao é reflexivo. Por sua vez, o espaco ¢, é reflexivo,

para todo £, com 1 <r < co. Como todo subespago fechado de um espago reflexivo é reflexivo,

é imediato que £; nao pode ser isomorfo & um subespago de £,.

Seja 1 < p < oo. Suponhamos, por absurdo, que existe T:¢, - ImT isomorfismo, com

Im7T subespago fechado de £,. Observamos, primeiramente, que T(eff) + 0. De fato, se

T(ef;f’) - 0, entao

¢
e

Logo

provaremos a seguir que, fixado k€ N, tem-se a

0<

¢
e

- “T-I(T(eip))” <7 “T(ef{’)

lwﬁo_

— 0, o que é uma contradigao. Sendo, para cada n e N,

T(eff) = (GE"))EN = Zagn)ef’“,
i=1

M ITE g,

Seja k € N. Queremos provar que, sendo fi € £ o funcional linear dado por

tem-se fj (Teff )

feo & — K

&
Zt?gl b’iei = bkr

(.n) TL—> 00

— a‘k}

£ w . o
—— 0. Oras, sabemos que e,y — 0 (aqui que nos utilizamos da

hipétese p # 1); portanto, como froT € £y, temos

TL—+0Q

i = F(Tel) = (feo T)(elr) =20,
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Agora, como T(eff’) +0e afcn) 2%, 0, para todo k € N, pela Proposicio 1.54, existem
uma subsequéncia bésica (Ter,) de (Te) e uma sequéncia basica de blocos (uy) de (efr
tais que (Texr) ~ (uz). Pela Proposigio 1.59, temos que (uy) ~ (e e (eln) ~ (ei"). Além

. . . ¢ ¢ . .
disso, como T' é isomorfismo sobre sua imagem, temos (e,”) ~ (Te;”), e daf também temos

que (e2) ~ (Te) (Proposigoes 1.50 e 1.53). Resumindo em simbolos, temos
(e7) ~ () ~ (Ter) ~ (ue) ~ (ef)

Portanto p = r, contradizendo a hipotese. [ |

Seja (x,) uma sequéncia de elementos de um espago de Banach X. Dizemos que a sé-
rie Yi0, x; € incondicionalmente convergente se a série Y., Tn(;) € convergente para toda
permutacao (bije¢ao) m:N — N. Em particular, uma série de ntumeros reais ¥.;°; a; é incondi-

" a1 o0 P . [=e]
cionalmente convergente se, e somente se, a série ¥ ;o;]a;| & convergente. Sejam Y07, x, uma
série incondicionalmente convergente em um espago de Banach X e A € N. Se A = @ entdo
> x, =0, caso contrario Y z,:=In, + Tn, +--, onde ny,ng,... é uma ordenagao qualquer
neA neA
dos elementos de A.

Uma base (xz,) de um espago de Banach X é incondicional se, para todo x = 372 a;z; € X
a série Y70, a;z; é incondicionalmente convergente. As bases candénicas dos espagos ¢y e £y,

1 < p < o0 880 exemplos de bases incondicionais, e a proposigao seguinte nos diz que, a menos

de equivaléncia, essa é a tnica base normalizada e incondicional nos espagos ¢y e ¢;.

Proposigao 1.61. Toda base normalizada e incondicional em €, (respectivamente, ¢y) é

equivalente @ base candnica de ¢; (respectivamente, cp).
Demonstragdo. Ver [1], pagina 215, Teorema 8.3.3. =

Uma base (z,) de um espaco de Banach X é simétrica se (z,) é equivalente a (x,(y))

para toda permutacéo w de N. As bases canénicas de ¢, e ¢y sao exemplos de bases simétricas.

Proposigao 1.62. Uma base (x,) de um espago de Banach X € incondicional se, e somente

se, existe uma constante K > 1 tal que, seay, ..., ay,by, ..., by sdo escalares tais que |a;| < |bil,
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1=1,..., N, sendo N um natural qualquer, entdo
N N
i=1 i=1
Demonstragdo. Ver [1], pagina 52, Teorema 3.1.3. [ ]

Se X é um espago de Banach e (z,) é uma base incondicional de X entdo a constante

de base incondicional de (z,) é a menor constante K que satisfaz (1.1).



Capitulo 2

Os espagos £p((Xn)) e co((Xn))

Neste capitulo, estudaremos somas infinitas (enumeraveis) de espagos de Banach. Sejam
X1, X>, ... espagos normados. O espaco vetorial normado Ep((Xn)), 1 < p< oo, &0 conjunto
de todas as sequéncias p-soméveis (z,) tais que z; € X, para todo 7 € N, munido das ope-
ragOes naturais e da norma [-|¢,: (z,) = (252, |z "p)ﬁ Por sequéncias p-somduveis queremos
dizer que as sequéncias sao tais que ¥ ||z]? < 00. Os espagos £w((X,)) € co((Xn)) séo
definidos de forma andloga, trocando a propriedade “p-somével” por “limitada” e “conver-
gente a zero”, respectivamente, e adotando em ambos a norma [-{¢.: () = sup,yliza). No
caso em que X, = X, para todo n € N, denotamos estes espagos simplesmente por ¢,(X) e
co(X). Também adotamos a notagdo (3,2, ®X,, )., para denotar i?p((Xn)) e (Xr®Xn)e

para co((Xn)).

Proposigao 2.1. Os espagos Ep((Xn)), l<p<goo, e co((X,l)) sao espacos de Banach se, e

somente se, cada X, € espaco de Banach.

Demonstra¢do. Suponhamos que cada X, é espaco de Banach. Provaremos apenas que
Ep((Xn)) é espago de Banach; no caso do espaco co((Xn)) basta mostrar que co((Xn))
é subespaco fechado de /.

Seja (2(™) uma sequéncia de Cauchy em £,((X,)) com z(™ = (z\™ 2{ .. ), para todo

n e N. Dado j € N, vemos que (;rg-”))n é de Cauchy, pois

Hscén) _ Igm) | < H:L.(n) - I(m)HEP? VYn.meN.

37
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Como cada X, é Banach, podemos escolher z1 € X3, 25 € X5, ... tais que z

todo j € N. Iremos mostrar que x = (z;) € £,((X,)) e (™ — .

Se p = o0 entdo, fixando j € N, escolhemos N € N dependendo de j tal que

N
Jz; - 2§ <1.

Assim,

N N
2] < lzj - 280 + 128 < 1+ |2,

2.0

=00
— x;, para

logo = = (7;) € £ ((X,,)), uma vez que a sequéncia (x(™) é limitada. Agora mostraremos a,

convergéncia. Dado ¢ > 0, existe N ¢ N tal que, se m,n > N, entdo

™

£
“} = i

{(n) :
=it H<2. VjeN.

Desse modo, se j € N, tomando mq suficiente grande, temos, para n > N

7

{mo) _

s = 25 < s = 2 g = o) < e

Portanto, como j & arbitrario, |z - z{" |, <.

Suponhamos agora 1 < p < 0. Dado £ > 0 , existe N e N tal que
S A _ e s N
Z”IJ ~z; " [F 5 € Vn,m2>N.
=1
Fixado k ¢ N temos Z?ﬂ ||a:§.n) - :ztf,-m) |7 < &3, H'Lﬁm - :rs;m)Hp, e assim
i
Zﬂlgn) - :L'J(-m)Hp <gP, Yn,mz>N .
i=1
Logo, fazendo m — oo para cada n = N, obtemos
k
Mzl —zilP <2, ¥axN.

i1

; \ 5 g N
Como £ & arbitrario. temos. consequentemente, Z:,’ZLH'LE J

- z;|? < o0, e portanto (||7:§

(2.1)

Ny
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HI’_E-N)

z;]); € €. Assim, uma vez que (H,LEN) H)J € {,, temos que ( - x| + ||$§.N)[I)j € ¢,. Agora,

notemos que, para todo ke N,

: = (V) N
Dlesl < Y (has =+ 101)
j= j=1

Isto mostra que z = (x;) € £,((X,)). Para ver que 2(™ — z basta notar que isto decorre de
(2.1).
A reciproca ¢ imediata: se, digamos, X; nédo & espaco de Banach, entdo existe uma

sequéncia (x,) em X; que é de Cauchy e nao é convergente, de onde segue que a sequéncia

de termos

(21,0,0,...), (22,0,0,...),...
é de Cauchy mas ndo é convergente nos espacgos Ep((Xn)), l<p<oo,e co((Xn)). (]
Proposicao 2.2. Se Xy, X, ... sdo um espacos normados separdveis entdo co((Xn)) e

E’p((Xn)), para todo 1 < p < oo, sdo separduveis.

Demonstracao. Para simplificar a notagao, iremos supor X = X; = Xp = -+, Seja D c X
enumeravel e denso em X. Sem perda de generalidade, podemos supor que 0 € D. Dizemos
que uma sequéncia é quase-nula se somente um namero de finito de termos da sequéncia é

diferente de zero. Seja Y € {co} U {¢,: 1 < p < co}. Definimos
D= {(l‘n) € (Z GBX) :(z,) & quase-nula e z,, € D, para todo n e N} ,
=1 v

Claramente, D é um subconjunto enumeravel de (Y%, @ X)y. Sejam ¢ > 0 e (a,) € (T2, @X )y

Tomamos ng € N tal que

€
H(O: . 707a‘1’10+1:a"ﬂq+21' )”Y < 5 .
Agora, escolhemos xy,...,x,, € D tals que
”(al RS CEEREE L _mnuyovor'-')“y < _;‘ -
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Sendo y = (21, ..., Ty, 0,0,...), temos y € D e
"(an)—yﬂ}fgn(@lﬁfl: :anu—IR[HO:DJ"')HY+"(OJ"':O:a'ng+lua‘n9+21 )”Y
o I T
29
n

Portanto D é denso em (52, @ X)y.

Proposigao 2.3. Sejam X,Y, Z espacos normados e 1 < p < oo,

(i) Se X »Y entao £,(X) = £,(Y),

(i) £(X)® X » (X)),
(i) Xo (Yo Z)~(XeoY)o Z,

(iv) (X @Y) » (X)) @ 6(Y).

Demonstragdo. Faremos a demonstragdo para o caso p # co.
Para provar o item (i), basta observar que se ¢ é isomorfismo entre X,V entdo (x,) —

{(o(xn)) é isomorfismo entre £,(X) e £,(Y).
Para o item (ii), & imediato verificar que ((3:1,:1:2, ..),:t:g)) = (x0,T1,22,...) € um iso-

morfismo isométrico entre £,( X )@ X e £,( X') considerando o espago £,( X )@ X com a norma

1
(z1,22) = ([x[P + [ 22]P) 7.
O item (iii) também é imediato considerando a isometria ((:c,y), z) - (;r;, (v, z)) e todos
os espacos envolvidos que sao soma entre espacos normados munidos com a norma da soma.

Considerando X @Y e £,(X) @ ¢,(Y) com a norma (zy,z2) = (||z1|?+ |22 ||P)1% é também
imediato que ((:cn, ¥n)) = ((zn), (ya))} & um isomorfismo isométrico entre £,(X @Y ) e £,(X)®
=

,(Y), e isto prova o item (iv).
sa0 espacos normados e 1 € p < oo, entdo Ep(ﬁp(()(n))) A

Sabemos que, se Xy, X5,
fp((Xn)) e Co(co((Xn))) ~ cn((Xn)). Em particular, £,(€,) = £,. co(co) = co, 2=, € ¢ = cq.
Relembramos que ¢, é um espago de Schur. A proposi¢io seguinte nos diz que #,(X) é

de Schur se, ¢ somente se, X é de Schur. Mas, como apresentamos o resultado em forma

geral, precisamos introduzir alguns conceitos. (Y,.; @X;)s, € 0 espago das fungdes ¢ — x; tals
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que z; € X; para todo i€ [ e ¥ ||z;] < 0. A soma ndo-ordenada Y| z;| existe e é igual « se,
el 13

dado € > 0, existe F' subconjunto finito de [ tal que < g, para todo G finito que

L |zl -
VEE

contém F'.

Proposicao 2.4. Seja (X;)ir uma familia de espagos de Banach. O espaco (¥, ®X;)e, €

de Schur se, e somente se, cada X; € um espago de Schur.
Demonstragdo. Ver [21]. m

Proposicao 2.5. Se X € um espaco normado entiao co(X)* € isometricamente isomorfo

6(X0).

Demonstracao. Para cada n € N, seja m,: X = ¢g(X) a transformacio linear continua dada
por m,(z) = (0,...,0,2,0,...,0,...), onde = ocupa a n-ésima posi¢do. Dado ¢ € cp(X)*,

definimos ¢, € X* por ¢, := @ om,, para cada n € N. Provaremos que

T:co(X)* — £ (X™)

@ — ('ﬂpn)

¢ um isomorfismo isométrico.
Vamos verificar que T estd bem definida. Seja ¢ € ¢o(X)*. Fixemos agorane Ne e >0

quaisquer. Para cada 1 < j <n, escolhemos z; € X tal que |z;| =1e
5
pom(z;) 2 lpom]-—.

Assim
T n
Z"@OﬁjH < Z@D'ﬂ'j(ﬁfj) te :*L,Q((.fl,. ":xnaouow"')) HEL H‘p" te.
i =1
Como n & arbitrario temos Y72, [ o 7] < [ + <. Isto mostra que T' estd bem definida, mas

nao s6 isso: como £ > 0 é arbitrario, temos também

2 sl <Dl (2.9)



42 OS ESPACOS 4,((X»)) E co( (X)) 2.0

E imediato que 7 & linear. Além disso,

o((za)) = f;gan(xn), Y(2m) € co(X)

Mostraremos agora que T' & sobrejetora. Seja (¢,) € £1(X ™). Entdo, dado (z,,) € co(X),
temos Y07 @n(2,) < 0o, uma vez que esta série é absolutamente convergente. De fato, para

cada k ¢ N, temos

k
;%(la)

= ; |‘10i(93i)| = ”((Pn)”& "(wn)”lfm . (23)

Assim, sendo ¢ € ¢o(X)* dado por (z,) & ¥, #n(2n), temos que ¢ é uma transformagio

linear continua com T¢ = (@,) e, por (2.3),

loll < 1Tl - (2.4)
Por (2.2) e (2.4) temos que T & isometria. |

Proposigao 2.6. Se X ¢ um espaco normado entio £,(X)* € isometricamente isomorfo a

£ (X7).

Demonstragdo. Para cada n e N, seja m,: X — #1(X) a transformacao linear continua dada
por m.(x) = (0,....0,2,0,...,0,...), onde = ocupa a n-ésima posigao. Dado ¢ € £;(X)*,

definimos ¢, € X* por i, := ¢ om,, para cada n € N. Provaremos que

T: 6 (X)* —> £ (X*)

 — ()
é um isomorfismo isométrico.
Primeiramente iremos verificar que T estd bem definida. Se p € £,(X)* entdo

leem| < lellma] = el , VneN.

Assim, T estd bem definida pois

supllen| < [0 . (2.5)

nel
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Claramente, T ¢ linear e

o((22)) = iwn(xn), V(zn) € 1(X) |

Mostraremos agora que T' & sobrejetora. Se (¢,) € £oo(X*) entdo T5°, wi(z;) converge,

para toda sequéncia (2,) € £1(X). De fato, se (z,) € £;(X), entdo, para todo k ¢ N,

k
;%‘(Ii)

k k
< led)l s suplis| Zhail < Iondlea(@a) s (2.6)

de modo que ¥, vi(x;) é absolutamente convergente. E imediato verificar que a fungio
v € 01(X)* dada por (z,) % T2, ¢.(x;) satisfaz Ty = (on).

Como k é arbitrario em (2.6) temos, por (2.5) e (2.6), que T' é isometria. [

Proposigao 2.7. Sejam 1 < p < oo e X um espago de Banach, X + {0}. Entio £,(X)* ¢

isometricamente isomorfo a £,(X*), sendo q o conjugado de p.

Demonstragdo. Para cada n € N, seja m,: X — £,(X) a transformagao linear continua dada
por m(z) = (0,...,0,2,0,...,0,...), onde = ocupa a n-ésima posi¢do. Dado i € £,(X)*,

definimos i, = @ o m,, para cada n € N. Provaremos que

T: 6,(X)* — €,(X*)

p — ()

& um isomorfismo isométrico.
Em primeiro lugar, precisamos mostrar que (i,) € £,(X*), para todo ¢ € £,(X). Seja
¢ #0el,(X)* e, para cada n € N, escolhemos v, € X tal que @, (v,) 20 e |lun] = 1. Agora,

sejam

_ lon(vn))®

Up = ———Un,
Pn(Un)

pRege = 5 of

wn = (U, U, 0,...,0,.0) € £,(X), )
Assim, temos, fixado n e N,

(1) Ziiles(v)lt = Eiy on(un) = o(wn) < o] fwnl;
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(2)

o

B
B
1}
| 1
0=
g
=
| W
I
1
| P |
M=

= é, temos

De (1) e (2) segue que [L2[¢i(v)l]" ™7 < |l Sendo 11

émm)w < Jele.

Da arbitrariedade de vq,. .., v, segue que

i
>l < fol?. (2.7)
i=1
Como a desigualdade acima ndo depende de n, temos Y7, |7 < 00 — como queriamos.
E imediato que T é linear. Além disso,

SD((J'?L)) = 2@%(1;?1).- V(v’n) € EP(X) :

Mostraremos agora que T & sobrejetora. Seja (@,) € £,(X*). Entdo, dado (z,) € £,(X),

temos Yoo @n(,) < 00, uma vez que esta série & absolutamente convergente. De fato, pela

desigualdade de Hélder, temos, para cada & € N,

S| € St < Kol Canll,

Assim, sendo ¢ dada por () G g wn(Tn), temos que ¢ é continua com T = (p,) e
lol < 1Tl - (2.8)
=

Por (2.7) e (2.8) temos que T é isometria.

Os espacos £,(X) e co( X) possuem subespagos triviais, listados na proposigio seguinte.
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Proposicao 2.8. Sejam X um espago de Banach, X # {0}, e 1 < p < oo. Entdo
(i) X S 6(X), X< a(X)
(i) €= £p(X), co=co(X)

Demonstragdo. Faremos a demonstragao para £, e £,(X), com 1 < p < oo. Os casos envol-
vendo p = oo, ¢y € co(X) s@o andlogos.

Seja ve X tal que |v]| = 1. E claro que as transformacdes lineares ¢, 70 dadas por

p: X — £(X) ; vl — 6(X)

z— (z,0,0,...) () — (z,v)

sdo isometrias, logo sdo isomorfismos sobre suas imagens. A seguir, mostraremos que suas
imagens sao subespacos complementados.

E imediato que a transformacio linear continua de £,(X) em £,(X) dado por (z,) -
(21,0,0,...) é uma proje¢do sobre a imagem de . Agora, para mostrarmos que a imagem
de 1 também é um subespago complementado, relembramos, primeiramente, que todo su-
bespaco de dimensdo finita de X & complementado (Proposicao 1.37). Seja P: X — X uma
projecao sobre [v], o espago gerado por v. Observamos que se P é escolhido como na demons-
tracdo da Proposicao 1.37 entdo sua norma é igual a 1, logo podemos supor que |P| = 1.

Definindo
P 4(X) — £,(X)

(%) — (Pra),
temos que P é uma projecao sobre a imagem de 1. De fato, convém notar, inicialmente, que

P esta bem definida, uma vez que, se (z,) € £,(X), entdo

D NPzal? < 3 lwallP < [(2a)lf, . VmeN.
i=1 i1

Isto mostra que Yo || Pz, |? < [I(’rﬂ)H’e’p Assim, P estd bem definida, e, como P é linear, isto
também nos da a continuidade de P. E claro que se z € Im% entdo Pz = z. Além disso,
dado (z,) € £,(X), como Pz, é um miltiplo de v para todo n € N, existe uma sequéncia de

escalares (a,) tal que P((:cn)) = (anv). Logo (azv) € £,( X)) e, como |Jv| = 1, temos (an) € £,.
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Isto mostra que 'P((xn)) ¢ Im ), portanto P é projecdo sobre Im ). [ ]

Teorema 2.9 (Hagler-Stegall). Seja X um espago de Banach. Entdo X* contém um su-
bespago complementado isomorfo a Li([0,1]) se, e somente se, X contém um subespaco

isomorfo & (Yo, ®E )y, .
Demonstragdo. Ver [16], pagina 234, Teorema 1. ]

Se (z,) é uma sequéncia de elementos em um espago vetorial, o seu suporte é definido
por supp ((z,)) = {i € N : z; # 0}. Diremos que uma sequéncia (z,) de elementos de
(U @Xu)x, X e{eo}u{l,:1<p< oo}, tem suportes disjuntos se SUpp &y, NSUPP Ly, = &

sempre que m # n. A proposi¢io a seguir generaliza a proposicao 1.59.

Proposicao 2.10. Sejam X um espag¢o de Banach e 1 < p < oo. Se (V;,) € uma sequéncia
em £,(X) (respectivamente, cy( X)) seminormalizada e com suportes disjuntos entdo (V;,) €

uma sequéncia bdsica e (e,) ~ (V,,), sendo (e,) a base canénica de £, (respectivamente, cq).

Demonstragio. Seja X € {cp}u{fp:1<p<oo}. Sejam meN, ay, ..., a,, escalares quaisquer
e M, N >0 tais que
M < Valx < N, VneN. (2.9)

Pelo Corolario 1.53, basta mostrarmos que

i

Z%‘Vz‘

i=1

M <

m
Z aief( =

i=1

<N
5

m
Y aef
i=1

onde (e ),en € a base canénica de X. Dado 1 <7 <m, sendo V} = (US))mN delinimos

I; = {keN:vS) :tO}:suppVi.

Observamos que I; N [; = @, se i = j, pois (V},) tem suportes disjuntos. Além disso, se j € I

(i (k)

entao 37 ajuy = agy;

Seja X = £, Mostraremos que

i

- {ziammnp]" | 2.10)
¢, Lisl

m
Z a; Vi
i=1
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1

T

e daf o resultado segue imediatatamente da desigualdade (2.9). Notemos que ||V; |, = ( “ ()
jel;

para cada 1 <i <m. Logo

P

P v 3 Jod

+oe Hamv

1

gk B
i Jjelm

m

Z\%F’HV 1P

Agora consideramos X = ¢p. Temos

m m
> aiV; ==(Zw%ﬂ
i1 - - je g
m
= sup Za,;u]( = sup Zav ‘
JeN |li=1 JE U fk =1
m
- U {55, <>‘ ete s U flo®] e n)
lgkem i=1 1<k<m

=sup {lar |vj ] : 5 € L} U u {Jaml

Logo, como

ad [o7] < sup laxlsup [of?] < sup jarl,
l<k<m l<k<m
para quaisquer 1 €i<mele];, temos
m T
Z a; Vi|| < Z a;ei’|| N.
i=1 co =1

Agora, seja iy tal que |ai,| = sup;emlail. Como |V |e, = M, existe jo tal que HLJ(;”) > M.
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(10)

Assim, temos |a;,| ||v > |ay,|M, logo
f > [z [0S | M.
(&)

E portanto

m m m

M Zaie;"o < Zain <N Zaéeg" ]

i=1 =1 5 i=1
Proposicio 2.11. Os espacos (277 ®€5 )¢, € £, com 1 <p < oo, sdo isomorfos.
Demonstraggo. Ver [20], pagina 224, Proposigao 7. (]

Proposicao 2.12.
(i) Sel<p< oo entio (E;";l @Eg)m ndao € isomorfo a cg.
(ii) Se 1< p< oo entio (fo:l GBEQ)EI nao € isomorfo a ;.

Demonstragdo. Suponhamos, por absurdo, que (Z:’:l @f’g)ﬁ é isomorfo & cy. Definimos
0

Ty, 22, € (E31, @63), por

21 :=((1),0,0,0.0,0,...)
s = (0,(1,0),0,0,0,...)
3= (0,(0,1),0,0,0,...)

#4240, 0,11,0,0),0,...)

Como (z,) é uma base incondicional de ( i EBE;;)C e ¢ tem uma tnica base incondicional
normalizada (Proposigao 1.61), segue que (z,) ~ (er?). Assim, existe T:cy — (Z;’;’:l EBE}’;)FD
isomorfismo tal que Tey’ = x,, para todo n € N (Proposicdo 1.53). Agora, fixemos n € N.

Sejam z,,...,Zg, tais que

Ty + -+ T, = (0....,0,(L,....1),0,0,...).
S SR
€0y
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Entao

wh =5 R0, v gD hpwe il Bl o o}
| S
eég

= Hmki 4 ees +Ikn"cn

= [T + -+ e)],, -

Portanto, como n & arbitrario e ”efl + et ei‘i“ =1, temos que srﬁp |Tz| s = o0. Absurdo,
z|=1
pois T' é continua. Estd provado o item (i).

Provaremos agora o item (ii), seguindo a mesma idéia do item (i). Suponhamos, por
absurdo, que (Z;":l @Bg)el & isomorfo a ¢,. Sendo z,,2q9,... € (Z;‘;l @E‘g)h como acima,
temos que (x,) é uma base incondicional de (%32, @E;)el. Como ¢, tem uma tnica base
incondicional normalizada (Proposicdo 1.61), segue que (z,) ~ (e). Assim, existe T: ¢, —

(Z;":l eafg)el isomorfismo tal que Tef = z,, para todo n € N (Proposigao 1.53). Agora,

fixemos n € N. Sejam zy, , . .., 7k, tais que

.'Ekl+“'+Ikn:(0!'":01(15"‘71)’0’0"")'
S———

T
elp

Entao

3
SRl
I

= | T g, +-+ :r:kﬂ)H
nrP

o ¢
= E(eki"'"'*'ekl)

Thlw

T7H(0....,0,(1,...,1),0,0,...))
gn
€ty

3
ST

=1, temos que sup [T 'z| =
& lzle, =1
oo. Mas isto & absurdo, pois T-! é continua. E esta provado o item (ii). |
P

Portanto, como 1—% > (0, n é arbitrario e

L (ay, + e+ )
nP

Proposicao 2.13. Um subespago complementado de dimensdo infinita de W = (¥77, @67),,
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€ isomorfo a ¢y ou o W.
Demonstragdo. Ver (3], pagina 83, Corolario 8.6. =

Proposicao 2.14. Toda base incondicional normalizada de um subespaco complementado

de £1({s) € equivalente & uma permutagio da base candnica de €1 ou de (Fooy &I )y, -
Demonstragdo. Ver o comentario que segue o Teorema 4.7, pagina 43, de [3]. =

Proposigao 2.15. (¥, &%), tem wma inica base incondicional normalizada a menos de

equivaléncia e permutacdo.
Demonstragao. Ver [3], pagina 43, Coroléario 4.8. ]

O Teorema de Schroeder—Bernstein, da Teoria dos Conjuntos, nos diz que se X e Y sdo
conjuntos e existem fungdes injetoras de X em Y e de ¥ em X entdo existe uma bijecao
entre X e Y. Reformulando para espagos de Banach, podemos nos perguntar se, dados X,
Y espagos de Banach, se X <= Y e Y = X implica que X e Y sdo isomorfos. A resposta
é que tal reformulacio é falsa; um contra-exemplo é dado em [5]. Nos perguntamos entio
se X <5 Y eV <5 X é uma hip6tese suficiente para que X e Y sejam isomorfos. Trata-se
de uma questao mais dificil e sua a resposta também é negativa, e foi resolvida por Gowers
em [14]. Entretanto, Pelczynski observou que, com algumas hipoteses adicionais, podemos

concluir que X e Y sdo isomorfos.

Teorema 2.16 (O Método de Decomposicao de Petczynski). Sejamn X, Y espacos de Banach

tais que X <> Y e Y < X . Se
i) X#X?2eVYaY? ou
(if) X ~co(X) ou X = £,(X), 1 <p<oo,
entdo X =Y.
Demonstracdo. Seja E espaco de Banach tal que X » Y @ E.

Se X e Y satisfazem (i) entdo ¥V » Y? e temos

XaYeYaeaF=YolX
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Analogamente, obtemos ¥ v X @Y, e assim X ~ Y.
Se X satisfaz (ii) entdo, consequentemente, X ~ X 2. De fato, basta ver que, se X ~ £,(X),

entao

Xeb(X)sXol(X)s XX,

Naturalmente, este raciocinio permanece valido se X = ¢o(X'). Assim, pelo mesmo argumento

do item (i), obtemos

Y=~XeaV

E entdo, se X = £,(X), como

£,(X) % 6,(Y @ E) » 4,(Y) @ ,(E)

temos
X % £,(X) ~ 6,(Y) @ £,(E)
Y O L(Y)0L(E) v Y @l (X)nY ®X
Se X ~ ¢p(X) a demonstracao é analoga. |

Como caso particular da proposigao seguinte, temos que ¢y € £o nao tem cotipo finito.

Relembramos que a definigao de cotipo que estamos utilizando é dada na péagina 26.

Proposigao 2.17. Se X1, Xa,... sdo espagos normados e Y € {co, £o} entido (X2 @ Xn)y

ndo tem cotipo finito. Em particular, ¢y e £e nao tem cotipo finito.

Demonstracdo. Para simplificar a notagdo iremos supor X = X; = X, = ---. Basta conside-
rarmos Y = £, pois a demonstracdo é a mesma no caso Y = ¢y. Suponhamos por absurdo,
que ¢, (X) tem cotipo g, com 2 < g < co. Entao existe C' > 0 tal que, quaisquer que sejam

..Tl,...:ﬂfnegm(X),
Z | ¥ EiifiHem " !
=%l
- e (ztzinzw)

i=1
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Escolhemos agora x € X tal que [z| =1 e definimos &, Zs, ... € £ (X) por

F1:= (2,0.0,0,...)
Tg i= (0,.‘1‘,0,0,. s )

T3 :=(0,0,z,0,...)

Assim, temos [Zifle., = 1, i = 1,2,... e | ¥, &%, = 1, para qualquer n € N e qualquer

escolha de sinais q,...,2, € {-1,1}. Portanto
57 >, 1T gl N L
gi=+1 - 1
122—71: o ZC(§||:L2||§°O) =, VnelN,
e chegamos a um absurdo. m

Teorema 2.18.
(i) Sejam 1 <p<2ep<r<oo. Entdo £,(X) tem tipo p se, e somente se, X tem tipo p.

(ii) Sejam 2<g<oo el<r <q. Entdo £,(X) tem cotipo q se, e somente se, X tem cotipo

q.

Demonstragdo. Ver [10], Teorema 11.12, pagina 221, tendo em vista que £,(X) é L.(u, X)

com a medida de contagem em N. @

Finalizamos esta se¢do enunciando o resultado de Bourgain, Casazza, Lindenstrauss e
Tzalriri mencionado na introdugdo. Com esta finalidade, introduzimos primeiro o conceito
de reticulado de Banach.

Sejam X um conjunto parcialmente ordenado e z,y € X. Um supremo para z e y,

denotado por x vy, é um elemento de X tal que
(i) x<zvyeyzavy, e

(i) rvy<zsempreque t<zeyxz
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Analogamente, definimos um #nfimo para = e y, denotado por x Ay. Quando existem, tanto
x Vy quanto xr Ay sao 1inicos.
Se X é um espago vetorial sobre R munido de uma ordem parcial <, dizemos que X é

um espago vetorial ordenado se, quaisquer que sejam x,y € X tais que x <y, temos
(i) z+2z=<y+ 2z paratodo ze X; e
(i) tz <ty para todo &> 0.
Um reticulado vetorial é um espago vetorial ordenado tal que
(iii}) todo par de elementos de X tem um supremo.

Para todo elemento z de um reticulado vetorial, o seu valor absoluto é definido por |z :=
zv (—z). O espago R™ é um exemplo de reticulado vetorial, sendo (z1,....2,) < (y1,.- ., ¥n)
se, e somente se, x; £ yy,....T, = y,. Um espago vetorial normado que também é um

reticulado vetorial é dito um reticulado normado se
(iv) |z| < |y| para todos z,y € X tais que |z] < |yl.

Um reticulado de Banach é um espago de Banach sobre R que é um reticulado normado.
Os espagos cg, £p, com 1 < p < co, munidos da ordem (z,) < (y,) se, e somente se, z1 < yi,
Zo < Ya,-. ., , sa0 exemplos de reticulados de Banach.

O conceito de reticulado de Banach nao se restringe acs espacos de Banach sobre R.
Introduzimos agora, rapidamente, o conceito de reticulados de Banach complexos. Primei-
ramente, relembramos que o complerificado de um reticulado de Banach X é o espaco de
Banach complexo X¢ cujos elementos sdo pares (z,y) € X x X, com adi¢io e multiplicacio
por escalar dados por (zo,yo) + (z1,11) = (Zo+ 21, v0+v1) e (a+b)(z,y) = (ax - by, ay + bx)
e norma ||(z,y)| = [Supgegess (5N + ycosh)|. Escrevemos (z,0) < (y,0) se, e somente se,

T <y

Proposigao 2.19. Seja V' um reticulado de Banach de tipo p e cotipo q, com 1 <p<q<
co. Seja (f uma projecdo de co(V') sobre um subespaco Z com base normalizada (2, )1<nsk

de constante incondicional K > 1. Entao existem uma particdo dos inteiros {1,...,k} em
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conjuntos disjuntos {Ts}icser € uma constante M dependendo somente de K,|Q|,p,q tais

que, para quaisquer escalares ay, ..., ayg,

1 i
a k »

=1 q ; q
A {1;1%(5 an| ) < nélanzn < Mrlxslsag(n%ﬁlad )

Demonstragdo. Ver (3], pagina 12, Proposigéo 2.1. |

2.1 Os espacgos (fozl @E;})X, Xe{cptu{l,:pe[l,+oo[}

Iniciamos esta se¢do introduzindo a distdncia de Banach—Mazur entre espagos normados.
O conceito de disténcia entre dois objetos pode ser usado para distingui-los quantitavamente.
Por exemplo, se a distancia é zero entdo os objetos podem ser identificados um com o outro,
e se a distdncia é maior do que zero entao ela nos da uma medida da diferenca entre eles.
Néao surpreende que a distancia de Banach-Mazur derive dos isomorfismos entre dois espagos

normados, wma vez que o modo natural de identifica-los é por meio destes.
Defini¢ao 2.20 (Distancia de Banach—-Mazur). Sejam X, Y espagos normados isomorfos. A
distdncia de Banach—-Mazur entre X e Y é denotada por d(X,Y) e é definida por
A(X,Y) = inf{|T||T7"|: T: X - Y é isomorfismo } .
Listamos algumas propriedades basicas da distancia de Banach—Mazur na proposicio

seguinte.
Proposigao 2.21. Sejam X,Y, Z espacos normados isomorfos. Entdo

(iy d(X,Y)>1,

(i) (X,Y)=d(Y, X) ,

(i) d(X,Y)<d(X,2)d(Z,Y) .

Demonstragdo. Dado T2 X — Y isomorfismo temos 1 = |T o T < |T)|T1; isto prova o

item (i). O item (ii) é imediato.
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Sejam S: X - Z e R:Z - Y isomorfismos. Entdo Ro S é isomorfismo entre X e Y, de

modo que

d(X,Y) <|Ro SII(ReS) I < |RIIRTHISHIS ™ -

Como S, R sdo arbitrarios, segue que d(X,Y) < d(X,Z)d(Z,Y), e esta provado o item
(iii). =

E claro que se X,V sdo isometricamente isomorfos entdo d(X,Y) = 1, que é a menor
distancia possivel. Considerados X,V de dimensio infinita, a reciproca nao é verdadeira.

Notamos que, apesar do que o nome pode sugerir, a distdncia de Banach—Mazur ndo & uma

distancia no sentido usual.

Proposigio 2.22. Sejam (X,,) e (Y,) sequéncias de espagos normados tais que

supd(X,,Yy) < oo
neN

Entio (Y1 ®Xn)x & (Xne @Y,) ., para todo X € {cof U {f,:1<p< oo},

Demonstragio. Seja K := sup,,d(X,,Y,). Para cada i € N, seja T;: X; — Y} isomorfismo
sobre Y; tal que |T3[||77!] < K. Sem perda de generalidade, podemos supor que [Ti] < K e

|77 = 1, para todo ¢ € N. Considere

T (Z:;l eaXn)X — (Z:ao:l EBYH)X
(g;n) — (Tn-fn) @

Como [|T;| € K, para todo i € N, temos que T estd bem definida, & linear, continua e
injetora. Agora iremos mostrar provar que T é sobrejetora. Seja (y,) € (Y,). Entdo, para
cada i € N, existe z; € X; tal que Tyx; = y;. Como [T} = 1, para cada i € N, segue que
(2n) = (T7'yn) € (o2, ®X0) o, € assim T'((z,)) = (). E imediato que a funcio dada por

(yn) = (T);1yn) € a inversa de T e é continua. =

Lema 2.23. Sejam X uwm espaco normado e {x1,...,T,} um subconjunto linearmente in-

dependente de X . Entao existe M >0 tal que

larz: + - + anzn| 2 M{|ar] + - + |aa]).
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para quaisquer escalares a, ..., Gn.
Demonstracdo. Ver [17], pagina 72, Lema 2.4-1. (]

Proposicao 2.24. Sejam X um espago de Banach, F' um subespago de dimensdo finita de

X e P uma projegcdo de X sobre F'. Suponhamos dim F' = n e seja {x,,...,1,} uma base
normalizada de F. Entao, dado £ > 0, existe d > 0 tal que, se yy,...,y, sdo vetores em X
satisfazendo

ﬁlg};llri -yl <94,

denotando por (G o subespaco gerados pelos vy; s, temos

() d(F,G)<l+e,

(ii) Fziste uma projecdo Py de X sobre G com | Pyl < (1 +¢)|PJ.

Demonstragao. Buscamos escolher 4 de modo que o espago G como no enunciado seja tal que
d(F,G) < 1+e. Com este fim, convém observarmos que, se ¥ & subespaco de X e S:Y - X
¢ uma transformagcao linear continua que satisfaz |Idy - S| <n < 1, entdao S & isomorfismo

sobre sua imagem (Proposigao 1.12). Entéo, como, para qualquer y €Y,

Sy

<y =Syl + Iyl < (L +n)ly

1

15yl 2 Tyl - ly = Syl = (L -mlyl,

1+n

T Notamos também que o Lema 2.23 garante a existéncia de um

segue que [ S[[S1] <

M > 0 tal que

MM <
i-1

Tt
2 A
i=1

para todos os escalares Ay, ..., A,

l+n

S Lbg Definimos

Dado ¢ > 0, escolhemos 0 < ) < 1 suficientemente pequeno tal que

oM
N

Agora, sejam y;....,y, € X tals que

max|x; - y;| <0
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Consideramos a fungao S:F - G, sendo G := [y;], dada por S(z) := ¥, M, para cada

x =3 Mz; € F. Como

|z - Sz| = |3 Xz - w)|| < DNl - il
1=1 =1

<6y A
i=1
<=l

< F1IH

<0 7

temos
Y n
Idp -S| € — = —"— .

Portanto S é um isomorfismo de F' sobre S(F) = G tal que

g l+n
SIS < 7 <1+

™

Assim, temos

d(F,G) <SS s 1+e.

Para definirmos a projegdo Fy: X — X sobre (G, consideramos a transformagao linear

continua 7: X — X definida por

T:=ldx+(SoP)-P.

Entao

| P|
T-Idy| = - o
I x| =1(S-1dg) e P| < Pl =1

CNEG L
Pela Proposicao 1.11, sabemos que T é isomorfismo sobre X. Ademais,

ITHT < 2 1 ve.
1-7¢
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Como T(F) =G, é claro que Fy:=T o PoT-! & uma projegao de X sobre G com

| ol < (L+e)| Pl

como queriamos. "

Definigao 2.25. Sejam X um espago de Banach e 1 < p < oo. Dizemos que X contém £3 s
uniformemente se existe uma sequéncia (f,) de subespagos de dimensdo finita de X tais
que

sup d( £, £p) < 0.

nelN

Se também existem projecoes 7, de X sobre E, tais que

sup | P < o0,
neld

dizemos que X contém €3 's uniformemente complementados.

Se p = oo entdo as duas definigdes coincidem, isto &, X contém /7 ’'s uniformemente, se,
e somente se, X contém f2's uniformemente complementados. De fato, sabemos que se ¥ é
subespaco de Z, sendo Z um espago de Banach qualquer, e Y é isomorfo & £, entdo Y é
complementado em Z (isto é, €., & injetivo). E mais: se T:Y — {,, é isomorfismo entéo existe
P:Z — Z projecao sobre Y tal que | P| < [T T (ver [13], pagina 142, Proposicao 5.13). E
o resultado vale ndo s6 para £, mas também para 2, por argumento inteiramente analogo.
Assim, segue que, se X contém {7%’s uniformemente, entao X contém £7’s uniformemente
complementados.

Apresentamos, na proposigao seguinte, alguns exemplos basicos de espagos que contém

¢7’s uniformemente complementados.

Proposicao 2.26. Seja 1 < p <oo. Temos
(1) (o ®€7)s, contém €3's uniformemente complementados, para todo 1 < q < oo,
(ii) €, contém 2°s uniformemente complementados.

Demonstragdo. Denotamos X := (Y77, @67),,. Dado & € N, sendo Ej subespago de X for-

mado pelos elementos de X daforma (0.....0.2,0,...,0,...), onde r é um elemento qualquer
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de ¢% ocupando a k-ésima posigao, é claro que Ej é isometricamente isomorfo a k. Além
disso, (z,) = (0,...,0,7,0,...,0,...) é uma projecao de norma 1 de X sobre Ej. Isto prova.
o item (i).

Quanto ao item (ii), inicialmente observamos que, dado k € N, a transformagao linear
continua de E’; em ¢, dada por (a1, ...,ax) = (a1,...,a,0,0,...) é um isomorfismo isométrico
sobre sua imagem. Denotando a imagem dessa tranformacao por I, é imediato que (a,) —

(a1,...,ax,0,0,...) € uma projecdo de norma 1 de £, sobre Ej. O
A seguinte caracterizagdo nos serd util:

Proposigao 2.27. Seja X um espago de Banach e 1 <p < oo. Entdo X contém €2 ’s unifor-

memente complementados se, e somente se, existem transformagoes lineares continuas

mx e p=12,
satisfazendo
Qnoly=1dm, VneN, e sug 1Qnll Il < .
e

- . ~ . . In  @n
Demonstragio. Sejam I, Q, transformagdes lineares continuas, £ = X = 05 1= 1 & oy

satisfazendo
(i) Quol,= Idpm, VneN.

(ii) SugllQnil [ £n]l < 0.

Fixemos k € N. Por (i), temos que, restringindo o contradominio de [, a sua imagem, [, é

invertivel e que Qglimr, = I, de modo que Im [, » E’g. Ademais, como

[Qelum s 176 < 1Qul[1]) < suplQnl | o]

temos que

d(Im s gg) < Sup"Qn[H”ﬂ" .

neN
Logo sup,yd(Im [, £) < oo, e mostramos assim que X contém ¢7’s uniformemente. Resta

definirmos as projegoes; consideremos, para cada n € N, P, = I,,0Q,. Entao sup,,.| P.| < oo,
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ImP,clml, e,

L, woe Tl == Polloaye T Q) = Ly

e assim mostramos que X contém ¢’s uniformemente complementados.
Reciprocamente, suponhamos agora que X contém {7’s uniformemente complementados.

Entao existe E, subespago de X, T,:€p — F, isomorfismo, P,: X — X projecao sobre F,,

n=1,2, ., com sup,| TulITs!| < 00 @ Suppeyl Pal < oo. Definindo, para cada n ¢ N,
[n::]—;z: Qn:ZTT;lOPn:
temos Q@n 0 fn =Iden, n=1,2,. .., & Sup,en | @nl[| I|| < oo. ]

7

Proposi¢ao 2.28. Sejam 1 <p< oo e X, Y espagos de Banach. Se X —Y e X contém £3’s
untformemente entao Y contém £} ’s uniformemente. Em particular, se X =Y e X contém

£y ’s uniformemente entao Y contém £3’s uniformemente.

Demonstracdo. Sejam T: X — ¥ um isomorfismo sobre sua imagem e F, s, ... subespagos
de X tais que sup,yd(Ey,, {7) < co. Mostraremos que T'(E1). T(Es),... sdo subespagos de
Y tais que sup,y d(T(E,), £2) < oo.

Sejam n € N e ¢: B, — €3 um isomorfismo. Como @ o T"1:T(E,) — £3 é um isomorfismo

entre T(FE,) e £7, temos

d(T(En), ) < oo T [(@o T71) 7|

<lelle T

d(T(E.), 3)

<inf{ e[l : i En — £ & isomorfismo
17T Uelle™1: ’ /

= d(E,. 7).

Portanto, como sup,,. d( En, (1) < oo, segue que sup,,y d(T(E,), 1) < oo. |
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Proposigao 2.29. Sejam 1 <p < oo e (X,),(Yn) sequéncias de espagos de Banach. Supo-
nhamos que Y, — X, para todo n € N, sendo Ey, Es,... tais que Y, ~ E, € X,,, para cada

neN, esupd(Y;, F;) < +oo. Entdo
ieN

(%)) ((X0)
Suponhamos também que existem P,: X,, - X,, projecdes sobre E,,, n=1,2..., comsup|| F;| <
i€l
+o00. Bntao
6((¥)) > (X))

Demonstragdo. Seja K :=supd(Y;, E;). Para cada n ¢ N, escolhemos T,: ¥, - E,, isomorfismo
ieN
tal que |T,.||T;}| € K . Podemos supor, sem perda de generalidade, que |T,| < K e que
IT; 1] = 1. Com efeito, basta tomarmos |7T,;!| 7T, no lugar de T;,, uma vez que (|7,;'|T,)! =
1ol
T Lo

Consideremos
T: EP((YR)) - Jg;u(()(ﬂ))

(yn) i (Tnyn) b

Notemos que, dado (y,) € Ep((Yn)), se p = co, entao sup,||Tntnl < Ksup,ulynl;se L<p<
o0, temos Yooy | Thyn|? < KP|(ys)|P. Assim, para qualquer 1 < p < co, T estda bem definida
e ||T((yn))|] < K||(yn)]. Como T é linear, isto mostra que 7' & continua. F imediato que
UImT — Ep((Yn)) dada por (z,) = (T;'z,) é uma transformagdo linear continua que esta
bem definida e satisfaz [JoT' = Idy,((v,)), logo T & isomorfismo sobre sua imagem. Mostramos
assim que £,((¥2)) — 6((Xa)).

Para mostrar que Im 7T é imagem de uma projecao, basta considerarmos

P: ep((Xn)) - fp((Xn))
(%n) — (Pan) .
Como supl||F;| < o0, segue que P estd bem definida e é continua. Se (x,) € ép((Xn)) entdo,
€N
sendo (yn) = (T, Pazn) € 6((Yn)), temos T((yn)) = P((x))- Isto mostra que In P € Im 7',

E claro que I(z) = x, para todo x € Im 7. =
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Proposicao 2.30. Sejo F' um subespaco K -complementado de dimensao finita de (Z:f:,z @é’g)x
, com X € {cp}u{l,:1<p<oo}. Entdo dado € >0, ezistem M €N e G subespago (1+¢)K-

complementado de (Zfil EBE’;)X tal que A(F,G) <1 +=.

Demonstragdo. Sejam {zi,....z,} uma base normalizada de F e £ > 0. Pela Proposicio
2.24, existe & > 0 tal que, se y1,...,yn € (Zf;l @E}})X 880 tais que maxyqen|a; —vilx < 6,
entdo d([y:], F) <1+¢ e [1] é subespago (1 + &) K-complementado de (X5 eeé;;)x.

Sendo z; = (:cgi},:cgi}, ...),i=1,...,n, escolnemos M €N tal que

1€0,...,0,28 2% .. I« <0,
para cada 1 <7 < n. Assim, definindo

temos d([y:], F') < 1+< e [y] é subespago (1+¢) K -complementado de (£ @E’;)X. A seguir,
iremos exibir um subespago complementado de (Efil EBE;%)  Que é isometricamente isomorfo
[wi].

Definimos

o= ayl) =12,

Sendo P:(E;‘Ll @f’;)x — (E,ﬁl@é’g)x projecio de (L2, EBE;;)X sobre [y,], com P, P, ...

dados por P(z) = (Pz, Psx,...), para cada z ¢ (Z;’;l @Eg) notemos que Py = Py =

x

~+=0), com |P| £(1+&)K. temos que

P (v 06, — (Tl 06)
rr—r (‘Pl(CE,0,0,.. ), ;.PM(CE‘,0,0,. . ))

& projegdo de (Zi";l EBI?;')X sobre G := [y!]. De fato: observamos inicialmente que, se x €

(T @6z) . entdo, como (Pi(x,0,0,...);... 1 Pa(2,0,0,...);0;0;...) € [y;], & imediato que
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Isto mostra que Im P’ ¢ [y/]. Ademais, sendo P projecdo, segue que Pj(y;) = 2

;° para

1<i<n, 1<j< M. Obtemos entdo P'(y!) = y! para cada 1 <i < n, de modo que P'(z) = 1,
para todo z € [y!].
Agora, é facil ver que

1Pl <Pl <(1+e)K,
e temos portanto que (¢ é subespago (1 +¢)K-complementado de (Zf{";l @E;‘)X. Como [y;] é
isometricamente isomorfo & [y!] = G temos d([y;],G) = 1, e portanto
d(F.G) <d(F [s]) d([p:] G) < 1+¢. =

Proposicao 2.31. Sejam X um espaco de Banach, 1 < p < oo e q o conjugado de p. Sao
equivalentes:

(a) X contém £3’s uniformemente complementados.

(b) X* contém £2's uniformemente complementados.

(c) X* contém £3’s uniformemente complementados.

Demonstracdo. Provaremos, inicialmente, que (a) = (b) — ¢ 0o mesmo argumento prova
que (b) = (c). Sejam, para cada n ¢ N, T,,:47 - (#2)* um isomorfismo isométrico, In, Qn

transformagoes lineares continuas,
eI x S
com SUP eyl [ [@n]] < 00 € Q0 I, = Ides, para todo n € N. Temos, para todo n € N,

x0T, Ttap?

. @ .
e X

€'ft

q?



64  OS ESPACOS £,((X.)) E co((X)) 21

(Tt o) o(QnoT)=T " o(L;oQy)oT=T"o(Quoly) oT
=T, o(ldg) o T, = T;* o Id(gny- 0T,

T

ZTJIOTnzldgg.

Ademais, é imediato que sup, |7t o 1}|[Qf o Th| < oo, pois, para cada n € N, temos
I Tall = 1T = 1 1Q51 = 1Qal e 1231 = | a]-

Agora, mostraremos que (c) = (a). Sejam [, um subespago de X** isomorfo a {7 e
P,: X** > X** projegao de X** sobre E,, n = 1,2,..., tais que sup, d(E'n,Eg) < oo e
SUPyen | Pl < 00. Dado £ > 0, pelo Principio da Reflexividade Local (Teorema 1.47), existe,
para cadan e N, T,: E,, - X isomorfismo sobre sua imagem tal que || T, || 77| < 1+&. Assim,

sendo @n: {7 — F, isomorfismo tal que [pn] [, < d(Ey, 2) + 2, temos que
Tn O iPp: g; = Tn(En)
& um isomorfismo que satistaz

ITn o nlllion’ o T < ATRlI T Hlonlllon' |

< (l+5)(d(Em ;’)*E)‘

logo
AT(En), ) < (L+ ) d(En £2) +€).

Ainda pelo Principio da Reflexividade Local, existe, para cada n € N, P, projecio de X
sobre T,,(F, )} tal que
|Pall < (1 + )] Pall

Dai, como sup,,. | .| < 0, temos sup, || Pu|| < 00. E como ¢ > 0 é arbitrario. temos

ATl En). £) < d(En, 63)
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para cada n € N. [
Teorema 2.32. Seja 1< g<oo. Entdo

Q) > (Zoaed), e

(ﬁ)fm(@)m(2§dafghm.

Demonstragio. Comegamos provando o item (i). Seja F o subespaco de (Z:ZI @E‘Q) .. de

todas as sequéncias da forma

((al), (ar,as2), ..., (a1,a9,...,a,), )

com (ay) € £,. Mostraremos que F é um subespaco complementado de (Eff:l @JZQ) ., lsome-
tricamente isomorfo & ¢,.

Observamos, primeiramente, que F & isometricamente isomorfo & ¢,. De fato, considere
transformacao linear de F em ¢, dada por ((al), (ay,az), ) — (a,). Ela é, claramente,
bijetora. Se g = o0, & imediato que esta fungio é uma isometria; para 1 < ¢ < oo, temos, para

cada ((a1), (a1.az). ...) € F,

0. o =g (Eir) |- (B

A seguir, encontraremos uma projecao de (Zf‘:’l ® Ej;) ,.. sobre F.

Pela Proposicdo 1.36, existe um funcional linear L € ¢*  multiplicativo (i.e., tal que

oo

L((an))L((bn)) = L((anbn)), quaisquer que sejam (ay,), (by) € ), tal que |[L]|=1e
L((ak)) = gim ax, para toda sequéncia (ay) convergente.
Definimos

m(z@m%ﬁK

((a), (a2.42), ... ) — L((al, a2, a3, ..))).
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e, param 2 2,

Lot (T2 062), —K

((ai), (a?, a2 ,) — L((U, v vy O, G, GI0FL gl ))
[ —

m-1 zeros

Observamos que cada L,, é linear, continua e de norma 1. Para ver que a norma de cada

L., é 1, basta notar que, fixado m, temos

LOO; e 5 0; 000 @2 o) Y € 005 5 0 05 07, ™% 072, L))

<|((ad), (at.ad),..)],. .
v((ai),(af,ag),...)e(i@zg) ,

loo

e que, sendo

y:=((0), (0,0). ..., (0,...,0), (0,...,1),(0,0,...,1,0), ...),

m-ésima posigiao

temos [yle. =1 e Lin(y) = L((O,. .,0,1,1.1, .. )) = 1. Observamos também que, se z € F,

o= ((al), (ay,a2),... ), entio
L) = L((O, PN 1 1 RO S, W )) =a,,. (2.11)

Para cada k € N, definimos

b (T2 @0), — b

q

2> (Li(2). La(a). ., I ().

Claramente, cada P, é linear e, como

f 4

R

k k

“([1(’1) i & Lk(T))”q = ;lﬁt(’r)\q < ZI
k

. (;muq) .
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para todo z € (Z;ﬁl ® é’{;)g , cada P é também continuo. Seja k € N. Iremos calcular agora a
norma de P; fixemos z = ((a}), (a?,a3),...) € (T3 ® (1) e definamos, para cada 1 <j < k,

6; :=sgn(L;(z)) . Temos

1B(@)I = [(La(@)s.... L)) = S L)l

I

i=1
k
D0 Li(z)?
i=1

01L((al ot al,.)) + B3L((0,03, a3, ..))"

+o+ 07L((0,...,0,af,af1, . )

k
y; ((elai)q, (Ora) + (), ., (8,0,
=1
k k
S (655, S0, ) |
g=1 =1
Assim, como
k k
(@0t @atre s @y, ... S0,y S 0y o
j=1 §=1

= SUPge {|91CLHQ: |(6103)7 + (6203)9], ..., |Z?=1(9ja?)q|, [Ef:l(gjﬂfﬂ)ﬂ: : }

< SupkEN {|a']1_|q! |a?Iq + |ag'q1 s E§:1|a§|q7 z;‘c:lia’?*-llq: B }
= supgen {1(aD)1%, (a2, a9, ., I(ah, . af)le, I(abt, . ali)]e, ...}
= SUPgen {H((Jj"l:)”: ”((L%,(}%)”, i S ”(G"‘Ilc o ,CLE)H, ||((J"'1“+1:“':aﬁ:%)“: i }q = "T“qs

temos ||| < 1.

Agora, consideramos a transformacéo linear dada por

P(L2ief), —7F
i (.Pl(&?) Pg(.’l,‘),. 5 ) i

Como || Py| < 1, para cada k € N, segue que P esta bem definida. E imediato que P é continua

e, por (2.11), temos,

P = {5, B, .+ ) = ((Llsc), (L1z, sz),...) = VzelF.
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Além disso, se x € (Zf:l eafg;)g , temos

(L., Lia)] = (i«w)q < lal,

i=1

uma vez que | B[ = 1, para todo k € N. Segue que Im P ¢ F, e portanto P é uma projegao
sobre F.

Voltamos agora a nossa atencao para o item (ii). Mostraremos que (Z;‘Ll ® EQ) o ® oo (4y)
utilizando o Método de Decomposigdo de Pelezyriski (Teorema 2.16).

Primeiramente, notamos que ( ¥o2; @ fg) % <o, (¢,). Com efeito, a aplicagio de (Z;‘;I D EZ}) -

em ¢ (£,) dada por
((agl)), (a?).agg)), ) ((agl),0,0, cu o (a(lz),agz),[},(), o 03 v )

é linear, injetora e isometria — logo é um isomorfismo sobre sua imagem. Ademais, a imagem

I desta fungdo & subespago complementado de £, (4,), dado que

Pilo(ly) — too(£y)
(@), @™),...) — ((@$,0,0....); (a{?,a?,0,0,...);...)

é projecao sobre I.
Também temos o (f,) <> (To7, @ﬂﬁ)fm‘ De fato, ja mostramos, no item (i), que £, <>

(Z;’f’:, GBEQ)EW. Assim, pela Proposicao 2.29, temos

em(eq)Aem((i@eg) )m(ieeg;)
i=1 7] ¢

oo

>

Como .foo(ﬁm(fq)) # {00 (4,), acabou.

Teorema 2.33 (Diaz-Kalton). Sejo X um espago de Banach. Sdo equivalentes:
(1) te(X) contém wma copia complementada de €.

(it} X contém {7 's uniformemente complementados.
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Demonstragdo. Ver [6], pagina 100, Teorema 5.2.3. [

Teorema 2.34 (Maurey—Pisier). Seja X um espago de Banach. Entio X contém {%s

uniformente se, e somente se, X nao tem cotipo finito.
Demonstracao. Ver (10|, pagina 283, Teorema 14.1. [
Proposicao 2.35.

(i) max{q,2} € cotipo de (T2 ®2),, para qualquer 2< g < oo, se 1<r<q.

(ii) (X2 @fn)e, ndo tem cotipo finito, para qualquer 1 <r < co.

Demonstragio. Observamos que (Y72, @f%),. contém ¢%’s uniformemente complementa-
dos, pela Proposigao 2.26. Assim, segue do Teorema de Maurey—Pisier (Teorema 2.34) que
(X572, @™ ). nao tem cotipo finito. Isto prova o item (ii).

Mostraremos agora o item (i). Pela Proposicao 2.29, temos que (X2 @47),, — £,.(£,),
e sabemos que ¢.(¢,) tem cotipo max{g,2}, pela Proposigdo 2.18. Assim, como cotipo &

preservado por isomorfismos e herdado por subespacos, temos que max{q,2} é cotipo de
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Capitulo 3

Subespacos de ¢;(¢;), 1 <p,q < o

Nas preliminares, Proposicao 1.60, mostramos que ¢, <> £,,se p#r, com 1 < p,7 < 00, ou
seja, temos £, £, somente na situagao trivial p = r. Nesta se¢fo iremos provar um resultado
que ¢ semelhante a este. Mostraremos que, se 1 < pg, go. p1,q1 < 00 entdo € (£y,) > £, (£4,)
somente na situacao trivial (Teorema 3.6).

Inicialmente, introduzimos a seguinte notagdo que serd utilizada repetidamente. Se m ¢ N
e X & uma soma infinita de espacos de Banach, isto é, existem X, X5, ... espagos de Banach
tais que sdo espacos X = (L0, Xy ), ou X = (X2, 8X5)s,, 1 € p < oo, entdo a fungio de
X em X dada por (z,) = (z1,...,%m,0,0,...), &€ denotada por P,,. Chamamos esta funcio

de m-ésima projecio natural sobre X.

Proposigao 3.1. Sejam 1 <p<co e X um espago de Banach. Se'Y € um subespaco fechado
de £,(X) e, <~ Y entio existe N ¢ N tal que Pply € um isomorfismo sobre sua imagem

para cada m > N .

Demonstracao. Suponhamos, por absurdo, que para cada N € N, existe m e N tal que m > NV

e Pnly ndo é um isorfismo. Entéo, pela Proposicao 1.10, existe m; > 1 e y! € Sy tal que
1
”Pml(yl)“ < ?

Ademais, existe 7 € N tal que, para todo m > m, |y' -~ Pn(y')]| < 52. Assim, podemos

escolher my suficientemente grande de modo que iz > my e F,,|Y néo é isomorfismo; logo

[t
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[yt = Py (y1)]| < 5 € existe y? € Sy tal que

1

1P (6] < -

Procedendo indutivamente, obtemos m; < my < --- e uma sequéncia (y") de elementos de Sy

tais que

1 1
1P N < g € 19 = P W) < 57y VheN.

Definimos

W = (Pmku—'Pmk)(yk)? k:1=2:"'

Claramente, (w;) é uma sequéncia com suportes disjuntos. Além disso, (wy) é seminorma-
lizada, pois, dado k € N, temos

Jwkl < ly*] =1,

lwell = | Prgar (0F) = o = P (%) + %))
> 4" = Pre (W) = | P (%) = 9]l

2 Y] = [P (Y = | Py (67) = 0"

1 L

>1- ok+l  9k+l

>1-1/4-1/4=1/2.
Logo, pela Proposicdo 2.10, (wy) & uma sequéncia bésica e (wy) é uma ¢,-sequéncia.
Observamos que

1 1 f—o00
= |%* = P, (¥°) + P (%) < ST * 3 0.

ly* - w*
Portanto, pelo Corolario 1.56 e pela Proposicao 1.59, existe uma subsequéncia de (y*) que
é uma {,-sequéncia. Mas isto & absurdo, pois, por hipétese, £, <5 Y. [

Corolario 3.2. Sejam 1 < p < oo e X um espago de Banach tal que X ~ X2. Se Y € um

espaco de Banach tal que Y «— (,(X) entdo Y — X ou f— Y.
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Demonstragio. Seja Y < £,(X) e suponhamos que ¢, <> Y. Pela Proposigio 3.1 temos

Y < X™ para algum m € N. Como X™ » X temos que ¥ — X. ]
Proposigao 3.3. Sejam 1 <p,q,7 < co. Entdao €, — £,({,;) se, e séd se, r=p our=gq.

Demonstracdo. Seja £, — £,(¢,). Como é’g ~ £g, temos, pelo Corolério 3.2, que ¢, — £, ou
£, — £,. Logo, pela Proposicao 1.60, r = g ou r = p.

Reciprocamente, pela Proposicdo 2.8, temos que se 7 = p ou r = g entdo £, < {,(£,). =

Lema 3.4. Sejam 1 < p,q < oo, com p # q, e T:{,(£,) - £,(£,) uma transformagdo linear
continua. Entdo, para cada € >0,k e NU{0} e meN, existem k' e N, k' >k, e z€ £,(¢,) tal
que

a= (B BIE). §<||z[31 e [BaT(2)] <.

Demonstragdo. Seja Id:€,(¢,) — £,(¢,) a fungio identidade. Primeiramente, observamos
que €,(4,) » (Id =P )(€,(¢,)), uma vez que a transformagao linear de £,(£,) em (Id - P )(£,(¢,))
dada por (x,) — (0,...,0,21,22,...) & um isomorfismo isométrico. Também temos

S——

k zeros

Poillallly)) by = Ly

logo P T|(1a _P)(£,(£,)) NA0 & um isomorfismo sobre sua imagem. Com efeito, suponhamos, por
absurdo, que PmT|(1d —Pu)(6,(t,)) & um isomorfismo sobre sua imagem. Entao a sua imagem,

PmT((Id —Pk)(fq(ﬂp))), um é subespaco fechado de P, (4,(¢;)) = ¢,, e assim
(Id_Pk)(gq(Ep)) == Eq i

Consequentemente,

by £y (£p) » (IA=P) (£,(2,)) = £, |

de modo que £, < £,, o que é absurdo, pois p # g,
Sejam ¢ >0, k€ {0} uN e m e N. Como P Tl (1-poy(ey(e,)) nd0 & um isomorfismo sobre

sua imagem, existe y = (y,) € (Id-Pg)(4,(4,)) tal que |ly| = 1 e |PnT(v)| < &. Como
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y = lim, .. Po(y) e PyT é continua, temos
lim P, T(Pu(y)) = PmT(y) :
e assim podemos escolher k' € N suficientemente grande tal que &' > k,

3 A
(Z)" < gtlynllp 21

| PT(Pi(y)) = PuTy| < = - | BaTy] -

Consequentemente, pela desigualdade triangular, || PmT(Pkr(y))” < g. Definimos z = P (y).
Observamos que Py(z) =0, pois y € (Id -F,)(4,(4,)) e k' > k. Portanto

3
z=(Py - B)(2), i <z €1 e |P.T(z)|<e. o

Proposigao 3.5. Sejam 1 < p,q < co. Entdo £,(£,) — £,(¢,) se, e somente se, p=q.

Demonstragio. E claro que, se p = g, entdo £,(£,) — £,(£,)-
Reciprocamente, seja T:€,(£,) — £,(£,) um isomorfismo sobre sua imagem. Entéo, pela

Proposicao 1.9, existe M > 0 tal que
1 ,
el Tl < Mzl Voebe(l) .
Aplicando o Lema anterior para &£, = min{ﬁ;,%r}, ki =0 e mq = 1, escolhemos k; € N,
ko > ki, e 2t € ,(¢,) satisfazendo
(a) 2t = (Pe - Pi)(2Y), 7<]2'<L;
(b) 1P, ()] < min {g7. &}

Como |Tz!| > L{z'| > 2, temos

I7() = Pl T > 5
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pois
1 1

17(z") = P TEO 2 T2 = 1P T2 > o~ 7 = 537 -

Sendo T'(z1) = lim P,,T2!, existe my € N suficientemente grande tal que my > m; e
(c) |Tz! - P, T2 < min {512—, IT2t = P, T2 - ﬁ} )

Assim, temos
(d) 1(Pray = P (T2 > 337

pois

[P T2t = P, T 2 | P T2 - T2 - [T = P, T2
1
1 g1y 0 R V% U
> |Pm T2 -T2 = (1P T2 - T2 - 317
1

TOM
Procedendo indutivamente, obtemos naturais k1 < ky <+, iy <mg < e (27) em £,(¢,) tais

que, para cada j e N,

(1) 7 = (P, - P, )(#7), §<l#l<1;

(2) || 8y (T2 < 5
(3) IT49 = P, (T2 < b 5
(4) 1(Pryuy = P, )TH| > 557 .

Por (1), temos que (z7) é uma sequéncia seminormalizada com suportes disjuntos. Logo,
pela Proposicao 2.10, (27) é uma {;-sequéncia.

Por (4), sendo w’ := (B, = Py, )T27, j = 1,2,..., como (z7) é seminormalizada e as

F+1
proje¢des tem norma 1, temos que (w/) é uma sequéncia seminormalizada em £,(¢,). Logo,
novamente pela Proposigdo 2.10, (w’) é uma ¢,-sequéncia.

Por (2) e (3), temos

1727 = w?| < T2 = Proyo (22)] + | P, T |

1 1
2j+1+-_2?_’0

?
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portanto, pelo Corolario 1.56, existe (T'z/») subsequéncia de (T'z7) tal que
(T2) ~ () ~ (ex)

Agora, como T é isomorfismo sobre sua imagem, temos que T|(,i»| é um isomorfismo sobre

[T'zin] (Proposigdo 1.50). Assim, (2/n) ~ (T27"), e temos
(e) ~ () ~ (T2") ~ ().

Portanto, pela Proposigao 1.58, temos p = q. u
O Teorema a seguir é o principal resultado deste capitulo.

Teorema 3.6. Sejam 1 < pg,p1,qo, 1 < 00. Entdo £, (£y,) — €y, (£y,) se, e somente se, vale

alguma das sequintes condicdes:
(1) p1=a=po,

(2) m=q =0,

(3) pi=poeq=q-

Demonstracdo. Iniciemos pela reciproca. Se p; = ¢ = pp, entao, pela Proposicao 2.8, temos

Cor(£qy ) = Loy () m Ly = £y (£40)-

Se p; = q1 = qo, temos, analogamente

ﬁ‘Pl (691) = g@o(gqu) = gf?u ok ‘0’?0(600) J

Se p1=po e q1 = gy 0 resultado é imediato.

Agora, suponhamos que £, (€,,) < £,,(4e ). Entdo, pela Proposi¢do 2.8, temos ¥, —
Co(Loy) € by =Ly (£4,) de modo que, pela Proposicéo 3.3, p1.q1 € {po. ¢o}- Podemos admitir,
sem perda de generalidade, que pg # qo, pois, caso contrario, temos py = ¢y = Pg = ¢y € O

resultado ¢ trivial. Uma das seguintes condigoes deve ser satisfeita:
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(1) p1=aq1 = po,
(2) pr=a1 =
(3) p1=po e @1 =qo,
(4) p1=4q0, 1 = Po.
Mas, como pg # qo, (4) ndo pode ocorrer, pois contradiz a Proposigao 3.5. [

O Teorema que acabamos de apresentar ¢ um grande passo em direcio ao resultado que
queremos provar (Teorema 7.1), mas ele ndo inclue os casos p, ¢ = oo nem lida com os espacos

co(€p), £p(co). Estes casos restantes sdo o objeto de estudo dos capitulos seguintes.
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Capitulo 4

Subespagos complementados de /(¢ ),

[<p<oo

Neste capitulo estudamos os subespagos complementados de £,(fs), 1 < p < oco. Ele
é dividido em duas segbes: na primeira, consideramos o caso em que p = 1, enquanto na
segunda tratamos o caso em que 1 < p < oo,

Iniciamos nosso estudo com a seguinte

Proposigao 4.1. Se 1 < p,q,pg < oo entdo

(i) €p(ly) = £py(£ao),

(i1) £p(Ly) > loo(Ling)-
Demonstragdo. Inicialmente observamos que, se X é um espago de Banach é separivel,
entdo X «— £, (Proposigao 1.6) e X* — {,,. Para ver que X* <— (., basta notar que, sendo
{z,:n € N} denso em Sy, a funcio de X* em ¢, dada por f — (f(z,)) é uma isometria.

Se p,q # oo entdo

ep(eq) e 600 = E0‘3(€Pu)

e também

CL8 T = by 2l () -

g
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Se p =0 e g # co entdo, sendo ¢’ o conjugado de g, temos
oo(lg)  b1(£y)" > fog — £oo (£, )

e também

loo(bq) ™ E1(Ly )" > oo = lpy (o) -
O caso em que p # 00 e ¢ = oo & analogo ao anterior. n

Procedendo com o estudo dos subespacos de #.(¢,) € ¢,(f-), a proposi¢io anterior nos
diz que nao iremos obter um resultado analogo ao Teorema 3.6. Assim, néo basta estudarmos

os subespagos, e por isso voltamos nossa atengao aos subespacos complementados.

4.1 Subespacos complementados de /£;(4,)

Nesta secao estudamos os subespagos complementados de #1({w). Veremos que #;({y)
nao contém um subespago complementado isomorfo a £,,(#;), resultado que nos sera fitil

posteriormente.

Lema 4.2. Sejam T: (X2, /%), — co(€1) wma transformacio linear continua, m € N e

£> 0. BEntao existe um ponto z da esfera unitdria de (Yon, ®4% )y, tal que |P,T(z)| <e.

Demonstragdo. Observamos que P,(¢o(¢1)) é isometricamente isomorfo & ¢7(¢;). Aqui de-
notamos por 7 (f) o espago {7 = ¢; & - & ¢, munido da norma do méaximo. Por sua vez,
(72 (4y) & isomorfo & £, e relembramos que ¢; tem cotipo finito (Proposi¢io 1.46).

Iremos mostrar que F,,7" ndo é um isomorfismo sobre sua imagem. Suponhamos, por
absurdo, que 7,7 ¢ um isomorfismo sobre sua imagem, que iremos denotar por /. Assim,
temos ¢p(£,) » I. Como

[ c Pm(CQ(gl)) R El s

e cotipos sao preservados por subespagos, temos que / tem cotipo finito. Por sua vez, co(¢))
néo tem cotipo finito (Proposicao 2.17). Mas isto é uma contradigdo, uma vez que co(€;) ~ 1.
Dado que F,T nao ¢ isomorfismo sobre sua imagem, basta aplicar a Proposicio 1.10

para concluirmos a demonstracao. (]
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Proposigao 4.3. ¢(¢1) ndo contém um subespago isomorfo a (Yo, &%),

Demonstracdo. Suponhamos, por absurdo, que cp(¢;) contém um subespago isomorfo a
(X7, @fn),. Entdo existe uma transformacdo linear T (X2, &%), — co(f)) que é um

isomorfismo sobre sua imagem. Logo, pela Proposi¢do 1.9, existe M > 1 tal que
"llz] < |Tx] < M| (4.1)
MT T - ' '

para todo x € (X o0, &% ), .
Tomemos m; := 1. Pelo lema anterior, existe um ponto 2; na esfera unitaria de (X772, ®¢%,),,

tal que

1 1
P T(0)ll i {5 3.

Logo, por (4.1), temos 37 < | T'z1|. Assim, temos

| T2 = P, T2 2 [ T2 = [ By T4 |
1
>—.
2M

Como Tz = im0 PnT(21), existe ma > my tal que

) 1
IT21 = P, T(z2)[| < |21 = P, T(@0) = 537

e dai segue que

1
I Py T(21) = Py T(21)| > S

Naturalmente, podemos supor que ma é suficientemente grande tal que

1721 = Py T(20) < 55 -

Prosseguindo indutivamente, construimos uma sequéncia (z;) na esfera unitariade (372, @47 ),

e escolhemos naturais my < ms < .-+ tais que, para todo k € N,
(1) 1P T (2l < 55

(2) 1Py = P )T 26l > 557, @
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(3) 1T 2% - Py T2l < 5

Definimos para cada k € N,

Wi B, i = B, YT %5 ug =Tz, — wi.

Assim, estamos decompondo cada T'z; em duas parcelas, uma vez que Tz, = wy, + uy, para
todo ke N.

Por construcao, (wy) e (uy) satisfazem:
(i) (wg) é seminormalizada com suportes disjuntos (por (2))
(i) (ug) é nula, isto &, converge a 0 (por (1) e (3))

Pelo Teorema de Rosenthal (Teorema 1.52), tomando uma subsequéncia se necessario, po-

demos assumir que
(a) (zx) € fracamente Cauchy, ou
(b) (zx) é uma £;-sequéncia.

Mostraremos que, em ambos os casos, chegamos a uma contradigio.

Notemos inicialmente que, por ter dimenséo finita, €% é um espaco de Schur para todo
n € N. Portanto, pela Proposicio 2.4 , (Yoo, ®¢% ), € um espago de Schur. Assim, no caso
{a), pela Proposi¢ao 1.51, (2;) é convergente na topologia induzida pela norma.

Seja z = limy_e 2z¢. Entdo (wy) converge, pois

= B~ Y= (T T =T

Assim, como (wy) converge a Tz coordenada-a-coordenada e w; tem suportes disjuntos,
temos Tz = 0 — absurdo, pois |Tz| 2 47, para todo k € N.

No caso (b), como T & isomorfismo sobre sua imagem, temos que (7Tzy) é uma ¢ -
sequéncia. Como [Tz, —wy| - 0, o Principio das Pequenas Perturbagoes (Proposigao 1.55)
nos diz que (w,) tem uma subsequéncia que também é uma f;-sequéncia. Mas isto também é

absurdo, pois. pela Proposi¢ao 2.10 uma sequéncia seminormalizada com suportes disjuntos
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em co(£1) é uma cp-sequéncia, o que nos leva a conclusdo ¢y ~ £;. Para ver que ¢y ~ £1 é de
fato um absurdo, basta notar que se ¢y » ¢; entdo, tomando duais, ¢, » .., e isto ndo pode

ocorrer pois ., nao é separavel. o
Corolario 4.4. ¢y(¢41) nao contém um subespaco tsomorfo & €1(cy).

Demonstragdo. Basta observar que (Y2, @47 ), — ¢1(co) (Proposicio 2.29) e utilizar a

Proposicao 4.3. ]
Corolério 4.5. {..({;) contém um subespago complementado isomorfo a L1([0,1]).

Demonstragao. Como €u(€,) = £1(cp)* e, pela Proposigao 2.29, ¢,(c) contém um subespaco
isomorfo & (27, ®£7,),,, o resultado é consequéncia do Teorema de Hagler-Stegall (Teorema.

2.9). n
Coroléario 4.6. £,({.,) ndo contém um subespaco complementado isomorfo a Li([0,1]).

Demonstragdo. Como £,(¢w) = ¢o(¢1)*, o resultado segue da Proposicio 4.3 e do Teorema

de Hagler-Stegall (Teorema 2.9). |

Como consequéncia imediata dos dois Corolarios anteriores, temos os dois seguintes re-

sultados:
Teorema 4.7. ¢, ({) e {1(€s) nao sio isomorfos.

Proposigao 4.8. {1({.) ndo contém um subespaco complementado isomorfo a £y (€)).

4.2 Subespagos complementados de £,({s), 1 <p < oo

Nesta segdo prosseguimos com o estudo dos subespagos complementados de £,({.,), 1 <

p < oo, tratando agora do caso em que p = 1.

Proposicao 4.9. Sejam 1 < p,q < o0 e X wm espago de Banach com a propriedade de

Dunford-Pettis. Se £, £,(X) entio g > p.

Demonstragdo. Sejam T:{; — £,(X) um isomorfismo sobre sua imagem e P uma projecio

de £,(X) sobre Y :=ImT . Definimos y, = T(ei’), para cada n € N. Assim, (y,) & base de
Y e (ya) ~ (er).
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Sejam my < mg < -~ tais que

k00

Hyk - Pﬂlk(yk)H —0. (4'2)

Mostraremos, primeiramente, que existem naturais ky < ky < -+ tais que

.y Jooe
PP, (y%) —0. (4.3)
Observamos que y* kia- 0, pois (y*) ~ (ci‘*). Como P, (£,(X)) » X™ tem a propriedade
de Dunford-Pettis e Y ~ £, é reflexivo, temos, pela Proposi¢ao 1.32, que a transformacédo
linear continua

Plpiep(x)) Pn(&p(X)) — Y

transforma, sequéncias fracamente convergentes em sequéncias convergentes na topologia
induzida pela norma, qualquer que seja m € N. Em particular, (P P, (y*))s é uma sequéncia
nula, para todo m € N. Agora, seja k; := 1. Escolhemos ky > k; tal que [|PP,,%l (y*2)] < 3.
Procedendo indutivamente, temos k; < ky < -+ tais que || P!’mkH (y%)| < %, para cada j > 2,
e portanto PPm, | (y*) 2% 4.

Definimos, para cada j > 2,
wj b= Pmkj (ykj) - Pmkjﬂl (ykj )
Entéo, por (4.2) e (4.3), lembrando que, para todo j e N, Py = 4% temos

yH = Pw? = Pyki — Py’

= P(y% = P y™) + PPy, (45) — 0.

Notamos também que, como (y*) é uma €,-sequéncia, (y*) é seminormalizada. Logo, pelo
Corolério 1.56, tomando uma subsequéncia se necessério, podemos supor que (P(w/));s0 é

uma {,-sequéncia. Consequentemente, (w/);,2 ¢ seminormalizada, uma vez que

PG < [P < IPYIgo ). ¥5>2.
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e assim, como (w’);»2 é uma sequéncia em £,(X) com suportes disjuntos, concluimos, pela
Proposigao 2.10, que (w;);»2 € uma £,-sequéncia.
Mostramos que P leva uma £,-sequéncia em uma {,-sequéncia. Pela Proposi¢io 1.57,

temos que g = p — como queriamos. [ |
Teorema 4.10. Sejam 1 < p,q < oo. Entio £, €,({) se, e somente se, q = p.

Demonstraggo. Ja mostramos, na Proposigio 2.8, que se ¢ = p entdo £, < €,({.). A seguir,
provaremos a reciproca.

Se ¢ = 1, o resultado segue do Teorema 1.43, uma vez que f,, € primo.

Se p =1, as Proposicoes 2.14 e 2.15 nos dizem que £, & isomorfo a £; ou a (Y12, €L ), -
Mas o segundo caso é impossivel, pois (3o, 6% )s, nao tem cotipo finito (Teorema 2.34), e
portanto ¢ = 1.

Suponhamos 1 < p,g < c0. Se p > ¢, como ¢, tem a propriedade de Dunford-Pettis, temos
pela Proposicdo 4.9 que p < ¢, logo p = . Se p < g, passando aos duais, obtemos £, < £, (£2.),
onde p’,q" sdo os conjugados de p,q respectivamente. Como p’ > ¢’ e £%, também tem a
propriedade de Dunford-Pettis, aplicando novamente a Proposi¢io 4.9 obtemos p’ = ¢/, e

assim p = q. [ ]

Proposigao 4.11. Sejam 1 <p < oo, X um espago de Banach tal que X ~ X? e Y um espaco

de Banach com a propriedade de Schur. Entdo Y < £,(X) se, e somente se, ¥ « X .

Demonstragdo. Sejam E um subespago complementado de £,(X) isomorfo & Y e P uma
projecdo de {,(X) sobre . Denotaremos por Id a fungdo identidade de £,(X) em £,(X).

Provaremos, primeiramente, que
Jm | Pd-P,)] =0, (44)

Suponhamos, por absurdo, que lim,, | P(Id-P,,)| # 0. Entdo existem ¢ > 0 e naturais
my < mg < --tais que || P(Id -7, )| = ¢, para todo k € N. Assim, podemos escolher 2y, 25,... €
Se,(x)y tais que

|P(I = P )(z¥)| 26, VkeN. (4.5)



86 SUBESPACOS COMPLEMENTADOS DE £,(f), L <p< oo 4.2

Agora, definimos, para cada k € N, y* := (Id - P,,, ) (z*). Assim, temos que y;, — 0. Com efeito,
seja ¢ € £,(X)*. Pela Proposicao 2.7, existe (f,,) € £,(X*), sendo ¢q o conjugado de p, tal
que ¢((zn)) = Loog fo(za), para toda sequéncia (x,) € £,(X). Entdo, sendo z* = (2%, 25,...)

para cada k € N, temos, pela desigualdade de Holder (Proposigao 1.2),

1> fnuq)%( 5 ||:ciznp)%

N=Mpky1 N=Mpyy

> )

n=my +1

lo(y™)I =

1
&2 a k—s o0
< ( X, "fn”q) —0,
N=Mg+1
o que mostra que y* = 0. Como X & um espaco de Schur, isto quer dizer que y* — 0, e,
como P é continua, Py; — 0. Mas isto contradiz (4.5).
Seja mg € N tal que

IP(d-Pro)l <5

Observamos que £, </ E, pois E tem a propriedade de Schur e £, nio tem. Logo, pela
Proposicao 3.1, podemos assumir que F,,, ¢ um isomorfismo sobre sua imagem. Sendo F :=
Py (E), temos

YaBEr =P, (L) Pp(f(X) s X™~ X,

logo
Ve P (4p(X)=X.

Relembramos que queremos provar que Y« X. Para isto, como Y ~ e P, (£,( X)) » X,
basta mostrar que F = Py (£,( X)), isto &, basta mostrar que F é um subespago comple-
mentado de £, (£,(X)). De fato, suponhamos que F (% P, (£,(X)). Pela Proposigéo 1.40,
temos que, sendo ©: P, (€,(X)) — X isomorfismo, ®(F) é subespaco complementado de
X.Como Y =~ '~ ®(F), isto mostra que ¥ < X.

Observamos que S := PP, |z € uma transformagio linear continua de E em F. Além
disso, como P[g = Idg, temos

!lIdE—S = HP‘E_PPTRUIEH = ”(P_Ppmn)lﬂ“ g“P—PPH‘MJ“ = ”P(Id_Pmo)“

1
<=
2
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Logo, pela Proposi¢ao 1.11, S é um isomorfismo sobre E.

Definimos @ := P, S'P. E claro que
QU6(X)) € Pro(E) = F.

Assim, para provar que () é projegao sobre I, resta verificar que ¢(z) = z, para todo z € F.

Seja z € F. Existe y € E tal que z = P,,,(y), portanto

Q(2) = QP (y) = Proy ST P Py ()

=B, 8 8ys= Poslul=a,

concluindo a demonstracao. [

A préxima proposicao é um resultado sobre subespagos complementados de £ (¢;), logo
antecipa o tema de estudo do préximo capitulo. Ela é apresentada agora pois a utilizamos

para provar o Teorema 4.13.
Proposigao 4.12. Se | < g < o0 entdo fy > £y (£,).

Demonstragcdo. Pelczyriski mostrou que, se 1 < g < oo, entdo ¢ ~ (X2, ®£%),, (Proposigao

2.11) . Além disso, pela Proposicao 2.29, temos

(o) _=e-((55). )

Portanto, considerando tambhém o Teorema 2.32, temos

n=1

EQL(Z@@) éem((Z@e’;) )%em(eq)_ m
foo n=1 &y

Observamos que para os valores extremos de ¢, a saber, 1 e oo, a Proposi¢ao 4.12 nao
é valida. De fato, se ¢ = oo, temos que ¢; ndo é subespago complementado de o, (foo) ® £

pois £, é primo. Se ¢ = 1, isto é consequéncia da Proposicao 5.2.

Teorema 4.13. Se 1< p,q < oo entdo lo(£,) G £p(fo).
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Demonstragio. Pelo Teorema 4.10, basta provar que fw(f,) <& £,({s), isto é, podemos
considerar p = q. Consideramos trés casos:

Caso 1: p=1. Ja provamos este caso, trata-se da Proposicao 4.8.

Caso 2: 1 < p < oo, p #+ 2. Pela Proposigio 4.12 temos que ¢; < £ (¢,), enquanto o
Teorema 4.10 nos diz que > > £,(£s ). Portanto o, (6,) > £p(£e0)-

Caso 3: p = 2. Suponhamos, por absurdo, que €4 (f2) < €3(¢,). Entdo temos

(Zefs) <> 05(€5)
n=1 £

pois

(Z @35) < 01(fe) m co(fa)" <> colla)*** m loo () < l(£c)* m £5(£5,) .
n=1 £

Agora, gracas & Proposicdo 4.11, obtemos (¥, ®e3),, <> £%,, e portanto €%, contém £}’s
uniformemente complementados. Pela Proposicao 2.31, como €%, ~ £3*, temos que £; contém

£2’s uniformemente complementados e portanto, pela Proposi¢io 2.29, temos

(Zeaeg) S (8~ 0
n=1

(4]

Chegamos assim & uma contradigao, pois £, é primo e, pela Proposicao 2.12, ¢, e (520, @47) 0

nao sao isomorfos. ]



Capitulo 5

Subespagos complementados de £ (¢;),

l<g<oo

Neste capitulo estudamos os subespagos complementados de €5 (£;), 1 < ¢ < co. Comega-
mos com a proposicao seguinte que, no estudo dos subespacos de {4 (4,) que séo isomorfos

a {p, permite passarmos dos espagos €. (¢,) para os espagos separaveis (L1 £2)c,-
Proposicao 5.1. Sejam 1 < p,q £ co. Sdo equivalentes:
(1) &> Lo (£y);
(i) (Zol: @6)e = (Eni1 ©47)c;
(ii1) foo(£p) == Lo (y)-
Demonstragdo. Mostraremos, inicialmente, que (ii) implica (iii). Se (L2, €€0) > (Eoes &7 ) o,
entéo, tomando biduais, temos (Yo, ®@02),,, < (X7, 7). Logo, pelo Teorema 2.32, te-
mies Pl il i)
E imediato que (iii) implica (i), uma vez que £, <> £ (£,).
Resta mostrarmos que (i) implica (ii). Pelo Teorema 2.32, temos

* %

0o(t,) = (i ee;;) . (fj eaeg)

Zos co

Logo, como estamos supondo que #, < £4,(£,), temos que (7, ®42)** contém /2’s unifor-

memente complementados e, consequentemente, pela Proposicao 2.31, (fo:l GBEZ;)CU também

89
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contém £2’s uniformemente complementados. Relembramos que queremos mostrar que

(Ses),

Seja (F,,) uma sequéncia de subespagos K-complementados de (¥ o, ®{7)c,, com

é(i@ﬁg) .

0 0

supd(Fy, €;) < oo.

neN

Notemos que, pela Proposigao 2.22, temos (Z;":l @H;)CO ~ (Ln1 ®F%),,- Agora, pela Propo-
sicao 2.30, existem ki, kp,... € N tais que F; é isomorfo & um subespago K-complementado

de (Zfﬁ;l ®{7).,, para cada j € N. Logo, aplicando a Proposigao 2.29, temos

oo oo k ko km
(Z@E;) m(Z@Fn) i»((ieaé’g) @(Z eﬁ;‘) @---@(Z @EZ}) e---)
n=1 co n=1 co n=1 o n=1 co n=1 oy ¢
k1 ky +ko k1= t+hkm
fi»((ZeBEg) ea( > @E{;) ea---ea( > @E;’;) @---)
n=l &) e o

n=ki+1 co n=kp+ +km-1+1

0

0

Proposigao 5.2. Seja 1 <p<oo. Entdo €, {.,(¢1) se, e somente se, p = 1.

Demonstragio. Se p =1 temos que £, < {5, (#,) pela Proposicio 2.8. Mostraremos entéo a
reciproca.

Seja 1 < p < oo tal que £,=—¢.,(4;). Suponhamos, por absurdo, que p # 1. Pela Proposigéo
5.1, (X1 ®f7 ), contém um subespago complementado isomorfo a (2, @77 )., . Consequen-
temente, pela Proposigao 2.13, o espago (377, ®47)., é isomorfo & co ou & (X2, @47 )¢, O pri-
meiro caso ¢ impossivel uma vez que, pela Proposigio 2.12, ¢ e (X5, ®£2),, néo sio isomor-
fos. O segundo caso também € impossivel uma vez que, pela Proposicao 2.35, (X2, @47), »
(Xn21 /%, )e, ndo tem cotipo finito (Proposigio 2.34) e (X700, @47)% = (02, @7 )e,, sendo

P’ o conjugado de p, tem cotipo max{p’,2} (Proposi¢ao 2.35). [

Lema 5.3. Seja X um espage de Banach. Se X' contém £7's uniformemente complementados

entdo existe K > 0 tal que, para cada n € N, existem z1,...,2, € X tais que [2,] € n-
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dimensional, K-complementado e

1
= D W 1 s
210w )]

n
Z /\izi
i=1

< K|y - 00)]s

para todo (Ay,...,A,) € 3.

Demonstragao. Por definigao, como X contém £3’s uniformemente complementados, existem

F1, Fs. ... subespagos de X tais que

supd(Ey, ;) < +oo

neN

e projegoes I, de X sobre F,, n=1,2,..., tais que
sup| P, | < +oo.
neN

Assim, sendo M := supd(FE,,fr), escolhemos T,: {7 — E isomorfismos, n = 1,2,..., satis-
nelN

fazendo |T, |77} < M, para cada n € N.Desse modo, fixado m € N, pela Proposicio 1.9,

existem zy,....%, € X para os quais é valida a designaldade

STl (AL Am)

Tzn: Az Zi

i=1

1
s I s b))
=g

para todo (Ay,...,A,) € £2'. Sem perda de generalidade, podemos supor que |7, < M e
|71 = 1, para cada n e N.

Definimos K := max{M,1,sup,llP.|}. Tendo escolhido K dessa maneira, temos, para

todo n e N,
[2] é K-complementad T, < K e P
Zi |1gign . men 3 nll = TR -
b ° K170
Portanto segue que, para cada ne N,
1 T
?”(Ala)‘n)uﬁ Z/\izi SKH(AI""':/\H)”:
i-1

para todo (Ar,...,An) € £7. [
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Proposigao 5.4. Sejam 1< p,q < o0. Se £, £({,) entdo g<p<2 ou2<p<q, isto é, p

estd entre 2 e q.

Demonstragio. Se ly={o({;), temos, pela Proposicao 5.1, que (Xin; @8 )y = (Tooy @€ ), -
Entdo, como (Fi; ®€7)., — co(fy). temos que co(4y) contém £2’s uniformemente com-

plementados. Pelo Lema 5.3, existe K > 0 tal que, para cada n € N, podemos escolher

z1,...,2n € co(4y) tal que [2,] & K-complementado e
1 i
?"()‘1: :)\n)“ < Z)\iz’i < K"(AlwaAn)H: (51)
i=1
para todo (Aq,...,A;) € £2. Sejam o« = min{q, 2} e 4 = max{q,2}. Assim, escolhemos o e g

tais que a é tipo de £, e 3 é cotipo de ¢, (Proposicdo 1.46). Logo, a Proposigao 2.19 nos diz
que existe M > 0 tal que, para cada n € N, existe uma particdo {o7,...,00 } de {1,...,n}

satisfazendo

1
< M max (Z )\ia) i (5-2)

1<s<rn

1
=
M1 max (Z )\,;|ﬁ) <

l<s<r .
n \iean

L3
2, Nizi
=1

para quaisquer escalares A .., A,
Definimos, para n e N,

_ n
k‘r}, T lrgs‘zzi|as |?

onde |g?| ¢ o cardinal do conjunto finito 7. Iremos supor, sem perda de generalidade, que

k, = [o]|.
Agora, fixado n € N, escolhemos A;...., A, da seguinte maneira:
1 seielo} ‘
A= . 721 e o

0 caso contrario
Entéo, pelas desigualdades (5.1) e (5.2), obtemos

1 L
__(,’gn)s <

< K (k)7
K - < K (kn)?

>

Tt
Lch’l
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e
1 1 1
— (k)7 < zill € M(k,)=.
— T ) < M(k)
Portanto, para todo n € N, temos
(kn)? < MK (Kn)% (5.3)
e
(k)3 < MK (ky)¥ . (5.4)

Agora, antes de prosseguirmos, iremos mostrar que sup,,.y k, = +oo. Suponhamos, por

absurdo, que sup,,.y k, < co. Pelas desigualdades (5.1) e (5.2), temos

1
ot (2r)

e
i€oT

1
FUCTRIRSTF

T
5 x
i=1

para todo n € N e (Ar,...,Ay) € £2. Em particular, fixado n € N, escolhendo A} ==X, =1

e sendo [ = sup,,.y k, = maxk,, temos

1

%n% <M 12{;17{1(0?)5 < Mls

que & absurdo, pois n & arbitrario.

Como sup,,.y kn = o0, entéo, pelas desigualdades (5.3) e (5.4), temos < 2. Lembrando
que o = min{g,2} e 8 = max{q,2}, temos min{g,2} < p < max{q,2}. Assim, ¢ < p < 2 ou

g <p <2 —como queriamos. [ |
Teorema 5.5. Sejam 1< gg,q1 € 00. Se oo(€gy) » €oa(£y,) entdo qo = q.

Demonstracio. Suponhamos que gy = 1 ou q; = 1. Sem perda de generalidade, supomos
que go = 1. Pelo Teorema de Diaz—Kalton (Teorema 2.33) temos que £, contém ¢}'s unifor-
memente complementados. Passando aos duais, temos que £, contém (2’s uniformemente
complementados (Proposi¢ao 2.31), sendo ¢] o conjugado de ¢;. Logo, pelo Teorema de
Maurey-Pisier (Teorema 2.34), temos que £y ndo tem cotipo finito. Assim g} = oo ¢ por-

tanto ¢; = 1.
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Se gy = 00 ou ¢ = 00 entdo, como £4(¢o ) € isometricamente isomorfo a £, e o, é primo,
segue que gp = (-
Se 1 < gg,q1 < 00, como £y > Loo(€y,) € £y <> €eo(£y,), segue da Proposicio 5.4 que

0 = q1- L



Capitulo 6

Os espagos ¢y(leo) € fo(cy) nao sao

1Isomorfos

Nosso objetivo neste capitulo, composto de um lema e um teorema, é provar que os
espagos ¢p(fe) e £o(cp) ndo sdo isomorfos. FEste é o tltimo resultado que precisamos para

provar o teorema principal, que é o tema do proximo capitulo.

Lema 6.1. Seja W um subconjunto relativamente fracamente compacto de cg e 0 < X < 1.

Entao existe um ponto y de cq tal que |y| =1 e
ly-z|2A, VeeW

Demonstragdo. Iremos mostrar que, sendo y, :=(1,...,1,0,0,...) para cada n € N, podemos
escolher y com as propriedades desejadas no conjunto {y, : n € N} .

E claro que |y.| = 1, para todo n € N. Suponhamos, por absurdo, que, para cada n e N
existe z, € W tal que

Hyn - xn" <N

Logo, para cada n € N, as primeiras n coordenadas de x, tém modulo maior do que 1-A > 0.

Mostraremos a seguir que a sequéncia (x,) néo tem subsequéncia fracamente convergente.
Suponhamos que existe x pertencente ao fecho na topologia fraca de W tal que z,, 2,

para alguma subsequéncia (z,,_) de (x,). Sendo 7,:¢o - K o funcional linear continuo que

associa a cada elemento de ¢y a sua m-ésima coordenada, escolhemos m suficiente grande

95
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tal que |mm(2)| €1~ X . Assim, se &n, — &, entio T, (Tn, ) — Tm(z), e portanto

[T (20, )| — |Tm(z)| € 1= A

Mas isto ndo pode ocorrer pois, como ja observamos, se ng > m entdo |my, (@, )| > 1 - A
Mostramos acima que (z,,) ndo admite subsequéncia fracamente convergente. Como W é
relativamente fracamente compacto, isto contradiz o Teorema de Eberlein-Smulian (Teorema

1.289). |

Teorema 6.2. {.(co) nao € isomorfo a um quociente de co(€e). Em particular, (o (co) e

¢o(£e) ndo sdo isomorfos.

Demonstragao. Pela Proposicao 1.14 basta mostrarmos que nao existe uma transformagcio
linear continua sobrejetora T co(£e) = foe(co). Suponhamos, por absurdo, que existe uma

tal T. Entao, pelo Lema 1.33, sendo X =cp(fe) e Y = £ (cp), temos

T(Bx(0,1)) 2 By(0,4) .

para algum ¢ > 0. Observamos que, na expressido acima, escolhendo um 4§’ < § , podemos

tomar as bolas fechadas, isto ¢, T(Bx[0,1]) 2 By[0,8’]. De fato, basta notar que

T(Bx[o l]) 2 T(Bx(o, 1)) 2 By(o,é) 2 BY[O:O"] :

Iremos supor, sem perda de generalidade, que

T(Bx[0,1]) 2 By[0,1]. (6.1)

Para cada m € N, sendo por P, e w,, dados por

Pmi Cg(foo) —>C0(£m)
() — (z1,...,2m,0,0,...),
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T £aa(Ca) — o
(Zn) > 2Zm
definimos

Sm =Ty o Tle(CQ(Em}) .

Pela Proposic¢do 1.30, sabemos que toda transformacao linear continua de £, em ¢y é fraca-
mente compacta. Assim, como Pp,(c(4e)) # o, temos que S, é fracamente compacta, isto
€, S, leva conjuntos limitados em conjuntos relativamente fracamente compactos.

Para cada m ¢ N, aplicamos o Lema 6.1 com A = % ao conjunto relativamente fracamente

compacto

Sm(Pm(Bx([0,1])),

obtendo assim uma sequéncia (y,) de vetores unitarios de ¢, tal que, se z € Bx[0,1], entdo

[t~ S P = [ = T o T(Pu(@)) 25, Yme .

Sendo y := (y,) € By[0,1], mostraremos a seguir que y ¢ T(Bx(0,1)), contradizendo (6.1).

Seja z € Bx[0,1]. Para cada m ¢ N, temos

Iy~ T(Pu())] = 00 [~ (P 2 [y~ T(Prte)

= 4 = om0 T(Pr(2)))]| 2 % .

Por outro lado, como x = lim,,_,. Pr(z), temos Tx = limy, e T(Pn(z)). Portanto y # T'(z).
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Capitulo 7

Demonstracao do teorema principal

Com os resultados que obtemos a partir do estudo dos subespagos dos espagos £,,(£,), ca (¢, ),
com 1< p.q,r < o0, ademonstragao do teorema principal se resume a uma enumeragao con-

veniente de casos e aplicagao dos teoremas 3.6,4.10,4.13,5.5.

Teorema T7.1. Sejam pg,p1,qo,q1 € {0} U [1,+0c]. Entdo, denotando o espaco co por fy,

temos que 0s espagos £y (£y,) € €, (£,,) sdo isomorfos se, e somente se, po=p1 € go = Q1.

Demonstracdo. E imediato que se pg = p1 e qp = g1 entdo £,,(£,,) e £y, (£, ) sdo isomorfos. A
seguir, provaremos a reciproca.

Sejam py, p1,qo,q1 € [1, 00] U {0} tais que €y, (€y, ) ~ €5, (€4, ). Se nenhum dos indices é igual
a 0 ou oo, o resultado é consequéncia imediata do Teorema 3.6. Assim, resta analisar os casos
em que pelo menos um dos indices é igual a 0 ou oo.

Suponhamos que nenhum indice é igual a 0, enquanto algum indice é igual a oo.

Caso 1: pg = o0 ou p; = oco. Ambos os casos sao andlogos; suponhamos, sem perda de
generalidade, que po = oo. Assim, £, (£,,) » ¢w(€,), e portanto £, (4;) ndo é separdvel.
Temos, portanto,

(i) p=o0 ou (ii) g1 = oo,

No caso (i), temos gy = ¢1 pelo Teorema 5.5. No caso (ii}, o Teorema 4.13 nos diz que
p1 =00 ou gg = o0. De qualquer modo, como £ (€ ) ® £o € £o é primo, temos py = gy = .

Caso 2: py,p1 < o0, com gy = o0 OU g1 = oo. Em qualquer caso, por serem isomorfos, temos
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que £y (£qy)s £y, (€, ) néo sdo separaveis, logo qo = g1 = co. Assim,

é’m(ﬁm) B gpl(gw):

e a igualdade py = p; segue do Teorema 4.10.

Consideramos agora os casos em que algum dos indices é igual a 0. Por simetria, basta
considerarmos pg = 0 ou ¢ = 0.

Caso 1’: py = 0. Suponhamos que £5(€y,) = co(€g,) » £p, (€4,).

Se qo < oo entdo cg(4y,) é separavel, e assim p;, ¢, < o0. Tomando duais, obtemos

co(lgo)" ™ €1(bgy) m by, (£g, )" = Ly (£gy)

sendo qq, i, q; 0s conjugados de g, preqi, respectivamente. Como ¢f, p}, q} € [1,+o0], caimos
no caso ja considerado acima, e assim p} = 1 e ¢} = ¢j. Portanto p; =0 e ¢, = qo.

Se qp = 00, temos £y(lu) = co(loo) = €y, (£y,). Entdo £, (£, ) néo é separdvel, de modo
que py = oo ou ¢ = co. Além disso, £, (£, ) contém uma copia complementada de ¢y. Como
nenhum espago dual contém uma cépia complementada de ¢y (Proposigao 1.41), temos p; =0
ou ¢q; = 0. Mas, pelo Teorema 6.2, é impossivel que p; = 00 e g, = 0. Portanto p; =0 e ¢ = o0

Caso 27: qy = 0. Inteiramente andlogo ao caso anterior. |



Capitulo 8

Consideracoes finais e problemas em

aberto

Com o objetivo de provar o Teorema 7.1, fizemos um estudo dos subespacos dos espagos
¢,(£,). Neste altimo capitulo tecemos alguns comentarios finais, olhando em retrospecto os
resultados obtidos nesse percurso, e concluimos com algumas questdes que permanecem em
aberto.

No capitulo 1, respondemos a seguinte questao:

Questao 8.1. Para quais 1 < po,p1,qo, g1 < o0 temos

EPO(EG’D) == fm (eth ) ?

A resposta ¢ que isto ocorre somente nos casos triviais: (i) po = p1 e g = q1, ou (ii)
po = p1 = g1, ou (iil) g1 = qo = p1 (Teorema 3.6). No capitulo 2, passamos a considerar

subespagos complementados, e somos levados 4 seguinte questao:

Questao 8.2, Para quais 1 < pg, p1, o, g1 < o0 Lemos

lo (Lag) = b, (€0,) 7

As respostas que obtemos para essa questao sao apenas parciais. Reunindo os Teoremas

3.6,4.10, 4.13 temos que, se p; # oo, entdo €y, (£, ) — £y, (£, ) somente nos casos triviais.
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Assim, ainda carecem de respostas apenas os casos em que p; = oo. Estes problemas podem
ser divididos considerando o espago £..(¢;) e depois os espacos £, (¢,), onde 1 < r < oo.
No primeiro caso, notemos que na Proposi¢ao 5.2 vimos que, se 1 < p < oo, entdo £, s

¢ (£1) se, e somente se, p = 1. No entanto, ndo sabemos resolver o

Problema 8.3. Para quais 1 < p,q < oo temos

£p(£q) = Lo (£1) 7

No segundo caso, observamos que na Proposicio 4.12 mostramos que #; < £, (¢,), para
todo 1 < ¢ < co. Mais ainda, na Proposigao 5.4 mostramos que se 1 < p,q < oo sdo tais que
€y <> Lo (f,) entdo g < p <2 ou 2 < p < ¢. Entdo concluimos a nossa dissertacio destacando

os dois problemas que restam neste caso, isto é:

Problema 8.4. Fizado 1 < r < oo, para quais p # 2 temos

lp < by (£:) 7

Problema 8.5. Fizado 1 <r < oo, para quais 1 < p,q < oo temos

b (0y) <S> oo (£,) 7
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