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Resumo 

Neste trabalho provamos que, denotando c0 por f 0 e sendo p0 , p1, q0 , q1 E {O} u [1, +oo] , os 

espaços de Banach f Po ( éq0 ) e fp1 ( R.q1 ) são isomorfos se, e somente se, p0 = p1 e q0 = q1. Com 

esta finalidade, fazemos um estudo dos subespaços e, em particular, dos subespaços comple

mentados, dos espaços R.p(R.q)- Este teorema é uma extensão de um resultado de Pekzyríski, 

obtido em 2011 por Cembranos e Mendoza. 

Palavras-chave: Espaços de Banach, espaços isomorfos, subespaço complementado. 

Abstract 

Denoting co by e o and taking p0 , Pi, qo, q1 E {O} u [ 1, + oo], we prove that the Banach spa

ces €p0 ( tq0 ) and fp1 ( R.q1 ) are isomorphic if and only if p0 = p1 and q0 = q1 . ln order to do 

this, we study subspaces and complemented subspaces of R.p{R.q) spaces. T he main theorem 

was obtained by Cembranos and Mendoza in 2011. It is an extension of a Pelczyríski's result. 

Keywords: Banach spaces, isomorphic spaces, complemented subspace. 
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Notações 

N 

IR 

<C 

lK 

dimV 

Idx 

Imf 

Bx(x,r) 

Bx[x, r] 

Sx 

Xn -----+ X 
w 

Xn -----+ X 

Y~X 
(e) 

Y~X 
Y½X 
x~Y 
X=Y 

[xn] 

(xn) ~ (Yn) 
(e;[ ) 

(e~º ) 

d(X, Y) 

O conjunto dos inteiros positivos, isto é, N = { 1, 2, 3, ... } . 

O corpo dos números reais. 

O corpo dos números complexos. 

O corpo IR ou <C. 

A dimensão do espaço vetorial V 

A função identidade de X em X, dada por Idx(x) = x para todo x E X. 

A imagem da função f. Assim, sendo J: A -+ B, temos Im f = {J ( x) : x E A}. 

A bola aberta com centro x e raio r no espaço normado X. 

A bola fechada com centro x e raio r no espaço normado X. 

A esfera unitária em um espaço normado X, isto é, o subconjunto 

de X formado pelos pontos x E X tais que llxll = 1. 

A sequência (xn) converge a x . 

A sequência (xn) converge fracamente a x. 

Y é um subespaço complementado de X. 

X contém um subespaço isomorfo à Y. 

X contém um subespaço complementado isomorfo à Y. 

Os espaços normados X e Y são isomorfos. 

Os espaços normados X e Y são isometricamente isomorfos. 

O fecho topológico do conjunto gerado por {xn : n EN}. 

As bases de Schauder (xn) e (Yn) são equivalentes. 

A base de Schauder canônica do espaço ep, 1 ~ p < oo. 

A base de Schauder canônica do espaço c0 . 

A distância de Banach-Mazur entre os espaços normados X e Y. 
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Introdução 

Em [22], página 242, Triebel cita, em uma nota de rodapé, uma conversa que teve com 

Pelczyúski sobre isomorfismos entre os espaços de Banach fp ( fq )- Ele comenta que Pekzyúski 

esboçou uma demonstração do seguinte teorema. Sejam 1 ~ Po, p1 ~ oo, 1 < q0 , q1 < oo. Então 

os espaços Íp0 (fq0 ) e Íp1 ( fqi) são isomorfos, se e somente se, p0 = p1 e q0 = q1 . Cembranos e 

Mendoza se interessaram pelo problema, mas em seu estudo para demonstrar este teorema 

tiveram de ir além da idéia citada por Triebel. Em particular, para provar que se é00 (fq
0

) 

e foo ( fqi) são isomorfos então Qo = q1 (Proposição 5.5), precisaram de um resultado de 

Bourgain, Casazza, Lindenstrauss e Tzafriri (Proposição 2.19), desconhecido na época em 

que [22] foi escrito. 

Uma questão surge naturalmente. Será que o teorema permanece válido se incluirmos os 

valores extremos de q0 , q1 , isto é, se considerarmos q0 , q1 E { 1, oo} ? A resposta para esta 

questão é afirmativa. Em [7], Cembranos e Mendoza mostraram que f 1 (foo ) e f 00 (€1 ) não são 

isomorfos e, em [9], provaram a validade desta versão estendida do teorema de Pekzyúski. 

Seguindo nesta direção, podemos ainda nos perguntar se podemos incluir o espaço c0 no 

enunciado. Mais especificamente, estamos interessados no seguinte 

Problema. Sejam Po,P1, qo, Q1 E {O}u[l, +oo] . Então, denotando o espaço c0 por f 0 , é verdade 

que os espaços f Po ( Íq0) e fp 1 ( Íq1) são isomorfos se, e somente se, Po = p1 e q0 = q1 ? 

\"ovamente, a solução foi dada, afirmativamente, por Cembranos e Mendoza, tendo sido 

publicado em [8]. Nosso objetivo, neste trabalho, é demonstrar este teorema. 

A seguir, descrevemos o conteúdo de cada capítulo. 

No Capítulo 1 reunimos diversas proposições e teoremas utilizados no decorrer no tra

balho, além de relembrarmos diversas definições básicas e estabelecermos a notação. Ini

cialmente apresentamos resultados básicos de análise funcional e da teoria dos espaços de 
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x INTRODUÇÃO 

Banach, para então tratarmos, brevemente, de subesbaços complementados em espaços de 

Banach, bases de Schauder em espaços de Banach e da teoria local de espaços de Banach. 

Por fim, fazemos um estudo de somas (infinitas) de espaços de Banach e da complementação 

uniforme dos espaços ~. 

No Capítulo 2 estudamos os subespaços dos espaços de Banach Rp(tq), sendo 1 s: p, q < oo. 

Os casos em que p = oo ou q = oo são considerados nos capítulos 3 e 4, onde são estudados 

os subespaços complementados destes espaços. 

No Capítulo 5, provamos que os espaços c0 (Roo) e Roo(c0 ) não são isomorfos. Este resultado 

é o último passo em direção ao teorema principal, cuja demonstração é o tema do Capítulo 6. 

Finalmente, no Capítulo 7, fazemos uma discussão sobre os resultados obtidos e enunciamos 

alguns problemas em aberto. 



Capítulo 1 

Preliminares 

Neste primeiro capítulo iremos relembrar algumas definições e conceitos básicos sobre 

espaços de Banach, além de diversos resultados que serão necessários no decorrer deste 

trabalho. Os espaços vetoriais que consideramos são definidos sobre um corpo IK, que o 

leitor pode assumir ser tanto IR ou C. Se são considerados mais do que um espaço vetorial 

no mesmo contexto, deve-se admitir que os espaços em questão estão todos definidos sobre 

o mesmo corpo. 

1.1 Resultados básicos em espaços de Banach 

Começamos relembrando algumas definições e resultados básicos de Análise Funcional. 

Se X é um espaço vetorial munido de uma norma ll· ll=X ➔ IR então dizemos que (X, 11·11) é 

um espaço normado, e, não havendo perigo de ambiguidade, é usual denotarmos este espaço 

simplesmente por X. Um espaço normado é um espaço de Banach é se ele é um espaço 

métrico completo adotando a métrica induzida pela norma. São exemplos de espaços de 

Banach: 

• O espaço (Rp, ll ·llp), 1 ~ p < oo, com 

f,P = { (xn): (xn) é uma sequência de escalares tal que ~lxnlP < oo} , 

1 

ll(xn)llp = (~lxnlp r ) V(xn) E R-p; 

1 



2 PRELIMINARES 

• O espaço (eoo, li -[I.'° ) com 

foo = {(:i;n) : (xn ) é uma sequência de escalares tal que supl:i;nl < oo} , 
neN 

ll (xn) ll oo = suplxnl , 'v'(xn) E foo; 
neN 

• O espaço (co, ll ·lloo ) , subespaço de (éoo, ll ·lloo), com 

co = {(xn ): (.,:n ) é uma sequência de escalares tal que Jxnl->- O} , 

ll (xn) ll oo = supjxnl, 'v'(xn ) E Co; 
neN 

• O espaço (e;, ll · ll p), 1 :5 p < oo, n EN, com 

e;= {(x1 , ... ,xn): X1, ... ,Xn são escalares} , 
1 

llxllp = (~1xijP) p ) 'v'x = (x1, ... ; Xn ) E e;; 

• O espaço (f':;;,, ll·lloo ) , n EN, com 

~ = {(x1, ... ,xn ): X1, ... ,Xn são escalares}, 

• Sendo (X, a, ~t) um espaço de medida, o espaço (Lp(X, a,µ) , ll·llp), 1 :5 p < oo, com 

1.1 

L, (X, u, µ) = { classes de equivalência [!] , f, X - 1K ê mensmável e / 1 f l' dµ < oo} , 

onde [f] = [g] se, e somente se, o conjunto dos pontos x E X tais que J(x) * g(x) 

tem medida nula , 

li [!]!IP= j IJIPd~t, V[f] E Lp(X, a,µ); 
X 

A seguinte proposição caracteriza as transformações lineares contínuas definidas em es

paços normados. 
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Proposição 1.1. Sejam X, Y espaços normados e T:X - Y uma transformação linear. São 

equivalentes: 

(a) T é contínua. 

(b) T é contínua na origem. 

(c) Existe K ~ O tal que IITxll ~ Kllxll, para todo x E X. 

Demonstração. Indicamos [19], página 25, Teorema 1.4.2. ■ 

O conjunto L(X, Y) das transformações lineares contínuas de X em Y é um espaço 

vetorial, munido da norma 

r - inf { K ~O= IITxll ~ Kllxll, para todo .r E X}. 

Segue que, se T:X - Y é contínua, então IITxll ~ IITllll xll, para todo x E X. Sabemos também 

IITII = sup IITxll e, se X* {O}, IITII = sup IITxll-
ttxll$l tlxll=l 

A seguir, relembramos a desigualdade de Holder, um resultado clássico de Análise Fun-

cional. 

Proposição 1.2 (Desigualdade de Hõlder) . Sejam p,q > 1 tais que~+¼= 1. Então, 

para todos ak, bk E JK, k = 1, ... , n, temos 

Demonstração. Ver [13], página 3, Teorema 1.5. ■ 

Se 1 < p < oo então o número real q > O que satisfaz a equação ~ + ¼ = 1 é chamado de 

conjugado de p. O conjugado de p = 1 é q = oo. 

Um espaço normado é um espaço métrico munido da métrica induzida pela norma, que 

é dada por (x ,y) - llx - yll -Um espaço métrico é dito separável se, e somente se, ele contém 

um subconjunto denso e enumerável. 

Proposição 1.3. Os espaços de Banach c0 e fp, 1 ~ p < oo, são separáveis. O espaço de 

Banach f 00 não é separável. 
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Proposição 1.4. Se M é um espaço métrico separável então todo subespaço métrico de M

é separável.

Demonstração. Seja € E M umsubconjunto denso e enumerável. Seja N c M. N é um espaço

métrico com a métrica d:MxM >R de Mrestritaa NxN,isto é, N é um subespaço métrico

de M. Iremos mostrar que N tem um subconjunto denso e enumerável.

Para cadaneNece€ tal que By(e, E)nN + 2 (denotamos por By(e, 1) a bola aberta

de M com centro e e raio 1) escolhemos aen € Bu(e, 1) nN. O conjunto 4 dos aen assim

escolhidos é enumerável. Além disso, 4 é denso em N. De fato, seja x. e N. Existe e ce € tal

que d(x,e) < +, e assim By(e,)nN +. Daí, temos

d(x,acom) <d(z.e) + d(e, ae)

provando que A é denso em N. =

Como objetivo de listarmos algumas caracterizações sobre isomorfismos, relembramos

agora o conceito de função invertível. Seja 7: X > Y uma função. Dizemos que T é invertível

se existe S:Y » X tal que TS = Idy e ST = Idx. Nesse caso, dizemos que S é a inversa de

T,e tal inversa é única. De fato, se S, R são inversas de T então S= S(TR)=(ST)R=R.

A inversa de T, quando existe, é denotada por T-1.

Uma condição necessária e suficiente para que T seja invertível é que 7 seja bijetora.

Convém notar que a condição ST = Idx não é suficiente para garantir que T seja invertível e

S=T-!, Por exemplo, considerando T:R? >» Rê e S:R? > Rº dadas por T(x,y) = (1,,0) e

S(x.y.2) = (v+2,y), temos que T não é invertível (pois não é sequer sobrejetora) e ST = Idx.

Entretanto, vale a seguinte

Proposição 1.5. Sejam 4,B conjuntos não-vazios e TA > B, S:B > A funções tais que

ST = Ida. SeT é sobrejetora então T é invertível e S = TH.

Demonstração. Devemos mostrar que TS = Idp. Seja be 3. Como T é sobrejetora, existe

4 PRELIMINARES 1.1 

Demonstração. Ver [13], página 14, Proposição 1.26. ■ 

Proposição 1.4. Se M é um espaço métrico separável então todo subespaço métrico de M 

é separável. 

Demonstração. Seja [ s; M um subconjunto denso e enumerável. Seja N s; M. N é um espaço 

métrico com a métrica d: M x M ➔ Ill de M restrita a N x N, isto é, N é um subespaço métrico 

de /11. Iremos mostrar que N tem um subconjunto denso e enumerável. 

Para cada n EN e e E [ tal que BM(e, ¾) n N * 0 (denotamos por BM(e, ¾) a bola aberta 

de 111 com centro e e raio ¾) escolhemos ae,n E BM(e, ¾) n N. O conjunto A dos ae,n assim 

escolhidos é enumerável. Além disso, A é denso em N. De fato, seja x EN. Existe e E [ tal 

que d(x, e)< 2~, e assim BM(e, 2~) n N * 0. Daí, temos 

d(x, ae,2n) ~ d(x. e) + d( e, ae,2n) 

provando que A é denso em N . ■ 

Com o objetivo de listarmos algumas caracterizações sobre isomorfismos, relembramos 

agora o conceito de função invertível. Seja T: X ➔ Y uma função. Dizemos que T é invertível 

se existe S:Y ➔ X tal que TS = Idy e ST = Idx. Nesse caso, dizemos que Sé a inversa de 

T, e tal inversa é única. De fato, se S, R são inversas de T então S = S(T R) = (ST)R = R. 

A inversa de T, quando existe, é denotada por r -1 . 

Uma condição necessária e suficiente para que T seja invertível é que T seja bijetora. 

Convém notar que a condição ST = Idx não é suficiente para garantir que T seja invertível e 

S = r-1 . Por exemplo, considerando T:Ill2 ➔ Ill3 e S:Ill2 ➔ Ill3 dadas por T(x,y) = (x,y,O) e 

S(x, y, z) = (x+z, y ) , temos que T não é invertível (pois não é sequer sobrejetora) e ST = Idx. 

Entretanto, vale a seguinte 

Proposição 1.5. Sejam A , B conjuntos não-vazios e T : A ➔ B, S: B ➔ A funções tais que 

ST = IdA. Se T é sobrejetora então T é invertível e S = r -1 . 

Demonstração. Devemos mostrar que TS = Ida. Seja b E B. Como T é sobrejetora, existe 
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a E A tal que T(a) = b. Logo 

T Sb = T STa = Ta = b . 

■ 

Sejam X, Y espaços normados e T: X ➔ Y uma transformação linear. Dizemos que T é 

um isomorfismo se T é invertível e T , r -1 são contínuas. Se existe um isomorfismo entre X 

e Y então dizemos que X e Y são isomorfos e escrevemos X ~ Y. Se T: X ➔ Y for, além de 

um isomorfismo, uma isometria (i.e. IITxll = llxll para todo x E X), dizemos que X e Y são 

isometricamente isomorfos e escrevemos X = Y. Se T é isomorfismo quando restringimos 

seu contradomínio à sua imagem dizemos T é um isomorfismo sobre sua imagem. Utilizamos 

a notação X e......+ Y para indicar Y tem um subespaço isomorfo à X. 

Proposição 1.6. Se X é um espaço normado separável então X e......+ foo. 

Demonstração. Ver [13], página 141, Proposição 5.11. ■ 

Em geral, a continuidade de T não garante a continuidade de r-1. A seguir, apresentamos 

algumas proposições que nos serão úteis para verificar se T é um isomorfismo. 

Proposição 1. 7. Sejam X, Y espaços normados, T: X ➔ Y uma transformação linear con

tínua. Se existe S: Y ➔ X transformação linear contínua tal que ST = Idx e T é sobrejetora 

então T é isomorfismo e r -1 = S. 

Demonstração. Consequência imediata da Proposição 1.5. ■ 

Proposição 1.8. Sejam X , Y espaços de Banach, T: X ➔ Y uma transformação linear 

contínua. Se T é bijetora então r -1 é contínua, isto é, T é isomorfismo. 

Demonstração. Ver [17], página 286, Teorema 4.12-2. ■ 

Proposição 1.9. Sejam X , Y espaços normados e T: X ➔ Y uma transformação linear. 

Então T é isomorfismo sobre sua imagem se, e somente se, existe E< > O tal que 

K-1 llx ll $ IITxll $ Kllx ll , 'r/x E X. 
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Demonstração. Em [19], página 31, Proposição 1.4.14 está provada esta proposição com 

s, t > O no lugar de K -1 , K, respectivamente. Mas este resultado é equivalente, uma vez que 

podemos escolher K > O, suficientemente grande, tal que -k ~ s e K 2 t. ■ 

Proposição 1.10. Sejam X, Y espaços normados, com X * {O}, e T: X -,. Y uma trans

formação linear contínua. Então T é um isomorfismo sobre sua imagem se, e somente se, 

existe C > O tal que IITxll 2 Cllx ll, Vx E X. 

Demonstração. Seja C > O tal que IITxll 2 C ll xll, para todo x E X. Fixemos x E X. Então 

temos 

Cllx ll ~ IITxll ~ IITllllxll -

Tomando K suficientemente grande temos K 2 II T II e -k ~ C, de modo que 

K - 1 ll xll ~ IITx ll ~ Kllxll, 

e o resultado segue da proposição anterior. 

Agora consideramos a recíproca. Se T é isomorfismo sobre sua imagem temos IIT-1 li > O, 

pois X* {O}. Como 

para todo x E X, a proposição está demonstrada. ■ 

Proposição 1.11. Sejam X um espaço de Banach e T :X-,. X uma transformação linear 

contínua tal que [[Idx -TI[ < 1. Então T é isomorfismo. 

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que T não é injetora. Então existe x E X tal que 

[lxll = 1 e Tx = O, e assim 1 = llxll = ll(Idx -T)xll- Chegamos assim a uma contradição, pois, 

por hipótese, sup ll (Idx -T)xll < 1. 
llxH 

Pela Proposição 1.8, agora basta mostrarmos que T é sobrejetora. Dado x 0 E X , consi-

deramos a função f:X-,. X dada por f(x) = xo + (Idx-T) x, para todo x E X. A função f 

assim definida satisfaz 

IIJ(x)-J(y) II ~ II Idx-Tllllx-y ll, 

para todos x, y E X .. Como II Idx -Til< 1 e X é um espaço de Banach temos que, pelo Teorema 
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do Ponto Fixo de Banach ([17], página 300, Teorema 5.1-2), existe x E X tal que J(x) = x. 

Portanto T(x) = x0 . ■ 

Proposição 1. 12. Sejam X um espaço norma do e Y subespaço de X. Então, se T: Y ➔ X 

é linear, contínua e tal que llldy -TIi < 1 então T é um isomorfismo sobre sua imagem. 

Demonstração. Se y E Y então 

IIYII ~ ll·y - Tyll + IITYII 

~ ll ldy-TIIIIYII + IITyll. 

Portanto, temos 
1 

IIYII ~ (1-ll !dy-Tll)IITYII · 

Como y E Y é arbitrário temos, pela Proposição 1.10, que T é isomorfismo. ■ 

Dado um subespaço M de um espaço vetorial X, definiremos agora o espaço quociente 

X/ l\f . O espaço vetorial X/ M consiste de todas as classes de equivalência [ x] := x + M = 

{ x + m : m E M} . Duas classes de equivalência [ x], [y ] são iguais se, e somente se, x - y E M. 

Adição e multiplicação por escalar são definidos da maneira natural: [ x] + [y] := [ x + y] e 

a[x] == [ax]. A transformação linear q:X ➔ X/M dada por q(x) = [x] é chamada de função 

quociente. Estamos interessados no caso em X é um espaço normado. Nesse caso, se LVI é 

fechado, X/ M é um espaço normado munido da norma x 1-+ inf li x - mll e a função quociente 
meM 

q é contínua. Se X é um espaço de Banach e NI é fechado então X/ M é um espaço de 

Banach. 

O teorema a seguir serve de auxílio para demonstrar a proposição seguinte. 

Teorema 1.13 (P rimeiro Teorema de Isomorfismos Para Espaços de Banach). Sejam X , Y 

espaços de Banach e T: X ➔ Y uma transformação linear contínua. Se T(X) é subconjunto 

fechado de Y então X/ ker T -;;;J T(X) . 

Demonstração. Ver [19], página 56, Teorema 1.7.14. ■ 
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Proposição 1.14. Sejam X, Y espaços de Banach. Então Y é isomorfo a um espaço 

quociente de X se, e somente se, existe uma transformação linear contínua e sobrejetora 

T:X->-Y. 

Demonstração. Se T: X -,. Y é uma transformação linear sobrejetora então, pelo Primeiro 

Teorema de Isomorfismos para Espaços de Banach, temos que X/ kerT ~ T(X) = Y . Conside

ramos agora a recíproca: seja q;: X/ M->- Y um isomorfismo, sendo M um subespaço fechado 

de X. Relembramos que a função quociente q: X ->- X/ M, que é dada por q( x) = [ x] , é uma 

transformação linear contínua. Assim, é imediato que <J; o q: X ->- Y é uma transformação 

linear contínua e sobrejetora. ■ 

Dado um espaço normado X sobre um corpo lK, se f: X ->- lK é uma transformação linear 

contínua dizemos que f é um funcional linear sobre X. O conjunto dos funcionais lineares 

sobre X é chamado de espaço dual de X, e denotado por X*. O dual de X*, X**, é o espaço 

bidual de X . 

A proposição seguinte descreve os espaços duais de diversos espaços de Banach. 

Proposição 1.15. 

(i) cô = €1 no seguinte sentido: para cada funcional f E cô, existe um único (an) E é1 tal 

que f(x) = I::1 aixi, para todo x = (xi) Eco, e a função J i-+ (an) é um isomorfismo 

isométrico entre cô e f 1. 

(ii) li = Coo no seguinte sentido: para cada funcional f E e:;, existe um único ( an) E í!.oo tal 

que J ( .1:) = I::1 aixi, para todo .1: = (xi) E f\, e a função J i-+ ( an ) é um isomorfismo 

isométrico entre e:; e .f.oo. 

(iii) Sejam 1 < p, q < oo tais que !; + ¼ = 1. Então e; = í!.q no seguinte sentido: para cada 

funcional J E e;, existe um único (an) E eq tal que J(x) = I::1 aixi, para todo x = (xi) E 

ep, e a função f i-+ ( an) é um isomorfismo isométrico entre e; e €q . 

(iv) Seja n EN . Então (f1 )*=e~ no seguinte sentido: para cada funcional I E (t1 )*, existe 

um único (a 1 , ... , an) E .f.~ tal que J(x) = I:7=1 aixi, para todo x = (x1, . .. , Xn) E €"1, e a 

função f i-+ (a1 , ... , an) é ·nm ·isomorfismo isométT'iCO entre (€1 )* e e~. 
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(v) Sejam n EN e 1 < p, q < oo tais que i + ½ = 1. Então (t;J)* = C';; no seguinte sentido: para 

cada funcional J E ( t;J) *, existe um único ( a1, ... , an) E f~ tal que J ( x) = r:1 aixi, para 

todo x = (x1,---,Xn) E t;J, e a função J e+ (a1, . .. ,an) é um isomorfismo isométrico 

entre u;) * e e;;. 

Demonstração. Ver [13], página 44, Proposições 2.14, 2.15 e 2.16 para os itens (i), (ii) e (iii) . 

Para os itens (iv) e (v), indicamos [19], página 537, Teorema C.13. ■ 

Cada elemento de X define um elemento de X**, da seguinte maneira: se x E X então a 

função <I>x: X* __. IK dada por J e+ J (x) é uma transformação linear cont ínua. A transformação 

linear <I>: X __. X** que associa cada x E X a <I>x é uma isometria, logo é injetora e contínua. 

Quando <I> é sobrejetora, isto é, quando <I> é um isomorfismo, dizemos que X é reflexivo. 

Proposição 1.16. Todo subespaço fechado de um espaço normado refiexivo é refl.exivo. 

Demonstração. Ver [19], página 104, Teorema 1.11.16. ■ 

Proposição 1.1 7. 

(i) Os espaços f 1 e Coo não são reflexivos. 

(ii) Os espaços fp, com 1 < p < oo, são reflexivos. 

Demonstração. Ver [19], página 106, Exemplo 1.11.23 e página 101, Teorema 1.11.10. ■ 

Se X, Y são espaços normados então uma transformação linear contínua qualquer T: X __. 

Y nos fornece uma maneira natural de relacionar os espaços X* e Y* . Definimos o operador 

adjunto a T, denotado por T*, do seguinte modo: 

T*: Y* -X* 

f.--foT. 

É fácil verificar que T* é uma função linear e contínua. 

A seguir, voltamos nossa atenção às somas (finitas) entre espaços normados. Sejam X 

um espaço normado e Z, W subespaços de X tais que Z n W = 0. Então o subespaço 

Z EB W == { z + w : z E Z e w E W} é chamado de soma direta (interna) de Z e W. A condição 
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Z n W = 0 garante que, dado z + w E Z + W, os vetores z e w estão unicamente determinados. 

Isto sugere que identifiquemos os elementos de Z EB vV com os pares da forma ( z, w) , com 

z E Z e w E W , e nos leva a uma definição mais geral, que nos permite somar não apenas 

subespaços de um mesmo espaço mas também pares de espaços normados quaisquer. Sejam 

X, Y espaços normados. A soma direta (externa) de X e Y, X EB Y, é o espaço vetorial 

{(x, y): x E X, y E Y} munido da norma (x, y) -1/x// + l!YII- Convém notarmos que as normas 
l 

(x, y) - l!xll + IIYII (da soma), (x, y) - max{l!x [/ + l!Y I/ }(do máximo) e (x, y) - ( [l x l!P + /[yl!P) P, 

1 :s; p < oo (norma p) são equivalentes: trata-se de decorrência imediata do fato de que todas as 

normas em IR2 são equivalentes. Dados X 1 , ... , Xn espaços normados, o espaço X 1 EB ··· EB Xn, 

também denotado por Z::~1 EBXi, é definido de forma análoga, tomando, no caso da soma 

interna, o cuidado de considerar a condição Xi n (Lf,i EBXj) = {O}, i = 1, ... , n. Ela garante 

que, se x E X1 EB ··· EB Xn, existem únicos X1 E X1, ... , Xn E Xn tais que x = X1 + ··· + Xn. 

Apesar de utilizarmos a mesma notação para denotarmos tanto as somas internas quanto 

as externas, não esperamos que isto cause algum problema, tendo em vista o resultado 

seguinte. 

Proposição 1.18. 

(i) Se X 1, ... , Xn são espaços normados e X = X 1 EB ··· EB Xn então existem subespaços 

fechados X{, . .. , X~ de X tais que X é a soma interna destes subespaços e x; é 

isometricamente isomorfo à Xi, para cada 'i = 1, ... , n. 

(ii) Se X é um espaço de Banach e X é igual à soma interna dos subespaços fechados 

X1 , ... , Xn então X é isomorfo à soma externa dos mesmos espaços. 

Demonstração. Ver [19], página 65, Proposição 1.8.10. ■ 

A Proposição acima torna clara a relação entre as duas somas e esclarece ambiguidades 

que, por ventura, poderiam não ser esclarecidas apenas pelo contexto. Assim, se um espaço 

de Banach X é soma interna dos subespaços Z, W, podemos escrever X= Z EB W sem temer 

prejuízo de interpretação se Z e W forem fechados. 

Proposição 1.19. 

(i) Se X, Y são espaços normados então X* ,,, Y* se X ,,, Y. 



aX OO X;.

Demonstração. Para provar o item (i), basta notar que se T:X > Y é isomorfismo então

T* é isomorfismo entre X* e Y*. Indicamos [19], página 91, Teorema 1.10.13, para uma.

demonstração do item (ii). E

Revemos agora o conceito de topologia fraca. Sejam X,Y espaços topológicos. Se f:X —

Y é contínua, sabemos que f-![U] é aberto de X, para todo U aberto de Y. Pode-se verificar

que (fH[U]:U é aberto de Y) é uma topologia em X, e é imediato que se trata da topologia

menos fina (também dita mais fraca) que torna f contínua.

Podemos considerar a observação do parágrafo acima em um quadro mais geral. Mais

especificamente: sejam X um conjunto e (Y;);er uma família de espaços topológicos. Dado

um conjunto de funções F = (f;:ie I), com f;:X > Y; para todo ie [, pode-se verificar que

In fU,]:g*F CI, U; é aberto de Y; paratodoieF e Fé fio)
del

é base da topologia mais fraca que torna todas as funções de F contínuas. Denotamos

esta topologia em X por o(X,F) e a chamamos de topologia fraca com respeito à F. Em

particular, se V é um espaço normado, a topologia w := o(V.V*) de V é chamada fraca.

Se uma sequência x, converge a x na topologia fraca escrevemos x, — a e dizemos que x,

converge fracamente a x. Toda sequência que converge fracamente é limitada. À seguinte

caracterização de convergência fraca é muito útil.

Proposição 1.20. Sejam X um espaço normado (x,) uma sequência de elementos de X.

Então x, > x se, e somente se, f(xn) > f(x) para todo fe X*.

Demonstração. Ver [13], página 66, Proposição 3.7. a

Proposição 1.21. Sejam X,Y espaços de Banach.

(a) Se (zm, Yn) é uma sequência em X &Y tal que (x,y) > 0 então x, 5 0 en > 0.

(b) SeT:X > Y é uma transformação linear contínua e (x,) uma sequência de elementos

de X tal que 2, > O então Tx, > 0. Em particular, seT:X > Y é isomorfismo então

w w

tn — O se, e somente se, Tr, > 0.
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(ii) Se Xi, ... , Xn são espaços normados então (Xi EB ··· EB Xn)* ~ X{ EB ··· EB X;. 

Demonstração. Para provar o item (i), basta notar que se T : X -,. Y é isomorfismo então 

T* é isomorfismo entre X* e Y* . Indicamos [19], página 91, Teorema 1.10.13, para uma 

demonstração do item (ii). ■ 

Revemos agora o conceito de topologia fraca. Sejam X, Y espaços topológicos. Se f: X-,. 

Y é contínua, sabemos que f-1 [U) é aber to de X , para todo U aberto de Y. Pode-se verificar 

que {f- 1 [U) : U é aberto de Y} é uma topologia em X, e é imediato que se trata da topologia 

menos fina ( também dita mais fraca) que torna f contínua. 

Podemos considerar a observação do parágrafo acima em um quadro mais geral. Mais 

especificamente: sejam X um conjunto e (X'i)ieI uma família de espaços topológicos. Dado 

um conjunto de funções F = ui : i E l}' com k X -,. 'V; para todo i E l, pode-se verificar que 

{n fi- 1[Ui]: 0 -:f:. F ~ I, ui é aberto de }'i para todo i E F e Fé finito} 
ieF 

é base da topologia mais fraca que torna todas as funções de F contínuas. Denotamos 

esta topologia em X por a(X, F) e a chamamos de topologia fraca com respeito à F. Em 

particular, se V é um espaço normado, a topologia w == a(V, V* ) de V é chamada fraca. 

Se uma sequência Xn converge a x na topologia fraca escrevemos Xn ~ x e dizemos que Xn 

converge fracamente a x. Toda sequência que converge fracamente é limitada. A seguinte 

caracterização de convergência fraca é muito útil. 

Proposição 1.20. Sejam X um espaço normado (.r,n) uma sequência de elementos de X. 

Então Xn ~ x se, e somente se, f(xn)-,. f(x) para todo f E X* . 

Demonstração. Ver [13], página 66, Proposição 3.7 . ■ 

Proposição 1.21. Sejam X, Y espaços de Banach. 

(a) Se (xn, Yn) é uma sequência em X EB Y tal que (xn, Yn) ~ O então Xn ~ O e Yn ~ O. 

(b) Se T: X -,. Y é uma transformação linear contínua e ( Xn) uma sequência de elementos 

de X tal que Xn ~ O então Txn ~ O. Em particular, se T: X-,. Y é isomorfismo então 
w w 

::cn -> O se, e somente se, T:.cn-> O. 
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Demonstração. Seja cp E X*. Considere a transformação éj5 dada por 

Claramente, éj5 é linear e, como 

éj5 : X EB Y -----+ 1K 

(x,y) ,__ cp(x). 

li ép( X 1 y) li ~ li cp 1111 X li ~ li cp 1111 ( X 1 y) li , 

para todo ( x, y) E X EB Y, temos que éj5 é contínua. Portanto 

Analogamente, prova-se que Yn ~ O, concluindo a demonstração de (a). 

A demonstração de (b) é imediata. 

1.1 

■ 

É natural se perguntar quando uma transformação linear T: X->- Y é contínua se conside

rados X, Y munidos da topologia fraca. Nesse sentido, quando X, Y são espaços de Banach, 

a seguinte proposição fornece a resposta. 

Proposição 1.22. Sejam X, Y espaços de Banach e T: X ->- Y uma transformação linear. 

Então T é contínua com respeito às topologias induzidas pelas normas se, e somente se, T 

é contínua com respeito às topologias fracas. 

Demonstração. Ver [12], página 422, Teorema 15. ■ 

Tendo revisto a definição de topologia fraca, estamos em condições de definir espaços de 

Schur. Um espaço de Banach é um espaço de Schur se toda sequência fracamente convergente 

desse espaço converge na topologia induzida pela norma. É claro que se uma sequência con

verge na topologia induzida pela norma então a sequência é fracamente convergente. Assim, 

um espaço é de Schur se nesse espaço as sequências fracamente convergentes e convergentes 

coincidem. 

A seguinte proposição fornece alguns exemplos de espaços de Schur, bem como de alguns 

espaços que não são de Schur. 
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Proposição 1.23. 

(i) Todo espaço normado de dimensão finita é um espaço de Schur. 

(ii) Se X é um espaço de Schur então todo subespaço de X é de Schur. 

(iii) f 1 é um espaço de Schur. 

(iv) f p, 1 < p < oo, não é um espaço de Schur. 

Demonstração. Seja X um espaço normado de dimensão finita. Sendo (xk) uma sequência 

de elementos de X, para provarmos o item (i) basta mostrarmos que se Xk ~ O então Xk--+ O. 

Sejam b1 , . .. , bn elementos de uma base qualquer de X e {!1 , .. . , fn} a base de X* cujos 

elementos são dados por .fk("f,f=1 >.ibi) = >.k, k = 1, ... ,n. Assim, se x E X então x = "f,f fi(x)bi. 

Se Xk ~ O então, para cada i EN, temos Íi(xk) ~ O. Logo 

i =l i =l 

e está provado o item (i). 

Sejam X um espaço de Schur e Y um subespaço de X. Sejam (Yn) uma sequência 

de elementos de Y e y E Y tais que, para todo f E Y*, f(Yn) --+ J(y). Suponhamos que 

II Yn - YII f O. Como X é um espaço de Schur, existe portanto um funcional linear g E X* tal 

que g(yn) f g(y) . Assim, gly (a função g restrita ao subespaço Y) é um elemento de Y* tal 

que gly(yn)--+ gly(y) - absurdo. Isto prova o item (ii). 

Os itens (iii) e (iv) estão provados em [1], página 37, Proposição 2.3.6 e Exemplo 2.3.5, 

respectivamente. ■ 

Dizemos que um espaço de Banach X tem a propriedade de Dunford- Pettis (à qual 

também iremos nos referir pela abreviação PDP) se, sempre que uma sequência (xn) em X 

e uma sequência (J~) em X* são tais que Xn ~ O e j~ ~ O tem-se j~(xn)--... O. 

Proposição 1.24. Se X é um espaço de Schur então X tem a propriedade de Dunford

Pettis. 

Demonstração. Seja (xn) uma sequência em X tal que Xn ~ O. Então Xn--+ O, pois X é um 

espaço de Schur. Assim, se Un) é uma sequência em X* tal que j~ ~ O, temos que Un) é 



- >0tal que |f,|<C, para todo neN. Portanto,

alan) Cla] —0. m

Proposição 1.25. Os espaços t1, Le e ft, tem a propriedade de Dunford-Pettis.

Demonstração. O espaço £ tem a PDP pois é um espaço de Schur.

Relembramos que 4 é isomorfo à C(N), o espaço das funções contínuas definidas

em 8N com valores em K, sendo 8N o compactificado de Stone-Cech de N. Assim, pelo

Teorema 5.4.5, página 115 de [1], temos que £, tem a PDP. O espaço %, tem a PDP, como

consequência do Teorema 4.1.1 e do Corolário 5.4.6, páginas 74 e 177 de [1], respectivamente.

Proposição 1.26.

(a) Se X,Y são espaços de Banach, X tem a propriedade de Dunford-Pettis e X = Y,

então Y tem a propriedade de Dunford-Pettis.

(b) Sejam X1,..., Xn espaços de Banach com a propriedade de Dunford-Pettis. Então

Xe 6 X, tem a propriedade de Dunford-Pettis.

Demonstração. Sejam (ty) uma sequência em Y e (yn) uma sequência em Y* tais que

mn > 0 e Ya > 0. Então, sendo T:X > Y umisomorfismo e y = Tn, para todo n e N,

temos, pela Proposição 1.21, que 7, > 0. Portanto, dado ne N, como ny = (Pnº T)(tn)

e X tem a PDP, basta mostrar que y,ºT > O para concluirmos que Y tem a PDP. Para

mostrar isto, basta observar que qn o T = T*(yn) e TEY* > X* é contínua considerando

X* e Y* munidos de suas topologias fracas (Proposição 1.22).

Provaremos o item (b) inicialmente para n = 2.

Sejam (tas Yn)) uma sequência em X, & X, e (4”) uma sequência (X, O X,)* tais que

(asa) = 0e 9” 5 0. Relembramos que, pela Proposição 1.19, para cada y e N, existem

pre Xi evo € Xj tais que (ur v2) = pit + poxo, para todo (mr, 12) e X, € X>,e que a

transformação de X, 6 X> em Xj 6 X3 dada por +» (71,42) é um isomorfismo.

Pela Proposição 1.21, temos tn. Yn, ET, £3 >, 0. Logo, como X1, X» tem a propriedade de
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limitada, isto é, existe C ~ O tal que llfnll < C, para todo n EN. Portanto, 

• 

Proposição 1.25. Os espaços R1, Roo e R~ tem a propriedade de Dunford- Pettis. 

Demonstração. O espaço R1 tem a PDP pois é um espaço de Schur. 

Relembramos que Roo é isomorfo à C(/3N), o espaço das funções contínuas definidas 

em /3N com valores em OC, sendo /3N o compactificado de Stone-Cech de N. Assim, pelo 

Teorema 5.4.5, página 115 de [1], temos que R00 tem a PDP. O espaço f.~ tem a PDP, como 

consequência do Teorema 4.1.1 e do Corolário 5.4.6, páginas 74 e 177 de [l], respectivamente. 

■ 

Proposição 1.26. 

(a) Se X, Y são espaços de Banach, X tem a propriedade de Dunford- Pettis e X ~ Y, 

então Y tem a propriedade de Dunford-Pettis. 

(b) Sejam X1 , ... , Xn espaços de Banach com a propriedade de Dunford- Pettis. Então 

X1 EB ·•· EB Xn tem a propriedade de Dunford- Pettis. 

Demonstração. Sejam (Yn) uma sequência em Y e ( :Pn) uma sequência em Y* tais que 

Yn ~ O e 'Pn ~ O. Então, sendo T:X -+ Y um isomorfismo e Yn = Txn, para todo n EN, 

temos, pela Proposição 1.21, que Xn ~ O. Portanto, dado n EN, como 'PnYn = (cpn o T)(xn) 

e X tem a PDP, basta mostrar que 'Pn o T ~ O para concluirmos que Y tem a PDP. Para 

mostrar isto, basta observar que <,On o T = T* ( <,On) e T*: Y* -+ X* é contínua considerando 

X* e Y* munidos de suas topologias fracas (Proposição 1.22). 

Provaremos o item (b) inicialmente para n = 2. 

Sejam ( (xn, Yn)) uma sequência em X 1 EB X2 e (cpn) uma sequência (X1 EB X2 )* tais que 

(xn, Yn) ~ O e cpn ~ O. Relembramos que, pela Proposição 1.19, para cada cp EN, existem 

cp1 E X{ e cp2 Ex; tais que cp(x1 ,:r;2 ) = :p1x1 + cp2:r2, para todo (x1,:1:2) E X1 EB X2, e que a 

transformação de X1 EB X 2 em X{ EB x; dada por :p - (cp1 , :p2 ) é um isomorfismo. 

Pela Proposição 1.21, temos Xn, Yn, :p1, :p~ ~ O. Logo, como X1 , X2 tem a propriedade de 
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Dunford-Pettis, temos 

Agora, seja k z 3 e suponha que o resultado é válido para n = k - l. Como a propriedade 

de Dunford-Pettis é preservada por isomorfismos e X1 EB •·· EB Xk:::: (X1 EB • •· EB Xk-l) EB Xk, o 

resultado é imediato. 

■ 

Teorema 1.27. /Eberlein- Smulian} Um subconjunto de um espaço normado é fracamente 

compacto (i. e. compacto na topologia fraca) se, e somente se, ele é fracamente sequenci

almente compacto (i. e. toda sequência no subconjunto tem uma subsequência que converge 

fracamente convergente a um ponto do subconjunto). 

Demonstração. Ver [1], página 24, Teorema 1.6.3. ■ 

Sejam X, Y espaços de Banach e T: X ➔ Y uma transformação linear contínua. Dizemos 

que T é completamente contínua se, e somente se, T(W) é compacto para todo W fracamente 

compacto contido em X. 

Proposição 1.28. Sejam X, Y espaços de Banach e T: X ➔ Y uma transformação linear. 

Então T é completamente contínua se, e somente se T é sequencialmente contínua conside

rando X com a topologia fraca e Y com a topologia induzida pela norma. 

Demonstração. Ver [1], página 115, Proposição 5.4.2. ■ 

Sejam X, Y espaços normados e T:X ➔ Y uma transformação linear. Dizemos que T é 

uma transformação linear fracamente compacta se, e somente se, T leva conjuntos limitados 

em conjuntos relativamente fracamente compactos, isto é, conjuntos cujo fecho na topologia 

fraca é fracamente compacto. 

Proposição 1.29. Um X espaço de Banach tem a propriedade de Dunford- Pettis se, e 

somente se toda transformação linear fracamente compacta definida em X é completamente 

contínua. 

Demonstração. Ver [4], página 143, Teorema 14.2. ■ 
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Proposição 1.30. Toda transformação linear contínua de foo em c0 é fracamente compacta. 

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que existe uma transformação linear contínua 

e fracamente compacta T : foo ➔ c0 . Então, pela Proposição 2.f.4, página 106 de Classical 

Banach Spaces I, [18], existe U subespaço de foo tal que U é isomorfo à f 00 e Tlu é isomorfismo 

sobre sua imagem. Assim, co tem um subespaço isomorfo à f 00. Absurdo, pois f.00 não é 

separável. ■ 

Teorema 1.31 (Gantmacher). Sejam X, Y espaços normados e T: X ➔ Y uma transforma

ção linear contínua. Então T é fracamente compacta se, e somente se, vale qualquer um dos 

seguintes itens: 

(i) T**(X**) S Y (ident~ficando os pontos de Y com os de Y** através da imersão canónica 

de Y em Y*"); 

(ii) T* é fracamente compacta. 

Demonstração. Ver [4], página 142, Teorema 14.l. • 
Proposição 1.32. Sejam X, Y espaços de Banach, X com a propriedade de Dunford- Pettis, 

Y reflexivo e T:X ➔ Y uma transformação linear contínua. Se (xn) é uma sequência de 

elementos de X tal que Xn ~ x, para algum x E X, então Txn ➔ Tx 

Demonstração. Seja (xn ) uma sequência de elementos de X tal que Xn ~ x, para algum 

x E X. Observamos, primeiramente, que T é fracamente compacta. De fato, como Y é 

reflexivo, identificando Y** com Y pela imersão canônica, temos T**(X**) S Y. Assim, T 

é fracamente compacta pelo Teorema de Gantmacher (Teorema 1.31). Logo, como X tem a 

PDP, pela Proposição 1.29, temos que T é completamente contínua, e assim Txn -+ Tx. ■ 

Se X é um espaço normado, x E X e r > O, denotamos por Bx(x , r) a bola aberta de 

raio recentro x. Denotamos por Bx[.r, , r] a bola fechada com cent ro x e raio r. A seguir 

relembramos um lema utilizado na demonstração Teorema da Aplicação Aberta. 

Lema 1.33. Sejam X , Y espaços de Banach. Então, para toda transformação linear contínua 

e sobrejetora T: X ➔ Y , temos 

T(Bx(O, 1)) 2 By(O , 6) 
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para algum ô > O. 

Demonstração. Ver [17], página 286, Lema 4.12-3. ■ 

Introduzimos agora, brevemente, o conceito de filtro. Nosso objetivo é definir um funci

onal linear J E e:, tal que IIJII = 1, J((XnYn)) = J((xn))J((yn)) para todos (xn ), (yn) E e00 

(i.e. f é um funcional linear multiplicativo) e f é uma extensão do funcional linear contí

nuo, definido no subespaço das sequências convergentes, dado por (xn) 1 - ► lim Xn- Um tal 
n-oo 

funcional estende o conceito de limite para sequências limitadas. Existem funcionais linea

res contínuos que estendem o funcional lim chamados limites de Banach (ver, por exemplo, 

[13], página 62, Exercício 2.53) mas estes não são multiplicativos, pois têm propriedade 

J(( x1,x2, .. . )) = J(( x2,X3, .. . )), para toda sequência (xn ) E Roo - De fato , se um limite de 

Banach fosse multiplicativo, teríamos o absurdo 

1 = J((l, 1, ... )) = J((l, O, 1, O, ... ))+ J((O, 1, O, ... )) 

= 2J((l,O, 1,0, ... )) = 2f((l,O, 1,0, .. . ))2 

= 2J((l, O, 1, O, .. . ))J((O, 1, O, 1...)) =O. 

Seja X um conjunto. Um filtro em X é um conjunto F de subconjuntos de X tais que 

• A, BE F => A n B E F 

• A E F , 8 2 A => 8 E F . 

Uma base de filtro em X é um conjunto B tal que 0 ~ B e 

• Se A' B E B então existe e E B tal que e s A n B. 

Todo filtro é uma base de filtro. Se a E IR, um exemplo de base de filtro em IR é o conjunto 

dos intervalos da forma (a - e, a+ e), com e> O. O conjunto dos intervalos [a, +oo ) , a E IR, 

também é uma base de filtro em IR. Em N, os conjuntos {n, n + l , n + 2, ... } formam uma 

base de filtro . 

Sejam X um conjunto, B uma base de filtro em X e Y um espaço topológico. Se f: X -+ Y 

é uma função e y E Y, dizemos quef tende a y ao longo de B se, para toda vizinhança de 



gp mer o o e que yes — Y. Se Y é um espaço de Hausdorff então esse limite é

único e iremos denotá-lo por lim f.

Se X é um conjunto infinito, um filtro em X é livre se ele contém todos os subconjuntos

cofinitos de X, sendo um conjunto cofinito se o seu complementar é finito. O conjunto dos

subconjuntos cofinitos de X é um exemplo de filtro. Dizemos que um filtro F é um ultrafiltro

se ele não está propriamente contido em nenhumoutro filtro. Todo filtro está contido em

um ultrafiltro.

Proposição 1.34. Sejam X um conjunto e F um filtro em X.

(1) F é um ultrafiltro se, e somente se, para todo AC X, ou AeF ou Xv AcF.

(ii) Se Y é um espaço topológico Hausdorff e lim f existe, sendo f:X > Y, então lim f

pertence ao fecho do conjunto (S(a): xe X+.

(iii) Se F é um ultrafiltro, Y é um espaço topológico Hausdorff e EX —Y é uma função

cuja imagem está contida em um subconjunto compacto de Y então existe lim f.

Demonstração. Indicamos [11], página 43, Teorema 4.3.3 para uma demonstração do item

(1). O item (ii) é imediato. Mostraremos o item (iii); suponhamos, por absurdo, que não

existe lim f. Então, para todo y € Y, existe V, vizinhança de y tal que f-:(V,) £ F. Como

Im /está contido em um conjunto compacto, existem y1,...,Yn tais que Ú Vi, 2 Im f. Para

cada 1<i<n temos f!(V,) É F. Como F é ultrafiltro, isto que dizer quefa(y “V)eF,

i=1.... n. Como Im / <lJV,, temos
à=1

Nr“U)=9,

logo 9 e F - absurdo. E

A próxima proposição esclarece porque o conceito de ultrafiltro se faz útil na busca por

um funcional linear multiplicativo em (5.

Proposição 1.35. Se fe ft é um funcional linear multiplicativo não-nulo então existe um

ultrafiltro U em N tal que f(x) = lim, para toda sequência limitada x:N > K.
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y em Y, existe BE B tal que f(B) ~ Y. Se Y é um espaço de Hausdorff então esse limite é 

único e iremos denotá-lo por lim f. 
B 

Se X é um conjunto infinito, um filtro em X é livre se ele contém todos os subconjuntos 

cofinitos de X, sendo um conjunto cofi.nito se o seu complementar é finito. O conjunto dos 

subconjuntos cofinitos de X é um exemplo de filtro. Dizemos que um filtro Fé um ultra.filtro 

se ele não está propriamente contido em nenhum outro filtro. Todo filtro está contido em 

um ultrafiltro. 

Proposição 1.34. Sejam X um conjunto e F um filtro em X. 

(i) F é um ultra.filtro se, e somente se, para todo A ~X, ou A E F ou X , A E F. 

(ii) Se Y é um espaço topológico Hausdorff e lim f existe, sendo f: X -+ Y, então lim f 
F F 

pertence ao fecho do conjunto {J ( x ) : x E X}. 

(iii) Se F é um ultra.filtro, Y é um espaço topológico Hausdorff e f: X -+ Y é uma função 

cuja imagem está contida em um subconjunto compacto de Y então existe li_J,n f. 

Demonstração. Indicamos [11], página 43, Teorema 4.3.3 para uma demonstração do item 

(i). O item (ii) é imediato. Mostraremos o item (iii); suponhamos, por absurdo, que não 

existe lim f. Então, para todo y E Y, existe Vy vizinhança de y tal que J-1 (Vy) ~ F. Como 
F 

n 

Im f está contido em um conjunto compacto, existem y1 , ... , Yn tais que LJ Vy; 2 Im f. Para 
i=l 

cada 1 s; is; n temos J-1(VvJ ~ F. Como Fé ultrafiltro, isto que dizer que J-1(Y, VxJ E F, 
n 

·i = 1, ... , n. Como Im I ~ LJ Vy;, temos 
i =l 

n n r 1(x, vyJ = 0, 
i =l 

logo 0 E F - absurdo. ■ 

A próxima proposição esclarece porque o conceito de ultrafiltro se faz útil na busca por 

um funcional linear multiplicativo em P-:X,. 

Proposição 1.35. Se f E e-:x, é um funcional linear multiplicativo não-nulo então existe um 

ultra.filtro U em N tal que J ( x) = lirn x, para toda sequência limitada x: N -+ K 
u 
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Demonstração. Seja f E t~ um funcional linear multiplicativo, f t- O. Denotamos por li a 

função de Nem II( dada por li(n) = 1, para todo n EN. Como /(li) = f(li)2, temos que 

f(li) = 1 (pois se /(li)= O então f = O). 

Seja a E foo tal que an E {O, 1}, para todo n EN. Como a(li - a)= O, temos 

O= J(a(li - a))= J(a)J(li - a)= f(a)(li - f(a)). 

logo f(a) = O ou J(a) = 1. 

Para cada A S N, definimos a função liA por liA(n) = 1, se n E A, e liA(n) = O, caso 

contrário. Mostramos, no parágrafo anterior, que J(liA) = 1 ou f(liA) = O, para todo AS N. 

Definimos 

Temos 

• Se A é subconjunto de N então A EU se, e somente se, N, A~ U (pois liAlil'•hA = O) , 

• 0 ~ U (pois N E U) ; 

• Se A, BE U então A n BE U (pois liAnB = liAlis) 

• Se A EU e As B então BE U (pois liA = liAlis), 

logo U é ultrafiltro. 

Seja :r; = (xn) E eoo. Como :r; é limitada, existe um compacto K tal que Xn E K, para 

todo n E N. Fixado n E N, iremos obter uma cobertura de K por conjuntos disjuntos com 

diâmetro menor ou igual a ¼. Como K é compacto, existem ªin), ... , ai:) tais que 
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Assim, cada ponto de K dista menos de 2~ de algum at>. Agora definimos, para cada n EN, 

B (n) ·- B (a(n)) 
1 .- .!. 1 , 

n 

B (n) ·- B 1 (a(n)) , B(n) 
2 .- - 2 1 , 

n 

kn 

Assim, K ~ LJ Bt> e B;n) n Bt) = 0, sei* j. Podemos supor, sem perda de generalidade, 
i=l 

. t B(n) . 1 k - t d - . que os conJun os i , i = , . . . , n, sao o os nao-vaz10s. 

SeJ· am b(n) E B(n) e 
i i 

i = 1, ... , kn, 

para cada n EN e 1 ~ i ~ kn, Os conjuntos B~n), ... , .ãtl formam uma partição de N, para 

todo n E N. Definimos 

n=l,2, ... 

Assim, IIY(n) -:cil-,. O. Como fé contínua, temos f(y(n))-,. .f(:1;). A seguir, mostraremos que 

J(x) é o limite ao longo de um ultrafiltro. 

Para cada n EN, como Ué um ultrafiltro, existe um único 1 ~ j(n) ~ kn tal que .B;(~) EU. 

Temos 

Agora, seja E > O. Escolhendo n suficiente grande, temos ¾ < ! e 

Logo 

B-(n) 1 '( )1 1 (n) 1 1 (n) J( )J f; f; -m E j(n) = Xm - j X ~ Xm - bj(n) + bj(n) - X < 2 + 2 - é • 
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Isto mostra que x (.ã;~J ç Be(J(x)). Como E> O é arbitrário, isto mostra que 

J(x) = limx. 
u 

21 

■ 

Finalmente, na próxima proposição, apresentamos um funcional linear multiplicativo 

em e~. A hipótese do ultra-filtro ser livre torna a demonstração das propriedades básicas 

análogas às dos resultados correspondentes sobre sequências de números reais. Além disso, 

ela garante que o funcional linear obtido é uma extensão do funcional (xn ) 1-+ lim Xn definido n--+oo 
no subespaço das sequências convergentes. 

Proposição 1.36. Seja F um ultra.filtro livre em N. Então a função f: Íoo --+ li( dada por 

f(x) = lT x é um funcional linear multiplicativo {i.e., se x,y E Íoo então f(xy) = f( x )f(y) 

) de norma l tal que f ( x) = lim Xn , para toda sequência convergente x: N --+ K n--+oo 

Demonstração. Observamos, primeiramente, que f está bem definida. De fato, se (xn) E í 00 

então todos os elementos da sequência (xn) pertencem a um compacto e basta aplicar a 

Proposição 1.34. Agora, fixemos À E li( e (xn), (Yn) E Íoo. Então, temos 

( i) lim ( x + y) = lim x + lim y 
F F F 

(ii) lim Àx = À lim x ; 
F F 

( iii) lT xy = ( lT x) ( lT y) 

(iv) Se (xn) é convergente então limx = lim Xn F n--+oo 

(v) fé contínua e IIJII = 1. 

Como F contém todos os subconjuntos cofinitos de N, as demonstrações de (i), (ii) e (iii) são 

inteiramente análogas às dos resultados correspondentes sobre sequências de números reais. 

O item (iv) é imediato. A Proposição 1.34 nos diz que lim x pertence ao fecho do conjunto 
F 

{xn: n EN}, logo, se ll(xn)II ~ 1, temos que llTxl ~ 1 - e segue o item (v) . ■ 
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1. 2 Subespaços complementados em espaços de Banach 

Seja X um espaço normado. Um subespaço Z de X é dito complementado se ele é fechado 

e existe um subespaço fechado W de X tal que X é soma direta interna de W e Z. Se X é 

um espaço de Banach então Z é complementado se, e somente se, existe uma transformação 

linear contínua P:X ➔ X tal que ImP = Z e P 2 = P. Uma tal função Pé uma projeção 

de X sobre Z. Equivalentemente, P é projeção de X sobre Z se Im P = Z e Pz = z, para 

todo z E Z. Se li P li ~ K então dizemos que Z é K -complementado em X. Se X, Y são 

espaços normados e X é isomorfo a um subespaço complementado de Y dizemos que X é 

complementado em Y, e escrevemos X ~ Y . 

Proposição 1.37. Se X é um espaço de Banach então todo subespaço de X de dimensão 

finita é complementado. 

Demonstração. Sejam Y um subespaço de dimensão finita de X e {y1 , . . . , Yn} uma base de 

Y. Para cada 1 ~ k ~ n, definimos fk : Y ➔ lK por fk(Lf= 1 aiyi) = ªk· Estendendo cada Ík, por 

Hahn- Banach , obtemos Ík definido em todo o espaço X. Então é imediato que P: X ➔ X 

dada por P(:r;) = 'f,~1 ]i(x)yi é uma projeção sobre Y. ■ 

Proposição 1.38. Sejam X, X 1 , Y , Y1 , Z espaços de Banach. Então 

(i) SeX~Y eY~Z entãoX~Z. 

(ii) SeX~Y, x~xl eY~Y1 entãoX1~Yi-

Em particular, se X ~ Y e Y ~ Z então X ~ Z. 

(iii) Se X~ Y então X* ~ Y*. 

Demonstração. Para provar ( i), basta notar que, se T1: X ➔ Y, T2 : Y ➔ Z são isomorfismos 

sobre suas respectivas imagens, Pi =Y ➔ Y é projeção sobre T1(X) e P2:Z ➔ Zé projeção 

sobre T2 (Y) então T2 o T1: X ➔ Z é isomorfismo sobre sua imagem e 

é projeção sobre T2 oT1 (X). 
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e gY, temos trivialmente“ se2i omg ums meio py cem

que Y > Y. Assim, pelo item (i), temos que X + Y. Como X4 = X, aplicando novamente

o resultado do item (i) temos X, > Y.

Agora, o item (iii). Sejam T:X > Y um isomorfismo sobre sua imagem e PY > Y

projeção sobre Im 'T. Definimos

q: X*— Y*

fo foTdop,

Então « é contínua, pois y = (T-!o P)*. Para ver que y é isomorfismo sobre sua imagem

basta notar que, sendo U:Imy > X* dada por U(g) = go T, temos que U é contínua, uma

vez que U = T*ltmp, é

UlS)=foTloPoT=foTIoTP=f, vfexr.

Para mostrar que Im y é complementado em Y*, definimos

QY Ss Y*

9> (go T).

Q é contínua, pois Q= o T*. É claro que InQ c Im, e temos também

geImp = Q(g) = (90º T)= AU(g))=9.

Portanto Im Q = Imp e assim Q é projeçao sobre Imp. m

Proposição 1.39. Se X é um espaço de Banach então X* = Xe,

Demonstração. Ver [4], página 20, Teorema 2.2. E

Proposição 1.40. Sejam X,Y espaços de Banache T:X > Y isomorfismo. Se X, é subes-

paço complementado de X então T(X1) é subespaço complementado de Y.

Demonstração. Ver [13], página 138, Fato 5.4. E
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Quanto ao item (ii), este segue do item (i). De fato, como Y ~ Y1, temos trivialmente 

que Y ~ Y1 . Assim, pelo item (i), temos que X~ Y1 . Como X 1 ~ X, aplicando novamente 

o resultado do item (i) temos X1 ~ Yí. 

Agora, o item (iii). Sejam T: X ➔ Y um isomorfismo sobre sua imagem e P: Y ➔ Y 

projeção sobre Im T. Definimos 

c.p: X* ----+ Y* 

f f-----+ f º r-1 º P. 

Então c.p é contínua, pois c.p = (T-1 o P)*. Para ver que c.p é isomorfismo sobre sua imagem 

basta notar que, sendo U: Imc.p ➔ X* dada por U(g) = g o T, temos que Ué contínua, uma 

vez que U = T*lrm.,,, e 

V f E X*. 

Para mostrar que Im c.p é complementado em Y*, definimos 

Q: Y* ----+Y* 

g f-----+ c.p(g o T) . 

Q é contínua, pois Q = c.p o T*. É claro que Im Q e Im c.p, e temos também 

g E Im c.p ⇒ Q ( g) = c.p ( g o T) = c.p ( U ( g) ) = g . 

Portanto Im Q = Im c.p e assim Q é projeçao sobre Im c.p . ■ 

Proposição 1.39. Se X é um espaço de Banach então X* ~X*** . 

Demonstração. Ver [4], página 20, Teorema 2.2. ■ 

Proposição 1.40. Sejam X, Y espaços de Banach e T : X ➔ Y isomorfismo. Se X1 é subes

paço complementado de X então T(X1 ) é subespaço complementado de Y. 

Demonstração. Ver [13], página 138, Fato 5.4. ■ 
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Proposição 1.41. Se X é um espaço normado então X* não contém um subespaço com

plementado isomorfo à c0 , ou seja, c0 não é complementado em nenhum espaço dual. 

Demonstração. Ver [2], página 250, Corolário 4. ■ 

Seja X um espaço de Banach. Se todo subespaço complementado de dimensão infinita 

de X é isomorfo à X dizemos que X é primo. 

Proposição 1.42. Os espaços c0 e fp, 1 ~ p ~ oo, são primos. 

Demonstração. Ver [18], página 54, Teorema 2.a.3, e página 57, Teorema 2.a.7. ■ 

Agora apresentaremos brevemente a definição de espaços de Bochner, pois o conceito é 

necessário para enunciarmos a próxima proposição. Trata-se de uma generalização do espaço 

das funções Lebesgue integráveis, como veremos a seguir. 

Sejam (D, I:, µ) um espaço de medida e X um espaço de Banach. Uma Junção simples é 

uma soma finita da forma 
n 

s(x) = L nei(x)xi, 
i=l 

sendo E1 , .. . , En membros disjuntos de uma a-álgebra I: e x 1 , ... , Xn elementos distintos de 

X. Dado E i; D, a função ne:D ➔ 1K é chamada de função característica de E e é dada por 

ne(x) = 1, se x E E, e ne(x) = O, se x t E. Se µ(Ei) é finito sempre que Xi* O então dizemos 

que a função simples s é Bochner-integrável e sua integral de Bochner é definida por 

Uma função mensurável f: D ➔ X é Bochner-integrável se existe uma sequência ( sn) de 

funções simples integráveis tais que 

J~~ J llsn - fll dµ= O, 
n 

sendo a integral do lado esquerdo da equação acima a integral de Lebesgue. Nesse caso, para 

cada E i; D, a integral de Bochner f e J dµ é definida por f e J dµ := limn-oo f e sn clµ. 

Definimos agora os espaços de Bochner. Sejam 1 ~ p < oo, (D, Z:::, µ) um espaço de medida 

e X um espaço de Banach X. Denotamos por Lp(µ, X) o conjunto elas classes de equivalência 
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[!] de funções mensuráveis J: n - X tais que 

l 

ll [Jlll. = ([ IIJll' dµ r < 00. 

Munido da norma ll·IIP acima, o espaço Lp(µ, X) é um espaço de Banach. 

Teorema 1.43. Se 1 < p < oo e X é um espaço de Banach então o espaço de Bochner 

Lp(µ, X) contém uma cópia complementada de !!1 se, e somente se, X contém uma cópia 

complementada de I! 1 . 

Demonstração. Ver [6], página 77, Teorema 4.1.2. ■ 

1.3 Alguns resultados da teoria local de espaços de Ba

nach 

Nesta seção apresentamos alguns resultados da teoria local de espaços de Banach. Por 

"teoria local" nos referimos à resultados, sobre espaços de Banach de dimensão infinita, 

envolvendo espaços de dimensão finita ou uma quantidade finita de vetores. 

Iremos introduzir agora os conceitos de tipo e cotipo de um espaço de Banach. Observamos 

que, em part icular, as contantes tipo 2 e cotipo 2 de um espaço de Banach medem o "quão 

longe" ele está de ser um espaço de Hilbert. A definição se baseia no resultado que lembramos 

a seguir. Um espaço de Banach X é um espaço de Hilbert se, e somente se, ele satisfaz a 

identidade do paralelogramo 

llx + yJJ2; li x - yJJ2 = llxll2 + II Yll2' 

para todos x, y E X. 

A identidade do paralegramo, como vemos acima, é uma igualdade entre a média dos 

valores llx + Yll2, llx-y JJ2 e a soma entre llxll2 e IIYll 2 . Para definirmos as constantes tipo 2 eco

tipo 2 de X tomamos X1, ... , Xn quaisquer em X e comparamos a soma entre ll x1112, ... , ll xnll 2 

com a média dos valores li z:::1 Eixi 112 obtidos para cada uma das 2n possíveis escolhas dos n 

sinais E1, ... , En E { -1 , 1}. Concretamente, e de modo mais geral, temos a seguinte 
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A menor constante C' que satisfaz a inequação acima é chamada de constante tipo p de X.

Dizemos que X tem cotipo q se existe C < oo tal que, para quaisquer z1,...,in EX,

D Dk n
;=41et 2c(Hot)

i=l

1
q

,

sendo no caso q = oo a expressão MEDE é substituída por maxy<;<n|x;l. A menor

constante C' que satisfaz a inequação acima é chamada de constante cotipo q de X.

É comum expressarmos a média que aparece na definição de tipo e cotipo por meio das

funções de Rademacher rn:[0,1] > R, que são dadas por r.(t) = sgn(sin(2"rt)), uma vez

que, sez1,....Tn € X, temos

n

Srila
ê

1
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para todo | <r < co. Poderíamos terutilizado qualquer uma dessas médias para definir tipo

 

 

 

 

e cotipo, tendo emvista a desigualdade de Kahane, que lembramos a seguir.

Teorema 1.45 (Desigualdade de Kahane). Sejam X um espaço de Banach el <r<oo.

Então existe K, >0 tal que, para quaisquer 21,...,Xn EX,

1 1 nr 1
/ af ] desk, [

0 0 0

Demonstração. Ver Teorema 1.e.13, página 74 de Classical Banach Spaces II, [18]. a

n

Sr(a;
i

n

Siri);
i

dt.
      

 

     

Todo espaço de Banach tem tipo 1 e cotipo infinito. De fato, sejam X um espaço de
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Definição 1.44. Sejam X um espaço de Banach e p, q tais que 1 ~ p ~ 2 ~ q ~ oo. Dizemos 

que X tem tipo p se existe C < oo tal que, para quaisquer x1 , . .. , Xn E X, 

A menor constante C que satisfaz a inequação acima é chamada de constante tipo p de X. 

Dizemos que X tem cotipo q se existe C < oo tal que, para quaisquer x 1 , . .. , Xn E X, 

l 

sendo no caso q = oo a expressão 0::~1llxi llq)ii é substituída por max1sisnllxill - A menor 

constante C que satisfaz a inequação acima é chamada de constante cotipo q de X. 

É comum expressarmos a média que aparece na definição de tipo e cotipo por meio das 

funções de Rademacher rn: [O, 1] -,. JR, que são dadas por rn(t) = sgn(sin(2n1rt)), uma vez 

que, se x1 , . .. , Xn E X, temos 

para todo 1 ~ r < oo. Poderíamos ter utilizado qualquer uma dessas médias para definir tipo 

e cotipo, tendo em vista a desigualdade de Kahane, que lembramos a seguir. 

Teorema 1.45 (Desigualdade de Kahane). Sejam X um espaço de Banach e 1 ~ r < oo. 

Então existe Kr > O tal que, para quaisquer x1 , ... , Xn E X, 

Demonstração. Ver Teorema l.e.13, página 74 de Classical Banach Spaces II, [18]. ■ 

Todo espaço de Banach tem tipo 1 e cotipo infinito. De fato, sejam X um espaço de 
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Banach e x1, ... , Xn E X . Então, pela desigualdade triangular, temos 

o que mostra que X tem tipo 1. Mostraremos agora que X tem cotipo infinito. Suponhamos, 

sem perda de generalidade, que llx1II = max1sisnllxill- Agora observamos que, somando ê 1x1 + 

... + é'nXn para toda escolha de sinais s1, ... ,ên, mas fixando ê 1 = 1, obtemos 2n-1x1. E 

escrevemos 

L (Ef=1é'iXi) =2n-lX1. 
ei=l 

ê;=±l, 2sisn 

Analogamente, se fixarmos ê1 = -1 ao invés de ê1 = 1 obtemos -2n-1x1 como soma, isto é, 

L (E~1êiXi) = -2n-lX1 • 
ê1=-l 

ê;=±l, 2sisn 

Portanto, pela desigualdade triangular, temos 

2nllx1II = ll2n-lX1 +2n-l_7:1II 

~ ll2n-lx1II + ll-2n-lx1II 

= L (E~1êiXi) + L (Ef=1êiXi) 
ê1=l ê1=-l 

ê;=±l, 2sisn ê;=±l, 2sisn 

ê1=l 
êi =±1, 2SiSn 

= L li Ef=1Eixill -
"i=±l 

ê1=-l 
ê;=±l, 2Sisn 

É imediato, da definição, que tipo e cotipo de um espaço de Banach são herdados por 

seus subespaços. Além disso, tipo e cotipo são preservados por isomorfismos. 

Proposição 1.46. O tipo de €q é min{2, q} e o cotipo de tq é max{2, q}, para qualquer 

l~q<oo. 

Demonstração. Ver [15], página 152, Teorema IV.2.15. ■ 
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Na próxima seção provamos que c0 e foo não tem cotipo finito (Proposição 2.17). 

Teorema 1.47 (Princípio da Reflexividade Local). Sejam X um espaço de Banach e F s:; 

X**, G ç; X* subespaços tais que dim F, dim G < oo. Então, dados e > O e uma projeção 

P: X** ➔ X** sobre F, existem uma transformação linear injetora T: F ➔ X e uma projeção 

P0 : X ➔ X sobre T( F) tais que 

(1) TIFnX = IdFnx {identificando os pontos de X com pontos de X** por meio da imersão 

canônica) 

(2) Tx**(x*) = x*(x**), para todo x** E F e todo x* E G. 

(3) IITII IIT-1 li $ 1 + e, e 

( 4) li Poli $ ( 1 + e) li P 11-

Demonstração. Ver [23], página 196, Teorema II.5.1. ■ 

1.4 Bases de Schauder em espaços de Banach 

No que segue, revisaremos alguns resultados e definições relacionados à bases de Schauder 

em espaços de Banach. 

Dado X um espaço de Banach, dizemos que uma sequência (xn) é uma base de Schauder 

de X se, para cada cada x E X, existem únicos escalares a1 , a2, . .. tais que x = 2::::1 ai Xi. 

Uma condição necessária para que um espaço de Banach X tenha base de Schauder é que X 

seja separável. Assim, too é um exemplo de espaço de Banach que não tem base de Schauder, 

uma vez que eoo não é separável. 

Os espaços c0 e ep, 1 $ p < oo , são exemplos de espaços que possuem base de Schauder. 

Todos estes espaços possuem como base em particular a sequência (en), sendo e1,e2,e3, . . . 
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dados por 

e1 = (l,0,0,0,0, ... ) 

e2 = (O, 1, O, O, O, .. . ) 

e3 = (0,0,1,0,0, ... ) 

Esta sequência é chamada de base canônica destes espaços. Adotaremos como notação (e;!'), 

(e~º) para nos referirmos explicitamente às bases canônicas dos espaços Íp e c0 , respectiva

mente. Também iremos adotar como notação para as bases canônicas, não havendo risco de 

ambiguidade, simplesmente (en)- Neste trabalho, o termo base sempre irá se referir à base 

de Schauder, salvo menção em contrário. 

Proposição 1.48. 

(i) Sendo (en) a base canônica de C1 , temos en :!/+ O. 

(ii) Sendo (en) a base canônica de Cp, 1 < p < oo, temos en ~ O 

Demonstração. Para provar o item (i), basta lembrar que f 1 é um espaço de Schur e raciocinar 

por absurdo. 

Mostraremos o item (ii). Seja f E e;. Pela Proposição 1.15, existe um elemento (an) de Íq , 

sendo q o conjugado de p, tal que J( (xn)) = z:::1 anXn, para todo (xn) E €P. Em particular, 

J(en) = an, para todo n EN. Logo J(en) = an- ► O e, pela Proposição 1.20, temos en ~ O. ■ 

Dizemos que uma sequência ( Xn) de elementos de um espaço de Banach X é uma sequên

cia básica se (xn) é base do fecho do espaço gerado por {xn: n EN} (relembramos que espaço 

gerado por um conjunto é o subespaço composto por todas as combinações lineares finitas 

de elementos desse conjunto), que denotamos por [xnJ. Observamos que a condição [xn] = X 

não garante que (xn) é uma base de X, entretanto, vale a seguinte 

Proposição 1.49. Uma sequência (xn) de elementos de um espaço de Banach X é uma 

base de X se, e somente se, 

(i) Xn * O, para todo n EN ; 
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(ii) existe K > O tal que 

para quaisquer m1, m2 EN, m1 ~ m2, e a1, ... , am2 E OC; e 

(iii) [xn] = X . 

Demonstração. Ver [19], página 358, Proposição 4.1.24. ■ 

Dada uma base (xn) de um espaço de Banach X, o menor K > O como na proposição 

anterior é a constante da base (xn)-

Proposição 1.50. Sejam X, Y espaços de Banach, T: X --+ Y um isomorfismo e (xn) uma 

sequência básica de elementos de X. Então Tl[xn] é um isomorfismo sobre [Txn]. 

Demonstração. Pela Proposição 1.8, basta que T([xn]) = [Txn]. Vamos mostrar que [Txn] i; 

T( [ xn]) - a outra inclusão é trivial. 

Seja w E [Txn]. Então existe uma sequência (Yn) tal que Tyn--+ w e cada Yn é combinação 

linear (finita) de elementos do conjunto {.r,n: n EN}. Como T é sobrejetora, existe .r E X tal 

que Tx = w. Assim, temos Tyn --+ Tx, de modo que, como T é isomorfismo, temos Yn --+ x. 

Logo x E [xn] e portanto w = Tx E T([xn]). ■ 

Dizemos que uma sequência (xn) em um espaço de Banach X é fracamente Cauchy 

se (f ( Xn )) é de Cauchy para todo f E X*. A proposição seguinte nos diz que em um 

espaço de Schur as sequências fracamente Cauchy coincidem com as sequências fracamente 

convergentes. 

Proposição 1.51. Seja X um espaço de Schur. Então toda sequência fracamente Cauchy 

em X é convergente. 

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que existe uma sequência (xn) em X que é fra

camente Cauchy mas não é convergente. Logo existe ê > O tal que, para todo m EN, existem 

n1, n2 E N tais que m < n1 < n2 e 11 Xnt - Xn2 11 ;?: e. Escolhemos naturais n1 < n2 < · · · tais que 

Vk EN. 



+ k>00
——> 0. Assim,or Non O camemnacanas mmunarg) uuasaca preeum Sc ag NutCaks

como X é um espaço de Schur, temos

[Za = Tnop | 0,

e chegamos a um absurdo. E

Teorema 1.52 (Rosenthal). Seja (xn) uma sequência limitada em um espaço de Banach

de dimensão infinita X. Então ou

(1) (an) tem uma subseguência fracamente Cauchy, ou

(ii) (xn) tem uma subsequência básica que é equivalente à base canônica de £,.

Demonstração. Ver [1], página 252, Teorema 10.2.1. n

Duas sequências básicas (x), (yn) em espaços de Banach X,Y, respectivamente, são equi-

valentes quando, para qualquer sequência de escalares (a,), a série Di, Q;x; é convergente

se, e somente se, D?, a;y; é convergente. Para indicarmos que (x) e (ym) são equivalentes

escrevemos (xn) - (yr). Se (1n) - (er), 1<p<oo, dizemos que (x,) é uma l,-seguência.

Analogamente, se (74) = (e), dizemos que (x,) é uma co-seguência.

Proposição 1.53. Sejam (x,) uma sequência básica em um espaço de Banach X e (yn)

uma sequência de elementos de um espaço de Y. São equivalentes:

(1) (yn) é uma sequência básica equivalente à (rn).

(ii) Existe T:[x,] > [W] isomorfismo tal que Tx; =, para todo ie N

(ii) Existem M,N >0 tais que, para quaisquer a1,a2,...,âm EK, tem-se

M s <N
    

 

  

 

 

 

m

> Qi;
i=l   

m mM

Say Suzi
ài=1 i=1

Demonstração. Ver [13], página 170, Fato 6.17. =
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Como (xn) é fracamente Cauchy, temos, para todo f E X*, f(xn2 k-i - Xn2k) ~ O. Assim, 

como X é um espaço de Schur, temos 

e chegamos a um absurdo. • 
Teorema 1.52 (Rosenthal). Seja (xn) uma sequência limitada em um espaço de Banach 

de dimensão infinita X . Então ou 

(i) (xn) tem uma subsequência fracamente Cauchy, ou 

(ii) (xn) tem uma subsequência básica que é equivalente à base canônica de f1 . 

Demonstração. Ver [l], página 252, Teorema 10.2.1. • 
Duas sequências básicas (xn) , (Yn) em espaços de Banach X , Y, respectivamente, são equi

valentes quando, para qualquer sequência de escalares (an), a série z:::1 aixi é convergente 

se, e somente se, z:::1 ªiYi é convergente. Para indicarmos que (xn) e (Yn) são equivalentes 

escrevemos (xn) ~ (Yn)- Se (xn) ~ (e;[ ), 1 ~ p < oo, dizemos que (xn) é uma Rv-sequência. 

Analogamente, se (xn) ~ (e~º), dizemos que (xn) é uma ca-sequência. 

Proposição 1.53. Sejam (xn) uma sequência básica em um espaço de Banach X e (yn) 

uma sequência de elementos de um espaço de Y. São equivalentes: 

(i) (Yn) é uma sequência básica equivalente à (.xn). 

(ii) Existe T: [xn] -,. [Yn] isomorfismo tal que Txi = Yi , para todo i EN 

(iii) Existem fi.lf, N > O tais que, para quaisquer a 1 , a2 , .. . , am E IK, tem-se 

Demonstração. Ver [13], página 170, Fato 6.17. • 
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Seja X um espaço de Banach com base (xn). Dizemos que uma sequência (un) de ele

mentos de X é uma sequência básica de blocos com respeito à (xn) se Un * O, para todo 

n EN, e existem naturais P1 < P2 < ··· e uma sequência de escalares (an) tais que 

Pk+1-l 

uk = L aixi, 
Í =pk 

k = l, 2, .... 

Por exemplo, se (xn) é base de um espaço de Banach X então qualquer subsequência (xnk) 

de (xn) é uma sequência básica de blocos. Toda sequência básica de blocos é uma sequência 

básica. 

Proposição 1.54 (O Princípio de Seleção de Bessaga- Pelczynski). Sejam X espaço de 

Banach e ( Xn) base de X. Se ( Yn) é uma sequência de elementos de X, com Yn = r:1 ai n) xi 

para cada n E N, tal que IIYnll + O e at) ~ O, para todo i E N, então existe uma 

subsequência básica (Ynk) de (yn) que é equivalente a uma sequência básica de blocos de 

Demonstração. Ver [19], página 397, Proposição 4.3.19. • 
Proposição 1.55 (Princípio das Pequenas Perturbações). Sejam X um espaço de Banach 

e (xn) uma sequência básica de elementos de X com constante K, satisfazendo llxnll ~ 1, 

para todo n EN. Se (Yn) é uma sequência em X tal que 

00 1 
~llxn - Yn ll < 2K 

então (yn) é sequência básica e (Yn) ;_, (xn)- Se, ademais, [xn] é complementado, então [Yn] 

também é complementado. 

Demonstração. Ver [l], página 13, Teorema 1.3.9. • 
Corolário 1.56. Sejam X um espaço de Banach e (xn) uma sequência básica em X tal 

que inf llxn ll > O. Se (Yn) é uma sequência em X tal que II Yn - xnll - O então existe uma 
n eN 

Demonstração. Sejam L := infl!xn ll > O e K a constante de (xn)- Como llxn - Yn ll - O, 
nEN 
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podemos escolher naturais n 1 < n2 < • · • tais que 

Logo, sendo K a constante de (=?, ), temos K s K, e assim 

~,,Xn- Yn·,, (~ •) 1 1 1 1 L, _J - _J s L, 1/21 - = - < - s ---= . 
j=l L L j=l 3K 3K 2K 2K 

Como li x2i li ~ 1, para todo j EN, temos, pelo Princípio das Pequenas Perturbações (Teorema 

1.55), que C2i) é sequência básica e (x2i) ~ (~) . Portanto 

■ 

Proposição 1.57. Sejam X , Y espaços de Banach e T: X -+ Y uma transformação linear 

contínua. Se T leva uma fp-sequência em uma fq-sequência, sendo 1 s p, q < oo, então q ~ p. 

Demonstração. Seja (xn) uma sequênca básica em X tal que (xn) ~ (e;{') e (Txn) ~ (e~q). 

Pela Proposição 1.53 , existem M, N > O tais que, quaisquer que sejam a1 , ... , am E IK, 

ll~aie;q ll s Nll~aiTxill s NIITll ll~aixill 

s MNIITll ll~aie~PII · 

Em particular, temos ml/q s M NIITllm11P, para todo m EN, logo 

m1/q-l/p s M NIITII , 'rim EN. 

Assim, se q < p, chegamos a uma contradição, pois, como 1/q - 1/p > O, m1/q-l/p ~ oo. 

Portanto q ~ p. ■ 

Corolário 1.58. Sejam 1 s p, q < oo . Então (e;f) ~ (e;n se, e somente se, p = q. 

Demonstração. Se (e;f) ~ (e;n, então, pela Proposição 1.53, existe T:fp-+ Íq isomorfismo 

tal que T( e;f) = e~q, para todo n E N. Portanto, pela Proposição 1.57 temos q ~ p e p ~ q, 

isto é, p = q. ■ 
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Dizemos que uma sequência (xn) de elementos de um espaço normado X é seminorma

lizada se existem M, N > O tais que M ~ ll xnll ~ N, para todo n EN. 

Proposição 1.59. Seja ( un) uma sequência básica de blocos seminormalizada sobre a base 

canônica de X, sendo X= c0 ou X= fp, com 1 ~ p ~ oo. Então (un) é equivalente à base 

canônica de X. 

Demonstração. Ver [1], página 29, Lema 2.1.1, e também página 31, comentário 2.1.2. ■ 

Proposição 1.60. Se 1 ~ p, r < oo, com p * r, então fp + fr· 

Demonstração. Seja p = l. O espaço f1 não é reflexivo. Por sua vez, o espaço er é reflexivo, 

para todo fr com 1 < r < oo. Como todo subespaço fechado de um espaço reflexivo é reflexivo, 

é imediato que f1 não pode ser isomorfo à um subespaço de Ír. 

Seja 1 < p < oo. Suponhamos, por absurdo, que existe T: fp ➔ Im T isomorfismo, com 

Im T subespaço fechado de er. Observamos, primeiramente, que T( e;r) f O. De fato, se 

T( e;[') ➔ O, então 

Logo lle;rll ➔ O, o que é uma contradição. Sendo, para cada n EN, 

00 

T( fp) - ( (n)) - """ (n) er en - ai ieJ\I - L, ai ei ) 
i=l 

(n) n-oo 
provaremos a seguir que, fixado k EN, tem-se ak - O. 

Seja k E N. Queremos provar que, sendo .h E t; o funcional linear dado por 

tem-se fk(Te~) = ain) ~ O. Oras, sabemos que e~ ~ O (aqui que nos utilizamos da 

hipótese p * l); portanto, como fk o TE e;, temos 



) n>oo
——> 0, para todo k e N, pela Proposição 1.54, existemcomer comem om mms e Dis cm

uma subsequência básica (Tei?.) de (Tel?) e umasequência básica de blocos (u,) de (eir

tais que (Tef.) - (up). Pela Proposição 1.59, temos que (up) » (cf) e (er) » (e). Além

disso, como T' é isomorfismo sobre sua imagem, temos (ei?) = (Tef?), e daí também temos

que (e?) » (Tef?) (Proposições 1.50 e 1.53). Resumindo em símbolos, temos

tp tp tp r
(e) = (em) = (Tori) = (ur) = (ek

Portanto p = 7, contradizendo a hipótese. =

Seja (x) uma sequência de elementos de um espaço de Banach X. Dizemos que a sé-

rie Dix; é incondicionalmente convergente se a série 5%, Yr(i) é convergente para toda

permutação (bijeção) 7:N > N. Em particular, uma série de números reais 5;a; é incondi-

cionalmente convergente se, e somente se, a série Y$º/la;| é convergente. Sejam DV, x, uma

série incondicionalmente convergente em um espaço de Banach X e ACN. Se 4=g então

5 z,:=0, caso contrário 3 x := Tn, + Zn, +, onde m,n2,... é uma ordenação qualquer
neA neA

dos elementos de A.

Uma base (x,) de um espaço de Banach X é incondicional se, para todo x = DX, ax; e X

a Série 54 G:t; é incondicionalmente convergente. As bases canônicas dos espaços co e £,,

1<p<oo são exemplos de bases incondicionais, e a proposição seguinte nos diz que, a menos

de equivalência, essa é a única base normalizada e incondicional nos espaços co e 41.

Proposição 1.61. Toda base normalizada e incondicional em ty (respectivamente, co) é

equivalente à base canônica de ty (respectivamente, co).

Demonstração. Ver [1], página 215, Teorema 8.3.8. m

Uma base (x,) de um espaço de Banach X é simétrica se (zn) é equivalente a (Z,(n))

para toda permutação x de N. As bases canônicas de £, e cy são exemplos de bases simétricas.

Proposição 1.62. Uma base (an) de um espaço de Banach X é incondicional se, e somente

se, existe uma constante K > 1 tal que, sea1,...,an,b;,...,by são escalares tais que la;| < |bil,
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Agora, como T(e;t) f O e ªkn) ~ O, para todo k EN, pela Proposição 1.54, existem 

uma subsequência básica (Te~k) de (Te;[) e uma sequência básica de blocos (uk) de (e;) 

tais que (Te~J ~ (uk)- Pela Proposição 1.59, temos que (uk) ~ (e;) e (e~k) ~ (e;). Além 

disso, como T é isomorfismo sobre sua imagem, temos (e;) ~ (Te;), e daí também temos 

que (e~k) ~ (Te~k) (Proposições 1.50 e 1.53). Resumindo em símbolos, temos 

Portanto p = r, contradizendo a hipótese. ■ 

Seja (xn) uma sequência de elementos de um espaço de Banach X. Dizemos que a sé

rie L:1 xi é incondicionalmente convergente se a série L:1 X1r(i) é convergente para toda 

permutação (bijeção) 1r:N-+ N. Em particular, uma série de números reais L:1 ai é incondi

cionalmente convergente se, e somente se, a série L:1 lail é convergente. Sejam L:=1 Xn uma 

série incondicionalmente convergente em um espaço de Banach X e A ~ N. Se A = 0 então 

L Xn := O, caso contrário L Xn == Xn1 + Xn2 + · · ·, onde n1, n2, ... é uma ordenação qualquer 
neA neA 

dos elementos de A. 

Uma base (xn) de um espaço de Banach X é incondicional se, para todo x = L:1 aixi E X 

a série L:i aixi é incondicionalmente convergente. As bases canônicas dos espaços c0 e €p, 

1:::; p < oo são exemplos de bases incondicionais, e a proposição seguinte nos diz que, a menos 

de equivalência, essa é a única base normalizada e incondicional nos espaços c0 e €1 . 

Proposição 1.61. Toda base normalizada e incondicional em €1 (respectivamente, c0) é 

equivalente à base canônica de €1 (respectivamente, c0). 

Demonstração. Ver [li, página 215, Teorema 8.3.3. ■ 

Uma base (xn) de um espaço de Banach X é simétrica se (xn) é equivalente a (x1r(n)) 

para toda permutação 1r de N. As bases canônicas de €p e c0 são exemplos de bases simétricas. 

Proposição 1.62. Uma base (xn) de um espaço de Banach X é incondicional se, e somente 

se, existe uma constante K 2'. 1 tal que, se a1 , ... , aN, b1 , ... , bN são escalares tais que lail :::, lbil, 
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i = 1, . .. , N, sendo N um natural qualquer, então 

(1.1) 

Demonstração. Ver [1], página 52, Teorema 3.1.3. ■ 

Se X é um espaço de Banach e (xn) é uma base incondicional de X então a constante 

de base incondicional de (xn) é a menor constante K que satisfaz (1.1). 



Capítulo 2 

Os espaços Cp( (Xn)) e co( (Xn)) 

Neste capítulo, estudaremos somas infinitas (enumeráveis) de espaços de Banach. Sejam 

Xi, X2, ... espaços normados. O espaço vetorial normado fp( (Xn) ), 1::; p < oo, é o conjunto 

de todas as sequências p-somáveis (xn ) tais que Xi E Xi, para todo i EN, munido das ope-
1 

rações naturais e da norma ll ·llep:(xn) ~ o::: 1 ll xil1P);;. Por sequências p-somáveis queremos 

dizer que as sequências são tais que I::illxillP < oo. Os espaços too((Xn)) e co((Xn)) são 

definidos de forma análoga, trocando a propriedade "µ-somável" por "limitada" e "conver

gente a zero", respectivamente, e adotando em ambos a norma ll ·lle~ = (xn) ~ SUPneNllxn ll- No 

caso em que Xn = X, para todo n EN, denotamos estes espaços simplesmente por Pp(X) e 

co(X). Também adotamos a notação (I::,1 EBXn)ev para denotar Pp( (Xn)) e (I::=1 EBXn)co 

para co( (Xn) ). 

Proposição 2.1. Os espaços tP((Xn)), 1::; p::; oo, e c0((Xn)) são espaços de Banach se, e 

somente se, cada Xn é espaço de Banach. 

Demonstração. Suponhamos que cada Xn é espaço de Banach. Provaremos apenas que 

Pp( (Xn)) é espaço de Banach; no caso do espaço co( (Xn)) basta mostrar que co ( (Xn)) 

é subespaço fechado de too. 

Seja (xCn) ) uma sequência de Cauchy em tP( (Xn)) com x(n) = (x~n) , x~n), .. . ), para todo 

n EN. Dado j EN, vemos que (xt))n é de Cauchy, pois 

Vn,mE N. 

37 
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) n>00

—%j, parane minds MENINAS agf o rarrsmmparana pre amremmarra ReparaAna mu cara ea a raprto mai que my

todo j e N. Iremos mostrar que x := (x;) € Co((Xn)) eat) sa.

Se p= oo então,fixando j e N, escolhemos N e N dependendo de j tal que

Nlx; = 2 |<1.

Assim,

N Nlx; < x; =2pap < 1 + |,

logo x = (5) € £o((X,)), uma vez que a sequência (a(")) é limitada. Agora mostraremosa

convergência. Dado e > 0, existe N e N tal que, sem,n > N, então

VjeN.

Desse modo, se j e N, tomando my suficiente grande, temos, para n> N,

lzg 282 xp = 05704 [nfafdeo.

Portanto, como j é arbitrário, |x - 200. <=.

Suponhamos agora |<p<co. Dado e >0, existe Ne N tal que

Heape, Ynm2N.
ja

Fixado k e N temos Ela - a” [P< DE: a -2p, e assim

k
Def? alpP< e”, Yn,m>N.
ja

Logo, fazendo m —» oo para cada n > N, obtemos

k

Sil” -afo<o,  vn>N. (2.1)
ja

2 ita dai N NComo k é arbitrário, temos, consequentemente, EXalas "ei? < 00, e portanto (las 1
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Como cada Xn é Banach, podemos escolher x1 E X2, x2 E X2, ... tais que x;n) ~ x1, para 

todo j EN. Iremos mostrar que x == (x1) E fp( (Xn)) e x(n) -,. x. 

Se p = oo então, fixando .i EN, escolhemos N EN dependendo de j tal que 

Assim, 

logo x = (xj) E foo((Xn)), uma vez que a sequência (x(n)) é limitada. Agora mostraremos a 

convergência. Dado é> O, existe N EN tal que, se m, n ~ N, então 

Desse modo, se j EN, tomando m 0 suficiente grande, temos, para n ~ N, 

Portanto, como j é arbitrário, llx - x(n)lle~ ~ é. 

Suponhamos agora 1 ~ p < oo. Dado e> O , existe N EN tal que 

00 

2] xt) - xt) IIP < eP, Vn,m~ N. 
j=l 

Vn,m~N . 

Logo, fazendo m -,. oo para cada n ~ N, obtemos 

Vn~ N. (2.1) 

Como k é arbitrário, temos, consequentemente, L;.i llxt) - Xj llP < oo, e portanto (llxt) -
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x1 li )1 E fp. Assim, uma vez que ( llxfl li\ E fp, temos que ( JJxf) - x1 li + Jlxt) li\ E fp. Agora, 

notemos que, para todo k EN, 

Isto mostra que x = (x1) E t'p ((Xn)). Para ver que x(n)-->- x basta notar que isto decorre de 

(2.1). 

A recíproca é imediata: se, digamos, X 1 não é espaço de Banach, então existe uma 

sequência (xn) em X 1 que é de Cauchy e não é convergente, de onde segue que a sequência 

de termos 

(x1 ,0,0 , ... ), (x2,0,0, . .. ), .. . 

é de Cauchy mas não é convergente nos espaços fP ( (Xn) ), 1 ~ p ~ oo, eco ( (Xn) ). ■ 

Proposição 2.2. Se X 1 , X2, ... são um espaços normados separáveis então c0 ( (Xn)) e 

fp ( (Xn) ) , para todo 1 ~ p < oo, são separáveis. 

Demonstração. Para simplificar a notação, iremos supor X = X 1 = X 2 = ···. Seja D <; X 

enumerável e denso em X. Sem perda de generalidade, podemos supor que O E D. Dizemos 

que uma sequência é quase-nula se somente um número de finito de termos da sequência é 

diferente de zero. Seja Y E { c0 } u { f_P : 1 ~ p < oo}. Definimos 

D:= { cxn) E (f: ffiX) : (xn) é quase-nula e Xn E D, para todo n EN} . 
t=l y 

Claramente, D é um subconjunto enumerável de 0:::1 ffiX)y. Sejam e> O e (an) E 0:::1 ffiX)y. 

Tomamos no E N tal que 

ê 
Jl(O, · ·· ,O, ano+l, ªno+2, · · .) JJy < 2 · 

Agora, escolhemos x 1 , .. . , Xn0 E D tais que 

ê IJ ( a l - X 1 , • • • , ano - Xn0 , O, O, · · · ) JJ Y < 2 · 
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Sendo y == (x1, ... , Xn0 , O, O, ... ), temos y E D e 

li ( an) - YII Y s;; li ( a1 - X1 , · · · , ano - Xno, O, O,· · ·) li Y + li (O, · · · , O, ano+l, ano+2, · · ·) li Y 

é ~ 

<-+- = €. 
2 2 

Portanto D é denso em (L:i EBX)y. 

Proposição 2.3. Sejam X, Y, Z espaços normados e 1 s;; p s;; oo. 

(i) Se X~ Y então fp(X) ~ fp(Y), 

(iii) X EB (Y EB Z) ~ (X EB Y) EB Z. 

Demonstração. Faremos a demonstração para o caso p * oo. 

2.0 

■ 

Para provar o item (i), basta observar que se <p é isomorfismo entre X, Y então (xn) -

(<p(xn)) é isomorfismo entre fp(X) e fp(Y). 

Para o item (ii), é imediato verificar que ((x1 ,x2 , . .. ) ,xo)) - (x0 ,x1 ,x2 , . . . ) é um iso

morfismo isométrico entre fp(X)EBX e fp(X) considerando o espaço fp(X)EBX com a norma 

O item ( iii) também é imediato considerando a isometria ( ( x, y), z) - ( x, ( y, z)) e todos 

os espaços envolvidos que são soma entre espaços normados munidos com a norma da soma. 
l 

Considerando X EB Y e fp(X) EBfp(Y) com a norma (x 1 , x2) - (llxdP + llx2 IIP);; é também 

imediato que ( ( Xn, Yn)) 1-+ ( (xn), (Yn)) é um isomorfismo isométrico entre fp(X EB Y) e fp( X)EB 

ep(Y), e isto prova o item (iv). ■ 

Sabemos que, se X1 , X2 , .. . são espaços normados e 1 s;; p s;; oo, então fp(t'p((Xn))) ~ 

fp((Xn)) e co(co((Xn))) ~ co((Xn)). Em particular, Cp(fp) = fp, co(co) = co, ei = eP e Cõ = co. 

Relembramos que é1 é um espaço de Schur. A proposição seguinte nos diz que t'1 (X) é 

de Schur se, e somente se, X é de Schur. Mas, como apresentamos o resultado em forma 

geral, precisamos introduzir alguns conceitos. (LiEI EBXi)e1 é o espaço das funções i - xi tais 
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que Xi E Xi para todo i E I e L li xd < oo. A soma não-ordenada L li Xi li existe e é igual o: se, 
ieJ ie/ 

dado é> O, existe F subconjunto finito de I tal que 1 _L llxill - ai< é, para todo G finito que 
JEG 

contém F. 

Proposição 2.4. Seja (Xi)iEI uma família de espaços de Banach. O espaço (Liel EBXi)e1 é 

de Schur se, e somente se, cada Xi é um espaço de Schur. 

Demonstração. Ver [21]. ■ 

Proposição 2.5. Se X é um espaço normado então c0 (X)* é isometricamente isomorfo à 

f\ (X*). 

Demonstração. Para cada n E N, seja 1rn= X - c0(X) a transformação linear contínua dada 

por 1rn(x) = (O, ... ,O,x,0, ... ,0, ... ), onde x ocupa a n-ésima posição. Dado rp E c0(X)*, 

definimos :.Pn E X* por l.{)n := rp o 7rn, para cada n EN. Provaremos que 

é um isomorfismo isométrico. 

T : c0(X)* - f\(X*) 

<p ,_ ( <p n ) 

Vamos verificar que T está bem definida. Seja rp E c0 (X)*. Fixemos agora n EN e é> O 

quaisquer. Para cada 1 ~ j ~ n, escolhemos xi E X tal que llxill = 1 e 

Assim 
n n 

L ll rp O 7rj li ~ L <p O 1íj (xj) + e = rp( (x1, .. •, Xn, O, O, .. •)) + e ~ li :PII + e. 
j=l j=l 

Como n é arbitrário temos L;illrpo1ri ll ~ ll rpll +e. Isto mostra que Testá bem definida, mas 

não só isso: como e> O é arbitrário, temos também 

00 

I: li l.{)j li ~ li rpll . (2.2) 
j=l 
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É imediato que T é linear. Além disso, 

00 

cp( (xn)) = L'Pn(Xn), V(xn) E co(X). 
i=l 

Mostraremos agora que T é sobrejetora. Seja (<,on) E ê1 (X*). Então, dado (xn) E co(X), 

temos L:=l <,on(xn) < oo, uma vez que esta série é absolutamente convergente. De fato, para 

cada k E N, temos 

(2.3) 

Assim, sendo <,o E co(X)* dado por (xn) ~ L:=l :Pn(;1:n), temos que <,o é uma transformação 

linear contínua com Tcp = (cpn) e, por (2 .3), 

(2.4) 

Por (2.2) e (2.4) temos que T é isometria. ■ 

Proposição 2.6. Se X é um espaço normado então ê1 (X)* é isometricamente isomorfo à 

Demonstração. Para cada n EN, seja 1rn: X --+ é'i (X) a transformação linear contínua dada 

por nn(x) = (O, ... ,O,x,0, ... ,0, ... ), onde x ocupa a n-ésima posição. Dado <,o E ê1(X)*, 

definimos 'Pn E X* por :Pn == <,o o 1fn, para cada n EN. Provaremos que 

é um isomorfismo isométrico. 

T: €1(X)*--+ Eoo(X*) 

<,o >---+ ( 'Pn) 

Primeiramente iremos verificar que Testá bem definida. Se <,o E C1 (X)* então 

Vn EN. 

Assim, T está bem definida pois 

sup ll 'Pnll ~ ll;all . 
nEf\! 

(2.5) 
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Claramente, T é linear e 

00 

1P( (xn)) = LIPn(Xn ), 
i=l 

Mostraremos agora que T é sobrejetora. Se (1Pn) E éoo(X* ) então L'.:1 IPi(xi) converge, 

para toda sequência (xn) E t'1(X). De fato, se (xn) E t'1(X), então, para todo k EN, 

(2.6) 

de modo que L'.:1 IPi (xi) é absolutamente convergente. É imediato verificar que a função 

-.p E t'1(X)* dada por (xn ) ~ L'.:1 IPi(xi) satisfaz T-.p = (1Pn)-

Como k é arbitrário em (2.6) temos, por (2.5) e (2.6), que T é isometria. ■ 

Proposição 2.7. Sejam 1 < p < oo e X um espaço de Banach, X t- {O}. Então ep(X)* é 

isometricamente isomorfo à t'q(X*), sendo q o conjugado de p. 

Demonstração. Para cada n EN, seja 1rn: X - eP(X) a transformação linear contínua dada 

por 1rn(x) = (O, .. . ,O,x, 0, ... ,0, ... ), onde x ocupa a n-ésima posição. Dado ip E t'p(X)*, 

definimos '-Pn := r.p o 1rn, para cada n EN. Provaremos que 

é um isomorfismo isométrico. 

T: t'p(X)* -- t'q(X* ) 

r.p >---4 ( IPn ) 

Em primeiro lugar, precisamos mostrar que (-.Pn ) E fq(X*), para todo -.p E fp(X ). Seja 

-.p t- O E t'p(X)* e, para cada n EN, escolhemos Vn E X tal que IPn(vn) t- O e llvnll = 1. Agora, 

sejam 

n = l, 2, . . . , 

e 

Wn :=(ui , . .. ,Un,O, ... ,O, ... ) E fp(X) , n = 1, 2, .... 

Assim, temos, fixado n EN, 
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(2) 

l l 

llwnll = [t11uillp r = [tl'Pi (vi)l(q-l)p r 
l 

= [t1'Pi( vi)lq r . 
n 

2]'Pi (vi) lq ~ ll'Pllq. 
i=l 

Da arbit rariedade de v1 , ... , Vn segue que 

n 

z)'Pillq ~ ll'Pllq. (2.7) 
i=l 

Como a desigualdade acima não depende de n, temos z:::ill'Pi llq < oo - como queríamos. 

É imediato que T é linear. Além disso, 

00 

rp((xn) ) = L 'Pn(xn), 
i=l 

Mostraremos agora que T é sobrejetora. Seja ('Pn) E fq(X* ). Então, dado (xn) E fp(X ), 

temos z::;=l 'Pn(xn ) < oo, uma vez que esta série é absolutamente convergente. De fato, pela 

desigualdade de Holder, temos, para cada k EN, 

Assim, sendo 'P dada por ( Xn) ~ z::;= 1 'Pn ( Xn), temos que 'P é contínua com T 'P = ( 'Pn ) e 

(2 .8) 

Por (2.7) e (2 .8) temos que T é isometria. ■ 

Os espaços fp (X) e c0 (X) possuem subespaços triviais, listados na proposição seguinte. 
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Proposição 2.8. Sejam X um espaço de Banach, X* {O}, e 1 s p soo. Então 

(i) X e..:.+ fp(X), X e..:.+ co(X) 

Demonstração. Faremos a demonstração para fp e fp (X), com 1 s p < oo. Os casos envol

vendo p = oo, c0 e c0 (X) são análogos. 

Seja v E X tal que llv [I = 1. É claro que as transformações lineares ({), 1/J dadas por 

({) : X -->- fp( X) 

X f---+ (x,Ü,Ü, ... ) 

7/J : fP-->- fp(X) 

(xn) f---+ (xnv) 

são isometrias, logo são isomorfismos sobre suas imagens. A seguir, mostraremos que suas 

imagens são subespaços complementados. 

É imediato que a transformação linear contínua de fp(X ) em fp (X ) dado por (xn) i-+ 

(x1 , 0, O, ... ) é uma projeção sobre a imagem de r.p. Agora, para mostrarmos que a imagem 

de 7/J também é um subespaço complementado, relembramos, primeiramente, que todo su

bespaço de dimensão finita de X é complementado (Proposição 1.37). Seja P: X - X uma 

projeção sobre [ v], o espaço gerado por v. Observamos que se Pé escolhido como na demons

tração da Proposição 1.37 então sua norma é igual a 1, logo podemos supor que li PII = 1. 

Definindo 

P: fp(X)-->- fp (X) 

( Xn) f---+ ( P.'r;n) , 

temos que P é uma projeção sobre a imagem de 7/J. De fato, convém notar, inicialmente, que 

P está bem definida, uma vez que, se (xn) E ep(X), então 

m m 

LI[ Pxn [[P s L l[xn [[P S ll (xn) II~ , 
i=l i =l P 

VmEN. 

Isto mostra que z:::1 [[Pxn [IP s [l (xn)II~. Assim, P está bem definida, e, como Pé linear, isto 
p 

também nos dá a continuidade de P. É claro que se x E Im 7/J então P x = x. Além disso, 

dado (xn) E f p(X), como Pxn é um múltiplo de v para todo n EN, existe uma sequência de 

escalares (an) tal que P( (xn)) = (anv). Logo (anv) E fp(X) e, como [[vil = 1, temos (an) E fp . 
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Teorema 2.9 (Hagler-Stegall). Seja X um espaço de Banach. Então X* contém um su-

bespaço complementado isomorfo à Li([0,1]) se, e somente se, X contém um subespaço

isomorjo à (Do Dl.

Demonstração. Ver [16], página 234, Teorema 1. =

Se (zn) é uma sequência de elementos em um espaço vetorial, o seu suporte é definido

por supp((x,)) = fi e N: x; + 0). Diremos que uma sequência (7,) de elementos de

(D%10Xi)x, Xelorullp:1<p<oo), tem suportes disjuntos se supp x, Nsuppim = D

sempre que m + n. À proposição a seguir generaliza a proposição 1.59.

Proposição 2.10. Sejam X um espaço de Banach el<p<oo. Se (Vi) é uma sequência

em EX) (respectivamente, co(X)) seminormalizada e com suportes disjuntos então (Van) é

uma sequência búsica e (en) - (Va), sendo (en) a base canônica de £, (respectivamente, co).

Demonstração. Seja X elcojuflp:1<p<o0). Sejam meN, a,...,am escalares quaisquer

e M,N>0 tais que

M<Valx<N, YneN. (2.9)

Pelo Corolário 1.53, basta mostrarmos que

m

Davi;
i=1

mM

DU aeX
i=1

< <N
x

m

SD asel
i=1

M
    

 

     

 

 

onde (eX)nen é a base canônica de X. Dado 1 <i <m, sendo V; = (nm definimos

ho= (KEN co? +0b=supp Vi.

Observamos que [;n 1;= 9, sei + j, pois (V,) tem suportes disjuntos. Além disso, se j € Il,

O qu.então Di Aju; = kl;

Seja X = £,. Mostraremos que

1

- [Bora (210)
tp i=1 

 

m

> Vi;
i=1   
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Isto mostra que P( (xn)) E Im 'l/J, portanto P é projeção sobre Im 'l/J. ■ 

Teorema 2.9 (Hagler-Stegall). Seja X um espaço de Banach. Então X* contém um su

bespaço complementado isomorfo à L1 ([0, 1]) se, e somente se, X contém um subespaço 

isomorfo à (2::1 EBl'!k-

Demonstração. Ver [16], página 234, Teorema 1. • 
Se ( Xn) é uma sequência de elementos em um espaço vetorial, o seu suporte é definido 

por supp ( ( Xn)) := { i E N : Xi * O} . Diremos que uma sequência ( Xn) de elementos de 

(2::=l EBXn)x, X E {co} u {fp: 1:;; p:;; oo }, tem suportes disjuntos se suppxn n suppxm = 0 

sempre que m * n. A proposição a seguir generaliza a proposição 1.59. 

Proposição 2.10. Sejam X um espaço de Banach e 1 :;; p < oo. Se (Vn) é uma sequência 

em tp(X) {respectivamente, co(X)) seminormalizada e com suportes disjuntos então (Vn) é 

uma sequência básica e (en) ~ (Vn), sendo (en) a base canônica de fp {respectivamente, c0). 

Demonstração. Seja X E {co} u {ep: 1:;; p < oo}. Sejam m EN, a1 , ... ,am escalares quaisquer 

e i'\11, N > O tais que 

M:;; IIVnllx:;; N , Vn EN. (2.9) 

Pelo Corolário 1.53, basta mostrarmos que 

onde (e;:;°)neN é a base canônica de X. Dado 1:;; i:;; m, sendo ½ = ( v~i))neN definimos 

Observamos que li n li= 0, sei* j, pois (Vn) tem suportes disjuntos. Além disso, se j Eh 

- ._,m (i) (k) 
entao L.,i=l aivj = ak vi . 

Seja X = .eP. Mostraremos que 

(2.10) 
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l 

e daí o resultado segue imediatatamente da desigualdade (2.9). Notemos que ll½llep = ( ,L llv?) r);;, 
JEl; 

para cada 1 si s m. Logo 

= ( f aivt ) P 

i=l jefll fp 

= ll~a,(vj'l);,{, 
= f li f aiv?) ll p 

J=l i= l 

= L li f aiv?) IIP 
jE u h i=l 

l~ksm 

= Z::la1IP IH1)r + ... + ,L lamlp llv;m) r 
JEJi JElm 

m 

= Z::lailPll½IIP • 
i=l 

Agora consideramos X = c0. Temos 

Logo, como 

para quaisquer 1 sisme l E l i, temos 

Agora, seja i0 tal que laiol = sup1sismlail • Como ll½0 llco:?: M, existe Jo tal que llv;~º)ll 2 M . 
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E portanto 

Proposição 2.11. Os espaços (E;=l EB~)e" e fv, com 1 < p < oo, são isomorfos. 

Demonstração. Ver [20], página 224, Proposição 7. 

Proposição 2.12. 

(i) Se 1::; p < oo então (E:=1 ©~to não é isomorfo à c0 . 

(ii) Se 1 < p < oo então (E:=1 ©t;t não é isomorfo à f 1 . 

2.0 

■ 

■ 

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que ( E:=1 e,f; t é isomorfo à c0 . Definimos 

xi, x2, ... E (E:,1 e,f; t por 

X1 := ((1),0,0,0.0,0, ... ) 

X2 := (0 , (1 ,0) ,0, 0,0, ... ) 

X3 := (O , (O, 1),0,0,0, ... ) 

X4 := (0 ,0,(1, 0,0) ,0, ... ) 

Como (xn) é uma base incondicional de (E;=1 e,e;t e c0 tem uma única base incondicional 

normalizada (Proposição 1.61), segue que (xn) ~ (e~º). Assim, existe T :co -> (E:=1 e,e;)co 

isomorfismo tal que Te~º = Xn, para todo n E N (Proposição 1.53). Agora, fixemos n E N. 

Sejam Xk1, . , , , Xkn tais que 

Xk1 + ... + Xkn = (Q.,,, ,Ü, (1 , ,, , , 1),0,0, .. . ). 
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Então 

1 

n p = 11 C o, .. . , o, C 1, ... , 1) , o, o, ... ) 11 co 

= llxk1 + ··· + Xkn llco 

= IIT(e~~ + ... + e~~ ) lico. 

Portanto, como n é arbitrário e lle~~ +···+e~~ li = 1 , temos que sup IITxllco = oo. Absurdo, 
llxll=l 

pois T é contínua. Está provado o item (i). 

Provaremos agora o item (ii), seguindo a mesma idéia do item (i). Suponhamos, por 

absurdo, que ( r :=1 EBf;) e1 é isomorfo à f l · Sendo X1, X2 , . . . E ( r :=l EBf;) €1 como acima, 

temos que (xn ) é uma base incondicional de (I::=1 EBt;)e
1

. Como f1 tem uma única base 

incondicional normalizada (Proposição 1.61), segue que (:r:n ) ~ (e~1 
). Assim, existe T:/\ - ► 

(I::=1 EBf;)e
1 

isomorfismo tal que Te~1 = Xn, para todo n E N (Proposição 1.53). Agora, 

fixemos n EN. Sejam Xk 1 , . • • , xkn tais que 

Xk1 + ···+Xkn = (Ü, ... , 0,(1 , ... , 1) ,0, 0, . .. ) . 

Então 

nl-~ = ~ = ll1cet~ + ... + et)II 
= ll1r-1(xk1 + ... + Xkn )II 

= -4-r-1 ((0 , . .. ,0, (1 , .. . , 1),0,0, . . . )) 
nP '---v--' 

ee;; 

Portanto, como 1-~ > O, n é arbitrário e jj-4-(xk1 + ··· + xkn) II = 1, temos que sup IIT-1xll = 
nP l\ llxll e1 =l 

oo. Mas isto é absurdo, pois r -1 é contínua. E está provado o item (ii). ■ 

Proposição 2.13. Um subespaço complementado de dimensão in.finita de W = (I::1 EBt'f )co 
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é isomorfo à c0 ou à W. 

Demonstração. Ver [3], página 83, Corolário 8.6. ■ 

Proposição 2.14. Toda base incondicional normalizada de um subespaço complementado 

de f1(foo) é equivalente à uma permutação da base canônica de f1 ou de o:::=l EB~)e1• 

Demonstração. Ver o comentário que segue o Teorema 4.7, página 43, de [3]. ■ 

Proposição 2.15. 0::;;'=1 EBf~)e1 tem uma única base incondicional normalizada a menos de 

equivalência e permutação. 

Demonstração. Ver [3], página 43, Corolário 4.8. ■ 

O Teorema de Schroeder-Bernstein, da Teoria dos Conjuntos, nos diz que se X e Y são 

conjuntos e existem funções injetoras de X em Y e de Y em X então existe uma bijeção 

entre X e Y. Reformulando para espaços de Banach, podemos nos perguntar se, dados X, 

Y espaços de Banach, se X ~ Y e Y ~ X implica que X e Y são isomorfos. A resposta 

é que tal reformulação é falsa; um contra-exemplo é dado em [5]. Nos perguntamos então 

se X ~ Y e Y ~ X é uma hipótese suficiente para que X e Y sejam isomorfos. Trata-se 

de uma questão mais difícil e sua a resposta também é negativa, e foi resolvida por Gowers 

em [14]. Entretanto, Pelczyríski observou que, com algumas hipóteses adicionais, podemos 

concluir que X e Y são isomorfos. 

Teorema 2.16 (O Método de Decomposição de Pelczynski). Sejam X, Y espaços de Banach 

tais que X ~ Y e Y ~X. Se 

( Í) X Rl X 2 e Y Rl Y2, ou 

(ii) X Rl c0(X) ou X Rl fp(X), 1 ~ p < oo, 

então X Rl Y. 

Demonstração. Seja E espaço de Banach tal que X"" Y EB E. 

Se X e Y satisfazem (i) então Y"" Y2 e temos 

X""YEBYEBE""YEBX. 



gemeor3SXOY,ecassim XaY.

Se X satisfaz (ii) então, consequentemente, X = X2. De fato, basta ver que, se X = £(X),

então

XetX)EXOL(X) na XOX.

Naturalmente, este raciocínio permanece válido se X = co(X). Assim, pelo mesmo argumento

do item (1), obtemos

YaXeoyY.

E então, se X x £,(X), como

EX) = tolV O E) Y) O EXE),

temos

Xe tX) st) O bob)

VetetaB)srot(X)zvYOX.

Se X = co(X) a demonstração é análoga. a

Como caso particular da proposição seguinte, temos que co e £ não tem cotipo finito.

Relembramos que a definição de cotipo que estamos utilizando é dada na página 26.

Proposição 2.17. Se X1, X»,... são espaços normados e Y e (co. loj então (12 OXi)y

não tem cotipo finito. Em particular, cy e Le não tem cotipo finito.

Demonstração. Para simplificar a notação iremos supor X = X, = X, =. Basta conside-

rarmos Y = £, pois a demonstração é a mesma no caso Y = co. Suponhamos por absurdo,

que £s(X) tem cotipo q, com 2< q < 0. Então existe C > O tal que, quaisquer que sejam

mass esa AX);

>” pm Estilo. En
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Analogamente, obtemos Y ~ X EB Y, e assim X ~ Y. 

Se X satisfaz (ii) então, consequentemente, X~ X 2 • De fato, basta ver que, se X~ Rv(X), 

então 

Naturalmente, este raciocínio permanece válido se X~ c0 (X). Assim, pelo mesmo argumento 

do item (i), obtemos 

E então, se X~ Rv(X), como 

temos 

X~ Rv(X) ~ Rv(Y) EB Rv(E) 

~ Y EB Rv(Y) EB Rv(E) ~ Y EB ev(X) ~ Y EB X. 

Se X~ c0 (X) a demonstração é análoga. ■ 

Como caso particular da proposição seguinte, temos que c0 e Roo não tem cotipo fini to. 

Relembramos que a definição de cotipo que estamos utilizando é dada na página 26. 

Proposição 2.17. Se X1 ,X2,--· são espaços normados e Y E {co ,foo} então (If::\EBXn)y 

não tem cotipo finito. Em particular, co e foo não tem cotipo finito . 

Demonstração. Para simplificar a notação iremos supor X = X 1 = X2 = ···. Basta conside

rarmos Y = f.00 , pois a demonstração é a mesma no caso Y = c0 . Suponhamos por absurdo, 

que R00 (X) tem cotipo q, com 2 ~ q < oo. Então existe C > O tal que, quaisquer que sejam 

X1 , ... , Xn E Roo(X), 
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Escolhemos agora x E X tal que llxll = 1 e definimos i1, i2, ... E foo(X) por 

i1 := (x, O, O, O, ... ) 

i2 := (0,x, 0,0, ... ) 

i3 := (0 ,0,x,0, .. . ) 

Assim, temos llxdeoo = 1, i = 1, 2, ... e III::1 Eixilleoo = 1, para qualquer n E N e qualquer 

escolha de sinais E1, ... , En E { -1, 1}. Portanto 

VnEN, 

e chegamos a um absurdo. ■ 

Teorema 2.18. 

(i) Sejam 1 < p::, 2 e p::, r < oo. Então lr(X) tem tipo p se, e somente se, X tem tipo p. 

(ii) Sejam 2 ~ q < oo e 1::, r ~ q. Então fr(X) tem cotipo q se, e somente se, X tem cotipo 

q. 

Demonstração. Ver [10], Teorema 11.12, página 221, tendo em vista que lp(X) é Lr(µ, X) 

com a medida de contagem em N. ■ 

Finalizamos esta seção enunciando o resultado de Bourgain, Casazza, Lindenstrauss e 

Tzafriri mencionado na introdução. Com esta finalidade, introduzimos primeiro o conceito 

de reticulado de Banach. 

Sejam X um conjunto parcialmente ordenado e x, y E X. Um supremo para x e y, 

denotado por x v y, é um elemento de X tal que 

(i) X::$ X V y e y::, X V y; e 

(ii) x v y s z sempre que x :s z e y s z . 
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Analogamente, definimos um ínfimo para x e y, denotado por x /\ y. Quando existem, tanto 

x v y quanto x /\ y são únicos. 

Se X é um espaço vetorial sobre IR munido de uma ordem parcial :;;, dizemos que X é 

um espaço vetorial ordenado se, quaisquer que sejam x, y E X tais que x::;; y, temos 

(i) x + z::;; y + z para todo z E X; e 

(ii) tx ::;; ty para todo t > O. 

Um reticulado vetorial é um espaço vetorial ordenado tal que 

(iii) todo par de elementos de X tem um supremo. 

Para todo elemento x de um reticulado vetorial, o seu valor absoluto é definido por lxl == 

x v ( -x) . O espaço IRn é um exemplo de reticulado vetorial, sendo ( x1, ... , Xn) :;; ( y1, ... , Yn) 

se, e somente se, x1 :;; y1, ... , Xn ::;; Yn · Um espaço vetorial normado que também é um 

reticulado vetorial é dito um reticulado normado se 

(iv) 11.x ll ~ IIY II para todos :r , y E X tais que lxl:;; IYI-

Um reticulado de Banach é um espaço de Banach sobre IR que é um reticulado normado. 

Os espaços co, fp, com 1 ~ p ~ oo, munidos da ordem (xn ) :;; (Yn) se, e somente se, x1 :;; y1, 

x2:;; Y2, .. . , , são exemplos de reticulados de Banach. 

O conceito de reticulado de Banach não se restringe aos espaços de Banach sobre IR. 

Introduzimos agora, rapidamente, o conceito de reticulados de Banach complexos. Primei

ramente, relembramos que o complexificado de um reticulado de Banach X é o espaço de 

Banach complexo X c cujos elementos são pares ( x, y) E X x X, com adição e multiplicação 

por escalar dados por ( xo, Yo) + ( x1 , Y1) == ( xo + x1, Yo + Y1 ) e (a+ ib) ( x, y) == ( ax - by, ay + bx) 

e norma ll (x,y)II == llsup0ses2rr(.Tsin0+ycos0)11- Escrevemos (x,O) :;; (y,O) se, e somente se, 

X::, y. 

Proposição 2 .19. Seja V um reticulado de Banach de tipo p e cotipo q, com l ~ p ~ q < 

oo . Seja Q uma projeção de c0 (V) sobre um subespaço Z com base normalizada (znhsnsk 

de constante incondicional K ~ l. Então existem uma partição dos inteiros { 1, ... , k} em 
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conjuntos disjuntos {Tsh,ssr e uma constante M dependendo somente de K, IIQll,P,q tais 

que, para quaisquer escalares a 1 , ... , ak, 

Demonstração. Ver [3], página 12, Proposição 2.1. ■ 

2.1 Os espaços (I:1 EBf~) X' X E { co} u { fp: p E [1 , +oo [} 

Iniciamos esta seção introduzindo a distância de Banach-Mazur entre espaços normados. 

O conceito de distância entre dois objetos pode ser usado para distingui-los quantitavamente. 

Por exemplo, se a distância é zero então os objetos podem ser identificados um com o outro, 

e se a distância é maior do que zero então ela nos dá uma medida da diferença entre eles. 

Não surpreende que a distância de Banach- Mazur derive dos isomorfismos entre dois espaços 

normados, urna vez que o modo natural de identificá-los é por meio destes. 

Definição 2.20 (Distância de Banach-Mazur). Sejam X, Y espaços normados isomorfos. A 

distância de Banach- Mazur entre X e Y é denotada por d(X, Y) e é definida por 

d(X, Y) := inf{IITIIIIT- 1 11: T:X ➔ Y é isomorfismo}. 

Lisrarnos algumas propriedades básicas da distância de Banach-Mazur na proposição 

seguinte. 

Proposição 2.21. Sejam X, Y, Z espaços normados isomorfos. Então 

(i) d(X, Y) ~ 1 , 

(ii) d(X, Y) = d(Y,X) , 

(iii) d(X, Y) ~ d(X, Z) d(Z, Y) 

Demonstração. Dado T: X ➔ Y isomorfismo temos 1 = II T o r -1 Jj ~ IITII IIT-1 li; isto prova o 

item (i). O item (ii) é imediato. 
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Sejam S: X - Z e R: Z - Y isomorfismos. Então R o Sé isomorfismo entre X e Y, de 

modo que 

Como S, R são arbitrários, segue que d(X, Y) ~ d(X, Z) d(Z, Y), e está provado o item 

(iii). ■ 

É claro que se X, Y são isometricamente isomorfos então d(X, Y) = 1, que é a menor 

distância possível. Considerados X, Y de dimensão infinita, a recíproca não é verdadeira. 

~atamos que, apesar do que o nome pode sugerir, a distância de Banach-Mazur não é uma 

distância no sentido usual. 

Proposição 2.22. Sejam (Xn) e (Yn) sequências de espaços normados tais que 

supd(Xn, Yn) < oo. 
neN 

Demonstração. Seja K := supneNd(Xn, Yn)- Para cada i EN, seja ~:Xi - 1'i isomorfismo 

sobre¾ tal que ll'.Gllllr:-1 11 ~ K. Sem perda de generalidade, podemos supor que IITi ll ~ K e 

llr:-1 li = 1, para todo i EN. Considere 

T: 0::::;1 EBXn)x-+ 0::::;1 EBYn)x 

(xn) i------+ (TnXn). 

Como IITd ~ K, para todo i E N, temos que T está bem definida, é linear, contínua e 

injetora. Agora iremos mostrar provar que T é sobrejetora. Seja (Yn) E (Yn)- Então, para 

cada i E N, existe Xi E Xi tal que ~-r,i = Yi· Como IITi-111 = 1, para cada i EN, segue que 

(xn) = (T;;,1yn) E o:::;1 EBXn)x, e assim T( (xn)) = (Yn)- É imediato que a função dada por 

(Yn) >-+ (T;;, 1yn) é a inversa de Te é contínua. ■ 

Lema 2.23. Sejam X um espaço normado e {x1 , ... , Xn} um subconjunto linearmente in

dependente de X. Então existe M > O tal que 
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para quaisquer escalares a1, ... , an. 

Demonstração. Ver [17], página 72, Lema 2.4-1. ■ 

Proposição 2.24. Sejam X um espaço de Banach, F um subespaço de dimensão finita de 

X e P uma projeção de X sobre F . Suponhamos dim F = n e seja { x1 , ... , Xn} uma base 

normalizada de F. Então, dado€> O, existe ô> O tal que, se y1 , ... , Yn são vetores em X 

satisfazendo 

denotando por G o subespaço gerados pelos Yi 's, temos 

(i) d(P,G) $ 1 +E, 

( ii) Existe uma projeção Po de X sobre G com li Poli $ ( 1 + €) li P li. 

Demonstração. Buscamos escolher ô de modo que o espaço G como no enunciado seja tal que 

d(F, G) $ 1 + €. Com este fim, convém observarmos que, se Y é subespaço de X e S: Y.....,. X 

é uma transformação linear contínua que satisfaz ll ldy - S 11 $ r1 < 1, então S é isomorfismo 

sobre sua imagem (Proposição 1.12). Então, como, para qualquer y E Y, 

II SYII $ IIY - Syll + IIYII $ (1 + r1)1!YII , 

II SYII ~ IIYII - IIY - Sy ll ~ (1 - 77)IIYII , 

segue que II Slll!S-1
1! $ ~:~- Notamos também que o Lema 2.23 garante a existência de um 

M > O tal que 

para todos os escalares À1 , ... , Àn-

Dado €>O, escolhemos O< r1 < 1 suficientemente pequeno tal que ~ :~ $ 1 + €. Definimos 

77J\I! 
5 : = 11 P 11 + 1 . 

Agora, sejam y1 , ... , Yn E X tais que 
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Consideramos a função S: F -+ G, sendo G == [yi], dada por S(x ) == I:f=1 ÀiYi, para cada 

i=l 

< c:5Ell - AI , 

temos 

c:5 7) 
IIIdF - Sjj ~ M = IIPII + 1 < 7) < 1. 

Portanto Sé um isomorfismo de F sobre S(F) = G tal que 

Assim, temos 

d(F, G) ~ 11s 1111 s -111 ~ 1 + é . 

Para definirmos a projeção P0: X -+ X sobre G, consideramos a transformação linear 

contínua T: X -+ X definida por 

Então 

T == Idx + (S o P) - P. 

rJ IIPII jjT - Idxll = ll (S-IdF) 0 PII ~ IIPII + 

<r1<l. 

Pela Proposição 1.11, sabemos que T é isomorfismo sobre X. Ademais, 

1 + 7) IITII IIT-1 11 ~ - < 1 + é . 
1 - 7) 
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Como T(F) = G, é claro que Po :=To P o r-1 é uma projeção de X sobre G com 

IIPoll $ (1 + E)IIP II , 

como queríamos. ■ 

Definição 2.25. Sejam X um espaço de Banach e 1 $ p $ oo. Dizemos que X contém t; 's 
uniformemente se existe uma sequência (En) de subespaços de dimensão finita de X tais 

que 

sup d(En, e;)< oo. 
neN 

Se também existem projeções Pn de X sobre En tais que 

dizemos que X contém e; 's uniformemente complementados. 

Se p = oo então as duas definições coincidem, isto é, X contém e~ 's uniformemente, se, 

e somente se, X contém e~ 's uniformemente complementados. De fato, sabemos que se Y é 

subespaço de Z, sendo Z um espaço de Banach qualquer, e Y é isomorfo à eoo, então Y é 

complementado em Z (isto é, e00 é injetivo). E mais: se T: Y -,. eoo é isomorfismo então existe 

P: Z-,. Z projeção sobre Y tal que IIPII $ IITII IIT-1
1! (ver [13], página 142, Proposição 5.13). E 

o resultado vale não só para eoo mas também para e~, por argumento inteiramente análogo. 

Assim, segue que, se X contém e~ 's uniformemente, então X contém e~ 's uniformemente 

complementados. 

Apresentamos, na proposição seguinte, alguns exemplos básicos de espaços que contém 

e; 's uniformemente complementados. 

Proposição 2.26. Seja 1 $ p $ oo. Temos 

(i) (I:;=1 $e;)eq contém e; 's uniformemente complementados, para todo 1 $ q $ oo. 

(ii) Cv contém e; 's uniformemente complementados. 

Demonstração. Denotamos X := (I:;=1 $f;)eq• Dado k EN, sendo Ek subespaço ele X for

mado pelos elementos de X ela forma (O, ... , O. x, O, ... , O, ... ) , onde x é um elemento qualquer 
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de R! ocupando a k-ésima posição, é claro que Ek é isometricamente isomorfo à R!. Além 

disso, (xn) 1-+ (O, ... , O, xk, O, ... , O, ... ) é uma projeção de norma 1 de X sobre Ek. Isto prova 

o item (i). 

Quanto ao item (ii), inicialmente observamos que, dado k E N, a transformação linear 

contínua de R! em Rp dada por ( a1, ... , ak) 1-+ ( a1, . . . , ak, O, O, ... ) é um isomorfismo isométrico 

sobre sua imagem. Denotando a imagem dessa tranformação por Ek, é imediato que (an) 1-+ 

(a1 , ... ,ak,0,0, .. . ) é uma projeção de norma 1 de fp sobre Ek. ■ 

A seguinte caracterização nos será útil: 

Proposição 2.27. Seja X um espaço de Banach e 1 s p soo. Então X contém t; 's unifor

memente complementados se, e somente se, existem transformações lineares contínuas 

satisfazendo 

tm ln X Qn nn 
<.p - -,. <.p, 

Qn o ln = Iden' Vn E N, p 

n = 1,2, ... , 

e sup l!Qn lllllnll < oo. 
nel\l 

Demonstração. Sejam l n, Qn transformações lineares contínuas, t; ~X~ t;, n = 1, 2, .. . , 

satisfazendo 

(i) Qn o ln= Ide~, Vn EN. 

(ii) sup l! Qn ll lllnll < oo. 
nel\l 

Fixemos k EN. Por (i), temos que, restringindo o contradomínio de h à sua imagem, h é 

invertível e que Qk!Imh = r;, 1 , de modo que Imh ~ f! . Ademais, como 

!!Qk!Imh li !Ih!! S ![Qk[[ !Ih !! S sup[[Qn!l llln ll, 
nef\l 

temos que 

d(Im h , e~) s sup l! Qn ll ll ln ll . 
neN 

Logo supneN d(Im ln, t;) < oo, e mostramos assim que X contém t;'s uniformemente. Resta 

definirmos as projeções; consideremos, para cada n EN, Pn := lnoQn. Então SUPneNIIPnll < oo , 



— neclmte,

lxelmnh, > Poe) = (Quo)= ht,

e assim mostramos que X contém t7''s uniformemente complementados.

Reciprocamente, suponhamos agora que X contém £7's uniformemente complementados.

Então existe E, subespaço de X, Ta:l? —> E, isomorfismo, Pa: X —» X projeção sobre E,

n=1,2,..., com sup,a|TalT;!| < 00 e sup,enl Ph] < 00. Definindo, para cada n eN,

=Ta, Qni=TioP,

temos Quo In = Ide, n=1,2,..., e suPrenQnTa< 00. =

,Proposição 2.28. Sejam <p<c0 e X,Y espaços de Banach. Se X —>Y e X contém tp's

uniformemente então Y contém (p's uniformemente. Em particular, se X = Y e X contém

to 's uniformemente então Y contém t3's uniformemente.

Demonstração. Sejam T:X > Y um isomorfismo sobre sua imagem e F4, E»,... subespaços

de X tais que sup,en d(En, (7) < 00. Mostraremos que T(B1),T(E»),... são subespaços de

Y tais que sup,en (T(En), t5) < 00.

Sejam n e Ne q: E, — t? um isomorfismo. Como yo TU:T(E,) > £% é um isomorfismo

entre T(E,) e (7, temos

MTE), 0) s logo TooTO]

s oleHITIP

Logo

ATC). 6) <infflollgo!| 4: E, — 07 é isomorfismo
IT tele" 's º )

= dB. (2).

Portanto, como sup,ex (E, !%) < 00, segue que sup,en (T(E,), (7) < 00. m
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Im Pn ~ Im ln e , 

e assim mostramos que X contém e;'s uniformemente complementados. 

Reciprocamente, suponhamos agora que X contém t;'s uniformemente complementados. 

Então existe En subespaço de X, Tn=t';--+ En isomorfismo, Pn:X--+ X projeção sobre En, 

n = l, 2, ... , com SUPneNIITn ll llT~1 li < oo e SUPneNII Pnll < oo. Definindo, para cada n EN, 

temos Qn o ln= Iden' n = l, 2, ... , e SUPneNIIQn ll ll lnll < oo. p ■ 

Proposição 2.28. Sejam l ~ p ~ oo e X, Y espaços de Banach. Se X<---+ Y e X contém e; 's 

uniformemente então Y contém t; 's uniformemente. Em particular, se X ~ Y e X contém 

t; 's uniformemente então Y contém t; 's uniformemente. 

Demonstração. Sejam T: X--+ Y um isomorfismo sobre sua imagem e E1 , E2, ... subespaços 

de X tais que SUPneNd(En ,C; ) < oo. Mostraremos que T(E1) ,T(E2), ... são subespaços de 

Y tais que SUPneNd(T(En),t;) < oo. 

Sejam n E N e c.p: En --+ e; um isomorfismo. Como <p o r-1: T ( En) --+ é; é um isomorfismo 

entre T(En) e f;, temos 

Logo 

d(T(En),e;) ~ llc.p 0 T - 1 ll ll (c.p 0 T - 1t 1 II 

~ ll'-P llll 'f-1 IIIITIIIIT- 1 II. 

d(T(En), e;) . { _1 , . } 

II TII II T-l fl ~ mf ll 'PII 11 '-P li : -.p: En--+ t; e 1Somorfismo 

= d(En, Ç). 

Portanto, como SUPneNd(En,t;) < oo, segue que supneNd(T(En),e;) < oo. ■ 
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Los o <p<o e(Xn), (Ya) sequências de espaços de Banach. Supo-

nhamos que Y, — X, para todo n e N, sendo Ei, Es,... tais que Y, = En E Xn, para cada

neN, esupd(Y;, E;)< +00. Então
ieN

EM)a LÁ(Xa)) ”

Suponhamos também que existem Py: X, > Xn projeções sobre En, n=1,2..., com suplP;| <
1eN

+00. Então

CO)= EM(Xn)) +

Demonstração. Seja K := su d(Y;, E;). Para cada n e N, escolhemos T,:Y, —» E, isomorfismo

tal que |TiIT|<K. Podemos supor, sem perda de generalidade, que |T,| < K e que

[774 = 1. Com efeito, basta tomarmos |[T7H|T, no lugar de T,, uma vez que (|T;|T,)! =

regra.

Consideremos

TE (O) — &o((Xn))
Cn) — (Tan)

Notemos que, dado (yn) € CV). se p= 0, então sup,enlTayn|| < K suprenly|; se l<p<

oo, temos DXTay? < Kº|(yn)|?. Assim, para qualquer 1 <p < 0, T está bem definida

e IT(Cy) | < Kl(w)|. Como T é linear, isto mostra que T é contínua. É imediato que

U:ImT > ML) dada por (24) » (Ti!z,) é uma transformação linear contínua que está

bem definida e satisfaz UoT = Ido, ((y,))» logo T é isomorfismo sobre sua imagem. Mostramos

assim que MY) —CX).

Para mostrar que Im T é imagem de uma projeção, basta considerarmos

PEL) — Lol(Xn))

(tn) — (Pata) .

Como sup|P;| < oo, segue que P está bem definida e é contínua. Se (x,) € C(Xn)) então,
ieN

sendo (yn) := (Ti! Paxn) €lo((Yn)), temos T((yr)) = P((xn)). Isto mostra que Im P cIm7T.

É claro que P(«) = x, para todo z eIm 7. E
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Proposição 2.29. Sejam 1 ~ p ~ oo e (Xn) , (Yn) sequências de espaços de Banach. Supo

nhamos que Yn ~ Xn para todo n EN, sendo E1 , E2, .. . tais que Yn ~ En ~ Xn, para cada 

n EN, e sup d(~, Ei) < +oo. Então 
ieN 

Suponhamos também que existem Pn: Xn->- Xn projeções sobre En, n = 1, 2 ... , com supll~ II < 
ieN 

+oo. Então 

Demonstração. Seja K := sup d(~ , Ei). Para cada n EN, escolhemos Tn: Yn ->- En isomorfismo 
ieN 

tal que IITn ll llT;;,1
11 ~ K . Podemos supor, sem perda de generalidade, que II Tnll ~ K e que 

IIT;;,1 11 = 1. Com efeito, basta tomarmos IIT;;,1 JJTn no lugar de Tn, uma vez que ( IIT;;,1 JITn) - 1 = 
1 r-1 

IIT,;111 n · 

Consideremos 

T: PP( (Yn)) - PP ( (Xn)) 

(Yn) 1-+ (TnYn) · 

Notemos que, dado (Yn) E Pp( (Yn) ), se p = oo, então SUPneNIITnYnll ~ K SUPneNIIYn ll ; se 1 ~ P < 

oo, temos r :=1 IITnYn llP ~ KPll(Yn )IIP . Assim, para qualquer 1 ~ p ~ oo , Testá bem definida 

e IIT((Yn)) II ~ K ll(Yn) II - Como T é linear, isto mostra que T é contínua. É imediato que 

U: Im T->- PP ( (Yn)) dada por (zn ) ~ (T;;,1 zn) é uma transformação linear contínua que está 

bem definida e satisfaz U oT = Idev((Yn)), logo T é isomorfismo sobre sua imagem. Mostramos 

P ara mostrar que Im T é imagem de uma projeção, basta considerarmos 

Como supllPill < oo, segue que P está bem definida e é contínua. Se (xn ) E Pi (Xn) ) então, 
ieN 

sendo (Yn) := (T;;,1 Pnxn ) E eP( (Yn) ) , temos T ( (Yn)) = P( (xn ) ). Isto mostra que Im P ~ Im T. 

É claro que P(x) = x, para todo x E ImT. ■ 
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Proposição 2.30. Seja F um subespaço K-complementado de dimensão finita de (I::=1 EBf;) x 

, com X E { co} u { f P : 1 s p < oo} . Então dado e > O, existem M E N e G subespaço ( 1 + e) K -

complementado de ( I:!1 EBf;) x tal que d( F, G) s 1 +e. 

Demonstração. Sejam {x1, ... ,xn} uma base normalizada de F e e> O. Pela Proposição 

2. 24, existe 8 > O tal que, se Y1, ... , Yn E ( I::=l EBf;) x são tais que max1~i~n li Xi - Yi li x < ô , 

então d( [yi], F) s 1 + e e [Yi] é subespaço ( 1 +e) K-complementado de (I::=1 EBf;) x · 

Sendo Xi= (xii), x~i), ... ), i = 1, ... , n, escolhemos ME N tal que 

11(0 O (i) (i) )li -, ... , ,XJVI+l 1 XM+2>··· x<ô, 

para cada 1 si s n. Assim, definindo 

Y ·- (x·(i) x(i) O O ) 
i ·- 1 , · · · , /VI , , ' • · · ' i = 1, ... ,n 

temos d([yi], F) s 1 +ê e [yi] é subespaço (1 +e )K-complementado de (I::=1 EBR;) x· A seguir, 

iremos exibir um subespaço complementado de (I:!~1 EBf;) x que é isometricamente isomorfo 

Definimos 

I ._ ( (i ) (i)) Yi ·- X1 , · · ·, XM , i = 1, 2, ... , n. 

Sendo P: ( I::=1 EBR;) x -+ ( I::=1 EBf;) x projeção de ( I::=1 EBR;) x sobre [Yn], com Pi , A, ... 

dados por P(x) = (Pix, P2x, .. . ), para cada x E (I::=1 EB.e;)x (notemos que PM+1 = PM+2 = 

···=O), com JJPJJ s (1 + c)K. temos que 

P' : ( I:!~1 EBR;) x - ( I:!1 EBf;) x 

xi----+ (Pi(x,0,0, ... ); ... ;Piw(x,0 ,0, . .. )) 

é projeção de (I:!~1 EBf;) x sobre G == [y]. De fato: observamos inicialmente que, se x É 

(I:!1 EB.e; )x, então, como (P1 (x, O, O, ... ); ... ; PM(x, O, O, . .. ); O; O; ... ) E [yi], é imediato que 

(Pi(x,0,0, ... ); ... ;PM(x,0,0, ... )) E [yIJ. 
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Isto mostra que Im P' S [yIJ. Ademais, sendo P projeção, segue que Pí(Yi) = x;i) para 

1:::; i:::; n, 1:::; j::; M. Obtemos então P'(yI) = YI para cada 1:::; i:::; n, de modo que P'(x) = x, 

para todo :r E [y;]. 

Agora, é fácil ver que 

II P'II:::; IIPII :::; (1 + e:)K, 

e temos portanto que G é subespaço (1 +e:)K-complementado de (Z::!~1 EBR;)x. Como [Yi ] é 

isometricamente isomorfo à [y:] = G temos d([yi], G) = 1, e portanto 

d(F. G):::; d(F, [yi]) d([yi], G):::; 1 +E. ■ 

Proposição 2.31. Sejam X um espaço de Banach, 1 :::; p::; oo e q o conjugado de p. São 

equivalentes: 

(a) X contém e; 's uniformemente complementados. 

(b) X* contém t;; 's uniformemente complementados. 

(c) X** contém e; 's uniformemente complementados. 

Demonstração. Provaremos, inicialmente, que (a) ⇒ (b) - e o mesmo argumento prova 

que (b) => (c) . Sejam, para cada n EN, Tn=f~ ➔ (f~)* um isomorfismo isométrico, ln, Qn 

transformações lineares contínuas, 

com SUPneNII Tnll ll Qnll < oo e Qn °ln= Ide;: , para todo n EN. Temos, para todo n EN, 
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(T;;,1 o 1;) o ( Q~ o T) = r -1 o (I~ o Q~) o T = r-1 o ( Qn o ln)* o T 

= T;;,1 
o (Ide;;)* o Tn = T;;,1 

o Id(e;; )' oTn 

= T;;,1 
o Tn = Ide~ . 

2.1 

Ademais, é imediato que SUPneNIIT;1 o I~IIIIQ; o Tnll < oo, pois, para cada n E N, temos 

Agora, mostraremos que (c) ⇒ (a). Sejam En um subespaço de X** isomorfo à e; e 

Pn=X**--+ X** projeção de X** sobre En, n = 1,2, ... , tais que SUPneNd(En,.e; ) < oo e 

SUPneNIIPnll < oo. Dado é > O, pelo Princípio da Reflexividade Local (Teorema 1.47), existe, 

para cada n EN, Tn= En --+ X isomorfismo sobre sua imagem tal que 11Tn ll llT;1 li ::, 1 +é. Assim, 

sendo 'Pn=f;--+ Bn isomorfismo tal que ll 'Pn llll;p;1 II::, d(En,e;) + E", temos que 

é um isomorfismo que satisfaz 

IITn ° 'Pnll ll'P;;
1 

0 T;;,
1 

li '.'> JJTn li llT;;,
1 
li ll'Pnll Jl 'P~

1 
IJ 

::; ( 1 + ê) ( d ( En, e;) + é ) , 

logo 

Ainda pelo Princípio da Reflexividade Local, existe, para cada n E N, Pn projeção de X 

sobre Tn(En) tal que 

11 1\11::; (1 + ê) II Pn ll -

Daí, como SUPneNIIPnll < oo, temos SUPneN II Pnll < oo . E como é > O é arbitrário, temos 
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para cada n E N. • 
Teorema 2.32. Seja 1 ~ q ~ oo . Então 

Demonstração. Começamos provando o item (i). Seja F o subespaço de (z:: 1 EBf;;)e~ de 

todas as sequências da forma 

com (ak) E Rq · Mostraremos que Fé um subespaço complementado de (z=:=1 EBP;)e~ isome

tricamente isomorfo à f q. 

Observamos, primeiramente, que Fé isometricamente isomorfo à Cq . De fato, considere 

transformação linear de F em Cq dada por ( (a1 ), (a1 , a2 ), ... ) - (an)- Ela é, claramente, 

bijetora. Se q = oo, é imediato que esta função é uma isometria; para 1 ~ q < oo , temos, para 

11 (<a,) , <ª' ,a,), ... )li,_ = ~~e [ (i;1a.l' n = }~>;; [ (i;1a.l' n 
= [ (t1a.l' n · 

A seguir , encontraremos uma projeção de (z:: 1 EBf;;)e~ sobre F. 

Pela P roposição 1.36, existe um funcional linear L E e~, multiplicativo (i.e., tal que 

L((an))L((bn)) = L((anbn) ), quaisquer que sejam (an), (bn) EC00 ) , tal que II LII = 1 e 

L( (ak)) = lim ak, para toda sequência (ak ) convergente. 
k-.oo 

Definimos 

L1: (z=: 1 EB t; )e~ -d( 

( (a}), ( ªi, aD, ... ) >--+ l ( ( aL ªi, ar, ... ) ) . 
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e, param~ 2, 

Lm: ( I::1 EB e;) loo --+ 1K 

( ( al), (ar, aD, ... ) 1-----+ L( (O, ... , O, a:, a:+1 , a:+2 , ... ) ) . 
~ 

m-1 2eros 

Observamos que cada Lm é linear, contínua e de norma 1. Para ver que a norma de cada 

Lm é 1, basta notar que, fixado m, temos 

IIL((O, ... , O, a:, a:+1, a:+2
, ... ))li~ 11 (0, ... , O, a:, a:+1, a:+2

, ... )li 

~ ll ((af), (ar,a~), ... )ll too l 

V ( ( at) l (ar' a~) l .. . ) E ( ~ EB e;;) eoo ' 

e que, sendo 

y:= ((O) , (0,0), ... , (0, ... ,0) , (0 , ... , 1) , (0,0, ... , 1,0), ... ), 
'--....---' 

m-êsima posição 

temos IIYlle00 = 1 e Lm(Y) = L((0, ... ,0, 1,1,1, ... )) = 1. Observamos também que, se x E F, 

x = ( (a1) , (a1, a2) , ... ) , então 

(2.11) 

Para cada k E N, definimos 

pk : ( I;;\ EEl e; ) loo --+ e~ 

X 1-----+ ( L1 (X), L2 (X), ... , Lk (X)) . 

Claramente, cada Pk é linear e, como 

k k 

[I ( f,1 ( x), · · · , Lk( x )) llq = LI r,i ( x) lq ~ L li r,i li q li xllq 
i=l i=l 

= (tllLillq ) llxllq-
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para todo x E (z:::: 1 EB e~ )e
00

, cada A é também contínuo. Seja k EN. Iremos calcular agora a 

norma de Pk; fixemos x = ( (aD, (ai , aD, ... ) E (z:::: 1 EB R~ )
00 

e definamos, para cada 1 ~ j ~ k, 

0i == sgn(Lj(x)) . Temos 

k 

li Pk(x) llq = li ( L1 (x ), . . . , Lk(x)) llq = L ILi (x )lq 

Assim, como 

i= l 
k 

= L 0'f Li(x)q 
i=l 

= 0i L( (a}, ªi, af, ... ) ) q + 0~L( (O, a~, at . .. ) ) q 

li( (01aDq, (01ai)q + (02a~)q, ... , t(0iaj)q, t(01aj+1)q, . .. )li 
= SUPkeN {l01atlq, l(01ai)q + (02aDql, ... , IZ:::7=1 (0jaj )ql, IZ:::7=1 (01aj+1 )ql, ... } 

= supkeN { li (aD!I, li (ai, aD li, • • • , li (at •••,a~) li , li (a}+1, ... , aZ:DII, • • • t = llxllq, 

temos IIPkll ~ 1. 

Agora, consideramos a transformação linear dada por 

P: (z:=: 1 EBR~ )e"° - F 

XI----+ (Pi(x), A(x), . .. ). 

Como II Pk ll ~ 1, para cada k EN, segue que P está bem definida. É imediato que Pé contínua 

e, por (2.11), temos, 
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uma vez que IIAII = 1, para todo k EN. Segue que Im P ~ F, e portanto Pé uma projeção 

sobre F. 

Voltamos agora a nossa atenção para o item (ii). Mostraremos que (I:=1 EB e; )e= ,::: i 00 (fq) 

utilizando o Método de Decomposição de Pelczyríski (Teorema 2.16). 

Primeiramente, notamos que ( I:=l EB e;) e= ~eoo ( Íq). Com efeito, a aplicação de ( I:=1 EB e;) eco 

em f oo ( eq) dada por 

é linear, injetora e isometria - logo é um isomorfismo sobre sua imagem. Ademais, a imagem 

I desta função é subespaço complementado de Roo ( eq), dado que 

P: f 00 (fq)--+ foo(fq) 

((a;1)), (a;2)) , ... ) >---+ ((a~l),0,0 , ... ); (a?l ,a;2l,o,o, ... ); ... ) 

é projeção sobre l. 

Também temos foo(eq) ~ (I:=I EB€;)e
00

• De fato, já mostramos, no item (i) , que fq ~ 

(I:=l EBe;)eoo· Assim, pela Proposição 2.29, temos 

■ 

Teorema 2.33 (Díaz-Kalton). Seja X um espaço de Banach. São equivalentes: 

(i) €00 (X) contém uma cópia complementada de e1 . 

(ii) X contém í~ 's uniformemente complementados. 
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,
Teorema 2.34 (Maurey-Pisier). Seja X um espaço de Banach. Então X contém E2,'s

uniformente se, e somente se, X não tem cotipo finito.

Demonstração. Ver [10], página 283, Teorema 14.1. E

Proposição 2.35.

(1) max(g,2) é cotipo de (DX, Of5)e,, para qualquer 2<q<00, sel<r<q.

(ii) (5% 6/2), não tem cotipo finito, para qualquer |<r< oo.

Demonstração. Observamos que (NX, e/2),. contém (2ºs uniformemente complementa-

dos, pela Proposição 2.26. Assim, segue do Teorema de Maurey-Pisier (Teorema 2.34) que

(5%, 042,),, não tem cotipo finito. Isto prova o item (ii).

Mostraremos agora o item (i). Pela Proposição 2.29, temos que (5%, 02), — EL),

e sabemos que £,(t,) tem cotipo max(q,2), pela Proposição 2.18. Assim, como cotipo é

preservado por isomorfismos e herdado por subespaços, temos que max(q,2) é cotipo de

(Dá Ota. m
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Demonstração. Ver [6], página 100, Teorema 5.2.3. ■ 

Teorema 2.34 (Maurey-Pisier). Seja X um espaço de Banach. Então X contém l:!, 's 

uniformente se, e somente se, X não tem cotipo finito. 

Demonstração. Ver [10], página 283, Teorema 14.1. ■ 

Proposição 2.35. 

(i) max{q, 2} é cotipo de 0:::1 ffif~)e,, para qualquer 2 ~ q < oo, se 1 ~ r ~ q. 

(ii) 0::1 EDf:!,)e, não tem cotipo finito, para qualquer 1 ~ r < oo. 

Demonstração. Observamos que 0:::1 mf!)e, contém f:!,'s uniformemente complementa

dos, pela Proposição 2.26. Assim, segue do Teorema de Maurey-Pisier (Teorema 2.34) que 

0:::1 ©f:!,)e, não tem cotipo finito. Isto prova o item (ii). 

Mostraremos agora o item (i). Pela Proposição 2.29, temos que 0:::1 ©f~)er ~ Pr(t'q), 

e sabemos que Pr( fq) tem cotipo max{q, 2}, pela Proposição 2.18. Assim, como cotipo é 

preservado por isomorfismos e herdado por subespaços, ternos que max{ q, 2} é cotipo de 

0::::1 me;)e,- ■ 
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Capítulo 3 

Subespaços de 1!,p(R,q), 1 < p, q < oo 

Nas preliminares, Proposição 1.60, mostramos que f,P + fr, se p t- r, com 1 ~ p, r < oo, ou 

seja, temos fp<---+fr somente na situação trivial p = r. Nesta seção iremos provar um resultado 

que é semelhante a este. Mostraremos que, se 1 ~ Po, Qo , P1, q1 < oo então fp0 ( fq0 ) <---+ fp1 ( fq1 ) 

somente na situação trivial (Teorema 3.6). 

Inicialmente, introduzimos a seguinte notação que será utilizada repetidamente. Sem E N 

e X é uma soma infinita de espaços de Banach , isto é, existem X1 , X2, ... espaços de Banach 

tais que são espaços X= o=:=l EBXn)co ou X= o=:=l EBXn)ep, 1 ~ p ~ oo, então a função de 

X em X dada por (xn) 1-+ (x1, . .. , Xm, O, O, ... ), é denotada por Pm- Chamamos esta função 

de m-ésima projeção natural sobre X. 

Proposição 3.1. Sejam 1 ~ p < oo e X um espaço de Banach. Se Y é um subespaço fechado 

de fp(X) e f,P + Y então existe N EN tal que PmlY é um isomorfismo sobre sua imagem 

para cada m ~ N. 

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que para cada N EN, existem EN tal quem> N 

e PmlY não é um isorfismo. Então, pela Proposição 1.10, existe m1 > 1 e y1 E Sy tal que 

Ademais, existe m E N tal que, para todo m > m, IIY1 - Pm(Y1 )li < :b- Assim, podemos 

escolher m 2 suficientemente grande de modo que m2 > m 1 e Pm2 IY não é isomorfismo; logo 

71 
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IIY1 - Pm2 (y1 ) 11 < -l,r e existe y2 E Sy tal que 

Procedendo indutivamente, obtemos m 1 < m2 < .. · e uma sequência (yn) de elementos de Sy 

tais que 

Definimos 

Claramente, (wk) é uma sequência com suportes disjuntos. Além disso, (wk) é seminorma

lizada, pois, dado k EN, temos 

e 

llwd = IIPmk+i (Yk)-yk- Pmk(yk) +ykll 

2 Jl yk - Pmk(yk) II - JIPmk+l (yk) -ykll 

2 II Ykll - llPmk(yk) II - IIPmk+l (yk) -yk JJ 
1 1 

>1- - - -
2k+l 2k+l 

2 1 - 1/4 - 1/4 = 1/2. 

Logo, pela Proposição 2.10, ( wk ) é uma sequência básica e ( wk) é uma Rv-sequência. 

Observamos que 

k ➔ oo -o. 

Portanto, pelo Corolário 1.56 e pela Proposição 1.59, existe uma subsequência de (yk) que 

é uma Rv-sequência. Mas isto é absurdo, pois, por hipótese, ev + Y. ■ 

Corolário 3.2. Sejam 1 s p < oo e X um espaço de Banach tal que X ~ X 2 . Se Y é um 

espaço de Banach tal que Y ~ ev(X) então Y ~ X ou ev ~ Y. 
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Demonstração. Seja Y <--..+ fp(X) e suponhamos que fp + Y. Pela Proposição 3.1 temos 

y <--..+ xm para algum m E N. Como xm ~ X temos que y <--..+X. ■ 

Proposição 3.3. Sejam 1 5, p, q, r < oo. Então fr <--..+ fp(fq ) se, e só se, r = p ou r = q. 

Demonstração. Seja fr <--..+ fp(fq). Como f~ ~ lq, temos, pelo Corolário 3.2, que fr <--..+ fq ou 

Rp <--..+ fr. Logo, pela Proposição 1.60, r = q ou r = p. 

Reciprocamente, pela Proposição 2.8, temos que ser= p ou r = q então lr <--..+ lp(fq). ■ 

Lema 3.4. Sejam 1 5, p, q < oo, com p * q, e T: fq(fp) -,. fp(fq) uma transformação linear 

contínua. Então, para cada E> O, k EN u {O} em EN, existem k' EN, k' > k, e z E lq(fp ) tal 

que 

3 
4 <11zll5'1 e ff PmT(z)II < é . 

Demonstração. Seja Id: fq(P,p) - lq(fp) a função identidade. Primeiramente, observamos 

dada por (,cn) ~(O, ... ,O,x1,.'l:2, ... ) é um isomorfismo isométrico. Também ternos ..._,__., 
k zeros 

logo PmTlcrd-Pk)(iq(fv)) não é um isomorfismo sobre sua imagem. Com efeito, suponhamos, por 

absurdo, que PmTl(rd-Pk)(eq(ev)) é um isomorfismo sobre sua imagem. Então a sua imagem, 

Consequentemente, 

de modo que fp <--..+ fq, o que é absurdo, pois p * q, 

Sejam e > O, k E {O} u N e m E N. Como PmTl(I-Pk)(ep(fq)) não é um isomorfismo sobre 

sua imagem, existe y = (yn) E (Id-A)(lp(lq)) tal que IIY II = 1 e IIPmT(y) fl < e. Como 
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y=limisc Pi(y) e PnT é contínua, temos

lim PiT(Pa(y)) = PaT(y).

e assim podemos escolher k' e N suficientemente grande tal que k' > k,

3 E
G< Sly? <1

mal

[PaT(Pe (9)) = PaTyl <= |PoTyl.

Consequentemente, pela desigualdade triangular, | PaT(Pi(y))| <e. Definimos z:= Pe(y).

Observamos que Ps(z) = 0, pois y e (Id-P;)(L,(L5)) e k' > k. Portanto

3
z=(Pu- Po(2), q<lalsl e |PaT(o)|<e. E

Proposição 3.5. Sejam 1<p,q< 00. Então (tp) — lo(l4) se, e somente se, p=q.

Demonstração. É claro que, se p = q, então t,(£,) — Col).

Reciprocamente, seja T:£,(L,) —» £,(£9) um isomorfismo sobre sua imagem. Então, pela

Proposição 1.9, existe M > 0 tal que

1 .
mlzlsTelsMiu. Vect(t).

Aplicando o Lema anterior para cy = min (57. 5), ki =0 em = 1, escolhemos k e N,

ka>ky, e zlel(l,) satisfazendo

(a) 2l= (Pe Pu)lz!), Ge<lol<l;

(b) 1T()l< min (rd).

Como [Tz!| > 4;lz!| > 7, temos

TC) = PTEo
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y = limn .... oo Pn(Y) e PmT é contínua, temos 

e assim podemos escolher k' E N suficientemente grande tal que k' > k, 

3 k' 

(-)P < LIIYnllP ~ 1 
4 n=l 

e 

Consequentemente, pela desigualdade triangular, IIPmT(A,(y) )li< é . Definimos z := Pk,(y). 

Observamos que Pk(z) = O, pois y E (Id -A)(eq(Rp)) e k' > k. Portanto 

e IIPmT(z)II <é. ■ 

Proposição 3.5. Sejam 1 ~ p,q < oo. Então €q(t'p ) <---+ ep(eq ) se, e somente se, p = q. 

Demonstração. É claro que, se p = q, então eq(ep) <---+ tp(Rq)-

Reciprocamente, seja T: eq(fp)-+ Rp(eq) um isomorfismo sobre sua imagem. Então, pela 

Proposição 1.9, existe M > O tal que 

Aplicando o Lema anterior para E1 = min LL-, 1r }, k 1 = O e m 1 = 1, escolhemos k2 E N, 

k2 > k1, e z1 E eq( ep) satisfazendo 

Como IIT z1 li ~ ir llz1 li > 411 , temos 



3.0 

pois 

Sendo T(z1 ) = lim PmTz1, existe m 2 EN suficientemente grande tal que m 2 > m1 e 

Assim, temos 

pois 

IIPm1 Tz1 
- Pm2 Tz1 II ;?: IIPm1 Tz1 - Tz1 ll -11Tz1 

- Pm2 T z1 li 

> IIPm1 Tz1 - Tz111- (11Pm1Tz1 -Tz1 II-
2
~) 

1 
= 2M. 
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Procedendo indutivamente, obtemos naturais k1 < k2 < .. . , m 1 < m2 < ... e (zi ) em eq (fv) tais 

que, para cada j EN, 

(1) zí = (Pk;+i -A;)(zí) , ¾ < llzill ~ 1 ; 

(3) IITzí - Pm;+i (Tzi )II < °2ft:r; 

Por (1), temos que (zí ) é uma sequência seminormalizada com suportes disjuntos. Logo, 

pela Proposição 2.10, ( zí ) é uma €g-sequência. 

Por (4), sendo wi := (Pm;+i - Pm; )Tzí, j = 1,2, ... , como (zí ) é seminormalizada e as 

projeções tem norma 1, temos que (wí ) é uma sequência seminormalizada em fp(fq ), Logo, 

novamente pela Proposição 2.10, (wi) é uma fv-sequência. 

Por (2) e (3), temos 

IITzi - will ~ IITzí - Pm;+i (zi)II + IIPm;Tzill 
1 1 

< 2i+l + 2i --+ Ü, 
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portanto, pelo Corolário 1.56, existe (72%) subsequência de (727) tal que

(Te) = (us) - (ei).

Agora, como T é isomorfismo sobre sua imagem, temos que Tlf.in) é um isomorfismo sobre

[72%] (Proposição 1.50). Assim, (zir) - (Tz%), e temos

(ent) = (2) (Tur) = (ex).

Portanto, pela Proposição 1.58, temos p = q. m

O Teorema a seguir é o principal resultado deste capítulo.

Teorema 3.6. Sejam 1<po,p1,G0:< 00. Então E,(Lg) — Collg) Se, e somente se, vale

alguma das seguintes condições:

(1) p=Ô0=po

(2) m=n=%,

(3) pr=Po eqr=%ão-

Demonstração. Iniciemos pela recíproca. Se p; = q1 = po, então, pela Proposição 2.8, temos

Coll) = Cpollpo) = Lo — Cpo (Lao).

Se pi == qo, temos, analogamente

tm (lg) = Cao (Lao) = ta — Loo (Lao) -

Se pi = Po e q1 = qO resultado é imediato.

Agora, suponhamos que (,(tn) — lol!). Então, pela Proposição 2.8, temos €,, —

Cook Lao) E E— Leo (Lao ) de modo que, pela Proposição 3.3, p1.qh € (po. 40). Podemos admitir,

sem perda de generalidade, que po £ Go, pois, caso contrário, temos pr =N=P=GWeo

resultado é trivial, Uma das seguintes condições deve ser satisfeita:
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portanto, pelo Corolário 1.56, existe (Tzin) subsequência de (Tzi ) tal que 

Agora, como T é isomorfismo sobre sua imagem, temos que Tl[zin ] é um isomorfismo sobre 

[Tzin] (Proposição 1.50). Assim, (zin ) ~ (Tzin ), e temos 

Portanto, pela Proposição 1.58, temos p = q. ■ 

O Teorema a seguir é o principal resultado deste capítulo. 

Teorema 3.6. Sejam 1 ~ p0 ,p1 , q0 , q1 < oo. Então fp, (fqJ <--+ ep0 (fq0 ) se, e somente se, vale 

alguma das seguintes condições: 

(1) P1=q1=Po, 

(2) P1 = q1 = qo, 

(3) PI = Po e Q1 = Qo-

Demonstração. Iniciemos pela recíproca. Se p1 = q1 = p0 , então, pela Proposição 2.8, temos 

Se PI = qI = q0, temos, analogamente 

Se Pi = Po e q1 = qo o resultado é imediato. 

Agora, suponhamos que ep, (eq
1

) <--+ ePo {tq
0

). Então, pela Proposição 2.8, temos eP, <--+ 

ePo {eq0 ) e €q1 <--+Rp0 {eq0 ) de modo que, pela Proposição 3.3, P1 , Q1 E {Po, qo}. Podemos admitir, 

sem perda de generalidade, que Po * Cfo, pois, caso contrário, temos P1 = C/1 = Po = Cfo e o 

resultado é trivial. Uma elas seguintes condições deve ser satisfeita: 
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(1) PI= qI = Po, 

(2) PI = ql = ªº' 

(3) PI = Po e qI = qo, 

(4) PI = qo, qI = Po -

Mas, como p0 * qo, (4) não pode ocorrer, pois contradiz a Proposição 3.5. ■ 

O Teorema que acabamos de apresentar é um grande passo em direção ao resultado que 

queremos provar (Teorema 7.1) , mas ele não inclue os casos p, q = oo nem lida com os espaços 

c0 ( Rp), Rp( c0 ). Estes casos restantes são o objeto de estudo dos capítulos seguintes. 
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Capítulo 4 

Subespaços complementados de fp(foo), 

l<p<oo 

Neste capítulo estudamos os subespaços complementados de Cp(foo), 1 ~ p < oo. Ele 

é dividido em duas seções: na primeira, consideramos o caso em que p = 1, enquanto na 

segunda tratamos o caso em que 1 < p < oo. 

Iniciamos nosso estudo com a seguinte 

Proposição 4.1. Se l ~p,q,p0 ~ oo então 

(i) fp(fq) <-+ fp0 (foo), 

(ii) fp{eq) <-+ foo(épo)-

Demonstração. Inicialmente observamos que, se X é um espaço de Banach é separável, 

então X<-+ f 00 (Proposição 1.6) e X*<-+ /!,00 • Para ver que X*<-+ R00 basta notar que, sendo 

{xn:n EN} denso em Sx, a função de X* em eoo dada por f H- (J(xn)) é uma isometria. 

Se p, q * oo então 

e também 

79 
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Se p = oo e q t- oo então, sendo q' o conjugado de q, temos 

e também 

O caso em que p t- oo e q = oo é análogo ao anterior. ■ 

Procedendo com o estudo dos subespaços de f!c""(fp) e fp(foo), a proposição anterior nos 

diz que não iremos obter um resultado análogo ao Teorema 3.6. Assim, não basta estudarmos 

os subespaços, e por isso voltamos nossa atenção aos subespaços complementados. 

4.1 Subespaços complementados de f 1 ( foo) 

Nesta seção estudamos os subespaços complementados de f1 (.eoo)- Veremos que f 1 (f00
) 

não contém um subespaço complementado isomorfo à f 00 (f1), resultado que nos será útil 

posteriormente. 

Lema 4.2. Sejam T: o:::=l EBf:!,)e1 -4 co(e1) uma transformação linear contínua, m E N e 

E > O. Então existe um ponto z da esfera unitária de (r:=1 EBf:!,)e1 tal que IIPmT(z) II < e. 

Demonstração. Observamos que P m ( c0 (.e 1 )) é isometricamente isomorfo à .e: (.e 1 ). Aqui de

notamos por e:(.e1) o espaço €1 = €1 EB ... EB f1 munido da norma do máximo. Por sua vez, 

t:(e1) é isomorfo à f1, e relembramos que f1 tem cotipo finito (Proposição 1.46). 

Iremos mostrar que PmT não é um isomorfismo sobre sua imagem. Suponhamos, por 

absurdo, que Pm T é um isomorfismo sobre sua imagem, que iremos denotar por I. Assim, 

temos co(f1) ~ I . Como 

e cotipos são preservados por subespaços, temos que I tem cotipo finito. Por sua vez, c0 (C1) 

não tem cotipo finito (Proposição 2.17). Mas isto é uma contradição, uma vez que c0 (e1 ) ~ I. 

Dado que PmT não é isomorfismo sobre sua imagem, basta aplicar a Proposição 1.10 

para concluirmos a demonstração. ■ 
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Proposição 4.3. c0(é1) não contém um subespaço isomorfo à (L:=i EBt':!:,)e1 . 

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que c0 (C1 ) contém um subespaço isomorfo à 

(L:=1 EBl:!:,)e1 • Então existe uma transformação linear T: (L;=l EBt':!:,)e1 --+ c0 (C1 ) que é um 

isomorfismo sobre sua imagem. Logo, pela Proposição 1.9, existe M ~ 1 tal que 

1 
Mllx!! ~ !!Tx!! ~ M!!xl!, (4.1) 

Tomemos m1 == 1. Pelo lema anterior, existe um ponto z1 na esfera unitária de (L:=1 EBt':!:,)e1 

tal que 

Logo, por ( 4.1), temos }I ~ !IT z1 li -Assim, temos 

e daí segue que 

IITz1 - Pm1 T(z1)!I ~ IITzil! - l!Pm1 Tz1 [I 
1 

>-. 
2M 

Naturalmente, podemos supor que m2 é suficientemente grande tal que 

Prosseguindo indutivamente, construímos uma sequência (zk) na esfera unitária de (L:=1 EBt':!:,)e1 

e escolhemos naturais m 1 < m 2 < ... tais que, para todo k EN, 
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Definimos para cada k EN, 

Assim, estamos decompondo cada Tzk em duas parcelas, uma vez que Tzk = wk + uk, para 

todo k EN. 

Por construção, ( wk) e ( uk) satisfazem: 

(i) (wk) é seminormalizada com suportes disjuntos (por (2)) 

(ii) ('uk) é nula, isto é, converge a O (por (1) e (3)) 

Pelo Teorema de Rosenthal (Teorema 1.52), tomando uma subsequência se necessário, po

demos assumir que 

(a) ( Zk) é fracamente Cauchy, ou 

(b) ( Zk ) é uma f 1 -sequência. 

Mostraremos que, em ambos os casos, chegamos a uma contradição. 

Notemos inicialmente que, por ter dimensão finita, ~ é um espaço de Schur para todo 

n EN. Portanto, pela Proposição 2.4 , 0:::=1 EBf~)e1 é um espaço de Schur. Assim, no caso 

(a), pela Proposição 1.51, (zk) é convergente na topologia induzida pela norma. 

Seja z = limk-+oo Zk - Então (wk) converge, pois 

lim wk = lim Tzk - uk = lim Tzk = Tz. 
k--.r;,o k-oo k-,.oo 

Assim, como (wk) converge a Tz coordenada-a-coordenada e wk tem suportes disjuntos, 

temos Tz = O - absurdo, pois IITzd ~ ,{1 , para todo k EN. 

No caso (b), como T é isomorfismo sobre sua imagem, ternos que (Tzk) é uma (\ 

sequência. Como II Tzk - wk l[ ➔ O, o Princípio das Pequenas Perturbações (Proposição 1.55) 

nos diz que (wk) tem uma subsequência que também é uma €1-sequência. Mas isto também é 

absurdo, pois, pela Proposição 2.10 uma sequência serninormalizada com suportes disjuntos 
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em co(ei) é uma ca-sequência, o que nos leva à conclusão c0 Rl e1. Para ver que c0 Rl e1 é de 

fato um absurdo, basta notar que se Co Rl el então, tomando duais, el Rl eoo, e isto não pode 

ocorrer pois eoo não é separável. ■ 

Corolário 4.4. c0 (e1 ) não contém um subespaço isomorfo à e1(c0 ). 

Demonstração. Basta observar que o:::=l EBe~)e1 ,_ e1(co) (Proposição 2.29) e utilizar a 

Proposição 4.3. ■ 

Corolário 4.5. foo(e1) contém um subespaço complementado isomorfo à L1([0, 1]). 

Demonstração. Como eoo(e1) = e1(c0 )* e, pela Proposição 2.29, e1 (c0 ) contém um subespaço 

isomorfo à o:::=1 EBé~ )ell o resultado é consequência do Teorema de Hagler-Stegall (Teorema 

2.9) . ■ 

Corolário 4.6. f1(eoo) não contém um subespaço complementado isomorfo à L1([0 , 1]). 

Demonstração. Como e1(eoo) = c0 (e1)*, o resultado segue da Proposição 4.3 e do Teorema 

de Hagler-Stegall (Teorema 2.9). ■ 

Como consequência imediata dos dois Corolários anteriores, temos os dois seguintes re

sultados: 

Proposição 4.8. e1 (eoo) não contém um subespaço complementado isomorfo à eoo(e1). 

4.2 Subespaços complementados de fp( f 00 ), 1 < p < oo 

Nesta seção prosseguimos com o estudo dos subespaços complementados de ep(e00 ), 1 :'., 

p < oo, tratando agora do caso em que p * 1. 

Proposição 4.9. Sejam 1 < p, q < oo e X um espaço de Banach com a propriedade de 

Dunford-Pettis. Se eq ~ ev(X) então q ~ p. 

Demonstração. Sejam T: fq - fv(X) um isomorfismo sobre sua imagem e P uma projeção 

de fp(X) sobre Y := ImT. Definimos Yn := T(e~q), para cada n EN. Assim, (yn) é base de 

Y e (Yn) ~ (e~q). 
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Sejam my < mo <-- tais que

k-00
Iy* — Pos (y")I —>0. (4.2)

Mostraremos, primeiramente, que existem naturais ky < ky <--- tais que

a j>00

PEma (15) 0. (4.3)

Observamos que 3º na 0, pois (y') » (ei). Como Pa(L(X)) = X” tem a propriedade

de Dunford-Pettis e Y = 4 é reflexivo, temos, pela Proposição 1.32, que a transformação

linear contínua

Pleno): PrlLo(O) — Y

transforma sequências fracamente convergentes em sequências convergentes na topologia

induzida pela norma, qualquer que seja m e N. Em particular, (PP(y*)), é uma sequência

nula, para todo m e N. Agora, seja ky := 1. Escolhemos k» > ky tal que [PP(y)|<3.

Procedendo indutivamente, temos kj < ky <--- tais que [PPras, (yts)| < 5 para cada j>2,

e portanto PPm,. (yti) Ee),

Definimos, para cada j>2,

w? im Ps, (481) - Emas (18).

Então, por (4.2) e (4.3), lembrando que, para todo j eN, Py's = y*s, temos

vê — Pw? = Pyfi — Pwi

= P(g% — Pr)PP(0) —0.

Notamos também que, como (y*) é uma £,-sequência, (y*) é seminormalizada. Logo, pelo

Corolário 1.56, tomando uma subsequência se necessário, podemos supor que (P(w7));>» é

uma (,-sequência. Consequentemente, (w);»» é seminormalizada, uma vez que

[PQ<|PIe]s IPI. vj>2.
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Sejam m 1 < m2 < · .. tais que 

li k ( k I k-+00 

Y - Pmk Y ) 1 - O · (4.2) 

Mostraremos, primeiramente, que existem naturais k1 < k2 < · · · tais que 

(4.3) 

Observamos que yk ~ O, pois (yk) ~ (e~q). Como Pm(f!p(X)) ~ xm tem a propriedade 
k-+oo 

de Dunford-Pettis e Y ~ Cq é reflexivo, temos, pela Proposição 1.32, que a transformação 

linear contínua 

transforma sequências fracamente convergentes em sequências convergentes na topologia 

induzida pela norma, qualquer que sejam EN. Em particular, (PPm(Yk))k é uma sequência 

nula, para todo m EN. Agora, seja k1 := 1. Escolhemos k2 > k1 tal que IIPPmk
1 
(yk2 )II < ½

Procedendo indutivamente, temos k1 < k2 < .. · tais que li P Pmk . . (yki ) li < .!. , para cada j 2'. 2, 
J-l J 

j-+oo 
e portanto PPmk (yki ) - O. 

J - 1 

Definimos, para cada j 2'. 2, 

Então, por ( 4.2) e ( 4.3), lembrando que, para todo .i EN, Pyki = ,1/i, temos 

Notamos também que, como (yk) é uma Cq-sequência, (yk) é seminormalizada. Logo, pelo 

Corolário 1.56, tomando uma subsequência se necessário, podemos supor que (P(wí ))j'?.2 é 

uma Cq-sequência. Consequentemente, (wí)j'?.Z é seminormalizada, uma vez que 
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e assim, como ( wJ)j;,;2 é uma sequência em fp(X) com suportes disjuntos, concluímos, pela 

Proposição 2.10, que ( Wj )j;,;2 é uma fp-sequência. 

Mostramos que P leva uma fp-sequência em uma Íq-sequência. Pela Proposição 1.57, 

temos que q ~ p - como queríamos. ■ 

Teorema 4.10. Sejam 1::; p, q < oo. Então Íq e..:.+ fp(foo) se, e somente se, q = p. 

Demonstração. Já mostramos, na Proposição 2.8, que se q = p então fq e..:.+ fp(f00 ). A seguir, 

provaremos a recíproca. 

Se q = 1, o resultado segue do Teorema 1.43, uma vez que f 00 é primo. 

Se p = 1, as Proposições 2.14 e 2.15 nos dizem que fq é isomorfo à f 1 ou a (2::;=1 $é~)e1 • 

Mas o segundo caso é impossível, pois 0~:;=1 $~)e1 não tem cotipo finito (Teorema 2.34), e 

portanto q = l . 

Suponhamos 1 < p, q < oo. Se p ~ q, como foo tem a propriedade de Dunford- Pettis, temos 

pela Proposição 4.9 que p::; q, logo p = q. Se p::; q, passando aos duais, obtemos iq,<-.:.+fp,(f;,.,), 

onde p', q' são os conjugados de p, q respectivamente. Como p' ~ q' e f;,., também tem a 

propriedade de Dunford-Pettis, aplicando novamente a Proposição 4.9 obtemos p' = q', e 

assim p = q. ■ 

Proposição 4.11. Sejam l < p < oo, X um espaço de Banach tal que X~ X 2 e Y um espaço 

de Banach com a propriedade de Schur. Então Y e..:.+ fp(X) se, e somente se, Y e..:.+ X. 

Demonstração. Sejam E um subespaço complementado de fp(X) isomorfo à Y e P uma 

projeção de ép(X) sobre E. Denotaremos por Id a função identidade de .ep(X) em fp(X). 

Provaremos, primeiramente, que 

lim II P(Id-Pm)II =Ü . m->oo (4.4) 

Suponhamos, por absurdo, que limm_.oollP(Id-Pm) II t- O. Então existem E> O e naturais 

m1 < m2 < · · · tais que li P(Id -P mk) li ~ ê, para todo k E N. Assim, podemos escolher .x1 , x2 , ... E 

Sep(X) tais que 

(4.5) 
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Agora, definimos, para cada k EN, yk := (Id-Pmk)(xk). Assim, temos que Yk ~O.Com efeito, 

seja <p E ep(X)*. Pela Proposição 2.7, existe Un) E fq (X*), sendo q o conjugado de p, tal 

que</;( (xn)) = 2::=1 fn(xn), para toda sequência (xn) E ep(X). Então, sendo xk = (x}, xt .. . ) 

para cada k EN, temos, pela desigualdade de Holder (Proposição 1.2), 

o que mostra que yk ~ O. Como X é um espaço de Schur, isto quer dizer que yk -+ O, e, 

como P é contínua, Pyk -+ O. Mas isto contradiz ( 4.5). 

Seja mo E N tal que 
1 

IIP(Id-Pm0 )II < 2 • 

Observamos que eP + E, pois E tem a propriedade de Schur e PP não tem. Logo, pela 

Proposição 3.1, podemos assumir que Pmo é um isomorfismo sobre sua imagem. Sendo F := 

Pm0 (E), temos 

logo 

Relembramos que queremos provar que Yc..:.+X. Para isto, como Y ~ F e Pm0 (ep(X)) ~ X, 

basta mostrar que P S P mo (ep( X)), isto é, basta mostrar que P é um subespaço comple
(c> 

mentado de Pm0 (ep(X)). De fato, suponhamos que F S PmoUP(X)). Pela Proposição 1.40, 
( e ) 

temos que, sendo ç[:,: Pm0 (€p(X))----+ X isomorfismo, ç[:,(F) é subespaço complementado de 

X. Como Y ~ F ~ q:, ( F), isto mostra que Y e..:+ X. 

Observamos que S := PPm0 le é uma transformação linear contínua de E em E. Além 

disso, como Pie = Ide, temos 

ll lde -SII = IIPls-PPm0 lsll = ll(P - PPm0 )le ll S II P-PPm0 II = IIP(Id-Pm0 )II 
1 

< - . 
2 
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Logo, pela Proposição 1.11, Sé um isomorfismo sobre E. 

Definimos Q == Pm0S-1 P. É claro que 

Assim, para provar que Q é projeção sobre F, resta verificar que Q(z) = z, para todo z E F. 

Seja z E F. Existe y E E tal que z = P mo (y), portanto 

concluindo a demonstração. ■ 

A próxima proposição é um resultado sobre subespaços complementados de f.00 (fq), logo 

antecipa o tema de estudo do próximo capítulo. Ela é apresentada agora pois a utilizamos 

para provar o Teorema 4.13. 

Proposição 4.12. Se 1 < q < oo então f2 e..:.+ foo(fq) -

Demonstração. Pelczyríski mostrou que, se 1 < q < 00' então Íq ~ o=:=l EBé2 )eq (Proposição 

2.11) . Além disso, pela Proposição 2.29, temos 

Portanto, considerando também o Teorema 2.32, temos 

■ 

Observamos que para os valores extremos de q, a saber, 1 e oo, a Proposição 4.12 não 

é válida. De fato, se q = oo, temos que f2 não é subespaço complementado de foo(foo) ~ foo 

pois €00 é primo. Se q = 1, isto é consequência da Proposição 5.2. 
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Demonstração. Pelo Teorema 4.10, basta provar que C00 (fp) + Cp(C00 ), isto é, podemos 

considerar p = q. Consideramos três casos: 

Caso 1: p = l. Já provamos este caso, trata-se da Proposição 4.8. 

Caso 2: 1 < p < oo, p * 2. Pela Proposição 4.12 temos que é2 e..'.:+ Coo(Cp), enquanto o 

Teorema 4.10 nos diz que f2 + fp(C00 ). Portanto f 00 (Cp) + fp(f00 ). 

Caso 3: p = 2. Suponhamos, por absurdo, que foo(f2) e..'.:+ €2(€00). Então temos 

pois 

( I: ffi~) e..'.:+ f1(é2) ~ co(f2)* e..'.:+ co(e2)*** ~ foo(f2)* e..'.:+ f2(foo)* ~ f2(€:,). 
n=l i1 

Agora, graças à Proposição 4.11, obtemos o:::=l ffif~)el e..'.:+ ,e~, e portanto f,~ contém í2's 

uniformemente complementados. Pela Proposição 2.31, como f~ ~Ri*, temos que C1 contém 

ers uniformemente complementados e portanto, pela Proposição 2.29, temos 

Chegamos assim à uma contradição, pois €1 é primo e, pela Proposição 2.12, f1 e 0:::=1 ffi~ )e
1 

não são isomorfos. ■ 



Capítulo 5 

Subespaços complementados de f oo ( fq), 

l<q<oo 

Neste capítulo estudamos os subespaços complementados de Poo(iq), 1::;; q < oo. Começa

mos com a proposição seguinte que, no estudo dos subespaços de f 00 (Pq ) que são isomorfos 

à fp, permite passarmos dos espaços Coo(Pq ) para os espaços separáveis o:::=l f~ )co · 

Proposição 5.1. Sejam 1::;; p, q::;; oo. São equivalentes: 

Demonstração. Mostraremos, inicialmente, que (ii) implica (iii). Se o:::=l EBP;)co~o:::=l EBt;; )co, 

então, tomando biduais, temos o:::=l EB~ )eoo ~ o:::=l EBf~ )eoo . Logo, pelo Teorema 2.32, te

mos foo(Pp ) ~ Poo (fq ). 

É imediato que (iii) implica (i), uma vez que fp ~foo(fp). 

Resta mostrarmos que (i) implica (ii). Pelo Teorema 2.32, temos 

Logo, como estamos supondo que Pp ~ .eoo(Pq ), temos que o:::=l EBf~)~o* contém t;'s unifor

memente complementados e, consequentemente, pela Proposição 2.31, (2::;;:'=1 EBf~ t
0 

também 
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contém £?ºs uniformemente complementados. Relembramos que queremos mostrar que

(Bea)
Seja (1) uma sequência de subespaços K-complementados de (5%, 64%), com

= (Som) .
o 0

supd(Fa,!7)<o0.no

neN P

Notemos que, pela Proposição 2.22, temos (EZa EAR a (Dr Seo Agora, pela Propo-

sição 2.30, existem k,,k>,... e N tais que F; é isomorfo à um subespaço K-complementado

de (Li 8/7), para cada j e N. Logo,aplicando a Proposição 2.29, temos

ES o k. ) km

(5 01) (Son) = ((5 06) o(5 06) o-o(S et) o.)
n=1 co Anal có n=l co Ana à na E &

ki krtka kr+km

(36) o » e6;) o-o( >” ot) e.
n=1 co co con=ky+1 co n=kptema

o

o

Proposição 5.2. Seja l<p< 0. Então E, > Eo(f1) se, e somente se, p= 1.

Demonstração. Se p = 1 temos que £, > £.,(£1) pela Proposição 2.8. Mostraremos então a

recíproca.

Seja 1 <p< oo tal que £,> to(41). Suponhamos, por absurdo, que p £ 1. Pela Proposição

5.1, (Mi€07)cy contém um subespaço complementado isomorfo à (5%, &/7)o- Consequen-

temente, pela Proposição 2.13, o espaço (D., 847 )c, é isomorfo à cy ou à (54 9%Deo- O pri-

meiro caso é impossível uma vez que, pela Proposição 2.12, co e (Dj, O/E)« não são isomor-

fos. O segundo caso também é impossível uma vez que, pela Proposição 2.35, (DX, OC), =

(DX 9/%)e, não tem cotipo finito (Proposição 2.34) e (DX, et) = (Di B!7,)e, sendo

7" o conjugado de p, tem cotipo max(7',2) (Proposição 2.35). E

Lema 5.3. Seja X um espaço de Banach. Se X contém (R's uniformemente complementados

então existe K > O tal que, para cada n e N, existem m...., Zn € X tais que [25] é n-
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contém e; 's uniformemente complementados. Relembramos que queremos mostrar que 

Seja (Fn) uma sequência de subespaços K-complementados de (2::::,1 EBe~)co, com 

supd(Fn, e;)< oo. 
neN 

Notemos que, pela Proposição 2.22, temos (2::;'=1 EBe;t ~ (2::;'=1 EBFn)co· Agora, pela Propo

sição 2.30, existem k1 , k2, ... EN tais que Fj é isomorfo à um subespaço K-complementado 

de o::~:l EBe;)co, para cada j EN. Logo, aplicando a Proposição 2.29, temos 

■ 

Proposição 5.2. Seja 1 ~ p < oo. Então eP e..:.+ e00 (e1 ) se, e somente se, p = l. 

Demonstração. Se p = 1 temos que PP e..:.+ Poo(e1 ) pela Proposição 2.8. Mostraremos então a 

recíproca. 

Seja 1 ~ p < oo tal que ep½€oo(l1 ). Suponhamos, por absurdo, que p :/= l. Pela Proposição 

5.1, o::::=l EBer )co contém um subespaço complementado isomorfo à o=:=1 EBe; )co · Consequen

temente, pela Proposição 2.13, o espaço (2::;'=1 EBe;)co é isomorfo à coou à (Z::;'=1 EB~)co· 0 pri

meiro caso é impossível uma vez que, pela Proposição 2.12, coe (Z::;'=1 EBt;)co não são isomor

fos. O segundo caso também é impossível uma vez que, pela Proposição 2.35, (Z::;'=1 EBef t
0 
~ 

(Z::;'=1 EB~k não tem cotipo finito (Proposição 2.34) e (Z::;'=1 EBf;t0 ~ (Z::;'=1 EBe;,)e1 , sendo 

p' o conjugado de p, tem cotipo max{p',2} (Proposição 2.35). ■ 

Lema 5.3. Seja X um espaço de Banach. Se X contém P; 's uniformemente complementados 

então e.1;iste K > O tal que, para cada n E N, existem z 1 , ... , Zn E X tais que [ zn ] é n-
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dimensional, K -complementado e 

para todo (>-1, ... , Àn) E e;. 

Demonstração. Por definição, como X contém e;'s uniformemente complementados, existem 

E1, E2, ... subespaços de X tais que 

supd(En,t;;) < +oo 
neN 

e projeções Pn de X sobre En, n = l, 2, . . . , tais que 

supllPnll < +oo. 
neN 

Assim, sendo M := supd(En,t;) , escolhemos Tn:f;-+ En isomorfismos, n = 1,2, . . . , satis
neN 

fazendo 11Tnll llT;1 li ~ M, para cada n E N.Desse modo, fixado m E N, pela Proposição 1.9, 

existem z1 , .. . , Zm E X para os quais é válida a desigualdade 

para todo ( >.1 , .. . , Àm) E t;;i . Sem perda de generalidade, podemos supor que l!Tn li ~ M e 

IIT;1 li = 1, para cada n EN. 

Definimos K := max{ M, 1, supneN li Pn li}. Tendo escolhido K dessa maneira, temos, para 

todo n EN, 

[zi]i:;;i:;;n é K-complementado , e 

Portanto segue que, para cada n EN, 

para todo (>.1 , ... , Àn) E t;. 

1 1 
-<--
K - IIT; 1 11 · 

■ 
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Proposição 5.4. Sejam | <p,q< 00. Set > Lo(L,) então q<p<2 0u2<p<q, isto é, p

está entre 2 e q.

Demonstração. Se tp>L.o(tq), temos, pela Proposição 5.1, que (LD?SL)(DrEco.

Então, como (D%, 6l+ co(t4), temos que co(4,) contém (?ºs uniformemente com-

plementados. Pelo Lema 5.3, existe K > O tal que, para cada n e N, podemos escolher

 

  

 

z1,...,Zn E Co(£g) tal que [2n] é K-complementado e

1 n

Ou.s DiasKI,A), (5.1)
ia

para todo (A,,..., A) e £%. Sejam a = min(q,2) e 8 = max(q,2). Assim, escolhemos a e 8

tais que a é tipo de £, e 8 é cotipo de £, (Proposição 1.46). Logo, a Proposição 2.19 nos diz

que existe M > O tal que, para cada n € N, existe uma partição (of,...,or) de (L,....n)

satisfazendo

<M max [> nt) , (5.2)
Ixssr o
=" Nieor

135
M max [>) <

<s< sIxssrn ie?   

n

” Ai
i=1

 

 

para quaisquer escalares Ày...., Au

Definimos, para neN,

o h
kn = max 05],

onde |07| é o cardinal do conjunto finito o?. Iremos supor, sem perda de generalidade, que

km = [ofl.

Agora, fixado ne N, escolhemos Aj...., A, da seguinte maneira:

1 seielo?| ,
Aj= . i=1,..4n.

O caso contrário

Então. pelas desigualdades (5.1) e (5.2), obtemos

Leu< <K(k)P,
K S K(kn)?DE

Erisof 
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Proposição 5.4. Sejam 1 < p, q < oo. Se lp ~ foo(Rq) então q ~ p ~ 2 ou 2 ~ p ~ q, isto é, p 

está entre 2 e q. 

Demonstração. Se fp~foo (Rq), temos, pela Proposição 5.1, que (I;=l EBf; )co c..:.+(I;=l EBf~ )c0 • 

Então, como o:::=l EBf~)co e..:.+ co(eq), temos que co(fq) contém e;'s uniformemente com

plementados. Pelo Lema 5.3, existe K > O tal que, para cada n E N, podemos escolher 

z1, ... ,zn E co(Rq) tal que [zn] é K-complementado e 

(5.1) 

para todo (,\1 , ... , ,\n) E f;;. Sejam ex= min{q, 2} e /3 = max{q, 2}. Assim, escolhemos o: e (3 

tais que o: é tipo de Cq e (3 é cotipo de Cq (Proposição 1.46). Logo, a Proposição 2.19 nos diz 

que existe M > O tal que, para cada n EN, existe uma partição {O'f, ... ,O'~} de {l , ... ,n} 

satisfazendo 

para quaisquer escalares ,\1 , . .. , Àn· 

Definimos, para n EN, 

(5.2) 

kn := max 10'~1, 
1$s:Srn 

onde 10'~1 é o cardinal do conjunto finito Cí~ . Iremos supor, sem perda de generalidade, que 

Agora, fixado n EN, escolhemos >.1 , ... , Àn da seguinte maneira: 

{ 

1 se i E IO'f 1 
Ài = 

O caso contrário 
i=l, ... ,n. 

Então, pelas desigualdades (5.1) e (5.2), obtemos 



5.0 93 

e 

L Zi $ M(kn)¼. 
ÍECTf 

Portanto, para todo n E N, temos 

(5.3) 

e 

(5.4) 

Agora, antes de prosseguirmos, iremos mostrar que SUPneN kn = +oo . Suponhamos, por 

absurdo, que SUPneN kn < oo. Pelas desigualdades (5.1) e (5.2) , temos 

para todo n EN e (À1 , ... , Àn ) E f;; . Em particular , fixado n EN, escolhendo À1 = ... = Àn = 1 

e sendo l := SUPneN kn = max kn, temos 

que é absurdo, pois n é arbitrário. 

Como SUPneN kn = oo, então, pelas desigualdades (5.3) e (5.4), temos! :s; i ~ ¾- Lembrando 

que a= min{q,2} e (3 = max{q,2}, temos min{q,2} ~ p::;; max{q,2}. Assim, q ~ p ~ 2 ou 

q ~ p :s; 2 - como queríamos. ■ 

Demonstração. Suponhamos que q0 = 1 ou q1 = 1. Sem perda de generalidade, supomos 

que qo = 1. Pelo Teorema de Díaz-Kalton (Teorema 2.33) temos que tq
1 

contém f:{'s unifor

memente complementados. Passando aos duais , temos que fq; contém e~ 's uniformemente 

complementados (Proposição 2.31) , sendo q~ o conjugado de q1 . Logo, pelo Teorema de 

Maurey-Pisier (Teorema 2.34), temos que €q; não tem cotipo finito. Assim qi = oo e por

tanto q1 = 1. 
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Se qo = 00 ou qy = 00 então, como foo(Loo) é isometricamente isomorfo à ( € Loo é primo,

segue que qo =.

Se 1 < qo,m < co, como lã > Lo(ly) é En Lollo), segue da Proposição 5.4 que

Jo = E
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Se qo = oo ou q1 = oo então, como f 00 ( C00 ) é isometricamente isomorfo à €00 e f 00 é primo, 

segue que q0 = q1. 

Se 1 < qo,Q1 < oo, como Cq0 e...:.+ Coo(CqJ e fq1 e...:.+ Coo(fq0 ), segue da Proposição 5.4 que 

■ 



Capítulo 6 

Os espaços co(Roo) e Roo(co) nao sao 

isomorfos 

Nosso objetivo neste capítulo, composto de um lema e um teorema, é provar que os 

espaços co(é'oo) e é'oo(co) não são isomorfos. Este é o último resultado que precisamos para 

provar o teorema principal, que é o tema do próximo capítulo. 

Lema 6.1. Seja W um subconjunto relativamente fracamente compacto de co e O< >. < 1. 

Então existe um ponto y de co tal que IIY II = 1 e 

VxEW. 

Demonstração. Iremos mostrar que, sendo Yn := (1, ... , 1,0, 0, ... ) para cada n EN, podemos 

escolher y com as propriedades desejadas no conjunto {Yn : n EN} . 

É claro que IIYnll = 1, para todo n EN. Suponhamos, por absurdo , que, para cada n EN 

existe Xn E W tal que 

Logo, para cada n EN, as primeiras n coordenadas ele Xn têm módulo maior do que 1->. > O. 

Mostraremos a seguir que a sequência (xn) não tem subsequência fracamente convergente. 

Suponhamos que existe x pertencente ao fecho na topologia fraca de W tal que Xnk ~ x , 

para alguma subsequência ( Xnk) ele ( .r,n). Sendo 1r m: co - II{ o funcional linear contínuo que 

associa a cada elemento de c0 a sua m-ésima coordenada, escolhemos m suficiente grande 
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S1-A. Assim, se qn, — x, então Ta(Zn,) — Tm(x), e portanto

[Tim (Zn) — Imalu)l<1I-A.

Mas isto não pode ocorrer pois, como já observamos, se ny > mentão |mm(Zn,)|>1- A.

Mostramos acima que (7,) não admite subsequência fracamente convergente. Como Wé

relativamente fracamente compacto,isto contradiz o Teorema de Eberlein-Smulian (Teorema.

1.27). =

Teorema 6.2. £o(co) não é isomorfo a um quociente de co(Lo). Em particular, Eo(co) €

co(to) não são isomorfos.

Demonstração. Pela Proposição 1.14 basta mostrarmos que não existe uma, transformação

linear contínua sobrejetora T:co(Lo) > foo(c9). Suponhamos, por absurdo, que existe uma

tal 7. Então, pelo Lema 1.33, sendo X = co(ls) e Y = £o(co), temos

T(Bx(0,1)) 2 By(0,6).

para algum ô > 0. Observamos que, na expressão acima, escolhendo um 6' < ó , podemos

tomar as bolas fechadas,isto é, T(Bx[0,1]) 2 By[0,9']. De fato, basta notar que

T(Bx(0,1])) 2 T(Bx(0,1)) 2 By(0,9) 2 By[0,67.

Iremos supor, sem perda de generalidade, que

T(Bx[0,1]) 2 By[0,1]. (6.1)

Para cada m e N, sendo por P, e mm dados por
m m

Pr: Colo) — Co(loo)

(1x5) — (21,...,7m,0,0,...),
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tal que lrrm(x)I ~ 1- À. Assim, se Xnk ~ x, então 1fm(Xnk)-+ rrm(x), e portanto 

Mas isto não pode ocorrer pois, como já observamos, se nk > m então lrrm(Xnk)I > 1- À. 

Mostramos acima que (xn) não admite subsequência fracamente convergente. Como W é 

relativamente fracamente compacto, isto contradiz o Teorema de Eberlein-Smulian (Teorema 

1.27). ■ 

Teorema 6.2. t'oo(co) não é isomorfo a um quociente de co(foo)- Em particular, t'oo (c0 ) e 

co(foo) não são isomorfos. 

Demonstração. Pela Proposição 1.14 basta mostrarmos que não existe uma transformação 

linear contínua sobrejetora T : c0 (foo) ➔ foo(co)- Suponhamos, por absurdo, que existe uma 

tal T. Então, pelo Lema 1.33, sendo X= c0 (foo ) e Y = foo(c0 ), temos 

T(Rx(O, 1)) 2 Bv(O,ó); 

para algum ó > O. Observamos que, na expressão acima, escolhendo um ó' < ó , podemos 

tomar as bolas fechadas, isto é, T(Bx[O, 1]) 2 Bv[O,ó']. De fato, basta notar que 

T(Bx[O,l]) 2T(Bx(O,l)) 2 Bv(O,ó) 2 Bv[O,ó'] . 

Iremos supor, sem perda de generalidade, que 

T(Bx[O, 1]) 2 By[O, l]. (6.1) 

Para cada m E N, sendo por P m e 7í m dados por 

( xn) 1--+ (x1, ... , Xm, O, o, ... ) , 



6.0 97 

definimos 

Pela Proposição 1.30, sabemos que toda transformação linear contínua de R.00 em c0 é fraca

mente compacta. Assim, como Pm(co(R.oo)) ~ too, temos que Sm é fracamente compacta, isto 

é, Sm leva conjuntos limitados em conjuntos relativamente fracamente compactos. 

Para cada m EN, aplicamos o Lema 6.1 com À=½ ao conjunto relativamente fracamente 

compacto 

Sm(Pm(Bx[O, 1])), 

obtendo assim uma sequência (Yn) de vetores unitários de c0 tal que, se x E Bx [O, 1], então 

1 li Ym - Sm ( P m (X)) li = li Ym - 7f m O T ( P m (X)) li ~ 2, VmEN . 

Sendo y == (Yn) E By[O, 1], mostraremos a seguir que y ~ T(Bx(O , 1)), contradizendo (6 .1). 

Seja x E Bx[O, 1]. Para cada m EN, temos 

\\y -T( Pm(x)) li = sup \l1rk(Y -T( Pm(X))) li ~ ll1rm(Y -T( Pm(x)) )li 
keN 

1 
= I\Ym-1fm 0 T(Pm(x))) I\ ~ 2 · 

Por outro lado, como x = limn .... oo Pn(x) , temos Tx = limn .... oo T(Pn(x)) . Portanto y * T(x). 

■ 
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Capítulo 7 

Demonstração do teorema principal 

Com os resultados que obtemos a partir do estudo dos subespaços dos espaços fp(f;q), co(er ), 

com 1 ~ p, q, r ~ oo, a demonstração do teorema principal se resume à uma enumeração con

veniente de casos e aplicação dos teoremas 3.6,4.10,4.13, 5.5. 

Teorema 7.1. Sejam p0 ,p1 , q0 ,q1 E {O} u [l,+oo]. Então, denotando o espaço c0 por f 0 , 

temos que os espaços fp0 ( tq0 ) e fp1 ( tq1 ) são isomorfos se, e somente se, Po = P1 e Qo = Q1. 

Demonstração. É imediato que se Po = p1 e q0 = q1 então Íp0 ( Rq0 ) e Rp1 ( Rq1 ) são isomorfos. A 

seguir, provaremos a recíproca. 

Sejam p0 , p1, q0 , q1 E [1, oo] u {O} tais que tp0 (eq0 ) ~ CpJ€q1 ). Se nenhum dos índices é igual 

a O ou oo, o resultado é consequência imediata do Teorema 3.6. Assim, resta analisar os casos 

em que pelo menos um dos índices é igual a O ou oo. 

Suponhamos que nenhum índice é igual a O, enquanto algum índice é igual a oo. 

Caso 1: p0 = oo ou p1 = oo. Ambos os casos são análogos; suponhamos, sem perda de 

generalidade, que Po = oo. Assim, fpJtqi} ~ foo(eq0 ), e portanto Í p1 (t q1 ) não é separável. 

Temos, portanto, 

(i) P1 = oo ou (ii) ql = 00. 

No caso (i), temos q0 = q1 pelo Teorema 5.5. No caso (ii) , o Teorema 4.13 nos diz que 

p1 = oo ou q0 = oo. De qualquer modo, como foo(eoo) ~ t oo e eoo é primo, temos p1 = Qo = oo. 

Caso 2 : p0 , p1 < oo , com q0 = oo ou q1 = oo. Em qualquer caso, por serem isomorfos, temos 
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que Loo(Lgo); lp(ln ) não são separáveis, logo qo = q1 = 00. Assim,

A) “lp (Lo),

e a igualdade po = p; segue do Teorema 4.10.

Consideramos agora os casos em que algum dos índices é igual a 0. Por simetria, basta

considerarmos po = O ou qo = 0.

Caso 1": po = 0. Suponhamos que Lo(L) = Colt) = CoLa).

Se qo < oo então co(Lg) é separável, e assim p1,q1 < 0. Tomando duais, obtemos

Coltao "= Ci(bag) = tor(La) es ts (ag),

sendo gg, P1; 44 Os conjugados de q9, p;eqr, respectivamente. Como q4,p4,q; € [1, +00], caímos

nocaso já considerado acima, e assim pf = 1 e q; = q4. Portanto py =0 e qr = qo.

Se qo = 00, temos (g(l5) = co(£oo) = Lpi(lg). Então Cp(6) não é separável, de modo

que py = 00 ou qy = 00. Além disso, Lp, (a) contém uma cópia complementada de co. Como

nenhumespaço dual contém uma cópia complementada de cy (Proposição 1.41), temos p; = O

ou qi = 0. Mas, pelo Teorema 6.2, é impossível que p; = 00 e q/=0. Portanto py=0eqj=00

Caso 2º: qo = 0. Inteiramente análogo ao caso anterior. =



Capítulo 8 

Considerações finais e problemas em 

aberto 

Com o objetivo de provar o Teorema 7.1, fizemos um estudo dos subespaços dos espaços 

fp(éq )- Neste último capítulo tecemos alguns comentários finais, olhando em retrospecto os 

resultados obtidos nesse percurso, e concluímos com algumas questões que permanecem em 

aberto. 

No capítulo 1, respondemos à seguinte questão: 

Questão 8.1. Para quais l :S: Po, P1, qo, q1 < oo temos 

A resposta é que isto ocorre somente nos casos triviais: (i) p0 = p1 e q0 = q1 , ou (ii) 

Po = Pi = qi, ou (iii) qi = qo = Pi (Teorema 3.6). No capítulo 2, passamos a considerar 

subespaços complementados, e somos levados à seguinte questão: 

Questão 8.2. Para quais l :S: Po, Pi , q0 , q1 :S: oo temos 

As respostas que obtemos para essa questão são apenas parciais. Reunindo os Teoremas 

3.6,4.10, 4.13 temos que, se Pi t- oo, então ep0 (€q0 ) <-..':..+ fp1 (eqJ somente nos casos triviais. 
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Assim, ainda carecem de respostas apenas os casos em que p1 = oo. Estes problemas podem 

ser divididos considerando o espaço .eoo(.ei) e depois os espaços í 00 (€r), onde 1 < r < oo. 

No primeiro caso, notemos que na Proposição 5.2 vimos que, se 1 s p < oo, então .eP ~ 

€oo(f1 ) se, e somente se, p = 1. No entanto, não sabemos resolver o 

Problema 8.3. Para quais 1 s p, q < oo temos 

No segundo caso, observamos que na Proposição 4.12 mostramos que f2 ~ .eoo(.eq), para 

todo 1 < q < oo. Mais ainda, na Proposição 5.4 mostramos que se 1 < p, q < oo são tais que 

€v ~ foo(eq) então q s p s 2 ou 2 s p s q. Então concluímos a nossa dissertação destacando 

os dois problemas que restam neste caso, isto é: 

Problema 8.4. Fixado 1 < r < oo, para quais p :fr. 2 temos 

Problema 8.5. Fixado 1 < r < oo, para quais 1 s p, q soo temos 
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