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~8te Ó um es1mio p~eliminar ~ôbrc a no ão de simet ja

Matemát:tcag principalrn.e.n"e qnavdo a ordem está envolvidao reai

p 10 lat~illenteo tipo de sim~tri& II ~,el o estudo se c nc n

'tira pod ser descrit [;011;0 sãm....t:L:ia eentralo E aparece essetic"

monte I o <lacox"reI"do trabalho como estruturas ordenadaa centra:

mente 8 Ê-ti:r-':'C3S(e_pecia ien:'Je conj 'lltos ordenados e ..l.eticu".a

dos di
. ~

Bi! '!a ~ 'i~.;'~~a aí ·.e"!:.,.· zaçãJ de 8·tua~ões sempj.:e tf:..If1 -

rE, [Tc:1D.Q.o UJl pro·CGS.,o f'el.t1.lldot) E nosso trabalho ê em grande p~'

i i ~.lO.t - Bens b lizado 7'lO~ G!338 .'h,~:_2.1J

o
C01ll0 eIJ mui"iia3 cubz-as az eas , penoa logo em gruposo EI) na V91.'"dt;.:

deg paz-a ó matemá'iiico moderno dif!cil é dissociar uma noção

ou.trao

Naturalmente tal obsessão decorre do fantástico êxito

da teoria dos gruposo E embora nosso estudo não tenha podido ~S..,
capar d influência dos grupos re~os q~e mostra sittUlções fun-
damerrtais de simetria extranhas à no~ão de grupOn

Sendo apenas um estudo inicial nosso trabalho sequer

tenta uma caracterização ampla e sistemática da idéia de sime

t~ia~ Elabora apenas em certo sentido algumas noções que pode -

rão ser importantes para uma futura caracterização o



ill1ETRIZAQZO DE ESTRUTU~ ORDENADAS

Umoonjuneo ordenado para nós será sempre um conjunto

par...,ialmente ordenado9 ou seja a ordem. \.< satisfaz a

x, x

x~ y í' yl. z-~ x" zx, s tl Y \~ x~ Xm y

A idéia de simet~·a em um conjunto ordenado A faz peng~:. ~,

tais qUG

x ,( y --;, <p(y)' <p(x)

cpcp(x) 3 X

Vamos pois chamar de simetria uma tal aplicação e de
Q

cO!l.jUl!:~oordenado si.metrieo ULl conjunto ordenado com uma sime"""

tria fixada o

(;

Umexemplo pa.:!:ticularmente simples e o conjunto ordena=

do com o diagrama abaixo.

a b

d Figo 1

Ou·tros exemplos que imediatamente se sugerem são; o

complemento booleano e o inverso aditivo em estruturas algébri-

cas ordenadaso



vt+L'S 3, :pD••.s1.bi· :idade do elementos invariantes para es ....

s~ 9. e l) são j.nv~-j.a.ntes dif:rtintos então são incompará~

Pcis ae a (h \1) ql(b) ( cp(a) e b < S o

~sse rvsultado indico que \~ conjunto totalmente ordena

do .:l...'lJ.3.to t'I.dmite apenas uma :3imst~ia~com um invariante se o
o • (J '1_ fi Q

nuaero <ie eJ.6mentos e :unpar e com ne;:nhum se e par : Ja um conj~

to i.30BO·.o ."'0 a ~j com a ordem usual admite essencialmente duas s-
m ,il:·j as rm.::.com elemento i:.lvariaute G outra sem.

Um j?zoo'olema que Sli..:t'gc v.aturá. ente é o de caracterizar

&S 8imetriao poss!veis de um conjunto ordenado. Não abordaremos,

no e~tanto tal ·prob~ema.
. ,

P&re~e natural chamae de centralmente simetrico o caso

emque existe um.e apenas tun elemento invariante, o centro. ~s-

se ~ o caso ilustrado no diagrama e que aparecerá com maior fre-
qu€ncia no ~estante do trabalho.

Tendo nos decidido por uma definição de simetria para

conjuntos ~~~~~dos gostariamos agora da estudar processos de

si~etrizar oonjuntos ordenados~

Um primeiro processo nêsse sentido e que chamaremos de

sim0t~ização fraca é pràticamente, como veremos, uma reflexão

d eonjun.o ordenado que se quer simetrizar. Seja A um conjunto

ordGnado e Zaçamos

S(A) a (A X t m} ) U ( { m} X A)

onde m 'i. A ()Definamos uma ordem em s(A) por

(a 9 m) ~ (b ç m) ~ a" b

(m 9 a) ,( (m 9 b) ~ b ~ a

(m 9 a) ~ (b ,m) ~ existe u tal que u ,(a eu' b



qI (x 9 Y) I:: (y \)z)

S(A) com , e ~ é um conjunto o_denado simétrico o~

de ")9 el<;:1í1.entos da forma (a, m) são naturalmente :Laorormos aos v

Lemont; s J.a A D

s(~) como indicado acima aera a simetrização fraca de A

o eomo decorre de sua const~~ão não tem nenhum elemento inva -

~-1€:l!rpl0 si.lJl!.'les é des"':.:-ito nos diagramas abaixo •
.• . ~-

<r
lã

1 A

il e

(a~m) (b~m) (djm)

(e"m) s(A)
,..--- eixo de reflexao

(m,c) (m"e)

(m'~(m.d)

Fi*o 2

:oltaremos a falar da simetrização fraoa mais tarde. A-

gora vejawos utros tipos de simetrizaçãoo

Sendo A sempre um conjunto ordenado a relação de ordem

em A x A
.

(a 9 b) ( (u fi v) ~ a' u e v,( b

juntamente com

- (a t b) ::I (b 9 a)



a. l~;~ e ~ def~t e em A x A um conjunto ordenado simétrieou
()

que permita recuper.ar A e em csrto

, '. j mE simet~ :.zaç ão raz ~ '61 do A o

~
I'! case par tic ".al· s~..mplese sugestivo e aque,ie em qu~

A ::'•._e~~o elemento O é1 2srte de A x A tomada ~ a ccn.Jti-

v a (.. ~o) ou. (o ~a) onde a E. A o

~ o _

O,:.·ro caso 9 ql. e e o que recebera mais ate.nç ao no qt.a

g, I.l \i'lC restri.nge os paras (a 9 b) aos que satlsfaaem

u ~a e u~b ---? uQO

Aiste o :tnide a e b G êsse, lnf é 0, o primeiro alemG~
1# ~. :I

• 1 •.•.••J

,(,...
III ,

~O~ sua preponderância nc que aegue tal easo é que rece
, --,

er! a da~ominação de o simetrizado de A e denotado por S(A) o

2odemos ver tal simetrizado sob o seguinte ponto de vi~

tt.. 9}le ilumina sua interpretação c ' Consideremos uma relação biná

sn: ! eJa U!Il conjunto ordenado satisfazendo

ae' a Ib e 11 ,( Q então u Ib "

:a;al relação de "separação" é ilustrada por noções tais

come incompatibilidade, primos entre sI, disjunção e o simetri-

zado cons'dera os p3res que satisfazem a uma relação dêsse tipo,

~tuiti~a e dialêticamente o simetrizado ~ gerado por pares de

el(~,.Jont s con'tráriosl)separados, incompatlveisg sem nada em co-

mura9 Ot0~ E a relação de o~dGm considerada reflete tal intuição~

?ropr1edades imp rtantes de S(A) são descritas no

T ..0 ~iA 2" ~(..:\•.com a ordem e a simetria indicadas é

1) conjuuto ordenado centralmente stmétricoo



• + - A • ~ ~ i 1'I-'" 3YJ.ste o :ulf de x e x e esse l.IU e gua a 00

'3 ~ d.&dosa , b € S(A) tais que existe o in.f de a e 1'>

que é igual a c, eutão e~dste x €. S(A) tal que x+ g a

.:~ 'ter.lontjt~3ção dêsse teOZ"em2 se red:uz à. mera ve:r.-ificaçãô"

c õ:l (G t O) é o cennro C.e S(A)

(a .»: := (a t b ) V (O~O) '. a 9 O.•

(a i b)- :.: -(a \)b) 'I (O II O) = (b t O)

donde

(a ~b)? " 'a 11b)"" n (O \) 0)0

(a. b)+ >, (c • d)'" _ a >, c)
_ _ -? (a \)b) >, (o ~d)

(a I') b) ,< (o \}d) ~ b" d,

li'ina,lmen'i;8 os pares de elementos de 3(A) cujo. in.f é c ano

da fo:r:ma (a 9 O) 9J (b t O)onde a 1\ b ::a O 0 portanto (a t b) E S(A)

()responde ti 5;0
q

E naturalmente A e recuperado como conjunto dos (a 9 O)

Um exemplo simples é ilustrado nos diagramas seguintes~

onde a ~~etrização in~litiva é imediatamente percebida.

c

b
A

o



( 0,0)

S(A)

(c,b)·

O T . 2 dmi" • t ~ ,eorema a ~e a seguLn e rec1proca9 ~uo 0

racterização dos simetrizados de conjuntoo ordenados com lJ:t'ir'3l:

ro elemento"

TEOREMA3 - Seja S com relação ~ ~ aplicação - snti3~~7ta{

às condições 1) a. 5) do Teorema 20 S é então iso1!1or~o &. .~\ • c.r

de A a {x E: S IX >, C } sendo e o cen'l4ro ele S c

Para demonstrar êsse teorema observeillo~ i.í.lici.aJ.n:,~.J.:: -I'

2) acarreta a existênc5.a do in2 de qualquer Blv .J.:;;~!.· ·"O con c

3) implica na tmicidade do elenento que ,5) afirm3. e~d;-;t..:.t,1.')

Assim sendo, vamos definir uma aplicação

i : S(A... ---? S

fazendo i(ta 1) b) Q X 9 onde x é c único elemento cie S "a:~ \.U,-'

,+ bx ;: a a x :a u

Aqui naturalmente a , b € A e ti 1\ b r_ 00 .l: D.Z"a tL"'~ esc'" :;. o ,jr-.

um isomorfismo devemos mostrar Que é sôbrejeto~a e q (.

(a , b) ,( (u 9 v .:--~ i (a , b) ( i(u " v)

1(co(a ,b»;I:" i(a ') b)



e ~ -x' 1\ X := C o

se (a \1 b) .((u 9 v) e.ni-:ãoa ~ u a b )IV ; se x = i(a 9 'o)

13 ~i;;.:i(n c v) ·temos que x-:'~ a .•x- l3'b 9 s" c: U 9 Y- = v e portanto

X' ( y'~ Q x-), s" que acarreta por 3) x ~Y ou i(a t b) ,( i(u.v).,

Por outro lado

íX \I C ,y v c

Y-7' -?

lXAc'YI\e '.f C >,-y v c

Poz.-fim as i(a 9 b) :: x: temos que

-x V C Q b

6.')l'·de .:;e ségu,e que ":'(b ,a) :a - ~t pois

....-x V C Q X \4 C ;: a

Dai

1( - (~, b»::\ i(b 9 a) m -Xa - i (a l> b)

TanJo emvista êsse treonema vamos chamar de conjunto o~

denado completamente simétrico ao que satisfaz às condições 1)

G 5)~ Assim BendO~ o simetrizado de um conjunto ordenado com pr!

m.ei·r·o elemento é completament~ simétrico a reciprocamente um COI\...
j,~lto o~denado completamente simétrico é o simetrizado do conJun-
vú ord0n~do fa~~o por seus elementos que superam ou igualam

i::)3loo:n.troo



-8 ..

Cumpre obs~rvar fi aqu:i.e depois, que em virtude da c,uf",1. \"

dada fundamental da ordem há também. outra noç ão (dual '; de si T>'

trização que não mencionamos afora esta observagãoo

Vimos que o processo de simetl.~j.zação leva conjuntos 01:'

danados com primeiro elemento em conjuntos order:.aà.os cODpl~~1j!l"'2

mente simétricos. E na verdade o processo estabelece uma oc )~(~~

pondência biun1voca entre essas estruturas. Agoras0l"ia o case

de se procurar saber como os homo fismos se comportar~ re~at:<

vamente ao processo. Para isso precis&moa nos decidir antos qó.•...

bre o que chauar de homomorfismoo No caso de conjunto orC.G."'"1t .0

com primeiro elemento O é de se esperar que os homomorfioDos s~

ti,afaçam a

x,( y ~ h(x)" h(y)

h(O) /:.l O

. ~ ~
E adotaremos tal definiçaoG No entanto ueaceaos tl:fmbem H .:.10.;< ,

mais forte que exige tambéo de h o seguinte

se a " b :::O então h(a) A h(b) ~ O

tsses serão os hOillomorfismos fo~teso

coa re!ação aos cOlàpletamen'te simétl."icos os L 12 -1. ,>'

mos devem satisfazer a

x ~ y --7 h(x) ~ h(y)

h( -x) rn - h (.•c)

e para uso abaixo chmnaremosde hcmown1.'fiail108 fm:~-I"~G.3\.L~ ,- r, e:

&. b ~ ..::I~'" di 1. ~~J.S.Lazem as conuaçoee a 'I c: onaz.e

X A Y ::-.C ~ h(x) l\ h.(y) c c

h(x \I e) g h(x.l" e

Com isso a definição de.prolo' sal ~nt, .~

-------------------------------------------
t"< • - ••



~.,9-

(l

dos com primeiro elementoo O p~olongamento S(h) de fi 0 o lo~o~(~

fismo decompletamento simétricos

S(h) : S(A) ~ B(B)

dado por

S(h)(a ,b) = (h(a) 1) h(b ))

E temos o seguinte

TEOR~lA 4 - Se A e B são conjuntos o~denados com prim0~r-o e10~~:

to e h : A -+B é homomorfismo forte ; "-então S(h) ~ nomou rf:.G&.....

forte de S(A) em S(D) o Reciprocamente, se h é hornomorfisI!lo'"'o. '";")

de S(A) em S(B) então h é prolongamento de sua restrição a G.

Ademais o diagrama

A ------------~ B

__ ~_(h_)__ ~~ S{B)S(A}

é comutati.vos sendo CJ a ineJ:'são natural ..

t· 1 ''''."1 (? 1case par acu .. ao",:, m.u~r,O r::1.J'.J.p.'.es e aque e eB. que t "3 , .
mente ordenado" A! S(h) é ct1rtlcrte:t"izado simplesmenGG [or

S(h)(a) g ll(a)

S(h) (-a) r.: e h(a)

Outro 6xempl,o é descrJ.to nos diagI's.mas abaizc



F" gol;"

(0,1)

(o,b)

Que estruttlras são praservad&s pelo processo da simetri-
zação ? Mais precisamente, se A é de um certo tipo de estrlllTü:-a

(não considerando o primeiro elenento) S(A) também é ? Para as.
álgebras de Boole a resposta é negativao Uma resposta positiva

importante para o que segue é dada pelo

TEOREMA 5 - Se A é reticulado distributivo com primeiro

to então S(A) também é retieulado distributivoo

As definições pertinentGs, sugeridas pela relaçao

olem,0-",
~.,

dem em S(A) ""sao

(a 9 b) A (u ~v) ;::(a A u , b " v)

(a 9 'O) v (u 9 v) =: (a v u 9 b 1\ v)

Os segundos memb~o8 ~stão eu S(A)poi3 pela di3t%~butiVidade

(a " c) 1\ (b " d) .Q (a A c A b) \! (a " c 1\ d) g O

(a v c) A (b 1\ ti) ~ (a J\ b', d)" (o A b l •.•d) '"' O

Ê simples verl.ficar que S(A) é um reticulacl0 dis·~ribut:i.írIJ,.

metria ou complemento fl?3CO - ~iJl S( l\) satisfaz tn::o:;',)0illàs OD.;.u"'-·ff.:. ~

leis de De Morgano

.•.•.
(



=11:

Aqui eono antes /l
,
idGD.tifieado com a p8~"'G0sara

Ax [O} à.e S(A) o

Umexemplo finito
Q

o do retieulado dos divisores d.e:: 1')e .4.•.•

onda adotamos uma notação sugestiva no seu simetriz-=doo

3

12

A
. "-4

1

3/4

12

S(A) 1/4
4/3

1/12

out 1 .•mo...l ~ \.T d "' ( (Iro exemp o s.•.•••u as v AI! com a O:i."" em.usuar., S H.• (; Z ec ID

a ordem usual e o ~lverso aditivo como - o

roa ) O) tomamos como ordem a ditrisibilidade

a,< b~ a l b

S(N+) é Q{. (racionai~ ) O) com a ordem

x ,< y ~ eJd.ste ne.Ã+ t 1 que D.Z ~ ':i

e - funcionando como inverso ~~ltiplicat1voo

Observando as definições de Ao e " eIJ S(A \To.n."'8 -le '. r~

condãçâo suficien.te para que S(A) Reja ret:tcu.1aõ.o é (f *0 ' r (..'



-12,,,,

al\b~ul\v=
j (a A u).A (b v v) = O

O~

l(a " u) A (b 1"\ v) IZ O

Tal é o que acontece, por exe~plot com o reticulado não dist~~-

butivo (e não modular)

1

A a
C'

Figo 6
b

o
~..• t - # t;t • ."Essa conu~çao, no en anto, nao e neceasar1a como oo~ p.o~

tra o exemploabaixo de umreticulado modular tlpico A CV~O s:LlJ."Ig,

trizado S(ll) é retieulado mas a condição não se ver.ifica y~r __.~.c

A a c

(ago)

A condição não se verifica porque

aAbQaACgO

mas



o problena de seber se S(A) é reticulado (eendo I~ J. c";

cukado com primeiro elemento) 'tor.na ...se assim basuant o COtJ:Dl:i,/..,L. xo,

Seguindo a mesma linha que a desenvolvida Yd.:"3 C(L -it.m+-;oi'

ordenados vaaos agora dar algumas definiçõeso

Diremos que um reticulado distribü.tivo é :.:;:~.I.'let1:'.ico

uma simetria ou complemento fraco - estiver nêle deiiT~d8

ttsfazendo

--X::JX

leis de De ~organ

Decorre então que

Se tal reticulado tiver um Ünico elemento invariar~c ~~8.•.
,.u. .s:'=-

11' IJ ,

se-a centralmente simetricoo tose elemento sera cntZo ch~r.Gdo

de centro do reticuladoo

Um reticulado simétrico diz-se normal se

x to.-x ~y I-y

qusiBquer que sejam seus ole~~ntcsÃ e y

te no máximo um eleI1ento invaria."'l te para

o Se

- o

for normal, Ji.:j.vexcentzco c e dados e. G b tais q, e -. ! b n 0 ,
" .'

te x eoo

Como antes f9:c~m03



• 'i ~

. ,~ .
tamente s~e~r2eoo

Comparando as condições de reticulado cOfiplotamcntG b~

métrico com as de conjunto ordenado completa.mente si.mó·tric(I l8n•

mos que a 4) eorresponde à normalidade e que 2) e 3) são ~Q~ne

cessárioa no caso de reticulados distributivoso 3) na verdade

corresponde à uma versão fraca de lei do co~te para rettcu1~do~

distributivoso

Para completar vem agora c

TEOREi"lA6 Se S ~ um l,"eticulado com:plertamcnte s1métrj.c.o.. c r0'·

centro e A 1:1I {?t E: S Ix ~.c} 9 então S é :tso!Ii.orfoa S( ;1.)c-

Definamos

:I. :; S ---7 S(A)

por

11

que esta bem definido uma vez ~~e

x'" 1\ X- t.:I 'xv c) 1\ (-x v c)

:; (x Ao -cz) v c =: c

(pois pela nori:lal!c:'ade 7- A -:1C ~ C V - C = e) ~ i é bi'lln: iQ';<" .-

1 lid ç b'" . ("9. e o corte e -3 so rGJ0GOra poa.e dado a \? o) -~

portanto

i(-x)::: (x v c 1)- -Z V
J

v c) •.- i x)

i (:,}t A Y) ;: ( x 1\ Y) V C 'e ••• ( ••.•- 1\ y) v .~)

""'« x J C A (y V : 9 ""z V c) " I -:) \J c .

=: i(x) A i(y)

\1' : e) V :' ( .



~ 4 'Quanto e versa o do Teoroma para o caso qíl9 ora 0<""Gt.J .

mos ela. torna desnecessária a Çl.ua,l:~ficação udie:toi'l21 de ··f'o~.~j";-'

como se vê j~ediatamenteo Temos assim o,

TEOREUA 7 - Se A e B são reticulados distributivos con pr~1e!

ro elemento e h : A -1B homomorfismo') então S(h) é homonoz-í': ....ao

de S(A) em S(i)). Reelp::cocamente') se h é homomorfisDOde S(A) e (1

S(B) g então h é prolongamento de s eS-'(jrição a Ao AdemniB o

diagrama

o toorerau a.:.-rterior tamb~ pode se.r.>encanauc CCU',..

~EORELül8 •.• Se :l e li. .........;13 é homonu.•rfis30 a.e zoeticu .ac {o (i.;

3 reti(nüado distribu:tivo compr:iJ:leiro oJ.omento e b l.'O~:.C11~~q

eompletr.-mento smetrico) levando o em c -ntâo \~~~lD;8 un tU:u(~

?loffioF.!orf.ismo fi de .s(A) :rl S 0.ue prolonga i ..

t então cúmutat.ivo o aia~T~~a

A



Para isso vej 9.il108 eD.~oG umam~\.ei!:anatural do gerar reticulqllo~

distributivos a pa~tir de conjuntos ordenadosQ

Se A é um conjunto ordenado seu dual A* é o conjunto &00

homomorfislàos de A em 111onde r,;r ;s {o, l} com o < 10 L'l na '."'"'
IJ

ralmente e escolhido por se:C' o anis simples que sepcre.. honoraoz-

fismoso Ou seja se
Q

A e ordenado ~ ~t \1 '3' e A x # y então e;r"~ .•••

te um homomorfismo h de A eD m tal que h(x) # h(y) o l.,.* pode a -,. '"-

identificado comos ideais do A (ou imagens i:il'te:::,ons da o) S0TI..,.,

te isomo~ro a Ao

- \• to

..,
o \i·O

11

)

r ,""1



·.-..,
< • n

fasando

.' i(N ~R) = l~ U ( ~ (.il) •... q> (R ))

aendo N e R ideais de A tais que

Nf1R=4>

Precisemos ver, antes de tudo, que i está bem d.efiv.idat ou e

ja que

N lJ ( q> (A) - <P (R») e [8(A)] *

Para isso tomemos

x E I~ f:J ( !P(A) ~ cP(R») e y ~ x

. " .e veJamos os casos pO.SSl. vexa

a) z 9 yE Ao Então x tE N '/)Y e Iq portanto

, y €o N 1.)( cP (A) - <P(R »
b) x E A e Y fi cP(.tt) ,,'Então

s ,( cp(u) ~~ u,~ x

onde 11E. A e dai u E 1:1(pois J.' ~ lJ) (,

Se fosse Y E f9 (P.) ~y ;:;cp(r) fi r (b 11

9(1.') ~ q>(11)

11 {..:t'

u,én

que com u 6 rr cá u é rI f) li r.<.'bS'l1:t>doo

Logo YE .(R) sendo ~ortanoo

il € ql (~.) c> G'(R) C 1:1~, (cp(A) ..••q> R»)

c) x ~y ~ cp (A)!) :então x ~ <p (R.I donde t (-~)

Y ~ x ~ <p (x) ~ ~ (~') ~ ~ (y) (~R ~ Y ~ <p (H)

do

'" .
s.~

y ~ cp ('\) .• Çl R) ~ .I: W (<v (L J



temos que

N1 lei cp{A"" R1) "" N2 U q> (A ....R2)

donde N1 G1 N2 ~ A - Rl Q; A R2 ~ 111 ::t R2 o

• Q tVejamos agora que 1 e sobreje orao

Seja T E [s(1\.) J 01 t

T1C A

'1:2 G' • (A)

Da!. Tl € . A~, cp(T2) C Ao Façamos

, R = A - q>(T2)

~
e mostremos que R e ideal de i\. fi

onde

Seja x e R e y ~ x, onde y ~ .á e Como x ~ P $)Jl: ~ o,>'T2) 11

fi> (x) _ T~o Mas y ,< x implica q>(x) \< q>(y); sendo aSEjJl~ ....,t:"'

y fi. Rg Y ~ fi> (T2) ~ ~ (y) e T2 e q> (x) ~ T2 absurdo •• ]'·0;:.;0 ;7 C

e H é realmen.te um ideal de ;;\t. pa.ra 'termin1...4.I:de morrtrx.; . I, "

sobrejetora notemos que

cp ('.1:2) a A - R

T2 Q I{> (A - R)

T 1:1 Tl V cp (A .••R)

onde Tl e R E A111 o Resta ver <lua

Tl f'l R:;' ~

3e x E '1:1nR então x E T1 o, COLlO (Ç (x) < :t~ '9(x) € 12 ' r:

também x e R \)x ~ 9,(T2) e <p (x) _ T2 absuzdo ,

Agora é a vez de m.o~:rr.· ;9r que

1« N1 !t l~l) 1\ (N2 I R2» p i( '~l 'J R~) " i{1~29 112)

i{( lil i) RI) V (N2~'R2) = i(N1 SJ R1) U 10',~~!)2)



[N1V(q>(A)-cp(R1) h ~T2U( (A)~ ~(.t:2)J

:: (N1" E'2) u [ tcpf}. '9 Rl f"'l Ccp(A) cPR2J

Ia (1'11f\ N2) v CCP(A) fi> (Rl U R2) ::

:a (lil" N2) U (cp (A) - ~ (R1 Y R2 »)

Finalmente precisamos ver que

i( - (N fi R» ~ - i(rJ Ç) R)

- 1(1'1fi R) a - [1'1U ( cp (A) -.'. (R»]

Q CS(A) [<p (~r)U (A - R)]

R U ( • (A) - cp (N»)

Ia i(R 9 li)

= i (-(~1', R »

Como um exemplo simples de aplicação dêsse Te~, ~

sideremos

(uniao disjunta)

onde

p •• {Pl < P2 < o o c ( Pn ( ".,0 }
Q ::t {ql < q2 < t) o e ( <1n( c e o }
R Q {rl ( X"2 ( Q." < rn ( 0.$ t

sendo Pi g qj e rk incomparáveis dois a doio gu lSQ~ec~'(

JaDl i 9 j 9 k o Os elementos de Ar.• ." õem entP10 s r idç· t r"

às ternas

(i .,j .,k)

onde

Pu E (i t j , k) ~ li f, i

q,..V' E. (i I) j ~k) f ~ V."fl ri



A ordem de A1\1 se reflete na seGUinte ordem nas '/:iCr.:U.:':H'"

r i1 '\ i2
(11 > ii1 • kl) ,< (12, 52 '. k2) H 1â

1
., ;)2

\k1 ~ ké:

Pelo isomorfiamo do teorema S(A*) pode ser vist como [3(AJ]~

e os elementos'dêsse último conjunto poden ncr identificu'os ?s

ternas

(i \)j 9 k)

onde

Pr E (i 9) j 9 k) ~ r I. i

q>(PJ:.> ti (1" j 9 k) ~ - r ( i

e condiçõ~a semelhantes para os elementos de Q e R ~

Por exemplo

p Y {x Ix ,< CP(Cl2)} U {x Ix 1- q> (rl)}:a ( \t -1 110,

GJ

Mais uma vez a ordem e dada por

11' '"2

31 ~ j2

k1" k2

e a simetria - por

-(i \)j 9 k) c (- i ~c;> j , - k )

Se (11 ~;jl 9 k1" e (12 ~j2 ~k2) são eleme.l1t()s (1isjUJJ:~;( I.G

então

e pela corre~ondência



"'21

vemos que a terna associada ao par

ti

e

Observemostambémque as ternas de A:)onde não ocorre (!) poil.eill

ser identificadas aos naturais

i ~j 9 k ':'I'.O!) 1.•o. o 9 n \l o •••

e a ordem de A'"nessa interpretação passa a ser a divisi·bi.l."~dr'.u

de.

A simetrização dessa parte de A* vai Co:tTcspondm: ao.

cionais

i ~j 9 k == o o 2 - Xl, o o o ., -1 9 O\}'"' 9 ) ) (

I!tOOtn9o·0

coma relação de ordem

x ,< y ~ existe umnatural n tal que nx ~ y

e a simetria

- (21 3j 5k) = 2-1 3-j 5-k ~

Umcaso particular do teoremQ que merece se:v des';j'"1caA,~j

11 ('e aquele em que A tem ordem trivial x-$. y se e ao se x ~ J".$

Em s(A)' x ( y f-t x a;: <p (a) e y c: a com a E Ao A'~ é oirJ;>-ai? -:.11.

te ~A) e S(AO)as partes de S(A) da forma

NU ( cp (A) ~ q> (R »
onde li \l R C A e N nR a ~ o



CAPíTULO _ If.

Nest.e capítulo examãnanemoa Dt:;.~S detidamente OE'l reto .e . ~

aompletame~te sim~trlcos~

ccmecemcs com uma cbservaÇ.ão aêbze o caao finj.t'!l, Cou

easo a dualidade é reflexiva temos

Teoren:a 1:- Existe uma cor-reepondêncda bãunãvo ia !.li::"'. ~1'C'

os conjuntos ordenados simétricos :fini tos obtidOG pv: slm~"ti...··,

ca e os reticulados completamente aimátricos fin:i_t~ Es..;J~ cr ,:

pondência'atua da seguinte maneila:~

Seja A umconjunto ordenado finito e à(A) o sim?t :na ~

co de Ao Então a s(A} associamos [S~A)J~

euãado completamente ~;dI!J.étrico :fin:l to o

Reciprocamente SI se S é um r~ticu..lado C' m~!l \id 1 ., L... ;."

finito 9 associamos a. S o conjunto, P de Eras el,e cntc.k ") ;.

ordem Lnduzd da 6 e. sd.metria. f dada ~ r

Então P ::. s(A) onde A e o c on.iurrtc dos 1:1rj.",u,~ p t .



: scoazc.emoa que um .Lemení,op de um ratj.culado distr~1r :vi"

p. não é a p:r.imeil.'oelemento e

eu p(y

Exemplificendo~ seja A o conjunto ordenado abaixo

r:
'( ,b :•., 1:" então

q

r

~ (q)

IP (r)

..( )]* = S(A* ) será o re"ticulado completan:ent.e simétrico ab .

p

....•

.....

r...
q.. OCr) 4J(q)

tP (:p)

_..f.c"proc merrte os primos dêsfe reticulaao com a ordem í.ndt Z·

~ xm t1:ia indicada s: sta1..maJ!l s(A) '"



Vejamos agora o que seria natural chamar dG cru

mais ezplioi tamente fi de su,b-reticulado completam:.:-!J.tc

um reticulado completamente aimétricoo

P~ece nazoâvel dar e seguin~e

Definição:-Uma part€ B de um reticulado comp_et~u - t

métrico A ê um aub-eet í.cut.ado completamente aimétl':ico se B '....0

".
o centro de A ep com as opezaçoe s induzidL".s (A , v '"

. ~
$I --

ticulado completamente simétricoo.

Comisso temos 10

Teoreua 2:~ Existe uma cornespondência bãunfvoc

11re os sUb-retieulados de A e os sub-reticulados comp::'.eT.*

métn cos de S(A) O<

De fatop se B é sub-reticulado de Ag; entã S(B) e oui -.' "

1ado completamente ámétrico de S(A)o Reciprocamenteg e u

reticulado completamente simetrico de S(A) e B ~ { ~,~

onde c é o eerrtzo de A, então S =:'S(B).,.

•.••/ _ r,..

Observemos também que~ se x a S(A) t entã.o .~ e L " -

A in·t.ers€cção de sub-:.,.,re'ticulados completa ute e.: ~t -

também um sub-reticulado completamente si21ctl:icc (i :•.::1 €T'"



Em particular A gera S(A)~

Passemos agora ao produto de reticulado6 completamente si ~

tri~oso Recordemos que se (Ai)i e I ê uma família de reticula~o,

distributivos com primeiro elemento seu produto

~~ com as definições ueuaaa, também um reticulado distributiv-o

primeiro elemento •.

Seja então (Si)1 fi I uma. familia de reticUlados completar .

aimétricoso No produto

S= ~s.
i E. I 1.

definamos

(X:i)iCIV(Y1)j,~I = (x;ivYi}i I

[(~)i I] = (-Xi)i • I
Com essas àefinições S é um ret1culado oompletamente si ó

trico com centro

sendo e~ o oentro de 5i~

Vàr1fiq uemos, por amplo. Últ1 oond19"'o de!i iç



r tio o o pl,e1ilmEwte B 1co.

s
I"

•• temose tao em S e x"y s:: c, q:

xli. 1\ Y:fL ==ci.

donde existe ~. fi- 5i. com

+ui == ~

-u. ==Yi.:l
• t..

Assim sendo p fazendo

u== (Ui)1. • I
di S

temos que

, u+ == X

-U ==y

5 sendo completamen te simétrico 11 segue-se que

s ,~S(A)

onde a ti A ~ a~ Cl1 QU seja se

a E A ~--) ai. ~ c:1.pam t.odo i e I

Então, fazendo Ai. = { 1t 6 Si/Xi ~ Ci} temos <lUE>

Vale pdllrtanto o
j
,

== n
i E I

S(A., )
"'~



Felo di to acima a identificação é dada ~or

IV •

Consiãeraçoeaanálogas se verificam para o produto fracory

Se (A~)~G I é uma.família de reticuladoa distributivos c~

primeiro elementov o produto fraco dessa famíli~

A~TlfA_
i E I li.

é <constituido dos (ai.)jL E"111 onde a .., é o primeiro eleroonto de
{,.

comexceção de no ·máximoum número f'init.o de fn ices . €. 1.,

Se (S;i):üE 1 é uma familia de reticulados campletamer.te

metrieos seu produto fraco

S==TIfS.
i E I JL

consta dos (X;1.)1E 19 onde xi. E Si- e

exceto para um nl\mero finito de índiceso

Do. ne amomodovale o

Teorema 4:- S( TIf A.;}:;;: TI f S(A.)
i€1· i~I J.

Comoexemplo desta Ültima situação consideremos

todos iguais a N (eonjunuo dos números natu:rm.is)" O :p'~~od'lto .,..

00

TlfA
- 1. ilL. ::::

pode ser reint.erprotado comoo conjunto dos Ii.ÚIüeros atura'· m



11;:;;~J 1 " o o

sen o 2!n c ~1-ét.ümopriilloo 20r c'ltrJ lado S{Ai) é Z (conjunto (

oz ~em babi mal.,. Com I.) mesmo tiJ.ll'il} de interpretação o produto fr so

Ti!
i :;::1_ S(AiL)

pode ser visto comoo conjunt {li Q+ dos ndmez-os racionais ra:dore~

-lue 00

li. ordem em ambos os produtos :fl.'aoos é

x ,( Y f=~ existe n c N+ li tal que nx :;;y

AS'3im sendo

com a ordem ací.na o'

Um caso particular do ~eorema 3 ~e merece ser destacado é

açtuêle em que

:para -tiodo i E I

o produto

.p A:kl, _

ê ntão o conjurrto das 90111i.cações de I em M ql e pode ser con

dido com 6'(1) t» Aplicando" teoremall vemos então que o conjurrt



~

E! - em ~( ) -{ J ( )
} 9

e' ._.:.. ~ \J

tural como re-ticulado completa.mente simétrico, .? e imetri zadoe o c

()'(I) considerado como reticulado distributivo com primei:ro el =

ment0<>

Pa.ra nos ajudar agora no estudo dos homomo~i8mOSgvejamo

algumas propriedades dos filtros primoso Comecemos com o

Teorema 5=- EmU~ reticulado sim~trico a aplicação

p -jo ti (p)

onde

cp (p) :: G - p :;: - C :p

, uma. simetria no conjunto doe fUtroa primos, ou seja

tV2(P) :;: 1?

PC Q-4 tp(Q) C tp(P)

Recordemos que um :filtro primo P é uma plrte pr6pria não

vazia 9 satisfazendo a

1) x E P e x ~ y ..,-~ Y fi P

2) XII YE P -7. x t» y 6 P

3) x V y ~ P --7 x ~P ou ye P

,

Verifiqlemos o TeorelIB 5 mostrando que~P) é de fato um f:

tro primoo S x e'-P<p) e x , y então -xfP e -y , - , dond



,(

e J € t.P r i.,=-y fi:

Se Xli y E PEPI -x 1: p e ,=y,j P; dai
I

J

=(XAY) ~ l"' tP (p) oR,:'.;r V .-y; f- PrJ e X/\ Y E

fjm.' f:Lm se x V y ef (1}) li; =(x 'I y) , p~, =x 1\ -'1/' " P 9 0

implica =x t p ou =y,P acarretando x ~ <I(P) eu y é ~(pL.

QlJ.C3 tf é simetria. dec oz-ce imediatamente de sua. expressão

A seguir vejamos o'

Teorema 6:-- Em reticulado nor tp(P)
,..

sao sempreP e

compaJ.-áveiao

Suponhamos que P ~ f (P) Q Existe x ~ P 'tial que x I cf (P )

seja x E -P e =x E 1>0 Dai x 1\ -x € ?'" Mostremos que lf (p) C

Se y € ~C.iP)9 -y ~ P el) como x 1\ -x ,< Y V -Y!JJ Y" -y tJi' P donde

Teoren:a 1:- Em um reticulado centralmente s1mt§trico P ti

Suponhamos p::: l{J(p) o Então x E P F-~ x 6 tP<J?) P-~ -x f

da" "" absurdoo que , pa ra x = C9 ...,

Bases resultados a-gerem a seguinte

1!~:finj.ºão:- Em um reticulado centralmente simétrico nor

os filtros' j'.'imos P tais <lua ~ (p) :> P são chamados de prim 1.

espécie; os outxos (p3.ra os quais tp (p) (; p) li são eba dos d



Observemos qusg se c ~ P então E é de segunoa espéci~~ POJ

Logo, P ~ de primeira espécie. se e sõmerrte se c ~ Po

Os filtros primos de p~imeira espécie de S(A) se correspon~

dem biunivocamente com os filtros primos de A conforme (!)

Teo~ma 8:-A P de prim0~a especie de S(A) corresponde

p.1Q~ P"à de A tal que P :: {x E S(Ajf~+ E Po } ~ A Po de A cor

responde P ~ { x E S(A)/x + E Po} de primeira espécie de S(A)

com p n A = Poo

Se P é de primeira espécie de S(A) então c ~ P donde

J? eu= P " Afi é uma parte pr6pria de A...Tomandox € P, temos que

x v C e$ .Po que é portanto não ~zi«!) '" Se x E- Po e x ,( y, 'segue-se

Y E J?c"·Assim sendo Po é filtro primo de Ao E se x E Ppo x VC~ n

POJ.' outro lado consideremos um filtro primo P de A e defi
tO

na11l0S

P = { x E S(A}/x+ E po}
P é claramente não vazio e , como c , 1>9: parte prÓpria de S(A) ""



~.(:t ,...nt~o .~ v c '.' v f r..
o

·QU

flqluvalente ao xc;: E 0"14 yt: P,

Assim sendo P é filtro primo d~ S(AJ e de primeira espéc~(

pO:.O c ~ 73.,. Ademais se x € ,1AI) então x V c t: 1?o e x E- .:\. li sendc

An:h.esde passar a urna propriedade o.dicj.onal elos filtros pl:'

mos nos :reticulados completamente simétricosv vejamos una ~a:ra(,

rizti.ção dos simetrizados fr.accsu-

Teorema 9:- A simetria ~ em s(A) tem as seguintes proprie~

1) não tem in~ariante

2.) z; e ~ (x) são compaz'áve.í,apara todo x ~ s(A)

}) se qJ< ) < s, onde x e y são de primeira espécie ( l{J(x) ( x

tÇ(y).! s), então exí.s'ce u de primeira espéciep tal que u", x

Reei rocamente se uma simetria t!( em um conjunto ordenado

sBtisfa5 a 1)9 2) e 3)p então B = S(A)9 onde A e o conjunto dos

v-lemeí.ltos de B de prime ira espécie o



.J ·.I..illE.d~e:~cCfJ.0 é. simetrü3. l/ em a(A,I' satisfaz a 1) e

t.f(x) (;,~ comx f}Y", e A existe ~"1($ A tal que

o que implica. u ~ x e u. ~ yü

Pare mostrar a reciproca chamamosde A o conjunto dos de

:primej.ra eapéoãe , Se t.f (x) < y com x, y é A temos que existe u

com u ~ x e u~yOo Dai f (x) (~(u) fi ~(x)\< t.f(u) (u (

Se z , Y E A e x < ~(y) então lf(x' '< x (tpc.y) e y <~(x) (x('

absurdo,.

Passemos então à propriedade adicional dos filtros primo

um reticulado completamente simétricoo

Teorema. 10:- O c anjunto dos fil trosprimos de um reticu.l

completaman.11esimétrieo com a; ordem

a a simetria. <p é o s:i.métrizado fraco do conjunto ordenado dos

trom priuos de primeira espécie. com a mesma ardemo

Suponhamos que t.p (}» ,:) Qlf onde P e Q são de primeira as

Pelo ~eorema anterior devemos mostrar que existe R de primei ~

pécã e tal que R :I P e R:l Q Se não existisse "teríamos qu.

fil tro gerudo por E U Q(l seria Â9 onde Po e Qo o o fllt



o 1 G~j

=-3:,V C E Q
n

x € P

=-x é Q (1) ..

oono



j , -

B o de 1.. 'ticuln

o ...1. ,)

...
eu r.q ziao .,:U ,. :li"')

doa 1';5I 1

h(y é :[J

o qlle

\.p (h =]-(1:») ;; 'h=~( '..f (J» )

x <!. ~ fh=l(ll) ~=~ =x 4- h=l(.})

~="" h(x) é Lf (p)

~~ x € h=l{ ~ (p»

Y::-jamos ago.ca como as :I.mae;enahoIllomo·{,f'as ou q~Qc1entcs uo

!Ci; icvJ.ac..ü l.3im0·~::·ico aio deta:r.'mina.das :por familias de filtres



1.:1

[ " ,
:' s métr-1. c

fi.!). .11" o

. --..... - , y ~ P paz-a todo ? c;;S3 e

r

~"t'~GmvGuma r-e..l0.;i J 0..C I•.••q'. -.e.l.~nci ...., c ;'Il' .tJ.Vt;l 00m a. estrl}:tuZ'c

~6tlciac VejamoD a ~ompatibiliáaceo Suponhamos

P~ donde pela aqui

s
~ ~ P, don ~

x v X2 E P ~ J:JII'
~

Se x !! Y9 Como N~1é lI.!. " riant.e Jitll'a f v, temos que

~ é tP (p) (._.;. y €E c.P<P) 9 quaLquez- que eeja .P é N'

=Y ri: .~ para ....odo P é N~ o que equivale a

Reciprocamont.e temos o

2·~'E:·~.ma1';- Se h:.S -o? T é ho omor'-" amo de 1: ticuladoa



10 Ce i. 1tIo :..rf:iIlC

onde ~2é f'~J tl'O primo d Te :1:al c.cnjunt.o core vimos e invaris.nte

~'JI. \.~ e 'Ef';ermina 141!lCJ.uoc í.errte c Ecat:r.'emo6 que 8.S cl&sses de aqui.-

x é rr(,

s~ r. :p. y (cnce 'S e ~ equi ralênc ia dete:.:-rninada por N~ exis"Ce

•...
,,~ollt.en(l.opor exe~l" x e nao contendo y c- Dai h(x) E P '-

EC'G1."',:!:'OÚE.lIlent~9se x f ;',7 svteo h{Xj /:. h(y) e existe P cor .•.

..•
't :J.J.c pcr uX6mplo b/x) e nZo contendo h(y~" Assim sendo, XEh""'.L(

:}Pod:::n{)s~gc.r8 htcCa.c :P~ .ialJ.uente o problena. õ.e determinar R.

•



o dos .-i 1._I-ru... 1- •

nilias de -';'.:1tros pri os nvaJ::.~iantea para tp que sejam simstriza

dos fx-ÜCo.:.L.

li r ...nipr'Oca clc:l:mmo6 em aberto o. Não sabemos se num reticula 1(,

norInel cent:c-a.l.me rte simet:cico pod e:!:i';ir uma familia N' de fil

tro~ ~rimcs invariantcs para ~ ~ue seja um aimetrizado fraco e ao

-mes~o te~o o quociente correspond nte nao seja completamente si ~

Su~g~ tambén o problema de saber SG o quociente de um compl

4\ . e~'"!lti~a decorre do fa"~c de que uma.parte de um simetri~

".ll.vL'-::-i(..J1-ce :9ara E'. eimatl'ie. pode nao ser um sirr.etrizadof:c'c:;;c

"Gil. e:':3I1iplo ~. o segu.int.e., No simetrizado fraco



to~s P

,~ ,

~ e nao é sin·.et 'j.~~

~p)

tem como ~~oci6ntA

l
,



trt }.meUl;'3 simé·r,r.i COE ,-" Ohaz.at emor, núcleo de h ao sub-conjunt o

efiuido acãza satisfaz a

-- ç. .
:: lj_ I:':1.:.D=J:'e'tic'uc:;:"..dc cerre: dJ.ID. rrte SI.i.!i.ló~rü~c de a.).,..

ll{X) C

Vt':?Ja a :~ac:i.proca
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L10b tremos que 61não é 'Vazio" Como K f. S existe XE S tal que

{, l ~-o l.i.J.:I:i. v"':' ri os P e primei:r espéoie tLis que fi}<, =- ~

f. .r.d no;..tac_to x v-a. , Ko SejaI Q ideal gerado por K, Se x V -Xf:

ntão x V -x ,( n € K", donde c ,( x V -x .t. n e x V -x ~ Ir absur- I

Legox V =x é I e exista filtro primo de primeira espécie conten o

x \I -li: e não encontrando 1.0 Pcz-tarrto tI> I: tJo-

aonsideremos o homomorfismo(projeção can8nica) determinado

pel •.• f'am'11ia if U ~ ( ~ ) o A classe de ~q~Valência correspondent

C a q~~l c pertence.é

Se x E C então x e <I (p) <:> P para todo P f! (' 9 ou seja

x e tP(p) x ~ P 9 ou ainda -x ~ P e x ; P, donde x V-

rara to o P fi 'f (1) 00

Seja I o ideal gerado por Xo, Se x V -x E I, e ..•< % V -x.$ n €o

donde x Y =~ E K e x E K~Assim sendo nesse caso C c: K.

Sugonhamosagora que x V -x ~ I ao Então existe um filtro pr

0.. :pJ:ümsira espécie P c entendo x V -x e não encontrando I" o qu.

ê absur-do par (1) o-



...
t.:lse Ulti 1.1.0 eGi\.SO nao se verifica e te os ue

Reciprocamente!) se x E R então x ~ P para todo P ~ ~ •• Alé •.

disso =x e K9 ~:E ; Pjr, :x: ê </(P) para todo PE e, ou seja

x e ~ (J?).=? para todo P é ~ li o que quer dizer que x e:- Co

Êsseo 1!.ao:qemas mostram o papel ~elevante que têm as par

satisfazendo l)~2) e 3) no estudo doshomomorfismoso Chamemos ~

partes de partes distinguidas~

Em se tratando de reticulados centralmm te simétricos e n

mais os núGleos de homomorfismos são partes distinguidas e recip

~amelte tôda parte distinguida ~ o núcleo de algum homomorfism

Dada umaparte distinguida K em geral existem vários homomorfismo

tendo K como mícã ec~ O deserit o no Teoren:aé o que descrimina

(ou o ~ue identifiaa menos) 00 Dito ainda de outra maneira o Teor

estabelece a imagem homomorfa mais ampla tendo K oomo lemento c

traIo As outras são ob"tidaspor quocientes dess800

Quando S é completamente sim&trico podemos afir r ma! q

Teorema ~:- Se S é completamente simétrico 08 núoleo

são Sl~b-reticu1ados completamente s1m~t~cos o

beja K um núcleo de ho omorfismo h:S --~ T onde S



"O pletamente simétrico", Be al1b e- K com a" b = o

que x+ = a e 7/."- = b"" nl.:h.

c = h(a) = h(x'+) ;;t h(x V a) = h(x) va

c = h(b) =: h(x-) ~ h(=x y o) =: -h(x) V e

t

donde

h(x) ~ c -~ c ~ "",h(x)

=h(x) ~ c

e portan t<!l =h(x) = e, h(x) = c e' 6 X

Outzeo tipo de ~to importante para. o estudo doshomomorfis

leva nome sugerido por Qe~tas analQgias 16g1c&s conforme a

Definicão:- Uma. p11'te D de umreticulado simétrico S di

um aiste~ dedutivo se

1) ]) é um filtro de S

2) XIl -x V Y E D -7 Y E D

Se D f. S? D diz,-sepr6prio

Vejamos agora algumas propriedades dos s1st a deduti o

~eticruladoscentralmente sim~trioos normais.

Tearema 11:- Se P á filtro primo de primeira espéoi n

p é sistema dedutivo pr6prioo.

Suponhamos x, -x vy 6 1'. Então ~ tE P ou y "Po Se



x = =Y li 'li Ei' Do. Da! -y 'v"" C = X V c E D e port<..:,: o

donde c 6 P absurdo •• L go y <5 1>0

A ~t_ersecção de si sternas dedutivos fi cp.andonão vazia p é

sistema dedutivoo• POI~anto a intersecção de filtros primos de pri

meira es éc1.eli quando não vazia? é um sist~ dedutivo pr6prio o

Um sistema dedutivo próprio D não contém Co Pois se

a e D9 =c V X :;:; C V x ~ D então x G D para. todo x absurdo .•

s~ D é dedutivo próprio entio D " .....D = (Ja- Poã.e se x ~ D f1 =1.•

.- 1m sistema dedut'vo D diz-ee elementar se D = P (filtro p'"=

mo de primeira esp&cie) e dizl"'se maximal se f'ar pr6prio e não as::

tiven- contido prbpriamente em outro~

Teorema 18:- Todo sistema dedutivo maximal é elementaro

Seja ~ sistema dedutivo maximal. Então -D ~ ideal e D n-

L go existe filtro primo P tal que D C e Pfi -D = t'. ti (P)

bém tem essa propriedade pois se x ~ D e -x 4 P então -x P () -
,

abeurdo , Logo se x e D então -x ti P o que e~va1e a x tE ~P) <>

Ademais se x é l{>(p) I) -D temos que -x 6 D e -x I P b

n C Po- F ou lf<p) é de primeira esptSc1eo.Logo existe um filtro

mo de primeira espéoie ccntendo D e, oomo D é max1maJ, 3see fi



coincide com De>

~~_aremaJ.9,:- Todo si""tema dedutivo pr6prio á in-tersec-

ção de filt rosprimos de p!'''imei:r:aespécieo

Seja D sietem dedutivo próprio e x I Do> Seja I o

idela geraõ.o por -D U {x ) o' DIostremos que

Se y ti D fJ I então y E D ~',I'.. Y l -d v x

onde d € DI> Daí -d V x é D e x ~ D absurdo ,

Assi:Jl sendo existe um filtro primo Px tal que

e

Pelo visto na demonstração do teorema. anterio:r'

~(Px) também tem essa propriedad0o

Portanto

ou se j8, dado x ~ D existe um filtro primo de primeira

Gspécie contendo D e não contendo x~

Suponhamos agora que os reticuladoa além de centralmen~

te simétricos normais tenham último elemento 1 ( daí

decorre que tem também primeiro elem to



o = -1>.

...i.l~m 1- aeo consideremos agora só 013 homomo fiElIiLOS h

h{l) = ~

AE'sim eel'.i.d o temos o

Teorema 20: > Se h é homomor'f:ismo como acima descr:tto
z 57QC'M' •••

•..
entao

<, ~

~ sietena dedutivoo

Reciprocamente se D é sistema dedutivo existe algum ho

momorfismo h tal ~e

SuponhamosD sistema dedutivo pr6prio e seja (f a famí~

lia dos filtros primos de primei1~ esp~c1e que contém Do

Essa :ra.mlia. não é vazia porque todo sistema dedutivo

próprio é interaecção de filtros primos de primeira espécieo

G-JU ~(~) determina um homomorfismo h tal que h-1(1) = D

Como antes, em geral existem muitos homomorfismos h.

"tais que h-1(1) = Do.O estabeleciéo no teorema é o que eles ....

crimina mais ~ identifica menoso



A gem homomorfa.não tri v.td mais simples de retic

centraJ.mente sim~tr1cononal é do tipo {o, c~,l.} ~ obtid

}artir de ~quer família {p, ~(P)} ondeP ~ f"ltro prim

primeira espécie" As classes da equivalência. conreapondentes

P" ~(P) -p e -Po P 6 um sistema. dedu.tivo elementar e se 1Y ~

jeção ean&nica P = 1'T'-.1.(1)", O núcleo de 1l' ~

ti - {o, c. 1} separa elementos poi"homomorfismoB con

Teorane. 21:- se S é eentralmente simétrico norme.l e a,

e. Ia b , existe um homomorfiamo h:S ~ LI tal que h( ) .p h(b ,.

Se" por exemplo, a f b existe um :f.j.ltr-o primo :P 11a1 que
,

e b fi Pc- TOLBllO.O como h a projeção eanõnãca zoela-G:·:wd.à famíli

{p, tp(P)} 1Iemosque h(a) " h(b).

, i1
loso sugere chamar :;}eille.l S de S &0 eoo.junto dos homo, (j

fiamos de S em Mo Cada um desses homomorfismos é caracte~1zaü

um filtro primo de primeiXB espécie~

Assim podemos ide:atificaJ't S c emo conjunto Bl .~soefJ fi

Por sua vez ,Parece natural chamar de bidual S.•* de S a lY~.l.

seja ao conjunto das aplicaçõGs de 151em Mo

Comoidentificamos os homomorfiomos de S em Mcom os fil '

primos de pnme:i.:r.a. espécie de S usaremos P tanto para denotar



filtro como para. denotar o homomrfismo o 1:ssim

P( ':ei) ::; c se x G ~(J?)-P

(J se x~ -p

~;,... com a estx'iltara pl'oduto é Ulll reti<"1I\llado cen'trnlm

sim~tr1co normal ap Da verdade, um -eticulacl0 completame

m~trico poia é proéUto de Mp onã. :P~ E~ e I.\> -= TIque ~

ele entoe>

I-1 (x) J (1') ~ p(x)
X 6 S~, l? é E,.•.

. •..
li. l.:1l&'"sao na. ,UrE'1



P(a) " P(b)

donde

1(a) /:.i(b)

[ 1(&.1\ b) 1 (p) - P(aA b) ::;p(a}/\ P(b) ::

= [i(a)] (1') 1\ [i.(b) ](P)
" .~

:.: [ l(a) 1\ 1{b) ]< )

i preserva t:'.aoperações pois

tor".l.s{,

FiX6'!t:.OS r de };r.l":i.me:i.ra espécie ••F,xiatem x é p~ '3G tO

z G < Po J)ai

[ i(x) ] (p) = :P(~-) =1..

[ 1(.1) 1 (p) .ee P(y) = ~

[ i(z) 1 'p) == F(z) = Oj

e portanto

o teorerna 22. "também pode ser visto como
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. Teorema 24::- Todo ret1cu.lado centralmente sim.~trico no:

,Pode ser imenso no simetrizado de UlIB álgebra de Boole o'

onde ~ = M = 8(1) sendo'

I = I == {O:l ~}
P

1:8 -7 S~~

fica

i(x) = (F, <?'r)

onde' F é o conjunto os f11t:t'osprimo8 de p:rima"ra eapécã e

contêm -Xc

Podemos estender êese Tcorema.::;nra. o.•.l.'etic 1ados uir.'·

normais usando raciocínio semelhan te 0.'

VejalllOs agora como re:pxesentar re't:l outa doa siTtl~tricop

meio e re"ticu1.e.dos de conjurrto a, :...~.,ei..!. o una

De. illiçao:- Um :reticulado si "trico de conjuzrbo ,
e U' .

-, onde
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sendo f:E ~ E tal que ~2 = identidade o

Claramente todo reticulado simétrico de conjuntos ~ l!eticm.-

lado simétrico e reel.prooamenteo-

Teorema 2~:- Todo retiaulado sim~trico S é isomorfo a um J! •

ti culado simétric o de canjuntos .•.

Basta associar a. cada x é S a familia Nx dos filtros primos

S que contém x e iefinir
•. I':.

onde N é conjunto dos filtros primos de S e

PéN

Se S al~m de simétrico é eentralGante simétrico e nO~Jl

temos o

Teorema26:- Seja E = E~ V E2 comEl f"l E2 = tJ e f ::81. .,......;

bljeçãoo

O conjunto dos X C E satisfazendo

xE xI) E1 -7

oom V ~ (\ e - ãs,do :por

-x = CE Lf> (X)

~(x) é X

~ um retiwlado completa.:rrentesim~tr-lco e todo retimüado centrá· ""

merrte simétrico normal. pode ser imel'S o em um ret iculado dêsse -(;i



----

Primeiro vejamos qUB as partes X de E que satisfazem

X E X ti E~ ~ ~O(x) 6 X (1)

coincidem com as partes de E da. foX'ma

~ (B» (2)

Seja X da fOZ'rIfl (2L Se :li: ~ )I I') 'P,1L então :li:: ~ ,A, e p 00

. ~

A ;:: X IJ El.

E = t(J (E2=-(X ~ E
2

»

Emvista, de (1)

donde

U (E,,- tf'{ f ))
(o.

Como j2: v:1 mos

'-'-;.0 ,1 ~o ]' .> • />, i :;,..u.. '" COIr,.,!, . tiamen G€ 8J.1t. -li:!. co f) tL0IJOl

RepJ."eS6:o:tando uni J. ~ c,iclAlad o c . t..ml (.nte ,$ .. 0-i;:r.:c.,



iqual à união dí,ajunta doa fi~tros primos de primeira espéeie El

Gomos filtros primos de segunda espécie E2 e f como dado nesse

Teorema é bijeção de El. aõbne E2",Além disso Nx o conjunt.o dos fil

tros primos cont.endo x satisfaz. a (1) porque

]? E Nxn El. -~ P de jlriJIleira espécie e x G P

. "-

Teorema 2]:"'" O conjunto dos X C E descri to no i1eorema. ante-

,

rior satisfaz às propriedades de abertos em espaços topolÓgico

Essa topologia tem as seguintes propriedad s~

1) Nenhuma :parte não va~iade ~ ê
·1

aberta

2) Tôda parte de E2 é aberta

J) Dado x E El existe umúru.eo y E' E2 com{x~ Y} aber-co e z-ec

prooamerrte O< •

Por outro lado se uma topologia emE ::;;El U E2 satisfaZe

trêspropriedades acimap seus abertos são os descritos no taore a

anterior coma tf determinada por :3)o

Most:v.emosa Últilm. afirmação o Seja A aberto e x te AnEl o-

Se tjl(x) i A então {x,. f<x)}n, ~ {x } . arte o que é absu e



Seja. A C E taJ. <pe

se não existe x 110 A 1\ E~ então A C E
2

e A é berto por 2

Se existe x (i A1'1 El então {x, <R (x)} é aberto e unindo para

variando em A f\ El. chegamos a que

é aberto e contido em Ao- Para completar A b' S'~D, adiconar 1l.I1B

Outra imcü'são in ter eesan'ce em com.v1e:tumente simétricos

dade. pelo

dada. :por

é, um monomor-f'í.emo-, Alem disso i(A)O ~ , gera S (A Q omo sub-

cuãado '"

:..
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~(a V b) = i(a) V i(b)

= -(ap-a) = -i(a)

Então a ~ -b e

Vejamos agora. comodeterminar o reticuJ.ado centralmente oí,

trico normal livre sêtre um conjunto não vazio G~

Para.isso chamemosde F o conjunto das fórmulas obtidas •..

partir dê G U {(í! } a.plic~ndo 1\ ~ V e =-"" Q

Um interpretação de F ê uma aplicação

tal que

h(a. r-; b} :;:h(a) 1\ h(b)

h(av 'til) = h(a) v h(b)

h(-S.} :::"",h(a)

h(c) = c

Duas fórmulas a e b dizem-se e~~valentes se h(a) = h

para tôda int.erpretação~ E claramente é problema decidivel <

se duas :r6rmulas ~o equivalentes ou não<>



~
Passando ao quocLerrte e ,1.efinindo as opez-açoee de maneízte..

natural obtemos um reticu.lado centralmente simétrico normal L

o qual. vale o

Teorema 2~:-L é o reticulado centralmente simétrico norF~

livre' sôbre Go

No diagrama
G- i__~) F

[k
L

s

S ê um reticulado centralmente si.métrico normal qualquerp f um~

aplicação qualquer de G em Sp 1 a injeção natural e ff a projeçn~

eanônicao k é definido por

k(g) ::::f(g)

k(a Ab) ;:::;k(a) " k(b)

k(a \I b) :: k(a) v k(b)

k(=a) = ~k(a)

k(c) :: C

e- h ~or



h( 11(a.» :; k(a)

o que terá eent ãdo se

1Í(a) = 11(b) --~ k(a) = k(b)

Suponhamos que k(a) ~ k(b), então pela propriedade

radora de {09 Cp, ~} podemos de:fj.nir um homomor"'ismo p de S em

{Os c, I} tal que

p(k(a» # p(k(b»

Como '}2ok é UI!EI: interpretação temos que a e b não são eqt:

valentes e portanto 1ÍCu) t 1f(b)o

Assim sendo h está beLl defini a e é 1..llilhomornorfismo tal t"l

h o..,-r 1(g) :=: f(g)

...
para todo g 6 G" Comor(. i(G) 11". ger~ L terJOL errtao que

_ :J

e G J..e·

1 d ..•. 1 .J • é'" . , l' ..,õbr-e I~a c c nlll.~. IL611ü~ • J.m "l:rJ..co norma,...~vre u _ l.Ão-

Se G ;::{g} p; r tem o éi iagrama abaixo:-

s



-e & completamente simétrico <> Já com 2 geradores isso nao se ve .

fiea e ~eixamos em aber~o o problema da existência em geral doe

reticulodos completamente simétricos li\Tes

Como Último tópico dêste capítulo!) v.ejamos alguns aspecto""

da interpretação de fórmulas do cálculo proposicional clássico 0..

retieuladm cen'ljrnlmente simétricos nor 8.ioO'

Sej", ]' o ccnjunt o das f,ór11ID.las dêaae cálculo 110S conet.ãvco

/\ 9, V 9, ,.. "- Umainter:pretação D:iJiletrict::', de F e uma aplicação

h:F =--) S( ~(:r~) }

onde E é 1.1.::1 conjurrto não va.~ioíJ tal que,

h(a 1\ b) :; 11(a) 1\ h(1.)

h(a V b) ::;;h(a) V h(b)

Fazendo

podemos ver intui tivamorrte tEü interpetl3.ção come-a-

hl.(a) ;: oonjurrt.o dos eventos (observaçc8r $) experiências" ete ,

que con:ftrma.m a o

que ref".t li



c

Tais interpretações sugerem a

~inicão ..- a E F é siruétricam~nte válida se h(a) ~ c pa: a

tôda int.erpretação simétrica h ,

Em têrmos da idêia intuitiva acima ª é válida se em qualque

interpretação do tipo indlcado nada refuta.~o

Comisso temos o

Teorema 30:- As fórmulas sime-trl ' mente válidas coincidem c

as tautclogjJ~.s o

Suponlw.mosque e. é F soja F-ümàtr-ic. ente álida~ E-dtião t.:ow·

do as 'nterpre~~çõ8s aimétricas h tais que h(F); {O~1}C{09 Cq ~

(basta levar as '\.ari&:veio 00Ir'.pre em.O ou 1) temos que êae h co. ~

re.., ondern às int«''Pl'ctaçocL booã eanae em {o, ].} "E como :'.«.) -

pare. todo t21 l.~f)pois .Q: é 3~_m~tJ..icam.entevé:11iéiall e.egue~·se que §!:

taut.ologiac

R.eclprocamento sa oonhamoa que a. ~ F seja tautolog5.a 0 que

sejaWIta interpX'3iJL;ão s:inetrica em S{ ~(E» ~ Definamos

por

sendo



g{v) = (hl.(vL" ~hl(V» v variável

g{=-x} :;;:.,.,g(x)

g(x A y,) = g(x)" g(y)

g(x V y)::: g(x, V g(y}

Decorre dai que g2(X) = CEgl(x} e ~ue portanto 81 é uma iv

terpretação booâeana, Dondeli como a. ê tautologie. g2(8.) :: ~ e Mo

mos que

Vale para x = v ou ...,:;;rgondev é vurl.~velo Se

então

h2(y. 1\ ;r) :;::;h2(x) U h2(y) c: g2(x) Ug2(jt") == g2(x 1\ y)

h2(x V y) :;;:h2(z) li h2(Y) C ê2(x) I') g2(Y) == g2( v y

Como para \P.alcl"tmr i1rt.erprotação ",i.métriea temos que

h(g,o •• x) = ll(X)

h("'(x"'y)) =h("'ZV"'Y)

h(-(x V y» :;;:h(- x A - y)

deeorre que

IRra. todo x E P.'J dcnde
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e ª é sim~tricamente váli<la"

Tambémé possível demonstrar o

Teonema 3.1:- Se S é eentralmente simétrico normal com Últj.rn

elemento então SI. E F é tau-toloeia se e somente se h(a) f c para :J

da interpretação h de F em So

As interpretações menCiOlladas dé\ m aatisfazer

h( •.•a) ;:::~h(a.)

h(a 1\ b) ::; h(a) " h(b)

h(a v b) ;; h(a) V h(b)
,

Suponhamos que ao E. F seja tautologie.? Bntão f! e sua forne.

normal conjurrtí, va aI'" "C o " an têm o mesmo valoI' para cada in-GoJ.'-

pretação h de F em Se f~s na disjunção de ai ocorrem v e ~v para

alguma variável v , Logo

h(S-i) ~ h(v) V -h(v) ~ c \ri i

donde

:il interessante observar que o :filtro F ={x e S/x ~ e } não

um aãs cena dedutivo e nenhum.s í.atema dedut.ívo serve para. eubat.t ~

F no Tem."e-m o
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SIMETRIZADO DE UM MONOIDE

Neste capitulo veremos o operadtjr que associa a cada elem n

to g de um grupo,. o inverso g~l,como um operador de simetria e tr

taremos de simetr~ar, segundo essa simetria, conjuntos dotados e

,..
uma. lei de composiçao interna. associativa. e com elemento neutro

aos quais chamaremos monoideso

Um elemento x de um monoide M será chamado regular se:-

ax ;: bx :::4 a = b; xa = xb ~ a. = b pam. todo par a.,b ~ M..

Os monoides considerado6~ ~rão todos os elementos regu1a~e p

,

visto que os elementos de ~monoide imersivel em um grupo~ tem es~

as.propriedade e definiremos simetrizado de um monoide, eomo segue

Definição l:~ Chamaremos grupo simétrico de um monoiâe M a ~

grupo G(M)p tal que existe monomorfismo ~ de M em G{M)(i:M --~ GCr

e se f:M --~ li for um homomorfismo onde H é um grupOp; então existe

e é único, homomorfismo h:G(M) --+ li que estende f; isto éph o i - .

Entenderemos então, por simetrizar um monoide M~ por cons =

tru&r o grupo simétrico G(M), ou assegurar sua existência o

Podemos escrever, "o grupo simétrico G(M)", devido &0-:=

!!o~ema ~:- Se G1 e G2 são dois grupos simétricos de um mo=
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o problema de simetrizar um monoiàe, como veremos a seguir iJ

nem sempre tem solução.

Teorema 2:- Uma condi~ão necessária e suficiente para que ~

monoide M seja simetrizável é que M possa ser imerso em um grupo

Gp isto ép exicte monomorfismo de M em Go

DemoIlstrax.!o:- Se Iv! monoide e g : Nl --~ G ê um mononcr-ra amo ,

consideremos o conjunto ~'= {Hp ond~. ~ ê grupo e existe mor-rã smc

k: lLTc~-~ fi} C>

para eeda HoPn :: P ~-~ H projeção canõnãca , lTBS para. cada fI teL10

por hipótese k : M _.--? HII logo existe morfismo i : r.K=-~ P ital q'

para cada H" PH o i :: k; i nessas condições é injetivop pois se

Considererr.osent80 lI:] o SlA.l)-grupo de P gerado por 1.(.i]) p

Realmente se ~ : M -~~ R for um homomorfismo e K for um g~.



".Vej&mQS aGor.,.. c..'l.....e •..•xistem monoã.dca que 11.:.0 TIO" c DE.L'

i(M) .3

tão a condição é suficiente, e Gbviamentc é nece~sa iuo

monoã.depossa ser im.0T50 em um grupo é que se ex:1.st.i?"em oj to e'lJ.

~4, satisfazendo
" I':.

(1)
~ x~ ::;: a4 x~

&3 x3 .- 0.
4 A4!1 s&tisfaçp.~t~mbém 81 X3 .- 8.

2 1:.1\ o
r

Realmente, pois se exist.ir grupo G5I Que ccrrtenha ess"" .. I;. .>

a~
1 , :f,

--1
'"'., :::: x?1..- .s:

a. ...,,1
"'"

~l
,J.••• ..' x-

i
_..•.t!

~,J <~J-a , a =. .",. y ..
lf- .J 't .}

~~1
x =1

~2 ..•- "'2 fi..!...

j,tr-
~

.ao '. ~

:.1., I). P l ,) 0,. L' , :> •
J.. , .1 « , .1..

J

1

X. r.r ( :')r), - . ).')

,.. '. , r; '.r' r. '" ( } , r



,., ....

la.reso

..•
Assim eendo temos um exemplo de monod.de que nao satisfaz

proposição de rJà.lcev e por-tarrco nê:o e simetrizé,y<ü; maiores' 011 .-.

hes acêz-ca do exemplo ~ podem sez- vistos em r~J.csv o

Vejamos agora a.lguns casos em que o problema tem solução c'

Taore~~:~ Se Mé ~onoide livre sôbre um conjuntD I e G

grupo livre sôbre I~ G é o simétrico <!(M)de Me-
• 1'0.

A demonotx~çãoe i~ediata como podemc6 observ~r d~ di~e~~~

comuta.tivo 11 abaãxcr =

li

e como G livre sôb:r~ I (;#;(istell c U únã.co, h : G ~_.~H Que coint~i.c"'~

h coáncã de com f aõbz-e r}["

Consideremos agore monot.des com ~. aoguãrrte propriedade \) ee

x~ y~ M e~istem mp ~ € Mtais que xm ~ yn (2)~ e teremos O:~

Teorema. 4:- Se ri.[ monoide satisf'azendo (2.) ex1ste grupo sim~=

trico de r~19 G(lJ) e se x € G(M) entãCD x = ab-1 com a , b E Mo



.,

A cono.íçáo (2.) é na ver-d ....ce a cond.i ;0..0 "( ce ~

para que os elementos do simétrico G(I:I) sejam da forma ab-1 cem

a, b € i.1; o teorema nos mostra que é suficiente ape também necessd~

A demonstração do teorema. 49 bem como a eonstrução de G(M} P2

riap pois se Xg y é mp y-l x € G(M) e então existem mg n € M tais

dem ser vistas em Dubreil (6)0

Corolario:- Se ffi monoide abeli~op existe grupo simétrico G(!:

e se x E G(11) então x = ab-1 com ar> b ~ LIo

Imediato!> pois Iv.[abeLãano , r/I satisfaz (2) onde m = y e n :;x"

Para uma demonstração direta desse corolário e con6tT~çãc de

G(M)gconsuitar Bourbaki (3)p Dubreil (6)0

A eondição (2) não é a condição mais geralf)sob a 'qual um mo=

noide pode ser simetrizadop r~lcev estabeleceu uma condição neces=

sária e SUficiente para que um monoide possa ser simetrizadog poden-
i

cio essa',condição ser vista. em Oohn (5.) o

Fir.\a.lmente,observemos que o grupo simétrico G(M} é um grupo
t

\

gerado por m e é~ grosseiramente falando, o maior grupo gerado por

N~ mais precisamente ~ se G for um grupo gerado por flI". existe epico

morf'ismo de G(M) sôbre G, que estende a inclusão de I!I em G e G será

~8omorfo a um quociente de G(M)o



ep p ré o onoã e LI <..I t. i Z.f.' C J ( '. ,

métrico G(M)sem, a menosde isomorflsmo, o único grupo gerado po

ti, o que é evidente, pois qualquer gru.po que contenha. LI 00 ntem

todos os quocientes ab-Lcom a, b·e ilo
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SIMETRlZADO DE UM MONOIDE ORDENADO

r. Grupos. 'Ordenado§.

Vamos agora tratar do problema de simetrizar um monoide or.=

denado Qom relação a simetria9~sta no capítulo ante~ior; com ss e

objetivop vamos reuni~ alguns resultados sôbre grupos ordenadoso

Definição 1 :.- Dizemos que um grupo G tem estrutura de grupo
• I).

ordenado, se no conjunto G está definida uma ~elação de ordem pa~~

cialt~e é compatível com a estrutura de grupo, isto ép (1) da-os

e

Ness~ definição (1) é equiva1ente:-

x ~ y ==~ ax ~ by

Assim sendo, um grupo or-denado é um conjunto centralmente 52<-'

métrico o

Definição ~:- Chamaremos de O-homomorfismo f de G1 em G2P g 3

pos oz-denadce , a. um homomor:fismode grupo f : GI --:)G2 que pre8G~'=

Em um grupo ordenado G di. zemos que um eLemen to x é positi'cQ

se X) e, onde ~ é o elemento neutro de Gp e chamaremos cone POSi-'lihl-,Q

de G ao conjunto G+ ={XEG IX) e} •



Vemos que se s,)lbE:,Gl' a. ~ b é equãva.Lerrte a a
9

é G+ e G c-f-

conjunto com as seguintes propriedades que o caracterizam:-

(i) Se a"b ti G+p a ~ ep b~ e temos abQ e devido a (2)

x·= e pois x~ e e

....
Seja en11áoo~-

Teorena 1:- Um sub-conjunto P eleum grupo G é o cone posi.l"Lve
• I':.

de uma ordem parcial aõbze G se e somente se sa:Íiiaf'az;as proprie

dades:-

ii) P () pk..1. = {e}

i::t.i) gPg=-l., P qq

Comojá -"imosi)/iii), são neceeeáz-ãas e são ts,mbu:rl! s"'L&ic t en-

tea~ pois se defillimos:~

de ordem parcia1~coD a ~ual G é um gr~po arde~do e v = G
+

Vamos definir ainda;-

Monoide Qaxcialmente ordenado - Se M é ü~ monoidsp € no C01

jur.,to M está de:finicla. L"JIa relação de ordem parcial li St,tisfa,sendo ...

(1) ou (~) da definiçãolp vi é c.iemauo mor-oãd....ord.enacc.



1
Amlogaoente a deJ.iniçâo 2 def'Lnâr iOS O-homo o' 'fi8 o ~

monoide ordenado o

~~endO·=8c em conta as Q'ttse:.r.:vações í·1......8.5.6 do capitulo ante-

riorv o simetrizado de um monoãde ordenado') deve S0r um grl).po E'(>

~ (.,"
J E)"

" 1

,
'1 e G. da) 3irue~r'zadoo de

L

(LeV_ .o I' ~: +.ii.:!, G-1 C o. ~=ÍI.. ....

-~...;.C) ho ,(.;'l.!.('1.' ~•.•-"'lO ti"" J'l po e tp2 'U< 'l,1( _ J;; .l' ' ••...



Vemos cnttlol1 q.l e S~ um mono.íde ordenado puder ar sime"liriz~do o

um monoã.de ordem do nem sempre tem solução; mesmo que ha ja , o 6T"IJ

simétrico do mono.í.de nem sempre podenoe definir no grupo simê cr-í.eo

uma ordem que restrita ao monoide coincida com e, ordem inic::.8.J. nê Le

existent&~

existirá seu o;upo simétrj.c~) de acêr-do com o tíeor-ema 2, capãcu.Lo

1111' não valendo porém a recír'.tJoc't'J. como ver-emos 6. seguãz-,
-- ~

N /) • I'

condãçao neceasar-aa pari::.<. que G ~eja o s1.metri.zado de Ia de ~coJ:'rto c

a2 ~ ~, 9.1:&1

(:5) 301:&:.", ), ·9,i>C4·.. .J .

8.
4
x
4
l: 8.3%3

w;Liha tambéill a relação ~-

-~
.~ n2=~Tz2xl

-1
l. xr,x ,>

~].
a2 8.1.

,/ 'i •

.".,"1..
a4.

r_ .•,

e ellt~oh4x3 .} '"3

~-l =--:1 ,
a4:r,,) .~ a3:ll:1x2.Ll ), a4 . ~'3 ::..-~~ ...•.-=:;;?'

.,



Verifique 08 agOl. •••.que e:. -j.s te monoace 119 a.rcialm.l ~ VJ..dv

imeraivel em um grupov onde não vale a condição anteriorQ

Seja o conjunto de oito elementos que ~epre6entaremos

s = { "l ,102,1>-1""4,""1 ''%2''''3''''''4} • li M o monoide livre sôbre esse

conjunto; em M estabelecemos as relações:- 82X2 ~ a~~

e as estendemos pare. UIl'lB. ordem sôbre ',Ro
" ~

Dadas duas palavras x, y de I:I, onde x = ~ o •• o ~ lIY=Yl o • ,,:Is C.om

temos uma das três possibilidades:-

1SI) xi. = Y:li!

22) ~"i+l = "j~ com (j ,k) E {(2,2):(1..1);(4,4)} = I •.

e Y:ii'i+l = "'l.~ com ('l.rPi li {(l,l); (2,4) ;O'3)} = J, ou

32) xi...;!.xi = a.jxk com (j"k) € I e Yi=-lJj. .:::aqxp com (q"p) e J

Essa rel?.ção ê "L~1Ja re2..e.ç~o de ordem compatível COE a est~

ra de mono í de de Mp poi .......,

...
nao t.e=



m (j ,k) 4; r, então %1_1 = 1-1

J n I ;: Il e também não teremos 71-11'1. j

q€{1,2,3} .

- :J-
, pois Y1. q o

para que seja possive1 x~ y •

}ara que x~ y.
• 11.

, o igatoriamente p uma. vez que y+ .

condição de definição de ardam que a 12)

Então temos em M, ~ rela NO de ordem e , imediato que

compatível com a operaç-o de emendâr palavras de Mo

Assim sendop temos o exemplo procurado, pois M é monoid 1:

e pelo teorema 3., capitulo, 1I1, existe grupo simétrico de Mo o

rém não existe eimetrizado de Mdevido ao teorema ant r1or&

Ease exemplo nos mostra ainda, que o "tieorema3;, do cap:ítul



11 nu ,t)o e s(:)~

entanto o teorema 49 do capitulo IIl podeo Isto é:=

Teorema 4:= Seja Iámonoide ordenadop satisfazendo a condição

(2) do Qapitulo 1110

Então fi podemos estender a ordem de LI ao grupo simétrico G·(I;T)

de maneira a G(M) ser o simetr:tzado de IJI, segundo a definição 3 e Q

cone de G(1I)será, p = {ab-1

De acôrdo com o teorema 1, basta v.erificarmos se P satisfaz

~)/iii) para termos uma relação de ordem compatível com a operaçãoQ

Verificacão:-

cd-l b= com a, ,c,d é lVI

e a~b e

Como M satjs:faz(2) do ~p!tiulo 111 seja m,n E M, tais que

bm = cn e então x = (am)(bm)-l e y ,.. (cn)(dn)-l e am~ bm = on ~ dn

e xy = (am)(dn)-l é Po

ii) P (1 P. ::; {e} x6 P f"\ p-l =;p XE P -1
Pp i

., se e x e

é, existem allb,cllQ ~ 1,111 a~'b c~ a, tais que x b-I =1 ~e = a e x =0

~mas xx=L; ~ e como na verificação de i), existem m,n é M, tais

=1 )( )-1 ...que bm == -cn e e = x x =- (am dn ==9 aro. :: dn e entao am ~ bmecnx

logo am ::bm = cn ::dn e então a=bpc=d e x=e~



iii) gPg ~.l_ ç. J,;

Seja g = cd~~ com c,deM e x e P, x = ab-l com a,b~U e a "?

vejamos que g x g-l E Po

~. = an1.e an~>.,bnl•

Existem também Dl:2$n2 E M, tais que bnJ..~ ::;:dn2 e então

dml~ = anL~ ~ bnl.m2.::;:dn2 ou (') ml~ .?, n2

Mas gxg-l = (c~~)(dmlm2)-1(anl' )(bnl~)-1(dn2)(cn2)-1 ;

- (cm~~)(cn2)~' devido as diversas igualdades, mas devido a(')

Então, P estabelece uma ordem sôbre G(U),ordem essa que coin=

cide com a ordem inicial considerada em M~ e é de fácil verificação

que G(ra) com essa ordem satisfaz a definição 3 e é 1" portanto o aãme-

trizado de 110

Obaer-vemoeque ee ]I = { x e 111 taia que x ~ e } então N = P ee

x }.y em M ==~ existem r, s E'N tais que XI' = sx :::yp caso corrtzá-

rio N ~ r.

Corolário:- Se M mOl1oideordenado e comutativo, então o gru=

po simétrico de M, G(M) está nas condições do teorema anterioro

Imediatop pois como já vimos9JlDl monoide comutativo satisfaz

condição (2) do capítulo III~



cnrdenado M, existe o seu simetrizado e IAé o cone positivo de G, -

•..
Definicao 4:- Dizemos que um monoide M á naturalmente ordens ~

se:-

i) qq x e I.I temos x ~ " onde §. elemento neutro de Mo

ii) Se a~b 5 Me a ~b existem x"y fi Litais que bx = yb = a.

Seja agora:-

condição necessária e suficiente para que um

monoide o""'denado rd" E'Sj o cone positivo de seu aimetrizado é que

sejl\ na'tur merrt ore nad C>

Ra Lment lJ pois Cl a" b .: r.~,temos a.~ a e então ab ~ b; lO~f

existe x~ tal que ao x, i "i:; é 11 eetamoe nas condições do teor

mas Iv natlma.lmen·te o.•.danado e a. ~ b ::==} existe y e. LI, tal que

elo = e ab - ;: y é 1;1 o então I.í :;;::G- (" ( monstra.:mos aq Li a ob.....g:··

A neceasa

Seja. a.go~a 0:;=

Teorema 6;.- li. condição necessária e suficiente para que d....'{

um monoâ.de LJI, POSSaI!l.Of' d.efinir em M l.:UVB. relaçac de ordem de 1. 11



ao que IJ seja uia ))1(;r.l('~.Q~
~

nauur .. :1. ncn be c...·õí,.l. •..tu.O l., '1 (

i) QCl a~b e LISl ab = e ===~ a = b :;::e , onde ~ elemento neutro"

ii) qq a € li1 temos I/a. == aUQ

Hesse caso em LI definiLlos a rela.ção:-

~ e uma relação de ordem;

1) a ~ a qq a. fi IJfr; pois se == ea := ai' onde .st elemento neutro

Il) a" b b \ a ----\ a - b .;,.::oue se n '-I b """'1' at em x9 ~.yi ft +a-.i.".que(Z.. '" P '<? ---7 - 11 tJ= .~v oj ""',;;t. "'........ ,,- ,. " -~ ., ""
• I':.

~
XXII :::: e? ou x :;;:X'I ::; 0:, e en tao a ;:: 1)0

3) a ~b, b~ c ;;:::::::~ a), c , poia,.

a~b --i 3 x~ v\' 1',)2:'" -- y"b - 8..
, • !1 rJ

b~c --~ 3 7.. •.,y C]:: ._. yc - bfl logo--

cxx" -~y'iiyc _. ~ e I~~ c

Logc

bzc = ybc = ao

cbx ~ cyb .- ea , como xc ê Me - crrr 3 que xc -- cx" j)

bCÃ.~ ao cb.i>.



E então Mé um monoide natura.lm te orde do, e co -
c1a:-

Coro±!rio:- A condição necessária e suficiente para ~ um

mono1de M. possa ser o cone de uma l:elação de ordem def1D14a em seu
I

grupo simétrico, é que !li satisfaça i) • 1i l 40 teorema.

. -'8 referêno1ae desse oap:!tulo 8&0:- (4.). (7), (8).



CAPiTULO V - 79 -

SIMETRIZ&CÃO GRUPOS RETICULADOS

10 GruIl~ Reticulados

Nesse capítulo 11examinaremos o caso par11icular do capítulo é':i,!1c,:,

.•..
tenor fi em que 06 conjuntos parcialmen·te ordenados sao re"tj.culadoo li

isto ég dado. um par allb de elementosl/: existem semprel1 supremo e in

:rimo de aDbo

Uaaxenoe a nota.ção habitual a v b para supremo de G,l1b e &1\.1>

Jara o ínfimo o

EntãQ~ um grupo ordenado G!>~ um grupo reticulado se dados

e.(a. \lb)d = cad \I cbd e c(aA b ld = ead A obã ,

Se G e lisão grupos reticulados e h:G --~ a & um homomorfismo

remos h de um R-homomorfismoo

~ imediato que todo R-homomorfismo é um o-.homomorfisffiop não <p

sendo verdade porém ~-:l. r~cíproca; vamos construir um exempLoj com

ess~ objeti..7o seje. SI,



=- 0-

Ver demonstração em Fuchs (7t) fi Ribe:·:boin (12)

Seja agora o exemplo:- G = R X Rp onde R grupo aditivo dos

neaisocom a ordem do produto e H = {(a,=a) a E R } ,então H ê s ,

grupo convexo? pois H trivialmente crdenado; G/H pela prGposição é

um gruP.tO ordenado e se f:G -~ G/Rl>.:f é um O-homomor:fismo" mas nãCl

é um R-homomorfiSl!lo, poie G/H é isomorfo ar, {(a,a) Iaé R } e é "t

talmente ordenado e !«11lO)V(op3»; f«l,3» = 2 ~ e

-Maiores detalhes sôbre esse exemplo serao encontrados em Ri=

baxboãn (J2.) n

Anà1ogamen'te a grupos reticu.lados l>temos os monoides ret.icnl

dos e os R-homomorfismos de monoideo Nestas notasp teremos sempx

que ~~ monoide reticulado ~ um reticulado distributivoo

20 Propriedades Gerais dos Grupos Reticulados

:;0 Se G é um grupo reticuladoy o reticula.do G é distributivJ

Verifiquemos que em G vale a lei do corte;



- 8 -

4Q Se BA b = e onde.§. elemento neutro de GfI en"ts.oe.b-1V e -

__1 .,.,.1 ""'~ (=4- ~l) )-1
~.Q ~'V e ;;::ab ·v aa ::: a b y a . ::: a(b 1\a :;; ae ::::a

{ -1)-1 --~. -1 -J ( )"""'1ab V e ::;.ba ve:;: ba V bb - ;;::b ·a " b. = be = b

b ~l -5,,, Se a :::::Z V e e ::::X V e~ errtao a 1\ b ::. e
• . '"-o

e X :::: a, .

~amuéu x::::ab~~v àevidc a 40 e a lei do corte

, -~
6.. qCL x € G1) x x ,,§. e

t s. I\X-~) I e =::; (x v e) 1\ (x-l·v e) :;:.! e x I\X=\< ~

comoxVx=~~ (x,f\:i=J_)~l e XAX-L~( ~fI temos xvz-l~ §.

Vamos aqui anàl.ogamenne ao capftul,o I, definir parte pOSJ. '"t:.~va

{o-

T:. =xve e

, Um'). propriedade iml>o-rtaD.te dos grupos reticulados}) l'afe:re<~se

ao cone posi i;ivo de um grupo e é apl·esentado no



po re·timüado é que P gere G e P seja neticulado r lativamente a

ordem induzida. em P o

outra importante pl."O_·:jsdad dos grupos r~rticuladoao :ne:fere ..•.se

a m;tureza do retioulado subjacente a estru:tura. e grupo eticuladCL

Vamos agora determinar essa natureza e assim estabelecer os

umaconexão" entre a s1xoo-Griaestudada nos capitulas III e IV e os

~ticu1ados complet8~ente simétricos, Vistos nos capitulas I e IIo

" .~-

~eorema &= Se G é um g:r'U.pO .ret iculad o , a :netioulado G é um

~eticula o completament !métrico, onde a • imetr1a é dada. por

Verifã.cação:- qq a,b € G, tem.os:-

b) ( "Ii.)-~ -1al\u. =&

De Morgan

c) a V a-l.~ b 1\ b J. o c nsequência de6

d) eXiste !., 01 mento neu.t o, tal que e-1 = •

conse~anc1a de ~.

o 'tieemema que ba.m de d st , de grande 111 r S8 pa-



reticulado é duplamente u.msimétricog tendo o operador g

como opera.dor de simetria" Vejamos:r>~

CoIl.forme o teorem 5'9 capítulo IV o cone de um grupo z-et),.o' ..

ladog v.lsto como monoide, satisfaz a condição (2) do capitulo IIIr

e portanto o seu grupo SimétriCOg~a menos de isomo fismo, o único

gru.po gerado por 1>(cf observação no final do capítulo 111) (>

Comoo teo:rema 1, nos garante ue o grupo reticulado ~ gexa~
t.

do pelo seu cone 9 vemos que o grupo r.eticnlado é ieomarfo ao g" :cJ

simétrico de P, (segundo definição 1, capitulo I11)(>-

o teorema a:nl1erior nos inforna que o g:r-u-po neliiculadc .)

.
visto como reticuladog é o simetl'lizado do cone, vj.sto também. C01.).

:aeticu1ado o assim sendo um gru.po reticulado é du..pla.mente o sim.etz;:l .

aado de seu cone (J

Consideremos agora~ a injeção cenõnãca i:P ---? Gflé imed:i.B;~o

que i $. R-homcmorfi SIDOe se :f:1' -? H onde II grupo reticulado e .~

R-homomor.lismo de monoãde , existe,., e é único b:G --1 Xi R-homomo:..:·~·· .~·

mo que estende fu

Rea.lmente (}pois como G gru.po simétric o de P':J existe homor (:l1

~'ismo h que estende . e com G é :l'eticul.a<.lo c omplete.me:n1ie simétrico

eoincide com g c

existe homomo_1ismode :tte"i;lcu.ladog que estende f ()vejamo que h



Com vimGs no ca.pitulm If; g(x) = ,T.t3, que s' = 1: o.) @

e e.A.b = tl pela propriedade ~9 então h(x) Ve = h($1(b)-lt/

= :!(a):R(b)...J..ye = :ft(a) e.h(x)-lLve = h(x-1)ve = h(b)h(a-1) Va =

= f(h):R-(a)-~e = f(b), po. f(a)l\f(b) = 1(a."b) = :r(e) == e e

deVido a 4e>

Ccncü-usão:- paJracadax6G, h(x) =g{x) e centão h (ou g) &--
R-homomorfismo" a oom isso demonstramos o ',seguinte lZesul t9.do:-

" .~

~!~IlB J;:- Se G ~ grtlJ20 retiaiLado e P seu cone Visto como

mono1de, então todo R-nomomorfismo de Fp. em Hg onde H grupo lleticlr

.
lado" pode ser estendido a um.R-homomort'ismo de gra.po de G em H~

.
ConeJ,u1mos então <Jl.e os dois &s)2ec11o.sde simetria. consid91.'"a.".

dos, estão int1mamen~e l1gados~

o últi:no teorema sugere uma efinição mais adequada., que a es ....

crita no capítulo s.n·terior, para simetrizado de um monoide ltetic! Ia ~

Definiç.ão 1.;.....Cnamaremossime"trizado de um monoãde ne ,ic!1.ladm,

a. um gI'l2.,pO reticulado G(m) g; 1ia~que exista um R-homomorfismo injet-t--

vo ! de M em G(M)9 e ~ todo R-homomorfismCD f de 1'[em Rt, H grupo

neticuladop existe e ~ 1.Ú!icogR..,homomorfismo h de G(M) em H que



Motivados pelo t.eozaeI1l8.anterior" só estudaremos a1roe i

de monoides re-iiiculados cpe possam ser o cone do simetriza.ã<llo

Ainda devido ao 1ieorem 5'D cio capitulo IV e ao i1eorema. Ir

Rodemosaf'irIrar a reciproca do teorema 3, isto é:-

~eoreIIR 4:- Se Mmonoide reticulado" naturalmente ordena "0<,

então existe simetrizado de ThIsegundo a def'inição precedente!} e r

é o cone elo s il:retr:Lzadoo

...~ "
O -teorem 2 sugere a seguinte demons'txaçao da suf1ciênc12.-

ComoM :naturalmm te orc~emdo qq a € N17 ar[ = M:l

0..<l a.lib €E1:10 3 x ~ Ll~ te~ que iax => ba , ma isso é a. condição

(2) dv cap1tulo IIIv onde m ~ x,

mente ardenado~ i1 satisfaz a condição (2J9 capítulo 1!.1

Seja então o reticulado completamente aimétrieo

SeM) ~ {(a'b}/a" b = e, a. b e: M }, onde s é eLemert

neutro do monoide e definamos:-

A exi stêl'w:i,a de '%"11.8 ~ aeeeguzaôa pelo fato de li! ser n:3tural

. lll.ente ondez adc.



J?OÜ - - 7" •
·6

xP ,( P ===~ X =.!p isto ~ r A a = e.

Vejamos que a operação está bem def1nida:-

Se a' li b
lJ

"
c' tais que aI):= a~m9

b' = b1m' = a2?'

a' = bttt

e q = aV 1\ e' e l'l',S'" tais,que r9q = a',atq = c'

então r (I. = r e slr = 8

Vemos que se ox = c'y ==9 b2?X = b~fJy ~

m.x = m'y - .:} a..InX = a....m'yp isto é" ax = a'yll. ~J..

mas então

am = a8n e pm = qn e então

n9 = n·e a operação está bem definidao

Essa operação é associativa:-

e
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8' p' = d2 2

a~ ~ = c = a:;n2~ :::y e se :x = 1.p e

~2 x= a

S2»a = z = d

(al~b~)(rt2~*2>= (rt~~~À)'o e

ará assoo1ativa se 2 = ~ e 1 s

P 1. = a" c1:::P2 e :D...~p ~ ::: a = ~ . 2

o par (e "e) ~ o elemento neutro para. essa operação 00



s~ = c b~

isto ~, ~ :; ., s~ = 1. e ( :, ) "GO neut o

De.doo par (a b) S U inverso,

b = be :; Y e x = (;),. . = ae se
li '~.

sp = y::;;:

que i( :: (ass) •. um R-holilomorfismo 1 · ·ativo e -asãm aca ariam 13

p n-verific r ~ ""u) comessa 0I> . caçao é o aimet izado d Jo

Colo:r:ár:i;Sl:: S ,[ as o d1gões anterioJ.:.e'"

o grL1pO simetrizado de TYI a operaçã,o é defjJlid :-



Vamos aplicar o que acabamos de ver no es-'mdo de R-hoiilC

mos e estruturas 6ub·-à.iretamente irredutfveis

40 ~-homomorf..!ª,r:aQs e imas.ens homomorfas

Se G e fI são gru.pos re-ciculados e f:G -~ H é um R-honom.o '-'::t.<

mo e se K for o kernel. de fg então G/K ~ isomorfo a. f(G)g imag m -

G pela:f 9 e. então estu.dar as imagens homomorfas de ULl gI."L~pc r€'"Ií:i.c .

lado é o m~smoque estudar os quocientes de Gp segundo relaçõ-J3 ~.e

.."-.
eq:u,1va1fu1cia oom,pativeis com a. estru:/G1ll'a. de gzupo r(Jticulado de Go

A eeeas relações de equival~nciBgchamare:m.os collg!."Uênc:i:<:l)í/ e

por x ,v y (mod p) n

,.,'13 f :ror um R-homomoct'ismo,a relaçüo x ,...,y se e 8~m~..:nt;ea

f(x) :;:' :f(y) é uaa congruê:ncia e reciprocamen-te se p :fO:i," uma COi.l{;

enc:1.a, u. função f(x) = x = cla.sse de equival~ncia a C]lG z per -e'"

e um R-homomorfi mo, devido a. isso vamos identifica.:t'seLUp·~er.:tm

homoJno:ro:aa quociente e R-homol!1m:·:r amo a. congzuênoã a , e ccnsxôe .r

um ou outro conceitop eonfonme a conven1~nciao

,
Vejamos agora. como caracterizar os R-homomo1":fismos de Crnpn

reticuladog inicialmente seja o teorema:-

:J!eorema 5 ~- Um aub-grupo normal convexo N de um g.ru.po ~ti



lado é o aXllel '10 ..•0

t icula do 00

Esse teorema, estabelece a caracterização de umR-homomor""

por meio de uma.sub-estru.tura do gru.po reticulado; tendo-se

<119 vimos no oapitulo 11,/ p!.ra reticulados comp eta.ment

ooa, 'lamas e tabelece UIIB caracterização, dos R-homomorfismosg pc,'

meio de família. de filt zo convenient a

Com esse o ~etivo9 mos studaJl algumas roprie ade

do tro s primos de um gru.po l! -'d.cw.ado.,

1) Se l? C. G0-, G g.ro.po :!1e icul do e P filtro primo 9

a € G9a.P e a sao filtros primo de Go.

S&X.E aP ~~eGe x = ay 00 y E P e tão como

Y]!4\ Y2 tE P e a(Yl./\Y2) = ~A x2 é: aP

Se Xl Vx2 € a,:Pg como a-l.(xl. V x ) fé p

Anàlo@9.mente verificaz-íamos que Pa ~ iltro primoo

2) Se PC G filtro primo e 'f.P:::: í: ~
,",,,,,,,,',.i/

então LP (al?) ::::(~p)a.".:L e ~ (pa) = a lL( Lf p)



Se x €.qtap) \ e,_( - )-1 _\.-1 I -1 ....1 j~)
=="7 x G VG a.? :-o::='?-' x f aP = a c r ~---"

.•L :;~ me: ~G(p-l) e x € (~p)a-l e el'l~[ ')( -1. -1)-1 Ia. x ~:xa

f<a.P) C (fp)a -1 ..

. ( ,',p) -1- .~ ~ l'. lie x e y. fi. '::;;:7 xa ç; f'"

=~ a-lx-1.i.- p ;,;;.;.:)x-' I ar ::;.=~

c

2
(;OtLt~~UI P ~- ..:~

•I

I'
~! ,P

" '~.

,;J):~ C·. f· . t I p.r.:imo " a, E r,. en ti;.-;:, aP 1\ P - (a v cl j,r <":'v.!,.

a E ; .- a ) c: ., ou (8. V e ) • ::; P C cf ,.

Gomo nt o .' v e) E.2t. t- < ;

_... -t "., .~ !!~..~
.,;..

at .

. ) 't' E..P ':

" V E'")t" € (a voa ,.~ :., (a y'~)

~.
ca~a , :e:ri'" ~ao prt:l . ti a:-



::>_tlvar'lante por f:l verifiquemoG agora que o é por translaçõeso

Ar.:.tes Se }jt como no teorema., então í'(x) :;;:.{:.( ~y i
J. \':;

primo, então f(x) € J?, ruas f(x) ::::f{y) =:::;:::> f(y) e. fi e y €f-lO») ;:-_,q

• 1'0.

Sl'_:!.)Or.J-:.a~~L";"';ago:.ca qü e x ~ (-l ,,~--) Y é Q qq

"o ",=·1~ " r-1( ..J) ....(x )::-8 x <E: aI I,J" I -=::::::; X :;;.ay com yeS 1 e I X ::::f(ay) -' 'f{ ~~~, .

'1

" rrt ....,' i( ) a: 1'(' \ ') -: ::. ~·"'f-.J·(f(o )"')t:: e;..L av ..:~x: •... _.:. os, .. t'."'. a. 1...~ c

v t;;, f'~1 ,)) t·! l ::'1," fi v) :.' " G fI)!', =: f(~t)-;'("v'!) ,.,.então :fCa)\·~]f·(J.("J ";.
" _.- --'- ,; li ~ ~ - ._ •••~./ "u .~ '" -. ~ '"

.•..s •. )'
J.. ..••,y € e :rt~l.{; gol o Lema

~l -I~ x E f _.(.:~)e

..•..} . -)a:: '1.~- ..;rl~~(i·"- \ .. )
;:::..l. ,\ .:.~J:': .

i 1'. 't



pcc "_ranslaçôü~ cnt;:o. a rela.ção J:: y se e S000U te se x tE r..:t>._.""

Já s2.b'31JOS do cap::L'1;tJ.loTI que ~,éuma relação de eqtu va.Lêr C:J.u.

..
·sGrl!}.-2 e tamcrrse ::l716t:p.:i.co CVlU ope.ra.çc ce <}UOC.!..f.:l: tA} s

e

-]
c

,..
.{"~ç~:.::)-' ~.o! .U C

" Crü,90; G e ; e::.:ii.q·c o ~:1if';·~("I ~~\.l ..•.••~4.o..;.; ~

-::"r \ - ti (}c (xv '1 - (> .,j ,', r eJ ) .- "" .;

ê(x/\ y)d. c z il 1\ c. 'V d pca.s.- .•..
"f"J'

'-----~"~ ~-.:- ~==-'"'---
:::: C (x v y) d :::. l; X ó. V ~ :f íl ;:::':. & d V c y CJ >



ho G

Observação:- As duas seguintes afirmações
•..

equi alenteao

Se ll' fam:!L" de 1'i1tr05 prinlos. então:-

(L) l? €" li' -~ '-PP IP aJ?~ U' <<1 acG

(:!) .P~ lI' Ia- l{JP E lI' e , b m o Pa 6 ' & q

(1) =- ,( ) «sU' f 611-tp< p» a

~ a-1( :p) € t :o:~ f<a~~(~P» a. ~ íP o

(2.) =-~ (1) t 1m te

Logo t a n 'ruê c ( rfisno)

lIa 06 i"il troB invarian't&;!\ por tf e o tra slaçõ se ....ec1)1: eamerrce

tôdà fam "'lia lP f.!.GSSaS co!u:tic;õe orrespond

essa correspondência nao é a 'Ufiv -moora a uma ~amília de fi1troL

lIt 1) não possam c rresponder d e congruê c.l. s distintas D o corrtr- :r::u)

é poosívelp por eA DP 0:-

Seja l'l grupo aditivo o raciona:Ls com a. ordem ha it'll.a.l~

nq o conjunto d to os 00 filt;,..os primos l' de Q que satisf'aeen a ~--~.

...
das seguintes coné.i oea:~

(1) existe x em Cl, "tial que qualquer que seja y EP~ y~ X'"

,

(2) exi::te x en Q!) tal qtlt9 quaLq uer que sejs Y€ 1} Y ) X,.!.. i)

lP nas condições do teorema. " , pois é de fA'cil verificação que

S$:p € IJf1p então a + P -:- b € lT'i qq a.(I~ e ~~1' e ainda se P~IP e::P



satisfaz. (1) elltão t·, (. "1' ,. r •• S"'" .",.I.C •.I c, J

Logo IP estabeleoo 'UIll9. ccngruêncãa aõbne Q e se x ... y(mod l,r')

então x = Y. po1s se x > y o filtro primo l' ={z."Q. tais que ,,~ .)

conteria x e não corrtenãa y e .P e; lP( ,: isto ~" Nt, está associada a.

congruênoia identidv,deo

Se tomarmos a família N, de todos os filtros primos de (~l'1 e

família tanbém es~ assooiada a congruêncãa identidade e HV I lI,

o filtro primo, R ={ Y~':•• tais que

e pertence a Eo

y>V2 ~
.'. "'1,

9 não pertence a 1

Se p for uma concruência sôbre G, Crupo re.ticlLladore f:G --~ (

r
lP' =) f~lO,?) onde l' C (

,.
fOI o R-homomorfiamo canônã c o então a. fam11i.a

filtro primo } é' a mior familia de filtros primos que caracter-í.za

PD isto ép se IP~ for uma familia de filtrosprimos que define aõbnc

G a mesma concruência p entã ~-9 C
.Li 1

VejarJos a,eora outra. na. eira de caraoterizar que x ... y(mod lI'

onde 1;'0 família de fil tros primos o

Teorema ,'3:- Se Ijt uma família. de filtros priDoa nas condlçõ",s

anterioresj) então .x t•• y (mod lP) (x e q of~~ YE q qq q E n~), se e 80

-1 ' -·1, - .f .corao .x •..•y soe y x N ~ e x(! = yQ see y Xll~ == \-l ver-i racaz-emo

~ue x ,~.e (mod H~) see X-4 :;;::f'; qq (l EIP o



como x..'P::

qLla xy ::::x, ia "lio é y = ~ € P

Se !.. e P como xP = P e x '! ze E U =~ x éi. P e x fi P 4'-~

qq p e Ni ou X - e (mod N')

Reciprocamente se x - e(mod N')v N~ nas condições anteriúre

logo à NI1 está associada una eongruêncãa em G e se :f:G -? G/JJ f,,:.

o R-homomorfiemo eanônicog x NO e (mod NIJ) ::;::~ f(x) = .!. e enê2:o

f(xP) ::: f(x}:f(P) ::::f(P) qq P ~]\]1 mas . ·-•.•0 pelo lema. xp ::::.2 ClQ

P r: N'lo

o teorei!la que acabamos de de.rtlonotr·'8,r~ncs dá. uma VSTAão 1 .

fE.mílias de fil t:rcaprim.os 9 do conhecido l'Psul tado de que se E 6 lli

""sub-grupo nornal 1.1 entao x ai y (mod x) se e some:ate se xK ::::ylf,

Vamosagora demonstrar. du'stamente que se H = {x Ix - "(00<\

então H é um SD.b-grupo norml convexo e sub-reticuladoo-

:!ti? = P

Teor;ma_~:-Se N~ nas condições anteriores

qq PEN') .
e lI_{

et:tão H ê sub-grupo norma.l e convexo 'e (T e •....

sub-_t::timladoo



uma veer. que.J anv "i

Se x ti II seja y = g"""lxg,Y tE H pelo racioo'(nio que acal

",""1 ~... -1fazer e gyg - = Xl? e ezrsao li ~gF.g li logo SUb-b-T'lll?O normal ~

bExP 0 P C xl? ou p = xl' e H convexo,

H é sub-re"ticula "'o I) se x,ye H ==;~ x v y ~H9" ~eal!'lle lte " o': r-Óe-

logo

ys = b ===:}; s -- .-~ não assim (J.~~.:..5C2.

~ ~
->itU.igo'? s :.LEii-CL ~ 8. - eJ.c.go.oc

.' I
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fa.m:ll:tas li' de fi~tros primos e sub-grupoe norm-":tis convexos r~ "v "'" •

ret iculadoa •.

5" Propriedades das cOngruênciaa

Diversos resultados apresentados agora. sob o ti tulo nprop~:

dadas das congruêncí.a a" 1) teem sua demonstração fi correta par'a ClUtl:

qy.er reticulado completaIlEnte simétricop no entanto sua red~.ção

aqui deve~se ao fato de terem sido sug~.:r:.idospelo it.em 611 grupo'

1:1iculados sub-diretameu te irredutivGis o-

Iniciemos com

A '0 e f;G ---, Gln homctao -~ .1) Se N~ associada a congru.encia K 7 K

mo canônicolI então pare todo P .e. I'P -tiemos:=

ii) f(E) é filtro primo de G/ü

iii) f( '{i'» ~ ~~(P)

, P ~ f!=l[f('n)) e aoi) f.-.•.•..(fi(P) :;:::FI) sabemos que w' " .,

x E f-~(f(P). então f(:r.:)é frI') ou e::tiste -'t:; é~? tal que

p. e f~l(f{P)) ~ p~
f(x) :;:::f(t) II G como t G P temos x e .

li) §(P) é f~~ltro primo úl3 G/p c

I
.' '" b.&: P <;' l' é G ~ Ü3.:'.·

L: f('~) e z. EE G :Q e~;;"s-Gem <-vil - ••• 'J ,

Se :l1:1) Y t,;; - -

que f(e) :x,f(b) ~~Y e f(c) :::



t'(b):; f(avb)G f{P) ..,99

X 1\ Y = f(e.) 1\ f(b) = f(a 1\ b) E. ..:'(?)

=. ·-1 (l'"~ -'" A ··.r -_
~'~7 J. X J I

~-~ [ 1:-,1( -}1-],f I P -
.l

?J "1

.I. V L•.O 1.

mais goralmer ~r:::fi

f:'am:'llia IP"

2.) Se ~ G D :fi] t
"I

-( ( )

Ante
.L a e J.. 01

r: erá usado p:; m ::'. .p:~een t; ,1' a Cr!l r no: Lã
fi t..0 ••

v: ,.. y (mod l.\) f ~tif -_ :::: y

c e

.l



nema 1e l! 11 aaaccãada a Jl. o
]. - 00 .•.

Comol(aP) = ~(a):f!(r) e devido a. 11) e 1i1) de 1). e o·H

nas condições do teo:nema. 'l, vejamos que N'1 associada a .fj ;,

x é: f(Q) ~ ~E :6(Q)" e a,b E G são tais que ~(8) = x.,:f'(b} = ~r.

c.oncl~os; a & 1....•1(f(Q) = Q ~ bel! :tt-1(:fi(Q) = Q qq QE N' ~ logo

~(a) = ~(b)g o que é contradição oom x ~ Yo

Reelprocamentee temos O:~

4) Se NQ~ associada a identidade em G/pp onde p congru~nc~

••abre G~ e ae N' ={:t-~P). P e N°l e :1I:G-~ G/p da !Danei,"" hab::

tual } ~ N' aseocãaõa a p,

Realmentee pois Z(x) = :f(y) =~ :f(x) E P.~ f(y) <i l: qq

Dizemos que P E: Ri.. se: x ••.y (mod Jl) li ta.mb~m

asso ciada B p o

Antes de prosseguirmos, torna-se necessário definirm s o s~



Continuemos com a ~ropriedade 50 -- ~Ol ....

5.) Se p e Pi. são COl'lgrru.&.cias aeaocãadae

reSRe<t.tivamente e se N".i C N" 1iemosP C Pi o

Como já vimos anterior.mente~~~sta veri~icar que x - s (nc

mas l:pti.C N~ 11 logo xl? = P qq P ~ NI!Ii. e então x

A rec:1pJ.:!.ocanão é necessàriamente verdadeira Il porém 60

N' ={ f-1.(l'),

naniCo}. e

R-homomorfismo

...~
PC G/p filtro primo e f.G --~ G/p R-homomorfism

l'I"1. ={f-';\ ep), PC G/l!l filtro primo "f:·

canõnãco } ,..então temos:·-

6,) Se N\lI e Nll'.i assim definidos e 11 C Pif) então lIa i C

. ;g,emonstrascão;- Como p C Pi.existe e é único R-homomcr~-

h:G/:p =-~ G/P-i 1) if3 to ép se definirmos h(f(x» == fl.(x) <)

,...
, o

Vamos mostra_ oue se Q € rro:1. então f(Q) C G/p ê :ti" tr

sabemos por 1) que ~l..(Q) C G/~i é filtro primo c s~ ê (

existem a ~ Q e b e ~!l. 11ais que x = l1'(a) fJ: Y ::::f(b) e

x V Y = f(a) V f(b} ::;;f(a \! o) E f{QL,

\ b ~ -'( t



M(a. V b ) :;;:;f' ~(a Yb) ;:; :fl~(a) \j t...;(1;» e f'. (Q" filtro prj.Pl.o 60:.h. ••.... J.

, .
~U"'!1X'a inclu.sD.,;):=

.- ,

7 J ~3e
,

Il - '"f
' •• 0 ), • :J ~ ), l3€l:C.~-.t.i

. "c --.., •.. 7...... c,...•.

,(-"\ r"'\
I •.••.1).j <) onde f. ..\". /.
J..'<i ""- 1.til - -

., .9

J..S·,C '''fI X

·1;vão i 6 I,

]) ..• .'-:"';.
c; J Ó c nd 'gõ s de r r=",- ~ . ~'"' poz

l :': €I .P '" ~ fi ~~ . .•. , r:",
, ,~ ) /1



portanto pertencem ~

Verifiquemos que p congruêncãa associada B lP co:~n'"'

QP:D9 como IP" C N! para. todo i tE I t.emos por .." ,
)? t? :!-'1.. 'J) fi ,-

i e pc;~tanto pC qn~o.:.t f "':1-

':e x "" e' (mod Qp;h)
, .•. e (mocl p. ) cIQ. :..~I -:;;-=7 . ="l.

nn P E' NJ'~para to ~.oi e : 0"1.1x.l = P (){ Pé I jl~9. e ent~o
':I.'a- ~ •• •. lé'I J.

~~ Q r
e por'lj:lnco t. l'P,. C P; :lsto ell p:;.. f. 1J?-i o

lE .". ·,J.E ~ ...•.
-- . \:.,

Ve.jl.lD.o ...• co

~etic1...1 io; .;g;ja '".' C r' • '.v ':.0 j ~ ,

ú.:i..., e.t (1 b1, (:;. .,. cr( r

00 gl'."uê 1.J.H..,

R :alma rrte

é invar:trm.te (.. r.P i7I e . .' (2) é j 11< .Lir.l'ÍJe pO.: tr me.L .••çc \~
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f(aPb) :; :f(a) f(P) :f(b) =~ Qfr I1'(f(1:»; se P' :;;;a( f P)b ==~

Q == f(a) :f( ~P) f(b) = f(a) (tPf(F» f(b) e Q (; 1Ti(f(P»o

x,y E G, Q;:: fez) f(P) f(y) = f(xPy) e Q = :t(!") fi f(Nt'(P) L

Se Q ;: a tPf(P)b --~ Q ;:; f(x) !p:f(P) f(y) ;: f(x) 1( <p p) ii(y

:fi.(x~P s) ===9 Q;: f(P') e f(N°(P» :; N9
1
(f(P»o

Vale tambem a reclprocao

10) Se p congruência sôbre G e f:G --~ G/p~ então. .

-1-
10"1cp» = f :f!-l(p' i, P" é N'l (p) ~= N' (f-l(p», ' )

Sabemos por 2) que f=l(lfP):;;; ff-l(p) e então I:h3 r~ --'

e pu :;;;aPb t~mos Q = f=l(aPo) :;;;~=l(f(x)P f(y) ? orde f-~ _

:f(y) = b e como observamos na deJlJ.01l6tra~~ã.o do teorema. 6..

ção que Q :; t=l(f(a,).Pi(b» ;:: f<=>lept) E t-1(NV 1 (P» o

Se Q :; a<.f:C (1?)bp Q:; af'=l(~.p)b = f'=l(f(a) t.PF Z(b)

f"':l (p \I ) c: f=~(lf[l\ 1(p) ) o

E terrto~ a.i GlS prcp2""iedade, gerais das congr-u . ci e ,

, ~ .
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Definição 2:- Um grupo reticulado G e chama o sub-diretamen

irredutível see não existe família (Pi )i~.! de congruêncãe.s , t.ê.; .

que Ri. ~ Ll para todo i e O1'i - A o

Definição 3:"" Uma eongruêncãa p é chamada inf-irr'e<iutível se

não existe faDÚlia (Pi.)i. e I de congruênc ías teis que 1) = QP1)
Esses dois conceã.toa , ligam-se segundo o "~eorema.seguinte;.,.,.,

Teorel1l&l'·;:- Uma congruêncãa p aõbr-e G é :Lnf-irredutivel ae ~

. ~-

somente se Gfp é sub-diremmen"te il'j_ àducãb'Le ,

Vejamos como cara.cteri~ar os conce -'tos acima em -üôrmos (ir' .i.

m.ílias de :filtros primos IP'o

tivel se e somente se ];:a.L.a ·~ôd[>.f'aIníliv. lP asuocãada L .Ô

Se TIé sub-diretamente ir:o.."edutiYGlr eirtâo se (1)i) i é l f

Paz-a cada ;. seja N' i. ~ {fi.-lU). l' C IJ/> i filtro

:fl:ii,H -? H/Pi R~omomorfismo canõr ãc o } o en-,ão çlPi ;f tJ

~l I\!,1l:it .;. N :: conjunto de todo.:> 08 fj.l"lJl'O, - pl"imo de
.l,E" -

J.



está associada a cODér~ênc1aidentidade~ - ~06 -

Seja agora. nt fa.m:ília de fi! tro6 primos associada ident:

se GDd.ste P fi N" e P; ~ N':L.então N' (p) associ€l~da a iden-"idaae e

'tieore178 estaria demonstrado. se qq Pe Nt:, Pé V-N i' G1n-tâo
. 2~I

li' C U N':l mas então pela propriedade 5). 01Pi C /J, m8.Sentã0
1'1 lE .ºPji :::o , pois se Çi' Pi 1.lIIB vez que L1 contida. em qualqt1e:r.?

c.ongru.&nciaOo

.:,.t.,
Assim sendo aliemos ~ u.ma eorrtzadãção em supor que não. existe

N' e P ti \..-J. N':i e ~T(p)
nr

Reciprocamente se (»1)1 G

associada a

I Zamilia de congz-uênoãaa e ,uv

<tomoanter~ormente se Pi 1= ~ para -'Godoip então 3e :v ::: 01: .
d.a •

pela propriedade 79 ~ associada a L-11~':1." e se p:: A oz- n.::'_ ç".lcl

ate P E ~},\J' i.i\I tal que Ir' (1') aaaocãeda a ~ mas c

P E },\Jt 1para eJ.gum j "teriamos N'I (p)

contza a po'tese, logo n
1
P F.ó Q li ~ sub-diretamante i.7! .: "

16

Comoeoneequêncãa deErtsg do teoremalO e de proprieàadeo E.',T-'·,:

T orema 1";- p UII:R congzuên ia a8bre G é inf-j.rretlutivel o.:. •

e somente se qualquer que seja N9 fam!lia de fil trosprimos asso ,-'

I

da a :p existe PEi Nt' ij~,l CJ.ue no(p) tamb~I.'lassociada a Pc>

Pelo teoremalO~ basta verificar que p nessas condigNe o s
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