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APRESENTAÇÃO

A Teoria de Representações de Grupos existe co
mo um domínio independente hã quase 90 anos. Tem como ob

jetivo o estudo de realizações concretas de sistemas algo
bri cos abs tra tos

0 prime iro período do seu desenvolvimento, apto
ximadamente de 1890 a 1920, é conectado com os nomes de

G. Frobenius e Schur, W. Burns ide e F. E. Molin. Somente

grupos finitos e representações de dimensão finita foram

consideradas nos trabalhos desse per:lodo. Por exemplo, os

estudos de grupos de permutações e Ãlgebra das Matrizes
originaram as prime iras idéias na teoria.

0 ímpeto original para o desenvolvimento da Teo

ria de Representações foi a invenção por Frobenius da gg.
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jetivo o estudo de realizações concretas de sistemas algf 
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neralização da noção de carãter. Isto foi baseado numa su

gestão de Dedek ind. Numa terminologia anual, um carãter no

sentido de Froben ius Õ um funcional multiplicativo sobre

o centro de um anel de grupo. Logo foi descoberto que es
te carãter também pode ser definido como o traço de uma

matriz de uma representação. Ass im, a teoria de Frobenius

e a teoria de caracteres de grupos comutatívos, que foi de
senvolvjda mais tarde, foram un idas numa nova teoria de
rep resentações

0 segundo período foi marcado pela criação da

teoria de representações de grupos topolõgícos compactos

0 estudo sistemático de representações de gru-
pos de dimensão infinita, é o principal tema do terceiro
pe rTodo, que começou em 1940.

0 Teorema da Reciprocidade de Froben ius foi es

tendido para grupos compactos por A. Weyl, e apareceu em

seu l 'ivro: '' l.',éltíêga.a;néon danzó .Ce gxoup . opo.eag.égua e,t .6a l

app.Uca;Céom ", publicado em 1940 em Paria por Hermann Cie

Depois foi verificado que sua construção é uma generaliza

ção do conceito de representação induzida. Um estudo sis

temático dessa construção para grupos compactos foi.enpreen
dado por Mackey, que produziu um critério de inducíbilida
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A construção de uma repY'esentação induzida i

uma feFr'ementa útil no calculo de caracteres e representa

ções dentro da Teoria de Representações

Algumas representações induzidas são de grande

interesse per s i. A mais simples é a representação induza

da da Representação 1, T : H -> {1}, de um subgrupo H de
G. 0 grau da Y'epresentação induza,dã.GT.é o .Índice [G : H]
de H em G, e as matrizes 'T(g), g € G, são todas matrizes

de permutação. Entretanto, nem toda representação de pel
mutação é { n duzída.

Outra representação iitil ã a ,tepXUeJ't;Cação mono-

ilúae, que é o nome dado para a representação T de G, tal

que para cada g € G, a matriz T(g) tem exatamente um elÊ.
mento ante iro não nulo em cada linha e coluna. Por exem-

plo, seja U uma representação uni-dimens tonal de um sub-
grupo H de G, e seja T = uU. Pelo calculo de GU(ver por

exemplo l51), verifica-se que T é uma representação mon.g

miai. Chamamos de .tapa.uePt.Cação manottúaC ZncítlzZlda a toda re-
presentação induzida CU, onde U é uma representação uni-

-djmens tonal de um s ubg rup o.

Para muitos grupos, todas ou quase todas .repre-

sentações unitárias irredutíveis são representações mono

mi ais i n du zí d as
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A construção de uma representação induzida e 
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Esse conce ito de representação monomial se gene

baliza para a importante noção de medula imprimitivo, e

desta teoria segue, em particular, que to.da. representação
monomial irredutível é uma representação tnonomial induza

da

Finalmente, a operação de indução, a qual é um

funtor da categoria das representações de um subgrupo na

categoria das representações de um grupo, tem sido recen
temente, objeto de um ês-tudo detalhado e frutífero.

Pretendemos aqui obter algumas propriedades re-
lacionadas com Representações Induzidas de Anéis, ou seja,

dado um anel A, e um subanel B, estudar representações do
anel A obtidas a partir de Representações do seu subanel
B, generalizando o estudo de Representações Induzidas de
Grup os.

Observamos que no inicio do capítulo de Repõe

tentações Induzidas tratadas no livro de Curtia-Reiner

l51, eles escrevem: "A maioria dos resultados não tem a.in

da generalização para anéis com condições m:ínimas ou ãlgg.
bus de dimensão finita, ...". 0 propôs ito deste trabalho
êi indicar como alguns dos mais bãs ices teoremas sobre Re

presentaçÕes Induzidas de Grupos podem, de fato, ser gene
ralízados para Anéis e Ãlgebras. Na maioria -dos casos, va
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mos fazer' isto produzindo ao mesmo tempo resultados conhe

cidos, ou seja, resultados vistos como verdade aros(numa

forma apropriada) para Representações de Grupos (possível
mente infinitos), ou Módulos sobre Anéis Comutativos com

unidade. De modo que neste sentido, este trabalho não con
tém substancialmente resultados novos.

No segundo capitulo, vamos des.crever Representa
ções Induzidas de Anéis, como constou:i-las, e discutir o

teorema de Frobenius. Mais que isto, vamos cona iderar es
sa construção como sendo uma generalização apropriada ao
caso de. Anéis, do Teorema da Recip..roa.dade de Frobenius

No terce iro capítulo, que é a parte central do

trabalho, vamos procurar uma condição necessária e sufíci

ente para que uma Representação de A seja induzida de B,

isto ê;, vamos caracterizar Representações Induzidas de
Anéis, fazendo uma conexão entre o teorema da Imprimitiví
dade e o que costuma ser chamado "teorema de Monta".Além

disso, vamos fazer uma aplicação dos teoremas de Frobeníus

e da Imprimitividade, demonstrando o teorema do Número de

Entrelaçamento l"lide,-t,ü4úlüng A/cabe,a") de Mackey, que estabe-

lece uma re cação entre duas Representações Induzidas

Finalmente, apresentamos um capitulo inicial, on

de s ímplesmente damos algumas definições e . propriedades
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que serão utilizadas no desenrolar do trabalho

A referência principal é um trabalho de Marc A
Rieffel - "lndueed Rep,tuePt,{la;cllom oá Réngó" 1241
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CAPITULO l

Faremos aqui uma recap itulação de certas noções
básicas: Daremos algumas definições e resultados, alguns
tidos como clãss ecos em Ãlgebra, com o intu ito maior de

fixar as notações util izadas nos capítulos seguintes

Os resultados que forem enunciados. sem demonstra

çao, encontram-se demonstrados.na literatura citada no fi

nal do trabalho, apesar de alguns estarem sem referências

0 conteúdo deste capTtulo será usado livremente
no resto da dissertação, sem fazer refez'ências explícitas

$l. CATEGORIAS

Por uma categori a e n tendemos

Um s'istema C =(obj C, mor., o) consist'indo de
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CAPITULO I 

Faremos aqui uma recapitulação de certas noçoes 

bãsicas: Dare.mos algumas definiçõe·s . e r .esu.ltados, alguns 

tidos como clãssicos em Ãlgebra, com o intuito maior de 

fixar as notações utilizadas nos capft~los seguintes. 

Os resultados que forem enunciados - sem demonstra 

ção, encontram-se demonstrados _ na literatura citada no fi 

nal do trabalho, apesar de alguns estarem sem referências. 

O conteúdo deste cap'ítulo serã usado livremente 

no resto da dissertação, sem fazer referências explícitas. 

§l. CATEGORIAS 

Por uma categoria entendemos: 

Um sistema e= (obj C, mor , o} con-sistind.o de: e 

-01-
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IQ: u ma classe, obj C, cujos elementos são chamados obje
tos ;

2Q: uma função, moer. ' que a cada par (A, B) de objetos ,
associa um conjunto mor. (A, B), cujos elementos '
f : A -> B são chamados mot'fismos; e

3Q: uma função o: mora..(B, C) x mórr.(A, B) -' mor.(A, C)
chamada compos ição, com as segu iates propriedades

(c.l)paracadatriplah:C-,D,g:B-,C e

f : A '- B , h o (g o f) = (h o g) of

(c.2) para cada A e obj C, existe um Único IA €
moer.. (A,A) tal que se f : .A -' B e g : B -, A, e.D

tao rt+

+f o IA: f e IAo g': g,
onde IA i chamado de .édepz,Cidade da caÍegoitéa.

Um morfismo f : A -+ B em C é chamado um .üolno.t

á.ümo se existir um mor'físmo (necessariamente i;Rico)

f'i : B -> A em C tal que f'iof = IA e f o f'i = in

Dizemos que uma categoria i cone,te,{a , se exis-
tir uma função u, de C para a classe dos conjuntos, tal
que para cada A, B. € obj C,

-02-

, 
19: uma classe, obj C, cujos elementos sao chamados obje-

tos; 

29: uma função, more , que a cada par (A, B) de objetos , 

associa um conjunto more (A, B), cujos elementos 

f: A+ B sao chamados morfismos; e 

39: uma função o : more -(B, C) x mo _re (A, B) + more (A, C) 

chamada composição, com as seguintes propriedades: 

(c.1) para cada tripla h : e+ D, g: B + e e 

.f : A+ 8, h o (g o f) = {h o g) o f 

(c.2) para cada A€ obj C, existe um unico lA € 

mor C (A,A) tal ·que se f 

tão: 

A + B e g : 8 + A, en 

f Ó lA = f e 

onde lA é chamado de 

1 A · o g' = g, 

identidade da c.a;t_egolU..a. 

Um morfismo f : A + B em C é chamado um .ú.iomo1t-

6-l6mo se existir um morfismo (necessariamente unico) 
-1 e -1 -1 · f B + A em ta 1 que f of = 1 A e f o f = 1 B. 

Dizemos que uma categoria é c.onCJte;ta, se exis-

tir uma função u, de C para a classe dos conjuntos, tal 

que para cada A, 8 - € obj C, 
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(i) morC(A,B)CMap(u(A),u(B)),ondeMap(u(A) ,

u (B)) é o conjunto de todas as funções de u(A) em

u ( B ) ,

('i{) IA : lu(A)

(ii i) o é a composição usual de funções

Aqui, um isomorfismo é uma bi jeção f : u(A) -* u(B)

Se C : (obj C, mor., o) é uma categoria concrg
ta, então o conjunto u(A) é chamado capzlurüa .óclb/acerte de
A € obj C

Uma categoria D : (obi D, mor., o) é uma .õu6ca-

tego'úa de C, se obj D C obi C; morD (A,B) g morC (A,B) ,
para cada par A,B € obj D; o em D é a restrição de o em '

C. Se no entanto, morri(A,B): mora...(A,B) para cada par
A,B € obj D, então D i dita uma ,õübcazego/üa p,Cena de C.

Por exemplo, a classe dos grupos abelianos é a

classe de objetos de uma subcategoria plena da categoria
dos grupos, e esta categoria tem uma subcategoría plena
cujos objetos são os grupos abelianos finitos. EI uma prã

teca comum em Ãlgebra, Identificar um objeto numa . patego

ria com seu conjunto subjacente. Então, por exemplo, nõs

usualmente identificamos um grupo (G,o) consistindo de um

conjunto G e uma open"ação o, com seu conjunto subjacente

G. Note, entretanto, que a categoria dos grupos não é uma

-03-
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A€ obj (. 
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u s u a 1 me n te i d e n ti f i c amos um g r u p o ( G , o ) c o n s i s ti n d o d e um 

conjunto G e uma operaçao o, com seu conjunto subjacente 

G. Note, entretanto, que a categoria dos grupos nao e uma 
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subcátegor.ia da categoria dos c.onjuntos, simplesmente po!
que Dão é ver'dade que a classe dos objetos da categoria
dos grupos esteja contida na classe dos objetos da catego
ria dos conjuntos, embor'a todo gt'upo possa ser considera-

do um conjunto, pois sobre o mesmo conjunto podem ser de
finados diferentes está'uturas de grupos

Por símpl ícidade, quando quisermos nos referir

a uma categoria C : (obj C, moer..' o), vamos citar simple.:
mente a categoria C

$2. FUNTORES

Um funtor é algo que pode ser visto como um "ho

momorfí smo de ca tegor'i as " . ,

.Qs.i11j..2.i.g.ã.e: Sejam C e D duas categorias. Então, um funtor

(covariante) F de C para D é uma regra que

as s oci a

(i) a cadaobjeto A eobi C, um ot)jeto F(A) cobjD;
(ií) a cada morfismo f : A -' B em C, um morfismo

F(f) : F(A) -' F(B) em D, suje íto ãs condições
(iÍI) F (gf) : F(g) . F(f)

( 'iv) F (l.Â) : IF(A)
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subcátegoria da categoria dos conjuntos, simplesmente po~ 

que ~ão é verdade que a classe dos objetos da categoria 

dos grupos esteja contida na classe dos objetos da categ~ 

ria dos conjuntos, embora todo ~rupo possa ser considera

do um conjunto, pois sobre o mesmo conjunto podem ser de 

finidos diferentes estruturas de grupos. 

Por simplicidade, quando quisermos nos referir 

a um a c a te g o ri a ( = ( o b j ( , 

mente a C a_ te g o ri a e. 

§2. FUNTORES 

mor , e o), vamos citar simple~ 

Um funtor é algo que pode ser visto como um 11 ho 

momorfi smo de categorias 11
• 

Definição: Se2am C e D duas categorias. Então, um funtor 

(covariante) F de e para D é uma regra que 

associa: 

( i ) a cada objeto A € obj C, um objeto F(A) € obj D; 
( i ; ) a cada morfismo f . A + B em C, um morfismo . 

F(f) . F(A) + F(B) em D, sujeito as condições: . 
( ; i ; ) F (gf) = F(g) . ·F(f) 

(iv) F ( l A) = l F(A) 
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A expressão cova/t,éa#tle no titulo de F se deve
aos l tens( i{) e(ij{) acima. Em(i i), o sentido da fle-
cha ê preservada por F, isto é, F(.f) v.ai da F-imagem do
domínio de f para a F-imagem do co-domín io de f. Isso,por

sua vez, dã sentido a (i í i). Por outro lado, existem exelE

pios em que queremos inverter a flecha, isto é, conside -
rar funtores F tais que ( i) vale, mas

(i i)' a cada morfismo f : A '- B em C i associado um mor

fismo F(f) : F(B) -' F(A) em D.

Então,( ív) é preservada mas(iii) é substituída

por

({jl) ' F(gf) : F(f) . F(g)

Um furtar satisfazendo essa variante da defina

ção se di z coit;C/avaüaitíe

Hã mais uma noção bãs ica na teoria das catego -

rias. É a noção de "transformação natural" de funtores.Na
verdade, toda a linguagem e maquinaria de categorias e '

funtores foi desenvolvi.da para dar precisão ao conceito i.g
tuitivo de transformação natural

Defín ição: Sejam F, G : C -, D dois funtores (covarian-

tes). Então uma transformação natural n, de F
para G, é uma regra que associa a cada objeto A € obj C '

-05-

A expressao c.ova!Úan:te. no titulo de F se deve ' 

a os i te n s ( i i ) e ( i i i ) a c i ma . Em ( i i ) , o se n ti d o d a f l e -

cha ê preservada por F, isto e, F( .f) .v.ai. da F-imagem do 

domínio de f para a F-i _magem do co-dornínio de f. Isso,por 

sua vez, dã sentido a (iii). Por outro lado, existem exem 

plos em que queremos inverter a flecha, isto é, conside -

rar funtores F tais que (i) vale, mas 

( i i ) I cada morfismo f A ➔ B e - associado a . em e um mor . 
fismo F(f) . F(B) ➔ F{A) em D-. 
Então, ( i V) e preservada mas ( i i i ) e substitui da 1 

. por 

(iii)' F(gf) = F(f) F ( g) . 

Um funtor satisfazendo essa variante da defini 

ç a o se d i z c.onbz.a.va!Úan:te. . · 

Hã mais uma noção bãsica na teoria das catego · 

ri as. t a noçao de "transformação natural" de funtores. Na 

verdade, toda a linguagem e maquinaria de categorias e 

funtores foi desenvolvida para dar precisão - ao conceito in 

tuitivo de transformação natural. 

Definição:_ Sejam F, G: e ➔ D dois funtores (covarian-

tes). Então uma transformação natural 1_1, de F 

para G, é uma regra que associa a cada objeto A€ obj C ' 
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um morfjsmo rIA no conjunto morri(F(A), G(A)), sujeito ã
condição que o diagrama abaixo seja comutativo, para cada
f : A -, B em C ;

nA
F(A) G(A)

F(f) G(f)

F(B ) G(B)
nB

Se cada nA for um isomorfismo (inverslve 1) em D,
di zemos que TI é uma eqtlZva,eênc,éa naCuixca, ou .como,t6,ümo na;ül-

/taC. Evidentemente, se n for uma equivalência natural de

apara G, então D'i, dada por(vl'x). = n.i será umaequi

valên cia natural de G p ara F

Se n for uma transformação natural de F para G
e p for uma transformação natural de G para fl, então uma

transformação natural url de F para H será dada por (Un)A=

pA nA' e claro então que rl de F para G9 será uma equíva -
lência se e sÕ se existir u de G para F tal que url = Id ,

nu = Id, onde Id denota a transformação identidade de fun
tomes

-06-

um morfismo nA no conjunto mor
0 

(F{A), G{A)), sujeito a 

- condição que o diagrama abaixo seja comutativo, para cada 

f : A -+ B em C 

f{A) G{A) 

f{f) 

f ( B) G{B) 

Se cada nA for um isomorfismo (inversivel) em D, 
dizemos que n e uma equJ..vai.ê.nci.ana.,tuJtai., ou .l6omo1t6,v.,mo nat.u.

M.1... Evidentemente, se n for uma equivalência natural de 

f para G, então - 1 
n - 1 dada por (n ) = 

A 

valência natural de G para f. 

- 1 -nA sera uma equj_ 

Se n for uma ·transformação natural de F para G 

e µ for uma transformação natural de G para fl, então uma 

transformação natural µn de F para H sera dada por (µn)A= 

µ_A nA; e claro então que n de f para G, sera uma equiva -
lência se e so se existir µ de G para f tal que µn = Id , 

nµ = I d, onde Id denota a t r a n s formação i den ti d ade de fun 

tores • 

.. 
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.Qg.!j..C..!São: Um funtor F : C -- D é pleno se para todo
par C, C' e obj C e para todo morfismo

g : F(C) ----* F(C') em D, existir um morflsmo

f : C -----' C' em C, com g : F(f)

Claramente, a composta de dois funtores plenos
é um fun tor pleno.

.99.fin ção: Um funtor F : C -----* D é fiel se para todo par
C, C' e obj C e todo par fi, fz : C -+ C' de mor

fismos em C, a igualdade F(fl) : F(f2) : F(C) ------- F(C')
impl í ca fi = fz

Novamente, composta de funtores fiéis â fiel

Por exemplo, se 1) é uma subca.tegoria de C,o fuB.
tor inclusão de D em C, que leva cada objeto e cada moras

mo de D nele mesmo em C, é automaticamente fiel. Se D for
uma subcategoria plena de C, então o funtor inclusão será
pl eno.

Definição: Um funtor F : C ----+ D é denso, se para cada

D e obj D, existe um C € obj C tal que F(C) i
is omorfo a D.

Definição: Um funtor F : e ~ D e pleno se para todo 

par C, C' € obj ( e para todo morfismo 

g F(C)--+ F(C 1
) em D, ~xistir um morfismo 

f C--+ C' em C, com g = F(f}. 

Claramente, a composta de dois funtores plenos 

-e um funtor pleno. 

Definição: Um funtor F e -D é fie 1 se para todo par 

e, C' € obj e e todo par f 1 , f2 . . e ~ e· de mor 

fismos em C, a igualdade F( f i) = F(f2} F(C) - F( C 1 ) 

implica f 1·· = f2. 

Novamente, composta de funtores fiéis é fiel. 

Por exemplo, se D e uma subca~egoria de C,o fu~ 

tor fnclusão de D em C, que leva cada objeto e cada morfis 

mo de D nele mesmo em C, é automaticamente fiel. Se D for 

uma subcategoria plena ~e C, entã6 o funtor inclusão seri 

pleno. 

De f i n i ç ão : um f u n to r F : e _ __.. D e de n s o , se p ar a Cada 

D € o b j D , e x i s te um 

isomorfo a D. 

-C € obj C tal que F(C) e 

11 
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S3. CATEGORIAS DE MÓDULOS

Neste trabalho, vamos tratar bas icamente com a

categor{ a de módulos

Dados dois módulos M e N, digamos R-módulos ã

esquerda, indicamos por Homo (M, N) o conjunto dos R-homo.

morfismos de M em N

Vamos denotar por rlK : (obj MK' HomR' o) a cãES.
geria concreta dos R-módulos ã dure ita e homomorfismos ã
dure'ita. Analogamente para pM, a categor ia dos R- módulos

ã esquerda e pMK dos bimÕdulos ã esquerda sobre R e ã di
Feita sobre S e seus homomorfismos

Uma importante propriedade da categoria dos

R-módulos é que para cada par M,N de R-módulos, o conjun-

to HomK (M,N) é um grupo abeliano com relação ã operação
de adição: (f,g) }-----, f + g defin ida por:

(f + g)(x) f(x) + g(x), x € M

Além d isso, Homo (M,N) torna-se um módulo se M

ou N forem bimÕdulos

Suponhamos por exemplo, a s ituação: (RMS' KN)
Então, pára cada s e S e f e Homo(M,N) , definindo a ação
de S sobre Hom. (M,N) p or:

-08-

§3. CATEGORIAS DE MÕDULOS: 

Neste trabalho, vamos tratar basicamente com a 

categoria de mÕdulos. 

Dados dois mõdulos Me N, digamos R-mõdulos ã 1 

esquerda, indicamos por HomR (M, N) o conjunto dos R-homo 

morfismos de M em N. 

Vamos denotar por MR = (obj MR, HomR, o) a cat~ 

goria concreta dos R~mõdulos ã direita e homomorfismos a 

direita. Analogamente par-a RM, a categoria dos R- mÕdulos 

ã esquerda e Rf\ dos bimÕdulos a esquerda sobre R e a di 

reita sobre Se seus homomorfismos. 

Uma importante propriedade da categoria dos 

R- m5dulos e que para cada par M,N de R-mõdulos, o conjun

to HomR (M,N) é um grupo abeliano com relação ã operaçao 

de adição: (f,g) ~ f + g definida por: -

(f + g)(x) = t(x) + g(x), x € M. 

Além disso, HomR (M,N) torna-se um mõdulo se M 

ou N forem bimÕdulos. 

Suponhamos por exemplo, a situação: (RM
8

, RN) . 

Então , p à r a cada s € S e f € H o m R ( M , N ) , de f i n i n d o a a ç a o 

· de S sobre -HomR (M,N) por: 
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(sf)(x) : f(xs), para todo x C M,

HomK (M,N) torna-se um S-módulo ã es.querda

Agir'a, suponhamos que C seja uma subcategoria

plena de R-módulos e que D seja uma subcategoria plena de
S-módulos. Então, um funtor F de C para D é adZ,{2vo, se pa

ra cada M,N, módulos em C, e cada par f,g : M -----+ N em C
temos

F(f + g) : F( f) + F(g)

Em particular, se F for aditivo e covariante,en

tão a res trição:

F HomR(M,N) ---'' Homo(F(M) ,F(N))

será um homomorfismo de gr'upos abelianos

Também, F : KM ----- sM, funtot' adit:ivo, será fiel,
se F(f) = 0 impl icar f = 0

Definicão: Sejam C e D subcategorias plenas de RM e sM
respectivamente. Sejam F : C ----* D e

G : D----> C funtores aditivos covariantes. Então, F é um

adjunto ã esquerda de Ge Cé um adjunto ã dure íta de F,
ou simplesmente(F, G) é um par adjunto, se para cada '

M e obj C, e N e obj D, existir um isomorfismo

-09-

{sf){x) = f{xs), para todo x € M, 

HomR {M,N) torna-se um S-m6dulo ã es~~erda. 

Agora, suponhamos que ( s~Ja uma subcategoria 1 

plena de R-mõdulos e que D seja uma subcategoria plena de 

S-mõdulos. Então, um funtor F de ( -para D é a.cli.,;ü_vo, se p~ 

ra cada M,N, m6dulos em C, e cada par f,g : M--+- Nem G 

temos: 

f{f + g) = F{f) + F{g) 

Em particular, se F for aditivo e covariante,en 

tão a restrição: 

sera um . homomorfismo de grupos abelianos. 

Também, F : RM---+ 
8

M, fun -tor aditivo, sera fiel, 

se F{f) = O implicar f = O. 

Definição: Sejam e e D subcategorias plenas de RM e sM 

respectivamente. Sejam F : e - D e 

G: D- e funtores aditivos · covari -antes. Então, Fé um 

adjunto ã esquerda de G e G e· um adjunto ã direi ta de F, 

ou simplesmente (F, G) é um par adjunto, se para cada 

M 6 obj C, e N E obj D, existir um isomorfismo 

,, 
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nMN Homo(M, G(N)) ------' Homs(F(M), N)

que ê natural em ambos f4e N, istoi, são comutativos os
se gui n tes d i ag ramas

(i) para cada f : M -----'- M' em C,

HomK (M, G(N))

Homo (F(M), N)

nMN

HomK (f, G(N))
HomR (M', G(N))

Homs ( F(M ') , N)

nM'N

Homo ( F(f) , N)

(ii) para cada g : N -----' N' em D,

HomK (M, G(N) )

Homo ( F(M) , N)

Homo (M, G(f))
Homo (M, G(N '))

Homo ( F(M) , N ')

rIMa'

Homo ( F(M), f)

Chamaremos o adjunto ã esquerda de ad/urt,ü, e o
adjunto ã direita de coadlupüa, ou seja, F é um adjunto de
G e G é um coadjunto de F

-10-

que e natural em ambos Me N, isto é, são comutativos os 

seguintes diagramas: 

(i) para cada f M ~ M I em C, 

HomR (M, G(N)) 
HomR {f, G(N)) 

HomR (M 1
, G(N)) 

_Homs {F(M), N) 
Hom

8 
( F(f), N) 

Hom
8 

{F(M'), N) 

(ii) para cada g N - N I 
em D, 

HomR (M, G(N)) 
HomR (M, G(f)) 

HomR (M, G(N')) 

Homs (F(M), N) 
Hom

8 
(F(M), f) 

Hom
8 

{F(M), N 1
) 

.. 

Chamaremos o adjunto ã esquerda de adjunto, e o 

-adjunto a direi ta de c.oadjun:to, ou seja, F e um adjunto de 

G e G ê um coadj unto de F. 
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Dados MR e RN9 modulos sobre o anel R, esta de
finado.também, o produto tensorial, que é um grupo abel il
no denotado por' M (DP N

Em geral, esse grupo abeliano não é um R-módulo

Entretanto, uma estrutura de bimÕdulo de M ou N induz uma

estrutura de módulo em M ®R N

Suponhamos por exemp lo, a s ituação:(sMR' KN)

Então, para cada s € s, definindo a ação de s sobre M(41 N
por: s(m®n):(sm)G)n; para m € M e n eN. M(DRN '
torna-se um S-módulo ã esquerda.

Analogamente, se sMK e RNT forem bimõdulos, e.g
tão s(M(DR N)T será um bimõdulo,.com:

s(m a) n ) (sm) (D n e (m ® n)t : m ® (nt)

Vamos agora, demonstrar uma propor ição, a tltu
lo de exemplo, sobre o conceito de transformação natural
entre funtores de categor'ias de módulos

E!..oposição 1:1: Seja R um anel e .M a categoria dos R - mÕ

duros ã esquerda. Então existem isomorfis

mos naturais entre os funtores HomK (R, -) e (R (%{ .) com

o funtor i dente dade de RM.

Demonstração Precisamos mostrar que ex ístem isomorfismos

-11-

Dados MR e RN, mõdulos sobre o anel R, estã de 

finido também, o produto tensorial, que e um grupo abelia 

no denotado por M ®R N. 

Em geral, ess·e grupo abeliano não e um R-mõdulo. 

Entretanto, uma estrutura de bimÕdulo de M ou N induz uma 

estrutura de mõdulo em M ~ N. 

Suponhamos por exemplo, a situação: (SMR, RN) . 

Então, para cada s E S, definindo a açao de S sobre M~ N 

por: s(m®n) = (sm) ®n; para m -€ M e n € N • . M(% N' 

torna-se um S-mõdulo ã esquerda. 

Analogamente, se 
8

MR e . RNT fQrem bimodulas, en 

serã um bimÕdulo, com: 
• n 

s(m ® n) = (sm) ® n e (m@ n)t = m@ (nt). 

Vamos agora, demonstrar uma proposição, a titu 

lo de exemplo, sobre o conceito de transformação natural 

entre funtores de categorias de mõdulos. 

Proposição 1.1: Seja Rum anel e RM a categoria dos R- mõ 

dulos ã esquerda. Então existem isomorfis 

mos naturais entre os funtores HomR (R, _) e (R ~ _) com 

o funtor _identidade de RM. 

Demonstração: Precisamos mostrar que existem isomorfismos 
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n atu rai s :

IRM Homo (RRR' -), onde para m € M, c.g

da r € R e cada y € HomK (R,M)-, de;fin:amos

pU(m)(r):rm e pM:(y): y(1), e

(a) p

(b) p: (RRR (8K --) IRM-? onde para .cada

M € obj RM, definimos

uM (r® m) : rm e pM' (m) : l ® m.

Vamos dividir a demonstração. um: alguns lemas

LEMA 1: pM : M -----+ HomK (R,M), de.fin ido por

pw(m)(r): rm é um R-isomorfismo

Demonstração: top ara9

( { { ) R lhe a re
PM

riilriçi'vs. pMt'''/ '' r'v'liR lr\'''/ pui

dos r, s , t € R e m, n € M,

(i) pM(m) é um R-homomorfismo de R para M:

pM(m)(rs + r's'):(rs + r's')(m) : r pM(m)(s) +

+ r' pM(m) (s ')

(a) p: 

naturais: 

1 
RM 

da r € R e cada 

pM ( m) ( r) = rm 

. 
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HomR (RRR, - ) , onde para m € M, 

y € HomR 

e - 1 
PM 

(R,M)-, -clefin-imos 

(y) = y ( l ) , e 

1 M, onde para. _cada 
R .. 

M € obj RM, definimos 

µM (r@ m) = rm e 
- 1 

µM ( m) = l ® m. 

Vamos dividir a demons traçã·o um · alguns lemas: 

PM (m) (r) = rm é um R-isomorfismo. 

ca 

Demonstração : Primeiro, pM(m) € HomR (R,M) pois, para to-

dos r, s , t € R e m, n € M, 

(i) pM(m) e um R-homomorfismo de R para M: 

(i i) pM é R- 1 inear: 
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pM (rm + sn)(t) t(rm + sn) : trm + tsn

pM (m)(tr) + pM (n) (ts) (r pM (m) + s pM (n))(t)

Agora, pu â um mono pois pM (m) : 0 , implica

pM(m)(1) = 0, para todo m € M. E ainda mais, pM é
ep i pois, se y € Homo(R,M), então y(r) : r y(1) :
: pM ('y(1))(r) para todo r' € R

Portanto, Pm e um R-isomorf esmo

0

uM ' R (DK M ----'> M, definido por

uM (rG> m) : rm é um R-isomorfismo

Demonstração: Desde que a aplicação (r,m) }------.-- rm define
uma apl ilação R-balanceada de R x M em M,

existe uma apl icação uM : R <D M -------' M t.q. UM (r a) m)

rm, que é claramente um RahomomoFfísmo.

Por outro lado, a apl'icação uMi:M-'> R ®R M def'i
nada por UM (m) : m (8) 1 Í também um R-homomorfismo. Como

pMopM:IM e UMíoUM:IR®.M' po'isR(DRM: '

= {le)m : m e M} concluímos que u.é.um R-isomorfismo..
0
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pM (rm + sn)(t) = t(rm + sn) = trm + tsn = 

= PM (m)(tr) + PM (n) (ts) = (r PM (m) + s PM (n))(t). 

Agora, pM e um mono pois pM (m) =O, implica 

m = pM (m)(l) = O, para todo m EM. E ainda mais, pM é' 

epi pois, se y € HomR (R,M), então y(r) = r y (l) = 

= P M ( y ( l ) ) ( r ) p a r a to d o r € . . R .. . . . . . , . . 

-Portanto, pM e um R-isomorfismo . 

· o 

LEMA 2: µM : R ~ M - M, definido por 

µM ( r ® m) = rm e um R-i s·omor-f·i ·smo. 

Demonstração: Desde que a aplicação (r,m) ~, --+-> rm define 

uma apli ·caçio R-balanceada de R x M em M, 

existe uma aplicação µM: R@M - M t.q. µM (r®m) = 

= rm, que é claramente um R~homomorfismo. 

Por outro lado, a aplicação µ~,:M--+- R ®R M defi. 

nida porµ~ (m) = m ® l ê também um R-homomorfismo. Como 

µM o µ' = lM e µM, o µM = lR ' 
pois R~ M = M ®RM 

= {l ®m . m € M} conclui mos que . µM e _um R-isomorfismo . • . 

o 

.. 
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LEMA 3: p é uma transformação natural de RM em RM, isto

é, para M,N € obj RM e ca-da f--: M ------'' N em RM,
o seguinte diagrama é comutativa

l M (f):
R'' '

M

HomK (R,M)
Homo (R,f)

PM

N

Homo (R,N)

PN

Ve ri fi cação: De um l a do ,

[(Pn ' f)(m)J (r) Pn (f(m) ) ( r) f(m)

Por ou tro l ado,

[(HomR(R,f) o pM)(m)](r): Homo(R,f)(pM(m))(r)

pf(M) (m)(r) : r . f(m)

0

LEMA 4: u é uma transformação natural de pM em pM, isto é,

para M,N € obj RM e cada f : M ------' N em RM

seguinte diagrama é comutativa

-.: 
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LEMA 3: p e uma transformação natural de RM em RM, isto 

é , p ar a M , N € o b j R M e c a-d a ·f- · : · M· - N em R M, 

o seguinte diagrama é comutativo: 

M 

1 M (f)= 
R 

= f 

HomR (R,M) 
HomR (R,f) 

Ve ri fi cação: De um lado, 

[( PN o f)(m)j ( r) = p 
N 

(f(m))(r) 

N 

H om'.R ( R, N) 

.. 

f ( m) • = r . 

Por outro lado, . . .- . ' " · 

= p f ( M) ( m) ( r) = r • f (-m) • 

o 

LEMA 4: µ é uma transformação natural de RM em RM, isto e, 

para M,N € obj RM e cada f: M - Nem RM, o· 

seguinte diagrama é comutativo: 
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®.: M

M

PM

N

UN

l M (f)R''

ye r'i ficação: De um lado ,

[pN ' (R ®R f)] (r ® m) uN (r ® f(m) ) f(m)

Por ou tro l ado ,

(f ' uK)(r ® m) f( rm) f(m)

0

Analogamente, podemos demonstrar também que, pa

ra a categoria Mn' dos .R-módulos ã dure ita, existem isomo!

fismos naturais entre os funtores HomK (--, R)
o funtor i dente dade de Mu

e

$4 CQuivALÊNciA DE CATEGORIAS

De finiç$Q Sejam C e D categorias arbitrárias En tão , um

-15-

R ~ f 

l M {f) = 
R M------------+-

= f 

Ve ri fi cação: De um lado, I J ' • 

(µN o ( R @R f)] ( r@ m) = µN (r@f(m)) 

Por outro 1 ado, 

(f o µM)(r@ m) = f(rm) = r . f (m) -

N 

= r . f(m). 

o 

Analogamente, podemos demonstrar também que, p~ 

ra a categoria MR, dos .R-mÕdulos ã direfta, existem isomo1:, 

fismos naturais entre os funtores HomR (_, R) e _ ®8_ R e 

o funtor identidade de MR. 

• 
§4. EQUIVALtNCIA DE CATEGORIAS: 

Definição: Sejam e e D categorias arbitrãria·s. Então, um 



16

furtar covariante F : C ------- D é uma equiva
lência de categorias se existir um funtor. (necessariamen-
te cova ri an te):

G : D ; C

e isomo rfismos n aturais

l e FG
C

Um furtar G com essa propriedade(também uma

equivalência de categorias) é chamado uma eqtll.vaeêneéa .én-

veMa de F. Duas categorias são equZvaZlen.ta se existir uma

equivalência de categorias -de uma para outra. Escrevemos

no caso em que C e D são equivalentes. Também, isto de
fine uma relação de equivalência na classe de todas as ca
te go ri as

TEOREMA 1.2: Sejam C e D categorias. Então, um funtor
covariante, F : C ------+ 1) é uma equivalência

de categorias se e sÕ se F for fiel, pleno e denso.
0

Definicão: Um funtor covariante F : C ------ D ã um ísomol
fismo se existir um furtar covariante G : D--C

-16-

funtor covariante F: e - D e uma equiv~ 

lência de categorias se existir um fu -ntor (necessariamen

te c o v a ri a n te ) ; 

G : n ~ e 

e isomorfismos naturais: 

Gf e FG ~ 1
0 

Um funtor G com essa propriedade (também uma 

equivalência de categorias) é chamado uma e.qu,i.va-tênúa in

veJLóa de. F. Duas categorias sao e.qu,i.vai.e.n:tu se existir uma 

equivalência de categorias -de uma p--ara ··outra. Escrevemos 

e D 

no caso em que C e D sao equivalentes. Também, isto de 

fine uma relação de equivalência na classe de todas as ca 

te go ri as. 

TEOREMA 1. 2: Sejam e e D c a te g o r _! as • Então, um funtor 

cova ri ante, f . C--+ D e uma equivalência . 
de cate go ri as - f for fie 1 , pleno de .ns o. se e so se e 

o 
Definição: Um funtor covariante F: e - D e um isomor 

fismo se exisfir um funtor covariante G: D-+C 
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com FG = 1. e GF = 1.. Se um tal par de funtores existir,
então C e D são ditas .como,tám.

Claramente, categorias iso.m.or'.fas. são equivalen
tes, mas a recíproca não í verdade ira.

$5 CQuiVALÊNCiA DE ANÉIS E TEOREMAS DE MORIT4

Nosso interesse se restringe ã categoria dos mÕ

duros. Então, vamos assumir que todos os funtores entre

tais categorias são aditivos. Então, duas tais categorias
serão equivalentes se existir uma equivalência aditjva de
uma para a outra

PlfiJ!.iç.it: Dois anéis R e S são equivalentes (segundo M.9

ri t a) , se

RM : sM ,

isto é, se existir uma equivalência entre essas categorias
de módulos

Se R e S forem equivalentes, escreveremos

Mostra-se que as categorias KM e sM são equiva
lentes se e sõ se MK e Ms o forem.

Sejam R e S um par de anéis equivalentes Espe

-17-

com FG = 1 e GF = 1 . Se um tal par de funtores existir, 
· D C 

então C e D sao ditas ,Úomo1t6a.6, · - · -· - -

Claramente, categorias i so.m.or.f..as . . são equivalen

tes, mas a reciproca nao e verdadeira. 

§5. EQUIVALÊNCIA DE ANtIS E TEOREMAS DE MORITA 

N os s o i n te re s se s e r e s t r i n g e ã c a te g o r i a d o s m õ 

dulos. Então, vamos assumir que todos os funtores entre 

tais categorias são aditivos. Entã-o·, d·uas tais categorias 

serão equivalentes se existir uma equivalência aditiva de 

uma para a outra. 

Definição: Dois ané'is R e S sao equivalente·s (segundo Mo 

rita),se 

:::: 

isto é, se existir uma equivalência entre essas categorias 

de mõ du 1 os. 

Se R e S forem equivalentes, escreveremos R = S. 

Mostra-se que as categorias RM e 
5
M sao equiva-

1 e n te s se e s o se MR e Ms o forem. 

Sejam R e S um par de anéis equivalentes. Espe-
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c i fí came n te as suma mos q ue

('Í) F KM ---- sM e G : sM ---''' RM

são equivalên clãs inve asas Em p a rticul a r,

GF ; IRM e FG ; lsM

implica que existem isomorfismos naturais

('i 'i ) n CF ------, 'l
RM

e
E : FG > lsM

Portanto, no caso de n, para cada M € obi RM ,

existe um ísomorfismo nM : GF(M) --------'"-lkM"'(M) : M em RM

tal que para cada M,M' C obj RM e cada f. :..M -------+ M' em

pM, o diagrama abaixo é comutativa.;

M

GF(M)

nM

M'

GF(M')

nM'

GF(f)

Naturalmente, uma observação paralela aplica-se

a E

Além disso, para cada M tabj RM. .e cada

-18-

cificamente assumimos que: 

e 

sao equival~ncias inversas. Em parti~ular, 

GF e FG l M 
s 

implica que existem isomorfismos naturais: 

{ i i} n : GF - 1 
RM 

e 1; : FG - l 
sM 

Portanto, no caso de n, para cada M € obj RM , 
e xi s te um i s o mo r f i s mo n M -: G F ( M ) 

tal que para cada M,M' € obj M e -eada , f .. : . . M -
R 

RM, o diagrama abaixo e comutativo; . .. ... . 

f 
M M' 

nM l l nM' 

GF(M) GF(M') · 
GF{f} 

M' em 

Naturalmente, uma obseriaçio paralela aplica-se 

· A l é m d i s s o , p a r a e a d a M €--- ob j R M-_ e e a d a 

• 
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N € obj sM , existem Z- h omomo rfí s mos

'PMN : Homo (N, F(M)) ------ HomK (G(N), M)

OMU : Homo (F(M), N) -"'---' HomR (M, G(N))

de fi ni dos vi a

d'MW ' y t rIM o G(y) e
Ouw 6 -----'' c(ó) ' n;l:

0 isomorfismo natural E determina também,um par
de homomorfismos similares a + e 0.

É importante ressaltar que esses homomorfísmos'

são isomorfismos naturais. Isto mostra que se F for uma

equivalência inversa de G, então'(F, G) e(G, F) são pa-
res adjun tos de fun topes

De fin i ção P € obj sM é um gerador, se o funtor

Homo (P, --) fo r fiel

Quando um módulo P € obj KM for' projetivo, finítamente gg
Fado e gerador, diremos que ele é um progerador.

Teorema 1.3: Sejam R.e S anéis equivalentes via as equiva
lân ci as i nve rs as

F : RM -----' sM e sM '' : RM

N € o b j s M , e x i s te m 

4> = 4> MN 

8 = 8 
MN 

definidos via: 

<f>MN : y 1 
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Z-homomorfismos: 

Hom
8 

(N, F(M)) 

Hom
8 

(F(M), N) 

HomR (G(N), M) 

e - 1 
8MN: ô 1---+ G(ô) o nM 

O isomorfismo natural l; determina tambêm,um par 

de homomorfismos similares a 4> e 8. 

r importante ressaltar que esses homomorfismos 1 

sao isomorfismos naturais. Isto mostra que se F for uma 

equivalência inversa de G, então -(F, G) e {G, F) sao pa

res adjuntos de fun tores . 

De f i n i ç ão : P € o b j s M é um g e r a d o r , s e o f u n to r 

Hom
5 

(P, _) .for fiel. 

Quando um mõdulo P € obj 
8
M for projetivo, finitamente g~ 

rado e gerador, diremos que ele é um progerador. 

Teorema 1.3: Sejam R.e S anéis equivalentes via as equiv~ 

lências inversas: 

F e G - M ..:..:._ M 
S R 



20

Então, existe P C obj sM progerador, tal que P é um bimõ

duro KPP' ã esquerda sobre S e ã dure i-ta sobre R, e

(P aR --) e G ; Homo (P,»:--)

Teorema 1.4: Seja P € obj MK um progerador, e seja

S : EndK (PR)

Então, R e S são anéis equivalentes, via as equivalências
inve rs as

F : (P ®R -) e G : Homo (P, -)

0
$6. REPRESENTAÇÕES IN DUZI DAS

Seja R um anel comutativo-e .s,eja ,G um grupo abg.

piano. Queremos agora considerar um R-módulo livre RG,ten
do como base os elementos de G. Assim, os elementos de RG

podem ser escritos de modo iónico, na forma E r. . g. Defi
nindo a seguinte mul tiplicação em RG,

g

V

se x . Ê . ': . ' ' y . Ê . ;- h ; x ,y e RG,

X
sh) gh ,

RG torna-se uma R-ãlgebra, a qual chamaremos G,Rapo-ÃZgeb,ta

-20-

Então, existe P € obj 
8
M progerador, tal que P ê um bimõ 

dulo 
8

PR, ã esquerda sobre Se ã direita ,sobre R, e 

F e G 

o 
Teorema 1.4: Seja P € obj MR um progerador, e seja 

E n tão , R e S s a o a nê i s e q u i v a 1 e n te s , v i a a s e q u i v a 1 ê n e i as 

inversas: 

F = ( p @R _) e G = Hom
8 

( P, _) 

o 
§6. REPRESENTACÕES INDUZIDAS 

Se j a R u m a n e 1 c o m u ta ti v o -..e , s,e j a " G u m g r u p o a b ~ 

liano. Queremos agora considerar um R-mõdulo livre RG,te.!!_ 

do como base os elementos de G. Assim, os elementos de RG 

podem ser escritos de modo unico, na formar r • g. Oefi 
g g 

nindo a seguinte multiplicação em RG, 

se X = 

X y = 

r 
g€G 

r . g 
g 

r . r ( r . g 
g h 

e y = r 
h€G 

x ,y € RG, 

RG torna-se uma R-ãlgebra, a qual chamaremos GJw.po-Ãe.ge.btut 

.. 
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de G óob4.e R

Vamos também considerar uma .tep.aaat.Cação T, do

grupo G, com o R-módulo V como espaço de representação,co

mo sendo um homomorfismo T, do grupo G no grupo GLR (V) ,
dos R-homomorfismos inversÍveis de V em V. Cada represe.g
tação induz uma estrutura de RG-módulo sobre V pela comu

tatividade do seguinte diagrama

T
G

GLK I")

RG
T EndR (V) ,

onde T é o homomorfismo de R-ãlgebras, obtido prolongando
-se T l i ne a rme n te a RG.

Por isso, V também é chamado de G-módulo

Seja H um subgrupo de um grupo finito G, e seja
K um corpo arbitrário. Vamos assumir aqui, que os KG-mÕdu

los são fin itamente gerados e portanto são K-espaços de
dimensão finita. Desde que KH éi uma subãlgebra de KG, to

do KG-módulo L é também um KH-módulo, o qual será denota-

do por LK' Então, Ln tem o mesmo espaço vetorial subjace2.

-21-

de. G 1:iob1te. R. 

Vamos também considerar uma 1te.p1te...6 e.n:ta.ç.ão T, do 

grupo G, com o R-mõdulo V como espaço de representação,c~ 

mo sendo um homomorfismo T, do grupo G no grupo GLR (V) , 

dos R-homomorfismos inversíveis de V em V. Cada represe~ 

tação induz uma estrutura ~e RG-mÕdulo sobre V pela comu 

tatividade do seguinte diagrama: 

T 
G 

RG ---------+ 
T 

-onde Tê o homomorfismo de R-ãlgebras, obtido prolongand~ 

-se T linearmente a RG. 

Por isso, V também é chamado de G-mõdulo. 

Seja Hum subgrupo de um grupo finito G, e seja 

K um corpo arbitrãrio. Vamos assumir aqui, que os KG-mÕd~ 

los são finitament~ gerados e portanto são K-espaços de 

dimensão finita. Desde que KH ê uma subãlgebra de KG, to 

do KG-mÕdulo L é também um KH-mÕdulo, o qual serã denota

do por LH. Então, LH tem o mesmo espaço vetorial subjace~ 
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te que L, mas o domínio dos operadores ã esquerda i KH em

lug ar de KG.

.Qs.111.e..!.ç3.a: Seja H um subgrupo de G e M um KH-módulo ã es
querda. Então KG é um(KG, KH)- bímÕdulo, e po

demos formar o KG-módulo ã. esquerda

cM = KG (qm M ,

que é chamado o Induzido de M. A representação de G fome
lida por ('M é chamada uma Representação Induzida

A fim de calcular \'M, cona,i-detemos a decomposí

ção em classes laterais ã esquerda

G = gi H U g2 H U U g t H , t
0

[G : H] , o nde g l=l

Todo e lemento de G pode ser expressado como lim produto

gih,l«{<t,heH,gi e h-Únicos. Então,todo ele
mento de KG é unicament:e expressado como

t
E

i:l
b . € KHl

Portar to, temos

KG = gi KH G) (D gt KH- ,

e assim KG i um KH-módulo livre ã direita, c.om base

-22-

te que L, mas o dominio dos operadores ã esquerda é KH em 

1 ug ar de KG. 

Definição: Seja H um subgrupo de G· e· M·· um · KH·-mõdulo ã es 

querda. Então KG é um (KG, KH)- bimôdulo, e p~ 

demos formar o KG-mõdulo ã esquerda: 

que ê chamado o Induzido de M. A representação de G forne 

cida por GM é chamada uma Represe~tação Induzida. 

A fim de calcular GM, cons·i ·deremos a decompos.:!_ 

ç a o e m c l as se s l a te r a i s ã e s q u e r d a--: - - ·- -

• • . 
G = 91 H U 92 H U t = [G : H], onde g1=l. 

Todo elemento de G pode ser expressado como i.Jm produto 

g . h , l ~ i ~ t , h € H , g . e h · u n i co s • 
l. 1 

menta de KG é unicamente expressa·do como 

t 
1: 

i=l 

Portanto, temos: 

g. b. , 
l. l. 

b. € KH. 
l. 

Então, ·todo ele-

KG = g 1 KH G) ••• ® g t KH . , 

e assim KG e um KH-môdulo livre a di~eita, ~om base 



23

{g : , . . . , g t}

Pela propriedade do pr'oduto tensorial, temos

GM
g. KH (8Kn M (]) (!) gt KH (8kn M :,

que pode se r reescrito como

uM = gi G> M (D . . . (D g. (8) M

em virtude da fórmula

gi b (8) m gi (8) bm , b C KH , m € M

Um problema que faz sentido é saber quando um

KG-módulo L pode ser identificado com um módulo induzido

t'M, para algum KH-módulo M, onde H é um subgrupo de G.

.gS.i11.n.!.ç.g.g: Um KG-módulo ã esquerda L é chamado de Módulo

Imprimitivo, se existirem K-subespaços L:,...,

Lr de L tal que L é soma d.treta dos {Li} e para qualquer
g eG, multipl icação por g permuta os espaçósÍLi} entre
eles mesmos. Em outras palavras, para cada í , g L.i é idê.g
taco a al gum esp aç o L;

Um módulo imprimitivo L é dito ,C4anzó.&üévo se p.g

ra cada par Li e Lj' existir um g € G tal que gLi = Lj

0 conjunto dos subespaços {L: } â chamado de .õ,ü

-23-

Pela propriedade do produto tensorial, temos: 

que pode ser reescrito como 

G M = g 1 ® M (±) ••• (±) gt ® M 

em virtude da fÕrmula 

g. b ® m = g. ® bm 
l. l. 

b € KH , m € M. 

Um problema que faz sentido é saber quando um 

KG-mõdulo L pode ser identificado com um módulo induzido 

GM, para algum ~H-mÕdulo M, onde H é um subgrupo de G. 

Definição: Um KG-módulo ã esquerda L e chamado de MÕdulo 

lmprimitivo, se existirem K-subespaços L
1

, ... , 

L de L tal que L e soma direta dos {L.} e para qualquer r . i 

g € G, multiplicação por g permuta os espaços {L.} entre 
l. 

e 1 e s me s mo s . Em ou t r a s p a 1 a v r as , p a r a c a d a i , g L . e i dê n 
l. 

tico a algum espaço L .. 
J 

Um mõdulo imprimitivo· L e dito :óta.n6 ,Í,:Ü V O se P! 
ra cada par L. e L. , existir um g € G tal que g L. = L .. l. J l. J 

o conjunto dos subespaços {L} é ·chamado de ~,Ú,-
l. 
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,telha de .émp/t,éln,í,;Cévldade pa/ta L

NÕs jã sabemos como construir módulos imprimit.!
vos. De fato, seja H um subgrupo de G, M um KH-módulo ã
esque rda, e L = CM. Então como

'. : ;
í:l

®g KHl

onde os g{ são representantes das distintas classes late

ra'is ã esquerda de H em G, fazendo Li = gi ®KH M, lu< 'i < m,
ê claro que GM e um módulo imprimitivo com sistema de im

pr'im it iv idade L:, ..., Lm ' 0 resultado que segue, mostra
que num sentido, este é o Único exemplo de módulo imprim.!

ti v o t r an s i ti v o

TEOREMA DA IMPRIMITIVIDADE PARA GRUPOS

Teorema-1.5: Seja L um KG-módulo imprimitivo trans itivo ,

com sistema de imprimitividade {L, ,...,L..}
Seja H o subgrupo de G cona istindo de todos h € G tal que
h Li= Li. Então Li é um KH-módulo ã esquerda, e L=uLI

Outro teorema clãss ico de Representações Induza

das de Grupos é o Teorema da Reciprocidade de Frobenius ,

que pode ser enunciado, para a Teoria de Módulos, como sg.
gue

0
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tema de. ..únpJrJ..rr,,Uividade. pa!ta L • 

NÕs jã sabemos como construir mõdulos imprimi ti 

vos. De fato, seja H um subgrupo de G, -M um KH - mÕdulo 

esquerda, e L = GM. Então como 

m 
E 

i=l 

-a , 

onde os g. sao representantes das distintas classes late 
1. 

rais ã esquerda de Hem G, fazendo Li = gi @icH M, l ~ i ~ m, 

e claro que GM é um mõdulo imprimitivo com sistema de im 

primitividade L1 , ... , Lm. O resultado que segue, mostra 

que num sentido, este é o Ünico ex~mplo de mõdulo imprimi 

tive transitivo: 

TEOREMA DA IMPRIMITIVIDADE PARA GRUPOS: 

Teorema 1.5: Seja L um KG-mÕdulo imprimi~ivo transitivo , 

com sistema de imprimi tividade {Ll, ... ,Lr} 

Seja H o subgrupo de G consistindo de todos h E G tal que 

h L1 L 1 . Então L 1 - KH-mÕdulo - esquerda, G = e um a e L = L 1. 

o 
Outro teorema clãssico de Representações Induzi 

das de Grupos é o Teorema da Reciprocidade de Frobenius , 

que pode ser enunciado, para a Teoria de MÕdulos, como se 

gue: 
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TEOREMA DA RECIPROCIDADE DE FROBENIUS

Teorema 1.6: Seja K um corpo qualquer e H um subgj"upo de
G. Seja W um KG-módulo ã esquerda e V um KH-

-módulo ã esquerda. Então, valem os seguintes K-isomorfis
mos

(i) HomKC(W, cV) ; HomKn(WKt V).

(i i) HomKC (CV, W) ; HomKU (V, WU)

Definição: Sejam U e V, KG-módulos quaisquer. Chamaremos

de numero de entrelaçamento de U e V ã dimen-

são do espaço vetorial HomKC (U,V) sobre K

0

í ( u ,v) dimK (HomKC (U,V))

Ao espaço HomKC (U,V) chamaremos de apago de e.rt,Ca.e,üçatzielt,ü

de U e V

Observamos que i(U©V, W): i(U,V) + {(V,W)
para quaisquer KG-módulos U, V e W, pois

HomKG(U G) V, W) HomKC(U,W) a) HomKG(V,W)

Anal ogamente , í ( U , V a) W) j ( u,v) + 'i ( u,w)

Além disso, se KG for sem:i-s'implesi
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TEOREMA DA RECIPROCIDADE DE FROBENIUS: 

Teorema 1. 6: Seja K um corpo qualquer e_ H um subgrupo . de 

G. Seja W um KG-mõdulo a ~sq~erda e V um KH

-mõdulo a esquerda. Então, valem os seguintes K-isomorfis 

·mos: 

{i) HomKG {W, GV) - HomKH (WH'. V} 

{ii) HomKG (GV, W) - HomKH (V, WH} 

o 
De f i n i ç ã o : Se j a m U e V , KG - m õ d u 1 os q u a i s q u e r . C h ama remos 

de numero de entrelaçamento de .U e V ã dimen

sao do espaço vetorial HomKG (U,V) sobre K: 

i{U,V) . = dimK (HomKG (U,V)). 

Ao espaço HomKG (U,V) chamaremos de upaç.o de. e.n:ttLela.ç.ame.rito 

de Ue.V. 

Observamos · que i(U(D V, W) = i(U,V) + i(V,W) 1 

para quaisquer KG-mÕdulos U, V e w., pois: 

Analogamente, i(U, V(f)W) = i(U,V) + i(U,W). 

Alim disso, se KG for se~i-simples~ 

11 
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í (u,v) : {(v,u)

TEOREMA DO SUBGRUPO D.E MACKEY

Teorema 1.7 : Sejam H e L subgrupos de G eÍx. ,. .. , x.} um

conjunto de representantes das classes duplas

de (H,L) em G. Seja R um anel comutativa e U um RH-módulo.

Para cada x € G, definimos U.. como seH'dó o R(x'IH x n L)-
-módulo, U a) x, com a ação

(u ® x)y u x y x': a) x, para todo u € U e y € x':H xOL

Então, L( U,: . )
l

Dados U : .RH-módulo e V : RL--nrÕdulo, com as h i

põteses anteriores, queremos determinar o espaço de entre
laçamento das repr'esentações induzidas GU e CV

0

Para isso, pe.lo teorema da Reciprocidade de Fro
be ni us (1 . 6 ) , v ale

HomC (CU, CV) Homo (U, (ÇV)U)

l

Por outro lado, pelo teorema anterior, temos

,. n

( "V)n ; .©.i:l
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i(U,V) = i(V,U). 

TEOREMA DO SUBGRUPO DI MACKEY: 

Teorema 1. 7: Sejam H e L subgrupos de G e {x
1 

, ••• , xn} um 

conjunto de r~presentantes das classes duplas 

de (H,L) em G. Seja R um anel comutativo e U um RH-mõdulo. 
-1 Para cada · x € G, definimos · u - e-orno serfdó. o 'R(x H x íl L)-

x 

-mõ~ulo, U@ x, com a açao: 

-1 -1 ( u ® x ) y = u x y x ® x , p a r a to d o u € u· e y € x H x n L . 

Então, 
n 

(±) 
i=l 

o 
Dados U : .RH-mÕdulo e V: ·Rl:-7TI'Õd·ulo, com as hi 

pÕteses· anteriores, queremos determinar o espaço de entre 

laçamen _to das representações induzidas Gu e GV. 

Para isso, pe.lo teorema da Reciprocidade de Fro 

benius (1.6), vale: 

Por outro lado, pelo teorema anterior, temos: . 

n 
(±) 
i=l 



n ,n ll

HomC ("U, 'V) ; .C). Homoi:l

Obtemos assim, o se guin t

TEOREMA DO ESPAÇO DE ENTRELAÇAMENTO DE MACKEY

jçQrema 1:8: Sejam H e L subgrupos de G, U um RH-módulo e

V um RL-mÕdul o. Se ja Vxi de fin id
te orema an te Flor. En tão,

' n n ll

Hom. ('U, 'V) ; G) Hom

Portan to 9

teoremae

o como no

Hl

(U, n(Vxi)) .

H( u , (v ) )X l

8
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Portanto, 

Obtemos assiin, o seguinte teorema: 

TEOREMA DO ESPAÇO DE ENTRELAÇAMENTO DE MACKEY: 

Teorema 1.8: Sejam H e L subgrupos de G, U um RH-mêidulo e 

V um RL-mÕdulo. Seja Vx· definido como no 
l. 

teorema anterior. Então, 

• 



CAPÍTULO ii

0 objetivo deste capa'tule' é''cóhÊ'triiír Represen
tições in duzidas

A primeira construção, geral, funtorial, de Re
presentações Induzidas de Aneis que encontramos na l itera

tuna foi dada em 1955 por D.G. Higman 1111

Essa construção numa versão um pouco mais modem

na e anual é como segue

Seja A um anel com elemento unidade 1. e B um

subanel de A tal

0 funtor restrição W }--"-» BW' da categoria dos
A-módulos ã esquerda na categoria dos B-módulos ã esquer-

-28-

q ue l e B .A

y

CAPfTULO II 

TE o R E MA D A R E e I p R o e I D A D E DE- . f'R'O B EN 'I u s •· 

O objetivo deste capítulo' ·e-hcblfs-tri.Jir Represe~ 
tações Induzidas. 

A primeira construção, geral, funtorial, de Re 
preséntações Induzidas de Aneis que encontramos na litera 
tura foi dada em 1955 por D.G. Higman 1111. 

Essa construção numa versao um pouco mais moder 
na e atual e como segue: 

Seja A um anel com elemento unidade lA e B um 
subanel de A tal que lA E B. 

O funtor restrição W ~ BW, da categoria dos 
A-mõdulos a esquerda na categoria dos B-mõdulos ã esquer-

-28- . 
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da tem como funtor adjunto V F....-- AV e como coadjunto,
V t..----> VA, defin idos num B-módulo ã esquerda V por:

(2.1) AV = A (8)B V

(2.2) VÀ : Homo (A,V), onde

em(2.1) A éum AAB-b ímõduloeem(2.2),Atum BAA
-bimÕdulo. Chamaremos M8dtiZo Irtdttz,édo Ad/ui'úo de um B-módulo V,

o A-módulo AV : A (Dn V e Mádcl€1o InduzZldo Caad/WL,{o de um B-

-módulo V, o A-módulo VA: Homo(A,V)

Higman mostrou que esses módulos fornecem as Re
presentações Induzidas definidas ong ínalmente por FT'obe

naus para o caso de um grupo e um subgrupo de Índice fim
to , us an do s e us g rup.o-ãlge b ras

Aqui, vamos demonstrar' este fato d iretamente, e

no processo vamos indicar o que acontece se o subgrupo
não tem Tn di ce fmi to.

Frobenius definiu Representações Induzidas de um

grupo G obtidas de um subgrupo H,ou melhor, obtidas de um

RH-módulo, somente para o caso em que G é finito e R um

corpo, mas não faremos nenhuma dessas hipóteses aqui

Sua definição um pouco mais moderna e numa lin

guagem atual é como segue

-29-

da tem como funtor adjunto V,__. Ave como coadjunto, 

V~ VA, definidos num 8-mõdulo ã esquerda V por: 

A (2.1) V= A @B V 

A {2.2) V = HomB (A,V), onde 

em {2. l) A e um AAB -bimÕdulo e em (2.2), A e um BAA 

-bimõdulo. Chamaremos MÕdu.f.o Indu.údo Adjunto de um 8-mõdulo V, 

o A-mÕdul o AV = A ® B V e MÔdu.1..o Indu.údo Coadjwiw de um 8-

-mÕdu lo V, o A-módulo vA = HomB (A,V). 

Higman mostrou que esses módulos fornecem as Re 

presentações Induzidas definidas originalmente por Frobe 

nius para o caso de um grupo e um subgrupo ·de índice fini 

to, usando seus gru~o-ilgebras. 

Aqui, vamos demonstrar este fato diretamente, e 

no procésso vamos indicar o que acontece se o 

não tem indi ce finito . 

subgrupo 

Frobenius definiu Representações Induzidas de um 

grupo G obtidas de um subgrupo H,ou melhor, obtidas de um 

RH-mÕdulo, somente para o caso em que G e finito e R um 

corpo, mas nao faremos nenhuma dessas hipóteses aqui. 

Sua definição um pouco mais moderna e numa lin 

guagem atual é como segue: 

• 
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Definição: Sejam H um subgrupo de G e R um anel comutatí
vo. Seja RG o grupo-ãlgebra de G sobre R e V um

RH-módulo. 0 RG-módulo induzido tem por espaço

o R-mõdul o Rn (G,V) , onde

(2.3) Rn(G,V):ÍF:G '- V : F(xs) : s':(F(x)),
V x € G, s € H}

com a ação de G sobre RU(G,V) dada por

(2.4)(yF)(x): F(y': x) para x, y € G.

Obse rvamos que yF € Rn(G,V) pois

(i)(yF)(x) :F(y': x) parax,yeG;logo ,

yF é uma apl i cação de G em V, e

( 'ii ) (yF) ( xs ) F(y': (xs) F( (y': x) s)

s' :(F(y' : x) ) s':[(yF)(x)], v x, y € G, s e H

Antes de verificarmos a equivalência dos coice i
tos de Higman e de Froben ius, vamos provar que a constru-
ção de Higman realmente dã os funtores adjunto e coadjun-
to do funtor restrição da categoria dos A-módulos ã esquer

da ã categoria dos B-módulos ã esquerda, com B subanel do
ane l A.
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De f i n i ç ão : Se j a m H um s u b g r u p o d e G e R um a n e l com u ta ti -

vo . Seja RG o grupo-ãlgebra de G sobre R e V um 

RH ~mõdulo. O RG - m5dulo induzido tem· por espaço 

o R-mÕdulo RH (G,V), onde: · 

(2.3) RH (G,V) = {F:G + V 

Y x € G, s € H} 

com a açao de G sobre RH(G_,V) dada por 

(2.4) (yF)(x) = F(y - 1 x) para x, y € G. 

Observamos que yF € RH(G,V) pois: 

{ i ) - l {yF)(x) = F(y x) para x, y € G; logo , 

yF é uma aplicação de G em V, e 

Antes de verificarmos a equivalência dos concei 

tos de Higman e de Frobenius, vamos provar que a constru

çao de Higman realmente dãos funtores adjunto e coadjun

to do funtor restrição da categoria dos A-:- mÕdulos ã esque.!:_ 

da a categoria dos B-mõdulos ã esquerda, com B subanel do 

anel A. 
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Sejam .M a categoria dos A-módulos,ã esquerda,
.M a categoria dos B-módulos ã esquerda, -e consideremos
os seguin tes fun to res

F AM ---- BM o funtor restrição: W F--- BW,

G: BM ---- AM o funtor: V h.----- VA : Hom S(A,V)

tf BM '-"- AM o funtor: V..}..........> AV..: Aa)B V.

Vamos mostrar que H Õ um adjunto de F e que G é um

jun to de F

e

coad

P rop osi ção 2 :1 f/ é um adj un to de. F

Demonstração: Como A(8). V ê um A-módulo, onde A Õ um

AAS-bimõdulo, precisamos mostrar qüe' para' cada A-módulo W

e cada B-módulo V, existe um isomorfismo:

n nvw mA. (A (8)B V, W) ---'- HomS (V , BW) ,

que é n aturam n as duas vara ãve is V e W

V

Vamos mostrar que existe um isomorfismo natural
em ralação ã pt'imeíra variável , V

Seja rlV HomA (A (8)B V, W) ---> HomB (V , BW),

de finado por nv (j') (v) ; g-(v) f(l ® v) , onde

-31-

Sejam AM a categoria dos A-mõdulos,ã esquerda, 

. Ma categoria dos B-mõdulos a esquerda,-· · e consideremos 
B 
os seguintes funtores: 

F: AM - BM o funtor restrição: ·~ ........- BW' 

G: BM - AM o funtor: V ~ yA = Horn B(A,V) e 

H: M- AM funtor: V_-~ A 
A @B V·. o v .. ~ 

B 

Vamos mostrar que H e um adjunto de F e que G - coad-e um 

junto de F. 

Proposição 2.1: H e um adjunto de F • . 

Demonstração: Como A ®B V e um A-mõdu ·.- o, onde A e um 

AAB-bimÕdulo, precisamos mostrar que · para~ c-ai:ia A-mõdulo W 

e cada 8- mõdulo V, existe um isomorfismo: 

que e natural nas duas variiveis V e W. • 

Vamos mostrar que existe um isomorfismo natural 

em relação ã primeira variãvel, V. 

definido por:· n v ( f -) ( v .) :;: . g .. .(_v ) . = f ( 1 @ v ) , . o n d e 

• 
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f: A ®B V ---+ W e g: v > w

(a) nv é um {s omorfismo

(i) É imediato que g é um homomorfismo de módulos e
também Õ claro que n ê um homomprfismo de gru-
P os ;

(i i) para todo v e v, se nv(f)(V:) : nV(f')(v), então
f(1(8v): f'(l(Dv), e portanto f(a®v) :

: f'(a G) v), onde(a(8) v) é um gerador de A(qÜ v;

logo f = f'. Portar to nv é inje tor

(iii) Dado g : V -, W, vamos encontrar' f: A (DB V ---> W

tal q ue nV(f) : g
Seja f: A x V -----.> W, defin ida por f(a, v)

a . g ( v )

A x V

1'
A®S V

Logo , e xis te f A <DB V ----+ W tal que

f(a® v) : a . g(v)

Por construção, nv(f)(v): }(l ® v)
: g(V) V v € V

g ( v)

-32-

f: A(&\ v~w e g: v~w. 

( a-) -nv e um isomorfismo: 

(i) r imediato que g é um homomorfismo de mõdulos e 

também é claro que n e um homomprfismo de gru

pos; 

(ii) p-ara todo v € V, se nv{f)(V,.) .. = ,nv.{f'.)(v), então 

f(l ® v) = f'(l ® v), e portanto f{a ® v) = 

= f'(a ® v), onde (a® v) é um gerador de A ®B V; 

logo f = f 1
• Portanto nv é injetor. 

(iii) Dado g : V+ W, vamos encontrar f: A ®B V~ W 

ta 1 que n v ( f) = g . 

Seja f: A x" V ~ W , de f i n i d a por . f ( a , v) = 

= a . g(v). 

f 
A X V w , ... 
l ,✓--

,, -
.,/ f .,,, 

A@B 
.,,, 

V 

-
Logo, existe f: A ®B V--+ W tal que: 

-f(a ® v) = a . g(v). 

P t - (f)( ) -f(l ® v) = 1 • g·(v) = or cons ruçao, nv v = 

= g(v) V v € V. 
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Portanto nV(f) g e Tlv é sobreje tor

Mostramos assim que nv i um isomorfismo

(b) nv é natural em V, isto é, para cada morfismo a:V -» V'
na categoria dos B-módulos, o seguinte diagrama comu

ta; onde denotamos HomA(A®B-,W)porá e HomB(- 9 BW)
por l.

HomA (A (8L V, W) Homo AO a, w)=. HómA (A(4} v',w)
K(a)

nv nv'

Homo (V, BW)
L(a)

HomS (V', BW)
HomB (a, BW)

Verá f.içqção

De um l ado ,

[(nV'oK(a))(f)](v') :[(ílV')(af)](v'):(af)(] ® v')

Por ou tro lado,

[(L(a)OTIV)(f)](v') : [L(a)(rtV(f))](v'):]l(a)(g)](v')

( ag) (v ') : (af)(l ® v')
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Portanto nv(f) = g e nv e sobrejetor. 

Mostramos assim que nv e um isomorfismo. 

( b) nv e natural em V' ·is to e ' para cada morfismo a:V-+ V' 

na categoria dos B-mõdulos, o seguin-te diagrama comu -
ta; onde denotamos Horn A ( A ~ _, W) por K e HomB ( _ ' BW) 
por L: 

Horn A (A@ a, W)= 
HomA {A e&\ V' W) HomA ( A <8\ V', W) 

= K(a) 

L(a) 

Verificação: 

De um 1 ado, 

Por outro lado, 

= ( ag) ( V ' ) = ( a. f) ( l @ V ' ) • 
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Concluimos que o diagrama comuta.

A demonstração de que.rlVW é natural em relação a W SS.
gue de cons iderações similares

Portan to, f{ ê um adjun to de F

!r'oPç!$jçqç! ;:?: G Õ um coadjunto de F

Demonstração: Como HbmB (A,V) é um A-módulo, onde A é um

BAA-bimõdulo, precisamos mostrar que para cada A-módulo W

e cada B-módulo V, existe um isomor'fismo:

nvw : HomA(W, HomB(A,V)) .--- HomB(BW,V)

que é natural nas duas variáveis V e W

Vamos mosto'ar novamente que exist
natural em relação ã prime ira variável , V

Seja nV : HomA (W, HomB (AIV)) ---"'- HomB (BW,V)

do ljor: nv(f)(w) : g(w) : f(w) (1), onde

f : W ----- Homo (A,V) ;

para cada w € W, f(w) = fw é um homomorfismo de A em V, e
g : w + v

(a) rl., é um is omorfismo

isomorfismoe

de fin i
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Concluímos que o diagrama comuta. 

A demonstração de que . nvw e natural em relação a W se 

gue de considerações similares . 

Portanto, H e um adjunto de F. 

• Proposição 2 .2: G e um coadjunto de F. 

Demonstração: Como HomB (A,V) é um A-mõdulo, onde A e um 

BAA-bimõdulo, precisamos mostrar que para cada A-mõdulo W 

e cada B-mõdulo V, existe um isomorfismo: 

que e natural nas dµas variãveis V e W. 

Vamos mostrar novamente que existe isomorfismo 

natural em relação ã primeira variãvel, V. 

Seja defini 

do por: nv(f){w) = g(w) = f(w) (1), . onde 

f: W - HomB (A,V); 

para cada w f W, f(w) = fw e um homomorfismo de A em V, e 

g : W ---+ V. 

(a) nv e um isomorfismo 

" 
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( i ) É imediato que g é um homomorfismo de módulos e
também é claro que n é um homomorfismo entre os

grupos

HomA(W, HomS (A,V)) e HomS (SW,V)

Ker(nv):Íf : W---> HomB(A,V) tal que

rlV(f) : 0}

Mas, nv(f) : 0 --> g = rlv(f)

v w e w --» g(aw)

Por outro lado, g(aw): faw(1):(a f.)(1)

f. (a)

Portanto, V w € W, g(aw) : 0 --> fw(a)

V a € A :-> f = 0

Conclusão, Ker(TIV): 0 e portanto nv é injetor

dado g : W ---> V , vamos encon trai

f € HomA(W, Homa(A,V)) tal que vlV(f)

Seja f : W --'+ Hom R (A,V), definida por

f(w)(a) : a . g(w)

( i 'i )

:» g(w)

( 'i 'i 'i )

- 35-

(i) t imediato que g ê um homomorfismo de mÕdulos e 

também ê claro que n é um homomorfismo entre os 

grupos 

(ii) Ker (nv) = {f: W-:.> HomB (A,V) tal que 

V w € W => g(aw) = O. 

Por outro 1 a d o , g ( a w) ~ f aw ( l ) = ( a f w) ( 1 ) = 

= f (a) . 
w 

Portanto, V w e W, g ( aw) = O => f (a) = O 
w 

V a€ A => f =O=> f = O. 
w 

Conclusão, Ker (nv) = O e portanto nv ê injetor. 

{i ii) dado g : W ~ V, vamos encontrar 

f € HomA (W, HomB (A,V)) tal que nv(f) = g. 

Seja f : W --+ H om B (A, V) , defini d a por 

f{w)(a) =a. g(w). 
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Portanto, nv(f)(w): f(w).(1): 1.g(w) : g(w)

V wGW; logo,nv(f) : g e nv ésobrejetor

(b) nv é uma transformação natural em V, isto é, para ca'
da morfismo a : V --.--+ V' na categoria dos B-módulos, o
seguinte diagrama comuta, onde denotamos

HomA(W, HomB(A,-) por K e HomB(BW, -T) por .l-

HomA(W, HomB(A,V)
K(a):

: HomA (W, HomB(A,V'))
Hora (W, HomB(A,a))

HomB (BW,V)
L(a)

HomB (BW,a)

HomS (BW,V')

Verá fi cação

De um lado,

Ü(nV ' K(a))(f)](w):(nV'(af))(w):(af)w(1)

Por ou tro lado,

[(L(a)o rlV)(f)](w):]l(a)(nV(f)](w): L(a)(fw(1))

( af)w ('1 )
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Portanto, nv(f)(w) = f(w).(1) = 1.g(w) = g(w) 

V w € W; logo, nv{f) = g e nv é sobrejetor. 

(b) nv é uma transformação natural em V, isto é, para ca

da morfismo a : V --+ V I na categoria dos B-mõdul os, o 

seguinte diagrama comuta, onde denotamos 

K(a)= 

L(a) = 

·verificação: 

De um 1 ado, 

Por outro lado, 

[( L(a)o nv)(f)] (w) = [L(a)(nv (f)] (w) = L(a) (f w(l)) = 

... 
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Concluímos que o diagrama comuta

A demonstração da naturalidade de nvw em relação ã og
tra variável segue de cona-idem'ações análogas

Portanto, G é um coadj unto de F

e

Voltemos agora ao problema proposto de verificar
como a definição de Frobenius de Representação Induzida
esta relacionada com a construção de H igman.

Cons ideremos prime iro, módulos induzidos coad

juntos(construção(2.2)). Seja H um:subgr.'upo de G e con

sideremos a subalgebra RH de RG. Vamos denotar a Represe.Q

tação Induzida Coàdjunta por; VKC e vamos simplesmente

escrever VG no lugar de VRG e analogamente para Homo e

(8\Í' Vamos mostrar que o funtor V F-----> V{' é naturalmente

equivalente ao funtor V }----- Rn (G$V). Não vamos assumir
que G seja necessariamente finito ou que [G : H] seja fl
ni to .

Sendo Vu = Hompu(RG,V) , se T € Vç então T:RG ---'-V

e portanto T fica determinada pelos seus valores na R-ba

se de RG consistindo dos elementos de G, e Im(T) C V,isto
ê, T fica determinada por uma função de G em V
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Concluimos que o diagrama comuta. 

A demonstração da naturalidade de nvw em relação~ ou 

tra variãvel segue de cons.ider.ações anãlogas . 

-Portanto, G e um coadjunto de F. 

• 
_Voltemos agora ao problema proposto de verificar 

como a definição de Frobenius de . Representação Induzida 

estã relacionada com a construção de Higman. 

Consideremos primeiro, mõdulos induzidos coad 

juntos (construção (2.2)). Seja H um :su!)gy,upo de G e con 

sideremos a subalgebra RH de RG. Vamos denotar a Represe _!} 

taçio Induzida Co~djunta poF VRG e vamos simplesmente 

~screver VG no lugar de VRG e analogamente para HomH e 

®a· Vamos mostrar que o funtor V 1----+- VG e naturalmente 

equivalente ao funtor V i------.. RH (G;V). Não vamos assumir 

que G seja necessariamente finito ou que [G : H] seja fi 

_n i to. 

Sendo VG = HomRH ( RG, V), se T € VG então T:RG - V 

e portanto T fica determinada pelos seus valores na R-ba 

se de RG consistindo dos elementos de G, e Im(T) C V,isto 

-e, T fica determinada por uma função de G em V. 

.. 



Os funtores F = Honh. (RG,-) e

G = Rn (G,-) da categori,a dos RH-módulos

na categoria dos RG-módulos são naturalmente equivalentes.

Pçlponstração: PT'ecisaüos mostrar que para cada RH-módulo

V, exis te um isomorfismo

n : nv : Vc -----. Ru (G,V)

que Õ uma transformação natural em V

Seja nv : Homo (RG,V) -----' Rn (G,V), definida

por: '(nv(T))(x): FT(x): T(x':), para cada x € G.

Assim, F.r : G ----+ V

(a) n., é um isomo rfjsmo:

('i) FT(xs) : T((xs)'') : T(s''x':): s':(T(x':)

s ' ' (.FT ( x) )

para todo x € G, s € H. Logo, FV € RU(G,V)

(ii) Ke r (nv) : {T € V' tal

Se nv(T): FT : 0, então FT(x) : T(x':)

V x € G. Logo, T = 0 e pot'tanto Tlv é injetora.
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P rop osição 32
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Proposição 2.3: Os funtores f = Ho_"n (RG,-) e 

G = RH (G,-) da categori-a dos RH-mÕdulos 

na categoria dos RG-môdulos são naturalmente equivalentes. 

Demonstração: Precisamos mostrar que para cada RH-mÕdulo 

V, existe um isomorfismo 

que é uma transformação natural em V. 

Seja nv : HomH (RG,V) ~ .RH (G,V)' . definida 

por: 

Assim, F T G--+- V. 

(a) n e um. isomorfismo: 
V 

para todo x € G, s € H. Logo, FT € RH (G,V). 

( ; ; ) Ker (nv) = {T € VG tal que FT = O} 

Se nv (T) - F -- . T .- o, então FT(x) = T(x- 1
} = o 

V X € G. Logo, T = o e portanto nv - injetora. e 
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(ii i) dada F € RU(G,V), definimos T : G ----'- V por
T(g): F(g':) e estendemos T -a uma função

de RG em V por linearidade., onde T € Homo (RG,V)

po'is T(h): F(h':) : h F(1')= h'T(1)

Portanto, n., é sob reje tór

(b) nv é uma transformação'na-tural,em V's'-i-sto é, para- cl

da morfismo a : V ------F W na categor ia dos RH-mõdul os,
o se guin te diag rama comuta

Homo( RG , V )

Rn (G ,v)

nv

F(a)
Homo ( RG,W)

Rn (G,W)

nw

:Homo( RG,a)

G(a)

Rn(G ,a)

Ve rí ficação

De um lado, para todo g € G, temos

[(G(a) o nv)(T)] (g) G(a) ( FT(g) ) F( aT) (g )

-39-

( ; ; i ) dada F € RH ( G, V) , definimos T . G- V por . 

T(g) = F(g-1) e estendemos · T - a- uma função T, 
~ 

de RG em V por 1 i n e ar i d a de ., onde T E H omH ( RG, V) 
~ ~ 

pois T(h) = F(h- 1 ) = h F(l') ·= h ' T ( 1 )_. 

Portanto, nv e sobrejetór. 

(b) nv é uma transformação-- na-tural ,.,em -V~, .. i -sto e, - para- c~- •~ ---- , -

d a mo r f i s mo ex : V - W n a c a te g o ri a d os R H - m õ d u los , 

o seguinte diagrama comuta: 

F ( ex) = 
HomH{RG,V) .. . HômH (RG,W) 

=HomH ( RG ,a) 

nv nw 

G( ex) = 
RH (G,V) RH (G,W) 

= ··R
8

(G,ex ) 

y 

Ve ri fi cação: 

De um lado, para todo g € G, temos: 
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Por ou tro l ado,

[(nW ' F(a))(T)] ( g ) nw '( (aT) ( g) ) F(aT)(g)

Concluímos que o diagrama comuta

Portanto os funtores V i..---...+ VC e V

naturalmen te equívalen tes
Rn (G,V) são

e

Voltando agor'a ao Módulo Induzido Adjunto, que

vamos denotar GV no lugar de RGV,i sejam RH uma subalge

bra de RG, V um RH-módulo, aV = RG qi v. Analogamente ao
feito no caso d'i Coadjuntos- queremos -expressar RG ®H V c.g
mo uma coleção de funções de -G em ,V.-

SejafeRG, vC V;Íx. : ceG/H} uma coleção
de representantes de classes de H em G. Escrevendo f co
mo uma combinação linear formal f= = r .x, temos:

xe G "

f (D v = E
X

V

x ® v;

fazendo x = x. t. vem

(2 .6) f G) v E

c € G/H
E Vt Ct € H C
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Por outro lado, 

Concluimos que o diagrama comuta. 

Portanto os funtores Vi----- vG e V t---- R (G,V) sao 
H 

naturalmente equivalentes. 

• 
Voltando agora ao M5dulo Induzi~o Adjunto, que 

vamos denotar Gv no lugar de RGV; seJam RH uma subalg! 

bra de RG, V um RH-mõdulo,· Gv = RG ®ii· V. "Analogamente ao 

feito no caso c!-J Coadjunto , queremos -expressar RG ® V co 
.H 

mo uma coleção de funções .de .G em ,V, .- , 

Seja f f RG, v € V; {x 
e 

c € G/H} uma coleção 

de representantes de classes de -H -em G . . Escrevendo f co 

mo uma combinação linear formal f= t r .x, temos: 
x€G x 

f@ V = E r • . x@v; 
X 

X 

fazendo x = x t, vem: 
e . 

(2.6)f®v= 1: 
e€ G/H 

E r . x t®v = 
t € H Xc t e 
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' .:',« *. « [. Ê « '*.. *"]

Associando a f e v, a função b(.f,v.), de G em

de finada p or

(b(f,v))(x) : t E H rxt tV'

(onde a soma Õ fmi ta) , e

(b(f,v))(xs) = tE H rxst tv: t'E H r':t' s':t'v

s''lt'E H rxt' t'vl' : $ ': [(b(f,v))(x)]

temos

b

RG x V - Rn (G,V)

,,,'
,,,/

RG

onde

(i) b se levanta a uma ínjeção de RG(Dn V em

Rn (G,V)

definida 

(onde a 

= I: 
e€ G/H 

Associando a 

por 

(b(f , v))(x) 

soma e f ini t,a), 

-41-

X @ [ 
e t 

f e V, a funçã_o b(f,v_), de G em 

= X: r tv, 
t € H xt 

e 

(b(f,v))(xs) = I: r 
xs t 

tv = I: r 
xt' 

s - 1 t'v = 

temos: 

t € H t'€ H 

= s.- 1 
[ E r 

xt' t' vJ = ·s - ,l [ ( b ( f , V ) ) ( X ) ] 

t' € H 

RG x V 

RG ®ii V 

onde : 

{i) b se levanta a uma injeção de RG ®H V em 

RH { G, V) • 

V ' 

.. 
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('i'i) b não é, em geral , sobrejetora;-lm(b) = Ruo(G,V)

< RU(G,V), onde RHo(G,V)-consiste nas funções
que tem valor zero fora da.uni.ão de um n9 finito
de classes la te reis de H em G.l

Mostramos assim que RG (Dn V é isomorfo a
RHo (G,V) , o que demonstra uma parte da segu'ante propôs'i

çao:

1=929:.is.ão 2.4: Os funtores F =(RG (E)n-) e G : RU (G,-)
da categoria dos RH-módulos na categoria
dos RG-módulos sãó naturalmente equiva-
lentes

Demonstração Fa lta apenas mostrar a natur.alidade

Para cada RH-módulo V e para cada ct : V ------+ W,
homomorfismo na categoria dos RH-módulos, vamos verificar

se o seguin te diagrama comu ta

F(a) :

RG ®. '

RG ®. V

R; (G,V)

RG q: W

R; (G,W)
G(a) :

RS (G ,')

-42-

( i i ) b n a o e , em g e r a l , s o b r e j e to r a ; _ I m ( b ) = R~ ( G , V ) 

< R H ( G , V ) , o n d e R ~ ( G , V ) - c on s i s te n as f u n ç õ e s 

_ que tem valo.r zero fora da _untãa de umnQ finito . 

de classes laterais de H ~m G; 

Mostramos assim que RG ®H V é isomorfo a 

R~ ( G , V ) , o q u e d em o n s t r a um a p a r te d a s e g u i n te p r o p os i -

çao: 

Proposição · 2.4: Osfuntores F={RG®H-) eG= R~(G,-) 

da categoria dos RH-mÕdulos na categoria 

dos RG-mõdulos sãó naturalmente equiva-

1 entes . 

Demonstração: Falta apenas mostrar a naturalidade. 

Para cada RH-mÕdulo V e para cada a: V~ W, 

homomorfismo na categoria dos RH-mÕdulos, vamos verificar 

se o seguinte diagrama comuta: 

RG ~H V 

R~ (G,V) 

F(a)= 

= RG ~ a 

G(a)= 

= R~ ( G ,a) 

Rº (G,W) 
H 
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Yçtjfica ção

De um lado, para todo g € G, temos

[(nw ' F(a))(f® v)](g):(Tlw(f® aV'y)('g) : b(f,c'v)(g)

Por ou tro l ado ,

[(G(a) o TIV)(f a) v)] (g) (G(a) (b( f,v) ) (g ) b ( f ,clv) (g) ,

e p ortan to o diagt'ama comu ta.
e

Em part'ocular, seIG : H] < m , então

RHo (G,V) =' RU (G,V) e os .funto.res éoadju.n.to V .---- Vu e

adjunto V ---> 'V são natura.Imente equivalentes

Este fenómeno foi investigado paga extensões gg

país de Aneis por Higman jll l e mais t.arde por Monta '

1211, que mostrou que extensões de Aneis exibindo este fe

nõmeno são exatamente as "ex,(enzóãa de F.toberúm", introduz.i
das de pois por Kas ch 1141

0 teorema de Frobeníus, em sua forma original

se refere a Representações Induzida.s de Grupos 1121. Gene.

ralizando para Aneis quaisquer no lugar de grupo-ãlgebras,

este teorema pode ser enunciado como segue

-43-

Verificação: 

De um 1ado, para todo g € G, temos: 

Por outro lado, 

[(G(a) o nv)(f ® v)](g) = (G(a)(b(f,v))(g) = b(f,av)(g) , 

e portanto o diagrama comuta. 

• 
Em particular, se [G : H] < 00 , então 

R; (-G,V.) =- RH (G,V) e os funt.o.res éoadju.nto V~ VG e - . o --~·~ ·· ···· 

adjunto V..- GV são naturalmente equivalentes . 

Este fenômeno foi investigado para extensões g~ 

r ai s d e A n e i s p o r H i g ma n 1 11 1 e ma i s t _a r d e p o r M o r i ta 

121 I, que mostrou que extensões de Aneis exibindo este fe 

nôme no sã o exatamente as . "ex:teJU>Õe.1> de· F1t.oben.i.U6", i n t ro du z i · 

das depois por Kasch 1141. 

O teorema de Frobenius, em sua forma original 1 

se refere a Representações Induzidas de Grupos 112 I. Gen~ 

ralizando para Aneis quaisque~ no lugar de grupo-ilgebras, 

este teorema pode ser enunciado como segue: 
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TEOREMA DA RECIPROCIDADE DE FROBENIUS PARA ANÉIS

Teorema 2.5:Seja B um subanel do anel A. Então, para todo
A-módulo W e B-módulo V, são natu.ra.Imente.... isomorfos
em V e W

( 2.8) HomA (AV,W) ; HomB (V,BW)

( 2.9) HomA (W,VA) ; HomB (SW,V),

ou seja, os seguintes pares de funtores.são naturalmente

equivale n te s

om A

HomA

Homo. ( . ,. B- ). ,

HomB (B. , .)

Pçmonstração: As construções do Adjunto e do Coadjunto do

funtor restrição da categoria dos A-módulos

ma categoria dos B-módulos, Proposições 2.1 e 2.2, prod.g
zem precisamente estes resultados. Portanto, nada resta a
demonstrar

©

Para finalizar este capítulo,vamos demonstrar o

TEOREMA DAS INDUÇÕES SUCESSIVAS

Teomma 2.6:Sejam A um anel, B um subanel de A e C um suba

nel de B. Seja U um RC-módulo. Então são ísomorfos
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TEOREMA DA RECIPROCIDADE DE FROBENIUS PARA ANEIS: 

Teorema 2.5:Seja Bum subanel do anel A. Então, para todo 

A-mõdul o W e 8-môdul o V, são natu.ra.lmen.te _ _ isomorfos 

em V e W: 

(2.8) HomA {AV,W) - HomB (V,BW) 

( 2. 9 ) H o m A { W , V A) ; H o mB ( B W , V) , 

ou seja, os seguintes pares .de fun.tore.s .sao naturalmente 

equivalentes : 

e 

A 
( - , - ) e 

Demonstração: As construções do Adjunto e do Coadjunto do 

funtor restrição da categoria dos A-módulos 

ma categoria dos 8-môdulos, Proposições -2.1 e 2.2, prod~ 

zem precisamente estes resultados. Porta·nto, nada resta a 

demonstrar. 

• 
· Para finalizar este capítulo,vamos demonstrar o 

TEOREMA DAS INDUÇÕES SUCESSIVAS: 

Teorema 2.6:Sejam A um ane~-~ .... u_m ___ s~banel de A e C um suba-

nel de B. Seja U um RC-mõdulo. Então são isomorfos: 

.. 
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A(BUÍ ; AU, ou seja A(8)B(B(8)cU) ; A(8)cU, e

(UB)A' ; UA, ou seja Homo(A, Homo(B,U)) ; Homo(A,U)

e esses isomorfismos são naturais

( 'i ) Para demonstrar que A G)B (B (8)c U) ; A (Dc U, basta dg.

monstras que o produto tensorial de módulos satisfaz

uma propriedade associativa.. Pois,se A ®B (B (8)c U) ;
; (A<DB B) (Dc U, como A(q3 B ; A pelo isomorf esmo

natural entre os funtores IBM e(-®B B) dado pela
Proposição 1.1, concluímos que existem isomorfismos
n a tu pais

A(SU) ®B (B ®. U) (A ®B B) ®. A a)c U : AU

(í i) Para demonstram que Homo(A, Homo(B,U)) ; Homo(A,U),

basta lembrar que HomB(A, HomC(B,U)) ; Homc(B(4S A, U),
pois para B : cBB' os funtores Homc(B,-) e(B(4} -)
formamumpar adjuntoe B(DBA;A. 1261 ou 1141

Portanto, sõ nos falta demonstrar a seguinte pr19

post ç ao:

P roP os'i ção 2. 7 "Propriedade Associativa do Produto Tenso

-45-

e esses isomorfismos sao naturais. 

Demonstração: 

( i ) P a r a d e mo n s t r a r q u e A é&)B ( B ® e U ) ; A ® e U , b a s ta d e 

monstrar que o produto tensorial de mõdulos satisfaz 

uma propriedade assoei ativa._ Pois, se A ®B (B ®e U) ; 

; {A~ B) ®e U, como A~ B ; A pelo isomorfismo 

n a tu r a l e n t r e os f u n tore s l B M e (_ ~ B) d a d o p e l a 

Proposição 1.1, concluimos que existem isomorfismos 

naturais: 

( i i ) Par a d em o n s t r ar q u e H o m 8 ( A , H o m e ( B , U) ) ;; H o me ( A , U ), 

basta lembrar que 1-1 omB ( A, Homc (B, U)) ; Homc(B 0g A, U) , 

. pois para · B = CBB, os funtores Homc (B ,_) e (B ~ _) 

formam um par adjunto e 8(8\ A; A. 1261 ou 1141. 

P o r t a n to , s o n os f a l ta d em o n s t r a r a s e g u i n te p rE_ 

posição: 

. Proposição 2. 7: "Propriedade Associativa do Produto Tenso 
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riam de MÕdu] os"

Para cada tripla de módulos (AB' SVc' cU), exi.!
te um isomo rfismo v, onde

DAVA A ®B (V (8C U) --------'' (A (DB V) (DC U,

de fi n{ do vi a

V a ® (v ® u) }-------. (a a) v) a) u, a € A, v € V, u € U,

que é natural em cada uma das tres variáveis A, V e U

PçpQr!$1iliqçiQ: Para cada a C- A, a aplicação

B : V x U -------- (A ®B V)- (DC U

definida por B,(v,u)=(a (D v) ® u é C-balanceada. Então,
para cada a € A, existe um iónico homomorfismo v, , onde

(E v i (8) u i) E ( (a ® vj.) a) uj.)

A apl icação 'y : A x(V®c U)--'-(A(DB V)(DC U
def'unida por y (a,Evi (8) Ui): Va(E Vi. 6) uÍ) é B-balance.g
da. Então existe um homomorfismo v, onde

V A ®. (V (Dc u) --------' (A (% V) ®c U tal que

xi(a ® (v ® u) (V ® u,) .,:.;( a G) v ) a) -u

-46-

rial de MÕdulos 11
• 

Para cada tripla de mÕdulos {AB, BVC, CU), exis 

te um isomorfismo v, onde: 

definido via: 

v: a® (v ® u) (a® v) ® u, a € A, v € V, u € U, 

que e natural em cada uma das tres variãveis A, V e U. 

Demonstração: Para cada a __ 6 ~--~-.!-.. ~ . ·aplicação 

a : v x u a 

definida por 8 (v,u) =(a® v) ® u ê e-balanceada. Então, 
a 

p a r a e a d a a € A , e xi s te um ü n i e o h o momo r f i s m o v , o n d e : 
a 

v (r v. ® u.)' = E {(a@v.) ® u.). 
a i. i. i. i. 

A aplicação y: A X {V ®e U) ~ (A ®B V) ®eu 

de f i n i d a p o r y ( a , r v . ® u . ) = v ( r v . ® u . ) e B - b a l an ce a 
l. 1. a 1. l. 

da. Então existe um homomorfismo v, onde: 

\i(a ® (v ® u) = \) 
a 

( A (&\ V) ®e U tal que 

( V @ U•) · ·= · , ( a © · V ) @ -U • 



47

Com argumentos similares, pode-se mostrar que
e xis te h omomo rfjsmo p, onde

uAVU : u ' (A aB v) (DC A (2b .(V (Dc u) tal q ue

u( (a G) v) ® u) a (D (v ® u) , onde u é uma inversa de v ,

don de v é um isomorfismo

Falta.agora, verificar' a naturalidade. Suponha-

mos que f: AB---- A;. Então, é comutativo o seguinte di.g
grama

(A 0B V) aC U (A' ®B V) aC U

UAVU PA'VU

A ®, (V (Dc U) A' ®B (V aC U)

Ve rí fica ção

De um la do ,

[(f ® (V (D U)) o pAVU] ((a ® v) ® u)

(f ® v) (D u)

f ® (v ® u)

- 47-

Com argumentos similares, pode-se mostrar que 

_ existe homomorfismoµ, onde: 

A ~ . (. V ~e .U ) . tal que __ 

µ{(a® v) ® u) =a@ (v ® u), onde .µ é uma inversa de v, 

donde v e um isomorfismo. 

Falta . agor~, verificar a naturalidade. Suponha-

mos que f: AB 

grama: 

Verificação: 

De um la do, 

1 

AB. Então, é comutativo o seguinte dia 

(f@ V)@ U) 
('A 1 @ V) ® U 

B C 

µA'VU 

.. 
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(f G) a ® U))(a ® (V ® U))(a ®(V ® u))

Por ou tro l ado ,

[u.ã'VU o((f ® V) ® U)]((a(D v)(D u)

(uA'vU)((a' ® v) ® u): a' ®(v(D u)

a ' a) (v (D u)

Concluímos então, que p i natural em A.

Com argumentos análogos, mostra-se a naturalida
de de u nas outras duas va Fiáveis
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= {f@(V@U)) (a®(V@U)) (a®(v®u)) = a'@(v@u) 

Por outro lado, 

[µA, V U o ( ( f ® V) @ U)] ( ( a @ v ) (&) u )· = 

= (µA'vu) ((a'® V)® u) =a'© (v ® u). 

Concluimos então, queµ i natural em A. · 

Com ~rgumentos anilogos, mostra-se a naturalida 

de deµ nas outras duas variaveis. 

• 



CAPITULO lll

Neste capitulo, discutiremos o prob lema inverso
ao do capitulo 11, onde construímos Representações Induza
das. Vamos estudar aqui algumas propriedades que caracte
rezam as representações de um anil A que são induzidas de
êubanéis de A.

Para isso, discutiremos dois teoremas: o Teore-
ma da Imprimitividade e o Teorema do Níimero de Entrelaça
men to de Mackey

$l. TEOREMA DA IMPRIMITIVI DADE

Tão bãs ico para a Teoria de Representações Indu
zidas de Grupos como o Teorema da Reciprocidade de Frobe

niu.s, é o Teorema da Imprimitividade, que descreve quais
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CAPlTULO III 

~este capitulo, discutiremos o problema inverso 

ao do capitulo II, onde construimos Re·pres.entações Induz.!_ 

das. Vamos estudar aqui algumas propriedades que caracte 

rizam as representações de um anél A que são induzidas dê 

subaneis de A. 

Par a i s s o , d i s cu ti remos d oi s teoremas : o Te ore -

ma da Imprimitividade e· o Teorema do Numero de Entrelaç~ 

mento de Mackey. 

§1. TEOREMA DA IMPRIMITIVIDADE 

Tão bãsico para a Teoria de Representações Indu 

zidas de Grupos como o Teorema da Reciprocidade de Frobe 

niu_s, e o Teorema da Imprimit_ividade ., que descreve quais 

-49-
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representações de um grupo G são induzidas de representa

ções de um subgrupo H.

'v

Desde que vimos para Anéis-'do:is- t'ipos de repõe'

sensações induzidas, a adjunta e a coadjunta, deveria h.g
ver dois Teoremas da Imprimitividade para Representações'

Induzidas de Anéis. Neste cap:ítulo discutiremos somente o
Teorema da Imprimi ti vi dade. .p.ara. Repres.en.ta.ções. . .l.n.d.uui..das.

Adjuntas de Anéis [construção (1.1)], mas uma discussão
inteiramente paralela pode ser dada para Repr'esentações i2.
duzídas Coadjuntas. cujo resultado será citado no final

0 que precisamos fazer é descobrir quais proprig.

dades especiais possuem A-módulos, que os leva a ser .da

forma A aB V para algum B-módulo V

Propriedades especiais apropriadas são sugeridas

pelos Te oremas de Monta

Seja B um subanel de A. Lembramos que AB den.g

ta A visto como um B-módulo ã dure ita; e seja

E = En dB (AB)

o anel das aplicações B-lineares de A em A

Para qualquer elemento a € A, podemos associar
a apl icação de A em A consistindo da multip locação ã es-
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representações de um grupo G sao induzidas de represen-ta

-- ções de um subgrupo H. 

Desde que vimos para Anéi ·s--d·o'.is•:-t ·ip•os de repre

sentações induzidas, a adjunta e a coadjunta, deveria ha 

ver dois Teoremas da Imprimitividade para Representações' 

Induzidas de Anéis. Neste capítulo discutiremos somente o 

Teorema d a I mp rim i ti vi d a de. .p .a r .a . Re.p r.es.e n .t .a,çõ.e.s .. -J_.n__d_L!Ã.i .. d...a ~ .. -:... . _ ~ ~- .. : 
' 

Adjuntas de Anéis [construção (1.1)], mas uma discussão 

inteiramente paralela pode ser dada para Representações In 

duzidas Coadjuntas, cujo resultado serã citado no final. 

O que precisamos fazer é de ·s.cobrir quais proprit 

dades especiais possuem A-mõdulos, que os leva a ser da 

forma A ®a V para algum B-mõdulo V. 

Propriedades especiais apropriadas -são sugeridas 

pelos Teoremas de Morita. 

Seja B um subanel de A. Lembramos que AB deno 

ta A visto como um B-môdulo ã direita; e seja 

o anel das aplicações B-lineares de A em A. 

Para qualquer elemento a € A, podemos associar 

a aplicação de A em A consistindo da multipl -icação a es-

- y 
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querda p or a

V a € A, Wa A -----+ A de fín ida p or Q,(x) ax , x € A,

e des te modo, podemos identificar A com um subanel de E

Além disso, A pode ser visto como um EAB bi
módulo, ã esquerda sobre E e ã dure ita sobre A, e a partir
disto, como vimos no IQ capítulo, se V é qualquer B-módu-

lo, então A@3 V ser'ã de fato, um E-módulo ã esquerda, '
e a ação de E sendo uma extensão da ação original de A

sobre A (q} v

Então, uma condição necessária; para que um A-mÕ

duro ã esquerda W seja induzido de um B-módulo ã esquerda

V, é que W seja um E-módulo, com a ação de E sobre W se2.
do uma extensão da ação de A sobre W

Para obtermos uma condição suficiente, precisa

mos faze r hipóteses sob re A e B.

Para esse propósito, os Teoremas de Monta,enu2.

dados no Capitulo 1, sugerem que AS seja finitamente gg.

Fado, projetivo e gerador, isto â, que AS seja um proger.g
dor

Fazendo a hipótese adicional de que AB' como mo

duro ã direita sobre B, soja um progerador, os teoremas de

querda por a: 

V a € A, iµ 
a 
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A --+- A definida por: iJJ (x) = ax, x € A, 
a 

e deste modo, podemos identificar A ·com um subanel de E. 

Alem disso, A pode ser visto como um EAB bi

módulo, ã esquerda sobre E e ã direita sob_re A, e a partir 

disto, corno vimos no 19 capítul_o, se V é qualquer 8-mõdu

lo, então A ®s V serã de fato, um E-mõdulo ã esquerda, ' 

e a açao de E sendo uma extensio da açi6 original de A 

sobre A(&\ V. 

Entio, uma condiçio necessãria para que um A-mõ 

dulo ã esquerda W seja induzido de um B-mõdulo ã esquerda 

V, e que W seja um [-mõdulo, com a açao de E sobre W sen 

do uma extensão da açao de A sobre W. 

Para obtermos uma condiçio suficiente, precisa

mos fazer hipÕteses sobre A e B. 

'Para esse propÕsito, os Teoremas de Morita,enu.!!_ 

ciados no Capitulo I, sugerem que AB seja finitamente g~ 

rado, projetivo e gerador, isto é, que AB seja um proger~ 

dor. 

Fazendo a hipõtese adicional de que AB, como mo 

dulo a direita sobre B, seja um progerador, os teoremas de 
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Monta garantem que os anéis B e E = EndB (AB) são equivl
lent.es, isto é, que as categor.ias .BM e KM -são equivale!
tes, v'ia a equ'ivalenc'ia de c.ategor'ias V l-----'-p A (Dn V, '

V € obj .M

Sendo toda equivalência um funtor fiel , pleno e

denso, nessas condições, todo W € obj xM é isomorfo com

A ®B V, para algum V € obj BM, ou seja, W é um induzido '
de V

Fica demonstr'ado,assim,o teorema

TEOREMA DA IMPRIMITIVIDADE PARA Anil.S

Teorema 3.1 : Seja B um subanel de A. Assumiremos que como

B-módulo ã direita, An seja progerador. Seja

E = EndB (AB), e identifiquemos A com o subanel de E co!
sístindo da multiplicação ã esquerda por elementos de A.
Então, um A-módulo ã esquerda W é um (adjunto) induzido de
um B-módulo ã esquerda V, se e somente se, W for um E-mó-

dulo ã esquerda, com a ação de E sobre W sendo uma exten

são da ação de A sobre W

©
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Morita garantem que os aneis B e E= EndB {AB) sao equiv! 

·len·tes,. isto é, que as categor-i as ,BM e EM .. são equivaleI!_ 

___ ,tes, via a equivalência de c_ategorias V --- A ®B V_, 

V€ obj BM. 

Sendo toda equivalência um funtor fiel, pleno e 

denso, nessas condições, todo W € obj EM é isomorfo com 

A@B V, para algum V€ obj B-M, ou seja, W e um induzido ' 

de V. 

Fica demonstrado,assim,o teorema -: 

TEOREMA DA IMPRIMITIVIDADE PARA ANr1s: 

Teorema 3.1: Seja B um subanel de- A. Ass·umfremos que como 

8-mõdulo ã direita, AB seja progerador. Seja 

E= EndB {AB), e identifiquemos A com o subanel de E con 

sistin-do da multiplicação ã esquerd-a -por elementos de A. 

Então, um A-mõdulo ã esquerda W é um (adjunto) induzido de 

um B-mÕdulo ã esquerda V, se e somente se, W for um E-mõ

dulo ã esquerda, com a açao de E sobre W sendo uma exten 

são da ação de A sobre W. 

• 
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Para verificarmos que o Teorema da Imprimítivi-
dade para Grupos é um caso especial do.teorema acima,- pre

casamos primeiro identificar a ãlgebra E, neste caso

Seja H um subgrupo de G e R um: anel comutativo
RH é então uma subãlgebra de RG, e RG pode ser cons ideia

do como um RH-módulo ã direita. Seja E = EndRH (RGKU)

Vamos supor também que H tenha Índice finito em

G, e [G : H] = t. Vimos no IQ cap:Ítulo que como

RG : g. RH ® (D gt RH,

RG como RH-módulo ã direita i livre,.:com base consistindo

de um conjunto de representantes de classes laterais ã es

querda de H em G. Então RGKn i um.progerador, pois todo
nódulo l ivre é projetivo e gerador, e RG é finitamente gg.
Fado como RH-mÕdul o ã di re i ta.

Assim, do Teorema da Imprimitividade para Anéis

(3.1), sabemos que um RG-módulo W será o induzido de um

RH-módulo V se e somente se W for um E-módulo, com a ação
de E sobre W sendo uma extensão da ação de RG sobre W

Se desejarmos tornar W um E-módulo, precisamos

defin ir como os elementos de E atuam sobre W. Para isso,
vamos construir uma base de E sobre R e definir como cada
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Para verificarmos que o Teorema da Imprimitivi

. dade pa,ra Grupos e um caso especial -do - teorema acima, · pr~ 

cisamos primeiro identificar a ãlgebra E, neste caso. 

Seja H um subgrupo de G e·· R um anel comutativo. 

RH e então uma subãlgebra de RG, e 'RG pode ser considera

do como um RH-mõdulo ã direita. Seja E= EndRH (RGRH) . 

G, e [G 

Vamos supor também que H tenha indice fin1to em 

HJ = t. Vimos no lQ capitulo que como 

RG = g 
1 

RH (f) .•. (f) g t RH , 

. . 
·" . 

RG como RH-mÕdulo ã direita é livr·.e,-·.:c.om ba.se consistindo ,~ 

de um conjunto de representantes de classes laterais a es 

que r d a d e H e m G . E n t ã o R G RH é u m p r o g e r a d o r , p o i s todo 

ril õ d u 1 o l i v r e é p r o j e ti v o e g e r a d o r , e R G é f i n i t a me n te g ~ 

rado como RH-mÕdulo ã direita. 

Assim, do Teo·rema da Imprimitividade para Aneis 

(3. l}, sabemos que um RG-mõdulo W serão induzido de um 

RH-mÕdulo V se e somente se W for um E-módulo, com a açao 

de E sobre W sendo uma extensão da ação de RG sobre W. 

Se desejarmos tornar W um E-mõdulo; precisamos 

definir como os elementos de E atuam sobre W. Para isso, 

vamos construir uma base de E sobre R e definir como cada 
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elemen to da base de E a tua sobre W

c e G/H} uma base de RG como RH-mÕdu

lo ã dure íta. Seja v. : RG -> F ond.e

{a : G -, R : a(G\c) = 0}

Por de fi nação ,

g € G g : Ê . T; g

onde

rg : r: «--» g € c

r.. l
g

Consíde remos a coleção

{(r. ® x) , x € G, c € G/H}

onde definimos

(T.®X) ( Ê G rg' ) [. Ê . ':.*,]

xg € . :
xg

Essa coleção forma uma base de
ve rifícamos que

(RGKU). De fato,

-54-

elemento da base de E atua sobre W. 

Seja 

lo a direi ta. 

Por definição, 

'1T 
e 

onde: 

{x . c € G/H} uma base . 
e 

Seja 7T RG -+- F onde. _. 
e 

F = . {a G -+- R a { G \c) 

I: r . g ~ I: g 
g € G g € G 

r ' = r <=> g € c · g g 

r' = O <=> g ~ c g 

Consideremos a coleção 

de RG 

= O} 

r' . g g 

{(n ® x), X€ G, C € G/H} 
e 

onde defini mos: 

como RH-mÕdu 

r .g) g = '1T [ : ~ r . xg] = 
e g € G g 

= E . 
xg € e 

r • xg g _ 

Essa coleção forma uma base de E= EndRH {RGRH). De fato, 

verificamos que: 
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( IQ ) (vc(8) x) € EndKn(RGKn), pois: para h € H,

(l.® x) [(8 r;.g).h] :(".® x)[E rg(gh)]

[E r.. x(gh)] : :.E c ': x(gtf)

:.(xg)h : [ E r: . xg]

x ].h : [('a. (D x)(E rg'g)] .h

(2Q){v. (X) x, x € G, c € G/H} i Z..é., pois:.para a € R,

(lrc(8)x) : 0 --> V g € G: E ac,x'Kc(xg):0
CsX '

-> E a. ... xg
g € x': c

Fixando uma classe c = go H e fazendo
nlll- m AF miga A.

CsX

l

go, co2

(3Q)

E :dim

=

dimRE: llvc(Dx, c eG/H, xeGJI pois

como RH-módulo ã direita, RG é livre e portanto,

[G : H] '

Logo, dimK E: IHI.-dimRH E : IHI.[G : HJ2

[H [ . [G : H] . [G : H] : ]a] . -EG : H]

Edim =

RH
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(rr ® x) [( E r .g).h] = (TI @ X) [E r (gh)] = e g e g 
g 

= 1T [E r . x(gh)] = E r· .x(gh) = e g g x(gh) E e 

= E r .(xg)h = [ E r . xg] h = 
xg -€ e g xg € e g 

= 1T [E r .x ].h = [(1r ® x)(E r .g)] . h 
e g g e g 

g &~ 

(2Q) {TI ® x, x € G, e E G/H} é .t:i., pois: . para Cl € R, 
e 

a _e, X 
(,r ® x) = O => 

e 
V g € G: E a TI(X9)=0 

c,x e 
c,x c,x 

a • xg = O. 
c,x 

Fixando uma classe e= 9o H e fazendo g 
-1 

= x g o , con 

cluimos que a = O. c,x 

pois: 

como RH-m5dulo i direita, RG e livre e portanto, 

d i m RH E = [ G H] 
2 

• 

Logo , d i m R E = 1 H 1 • · d i m RH E = 1 H 1 [G : H] 2 
= 

= 1 H 1 [G H] • [G : H] = 1 G 1 • [G : H] 
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Assim, {lr. (D x, c e G/H, x .e G} é uma base de E

sobre R

Além disso, para definirmos-como -esses elemen

tos da base se multiplicam e somam, observamos que: para
g e G,

[(v. ® x) (lr.. ® x ' )] (g) (v. G) x) (vc- (x 'g) )

(x (n'.. (x' g)))

Se x g e c' , então g € x' -i c C u .( x ' g ) : x ' g

Portanto, nc(x(vc'(x' g))): ITé(:x k'. g)

Se x x' g € c, então g C x-'i x': c e u.(x x' g)

= x x' g

Cón clusão

(v. ® x) (lr. . ® x ' ) (g)
- 1

sex x

Xg C

caso con trãrio

Desse modo, o produto de dois elementos da base
ê

(T. ® X) (T.. ®
< ;: - ; : :>

sobre R. 
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Assim, {1r ® x, c € G/H, x -€ G} e uma base de E 
e 

Além disso, para definirmo-s --como - -esses elemen 

tos da base se multiplicam e somam, observamos que: para 

g € G, 

= 7T (x (7T , (x' g))). 
e e 

Se x' g € e' , então g € 1 -1 1 
X --- C = eu : e 7T (x' e , g) = x' g . 

Portanto, 7T (x ( 7T ' (X' g))) = 1T • (.x x ,'. g ) • 
e e e 

Se x' € .então € 
-1 -1 (x x' g) X g e' g X .' X c e 7T = 

e 

= X X 1 g. 

Conclusão: 

( 7T ® X) ( 1T 1 ® X 1 
) ( 9) : X X I 9 se { X - l C : C 1 

e e 

g € x'- 1 c' 

= O caso contrãrio. 

Desse modo, o produto de dois elementos da base 

-e: 

( 1T @ X) ( 1T , @ X 1 
) = 1T @ . X X r <_'.__> X~-

1 C = C 1 

e e e 

... 



= 0 caso con trãri o.

Definimos também a adição de modo natural

(r.® x) +(v.. G) x'):(l. + b.. G) }é + x')

Consideremos agora que W seja um RG-módulo impri

mitívo transitivo, com sistema de imprimítívidade

{ ,, .. . , W t}

Se H= {h € G : hw : = w: }, PO

podemos escreve r:

W : W: © g, W: (D . . . © gt :W:,

ondeÍgi = 1, g ' ...., gt} é um conjunto
tes das classes laterais de H em G.

Com efeito, g. W = g u <-> g. H = g.H
i l 'j 1 1 J

Assim, todo elemento w € W pode ser esct'ito na

57

da t ra ns { tir céus a

vi dade ,

de rep resen tan

for'ma:

w = E
i:l

Seja então E = EndKU(RGKU)

De finimos a ope ração dos el

t l lcom wW 9l l l l
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= O caso contrãrio. 

Definimos também a adição de modo natural: 

( 1T @ X) + ( 1T 1 @ X 1 
) = ( 1T + · :rr 1 @ X ·+ X 1 

) • e e . e e 

Consideremos agora que W seja um RG-mÕdulo imprj_ 

mitivo transitivo, com sistema de imprimitividade 

{W i, ••• , W t} . 

Se H= {h E G:hW 1 = W1 }, por causa da transiti

vidade, podemos escrever: 

W = W 1 (±) g 2 W 1 © . . . © g t ··W 1 ' 

onde {g = 1, ~ , ... , 9 } e- um conjunto .. de representan-1 2 . t 

te s d as c l asses l a ter ais de H em G .· " , ~ - , · .~ · · 

forma: 

Com efeito, 9. W = 9. W <=> 9. H = 9. H. 
1 l J l 1 J 

Assim, todo elemento w € W· pode ser escrito na 

t 
w = 1: 

i=l 

1 
9. w. 

1 1 

1 , com w. E W 
1 1 

Definimos a operaçao dos elementos da base de E 
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sobre W assim: para

Q € {'n. (8) x, c G G/H, x C G} e w C W,

Q(g.) . w} ,i:l

onde por def in'ição, se Ü = lrc e) x,
t t

Q.w : Z: +(g:).wl.: .X:('í.®x)(g:)..wl.
t

i= V.(xg:).w;l

xg. e ' (Xgi) . W:

Para verificarmos que com-essa-operação, W to!
na-se um E-módulo, observamos que

(@ @') E(q' q'')(gi) .;wil :'.E:.[(x.a) x>("ê-. ® X')(gi)].W].i:l ' ' i:l

t t

t

j.E: (r. ® x xl)(gj.)
wtl

c .

iE: v.(x x' g:).wl. «--'
c '

0 <--> x'' c # c'

Por outro lado, escrevendo x'gj.: gj(i) hi'

@('P'.w): q'[.Z. @'(gj.).wi] : Q[.E.(x..®x')(gi) . w;]]i:l ' ' i:l

tt
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sobre W assim: para 

onde 

ljJ € {7T ® X, C € G/H , X € G} e w € w, 
e 

tjJ . 

por definição, 

t 
t tji(g . ) . w~ = 

. 1 l. l. 
l. = . 

w = 

se tjJ 

t 
t 

i =l 

= t (xg.) . w~ 
l. l. 

x g . € e 
l. 

-

t 
t ljJ ( g i) 

1 . w. , 
i = l l. 

= 7T @ X, 
e 

t 
(7r ® x)(.g . ) .w~ = t 7T (xg.).w~ = 

e l. . l. . . i=l e l. l. 

Para verificarmos que com·~es-sa·'"' 0peração ; W tor .. , p , -,~- ~ 

na - se um E- mõdulo, observamos· que : -

t 
(l/J l/J').w = t 

i=l 

t 
(tjJ l/J')(g.) •. w.1 

.. = t . [{7r ®x)(.:rr .. , ®x')(g . )J.w~ = 
1. 1. • 

1 
e e 1. 1. 

1.= 

t 
t (,rc@ X x')(g.) w~ = 

i =l 
. l. _ l. 

t 1 -1 
= = t 7Tc(x x' g.). w. <=> X c = c' 

i = l l. l. 

o <=> 
-1 

X e + e' 

Por outro lado , escrevendo x'g. = g.(.) h., 
l. J l. l. 

t t l 
= l/J[ t tjJ'(g.).w ! ] = l/J[ t (7r ,@x')(g.) • w.] = 

. 1 l. l. • 1 e i. J. 
l. = 1.= 
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g:). «].] : +[.z . (x' g:) . «!]

t
Pt E

i:l

#[ . E . ..(gj(:) h:).w:]: q'[ . : € .. gjG) '(hiw})]

(xgE u' jCq'(gj(i.)) . (hi w!) (:i)) . (hi w!)

(xgj(í.) hi). wl.: . ;c.. "'(xx' g:). wl.

Para demonstrarmos a igualdade dessas duas ex-
pressões, suponhamos que x'' c= c', ou equivalentemente,
c = xc'. En tão, temos

(IQ) Se x'g: e c', então x x gj. € x c '

Logo, (x x ' gi) = x x' gi

(2Q) Se x' g: e c' , en tão x x' g.

Logo , lí. (x x ' g. )

Por outro lado, se x ' c :# c

e portanto, x x; gi e c. Logo, lrc(x .x

E v.(x x'
i:l

t
- 1

g: ) .wl < > x C

, então x'g{ é x'xc,

gi) : 0 . Assim,

Ci

*'8:. .. ".(x x' g ).«:l
0 x': c # c'

t 
= 1'1[ L 

i=l 

= ip [ L 

TI ,(x 1 g.). w~] = 
e 1 1 

x'g. € e' 
1 
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(x 1 g.) . w~] = 
1 1 

1/J[ L g.(.) • (h. w~)] 
X ' g .. € C I J 

1 1 
l. 

1 . 

1 
= L iµ(g.(')) • (h. w.) = J l. 1 1 

L 1r (xg.(.)) • (h. w~) = 
e J 1 1 1 

= L 7T (xg.(.) h.) • 
e J 1 1 

1 w. = 
1 

L 
x'g.€c' 

l. 

1r (x x 1 g.) 
e _ 1 

l w. 
l. 

= 

Para demonstrarmos a igualdade dessas duas ex
- 1 pressoes, suponhamos que x e= c 1

, ou equivalentemente, 

e= xc 1
• Então, temos: 

(lQ) Se x'g. E e• ' então X x' g. € X e' = e. 
1 1 

Logo, 7T (x x• g.) = X x' g. 
e 1 1 

(2Q) Se x' g. ~ e• ' então X x• g. t X e' = e . 
1 1 

Logo, 7T (x x' g .-) = o. 
e 1 

-1 -Por outro lado, se x e+ e•, entao X 'g. rlx-1 \e' _e, 
1 

e portanto, x x! g. ~ e. Logo, TI (x x 1 g.) = O. 
1 1 e - 1 

Assim, 

1: 1r (x x I g ) .w~ = 

' € e' -e 1 
X g. 

1 

t 1 -1 
-1: 1r (x x 1 g.).w. < > x e= e' . 

1 
e 1 1 

1= 

o <=> 
-1 

x e+ e' 



Portanto, W i um E-módulo ã esquerda.

Nos resta ainda. verificar que a ação de E sobre
W é uma extensão da ação de RG sobre W

Seja g € G, e cons ideremos g = T. C E, onde

Tg = E Tc a) g , 'isto ê;,

T8(x): E n.(gx):.v.,:(gx): gx, onde c,:é uma classe

tal que gx € c

60

X

Ass i m , se . gi wi '. gi e' {g l 'i:l , g t} ,

w :,
l

g .." : ::g g: . ": '

i' (: (".®g) . g:)."!

I' ';''": : ::: , ,: . «!

T
g (D g)(E n' w =

C
C

Por'tanto, T. . w = g . w = gw e a ação de E s.g
bre W é uma extensão da ação original de RG sobre W.

Apl icando então o Teorema da Imprímitividade p.g
ra Anéis, o RG-módulo W é o induzido de algum RH-módulo V,
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Portanto, W é um E-mõdulo ã esquerda. 

Nos resta ainda verificar que a ação de E sobre 

W e uma extensão da ação de RG sobre W. 

T ( x) = 
g 

tal que 

T . w = g 

= 

I: 
e 

Seja g E 

7T 
e 

(gx) 

gx € c 
X 

T 

= 

-Assim, se 

G ,· e c o n s i d e re mos g = T € E, onde 
g 

= I: 1T ® g , is to e, 
g e 

e 

(gx) onde - classe 1T = gx, c e uma 
' e X .. 

X 

t 
w = I: g. w. , . g. € {g , • • ·, gt} • 

i=l 1 L 1 l 

g • w = 
t 
I: 

i=l 

1 
g g. • w. 

1 1 
e 

t 1 
( I: 7T ® g) w = I: _( I: ( _1T e ® g) g. ). w. = e 1 1 

e i=l e 

t t 1 
( I: (g 1 

1: 1T g.).w. = I: g g. . w. 
i=l e 1 . 1 i=l 1 1 

e 

. Portanto, T . w = g • w = gw e a açao de E so 
g 

bre W e uma extensão da ação original de RG sobre W. 

Aplicando então o Teorema da Imprimitividade p~ 
. 

ra Anéis, o RG - mõdulo W é o induzido de algum RH-mÕdulo V, 

.. 
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isto é, W = RG(qi V para algum RH-módulo ã esquerda V
8

Para finalizar este parágrafo, enunciaremos o Te.g

rema da Imprimítividade para Anéis i e.m sua forma dual, i.â
to é, para Representações Induzidas Coadjuntas [construção

(1.2)]. Para isso, observemos que

(IQ) Seja B um subanel de A e E = EndB(BA). Identificando
A com o subanel de E cons ístindo da multiplicação ã

direita por' elementos de A, de modo que A pode ser

visto como um .A. bimõdulo, então para um B módulo ã
esquerda V, VA : Homo (A,V) será de fato um E-módulo
ã esquerda, estendendo a ação de A sobre VA;

(2Q) Com a hipótese de que BA seja um progerador,então os
ané is B e E são equ ivalentes e o funtor V f--------..> Va â
uma equivalência de categorias

Che g amos assim, ao

Teorema 3.2: Seja B um subanel de A. Assumiremos que como

B-módulo ã esquerda, nA seja progerador'.Seja

E=EndS (BA), e identjfiquemos A com o subanel de E cons i.E
tendo da multiplicação ã direita por elementos de A. En-
tão, um A-módulo ã esquerda W é um (coadjunto) induzido de
um B-módulo ã esquerda V, se e somente se, W for um E-mó-

dulo ã esquerda, com a ação de E sobre W sendo uma exte.2

são da ação de A sobre W. e.
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is to - w - RG @n V algum RH-mõdulo - esquerda V. e ' = para a 

• 
Para finalizar este parãgrafo, e nu n c i a remos o Teo 

rema da Imprimitividade para Aneis ·; -em sua forma dual , is -
to e, para Representações Induzidas Coadjuntas [construção 

(1.2)] . Para isso, observemos que: 

(lQ) Seja Bum subanel de A e E= EndB(BA). Identificando 

A com o subanel de E consistindo da multiplicação -a 

direita por elementos de A, de modo que A pode ser 

visto como um BAE bimõdulo, então para um B modulo ã 

~squerda V, vA = HomB (A,V) sera ·de fato um E-modulo 

ã esquerda, estendendo a açao de ·A sobre VA; 

(2Q) Com a hipotese de que BA seja um progerador,então os 

anéis B e E são equivalentes e o funtor V --- vA é 

um a e q ui valê n c i a de cate g o ri as . 

Chegamos assim, ao: 

Teorema 3.2: Seja Bum ·subanel de A. Assumiremos que como 

B-mõdulo ã esquerda, BA seja progerador.Seja 

E=EndB {BA), e identifiquemos A com o subanel de E consi~ 

tindo da multiplicação ã direita por elementos de A. En

tão, um A-mõdulo ã esquerda W ê um (coadjunto) induzido de 

um B-modulo ã esquerda V, se e somente se, W for um E-mõ

dulo ã esquerda, com a açao de E sobre W sen~o uma exten 

são da ação de A sobre W. e 
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$2 TEOREMA DO NUMERO DE ENTRELAÇAMENTO DE MACKEY

A generalização do Teorema de Mackey para o co.B

texto de anéis, diria despe ito a relações entre Represen-

tações Induzidas de dois subanâis de um anel. A primeira
demonstração feita por Mackey(1231 e também em l51), usa
o produto tensorial externo, definido como segue

Sejam Gi e G2 grupos fin itos e P = Gi x G2 seu

produto direto. Seja K um corpo e Li um KGi-módulo ã e.!
querda, i = 1, 2. Então, o p40dtl;tla ,tentóo,R,éa,C ex,Ce/mo Li # L2

de Li e Lz é o KP-módulo ã esquerda, cujo espaço vetorial

subjacente é Li (4( Lz, com a seguinte operação de módulo

(gi,g2)(.ei(8)Zz) = gi .eiG)g2 Z2,(gi., gz) € P, gi C Li, 'i: 1, 2

e estendida a KP e Li (Dr Lz por linearidade

Sua demonstração não se generaliza para RepreseD.

tações Induzidas de Anéis, e o Teorema que vamos obter faz

algumas restrições aos anéis considerados. Com pouco mais

que duas apl icações do Teorema da Reciprocidade de Frobe-

nius e uma do Teorema da Imprimitividade, mostraremos que

o teorema de Mackey para grupos, com um anel de coeficie!
tes arb itrãrio, i um caso especial deste

Como na seção anterior, trataremos apenas de Rg.

presentações Induzidas Adjuntas, mas um tratamento bem p.g

Paleio pode ser dado para Representações Induzidas coam
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Sua demo·nstração nao se generaliza para Represe~ 

tações Induzidas de Anéis, e o Teorema que vamos obter faz 

algumas restrições aos anéis considerados. Com pouco mais 

que duas aplicações do Teorema da Reciprocidade de Frobe

nius e uma do Teorema da Imprimitividade, mostraremos que 

o teorema de Mackey para grupos, com um anel de coeficien 

tes arbitrãrio, e um caso especial deste. 

~orno na seção anterior, trataremos apenas de Re 

presentações Induzidas Adjuntas, mas um tratamento bem Pi 

- ·ralelo pode ser dado para Representações Induzidas Coad 
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juntas, e citaremos apenas o resultado no final

Seja A um anel e B e C subanéis de A. Seja
U um B-módulo ã esquerda e V um C:-.mÕ.dul.o -ã. esquerda.0 teo

rema do niimero de entrelaçamento di-z despe ito ao espaço

(3.1) Hora ('hU, AV),

ou mais especificamente, ã dimensão deste espaço, se os

anéis forem Algebra's Semis ímples de dimensão finita so-
bre um corpo de fiações

Se aplicarmos o Teorema da Reciprocidade de Fro
benius, na forma(2.8) para(3.1) , concluímos que são na
tural men te e qu i va l en tes

(3.2) HomA(AU, AV) ; HomS(U,(Av:)S)

Entretanto,('hV)B õ justamente o módulo A G)c V,
onde A é visto como um bimÕdulo BAC' ã esquerda soba'e B e
ã di rei ta s ob re C.

Para seguir adiante, vamos fazer a hipótese adi
cional de que A seja decompor:ível como um (B,C)-bimõdulo,
o que usualmente será o .caso se B e C forem anais .semisim

plés. E ntão, .assumiremos q ue

r
l8: D.
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juntas, e citaremos apenas o resultado no final. 

Seja A um anel e B e e subaneis de A. Seja 

U um B-mõdulo ã esquerda e V um C.-.m.Õ.duto _ã .. esquerda.O te~. 

rema do numero de entrelaçamento ·d;--z· resp·ei ·to ao espaço: 

A A ( 3. l ) H om A ( U, V) , 

ou mais especificamente, ã dimensão deste espaço, se os 

anéis forem Jl:lgebra's Semisimples de dimensão finita so

bre um corpo de frações. 

Se aplicarmos o Teorema da Reciprocidade de Fro 

benius, na forma (2.8) para (3.1)°, conclui .mos que são na 

turalmente equivalentes: 

Entretanto, (AV) é justamente o mõdulo A® V, B e 

onde A é visto como um bimõdu~o BA~, ã esquerda sobre B e 

ã direi ta sobre e. 

Para seguir adiante, vamos fazer a hipõtese ad! 

cional de que A seja decomponivel como um (B,C)-bimõdulo, 

o que usualmente seri o · caso se~ .e C fore~ anfis .semisim 

~l~s. · Então, . assumiremos ·que: 

A = 
r 

(f) 
i=l 

D. 
l. 

.., 
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onde os D.i.. são(B,C)-sub-bimõdulos de A, e onde esta s9
ma dí neta â fi ni ta.

Então , como B-mÕdul os , temos

(3.3) A (8)c V ; .a). Oi G)c Vi-l

Substituindo(3.3) em(3.2) , obtemos a seguinte
relação, -que parece ser a me.Ihor que..-podemos encontrar PÂ
ra uma general ização do Teorema de Mackey, sobre o espaço
de entrelacamento. Dana Anéis. se não tivermos mais infor

mações sobre a estrutura dos Dj.is

r

TEOREMA DO ESPAÇO DE ENTRELAÇAMENTO DE-MACKEY PARA ANÉIS

Teorema 3.3: Sejam B e C subanéis 'de um anel A. Seja U um

B-módulo ã esquerda e V um C-módulo ã esque!

da. Suponhamos que A seja decomponTve l como um (B,C)-bim.ã

duro, A: (!) D:, onde os D:.. são(B,C)-sub-bimõdulos de
A. Então, o espaço de entrelaçamento dos módulos induzidos

AU e AV sat.isfaz a seguinte relação:

r

ll

HomA (AU, 'hV) HomB (U, Di (DC V)

e

Para verificarmos que o teorema.do espaço de e!

loção , -q ue p a re ce se r a me-l h o

uma gene ra l i zação do teorema

e ntrelaçamen to, p ara Anéis ,
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onde os D., sao (B,C)-sub-bimÕdulos de A, e onde esta so 
l. s 

ma direta é finita. 

Entio, como 8-mõdulos, temos: 

( 3. 3) A ®e V 

Substituindo (3.3) em (3.2), obtemos a seguinte 

relaçio, ·que parece ser a me.lho.r que .-podemos encontrar p~ 

ra uma generalizaçio do Teorema de Mackey, sobre o espaço 

de entrelaçamento, para Anéis, se nao tivermos mais infor 

maçoes sobre a estrutura dos D., 
l. s 

TEOREMA DO ESPAÇO DE ENTRELAÇAMENTO DE -MACKEY PARA ANris: 

Teorema 3. 3: Sejam B e C subanéis ·de,. um a·nel A. Seja U um 

B-mõdulo ã esquerda e V um C-mõdulo ã esque~ 

da. Suponhamos que A seja decomponível como um (B,C)-bim_§_ 
r 

dulo, A = (±) D., onde · os D., são (B ,C)-sub-bimõdulos de 
. 1 l. l. s 
1= 

A. Então, o espaço de entrelaçamento dos módulos induzidos 

Au e Av s a ti s faz a seguinte re 1 ação: 

H ( Au Av) omA , 
r 
(±) HomB (_U, oi ®e V) 
i=l 

• 
Para verificarmos que o teorema do espaço de en 

... 
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trelaçamento de Mackey, enunciado no IQ capítulo, é um ca
se especial desta relação, consjde.remos .um grupo G, com

subgrupos H e L, e seja R um anel comutativa com unidade

Se RG Õ visto como um(RL, RH)-bimõdulo, então

ele tem uma decompos ição em bimÕdulos em termos da (L,H)

-classes duplas de G. De fato, sejaÍxi, ..., x.} um co!

junto de representantes das classes duplas de(L,H) em G.
Então existe uma correspondência

geG g :E. '. ('e: xj (g) h :)

onde Zg € L, hg € H, xj(g) CÍxi,..., xs}, uma vez que a
(L,H)-classe dupla contendo x é justamente L x H, e que

um grupo fin ito G tem uma decomposição em classes duplas
dis j u n tas

" l '' '

e

U L x H
S

Is to es tabefe ce um isomorfismo

(3. 4) RG
ne L\G/H

onde L\G/H denota a coleção das(L,H)-classes duplas de
G e RD denota o subespaço de RG gerado pelos elementos de
D
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trelaçamento de Mackey, enunciado no lQ capítulo, e um ca 

so especial desta relação, consi .de..r.emos .um grupo G, com 

subgrupos H e L, e seja Rum anel comutativo com unidade. 

Se RG é visto como um {Rl~ RH)-bimõdulo, então 

ele tem uma decomposição em bimÕdulos em termos da (L,H) 

- classes duplas de G. De fato, seja {x 1 , ... , x } um 
s 

con 

junto de representantes das classes duplas de (L,H) em G. 

Então existe uma correspondência: 

r 
g€G 

r . g 
g E r . {l . x.(). h) 

g€G g g J g g 

onde L E L, h € H , x . ( ) € { x 1 , 
g g J g . 

x ·}, uma vez que a 
s 

{L,H)-classe dupla contendo x é justamente L x H, e que 

um grupo finito G tem uma decomposição em classes duplas 

disjuntas: 

{3.4) RG 

• 
G = L x

1 
H U 

. 
u L X H • 

s 

Isto estabelece um isomorfismo: 

(±) RD , 
D€ L\G/H 

onde L\G/H denota · a coleção das (L,H)-classes duplas de 

G e RD denota o subespaço de RG gerado pelos elementos de 

D. 

11 
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Suponhamos agir'a que U seja um RL-módulo e V um RH-módulo.

Então, apl icando o resultado do Teorema 3.2,conclu:amos '

que

(3.5) Hom. (GU, CV)

'v

G

De L\G/H Homt (U, R D ®n V)

Este resultado parece-se com o teorema do esp.g
ço de entrelaçamento de Ma-ckey par,a G-rupos.

Para obtermos deta lhes adicionais contidos no

teorema de Mackey, precisamos analisar a estrutura do RL-

-módulo R D (qi V, e expressa-lo como Módulo Induzido. Eã
ta analise é a principal parte da .de.rnons.oração do Teorema

do Subgrupo, de Mackey l 17 1, e segue do Teorema da Im-

p rima ti vida de

Se RD for visto como um RL-módulo ã esquerda,p.g

demos expr'esgar RD como um módulo induzido.

Para isso, consideremos {y:,... , yn} um conjun-
to de representantes das classes laterais de L em G. Pode

mos ente o escreve r:

Lyi U ... U Lyn

Então G, e em particular L«,- atua s-abre o conju2
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Suponhamos agora que U seja um RL-mõ~ulo e V um RH-mõdul~ 

- Então, aplicando o resultado do Teorema 3.2, concluímos 

que: 

(±) H o mL ( U , R D ®H V) 
D€L\G/H 

Este · resultado parece-se com o teorema do 

ço de entrelaçamento de Ma-ckey par-a, -G--r u.po,s, . 

esp~ 

Para obtermos detalhes ad·i ci onai s contidos no 

teorema de Mackey, precisamos analisar a .. estrutura do RL

- mõdulo R D ®ii V, e expressã-lo como MÕdulo Induzido. Es 

ta anãlise é a principal parte da _de_mo.ns_tração do Teorema 

do Subgrupo, de Mackey 1 17 1, e segue do Teorema da Im

p ri mi ti vi d a de . 

Se RD for visto como um RL-mÕdulo ã esquerda,p~ 

demos expressar RD como um mõdulo induzido. 

Para isso, consideremos {y
1

, ••• , yn} um conjun

to de representantes das classes l ·aterais de L em G. Pode 

mos então escrever: 

• • 
G = Ly 

1 
U U Ly 

n 

E n tão G , e e m p a r ti e u l a r l .. , · a tu a s ·o b r e o c o n j u .!!. 
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to {Lyi' ..., Lyn}. Além d isso, Lyi e Lyj estão numa me.E

ma Órbita sob L se e sÕ se y{ e y;. pertencerem ã mesma '
( L ,H ) - cl as se dup l a.

Fixemo-nos numa (L,H)-classe dupla D de G,e co!

s'ideremos todos os bits ta'is que Lyi C L xD H. Vamos ass.g
mir que essas classes laterais são: Ly.,..., Lye

Seja R(xD H) : yj
©

Portanto, R(xn H) é um RL-módulo, onde por defj

ção de R(Xn H), temos

Ly. U ... U Lye "D ''

Assim, R(xn H) é um componente de RD, e RD é um

RL-módulo imprimitivo transitivo.

Como RL atua .sobre R(xD H), o estabilizador de
R(xD H) ã

{z € L l z R(xD H) R(xD n)} {z e L l xn z xD e H}
]

xDi H xD n L, que será denotado por LxD

Assim, as hipóteses do Teorema da Imprímjtívidl
de estarão satisfe iras se -L,.--tiver :Índice fin ito em L

D
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to { Ly , ••• , Ly } • A 1 é m d i s s o , Ly . e Ly . e s tão num a me s 
1 n 1. J 

ma Õrbita sob L se e ·so se y. e y.• pe •rtencerem ã mesma 
l. J 

{L,H)-classe dupla. 

Fixemo - nos numa (L,H) - cla ~se dupla D de G,e co~ 

sideremos todos os y., tais que Ly. C L xD H. Vamos assu 
l. s l. 

mir que essas classes laterais sao: Ly
1

, •• • , Lye, 

Seja R(x
0 

H) = R(Ly.). 
J 

Portanto, R{x
0 

H) é um RL-mÕdulo, onde por defi 

çao de R{x
0 

H), temos 

Ly 
1 

U • • • U Ly e = L x D H • 

Assim, R(xD H) é um componente de RD, e RD é um 

RL-mõdulo imprimitivo transitivo. 

Como RL atua sobre R(x
0 

H) , o estabilizador de 

R{x
0 

H) e : 

{z € L 1 z R{xD H) = R{xD H)} = · {z € L 1 x-1 z x
0 

€ H} = 
D 

- 1 H x
0 

íl L, denotado por Lx • = XD que ~era 
D 

Assim, as hipõteses do Teorema da Imprimitivid~ 

~- - - -~de, .. estarão satisfeitas se -t -- tive·r Í-nd·i-ce finito em L . - · ·-
xD 

.. 
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Concl'uindo, o RL-módulo RD é equivalente ao módulo obtido

pela indução a L do RLxD-módulo R(xD H). Isto é,

(3. 6) RD R(XD H)

Notamos ainda, que R(xD H) é um RH-módulo ã dl
Feita, e que a equivalência (3.6) é, de fato, uma equivA
lênci a de ( L ,H)-bimÕdul os

Usando agora a associatividade do produto tensa
ri a 1 , ob temos

RL q,., (R(xD H) qi V) ,

onde reconhecemos o lado direito como sendo o módulo obtí

do pela indução do R Lxn-módulo: R(xD H)(qi V,al

Além d isso, como RLx.-módulo, R(xD H) ah V tem

a ação de L., de fin ída por

D

xD

y(xD G)'v) = xD G) xDi y xD v,

para y € Lxn' xD € R(xD H) e v e V

Pelo isomorfismo E xi (8) vi'ú-» E xi vi' podemos

tos são os de V, mas para os quais a ação de L. é defin.!
da p or

D
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Conciuindo, o RL-môdulo RD é equivalente ao mõdulo obtido 

pela indução a L do RLx
0

-môdulo R(xD H). Isto é, 

(3. 6) RD 

Notamos ainda, que R(xD H) ê um RH-môdulo ã di 

re i ta , e que a e q ui valê n c i a ( 3 . 6) e , de fato , um a e q ui v 2. 

lência de (L,H)-bimôdulos. 

Usando agora a associatividade do produto tenso 

ri al, obtemos: 

RD@H V; RL ®r,x (R(x 0 H) ®1J V), 
D 

onde reconhecemos o lado direito como sendo o mõdulo obti 

do pela indução do R LxD-môdulo: R{xD H) @ii V, a L. 

a açao de 

para 

, 

Além disso, como RL -modulo, R(x
0 

H) ~ V 
XD 

L defini d a por: 
XD 

tem 

Pelo isomorfi°smo r x. ® v. ~ E x. v., podemos ' 
l. l. l. l. 

identificar R(xD H) ®1J V com o modulo V(x'n), cujos elemen 

tos são os de V, mas para os quais a açao de L e defini 
: XD 

da por: 
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(x.' y xn)v ,

paray € Lx., v G V e Ç denota v v isto como umelemento'D

de v(xD)' 1231

Assim, temos

RD % V

Aplicando esse resultado a(3.5), vem

(3.7) HomC (GU, CV) - . .. H oml ( U
D:e L\G/n '

Se assumirmos ainda que LxD é de índice finito
em L para todo xD' tal que, como vimos no 2Q.capítulo,

I'( V (xD) )

então podemos aplicar o Teorema da Reciprocidade de FrobS.

naus para Módulos Induzidos Coadjuntos(2.9) para o lado
di re i to de ( 3 . 7)

Hom. (U, Homo (Ui. ,.
xD xD

Isto completa a demonstração da seguinte genes.g

lização do Teorema de Mackey sobre espaço de ente'elaçame.E

to, valido para todo anel R comutativo com elemento unid.g
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y(v) 

€ L € V e 
. 

denota v vis to um elemento para y , V V como 
XD 

de V (xD). 12 3 1 

Assim, temos 

RD ®8 V ~ 
L(V(xD)) = 

Ap l i c ando esse re s u l ta d o a ( 3 . 5 ) , vem: 

Se assumirmos ainda que Lxn é de índice finito 

em L para todo xn, tal que, como vimos no 29 capítulo, 

então podemos aplicar o Teorema da Reciprocidade de Frobe 

nius para MÕdulos Induzidos Coadjuntos (2.9) para o lado 

direito de (3.7): 

Isto completa a demonstração da seguinte gener2_ 

lização do Teorema de Mackey ·sobre e~paço de entrelaçame! 

to, vãlido para todo anel R comutativo com elemento unida 

de. 
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PARA .GRUPOS

Teorema 3.4: Sejam H e L subgr.upos de um grupo G, seja U
um RL-módulo e V um RH-mõduld. Seja L., e

V(x.) definidos como acima para DCL\G/H. Assumimos que
Lxn é de Índice finito em L, para todo D eL\G/H.

D

Então

Homo('U, "V) ; D€1.\G/H HomLxD(ULxD' V(xO))

e

Para verificarmos que o teore.ma.-é falso se não

assumirmos que Lx. é de índ ice finito em L, é sufic lente
considerar o exemplo em que G é um grupo ínfin ito, H=G, L

consistindo somente do elemento identidade de G, e no qual

U e V são representações triviais de L e H respectivamen-
te

Finalmente, observamos que outra generalização

do teorema de Mackey, pode ser encontrada em l .7 l

0
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TEOREMA DO ESPAÇO DE ENTRELAÇAMENTO PARA _GRUPOS: 

Teorema 3.4: Sejam H e L sub.grupos. de um grupo G, seja U 

um RL-mÕdulo e V um RH-mõdulõ. Seja L e 
XD 

V definidos como acima para DEL\G/H. Assumimos que (xD) 

Lx é de indice finito em L, para todo D E L\G/H. 
D 

Então: 

• 
Para verificarmos que o t~or~ma -é falso se nao 

assumirmos que Lx e de fndice finito em L, e suficiente 
D 

e on si de r ar o e xe mp l o em que G é um grupo -- i n f i n i to , H = G , L 

consistindo somente do elemento identidade de G, e no qual 

U e V são representaçõe·s triviais de L e H respectivamen

te. 

o 
Finalmente, observamos que outra generalização 

do teorema de Mackey, pode ser encontrada em 7 1 • 



7 1

Para concluir esse trabalho, vamos enunciar o

Teorema do Espaço de Entrelaçamento .de .Mackey para Anéis,

para Representações Induzidas Coadjuntas, seguindo os meâ

mos passos dados para .Representações.-.Induzidas Adjuntas

Sejam B e C subanéis de A, U um B-módulo ã es-

querda, V um C-módulo ã esquerda, e cons ideremos agora o

espaço Homo (V", UA)

Pelo Teorema da Reciprocidade de Frobenius, na
forma (2.9), concluímos que são naturalmente equivalentes

(3.8) HomA(VA, UA) ; HomB((V'h)B'. U)

Entretanto, (VA)B i justamente o módulo

Homc (A,V) ,

onde A é visto como um b'imÕdulo cais a esquerda sobre C e
ã di re i ta s ob re B

Supondo agora que A = 6) Di ' onde os Dita
são (C,B) - sub-bimõdulos de A, soma direta finita, então
como B-módulos, temos

(3.9) HomC(A,V) ; .G>. HomC(Di' V)i:l

r

l

\r

Substituindo(3.9) em(3;8), 'obtemos
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Para concluir esse trabalho, vamos enunciar o 

Teorema do Espaço de Entre.1 açamen_to _de _Mackey para Anéis, 

para Representações Induzidas Coadjuntas, seguindo os mes 

mos passos dados para Representações · -·.In ·duzi-das Adjuntas. 

Sejam B e C subaneis de A, U um 8-modulo ã es-

querda, V um e-modulo ã esquerda, e consideremos agora o 

A A 
espaço HomA (V , U ). 

Pelo Teorema da Reciprocidade de Frobenius, na 

forma (2.9), concluimos que são naturalmente equivalentes: 

Homc (A,V), 

onde A é visto como um bimõdulo CAB, a esquerda sobre C e 

ã direita sobre B. 

Supondo agora que 

sao (C,B) - sub-bimódulos de 

como s ~mõdulos, temos: 

r 

r 
A = (±) 

i=l 
A, sorna 

(3.9) Homc (A,V) -; · (±) Homc (D., V) 
i=l 

1 

D. , onde os D. , 
1 1 S 

d i re ta f i n i ta , e n t ã o 

S u b s ti tu i n d o ( 3 • 9 ) e m ( 3 : 8 ) , · · o b te mos : 



- I'/-

HomA (VA, UA) ; .r. HomBi:l
(Hom (oj.' v) , u)

Chegamos assim ao

Teorema 3.5: Sejam B e C subaniis de um anel A. Seja U um

B-módulo ã esquerda e V um C-módulo ã esquel
da. Suponhamos que A seja decompon:ível como um (C,B)-bim.ã
duro, A= Q) D:, onde os D:.. são(C,B)-sub-bimõdulos de
A. Então o espaço de entrelaçamento dos módulos induzidos
VA e UA satisfaz a seguinte relação

r

ll

HomA (VA, UA) ; .r. HomB (HdmC(Di' V), U)
l = l

( A A) -HomA V , U 

Chegamos 
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r 
G) HomB (Homc (Di' V), U) . 

i=l 

assim ao: 

Teorema 3.5: Sejam B e C subaneis de um anel A. Seja U um 

8-mõdulo ã esquerda e V um c~ mõdulo ã esque~ 

da. Suponhamos que A seja decomponível como um (C,B)-bimõ 
r 

dulo,A= G) D., 
. 1 1 1= 

onde os D . , sã o CC , B ") - sub - b i m Õ d u l os de 
1 S 

A. Então o espaço de entrelaçamento dos mõdulos induzidos 

vA e uA satisfaz a seguinte re l ação : 

r 
ffi HomB (Homc(D~, V), U) 
i=l 

• 

V 
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