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INTRODUÇÃO

Os espaços de Birnbaum-Orla.cz l.A(X, A{,p) sao um

tipo de generalização dos espaços de Lebesgue l-P(X, M,p),
para l $ p $ "

Para alguns espaços de Birnbaum-Orlicz continuam

válidas muitas das propriedades dos espaços LP(X, M,p)
Mas um aspecto que faz dos espaços de Birnbaum-Orlicz um

assunto de grande interesse é que eles são examinados fre-

quentemente coljlo possíveis contra-exei+lplos de resultados

que se desejam provar em teoria de espaços de Banach. Nes-

te particular, indicamos J. Lindenstrauss and L. Tzafriri
Classical Banach Spaces, Springer Verlag, 1973,(11,3,h)

Os espaços LA(X, M,u) aparece'u na literatura em
geral com o nome de espaços de Orlicz apenas. A iniciativa

de chama-los de espaços de Birnbaum-Orla.cz foi. de Edwin

Hewitt, que tenta com isto, corrigir uma possível injusti-

ça, pois a ideia inicial do estudo deste assunto foi de am
bos. (Veja Z.IV. Birnbaum und IV. Orlicz, Uber die

Verallgemeinerung des Begriffes der zueinander konjugierten

Potenzen, Studia Nlatheinatica, 3(1931) , 1-67)

A ideia deste trabalho era, inicialmente, a de eã

tudar o dual do espaço LA(X, A4,u), onde (X, \{,p) é um es-
paço de medida arbitrária. No capítulo ll apresentamos um

INTRODUÇAO 

Os espaços de Birnbaum-Orlicz LA(X, M,µ) sao um 

tipo de generalização dos espaços de Lebesgue Lp(X, M,µ), 

para 1::; p ~ oo, 

Para alguns espaços de Birnbaum-Orlicz 

válidas muitas das propriedades dos espaços 

continuam 

L (X, M,µ). 
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Mas um aspecto que faz dos espaços de Birnbaum-Orlicz um 

assunto de grande interesse é que eles s~o examinados fre-

quentement e como possíveis contra -e xe mplo s de resultados 

que se desejam provar em teoria de espaços de Banach. Nes

te particular, indicamos J. Lindenstrauss and L. Tzafriri, 

Classical Banach Spaces, Springer Verlag, 1973, (II,3,h). 

Os espaços LA(X, M,µ) aparecem na literatura em 

geral com o nome de espaços de Orlicz apenas. A iniciativa 

de chami-los de espaços de Birnbaum-Orljc.z foi de Edwin 

Hewitt, que tenta com isto, corrigir uma possível injusti

ça, pois a idéia inicial do estudo deste assunto foi de am 

bos. (Veja Z.W. Birnbaum und W. Orlicz, Uber die 

Verallgemeinerung des Begri ffes der zueinander konjugierten 

Potenzen, Studia Mathematica, 3(1931), 1-67). 

A idéia deste trabalho era, inicialmente, a de es 

tudar o dual do espaço LA( X, M,µ), onde (X, M,µ) é um es

paço de medida arbitriria. No capítulo II apresentamos um 
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teorema de representação para os funcionais li.neares conta

nuos definidos em l-A(X, M,p) , onde (X, M,p) é unl espaço de
medida a-finita, e n\ostraillos que, com uma hipótese adicio-

nal sobre a função de Young A, podemos passar para o caso
de espaço de medida arbitrária

Enquanto buscávalnos solução para o problema acima,

outras questões foram surgindo naturaltnente. Nos pergunta-

mos sobre a reflexa.cidade de um espaço de Birnbaum-Orlicz,

o que foi tratado ainda no fim do capítulo 11. Além disto,

tentamos estabelecer algumas condições para que um espaço
de Birnbaum-Orlicz seja estritamente convexo ou uniforJne-

!nente convexo, e disto nasceu o capítulo lll
O capítulo l estabelece uma série de resultados i

niciais sobre os espaços de Birnbaum-Orlicz que são utili-

zados nos capítulos seguintes, mas já apresentando alguns

resultados por si só interessantes, e que não encontramos
na literatura

RestaraJn ainda algumas perguntas seno respostas, co

mo por exemplo, como se caracterizam os espaços LA(X, M,p)
regulares. Outras respostas sao apenas parciais, devido ãs

restri.ções colocadas nas hipóteses de alguns teores)as. rlã,

portanto, muito para ser fe:i.to, e pretendemos continuarbus

bando soluções e aperfeiçoando os resultados já obtidos.

l)esejo expressar aqui minha gratidão à professora

- ll -

teorema de representação para os funcionais lineares contí 

nuas definidos em L (X, M,p), onde (X, M,JJ) é um espaço de 
A 

medida o-finita, e mostramos que, com uma hipótese adicio-

nal sobre a função de Young A, podemos passar para o caso 

de espaço de medida arbitriria. 

Enquanto buscivamos solução para o problema acima, 

outras questões foram surgi ndo naturalmente. Nos pergunta

mos sobre a reflexividade de um espaço de Birnbaum-Orlicz, 

o que foi tratado ainda no fim do capítulo II. Além disto, 

tentamos estabelecer algumas condiç6es para que um espaço 

de Birnbaum-Orlicz seja estritamente convexo ou uniforme 

mente convexo, e disto nasceu o capítulo III. 

O capítulo I estabelece uma série de resultados i 

niciais sobre os espaços de Birnbaum-Orlicz que são utili

zados nos capítulos seguintes, m~s ji apresentando alguns 
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na literatura . 
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regulares . Outras respostas são apenas parciais, devido is 

restrições colocadas nas hipóteses de alguns teoremas. Hi, 

portanto, muito para ser feito, e pretendemos continuar bus 

canelo soluç6es e aperfeiçoando os resultados jã obtidos. 

Desejo expressar aqui minha gratidão i professora 
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CAPÍTULO l

O objetivo deste capítulo é estabelecer as defi-

nições, notações e os resultados utilizados con\ maior fre
quência ]lo restante traballlo. Serão oiliitidas algumas de-

monstrações que poderão ser encontradas em [1]

$l. Funções de Youllg Generalizadas e Espaços de Birnbaum-
Orlicz

(1.1) Definicão. Uma função A :Í0,m]------->L0,m] é

uma função de Young se exi-star uma função p : [0,m]--->E0,m]

não decrescente, tal que
rU

Ci) A (u)
; 0

C 1 . 2) 1àlEemp elos

Ci) A função b{.:]0,m]--]0,m] dadapor
uP, l $ p < m, 'e uma função de Young, pois

Ci\P íTULO I 

O objetivo deste capít ul o 6 es t a b e l ecer as de fi

n1çoe s, notações e os resultados util iza dos com maior fre 

q uê nci a no restante t rab a lll o. Se rã o onü t icb s a lgumas de

mon s tr a çõ es qu e p o d erão ser e ncontradas e m [1]. 

§1. Fun ç õe s ele Young GeneTr.1Ji.z,1d :1s e Espaços el e Bii-nb aum

Orlicz. 

(1.1) Definiçã o. LJma fu n ção A : [0 , 00 [~ [0, 00] e 

um a função de Youn g se existir um a fun ção p : [O ,00 [ -.;, [O ,00] 

nao d ecrescent e, tal que 

(i) A(u) = f~ p(t) dt. 

(1. 2) Exem2 lo s . 

(i) A f un çã o M [ü, oo [ - ,> [o, =] 
p 

dada por 

M (u)= uP 1 ~ < . - função de Young, pois p 00 e uma 
p ) ) 

- 1 -



tP'i dt, e a função t ------» ptl' ' ê não decres
J 0

para l É p < "

Cii) A função L : [0,m]-----+E0,m] dada por

u in u Cl-] «[(u) é uma função de Young, pois
f \..l

(1.3) ]:.[9pp.âj:.S.ão. Sejajn A e p como na definição
e seja b: inf {u : A(u): "}. Temos

( i) A( O)

(ii) A e conta

uerda em ] 0 ,m [;

(iii) A é convexa, isto é, para quaisquer eleinen

e v de]0,m[ e todo cl ein]0,1], temos
A(CEU + (l-CE) v) g ct A(u) + (l-cE) A(v)

(iv) A(!!} é não decrescente em ]0,w[
U

(v) liin A(u)= 0;
u--> 0+

Cvi) lim A(u)

(in t + l) .€1 (t) dt
o [l ,

to b [ [ nilt.l n]iadireita eem]iua a )

.>00

dt , e a função t '------>

Gente

L(u)

( 1 . 1 )

a esq

tos u

Demonstração. Os itens de (i) a (iv) estão

monstrados em]l], teorema(2.4). Os Itens (v) e(vi)

de fácil veria.cação

(1.4) Definição. Se A : [0,m[ [0,m] é uma

ção com as seguintes propriedades

de-

sao

B

fun

M Cu) -- Iu [)tp-1 
p o 

dt, e a função t ,....__;, 11- l 
pt -e nao 

c ente p a ra 1 ~ p < 00 • 

(ii) A função L [ü,oo[--> [0, 00 ] dada po r 

- 2 -

decres-

L(u)= u ln u s ~ ,oo[(u) ~ uma função de Young, pois 

L(u)= r1 

(ln t + 1) ,s (t) dt. 
O [J, oo [ 

(1.3) Proposição. Sejam A e p como na 

(1.1), e seja b = inf {u: A(u)= 00 }. Temos : 

(i) A(O)= O; 

definição 

(ii) A~ contínua i dir e ita e m [O,b[ e contínua 

à esquerda em J O , 00 [; 

(iii) A é conve xa, -isto e , para quaisquer elemen-

tos u e v de [0, 00 [ e todo ct em [ü,l], temos 

A(au + (1- a ) v) s; a A(u) + (1-a) A(v); 

(i v) A (u) e na o decre s cente em ] O , 00 [; 

u 

(v) lim A(u)= O; 
u_;:, o+ 

(vi) lim A(u) = oo 
u-> oo 

Demonstração. Os Ítens de (i) a (iv) estão de-

monstrados em [1], teorema (2 .4) . Os ítens (v) e (vi) sao 

de ficil verificação. 

(J. . 4) Definição. Se A : [ü ,00 [-> [0, 00 ] é uma fun-

-çao com as s e guintes propriedades: 



(i) A(O): O;

uu Ai'ü- ó"
(iii) A e conta

é chamada função

C 1 . 5) llglUJ:.9g.

(i) AI(u): "

ão decrescente em ]0,ml;

nua ã esquerda em ]0,m[
eneralizadadeentão A

el0,«[(u) , para 0

para 0 $

É u < "

U < m(ii) A2(u)

As fun.

0 ,

acima são chamadas funções tll

viais. Uln exemplo ]nuito importante e

(iii) M.(u): ". Ell,«[(u), para 0 $ u
(iy) A função A(u): u C]0,1] (u)

uma função de Young generalizada, mas não é função de Young,

pois não é contínua ell\ u: l
(1.6) Nota. Decai're da definição que toda função

A(u)
de Young generalizada é não decrescente, pois, como --i;

é não decrescente em ]0,mt, teITtos para 0 <

A(ul) . A(u2)...3.. á '

ul u2

<U

,,. Í") é

l 2

Portanto,
u.

A(ul) $ '] A(u2) $A(u2),para0<ul<u2

(i) A(O) = O; 

(l·1·) A(u) d Jo [ e nao ecre scente em ,00 ; 

u 

(iii) A~ contínu a i esque rda em Jo, 00 [; 

então A é chamada função de Young generalizada. 

(l.S) Exemplos. 

00 • para O ~ u < 00 

(ii) A2(u)= O, para O~ u < oo 

- 3 -

As f unç6es A1 e A2 acima sao chamadas funç6es tri 

viais. Um exemplo muito importante é: 

( i i i) M
00 

( u) = 00 
• t;; J 1 , 00 

[ ( u) , par a O ::; u < 00 
• 

(iv) A f unção A(u)= ~ ç [ü,l] (u) + u ç]l , oo ~u) e 

urna função de Young generalizada , mas nao é função de YoW1g, 

pois não e continua em u= 1. 

(1.6) Nota . Decorre da defini ç ão que toda 

de Young generalizada é n ã o decre s cente, poi s , como 

funç ão 

A (u) 
u 

e nao decrescente em]O, ro [, temos para O< u1 < u 2 < 00 

Portanto, 



(1.7) :l!.!9292.i:.ção. Toda função de Young é uma fuD;

ção de Young generalizada

Den\onstração. Basta notar que as condições (i) ,

(ii) e (iii) da definição (1.4) são verificadas por qual-
quer função de Young, conforme a proposição (1.3) . B

(1.8) .llsl:i:!!j:.çã:9' Seja A : [0,"[ ------> [0,m] uma

função de Young generalizada. A função definida po

AO(u): lu --Í dt para 0 $ u

é chamada

(l.g) :l:!91192.}São. Se A é uma função de Young ge-
:. " .....l,..-i,,.;. dp: A. ê uma função

neralizada, a função A0' reg
de Young. Além disso, temos

(i) Ao(u) $ A(u) $ Ao(2

T

0u) << Upara)

Dejllonstração. Se A é uma função de Young genera

a funçãolizada

przillRIOS

0 , se t= 0;

P(t): 'i A(t) . se 0l t

é não decrescente. Segue-se, portanto, das definições (1.1)

e (1.8), que AO é uma função de Young
Para demonstrarmos as desigualdades em (i) , tome

eiramente u > 0. Temos

AO ( u) :::
8:.1:.!). dt á A-L!!} Cu - 0): A(u)

0 t u

- 4 -

(1.7) Proposição. Toda função de Young e urna fun 

çao de Young generalizada. 

Demonstração. Basta notar que as condições (t), 

(ii) e (iii) da definição (1.4) são verificadas por qual

quer função de Young, conforme a proposição (1.3). ra 

(1.8) Definição. Seja A uma 

função de Young generalizada. A função definida por 

A (u)= A(t) I
li 

o o t 
dt para O ~ u < 00 

é ·chamada regulari zação de A. 

(1.9) Proposição. Se A é uma função de Young ge

nerali zada, a função A0 , regulari zação de A, é uma função 

de Young. Além disso, temos: 

Demonstração. Se A e uma função de Young genera-

lizada, a função 

o < t < OO 

-e nao decrescente. Segue-se, portanto, das definições (1 . 1) 

e (1.8), que A0 é uma função de Young. 

Para demonstrarmos as desigualdades em (i), tome 

mos primeiramente u > O. Ternos: 



Por outro lado, temos

JU

Se u= 0, então AO (u): A(u):

A (u) É A.Ç!} dtt Ao ( 2u )

E

No.que segue, (X, bl, p) denotará uin espaço de

medida completa., com p(X) > 0

(l.lo) .lllÊ:Eli:.!11.Eae. Seja A uma função de Young ge
neralizada, e seja f : X - ü: uma função Àl-mensurável

Dizemos que f É; LA(X, I'l , p) se existir cl > 0 tal que

J X

O conjunto LA(X, Á4 , p) é chamado
Birnb aum-0r l ic z .

Onde não llouver risco de confusão escreveren\os l-A'

em vez cle LA(X, A4 , P)

(1.11) !i.!emplos

(i)SeACu);0,VuÉ;l0,m[,então LA é o

conjunto de todas as funções ínensurãveis

(ii) Se ACu):" '€1l0,m[(u), então LA é o coB

junto das funções f que são nulas p -q.s

Os dois espaços acima são chamados triviais

(iii) Seja NI.(u):: uP , l $ p < m. Temos

1 )ACalf(x) dlJ ( x ) <

de

- 5 -

Por outro l a do, temos: 

J 
2u A ( t) < J 2u A ( t) 

A(u) :s; -t- dt _ t -· 
u o 

Se u = O , então A 
O 

( u) = A ( u) = A 
O 

( 2u ) = O • 

No qu e segue, (X, M, µ) denotará um espaço de 

medida completa, com µ(X) > O. 

(1.10) Definição. Seja A uma função de Young ge-

n era 1 i z a d a , e s e j a f : X --> [ um a função M-mensurável. 

Di ze mos qu e f G LA(X, M , µ) se existir a > o tal que 

(i) f x A(a!f(x) !) dµ(x) < 00 . 

o conjunto LA(X, A1I , JJ) e chamado espaço de 

Birnbaum-Orlicz. 

Onde não houver risco de confusão escreveremos LA, 

em ve z de LA(X, M , µ). 

(1 . 11) Exemplos. 

(i) Se A(u)~ O, Vu E [0, 00 [, então 

conjunto de todas as funções mensuráveis. 

o 

(ii) Se A(u) = ro · ç;J O ,oo [(u), então 

junto das funções f que são nulas µ - q. s. 

LA e o con 

Os dois espaços acima são chamados triviais . 

(iii) Seja Mp(u)= uP , 1 s p < 00 Temos: 



f € Lb4 .;:-> ] a > 0 : Í M.(alfa) dp
-'-P JX I'

Mas l Mp(cllfl) dp: lv(alfa)p dp= clP lvlílp dp

portanto, l Nlp(cllfl) dp <m'+-+ lv jflPdp <m. Lo-; X I' J X

go, osespaços Lpcoml $p<"sãocasos particula-

res de espaços de Birnbaum-Orlicz

(iv) Seja M. como no exemplo(1.5.iii). Temos

€ LM.'('+' ] cl > 0 tal que IXM 611rl) du <m

-é:-> 1] cx > 0 tal que alfa á 1, p-q.s

.e-> ] a > 0 tal qüe jfl $ --1-, p-q.s.

Portanto, LM ê o espaço das funções limitadas p-q.s

também é uln espaço de Birnbauín-Orlicz

Escrevem-erros fre(luentejnente l-P e Lm' em vez de

LM ' respectivamellte

(v) Seja LCu)= u Inu €1ll,«[(u)' Já vimos que
L(u) õ unia função de Young. Vareiros adiante (proposição

(1.15)) que se p(x) < ", então L. CI tÍ.CI LI' qualquer

que seja p > l

(1.12) Pronosjcão. Seja A uma função de Young ge
neralizada tal que existe u. > 0 com A(u.): 0. Então l..c l..

que

e

P

Í c- l f l )
P

(al f l)p e ,

'M
P

f G L ~ p J Cl > Ü J M (a jf j ) M X p p 

Mas f M ( a I f 1) dµ= ( ( a I f 1) p dµ= p í i fl P a 
X p J X J x 

po r tRn to, 
J 

M ( a jf j ) d p < oo~ 

X p 

go, o s espaç os L c om 1 s p < 00 sao cas os 
p 

r es de es paç os de Birnb a um-O r lic z . 

- 6 -

dµ < oo 

dµ, e , 

Lo -

part icul a --

( i v) Se j a M
00 

co mo no exe mplo (1.5 . i ii ) . Temos : 

f G L <- ~ J a > O t a 1 que J tv\x, ~I f i) dµ < 00 

Moo X 

~> J a > O t a l que a I f 1 :;; 1 , µ -q . s . 

~ J a > O t al que I f 1 ::; t , p-q. s . 

Po rtanto, LM ~ o es paç o das f un ç 6es limi t ada s p-q. s, 
00 

que tamb~ rn e um es p aç o de Bi rnb aum-O r l ic z . 

L M e 
p 

Es cre vere mos fre qu e nt e me nte L e 
p 

LM , r es pec t i v ame nt e . 
00 

L , em vez ele 
00 

(v) Se j a L(u) = u lnu i;]l, oo [(u) . Já vimos que 

L(u ) i u ma f unç ão de Young. Ve r e mos a diante (p r oposiçã o 

(1 .15)) que se µ ( X) < 00 , en tão 

qu e se j a p > 1. 

L C p - L 1 C L 1 , qualqueT 

(1 .12 ) P rop os i çã o. Se j a A um a f un ç ão de Young ge

nera l i za da ta l qu e ex is te u
0 

> O c om A(u
0

)= O. Então L
00

C L A . 



Demonstração. Se f É;

que lfl $ k. Seja 0 < ct < --k'

LI
L., então existe k > 0 tal
Temos

Íx A("líl) dP $ 1x
o que mostra que f É; LA

Í

© '": lx"uJ ": '

g

(1.13) Proposiç4q. Sejam A e B duas funções de
tal queYoung generalizadas para as quais existe k > 0

A(u) $ B(ku), para todo u ? 0. Então LB c l-A

P€311e113.iç.!g.çg:e' Seja f € 1-B' Então existe B > 0 tcal

que lx n(iilíl) dp < «. Tomando a; --Ê--, temos

A(alfa) dp $ 1 B(k . cilfl) au:l BCBlfl) dp
X JX JX

e , portanto, f € 1-A
g

(1.14) Corolário. Se A e 13 são duas ftmções de

Young generalizadas para as qt-tais existem kl > 0 e k2 > 0

tais que A(u) $ B(klu) e B(u) É A(k2u), para todo u à 0, eJ!

tão l-A : l-B' Ein particular, se AO é a regularização de A,

N ' N.

Veremos agora um resultado um pouco mais fraco, mas

mesmo assim, muito Útil

(1.15) Pt9.pgz.!.ç.ie. Seja u(X) < ". Seja M. como eni

(1.5.iii), e sejam A e B duas funções de Young generalizadas

- 7 -

De monst ração. Se f 6 · L
00

, e n tão existe k > O tal 

que j f j 
li o . ' 

::; k. Seja O < a < T . [emas: 

f f 
U o ( 

X 
A(ajf j ) dµ~ A(-K- . 1) dµ= j A(u) dµ= O, 

X X o 

o que mostra que f 6 LA. 

(1.1 3) Proposição. Se jam A e B duas funções de 

Young generalizadas para as quais ex is te k > O 

A(u) ::; B(ku), para todo li ~ O. Então L
8 

e LA. 

tal que 

Demonstração. Se ja f 6 L
8

. Então existe B > O t al 

que f X B(Sjfj) d J..1 < 00 Toma n do a=+·, te mo s: 

fx A( a jfj) dµ::; fx B(k . a j f j ) dµ= fx B(B!f !J dµ < oo 

e, portanto, f 5 LA. 

(1.14) Corolirio. Se A e B sao du as funções de 

Youn g ge nerali zadas para as quais existem k1 
> O e k 2 > O 

tais que A(u ) :s B(k 1u) e B(u) ::; A(k 2u), para todo u ~ O, e~ 

t ã o 

temo s 

L = 
A 

L = 
A 

L
8

. Em particul ar , se A
0 

~ a regularização de A , 

Ver e mos agora um resultado um pouco mais fraco, mas 

mesmo assim, mu ito Útil. 

(1 . 15) Proposição. Seja µ(X) < 00 • Seja M
00 

como em 

(1.5.iii), e sejam A e B d uas funções deYoung generali zadas. 
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L=: (x)

(i) t.C LA

(ii) Se A(u); " para alga-im u > 0, então LA

(iii) Se existiremk > 0 euo> 0 tais que

B(u) É A(ku), para todo u É; [uo'"[, então tACo LB

Demonstração. Veja [1] , teoreirta (3.10) . EI

Desta proposição segue-se (luese L(u) é como em

(l.ll.v) e p(X) ó finito, então tPC LL C L]., para todo

pGJI,«], pois, colnob41(u) $ L(u), para todo u ? e, te-
mos L, CI LI

Por outt-o lado, como L(u) É MP(!)u) para todo u 2 e, e
p<", temos LnCI LL paral<p<-.Além disto

L- C LL' por (1.15.i)
(1.16) Teorema. O conjunto LA(X, À{, 11) com as

operações habituais de adição e tnultiplicação por um numa

ro complexo é uin espaço vetorial sobre (C

!2.g!!g11:e.i!.!a.ç.ge- É fácil- ver que se f É; LA' então

kfe LA, qualquerque seja k É; C. Sejam fe gduas fun-

ções de LA que, pelo col-olãiio (1.14), coincide caia LA0

Então existem cl > 0 e B > 0 tais que 1.. AO(cElfl) dp < " eJ X '

IX AO(Íijgl) dp < m' Seja y: Trinta,13}. Como AO é convexa

(1.3.i ii) , podemos escrever

l <

beJ a y

- 8 -

Te mos: 

( i i) Se A ( u) == 00 para algum u > O, então LA == L : 
00' 

(iii) Se existirem k > O e u
0 

> O tais que 

l3 ( u) ::; A ( ku) , p a r a to d o u E [ u 
O 

, 00 [ , então L A C L B • 

Demonstração. Veja [1], t e orema ( 3. 10). tl 

Desta propo s iç ã o segue- se que se L (u) é como em 

(1.11.v) e µ (X) é f inito, então '-p C L
1 

C L
1

, para tot.lo 

p E J 1 , 00] , p o l s , com o ~\ ( u ) ::; L ( u ) , p a 1· a to d o u 2: e. , te -

mos 

Por outro belo, como L (u) ~ M (pu) para todo u 2: e , e 
p 

1 < p < 00 , t e rno s L C LI para 1 < p < o::i . Além disto, 
p _, 

LL' por (1.15.i). 

(1.16) Teorema. O conjunto 

operaç6es habituais de a dição e multiplicaç ão por um nGrne 

ro complexo é um espaço vetorial sobre [. 

Demonstração. f fácil ver que se f E LA, então 

kf E '-A, qualquer que sej a k G [. Se jam f e g duas fun-

çoes de LA que, pelo co rol~rj o (1.14), coincide com LA . 
o 

Então existem a> O e B > O t a is que fx A0 (alfl) dµ < o::i e 

( 

Jx Ao( Blg l ) dµ < o:) ■ Se ja y= min{ a , B}, Como Ao é convexa 

(1.3.iii), podemo s escre vey: 
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AoGFlr ' gl) $ Ao(-#lrl -- -tjgl) $ -11Ao(vlíl) -' Ao(vIRIl

á -+ Ao('»lrl) + -} Ao(BEBI)
Portanto,

lxF.(-llr' sl)dp g -} lxAoc"iíl) dl' '-+ lxAo(Olgl) dp « "

de onde segue-se que f + g G LA R

Sejam fl e f2 duas funções de LA(X, A4 ,U) Se

P({xG X : fl(x) - f2(x) # 0}): 0,dizemos que fl e f2 são
equiva.lentes. E fácil ver que isto estabelece olha relação

de equivalência em LA' Seja LA(X, I'l ,p) o espaço veto-

i-ial cluociel-tte de LA(X, M ,ll) pelo espaço

{f É; LA(X, M ,H) : f: 0 p - q.s.}

No parágrafo 2, definireittos uma norma para LA(X, Ã'l ,p),

e LA(X, M ,U) muni.do desta norma, será um espaço de Banach.
Sempre que não houver risco de confusão, escreve-

remos LA(X, AÍ ,p) no lugar de LA(X, A4 ,p), e representa:

remos por f uma função de LA ou uma classe de equivale
cia de L., inda.fe rentelnente

Antes de tellninarmos este parágrafo, veremos anais um
resultado.

(1.17) Teorema. Sejant A e B duas funções de Young

- 9 -

A0 e 1 \ f + g \) < A0 e+ \ f \ + } \ g 1) s ~ [A 0 CY I f 1) + A0 CY I g 1 )] 

1 1 ~ 2 A0 (o, 1 f 1) + 2 A0 C B I g 1) . 

Portanto, 

1 +-
2 

de onde segue-se que f + g 6 LA. 

Sejam :E
1 

e f
2 

duas funções de LA(X, M ,JJ). Se 

µ({x 6 X: f
1

(x) - f
2

(x) 1- O})= O,d izemos que f
1 

e f
2 

sao 

equival entes . E fácil v e r que isto es t abelece uma relação 

de equival~ncia e m 

ria] qu ocj ente de 

LA. Seja LA(X, M ,µ) o espaço 

LACX, M ,JJ) pelo e s paço 

{f 6 LA(X , M ,µ) : f= Oµ - q.s.} . 

veto-

No parágrafo 2, definiremos uma norma para LA(X, M ,µ), 

e LA(X, M ,µ) munido desta norma, será um espaço de Banach. 

Sempre que não houver risco de confusão, escreve-

remos LA(X, M ,µ) no lugar ele LA(X, M ,µ), e represent~ 

remos por fuma função de 

eia de LA, indiferentemente. 

LA ou uma c lass e de equival~n-

Antes de te11ninarmos este parágrafo, veremos mais um 

resultado . 

(1.17) Teorema. Sejam A e B duas funções de Young 
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generalizadas tais que
(i) A(u) > 0 para u » 0;

(ii) existe a > 0 tal que

1 0 , se 0 $ u á

B(u): l A(u.a) , se a <

a ;

U

Então temos

LB : LA

Demonstração. É claro que B(u) $ A(u),

u Gl0, "[, pois, se 0 É t-i í a, temos B(u): 0
se a < u < '«, então B(u); A(u - a) $ A(u) , po:

decrescente. Portanto, pela proposição (1.13)

LA (: LB' Por outro lado, como B(u): 0 em
por(1.12), L. CI LB'Logo, LA+ Lm(:LI

é un] espaço vetorial
Para provam\os a inclusão contrária, t
Então existe 13 > o tal que l B(íilfl)

{x É; x : i f(x) g t' }. Definimos
e x É; E

+

Leni

para todo
A(u) , e ,

A é não

temos

,a [, temos,

pois LB

tememos f

Se

Ja
f(x) S

a f(x)fl(x)
}

e
0 , se

f(x) -f2 ( x) se

generalizadas tais qu e: 

(i) A(u) > O par a u > O; 

(ii) existe a > O tal que 

B(u)= 

Então temo s: 

L = 
B 

{ 

O, se O 

A(u-a), se a < u <oo . 

L + 
A 

L • 
00 

- 10 -

Demonstração. É claro qu e B (u) ~ A (u), para todo 

u E [O, 00 [ , poi s , se O~ u :::: a, temos B( u) = O ::: A( u), e, 

se a< u < 00 , entã o B( u) = A(u - a) ~ A(u), pois A é nao 

decrescente . Portanto, pela proposição (1.13) , temos 

L A C L B . P o r o u t r o 1 a d o , co m o B ( u ) = O em [ O , a [ , te mos , 

por (1.1 2), Loo C LB . Logo, LA+ LOOC LB' pois LB 

e um espaço vetorial. 

Para provarmos a inclusão contriria, tome mo s f 

e m LB . Então existe B > O tal que fx B(B l f l) dµ< 00 Se 

a 
ja E= {x E X I f(x ) 1 s: 8 } . Definimos 

e 

{ f (x) , se x E E ; 

a f ( x) 
B lf(x)j ' se x 

{ O , se 

f(x) -

x 5 E; 

a f (x) 
B l f(x) I 

E X - E ; 

, se x 5 X - E . 
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É claro que f(x);: fl(x) ' f2(x), Vx É; X, e que

fle L«,pois jfl $ a. Restaprovarquef2G LA' Se

temos

A( Í3 l f2 ( x) AIB íoo

[' ''*''
IB l f(x) l

(B l f (x)

a f(x)
B if(x)

a

13 l rC x) l

;1'

Portanto

lx A(Blf2(x) 1) dH(x): IE A(0)dp(x) ''' lx.n B(Blf(x) l)du(x)
B

(1.18) Corolário. Seja A uma função de Young ge-
neralizcada tal que A(u) > 0 para u > 0. Sejam 0 < b < c < m,

e sejam B e C funções definidas por
fO , se 0 É u á b

B(u):(.A(u-b), se b < u <
e

C(u)
0 , se 0 $

A(u-c) , se

Então LC : LB

Demonstração. Pelo teore)lta anterior te1110s

- 11 -

.e claro que f(x) = f 1 (x ) + f 
2 

(x ) , Vx G X, e que 

f G L po is i f1 i 
él Resta f2 G LA. Se 

1 co, $ s · provar que 

X G X - E, temos: 

A(B i f 2 ( x)\) = A [ 8 1 f lx) 
a f(x) I] -

í3 1 f (x) 1 

= A [s f(x) ( 1- s1tcx1 1) ll 
= A [ B I f ( x) 1 1 1 - ª 1 j' 

B I f ( x) 1 

= A( Bi f (x)I al 
= 13 ( B i f (x)\). 

Portanto, 

f A(B\f (x) \) dµ(x)= J A(O)dµ( x) + f B (B\f (x) \)dp(x) < 00 • 

X 
2 

E X- E 

(1. 18) Corolãr io. Seja A uma f un ção de Young ge

nerali zada tal qu e A(u) > O para u > O. Sejam O < b <e< 00, 

e se j am B e C f unções definidas por : 

e 

Então L = e 

{
O , se O .:,; u ~ b; 

B(u)-- A(u-b), se b < LI < co; 

f
. O , se O s u $ e; 

C( u)= 1 \. A (u-c) , se e < u < 00 

Demonstraç ã o . Pelo teore ma anterior, t e mo s 
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l : l
'B 'A LC ; LA Logo LC ; LB

B

$2. Un\a norma en\ L .

(2.1) Definição. Seja A uijla função de Young gene-

rali.zada. Para cada f € L., definimos

lx A( k ) du É i}pA(f): i.nf {k € ]0

Se f É; l-A' temos pA(f) < ", pois existe cl « 0,tal-

Í A(cllfl) dp: M < ". Sef'l $ 1, entãopA(f) É-ã-, e seJ X

>

bl > 1, temos

x(-Vlrl) dp s-à- lxA('lrl) du: l

e, portanto, pA(f) $ M

(2.2) Exemplos

(i) Sej am Mcl(u) c oll) LMa

Feiilo s:

í* «.. u , -«; l*] k ' lx 1" dT''

Logo

L + 
A L~'O , e 

§2 . Uma norma em LA. 

- 12 -

fil 

(2.1) Definição. Seja A uma função de Young gene-

ralizada. Para cada f G L definimos: 
A' 

> 
Se f G temos p (f) 

A 
< 00 

/ 
pois existe a < O, tal 

que I A(ajfj) dµ= M < 00 • Se M 
X 

M > 1, te mos 

(2.2) Exemplos. 

(i) Sejam M (u) = 
a 

Temos: 

Logo, 

I -A(alfl) dµ= 1, 
X 

(.'/, 
u , com 1::; a < co 

dµ= 1 
, a 
K 

e se 

e f 5 
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X Ma( k ) du í l ':--+ Íxlflc* dp $ kct

- [ J* ' " -« ] '' ' *
Portanto, ]./a

a '' A 'pM (í) : llxi fl' ót''l '" : llíll.

(ii) Sej am M.(u)

balizada

(u)
] l,m[

Logo, p~,. (f); inf {k É;l0,m[ : ]í] $ k p-q.s.}= ]]f]]

Entmciaremos agora algumas propriedades de pA

(2.3) !!çliElgê.j:.çê:g. Seja A uma função de Young gene
I'eito s

)llo s M.(-Lk ) dp g l ':-::+ -L[L $ 1 u-q.s. e--> lrl $ k p-q.s.

€ Te-

(i) PA(f) Z O, Vf G LA;

(ii) P.A (O)

Cii.i) se f € LA e pA(f): 0, então f=0H-q.s. em X;

(iv) pA(af); lal pA(f), VfÉ; LA' Voc € a:;

(v) lx A('''Jl\ln-) dp $ 1, Vf G IA com pA(f) /o

(vi) se f É; l-A e ÍX A('111-1) du= 1 para algumk0 >
0

A( ) P

- 1 3 -

f M cl~I) dJ:! ~ 1 ~ f xi f i ª dµ ~ kª 
X a 

11, 

~ [ J XI f 1 ª dµ ] a $ k. 

Portanto, 11, 

PM (f)= [fx l f i ª dµ]ª= llflla• 
Cl 

(ii) Se j am M (u)= 00 • E, (u), e f E: 
00 ]1, ro [ 

L • 
(X) 

Te-

Logo, pM ( f )= inf {k E: ]0, 00 [: j f j :S k µ-q .s.} = jjfjl,. 
{X) 

Enunciaremos ag ora algumas p ropriedades de pA. 

(2.3) Proposição. Seja A uma f unç ã o de Young gen~ 

rali z ada. Temos: 

(ii) P,i\CO)= O· , 

(i ii) se f E LA e p A ( f) = o ) e ntão f = O µ - q. s. em X· , 

(iv) PA (af) = 1 a 1 p A ( f) , Vf E LA, Vo. E: [· 
' 

(v) f x ~ A ( PA T) dµ $ 1 , Vf G LA com pA(f) f O; 

(vi) se f E L e 
A 

dµ= 1 para algum k0 > O 
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então pA(f): kO

Demonstração. Os itens (i), (ii) e (iv) são ime-

diatos. As delnollstrações de (iii) e (v) podem ser encon-

tradas em [1], teoremas (3.22.i) e (3.21) respectivamente

Vejamos a demonstração de (vi)

Seja kO > 0 tal qt.te l.r A(Jll-L) dp: l.Como A é não

decrescem)te, tentos, para todo k > kO

r* «.W, : J*
tal qt,te

dp= l

Logo, PA(f) $ ko

Tomemos, então 0 < k < k0' Seja F; {x É; X : f(x) / 0}
1; claro que p(F) > 0, pois, caso contrario, terianlos

Í* «4'W' -«; '

como A é uma função de Young generalizada, -=4ilJ)

é não decrescente para u > 0. Isto implica que A é estri-
taJnente crescente no conjunto {u : A(u) # 0}. Asse.m,

r A(-L{L) dU < 1 A( k ) dp , para 0 < k < kO
J F {''0 J F " '

e, portanto,

1= 1 A(-li11) dp < 1 A( k ) dp , para 0 < k < kOJ X i'0 J X '~ '

Logo, pA(f); inf {k C ]0

- 14 -

Demonstração. Os itens (i), (ii) e (iv) sao ime

diatos . As demonstrações de (iii) e (v) podem ser encon

tradas em [1], teoremas (3.22.i) e (3.21) respectiva mente. 

Vejamos a demonstração de (vi). 

Seja k 0 > O tal que J A(J#) dµ= 1 . Como A é nao 
X O 

decrescente, temos, para todo k > k
0

: 

Lo go , pA(f) s k 0 . 

Tome mo s, então O < k < k
0

. Seja F= {x 5 X: f(x) -f O}. 

B claro que µ(F) > O, pois, caso contr~rio, teríamos 

Como A é uma fu nção de Young ge ne ralizada, A (u) 
u 

e não decrescente para u > O. Isto implica que A é estri

tamente crescente no conjunto {u : A(u) -f O}. Assim, 

f F A(':ol) dµ < f F A( 1~1-) dµ , para o < k < ko , 

e, portanto, 

dµ , para o< k < k
0

. 

Logo, pA(f)= inf {k 5 Jü, co [ 
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inf {k É; [k0'-E} ko l

C2.4) Observação. A desigualdade em (v) pode ser

estrita, como podemos verificar através do exemplo abaixo

No parágrafo 3, veremos uma condição suficiente para va'

ler a igualdade
(2.5) Exeinp]o. Sejam X: ]R, p a medida de Lebes-

gue, A(u):--!Í-€1 (u) + uE .(u), efCx):€1. .(x)to , i] ] 1 , 10 , iJ
reinos

[0,11A(1) dp : A(1). P([0,1]): -; « 1.

Logo, pA(f) í 1. Tomemos, portanto, k < 1. Temos

1* «''P' '-; l..,:.

A( l íl) dp

du;
H([0,1]): -} ;" 1

J v I''Logo, l A(-Lk ) dp É l se, e somente se, k à l. Isto im-

pli.ca que pAC(.. ..) : l e 1., A(-ãil:-l.!-l:jL-L:.;-T)= lto , l]
(2.6) Teorema. Se A é uma função de Young, então

pA e uma norma em LA

J[!s!!!g!!!.!.:asê.g. Veja [1] , teorenta (3.22.ii) E]

(2.7) PropQljçqg. Seja A uma ftmção de Young ge-

neralizada, e seja AO a regulará.zação de A. Temos

(i) pA0(f) $ pA(f) $ 2pA0(f)' para todo f G LA'

que p.(ÉI l e

- 15 -

1 

(2. 4) Observação. A desigualdade em (v) pode ser 

estrita, como podemos verificar a trav~s do exemplo ·abaixo. 

No par5grafo 3, ver emos uma condição suficiente para va ~ 

ler a igualdade. 

( 2 .5) Exemplo. Seja m X= m, µ a medida de Lebes-

gue, A(u )= ~ 2 ç (u) 
[O, 1] 

+ u ~ (u), e f(x)= ç (x). 
]1 , oo [ [0,1] 

Temos: 

( A ( 1 f 1 ) dµ = I A ( 1) d ].J = A ( 1) . µ ( [ o , 1] ) = _l.2 < 1. 
1 x [0 , 1] 

Lo go, pA(f) ~ 1. Tomemos, p ortanto , k < 1. Temos 

I A( lkf l) d].J = f A( kl) dµ= A(-11) µ([0,1])= _kl > 1. 
X [O , 1] e 

Logo, f A(lti) 
X k 

dµ :<; 1 se, e s omen te se , k ~ 1. Is t o 1m-

plica que pA( ç ) = 1 e I A(~l] )= 1 

[o, 1 J X PA ç [0 ,1] ) z · 

( 2 . 6) Teorema. Se A e um a f unção de Young, então 

-pA e um a norma em LA. 

D em o n s tração . Ve j a [ 1] , teor e ma ( 3 . 2 2 . i i ) tl 

( 2 .7) Proposição. Se j a A um a f unção de Young ge-

nera li za da, e seja A0 a regularização de A. Temos : 

( i ) pA (f) < pA ( f) ~ 2pA ( f ), para todo f 6 LA. 
o o 
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:12s119Jlz.!.!g:sg:e. Sabemos, por (1.9.i) , que se AO ê

a regularização de A, vale AO(u) É A(u) $ AO(2u), para tg

do u É; [0,m[. Disto decorre facillliente que pA(f): 0 se,

e somente se, pAn(f): 0. Se pA(f) # 0, temos

lx Ao('Õl-flJ--) dp g J* A(i;llFb-) dp $ i,
e consequentemente, pA.(f) á pA(f)0

Analogamente, sendo pA0(f) # 0' temos

r* "'«th, -« ' í* ".'d+«' '- ' '
e portanto, pA(f) B

(2.8) Observação. Se A é uma função de Young ge-

neralizada, sabemos, por (1.9) que AO é uma função de

Young, e por (1.14), que LA: LAn' Logo, usando o re-

sultado (2.6) acima, temos que pA. é uma norma em LA' No

caso em que A é uma função de Young, então pA e PAn sao

normas equivalentes em LA' pela proposição (2.7) Além
disto, temos o resultado seguinte.

(2.9) Teorema. Seja A uma função de Young genera

lizada. O espaço de Birnbauln-Orlicz LA(X, M ,U), munido

da norma pAn' é um espaço de Banach

Demonstração. Veja [1] , teorema (3.29) 8

- 16 -

Demonstr ação. Sabemos, por (1 .9. i), que se A0 e 

a regularização de A, val e /\ 0 (u) $ A(u) ~ A0 (2u), par a t o 

dou E [0, 00 [. Disto decorre faci lmente que pA( f )= O se, 

e somente se, pA (f)= O. Se pA(f) f O, temos: 
o 

f x AoCplé~) ) dµ ~ f x A(Pl~:H) dµ < 1, 

e consequ enteme nte, pA (f) ~ pA (f). 
o 

An a lo gamente, sendo PA ( f) 
o 

f o, 

I i f t A(2pf)) dµ ~ Ix 
A ( 1 f 1 ) o p ( f) X A0 AO 

e port a nto, pA( f) 

temo s 

dµ $ 1 ' 

( 2 . 8) Obs e rvação. Se A é uma f unção de Young ge-

n e ralizada, sabemos, po r (1.9) qu e A0 e uma f unç ão de 

Young, e por (1 . 14) , qu e L = L J\ • Logo, usando o re-
A o 

sultado ( 2 . 6) acima, temos que PA e uma norma em LA. No 
o 

A - função ele Young, e ntão caso em que e um a PA e PA s ao 
o 

normas equivalent es e m LA, pela proposição (2.7). Além 

disto, temos o resultado seguinte. 

(2.9) Te orema. Seja A uma f un çã o de Youn g gener! 

lizada . O espaço de Birnbaum-Orlic z LA (X, M , JJ), muni do 

da norma pA , é um espaço de Banach. 
o 

Demonst raçã o. Veja [1] , teorema ( 3 . 29 ). 
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(2. 10) !:.!:gpg-!.j=.ção. Seja LA uln espaço deBim.baun-

Orlicz e sejam f e g pertencentes a LA tais que
0 g líl < Igl p-q.s. Então vale:

(i) PA(f) $ PA(g)
Demonstração. É claro que vale (i) se f; 0 p-q.s

Suponhamos, então, pA(f) # 0. Colho A é uma função não de-

crescente , temos A (- á A( para todo k > 0 e

para quase todo x É; X. Portanto, para k > 0,

/* «.v, -« ' r* «.v' -«

Em particular, se k= pA(g), temos

dp g lx A(í;lfb-) dp
A(

-)

X
< 1

Logo, PA(f) g PA(g) a

(2.11) Proposição. Sejam A e B duas funções de

Young como no teorema (1.17). Se fe LBé igual ag+h
onde g € LA e l\ É; I'., então vale

(i) Pso(Í) $ 2PAo(g) -'- --i- llh

Deniosntração. Sabemos que (f) (g) +g
B

0 p..W

pB0 e norma em L B lxqostrelnos, portanto, que

- 17 -

(2.10) Proposi ção. Se ja 

Orlicz e sejam f e g pertencentes a 

O ~ i f l < \g\ µ-q.s. Então vale: 

LA um espaço de BirnbaLUn-

LA tais que 

Demonstração. I: cl ar o que vale (i) se f= O µ-q .s. 

Suponh a mos, e n tão, pA( f) i O. Co mo A é uma função n~o de-

crescen te , terno s A( Jf(x) 1) ~ A(J glx) I) 
k k 

para todo k > o e 

para quase todo X E X. Portanto , para k > o 1 

f x 
A ( i ~ J) clp :5: J A(l~) 

X k 
dp. 

Em parti cul ar, se k= p A ( g) , te mo s: 

f x A(plé~) ) clµ .'., f x 
A ( J g i ) 

p A (g) 
dµ < 1. 

Lo go, pA (f) s: pA (g). 

( 2. 11) Proposi çã ~. Sejam A e B duas f unções de 

Young co mo no teor ema (1. 17). Se f E LBéigua l ag +h, 

onde g E LA e h E L , então vale: 
co 

1 --
ª 

li 11 11 co • 

Demo s ntração. Sabemos qu e p
13 

(f) s: p
8 

(g) + p
8 

(h), 
o o o 

pois pB 
o 

e norm a e m L B . Mostremos , portanto , que 
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PB.Q) ' :PA.(d' ' PB0(H $ '} jjhll

Seja F;Íx € X : :Zgíi.ii.;l::J- > a}. Para x Ê F, temos

e , se x G F, temos B(-ll$1f?s-Lb): A(:l-Êli=is.l.ID- - a).

Logo, usando as desi.gualdades (1.9.i) , temos

/* ".'üh''« ' "
donde, pB0(g) $ 2pA0(g)

Observemos agora que se -lk É a u-q's., então

lx Bo( k ) dp : O' Logo,

(h) $ inftk c to,"[ : -tl. K a p-q.s.}= --lÍ ]jh]]

Ass iil\ , temo s

PB.(n: PB.(g''' U $ PBOk) ':PB.H) ' 2PA.k) ''' -l-- IIhIL
U

(2.12) Defina.ção. Seja A uma função de Young

generalizada. Definimos a inversa à direita da função A

)dTi < A(-)dp ;
F

) dp É<

PB.(g) $0

h

PB ()

$ PB. (g) -''
0

1 
a 

- 18 -

Seja F={x 5 X _ _J g (x) 1 > a}. Para x g F , temos 
2pA (g) 

- o 

B(Jtl&L)=O e sexGF ternosB(·J__g~)I )=A(jg(x)I -a). 
2 pA ( g) ' ' - ' - 2 p , fü 2 p ( g) 

o 1··0 Ao 

Logo, usando as desigualdades (1.9.i), temos: 

f BoC~k·)dµ ~ fx B (--J~) d JJ = { A( 1 g 1 - a) dµ 
X PAO g 2pA g) )p 2 pA (g) 

o o 

~ J A (~4-r) d\1 5 ( A ( _l&_L_) dp 
X 1-'A g O p A ( g) 

o J X o 

donde, pB ( g) ::; 2p 1 (g). 
o 1'o 

_llil Observemos agora que se k 5 a µ-q.s., 

I B cJ.bl) dµ = o. Logo, 
X O k 

PB (h) ~ inf{k E: ]O, oo [ 
o 

Assim, temos: 

Ih 1 -y s:: a µ-q.s.}= 1 - a 

1 
PB (f) = P13 (g + h) :5 P13 ( g ) + P·13 (h) :,; 2 pA ( g) + -

o o o o o a 

(2.12) Definição. Seja A uma fu nç iio de 

$ 1 

então 

rn 

Young 

generalizada . Definimos a i nversa i direita da função A 
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da seguinte maneira

A'"(v) :infÍu : A(u) >v} {u : A(u) $v}

Algumas propriedades de funções inversas de

funções de Young generalizadas podem ser encontradas em

[1] , capítulo 2.

Uln resul todo útil trabalhopara 0 nosso e 0 ser (. r

olji n t p

( 2 . 1 3)

Orlicz, e E É; lçí. Então

Proposição Sejam l-A utn es])aço de Bimbaum-

(i) se 0 < p (E) então a função tE perteB

ce a l-A' e pACEiE) : l

(ii) self(E.l=", esupfu : A(uJ a> 0, en

pertence a LA' e pA(ÉIE): l

(iii) seH(E)=meA(u) >0parau> 0, então

EIE não pertence a LA

][!!!il9113..ç..!p:s3e- Veja [1] , teorema .(3. 34) . H

(2.14) .yg:E!.n.!.Ê.e:g. Seja A uma função de Young ge-

neralizada, o complemento de Young de A é a função Ã def.i
nada em [0,m[, pela relação

A(u): supfuv - A(v) : v à 0}

- 19 -

da seguinte maneira: 

-1 A (v) = inf{u : A(u) > v}= sup{u : A(u) S v}. 

Algumas propriedades de funções inversas de 

funções de Young generalizadas podem ser encontradas em 

[1], capítulo 2. 

Um resultado Gtil para o nosso trabalho e o se

guinte. 

(2 .1 3) Proposição . Sejam LA um espaço de Birnbaum

Orlic z, e E EM. Então : 

(i) se O < µ(E) < 00 então a função çE perte.!:!_ 

ce a 

( i i) se lJ (E)= 00 , e s up { u : A ( u) = O}= a > O , en 

tão çE pertence a 

(iii) se 1J(E)= 00 e A(u) > O para u > O, 

çE nao pertence a LA . 

Demonstração. Veja [1], teorema (3. 34). 

então 

(2.14) Definição . Seja A uma função de Young ge

neralizada, o complemento de Young de Ai a função A defi 

nida em ~, 00 [, pela relação 

A(u)= sup{uv -- A(v) V > Ü}. 
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( 2 . 1S) Exemplos
P

(i) Seja Qp(u): -T
U

Qp(\:i): suptuv - Qp(v) : v à 01: supluv ' 'T

Então

p'l
U

Chamando q= :Fil?Í, temos Qp(u): Qq(u) , onde

(ii) Seja MI(u): u. Temos

MI(u): suptuv ' MI(v) : v 2 0} ; suPluv ' v : v à 01= (u)
] 1,

Logo, MI (u) ; M.(\])

(iii) É fácil ver que Fi.(u); Miou)

(2.16) =Bl9.119.!.isze. Seja A uma função de Young ge-

neralizada não trivial, e seja IÃ o complemento de Young de

A. Então X é finta função de Young não trivial

;Demonstracão. Veja [1] , teorema (2.16)

(2.17) Pronosicão. (Desigualdade de Young). Se A

é uma função de Young generalizada, e Ã seu complemento de
Young, então vale

(i) uv $ A(u) + X(v) , v u, v > o

2s!!p!!z.ç.!:asar . Segue-se imediatmlente da definição. R

(2.18) Teorema. (1)esiPualdade .gS Htilder). Seja A

uma função de Young generalizada não trivi.al, e Ã o comple

E

(2.15) Exemplos. 
uP 

(i) Seja Q (u)== p p 1 < p < 00 • Então 

- 20 -

_E__ 
p-1 

Q (u)== sup{uv - Q (v) p p 
v 2 O} == sup{uv o } == -12.:.L . u 

p 

==Q (u). 
_E__ 
p-1 

Chamando q== _E_ p-1 , t e rnos Qp (u) = Qq (u), onde 1 < q < 00 

(ii) Se j a M1 (u) == u. Temos: 

f\\ (u) = sup{uv - ~\ (v) : v ~ O} == s up{uv - v : v 2 O} = 00 • ( (u) . 
]l ,oo [ 

Logo, i\\ (u) == M
00 

(u) . 

(iii) t fácil ver que f\1oo(u)== M
1 

(u). 

(2.16) Proposição. Seja A um a f unç ão de Young ge-

neralizada não trivi a l, e se j a A o compl e mento de Young de 

A. Então A ~ urna função de Young não t rivia l. 

Demonstração. Veja [1], teorema (2.16). 

(2.17) Proposição . (Desigualdade de Young). Se A 

~ uma função de Young generalizada, e A seu complemento de 

Young, então val e : 

(i) uv ~ A(u) + A (v) , V u , v ~ O. 

Demonstr ação . Segue-se imediatamente da definição. B 

( 2 .18) Teore ma. (De sigualdade de HtHd e r) . Seja A 

uma f unção de Young ge neralizada não t1ivial, e A o compl~ 
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mento de Young de A. Sejam\ f eln LA e g ein Z-X

f.g pertence a LI ' e

(i) l.,fg dp $ 1.,líKI dp á 2PA(r) pX(g)
; X l J X

Então

Demonstracão. Se pA(f): 0 ou pX(g): 0, temos tri

vialmente a igualdade. Considerelitos, portanto, o caso

pA(f) > 0 e pÃ (g) > 0. Pela desigualdade de Young (2.17),
temos

PA
(x)

PÃ ( g)
Vx É; X

Logo,

L"'iÜ''«
isto é

Portanto, fg G 1-1 e podemos escrever

lx Jx l dt' ' 2 pA(í) px(g)

- 21 -

menta de Young de A. Sejam f em Então 

f.g pertence a 

Demonstração. Se pA(f)= O ou pA(g)= O, ternos tri 

vialmente a igualdade. Considere mos, portanto , o caso 

pA(f) > O e PJ l g) > O. Pela desigualdade de Young (2.17), 

temos: 

1 f (x) 1 

VfJ 

Logo, 

isto é, 

Portanto, 

II X 
fg 

1 g (x) 1 

PJCg) 

f x 
1 f · g 1 

p A ( f) d JJ 
PJ(g) 

fg E L e podemos 
1 

dJJ ~ f x 
j fgj dµ 

::; ? u . 

escrever: 

:;;: 2 p A (f) PA( g) . 1 
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S3. A condição Ao

(3.1) Defi.nação. Seja A uma

balizada, para a qual exi.saem uO à 0

é finito, e, para todo t.i 2 uO, vale

Ci) A(2u) $ kA(u)

função de Young

e k > 0 tais que

gene-

A(uO)

u0: 0 , di reinos

oito u. Se Un > 0 , di re

valores grandes de u.

(3.2) Exeinplg?

( i.) A funcho l\'t
' ' ' P

ição A2 para todo u, p

MpC2u) : (

(ii) A funcho M

que A bati.afaz a condição A2 p.g

Rios que A satisfaz a condição A7ra t

para

(u)= uP, l $ p < m, satisf

oi.s , para u à 0, temos

2u)P 2P Mp(u)

Cu) (u) não satisfaz ne

pois para todo uO € [0 ,1] , exiã

M.(uO) : M.(u) : 0 , e b'1.(2u)

az a

cona

nhum

te u

tipo de condição A2

2 maxÍu0, 1 }, tal que

Observamos que se A é uma função de Young genera-

lizada para a qual existem uO à 0 e 1( > 0 tais que A(2u) KkA(u),
então, para todo ,e > 1, existe k(,e) > 0 tal que, para
u à u., temos

A(,eu) $ k (E) A(u)

- 22 -

§3. A condição 6 2 . 

(3.1) Definição. S e ja A urna função de Young gene 

ralizada, para a qual existem u 0 2: O e k > O tais que A(u0) 

f finito, e, para todo u ~ u 0 , vale : 

( i ) A ( 2 u) ::; kA ( u ) . 

Se u
0

= O, diremos que A satisfaz a c ondição 6 2 p~ 

ra todo u. Se u 0 > O, diremos que A satisfaz a condição 6
2 

para valores grandes deu. 

(3.2) Exemplos. 

(i) A função M (u)= uP, 1 s p < 00 satisfaz a p· 

condição 6 2 para todo u, pois, para u ? O, temos: 

M (2u)= ( 2 u)P= zP M (u ). p p 

(ii) A funçã.o M
00 

(u) = 00 • E;, (u) não satisfaz ne 
]1,oo[ 

nhum tipo de condição 6 2 , pois para todo u 0 6 [ü,l ] , exis 

teu 

Observamos que se A~ uma função de Young genera

lizada para a qual exi s tem u0 2 O e k > O tais que /\( 2u) ~kA(u), 

então, para todo l > 1, ex iste k(l) > O tal que, 

u? u0 , temos: 

A(lu) < k( ,e.) A( u) . 

para 
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Reciprocamente, se para algum Z > 1, exi.atirem

uO -> 0 e k(Z) 2 0 tais que, para u à uO vale A(Zu) $ k(Z) A(u),

então, a função A satisfaz a condição A2 para u à uO ? 0

Para a demonstração veja, por exemplo,[1], teorema(5.3)

Além disto, é intportante o seguinte resultado.
(3.3) Teorema. Seja A uma função de You

lizada. São equivalentes as seguintes afirmações

(i) paratodok > 0 e para todou0 2 0, existe

ul > uO tal que A(2ul) > k A(ul) ;
(ii) para todo Z > 1, para todo k > 0, e para to

do uO ? 0, existe ul )' uO tal que A(,eul) ) k A(ul)

Deinonstracão. A implicação (ii) :-:+ (i) é imedi.ata,

bastando tomar ,e= 2. Para provarmos (i) :::-o (i.i), suponha-

mos primeiramente Z 2 2, e tomemos k > 0 e un à 0 arbitrá-

rios. Então, usando (i) , determinamos ul > u0' tal que

A(Zul) ? AI.2ul) > k A(ul)

No caso 1 < Z < 2, suponhamos, por absurdo,

existam kO > 0 e uO à 0 tais que

A(Zu) $ kO A(u) , para u ? uO

Seja n É; ]N tal que 2 < .Cn. Daí decorre que

A(2u) $ A(,elnu) $ kn A(u) , para u ? uO

Usando (i), para k: k: e uO acima, temos ul > uO taJ- que

ng genera

que

- 2 3 -

Reciprocamente, se para algum l > 1, exis tirem 

u
0 

? O e k (l) L O tais que, para u L u 0 vale A(lu) :$ k(l) A(u), 

então, a função A satisfa z a condição 6 2 para u 2 u0 ~ O. 

Para a demonstração veja, por exemplo, [1], teorema (S. 3) . 

Al~m disto,~ importante o seguinte resultado . 

(3.3) Teorema. Seja A uma função de Young genera

lizada. São equivalentes as seguintes afirmaç6es: 

(i) para todo k > O e para todo u0 2 O, existe 

u
1 

> u
0 tal que A(2u

1
) > k A(u

1
); 

(ii) para todo l > 1, para todo k > O, e para to 

do u 0 ~ O, existe u1 > u0 tal que J\(lu
1 ) > k A(u

1). 

Demonstração. A i mplicação (ii) ;:, (i) é imediata, 

bastando tomar ,/?_= 2. Para provarmos (i) > (ii), suponha

mos primeiramente l L 2, e tomemos k > O e u0 ~ O arbitri

rios. Então, usando (i), determinamos u1 > u0 , tal que 

No caso 1 < l < 2, suponhamos, por absurdo, que 

existam k0 > O e u0 LO tais que 

Seja n 6 JN tal que 2 < ln. Daí decorre que 

n n J\(2u) s A(f u) ~ k
0 

A(u), para u ~ u0 . 

Usando (i), para k= kg e u0 aci ma , temos u1 > u0 tal que 
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A(2ul) ;:' tS A(ul)
o que contradiz a afirmação anterior l

(3.4) Proposição. Seja A uma função de Young gene.

balizada que satisfaz a condição A2 para todo u. Seja

a= supÍu : A(u)= 0},;í:3Õ". Então a= 0

Dejllonstração. Suponhamos, por absurdo, que a > 0

e tomelltos -$- < u < a. Então A(2u) ) 0, pois 2u > a. I'qas

A(u)= 0. Isto conta'aduz o fato de A satisfazer a condição

A2 para todo u. Logo a= 0. 1

(3.5) !:.z!!.Elglj:s.ã2. Seja (X, M ,u) um espaço de íng

dada e seja A uma função de Young generalizada. Suponhamos

quem satisfaz a condiçãoA2 param 2 uO Se uO > 0, supo-

nhantos H(X) < ". Se f é uma função qualquer de l-A e

a É; [0 ,m[, temos

l A(alfa) dp
J X

Demonstração. Veja [1] , teorema (5.9)

(3.6) Lema. Seja A uma função de Young, e

f É; IA n'' nula, tal que lx

k É; ] 0, pA(f) [. Então vale

f

l

seja

obra alp.um

dpA(
X

- 24 -

o que contradiz a afirmação anterior. 1 

( 3 . 4) Proposição. Seja A uma fu nção de Young gen~ 

ralizada que satisfaz a condição 6 2 para todo u. 

a= s u p { u : A ( u) = O }~ ' . Então a= O • 

Seja 

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que a> O, 

a E - ( ) O . 2 e to me mo s 2 < u < a. ·ntao A 2u > , po:i s u > a . Mas 

A(u)= O. Isto contradiz o f ato de A sat i s f azer a co ndição 

6 2 p ara todo u. Logo a= O. 1 

( 3 . 5) Proposição . Se j a ( X, M ,JJ) um espaço de me 

dida e seja A uma fu nção de Youn g genera l izada . Suponhamos 

que A satisfaz a condição 6 2 para u ~ u0 . Se u0 > O, supo-

nh amo s p ( X) < 00 • Se f é uma f unção qu alquer de 

CJ, E [ O , 00 [, t e mos : 

J A(o:lf\) dp < 00 

X 

Demonstração. Ve ja [1], teorema (5.9). 

(3.6) Le ma . Sej a A urna f unção de Young, e 

:f E LA não nula , tal que f x A(-14l) dp < 00 para 

k E ] O, pA(f )[. Então val e : 

J 
A( l ffl) dµ = 1. 
X~ 

e 

1 

se ja 

algum 
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Demonstração. VejaEl], teorema(4.8)

(3.7) Teorema. Seja (X, À4 ,p) um espaço de medi-

A uma função de Young, que satisfaz a condição A2

u0' Se uO > 0, suponhamos u(X) < ". Se f é umafun
L.* não nula, temos

J* «'üb, '-: '
r

da. Sej a

para u >

ção de

< 00

F c E,

Demonstração. Segue-se (le (3.5) e C3.6)

Veremos a seguir que hã uma reco-proca do

(3.7) para certos espaços de )lledida
(3.8) Definição. Seja (X, A4 ,u) um espaço de me-

dida. Um conjunto E É; A4 ê um átomo se as seguintes conde

ções estiverem satisfeitas

Ci) O < p(E) É ";
(ii.) para todo F € M com

ou p (F) - p(E)

Dil'ditos que um espaço de medida (X, i\l ,p) ê não

atõlnico se AI não contiver átomos. Diremos que (X, A,l ,p)

é não puramente atõinico se existir Y É; M que não contém

átomos

teorema

tentos H(F)

( .).yj .C.XCJllr)it)5. 1J IC:FLUI.' Jli:{(J Lt;lcl U.Lll\..t,,IJLUclUÇ ÇIJ

construí.r exemplos de espaços de ntedida com ãtolnos, mas c.i

tamos aqui um exemplo não trivial e interessante, que pode

- 25 -

Demonstração. Veja [ 1], teorema (4.8). 

(3.7) Teorema. Seja (X, M , µ) um espaç o de medi 

da. Seja A uma fun ção de Young, qu e satisfaz a co ndi ção t 2 

para u ~ u
0

. Se u0 
> O, s uponhamos µ ( X) < 00 Se f é uma f un 

ção de LA n ã o nula, temos: 

I A(-l1fl-)) dp= 1. 
X PA 

De mons traçã o. Segue-se ele (3.S) e ( 3 .6). IJ 

Veremos a seguir que hi um a reciproca do te orema 

( 3.7 ) para cert os espaços de medida. 

(3 . 8) Definição. Seja (X, M ,JJ) um espaç o de me-

elid a . Um conjunto E 6 M ~ um it omo se as seguintes condi 

çoes estiverem satisfeitas: 

(i) O < µ(E) :s ro ; 

(ii) p ara t od o F E; M com F e E, temos \l(F)= O, 

ou µ(F)= µ(E). 

Diremos qu e um espaço de medida (X, M 11) e ) ,... 
-nao 

at~mico se M n ão c ont iver itomos. Diremos qu e (X, M ,p) 

e nao pu ra ment e at~mico se existir Y EM 

itomos. 

-que nao contém 

(3.9) Exe mplo s . O leitor n ão teri dificuldades em 

construir exemplos de espaços de medida com itomos , mas c1 

tarnos aqui um exemplo n ão triv i a l e interessante, que pode 
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ser encontrado com mais detcalhes em Reco,é,t,t and Ro,õ,õ, ''

,C4ac,t Ha néon,éc AnaZg,61,õ", Vo,e. 7, Sp Index-yeA,eag, 7
pãgl)la 727

Considerem\os o espaço m con\ a tipologia na

os conjuntos {(x0'y) : cl < y < B} com xO fixado, formzutl

base de abertos. Esta é a topologia do produto IRd X R,
Rd denota o conjunto ]R munido da topo].agia discreta. S
Ó uma função contínua, de suporte coJnpacto, definida

]Rd X [IR, existe {xl'.-.,Xm} C] R ta] que f(]R- {xl'.. ,xm} X R):

Definimos em C00(]Rd X ]R) o fulo.ciona] l(f): jml JK f(xj'y) dy,

niainos a medida H proveniente deste funcional. Neste es

de ntedida, o conjuntoIRd X {0} é mensurável, e é um á

de [nedida infinita, pois, se A C ]Rd X {0}, temos p(A)
se A é enumerãvel, e p(A)= '», se A é não enumerãvel

Ab,6

9 Ó 3 ,

qual
unia

onde

e f

: o .

e to

paço

; o ,

(3.10) .!:Ê!!g:. Seja (X, Id ,p) um espaço de medida

não atómico, e seja Ca.) uma sequência de números post
'' n€1N

tivos tais que E an $ P(X). Então existe uman=l

cr.) de subconjuntos ínensurãveis de X, disjuntor dois
nç; ]N

] dois, tal que p(Fn): an

jj[emop:straçq:g. Veja [1] , teorema (B.4)

sequencza

- 26 -

ser encontrado com mais detalhes em He..wLt,t and Ro1.i1.i, "Ab 1.i-

.tl!.cLc..-t Ha l!.mon.i..c.. Ana.f..y1.i ,ü 11
, Vof. 1, Sp1T. ,i..nge..1T.- Ve.. 1i.. lag , ) 9 6 3, 

- , pag ,cna 1 2 7. 

2 Consideremos o e sp a ço IR com a topologia na qual 

os conj un tos { (x
0

, y) : a < y < 8} com x
0 

fixado, formam urna 

base de abertos. Esta é a topologia do pr oduto IR d X R, onde 

IRd denota o conjunto IR munido da topologia discreta. Se f 

é uma f unção contínua, de suporte co mp acto , definida en1 

IR d X IR, existe {x
1

, ... ,xm} C. JR. tal que [ ( lR - { x
1

, .. . ,xm} X JR) = O. 

Definimos em c
00 

(IR 
I 

X m.) o func:iom ) l (.f) = ;
1 f f (x . ,y) cly, e to 

e j =J. ]1 J 

mamas a medidaµ proveni ent e deste fu nci onal. Neste espaço 

de me did a, o conjunto md X {O} é mensurivel, e é um 5tomo 

de medida infinita, pois, se AC IRd ~ {O}, temos µ(A ) = O, 

se A é enumerãvel, e µ(A ) == , se A é não e numerive l . 

(3.10) Le ma. Seja lX, M ,µ) um espaço de medida 

não a t~mico, e se j a (a) 
n nGll'\J 

uma sequ~ncia de nG meros pos~ 

CX) 

ti vos tais que E a 5 µ ( X) . Então existe um a 
n=l 11 

- . sequencia 

(F) de subcon juntos mensurãveis de X, disjuntos doi s 
11 n6JN 

a dois, tal que µ(F )= a . 
n n 

Demonstração. Vej a [1], teorema (l3.4). 
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(3.11) Teorema. Seja (X, -\l ,p) um espaço de me-

dida não puramente atómico, e seja A uma função de Young

Se A não satisfaz a condição A? para valores grandes de u,

existem funções f não nulas em LA tais que

) dp < l

bemol!!!tração. Como A não satisfaz a condição A2

para valores grandes de u, para todo k > 0 e para todo

uO > 0 talqueA(uO) <-, existeul ? uO tal que

A(2ul) > k A(ul) . E claro que podemos tomar ul > u0' e uO

tal que A(uO) > 1. Fazendo k: 2, temos

A(2ul) > 2 A(ul) . (1)

Usando o teorema (3.3), telhas, para cada n à 2

que dados Zn; n F 1, Un.l > 0 e kn; 2n, existe Un > Un-ln

tal que
A(n + l u.) > 2n A(u..)il' ~ nn

Construímos assim, uma sequência de números

u0<ul< u2 ' ''' tanque A(Un) » 1, para todon21, e
de (1) e (2) , temos

A(n + ] un) > 2n A(un) , para n à ln

Como (X, A{ ,u) é não puramente atõlnico, existe

Y É; M que não contém atou)os e, podemos supor 0 < p(Y)<m

(2)

( 3)

- 27 -

(3.11) Teorema. Seja ( X , M ,µ) um espaço de me-

dida não puramente at3mico, e seja A urna função de Young. 

Se A não satisfaz a condi çã o 6 2 para valores grandes deu, 

existem funções f não nul a s em LA tais que 

Demonstração. Como A nao satisfa z a condiç ão 6 2 

para valores grandes deu, para todo k > O e para todo 

tal que 

tal que A(u
0

) > 1. Fazendo k= 2, temos: 

(1) 

Usando o teorema (3.3), temos, para cada n ~ 2, 

que dados .t = n + 1 u > O e k = 2n, existe u > u 
1

, 
n ' n-1 n n n~ 

tal que 

n 

A (n + l u ) > 2n A ( u ) . 
n n n 

(2) 

Construimos assim, - . uma s e quencia de numeros 

tal que A(u) > 1, p a r a todo n ~ 1, e 
n 

de (1) e ( 2), t e mos: 

A ( n + l u ) > 2n A ( ) 1 
11 

u
11 

, para n ~ . 
n 

( 3) 

Como (X, M ,µ) ~ nio puramente at~mico, existe 

Y 6 M que nao cont~m ãtomo s e, podemos supor O < µ(Y) < 00 • 
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r'"xv \* ' "'Y ' }'Y '

Paracadan?l,sejaan: l(Y) .É claro

que E a. $ H(Y). Logo, pelo lema (3.10), existe uma se-
n21

quência (F.) de subconjuntos mensuráveis de Y, disjuB
'' n€1N

tos dois a dois, tais que, para cadanz 1, se tenha

P(Fn): M , ondeM:inintl,li(Y)}

Seja f(x)= E. u:. ÊIF (x), para todo x G X. Temos:

1* "'i'l, --: .:. l. "'««' '': .:, "'-.' "''., .:: )h :-+n

Logo, pA(f) $ 1. Provelnos que pA(f): 1. Para isto, seja

k<1.Exi.stenOàltalque l?n+l,para todok n

n ? n0' Logo, usando (3), temos

Logo atómicoe naoo es

UU

L) dp: E A(
n=l n=ln

A (----n--) u (P )
' k n'

2n A(Un) MA(u.)

- 28 -

Logo o espaço (Y, My , µ y ) é nao a tomi co. 

que E 
n> l 

quência 

Para cada n ~ 1 , seja a = 
1

JJ(Y) • B 
11 211+ A(u ) 

claro 

n 

a s µN). Lo go , pelo l e ma (3.10), existe uma se
n 

(F) 
n nE:JN 

de subconjuntos mensuráve is de Y , disju.!! 

tos dois a doi s , tais qu e , para cada n ~ 1, se tenha 

µ(F )= M onde M= min{l,µ0)}. 
n 2n+l A(u ) ' 

n 
CX) 

Seja f(x)= E 
n =l 

u n ~ F ( x) , p ar a to cl o x E: X • Tem os: 
n 

1 _ 1 
E n+l - -2-

n=l 2 

Logo, p A ( f) < 1. Provemos que pA( f )= 1. Para isto, seja -

k 1. Existe 1 1 n + 1 todo < no 2 tal que -- 2 , para 
k n 

n 2: no· Lo go, usando ( 3) , temos: 

f x 
A(ill) 

n~lf F 

ll CX) u 
dp= A ( n ) dµ= L. A(- n-) JJ ( F ) 

k k n=l k n 
n 

CX) CX) -, n M 
2: L. A(n+:.:_u) \J ( F ) > L. 2 Alu J 

2n+l A(u ) . n n n n 
n=no n=n o n 

CX) 

M 
L. 1 = CX) 

2 n=n o 
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Assim, mosto'anos club PA(f): inf]-l( É; ]0,m[ : IX A(ISll0iT) dp $ 11:

e temos l Af lri ) du É---.J=- < 1. H
; x

< 1) dp $A(
2

(3.12) Teorqyg:. Seja A uma função de young gene-

ralizada não trivial. Supollhamos que A satisfaz a condição

A2 para u ? uO Se uO > 0, suponhamos também p(X) finito

Sejam f e fn funções em LA' São equivalentes

(i) liln pA(f - fn): 0;

(ii) lim l
n--».n JX

11

n dli= 0 para algtutt m > 0

Ciii) lim
]l-;'' oo

f ) ; on'

PelBon!!!açjjo. Veja []] , teoremas(5.11) e (5.14). 1]

(3.13) Teor'ema. Seja A como no teorema (3.12) . P.g

ra toda função f em l-A existe uma sequência de funções

simples (Sn)nG]N em LA tal que lsnl É líl para todonG IN,

e lim pA(f - Sn)
]'l-''> co

si.mples de LA é denso en} l-A

Demosn[:cação. Veja [1] , teorema (5.15)

(3.14) Teorema. Seja (x, M ,u) um espaço de med.i

puramente atÕmi.co. Seja A uma função de Young gene-da nao

Elll particular, o conjunto das funções

B

- 29 -

Assim, lllOStr:1JllOS que pA(f)= i n-ftk E: Jo ,00
[ fx A(pltb) clp s l} = 1, 

e temos f A ( 1 f 1 ) <l11 s 
X ~ 

1 

2 
< 1. 

(3 .12 ) Teorema. Se j a A uma função de Young gene

ralizada nã o trivial. Suponhamos que A sati sfaz a cond~ão 

t 2 para u ~ u0 . Se u0 > O, s uponh a mos tamb ~m p(X) finito. 

Sejam f e f funções e m n LA. São equiva l ent es : 

(i) lim pA(:f ·- f ) = n O; 
n.-;, co 

( i i) lim J l lf -r i) dw== O algum A(-- pm·a 
X m n 

n➔ co 

(ii i ) lim 
n- >co 

pA ( f - f ) = O . 
O n 

m > o· 
' 

Demonstração. Ve j a [ 11, teoremas(S.11) e (5 . 14). rn 

( 3 . 13) Teore ma. Seja A como no teorema (3.1 2) . Pa 

ra toda f unção f em LA existe uma sequência de funções 

simples (s 
11

) e m 
nE:JN 

LA tal qu e Js
11

J s I f I para todo n G IN , 

e lim 
n.-;, co 

pA(f - s n)= O. Em p articul ar, o c onjunt o das f unções 

simples de LA é denso e m L , . 
A 

Demosntração. Veja [1], t eor e ma (5.1 5). 

(3.1 4) Teorema. Seja (X, M ,JJ ) um espaço de me di 

da não puramente at6mico . Seja A urna fu n çã o de Young gene-
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satisfaz nenhum tipo de coB
< m. Se U(X)= m, suponhamos

é denso em L .

Demon111rqçãg. Veja [1] , teorema (5.21) l

$4. Relações entre os espaços I'A e LM.

Em [6] , Krasnosel 'skii. e Rutickii definiram co-

spaço de Orlicz o conjunto seguinte

{f : X ----> R : IÍX jfgl dp < m, Vg É; tX com pÃ(g)$ 1},

n10 e

onde X é uln subconjunto compacto de uln espaço Euclidiano

de dilllensão finita, no qual se considera a medida de Le-

besgue, A é Mina função de Young, e Ã sua função conjuga-
da

Isto nos levou a seguinte pergunta: no caso de

uln espaço de medida arbitrário, se definirmos um espaço

análogo, que relações ele teria com o espaço l-A defini-
do no parágrafo 1? Neste parágrafo, tentamos dar uma res-
posta

(4.1) .12s.;Eiili:.ç.ãe. Sejam A uma função de Young ge-
neralizada, e Ã a função conjugada de A. Chamamos de

LM.(X, AI ,p) o conjunto das funções f : X ---> C mensurã

fieis. tais aue

]

ralizada não trivial, que ilao

lição A2' com2 ACu) < m l)ara 0 $ u

também a= 0 Então a n 1- A nao

- 30 -

ralizada não trivial, que nao satisfaz nenhum tipo de con 

<lição ti 2 , com A(u) < co nara Os; u < 00 • Se µ(X)== 00 , suponhamos 

tamb~rn a== O. Então a n LA nao ~ denso em LA. 

Demonstração. Veja [1], teorema (5. 21 ). 1 

§4. Relações entre os espaços LA e 

Em [6], Krasnosel 'skii e Rutickii definiram co

mo espaço de Orlicz o conjunto seguinte 

onde X~ um subconjunto compacto de um es paço Euclidiano 

de dimensão fi nita, no qual s e considera a medida de Le

besgue, A~ uma fu nção de Young, e Ã sua função conjuga~ 

da. 

Isto nos levou ~ seguinte pergunta: no caso de 

um espaço de medida arbitr~rio, se definirmos um espaço 

análogo, qu e relações ele teria com o espaço LA defini-

do no parágrafo l? Neste parágrafo, t entamos dar uma res

posta . 

(4.1) Def inição. Sejam A uma função de Young ge-

neralizada, e Ã a função conjugada de A. Chamamos de 

L M (X, 
A 

M , µ) o conjunto das f unções f : X -.;, 

veis, tais que 

-[ mensura 
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fgl dp
X

vg € LÃ com pÃ(g) É l

1; fácil verificar que LI.{ (X, M ,U) é um espaço

vetorial sobre C.

Considerando, como no caso da definição de LA' a
relação de equivalência f 'u g +-+ N({x É; X : f(x) # g(x)}): 0,

obteillos o espaço vetorial quociente de Lb,l.(X, M ,p) pe-

lo espaço fora\ado pelas funções U-nulas. Este novo espaço

seta, por abuso de notação, denotado ainda por LM.(X, A4 ,p)

ou simplesmente LMA' Denotaremos ainda da mesma )maneira

uma classe de equivalência de l-M., ou uma função desta
classe

( 4 . 2) Exemp los

ri) Se Aíu)= 0 para todo u. então A(u)= w. ÉI

] o ,« [

É fácil verque LÃ= {0} eque LAéoconjunto

das funções ]Tlensurãveis. Então, é claro que neste caso

' MA : '«

lu)

El0,m[ (u) , então Ã(u): 0 para todo u.

I'enio s

LMA : {f : X ----> C / lxjfgl dp < m, Vg mensurável}
Veremos em (4.8) que para certos espaços de medida vale

(ii) Se A(u) :

- 31 -

fx lfgJ ctµ < 00 
, Vg E L A com pA ( g) ::; 1 . 

E ficil verificar que L~,
1 

(X, M , µ) e um espaço 
A 

vetorial sobre[. 

Considerando, como no caso da definição de LA' a 

relação de equivalência f 'v g ~ > µ({ x E X : flx) t g(x)})= O, 

obtemos o espaço vetorial quociente de LM (X, M ,JJ) pe
A 

lo espaço formado pelas f unções µ-nul as. Este novo espaço 

sera, por abuso de notação, denotado ainda por L M (X, M , p), 
A 

ou simplesmente LM . Deno taremos ainda da mesma maneira 
A 

urna classe de equivalência de LM , ou urna função 
A 

desta 

classe. 

(4.2) Exemplos. 

(i) Se A(u) = O para todo u, então A(u) = 00 • /; (u). 
]O,oo[ 

E f~cil ver que LA= {O} e que LA é o conjunto 

das funções mensuriveis. Então, é claro que neste caso 

L M 
A 

(ii) Se A(u) = 00
• l;Jü,oo[ (u), então A(u)= O para todo u. 

Temos: 

Veremos em (4.8) que para certos espaços de medida vale 
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'A ; .'MA

De (i) e (ii) concluímos que se A é uma função de

Young generalizada trivi-al, temos l.A C- LMA

(iii) Denotemos, para l g p É -, o seguin

L p x '----.> c / lx Nlp(al íl) dp

te

LM: {f : x-----> c IX fgl dp<m,vge Lqcomjjgjjq$1}

onde q= ----=L-- se 1 < p < "; q: " se p: l,e q: l
P'l

Verifiquemos que LP C: LM para' D

ontrãria, em geral é falsa

Se p: 1, temos MI(u): u e MI(u)

e

se

in

alusão C

el (u)
] l,«[

LMl: {f : X -----> 1: / IÍX jfgl dp<m, Vg É; L. com ljgjl.S l}

Se f É; Lle Igl g 1, temos lx jígl dp $ 1x líl dp

L'go, LI C Lb{.

Se p: ", temos M.(u): " . ell,m[(u) e FÍm(u): MI(u)

Então,

- 32 -

De (i) e (ii) concluimos que se A e uma função de 

Young generalizada trivial, t e mos 

e 

on de q= 

(iii) Denote mos, para 1 ~ p ~ 00 o seguinte: 

L = {f : X--;, [ / f M (a l fl) dµ < 00 

p X p 

L M = {f X ----;, (C / J lfg l dµ < 00 Vg E L q com 11 g l lq ~ l} , 
p X 

1 
1 se < p < 00 • , q= 

lJ-1 

Verifiquemos que 

00 s e p= l,e q= 1 se 

LM para 1 s p s 00 

p 

p= 00 

A in-

clusão contrária, em geral é falsa. 

E, (u) . 
]1, oo [ 

Então, 

L = {f X_;, [ ./ f 1 fg 1 dµ < 00 , Vg E L com I lgll
00 

~ l} . 
Ml 00 

X 

Se f E L 1 e 1 g 1 ~ 1, temo s fx l fgl dµ < f x 
1 f 1 dµ < oo 

Lo go, 
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m,

LM.- {f : X ---> a: / lx jígl dp , vg € 1-l com jjgjli $ 1}

1; fãcit ver, então, que i-.C l-NI

Seja 1 < p < m, e seja Mp(u): uP. Então

Pela desigualdade de lít51der (2.18) , é fácil ver que

Lp CI LMp' Em' [4], (1S.]-4) encontra-se o seguinte resul-

(u)
P

M (u).
q' '

(i) fg € L.(X, M ,p), para todo g €

Ent ão f es tã eln L ,,(X, M , U) .''
Este resultado é um caso particular do

(4.13) abaixo, que dã condições suficientes para

' ".: ' «

A{ , U)

teorema

que

No que segue, a modos da observação (4.8) , consi

derarelnos apenas funções de Young generalizadas não tri
vIRis

C4.S) Teorema. Seja A uma função de Young genera

lizada. Então LA CI l-l\.l.

tado: '' Seja 1 < p < '", seja (X, A4 ,}l) um espaço de medi

da, e suponha que todo conjunto A em lu{ com p(A)=   con-

têm ujn subconjunto B ein A{ para o qual 0 < p(B) <  Sej a

f urna função defiili.da em X, )llensurãvel, tal que    

- 3 3 -

Assim, 

L = { f 
Moo 

B fácil ver, então, que L e L M co 
00 

Seja 1 < p < 00 e se ja )V! (u)= uP. Então M (u)= M (u). , 
p p q 

Pela desigualdade de Helder (2.18), ~ fácil ver que 

L C 
p 

L M . Em· [ 4] , (15 .14) e ncontra-se o seguinte resul
p 

tado: " Seja 1 < p < 00 , se ja (X, M ,JJ) um espaço de medi 

da, e suponha que todo conjunto A em M com \J (A)= 00 con-

t6m um subconjunto Bem M para o qual O < p(B) < 00 Seja 

f um a função definida em :X, me ns uráv el, tal que 

(i) fg E 

Então f está em 

L (X, M , Jl) . 
p 

Este resultado e um caso particular do teorema 

(4 . 13) abaixo, que dá condi ç ões suficientes para que 

No qu e segue, a me nos da observação (4.8), consi

deraremos apenas funções de Young generalizadas não t r i-

VlalS. 

(4 . 3) Teore ma . Seja A uma função de Young genera-

li za da . Entã.o LM • 
A 
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2g!!e!!z.y:a.ç.ã.g' Seja f É; LA' Então pA(f) < ", co2
forme observamos no parágrafo 2. Logo, se g é uma função

qualquer de LÃ com pÃ(g) < 1, tentos, pela desigualdade
de llUlder (2 . 18)

1,. 1ísl dP $ 2PA(r)/ x

e, portanto, f pertence a LM.

Procuraremos, a seguir, saber sob que condições

vale a igualdade LA: LM.A

(4.4) De finição. Seja f É;

pÃCg) $ zpA(í)

Definimos

NA(f):sup{ lx líg : gC LÃcompÃCg)$ 1}

(4.5) Pronosicão. Se fe LMA' então NA(f) <-

.ll9111pag..!.!aÇ.a9- SupoJahaínos , por absurdo , que exis-

ta uma função fO ein LMA' e uma sequência de funções

(hn) ,... , com hn € L Ã e PÃ(hn) $ 1, para todo n, taisque

lx lío hnl dtJ > 2n, para n; 1,2,

Consideremos as seguintes funções

gn(x): ..E. l lhk(x)l, para n; 1,2

- 3 4 -

Demon s t ração. Se j a f 6 LA • En tão p A ( f ) < 00 con 

f orme ob servamos no p a r igrafo 2. Lo go, se g ~ uma funç ã o 

qu a lqu e r de LÃ c om pÃ( g) ~ 1 , t emos, p e l a des i gua ld ade 

de H~ld e r (2.18): 

e , port a nto, f p e rt e nce a L M . ll 
A 

Pro c ura r emo s , a seguir, sabe r sob que c ondi ç 6es 

va l e a i gualdade 

(4.4) Defi n ição. Se j a f E 

(4 . S) Prop o s i ção . Se f E 

LM • Def ini mo s 
A 

g E L Ã com Pfi: ( g) :s 1 } . 

L J\
1 

, ent ã o N ( f ) < oo 
A A 

De mons t ração. Suponh amos, po r absurdo, que ex i s -

t a uma f unção f
0 

em LM, e um a sequ~nc ia de 
.,h~ 

f un ç6es 

(h ) , com h E 
n n EJN n 

Con s i der emos as se g ui n tes f unç 6es : 

g ( x ) = 
n 

n 1 
I ---,-:- 1 hk ( x ) 1, p ara n = 1 , 2, .... 

k =l zK 
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L.,omo A e função de voung l.pari.2 16)) , t

(1.3.iii) , que Ã é convexíl, e, portanto vale

pois, como pX(hk) $ 1, a integral 1. X(lhkl)dp $ 1, por

(2.3.v). Portanto, para todo n em ]N, temos Í X(Ig.l)dU <l

e pÃ(gn) $ ]-

Por outro lado,

Seja g(x)= kEI l jhk(x)l, e seja H(x) dada

Ã(g(x)) , se g(x)
n(x): <

1 - , se g(x)

1; fáci.l verificar que fl(x); lim ÃCgn(x)), e que a sequênD->eo '' '

cia de funções ÃCgn(x)) é monótona crescente. Portanto, i:lg

lo teorema da convergência monótona, temos

lx )dp(x): IÍx llyÃ(gnCx))dL'(x); l!;Ülx Ã(gn("))dP(x) $1

Logo, H É; L., e portanto, H é fi.nata a.s. Assim. mudar

XÃ(Ignl)dP s kEi ;t' lx Ã(lhk(x)l)du

* '.*.-':*;:'+J* '."*-- » *;:+ . :*:«

enios pol

X

poi

[[']] tí] q S s s lln,]
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Corno A~ função de Young (por(2.16)), temos, po r 

(1.3.iii), que A~ convexa, e, portan to vale: 

( 2 .3 . v) . Portanto, para t odo nem JN, temos f x A( l~ l)clµ < 1 

e PA(gn) ~ 1. 

Por outro lado, 

Íx 
n 1 ( 

n 
1 k 

1 f og I clµ = E 7 l fo hk l dµ > E T 2 = n . n k=l Jx k=l 

00 

Seja g(x)= E 1 
jhk( x) j , seja H (x) dada por: T e 

k=l 

{ 
A(g( x )), se g(x) < CX) • , 

H(x)= 
00 se g (x) = CX) , 

É ficil verificar que H( x) = lim A(g (x)), e que a seq uê~ n n->oo 

eia de funções A(g (x)) ê monóton a crescente. Port anto, 1~ n 

lo teorema da converg~nci a mon6tona, te mos : 

f H(x) dµ (x)= f limA(~ (x))dp(x)= Jim f A( gn(x))dp(x) < 1. X X n➔ co .1 n➔oo X 

Logo, H E L 1 , e portanto, H e finita q . s. Assi m, mudan-
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do H num conjunto de medida p-nula, temos

l Ã(g(x))dp(x)= Í l{(x)dH(x) $ 1
;x ;x

o que significa que g É; LÃ e pÃ(g) $ 1

Mas, a sequência de funções jf09nl, pertencentes

a LI' converge para jf091 para quase todo x, e usando
novamente o teorema da convergência monótona, temos

1* i'.:i-«: :U l* I'.:«I'- : IU
contradizendo o fato de fn pertencer a cMA

H

(4.6) Proposição. A função NA
l .--»
'MA '

e

b'].

Demonstração. A verificação é muito fácil

(4.7) Pronosicãç!. Seja E um ãtonto de medida fmi
ta, e f uma função mensurável definida em X. Então existe

um subconjunto F C E com ii(F); H(E) , e uin número comple-

xo zO tal que f(x): z0' para todo x em F

:jjlÊmonstracão. Consideremos f(x)= g(x) + ih(x) , on

de g é a parte real de f e }l ó a parte imaginaria. Então

a imagem de g esta contida emIR, bem como a de h. Temos

P(E); p( U g'l(]n,n-'-l])): E p(g'l(]n,n--l]))
n : oo n =--oo

Lsem] nor)na

Ei

do H num conjunto de medida µ-nula, te mo s 

fx Ã(g(x))dµ(x)= fx H(x)dµ(x) s 1, 

o que significa que g G L
A 
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Mas, a sequênci a de funções I f 0g 1 , pertencentes n 

a L1 , converge para Jf 0gj para quas e todo x, e usando 

novamente o teor e ma da convergência mo n6tona, ternos: 

I lf g Jdµ = 
X O 

lim 
n->oo I I f g I dµ > lim O n -X n➔oo 

n CX) 

contradizendo o fato de f 0 pertenc e r a LM 
A 

(4.6) Proposição. A função NA e 

uma semi norma em LM . 
A 

De monstração . A verificação e muito f~cil . 

(4.7) Proposição. Seja E um ~tomo de medida fini 

ta, e f uma função mensurivel definida em X. Então existe 

um s ubconjunto F C E com 11 (F) = µ(E), e um número comple 

xo z0 tal que f( x)= z0 , para todo x em F. 

Demonstração. Considere mos f(x)= g(x) + ih(x),o~ 

de parte r e al de f h - . . - . Então g e é1 e e a p arte i maginaria. 

a imagem de g está contida em m, bem como a de h. Temos: 
CX) CX) 

JJ (E)= µ( u -1 µ ( g- l C] n , n+ 1] ) ) . g c]n,n+l]))=-= I 
n = oo n =- oo 
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Como E é um átomo, existe um único nO É; Z

g'l(]n0'n0+l])) Suponhamos, sem p

que nO : 0, ou seja, p(g'l(] 0 ,1] )) ;

1])); P(E) , pois }J(g'"(]-1,0]))

})) = 0 . Podentos aiiLda escreve r

P(E): P(g'l([0,-+-])) -'- P(g'l(]-;,

e, como E ê ãtonlo, uma das parcela

a é H(E) . Admitaillos que H(E)= p(g'

): }'(g'l([1 ,1])), pois P({-1}):0
Separando sucesso\lamente o cotajun

(E) ein duas partes, obteremos uma

fechados, encaixa:ates , de coinpri.m

l(in)): P(E). Então r"'l.ln=]

ta]. que

]'iera-H (E) : P ( erda de ge

cidade,

. (g' l C to

H (g'l({o

Então

0, e , post acto,

l] ) )

Novament

e a outr

s acllna e

l (] -} , 1] ) )

zero,
En-

tão, p (E

to de medi

sequenc3-a

..t.J
2n

temos

da i-

de in

tais

qual a p

tervalos

que p(g

p(g'i({x0})): liln }i(g'i(in)): P(E)n-+'-' ''

Fazendo construção análoga para a fut-tção

mos que existe yO tal que }l(h' t({y0})): p(E)

Logo, f(x): xO + iy0: zO para quase todo
isto é, existe F c E tal que p(F)= p(E) e f(x)
todo x eln F

h, vete

x eln E ,

zO para
B

(4.8) Observacão Estamos agora aptos a exiba.r um

- 3 7 -

Como E é um ~tomo, existe um Gnico n
0 

6 Z tal que 

µ(E)= µ(g- 1 c]n
0

,n
0
+1])). Suponh a mos, se m perda degenera-

-1 ] J lidade, que n
0

= O, ou seja, µ(g ( 0,1 ))= µ(E). Então 

µ(g- 1 ([0,1]))= µ(E), poi s p(g-
1

(]-1,0]))= O, e, poTtanto, 

p(g- 1 ({0}))= O. Podemo s ainda escrever 

-1 1 1 1 µ(E)= p(g ([0, -y])) + µ(g- CJ-y,1])). 

Novamente, corno E é itomo, uma das parcelas acima e zero, 

1 1 e a outr a é p(E). Admitâmos que p( E)= p(g- (] 2 ,1])). En-

tão, 
-1 1 1 µ(E)= JJ(g ([2 ,1])), pois p({2 })=0. 

Separando sucessivamente o conjunto de medida i

gual a µ(E) em dua s partes, obteremos uma seq u ~ncia de 1n 

tervalos fechados, encaixantes, de comprimento - 1- tais 
-1 noo 2n 

que µ(g (I ))=µ(E). Então I = {x
0

} e temos 
n n=l n 

-1 
µ(g ({x

0
}))= lim 

n➔oo 

-1 
µ(g (I ))= µ(E). 

n 

Fazendo constru çâo anãloga par a a f unção h, ver e 

-1 mos que exis te y
0 

tal que µ(h ({y
0

JJ)= µ{E). 

Logo, f(x)= x
0 + 1y

0
= z

0 
para quase todo x em E, 

-isto e, ex i ste F e E tal que p(F)= p(E) e f(x)= z
0 

para 

todo x em F. l1 

( 4. 8) Observação. Estamos agora aptos a exibir um 
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exemplo de função f em La que não esta eln LM ' no ca''A

nforme anunciado em (4.2.ii)(u)€ cose A (u) ;:
] o ,« [

Seja E um atalho, com 0 < p(E) < ", e consideremos

unção f: EIE' Toda função g mensurável tem sua restrição
igual a uma constante zO € ü:. Logo, temos

Í.. l ígl dp : l. lzo l dp : lzo ip (E)J X JE

portanto, pertence í]
LMA' embora não pertença

a

LA

(4.9) Teoremca. Seja (X, i\'l ,p) uln espaço de medi-

da que conto)n un\ ãton[o E de medida infinita. Sejan] A uma

função de Young generalizada, Ã sua função conjugada, e

suponhamos que ã= suptu : A(u)= 01; 0. Então valem:

(i) tE G LM. e NA(CE): 0

Cii) se a= suplu ACu) 0 } () então €1E É LA

Seja g € L Ã com pÃCg) -< 1, e supg

nhainos que a restrição de g ao conjunto E não é zero. En-

g(x) l à ---;;--}, para n É; ]N, existe

nO C ]N tal que p(E...) / 0. Neste caso, como E õ um átomo,

e E.. C E, devemos ter u(E.. )= m. Lo temosgo,

Dejnonstração

tao

- 38 -

exem:plo ele função f em LA que nao esti em LM, no ca
A 

so A (u) = 00 • E_, (u) , conforme anunciado em ( 4. 2. ii) . 
Jü, oo [ 

Se j a E um á t o mo , e o rn O < JJ ( E ) < 00 e c o n s i d e remos 

a f unção f= E_,E. Toda funçã.o g mensurável tem sua restrição 

a E i gual a uma constante z 0 6 [. Logo, temos : 

I j fg j dµ= r l zol dµ= l zo l JJ(E) < OO 

X JE 

portan to, f= CE pertence a LM , e mbora nao pertença 
A 

a 

(4 . 9) Teorema. Seja (X, M ,JJ) um espaço de medi 

ela que cont~m um átomo E de m dida infinita. Sejam A uma 

função de Young generalizada, K sua função conjugada, e 

suponh amos que a= s up{ u : J\(u)= O}= O. Então vale m: 

(ii) se a= sup{u A(u)= O}= O, então E_, E i LA. 

Demonstração . Seja g 6 L A com pA( g) ~ 1, e s up~ 

nh amos que a restrição ao conjunto E não e 

tão, se E= (x E E 
11 

1 
1 g ( :x ) 1 ~ ·-}, para n 6 JN, 

n 

zero . ·En

exi s te 

n 0 6 JN tal que w(E ) f O. Neste caso, como E~ um átomo, 
"o 

E, devemos te r u(E )= 00 • Logo, temos : 
no 
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l 2 Jx (Igl) dP Z IÍE
Ã( l g 1 ) dp H (E )

n0'
nO

Ja quepois

Concluímos, post.cinto, que a restrição de g a E

Ass iin, temos

J X
}

e

zero

gl 'ip ; l gl dp

mostrando que ÉIE G e que NA(eE): 0

Por outro lado, se a

e, portanto,

Jx A(a [E) dp:

o que mostra que €1E Ç! LA

Com o teorema acima

e uma norma ein l.NIA e que

0>a )

0, temos A(cl) > 0 pa ra todo

A( ct) dp= A(cl) LJ (E)

B

verificalllos que NA nem

LA pode estar propr

sempre

talltente

contido em LMA

(4 . 10) 1'eoremg:. Sej a

ligada. Seja a supÍu : ACu)=

Ci) ou (X, A{ ,P)

infi.nata , ou a= 0

(ii) NA é uma nora

A uma função de Young

0}. São equivalentes
não contém átomos de

genera

medida

l enl LA

Demonstracão Observemos que se E é uln átomo de

- 39 -

1 ~ J A( l g l )dµ 2 
JE 

A ( 1 g 1) dp > A(-1-). µ (E ) = oo 

X no no 
no 

AC-1-) o) . - o. pois > Jª qu e a= 
no 

Concl uimo s, portan t o, que a re strição de g a E e 

zero. Assim, te mos: 

mo st rando que ~E G 

Por outro lado, se a= O, temos A(a) > O para todo 

a> O, e, portanto, 

rn 

Com o t e orema acima verificamos que NA nem se mpre 

-e uma no r ma e m 

contido em LM • 
A 

LM , e que 
A 

L pode est~tr 
A 

propri a me nte 

(4.10) Teorem a . Se ja A urna funç~o de Young gener! 

lizada. Seja a= sup{u : A(u ) = O}. São equivalentes: 

(i) ou (X, AI ,JJ) não c ontém átomos de me dida 

infinita , ou a= O; 

(ii) -N e uma no rma em A 

Demonstração. Obs e rve mo s que se E e um átomo de 
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medida infinita que esta contido no suporte de uma função

hem LA, entãoa> 0. De fato, paracadanz 1, tomemos

E.;ÍxGE : h(x) > i}. ComohénãonulaemE, existe

nO tal H(Enn) > 0' Então, P(Enn): ", pois E é átomo.Teíins:

nO

A( -) dp 2 "qF'Éim) ' "W.o

Então lA( e portanto, a > 0

Para o resto da dei:ons tração veja (4.6) em [1] 8

(4.11) Teorema. Suponha que (X, hl ,p) nao con-

tém\ átomos de medida infillita, ou que a: 0. Então as fun-

ções NA e pAn são normas equivalentes e)n LA' Precisameg
te , teimas

(i) PAn(f) $ NA(f)

(i.i) --} pA(f) g NA(f) É 4pA(f), para todo f G l-A

Demonstração. Veja [1], teorema C4.17). H
r4.121 Teorema, Sela f pertencente a 1.., e seja

para todo f É; l-A;

M.

Y= {xG X : f(x) / 0}. Se A4Vnão contémátomos demedi

da infinita, então f pertence a LA' e, além disto, valent
Ci) e (ii) do teorema anterior

Demonstração. Veja [1], teore)na (4.16)
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medida infinita que está contido no s upo rte de uma função 

h em LA' então a> O. De fat o, para cada n ~ 1, tomemos 

E = {x E E n 
1 

1 h(x) 1 > -} . Como h é não nula e m E, existe n 

n
0 

tal µ(E ) > O. Então, µ(E )= 00 pois E é átomo.Temos: 
no no 

1 Então A( (] )J= O e portanto , a > O. n p ·1 ' O A 

Para o resto da demonstração, veja (4 .6) em [1]. 

(4.11) Teorema. Suponh a que ( X , -nao con-

tém átomos de medida infinita, ou que a= O. Então as fun-

ções NA e pA são normas equivalentes em 
o 

LA . Precisamen 

te, temos: 

Demonstração. Veja [1], teorema ( 4 .17). f!I 

(4.1 2) Teorema. Seja f pertencente a LM e seja 
A 

Y= {x E X : f (x) f O}. Se M y n ão contém átomos de medi 

da infinita, então f pertence a LA' e, além disto, valem 

(i) e (ii) do teorema anterior. 

Demonst ração. Veja [1], teorema (4.16). 



41

(4.13) Teorema. Se (X, AI ,p) é uln espaço de }ne-

dida que não colltéEn átomos de medida infinita, então

' A 'b'l.

Demonstração.Sente-.se de (4.3) e(4.12) . H

(4.14) .Ç;glg.!brio. Se (X, hl ,H) é um espaço de me

dada a-finita, el\tão l.A: LI.{.

- 41 -

(4.13) Teorema. Se ( X , M ,\J) é um e spaço de me-

dida que não contém áto mo s d e medida infinita, 

L = 
A 

e nt ão 

Demonstração. Segue- s e de (4.3) e ( 4 .1 2). &, 

( 4 . 14 ) Co r o 1 á ri o . S e ( X , M , µ ) e um e s p aço d e me 

dida o-finita, e nt ão L == 
A Ll\1 . 

JA 



CAPÍTULO ll

$5. Funcionais Lineares Contínuos em Espaços de Birnbaum
Or].icz

Neste parãgrílfo iremos supor, sem perda de generg.
lidade conforme foi observado ein (2.8), que as funções A

que determinam o espaço l-A(X, M ,p) são funções deYotmg

No espaço LA(X, M ,p) usaremos mais frequentemente a

norma pA indicada por i . lIA

Nosso objetivo é estudar o espaço dos funcionais

li,teares contínuos definidos em l-A' Veremos que se a fun-

ção A satisfizer uma condição A2 adequada, este dual é isg
]netrican\elite isomorfo a LT-

(S.l) !:J;gpg.gl$g:g. Seja LA um espaço de Birnbauln-
Orlicz, seja Ã a função conjugada de A, e seja g pertencem.

te a L A' A igualdade

(i) Fg(r); 1. fg dp , vr É; IA

define um funcional linear conti'nuo e)n l-.,

vf €fg dlJ
X

e temos

43

CAP !TULO II 

§5. Fun cionais Lineares Contínuos e m Espaços de Birnbaum -

Orlicz. 

Neste pará.grafo iremo s supor, sem perda de gener.§!: 

lidade con forme foi observado em (2.8), que as f unções A 

que determinam o espaço LA (X, M , µ) são funções de Young. 

No espaço L /\(X, M , µ) usaremos mais frequente mente a 

norma pA indicada por li . IIA• 

-Nosso objetivo e estudar o espaço elos funcionais 

lineares continua s definidos em LA . Veremos que se a fun

ção A satisfizer uma condição ~2 adeq uada, este dual~ isa 

metricamente isomorfo a L_ 
A" 

(5 . 1) Proposiçãq. Seja LA um espaço ele Birnbaum

Orlicz, s eja Ã a f unção conjugada de A, e seja g pertence~ 

te a LÃ. A igualdade 

(i) F ( f ) = J f g cl µ , V f G LA 
g X 

define um funcional linear continuo em L 
A' e temos 

- 43 -
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água-idade:

(ii) ll rElI ; NX (g)

Demonstração. Lembrando a desigualdade de HUlder
(2 . 18) , temos

rg(í)l: /x íg dp $ 2 PA(r) pÃ (g)

seguintei

Vf € 1.A e

Portanto, Fg(f) ÉI C para todo f C LA

É c]aro que Fg é linear
Po r outro lado , temos,

{lx }' :íc IA' llrllAsil:ÍÍxlÍ ':fC lApA(f)'i}

onde aqui usamos o fato qt,te se A é função de Young então

(f) , Vf É; LA (veja [1] , teg
}l)IY+rl,-l'- 1 1 ' P .

.1 os

onde aqui usamos o fato qt,t

A = A, e portanto, llflIA

reina (2.20)). Logo, toina]](lo o

acima, temos lIFgll : NX (g)

Como, por (4.5), NX(g) é finito para todo g de

LÃ, concluímos que Fp é um funcional contínuo. B

Da proposição acima concluímos que LÃ pode ser
posto eln correspondência b.Lunívoca com um subespaço veto-

rial do espaço dos funcional.s lineares contínuos definidos

Veremos em segui.da, em que condições existe i.so-

ltiorfismo entre os dois espaços, isto ã, en] qt.ie condições
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a seguinte igualdade : 

( i i ) 11 F g 11 = NA ( g ) . 

Demonstração. Lembrando a desigualdade de Htllder 

(2.18), te mo s: 

PoTtanto, Fg(f) 5 [ para todo f 5 LA. 

E claro que F é linear. g 

Por outro lado, te mo s, 

onde aq ui usamos o fato qu e se A é função de Young então 

Ã = A, e portanto, llfllA = pA (f), Vf 8 LA (veja [1], te~ 

rema (2. 20 )). Logo, tom ;rnc!o o supremo dos dois conjuntos 

acima, temos II Fg ll =NA (g). 

Como, por (4. S), NA(g) é finito para todo g de 

L-A, concluimos que F e um fu ncional contínuo. g 

Da proposição acima concluimos que LA pode ser 

posto e m correspond~ncia biunívoca com um subespaço veto

ri a 1 d o e s p aço d o s f u n c i o na i s 1 i n e ar e s contínuos d e f i n idos 

em LA. Veremos em seguida, em que condiç6es existe iso

morfismo entre os dois espaços, isto é, em que condiç6cs 



4S

todo elemento 4) do dual de l.A é da forma Fg' para alguma
função g de LT

(5.2) }!glg:ção. Indicaremos por a o conjunto das

funções mensuráveis f : X -------> C que são simples. Quando

for necessãri.o, usaremos sua (Única) representação na for-
ma

n

l l

ftoutra

:. 'i ''E

onde ai # aj para i / j, e Ei: f'i(ai)

Observamos que, no caso eTT] que p(X) < m, temos

a c LA' para qualquer espaço tACX, M,u) não trivial

CS.3) J::g!!!a: Sejam (X, M,u) um espaço de medida

finita e A uma função de Young generalizada. Se $ é um

funcional linear contínua clefini.do em 1.., existe uma fun

ção g em tX, tal que

(i) @ (f)= Í fg dp , Vf G a

Esta função g é única, no sentido que, se h for

mção satisfazendo(i), então g= h }i-q.s

=lls!!ep:ziç.!gig.e' Seja 4) : l-A ----"'+ ([ um funciona] ]i-
near contínuo qualquer

A igualdade VICE): Re +(ê,E) define uma função

vl : A'] -------* ]R. Verifiquemos que vl é uma medida comsinal

em (X, -Ç{ ) (para a definição veja, por exemp]o [3], (6.1.])).
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todo elemento~ do dual de LA e da forma Fg, para alguma 

função g de LA. 

( 5. 2) Notação. Indica remos por a o conjunto das 

funções mensuráveis f : X---> [ que são simples. Quando 

for necessirio, usaremos sua (Gnica) representação na for-

ma 
n 

f = I: 
i=l 

a. [;r:: 
l J~. 

l 

-1 onde a. f a. parai f j, e E.= f (a.). 
l J l l 

Observamos que, no caso em que µ(X) < 00 temos 

o e LA, para qualquer espaço LA(X, M,µ) não trivial. 

(5.3) Lema: Sejam (X, M,11) um espaço de medida 

finita e A uma função de Young generalizada. Se <P e um 

funcional linear contínuo definido em LI\, existe uma fun 

çao g em Lp;_, tal que: 

(i) <P ( f) = f x 
fg dµ 

' 
Vf 6 a . 

Esta função g e unica, no sentido que, se h for 

outra função satisfazendo (i), então g= h µ-q.s. 

Demonst ração. Seja cjJ : LA~ [ um funcional li-

near contínuo qualqu er. 

A igualdade v1 (E)= Re </l ( ~E) define um a função 

~·1 - m. Verifiquemos que v 1 é uma medid a com sinal 

em (X, M ) (para a definiçào veja, por exemplo [3], (6.1.])). 
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(a) Temos vl(g): Re 'b(€1çJ): Re 'b(0): 0, pois 'b é

].inear

(b) É claro, da definição de vl' que, para todo
ajunto E de i\'l, temos:

< v l (E) < '''"

(c) Seja (En) uma seqUêncneW'';

dáveis, disjuntor dois a dois. Então

vl(n::]. En): Re @(E U.En): Re 4'(nEI Éden)

Re +( lim E. ÉIE )r-»m n=1 ''n
r + ) -r

:'.'«: -. $(.:: h )

lim E. Re #(eE )
T-->o' n:l n

}l Re 'b(eE )
n=1 'n

n=1 l(En)

Na igualdade ( ') usantos o fato de Re q) ser um

funcional linear contínuo sobre IR

De (a), (b) e (c) concluímos que vl é, de fato,
a medida com sinal

t).v.v/'\ \rr:3nlf'\c" /"lllz \} cx 'l }'scf-xllltnmí .ta'tcs r-rx.rltnr\ il') o rll 't"csl .n

co]

de conjuntos] nelaia

su

uln

l
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linear. 

(b) E claro, da definição de v 1 , que, para todo 

conj unto E de M, temos: 

(c) Seja (E) uma seqU~ ncia de conjuntos men 
11 n6JN* 

suriveis, disjuntos dois a dois. Então: 
00 00 

v l ( LJ E ) = Re. cjJ ( [, oo ) == Re </J ( E [, E ) 
· n=l n UE n=l n 

n= 1 n 

r 
= Re cjJ ( 1 i m E 

n=l 
[, ) 

E r --+oo n 

( * ) r 
lirn Re ~( E [,E) 

r "700 n=l n 

y 

lirn E Re <P ( [,E ) 
r -->-oo n=l n 

00 

= E Re cjJ ( [, E ) 
n =l n 

00 

E v
1

(E ). 
n=l n 

Na igualdade (*) usamos o fato de Re cjJ ser um 

funcional line ar contínuo sobrem . 

De (a) , (b) e (c) concluirnos que v 1 e, de fato, 

urna medida co m sinal. 

Provemos que v1 ~ absoluta mente contínua em rela 
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çao a p

seja E e hi , tal que pl.bJ- u. lemos:

lvt(E)l:IRe @(€1E)l $ 14'(eiE) $ 11'bll.lleiEI

Segue-se portanto, que se p(E): 0, então vl(E): 0

a, vl é absolutamente contínua em relação a p

Portanto, pelo teorema de Radon-Nikodym (veja por

exemplo, [3], coroa-ária 6.3.2), existe uma função gl defi-
nida ell\ X, finita, tal que

VICE) : IÍE gi d

0LI seJ

VE C M ( 1)

e, que, se hl é uma outra função com a mesma propriedade

gl: hl u-q.s
A i.gualdade t l ) pode daescrita seguintesei ]na

Beira

Re $((E): vl(E) : Jn gz du; lx gi eE d

Conseguimos, portanto, representar Re #(êIE) por
uma integral. É fácil verificar que se f é uma função real
simples, então

Re #(f) fgl dp ( 2)

Provemos agora que gl pertence a l-Ã

Lembramos que, corno H(X) < -, o espaço L i com
ci.de com LN.t.:.. ' conforme o corolário (4.14)
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-çao aµ. 

Se j a E G M , tal que µ(E) = O. Temos : 

Segue- se poTtanto, que se µ(E)= O, então \J 1 (E)= O, 

ou seja, v
1 

~ a bso l ut amente cont i nu a em relação a µ. 

Portanto, pelo teoTe ma de Rado n - Nikodym (vej a por 

exemplo , [ 3], corolário 6. 3 . 2) , existe uma f unção g1 def i

nida em X, finita, tal que 

(1) 

e , que, se h
1 

~ uma outra fu nção com a mesma propriedade, 

ent ã o g 1 = h 1 µ- q. s . 

A igua ldade (1 ) pode ser escr ita da seguint e ma

neira : 

Co nseguimo s, port anto , representar Re cp ( tE) por 

um a integral . E f~ci l verificar que se f ~ uma função real 

simples, então 

Re cp(f) = f x fg l dp. (2) 

Provemos ag ora qu e g1 pertence a 

Le mbr a mos q ue, corno p ( X) < 00 , o espaço LA coin-

cide c om L , conforme o corol~r i o ( 4 .14). MA 
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Seja, então, f uma função de LA com pA(f) íl

Pelo teorenta (11.35) em [4], existe uma sequência (fn)neN

de funções simples, reais, c positivas, tal ({ue f,. 4' jfl [i-q.s.
com 0 $ fn(x) $ jf(x)l , para todo x É; X

Por C2.10), telhas llfnlIA $ jfIAs l

Corno a sequência fnjgt converge para if gl
sURdo o lema de Fatos, teRIas

1* i':l :Í*â '.i:.i« 'llg l*'.i::t '«.
Sendo gl uma ftmção real, sgn(gl) é uma

sino)les, e, us ando ( 2) , temos

U

(3)

função

dp fn sgn(g]) .g] dp Re 'b(fn sgn(gl))

$ Re 'b(fn sgn(gl)) $ +(fn sgn(gl))

ll$11.11 fn sgrl(gt)IA $ 11@ll.llfnlIA Í ll'Pll.(4)

Das desigualdades (3) e (4) , temos

lxl':«l '- : é:UIÍx '«!::l '' : ê:Üii ll:

Logo, gl perteJlce a tX
Definindo, analogamente, v2 : M ---------+ IR, por

v2(E): Im +(€1E), para toda E de A'l , teremos, novamenteurna

medida comi sinal, absolutamente contínua em relação a p

Logo, pelo teorema de Radon-NI.kodym, existe uma função g2
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Se j a, e nt ã o, f um a f un ç ão d e 

Pe lo t e o re ma (11 . 35) em [ 4] , exis t e uma s equê n cia ( f
1
)nE:N 

de fun ç 6es si mpi es , r eais, e pos i t i v~1s , t~1l que r 1· jf j p-q. s . n 

c om O ::; f nl :x) ~ jf(x) 1, para t odo x E X. 

Como a sequ ê n cia f n j g1 j co nv erge para j f g1 1, u -

san do o l e ma de Fa tou, t emos : 

Se ndo g1 uma f un çã o re al , s gn( g 1 ) 

simples, e , usa ndo ( 2), t e mos: 

-e uma fun çã o 

J f j g1 jd\J == J f sgn( g 1 ) .g1 d\J = Re <P ( f n sgn( g
1

)) 
X n X n 

Das desigu a ld ades l 3) e ( 4 ), te mo s : 

Lo go , g1 p e r te n ce a LÃ . 

Def in i ndo, a nalogame nt e , v 2 M 

l l <P II < 00 

JR , po r 

v 2 (E ) = I 111 cp ( F,E ) , p a r a todo E de M, tere mo s , no vamente uma 

me did a co m si n a l, a bs o l utamente c ontinu a e m r e l ação a 

Logo, p e lo t e o re ma d e Ra do n - Ni kodyrn , exis t e urna f unção 

µ . 

(.r 

º 2 
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al q

Im $CeE): 1. eE g: du, vn É; M

e se existir uma outra função h2 cota a mesma propriedade

teremos g2 :

Aléljl disto, g2 G L Ã

Sejam, agora, v= vl + iv2 e g: gl + ig2
t r. n) n c

finita t ue)

todo

Para

'P ( eE ) Re 4' (EE) ' i Im4' (€1E) dp + P
X

dp

Finalmente, se f : X --------..> t é uma função simples,

ouseja, f= kill ckeEkcomEkr)Ej:g sek7j, eckÉ;a:'

l)a['a k = 1 ,2 , . . . ,]], te mo s
n n

$(f) - @(kEI ck eZk) : kE l

['k ck ÉIEk) g du

Como gl e g2 per'''cence]]] a í.X, que é uma espaço ve'
tonal, g pertence tainbénl a LT. Alem disto, se h for ou-
tra função com as n\esmas propriedades que g, teremos

- 49 -

finita, tal que 

e se existir urna outra função h 2 com a mesma propriedade, 

teremos a = h
2 

µ-q . s . 
b 2 

Além disto, g 2 6 LA' 

Sejam, ag ora , v= v1 + iv 2 
todo E EM, temos: 

e g= gl + ig 2. 

</>(~E ) = Re cp(~E) + i Imcp( ~E )= fx ~Egl d~+ i fx ~Eg2 dµ 

= fx tE Cg1 + i g2J dµ= fx~Eg dµ. 

Par a 

Finalmente, se f : X ---> [ é uma função simples, 
11 

ou seja, f= E c1 ~E com E1 n E.= 0 se kfj, 
k=J. < k ' J 

para k= 1,2, . . . ,n, te mos: 

n 
cp ( f) = </> ( E ck ~E ) = 

k=l Jk 

= f x f g dp. 

Como g1 e g 2 pertencem a -LA' que e uma espaço ve-

torial, g pertence também a L p;_· Alé m disto, se h for ou -

tra função com as mesmas propri edades que g, teremos 
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g : h p-q.s. pois gl e g2 são únicas,
junto de medida H-nula

a nleBos de um cola-

n

(5.4) '1'eorema. Sejam (X, M ,p) um espaço de medi-

da finita, e A ullta função de Young geiteralizada, bati.sfa-

zendo a condição A2 para valores grandes de u. Se + é um funcional l.L

near contínuo definido em LA' então, existe g em í-X
tal que

(i) 4)(f): 1., f g dp , VÍ € 1A

Esta função g é Única, no seguinte sentido: se h

for outra função satisfazendo (i), então g = h p-q.s.

.12çlilg!!z!.ti!.çãg' Seja f É; LA Como A satisfaz a con

para u grande, pe].o teorema (3.13) , existe uma se

qUência (Sn) de funções simples, com lsn $ jfl , e

lim llsn - fIA: 0. Logo, existe uma subseqUência (Sn.) quen--» oo

converge H-q.s. para f, e, é claro que lim
k->m

Sendo + conti'nuo , temos

ü (f) @(lim
k->«,

l iln
k->w

$(s limn k->m JXk s.k g d' ( 1)

onde g é a função de l-Í obtida no lema (5.3)

As funções s:. g pertencem a l-l' pois,

lsn..g $ jígl para todo n, temos

colmo
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g = h µ-q . s. pois g1 e g
2 

- - . sao uni cas, a menos de um con-

junto de medida µ-nula. EI 

(5.4) Teorema. Sejam ( X , M , µ) um espaç o de medi 

da finita, e A um a f unção ele Youn g ge n eralizada, sa tisfa

zendo a condição 6
2 

para valores grandes de u . Se cp é um funcional li 

near c ontinuo definido e m 

tal que 

L A' então , existe g e m 

( i ) cp ( f ) = I f g dµ , Vf 5 
X 

L-
A 

Esta f u nçã o g é Única, no seguinte sentido: se h 

f or outr a função satisfaze ndo (i) , e ntão g = h µ-q.s. 

De monstração. Se j a f E LA . Como A satisfaz a con 

cli ção 6
2 

para u grande, pel o teore ma ( 3 .1 3), existe um a s e 

qU ência (sn) de f unç ões simples, com I s n 1 :S I f J , e 

lim 11 s n 
n➔ oo 

- f llA = O. Lo go, exist e um a subseq uência (s ) qu e 
nk 

co nv erge µ - q . s . p a r a f , e , é c 1 a r o q u e 1 i m I Js n - f 11 A = O • 
k➔ co k 

Sendo cp con tinuo, temos : 

cp (f) = cp (lim s ) = lim <P (s
11

) = Jirn f s g dJJ , 
k➔ 00 nk k➔ 00 k k➔00 X nk 

(1) 

onde - f unção de g e a L-
A obtida no lema ( 5 . 3) . 

As f unções s g pertencem 
nk 

a L 1 , pois, como 

Is g l :S l fg l para todo n, temos: 
nk 
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dp $ 1xiíKi dp

Pelo teor'ema da convergência dominada de Lebesgue

(veja, por exemplo,[4], teomina(12.30)) , segue-se que

lim l s,.gdp=1 lin) s.gdli=lfgdp. (2)
k->m JX ''k ;X k->m ''k ;X

De (1) e (2) , segue-se que

$(í) : lx íg d ' Vf € 1A

A unicidade de g, a ]nenos de um conjunto de medi-

da }i-nula, é; garantida pelo lema (5.3) anterior. R

CS.S) Teorema. Seja (X, -U ,H) um espaço de ntedi-

da a-finita, e A uma função de.Young generalizada satisfa-

zendo a condição A2 para todo u. Se (b é um funcional linear

contínuo definido em LA' então existe uma função g em

LÃ tal que

( j.) @ ( f)
l v Vfe LA

Esta função g é única no seguinte sentido: se h for

outra função satisfazendo (i-), então g= h p-q.s

JIS!!!g!!g.!::!:g:S:a:g. Sej a (E.) uma sequência de subcon-

juntos ]l\ensuráveis de X tais que EIC E2CI

com IJ(En) < " para todo n e U En: X

E claro que, para qualquer função f pertencente a

Cuco
n
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J Is g I dµ ::: f I f g I dµ < oo . 

X -11k X 

Pelo teorema da convergência dominada de Lebesgu e 

(veja, poT exemplo, [4], teorema (12.30)), segue-s e que: 

lim 
k➔ ro 

l i m 
k-,-. oo 

s g dµ= J fg dµ. 
nk X 

De (1) e (2) , segue-se que 

<P (f) = f fg clp , 
X 

( 2) 

A unicidade de g, a meno s de um conjunto de medi -

da µ-nula, ~ gara ntida pelo lema (5.3) anterior. tl 

(S.5) Teorema. Seja (X , M ,µ) um es paço de medi-

da a-finita, e A uma função de . Young generalizada satisfa

ze ndo a condição 6
2 

para todo u. Se cp ~ um funcional linear 

contínuo definido em LA, então existe uma função g em 

Lp;_ tal que: 

(i) cp(f)= f xfg dµ , Vf E LA. 

Esta função g é únic a no seguinte sentido: se h for 

outra f unção satisfazendo (i), então g= h µ-q.s. 

Demonstração. Sej a (En) uma sequência de subcon-
nE tlN 

juntos mensuráveis de X tais que E1 C E2 C ... C EnC ... , 

com µ(E) < 00 par a todo n e n u 
nE:JN 

E= X. n 

E claro que, paru qualquer f unção f pertencente a 



5 2

LA

tence

xiste

(x

a

unia

U ,p) , e

LA (En' ibl

função gn

'>( feE )
11

eja m $ n

'b(Í(E )
111

#(ÍeE )
n]

(gn-gn.)dP

para cada n natural, a função feE

E ' pE ) . Então, pelo teorema (5
n

X. (En' ME ' pE ) tal quen n

IEn f gn dUEn ; IÍxÍ eEn gn du

Pela igualdade acima temos

Í* ' :.. :. '- , "' ' '«

Cn... g. dP , vf É; IA

0, para toda função f de LA

pe!
n

4) , e

S

e

Logo

H;: {x

f Seja

g,.*(X) - gn(X) # 0}. En tão,

f(gn - gm) dlJ ; IÍHr(gn ' gm) dP , VfC

lar, seja f0: sgn Cgn - gm). como jfoj;Éin

L

<

(1)

'E 'Ein par

teitto s

ticu

dp $ jn...A(CE) dp: A(a).P(Em) <

para algum cl > 0, e, portanto, fO G LA' De tl)

(gn-gn:) du: lrUjgn-gml dp

Como Ign-g:..i > 0 ern H, conclui.mos que H(H)

A(al fo l )
X

temos

0: lm

- 5 2 -

LA (X, M 'l-1) , e para cada n natural, J f unçã o f ~E pe~ 
n 

tence a L (E A n' 
M 

E , µE ) . Ent ã o, pelo teorema ( 5. 4) , e --n n 

xiste uma função gn em L A (E
11

, A\ , µE ) tal que 
n n 

<P(f [, E ) = ( f gn dµE = J f ~E gn dp. 
JE n n n X n 

Seja m s n . Pel a igu a ldade ac1.ma temos : 

<P(f ~E ) = f x 
f ~E glll dJJ Vf 8 L 

' A ' 
lll rn 

e 

<P(f~E ) = f x 
f e 

gn dp Vf 8 L SE ' A' 
m lll 

Lo go f f l g -g )d\J = O, para toda f unçã o f de E n · m 
l1l 

H= {x E: E g ( x ) - g l x) f o } . Ent ã o, m rn n 

O= 
IE 

f ( g - gil\ ) dµ = f f lg - gm_) d11 Vf n H n 
J 

111 

Em particular, seja f
0

= sgn (g
11 

temo s 

para algum 

O= JH 

a > O, e' 

IE A(a ) dJJ= A( a ) .p(E ) < oo 
111 

111 

port an to, fo E LA. De ll) 

sgn (g-g) (g ·- g ) 
l1 lll ' 11 ,: lll 

dµ= f j gn-gm j dJJ 
H 

Como I g -g 1 > O em H, conc luímos que \J (H) = O. n rn 

Sej a 

E L A. (1) 

temos 
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Deste modo, proa'ânus que p({x € En::g::(x) # gm(x)}):0

Podemos, então, supor que gn(x): gn:(X) para t

m

Consideremos agora as funções ]ln' definidas em
onjunto X, da seguinte maneira

J gn(x) , se x G En

hn(x): J 0 , se x É E

e definimos g(x) h::(x)
n--Õ' oo

Provemos que g É; tlÃ (X, A{ ,p)

Da definição de g, temos que jhn(x)l+ Ig(x) P

1. Portanto, in.LXJ l .LKcziiLI , para todo n
2 ll @ ll

Como a função X é contínua e não decrescente, te

mos Ã (-l-Jl-!L!:!-L) ,f Ã (-LK(-ã)J). Logo, pelo teorema da con-
2 ll 'b ll 2 ll ll

vergência monótona (veja,par exentplo,[4] ,(12.22)) , temos

l Ã(-Laca.}l) dpl.x)= lim l K(-t.l:!!-!::h-) dli(x)
JX 2 ll$11 n->m Jx 2 ll$11

por (4.11.ii) e (5.1.ii), ternos

PÃ(hn)S2NÃChn):21(P . .. . IÉ2ll+l
LÃ(En' ME., PE.)

0

do x eln

todo o c

n'

a

todora (

1,1a s ,

2 ll $ 11
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Deste modo, lYrovamos que µ( {x G E : g (x) -f g (x)})=O. m n m 

Pode mo s, então , supor que g (x ) = g l x ) para to-n m 

do :x e m E . 
m 

Cons idere mo s agora as f un ç6es h , definidas em n 

todo o conjunto X, da seguinte maneira : 

e definimos g ( x ) = lim 
n->oo 

x G E · 
n ' 

X r1 E . 
y:; n, 

h (x) . n 

Provemo s que g E LA (X, M , µ) . 

Da defini ção de g, te mos que Ih (x ) 1 t I g ( x ) 1 pa~ n 

ra todo n. Portanto, 
1 hn (x) 1 

2 11 cp 11 

t , para todo n. 

Como a f unç ão Ã ~ contínua e não decrescente, te 

mo s Lo go , pelo teorema da con -

vergência monóton a (veja,por exe mplo, [4], (1 2 .2 2)), temos:· 

f xcl g ( x)I) clµ l x)= l:i. m f A( lhn( x)I) dµ(x). 
X 2 li <P li n -;><X> X 2 li (j) li 

Mas, por (4.11.ii) e (5 .1.i:i. ), t emo s 
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e , portanto, por 1.2. 3.v)

lx 2 l@l lx nÜ:P ) d"(x) $ 1
ifi0 que sign ca que

)

X
dp $ 1 ,

e, conseguentemente, g G l.Ã (X, U ,p)

Se provarmos que f ÉI.: converge para f na norma
11

i . 11. , te reino s

$(f): 4'(lim f [E): ]im 'b(f €1E )n->m n n-->m n

2= J* ' :'. '« '" : xu J* ' "« ''
Como g G tX , temos, pel-a desigualdade de lltilder (2.18)
que fg É; LI(X, A4 ,p), e, pelo teorema da convergência
dominada de Lebesgue,

J* ': '« ; ZU J* ' ". '«

Provemos, então, que lim jlf
]'l--» oo n

Como a função A satisfaz a condição A2 para todo
u, pelo teorema (3.12), basta-nos provar que

lim 1., A( L jf - f [E 1) dp : 0 para a]gum número k posit.L
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e , portanto, por L2 ,3.v), 

o que significa que 

I A(jg(x) j ) dµ s; l, 
X 2 11 <P 11 

e, conseguentemente, g E LA (X, M ,µ). 

Se provarmos que f çE converge para f na 
n 

norma 

li . IIA . teremos: 

cp( f) = <P (lim f çE ) = lim cp ( f E; ) 
E 

n➔ oo n n➔oo n 

= lim J f l;E gn dµ = lim f f h dµ. 
n➔00 X n➔ 00 X n n 

Como g E 

que f g G 

LA , temos, pela desigualdade de Helder (2.18) 

L
1

(X, M ,JJ) , e, pelo teorema da 

dominada de Lebesgue, 

f x fg dµ= lim 
n➔ oo 

Provemos, então, 

j
,, f h 
X n 

dµ . 

que lim li f 
n➔ oo 

- f sE 
n 

Como a função A satisfaz a condição 

u, pelo teorema (3.12), basta-nos 

conve rgência 

li = o . 
A 

62 para todo 

provar que 

lim f A( t I f - f sE 1) dµ = O para algum numero k posi tl:_ 
n➔ 00 X n 
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vo. Seja k= pA(f) . Sabemos que

f(x) - f(x) €113 (x)n

PA (f)
lim
n--» oo

e, portanto,

f(x) - f(x) tn (x)
liin AI ---

"-" l pAtO

Além disto , A
PA(f)

-]

$ A( líl )
PA(f)

e A(-- 'r' ) É; L.. Portanto, pelo teorema da convergên
PA(f) '

cia doma.nada de Lebesgue, temos

du

A unJ-cidade da função g, a menos de um conjuntode

medida p-nula, é consequência das unicidades das funções

g.., garantidas pelo teorema (5.4) , e da unicidade do limi-

Veremos, em seguida, que se A # MI' a hipótese de
(X, AI ,H) ser um espaço de medida a-fi.nata pode ser troca

da por outra que conforme o caso, possa ser mais Útil

Começamos por um lema que em si jã é um resultado
ante re s s ant e
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vo . Seja k= pA(f). Sabemos que 

lim 

f(x) - f ( x) çT (x) 
'n 

= o, 
n-;-, oo PA ( f) 

e, portanto, 

J f (x) 

1 im A 
n->oo 

Além disto, ~ A c_.._l_f_.__l - ) 
PA ( f ) 

e A (_____.l_f_j_._l -) E 

p A (f) 
L1 . Portanto, pelo teorema da 

eia dominada de Lebesgue, temos : 

1 f - f ~E 1 

lim J A( (f) n ) clµ = O. 
n- >00 X p A 

converge n-

A unicidade da função g, a me nos de um conjunto de 

medi da µ-nula, é conseqU~ncia das unicidades das f unçõe s 

gn' garantidas pe lo te orema ( 5 .4), e da unicidade do limi-

te das gn . rn 

Veremos, e m seguida, que se A f M1 , a hip6tese de 

( X, M , µ) ser um espaço de me dida 0-fi ni ta pode ser troc a 

da por outra que conforme o caso, possa ser mais Útil. 

Começamos por um lema qu e em si já é um resultado 

i nt e r essante . 
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(5.6) Leira. CDesigualdade de Markov). Seja A uma

função de Young generalizada com a=sup {u € [0, m[ : A(u)= 01: 0.

Se f é uma função mensuráxrel, finita, definida eln X, para

todo un > 0, teRIas

l A( líl ) dp
X

p({x G X : jf(x) l >' uo}) $
A(uo)

Demonstrqçgg. Colho A é não decrescente, e a= 0

0 < A(uO) $ A(u) , Vu > u0' ou seja,

ACu)

A(uo)

{x É; X : if(x)

temos

para u > uO

Sejam G: {r €1R+ : r > u0}

I'emos

p(p): lxer dp: ([Golfl)X
dP s l A(]f]) dp:...]-- . l A(lrl) dp

;X A(uo) A(uo) ;X
B

(5.7) Teorema. Seja (X, M ,p) um espaço de medi

da arbitrário, seja A uma função de Young satisfazendo

a condição A2 para todo u, tal que ã= supÍu : Ã(u); 01:0,
e sejaa=suptu : A(u):0}. Nestas condições, se (b é um

funcional linear contílluo definido em 1.., existe uma fup

çao g em l.Ã tal que

(i) $(f): Í fg du , Vf É; L.
l V /'L

Além disto, se existe h É; LÃ satisfazendo (i),
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(5.6) Lema . (Desigualdade de Markov). Seja A um a 

função de Young generalizada com a= sup {u E [O, 00 [ : A(u) = O}= O. 

Se f e uma função mensurável, finita, definida em X, para 

todo u 0 > O, temos: 

f A ( 1 f 1 ) dµ 

µ ( lx E X X 

Demonstração. Como A e não decrescente, e a= O, 

temos: O < A(u
0

) 5 A(u), Vu > u 0 , ou seja, 

Temos: 

A (u) 

A(u 0) 
, para u > u

0 . 

Sejam F= {x 5 X: jf(x) 1 > u0}, e G= {r EIJ/ r > u
0
}. 

(5.7) Teorema . Seja (X, M ,P) um espaço de medi 

da arbitrário, seja A uma função de Young satisfazendo 

a condição 6
2 

para todo u, tal que ã= sup{u : ~\(u)= O}= O, 

e se j a a= s up { u : A ( u) = O} . Nestas condiç6es, se <P ~ um 

funcional linear contínuo definido em Li\, existe urna fun 

çao g em LA tal que 

(i) <P(f)= fx fg dp , Vf E LA. 

Al~m disto, se existe h E LA satisfazendo (i), 
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então h

ponhamo

p-q . s

Demonstração. Se @ = 0, basta tomarmos

s, portanto, 1 +11 # 0

Como (b é limitado, existe uma sequência (f.)
nç; .[N

Su-

de funções de LA cona jjfnlIA $ 1, tal que

+(f.)l :' ll.bll- -ll.gt.L ; ll@ll (l - --L-), n: 1,2

Para ]lt, n € ]N , definimos os conjuntos

nj:: {x É; X : lfn(x) 1 > L }

Como fn G LA para todo n, existe cxn > 0 tal que

Ív (cln jfnl) dp < ". Por (3.4) sal)amos que a= 0, e portanto, poJ X

cleil\os empa'egar o lema (5.6) para escrever

LJ El: . E fácil ver que
]b,n

E;txÉ;X :ln É; ]N tal que jfn(x)l > 0}

Se x G X - E, então fn(x); 0 para todo n. Portan-

to, todas as funções f. se anulam fora do conjunton

é a-finito

Se para todo f que pertence a LA e se anula em

óff)= 0. teremos o problema reduzido

-n)' A (e-Z) X A(cxnjfnl) dp

]1

provarmos que} ( )

( 1)

Se Ía

que

- 5 7 ·-

então h = g µ-q.s . 

Demonstração. Se~= O, basta tomarmos g = O. Su-

ponh amo-s , portanto, 11 cp li f- O. 

Como cp ~ limit ado, existe uma sequ~ncia (f) 
n nEIJ\l 

de funções ele 

lc/J(fn) 1 > ll<PII-

Para m, 11 

En= {x 
m 

Como f E 
n 

l 1 <P 11 = 11 <P 11 (1 - _l_), n = 1, 2, .. . (1) 

n n 

E: 1N ' definimos os conjuntos 

G X 1 f l x) 1 > _l_ } 
11 rn 

LJ\ para todo n, existe a > O tal que 
11 

f A(a 
X n 

1 f 1 ) dµ < 00 • Por ( 3. LI) sabemos que a= O, e portanto, po
n 

de mos e mpregar o le ma (5.6) para escrever : 

µ ( E 11
) s } 

11 
• f A ( a I f 1 ) dµ < 00 • 

m A( ) X n n 
lll 

Seja E= u 
m,n 

E
n . ..,. ~ 

• :C, faci l ver que 
m 

E= {x E: X : ]n E JN tal que j f
11

( x) 1 > O}. 

Se x G X - E, então f nl x)= O para todo n. Portan-

to, todas as funções f se anulam fora elo conjunto E, 
n 

é a-fi nito . 

que 

Se para todo f que pertence a LA e se an ul a em 

E , p r ovnrmos que <P (f) ~0 O, teremos o problema redúzido 
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ao caso anteri

(E, ME , PE)

Provemos, primeiramente, que se S é uln subconjunto

de X - E, comi 0 < u(S) < ", então +(€1S): 0. Para isto, v.g

mos mostrar que l4)(iiS) l é ]nenor do que c:ll@ll para qualquer
e > 0

bastando tomarmos 0 espaçol ss o ,OT, l para}

Para cada n à 1, seja.g.=fn sgn

q)(gn): 'P(fn). sgn Ttí;;T: l$(fn) lsgn

Temos

( 2)

e gnlIA: jjfnlIA g 1. Portanto, por (2.3.v),

lx A(Ignl) clH $

or (2.24.i) em [1] , temos que

li.m A.Ç.il} ; a , e, por hi.pótese
u->0+ u

P

( 3)

Logo, para qualquer c > 0, existe uO > 0 tal que

para todo u É; ] 0, u 0] , temos

A( u) c:
----.=---á- <

u P (S)

fixado, consideremos a função

(4)

Para u É; ] 0, u 0

uÉI. (x)sgnh (x)

reinos

$ Ch) : $ Cue.) . sgn

e, usando (2) e (5) , vem que

@ C uÉI . ) (5)

- 58 -

ao caso anterior, bastando, para isso, tomarmos o espaço 

Provemos, prime i rame nte, que se S é um subconjunto 

de X - E, com O < µ(S) < 00 , então cp( ç 5)= O. Para isto, va 

mos mostrar que l </l( ç
5

)1 é menor do que El l 4>11 p a ra qualquer 

E> Ü. 

Para cada n ;::: 1' s eja _gn =f sgn cp(f ) . Temos: n n 

cp(gn)= cp(f). 
n sgn cp(f ) = 

n 1 cp(fn) 1, ( 2) 

e li g11II A= li fn11 A s;; 1. Portanto, por ( 2 . 3 . v), 

Íx A ( 1 gn 1) e\µ s 1. ( 3) 

Por (2.24.i) em [1]' temos que 

lim 
A (u) hipótese, 

- o. = a e, por a= 
' u..-;:.o+ u 

Logo, para qualquer E > O, existe u 0 > O tal que 

para todo u 6 J O, u 0] , t e mos: 

< 
E ( 4) 

u 

Para u E J O, u 0] fixado, consideremos a função 

h( x)= sgn cp(u ~
5

) uç
5

(x). 

Temos: 

(5 ) 

e, usando (2) e (5), ve m que 
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$(gn + h): @(gn) + +(h): l@(fn)l+ l@(u(s)

Por outro lado, jjgn + hlIA $ 1 + uc, pois

J* «.Jhu, -- : /. «.Jú' '.JX l+uE: JE l+ue

à o

-) duA(
1 + u €

: IÍ. A(Ig.:l) dp ''- Í--.:L' is A(') d"

.....L....
1 + u c

l ..- ---..l
1 + ue

A(u) P(s)

< --- ---= +

1 + uc:

u c
1 + u É:

l

onde, para obtermos as duas Ú-Ltitnas desigualdades,
(3) e (4) respectivamente

Fina[ntente, ]eiitbrando (5) , temos

'b(u eS)l ; 'b(h): q'(gn + h) - 4'(gn)

usamos

$ 1'b(gn " h)l + (fn) l

$ 11$11 . ljgn -' h llK @ ll ( l 1 ./
n

É ll + ll

11 @ ll

[ + tl c - ]. + l
n

(U E: .- --J---)
n

Quando n tende a infinito

'b(UC S) l á ll $ 1l u E

temos

Por outro lado, Jjgn + hJIA 5; 1 + UE, pois : 

1 2 1 

f A ( =n ) dµ + f A ( 1 h 1 ) dµ 
E l+u i::: S l+uE 
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:5 
1 f E A( l ~1 1) dµ+ 1 Ís Alu) dµ 

1 + li E 1 + UE 

5 
1 

1 +U E 

1 <-- -
1 +U E 

+ 

1 + 1 
A(u) . µ(S) 

]_ + UE 

U E 
= 1 , 

1 + Ll E 

onde, para obt e rmos as duas Úl t imas desigualdades, usamos 

(3) e (4) respectiva mente . 

Fina lme nte, lembr1nclo (5), temos 

( 1 - _l_) 
n 

5J l qi JI j1+u E -l +~ I 

= IJ qilJ (U E + -
1
-). 
n 

Quando n tende a infi nito , temos: 
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e, dividindo por u, temos:

4'(es) l É 114'll ::
Logo, $(€1S): 0 para S c X-E, e é claro que

é uma função simples, nula em E, também tereillos @(f)

Tomem\os agora, ulníi função f qualquer em LA com
disjunto de E

Pelo teorema (3.13) , existe uma seqtlência

suporte

de funções lttensuráveis si)tlples, definidas em X e que se .g

nt-liam em E, com lim jjf - s. l = 0
n->m '' A

O fato de Sn se anular eln E, nos dã, pelo que foi
provado acima, 0(s.); 0, e, como (b é contínuo, segue-se que

$ (f) lim 'b (s n) : 0
n'-+oo

B

( 5 . 8) 0bs911yqçg:o

(i) Como a função b4.(u): m [. .(u)não satisfaz
i,"I

nenhum tipo de condição A2' os teoremas (5.4), (5.5) e (5.7)
não nos dizem qual é o dual de L.(X, M ,p)

Cii) As hipóteses do teorema (5.7) também excluem

ocaso do dual de l-l(X, M ,p), pois a funçãoMI(u);ué

tal que a= suplu : MI(u): 0}: 0, mas sua função conjugada

M.(u) tem a; suptu : M.(u)

Indicantos [4], teoremas (20.33) a (20.35) para o
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e, dividindo por u , temos: 

l cp ( f: 5 ) 1 ~ l l<P II 1:: • 

Logo, cp(~sJ= O para Se X-E, e é c laro que se f 

~ uma função simples, nul a e m E, t ambém t e remos cp(f)= O. 

Tornemos agora, uma f unção f qualquer e m 

suporte djsjunto de E. 

Pelo teorema ( 3.13), ex iste uma sequência 

LA com 

(s ) 
n 

de funções mensuráv e i s simples, de fi nida s em X e que se a 

nul am em E, co m 1 i m I lf - s 11 = o . n n__;, 00 A 

O fato de s se anular em E , no s dá, pelo que foi n 

prova do acima, cjJ ( s · ) = O, e , como cjJ é contínuo, segue-se que n 

lim cp (s )= O. 
n n->co 

(5.8) Observ ação. 

( i) Como a função M (u) = 00 ~ ( u) não satisfaz 
00 

]1, co [ 

nenhum tipo de condição D.
2

, os teore mas (5 . 4), (5 . SJ e (5 . 7) 

nao nos dizem qual é o dual de 

(ii) As hipótes es do teorema (5. 7) também excluem 

o caso do dual de L l (X , M , p) ' pois a função "\ (u) = u e 

tal qu e a= s up{u "1i ( u) = O}= o , ma s s ua função conjugada, 
-M (u) sup{u M (u) = O} = tem a= 1. co co 

Indicamos [ 4] , teoremas ( 20. 33) a ( 20. 3 5) para o 
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estudo do dual de L.(X, M,p) , e teorema (20.19) para o dual

de LI(X, M,p). Ressaltalnos que o espaço L.(X, l,í,p) defini-
do eln [4] não coincide, para espaços de medida arbitrários,
com o definido neste traba].ho.

(5.9) Teorema. Seja (X, M,u) um espaço de medida

arbitrário, e seja A como em(5.7). Para cada g G LÃ, con-

sideremos o funcional Fg É; l-A* definido em (5.1)

A apli.cação T dada por

T(g): F.

é unia transformação li.near de LÃ sobre l-A*, que preserva a
norma e isomorfo aAs s i. m tLA A

Pela proposição (5.1) s ab emo sDeinonstracão que

a aplicação T preserva a nol-ma. É fácil verificar que T é

linear. Portanto, T ã injetora. Finalmente, por (5.7), te-

mos que T é sobrej etora. H

(s.lo) çg.r91.ãlJ..j:g. Seja (X, &í,p) um espaço de medi

da arbitrário. Seja A uma função de Young tal que A e A

satisfazem a condição A2 para todo u. Então LA e LA são r.g
flexivos

!!gJ!!gp.!!J:g.ç3g. Usando (3.4), temos que a hipótese

implica que suplu : A(u)= 01= 0= supÍu : A(u)= 0}. AléJn dis-
to, por (2.20) em [1], sabemos que A= A.. Portanto, usando

o teorema (5.7) para L. e LX temos
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e s tu d o d o d u a 1 d e L ( X , M , µ ) , e te orem a ( 2 O • 1 9 ) p ar a o dual 
00 

de L
1

(X, M,µ). Ressaltamos que o espaço L
00

(X, M,µ) defini

do em [ 4] não coincide, para espaços de medida arbitrári os, 

com o definido neste trabalho. 

(5.9) Teorema. Seja (X, M,µ) um espaço de medida 

arbitrário, · e seja A como em (5.7). Para cada g G LÃ, con

sidere mo s o funcional Fg 6 LA* definido em (5.1). 

A aplicação T dada por 

T(g)= Fg 

e uma transformação linear de LÃ sobre LA * ' que preserva a 

norma. Assim, LÃ é isomor f o a LA ·k . 

Demonstração. Pel a p ru pos1çao (5.1), sabe mo s que 

a aplicação T pre s erva a norma. B fácil verificar que T 

l i near . Portanto, T é injetora. Fina lmente, por (5.7), te

mos que T é sobrej etora. r;J 

(5.10) Corolário. Seja (X, M,µ) um espaço de medi 

da arbitrário. Seja A urna função de Young tal que A e A 

satisfazem a condição 6 2 para todo u. Então LA e LÃ são re 

flexivos. 

Demonstração. Us a ndo (3.4), temos que a hip6t ese 

i 111 p 1 i c a q u e s u p { u : A ( u )= O } = O = s u p { u : Ã ( u )= O } . A 1 é m d i s -

to, por (2. 20) em [ 1], sab e mos que A= A_. Portanto, usando 

o teorema (5.7) para LA e LÃ temos: 
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í +'k ; f. +

'h 'N

e analogamente, l-Ã*" ' LÃ

Observamos que se p(x) < m, podemos supor apenas

que A e Ã sati.sfazem a condição A2 para valores grandes de

u, e usando o teorema (5.4) vemos que l.A e LÃ são reflexi-

c.i: IA

H

Veremos a seguir que a condição A2 é necessária

para que LA* seja isomorfo a LÃ' Veremos tainbént uma recí-
proca para o corolário (5.10) acima

(5.11) Teorema. Seja (X, M,p) um espaço de medida

não puramente atõlnico. Seja .A. uma função de Young tal que

A(u) < - para 0 $ u < ", e A não satisfaz a condição A2 p.!

ra u à u0' onde u0: 0 se p(x): ". Supon])amos tambéTn que
A(u) > 0 para u > 0, se IJ(x); w. Então, existe um funcional

linear limitado 4) ein l-A* que não pode ser representado na
forma

(i) @(f)

para nenhuma função g mensurável

Demonstração. Suponhamos primeiramente que p(x)

Pelo teorema (3.14) sabemos que a r'l LA; a não é denso em

LA' Logo, existe uiTia função fO em LA tal que fO @ a. Como

a é um subespaço vetori.al fechado de LA' usamos o teorema

X
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LA * * - L- * - L= = LA' = = 
A A 

analogamente, L- * * - LÃ. ~ e = 
A 

Observamos que se µ (x) < co podemos supor apenas 

que A e Ã satisfazem a condição t 2 para valores grandes de 

u, e usando o teorema (5.4) vemos que LA e LÃ são reflexi

vos. 

Veremos a seguir que a condição 6 2 é necessaria 

para que LA* seja isomorfo a LÃ. Veremos tamb~m uma 

proca para o corolãrio (5.10) acima. 

(5.11) Teorema. Seja (X, M,µ) um espaço de medida 

nao puramente at~mico. Seja A uma função de Young tal que 

A(u) < 00 para O~ u < 00 e A não satisfaz a condição 6 2 p~ 

ra u :?: u0 , onde u0 = O se µ ( x) = 00 • Suponhamos também que 

A(u) > O para u > O, se µ(x) = 00 • Então, existe um funcional 

linear limitado <P em LA* que não pode ser representado na 

forma 

(i) cp(f)= f x fg dµ , 

para nenhuma função g mensurãvel. 

Demonstração. Suponhamos primeiramente que µ(x) < 00 • 

Pelo teorema (3.14) sabemos qu e a n LA= a não e denso em 

LA. Logo, existe urna função f 0 em LA tal que f 0 ~ o. Como 

o é um subespaço vetorial fe chado de LA, usamos o teorema 
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de Hahn - Banach (veja por exemplo,[4], teorema(14.13))

e concluímos que existe um funcional linear contínuo $ de-

finido em LA tal que 0(fO); l e q)(8): {0}, com ll@ll > 0
Sq)onllamos, por absurdo, que @ possa ser represent.!

do na fora\a (i) , para al-Burla função g inensurãvel. Como

@(f)j<"para todo fem LA' temos que gG LMi que, por
(4.14) , coincide com l.A' pois p(x) < "

Seja h= sgn g, e seja (h.) uma seqiiência de
'' nGM

funções simples, mensuráveis , que converge ulliforillemente

para h(conforme (11.35) eltl [4]). Como h e hn são funções

limitadas, tentos que h e h:l pertencem a LA' para cada n. A

léin disto, ustuldo (3.32) em [1] , terltos que liin j]h - hn]] A: 0. Logo

$(h)= lim $(1\..)= 0. Por outro lado
T'l -} «)

$(h); Í hg dlJ l gld
; x ; x

Logo, g: 0 p-q.s., e portanto, @(fO); Q, o que é
uma contradição.

Para provar)uos o teorema no caso geral, tomemos

Y C X mensurável, com 0 < }t(Y) < m e tal que Y não contém

átomos. Como A não satisfaz a conde.ção A2.para u à 0, exi.!

te por (3.14) , uma função fO em LA(Y): l-A(Y, MY'pY) , que
não pertence a a n LA(Y)

Seja $O um funcional linear contínuo definido em

LA(Y) tal que @O(fO): 1, 4'o(a''ã''''EiÍVJ): {0}, e 11+011 > o

l

)
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ele Hahn - Banach (veja por e xemplo, [4], teorema (14.13)), 

e concluimos que existe um funcional linear contínuo <j) de

finido em LA tal que <P(fo)= 1 e <j)(o)= {O}, com ll <P II > o. 

Suponhamos, por absurdo, que <j) possa ser represent~ 

elo na forma (i), para alguma função g mensurável. Como 

/ <P(f) 1 < 00 para todo f em LA' temos que g E LM- que, por 
A 

(4.14), coincide com LA' pois µ(x) < 00 • 

Seja h= sgn g, e seja (hn) 
11 

GJN uma sequencia de 

funções simples, - . mensurave1s, que converge uniformemente 

para h(conforme (11.35) em [4]). Como h e hn 
-sao funções 

limitadas, temos que h eh pertencem a LA, para cada n. A n 

lém di s to, usando ( 3 . 32) em [1], t emos que lim//h - hnll f.t O. Logo, 
n-)-00 

<j)(h)= lim <j)(h )= O. Por ou t ro lado , 
n 

n+oo 

cp(h)= I hgdp= I / g /dµ. 
X X 

Logo, g= O p-q . s., e portanto, cp(f 0)= Q, o que 

uma contradição . 

-e 

Para provarmos o teorema no caso geral, tomemos 

Y e X mensurável, com O < p (Y) < 00 e tal que Y não contém 

átomos. Como A não satisfa z a condição 6 2 _para u ~ O, exis 

te por (3.14), uma função f 0 em LA(Y)= LA(Y, My,1--ly), que 

nao pertence a a n LA (Y). 

Seja <Po um funcional linear contínuo definido em 
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Pelo que foi provado acillla, sabemos que 4)0 não pode ser e.g
Grito na forma (i)

Para cada f em LAtY) , seja f= f eY' É claro que f

pertence a tACX) l)efinimos então $ : LA -' C da seguin-
te nianezra

$(í): 4'o(r lv)

O funcional + é uln funcional linear contínuo. Su-

ponhamos que + possa ser representado na forma $(f); Í fg dp, pg
;x

ra algum\a função g definidca em X, mensurável

Para cada h G LA(Y) , temos

'>o(h) ; 'b(i;) : r Í; g dp : l h ev g dp
' J X JX '

Chamando gl: gjY a igualdade acima fica

'po (h) : lv h gi dp

o que contradiz o fato de @n não poder ser representadopo.r
unia integral. lg

f

(5.12) Corolário. Seja (X, M,p) um espaço de medi

da não puramente atómico. Seja A uma função de Young tal
que A(u) < " para todo u, e se p(X); m, suponhatnos que

A(u) > 0 para u > 0. Então são equivalentes as seguintes .g
fi nnaçõ e s

(i.) l.A" é i.sonleLricamente isonlorfo a l-Ã

(ii.) a função A satisfaz a condição A2 para
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Pelo que foi provado acim a, sabe mos que <Po não pode seres 

crito na for ma (i). 

Para cada f e m LA (Y) , seja f= f f,y. f. c l ar o que f 

pertence a LA ( X) . Definimo s entã o <P : LA ---+ [ da seguin-

te maneir a: 

O funcional <Pé um f unciona l linear contínuo. Su

ponhamos que <P possa ser r epresentado na forma cp(f) = f x fg dµ, p~ 

ra alg um a função g definida e m X, me ns u rivel . 

Para cada h 6 LA (Y) , te mo s: 

-
fx 

-

f x 
<P o(h)= <P (h) = h g d11= h E, y g dµ. 

Cha ma ndo g1 = g jy a igualdade aci ma fica : 

o que contradiz o fa to de <Po nâo poder ser representado po r 

uma i n tegral . l!I 

(5.1 2) Corolir io. Se j a ( X, M,µ) um espaço de medi 

ela não pu rame nt e at~ mico. Se ja A um a função de Young t al 

que A(u) < 00 para todo u , e se µ(X)= 00 , suponhamos qu e 

A(u) > O para u > O. Então são equivalentes as seguinte s a 

firmações: 

(i) LA* é isome tricamente isomorfo a LÃ 

(i i) a função A satisfa z a condição 6 2 p ara 
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u 2 u0' onde u0: 0 se p(X)
Demonstração. Segue-se de(5.11) e(5.9). H

(5.13) Teorema. Seja (X, hl,p) um espaço de medida

não puramente atómico, e seja A uma função de Young talque

A(u) < m para todo u. Se H(X)= ", suponhamos também que

A(u) > 0 e Ã(u) > 0 para u > 0. Então, se L. é reflexivo,

as funções A e A satifazem a condição A7

llg!!!gjal.!p:ç39' Seja T : LÃ ' LA* a transforma-

ção linear dada por T(g)= Fg' onde Fg é o funcional defina
do em (5.1.i). Suponhamos, por absurdo, que a função A não

satisfaça a condição A2' Pelo teorema (5.11) , existe uin fuB

cional #O É; l-A tal que 4)0 Ç! T(LÃ)

É claro que T(LÃ) é um subespaço vetorial de l-A*

vamos provar que TCI.A) é fechado. De fato, seja IPgnln C]N

uma sequência em T(l-Ã) e seja G É; LA* tais que

li.mjIFgn - Cll: o. Como jrgnln C;IN seqi,iência de

Cauchy, temos que (gn) ... também o é, poi-s, por (5.1.ii),'' n € ]N

temos lIFgn - Fgmll: NA(gn- gln). Como LA é completo, existe

g em l-Ã tal que lim NÃ(gn - g): 0. Mas então

lint lIFgn - Fgll: 0, e, portanto G: Fg' Logo, T(LÃ) é fecha-
do.

)

Pelo teorema de Halln - Banach, existe uJn funcional
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u ~ u0 , onde u0= O se µ(X) = oo , 

Demonstração. Segue-se de (5.11) e (5.9). ffl 

(5.13) Teorema. Seja (X, M,µ) um espaço de medida 

nao puramente at~mico, e seja A uma função de Young tal que 

A(u) < 00 para todo u. Se µ(X)= 00 , suponhamos também que 

A(u) > O e Ã(u) > O para u > O. Então, se LA é reflexivo, 

as funções A e A satifazem a condição 6
2

• 

Demosntração. Seja T : LÃ ---+ L * a A 
transforma-

ção linear dada por T(g)= Fg, onde Fg é o funcional defini 

do em (5 . 1.i). Suponhamos, por absurdo, que a função A não 

satisfaça a condição 6
2

. Pelo teorema (5 .11), existe um fun 

cional ~O E LA* tal que ~O~ T(LÃ). 

S claro 

vamos provar que 

que T(LÃ) e um subespaço vetorial de LA*; 

T(LÃ) é fechado. De fato, seja (F ) 
gn n E 1N 

uma sequencia em T(LÃ) e seja G 6 LA* tais que 

lim li F - G li = O. Como ( F ) é uma sequencia de 
n -+00 gn gn n E: 1N 

Cauchy, temos que (g
11

) também o é, pois, por (5.1.ii), 
n E: 1N 

temos jJF - F 11= NÃ(g - g ) . Como L- é completo, existe 
gn gm n m A 

g em LÃ tal que lirn NÃ(gn - g)= O. Mas então, 
]1 -+00 

lim !IF - F 11= O, e, portanto G= F Logo, T(LÃ) é fecha-
n -+00 gn g g 

do. 

Pelo teorema de Hahn - Banach, existe um funcional 
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'r E cA ta-L que 'rl.@0J: 1, 'i'ti ttÃ)): tu.t, e ll'rl

Por outro lado, corria l-A e reflexivo, existe fO em

LA tal que W(+): 4' (fO) , para todo $ em LA*

Para g em l-Ã temos

O; 'r(Fg) : Fg(fo) : l.x fo g dp

Logo, a aplicação S : l-Ã -' C dada por

s(g)= lx fO g du é nula, e, portanto (vejaC5.1)), NA(fO): llsll = o

Como NA é norma, telllos f0: 0, o que é absurdo, pois ' é não
nulo

0>

Portanto, A satisfaz a conde.ção A7

Proveitos finalmente que A sati.sfaz a condição A?

Se A não bati.afizesse a condição Â2' teríamos, por (5.11)

que LÃ" # LÃ; l-A' Mas, como A satisfaz a condição A2' vale

(LA )'' ; LÃ* t LA' contradizendo a hipótese de LA ser re'
flexivo. H
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Por outro lado, como LA é reflexivo, existe f 0 em 

LA tal qu e 1P(cp) = cp (f
0

) , para todo cp e m LA ·); . 

Paragem LÃ terno s : 

o= 4'(Fg)= Fg(f0)= f f 0 g dµ. 
X 

Logo, a aplicação S : LÃ ---► (C dada 

Como NA é norma, temos f 
O 

= O , o que é abs urdo , po is 4' é 

nulo. 

Po r tanto, A satisfaz a condição 6 2 . 

por 

-n ao 

Provemos finalmente que A satisfaz a condição 6 2 . 

Se A não satisfizesse a condição 6 2 , teríamos, por (5 . 11) 

que LÃ * t LJ= LA. Mas, como A satisfaz a condição 6 2 , vale 

(LA *)* ~ LÃ * + LA' contradi zendo a hip6tese de LA ser re

flexivo . 



CAPÍTULO lll

Estudaremos a seguir algumas propriedades geomé

trica de espaços de Birnbaum - Orlicz

$6. Convexidade estrita ein espaços de Birnbaum - Orlicz

Veremos neste parágrafo, resultados que nos dão

condições necessárias e suficientes para que um espaço de
Bi.rnbauín - Orlicz seja estritajnente confie.{o.

No que segue, A denotará uma função de Young, com

para 0 $ u < - e indicaremos por a: supÍu : A(u):0}

(6.1) J2S:EI.!!.}Sgg. Um espaço normado E é estritamen
te convexo se, e somente se, dados f e g em E com f # g e

fjl:ljgjl e dado 0 < cl < 1, tivemosjlcEf+(l-cl)gj<l

(6.2) Teorenta. Seja (X, ÀI,H) um espaço de medida

rio. Se a função A for estritamente convexa earbitra

A(u)

-fT)dli ; 1, para qualquer função f de LA não nula,
é e s t ri t agente convexo .

.111g!!g!!!:ç:J;g:Sg:g' Sejam f e g pertencentes a l-A'f # g
- 6 7

CAPTTULO III 

Estudaremos a seguir algumas propriedades geome

trica de espaços de Birnbaum - Orlicz. 

§6. Convexidade estrita em espaços de Birnbaurn - Orlicz. 

Veremos neste parigrafo, resultados que nos dão 

condições necess~rias e suficientes para que um espaço de 

Birnbaum - Orlicz seja estritamente conve ~o. 

No que segue, A denotar~ urna função de Young, com 

A(u) < 00 para O s u < 00 e indicaremos por a= sup{u : A(u)=0}. 

(6.1) Definição. Um espaço normado E~ estritamen 

te convexo se, e some nte se, dados f e g em E com f f g e 

/lfiJ = IJg ll = 1, e dado O < a < 1, tivemos l!af + (1- a)gl! < 1. 

(6.2) Teore ma. Seja (X, M,µ) um espaço de medida 

arbitr~rio . Se a função A for estritamente convexa e 

J A( p f(f)) dµ = 1, para qualquer função f de LA nao nula, 
X A 

então LA e estritamente convexo. 

Demonstração. Sejam f e g pertencentes a LA,f f g 

- 6 7 -· 
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e pA(f); pA(g): 1. É claro que para 0 < ct < 1 temos

pA(af + (l - a)g) $ 1. Vamos mostrar que seio\pre vale a de
sigualdade estrita

Como f / g, o conjunto E: {x € X : f(x) # g(x)} tem me

dada não nula. Logo, se x É; E e 0 < ci < 1 tentos, devido à

convexidade de estrita de A, a seguinte desigualdade

A(laf(x) ''' (l- c-)g(x)l) $ A(cllf(x) l+ (l-cl) Ig(x) l)

< c. A(if(x) l) -'- (l - a) A(Ig(x)l)

Por outro lado, é claro (lue

l A(laf+(l-cl)gl)dp : al A(lfl)du ' (l-a) l A(Igl)duJX - E ;X - E JX- E

Portanto, temos

e, len randoa hi.pótese, concl-uíjnos que

PA(f + (l - cl)g) < l

Portanto, LA é estritantente convexo

Provaremos a seguir que as hipóteses do teorema

(6.2) são, na verdade necessárias. Conteçaremos por dois
lemas té cni.cos

Logo, A(I'*í '(l-c*)gl)d u < c-/. A(líl)du '' (l-a) J. A(Igl)dp

A(jclf+(l -a)gl)dH < clÍ A(lfl)dp+(i - a) l A(Igl)dp : l }

(6.3) :lzg!!B. Seja (X, A4,p) um espaço de medidanão

puramente atómico. Seja g ul1la função de l.A com pA(g); l e
l A(Igl)dp < 1,e defina E= {x É; X : g(x) / o}. Se E for
X
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e pA(f)= pA(g)= 1. B cl aro que para O < a < 1 temos 

pA(af + (1 - a ) g) s 1 . Vamos mostrar que semp re vale a de

sigua ldade estrita . 

Como f /: g, o conjun to E={xGX: f( x) /:g(x)}tem m~ 

<lid a n ão nul a. Logo, se x 6 E e O < a< 1 temos, devido 

convexidade de estrita de A, a seguinte desigualdade: 

A(j af(x) + (1- a)g(x)j) ~ A(ajf(x) I + (1-a)jg(x) J) 

< a A ( 1 f ( x) 1 ) + ( 1 - a) A ( 1 g ( x) I ) . 

Logo , f E A ( I af + ( 1 - a) g 1 ) d 11 < a f E A ( 1 f 1 ) dµ + ( 1 - a) f E A ( 1 g 1 ) dµ 

Por outro lado , i c laro que 

-a 

I A(i af+ (1 - a)g l)dµ = af A(i f i)dµ + (1 - a) f A( jgi)dµ. 
X-E X- E X-E 

Por tanto, temos : 

f xA (J a:f + (1 -a)gj)dp < af X A(i f i)dp + (1 - a) f x A( lgl)dµ = 1, 

e, l emb rando a h ipótese, concluímos que 

pA( f + (1 - a)g ) < 1. 

Portanto, LA é estritament e convexo. 

Provaremos a segui r que as hipóteses do teorema 

(6. 2) siio , na verdade nece s sãrias. Começaremos por dois 

lemas técnicos. 

(6 . 3) Lema . Sej a (X, M,µ) um espaço de medida não 

puramente at~rnico. Seja g urna função de LA co m pA(g)= 1 e 

f A( l g J) dµ < 1, e de fi na E= {x 6 X : g( x ) f O}. Se E for 
X 
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uln atonlo, então:

(i) P (E) :

(ii) a= 0 ;

(iii) existe uma função f em LA com pA(f): l e

1*"'l'i)'- « :, . .'::;'. ' ' "' ';:: --' ':. ' ':*.. :ã.
funções nulas

meigamente que p(E) > 0,

pois g é não nula. Suponhamos, por absurdo que p(E) < ". Cg
mo E é átomo, sabemos pela proposição (4.7), que existem

c É; C e F G A'{ com p(E)= H(F) tais que g(x)= c, para todo x
emF. Logo, l A(Igl)dUmA(lcl) p(E) < 1,e, portanto,

A(]c]) < L. ComoAésobrejetora, existeu0 G .]0,«[

talqueA(uO): l .Sejak0: un 'Entãok0<1, pois
A é não decrescente. Por ou t:ro lado

X

)

)dp : A(A( ) P (E) ; lk iX 0

Portanto, por (2.3.vi), temos k0: pA(g), que por
é 1. Desta contradição concluímos que H(E)= m

Para verificartnos ciue a > 0, basta obseT'LraTmos que

U. En'ondeEn:lxÉ;X : Ig(x)l 2- t }. Comogé não
n : i ''

nula, existe nt) tal que p(E::.) > 0. Neste
1 1

H (E.. )- ", pois E õ ãtoíno, e

l » IÍx A(Igl)dU à IÍ. A(-iãí)dL'n.

hipótese

teJllos]s oC

()
l

)A( ) P (En n0 0

um átomo, então: 

(i) µ(E)= oo; 

(ii) a= O; 
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(iii) existe uma função f em LA com pA(f)= 1 e 

fx A( ifi)dp < 1, e existe F 6 M tais que f~F e f~X-F sao 

funções nulas. 

Demonstração. Observemos primeiramente que µ(E)> O, 

pois g e não nula. Suponhamos, por absurdo que µ(E) < 00 • C~ 

mo E e átomo, sabemos pela proposição (4.7), que existem 

e G (C e F G M com µ(E)= µ(F) tais que g(x)= e, para todo X 

em F. Logo, f x 
A( l g l)dµ = ACici) µ(E) < 1, e, portanto, 

A ( J e 1) < 
1 Corno A sobrejetora, existe 6 _Jü,ro[ µ(E) e uo 

tal A(u 0)= 1 Seja k = 1 e 1 Então k
0 1 ' pois que < µ (E) . o uo 

A e não decrescente . Por outro lado, 

I A ( 1kg 1 ) dµ = A (- lkc 1 - ) µ ( E ) = 1. 
X O O 

Portanto, por (2.3.vi), temos k
0

= pA(g), que por 

hip6tese ~ 1. Desta contradição concluímos que µ(E)= 00 • 

Para verificarmos que a > O, basta observarmos que 
(X) 

E= LJ 
n=l 

E , onde E= {x 6 X n n 1 g ( x ) 1 _1_}. e -2: orno g e n 

nula, existe nl) tal que µ(E ) > O. Neste c aso, 
no 

µ(En )= 00 , po is E 
o 

e átomo, e 

1 > fx A(lgl)dµ ~ 

-nao 

temos 
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o , aeveJnos te r

Para a demonstração de (iii) , tomemos F É; M, dis-

junto de E, tal que 0 < IJ(F) < m. (A existência de tal F é

garantida pela hi.põtese de (X, Á4,p) ser n3o puramente atÕ-

mi.co.) Como A é sobrejetora, existe uO > 0 tal que

A(uO): --Z:Ü-(-ÍÍI' Definimos f: aeE + uOCF' É claro que feF e
f€1X.F são funções não nulas. Temos também:

Além disto, para todo k < 1, vale

De (1) e (2) , segue-se que pA(f): l. lg

CÓ.4) !:gJ!!g. Seja (X, M,p) um espaço de medida não

puramente atómica. Seja g G l-A co'n pA(g); l e

l «(1:1)'- « ". '«'ã. .-::;'. s ' "' '," ---. e' /' ' x. .-;x

Riste h É; IA com pA(h): le IÍx A(jhl)dp < 1 tais que

(i) heS e ]l(X. S são funções não nulas

OU l. "('e'' CJ -" : ", p;"' ' ' k « :

( j. i i )

A(líl)dp ; l A(a)dHX F A(uo)dp : l

* «.JP,.. , A(--Í--)clp : A(--Ê--) p(E): ". CZ)

Portant l
) = 0 , e a > 0A( n

( 1)

Demonstracão. Seja E= {x É; X : g(x) # 0}. É claro

que H(E) > 0. Se E não for átomo, existe F É; A{ tal que
0 < p(F) < H(E). A função h= g satisfaz (i) neste caso. Se
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1 Portanto, devemos ter A(---)= O, e a > O. no 
Para a demonstr ação de (iii), tomemos F EM, dis-

junto de E, tal que O < p(F) < 00 • (A exist~ncia de tal Fé 

garantida pela hip6tese de (X , M,µ) ser n~o puramente atô

mico.) Como A é sobrejetora, existe u 0 > O tal que 

A(u 0)= 2J(F) " Definimos f = a ÇE + u 0çF . B claro que fÇF e 

H:x -F são funções não nulas . Temos também: 

f x A( Jfl)clJJ = [E J\(a)dp + f F A(u 0 )dp == +· (1) 

Além disto, par □ todo k < 1, vale: 

( 2) 

De (1) e (2), segue-se que pA(f)= 1. ID 

(6.4) Lema. Seja (X, M,µ) um espaço de medida nao 

puramente atô mic a . Seja g 8 LA com pA (g) == 1 e 

J A( Jg l )dp < 1. Entiio exi st e SEM tal que 0 / S / X e e
X 

xiste h E LA com pA(h)= 1 e fx A( Jhj)dµ < 1 tais que: 

(i) h ÇS e hÇX _ S sao funções nao nulas; 

(ii) f x A(~ F; S)dp = 00 para O < k < 1; 

(iii) pA(h ~s)= 1 . 

Demonstração. Seja E= {x 6 X : g(x) / O}. f claro 

que µ (E) > O. Se E nao for átomo, existe F 6 M tal que 

O < p(F) < p(E). A função h= g satisfaz (i) neste caso . Se 
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E for átomo, tomamos h= f e F como no lema (6.3), obtendo

Provemos (ii). Se, para 0 < k < 1, tivermos

lxA( k êiX-F)dp:", tomamos s=x- F. Seexistirk0 em

to,tt tal que IÍx A('L-!!J. Cx. F)du < ", deveremos ter

ÉIF)du; ". De fato, se Í A(-LIL-L i;p)dp < ", então
/x

lx A(Jbl)ai.'; Jx A(JJü- (r)dp ' lx A('lll e* . .)du
e, usando o lema (3.6) do capítulo 1, teríamos

l A(--l=1-Í;l-)dp= 1, o que ncao ocorre
; x

Como A é não decrescente, temos- IÍX A(ll. ílp)dp:

para 0 < k < k0' Provemos qt-te IÍx A( k eF)dp; " para

ko < k < l

Se existir kl € ]k0'l[ tal que IÍx A(-l'b-L €1F)dp

então, raciocinando como acima, teremos

F)dp: ", e como kO < kl

f
A(

A(
[tX l

F)dH: ", o que ã uma contradição

Assim,/XA( k €1F)dp:"para0<k<1,e to

mando S = F, temos (ii)

A( [X k X0
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E for átomo, to mamos h = f e F co mo n o lema (6.3) , obte ndo 

( i) . 

Provemos (ii). Se , para O < k < 1, tivermo s 

f X A ( 1-p E.: X _ F) dµ= 00 
, tom arn os S = X - F • Se ex is ti r k O em 

Jü,lf tal q ue J J\(lJu E; p)dJJ < 00 deveremos t er 
X kO X -

f x A( l;
0
I s F)dµ = 00

• De fato, se fx A( l1~1 t,; F)dp < oo en tão 

I A ( µ.1) d \J = I A ( ili ~ ) d \J + I A ( lkhl S X _ F) d \J < 00 

X Ko X ko F X o 

e , u sando o l e ma (3.6) do capítulo I, teríamos 

J
r A(~TiT)clp= 1, o qu e nao ocorre. 
X PA l 

Como A é não decrescente, te mos, f x A(J{-L E.:p)dµ= 00 

para O < k < k0 . Prove mo s que fx A(l~ I t;:F)clµ= 00 

k 0 < k < 1. 

Se e xistir k 1 G ]k 0 ,1[ tal que 

e n tão, raciocinando como aci ma, teremos 

f x A( 1 hl 
E.: x 1--J dµ= ro e c orno k ü < kl' kl - , 

f x A( 1 h! 
E.: x F) dµ= oo, o q u e uma contradição. 

ko -

Assi m, f 
X 

A( ih i 
k ~ F)dµ= 00 para O < k < 1, e 

mando S = F, ternos (ii). 

para 

to-



72

lx A(lhl es)dp É /x A(jhl)dp <

I'x A( k [S)dp: " para 0 < k < 1, temos pACh eis): ], provam

Como e

(6.5) Teorema. Seja (X, A{,}i) um espaço de medida

não puramente atómica. Se l-A õ estritamente convexo, então

para toda função f ent l.A não bula valenao

A( .) dp :
X

!.1291ilp!!.a.!.i:e.çag. Suponhamos , ])or absurdo , que exista

uma função g em LA com pA(g): l e lr A(Igl)dp < 1. Pelo le

ma (6.4) , existeJn h É; l-A e S C I'{ tais que Çi / S } X,

ÍXA( k €1S)du; " para todo k €10,1[, e pA(h eS)

Seja hl; --2-- h + ----â-- h eS' Temos

lrx A(jhil)aP g lx A(Ihl)ap <

confonne a escollla de h. i)or outro Jacto, flal'a 0 < k < 1, temos

r* «.l;c,'« : Í. «.W :;'; X " J X

Assim, pA(hl) ; l
Mas i.sto contradiz o fato de 1-. ser estritamente

convexo, poi.s pA(hl): l e pA(h); pA(h ÊIS): 1. gl

(6.6) .!..gg.[glU:. Seja (X, hl,p) um espaço de medida

não puramente atómico. Se La é estai.tatnente convexo, então
a função A é estritamente convexa

G ] 0
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Co mo f x A( jh j E, s)d µ ::-: fx A( jhj)dµ < 1 , e 

J
r A (_llilki cS) dµ = O k 1 t (1 e ) 1 ..,, 00 p a ra < < , emos pA 1 "'S = , prova_!! 
X 

do (iii). 

(6.5) Teo re ma. Sej a ( X , M,µ) um es paç o de medida 

nao puramente atômica. Se LA é es trit amente co n vexo, então, 

para toda função f em LA n ão nul a vale 

f x A(Pl(~y)dµ = 1. 

De mon straç::í.o. Suponhamos, por absurdo, que exista 

uma função g em LA com pA(g) == 1 e 

ma (6.4), existem h 6 LA e S C M 

J A( jg j )dp < 1. Pe lo le
X 

tais que 0 f S ~ X, 

fx A(--4-1 E,s )dµ = 00 para todo k s ]0,1[, e pA(h E, s)= 1. 

1 1 Seja h1 = - 2- h + - 2- h E, S. Temo s 

confor me a esco lha ele h. Por outro J. aclo, para O < k < 1 , temos: 

f 1
11
11 [ fil X A( k )dµ::'. X A( k E,s ) =oo 

Assi m, pA(h 1)= 1. 

Mas isto contradiz o fato de LA ser estri t amente 

(6. 6) Teorema . Se j a (X , M,µ) um espaço de me dida 

na o purament e atômico. Se L ~ estri t amente convexo, então 
A 

a função Ai estritamente convexa. 
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.lllglilg}3:!.!ilês.ãg. Suponhamos , por absurdo , que a fun-

ção A não seja estritamente convexa. Então existem uO e vO
<uO<v0<",eexiste0<cl<1,delnodo que

A(au0 + (l-a) vO): aA(uO) F (l-a) A(vO). Como A é uma fun-
ção de Young, é fácil verificar que neste caso, A se escoe

venaformaA(u);pu+q,parau0$uKv0,ondepz0 e

q Gm

Suponhamos primeil'antente p > 0. Como (X, M,p) é
nao purmnente atómico, exi.atem E, F, G É; A{ dois a dois dis

juntos, tais que p(E): p(F): p(G): -ãFl:iii-rtl;)--:i--iã ' Sejam
f= uO ÊIE + vO €1F e g: uO (F + vO EG' Temos

ÍX A(IfI)dP: ]ÍX A(IgI)dU:IA(«O) '''A("0)]t'(E): I
Aléns di.sto ,

Como a função A é de Young, existe u G ]0,m[ tal

que A(u): -4} (G)

Definimos h= u eG' f].; h + f e gl: h + g. Comoos
suportes de h e f são disjuntos, temos

IÍx A(lril)du; lx A hl)dp ''- Jx A(líl)du

: A('») P (G) + --}
Analogamente, l A(Igll)clU; l/x '

Além disto , temos :

* «.LL}H,.«: + x A(líl)dp ' -} lx A(Igl)dp: --}

}
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Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que a f un-

ção A não seja estritamente convexa. Então existem u0 e v0 
com O < u

0 
< v0 < 00 , e existe O < a< 1, de modo que 

A(au
0 

+ (1-a) v
0 )= aA(u 0 ) + (1-a) A(v 0). Como A é uma fun

ção de Young, é ficil verif icar que neste caso, A se escre 

ve na forma A(u)= pu + q, para u0 s u ~ v 0 , onde p ~ O e 

q E JR. 

Suponhamos prime iramente p > O. Como (X, M,µ) e 

não puramente at~rnico, existem E, F, G EM dois a dois dis 
1 juntos, tais que µ(E)= µ(F) = µ( G) = 4p(uo+ v o) + 8q. Sejam 

f= u o ~E + v0 ~F e g= u0 ~F + v 0 ~G' Temos: 

J A(Jfl)dµ= fx A(l g J)d µ= [A(u 0) + A(v0)]µ(E)= +· 
X 

Além disto, 

fx A(lf; g J)dµ =-½- f x A(lfl)dµ + + f x A(lgJ)dµ= +-
Como a função A e d e Young , existe w E Jo, 00 [ tal 

3 
que A(w)= 4µ(G). 

Definimos h = w ~G ' f 1= h + f e g1= h + g. Como os 

s uport es de h e f são disjun t os, temos 

f x 
A( lfl l) dp= I 1-d~lhl)dp + f x 

A(lfl)dµ 
X 

= A(w) JJ ( G) + 1 1. ---
4 

Analogamente, 
Íx A(Jg 1 j)dp = 1. 

Além disto , temos: 
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I' u '
Construímos, portanto, funções

.) dp;A( 2

líG A(Ihl)du
com normas

pA(fl): pA(gl): 1, e ainda, pA(-

diz o fato de LA ser estritamente convexo

Se p: 0, temos A(u); q para uO < u < v0' Na venda
os ter q= 0, pois -----ii--- deve ser não decrescente.
Neste caso, tomamos E, F, G com medidas iguais, fi

ni.tas e positivas. Defina.mos f e g como antes e esco].hemos

m tal que A(u): -} (G)' O restante da demonstração é anãlo-

de deveme

1, o que contra

De(6.2), (6.5) e(6.6), temos que se o espaço

(X, M,u) é não puramente atómico, L.(X, bf,p) é estritamen-
te convexo se, e somente se, a função A é estrita.mente con

mexa e /x A('-i;llflibJ)dp: 1, para toda função f não nula em

LA

Além disto, por (3.7) e (3.11) sabemos que a con-

V'f É; LA - {0} equivale ã condição

A2 para valores grandes de u, se P(X) < m. Portanto, tem
o seguinte resultado.

(6. 7) Corola

)

os

Seja (x M P) de medi,rio un} espaço) ]

lição A( ) dp: l
X
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IX A ( 1 f 1 : g 11 l dµª IX A w ; g + h I l dµ 

= jr A ( 1 f ; g 1 ) d JJ + f A ( 1 h 1 ) dµ= 1. 
EU F G 

Construimos, portanto, funçôes f 1 e g1 com normas 

diz o fato de LA ser estritamente conve xo . 

Se p= O, temos A(u)= q para u
0 < u < v 0 • Na verd! 

de devemos ter q= O, pois A(u) deve ser nã o decresce nte. u 

N e s t e c as o , tom amo s E , F , G com me d i d as i gu ai s , f l 
nitas e positivas. Defin i mo s f e g como antes e escolhemos 

w ta l qu e A(w)= 

go. 

1 
µ(G) . O restante da demo~straçio ~ an i la -

m 

De (6.2), (6 .5 ) e (6.6), t e mos que se o es paço 

(X, M,µ) i n ão puramente at6mico, LA(X , M,µ) ~ estritamen

te convexo se, e so mente se , a f unção A ~ estritamente con 

ve xa e f x A( pl~~))dµ= 1, para tod a f unção f não nula em 

LA. 

Alim disto, por (3 . 7) e ( 3 .11) sabe mo s que a con-

diç ã o f x A( ~~tf))dp= 1 , Vf G LA - {O} e quival e à condição 

6 2 para valores grandes deu, se µ( X) < 00 • Portanto, temos 

o seguinte resultado. 

(6.7) Corolirio. Seja (X , M,µ ) um espaço de medi-
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riiiiua, nao puramente atomzca. Sao equivalentes as se-
guintes afirmações

(i) La é estritamente convexo

(ii) a função A é estritamente convexa e satisfaz

a condição A2 para valores grandes de u
.BsJ119111.!.tglsae. Segue-se da observação feita ac

(6.8) Corolário. Seja (X, AI,p) uln espaço de medi

da fmi.ta, não purailiente atómica. Sejam A uma função de

Young e A sua função conjugada. Se LA e LA são ambos está.}
tamente convexos, então ambos são reflexivos

Demonstração. Por (6.7) , temos que A e Ã satisfaz

a condição A2 para valores grandes de u. Logo, por (5.10),
temos La e l-i são reflexivos. H

da

Bijna

e l.L sao ref].exivosA A

CÓ.9) Observa recíproca do corolárioao (6. 8) é

falsa. De fato, tomemos (X, M,u) um espaço de medida fmi
ta e to:Hemos

"'-,: {=.: :: : :: :
'l'eitto s

0

Ã(u): lu - l

2u .G'
e u

As funções A e A satisfazem a conde.ção A? valores

S >

se 0 É u < l

q p l d ll ,, q .' U = '/)

3
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da finita, não puramente at~micn. São equivalentes as se

guintes afirmações: 

(i) LA é estritamente convexo; 

(ii) a função A é estritamente convexa e satisfaz 

a condição 6 2 para valores grandes deu. 

Demonstração. Segue-se da observação feita acima. 

(6.8) Corolirio. Seja (X, M,µ) um espaço de medi

da finita, não puramente at~mica. Sejam A uma função de 

Young e Ã sua função conjugada. Se LA e LÃ são ambos estri 

tamente convexos, então ambos são reflexivos. 

Demonstração. Por (6.7), ternos que A e A satisfaz 

a condição 6 2 para valores grandes deu. Logo, por (5.10), 

temos LA e LÃ são reflexivos. 

(6.9) Observação. A recíproca do corolirio (6.8) é 

falsa. De fato, tornemos (X , M,~) um espaço de medida fini-

ta e tomemos 

A(u)= 

Temos: 

A(u)= 

{u ' se 

3 
u ' se 

o 

LI·- 1 

2u /u 
3/3 

o 

l 

, 

.$ u ~ 1; 

< u < 00 • 

se o ~ u s l . , 

se 1 < u s 3 · 
' 

seu> 3 . 

As funções A e A satisfazem a condição 6 2 valores 
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grandes de u, e portanto, LA e LÃ são reflexivos. Por ou-
tro lado, A e A não são estritailtente convexas, e portanto,

os espaços LA e LÃ não são estritamente convexos. H

$7. Outras propriedades geométricas de espaços de Birnbaum
Orlicz

Faremos, neste últi.mo parágrafo, um breve contenta

ri.o a respeito de algumas propriedades geométricas de esp.g

ços LA (X, bí ,p)

Sabemos que uin espaço de Banach é uniformemente

convexo se, para cada c, 0 < c $ 2 exi-sair (5= ó(c) > 0, tal
que sejlxlls 1, jyjl .< le llx - yjl > e, então

-â-- (x ''- v) ll g l - .s

En} [7] , Milnes estabeleceu condições necessárias e

suficientes para que l.A(X, ÀÍ,Li) seja uniformemente convexo,
onde (X, A'l,p) é uJn espaço de medida a-finita

As definições de espaço de Birnbauíll-Orlicz e da

norma neste espaço collsiderados em [7] são as definições de

LMA e NA respectivamente. Como (X, M,p) é de medida a-fmi

ta, sabemos, pelo parágrafo 4, que l-A: l-M. e que as normas
pA e NA são aqui.valentes

Sejam p uma função não decrescente, contínua a es

querda eml0,m[ e cojn p(0); 0, e q= p'l, isto é, a inversa
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gra ndes deu, e port anto, LA e LÃ sao re f lexivos. Por ou

tro lado , A e A não são estritament e convexas, e portanto, 

os espaços LA e LÃ não são es tritamente convexos. f3 

§ 7. Outras propriedades geométricas de espaços de Birnbaum

Orlic z . 

Fare mo s, neste Gltimo parágrafo , um breve comentá 

rio a r espeito de a lgumas propriedade s ge ométricas de esp~ 

ços LA(X, M,JJ). 

Sabemos que um espaço de Banach é uni f orme mente 

convexo se , para cada E , O < E s 2 existir 6= 6(E) > O, tal 

que se llx ll s 1, II YII 5 1 e llx y li > E, então 

11 + ex + y) 11 5 1 - 6. 
L, 

Em [7], Milnes estabeleceu co ndições necessárias e 

sufic i e ntes para que LA( X, M, µ) seja uniformemente convexo, 

onde (X, M,µ) é um espaço de medida a-finita. 

As definições de espaço de Birnbaum-Orlicz e da 

norma neste espaço conside r ados e m [7] são as definições ele 

LM e NA respectivamente. Como (X, M,µ) é de medida a-fi ni 
A 

ta, sabemos, p e lo parágra fo 4, que LA= LM e que as normas 
A 

PA e NA são equivale ntes. 

Sejam puma funçio não decrescente, contínua a es 

querda em Jü, 00 [ e com p(0 )= O, e q= p- 1 , is to é, a inversa 
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a direita de p (conforme (2.12)). Seja A(u)= Í p(t) dt
fu

Por (2.19) em [1], temos Ã(u)= 1 qCt) dt. Valem os sega
; 0

tes rest.tlt ados

(7.1) Teorema. Seja (X, M,p) um espaço de me(tida

finita. O espaço LA(X, M,u) é uni.forinemente convexo se, e
somente se, as seguintes condições estiverem satisfez.tas

(i) q e A são funções contínuas ;

(ii,) as funções A e Ã satisfazem a condição A?
para valores grandes de u;

(iii-) para cada 0

< R. < m tal que lim i.nf ------.l (u)
n--" p ( (l - E:) u)

(7. 2) Teorema. Seja (X, At,p) uil} espaço de medida a-finita.

O espaço LA(X, M,p) é uniformen\ente convexo se, e somente

se, as segui.ates condições estiverem satisfeitas

(i) q e A são funções contínuas

(ii) as funções A e Ã satisfazeJn a condição A?
para todo u.

(ii.i) para cada 0 < E < 1 , existe uma constante

1 < Rc: <" tal que p(u) > p((l-c)u) RÉ:' para todou > 0
As condições (ii.) dos teor'amas acima implicam na

reflexividade de LA(X, M,p), conforme vimos ein (5.10)
Informalmente falando, as condições (iii) dos teo

Temas aci.)na nos dizem que a função p não deve crescer deva

U

ex]

iin

ste uma constante

> R
C
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a diTei.ta de p (conforme (2. 1 2)) . Seja A(u)" I~ p(t) dt. 

I uo Por ( 2 .19) em [1 ] , temos Ã (u ) = q (t) dt. Valem os segui~ 

t es resultados. 

(7.1) Teorema. Seja (X, M,µ) um espaço de me did a 

finita. O es paço LA(X, M,~) ~ uni f orme ment e convexo se, e 

s omente se , as seguinte s condições est ivere m satisfeitas: 

(i) q e A sã o funções c ontínuas; 

(ii) as funções A e A satisfazem a condição ~2 
para valores grandes ele u; 

(iii) para cada O < E < 1 
4 

existe uma constante 

1 < R < 00 tal que lim inf 
E 

p (u) 
> R 

E n ->-oo p((l - E)u) 

(7 . 2) Teorema . Seja(,, M,µ) Lun espaço de medida o-fini t a . 

O espaço LA(X, M,µ) ~ uni formemente convexo se, e s omente 

se, as seguintes condições estiverem satisfeitas : 

(i) q e Ã são f unções contí nuas; 

(ii) as fu nções A e Ã satisfazem a condição à 2 
para todo u . 

(iii) pa ra cada O < E < 
1 
4 , existe uma const ant e 

1 < R < 00 tal que p(u) > p( (l - E)u) R , para todo u > O. E E 

As condições (ii) do s teoremas acima implicam na 

reflexividade de LA(X, M,µ), confor me vi mos e m (5.10). 

Informalmente falando, as condiçõ es (iii) dos teo 

rem as acima nos diz em que a f unção p nã o deve cres cer deva 
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gar demais. É fáci.l veria.car que os espaços l-.(X, M,u)são
uniformemente convexos. Um contra-exemplo é o seguinte. Se

ja (X, M,p) um espaço de medida finita,eseja pCt)=,elt t êl (t)
1 1 oo l

Temos A(u); (u Cn u - u ' l)ÊI. .(u), q(t); et, e

}

Ã(u)= eu - 1. 0 espaço LA(X, M,p) não é uni.firmemente con-
vexo, pois, entre outros fatos, a função pCt) não satisfaz
Ciii) em (7.1)

Encerralnos este tl'abalho ai.nda com algumas pergup:
tas . GostarÍaulos de ter caracterizado os espaços de

Birnbaum-Orl-icz que sao regulares (smooth)

Um espaço normado E é regular se em cada ponto do

conjunto {x G E : llxll = 1} passa exatainente uin hiperplano
de suporte da bola unitãri.a de E. Esta defi.ni.ção é equiva-

lente ã seguinte afirmação: para cada x eln E, x / 0, exis-
te o liini te

lim
t-Fm

(Veja, por exe'nplo, G. Kd,che, rapa.eag,éca,e t/acÍox Spaceó l
Spxlltge4-l/axZag, A/ew y'aa.k Inc. 7969, pag. 347.)

Temos ainda, usando (2) da referência acima, pãgi

na 346, que se LA'' é estritamente convexo, então l.A é reg.y
lar, e se LA* é regular, então LA é estritamente convexo.
Portanto, por(6.2),(6.5) e (6.6), temos o seguinte resul

/

Vy
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gar demais . B ficil verificar que os espaços L (X, M,µ) são p 
uniformemente convexos . Um contra-exemplo~ o seguinte. Se 

Ja (X, M,µ) w11 espaço ele medida finita, e se ja p(t)=ln. t E, (t) . 
]1,oo [ 

Te mos A ( u) = ( u ln u - u + 1) E, ( u) , q ( t) = 
]1, 00 [ 

t 
e , e 

A(u)= u 
e - 1. O espaço LA(X , M,µ) não~ uniformemente con-

ve xo, pois, entre outros fatos, a função p(t) não satisfaz 

(iii) em (7 .1). 

Encerramos este trabalho ainda com algumas pergu~ 

tas . Gostaríamos de ter caracterizado os espaços 

J3irnbaum-Orlicz que são regulares (smooth) . 

de 

Um espaço normado E~ reg ul ar se em cada ponto do 

conjunto {x G E : llxll = l} passa exatamente um hiperplano 

de suporte da bola unit~ria de E. Esta definição€ equiva

lente~ seguinte afirmação: para cada x em E, x ! O, exis

te o limite: 

lim 
t ➔oo 

li X + ty li 
t 

-· li X li , Vy E E. 

(Veja, por exemplo, G. KUthe, T opological Ve.ctolt Space.~ 1, 

Sp.1ú.nge.1t-Ve.1tlag, Ne.w Vo1t/2. Inc. 7969, pag. 347.) 

Ternos ainda, usando (2) da refer~ncia acima, pigl 

na 346, que se LA *€ estritamente convexo, então LA~ reg~ 

lar, e se LA* i regular, então LA~ es tritamente convexo. 

Portanto, por (6.2), (6.5) e (6.6), ternos o seguinte resul 
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tado: se (X, U,p) é não puramente atómico e LA(X, M,p) é

reflexivo, então LA(X, M,p) é regular se, e solvente se, a

função A é estritamente convexa, e 1. Ã(--ll;Íb-) du: 1, pa'

ra todo f em Li, f / 0
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tado: se (X, M,µ) ~ não puramente at~mico e LA(X, M,µ) -e 

reflexivo, então LA(X, M,µ) ~ regul ar se, e somente se, a 

( - -M-rh-funç~o A e estritamente convexa, e J A( _ f) dµ= 1, pa-
X PA 

ra todo f em LÃ, f f O. 
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