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V

INTRODUÇÃO

A ideia de medida de não compacidade apareceu pela
primeira vez na li.teratura em 1930, num trabalho de Kuratows-

kiEi7]. A cada subconjunto lim.atado S de um espaço métri.co E
Kuratowski associou um número real a(s) , defi.nado por

l.note:>u: b e cot)farto por uin número fi.nato de

subconjuntos de diâmetro menor ou igual a c}

Se o espaço métri-co E é completo, ocorre que cl(S) = 0 se e se

mente se S for relativamente compacto; podemos pensar que cl(S)

inda.ca o quanto o fecho de A deixa de ser compacto. A função
a foi denominada medi.da de não cornpacidade de Kuratowski.

Somente em 1955, entretanto, surgiu a contribuição
fundamental, devida a Darão [3], que introduzi.u o conceito de

cl-contração e demonstrou uln teorema de ponto fi.xo que genes
liza os teoremas de Schauder e Krasnoselskii.

Em 1967 Sadovskiir26] i.ntroduziu a ideia de opera-

dor colldensante e, num dado sentido, generalizou o teorema de

Darão. Em vez de' trabalhar com a função a, Sadovskii empregou

a função X, devida a Goldenstei.n, Gokhberg e Markus, dada por

a(S)

a
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INTRODUÇÃO 

A idéia de medida de nao compacidade apareceu pela 

primeira vez na literatura em 1930, num trabalho de Kuratows

ki [17]. A cada subconjunto limitado S de um espaço métrico E 

Kuratowski associou um niimero real a(s), definido por 

a (S) = inHE:>0: S é coberto por um número finito de 

subconjuntos de diâmetro menor ou igual a d. 

Se o espaço métrico E é completo, ocorre que a(S) = O se e so

mente se S for relativamente compacto; podemos pensar que a(S) 

indica o quanto o fecho de A deixa ele ser compacto. A função 

a foi denominada medida de não compacidade de Kuratowski. 

Somente em 1955, entretanto, surgiu a contribuição 

fundamental, devida a Darbo [3], que introduziu o conceito de 

a-contração e demonstrou um teorema de ponto fixo que genera

liza os teoremas de Schauder e Krasnoselskii. 

Em 1967 Sadovskii [26] introduziu a idéia de opera

dor condensante e, num dado sentido, generalizou o teorema de 

Darbo. Em vez d~ trabalhar com a função a, Sadovskii empregou 

a função X, devida a Goldenstein, Gokhberi e Markus, dada por 
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X(S) : inflÉ:>0: S é coberto por un núnero finito de

bolas de raio menor ou igual a c}

Essa função ficou conhecida como a medida de não compacidade

de Hausdorff

A partir de ]-967 as noções de medida de não compa'
cidade e operador condensante aparecem frequentemente na li-

teratura, tendo sido aplicadas ã teoria das equações diferen-
ci.ais ordinári-as em espaços de Banach, ã teoria das equações

diferenciais funcionais do tipo neutro e ao estudo daexistên-
cia de soluções periódicas de equações diferenciais funcionais.

Tanto o teorema de Darbo como o de Sadovskii asse-

guram a existência de pontos fixos para certos operadores não
necessari.amente compactos, definidos num subconjunto convexo

e fechado de un\ espaço de Banach. Como as demonstrações des-
ses teoremas usam apenas algumas propriedades das funções cl e

X, torna-se natural uma abordagem axiomática das idéias deme-
dida de não coinpacidade e operador condensante. Unia abordagem

desse tipo é feita no capa-tulo l desta dissertação. Nesse ca-

pa-fulo adotalnos o ponto de vista de quem esta interessado nas

generali.zações do teorema de Schauder. Por:.isso consideramos
apenas medidas de não colltpacidade eln espaços normados e nos

restringe-mos ao estudo daquelas que são invariantes emrelação

ã envoltória convexa (veja-se (1.1)). No capítulo ll deste tra-

balho estudamos algumas propriedades especJ-ficas de certas me-

didas de não compacidade e no capa-fulo 111 aplicamos osresul-
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x(S) = inf{E>O: Sé coberto por Llll1 número finito de 

bolas de raio menor ou igual a E}. 

Essa função ficou conhecida como a medida de nao compacidade 

de Hausdorff. 

A partir de 1967 as noçoes de medida de nao compa

cidade e operador condens ante aparecem freqüentemente na li

teratura, tendo sido aplicadas à teoria das equações diferen

ciais ordinárias em espaços de Banach, à teoria das equaçoes 

diferenciais funcionais do tipo neutro e ao estudo da existên

cia de soluções periÓd icas ele equações diferenciais funcionais. 

Tanto o teorema de Darbo como o de Sadovskii asse

guram a existência de pontos fixos para certos operadores não 

necess ari amente compactos , de f inidos num subconjunto convexo 

e fech ado de um espaço de Banach. Como as demonstrações des

ses teoremas usam apena s al gumas propriedades das funções a e 

X, torna-se natural uma abordagem axiomática das idéias de me

dida de não compacidade e operador condensante. Uma abordagem 

desse tipo é feita no capítulo I desta dissertação. Nesse ca

pítulo adotamos o ponto de vista de quem está interessado nas 

generalizações do teorem a de Schauder. Por. isso consideramos 

apen a s medidas de não compacidade em espaços normados e nos 

restringimos ao estudo da qu e las que são invariantes em rel ação 

à envoltÓ r ia convexa (ve j a- se (1.1)). No c apítulo II deste tra

balho estudamos algumas propriedades especí f icas de certas me

didas de não compacidade e no capítulo III aplicamos os resul -
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tados do capi'talo l a certas equações diferenci.ais funcionais

do ti.pt) neutro

Não tivemos nenhuma pl'etensão de esgotar o assunto.
O leitor i.nteressado poderá consultar a extensa bibliografia

que se encontra em [27]. Para outras ap]icações as equações

diferenci.ai,s veja-seEt],[g],[aí],[i9],[22] e]27]
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CAPITULO l

MEDI DAS DE NAO COMPACI DADO E

O P EíZADORES CON DE NSANTE S

Neste capítulo vamos introduzi.r axiomaticamente os

conceitos de medida de não compacidade (seção (1)) e opera-
dor condensante (seção (2)), e obteremos teoremas de exis-

tência (seção (2)) e dependência contínua (seção (3)) para

pontos fixos de operadores condensantes. Na seção (4) vere-

mos que, sob certas condições, vale a alternativa de Fredholm

para equaçoes da forma x - T(x): y, onde T é um operador
condensante

1. ble di das de não campa cidade

(1.1) .lllSÍ;!J!.iSÊe.:. Seja M o conjunto das partes li-
mitadas de um espaço vetorial normado X. Uma medida de não

colnpacidade eln X é uma função p : M -------+ [0,m[, que satisfaz

as propriedades (pl) - (p4) abaixo, paraquaisquer A,B € M.

CAPITULO I 

MEDIDAS DE NAO COMPACIDADE E 

OPERADORES CONDENSANTES 

Neste capítulo vamos introduzir axiomaticamente os 

conce itos de medida de não compacidade (seção (1)) e opera

dor condensante (seção (2)), e obteremos teoremas de exis

t~nc i a (seção (2)) e depend~ncia contínua (seção (3)) para 

pontos fixos de operadores condensantes. Na seção (4) vere

mos que, sob certas condições, vale a alternativa de Freclholm 

para equaçoes da forma x - T(x)= y, onde T é um operador 

condensante. 

1. Medidas de nâo compacidade 

(1.1) Definições . Seja Mo conjunto das partes li

mitadas de um espaço vetorial normado X. Uma medida de nao 

comp a cidade e m X é uma funçãoµ : M--+ [0, 00 [, que satisfaz 

as pTopriedades (µ 1) - (µ 4) abaixo, para quaisquer A ,B 8 M. 

- 1 ·-



(UI) H(A); 0 'n:::::> A é relativamente compacto;

(p2) U(A U B): maxtU(A), p(B)} (semi-aditi.vidade);
(p3) u(Ã): u(A) (invariância em relação ao fecho);

(u4) p(cona(A)): p(A) (invariância em relação à en
voltaria convexa)

De (p2) vem que A C B ---:> H(A) $ u(B) (monotonicidade)

Sendo A c X e E: > 0, denotalnos por Nç.(A) o conjun-

{x É; X : llx - yl < E: para algum y É; A}

No conjunto das partes limitadas e não vazias de X defini-

mos uma pseudolnétrica D, através da igualdade

D(A,B): infÍc: > 0 : A C N.(B) e B c N.(A)}
A restrição dessa pseudométrica ao conjunto das partes fe-

chadas, limitadas e não vazias de X é uma métrica, denomina
da métrica de Hausdorff

Se além das propriedades (ul) - (H4) a função u verificar
(u5) l)a!-a quaisquer A É; A'l '. {g} e É: > 0 existe

(5 > 0 tal que

B É; A4 '. {g} e D(A,B) < .5 ---:> laCA) - p(B) <c

diremos que p é uma medida de não compacidade conta.nua. Se

o .5 ejll (p5) for independente de A, diremos que p é uniforme
mente contínua. Passaremos a examinar alguns exemplos

(1.2) Exemplo (a medida de não compacidade de

KUratowski) Seja X um espaço vetorial itornlado e cl : A{ ---> [0,m[

- 2 -

(µ 1) µ(A)= O ~ A é relativamente compacto; 

(µ
2

) µ(A U B)= max{µ(A), µ(B)} (semi-aditividade) ; 

(µ
3

) µ(Ã)= µ(A) (invari â ncia em r elação ao fech o) ; 

(µ 4) µ(conv(A))= µ(A) (invariância em relação i en-

voltória convexa). 

De (µ 2) vem que A e B µ(A) ~ µ(B) (monotonicidade). 

to 

Sendo A e X e E > O, denotamos por N (A) o conjun
€ 

{ x 6 X: ll x - YII <E para algumy 6 A}. 

No c onjunto das partes limitadas e nao vazi a s de X de fini

mo s urna pseudornétrica D, através da igua lda de 

D(A,B)= inf{E > o : A e N (B) e B e N (A)}. 
E € 

A restriç ão dessa pseudométrica ao conjunto das partes fe-

ch a da s , limita da s e não va zias de X é uma métrica, denomina 

da mé trica de Hausdorff. 

Se além das propriedades (µ
1

) - (µ
4

) a função µ verificar 

(µ 5) p a ra quai s quer A E M~ {0} e E> O 

ô > O ta l que 

e xist e 

13 6 M ~ {0} e D(A,B) <o==;, lµ(A) - µ(B)I < E 

di r e mos queµ e uma medida de nã o compacidade contínua. Se 

o o em (µ 5) for independente de A, diremos queµ é uniform~ 

ment e contínua. Passaremo s a examinar alguns exemplos. 

(1.2) Exemplo (a medida de nã o c ompacidade de 

Kli tatowski). Seja X um espaço vetorial normado e a : M ----..;:, [o ,00 [ 



a tul'içao d.e til'lida 'Dor

a(A): infÍc > 0 : A é coberto por um número finito de sub

conjuntos de diâmetro menor ou igual a E:}.

Se X é de Banach, a é uma medida de não compacidade unifor-

memente contínua. Com efeito, (ul) decorre da completivida-
de dc X (pois ]lum espaço métrico completo um subconjunto é

relativamente compacto se e somente se for totalmente li-

mitado), (u2) é trivial, (pl) e a continuidade uniforme de-
correm da desigualdade

ct(N. (A)) $ a(A) + 2c: ,

e (H4) é a proposição que demonstraremos a seguir
Vamos lelltbrar a definição de E:-rede:

(1.3) :BS.{j:!11SZg. Seja E uju espaço métrico, S c E e

c > 0. Dizemos que R C E é uma c-rede para o conjunto S se
as bolas fechadas com centro en\ cada r C R e raio c: cobrem

S. Portanto um subconjunto de um espaço métrico completo é
relativamente compacto se e somente se admite uma c-rede

finita, para cada e > 0

(1.4) Prooosicão (Darbo [3]). Para todo subconjun

to Ilimitado A do espaço vetorial formado X temos cl(cona(A))=a(A)

Demonstracão. É claro que a(A) $ ct(conv(A)) . Prove

mos que a(conv(A)) $ cl(A). Tomemos c > 0 e {AI'...,An} uma

cobertura de A por conjuntos de di.ãmetro menor ou igual a
a(A) + c. Como o diâmetro de um conjunto Ó :iPtial an diâmetro

- 3 -

a funçio definida por 

a(A) = inf{ E > O : A é coberto por um numero finito de sub-

conjuntos de diâmetro menor ou igual a E}. · 

Se X é de Banach , a e uma medida de nio compacidade unifor

memente contínua. Com efeito, (JJ 1 ) decorre da completivida

de de X (poi s num espaço métrico completo um subconjunto 

relativamente compacto se e somente se for totalmente li

mitado), (µ 2) é trivial, (p 3) e a continuidade uniforme de

correm da desi gualdade 

a (N (A)) S a (A) + 2 E , 
E 

e (µ 4) e a proposição que demonstraremos a seguir. 

Vamo s lembrar a defini ç ão de E- rede: 

(1.3) Definição. Seja E um espaço métrico, S e E e 

E> O. Di zemos que R e E é uma E-rede p a ra o conjunto S se 

as bolas fechadas com centro em cada r E Reraio E cobrem 

S. Por tanto um subconjunto de um espaço métrico completo e 

relat ivamente compacto se e somente se a dmite uma E-rede 

finita, para cada E> O. 

(1.4) Proposição (Darbo [3]). Para todo subconjun-

to limitado A do espaço vetorial normaclo X temos a(conv(A))=a(A). 

Demonstração. S claro que a(A) s a(conv(A)). Prov~ 

mos que a(conv(A)) s a (A). Tomemos E > O e {A1 , ... ,An} uma 

cobe rtura de A por conjw1tos de diâmetro menor ou igual a 

a (A) + E.Como o diimetro de um conjunto é igual ao diâmetro 



de sua envoltõria convexa, os conjuntos C:i= conv(Aj)(i: 1,..., n)
também tem diâmetro menor ou igual a cl(A) + e. É fácil ver
que

conv(A)cÍEÀ:x: :x:eC: À:ZO, EÀ.=1}
i =1 'L 1 1 1 1 ' i=].Z

Seja M > suptllxll: x € :U.Ci} O (n-l)-simplexo

IR'' : Ài ? 0, .E.Ài: 1} é um subconjuntoi:l

compacto do IR'', que consideraillos mullido da no:rma IÀl= E IÀ;l

À:(ÀI'...,Àn). Portanto A admite uma(c/M)-rede fmi-ta, foE

mada por pontos ÀJ= (ÀJ,...,À:) G A, j=1,...,m. Seja

sj: XJCi '...'Xãcn' j:l,...,m. Te«:os que

aliam(Sj) $ ÀJ doam(CI) +...+ Àâ doam(Cn) $ a(A) + E:. Além
disso, para cada x em conv(A) podemos escolher j GÍI, ... , m}

modo que llx -yjl < c:: basta fazerx= >1 À; x:, com
;:l ]- I'

(ÀI'...,Àn) É; A, tomarj calque IÀ - ÀJI $ e/M

e y= E Xil xi € sj' Portanto os conjuntos NE:(Sj)(j:l,...,m)

cobrem conv(A). Como diain(Nc(Sj)) $ cl(A) + 3c, segue-se que

a(conv(A)) s a(A) + 3c. falas c: > 0 é arbitrário, logo
c! (conv(A)) $ a(A) . l

(],.5) Exemplo (a medi.da de não compaci.dado de

}lausdorff) . Seja X um espaço vetorial normado e X : M [0,m[
a função definida por

n

n

n

ll

n

A

,Àâ) G A, j :i,

- 4 -

de sua envoltÓr ia convexa, os conjuntos C.= conv(A . )(i= 1 , ... , n) 
l l 

tamb é m tem diâmetro menor ou igual a a(A) + E. S fácil ver 

qu e 
n n 

conv(A) e { L À. X. 
· l l l 1= 

x. E C. 
l l 

, À • ~ o , 
l 

E>..= 1}. 
. 1 l 1= 

n 
Seja M > sup{ ll x ll: x € ivl Ci} . O (n-1) -simplexo 

n n ti= {>-=e>- 1 , ••• ,Àn) € IR : "i ~ O, E "i = l} e um subconjunto 
i=l 

n 
co mpJcto do JR

11
, que con sideramos munid o àa norma IÀI= L l>- - 1, 

i=l 1
· 

À= ( >.
1

, .•• , "n) . Portanto ti admite uma ( E/M) -rede finita, for ' 

mad a por pontos >-J= ( ÀJ
1
. , . .. ,Àj) 6 6, j= l , .. . ,m. n 

Sj = " iCJ + ... +>-;Cn, j=l, ... ,m. Temos que 
. . 

di am(S j) ~ Ài diam(C 1 ) + .. . + >-; diam(Cn) S a(A) + E . 

Seja 

Além 

di sso, para ca da x e m conv(A) podemos escolher j 8{1, . . • , m} 

e y E S . de modo que 
J 

ll x - YII 
n 

< e basta fa zer x= E 
i=l 

À. X., 
l l 

com 

x. E 
l 

C i e À = ( À 
1 

, .•• , À n) 6 6 , tomar j tal que I À - À J I s E / M 
n . 

e y= E>.? x . E S .. Portanto os conjuntos N (S.)(j=l, ... ,m) i =l l l J E J 

cob re m conv(A). Como diam(N (S.)) ~ a (A) + 3E, segue-se que 
E J 

a(conv(A)) ~ a (A) + 3E. Mas E> O é arbitrário, lo go 

a(conv(A)) ~ a (A). 1 

(1 . 5) Exemplo (a medida de n a o c omp aci dade de 

Ha usdorff). Seja X um espaço vetorial normado ex: M-;;, [ü, oo [ 
a função definida por 



x(A)= 3.ni:tE > u : A e cot)eito por um numero l:

de raio ]nenor ou igual a c}

inftc > 0 : A tem uma c-rede finitas

Se X é de Banach, X é uma medida de não compacidade unifor

memente conta'nua. Com efeito, (UI) decorre da completivida

de de X, (u2) é trivial, (pl) e a continuidade uniforme de
correm da desigualdade

X(N.(A)) $ X(A) ' É:,

e (p4) é a proposição que demonstraremos a seguir

(1.6) Pllç?pç2$jção. Para todo subconjunto limitado A

ço vetorial normado X temos X(conv(A)): X(A)

bolasdei.nato

do

Demonstracão. X(A) í X(conv(A)) decorre de (p2)
Provemos que X(conv(A)) É X(A) . Dado e > 0, A tem uma

(X(A) + E:)-rede {xl'...,xk}. Segue-se que conv({xl'...,xk})

é uma (X(A) + E:)-rede para cona(A). O conjunto conv({xl'...,xk})

é compacto, logo tem uma c:-rede {yl'...,yl}. Temos então

que {yl'...,yl.} é uma (X(A) + 2c:)-rede para conv(A), e por
tanto X(conv(A)) $ X(A) + 2c:. Como E: > 0 é arbitrário, se

gue-se que X (conv (A) ) É X(A)

(1.7) Exemplo. Seja X um espaço de Banach

@ : M ----'-'+ [0,m[ a função definida por

0 se A é relativamente compacto

l

e

- s -

x(A) = inf{ E > o A é coberto por um nümero finito de bolas 

de raio menor ou igual a E} 

= inf{E > O : A tem uma E-rede finita}. 

Se X é de Banach, x e uma medida de não compacidade unifor

memente continua. Com efeito, (µ 1) decorre da completivida

de de X, (µ 2) é trivial, (µ 3) e a continuidade uniforme de

corre m da desigualdade 

~ 

e (µ 4) e a proposição que demonstraremos a seguir. 

(1.6) Proposição. Para todo subconjunto limitado A 

do e s paço vetorial normado X temos x(conv(A))= x(A). 

Demonstração. x(A) ~ x(conv(A)) decorre de 

Prove mos que x ( conv (A)) ::; x (A) . D;:1.do E > O, A tem uma 

(x(A) + E)-rede {x1 , ... ,xk}. Segue-se que conv({x1 , ... ,xk}) 

e uma ( x (A) + E) - rede para conv (A) . O conjunto conv( {x1, ... ,xJ) 

e compacto, logo tem uma E-rede {y 1 , ... , y 1 }. Temos então 

que {y1 , ... ,y1 } é uma (x(A) + 2E)-rede para conv(A), e por

tanto x (conv(A)) s x(A) + 2E. Como E > O~ arbitririo, se

gue-se que x (conv(A)) s x(A). 1 

(1.7) Exemplo. Seja X um espaço de Banach e 

~ M - ~ [0, 00 [ a função definida por 

1 
O se A~ relativamente compacto, 

41 (A)= 

1 se A nao e r e lativamente compacto. 



A função @ é uma medida de não colnpacidade, que é contínua
se e somente se X tem dimensão fmi,ta.

(1.8) Exemplo. Seja X um espaço de Banach com base

de Schauder {ej : i=1,2,...}. Cada x € X pode ser expresso

de modo único como x: jlll fi(x) ei .onde os fi são os chama:

dos funcionais básicos. Para n= 1,2,..., definimos

R,.:X -''XporR.X; T f;(x)e:.Sejam:&f '»[0,m[
n j.:n+ 1 ] '

a função definida por B(g) = 0 e

13(A): liin sup supllIR..xll : x É; A} (se A # ÇJ)
I'l'>oo

A função Í3 é uma medida de não colnpaci.dade uniformemente conti-

nua. De fato, (ul) decorre do critério de compacidade em

espaços de Banach cola:base de Schauder [18] , (u3) e a cont.l
nuidade uniforme decorrem da desigualdade

13(N. (A)) $ B(A) + KE: ,

onde K= lim sup lIR.l , e as demais propriedades são triviais.
n->oo

(1.9) Exemplo (a medida de não equicontinuidade em

C(M,m'')) . Seja (M,d) um espaço métrico compacto, x= c(M,Jlfb,
e u : Á4 -* [0,m[ a função definida por

m(A); .5im+ supÍlx(mt) - x(m2) 1 : x É; A, ml'm2 € M, d(ml'm2) É â}

(se A # g) e u(g): 0. É fãci.l verificar que u é uma medida

de não compaci-dado uni-firmemente contínua. A condição (UI)

decorre do teorenta de Ascoli, (p.7) e a continuidade unifor-

- 6 -

A função~ é uma medida de nao crimpacidade, que e contínua 

se e somente se X tem dimensão finita. 

(1.8) Exemplo. Seja X um espaço de Banach com base 

de Schauder {e. : i=l, 2, ... }. Cada x 6 X pode ser expresso 
1 

00 

de modo iinico como x= E f. (x) e., onde os f. sao os chama . 1 1 1 1 1= 

dos funcionais básicos. Para n= 1, 2, ... , definimos 
00 

f. (x) [0,oo[ R X ---+ X por R x= E e .. Seja f3 M - ->-n n i=n+l 1 1 

a função definida por B (0) = o e 

f3 (A) = 1 i rn s u p s u p { 11 I\
1 
x 11 : x 6 A} ( se A f 0) . 

n+oo 

A fw1ção f3 é w11a medida de não compacidade uniformemente conti

nua. De fato, (µ 1) decorre do critério de compacidade em 

espaços de Banach com ' base de Schauder [18] , (µ 3) e a conti 

nuidade uniforme decorrem da desigualdade 

f3(NE(A)) $ f3(A) + KE, 

onde K= lim sup IIRnll , e as demais propriedades sao · triviais. 
n+oo 

(1.9) Exemplo (a medida de não equicontinuidade em 

C(M,IR.n)). Seja (M,d) um espaço métrico compacto, X= C(M,lRl, 

e w : M ---+ [0, 00 [ a função definida por 

(se A t 0) e w(0)= O. f fácil verificar que w e uma medida 

de não compacidade uniformemente contínua. A condição (µ
1

) 

decorre do teorema de Ascoli, ( µ 3) e a continuidade unifor-
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S

[,,b

me decorrem da desigualdade

w(N. (A)) $ u(A) + 2c:,

e as propriedades restantes são de verificação trivial

CI.lO) Definição ç n:gçgçêgg.. Dizemos que uma função

x : [a,b] -*IRn é regrada se x tem apenas descontinui.dades

de primeira espécie: para todo t É; [a,b[ existe lim x(s) e
s-.>t+

para todo t € ]a,b] existe lim x(s). Denotaremos por
s-+t'

G([a,b], IRn) o conjunto das funções reguadas de [a,b] emIRn
G([a,b] , IRn) é um espaço vetorial e, com a norma da conver-
gência uniforme, é um espaço de Banach. Lembramos que uma di

visão de [a,b] é uln conjunto finito d: {t0'tl'...tm}, com

a= tO < tl <... < tm: b. Indicaremos por D]a,b](ou simples-
mente ]D) o conjunto de todas as divã.iões de [a,b]. Se

d= {t0'tl'...,tm}, colham tO < tl <...< tm: b, escrevemos
jd[= m. Para x É; G([a,b] , JRn) e d.e B) definimos

mb(x): sup]]x(s) - x(t)] : s,t e] ti.I' ti[, l K
demos agora dar o

(1.11) Exemplo (a medida de não equircgracidade ejn

G([a,b],IRn)). Seja X= G([a,b],Rn) e n : M -*]0,m]a fun-

ção definida por

n(A): inftc > o: existe d Cn tal que ub(x) g e, para todo x € A}
É fácil verificar que rl é uma medida de não compaci-

dade uni.forlnemente contz'nua. Pelo teorema de Ascoli para fun

dl } Pogl

- 7 -

me decorrem da desigualdade 

w(NE(A)) :5 w(A) + 2E, 

e as propriedades restantes são de verificação trivial. 

(1.10) Definição e notações. Dizemos que urna funçã o 

x : [a, b] --+ JR.n é regrada se x tem apenas descontinuidades 

de primeira esp§cie: para todo t E [a,b[ existe lirn x(s) e 
s-~t+ 

para todo t E Ja,b] existe lim x(s ). Denotaremos 
s-~t-

por 

G([a.b], JR.n) o conj unto das funções regradas de [a,b] emmn. 

G([a , b], JR.n) é um espaço vetorial e, com a norma da conver 

g~nc i a uniforme, e um espaço de Banach. Lembramos que uma di 

visao de [a,b] é um conjunto finito d= {t 0 ,t1 , ... tm}, com 

a= t
0 

< t
1 

< • .• < t = b. Indicaremos por ID (ou simples-
m [a,b] 

ment e ID) o conjunto de todas as divisões de [a,b]. Se 

d= {t 0 ,t 1 , .. . ,tm}, co m a= t 0 < t 1 < ••• < tm= b, escrevemos 

jdj= m. Para x G G([a,b],JR11
) e d -GID definimos 

w~(x)= sup{jx(s) 

demos agora dar o 

(1.11) Exemplo (a medida de não equiregracidade em 

G([a , b], JR.n)). Seja X= G([a,b], JR.n) e n : M -+ [0 ,00 [ a fun

ção definida por 

n(A) = inf{ E > O: existedEIDtalquewd(x) ~E ,paratodoxEJ\}. 

g f 5c il verifica r que 17 e uma medida de não compaci-

dade uniformemente contínua. Pelo teorema de Ascoli para fun 
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ções reguadas (Htinig [14]) um subconjunto limitado

A C G([a,b] , ]Rn) é relativamente compacto se e somente se

for equiregrado (para todo E: > 0 existe d É; ID tal que

uh(x) $ c: para qualquer x € A), e portanto vale (ul). Da
desigualdade

n(N.(A)) $ n(A) + 2E:

decorrem (pq) e a continuidade união
dades são de verificação tri.vial

(1.12) Exemplo (uma medida de não compacidade em

Lp([a,b])). Se h > 0, x É; Lp([a,b]) (l $ p < ") e t€1a,b]
definimos t+h

l x(s) ds
t-h

onde admitimos que x(s): 0 para s g [a,b]. É fãci] provar

que [IMhx[b $ 1]x]b, e portanto Mhx É; Lp([a,b]). Seja
Lp([a,b])(lsp<") ea : .M -*]0,m]afunçãodefin.i

da por a(A): Óim+ suptllx - Mhxll P : 0<h g '5, xC A}(se A / g)
e a(g); 0. A função a é uma medida de não compacidade uni

formemente contínua. Com efeito, (ul) decorre do critériode

Kolmogorov ein Lp([a,b]) [18] (uma generalização desse cri-
tério é o teorema (8.1) que demonstraremos na seção 8). De

a (N.(A)) í a(A) + 2t:

decorrem (pl) e a continuidade unifo
dados são de verificação trivial

As demaisrme proprie

!

)

As demaisFine proprte

(bqhx) (t)

- 8 -

çoes regradas (Henig [14]) um subconjunto limitado 

A e G([a,b], mº) é relativamente compacto se e somente se 

for equiregrado (para todo E> O existe d 6 ID tal que 

w•d (x) ~ E para qualquer x 6 A), e portanto vale (µ 1). Da 

desi gualdade 

n(NE(A)) 5 n(A) + ZE 

deco rre m (µ 3) e a continuidade uniforme . As demais proprie

dade s são de verificação trivial. 

(1.12) Exemplo (uma medida de não compacidade em 

L ([a,b])). Se h > O, x E L ([a,b]) (1 5 p < 00 ) e t 6 [a,b], 
p . p 

definimos 
t+h 

(Mhx) (t) = +, J x(s) ds, 

t-h 

onde admitimos que x(s)= O paras i [a,b]. S fácil provar 

que !!Mhxl~ ~ llx!~, e portanto Mhx E Lp([a,b]). Seja 

X= L ( [a,b]) (1 ~ p < 00 ) e a : M -➔ [ü, 00 [ a função defini p 

da por o(A)= lim sup{II x - M1 xll : O <h 5 o, x E A} (se A f 0) 
o ➔o+ 1 P 

e o(0)= O. A função o é uma medida de não compacidade uni-

formemente contínua. Com efeito, ( µ 1 ) de corre do critério de 

Kolmogor ov em L ([a,b]) [18] (uma generalização desse cr1-p 

tério é o teorema (8.1) que demonstraremos na seção 8). De 

o(NE(A)) 5 o (A) + ZE 

decorrem (µ 3) e a continuidade uniforme. As demais proprie

dade s são de verificação trivial. 



(1.]-3) Exemplo (outra tnedida de não compacidade em

Lp([a,b])). Se h É;IR, x € Lp([a,b])(l $ p < ") e t €1a,b],
definimos

(Thx) (t) : x(t + h) ,

onde admitimos que x(s): 0 para s g [a,b] . Seja X: h([a, b])
(l $ p < ") e T : M '-------* [0,m[ a função definida por

v(A):lil;.suplllx-Thxllp: jhl $ó, xeA}(seA#g) e

v(g)= 0. A função T é uma medida de não compaci.dade unifor-

memente contínua. A propriedade (ul) decorre do critéri.o de

Riesz em Ln([a,b]) ([28] , [18]; o teorema (8.3) é uma gene-

ralização desse critério). A condição (u3) e a conta.nuidade
uniforme decorrem de

t (N (A)) $ T(A) + 2c:

piedades restantes são triviais

(1.14) !2b2s..!!gçêçg.. As funções cl, X, @, w e n podem

ser consideradas ejn uin contexto mais geral. Seja E um espa-

ço métrico. Praticamente as mesmas definições dos exemplos

(1.2),(1.5), (1.7), (1.9) c (1.11) podem ser usadas para

definir cl, X e Q no conjunto das partes limitadas de E,

u no conjunto das partes li)Ditadas de C(NI,E) (onde 1*4 é um

espaço métrico compacto) , e n no conjunto das partes limita

das de G([a,b], E) (funções degradas de [a,b] em E). Neste

contexto a propriedade (U4) perde o sentido, jã que não te-
mos estrutura de espaço vetorial. Se E for completo, (ul) é

As prop

- 9 -

(1.13) Exemplo (ou tra medida de nao compacidade em 

Lp ( [ a, b])) . Se h E: JR, x E Lp ( [a, b] ) ( 1 s p < 00 ) e t f [a, b], 

definimos 

(Thx) (t) = x (t + h), 

onde admitimos que x(s)== O paras~ [a,b]. Seja X=Lp([a,b]) 

(1 ~ p < 00 ) e T : M --➔ [0, 00 [ a função de t inida por 

T(A)= lim sup{ ll x - T1 xJI 
o ➔ o+ 1 P 

lhl $ o, x f A} (se A f 0) e 

T(0)= O. A f unç ã o Te uma medida de não compacidade unifor-

memente continua. A propriedade (µ 1 ) decorre do critério de 

Ries z em Lp([a,b]) ([ 28] , [18] ; o teo re ma (8.3) é uma gene

rali zação desse critério). A condição (µ 3) e a continuidade 

uni for me decor rem de 

T(N (A)) $ T(A) + 2E. 
E 

As p r opriedades restantes são triviais. 

(1.14) Observações. As funções a , X, \j), w e ri podem 

ser consider adas em um contexto mais geral. Seja E um es p a 

ço métrico. Praticamente as mesmas defi nições dos exemplos 

(1. 2), (1.5), (1.7), (1.9) e (1.11) podem ser usadas para 

definir a, X e \jJ no conjunto das par tes limitadas de E, 

w no conjunto das partes limitadas de C(M,E) (onde Me um 

espa ço métrico compacto), e ri no conjun t o das partes limita 

das de G([a,b], E) (funções regradas de [a,b] em E). Neste 

contexto a prop rie dad e (µ 4) perde o sent ido, já que não te

mos est rutur a de espaço vetorial. Se E f or completo, (µ 1) é 
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satisfeita por a e X. Se E for tal que todo subconjunto li-

mitado S C E é relativamente compacto, (ul) é satisfeitapor
u e n. As dentais propriedades são sempre verificadas

Num espaço métrico, qualquer sequência decrescente

de.subconjuntos compactos não vazios tem intersecção nao va-

zia. A proposição seguinte, devida a Kuratowski]17] , é uma

generalização desse fato. Essa proposição não depende da

propri.edade (p4) nem da estrutura de espaço vetorial de X
somente a estrutura de espaço métri.co é empregada na demons

traçao.

(1.15) !J:gpeê..i.ç.ê:g. Seja p urna medida de não contpa-

cidade em X, e AI D A2 :D ... aAn:)... uma sequência de-
crescente de subconjuntos fechados, limitados e não vazios

de X. Se lim p(An): 0 então A.= Í'lIAn é compacto e não va.
zio, e An ' A« na métrica de llausdorff

:QçJlp:!!g!.!g:sêp' De }i(A.) í P(An) para todo n, sega.ie-se

blue ll(A ); 0. Sendo intersecção de fechados, A. é fechado

e, portanto, compacto.

Provelnos que A, é não vazio. Para cada n tomemos

An e seja S: {xn : n: 1,2,...}. Temos que

p(s); u({xl'. ..,Xn-l} U {xn'xn..-l' . . '})

: ]nax{ U({xl'...,xn-l}), IJ({xn'xn..I'..'})}
}l ( { Xn ' Xn... l ' - . ' } )

g p(A.) ,

- 10 -

satisfeita por a e X• Se E for tal que todo subconjunto li

mitado Se E é relativamente compacto, (µ 1) é satisfeita por 

w e n. As demais propriedades são sempre verificadas. 

Num espaço métrico, qualquer seqliência decrescente 

de . subconjunta; compactos não vazios tem intersecção não va

zia . A proposição seguinte, devida a Kuratowski [17], e urna 

generalização desse fato. Essa proposição não depende da 

propriedade (µ
4

) nem da estrutura de espaço vetorial de X: 

somente a estrutura de espaço métrico é empregada na dernons 

tração. 

(1.15) Proposição. Sejaµ uma medida de nao compa

cidade em X, e A1 :J A2 =:) ••• =:) An => • • • urna seq l\ê ncia de

cres c ente de subconjuntos fechados, limitados e não vazios 
00 

de X. Se lirn µ(A)= O então A= n oo 
íl An é compacto e não 

n=l n➔oo 

zi o , e --➔ A
00 

na métrica de Hausdorff. 

va-

Demonstração. De µ(A
00

) ~ µ(An) para todon , segue-se 

que p(l\,)= O. Sendo intersecção de fechados, A
00 

é fechado 

e, portanto, compacto. 

Provemos que A e nao vazio. Para cada n 
CX) 

tomemos 

x E A e seja S= {x : n= 1,2, .. . }. Temos que n n n 

µ(S)= µ ( { Xl, • .. , X 1} u { X , X 1, .. . } ) n- n n+ 

=max{µ({x
1

, ... , x 
1
}),µ({x ,x 

1
, ... })} 

n - n n+ 

= µ ( { xn 'xn+ 1' · · · } ) 

::; µ (An) ' 
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pois {xn'xn+l'..'} C An' Logo U(S)= 0, e g é compacto

Podemos então extrair uma subseqUência xn.,, converge.ndo para

x € X. Ocorre que x É; Am' para todo m: fixado ]n existe kO

tal que nk > m para todo k > k0' donde Xnk É; AnkC Am para

k > kO e portanto x= li.m x k É; Am' Logo x € A.

Resta mostrar que lim D(An'A.): 0. Se isso não o-
In -'>(n ' '

correr, exi.ste c: > 0 e uma subseqUência An., tal que

D(Ank'Am) > É:. Como D(An'A«): inftr > 0 : AnC Nr(A«)} se-

gue-se que Ank # Nc(Am) para todo k, donde Bk: Ah..'"Nc(A ) / g.
Como Bk é uma sequência decrescente de subconjuntos fecha-

dos, limitados e não vazios, com lim p(BI..): 0, temos que
k-.*m "

00«)

' a'* ' ~ ' n'*'Isto absurdo,e poiBkk;l Nc (A,)

R

(1. 16) gbXgly.g.iggê.. Outras abordagens axiontáticas

da ideia de medida de não coinpacidade podeJn ser encontradas

na literatura([27],[15]). A escolha dos axiomas da defina

ção (1.1) foi feita tendo eln vista o emprego do conceito de

medida de não compacidade nos teoremas de ponto fixo que es

tudareinos na próxima seção. A proposição seguinte mostraque

as funções a, X, V, B, w, r), a e r definidas nesta seção g9

zain de outras propriedades comuns, que não foram previ.lega.g
das como axiomas. Omita.remos a demonstração, que é trivial

pois {x ,x +l ' ... } e n n 

- 11 -

A . Logo µ(S)= O, e Se n compacto. 

Podemos então extrair uma subseqUência X , 
nk 

convergindo par a 

x E X. Ocorre que x E Am, para todo m: fixado m existe k0 

k > k e portanto x= lim X o 
k➔oo 

Resta mostrar que 

correr , existe E > o e uma 

G Am . Logo X 
nk 

lim 
n->-oo 

D(A A) = n' oo 

subseqUência A 

E A 
00 

o . Se 

nk 

isso 

A 
m 

nao 

tal 

para 

o-

que 

D(A ,A) > E. Como D(A ,A) = inf{r > O : A e N (A)}, se-nk 00 n 00 n r oo 

gue -se que A <7-
nk 

N (A ) para todo k, donde Bk= A 'vN (A) f ~-E oo nk E co 

Como Bk 6 uma seq Uência decrescente de subconjuntos fec ha

dos, limit ados e nã o vazios, com lim µ(Bk)= O, temos que 
k+oo 

00 
00 00 íl Bk :f 0. Is to é ab surdo, pois n Bk e A

00 
e íl Bk C k=l k=l k=l 

X - N (A). 
E oo 

1 

(1.16) Observações. Outras abordagens axi om~ticas 

da i d6ia de me dida de não compacidade podem ser e ncontradas 

na li te ratura ([27], [15]). A escolha dos axiomas da defini 
ção (1.1 ) f oi feita tendo em vista o emp rego do conceito de 

medi da de não compacidade nos teoremas de ponto f ixo que es 

tudar emos na pr6xima seção. A proposição seguinte mostra que 
as funções a, x , 1jJ, 6, w, n, o· e T definidas nesta seção gQ 
zam de outras propried ade s comuns, qu ~ não foram privilegi! 
das como axiomas. Omitiremos a de monst ração, que€ trivial. 
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(1.17) Plç?posição. Se p= cl, X, B, u, íl, a ou T te-
mos que

J L ç iil.L ' aux i.. .L

gébrica) ,

(ii) p(x + A)= u(A)(invariância em relação

trans loções)

(iii) u(ÀA)= IÀlu(A)(gemi-homogeneidade),

para quaisquer A,B C A4, x € X e À escalar. A função
tisfaz somente (i) e (ii)

(i) p(A B) H (A) P ( vidade+ < +

a

2. Medidas ç!! não çompacldade e teoremas de ponto
fj xo

(2.1) J2s.;EliJlj;.çês.!. Seja X um espaço vetorial norma-

do, p uma medida de não compacidade em X, e I' lim subconjun-
to de X. Di.zemos que uma aplicação F : I' -' X é condensan

te em relação a u(ou U-condensante) se

(c.) F é contínua;

(c2) se A c I' é Ilimitado então F(A) é limitado;

(c3) p(F(A))< }i(A) para todo subconjunto limita-
do A C F tal que u(A) > 0

Se em vez da propriedade Cc3) acima, tivermos
(c3) ' existe k à 0 tal que p(F(A)) í k p(A) para todo

subconj unto lijnitado A c r ,
diremos que F Õ uma aplicação p-lipschitiziana com constan
tanto k. As aplicações u-lipschi.tizianas cota bons

mos que 
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(1.17) Proposição. Seµ= a, X, B, w, n, a ou T te-

(i) µ(A+ B) ~ µ(A) + µ(B) (semi-aditividade al

gébrica), 

(ii) µ(x + A)= µ(A)(invariincia em relação , a 

translações), 

(iii) µ(AA)= IAlµ(A) (semi-homogeneidade), 

para quaisquer A,B 6 M, x 6 X e À escalar. A função~ sa

tisfaz somente (i) e (ii). 

2. Medidas de nao compacidade e teoremas de ponto 

fixo 

(2.1) Definiç6es. Seja X um espaço vetorial norma-

do , µ uma medida de não compacidade em X, e rum subconjun

to de X. Dizemos que uma aplicação F : r --+ X é condensan 

te em relação a µ(ou µ-condensante) se 

(c1) Fé contínua ; 

(c 2) se A e ré limitado então F(A) é limitado; 

(c 3) µ(F(A))< µ(A) para todo subconjunto limita-

do A e r tal que µ(A) > O. 

Se em vez da propriedade (c 3) acima, tivermos 

(c 3)' exi ste k ~ O tal que µ(F(A)) 5:: k p(A) para todo 

subconjunto limi t ado A e r , 
diremos que Fé uma aplicaç. ã o µ-lipschit iz i ana com constan 
tantc k. As apli cações µ-lipschiti zian~ com cons-
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tente k < 1 são denominadas p-contrações. É claro que toda

p-contrição é u-condensante. Para uin exemplo de operador

p-condensante que não é p-contração, veja-se [23]

(2.2) Proposição. Seja I' uln subconjunto do espaço

l normado X e p unia medida de não compacidade em X

(i) F : I' '- X é colnpletainente contínua se e se

mente se é u-lipschitziana com constante zero.

(i.i)SeFl:l'' -X(I''cX)eF2:l' -l'- são

U-lipschitzianas com constantes kl e k2' então FI o F2 é
p-lipschitziana com coitstante kl k?

(iii) Suponhamos que p: cl,X,Í!,u,H,a ou v. Se FI' F2 : I' --' X
são p-lipschitzianas com constantes kl e k2 então FI + F2 é u-lipschit-
ziana com constante k. + k.

(iv) Supollhamos que H: cl ou x. Se F : r ----- x é lipschit-

coin constante k então é p-lipschitziana com constan-

vetoria

zi al'ia

te k

J2emonstracão. (i), (ii) e (iv) são triviais, (iii)
de ( 1 . 1 7 . i) . l

O teorema seguinte é devido a Darbo [3] . Darbo
enunciou numa forma mais particular, mas a prova é a ntesma

(2.3) Teorema. Seja F um subconjunto convexo, fe-

chado e não vazio do espaço de lSanach X, }l uma medida de
não coiilpacidade em X, e F ; I' -* I' uma aplicação contÍ-

decol're

0

- 13 -

tant e k < 1 sao deno minadas µ-contrações. S claro que toda 

µ-contração é µ-condensante. Para um exemplo de 

µ-condensante que não é µ-contração, veja-s e [23]. 

operador 

(2. 2) Proposição. Seja rum subconjunto do espaço 

vetorial normado X eµ uma medida de não compacidade em X. 

(i) F: r --+ X ê completamente contínua se e so

mente se e µ-lipschitziana com constante zero. 

( i :i. ) se F 1 : r ' --+ X ( r ' e X) e F 2 : r --+ r ' s a o 

µ-lipschit zianas com constantes k 1 e k 2 , então F
1 

o F 2 e 

µ-lipschitziana com constante k 1 k 2 . 

(iii) Suponhamos queµ= a,x,B,w,n, a ou T. Se F
1

, F2 : r-+ X 

são µ-lipschitzianas com constantes k1 e k2 então F1 + F2 é µ-lipschit

ziana com constante k
1 

+ k
2

. 

( i v) Suponhamos que JJ = a ou X• Se r : r ----+ X ê lipschi t

z i an a com constante k então é µ-lipschitziana com constan

te k. 

Demonstração. (i) , (ii) e (iv) sao triviais, (iii) 

deco rre de (1.17.i). 1 

O teorema seguinte ê devido a Darbo [3] . Darbo o 

enun c iou numa forma mais pa rticular, mas a prova e a mesma. 

( 2.3) Teorema. Seja r um subconjunto convexo, fe-

chado e não vazio do espaço de Banach X, µ uma medida de 

não compac id a de em X, e F : r --➔ r uma aplicação contí-
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nua e limitada. Façamos Al: cona(F(1')) e n: conv(F(An-l)) pa-
ra n > 1. Se lim p(A.): 0 então F tem pelo menos um ponto

n'>w ''
fixo.

29n9inã..!tg.çae. É claro que cada An é convexo, fecha

do, limitado e não vazio. Provemos que Ala A2 a... D AnDJr é' l L

de AI C I' vem que A2: conv(F(AI)) c cótiv(.F(1')); AI' Stipo

nhalnos que Anc .An-l para algum n > 1. Então
An...l: cona(F(An)) c conv(F(An.l)); An' e o resultado esta
provado por indução. De (1.15) segue-se que A.= ll.An é coB
pacto e não vazio. Além disso, A. é convexo, e é fácil ver
que F(A.) C A.. Pelo teorema de Schauder, F tem pelo menos

um ponto fixo em A.. l

(2.4) Çgrgll:ã!.ig (o teorema de Barba). Seja I' um
subconjunto convexo, fecllado e não vazio do espaço de Banach

X, e p uma medida de não compacidade em X. Se F : I' -' I'

e uma p-contração limitada, então F tem pelo menos um ponto
fixo

Demonstre:ção. Com a notação do teorema anterior, é

uficiente provarmos que liin p(A.)= 0. Como F é uma u-con-
B-'>oo

tração, exi.ste k É; [0 ,1 [ ta] que

P(An): li(conv(F(An-l)): P(F(An-l)) É kU(An-l) (n ? 2)

Segue-se que PCAn) g kn'lp(AI), e portanto IJ.m p(An)

S

l
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nua e limitada. Façamos A
1

= conv.(F(f)) e A== conv(F(A 
1
)) pa-n n-

ra n > 1. Selim µ(A)= O então F tem pelo menos um ponto 
n -+oo n 

fixo. 

Demonstração. S claro que cada A é convexo, fecha - n -
do, limitado e nao vazio. Provemos que 1\ ::::> A2 ::::> • • • ::::> An ::::> • •• 

de A
1 

e r vem que A
2

= conv(F(A
1

)) e conv( _F(f))= A
1

. Supo

nhamos que A e A 
1 n n- para algum n > 1. Então 

A 
1

= conv(F(A )) e n+ n conv(F(An_ 1 ))= An' e o resultado 
(X) 

está 

provRdo por indução. De (1.15) segue-se que A== n A 
oo n n=l 

e com 

pacto e nao vazio. Além disso , A
00 

é convexo, e e ficil ver 

que F(A
00

) e A
00

• Pelo teorema de Schauder, F tem pelo menos 

um ponto fixo e m A. 1 
(X) 

( 2 . 4) Corolirio (o teorema de Darbo). Seja r um 

subconjunto convexo, fecJ1ado e não va zi o do es paço de Banach 

X, eµ uma medida de não compacidade em X. Se F : r ---+ r 

é uma µ-contração limitada, ent ão F tem pe l ~ me nos um ponto 

fixo. 

Demonstração. Com a notação do teorema anterior, e 

sufi cie nte provarmos que lim µ(A)= O. Como Fé uma µ-conn 
n -+oo 

tração, existe k E [o, 1 [ tal que 

µ(A
11

)= µ( conv( F(An_ 1 )) = µ( F (A
11

_
1
)) ~ kµ(An_

1
) (n ~ 2) . 

n-1 Segue- se qu e µ (A
11

) ~ k µ (A 1), e portanto lim µ(An)= O. 1 
n+oo 
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O corolário (2.4) foi enunciado por Darão [3] no
caso p= a. Uma consequência importante é o conhecido teore-

ma de Krasnos e l ski i

(2.5) Corolário (Krasnoselskii) . Seja I' um subcon-

junto convexo, fechado, limitado e não vazio do espaço de

Banach X. Se F : I' -> X é completamente conta.nua,

G : r -'- X é uma contração, e (F+G)(r) c I', então F +G

tem ao menos um ponto fixo.

Demonstração. De (2.2) vem que F + G é uma cl-con-

tração. Aplicando (2.4) vem a tese. a

O teorema seguinte é uma versão abstrata da genera
lização de Sadovskii]26] do teorema de Darbo

(2.6) Teorema. Seja r um subconjunto convexo, fe-

chado e não vazio do espaço de Banach X, e p uma medida de

não coinpacidade em X. Se F : I' --------, I' é uma aplicação p-con

densante limitada, então F tem pelo menos um ponto fixo

Pgpqpstração. Seja D= tõhii(F(í')) . Então D é um sub

conjunto convexo, fechado, ].imitado e não vazio de I' , e

F(D) c D. Tomemos xO É; D. Seja A a família de todos os sub-

conjuntos convexos e fechados A C D tais que xO € A e
F(A) c A. Essa famz+lia anão vazia, pois DeA. Seja

n
se, temos que F(An) C An: se x É; An então x É; A para todo

A0: A A. Então AO é convexo, fechado, e xO É; A0' Além dis€

- 15 -

O corol~rio (2.4) foi enunciado por Darbo [3] no 

casoµ= a. Uma consequ~ncia importante é o conhecido teore

ma de Krasnoselskii: 

(2.5) Corolário (Krasnoselskii). Seja rum subcon

junto convexo, fechado, limitado e não vazio do espaço de 

Banach X. Se F : r --->- X é completamente contínua, 

G : r --->- X e uma contração, e (F + G) (r) e r, então F + G 

tem ao menos um ponto fixo. 

-Demonstração. De (2.2) vem que F + G e uma a-con-

tração. Aplicando (2.4) vem a tese. 1 

O teorema seguinte e uma versao abstrata da gener~ 

li zaç;:io de Sadovskii [26] do teorema de Darbo. 

(2.6) Teorema. Seja rum subconjunto convexo, fe

chado e não vazio do espaço de Banach X, eµ uma medida de 

não compacidade em X. Se F : r --+ r é uma aplicação µ-con

dens ante limitada, então F tem pelo menos um ponto fixo. 

Demonstração. Seja D= conv(F(f)). Então D e um sub 

conjunto convexo, fechado, limitado e não vazio der e 

F(D) e D. Tornemos x0 E D. Seja A a família de todos os sub-

conjuntos convexos e fechados A e D tais que XO 6 A e 

F(A) e A. Essa família e nao va z ia, pois D E A. Seja 

A = n A. Então AO e convexo, fechado, e XO E AO. Além dis o AEA 

50, ternos que F (A 0) e AO: se X E AO então X 6 A para todo 
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A É; A, donde FCx) C F(A) C A, e portanto F(x) € A0' Afiem.!

mos que AO õ compacto. Se i.sso não ocorresse, então

p(F(AO)) < u(AO), jã que F é p-condensante. Seja

Al: conv(F(AO) U {x0}). De FI.AO) U {x0} C AO decorre que
AI C A0' donde F(AI) C F(AO) C AI' Portanto AI G A, e

AO c AI' Logo Al: A0' boas

P(Ai): P(Eõiií(r(Ao) Utxo}))
; u(F(Ao) U {xo})

maxlp(F(AO)) , p({x0}) }

P (F(An) )

< }." (AO) ,

o que é absurdo. Logo AO é compacto. Pelo teoremade Schauder,

F tem pelo menos um ponto fixo em An' l

A proposição seguinte é um exemplo de aplicação do

teorema (2.6) . Na demonstração aparecerá uma u-contraçãoque

não se enquadra nos casos fornecidos pela proposiç.ão (2.2)

C2 . 7) !:r9129:ilsãg. Sejam r > 0 e K : [-r,r]x]-r,r]x]-r,r]---* R

uma função contínua,cona llKll = supÍIK(t,s,u)l:t,s,u Cl-r,rj} < l

Dada f € C([-r,r],]R), coito j]f]] $ r(]- ]]K]]), existe pe]o

menos uma solução x É; C([-r,r] , IR) da equação
(t)

K(t ,s ,x(s) ) ds ,x(t) : f(t)

com llxll $ 11111 . .
1 - 11 K ll

- 16 -

A 6 A, donde F(x) 6 F(A) e A, e portanto F(x) E A0 . Afirma 

mos que A
0 e compacto. Se isso nao ocorresse, então 

µ(F(A
0 )) < µ(A

0
), já que Fé µ-condensante. Seja 

A
1 = conv(F(A

0 ) U {x0 }). De F( A
0

) U {x 0 } e A
0 decorre que 

Al e Ao' donde F(Al ) e F(Ao) e Al. Portanto Al E A' e 

Ao e Al. Logo Al = Ao. Mas 

µ (A 1 ) = µ ( conv ( F (A
0

) LJ { x0 })) 

= µ(F(Ao) LJ {xo}) 

= max{µ(F(A
0
)), µ({x

0
})} 

= µ(F(A
0)) 

<µ(Ao), 

o qu e é absurdo. Logo A0 é compacto. Pelo teorema de Schauder, 

F tem pe lo menos um ponto fixo em A
0

. li 

A proposição seguinte é um exemplo de aplicação do 

teorema (2. 6) . Na demonstração aparecerá uma w-contraçãoque 

-nao se enquadra nos casos forne cidos pela proposição (2 . 2). 

(2. 7) Proposição. Sejam r > O e K : [- r ,r] x[-r,r]x[-r,r]-+ JR 

um a função contínua, com IIKII = sup{ IK(t,s,u) 1: t,s,u E [- r,r]} < 1. 

Dada f E C([- r,r], JR), com ll f ll S r(l- IIKII), existe pelo 

meno s uma solução x E C([-r,r] , ffi) da equação 

com li x li ~ 11±11 

X ( t) 

x(t)= f(t) + f K(t,s,x(s)) ds, 

o 

:;; r. 
1 - li K li 
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Demollstração. Seja ]' a bo]a fechada em C([-r,r], ]R)

com centro na ori.gem e raio r, e F : I' ------' C([-r,r] , IR) dÊ
X(t)

finada por (Fy)(t): f(t) + Í K(t,s,y(s)) ds. Qt-teremos prg
Õ

var que F tem um ponto fixo. ])e l(Fy)(t) á llíll + 11]( 1 jy(t)

g ljfll + llKll r g r vcm que F(1') C I'. É fácil verificar

que F é contínua em I'. Privemos que F é uma u-contração. T.g

mos que

( Fy) (t) - (Fy) (t ' )

y(t) X( t ' )

IÍ K(t,s,y(s))ds - l K(t',s,y(s))ds0 0
y(t) y(t')

$ ií(t) - f(t') + ll K(t,s,y(s))ds - Í K(t,s,y(s))dsl
0 0

f(t) f(t l )g +

Y( t ' ) )Í (t ' )
+ l IÍ' K(t,s,y(s))ds l K(t',s,y(s))dsl

0 0

y(t)

$ 1í(t) - f(t')l + il K(t,s,y(s))(lsl
y(t ')

X(t ')

+ l IÍ' 'lK(t,s,y(s)) - K(t',s,y(s))jds
()

$ 1r(t) - f(t') + llKI ly(t) - y(t')l

+ r maxtlK(t,s,y(s)) - K(t',s,y(s))l : s ç;l-r,rl}

- 17 -

Demonstração. Seja r a bola fechada em C([-r,r], JR) 

com centro na origem e raio r, e F : r --+ C( [-r,r], JR) d~ 

y(t) 

finida por (Fy) (t)= f(t) + f K(t , s,y(s)) ds. Queremos pr~ 

o 
v ar que F te rn um p onto fixo . De 1 ( Fy )( t) 1 ~ 11 f 11 + 1 II< 11 1 Y ( t) 1 

~ l! fll + II KII r ~ r vem qu e F(r) e r. E! facil verificar 

que F f contínua em r. Provemos que F € uma w-contração. Te 

mo s que 

1 ( Fy) ( t) - ( Fy) ( t ' ) 1 

y (t) 

~ lfCt) - fCt') 1 + 1f 

Y( t') 

K(t,s,y(s))ds - f K(t' ,s,y(s))ds l 

o o 
y(t) Y(t ' ) 

s l f(t) - f(t') I + IJ K(t,s,y(s))ds ·- J K(t,s,y(s) ) ds l 

o o 
Y(t ' ) Y(t ' ) 

+ 1 J K(t,s,y(s) ) ds - f K(t' ,s,y(s))ds l 

o o 
y ( t) 

< lf(t) - f (t ' ) I + IJ K(t,s,y(s))ds l 

Y(t ' ) 

Y(t ' ) 

+ 1 f IK(t,s ,y(s)) - K(t ' ,s,y(s)) lds l 

o 

:s lf(t) - f(t') 1 + IIK II ly(t) - y(t') 1 

+ r max{IK(t,s,y(s)) - K(t',s ,y(s))I: s G [-r,r]}. 
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Tomemos E: > 0. Pela continuidade unifonne de f e de K existe (5. > 0 tal

quepara t,t' C;]-r,r] e lt-t'lsól temos jf(t) -f(t')is c e
maxllK(t,s,u) - K(t',s,u)l : s,u CL-r,rl} $ --Ê--. Nestascon

dições, l(Fy)(t) -(Fy)(t') $ 1lKlljy(t) - y(t')l + c:,para
qualquer y É; I'. Portanto se A C I' temos que

u(F(A)) $ supt](Fy)(t) - (rb'(t')]:y € A, t,t' C;]-r,r], lt-t'ls 6}

$ 1[Ki[suptjy(t)-y(t')j:yeA, t,t' C]-r,r], ]t-t' $6} +e

para0 < 6 $ '5]. Segue-se quem(F(A)) sljKllu(A) + c. Como

c > 0 é arbitrário, temos que u(F(A)) $ 1lKll m(A) , e portanto
F é urna u-contrição. De (2.6) (ou (2.4)) decorre que F tem

pelo ntenos uin ponto fixo. l

(2.8) Obse.!y.gç39. É ante.cessante notar que o opera-

dor F considerado na demonstração anterior não é necessaria-
mente um operador compacto. Para ver isso, basta fazer

r= 1, K(t,s,u):--apara t,s,u eE-l,l], e f(t):-;- para
t É; [-1,1] . Então I' é a bola unitária fechada em C([-1,1], IR),

e F : r -- r é dadapor(Fy)(t)=--i+--ly(t). É claroque
F não é compacto, poi.s a sequência limitada y.(t)= tn é leva

da na sequência (Fyn)(t) : 1 + 1 tn, que não tem subsequência

convergente em C ( [-1 , 1] , ]R)

r

3. Dependência continua .B4.[g pontos fixos de opera
d ore s c ond e ns a n tes

(3.1) Definição Sejam A e E espaços métricos Con

- 18 -

Tomemos e > O. Pela continuidade uniforme de f e de K existe ó 
1 > O tal 

que para t,t ' 5 [-r ,r] e lt -t' I s; o1 , temos lf(t) - f(t')I :S + e 

max{jK(t,s , u) - K(t' ,s,u) 1 : s,u E [- r,r]} :s 
2
cr . Nestas CO_!! 

dições, l(Fy)(t) - (Fy )(t' ) I < IIKII i y(t) - y (t')I + c,para 

qualquer y 5 r. Portanto se A e r temos que 

w(F(A)) $ sup{ 1 (Fy) (t) - (Fy(t ') 1 : y E A, t,t' 5 [-r,r], 1 t - t 1 
1 s; ó} 

$ IIK 11 sup{ly(t) -y(t') 1 : y 5 A, t, t ' E [-r,r], lt - t' 1 s; ó} + E: 

para o < ó $ ó 1. Segue-s e que w(F(A)) :5 IIK II w(A) + E: • Como 

E: > o é arbitrário, temos que w(F(A)) $ li KII w(A), e portanto 

F e uma w-contração . De ( 2.6 ) (ou (2.4)) decorre que F tem 

pelo menos um ponto fixo. 1 

( 2 .8) Observação. E inte1essant e nota r que o opera

dor F considerado na demonstração anterior n a o e necessaria-

mente um operador compacto. Para ver isso, basta fazer 

r= 1 , K(t,s,u)= + para t,s, u 6 [ - 1,1], e f(t)= + p ara 

t 6 [-1,1] . Então r é a bol a unitária fechada em C([-1,1], lR) , 

1 1 e F r - + r e dada por (Fy) (t)= 2 + 2 y(t). E clar o que 

F n ao e con~acto , pois a 

da na sequência (Fy ) (t) = 
n 

seq uê nci a limitada y (t)= tn é leva n 
1 1 n - - . 

2 + 2 t , que nao tem s ubsequeno.a 

convergente e m C([-1,1], JR) . 

3. Dependên cia continua ~ pontos fixos de opera

dores condensantes 

(3. 1) Defi nição . Se jam A e E espaços mét ric os. Con-
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sideremos uma multifunção q' : A -' E, ou seja, uma aplic.!

ção q' : A -- P(E) (o conjunto das partes de E). Dizemos

que 'D é semicontínua superiormente em ÀO € A se para cada aberto V c: E,

tal que ®(ÀO) C V, exi.sair um aberto U C A, com ÀO € U, tal
que q'(u)= U 0(x) C v. Se © for semicontÍnua superiormente

À€u

em todo À0€A0 C A, diremos que q' ê semicontinua superior
mente em A.

Os teoremas seguintes, devidos a Cheng [2]

izações de resu]tados de 1lale [10]

(3.2) Teorema. Seja A um espaço métrico, X um esp.g

ço de Banach, p uma medida de não compacidade em X, I' um

subconjunto fechado de X, e G : Axl' -' I' uma aplicação ll

citada satisfazendo as hipóteses seguintes

(1) existe AO C A tal que G é contínua em AO * I';
(11) para todo À € A a equação x= G(À,x) tem pelo

menos uma solução x € F;

(111) para todo I'' c r, com P(r') > 0, existe um

aberto U C A, com Anc U, tal que

p(G(A'x I'')) < Li(1''), para qualquer subconjuB
to relativamente compacto e não vaza.o A' C U.

Então a multifunção © : A --l'definida por

®(À): {x É; I' : G(À,x): x} é semicontÍnua superiormente em AO

Demonstração. Suponhamos que ® não é semicontínua

general

sao
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sidere mos uma multifunção <P : A--+ E, ou seja, uma aplic! 

çao <P : A --+ P(E) (o conjunto das parte s de E). Dizemos 

que <jJ é semicontínU'l s uperiormente em ÀO E A se para cada aberto V e E, 

tal que <t>p
0

) e V, existir um aberto U e A, com ÀO E U, tal 

que <P (U)= LJ <P (À) e V. Se <P for semicontínua superi ormente 
ÀEU 

e m todo À
0

6A
0 

e A, diremos que <J) é semicontínua superior-

ment e em A.
0

. 

Os teoremas seguintes, devidos a Cheng [2] sao 

genera lizações de resultados de Ha le [10]. 

(3.2) Teorema. Seja A um espaço mé trico, X um esp! 

ço de Banach, µ urna medida de nao comp a cidade em X, rum 

subconjunto fechado de X, e G : A x r ---+ r uma aplicação li_ 

mitad a satisfazendo as hip6 teses seguintes: 

(I) existe A. 0 e A tal que G é contínua em A.
0 

x r; 

(II) p ara todo À 6 A a equaçao x= G(À,x) tem pelo 

menos urna solução x 6 r ; 

(III) p ara todo r• e r, com µ(f 1
) > O, existe um 

aberto U e A, com A
0 

e U, tal que 

µ(G(A 1 x f ')) < µ(f'), para qu a lquer subconju_!! 

to relativamente compacto e não vazio A' e U. 

Então a mul tifunção t : A ---+ r d e f i n i da por 

4> (À) = {x 6 r : G(À,x)= x} e semicontínua super iormente em A
0

. 

Demonstração. Suponhamos que <P não é s emicontínua 
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superiormente em XO G A0' Então -existe um aberto A contendo

0(ÀO), tal que para cada n à l existe Xn € A, com

d(Àn'À0) < 1 e '>(Xn) # A. Para cada n à 1, tomemos

Xn É; q'(Àn) ''' A, e seja I''= {xn : n à 1}. Suponhamos que

H(1'') > 0. Tomemos k suficientemente grande, de modo que

A'= {Xn : n 2 k} C U. Pode11tos fazer isto, pois Xn ---' ÀO É; AOc U.
Como A' é relativamente compacto, temos que

H(1''): U({xn : n z k}) $ p(G(A' x r')) < u(1'') , o que é ab

surdo. Logo P(r'); 0, e i=' é compacto. Sendo (x.) uma se

qUencia em I'' , dela podemos extrair uma subseqUência (x. ),

com Xn.i ' xO É; I''. Logo, (Xn:, x.,:) ------- (À0' xO), e

Xnj' nj) ' G(À0' xO)' Como G(Ànj' xnj): Xnj' ten'osque

x0: G(À0' xO), ou seja, xO € q'(ÀO) Entretanto Xn. Ç! A para

qualquer j, e como o complclnentar de A é fechado segue-se

que xO g A. De q'(ÀO) C A vem que xO e 'D(ÀO) , o que é absur-

J

J

(3.3) Teorema. Seja A ujn espaço métrico, X um esp.g
ço de Banach muni.do de uma medida de não compacidade unifor

memente contínua p, I' um subconjunto convexo, fechado e não

vaza.o de X, e G : A x I' -, I' uma aplicação Ilimitada tal
que

(i) para cada ). É; A, G(À,') é H-condensante;

(ii) para cada x € 1', G(',x) é contínua em A, sen
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superiormente em ÀO 6 A0 . Então e xiste um aberto A contendo 

<P(Ào), tal que para cada n ~ 1 existe À 6 A' com n 
dpn,ÀO) < 1 e <P ( À ) ct A. Para cada n 2: 1, tomemos n n 
X 6 <P ( À ) '\, A' e seja n n f'= {x n n 2: l} . Suponhamos que 

µ(f') > o. Tomemos k suficientemente grande, de modo que 

A'= 0 n n :::: k} e U. Podemos fazer is to, pois Àn ----+ ÀO 6 A.
0 

e U. 

-Como A' e relativamente compacto, temos que 

µ ( r ' ) = µ ( { xn : n ~ k } ) s µ ( G ( A ' x r ' ) ) < µ ( r ' ) , o que e a b

s urdo. Logo µ(f')= O, e f' é compacto. Sendo (xn) uma se

quênci a em r', dela podemos extrair uma subseqUência (x ) , n . 

com x n. 
J 
---+ x O 6 f' . Logo , P 

11 
. , xn _) --+ P O , x O) , 
J J 

J 

e 

GP , x ) ---+ Gp 0 , x
0
). Corno GP , x )= x , temos que n . n . n. n. n. 

J J J J J 
x 0 = co 0 , x

0
), ou seja, x

0 
6 <I> p

0
). Entretanto xn. ~ A para 

J 
qualquer J, e como o compl ementar de A é fechado segue - se 

que x 0 ~ A. De cll (À 0) e A vem que x
0 

!l cll(À
0

) o que e absur

do. 1 

(3.3) Teorema. Seja A um espaço métrico, X um esp~ 

ço de Banach munido de urna medida de não compacidade unifo~ 

memente contínuaµ, rum subconjunto convexo, fechado e nao 

va zio de X, e G: A x r ---+ruma aplicação limitada tal 

que 

(i) para cada \ -6 A, G( À, ·) e µ-condensante; 

(ii) para cada x 6 r, G(· ,x) e contínua em A, sen 
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do a conta,nuidade uniforme em relação a x G I'

Então a multifunção q' : A -.- I' definida por
q'(À): {x É; F : G(À,x): x} é semicontÍnua superiormenteem A.

Pgpgqstração. G(À,') , sendo H-condensante, é conta

nua em I'. Portanto a hipótese (1) do teorema anterior é con

sequência de (i) e (ii.), com AO : A. Pelo teorema (2.6) a
hipótese (11) também é satisfeita. Resta provar que (111) se
verifica. Tolttemos um subconjLmto relativantente compacto

A' C A e proveitos que p(G(A' x I'')) < p(1''), para todo sub

conjunto limitado I'' C I', com p(1'') > 0. Dado I'', temosque

p(G(À,I'')) < u(1'') , para todo À É; A. De (ii) e da continui-

dade de p, temos que a função À ---, u(G(À,I'')) é contínua

em A, e portanto assume um máximo no compacto Tr. Temos en-
tão que

maxtu(G(À,F')) : À € Ã'} < u(r')
Seja c: H(1'') - maxi H(G(À,F')) : À É; Ír}. Como p é unifor-

memente contínua, existe p > 0 tal que para quaisquer sub-

conjuntos limo.tados A, B C X temos que

D(A, B) $ p ---+ ip(A) - IJ(B)l < c:

De (ii) e da compacidade de R"í decorre que existe (S > 0 tal

que para À,À' € A' temos que

d(À,À') < '5 -:-> lIG(À,x) -G(À',x)ll < p , Vx É; I'

Seja SI'...,Sk uma cobertura finita de A', tal que

doam(Sj.) < 6, i= 1,...,k. Para cada i., tomemos Ài € Si'Afi.!
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do a con tinuidade ·uniforme em relação a x 6 r. 

Então a multi funçã o <li : /1. ---+ r definida por 

<I>P,) = {x 8 r : G(:,\ , x) = x} é semicontínua superiormente em /\.. 

Demonstração. G(À,·), sendo µ-condensante, é contí 

nua em r. Portanto a hipótese (I ) do teorema anterior é con 

sequência de (i) e (ii), com A
0 

= /1.. Pelo teorema (2 .6) a 

hipótese (II) também é satisfeita. Resta provar que (III) se 

veri fica. Tomemos um s ubconjunto relativamente compacto 

/\. ' e /1. e provemos que µ(G(/1.' x f')) < µ(f'), para todo sub 

conjunto limitado f' e r, com µ(f ') > O. Dado f', temos que 

µ(G(:,\,f')) < µ(f'), para todo À 6 /\.. De (ii) e da continui

dade deµ, temos que a função À f---+ µ (G(À, f' )) é contínua 

em/\., e portanto assume um máximo no compacto fi.T. Ternos en 

tão que 

rnax{µ(G(À,f 1
)) À 6 fi.T} < µ(f'). 

Seja E= µ(f') - max{ µ(G(À,f')) À 6 fi.T}. Comoµ é unifor-

memen te contínua, existe p > O tal que para quaisquer sub

conjuntos limita dos A, B e X temos que 

D(A, B) $ p lµ(A) - µ(B) I < E, 

De (ii) e da compacidade de A' decorre que existe ó > O tal 

que pa ra À,À 1 6 /\.' temos que 

d (À, À') < ó ===;> li G (À, x) - G (À' , x) li < p , Vx 6 r. 

Seja s 1 , ... ,Sk uma cobertura finita de/\.', tal que 

diam(Si) < ó, i= 1, ... ,k. Para cada i, tomemos Ai 6 Si.Afir 
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K

}ualnos que G(A' x I'') cJ.14. Np(G(Xi'l'')). Seja x G G(A' x F')-
Então x; G(À,y) , com À É; A' e y É; I'' . Seja i talque À É; Si

Temos quejlx - G(Ài'y)ll : jIG(X,y) - G(Ài'y)ll < P, donde

x € NpCG(Xi'r')) , e a afirmação esta demonstrada. Portanto
K

p(G(A' x r')) $ p(.U. N.(G(Ài'r')))i:l "

)nax{ U (N. ( G( À i ' r ' ) ) )
< maxlu(G(ÀI ,F ')) : i:l

É }J(r') . l

Encerraremos esta seção com unl exemplo de aplicação

do teorema (3.3). Sejam k > 0, e A o conjunto dos pares

(f,K), onde K: [-r,r]x]-r,r]x]-r,r] -»Ké uma função

contínua, comjlKll = suptlK(t,s,u)l : t,s,u Gl-r,rl} < 1, e

feCC[-r,r],]R) é tal que ]]f]] $ r(l-]]K]])

(3.4) Proposição. A multifunção q' : A ----' C([-r,r], m)

que a cada par (f,K) É; A associa o conjunto das soluçoes

x € C([-r,r] , ]R) da equação
x(t)

x(t) ; f(t) + Í K(t ,s ,x(s))ds
0

é sejni.contínua superiormente em A

Demonstração. Seja ]' a boca fec]lada elu C([-r,r] , ]R) com

centro na origem e rai.o r, e G : A x I' -- I' a aplicaçãodS.

finada por y(t)
G(f,K,y) (t) f(t) + l

)

y (s) ) dsK (t ,s )

0

i;l ,k}
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k 
mamas que G(A' X f') e ivl Np(G(Ài,r')). Seja X G G(A. ' X f'). 

Então x = G ( À , y) , com >.. E A. 1 e y E r ' . Se j a i ta 1 que À E S .. 
1 

Temo s que ll x - G(>..i ,y)I I = IIG(>..,y) - G(>..i ,y)II < P, donde 

x E N (G(À. ,r')), e a afirmação está demonstrada. Portanto 
p 1 

µ(G(A ' X f')) 
k 

~ µ( LJ N (G(>... ,f'))) 
. 1 p 1 
1= 

= max { µ (N ( G (À. , r ') )) : i = 1 , ... , k} 
p 1 

< ma x { µ ( G ( À. , r ' ) ) : i = 1 , ... , k} + E 
1 

s:: µ( T' '). 1 

Encerraremos esta seção com um exemplo ele aplicação 

elo t e or e ma (3. 3). Sej a m k > O , e A o conjunto dos 

(f,K), onde K: [-r,r] x [-r , r] x [-r,r] -➔ JR e uma 

pares 

função 

cont í nua, com IIKII = sup{IK(t,s , u)I : t,s , u 6 [ - r,r]} < 1, e 

f E C( [-r , r] , m) e tal que li f li ~ rp -IIKII). 

(3.4) Proposição. A mult i função <1> : A --+ C([-r,r] , IR) 

que a cada par (f , K) 6 A ass oci a o conjunto das 

x E C ( [-r, r] , IR) da equação 
x(t) 

x(t)= f(t) + f K(t,s,x(s))ds 

o 
e semicontínua sup e riorment e em A. 

solu ç ões 

De monstração. Sej a r a bola fe chada em C(_ [-r, r J , IR) com 

centro n a origem e raio r, e G: A x r ---► r a aplic açãoel~ 

finida por y ( t) 

G( f ,K , y)(t)= f(t) + f K(t, s ,y(s))ds. 

o 
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Temos então que ©(f,K)= {y G I' : G(f,K,y)= y}. Com a mesma

den\onstração que a proposição (2.7) prova-se que G(f,K,') é

u-condensante, para cada (f,K) É; A. É claro que para cada

y É; I', G(',',y) é conti'nua em A, sendo a continuidade uni-

forme em relação a y É; I'. A tese decorre do teorema (3.3). 1

4. Operadores lineares condensantes e a alternati-

va de Fredholm

(4.1) A alternativa de Fredholm. Sejam X e Y empa

ços de Banach, X+ e Y* os respectivos duais topológicos,
T : X -, Y uma aplicação li.near conta'nua, e T* :Y* -----.-F X+

a adjunta de T. Dizemos que val-e a alternati.va de Fredholm

para o par de equações TCx)= v e T*(y*)= u* se

(i) uma e apenas uma das possibilidades (a) ou (b) ocorre

(a) para quaisquer v € Y e u* É; X* as equações

T(x): v(x G X) e T*(y*) (y* € Y*)
n

tem solução unica,

Cb) as equações hoinogêneas

T(x)= 0(x G X) e T*(y*)= 0(y': € Y*)

tem soluções não nulas;

rra (b) , sejam verdadeiras as seguintes asser-caso oco

çoes:

(c) a dimensão do espaço vetorial das soluções de

T(x)= 0 (x É; X) é finita e é i.gual à dimnsão

- 23 -

Ternos então que t (f,K)= {y G r : G(f,K,y)= y}. Com a mesma 

demonstração que a proposiçã o (2.7) prova-se que G(f,K,•) é 

w-condensante, para cada (f,K) E A. f claro que para cada 

y E r, G(· ,· ,y) f continua em A, sendo a continuidade uni

form e em relação a y E r. A tese decorre do teorema (3.3). 1 

4. Operadores lin eares condensantes e a alternati-

va de Fredholm 

(4 .1) A alternativa de Fredholm. Sejam X e Y espa-

ços de Banach, X* e Y* os respectivos duais topológicos, 

T X --➔ Y uma aplicação linear continua, e T* : Y * - X* 

a adjunta de T. Dizemos que vale a alternativa ele Freclholm 

para o par de equações T(x)= v e T*(y*)= u* se 

(i) uma e apenas uma das possibilidades (a) ou (b) ocorre: 

(a) para quaisquer V E y e u ·k E x·.\- as e qu açoes 

T(x)=v(x G X) e T*(y*)= u * (y* 6 y *) 

tem solução - . un1ca, 

(b) as ~quaçoes homogênc as 

T(x) = O (x G X) e T*(y*)= O (y·.\- E:Y*) 

tem sol uçõe s não nulas; 

(ii) caso ocorra (b), se j am verdadeiras as seguintes asser

çoes: 

(c) a dimensão do espaço vetorial das soluções de 

T(x) = O (x S X) é finita e é igual ã dimensão 
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do espaço ve'LOTial das soluções

T* (y*)

(d) para todo v € Y, a equação T(x)= v (x C X) tem

solução se e somente se (v,y*)= 0 para

todas as soluções y'' G Y" de T*(y*)= 0,

(e) para todo u* É; X'':, a equação T*(y*)=u': (y'; G Y")

tem solução se e somente se (x,u*)= 0 para
todas as soluções x € X de T(x): 0

(4.2) :lllg.!i.!!!.çgS.ê.. Sejam X e Y espaços de Banach e

T uma aplicação linear contínua de X em Y. Denotamos por

nul(T) a dim(ker(T)) e por def(T) a dim(Y/T(X)), e dizemos

que T é gemi-Fredholm se
(i) T(X) é fechado,

(ii) nul(T) e def(T) não são ambos infinitos

Se T é semi-Fredholm definimos o índice de T por
ind(T) = nul(T) - def(T)

Se nul(T) e def(T) forem ambos finitos dizemos que T é de
Fredllolín.

de

(4.3) Observações. Demonstra-se que

def(T) < '« ---> T(X) é fechado

(vide [24U ) , ê portanto se T é de Fredholm ent
Fredholm.

A motivação para as defina.ções acima reside no se-
fato: T é de Fredholin de Índice zero se e somentese

Tao gemie

guinte
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do espaço vetorial das soluções 

T*(y*)= O (y* 8 Y*), 

de 

(d) para todo v E Y, a equação T(x)= v (x 5 X) tem 

solução se e somente se (v,y *)= O para 

todas as soluções y* 5 Y* de T*(y*)= O, 

(e) para todo u* 5 X*, a equação T*(y*)=u* (y* 6 Y*) 

tem solução se e somente se (x,u*)= O para 

todas as soluções x 6 X de T(x)= O. 

(4.2) Definições. Sejam X e Y espa ç os de Banach e 

T uma aplicação linear contínua de X em Y. Denotamos por 

nul(T) a dim(ker(T)) e por def(T) a dim(Y/T(X)), e dizemos 

que T é semi-Fredholm se 

(i) T(X) é fechado, 

(ii) nul(T) e def(T) nao são ambos infinitos. 

Se T é semi-Fredhol m definimos o Índice de T por 

ind(T)= nul(T) - def(T). 

Se nul(T) e def(T) forem ambos finitos dizemos que T é de 

Fredholm. 

(4.3) Observações. Demonstra-se que 

def(T) < 00 ~ T(X) é fechado 

(vide [24] ) , e portanto se T é de Fredholm então T e semi

Fredholm. 

A motivação para as definições acima reside no se

guinte fato: T é de Fredholm de Índice zero se e somente se 
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vale a alternativa de Fredholm para o par de equações T(x)= v e
T* (y*) : u*

Para demonstrarmos o teorema (4.5) usaremos o se-

guinte resultado da teoria da estabilidade de aplicações

gemi-Fredholm [16]: o Índice é uma fui-Lção constante

eltl cada componente conexa do conjunto das apli

cações semi- Fredholm .

(4.4) Leira. Seja X um espaço vetori.al normado, mu-

ni.do de uma medida de não coinpacidade algebricamente semi-

aditiva H (veja (1.17)), e T : X -'- X ujn operador linear
contínuo, tal que Tll é p-condensante, para algum n 2 1. Se

K C X é compacto e D c X é fechado e limitado então

D f'l (l - T)'l(K) é compacto

Demonstração. Seja Kl: D ÍI(l - T)'l(K)

{x É; D : (l - T)(x) É; K}. Podemos calcular u em KI' pois KI

limitado. Como KI é fechado, basta provar que u(KI): 0. Se

x É; KI' então x= T(x) + y para algum y É; K. Substituindo x
ã direita, ficamos com x= T'(x) + T(y) + y, e continuando
obtemos

(*
n.l

Tn(x) + (' E Ti) (y)i:o

O conjunto K?: ( E T')(K) é compacto, pois é a imagem de

um cojnpacto por urna aplicação contín

KI c T''(KI) + K2' e portanto

Lia que

pois e a imagem

l)e ( *) segue- se
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vale a alternativa de Fredholm para o par de equações T(x) = v e 

T*(y *) = u*. 

Para de monstra rmo s o teorema (4.5) usaremos o se-

guinte resultado da teoria da estabilida de de 

semi-Fredholm [16] : o índice e um a f unção 

aplicações 

constante 

em ca da c ompon e nte con exa do conjunto das apli-

caçoes semi-Fredholm. 

(4.4) Lema. Seja X um es paço vetorial normado, mu 

nido de uma medida de não compacidade a lgeb ricamente semi

aditiva µ (ve ja (1.17)), e T: X - -+ X um operador linear 

cont í nuo , tal que Tn e µ-condensante, para algum n ~ 1. Se 

K e X ~ compacto e D e X~ fech ado e limitado 

D íl (I -T)- 1 (K) e comp acto. 

Demonstração . Seja 

então 

= {x E D : ( I - T) (x) E K} . Podemos calcul ar µ em K1 , pois K
1 

e lim i tado. Como K1 e fechado, bas ta pr ovar que µ(K 1)= O. Se 

x E K1 , então x= T(x) + y para algum y E K. Substituindo x 

a di rei ta , ficamos com x= T2 (x) + T(y) + y, e continuando 

obt e mos 

( * ) 
n-1 i 

x= Tn(x) + ( L T )(y). 
i=O 

n-1 . 
O conjunto K2= ( L T1

) (K) e compacto, pois e a imagem de 
i=O 

um compacto por uma aplica ção contínua. De ( * ) segue-se que 

n K1 e T (K 1 ) + K2 , e portanto 
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P(K[) $ p(Tn(K].)) + P(K2): p(Tn(K])

mplica H(KI) : 0

O teorema seguinte

sultado de Petryshyn [25]

(4.5) Teorema. Seja X um espaço de Banach, munido

de uma medida de não compacidade U, e T : X -> X um opera

dor linear contínuo. Suponhamos .que p é semi-homogênea e al
gebricamente gemi-aditivo (veja (1.17)). Se Tn é p-conden-

sante para algum n à 1, então 1 - T é de Fredholm de índice
zero

0 que l

deabstratae uma versão um re

B

Demonstração. Privemos que nul(l -T) < m. Se isso

nao ocorresse a esfera S: {x C ker(l-T) :llxll= 1} não seria

compacta, ou seja, p(S) > 0. b'las T(S); S, e portanto
Tn(S) = S. Como Tn é p-condensmlte, segue-se que H(S)= pCTn(S))< H(S).

Logo nul(l - T) < m

Provaremos agora qlie (l - T)(X) é fechado. Pelo teg

rema(6.5) de]5, capl'tulo Vl], basta provar que l-T leva

conjuntos fechados e limitados em conjuntos fechados. Tome-

mos então um subconjunto fechado e limitado D c X. Seja

(xk) uma sequência em D ta]. que yk: xk ' T(xk) - y, para

algumyeX. Dacompacidade deK= {ylUÍyk : kz 1} e do
lema (4.4) decorre que D n.(l -T)'"(K) é compacto. Como

{xk : k 2 lJcDn(l -T)'x(K), existe uma subseqUência(xk.)
J
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n n µ(K
1

) '.S µ(T (K
1
)) + µ(K 2)= µ(T (K

1
)), 

o que implica µ(K 1)= O. 1 

O teorema seguinte e uma versao abstrata de um re

sulta elo de Pe t ryshyn [2 s] . 

(4.5) Teorema. Seja X um espaço de Banach, munido 

de uma medida de não compacidadeµ, e T : X--+ X um oper~ 

dor linear contínuo. Suponhamos _que µ é semi-homogênea e a_!_ 

n - , gebricamente semi-aditiva (veja (1.17)). Se T e µ-conden-

sante para algum n ~ 1, então I - T é de Fredholm de Índice 

zero. 

Demonstração. Provemos que nul(I-T) < 00 • Se isso 

não ocorresse a esfera S= {x 6 ker(I - T) : ll xll = l} nao seria 

compacta, ou seja, µ(S) >O.Mas T(S)= S, e portanto 

n n - d T (S) = S. Como T e µ- con ens;mte, segue-se que p(S)= 

Logo nul(I-T) < 00 • 

Provaremos agora que (I - T) (X) é fechado. Pelo teo 

rema (6. 5) de [s, capítulo VI], basta provar que I - T leva 

conjuntos fechados e limitados em conjuntos fechados. Tome-

mos então um subconjunto fechado e limitado D e X. Seja 

(xk) urna seqUência em D tal que yk= xk - T(xk) --~ y, para 

algum y E X. Da compacidade de K= {y} U {yk : k ~ l} e do 

lema ( 4. 4) decorre que D n _ ( I - T) -l (K) é compacto. Como 

-1 
{xk : k ;::: l} e D n (I - T) (K), existe uma subseqliência (xk _) 

J 
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que converge para x € D. Logo xk. ' T(xk.) -' x - T(x),e

portanto y= x-T(x) É; (l-T)(D). Isto mostra que (l-T)(D)
é fechado.

Até agora demonstramos que l -T é gemi-FredholJn.

Colho (ÀT)'l é p-condensante para cada À É; [0,1] , a mesma ar-

gumentação garante que FÀ: 1 - ÀT é semi-Fredholm para cada
À É; [0,1] , e portanto F0: l e Fl; 1 - T então na mesma comp9
nente conexa do conjunto dos operadores gemi-Fredholm. Da
Última observação eln (4.3) segue-se que ind(l - T): ind(1)= 0, ou

seja, 1 - T é de Fredholin de Ílldice zero. l

J J
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que converge para x 6 D. Logo xk. - T(xk:) --➔ x - T(x), e 
J J 

port a nto y= x - T(x) 6 (I - T) (D). Isto mostr a que (I - T) (D) 

é fechado. 

Até agora demonstr a mos que I - T e semi-Fredholm. 

Como (ÀT)n é µ-condensante para cada À 6 [0,1], a mesma ar

gumentação garante que FÀ = I - ÀT é semi-Fredholm para cada 

À 6 [O, 1], e portanto F0 = I e F
1 

= I - T então na mesma comp~ 

nente conexa do conjunto dos operadores semi-Fredholm. Da 

_Última observação em (4 .3) segue-se que ind(I - T)= ind(I)= O, ou 

seja, I - T ~ de Fredholm de índice ze ro. 1 





CAP ÍTUL O ll

P ROP RIE DADOS ES PECIAIS DE CE RTAS

MEDI DAS DE NAO COMPACIDADE

Neste capítulo estudaremos propriedades especi'fi-

cas de algumas medidas de não compacidade. Na seção (5) cal

cularemos Q(B) e X(B), onde B é a bola unitária de um espa-

ço vetorial normado de dimensão infinita. Nas seções (6),
(7) e (8) obteremos relações entre certas medidas de nao

compacidade, que generalizam os critérios usuais de compaci
dade

r{ e da de de cl e

Seja X um espaço vetorial noriltado. A bola unitária

B: {x É; X : llxll $ 1} Ó comi)acta se e somente se di.m(X) < m

Temos então que ct(B): x(B)= 0 se e somente se dim(X) <

Nesta seção provarelnos que ci(B): 2 e X(B): 1, sempre que
dim(X)= m

29

S. Uma ro .x

CAPITULO II 

PROPRIEDADES ESPECIAIS DE CERTAS 

MEDIDAS DE NAO COMPACIDADE 

Neste capítulo estudaremos propriedades específi

cas de algumas medidas de não c ompacidade. Na seção (5) ca! 

cularemos a (B) e x(B), onde B e a bola unitãria de um espa-

ço vetorial normado de dimensão infinita. Nas seções (6), 

(7) e (8) obteremos relações entre certas medidas de nao 

compaci dade, que generalizam os critérios usuais de compaci_ 

dade. 

5. Uma propriedade de a e X 

Seja X um espaço vetorial normado. A bola unitária 

B= { x E: X 11 X li l} - dim(X) ~ e compacta se e some nte se < 00 

Temos então que a(B )= x (B)= o se e somente se dim(X) < 00 

Nesta seçao provaremos que a(B)= 2 e x(B )= 1 , sempre que 

dirn(X) = 00 

- 29 -
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Começaremos enunciando um fato trivial, que vale

mesmo quando consideramos cl e X definidas no conjunto das

partes limitadas de um espaço métrico E (vede (1.14))

(5.1) !rgppZj:.çgp. Para todo subconjunto limo
A c E temos que X(A) $ cl(A) $ 2X(A)

O teorema de Lusternik, Schnirelman e Borsuk, enun

dado a seguir, nos pera\itirá calcular ct(B) e X(B) , no caso

de dimensão infinita. Para a demonstração, veja-se [8]

(5.2) ]:g!!g:(Lusternik - Schnirelman - Borsuk) . Seja

Sn'l a esfera unitária {x : lxl= 1} do espaço euc]idiano ]Rn.

Se {AI' ..,Ak} é uma família de conjuntos fechados com as

(i) U Aj ; S'''"
i'ã. :

(ii) nenhum dos conjuntos AI (i;l,...,k) contémum
par de pontos altípoclas (isto é, x e -x)

Lado

propriedades
k

então k > ]]

A partir desse resultado, obtem-se facilimnte a seguinte ge
neralização=

(5.3) l:SJiB. Seja V um espaço normado real com di-

mensão fmi.ta n, e seja S=Íx É; V : llxll = 1} Se {AI'...,Ak}
é uma cobertura feclaada de S e se nenhum dos A; contém um

par de pontos antípodas, então k > n.

!jlgpç2pstração. Primeiro consideremos o caso V= ]Rn

as as normas nolIR são equivalentes, as esferas Sn-lComo tod
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Com~çare mos enunciando um fato trivial, que vale 

mesmo quando consideramos a ex definidas no conjunto das 

partes limitadas de um espaço métrico E (vide (1.14)). 

(5.1) Proposição. Para todo subconjunto limitado 

A e E temos que x(A) 5 a(A) $ Zx(A). 

O teorema de Lusternik, Schnirelman e Borsuk, enun 

ciado a seguir, nos permitirá calcular a (B) e x (B), no caso 

de dimensão infinita. Para a demonstração, veja-se [8]. 

(5. 2) Lema (Lus ternik - Schnirelman - Borsuk). Se ja 

Sn-l a esfera unitária {x : lxl = l} do espaço euclidiano JR.n. 

Se {A
1 , ... ,Ak} é uma família de conjuntos fechados com as 

propriedades 

(i) 
k n - 1 U A.= S 

. 1 l 1= 

(ii) nenhum dos conjuntos A. (i=l , ... ,k) contémum 
l 

par ele pontos aJ1típodas (.isto é, x e - x) 

então k > n. 

A partir desse resultado, obtem-se facilmente a seguinte g~ 
neral ização: 

(5. 3) Lema . Seja V um e spaç o no r mado real com di

mens ao fi nita n, e seja S= {x 8 V: llxll = l} .Se{J\ 1 , . . . ,Ak} 

é uma cobertura fechada de Se se ne nhum dos A. contém um 
l 

par de pontos antípodas, então k > n. 

Demonst raçã o. Primeiro consi dere mo s o caso V= JR.n. 
n n-1 Corno todas as normas no m. são cqui valentes, as esferas S 
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(na norma euclidiana I' 1) e S (na norma arbitrária 11.11) são

homeomorfas por um homeomorfismo h que leva pontos antípo-

das em pontos antípodas. Basta tomarmos h : Sn'l -.> S da-

do por h(x): ÍT-;TT x. ]sso demonstra o ]ema para V: ]Rn. Se Vé
um espaço ll-dimensi.ona] real. qualquer, basta tomarmos um i-
soinorfismo T : V -.-.-----.+ IR" e esco].]lermos a norma no ]R'' de mo-

do que T seja uma isolTletri.a. l

Podemos agora demonstrar õ resultado principal de.!

ta acção, devido a Fura e VignoliL6] e Nussbaum [23]

(5.4) Teorema. Seja X um espaço vetorial normado

(real ou complexo) de dimensão infillita, S: {x € X : llxl = 1}

e B:Íx € X : llxl É 1}. Então cx(S)= a(B)= 2 e X(S)= X(B)=l

pemonstraçã:g. Sendo B= cona(S) , temos que ct(S)= cl(B)

e X(S)= X(B). Como doam(S)= 2, temos que cl(S) g 2. Suponha-

mos, por absurdo, que cl(S) < 2. Então existem AI' ...,An' com

dialn(Ai) 'c 2 (i:l,...,n), tais que S= .U. Ai' Como Ãic S e

doam(Ai): dias(Ai) , podemos supor que os Ai são fechados
Seja V C X o espaço formado real formado pelas coilibinações

lineares, com coeficientes reais, de n vetores linearmente

independentes de X. Então {V íl AI ,... ,V n A.} é uma cobert.g

ra fechada de esfera unitária Vn S de V. Pelo lema(5.3),

ao menos um dos conjuntos V n AI contém um par de pontos aB

ti'podas: para esse conjunto, temos 2 É diain(Vn Ai) $ doam(Ai),

n
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(na norma euclidiana l · I) e S (na norma arbitrária li · li) -sao 

horneornorfas por um homeomorfismo h que leva pontos antípo

das em pontos antípodas. Basta tornarmos h : Sn- l --+ S da-

a ] ( ) l I d 1 V 1Rn S V e-o por 1 x = fíx.IT x. sso emonstra o ema para = . e 

um espaço n-dimensional real qualquer, basta tomarmos um i

somorfismo T : V--+ 1Rn e escolhermos a norma no 1Rn de mo-

do qu e T seja uma isometria. 1 

Podemos agora demonstrar ó resultado principal des 

ta seção, devido a Furi e Vignoli [6] e Nussbaum [23]. 

(5.4) Teorema. Seja X um espaço vetorial normado 

(real ou complexo) de dimensão infinita, S= { x E X llxl l = 1} 

e B= {x 8 X: ll xl l ~ l}. Então cx (S)= o, (B)= 2 e x(S)= x(B)=l. 

Demonstração. Sendo B= conv(S), temos que cx(S)= a(B) 

e x (S) = x (B). Como diam(S) = 2, temos que a(S) ~ 2. Suponha

mos, por absurdo, que a (S) < 2 . Então existem A
1

, ... ,A
11

, com 

di arn (A. ) < 2 ( i = 1 , ... , n) , 
l 

tais que S= 
n 
u 
i=l 

A . . Corno Ã. e S e 
l l 

diam(Ãi)= di am(Ai), podemos supor que os Ai são fechados. 

Seja V e X o espaço normado real formado pelas combinações 

line ares, com coeficientes reais, de n vetores linearmente 

independentes de X. Então {V n A1 , ... , V n A~} é uma cobertu 

ra fechada de esfera unit ária V n S de V. Pelo lema (5.3), 

ao menos um dos conjuntos V n Ai contém um par de pontos a~ 

típodas: para esse conjunto, temos 2 :::; dirun(V n A.) ~ diarn(A.), 
l l 
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o que é absurdo. Logo a(S)= cl(B)= 2. É claro que

X(S)= X(B) $ 1. De a(S) $ 2X(S) decorre (lue X(S)= X(B)= l

(5.5) Corolário. Seja dim(X): m, A um subconjunto
totalmente limitado de X, e

Nr(A): {x É; X : llx- yjl < r para algum y É; A}

Então cx(N.(A)): 2r e X(N.(A)); r

l

6. Uma genes'alizqg$Q qp teorema çlg Ascoli

Se M e E são espaços métricos compactos e ll é um

subconjunto limitado de C(bl,E) , o teorema de Ascoli nos diz
que a(H)= 0 se e somente se u(H): 0. Existira relação en-

tre cl(H) e u(H) no caso geral em que E não é necessariamen-
te compacto, nem temos necessariamente m(H)= 0? A resposta

a essa pergunta foi dada por Nussbaum [22] , que obteve des.i

gualdades envolvendo cl(11) e u(H) , e mostrou com exemplos que
as desigualdades obtidas são as melhor'es que se pode conse-

guir. Para chegarmos a esse resultado, que generaliza o teo

reina clássico de Ascoli, precisaremos de dois lemas e das

notações introduzidas a seguir

(6.1) Eglp.çêsz. Se A é um conjunto e CE,d) é uln ej.

paço inétri.co, denotaremos por IB(A,E) o espaço métrico das
funções [imitadas de A em E. A métrica p em ]B(A,E) é defina

da por p(f,g)= supld(f(a),g(a)) : a G A}

Sejam (M,d) e (E,d') espaços mÉ;trocos. Se H c ]B(M,E)
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o que é absurdo. Logo a(S)= a(B)= 2. S claro que 

x(S)= x(B) :S 1. De a(S) s 2x(S) decorre que x(S)= x(B)= 1. 1 

(5.5) Corolirio. Seja dim(X)= 00 , A um subc onjunto 

totalmente limitado de X, e 

N (A)= {x 5 X r li x - YII < r para algum y 5 A}. 

6. Uma generalização do teorema de Ascoli 

Se Me E são espaços métricos comp~ctos e H é um 

subconjunto limitado de C(M,E), o teorema de Ascoli nos diz 

que a (H)= O se e somente se w(H)= O. Existiri relação en

tre a (H) e w(H) no caso gera l em que E nao e necessariamen

te compacto, nem temos necessariamente w(H)= O? A resposta 

a essa pergunta foi dada por Nussbaum [ 2~, que obteve desi 

gualdades envolvendo a(H) e w(H), e mostrou com exemplos que 

as desigualdades obtidas são as melhores que se pode conse

guir. Para chegarmos a esse resultado, que generaliza o teo 

rema clissico de Ascoli, precisaremos de dois lemas e das 

nota ç6e s introduzidas a seguir. 

(6.1) Notaç6es. Se A é um conjunto e (E,d) é um es 

paço métrico, denotaremos por ID(A,E) o espaço métrico das 

funç6 e s limitadas de A em E. A métrica p em IB(A,E) e defini 

da por p(f ,g)= sup{d(f(a) ,g (a)) : · a 5 A}. 

Sejam (M,d) e (E,d') es paços métri cos . Se H e IB(M,E) 
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e ]n É; bl definimos H(m): {f(m) : f É; fl}. Para (5 > 0 e m € NI,

seja V6(m): {m' É; ],] : d(m,m') $ 6}. Dado H C ]B(M,E), denota:

remos por H(V6(m)) o espaço métrico {flV6(m) f € H}, com
a métrica i.nduzi.da por ]13(V6(m) , E). Se H é Ilimitado, escre-
vemos a(m,-5;H): a(H(VÂ(m))) e defillimos

CE(m;H); infta(m,6;H) : '5 > 01= lim a(m,6;H)
6--0+

(ín,6;H) é uma função crescente de 6)

O lema segui.nte foi ellt-inca.ado por Nussb

H C C(NI,E). A demonstração é exatamentc a mesma

(6.2) Lema (Nussbaum [22]). Seja (M,d) uln espaço

métrico compacto e (E,d') um espaço métrico. Se [l é um sub-

conjunto limitado de ]B(M,E) então

a(11) = suptcz(in; H) : m É; I'l }

.12s11911z.çip:s.ãe' Seja a0: suptcl(m;H) : m € M}. Como

a(H(V6Cm))) $ cl(H) para quaisquer .5 > 0 e m G M, temos que

u(m;H) $ cl(fl) e portanto aO É a(H). Para provar a desigual-
dade contraria fixemos c > 0, e vamos nnstrar que ct(H) $ an + c

Pela defina.ção de aO, para todo in € 1''1 existe (S(m) > 0 tal

que a(H(VÓ(m))) 5 aO + E: , para 0 < 'S í .5(m). Como M é coB
pacto, existe um número finito de pontos mj G M, l $ ií k,

tais que M= 1:JI V6J.(mi), sendo ói: 6(mi)' Da defina.ção de a
vem que dado i, l í iK k, existe um número fmi.to de con

juntos Sij C H(V6;(mi)), l $ j $ ni' tais que

(P o j. s a

aum para

k
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e rn EM definimos H(m) = {f(m) f E li}. Para ó> O em 6 M, 

seja V
0

(m)= {m' 6 M: d(m,m') 5 ó} . Dado H e IB(M,E), denota 

remos por H(V
0 (m)) o espaço métrico {f iv

6
(m) : f 6 H}, com 

a mé trica i ndu zida porl8(V0 (rn), E). Se H é limitado, escre

vemo s a (m,ó;H)= a (H(V0 (m))) e definimos 

a (m;H) = inf{a(m,ó;H): ó > O}= lim --:x (m, ó ;H) 
ó+O+ 

(poi s a (m, ó; H) é uma função crescent e de ô). 

O l e ma seguinte foi enunciado por Nussbaum 

H e C(M,E). A demonstração é exatament e a mes ma. 

(6.2) Lema (Nussbaum [ 22] ). Seja (M, d) um 

para 

es paço 

métr ic o compacto e (E, d') um espaç o métrico. Se H é um sub

conjunto limitado de IB(M,E) então 

a(H )= s up{ a(m;H) m E M}. 

Demonst ração. Seja a
0 = s up{ a(m; H) : m 6 M}. Como 

a (H(V0 (m))) s a( H) para quaisquer ó > O e m 6 M, temos que 

a (m;H ) $ a (H) e portanto a
0 s a (H). Para provar a desigual

da de c ontrária fixemos E > O, e vamos mostrar que a (H) s a
0 

+ E . 

Pel a definição de a
0

, para todo m 6 M exi ste o(m) > O tal 

qu e a (H(V
0 (m))) 5 a 0 ++,para O< o~ ô(m). Como M é com 

pacto, existe um nGmero finito de pontos mi 6 M, 1 si s k, 
k 

tais que M= LJ V0 (m . ), sendo ó.= ô(m.). Da definição de a i =l i l l l 

vem qu e dado 1, 1 ~ i ~ k, existe um numero fi nito de con-

juntos S . . e lJ H ( V O . (mi)) , 1 5 j s 
l 

n., 
l tais que 
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H(V6i(mi)): jl;ll sij e dias(Sij) É (aO -'- E: ) ' € : aO ' e. sg

ja J o conjunto finito formado pelas k-uplas de inteiros

J: (jl'...,jk) , com l$ ji $ ni' Se J É; J, definimos

HJ: {f € H : flV, (m;) C Sij:, J:(jl'...,jk)}. Temos então6 ; '"'i' ' ' i

que H= Je J HJ' Além di,sso, doam(HJ) $ ct0 + E:: tomemos

f, g É; HJ e m É; M, e provemos que d'(f(m) ,g(m)) É cl0 + c. Te

mos que m É; Vâ(mi) para algum i.,- is iK k, e pela defini-

ção de HJ existe ji tal que flV6.(mj.) e gjVÕ (m:) pertencem

Sijl ' Segue-se que supld'(f(m'),g(m')) : m' É; V6 (mi)} $ cl0 + c,

e em particular d'(f(m),g(m)) $ ct0 + E:. Logo dias (HJ) $ aO +c

e a(H) g an + c:. l

(6.3) Lema (Michael [21]). Se N é um espaço métri.-

co compacto então a família das partes fechadas e não va-

zias de N, munida da métrica de Hausdorff, é também um es

paço métrico compacto .

Usaitdo os lemas (6.2) e (6.3), Nussbaum provou o

teorema seguinte, que generaliza o resultado clássico de

Ascoli. Omi.tirelnos a demonstração, pois as idéias envolvidas

estão contidas na demonstração do teorema (7.1)

(6.4) Teorema (Nussbauin [22]). Seja (M,d) um espa

ço métrico compacto, (E,d') um e.spaço métrico, e H um sub
conjunto li-lnitado de C(M,E) . Sejam

n.i

l
a
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n. 
1 

H(V
0 (m.))= U s .. e diam(S . . ) s (a 0 + ~2 )+~2 = a 0 + E:. S~ 

i 1 j=l lJ lJ 

ja J o conjunto finito formado pelas k-uplas de inteiros 

J= (j 1 , . .. ,jk), com 1 S ji S n i. Se J E J, definimos 

HJ= {f EH: f iv ( ) E S . . , J= (j 1 , ... ,jk)}. Temos então 
ó. mi lJi 

1 

que H= LJ HJ" Além disso, diam(HJ) s; a 0 + E:: 
J E J 

tomemos 

f, g 5 HJ e m 5 M, e provemos que d' (f(m) ,g(m)) :::; a 0 + e T~ 

mos quem 5 v6 _ (mi) para algum i, · 1 ~ 
1 

1 ~ k, e pela defini-

çao de HJ existe Ji tal que fiv
6

_ (mi) e glvó. (mi) pertencem 
1 l 

a S ... Segue-se que sup{d' (f(m') ,g(m')) 
lJ i : m' 5 V ó . (mi) } ~ ªo + E: , 

1 

e em particular d' (f(m), g(m)) s a 0 + E: . Logo diam (H1) s a0 + E: 

e a (H) ~ ªo + E:. 1 

(6. 3) Lema (Michae l [21]). Se N é um espaço métri-

co compacto então a família das partes fechadas e não va

zias de N, munida da métrica de Hausdorff, é também um es

paço métrico compacto. 

Usando os lemas (6.2) e (6. 3), Nussbaum provou o 

teorema seguinte, que generali za o resultado clãssico de 

Ascoli. Omitiremos a demonstra çã o , pois as idéias envolvidas 

estão contidas na demonstração do teorema (7.1). 

(6.4) Teorema (Nu s sbaum [22]). Seja (M,d) um espa

ço métrico compacto, (E, d') um e-s paço rnét rico, e H um sub

Eonj unto limitado de C(M, E). Sejam 
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p: u(H) e q= suplcx(H(in) )

Temos então que

(*) maxi l p,q} á CE(H) g 2p +q

Se existir uin subconjunto compacto N c E tal que f(m) É; N p&

ra quaisquer f G H e m É; b'l, então

(**) -'} P 5 cl(H) $ P.
(6.5) Corolário (Alnbrosetti]l]). Seja (M,d) um e.!

paço métrico compacto, (E,d') um espaço ]nétrico, e ll um sub

conjunto limitado e equi.contínuo de C(M,E) . Então
a(11) = suplcl(H(Jn)) : m É; M}

Com os exemplos seguintes, Nussbaum [22]
quc as desigualdades dadas pelo teorema (6.4) sã
res que se pode obter

(6.6) Exemplo. Seja N1=10,1] , E: R e H=Íxn : n z 2}

0 as ine 0

m € M}

mostrou
l l

0 para t €
2

Xn(t): l(t--i+-à-) -} , parat Ü
p"' t ' r'-i '- -i- , :]

É claro que p:co(H): 1. Além disso, de Xn(t) €10,l] para

t€10,l] exn(t) C]l,]] paratÉ;]l,]] decorre que

[xn(t) - x..(t)is i, paraquaisquer xn' x.:C; H e t€10,]]

Logo CE(H) É 1 . Do teorema (6.4) vem que -#-= -J- p s a(H),

l
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p= w(H) e q= sup{a (H(m)) m 6 M}. 

Temos então que 

( *) max{+ p,q} ~ a(H) 5 2p +q. 

Se exis tir um subconjunto compacto N e E tal que f(m) E N p~ 

ra quaisquer f EH em EM , então 

( * *) 1 
2 p s; a(H) :::: p . 

(6.5) Corolãrio (Ambros e tti [1]). Seja (M, d) um es 

paço métrico compacto, (E,d') um espaço métrico, e Hum sub 

conjunto limitado e equicontínuo de C(M,E). Então 

a (H) = sup{ a (H(m)) m E M}. 

Com os exemplos seguintes, Nussbaum [22] mostrou 

que as desigualdades dadas pelo teorema (6.4) são as melho

res que se pode obter. 

( 6 . 6) Ex e mp 1 o . Se j a M = [ O , 1 J , E = JR e H = { xn n ~ 2} , 

onde 

X (t)= n 

f claro 

o 

1 1 n ( t--+-) -2 n 2 

1 

que p= w(H)= 

t E [o,-½ J e xn (t) 6 

, para t 6 r0 _1 _ _L] . 
L ' 2 n ' 

para t E: t~ ~ .++ ~] 
, para t E: t ~ + 1 lj. - n 

1. Além diss o , de x ( t) E: [o.+ J para n e+ ,1J para t 6 [ + ,1] decorre que 

lx (t) - x (t) 1 5 _!_2 , para quaisquer xn, x E H e t E: [ü,1]. n m m 

1 1 _ 1 Logo a (H) ~ - 2-. Do teorema (6. 4) vem que 2 - 2 p :;; a(H), 
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e portanto a(H): l p.

(6.7) Exemplo. Seja M=r0,1], EMIR ell=tx. n 2}

onde

0 , para t € [0,--;-]

Xn(t): l n(t - -}) , para t € E--i- , --Z-- + --:Í]

para t É; E.-#-+ --i-- , l ]

É claro que p: u(H): 1. Pelo teorema (6.4), temos que

a(H) $ 1, jã que [0,1] é compacto, e Xn(t) É; [0,1] para
quaisquern à 2 e t GE0,1]. Provemos que cl(H)= 1. Se

ni

a(H) < 1, então H= U, Si' com doam (Si) $ c < 1. Tomemos1 :1 '

Si' l $ i. s m. Cada fi é contínua, logo) existe (5 > Otan
(t) < 1 - cpara it - il< (5 e is i$ m.Então pa-

ra n > --1-- e tn: --7- + --é--, temos que lxn(tn) - fi(t)l > c

para lú ií m, eportanto Xng Sj para IÉ i$ m, oque é
absurdo. Logo G(H) = 1= P

(6.8) ExempJ:g. Seja l\'1= [0,1]

x:l «

vetou de ,e. com l na n-ési

ção e 0 nas restantes. Tomemos uma seqtlência real estrita-

mente crescente (tn)n:l' tal que 0 É tn < 1 e nJ-m tn; 1. P-!
ta todo n seja ln: [tn't..+-t] e s.: (t. + t...)/2, e vamos

l

comi a

ina P o s ]-

e

norma
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1 e portanto a(H)= - 2- P· 

(6.7) Exemplo. Seja M= [0 , 1], E=lR e H= {x : n ~ 2} , n 
onde 

o , para t 6 [b ,+J; 
_l_) 1 1 1 j X (t) = n(t para t 6 [z, -2-+ n n 2 

1 , para t 6 
1 1 [z + n, 1 ] . 

S claro que p= w(HJ= 1. Pelo teorema (6.4), temos 

a(H) s 1, já que [0,1] é compacto, e x
11

(t) 6 [0,1] 

quaisquer n ~ 2 e t 6 [0,1]. Provemos que a(H)= 1. 
m 

a(H) < 1, entio H= LJ Si, com <liam (Si) $e< 1. 
i =l 

f. 6 s., 1 $ l :,; m. Cada f. e contínua, logo existe l l l 

que 

para 

Se 

Tomemos 

o > O tal 

que f. ( t) < 1 - e para lt - + 1 < o e 1 $ l s m. Então pa-1 

> 1 t = 1 1 temos 1 X (t ) f . e t) 1 > ra n e -2- + -- que - e o n n n n l 

para 1:,; i s; m, e portanto x g S. para 1 si s m, o que n l 
-e 

absurdo. Logo a(H)= l= p. 

· ( 6 • 8 ) Ex e mp 1 o . Se j a M = [ O , 1 J e 
00 

E= .L= {x= (x
1

, ••. ,x , ... ): E jx . j < 00 }, com a 1 ll · l l 1= 
norma 

o:, 

li X li = E I x. 1. Seja e o ve tor de .e.
1 

c om 1 na n-es1ma pos1-. l l ll 1= 

çao e O nas restantes. Tomemos uma seqU~ncia real es trita-
00 ment e crescente ( t ) ' tal que o s t < 1 e lim t = 1. Pa n n=l n n 

n➔oo 

ta todo n seja I = [t t .1 e s = (t + tn+l) / 2, e vamos n n' "n + 1~ 11 n 
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definir funções

0

n, por

para t É; [0,1] '. ln;
f .(t)=
nJ ' '

com
l

zl t - s. l

(l - (t.,. - t.) )ej ' para t G inL-n+l 'BJ

Seja H:Ífnj : Ig n < ", l$ j g n}. Para t É; ln' H(t)é um
subconjunto limitado de um subespaço n'dimensional de .el' Cg

mo H(t): {0} para t g U ln' temos que q= supra(H(t)) : t € [0,111= 0n=l

É fãcit ver que p: u(H)= 1. Pelo teorema (6.4), a(H) $ 2p+q= 2
m

Provemos que a(H): 2. Se oc(1]) < 2, então H= .U Si'

doam(SI) < 2 para l $ ig m. To)Hemos n > m, e consi.derelnos

as funções fnj' l$ j g n. Como n > m, existe k, l$ k É m,

tal que Sk contém fni e fnj ' n / j ' boas

Ifni ' fnjll2jjfni(Sn) - fnj(Sn)ll:jjei - ejll:: 2, o que é

absul'do, pois diatll(Sk) < 2. Logo cl(H)= 2p + q

As demonstrações do Lema (6.2) e das desigualdades
a(H) $ 2p + q e a(FI) g p(de(*) e (**) de(6.4) , respecti-

vamente) não permaneceriam válidas se substitui'ssemos a por
X. Poréjn lembl'ando que X(H) $ a(1-1) , podemos estimar X(H) , a

partir da estimativa correspondente para a(H)

(6.9) Proposição. Seja (M,d) um espaço métrico com

pacto, (E,d') um espaço métrico, e H um subconjunto limita-
do de C(M,E) . Temos então que -.i co(H) É X(H). Se exi.star um
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definir funções f nj, 1 :s J :Ç n, por 

o , p a ra t E [o, 1] '\., I n' 
f . (t) = 2 l t - s 1 nJ 

(1 n )e. t E I -
' 

para 
(tn+l - t ) J n 

n 

Seja H= {f . : 1 s n < 00 , 1 :s j::;: n}. Para t 6 In' H(t)éum 
nJ 

subconjunto limitado de um subespaço n-dimensional de l 1 . C~ 
CX) 

mo H( t ) = {O} para t ~ LJ In, temos que q= supfo(H(t)) : t E [O ,l] }= O. 
n=l 

~ fácil ver que p= w (H) = 1. Pelo t eorema (6 .4), a(H) :s 2p + q= 2. 

m 
Provemos que a(H)= 2. Se a(H) < 2, então H= LJ S., 

. 1 l. 
com 

l. = 

diam(S.) < 2 para 1 :s i ~ m. Tomemos n > m, e consideremos 
l. 

as fun ções f . , 1 s j s n. Como n > m, existe k, 1 :s k :S m, 
TIJ 

tal que Sk contém f. e f . , n I j. Mas n1. nJ 

ll f. - f - li ~ ll f .cs) n1. nJ n1. n f . e s ) 11 = 11 e . 
llJ TI l. 

e . li = 2, o que e 
J 

absurdo, pois diam(Sk) < 2. Logo a(H)= 2p + q. 

As demonstraçõ es do Le ma (6.2) e das desigualdades 

a(H) ~ 2p + q e a (H) s p (de (*) e ( ** ) de (6.4), respecti

vamente) n~o permaneceriam vilidas se substituíssemos a por 

X. Porém l e mbrando que x (H) s a (11) , podemos estimar x (H), a 

partir da estimativa correspondente para a(H). 

(6.9) Proposição. Se ja (M,d) um espaço métrico com 

pacto, (E,d') um espaço métr ico, e Hum subconjunto limita

do de C(M,E) . Temos então que+ w(H) :<; x(H). Se existir um 
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compacto N C E tal que f(m) G N para quaisquer f € H e m É; M

então --7- u(n) $ x(n) $ u(H)

Jjlg!!gnstracão. A de)itonstração de l u(H) g X(1-1) é

análoga a de -} n(H) $ cl(H) (teorema (7.1)) e idêntica a de

-j- m(H) $ a(H)(teorema(6.4), demonstrado em]22]). A des.}
gualdade X(H) $ u(H) decorre de cl(H) $ u(H) (teorema (6.4))
e de X(H) $ a(H) . l

No caso M: [a,b] e E= IR, o teorema seguinte (Goebel
[7]) nos dá um resultado muito mais forte. Não tivemos aces

se ã demonstração de Goebel, pois seu trabalho não foi pu-
blicado

)

10) Teorema. Para todo subconjunto
, ]R) temos que X(}1): " u(n)

Demonstracão. Basta provar que X(H) $ --} u(H) . Fi-

xemos É: > 0, e privemos que X(H) $ -7- u(H) + E:. Seja 6 > 0

tal qt-te sup{ f(t)-f(t')]:t,t'É;Ea,b], lt-t'ls 6, feH} $ u(H) + c

Tomemos uma divã.são a= tO < tl < ... < tk+l: b do intervalo
[a,b],comti'ti-l< 1,l$.i$k+l.Paral$i$k e

f € fl, definimos

m;(f)= axtf(t) : tG ft. -,t. -ll+minÍf(t) : te ft. -,t. -l}

Temos portanto que supÍlf(t) - mj.(f)l : t G [ti-l'ti+l]} $ 1 u(H) + -}

Para cada i(l g i$ k) o sli)conjunto {m:(f) : f € H} C ]R é limo

2

limitado
H

- 38 -

compacto N e E tal que f (m) 6 N para quaisquer f 6 Hem 6 M, 
1 então 2 w(H) :s x(H) ::: w(I-I). 

1 Demonstração. A demonstração de 2 w(H) ~ x(H) -e 

1 análoga a de 2 n(H) :s a(I-1) (teorema (7.1)) e idêntica a de 

-½- w(H) :s a(H) (teorema (6.4), demonstrado em [22]). A desi 

gualdade x(H) s w(H) decorre de a(H) :s w(H) (teorema (6.4)) 

e de x(H) s a(I-I). 1 

No caso M= [a,b] e E= JR, o teorema seguinte (Goebel 

[7]) nos dá um resultado muito mais forte. Não tivemos aces 

-soa demonstração de Goebel, pois seu trabalho não foi pu-

blicado. 

(6.10) Teorema. Para todo subconjunto 

H e C([a,b], JR) temos que x (H)=-½- w(H). 

limitado 

1 Demonstração. Ba sta provar que x (H) s 2 w(H). Fi-

1 xemos E > O, e provemos qu e x (H) s 2 w(H) + E. Seja cS > O 

tal que sup{\f(t)-f(t ')\:t ,t' E [a ,b], \t-t'\ ~ o, f 6 H} s w(H) + E. 

Tornemos uma divisão a= t 0 < t 1 < ... < tk+ 1 = b do 

[a,b], com ti - ti-l < 2
1
6 , 1 <i s k+ 1. Para 1 

f 6 H, definimos 

intervalo 

max { f ( t) : t 6 [ \- l , \ + 1] } + min { f ( t) t 6 [ti_ 1 , ti+ 1] } 
m. (f)= --------- ------------1 

2 

Temos portanto que sup{ \f(t) - mi (f) \ : t 6 [ti-l 'ti+lJ} 5 + w(H) +J:.... 2 . 

Para cada i(l s: i 6 k) o subconjunto {m.(f): f EH} e JR é limi 
l 
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tado , e portanto adM.te uma -Í-- rede fi.nata {mil'mi2

Segue-se que para qual.squel' f € H e i(l $ i $

ji(l $ ji g ni) tal que

(*) supllf(t)-mijil :teEti-l'ti+ll} $ 1 u(n) +c

Seja J o conjunto finito formado pelas k-uplas de

inteiros da forma J:(jl'...,jk), com l$ ji $ ni' Para ca-
da J € J definimos uma função fJ É; C([a,b], IR) , li.near em c3

da intervalo [ti-l'ti] (l $ i$ k + 1) , por fJ(tO): mljl' fJ(ti): mija.

para l $ i$ k, e fJ(tk+l): mkjk' Afinnamos que {fJ : J € J}
é uma (-Tu(H) + c)-rede para o conjuntos. Se fGH, seja

J: (jl,...,jk) em J tal quc(*) se verifica para l$ i$ k

Temos então que jf(t) - fJ(ti-l)l $ 1 u(H) + c

If(t) - fJ(ti)l $ 1 u(H) + c para qualquer te
(l $ i$ k + 1). Como fJ(t) esta entre fJ(ti.l) e

ra t € [ti-l'ti] , segue-se que

supljf(t) - fJ(t)l : t € [a,b]} É l m(n) + c

o que demonstra nossa afirmati.va. l

) c m

existe

, ti]t i - l

fJ(ti) P.!

7. Uma generalização do teorema de Ascoli obra fun

çoes degradas

Nesta seção seguiremos um roteiro semelhante ao da

seção anterior. Consi.derarelnos o espaço métrico G([a,b] , E)
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tado, e portanto admite wna -E:
2 

- rede finita {m . 1 ,m. 2 , ... ,m. } e JR. 
1 1 :1.n . . 1 

Segue-se que para quaisquer f 6 H e i(l Si :5 k) existe 

j.(l::; j. ~ n.) tal que 
1 1 1 

(*) sup{!f(t) - m . . 1 
lJi 

Seja J o conjunto finito formado pelas k-uplas de 

inte iros da forma J= (j 1 , ... ,jk), com 1 5 ji S ni. Para ca

da J 6 J definimos uma função fJ E C([a , bJ, IR), linear em ca 

da interva lo [t. 
1

, t.] (1 < i :5 k + 1), por fJ (t0) = m
1

. , fJ(t. )= m . . 
1- l - J l 1 lJ i 

para J. si s k, e fJ(tk+l)= mkjk' Afínnamos que {fJ J 6 J} 

é uma (+ w(H) + i:: ) -re de para o conjunto H. Se f 6 H, seja 

J = ( j 1 , ... , j k) em J ta 1 que ( ''') se ver i fie a par a 1 :5 i s k . 

Temo en t ã o que ! f (t) 

1 
2 

1 
fJ(ti-l) 1 5 - 2- w(H) + E: e 

w(H) + E: para qualquer t 6 [ti-l' t) 

(1 < 1 s k + 1). Como fJ(t) está entre fJ(ti_ 1 ) e fJ(ti) p~ 

ra t 6 [ti-l 't), segue - se que 

sup {! f(t) - fJ(t) I : t 6 [a,b]} s +w(H) + E , 

o qu e demonstra nossa afirmativa. 1 

7. Uma generalização_ do teorema de Ascoli ~ fu_!l 

ções regradas 

Nesta seção segui remos um roteiro semelhante ao da 

seçao anterior. Consideraremos o espaço mitrico G([a,b], E) 



40

constituído pelas funções degradas do intervalo [a,b] no e.!
paço métrico E. No conjunto das partes limitadas de G([a,b], E)

definitnos a medida de não equiregracidade n de modo análogo

ao caso de G([a,b], mn) (veja-se (l.lO) e (1.11)). Seja H

um subconjunto limitado de G([a,b] , E). Vamos obter desi-
gualdades envo]vendo a(]]] e n(H), e como corolário imediato

teremos o teorema de Ascoli para funções degradas que empre
gamos ejn ( 1 . 1 1)

(7.1) Teorema. Seja (E,d) um espaço métrico e H um

subconjunto limitado de G([a,b] , E) Sejam

t € [a,b] }p: n (n) e q {c't(}l(t))
Temos então que

lmax{( *) P,q} $ a(H) $ 2P + q2

Se existir um subconjunto compacto N C E tal que f(t) eN

para quaisquer f € H e t É; [a,b] , então

(**) --#--P $ CE(H) $ P

.12Ê111gDg..!.!grão . Começa remos demons trando que

maxi-i-p,q} g (.t(H). De a(H(t)) $ CE(H) vem que q $ cl(H) . Para

provar que -Í-p $ CE(H) , fixamos É: > 0 e vamos mostrar que

p $ 2a(H) + E:. Da definição de ci(H), existemSI'...,S c H

tais que H= UI Si e doam(Si) É a(H) + c . Para cada i, tg

hemos fj. € Si' Como fi é regrada, existe di É; ]D tal que

wd;(fi) $ c (para notações, vida(l.lO)). Seja

-- 4 O -

constituído pelas funções regradas do intervalo [a,b] no es 

paço métrico E. No conjunto das partes limitadas de G([a,b], E) 

definimos a medida de não equiregracidade n de modo análogo 

ao caso de G([a,b], IRn) (veja-se (1.10) e (1.11)). Seja H 

um subconjunto limitado de G ([a, b] , E). Vamos obter <lesi-

gualdades envolvendo a(H) e q (H), e como corolário imediato 

teremos o teorema de Ascoli para . funções regradas que empr~ 

gamos em (1.11). 

(7.1) Teorema. Seja (E,d) um espaço métrico e Hum 

subconjunto limitado de G([a,b], E). Sejam 

p = n ( 1-1) e q = s up { a ( 1-1 ( t) ) : t 6 [a, b J } . 
Temos então que 

( *) 1 max{-2-p,q} s a(H) s 2p + q. 

Se existir um subconjunto c ompacto N e E tal que 

para quaisquer f 6 1-1 e t 6 [a, b], então 

1 -p S a ( 1-1) S p . 
2 

Demonstração. Começaremos demonstrando 

f(t) 6 N 

que 
1 max{2 p,q} ~ a (H). De a(H(t)) s a (H) vem que q s a(H). Para 

1 provar que zP s a(H), fi xamos E > O e vamos mostrar que 

p s 2a(H) + E, Da definição de a(l-1), existem s
1

, . .. ,Sn e 1-1 
n 

tais que H= LJ S. e diam(S.) ~ a (H) + ___.!:_
3

. Para cada 1, to 
· l l l 1= 

memos fi 6 Si. Como fi é regrada, existe di 6 ID tal que 

w·d ( f.) 
. l 
l 

E s - 3- (para notações, vi de ( 1 . 1 O) ) . Seja 
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.Uldi G D. Provemos que ui (f) g 2cl(H) + c, para qual-

quer f É; H: de fato, dada f É; H existe i. tal que f € SI ' Se

s e t pertencem ao mesmo sub-i.ntervalo aberto de d*, pente.B

cem também ao npsmo sub-irlterva].o aberto dc dl (pois di c d*). Logo

d(f(s),f(t)) $ d(f(s),fi(s»+ d(fi(s) ,fi(t» + d(fi(t),f(t))

$ '(H) '-i'-t''' .(H) '-i: 2a(H) ' :,
donde se segue que wd.(f) $ 2cl(1-1) + c, e portanto p: n(H) á 2ci(H) + c:

Para provar que a(H) $ 2p + q é suficiente, pelo

leitta(6.2), provar que cl(t;H) $ 2p + q para todo t É;]a,b]
Tomemos t € ]a,b[ e E: > 0, e vamos mostrar (lue cl(t;H) $ 2p + q + E

Da definição de n(H) vem que existe .S > 0 tal que

u[t,t+.s](n): supld(f(t) ,f(t')) : t,t' c]t,t+ s] ,f G ti} $ P + --i

e wEt-.S,tt(H): supld(f(t),f(t')) : t,t' É; [t-6,tt, f É; H} É P + -'T

Sejan t]. É; [t-6,t[ e t2 €1t,t + 6]. Pela definição de o. existem

s}, s!,...,sii C U(t]) tais que H(t].): ''] s} e diain(S!) g q + -#-;

,slÍZ C H(t2) tais que H(t2): l:i s2 e doam(SÍ)

sl' S2'''',Sn C H(t) tais que H(t); .U. Sk e doam(Sk)h'J

Para l$ i. snl' l$ j $ n2 e IK k$ nseja

TijK: {f G H(VÓ(t)) : f(tl) G si, f(t2) € s:l e f(t) € Sk}

É claro que H(\r6(t)): ;lr Tijk' Provemos que dias(Tijk) $ 2P+q + c
ijk 'J
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n 
d*= LJ d. S ID. Provemos que wd· (f) s 2a(H) + E, para qual-. 1 1 ·" 1 = ~ 

quer f EH: de fato, da.da f S H existe i tal que f E S .. Se 
1 

se t pertencem ao mesmo sub-intervalo aberto de d*, perte~ 

cem também ao mesmo sub-illteTvéÜO aberto de d. (poi.s d. e d*). Logo 
1 1 

d(f(s),f(t)) s d(f(s),f.(s))+ d(f.(s),f.(t))+ d(f.(t),f(t)) 
1 1 l l 

E E E ~ a (H) + 3 + 3 + a (I-1) + 3 = 2a lJ I) + E , 

donde se segue que wd (f) ~ 2a (H) + E , e portanto p= n (I-1) ::: 2a(H) + E . 
* 

Para a (H) 2p 
~ 

suficiente, pelo provar que $ + q e 

lema ( 6. 2) , provar que a(t;H) $ 2p + q para todo t s [a, b] . 

Tomemos t E J a ,b [ e E > O, e vamos mostrar que a (t ;1-1) s 2p + q + E. 

Da definição de n(H) vem que existe ô > O tal que 

w]t,t+ô] (H)= sup{d(f(t) ,f(t')): t,t' E ]t,t+cS] ,f EH} :s p + + 
e w[t-o ,t[(l-1)= sup{d(f(t) ,f(t 1

)): t,t' E [t-ô,t[, f EH} 

Sejam t
1 

S [t-ó,t[ e t
2 

E]t,t + o]. Pela definição de 
n 

1 l 1 _ . LJl 1 1 s
1

, s
2

, ... ,s e H(t
1

) tais que H(t
1

)= s. e clia.m(S.) 
nl i=l l 1 

2 2 2 nz 2 
s

1
, s 2 , ... ,sn

2 
e H(t

2
) ta.is que H(t

2
)= LJ S~ e dia.rn(S.) 

j =l J J 

n 
Sl' S2, ... ,Sn e H(t) tais queH(t)= LJ Ske d.ic1m(Sk) 

k=l 
Para 1 .:,; 1 s nl' 1 < J $ n 2 e 1 ~ k ::: n seja 

::: 

E 
.:,;p+-3-· 

a existem 

+ E . q 3 

T .. k {f E H(V
0
(t)) : f(t

1
) E 1 

f Ct 2) E s? f(t) E Sk}. = s.' e 1 J r 1 J 

E claro que H(V.l' (t)) = LJ T .. k. Provemos que diam(T .. ) $ 2p + q + E: 
u ijk 1) lJk 
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para isso precisamos mostrar que para quaisquer f, g É; Tijk
e qualquer s É;]t - .5,t+ 6] temos que d(f(s), g(s)) É 2p+q+ c

Se s É; [t - (5 ,t [, t.emos que

d(f(s) ,g(s)) $ d(f(s),f(tl)) + d(f(tl),g(tl)) + d(g(tl),g(s))

$P'-} '''q '''-'i-' p''T: 2P' q''' E

se s É; ]t,t + 6] , temos que

d(f(s),g(s)) $ d(f(s),f(t2)) + d(f(t2), g(t2)) ' d(g(t2),g(s))

$ P ''' --!- ' q ''' -'t ' P ''' 'T : 2P ' q ''' E: ;

se s: t, temos que d(f(t) ,g(t)) $ q + E $ 2p + q + c. Portan

to a(t;H) $ a(H(V6(t))) É 2p '' q + c:, para quais(quer t É;la,b[
e c > 0. Se t= a ou t= b obtém-se a mesma desigualdade com

um argumento mais simples e (*) fica demonstrada

Suponhalüios agora que existe ulll compacto N c E tal

que f(t) G N para quaisquer f G H e t É; [a,b]. Jã delltons-

tramos que --i-p $ cl(H). Pelo lema (6.2), para provar (**)
basta mostrar que cl(t;H) $ n(H) para todo t É; [a,b] . Da de-

finiçãodep:n(H), dados tela,ble c: > 0, existe (5 >0

tal que u]t- Õ,t[(H) $ p + E: e u]t,t+6](n) $ P + É:. Prove-
mos que ct(H(VÕ(t))) $ p + 2€. Seja N: {A C N : A fechado e
não vazios, munido da métrica de Hausdorff D.Pelo lema (6.3)

IJ é um espaço n6trico coiq)acto. Seja Nl: {A G N : doam(A) á p + c:}. NI
é um subconjunto fec]lado de N (pois doam :N -' ]R é conti-

nua), logo NI é compacto. Portanto existem conjuntos
AI'...,A,. É; NI tais que se A É; A/l então D(A,Ai) < c: para
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para isso precisamos mostrar que para quaisquer f, g E T .. k lJ 
e q u a 1 que r s E [ t - o , t + o] te 111 o s que d ( f ( s) , g ( s) ) ~ 2p + q + E . · 

Se s E [ t - o , t [, ternos que 

se s E ]t,t + ó], temos que 

d(f(s) ,g(s)) s d(f(s) ,f(t
2
)) + d (f (t 2), g (t 2)) + d(g(t 2) ,g(s)) 

E E E 
~ p + -3- + q + -3- + p + -3- = Zp + q + E ; 

se s= t, temos que d(f(t) ,g(t)) s q + E ~ 2p + q + E . Portan 

to a.(t;H) s a.( H(V
0

(t))) s 2p + q + E ,p,1rr1. quaisquer tE]a,b[ 

e E> O. Se t= a ou t= b obtém-se a mesma desigualdade com 

um argumento mais simples e (* ) fica demons trada. 

Suponhamos agora q u e existe um compacto N e E tal 

que f (t) 6 N pa ra quaisque r f S H e t E [ a, b]. Ji demons-

1 trama s que -
2
-p :$ a. (1-1) . Pelo lema (6. 2), par a provar ( ** ) 

b asta mostrar qu e a. (t;H) s n (1-1) p ara todo t · E [a,b]. Da de-

fini çã o de p = n (H) , dados t E J a, b [ e E > O , existe o > o 

tal que w [t _ ó, t[(H) s p + E e w]t,t + o] (H) s p + E. Prove

mos que a. (H(V0 (t))) s p + 2E. Seja N= {A e N : A fechado e 

não vazio} , muni do d a métrica de Haus dor f f D. Pelo l ema (6. 3) , 

N é um espaço métrico compacto. Se ja N1 = {1\ E /✓ : diam(A) ~ p + E}. N 
1 

é um subconjun t o fechado ele N (pois <liam: N--+ 1R e co nti -

hua), logo N
1 

é compacto. Porta nto existem conjuntos 
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algum i, l $ i $ n. Pondo

2

{y € N : d(y,AI) < --;-} , t.g

mos que se A É; NI então A C Bi para algum i. Para f € H, dg
finitos

Al= {f(s) . s €1t-6,tE} e Af: {f(s) : s €1t,t+6l}
Temos que doam(Af) $ p + e e doam(Af) $ p + c, e portanto
existeini,j,lsisn,l$jsn,tai.sque AbcB:e
A;l C B.i' Além disso, de cl(H(t)): 0 decorre que existem

SI'...,S:.. c H(t), com dias(sk) É 2c, tais que ll(t): .Usk
K = l

Para l$ i$ n, IK j $ n e IÉ k $ m, definimos

Tijk: {fen(v6(t)) Kl;c Bi Afc Bj' f(t) CSk}

Temos então que H(VÕ(t)): :;l... Tijkj.jk 'J

diain (Tijk) $ maxtdiam(Bi), dialn(Bj), doam(Sk)} $ p + 2c
Portanto CE(t;H) g cx(H(V6(t))) É p + 2c:, para quaisquer t € ]a,b[
e c > 0. Para t= a ou t= b obtém-se a mesma desigualdade

com uln argumento mais si.mples. Como E é qualquer, vem que

a(t;H) $ p para todo t É; [a,b] , donde ec(H) s p. H

(7.2) Corolário (o teorema de Ascoli para funções
reguadas-Honi.g [14]). Seja (E,d) um espaço métrico e 1-1 um

subconjunto limitado de G([a,b] , E). São equivalentes as a

(A; )l lE

e

(i.) H é relativamente compacto em G([a,b] , E);
(ii) H é equiregrado (rl(H)= 0) e H(t) é relativa

mente compacto para todo t € [a,b]
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n. Pondo B.= N (A.)= {y EN d(y,A.) E algum l, 1 :s l s < -2-}' te 
l E l l 

2 
mos que se A 6 Nl então A e B. para algum l • Para f E H, d~ 

l 

finimos 

A1 = {f(s) : s E [t- ó,t[} e A~= {f(s) : s E ]t,t+ ó]}. f 

Temos que diam(A~) s p + E e diam(A!) s p + E , e portanto 

existem i,j, 1 si s n, 1 s j s n, tais que A1 e B. e f l 
2 Af e B .. Além disso, de a(H(t))= O decorre que existem - J 

m 
H(t), com diam(Sk) s 2E, tais que H(t)= LJsk. 

k=l 
Para 1 s i < n, 1 ~ j s n e 1 ::;; k s m, definimos 

Temos ent ão qu e 

B., 
l 

LJ T .. k .. k lJ l) 

B.' 
J 

e 

diam (Tijk) ~ max{diam(Bi), diam(Bj), diam(Sk)} :S p + ZE 

Port an to a(t ;H) ~ a (H(V0 (t))) 5 p + ZE, para quaisquer t 6 ]a,b[ 

e E > O. Para t= a ou t= b obtém-se a mes ma desigualdade 

com um argumento mais simples. Como E é qualquer, vem que 

a(t;H) < p para todo t E [a,b], donde a(H) ~ p. li 

(7. 2) Corolirio (o teorema de Ascoli para funções 

regr adas-Honig [14]). Seja (E,d ) um espaço métrico e H um 

subconjunto limitado de G([a,b], E). São equival entes as a

firmações: 

(i) 1-I e relativamente compacto em G([ a ,b], E); 

(ii) H e equiregrado (n (H) = O) e H(t) é relativa

ment e compacto para todo t E [a,b]. 
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(7.3) Observações. As definições de u(H) e n(H)

ainda fazem sentido quando ll é um subconjunto li.matado de

]B([a,b] , E), e temos trivialmente que n(H) $ co(H) . Além dis

se, se H C C([a,b] , E) é fácil provar que u(H) $ 2n(H)

No exemplo (6.7) temos um subconjunto limo.tado

n c c([o,l] , R) tal que cx(n)= m(H) . Como cl(H) $ rl(H) s u(n), te

mos que ct(1]): n(H) , e a desigualdade cl(H) $ p de (7.1 - '':*) não pg

de ser melhorada. No exemplo (6.8) vimos um st-ibconjunto limitado

nc c(to,]]), ZI) ta] que cx(n): 2u(H) + supra(H(t)) : t € [0,]-]}. De

cl(n) g 2n(n) +suP]cl(H(t)) : t € [o,].]} É 2u(H) +suPta(H(t)) : t € to,lJ}
decorre que cl(H): 2n(H) + dupla(H(t)) : t É; [0,1j}, e a de-

si.gualdade clCH) É 2p + q de (7.1 - *) não pode ser melhora-

da. O exemplo seguinte mostra que a desigualdade a(H) 2 l p de

(7.1) T)ão pode ser melhoradca

(7.4) Exemplo.Seja H=Ífn :n 2 1} c G([0,1], IR)

o , para t € to,ll '.{ --él

fn(t): l --7-- , para t: -2ik.

Í , para t; -2ii-;Í

É fãci[ ver que p: n(H)= ]-. Por outro ]ac]o, de if.(t) - fl..(t) l $ -!-.

para quaisquer fn' fm € H e t € [0,1] segue-se que ct(11) $ 1 . Como

a(H) à --;- p: ''2- (teorema (7.1)) , temos que ct(n): --4r: --5-- P.

]

onde

l Í-n(t) - :h(t) l
l

ct(11) $ C
2

- 44 -

(7.3) Observações. As definiç6es de w(H) e n(H) 

ainda fazem sentido quando H é um subconjunto limitado de 

IB( [a,b], E), e ternos trivialmente que n(H) s w(H). Além dis 

so, se H e C([a,b], E) é fácil provar que w(H) s 2n(H). 

No exemplo (6.7) te mos um subconjunto limitado 

H e C ( [ O , 1] , JR) ta 1 que a ( H) = w ( H) . Como a (H) s n (H) s w (H) , t~ 

mos que a (H) = n (H) , e a desigualdade a (H) s p de (7 .1 - **) não PQ 

de s er melhorada. No exemplo (6. 8) vi mos um sub conjunto 1 imita do 

HC C([0,J]), .t
1

) tal que a (H) = 2w(H) +sup{o,(H( t)) : t E [ü,1]}. De 

a(H) s: 2n(H)+supfo(H(t)) :t6 [0,1]} 5 2w (H)+supfo(H(t)) :t 6 [0,1]} 

decorre qu e a( l-1)= 2n(H) + sup{ a(H(t)) : t 6 [0,1]}, e a de

sigualdade a (H) s: 2p + q de ( 7 .1 - * ) n~o pode ser me lhora-

1 da . O exe mplo seguinte mo stra que a desigualdade a (H) ~ -
2
- p de 

(7.1) não pode ser melhor ada . 

(7.4) Exemplo. Seja H={fn : n 2: l} e G([0,1], JR), onde 

o 
' 

para t E [O, 1] '\., { _1_ 1 } ; 
2n ' 2n + 1 

f ( t) = 
1 

t= 1 
n -2- para Zn 

-1 1 
-2- para t= 2n+l 

.B fácil ver que p= n ( H) = 1 . Por out1·0 lado, de l f (t) - f (t) 1 < __l.
2 n lll -

par a quaisquer f , f 6 H e t E. [0,1] segue-se qu e a (H) < -
2
1 . Como TI lll -

a(H) 1 1 1 1 z - 2- p= -
2
- (teorema (7.1)), temos que a(H)= -

2
- = -

2
- p. 
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(7.5) Pronosicão. Seja(E,d) um espaço métrico e ll

um subconjunto limitado de G([a,b] , E). Temos então que

}-- n(11) $ X(H) Se existir um compacto NC E tal que f(t) C N

para quaisquer f € H e t G [a,b] , então --i- n(H) $ X(H) $ n(H)

Demonstracão. A demonstração de l rl(H) g X(H) é

praticamente a mesma de -$-- n(H) $ cl(H) Cteorema (7.1)). A
desigualdade X(H) $ rl(H) decorre de a(H) $ n(H) (teorema
(7.1)) e de X(H) $ cl(H) . R

6) Teorema. Para todo subconjunto limitado

, R) temos que X(H); -:i- n(H)

Demonstracão. Basta provar que X(H) $ 1 n(H). F.l
xemos c > 0, e provemos que X(H) $ 1 n(H) + c. Seja d uma

divisão de [a,b] formada porpontos a= tO < tl <...< tr: b,
tal que wd(H) $ n(H) + E:. Para l $ i. $ r e f € H, definimos

m; (f) =

Temos portanto que supÍjf(t) - mi(f) ] : t € ]ti-l'tiE} $ --2-- n(n) +--a-

para cada i(l $ iÉ r) oslü)conjuntoÍm:(f) : f ÉI H} cIR é

limitado, e portanto admite uma -;-- I'ede finita {mil'mi2, ' ' ' 'min. } C ]R.

Segue-se que para quaisquer f É; H e i(l $ i. $ r) existe

ji (] $ jj. $ ni) tal que

suptlf(t) - mj.jjl:t Glti-l, tiL} $ 1 ncn) + c

Para cada i(0 $ i$ r) o subconjunto {f(t;) : f G li} C IR

2

l

G( [a,b]
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(7.S) Proposição. Seja (E,d) um espaço métrico e H 

um subconjunto limitado de G([a,b], E). Te rnos então qu e 
1 -
2
- n (H) s x (H) . Se existir um c ompacto N e E tal que f(t) 6 N 

para quaisquer f E: H e t 6 [a,b] , então+ n(H) $ x (H) :s n(H). 

Demonstração. A dernons tração de + n (H) ~ x (H) e 

praticamente a mesma de + n (H) :s a.(H) (teo rema (7 .1)). A 

desi gua lda de x(H) $ n(H) decorre de a. (H) $ n(H) 

(7.1)) e de x( H) s a. (H). 

(7 . 6) Teore ma . Para todo subconjunto 

H e G([a , b], JR) ternos qu e x (H) =+n(H) . . 

(teorema 

limit a do 

Demonstração. Basta provar que x (H) :s + n(H). Fi 

xemos E > O , e provemos que x (H) :5 +- n (H) + E . Se ja d urna 

divis ã o de [a,b] formada por pontos a= t 0 < t 1 < •• • < tr= b, 

tal que w~(H) s n(H) +E.Para 1 5 i :sr e f 6 H, definimos 

sup{f(t): t E ]t i-l'ti[} + inf{f(t): t 6 ]ti - l ' ti[} 

2 

Ternos portanto qu sup{!f(t) - n\Cf ) 1 : t 6 J\_1 ,\[} ~ + n(H) ++ 
Para ca da i (1 s i ~ r ) o s ubconjLmto {m . (f) : f 6 H} e R e 

1 

limi taclo , e portanto admite urna ; - rede fi ni ta { m.
1

,m. 2 , .•. ,m. } e IR. ~ l l 1ni 

Segue-se que p ara quais quer f EH e i (1 $ i $ r) existe 

J . (l < J· . < 
l - l -

sup{ !f(t) 

Para cada i(O 

n . ) tal qu e 
1 

-rn .. l :tE]ti-l' t
1
.[} s+ n(H) lJi + E , 

:si:::: r) o subconjunto {f(t.) : f 6 H} e IR é 
1 
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limitado, e portanto admite uma c-rede finita {xil'xi2'

Portanto para qual.squer f É; H e i (0 É i$ r)

ki(l É ki $ Zj) tal que lí(ti) - xik. l É c:

Seja J o conjunto finito formado pelas (2r + l)-uplas

de inteiros da forma J:(jl'...,jr'k0'kl'...,kr), com

lí ji $ ni e l$ ki $ Zi' Para cada J € J definimos

fJ € G([a,b], R) por fJ(t): mij.i ' se t €1ti-l'ti[(l $ i$ r)

e fJ(ti): xik; (0 $ i$ r). É fácil verificam'que {fJ : J G J}
é uma ( L n(H) + E:)-rede para o conjunto H. l

l

existe

8. g.!.jjérios generalizados de compacidade

L . ( [a ,b] )

Nesta seção consideraremos o espaço L. ([a,b])
(l < p < ") , a medida de não compacidade de Hausdorff (e-

xemplo (1.5)) , e as medidas de não coinpacidade a e T defina.

das nos exemplos (1.12) e(1.13) , e vamos provar desigualda-

des que generalizam os critérios de compacidade em Ln( [a,b]).
Começaremos com uma generalização do critério de

ade de Kolmogorov [18]

(8.1) Teorema. Se H é um subconjunto li.mi.tado de

Lp([a,b]) (l $ p < ") então l a(H) g X(H). Além disso, se
1 < p < m temos também que X(H) $ a(H)

Demonstração. Para mostrar aue

compacid(

a(n) X(H) toÉ )

em
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linú tado, e portanto admite wna s -recle finita {x. 1 ,x. 2 , ... x. 0 } e IR. 
l l l,{__l 

Portanto para quaisquer f S H e 1 (Os is r) 

ki (1 s ki :S li) tal que Jf(ti) - xik. J s s. 
l 

existe 

Seja J o conjunto finito f ormaclo pe 1 as (2 r + 1)-uplas 

de inteiros da forma J= (j 1 , ... ,jr,k0 ,k1 , ... ,kr), com 

1 ~ J .. < n. e 1 < k. s f .• Para cada JS J definimos 
l - l - 1 1 

fJ S G([a,b], IR) por fJ(t)= m .. , se t S ]ti-l'ti[ (1 :s; is r) 
lJi 

e fJ(ti)= xik. (OS i S r).J:fácilverificarque {fJ: J 6 J} 
1 

1 e uma (-2- n(H) + s)-rede para o conjunto H. 1 

8. Critérios generalizados de compacidade em 

Nesta seção consideraremos o espaço L ([a,b]) 
p 

(1 < p < 00), a medida de não compacidade de Hausdorff (e 

xemplo (1.5)), e as medidas de não compacidade o e T definl:_ 

das nos exemplos (1.12) e (1.13), e vamos provar desigualda

des que gene ra 1 i zam os critérios de compacidade em L ( [a, b] ). p 

Começaremos com urna generalização do critério de 

compacidade de Kolmogorov [18]. 

(8.1) Teorema. Se H ~ um subconjunto limitado de 

Lp([a,b]) (1 :S p < 00 ) então+ o( H) :s; x(H) . Além disso, se 

1 < p < 00 ternos também que x(H) s o(H). 

Demonstração. Para mostrar que ~ o(H) :s; x(H), to-
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menos c > 0 e provemos que a(11) $ 2X(H) + e. Pela defina.ção

de X, H admite uma(X(H) + c)-rede finita {fl'...,fn}. C9
mo o conjunto das funções em escada (combinações lineares

finitas de funções característicasde intervalos limitados) é

denso em Lo([a,b]) , podemos supor que cada f.i é uma função

em esca.da. Se h > 0 e gl é a função característica de um

intervalo IC]a,b] , temos que jjhhgl - glllpS(2h)P. Segue-seque

ljm jjMhg - gll p: 0 para qualquer função em escada g, e por-

tanto existe (5 > 0 tal que lIMhfj. - filjp $ E para l $ iÉn

e 0 < h $ .5. Se f € [{ exi.ste i ta] que llf - fijjp $ X(11) + E:

Temos então que

ll$.í-íll. É llb.í - $:rill. ' llq.ri - íill. 'llri - fllP

$ XW ' -.}- ''' -} ''- xW + -i- : zxU) ''' .
para 0 < h $ 6, o que demonstra que a(H) $ 2X(H) + c:

l

que

0 o

H

X(H) $ a(

conjunto
+htt +l 2l

f(s) dslf(s)ds
htt l 2

(Mh f) ( t l) (Mhf) (t2) l

t h
2

f(s)ds
ht l

l
2h l:'"..;, * l:'"..;, -. l:'',.:, '.

tl+h tl-h tl+h

':l '' . -t I': - ':l -'. -} If'll . f':

Suponhamos agora que 1 < p < " e vamos mostrar
fl). Inicialmente provaremos que para todo h >

(Mh f : f É; H} é equicontinuo. De fato, se f G
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memos E> O e provemos que o(H) ~ Zx(H) + E. Pela definição 

de X, H admite uma (x(H) + +)-rede finita {f
1 , ... ,fn}. CQ 

mo o conjunto das funções em escada (combinações lineares 

finitas de funções características de intervalos limitados) é 

denso em L ([a,b]), podemos supor que cada f. é uma função p l 

em escada. Se h > O e g 1 é a função característica de um 

1 

intervalo I e [a ,b], temos que IJ ~g1 - g1lip ::: (2h)p. Segue-se que 

lim IIMh g - g 11 = O para qualquer função em escada g, e por-
h+ o+ p 

tanto existe ó > o tal IIMh fi f.11 E 1 ::; i s n que - ~ -
3
- para 

l p 
e o < h < ó • Se f E: H existe l tal que llf - f i ll P ~ xCH) + E . j 

Temos então que -

E E E :: X(H) + -3- + -3- + x(H) + -3- == 2x (H) + E , 

par a O< h só, o que demonstra que o(H) s 2x(H) + E , 

Suponhamos agora que 1 < p < 00 e vamos mostrar que 

x (H) s o(H). Inicialmente provaremos que para todo h > O o 

conjunto {M11 f: f E: H} e equicontínuo. De fato, se f E: H 

t 1+h 

f f ( s) ds -

t -h 
1 

t 2+h 

J f(s)ds l 

t - h 
2 

t -h t +h t 2- h t 2+h . 
1 

1J2 f(s)ds f2 f (s)dsl ~ z1h [ 1 f f ( s ) ds 1 + 1 f f ( s) ds 1 ) - 2h 
t 1-h t +h t

1
-h t

1
+h 1 

1 1 
1 -

L 
IIEII P it 2 - tl I P' lt z - t il p' < - h- < h 
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onde L= supljjfjlp : feH} ep' é tal que l+ l: l. Is.
to mostra que {Mhf : f É; H} é equicontínuo. É fácil provar
que esse conjunto é limitado na norma uniforme. Do teorema

de Ascoli decorre que para todo h > 0 o conjunto

{Mhf : f É; H} é relata.valente compacto na topologia de C(l.a,bJ) e por-

tanto na topologia de Ln([a,b])
Fixemos E > 0. Pela definição de a(H),existe h > 0

talquejIMhf-flÇ) ga(H) + € , paratodaf eH. Como

{b\:f : f É; 11} é um sui)conjunto relativamente compacto de Lp([a,b]) , adnU

te uma --$---rede finita R c Lp([a,b]). É fácil ver que R é
uma (a(n) + E)-rede para H, e portanto X(1]) $ a(fl) + c. l

(8.2) ll].ç?291jção. Se H é um subconjunto limitado de

Ln([a,b])(l $ p < m) então a(n) $ T(n)

Demonstll4ç$p. Pela desigualdade de Htilder e pelo

de Tonelli, temos que
b h

a -h

s-:;lrllÍ l jf(t+s) - f(t)lpds.(zh)p'dtl P
a -h

h b

É l-élF- IÍ / jf(t+s) - í(t)jpdt ds
-h a

Logo lIMhf - fljp g supllITsf - fjlp : is $ h}, e portanto
a (H) É T (n) . l

4 f(t + s) - f(t)

te orema

de C([a,b])

Mhf

l
P

sl $ h}, e
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onde L= sup { llf li f 6 H} p' tal 1 + 1 1. Is-e e que -- 7 = 
p p 

to mostra que {Mhf f 6 H} e equicontínuo. :E'. fácil provar 

que esse conjunto e limitado na norma uniforme. Do teorema 

de Ascoli decorre que para todo h > O o conjunto 

{Mhf: f 6 H} é rela tivamente compacto na topologia de C([a,b]) e por

tanto na topologia de L ( [a, b]). p 

Fixemos E > O. Pel a definição de 0 (H), existe h > O 

tal que IIMhf-f l~ ~ a(H) + - ~,para todaf 6 H. Como 

Ü'\/ : f 8 l l} é um s ubconjunto r e lativamente compacto de Ln ( [a ,b]) , ac:ln~ 
l 

te uma +-rede finita R e Lp([a,b]). t fácil ver que R é 

uma (a(H) + E)-rede para H, e portanto x (H) s a (H) + E . 1 

(8.2) Proposição. Se H é um subconjunto limitado de 

L ([a,b]) (1 $ p < 00 ) então a(H) $ T(H). 
p 

Demonstração. Pel a desigualdade de Helder e pelo 

teorema de Tonelli, temos que 

b h 

11 Mh f - f 1 ~ s -fh [ f [ f 
a -h 

b h 

f I 
a -h 

h b 
r < 1 - l 2h I I 

-h a 

1 
p -

1 f ( t + s) - f ( t) 1 ds J d t] p 

_E_ 

l f(t + s) - f(t) IPas. (2h)P
1

dt 

1 f(t + s) - f(t)I pdt 

1 
p 

Logo 11 Mh f - f 1 ~ ~ s u P { 11 T s f - f II r !si s h}, e portanto 

a (H) ~ T (H) . 1 
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O teorema seguinte é uma generalização do critério

de compacidade de Riesz ([28] , [18])

(8.3) Teorema. Se H é um subconjunto limitado de

Lp([a,b]) (l $ p < ") então l T(H) s X(H). Além disso,se
1 < p < " temos também que X(H) g T(H)

Demonstracão. A demonstração de l T(H) $ X(H) é

análoga a feita em (8.1) para --'-7-- a(H) $ X(H) A desigualdl
de X(11) $ t([]) decorre de(8.1) e(8.2). 1
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O teorema seguinte é uma generalização do critério 

de compacidade de Riesz ( [ 28] , [18]). 

(8.3) Teorema. Se H ~ um subconjunto limitado de 

Lp([a , b]) (1 5 p < 00 ) então+ T(I-1) s: x(H). Além disso, se 

1 < p < 00 temos também q ue x (H) 5 T(H). 

Demonstração. A demonstração de + T (H) s x (H) e 

análoga a f e ita em (8.1) para+ 0(1-I) s x(H). A desiguald~ 

de x(H) 5 T(H) decorre de (8.1) e (8.2) . 1 





CAPTTU LO lll

ALGUMAS APLICACÜES 4S EQUAÇÕES DIFERENCIAIS

FUNCIONAIS DO TIPO NEUTRO

Vamos agora aplicar os resultados do Capítulo lao

estudo de certas equações diferenciais que exprimem x'(t)

como função dos valores de x e de x' no intervalo [t-r,tJ
(r?0). Tais equações são denominadas equações diferenciais

funcionais do tipo neutro (EDFNs). Em termos mai.s gerais (e

mais vagos) , uma EDFN é uma equação que envolve o valor pre
sente e valores passados da função incógnita x, bem como da

sua derivada x'. Esta i.déia pode ser prece.sada de várias ma

negras ([4],[11] ,[20]) , e temos então diferentes teorias de

existência e dependência contínua para equações diferen-
ci.ais funcionais do tipo neutro.

5 1

CAPITULO III 

ALGUMAS APLICAÇÕES AS EQUA ÇÕES DIFERENCIAIS 

FUNCIONAIS DO TIPO NEUTRO 

Vamos agora aplicar os resultados do Capítulo I ao 

estudo de certas equações diferenciais que exprimem x' (t) 

como função dos valores de x e de x ' no intervalo [t-r, t] 

(r~O). Tais equações são denominadas equaçoes diferenciais 
funcionais do tipo neutro (EDFNs). Em termos mais gerais (e 

mais vagos) , uma EDFN é urna equação que envo 1 ve o valor pr!::_ 
sente e valores passados da função incógnita x, bem como da 
sua derivada x '. Esta idéia pode ser precisada de virias ma 

neiras ( [4], [11], [20]), e temos então diferentes teorias de 
existência e dependência contínua para equações 

ciais funcionais do tipo neutro. 

diferen-
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Na literatura encontramos duas classes de teoremas

gerais de dependência contínua para equações do tipo neutro,

de acordo com a topologia considerada no espaço das solu-

ções. Numa das classes o espaço das soluções é do tipo W.Et) ([a,b] Bn) ,

E o caso da abordagem de Driver [4] , generalizada por Melvin

[20]. Estes teoremas asseguram que, tomando condições ini-

ciais suficientemente próximas, podemos fazer as soluções

correspondentes da EDFN permanecerem arbitrariamente próxi-

mas, num intervalo compacto, na norma de IV:l'J. Portanto as

derivadas das soluções se aproximação na norma de L.. Na og
tra classe o espaço das soluções é munido da topologia da

convergência uniforme; é o caso da abordagem de Hale [11]

Estes teoremas não afirmam nada a respeito da proximidade

das derivadas das soluções. Somente para situações bem mais

parti-culares encontramos teoremas de dependência contínua

que asseguram a proxima.dade uniforme das derivadas das saiu

ções de uma equação do tipo neutro (veja-se [9] , por exem-

plo)

Na maior parte deste capítulo (da seção 9 ã seção

13) estudaremos uma classe de EDFNs da fonna x'(t) : f(t,x.,xt),

onde f é uma função contínua num aberto de RxC([-r,0]Bn)xL:.([-r,0] ;Rn),

satisfazendo certas hipóteses adicionais. Para estas equa-

com a topologia dada pela nonila llxllllapbl=lx(a) l+ tlxt(t)IPdt l/P
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Na literatura encontramos duas classes de teoremas 

gerais de depend~ncia contínua para equaç6es do tipo neutro, 

de acordo com a topologia considerada no espaço das solu-

ç6es. Numa das classes o espaço das soluç6es é do tipo W(l) ( [a,b] ,IR.n) , 

com a topologia dada pela nonna llxlif:;bLlx(a) l•[f:lx~(t) IPat] 
11

P. 

B o caso da ab ordage m de Driver [4], genera li zada por Melvin 

[20]. Estes teoremas asseguram que, tomando condiç6es irri-

ciais suficientemente pr6ximas, podemos fazer as soluç6es 

correspondentes da EDFN permanecerem arbitrariamente pr6xi

mas , num intervalo compacto , na norma de W(l). Portanto as 
p 

derivadas das soluç6es se apr oximarão na norma de L . Na ou 
p 

tra classe o es paço das soluções é munido da topologia da 

converg~ncia uniforme; ~ o cas o da abordage m de Hale [11]. 

Estes teoremas não afirmam nada a respeito da proximidade 

das de rivadas das soluções. Somente para situações bem mais 

parti c ul a res encontramos teoremas de depend~ncia contínua 

que asseguram a proximidade uniforme das derivadas das solu 

çôes de uma equação do tipo neutro (veja-se [9], por exem

plo). 

Na maior parte deste capí tulo (da seção 9 i seção 

13) estudaremos uma classe de EDFNs da fonna x'(t) = f( t,xt,x~) , 

onde fé urna função contínua num aberto de RxC([-r,0],IR.n) xLP([-r,0] JRn), 

satis fazendo certas h ip6teses adicionais . Para estas equa-
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ções demonstraremos teoremas de existência, unicidade, pro-

longabilidade das soluções e dependênci,a conti'nua. A técni-

ca que empregamos na seção lO (existência de soluções) é

anã[oga ã que foi usada por Nussbaum [22] , na demonstra-

ção de um teorema de exi.stência para outra classe de EDFNs

Os resultados das seções ll e 12 (unicidade e prolongabili-

dade das soluções) foram incluídos no presente capítulo com

o objetivo de tornar auto-sua.ciente a exposição, uma vez

que esses resultados não dependem da teoria de operadores

condensantes apresentada no capítulo 1. A classe de EDFNs

que analisamos não é tão ampla quanto a que foi estudada

por Melvin [20]. Entretanto, na seção 13 (dependência con-

ta'nua) chegamos a resultados que, para as equações aqui a-
bordadas, fornecem afirmativas mais fortes: os teoremas de

dependência contínua (13.4) e (13.6) asseguram a proximida-

de uniforme das derivadas das soluções. Vale a pena ressal-

tar que o teorema (13.4) não pressupõe a uni.cidade das so-
luções

Na Últi.lna seção deste capítulo apresentaremos,
como aplicação do teorema (4.5) , um teorema de existência

e unicidade para equações lineares do tipo neutro. Conside-

ramos, como espaço das soluções, um conjunto de funções com
derivada regrada. A exposição deixará de ser auto-suficien-

te: faremos uso da integral i.nterior (ou de Dushnik) e de
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çoes demonstraremos teoremas de existência, unicidade, pro

longabilidade das soluções e dependência contínua. A técni

ca que empregamos na seçao 10 (existência de soluções) e 

análoga à que foi usada por Nussbaum [22], na demonstra

ção de um teorema de existência para outra classe de EDFNs. 

Os re s ultados das seçoes 11 e 12 (unicidade e prolongabili

dade das soluções) foram incluídos no presente capítulo com 

o objetivo de tornar auto-suficiente a exposição, uma vez 

que esses resultados nao dep ende m da teoria de operadores 

condensantes apresentada no capítulo I. A classe de EDFNs 

que analisamos não é tão ampla quanto a que foi estudada 

por Melvin [20]. Entretanto, na seçao 13 (dependência con

tínua) chegamos a resultados que, para as equaçoes aqui a

bordadas, fornecem afirmativas mais fortes : os teoremas de 

dependência contínua (13.4) e (13.6) asseguram a proximida

de uni f orme das derivadas das soluções. Vale a pena ressal

tar qu e o teorema (13.4) não pressupõe a unicidade das so

luções. 

Na iiltima seçao deste capítulo apresentaremos, 

como aplicação do teorema (4.5), um teorema de existência 

e unicidade para equaçoes lineares do tipo neutro. Conside

ramos, como espaço das soluções, um conjunto de funções com 

derivada regrada. A exposição deixará de ser auto-suficien

te: fare mos uso da integral interior (ou de Dushnik) e de 
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suas propriedades, bem como de um teorema de representação

devido a Ht5nig. Esses assuntos encontram-se em [12]

9. Formulação do probl ema

(9.1) Ng:!gS.ões. Consideraremos o espaço vetorial
IRn munido de uma norma qualquer 1.1. Usaremos as notações

habituais C([a,b], IRn), C(1)([a,bJ,]Rn), L.([a,b] , ]Rn) e

W(1)([a,b], ]Rn). Lembramos que W(1)(La,b],Rn) é o espaço

das funções absolutamente contz'nuas x:la,bJ-+gtn, tais que

x' € L.([a,b] , ]Rn). Consideraremos sempre os quatro espa'
ços acima munidos, respecti.valnente, das normas

lx ll(0)b] ; suptlx(t)l:t É;Ea,bl},

llx ll(i)b] ; lx(a)l + suptlx'(t)l:t G [a,b]}

[[ * ii!','] : tl'i* :, ] .:] :'. ,
e llxll[a,b] : lx(a)i + [lblx'(t)jpdt]l-/p

Seja rà 0 um número real, fixado em todo este ca-

pítulo. Sejam C = C([-r,0],]Rn), C(1) = C(1)([-r,0],]Rn),

Lp : Lp([-r,0], ]Rn) e WPI) = W(1)([-r,0], ]Rn). As normas
nestes espaços serão denotadas, respectivanente, porll . ll (O), ll. ll (1) ,

1.1Ç. e ll.lll,P' Se aC]R, a?0 e x:la-r,anal---+IRn, para cada
tÉ;Ea,a+a] definimos xt: [-r,0] ---- IRnpor xt(s) ; x(t+s), s€1-r,0]

)

x(a) +

b
x (t)

b
: lx(a) '- [ X

a
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suas propriedades, bem como de um teorema de representação 

devido a H~nig. Esses assuntos encontram-se em [12]. 

~- Formulação do problema 

(9.1) Notações. Consideraremos o espaço vetorial 

mn munido de uma norma qualquer 1. 1. Usaremos as notações 

hab ituais C([a,b],ffin), C(l)([a,b],ffin), LP([a,b],ffin) e 

w<l) ( [a,b], ffi11
). Lembramos que w<l) ( [a,b], ffin) é o espaço 

p p 

das funções absolutamente contfnuas x: [a,b] -+ ffin, tais que 

x' E LP([a,b], ffin). Consideraremos sempre os quatro espa

ços acima munidos, respectivamente, das normas 

llx li t~:b] = sup{!x(t) 1:t E [a,b]}, 

llx li t~~b] = J X (a) 1 + sup{Jx'(t)l:t E [a,b]}, 

llxll[ a ,b] = [Lb i x(t) 1 Pdt_] 1/p , 
p 

e llx li [a,b] = 1 X (a) 1 + [ J: 1 X ' ( t) IP d t J 1 
/ p l,p 

Seja r ~ O um numero real, fixado em todo este ca

p í tu 1 o . se j am e = c ( [ - r , o J , m n) , e < 1) = c < 1) ( [ - r , o J , m n) , 

LP = LP([-r,OJ, ffin) e w;l) = w; 1
) C[-r , OJ, ffin). As normas 

nestes espaços serão denotadas, respectivamente, poril-ll(o), 11-11 (l), 

11-1~ e 11-111 ,P. Se oEJR, a:::O e x :[o-r,o+a]-+ffin, para cada 

tE[o ,o+a] definimos xt: [-r , O] ---+ ffin por xt(s) = x(t+s), sE[-r,O] . 
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Seja Q um aberto não vazio de IRxCxLn' f:Q-"»IR''uma

função conti'nua. Consideremos a EDFN

(D) x' (t) : f(t,xt'xt)

(9.2) Definicão. Sejam a C]R e 4' É; W:l)tais que

(a,+,+') € Q. Dizemos que uma função x:la-r,anal----IRn (a>0)

é uma solução da equação (D) com função inicial (b em a (ou

simplesmente é uma solução de (D) por (a,'}» se

(i) xa : '> e x [a,a+a] € C(1)([a,a+a] , ]Rn)

Cii) (t,xt'xt) € Q para todo t € La,a'a] ,

(iii) x'(t) : f(t,xt'xt) para todo t É; [a,a+a] ,
sendo x'(t) e x'(a+a) as derivadas ã direita e ã esquerd

em a e a+a, respectivamente. Queremos encontrar condições,

relativas ã função f, que assegurem a existência e a unici-

dade das soluções de (D) por (a,$) , hein como a dependência

contínua dessas soluções em relação a (a,$)

(9.3) Observação. Suponhamos que

é tal que

(i)' x € W:l)([a-r,a+a],]Rn) e xa : 4,,
(ii)(t,xt,xt) É; Q para todo t É;]a,a+a],

(iii)' x'(t) : f(t,xt'xt) para quase todo t € [a,a+a]

Temos então que x(t) : x(a) + .[f(s,xs'xs)ds para todo
t É; [a,a+ a]. Da continuidade de f e das ftulções te [a,a+ a] t--> xtÉ; C e

a
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Seja íl um aberto nao vazio de ffixCxL , f:íl_. lRnuma 
p 

função contínua. Consideremos a EDFN 

(D) 

(9.2) Definição. Sejam o 6 IR e cp 6 w< 1
~ tais que 

p 

(o,<P,<P') 6 íl. Dizemos que urna função x : [o-r,o+a]-+lRn (a>0) 

€ uma solução da equação (D) com função inicial <P em a (ou 

simplesmente~ uma solução de (D) por (o,cf>TI se 

(i) \r = <P e xi [o,cr+a] 6 C(l)([o,cr+a], lRn), 

(ii) (t,xt,x~) 6 íl para todo t 6 [cr,o+aJ, 

(i:i.i) x ' (t) = f (t ,xt ,x~) para todo t 6 [o ,o+a], 

sendo x '(t) e x'(o+a) as derivadas à direita e à esquerda 

em a e o+a, respectivamente. Queremos encontrar condições , 

relativas à função f, que a ssegurem a exist~ncia e a unici

dade das soluções de (D) por (o,cp), bem como a depend~ncia 

contínua dessas soluçôes em relação a (cr,cp). 

(9. 3) Observação. Suponhamos que x: [cr-r ,o+a] -+- ]Rn 

e tal que 

(i)' x 6 w<l)c[o-r,o+aJ, lRn) e x = </>, 
p o 

(ii) (t,xt,x~) 6 íl para todo t E [o,o+a], 

(iii)' x'(t) = f(t,xt,x .;) para quase todo t 6 [o,o+a]. 

Temos então que x(t) = x(o) + Jtf(s,x ,x')ds para todo 
(J s s 

t 6 [o ,o + a]. Da continuidade de f e elas fun ções t E: [cr ,o+ r1J 1-► xt 6 e e 
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t € [a,a+a] f----- xt É; Lp decorre que o integrando da equação

anterior é uma função contínua. Portanto x' (t): f(t,xt'xt) p.!

ra todo t C]a,a+a], e xiEo,a+alC C(1)([a,a+a],]Rn). Vimos
que as condições (i) e (iii) da definição (9.2) podem ser
substituídas por (i)' e (iii)' , graças ã continuidade de f

(9.4) Uma equação integral equi.valente. É evidente

que x : [a-r,a+a] -»Rn (a>0) é uma solução de (D) por

(a,+) se e somente se .

(1) xa: '> e x(t): 'b(0) + IÍf(s,xs'xs)ds, t C]a,a+a]

Para (b : [-r,0] -----.-Din defina.mos @ : [-r,m[ -- Rn por

4'11-r,0l: '> e 'b(t): d'(0) para t C [0,«[

Se x : [a-r,a+a] -,]Rn é urna solução de (D) por (a,$), en

tão u : [-r,a] -- ]Rn dada por

(2) u(t); x(a+t) - di(t), t C]-r,a]
satisfaz

j-'l [- ,,o] :'
(3) l t

u(t): l f(a ' s,õs -'- us' if; ' u:l)ds(t €10,a])

Reciprocamente, se u : [-r,a] -,]Rn satisfaz (3), então

x : [a-r,a+a] --IRn dada por (2) satisfaz (1) , e portanto
é uma solução de (D) por (a,$)

Se y : [0,a] -- m" é

9 : [-r,a] -, ]Rn por

yjl-r,0l: 0 e 9(t)::; y(t) para t €10,a]

a

)

( )

tal y(o) 0 , defi.ni.mosque
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t E [a, a+ a] f---+ x' 6 L de corre que o integrando da eq uaçao t p 

anterior ê uma função contínua. Portanto x' (t)= f(t,xt,xt) p~ 

ra todo t E [a,a+aJ, e xi [u,a+a]E C(l)([a,a+a], IRn). Vimos 

que as condições (i) e (iii) da definição (9.2) podem ser 

substituídas por ( i) ' e ( ii i) ' , graças à continuidade de f. 

(9.4) Uma equação integral equivalente. B evidente 

que x [a-r ,a+a] ---+ IRn (a > O) ê uma solução de (D) por 

(a,qi) se e somente se 
t 

(1) x = <P e x(t)= qi(O) + ff(s,x ,x ' )ds, t 6 [a,a+a]. a s s 
a 

Par a qi : [- r , O] --+ IR n de f i n imos ~ : [ - r , 00 [ ---+ :ITT. n por 

e qi(t)= <P(O) para t E [0, 00 [ . 

[ J n- - () Se x: a-r,a+a ---+ IR e uma soluçao de D por (a , qi), en 

tão u : [-r ,a] ---+ m.n dada por 

(2) u(t)=x(a+t) - ~(t ), t E: [-r,aJ , 

satisfaz 

uj [-T,0]=0 

e 3) r 
u(t)= j f( a +s,cps+us, êfí~+u~)ds (t E [o,aJ). 

o 
RecipTocamente, seu : [-r,a] ---+ IRn satisfaz (3), então 

x : [a-r,a+a] ---+ m.n da da poT (2) satisfaz (1), e portanto 

e uma solução de (D) por (a ,~). 

Se y : [O ,a] - --+ m.n e tal que y(O) = O, definimos 

- ] n L-r, a - -+ m. por 

Yi[-r,o]=O e y(t) = y(t) para t E [o ,a]. 
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Temos então que u : [-r,a

te se u= y, e y satisfaz

(4) y(t) = Í f(a+s

Portanto x : [a-r,a+a]
(a ,@) se e somente se

x(a't): @(t) ' 9(t) , t CL-r,a] ,

e y : [0,a] -------, ]Rn satisfaz (4) . Na próxima seção veremos que,

sob certas condições, o operador integral que aparece em

(4) é condensante em relação a uma medida de não compaci.da-
de, e obteremos um teorema de exi.stêlicia

t

0

satisfaz (3) se e somen

# ;+j';)ds t € [0 ,a]

--- ]Rn é uma solução de (D) por

10. E xi s te n ci a de s ol u c oes

(lO.l) Uma fainíli& de equaçõçÂJ:g çipQ neBllro.Seja

A um espaço métrico, ç2 um aberto não vazio de ]Rx Cxl. (l < p < m) , e

f : A x S2 ->1Rn uma função contínua. Para cada À € A, te-
mos uma EDFN

(DÀ) x'(t) : f(À,t,xt'xt)
Pela seção anterior, x : [a-r,a+a]

(Dx) por (a ,$) se e somente s e

x(a't) : $(t) ' 9'(t) , t € [- r,a]
com y : [0,a] -.* ]Rn satisfazendo

-- ]Rn é uma solução de

y(t) ,a's ,Õs ' j's 'ai; ''- 9;)ds t € [0 ,a]
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Temo s então que u : [-r,a] ---+ m.n s at isfa z (3) se e sornen 

te se u= y, e y satisfaz 

t 

( 4) y ( t) = J f (a+ s , ~ s + y s , $ ~ + y ~ ) d s , t 8 [ O , a] . 

o 
Portanto x : [o-r ,o+a] ---+ IR.n é uma solução de (D) por 

(cr, ~) se e somente se 

x ( a + t) = qi ( t) + y ( t) , t 8 [ - r, a] , 

e y : [o , n] --r m.n satisfaz (4) . Na próxima seção veremos que , 

sob ce rtas condições, o operador integral qu e apare ce em 

(4) é condensante em relação a urna medida de n ã o compacida

de, e obteremos um teorema de exist~nc ia . 

10. Existência de soluções . 

(10.1) Um a família de equaçoes do tipo neutro.Seja 

/1. um espaço métri co, íl um aberto nã o vazio de m. x C x L (1 < p < 00), e p 

f: /1. x íl --+ m.n uma f unção contínua. Para cada À E /1. , te-

mos um a EDFN 

(D>.) x'(t)= f (À,t,xt,x~) . 

Pela seçao a nterior, x : [cr-T ,o+a] --+ m.n e uma solução de 

(DÀ) por (cr,~) se e somente se 

x (cr+t ) = ~ (t) + y(t), t 8 [-r,a], 

com y [ O , a] --+ m. n s a tis faz e n d o 

t 

y( t)= J f (À, cr+s , ~s + y
5

,~~ + y~)ds, t 8 [ ü,a]. 

o 
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Definindo

F(À ,a ,@ ,y) (t) ,a+ s ,+. Ç:l) ds , t € to ,a]

o problema da exi.stência de soluções de (DÀ) por (a,'}) se
reduz ao problema da existência de pontos fixos de

F(À,a,$,'). Vamos então definir precisamente o domínio e o

contradomínio da aplicação F, e impor condições adicionais

sobre f para que F(À,a,$,') seja condensante em relação a
uma medida de não compacidade.

(l0.2) Definjçêgg. Para a > 0, seja

E(a): {y É; C(1)([0,a] , ]Rn) : y(0): 0}

É claro que E(a) é um subespaço fechado de C(1)([0,a] , Rn). Se

a > 0 e p > 0, definimos

D(a,p): {y € E(a) : jjytjl(0) $ p e jjy;ll P g p para t € fO,al}.
É fácil demonstrar o seguinte fato

(l0.3)ISg.llg. Se a> 0e p >0 entãoD(a,p) é um

subconjunto não vazio, convexo e fechado de C(1)([0,a] , ]Rn).

(l0.4) llg!!!g. Seja A um espaço métrico, ç2 um aberto

deIRxCxl..(l<p<m),ef: AxQ -''IRnuma função

contínua. Dados il C A, ã É; IR e @ C IV(1) ,co,n (ã,$,+') € S2, exiâ

te N(X,ê;,4)), vizinhança de (X,l;,(>) em A x R x W(1), e exi.ã

tem constantes 1'1 > 0, a > 0 e p > 0 tais que

(À,a' t,$t ' 9't ''bt ' yt) € A x Q

e jf(À,a+t, @t + yt'4)t + y:) 1 < M

Def i nindo 
t 

F(À,o,cji,y) (t)= Jf(À,o+s,~s 
o 
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+ y- , cp ' + y- ' ) ds , t 6 [o , a] , s s s -

o problema da existência de soluções de (DÀ) por (o,cji) se 

reduz ao problema da existência de pontos fixos de 

F(À,o,cji,•). Vamos então definir precisamente o domínio e o 

contradomínio da aplicação F, e impor condições adicionais 

sobre f para que F(À,o,cji,•) seja condensante em relação a 

uma medida de não compacidade. 

(10.2) Definições . Para a > O, seja 

E(a)= {y 6 cCl)([O,a], IR. 11
) : y(O)= O}. 

S claro que E(a) é um sub es paço fechado de C(l)([O,a], IR.11
). Se 

a > O e p > O, definimos 

D(a, p) = {y 6 E(a) : 115\11 (O) s p e II Ytll p s; p para t 6 [O,a]}. 

S fa cil demonstrar o seguinte fato: 

(10.3) Lema. Se a > O e p > O então D(a,p) é um 

sub conjunto não vazio, convexo e fechado de C (1) ( [o , a] , IR.n). 

(10.4) Lema. Seja A um espaço métrico, íl um aberto 

de IR x C x L ( 1 < p < 00 ) , e f p 
n A x íl --➔ IR uma função 

contínua. Dados 5: 6 A, a EIR. e~ E wil),com (Õ-,~,~') Eíl, exi~ 

te N(:5:,õ-,i), vizinhança de (À,Õ-,i) em A x m 

tem constantes M > O, a > O e p > O tais que 

X wCl) e 
p ' 

(À,o+t,cpt 

e j f(À,o+t, 

+ yt,cjl~ + y~) 6 A x íl 
- -
cpt + Yt,cjlt + y~) 1 < M 

exis 
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para(À,a,4)) € N(X,a,$) , t CL0,a] e y É; D(a,p)

Demonstracão. Seja bí > 0 tal que jf(i,ã,$,Õ') < M.
Pela continuidade de f, existe U, vizi.nhança de X em A, e

existem (S > 0 e p > 0 tais que para À € U e (s ,@ , e) É; ]R x C x L.,

com ls-al $ 2ó,ll@-$11(0) $ 3p e fiel-4)'lln É 3p, temos que
(s,Q,ÉI) eQ e jf(À,s,@,€1)l < M. Sejam. >0tal que

ll+t-+ll(0) $ p ejj@t - $'1]P $ p para tC]0,61], e tomemos

a g mini'S,61}. Sejam l= {a €1R : la - 1;1 < 6} e

V= {+ eWPI): llq) - +lll,P < p/maxll,rP }lCondep'eJI,«[ é

dado por l + -.il:i--= 1). Para + € V, temos que

ll$-Õll(0)s ll$-@lll,p'm {l,iP=} e ll(b'-

lnemos N(À,a,@); U x l x V. Se(À,a,@)

e y É; D(a,p) temos que

ja + t - al $ 1 tl + la - ai $ 2t5 ,

llÕt'xt- Õll(o) $ 119tll(o) . llÕt - Õtll(o) . llalt - +ll(o)

É 119'tll(o) + 11.} . Õll(o) + ll$t -.+ll(o)s 3p

' lli;{ ' 9'{ - i;'ll. ' llj';lç, ' llÕ; - Õill. . llÕ; - Õ'lç,

É ll?tllP ' ll4'' - +'llP ' llalt ' 'b'llP É 3p

A x ç2 e

l

< p/maxt] .rP ' }]11 @ - õ ll: P

$ 11@ - 4'lli,P« p
To-

,,]

Portanto

f(À , a+ t

a

Õ )

+( À , a' t , i; +
t t t

H

No que segue usaremos também o fato de ser NfÀ.a.d))d

Õ
Õ:: ''' 9';) 1 « M

+ y
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para (À ,a ,<P) E N(À ,ã ,~) , t E [O ,a] e y E D(a,p). 

Demonstração. Seja M > O tal que i f(À,Õ , cp,cp ' ) I < M. 

Pela conti nuidade de f, existe U, viz inhança de À em A, e 

existem ó > O e p > O tais que para À 6 lJ e (s ,\/J , O E m. x C x Lp, , 

com l s-Õ i s 2o, II\/J -~ ll(O) s 3p e ll s-~ 'I I s 3p , temos p 

(s , ljJ ' s ) E n e i f (À,s ,\/J,s) I < M. Seja º1 > o tal 
-

que 

que 

li ~ - ~ llco) s p e 11 ~~ - ~ ' li 5 p para t E [o ,o
1
], e tomemos t p 

a s; mi n { o , ô 
1

} . Sejam I= { a E IR l a - ã i < o } e 

l 

V= { cp E wCl): ll <P - ~ li < p /max{l ,7}}(ondep ' E]l, 00 [ p 1,p e 

dado por + + /, = 1). Par a qJ E V, temos que 

1 

11 <P - iii 11 (O) S 1 1 qJ - <p 11
1 

· lll<'L'< {1 , rp'} < P e 11 <)J ' - <p ' 11 5 11 QJ - ~ 111 < P • To -,P 'P ,p 
me mo s N(À,Õ,~ ) = U x I x V . Se ( À,a,cj)) E N(À,Õ,cp), t E [0,a] 

e y 6 D(a , p) te mo s qu e 

1 a + t - ã I s I t 1 + 1 a - Õ I S 28 , 

li qit + Y t - ~ llco) s li 5\ llco) + li ~t - ~t llco) + li ~t - ~ llco) 

s: 11 Y t llco) + li <P - ~ llco) + li ~t - . ~ llco ) s 3p , 

- -
e 11 ~; + 5'; - ~ 'li P ~ 11 r t 1 ~ + 11 q;; - ~ ~ I IP + 11 ~ ~ - ~· 1 ~ 

s ll r~ IIP + ll <P ' - cp 'II P + li ~~ - ~' IIP s: 3p. 

Portanto (À, a+ t, ~t+ yt,qÍ~ +y~) E A x íl e 

i f(À, a +t,qit+5,t, qi ~ +y~) I < M. 1 

No q ue segue usaremos também o fato ele ser N(À,Õ,~)da 
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forma U x l x V, sendo U uma vi.zinhança de 51 em A, l uma vi

zinhança compacta de a € 1R, e V uma vizinhas-tça de 4' enl Wnl)

(l0.5) Duas hipóteses adicionais. Para demonstrar-

ntos teoremas de existência e dependência contínua para as g

quações (DÀ), vamos impor condições adicionais sobre a fun-

ção f. Sem perda de general.idade, vamos supor doravante que

o aberto ç2 C IR x C x Lp é da forma Q= ç21 x Q2' sendo QI um

aberto de IR x C e Q2 um aberto de Lp' Como anteri.oriente, A
é um espaço métrico. Consideraremos uma função contínua

f : A x Q -,IR'' satisfazendo as hipóteses (hl) e (h?) que
C f3 fT 1 1 r3 n}

(hl) f é lipschi.tziana em relação ao último argumen-
to, ou seja,] k 2 0 tal que

If(X,t,V, eii) - f(X,t,ü,€12) l$ k llCi - €12ll .,

VÀ € A, V(t,@) G QI' V€1-t Élz € Q2

(h2) Se K c QI é compacto, então a família de funções

{gÉI : €1 € Q2}, com g€1 : A x K -*IRn definida

por ge(X,t,p); f(À,t,@,ÉI), é equicontínua. Isto
signo.fica que dado É: > 0, existe (5 > 0 tal que

para ÀI' À2 € a'' (tl,@"),(t2'Qz) € K, temosque
d(ÀI'À2) < 6, Itl't21«â e llPI -@2ll(0) < .5

--o' jf(À].,tl'@i,€1) - f(À2't2'pz,e) 1 < c, v€1 € ç22

(l0.6) Lema. Seja f : A x Ç2 -*IRn uma função con
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forma U x I x V, sendo U uma vizinhança de À em A, I uma vi 

zinhança compacta de cr E: lR, e V uma vizinhança de~ em \\f(l). p 

(10.5) Duas hipóteses adicionais. Para demonstrar

mos teoremas de exist~ncia e dep~nd~ncia contínua para as e 

quações (DÀ), vamos impor condiç6es adicionais sobre a fun

ção f. Sem perda de general i dade, vamos supor doravante que 

o aberto íl e lR x C x Lp é da forma íl= íl 1 x íl 2 , sendo íl 1 um 

aberto de lR x C e íl 2 um aberto de Lp. Como anteriorme nte, A 

e um espaço métrico. Consideraremos uma função contínua 

f: A x íl --+lRn satisfazendo as hipóteses (h 1 ) e (h 2) que 

seguem: 

(h 1) fé lipschitzi ana em relação ao Gltimo argumen

to, ou seja,] k ~ O tal que 
1 2 1 2 lf(À,t,1/J, E:) - f(À, t,-/J, E: ) 1 s k ll s - s li p' 

1 2 VÀ 6 A, V(t,ljJ) 6 íl 1 , Vs , s 6 íl 2 . 

(h 2) Se K e íl 1 e compacto, então a família de fw1ções 

{g s : s E íl 2}, 

por g~(À,t,ljJ)= 

n com g E: : A x K --+ lR d e f ln ida 

f(À , t,1/1,s), é equicontínua. Isto 

significa que d ado E> O, existe · 6 > O tal lUe 

temos que 

d(Àl,À2) < 6, lt1,t2l <6 < 6 

1 2 
~ lf(À1,t1 ,I/J ,E: ) - f(À 2,t2 ,I/J ,s) 1 < E, VE: E n2 . 

(10.6) Lema. Seja f : A x íl --+ ]Rn uma função con 
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tÍnua, sati.sfazendo as hipóteses (hl) e Ch2). Dados À € A, a É;R,

e Õ G Wol) , com (ã,4',4'') € ç2, tomamos a vi.zinhança N(i,ã,+)
e as constantesM> 0, a> 0 e p > 0 fornecidaspelo lema

(lO . 4) . Sej a

F : N(X,ã,ii) x D(a,p) --------- E(a) C C(1)([0,a] , Rn)

definida por

F(À,a,+,y)(t)= /f(À,a + s,iis ' ys''ps + ys)ds, t G]0,a]

ente contínua, e sua imagem é um subcon-

(1)([0,a],]Rn). Além disso, se Ma $ p e

(Ã ,ã ,+) x D(a,p) -- D(a,p)

Peagnz!.Le.çãg. Lembramos que N(il,i;,4))= U x l x V. Va

lhos mostrar que F é uniformejnente contínua. Para usar a hi.-

pótese (h2) fazemos Kl; { . Pro-

vemos que KI é uin subconjunto compacto de C. Como Klc iíl }n2'

onde ril:Íibt :(b € V, t €10,al} e l{2:lyt : y É; D(a,p), t É; to,al},
basta provarmos que HI e H2 são relativaillente compactos em

C. Pela construção de V, existe MI > 0 tal que ll$ 11o < bql

para todo ® É; V. Como

t

0

So l l ]fé

: tl f'''qi'''i' 'i':-;:i''.il''!i.' i;.-;:i-'

para quaisquer 0 É; V, sl 's2 €

sl
[ temosr ,0] que

l4'(st)-$(s2) (s) ds l

qit1l 0) É MI' ltl - t2jP', para @ € V, tl' t2 É;]0,a]

Então F é uniformetn

junto limitado de C
l     

b,laP $ o então F : N
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tínua, satisfa zendo as hipóteses (h
1

) e (h
2
). Dados À E A, a 6 JR , 

e~ 6 w~l), com (;,i,i') 6 íl, tomamos a vizinhança N(~,;,i) 

e as constantes M > O, a> O e p > O fornecidas pelo lema 

(10.4). Seja 

F: N(>-,ã,~) x D(a,p) -+ E(a) e C(l)([ü,a], 1Rn) 

defini da por 
t 

F(À,a ,<P ,y) (t)= I f ( À o + s ;r, -"r y- -;;., ' + y- ' ) ds ' ' 'f' s s '"'s s ' t 6 [ü,a] . 
o 

Então Fé uniformemente contínua, e sua imagem é um subcon-

junto limitado de C(l)([O, a ], mn). Além disso, se Ma $ p e 
1 

MaP s p então F : NO ,ã .~) x D( a ,p) --+ D(a,p). 

Demonstração. Lembramos qu e N(~,;.~)= U x I x V. Va 

mo s mo s trar que Fé uniformemente contínua. Para usar a hi-

póte se (h
2) fa zemos K

1 
= {~t + >\ : cp E V, y 6 D(o ,p), t 8 [O ,a]} . Pro

vemos que K
1 é um subconjunto compacto de C. Como K

1 
e 1\ + 1-1

2
, 

onde l\= {êpt: cp E V, t 6 [O,a]} e H2= {>\: y E D(a, p), t E [O , a]}, 

bast a provarmos que H
1 

e 1-1
2 são relativamente compactos em 

C. Pela construção de V, existe M1 > O tal que ll <P' ll p < ~1i, 
para todo cp € V. Como 

52 52 .1._ J._ l:... 
l <P(s 1) - cp (s 2)1= 1J <P '(s)dsl ~ lf l <P '(s )lpdslp •ls

2-s1 1p' ~ ll <P 1'!IP· ls
1 - s 2 1p' 

51 51 

para quaisquer cp 6 V, s
1 

,s
2 

E [- r ,O], temos que 

1 

11 <P t 
1 

- ~ t 11 ( O ) ~ M 1 • 1 t 1 - t 2 1 p' , par a cp E V , t 
1 

, t 
2 

6 [ O , a] . 
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Do teorema de Asco].i decorre que H] é relativamente compac-
to em C. De modo análogo, temos que

[tl 't2]
l

l

jy(tt) - y(t2) Éljy'jlP'i' z''lti - t2lP

y É; D(a,p) , tl' t2 É; [0,a] , tl < t2' donde

ljyt. - ytgjl(0) < Pltl - t2lP' paraquaisquery € D(a,p) e

tl't2 G [0,a] , com ]tl - tZ] $ r. Logo H2é relativamentecom

pacto em C, e portanto K] é compacto. Seja ll o compacto de
]Rdefinidopor ll; {a + t : a É; 1, t É;l0,al}. Tomemos

K C QI dado por K: ll x KI' Pela hipótese (h2), dado e > 0
existe 61 > 0 tal que para Xo, À € A, a', a.C l,0' , q) € Ve
y', y € D(a,p) temos que

d(À,À') <61 ja-a'l <61' ll@-+olf0)<õtejjy-y'jl(0). 61D,,]

--> if(À,a+t,õt+yt' jlt'yt) -f(À',ao +t,$'.+;{, ai{ + 9{)1 < --i-

Como ll$ - .Poli(0) $ 11.} - 'b'lll,P ' maxll,rFr } e

jy - yojl(0)al s a ljy - yoll(1)al' tomamos 62: 61/maxll,rP' , a}. S.g

para

yo ll(i)
[0,a]

ja 6= lnin{.52 ' ''4t''
€

(À ,a ,®) € N (51 ,Õ ,Õ)

a - a' < a, ll @ - @

Pa ra qt.ia is(lue r (Xo , a ' , @')

D(a,p) , com d(À,À') < 6 ,

6 e ljy - yo ll(1) < (S , temos que
[0 ,a]
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-Do teorema de Ascoli decorre que H1 e relativamente compac-

to em C. De modo anilogo, t emo s que 

y € D(a,p), t
1

, t
2 

E [O,a] , t
1 

< t 2 , donde 

1 

para 

115\
1 

- Yt
2

1l(O) < P lt 1 - t 2 1p' para quaisquer y E D(a,p) e 

t
1
,t

2 
6 [0,a], com lt

1 
- t

2
1 sr . Logo 1-1

2 
é relativamente com 

-pacto e m C, e portanto K1 e compacto. Seja 1
1 o compacto de 

IR de f inido por 1
1

= {a+ t o 6 1, t 6 [ü,aJ}. Tome mos 

K e íl
1 dado por K= 1

1 x K
1 . Pela hipótese (h

2
), dado E > O 

existe o1 > O tal que p ara Àº , À€ A, aº, o . 6 I,cjlº, cjJ E V e 

yº, y E D(a,p) temos que 

Vt E [O, a] . 

Como ll cjl - c/> ºll(O) s li c1> - cjJ º li · l,p 

IIY - yº 1(º) 
[O ,a] 

< a IIY - yº ll(l) , tomamos ó 
2 

= 
[O ,a~] 

-1 

1 

ma x{l, rp' } 
1 -, 

o1 /max{l,rP 

E 
-2-, 

e 

a}. Se 

ja ó= min{o 2 , :k, aP tk }. Para quaisquer ( Àº , oº , cpº) , 

1 o - oº 1 < o, 11 cjJ - <P º 111 ,p <óe lly -yº ll (l) < ó , temosque 
[o, a] 
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t--:gÍ F(x,a,4',y)(t) - --iê-- F(À',a',$o,yo)(t)l

=jf(À,a + t,õt + yt'õt + yt) - f(À',a' + t ,+: + 9:,4,t

$lf(À,a + t,Õt ' j't'Õt '' yt) - f(Xo ,a' ' t,Õil + 9ot'Õt ' yt)
- 1 - '

+ jf(Ào,a'+t,al:+9:,õ: +9';) - f(À',a'+t,f:+9:, @l+ y{)l

: t ''' k llÕ; ' 9'{ - a;l: - ?l:ii .

'-#--''' kjl4' 4'''lb' kljy' y''lj:o,']

S-i-' kjlq' - 'b'lll,.. k'P lly-y'll[.,a] ''f''T''-f: ',

para todo t É; [0,a] . Portanto ]IF(À,a,$,y) -F(À',a',@',y')]]ÇI) .< c,
[0,aÜ

l

içJii\liiDLici a \,\liXE.LiiU.L\xctLiE; LiiiJ L\liiii\= \iç; i

É c]aro que a imagem de F é ]imitada em C(1) ([0,a] , ]Rn) , pois

If(X,a+t, Õt+yt' Õt + yt) < M, para (À,a,@,y) É; N(X,ã,4)) x D(a,p)

e t É; [0,a] . Daí temos que ]jF(À,a,$,y)]](1) ..< M. Decorre também
to,à]

que ll(}(À,a,'b,y))tll (0) $ supll F(À,a,'>,y)(t)l : t € [-r,a]}

=supÍI F(À,a,@,y)(t) : tÉ;l0,al} $ Ma

e que ll(F(À,a,4),y));llp $ 1Í l d F(À,a,q),y)(t)IP dt P .< M aP

onde F(À,a,4),y) denota F(À,a,4),y). Portanto a imagem de F

M aP É p

0 que

0

l
cont:ida D(a P)estafa ] em caso <a P el } B

O lema seguinte é crucial para a existência e para a depen

dência contínua das volt-ições da equação x'(t); f(À,t,x.,xl).
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-, 
= 1 f e À , a + t , êl\ + y t , q; ~ + y ~) - f e À º , a º + t , ~ ~ + 5r ~ , ~ i + y~ ) 1 

< 1 f ( À CJ + t X + y- X ' + y-' ) - f ( À O CJ O + t ~ O + y~ o :+; ,, + y- t ) 1 - ' ,\jlt t'\jlt t ' ,'!'t t•'f't t 
- 1 - 1 

+ 1 f Pº ,aº+ t,ê/>~ + y~ ,q;~ + y~) - f(/\ 0 ,aº + t,<fí~ +y~ , cp~ + y~) I 

< _E_ + k li q; • + y' - ~º -Yº li - 2 t t t t p 

:::.~+ k ll <P' - cpº'li + kl lY' -yº 'II [O,a] 
2 p p 

1 

~_E_+ k ll c/> - <Pº 111 + k aP II Y-Y 0 li (l) 
2 ,p ~.aj 

E E E < -+-+-= E - 2 4 4 

para todo t 6 [O ,a]. Portanto II FP,a ,<P,y) - F(>, 0 ,aº ,<Pº ,yº)II (l) < E, 

[o ,a] 

o que demonstra a continuidade uniforme de F. 

!: claro que a imagem de f, é limitada em C (l) ( [O ,a] , :nt) , pois 

if(À,o+t , <Pt +yt, q;~ + y~)I < M, para (À,a, cp ,y) 6 N(~,Õ,~) x D(a,p) 

e t 6 [O,a]. Daí temos que II FCÀ,a,cp,y)ll(l) < M. Decorre também 
[ü ,a:J 

que li ( F ( À , a , <P , y) ) t 11 (O) S s up { 1 F ( À , a , <P , y )( t) I t 6 [ - r , a J } 

= sup{ I F(À,a, cp ,y)(t) I t 6 [o , a] } ::: Ma 

a 1 1 

e que ll(F(À,a,cjJ,y))~ II p S III d~ F(À,o,cp,y)(t) lp dt j P ~ M aP 

o 

- ------------0 n d e F(À,a,cp,y) denota F(À,o,<j),y). Portanto a i magem de F 

1 

estari contida em D(a,p), caso Mas p e M aP s p. 1 

O lema seguinte é crucial para a existência e para a depen

dência contínua das s o 1 uções da ·eq uação x ' ( t) = f (À, t ,x ,x ' ). 
t t 
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Antes de enuncia-lo, vamos definir uma medida de não compa-

cidade em E(a): {y € C(1)([0,a] , mn) : y(0)= 0}. É claroque
E(a) é um espaço de Banach com a restrição da norma de

C(1)([0,a], ]Rn) , ou seja, com a norma ]jyjl(;): ]]r']](o) .LO ,aJ

(l0.7) Definição. Para cada subconjunto limitado

A c E(a) , definimos p(A): u(A'), onde A'= {y' € C([0,a] , ]Rn) : y É; A}

e u é a medi.da de não equicontinuidade em C([0,a] , ]Rn) (e-

xemplo (1.9)). É fácil ver que H é uma medida de não compa-

cidade uniformemente contínua em E(a). Isto porque u é uma

medida de não cona)acidade unifonnelncnte contínua em C([0 ,a] , ]Rn)

x ------- x' é uma isometria linear de E(a) sobre C([0,a]

(l0.8) Lema. Supoilharnos que no lema (l0.6) tomamos

a > 0 tal que l\la É p e Mal' $ p. Então a aplicação

F : N(i,i;,+) xD(a,p) --------'- D(a,p) é tal que p(F(À,a,+,A)) $ k aP u(A)

para todo subconjunto limitado A c D(a,p) e para qualcluer

(X,a ,$) € N (X,a ,@)

l

pemonstracão. Fixentos (À,a,4)) É; N(51,;,$) e A sub-

conjunto limitado de D(a,p). Tomemos E: > 0. Existe 6. >0

tal que para tl't2 É; [0,a] temos que

lti- tZI < 61 e ll(>tt ' 9ti ' $t2 ' ytZll(0) < ÕI

:--+ jf(À,a + tl' $tl f(À,a + t2' $t. € ,
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Antes de enuncii-lo, vamos definir uma medida de não compa

cidade em E(a)= {y t C(l)([O,a], IRn) : y(O)= O}. g claro que 

E(a) é um espaço de Banach com a restrição da norma de 

cCl) ([O,a], IR.n), ou seja, com a norma IIYI~ = IIY'II (O) • 
(a) [o,a] 

(10.7) Definição. Para cada subconjunto limitado 

A e E(a), definimos µ(A)= w(A'), onde A'= {y' E C([O,a], nt) : y E A} 

e w é a medida de não equicontinuidade em C ([O, a] , IRn) (e

xemplo (1.9)). E f~cil ver queµ e uma medida de não compa

cidade uniformemente contínua em E(a). Isto porque w e uma 

medida de não compacidade wüformemente contínua em C([O ,a], nf), e 

x--.-+ x' é uma isometria linear de E (a) sobre C( [o ,a], IRn). 

(10.8) Lema. Suponhamos que no lema (10.6) tomamos 

1 

a > O tal que Ma~ p e MaP s p. Então a aplicação 

1 

F: N(5:,a,~) xD(a,p) - D(a,p) é tal que µ(F(À,o,<jJ,A)) s k aP µ(A), 

para todo subconjunto limitado A e D(a,p) e para qualquer 

Demonstração. Fixemos (À,o,<P) EN(~,;,~) e A sub-

conjunto limitado de D(a,p). Tomemos E> O. Existe 61 > O 

tal que para t 1 ,t 2 6 [O,a] temos que 

-
~ jf(>-,o + t 1 , <jltl + )\

1 
JJ - f(À,O + t 2 , <jltz + ytz's) j < E, 
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para quaisquer € C S22 e y G D(a,p). Isto decorre da hipótese

(h2) e do fato de (a + tl' +tl + ytl) e (a + t2' 4't2 + yt2)
pertencerem ao coílpacto K c ç21 definido na demonstração do
lema (l0.6). Nessa demonstração vimos também que

ll+tl-@t2ll(0)S l.{l' ltl-t2lP' e que ljytl-yt2jl(0) :5 p' lti ' t2lP'

para ltl - t21 $ r. Tomando õ2: mini'51'(õl/2MI)P' , (61/2p)P', r} ,

temos que para tl't2 € [0,a]

ltl - t21 < 'S2:::--> jf(À,a+tl'+t]+yt].'e) 'f(À,a+t2''bt2 + yt2'E)l <c'

V€1 G ç2?, Vy € D(a,p)

Pela definição de p(A), existe 63 > 0 tal que

suptjy'(tt)-y'(t2)j:y eA,tl't2ç;]0,a], ltl-tZI É 63} $ u(A)+ E

Tomemos 64 > 0 tal que ll$.i - ÕtlllP s E: para

[tl-t21 <(54'tl't2€10,a]. SejaM2>0 tal que

suptjy'(t) : y É;A, t €10,al} < b{2 Existe um tal M2'pois
A é limitado em C(1)([0,a] , IRn). Seja finalmente .S > 0 dado

por (5; nún{(52' 63' (S4'(c/M2)P}. Para tl't2 É; [0,a] , ]tl - t21 <6,

tl < t2 e y É; A temos que

liijl- F(À,a,+,y)(tl) - -:ÍI F(À,a,4),y)(t2) l

= jf(À,a+ tl' õtl +ytl'iftl+ytl) ' f(À'a+t2' õt2 + yt2' Õt2 + yt2)l

g jf(À,a+tt' altl+ytl'Õtl+ytl) 'f(À'a+t2' iit2+ yt2' õtl+ ytl)l

+ jf(À,a+t2' Õt2+yt2'Õtl+ ytl) ' f(À'a+t2'Õt2+yt2'Õt2 + yt2)

ll
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para quaisquer f, E íl
2 

e y E D( a ,p). Isto decorre da hipótese 

-
( h 2) e d o fato de ( o + t 1 , ~ t + y t ) e ( o + t 2 , <t> t 

1 1 2 
pertencerem ao compacto K e íl 

1 
defini do na demonstração 

lema (10.6). Nessa demonstr a ção vimos também 

1 

que 

1 

li ~ _ - ~ ll(O) S M • 1 t - t lp' e que li Y - y ll(O) ~ 
t

1 
t 2 1 1 2 t 1 t 2 

- , 
P • 1 tl - t2 1 p ' 

- . p ' p' 
para lt 1 - t 2 1 5 r. Tomandoo 2-min{o 1 ,(o/2~) , (ó/2p) , r}, 

temos que para t 1 ,t 2 E [0,a] 

jt1 - t 21 < o
2 
~ if(À,o+t1 ,$t +5\ , f, )-f(À,o+t2 ,~t + yt ,i;)I < E, 

1 1 2 2 

VI; 6 ílz, Vy E D(a,p). 

Pela definição de µ(A), existe o
3 

> O tal que 

sup{l y '(t
1
)-y'(t2)i:y6A,t

1
, t

2
G [O,a], lt1 -t

2
i ~ ó

3
} ~ µ(A)+ e:. 

Tome mo s ó 4 > O ta 1 que li ~~l - ~~
2

11 p ~ E para 

i t
1 

- t 2 1 < o
4

, t
1

, t 2 5 [ü, a] . Seja M2 > O tal que 

sup{ l y '(t)I : y E A, t E [ü,a]} < M
2

. Existe um tal M2 ,pois 

A é limitado em C(l)([O,a] , JR.n). Seja finalmente ó> O dado 

por ó= niin{ó
2

, o
3

, o
4
,(E/M

2
)P}. Pa r a t

1
,t

2 
6 [O,a], jt1 - t 21 < ó, 

t 1 < t
2 

e y 5 A temos que 

d d ldt F(;\ , o ,cp ,y) Ct 1) - cft F(11 ,o ,<t> ,y) (t 2) 1 

= lf( 11 ,o +t1 , ~t +5\ .~~ +y~ )-f(À,o+t2 , ~t + yt Q)~ + y~ )1 
1 1 1 1 2 2 2 2 

~ 1 f(À ,o + tl, ~tl + 5\1 .~~l + y~l) - f( À ,o+t2, ~tz + y tz, ~~l + y~l) 1 

+ lf P,o + t , êf> + )' ,Q)'_ + y'_ ) - f (À ,o+t ,êf> + y ,êf> ' + y' ) 1 z t 2 t 2 t 1 t 1 2 t 2 t 2 t 2 t 2 
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$ . ' k llÕ.l: ' 9';: õl: - j': :ll .

9t:ll p
l

(t2+ s) IP dsl''F

l õ Õt:lb ' k 115}t t l

$ c + kc

(*)
É E: + ke + k

0lt l
+ ky'(t2 + s)IPds

l

s) lpü l py' (t]. + s) - y' (t2 +

$ E: + ke + k M2 ]tl -t21 P +k tlP [u(A) + c]

$ c + ke + kc: + ka P [p(A) + c: ]

$ kaP p(A) + (1 + 2k + kaP ) E

Vamos justificar a desigualdade (*). Para s <

y'(tl + s): y'(t2 + s): 0, pois tl < t2' Para

temos que 9'(tJ + s): 0 e 9'(t2 + s): y'(t2 +

-h.< s < 0, temos que 5i'(tias): y'(tl+s) e 9'(t2's)
tanto

IJ ly'(tJ. + s) - y'(t2 + s)IP dsl P

l

r

't2 '

t2 <

s)

temos que

s ' ' tl '

Para

y'(t2 + s). Por

t ll

jy'(t2 + s)IPdsl P +

l

]:(t]. + s) - y' (t2 + s) IP ds

e vale a desigualdade (*)

Províimos que dado E > 0, existe (5 > 0 tal que
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s E + k li íi>~ + y' - íi>' - Y1:
2

ll P 
1 tl tz 

s E + k li íi>' - íi>1:
2

1~ + k li r t - Y t li P tl 1 2 

o 1 

~E+ kE + k [ J Ir' (tl + s) - y' Ctz+ s) 1 p ds]P 

-r 

-t 1 O 1 

[ J 
1

iy'(t2 +s)IPds]P + k [J IY'(t1 +s)-y'(t2 +s)lpds]P 

-tz -tl 

1 1 

s E + kE + k M
2 

it
1 

-t
2

1 P + k t
1

P (µ(A) + E] 

1 

s E + kE + kE + ka P [µ(A) + E ] 

1 1 

~ ka P µ(A) + (1 + 2k + ka P) E. 

Vamos justificar a desigualdade (*). Para s < -t
2 , temos que 

Y~'(t + s)= y'(t 
1 2 s < 

temos que y' (t
1 

+ s)= O e y' (t
2 

+ s)= y' (t
2 

+ s). Para 

-~ < s < O, temos que y'(t
1 

+s) === y ' (t
1 

+s) e y ' (t
2

+s)= y'(t
2 

+ s).PoI_ 

tanto 

O 1 

[J I y ' ( t l + s) - y ' ( t z + s) 1 p ds] p 
-r 

o 
[f IY'(t

1
+s) -y '(t

2 +s)lpds 

-t.1 

e vale a desigualdade (*). 

Prova mos que dado E > O, existe 8 > O tal que 
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sup{ tl;lF(À,a,+,y)(tt) -iÍ}F(À,a,4',y) (t2) l :yGA.tl't2€[0,a], ItJ.-t2 l<ó}

$ kal/PU(A) + (1+2k+kal/P)c

Como e é arbitrãri.o., temos que

p(F(À,a,$,A)) g kal/PU (A) . l

Podemos finalmente demonstrar o principal resultado

desta seção

(l0.9) Teorema gS. existência. Seja A um espaço mé-

trico, ç2 um aberto de ]RxCx Lp (l<p<") da forma ç21xQ2,com

fZlcIRxC e Q2cLp' e f: AxQ ----bIRn .uma função conta'nua, satis

fazendo as hipóteses (hl) e (h2) . Para quaisquer XC;A, ãcK ed(ãvjl),
com (ã,Ó ,@')É;ç2, existem a > 0 e N(51,ã,+), vizinhança de (51,õ,@)

em Ax-RxWêiJ , tais que para qualquer CX,a,+)eN(i,ã,@) existe pelo menos

una solução x:Ea-r,a+a] ----IR'' da equação (DÀ) coJn função inicial @ an a.

Demonstração - Tom.mos Xea,, 8Cn e ÓeW.ÇI),c..:

(l;,@,@') eQ. Seja N(jl,Õ,+) a vizinhança cuja existência é
assegurada pelo lema(l0.4), e 1,1>0, a>0 e p>0 as constan-

tes dadas pelo mesmo lema. Podemos escolher a de modo que
Ma ÉP, b4al/Psp e kal/P <].. Pelo lema (l0.6), temos defi.ni.da
uma apli.cação contãlnua e li.mirada

N(X , $) xD(a , P) ----+ DCa , P)

Seja (À , a , $) eN (X ,õ ,Õ) aplicação

F(À,a,+,.)xD(a,p) -----+ D(a,p)

1 . 
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Como E e arbitririo, temos que 

\J (F(À ,o ,cp ,A)) $ kal/p\J (A). B 

Podemos finalmente demonstrar o principal resultado 

desta seçao. 

(10.9) Teorema de existência. Seja/\ um espaço mé-

trico, íl um aberto de lR X e X L ( 1 < p < 00 ) da p forma n 1xn 2 ,com 

n
1

cJRxC 

fazendo 

n - ~ . e íl
2

cLP, e f: /\xíl --- JR uma funçao continua, sat1.s-

as hipóteses (h
1

) e (h
2
). Para quaisquer 5::6/\, ÕGR eiGw;l), 

com (Ô ,i .~' )€íl, existem a> O e N (À ,ã .~), vizinhança de (À, CJ .~) 

em f\ x ]Rx 1./1) , tais que para qualquer (À ,o ,cp )GN (~ ,ã ,~) existe pelo menos p 

uma solução x: [o-r ,o+a] - lRn da equação (DÀ) com fw1ção inicial cp em a. 

-
Demonstração - Tomemos À 6 /\, õ- € JR e ~ € W ( l) com 

4' p ' 
Seja N(X,ã,i) a vizinhança cu ja existência -e 

assegurada pelo lema (10. 4), e M >O, a> O e p > O 3.s constan

tes dadas pelo mesmo lema. Podemos escolher a de modo que 

Ma$ P, Mal/p $ p e kal/p < 1. Pelo lema (10.6), temos definida 

urna ap licação contínua e limitada 

F: N(.5:,ã,~)xD(a,p) -- D(a,p). 

Seja (Ã,o,cji)EN(>.,ã,~). A aplicação 

F(Ã,o,cji,•)xD(a,p) -- D(a,p) 
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é um operador u-condensante e limo-tado, definido no subconjLm-

to convexo, fechado e não vazio D(a,p)cC(1)([0,a],]Rn) (]emas
(l0.8) e (l0.3)). Pelo teorema (2.6) existe yÉ;D(a,p) tal que

F(À ,a,+,y) = y, ou sej a,

rt

y(t) = loí(X'a+s,+s+ys''Ps+ys)ds, te[0,a]

Das considerações feitas em (9.4) decorre que afun-

ção x: [a-r,a+a] --.--- ]Rndefinida por x(a+t) (t)+9(t), teE-r,a],

é uma solução da equação x'(t) :f(À,t,xt'xt) com função i.ni-
cial + em a. H

Antes de prosseguirmos com a teoria, vejamos alguns
exemplos de equações diferenciais que se enquadram nas hipó-
teses do teorema ( 10 . 9)

(lO.lO) Exemplo. A f

ais com re tardament c}

deamilia diferenciaisequações
funcion

x' (t) ; g(X ,t ,xt-)

sendo g: Axç21 -----. ]Rn contínua, A uln espaço metrico compacto

e QI um aberto de RxC. Definindo S2 =í21xLp e f: AxQ -----.->lf da
da por f(X,t,P,€1):g(X,t,@) , vemos que as hipóteses do teore
ma (lO . 9) estão satisfez.tas

(lO.ll) Exemplo. A faml'lia de equações di.ferenci.ais

funcionais do tipo neutro

x' (t) : g(À .t,x. , (t+s)ds)
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é um operador µ-condensante e lirni tado, definido no subconjun

to convexo, fechado e não vazio D(a,p) c C(l) ([O,aJ,JRn) (lemas 

(10.8) e (10.3)). Pelo teorema (2.6) existe yED(a,p) tal que 

F (À , a, cp , y) :::: y, ou seja, 

Das consideraçõe s feitas em (9.4) decorre que a fun

çao x: [a-r,a+aJ - IR.n definida por x(a+t) ::::;j;(t)+y(t), tEC-r,aJ, 

é urna solução da equação x' (t) = f O, t ,xt ,x;) com função ini-

cial cp em a. 1 

Antes de prosseguirmos com a teoria, vejamos alguns 

exemplos de equações diferenciais que se enquadram nas hipó

teses do teorema (10.9). 

(10.10) Exemplo. A família de equaçoes diferenciais 

funcionais com retardamento 

sendo g: J\xíl 1 --. JR11 contínua, J\ um espaço métrico compac t{1 

e íl 1 um aberto de ]RxC. Definindo íl = íl
1 

xLP e f: J\xíl -- ]Rn da

da por f(>..,t,1/J,O =g(>..,t,lj!), vemos que as hipóteses do teore

ma (10.9) estão satisfeitas. 

(10.11) Exemplo. A família de equaçoes diferenciais 

funcionais do tipo neut r o 

x' (t) :::: g(>.., t ,xt, f O A(s)x' (t+s)ds). 
-r 
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A ap]icação A: [-r,0] ----* M(n,n) (o espaço das matrizes reais

nxn) pertence aLu'([-r,0],M(.n,n)) e a função g: AXQlxB'------ Rn
(B;ÍvG]Rn: lvlsb}) é contínua e li.pschitziana em relação aoÚl-

timo argumento. Como antes, A é um espaço metrico compacto e

QI e uln aberto de ]RxC. Seja Q2 : {eiC;Lp:llell <b/jIAllp} e n : QlxS22'

Defi.ni.ndo f: AxQ -----+ ]R'' por

f(À,t,W,€1) ; g(À,t,@, l A(s)€1(s)ds),r

vemos que as hipóteses do teorema (l0.9) estão satisfeitas

Notemos que
r rO
{ l A(s)e(s)ds

\ J - -r ecn2l'''

e que se KcQI é compacto então g é uniformemente contínua em
AxKxB, e portanto a hipótese (h2) se veria.ca

(lO.12) Exemplo. A família de equações diferenci.ais

funcionais do tipo neutro

x ' (t) g ( À , t ,xt 'Txt)

O operador T: Lp Lp é definido por

JI K(',u)ecu)d",(T€1) (s ) sC[ -r , 0 ]

onde K: [-r,0]xE-r,0] -----+ M(n,n) é ujB nÚc]eo L., ou seja, K é
tal que

UKU. ; tflti=. IKC; ,-)
P/P

P ' d.
ds] l/P « «
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A aplicação A: [-r,OJ--+- M(n,n) (o espaç o das matrizes reais 

nxn) pertenceaLP
1
([-r,OJ,M(n,n)) e a função g: 11xn 1xB--+- JR.n 

(B ={vEJRn: lvl :;b}) é contínua e _lipschitziana em relação a o Úl

timo argumento. Corno antes, A é um espaço métrico compacto e 

íll é um aberto de ffixC. Seja ílz;::: {[;€Lp: li sl l <b /ll AIIPJ e íl;::: íllxílz· 

Definindo f: f\ xíl --+- :ffi.n por 

f(À,t, ,J,,i;J = g(À,t,,J,, J_°r A(sH(s)ds), 

vemos que as hipóteses do teorema (10. 9) estão satisfeitas. 

Notemos que 

e que se Kcíl
1 

é compact o então g é uniformemente contínua em 

AxK x n, e portanto a hipótese (h
2

) se verifica. 

(10.12) Exemplo. A família de equações diferenciais 

f uncionais do tipo neutro 

O operador T: Lp 
~ 

L e definido por p 

(Tl;)(s) = fº K(s,u)l;(u)du, 
-r 

sE[-r,OJ, 

onde K: [-r,O]x[-r ,O J--+- M(n,n) é um núcleo Lp' ou seja, K e 

tal que 

[J o [J o I ]p/p I J ]/p 
I! K li p = _ r _ r I K ( s , u) 1 P d u _ d s · < ro • 
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A função g: AxQlxB ------+ ]Rn (B = {ECLp: lleijpKb} é contÍhuaelips-
chitziana em relação ao Último argumento. Novamente A é umes-

paço metrico compacto e QI é um aberto de RxC. Escrevendo

Q2:Í€1€Lp: llellP <b/llKlp}, Q :ç21xç22' e defina.ndo f:AxQ ----+ Rn

por f(X,t,W,e) =g(À.t,Q,T€1) , podemos aplicar oteorema (l0.9)

Vale a pena ressaltar que {T€1€Lp: eeQ2l'B decorre de ITellp $
É llKllplleillp' e que T(Q2) é relativamente compacto, jã que T é
completamente contz+nuo. Se KI'QI é compacto então g é unifor-

mente contx'nua em AxKlxÍ(í22), e portanto a hipótese (h2) se
verifica. Observe-se também que o exemplo anterior é um caso

parti-cular do presente exemplo: as equações do tipo vi.sto em

(lO.ll) correspondem a núcleos K independentes do seu primei.ro
argumento.

(lO.13) Exemplo. A família de equações diferenci.ais

funcionais do tipo neutro

x'(t) : g(À ,t ,xt , <x(s) ,Ax ' (s-T) >ds) ,

onde TÉ;[0,r[,AO](n,n) e <','> denota o produto esca]ar no Rn. A fun-

ção g: Axí21xE-b,b] -----..- IRn (b>0) é conti+nua e lipschitziana em

relação ao último argumento. Desta vez assumi.remos que QI é um

aberto de ]RxC tal que projCQI : {@eC: (t,Q)Cnl para algum tÉ;:R}

é um subconjunto limitado de C. Como anterionnente, A é i-M espaço métri-

co compacto. Seja bt>0 uln limitante de proj/.ç2.. Escrevendo

Ç22 : {€1€Lp: ll€1llp<b/HAlIMrl/Pn} , n :Qlxç22'e definindo f:Axí2 ---.-KRn

por f(X,t,Q,e) :g(À.t,@, l <@(s),AÉI(s-T)>ds),as hipóteses
I'+T
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A função g: Axíl
1 

xB ----+ JRn (B = {l;EL : llsíl $b} é contínua e lips-p p 
chitziana em relação ao Último argumento. Novamente A é um es

paço métrico compacto e íl 1 é um aberto de R x C. Escrevendo 

íl 2 = { l;ELP: 11 f::II p < b/ 11 K j P} , íl = íl 1 xíl 2 , e definindo f: Axíl ----+ JRn 

por f(;>..,t,1/J,l;) =g(À,t,ijJ,Tl;), podemos aplicaroteorema (10.9). 

Vale a pena ressaltar que {Tl;EL: l;Eíl 2 }cB decorre de i!Tf::ilp $ p . 

$ li KII pll sll p, e que T (íl 2 ) é relativamente compacto, j â que 
~ 

T e 

completamente contínuo. Se K
1

cíl 1 é compacto então g é unifor

mente contínua em AxK 1 xT(íl
2
), e portanto a hipótese (h 2) se 

verifica. Observe-se também que o exemplo anterior é um caso 

particular do presente exemplo: as equações do tipo visto em 

(10 .11) correspondem a núcleos K independentes do seu primeiro 

argumento. 

(10.13) Exemplo. A família de equações diferenciais 

funcionais do tipo neutro 

x ' ( t) = g ( À , t , x t , Í t < x ( s ) , Ax ' ( s - T ) > d s) , 
Jt -r+i: 

onde TE[ O, r[, AE:M (n ,n) e <· , • > denota o produto escalar no JRn. A fun

ção g: Axíl
1
x[-b,b]----+ JRn (b>0) é contínua e lipschitziana em 

relação ao Último argumento. Desta vez assumiremos que íl
1

é um 

aberto de JRxC tal que proj Cíll = {ijJEC: (t, 1/J) Eíl 1 para algum tER} 

é um subconjunto limitado de C. Como anteriormente, A é um espaço métri

co compacto. Seja M > O um l imitant e de proj Cíll. Escrevendo 

ílz = {l;ELP: llsllp<b/llAl!Mr 11P~}, íl =íl1Xílz,e definindo f:Axíl --+-JRn 

por f(;>..,t ,l/J,l;) =g (À,t,\/1, j_r+T <1/J(s),J\.i;(s-T)>ds), as hipóteses 
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do teorema (l0.9) se verificam. A condição (h2) decorre da con-
tinuidade uniforme de g em todo subconjunto da forma AxKxE-b,b],

onde KcQ. é compacto. Como caso parti.cular deste exemplo temos

a equação escalar x'(t) : i x(s)x'(s-'t)ds.
/t-r+'t

t

Unicl da de da s s ol u ções

Nesta seção veremos um teorema que dã condições su

fia.entes para a uni.cidade das soluções da EDFN

(0) x ' (t) ; :f(t ,x,

com função inicial 4) em a

C[1.1) ].çgrgEg (Unicidade das so]uçÕes). Seja S2 um

aberto de RxCxLp (l<p<") da folga {21xí22,com nl'JRxC e Q2'Lp'
e seja f: S2 ----.-.... 11Rn uma função contínua. Suponhamos que f é

lipschitzi.ana em relação aos seus dois Últimos argumentos, ou

seja, existem k,1 2 0 tais que

If(t,@,et:)-f(t,Q,e:) jskj€1i-€1'l. , V(t,@,e') ,(t,W,e')CO,

If(t,Pi,e)-f(t,W',e) is tll@:-hall(0) , V(t,V:,E) ,(t,@: ,E)eQ

Sejam aeR e +eW(1), com(a,$.+')GQ. Se x:Ea-r,a*a]

y:Ea-r,a+a] --.--..-IRn(a>0) são soluções da EDFN x'(f) =

por (a ,4,) , então x

e

Demonstração. Seja
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d o te orem a ( 1 O • 9 ) s e ver i f i c a m • A c o n d i ç ã o ( h 2 ) d e corre da c ?n

t i nu ida d e uniforme de g em t odo subconjunto da foI111a AxKx[-b,bJ, 

onde Kcíl 1 é compacto. Como caso particular deste exemplo t emos 

a equação escalar x'(t ) = J t x (s)x'(s-T)ds . 
t-r+-r 

11. Unicidade E__a2 soluções 

Nesta seção veremos um teorema que d i c ondições su

ficientes para a unicidade das solu ções da EDFN 

(D) 

com f unção inicial cp em a. 

(11.1) Te ore rna (Uni cidade d as s o lu çõe s) . Se ja íl um 

aberto de RxCxLP (l<p <00 ) da for ma a 1xa 2 ,c om íl 1clRxC e íl 2cLP, 

e seja f: íl -- lR11 uma função c ont ínu a. Suponh am os que f é 

lipschit ziana em relação aos seus doi s ~lt im os argumentos, ou 

sej a , existem k,t ~ O tais qu e 

e 

Sejam a€1R e cpEW~l), com (a, cp , <P ')Eíl. Se x : [a-r,a+a]--+- JR.11 e 

y: [a-r,a+a]--+- JR.
11 

(a>O) são soluções da EDFN x '( f ) =f (t,xt,xt) 

por (a ,<P), e nt ão x = y. 

Demonstração. Seja 
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J : {teEa,a+aJ: x(s) =y(s) para seca-r,tl}

Como J é não vazio (poi.s aeJ) e é limitado, existe supJ. Da

continuidade de x e y decorre que supJÉ;J. Queremos provar que
supJ ;a+a. Se supJ <a+a podemos,sem perda de generalidade,

supor que supJ :a: basta colocarmos al : supJ, tomarmos al >0
dado por al + al :a +a, e considerarmos as restrições de x e y

ao interva[o [al-r,al+al]. Suponhamos então que supJ :a. Para
tÉ;Ea,a+a] temos que

x'(t)-y' (t) ; if(t,xt'xt)-:f(t,yt'yt)

É jf(t,xt'xt)-f(t,yt'xt) 1+ jf(t,yt'xt)-f(t,yt'yt)

É Êjlxt-ytjl CO) + kllxt-ytllp (5)

e que

lx(t)-y(t) : lx(a)-y(a) + l [x'(s)-y'(s)]dsls

) IPds] l/P. (t-a)l/P' (É) llx.j-yjll.. (t

t

'a
x ' (s) -y ' (s) lds

x ' (s)-y' (sÉ l/P'

. al/P'llxt-y.llp'

sendo que na desigualdade (*) supusemos tambéJn que t $

De (6) decorre que para tGEa,a+a] e t sair temos que

jjxt-ytll(0) Kal/P'.supfjjx;-y;jp: sÉ;Ea,tl} = al/P'Hxt-

e por (5) t estios q

(6)

a+r

r;llp '

uç

x' (t)-y'(t) l$ (k+ Za]/P')llxt-ytllp
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J = {tE[cr,cr+a]: x(s) =y(s) para s~[cr-r,t]}. 

Como J e nao vazio (pois crEJ) e é limitado, existe sup J. Da 

continuidade de x e y decorre que supJEJ. Queremos provar que 

supJ = a +a. Se supJ < a + a podemos, sem perda de generalidade, 

supor que supJ = cr: basta colocarmos a
1 

= supJ, tomarmos a 1 > O 

dado por a 1 + a 1 =a+ a, e considerarmos as restrições de x e y 

ao intervalo [a
1
-r,cr 1+a

1
J. Suponhamos então que supJ =a. Para 

tE[cr,cr+aJ temos que 

s i llx -y li (O) +kllx ' -y 'II t t t t p (5) 

e que 

lx(t)-y(t) I = lx(o)-y(o) + r [x'(s)-y'(s)Jdsl sr lx'(s)-y'(s)ids 

s [ rtlx' (s)-y' (s) jPdsl
11

P. (t-al1P' e:) llx ' -y 'II • (t-a)l/p' 
J0 ~ t tp 

sendo que na desigualdade (*) supusemos também que t s a+r. 

De (6) decorre que para tE[a ,cr+a] e t s a+r temos que 

llx -y ll(O) s al/p ' ·sup{llx'-y'll : sE[a,tJ} = al / p'llxt'-yt'llp' t t s s p 

e por (5) temos que 

(6) 
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Mas então

llx::-yillP

P

(t+s)-y' (t+s)IPd4i/p: l.l)t l t+s)-y' (t+s) IPaãi/P

(k+Zal/P). supfll xs-ysjlP: sela ,tl}

= (t-a) l/P (k+Êal/PI) . llxt-ytl

s(t-a)l/P

Para t-a sufici.entemente pequeno (de modo que (t-a)l/P(k+Zal/P')<1) ,

isto impli.ca em x; =y{, e portanto em x(s) :y(s) para sÉ;]a-r,t],
o que contradiz supJ : a. l

(11.2) Q!!ZÊtlCP:Ía9. Na demonstração acima, usamos que

Q:QlxQ2 quando,nas desigualdades (5), escrevemos f(t,yt,xt)
É claro que essa hipótese não é essencial: se S2 é um aberto

qualquer de IRxCxLn' então todo ponto de Q admite uma vi.zi.-

nhança aberta da forma QlxQ2cQ, sendo S21 'IRxC e ç22cLp

1 2 Prol on g a b{ lida de das sol uc ões

Di.scutiremos agora a questão da prolongabilidadedas
soluções da EDFN

(D)
x'(t) : f(t ,xt'xt) ,

sendo f: Q -----.-» ]Rn contl'nua no aberto f2cIRxCxl
P

(12.1) 29:€1X.ni.çaa. Dizemos que uma função

x: [a-r,a+a] -----..* Rn (a>0)
é uma solução de (D) em [a-r,a+a] se

- 7 3 -

Mas então 

l!x'-y'II = ífº !x'(t+s)-y'(t+s)!PdsJ
11

p= [lº !x'(t+s)-y'(t+s)jPds-ll/p t t p L -r - cr-t -

~(t-a/lP (k+ial/p)•sup{ !!x'-y'II : sE[o,tJ} s s p 

Par a t-cr suficientemente pequeno (de modo que (t-a)l/p(k+ial/ p')<l), 

isto implica em xt = Yt, e portanto em x(s) = y(s) para sE[a-r,tJ, 

o que contradiz supJ =a. 1 

(11.2) Observação. Na . demonstração acima, usamosque 

íl = íl 1 xn2 quando ,nas desigua l da de s (S) , escrevemos f ( t, y t, xt) . 

~ cl a ro que essa hipótese n ã o é essencial: se íl é um aberto 

qualquer de R x Cx L , então todo ponto de íl admite p 

12. Prolongabilidade das soluções 

uma vizi-

Discutiremos agora a questão da prolongabilidadedas 

soluções da EDFN 

(D) 

sendo f: íl --1- :rn.11 contínua no aberto ílc ]R x Cx L 
p 

(12.1) Definição. Dizemos que uma funç ão 

n x: [cr-r,cr+a] --1- ]R (a>0) 

é um a solução de (D) em [cr-r,cr+ a J se 
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(i) xjra-r,atCW(i) ([a-r,a], Rn) e xlra,a.atGC(1)(Ea,a+aJ, Rn),

(ii) (t,xt'xt)eç2 para todo terá,a+a],

(iii) X'(t) : f(t,xt'xt) para todo tÉ;Ea,a+a],

sendo x'(a) e x'(a+a) as dera.vadas ã direita e ã esquerda em

a e a+a, respectivamente. De modo análogo se define solução de
(D) empa-r,a+a[(a»0) e so]uÇão de(D) empa-r,mt

(12.2)..29ÉXn.X.ÇZg. Seja x uma solução de (D) num i.n-

tervalo J cujo extremo esquerdo é a-r. Um prolongamento de x

e uma solução i, num intervalo li:,J, cujo extremoesquerdo é tam-

bém a-r, que coincide com x ein J. Se li contém estritamente J,
dizemos que x é um prolongamento estrito de x. Se x não ad-

mitir prolongamento estai.to, di,remos que x é não prolongável

Do lema de Zorn decorre que toda solução de (D) admi.te umDro
longamento que é não prolongãvel

(12.3) !1929g.}S.gg. Seja Q =í21xQ2' f21 aberto de RxC
e ç22 aberto de Lp (l<P<"). Se f: Q --------Rn é contínua e sati.s-
faz as hipóteses (hl) e (h2) (vi.de (l0.5)), então toda solu-
ção não prolongãvel da EDFN

(D)
x'(t) : f(t ,xt'xt.)

está defi.nada num intervalo aberto à direita

.111.ç!!gn.a.!.zaÊae. Uma solução x definida num intervalo

[a-r,b] (b>a) é sempre estritamente prolongável: da definição

de solução temos que (b,xb'xb)CQ, e apli.cando oteorema (l0.9)
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(i) xl[a-r,o]E:W~l)([cr-r,a], Rn) exlra,a+aJGC(l)([a,a+aJ,Rn), 

(ii) (t,xt ,x~)E:íl para todo tE:[cr,cr+aJ, 

(iii) x'(t) ==f(t,xt,xt) para todo tE:[a,a+a], 

sendo x'(a) e x'(a+a) as derivadas à direita e a esquerda em 
a e o+a, respectivamente. De modo análogo se define solução de 
(D) em [o-r,a+a[ (a >O) e solução de (D) em [o-r, 00(. 

(12.2) Definição. Seja x uma solução de (D) num in
terva lo J cujo extremo esquerdo é o-r. Um prolongamento de x 
é uma so 1 ução x:, num intervalo J ::iJ, cujo extremo esquerdo é tam
bém cr-r, que coincide com x em J. Se J contém estritamente J, 
dizemos que x -e um prolongamento estrito de x. Se x não ad-
rnitir prolongamento estrito, diremos que x é não prolongável. 
Do lema de Zorn decorre qu e toda solução de (D) admite um pro
longamento que~ não prolongável. 

(12. 3) Proposiç ão. Seja íl = ri 1 xri 2 , ri 1 aberto de RxC 
e ri 2 aberto de Lp (l<p< 00). Se f: íl --+JR.n é contínua e satis
faz as hip6teses (h1 ) e (h 2) (vide (10.5)) , então toda solu
çao nao prolongável da EDFN 

(D) 

está definida nwn i ntervalo aberto à direi ta. 

Demonstração. Uma s olução x definida num intervalo 
[o-r,b] (b>a) é sempre estritamente prolongável: da definição 
de solução ternos que (b,xb, xb)E:íl, e apli cando o teorema (10.9) 
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com 8 : b e (b :xb' obtém-se um prolongamento estai.to de x

(12.4) Proposição. Seja ç2 uin aberto de RxCxl. e

f: Q ----.-Rn uma função conti'nua. Se x: [a-r,b[ (b>a) é

uma solução não prolongãvel da equação (D), então para todo

subconjunto fechado e li.mirado AcQ existe tAGEa,b[ tal que

(t,xt 'xt)ÊA para tenta'b[

Pçmonstrq:çãp. Suponhamos que existe unia solução não

prolongãvel x: [a-r,b[ ------..».Eii e um subconjunto fechado e ]i.-

matado AcQ tal que para todo sÉ;Ea,bt existe tGEs,b[ com

(t,xt'xt)eA. Podemos então tomar uma sequência tk ------- b', com

tkeEa,b[, ta] que (tk,xt. ,xt.)GA para todo k. Consideremos a
K K

função

l

( : [a , bt -----+ [0 ,m [

0 F----- C(0) : llx'll!'

É claro que i; é não decrescente. Se t; for limo.tada, o limite
[im.((0) existira e seta finito, e portanto x'€1.([a-r,b],Rn)

e xÉ.eLp (isto não depende do valor de x' em b, que não está
definido). Segue-se que existe o limite

lim x(t) : x(a) + lim l x' (s)ds ,
t-rb t-»b Ja

r ,-0 ]

t

e definimos x(b) :.... x(t). Afirmamos que (b,xb'xb)eQ. Isto

porque (tk'xtk'xtk) '"''-'" (b,xb,xb) quando k-'.m, e (tk,xtk'xtk)
pertence ao subconjunto fechado AcQ. Da conta.nui.dade de f vem
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com ã = b e cp = xb, obtém-se um prolongamento estrito de x. 1 

( 1 2 . 4) P r o p o s i ç ão . Se j a íl um aberto d e :R x C x L p e 

f: íl - JR.n urna função contínua. Se x : [o-r, b[ ----+ 1Rn (b>o) é 

urna solução nao prolongável da equaçao (D), então para todo 

subconjunto fechado e limitado Acíl existe tAS[o,b[ tal que 

(t,xt,xt)~A para tE[tA,b[. 

Demonstração. Suponhamos que existe uma soluç~o na o 

prolongável x: [o-r ,b[ --+ :m.n e um subconjunto fechado e li 

mitado Acíl tal que para todo sE[o,b[ existe tE[s,b[ com 

(t,xt,xt)EA. Podemos então tomar uma seqüência tk ---- b-, com 

tkE[a,b[, tal que (tk,xtk'xtk)EA para todo k. 

função 

ç: [o,b[----+ [O,oo[ 

Consideremos a 

0 f-----+ s ( 0 ) = li x ' li [ ª -r ' 8 J • 
p 

f! claro que ç é nao decrescente. Se ç for limitada, o limite 

lim ç (e) existirá e será finito, e portanto x'EL ([a-r,bJ,JRn) 
0+b- p 
e xbELP (isto não depende do valor de x' em b, que nao está 

definido). Segue-se que ex iste o limite 

limx(t) = x(a) + lim_Jtx' (s)ds, 
t+b- t+b a 

e definimos x(b) = lim x(t). Afirmamos que (b,xb,xb)Eíl. Isto 
t+b-

porque (tk ,xt ,xt ) --+ (b ,xb ,xb) quando k + 00
, e (tk ,xt ,xt ) 

k k k. k 
pertence ao subconjunto fechado Acíl. Da continuidade de f vem 
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que x'(t) : f(t,xt'xt) ------- f(b,xb,xb) quando t--b', e portanto
x'(b) :f(b,xb'xb). Obtemos assim um prolongamento estrito de
x, o que e absurdo, e a proposição está demonstrada no caso

em que i; e limo.tada. Se i; não for limitada :teremos que lim t1(0) = +m. Co
o-*b

mo para 0É;ra ,b[ temos que

llx óleo-',o] ; llx'llE''',o] - llx'llE''r,o-,] : z;(0)

segue-se que llxtkllp:llx'llptk'r,tk] ..... +m quando k ---» w e isso
contradiz o fato de (tk,xt. ,xt. ) pertencer ao subconjunto li-
mo.tado Acf2. A proposição está demonstrada. l

(]-2.5) Qllâ.g!.!g.çag. Na reali.dade, provalnos mais do

que o enunciado da proposição (12.4) afirma. A demonstração
acima garante a exi.stência de tA para qualquer subconjunto

fechado AcS2 tal que projl.(A)=Í€1CLp: (t,ü,oeA para algum
(t ,@) eRxC} é limitado eln L'

13 . Depen den c{ a co ntínu

P

a

(13.1) Introducão. Nosso objetivo nesta seção é de
monstras que as soluções por (a,4)) da equação

(DÀ) x (t) : f(À,t,xt

dependem conta.nuamente de (X,a,$). A situação é a do teorema

(l0.9): A é um espaço métrico, S2 é um aberto de IRxCxl. (l<P<.')

da forma S21xS22' com QI'JltxC e Q2'Lp' e f: Axç2 ----.-.»]Rn duma fun-

ção continua, satisfazendo as hipóteses (hl) e (h2). Fixemos
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que x'(t) =f(t,xt,xt) - f(b,xb,xb) quando t+b-, e portanto 

x' (b) = f(b,xb,xb). Obtemos assim um prolongamento estrito de 

x, o que ·é absurdo, e a proposição está demonstrada no caso 

em que ç é limitada. Se ç não for limitada teremos que lim_ç(e) = +00
• Co-

0+b 
mo para 86[0,b[ temos que 

li x 'li [ e- r ' 8 J ~ li x ' li [ a- r ' 8 J - li x' li [ 0 - r ' 8 - r J ~ ç (e) - li x ' li [ cr- r 'b- r J , p p p p 

[tk-r,tkJ 
segue-se que li xt li = li x' 11 --+ + 00 quando k -+ 00 e isso k p p 
contradiz o fato de (tk,x~ ,xt') pertencer ao subconjunto li-' ~k k 
rnitado Acíl. A proposição está ~emonstrada. 1 

(12.5) Observaç ã o. Na realidade, provamos mais do 

que o enunciado da proposição ( 1 2.4) afirma. A demonstração 

acima garante a existênci a de tA para qualqu e r subconjunto 

fechado Acíl 

(t,\jJ)EJR x C} é 

tal que proj~ ~)={ ~EL : 
p p 

limitado em L . 
p 

13. Dependência contínua 

para algum 

(13.1) Introduçã~. Nosso objetivo nesta seçao e de

monstrar que as soluções p o r ( cr ,cj)) da equaçao 

dependem continuamente de (À,cr,c/l). A situação e a do teorema 

(10. 9): /\ é um espaço métrico, íl é um aberto de JRxCxL (l<p<00) p 
da form a íl 1 xn 2 , com íl

1
cJR xCe íl

2
cLP, e f: /\ x íl - -+ffi.néuma fun-

ção contínua , satisfazendo as hip6t e ses (h
1 ) e (h

2
). Fixemos 
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ÀÉ;A, AGIR, e 4)É;WLJ .J, com Ci1,8,$)Cí2, e tomemos a vizinhança

N(i,a,$)cAxIRxW.\xJ, e as constantes M>0, a>0 e p>0dadaspe-
lo lema (l0.4). Como na demonstração do teorema (l0.9) , esco-

lhemos a de modo que Ma sp, Mal/P gp, e kal/P <1, e temos uma

aplicação uniformemente contz'nua e limo.tada

F N(À,a,$)xD(a,p) -----'- D(a,p)

tal que para cada(À,a,+)GN(À,a,$) o operador

F(À ,a ,$ ,.) D (a , p) ------ D (a , p)

e H-condensante

Defi.nimos Y: N(À,a,+) -----* P(D(a,p)) (o conjunto das

partes de D(a,p)) por

Y(À,a,$) =tyGD(a,p): F(À,a,4),y)=y}

Pelo teorema (3.3) , a multifunção Y é gemi.contl'nua superiormen-

te em N(À,a,+). Usaremos esse fato para demonstrar um teorema

de dependência contínua para a equação (DÀ). Temos, porém, um

problema previ.o. Em (lO.l), vi.mos que a cada ponto fixo de

F(À,a,4),') (ou, equivalentemente, a cada elemento deY(À,a,(b))

corresponde uma solução da equação (DÀ) por (a,(b), definida
em [a-r,a+a]. Dado (À,a,(b)eN(51,&,4)) , será que toda so]ução da

equação (DÀ) por (a,+) admite um prolongamento definido pelo

menos em [a-r,a+a], e corresponde a um e]emento de Y(À,a,4))?

Os prõxi.mos dois lemas dão a resposta

- - - (1) 
>..E/\, oEJR, e qiEW , 

p 
N(À Õ ~)c/\.xJRxW(l) , ,'t' p , 
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com (À,Õ,~)Eíl, e tomemos a vizinha.nça 

e as constantes M > O, a> O e p > O dadas pe-

lo lema (10.4). Como na demonstração do teorema (10.9), esco

lhemos a de modo que Ma s p, Ma l/p s p, e ka l/p < 1, e temos uma 

aplicação uniformemente contínua e limitada 

F : N(X,Õ,~) xD(a,p) - D(a,p) 

tal que para cada (>-..,0,(j))EN(>-.. , 0,qi) o operador 

F(>-..,o,qi,•): D(a,p) - D(a. ,p) 

é µ- condensante. 

Definimos Y: N(X,Õ,~) -+ P(D(a,p)) (o conjunto das 

partes de D(a,p)) por 

Y(>-..,a,qi) = {yED(a,p): F(>-..,a,cp,y)=y}. 

Pelo teorema (3.3), a multifunção Y é semicontínua superiorn1en

te em N(À,Õ,~). Usaremos esse f a to para demonstrar um teorema 

de d e pendência contínua para a equação (DÀ). Temos, porém, um 

problema prévio. Em (10 . 1), vimos que a cada ponto fix o de 

F(>-.., a ,cp,•) (ou, equivalentemente, a cada elementodeY(À,o,qi)) 

corre sponde uma solução da equação (DÀ) por (a ,qi), definida 

em [o-r,o+a]. Dado (À,o,qi)EN(À,Õ,~), seri que toda solução da 

equação (DÀ) por (a,cp) admite um prolongamento definido pelo 

meno s em [o-r,o+a], e corresponde a um elemento de Y(Ã,o,qi)? 

Os p r ôx imos dois lemas dão a resposta. 
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(13.2) Lema. Nas condições do teorema (l0.9), seja

(À,a,(>)eN(51,8,4)) . Se x: [a-r,b[ ------- ]Rn é uma so]ução não pro-

longãvel da equação(DÀ) por(a,+), então b >a+a

!2S!!g!!:â.!rasam. Suponhamos que a < b É a + a. Definindo

y: [0,b-a[ ------- -R'' por y(t) (a+t) - +(0) , te[0,b-a[, temos que

( 7)
y(t) = 1 f(À,a+s, , +:l'9:; ) ds , tELU,b-a[

Definimos

O = {de[0,b-aE:ljytjl(0)sp e jjytllPsp para te[0,d]}

Temos que 1) #@, pois 0É;l). Seja d = supD. Afirmantos que d = b-a

Para todo tcto,ã[ temos que 119tH(0)sp e ljytjlP sp' Se d<b-a,
então ljyãll(0) $p e jjyáljpgp, peJ-a continuidade das funções

t ------ jjytll(0) e t }..----- ljytjlP' Pelo lema (l0.4), temos que

f(À,a+t,4,t+yt'(>t+yt)l <M para tc;EO,ã], jã que 119tll(0) É p e

yijlP É p para 0 É t $a< b-o sa. De (7) decorre então que

jjyãll (o) É jjyjl ri));iJ ÉMã <M(b-a) É Ma $ p

e

ljyâjjp $ 1jy' llEO,dJ É Mãl/p < M(b-a)l/P $ Mal/P g P

e:>0 tal que jjytjl(0)<p e ljytjlP<p para tÉ;lii-E:,ã+c[, e isto con-
tradiz d :supt). Logo ã =b-a, o que significa que 119tl (0) g p e
yillPsp para todo t€1:0,b-a[. Mostraremos agora que isso con-

tradiz a proposição (12.4 1. Sejam
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(13.2) Lema. Nas condições do teorema (10.9), seja 
- - - n - -(À,o,<!>)EN(À,o,<1>). Se x: [a-r,b[ --.m. e urna soluçao nao pro-

longivel da equação (DÀ) por (o,<!>), então b >o+a. 

Demonstração. Suponhamos que o < b $ o+ a . Definindo 

y: [0,b-o[--+ m.n por y(t) ==x(o+t) - cj>(O), t6[0,b-cr[, ternos que 

(7) t6[ O, b-cr[. 

Definimos 

-Ternos que V ;r 0, pois 06V. Seja d = s upV. Afi rrnamos que d = b-cr. 

Para todo t6[0,ã[ ternos qu e 115\ll(O) $p e llr1Jp $p, Se d<b-cr, 

então llrall (O)$ p e llrâllp ~ P, pela continuidade das funções 

li )--,til (O) li - ' 'I P ( O 4) temos t 1-----+ e t i------- y t' p. elo ·· lema 1 . , que 

if(À,o+t,~t+yt,~~+yt) 1 <M para t6[0,ãJ, já que llrtll (O) $ p e 

llr' li s p para O $ t s d< b- o s a. De (7) decorre então que t p 

e 

IIYallp s l!y'lliº·ªJ sMdl /p < M(b-o)l/p s Mal/p $ p. 

Mas se IIYall (O)< p e IIYâ.llp < p então, por continuidade, existe 

E>O tal que ll51tll(O) <p e 11 5,tllp<p . para tGJd-E,d+E[, e isto con

tradiz ã=supV. Logo a=b-cr, o que significa que IIYtll(O) sp e 

llrt llpsp para todo t6[0,b-a[. Mostraremos agora que isso con

tradiz a proposição (1 2. 4). Sejam 
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KI {+ tC; C : tG [ 0 , b - a]} e K2 tG[0 ,b-aJ}

Os conjuntos KI e K2 são subconjuntos compactos de C e Lp' res'
pectivamente. Seja HI a p-vizinhança fechada de KI em C, e H2

a p'vizi.nhança fechada de K2 em Lp' Então A = [a,bJxHlxH2 e um
subconjunto fechado e limo.todo de IRxCxLn' e esta contido em ç2

(pela demonstração de (l0.4)) . Como xa+t :'bt+yt para te[0,b-a[,

temos que (t,xt'xt)É;A para tGEa,b[, o que contradiz a propo'
lição(12.4). Essa contradição veio da hipótese bÉa+a. l

C13.3) Lema. Nas condições do teorema (l0.9), seja

(À,a,'b)eN(X,Õ,il). Seja x: [a-r,a+a] ----..-R uma solução da e-

quação (DÀ) por (a,@) (pelo lema anterior, toda solução de (DÀ)
por (a,@) admite um prolongamento definido num intervalo que
contém[a-r,a+a]). Defi.nindo y:[0,a] ---...* RI' pory(t) wx(-a+t)-

-(>(0) , tC[0,a], temos que yGY(À,a,4,)

Demo?D$!11qçãç! Para tG[0,a], temos que

y(t) ,a' s ,$s'9s '4':l'9:;)ds

Se provarmos que y€1)(a,p), teremos então que y = F(À,a,4),y) e

portanto yÉ;Y(À,a,q)) . Para provar que yGD(a,p) , definimos

Z) =Íde[0,a]:jjyt](0) ÉP e ljytllPgp para te[0,dJ}

Com um procedimento igual ao adotado na demonstração do lema

(13.2), demonstra-se que supD ;a, e portanto yÉ;D(a,p). l
rln IAmnn f'17 q\ n r17 '7\ ...-- --- --:L .. ..l UZlr 0 pro

K = {~tGC:t6[0,b-aJ} 
l 
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Os conjuntos K1 e K2 sao subconjuntos compactos de C e Lp, res

pectivamente. Seja H1 a p-vizinhança fechada de K1 em C, e H2 

a p- vizinhança fechada de K2 em Lp. Então A= [a,bJxH1 xH2 e um 

subconjunto fechado e limitado de R x CxL , e esti contido em íl p 

(pel a demonstração de (10.4)). Como xa+t = ~t+5\ para t6[0,b-a[, 

temos que (t,xt,xi)SA para tS[o,b[, o que contradiz a propo

sição (12.4). Essa contradição veio da hipótese b5a+a. 1 

(13. 3) Lema. Nas condições do teorema (10 .9), seja 

P,., o,<P )EN(À,Õ,~). Seja x: [o-r,o+a] ----+Rn uma solução da e

quação (DÀ) por (a,q,) (pelo lema anterior, toda solução de (DÀ) 

por (a, cp) admite um prolongamento definido num intervalo que 

contém [a-r,a+a]). Definindo y: [0,a] - lRn pory(t) "'- X(a+t)

-q,(0), t6[0,a], temos que yEY(À,CT;q,). 

Demonstração. Para tG[0,aJ, ternos que 

Se provarmos que yED(a,p), teremos então que y = F(À,a,q,,y) e 

portanto y6Y(À,a,q,). Para provar que y6D(a,p), definimos 

V= {dS(0,aJ: 11 5\11 (O) 5 P e IIY~llp 5 P para tE[0,dJ}. 

Com um procedimento igual ao adotado na demonstração do lema 

(13 .2), demonstra-se que supV = a, e portanto yED(a,p). 1 

Os lemas (13. 2) e (13. 3) nos permitem reduzir o pro-
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blema da dependência conti'nua das soluções da equação

x' (t) f(À,t,xt'xt)

ao problema da dependência conti'nua dos pontos fixos de F(À,a,(b,.).

(13.4) Teorema (Dependência semicontínua local).Se-

ja f: AxQ ------*R'' uma função que sati.sfaz as hipóteses do teo-

rema (l0.9). Dados XCA, ãGllte Ülcw(1), co.n (ã,+,4,')cçz, existem

a >0 e N(X,&,4)), vizinhança de (X,ã,+) em AxtRxWál),tais que

(i) se (À,a,$)eN(i,ã,$) então toda solução de (DÀ) por
(a,+) admi.te um prolongamento definido pelo menos em
[a- r,a+a]

(ii) as soluções x: [a-r,a+a] ---------.Rn da equação (DÀ) por
(a,@) depeltdent senil-continuamente de (À,a,$)eN(il,i;,4)) ,

ou seja: dados g>0 e (À',a',$o)GN(i,ã,4)), existe

V(À',a',@'), vizinhança de (À',a',4,') emAxRxW1l),tal

que para qualquer x: [a-r,a+a] ------.+ Rn so]uçao de (DI)
por(a,4,), com (À,o,+)É;V(À.',a',$') , existe

xo : [oo-T ,ao+a] -----..+ ]IRn

solução de (DÀo) por (ao,0'),com llx-x'll.jl) < c, sendo
J;Ea,a'+a](caso azao) ou J=Ea',a+a](caso asa')

l)emonstracão. Dados XCA, ê;CIR e ÕÉ;W(1), com (ê;,+,$')É; Q,

tomamos a vizinhança N(X,8,@) :uxlxVcAxJRxlV.ÇI) e as constantes

N{ > 0, a > 0 e p > 0 dadas pelo lema (l0.4). Escolhemos a de mo-

do que bla É p, f'lal/P $ p e kal/P<1. Então a multa.função
Y: NCÀ,a,(>) ------' D(a,p) defilai.da por
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blema da dependência continua das soluções da equaçao 

ao problema da dependência contínua dos pontos fixos de F (À ,o ,<P , • ). 

(13.4) Teorema (Dependência semicontínua local) .Se

ja f: J\xíl -lRn urna funç ã o que satisfaz as hipóteses do teo

rema (10.9). Dados XEJ\, ÕElRe ~EwCl), com (Õ,~,~')Eíl, existem p 

a>O e N(5:.,Õj), vizinhança de ():. ,õ,~) em J\ x JRxW~ 1 \tais que: 

(i) se (À,o ,cp )EN(X,ô, $ ) então toda solução de (DÀ) por 

(o,<P) admite um prolongamento definido pelo menos em 

[ o-r, o +a ]; 

(ii) a s soluções x: [0-r,o+a] - lRn da equaçao (DÀ) por 

(o , q, ) dependem semi continuamente de (À,o ,<P )EN(À,Õ,~), 

ou seja : dados s > O e o o o - - -( À , o , <P ) EN (À , o , cp) , existe 

V(Àº,oº ,ip º), vi zinhanç a de p 0 ,cr 0 ,cp º ) emJ\ x JRxW(l),tal 
p 

. n 
que para qualquer x: [ cr -r ,cr+a] - R , solução de (DÀ) 

por (o ,q>), com P ,0 , <P)EV (À O ,oº ,ipº), existe 

x 0
: [cr 0 -r ,cr 0 +a] - IRn, 

solução de (DÀ o) por (aº ,cpº), com llx-xºli) 1 ) <E, sendo 

J = [a ,cr 0 +a] (caso a ~aº) ou J = [aº ,cr+a] (caso a~aº). 

Demonstração. Dados 5:.EJ\, ãElR e ~EW(l), com (Õ,~,~•)E íl, p 
tomamos a vi z inhança N(5:. ,0 ,$) = u xrxVc J\ x1R xwCl) e as constantes p 
M > O, a> O e p > O dadas pel o lema (10.4). Escolhemos a de mo-

do que Ma ~ P , Ma l/p ~ p e ka l/p < 1. Então a mult i função 

Y: N(\,Õ,~) - D(a,p) de fini da por 
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Y(À,a,$) {yÉ;D (a , p) : F (À ,a ,4) ,y)=y}

é semiconti'nua superiormente em N(i,ã,(b) (teorema (3.3)). Da

dos c > 0 e(X',aa',4,o)CN(X,ã,+), existe portanto 61>0 tal que

{yeD(a,p) : lly-y'Hfà),] « ./4Y(À ,a ,+)cNc/4 (Y(Ào ,a' ,$a) )

para algum yoCY(À',a',4)')}, sempre que (À,a,4))eN(51,8,(b) for

tal que d(À,Ào) <ól' la-aol<61 e ll4)-+olll,P<-SI' Como D(a,p)
é uin subconjunto equiconti'nuo de C([0,a],.IRn) (vede demons-

tração do lema (l0.6)), existe 'S2>0 talque jy(t) < c/4

para quaisquer yeD(a,p) e te[0,62[. A]ém disso, exi.ste 63 > 0
tal que

sup{ lz' (tl)-z'(t2) 1: tl't2€[0,a], ltl-t2l<ó3'zÉ;Y(Ào,a' ,+')} < c/4 ,

pois {z

de C([0

temos que

zeY ( À '

,a],]Rn)

,a',$')} é tainbén um subconjunto equicontx'nuo

Prova: como Y(À' ,a' ,+o) =F(À',a',4)',YO.o,a',+')),

H(Y(À',ao,+')) : u(F(À',a',+' ,Y(À',ao,+o))) Ékal/PuO(Ào,ao,$'))

(lema C10.8)), donde u(Y(Ào,ao,$'))=o (pois kal/P<1) eportan-

to u({z' : zeY(À' ,a' ,$o) }) = 0

Sejam UI ; {ÀÉ;u:d(À,Ào)<61}, ll :{(Kl: la-ao j<nü-n{.51'62'ó3}}

e VI :Í'bCV:ll@-$olll,P '< 61 e l4'(0)-'b'(0) l<c/4}. Tanemos V(Ào,a',+o)

dada por Ul"]lxVI' Seja (X,a,4')eV(À',ao,4)o) e x: [a-r,a+a] ----IRn

uma solução de (DÀ) por (a,+) . Definindo y: [0,a] -----+ R por

y(t) :x(a+t) -@(0) (tÉ;[0,a]) , temos que yeY(À,a,+) (]-ema (13.3))

- 81 -

Y(A,o,cp) = {ySD(a,p): F(A,o,cp,y)=y} 

é semicontínua superiormente em N(X,ã,~) (teorema (3.3)). Da-

o o· o - - -dos E:> O e (A ,a ,<P )8N(A,o,cj)), existe portanto o1 >0 tal que 

Y(À,a,cp)cN,..
14

(Y(Àº ,aº ,cp º)) = {y6D(a p) ·Jjy-yºIJ (l) < E/4 
e. '. ·[O,aJ 

para algum yº8Y(A O ,aº ,e/> º)} , sempre que (A ,a ,cp)6N(À ,ã ,~) for 

tal que d(A,Aº) < o1 , Jo - a 0
1 < o1 e ll<P -<Pºii 1 ,p < o1 . Como D(a,p) 

é um subconjunto equicontínuo de C([O ,a], m.n) (vide demons-

tração do lema (10.6)), ex iste o2 > O tal que Jy(t) I < E: /4 

par a quaisquer y6D(a,p) e t6[0,ó 2[. Além disso, existe o3 > O 

tal que 

pois { z ': z8Y(A O ,aº ,cpº)} é também um subconjunto equicontínuo 

de C([O,aJ , JRn).Prova: como Y(Aº,aº,cpº) =F(Aº,aº,<1>º ,Y(Aº,aº,cpº)), 

temos que 

µ(Y(Aº ,aº ,<t>º)) = µ(F(Àº ,aº ,<Pº ,Y(Àº ,aº ,<Pº))) $ ka11Pµ(Y(Aº ,aº ,<Pº)) 

(lema (10. 8)), donde p(Y(),. 0 ,a º ,<Pº))=O (pois kal/p<l) e portan-

to w ( { z ' : z 6Y ( À O , a O , cp O) } ) ::: O • 

Sejam u1 = { A6U: d (À, Àº) <(\}, I 1 = {aE:I: ia-cr 0 J<nü.n{ ó
1 

,ó
2 

,ó
3

}} 

e V1 = {qi€V:Jl<P -<P ºll 1 ,p < o1 e Jcp (O) -<P º(O) J< E:/4}. Tomemos V(Àº,aº,cpº) 

dad a por U1xr1xv1 . Seja (>,,a,q,)8V(Aº,aº,cpº) ex: [a-r,a+a] -+-:Rn 

uma solução de (DÀ) por ( o ,<j)). Definindo y: [O ,a ] ------+ JR.n por 

y(t) =x(a+t) - cp(O) (t8[0, a] ), temos que y€Y(),,o,cj)) (lema (13.3)). 
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Como Y(À,a,@)cNc/4(Y(À',a',+')), existe y'eY(À',a',(bo) talque
jy-yoll[0)a] <c:/4. Seja xo: [ao-r,-ao+a] ------.-.- Rn definida por
xo(t) :$o(t-a') +9'o(t-a') , tGEao-r,ao+a]. É claro que x' é u-

ma solução de (DÀo) por (a',+'). Suponhamos que ao sa. De

y(t) ;x(a+t) -+(0) e y'(t) :x'(a'+t) -0'(0)(tG[0,a]) segue-
se que

lx-x'll (a)a'.a] : lx(a)-x' (a) l+sup{ lx' (t)-xo '(t) l:terá,ao+aJ}

lx(a)-xo(a) l+suplly'(t-a) -y' ' Ct-ao) 1: tala,a'+al}

l@(0)-+' (0)-y' (a-a') l+sup{ ly'(t-a) -y' ' (t-a') 1: tGEa,ao+a] }

$ 1'b (0) -@' (0) l + ly' (a-a')

+ sup{ jy' (t-a)-y' ' (t-a) 1: tGEa,ao+al}

+ supÍjy' ' (t-a)-y' ' (t-a') 1: tÉ;la ,a'+aJ}

< e/4 + c/4 + ljy-yüjl [(0)a] + É:/4 É E: ,

e (i) esta provada, caso ao sa. De modo análogo
se (ii) quando a g a'

) demonstra

(13.5) Ç112.g.gll11gSg.g. O caráter local do teorema (13.4)

esta no fato desse teorema assegurar a semicontinuidade supe-

ra-or, numa vizinhança N(X,ã,(b), das soluções de (DÀ) por (a,$)
defina.das em intervalos da forma [a,a+a], oara um certo a > 0

O próximo resultado tem caráter diverso: se x: [ã-r,b[ ----.-b Rn

(a<bç") for a única solução não prolongãvel de (Di) por (ã,$),
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Como Y(À,a,<f>)cNE:/
4

(Y(/\º ,oº , cpº)), existe yºEYP,º , oº ,cpº) tal que 

ll y-yºII (l) < E:/4. Seja xº: [oº-r;oº+aJ--+- lRn definida por [0,aJ 
xº (t) = ~o (t-aº) + yº (t-aº), t8[a 0 -r ,a 0 +a]. :E! claro que x 0 é u-

ma solução de (DÀ 0 ) por (oº,cpº). Suponhamos que 0° s a. De 

y(t) =x(o+t) -cp(0) e yº(t) =xº(oº+t) -cpº (O) (tE[0,aJ) segue-

se que 

llx-xºII (l) o = lx(o)-xº (a) l+sup{ lx' (t)-xº' (t) 1 :tE[o a 0 +a]} [o,a +a] ' 

= lx(a)-xº (a) i+sup{ IY' (t-a)-yº' (t-o 0
) 1: tG[cr ,o 0+a]} 

= 1 <P (0)-<Pº (0)-yº (a-a 0
) I +sup{ IY' (t-a)-yº' (t-a 0

) 1: tE[a ,oº+a]} 

+ sup{ IY' (t-a)-yº ' (t- a) 1: tG[a ,o 0+a]} 

+ sup{ IYº' (t-a)-yº '(t-a 0
) 1: tG[a ,o 0+a]} · 

< E:/4 + E:/4 + lly-yºll [ 0
1

) J + E:/4 s E:, 
L ,a 

e (i) está provada, caso a 0 s a. De modo análogo, demonstra-

se (ii) quando a s aº. 1 

(13. 5) Observaç ã o. O caráter local do teorema ( 13. 4) 

está no fato desse teorema assegurar a semicontinuidade supe

rior, numa vi z inhança N(X. ~ ,i), das soluções de (DÀ) por (a,<P) 

definidas em intervalos da forma [o ,o+a], para um certo a> O. 

O p r 6ximo resultado tem carater diverso: sei: - n [o-r,b[ ---i- lR 
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o teorema seguinte assegura, para todo cGlã,b[, a semiconti-

nuidade superior em (X,a,+) das soluções de (DÀ) por (a,+),de-
finidas em [a-r,c]. A demonstração é aná]oga à de um teorema
de N[e[vin [ 20 ]

(13.6) ].gg!.ç114. Seja f: AxQ ------- R'' uma função que sa-

tisfaz as hipóteses do teorema (l0.9). Suponhamos quem'eA, aeR

e ãlç;w(1), com (il,&,(b)Cn, e que i1: [8-r,b[ -----..-Rn (Õ<bgm) é a

única solução não prolongãvel da eqt.ração (DÍ) por (ã,Õ).Dados
c>0 e cGJã,bt, exi.ste u(il,ã,+), vizinhança de (51,ã,+) em

AxIRxlVà"J, tal que para qualquer x, solução de (DÀ) por (a,@),
com (À,a,+)eU(i1,8,il), temos que:

(i) x admite um prolongamento, denotado também por x, de-
fina.do pelo menos em [a-r ,c ] ;

(ii) llx-;llji) «., sendo J:ra,c](caso azli) ou
caso a $ a)

[a ,c

Demonstração Consideremos o conjunto

{(X ,t,it)GAxRxWLIJ : tG[É;,C]}

Pelo teorema(13.4), para cada q= (X,t,it)eS existe uma vizi-

nhança N(q)cAxJRxWál) e uma constante a(q) >0, tais que toda

solução de (DÀ) por (a,4)), com (À,a,(1))É;N(q) , admite umprolon-

gamento x definido pelo menos em [a-r,a+a(q)],ta] que llx-ill.ÇI)<c

Jq:Ea,ã+a(q)] (caso azã) ou Jq:Eã,a+a(q)] ocaso agã)
Para cada q = (il,t,it)CS tomemos N'(q) ,vizinhança a-

berta de q em AxnxWlb''J, tal que N'(q)cN(q) e la-tl <a(q) pa-

)
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o t eo rema seguinte assegura, p ara todo c8JÕ,b[, a semic onti

nuidade superior em (À ,ã ,~ ) elas soluções de · (DÀ) por (a ,cp) ,de

fi nidas em [o -r ,c]. A demonstração é análoga à de um teorema 

de Melvin [ 20] . 

n -(13.6) Teorema. Seja f : /\ xíl -- R um a funçao que sa-

tis faz as hipóteses do teorema (10 .9). Suponhamos que "A8/\., oER 
~ 

e a 

Gnica solução n ã o prolongãvel da equação (D ~) por ( ã , i ) . Dados 

E> O e c8Jã,b[, existe U(\,Õ, $ ) , v izinhança de (~,Õ,~) em 

/\. x JR xwil), tal que para qualqu er x, solução de (D À) por (a ,<P), 

com (À,o,cp)8U(X, ã ,i), ternos que: 

(i) x admite um prolongamento, denotado também por x, de

finido pelo menos em [o-r,c]; 

(ii ) llx -x ll j 1 ) <E:, sendo J = [ o ,c] (caso o~Õ ) ou J=[Õ ,c ] 

caso a sã ). 

Demonstr ação. Consideremos o conjunto 

Pelo teorema (13.4), para cada q = (X, t ,xt)ES existe um a vi zi

nhança N(q) c/\xJRxW (l) e uma c onsta nt e a (q) > O, tais que toda p 

solução de (DÀ) por (a, cp ), com (>..,o ,cfJ )8N(q) , admite um prolon-

gamento x definido pelo menos em [o-r,o+a(q)J,tal que llx-illjl)<E:, 
- - - q -sendo Jq = [ o , o+a (q) J (c as o a ~a) ou Jq = [o , o+a (q) J (caso asa ). 

Para cada q = (~ ,t,xt )8S tom emos N'(q),vi zi nh a nça a 

ber ta de q e m /\. xJRxW~
1

) , tal que N '(q )cN(q) e lo-t i <a (q) p a-
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ra (À,a,+)eN'(q). Como S é um subconjunto compacto de AxRxW.ÇI)

existem q0'ql'...,qveS tais que S= U.N'(qi). Sem perda de ge-

nerali.dade, podemos supor que os pontos qi:(X,ti'it.) são tai.s
que a:t0 < tl < ... <tv =c. Para cada i, consideremos a multi-

função õi : N'(qi) ----+ AxRxW:l), definida por

©i(À,a,+) :{(À,a+a(qi),xa,a(qi))GA"R"W(1)

x e solução de (DX) por (a,'b)}

)
V

Afirmamos que cada $j. é semicontx'nua supera.ormente em N' (q])
Isto decorre da semicontinuidade supera.or, para 9 $ i sv, das
multifunções

(À,a,'l')m' (qi) i---'' {,GC(1) ([0,a]Jtn): Z(t) ;x(a+t) , tG[0,a(qi)],

e x: [a-r,a+a(qi)] -------IRn é solução de (DÀ) por (a,4))}
(Veja-se a demonstração do teorema (13.4))

Tomemos VO : N' (qV) . Se jã tomamos Vm' vizi.nhança aber-
ta de algum qi (0<iSV) , usaremos o seguinte procedimento para

obter Vm+l: seja jm o menor i'ndice jGÍO,l,...,v} tal que

(X,tj'a(qj), itj+a(qj))GVm' Temos então que $jm(qjm)'Vm' Como

Ojm e semicontl'nua superiormente em qjm' existe Vm+lcN'(qjH)

vizinhança aberta de qjm em A*JKxwlli), tal que ©j.CVm+l)'Vm
Após um número finito ii $v de passos, obteremos uma vizinhan-

ça VÕ de qO ; (X,i,xã) :(i,õ,ãi) e tomaremos U(j1,8,âl) =y= l
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ra (À,o,qi)EN'(q). Como Sé um subconjunto compacto de/\xRxWCl), 
V p 

existem q 0 ,q1 , ... ,qvGS tais que S = i~l N' (qi). Sem perda de ge-

neralidade, podemos supor que os pontos qi= o:, ti, xt.) são tais 
l que ã = t 0 < t 1 < •.• < tv = c. Para cada i, consideremos a multi-

fun ção q, . : N' (q.) --+- f\ x lR. xW(l), definida por l 1 p 

4>
1
.(À,o,<P.) = {(À,o+a(q.),x ( ))€/\xlR xW(l): 

1 o+a qi p 

-x e solução de (DÀ) por (o,qi)}. 

Afirmamos que cada ti é s emicontinua superiormen te em N'(qi). 

Isto decorre da semicontin.uidade superior, para O 5 i 5 v, das 

mul tifu_nções 

( ) R n - - ( ) } ex: [o-r,o+a qi J--+- e soluçao de (DÀ) por a,<P • 
(Vej a- se a demonstração do teor ema (13.4)). 

Tomemos V O = N' ( qv) . Se j á tornamos V m, vizinhança aber

ta de algum q . (O <i 5v), usaremos o seguinte procedimento para l 

obter Vm+l: s eja jm o me nor Índice j€{0,l, . .. , v} tal que 

(>: ,t. +a(q.), xt + ( ))€V. Temos então que q, . (q. )cV. Como J J j a qj m Jm Jm m 
t . é semicontinua superiormente em q. , existe V +lcN' (q. ) , Jm Jm m Jm 
vizinhança aberta de q . em /\ x JR xwpCl), tal que 

Jm 
4>. (V 

1
)cV . J m+ m m 

Apó s um número finito m 5 v de passos, obteremos uma vi z inhan-
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14 . Existência e unicidade de soluções para

uma classe de equações lineares do tipo neutro

(14.1). Defj:8içõç!. Seja X um espaço de Banach. Di-

zemos que uma função f: [a,b] -----.-- X é regrada, e escrevemos

fGG([a,b],X), se para todo tGEa,b[ existe f(t+) : ]im f(s) e

para todo tÉ[Ja,b] existe f(t-) : ]im f(s)
s-+t-

Dizemos que f,geG([a,b],X) são equiva].entesse f(t-):

g(t-) para todo tG]a,b] (e portanto f(t+) :g(t+) para todo

tÉ;Ea,b[ ; veja-se [12], teorema 1.3.10)

Se fGG([a,b],X) definimos f'GG([a,b],X) porf'(a)

f(a+) e f (t) = f(t-) , para tG]a,b]

(14.2) Qblçliyp:çêgg. O conjunto G([a,b],X) é UiH es-

paço vetorial e, com a noriua da convergência uniforme, é um

espaço de Banach ([12], teorema 1.3.6)

Se fÉ;G([a,b],X) então f é contz'nua fora de um sub-

conjunto enumeráve] de [a,b] ([12], coro]ãrio 1.3.2)

(14.3) Definição. ]ndicaremos por G(1)([a,b].X) o

conjunto das funções f: [a,b] ------- X tais que paratodo tÉ;]a,b[
existe

s'»t+

f(t+h)-f(t)].iilt
h-.>O+

e para todo t€1a,b] existe f:(t) = lim --iE--CiÇlJ!.}.:.E.C!}
h-.,0' n

(14.4) Observação. Se fÉ;G(1)([a,b],X) então fé con-
[a,b], e fora de um conjunto enumerãve] de [a,b] ettnua em

ÍJ (t)
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14 . Existência e unicidade de soluções para 

uma classe~- equações lineares do tipo neutro 

(14.1). Definições. Seja X um espaço de Banach. Di

zemos que uma função f: [a,b] - X é regrada, e escrevemos 

fEG([a,bJ,X), se para todo t8[a,b[ existe f(t+) = lim f(s) e 
s+t+ 

para todo t6Ja,b] existe f(t-) = lim f(s). 
s+t-

Di zemos que f ,g6G([a, b] ,X) são equivalentes se f(t-)= 

= g(t-) para todo tEJa ,bJ (e portanto f(t+) = g(t+) para todo 

tE[a,b[ veja-se [12], teorema I.3.10). 

Se fEG([a,b],X) definimos f EG([a,bJ,X) porf-(a) = 

= f(a+) e f-(t) = f(t-), para tEJa ,b]. 

(14.2) Observaçõ es . O conjunto G([a,bJ,X) é um es-

paço vetorial e, com a norm a da converg~ncia uniforme, -e um 

espaço de Banach ([1 2 ], teorema I.3.6). 

Se fEG([a,bJ,·x) então fé contínu1 fora de um sub

conjunto enumerável de [a,bJ ([12], corolário I.3.2). 

(14.3) Definição . Indicaremos por (1) G ([a,bJ .X ) o 

conjunto das funções f: [a, b J ----. X tais que para todo tE [a, b [ 

exi ste 

f~(t) = lim 
h+0+ 

f(t+h)-f(t) 
h 

e para todo tE]a,b] existe f~(t ) = lim 
h+o-

f(t+h)-f(t) 
h 

(14.4) Observaç ão. Se fEG(l)([a,bJ,X) então fé con-

... 
t1nua em [ a, b], e fora de um conjunto enumerável de [a,b] e-
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xi.ste f'(t). Definindo f'(a) :f.l(a), f'(b) :f:(b), e f'(t)
= f:(t) nos pontos tela,b[ para os quais não existe a deriva

da, temos que f'GG([a,b],]Rn) e f(t) =f(a) + l f'(s)ds([12],teo
rema 1 . 3 . 8)

a

(14.5) 111glçg;&ggê.. Se d = {t0'tl' . . . ,tn} é uma divã.são

do interva[o[a,b], isto é, se a=t0<tl<...<tm:b, escre-
vemos jdl:m e Ad=supljti'ti-tj: i:l,...,Idl}. Denotaremos

por [DEa,b] (ou simp]esmente ]D) o conjunto de todas asdivisões
de [a,b]

Consi.detemos um espaço topológico E e uma aplica-

ção dÉ;ID------+ xdeE. Escrevemos lxm xd : xeE se para cada vizinhan-

ça V de x existe dVCI) tal que dVcdÉ;ID implica xdGV. O sentido
de lim x. = x é Óbvio

Ad-+O '

(14.6) P.g;EiZ.i.çggâ.. Sejam X e Y espaços de Banach,

e y: [a,b] ------' L(X,Y) (o espaço das aplicações lineares con-

tínuas de X em Y). A semi.pari.ação de y (em [a,b]) é defina.da
por

SV[Y] : SVEa,bl]Y] : suP{SVdEYl:deJD} ,
onde

r l dl
SVd['Y] : suPÍll .>llE''r(ti)-'Y(ti.l)]xill :xiÉ;X

x.llsll

Se SVEy] < m dizemos que y é de gemi.variação limitada

(14.7) Observacão. Se y é de variação limitada (no
sentido usual) então y é de semivari.ação li.mitada.A recÍoro
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xiste f' (t). Definindo f' (a)= f;(a), f' (b) = f~(b), e f' (t) = 

= f~(t) nos pontos t8Ja,b[ para os quais não existe a deriva

da, temos que f'8G([a,bJ,JRn) e f(t) = f(a) + ftf' (s)ds ([12],teo-
a 

rema I. 3. 8) . 

(14.5) Notações. Se d= {t 0 ,t 1 , ... ,tm} é uma divisão 

do intervalo [a,b], isto é, se a= t
0 

< t 1 < ••• < tm = b, escre

vemos !d! =me t.d = sup{ !t .-t. 1 1: i = 1, ... , !d!}. Denotaremos 1 1-

por ID[a,b] (ou simplesmente ID) o conjunto de todas as divisões 

de [a,b]. 

Consideremos um espaço topológico E e uma aplica

çao dE:ID - xdE:E. Escrevemos lim xd = x8E se para cada vizinhan
dE:ID 

ça V de x existe dv8ID tal que dvcdEID implica xdEV. O sentido 

de lim xd = x é Óbvio. 
t.d+O 

(14. 6) Definições. Sejam X e Y espaços de Banach, 

e y: [a,b] - L(X,Y) (o espaço das aplicações lineares con

tínuas de X em Y) • A semi variação de y ( em [a, b J) é definida 

por 

onde 

1 dl 
SVd[yJ = sup{II l [y(t_.)-y(t . _J)Jx . l!:x.GX,!!x . 11 ~1}. i=l l l . l l l 

Se SV[y] < 00 dizemos que y é de semi variação limitada. 

(14.7) Observação . Se y é de variaç ã o limitada (no 

sentido usual) então y ~ de semivariação limitada.A recípro-
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ca é verdadeira se e somente se dim(Y) <m.

(14.8) Tegrç!!g:. Se y: -----* L(X,Y) é de semivariação
[ilnitada e fÉ;G([a,b],X) então

(i) existe a integral ilaterior

l dl
f(t) ; !!y. .>1.rY(ti)-Y(ti.l)if(ei)eY,

den i:l ' '' '

onde ei€1ti.l

(ii) essa integral depende apenas da classe de equivalên

cia de f (vida (14.1));

(iii) SVE'vlljíl

Demonstração. VideE12, teorema 1.4.12]

(14.9) ObselygçêÊg. Se y e f não tem pontos de des-
continuidade comuns (por exemplo, se uma delas for contínua)

a integral interior se reduz ã integralusual deRiernann-Stiel--
tj es

dl

Adio iate'Y(ti)-'Y(ti.].)]f(€1i) ,
f(t)

b
Y(t)+

onde €1ieEti-l'time:t2, teorema 1.2.3]. Neste caso vale a fÓr
mula de integração por partes

f(t) df (t) (b) f (t)) - cl (a) f (a)

que, eln geral, não e valida para a integral interior [13,teo
rema 4.7]
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ca é verdadeira se e somente se dim(Y) < 00 • 

(14.8) Teorema. Se y: --+ L(X,Y) é de semivariação 

limitada e fSG([a,bJ,X) então 

(i) existe a integral interior 

rb 
j·dy(t)·f(t) = lim 
a dSID 

1 d! 
l [ y ( t . ) - y ( t . l ) J f ( F, ~ ) SY , 

i=l 1 1- 1 

(ii) essa integral depende apenas da classe de equival~n

cia de f (vide (14.1)); 

b 
(iii) li tdy(t)·f(t)II s SV[yJJi f ll. 

Demonstraç ão . Vide [12, teorema I.4.12]. 

(14.9) Observações. Se y e f não tem pontos de des-

continuidade comuns (por exempl9, se uma delas for contínua) 

a integral interior se reduz à integral usu al de Riemann-Stiel

tj es 

J
b ldl 
dy(t)·f(t) = lim I [y(t.)-y(t. 1 )Jf( F,. ), 

a 6d+ 0 i=J. 1 i-
1 

onde ~-S[t. 1 ,t. J [1 2, teorema I.2.3]. Neste cas o vale a fÓr-
1 1- 1 

mul a de integração por partes 

f 
b r b 
dy(t)·f(t) + j y(t) • df(t) = 

a a 
a (b)f(b) -a(a)f(a) 

que, em geral, nao é vilida para a integral interior [13,teo

rema 4.7]. 
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Nas condições do teorema (14.8), é trivial demons

trai que

I' dV (t) ' (XEa ,clf) (t) d(x Y) (t)[a,c] f(t) + y(c)f(c+)

onde cera,b[ e XEa,c] denota a função característica de [a,c].

(14.10). Uma eauacão ]inSar do tipo neutro. Fi.xemos

tO <t] e r>0 Para x: [t0-r,tl] ----->Rn e teEt0'tl] está de

finada a função xt: [-r,0] --.-..-- Kn, dada por xt(s) :X(t+S)

Suponhamos que A: [t0'tlJxC([-r,0],]Rn) -----..» ]in e

B: [t0'tl]xG([-r,0]JRn) ----.'-JRn são reguadas como funções da

primeira variável e li.neares contínuas como funções da segun-

da variável. Seja geG([t0'tl],]in). Consideremos a EDFN

x'(t) : A (t,xt) ' B(t,x{) + g(t)

(14.11) Defínicão. Seja +eG(1)([-r,0],Rn).Uma so]u-

ção de (E) com função inicial q) é uma função xGG(1)([tn-r,tl]]in)
tal que

(ii.) x sati.sfaz (E) fora de um subconjunto enumerãvel de

[ to 'tl ]

De acor caIR esta definição, podem ocorrer descon-

tinuidades de primei.ra espéci.e na derivada de uma solução de
(E)

do

(E)

(14.12) Algumas ]!iipg.Elas.e. adicionais. Para demons-

trarmos um teorema de existência e uni,ci.dade para a equação
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Nas condições do teorema (14.8), é trivial demons-

trar que 

onde c6[a,b[ ex[ J denota a função característica de [a,cJ. a,c 

(14.10). Uma equaçao linear do tipo neutro. Fixemos 
t O < t 

1 e r > O . Par a x : [ t O - r, t 
1 

J --+ 1R n e t 6 [ t O , t 1 J está de

fini da a função xt: [-r,OJ --+JRn, dada por xt(s) =x(t+s). 

Suponhamos e 

B: [t
0
,t

1 JxG([-r,OJ,JRn) --+JR.n são regradas como funções da 

primeira variivel e lineares contínuas como funções da segun
da variivel. Seja g6G([t 0 ,t 1 J,1Rn). Consideremos a EDFN 

(E) 

(14.11) Definição. Seja ~6G(l)([-r,OJ,Rn) .Uma solu-
~ - (1) n çao de (E) com função inicial ~ e uma funçao xEG ([t0-r, t 1 J, R ) 

tal que 

(i) xt =~; 
o 

(ii) x satisfaz (E) fora de um subconjunto enumerivel de 

De acordo com esta definição, podem ocorrer descon
tinuidades de primeira espécie na derivada de uma solução de 
(E) . 

(14 .12) Algumas hipóteses adicionais. Para demons-

trarmos um teorema de exist~ncia e unicidade para a equaçao 
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(E), vamos impor as seguintes condições s

(cl) Para cada teEt0'tl], a função

EÉ;G([-r,0],Rn) ------ B(t,€1)eRn

sÕ depende da classe de equivalência de €1 (vede (14.1))

(c2) Para qua[quer yGG([t0-r,tl],Rn) a função
teEt0 ,t].] ''-----* B(t ,yt)eR

função Babre a

n

é regrada

(c3) Existem TG]0,r], kG[0;1[ e t zO tais que

IB(t,e) lstlltiH(o) o] + lll€1 (o) . ]

para quaisquer €1€G([-r,0].Rn) e tÉ;]t0'tl]

(14.13) Observação. Suponhamos conhecida a existên

cia e unicidade das soluções de (E) con\ função inicial 4) no

caso em que tl-t0 <r. Se tivermos tl-t0 zr, tomamos tÓ = t0'
t4 = tn+r/2, e sabemos que existe uma Única so].ução de (E) cola

função inicia[ 4), definida en\ [t0-r,tl]. A seguir,tomamos t8=

= ti e tl : tl+r/2 e temos que essa solução pode ser prolonga

do de modo Único até tl' Após um numero finito de passos, te
remos que exi.ste uma Única solução de (E) com função inicial

+, definida eln [t0-r,tl]. Doravante vamos supor que tl-t0 < r

(14.14) Representação de A e B. Do teorema 1.5.10 de

[:L2] (e da condição (cl)) decorre que existem

A,B:Et0'tl]"E-r,0] ------- M(h-,n)

atrozes rea.is nxn), Ferradas co funções(0 das da}noespaço 111
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(E), vamos impor as seguintes condiç6es sobre a função B: 

n n 
i;EG([-r,0J,JR ) 1---+ B(t,i;)8JR 

só depende da elas se de equivalência de E, (vide (14 .1) ). 

(c 2) Para qualquer y8G([t
0

- r,t
1

J,Rn) a função 

t8[t 0 ,t1 J ~ B(t,yt)8JR 
n 

-e r egrada. 

(c
3

) Existem t8J0,r], kG[0 , l[ e t :2-: O tais que 

1 B e t , 1; J I s; k li 1; 11 l ~ ~ , 0 J + i li 1; li ~ ~ ~ , _ T J 

p ar a q ua i s quer E, 8 G ( [ - r , O J. R n) e t 8 [ t 0 , t 1 J . 

(14.13) Observa ção. Suponhamos conhecida a existên 

cia e unicidade das s oluç6es de (E) com funçã o inicial ~ no 

caso em que t 1 -t 0 < r. Se tivermos t 1-t 0 :2-: r , tomamos t 0 = t 0 , 

t 1 = t 0+r/2, e sabemos qu e existe um a Única solução de (E) com 

função inicial~. ·de fi nid a em [t0-r,tiJ· A seguir,tomarnos t~= 

= ti e t 1 = ti +r/2 e temos que essa sol ução pode ser prolonga

do de modo Ünico at~ t~. Após um nümero finito de passos, te

remos que existe uma Ünica s o 1 ução de (E) com função inicial 

~, definida em [ t 0-r, t 1 J. Doravante vamos supor que t 1 -t
0 

< r. 

(1 4. 14) Representação d e A e B. Do teorema I.5.10 de 

[1 2] (e da c ondição (c 1)) decorre que exist;em 

A,B: [t 0 ,t 1 Jx[-r,0J--+ M(n,n) 

(o espaç o das matri zes reais n xn), regradas como funç6es da 
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= 1 d.A(t ,s) .Ü (s'l

tvel, com A(t,0)

afiação uniformemente limite
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píxniexia va['].aves, e de variação uniformemente limitada como

funções da segunda variável, com A(t,0) : B(t,0) : 0 para

t€1t0'tl], tais que

ro
A(t,@) : l dsA(t,s)'@(s)'-r ( 8)

e

rO

B(t,€1) : I' dsB(t,s)'€1(s) ( 9)

para qual.squer t€1t0't]], QÉ;C([-r,0],Rn) e €1€G([-r,0],Rn).Co-
mo a integral de Riemann-Stieltjes eln (8) não varia se alte-

rarmos o valor de A(t,') em um ponto interior de [-r,0],pode-

mos supor que A(t,t0-t) : 0 para tG]t0'tl]

(]-4.15) ]!!!y:. Se xÉ;C([t0-r,tl],Rn) então a função
t€1t0'tl] ----'" A(t,xt)É;IRn é regrada

!Zg!!!glQê.IÇlgÊgg. Pelo princi'pio da limitação uniforme ,

exi.ste M > 0 tal que suplllA(t,.)ll :tGlt0'tll} ÉM<m.Tomemos c:>0.

Pela continuidade uni.forme da aplicaçã 0

teEt0'tl] ----. xteC([-r,0],.Rn)

existe (5 > o tal que

s,teEt0't].] e ls-tl <6 -:+ llxs-xtll(0) < c:/4M

Seja d uma divisão de [t0'tl], com Aã < ó, fonlnada por

pontos t0:s0 <sl < '.. <sm :tl' Para cada si afunção A(.,x. )

é regrada, logo existe dieJD]t0'tl] tal que udz(Á(',xsJ.)) <ci2
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primeira variável, e de variação uniformemente limitada corno 
funções da segunda variável, com A(t,O) = B(t,O) = O para 

e 

rO 
A ( t , 1jJ) = J d sA ( t , s ) • 1/J ( s ) 

-r 

B(t,~) = J? . dsB(t,s)•~(s) 
-·r 

( 8) 

( 9) 

n n para quaisquer tG[t
0 ,t 1 J, 1jJ8C([-r,OJ,R) e ~EG([-r,OJ,R ).Co-

rno a integral de Riernann-Stiel tj es em ( 8) não varia se al te

rarrnos o valor de A(t,·) em um ponto interior de [-r,OJ,pode-

n (14.15) Lema. Se x8C([t 0-r,t
1 J,R ) então a função 

) n -t6[ t 0 , t 1 J f---r A (t ,xt ElR e regrada. 

Demonstração. Pelo princípio da limitação uniforme, 

existe M > O tal que sup{IIA(t,·)11 :t6[t0 ,t 1 J} ::;M < 00 .Tornernos E>Ü. 

Pela continuidade uniforme da aplicação 

existe ó> o tal que 

11 i--+ xtE:C([-r,OJ,lR) 

. Seja d urna divisão de [ t 0 , t
1 

J, com tid <ó, fonnada por 

pontos t 0 = s 0 < s 1 < ••• < srn = t
1 . Para cada s. a função A(· ,x ) l S. 

l é regrada, logo existe d/-:ID[tO,tl] tal que w~i (A(• ,xsi)) < E/2 
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([12], teorema 1.3.1, vede(l.lO) e(14.5) para notações).Se-
r ll'l --

ja d: l UOdiluã€1)[t0'tt]' Se s e t pertencem ao interior do
mesmo sub-intervalo de d, existe siga tal que ls-silo 6 e

t-sj. l < (S. Temos então que

IA(s,xs) - A(t,xt)

$ 1A(s,x.)-A (s J

$ 1'llxs-xs . ll (o) ..l

= €

s.) I' IA(s,xs.) -A(t,xs.)I' IA(t,xs.)-A(t,xt)l l l l

IA(s ,xsi)'A(t,xsi) 1 + Mllxsi-xtll(0)

É c.lq + t.I'L 4' c.Ih

De ([12], teorema 1.3.1) decorre a tese

(14.16) 9.E.gS!!ZSZP.. Para yGG([t0-t,tl],JR''), a ap]i-

cação tGEt0,tl] '---'- yteG([-r,0],Rn) não énecessariamente con-
tínua (nem regrada). O leIRa (14.15) e a condição (c2), entre-
tanto, asseguram que o segundo membro da equação (E) defineu-

ma função regrada em [t0'tl] ,para qua]quer xeG(1)([t0-r,tl],Rn)

Em termos do núcleo B, (c2) significa que para todo sGEt0-r,tl]

a função tÉ;Et0'tl]n]s,s+r] ----+ B(t,s-t)Gi-](n,n) é regrada ([13],
P. 3 7)

(14.17) Observacão. A condição (c3) seta crucialpa-
ra a demonstração do teorema de existência e uni.cidade (14.20).

Essa condição exclui equações da fol'lna

x ' (t) A(t ,Xt) + x' (t) + g(t) ,

que não são equações difererlciais Em termos do núcleo B , (c.)
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([1 2], teorema 1.3.1, vide (1.10) e (14.5) para notações).Se

ja d= (i~Odi)u êiEID[tO,tl ]" Se s e t pertencem ao interior do 

mesmo . sub-intervalo de d, existe s. ~d tal que I s-s . 1 < ó e 
l l 

1 t-si 1 <ó. Temos e nt ão que 

$jA(s,x)-A(s,x )j+jA(s,x )-A(t,x )j+jA(t,x )-A(t,xt)I 
s s. s. s. s. 

l l l l 

::; tv~jxs -xs .11 (O) + 1 A (s ,x
5 

_)-A (t ,xs _) 1 + MIi xs. -xtll (O) 
l l 1 l 

$ E/ 4 + E/2 + E/ 4 = E, 

De ~ 12 ], teorema 1.3.1) de c orre a tese . 1 

(14.16) Observação. Para yEG([t 0-t,t 1 J,JRn), a apli

caçao t8[t
0
,t1 J 1--+ ytE:G([-r,OJ,lRn) não é necessariamente con

tínua (nem regrada). O lema (14.15) e a condição (c 2), entre

tanto, asseguram que o segundo membro da equação (E) defineu-

(1) n 
ma função regrada em [t

0
,t. 1 J ,para qualquer xGG ([t0-r,t1J,JR). 

Em termos do núcleo B, (c 2) significa que para todo s6[t0-r,t1J 

a função tE[t 0 ,t1 Jn[s,s+r] .---+ B(t,s-t)EM(n,n) é regrada ([13], 

p.37). 

(14.17) Observação. A condição (c
3

) sera crucialpa

ra a demons tração do teorema d e existência e uni cidade (14. 20). 

Essa condição exclui equaçoes da forma 

x '(t) == A(t,xt) +x'(t) +g(t), 

que nao sao equações diferenciais. Em termos do núcleo B,(c
3

) 



que existem TÉ;]0,r] e kÉ;[0,1[ tais q

suP{SV[-T ,0]EB(t,')]:tGEto't].]} $ k

([i 2] , teorema 1 . 5 . 10)

(14 . 18) :Ççpq . Seja xeG

das as funções

,t0-t
tCEto'tl] '-----' l dsA(t,s)'xt(s)eRn

,to- tf u

":'o'',: -- 1. ';-n,g'*tb).«"
' r

Demons:tração. Para t€1t0'tl], temos que

ft0't .0

'lr sA(t,s)'xt(s) : Lesa(t,s)'(xr-r,to-ttxt) (s)
,0

; .L dsEXE-r,t0-t](s)A(t,s)]'xt(s) + A(t,to-t)x(tO)

(pela Última observação an (14 .9))

rO

: l.rdsAi(t,s)'xt(s)

onde A[(t,s) : XE-r,t0-t](s)A(t,s). Para iKC([-r,0],Rn) e tGEt0'tl],
seja

rOfu

AI (t,@) ; l dsAI(t,s)'@(s)P t'

Aplicando-se o lema (14.15) ã função tG]t0'tl] '--"' AI(t,xt) ob-

significa ue

(1) (
n

[to )",tl],R São regra

e
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significa que existem 16]0,r] e kE[O,l[ tais que 

([1 2 ], teorema I.5.10). 

(1) . n -(14.18) Lema. Seja xEG ([t 0-r ,t 1J,R). Sao regra-

das as funções 

e 

1---+ 

t -t 

f O d
5
A(t,s)•xt(s)E]tn 

-r 

t -t 

tE[t0 ,t1 J 1---r J·º dsB(t,s)•xt(s)ERn. 
-r 

t -t 

f. O d
5
A(t,s)•xt(s) = J? dsA(t,s)• (x[-r t -t]xt) (s) 

-r -r ' O 

(pela Última observação em (14.9)) 

seja 

A1 (t,ljJ) = fº dsA 1 (t,s)•ljl(s). 
-r 

Aplicando-se o lema (14.15) à função tE[t 0 ,t 1J 1-+ A1 (t,xt) ob-
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temos a primeira parte da tese. Para tÉ;Et0'tl] e seE-r,0], se

ja B[(t,s) ;XE-r,tn-t](s)B(t,s). A segunda parte da tese se
segue da observação (14.16) e da igualdade

t0-t rO

[.u sB(t,s)'x{(s) : r' dsBI(t,s)'x{(s) +B(t,to-t)x'(t0''')

pois para todo sGEt0-r,tl] a função teEt0'tl]nEs,s+r] }------' BI(t,s-t)
é regrada (isto decorre da propriedade correspondente de B).l

(14.19) Observacão. Seja xeG(1)([t0-r,tl],]Rn)
l ' 13 xll rn c rl 1 1 is

e

tecto 'tl ]

,t0't
A(t,xt) - l dsA(t,s)'xt(s)dsA (t , s) ' xt (s)

X )dsB (t , s) 'x; (s) t lto'tdsB (t ,s) 'x: (s)
B (t

De (c2), (14.15) e (14.18) segue-se que os primei-ros membros

das igualdades acima definem funções degradas de tGEt0'tl]

C14.20) Teorema. Se as condições (cl), (c2) e (c3)
estão satisfeitas, então para toda +GG(1)([-r,0],Rn) existe u-

ma e uma só solução da eqt.ração (E) com função inicial +.

Demonstração. Com uma argumentação análoga ã de (14.13),

velhos que nao perderemos generalidade supondo que tl-tOSt. U-

ma função xÉ;G(1)([t0-r,tl],Rn) é so]ução de (E) com função i-
nicial ó se e somente se x. = @ e

0

- 9 3 -

temos a primeira parte da tese. Para t6[t 0 ,tJ e s6[-r,0J, se-

j a B 1 ( t , s) = x [ _ r , t 
0 

_ t J ( s ) B ( t , s) . A segunda 

segue da observação (14.16) e da igualdade 

parte da tese se 

pois para todo s6[t 0-r,t1 J a função t6[t0,t1Jn[s,s+rJ 1----+ B1(t,s-t) 

é regrada (isto decorre da propriedade correspondente de B).I 

(1) n 
(14.19) Observação. Seja xEG ([t 0-r,t1 J,JR) e 

tE[t 0 ,t1 J. Temos que 

t -t 

- A(t ,xt) - L: d5
A{t,s)•xt(s) 

e 

f~ d B(t,s)•x'(s) 
t -t s t 
o 

t -t 

ª B{t,xj;) - L: d
5
B(t,s)•xj;(s). 

De (c 2), (14.15) e (1 4.18) segue-se que os primeiros membros 

das igualdades aci ma definem f unções regradas de t6[t 0 ,t1J. 

(14. 20) Teorema. Se as condições (c 1), (c 2) e (c 3) 

estão satisfeitas , então para toda ~EG(l) ([-r,OJ , Rn) existe u

ma e uma s6 solução da equação (E) com função inicial~-

Demonstração. Com uma argumentação análoga à de (14.13), 

vemos que não perderemos generalidade supondo que t 1-t0sT. U-

f - r•G (1) ( [ Rn) ~ - ( ) -ma -unçao xc t 0-r,t1 J, . e soluçao de E com funçao i-

nicial ~ se e somente se xt = ~ e 
o 
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ro ,ofu rU

x'(t) -lto-tdsACt,s)'xt(s) -lto-t sB(t,s)'x;(s)
,to-t .to-t

g(t) 'l dsA(t,s)'xt(s) 'l. dsB(t,s)'x;(s)

para t fora de um subconjunto enumerãvel de [t0'tlJ- De (14.18)
e (14.19) segue-se que todas as i.ntegrais da equação acima de-

fi.nem funções degradas de tGEt0'tl]. Como xt.:+, o segundo

membro dessa equação é igual a Ê(t) , sendo gÉ;G(rto'tlJIP) dada por

rt0-t ,t0-t. f u r'U '

g(t) : g(t) ' .l dSA(t,s)'4'(t-t0's) ' l.r dsB(t,s)'4,'(t-t0's)

Pela fõrinula de integração por partes,
fU n

lo-t dsA(t,s)'xt(s) : A(t,0)x(t) -A(t,to-t)x(to) - lla.t A(t,s)x' (t+s)ds

9

S-t)X ' (s) (iS

Das i.gualdades acima decorre que uma

função xeG(1)([t0-r,tl],Rn) é solução de (E) com função ini.-
cial (b se e somellte se x. = $ e

0

rt .+

*'a) 'leoa':';'o"'b)'' -l.:.,';Ba,'-o'*'b): Êa)
. ] .

l

fort
um subconjunto enumeráve] de [t0'tl]. Seja

T:G([t0'tl],Fn) ------''" G([t0'tl],Rn)
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para t fora de um subconjunto enumerável de [ t O, t 1 J •. De (14 .18) 

e (14. 19) segue-se que toda s as integrais da equação acima de

finem funções regradas de t8[ t 0 , t 1 J. Como xt = cp, o segundo 
o 

membr o dessa equação é igual a g (t), sendo g8G([t
0

, t
1 

J ,Rn) dada por 

t -t t -t 
g (t) = g(t) + J o dsA(t,s) •<P(t-t

0+s) + J·º dsB(t,s)•<P'(t-t0+s). 
-r -r 

Pel a f 6rmula de integração por partes, 

Da s 

= -lt A(t,s-t) x '(s)ds . 
to 

i g ualda d es ac im a decorr e qu e uma 
f unção (1) n -x8G ([t 0-r,t1 J, R) e solução de (E) com função ini -

cial <jJ se e somente se x = cp e to 

f
t Jt x ' (t) + A(t,s-t)x' (s)ds - • dsB(t , s-t)·x' (s) = g(t), · 
to to 

para t fora de um subconjunto enumerável de [t
0
,t

1 J . Seja 
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detxnida por

rt rt

T(y)(t) : 1; dsB(t,s-t)'y(s) -lt A(t,s't)y(s)ds'o 'o

O teorema estará demonstrado se provarmos que para toda

fGG([t0'tl],R'') a equação y -T(y) : f tem tina Única so]ução

yeG([t0'tl],]Rn). De fato, xeG(1)([t0-r,tl],Rn) é so]ução de
(E) com função inicial (b se e somente se x. =@ e

()
rt

x(t) : $(0)+l y(s)ds (tostÉtl),çâ

onde yGG([t0'tl],-Rn) é ta] que y -T(y)

Sejam TI'T2: G([t0'tl],Rn) -----''" G([t0'tl],Rn) defi-
nidas por

rt

T:(y)(t) : l.' dsB(t,s-t)'y(s)
'0

e

rt
T2(y) (t) =-1 A(t,s-t)y(s)ds

J f-

'0

Se provarmos que TI é uma contração e T2 é compJ-etamente con

tínua, saberemos (por (2.2)) que T =TI +T2 é uma a-contração
Temos que

ITI (y) (t) d B (t ,s)St y(t+s)

$ SV[tn-t,0]EB(t,')]i'ljyl(0)([12], teorema 1.5.1)
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definida por 

O teorema estará demonstrado se provarmos que para toda 

f6G([t 0 ,t
1

J,JR.n) a equação y-T(y) = f tem i1ma Única solução 

y6G([t
0
,t

1
J,JR.n). De fato, x6G(l) ([t

0
-r,t

1
J,Rn) é solução de 

(E) com função inicial cp se e somente se xt = (jJ e 
o 

t 
x(t) = <j>(O) + J - y(s)ds (t 0~ t ~t

1
), 

to 

n ~ 
ond e y6G([t

0
,t 1 J,JR) e tal que y-T(y) =g . 

Sejam T l, T z: G ([ t 0 , t
1 

J, JR.n) - G ( [ t 0 , t
1 

J, :Rn) defi

nida s por 

e 

T2 (y) (t) =-Jt A(t,s-t)y(s)ds. 
t o 

Se provarmos que T1 é uma contração e T2 é completamente con

tínua, saberemos (por ( 2 . 2)) que T = T 
1 

+ T 
2 

é uma a-contração. 

Temo s que 

o 
IT1 (y)(t) 1 = J( -t dsB(t,s)•y(t+s) J 

o 
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É SVE-T,olIB(t,')]'llyll(0)(pois tl-to ÉI)

É kljyjl (0) (por (c3))

o TI ê uma contração.

Provemos que T2 é completamellte colntínua. Para

yGG([t0'tl],Rn). definimos JyeG(1)([t0-r,tl],Rt

portante

para te[ t0'tl];
(Jy) (t)

para t€1t0-r,tO ]

Temos então que

T2(y)(t) : -l A(t,s-t)'d(Jy)(s)

: -A(t,0)(Jy) (t) +A(t,to-t)(Jy) (to) + .[ ds.A(t,s-t)'(Jy)(s)

t

tO

(pela fÓnnula de integração por partes)

lto-t dsA(t,s)'(Jy)(t'''s) ; l dsA(t,s) '(Jy)t:(s)

A (t , (Jy) t)

Para teEt0'tl] e xeC([t0-r,tl],Rn), seja(Qx)(t) :A(t,xt).Pe-

lo lema (14.15), temos que @: C([t0-r,tl], Rn) -------G([t0'tl],Rn)

Além disso, Q é contínua: se x,iGC([t0-r,tl],Rn) e tÉ;Et0'tl]
temos que

( q'x) ( t) - (q'i) (t) IA(t,xt)-A(t ,it) l$ blllxt-itll(0) çMlx-ill(0),
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· $ SV [ B ( t • ) J • li y li ( O) ( po i s t 
1

- t 
O 

$ T ) [-T,Ü] ' 

e portanto T1 é uma contração. 

Provemos que T
2 é completamente c6ntínua. Para 

y6G([t
0
,t

1
J,Rn) _ definimos JySG(l) ([t

0 -r,~1 J,Rn) por 

1ty (s)ds , para t6[t 0 ,t1 J; 
(Jy) Ct) = to 

Temos então que 

= -Jt A(t,s-t)·d(Jy)(s) 
ta 

ª -A( t, O) (Jy) ( t) + A ( t, t 0-t) (Jy) ( t
0

) + r d
5
A(t, s-t) • (Jy) (s l 

o 
(pela fórmula de integração por partes) 

n Para t6[t 0 ,t1 J e x6C([t 0-r,t 1 J,R ), seja (cpx) (t) =A(t,xt).Pe-

lo lema (14.15), temos que <Jl : C([t 0-r,t 1 J, Rn) -- G([t
0
,t

1
J,1R.11

), 

Além disso, cp é contínua: se x,iEC([t 0-r,t
1 J,Rn) e tE[t 0 ,t

1
J, 

temo s que 
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onde

e

suP{ ll A (t , ' ) 1 : te[ tO ' t].] }

Se S é um subconjunto limitado de G([t0'tl],R'') en-
tão J(S) = {Jy:yÉ;S} é um subconjunto equicontínuo (e portanto

relativamente compacto) de C([t0-r,tl],Rn). Logo T2(S):'D(J(S))

é uln subconjunto relativamente cojnpacto de G([t0'tl],IR'') .Por

tanto T2 é completamente contínua, e T =TI +T2 é umas-contra
ção. Do teorema (4.S) temos que l -T é de Fredholm de Índice
zero, e vale a alternativ{3 de Fredholln para a equação y-T(y)=

= f. Logo o teorema estará demonstrado se provarmos que aúni

ca solução de y -T(y) = 0 é a função identicamente nula.

Seja yeG([t0'tJ],Rn) ta] que y -T(y) =0, isto é,

rt rt
I' dsB(t,s-t)'y(s) - l A(t,s-t)'y(s)dsl4.. v J+-
tO 't0

para tÉ;Et0'tl]. Seja c : supÍteEt0'tll:yEt0'tl:01' Profanos qu

c=tl' É c].aro que yIFt..ct:0. Se c<tl' para tGrc,tlltariios

que

y(t)

ylrt c]
0

y(t) = 1'dsB(t,s-t)'y(s) - l A(t,s-t)y(s)ds,
'JC ' 'C

e portanto

rt
y(t) gll.d.S(t,s-t) y(s)l+ll A(t,s-t)y(s)ds

/c

É kll yjl ilo)tt + (t-c)LjjyjlEo

d B(t,s-t)g
S

onde ke[0,]t é dado peia observação (14.17) (aqui usamos que
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onde M = s u p { li A ( t , • ) li : t 6 [ t O , t 1 J } • 

n 
Se Sé um subconjunto limitado de G([t 0 , t 1 J, R) en-

tão J(S) = {Jy:yES} é um subconjunto equicontínuo (e portanto 

n 
relativamente compacto) de C([t 0 -r,t 1 J,JR ) . Logo T 2 (S) =cfl(J(S)) 

é um subconj unto relativamente comp ac to de G([t 0 ,t 1 J,Rn) .Por

tanto T 2 é completamente contínua, e T = T 1 + T 2 é uma a- cont ra

ção. Do teorema (4. 5) temos que I -T é ele Fredholm de Índice 

zero, e vale a alt ernativ a d e Fredholm para a eq uaçã o y - T(y)= 

= f. Logo o teorema estará demonstrado se provarmos qu e a Ú1ü

ca sol uç ã o de y - T (y) = O é a f unç ã o identicamente nula. 

Se j a y8 G ( [ t O 
, t 1 

J, lR n) ta 1 que y - T ( y) = O , isto é , 

para t8[t 0 ,t1 J. Seja c = s up{t8[t 0 ,t 1 J:ylcta,tJ =O}. Provemos que 

c ==t 1 . t claro que Ylct
0

,cJ =O.Se c < t 1 , para tE[c,t1 J t a nas 

que 

y(t) = f~d sB (t,s -t )•y(s) - JtA(t,s-t)y( s )ds, 
c c 

e portanto 

lr(t ) 1 :s; 1f:c1
5
B(t,s-t) y(s ) J + JftA(t ,s-t )y(s)dsl 

c c 

:s;k liYllf~:tJ + (t-c)LIIYllf~:tJ' 

onde k6[0,1[ e d a do pela obs erv a ção (14.17) (aqui usamos que 
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t].-t0 gT) e L :suptlIA(t,s)l:tCEt0't].],sGE-r,0]}
Seja O€1c,tl]. Para teEc,0], temos que

jy(t) is kljyjllo)o] +(0-c)LljyjlEo)o] ,

e portanto

11 yll f:lo: ' kllrll f!).: .. u-c)Lllyll l:!:lo: ,
ou seja,

*iif:l., : -g:$n-u *nf:l. :

Para 0-c <(1-k)/L temos que jjyjlEc)0] =0, o que contradiz a de-

fi.nição de c. Esta contradição veio da hipótese c < tl ' l

(14. 21) !2]2.ãS=!aS.aZ. Consideremos a EDFN

x ' (t) '\(t,xt) + x'(t-r) + g(t)

Não podemos aplicar o teorema (14.20) diretamente a essa equa

çao, pois a condição (cl) não está satisfeita. Entretanto,es
sa equação ê equivalente ã EDFN

x'(t) A (t,xt) + x'' (t-r) + g(t) ,

que sati.sfaz a condição (cl)

com rie]0.r], e sejam BiGG([t0't].],M(n,n))(i:1,2,...) tais
que }llIBill L''J <m. Com uma observação análoga à fei.ta em (14.21),
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t
1
-t

0 
~ T) e L = sup{IIA(t,s)j :t8[t

0 ,t
1 J ,s8[-r ,OJ}. 

Seja 08Jc ,t
1 J. Para t8[c,0J, temos que 

e portanto 

(O) < (O) + (O) li YII [ c, 0 J - k li YII [ c, 0 J ( e- c) L li YII [ c , 0 J , 

ou seja, 

Para 8-c < (1-k)/L temos que IIYII ~~:e]= O, o que contradiz a de
finição de c. Esta contradição veio da hipótese c < t 1 . 1 

(14.21) Observação . Co~sideremos a EDFN 

x'(t) = A(t,xt) +x'(t-r) +g(t). 

Não podemos aplicar o teorema (14.20) diretamente a essa equa
ção, pois a condição (c 1) não está satisfeita. Entretanto,es
sa equação é equivalente à EDFN 

x' (t) = A(t,xt) + x'-(t-r) + g(t), 

que satisfaz a condição ( c 1). 

na, 

que 

(14. 22 ) Exemplo. Seja (ri) 7 =l uma seqUencia monóto
com ri8JO,r], e sejam B/~G([t 0 ,t

1 J,M (n,n)) (i=l,2, ... ) tais 00 

l li B.11 (O) < 00 • Com uma observação análoga à feita em (14.21), i=l l 
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podemos aplicar o teoreJna (14.20) à EDFN

x' (t) : A(t,xt) ' ;>1.Bj.(t)x'(t-ri) + g(t)

- 99 -

pod emos aplicar o teorema (14 .2 0) i EDFN 

00 

X 1 (t) + l B.(t)x'(t-r.)+g(t). 
. l l l 1= 

- o -
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