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INTRODUCAO

A idéia de medida de nio compacidade apareceu pela
primeira vez na literatura em 1930, num trabalho de Kuratows-
ki [17]. A cada subconjunto limitado S de um espaco metrico E

Kuratowski associou um nimero real o(s), definido por

a(8) = inf{e>0: S € coberto por um nimero finito de

subconjuntos de diametro menor ou igual a e}.

Se o espago metrico E & completo, ocorre que o(S) =0 se e so-
mente se S for relativamente compacto; podemos pensar que a(S)
indica o quanto o fecho de A deixa de ser compacto. A funcao
o foi denominada medida de ndo compacidade de Kuratowski.

Somente em 1955, entretanto, surgiu a contribuicdo
fundamental, devida a Darbo [31, que introduziu o conceito de
a-contragao e demonstrou um teorema de ponto fixo que genera-
liza os teoremas de Schauder e Krasnoselskii.

Em 1967 Sadovskii [26] introduziu a idéia de opera-
dor condensante e, num dado sentido, generalizou o teorema de
Darbo. Em vez de trabalhar com a funcdo o, Sadovskii empregou

a fungao x, devida a Goldenstein, Gokhberg e Markus, dada por



x(S) = inf{e>0: S & coberto por um numero finito de
bolas de raio menor ou igual a e}.

Essa funcao ficou conhecida como a medida de nao compacidade
de Hausdorff.

A partir de 1967 as nogoes de medida de nao compa-
cidade e operador condensante aparecem freqlientemente na 1i-
teratura, tendo sido aplicadas a teoria das equagoes diferen-
ciais ordinarias em espacos de Banach, a teoria das equagoes
diferenciais funcionais do tipo neutro e ao estudo da existen-
cia de solucoes periodicas de equagoes diferenciais funcionais.

Tanto o teorema de Darbo como o de Sadovskii asse-
guram a existencia de pontos fixos para certos operadores nao
necessariamente compactos, definidos num subconjunto convexo
e fechado de um espaco de Banach. Como as demonstragoes des-
ses teoremas usam apenas algumas propriedades das fungoes a e
¥, torna-se natural uma abordagem axiomatica das ideias deme-
dida de nao compacidade e operador condensante. Uma abordagem
desse tipo e feita no capitulo I desta dissertacao. Nesse ca-
pitulo adotamos o ponto de vista de quem esta interessado nas
generalizagoes do teorema de Schauder. Por isso consideramos
apenas medidas de nao compacidade em espacos normados e nos
restringimos ao estudo daquelas que sdo invariantes emrelagao
i envoltoria convexa (veja-se (1.1)). No capitulo II deste tra-
balho estudamos algumas propriedades especificas de certas me-

didas de nao compacidade e no capitulo III aplicamos os resul-
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tados do capitulo 1 a certas equacoes diferenciais funcionais
do tipo neutro.

Nao tivemos nenhuma pretensao de esgotar o assunto.
0 leitor interessado podera consultar a extensa bibliografia
que se encontra em [27]. Para outras aplicacbes 4as equacoes
diferenciais veja-se [1], [9], [11], [19]1, [22] e [27].

Queremos expressar aqui nosso agradecimento a Pro-
fessora Ofélia Teresa Alas, pela orientacgao, incentivo e ami-
zade. Nosso agradecimento € extensivo aos Professores Chaim
Samuel Honig e José Carlos Fernandes de Oliveira, que leram
partes do manuscrito desta dissertacao e fizeram valiosas su-
gestoes. A proposito, cumpre ressaltar que a secdo 14 surgiu
de uma sugestao do Professor Chaim.

Agradecemos também a Srta. Ana Marcia de Toledo e ao
Sr. Joao Baptista Esteves de Oliveira, pelo trabalho de da-
tilografia, bem como a Srta. Raquel de Jesus, pelo valioso au-
xilio.

E agradecemos ao Professor Leo Roberto Borges Viei-
ra, que estimulou nosso gosto pela Matematica, e a todos os
colegas (especialmente a Martha) que nos deram incentivo e a-

juda.

Sao Pawlo, junho de 1980

Francisco Carlos da Rocha Reverbel
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CAPITULO I

MEDIDAS DE NAO COMPACIDADE E

OPERADORES CONDENSANTES

Neste capitulo vamos introduzir axiomaticamente os
conceitos de medida de nao compacidade (secao (1)) e opera-
dor condensante (secao (2)), e obteremos teoremas de exis-
tencia (secao (2)) e dependéncia continua (secdao (3)) para
pontos fixos de operadores condensantes. Na secao (4) vere-
mos que, sob certas condigoes, vale a alternativa de Fredholm
para equagoes da forma x - T(x)= y, onde T € um operador

condensante.

1. Medidas de nao compacidade

(1.1) Definicoes. Seja M o conjunto das partes 1li-

mitadas de um espaco vetorial normado X. Uma medida de nao
compacidade em X € uma fungdo p : M —> [0,=[, que satisfaz
as propriedades (ul) - (u4) abaixo, para quaisquer A,B € M.

-1 -



(ul) B(A)= 0 == A € relativamente compacto;

(uz) p(A U B)= max{u(A), u(B)} (semi-aditividade);:

(“3) u(A)= p(A) (invariancia em relacao ao fecho);

(u4) pu(conv(A))= u(A) (invariancia em relacao a en-

voltoria convexa).
De (uz) vem que A C B == yu(A) < u(B) (monotonicidade).
Sendo AC X e € > 0, denotamos por Ne(A) 0 conjun-

to

{x € X :||x - y|| <e para algum y € A}.
No conjunto das partes limitadas e nao vazias de X defini-
mos uma pseudométrica D, através da igualdade

D(A,B)= inf{e > 0 : AC Ng(B) e BC N_(A)}.
A restrigao dessa pseudométrica ao conjunto das partes fe-
chadas, limitadas e nao vazias de X ¢ uma métrica, denomina
da metrica de Hausdorff.

Se além das propriedades (ul)-(u4) a funcao u verificar
(US) para quaisquer A € M v {ff} e € > 0 existe
§ > 0 tal que

B €M~ {ff} e D(A,B) <& == |u(A) - p(B)| < ¢
diremos que u € uma medida de nao compacidade continua. Se
o § em (us) for independente de A, diremos que p € uniforme

mente continua. Passaremos a examinar alguns exemplos.

(1.2) Exemplo (a medida de nao compacidade de

Kuratowski). Seja X um espaco vetorial normadoe a : M —> [Ofn[



a funcao definida por
a(A)= inf{e > 0 : A e coberto por um numero finito de sub-
conjuntos de diametro menor ou igual a e}.’

Se X & de Banach, o € uma medida de nao compacidade unifor-
memente continua. Com efeito, (pl) decorre da completivida-
de de X (pois num espago métrico completo um subconjunto &
relativamente compacto se e somente se for totalmente 1li-
mitado), (uz) e trivial, (u3) e a continuidade uniforme de-
correm da desigualdade

a(NE(A)) < a(A) + 2¢,
e (u4) € a proposicdao que demonstraremos a seguir.

Vamos lembrar a definicao de e-rede:

(1.3) Definicao. Seja E um espaco métrico, SC E e
€ > 0. Dizemos que RC E € uma e-rede para o conjunto S se
as bolas fechadas com centro em cada r € R e raio € cobrem
S. Portanto um subconjunto de um espaco métrico completo &
relativamente compacto se e somente se admite uma e-rede

finita, para cada € > 0.

(1.4) Proposicao (Darbo [3]). Para todo subconjun-

to limitado A do espago vetorial normado X temos a(conv(A))=a(A).

Demonstracao. E claro que o(A) < a(conv(A)). Prove

mos que a(conv(A)) < a(A). Tomemos € > 0 e {Al""’An} uma
cobertura de A por conjuntos de diametro menor ou igual a

a(A) + €. Como o diametro de um conjunto € igual ao diametro



de sua envoltoria convexa, 0S conjuntos C{=cmn&Ai)ﬁF Yyuane; 1)

também tem diametro menor ou igual a a(A) + e. E facil ver
que

n n

conv(A) ¢ { ¢ Aixi :x. €C. , x. 20, I A.=1}.

i=1 i=

n
Seja M > sup{|x]|: x € (JC.}. O (n-1)-simplexo
=1

n

A= {A=(A1,...,An) € R" : A; 20, I A.=1} € um subconjunto

n n

compacto do IR, que consideramos munido da norma |A]= = IXiL
: i=1

A= (Al,...,kn). Portanto A admite uma (e/M)-rede finita,fqg'
mada por pontos A= (AJ,...,Ai) €A, j=1,...,m. Seja

Sj= AiC] +...+A%Cn, j=1l,...,m. Temos que

o j
dlam(bj) < Al
disso, para cada x em conv(A) podemos escolher j €{l,..., m}

n
ey € Sj de modo que ||x - y|| < e: basta fazer x= I A; X;, com
i=1

diam(Cy) +...+ Agl diam(C_) < a(A) + e. Além

X5 G Ci e A= (A ..,An) € A, tomar j tal que |1 - AJI < e/M

1’
n .
e y= I 2 x. € S.. Portanto os conjuntos N_(S.)(j=1,...,m)
j=1 ¥ 1 J €
cobrem conv(A). Como diam(Ng(Sj)) < a(A) + 3e, segue-se que
a(conv(A)) < a(A) + 3e. Mas € > 0 & arbitrario, logo
a(conv(A)) < a(A). g
(1.5) Exemplo (a medida de nao compacidade de

Hausdorff). Seja X um espago vetorial normado e X i M— [O,w[

a funcao definida por



"

x(A)= inf{e > 0 : A € coberto por um numero finito de bolas
de raio menor ou igual a e}

inf{e > 0 : A tem uma e~rede finital.

Se X é de Banach, x € uma medida de nao compacidade unifor-
memente continua. Com efeito, (ul) decorre da completivida-
de de X, (uz) e trivial, (“3) e a continuidade uniforme de-
correm da desigualdade

X(N_(A)) < x(A) + e,

e (“4) ¢ a proposicao que demonstraremos a seguir.

(1.6) Proposicao. Para todo subconjunto limitado A

do espago vetorial normado X temos x(conv(A))= x(A).

Demonstracao. x(A) < x(conv(A)) decorre de (uz).
Provemos que x(conv(A)) < x(A). Dado € > 0, A tem uma
(x(A) + g)-rede {xl,...,xk}. Segue-se que conv({xl,...,xk})
€ uma (x(A) + e)-rede para conv(A). O conjunto Cmﬂd{xl,”.,xﬁ)
¢ compacto, logo tem uma e-rede {yl,...,yz}. Temos entao
que {Yl""’yg] ¢ uma (x(A) + 2¢e)-rede para conv(A), e por-

tanto y(conv(A)) < x(A) + 2e. Como € > 0 é arbitrario, se-

gue-se que x(conv(A)) < x(A). 3
(1.7) Exemplo. Seja X um espaco de Banach e

p : M — [0,o[ a fungao definida por
0 se A € relativamente compacto,
b (A)=

1 se A nao € relativamente compacto.



A fungao ¥ € uma medida de nao compacidade, que &€ continua

se e somente se X tem dimensao finita.

(1.8) Exemplo. Seja X um espago de Banach com base
de Schauder {e.1 :i=1,2,...}. Cada x € X pode ser expresso

- % 0] =
de modo unico como x= % fi(x) e onde os fi sao os chama
i=1 .

dos funcionais basicos. Para n= 1,2,..., definimos

Ry ¢ X —— X por Rx= & £,/ (x) e;. Seja B : M —> (0,0
i=n+1

a funcao definida por RB(#)= 0 e

B(A)= lim sup sup{HRan: X € A} (se A # §).

N>
A funcao B € uma medida de nao compacidade uniformemente conti-
nua. De fato, (ul) decorre do critério de compacidade em

espacos de Banach com base de Schauder [18], (uz) e a conti
nuidade uniforme decorrem da desigualdade
B(Ng(A)) < B(A) + Ke,

onde K= lim sup HRHH , € as demais propriedades sao- triviais.
n=>e.°

(1.9) Exemplo (a medida de nao equicontinuidade em
C(MJRn)). Seja (M,d) um espago métrico compacto, X= C(M,HPL
ew : M—— [0, a fungdo definida por

= 1 X - § DX = M
w(A) éig+ sup{]\(ml) ((m2)| X € A, my ,m, € M, d(ml,mz) < 6§}

(se A # #) e w(#)= 0. E facil verificar que w é uma medida
de nao compacidade uniformemente continua. A condigdo (ul)

decorre do teorema de Ascoli, (us) e a continuidade unifor-



me decorrem da desigualdade
w(NF(A)) < w(A) + 2¢,

e as propriedades restantes sao de verificacao trivial.

(1.10) Definicao e notacdes. Dizemos que uma fungao

x : [a,b] —» R" & regrada se x tem apenas descontinuidades
de primeira espécie: para todo t € [a,b[ existe 1lim x(s) e
s»t*
para todo t € Ja,b] existe lim x(s). Denotaremos por
SR

G([a.b],'mn) o conjunto das funcoes regradas de [a,b] em R".
G([a,b],]Rn) € um espaco vetorial e, com a norma da conver-
gencia uniforme, € um espaco de Banach. Lembramos que uma di
visao de [a,b] € um conjunto finito d= {to,tl,...tm}, com

a= t, <ty <...o<t = b. Indicaremos por D ou simples-

(
[a.b]

mente D) o conjunto de todas as divisoes de [a,b]. Se
d= {to,tl,...,tm}, com a= tO < t1 R tm= b, escrevemos
|d|= m. Para x € G([a,b], R") e d €I definimos

oy (x)= sup{|x(s) - x(t)] : s.t €] ti_q- ti[, 1 <ic< |d|}.Po

demos agora dar o

(1.11) Exemplo (a medida de nao equiregracidade em
G([a,b],lmn)). Seja X= G([a,b],ﬁmn) en: M—>[0,] a fun-
c¢ao definida por
n(A)= inf{e > 0: existe d €D tal que wa(x) < e, para todo x € A}.

E facil verificar que n & uma medida de nao compaci-

dade uniformemente continua. Pelo teorema de Ascoli para fun



¢oes regradas (HYnig [14]) um subconjunto limitado

AC G([a,b],]Rn) € relativamente compacto se e somente se

for equiregrado (para todo € > 0 existe d €D tal que
mh(x) < € para qualquer x € A), e portanto vale (ul). Da
desigualdade

n(N_(A)) = n(A) + 2e
decorrem (US) e a continuidade uniforme. As demais proprie-

dades sao de verificacao trivial.

(1.12) Exemplo (uma medida de nao compacidade em
Lp([a,b])). Se h >0, x € Lp([a,b]) (1 < p <= e tE€ [ab],

definimos

t+h
0,0 (0=~ [ x(s) ds,
t-h

onde admitimos que x(s)= 0 para s ¢ [a,b]. E facil provar
que]thXIE < ”XI%, e portanto M, x € Lp([a,b]). Seja
X= Lp([a,b]) (1 sp<ew)eo: M—-> [0, a fungao defini

da por o(A)= lim sup{|x - thH 5 :0<h <8, xEA} (se A# #)
+

§->0

e o(f#)= 0. A fungao o & uma medida de ndo compacidade uni-

formemente continua. Com efeito, (ul) decorre do critério de

Kolmogorov em Lp([a,b]) [18] (uma generalizagao desse cri-

tério € o teorema (8.1) que demonstraremos na segao 8). De
o(NE(A)) < o(A) + 2¢

decorrem (“3) e a continuidade uniforme. As demais proprie-

dades sao de verificacdao trivial.



(1.13) Exemplo (outra medida de nao compacidade em
Lp([a,b])). Se h ER, x € Lp([a,b]) (1L <p<=)eté€ [a,b],
definimos

(T, x) (t)= x(t + h),
onde admitimos que x(s)= 0 para s £ [a,b]. Seja X=lb([a,b])
(1sp<w)et: M—> [0,o] a funcdo derfinida por

T(A)= lim sup{||x - TyxIl ¢+ |h] £ 6, x € A} (se A # ) e
>0+ 1 P

T(#)= 0. A fungao T € uma medida de nao compacidade unifor-
memente continua. A propriedade (ul) decorre do critério de
Riesz em Lp([a,b]) ([28], [18]; o teorema (8.3) & uma gene-
ralizacao desse critério). A condigao (u3) e a continuidade
uniforme decorrem de

T(NE(A)) s 1(A) + 2e.

As propriedades restantes sao triviais.

(1.14) Observacoes. As funcoes a, X, , w en  poden

ser consideradas em um contexto mais geral. Seja E um espa-
¢o métrico. Praticamente as mesmas definicoes dos exemplos
(1.2), (1.5), (1.7), (1.9) e (1.11) podem ser usadas para
definir a, ¥ e Y no conjunto das partes limitadas de E,
w no conjunto das partes limitadas de C(M,E) (onde M e um
espaco métrico compacto), e n no conjunto das partes limita
das de G([a,b], E) (fungoes regradas de [a,b] em E). Neste
contexto a propriedade (u4) perde o sentido, ja que nao te-

mos estrutura de espago vetorial. Se E for completo, (ul) é



satisfeita por o e x. Se E for tal que todo subconjunto 1li-
mitado S € E € relativamente compacto, (ul) ¢ satisfeita por
w e n. As demais propriedades sao sempre verificadas.

Num espago métrico, qualquer seqliencia decrescente
de subconjuntocs compactos nao vazios tem interseccao nao va-
zia. A proposicao seguinte, devida a Kuratowski [17], € uma
generalizacao desse fato. Essa proposigao nao depende da
propriedade (u4) nem da estrutura de espaco vetorial de X:
somente a estrutura de espago métrico € empregada na demons

tragao.

(1.15) Proposicao. Seja p uma medida de ndao compa-

cidade em X, e Ay 2 A, D ... D A D ... uma seqliencia de-

crescente de subconjuntos fechados, limitados e ndao vazios

de X. Se 1lim u(An)= 0 entao A_= ()An €& compacto e nao va-
n->o n=1

zio, e An —> A_ na métrica de Hausdorff.

Demons tracao. De “(Am) < U(An) para todo n, segue-se
que (A )= 0. Sendo interseccao de fechados, A e fechado

e, portanto, compacto.

Provemos que A € nao vazio. Para cada n tomemos
X € An e seja S= {xn :n=1,2,...}. Temos que
u(sS)= U({Xl,.-.,xn_l} LJ{xn,xn+1,...})
= max{ u({xl,-..,Xﬂ_l}), u({xn,xn+1,...})}

= u({xn,xn+1,...})

s w(A),



} € A_. Logo u(S)=10, e S é compacto.

ois {x ,x s & s
peds.. | n’ n+l’ n

Podemos entao extrair uma subseqliencia X, » convergindo para
k

X € X. Ocorre que x € Amﬂ para todo m: fixado m existe k0

tal que n, > m para todo k > kO, donde X € An < Am para

k k
k > k, e portanto x= 1lim x € A . Logo x € A .
0 n n ©
k-0 k
Resta mostrar que 1lim D(An,Aw)= 0. Se isso nao o-
n->o
correr, existe € > 0 e uma subseqliéncia An tal que

k
D(Ank’Aw) > ¢. Como D(An,Aw)= inf{r > 0 : An-C Nr(Am)}, se-

gue-se que A ¢ N _(A ) para todo k, donde B.= A N (A) # 0.
Ny g k nooere

Como Bk € uma seqliéncia decrescente de subconjuntos fecha-

dos, limitados e nao vazios, com lim u(Bk)= 0, temos que
k>

r]Bk # . Isto & absurdo, pois (]BkC: A e f]BkCi X - N(A).
k=1 k=1 k=1 ¢
R

(1.16) Observacoes. Outras abordagens axiomaticas

da ideia de medida de nao compacidade podem ser encontradas
na literatura ([27], [15]). A escolha dos axiomas da defini
¢ao (1.1) foi feita tendo em vista o emprego do conceito de
medida de nao compacidade nos teoremas de ponto fixo que es
tudaremos na proxima secao. A proposicao seguinte mostra que
as funcoes o, ¥, ¥, B, w, n, 0 e T definidas nesta secio go
zam de outras propriedades comuns, que nao foram privilegia

das como axiomas. Omitiremos a demonstracao, que € trivial.
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(1.17) Proposigao. Se p= a, X, B, w, n, 0 ou 1 te-
mos que
(i) u(A + B) < u(A) + u(B)(semi-aditividade al-
gébrica),
(ii) w(x + A)= u(A)(invariancia em relacgao a
translacoes),

(iii) uw(xA)= |A|u(A) (semi-homogeneidade) ,

para quaisquer A,B € M, x € X e A escalar. A fungao y sa-

tisfaz somente (i) e (ii).

2. Medidas de nao compacidade e teoremas de ponto

fixo

(2.1) Definicoes. Seja X um espacgo vetorial norma-

do, p uma medida de nao compacidade em X, e I' um subconjun-
to de X. Dizemos que uma aplicacao F : T —> X & condensan
te em relacao a u(ou u-condensante) se
(cq) F ¢ continua; |
(c;,) se AC T e 1imifado entao F(A) € limitado;
(CS) u(F(A))< u(A) para todo subconjunto limita-
do A C T tal que u(A) > 0.
Se em vez da propriedade (c3) acima, tivermos
(cs)' existe k > 0 tal que u(F(A)) < k u(A) para todo

subconjunto limitado A € T,
diremos que F € uma aplicacao u-lipschitiziana com constan

tante k. As aplicagoes wu-lipschitizianas com cons-



tante k <1 sao denominadas u-contragoes. E claro que toda
p-contracao € p-condensante. Para um exemplo de operador
pu-condensante que nao & p-contracgao, veja-se [23].

(2.2) Proposicao. Seja I' um subconjunto do espacgo

vetorial normado X e p uma medida de nao compacidade em X.
(i) F: T —> X & completamente continua se e so-
mente se € p-lipschitziana com constante zero.

(ii) Se F, :I''" —= X (r''c X) e F,: ' —> I''" sao

1 2
p-lipschitzianas com constantes kl e k2’ entao Fl 0 F2 )
p-lipschitziana com constante k1 k2'

(iii) Suponhamos que p= o,x,B,w,n,0 ou 1. Se Fl’ FZ: I — X

+ F, € u-lipschit-

sao p-lipschitzianas com constantes k1 e k2 entao Fl )

ziana com constante k1 + kz.
(iv) Suponhamos que p= o ou X. Se F : I' —= X & lipschit-

ziana com constante k entao € u-lipschitziana com constan-

te k.

Demonstracao. (i), (ii) e (iv) sao triviais, (iii)

decorre de (1.17.1). ]
O teorema seguinte € devido a Darbo [3]. Darbo o

enunciou numa forma mais particular, mas a prova € a mesma.

(2.3) Teorema. Seja I' um subconjunto convexo, fe-
chado e nao vazio do espaco de Banach X, p uma medida de

nao compacidade em X, e F : ' ——= I' uma aplicacao conti-
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nua e limitada. Facamos A1= conv(F(T)) e An=CDHVUWAn{Q) pa-
ra n > 1. Se lim u(An)= 0 entao F tem pelo menos um ponto

n+®
fixo.

Demonstracao. E claro que cada An € convexo, fecha

do, limitado e nao vazio. Provemos que A, D A DL DA DL

1 2

de A1 C T vem que A2= conv(F(Al)) C conv(F(T))= Al' Supo-
nhamos que An(: An—l para algum n > 1. Entao

An+1: conV(F(An)) C conv(F(An_l))= An’ e o resuliado esta
provado por inducao. De (1.15) segue-se que A_= r]An € com

pacto e nao vazio. Além disso, A_ & convexo, e € facil ver
que F(A) ¢ A_. Pelo teorema de Schauder, F tem pelo menos

um ponto fixo em A_. it

(2.4) Corolario (o teorema de Darbo). Seja T um
subconjunto convexo, fechado e nao vazio do espaco de Banach
X, e u uma medida de nao compacidade em X. Se F : ' —> T
€ uma p-contracao limitada, entao F tem pelo menos um ponto

fixo.

Demonstracao. Com a notacao do teorema anterior, &

suficiente provarmos que 1lim p(An)= 0. Como F € uma up-con-
N>

tracao, existe k € [0,1[ tal que

H(A) = u(conv(F(A _4))= u(F(An_l)) < ku(A _4) (n

v

2).

Segue-se que u(An) < kn-lu(Al), e portanto lim u(An)

n-—>oo

It
o
s



0 corolario (2.4) foi enunciado por Darbo [3] no
caso pu= o. Uma consequencia importante € o conhecido teore-

ma de Krasnoselskii:

(2.5) Corolario (Krasnoselskii). Seja T' um subcon-
junto convexo, fechado, limitado e nao vazio do espacgo de
Banach X. Se F T X € completamente continua,
G: T —= X é uma contragao, e (F+G (') ¢ T, entao F + G

tem ao menos um ponto fixo.

Demons tracao. De (2.2) vem que F + G ¢ uma o-con-

tragcao. Aplicando (2.4) vem a tese. ]

O teorema seguinte € uma versao abstrata da genera

lizacho de Sadovskii [26] do teorema de Darbo.

(2.6) Teorema. Seja I' um subconjunto convexo, fe-
chado e nao vazio do espaco de Banach X, e p uma medida de
nao compacidade em X. Se F : ' —— T & uma aplicacdo u-con-

densante limitada, entao F tem pelo menos um ponto fixo.

Demonstragao. Seja D= conv(F(I')). Entdao D € um sub

conjunto convexo, fechado, limitado e nao vazio de T' , e
F(D) € D. Tomemos Xy € D. Seja A a familia de todos os sub-
conjuntos convexos e fechados A C D tais que X € A e
F(A) € A. Essa familia é ndo vazia, pois D € A. Seja

A= (W A. Entao A, € convexo, fechado, e x
0 Aca 0

so, temos que F(AO) e AO: se X € A0 entao x € A para todo

0 € AO. Alem dis



A € A, donde F(x) € F(A) € A, e portanto F(x) € AO. Afirma

mos que A0 € compacto. Se isso nao ocorresse, entao

H(F(AG)) < u(Ag), ja que F é p-condensante. Seja

A= conv(F(AO) U {XO}). De FaAO) U {xo} < A, decorre que

A1 C AO’ donde F(Al) C F(AO) C Al' Portanto A1 € A, e
= hY

A0 C Al‘ Logo A1 AO' Mas

H(A})= u(conv(E(Ay) |} {x41))
u(F(AD) LJ {xo})
max{u(F(Ay)), U({XO})}
n(F(AG))

< ulAy),

1

o que € absurdo. Logo A, & compacto. Pelo teorema de Schauder,
q g 0 P

F tem pelo menos um ponto fixo em A B

0"
A proposigao seguinte & um exemplo de aplicacao do

teorema (2.6). Na demonstragao aparecera uma w-contragao que

nao se enquadra nos casos fornecidos pela proposicao (2.2).

(2.7) Proposigdo. Sejam r > 0 e K: [-v,r]x[-r,v]x[-r,r]— R
uma fungao continua,com [|K|| = sup{|K(t,s,u)|:t,s,u € [-r,r]} < 1.
Dada f € C([-r,r], R), com ||f]] < v(1- |[K||), existe pelo

menos uma solugdao x € C([-r,r], R) da equagao
x(t)
x(t)= £(t) + J K(t,s,x(s)) ds,

com ||x]|| 5 Ll £ T,

1=Kl
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Demonstracdo. Seja I' a bola fechada em C([-r,r], R)

com centro na origem e raio r, e F : I' —— C([—r,r],]R) de
y(t)

finida por (Fy)(t)= £(t) + K(t,s,y(s)) ds. Queremos pro
0

var que F tem um ponto fixo. De |(By)(t)] < ||[£]] + ||K || |y(t)]

< ||£]l + JIX]] r £ * wvem que F(r) ¢ I. E facil verificar
que F & continua em I'. Provemos que F € uma w-contragao. Te

mos que

| (Fy) (t) = (Fy)(t') ]

y(t) y(t")

<150 - £ ]+ | Kesye)ds - [ K s,y(s))ds|
0 0
y(t) y(t')

IN

1£(0) - £(t)] + |j K(t,s.y(s))ds - ] K(t,s,y(s))ds|

y(t') y(t")
+ | f K(t,s,y(s))ds - J K(t',s,y(s))ds]|
0 0

y(t)
50 = £e0] + || K(es.y()s]

y(t')

In

y(t")
c1 [ Ky - K sy fas)
0

I

[£() - £t + [IK]] [|y(t) - y(t")]

+ 1 max{|K(t,s,y(s)) - K(t',s,y(s))| : s € [-r,r]}.



Tomemos € > 0. Pela continuidade uniforme de f ¢ de K existe §. > 0 tal

1
que para t,t' € [-r,r] e |t-t'| < §,, temos [£(t) - £(t")] < —%?— e
max{|K(t,s,u) - K(t',s,u)| : s,u € [-7,r]} < €. Nestas con

K

A

digoes, |(Fy)(t) - (Fy)(t")| < | |y(t) - y(t')]| + €, para
qualquer y € I'. Portanto se A € T temos que
w(F(A)) < sup{|(Fy)(t) - (Fy(t") | :y €A, t,t' € [-r,r], |t-t'| <&}

K sup{]y(t) -y(t")] :y €A, t,t' € [-r,x], |t-t']

A
IN

§} + ¢

IN
IA

para 0 < § < &,. Segue-se que w(F(A)) < ||K|| w(A) + €. Como

- 1

e > 0 € arbitrario, temos que w(F(A))

IA

[|K|| w(A), e portanto

IN

F € uma w-contracgao. De (2.6) (ou (2.4)) decorre que F tem

pelo menos um ponto fixo. |

(2.8) Observacao. E interessante notar que o opera-

dor F considerado na demonstracao anterior nao é necessaria-
mente um operador compacto. Para ver isso, basta fazer
r= 1, K(t,s,u)=4%? para t,s,u € [-1,1], e f(t)= %% para
t € [-1,1]. Entdo I' € a bola unitaria fechada em C([-1,1], R),
e F: T —= T & dada por (Fy)(t)= %% + %%y(t). E claro que
F nao € compacto, pois a sequéncia limitada yn(t)= t" & leva

da na sequéncia.(an(t)— %% + —%—tn, que nao tem subsequencia

!

convergente em C([-1,1], R).

3. Dependencia continua para pontos fixos de opera-

dores condensantes

(3.1) Definigao. Sejam A e E espagos métricos. Con-



sideremos uma multifuncao & : A —> E, ou seja, uma aplica
cao @ : A — P(E) (o conjunto das partes de E). Dizemos
que ¢ ¢ semicontinua superiormente em AO € A se para cada aberto V C E,
tal que @(AO) C V, existir um aberto U € A, com KO € U, tal

que ¢(U)= LJ ®(A) € V. Se ¢ for semicontinua superiormente

AEU
em todo AOGAO C A, diremos que ¢ & semicontinua superior-
mente em AO.
Os teoremas seguintes, devidos a Cheng [2] , sdo

generalizacoes de resultados de Hale [10].

(3.2) Teorema. Seja A um espago métrico, X um espa
co de Banach, p uma medida de nao compacidade em X, I' um
subconjunto fechado de X, e G : AxT —— T uma aplicacao 1li
mitada satisfazendo as hipoteses seguintes:

(I) existe A0 C A tal que G & continua em AOX |-
(II) para todo A € A a equacao x= G(A,x) tem pelo
menos uma solugao x € I';
(III) para todo I'' ©€ T, com p(T') > 0, existe um
aberto U C A, com AO(: U, tal que
M(G(A'xT")) < u(r''), para qualquer subconjun
to relativamente compacto e nao vazio A' C U.
Entao a multifuncao ¢ : A —— T definida por
o(\)= {x ET : G(\,x)= x} € semicontinua superiormente anAO.

Demonstracao. Suponhamos que ¢ nao € semicontinua




superiormente em AO € A,. Entao existe um aberto A contendo

0
@(Ao), tal que para cada n > 1 existe An € A, com
1
d(A,2g) < — e °(1) ¢ A. Para cada n 2 1, tomemos
X € @(kn) v A, e seja I''= {xn :n > 1}. Suponhamos que
u(r') > 0. Tomemos k suficientemente grande, de modo que

A'= {An :n 2 k} C U. Podemos fazer isto, pois Ay = X E AOCZ U.

Como A' é relativamente compacto, temos que
u(r") = u({xn s no2 k}) < u(G(A' x I'')) < u(r''), o que é ab-
surdo. Logo u(r'')= 0, e T' € compacto. Sendo (xn) uma se-
quéncia em T', dela podemos extrair uma subseqliéncia (x, ),
J
com x =~ ——> x; € T'. Logo, (An.’ Xn.) ek (AO, XO), e
J J
; ; XO). Como G(Anj, xnj)— xnj, temos que
Xy= G(AO, xo), ou seja, X4 € @(AO). Entretanto xnj £ A para
qualquer j, e como o complementar de A é fechado segue-se
que X € A. De @(AO) C A vem que X ¢ Q(Ao), o que é absur-

do. B

(3.3) Teorema. Seja A um espaco métrico, X um espa
¢o de Banach munido de uma medida de nao compacidade unifor
memente continua p, T um subconjunto convexo, fechado e nao
vazio de X, e G : A x T —— T uma aplicacao limitada tal
que

(1) para cada 2 € A, G(r,+) & u-condensante;

(@2

(ii) para cada x € T', G(-,x) continua em A, sen



do a continuidade uniforme em relacao a x € T.
Entao a multifungao @ : A —— T definida por

®(A)= {x €T : G(A,x)= x} € semicontinua superiormente em A.

Demonstracao. G(A,*), sendo u-condensante, € conti

nua em I'. Portanto a hipotese (I) do teorema anterior & con
sequencia de (i) e (ii), com AO = A. Pelo teorema (2.6) a
hipotese (II) também é satisfeita. Resta provar que (III) se
verifica. Tomemos um subconjunto relativamente compacto
A" € A e provemos que u(G(A' x T'')) < u(I''), para todo sub
conjunto limitado I'" € T, com pu(r'') > 0. Dado I'', temos que
u(G(A,T")) < p(r'), para todo A € A. De (ii) e da continui-
dade de u, temos que a funcdao A ——> n(G(A,Il'')) € continua
em A, e portanto assume um maximo no compacto A'. Temos en-
tao que

max{u(G(A,I'")) : A € A"} < p(r").
Seja €= u(r'') - max{ u(G(A,I'')) : x € A"}. Como u é& unifor-
memente continua, existe p > 0 tal que para quaisquer sub-
conjuntos limitados A, B < X temos que

D(A, B) < p == |u(A) - u(B)| < e.
De (ii) e da compacidade de A' decorre que existe § > 0 tal

que para A,A" € A' temos que

d(A,2') <8 = [|[G(A,x) -G(A",x)]|| <p, Vx € T.
Seja Sl""’sk uma cobertura finita de A', tal que

diam(Si) <6, 1=1,...,k. Para cada i, tomemos Ai € Si.Afig



k
mamos que G(A' x T'") C LJ Np(G(Ai,F')). Seja x € G(A'x T").
i=1

Entao x= G(A,y), com X € A" e y € T'. Seja i talque X € Si'
Temos que ||x - G(Ai,yﬂl =||G(r,y) - G(Ai,yﬂ| < p, donde

X € Np(G(Ai,F')), e a afirmacao esta demonstrada. Portanto

W(G(A" < T"))

A

k
U(lgl Np(G(Ai’F')))

= max{u(Np(G(Ai,F'))): i=1,...,k}
< max{u(G(Ai,F')): i=1,...,k} + ¢

< u(r"). i

Encerraremos esta secao com um exemplo de aplicagao
do teorema (3.3). Sejam k > 0, e A o conjunto dos pares
(£,K), onde K: [-r,r] x [-r,r] x [-r,r] — R €& uma funcao
continua, conm ||K]|| = sup{|K(t,s,u)] : t,s,u€ [~r,r]} < 1, e

f€c([-r,r], R) € tal que ||f]] < r(1-[|K[D.

(3.4) Proposicao. A multifuncao @ : A — C([-r,r], IR)

que a cada par (f,K) € A associa o conjunto das solucoes
x € C([-r,r], R) da equagao
(t)

x(t)= £(t) + K(t,s,x(s))ds

O™

€ semicontinua superiormente em A.

Demonstracdo. Seja I a bola fechada em C([-r,r], R) com

centro na origem e raio r, e G : A x T + I' a aplicacao de

finida por y(t)
G(f,K,y)(t)= f(t) + f K(t,s,y(s))ds.



Temos entao que ¢(£f,K)= {y € I : G(£f,K,y)= y}. Com a mesma
demonstragao que a proposicao (2.7) prova-se que G(f,K,+) e
w-condensante, para cada (f,K) € A. E claro que para cada
y €T, G(*,*,Yy) é continua em A, sendo a continuidade uni-

forme em relacao a y € I'. A tese decorre do teorema (3.3). @

4. Operadores lineares condensantes e a alternati-

va de Fredholm

(4.1) A alternativa de Fredholm., Sejam X e Y espa-

¢os de Banach, X* e Y* os respectivos duais topologicos,
T : X — Y uma aplicacdo linear continua, e T* :Y* — X*
a adjunta de T. Dizemos que vale a alternativa de Fredholm
para o par de equacoes T(x)=v e T*(y*)=u* se
(i) uma e apenas uma das possibilidades (a) ou (b) ocorre:
(a) para quaisquer v € Y e u* € X* as equacgoes
T(x)=v(x € X) e T*(y*)=u*(y* € Y*)
tem solucdo unica,
(b) as equacbes homogencas
T(x)= 0 (x € X) e T*(y*)= 0 (y* € Y*)
tem solugoes nao nulas;
(ii) caso ocorra (b), sejam verdadeiras as seguintes asser-
goes:
(c) a dimensao do espaco vetorial das solucgoes de

T(x)= 0 (x € X) & finita e & igual a dimensao



do espacgo vetorial das solucoes de
T*(y*)= 0 (y* € Y*),

(d) para todo v € Y, a equagao T(x)=Vv (x € X) tem
solugdo se e somente se (v,y*)= 0 para
todas as solugoes y* € Y* de T*(y*)= 0,

(e) para todo u* € X*, a equacao T*(y*)=u* (y* € Y*)
tem solucao se e somente se (x,u*)= 0 para

todas as solugoes x € X de T(x)= 0.

(4.2) Definigoes. Sejam X e Y espacos de Banach e

T uma aplicacgao linear continua de X em Y. Denotamos por
nul(T) a dim(ker(T)) e por def(T) a dim(Y/T(X)), e dizemos
que T € semi-Fredholm se
(i) T(X) e fechado,
(ii) nul(T) e def(T) nao sao ambos infinitos.
Se T & semi-Fredholm definimos o indice de T por
ind(T)= nul(T) - def(T).
Se nul(T) e def(T) forem ambos finitos dizemos que T e de

Fredholm.

(4.3) Observacoes. Demonstra-se que

def(T) < » == T(X) é fechado
(vide [24]), e portanto se T & de Fredholm entdo T & semi-
Fredholm.
A motivagao para as definicoes acima reside no se-

guinte fato: T € de Fredholm de indice zero se e somente se



vale a alternativa de Fredholm para o par de equacoes T(x)= V e
T*(Y*)= u*.

Para demonstrarmos o teorema (4.5) usaremos o se-

guinte resultado da teoria da estabilidade de aplicacoes
semi-Fredholm [16]: o indice € uma  funcao constante
em cada componente conexa do conjunto das apli-

cacoes semi-Fredholm.

(4.4) Lema. Seja X um espago vetorial normado, mu-
nido de uma medida de nao compacidade algebricamente semi-
aditiva p (veja (1.17)), e T : X — X um operador linear
continuo, tal que ™ & u~condensante, para algum n 2 1. Se
K € X & compacto e D € X € fechado e limitado entao
D ) (I-'T)-l(K) é compacto.

Demonstracao. Seja K1= D f)(l —T)—l(K)

{x €ED: (I-T)(x) € K}. Podemos calcular p em Kl’ pois K1

¢ limitado. Como Ky € fechado, basta provar que u(ky)= 0. Se

X € Kl, entao x= T(x) + y para algum y € K. Substituindo x

a direita, ficamos com x= Tz(x) + T(y) +y, e continuando
obtemos
n n-1 §
(*) x=T"(x) + (2 T7)(y).
i=0

n-1 5
0 conjunto K2= (£ T7)(K) e compacto, pois € a imagem de

i=0

um compacto por uma aplicacao continua. De (*) segue-se que

K, C Tn(Kl) + K e portanto

1 27



W(K)) £ u(T(KD) + u(Ky)= w(Th (KD,

0o que implica u(K1)= 0. B

0 teorema seguinte ¢ uma versao abstrata de um re-

sultado de Petryshyn [25].

(4.5) Teorema. Seja X um espaco de Banach, munido
de uma medida de nao compacidade p, e T : X —— X um opera
dor linear continuo. Suponhamos que p € semi-homogenea e al
gebricamente semi-aditiva (veja (1.17)). Se ™ & u-conden-

sante para algum n > 1, entdo I -T é de Fredholm de 1indice

zero.

Demonstracao. Provemos que nul(l -T) < «, Se 1isso
nao ocorresse a esfera S= {x € ker(I -T) :||x||= 1} nao seria
compacta, ou seja, u(S) > 0. Mas T(S)= S, e portanto

Tn(S)== S. Como T" & p-condensante, segue-se que p(S)= U(Tn(S))< u(s).
Logo nul(I -T) < =,

Provaremos agora que (I -T)(X) € fechado. Pelo teo
rema (6.5) de [5, capitulo VI], basta provar que I -T leva

conjuntos fechados e limitados em conjuntos fechados. Tome-

mos entao um subconjunto fechado e limitado D C X. Seja

(xk) uma seqllencia em D tal que Y= X T T(xk) —— y, para

algum y € X. Da compacidade de K= {y} U {yk : k21t e do

lema (4.4) decorre que D n_(I-—T)_l(K) € compacto. Como
1

{xk k2 1}eDN(I-T) “(K), existe uma subseqiéncia (x

K.)
j



que converge para x € D. Logo x, - T(xk') —r x = T(x), e
j j
portanto y= x~T(x) € (I -T)(D). Isto mostra que (I -T)(D)
é fechado.
Até agora demonstramos que I -T & semi-Fredholm.

Como ()\T)n ¢ p-condensante para cada A € [0,1], a mesma ar-

gumentagao garante que F. = 1 - AT € semi-Fredholm para cada

A

A € [0,1], e portanto F0= Ie F1= I -T entao na mesma compo
nente conexa do conjunto dos operadores semi-Fredholm. Da
lﬁltima observacao em (4.3) segue-se que ind(I - T)= ind(l)= 0, ou

seja, I - T & de Fredholm de indice zero. ]
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CAPITULO II

PROPRIEDADES ESPECIAIS DE CERTAS

MEDIDAS DE NAO COMPACIDADE

Neste capitulo estudaremos propriedades especifi-
cas de algumas medidas de nao compacidade. Na segao (5) cal
cularemos a(B) e Xx(B), onde B € a bola unitdria de um espa-
¢o vetorial normado de dimensao infinita. Nas secoes (6),
(7) e (8) obteremos relacoes entre certas medidas de nao

compacidade, que generalizam os critérios usuais de compaci

dade.

5. Uma propriedade de a e ¥

Seja X um espaco vetorial normado. A bola unitaria
B= {x € X : ||x]|| €1} ¢ compacta se e somente se dim(X) < o.

Temos entao que a(B)= x(B)= 0 se e somente se dim(X) < o.
Nesta segao provaremos que a(B)= 2 e x(B)= 1, sempre que

dim(X)= =,



Comecgaremos enunciando um fato trivial, que vale
mesmo quando consideramos a e x definidas no conjunto das

partes limitadas de um espaco métrico E (vide (1.14)).

(5.1) Proposicao. Para todo subconjunto limitado

A C E temos que x(A) < a(A) < 2x(A).

O teorema de Lusternik, Schnirelman e Borsuk, enun
ciado a seguir, nos permitira calcular a(B) e x(B), no caso
de dimensao infinita. Para a demonstragdo, veja-se [8].

(5.2) Lema (Lusternik - Schnirelman - Borsuk). Seja

n-1

S a esfera unitaria {x : |x|= 1} do espaco euclidiano R™

Se {Al,...,Ak} € uma familia de conjuntos fechados com as
propriedades
k n-1
(i) ,LJA1= S
i=1
(ii) nenhum dos conjuntos Ai (i=1,...,k) contémum

par de pontos antipodas (isto ¢, x e -x)

entao k > n.

A partir desse resultado, obtem-se facilmente a seguinte ge

neralizacao:

(5.3) Lema. Seja V um espaco normado real com di-
mensao finita n, e seja S= {x € V : ||x]| = 1}. Se (A AL
€ uma cobertura fechada de S e se nenhum dos Ay contém  um
par de pontos antipodas, entdao k > n.

- L . n
Demonstracao. Primeiro consideremos o caso V=1R .
1

B -~ : n-
Como todas as normas no IR sao equivalentes, as esferas S



(na norma euclidiana |+|) e S (na norma arbitraria ) sao

homeomorfas por um homeomorfismo h que leva pontos antipo-
das em pontos antipodas. Basta tomarmos h : Sn"1 — § da-
do por h(x)= W%ﬂ Xx. Isso demonstra o lema para v=1R". Se V &
um espago n-dimensional real qualquer, basta tomarmos um i-

. n \ n
somorfismo T : V —— IR " e escolhermos a norma no IR™ de mo-

do que T seja uma isometria. B
Podemos agora demonstrar o resultado principal des
ta secao, devido a Furi e Vignoli [6] e Nussbaum [23].

(5.4) Teorema. Seja X um espago vetorial normado
(real ou complexo) de dimensao infinita, S= {x € X : ||x||=1}

e B= {x € X : |[x]|| £ 1}. Entdo a(S)= a(B)= 2 e %x(S)= x(B)=1.

Demonstracao. Sendo B= conv(S), temos que a(S)= a(B)

e X(S)= x(B). Como diam(S)= 2, temos que a(S) < 2. Suponha-

mos , por absurdo, que a(S) < 2. Entao existem Al, ”.,An,com
n

dlam(Ai) < 2 (i=1,...,n), tais que S= J:h A Como AiC: S e

diam(Ai)= diam(Ai), podemos supor que 0S Ai sao fechados.

Seja VC X o espaco normado real formado pelas combinagoes
lineares, com coeficientes reais, de n vetores linearmente

independentes de X. Entao {V N A ..,V nN An} ¢ uma cobertu

17
ra fechada de esfera unitaria VN S de V. Pelo lema (5.3),
ao menos um dos conjuntos V N Ai contém um par de pontos an

tipodas: para esse conjunto, temos 2 < diam(Vn A;) < diam(A,),



o que é absurdo. Logo a(S)= a(B)= 2. ‘ E claro que

x(S)= x(B) < 1. De a(S) < 2x(S) decorre que x(S)= x(B)= 1. B

(5.5) Corolario. Seja dim(X)= «®, A um subconjunto
totalmente limitado de X, e
N.(A)= {x €X : ||x-vy|]] <t para algum y € A}.

Entao a(Nr(A))= 2r e X(Nr(A))= T.

6. Uma generalizacao do teorema de Ascoli

Se M e E sao espagos métricos compactos e H € um
subconjunto limitado de C(M,E), o teorema de Ascoli nos diz
que a(H)= 0 se e somente se w(H)= 0. Existira relacao en-
tre a(H) e w(H) no caso geral em que E nao € necessariamen-
te compacto, nem temos necessariamente w(H)= 0? A resposta
a essa pergunta foi dada por Nussbaum [22], que obteve desi
gualdades envolvendo o(H) e w(H), e mostrou com exemplos que
as desigualdades obtidas sao as melhores que se pode conse-
guir. Para chegarmos a esse resultado, que generaliza o teo
rema classico de Ascoli, precisaremos de dois lemas e das

notacoes introduzidas a seguir.

(6.1) Notagoes. Se A € um conjunto e (E,d) € um es
paco métrico, denotaremos por BB(A,E) o espaco métrico  das
funcoes limitadas de A em E. A métrica p em B(A,E) € defini
da por p(f,g)= sup{d(f(a),g(a)) : a € A}.

Sejam (M,d) e (E,d') espacgos métricos. Se H < IB(M,E)



em€ Mdefinimos H(m)= {f(m) : £ € H}. Para 6§ > 0 e m € M,
seja Vﬁ(m)= {m" €M : dm,m') < 8}. Dado H € B(M,E), denota

remos por H(V (m)) o espago métrico {f|V (m) ° f € H}, com
8

a métrica induzida porﬂ&(VG(m), E). Se H € limitado, escre-
vemos o&(m,8;H)= a(H(VG(m))) e definimos

a(m;H)= inf{a(m,8;H) : § > 0}= 1lim o (m,8 ;H)
§+0*

(pois a(m,8;H) e uma funcgao crescente de §) .
0 lema seguinte foi enunciado por Nussbaum para

H C C(M,E). A demonstragao é exatamente a mesma.

(6.2) Lema (Nussbaum [22]). Seja (M,d) um espaco
métrico compacto e (E,d') um espaco métrico. Se H é um sub-
conjunto limitado de B(M,E) entao

a(H)= sup{a(m;H) : m € M}.

Demonstracao. Seja 0= sup{a(m;H) : m € M}. Como

a(H(Vé(m))) < a(H) para quaisquer § > 0 e m € M, temos que
a(m;H) < o(H) e portanto Oy < a(H). Para provar a desigual-
dade contraria fixemos e > 0, e vamos mostrar que a(H) < ay * €.

Pela definicao de og, para todo m € M existe §(m) > 0 tal

que u(H(Va(m))) S ap * ; , para 0 < § < §(m). Como M é com

pacto, existe um numero finito de pontos my EM, 1 <1<k,

k
tais que M= [ Vs (my), sendo §,= 6(my). Da definigdo de a
1=1 i

vem que dado i, 1 < i < k, existe um nimero finito de con-

juntos Sij C VH(VGi(mi))’ 1 <3 ¢ n,, tais que



n.
L ) € g -
H(V6i(mi))— jg& Sij e dlam(Sij) < (ao t ) t—>=a, * €. Se
ja J o conjunto finito formado pelas k-uplas de inteiros
J= (jl,...,Jk), com 1 < I £ ;. Se J € 7, definimos
Hy= {f € H : flvé (n,) € Siji’ J= (31,...,Jk)}. Temos entao
i
que H= [J Hj. Além disso, diam(Hj) < oy + e: tomemos

JEJ
f, g € HJ e m € M, e provemos que d'(f(m),g(m)) < oy * e. Te

mos que m € V5 (mi) para algum i, 1 < 1 < k, e pela defini-
i

gao de HJ existe i tal que f|V ‘(m.) e g]vﬁ-(mi) pertencem
i 1

+€,

a Siji. Segue-se que sup{d'(f(m'),g(m')) : m' € Vd.l(mi)} < a
e em particular d'(£f(m),g(m)) < a * €. Logo diam U{ﬂ < ag *te

e a(H) < ay * €. g

(6.3) Lema (Michael [21]). Se N & um espaco métri-
co compacto entao a familia das partes fechadas e nao va-
zias de N, munida da métrica de Hausdorff, é também um es-
paco métrico compacto.

Usando os lemas (6.2) e (6.3), Nussbaum provou o}
teorema seguinte, que generaliza o resultado classico de
Ascoli. Omitiremos a demonstracao, pois as idéias envolvidas

estao contidas na demonstracao do teorema (7.1).

(6.4) Teorema (Nussbaum [22]). Seja (M,d) um espa-
¢o métrico compacto, (E,d') um espaco métrico, e H um sub-

eonjunto limitado de C(M,E). Secjam



p= w(H) e q= supfa(H(m)) : m € M}.

Temos entao que
il | max{%% p,q} < a(H) < 2Zp +q.
Se existir um subconjunto compacto N C E tal que £(m) € N pa
ra quaisquer f € H e m € M, entao
(**) —;- p < a(H) < p.

(6.5) Corolario (Ambrosetti [1]). Seja (M,d) um es
paco métrico compacto, (E,d') um espaco métrico, e H um sub
conjunto limitado e equicontinuo de C(M,E). Entao

a(H)= sup{a(H(m)) : m € M}.

Com os exemplos seguintes, Nussbaum [22] mostrou
que as desigualdades dadas pelo teorema (6.4) sdao as melho-

res que se pode obter.

(6.6) Exemplo. Seja M= [0,1], E= R e = {x :n: 2},

onde
0 cparat€ [0, - - 1],
. 1.1, n , 11 1, 1.
xn(t)— Tt 5 * n) 5 - para t € [2 = gt n] ;
1 , para t € E—%— + —%T" 1].

\
E claro que p= w(H)= 1. Além disso, de xn(t) € [O,%?] para
t € [0,%%] e x (t) € [%%,I] para t € f%?,ﬂ decorre que

1 . .
]xn(t) - x (O] < 5—» para quaisquer x_, x € He tE€ [0,1].

Logo a(H) < —%—. Do teorema (6.4) vem que €%= %% p £ oa(H),



e portanto a(H)= —%— pP.

(6.7) Exemplo. Seja M= [0,1], E= R e H= {x_:n2x 2},

onde
[0 ara t € ﬂ)~lﬂ'
)p ?2 :
_ 1 ) 1 1 1 .
x ()= 4 n(t - —-) , para t € [ s Ty 15
1 1
\l ,paratG[T+T, 1].
E claro que p= w(H)= 1. Pelo teorema (6.4), temos que
a(H) < 1, ja que [0,1] € compacto, e xn(t) € [0,1] para
quaisquer n > 2 e t € [0,1]. Provemos que o(H)= 1. Se
m
o(H) < 1, entao H= lJ S.;. com diam (S.) < c < 1. Tomemos
izt !
fi € Si’ 1 < i < m. Cada fi ¢ continua, logo existe & > 0 tal
que fi(t) <1 - ¢ para |t —<—%—| < §d§ el < i< m. Entao pa-
1 _ 1 1 i
ra n > ; e t = —— + ——, temos que |xn(tn) fi(t)l > C

para 1 < i < m, e portanto x, € S, para 1 < i <m, o que ¢

absurdo. Logo a(H)= 1= p.

(6.8) Exemplo. Seja M= [0,1] c

E= £,= {x= (xl,...,xn, K i£1|xi| < ©}, com a norma

[|x]|| = _Zl|xi|. Seja e, o vetor de £, com 1 na n-ésima posi-
l:

cao e 0 nas restantes. Tomemos uma seqlencia real estrita-

mente crescente (tn)oo , tal que 0 < t_ < 1 e 1lim t = 1. Pa
n=1 n neo N -

Y 3 = ‘] 2N =
ra todo n seja In [tn’th+ld e s (tn + tn+1)/2’ e vamos



definir funcoes fnj’ 1 £ j < n, por

0 ., para t € [0,1] ~ T ;

fnj(t)z 2|t - sn|
(1 - )e.j , para t € In.
(tn+l B tn)

Seja H= {fnj

subconjunto limitado de um subespacgo n-dimensional de Kl.Co

1 $<n<w, 1< 3j < n}. Para t € In, H(t) € um

mo H(t)= {0} para t ¢ LJ In’ temos que q= sup{a(H(t)) : t € [0,1]}= 0.
n=1

E fdacil ver que p= w(H)= 1. Pelo teorema (6.4), a(H) < 2p+q= 2.
m

Provemos que a(H)= 2. Se a(H) < 2, entao H= LJ Si» com
i=1

diam(Si) < 2 para 1 ¢ 1 < m. Tomemos n > m, e consideremos
as funcoes fnj’ 1 <j s n. Comon>m, existe k, 1 < k < m,

tal que S contém f_. e fn., n # j. Mas

ni j

N£. . - fnj” 2 |[£ ;(s) - £ j(sn)|l= lle; - e.ll =2, o que &

ni n j

absurdo, pois diam(Sk) < 2. Logo a(H)= 2p + q.

As demonstragoes do Lema (6.2) e das desigualdades
a(H) < 2p + q e a(H) < p (de (*) e (**) de (6.4), respecti-
vamente) nao permaneceriam validas se substituissemos o por
X. Porém lembrando que x(H) < a(H), podemos estimar x(H), a

partir da estimativa correspondente para a(H).

(6.9) Proposicao. Seja (M,d) um espaco métrico com

pacto, (E,d') um espago métrico, e H um subconjunto limita-

do de C(M,E). Temos entao que —%-w(H) < x(H). Se existir um



compacto N C E tal que f(m) € N para quaisquer fEHe m € M,
entdo = w(H) < x(H) < w(H).

Demonstracao. A demonstracao de %; w(H) < x(H) é

analoga a de %% n(H) < a(H) (teorema (7.1)) e identica a de
%% w(H) < o(H) (teorema (6.4), demonstrado em [22]). A desi
gualdade x(H) < w(H) decorre de a(H) < w(H) (teorema (6.4))

e de x(H) < a(H). |

No caso M= [a,b] e E= 1R, o teorema seguinte (Goebel
[7]1) nos dd um resultado muito mais forte. Nio tivemos aces

so a demonstracao de Goebel, pois seu trabalho nao foi pu-

blicado.

(6.10) Teorema. Para todo subconjunto limitado
H ¢ C([a,b], R) temos que x(H)s= %% w(H) .

Demonstracao. Basta provar que y(H) < %% w(H). Fi-
xemos € > 0, e provemos que x(H) < %% w(H) + €. Seja & > 0

tal que sup{|f(t) - £(t")|:t,t' € [a,b], |t-t'|< 8, f EH} < w(M) + €.

Tomemos uma divisao a= tO < t1< ewe & tk+l= b do intervalo
1

[a,b], com t, -t < 1

i-1 28 7

IA

i < k+1. Para 1 <i< k e
f € H, definimos
max{f(t) : t € [ti_l,ti+l]} + min{f(t) : t € [t.

m, (£)= -
2

—l’ti+1]}

. 1 £
Temos portanto que sup{|f(t) - mi(f)]. t € [ti—l’ti+l]} 5 e w(H) + -

Para cada i(1 < i < k) o subconjunto {m, () : £ € H} ¢ R é 1imi



. € PR
tado, e portanto admite uma - = rede finita {mil’miZ""’mini} C IR.
Segue-se que para quaisquer f € He i(1 < 1 < k) existe
ji(l < jg-48 ni) tal que
g 1 ,
(*) sup{]£(t) -mys | ot € [ty 0t,0]) € 5= o() + e

i
Seja J o conjunto finito formado pelas k-uplas de

inteiros da forma J= (jl""’jk)’ com 1 < ji < n. . Para ca-

da J € J definimos uma funcdo f; € C([a,b], R), linear em ca
da intervalo [ti_l,ti] (1 <ig<k+1), por £y(ty)= mljl’ fj(ti)= mij‘1

para 1 < i < k, e fJ(tk+1)= mkj . Afirmamos que {f J € J}

k
€ uma (%% w(H) + e€)-rede para o conjunto H. Se f € H, seja

J

J= (jl""’jk) em J tal que (*) se verifica para 1 ¢ i < k.

1
2

Temos entao que |f(t) - f (ti~1)| <

J w(H) + ¢ e

| £(t) - fJ(ti)l < —%— w(H) + € para qualquer t € [ti-l’ ti]

(1 <i <k + 1). Como fJ(t) esta entre fJ(ti_l) e fJ(ti) pa

ra t € [ti_l,ti], segue-se que
sup([£(t) - £,(t)] : t € [a,b]} € —— w(i) + ¢ ,
0 que demonstra nossa afirmativa. [

7. Uma generalizacao do teorema de Ascoli para fun

¢oes regradas

Nesta segao seguiremos um roteiro semelhante ao da

secao anterior. Consideraremos o espaco métrico G([a,b], E)
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constituido pelas funcOes regradas do intervalo [a,b] no es
pago métrico E. No conjunto das partes limitadas de G([a,b], E)
definimos a medida de nao equiregracidade n de modo analogo
ao caso de G([a,b],ﬁmn) (veja-se (1.10) e (1.11)). Seja H
um subconjunto limitado de G([a,b], E). Vamos obter desi-
gualdades envolvendo a(H) e n(H), e como corolario imediato
teremos o teorema de Ascoli para funcoes regradas que empre

gamos em (1.11).

(7.1) Teorema. Seja (E,d) um espago métrico e H um
subconjunto limitado de G([a,b], E). Sejam
p= n(l) e q= sup{a(H(t)) : t € [a,b]}.
Temos entao que
(%) max{—%~p,q} < a(H) < 2p + q.
Se existir um subconjunto compacto NC E tal que f(t) €N
para quaisquer £ € H e t € [a,b], entao

(**) —%—p < a(H) < p.

Demonstracao. Comecaremos demonstrando que

max{%}p,q} < a(H). De a(H(t)) < a(H) vem que q < o(H). Para
provar que %%p < a(H), fixamos € > 0 e vamos mostrar que

p £ 2a(H) + €. Da definicao de a(H), existem S ,Sn C H

100

tais que H= Para cada i, to

nC s

] S.l e diam(Si) < a(H) +

memos fi € Si' Como fi € regrada, existe di>€]D tal que

1

wh.(fi) < —%— (para notagoes, vide (1.10)). Seja
i



n
d = U di € D. Provemos que w('i (£f) < 2a(H) + e, para qual-
i:l *

quer £ € H: de fato, dada f € H existe i tal que f € Si' Se
S € t pertencem ao mesmo sub-intervalo aberto de d_, perten

cem também ao mesmo sub-intervalo aberto de di (pois diC d,). Logo

d(£(s), £(0)) < d(£(s), £ (s) + d(£;(s) £, (£) + d(£, (£) ,£(1))
Sa() + 5+ 5+ ofl) + 5 = 2000 + e,

donde se segue que wd*(f) < 20(H) + €, e portanto p= n(H) < 2a(H) + €.

Para provar que a(H) < 2p + q é suficiente, pelo
lema (6.2), provar que a(t;H) s 2p + q para todo t € [a,b].
Tomemos t € Ja,b[ e € > 0, e vamos mostrar que a(t;H) < 2p + q + €.

Da definicao de n(H) vem que existe & > 0 tal que

w]t,tﬂs] (H)= sup{d(£f(t),f(t')):t,t' € ]t,t+5],f EH} <p+ _é___

74N

e w[t—ﬁ,t[(H)z sup{d(£(t),£(t")) : t,t' € [t-5,t[, £ €H) p o+ -%—

Sejam t, € [t-6,t[ e t, €]t,t + §].Pela definigao de o existem
n

st st ¢ H) tai H(t.)= Ul s e diam(S}) < q + £
10 Spseees n, : 1) tais que ( 1) ) ; © diam(S; q 7
2 2 2 2 2

¥ _ . € .
Sl’ SZ""’Snz - H(tz) tais que H(tz)— jgl Sj e dlam(Sj) £q * =

n
Sl’ Sz,...,S C H(t) tais que H(t)= kL=Jl Sk e diam(Sk) < q + % ’

Paralsisnl,lsjsn2 e 1 < k < n seja

_ _ 1 2
Tisp= (£ € H(Vg(t)) = £(t)) € 85, £(t,) € i e £(t) € 5.},

E clar > H(V = g s que die :
claro que ”(\S(t)) lLJ{ Tijk' Provemos que dmm(Tijk) < 2ptq +e:



para isso precisamos mostrar que para quaisquer f, g € Tijk
e qualquer s € [t<-6,t'+5] temos que d(f(s), g(s)) < 2p+q + €.-
Se s € [t-6,t[, temos que

d(£(s),g(s)) < d(£(s),£(ty)) + d(£(ty),g(ty)) + d(g(ty).e(s))

A

_<_p+-—§-— +q+-i3-+p+—€3—-= 2p+q+g;

se s € Jt,t + §], temos que

d(£(s).g(s)) < d(£(s).£(t,)) *+ d(£(t,), g(ty)) + d(g(t,),g(s))

A

p+——-g3—-+q+—§,§—+p+—§—=2p+q+€;

IN

se s= t, temos que d(f(t),g(t)) < q + € < 2p + q + €. Portan
to of(t;H) < a(H(Vg(t))) < 2p + q + e, para quaisquer t € Ja,b[
ee >0. Se t= a ou t= b obtém-se a mesma desigualdade com
um argumento mais simples e (*) fica demonstrada.
Suponhamos agora que existe um compacto N < E tal
que f(t) € N para quaisquer £ € H e t € [a,b]. Ja demons-
tramos que —%— < a(H). Pelo lema (6.2), para provar (**)
basta mostrar que a(t;H) < n(H) para todo t € [a,b]. Da de-
finicao de p= n(H), dados t € Ja,b[ e € > 0, existe § > 0
tal que w[t-—ﬁ,t[(H) <p +t e e w]t,t-fé](H) < p + €. Prove-
mos que a(H(Vé(t))) < p+ 2¢. Seja N= {AC N : A fechado e
nao vazio}, munido da métrica de Hausdorff D.Pelo lema (6.3) ,

N € um espaco métrico compacto. Seja N]= {AE N : diam(A) < p + e}. N

. 1
¢ um subconjunto fechado de N (pois diam :N——> IR é conti-
nua), logo N1 € compacto. Portanto existem conjuntos

: ’ ~ 3
Al""’An € N1 tais que se A € N1 entao D(A,Ai) <= para
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algum i, 1 < i < n.Pondo By=N_(A)={y €N : d(y,A,) < —=1, te

L

2
mos que se A € N1 entao A C B.1 para algum i. Para f € H, de
finimos

A%= {f(s) : s € [t-6,t[} e A§= {f(s) : s € Jt,t+6]}.

Temos que diam(A%) < p+t+tee diam(A%) <p+te, e portanto
existem i,j, 1 < i < n, 1 < j < n, tais que A; C Bi e
Ag C Bj. Além disso, de a(H(t))= 0 decorre que e;istem
Sl’ .,Sm C H(t), com diam(Sk) < 2e, tais que H(t)= Q;ask.

Para 1 <1 <n, 1 <j <ne.l
(F s
{f € H(Vé(t)) . Af(i By A

IN

k < m, definimos

—3
e
i

2 -
c - Bj’ f(t) € Sk}.

Temos entao que H(Va(t))= L) T

diam (Tijk) < max{dlam(Bi), dlam(Bj), diam(Sk)} < p + 2¢
Portanto a(t;H) < a(H(Vé(t))) < p + 2e, para quaisquer t € ]aJ)[
e € > 0. Para t= a ou t= b obtém-se a mesma desigualdade

com um argumento mais simples. Como € € qualquer, vem que

a(t;H) < p para todo t € [a,b], donde a(H) < p. B

(7.2) Corolario (o teorema de Ascoli para funcoes
regradas-Honig [14]). Seja (E,d) um espagco métrico e H um
subconjunto limitado de G([a,b], E). Sao equivalentes as a-
firmacoes:

(i) H e relativamente compacto em G([a,b], E);
(ii) H é equiregrado (n(H)= 0) e H(t) & relativa-

mente compacto para todo t € [a,b].
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(7.3) Observacoes. As definicoes de w(H) e n(H)

ainda fazem sentido quando H € um subconjunto limitado de
IB([a,b] , E), e temos trivialmente que n(H) < w(H). Além dis

so, se Hc C([a,b], E) € facil provar que w(H) < 2n(H).

No exemplo (6.7) temos um subconjunto limitado
H © C([0,1], R) tal que a(H)= w(H). Como a(H) < n(H) < w(H), te
mos que o(H)= n(H), e a desigualdade a(H) < p de (7.1 - **) nao po
de ser melhorada. No exemplo (6.8) vimos um subconjunto limitado
HC C([0,1]), !il) tal que a(H)= 2w(H) +supla(ti(t)) : t € [0,1]}. De
a(H) < 2n(H) +supfa(H(t)) : t € [0,1]} < 2w(H) +supfa(H(t)) : t € [0,1]}
decorre que a(H)= 2n(H) + sup{a(H(t)) : t € [0,1]}, e a de-
sigualdade a(H) < 2p + q de (7.1 - *) nao pode ser melhora-
da. O exemplo seguinte mostra que a desigualdade a(H) > —%— p de

(7.1) nao pode ser melhorada.

(7.4) Exemplo. Seja H={fn:n > 1} ¢ G([0,1], R), onde
( . ' 1 1 .
0 , para t € [0,1] ~{ 5 2n+1}’
B - X .
fn(t) i = , para t TR
-1 N 1
e . para t= 5—o—

E facil ver que p= n(H)= 1. Por outro lado, de |fn(t) - fm(t)| < —%—

para quaisquer fn, f eHet € [0,1] segue-se que ofll) < Como

ol

m

—
—

o(H) = 5 P= 5 (teorema (7.1)), temos que o(H)= = —%— pP-

ol
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(7.5) Proposicao. Seja (E,d) um espaco métrico e H

um subconjunto limitado de G([a,b], E). Temos entao que
—%— n(H) < x(H). Se existir um compacto NC E tal que f(t) € N

para quaisquer £ € He t € [a,b], entdo —%— n(M) < x(H) < nH).

Demonstracao. A demonstracao de " n(H) < x(H) &

2
praticamente a mesma de —%— n(H) < a(H) (teorema (7.1)). A
desigualdade x(H) < n(H) decorre de ao(H) < n(H) (teorema
(7.1)) e de x(H) < a(H). R
(7.6) Teorema. Para todo subconjunto limitado

H ¢ G([a,b], R) temos que x(H)s= —%— n(H).

Demonstragao. Basta provar que ¥(H) < —%— n(H). Fi

xemos € > 0, e provemos que y(H) < % n(H) + e. Seja d uma

divisao de [a,b] formada por pontos a= Ty <ty <. t.= b,

tal que wé(H) <n(H) +e. Para 1l s i <re f€H, definimos

sup{f(t) : t € ]t.

ot [P HAnf{f(t) ct € Jt. . ,t.[}
m, (£)= 1i-1" 71 ] i-1 1[.

2

- . - - ' 1 a7 & —E
Temos portanto que sup{|f(t) m ()] :te€ Jti_l,ti[} < —-n()+ 5

-

Para cada i (1 < 1 < r) o subconjunto {mi(f) : f EH ¢ R ¢

limitado, e portanto admite uma 77—~rede finita {mil’miZ""’min.} C R.
Segue-se que para quaisquer f € He i (1 € i £ 1) existe
j; (L =], < ny) tal que
. - 1 ,
sup{|f(t) mijil it € Jti—l’ ti[} < —— n(H) + e,

Para cada i(0 < i < r) o subconjunto {f(ti) : fEHYC R é
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limitado, e portanto admite uma e-rede finita {Xil’XiZ""xiE } ¢ R.

Portanto para quaisquer £ € He i (0 £ 1 < 1) existe

ki (1 < ki < Ki) tal que If(ti) - Xiki| s €.

Seja J o conjunto finito formado pelas (2r + 1)-uplas

de inteiros da forma J= (jl""’Jr’kO’kl""’kr)’ com
1 < ji sn, e 1 < k.1 < ﬂi. Para cada J € J definimos
£, € G([a,b], R) por £ (t)= miji’ se t € ]ti_l,ti[(l <isgr)
e fJ(ti)= Xiki (0 £ i < r).E facil verificar que {fJ :J € J}
€ uma (—%— n(H) + €)-rede para o conjunto H. B
8. Criterios generalizados de compacidade em
L a,b
Ly([a,b])
Nesta secao consideraremos o espaco Lp ([a,b])

(1 < p < =), a medida de nao compacidade de Hausdorff (e-
xemplo (1.5)), e as medidas de nao compacidade o e T defini
das nos exemplos (1.12) e(1.13), e vamos provar desigualda-
des que generalizam os criterios de compacidadeemle([a,b]L

Comecaremos com uma generalizacao do critério de
compacidade de Kolmogorov [18].

(8.1) Teorema. Se H é um subconjunto limitado de

Lp([a,b]) (1 < p < =) entao —%— o(H) < x(H). Além disso, se

1 < p < @ temos tambem que y(H) < o(H).

Demonstracao. Para mostrar que —%-O(H) < x(H), to-




memos € > 0 e provemos que o(H) < 2x(H) + €. Pela definigao

£ .. 4
Z )-rede finita {fl,...,fn}. Co

mo o conjunto das fungoes em escada (combinacoes lineares

de x, H admite uma (x(H) +

finitas de fungoes caracteristicasde intervalos limitados) &
denso em Lp([a,b]), podemos supor que cada f; & uma fungdo

em escada. Se h > 0 e g1 € a funcao caracteristica de um
1

intervalo I C [a,b], temos que [|Mg, - gI||p5 (2n)P. segue-se que

lim ”th - 8|l ., 0 para qualquer funcao em escada g, e por-
hy ot p

s € ¢
tanto existe § > 0 tal que ”thi - fi“p < —— para 1 <izg<n
e 0 <hz<6. Se f€Hexiste i tal que ||f - fillp < x(H) + 5 .

Temos entao que-

1M = Ell s E = ML M E = £ g - ol

SXH) + = o X(H) 5 = () + e,
para 0 < h < §, o que demonstra que o(H) < 2y(H) + .
Suponhamos agora que 1 < p < @ ¢ vamos mostrar que
x(H) < o(H). Inicialmente provaremos que para todo h > 0 o

conjunto {th : £ € H} € equicontinuo. De fato, se f € H

t1+h t2+h
1
| (ML) (e) = (M, ) (£,) | = | f f(s)ds - f £(s)ds]|
tl—h tz—h
- _ _

. t2 t2+h . tz h t2+h '
= ~ﬁ;'|[ f(s)ds - f f(s)ds| S'fﬁf[' f f(s)ds | + | f f(s)dsl}
ty~h t,*h t,7h t,+h
1 1
L _ 4 | P L Y
= h ”f“p |t2 tll ¥ _‘]‘{‘ltz tll >
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1 4 1, = 1. Is-
p p

to mostra que {M f : £ € H} € equicontinuo. E facil provar

onde L= sup{Hpr : f € H} e p' € tal que

que esse conjunto € limitado na norma uniforme. Do teorema
de Ascoli decorre que para todo h > 0 o conjunto
{th : £ € H} € relativamente compacto na topologia de C([a,b]) e por-
tanto na topologia de Lp([a,b]).

Fixemos € > 0. Pela definicao de o(H), existe h > 0

tal que]Ith- pr < o(H) + —; , para toda f € H. Como

{Nhf: f € 11} @ um subconjunto relativamente compacto de LU([a,b]), admi
I
te uma —%——rede finita R C Lp([a,b]). E facil ver que R ¢

uma (o(H) + e€)-rede para H, e portanto x(H) < o(H) + €. '}

(8.2) Proposicao. Se H € um subconjunto limitado de

Lp([a,b]) (1 < p < =) entao o(H) < T(H).

Demonstracao. Pela desigualdade de HBlder e pelo

teorema de Tonelli, temos que

b h p ke
, 1 1 p
Hth—f]lp R |£(t+s) - f(t)ldsJ dt
L
b h P2 1
< —21}—1 f [f(t+s) - £(t)|Pds . (Zh)P'dt] P
~a -h
[ h b L
< [—71}7 f ( |£(t+s) - £(t)] Pdt ds
-h a )
Logolthf - fIE < sup{HTsf - pr : |s| < h}, e portanto

o(H) < 1(H). ]
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O teorema seguinte & uma generalizacdo do critério

de compacidade de Riesz ([28], [18]).

(8.3) Teorema. Se H & um subconjunto limitado de

L ([a,p]) (1 s p < =) entdo —+— t(H) < x(H). Além disso, se

1 < p < « temos também que x(H) < t(H).
Demonstracao. A demonstracgao de —%— T(H) < x(H) e

analoga a feita em (8.1) para —%— o(H) < x(H). A desigualda

de x(H) < t(H) decorre de (8.1) e (8.2). i




. N TR LT TR - o . Thaamr o ny, L Lrenm  Geskadmbe oo oaps g 1 iy
| Sepe— —
—
1Y . TEE L1 . Bae ITATT R =R A | .t . .
: B 1= . . 18




CAPITULO III

ALGUMAS APLICACUES AS EQUACOES DIFERENCIAIS

FUNCIONAIS DO TIPO NEUTRO

Vamos agora aplicar os resultados do Capitulo I ao
estudo de certas equacoes diferenciais que exprimem x'(t)
como funcao dos valores de x e de x' no intervalo [t-T,t]
(r20). Tais equagoes sdao denominadas equagoes diferenciais
funcionais do tipo neutro (EDFNs). Em termos mais gerais (e
mais vagos), uma EDFN é uma equacgao que envolve o valor pre
sente e valores passados da funcio incognita x, bem como da
sua derivada x'. Esta idéia pode ser precisada de varias ma
neiras ([4],[11],[20]), e temos entao diferentes teorias de
existencia e dependéncia continua para equacgoes diferen-

ciais funcionais do tipo neutro.



Na literatura encontramos duas classes de teoremas
gerais de dependencia continua para equagoes do tipo neutro,
de acordo com a topologia considerada no espago das solu-
coes. Numa das classes o espago das solucoes € do tipo W(l)([a,b];mp),
com a topologia dada pela norma Hxlll[:b]ﬂx(a) |+Ub|x‘ (t) lpdtJ p .
E o caso da abordagem de Driver [4], generalizada;mr Melvin
[20]. Estes teoremas asseguram que, tomando condigoes ini-
ciais suficientemente proximas, podemos fazer as solugoes
correspondentes da EDFN permanecerem arbitrariamente proxi-
mas, num intervalo compacto, na norma de Wél). Portanto as
derivadas das solugoes se aproximarao na norma de Lp. Na ou
tra classe o espaco das solucgoes € munido da topologia da
convergencia uniforme; € o caso da abordagem de Hale [11].
Estes teoremas nao afirmam nada a respeito da proximidade
das deri&adas das solucoes. Somente para situacoes bem mais
particulares encontramos teoremas de dependencia continua
que asseguram a proximidade uniforme das derivadas das solu
coes de uma equagao do tipo neutro (veja-se [9], por exem-
plo).

Na maior parte deste capitulo (da secdo 9 a secgao
13) estudaremos uma classe de EDFNs da forma x'(t) = f(tg%,xp,
onde f € uma fungao continua num aberto deijC([—rJﬂJRn)XLp([—r,O];RnL

satisfazendo certas hipoteses adicionais. Para estas equa-



coes demonstraremos teoremas de existencia, unicidade, pro-
longabilidade das solucoes e dependencia continua. A técni-
ca que empregamos na secao 10 (existencia de solugdes) ¢
analoga a que foi usada por Nussbaum [22], na  demonstra-
cao de um teorema de existencia para outra classe de EDFNs.
Os resultados das secoes 11 e 12 (unicidade e prolongabili-
dade das solugbes) foram incluidos no presente capitulo com
o objetivo de tornar auto-suficiente a exposicao, uma vez
que esses resultados nao dependem da teoria de operadores
condensantes apresentada no capitulo I. A classe de EDFNs
que analisamos nao € tao ampla quanto a que foi estudada
por Melvin [20]. Entretanto, na seééo 13 (dependencia con-
tinua) chegamos a resultados que, para as equacoes aqui a-
bordadas, fornecem afirmativas mais fortes: os teoremas de
dependencia continua (13.4) e (13.6) asseguram a proximida-
de uniforme das derivadas das solugOes. Vale a pena ressal-
tar que o teorema (13.4) nao pressupoe a unicidade das so-
lucgoes.

Na ultima secao deste capitulo apresentaremos,
como aplicacao do teorema (4.5), um teorema de existencia
e unicidade para equagoes lineares do tipo neutro. Conside-
ramos, como espaco das solugoes, um conjunto de funcoes com
derivada regrada. A exposicao deixara de ser auto-suficien-

te: faremos uso da integral interior (ou de Dushnik) e de



suas propriedades, bem como de um teorema de representacao

devido a HBnig. Esses assuntos encontram-se em [12].

9. Formulacao do probiema

(9.1) Notagoes. Consideraremos o espago vetorial
R"™ munido de uma norma qualquer |.|. Usaremos as notagoes
habituais C([a,b], ®Y), ¢ ([a,b], R™), L ([a,b], R e
W;l)([a,b],]Rn). Lembramos que W;l)([a,b],IRn) € o espago
das fungoes absolutamente continuas x:[a,b]—»]Rn, tais que
x' € Lp([a,b],]Rn). Consideraremos sempre os quatro espa-

¢os acima munidos, respectivamente, das normas

~
A~
o
~

Il

sup{|x(t)|:t € [a,b]},

i}

|x(a)] + sup{|x'(t)]|:t € la,b]},

a b -
By = 7 Ixeo 1Pae e
a b
e MxnbEd s [ e opag M

a

Seja r> 0 um numero real, fixado em todo este ca-

pitulo. Sejam € = c([-v,0], RMy, ¢ = ¢ ([-r,0], Y,
L= L ([-r,0], R e wé” . wl()”([-r,o] ,R™. As normas
nestes espagos serao denotadas, respectivamente, por||.H(0),|[.H Ly
[Ll% e lL[h’p. Se 0ER, a>0 e x:[o-r,0+a] =+ R"™, para cada

t€[o,o+a] definimos xt:[—r,o]—+]Rnymr x.(s) = x(t+s), s€[-r,0].
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Seja  um aberto nao vazio de]RXCXLp, £:0 — R uma

fungao continua. Consideremos a EDEFN
1 B 1
(D) x'(t) f(t,xt,xt).

(9.2) Definigao. Sejam o €IR ¢ ¢ € W;lztais que
(6,0,0') € 2. Dizemos que uma fungao x:[c—r,0+a]~+]Rn (a>0)
¢ uma solucao da equagao (D) com funcao inicial ¢ em o (ou

simplesmente € uma solugao de (D) por (0,¢)) se
. - (1) n
(i) x; = ¢ e X|[0,0+a] € C ([o,0%a], R"),
(ii) (t,xt,xé) € Q para todo t € [o,0+a],

(iii) x'(t) = £(t,x, ,x;) para todo t € [o,0+a],
sendo x'(t) e x'(o+a) as derivadas a direita e a esquerda
em 0 e o+a, respectivamente. Queremos encontrar condicoes,
relativas a funcao f, que assegurem a existencia e a unici-
dade das solucgoes de (D) por (v,¢), bem como a dependencia
continua dessas solugoes em relacao a (0,¢).

(9.3) Observacao. Suponhamos que x:[o—r,o+a]—+]Rn

¢ tal que

(i)' x € Wél)([o—r,o+a],]Rn) e X, = ¢,

(ii) (t,x,,x}) € @ para todo t € [0,0+a],
(iii)" x'(t) = £(t,x,,x}) para quase todo t € [o,o+a].

t
Temos entao que x(t) = x(o) + f f(s,xg,xé)ds para todo
5 S

t € [0,0+al.Da continuidade de f e das funcoes t€ [o,0+a] > x € Ce
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t € [0,0+a] +— x; € Lp decorre que o integrando da equacao

anterior € uma fungao continua. Portanto x'(t)= f(t,xt,xé) pa
- (1) n .

ra todo t € [o,0+a], e x|[0,0+a]€ C (lo,o+a], R"). Vimos

que as condigoes (i) e (iii) da definicao (9.2) podem ser

substituidas por (i)' e (iii)', gragas a continuidade de f.

(9.4) Uma equacao integral equivalente. E evidente

que x : [o-T,0+a] — R" (a>0) é uma solucao de (D) por
(0,9) se e somente se .
(1) X, = b e x(t)= ¢(O)4-Jf(s,xs,xé)ds, t € [o,0+a].

0

Para ¢ : [-1,0] — R" definimos § : [-r,o[ — R" por
él[—r,0]= ¢ e ¢(t)= ¢(0) para t € [0,=].
Se x : [o-r,0+a] —— R" & uma solucao de (D) por (ov,¢), en
tao u : [-r,a] — R" dada por
(2) u(t)= x(o+t) - §(t), t € [-r,a],
satisfaz
uj [-r,0]7"

(3)
u(t)= j flo+s,d +ug, 3! tul)ds (t € [0,a]).

s 5

0 n
Reciprocamente, se u : [-r,a] —— IR satisfaz (3), entao
x : [o-r,0+a] — R" dada por (2) satisfaz (1), e portanto

uma solugao de (D) por (o,¢).

(O

Se y : [0,a] — R™ & tal que y(0)= 0, definimos

)

[-T,a] — R" por

9l[ﬁr,0]= 0 e y(t)= y(t) para t € [0,a].



- n .
Temos entao que u : [—r,a] ——> IR satisfaz (3) se e somen

te se u= y, e y satisfaz

y
t

() y(©)= [£(o+s,b+7,, §14710ds, ¢ € [0,a].
0

Portanto x : [o—r,c+a] — uma solucao de (D) por
(0,9) se ¢ somente se

x(o+t)= ¢(t) + y(t), t € [-r,a],
e y: [0,a]

sob certas condicoes, o operador integral que aparece em

n . r i -
» IR satisfaz (4). Na proxima segao veremos que,

(4) ¢ condensante em relacao a uma medida de nao compacida-

de, e obteremos um teorema de existencia.

10. Existencia de solugoes.

(10.1) Uma familia de equacoes do tipo neutro.Seja

A um espaco métrico, £ um aberto nao vazio de]R><C><Lp (L<p<ew, e
f: A% Q—>R" uma fungao continua. Para cada X € A, te-
mos uma EDEN
(DX) x'(t)= f(k,t,xt,xé).
Pela secao anterior, x : [o-r,0+a] —— R" & uma solucao de
(DA) por (0,9) se e somente se

x(o+t)= ¢(t) + y(t), t € [-r,a],

comy : [0,a] — R" satisfazendo

t
y(©)= [£000s.5 + 7.8
0
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Definindo
t
F(\,0,0,y)(t)= ff(k,o+s,$s + §S,$é + ?é)ds, t € [0,a],
0
o problema da existencia de solugoes de (DA) por (o,¢) se
reduz ao problema da existéncia de pontos fixos de

F(X,0,¢,*). Vamos entao definir precisamente o dominio e o
contradominio da aplicagao F, e impor condicoes adicionais
sobre f para que F(A,0,¢,*) seja condensante em relacao a

uma medida de nao compacidade.

(10.2) Definigoes. Para a > 0, seja

E(a)= {y € ¢(M([0,a], ™) : y(0)= 0}.
E claro que E(a) € um subespaco fechado de CCU([OJQ,]RH).Se
a>0¢ep >0, definimos

D(a,p)= {y € E(a) : H?t”(o) < p e||?%” < p para t € [0,a]}.

P
E facil demonstrar o seguinte fato:

(10.3) Lema. Se a > 0 e p > 0 entao D(a,p) € um

subconjunto nao vazio, convexo e fechado de C(lj([O,d],]RnL

(10.4) Lema. Seja A um espaco métrico, @ um aberto
de R x C x Lp (1 <p<w,ef: AxQ—R" una funcao
continua. Dados X € A, 0 ER e ¢ € Wél),com (0,9,0") € Q, exis
te N(X,E,@), vizinhanca de (X,S,&) em N xR x Wél), e exis
tem constantes M > 0, a > 0 e p > 0 tais que

(A,o*t,g  *+ F, 00 + ¥!) €A xQ

e [£(h,0%t, o + Fo.0p * | < M
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para (X,0,¢) € N(A,0,9), t € [0,a] e y € D(a,p).

Demonstragao. Seja M > 0 tal que |f(X,0,$,¢')| < M.

Pela continuidade de f, existe U, vizinhanca de A em A, 8

existem § >0 e p >0 tais que para A EUe (s, ,& E€IR x C x Lp’

IN

com |s~-oc| < 26,”¢-—$|“0) < 3p e Hg-@'”p 3p, temos  que

(s,v,8) € Q2 e [£f(A,s5,0,8)] < M. Seja §, > 0 tal que

13, - 311 < o e 13 - #'l, s p para t € [0,8,], ¢ tomemos
a < "11“{5,51}- Sejam I= {0 ER : |o - o] < &} &

' 1
v= {4 € Wél):||¢ - $Ih . < p/max{l,rp' }} (onde p' € |1, [ &

* Iﬁ = 1). Para ¢ € V, temos que

dado por

1
e

r (O T . P - ' T i L
o~ 3l )slhp—¢H1d)-nmx{1nJ bepoeflor-otll, sllo-olh <. To-
memos N(X,0,¢)= U x I x V. Se (\,0,$) € N(X,0,¢), t € [0,a]
e y € D(a,p) temos que

lo+t-0o] < |t|+|o-0] < 26,

13+ 7 -l <15 1@+ 15, - 5,01 « 15, - 1

S N7 MO+ o - 510 15, - 51O 3,
ellog = vy - ol < Wvelly, + 119, - belly + oy - ol
< yellp + 1ot = ol ey - #'ll, < 30.
Portanto (A,o+t,$tﬂ-§t,$é 4-?%) EANXQ e

[0, o t,8, + 7, BT < M. !

No que segue usaremos também o fato de ser N(X,0,p)da



forma U x I x V, sendo U uma vizinhancga de X em A, T uma vi

zinhanca compacta de ¢ € IR, e V uma vizinhanca de ¢ em Wél).

(10.5) Duas hipoteses adicionais. Para demonstrar-

mos teoremas de existencia e dependéncia continua para as e
quacgoes (DA)’ vamos impor condicoes adicionais sobre a fun-
cao f. Sem perda de generalidade, vamos supor doravante que

o aberto € IR x C x Lp ¢ da forma Q= Q. x 2,, sendo Q. um

1 1
aberto de IR x C e QZ um aberto de Lp' Como anteriormente, A

€ um espaco métrico. Consideraremos uma funcao continua
f: A x Q@ —>R" satisfazendo as hipoteses (hl) e (hz) que
seguem:

(h;) £ & lipschitziana em relacao ao Gltimo argumen-
to, ou seja, | k > 0 tal que
1 7 1 2
O t9, £ - £te) ] s klle” - €7,
1 .2

Ve ,EY € Q..

YA € A, Y(t,y) € Q )

1

(h,) Se K C 2y e compacto, entdo a familia de funcoes
{g; : £ €0y}, comg, : A x K—>R" definida
por gg(A,t,w)= f(A,t,¥,8), € equicontinua. Isto
significa que dado € > 0, existe § > 0 tal que
para Al, Az € A, (tl,wl), (tz,wz) € K, temos que
d0qsay) < 8, [ty.tyl<s ellwt -p3 (0 < g

1 2
= [£0t.07,8) - £(0),t5,07,0)| <€, ¥E € Q,.

(10.6) Lema. Seja f : A x @ —- R" uma funcao con
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tinua, satisfazendo as hipéteses(hﬂ e Ub).[m&m LAEN, 0 ER,
e ¢ € Wél), com (0,¢,9') € @, tomamos a vizinhanca N(X,o,d)
e as constantes M > 0, a > 0 e p > 0 fornecidas pelo lema

(10.4). Seja

F i N(1.3.3) x D(a,p) — E(a) ¢ ¢ D ([0,a], B
definida por
t
F(X,0,¢,y)(t)= ff(k,o-*s,&q*—Qs,éé'+§é)ds, t € [0,a].
0

Entao F € uniformemente continua, e sua imagem & um subcon- -

junto limitado de C(l)([o,a],]Rn). Além disso, se Ma < p e
1

MaP < p entio F : N(X,0,¢) x D(a,p) — D(a,p).

Demonstragao. Lembramos que N(X,5,$)= U x I x V. Va

mos mostrar que F € uniformemente continua. Para usar a hi-

potese (hz) fazemos Kl= {@t + ;t ¢ €V, y€Da,), t€[0,a]}. Pro-
vemos que K1 ¢ um subconjunto compacto de C. Cmm)ch H1+H2,

onde H, = {&t 9 €V, te [0,a]l e H,= {9t ©y €D(a,0), t € [0,a]},

basta provarmos que H1 e I-l2 sao relativamente compactos em
C. Pela construgao de V, existe M; > 0 tal que ||¢>‘|]p <M,

para todo ¢ € V. Como

s S 1 1 1

2 2 = = '
|o(s)-0(s,) | = Ij ¢ (s)ds| sif (97 ()1Pas [P s =5, [P s lov)] - 15y -5, P
S1 S1

para quaisquer ¢ € V, 51.5, € [-r,0], temos que

13, 110 < u

—_— - -~ }
. $t£ 1 |t1 tzl , para ¢ € V, t,, t, € [0,a]
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Do teorema de Ascoli decorre que Hl ¢ relativamente compac-

to em C.De modo analogo, temos que

1
[t,.t,] =
; 1%
y(t) =yl < Iyl cleg -t )P para
y € D(a,p), t;, t, € [0,a], t; < t,, donde

1
pl

= s (0) [
19¢, = ¥ |

< p|t1 -t para quaisquer y € D(a,p) e

ty.t, € [0,a], com |tl - tzl < r. Logo Hzé relativamente com
pacto em C, e portanto K1 € compacto. Seja I1 0 compacto de
R definido por I,= {o + t : ¢ € I, t € [0,a]}. Tomemos
K © &, dado por K= [, x K;. Pela hipotese (h,), dado e > 0

existe 6, > 0 tal que para A, X EN, 0%, 0 E 1,4, $ EV e

y’, y € D(a,p) temos que

d(A,2%) <8y, Jo-0° <&y, ||¢-¢°II(0)<616||y—y°H(O) <8

(0] 1
= [£0L0+ 3, +F,, BT - F(A,0° +1,0° +30, §L + §)| < =
tl k] t t, t t 2 3 t t’ .t t 2 3
¥t € [0,a]. 1
Como o - ¢°|“O) <{le - ¢°|H p " max{l,r? } e
’ 1
ly -)”IKO) <ally - y”ﬁl)“ , tomamos  §.,= 6l/max{1,rp', al. Se
0,a 0,a

-1
ja 8= min{s,, j% , aP ;% }. Para quaisquer (A", ¢, ¢9)

(A,0.9) € N(X,0,9) e y°, y € D(a,p), com d(1,\°) < §,

lo - 0| <o, || - ¢°H1 <8 elly - y"H(l) < §, temos que
*F 0,a]



= §3 =

|2 FOL0,0.y) (1) = —— FOA°,0°,6°,y%) (1) |
i E{CSCRR I PR SRS S0 IR JCLCARS NI S S I IR 40 )

SIE o+ t,§ + 7 B0 +y2) - £(A°,0% + £, 0+ ¥, 80+ Y
+E 0%+ £, 32+ Y280 +¥1) - £OA0° .81 YL, oF + v
>

R RS A -

1 £ 1 1 O,
< kflor -0l ¢ klly -y 108

2
BTl 1 € € £
g klle = Wl p e kP eyl O s S g e
para todo t € [0,a]. Portanto |[F(},0,4,y) —I?(A”,o°,<b°,y°)|lél) ]< €
0,a

o que demonstra a continuidade uniforme de F.

E claro que a imagem de F & limitada em ¢ ([0,a], RY, pois
[£h0+t, .+ s By + Y| <M, para (3,0,4,y) € N(X,0,4) x D(a,p)
(1

e t € [0,a]. Dai temos que ||[F(X,0,d,y)l M. Decorre também

(0)

0,a]
supl| F(A,0,0,y)(t)] : t € [-r,a]}

IA

que |I(‘1:*‘()\,O‘,¢,Y))t”

sup{| F(A,0,¢,y)(t)] : t€ [0,a]} < Ma
a 1 1

e que [IFOLo,0.0)0 01 < H 5t Fuoe P at| Posmal

p S
- —
onde F(A,o,¢,y) denota F(A,o,¢,y). Portanto a imagem de F
S
estara contida em D(a,p), caso Ma < p e M aP < 0. ]

O lema seguinte ¢ crucial para a existéncia e para a depen-

dencia continua das solugdes da Aequagﬁo x'(t)= f(}\,t,xt,x,'c).
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Antes de enuncia-lo, vamos definir uma medida de nao compa-
cidade em E(a)= {y € C(l)([O,a],]Rn) : y(0)= 0}. E claroque
E(a) € um espaco de Banach com a restrigao da norma de
(0
[0.a]

(10.7) Definicao. Para cada subconjunto limitado

C(l)([O,a], R™), ou seja, com a normallylk(a)=[|y'ﬂ

A C E(a), definimos u(A)= w(A'), onde A'= {y' € C([0,a], R : y € A}
e w € a medida de nao equicontinuidade em C([O,a],]Rn) (e-
xemplo (1.9)). E facil ver que p € uma medida de nao compa-
cidade uniformemente continua em E(a). Isto porque w € uma
medida de nao compacidade uniformemente continua em C([O,a] R ]Rn) s e
X — X' € uma isometria linear de E(a) sobre C([O,a],]RnL

(10.8) Lema. Suponhamos que no lema (10.6) tomamos
1

a >0 tal que Ma < p e Ma¥ < p. Entdo a aplicacao
1

=

F : N(X,0,¢) xD(a,p) — D(a,p) & tal que u(F(1,0,9,A)) <k aP pu(A),
para todo subconjunto limitado A C D(a,p) e para qualquer

(A,0,9) € N(A,0,9) .

Demons tracao. Fixemos (A,0,¢) € N(i,&,@) e A sub-

conjunto limitado de D(a,p). Tomemos € > 0. Existe 61 > 0

tal que para ty»t, € [0,a] temos que
|t - t,] <8, elle, +y. -4 -3
1 2 1 tl tl tz t2

19 <6

— [f(A0 + t,, bt ?tl,g) -f(0 + ¢, b, 9t2,£)| <,
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para quaisquer & € @, e y € D(a,p). Isto decorre da hipotese

2
(hz) e do fato de (o + t

c byt Y ) e (0t b )
1 tl tl 2 t2~ tz
pertencerem ao compacto K € @, definido na demonstragao  do

lema (10.6). Nessa demonstracao vimos também que
1 1

& "~ (O) / o = —13—;_ % - (0) . R _ p'
I|¢tl ¢t2” SNl 'tl tzl e que || ytl ytZH < p |t1 t2| ,

_ _ . . p' pl
para |t1 tzl < r. Tomando 8, mln{dl,(dl/ZMl) , (61/2p) , T},

temos que para ty,t, € [0,a]

1 1 2 2
VE € Q,, Vy € D(a,p).
Pela definicao de u(A), existe 65 > 0 tal que

sup{|y'(tl) —y'(t2)| iy € A,tl,t2 € [0,a], Itl—t2| < 63} < uwA) + €.

Tomemos &, > 0 tal que ||¢,’t1 - $£2H p S € para
|tl - tzl < 64, ty, t, € [0,a]. Seja M2 > 0 tal que
sup{|y'(t)| : y €A, t € [0,a]} < M,. Existe um tal M,, pois

A €& limitado em c(l)([o,a],.mp). Seja finalmente § > 0 dado
v R= md P . -
por 6= min{s,, 8, §,,(e/M)F}. Para t,,t, € [0,a], |t; t| <8,

tl < tz e y € A temos que

|TddT F(X,0,6,y) (t;) - T{i-t— F(A,0,¢,y) (t,)]

= |[f(ro+ty, &, +y, 0. +y' )-f(h,0*tt,, &, +y, ., § +yl )]
1 %t T % Ty L P N L

B +yr ) -f(hovt,, .+ Y., 8L+ Yl )]
t, Tty 2 Pyt Yo YT Ty

$ ytl) - f(k,o+t2,$t2+yt2,iﬁt2 * Y£2)|

< |[f(ho+ty, §, +Yy
1 tl tl
£ . > 1
3 |£(>\,O+t2, $t7+)t7’$t

&

1
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IA

e+ k||¢; + y{l - 6;2 - YQZIIp

RN LI S AR TZAE 7N

0 1
se+ ke + k[ f 5ty * 5) - 7 (t,+ ) [P ds] P

-T
" =i 1 0 1
L ! Pgs| P Pys| P
<e+ke +k [f |y'&2+s)|d% 4—k[J |y%t1+s)—yTt2+s)|d4

-, -ty
L 1
se+ ke + kM [ty -t Pk P [ua) + €]
1

< e+ ke + ke + ka P [u(A) + e ]

1

1
<skaP pA) + (1 +2k+ kaP) e.
Vamos justificar a desigualdade (*). Para s < ~t,, temos que
y (t1+ s)=Yy (t2 + s)= 0, pois tl < tz. Para —t2 <5 < -tl,
temos que 9'(t1 +s)=0 e ?'(tz + 8)=y'(ty + ). Para

-ty <s <0, temos que 9'(t1-+s)= y'(t;+s) e 9'(t24-s)= y'(t2 + s). Por

tanto
0 1
[f [y (ty +s) -yt + s)|P ds] P
-T
ftl L 0 1
2 H |YTt2+QIRbJp + [f y' (e +s)-y'(t, + )| Pas | P,
_tZ _tl

e vale a desigualdade (*).

Provamos que dado & > 0, existe § > 0 tal que
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d ~
sup{,aEF(A,0,¢,Y)(tl)"é%F(A,O,¢,Y)(t2) !YeA,tl’tZE[O’a]']tl't2|<5}

Skal/pp(A)-+(1+2k+kal/p)e.

Como ¢ € arbitrario, temos que

W(E(A,0,4,A)) <kal/Pu(a). i

Podemos finalmente demonstrar o principal resultado
desta secao.

(10.9) Teorema de existéncia. Seja A um espaco mé-

trico, @ um aberto de I]R><C><Lp (L<p<w) da forma 2,%%2,,com
QchKXC e chLp, e £: AxQ »—*ﬁmn_uma funcao continua, satis-
fazendo as hipoteses (hl) e (h,).Para quaisquer XeA, SGR.e$GWél),
com (0.9 ,9')EQ, existem a>0 e N(X,5,5), vizinhanca de (X.5.3)
em AXHb<W£1), tais que para qualquer (),0,$)EN(X,0,$) existe pelo menos

uma solugdo x:[o-T,0+a] — R da equacao (DA) com fungao inicial ¢ em o.

Demonstracdo - Tomemos AEA, GER e $€1V1gl),com

(0,$,0') €EQ. Seja N(X,0,4) a vizinhanca cuja existencia &
assegurada pelo lema (10.4), e M>0, a>0 e p>0 as constan-
tes dadas pelo mesmo lema. Podemos escolher a de modo que
Ma <p, Mal/p <p e kal/p <1l. Pelo lema (10.6), temos definida

. i - . -
uma aplicacao continua e limitada

F: N(X9a’&-’)XD(av p) — D(a, p) .

Seja (X,0,¢)€EN(X,0,$). A aplicacdo

F(X,0,¢,*)xD(a,p) — D(a,p)
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€ um operador u-condensante e limitado, definido no subconjun-
to convexo, fechado e nao vazio D(a,p)cc(l)([o,a],mn) (lemas
(10.8) e (10.3)). Pelo teorema (2.6) existe y€D(a,p) tal que

F(A,0,¢,y) =y, ou seja,
t L -~ o~ o~
y(t) = L)f(A,0+S,¢S+yS,¢é+yé)ds, t€[0,al.

Das consideragoes feitas em (9.4) decorre que a fun-
cao x: [o-r,o+al] — R" definida por x(o+t) =$(t)+§7(t), t€l-r,a],
€ uma solucao da equacao x'(t) =f(X,t,x;,x!) com fungao ini-
cial ¢ em o. g

Antes de prosseguirmos com a teoria, vejamos alguns
exemplos de equagoes diferenciais que se enquadram nas hipo-
teses do teorema (10.9).

(10.10) Exemplo. A familia de equagbes diferenciais

funcionais com retardamento

x'(t) = g(h,t,x,)

sendo g: AXQl . continua, A um espago métrico compact o
e Ql um aberto de RxC. Definindo =leLp e f: AxQ — R" da-
da por £(X,t,¢,&) =g(Xr,t,¥), vemos que as hipoteses do teore-

ma (10.9) estao satisfeitas.

(10.11) Exemplo. A familia de equacoes diferenciais

funcionais do tipo neutro

0
x'(t) = g(A,t,xt, J A(s)x'(t+s)ds).
-T
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A aplicacao A: [-r,0] — M(n,n) (o espaco das matrizes reais
nxn) pertence aLp,([-r,O],M(n,n)) e a funcao g: AXQIXB-——+ R
(B={veR™: |v|<b}) & continua e lipschitziana em relacdo aoil-
timo argumento. Como antes, A € um espaco métrico compacto e

Q, € um aberto de RxC. Seja Q, ={£€Lp:"g“ <b/”AHﬁ} e Q= Q.

i
Definindo f: AxQ — R" por

0
FOLt.0,E) = g(A.t,y, j A(s)E(s)ds)

=T

vemos que as hipoteses do teorema (10.9) estao satisfeitas.

Notemos que

{JO A(s)E(s)ds: gegz}cB

=T

e que se KecQ, € compacto entao g € uniformemente continua em

AxKxB, e portanto a hipotese (hz) se verifica.

(10.12) Exemplo. A familia de equacoes diferenciais

funcionais do tipo neutro
1 = g
X (T) 8(>\,tyxt,rlxt)-

O operador T: Lp e Lp ¢ definido por
0
(TE)(s) = J K(s,u)¢(u)du, se€l-r,0],
-

onde K: [-r,0]x[-r,0] —= M(n,n) € um nucleo Lp’ ou seja, K €

iy = [ [ e P ] as]"P <o
-r-dap

tal que
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A fungao g: AxQ xB — R" (B= {£€Lp: ”g“psb} € continuae lips-
chitziana em relagao ao Ultimo argumento. Novamente A € umes-
pago métrico compacto e @, € um aberto de RxC. Escrevendo

. n
Q, = {E€L: ||g||p <b/||K!|p}, Q=9,%Q,, e definindo f:AxQ — R
por f(A,t,p,&) =g(Ar,t,y,TE), podemos aplicar oteorema (10.9).

IN

Vale a pena ressaltar que {TgeLp: £€Q,}cB decorre de HTEHP
< "K”p"g"p, e que T(2,) & relativamente compacto, ja que T &
completamente continuo. Se K,<0 € compacto entdo g € unifor-
mente continua em AXleTf§;7, e portanto a hipotese (h,) se
verifica. Observe-se também que o exemplo anterior & um caso
particular do presente exemplo: as equacgoes do tipo visto em
(10.11) correspondem a nucleos K independentes do seu primeiro

argumento.

(10.13) Exemplo. A familia de equagdes diferenciais
funcionais do tipo neutro
t

X'(6) = gOLtx,, | <x(s)Ax (s-1)>ds)
t=rdg

onde TE€[0,r[, AM(n,n) e <+,*> denota o produto escalar no R". A fun-
cao g: AxQ x[-b,b] —— R" (b>0) & continua e lipschitziana em
relagao ao GUltimo argumento. Desta vez assumiremos que Qlé um
aberto de RxC tal que proj 2, = {Ypec: (t,9)€Q; para algum t€R}
€ um subconjunto limitado de C. Como anteriomente, A € um espago métri-
co compacto. Seja M>0 um limitante de projcﬂl. Escrevendo

2, ={geL_: [g] <b/||A||Mr1/‘P }, 9 =0Q,%0Q,,e definindo f:AxQ —R"
p P 0 172

por £(A,t,y,&) =g(A,t,y, j <y(s),Ag(s-1)>ds), as hipoteses
- P
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do teorema (10.9) se verificam. A condigao (hz) decorre da con-

tinuidade uniforme de g em todo subconjunto da forma AxKx[-b,bl],

onde Kch ¢ compacto. Como caso particular deste exemplo temos
t

a equacgao escalar x'(t) =J Xx(s)x'(s-1)ds.
t-1T+T

11. Unicidade das solugoes

Nesta secao veremos um teorema que da condigoes su-

ficientes para a unicidade das solugoes da EDFN

(D) x'(t) = £(t,x,x})

com fungao inicial ¢ em o.

(11.1) Teorema (Unicidade das solucoes). Seja Q um
aberto de RXCXLp (1<p<w) da forma QIXQz,com QchRXC e chLp,
e seja f: @ — R uma funcao continua. Suponhamos que f é
lipschitziana em relacdo acs seus dois ultimos argumentos, ou

seja, existem k,2 20 tais que

| £(t,p,e")-£(t,p,E%)] skﬂ&‘-azup, v(t,p,E'),(t,p,E%)€EN,

L£Ct,pt,e)-£0t,02,8) | < e -2 (O, vie,v',6), (t,02,8)€q.

Sejam o€EIR e ¢€Wél), com (0,9,¢')EQ. Se x: [o~-1,0+a] —R" e
y: [o-r,0+a] — R (a>0) saoc solucoes da EDFN x'(f)=f(t,xt,x,'c)

por (o,¢), entao x =y.

Demonstracao. Seja
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J = {t€lo,o+al: x(s) =y(s) para s€lo-r,t]1}.

Como J € ndo vazio (pois 0€J) e & limitado, existe supJ. Da
continuidade de x e y decorre que supJEJ. Queremos provar que
supJ =0 +a. Se supJ <o +a podemos, sem perda de generalidade,
supor que supJ =0: basta colocarmos 0y =supJ, tomarmos a, >0
dado por o, *ta;=o+a, e considerarmos as restricoes de x e y
ao intervalo [cl—r,01+al]. Suponhamos entao que supJ =o. Para

t€lo,o+al temos que

[X' (t)‘)" (t) | = If(t,Xt 1x£)-f(tayt’y1':) l
< If(tsxt ’X{:)—f(t,yt 7X£)| * |f(t,yt,X£)—f(t ’yt ’Y.;:)I
< tlxey ) O Klixgyil (5)
e que
t ' t
[x(t)-y(t)| = |x(0)—y(o)*—f [x'(s)—y'(s)]dslfsljIx'(s)—y’(s)|ds
(o}

*

it 1/p ' ( t
1 Y | p . o 1/13 & LI | B - l/P
| L % &)y (9)[Pas] - (t-0) VP gyl - e

IA

IN

l ' ! 1
2 xg-yil L (©)

sendo que na desigualdade (*) supusemos também que t < g+r.

De (6) decorre que para t€fo,o+al e t <o+r temos que

0 : '
(0) ¢ 41/p -sup{ﬂx;-yé" s€lo,t]} = al/P "Xé

Iy vl

-YAE”p ’
e por (5) temos que

LI S G | & l/p' 'y ?
X' (=y (O] = ke 2aPy gy



Mas entao

0 - 1/p
J [x' (t+s)-y "' (t+s) |Pds

Iyl = | | O ey nfas] - | b-t

s(t-o)l/P (k+£a1/p3-sup{nx§—yéﬂp: s€lo,t]}

=(t-0) /P (kegal/P).

xgyely

Para t-o suficientemente pequeno (de modo que (t—o)l/p(k%al/p)d),
isto implica em x£ =Y¢» © portanto em x(s) =y(s) para s€lo-r,t],

0 que contradiz supJd =o. ]

(11.2) Observacao. Na demonstracdo acima, usamos que

2 =0Q,x0, quando ,nas desigualdades (5), escrevemos f(t,yt,xé).
E claro que essa hipotese ndo & essencial: se 6 um aberto
qualquer de RXCXLp, entao todo ponto de Q admite uma vizi-

nhanca aberta da forma 91XQZCQ, sendo Ql cRxC e chLp

12. Prolongabilidade das solucoes

Discutiremos agora a questao da prolongabilidade das

solucoes da EDFEN
(D) x'(t) = £(t,x,.x}),

sendo f: @ — R continua no aberto QcRxCxL

(12.1) Definicado. Dizemos que uma funcao
x: [o=r,g¢a] — RY (a>0)

e uma solugao de (D) em [o-T,0+a] se
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c® (to,0+a1, RY,

X (1 n
W X ey o1 )(to-r.07, B ox fo,0+a3°

(ii) (t,xt,xé)eﬂ para todo t€[o,c+a],
(1ii) x'(t) =f(t,xt,x£) para todo t€[o,o+a],

sendo x'(o) e x'(o+a) as derivadas a direita e 3 esquerda em
0 € o*a, respectivamente. De modo analogo se define solucao de

(D) em [o-r,o+a[ (a>0) e solugdo de (D) em [o-1,ef.

(12.2) Definicio. Seja x uma solucdo de (D) num in-

tervalo J cujo extremo esquerdo € o-r. Unm prolongamento de x
€ uma solucdo X, num intervalo J>J, cujo extremo esquerdo € tam-
bém o-r, que coincide com x em J. Se J contem estritamente J,
dizemos que x € um prolongamento estrito de x. Se X nao ad-
mitir prolongamento estrito, diremos que x é nio prolongavel.
Do lema de Zorn decorre que toda solugao de (D) admite um pro-

longamento que € nio prolongavel.

(12.3) Proposicdo. Seja © =QxQ,, 8, aberto de RxC
e 2, aberto de Lp (I<p<=). Se f: @ — R™ & continua e satis-
faz as hipoteses (hl) e (hz) (vide (10.5)), entdo toda solu-

¢do nao prolongivel da EDFEN

(D) x'(t) = f(t,xt,xé)

esta definida num intervalo aberto a direita.

Demonstracdo. Uma solucao x definida num intervalo

Lo-r,b] (b>0) ¢ Sempre estritamente prolongavel: da definicao

de solucdo temos que (b,xb,xg)GQ, e aplicando o teorema (10.9)
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com 0 =b e ¢==xb, obtém-se um prolongamento estrito de X. bl

(12.4) Proposicao. Seja © um aberto de RXCXLp e

f: @ — R" uma funcao continua. Se x: [o-1,bl S (b>c) €
uma solugao nao prolongavel da equagao (D), entao para todo
subconjunto fechado e limitado AcQ existe tAGCG,b[ tal que

(t,xt,xé)EA para tG[tA,b[.

Demonstracao. Suponhamos que existe uma solugao nao

prolongavel x: [o-1,b[ —+ R" ¢ um subconjunto fechado e 1li-
mitado AcQ tal que para todo s€fo,b[ existe tE€[s,b[ com
(t,xt,xé)GA. Podemos entao tomar uma seqiiencia tk — b, com

th[o,b[, tal que (tk,x

£ X JEA para todo k. Consideremos a
ko ‘k

funcao

t: [o,b[ — [0,=[

0 +— £ (0) = x| 7T

E claro que ¢ € nao decrescente. Se ¢ for limitada, o limite

1imz(6) existira e sera finito, e portanto x’GLp([o—rJD],Rn)
6-+b
e XEGLP (isto nao depende do valor de x' em b, que nao esta

definido). Segue-se que existe o limite

t
limx(t) = x(o) + 1i"LJ x'(s)ds,
t-+b t=»b ‘o

e definimos x(b) = lim x(t). Afirmamos que (b,xb,xé)eﬂ. Isto
t-b

porque (t,.x_ ,x! ) —> (b,x, ,Xx;) quando k-+=», e (t,,x_ ,x! )

k tk tk b*"b k tk. tk

pertence ao subconjunto fechado Ac. Da continuidade de f vem
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que x'(t) =f(t,x,x)) — £(b,x,,x) quando t+b , e portanto
x'(b) =f(b,xb,xé). Obtemos assim um prolongamento estrito de
X, 0 que € absurdo, e a proposicao esta demonstrada no caso
em que ¢ € limitada. Se r ndo for limitada teremos que 1lim £ (8) = +«, Co-

&b
mo para 0€lo,b[ temos que

9

”X.”IEG"T,BJ 5 ”x.”IEG‘I‘,GJ - ”Xq”IEU"T,e"I'] > (0) - ”X.”I[)O-r,b-r]

[tk-r,tk]
segue-se que "xé l.=lx"]| — +o quando k — » ¢ isso
P P

contradiz o fato de (ty,xf ,xé ) pertencer ao subconjunto 1i-
Yk k

mitado AcQ. A proposicac estia demonstrada. [

(12.5) Observacao. Na realidade, provamos mais do

que o enunciado da proposicao (12.4) afirma. A demonstracgao
acima garante a existencia de t, Ppara qualquer subconjuﬁto
fechado Ac® tal que projL;A)={£€Lp: (t,9,£)EA para algum
(t,Y)ERxC} e limitado em Lp

13. Dependencia continua

(13.1) Introducidc. Nosso objetivo nesta secao € de-

monstrar que as solugoes por (o,¢) da equacao
(D,) x'(t) = £(A,t,x,,x])

dependem continuamente de (A,0,0). A situagdo é a do teorema
(10.9): A e um espaco métrico, © & um aberto dejRXCXLp (1<p<ee)

da forma 91XQZ, com Q,cRxCe § ch, e f: AxQ ——+]Rné§uma fun-

1 2

¢ao continua, satisfazendo as hipoteses (hl) e (hz). Fixemos
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AEA, GER, e $€Wél), com (A,0,$)EN, e tomemos a vizinhanga
N(X,5,5)CAX1RXW51), e as constantes M>0, a>0 e p > 0dadas pe-
lo lema (10.4). Como na demonstracgao do teorema (10.9), esco-
lhemos a de modo que Ma < p, Mal/p <p, € kal/p <1, e temos uma

aplicagao uniformemente continua e limitada

F: N(i’8’$)xD(aap) i D(a’p)

tal que para cada (A,0,0)EN(X,0,9) O operador

F(X,0,¢,*): D(a,p) — D(a,p)

¢ pu-condensante.
Definimos Y: N(A,0,$) — P(D(a,p)) (o conjunto das

partes de D(a,p)) por

Y(A,0,9) = {y€D(a,p): F(A,o0,0,y)=y}.

Pelo teorema (3.3), a multifuncdo Y & semicontinua superiormen-
te em N(A,0,$). Usaremos esse fato para demonstrar um teorema
de dependencia continua para a equacao (DA)' Temos, porém, um
problema prévio. Em (10.1), vimos que a cada ponto fixo de
F(A,0,¢,*) (ou, equivalentemente, a cada elemento deY(A,0,¢))
corresponde uma solucgao da equacao (DA) por (o,¢), definida
em [o-r,0+al. Dado (A,0,$)EN(A,0,$), sera que toda solucdo da
equacao (DA) por (0,¢) admite um prolongamento definido pelo
menos em [o-r,0+al, e correspondeé a um elemento de Y(A,o,¢)?

Os proximos dois lemas dao a resposta.
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(13.2) Lema. Nas condigdes do teorema (10.9), seja
(A,0,0)EN(A,0,¢). Se x: [o-7,b[ — R" & uma solucao nio pro-

longavel da equacao (Dy) por (0,9), entdo b >o+a.

Demonstracao. Suponhamos que o <b<o+a. Definindo

y: [0,b-o[ — R" por y(t) =x(o+t) - ¢(0), t€[0,b-o[, temos que

t w -~ = -~
(7 oy = fof(x,o+s,¢5+ys,¢;+y;)ds, teL0,b-ol .

Definimos
D = {dE[O,b—o[:H}t”(O)SQ e H?%“p5p para t€[0,d]}.

Temos que D =9, pois 0€D. Seja a:=sup0. Afirmamos que d=b-o.
Para todo t€[0,d[ temos que ”?tH(O)Sp e H?é”p <p. Se d<b-o,

entio |y %)

<p e ”?é"p £p, pela continuidade das funcoes
t — ”?t”(o) e t ”?é”p. Pelo ~lema (10.4), temos que
|f(k,o+t,$t+§t,¢é+§é)[ <M para t€[0,d], ja que H?t”(o) < p e

uyéup <p para 0 <t<d<b-v=a. De (7) decorre entdo que

1521 0 <liyl (573, =M@ <M(b-0) <Ma <

1540, < Iy 15 < M3 P <(b-0) /P < mal/P o g,

|(0)

Mas se H?al <p e H?é”p <p entao, por continuidade, existe

e>0 tal que H?t“(o)

<p e H?{Hp<p.para t€ld-e,d+el, e isto con-
tradiz d =supD. Logo d =b-o, o que significa que H?t“(o) <p e
H&%HPSp para todo t€[0.b-u[. Mostraremos agora que isso con-

tradiz a proposicdo (12.4). Sejam
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I

{@tec:te[o,b-oj} e K, = {aéeLp:te[o,b—o]}.

Os conjuntos K, e K2 sao subconjuntos compactos deCeL_, res-
pectivamente. Seja H1 a p-vizinhanga fechada de K1 em C, e H2
, € um

subconjunto fechado e limitado de RXCXLP, e esta contido em @

a p-vizinhanga fechada de K, em Lp. Entao A =[o,b]xH,xH

(pela demonstracgao de (10.4)). Como X =$t+§t para t€[0,b-ol,

o+t
temos que (t,xt,xé)GA para t€[o,bl[, o que contradiz a propo-

sicdo (12.4). Essa contradigao veio da hipotese b <o+a. (]

(13.3) Lema. Nas condigoes do teorema (10.9), seja
(A,0,$)EN(X,0,d). Seja x: [o-T,0+a] — R" uma solucdo da e-
quacao (DA) por (0,¢) (pelo lema anterior, toda solucdo de ﬂk)
por (o,¢) admite um prolongamento definido num intervalo que
contém [o-r,0+al). Definindo y: [0,a]~—~+lﬂlpory(t) =x(o+t) -

-¢(0), t€L0,a], temos que yEY(A,0,9).

Demonstracao. Para t€[0,a], temos que

t - =
y(t) = L}f(k,o+s,¢s+ys,¢;+?é)ds.

Se provarmos que y€D(a,p), teremos entao que y = F(X,0,¢,y) e

portanto y€Y(A,o0,¢). Para provar que y€D(a,p), definimos
D = {dero.al:|y 1 <o e I741, < para tero,d1).

Com um procedimento igual ao adotado na demonstracao do lema

(13.2), demonstra-se que supD =a, e portanto y€D(a,p). ]

Os lemas (13.2) e (13.3) nos permitem reduzir o pro-
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blema da dependencia continua das solucodes da equacao

(D x'(t) = f(x,t,xt,xé)

)\)
ao problema da dependencia continua dos pontos fixos de F(A,o,¢,+).

(13.4) Teorema (Dependencia semicontinua local).Se-
ja f: AxQ — R" uma funcao que satisfaz as hipoteses do teo-
rema (10.9). Dados AEA, cER e $€W1§1), com (0,9,$')ER, existem

a>0 e N(A,0,0), vizinhanca de (X,0,$) em A><]R><W1gl), tais que:

(i) se (A,0,0)EN(X,0,$) entdo toda solucdo de (D,) por
(0.9) admite um prolongamento definido pelo menos em
[o-r,0+a];

(ii) as solugdes x: [o-r,0+a]l — R™ da equacao (D)\) por
(0,¢) dependem semicontinuamente de (A,0,0)EN(X,0,d),
ou seja: dados >0 e (A°,0°,$°)EN(X,0,9), existe
V(A%,0°,4°), vizinhanca de (A°,0°,9°) emAXJRXWIEl),tal
que para qualquér x: [o-r,0+a] — R", solugao de (DA)
por (o,¢), com (A,o,$)EV(A°,0°,9°), existe

0.

n
X [0%1,0%a] — R,

solucgao de (Dy0) por (6°,9°), com “x—x°|[§l) <e, sendo

J =[0,0%+al (caso 020°) ou J=[0",0+a] (caso osc’).

Demonstracdo. Dados AEA, GER e E)Gwlgl), com (0,$,')EQ,
tomamos a vizinhangca N(X,5,) =U><IXVc/\><]R><WIg1) e as constantes
M>0, a>0 e p>0 dadas pelo lema (10.4). Escolhemos a de mo-
do que Ma < p, Mal/P < p e kal/p<1. Entao a  multifuncio

Y: N(X,0,6) — D(a,p) definida por
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Y(X,0,¢) = {y€D(a,p): F(r,0,¢,y)=y}

& semicontinua superiormente em N(X,0,$) (teorema (3.3)). Da-

dos €>0 e (A°,0%,0°)€EN(X,0,¢), existe portanto 6,>0 tal que
Y(A,0,0)eN_,, (Y(A°,0%,69)) = {y€D(a,p):ly-y°| 1) _<e/a
b o e B [0,a]

para algum y°€Y(A°,0°,4°)}, sempre que (X,0,6)EN(X,0,9) for
tal que d(A,1°) <8y, lo-c®] <8, e H¢—¢°H1,p<<61. Como D (a,p)
¢ um subconjunto equicontinuo de C([O,a],Rn) (vide demons-
tracao do lema (10.6)), existe §,>0 tal que ly(t)| < e/4
para quaisquer y€ED(a,p) e tG[O,GZ[. Além disso, existe § >0

tal que
sup{lz'(tl)—z‘(tz)I:tl,t2€[0,a],|tl—t2|<63,z€Y(A°,0°,¢°)}-<€/4,

pois {z':z€Y(A°,0°,9°)} & também um subconjunto equicontinuo
de C([0,al,R™). Prova: como Y(A°,0°,6°) =F(2°,0°,9°,Y(1",0°,0%)),

temos que

pY(A°,0%,6%)) = n(F(A°,0%,6°,Y(A",0°,4%))) = kal/pu(Y(A0 ,0%,0%))

(lema (10.8)), donde n(Y(A°,0%,9°))=0 (pois kal/p<1) e portan-
to w({z':z€Y(A%,0%°,¢%°)}) =0.

Sejam Uy = {AGU:(I(A,A°)<61},Il=={0€I:|0—o°|<min{61,62,63}}
eV, = {¢€V:||¢-¢°||1’p <8, e |4 (0)-¢°(0)|<e/4}. Tomemos V(A®,0°,4°)
1 XI1xV . Seja (X,0,4)€V(A°,0°,4°) e x: [o-T,0*a) —R"
uma solucao de (DA) por (0,¢). Definindo y: [0,a] — R" por

dada por U

y(t) =x(o+t) -¢(0) (t€L0,al), temos que yEY(),0,0) (lema (13.3)).
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Como Y(A,0,¢)CNE/4(Y(A°,0°,¢°)), existe y°€Y(1?,0%,¢4°) tal que
1 . . n ..
Hy—yoﬂéo?a] <e/4. Seja x°: [0’-r,0%+a] —— R" definida por
x°(t) =¢°(t-0°) +$°(t-0?), t€lo’-r,0%al. E claro que x° é u-
ma solucao de (DA°) por (0°,$°). Suponhamos que o° <og. De

y(t) =x(o+t) -¢(0) e y°(t) =x°(c°+t) -¢°(0) (t€[0,al) segue-

se que

HX-XOHE$)00+3]:=IX(U)'XO(O)I+Sup{|x'(t)-xo'(t)|2t€[0,00+a]}

=|x(o)—x°(o)|+sup{!y'(t-o)—y°'(t—c°)|:t€[0,o°+a]}

= 16(0)-6° (0)-y° (0-0°) [+sup{ |y (t-0)-y° ' (t-0°) | : t€[0,0%+al}
< [0(0)-9° (0) | + |y (0-0") |

+sup{|y"' (t-0)-y"' (t-0) | : t€[o,0 a7}
+sup{|y°'(t—o)—y°'(t—o°)|:t€[o,o°+a]}'

<e/dre/hrly-y Iy erase,

e (i) esta provada, caso ¢° <o. De modo analogo, demonstra-

se (ii) quando o <¢?. i

(13.5) Observacao. O carater local do teorema (13.4)

esta no fato desse teorema assegurar a semicontinuidade supe-
rior, numa vizinhanga N(X,0,$), das solucoes de (D,) por (v,4)

definidas em intervalos da forma Lo,o+al, para um certo a > 0.

. . ) - _ -
O proximo resultado tem cariater diverso: se x: [o-r,b[ — R

(0<bsw) for a Gnica solucdo nio prolongavel de (D3) por (0,4),
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o teorema seguinte assegura, para todo c€lo,b[, a semiconti-
nuidade superior em (A,0,$) das solucoes de (D,) por (0,¢),de-
finidas em [o-r,c]. A demonstragao ¢ analoga a de um teorema

de Melvin [20].

(13.6) Teorema. Seja f: AxQ — R" uma fungao que sa-
tisfaz as hipoteses do teorema (10.9). Suponhamos que €A, 0ER
e $€Wé1), com (A,0,$)€9, e que x: [G-1,b[ — R" (G<bsw) & a
inica solug¢ao nao prolongavel da equacdo (DX) por (o,¢).Dados
e>0 e c€IG,bl, existe U(A,0,¢), vizinhanca de (X,0,4) em
Axmxwél),tal que para qualquer x, solugao de (DA) por (o0,¢),

com (\,0,$)EU(X,0,$), temos que:

(i) x admite um prolongamento, denotado também por x, de-
finido pelo menos em [o-1,c];
(ii) ”x—i”§1) <e, sendo J =[0,c] (caso 0 20) ou J=[0,c]

caso 0 £0).

Demonstracao. Consideremos o conjunto

§ = {(X,t,it)e/\xmxwél); tera,cl}.

Pelo teorema (13.4), para cada q.=(X,t,it)€S existe uma vizi-
nhanca N(q)cAXRXWél) e uma constante a(q) >0, tais que toda
solugao de (D ) por (o0,¢), com (A,0,$)EN(q), admite umprolon-
gamento x definido pelo menos em [o-r,0+a(q)],tal que |x- X”UJ
sendo Jq==[o,o+a(q)] (caso o20) ou Jq =[o,0+a(q)] (caso Jlo).
Para cada q =(X,t,§t)€s tomemos N'(q),vizinhanga a-

berta de q enm AxRXWél),tal que N'(q)eN(q) e |o-t| <a(q) pa-
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ra (A,0,$)EN"(q). Como S é um subconjunto compacto«hanRxWélx
v
existem 99>47++-+59,,€S tais que S= || N'(q;). Sem perda de ge-

1=1

neralidade, podemos supor que os pontos qi=(X,ti,i ) sao tais

t
i
que o =t0 <t1 < v <tv =cC. Para cada i, consideremos a multi-

funcao ¢i; N'(qi) —_ AxIRxWél), definida por

Qi(k’0’¢) = {(A,g+a(qi),x0+a(qi))€AxRxwél):

X € solucdo de (D,) por (o,9)}.

Afirmamos que cada o e semicontinua superiormente em N'(qi).
Isto decorre da semicontinuidade superior, para 0 <i<v, das

multifuncgoes
(X,0,¢)€N'(qi)'—-+~{ZGC(I)([O,a]JRn): z(t) =x(o+t), ter0,a(q;)7,

e X: [0—r,0+a(qi)] —R" & solucao de (DA) por (o,¢)}.
(Veja-se a demonstragcao do teorema (13.4)).

Tomemos V0==N’(qv). Se ja Ummmoth, vizinhangazmér—
ta de algum q; (0<i<v), usaremos o seguinte procedimento para
obter Vm+1: seja j, © menor indice j€{0,1,...,v} tal que

(A,tj+a(qj), th+

¢. & semicontinua superiormente em q. , existe V cN'(q. )
T J m+ 1 In

))GVm. Temos entao que ¢j (qj )ch. Como

a(qj m m

3

vizinhanga aberta de q; em AXHQXW£1), tal que ©¢. (Vm+l)cvm

m Jm

Apos um nlmero finito m<v de passos, obteremos uma vizinhan-

ca Vﬁ de q =(A,o,x5) = (X,0,¢) e tomaremos U(r,o,¢) =Vﬁ. ]



- 85 -

14 . Existencia e unicidade de solucoes para

uma classe de equacoes lineares do tipo neutro

(14.1). Definicoes. Seja X um espaco de Banach. Di-

zemos que uma fungao f: [a,b] — X ¢ regrada, e escrevemos
f€G(ra,b1,X), se para todo t€[a,bl existe f(t+) = 1lim £(s) e
s>t+

para todo t€Ja,b] existe £(t-) = lim f(s).
s+t~

Dizemos que f,g€G([a,b],X) sao equivalentesse f(t-)=
= g(t-) para todo t€la,b] (e portanto f(t+) =g(t+) para todo
t€la,b[ ; veja-se [12], teorema 1.3.10).

Se f€G(lLa,bl,X) definimos f €G([a,bl,X) por f (a) =
= f(a+) e £ (t) = f(t-), para t€la,b].

(14.2) Observacoes. O conjunto G([a,b],X) € um es-

pago vetorial e, com a norma da convergéncia uniforme, € um
espaco de Banach ([12], teorema I1.3.6).
Se f€G(La,bl,X) entao f & continua fora de um sub-

conjunto enumeravel de [a,b] ([12], corolario 1.3.2).

(14.3) Definicdo. Indicaremos por G(l)([a,b].X) 0

conjunto das fungoes f: [a,b] —= X tais que para todo t€[a,b[

existe
. . f(t+h)-£(t)
fi(t) = 1im
* h__)_0+ h
e para todo t€la,b] existe f'(t) = 1lim f(t+h%"f(t)

h-0"~

(14.4) Observacao. Se fGG(l)([a,b],X) entao fé con-

- . —-
tinua em [a,b], e fora de um conjunto enumeravel de [a,b] e-
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xiste f'(t). Definindo f'(a)==f;(a), £'(b) =£f'(b), e £f'(t) =

= f'(t) nos pontos t€Ja,b[ para os quais ndo existe a deriva-
t

da, temos que f'GG([a,b],Rn) e f(t) =f(a)-+J f'(s)ds ([12],teo-

a
rema 1.3.8).

(14.5) Notacdes. Se d ={t0,t1,...,tm} ¢ uma divisao
do intervalo [a,b], isto &, se a=ty<t;<...<t =b, escre-
vemos |d| =m e Ad==sup{|ti~ti_1|: i=1,...,]|d|}. Denotaremos
por D[a,b] (ou simplesmente D) o conjunto de todas as divisoes
de [a,b].

Consideremos um espago topoldogico E e uma aplica-

gao dED — X4€E. Escrevemos 1lim X4 = X€E se para cada vizinhan-
deD
¢a V de x existe dVGI)tal que chdGI)implica deV. O sentido

de 1lim Xq =X e obvio.
Ad-+0

(14.6) Definicoes. Sejam X e Y espacgos de Banach,

e y: [a,bl] — L(X,Y) (o espago das aplicacbes lineares con-

tinuas de X em Y). A semivariacao de y (em [a,b]) é definida

por
SV[iyl = SV[a b][Y] = sup{SVd[y]:dGIH,
onde
I d]
SV4lyl = sup{”izl[y(ti)-y(ti_l)]xi”:xiex,nxi”sl}.

Se SV[y]l <= dizemos que y & de semivariacao limitada.

(14.7) Observacdo. Se y € de variacdo limitada (no

sentido usual) entdo y é de semivariacao limitada.A recipro-



- 87 -

ca e verdadeira se e somente se dim(Y) <.

(14.8) Teorema. Se y: — L(X,Y) €& de semivariacao

limitada e f€G([a,b],X) entao

(i) existe a integral interior

b ldl .
j'dy(t)-f(t) = lim  } Cy(ty)-v(t;_{)IE(E;)E€Y,
a deD i=1

onde £;€1t, ;.t.[;

(ii) essa integral depende apenas da classe de equivalen-
cia de f (vide (14.1));
b
(i) | [-ar (0 (0] = sviva el
a

Demonstracao . Vide [12, teorema I[.4.12].

(14.9) Observacoes. Se y e f nao tem pontos de des-

continuidade comuns (por exemplo, se uma delas for continua)
a integral interior se reduz a integralusual deRiemann-Stiel-
tjes

ld|

b
dy(t)«£f(t) = 1i [y(t.)-y(t. )If(E.),
ja Y(OECD) = Bim ] 0v(e)ov(e I

onde £;€0t; ,,t.] [12, teorema I.2.3]. Neste caso vale a for-

mula de integracao por partes
b

b [
[ dy (t) - £(t) +J y(t)-df(t) = a(b)f(b) -a(a)f(a)
a a

que, em geral, nao e valida para a integral interior [13,teo-

rema 4.7].
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Nas condigoes do teorema (14.8), & trivial demons-

trar que

b b
[ (0 (g 9D (0) = [dix, 0 (0 E(E) +y () (e,
a 2 a 2

onde c€la,bl e X[a ¢ denota a funcao caracteristica de [a,c].

(14.10). Uma equacdo linear do tipo neutro. Fixemos

tp<ty e r>0. Para x: [to—r,tlj —R" ¢ te[to,tl] esta de-
finida a funcao X, [-1,0] — R™, dada por xt(s) =x(t+s).
Suponhamos que A: [to,tlij([—r,O],IRn)-—4-]Rn e
B: [to,t1]XG([—r,0]JRn) — R" sio regradas como funcoes da
primeira variavel e lineares continuas como fungoes da segun-

da variavel. Seja gGG([tO,tll,Rn). Consideremos a EDFN
(E) xt(t) = A(t,xy) +B(t,x;) +g(t).

(14.11) Definigdo. Seja ¢6¢™) (f-r,071,R™).Una solu-
¢ao de (E) com funcdo inicial ¢ € uma fung&axGGUJ([tdqutlan)
tal que

(1) T ¢;

(ii) x satisfaz (E) fora de um subconjunto enumeravel de
[to,tl].
De acordo com esta definigao, podem ocorrer descon-

tinuidades de primeira espécie na derivada de uma solucao de

(E).

(14.12) Algumas hipoteses adicionais. Para demons-

trarmos um teorema de existéncia e unicidade para a equacgao
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(E), vamos impor as seguintes condigoes sobre a funcgao B:
(cy) Para cada t€lt,,.t;], a funcao
n n
E€G([-1,0],R") > B(t,E)ER

so depende da classe de equivalencia de § (vide (14.1)).
(cz) Para qualquer yGG([tO-r,tlj,Rn) a funcao

n
teElty,tq ] —> B(t,yt)GR

é regrada.

(CS) Existem t€]10,r], k€[0.1[ e £ =20 tais que

BCe,e) | <klel ) g elel )

para quaisquer EGG([—r,OJ.Rn) etG[tO,tl]‘

(14.13) Observacao. Suponhamos conhecida a existen-

cia e unicidade das solugoes de (E) com funcao inicial ¢ no
caso em que tl—t0 <r. Se tivermos tl—tOZ'r, tomamos tb = tO’
ti =t0+r/2, e sabemos que existe uma unica solucao de (E) com
funcao inicial ¢, definida em [to—r,ti]. A seguir,tomamos t6=
=tq e ti =ti+r/2 e temos que essa solugao pode ser prolonga-
do de modo uUnico ate £y Apos um numero finito de passos, te-

remos que existe uma Unica solucdo de (E) com funcao inicial

¢, definida em [to—r,tlj. Doravante vamos supor que tl—t0< Ta

(14.14) Representacao de A e B. Do teorema I1.5.10 de

(12] (e da condicao (cl)) decorre que existem

A,B: [tO,tIJXE—r,OJ — M(n,n)

(o espago das matrizes reais nxn), regradas como fungoes da
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primeira variavel, e de variacao uniformemente limitada como
funcoes da segunda varidvel, com A(t,0) = B(t,0) = 0 para

te[to,tlj, tais que

0
AL = | dACEs) 0 () (8)
-T
e
0 ~
B(t.6) = [+ 4 B(t.s)-E(s) (9)
-1

para quaisquer tG[tO,tlj, wGC([-r,OJ,Rn) e EGG([—r,OJ,Rn).Co—
mo a integral de Riemann-Stieltjes em (8) nio varia se alte-
rarmos o valor de A(t,*) em um ponto interior de [-r,0],pode-

mos supor que A(t,to—t) = (0 para tG[tO,t I

1
(14.15) Lema. Se X€C([ty-1,t;1,R") entdo a fungio

telty,ty 1 — A(t,x,)ER" & regrada.

Demonstracao. Pelo principio da limitacdo uniforme,

existe M >0 tal que sup{HA(t,-)H:te[tO,tlj} <M <w.Tomemos e>0.

Pela continuidade uniforme da aplicacao
n
tGEtO,tlj e xtGC([—r,O]gR )
existe ¢ >o tal que
s,telty,t;] e [s-t| <6 = |x_-x ”(O) <e/4M
’ 0’71 s 7t ’

Seja d uma divisio de [ty.t;], com Ad < &, formada por
pontos tj =s, <s; <... <s, =t;. Para cada s, afungao A(-,xS )

€ regrada, logo existe d.GD[t

i
tal que w, (A(»,x_ )) <e/2
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([12], teorema I.3.1, vide (1.10) e (14.5) para notacgoes) .Se-
m

ja d = [igodi}udeﬂ)[to,tlj. Se s e t pertencem ao interior do

mesmo . sub-intervalo de d, existe siGc_l tal que ]s-si|<6 e

|t-s;| <6. Temos entdo que
|A(s,x) - A(t,x) ]

< |A(s,xs)-A(s ,xsi)l + IA(S,XS_) -A(t ’Xs.)l + IA(t,xS:)-—A(t,xt) |

1 1 1
0 0
Mixxg 1@+ [AGs.xg 1-ACtxg )| +Mxg x| ¥
i i i i
<g/d+e/2+el/d = €.
De ([12], teorema I.3.1) decorre a tese. i

(14.16) Observacao. Para yGG([tO-t,tlj,an), a apli-
cagao tG[tO,tlj — thG([~r,0],Rn) ndo €& necessariamente con-
tinua (nem regrada). O lema (14.15) e a condigao (cz), entre-
tanto, asseguram que o segundo membro da equacao (E) defineu-
ma fungao regrada em [to’t1] ,para qualquer XGG(l) ([to—r,tlj, Rn) .
Em termos do nucleo B, (CZ) significa que para todo se[to-r,tll
a fungdo t€lty,t;Inls,s+rl r—> B(t,s-t)EM(n,n) é regrada ([131],

p.-37).

(14.17) Observagdo. A condigao (cg) sera crucial pa-

ra a demonstracao do teorema de existencia e unicidade (14.20).

Essa condicdo exclui equacoes da forma
x'(t) = A(t,x ) +x'(t) +g(t),

que nao siao equacoes diferenciais. Em termos do nucleo B’(CS)
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significa que existem T1€]0,r] e k€E[O0,1[ tais que

sup{SV [Bﬁ;~)]:te[t0,t1]} <k

(-1,01
([12], teorema I1.5.10).

(14.18) Lema. Seja XGG(l)([tO—r,tl];Rn). Sao regra-
das as funcoes
O-t
telty,t;] ;-—-»J d A(t,s)x, (s)ER"

e
tO-t
. n
telty,ty] — I;‘ dSB(t,s)-xt(s)GR..
Demonstracao. Para te[to,tl], temos que
to—'t

i

0
LI_ dsA(t,s)°xt(s) i;idsA(t’s)'(X[—r,to—tzjxt) (s)

0
J* ds[x[_r,to_t](s)A(t,s)]'xt(s)4:A(t,t0—t)x(t0)

(pela ultima observacao em (14.9))

]

0
LI_dSAl(t’S)'Xt(S)’

onde A, (t,s) = X[—r,to—t](s)A(t’s)' Para y€C([-r,0,R™Y) e telt,,t, 7,
seja

0
A = [ A () () .

Aplicando-se o lema (14.15) a funcao tefto,tlj e Al(t,xg ob-
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temos a primeira parte da tese. Para t€[t0,ti]e se(-r,0], se-
ja Bl(t,s)==x[_r,to_t](s)B(t,s). A segunda parte da tese se
segue da observacao (14.16) e da igualdade

Lot 0
J}r dSB(t,S)'Xé(S) = J;rdSBl(t,s)-xé(s)-*B(t,to—t)x'(t0+)

pois para todo Se[to'r’t1] a fung&)t€[t0;prEs,s+r]F~A~Blﬁgs—t)

é regrada (isto decorre da propriedade correspondente de B).H§

(14.19) Observacgao. Seja XGG(l)([tO*r,tlj,Rn) e

te[to,tlj. Temos que

=

0 0
J dSA(t,s)-xt(s) = A(t,xt) -f dSA(t,s)~xt(s)
ty-t T

e
0 i 1 to—t ]
[go—tdSB(t,S).xt(S) = B(t,xt) -J:r dSB(t,s)~xt(s).

De (CZ)’ (14.15) e (14.18) segue-se que os primeiros membros

das igualdades acima definem fungoes regradas de tG[tO,tl].
(14.20) Teorema. Se as condigoes (cl), (cz) e (CS)

estao satisfeitas, entao para toda ¢€G(l)([—r,0],Rn) existe u-

ma e uma so solucdo da equacdo (E) com fungao inicial ¢.

Demonstracao. Com uma argumentaGao analoga a de (14.13),

vemos que nao perderemos generalidade supondo que t-tysT. u-

ma funcao xeG(l)([tO—r,tlj,Rn) ¢ solucao de (E) com fungao i-

nicial ¢ se e somente se Xy =¢ e
0
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0 0

' - . - | d B(t,s)+ x!
x'(t) Jto_tdSA(t,s) xt(s) ‘Lo_t S (t,s) xt(s)
to-t tO—t
= g(t) +j dsA(t,s)-xt(s) +f- dSB(t,s)-xé(s),
-r -r

para t fora de um subconjunto enumeravel de [tO’tl]‘De (14.18)
e (14.19) segue-se que todas as integrais da equacao acima de-

finem funcoes regradas de tG[tO,tlj. Como Xy =¢, o segundo
_ 0
membro dessa equacdo € igual a g(t), sendo éGG([tO,tIJJRn) dada por
to—t tO-t
g(t) = g(v) +J dSA(t,s)-¢(t-t0+s) + j dSB(t,s)-¢'(t—t0+s).
-

-1

Pela formula de integracdo por partes,

0 0
J dSA(t,s)-xt(s) = A(t,O)x(t)-A(t,to-t)x(to)-J A(t,s)x' (t+s)ds
to—t to—
t
= —J A(t,s-t)x'(s)ds.
%o
Das igualdades acima decorre que uma

funcao XGG(l)([tO-r,tljﬁRn) € solucao de (E) com funcao ini-

cial ¢ se e somente se Xy =¢ e
0
t -t
x'(t)-*J A(t,s-t)x"'(s)ds —J- dsB(t,s—t)-x'(s) = 3(t),
o to

para t fora de um subconjunto enumeravel de [to,tlj. Seja

T:G([ty,t; 1, R"Y) — G([ty,t, 3, R™)
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definida por

t i
T () = [+ dgBlts-0ey(s) - [ Altis-y(s)ds,
t t
0 0
0 teorema estara demonstrado se provarmos que para toda
fGG([tO,tlj,Rn) a equacao y -T(y) = £ tem uma unica solucao
yGG([to,tl],Rn). De fato, xGG(l)([tO—r,tl],Rn) e solucao de

(E) com funcao inicial ¢ se e somente se X =¢ e
0

t
X(6) = 0(0) + [ y(s)ds (gpstsey),
t
0

onde yEG([ty,t),R") & tal que y -T(y) =¢g.

Sejam T;,T,: G([ty,t;1,R") — G([ty,t;1,R") defi-

nidas por

t

T = [+ 4Blts-0y(s)
t
0

e

t

1,00 (8) =] At.s-t)y(s)ds.
o

Se provarmos que T, & uma contragdo e T, & completamente con-
tinua, saberemos (por (2.2)) que T =T, + T, ¢ uma o-contracao.

Temos que

]

0
|T1(y)(t)| lf- dSB(t,s)~y(t+s)

to-t

IA

- 0
Sv[to—t,OJEB(t’°)3' vyl €90 (121, teorema 1.5.1)
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< SV[_T’O][B(t,-)]'IyH(O) (pois t

l-—t0 <T)

IA

Kyl € (por (cq)),

e portanto T; € uma contragio.

Provemos que T, & completamente continua. Para

yEG([tO,tl],Rn)_definimos JyGG(l)([tO-r,ﬁlj,Rn) por

t
y(s)ds, para te[to,tl];

Jy) (t) = { Yo

0, para tG[tO—r,tO].

Temos entao que

t
00 = | A5y (s)
%o
t
= -AO UN () +AC D O (1) + | 4 A5+ 09 @)
t
0

(pela formula de integragdo por partes)

0 0
- [ aperon s - | 4 0y, ()
tO-t =T

= ACt, (Oy),).

Para tG[tO,tlj e XGC([tO—r,tlj,Rn), seja (ox)(t) =A(t,xt).Pe—
lo lema (14.15), temos que ¢: C([to-r,tlj,mp)__A.Gﬂjh,tllngb.
Além disso, ® & continua: se x,iGC([tO—r,tlj,Rn) e tG[tO,tlj,

temos que

[(#20) (- ()| = [ACt,x)-ACt, %) | «M]x,-%, ] (O <mpx-x] (O,



= 87 =

onde M =sup{|A(t,*)]:telty,t T},

Se S e um subconjunto limitado de G([to,tl],Rn) en-
tdo J(S) = {Jy:y€S} & um subconjunto equicontinuo (e portanto
relativamente compacto) de C([to—r,tlj,Rn). Logo T2(8)=®(J(SD
é um subconjunto relativamente compacto de G([to,tllan).Por—
tanto T2 ¢ completamente continua, e T =Tl +T2 € uma o-contra-
¢do. Do teorema (4.5) temos que I -T ¢ de Fredholm de indice
zero, e vale a alternativa de Fredholm para a equacgao y-T(y)=
= f. Logo o teorema estard demonstrado se provarmos que auni-
ca solucao de y-T(y) =0 € a fungao identicamente nula.

Seja yGG([tO,tlngn) tal que y -T(y) =0, isto €,

t t
y(t) = J- dSB(t,s—t)-y(s) -I A(t,s-t)-y(s)ds
o o

para t€lt,,t,;]. Seja c==sup{tetto,tlj:y‘[to’t]=0}.Ihnvamm que

C=ty. E claro que y‘[tO’C]==O. Se ¢ <t;, para t€lc,ty] temos

que

t T
y(t) = [-dSB(t,s—t)-y(s) -J A(t,s-t)y(s)ds,
C (v

e portanto

+

t
ly(t)| = [ A(t,s-t)y(s)ds

(5

t
J-dSB(t,s-t) y(s)
c

<kIyl (9 )+ =iyl {2 .

onde k€[0,1[ e dado pela observacao (14.17) (aqui usamos que
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ti-ty<t) e L=sup{]A(t,s)]:tert

i tl],set—r,()]}.

0 3
Seja 6€]c,t1]. Para t€[c,0], temos que

@1 kvl {4+ e-anfy] (O,
e portanto

I gy = kv (D55 + co-eanpyl 0,

ou seja,

Iyl {2, < o=l IvI£2 -

(O

Para 6-c < (1-k)/L temos que ”y”[c T 0 que contradiz a de-

finicao de c. Esta contradigao veio da hipotese c <ty |

(14.21) Observacao. Consideremos a EDFEN

x'(t) = A(t,xt)-+x'(t—r)‘+g(t).

Nao podemos aplicar o teorema (14.20) diretamente a essa equa-
¢do, pois a condicio (cq) nado esta satisfeita. Entretanto,es-

sa equacao € equivalente i EDFEN
x'(t) = A(t,x ) +x' " (t-r) +g(t),

que satisfaz a condigao (cq).

(14.22) Exemplo. Seja (ri)?=1 uma seqUeéncia monoto-
na, com riGJO,r], e sejam BiGG([tO,tlj,M(n,n)) (i=1,2,...) tais

que ) ”Bi”(o)'<m. Com uma observagdo andloga i feita em (14.21),
i=1
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podemos aplicar 0 teorema (14.20) a EDFN

x'(t) = A(t,x.)+ .ElBi(t)X' (t-r;) +g(t).
15
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