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NOTACÜES E NOMENCLATURA

N* : naturais não nulos .

C : conjunto dos números

V(xy: vizinhança de x
B.(0) : bola de centro 0 e rai.o s em C

f.;(x,y)h: diferencial de f(x,y) em relações à primeira variá-
vel com acréscimo h

-- C.l. : condição de integrabi.lidade

-- ELCHSc : espaço localmente convexo separado e sequencialmente
completo.

Analz'teca e holomorfa são sinónimos e significam G-analÍti.ca e
continua

M(2,C) : matrizes quadradas complexas de ordem 2
lim X; : limite indutivo localmente convexo da famz'lia X
l ra + Br+' l .

complexos

0 e convexo



IXlllQPUÇX o

1 . A Teoria dos Grupos de Lie

O estudo dos Grupos de Lie conduz necessariamente ao es

tudo prévio de teoremas de existênci.a e unicidade de sistemas de

equações diferenciais. Para i.sso é importante estar de posse do

teorema da função inversa ou do teorema das funções implícitas, do
teorema de exi.stência e unicidade de equações diferenciais ordiná

rid' e do teorema de Frobenius. Quando se trata do estudo de GI'tipos

de Lie eln dimensão finita, tem-se resultados sua.cientemente cla-

ros e numerosas aplicações. Todavia em dimensão infinita esse es-

tudo apresenta extremas dificuldades, jã com suas ferramentas bá-

sicas tradi.ci.onais, desde uma ''boa'' definição de aplicação dife-
renciãvel até um teorema de Frobenius local. Em espaços de Banach

de dimensão infinita temos um calculo diferenci.al tão bom quanto

aquele em dimensão finita; temos o teorema da função inversa e o

teorema de Frobenius local. Entretanto não é clara a formulação

global do teorema de Frobenius, por exemplo em [7], e além disso
poucos exemplos novos são acrescentados aqueles jã conhecidos em

dimensão finita. Nesse senti.do, em [16], Omori enumera uma séri-e
de razões para se entender a teoria dos grupos de Lie além dos es

paços de Banach. Também H.H. Johnson comentando o artigo [17] diz

/ r
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que o estudo da teoria dos grupos de Lie em espaços de Banach de

di.menção infinita não inclui os espaços de funções da teoriadeCar
tan. Portanto não é sõ por simples generalização que vários mate-

máticos estão tentando obter resultados dessa teoria em espaços lg
calmante convexos mais gerais que os de Banach. Mas como jã afir-
mamos anteriormente existem dificuldades bási.cas para se obter re
sultados em E . L . C .

O cama.nho,que nos parece corneto, é trabalharmos nuJna

classe intermediária entre espaços de Banach e ELC, sempre motiva

dos em exemplos concretos. Os melhores caminhos parecem ser aque-
les apontados por Lesli.e e Pisanelli

Leslie em [18] e [19] estudou por exemplo um teorema de
Frobenius na integrabilidade de suba.brados de codimensão finita
do vibrado tangente de variedades modeladas em cadeias de Banach

Pi.sanelli em [5], [6a, [10], [11], [12], [13] e DIZ]] apõe.

sentou uma série de resultados em escala! de Banach. As abordagens

de Leslie e Pisanelli não se superpõem, no entanto, a de Pisanelli

parece incluir um maior numero de exemplos como me confirmou F

Colombeau em recente passagem pelo IME-USP. Além disso H.fl.Johnson

comentando [17] no Math Review diz - ''... this present/ paper is
the first to apply modem funtional analysis to a'Kinfinite group

occuring in the Lie-Cartan theory.''

Recentemente Neculai Papaghiuc em [20] e [21], usando o
Calculo Diferencial e o Teorema da Função Inversa de Marinescu em

ELC demonstrou um teorema de existência e unidade de equações di.-

ferenciais ordinárias em ELC e posteriormente um teorema de Fro-

benius em ELC. Todavia o único exemplo citado em ELC é o de Leslie



em [19]

2. A origem da abordagem de Pisanell i

Em [14] , L. Fantappié, na introdução, sugere como umadas

possíveis aplicações da Teoria dos Funcionais Analíticos o estudo
dos grupos de Lie quando di.z, ''también Li.e, y después Cartan, han
desarollado la teoria de los grupos contínuos infinitos, esto es,

de grupos de transfo.rmaciones que dependen de infi.ni.tos parâmetros

y, portanto, en substancia, de funciones arbitrárias: poro no dig.
poniéndose entonces de la teori.a de funcionales analíticos, esta-

ban obligados a limitar suas investigaciones a aquellas transe'or-
maciones que podÍan definisse como soluciones de ciertas ecuacio-
nes en derivadas parciales. Talos grupos infinitos son, portanto,

muy particulares, y una teori.a general de los grupos infinitos sÓ

lo puede construirse mediante el uso sistemático del concerto de
funcional . ''

Omar Catunda jã tinha recebido essa sugestão de L. Fan-

tappié e em [15] iniciou um estudo nesse sentido. Todavi.a não se
conhecia até aí um teorema de equações diferenciais ordinárias a

va[ores num E.L.C. Em 1970 F. Treves em [4], demonstrou um teore

ma de E.D.O. a valores numa escala de espaços de Banach, classe que

incluem os espaços de Salva e de Banach como exemplos. Logo após,

Pisanelli,emE5],demonstrou um teorema de Frobenius local que
abriu o caminho para o estudo dos grupos de Lie em escalas de Ba-
nach.

C

3. A formulação global do Teorema de Froben ius

Nosso trabalho tem por objetivo estudar a maximalidade

de soluções de uma distribuição integrãvel no contexto das escalas
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de espaços de Banach e aplicar i teoria dos grupos de Lie

No Capítulo l colocamos os espaços onde vamos trabalhar

bem como os resultados que serão usados mais adiante. No Capl+tulo

2, após o enunciado do teorema de Ovcyannikov-Treves, apresentamos

uma demonstração do teorema de Frobeni.us local em escalas de espg
ços de Banach. Nos Capítulos 3 e 4 apresentamos definições e teo-

remas e procuramos separar os resultados mais gerais para depois

aplica-los nas escalas de espaços de Banach. Asse.m por exemplo,

provámos em 2.5 - Capítulo 3 que se um certo si.stema (S) tem sol.y
ção então uma distribui.ção dada é integrãvel num ELCHSc, depois fa-

zemos uso desse resultado em escalas de Banach e mais especifica-

mente no Capítulo 5 apresentamos exemplos de quando esse sistema

(S) tem solução .

Após uma série de resultados nos Capi'tulos 3 e 4 prová-

mos a existência de variedades integrais maximai-s em distribuições

integrãveis em escalas de espaços de Banach. No Capítulo 5, além

das aplicações a grupos de Lie e exemplos concretos, provámos que

em espaços de Banach as hipóteses do teorema 2.5 .- Capl'tulo 3, eg.

tão sempre sati.afeitos e portanto nossos resultados incluem essa

classe de espaços.



ABSTRACT

Our pu:rpose i.n thi.s work i.s to study maximal solution of

i.ntegrab].e distri.butions in the conte;c%qí Banach spaces and ap-
plied to the Lie Group theory

In the first chapter we define the spaces where we are

going to work and the results that we will be using later.In chap.

ter 2, after Ovcyannikov-Tremes theorem, we present a proof of Lg
cál Frobenius in Scale of Banach theorem. In the two nexo chapters,

3 and 4, we present new definitions and theorems that wi]]. be ap-

plied in the Scale of Banach Spaces. For i.nstance we prove in 2.5,

chapter 3, that if a system (S) has a solution then a given dis-

tribution is integrable in locally conTeR-spaces, Hausdorff, se-
quentially complete, and the result is used in Banach Scales; in

the last chapter, we present examples of such systems (S) with se
luta.on.

After some general results, in chapters 3 and 4,we prove
the existence of integrable maximal manifolds in integrable dis

tributions in Scale of Banach Spaces. In chapter 5 we tive appl
cations in Li.e grouDS and concrete examoles

l



CAPITULO l

ESCALA DE ESPAÇOS DE BANACH

1 .1 . De fi ni ç ã o

Uma escala de espaços de Banach complexo X é um espaço

vetorial topolõgi.co, reunião de uma fami+lia de espaços de Bal-tach

complexo Xs com norma ll lls e 0<sx<1, com. as segui.ntes propri.edades

(a) Xc= Xs' e ll lls'e 1l lls para todo par s e s', tal que
0<s' <s.< 1 ;

(b) X é li.mate indutivo localmente convexo, separado e sequen

cialmente completo .

Exemplos

1. Se xs: X para todo s, 0<sx<1 então X é um simples espaço
de Banach

2. Se X=nUIYn é um espaço de Si.lva, tomando-sc Xs:l'n para

ii;T< sx<il temos que todo espaço de Salva é uma escala de espaços

de Banach
1 1
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1 .2 . PropEjgdades

1. Teorema gt limitado ([2J- pag. 199)

Se X= U X:, x: é Fréchet, X é o limite indutivo lo
i€1 * *

mente convexo, e X é separado e sequencialmente completo então se

LcZX é limitado em X existe iG l tal que Lc:Xi e é limitado emXi

2. 0 1im ite indutivo dos espaços X. numa escala é idêntico

aquele dos es Dados X l ' n : l s2,

De fato para cada s, o<s€1, existe nç; ]N* tal que i< s e

por hipótese as imersões Xi-->XI são lineares e contínuas

3. Teor'ema

cal

n

Sejaf:D-->X , D um domínio de C e X uma escala de espg.

ços de Banach, uma aplicação holomorfa. Então para cada cEo G D exiâ

te um índice sa tal que f é holomorfa numa vizinhança de ao a vg
lotes em X.

ao

Demonstr'açao: De fato seja V(ao)c:: D uma vizinhança compag

ta de cl.. Então f(V(a.) é um compacto de X logo é limo.tado em X.

A envoltãria convexa e fe.chada I'f(V(a.) é limitada em X. Pelade

sigualdade de Cauchy ([1] -pag. 14) temos

g;lu '}«*,'..,,

onde Br(ao) é uma bola de centro ao e raio r contido em V(ao) . PÊ.

lo teorema do limitado existe sao tal que I'f(Br(ao)) Casa.. Exig.
te então um número real 11> 0 tal que
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il f(n) (..)

Por essa última desigualdade a série
]

l
M$S rnao

nlo "! d(«J Ü.-.J'
converge e é holomorfa em B.(a.) a valores em x. . Chamemos a sé

x L/ =)n. --

rie em.a de í(a) . Como a inversão X. inear e contínua en-

tão f(a) converge em X e então T(a)

0

Corolário - Seja f:S2------>Y, Q abertode um produto de escalas
deespaçosdeBanach [J X(1)x ...X IJ X(n) eYum csDâro' ' 0<s.< 1 s 0<s$1 s ' ' '''" --i'-;'

localmente convexo separado e sequencialmente completo. Então f é

LF-analx'rica se e sõ se sua restrição àQox(1)x...x X(n) é LF-
analÍtica (0<s.<1)

0 espaço de germes gh( n,C

2.1 . De fi niçã o

Chamamos de gh(n,C) ao conjunto de germes das transfor-

mações holomorfas de Cn defina.das em vizinhanças da origem que se

anulam na origem. Com a adição de germes e o produto de um comple

xo por um germe temos que gh(n,C) é um espaço vetorial complexo

Para tudo o que segue denotaremos da mesma forma um ger

me e um seu representante a menos de menção explícita
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2.2. Para cada s>0 associemos o espaço vetorial complexo Xç

dos germes das transformações holomorfas de C'' definidas na bola

Br(0) que se anulam na origem com
l

Itupslx(t)l < H para todo x G Xs'

onde Itl = Itl l + ... + ltnl .

O espaço xs com a norma

ii * iil; suP l x(t)
ltlks

é um espaço de Banach complexo .

Com essas notações podemos afirmar que

(a) gh(n,C) = U X.
0<s3:l '

(b) XscXs' e ll lls'.<ll 111 para todo s, s' com 0<s<s'.<l

(c) A bola unitária e fechada em xs' denotada por B(0,1), é

compacta em xs' , 0<s'< s$1

De fato seja (Xn)nGlIN uma sequência de transformaçõesho
lomorfas em Cn definidas na bola Bç(0) e equilimitadas por l

Pelo teorema de Montei existe uma subseqUênci.a Xnk uni-
formemente convergente nos compactos de B.(0) para uma transforma

ção holomorfa x e em particular holomorfa em Bs (0) , 0<s'<s.<1. ED:

tão Xnk converge uniformemente em Bs' (0) para x. Elas

llxnklls$1 e então llxll;< 1 eassim xG Bs(0,1)

Podemos dizer também que
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li.m X
> s

0<s€1
]41i!... *l

n G]N* n

e portanto ghCn,C) é um espaço de Si.lva e então é separadoe se

quencialmente completo

2.3. Vamos agora olhar gh(n,C) de uma outra forma. Para cada

s associemos o espaço vetorial complexo Y. dos germes das transpor

mações holomorfas de Cn definidas na bola Bs(0) que se anulam na
origem com

.sup IJ(x)(t)l < m para todo
l t l<s

onde se uma matriz quadrada de complexos de ordem n

n

IA 1 : :!;; j!:l'ijl

O espaço Ys com a norma

sup IJ(x) (t) l
l t 1« s

é um espaço de Banach complexo, onde J(x)(t) é o jacobiano de
calculado em t

Com essas notações podemos afirmar que

(a) gh(n,C) : 0<s-<1 Ys

(b)YscYs' e ll lls'( ll 11: paratodopars,s' com

0<s<s'«< l

9

X
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2.4. Teorema

Os limites indutivos localmente convexos de X. e de Y.

dão o mesmo espaço localmente convexo para gh(n,C)

Demonstraremos primeiramente o segui.nte,

Lema

(a) llxlls'.< n llxlls para todopars,s' com0<s'<sx<l

(b) ll xllJ < s ll xll É para todo s, 0<s(l

Demonstração

(a) Seja x holomorfa na bola Bs(0) de Cn

Para l tl<s ' <s temos

ax
ni u)

'i;::ti:i;:"Ü lilltl;l*ih)l

(t) l para i= 1, ...,n

Então

,!: H'',.;b
e portanto

ll *ll :. .. =:; ll *ll !
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(b) A desigualdade do valor médio nos dã para uma transfor

mação holomorfa na bola Bs(0) de C''

lx(t)l -< ltl aGÜOpt] ll x'(a)l

para todo t, Itl<s, onde llx'(a)ll= .sup lx'(a)h
hl. l

lx'(a)hl : IJ(x)(a)hl e: 1lxllÉ jh

Mas

e portanto x(t)l € sllxll2 o que implica ll xll! € s llxll:

Demonstração do teorema

O i.tem Ca) do Lema diz.que a aplicação canónica

Xs > Ys , 0<s'<s$1

é contx+nua e portanto a inclusão

X > lim Ys > s

é contínua acarretando que a topologia de lim. X. é mais fina que

a de lim. Y. . Analogamente o item (b) di.z que a topologia de

.!.!!-->Ys é mais fina que a de liln>Xs

2.5. Teorema do fe chado

Todo subespaço vetorial fechado H de um espaço de Salva

-- X é um espaço de Salva e H = lim>HílXn
A demonstração deste fato, devido a Silvo, esta clarameg:

te feita. em [3]. pagina 148
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Mais adiante usaremos essa propriedade no espaçogh(n,C)

2.6. Grupo 4t .l:i.g Ü6]

Seja X um espaço localmente convexo complexo separado e

sequencialmente completo, G aberto de X munido de uma estruturado

grupo de modo que as aplicações

»

G x G > G G ---->--- G

(x,y) -----»-- xy x >. x'lB

sejam LF-analíticas . G é chamado lglylB. gg !:lg.

Denotando a operação do grupo por çõ as aplicações lineZ
res

L(x): X ) X

h > Q;(x,e)h
e é a unidade do grupo

L (x) : X ->- X

h >0 (x'l,x)h

são uma inversa da outra, Vx € G.

Usando-se a propriedade associativa do grupo e diferen

dando-se com acréscimo h em relação ã segunda variável para va

lotes convenientes obtem-se as equações de Lie do grupo

Çõ;.(x,y)h : L(g) L(y)h
@(x,e) = x
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Q.}(x,y)h (©) L (y)h

@(x,x) = e onde Q(x,y) =@(x'l,y)

A aplicação LF-analítica Lh definida por

G

X

X

L(x)h

é chamada transformação infi.nitesimal do grupo G no vetou h. Verá

fica-se que L(e)h = h, Vh G X
Q

2.7. Ãlgebra de Lie das transformacões infinitesimais [6]

Seja X um espaço localmente convexo separado e

cialmente completo e Gc=X um aberto

O espaço vetorial H(G,X) das. aplicações LF-analíticas é
bra de Lie complexa com o colchete

sequen

ãluma e

€ , n 1 : e'n - n 'É

No caso de G ser um grupo de Lie o conjunto das trans-

formações infinitesimais de um grupo de Lie G forma UHa sl411 4]:gç

bra de Lie de ff(G,X) . Essa sub-ãlgebra é chamada ãlgebra de Lie do

grupo G. Ê possível introduzir em X uma estrutura de ãlgebra de

Lie isomorfa ã das transformações infinitesi.mais, defi.nada por

h,k 1 = L'(e)kh - l.'(e)hk
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8. 0 .gg111g .yng. ãlgebr'a de Lle [6]

O espaço vetorial gh(n,C) com o colchete

h,h l (h)k - J(k)h

onde J(h) é a matriz jacobi.ana de h,é uma ãlgebra de Lie

2 .9 . 0 g ru po de L íe Gh ( n , C)

Chamamos de Gh(n,C) ao subconjunto dos elementos x de

gh(n,C) tais que

det J(x) (0) # 0

Como a aplicação determinante é contínua então Gh(n,C)
é um aberto de gh(n,C)

Com a lei de composição Gh(n,C). é um grupo de Lie
A ãlgebra de Lie de Gh(n,C) é gh(n,C)

Nesse grupo a transformação infinitesi.mal L(x) é igual
a J(x), o jacobiano de x



CAPTTUL0 2

$l. TEOREMA DE OVCYANNIKOV - TRAVES

g. Ovcyanni kov - Treves [4]
uma escala de e

onde t G C, xo € XI e

(a.l) f(t,x) : P)0 Êp'q(x-xo) tq , Êp,q(h):Fp,q(h,''',h)
q>o

Fp,q(hl'..',hp) é p-]inear de X: a va]ores em Xs...para pe ]N*

qG ]N , 0<s'<s<1 , Fo,qe o<s<lXs

(b-l) llF.,q(hl'...,hp)lls - C llh:ll;...llhplls l l

pem* e q€1N

(s) $}

x(0) ; xo

de Banach espaços o Sls

1.1 . Teorema d

Seja
tema

X
S0<sKI

\

2 1
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Ê. . ll . . $ ---u-- --x
o,q'' S ' ' s-s ' nq

Então existe uma Única se.lução analítica x(t) do siste-

ima a valores na escala X no seguinte sentido

(a) (existência) existe um número A, 0<A<n, tal que dado s,

0<s-<1, x(t) é uma função analítica de t, para ltl <A(l-s) a valo-
res em X

(b) (unicidade) se para algum s, 0<sx<1, .exi.ste uma função ana.

lítica de t numa bola aberta centrada em 0, a valores em X. e sa-

tisfazendo o sistema acima então ela deve ser i.qual a x(t)

ma ac

S

'' 9 -l -J
, q € ]N , r. n, C > 0

Obse ovações

(1) ' : «i« I'í , i--l
(2) Se xo € Xso' 0<sox<1,

tro na origem, Itl < A(se-s)

então x esta defina.da no disco de cen

Comentários sobre a demonstração

Para a demonstração escreve-se x-x. = } x. tn e x'(t)
t'' ' e calcula-se os possíveis coefici.entes

xk+l : l q+nl+...+np:k Fp,q(Xnl'
xl : Fo,o

da expansão anali'teca de x em volta de o.

Isso determina xk+l com função de Xn para nx<k e então
prova a unicidade
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A existência é estabelecida por uma estimativa para ll xnlls'
provando-se que

,!: &A ( ]- - s )
9 S

1. z. llp.ê.!s.!sz S.g!!!JC.e.!gli= .iâ. .gP. ]SglSU .gS gy.gC.g.g!!i.gWEs]

Sejam rll' R, CI >0 constantes tais que 0<nl<n, 0<R<r e

onde r, n e C são as constantes de (1.1)

cl : c l.U
n

-1

.]
1.-}r

-1

) Para o sistema(S) de(1.1) seja f(t,x) definida em

Bnl(0) xV(xO'R) onde V(xO'R): 0<sx<IBs(xo'R) a valores emX

(b.2) f(t,x) é G-analítica em Bnl(o) '«.Bs(xo'R) a
Xq- ' para todos 0<s'<ss<1 e

( a 2

)

valores em

cl
11 ' \'''J ll Sí \'" ;-S

Então as hi.põteses (a.l) e (b.l) implicam (a.2) e (b.2)

Reciprocamente se valem (a.2) e (b.2) e tomarmos C=C., n:n. e

r: -:- temos que valem (a.l) e (b.l)

$2 TEOREMA DE FROBENIUS LOCAL

2.1 . Teorema

Sejam X e Y espaços localmente convexos, separados c se
quencialmente completos. Sejam Ac= X e Bc:Y abertos c
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.>Yf : A x B x X

uma função LF-anall'ti.ca tal que a expressão

(E) fx(x,y) kh+ f;(x,y)(f(x,y)k) h

é sim.étnica em (h,k) e XxY, para todo (x,y) € Ax B, isto é, vale

a condição de i.ntegrabilidade (C.l.) para f(x,y)h
Se o sistema

dg(t,x)
dt [xo+t(x-xo) , g]

g(o,x) : yo

com (xo'yo) G AxB, tem solução em VxU(xo)clC xA, onde V é unaber

to conexo que contem 0 e l e U(xn) é uma vizinhança de xn' então
o. sistema

y'(x)h = f(x,y)h

y(xo) : yo

tem uma única solução para x numa vizinhança de

Demonstração

Un{ ci dade

Se o sistema tiver solução então y'(x)h = f(x,y(x))h,

y''(x)h': fx(x,y(x))h' ''' fy(x,y(x))y'(x)h

fx(x,y(x))h2'+ fy(x,y(x))(f(x,y(x)h))h



h) (x,y(x)) = (6(h,fh) õ

(h,fh))'p] (x,y(x))
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(h fh)f )

X x Y > Y

(x,y) > y

e (6Ln,ínlfh)(x,y(x)) é a diferencial de f(x,y(x))h com acrésci

mo h. Por indução temos que

y(n) (xo)hn : [(6(h,fh))np

Desenvolvendo y em série

y(x.--h) : .!. -#. [(õ(h,fh))"P] (xo'y.)

im a unicidade decorre da expressão aci.ma

E xi s tê n ci a

Por simplicidade tomemos xo:0 e yo:0. Então

:gi- g;(t,x)h : f;(tx,g)thx + $(tx,g)g;(t,x)hx + f(tx,g)h

-i]b- [tf(tx,g)h] = f(tx,g)h + tf;(tx,g)xh + tf;(tx,g)(f(tx,g)x)h

Então

d

[9](x ,yo)0

e ass

g.'. ( t x)h tf(tx g)hx \ ''dt 9



= f;.(tx,g) (g;Ct,x)h)x - tf;(tx,g)(f(tx,g)x)h +

x - tf.:(tx,g)xhX

(A)

Pela simetri.a em (h,k) da expressão (E) temos

f;(x,y)hk - f;(x,y)kh : fy(x,y) (f(x,y)k)h - :fy(x,y) (f(x,y)h)k,

apli.bando em (A) vem

d
ãi Lg:iLt,XJ» - ':'(tx,©h

: f;(tx,g) (g;(t,x)h)x - tf;.(tx,g) (f(tx,g)x)h

+ tf;(tx,g)(f(tx,g)x)h - tf;(tx,g)(f(tx,g)h)x :

= f;(tx,g) [g;(t,x)h - tf(tx,g)h] x

Mas gCO,x)= 0 e portanto g.:(0,x)h= o

Seja elltão o sistema

[ :]! [gx(t,x)h - tf(tx,g)I'] : fy(tx,g) ]g;(t,x)h - tf(tx,g)h:] x
l

l g;(o,x)h - of(o,g)h : o

Fixado x temos um sistema linear onde a apli.cação
solução . Assim

f.'.(tx g) th+ )X

+

nula é
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para todo t G V. Logo para t:l temos

g;(l,x)h : f(x,,g(l,x))h

Assim g(l,x) satisfaz a equação

y'(x) = f(x,y)h

Provemos que g(1,0)= 0.. De fato

= f(tx,g)x então

Mas V é convexo então g(t,0) é constante e portanto g(1,0)= g(0,0)=0

2.2. Teorema

Sejam X um espaço de Banach complexo e Y= U Y. uma es
0<s.<1 s '

cala de espaços de Banach. Seja o sistema

l y'(x)h ; f(x,y)h
(s) l

l y(xo) : y.

yo É; YI e

f: BR(0) xo<U.$1Bs(0'R) xX > Y

(x,y,h) > f(x,y) h

BR(0): bola de X e Bs(0,R): bola de Xs

Além disso f restrita a BR(0) xBs(0,R) x X assume vítlo-
res em Ys', o<s'<s€1 e é G-analÍti.ca com

g(t,o)dt
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11 f(x,y)hll s' . ;â'r ll h ll , c>o

Se vale a condição de integrabilidade para f(x,y)h então existe una

Úni.ca solução y(x,xo'yo) LF-anali+tica para x € Bp(0), xo € Bp(o),
y. G B.(0,p) a valores em Y, onde p= ------
' " 192ezC

Demonstração

Sej a o sistema

[ ã.f. = f [xo + t(x-xo) ,g] (x-xo)
(s') <

l g (0,x)

A mudança de variáveis
lente

g-yo x-xo fornece o sistema equivg

# : ' [*. * ':, 7 . ,'.] :
y(0,x) = 0

Para ltl<3; iiitt<â , k; llxoll<R ; ljyjj<R , onde k é
um número a ser determinado, e ljyolll<K teimas ll xo+t i ll
= ll xo+t(x-xo)lj<R e ll y+yoll ; ll g ll <R. Portanto

11 f(xo+ti, y+yo)illls' .< C l k

Pelo Teorema de Ovcyannikov, (1.1) e (1.2), existe 7(t,
i, xo' yo) analítica para ltl<Â(l-s) onde

l 3 R l
' : "'" it ' i;:ta }
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C

Então

g(t,x,xo'yo): y(t,x-xo'xo'yo) +yo

é LF-analz+tica e é solução de (S') quando Itl< 3

y.ll l«p (p: i R )

g: (ltl< 3 (l-s)) > Ys

Como a imersão Ys > Y é linear e

g: (ltl<-g.-) > Y

Pelo teorema (2.2) existe uma Única sol

y(x,xo'yo) : g(l,x,xo'yo)

ema de Frobe ni us l o ca l

Sejam X : U X.
0<s$1 '

Banach . Sej a o sistema

yo € Y e

0<U$1Bs(0,R) x 0<U$1Ds(

(s)

y'(x)h = f(x,y)h

y(xo) : yo

2 . 3 Teor'

escalas

0 , R) x X

X < P0

solução

YY :e
0<s/]' ''lc-'

onde
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Bs(0,R) : bola de centro 0 e raio R de X., e
Ds(0,R) : bola de centro 0 e raio R de Y

Suponhamos também que f restrita a BS(0,R)x Ds(0,R) x Xs
toma valores em Ys', 0<s'<s.<1, é G-analítica e

com

S

11 f(x,y)hll s' \< C ;::;-r ll hlls

com f(x,y)h satisfazendo a condição de. integrabi.lidade. Então edis

at'val.:- .« Y "'«d'F-'':".Í'l o.ki';O'n »'..k,-';m'Ü'«..kl';m 'd
192e2C

PÊP g n s t raça o

Seja a, 0<a.<1, xo C Xa e yo € Ya ' Seja a, 0<as<1, a=act
e l la: ll llaa ' Para llxlla<R, jyja<R, h € Xcl e 0<a'<a.<1 verá.
mos que if(x,y)hla' s< U ljh lla e portanto teremos y(x,x.,y.)

solução para x numa bola de Xa' xo numa bola de Xa e yo numa bola
de TI.: Ya ' como no teorema (2.2)

De fato para llxlla<R temos llxllaa$1lxlla<R então

11 x 11.. « R ]

lyl.: llyll.a«K 1 -» 11 fCx,y)hll.... ciiaggn- jlh ll~.
h € x l

(1 /

(0<a' <a.$1 -> 0<aa' <aa<cE€1)

Portanto

If(x,y)hja. 11 f(x,y)hll ... . a:g-r ll 11.



t >

31

Então como no teorema (2.2) teremos y(x,xn'yn) soluções

LF-analticas definida em Ba(0,P)xBa(0,p), p: K , a valoresu ' ' u ' ' 192e2C
em Y. Para cada cl existe uma solução ya(x,xo'yo) que coincide nos
mesmos pontos independentemente de a devido ã expressão recorren-

te dos coefi.cientes da expansão em série como em (1.1)

Assim temos uma aplicação y definida em

0<U-<]Ba(0,p)) x (0<U(].Ba(0'p)) x (o<U-<lDa(0'p)) : Q

a valores em Y

Provemos que y é LF-analítica. De fato seja uma função
ca y de um aberto VcZC a valores em Q

q

analiti

(x(t) ,xo (t) ,yo (t) )

Pela propriedade 3, SI, capítulo 1, existe para cada t É; V um at

tal que y restrita a uma vizinhança de t .toma valores em Bat(0,p) x

x Bat(0,p) x Dat(0,p) e õ anali'ti.ca. Então yoy é analítica restri.-
ta a essa vizinhança de t e portanto y é LF-anall'tida

Observação

No teorema de Frobenius se tivermos o mesmo sistema e

o<s.<IBs(wo'R)) * (o<s(IDs('o'R)) »' X >Y

tal que f restrita a BS(wo'R) x DS(zo'R) " XS assume valores em YS-,
0<s'<s.<1, é G-analítica com llr(x,y)hll s'-< .c . i:à-.r ll hll s e vale

a C.l., então existe uma única y(x,xo'yo) LF-anali'ti.ca em
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0<U€1Bs(wo'p)) x (0<U<IBs(wo'p)) * '(0.U<lDs(;o'p))

a valores em Y, com p
R

192e2C



CAPTTUL0 3

Nesse capa'tulo os espaços em .questão X, Y, etc., sempre

serão espaços localmente convexos separados e sequenci.almente com

plenos

$l . VARIE DADE ANTE GRAL

1 .1 . V a ri e da de a n al T t{ ca

Seja McZX com M= U O: onde
i€1 *

existe uma bi.jeção Ç3i de Oi e.m gi(Oi), este um aberto de
um espaço Y.i

gi(OinOj) é aberto em gi(.Oi) para todo i,j de l

Oiogj :Qj(oinoj) » 0i(oj.noj) é analít
do i, j de l

gil : gi(Oi) > X é analt'teca;

(gil)'(zi) : Yj > X é i.njetora, para todo z G Oi' pg
rà todo i € 1, onde zi: gi(z)

10]-ca para

( a )

( b )

( c )

( d)

( e )

33
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Cada par .(gj.,Oi) é chamado ca-rta da coleção A;(gi'oi)iCI
e Á é chamado um atlas de M.

Exi.ste uma única topologia em M tal que as aplicações g;

são homeomorfismos e os subconjuntos Oi são abertos ([6] ou [7] )
Dois aulas A e A em M são cg111pqtÍveis se

(a) as identidades (M,Á) > (M,A) e (M,A)

contínuas;

(b) as aplicações gj o@il e gj.ogjl são.respectivamente ana-

líticas em gi(oi rlÕj) e gj(Oj nOi) para todo par de I'ndi
ces x)J

Uma variedade pn:a!.11Ê:i;SZ 1.{ eln X é um conjunto b{ de X e

uma classe de equivalência de atlas de M dado pela relação de com
patibilidade

> (h'í,A) são

:1 . 2 . E s p aço tan ge n te

Seja M uma pari.edade analz'teca em X e z um ponto de I'{
O espaço tangente a M em z e o espaço vetorial

Tz(M) Cgii) ' (zi)Yi

onde zl : gj (z)

O espaço vetorial TzCM) não depende da carta (gj.,Oi) eâ
colhida ( [6] )

$2. DISTRIBUIÇÃO INTEGRÃVEL

Seja llc=X um aberto de X e H um subespaço vetorial fe
chado de X com suplementar topolõgico.
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2 .1 . De fi ni ç ã o

Uma distribuição 1) em U é uma aplicação f,

f: U x H > Y

Cz,h) > f(z)h

analz+tica e tal que para cada z € U as aplicações,

f(z): H > X

h > f(z)h

são lineares e onde f(z)l-l e H são isomorfos topologicamente

2 . 2 . De fi ni ç ão

Seja Mc] U uma variedade analítica em X. Dizemos que M é

uma variedade integral de uma distribuição D em U se para cada z É; M

T,(M) : f(z)H

Sempre que for conveniente.denotaremos por Mz uma variedade ante
gral M tal que z € M e diremos que M passa por z

2 . 3 De fi ni ç ão

Seja Z) uma distribuição em !J.

(a) Dizemos que D é ipliZg1.4yçl se para cada z € 1J existe uma

variedade integral de O que passa por z

(b) Dizemos que 1) tem a propriedade (P) se para cada zo € 1J

existe uma projeção p sobre f(zn)H e finta vizinhança

V(zo)c=lJ tal que para cada a € V(zo) a restrição de p a
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uma vizinhança IV. de ! em M, é uma carta. Além disso exis
te uma aplicação holomorfa z= z(x,a) ,

z: V(P(zo)) * V(zo) > X

(x, a) > z(x, a)

onde V(p(zo)) é vizinhança aberta de p(zo) em f(zo)H e
tal que para cada a € V(Zn), a restrição da aplicação

z(x,a) a p(Wa) x {a} é inversa de p restrita a IVa

Observacão: Sempre podemos ter p(V(zo)c=V(p(zo)) porque pé
contínua

2.4. Teorema

Seja O uma distribuição integrãvel em U com a propri.eda

de (P). Seja zo € U e suponhamos que para cada z É; Xr(zo) a apli-
cação

pof(z) : H > f(z.)H

seja inversível e para cada h É; f(zn)H a aplicação

V(zo)
Z

> H

-» b...,H -: «

seja LF-analítica. Então para a numa vizínJlança de zn e x nuilla vi

zinhança de p(zo) em f(zo)F! o sistema (S) está satisfeito

l z' (x,a) : f(z) o l pof(z) I''
(s) <

l z(p(a) ,a) = a

)
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onde z'(x,a) é a notação da diferencial de z em relação a x

Demonstração

Existem vizinhanças Vl: VI(p(zo)) conexa, Vla f(zo)H, e
V2:V2(zo) tal que z(VI'V2)c=V(zo) porque z é conta'nua

Seja a G Vj= V2n p'"(VI). Sabemos que D restrita a uma

vizinhança Wa em 1'4a é carta. Seja Wa tal que IVaclV2' Asse.m

p l z(x,a) 1 = x x É; PrIVa) e

di.ferenci.ando em relação a x obtemos

(A) poz ' (x , a) h h € f(zo)H

Como O é integrãvel

T,(Ma) f(z)H , z É; 1'4.a

e portaltto

(B) z' (x,a)h = f(z(x,a))k para k É; H

Substi tuindo (B) em (A) temos

pof(z(x,a))k

Fias z(x,a) G V(zo) e então pof(z(x,a)) é inversível; o que permi
te escl'ever

k pof(z(x,a))] -lh
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Para x G p(w,) e a G V;(z.) obtemos

z'(x,a)h

z(p(a) ,a) : a

f(z(x,a) ). l pof(z(x,a)) 'lh

Do fato de VI(p(zo)) ser conexa e usando o teorema de ex

tensão para funções G-analíticas, [8] , temos para REVI(p(zo)) e
a G V;(z.) o sistema (S) ,

Í z'(x,a): f(z(x,a)) [pof(z(x,a))] 'l
(s) <

l z(p(a) ,a)

2.5. Teorema

Seja D uma distribuição em U e para cada zn G U suponha.

mos que exista uma projeção p sobre f(zn)H tal que a aplicação

pof(z): H -> f(zo)n

seja inversível para todo z numa vizinhança w(Zn) e para cada heH
a apli.cação

w( zo)
Z

.> H

-» ['pof(d] -lh

seja LF-analítica. Se o si.stema (S)

'' l :ili:ii,i :':' 1"«,,- ':
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tem solução holomorfa z(x,a)

z(x,a): V(p(zo)) '« V(zo) > W(zo) ,

p(zo)) é vizinhança de p(zo) em f(zo)H e V(zo) é vizinhan-
em U, então O é uma distribuição integrãvel com a proprig

dade (P)

Demons tr'ação

Do sistema (S) vem que

'(x,a)h : f(z(x,a)) apor(z(x,a) l 'lh , hef(z.)H

Aplicando p a ambos os membros temos

poz'(x,a)h

mo s e s creve r

(poz) ' Cx , a) h

Da condição inicial vem

poz(p(a) , a) : p(a) ,

tomando-se, sem perda de generalidade, V(p(zo)) conexo e

v'(z.) : v(z.) n P'l(v(P(z.)))

Z

linear podee colho P e
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para x G V(p(zo)) e a € V'(zo)
De (A) temos que a aplicação z(x,a) para a € V'(z.) é

injetora, logo para cada .3. fi.xado,z(x,a) e p restrita ã imagem de
V(p(z.') ) são inversas

Também do s (s)istema temos

z ' (x, a) f( zo)H f(z(x,a)) l pof(z(x,a)) 'lf(zo)H

como z(x,a) € 1V(zo) temos que pof(z(x,a)) é inversi'vel e então

z ' (x, a) f(zo) n f( z (x , a) ) H

Portanto a imagem pela aplicação z(x,a) para x € V(p(z.)) é uma vg:
piedade integral,que passa por .g,da distribuição Z) com a proprie-
dade (P)

2 .6. Co rol ãr{ o l

Nas hi.póteses do teorema (2.5) para 2 nt-ima vizinhançade

zo em U e x e y numa vizinhança de pCzo) em f(zo)H temos

z (y, z(x ,a) ) : z (y,a)

Demonstracão: Existem vi.zinhanças, VI(p(zo)) em f(zo)H cone-

xa, V2Czo) tal que z(VI'V2) c:V(zO). Para x,y € VI(p(zo» eaeV2(zo)
os valores z(k,a), z(y,a) e z(y,z(x,a)) estão bem definidos. En:

tão as funções z(y,a) e z(y,z(x,a)) bati.sfazem ã mesma equação di

ferenci.al em y com a mesma condição inicial para y=x

z(x, z(x , a) ) z(p(z(x ,a) ) , z(x ,a) ) z (x , a)
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portanto z(y,z(x,a)) z(y,a) para x,y É; VI(p(zo)) e a G V2(zo)

2. 7. Co rol ã rio 2

Seja Sb o suplementar tipológico de f(zo)H segundo p. Se

a € (zo+So) então para 3 numa vizinhança de zo z(p(zo) ,a) :a

Demg11$111 qç$ç!: De fato p(a) p(zo) então para a G V(zo)

z (p(zo) ,a) z (p(a) ,a) = a

2.8. Ainda sob as hipóteses do teorema (2.5) vamos definir

duas funções holomorfas F e G em vizinhanças de z.. Para i.sso seja

perda de generalidade vamos tomar V(z.), como em (2.5), como um

produto de vizinhanças de p(zo) em f(zo)H e de q(zo) em f(zo)11. %.
fmi.mos

F: V(zo) >X F(a) :p(a)+z(p(zo),a)-p(zo)

G: V(zo) >X G(A) : z(p(A), A-p(A)+P(zo))

Em particular vemos que F(zn) zo e G(zo) : zo

2.9. Teorema

Para a e A em vizinhanças convenientes de z. temos

(i) (G o F) (a)

(ii) (F o G) (A) = A

De mo n s t rasgo

(i) (GoF)(a): G(F(a)): z(p(F(a)), F(a) -p(F(a)) +p(z.))
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z(p(a)+p(z(p(zo) ,a)) -p(zo), p(a)+z(p(zo),a)

p(a) -p(z(p(zo),a) -p(zo)): z(p(a)+p(zo) -p(zo) , z(p(zo) ,a) -p(zo)+p(zo))

z (p(a) , z(p(zo) a)

Tomando-se a numa vi-zinhança conveniente, pelo Corolãri.o

(2 .6) temos

z(p(a),z(p(zo),a)): z(p(a),a)

(ii) (FoG)(A) : F(G(A)) : F l z(p(A),A-p(A)+p(zo))

z(P(A) ,A-P(A)'''P(zo))j '''

+ ã(p(zo),z(p(A),A-P(A)+P(zo)))-P(zo)

Do fato de p ser i.nversa sobre a imagem d

io (2 .6) temos

(FoG)(A): p(A) + z(P(zo),A-P(A)'-P(zo)) - P(zo)

A-p(A)+p(zo)j G zo+Scr então pelo Corolãri.o (2.6)

FoG (A): p(A)+A-p(A)'p(z.)-p(z.)

2.10. Obse rva ção

Seja X um espaço de Banach. Então

F'(G(A))G'(A): IX e G'(F(a))F'(a) : IX

q

do Coroe z e

lãr

Mas

APara temosa zo
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F'(zo)G'(zo) : IX e G'(zo)F'(zo) : IX

Então pelo teorema da função inversa existe uma vizinhança de zo

onde F e G são i.pversas

2.1 1. Teo rema

Para a .a. v.tzJ-tatxi(aaxbcA \#vnv / .LvAxb-v wv HO

F ' (a) f(a)H = f(z.)H

que

Demonstração

F(a) : p(a) ' z(p(zo) ,a) - p(zo)

Diferenciando com acréscimo k temos

(A) F'(a)k : p(k) + za(P(zo),a)k

Corolário (2.6) para g: e x em vizinhanças

z(p(zo) ,z(x,a)) : z(p(zo) ,a)

Diferenciando a expressão acém.a em relação a x

l € f(z.)H temos,

Za(P(zo) , z(x,a) ) . z ' (x,a)h

Mas z'(x,a)h = f(z(x,a))(pof(z(x,a)))'lh logo

z' (x,a)f(zo)n : f(z(x,a))}l

za(P(zo) ,z(x,a))f(z(x,a))n : o

Pelo

cimo

o'' '

conven],en

tes

com acres

e portanto
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Para x:pCa) essa últi.ma expressão fica

(B) Za(P(zo) ,a)f(a)H ; 0

De (A) e (B) temos

F'(a)f(a)H: p(f(a)}l) : f(zo)H

$3. DISTRIBUIÇÃO INVOLUTIVA E TEOREMA DE FROBENIUS LOCAL

Nesse parãgrafó conta.nuaremos com as mesmas notações do
parágrafo anterior

3. 1 . De fí niç ã o

Uma distri.buição D é i.nvolutiva se l f(z)h,f(z)k l € f(z)H
para todo h,kGH e para todo z GU , onde o colchete [,] signifi.-

f(z)h,f(z)k 1: f'(z) (f(z)k)h - f'(z)(f(z)h)k

e f'(z)h é a diferencial de f em relação a z para h fixado.

3.2. Teorema

Seja Z) uma distribuição e para cada zo € U seja pumaprg

jeção sobre f(zo)H. Se para cada zo a aplicação

p o f(z) : H > f(z.)H

é inversível para z numa v'izinhança de V(zo) e para cada h € f(zo)H
fixado.

V(zo) > H
-1of(z) h>Z
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é analz'teca então .O é uma distri.buição involutiva se e somente se

o colchete Lg(z)h,Q(z)klpertence a f(z)n para todo h,k € f(z.)H OD:

de g(z)h : f(z) [pof(z)'] ''h

2silaap.âilirâsi]ãe.: O teorema 27, pagina 61, [6] afirma: sejam X,Y
e Z são espaços localmente convexos separados e sequencialnente com

pletos, L é uma aplicação LF-anal.z'teca em UxY, U aberto de X, com

valores em Z, onde a aplicação

Y

X

Z

L(x)h

é linear para todo xC U: seja €1 LF-anali+tica em U com valores em

.Y então a diferencial da aplicação

u > z

x > L(x) €1(x)

no ponto x com acrésci.mo h € X é

L' (x)h € (x) + L(x)e ' (x)h

Usando esse teorema para o colchete l g(z)h.,g(z)k l temos

a' (z) (g(z)k)h : f'(z) (g(z)k) ].pof(z)] 'lh '- f(z){ [Pof(z)] 'lhJ'g(z)k

@'(z) (g(z)h)k : f' (z) (g(z)h) [pof(z)] 'lk ''' f(z){ [pof(z)] 'lkl'g(z)h

Chamando [pof(z)] -lh =h' eH e [pof(z)] -lk =k' eH te

mos 0(z)h=f(z)h' e g(z)k=f(z)k' e portanto
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@'(z) (g(z)k)h : f'(z) (f(z)k')h' ' f(z){Epof(z)]'lhl'f(z)k'

g' (z) (g(z)h)k : f'(z) (f(z)h')k' + f(z){Lpof(z)]'lkl'r(z)h'

Reagrupando as parcelas temos
e

Q( z) h ,g( z) k f(z)h' , f(z)k' l +

f( z) h' f(z){ [(pof(z))'lh
\

f(z)k' - [(pof(z))'lk

Como l pof(z) l 'lh tem valores em H,a diferencialemre

lação a z esta em H, então u É;H. Portanto

g(z)h,g(z) k € f(z)H

A demonstração da recíproca é evi.dente da ülti.ma igualdade

3. 3. Obse rvac ao

Seja O uma distribuição nas hipóteses do teorema (3.2)
a equaçãoentão para

z'(x,a)h : f(z) l pof(z) l '"h : çó(z)h

vale a condição de integrabilidade (c.l.) se e só seja(z)h,g(z)k
=0. De fato,como o segundo membro não depende de x,podemos escoe

0.;(x,z)kh + g;(x, z)(Çj(z)k)h ; gl:(g(z)k)h

g;(x,z)hk + @;(x,z)(g(z)h)k: gl:(g(z)h)k
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Seja 12 uma distribuição nas hipóteses do teorema (2.4)

ss.e capítulo. Então o segundo membro da equação z'(x,a)h

f(z) I'pof(z)l 'ih satisfaz à condição de integrabilidade

Demonstração: C.hamando Q(z)h= f(z) [pof(z)] 'xh

g(z)h,Q(z)k 1= g' (z)(g(z)k)h - g'(z)(g(z)h)k

Pelo teorema (2.4) para x numa vizinhança de p(zo)
h = g(z(x,a))h e então

z' ' (x,a)kh : g' (z(x,a)) z'

Analogamente

z' '(x,a)hk : g'(z(x,a))çó(z(x,a))hk

x,a) é analítica então z'' é bilinear e simétrica e

çó'(z(x,a))g(zCx,a))kh = g'(z(x,a))ÇÓ(z(x,a))hk

Para x; p (a) temos

g'(a)g(a)kh : Q'(a)g(a)hk

ança de zo' Logo

l çó(a)h,g(a)k l = 0

4 Te

de

a)z'(x l

g ' (z (x a) )g( z(x a))kh(x a)kh ) ))

z (Como assim

vizinha Ruinapara
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e portanto va]e C . ]l

3.5 . Corolário

Uma distribuição integrável com a propriedade (P) é in
volutiva

Demonstração: Pelo teorema anterior o sistema CS) obedece ã

C.l. . Da observação (3.3) temos [@(z)h,g(z)k] :0 e portanto usan
do o teorema (3.2) a distribuição é involutiva

3 .6 . Teorema

Seja D uma distribuição involutiva e zo € U tal que p sg.
ja uma projeção sobre f(zo)H com

pof(z) f(zo)n

inversi+vel para z numa vizi.nhança Vazo) e para cada he f(zo)H fi
xo,

V(zo)
Z

.> H

-» [p'í(')] 'lh

analítica. Então o segtmdo membro da equação z'(x,a)h : f(z) l pof(z) i 'J.h sg

tisfaz a C.l. para z G V(zo)

Demonstração: Chamámos de (l a apli.cação q(z)

k G f(z.)H temos

z -P ( z) Para

h,

g(z)h : f(z) l pof(z) l ''h

:''', b.'',ü':«] . -l'',,P.''+ 'lh'
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+ P(z)h ,

g( z) h ,g( z) k Q ' (z) (P(z) k) h Q ' ( z) CÇÓ ( z) h) k

Para h, k fixos chamemos a expressão aci.ma de gCz) . Co-

mo P(z)h esta no suplementar de f(zo)H então g(z) também esta nes
se suplementar logo,

p(gCz)) = 0

Do teorema (3.2) como t) é involutiva g(z) ef(z)H e então g(z)=

: f(z)k(z) com k(z) CH. Aplicando p temos p(g(z)) = o :FI)oí(z3t(z)
Mas pof(z) é inversível em V(zo) logo k(z) =0 em consequência

g(z) = 0 = [g(z)h,g(z)k'] . Da observação (3.3) vale a C.l

q

i c ur cllia uc r i v uçii } u D

de espaços de Banach

Agora com as definições e os resultados do S3 podemos re-

enunciar o Teorema de Frobenius visto em (2.3), capi'tulo 2
Vamos trabalhar com uma escala X= U X onde admi.temos

0<s61 '
a propriedade de que se H é um subespaço vetorial fechado então H
é também uma escala de espaços de Banach dada por

l o cal d:i s t r'i b u'iç ão e s ca] a3 7 denuma uma

H = lim H n X.
> s

Teorema: Seja O uma distribuição involutiva emU , UCX aber

to e X= U X. uma escala de espaços de Banach tal que para ca
0<sgl '

da zne U existe uma projeção p sobre f(zo)H com

pof(z) : H > f(z.)H



se

inversÍvel para z € V(z.) s$1Bs(zo'R) 'e para cada h € rezo)H

V(zo)
Z

.> H.

-» [p'í(d] -lh

seja LF-analítica. Seja o sistema

1 [ '1 . 1
l z' (x,a) = f(z) l pof(z)

(s) {
l z(p(a) ,a) : a

'h

com

l f(z) l pof(z) 'lhjl s' ( C ;::'T ll h lls

para z € V(zo) e h € f(zo)H
vel

Então. a distribuição Z) é integra

Demonstração; Do teorema (3.6) temos que vale a condição de

integrabi.lidade para z'(x,a) : f(z) l pof(z) 1. 'lh. Pelo teorema (2.3)
do capl'tulo 2 o sistema (S) tem solução e portanto pelo teorema
(2.5) desse capz'tulo D é uma distribuição integrãvel

3. 8. Teorema

Seja Gc=X um grupo de Lie, X um espaço localmente con

mexo separado e sequencialmente completo e H uma sub-álgebra de

Lie que é um fechado em X. Seja em G a distri.buição L(z)H onde L

é a transformação infinitesimal do grupo G. Se €1 e n são aplica
ções analíticas definidas em ç2c: G a valores em X e tal que EI(z) e



L(z)H então l e,TI lz G L(z)H' onde

[E,n], : E'(z)n(z) - n'(z)e(z)

Demonstração

Ç(z) e rl(z) G L(z)H -:> L(z)'"€1(z) e L(z)''Q(z) G n (1)

L(z) ol(z)'l: ix '» L'(')hl(z)'l' L(z) ]L(z)'l] 'h= 0

1.(z)'lL'(z)hl(z)'l' ]'L(z)'l] 'h = o (2)

Diferenciando L(z)'lE(z) e Í.(z)'ln(z),usando (1) e (2)

1,(z)'lq'he(z) + L(z)'le'(z)h

-L(z)'ll,.(z)hl(z)'l' e(z) + L(z)'le,(z)h

Analogamente

-L(z)'IL'(z)h L(z)'lD(z) + LCz)'lrt'(z)h GH

Substituindo nas duas Últimas desigualdades h por Q(z)e

(z) temos

(z)Q(z) - n'(z)e(z)) G H

)h,L(z)k ] : L(z) ] h,k ] ,[6] , e então
\

(z) L(Z) kh - L' (z) L(z)hkl

L(z)'llL' (z)e(z)L(z)'lQ(z) - L'(z)R(z)L(z)'le(z)
+ \

estão em

temo s ,

€ H 9

E

L(zMas

l
(z)

l' L(z) Ç

-1L(z) L
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como L(z)'le(,) e h c

(z)e(z)L(z)'ln(z) - L'(z)íl(z)L(z)

L(z)'lE(z) , L(z)'l'n(,)

Então

1,(z)'le(z),L(z)'ln(z)] ,. L(z)-l [e,n], € H

Como [L(z)'lE(z),L(z)'ln(z)] G FI então l.(z)'lEC,r], en

e portanto [E,n'] : € L(z)HL .J '

Corolário 1 . Num grupo de Lie G a dista'ibuição L(z)H é i-nvo-
lutiva

Corolário 2. Seja em G a distribuição L(z)ll e para z. € G su

ponhamos que p é uma projeção sobre L(zo)ll com

P o L(z) : H ------> L(zo)}i

inversÍvel para z numa vizinhança V(zo).. Então o s
equação

z' (x,a)h = 1,(z) (po](z))'l]

satisfaz à C.l

lL(z)Olhando k n ( z) temos01110

membro daeç,lin doc)

l

Evidente doDemons traçãg corolário (3do 6)anterior teoremae

l
1,( z)



CAPTTUL0 4

Neste capi+tulo vamos supor que estamos sempre nas hipó-

teses do teorema 2.5 do capz+tulo 3. Em consequência temos uma diZ

tribuição 1) em U integrãvel com a propriedade (P) . Assim, numa vj:

zinhança de lpn ponto zoGU as variedades integrais são soluções do
sis tema

: f(z) [PofCz)]'l

a) : az (p ( a)

Vamos demonstrar que para cada ponto zoeU existe uma

única variedade integral maximal conexa Fz isto é qualquer outra

variedade integral conexo de O que passe por zo esta contida em
0

F
zo

$l UF4A NOVA TOPOL O GIA E M U

Vamos definir em U uma nova topologia vN através de um

sistema completo de vizinhanças em cada ponto zGU que seta denota

do por y7.

Uma vizinl)onça de zo é qualquer subconjunto de U que
53
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contenha a imagem de uma vizinhança de p(zo) em f(zo)H pela solu-

ção do sistema (S), com condição inicial z(p(zo),zo):zo

1. Para cada zo' l/z.#g porque o sistema (S) por hipótese tem
solução.

2. Para cada zo e V€1/z. temos que zoeV porque z(p(zo),zo):zo

3. Se VCU. e V'nV então V' É; [/,
0 0

4. Se V,WGI/zo então vnwGt/zo porque a solução z(x,zo) é inje-
tora.

5. Provemos que se VGUzO existe 0Gt/ZO tal que Oc=V e O€1/z pa-
ra todo z€0.

e

Antes disso privemos dois lemas

.LSng. .! - Seja zoGU. Para z] numa vizinhança conveniente de

zo em Mz. temos que (Fo+l)(x)-F(zl) assume valores em f(zO)H para
x numa vizinhança conveniente de plCzl) de f(zl)H onde

F é a função defi.nada no item 2.2 do capi+tulo 3,

pl e uma projeção sobre f(zl)H,
d). é solução do sistema (S) com condição inicial em zl e pl

no segundo membro ao invés de p e abreviamos +l(x,zl);

+l:(x) e z(x, zo) :z(x)

Demonstração: Pelo teorema 2.2 do capítulo 3 para .g numa vi

zinhança de V(zo) temos

F' (a) f(a)n : f(zo)H

Seja uma vizinhança V(p(zo)) em f(zo)H tal que



z (V(P ( zo) ) a V( zo)

Tomemos zlGz(V(p(zo))). Existe uma vizinhança IV(pl(zl))
condxa em f(z])H tal que

+[ (W (P[ ( z] )) ) c V(zo)

os

[(Fo+[)(x)-F(z].)] 'f(z])n : F' (+].(x))d'i(x)f(zt)n

F' C+l (x)) f(+l (x))(pior('bl (x))) 'lf(zl)H

F' (+. (x) ) f(+. (x) )n

Calculem

mas +l (x) eV(zo) logo

[Fo+[(x)-F(z].)] 'f(z].)n ; f(zo)n

Aplicando-se q:l-p a ambos os membros temos

[(qoFo+l)(x) - (qoF) (zl)] ' f(zl)H

o xeW (pl(zl)) , conexo, temos

(qoFo@l)(x)-(qoF) (zl) : constante

a xl :pl(zl) temos

CqoFo+l(xl)-(qoF) (zl) : 0 e portanto

[(Fo+[)(x)-F(z].)]ef(zo)n vxcw(PI(zl))

Com

Par



56

Observação Fo@ l (P ]. ( zl)) -F( zl) F(zl)-F(zl)

l:eng. .ê - Seja zoGU; existe uma vizinhança V(p(zo)) em f(zo)H
tal que para cada zle z(V(p(zo))) existe uma vizinhança IV(pl(zl))
em f(zl)H tal que

'> 1(W(P] (z].))) c z (V(P (zo)))

Demons tY'ação Seja V(zo) uma vizinhança tal que

F' (a) f(a)H : f(z.)n
e

CGoF) (a) a, para aeV(zn) ,

que existe pelos teoremas 2.9 e 2.11, capítulo 3.

Como no ].ema l seja V(p(zo)), z(V(p(zo)))'::V(zo)

zlGz (V(P zo) )

Chamando p(zl):xl, seja una .vizinhança V(0) em

tal que

e

f(zo)H

x].+V(0)a V(P (zo) ) e F(zl)+V(0)c V(zo)

As aplicações +l e Fo4'l são contínuas, logo existe uma

vizi.nhança W:W(pl(zl)) em f(zl)H tal que

d'l (W)c= V(zo) e (Fo+l) (W) -F(zl)c V(0)

Então

Fo+l (W)a F(zl)+V(0)
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Aplicando G a ambos os memb

'bl (W) c G(F(zl) +V(0) )

Calculemos G(F(zl)+V(0))

F(zl) : P(zl)+z(P(zo),zl)-P(zo): xl+zo-P(zo)

Para teV(0) temos

G(F(z].)+t) : G(xl+zo-P(zo)+t)

z (P (x[+ zo-P (zo)+t) ,x].+zo-P (zo)+t-P(x].+zo-P(zo)+t) -P (zo) )

z(xl+t,xl+zo-P(zo)+t-xl-t+P(zo)): z(xl+t,zo): z(xl+t)

Então G(F(zl)+V(0)) : z(xt+V(0),z.) : Z(xl+V(0))

ros vem

Portanto

'bl(W)c= z(xl+V(0))c z(\r(PCzo)))

a fica simples expressar a Última propriedade de5

vizinhan

0

zl

gJ- N

Açor

ças.

Seja Vet/, então pelo lema 2 existe 0:z(V(p(zo)))'=V tal

que para cada zlGO existe IV;l-r(pl(zl)) com 4'l(IV)u' '(V(p(zO))).Mas
w€u

Com essas S propriedades fica definida uma nova topolo
a em IJ aue denotaremos nor 'r



58

$2. EXISTÊNCIA DE VARIEDADE INTEGRAL MAXIMAL

TEOREMA DE FROBENIUS - FORMULAÇÃO GLOBAL

2.1 Igorpmg . A aplicação idêntica

(U,'rN) ''- U

ê contínua

PgnpnliÇ.rgçXp: De fato seja V(z.) uma vizinhança de z.. A so-

lução z do sistema (S) é contínua logo existe uma vizi-nhança

V(p(zo)) de p(zo) tal que z(V(p(zo)))CV(zo). Mas z(V(p(zo))) é

uma vizinhança de zo em (U,vN), logo a inclusão acima é contz'nua

2.2. Teorema. Seja M uma variedade integral da distribuição D em

U. Então a inclusão

M > (U,'N)

ê contz'nua

Demonsçrqçjjg: Antes da demonstração do teorema vamos demons

trai um lema

Lema 1 - Seja z.eM e chamemos de T e + uma carta e sua invel

sa numa vizinhança de zn em M, assumindo valores num subespaço vg.

tonal Y de X. Para x numa vizinhança conveniente de xO:lr(ZO) em
Y temos que

(Fo+) (x) - zo
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assume valores em f(zo)H, onde F é a aplicação definida em 2.8 do
capz'tule 3.

.PqJ!!e!!!:ÇilB:clip: Na demonstração do lema l do SI se substituir-

mos +l por 4', zl por zo e f(zl)H por Y a demonstração segue da
mesma forma.

!:gng. g - Seja zoeU; dada uma vizinhança V(p(zo)) em f(zo)H
existe uma vizinhança W(v(zo)) em Y de modo que

+ (W("(zo)))'= z(V(P(zo)) )

Pç QD$tlrqçjg: Usando o lema l procede-se como no lema 2 do

SI desse capítulo onde troca-se +l por 4', zl por zo e f(zl)H por
Y

Demonstt'acho do teorema

Dada uma vi.zinhança V(zo) em (U,TN) existe uma vizinhan

ça V(p(zo)) em f(zo)H tal que z(V(p(zo)))c V(zo). Pelo lema 2 exis

te W(x(zo)) vizinhança de 'r(zo) em Y tal que

+ (W (l(zo)) )c z(V(P(zo)))

Mas +(W(lr(z.))) é vi.zinhança de zn em M logo a inclusão

M + (U,'N)

é contínua

Corola rio Para z.eU seja z solução do sistema (S) A aplica
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ção z restrita a uma azinhança de p(zo) a valores em (U,vN) é
contz'nua.

.Qgna!!.!:Ç.!gala: Evidente do fato que zCV(p(zo))) é variedade i2:
negral que pass'a por zn e do teorema anterior

Como consequência desse corolário exi.ste um sistema fug

damental de vizinhanças conexas em (U, rN) porque H é espaço local

mente convexo. Então as componentes conexas de (U,TN) são abertas

Agora em (U,vN) consideremos para cada ponto zo a compg
mente conexo F

É fácil provar que F, é uma variedade integral da dis-

tri.buição 0 em U. De fato seja F, com a tipologia induzida de

(U,'tN). Para cada zGF,. seja 0=+(V,z) solução do si.stema (S) com
conde.ção inicial z, p projeção sobre f(z)H, V é vizinhança de p(z)

em f( z)H.

zo

0

0

Cada 0 é aberto em F. . Como + é contínua numa vizinhan

ça de p(z) a valores em (U, tN), + e p restrita a 0 são inversas

então (p/0 ,0) forma um atlas de F,

Do teorema anterior se M. é uma variedade integral co-

nexa que passa por zo então Mzo é conexo em (U,'rN), logo MZOc= Fzo'
Portanto F. é de fato variedade integral maximal da distribuição

0

0

0

0
0

i3. EXISTÊNCIA DE VARIEDADE INTEGRAL mAXIMAL

EM ESCALA DE ESPACOS DE BANACH

Nos dois parágrafos anteriores baseamos-nos na existên
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cia de solução de um sistema (S) na vizinhança de cada ponto zo de
um aberto U. Isso garantia que a distribuição 1) dada era integrã-

vel. A partir disso demonstramos a existência de variedade inte-
grãvel maximal em cada ponto de U num espaço localmente convexo

separado e sequencialmente completo

Podemos agora apli.car esse resultado ao contexto de um

espaço que é uma escala de espaços de Banach. Assim nas hipóteses

do item 3.7 do capz'tulo 3 a distribuição D involutiva é i.ntegrãvel

e para cada ponto do aberto U existe uma iónica variedade integral

maximal conexo que o contem.

$4 . OBSE RVAÇÜE}

1. Construirmos a variedade integral maximal conexa baseadas

na existência de solução do sistema (S) para cada ponto zoÉ;U, U
aberto onde esta definida a distribui.ção D. Então supusemos a exiê.

tência de uma famz'lia de projeções pz' zGU. O teorema 2.2 desse

capa.talo mostra que a existência de variedade integral maximal cg

nexa independe da famx'lia de projeções usada, isto é, se pz'zeU e

pl,,zGU são duas famílias de projeções nas condições do teorema
2.5 do capl+tulo 3 então elas produzem a mesma variedade integral
maxilnal conexo

2. No caso de X ser um espaço de Banach complexo qualquer fg:

tília de projeções satisfaz as hipóteses do teorema 2.5 do capa'tg
lo 3 como veremos mais adiante

integralvariedadetoda. conexamostra que
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Mz. esta contida na variedade integral. makimal conexa F, mas não

conseguimos demonstrar que Mz é um aberto em Fz ' Devido a obter
H r-\ '

vação l se Mz é obtida à parti.r da solução de um sistema como no
teorema 2.5 do capítulo 3 então M. é um aberto em F

0

zo0

3xa



CAPTTUL0 5

APLICAÇÃO DO TEOREMA DE FROBENIUS A GRUPOS DE ÇIE

Teor'ema

Seja X um ELCllSc e G c X um grupo de Lie. Seja H uma su.E
ãlgebra de Lie de X com suplementar topológi.co. Em G consideremos

a di.atribuição O dada por L(z)H, onde L é a tranéfonnação infini-

tesi.m-al do grupo G. Suponhalaos que .para cada zneGexista uma pro'

jeção p sobre L(zo)H tal que

pol( z) : H ----

seja inversível para todo z€1V(zn) e o sistema

Í+'(x,a)h : L(z)(pol(z))'lh h€1(zo)n
(s) <

l o(p (a) , a) :; a

'e:!i solução holomorfa 0(x,a)

+(x, a) : V (p (zO) ) xV( zO)

u«{!c' V(p(zO)) ; vi.zinl)ança eln L(zO)ll

W( zo)

63
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Então para cada ponto zeG passa uma iónica variedade in-
tegral maximal conexa, além disso, aquela que passa pela uni-dade

g do grupo é um sub-grupo de Lie de G

.Qsnea.zi!!Â.çg.a: Os resultados do capítulo anterior garantem a

exi.stênci.a de variedade integral maximal conexo passando por cada

ponto zeG. Resta-nos demonstrar que aquela que passa pela unidade

do grupo G é um sub-grupo de Lie de G

bz9Tg lccrx ll'pn\rotor'lc r-lr\'i c IQ mas

Lema .! - Seja G com a topologia TN defina.da no capz+tulo 4
através da solução do sistema (S). Então fixado aGG a translação,

( G, TN)

Z

-> ( G,TN)
->-- ÇI(a, z) : az ,

onde @ é a lei. do grupo G, é contínua

.ggpgBg.ilrgSgg: Antes observemos que se N é uma variedade i.n-

tegral da di.atribui.ção Z) então aN, aea, é também uma variedade in

tegral de O. De fato se z(x) é uma parametri.zação de pontos de N,
xçY, Y espaço dos parâmetros , seja 0(a,z(x))

[g (a , z (x) )] ;Y 0à (a, z (x) ) . z ' (x)Y

Das equações de Lie do grupo G , 2.6 capz'tolo 1, e do fg

to de N ser variedade integral temos

[D (a , z (x) )] ;Y L(g(a, z(x))) L (z (xy)L(z(x))H
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[g (a , z (x) )] :;Y 1. (g (a , z (x)) ) H

Logo o espaço tangente emaz é L(g(a,z))H e portanto aN
é variedade i.ntegral de t).

Seja agora um ponto zoGG e IV uma vizinhança de azo em

(G,'rN). Do teorema 2.2, capítulo 4 sabemos que as i.nclusões

M > (G,TN)

são conta'nuas, onde M é uma pari.edade integral de D em G. Em par
ticular no caso de M=aN

Logo existe uma vizinhança VCp(zo)) em L(zo)H tal que

g(a, z(VCp(zo)) ,zo))c W

Mas z(V(p(zo)),zo) é uma vizinhança de zo em (G,'tN) logo a trens

Z > az

ê contínua

Lema .Z - A variedade i.ntegral maximal conexa Me que passa pg.
la unidade do grupo g. e um grupo considerado com a operação indu-
zida de G.

.ggDgBE.ç.Eg:.ção: Sejam x,yeMe' Do lema l XMe é uma variedade in

tegral conexa que passa por x. Mas como XGMe então XMec= Me e por-

tanto xyeMe' Analogamente x'IMe contem g. logo X'IMeo- Me portanto
lr' -l CM
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iiiviiDbiai.,av u\J icLJI t=llta

Suponhamos, sem perda de generalidade, e=0 então se p é

uma projeção sobre L(e)H:H temos p(e):e. Chamando n=p'l (V(p(e)))
vamos definir duos funções F e G, uma inversa da outra

De

F(z) : z-+ (P (z) ) -P (z)

G (w) = + (P (w) ) +w-P (w)

onde + (x) =+ (x, 0)

FoG=lçZ e GoF=lQ

Da continuidade de F e G e da lei de grupo Q do grupos

existem U,V,W, W=nRG onde (gl,U,V,W) é um grupo local ([6]) em
volta de 0 e

gl (z ,w) F [g (G( z) , G (w) )]

Dessa forma temos,

LI(z)h (gi);. ( z , 0) h F' (G(z))g.;(G(z), 0)' .G'(0).h

mas para zGV(p(e)) temos G(z)=+Cz)

Para hGH

G' (o)h = +'(o)h L( + (o) ) (pol( + (o)) ) 'ih

Então

L(z)h = F' (G(z) )L (G(z) )h
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Como FoG(z)=z para zGç2

F'(G(z))G'(z)h=h, heX

Assim

F' (G(z) )G' (z)H = n

Para zeV(p(e)) temos G(z)=+(z) e G'(z)=@'(z) então

$ ' (z)n = L(+(z) )n

G' (z)H = L(G(z) )n

Portanto

F' (G(z) ) L(G(z)H = 1-i

Fin aumente temos

LI(z)H : H e então

LI(z)H : 1{ para zÉ;V(p (e))

z e w numa vizinhança de Ê. em H

LI(z)L]. (w)Hc:: H, (A)

numa vi.zinhança de g. em H e hÉ;fl

Assim para temos

Para z e w

teimas

seJ am os Sls

Í(ÜI);(z,w)h : LI(al) LI(w)]l
l a. (z,e) = z
L "

l(q']);(z,w)h: L](1'].) LI(w)h
{

l I'l (', z) : '

(sl)

(S2)
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As soluções do sistema (SI) e (S2) são

gl(z,w) : E.[Õ(w-e,LJ.tl(w-e)).]m(e,z),[lo]
m»0

Xx.X >.X
onde lr é a oroiecao e

( z,w) > W

(k,fk)g] (x,y)

zw

(x y) (f(x y)k)l
+g ) > ly

z'l = +1(z,e) : }.[6(e-z'Llll(e-z)).]m(z,e), [10]
' m)0

Deva do a (A) cada parcela
fe chado então a série es tã em H

Temos então um grupo local em H

GI : (gl'UI,VI,WI)

e a aplicação G é um homomorfismo local de
local em G , [11]

da Hesta comoserie em e

GI SejaG 0em

(g , G(Ui) , G(VI) , G (WI) )

grupo topológico que passa por g.,

nBlEG(UI)]n : nUI ,É:IG(UI)]'''l G(UI)

UI pode ser tomado conexo então G(UI) Õ conexo e portíirito }.l ê; co

considerandoe 0
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nexo.

Como G(UI) é variedade integral conexa que passa por e
então N é variedade integral conexa que passa por e. Então NC Fe

Provámos que N : Fe

N é aberto em Fe porque G(UI) : +(V(p(e))) é aberto em CG,tN)

também U aN é aberto, portanto N é fechado emFe
aeF.\N '

Como F é conexo N = Fe e

Logo Fe e um grupo topológico

Provemos que as operaçoes

Fe

(z,w) > zw

F -----.>-- Fe e
. -]z ----.> z '

ÚI X LI L-Clb

De f&-LO seja z.ç;F., \ç.É;F. e z(t), w('r) parametrizações

tal que z(to):zo e w(To):l'ro' A aplicação

sao an

\ç eF
e ' e00

(t, .) - z(t) ,w(t)) )

ll\aJxvtica, onde po é projeção sobre L(zo\-ro)H Logo a aplicação

(z,\f) '- zw
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é analítica

Analogamente a aplicação

F
e

Z

Fe

z-l

é analítica

$2. A INTEGRABILIP4PE P:B} I?;$TB+Ily;I;ÇqES INVOLUTIVAS

NO CONTEXTO DOS ESPACOS DE BANACH

q

2.1. Seja X um espaço de Banach Complexo e O uma distribui-

ção involutiva num aberto U, IJ:JX. Vejamos que 1) é integrãvel e po.!

tanto por cada ponto de U passa uma única variedade integral maxi
mal canela

De fato seja z. um ponto de U e p uma projeção sobre

f(zo)H. Denotemos por f(zo)'l a inversa -da aplicação linear f(zo)

f(zo) :H > f(zo)H

h -- > f(zo)h

Com essas notações

f(zo) 'lopof(zo) 1.. = identidade em ll

A aplicação g

g:u
Z

> L (}1)

-> g(z) = f(zo)'lopof(f(z)
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é holomorfa porque a aplicação f

f: U > L(H, X)

z > f(z)

é holomorfa e a aplicação f(zo)'lop é linear e contínua. Mas

g(zo):IH e portanto é inversível, logo pertence ao grupo de Li.e
G(H) das aplicações lineares contínuas e inversÍveis de H. O con-

junto G(H) é um aberto em L(H) logo existe uma vizinhançaV(zo) on-

de g(z)=f(zo)'lopof(z) é inversível logo pof(z) é inversível em

V(z.) .

A aplicação [pof(z)]'l esta em G(H) e também a aplica-

ção

V(zo)
Z

.> H

-> [po:f(z)].'lh

é holomorfa porque G(H) é um Grupo de Lie

Além disso a aplicação

V( zo)
Z

-> L (fczo) n , x)
-> f( z) o [pof(z)] 'l

é holomorfa e portanto limitada numa vizinhança de zo

Pelo teorema 3.7, de Froblenius, O é uma distribuição iB.

tegrãvel e também existe uma única variedade integral maximal co-

nexo que passa por cada ponto de U.

Esse raciocínio indeoende da projeção p tomada sobre
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f(zo)H logo qualquer família de projeção pz' zeU fornece as mes

mas variedades integrais )maxi.mais conexas.

2.2. Seja GcX, G grupo de Lie de um espaço de Banach X, HCX,

H uma sub-ãlgebra de Lie de X com suplementar topológico. Seja D
a distribuição em G dada por L(z)H onde L é a transformação i.nfi-

nitesimal do grupo G. Devido ao item 2.1 as hipóteses do teorema
do $1 desse capz+tulo estão satisfeitas. Então. a variedade inte-

gral maximal conexo que passa pela uni-dade do grupo e um sub-gru-
po de Lie de G.

Õ3. A INTEGRABiLiDADE DE UMA DiSTRiBUiÇAQ D4PA

POR UM SISTEMA DE CAUCHY-KOVALEWSKY LINEAR

3. 1 . Seja o sistema linear

a z a z
+ BzA atat

2l

z(0,t2) : + (t2)

onde A(tl't2), B(tl't2) são matrizes quadradas, de funções holo-
morfas, de.ordem 2, limitadas por M para Itll<n e It2l<1 e +(t2)
uma apli.cação holomorfa numa vizinhança de o a valores em C'

Chamemos de Xs' o espaço vetorial complexo das aplica-

ções holomorfas u limitadas na bola Bs(o) de C a valores em C'
Definimos a norma

11 ulls : ltTpsl (t)l



73

Com essa norma X. é um espaço de Banach complexo. Temos

então a escala

Para cada ueX, seja a aplicação5 - - '

FCt[,u)(t2) : A(t].,t2)u'(t2)+B(t].,t2)u(t2)

Então para Itll<TI e It2l<s'<s e da desigualda

lu' (t2) l -
ll "ll;

l

de de Cau

norma e umS

u xX
S0<s<l

chy

IF(tl'u)(t2)l € ;:i-í llulls + b4 llulls $ 'i::'í llulls

ortanto

l F(tl'u)lls' € 2M

IJ vmAmn n A Pn n -lnAmn

It l «npara lS

' T- '

(A)

(s ')

A aplicação # pertence a algum espaço Xs., 0<xo(l. Seja

R>0 tal que ll+llso <R, jlu-+jjs<R e ltll<n, temos então que

(B) llulls< R+ll'Plls< R+ll+lls. <2R com
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Substitui.ndo (B) em (A) vem

F(t]. , u) lls'
4bR

'f i:í'-

Pelo teorema de Ovyannicov, $1 capítulo 2, existe uma

única solução que depende de +, u+Ctl) para ltll<A(se-s) tomando
valores em X., onde A = mi.n(.9, -----B-- ) e tal que

32 e ' 4MR

l u.}(tl)-+ lls < R

Então para ll+lls. < R temos'0

lu.}(tl.) lls € 'R+ ll+lls < 2k.

O sistema sendo linear a solução depen.de linearmente da

condição inicial . Então

u.}(tl)lls € 2 ll+lls. para todo +eXSn0 0

l L l l
Mas lttl<A(se-s) e lt2l<s equivale a -:-f--+lt2l<so e

tomando-se sem perda de generalidade A€1 temos lttl+lt2l<so ou aiB

da ltl<so' t:(tl't2)

Concluindo a função z(t],t2):u.}(t].)(t2) é sol-ução
sistema (S) e usando a notação do item' 2.2, capítulo l

do

l tl:s l z (tl ' tz) l

temos que

z (tl , t?) l l u.(t)) (t2) l € 1l u.(tl) ll. .< + ll,0
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e portanto

(Ç)
l

Z
S 0 .f 2 ll + ll; ,'0

como sn é qualquer, a aplicação que associa condição inicial $ à
solução do sistema (S) é um operador linear e contz'nuo.

3. 2

tema (S),
Sejam agora X=ghC2,C) e U:Gh(2,c) e a equação (E) do si.â

(E)
at2

Chamámos de H o subespaço vitoria.l de X das soluções de

(E) e suponhamos que H é uma sub--ãlgebra de Lie de X

O conjunto H é um fechado em X porque operador

-.Z- - AI - B.--i-
a tl ''' 'a t2

é linear e contínuo

Existe uma correspondência biunívoca entre o espaço H e

o subespaço H] dos germes + de gh(2,C), tal que .} sÓ depende da

segunda variável t2' De fato a equação (E) tem uma Única solução

z(tl't2) tal que

z(0,t2) ; +

A aplicação T que associa condição inicial à solução de

(E) é,coIRo foi visto em 3.1,linear e contínua
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T:HI -> gh(2, C)

+ z..0

Seja q:tzegh(2, C) l zCO,t2):0}

Os espaços S e HI são suplementares topológicos porque

11 Z(0 , t2) ll s . ll Z(tl ' t2) ll s

isto é a projeção de X sobre HI segundo S e continua

Existe um isomorfismo de espaços vetoriais topolõgicos

entre H e HI porque,

(a) H sendo fechado é um espaço de Salva, 2.5 capítulo l,com

a tipologia induzida de X, então a aplicação

T:HI ->H

é contínua,

(b) a projeção sobre HI' restrita a H, sega

ntínua eco

também

Topa : IH e pHoT : IH

Então H tem suplementar topologico.

Vamos agora definir em U a distribuição 1) dada

(z) é a matriz jacobiana de z

Fixado zoeU seja a projeção P sobre J(zo)H

P(z) : J(zoyr[(J(zo)'lz) (o,t2)]

De fato p é uma projeção porque e linear e

por J(z)H
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J (zo) 'li (zoar(i (zó) 'lz) (o , t2)] (o , t2)}

(J(zo)'l') (0,t2)] (0,t2)}

J(zo)T{(J(zo)'lz)(0,t2)} : P(Z)

Vejamos que poJ(z) , restrito a H, é inversilvel para to

vizinhança conveniente de zo'

poJ(z) : H > J(zo)H

vejamos que poJ(z) é injetora

De fato se poJ(z)k : 0, k G H, então

J(zo)T[(J(zo)'lJ(z)k)(0,t2)

'Loba'''u)n m,'p
de solução de (S) temos

(J (zo) 'lJ( z) k) (0 ., t2)

Então (J(z)k) (0,t2) : 0 o (iue ac

J(z) (0,t2)k (0 ,t2) ;: 0

e portanto kCO,t2):0. Como k É;H temos que 1(:0

Agora dado h É;J(zo)H procuremos k êH tal

l

P(J(z)k) : J(zo)T l.J(zo)'"(J(z)k)(0,t2)
'r' I'r.í". l-lfTf,)k\rn t.)'l =.Tfz )-lh

do z numa

Primeiro

então
0

unicidadedae

arreta

po-J ( z) k hque

00

P (P ( z) )

Assim
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J(zo)'i(J(z)k)(0,t2) : (J(zo)'ih)(0,t2)

(J(z)k) (0,t2) : h(0,t2)

(0,t2) : [J(z)'lh] (0,t2)

J( z) 'lh) (0 , t2)

Vejamos em qual vizinhança de zo vamos tomar z.

ltlPslJ(z)'l(t) l= ltlPslrJ(zo)-J('o-z)] 'l(t)

ltlPs llJ(zo) (l-J(zo)'lJ(zo-z).Ü 'l(t)

(l-J(zo) 'lJ(zo-z)) 'lJ(zo) 'l'l (t) l .$ ]11l; l tTps IJ(zo) 'l(t)

isso para lsu<sIJ(zo)'IJ(zo-z)(t)l <r, 0<r<l

O germe zo pertence a algum Xso. Tomando-se s, tal
o<1 temos para

11 z-zoll s : ItlPslJ(zo'z)(t)l <
' ' o

ltlPslJ(zo-z)(t) l. ltlPslJ(zo)'l'(t) l <

ltupslJ(zo'z)(t) l.ItlpslJ(zo)'] (t) 1< r

Concluindo temos para ll z-zoll z <

k

0<s<s

que

r

e então

r

(D)

que

suo IJ(z.) 'l (t)
ltl«s.que

(p) lsTpslJ(zJ'l(t)l< i:lí ItlpsolJ(zo)'l(t) l



Então poJ(z) é inversz+vel para

o'':U.:Bs('o'© ''" R : lill1ls.IJ(zJ-l(;)i
Resuma.ndo temos

(1) a distribuição dada por J(z)H é involutiVa, de a

o Corolãri.o l do item 3.8, capítulo 3;

(2) poJ(z) é .inversÍvel para z numa vizinhança de z., entã
segundo membro da equação

z ' (x,a) = J(z) (poJ(z) ) ''

satisfaz ã condição de integrabilidade devido ao teorema 3.6, ca-

pítulo 3.

Vejamos que o segundo membro dessa equação satisfaz a

ação como no teorema de Frobenius.

Da expressão (D) temos

(poJ(z))'l'h = T [(J(z)-lh) (0,t2)

matemos de g(z) a

g(z)h = J(z)(poJ(z))'J'h = J(z)T l (J(z)'lh) (O,t2)

h G J(zo)H
Da desigualdade (a) do item 2.4, capítulo 1, te

11 g(z)hll2. : llJ(z)T[LJ(z)'lh)(0,t2)] ilj. \<

l0 < r <

» r
Z

Gordo com

q

0 0

uma major

chaentão

com

mos

2
lh) (O

l
11 a( z) T (J( z) t2)€
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T

s-s' ltTtlslJ(')(t) l. lIT LtJ(')'"h)(O,t21jlls

: 2 ll zll2 . llT[(J,(z)'lh)(0,t2)]lll

Aplicando a desigualdade (C) anterior temos

llg(z)hll2..< 4 llzllZ. ll tJ(z)'l'h)(0,t2).lll

para 0<s ' <s$1

Para
q

ll , - ,. ll : «

11 z ll á « ll ' ll ;. ''' : cl

Então para ll zll 2

11 g(z)hjl :. < ;.s' CI.ll J(z)'lll 1 11 h(0,t2)lll'

Ainda para

11 ,- '.11 Ê «

temos pela desigualdade (F) anterior

llg(z)hlj2. < 4 c]. ljh(0,t2)lls

hamando C

telaos

C

l r

temos
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e usando a desigualdade (b) do i.tem 2.4, capi'fulo l temos

11 g(d ll : . C ;:à-í ll hll :

isso para 0<s'<s€1

SVP IJ(zo)'l(t)
ltl'«s .

Concluindo podemos dizer então que a distribuição D de-

finida é integrãvel e para cada ponto z G U passa uma única varie

da de integral maximal canela
Além disso a variedade integral maximal conexa que par-

idade de Gh(2,C) é um sub-grupo de Lie de gh(2,C)

r

pela Ul]sa

0<s<IBs(zo'R) e
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