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NOTAGOES E NOMENCLATURA

— 1IN : naturais.

—N* : naturais nao nulos.

— C : conjunto dos numeros complexos.

V(x)': vizinhanca de x.

Bs(O): bola de centro 0 e raio s em C™.

fi(x,y)h: diferencial de f(x,&) em relacOes a primeira varia-
vel com acréscimo h.

C.I. : condigao de integrabilidade.

ELCHSc : espaco localmente convexo ;eparado e sequencialmente
completo.

Analitica e holomorfa sao sinonimos e significam G-analitica e

continua. |

M(2,C): matrizes quadradaé complexas de ordem 2.

1im Xi: limite indutivo localmente convexo da familia Xi'

_>

dominio significa aberto e convexo.



INTRODUCKO

1. A Teoria dos Grupos de Lie

O estudo dos Grﬁpos de Lie conduz necessariamente ao es
tudo prévio de teoremas de existéncia e unicidade de sistemas de
'equa§6es diferenciais. Para isso é importanfe estar de posse do

- . v
teorema da funcao inversa ou do teorema das funcgoes implicitas, do
teorema de existéncia e unicidade de equacoes diferenciais ordina
riJ e do teorema de Frobenius. Quando se trata do estudo de Grupos
de Lié em dimensao finita, tem-s2 resultados suficientemente cla-
ros e numerosas aplicacoes. Todavia em dimensao infinita esse es-
tudo apresenta extremas dificuldades, ja com suas ferramentas ba-
sicas tradicionais, desde uma ''boa' definicdo de aplicacdo dife-
renciavel até um teorema de Frobenius local. Em espagos de Banach
de dimensao infinita temos um calculo diferencial tio bom quanto
aquele em dimenséo finita; temos o teoréma'da funcao inversa e o
teorema de Frobenius local. Entretanto nao € clara a formulagao
-global do teorema de Frobenius, por exemplo em [7], e alem disso
poucos exemplos novos sao acrescentados aqueles ja conhecidos em
dimensib finita. Nesse sentido, em Elé], Omori enumera uma scrie
de razoes para se extender a teoria dos grupos de Lie além dos es

pagos de Banach. Também H.H. Johnson comentando o artigo [17 ] diz
- 7 e



que o estudo da teoria dos grupos de Lie em espagbs de Banach de
dimensao infinita n@o inclui os espacos de fungodes da teoria de Car
tan. Portanto ndo € sO por simples generalizacao que varios mate-
maticos estdo tentando obter resultados dessa teoria em espacos lo
calmente convexos mais gerais que os de Banach. Mas como ja afir-
mamos anteriormente existem dificuldades basicas para se obter re
sultados em E.L.C.

O caminho, que nos parece correto, € trabalharmos numa
classe intermediaria entre espacos de Banach e ELC, sempre motiva
dos em exemplos concretos. Os melhores caminhos parecem ser aque-
‘les apontados por Leslie e Pisanelli.‘

Leslie em [187] e [197] estudou por ekemplo um teorema de
Frobenius na integrabilidade de subfibrados de codimensao finita
do fibrado tangente de variedades modeladas em cadeias de Banach.

Pisanelli em [5_], [(6_], [107], [117], [[127], [13] e [17] apre

sentou uma série de resultados em escalas de Banach. As abordagens

de Leslie e Pisanelli nao se superpdem, no entanto, a de Pisanelli
parece incluir um maior nimero de exemplos como me confirmou F.
Colombeau em recente passagem pelo IME-USP. Além disso H.H. Johnson
comentando [[17] no Math Review diz - "... this presens# paper is
the first to apply modern funtional analysis to arinfinite group
occuring in the Lie-Cartan theory."

Recentemente Neculai Papaghiuc em [[20 | e [21], usando o
Calculo Diferenciél e o Teorema da Fungao Inversa de Marinescu em
ELC demonstrou um teorema de existéncia e unidade de equagoes di-
ferenciais ordinarias em ELC e posteriormente.um teorema de Fro-

benius em ELC. Todavia o Gnico exemplo citado em ELC & o de Leslie



em [ 1 9:| :

2. A origem da abordagem de Pisanelli

Em [147] , L. Fantappié, na introducd@o, sugere como uma das
possiveis aplicag%es da Teoria dos Funcionais Analiticos o estudo
dos grupos de Lie quando diz, "también Lie, y después Cartan, han
desarollado la teoria de los grupos continuos infinitos, esto es,
de grupos de transformaciones que dependen de infinitos parametros
y, portanto, en substancia, de funciones arbitrarias: pero no dis
poniéndose entonces de la teoria de funcionales analiticos, esta-
ban obligados a limitar suas investigaciones a aquellas transfor-
maciones que podian definirse como soluciones de ciertas ecuacio-
nes en derivadas parciales. Tales grupos infinitos son, portanto,
muy particulares, y una teoria general de los grupos infinitos so
-1p‘puede construirse mediante el usd sistemético del concepto de
funcional."

Omar Catunda ja tinha recebido essa sugestao de L. Fan-
tappié e em [15] iniciou um estudo nesse sentido. Todavia nao se
conhecia até ai um teorema de equacgles diferenciéis ordinarias a
valores num E.L.C. Em 1970 F. Treves em [4], demonstrou um teore
ma de E.D.O. a valores numa escalé de espacos de Banach, classe que
incluem os espagos de Silva e de Banach como exemplos. Logo apods,
Pisanelli,em [ 5 ],demonstrou um teorema de Frobenius local qﬁe
‘abriu o caminho para o estudo dos grupos de Lie em escalas de Ba-

nach.

3. A formulagao global do Teorema de Frobenius

Nosso trabalho tem por objetivo estudar a maximalidade

de solugoes de uma distribuigao integravel no contexto das escalas
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de espacos de Banach e aplicar a teoria dos grupos de Lie.

No Capitulo 1 colocamos os espacos onde vamos trabalhar
bem como os resultados que serdao usados mais adiante. No Capitulo
2; apés o} enunci%do do teorema de Ovcyannikov-Treves, apresentamos
uma demonstracao do teorema de Frobenius local em escalas de espa
cos de Banach. Nos Capitulos 3 e 4 apresentamos definicoes e teo-
remas e procuramos seﬁarar os resultados mais gerais para depois
aplica-los nas escalas de espagos de Banach. Assim por exemplo,
provamos em 2.5 - Capitulo 3 que se um certo sistema (S) tem solu
cao entdo uma distribuigdo dada é integravel num ELCHSc, depois fa-
zemos uso desse resultado em escalas de Banach e mais especifica-
mente no Capitulo 5 apresentamos exemplos de quando esse sistema
(S) tem solucao.

Apos uma série de resultados nos Capitulos 3 e 4 prbva—
'hos a existéncia de variedades integrais maximais em distribuigoes
integraveis em escalas de espacos de Banach. No Capitulo 5, além
das aplicagoes a grupos de Lie e exemplos concretos, provamos que
em espacos de Banach as hipoteses do teorema 2.5 - Capitulo 3, es

tao sempre satisfeitos e portanto nossos resultados incluem essa

classe de espagos.



ABSTRACT

Our purpose in this work is to study maximal solution of
. Sl
integrable distributions in the contextYof Banach spaces and ap-

plied to the Lie Group theory.

In the first chapter we define the spaces where we are
going to work and the results that we will be using later.In chap
ter 2, after Ovcyannikov-Treves theorem, we present a proof of Lo
cal Frobenius in Scale of Banach theorem. In the two next chapters,
3 and 4, we present new definitions and theorems that will be ap-
plied in the Scale of Banach Spaces. For instance we prove in 2.5,
chapter 3, that if a system (S) has a solution then a given vdis—
.tfibution is integrable in locally convex- spaces, Hausdorff, se-
quentially complete, and the result is used in Banach Scales; in
the last chapter, we present examples of such systems (S) with so
lution.

After some general results, in chapters 3 and 4,we prove
the existence of integrable maximal manifolds in integrable dis-
tributioﬁs in Scale of Banach Spaces. In chapter 5.we give appli-

cations in Lie groups and concrete examples.



CAPTTULO 1

§1. ESCALA DE ESPACOS DE BANACH

1.1. Definicao

Uma escala de espagos de Banach complexo X € um espaco

vetorial topolodgico, reunido de uma familia de espagos de Banach

complexo X_ com norma | e 0<sgl, com és seguintes propriedades:
p S S N .
(a) X& X, e Illls,s [l ”s para todo par s e s', tal que
0<s'<sgl;

(b) X € limite indutivo localmente convexo, separado e sequen

cialmente completo.

Exemplos

1. Se Xg= X para todo s, 0<sg¢l entdo X é um simples espaco

de Banach.

2. Se xX= U Y € um espaco de Silva, tomando-sc X_=Y_ nara
n>1 D s 'n
1
- n+l

<s < temos que todo espaco de Silva € uma escala de espacos

n

de Banach.
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1.2. Propriedades

1. Teorema do Timitado ([2]- pag. 199)

Se  X= UX;, X, € Fréchet, X € o limite indutivo local-
i€l
mente convexo, e X & separado e sequencialmente completo entdo se

LcX e limitado em X existe 1 €I tal que LCZXi e € limitado emXi.

2. 0 limite indutivo dos espacos X, numa escala e identico

aquele dos espacgos X] s N=1,2,...
n 1
De fato para cada s, 0<sgl, existe n € IN* tal que g<s e
por hipotese as imersGes X, —>X; sao lineares e continuas.

n
3. Teorema

Seja £f:D—>X , D um dominio de C e X uma escala de espa
cos de Banach, uma aplicacao holomorfa. Entao para cada aOGED exis
?e um indice Sy tal que f € holomorfa numa vizinhanca de a, ava
lores em Xsao °

Demonstracao: De fato seja V(ao)c D uma vizinhanca compac

ta de o - Entao f(V(aO) € um compacto de X logo € limitado em X.
A envoltaria convexa e fechada rf£(via,) € limitada em X. Pelade
 sigualdade de Cauchy ([1] - pag. 14) temos

(n)
£ (ao) 1

— € = £(B,(0))

onde Br(ao)-é uma bola de centro a, e raio r contido em V(ao). Pe

lo teorema do limitado existe Sy tal que Tf(B_ (o )) =X . Exis
0 ro Sa, =
te entao um numero real M>0 tal que



1 (n)
-Iﬁ- f (GO)

s N
(¢ 76) rh

bl

Por essa ultima desigualdade a série

1 ~(n) n
ng,o ar £ () (a-ay)

converge e € holomorfa em Br(ao) a valores em X Chamemos a sé

Sa
0
rie em,a de f(a). Como a inversio XS——€>X € linear e continua en-
P :
o
tao f(a) converge em X e entdao f(a) = f(a).
Corolario - Seja f:Q—>Y, @ aberto de um produto de escalas

de espacos de Banach U X(l)x cve X U X(n) e Y um espago
0<sgl % 0<sgl °

localmente convexo separado e sequencialmente completo. Entao f €
LF - analitica se e s6 se sua restricdo QSZngl)x...x Xgn) € LF-

analitica (0<sgl).

§2. 0 espago de germes gh(n,C)

2.1. Definicao

Chamamos de gh(n,C) ao conjunto de germes das transfor-
macdes holomorfas de C" definidas em vizinhancas da origem que se
anulam na origem. Com a adicao de germes e o produto'de um comple
X0 por um germe temos que gh(n,C) € um espago vetorial complexo.

~Para tudo o que segue denotaremos da mesma forma um ger

me e um seu representante a menos de mencdo explicita.
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2.2. Para cada s>0 associemos o espago vetorial complexo XS
dos germes das transformagoes holomorfas de c™ definidas na bola

Br(O) que se anulam na origem com

sup |x(t)| < » para todo x € X,
t|<s

onde |t]| = |t1| ...t |tn| .

0 espaco X, com a norma

. 1
IxlIl = sup Ix(o)]
. t|<s

€ um espago de Banach complexo.

Com essas notagoes podemos afirmar que:

(a) gh(n,C) = U X
| 0<sgl °

(b) XS Xg e Illlé,s I Hi para todo s, s' com 0<s<s'g¢1.
(c) A bola unitaria e fechada em Xgo denotada por B(0,1), e

compacta em X, , 0<s'<sgl.

De fato seja (Xn)néﬂﬂ uma séqUéncia.de transformacoes ho
lomorfas em C" definidas na bola BS(O) e equilimitadas por 1.

Pelo teorema de Montel existe uma subseqtiéncia Xny uni-
formemente convergente nos compactos de BS(O) para uma transforma
¢ao holomorfa x e em particular holomorfa em 52133 , 0<s'<sgl. En

tao Xp converge uniformemente em BS,(O) para x. Mas

|| x < 1 e entdo ||x||i< 1 e assim x€ B_(0,1) .

Ik
NElls

Podemos dizer também que
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1im X = 1im X
> 'S >1

O<sgl n EN* n

e portanto gh(n,C) € um espaco de Silva e entao ¢ separado e se

quencialmente completo.

2.3, Vamos agora olhar gh(n,C) de uma outra forma. Para cada
s associemos o espago vetorial complexo YS dos germes das transfor
macoes holomorfas de c" definidas na bola Bs(O) que se anulam na
origem com

sup |[J(x)(t)| < ® para todo x€Y,
t|<s

onde se A==(aij) € uma matriz quadrada de complexos de ordem n

n
|Al= max ] |
Igjsn j=1

a. .
1)
O espago Y_ com a norma

2
I xIl g = sup [J(x)(t)]
| t]<s

€ um espago de Banach complexo, onde J(x)(t) € o jacobiano de x
calculado em t.

Com essas notagoes podemos afirmar que

(a) gh(n,C) = U Ys -
0<sgl1
(b) Y.&Y e | ||2 < ||2 para todo par s,s' com
s 5! ' % S ’

O<s<s'g1.
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2.4. Teorema

Os limites indutivos localmente convexos de XS e de YS
dao o mesmo espago localmente convexo para gh(n,C).

Demons traremos primeiramente o seguinte,

Lema

(a) ||x||§,s ||x|[i para todo par s,s' com 0<s'<sgl.

S-s'

(b) |l XH; < s | x| g para todo s, 0<sgl.

Demonstracao

(a) Seja x holomorfa na bola BS(O) de c”.

Para |t|<s'<s temos

' x5 . 1
== [t)]| % 2 sup |x. (t)]
ot. N ;
Y (s= J I -t - Flth Jefes !
k#j k#j
l axi |
== | & —= sup |x.(t)| para i= 1,...,n.
atj N s-s t|<s 1
Entao
n 9X.
41 n l
—= (t < -
5 ' e (0] € o5 Il
e portanto
2 n 1
=l v < T 1=l g
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(b) A desigualdade do valor médio nos da para uma transfor-

macao holomorfa na bola BS(O) de c®

Ix(t) | ¢ [t]  sup [l x' ()|
¢ a€|0,t
para todo t, |t|<s, onde || x'(a)|| = sup |x'(a)h| . Mas
hig1l
2
x' (@h| = [0 (@] < [ =l |h]

2 . ; ' 1 2

e portanto |x(t)| < s|| x|l o que implica Il xllg s s lIxllg

Demonstracao do teorema

O item (a) do Lema diz que a aplicacdao canonica

X. —> Y

" - , 0<s'<sgl

o

continua e portanto a inclusao

X > 1lim Y
[ > S

¢ continua acarretando que a topologia de 1im>>XS-é mais fina que

a de 1im>YS . Analogamente o item (b) diz que a topologia de

lim Y, ¢ mais fina que a de lim X

2.5. Teorema do fechado

Todo subespaco vetorial fechado H de um espago de Silva

X = 1im X_ € um espago de Silva e H = lim _HNX
> n > n

A demonstracao deste fato, devido a Silva, esta claramen

te feita em [3] pagina 148.
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Mais adiante usaremos essa propriedade no espaco gh(n,C).

2.6. Grupo de Lie [6]

k]

Seja X um espaco localmente convexo complexo separado e
sequencialmente completo, G aberto de X munido de uma estruturade

grupo de modo que as aplicagoes:

G x G

>6  G—>—6

. (x,y) —— Xy X

sejam LF-analiticas . G € chamado grupo de Lie

Denotando a operacao do grupo'por ¢ as aplicagoes linea

res

L(x): X—— X

h >¢§(x,e)h

e € a unidade do grupo
L(x): X—— X

h >¢}(x_1,x)h

sao uma inversa da outra, ¥x € G.
Usando-se a propriedade associativa do grupo e diferen-
ciando-se com acréscimo h em relagao a segunda variavel para va-

lores convenientes obtem-se as equagoes de Lie do grupo:

J@;,(x,}')h - L(@) L(yh
Imx,e) - x
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w)',(x,Y)h = L(y) L(y)h
P(x,x) = e onde Y (x,y) =¢(x'1,y)~

b

A aplicacao LF-analitica Lh definida por

G —— X

x —>— L(x)h

€ chamada transformacao infinitesimal do grupo G no vetor h. Veri

fica-se que L(e)h = h, ¥VhE X.

2.7. Rlgebra de Lie das transforhagaes infinitesimais [6 |

Seja X um espaco localmente convexo separado e sequen-
cialmente completo e G <X um aberto.
O espago vetorial H(G,X) das aplicagOes LF-analiticas e

uma algebra de Lie complexa com o colchete

[E ,n] =g'n - n'g

No caso de G ser um grupo de Lie o conjunto das trans-

formacoes infinitesimais de um grupo de Lie G forma uma sub-alge-

bra de Lie de H(G,X). Essa sub-algebra € chamada algebra de Lie do

grupo G. E possivel introduzir em X uma estrutura de algebra de

Lie isomorfa a das transformagoOes infinitesimais, definida por

[ﬁ,k] = L'(e)kh - L'(e)hk.
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2.8. 0 gh(n,C) como uma algebra de Lie [6 |

0 espaco vetorial gh(n,C) com o colchete
. rh,?] = J(h)k - J(k)h ,
onde J(h) € a matriz jacobiana de h, € uma algebra de Lie.

2.9. 0 grupo de Lie Gh(n,C)

Chamamos de Gh(n,C) ao subconjunto‘dos elementos x de

gh(n,C) tais que

det J(x)(0) # 0

Como a aplicagéo‘detefminante ¢ continua entdao Gh(n,CQC)
€ um aberto de gh(n,C).

Com a lei de composicao Gh(n,C) € um grupo de Lie.

A algebra de Lie de Gh(n,C) € gh(n,C).

Nesse grupo a transformacao infinitesimal L(x) € igual

a J(x), o jacobiano de x.



CAPTTULO 2

§1. TEOREMA DE OVCYANNTKOV - TREVES

1.1. Teorema de Ovcyannikov - Treves [ 4]

Seja X = U X_ uma escala de espacos de Banach e o sis
0<sgl
tema
%% f(t,x)
(S)
x(0) = X,

onde t€C, x €EX e
0 1

- o q s -
(a.1) f(t,x) = ) F (x-x.) t , Fp’q(h) =F_ (h,...,h)

pao p’q p’q
q>0
- 1 P *
Fp,q(hl""’hp) e p-linear de XS a valores em quvpa?a pEN e
qEN , 0O<s'<s<l, ?0 € N X, s
"4 p<s<1
(b.1) B, ((hyeesh) I € =S ingllg oen llh (1 =5 —
_ p.q- 1 pl's’ ¥ s-s' "'1ls p's P 4

EN* e €N
P q - 21 -



1 s, qEN ; r, n, C>0.

Entdo existe uma Unica solugdo analitica x(t) do siste-

ma acima a valores na escala X no seguinte sentido:

(a) (existencia) existe um numero A, 0<A<n, tal que dado s,
0<sgl, x(t) e uma fungao analitica de t, para |[t]| <A(l-s) a valo-

res em Xs'

(R) (unicidade) se para algum s, 0<sgl, existe uma funcao ana-
litica de t numa bola aberta centrada em 0, a valores em XS e sa-

tisfazendo o sistema acima entao ela deve ser igual a x(t).

Observacoes

- min [0, T
(1) A min [2 ’BZeC}

(2) Se X, €X, , O<s g1, entdo x esta definida no disco de cen

0
tro na origem, |t|‘<A(so—s).

Comentarios sobre a demonstracao

(oo

Para a demonstragao escreve-se X=X = )
o n=1
2 n-1

n . =
x ﬁ e x'(t)

nx_ t e calcula-se os possiveis coeficientes

X = F (x e e, X )
kel k+l gun Z...+np=k P.q- M S

da expansao analitica de x em volta de o.
Isso determina x; ., com fungao de x para ngk e entao

prova a unicidade.



- 23 -

A existencia € estabelecida por uma estmmtiwaparallxnﬂs,

provando-se que

T 1 n o
= Il < , §= 1 %
n's 2 2
. 8Sn A(l-s) P=

[
ol

1.2. Hipoteses equivalentes as do Teorema de Ovcyannfcov [57]

Sejam nys R, C1> 0 constantes tais que 0<n1<n, O<R<r e

onde r, n e C sao as constantes de {1.1).

(a.2) Para o sistema (S) de (1.1) seja f(t,x) definida em

Bn1(0)><V(x0,R) onde V(XO,R)= 0<g<1BS(x0,R)a.Vahnes em X;

(b.2) f(t,x) €& G-analitica em Bnl(o)X_BS(xO,R) a valores em

Xs" para todos 0O<s'<sgl e

£t ] o0 ¢ —

S-s!
Entao as hipoteses (a.l) e (b.1) implicam (a.2) e (b.2).
Reciprocamente se valem (a.2) e (b.2) e tomarmos C==C1, n=n; e

T = temos que valem (a.l) e (b.1).

e

§2. TEOREMA DE FROBENIUS LOCAL

2.1. Teorema

Sejam X e Y espagos localmente convexos, separados c se

quencialmente completos. Sejam A= X e BS Y abertos ¢
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f:AxBxX >Y

uma funcdo LF-analitica tal que a expressao
(B) £,(x,y) kh + £o(x,y) (£(x,y)k) h

¢ simétrica em (h,k) e XxY, para todo (x,y) € AxB, isto &, vale
a condigao de integrabilidade (C.I.) para f(x,y)h.

Se o0 sistema

’ dg(t,x) x _ _
{ ra— = f [xo t(x xo),gj (x xo)
glo,x) =y,

com (xo,yo) € AxB, tem solucao em V><U(xo)C3C><A, onde V ¢é um aber
to conexo que contem 0 e 1 e U(xo) € uma vizinhanca de X entio

"0.sistema

y'(x)h = £f(x,y)h

X =
y(xg) =y,
tem uma Unica solugdo para x numa vizinhanca de X,

Demonstracao

Unicidade

Se o sistema tiver solugao entao y'(x)h = f(x,y(x))h,
y" (x)h? = f)'((x,)’(X))h2 + f)',(x,Y(X))Y'(X)h-h =

= £ (x,y(x))h? + fy(X,Y(X))(f(X,Y(X)h))h =
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= MM ey ,y ) = (o) g (hoER)

- [(G(h’fh))zp] (x,y(x))

p) (x,y(x))

onde p € a projegao

®

XxY > Y

(x,y) >y

e (S(h’fh)fh)(x,y(x)) € a diferencial de f(x,y(x))h com acrésci-

mo h. Por inducao temos que

y(n) (Xo)hn - [(GCh,fh))np:] (Xo,yo) Eg:l

Desenvolvendo y em série

n3

- 1 (h,fh).n
yOth = 1 e I e | (xgery)
e assim a unicidade decorre da expressao acima.

Existencia

Por simplicidade tomemos x,=0 e y_=0. Entao

d T 1 1 1
I gx(t,x)h = fx(tx,g)thx + fy(tx,g)gx(t,x)hx + f(tx,g)h

% l:tf(tx,g) h]

Entao

1l

f(tx,g)h + tf&(tx,g)xh + tf*(tx,g)(f(tx,g)x)h

d . _ -
24 g (t,0n tf(tx,g)h]
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= f;(tx,g)(gé(t,x)h)x-tf;(tx,g)(f(tx,g)x)h +

+ fi(tx,g)thx-—tfé(tx,g)xh
L /

; (A)

Pela simetria em (h,k) da expressio (E) temos
£ Gyhk- £ (x,y)kh = £ () (EGOY)IO - £ (x,5) (G k,

aplicando em (A) vem

d ' - =
3t L& (60n - (g | -

= f;(tx,g)(gk(t,x)h)x - tf&(tx,g)(f(tx,g)x)h +

+ tf;(tx,g)(f(tx,g)x)h - tf;(tx,g)(f(tx,g)h)x =

= f;(tx,g) [gi(t,x)h - tf(tx,g)h] X.

Mas g(0,x)= 0 e portanto gi(O,x)h= 0.

Seja entao o sistema

%[g)’((t,x)h - tf(tx,g)h:, = £,(tx,9) g (t,)h - tf(tx,g)h] X

g, (0,x)h - of(o,g)h = 0

Fixado x temos um sistema linear onde a aplicacdo nula é

solucao. Assim

gi(t,x)h - tf(tx,g)h = 0
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para todo t € V. Logo para t=1 temos
gi(l,x)h = f(x,g(1l,x))h
Assim g(1,x) satisfaz a equacao
y'(x) = £(x,y)h.
Provemos que g(1,0)= 0. De fato

é% g(t,x) = f(tx,g)x entao é% g(t,0)= 0.

Mas V € convexo entdo g(t,0) & constante e portanto g(1,0)= g(0,0)=0.

2.2. Teorema

Sejam X um espaco de Banach'comblexo e Y= U Y_ uma es

O<sgl1

cala de espagos de Banach. Seja o sistema

y'(x)h = £(x,y)h

(S)

y(xgy) =y,

onde Yo € Y1 e
£ BR(O)X U BS(O,R)><X > Y
o<sgl
(x,y,h) > f(x,y)h.

BR(O): bola de X e BS(O,R): bola de Xs'
| Além disso f restrita a BR(O) XBS(O,R)><X assume Vvialo-

res em Y_,, o0<s'<sgl e € G-analitica com
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C 1 '
I £Gmhll o s = IRl co.

- Se vale a condicao de integrabilidade para f(x,y)h entdo existe uma

Gnica solucdo y(x,xo,yo) LF-analitica para x € Bp(O), X € Bp(O),
R

y. € Bl(O,p) a valores em Y, onde p= ———
° 192e2C

Demonstracao

Seja o sistema

%% = f [xo-ft(x-xé),g:}(x'xo)
(s")
g(0,x) =y,

A mudanca de variaveis y= g-y, © x= x-x, fornece o sistema equiva

lente
. f[x +1x, 7 X
at f [ﬂo-rtx, y*-yo:]x
y(0,x) = 0
— R R — R : 4
Para |t|<3; |[x||<6-, k; l|x0||<§-; | Yll<% , onde k &
um numero a ser determinado, e ||yo|hf:% temos Il x,+t x[| =
= ||xo-+t(x—x0)||<R e |[?+y0||= [| g || <R. Portanto
f(x_+tx, y+y )X C 1 k
M £ +ex, yry Ixllg ¢ € =

Pelo Teorema de Ovcyannikov, (1.1) e (1.2), existe y(t,

X, X_, yo) analitica para |t|<A(l-s) onde

(o]



Entao

glt,x,x .y ) = y(t,x=-x_,X .,y ) +y,

€ LF-analitica e € solucao de (S') quando |t|<-%; . lixl<o
R
I xoll <o sl ygll <0 (p= ——
@ ot 1 192e2C
.. 3 '
g: (|t|<—§-(1—s)) > Ys.

Como a imersdo Y > Y & linear e continua temos a

solucgao

3
: t —_—
g: (Jt]<=-)
Pelo teorema (2.2) existe uma unica solucao de (S)
y(x,xo,yo) = g(l,x,xo,yo).

2.3. Teorema de Frobenius local

Sejam X= U XS e Y= U YS escalas de espacos de
0<s«l 0<sgl
Banach. Seja o sistema

(
y'(x)h = f(x,y)h

(S)
y(xg) =y,

. onde X, € X e Yo EY e

f: U B_(0,R) x U D (0,R) x X > Y

0<sgl 0<sgl S




com BS(O,R) bola de centro 0 e raio R de Xs, e

DS(O,R) bola de centro 0 e raio R de YS

Suponhamos também que f restrita a BS(O,R)X DS(O,R)x XS

toma valores en Ys" 0<s'<sg<l, & G-analitica e

I £Ganll

com f(x,y)h satisfazendo a condigao de integrabilidade. Entio exis

te uma Unica aplicacao LF-analitica em U B s (0,p)x U B s(0,0)x U D (0,p)
' R 0<sgl O<s<1 0<s<1

a valores em Y, onde p = —~
192e2C

Demonstracgao

Seja a, O<oagl, X € Xa ey, € Ya . Seja o, 0<ogl, Téﬁ%a

e | |6 Il Ibo . Para H xll <R, lylc<<R, h € X, e 0<o'<ogl vere
mos que |f(x, Y)h| o $ e~ 0' [| h H e portanto teremos y (x,x_,v.)
solugao para X numa bola de Xa’ X, numa bola de Xa e y, numa bola
de T1= Ya » Como no teorema (2.2).

De fato para || x|h1< R temos ||x||acs [l x ||, <R entio

I 1l 4 < R 4 |
- oo
Iyl = My g <R b => 1l £xyhlly s € =2 |In]l_
h € X
o
(0<o'<ogl => 0<oo'<ao<agl)
Portanto

|£Gy)R] = ] £0x,y)h ] e In

ao—' \ o-0"! ”a
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Entao como no teorema (2.2) teremos y(x,xo,yo) solucoes

LF-analticas definida em Ba(O,p) xBa(O,p), p= N , a valores

192e?C
em Y. Para cada o existe uma solucao yu(x,xo,yo) que coincide nos

mesmos pontos independentemente de o devido a expressdao recorren-
te dos coeficientes da expansao em série como em (1.1).

Assim temos uma aplicacao y definida em

(U B (0,0)) x (U B, (0,0)) x (U D(0,p)) =&
O<axgl O<axl : O<ogl

A

a valores em Y.
Provemos que y € LF-analitica. De fato seja uma funcgao

analitica y de um aberto V<C a valores em

y: V > Q

t

> (x(1) ,x, (1), y, (1) .

Pela propriedade 3, §1, capitulo 1, existe para cada t € V um oy
tal que y restrita a uma vizinhanca de t toma valores enlBatULp) X
X Bat(O,p)><Dat(0,p) e € analitica. Entdo yoy € analitica restri-

ta a essa vizinhanca de t e portanto y &€ LF-analitica.

Observacgao

No teorema de Frobenius se tivermos o mesmo sSistema e

£ ( U B (W.,R) x ( U D (z,R) x X
0<sgl 5 ° 0<sgl 5 ©

tal que f restrita a Bs(wo,R)><DS(zo,R)x XS assume valores em Yg,
0<s'<sgl, & G-analitica com ||f(x,y)h||s,5 C .55%7 Il hil ; e vale

a C.I., entdo existe uma Unica y(x,xo,yo) LF-analitica em



(U B (w.,p)) x ( U B_(w,p)) x( U D (z_,p))
0<sgl 5 © 0<sgl1 5 © 0<sgl 5 ©
R

a valores em Y, com p= ———
192e%C



CAPTTULO 3

Nesse capitulo os espagos em questao X, Y, etc., sempre

serao espacos localmente convexos separados e sequencialmente com

pletos.

1

o1

§1. VARIEDADE INTEGRAL

Variedade analitica

Seja MEX com M= U Oi onde:
i€l

“(a) existe uma bijecao Qi de Oi em ¢i(Oi), este um aberto de

um espaco Yi :

(b) ¢i(Oi[10j) e aberto em Qi(oi) para todo i,j de I;

-1, ' o @ .
(c) ¢ic)¢j .¢j(0i110j) > ¢i(OiI]Oj) e analitica para to
do i, j de I;

> X € analitica;

(d) 97" : 9. 0,)

> X € injetora, para todo z € 0., pa

(e) (871" (2y) = Yy

ra todo i € I, onde z;= ¢i(z).
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Cada par.(¢i,0i) € chamado carta da colecao Az(ﬁi’@ﬁiel
e A & chamado um atlas de M.

Existe uma Unica topologia em M tal que as aplicagoes ¢i

sao homeomorfismos e os subconjuntos 0, sao abertos ([6_]ou[7]).

Dois atlas A e A em M sao compativeis se:

(a) as identidades (M,A) > (M,A) e (M,A)

> (M,A) sao
continuas;

(b) as aplicacgoes Qj()Qil e Qi()@gl sao respectivamente ana-
liticas em ¢i(Oi[10j) e ¢j(OjF10i) para todo par de indi
ces i,j.

Uma variedade analitica M em X € um conjunto M de X e

uma classe de equivaléncia de atlas de M dado pela relacao de com

patibilidade.

1.2. Espago tangente

Seja M uma variedade analitica em X e z um ponto de M .

0 espégo tangente a M em z € o espaco vetorial
T,OM = (871" (2,
z i i’

onde z;= ¢i(z).
0 espaco vetorial TZ(M) nao depende da carta (¢i,Oi) es

colhida ( [6]).

§2. DISTRIBUICAO INTEGRAVEL

Seja U= X um aberto de X e H um subespago vetorial [e-

chado de X com suplementar topolodgico.



2.1. Definicgao

Uma distribuigdo P em U € uma aplicagao f,

f: UxH
(z,h)

> Y

> f(z)h
analitica e tal que para cada z € U as aplicagoes,

f(z): H > X

h

> £(z)h
sao lineares e onde f(z)H e H sao isomorfos topologicamente.

2.2. Definicao

Seja M= U uma variedade analitica em X. Dizemos que M &

uma variedade integral de uma distribuicdo D em U se para cada z €M
T,(M) = £(z)H

Sempre que for conveniente denotaremos por M, uma variedade inte-

gral M tal que z € M e diremos que M passa por z.

2.3. Definigao
‘Seja D uma distribuicao em U.

(a) Dizemos que D é integravel se para cada z € U existe uma

variedade integral de D que passa por z.
(b) Dizemos que D tem a propriedade (P) se para cada 25 €U
existe uma projecao p sobre f(zo)H e uma vizinhanga

V(zo)C:U tal que para cada a € V(zoj a restricao de p a



- 36 -

uma vizinhancga Wa de a em Ma € uma carta. Além disso exis

te uma aplicacao holomorfa z= z(x,a),

> X

z: V(p(zy)) x V(z,)

(x,a) — > z(x,a)

onde V(p(zo)) € vizinhanga aberta de p(zo) em f(zO)H e
tal que para cada a € V(zo), a restricao da aplicacao

z(x,a) a p(wa)><{a} € inversa de p restrita a wo.

Observacao: Sempre podemos ter p(V(zO)C3V(p(zO)) porque p €

continua.

2.4, Teorema

Seja D uma distribuicao integravel em U com a proprieda

de (P). Seja 2 € U e suponhamos que para cada z € V(zo) a apli-

pof(z): H > f(z )H

o

seja inversivel e para cada h € f(zO)H a aplicacao

V(zo) —> H

[?of(z{]_ill

\%

Z ——

seja LF-analitica. Entdo para a numa vizinhanca de z, € X numa Vi

zinhanga de p(z ) em f(z )H o sistema (S) esta satisfeito,

[ 2' (x,a) = £(2) o [pof(z):l—l
(S) i )
z(p(a),a) = a
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onde z'(x,a) € a notacao da diferencial de z em relacao a x.

Demonstracao

Existem vizinhangas V1= Vl(p(zo)) conexa, V1C f(zo)H, e
Vf*Q(ﬂQ tal que z(Vl,Vz)CZV(zO) porque z € continua.

Seja a € V)= Vzrlp—l(Vl). Sabemos que p restrita a uma

Vizinhanga Wa em Ma e carta. Seja Wa tal que WaC:Vé. Assim
) [:z(x,a):l =x X € p(Wa)' e
diferenciando em relacao a x obtemos
(A) poz'(x,a)h ='h , h € f(zO)H
Como D € integravel

TZ(Ma) = f(z)H , z €M

e portanto

(B) z'(x,a)h = f(z(x,a))k ; para k € H

Substituindo (B) em (A) temos
pof(z(x,a))k = h.

Mas z(x,a) € V(zo) e entao pof(z(x,a)) € inversivel; o que permi-

te escrever

k = ‘[pof(z(x,a))] -1y .
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Para x € p(wa) e a € Vé(zo) obtefmos

2'(x,a)h = £(z(x,a)) pof(z(x,a))] “1h

z(p(a),a) = a

Do fato de Vl(p(zo)) ser conexa e usando o teorema de ex
'tenséo para funcoes G-analiticas, [8] , temos para xEBVl(p(zo)) e

a € Vé(zo) o sistema (S),

2'(x,a) = £(z(x,a)) pof(z(x,a))] =l

(S) -
z(p(a),a) = a

2.5. Teorema

Seja D uma distribuicao em U e'para cada 2 € U suponha

mos que exista uma projecao p sobre f(zo)H tal que a aplicacgao

pof(z): H

> f(zO)H

seja inversivel para todo z numa vizinhancga W(zo) e para cada h€EH

a aplicacao

seja LF-analitica. Se o sistema (S)

2'(x,a) = £(2) pof(z)] -1
(S)

z(p(a),a) = a
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tem solugao holomorfa z(x,a),

z(x,a): V(p(zo)) X V(zo) > W(zo) ,

onde V(p(zo)) é.vizinhanga de p(zo) em f(zo)H e V(zo) € vizinhan-
ca de z, em U, entao D € uma distribuicdo integravel com a proprie

dade (P).

Demonstracao

Do sistema (S) vem que
2' (x,a)h = £(z(x,a)) pof(z(x,a)] -1y h€f(z )H

Aplicando p a ambos os membros ‘temos

poz'(x,a)h = h
e como p € linear podemos escrever
(poz)'(x,a)h = h

Da condig¢dao inicial vem
poz(p(a),a) = p(a) ,
tomando-se, sem perda de generalidade, V(p(zo)) coﬁexa e
V'(z,) = V(z) N p T (V(p(z)))

temos que

(A) poz(x,a)

1]
~



- 40 -

para x € V(p(zo)) e a € V'(zo).

De (A) temos que a aplicacao z(x,a) para a € V'(zo) e
injetora, logo para cada a fixado,z(x,a) e p restrita a imagem de
V(p(zo)) sao inversas.

Também do sistema (S) temos

z' (x,a)£(z )H = £(z(x,a)) pof(z(x,a))] _1f(zO)H :
como z(x,a) € W(zo) temos que pof(z(x,a)) e inversfvel e entao
z'(x,a)f(zo)H = f(z(x,a))H

Portanto a imagem pela aplicagao z(x,a) para x € V(p(zo)) € uma va
riedade integral, que passa por a,da distribuicdo D com a proprie-

dade (P).

2.6. Corolario 1

Nas hipoteses do teorema (2.5) para a2 numa vizinhanca de

z, em Ue x e y numa vizinhanca de p(zo) em f(zo)H temos

z(y,z(x,a)) = z(y,a)

Demonstracao: Existem vizinhancas, Vl(p(zo)) em f(zo)H cone-

xa, Vz(zo) tal que z(Vl,VZ)C:V(zo). Para x,y € Vl(pCzOD eexGVé(aQ
os valores z(x,a), z(y,a) e z(y,z(x,a)) estao bem definidos. En-
tao as funcoes z(y,a) e z(y,z(x,a)) satisfazem a mesma equagao di

ferencial em y com a mesma condigdo inicial para y=x ,

z(x,z(x,a)) = z(p(z(x,a)), z(x,a)) = z(x,a) ,
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portanto z(y,z(x,a)) = z(y,a) para x,y € Vl(p(zo)) e a € Vz(zo).

2.7. Corolario 2

Seja Sb o suplementar topoldogico de f(zo)H segundo p. Se

a € (zo+SO) entao para a numa vizinhanca de Z z(p(zo),aJ =a.

Demonstra@ﬁo: De fato p(a) =p(zo) entao para a € V(zo)
z(p(zo),a) = z(p(a),a) = a..

2.8, Ainda sob as hipoteses do teorema (2.5) vamos definir
duas fungoes holomorfas F e G em vizinhancas de Zye Para isso sem
ﬁerda de generalidade vamos tomar V(zo), como em (2.5), como um
produto de vizinhancgas de p(zo) em f(zo)H e de q(zo) em f(zOMI.Dg
finimos

> X | F(a)

F: V(z,) p(a) +z(p(z,),a) -plz,)

z(p(A), A-p(A) +p(z,))

G: V(z,) > X G(A)

Em particular vemos que F(zo)==zo e G(zo) =z, -

2.9. Teorema

Para a e A em vizinhancas convenientes de z, temos:

(i) (GoF)(a)
(ii) (Fo G) (A)

]
V]

1]
>

Demonstracao

(1) (GoF) (a)= G(F(a))= z(p(F(a)), F(a) - p(F(a)) +p(z,)) =
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= z(p(a)+p(z(p(z,),a)) -p(z), p(a)+z(p(z,).a) -
- p(a)-p(z(p(z,) ,0)-p(z)) = z(p(a)+p(z))-P(z)),2(p(zy) ;) -P(z) +p(2)) =

= z(p(a),z(p(z,)a)

Tomando-se a numa vizinhanga conveniente, pelo Corolario

(2.6) temos

z(p(a),z(p(zo),a)) = z(p(a),a) = a

(1) (FoG)(A) = F(G(A)) = F [2(p(A).A-p(A) *p(z,)) | =
- [z Ap () |+

+ Z(p(2.),2(p(A),A-p(A)+p(2))) -p(z)

Do fato de p ser inversa sobre a imagem de z e do Coro-

lario (2.6) temos

(FoG) (A) = p(A) +z(p(z ),A-p(A)+p(z)) - p(z,)

Mas [A—p(A)+p(zo)] € zo+So entao pelo Corolario (2.6)

[Fo6 | () = pW) +a-pW +p(z)-p(z,) = A
2.10. Observacgao
Seja X um espacgo de Banach. Entao
F'(G(A))G'(A) = Iy e G'(F(a))F'(a) = Iy .

Para A=a-= Zo temos
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F'(ZO)G'(ZO) = Ix e G'(zO)F'(zo) = IX

Entao pelo teorema da fungao inversa existe uma vizinhanga de Zy

onde F e G sao inversas.

2.11. Teorema

Para a numa vizinhanga conveniente de Z, temos que
F'(a)f(a)H = f(zo)H

Demonstracao

F(a) = p(a) +z(p(z ),a) -p(zy)
Diferenciando com acréscimo k temos
() Fr(a)k = p(k) + 2} (p(zy),a)k

Pelo Corolario (2.6) para a e x em vizinhangas convenien

tes
2(p(z,),2(x,2)) = z(p(z,),a)

Diferenciando a expressdao acima em relagao a x com acres,

cimo h € f(zo)H temos,
zé(p(zo),z(x,a)).z'(x,a)h =0
Mas z'(x,a)h = f(z(x,a))(pof(z(x,a)))_lh logo
z'(x,a)f(zo)H = f(z(x,a))H

e portanto
z;(p(zo) ,z(x,a))f(z(x,a))H = 0
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Para x=p(a) essa Ultima expressdo fica
(B) z;(p(z)),a)f(a)H = 0
De (A) e (B) temos

F'(a) £()H = p(£()) = £(z)H

§3. DISTRIBUICAO INVOLUTIVA E TEOREMA DE FROBENIUS LOCAL

Nesse paragrafo continuaremos com as mesmas notacoes do

paragrafo anterior.

3.1. Definicgao

Uma distribuicao D € involutiva se [f(z)h,f(z)k:]e f(z)H
para todo h,k€H e para todo z€U , onde o colchete [, ] signifi-

ca

[f(z)h,f(z)#] = f'(z)(f(zjk)h-—f'(z)(f(z)h)k ‘

e f'(z)h € a diferencial de f em relacao a z para h fixado.

3.2. Teorema
Seja D uma distribuigao e para cada z, €U seja pumapro

jecao sobre f(zo)H. Se para cada z, @ aplicacio

pof(z): H > f(zo)H |

¢ inversivel para z numa vizinhanca de V(zo) e para cada h € f(%QH

fixado,

V(zo)

Z

> H
> I:pof(z):l -1
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€ analitica entdo D € uma distribuicdo involutiva se e somente se
o colchete [¢(z)h,¢(z)k]pertence a f(z)H para todo h,k € f(zO)H on
de §(2)h = £(z) [pof(2)] "Iy .

Demonstracao: O teorema 27, pagina 61, [ 6 | afirma: sejam X,Y
e Z sao espacgos localmente convexos separados e sequencialmente com
pletos, L € uma aplicacao LF-analitica em UxY, U aberto de X, com

valores em Z, onde a aplicacgao

Y —— 7

X —— L(x)h

é linear para todo x € U, seja & LF-analitica em U com valores em

Y entao a diferencial da aplicacao

U —— 212

x —>— L(x)&(x)
no ponto x com acréscimo h€X &
L' (x)h £ (x) + L(x)&' (x)h

Usando esse teorema para o colchete [¢(z)h4¢(z)kJ temos

1

@' (2) B(2)Kh = £'(2) B(2)K) [pof(z) ] ~h + f(z){ [pof(z) ] “1h}'cz>(z)k

?'(2) @O0k = £ (2) @(Dh) [pof(2)] 7k + f(z){ (pot(2)] ‘1k}'¢(z)h

.Chamando [pof(z)] lh-nh'eH e [bof(z)] “lp =k eH te-
mos @(z)h=£f(z)h' e @(z)k=£f(z)k' e portanto
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9 (2) @Wh = £ () E@EON + £ {[poe2) ]} e

]

@' (2 @Dk = £ (2) (F(DhK' + f(z){[fpofcz)j]'lk}'f(z)h'

Reagrupando as parcelas temos

[smomx] = [ f@n sk ] .

+

e f [or2) ™| "k - [(wof(2) k] "£(a)ne
\

/7

v

Como [?of(z)] —1h tem valores em H,a diferencial emre

lagdo a z esta em H, entaov €H. Portanto

[pnsx] € £
A demonstragao da reciproca & evidente da ultima igualdade.

3.3. Observagao

Seja D uma distribuicdo nas hipOteses do teorema (3.2)

entao para a equagao

2'(x,a)h = £(2) [@ofcz)] 15 - g(2)n

vale a condicao de integrabilidade (C.I.) se e SO se[?(iﬂL¢(z)g] =
=0. De fato,como o segundo membro nao dependé de x,podemos escre-

ver

I

B (x,2)kh + §(x,2) (B(2K)h = 1 (B(DK)h

@, (x,z)hk + @2 (x,2) (@(2)h)k = @ (B(2)h)k .
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3.4. Teorema

Seja D uma distribuicdo nas hipoteses do teorema (2.4)
desse capitulo. Ent@o o segundo membro da equacao z'(x,a)h =

= f(z) [Pof(ZXJ —1h satisfaz a condicao de integrabilidade.

Demonstracao: Chamando @(z)h=£(z) [pof(z)] -ih
[#()n.0(K] = 9" (2 @@0b - 0" (D BOWK .

Pelo teorema (2.4) para x numa vizinhanca de p(zo)

z'(x,a)h = @(z(x,a))h e entao
v%mwm=¢WAL®nwtwm=¢wun@muuanm.
Analogameﬁte
z'"'(x,a)hk = @' (z(x,a))P(z(x,a))hk .
Como z(x,a) é analitica entdo z'' & bilinear e simétrica e assim
#' (z(x,2))@(z(x,a))kh = §' (2(x,a))B(2(x,a))hk .
Para x= p(a) temos
¢' (a)p(a)kh = @' (a)@(a)hk
para a numa vizinhanga de z . Logo

[:a(a)h,¢(a)k] =0
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e portanto vale C.I.

3.5. Corolario

Uma distribuicao integravel com a propriedade (P) € in-

volutiva.

Demonstracao: Pelo teorema anterior o sistema (S) obedece a

C.I. . Da observacao (3.3) temos [¢(z)h,¢(z)k:] =0 e portanto usan

do o teorema (3.2) a distribuicdao € involutiva.

3.6. Teorema

Seja D uma distribuicao involutiva e z, €U tal que p se

ja uma projecgao sobre f(zo)H com

pof(z):

| > f(zo)H

inversivel para z numa vizinhanga V(zo) e para cada h(Ef(zo)H fi-

X0,

V(zo) > H

Z

pof(z)]

analitica. Ent3o o segundo membro da equagao z'(x,a)h = £(z) pof(z):]—lh sa

tisfaz a C.I. para ZGV(ZO).

Demonstragcao: Chamemos de q a aplicagao q(z)= z-p(z). Para

h, k € £(z)H temos

B(2)h = £(2) [pof(z)]

[f(z) Emf(z)] 'h] +aq [:f(z)[pof(z__’ ‘lh}
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h + y(z)h

[¢(Z)h,¢(2)kj P'(2) (@(2)X)h - v’ (2) (P(z)h)k

Para h, k fixos chamemos a expressao acima de g(z). Co-
mo Y(z)h esta no suplementar de f(zO)H entao g(z) também esta nes

se suplementar logo,

p(g(z)) =0

°

Do teorema (3.2) como D & involutiva g(z) € f(z)H e entao g(z)=

= f(z)k(z) com k(z) EH. Aplicando p temos p(g(z)) =0 =]:pof(z)_ik(z).

Mas pof(z) € inversivel em V(zo) 1ogo'k(z) =0 em consequeéncia

g(z) =0= [¢(z)h,¢(z)k] . Da observacdao (3.3) vale a C.I.

3.7. Teorema de Frobenius local numa distribuicao de uma escala

de espacos de Banach

Agora com as definicoes e os resultados do §3 podemos re-
enunciar o Teorema de Frobenius visto em (2.3), capitulo 2.
Vamos trabalbar com uma escala X= U X_ onde admitimos
0<sgl

a propriedade de que se H € um subespaco vetorial fechado entdo H

€ também uma escala de espagos de Banach dada por

H=1im HOX
> s

Teorema: Seja D uma distribuigao involutiva emU, U=X aber-
toe X= U X uma escala de espagos de Banach tal que para ca-

0<sgl
da zOGZlJ existe uma projecao p sobre f(zo)H com

pof(z): H

> £(z,)H
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inversivel para z€V(z ) = U B (z ,R) e para cada h € f(z )H
. o 0<sgl S © o

> H,
> [Pof(z)] -1h

seja LF-analitica. Seja o sistema

V(?o)

Z

z' (x,a) = £(z) pof(z)] -1y
(s)

z(p(a),a) = a

com

S

I £(2) [ pof(2) | 7hll 4 < c I h Il

s-s'

para z GV(ZO) e h(Sf(zo)H . Entao a distribuigao D € integra -

vel.

Demonstracao: Do teorema (3.6).temos que vale a condicao de

integrabilidade para z'(x,a) = f(z) pof(z)].—lh. Pelo teorema (2.3)
do capitulo 2 o sistema (S) tem solucdao e portanto pelo teorema

(2.5) desse capitulo D é uma distribuicdo integravel.

3.8. Teorema

Seja G=X um grupo de Lie, X um espago iocalmente con
vexo separado e sequencialmente completo e H uma sub-algebra de
Lie que € um fechado em X. Seja em G a distribuicao L(z)H onde L
¢ a trénsformagﬁo infinitesimal do grupo G. Se & e n sao aplica

¢oes analiticas definidas em QS G a valores em X ¢ tal que £(z) e
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n(z) estao em L(z)H entao [E,n]z € L(z)H’onde
[en], = e @@ - @

Demonstracao

E(z) e n(z) € L()H = L(2) E(z) e L(z) n(z) €0 (1)

L(z) oL(z)_l = [, => L'(z)hL(z)_1+ L(z) |[L(z)—l] ’h =0 =

X

L(z) L' (2)h L(z) 1 + [L(z)—lj "h=0 (2)

Diferenciando L(z)_li(z) e L(z)-ln(z),usando (1) e (2)

temos,

et (a)n =

' [}(z)'lj'}lacz) TON
= L L (hL2) e + L) e (an enw
Analogamente

L(z) "1 (2)h L(2) "Mn(z) + L(z2) In'(2)h e H

Substituindo nas duas ultimas desigualdades h por n(z)e

h por £(z) temos

1 e @e@re ™M@ - oL@ @) +
=1 ,
r1@ e @n@ - ne@) e

Mas [:L(z)h,L(z)k] = L(z) l:h,k:l' , [6] ., e entao

-1 T
L(z) [L'(Z)L(z)kh - L'(z)L(z)hk] = Lh,kJ
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Olhando k como L(z) Y£(z) e h como L(z) tn(z) temos.
L2 r @e@L@ ™M@ - v enmLm i) -
. = [L(zi'la(z) ,L(z)‘ln(z)] :
Entao
[t @@ ] @ ], en

Como [}(z)_lg(z),L(z)—ln(z):lG H entao L(z)—l[g,i]z €EH
e portanto [E,n] , € L(z)H

_Corolario 1. Num grupo de Lie G a distribuicao L(z)H € invo-

lutiva.

Corolario 2. Seja em G a distribuigdo L(z)H e para z, € G su

ponhamos que p € uma projecao sobre L(ZO)H com

polL(z): H > L(ZO)H

inversivel para z numa vizinhanca V(zo), Entao o segundo membro da
equacao _
2' (x,a)h = L(z) (pol(2z)) 'h

satisfaz a C.I.

Demonstracao: Evidente do corolario anterior e do teorema (3.6).




CAPTTULO 4

Neste capitulo vamos supor que estamos sempre nas hipo-
teses do teorema 2.5 do capitulo 3. Em consequencia temos uma dis
tribuicao D em U integravel com a propriedade (P). Assim, numa vi
- zinhanca de um ponto ZOGU as variedades integrais sao solugoes do

sistema

zf(x,a) = f(Z)[POf(Z)]—l
(s) '
Z(p(a)aa) = a

Vamos demonstrar que para cada ponto zOGU existe uma

fnica variedade integral maximal conexa F, isto & qualquer outra
o

variedade integral conexa de D que passe por z, esta contida em

r .

Z_ .
O

§1. UMA NOVA TOPOLOGIA EM U

Vamos definir em U uma nova topologia ty atraves de um
sistema completo de vizinhangas em cada ponto zEU que sera denota
do por V.

& qualquer subconjunto de U que
- 53 -

Uma vizinhanga de z,



= 84 =

contenha a imagem de uma vizinhanca de p(zo) em f(zo)H pela solu-

cao do sistema (S), com condicao inicial z(p(zo),zo)=zo.

1. Para cada z, Vz #¢ porque o sistema (S) por hipotese tem
(o)
solugao.,
2. Para cada Z, © VGVZo temos que ZOGV porque z(p(zo),zo)=zo.

3. Se V€VZ e V'mV entao V'GVZ
o 0

4. Se V,WeV, entao VAWEV, porque a solugdo z(x,z ) € inje-
o o
tora.

5. Provemos que se VEV, existe OEUZ tal que 0=V e 0€V, pa-

o) o
ra todo zE€O.

Antes disso provemos dois lemas.

Lema 1 - Seja z €U. Para z; numa vizinhanca conveniente de
Z_ em MZ temos que (Fo¢1)(x)—F(21) assume valores em f(zO)H para

0
: 0
X numa vizinhanca conveniente de pl(zl) de f(zl)H onde

F & a funcdo definida no item 2.2 do capitulo 3,

Py & uma projecdo sobre f(z;)H,
¢ € solucao do sistema (S) com condigao inicial em z; e p,
no segundo membro ao inves de p e abreviamos ¢1(x,zl)=

¢1(x) e z(x,zo)=z(x).

Demonstracao: Pelo teorema 2.2 do capitulo 3 para a numa vi-

zinhanca de V(zo) temos

F'(a)f(a)H = f(zo)H.

Seja uma vizinhanga V(p(zo)) ém f(zo)H tal que
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z(V(p(zo))c:V(zo).

Tomemos Zlez(V(p(zo))). Existe uma vizinhanca W(pl(zl))

conexa em f(zl)H tal que

4 (W(py (20)))=V(z)
Calculemos

[(Fos;) (x)-F(zy)] "' £(z)H = F' (47 (x)) 41 (X)£(z)H =
= F' (49 (x))£(p7 () (p0£ (47 (x))) T E(zIH =
= F' (3 (X)) £(4; (x))H
mas ¢, (x)EV(z,) logo
EFo¢1(xj-Fcz1)J'f(z1)H'= £(z)H
Aplicando-se q=I-p a ambos os membros temos
[(qoFo41) (x)- (q0F) (27)] " £(z)H - .
Como x€W(p,(z;)), conexa, temos

(quo¢l)(x)-(qu)(zl) = constante.

Para x1=p1(zl) temos
(quo¢1(xl)—(qu)(zl) = 0 e portanto

[(Fo¢1)(x)~F(zl)]€f(zo)H VXEW(p, (2¢))-
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Observagdo: Fosy (py(z))-F(z;) = F(zl)-F(zlj = 0.

Lema 2 - Seja ZOSU; existe uma vizinhancga V(p(zo)) em f(zo)H
tal que para cada zle z(V(p(QQ)) existe uma vizinhanga W(pl(zl))

em £(z;)H tal que

b, (N (py(2)))S 2(V(p(2))) .

Demonstracao: Seja V(z,) uma vizinhanca tal que

F'(a)f(a)H = f(zo)H

(GoF) (a) = a, ‘ para aGV(zoj,

que existe pelos teoremas 2.9 e 2.11, capitulo 3.

Como no lema 1 seja V(p(;o)), z(V(p(zO)))c:V(zo), e
zlez(V(pzo)).

Chamando p(zl)=x1, seja uma .vizinhanca V(0) em f(zO)H

tal que

x1+V(0)c V(p(zo)) e F(zl)+V(0)§ V(zo).

As aplicagdes ¢; e Fo¢; sao continuas, logo existe uma

vizinhanga W=W(p1(zl)) em f(zl)H tal que

06N V(z)) e (Fosy) (W)-F(z)< V(0),
Entao

Fo¢1(W)G F(zl)+V(O).
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Aplicando G a ambos os membros vem
¢1 (W) SG(F(21)+V(0)).
Calculemos G(F(zl)+V(O)).
F(z)) = p(2)+2(p(2,)»2)-p(2.) = xq+2-p(z,) .
Para t€V(0) temos
G(F(zq)+t) = G(x1+zo¥p(zo)+t) =
= z(p(xy*z -p (2 ) +t) s x +2 -p (2 ) +t-p(xy*2 -p (2 )+t)-p(2z,)) =
= z(x1+t,xl+zo—p(zo)+t-x1-t+p(zo)j = z(x1¥t,zo) = z(x1+t).
Entao G(F(z)+V(0)) = z(xy+V(0),2,) = Z(x;+V(0))
.Porténto

$q (W)= z(x+V(0)) = z(V(p(zy))) -

Agora fica simples expressar a Gltima propriedade 5 de

vizinhangas.

Seja VGUZ entao pelo lema 2 exisfe 0=z(V(p(zO)))cV’ta1
que para cada 2160 existe W=W(p1(zl)) com ¢1(W)C32(V(p(zo))).Mas
wevzl.

Com essas 5 propriedades fica definida uma nova topolo-

gia em U que denotaremos por -
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§2. EXISTENCIA DE VARIEDADE INTEGRAL MAXIMAL

TEOREMA DE FROBENIUS - FORMULACAO GLOBAL

2.1. Teorema. A aplicacao identica

(UsTN) — U

- : Pl
e continua.

Demonstracao: De fato seja V(zo) uma vizinhanca de Zy A so-

lucao z do sistema (S) & continua logo existe uma vizinhancga

-

V(p(z))) de p(zy) tal que z(V(p(z )))= V(z ). Mas z(V(p(zy))) e

uma vizinhanga de z_ em (U,ty), logo a inclusao acima é continua.

2.2. Teorema. Seja M uma variedade integral da distribuicao D em

U. Entao a inclusao
M—— (U,

.
continua.

(ORY

Demonstracao: Antes da demonstracao do teorema vamos demons-

trar um lema.

Lema 1 - Seja z €M e chamemos de = e ¢ uma carta e sua inver

sa numa vizinhanca de z_ em M, assumindo valores num subespaco ve

o
torial Y de X. Para x numa vizinhanca conveniente de x0=n(zo) em

Y temos que

(Fo¢) (x) -2z,
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assume valores em f(zo)H, onde F & a aplicacao definida em 2.8 do

capitulo 3.

Demons tracao: Na demonstracao do lema 1 do §1 se substituir-

mos ¢, por ¢, zltpor z, € f(zl)H por Y a demonstragao segue da

mesma forma.

Lema 2 - Seja zoeth dada uma vizinhancga V(p(zo)) em f(zo)H

existe uma vizinhancga W(n(zo)) em Y de modo que

oW(r(z D))= 2(V(p(zy))) -

Demonstracao: Usando o lema 1 procede-se como no lema 2 do

§1 desse capitulo onde troca-se ¢1 PoTr ¢, 2z; por z_ e f(zl)H por

o
Yo

Demonstracao do teorema

Dada uma vizinhanca V(zo) em (U,TN) existe uma vizinhan
ca V(p(zo)) em f(zo)H tal que z(V(p(zo)))Civ(zo). Pelo lema 2 exis

te W(n(zo)) vizinhanga de n(zo) em Y tal que
6 W (m(2,)))= 2(V(p(z,))) -
Mas ¢(W(n(zo))) € vizinhanca de z, em M logo a inclusao

M—— (U, TN)

- I
e continua.

Corolario: Para ZOGU seja z solugao do sistema (S). A aplica



- 60 -

(¢]Y

cao z restrita a uma vizinhanca de p(zo) a valores em (U,rN)

-
continua.

~Demonstracao: Evidente do fato que z(V(p(z,))) € variedade in

tegral que passa por z, © do teorema anterior.

Como consequéncia desse corolario existe um sistema fun
damental de vizinhancas conexas em (U,TN) porque H € espaco local

mente convexo. Entao as componentes conexas de (U,TN) sao abertas.

Agora em (U,TN) consideremos para cada ponto z, a compo

nente conexa FZ
' o)

E facil provar que F, € uma variedade integral da dis-

“tribuicdo 0 em U. De fato seja.on com a topologia induzida de
(U,rN). Para cada ZGFZ seja O=¢(V?z) solugao do sistema (S) com

condigao inicial z, p grojegéo sobre f(z)H, V & vizinhancga de p(z)

em f£(z)H.

Cada 0 & aberto em F, . Como ¢ & continua numa vizinhan
)
ca de p(z) a valores em (U,TN), ¢ e p restrita a 0 sao inversas

entao (p/y,0) forma um atlas de Fz
o)

Do teorema anterior se MZ € uma variedade integral co-
nexa que passa por z, entao MZO e cgnexo em (U,rN), logo MZOC FZO.
Portanto on ¢ de fato variedade integral maximal-da distribuicao
D.

§3. EXISTENCIA DE VARIEDADE INTEGRAL MAXIMAL
EM ESCALA DE ESPACOS DE BANACH

Nos dois paragrafos anteriores baseamos-nos na existen-
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cia de solugdao de um sistema (S) na vizinhanca de cada ponto Q)de
um aberto U. Isso garantia que a distribuicao 0 dada era integra-
vel. A partir disso demonstramos & existencia de variedade inte-
gravel maximal em cada ponto de U num espago localmente convexo

separado e sequencialmente completo.

Podemos agora aplicar esse resultado ao contexto de um
espago que € uma escala de espacos de Banach. Assim nas hipoteses
do item 3.7 do capitulo 3 a distribuigdo D involutiva & integravel
e para cada ponto do aberto U existe uma tnica variedade integral

maximal conexa que O contém.

§4. OBSERVACOES

1. Construirmos a variedade integral maximal conexa baseadas
na existéncia de solucgdo do sistema (S) para cada ponto z €U, U
aberto onde esta definida a distribuic@o D. Entao supusemos a exis
téncia de uma familia de projegdes p,, zE€U. O teorema 2.2 desse
capitulo mostra que a existéncia de variedade integral maximal co
nexa independe da familia de projecoes usada, isto e, se p,,2€U e
p,,zEU sao duas familias de projecoes nas condigoes do teorema
2.5 do capitulo 3 entao elas produzem a mesma variedade integral

maximal conexa.

2. No caso de X ser um espago de Banach complexo qualquer fa
milia de projecdes satisfaz as hipdoteses do teorema 2.5 do capitu

1o 3 como veremos mais adiante.

3. 0 teorema 2.2 mostra que toda variedade integral conexa
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M, esta contida na variedade integral maximal conexa F, mas nao
A :

o

conseguimos demonstrar que M, e um aberto em F, . Devido a obser
o 0

vagcao 1 se MZ e obtida a partir da solucao de um sistema como no

0
teorema 2.5 do capitulo 3 entao M, € um aberto em F,
~ 0 o



CAPTTULO 5

§1. APLICACKO DO TEOREMA DE FROBENTUS A GRUPOS DE LIE

Teorema

Seja X um ELCHSc e G = X um.grupo de Lie. Seja H uma sub
algebra de Lie de X com suplementar topoldgico. Em G consideremos
a distribuicao D dada por L(z)H, onde L & a transformagao infini-
tesimal do grupo G. Suponhamos que para cada zOG(}exista uma pro-

jecao p sobre L(z )H tal que

polL(z):H :>szo)H

seja inversivel para todo ZGW(ZO) e o sistema

¢' (x,adh = L(z) (poL(2))"*h  heL(z )H

(s)
L<1>(p(a),a) = a

tem solugao holomorfa ¢ (x,a)
¢(x,a):V(p(zO))xV(zo) —— W(zo)

unite Vip(z)) ¢ vizinhanga em L(ZO)H.
- 6% =
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Entao para cada ponto z€G passa uma unica variedade in-
tegral maximal conexa, alem disso, aquela que passa pela unidade

e do grupo & um sub-grupo de Lie de G.

Demonstracao: Os resultados do capitulo anterior garantem a

existéncia de variedade integral maximal conexa passando por cada
ponto zEG. Resta-nos demonstrar que aquela que passa pela unidade

do grupo G & um sub-grupo de Lie de G.

Para isso provemos dois lemas.

Lema 1 - Seja ¢ com a topologia ty definida no capitulo 4

atraves da solugdo do sistema (S). Entdo fixado a€G a translacgao,

(G, TN) N)

z —>— ((a,z) = az,

> (G,

onde § € a lei do grupo G, e continua.

Demonstracao: Antes observemos que se N &€ uma variedade in-

tegral da distribuigao D entao aN, a€G, € tambem uma variedade in
tegral de D. De fato se z(x) € uma parametrizagiao de pontos de N,

XEY, Y espacgo dos parametros , seja @P(a,z(x)).

[@(a,z(x))],Y = 05(a,z(x)).2" (X)Y

Das equagoes de Lie do grupo ¢, 2.6 capitulo 1, e do fa

to de N ser variedade integral temos

[P(a,z(x))] Y = L(A(a,z(x)))L(2(x))L(z(x))H
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[#(a,z2(x))]LY = L(B(a,z(x)))H.

Logo o espaco tangente emaz & L(#(a,z))H e portanto aN

€ variedade integral de D.

Seja agora um ponto zoeG e W uma vizinhanca de az em

(G,rN). Do teorema 2.2, capitulo 4 sabemos que as inclusoes

M —_— (G,TN)

sao continuas, onde M &€ uma variedade integral de D em G. Em par-

ticular no caso de M=aN.

Logo existe uma vizinhancga V(p(zo)) em L(zo)H tal que

@(a,z(V(p(zy)),z ))<= W.

em (G,TN) logo a trans-

Mas z(V(p(z)).z,) € uma vizinhanca de Z

lacao

Z —>—— az

- <+
e continua.

Lema 2 - A variedade integral maximal conexa Me que passa pe

la unidade do grupo e & um grupo considerado com a operagao indu-

zida de G.

Demonstracao: Sejam x,yGMe. Do lema 1 xM, e uma variedade in

tegral conexa que passa por X. Mas como xGMe entao xMeCIMe e por-

tanto xy€M_. Analogamente x-lMe contém e logo x—lMe::Me portanto

-1
X GMe.
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Demonstracao do Teorema

Suponhamos, sem perda de generalidade, e=0 entao se p e
e e

uma projecao sobre L(e)H=H temos p(e)=e. Chamando Q=p

vamos definir duas funcoes F e G, uma inversa da outra

F(z) = z-¢(p(2))-p(2)

¢ (p (w))+w-p (w)

I

G(w)
onde ¢(x)=¢(x,0).
FoG=IQ e GoF=IQ

Da continuidade de F e G e da lei de grupo @ do grupo G
existem U,V,W, W=a0G onde (#,,U,V,W) & um grupo local ([6]) em

volta de 0 e
@, (z,w) = F[B(G6(2),Gw))]
Dessa forma temos,

Ly (2)h = (9;),(z,0h = F' (6(2))8,(6(2),0J.G" (0) .h ,

mas para z€EV(p(e)) temos G(z)=¢(z).

Para h€EH
G'(0)h =4¢'(0)h = L($(0)) (poL(4(0))) *h = h.

Entao

L(z)h = F'(G(z))L(G(z))h.
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Como FoG(z)=z para zEQ

F'(G(z))G' (z)h=h, heX.

Assim

F'(G(z))G'(z)H = H.
Para ZGV(p(e)) temos G(z)=¢(z) e G'(z)=¢'(2z) entao
¢'(z)H = L(¢(z))H
G'(z)H = L(G(z))H.
Portanto

F'(G(z))L(G(z)H = H.
Finalmente temos

H e entao

Ll(z)H
L{(2)H =1 para z€V(p(e))

Assim para z e w numa vizinhanca de e em H temos
Ll(z)Ll(w)Hc:H, (A)

Para z e w numa vizinhanga de ¢ em H e h€H sejam os sis

temas

~
wn
—
N~
[P

{(wl)&(z,w)h = Ll(wl)Ll(w)h
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As solucgoes do sistema (Sl)'e (Sz) 556

w = ¢, (z,w) = ZO[G(W_e’LlLl(w—e))n]m(e,z), [10],
me

) XxX > X
onde m= € a projegao e
(z,w) >W

(6 80TV g) (o) = gl (xoydkegy (o) (£(x, 7T,

= yize) = [eleTE e Gy, [10],
m 30 ' '

Devido a (A) cada parcela da série esta em H e como H é

fechado entdo a série esta em H.

Temos entao um grupo local em H
Gl = (¢1 ,Ul,Vl,Wl)

e a aplicagao G € um homomorfismo local de G, emG. Seja o grupo

local em ¢, [11],

e considerando o grupo topoldogico que passa por e,

N= U [6u)]™ = U U aG(U,)
o I el acfcup]™t Y

U1 pode ser tomado conexo entao G(Ul) ¢ conexo e portanto N & cc-
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nexo.

Como G(Ul) € variedade integral conexa que passa por e

entao N é variedade integral conexa que passa por e. Entao N& Fg.
Provemos que N = Fe.

N & aberto em Fo porque G(Uy) = ¢(V(p(e))) & aberto em (@,ty)

também U aN & aberto, portanto N & fechado em Foo
aeFe\N

Como Fe e conexo N =F .

Logo F, & um grupo topologico.

Provemos que as operagoes
FexTe Fe

(z,Ww) —>— 2zw

sao analiticas.

De fato seja zOGFe, wOGFe e z(t), w(t) parametrizacgoes

tal que z(to)=z e W(TO)=W0. A aplicacao

(0]
(t,7) —>— py (B (z(t),w(t)))

¢ analitica, onde p_ ¢ projecao sobre L(z w JH. Logo a aplicacgao



e analitica.
Analogamente a aplicacgao
Fo—— Fg
g —>— 771
e analitica.
. §2. A INTEGRABILIDADE DAS DISTRIBUICOES INVOLUTIVAS
NO CONTEXTO DOS ESPACOS DE BANACH
2.1. Seja X um espaco de Banach complexo e D uma distribui-

¢do involutiva num aberto U, U=X. Vejamos que D & integravel e por
tanto por cada ponto de U passa uma tnica variedade integral maxi

mal conexa.

De fato seja z, um ponto de U e p uma projecao sobre

f(zo)H. Denotemos por 3‘?(20)-l a inversa da aplicacao linear f(zo)

f(zo):H > f(zO)H

h —

> f(zo)h
Com essas notagoes

f(zo)-lopof(zo) = 1y = identidade.ém H
A aplicagao g

g: U > L (H)

2~ g(2) = £(z) opoE(£(2)



= Fl o=

€ holomorfa porque a aplicagao f

f:U > L(H,X)
z > £(2)
€ holomorfa e a aplicacao f(zo)_lop ¢ linear e continua. Mas

g(zo)=1H e portanto é inversivel, logo pertence ao grupo de Lie
G(H) das aplicacoes lineares continuas e inversiveis de H. O con-
junto G(H) € um aberto em L(H) logo existe uma vizinhanga\mzo)on-
de g(z)=f(zo)-1opof(z) & inversivel logo pof(z) € inversivel em

V(zo).

A aplicacao Epof(z)]—l esta em G(H) e também a aplica-

V(zo) .- >H

z >[pof(z)1-1h

& holomorfa porque G(H) € um Grupo de Lie.

Além disso a aplicag@o

V(zo)

Z

>L(f(z0)H;X)
>f(z)o[pof(z):|_1

& holomorfa e portanto limitada numa vizinhanca de Zz,.

Pelo teorema 3.7, de Frobenius, D & uma distribuicao in
tegravel e também existe uma Unica variedade integral maximal co-

nexa que passa por cada ponto de U.

Esse raciocinio independe da projecao p tomada sobre
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f(zo)H logo qualquer familia de projecao p,. 2€U fornece as mes-

mas variedades integrais maximais conexas.

2.2. Seja GcX, G grupo de Lie de um espaco de Banach X, H<X,
H uma sub-algebra de Lie de X com suplementar topologico. Seja D
a distribuicao em G dada por L(z)H onde L € a transformacao infi-
nitesimal do grupo G. Devido ao item 2.1 as hipoteses do teorema
do §1 desse capitulo estao satisfeitas. Entao a variedade inte-
gral maximal conexa que passa pela unidade do grupo € um sub-gru-

po de Lie de G.

§3. A INTEGRABILIDADE DE UMA DISTRIBUICAO DADA

POR UM SISTEMA DE CAUCHY-KOVALEWSKY LINEAR

3.1. Seja o sistema linear

5z _ . 3z
oty A 3t2+
(S)

Z(Ostz) = ¢ (tZ)

Bz

onde A(tl,tz), B(tl’tZ) sao matrizes quadradas, de funcoes holo-
morfas, de ordem 2, limitadas por M para [t;|<n e [t2[<1 e ¢(t,)

. = i 2
uma aplicacao holomorfa numa vizinhanca de o a valores em C".

Chamemos de X;, 0 espago vetorial complexo das aplica-
coes holomorfas u limitadas na bola Bs(b) de C a valores em Cz.

Definimos a norma

| ully = |il|l€slu(t)|'
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Com essa norma X, € um espaco de Banach complexo. Temos"
entao a escala X = U X_.
0<s<1

kd

Para cada u€X_ seja a aplicacao
F(tl , 1) (tz) = A(tl,tz)u' (tz)"'B (tlatz)u(tz) .

Entao para |tll<n e |t2|<s'<s e da desigualdade de Cau-

chy
' I ull,
|u (tz)l N S-s'
temos
M 2M
e portanto
2M
(A) I Flep,wll,, ¢ g5 llullg para [ty|<n.
Formemos o sistema
du _
H_‘EI = F(tl,u)
(s")
u(0)= ¢

A aplicacao ¢ pertence a algum espaco XSO,'0<x051. Seja

R>0 tal que |[¢]lg <R, |Ju-g||,<Re |t1|<n, temos entao que
o

(B) ||u”s < R+ 9]y < R +|]¢||SO < 2R com 0<sgs -



Substituindo (B) em (A) vem

Il F(tl’u)HS- $ 557"

Pelo teorema de Ovyannicov, §1 capitulo 2, existe uma
tnica solugao que depende de ¢, u¢(t1) para [t;[<a(s -s) tomando
valores em Xs, onde A = min(ﬁ ———%——— ) e tal que
32e”4MR

”'u¢(tl)_¢||5 < R.

Entao para || ¢]|, < R temos
0

||u¢(t1)||S < R llelly < 2r.

0 sistema sendo linear a solucao depende linearmente da

condicao inicial. Entao

lu,Cepdlly « 21ell,  para todo geX,

(0]
|ty |

Mas [t;[<a(s -s) e [t,|<s -equivale a +ty|<s, e
tomando-se sem perda de generalidade agl temos |tl|+|t2|<sO ou ain

da |t[<s , t=(ty,t,).

Concluindo a funcao z(tl,t2)=u¢(t1)(t2) ¢ solucao do

sistema (S) e usando a notacao do item 2.2, capitulo 1,

1 -
I ZHS = sup lZ(tl,t2)|
t]<s
temos que
|Z(t1’t2)| = Iu¢(t1)(t2)| < |l uq)(tl)”S < 2. “<f>”g



e portanto

1
(©) Izl < 2llsll, .
SO SO

como s € qualquer, a aplicacao que associa condicao inicial ¢ a

solugao do sistema (S) € um operador linear e continuo.

3.2. Sejam agora X=gh(2,C¢) e U=Gh(2,¢) e a equagao (E) do sis
tema (S),

] 3
(E) 2 = Agz+B 2.

Chamemos de H o subespaco vetorial de X das solugoes de

(E) e suponhamos que H & uma subéélgébra de Lie de X.

O conjunto H € um fechado em X porque operador

) 3
—— - ATl - B—=2—
atl 4 3t2

- - -
e linear e continuo.

Existe uma correspondéncia biunivoca entre o espaco H e
o subespacgo Hy dos germes ¢ de gh(2,c), tal que ¢ so depende da
segunda variavel t,. De fato a equagdao (E) tem uma tnica solucao

z(ty,ty) tal que

Z(O’tz) = ¢

A aplicacdo T que associa condicao inicial a solugao de

(E) €, como foi visto em 3.1,linear e continua
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T:H, —> gh(2,0)

¢ —> 2

¢
Seja §={z€gh(2,c)|z(0,t2)=0}.

Os espagos S e H1 sao suplementares topologicos porque

|2(0,t,) |l g < | z(ty.t) 1 o
isto 6 a projecao de X sobre Hy segundo S & continua.

Existe um isomorfismo de espagos vetoriais topologicos

entre H e H1 porque,

(a) H sendo fechado & um espago de Silva, 2.5 capitulo 1,com

a topologia induzida de X, entao a aplicacao

,T:Hl >H
& continua,
(b) a projegao sobre Hy, restrita a H, segundo S & também

-
continua €

Topy = 1H e pHoT =1

Entdo H tem suplementar topologico.

Vamos agora definir em U a distribuigﬁd D dada por J(z)H

onde J(z) é a matriz jacobiana de z.

Fixado ZO€U seja a projecao p sobre J(ZO)H

b(2) = 3T T 0.1)].

De fato p € uma projegao porque € linear e
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p(®) = 3T [369 WEITUC) D 0.1 0.t} -
- J(zO)T{T [(J(zo)-lz) (O,tz)] (O,tz)} =

- 3 Y D 0.t} = p()

Vejamos que poJ(z), restrito a H, € inversivel para to-

do z numa vizinhanca conveniente de Zyo

poJ(z): H > J(zO)H

Primeiro vejamos que poJ(z) ¢ injetora.

De fato se poJ(z)k=0, k€H, entao

J(z )T [(J(zo)'l‘J(z)k) (O,tz)‘l =0
“entao

1

T [(J(zo)— J(z)k)(O,tZ)] =0

" e da unicidade de solugao de (S) temos

1

(J(zy) "I(2)K)(0,t,) =0

Entao (J(z)k)(O,tz) =0 o que acarreta
J(z)(O,tz)k(O,tZ) = 0.

e portanto k(0,t,) =0. Como k €H temos que k =0.
Agora dado h(SJ(zo)H procuremos k €H tal que poJ(z)k=h .
Assim

. p(J(2)k) = J(z )T [:J(zo)_l(J(z)k)(O,tz):‘ =h

A CIER R TOIICR AN RO
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J(z) M IR (0,1,) = (I(z) Th) (0,t,)
(J(2)K) (0,t,) = h(0,t,)
k(0,t,) = [J(z)—lh:] (0.t

(D) k=T [J(z)'lh)(o,tz)]
Ve jamos em‘qual vizinhanca de z, vamos tomar z;
-1 _ -1
sw 1370 | = s | [I0z)-3(z0-2) | 0]

|t]<s | t|<s

= sup | J(zo)(I—J(ZO)-1

|t]<s

I(zg-2 | o) |

-1 1
= I-J J = J e J
o8 1[G TG0 a6y Jeors = AN o)

isso para |51|Jp |J(z ) J(zo—z)(t)|<‘r, 0<r<1.
t|<s

0 germe z, pertence a algum XS . Tomando-se s, tal que
o

O<s<so<1 temos para

2 T
| z-z Il g = sup [J(z -2) ()] <
°7 S |t|<s ° sup IJ(zoj—l(t)|
| t]<s
que , =
sup [J(z-2z) (t)|. sup [J(z, )yl <r
|t]<s t|<s
e entao
sup [J(z -2z) (t)|. sup [J(z )" Lol <.
|t|<s t|<s _
5 T
Concluindo temos para || z-z || o < -
| sup  [J(z) "1(1) ]
|t]<s,
que _
(F) sup |J(2) ()] < sup [J(z,) "H(D)|

-T
It]<s ~ [tl<s,
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0<r<l

Entdo poJ(z) € inversivel para

? T

z € U BS(ZO,R) com R = -
0<sgl sup [J(z) "1(v) |
t|<s

(o)

Resumindo temos

(1) a distribuicdo dada por J(z)H € involutiva, de acordo com

o Corolario 1 do item 3.8, capitulo 3;

(2) poJ(z) € inversivel para z numa vizinhancga de z,, entao o

segundo membro da equacao

2'(x,a) = J(z) (pod(z)) *

satisfaz a condicdo de integrabilidade devido ao teorema 3.6, ca-

pitulo 3.

Vejamos que o segundo membro dessa equacao satisfaz a
uma majoragao como no teorema de Frobenius.

Da expressao (D) temos
(o3 (2)) 7 = 1 [0 My 0, ]
entdo chamaremos de g(z) a
g(h = J(2) (poI(2) b = I(@)T [ U h) (0.t |
com ]IGJ(ZO)H. |

Da desigualdade (a) do item 2.4, capitulo 1, temos

e@nli? - T [O@ Mo |2

2

<
S s-s!

(RO RIS Re MICR ] I
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2 : -
: sup 13(2) (0 [ 117 [ (2w 0,1yl

s-s' |t]|<s

2 -
=2 z||§ ST [(J(z) 1h)(o,t2):ll|§

Aplicando a desigualdade (C) anterior temos

n =

leanll 2, ¢ = zll 5 1o m o) |

para 0<s'<sgl.

°

Para
2 T
| z-z Il £ < —
RS sup  |J(z,) Lo
t|<s0
temos
2 2 x
el 2 < Hlzll 2 s e
sup |J(z) (1) |
|t|<s
)
Entiao para ||z||2 < C; temos

2 4
Il g(z)h|l o\ <
S-S

-1, 1 1
c, 13 ML no,elly -

Ainda para

T
<

I
°ns  sup |J(z)"t(O) |
t]s O

|| z-2
0

temos pela desigualdade (F) anterior

sup  13(z) L) |. (0.t 11

2 4 t]<
| g(z)h|| g < -y o | t]<so

1 -1

Chamando -1
4 C, sup 1J(z) (t) |
Itl<so - = C

1 -1
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e usando a desigualdade (b) do item 2.4, capitulo 1 temos

2 [ 2
el g¢c= llnllg

b

isso para 0<s'<sgl

T

z€ U BJ(z,,R) e R= .
0<sgl sup [J(z) t(t)|

Concluindo podemos dizer entao que a distribuicao D de-
finida é integravel e para cada ponto z € U passa uma unica varie
dade integral méximal conexa.

Além disso a variedade integral maximal conexa que pas-

sa pela unidade de Gh(2,C) € um sub-grupo de Lie de gh(2,C).
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