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INTRODUÇÃO

O estudo da estrutura algébrica dos anéis de grupos e

especificamente o estudo do problema do isomorfismo e da es

tritura do grupo das unidades, tem atraído a atenção de mui
tos matemáticos durante as ultimas décadas. Parece-nos ha

ver muitas razões para isto. Os anéis de grupo nasceram li.

gados ã teori-a de representações de grupos. e hã certa ra-

zão para crer que seu estudo prove ser relevante nesta área,

e até na própria teoria dos grupos. Além di.sso, hã inúmeros

problemas abertos em relação à estrutura algébrica dos ané-

is de grupo, e sua resolução parece que envolvera técnicas

da teoria dos grupos e das representações, da teori.a de a-

néis e da teoria algébrica dos números. Esta amplitude de

técnicas aumenta a atraçâo deste estudo. Finalmente, os ar-

gumentos usados muitas vezes envolvem cálculos explíci-tos,o

que dã à teoria um carãter concreto e uma aparência engano-
samente "si.mples"

É o interesse deste estudo que expli.ca a extensão des

ta dissertação. Planejada origi.nariamente como estudo do
problema do isomorfi.smo, seu aspecto foi. totalmente modifi.-

cedo pelo surgimento, primei-ro, do trabalho de D.S.Passman

e P.F.Smith, e, depor.s, do trabalho de G.H.Cliff, S.K.Sehgal

e A.R.Wei.ss. Di.ante do interesse e da importância destes tra
balhos, era imperativo inclujl--los.

À parte o capítulo de prelimi-naves, este trabalho se



divã.de em três partes quase independentes. O capítulo 1.[ di.E

cure o problema do isomorfismo para anéis de grupo de grupos

metabelianos sobre ané:i.s de integridade, obtendo um resulta-

do parei.al. O capítulo 111 contêm vários resultados sobre a-

néis de grupo de grupos diedrais sobre os inteiros, incluin-

do un\a descrição explicita do grupo de unidades em um caso

particular. O capítulo IV trata da existência de compJ-emen

tos normal.s livres de torção para G em V(mG) , um problema

que tem atraído muito interesse nos Últimos anos.

Nenhuma dissertação deste tipo pode ser feita em isola

mento; é grande o número de pessoas que nos ajudaram, incen-

tivaram e que de algum forma parti-ci.param do trabalho. Den -

tre eles, cumpre lembrar.'a ajuda e o estímulo de nosso orien

dador, Prof. Casar Polcino, as conversas interessadas de nos

sa colega Heloisa Borsari, a paciênci.a e o trabalho de lhlãr-

cia Fani. Franco Perez, responsável pela dali.lografi.a, e, aci

ma de tudo, o amor de minha esposa. À estes, e a todos os (]ue

ajudaram, agradecemos de coração.

Passados grande trabalho e quase dois anos, é-nos ex

tremamente gratifi-cante encerrar esta etapa. Com gratidão a

Deus, citamos a exclamação de um desconhecido escriba medie-

val, ao conclui,r um trabalho especialmente trabalhoso e dela.
Gado:

FINAS, FIN].S, FIN].S,

LUDENDO DICIT!

Ferrando Quadros Gouvêa

Agosto de 1981
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1. PRELIMINARES

Apresentamos neste capítulo alguns resultados
básicos sobre os anéis de grupos seus Ideais de aumento

Q seus grupos de unidades, dando, em alguns casos, enun
alados mais gerais do que os que são normalmente cita -

dos. As referências bãsi.cas para este capitulo são [Pol

ano Mllles 1976] , [Sehgal 1978] e [Passman 1977] . Quan

do os resultados mencionados ou as demonstrações dadas
nao constarem destas, serão dadas referências específi-
cas

Sacos

No que segue, R denotarã um anel comutativo

com 1, G um grupo finito e RG o anel de grupo de G so-

bre R, definido como o conjunto das combinações R-linea
res formal.s do tipo

a= E a(g)g , com a(g)c R Vg(G,
g€G

muni.do de soma e multipli-cação defi.ni.dos por

Ea(g)g+ E B(g)g= E(a(g)+B(g))g
g eG gcG g( G ' '''''
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e

( E a(g)g). ( E B(g)g) = E Y(g)g,
geG .gcG gcG

onde y(g) = E a(h) li(h''Lg)
h€G

É Imediato verlfi.car que RG, com estas defina

çoesré um anel com 1. Dados rcR e CE(RG, definimos ainda

ra = E a(g)g = E rcz(g)g.
geG g(G

Com esta definição, e identi-ficando geG com l.gera, ve-
mos que RG possui estrutura de R-módulo livre com base

G. Definimos o suoorte de a=Ea(g)g como s\lpp(a)=lgcGI a(g)/0}

Se H é um subgrupo de G/ é sempre possível co=
sxderar RH como subanel de RG. Desta forma, podemos dar
a RG uma estrutura de RFl-módulo.

Definição - Uma transversal para H em G é um sistema com

pleto de representantes das classes laterais à esquerda

de H em G. Suporemos sempre que o representante da clas-

se H é lcG.

EÉgE. 1.1 - Seja T=ttor tlf..., tn} uma transversa.L para
H em G. Então RG é um RH-mõdu]o ].ivre de base T

De09neEiieçe9 ' Se T é uma transversal para H em G, pode
mos escrever
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UG : nt. u Ht: U Htn

Pondo al= E a(g)g, obtemos Imediatamente que
gcHtl

a:ao+ai+ -.. +an

e que os suportes de a.,a.r...,aR são dois-a-dois dlsjuE.
tos.

Se geHti, posso põr g=hgtir com hgeH. Logo, tg
mos que

cl:= E ct(g)g= E cl(g)hgt:=( E ci(g)hg)t:=Í3:t:
' g(1lt: g(Ht: ' g(Ht

onde é claro que Íii: E a(g)ha € RH. Logo, po(iremos escre
gent.i '

ver

a;Í3oto+...+Bntnr com BieRH

Resta provar que {to,t

RH. Suponhamos que

rl l

m bicKn

tn} é livre sobre

Y-Yoto+Yiti+. ..+YntD:0r com yicRHr i:0,1,...,n

Então suRF(y)=+, i.sto é, o coefici-ente de todo gcG é ze-

ro. Como os suportes de y.t., y:tlr... , Yntn são dois-a-
dols disjuntor (porque supp (yitj.)cnti) , segue que deve
mos ter supp (yj.ti)=$, para todo i.=0,1,...,n. Logo

Yiti-0r i=0,1,...,n, donde 'yi=0, i:0,1,...,n.

Logo T é uma base RG sobre RH. como auerzamos

f

provar
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Uma propriedade importante dos anéis de grupo

é o fato de ser possível definir neles uma involução,is

to é, um anta-automorfismo de ordem 2

Definição - Definimos +:RG---»RG por

( E a(g)g)+ = E a(g)g'l
gcG geG

Resumimos as propri-edades fundamental.s desta

aplicação na proposição seguinte, cuja demonstração é
imedi.ata.

!rç?pgg+çqg +J? - Sejam a,BcRG e geG
l

i) gt = g '

ij. ) (a+B ) + = aj'+Í! :''

iii) (a13) + = Í3t clt

iv) (at)t = a

r

Então

Um instrumento essencial para o estudo da es-

trutura algébrica dos anéis de grupo é a função de au-

mento, bem como, e especi.aJ-mente, seu núcleo, o ideal
de aumento.

Defi.nicho - A funcho de aumento de RG é a aplicação
e:RG -'> R dada por

c( E cl(g)g) = E a(g)
g(G g(G
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É Imediato verificar que a função de aumento é
um homomorfismo de R-álgebras; seu núcleo é o ideal de

aumento de RG, e será denotado por l(G) (ou IR(G), se ne
cessãrlo). Deve-se notar que o ideal de aumento é também

costumeiramente denotado por A(G) [Sehga[, 1978] e u(RG)

[Passman, 1977] . O Ideal de aumento desempenhará um pa-

pel fundamental em tudo o que segue

Dado N um subgrupo normal de G, podemos esten-

der a projeção natural de G em G/N para RG, obtendo um

homomorfismo lrN:RG -">R G/N, dado por

vN( E.a(g)g) = E a(g)g,geG gcG

onde g denota a classe de g em G/N. Se denotarmos por

l(N) o Ideal de aumento de RN, é imediato verá.ficar que

ker 'nN:RG..]-(N) teste ideal é, ãs vezes, denotado por
A (G,N) )

Os elementos Inversiveis de RG são chamados u-

nJ=gggSg. de RG, e formam um grupo multiplicativo, que se-

rá chamado RG. e denotado por

U(RG). Uma unidade cl(U(RG) será di.ta normalizada se

eÍa)=1; as unidades normalizadas de RG formam um subgru-

po de U(RG) , que será denotado por V(RG) (este grupo é

as vezes, denotado por Ui (RG)). Observe-se que

V(RG) = U(RG) n (l + l (G)) ,
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U(RG) = U(R) x V(RG)

Dados u um elemento inversive.L de R e gcG qual-quer, é img.

hiato que ug é uma unidade de RG. As unidades desta forma

serão chamadas trivial.s.

Sejam G e H dois grupos. um isomorfismo de R-ãl.

febras @:RH -» RG sela dito normalizado se, para todo cl(RH.

E:(W(a))=c:(a). Para tanto, é suei-ciente que Vhcn.c(y(h))-l.

Dado um ison\orfismo de R-ãlgebras $:RH -+ RG, podemos defl.

nir

Üi:RH -» RG por

Q.( E a(g)g) = E a(g)(c:(WCg)))'x@(g)
' g(G geG

Ê imediato, então, verificar que W: é um isomorfismo nor-
mali.zado. Desta forma, quando RG;RH, podemos sempre su'

por que o isomorflsmo entre eles é normali.zado.

Dado W:Rn -> RG um isonlorfismo normalizado, te-

mos que 9(H) é um subgrupo de V(RG) que é uma base de RG
sobre R. Como il;W(H), notamos que estudar i.somorfismos en

tre anui.s de grupos ér em certo sentido, equivalente a eE

mudar subgrupos de V(RG) que são bases de RG.

Defina.ção - Uma base RG é um subgrupo de U(RG)
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que é base de RG sobre R. Uma base ar- nal se diz normali-

zada se esta contida em V(RG). Escrevemos RG=RH para in-
dicar que H é uma base grupal normalizada de RG.

É claro que, se H é base grupal de RG, G é base

grupal de RH. Desta forma, se RG=RH, po(iremos defi.nir duas

funções de aumento i:G:RG -> R e eH:RH -> RI e, através de -
las, dois ideais de aumento. É importante, então, notar

que vale a seguinte proposição, cuja demonstração é evi -
dente.

PTÇ?posIÇão 1.3 Seja RG=RH. Então

i) l;H(a) = CG(a) r Va(RG
j.j.) ]. (n) = i (G)

líj.) v (RG) = v (Rn)

Finalmente, o conceito de produto tensorial nos

permite relaci.onar R(GixGz) com RGI e RG2' e também, quan
do RcS, RG com SG. Dessa forma, obtemos:

ElgEgEJ=Sao 1.4 - Seja R um anel comutati.vo com 1, e seja

S um ane]. comutativo CON RcS. Então, para todo grupo fmi
to G, temos SG;s Qo RG.

ElgEgg.jSao 1.5 - Sejam G e FI grupos finitos e R um anel

comutativa com 1. Então RG (13P RH;R(GxH)
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Passamos, agora, ao estudo das propriedades fun

damentaís do grupo das unidades de um anel de grupo.

$ 2. RESULTADOS BÁSICOS SOBRE O ÇRUPQ DAS UNIDADES

A estrutura do grupo U(RG) das unidades de um

anel de grupo tem sido bastante estudada. Os primeiros rg

multados foram obtidos por G. Higman em 1940 e por S.D.

Berman numa série de artigos publicados de 1952 a 1955.EE.

tes resultados di.zem respeito às uni.jades de ordem finita

de RG e à determinação dos grupos G tais que RG sÕ possui

unidades trivi.ais. Em ambos os casos, os resultados foram

obtidos ini-cialmente para o caso em que R é um anel de i2.

tenros a.Lgébricos.

Apresentaremos, em primeiro lugar. sem demons -

tração, o resultado de G. Higman que determina os grupos
G tais que Z:G sÕ possui unidades triviais.

!:Eçlpgsíçêg:?!} - Seja G um grupo fi.Dito. Então temos que

U(Z:G) = tG se e sòmente se vale uma das seguintes afirma-

ções:

i) G e abeliano e G"={.IJ

ii) G é abeliano e Gõ=ll}

ii.i.) G é um 2-grupo hamiltoniano.
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Veja-se [ Sehgal, 1978, Theorem 1.[.4.1]

O Teorema de l-ligman-Berman sobre unidades de or

dem finita de RG, para G um grupo finito e R um anel de

Intei.ros algébricos, vale em situações bem mais gerais.Da

mos, a seguir, uma demonstração, devida a Saksonov ([Sak-

sonov, 1971] , [Karpi.]ovsky, ].980] ), que generaliza o re -

sulcado de Higman-Berman para domínios de i.ntegridade de

característica zero sati.sfazendo certas condições de in
verslbilldade. Começamos por um Lema devido a Saksonov

Lema 2.2 - [Saksonov, 1971] Sejam a um número algébrico e

ncN tal que na seja um inteiro algébrico. Se {al=a,...rata
é o conjunto dos Q-conjugados de a. então ou a é um intei

ro algébrico ou pelo menos um divisor primo rabi.anal cle n

é i.nversível em a [G.,cc:, ' .. ,at]

PeD9ngÊ:lêçgg ' Suponhamos que cl não é um intei.ro algébri-
co. Como a é um numero algébrico, segue que pelo iremos um

dos coefi.cientes de seu polinõmio irredutível sobre Q não
pertence a n .

Logo, existe uma função simétrica elementar f

em t variáveis ta]. que f(a:,a*,'-. ,at)d m. Então, poden\os
por

f (a: a,bc U , (a ,b) =1, b> l
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Como na é inteiro algébrico e como os conju92

dos de nQ são na,,...r nat(jã que n(Q)r segue que

f (nal fna, , . . . rnat) € m,

pois todos os coeficientes do polxnÕmio irredutível de
na sobre Q são inteiros.

Mas é claro que, para algum sct1,2,...,t},tem

c 4uu

f (nai,..., nat):

pois f é função simétrica elementar

Logo ns a ( Z:, donde. para qua.Lquer primo pezã

tal que pl b, temos que pl n r e portanto que pl n

Ainda, se pl b, como (a,b)=1, temos que

(a,p)=1, donde, pelo Teorema de Bézout. existem c,dc2Z

que ac+pd=l

f (a:,. . . ,at):nS B,

Agora, é c].aro que f(a:,...,at) c ZZ]ai,...,at]

Logos Ê. c miai,...rata r donde, multiplicando por b/p/
obtemos que

? ' zz [ ':, rata para todo p primo t.q.
Pi l.p.

Mas então, como c e d são inteiros temos:

1 : P - F ' c +d c Zó]a:,...rat]

Logo, obtemos que se pl b, p é inversÍvel em
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Za [ CI 1 , . . . r a+..]

Assim, como b>1, e con\o todo divisor pri.mo de

b é dlvi-sor de n, segue que existe pelo menos um vivi

sor primo de n que é inversível em zz [cl.,... ,a+..] , pro
vendo Q lema

A demonstração da generalização de Saksonov

do resultado de Barman-lJlqman depende essenci.almente do

Lema 2.2 e da noção de =ÊE!:gEÊnlgSlgg regular de RG so-

bre K, onde K é um corpo algebri-can\ente fechado que con
tém R.

2ÊÉ.j:n.}.gÊg ' Sejam G um grupo de ordem nr R um domíni.o

de Integridade de característica zero em que nenhum di.

visor pri-mo de n é inverslvel e K um corpo algebri.camen

te fechado contendo R. Sejam gi=1, gzí...r gn os elen\en

tos de G e seja {vl,.. 'rvD} uma base do espaço vetortal
K'' sobre K. Defii\idos

T : G ""--Pena (K'' )

g --'-'' T,, ,

se e se se ggj=gS' Estendemos T a RGonde T
g

pondo

T ( E a.(g) g)
g(G g 'G (g) g'r
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O homomorfismo de ãlgebras assim definido chama-se reore

sql11çgggg regular de RG sobre l<.

Considerando T como representação matricial ,

T:RG-+Mn(K), é fácil ver que

Tg'(aij)lsisn ' onde l aij:lr se ggj=çi
lsjsn

caso contrario

O Lema 2.3 resume as propriedades da represento

ção regular de que necessitaremos.

Lema 2.3 - Seja T:RG -->M.(K) a representação regular de

RG sobre K (consi-gerada como representação matrici.al)
tao:

i) T é um monomorfismo;

ii) tr (T:) - IGI e tr(Tg):0 se g/.L

i) É imediato que T é um homomorfismo de R-ã)-gg
bus. Para ver que T é i.njetora, observemos que as matri-

zes Ta têm os coefi.cientes igual.s a l em posições diferem
tes, isto é, se

Tg-(aij) , Th;(bij) e g/h.

temos quer para um dado par de Índi.ces (i.j) . se aij-l,e=
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tão bij=0. Isto segue imediatamente de que aiJ:l só se

ççj=Si, o que implicam para g/h, ern que ng:j#çi, donde
b4.i=0.

Logo, se E u(g)T.=0, teremos imediatamente
g(G g

que u(g)=0 Vg G. Portanto, ker T=t0} e T é i.njetora.

li) Como T:=lnr a matei.z i.dentidade em Mn(K) ,

temos claramente que tr(T'.)= n = IGI

Se, por outro lado, g/l, temos que ggj/g]
Vi=1,...,n, aonde ctii=0, i:l,...,n. Logo

tr (Tg) : cl..:+

Estamos, agora, em condições de demonstrar o
teorema prlnci-pal

Teorema 2.4 - ([Higman, 1940] ,[Berman, 1955] ,[Scaksonov,

1971] ). Sejam G um grupo finito e R um domínio de i.nte-

gridade de característi.ca zero tal que nenhum di.visor

primo de IGI é inversÍvel em R. Seja ainda u= E u(g)g

una unidade de ordem finita de RG. Se u(1)#O, então
u=u(1)

Escrevemos u=E u(g)g, e suponhamos
gcU

que
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u"'=1. Fixemos ai.nda IGI =n.

Seja K um corpo algebricamente fechado que con-

tém Rr e consideremos T:RG -> Mn(K) a representação regu-
lar de RG sobre K. oado x(RG, tr(x) denotarã o traço da .L

vagem de x por Tr isto é,

tr(x) =tr(Tx).

Como um=1, temos que Ul::l, isto é, Tu bati.sfaz
o polinõmio Xm-l, que é separãvel. Logo, o polinõmi-o mina.

mal de T..( que é um di.visor de Xm-l) é separãvel, donde

segue que T., é diagonalizãvel. Assiml obtemos que

€l

e
2

onde .., inda.ca geme

Inança de matrizes,
e clr... fc sao
raízes m--ésimas da
unidade

T 'ü
U

0

Logo, obtemos tr(u)=c::+E:,+.. .+c

Por outro lado, como u= E u(g)g, temos que
gcG

qcG (g)Tgr donde

tr(u)= E u(g) tr(r.)
g(G q

Lembrando que tr(T.)=IGI =n e tr(Tcí):0 se g/l,
obtemos

tr(u)=n u(1)
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Logo,

(1) tr (u):n u (1):c:+c:z+- . .+c:

Observemos, agora, que, dado rcN, (r,m)=1, te
mos que

0

r
e

donde segue que

tr(ur)=cr+...+c:

Por outro lado, escrevendo ur= E ur(g)g, obte-
g(G

mos, como antes, tr(Ur)=n u:(1). Logo:

(11) tr(ur)=n Ur(1) = cr+...+cr

Observamos, agora, que, como n(N e raízes da

unidade são inteiros algébricos, temos que u(1) e ur(1)

são números algébri.cos e nu(1) é um inteiro a].gébrico.

Desejamos determinar os Q-conjugados de u(1) . Para tan-

to, observamos que, se c: é uma raiz m-ésima primitiva da

unidade, os Q-automorfismos de Q(c) são dados por

ar:Q (c) --' Q (e)
r

C E , onde rcN, (r,m)=l

Calculemos a.(n u(1)). De(1) e(]-1), obtemos
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(111) ar(n u(1) ):ar(c:+. . .+enJ:Er+. . .+E:j=n ur(1)

Como a... é Q-automorfismo e ncN, temos que

ar(n u(1))-ar(n).ar(u(1)-n ar(u(1))

Oe (11].) e (IV), obtemos

n. a. (u (1) ) -n.u: (]-) ,

donde a,(u(1))-ur(1)cR. Desta forma, os conjugados de u(1)

são Ur(1), rcN. (rrm)=1. Pondo Íii:u(1) e sendo É!:....,lit
os seus Q-conjugados, concluímos que {Bi,B2,.../BtlcR. Lo-

gos

(lv)

a [ B: , B, , . . . r Bt] cR

Como B:=u(l> é um número algébri-co e n6:=n u(1)
é um inteiro algébrico, temos, pelo Lema 2.2, duas possibl
].i.danes:

a) a].guh divisor primo de n é inversivel em

m [ B: , . . . , Bt] ,
ou

b) u(1) é inteiro algébrico

Afirmamos que (a) é impossível. De fato, como

n=IGI e ml B.,...rj3tjcRp e comor por hipótese/ nenhum divã.

sor primo de IGI é inversível em R/ nenhum vivi.sor primo

de n pode ser inversivel em m[6,r...í13t]' Logo U(1) é um

i.nteiro algébrico, donde ur(1) é inteiro algébrico, para
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todo rcN satisfazendo (r,m)=l

Como u(1)r Ur(1) são intei.ros algébricos, pode

mos calcular valores absolutos nas equações (1) e (11),
obtendo

0/nl u(1)1 =1 c.+

o/nl ur(1)1 =1 cf+

c.l +...+l C:nl -n

l .:Ft +. ..+i .:i

e a Igualdade vale se e sõ se ei=. ..=c:n' Assim, obtemos
que 0/lu(1)1S le O#lur(1)1gl, com i.gualdade se e só se

c:i=''.:cn' Mas então, tomando normas sobre Q, obtemos que

0/1 N (u(1) l $1

Por outro lado, como u(1) é inteiro algébrico, temos que
N(u(1))ca. Assim, devemos ter IN(u(1))1=.L. e isto ocor-

re sõ se lur(1)1=]., para todo r(N com (r,m)=1. Portanto

cl=...:en'cf e

u(1)= =E = €
n

f

e, além disso,
' ol

T cu
U

0

Mas como E:ln é central em Mn(K), segue que

T é i.nJetora, obtemos imedi.atamente que
u = c = u(1)

provando o teorema

l

Então,
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O teorema de Higman-Bermas-Saksonov é/ sem dú

vida, um dos resultados mais importantes que se têm a

respeito do grupo das unidades de um anel de grupo Da-
mosl a seguir, vários corolários importantes. Nestes e-

nunciados, G denota sempre um grupo fmi-to e R é sempre

um domínio de integridade de caracteristi-ca zero em que

nenhum divisor primo de l GI é inversivel.

corolário 2.5 - Seja u= E u(g)g uma unidade de ordem íl.
q(G

Dita de RG, e seja g(Z(G). Então, se u(g)/0, u=u(g)g e
u ê uma unidade tri.vi.al

99n9ngEigçeg - Suponhamos u(g)#O, e consideremos c!-ug '.

É claro que CE(1)=u(g)# 0. Como u é unidade de ordem fi--

Dita e g é central (e de ordem finita porque G é fmi-to),

a é uma unidade de ordem finita

Pelo Teorema 2.4, amei(1) , isto é,

Ug 'L=U(g)

Logo, temos u=u(g)g e u é uma unidade trivial

Corolário 2.6 - ([Passman-Smith, 1981] ). Seja W um sub

grupo central de G. Se u é uma unidade de ordem fi.nata
de RG tal que

ucl+l(W)RG,
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então u=x para algum x(W

QgDgBgÊr.gçgg ' Escrevamos u=a+B, com supp(a)cG-W e
supp(B)cw. Como W é central, W< G; logo podemos conszdg

rar líW:RG --> R G/W, cujo núcleo é l(W)RG.

Temos que u(l+l(w)RG e:::::+ 1íw(u)=1. Logo, deve-
mos ter

I:TW(U) :ITW(a+ Í3 ) :ITW(a) +ITM ( B)

Como supp(B)cW. é claro que líW(Í3)-c:(Í3)(R.

Como supp(a)cG-Wr temos que supp(líW(a))'G/W ':Ü-}

Mas então, como supp(vW(í!))é {l} e líW(B)+lrW(a);l, o coe-
ficiente cle todo elemento diferente de l de G/W deve ser

zero em KW(a). Logo, temos vV7(cl)

Então, temos

;0

2 . 7

l-VW (a) +vW ( B) :0+c ( B) =e ( É3 )

Portanto, Bcl+l(W), donde B/0. Assim, :ixcW

tal que xcsuppji'W n supp u. Como w é central, pelo Coro
lãrlo 2.5 segue que u=u(x)x

Finalmente, como u(]+](W)RGc].+l(G) , u é unida

de normalizada. Logo, devemos ter que E:(u)=u(x)=1, don-

de u=xcW, como se desejava.

Corolário Seja 21 u(g)g uma unidade central
gcG

de
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ordem finita de RG Então u é uma unidade trivial

DSBl9ngE:eç99 ' Como u é uni.date. u?ÍO. Logo existe geG

tal que u(g)/0. Como G é fi.nato e u é central, o ele-
mento a=ug'l também é unidade de ordem finita e

a(1)=u(g)/0. Pelo Teorema 2.4r obtemos imedi.atamente

que a=a(1), donde u:u(g)g é uma unidade trivial

Definição - Seja G um grupo qualquer. A torção de G é

definida por

V(G):;tg(G13 ncNt tq gn=1}

Com esta definição, podemos enunciar o Cora

7 de uma íiorma mais compacta

corolário 2.7a r ( z (u (RG) ) ) r (u (R) ).z (G)

!2en9ngE:êçe9 ' Basta notar que se u=u(g)g é uni-date

central de ordem finita, então gcZ(G) e u(g) é unida-

de de ordem finita de R.

Os próximos dois corolários di-zem respei.to

ao problema do isomorfismo. O privei.ro mostra que os

grupos abeli.anos são solução do problema para anéis

de grupos sobre domínios de i.ntegridade de caracteres
teca zero em que nenhum di.visor primo de l GI é i.nversi
vel
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Corolário 2.8 - Sejam G um grupo abellano finito, H um gru
po qualquer e R um domínio de integridade de característi-
ca zero em que nenhum divisor primo de IGI é inversível.Se
RG;RHr então G;li.

P9B9DEÇ:êçêg ' Como RG é um R-módulo livre de posto IGI ,

RH é livre de posto IGI , e portanto H é finito e IHl=IGI

Como G é abeliano, RG é comutativo, donde RH é
comutativo e portanto FI é abel i.ano.

Seja, agora @:RG -+ RH o isomorfismo, que, como

jã vimos, podemos supor normalizado. Como G é fi.ni.to, todo

e].emento g(G tem ordem finita, donde segue i.medi.atamente

que Q(g) também é uni.dade de ordem finita. Obtemos, assim,
que, para todo g(G, @(g) é uma unidade normalizada de or -
dem fi.Dita de RH, isto é,

Q (g) (T' (u (Rn) ) n (l+l (n) ) =

=T (U (R) ) .H n (l+l (H) ) =H.

Logo P(G)cH. Mas como P é isomorfismo e IGI mini,

temos @(G)=H. Logo QI G:G -+ H é um isomorfismo, donde ll=G

Corolário 2.9 - Seja H um grupo de torção de uni.dades nor

ma].izadas de RG. Então H é linearmente Independente sobre
R, donde H é fmi.to e IHIK IGI
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Q D9Dg! ç g ' Seja .E aihi:0r com cticR e hj(H, e suponha.

mos que al/0 para algum j, lsjsu. Então temos

ajhj= - Ejaj.hj.'

n

l

donde.

a.i'l= -.E.aihih-ix

Como lcsupp(aj 'l)-supp (x2:jaihj.hji) f escrevendo
h:h.il em termos dos elementos de G, exi-ste k, lçkÉn,

k#j, tal que l(supp(hkhil). Como n é um grupo de torção,
h..h:l é uma unidade de ordem finita. Logo, pelo teorema

2.4, hkhjl=acR, donde segue que hk-clhj' Como hk e h] são
ambos unidades normalizadas,

l ]

E (hl,. ) =e (h-i ) -l ,

donde seque que cl=1, e portanto hK=ha' que é absurdo

Logos H é ],{nearmente independente sobre R, e
como RG é um R-módu.Lo livre de posto IGt , segue que H é

finito e que IHI gIGI , provando o teorema.

O ultimo corolário do Teorema 2.4 refere-se a

anéis de grupo sobre z:, e é i.nlportante porque justifi.ca

a espectati.va de encontrarmos complementos normais livres

de torção para G em V(Z:G), problem
mos no capitu.LO IV deste trabalho.

de ocuparenosa que
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Corolário 2.10 - Para todo grupo finito G. u(Z;G) possui
um subgrupo normal ].ivre de torção de Índice finito.

PSng EÊ:gçgg ' Seja p um primo ímpar, e consi.daremos a
aplicação natural

P: Z:G --F --3-- G
Pm

dada por p( E a(g)g) = E a(BFç , onde ii i.ndica a clãs
g(G g(G '

se de n em a/P Zi. É imediato veria.car que p é um epi
mora.smo de anéis

Seja N=U(mG) n (l+kerf)) , que é o núcleo do ho

monoteísmo de grupos (multa-plicativos) obti.do por res -
trição,

plU (ZZG) : u(ZZG) -'-''- u(ZZ/pZZG)

Então N<G eEU:Nl<m pois --G é finito
Pa

Resta mostrar que N é li.vre de torção. Dado

u(N. temos que a(l+kerp, donde ct(1):1 (mod P) . Logo,como
é primo ímpar, cl(1)/0 e a(1)#-].P

Se, agora, a tem ordem finita, segue pelo Teo
rema 2.4 que c!=a(1). Como as uni.dados de m são :tl e
a(1)/-1, devemos ter a(1)=1, donde cx=l

Assim. N é livre de torção
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Finalmente, damos doi.s exemplos que mostram que

as hipóteses sobre R no Teorema 2.4 não podem ser remova
das.

Exemp].o 2.11 - O teorema falha se char R/0. De fato, seja

R=GF(p), o corpo de p elementos, e seja G um p-grupo a'

nela.ano finito. Nesta situação, todo elemento u(RG que sa

tisfaz E:(u)=1 é unidade central de ordem finita (Veja-se

[Po[cino Miai.es, 1976, Coro]ãrio 8.2] ). Logo, existem uni
danes centrais de ordem fmi.ta não-trivi.ais.

FXemp[o 2112 - [Saksonov, 1971] O teorema fa]ha se a]gum

divisor primo de IGI é i.nversÍvel em R. De fato, tomemos

G=<a> o grupo cíclico de ordem quatro e R=m1 1/2,i] . En
tao, pondo

b= 1.:.t a + l=!:X al
2 2

temos que b é centra] (porque RG é comutativo) , mas bz=].
Assim, b ã uma unidade central de ordem finita não-trivi-
al

l

5 3 O CÁLCULO DE IDEAIS DE AUMENTO

Neste parágrafo, apresentaremos vários resulta:

dos sobre i-deais de aumento que serão usados mais tarde.A
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maioria destes resu].fados dizem respeito ao calculo algé-
brico com Ideais de aumento; quase todos são de demonstra
ção bastante fácil

Começamos lembrando os resultados fundamentais

sobre os ideal.s l(G) e RGI(N) , onde N é um subgrupo de G

E11gEgEi=gao 3.1 - Sejam R um anel comutati.vo com 1, G um

grupo e N um subgrupo de G. Então temos:

i) l(G) é um Ideal bilateral

ii) l(G) é R--livre de base {g-ljg(G, g/l}
j.j. j.) l (G) + = 1 (G)

iv) Se T é uma transversal para N em G,

RGI(N) é R-livre de base {t(n-l) jn(N, n/l, t(T}
v) Se N 4 G, RGI(N):::l(N)RG, RGI(N) é ideal

(RGI (N) ) 'e=RGI (N)

vi) Se N q G, l(G)l(N) e l(N)l(G)
ideais bi].aterais

bilateral e

sao

Tomemos agora a(RG. Escrevendo a=c(a)+cl

notando que c: (a-c(.a))=0, Obtemos que

RG - R © l(G),

como soma direta de R-módulos. Multiplicando esta

por l(N) , onde N é um subgrupo de G, obtemos

RGI (N) = 1 (N) + l (G) l (N) ,

c (a) , e

equcaçao
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uma fórmula que seta usada varias vezes mais adiante

Passamos agora a demonstração dos Lemas funda

mentais. No que segue, R indica sempre um anel- comutati

vo com ]., G um grupo fmi-to e N um subgrupo de G.

Lema 3.2 - G n (l+RGI(N))=N

PgUgBgEr.êç99 ' Sejam T=Ít:,t:,...,tk} uma transversal ã

esquerda para N em G e N:Íntrn2'...,nê}, onde tomamos sem
pre ti:n.=1. Então o conjunto

{ti(n.i-l)lí=lr2,...,k. i=2,...,s}

é uma base de RGI(N) sobre R.

Seja gcGn (l+RGI(N)), i.é, g(G tal que

g-l c RGI(N). Podemos supor g/l

Então podemos escrever

g-l
iEj rj.j ti (nj -l ) , 'j.j'K

Logo

E: r. t.n. - E r. .t.
z,j z] 1 ] i,] z] l
j#i j#i

Como tjn.i/l, porque j/l e T é transversal, de
vemos ter que

a--l

j ii: ' : j
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Lagar existe jocÍ2r...,s} tal que r:jo/0(pois,
ge naor teríamos E

j/].
r

Mas então rljotlnjo:rljonJo/0r e temos que

njo(supp(g--l)=Íg,l}. Como njo#lr segue que g=njo e portal
to g(N. Assim,

G n (l+RG3. (N) ) cN.

Como a inclusão recíproca é evidente, o Lema esta provado

Lema 3.3 - [Karpi].ovsky, 1979 b] Sejam M e N subgrupos de

G e T uma transversal para M nN em M. Então:

i) [ (M) [ (N)=]. (M n N) ] (N)+ E (t
]./t.r

[ (M) [ (N) n ] (N) =]. (M n N) ] (N)

l (G) l (N) n l (N) =1 (N) :

Gn(].+l(G) l(N))=Nn(l+l(N)2)

1) l(N)

j.v)

Q9D9 glirgçãe - 1) Tomemos mcM, e suponhamos que m=t.n,com

teT e ncMQN. Então, dado n'cN. ternos:

(m-l) (n ' -l) = (tn-l) (n ' -l)

=(t-l)(n-.l)(n' -l) +(t-l) (n' -l) +(n-l)(n' -l)

Como o primeiro e o segundo somando pertencem a

(t-l) l(N), e o terceiro pertence a ].(MnN) l(N), segue que

(m-l)(n'-l)(l(MnN) l(N) + (t-l) l(N)
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Como os elementos (m-l) (n'-l) , mcM e n'cN geram

l(M) l(N), temos que

l(M) l(N) c l(MnN) l(N)+ 2: (t-l) l(N)
l/t.r

Como a inclusão recíproca é evidente, isto prova (i-)

il) Seja xcl(M) l(N) n l(N). Como

x(l(M) l(N), pe]o ]ltem (i) podemos escrever:

x-y+(t:-l) ]ai:(n:-])+. ..+a:s(ns-]) ] +

+(tk-]) [aki(ni-])+...+clks(ns-])] ,

onde ycl(Mn N) l(N), l/tjcV, ij=1,...,k. l/ni(N,

i=1,2,...,s e ajifR.
Então

+

(1)

x=y-[ cl : : (n: -]) +...+als(ns-]) ]

[ aki (ni'])+...+aks(ns-])] +

+ t:[ a: :(n.-])+.. .cais(us-.L)]+. ..+
+ tk[ ak: Cni'J-)+.. .+aks(us-])J

e como y(l(Mn N) l(N) c l(N) e nj-l € 1(N), i;l,...,s,

segue que, como xc](M) ]:(N) n l(N) , pondo

z=t:[ a.: (n:-]-)+. . .+a:s(ns-])]+. ..+tk[ ak:(ni-])+. . .] ,

temos z( l (N) . Mas

z-cl: it :(n:-l)+. ..+aist :(ns-l) +. . .+akstk(ns-l) ,

e, como tjni«' N (pois T é transversal e tj#l), temos z(l(N)
e supp(z) n m=g, donde segue imediatamente que z=0
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Logo CE:l=.'''a s:''':Qks'Or poi-s o conjunto

{tj (ni-l) jl/tj(T, l#nifN} é linearmente independente
sobre R. De (1), então, segue que x=y, donde x(l(MT'N)l(N)

Logo l(M) l(N) n .[(N)cl(Mn N) l(N), e, como a

inclusão recíproca é evidente, (íi) esta provcado:

iii) Por (i-i). l(G) l(N) n l(N)=1(GnN)l(N)

Como N c G. l(GnN)=1(N) e (i.i-i) esta provado.

iv) Como l(G) l(N)cRGI(N), temos que

Gr(l+l(G) l(N))=Gr(l+RGI(N)) r(l+l(G) l(N))=

NT' (l+l(G) l(N)) porque Gr (l+RGI(N))=bJ.

Se ncN, n-l ( l(N),esegue que
Nn(l+l(G) l(N))=Nn(l+l(G) l(N) n l(N))

Por (li.i.) l(G) l(N) n l(N)=1(N)z, donde

Gn(l+l(G) l(N))=Nn(l+l(N):) e o Lema está provado

O subgrupo de N defíni-do por N n (l+l(N)2) é um

caso particular de uma classe de subgrupos que têm um pa
pel importante no estudo de anui.s de grupo, especialmen-
te em relação ao problema do isomorfi.smo.

2ÊE.}P:i:.Êge ' Seja R um anel com l e G um grupo uni-to. Sen

do IR{G) o ideal de aumento do anel de grupo RG. o k-ési

mo subaruoo de dimensão G sobre R é defi.Rido por

Dk.R(G):G n (]-+IR (G)k)
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O problema da determi-nação dos subgrupos de di-
mensão de um grupo em relação a um anel arbitrário jã toi

bastante estudado. Citamos, a seguir. uma descai-ção de

Dk.R(G)r para R um donlinio de i-ntegri.jade. em função de
D., ,. (G) , que é um caso particular de resultados de Par -
mentem e Sand]ing ([Parmenter, 1972] ,[Sand[ing, 1972] )

r

Teorema 3.4 - Seja R um domínio de integra.jade de caracte

rústica e G um grupo. Então va].e que

Dk.R(G): p.lr(R} p(G mod Dk,Z:(G)) r

onde n(R) é o conjunto dos primos racional.s inversÍveis
em R e

Tp(G mod Dk,m(G))=tg(GI( In'N+)gP .Dk,a(G) }

n.

Peu9ngtreçe9 ' Veja-se [Sehga[, 1978, Theorem 1.9] ou
[Parmenter, 1972, Theorem ]-.2]

Para determinar D2 m (G) , recorremos ao próximo

Lema, após o qual estaremos em condições de calcular

D2.R(G) para qualquer domínio de integridade R de caracte
mística zero.

Lema 3.5 - Sejam G um grupo/ n o expoente de G/G' e

R=2Z/ma, onde m:0 (mod n) . Para cada elemento qcG, denota
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mos por a a sua classe em a/rn2Z. Então a função

f:l(G)-»G/G' defina.da por

f( E l;g(g-l))= n gclg
g(G ' g(G

é um homomorfismo do grupo aditivo l(G) sobre G/G' cujo
núcleo é l(G):

Pede EE gçêg ' Como m:0 (mod n) , f esta bem defi.ni.da.

a) Observamos, em pri.melro lugar, que f é claramente um

homomorfi.smo, pois

g.G (g'z) + EGêg(g'l))

f( X.(ig+ Bg) (g-l) = n gag+Bg
g(G ' g(G

IT gctg . IT çBg, ]ã que G/G' é
g(G geG

abeli.ano

b) Em segundo lugar, notamos que, para g. rg,(G,
f ((g:-l)(g:--l))-f(g:g,-g: --g, --l)=

:r((g.ç:-l)-(g.-i)-(ç:-t»=Õ:ã:g: ç!

Logo, l(G)2ckCF f

c) Resta provar que ker (f) c l(G)2. Para tanto,
que

notamos

(a-l)+(b-l) (ab-l) - (a-l) (b-l),
donde

(a-l)+(b-l):ab-l(mod l(G)2),
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e , como ai.nda

-(a-])=(d'i-].)+(ãi-l)(a-l)=di-l(mod l(G) :),

segue, por indução,que

tg-l) : H gag -l(mod l (G) ') . (1)
gcG

sso, observamos que

[ a,b] -]=ab à]ib'i-]=(ab-ba)a:ibi-

=[(a-])(b-])-(b-]) (a-])] ã'b''(l(G) :

Seja agora E ag(g-l)íker f. Então, como
g(G '

er f, segue, por (1),

H gctg--l(ker f
ge G

Mas então

l=f ( H gclg-l)= JT gctg
geG g(G

Logos H gag . G', donde, por (11)r JT gag - l ( l(
g(G g(G

Mas então, por (1), segue imediatamente que

E ãg(ç-i)c l (G):,
g(G '

donde ker f= 1(G)z

Logo, f:l(G) -'- 7$;n é um epimorf

Além dí

(11)

l (G) 2 ck que

G)'

núcleodelsmo

l(G)'ker
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ggrgl:gr=j::a ?=6 - Se G é um grupo/ n é o expoente de G/G'

e R::m/ma, onde m:0 (mod n), então:

i) Xã.(ç-l): H gclg -l(mod l(G)')
g(G g ' g(G

j. j. ) l (G)

l (G) :

iii) D2,R(G)-Gn(]-+l(G)2)-G'

(i) Jã toi provado, no item (c) da demons

oração do Lema 3.5.

(ii.) Temos que f:l(G) -'- -S= é um epi-mor-
r"' l

cismo, com ker f=1(G) 2. Pelo teorema do homomorfismo,te
mos um isomorflsmo i: l(G) ... .g.

l (G) 2 G'

(ili) Dado g(G tal que g-l(.[(G):, temos

que f(g-.L)=1, donde g=1, e portanto g(G' . Por outro la-

do, a relação (11) do item (c) da demonstração do Lema

3.5 óã que , se g(G', então g-l ( l(G)2

Logo D 2,R(G):G'

Observamos que, no Lema anterior, podemos to-

mar m=0, obtendo então D2,ZI (G)-G'. Com isto, podemos

determinar D2,R(G) em alguns casos.
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Corolário 3.7 - Sejam G um grupo fmi.to e n=exp (G/G')

Se R é um dominó.o de integra-date de caracteristi,ca zero

tal que nenhum divisor pri.mo de l GI é inversÍvel em R ou

R=a/mE, onde m:0 (mod n) , temos que

D. .(G)=G'
r

Pe09egE=âçee ' No caso em que R-Z:/mZ:, a afirmação é a
mesma do Item (i-ii) do Corolário anterior. Seja, então,

R um dominó.o de integridade de característi,ca zero em

que nenhum di-visor primo de IGI é inverslvel. Como

D2.a (G):G' (pondo R=m/mar com indo) , obtemos do Teore-

ma 3.4, que D2.R(G): p.lí(R) p(G mod G')

Mas gfTn(G mod G') se e sòmente se gt' =1 em

G/G' para algum BfN. Como p('ü(R) , p4'1 GI , donde p'll G/G'l,

e portanto, se gP =]., segue que g=1, e então que gfG'

Portanto, Tn (G mod G')=G', Vpclí(R)

Assim, D2.n(G)-G'6 .l\

n

n

Corolário 3.8 - Sejam G um grupo, n'exp(G/G') e R:Z:/m:Z,

onde m:0 (mod n). Então, para todo t'l(G), existe g(G

tal que t:g-l (mod l(G):)

Este corolário é uma reformulação do Item
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(i) do Corolário 3.6

Vale observar que o Corolário 3.8 pode ser ge-
neralizado para o caso em que R Õ um anel comutativa com

l satisfazendo R/nR;a/nz:; veja-se l Karpilovsky, 1980j

O próximo resultado nos será bastante útil no

capitulo final deste trabalho.

Lema 3.9 - Seja A um subgrupo normal abeliano de um gru-
po fInIto G. Se (5cZ:G l(A) e T é uma transversal para A

em G, então 6 pode ser escrito, de modo Único, na forma

6= E x (a.,--l ) +ct ,
x(T ''

onde a,(A e a( aG l (A) :

ílaln r\ YI e +" v' = f"q = rn Peia Proposição ]..], podemos escrever

x2T xclx' com ax(Z:A

Como (5(mG l(A) , ê i.mediano que aX(l(A) r de modo que.pelo

Coro.Lírio 3.8, existe axcA tal que cxx:ax-l (mod l(A)z)

Então:

6 x.T (ax-l) +x.Tx(ax-(ax-l))

ax-(ax-l) cl(A)2, podemos põr
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a x.Tx(ax'(ax-l))' ZZGI(A)z,

e 6 tem a forma pedida.

Para provar a unicidade, suponhamos que

6= E x(a -l)+ a = E x(b -l)+B
x.T x x.T x

Então segue que

x.T (ax'bx)' aGI(A)'.

donde segue imediatamente que, para todo x(T, tem-se que

aX-bXcl(A):, donde axbi 'l c l(A):; logo,

x x (A n (l+l (A) :):A'-l

Assim axb.l-l-, e ax-bXr para todo x(T, provando a unicida

Damos, a seguir, dois Lemas que procuram rela-

cionar os ideal.s de aumento, sobre Z:, de dois subgrupos

de um grupo G

Lema 3.10 -Sejam G um grupo finito, A 4 G um subgrupo

normal abeliano e B um subgrupo normal de G contido em

Então

A

i) l (A)z n nA l (B)=1 (A) l(B)

[i.) ZZG](A): nZZG](B) ]-(A) ](B)
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ill) l(G) l(À)nZZGI(B)(A) l(B) +

E,. (tj.-l) ZZA l (B) ,i>o '

onde T=Ít.=1, ti, uma transversal para A em G

i) É imediato que l(A)l(B)cl

Seja, então, clcl(A): n nA l(B) e tomemos uma

{yo:lr yi,...,ym} de B em A.

Escrevendo cl=jEOyjYj ' com yjcZ:B,

mo acmAI(B), então y.icl(B), j=o,

(A) 2 n aA l (B)

transversal

temos que,co

oqo:
m m

ct jE0 (VJ'i)'Vj + 3ZOVj

j:l."õ:''

Como (yj-i) Vjcl(A) l(B) para cada j=0,1,
temos que ct=B (mod l(A) l(B)). Pelo Corolário 3.8

te beB tal que Í3:b-l (mod l(B)2),de modo que

cl:b-l (mod l (À) : )

f

/

rm/

exis

jã que l(B)zcl(A)z e l(B) l(A) c l(A)z. Mas occl(A)z, don
de bcA n (l+l(A)2)=1; logo, b=1, e

(mod l (B) z) ,
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donde

(mod .[ (A) l (B) ) ,

e, como ct:l! (mod l(A) l(B)), segue que acl(A) l(B). Lo-

go, l (A) 2 n mA l (B):l (A) l (B)

ii) Por(i), l(À)2 n mAI(B)=1(A) l(B).N9

valente, uma das inclusões é evidente, e basta provar

que Z:GI(A)2 n mGI(B) c mGI(A) l(B)

Seja, então, 6(mG l(A)' n mGI(B) . Tomemos uma

transversal {t.=1, t:,...,tr} de A em G. Pela Proposí

ção l.lr podemos escrever 6, de modo único, na forma

6= E tlcll, cll(Z:A, i.=0,...,r,
l:u

r

e como ó(ZZGI(A)', temos alce(A)'. i;0,1,

seja, agora, {yo:lry.
de B em A, e escrevamos

In

ai:tj=0yjBij' com jiiJ'mB, j:0rl,

p I'

ry.j uma transversal

rmp

e como 6cmGI(B), temos Bll€1(B), i=0,

Logo r

,r, ]=O ,

(l(A): nmGI(B)=1(A) l(B) por(i)

Assiml

õ ( aG l (A) l (B) , provando (ii)
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iii) Novamente. uma das inclusões é evi
dente, e basta provar que

l (G) l(A) r ZZG l(B) c .[ (A) l(

T=Ít. 1,

B)+ E (t: -l) ZZA l (B) , onde
i>o '

ti,...,tr} é uma transversal de A em G.

Seja, então, a(l(G) l(A) p ZãGI(B). PeJ.o Lema

3.3(i),como a(l(G) l(.R), temos que

a( .[ (A) :+ E (t. -].) l (A.)
i>o '

Logo, podemos põr

o+i>0(ti'l)ai' com ai(l(A) se i->0 e

a. ( l (A) :

Então temos

a:(a.- EOaj-)+Etj.ai

Como acZ:GI(B) e B < G, podemos considerar a

aplicação vB:aG'--> Z; G/B. É claro que lrR(a)=0
Logo,

E t:a:)=0, donde
i>0 ' '

lí(cl.- EOclZ) ' 'iEOv(tj-)lr(aj.)= - EOi;j-lr(aj.)

ao lEOas'mA' temos que supp(v(a.- E cli))cA/B.

Tr ( (ci . -
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e supp (.E.i;llT(aj.))cUlj. A/B. como T é transversal, seguei>o ' ' i>o'

que supp(z>Oilj.ü(aj.)) n supp(lr(ao-z>0ai) ):g. donde

iEOEj.lr (az )

Logo ao-zEOai ( l(A) n aGI(B)cmAI(B), e, como

{tili>0} é livre sobre mA/Br lí(ai):0 se i>0. Logo,

alcl(A) n aGI(B)cnAI(B) er como cl.- EOal'mAI(B)r segue

que a.amAI(B). Logo, a.cl(A)2 n aAI(B):l-(A) l(B) por i),
donde

{ti-l)ai com ao(l (A) l (B) e

cl. ( mA l (B) se i>0

Logo,

l(G)l(A.) n ZZGI(B)c.[(A)l(B)+ E(t:-J-)ZZA ](B) ,i>o

provando (ii-i)

Lema 3.11

Então

Sejam H e K subgrupos normais de G, com Hn K=l

mG l (H) n aG l (K) mG l (H) l (K)

Demonstração - Seja {xl=]., x2r...r } uma transversal de
HK=HXK em G. Tomemos ucHG l(H) n :ZG l(K) . Podemos escrever
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''? .f.*:" ':., '
obtemos que

(h-l)Bih

h ' ZIG l(H) l(K) , para todo i, h,

íiih (mod Z:G l (H) l (K) )

Mas, como a(aGI(H) e 2ZGI(H) l(K)cmGI(H),

E E x: 13.t.. f aG l(n) ,
i heFI

\.n :h)'ZZG i tn)

Como {xorxlr''.rxB} é transversal, segue que

heH zh € mGI(H), 1=0,1,...,n. Mas, como Bih'l(K)

(K)om

h (hPondo l)+l,

(h 1) B0
l

temos que

vem que

B ( 1ih

ih(H \ Bih'i heH

donde, com

vem que

isto é

h(H zh ZZG ](n) n ]-(K)=

Logo, hEHE3ih:0r i-0,1,...,n, donde

. E..xiÍ3ih'0x.l
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Logo

a:0 (mod ZaG l (n) l (K) ) , isto é,

a. 2zG l (n) l (K)

Assim. aGI(H) omGlCK)caGI(H) l(K). Como a inclusão re

ciproca é evi.dente, isto prova o Lema

Fina[mente. c]amos um Lema que ca]cu]a o anu].a

dor à esquerda (e ã direita) do i.deal RG l(H) . Para tan

to, serão necessárias algumas definições.

PÊÉj:2jgao - Seja A um anel e JcA um subconjunto qualquer.

Definimos o adulador à direita de J por

r (J) ={ a( A l Ja-{ 0 } }

Analogamente, definimos o anulados à esquerda

!2SI.!j:2..}SSg ' Seja G um grupo e R um anel comutativo 1. Da

do H um sul)grupo fmi-to de G, defi.Rimos o elemento R(RG

rl-- Lí ll &

h€H

Lema 3.12 - Sejam R um anel comutativo com l e G um qru

po finito. Para todo subgrupo n de G. temos
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i) g (i (n) )=RG R

r (l (H) ) =H RG

ii) 2 (n) =RG l (n)

r(R)=1(H) RG

Veja-se [Passman, 1977, Lemma 3.1.2]
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ll. l$OMORFISMOS DE ANÉIS DE GRUPO

DE GRUPOS METABELIANOS FINITOS

Neste segundo capítulo, apresentaremos alguns

resultados recentes que dão uma solução parcial do pro-

blema do isomorliismo para anéis de grupo de grupos meta
belianos finitos. O primeiro parágrafo define o proble-

ma do lsomorfismo e apresenta um panorama histórico res

tribo. O segundo parãgral:o apresenta um exempl-o surpre'

endente. devido a E.C.Dade, enquanto que os dois para '

grafos finais apresentam um resultado recente nesta área,
devido a G. Karpilovsky, que dã uma solução para-al do

problema do isomorfismo no caso em questão.

$ 1. O PROBLED'íA DO ISOMORFISMO

É bastante natural perguntar son que conde

ções o anel de grupo RG/ de um grupo arbi.Erário, G, so-
bre um anel comutati.vo com 1, R, determina G. Esta per-

gunta é conhecida como "probl-ema do isomorfi-smo", que

pode ser enunciado da seguinte forma

Problema 1.1 - Para que classes de anéis R e de grupos

G é verdade que
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se RGéRH. então G=ll?

Duas observações devem ser feitas quanto a es-

te enunciado. Em pri.mei.ro lugar, quando se escreve RG;RQ

R é suposto conheci.do, de modo que se supor que RG e RH

são isomorfos çplBg Ã:lgebras sobre R. Em segundo ]-usar.va

le observar que, como vimos,pode-se sempre supor que o

isomorfismo @:RG -» RH é normalizado. Neste caso, G;@ (G)

e @(G) é uma base grupal normali.zada de RH. Logo, o pro-

blema do isomorfi-smo pode também ser enunci.ado da forma

seguinte:

Problema 1.2 - Para que classes de anui,s R e de grupos

G é verdade que, se ]] é un\a base grupal normalizada de

RG. então G;H?

A históri.a do Problema do lsomorfismo jã é bas

tente antiga; ele parece ter sido formulado pela primei-

ra vez por R.M.Thrall, em 1947, sob a segui-nte forma:"Da

dos um grupo G e um corpo Kr determi,nar todos os grupos

H tais que KG;KH." De fato, o primeiro resultado de

interesse foi obti.do quando R é um corpo: ein 1950, Per -

lis e VJalker provaram que se G é abeliano fmi,to e li=Q ,

então, se RG;RH, tem-se G;ll.

\\ Desde o princ''tpi-o, havia inda.cações de que não
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se obteriam resultados melhores sobre corpos, exceto no

caso em que R-GF(p) e G ê um p-grupo. Em 1955, S.D.Ber-

man mostrou que se G e H são os dois grupos não-abelig.
nos nao-isomorfos de ordem p3, então QG;QH. O mais sur-

preendente dos resultados jã obtidos neste sentido é o

exemplos descoberto por-E.C.Dade, de doi.s grupos G e H
metabelianos fi.netos cujos anéis de grupo RG e RH são

isomorfos para uma classe muito ampla de anéis R, que

inclui, em particular, todos os corpos. Este exemplo é
apresentado na próxima seção.

Os resultados mai-s interessantes parece, en-

tão, que devem surgir para outras classes de anéis. Ein

particular, o resultado importantissi.mo de G. [ligman e
S.D. Berman sobre as unidades centrais de ordem fmi.ta

de um anel de grupo sobre Z: mostrou que:

Teorema 1.3 - Se G é um grupo abeliano finito, e ZãG;ZãH,

então G=H.

Como jã vimos, este resultado foi generali -

zado por Saksonov para um domínio de integridade R de

característica zero em que nenhum di.visor pri.mo rabi-anal

de IGI é invers'zvel (veja-se o Corolário 1.2.8).Em 1968,

A. Whitcomb, em sua tese de doutoramento, mostrou que

Teorema 1.4 Se G é um grupo metabeli.ano finito, e
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aG=Z:H. então G;H

Este resultado, que se apeia na correspondên-

ci.a entre subgrupos normais que será exposta no parágra-

fo 3, adiante, foi posters-oriente tornado mai.s preciso

por Obayashi., usando métodos de cohomologia de grupos.No

parágrafo 4, apresentamos uma genera].ização do resultado
de Obayashi para uma classe mai.s ampla de anéis, devida
a G. Karpi-].ovsky

Deve--se observar que a hipótese de que G e H

têm anéis de grupo i.somorfos sobre Zã é bastante forte.

De fato, temos:

E:lgEgg.&Çao 1.5 - Seja G unl grupo fi.nato. Se a:G=Z:H.então

(i.) G e n têm a mesma tábua de caracteres

(i-i-) RG;RH para todo anel comutativo cona L

D9D9BgbEqção -

(i-) Veja-se !-lsaacs, 1976, Corollary 3.20
(i-l) Seja R um anel. comutativo com 1. Di.s

tinguimos dois casos

i) Ç!!g.l. R::O : Neste caso, a cR, e temos

RG;R Qm mG ; R ®a = RH.

ii) Cear R-m : Neste caso, observamos que

.g-- G ; Zg-- ; --ZIL ; Z- H;
m Z: mZ:G mZ:H mZ:
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como char R=m, temos que Z'/mZa c R. e uma repetição do

argumento de (i) dã

RG:RH

Os Teoremas 1.3 e 1.4 e a proposi-ção 1.5 nos

levam imedi.atamente ã conjectura de que aG determi.na

G, para todo grupo finito G. Mui.to pouco progresso tem

si.do feito nesta direção; entretanto, é possível que o
estudo da estrutura do grupo das unidades de ZaG leve

a bons resultados. Este estudo é retomado eni profundi-

dade a parti-r do capitulo lll

$ 2 O EXEMPLO DE E.C.DADE

Este parágrafo é pedi.cedo ã apresentação de

dois grupos metabelianos fmi-tos não-isomorfos cujos

anéis de grupo, sobre uma grande classe de anéis, são

isomorfos. Os enunci-idos apresentados sao un\ pouco anis

fortes que os dados por [ Passman. 1977, Theorem 14.2.2],

e remontam ao artigo ori.final ([ Dado, 19711 ). Começa -

mos por vários Lemas atei.s, a maioria dos qual-s serão

citados sem demonstração.

Lema 2.1 - Seja G=A.B o produto gemi-direto de A por B,

e seja (S um automorfi.smo de A que comuta com a ação de

B em A. Então (5 pode ser estendi.do a um automorfismo de

Gr definindo-se (5(ab)=(5(a).b. para todo a(A, b(B.
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Demonstração Veja-se [Passman, 1977, Lemma 14.2.1]

Lema 2.2 - Seja G um grupo e R um anel CQmutati.vo com l

Dado ÀcHom(G,U(R)), onde U(R) inda.ca o grupo das uni.da-

des de R, definimos Às:RG -» RG por

À#( E cl (g)g)= E a (g)À (g)g
g(G geG

Então À# é um automorfismo de RG e a aplicação
# :nom(G,U(R))->Aut (RG) é um homomorfismo

!29u9Bgt.Egçã9 [ Passman, 1977, Lemma 4 . 3. 4]

Lema 2.3 - Seja H un\ subgrupo normal de um grupo finito

G e seja R um anel comutati.vo com l em que IHI é inversa

vel. Seja e o idempotente central de RG dado por

e = ---=L-- n = .-.-=1-- E h.
l nl l nl hcH

Então eRG;R G/H

!29 999E gçgg ' O resu.atado segue imediatamente do Lema
T 1 1 a
-l- e J e .L Z.

Lema 2.4 - Seja R un\ anel com l e seja l=e.+...+e,. uma
decomposição de l em soma de i.dempotentes ortogonais.Se

ja G um subgrupo do grupo das uni.Jades de R. Se G permu

ta o conjunto {e.,...,en} transita.vamente por conjuga -
Çaor então R;bl.(S), onde S=e.Re.
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!29BgBgEr.âçâg ' Veja-se [ Passman, 1977. Lemma 6.1.6]

Passamos agora a construção dos grupos Gi e Gz

de E.C. Date. Primeiramente. sejam p e q primos raçio-

rnis diferentes, satisfazendo q:l (mod pz) ; por exemplorpg

derlamos tomar p:2, q=5. Note-se que q é necessariamente

um primo impar. Sejam Qi e Qz os doi.s grupos não-abelia-

nos de ordem q3, isto é,

Q:: <x:,v:,z:lx'?-y?=zF=J-, ] x:,y:]-z:,[ x:,z ]-[ y:,

Qz- <xzry2'zzjx2-z2-l/ y2=zz'[ x2ry2j=z2'[ x2rz2]:{ y2rz2j-l>

Sejam ai-nda <ui> um grupo cíclico de ordem pz e

<uz> um grupo cíclico de ordem p.

Como q:l (mod p2), pjq-l, e. como o grupo de

unidades de a/qza tem ordem q(q-l), este grupo tem cer-

tamente um e]emento de ordem p. Logo, exi.ste n(]N tal

que nZI (mod qz) mas nP:l (mod q2), donde temos também

que n/l (mod q)

Sendo i=1,2, j=1,2, definimos uma ação de unem

Qj por
( ]. ]. )

]
]

,';: ' '::, «:: - «; , ,;: : ';
Para verificar que (11) define um automorfismo de Qi, bag

ta notar que <yj'zj> é um subgrupo normal abeliano de QJ'

e que Qj' <yjrzj> <xj>' produto gemi-direto, onde a açao
de x.i é dada por

x4 y4 x
-l -l

Vj :j
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Notando, então ,que g --> gn define um autoinor

fi.smo de <y4,z.i>, jã que este grupo é abeliano

(pois nP:l (mod qz)), e que

n -l ,

xj vl; xj'

z . >< y ]a que
! i

segue, pelo Lema 2.1, que (11) define unl autontorfisino

de QI' Como nP:l (mod qz) , este automorfismo tem ordem

pr e faz senti.do defi.nir o produto gemi.-direto Q.i<ui>

Con\ isto, podemos definir os grupos cie Dade.
pondo

wl wl~ 'l

G2::Qi< u2 > x Qz< ui >

É i.mediano veria.car que l Gil =1 Gzl

que Gi e G2 sao !netabelianos, jã que

Gj= <yi 'zl > x <yz 'z2> :: G'

e os grupos <yjrzj> são abeli.anos.

( 1 .[ ]. )

'q' e

Propos+çag 2.5 - Os grupos G. e G: definidos em (1].]-)
nao sao i.somorfos.

F)z m/- \n c: +" v- a rn = f-\ Como jã vimos, temos que

CI = <y. ,z.> x <y,,z,>, que é abeli.ano.

Por (1), é imediato que <y.,z:> é q-abeliano elementar

e que <y2/z.> =<y2> e cíclico cle ordem qz

Consideremos a aplicação lllq:Gi ''''G{ dada por
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@q(g):gq. Como ({ é abeliano, Qq é um homomorfi.smo, e

temos que @q(Gi)- <y;> = <z,>

Como G:''1

q ><y 2

Suponhamos, então, que G:;Gz Então teríamos

que

CG:(zz) -CG:(Qq(G:)) =CG:(Qq(G2)) -CG:(z2 )

Da defi-nação de Gi e G: é imediato qu

CG. (zz)'Q.<u:> x Q:

C, (z. ) =Q. <u. >
2

O p-subgrupo de Sylow de Q.<u:> x Q: é <u:>,
que portanto é ciclo.co de ordem p2; o p'subgrupo de

Sylow de Q:<u:>xQ,<uT> é <u:>x<uT>, que é p--abeliano
elementar de ordem p'. Logo

e

2de ordem p

Q <u > x

) #C (zG 2

Qz ?Ê Qi< uz>

CG:(zz)' absurdo

donde

Logo, Gi # G2

Os resultados centrais desta seção, que dão

o i.somorfi.smo de RGi e RG2 para certos anéis R, são

os próximos dois teoremas.

Teorema 2.6 - Seja R um anel comutativo com l no qual
o primo q é InversÍvel. Então

RG = RG
1 2
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Eln primei-ro lugar,observamos a

o 1.1.5, é suficiente mostrar que

R Q. < u] > = R Q. < u:>

pois então teremos

R Gi=R(Qi< ui> x 0 < u >);R Qi < ui>(DR R Qz <u2>

;R Qi < uz>(8R R Qz < ui>;R(Qi < uz>xQ2 < ui>)-RG2

rou.e ,

poszça

1 , 2 ,l

diante da P

> =< u

> x 0< u
2

Passamos agora ã demonstração de que

RQ,<ui>;R Qz<ui>. Como zj é central em Qj e

zui - zn . < zj>, o subgrupo abeliano < zj> é normal em

Qj < ui>' Logo, se pomos

., - i «'ü»- :ii ,;
el é um i.dempotente central de RQI < ul>, donde segue que

R Qj < ui>= ej R Qj < ui> ©(l-ej)R Qj

rna direta de R-ãlgebras.

Pelo Lema 2.3, temos que

f

uma se

< z .> 0(
]

e. R Q. < u.>] '] l

Agora. é claro que
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''zl '"' ' .'

< z > < z >
l 2

edi.atamente que

eiR Qi < ui> - e2R Q2 < ui>

Resta demonstrar que

(l--e:) R Q.-< ui> ;(1-e:) R Q: < ui>

Para tanto, consideramos o subgrupo normal q-abg.

li.ano elementar de Qj < ui> gerado por xj e zj' Para cada

k=0,1,...,q-l-, pomos

donde segue ini

. q-l
q h-O

< xjzk > é um subgrupo, fjk é um idempoten-

Observamos, então, que

i)(l-ej) fjk(l-ej) íjk '(l-ej) íjk

De fato, como ej é central em R Qj < uj.>, temos

que(l-elj) fjk(l-ej) íjk -(l-ej) íjk íjk '(l-ej) fjk'

pois íjk é idempotente.

ii.) Se k/s, (l-ej) íjk (l-ej) fjs-0

De fato:(l-ej)fjk(l-ej) fjs -(l-ej) íjk fjs'

í:jk fjs ' 'j rjk ':js

]

lf < x.z >
jk

te de R Q
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ndo k/s, íjk fjs-

:ej íjk fjSr o que prova nossa asserção. Temos que

:,* ':: - }- 'lil '*,, ,',. .::l.*:,;,',
]:. q-: q-:- ..,.. :k.-'-;'
q' p=0 a=0 ] ]

Vamos verificar que, qua

Por outro lado,

'; ';* ',; -b- :11 , , :11 *,,;,', ':il .*,:;,',
l qEI qEI q-l clip zka+sp+v
q; v=0 H=0 a=0 ] ]

Fi.xado v, consi.devamos o si-stema de equações

l a+u : ai+p: (mod q)

ka+sp : ka:+sp . - v (mod q)

Sobre GF(q), a matriz deste sistema õ l l
k sl

cujo determi.nante é s-k. Como s/k e Osssq-]., 0Ék$q--l,

temos s-k7'O (mod q), e o si.stema tem soluções rtlod q.

Como OsaÉq-l e O$HÉq-l, a solução é Única eln zã. Logo,

fIXado v, para cada par (a:,li.) exi-ste um úni.co par (a,H)
taj; que

] l

xai+pi zkai+sp a+-p .ka+sli+v

Portanto f
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: q-l --l q-:- .....
q' a=0 p=0 v-0 ]'.j ':jk

l
q3

l
qz

q-l
E

' l '

q-l
E

P -o
' 1

q-l
Z

P :o' 1

q *?-'''- : ,T':''':' :
' ] ]

q-l
E

a =0
xai+p.

]

zkai+spi
] íjk

iii.) l-e .
' ]

q-l
E

k-O íjk

De fato observamos que l-e
]

q-l
E

a=0

Logo, temos que

q--l . q--l q--l q--l

k j)Íjk ' .r k?0 a H-0
= (x.zk) u

] ] '

]. q;l- q-l q-J- p ku. xyzkH+o)
qz k=0 a=0 p:0 ] ] ] ]

q-l q-l
k=O a=0

l q-l q-l q-l(xpzku- xHzkH+a)
q2 k=0 a=0 p-l ] ] ] ]

(]-e ) +--L- q-l q-l PzkH- l qEI qEI q-l Lizkli+a
'j' ' q: k=0 H=1 'j'j q: k 0 u=1 a=0 j'j

Observando, então, que fixados k.,li/0 e a, exist:e

um único k, O$k$q-l, tal que k:u:kp+v (mod q) (pois basta

tomar k:(;)q(kiwi-a) (mod q), onde (i)q indica o inverso de
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p moa qJ, ootemos que

:11 :11 ::1 4-?'" : :l:. :$1 -xpzkip
] ]

donde

k=0 (I'ej)fjk : l-ej' coiro se afirmou

iv) yjk[([-ej)fj.]yk =(1-ej)fjk

Oe fato, observamos que, como [xjfyjl'zj' temos

yjl xj y.j = xj zj' donde, por indução/ yjk xj yk : xjzk e

,;* *; *; - '*,,},'. -''.,

.;* - ':'','',..*}

':-.;, l; :!. .;* *; «ç

*;* ':. «:

':-.,, : il *,,},':
íjk

Observando, agora, que (l-e.i) é a identi.date mul

tiplicativa de (l-ej) 1{ Qj < uj.>, temos que (l-ej) íjk duma

famili-a de idempotentes (por (i)) ortogonal.s (por (i.i) ) cu-

ja soma é l-ej(por(iii)). Além disso,(iv) mostra que es-

tes i.dempotentes são permutados transitivamente pelo grupo

cíclico de unidades (l-e.i) < y.i>, e notemos que yT centrali.-

zã todos estes elementos. Logo, pelo Lema 2.4,
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(l-ej) R Qj < ui> = Mq (Sj)

sj-(l-ej) fj.(l-ej) RQj <ui>(1'ej) fjo

-(l--ej)fjo R Oj <ui> (1'ej) fja

onde e .) R(1 >< u i]]

Resta. então, demonstrar que

s::(l-e.)f:oR Qi< uj.>(1-e:)f:. =(1--ez)f20R Qz< ui>(1-e:)f:.-S:

Para tanto, observamos que ui normaliza o grupo

q-abeliano elementar < xjrzj> e que UJ' < xjrzjruj.> e um

subgrupo de QI < ui>, de índi.ce q. De fato, os elementos
ormam uma transversal de Hj em Qj < ui>

Logos pela Proposj-ção l.l.l,

R Qj < ui>
k

Como z. centralizam x:, também centralizam
]

fjo
temos

sj:(l-ej)fjo R Qj <ui> (1'ej)fjo
q-l
k=0 R Hj(I'ej) fjo yj (l-ej)fja

Mas (l-ej)fjo y} (l--ej) fjo- yky'k(l--ej)fjoyk(l-.ej)fjo

fjk(I'ej)fjo ; l(I'ej) fjo ' se k-0
0 , se k/0

L

Logo,
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C

2 . 7

8

SJ'R Uj (l--ej )fjo R H
]

Defi.Rimos, agora, V:Hi-+Hz' pondo

Ü(x:)-x:, qJ(z.);z,, @(ui)-ui

É fácil ver que @ é um i.somorfismo de grupos. Estendendo

Q R-linearmente, obtemos um i.somorfismo Q:RHi'FRH2/ tal
que

Q (e: ):e: e Q (f:. )-f:.

Logo, Q (S.)-S,, donde S:;S,

Logo, RQ. <ui> = RQ,<ul>, i.=1,2, provando o tg.
orelha.

Corolãri.o 2.7 - Seja K urt\ corpo de característi,ca dize

rente de q. Então KG.;KG 2

DgDlggEEr.gçâg ' Basta notar que,como K é corpo, se q/0,en

tão q é inversÍvel em K.

O segundo teorema de Date estende o resultado

para outra classe de anéis, que inclui, ein particular,os

corpos de característica q.

Teorema 2.8 - Seja R um domínio de inteqri.dado no qual

o primo p e i.nversÍvel. Se R contém alba raiz p2-ési.rna
ptlmi.uVa da unidade, então RG.;RG

2
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!29B9 eEiieçe9 ' Seja c(R uma raiz pz-esi.ma primitiva da
unidade. Então É:P é uma raiz p-êsima da unidade, e temos

1 + t:P+ c2P+...+ c:(p-l)P : 0.(.[)

Para cada inteiro k=0,...,p'l, defi.ni.mos em

RG. os elementosl

í:...l p;lJ- (E:pk up)s
P s'0

Como (E:Pk uP)S fik = fik' temos imedi-atamente

que

(cpr up)s fik = cp(r'k)s (E:pk up)s fj.k

:E:p(r-k)s f k

Logo l

p'ln nff ik P s-0lr (Cpr u:) s fik =

l 'E: :Ph:''n; f,k

donde segue que fik fj.k - l PEI fj.k - l p f

qual se r#k, fir fi.k ' 1 1 sEI E:p(r-k)sl fik = 0 por (1)

r

ik - f ik e

Assim {íikl0KkKp-l} é uma família de idempotentes oito
gohais. Àlefn disso,
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p'l p-l l [PEI (c:pk)sups]*:. ':* ' *:. - ;-. : -

i :11 :il ..-*,;' -?;

Observando, agora. que, pondo s=0, temos

p;li (E:pk)0 - p,k;O

e que, se s/0, então

P;ll(cpk)s = PEI(c:ps)k = o, por(1),

seque que

:11 .« - Ê :11 .:11..'*,;'-r; - i.- ":;:

Assim, os idempotentes fios fi:r
dão unia decomposição ortogonal de 1. Além di.sso, como

nP:l (mod q2), uT é central em Gi' donde segue que

fj.or fiar.../fj.p-l são idempotentes centrais de RGI,
i-1,2

Logo, RGi se escreve como uma soma direta de subãlge
liras

RG:L-RG:L f:i. O RGj. -© RGi fip-l
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Seja. agora HicGi o subgrupo gerado por Qlr

Qz e uz' É imediato que ul normaliza Hi, donde segue

que Hi "I Gi e Gi é um produto gemi-di.reco Gj.:Hi< u.>
Consideramos as aplicações naturais

\J .

IT. :G, --» --= := < u.)'1 1

e os homomorfismos de grupos

Tk: < ui> '-- U (R)

u. --,- E:K, k=0,1,...,p'l.

que estão bem definidos porque E é, por hipõtesel uma

raiz pz-ésima primitiva da unidade

Definimos Àik:Gi "> u(R) por Àik'Tk o vi'C9

mo xi e xk sao homomorfismos de grupos, temos que

Àik'Hom(Gj.,U(R)), i-1,2, k=0,1,...,p'l

Pelo Lema 2.2. podemos definir os automor

--+ RG., onde

Xik(cEGa(g)g) EGcl(g)Àik(g)q

Hi

RGf ismos À iik

Então temos que

À#k(fi.)

:. *:k("' ) 't''

::: :*'; -:: - ':*

l
P

l
P
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Logo,

À#k(RGi fi.) : RGj. fik, k:O,l

Àik e automorfi.smo de RGir segue

fik ; RGi fi. , k=0,1,...,p'lr

r

que

,P--l,

eii como

e os p comandos diremos de RG] são todos isomorfos,doB

isomorfo a uma soma direta de p cópias de

Entretanto, como l
P obtemos pelo

Lema 2.3, que

RG.l

Agora, é i.mediato que < uP> u2>r donde

Gi
Q2 < u2>;QI < u2>xo2 < ui>

G
Z

< uP>
l

Logo

RG f
1 10

G
l

.uP>
RG f

2 2U

donde

RG ; RG f ©
J l lO

p vezes
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; RG2fz. a) ..... (D RGzfzo ; RG2 /

p vezes

e o teorema esta demonstrado

Corolário 2.9 - Seja K um corpo de característica q. En

tao KG.=KG.

Psue gÊleçgg ' Como charK=q/p, p é inversÍvel em K; além

disso , GF (q) c:K .

O grupo multiplicativo GF(q)+ é cíclico, de ol
dem q-l. Como q:l (mod p2), temos que pz jq'l, donde, cg

mo GF(q)''; é cíclico, existe um elemento E:(GF(q)''', de or-

dem p2. Logo, K possui uma raiz primitiva p2-esima da u-

nidade. Pelo Teorema 2.8, segue que KG.;KG,

O exemplo de Dade dei.xa claro que. para que RG

deterHlne G. devemos supor que nenhum divisor primo de

IGI seja inversÍvel em R. Nos próximos dois parágrafos ,
procuraremos estudar o problema do isomorfismo sob a hi,-
pótegé de que R é um domíni.o de integridade satisfazendo

essa Condição. Em particular, concluiremos que. para os

grupos G. e G, de Dade. ZIG. e ;iZG. não são isomorfos.

É interessante notar que os Teoremas 2.6 e 2.8

nos pefúitem conclui-r que, se z:r.\ indica o localizado

de Z: eM p é 24Â o anel de inteiros p-ãdicos,
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2Z(p)Gi ; 24(p)G2P a:qGi = 2ZqG2 e Z:pGi ; :iZÉ5G2' Por

outro lado, coiro m(q) não contêm raiz p2'ésima da uni-

dade, fica ern aberto decidir se 2Z(q) Gi ; 2Z(q) Gz

$ 3. A CORRESPONDÊNCIA ENTRE SUBGRUPOS NORMAIS

O i.nstrumento básico para o estudo de isolnor-

fismos de anui-s de grupo sobre domínios de integridade

é a chamada ''correspondência entre subgrupos normais''

Apresentamos, nesta seção, um resumo dos resultados bá-

sicos, cuja demonstração pode ser encontrada em l Sehgal,

19781 e ] Karpi]ovsky, 1981 ] . No que segue, G e [l dedo

tam grupos finitos e R um domíni,o de integridade de ca-

racterísti.ca zero em que nenhum di.visor primo de iGI é
l nlrnrç= i lrn l

Teorema 3.1 - Seja RG=RFI. Dado N q G, definimos

q)N=n n (l+RG l(N)). Então:

d) @ defi.ne uma correspondência bijetora en-

tre os subgrupos normais de G e os subgrupos normal.s de
H;

b) ge Nlq G, N2 aG. N c N2, então ON c $N2;
e RG ]. (N) l (q)N)

'j * lã : - :h ;
/
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e) se l é um ideal de RG e N-G n (1+1) , então

( ].+ ]. ) ;

f) se N 'IG, M '] Gr então + IM,Nl=l$M,$NI

g) se N'] G, M'] G, então @((MnN)') -

n $N)';
h) se N '] G, M '] G e NcMr então M/N é abelig.

e somente se @M/+N é abeliano;

i) dado N 4 G, seja Cn(N)= <gnl g(N>; então

-Cn(@N);

j) dado N < G, seja Cn(N)- <çlç(N e g'-l>;

+Cn(N):Cn(@N)

f

#N=H n

($M

no se

+Cn(N)

então

Observamos, em particular, que o i-tem (i)deg

te teorema implica em que os subgrupos N e @N têm o

mesmo êkPoehte

$ 4. UM.RÊ$tlL'rÀOO PARCIAL

Demonstraremos, neste parágrafo, um resultado

para.al gõbré o probJ-ema do i-somorfismo para anui.s de
grupo de çt'após metabelianosr devido a G. Karpilovsky,

que diz que RG determina G para uma certa classe de do

mÍnios de intéqfidadé R.. êste resultado generaliza um

resultado de Óbdyàshi/ obt.ido em 1970 usando métodos de

cohomologia ãê gi;üPÓÉ;
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Teorema 4.1 - 1 0bayashi,1970] .Sejam G um grupo f=inito e A um sub

grupo normal de G. Seja laG=Z:H e consideremos A#'(bA=

=H r (l+mG l(A)) . Se K/A e L/B são os centros de G/A e

H/B. respecti.vamente, então exi.ste um isomorfismo de

K sobre L levando A sobre A+

Este teorema tem como corolário o Teorema

1.4 (de Whitcomb) , que diz que um grupo metabeliano

fmi.to é determinado pelo seu anel de grupo sobre Z:.

No que segue, demonstraremos uma generalização do Teg
rema 4.1 para uma classe mais ampla de domínios de in
tegridade. Para tanto, serão necessários vários lemas

.A.J\.+III\-L 'T e U L./\-,.Jq''1111 \J \-tIII \:J.L \.I.I:-r\../ J..LII-LL-\J /

G e K=m/ma, onde m:0 (mod n) e n é
Então valem:

A um subgrupo de

o expoente de A/A'

a) KG: l(AI
l (G) l (A)

A
A'

b) Se A é abeliano e x ê um elemento de

KG tal que x:g (mod KG l(A)) para algum g(G, então

existe UM Único gx-gar com a A, tal que

x:g., (mõd l (G) l (A) )

e9 9 E ÕClâe

mos que

a) Como KG l(A) l (A) + l (G) l (A) , te

l (c) i éÀj
l (A} + l (G) l (A)

l (G) l (A)
l(A)

/

l (A) í' l (G) l (A)



68

Pelo Lema 1.3.3. 1(G) l(A) nl(A)=1(A):,e pelo

Corolário 1.3.6(b), sabemos que l(A) ; A , donde oE
l (A) 2 A'

temos que
KG [(A) = ].(A) = A

l (G) l (A) l(A) : A'

b) Seja x:g (mod KG l(A)) . Então temos que

x-g(KG l (A) = 1 (A) + -[ (G) l (A)

Logo, existe t(l(A) tal que

x-q-t ( -[(G) l (A) , isto é,

x:g+t (mod l(G) l(A))

Pe[o coro]ãrio 1.3.8, como t(].(A) , existe a(A

'-ca] que t:a-] (mod ](A)2). Como ]-(A)2c l(G) l(A), segue

que

x:gta-l=qa-(g-l) (a-l):qa (m

Lõgõ, tomando gX;gar com a(A, temos que

x:gx (mod l (G) l (A)

Finalmente, se x:g.. (mod l(G) l(A)) e tambémX

x:g; (mõd l(G) l(A)), segue que

gX:g; (mod ] (G) ]- (A) ) ,

donde gk:qk i(G) ](A). Como ](G) ]-(A
f[ n ,] A l/r .:+.;lÜü Nnu A

od l (G) l (A) )]

) ideale esquea

f
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l
l g g €

X X

l
gg XX

l
g €

XX

l(G) l(A), donde

1+1 (G) l (A)

G r'(l+J-(G)l(A))=An(l-tl(A) 2)=A' ,

pelo Lema 1.3.3 e pelo Corolário 1.3.6. Como A é abelha

no, temos que A'é{ 1}, donde gxl gx = 1, isto é, gx-gx

Logo, gx é único, provando (b)

Vale observar que o item (b) deste teorema fe-

ri.a igualmente valido, exceto pela unicidade de g.,, se
A nao fosse abeli.ano.

Para os próximos resultados ser-nos-ã necessã

rio introduzir alguns conceitos.

Seja A um subgrupo de urn grupo finito G. Se A

é normal em G, jã definimos uma apli.cação rA:RG-tR G/A,
onde G/A é o subgrupo quociente de G por A. Se A não é

normal eírl G, denotaremos por G/A o conjunto {gAlg(Gldas

classes ]-aterais à.esquerda de A (que não é uin grupo)

DeHõtahdc) por R<G/A> o R-módulo livre de base G/A, pode

mos definir um homomorfismo de R-módulos uA:RGo R<G/A>
por

TTA ( E cl (g) g) = E cl (g) gA
'' g(G g(G



70

É imediato que. para A 'l G, esta definição coincide com
a anterior. Vale observar, ainda, que é possível dar a

R <G/A> uma estrutura de RG-mõdu].o à esquerda, defina.ndo,

para gi(G e gzA(G/A, g:.g2A'(giq2)A. Com estas definiçõesr

T7\:RG-> R<G/A> é um epimorfismo de RG-módulos à esquerda,
e seu núcleo é o i.deal RG l(A)

Seja, agora, @:R -r R um epimorfismo de anéis

de núcleo AcR. Dado acR, escreveremos a=@(a) . Seja G um

grupo arbi.trãrio. Então, podemos definir um homomorfismo
de anéis

© :RG -+' RG

E cl (q) g ------- E ct (g) g.
g(G g(G

É imediato verificar que q ê um epimorfism

núcleo AG, que q)IG'i.dentidade e que 'bIR-Q

0 de

Com estas notações, temos o segui.nte resultado

Lema 41.3 - Sejam G e H grupos finitos, R e R anéis comu

bati.võg cõm ]. e @:R '» R um epimorfismo de anéis. Defina

mos um eplmc)rflsmo @:RG -+ RG, como acima

Elntãó temos

(i) Se RG=RH. então RG=R q'(H),

e. póftahtõf quem dados subgrupos A e N de G e subgrupos
B e T dé [i# téiüógi
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Como À

(ii-) Se RG l(A)=RG l(B) e vA(N):vA(T), ep.

tao RG IE(A) =RG IR(O(B)) e i.a(N)=iA(© (T)), onde iA

denota a aplicação 7rA:RG -'---> R <G/A>, definida aci.ma

P9iB9BgÊlâçã9.

(i) Suponhamos que RG=RH. Para provar que
RG=R q'(H) , basta provar que existe um isomorfismo de R
-ãlgebras À:Rn-'RG, tal que À(n)=(F(n)

Como RG=RH, é claro que AG=AH. Usando o epimor

fi.smo Q:R -» R, podemos, como acima. construir um epi.mor
fi.smo de anéis

:RFI ---r RH, com núcleo AH.

Pelo Teorema do homomorfismo, podemos passar

esta apli.cação ao quociente, obtendo um i.somorfismo de
anéis

À
l

DH .::= -» RH
AH

é isomorfi.smo, podemos tomar seu inverso

X'l:Rn -» RH/AH, e observamos que

À'l ( E: ã"(ÍDh) = E cz (h) h + An.
h(H h(H

f

Analogamente, temos o epi.morfismo q :RG + RG,

ep passando ao quociente, obtemos o i.somorfismo de anui.s
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À :Bg , Ea,
2 AG

e observamos que À,( E cl(g)g + AG)q(G g(G

À, (a+AG) ©(a)

Como RG=RH e AG=AH, obtemos

RH

AH
© Jz.» :.
AG

Logo, X2 o X'i

anui.s . A].ém di.sso,

RH } RG é um isomorfismo de

x, X'l(a h)=X,(cth+AG)-q'(ah)-cl q(h)

e

À, . À'l (h) - À: (h+AG) {(h)

Logo À.. X'l(l;h) = i; À,' À'(h) e também

À.. À'l (H) - q'(H). Logo, pondo À=À,'Ài , À é um
cismo de R-ãlgebras tal que À(H)-'b(H). Assim, RG

provando (i)

isomor

Rq' (H )

A demonstração de (ii) é agora trivial. Basta

notar que q)(a-l)=a-l, para todo a(A. donde lii(A)-0(i(A)) ,

e suei para b(B, 'P(b-l):q'(b)-i, donde IE('}(B))-@(l(B))

Logõf RG l(A)=RG l(B) o ')(RG l(A))='b(RG l(B)) o

iiG @(l(A)}=iiC '}(Z(B)) ;' iiCJ-ii(A)=RCJ-ii('>(B))

Analogamente. se wA.(N)-lrA(T) então, dado n(N,
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existe tcT tal que n-t ( RG l(A), donde n-©(t)(ãG iii(A),

e portanto líA(N)mIrA(@(T)) , provando (ii.)

Lema 4.4 - Sejam G um grupo finito e R um doíninio de i.n

tegridade de característica zero em que nenhum divisor
primo de GI é Inversivel

Dado N aG, considero lrKJ:RG "-----+ R G/N

Se RG=RH, então R G/N = R 'nK.(H)

e9UÇ?egtEeçãe

Como H gera RG sobre R, e TíK.:RG ---> R G/N é um

epimorfismo de R-ãlgebras, temos que vN(H) gera R G/N so-
bre R.

Logo, resta provar que Th.(H) é livre sobre R. En
tretanto,como H é unl grupo fmi.to de unidades normali.za -

das, e como c:(líN(cx))-c:(a), Va(RG, segue que xN(H) é uln

grupo fi.nato de unidades normalizadas. Logo, pelo Corolá-

rio 1.2.9, líN(H) é livre sobre R, donde RG=R lrN(H)

Nosso primeiro resultado importante é:

E11gPg!.l!:gao 4.5 - Sejam G um grupo finito, A um subgrupo
nofha]. abeJ-cano de G e K=2Z/ma e m:0 (mod n) , onde n é o
expoente de A.
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Suponhamos que KG-KH. e sejam A+=H n (l+KG l(A)),

N um subgrupo de G e M um subgrupo de H tais que AcN e A+cM

Se A+ é abeli-ano, exp (A+) jn, KG l(A)-KG l(At) e

Trn(N)-vn(M), então existe um isomorfismo de M sobre N levam
do A+ sobre A.

i) O conjunto {t(a-l) ja(A, a/l, teta, onde T

uma transversal para A em G, é uma base KG l(A) sobre K

go

e

Lo

di.mK(KG x(A)) - l-lil

Analogamente, dim. (KG l(A+) )=1 HI - Ull
l A+l

Como IGl=IHI e KG l(A)=KG l(A+), segue que IA

(l AI ]. )
l GI

ii) Observamos que. como At é abeliano, m:0 (mod n)
e exp(A+) l n, temos, pelo Lema 1.3.3 e pelo Corolário 1.3.6,

que

lli) Observamos, agora, que rn(N)-wn(M) . Ora,

e o epimofflsno canónico G -> G/A; logo,como AcN, temos que

v. (N)

Cõhgiderãmos agora ITz\ 1 . É claro que
FI
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ker v,. = H n (l+KG l(A))=A+

Portanto, segue do Teorema do Homomorfismo que lín(M)
; M/A+

Logo, como lrA(N)mIrA(M) , temos g. = );1 , e co-

mo, por(i), IAI =IA+l , segue que INI flUI

iv) Observamos, ainda, que de líA(I'T):vA(M) sg

gue que. dado h€1-{, existe g(m tal que

g + KG .[ (A) = h + KG ](A) ,

isto é, tal que

(mod KG l(A))

Pelo Lema 4.2 (b) , existe um úni,co gh-gaf com a(AcN,
tal que h:gh (mod l(G) l(A)); como g(N e a(AcN, temos

que gh' ga': N.

Logo, para todo h(M, existe um único gh(N tal
que h:gh (mod l(G) l(A))

Definimos, então, uma aplicação f:M-»N por

f(h)=ghp VheM. É claro que f esta bem definida, jã que

gh ê Único.

v) Afi-amamos que f é um homomorfismo de grupos.

De fato, se f(h.)=g:, f(h:)=g:, temos

h.:g.(mod l(G) l(A)) e h::g:(mod .[(G) l(A))

H

h g

r
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isto ê, h.-g: c l (G) l (A)

h,-g: c l (G)l (A)

Então

h:h,-g:g:=h:(h:-g,)+(h.-g.)g: (l(G)l(A) ,

Pois l(G) l(A) é um ideal bilateral de KG, já
A 4 G.

que

Logo, h.h::g.g: (mod l(G) l(A)), donde sg

cíue que

f (hl hz ) -gi gz :f (hl ) f (h2 )

Assim, f é homomorfismo

vi) Se h(ker f, temos que h-l- ( l(G) l(A)

l(A)=KG l(A+) , l(G) l(A)=1(11) 1(At). Logo,

ker f c H n (l+l(H) l(A+))::Íl}, pelo

item (i.i) . Assim, f é injetora. Como ainda temos que

l MI =1 NI , segue que f é um isomorfi-smo de M sobre N.

KGComo

vi.i.) Resta provar que f(A+)-A. Seja, então,

bcA+. Como A+=H n (l+KG l(A)) ,temos que

b--l ( KG l (A)

j.sto é, b:l (mod KG l (A) )

Pelo Lema 4.2. sabemos que existe um único

elemento gb-l.a, com a(A, tal que

b:gb (mod l (G) l (A) ) ,
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e é claro que gb'a(A. Mas então f(b)=gb(A. Logo, f(A+)
cA; como IAI =IA+l e f é isomorfismo, segue que f(A+)=A.

Desta forma, mostramos que f:l\l->N é um isomor
filmo de grupos tal que f(.â+)=A.

Esta proposição nos permi.te demonstrar um

teorema ainda mais forte que o de Obayashi.; este segui.
rã imedi.atamente

Teorema 4.6 - Sejam G um grupo finito, A um subgrupo

normal abeliano (ile G e R um domínio de integridade de

característica zero em que nenhum divisor primo racio-
nal de l GI é inversÍvel e tal que existe um ideal J c R

verá.ficando R/J;Z:/nZã, onde n é o expoente de A.

Suponhamos que RG=RH/ e sejam A:t=H n (l+RGI(A)),

N um subgrupo de G e M um subgrupo de H tai.s que AcN e
A+cM

TTA(N):líA(M) . então existe um isomorfismo
de M sobre N levando A+ sobre A.

DehoRstFacão

1) Observamos, em primeiro lugar, que, pelo
Teoféüa 3..L, temos:

(A+) '=A'={ ]-}, (portanto AA é abeli.ano)
RG l(A)=RG l(A+),

ê n=eXP (A) =exp (A+)
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ii.) Sejam K=Z:/nZ: e Q:R'FR/J;K a apli.cação nat11

ral. Podemos, então, definir

a) : RG -'----> KG . como antes .

Temos que RG=RH, RG l(A);RG l(A+) e rb.(N)=vA(M)

Do Lema 4.3 segue que KG=Kq'(H) r KG IK(A):KG IK(q)(At))e

;iA.(W) =iA( $ (M) )

Observando, ainda. que

q) (A+)- '}(H n(l+RG l(A) )-'}(H) n(l+KG IK(A)) ,

e que, como A+ é abeliano de expoente n , q' (A+) é abelig

no, e exp( ® (A+)) jn, vemos que as hipóteses da Prooosi -

ão 4.5 estão todas bati.sfeitas. Logos existe um isomor-

fismo de grupos

f: © (M) -» N

tal que f ( '} (A+) ) =A.

iii) Observamos agora que, como RG l(A)=RG l(At),

l AI =1 A+l , e que, como líA(N):rA(M) , temos que l NI =1 MI , da

mesma forma que nos itens (i-) e (iii) da demonstração da

Proposição 4.5.

Logo, temos

(A+) --É---- A

e

(M)



79

Como 4 :M -' q' (M) é epimorfi.smo e f: © (M)-»N é

isomorfismo, f o 4):M-» N ê epi.mora.smo; mas l MI MINI , don

de f. q) é isomorfi.smo.

Analogamente, f o © é um isomorfismo de A''' se

bre A, e o teorema esta demonstrado.

Teorema 4.7 - ([Obayashi., 1970],[Karpi[ovsky, 1979 b])

Sejam G um grupo finito, A um subgrupo normal abeli.ano

de G e R um anel sati.sfazendo as seguintes conde.çÕes:

(+) R é um domínio de integridade de caracte-

r'zstica zero em que nenhum primo que divide l GI é inver-
sivel,
e

e o expoente de A.

( + + ) Existe

Suponhamos ainda que RG=RH,e seja A+=H n (l+ll:; l(A))
Se

N/A é o centro de GJ/A

M/A+ é o centro de [l/A+,

então exi.ste um isomorfismo de M sobre N levando A+ sobre

Q9Bg eiEieçã9 ' É claro que basta provar que lrn(N)=x.(M),
e aplicar o Teorema 4.6.
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Pelo Lema 4.4, temos que R G/A=R líA(H) Logos

temos que

r(z(v(R G/A))) -T(z(v(R lrA(n))) )

Pelo Corolário 1.2.7(a) , temos que

r(z(v(R G/A)))-z(G/A)-N/A=nA(N)

T(Z(V(R lrA(H))))-Z(lrA(H)):lÍA(M) , pois M/A+
é o centro de H/A+

e

Logo tA(N)-vA(M)

Portanto, o Teorema segue do resultado anterior.

Corolário 4.8 - ([Whitcomb, 19õ81 ,1Karpilovsky, 1979 b]).

Seja G um grupo metabeliano finito e R um anel satisfazem

do as condições (t) e (++) do Teorema 4.7. Então

RG=RH :> G=H.

Dggl9neÊ:eçeg ' Seja RG=Rl:l, e tomemos A=G' . Então e claro
que N;G/ pois G/A é abeliano.

G;H

Pelo Teorema 3.1 (f) ,temos que At=ll', donde é

claro que M=FI.

Assim. pelo Teorema 4.7, existe f:H-»G isomorfis

mof tal que f(FI')=G', donde
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29Él2â.gao - Seja G um grupo finito. Definimos

a (G) : {b ' Q l mdc(brIGI )=1}

É imediato que Z:rc\ é um domínio de i.nteqri.
jade de caracterÍsti.ca zero em que nenhum divisor pri-
mo de IGI ê inversÍvel. Temos, então:

Então

Corolãri.o 4 9

RG-RH

DgUgDEEr.gçgg - Basta verá.ficar que R satisfaz a conde.-

ção (++) do Teorema 4.7. Seja, então n=exp(G'). É cla-

ro que njIGI , de modo que se mdc (b,l GI )=1, então mdc

(b,n)=1 e portanto i; é inversível em ZZ/nm.

Defina-mos Q:R--a/nm por Q(a/b)=a b'l. É ime-

diato que © ê epi.morfismo de anéis. Logo, R bati.sfaz
(J':'') , e o Corolário esta provado
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111 ANÉIS DE GRUPO DE GRUPOS DIEDRAIS SOBRE OS INTEIROS

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados

sobre anéis de grupo de grupos cíclicos e diedrai-s sobre

os inteiros, focalizando especialmente na estrutura do

grupo das uni-danes. O objeti-vo deste estudo será obter g

ma descrição do grupo das unidades em um caso parti.curar.
Estes resultados sao revi.dos a D.S.Passman e P.F.Smith

[Passman e Smith, 19811

$ 1. GRUPOS CICLZCOg

Nesta seção obteremos alguns resultados sobre

anéis de grupo de grupos cíclicos de o-idem Pri, onde p é un primo

racional. Para tanto, fixamos a seguinte:

Notação. No que segue. p denota um número pr.L

mo, A= <a> um grupo cíclico de ordem pn. b=aP , B=<b>,

c: uma raiz pn-ésima premi.uva da unidade e (5=cP

]n

l

Começamos estabelecendo uma série de lemas

Lêl1lma 1.1 - Sejam Ri' Rz e T aneis com 1, e sejam ri:Rt-+T

e RziRz'»T homomorfismos. Seja S o subconjunto de Ri(DR2 da
dó põr

sé{(r. ,r,) ( R:® R, lx.(r.)=K:(r:)}
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Então S é um subane]. de Ri(D R2 e seu grupo de
uni.danes é

U(S)é {(r: ,r,) ( S Iri c U(Ri) i:1,2}

PgBQggÊ=gçBg ' Imediato

Lema 1.2 - A equação

a (a)=c

define um epimorfismo a:MA-> m [c J, cujo núc]eo é o ideal
rl l

de aA gerado pelo elemento Ê = 'E b]
0l

Psu9eêt=eçã9 - A apli.cação a:A-, <c:> dada por a(a)=E: é um

isomorfi.smo de A sobre o grupo das raízes pn-ési.mas da u-

nidade, que é um subgrupo do grupo de uni.danes de n l cl
Pondo

a( E À (g)g)= E À (q)a(g)
geA g(A

obtemos um homomorfi.smo de anéis a:MA-* mt e]. Como c: gera

alc:l,a é epimorfismo; como a gera Z:A, a esta bem defi-
nido. Resta, portanto, calcular o núcleo de a

Pondo m=pn'l-l, é claro que, dado ct(Z:A, pode
mos escr

l l l

i-o
com ( pe la !!ieJilge.içea..L' l . l,
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jã que {az l i=0,1,...,m} é uma transversal para B em A.)
Então

a (cl) = E a (
l-u

Como (Q(c) :Q(5))=pn'l, os elementos cj., OKI.sm, são linear
mente independentes sobre Q(6) , e portanto sobre M [ 6] .Ag

sim/

c[aro que a (cll )( m [ (5]

Escrevamos
p'l

ct.= E com S.. € Z:, i=0,1, ,m

Então, se a(cl)=0, temos que

p'l
0=a(a:)- E S:.i .5', i=0,1,...,m

donde segue que (5 é raiz dos polinõmios
p'l q
E S.: X] , i=0,1,...,m

j=0 x]

Entretanto,como {5 é uma raiz p-ésima primitiva

da uni.jade. seu poli-nõmio irredutível sobre Za é

® .XP'l+xP-2+...+x+l
P

Logo,
D-l .

P l jZO Sij Xx :0r...,m,

donde. como ambos os polinõnlios têm grau p-l,
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Õ
P Zã, i=0, . . . ,m

Logo Sj.j:nir j:0rl,...,p'lr donde
CI.=n. Ê1 1

e

In

i-o
c ZZAB

Assim ker6 c Z:A. B Entretanto, como

P l
a (B) =' E (SJ=0

j=o

a i.nclusão recíproca é imediata. Logo, temos que kera=zA.Ê
e o lema esta demonstrado

l

Lema 1.3 - A equação

IT(E)=aB ( A/B

define um epimorfismo Tr:Zg]t:] -+ GF(p) A/B, tal que, se
p#2P então kerv=(6-(S'l)a[ c] , e,se p-2, então kerlí=2U [ E:]

A[ém disso, (c--c'L) não é uma unidade de n] c].

P9DQBgEr.âçã9 Exi.ste um epi.morfismo natural

O : aA -'> GF (P) A/B,

dada pór O(a)-aB € A/B e O(x)=x ( GF(p), para x(a. É

imediato que O(b)=1, donde
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0(B)
i-o

P-l
E

i-o

Logo Ê ( ker O, donde kera c kerO, onde a é o homomorfi.s

mo do lema anterior

Asse.m, o homomorfismo C) se falara por Z [ c:] ,is

to ê, existe um Úni.co homomorfismo v:Z:[ E:]-+GF(p) A/B sa-

tisfazendo x.a=O. Em particular, lr(É:)=Tr(a(a))=0(a)=aB.

Z:A -->

kera c kero al

ZZ [ c:]

a
; GF(p) A/B

T

0
Como O é epimorfis-

mo, segue imediata-

mente que lí é epimor

cismo.

Vamos calcular o núcleo de 1. Dado i?0 qualquer,

podemos põr

i=j+pn'lk, com Osjçpn'l-l, donde cZ=E:j 6k

s que
In

a [ c:] = E m 1 6] c:] , onde m=p
j

Se:ja r ( Z:] c] , e escr

obtemoLogo,

ln l

m

evamos r= E ra E], com r: (Z: [ (5]

Como x((S)=e(b)=]., temos que li(rl)(GF(p) , j-0rl,...,m.

Como õs elementos lr(e]) , Osjsm, são os elementos distin

tos de A/B, são linearmente independentes sobre GF(p) .Lo

go, f(f):0 ge e sòmente se lí(rj)-O; Osjçm.

Assiml para obter o núcleo de r, basta obter o núcleo do

h6hóHõi:filmo fIEl (5] -» GF(p) que se obtém por restri.ção
d.ê 'n
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É imediato que l-tS ( kerÍÍ. Dado r ( Z:[ (5], es
crevamos

'->: ;* .* : k-O
k

a., (6 -l) +
p'l
k=0 k'ak'ZI Vk

= (]--6) s + t,
p-l

onde sca16] e t=.2. ak' a. Como(1-(5) cker if, é clarok-O ''

que rckerit se e sòmente se tckeríf isto é, se e sõ se plt

Asse-m, para mostrar que kerif=(1-(5)mt {5] , resta

apenas mostrar que p ((1-(5)m [ (S] . Seja @n(x) o poli-nõmio
ciclotõmico de ordem p, i.é

©.(x)-l+x+...+xP'l - PHI (x.Ói),
' l-o

donde
u'l

p''P.(1)= n(1-6') ((1-(5)nt(5]i-o

Logo, concluímos que kerif=(1-(5)m1(5], e portanto que

kerlr= E(1-(5)m[ 61c:] =(1-(5)ZZ[ c]
0]

Se p;2, temos (5=-1, donde kerlr=2zajc]

Se p/2, observamos que

(5P'l + 6P-2 +. .. +(5+1= 0 f

donde

(6P'l+...+6)=1,
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isto-é,

(6P'2 + 6P-4 + +6 ) ( .5+1 ) =1 ,

donde 1+6(U (a [ 6] )

Como 6(U(ZZt 6J) e(6-.5'1): -6'l(l-õ2)= --6'l(1+.5)(1--6),

segue que (6-6'] ) é associado a (1-6) em at â] , donde

kerTr= (6-6'1) a [ c]

Finalmente, observamos que

v(c:-t:'l)=aB - a'IB . IGF(p) (A/B),donde
-l - - ... . .ra

segue que c'c: nao e uma unxaaae ae ml l

No restante desta seção, fixamos os homomorfis

mos a:Z;A -> Z:[ c] e Tr:Zi]e J -+GF(p) A/B, defi.nados nos ]e

mas anteri.odes. Além disso, sejam

T : Z:A -} Z: A/B

P : m A/B -'> GF CP) A/B

e epimorfismos natural.s. Podemos, então, obter uma des

crição parcial do anel de grupo aA.

Lemla 1.4 - A aplicação

a (D 1: Z:A --+ 2Z [c ] (1) Z: A/B

é Urn i.somorfismo de Z:A sobre o subanel S de Mlc: J(0 2ZA/B

dada pot

S {(x,y) ca[ c:J(D Z: A/B lx(x)=P(y)}
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Deu9net:eçeg ' É evidente que a Q T é um homomorfismo de

mA em n[ e] © Z:A/B. Assim, devemos provar que

Im (a Q'r ) =S e ker (a © r) = {0}

i) Seja clcker(aa)T), de modo que(a©x)(a)=(0,0)
Então a(a)=0, de modo que, pelo Lema 1.2, a=13B, para algum
13c nA. Além disso,

0 = 'r (a) = T(Í3) l(Ê) = P T(B),

de modo que T(B)-0, donde BckerT = mA l(B); segue, entãodo

Lema 1.3.12 que a=Í! B=0. Logo, ker(a ® T)ét0}

ii) Consi.devamos os homomorfismos

mA '» GF (P) A/B
e

aA -''' GF (P) A/B,

(K .a)(a) = aB =(p.T)(a). Como a

p 'l. Em particular, se cx(ZIA e

então

e observamos que

segue que T o a

(a q)T ) (a) = (x,y)

gera 2ZA,

w(x)-v(a(cl))= p(T(ct))=p(y)

donde Im (a a) T ) cS .

ii.i) Finalmente, tomemos (x,y)(S, isto é, (x,y)

at e] © mA/B tal que lí(x)=p(y) . Como a é epimorfismo, exi.s

te Í3caA ta]. que a(Í3)=x. Então, como IT .a = p 'r, temos

(P 'T)(B)-(v .a)(13)=w(x)=p(y)
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donde 't(í3)-y c kerp = p mA/B. Como T é epimorfismo, exis-

te ycaA tal que t(B)-y=pT(y) . Ponhamos cl=í3-Êy

Observamos que, como Bckera, a(cl)=a(í3)=x. Por

outro lado, v(B)=p, donde

T (a) =T ( Í3 ) -PT (Y ) =y

Loqor obti-vemos cl( aA tal que

(a (D r ) (cl) = (x ,y)

Assim. Im(a(DT)=S, provando o lema

Corolário 1.5 - Seja A um grupo cíclico de ordem

ja B um subgrupo de ordem p. Então

U (ZZA) = S. ,

onde

se

S.é{(x,y)(ZZ[E:j© ZZA/B ]'ü(x)-p(y) , x(U(2Z]E: ]), y(U(ZZA/B)}.

onde lí e p são as aplicações definidas acima.

PgngBgçEêçeg. Imediato

No restante desta seção, discuti.mos algumas pro

priedades adicionais de z: [:e] e da ap]-icação

x:U [ É:J--+ GF(p) A/B. definida acima.

Lema...]:.6 p>2 ou n>1, então o anel
ne[ real. de ZZ]c], e temos que,

suba
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Za [ c] =ZZ[ E+e'l] © ZZ [ c:+c-l-] c-l-

como soma direta de a [ E:+c'x] -mÕdu]os.

QgUgBgÊr.gç99 ' O argumento tem vários passos.

i) É i.mediano verificar que, para todo izl,vg
le a identidade:

E:i+l + c:-(i+l) . (c+e-l) (ci+c'z)-(ez'l+c:-(i-

Ainda, como E:o+eo=2(2Z [ t:+c-l]e c+c-l € [ c+c-l] , segue .}

medianamente. por indução em izl, que

cine-l. a [ c+ -l] , Vj.>]

ii) Novamente, ê imedi.ato verif

todo izl, temos

j.+l. -(i+l).(E:-c-l)(ci+t:-i)-(t:j.-l- -(i-l)),

(]ue, paraicar

1) )

donde

i+]. -(j.+l) . . j.-l -(j.-l)-E ' ' 1 -1 E -E ' '= c:'+c ' - ' ' .l f Vj-zlc-c c-e

(Observe-sê que, como p>2 ou n>1, c-E'JL#0)

Como 'ê(=Eo : 0 e -l - 1, segue, por induçãor que, pg
Ê'c c-c

.i .-i
ra tôda ial, tem-se que IÊi---:-C . a soma de termos da

1 .1

forma ê] Ê ]j logo Je -e ' . Z:[ c:+c:'l] para todo i.z]c €

E
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iii) Dado cc m [ c] , escrevamos

temos que seu conjugado em C é dado por

segue que

c-ê izl ai(cl'c'l) i. .i
E -] c-c:-]. i;]. 'i :.:-l

Então

Dado ac Z: [ E: J , definimos

x- gÊ=gÊ. e y
- E - -l '

de modo que x, y € at c+c'l] , por (iii)

ra (]ue

iv)

Observando ago

x'y ac-ae-ac '+ae
l

E - C

- -] -] -ac-aE '-ac '+aE:
l

E - C

laE-ae
:T ' a,

€ - c

l

l

segue imediatamente que

ZZ [ c: ] = ZZ [

v) Como e+c:'l:E:+; . m, é imed

n ZZ [ E:]

(poi.s p>2 ou n>1) ;

ll lc+c ] +ZZ l E:+c '''l E

lato que

Além disso, logo, segue que
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Za [ e+E''] E:'" c C - n+,

donde é imedi.ato que

ZZ [ c+e'l] n 2Z [ e+c'l] c-l ; { 0}

Assim,

Za[ c:] =ZZ [ c+c-J-] © 2Z[ c+e'J] c-l-

vi) Fina[mente, seja r(]R n Zã [ c] . Como rcZã] c],
podemos põr r=a+b. com a(Z: [ c+E:-lje b.m [ c+c-l] E:-l. Como

rcJR e acJR, segue que b€1R. donde, como Zãlc+E-ljc-lcC-IR+

vem que b=O. Logo, r(Z:]E:+c'x], e

a [ c+E:'L] =ZZ [ E:J n m,

isto é, [ E:+e'x]é o subane] rea] de :] E:]

Observamos que, no caso em que p-2 e n=1, temos

E:=-1, donde segue que Zlil cJ= a c ]R. e o lenta anterior é

falso. É claro, entretanto, que esta situação é extrema -

mente simples.

Lema 1.7 -- Se p>2f o núcleo da restrição

lí:Z: [ c+e'l] ----...> GF (p) A/B

é o ideal principa] de Et E:+c'l] gerado por ((5-c5'l) (c-E:-l)

PgDgDgEr+gçãg.

i) Como 6-6'L e c-E:'x são imaginários puros. te
mos que (6-6't) (E:-E'x) ( ]R. Do Lema 1.3, vem imediatamen-
te qtle (6--.S'') (E:--E:'l) c ker lí
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Logos

(6-6'1)(c-c'l)at e+c'l] . kerv

ii) Regi.procamente. tomemos a(kerü tal que

ãeZ:]C+e-1]. Pe]o Lema 1.3, ae((5-(5'1)m]c], e pelo

Lema 1.6. Z: [ c]=Z: [ c:+c:'x]G) Z: [ E+e 'L]E'x. Logo, pode
mo s es cr ever

a=(b+cc'l)(.5-6'1), com b,cca[ c+e'l]

Como arb,c € ]R, obtemos, por conjugação,

a=-- (b+ce) ((5-.5'')

Somando estas i.gualdades, obtemos

2a=-c (e--c:'') ((5--6'") ,

donde segue que

a=- g (e-c'l) (õ-.s'l);

assim, resta apenas provar (]ue g ( mt c:+c'x]

ii.i) Observamos agora que, pondo q=p'' .te
mos

6-6-l-cq.e-q;(e-E:'l)(E:q-l+c:q-3+ +E-(q

donde segue que((5-(5'x)at c]c(e-E: 'L)m[ c]

l) ) ,

Da demonstração do Lema 1.3. temos que

P(((5-6'1)nt cJ . Logo, p((c--E:'l)mlcl , de modo que, podemos

por

p:-d (E:--E:'l) ( 6-6-1) l
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para a]gum dcM [ c:] . Como p2(]R e (c-c:'l) (6

que d€1R, donde dcZl[

6-l) . n, temos

Agora, como p é Impar, mdc(pz,2)

tem f ,g( m tais que

fpz+2g=].

1; logo, exis

Logo,

fd (E:-E:'l) ( (5-6-1) +2g:l,

donde, multa-plicando por C
2'

-fa + cg,
lza l c:+e€

ll :+ :

C
2 fd $1 (e-c:'J') (.5-6'1)+cg

er como f,a,c,g
do o Lema.

segue que }(a rPrOVal)

Lema 1.8 - Se p:2, o núcleo da restrição

lr:zzt c+c:'iJ -----* GP (p) â

ê o i.deal 2Z:t c+c-l]

QgUgD:Er.gçqg ' Se n-], Z:t c+t:-] ]-:Zt c:] , e não hã nada a

demonstrar. Se n>1, observamos que, pelo Lema 1.3, o nú-

cleo da apli.cação

Tí:zz [ É:] ------- Gr(p) l}

é o ideal 2a ] c] Logo,
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ker 2 za lT l
ZZ [ c+c: ''']

c:] n ]R

Entretanto, como mt cj=Z:t c:+e-lla) Z:t e+c:-llc:-l,

temos que 2Z: [ c1=2a [ e+E:'l]© 2Z: [ c:+t:-l]e-l, e, como

2z: [ c+E-l]cIR e 2Z:t c:+c:-l]e-l c C-:IR+, segue, como acima,

que

2a [ E:] n ]R = 2M [ t:+c'l]

2ZZ [ C+E:'l]Logo r ker n

Lema 1.9 - Seja p>2. Dado a(Z:t c] , escrevemos a=x-yE 'L,

com x,ycmt e+c:-l] . Então lí(a)=0 se e sòmente se

lí (x) =1 (y) =k. (Á/B) ,

para algum k(GF(p)

D itraçao. SeJa h=aB o gerador do grupo cíclico H=A/B.

i) Suponhamos, pri-meigamente,(]ue lí(x) =n(y) =kH.

Então

lí(a)=v(x) --lí(y)h '=kH-kHh '=0,

jã que Íih'l';n

ii) Reciprocamente, suponhamos que v(a)=0. En-

tão temos que lr(x)=w(y)h't. Seja t:GF(p)n-----»GF(p)H a in-

volüção da Proposi.ção 1.1.2
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Como x,ycn[ e+c:-l] , l(x), lr(y)eGF(p) <h+h'l> ,

e, como (h+h'')t=h+h'', segue que lr(x) e n(y) são fixos

por +. Além disso, como H ê abeli.ano,aplicando + ã equa

ção Tr(x)=li(y)h'' , obtemos que v(x)=x(y)h.

Logo, IT(y)h=lT(x)='ü(y)h'z, de modo que

lr (y) (h''-h) =0,

donde obtemos

li (y) (l--hz ) =0

Então

T (y) (l-h2) (h2 (n-l)+ +h2+l) 0, Vn>0 ,

donde

lr (y) (l--h2n)-0, Vnz0.

ímpar/ <h2>=H, donde segue que

T (y) . .[ (n) =o .

Como p é

Logo, pelo Lema 1.3.12, v(y)=kll, para algum k(GF(p),don

de lí(x)=lí(y)h= k H h = kli, e o lema esta demonstrado.

Lema 1.10 - Seja p=2 e n>1 e escrevamos H=A/B=<h>, onde

h=aB, H2=<h2>. Dado a(Z:[ c:] , escrevamos a=x-y c'l, com
x,ycmt e+c:'xl . Então T(a)=0 se e sòmente se

T (x) =k2H2 + k.h Hz

n

lr(y)=kIH2 + kzh Hz

pãi'a algum par de elementos k.,kzcGF(2)
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i) Suponhamos que v(x)-kzH2 + kih Hz e que

T(y)=kiHa + k2h Hz' Então

w(a)=lr(x-y E:'x)=n(x) -K(y)h''

=k9Hp+kih Hz--kih Hz--k2Hp=0,

- .l -

hH2h '=H2

i.i) Reciprocamente, suponhamos que x(a):0.Como

no Lema 1.9. obtemos que IF(y) (l-h2)=0, donde, como antes,

segue (]ue T(y) anula l(H:)

Pelo Lema 1.3.12

D9U9eEEeêçe9

(]ueseguer

]a que

lí (y) =(1Hz ,

para algum ctcGF(2)H. Portanto, para algum par de elemen

tos k.,k,cGF(2), tem-se que

lí (y) =k .H2 + kzh Flz

Fi.nalmente,

lí (x) =lr (y) h Hz+ k2H2,

e o lema esta demonstrado

5 2. GRUPOS DIEDRAIS

Nesta seção passaremos a estudar o anel de grg

po Z:Gr para G;D n' o grupo diedral de ordem 2p':.Em pal.

ti.pular, estudaremos certos subgrupos de U(Z:G) . No caso
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G=Dor obteremos uma descrição completa de grupo das uni
danes.

No curso de nosso estudo, recorreremos repeti-

das vezes a um certo anel de matrizes. Assim, por couve

niênci.a, i.ntroduzi.remos desde jã esta estrutura.

29É=i2jgao.- Seja R um anel comutativo com uma involução,

denQtada por a-ta'. Definimos

M!(R): { ( 1;. dc') c,d'R}

É claro que M}(R) é um subconjunto de M:(R)

Mais ainda} 'pvale o seguinte lema, de demonstração muito
s i.mples :

Lema 2.1 -- i) M1l(R) é um subanel de M, (R);
ii) A aplicação ''adjunta'', dada por

;'' ':. :l., - .:.:. ':,
define uma involução em M:(R);

dade de M}(R) e e sòmente se det cl=cci-dd' é uma unida
de de R.

O próximo lema mostra a relevância desta cona
trução.
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Lema 2.2 - Seja G=A<t> o produto gemi.-di.Feto de um grupo

abeliano A pelo grupo cíclico < t >, de ordem 2. Nesta si.

tuação, a conjugação por t defi-ne uma involução de nA ,

e a apli.cação z;:Z:G-> M:(Z:A), dada por

c(cl+f3t) = lat Btl' a,B'zzA'
é um i.somorfi.smo.

PgD999ÉElgçeg ' Este lema pode ser provado diretamente,

sem qualquer dia.culdade, ou pelo seguinte argumento:

Seja M=Z:G; então, M é um ZãG-modulo à direi.ta

fi.el e um Z:A-módulo à esquerda li.vre, com base {l,t}.Is

to permi.te (]ue consi.detemos mG como um anel de transpor

çoes Z:A- lineares em M, pondo, para m(M e x(Z:G, mx=m.x,

onde escrevemos as transformações li-neares à direita. Lo

go, existe um isomorfismo (:ZZG-' M (ZZA)

Vamos calcular ( explicitamente. Para tanto,

seja x(Z:G, x=cl+Bt, onde oc,Í3(Z:A. Então

2

].x Bt) Bt=cx.l+B.t

tx=t(a+Í3t) tBt=Í3'.1+cl'.t

Logo,

((x)=i;(a+Bt)= t atl'1 1

donde ((23G)= M; (23A) , provando o lema
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No restante deste parágrafo, G denotarã o pro-

duto gemi.-direto A < t >, com A abeliano e t2=1 e ( deng
tara a aplicação defi.nada no Lema 2.2. Como consequência
imedi.ata, obtemos o segui-nte resultado:

Lema 2.3 - Seja y=cl+Éit, ct,í3(ZaA, uma unidade de ordem fi

nata de aG. Se An Z(G)=< 1 >, então temos clue

det t;(y)=clclc-Bí3c=Ü l

Além disso , se Yel+l (A) aG, então det [l(y)=l

QSUenaE:Bçeg ' Seja w=((y)(M:l(nA). Como y é unidade de

ordem fmi.ta, w é unidade de ordem finita de M}(ZãA) . No

Lema 2.1, mostramos que adj é uma i.nvolução em M: (aA)
logo, adj w é uma uni.jade de ordem fmi.ta

É imediato (]ue, para todo v(M}(mA)

dj v=adj v.v=det v.l

/

/

V a

Como w e adj w sâo uni-danes de ordem fi.nata.se

gue que det w.l taJnbêm é unidade de ordem finita em

f4} (Z:A) , donde det w ê unidade de ordem fi.nitca de mA.

Pelo fato de que A é abeliano, segue pelo Coro

lírio 1.2.7 que det w=tg, para algum g(A. Além disso, te

mos que (det w)t=det w, donde segue que gt:g e portanto

geZ(G) . Lembrando que A r. Z(G)« 1 >, segue que g=1, dond
det w=tl

e

F'i:realmente, suponhamos que y( l+l (A) mG. de mo
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do que acl+l(A) e Í3€1(A) , e consi.deremos a função de au
mento c: : mA -------+ Z: . Então

c (det w) =c: (acl'-í3 í3') =]. ,

de modo que não podemos ter det w=-1. Assim. se

y Él+l (A) ZZG, então det w=l

No restante deste parágrafo, A:'<a> indicara um

grupo c'zcl-ico de ordem pn, e usamos a notação do parãgrâ

fo anterior. Além disso, fi.xamos G=À<t>, o grupo di-edral

de ordem 2pn, j.sto ê, pomos t2=1 e, at.a-l. O seguinte ]e
ma é imedi.ato:

Lema 2.4 - Se R e s são anéis comutativos com involução
e O:R-->S é um homomorfi.smo de anéis compat'zvel com as in

voluçÕes, então Q se estende naturalmente a um homomoifis

mo de anéis

a :M} (R) -'--' M{ (S)

Corolãri.o 2.5 - Os homomorfismos a,v,l e p, definidos
cima, induzem homomorfismos

a* :M} ( ZaA) ----' M: (zz [ E:] )

T * : M} ( ZZA) ---''' M} ( 2Z A/B)

v*:M!(ZZ [ cJ )--'-'' M:l(GP(p) A/B)

p+:Mz (m A/B) --'--''' M! (GF (P) A/B) ,

onde as invóluçÕes de aA, m A/B e GF(p)A/B são dadas por

etitiljtlgdÇãõ por t e a Involução de zzt cl é a conjugação
dõüPléRa.
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Como consequênci.a imediata dos Lemas 2.2 e 1.4

e do Corolário 2.5, obtemos uma descrição parcial de XG

- A aplicação

(a+Olj')' ( : mG ----* M}(zz[ E:])o M+(ZZ A/B)

defi.ne um i.somorfismo de Z:G sobre o subanel

S:<(x,y)cM}(2Z[ c])0 M!(ZZ A/B) l lí*(x)=p*(y) }

Proposição 2 6

Corolário 2.7 -- Se G=Dpn' então

U (ZaG) ; U (S) ,

U(S)={(x,y)(M;(at c])O M:(a A/B) detx u(al c:l),dety.u(2Z/v'B) e
Q lr+ r vl ::nt r\rX l

Imediato, a parti-r dos Lemas ]..l e 2.1

Interessa-nos, agora, estudar o subgrupo
V ( mG) dado por

de

K(B)=V(2ZG)n(l+l(B)ZZG) 4 y(ZZG)

]jlgmq 2.8 - A aplicação

a Q c : z!
ZZG -----'' M} (ZZ r c] )

define um lsomorfismo de K(B) sobre o grupo
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H=]hcMZI(a[ c]) ]det h(U(a]e ])e x+(h)=1}

esuengÉtgçãg ' Seja y=cl+ÍltcK(B) , com cllí3cmA, e ponhamos

h=a+( C(y)) . Seja ainda lrB:mG --"---- a G/B o homomorfismo

natural, e observemos que G/B ; A/B<t >r o produ

direto induza.do de modo natural

Como yel+l(B)mG, temos que 'üB(y):l; logo,

xB(a)+xB(B)t;l, donde cl(l+J-(B)MA e 13cl(B)aA. Assim,

r+(((y)): (l O)= leM: (aA), donde segue que (aj'Ot+)(i;(y))
=(h.l) . Obtemos, então, duas conclusões

1) Pela Proposição 2.6, temos que (a+(Dv+) 'tl
ra. Sejam y.,y, ( K(B), e suponhamos que

a+ ' ( (y: )-h.::h:-a+ ' [l (y: )

10 semi

i.njetoe

Então(aj'© T+) ' z;(y.)-(h..l):(h:,l)-(a+© Tt) ' t;(ya) ,don-

de yi=yz' Logo, a aplicação a+ ' (, restrita a K(B),é in-
jetora.

2) Como y(V(ZZG), temos (h,l)eU(S), donde. peJ-o

Coro[ãrio 2.7, det h(U(m[ c]) e v+(h)=p+(1)=1

Logos a+ o t; dã um monomorfismo de K(B) em H.Res

ta mostrar, então, que (a+ . (1) (K(B))=n. Para i-sso, seja

hcH. Como lí+(h)=1=p+(1), vemos, pelo Corolário 2.7, que

(h.l)cU(S). Logo, ainda do Corolário 2.7, vem que existe

y=cE+13t(U(aG), com a,í3(aA, tal que(at©T+). (( y)=(h,l)

\
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Agora, v+(i;(y))=1 implica em que T(a)=1 e t(13)=0,

donde a(l+l(B)aA e llc.t(B)mA e portanto y=c!+Íltc l+l(B)aG.

Logo, YcU(nG) n (l+l(B)mG) = K(B) e, como

a'e(((y))=h. segue que

(a+ . z;) (K (B) ) ;H, e o len\a esta demonstrado

A descrição de K(B) asse-m obtida pode ser ainda

melhorada, desde que se exclua o caso p:2. Desta forma, no

que sequer supomos sempre que p>2, e notamos que
i.sto implica em que E # E:'x

Consi.devamos ag

l

ora a matriz

.:l ' «: M .i ).

C

C

e observamos que

z-i ; l
À

onde À=det Ê= t:-c'l /0

: ':-:l ' «:'.' ,

Sendo Ê e Z'x as matei.zes acima, consideraremos

o automorfismo í]:Mz (Q[ c] )----> M, (Q[ c] ) dado por rl(x)=t'lx

Seja, ainda, GL, (Z:t t:+E:'l] ) o grupo das matei.zes

2x2 inversívei-s sobre z: l c:+c-IJ . Observamos que a aplicação
Tí:E ] c] ---> GF(p) A/B induz, de modo natural, um homomorfis-
mfl

( zz ) ------* GL. (GF (P) A/B)
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Com esta notação, temos

Teorema 2.9 - Se p.> 2, a aplicação compo

n . a . ( : ZZG ---'' M:l (Q [ e])

define um isomorfismo de K(B) sobre o grupo

Wqw'GL: (Z[ c+e'l] ) ] jf (w)-(lo 0)+k(;i/B) (!]. -1) ,k'GF(p) }

sta

esu9neE:eçãe ' Pelo Lema 2.8, a+ . i;lK(B) é um monomorfis

mo, donde, como rl é injetora, segue que n . o't . (IK(B) e

injetora. Ai.nda pelo Lema 2.8, a+.z; (K(B))=H, onde

H=Íh(M}(a]c:])idem hcU(mtc:]) e vt(h)-l}. Assim, basta
mostrar que n(H)=1'' H

i) Seja h =( \i 'J) eH, de modo quedeth(U(a]E:])

e l+(h) - l e M:l(GF(p) A/B) . É claro que lr+(h)-kl'í!((I'(p) /y''B)

se e sÕ se lí(c)=lcGF(p) A/B e lí(d)=0(GF(p) A/B. Pelo

Lema 1.6, podemos escrever c=C-Ec'x e d=D-Fe'J., com C, D,

E, F € Z: [ c+c-l] . Pondo X=c-c 1, um cã]cu]o imediato dã que

d C

-1 -cc -cc
X

d c: 2 -ãc ' 2
À

-C+E ( E:+c'l) ,

-F + D(e+c'l)
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Agorap pondo

l-l x y

z v

temos que

-: -:-:ll; : C-E ( E+C'J.) +D --E+F
.l l /

E-D(c+c ')+F C-D

donde temos que

x=C--E (c+C'J.) +D ( Z:

y=-E+F c Z:t c:+c-l]
z=E--D (E+c 't) +F ( Za

v=C-D c Z:t e+c-l]

( + )

Assim, w(M:(!Zt c+c:'x]). Além disso, notamos que
det w=det he U(m]c]), e que det h = cc - dd€1R, donde,

pelo Lema 1.6, det wcU(z: [ c+c-l]) . Logo w(GL:(at c+c'l])

Como heH, temos v+(h)=lcM}(GF(p)A/B), de modo

que 7r(c-l)-lT(d)-0. Segue. então, pelo lema 1.10, que exis
tam constantes r,sega(p) tais que

T (C) -l = lí (E) = r (Á/B) e

T (0) = 'n(F) = s(Ã/B)

jã que c-l=(c-l)-Ec:'l e d-D-Fc'l. Assim, aplicando lr às
equações (t) acima. obtemnn
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lr(x) =T(C) -ü(E)(x(c)+lí(e'')) +lT(O) =1+(s--r)

IT(y) =--R(E) +lT(F) =(s-r)(Á/b)

lí(v) =lT(C) -T(D) =1+(r-s)(A/B)

l(z) =Tr(E) -v(D)(lí(c)+v(c) 't)+lí(F) =(r-s)(Á/à)

donde, pondo k=s-r, obtemos

1.+k(Â/8)

.Ú,
.Ú,

.Ú,if (w)

isto é,

l ll**'ü, l.l .ll , *.«'-,
iÍ (w)

Logos weVJ, e portanto TI(H)c W.

fx y)ii.) Reco.orocamente. sela w= 1. : 1 € w. um ca-L
lz vl

culo imediato mostra que

.-'''(«)-«« .-:: la l
- z+y+vc)

( -xc'l - z+yc:-2+vc'l)

onde

Agora, como ii(w)= lio ol + k('' )l.ii .tl . tg.

mos que lí(y)=k(A/B), 7r(x)-l-lí(y)=0, n(z)+x(y)=0 e

w(v)-l+lr(y)=0. Pelo lema 1.7, sabemos que

ker(V lnt E:+e-l])-(c-c'l)(.5-6'1) ZZ [ c:+c'l]- À((5-(5'1)a[
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logo, podemos escrever

x=À(6-6'1)g+y+], com 2.m [ t:+e'l]
z=À((5-6'1)2-y , com 2ca[ c+t:-l]

v=À((5-ó'l)Ç-y+], com Ç.a[ c:+c:-l]

Substituindo estas equações nas expressoes para
c e d acima, obtemos, por um cálculo di.Feto,

c=1(-xE:'l-z+y+vc)=((5-6'1)Õ+ y(l-c:)(l-c:'l) +l l
À À

com êe m l E:J , e também

d=1(-xc:']-z+ye'2+ve'] ) -(6-6'] )ã+ X.(l-E:' 1) 2

com ãe a [ É:]

Observamos, agora. que À=(c--E:'l)- c(l-c:'2):

E:(l+E:'l) (l--c'l) ê associado de ]-E:'lem mt c] (já que,

para p>2, 1+c é inversÍve] em nLc]). Logo, L=$--( z:t cl;

analogamente, obtemos que -l-ÍE c a[ E:J, donde segue imedia-
tamente que c, d e Z:] c]

Além disso, como v(y)=k(;L/B) , temos que

lr (y (l-E:) ) =k (Á/B) (l-aB) =0

lr(y(l-c'l)):k(')(l-a'IB):0

e Cimo ((5-(5'x) ( kerlr, calculando ll nas expressões obtidas
para é e df segue

l

lí (c) =1 e T (d) =0,
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donde lr+(h)=1 c M:(ait eJ). Finalmente, como wcGLz(mt c:+e'i]),

deth=detw(U(nt e+c'l]) . u(zzt E:]). Logo n(n):'W, e o teorema

esta demonstrado.

Salientamos que esta descrição de K(B) é bastante

Útil, já que a apJ-icação v:Z:[ c:+c-lj--... GF(p) A/Br com p>2,
é bem compreendida, deva.do ao Lema 1.7. Isto nos permitira
obter o resultado mai.s importante deste capitulou uma descai

ção explícita do grupo de unidades U(Z:G) para G-DDr o grupo
diedral de 2p elementos, para p>2. Este resultado generaliza

o trabalho de l.Hughes e K.R.Pearson [ Hughes e Pearson,1972],
que trata do caso p'3, e é complementado pelo resultado de

C. Po]cino Mi]ies [Po[cino Mi-]i.es, 1973] , que estuda U(Z:D.).

No que segue, p denota um número primo raci.oral, (5

uma rai-z p-ésiína primitiva da unidade e x:z: [ (5i-+GF(p) o homo

morfismo obtido no Lema ]-.3, supondo sempre n'l. Lembramos

que o núc]eo deste homomorfismo é o i-dea] (õ-6'x)a[ (S] .Dados

x, ye m1 6], escrevemos x=y(v) se e sòmente se Tr(x)-n(y)

Teorema 2.10 - [Passman e Smi.th, 19811 Seja G=D., com p>2

Então U(a:G) ê isomorfo ao subgrupo de GLz(Z:[ (5+(5'x] ) forma

do põr todas as matrices w= (; vy) que satisfazem as conde.
f- r'\ r3 C!

j. ) Tomando n=1 no Teorema 2 9, temos A=B,
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/\
A/B=1, e, assim, a apli-cação n. a+ . ( dã o i-somorfismo

K(A)=K(B);W= IWCCL:(a1 6+õ'l]) ]k.Cr(P) tql(w)= 1 -kl l
ii) Consideremos agora o homomorfi-smo natural

@:ZIG --"-+ a G/A. Por restrição a U(Z:G), obtemos um ho-

momorfismo de grupos @:U(mG) -----+ U(m G/A) , cujo núcleo

ê, c.raramente, o subgrupo

ker@=U(mG) r. (l+ker@)=U(mG) n (l+l (A) ZG) =K(A)

Além disso, como G/A;<t>tem ordem 2. o anel

de grupo Z:G/A sÕ tem unidades triviais; logo, o sub-

grupo {tl, ttlc G é levado, por @. sobre U(ZaG/A)=tG/A

Segue então i.mediatamente que U(mG) = K(A) . (t < t>) (pro

auto semi-direto) e que t <t> é uma transversal para

K (A) em U (ZaG)

iii) Um calculo imediato mostra que

(n . a+ . t;)(-1)=101 .01 c GL:(a[ (s+(s'IJ )
e

(r). a+ . t;) (t)= IJ (Ó+.S-i) -ol'(I',(zzt.s+ó'il).

[»staforma,(D' a+ ' z;)(u(aG)) c GL,(a] t5+(5'1]),e

obtemos um homomorfisino de grupos

rl. Ot . Z; : U(ZIG)'---"-"+ GL,(23[ (S+(5'i J )

Vamos calcular o núcleo e a imagem deste homo

hoi'ej;gHÓ
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Observamos que

0

l

-1 0
x' w

0 -1

e

0

l

1 0
/' w

-2 -1

Segue, então, da decomposição de U(mG) em clas-

ses laterais módulo K(A)r que. se w(GLz(nt (5+t5'x] ) perten-

ce à i.macem de U(mG) por n' ot. (, então í(w) tem uma das

quatro formas segui.ates:

fi+k k )
Í(w) = 1 1 , k.cp(p)

l-k i-kJ

l+k k l
, k(GF(p)

-k i-kl
ji (w)

# (w) ::* :\l í.: .:l : l== *:1 ,«'-,

;.«,--r: ::] [.: .:]
l-k -k}

l ,k(GP(p)
k-2 k-l)

fornos estas que correspondem às quatro classes laterais de

u(@G) mõdu]o K(A) . Mas então é fãci] ver que if(w)=]cGL,(a[(5+(5'z])
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sÓ pode ocorrer se íí(w) tem a primeira destas quatro for

mas, i.sto é, se w pertence à i.mugem de K(A), que é W. Co

mo oo o+o Ç é um isomorfi.smo de K(A) sobre W, segue que

r}. a+. (: u(aG) --'--» GL: (Z:t 6+6-J-]) é um monomorfismo, e

ker (n . o't . i;) = {1}

Resta, agora, ca]cu].ar a imagem de U(mG) por

R.a+. (. Pelo feito aci.ma, é imediato que

(n . a+. i;) (u(mG) = ty

(produto gemi--direto). Queremos , entretant

çao melhor desta imagem.

Seja, então, Wc

Íf(w) pode ter a forma

( n '. ( ) (U ( ZZG) ) ;

''«, [:=* :.:] ,
em que det(f(w))=1 e :t(l+k--k)=t (k+l-k)=:1l, ou a forma

''«, : : l::: *:ll
em que det(f(w))=-1 e t(l--k+k-2)=t(-k+k-l)=:íl

Dessa forma, se {f(w) - l:i iil , valem, em
qualquer caso, as equações

det (f (w) ) =:t l s+f tlr+ee
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Observamos, agora, que, tomando todos os valo-

res possíveis para k(GF(p) , obtemos 4p valores di.feren -

tes para íí(w), w(R' a+. t;(u(mG). Por outro lado, é fã-

ci.l verificar que o sistema de e(luaçoes

Í rf-se=tl

l r+e=s+f=tl

possuir no mãximor. 4p soluções (p soluções para cada es--

colha(ile sinais). Assim, para wfo. ov'. ((U(aG)), Íf(w)

atinge todas as possíveis matrizes 1: ?1 que satisfazem
rf-se=tl e r+e=s+f=tl. Logo, a imagem de U(mG) é prece.

lamente o conjunto das matrizes w= 1; :il ( GL, (z:[ (S+õ-l])

que satisfazem

det(w):tl(lr) e x+z:y+v=tl(x)

Isto completa a demonstração

Gostaríamos de salientar que esta descai.ção de

tJ(Z:l).) é um resultado bastante importante, i-nclusive pol.
que é o primeiro resultado deste tipo com alguma genera-

lidade, uma vez que, afora os casos trivi.ais, só se conho

clara descrições explícitas de U(Z:G) para G:D;rD., A.,S.

([ Hughes e Pearson, 19721 , 1 Po]cino Mi]i.es, 1973] , 1 Allen

e Hõgby, J.9801 ,[ Sekiguchi. 1980]). A]êm disso, deve ser

posgJlvel, a partir deste resultado, obter i-nfonnações sobre

a estrutura das classes de conjugação em U(mOn) , um prg
bJ;êMà de bastante interesse
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IV - COMPLEMENTOS NORMAIS

Este capítulo estuda um problema difícil e in-

teressante relativo à estrutura do grupo das unidades de

um anel de grupo: determinar conde.ções para que exi.sta

um complemento normal li.vre de torção para G em V(mG),is

to é, para que exi.sta um subgrupo N q v(Z:G) , li.vre de

torÇaor tal que N nGétlle V(Z:G)=N.G. Este problema foi.

colocado explicitamente pela pri.meiga vez em [ D.L. JohnsoQ

1978 ] ; os primeiros resultados si.gnificativos foram de K.

Denni.s IDenni.s, 1976] , IDennis, 1977] . Este prob].ema

nao apenas possui interesse intrínseco, mas também repõe

senta uma nova possibilidade de ataque ao problema do

isomorfi.smo, como observamos a seguir:

Lema. Seja G um grupo fmi.to. Se G tem um complemento nor
mal livre de torção em V(Z:G) e 2ZG=Z:H. então G;H.

Q9Ul99aEtaçeg. Seja N o complemento normal livre de tor-

ção paraG emV=V(Z:G).Então Nave [V:N] = IGI. Como [l

é de torção, HnN= <1>. Além di.sso,INH:Nl= IHj= IGI
l V:NJ. Logo, V=NH, donde

V N.FI
N N

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados

sobre este prob].ema, dando resposta afirmativa quanto à

eXibtênci-a de complementos normais li.vres de torção em
três casos:
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1) G é grupo circulo nilpotente;
2) G possui. um subgrupo normal abeliano A, tal

que G/A é abeliano de expoente 2,3,4 ou 6;

3) G possui um subgrupo normal abeliano A, tal

ê abeliano de ordem ímpar

Observamos (blue os grupos dos casos 2 e 3 são

metabelianos, de modo que jã se sabia que são solução do
problema do isomorfismo, e (]ue o caso l se inclui. nos

que foram estudados em ]Sand]ing, 1974] . Dessa forma.nog.

sos resultados não representam avanço em relação ao pro'

blema do isomorfismo, embora sejam extremamente importam

tes em relação ao estudo da estrutura do grupo das unida

des. Em todos os casos, a obtenção de um complemento no:

mal é bastante fácil, ao passo que a demonstração de

que este complemento é livre de torção apresenta grande

dificuldade. Trataremos primeiro do caso 1, e depor.s, si

multaneamente, dos casos 2 e 3

G./}..que

Deve-se mencionar que muitos autores tem estu-

dado este problema em si-tuaçÕes específicas. Em parti.cu-

lar, P.J.Allen e C.Hobby mostraram clue existe um comple-

mento se G=A., K.Seki.guchi fez o mesmo para G-S. e T

Mlyata estudou os grupos diedrais em geral. Veja-se

IA[[en e Hobby, 1980 ] , [Sekiguchi-, 1980J , IMiyata,198a

e o ''survey" [Polcino Milies, 19811
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l .gB!!POS CIKCULO NILPOTENTES

Neste parágrafo, mostraremos, seguindo [ Passman

e Smith, 1980i , (quer se G é um grupo circulo ni.lpotente ,

então existe complemento normal livre de torção para G em

V(aG) . Começamos com a definição bãsi.ca.

PS€1B:!:Çag. Seja R um anel com l finito, e seja l um ideal

de R tal que todo elemento da forma l+i, com i(]. seja in-

versível em R. Nestas condições, o conjunto l+lJll+i ii(l}

e um grupo multiplicati.vo. Dizemos que G é o grupo círcu-

lo do i.deal l se e sòmente se G é i.somorfo ao grupo multa
pli.cativo l+l

É imediato verificar que, nas condições da defi
niçaor G é um grupo fmi.to. Observamos ainda que, se defi
nirmosr para ii, j.2 € 1r

i: . , : +j. : +j. . j. : ,
temos que

(l+j.:)(]+j.2)=].+i.+i:+j-ii2:l+ii ' j-:
de modo que G é também isomorfo ao grupo cujos elementos

sao os do ideal l e cuja operação é o produto .. Observa-

mos ainda que, se l é um ideal nilpotente. todo elemento

da forma l+i com 1(1 é inversivel em R. e que, neste caso,

sé G é grupo círculo de 1, então G é um grupo nilpotente

(velja=ãõ [ S:]nger,1978,coro1.1.4.6 ] ) . Com i.sto, jã podemos pro

vaf hÕãé6 resultado sobre este caso.
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Teorema l.l - ([Passman e Smith, 1981 ]) . Seja l um ideal

ni].potente de um anel com l fi.nato R, e seja G;l+l o seu

grupo círculo. Então G possui. .complemento normal livre

de torção em V (mG).

Qsu9egt:açãe. Seja V=V(mG) , e seja O:G-'l+l o isomorfismo
dado

Como O é um isomorfismo de grupos multipli.c

vos, podemos estender Q a um homomorfi.smo de anéis

O:Z:G }R,

e pomos NéÍcteV l O(a)=1}, de modo que N é o núcleo de

OIVr donde N aV. Além di.sso, como OIG êr por hipõteser um

isomorfismo, temos que N n G= < 1>

Para cada g(G, ponhamos O(g)=1+iq/i.g(l. Suponha

mos que cc= E a(g)g € v. Como ct(v, temos que E ci(g)=1. EP.
geG g(G

ati

tao

0(CE) = 0( E cl(g)g)= E cl(g) 0(g)=
g(G gcG

= E a(g) (l+i.)= E oc(g)+ E a(g) i.
geG y g(G geG '

= 1 + E a(g)j.. = 1 + i,
g(G y

onde 1 = E a(g)i. ( 1, jâ que l é ideal de R. Assimrcomo
q(u

G;Ól-Fl-, existe x(G tal que O(a)=0(x) , donde segue que
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portanto a(NG

Assim. mostramos que se a(V, então a(NG. Logo

V=NG. e jã vi.mos que Nave NnG=<1 >, isto é, N é um
compJ-evento normal para G em V

Resta mostrar que N é livre de torção.Fã-].o-e

mos por indução em IG 1 = 11 1 ; observamos que o resulta
do é trivi.al quando Ir =1, i.sto é, quando 1=0

Suponhamos, então, que 1/0; como l é, por hi.-

põtese, um ideal ni.lpotente, existe k(:N tal que lk#0 e

lk+l:0. Seja J=lk/0, e seja a:R--»R/J o epimorfismo cana
ni.co. Consideramos a se(]uência de homomorfismos de
pos multiplicati.vos

gru

G ---9--... l+l l+a(1),

e observamos que o núcleo de a ll+X é l+J, e que, como

IJ=Jl=0, 1+J é central em 1+1. Portanto, W=ker(a. O)
=0 '(1+J) é central em G.

Seja, agora t:G---+G/tv o epimorfismo natural.Pe

lo 'Teorema do Homomorfismo, existe @ tal (]ue

G/W = G/ker(a . o);+lm(a' O)=1+a(1);

logõP existe um isomorfismo @ fazendo comutati.vo o di
grama:

a

0

G/tv l+a (1)
@

G -- + ].+ l
T 0
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Em particular. como G/W;l+a(1) , temos ({ue G/tV é

o grupo círculo do ideal nilpotente a(1) do anel a(R) , e,

como J/0, temos que ja(1) 1 < 1 1 1. Por hipótese de indu-

ção, o teorema vale neste caso.

Além di.sso, as aplicações acima se estendem pa

orfismos de anéis, dando o di-agrama comutativo

ZãG ' > R

a G/VJ ------> a (R) =R/J
F

homomra

T

Vamos, então, mostrar que N é li.vre de torção

Seja cl(N de ordem finita. Pela defi.nação de N, O(a)=1,doD
de(@ . l)(a)=(a. O)(cl)=1. Além disso,como a é unidade nor

mail.zada de ordem finita de mG, T(a) é unidade normaliza

da de ordem finita de mG/\-7. Logo, l(cl) é um elemento de
ordem fi.nata de

Ni {iS(V (ZZ G/W) IP ( Íi)

Pela hipótese de indução, N' é livre de torção,

donde T(cl)=l

Logo, ct(l+kerv=1+1(W) mG, donde, pelo Corolário

1.2.6, segue (]ue G-xeWcG. Mas cx(N, e já provámos que

NnG = <1>; logo a=1. Assim. N é livre de torção, e o

teorema está provado

É interessante observar que todo p-grupo fi.nato

G õãtã contido em um p-grupo círculo nilpotente, já que
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l (ii;g'- G) é nilpotente [ Sehga],1978.1. 2. 21] e Gcl+l (i;g- G)

2 GRUPOS METABELIANOS EXISTÊNCIA DE COMPLEMENTO

Passamos, agora. a estudar os casos (2) e (3) da

introdução. No caso (2) , obteremos expli-citamente. com cer

ta facilidade, uma família de complementos normais. No ca-

so (3) , provaremos apenas a existência de um complemento

normal; este caso ê bem mais difícil. Deixaremos para os
parágrafos seguintes a prova de que estes complementos são

livres de torção. Estes parágrafos seguem o trabalholCliffi

Sehga[ e VJeiss, 1980] . No (]ue segue, G denota sempre um

grupo fi.ni.to, A um subgrupo normal abeliano de G, e sapo -
mos sempre que G/A é abeliano.

Seja T uma transversal para A em G. [leste caso,

mG l (A) , consi.gerado como grupo aditivo, é um grupo abelha

no ].ivre, de base Bélx(a-l) l x(T, a(A, a/l}. Logo,dado k(m

(qualquer, podemos definir um homomorfismo de grupos abeli.a

nos {!k :mG l(A)----F A defi-Rindo (>k para elementos x(a-l) € B,
por ©k (x(a-l))=ax''= x-k a xk

nóf{ nl'-n,.. Na situação acima, defi.nimos

[k ' ]k (G, A) ker (ik

llÊ111gl.::..2.!.1 .Com as defina.ções aci.ma, val-em as seguintes afia
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k . .
a'' --k k

a) Vg(G, VACA. '>k(g(a-l))-a' : g '' a g'';

b) lk é um ideal bilateral de ZIG, que satisfaz

aGI(A)2clkcnGI(A). Além disso, l.=1(G) l(A);

c) v6€aGI(A), ]a(A tal que 6:a-l(mod

d) (l+lk) n G - ' { l };

e) IÊ = 1.k-l' onde + denota a involução natu
ra]. de Z:G.

lk);

tracao.

a) Como T é uma transversal,

pode ser escrito como g=xb, x(T, b(A

Observando que

xb(a-l)=x(ba-l)--x(b-l) , Vx(T, Va,b.A, se-

Demons

elementotodo g(G

q'k(xb(a-l)) ;(ba) xk(b-l)xk.(bab-l)xk.ax ::.a(xb)k,

ijã que, como A é normal abeli.ano, a(xb)"-(xb)'k a(xb)k :

b'k x-ka xk bk ; x-k a xk . ax', provando a afi-rmação.

b) Vamos provar que. dado g(G e (5(24G l(A) , valem

as identidades

gue

donde

k k+l
'>k(g(5)- q'k('5)g e @k((5g): 'Pk('5)g ,

segue imediatamente que IV é um i.deal de Z:G.

De fato, basta verificar as i.dente.dados acimca

para (5-h(a-l) , com h(G e a(A. lulas então
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q'k(g-h(a--l)) -a(gh) k(ahk)gk:q,k(h(a-l)) gk,

G/A é abeli.ano. Analogamente,

q'k(h(a-l) g) =q'k(hg(ag-l))-(ag)(hg) K:

k+l
g(h(a 1) )

pois

Dessa forma, lk é um i-deal de Z:G, e jã sabe.

mos, pela definiçãor que lk'aG l(A)

Observamos, agora, que, dados a,b(A. temos

q'k((a-l)(b"-l)) -q'k((ab-l) -(a-l) -(b-l)) -ab.a'].b'l-l,

donde segue que l(A)zclk er como lk é ideal, concluímos
(iue mG l (A) :cl..cmG l (A)K

Para provar que l.=1(G)l(A), notemos, em pri-

mar,que, dados g(G, acA, temos

©.((g-l)(a-l))-@.(g(a-l)-(a-l))=ag .a'l:l,

de modo que l(G) l(A) c 1.. Finalmente. se 6el., pelo le-
ma 1.3.9. podemos escrever (S= E x(a.,--l)+ct . ct(H.G l(A):cl

x(T ' '

do que E x(ax-J-) 'l., donde l='b. ( E x(ax-l));x.Tax

Agora. observamos que

xaT(ax'l):x\'(x'l)(ax'l)+xE(ax'l)

Pelo Corolãri.o 1.3.6,

x.T(ax'l):xltTax ' l(mod l(A):),

lumelro
0

de mo



124

mas como ll a =1, segue que E (a -l)(l(A.):, donde
x.T x x.T x

6: E(x-l)(a.,-l)(mod mGI(A)')
x(T ''

Assim. como aGI(A):cl(G)l(A) e E(x-l)(a.-l) (l(G)l(A),
x(T

segue que õ€1(G)l(A) . donde l.;l(G)l(A) . provando a afirmação
(b)

c) Dado âeZZGI(A), temos que 'Pk(õ)(A. Logo,

©k (@k (6) -1)-Qk (Õ) ,

e. pondo a:'>k(6) (A, segue imediatamente que

â:a-l (mod lk)

d) Seja (5clk com 1+6=g(G. Então g-1=(5(mG l(À) , doD.
de g(Gn (l+mGI(A))=A, isto é, g=a(A. Logo, (S-a'l, e

l;'Dk ( õ ) ;'Dk ( a -l) -a . Assim ,

(l+lk) r: G; {l}

e) Vamos provar que.para (5(mG l(A) ,

Qk ( 6 + ) -q'.k.l ( (5 ) + ,

donde segue imediatamente (]ue IÊ=1.k-l'É claro que basta ve--
rificar esta e(]uaçao para (5'g(a-l) , com g(G. acA.

Como(g(a-l))+=(a'l-l)g'l-q'l(a-l(g ').l) ,tam

©k((g(a--l)) *)-@k(g'l(a-l(g'") .l)):(a'l)g'k'l .

-JÇ-l ..

=(ag )' = ( @.k.l(g(a-l)))+,

S que

é a af:ilmação (e) esta provada
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Nosso pri.melro resultado si.gnificativo é agora
imediato.

E19E9g.&gão 2.2 -- ([Cliff, Sehgal e Weiss, 1980]).Com as

notações acima, se n G/A sÓ tem unidades trivi.ais,então,

para todo inteiro k, o subgrupo Nk'V'(aG)n (l+lk) é um

complemento normal para G em V(mG)

Qsu9nEE:eçe9. Seja líA:ZIG -----+ m G/A a apli.cação natural

dado a(nG, escrevemos clava(a). Dado ucV(aG), temos

u(V(Z:G/A), donde, por hipótese, u=g para algum geG. co-

mo o nÚc].eo do homomorfismo de grupos lr. l é
V ( ZZG )

GI(A)), existe ó(ZZGI(A) tal que u=g(1+(5)

Pelo Lema 2.1(c) , existe acA tal que 6:a-l(mod

lk). Logo, l+â:a (mod lk) , donde existe 6:(lk tal que

1+(5:a+õ:=a(].+a'16:), e, como lk é i.deal, temos que

6'-a '(S.(lk e 1+(5:a(1+(5') .1,ogo, u=ga(l+(SÍ), donde V(aG»

G.Nk, jã que, como uev(aG)r 1+(5'cV(mG)n (l+lk)-Nk

Finalmente, pelo Lema 2.1 (d),

Nk n G - V(Z:G)n (l+lk) n G - {l}

donde Nk é um complemento normal para G em V(Z:G)

V ( ZZG) n ( 1+ zz

Vale a pena observar que D.S.Passman e P.F

Smi.th Obtiveram um resultado que é um caso particular(pa
fá K=0) desta proposição [ Passman e Smith,1981,Lema 1.9j
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A seguir, apresentamos dois exemplos; o primeiro mostra

que existem grupos para os quais não existe complemento

normal N para G em V(aG) satisfazendo a e(ilação }JaV(n(;) n (1+1.) .

e o segundo, que existem grupos para os quais não exig.

te N satisfazendo NaV(mG) n (l+lV) , qualquer que seja k(Z.

Exemplo 213 - Sejam G=< a,x jaiÇ:xs=1, x-la x - a3> e

A= < a>r de modo que A é abeliano e G/A é abeliano de or

dem 5. Neste calor não existe complemento normal N para

G em V(mG) contendo V(ZZG) n (1+1. )

Oe fato, seja u=-1+x+x'L; então ucV(mG) e

u'l:-l+x2+x-2. Suponhamos que exista N nas condições a-

cima. Podemos então escrever u=ng, com ncN e geG. Segue

então que au(ag)'l-u-la u(g-la g)'l- g-ln-langg-la-lg -

g'l(n.ana'l)g.N. ou seja. que au:ag(mod N). Um calculo

imediato mostra (]ue @. (au-uaõ)=1, de modo que au=ua6(nDd

1.). Então au-ua6cl. , donde u'lau - a6(l ; logo

.a'6.]+].., e portanto aU:a6(mod N) . Como jã rabi.amos
aU:ag(mod N), segue que ag:a6(mod N) . Vamos mostrar

(]ue isto é impossllvel

De fato, se aga'6(N, então aga'6(N n G : {l}.Lo

go, devemos ter ag:a6, o (]ue contradi.z a definição de G.

Veremos adiante que existe, neste caso, um complemento

normal N satisfazendo N:,V(2ZG)n (1+1,)

ERemDlõ 2.4 Sejam G; < a,xlaqi=:xo=1, ax-a3> e A.= < a > , de
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modo que A e um subgrupo abeli.ano normal e G/A é cíclico

de ordem 8. Neste caso, não existe complemento normal N

para G em V(aG) contendo V(aG)n (l+lk) para nenhum k(m.

Seja u=-1-(x+x'l)+2x4+(x3+x-3) .V(mG) , com

u'l:-l+(x+x'l)+2x4-(x3+x-3) , e suponhamos que existe um

complemento normal N, N:,V(aG) n (l+lk). Novamente,podemos

escrever u=ng, n(N. geG, e, como antes, temos que au:ag
(mod N)

a'(mod N) . Para isso,not:anos que

au= --a --ax --ax 'l+ 2 ax 4 +a x 3 +a x -3

-xa3 .x-la-27+2x4a-l+x3a27+x3a-3 .

Vamos calcular

de modo que

4.a(a3-l) +xa3(a-l) +x'la'27(a31-l) +

-2x4a-l(a5-l) -x3a27(a-23.l) -x-3a-3(a7.l)

donde segue. por um calculo direto, que

d'k(au-ua4)-l se k:0,3,5

obtemos que

q)k(au-ua'10)=1 se k:1,2.4.7 (mod 8)

Logo, como antes, obtemos que

au:a4(mod Nk) se k:0,3,5,6 (mod 8)

, 6 (mod 8)

Analogamente,

au:a-10(mod Nk) se k:1,2,4,7 (mod 8),

ePcc)mo antles, obteríamos que ag-a4 em um caso e ag:a-10
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no outro; entretanto, ambas estas igualdades são imposs.L

veia, dada a estrutura do grupo. Logo, não existe o com-

plemento normal desejado, para nenhum valor de kcM.

O Exemplo 2.4 mostra (ãue o problema da obten

ção de complemento normais para G em V(aG) dever no caso

em que l G/AI ê pari ser tratado de forma diferente da

exposta aqui, jã (]ue todos os complementos normal-s que

obteremos bati.sfazem N::'V n (l+lk) para algum h(Z:. Este
problema permanece em aberto.

No que segue, suporemos sempre que [ G:A]é ím--

pari e fixamos s= { ([G:A]-]). Observamos que isto i.D
placa em que s:-s-l (mod [G:Aj ), donde ®s-'P-s-l/ls'l-s-l

e. pelo Lema 2. 1 (e) . ls-ls

Lema 2.5 - Dados g,h(G, temos

g'l(h+h'l)g:h+h'l(mod is)

PgB999Er.gçBg ' Temos que

g'l(h+h'l) g-(h+h'l) -(hg-h) +(h'l'J -h'l) -

-h(h'lhg-l)+h'l(hh-lg-l):

=h([ h,g] -])+h'l ([h.gj'i-i)

Como G/A é abeli.ano, segue que G'cA; logo, podemos aplicar

. a esta últi.ma expressão, obtendo

q)s[ g'l(h+h'l)g-(h+h'l)]=[ h,g] h'. [ h,g]

=t h,gJ hs(hh-lg) h's.h-s] h.g] hshs(hh'lg) h--s

-h'sl h.gjh2s+lh-lgh-s
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Como[h,g] € A e h2s+l .A(pois IG:Al= 2s+l), estes elemen
tos comutam. Logos obtemos

Os(g'l(h+h-l) g-(h+h'l) -h-sh2s+lt h.g] h'J'gh-s:

:hs+l( h-lg-lhgg-lh-lg) h-s-hs+J'h-s-l:l

e o lema esta provado

/

Como is ê um ideal de Z:G, podemos consi.deram o

anel quociente ao . O próximo lema resume as propriedades
significativas deste anel

Lema 2.6 - Sejam G e A como acima, e seja lín:ZIG ----+ z: G/A
o epi.morei.smo natural. Então:

a) Se P:Z:G--'--F aG/IS denota a projeção no

quoci.ente, então vA se fatora por Z:G/ls' i.sto é, exi.ste

um epimorfi.smo V: Z:G/is ----''-F m G/A satisfazendo yo P=vA;

b) O anel aG/is admite uma i.nvolução inda.

c) O anel nG/lnadmite um homomorfi.smo( de
aumento) , induzido pelo homomorfi.smo de aumento de mG;

d) A restrição P IC:G---->U(mG/i.) é um momo-
morfismo

QeBl9 :E: ç g ' Temos o diagrama abaixo
T

Z:G " + Z: G/À
l a

'p l ,, -ú
ZZ G/l.
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Como ker 'KA-mG l(A)3ls'ker@' ê imediato que

nando comutativo o diagrama (provando (a) )

Para definir uma involução em Zâ G/ISr observa--

mos que ls-ls er dado clcZ:Gr defina.mos
(cl+l. ) += cl 'v+l's' " ''s

Como lt=1., esta defi-ni-ção independe do representante, e

ê imediato que +:?g- ---..-.-- ?.g- ê involução, provando (b).
's 's

Observamos, ainda, que os homoin

tam as involuções de a;G, aG/is e

V torexi.ste

V respezorfism eos "A'q'

&/'N

Como 1. c Z:G l(A)c l(G) , a aplicação de aumento

c:HG------'» z:, cujo núcleo é l(G). pode ser fatorado por

z: G/l.:.Obtemos assim um di.agrama comutativo

Z:G ' + Zã
1 ., 'í

@ l ,,' .
+ ' E

Za G/l::

O homomorfismo c::Z: G/ls-"--.---» Z: é uma função de aumento

para aG/ln' Chamaremos de U(Z: G/in) o grupo de unidades

de a G/l. , e pomos

= u(--gg- ) n (l+ker :) ,:)

de modo que V(m G/lq) é o grupo de unidades normalizadas
de m G/l S

Fi-na]mente, como G n (1+1.)éÍ]}, pe]o Lema 2.]-(d),
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QIG é um monomorfismo, e o lema esta provado.

No que segue. identifi.camos G com sua i.mugem em

a G/ls' Dado ucV(a G/is) , pomos u;W(u) € V(a G/A) . Vamos ,

agora, obter um complemento normal para G em V(m G/l.) , a

partir do qual será relativamente fácil obter um comple -

mento normal em V(aG) . Como G/A ê abeliano, começamos ccxn

um lema que resume as propri.edades básicas dos grupos de

unidades de anéis de grupo de grupos abeli.anos.

Lema 2.7 Seja X um grupo abeliano finito. Então valem:

a) v(zzX) = X x(V(ZZX)n(l+l(X)')), produto dize
to;

b) V(mX) é um grupo abeliano fi-nitamente gerado;

c) V(mX)n (l+l(X):) é um grupo abeliano livre;
d) Se ucV(ZZX) n (l+.[(X):), então ut=u.

Qg 9eEE ieçã9 - oado ucV(Z:x), u-l(l(X) , e. pelo Corolãri.o
1.3.6, existe aeX tal (]ue u-l:a-l (mod l(X)2),donde u:a

(mod l(x):). Logo, exi.ste a(l(X)' tal que ua'l-l+a, e por
tanto u=a. (l+a) . Ainda pelo Corolário 1.3.6, X n (l+.[(x): )éÍ]}
logo

V(mX) = X x [ V(mX) n (]+] (X) z)]

provando o item (a)

os itens (b) e (c) seguem Imedi-atamente dejseh-

gãlí 1978, Theorem 11.3.1] . Para provar (d), consi.deramos

f
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ucv(aX), e v=u+u'l, de modo que v+v=(u'l)+u u+

jã que X é abeli-ano. Queremos provar que v=l

Escrevendo v = E v(x)x, com v(x)(n, observa-
x(X

mos que v''; = E v(x)x'x, de mod
xcX

em v+v é E v(x):. Como v+v=1, obtemos que E v(x)'-14oD
X(X XcX

de v=tx para algum x(X, e, como v é unidade normalizada,
obtemos v=x, donde u+=ux. Agora, se ucl+l(x):, temos

u:l (mod l(X):); logo, u+=1 (mod l(X)'). Logo, u+u'l;x:l

(mod l(X):), portanto xcXn (l+l(X):)= {1} Assim, x=l

donde u=u+, e o lema esta demonstrado.

Podemos, agora, provar nosso primeiro resulta
+-nni-n nnvn An+-/X nana rlrXnC3f'q3TTlr'\C+ r'TT'\TTI rlr'\l C: l C3Vll;aC

de lcoeficiente0 que 0

r

do l.mpor

Lema 2.8 - Seja G = G/A; dado a(Z: G/ISr escrevemos
ã=v (a) ea G/A=m ê. Definimos

vi =tu(v( pa- ) l ut;u e {i:l(mod i(Õ):}
S

Então Vi é um subgrupo de V(mG/in)

pgQgDEEr.gçãg - Definimos

W= {UcV( .g-g
S

(mod l (ã) : ) }

É i;mediano que W é um subgrupo de V(mG/l.) que contêm V'
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a) W...ê. abeli.qpo: Dado ucW, temos, pelo Lema
2.7 (d), que {i+=ii,de modo que, escrevendo Ü= E u(x)x,

ter u (x'') =u (x) , vx(ã.

Como [ G:A] = IG l é impar, podemos esco]her lula

transversal T para A em G tal que toda vez que gcT,tan
-se também g'lcT

xcG

devemos

Definimos v= E u(g)g ( m G/l.. É imediato que
g(T '

v satisfaz v+=v. Como, VxcÕ, u(x)=u(x'l), v pode ser

escrito como uma combinação E-linear de l e termos

da forma g+g 'L. Como G é um conjunto gerador de aG/l.,
segue, pelo Lema 2.5, que g+g'L ê central em Z:G/l

Vg(G; logo, v é central em V(m G/l.)

Pela defi.nação de v, temos que v=u, donde

existe Qeu G l(A) Bati.sfazendo v=u+cl. Pondo, então,

13=u''cE ( ZZG l(A) , obtemos v=u(l+B) , Í3€ZZG l(A) . Agora,

pe[o Lema 2.].(c), existe b(A tal que (5: b-l(mo(il l.)
Logo, em mG/la/ v-ub/ donde u=vb'i

Assim, todo elemento u(W pode ser escrito
na forma uiva, com v centra]. em ZãG/l e a(A. Como A

é abeliano, segue imediatamente (]ue W é abeliano

b) }11.!...é...E!!bg:upo de W: Basta provar que , se

vl':vie vJ:v2P então (vi,v2)+=viv:. Mas como V'ctV e W

ê abellano, Isto é imediato, e o lema está provado

/S
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Lema 2.9 - Com as notações do lema anteri-or. temos que

vi 4 v (mG/l.) e V (mG/lq)-V' .G.

99BgBgEr.âçgg ' Tomemos u' cV (mG/is) e consideremos sua
i.mugem u' (V(aG). Como ã é abeliano, podemos, pelo lema

2.7(a), escrever {i'=g(l+a), com clcl(Õ)', donde {i'-g :

=Õa ( l(õ):; logo, segue que {i:g(mod i(ê)'), para algum

g(G. Pondo, então, u=uig'l, temos {i:l (mod l(G)'), do=
de, com a notação do lema anteri.or. u(VJ

Da demonstração do lema 2.8 vem que u pode
ser escrito na forma u=vb'x, com v=v+ e beA. Como beA

e vcV(UG/IS) . taH)s que v(V(ZZG/is) ; logo vcV' . Assim, u':-vb''g ,

donde v(mG/is)-V' .G. Para provar, então,queV'<V(ZG/is)'
!:n.sta conjugar por elementos de G. Fias:

se v:l (mod l(G)2) , então g'lvg = g'lg
\ z \

(moo l (G) ' )

(g'lvg)+-g'lv+g:g'lvg, se v=v+

Logo, se v(V', gcG, tem-se g xvgcV'. Assim,

V' aV(mG/l.) , e o lema esta provado.

e

v:l l

Teorema 2.10 -- (Cli-ff, Sehgal, Meias) . O grupo G pos

sul um complemento normal Y em V(mG/lq) e Y é um gry:
põ abeliano livre fi.nitamente gerado.
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Dg gnEElieçã9 ' i) Usando, ainda, as notações dos lemas
2.8 e 2.9, consideramos o subgrupo GnV'. Então, dado

gcG, temos que gcGnV'se e sÓ se g=g =g'l, i.sto ê, se
e se se gz=1, o que impl-ica que geA, já que, por hipó-
tese , [ G:A] é ''xmpar . Asse.m,

G n V'= laca.l a2=1}

te subgrupo por A2

il) Consideramos, agora, a aplicação
f:V'-' v(mê) dada por f(v)::ç, para todo v(V'. Se v(kerf,
então v=1 em Z:G , de modo que existe (5(Z:G l(A) comv=1+(5.

Pelo Lema 2.1(c), exi.ste acA tal que (5:a-l(mod .[.)r do=

de v=a(A em Z:G/ls' Logos ker fc A nV = À2' Como a i.n-

clusão recíproca é evidente, segue que ker f = A,

A imagem de f esta conta.da em v(ZZê)n (l.+i(ã):),

jã que se u(V', então u:l(mod l(G)2).Logo, pelo Lema 2.7

(c) , V'/A2;lm f é um grupo abeliano li.vre fmi.Lamente gg

lado. Considerando, então, a sequência exala de U-módu-
los

Denotaremos es

Q"""'r l:'L..""'-''+ 'y' -----"-----'» 'y ' /Pt --"-'----r

temos que. como VÍ/A2 e livre, a sequencia cinde e exis

te um homomorfismo de grupos abelíanos o:V'-'---p A, ,satig
fazendo a . i = l

iii.)Como V' q v(aG/l.) , podemos definir
uma açao de G sobre V' por conjugação, tornando V' um

G-hÕdl:ilõ.Como VicVr, AcW e IV é abeliano (pela demonstra-

ção dó Lema 2.8), temos que A age trivialmente sobreV',

õf passando ao (]uoci.ente, V' fi.ca sendo um G-módulo

l
0 ,

2

A
2
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Definimos, então, uma aplicação T:V'--"--> Az por

T (v)= H a(vx )x, Vv ( V-

x(G

l

É fãci.l ver que a aplicação T ê um homomorfismo de G-mÕ

duros, pois

T (vg)= H a( (vg)x'')x
xcG

X
IT a(vg )x

x(G

l

l
H a(vy )yg

y(G

l
( TT a(vy )y)g
y(G-

T (v) g

Além disso, dado a(A., temos v(a)= H.(ax'l)x;aIG:AI. a.jã que
x(G

a. i= 1.(por(i.i)) e IG:A] é imparA

Considerando, então, a se(]uência exala de G-mÕ-

2

dulos

1----+ ker T '-"-+ Vt -"'!---> A.-'-'----+ l,

observamos que a i.nclusão i:A,-"-> V' a faz cingir ( pois
T ' i- in ). Logo, pondo Y-kerT, temos que V'=A:x Y, pro-

duto direto de G-nlÕdulos. Agora, como YcV' e A age

trivialmente sobre V', temos que, dado y(Y, yg=yg, de mo-

do que Y é um G--módulo, e. como V(mG/lç;) - V' .G,segue que
Y 4 V (aG/l.) . Além disso, como

v( aG )=ViG= (YxA,)G-YA:G-YG
S

éÍ ljá que Y c G c V' n G A. e Y n A {l} , Y n G
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e temos que Y é complemento normal para G em V(Z:G/is)

Fi.nalmente, como Y;V'/Az' segue também que Y
é abeliano li.vre finitamente gerado.

rn pnn..l+a.q,-. nr;nrl4T\31 oc3 imedi.ataagorague

mente

Teorema 2.11 - (Cliff, Sehgal, IVeiss) Seja G um grupo

finito (metabeliano), e seja A um subgrupo normal abe-

li.ano de G. tal que G/A é abeli.ano de ordem impar.Seja

ainda s=;([ G:A]-]). Então G tem um comp]emento norma]

N em V(mG), e N é uma extensão de V(nG)n(1+1.)por um

grupo abeliano livre finitamente gerado.

2S Q gE açãg -- Dado u(V(ZãG), consideremos a imagem

ü=@(u) cnG/ln' Usando a notação do teorema anterior,pg

demos escrever u=y.g, com ycY e geG. Definimos, então,

p:V(Z:G) ---'- G por p(u):g. Observamos que,se u.,u,cV(ZG) ,

ü:=y:gtr ü:=y2g:,então ü:ü,-íi.u,-y:g.y:g2:y,y?i g:g:

de modo que p(u.u,):gtg:=p(u:)p(u:), e p é um homomor-
fi.smo de grupos. Observamos, ainda, que, pcara todo g(G,

tem-se que p (g) =g .

Consi.devamos, então, a se(liuênci.a exala

1 -------> ker p ------» V(mG) ---l:----> G ------+ l

l

IC, peJ-o que acabamos de fazer, a sequência
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cinde, donde, pondo N=kerp, V(Z:G) = N.G/ e N é um complg.

mento normal para G em V (aG)

Finalmente, observamos que, se vcV(mG) n(l+ls),

g=1, de modo que V(Z:G) n (l+ls) ' kerp;N.Seja @:nG -+&G/is

a aplicação quociente, e seja X=@(N) . Como N-kerp, dado
ucN. temos que Ü=y.leY. de modo que X=Q(N)cY. Logos X é

um grupo aboli.ano livre fi.nitamente gerado, e temos a sg

quência exala

1----+ V(nG) n (l+i.)'-3"'- N --!-+ X ----> 1,

donde N é uma extensão de V(mG)n (1+1.)por um grupo abe-
liano livre finitamente gerado.

Desta forma, a Proposição 2.2 e o Teorema 2.11
mostram a existência de um complemento normal para G em

V(aG) nos casos em estudo. Resta, então, mostrar que e.g

tes complementos são livres de torção. Para tanto, é img

diabo que basta provar que. para todo keZ:, se Aa G com

A e G/A abelianos, então V(aG)n (l+lK(G. A)) é livre de
torção. Este resultado não ê trivi.al; para chegar até
ele, necessitaremos de uma série de lemas de redução ($3).

A seguir, provaremos um caso particular deste resultado ($4),

sÓ então passando ao resultado geral ($5)

$ 3 .iLÉMÃ.g..DE. nüõtlçÃo

Nesta seçãóf G é um grupo finito e A denota um
gUliyfübõ hórMdl abellano de G.
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Lema 3.1 -- Se 6(mG](A) e (]-+6)P=1 para algum primo p

que não vivi.de a ordem de A, então (5=0.

99UgegE;ieçeg ' Usamos indução ern IAI. o caso IAl:l é

trivial. Suponhamos, então, que o teorema vale para sub

grupos de ordem menor que IAI.

Seja q uin pri.mo que di.vi.da IAI. Temos duas pog
sibilidades

i) A ngg ê up q-grupo. Neste caso, seja B um

q-subgrupo de Sylov/ de A. Como A é abeli.ano, B é carac-

terístico em A, e portanto Ba G. Denotando por (5 a ima

gem de (5 em Z:G/B pelo epimorfismo natural, é claroque

(5(nG/B l(A/B) e (1+(5)P=1, donde, pela hi-põtese de indu--

ção, 6=0. Logo, 6cZ:GI(B) e, como A não é um q-grupo ,
IB l< IAl; consequentemente, (5=0

ii-) A é um g grupo. Neste caso, por [ Sehgal ,

1978. Lenha 1.2.21] , a imagem de l(A) em iii;i%Í G é um
ideal nilpotente de iiÉlb-- A, donde a imagem de mG l(A)em

l a G é um ideia ni.lpotente de iig- G. Logo, existe um
inteiro n tal (]ue 6q :0 (mod q) ,e portanto (1+(5)q :l+élq''= l

(mod q). Mas, além disso, temos que (1+(5)P=1, e, como

p?dq, segue que (1+(5):1 (mod q). Logo, iScqa.

Suponhamos, então, que (5eqla para

tülfõ J:>0. Então, como (l+(S)P=1, temos

0=P(S+(P) 62+...+(5P:p(5(mod q2i)

algum in

/
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jã que 6cqzZ:. Logo p(Seq2j'Z!, e, como p/qr seque que (5cq2iZ

Assjin, para todo i.>0, se 6cqxn, então ócqzj-a. Como 6€qm

segue que 6(q' a, para todo j>0, donde t5=0.
]

Lema 3.2 - Se u é uma uni.dade de ordem fmi-ta de mG satis

fazendo u:l (mod mGI(A) 2), então u=l

QSUg :!:gç g -- Usamos indução em IA if observando que o caso

IAl=1 é tri.vi.al. Supomosp então, que IA 1 > 1 e o resultado
vale para subgrupos de ordem menor que IA l.

Escrevemos u=1+6, 6(ZaG l(A) 2. Podemos supor que

uP=(1+ó)P=1, para algum pri.mo p. Pelo Lema 3.1, se p't' IA je=
tão 6=0, donde u=1 e o resultado esta provado. Podemos, e=

tão, supor que pl IAI. Temos, então, duas possibilidades

i) Se IAI é divisível por outro primo q/p, consi

devamos A:, o q-subgrupo de Sylow de A; é claro que A. 'o G.
Seja v:Z:G ---'-+ Z: G/Ai a projeção natura]., e, dado a(Z:G. es-

crevemos a=lr(a) ( m G/A:. Então vale que u=1+8, i5.mÕX(Ã): ,
donde {i:l (mod aGI(A)2), e, como {i tem ordem finita,segue,

por hipótese de induçãor que u=1. Logo, u-l c Z:G l(Ai) , don-

de (5enGI(A.), eí como p"f IA: Ir segue, pelo Lema 3.1, que
u=1, provando o lema

ii) Se A é um p-grupos ponhamos B=Q. (A)- {a(AjaP=1}.

como antes, temos que B aG. Seja x:Z:G ----F Z: G/B o epimorfi.s

mo natural. Como em (i), segue, por indução, que,se u=1+(5 ,

pntãó 6(nGI(B). Logo, i5caGI(B) r' mG l(A):= 2ZGI(A)l(B)pelo

Lema ]1 . 3 . 10 ( i.i)
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Nesta situação, para mostrar (]ue {5=0, mostrare

mos que T(6)=0 para toda representação i.rredut''zvel canplg

xa T de G. Pelo Teorema de Reco.proa.dade de Frobeni.us ,

(FDornhoff, 1971, Theorem 9.4]) ,toda representação irre-
dutível complexa T ê somando direta de uma representação

S de G i.nduzida por uma representação de grau 1, X:A ->C

Logo, basta mostrar que S((5)=0 para todo tal S

Seja p'' o expoente de A, e seja u uma raiz

p ''esilna pr=imi.ti.va da unidade, de modo que X(A) c < u> e

X(aA) c E]u]. Observamos que, se r=IG:A], segue que

S=X' ]eva mG em Mr(m]u] ). Seja v a valori.zação adiei.va
de Za]u] em relação ao i-leal primo < u-l >. Por IJanusz,

1973, Teor. 1.9.1(c)] , temos que <p> - < u-l>(b(P''), onde

0 é a função de Euler; logo, v(p)=@(pn)=pn'l(p-l)

Observamos, ainda, que

(u-l)pn'l-(upn'l-.l)+pr, para a]gum rcU [ u]

valorização aditivo.
. n-l

p lzmin {v (uP'' -l) , v (pr)}

Mas v(pr)Zpn'l(p--l)>pn'l, donde segue que devemos ter

P l2v(upn'l-l) e v(cüpn'l-l) / v(pr), donde v(upn'l-l):pn

Estendemos v ao ane] Mr(Z:] u]) defi.Rindo, para

cada XcMr(a [ u]) , v(X):i se e sÕ se x.(u-l)IM.(al uJ) e

X #'' (u--])x''"xMr(a]u]). A ap]icação V:Mr(a]u])----'- m sa

tisfaz as seguintes propriedades, de verificação i.med

Logo, como V e

la

ta!

l
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(a)VX,Y(M.(m]u]). V(X Y)2 v(X)+v(Y)

(b)Vrcn[ u] , VXcM.(m[ u]) . v(rX)- v(r)+v(X)

(c)vx,ycM.(mt u]), v(X+Y)zmirÍÍv(X) ,v(Y) }

Seja, então bcB. de modo que bP=1. Como bcBcA

e S é induza-da por uma representação de grau l de A 'IG,

S(B) é uma matriz diagonal de Mr(m]u] ) . Logo,

\\

S (B)

onde E:: é uma raiz p'ési-ma da unidade,IÉisr. donde exig.

te um i.nteiro k{ tal que ei-(uP )Ki. Logo, temos que
]n

s (b-l) = s (b) -a-

para calcular v (S (b) --l) , observanns que v(E::-l)zp''''
n-l . 'n-l .

De fato, basta observar (]ue e:=(uP'' ')ki e (}ie v(({P )k-l)Z
n-l ' n-l .

zv(tP -l) lIBra todo k(H . Como v(coP'' '-l)=pn'l(vede acima),

segue õ resultado. Logo, v(S(b)-l)?p''''

Agora, se 13el(B) , podemos escrever
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13- E ni (bi--l)l

donde S(B)= E
l

S (b: -l) el

v(S(í3)) ;'min { v(S(b:)-l} > pn'l
l

Assim, se Í3cl(B), temos v(S(Íi)) >pn'l

Analogamente, obtemos que se a(A., então v(s(a)-l)H.

e portanto que clcl(A) i-mpllca em que v(S(a))> l

Suponhamos, então, que S((5)#O. Como jã vimos,

6cl(A)l(B)UG.Agora, se a(l(A), 13cl(B), ycaG, temos que
v(aÍIY) ;' v(a)+v(B)+v(Y) > pn'l+l. Como (5 é soma de elemen-

tos desta forma, segue que v(6)2' pn'l+l. Selva v(Ó)=pn'l+ j.
i>0. Como (1+(5)P=1, obtemos que

pó + (11) õ: +. . .+ (sp

Agora, é claro que, se l<j<p, vale que pl(E))adonde

v(g) > V(P) : pn'l (p--l). Além di.sso,v(s((5j))-v(s(â)j)>jv(s(6)),

donde segue (]ue

f

v((g)s(6j))> v((;))+x.'(s(6j))> v(p)+jvs(6)

> v(P)+v (S ((5) )= V(PS ((5) ) ,

Isto é, v((g')s(6j)) > v(ps(6)), vj, i<j<p.

Então, como -ptS-(P) 62+...+6P, temos que
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v(p S('5))>m=iá{ v(s((5P)),v((IÍ)s(6]), 1<j<p }

f'kis,como jã vimos. v((P)S(6]))> v(ps(6)); logo, deve
mos ter v (PS (c5) )> v (S (6P) )

Então, lembrando que v(S(ó))=pn'l+i, i>0
temos:

v(ps(6))n(p)+v(s((5))>'u(s(6P));?p v(s((5)) ,

donde.

P l(p-l)+pn'l+i > p(pn'l+i)

e portanto i.> pir o que é absurdo, porque i> 0.Logo,
devemos ter S(15)=0 para todo tal S, donde (5=0, como

desejavase provar

Lema 3.3 - Seja B um grupo p-abeliano elementar, pa-

ra algum primo p. Então p l(B)cl(B)P, e vale a igual
dade se l B 1 = p.

egUgBIÊ:leçeg ' Tomemos b(B, b#l. É claro (luep(b--l) el(B)

suponhamos que p(b-l)(l(B)z, mas p(b-l) /' l(B)Ztl

Como B é um grupo p--abelha n l Qma nt n Y- +c3
f

O:bP-l=(1+(b-l))P.l:

=P(b-l)+(;) (b-l)'+...+(b-l)P

Observando que, se 2< j< p-l, temos que p l (IÍ) e
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(g) (b-'J-)j-p(b"i). ! (;) (b-''i)j'J' . l(B)z+l,

já que p(b-l) c l(B)z, segue então que

P(b-l):-(b-l)P(mod].(B)z+l)

Se, agora, i< p-l, então p> i+l, donde

(b-l)P c l(B)P cl(B)i+J',de modo que p(b-l)(l(B)t+l, contra

ri.ando a hi.põtese ini.cial. Logo, temos que i> pr donde se

gue imediatamente que p(b-l) c l(B)P. Asse.m, pl(B) c l(B)P

Fi.nalmente. se jB 1 = p, sejca B= <b>. Nestas con

di-ções. l(B)=(b-l)mB. donde l(B)P=(b--l)P mB. Agora, (b-l)P;
=t:P--pbE»l+.. .+pb--l:-p(b--l) (bP'2+. ..+b) ,se p é ímpar, e

(b--].) 2=b2-2b+1=2 (1--b) , de modo que, em qualquer caso,(b-l)P:0
(nn] p l (B) ) . Logo,

(b-l)P ZZB c P ]. (B)

donde, neste caso, l(B)P : P l(B)

blo restante desta seção, B denota sempre um sub
grupo normal p-abeliano elementar de G contido em A.

Lema 3.4 - Se ó(mGI(B) e(l+(S)P:l(mod nGI(B)p+l), então
p(5+6P:0 (mod aG l (B)p+l)

Q.gDgQgÊr.Bçã9 Como (l+ó)P:l (mod aGI(B)p+l), temos que

P6+(!) 6:+...+ .5P :0(mod nGI(B)p+l)
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Agora. se 2< j< p-l, (P)6j . p mG l(B):. Como, pelo Le

ma 3.3, p .aGI(B)c mGI(B)I', segue a tese

Lema 3.5 Se ctcaGI(A) l(B) e B(aCl:(B), então

(l+a+B)P :(l+B)P(mod mGI(A) l(B)P)

DgUgBgEr.BÇBg ' Temos que

(].+u+Bj;) .l + 1l (P) (a+B)J'
i:l

Agora, como cl(aGI(A) l(B), ten\os, para 1< i.< p, que

(T)(a+B)z :(:1) BI(mod p ZZGI(A) X(B))

Pelo Lema 3.4, p ;ZGI(A) l(B)c aGI(A) l(B)' , donde

(t)) 13i (mod iaG l (A) l (B)P)

Além di.sso, (cl+13)P.BP+ E (P) a] BP'j, e, se 1< j< p,

)

i( t') ( ct +B )i
P

P P
( ' )=13'+ E a
]j

temos que

BP'] .(ZaG].(A)l(B)) ](2ZG l(B))P'Jc2ZG l(A) l(B)P,

BP (mod aG l (A) l (B)P) . Logo,

ll?) (a+B)J:l+ I' Bz=(1+B)P (ílKü ZGI(A) l(B)P) , provan
ll

donde (a+B)P:

-:::.. ÇI
i-l

do o lema
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Lema 3.6 - Seja G=AX, com An X=1, e seja Gl=BX.Então

mGI(A) l(B)nn 2ZG:= aG. l(B)n+l, Vn.:N

12SUgneiEEigçeg ' Tomemos clcZiG l(A) l(B)n n mG.. Podemos es
crever

a= E xcl.., com a..c l(A)l(B)nnmB,VxcX
xcX " "

Logo, basta provar que l(A) l(B)n n mB:: l(B)n+l

Seja, então, fiel(A) l(B)''n mB; podemos escoe
ver fi na forma

i,j zj(ai'l)BJ' aj.(A, lijcl(B)':. nijca

Seja { 1, g2,...rglU} uma transversal para B em

A; defi-nimos uma apli-cação $:A+ B por @(glb)=b. Estenden
do $ m - li.nearmente a Z:A. obtemos um homomorfismo aditi

vo 4):Z:A -' mB tal que, se y(Z:B, então @(y)=y. Erra par-
ticular, @(11)=Íg.

Agora, se Í3(1(B)n e a=gkb, temos que $((a--1)13i)

:4)(ÇkbBj)-+(ÍSj)-bÍ3j-Bj;(b-l) Éij ( l(B)n+l. Logo,

n
€ 1 (B)eAi ]

B=$(B)- Ejnj.j(b((aj.-l)Bj) ( l(B)n+l,

e o lema está provado.
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$ 4. A.ÇÃO FIEL E !RREOUTIVEL DE G/A EM A

Nesta seção, provaremos um caso parti.curar

do resultado que procuramos. Especificamente. prova'

remos que. se G=AX, com A p-abeliano elementar e X

abeliano, e se X age fi.el e i.rredutivelmente sobre

À, então v(aG)n (l+lk(G.A)) é livre de torção.Para i.â
se, precisamos de alguns resultados preliminares. Come

çamos por alguns Lemas da Teori-a dos Números.

Lema 4.1 -- Sejam p um primor d um inteiro positi-vo e

ponhamos r=p 'l. Sejam ai.nda n ,nz'..., nn' n e BtNestas
conde.ções, se p 1 + pnz +...+ P P: pn (mod r), então

ni : nz : . . . : np : n'l (lida d) ,e port:anto pni:pnz:. ..:pnp: n'l
(mod r)

QgUgDgEr.Bçqg ' Provaremos primeiro um resultado parti.-

cular. Observamos, antes de tudo, que, como r=p ' l,

p =1(mod r); logo, podemos reduzi-r os nl mod d. Assim,

podemos sempre supor que n < nl, i=1,...,p.

a) Suponhamos n=0. Então temos

(1)(mod r)

É claro que podemos sempre tomar 0< nl < d. i=1,2,
reduzindo módulo d. Temos, então,

,P,

+. . .+ P P< p.pd'l - pd
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Mas então (1) sÕ pode ocorrer quando o maxi.mo é atingi.do,
isto ê, quando

P 1 +...+ P P = pd, 0<nj < d,

donde segue que nj. : d-lr i= 1,2,...,P. Logo,

(mod d),

provando o lema neste caso

b) (Caso geral) Suponhamos agora que

P i+...+ P P : pn (mod r)

Como rapa-l, temos que mdc (pn,r)=1. Logo, vivi.dando por
obtemos

P 1 +...+ P p'n

donde, por (a), segue

(mod r)

(mod d),

provando o lema

Lema 4.2 - Seja u(C uma raiz p-ésima primitiva da uni.jade.

Então u''-l:O (mod ({o-l)) , Vn(H, mas se un.1:0 (mod(m-l):),
então u''=l

QgUç?BgEr.Bçâg - Observamos, em pri.melro lugar,

-(un'l+un-2+. ..+u+l) (Q-l) , de modo que un.1:0(mod(u-l))

Lembrando que co--l é um primo de nl coJ , resta
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provar que, se k < pr então

n-lt cok'l+uk'2+.. +u+l

Para tanto, observamos (lue, pelo lema 111.1.3, existe

uma ap]icação v:U [u] ----p GF(p), cujo núcleo é o ide-

al de a]u] gerado por u'l. Então, como k<pr temos

T (uk-l+. . .+u+l)=k/0 em GF(p) , donde uk'l+. . .+u+l/kerlr,

isto é, u-l-.f cok'l+...+u+l. Logo, se un-1:0 (mod(u-l)2),

então un.l-O, isto é, un=l

Lema 4.3 - Seja ucC uma raiz p-ésima prima.uva da un.}

jade. Então, valem:

a) E u' : t+l (mod u-l);i-o
t

b) (u-l)p'l p'l(l.}u.F.
i-l

(u-l)p'l (p-l) ! (m(d (u-l) P);

c) (w-l)p'l(p-l) (mod (u-l) P)

d)
P

(u-l)p'l
.l (mod (w-l) )

a) Seja lr:MI uJ----'- GF(p) a função mencio-

nada na demonstração do lema anterior. Como T é so-

brejetora e kerlí=< w-l>, temos que lr(a)=u (b) se e sÕ

agb (mód u-l)
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.L \.A..&.. \-& .l-f-a...x..fv ç-ca- l.cx/ / \=AIL-

t
lr ( E caz) = t+].

j.n

b) Por (a)

p'l
H(l+u+...+u' '):(p-l)!(mod m-l)

i-l

i.cando por (u-l)P'l, vem que

(u-l)p'l p'l(]-+ün.. . .-Hoj.-l) :(co-])p'l(p-]) !(iin](u-l)P)i-l

c) Como < p > -<u'l >P'] , por [Janusz, 1973,

Teor.1.9.1(c)], temos que (u-l)P'llp. Pelo Teorema de

Wilson, (p-l) ! : -l (mod p) . Logo, obtemos

(p-l) ! : --l (mod (u-l)P'l)

donde, multiplicando por (u-l)p'l, segue

(co-l)p'l(p-l) ! : -(u-l)P'l(m

embrando que

..l p'l :
Xt' '+...+X+l= it (X-U'''),

i-l

pondo X-l, obtemos i.medi.atamente que

p-l
'JI (l -ux)
i:l

basta Tr (u) 1,notar de modoaOr quer

temos ].+u+ (mod Dque/

Logo,

Então, multipl

l)P)od (m

d) L
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P l
p; H (l-'ul)i;l i=1 1--w

p'l Pnl (]..tw+
i;l

p'J-(u-l) p'l-(p-l) !(nKn(u-l-) P) (pQr (b) )

(u--l)p'l(iind (u-l)P) (pa' (c) )

Donde. dividindo esta últi.ma congruênci.a por (u-l)p''' ob

temos

P
(u-l)p'l

(mod u-l)

Lema 4.4 -- Seja K=GF(pd), e ponhamos r=pd-l. Se l<k:!;r-l,
então E xK.0.

xcK+

QgBgD:E eçãg - Observamos, em primeiro ]-usar, que,

K=GF(2), temos r=]., donde não existe kcU satisfa

1< k< r-l. Logo, podemos supor que p > 2.

Seja Gk éÍxKlxcK+}. Como K+ é cíclicos Gk

subgrupo de K+, e portanto é c''lclico. Seja Gk' < y>re su-
Como pu> 2 e l<k< r-l, temos t > 1. Seja

Nk: { xcK+ l xK-l}

É claro que xf=x: se e sÕ se x:x:l . Nk' Logo'

zen

e Uln

se

do
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E k
xcKt

z-l

Nk l ::l. *:

Mas, como yl-1=0, temos que yl''l+yZ-2+.. +y+1=0, donde
E xK = 0.

x(K+

Passamos agora a alguns resultados prelimina

res da Teori.a dos Grupos.

Eli9E9EI.Çâe...!.:.} - [ Huppertr 1967. Satz 11.3.10] . Seja

V=V(n,p') o espaço vetorial de dimensão n sobre o cor

PO K;GF(p') . Seja x um grupo abeliano de transformações

li.teares de V, tal que V é um X-módulo i.rredutível. En

tao existe um i.somorfismo y de v sobre o grupo aditivo

de GF(pnf) e um monomorfi.smo @:x--.---.» GF(pnf) +, de modo
que, para todo v(V e x(X, temos

Y (vx) = + (x) y (v)

Além disso, x é cllclico, e vale que IX 1 1 pnf--l

QenQngEtaçeg ' Temos que XcHomK(V,V) e, é claro, pode.

lhos consi-deram KcHomK(V,v) . Seja C o subanel comutati.-

vo de HomK(VTV) gerado por K e X.

Como XcC, temos que v é um C-módulo irreduti

vel. Como c é comutati.vo, podemos consi.deram CcHcnb(v,v)

Observamos, ainda, que, v é um C-módulo i.rredutível, e
portanto nomC(Vfv) é um anel com di.visão (pelo lema de
Bchur)
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Afirmamos que c- {0} é um subgrupo multiplicar.i

vo de Homo..(VfV) . De fato, basta observar que, como XcC,
C é um anel com 1, donde C=10} é um monõide. Agora, é

claro que CcHomK(VTV);Mn(K), que é fmi-to. Asse.m, C-:ÍO }
é um monÕide finito contido em um anel com divã.sao, e,

portanto, um grupo. Concluímos então (]ue C é um coroo.

Adorar como V é um C-módulo irredutível e C ê

um compor segue que dim(.V=1, donde, dado vcV, v/O, obte-
mos V=Cv, e portanto C;V (isomorfismo de C-espaços veto-
riais, dado por c-""+cv) . Logo, IC l= IVI = pnt, donde

C;GF(pnf), jã que todos os corpos de ordem pnf são iso-
morfos. Seja y o isomorfismo de V em GF(p':J') assim obti--

Temos então XcC;GF(pnf) . Seja $:C->GF(pnf) o

isomorfi.smo; é claro que (b dã, por restri.ção, um monomol.

fisco de x em GF(pnf)+. Das defina.iões de y e (>, segue .i
medianamente que

Y (vx) = @ (x) Y (v)

Finalmente, como C+ e cíclico e XcC+,

que X é c'zclico e IX 1 1 pnf-l

segue

Corolário 4.6 - Seja G=A.X, com Aa G, A um grupo p'abe --

li.ano elementar, finito, e X um grupo abeliano. Suponha-

mos que X aja fi.el e irreduti-velmente sobre A.Então, se

IAl=pd e K:GF(pd), existe um isomorfismo y de A sobre o

grupo aditivo de K e um monomorfi.smo @:X ----r K+,tais que
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y(a")=$(x)y(a), vx(X, Va.A

Além disso, X é cíclico e IXI l pd.l

QgDgDgEr.gçâg ' Como A é p-abeliano elementar de ordem pd,
temos um i.somorfi.smo de Za- módulos

d vezes

Como pcAnl(A) ,podemos passar ao quociente da ação de m

por pZ;P obtendo um isomorfi.smo de zlo - espaços vetori.ais

P 'n ".; v H,N

d vezes

Como a ação de X é fiel, X pode ser consi.derado

um grupo de transformações de A. Basta. então aplicar a

proposição anterior para V(d,p), e o lema esta provado.

Lema 4.7 - Seja X um grupo cíclico de ordem pd.l,
K=GF(p") e seja $:X-----> K''; o i.somorfismo natural

mos, para cada i., 0< i< r-l, onde r=pd.l,

c:.= } E $(x)'xx ( KX.x(X

seja

Defina-
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Então {eor clí -''rE:T-l } e um sistema de idempotentes

ortogonais de KX, e, portanto, uma base de KX sobre K

29UgBgEr.gçãg ' É claro que basta mostrar que. para

1< i, j< r-l, tem-se que ei E:j = óij

Observamos inici.almente que

e? =1-- E E +(x)'x$(y)'zxy=1-- E @(xy)'xxy;
l Fz xcX ycX r' x,ycX

1-- .r E 4,(z) 'z
z(X

Logo, os c:i são idempotentes de KX

Vamos calcular c.c: para i#j. Pod

eja j=i-k. k#0. Então

:j-:j:,., ,:?X y'Y -:.bk)'jxy

=l-- E E .b (x) 'J'$ (y) 'z+kxy-
r2 xcX ycY

=l-- E (@ (y)k E @ (xy) 'z xy)
[Z ycX XcX

t.z

amos supor

S
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E (+ (y)k.; E .b(xy) 'x xy)
yeX ' x(X

( E @ (y)k)
y(x

Agora. como 4):X -----»K+ é um isomorfi.smo, temos que

E $(y)k . E xk:0 pelo lema 4.4, jã que 0< k<r-l
ycX x(K+

(Observe-se que, no caso pct-2, IXl=1 e o resultado é

trivi.al) . Logo, cic.i-0 se i#j, e o lema esta provado.

No que segue, G denota um grupo finito, A

um subgrupo normal p-abeJ-i.ano elementar de ordem pd e

X um subgrupo abeliano de G, tais que G=AX e X age fi

el e irredutivelmente sobre A. Pelo Corolário 4.6, x

deve ser cícli.co e IXI l pd.l. Temos ai.nda mais um re
multado preliminar

Lema 4.8 - Suponhamos que IXl=pd-i, e seja X:A----> C

uma representação de grau l de A, não trivial. Sejam

ucC uma raiz p-ési-ma pri.motiva da unidade, R=2Z [ m ], e

seja T=X' a representação de G induza.da por X. Então

podemos tomar o espaço de representação de T como sen
do RX, onde

T(a)y=X (a-r)y

T(x)y=xy

Va(A, VycX

Vx,ycX.
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99DgBgEr.gçag ' Estendendo X a Z:Ar obtemos um homomorfi.g

mo X:Z:A-'--'+R. O espaço de representação natural de T é,

então, aG ®n.A Rr com a estrutura de Z:G-módulo defini-
da por

T(x) (y ® r) =xy Or

T(a) (y ® r)=ay Or = yay Or =
y ® X (ay) r ,

para xryeX, a(A, rcR, jã que a estrutura de aA- módulo
em R é definida por a.r'X(a)r

Lembrando que Z:G é um 24A - módulo li-vre de ba

se X, definimos uma aplicação Z:A- balanceada f:ZGxR---->RX

pardo f(x,r)=rx, Vr(R, Vx(X, e estendendo mA- linearmen

te. Logo, obtemos uma aplicação f+:Z3G a)Z:A R"-'--» RX,cuja

inversa ê claramente g:RX-----» ZaG e)Z:A Rr dada por

g( E ri xi)- E xi G) rj.' Logo/ aG ®mA R ; RXll

Finalmente, observamos que a ação de Z:G sobre

Z:G ®2zn R passar pelo isomorfismo, a RX, dando

T(x)y=T(x)ft(y ® l)=f+(T(x)(y a) l))

=f+ (xy ® 1) = xy

e

T(a)y=T(a)f+(y (õ 1) = f'';(r(a)(y

=f+ (y G) X (ay) ) = X(ay)y,

e o lema esta provado
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!ii9Egglç99...3.:.2 -- Suponhamos que IXl=pd--l, e sejam X, u,
R e T como no ].ema anteri.or. Então:

i) Dado cl(MG l (A) , existe um operador S(cl):l:x+liX

tal que T(a)=(u-l)s(a)

ii) Se ó(aGI(A) e (1+(5)P : l (mod aGJ-(A)P+l) ,
então -s('S)+S('5P):0(mod u-l)

esn9eEE:eçãe - i) Dados a(A, ycX, temos, pelo lema 4.8

que T(a-l)y=(X(ay)-l)y. Agora, é claro que X(ay)=uk, pa

ra algum k. Logo, do lema 4.2, vem que X(ay)-1:0(mod u-.l)

Dado a(EG l (A) , podemos escrever cn 2 a.,(a..-l)x
xcX

/

.cA. Logo, dado y(X, temos

T(a)y= EXax(X(ax)-l)xy ( (u-l)RX

Asse.m podemos defi.nir S(a) :RX-----> RX por

S (a) y T (a)
u l

É claro que S(a) é linear, e T(a)=(u-l)S(a), provando (i)

ii) Como(1+(5)P:l(mod mGI(A)p+l),segue,
pelo Lema 3.4, que p6+6P=0 (mod aGI(A)p+l). Calculando
T, obtemos

P T(6) + T((5)P : 0(mod(co-l)p+l)

donde segue que



160

P (w'l) S {ct) + {u-J.)

por (u-l)P,

P

(u-].)' ' S (6) + S(6)t':0 (mod u-l)

servimos (]ue, pelo Lema 4.3 (d

P

(u-l)p'l : 'l (mod u-l);

btemos -S(6) + S(õ)P: 0 (mod u-l), provando (i-i.)

Antes de passarmos ao nosso resultado princi

mos lembrar uma defi-ni-çao (]ue nos será necessari-a.

Definição - Seja p um primo e K;GF(pd) . Defina-mos o tra-

ça de um elemento x(K por

tr(x) = E a (x)
acGal(K/GF (p))

Em relação a esta definição, observamos que,

como K=GF(pd), Gal(K/GF(p))- < aP >, ap é o automo=

fisco de K dado por an(x)=xP. Então, a equação

reduz a

.l)ptl)P P
(u(lllods ( .s ) l

dividindoOUr

) , temosobFinalmente,

logo, 0

pal, va

GF(p)

acima se
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d-l n
& x'

n=0

ó:o

tr(x)

Teorema 4.10 - Seja G=A.X, produto semi.-di.neto, onde Aa G

ê um subgrupo p-abeliano elementar de ordem pd e X é u:n

grupo abeli.ano que age fiel e irredutivelmente sobre A.Su

ponhamos que IXj=Pa-l, e seja (5= E x(a.,-l), com x(X e

x(A. Nestas condições, valem:

x(X

i) Seja X:A--'--> C uma representação não-tri.vial

de grau 1, e seja T=XU a representação de G induzida por

X. Se co é uma raiz p-ésima prima-uva da unidade e R=U]co] ,

podemos supor que o espaço de representação de T é RX. Se
T(ó):0(mod(u-l):), então 6;0.

i.) Se (5(IK(G,A) e (1+(5)P=1 (mod 2ZG l(A)p+l),enl

tao

129U9Bgt=gç99 - i) Pelo Lema 4.8, podemos supor que o empa

ço de representação de T é RX. Suponhamos, então, que

T({5):0 (mod (co-l)'). Como ó= EX x(ax'l), obtemos que, pg.

ra todo yex,

T( E., x(ax -l) )y c (U-l) :RX,
x(X "

Isto é,
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E (X (a:l) -l)xy € (u-l) 'RX
x(X '

Fixamos xcX, e seja a=av' de modo que vale

X(ay)-1:0 (mod (u-l)z). Como X(ay) é uma potência de

ur segue, pelo lema 4.2, que X(ay)=1. Logo X(ay)=1 ,

vyeX. Adorar se a#l, o conjunto {aylycX} gera Ar por -

que A ê um X--módulo irredutível. Logo, se a#l, X é a
representação trivi.al de A, o que contrari.a a hi.põtese.

Logos temos que ax-a:l

Asse.m, para todo xcX, temos que av=1, donde

ii) a) Pelo Corolário 4.6, existe um isomor

cismo y de A sobre o grupo aditivo de K=GF(pu) e um i.

somorfismo @:X----» K+, tais que

y (ax) = 4) (x) y (a)

Definimos uma representação não trivial de

grau l de A tomando uma raiz p'ésima primitiva da uni-

dade to(C e consi.derando X(a)=utr(y(a)) , Va.A, onde

tr:K-"""> GF(p) é o traço, definido acima. É imediato .(}le

X:A---'> C ê, de fato, uma representação não-tri.vial de

A. Seja T=X(' a representação induzida por X; pelo item

(i.), podemos supor que o espaço de representação de T

ê RX. Ainda pelo 3.tem (i), é cl-aro que basta provarmos

(]ue T (6) :0 (mod (u-l) : )
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Como 6(Z:G l(A) , podemos, pela Proposição 4.9
obter um operador S(6) :RX--"--' RX tal que T((5)=(u-l)s(8)
Ê cl-aro, então, (]ue basta provar que S(ó):0 (mod(u-l))

Dado clcUG l (A) , podemos reduzir S (a) :RX------>RX

módulo <u-l >, obtendo

S (a) R x .....- ......B.
<u--l > < co-l>

X

Pelo Lema 11]..1.3, temos que ---B--- = GF(p) , donde ob-
<u-l>

temos que S(cl):GF(p)x-"---' GF(p)X. Finalmente, como

K=GF(pu) r podemos, por extensão de escolares,supor que
S(a):KX------ KX. Ainda, S(a):0 (mod (u-l)) se e sÕ se

S(a)-0; logo, basta provarmos que g(.S)=0

Analogamente. dado x(G, podemos reduzi.r

T(x) :RX----+ RX módulo <u-l>, obtendo, como acima,um ope
redor T(x):Kx---'+ KX. Observamos ainda que, colho

r(x(a-l))=T(x) T(a-l), temos que

S (x(a-l)) T (x) S (a--l) Vx(X Va.A

Além di-sso, como (l+(S)P:l (mod ZaGI(A)p+l)

pela Proposição 4.9 segue que -S(t5)+S((5)P:0(mod u-l)

b) Como X(a):utr(y(a)),temos que. pelo lema
4 . 3 (a) ,

-!S.2.-=1 ül+rn+. . .+,.,try (a) -l:.-''.T"'T...'FLO ' =tr('y(a))(n\od u-l)
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Como S(a-l)y T(a-l)
n--l

-!!!!.!-::ll:y : tr y(ay)y (moda-l),
m-l

y))y=tr(4)(y)y(a))y, Vaca,VycX.Sg.

, a base de KX obtida no lema 4.7;

Observamos então que, como

E +(x)'x x, temos (lue. vy(X,
xcX

i;(y)ej.-yei=} EX (x)'zyx=$(y): } EX '}(yx)'z yx ='}(y)zc:j.

Logos para todo ycX, a matri.z de T(y) em relação a esta

base é diagonal, da forma

0 (y) '

+ (y)
0

0

} &) '-'L

Dado acA, temos

g(a--l)cj:ã(a-l) } EX'P(x)'j x

+ E @(x)'j g(a-l) x
' x(X

   
temos que S(a-l)y=(try(a

ja ( c., r Cr--l}, r=pd--l
lembramos

'Ne c:j.É:j'6j.j'l
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E (b (x) 'Jtr (@ (x) y (a) ) xx(X

d-l n n
E 1 4) (x) '] E ®(x)P y (a)P x]

xcX n=0

d-l n . .. n

n=O y (a)P L xEX$(x) 'J'rP x]

d--l n

Logo, temos S(a-l)cj- EO (a)P cj.pn, a'A, onde j e

n são tomados módulo r

Então, como 6= E x(ax-l), temosXcX '

g(õ) E .= E 'í(x) g(a -l)c .
' ] x.X ' x ' ]

d--l n . n

xcx n:0 y(ax)P $(x)]'P cj.pn

d--l -n. . n

n=O x.X(y(ax) $(x)P ]'l)P cj.P

então, para todo i (tomado mÕ

6:= E $ (x)z y (a..)
' XcX

] P

n

Definindo, dulo r)
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g(6)Cj:nEI((5p-nj-l)pn E:j-pn.
(+)

c) Seja (S(i,ij)) a matei.z de g((5)em relação à

base teor . . . rE:F-lll isto é,

E S (i, j) c::
i mod r

Então a e(]uação (+) implica em que S(i,j):0 exceto se

j--i.:p (mod r) para algum n.

Tomando n=0 em (+), obtemos que

s (j , j+l-) õj' Vj mod r

Como já foi observado no 'ztem (a) , temos que

-s(6)+s(6)P=0(mod(u-l)); logo g(ó)=S(õ)P. Fazendo o prg

duto de matei.zes, obtemos que

S(i.,j)= E s(i,m:)s(m:,m:)...S(mp.I'j)'(J'+)
m: r . . - ímp--l '

Ccxro S(i,j)=0 exceto se j-i:p , vemos que a soma se

duz aqueles(m:,..., mp-l) tais que m.-i

são todos potências de p módulo r

Suponhamos, então, que S(i-,j)#O. Então, para

êdda termo (m:,...,mp-l) ggg aoarece 2g soma, temos

f m m2
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(m:-i)+. ,+(imP-l)-i-i:p (mod r),

donde obtemos

n
+ P P p (mod r)

Pelo Lema 4.1, segue que

P : p l (mod r), i=1,2,...,P.

Logo, a soma em (++) se reduz a um ünicoter

:n
P (mod d) e

S(i,i+pn) = PlllS(i.+mpn'l,i.+(m+l)pn'l) . (+#+)m=0

Substitui.ndo, então, n;l, obtemos

p'l

S(j.,i+P)-mlt.0 S(i+mo' i+m.+l)0

('';* t + )

e, substi.ruindo n=2,

P l

S(irj.+P2)=m:.OS(i.+m:p, i+(m:+l)p)

A.gõrãí Substituindo (++++) nesta última equação, obtemos

s(j.,j.+p:)::n n s(i-m.pm. , j--m.pm.+i)
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Prosseguindo dessa forma, obtemos

s(i,i+l)= n
mH.l

n n s(imd.IEd'l+.
mi mo

. -m:Énn. , imã.l d'l+. . . -tm:ll)m.+l)

Adorar como md-lpd'l+.. +m:pomo' 0< ms< p'l é a expansão dos

inteiros de 0 a r na base p, obtemos que

S(i, j.+l) =S(i, j.+l) S(i+l, j.+2) s(i-l,j.)s(i,i+l),

para todo i (tomado módulo r)

d) Finalmente, como (5el-k(G,A) ,temos que

1,

donde, aplicando y, vem

0
k

E 4) (x)'' y (ax)X
õk

Como S(k,k+1):(5k, segue que S(k,k+1):0, donde ob

temos imedi-atamente (;lue S(i-,i+1)=0, para todo i. Como nova

mente, S(i.,i+].)=(5], obtemos que (5l=0, para todo i, donde.
por (J'), S((5)=0, provando o teorema.
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Teorema 4.11 -- [Cliff. Sehga], Weiss, 19801 . Seja G um

grupo metabeliano finito, e suponhamos que G=AX, onde

A'a G, A é p-abeliano elementar e que X é abeli.ano e age

fi.el e irredutiveln\ente sobre A. Se (5(1x.,(G.A) e (1+(5)rl

(mod mG l(A)p+l), então (5.mG l(A)'

QgBgBEEr.ãç99 ' Pelo Corolário 4.6, temos que IXll pa-l

onde IAj=pa. Distinguimos, então, doi.s casos:

i) IXj=Pa--l. Neste caso, pelo Lema 1.3.9, co

mo (5clK(GTA) ' mGI(A). podemos escrever (S na forma

6
x.X (aX'l) + cl

com a eA e cl(MG l (A) ' Então, pelo Lema 3.5, temos que

(1+6)P=(1+cl+ E x(a.,-l))P=(1+ E x(a..-l))P(mod nGI(A)p+l)
xeX '' x(X "

Logos como (1+(5)P:l (mod mGI(A)p+l), vem que

(].+ E
XcX

(mod aG l (A)p+l) ,

e, pelo Teorema 4.10, segue que E x(a,,-1)=0, dondex(X

(5e a(aGI(A)z , provando o teorema neste caso.



170 l

ii) Se IXl< Pa-lr seja X: um grupo cíclico de

ordem pa-l contendo X, e seja $: :X:----> K+ um isomorfi.smo

que estende o homomorfismo $:X----> Kt dado pelo Corolário
4 . 6.

lXa Y

Seja Gi= A.Xi o produto gemi.-direto,com a açao
de X. em A defi.ninfa por

('P: (x) y (a) ) Vaca. Vx(X: ,

onde y ê o i.somorfismo y:A'----> K do Corolãri.o 4.6.É ime-

diato, então, que.GcG., e como G=AX, Gi=AX. e XcXt,temos

lk(GTA)'lk(GIRA). Logo, 6(IK(Gira)r e como lx. lapa.l,se-

gue. pelo caso. (i), que (5€mG. l(A)'. Pias, como â(mG, ob-
temos que (5(ZZG l(A)2 , e o teorema esta provado.

Podemos, agora, obter o resultado central des

ta seçao.

Corolário 4.12 - [Cliff, Sehga], Weiss, 1980]Se G=A.X,on--

de A'a G , A é p-abeJ-cano elementar fi.nato e X é abeliano

e age fiel e irredutivelmente sobre A, então o subgrupo

V (mG) n (l+li,. (GfA) )

é livre de torção, para todo k(m
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PSUgegt:açgg ' Seja clcV(ZIG) n (l+lk(G,A))r e ponhamos

cl=1+6, com (Sclk(GTA) . Suponhamos que, para algum pri-

mo q, clq=(].+(5)q-l. Então:

a) Se p/q, então (5=0 pelo lema 3.1

b) Se p=q, então, pe]o Teorema 4.].1, segue

que 6cZ:G l(A)z, donde, pelo lema 3.2. (5=0.Logo,a=1,e

V(aG) n (l+lk(G.A)) é livre de torção.

5. CASO GERAL

Jã provámos que o subgrupo V(ZG)n (l+lt,.(G,A) )
é ].lvre de torção se G=AX e X age fi.el e irreduti.vel-

mente sobre A. Nesta seção, provaremos que o mesmo va

le para G metabeliano qualquer. Estudaremos, pri-melro,

o caso em que G cinde sobre A, passando, depois,ao ca

se metabeli.ano geral. Para i.sso, prece.saltemos de vá-
rios resultados preliminares.

Lema 5.1 - Seja G um grupo fi-ni.to e A um subgrupo nor

mal abeliano de G. Se Ha G e líH:z:G ---"-+ Z: G/H é a pro

jeção natural, então, para todo k(2Z, tem-se que

rH(lk (G,A) ) c lk(G/H. IÍH(A) )

Basta notar que (5=Enj.gi(ai-l) (lk(G.A) im
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k

« ..::,':l

k
n: g

1, donde líR(n (aj.z)'z):l, el
placa em que

H (lln (aj.)ni)lrH(gi)kl
portanto 1. Logos xl:l (6)

2 nilíU(gi)(líR(ai)-l) c lk(G/H, vN(A))
l

Proposição 5.2 - Seja G=AX um grupo finito, com A4 G,

A n X=1, A e X abelianos. Se existe um subgrupo central

de G contido em x, não tri.viam, então

V (mG) n (l+lK (G,A) )

é livre de torção, para todo keZ:

!29UgBgt.r.Bçg:g ' Usamos Indução em jGI , observando que o

caso IGl=1 ê trivial

Seja, então, u(V(mG) n (l+lk(G,A)), e suponha

mos que uP=1, para algum pri-mo p. Como fl< X, então G/H

cinde sobre A (isto é, G/H;A.X/H) . Seja v:Z:G----> Z: G/H a

projeÇão natural; escrevemos G=G/H, A=lí(A) e. dado clcaG,

poremos cl-n (cx)

Como v(]k(G,A)) c ]k(ã,Ã). pe]o ]-ema 5.1,temos

que u:l (mod lk (G.A)) e uP=1. Logo, por i.ndução, u=1 em
2ZG , donde u:l (mod mG l (H) )
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Seja { l,g2r

Podemos escrever

,gn} uma transversa] para ]] em G

n

u=1+a+ZE2 l l om a,aic l(H)

u=h

Nestas condições, como 1/ supp ( E g: cl:), temos que. se

].csupp(u), donde. pelo Teorema 1.2.4, u=l

Por outro lado, se a/O, então existe h(H tal (]ue

h(supp(u). jã que supp(a)cn e supp ( E g: a:) nH = +. Mas,
4 --") ü -L

então, apJ-icando o Teorema 1.2.4 a uh'l , obtemos que

Mas G n (l+lk(G.A))=1, pelo lema 2.1(d) , donde u=1, provan
do a proposição.

n

2l

0, entãoa

E:9e9g.]:Çãg..ã..:.! - Seja G=AX um grupo finito, com Aq G,

An X=1, A e X abelianos, e seja B um subgrupo normal de G

conta.do em A. Se existem Bi q G, Bz q G, nao tri.vivi.s, tais
que B=B.xB,, então

V(mG) n (l+lk(G,A) )

ê livre de torção, para todo ke2z

QgU99Etr.gçqg ' Usamos indução em IGI, o caso IGj=1 sendo
trivia].
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Seja vi:Z:G----+ Z: G/B. a projeçao natural, e tg

demos u(v(aG)n (l+lk(G.A)) tal que uP=1, para algum pr.l
mo p. Então, como na demonstração da proposi-ção anteri.or,

segue por i.ndução quer:(u)-lr donde u:l (mod mGI(B:))Da

mesma forma, obtemos que u : l (mod aG l(B,))

Logo,

[ (mod mG ]. (B. ) n mG -[ (B, ) ) ;

e, pelo lema 1.3.11, temos que aGI(B:) n ZãG l(B,)

= mGI(B:) l(B,), donde u:l(mod mGI(Bi) l(B2)). Mas,cg

mo B. c A e B: cAr vem que Z:GI(B:)l(Bz) c aGI(A)2. Logo,
u:].(mod mGI(A):), donde, pelo lema 3.2, segue que u=1.Ag

sim, neste caso,

V (mG) n (l+lt.. (G.A) )

é livre de torção, Vk(m

!29Êj:.!!jgao - Seja G um grupo fmi-to e Bq G. Dizemos que B

é i.ndecomponzvel em subgrupos normal.s se B=B. x B. com

com B.'qG e B.aG i-mpla.ca em que B.- <1 >.ou B2= <1 >.

Dessa forma, a Proposição 5.3 nos permite rede

zir o problema ao caso em que G=AX e todo subgrupo de G

contido em A é i.ndecomponivel em subgrupos normais. Em

particular, como A'a G, obtemos um corolário i.mportante
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Çorolãrio 5.4 - Seja G=AX um grupo fi.nato, com A4 G,

An X-l, A e X abeli.anos. Se u(V(aG)n (l+ll,.(G,A)) sa-

tisfaz uP=1 para algum pri.mo p e A não é uin p-grupo,
então u=l

DSne gEiiaçag ' Em pri.mei.ro lugar, observamos que, se

A não é um q--grupos para algum primo q, A pode ser es

cri.to como o produto dos seus subgrupos de Sy].ow(que

sao normal.s em G porque A é abeli.ano)

Pela Proposição 5.3, V(Z:G) n

livre de torção, donde u=l
(l+lk(G,A)) e

Por outro lado, se A é um q-grupo e q/pote

mos que u:l(mod aGI(A)) e uP=1, donde, como pt IAI,
segue pelo l.ema 3.1, que u=l

Lema 5.5 - Seja x um grupo abeliano fi.nato e p un pri.

mo. Então existem subgrupos xP'a Xr X.a X tai.s que

X;XP x Xor Xp é um p-grupo e p t lx..l

esu9nat=eçãg imediato

!2SgJ=n.3=çag ' Seja x um grupo finito e p um número pri-
mo.

i) Um subgrupo xo< X diz-se um
s' p 'F lx.l

ii) Um subgrupo x. q X diz--se um

!g.:.gg..!!gl.l.de X se exi.ste XP'a X tal que Xo é um p

f

l

-subqru

-subqru
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subgrupo ê um p'subgrupo de X e X

Antes do nosso próximo resultado significa

tive, necessitamos ainda de mais um lema.

Lema 5.6 - Seja A um grupo p'abeli.ano elementar fmi

to. Se ctcMA e pa ( l(A)p+l, então acl(A.)'

QgUgDgt.:âçBg ' Seja clcaAr e suponhamos que pclcl(A)p+l.
Então é claro (]ue a(l(A), e, pelo corolário 1.3.6,exi-.g

te a(A tal (]ue c!:a-l(mod l(A):) . Logo, basta provar o

Teorema para o caso cl=a-l

Suponhamos,então cl=a-l. Queremos provar que

clcl(A):, o que. pelo Corolário 1.3.6, é e(luivaJ-ente a

provar que a=l

Se a/l, seja X:A----> C uma representação l.L

Real não-tri.viam de A, com X(a)= u, onde co é un\a raiz

p'ésima pri.motiva da unidade. Estendendo X Z: - linear.

mente, obtemos um homomorfismo X:Z:A ---'-» m [ u]

Agora, X(p(a--l))=p(u-l)e X(l(A)p+l)-X(l(A))p+l

=(u-])p+l a]u] . Portanto, p(a-l)(l(A)p+l implica em

que p(u-]) c (co-])p+l a]u] , o que é absurdo, pois

(u--l)p'llp e (u--l)Ptp- Logo, devemos ter a=.L, e o lg.

ma esta provado

Teorema 5.7 - Sejam G=AX, Aa G, AnX=1, A e X abelha

nos. Suponhamos que A é um p-grupo abeli-ano elementar

para algum pri.mo p, e que um p''subgrupo de Hall X.
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de X age fiel e irreduti.velmente sobre A. Nestas conde.-

ções, se {5clk(G,A) e (1+(5)P:l (mod 2ZGI(A)p+l), então
6 € aG l(A) :

eEn9nEt;igçãe - Escrevemos X=X. x XPr onde xP ê o p-sub

grupo de sylow de x. Usamos indução em lxol

IXPl:l é o Teorema 4.11,de modo que

não hã ncada a demonstrar

i) 0 caso

ij-) Suponhamos que IXPI > 1, e seja BÔCA(xp)

Como o caso IAl=1 é tri.vi.al, padeiros supor IAI/l. Como

AXp ê um p-grupo e A'l AXpr temos que

A n Z(AxP) / l,

e como A n z(AXp) 'CA(Xp)r segue que IBj#l. Além disso,é

imediato que B4 G. e portanto B é estável pela ação de

X.. Como X. age i.rredutivelmente sobre A, segue que

B=A. Logo, CA(Xp)-Af donde segue que XP c Z(G)

Tomemos xcXP com xP:l, x/l. Como xp'z(G), tg

mos <x> '] G. Seja, então, -:nG"-"--> Z:G/<x> o epimor-

fi.smo natural. É i.mediano que. por indução, devemos ter
(5c&ê l (Ã) : , de modo que

6
Cl+ (5: , onde qc 2ZG l (A) :e (5l nG l (<x > )
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Do lema 3.5, vem que

(1+6:)P=(1+(S-cE)P:(1+(5)P(mod mGl-(A)p+l)

de modo que temos (1+6.)P:l (mod ZZGl-(A)p+l). Então, pe
lo lema 3.4, segue (]ue

p': ''' 't' (mod mG l (A)p+l)

Além disso (5.(mGI(<x>) n mGI(A)-aGI(<x>)1(A), pelo

lema 1.3.11. Como l(<x>)=(1-x)m<x>, e pelo lema 3.3, tg.

mos:

1 ( < x > )P. (l-x)Pa <x> :P (l-x) Za < x>

e

P MG l (A) c mG l (A)P

Logos

(Sf) .(l-x)P nG l(A)P = p(l-x)mG l(A)P c

c (l--x) mG l (A)p+l . mG l (A)p+l

Assim, como p6i+(5P:0 (mod aGI(A)p+l) e tam-

bém õt) ( mGI(A)p+l, segue que p(5.(ZãGI(A)p+l. Escreven

do (5. = E x CEv' com a.K ( Zoar vem que, comop(5.(aGI(A)p+"l,,, #\ d\Xc.X

pci. ( l(A)ptx, para todo x(X. Logo, pelo lema 5.6,a.cl(A)2,
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para todo xcX, donde (5: ( aGI(A)z. Como 6:(5: (mod aGI(A)2),
segue que (5(nG l(A) z, provando o teorema

Usando este teorema, poderemos estender o Corola -

rio 4.12 para o caso em que G cinde sobre A, sem hi.põtese se
bre a ação de X. Para tanto, necessitaremos de alguns resul-

tados preliminares da teori.a de gruposr alguns dos quais se

rao ci.tados sem demonstração.

Teorema 5.8 - Seja xPxXo um grupo de automorfismos de um p-

-grupo A, com xP um p-grupo e X. um p'-grupo. Se X. age tri.

vialmente em CA(Xp), então X.=l

Psn90aEtaçã9 l Gorenstein, 1968. Theorem 5.3.4]

Teorema 5.9 - Se X. é um p''grupo de automorfismos de uin p-

'grupo abeliano G que age trivialmente em s2. (G)=Íg(GjgP=1] ,
então X.=l

Demonstração [ Gorenstein, 1968, Theorem 5.2.4]

Çglglãrio 5.10 - Seja G=AX um grupo fmi.to, com Aa G,An X=1,
A um p--grupo aboli-ano e X um grupo abeliano. Escrevemos

X;X.x XP' onde X. é p'-grupo e xP é p'grupo. Então CA(xp)/l

e, se X age fielmente em A, X. age fielmente em CA(X.) e em

B;Ç2 : (CÀ (Xp) )
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Beu9ngE=eçe:9 ' Como A«Axn e AXo e p-grupos temos que

l/An Z(AXP) 'CA(XP) ' Logo CA(XP)/I' Suponhamos, então,

que X age fielmente em A. de modo que X pode ser olhe.

do como um grupo de automorfi.smos de A.

i) É claro que CA(Xp) é estável sob a ação

de X.. Queremos provar que esta ação é fiel. Seja, e2

tão, xcX. tal que x'x a x = a VacCA(Xp), e considere-

mos o grupo Xn x < x > que é claramente um grupo de ay.

tomorfismos de A que satisfaz as hipóteses do Teorema

5.8. Logo, < x> =1, donde x=1. Assim, X. age fielmen-

te em CA(XP)

ii.) Como X. age fielmente em CA(Xp), posso

olha-lo como um grupo de automorfi-smos de CA(Xp) f que

é um p'grupo abeliano. É claro que B=ç2. (CA(Xp)) é es'
+-=\rnl ent\ n an;n dc, Y

'Y-' '' ''0

Seja x(X. tal que x'x b x = b, Vb(B,e con-

sidero < x > < Xn' Então < x > é um pP-grupo de automor-

flsmos de cA(xp) que age trivi.aumente sobre sz: (cA(XJ),
donde, pelo teorema 5.9, temos < x> =1, i.é, x=l

age fielmente sobre B.



181

Teorema 5.11. - (Teorema de Maschke generalizado) . Seja

G um grupo e R um anel com unidade. Então RG ê semisi.m

pies se e sÕinente se as seguintes condições estão verá
fi.cadas:

(i) G ê fi.nato.

(ii) IGI é invers'xvel em R.

(ii-i) R é um anel semisimples

[ Polcino Mi]ies, 1976, Teorema 7.11j

PTQposição 5.12 - Seja G um p'--grupo de automorfi.amos

de um p-grupo abeliano elementar V, e suponha que V. é

um fatos direto de V que ê G-i.nvariante.Então V=VixVz,
ê G-invariante

QsugugEi:eça9 - Escrevendo V aditivamente, é imediato

que V possui. estrutura de Z:n- espaço vetorial de di
mensal finita. Logo, podemos definir em V urna estrutu

ra de Z:nG-módulo, de forma natural

Pelo Teorema 5.11, 1a G é semisimples; logo

V é um z:P G-módulo compJ-etamente redutível, i.sto é, tg

do ZlnG-submÕdulo V. de V é somando direto. Mas é isto

que afi.rma a proposição.

!glQÊõ$ii:êç.5.13 - Seja G=AX um grupo finito, com A4 G,

Àh X:bli Ã um p-grupo abeliano e X um grupo abeli.ano.Es

dféVêMõs XüXo x XPI onde Xo ê p'-grupo e XP é p'grupore
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seja B;Q: (CA(Xp)) . Então, se X age fielmente em A e B é
indecomponSlvel em subgrupos normais de G, Xo age fi-el e
irreduti.velmente em B.

Qeue EEteçBg ' Segue do Corolári-o 5.10 que B#l e que

Xo age fielmente em B. Seja Bi < B, e suponhamos que Bi

ê estável sob X.. Pela proposição 5.12, segue que temos

Bebi x B r onde Bi e Bz sao estáveis sob Xo' Mas e ime

diabo que, como BI, B2c CA(Xp)r Bi e Bz são estável.s sob

AXp' Logo Bi 'a G e B2 4 G. donde, como B e indecomponJ=

vel em subgrupos normais de G, Bi=1 ou Bz=1. Logo Xoage
irredutivelmente em B.

Passamos, agora, a nosso segundo resul-todo im

portante, nesta seçao.

Tçg;.Sng 5.14 - Seja G=AX um grupo finito, com A'a G,AnX=1,

A e X abe].canos. Então

V(mG) n (l+lk (G,A) )

é li.vre de torção, para todo kcM

llgugDgEr.gçãg ' i) Observamos, em pri.melro lugar, que pe

]-a Proposição 5.2, se X contém um subgrupo central de G,

então V(aG) n (l+lk(GTA)) é livre de torção. Da mesma

forma, segue da Proposição 5.3 que o teorema vale se e-

xiste um subgrupo normal de G conta.do em A que seja de-
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m produto de subgrupos normais de G.

Seja ucV(aG)n (l+lk(G,A))r e suponhamos que

uP=1 para algum pri.mo p. Se A é um q-grupos para p#qr

temos u=1 pelo Corolãri.o 5.4. Logo, podemos supor que:

a) A é um p--grupo,

b) X não contém nenhu

de G.

c) A não contém nenhum subgrupo normal

de G decomponivel como produto de
subgrupos normal.s de G

componSlvel nu

subgrupo centra].m

ii) Supondo uP=1 e supondo que G satisfaz
(a), (b) e (c). queremos provar que u=1. Fã-lo-emos

por indução em IGlr observando que o caso IGl=1 é trl
viam

Escrevamos x=xP x Xof Olade XP é um p-grupo e
X. é um p'-grupo. Se exi.ste xcX tal que x'l a x - a .

Vaca, é claro que <x> cX é um subgrupo central de G,
contra a hipótese (b) . Logo X aqe fi.elmente em A. Pon

do B=Ç2: (CA(Xp)), temos, por (c), que B é indecompon''t'

vel em subgrupos normal.s de G. Logo, pela Preposição
5.13. X. age fiel e irredutivelmente em B/l

Seja, agora, u=1+(5, com l5(IV(GfA). Como

lnl > 1, temos, por indução, (blue u:l (mod mGI(B)),de

Mõdõ que 6(mGI(B). SejaÍa.,...,an} uma transversal
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para B em A Então, podemos escrever

6

n

*?* ::: * ': ':*'

com BI . € -[ (B) , VxcX, i=1, ,n. Sejam, então

a x(X i=1 (ai'l)Bix e 6-:xEX j.Elx í3ix'

de modo que '5=cl+â., e CEcmGI(A)l(B). Além disso,como

õ(lk(G,A) e acmGI(A)2 clk(G,A), temos também que

6. e]k(GTA) . Se pusermos, então G. =BX,segue (]ue â.clk(Gi,B)

Agora, pelo Lema 3.5, temos que

1= (1+(5 ) P= (1+cl+6 . ) P (1+6. )P (mod ZG l(A) -[ (B)P)

Além disso, como 6 . (aG., temos

1:-(1+(S])P(mG l(A) l(B)P n mG. =mG. l(B)p+l,

pelo lema 3.6. Logo, (1+(5.)P=1 (mod aG. l(B)p+l).Como
B é p-abeliano elementar, G.=BX e X. age fiel e i-rre-

dutivelmente sobre B, segue. pelo Teorema 5.7, (!ue

ÓI ( ZÕG: l (B) 2 c aG l(A) 2

Como clcMGI(A):,segue que (5eUG l(A)z, e. pe
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lo lema 3.2, segue que (5=0, donde u=l Logo,

V (2ZG) n (l+l-t,. (G,A) )

ê livre de torção, como se desejava demonstrar

Resta, adorar generalisar este últi.mo resulta

do para grupos metabe].i.anos quaisquer. Para tanto, usa

remos uma construção clãssi.ca da teoria dos gruposr o

produto orlado("wreath product")

2S!.}nj::çgg ' Sejam A e B grupos finitos. O produto orla

do de A e B é o conjunto A2B={ (f.a) la(B, f:B->A}, ntuni

do do produto dado por

(f. ,oc. ) (f: ,a: ) (g , cl : a , ) .

onde, VÍ3 € B, g(f3)=f.(13)f,(Bcl.)

É i.medi.ato observar que

B (produto sen\i-di.neto),

onde AB.{fjf:B'rA} e a ação de B em AB é dada por

fP(a.)=f(aB), Vf3cB. Dessa forma, segue imediatamente que

At B é um grupo. .A propriedade fundamental, para nÕs,des

ta construção é dada pelo próximo resultado, que não se
rã demonstrado aqui
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Proposição 5.15 - [ Huppert, 1967, Satz 1.15.91 . Sejam

A'a G e X=G/A grupos finitos. Então existe um monomor-

fismo T:G-' AZ x, satisfazendo T (A) cAX e também

n.l X-Ax.T(G)

Podemos, agora, obter nosso resultado funda

mental

Teorema 5.16 - [Cli.ff, Sehga], Weiss, 1980] . Seja G

um grupo metabeliano fmi.to, com A'} G e A e G/A abe-

lianos. Então, para todo k(m, V(aG) n (l+lk(G,A)) é

livre de torção.

QsueeeE:eçBg - Seja X=G/Ar e ponhamos ê'AI X,Ã:;PIXcAt X

Pela Proposição 5.15, existe um monomorfismo x:G -> ê,

Ã4 ã, õ=Ã.X, produto semidi-Feto, ê=Ã.'t(G) e T(A)cÃ

Como A ê abeliano e Ã=Ax, Ã é abeliano. Logo, Õ satis-

faz as hipóteses do Teorema 5.14. Estendemos T a um

monomorf esmo T : Z: G -> Z:G .

Como T(G) cG e 't(A)cÃ, T(2ZGI(A))cmÕI(Ã)

Queremos provar (lue 'r(lk(G,A)) c lk(õ,Ã). De fato, se

g (a-l) ( ZaG l (A) , temos que

T (g (a-l) ) =1 (g) (l (a) -l) ( ZaÕ l(Ã),

e é i.mediano que

v($k(g(a-l))) - T(agk) . T(a)T(g)k

-+k (l (g (a-l) ) )
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Logo T ' $k : 4)k' T nos geradores de nGI(A)r donde

r ' +k ' $k' 't' Mas então segue imediatamente que

T (lk (G.A) ) c lk(Õ,Ã)

Seja, então, u (V(mG) n (l+lk(G.A)). e supg

nhamos que uP=1, para algum primo p. Então temos

T (u) c V(ZZÕ) n (l+lt.. (ã,Ã) )

e T(u)P;l. Pelo Teorema 5.14. T(u)=1 e, como [ é mono

morfismo, segue que u=1. Logo,

V (mG) n (l+ll,. (G,A) )

é livre de torção, como queríamos provar

Podemos, então, resumir os resultados deste

capitulo para grupos metabel i.anos fi.netos:

Teorema 5.17 - ]C]i-fí, sehga], Voei.ss, 1980] . Seja G

um grupo metabeli.ano fmi.to, e seja A< G um subgrupo
norma]. abeliano. Definindo

Nk(G,A) V(aG) n (l+lk(G,A) ) r

ÉÓüog quó:
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i) Se G/A é abeli.ano de expoente 2,3,4 ou 6,

então Nk(GTA) é um complemento normal livre de torção
para G em V (Z:G) , para todo k( m ;

ii) Se G/A é abeliano de ordem ímpar, então

G possui um complemento normal li.vre de torção em V(mG),

(]ue ê umaextensão de Nç;(G.A) por um grupo abeliano li-

vre finitamente gerado, onde S=; ([ G:A] -])

Consegui-mos, desta forma, uma solução parci-

al para o problema da obtenção de complementos normal-s

para G em V(Z:G) . Restaria estudar o caso em que G/A

é abeliano de ordem par e nâo se inclui no caso (i);va

le observar que o Exemplo 2.4 mostra que os complemen-

tos obtidos neste capítulo não são adequados nesse ca-

so, que, parecem exigirá o desenvolvi.mento de métodos

diferentes.
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