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INTRODUCAO

O estudo da estrutura algébrica dos anéis de grupo, e
especificamente o estudo do problema do isomorfismo e da es
trutura do grupo das unidades, tem atraido a atengao de mui
tos matematicos durante as Ultimas décadas. Parece-nos ha
ver muitas razoes para isto. Os anéis de grupo nasceram li
gados a teoria de representagoes de grupos, e ha certa ra-
zao para crer que seu estudo prove ser relevante nesta area,
e até na propria teoria dos grupos. Além disso, ha inUmeros
problemas abertos em relagao a estrutura algébrica dos anée-
is de grupo, e sua resolugao parece que envolvera técnicas
da teoria dos grupos e das representagoes, da teoria de a-
néis e da teoria algébrica dos nimeros. Esta amplitude de
técnicas aumenta a atragdo deste estudo. Finalmente, os ar-
gumentos usados muitas vezes envolvem calculos explicitos,o
que da a teoria um cardter concreto e uma aparéncia engano-

samente "simples".

E o interesse deste estudo que explica a extensio des
ta dissertagao. Planejada originariamente como estudo do
problema do isomorfismo, seu aspecto foi totalmente modifi-
cado pelo surgimento, primeiro, do trabalho de D.S.Passman
e P.F.Smith, e, depois, do trabalho de G.H.Cliff, S.K.Sehgal
€ A.R.Weiss. Diante do interesse e da importdncia destes tra

balhos, era imperativo inclui-los.

A parte o capitulo de preliminares, este trabalho se



divide em trés partes quase independentes. O capitulo II dis
cute o problema do isomorfismo para anéis de grupo de grupos
metabelianos sobre anéis de integridade, obtendo um resulta-
do parcial. O capitulo III contém varios resultados sobre a-
néis de grupo de grupos diedrais sobre os inteiros, incluin-
do uma descrigao explicita do grupo de unidades em um caso
particular. O capitulo IV trata da existéncia de complemen -
tos normais livres de torgao para G em V(ZG), um problema

que tem atraido muito interesse nos Ultimos anos.

Nenhuma dissertacao deste tipo pode ser feita em isola
mento; & grande o numero de pessoas que nos ajudaram, incen-
tivaram e que de algum forma participaram do trabalho. Den -
tre eles, cumpre lembrar.a ajuda e o estimulo de nosso orien
tador, Prof. César Polcino, as conversas interessadas de nos
sa colega Heloisa Borsari, a paciéncia e o trabalho de Mar-
cia Fani Franco Perez, responsavel pela datilografia, e, aci
ma de tudo, o amor de minha esposa. A estes, e a todos os que

ajudaram, agradecemos de coracgao.

Passados grande trabalho e quase dois anos, é-nos ex -
tremamente gratificante encerrar esta etapa. Com gratidao a
Deus, citamos a exclamagao de um desconhecido escriba medie-
val, ao concluir um trabalho especialmente trabalhbso e deli

cado:

FINIS, FINIS, FINIS,

LUDENDO DICIT!

Fernando Quadros Gouvéa

Agosto de 1981
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I. PRELIMINARES

Apresentamos neste capitulo alguns resultados
basicos sobre os anéis de grupo, seus ideais de aumento
@ seus grupos de unidades, dando, em alguns casos, enun
ciados mais gerais do que os que sao normalmente cita -
dos. As referéncias basicas para este capitulo sao [ Pol
cino Milies 1976], [ Sehgal 1978] e [Passman 1977]. Quan
do os resultados mencionados ou as demonstragoes dadas
nao constarem destas, serdo dadas referéncias especifi-

cas,

§ 1. DEFINICOES E RESULTADOS BASTCOS

No que segue, R denotara um anel comutativo
com 1, G um grupo finito e RG o anel de grupo de G so-
bre R, definido como o conjunto das combinagoes R-linea

res formais do tipo

a= 2 o(g)g , com a(g)e R ¥geG,
9eG

munido de soma e multiplicagao definidos por

Zoalglg+ X B(g)g = X (a(g)+B(g))g
g G g <G gc G



( Zo(g)g)( Z Blg)g) = Z v(g9)g,
geG geG geG

onde y(g) = = a(h) 8(h tg).
heG

£ imediato verificar que RG, com estas defini-

coes,& um anel com 1. Dados re¢R e a¢RG, definimos ainda

rao = 2 oal(g)g = Z ral(g)g.
geG geG

Com esta definigao, e identificando geG com 1l:geRG, ve-
mos que RG possui estrutura de R-modulo livre com base

G. Definimos o suporte de o=Za(g)g como suppkn={g€G|<x@n#OL

Se H & um subgrupo de G, & sempre possivel con
siderar RH como subanel de RG. Desta forma, podemos dar

a RG uma estrutura de RH-modulo.

Definigéo - Uma transversal para H em G & um sistema com

pleto de representantes das classes laterais a esquerda
de H em G. Suporemos sempre que o representante da clas-

se H e 1leG.

Prop. 1.1 - Seja T={t0, toreeey t,} uma transversal para

H em G. Entao RG & um RH-mo6dulo livre de base T.

mos escrever



G =Ht, UHt, U ... U Htp.

Pondo ay= 2 o(g)g, obtemos imediatamente que

G.=(10+G1+ ) +(1n

€ que os suportes de 0,0 s+ ,0p sao dois-a-dois disjun

tos.

Se geHt;, posso por g=h

gti' com hch. Logo, te

mos que

a,= X2 a(g)g= 2 a(g) hgt, = z alg)hg)t, =8 t,
geI—It:.L ge Hti gthi

onde & claro que By= p) a(g)hg e RH. Logo, podemos escre

ver

a=80t0+...+6ntn, com BieRH.

Resta provar que {t,,t ,...,tp} & livre sobre

RH. Suponhamos que

Y=Y, bty B e sty tn=0, com YieRH,i=0Jq.”,n.

Entao supp(y)=¢, isto &, o coeficiente de todo geG & ze-
ro. Como os suportes de y,t , v t ,..., Yntn sao dois-a-
dois disjuntos (porque supp (yiti1)cHty), segue que deve
mos ter supp (y;tj)=¢, para todo i=0,1,...,n. Logo,

y;ti=0, i=0,1,...,n, donde Y;=0, i=0,1,...,n.

Logo T & uma base RG sobre RH, como gueriamos

provar,



Uma propriedade importante dos anéis de grupo
é o fato de ser possivel definir neles uma involugao,is

to €, um anti-automorfismo de ordem 2.

Definigao - Definimos *:RG—RG por

( 2 a(g)g)* = = a(g)g_l.
ge G ge G

Resumimos as propriedades fundamentais desta
aplicagao na proposigao seguinte, cuja demonstracao e

imediata.

Proposicao 1.2 - Sejam o,BcRG e geG, Entao

1) g% = gt

ii) (a+B)* = o*+B*

iii) (aB)*® B* a*

iv) (a*)*

]

a,
Um instrumento essencial para o estudo da es-

trutura algébrica dos anéis de grupo @ a funcao de au-

mento, bem como, e especialmente, seu nicleo, o ideal

de aumento.

Definigao - A funcao de aumento de RG & a aplicacao

€:RG =+ R dada por

e( 2 alg)g) = Z alg).
ggG (_]CG



E imediato verificar que a func¢do de aumento &
um homomorfismo de R-algebras; seu niicleo & o ideal de
aumento de RG, e sera denotado por I(G) (ou IR(G), se ne
cessario). Deve-se notar que o ideal de aumento & também
costumeiramente denotado por A (G) [ sehgal, 1978] e w(RG)

[ Passman, 1977]. O ideal de aumento desempenhara um pa-

pel fundamental em tudo o que seque.

Dado N um subgrupo normal de G, podemos esten-
der a projegao natural de G em G/N para RG, obtendo um

homomorfismo nN:RG-+R G/N, dado por

Ty Z alg)g) = % alg)g,
ge G ge G
onde g denota a classe de g em G/N. Se denotarmos por

I(N) o ideal de aumento de RN, é imediato verificar que
ker Ty~RG.I(N) (este ideal &, 3s vezes, denotado por

A(G,N)).

Os elementos inversiveis de RG sao chamados u-
nidades de RG, e tormam um grupo multiplicativo, que se-

ra chamado grupo das unidades de RG, e denotado por

U(RG). Uma unidade o <U(RG) serd dita normalizada se

g (0)=1; as unidades normalizadas de RG formam um subgru-
po de U(RG), que sera denotado por V(RG) (este grupo & ,

as vezes, denotado por U, (RG)). Observe-se que

V(RG) = U(RG) n (1L + I(G)),



G < V(RG) < U(RG)

U(RG) = U(R) x V(RG).

Dados u um elemento inversivel de R e geG qualquer, & ime

diato que ug & uma unidade de RG. As unidades desta forma

serao chamadas triviais.

Sejam G e H dois grupos. Um isomorfismo de R-al

gebras Y:RH > RG sera dito normalizado se, para todo o¢RE

e(y (o) )=€(a). Para tanto, & suficiente que V¥heH, e (v (h))=L
Dado um isomorfismo de R-algebras Y:RH » RG, podemos defi

nir:

Y, :RH = RG por

=1

Vv, Zalg)g) = Z alg)(e((g))) "vig).

geG geG

E imediato, entao, verificar que ¥, é um isomorfismo nor-
malizado. Desta forma, quando RG=RH, podemos sempre su-

por que o isomorfismo entre eles € normalizado.

Dado Y:RH » RG um isomorfismo normalizado, te-
mos que Y (H) & um subgrupo de V(RG) que &€ uma base de RG
sobre R. Como H=y (H), notamos que estudar isomorfismos en
tre anéis de grupos &, em certo sentido, equivalente a es

tudar subgrupos de V(RG) gque sao bases de RG.

Defini¢dao - Uma base grupal de RG & um subgrupo de U(RG)




que & base de RG sobre R, Uma base grupal se diz normali-

zada se esta contida em V(RG). Escrevemos RG=RH para in-

dicar que H & uma base grupal normalizada de RG.

-

E claro que, se H & base grupal de RG, G & base

grupal de RH. Desta forma, se RG=RH, podemos definir duas

fun¢oes de aumento €g:RG - R e €, ,:RH + R, e, através de -

H
las, dois ideais de aumento. E importante, entao, notar
que vale a seguinte proposicao, cuja demonstracao & evi -

dente.

Proposigao 1.3 - Seja RG=RH. Entao:

i) eH(a) = eG(a), Yo eRG,
ii) I(H) = 1I(G)
iii) V(RG) = V (RH)

Finalmente, o conceito de produto tensorial nos
permite relacionar R(Glez) com RG, e RG,, e também, quan

do RcS, RG com SG. Dessa forma, obtemos:

Proposicao 1.4 - Seja R um anel comutativo com l, e seja

S um anel comutativo com RcS, Entao, para todo grupo fini

to G, temos SG=S Qh RG,

Proposicao 1.5 - Sejam G e H grupos finitos e R um anel

comutativo com 1. Entao RG C% RH=R (GxH) ,



Passamos, agora, ao estudo das propriedades fun

damentais do grupo das unidades de um anel de grupo.

§ 2. RESULTADOS BASICOS SOBRE O GRUPO DAS UNIDADES

A estrutura do grupo U(RG) das unidades de um
anel de grupo tem sido bastante estudada. Os primeiros re
sultados foram obtidos por G. Higman em 1940 e por S.D.
Berman numa série de artigos publicados de 1952 a 1955.Es
tes resultados dizem respeito as unidades de ordem finita
de RG e a determinacao dos grupos G tais que RG sO possui
unidades triviais. Em ambos os casos, os resultados foram
obtidos inicialmente para o caso em que R € um anel de in

teiros algébricos.

Apresentaremos, em primeiro lugar, sem demons -
tragao, o resultado de G. Higman que determina os grupos

G tais que ZG sO possui unidades triviais.

Proposicao 2.1 - Seja G um grupo finito. Entao temos que
U(ZG) = *G se e somente se vale uma das seqguintes afirma-
goes:

i) G e abeliano e G"={1}.
ii) G & abeliano e G°={1}.

iii) G € um 2-grupo hamiltoniano.



Demonstracao - Veja-se [ Sehgal, 1978, Theorem IT.4.1].

—— —— o - v —

O Teorema de Higman-Berman sobre unidades de or
dem finita de RG, para G um grupo finito e R um anel de
inteiros algébricos, vale em situacoes bem mais gerais.Da
mos, a seguilr, uma demonstracgao, devida a Saksonov ([ Sak-
sonov, 1971], [ Karpilovsky, 1980] ), que generaliza o re -
sultado de Higman-Berman para dominios de integridade de
caracteristica zero satisfazendo certas condigoes de in -

versibilidade. Comegamos por um Lema devido a Saksonov.

Lema 2.2 - [Saksonov, 1971] Sejam o um niimero algébrico e
neN tal que na seja um inteiro algébrico. Se {oy =0, 04
€ o conjunto dos Q-conjugados de o, entdo ou o & um intei
ro algébrico ou pelo menos um divisor primo racional de n

€ inversivel em ZZ[al,az,...,at].

Demonstragao - Suponhamos que o nao & um inteiro algébri-
co. Como a &€ um numero algébrico, segue que pelo menos um
dos coeficientes de seu polinémio irredutivel sobre O nao

pertence a 7.

Logo, existe uma fungéé simétrica elementar f
em t variaveis tal que f(al,az,...,at)d 7Z . Entao, podemos
por

)=E’t

Elo, 10y peee 5 r asbezZ, (a,b)=1, b1,

t
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Como no é inteiro algébrico e como os conjuga

dos de na Sa0 NU, ees, nat(jé que neQ), segue que
f(nul,naz,...,nat) €7,

pois todos os coeficientes do polindmio irredutivel de

no sobre Q sao inteiros.

Mas & claro que, para algum se{l,2,...,t},tem
-se que:

fF(no, seeey nat)= n® f(al,...,oct)=nS

a
'6!
pois f & fungao simétrica elementar.

S

Logo n e 7, donde, para qualquer primo peZ7

&
b
tal que pl b, temos que pl n®, e portanto que pln.
Ainda, se plb, como (a,b)=1l, temos que
(a,p)=1, donde, pelo Teorema de Bézout, existem c,deZ

que ac+t+pd=l.

Agora, e claro que f(al,...,at)g Z:[al,...,atL
a
Logo, g € Zlay,...r0.], donde, multiplicando por b/p,
obtemos que

% € Z[(xl,...,at] para todo p primo t.q.

pl b.
Mas entao, como ¢ e d sao inteiros temos:

%:w: oc+d€%[a1,ooo,at]o

2
P P

Logo, obtemos que se plb, p & inversivel em
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E[(ll,...,at].

Assim, como b>1, e como todo divisor primo de
b & divisor de n, segue que existe pelo menos um divi -
sor primo de n que & inversivel em Zs[al,...,at], pro -

vande o lema.

A demonstragao da generalizacao de Saksonov
do resultado de Berman-Higman depende essencialmente do

Lema 2.2 e da nogao de representacao reqular de RG so-

bre K, onde K & um corpo algebricamente fechado que con

tém R,

Definigéo - Sejam G um grupo de ordem n, R um dominio

de integridade de caracteristica zero em que nenhum di
visor primo de n & inversivel e K um corpo algebricamen
te fechado contendo R. Sejam 9,51, g,reney g, ©s elemen

tos de G e seja {Vl,...,Vn} uma base do espago vetorial

- sobre K. Definimos
n
T: G —End (K ")
g ——*Tg P

onde Tg (vi)=vj se e sO se 99;=9, - Estendemos T a RG

pondo
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0 homomorfismo de algebras assim detinido chama-se repre-

sentacao regular de RG sobre K.

Considerando T como representagao matricial,

T:RG-+Mn(K), é facil ver que

ng(aij)lsisn , onde ( aij=l, se ggj=gi
1<jsn e
a,.=0, caso contrario
1]

O Lema 2.3 resume as propriedades da representa

¢ao regular de que necessitaremos.

Lema 2.3 - Seja T:RG-—*Mn(K) a representacao regular de
RG sobre K (considerada como representagao matricial). En

tao:

i) T @ um monomorfismo;

ii) tr (T)) =16l e tr(Tg)=O se g#l.

i) E imediato que T & um homomorfismo de R-alge
bras. Para ver que T & injetora, observemos que as matri-
zes Tg tém os coeficientes iquais a 1 em posigoes diferen

tes, isto e, se

Tg=(aij) ; Tp=(b,.) e g#h,

temos que, para um dado par de indices (i,j), se aij:l,eg
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tao bij=o' Isto segue imediatamente de que aij=l sO se

994=94 s o que implica, para g#h, em que hgj#gi, donde

bij=0'

Logo, se 2 wu(g)T =0, teremos imediatamente
geG g

que u(g)=0 ¥g G. Portanto, ker T={0} e T & injetora.

ii) Como T1=In’ a matriz identidade em Mn(K),

temos claramente que tr (T, )= n = |Gl|.

Se, por outro lado, g#l, temos que ggi#gi

¥i=l,...,n, donde aii=0, i=l,...,n., Logo

tr(Tg) = a¥1+...+ann:0.

Estamos, agora, em condigoes de demonstrar o

teorema principal.

Teorema 2.4 - ([ Higman, 1940],[ Berman, 1955] ,[ saksonov,

1971]). Sejam G um grupo finito e R um dominio de inte-
gridade de caracteristica zero tal que nenhum divisor

primo de |Gl é inversivel em R. Seja ainda u= 2 u(g)g
g G

uma unidade de ordem trinita de RG. Se u(l)#0, entao

u=u(l),.

Demonstragcao - Escrevemos u=2 u(g)g, e suponhamos que
g G
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uP=1, Fixemos ainda |G| =n.

Seja K um corpo algebricamente fechado que con-
tém R, e consideremos T:RG Mn(K) a representagao regu-
lar de RG sobre K. Dado xe€RG, tr(x) denotara o trago da i

magem de x por T, isto &,
tr(x) =tr(Ty).

Como um=l, temos que T$=1, isto &, Tu satisfaz
o polinémio X™-1, que & separavel. Logo, o polindémio mini
mal de Tu( que @ um divisor de xM-1) & separavel , donde

segue que Tu é diagonalizavel. Assim, obtemos que

= -

0 onde ~ indica seme

lhanga de matrizes,

€ €, 000 sE) sao
Tu 4y . raizes m-ésimas da
* unidade.

Logo, obtemos tr(u)=e +te,+...+e .

Por outro lado, como u= 2 u(g)g, temos que
geG

T =2 u(g)T donde
" geG g’

tr(u)= 2 u(g) tr(T_ )
geG g

Lembrando que tr (T,)=|Gl=n e tr(Tg)=O se g#l,
obtemos

tr(u)=n u(l).
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Logo,
(1) tr(u)=n u(l)=e,+e,+...+e_.

Observemos, agora, que, dado reN, (r,m)=1l, te-

mos que . .
r
€ 0
T =(T )Y & E
r ’
u °
0 el
B n
donde segue que
r,_.r r
tr (u )—€1+"'+€n'

Por outro lado, escrevendo uf= 2 ur(g)g, obte-
geG
r 5
mos, como antes, tr(u )=n u (l). Logo:
(I1) tr(u")=n uF (1) = ef+...+eg.
Observamos, agora, que, como ne¢N e raizes da

unidade sao inteiros algébricos, temos que u(l) e ur(l)
sao nimeros algébricos e nu(l) €& um inteiro algébrico.

Desejamos determinar os Q-conjugados de u(l). Para tan-
to, observamos que, se € & uma raiz m-ésima primitiva da

unidade, os Q-automorfismos de Q(e) sao dados por

0,.:Q(e)— Q(e)

r
€ —> ¢ , onde reN, (r,m)=l.

Calculemos qr(n u(l)). De (I) e (II), obtemos
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(TII) or(n u(l))=0r(€1+...+en)=ef+...+e;=n ut (1),
Como o_ & Q-automorfismo e neN, temos que
r
(IV) or(n u(l))=cr(n).or(u(l)=n or(u(l)).
De (III) e (IV), obtemos
n.or(u(l))=n.ur(l),

donde or(u(l))=ur(l)eR. Desta forma, os conjugados de u(l)
sao ur(l), reN, (r,m)=1. Pondo B1=U(l) e sendo 82""’Bt
os seus Q-conjugados, concluimos que {B,,B,,...,B }cR. Lo~

go,
zz[el,sz,...,et]cR.

Como B =u(l) & um nimero algébrico e nf =n u(l)

& um inteiro algébrico, temos, pelo Lema 2.2, duas possibi

lidades:

a) algum divisor primo de n & inversivel em

Z( By, ee B,

ou

b) u(l) & inteiro algébrico.

Afirmamos que (a) e impossivel. De fato, como
n=|Gl e Z[6,,...,8. <R, e como, por hipotese, nenhum divi
sor primo de |G| é inversivel em R, nenhum divisor primo
de n pode ser inversivel em ZI[f ,...,B8.]. Logo u(l) & um

inteiro algébrico, donde u" (1) & inteiro algébprico, para
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todo reN satisfazendo (r,m)=1.

Como u(l), u' (1) sao inteiros algébricos, pode

mos calcular valores absolutos nas equagdes (I) e (II),

obtendo
0#n|u(l)|=l€l+...+enlslell+...+lenl=n
0fnlu™ ()1 =l e\+...+epl=] efl+.. .+l el =n,

e a igualdade vale se e s0O se €1Fe =E Assim, obtemos

que 0# u(l)l<s 1 e 0# u* (1)l <1, com igualdade se e sO se
€1=“'=€n' Mas entao, tomando normas sobre Q, obtemos que
0# N(u(l)|=<1.

Por outro lado, como u(l) & inteiro algébrico, temos que

N(u(l))eZ. Assim, devemos ter IN(u(l))l=1, e isto ocor-

re sO se |ur(l)l=l, para todo reN com (r,m)=1l. Portanto

e, além disso,

L

Mas como 5 € central em M (K), segue que T,=¢I . Entao,

como T€=€In e T e injetora, obtemos imediatamente que

provando o teorema.
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-

0 teorema de Higman-Berman-Saksonov e, sem du
vida, um dos resultados mais importantes que se téem a
respeito do grupo das unidades de um anel de grupo. Da-
mos, a seguir, varios corolarios importantes. Nestes e-
nunciados, G denota sempre um grupo finito e R €& sempre

um dominio de integridade de caracteristica zero em que

nenhum divisor primo de |Gl & inversivel.

Corolario 2.5 - Seja u= Z u(g)g uma unidade de ordem fi
geG

nita de RG, e seja geZ(G). Entdao, se u(g)#0, u=ulg)g e

u & uma unidade trivial.

Demonstragao - Suponhamos u(g)#0, e consideremos «=ug .

E claro que a(l)=u(g)# 0. Como u & unidade de ordem fi-
nita e g & central (e de ordem finita porgue G & finito),

o @ uma unidade de ordem finita.
Pelo Teorema 2.4, a=a(l), isto &,
-1
ug “=u(g).

Logo, temos u=u(g)g e u € uma unidade trivial.

Corolario 2.6 - ([Passman-Smith, 1981]). Seja W um sub-

grupo central de G. Se u & uma unidade de ordem finita
de RG tal que

uel+I(W)RG,
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entao u=x para algum XeW.

—— - — o e o —

supp (B) cW. Como W & central, W< G; logo podemos conside

rar m.,:RG — R G/W, cujo nicleo & I (W)RG.

W
Temos que ue 1+I(W)RG & ww(u)=l. Logo, deve-

mos ter
l=m () =m (o+B)=m,(a)+m.(B).
Como supp(B)cW, & claro que ﬂw(8)=€(8)€R.

(0.) ) cG/W = {L}.

Como supp (a)cG-W, temos que supp(ﬂw
Mas entao, como supp(ﬂW(B))é{l} e m (B)+m (a)=1, o coe-
ficiente de todo elemento diferente de 1 de G/W deve ser

Zero em ﬂw(a). Logo, temos mw . (a)=0.

W

Entao, temos

L=m(a)+m (B)=0+e (B)=€ (B).

W
Portanto, Rel+I (W), donde RB#0. Assim, TXeW
tal que xesuppBf=W n supp u. Como W & central, pelo Coro-

lario 2.5 segue que u=u(x)x.

Finalmente, como uel+I(W)RGcl+I(G), u & unida
de normalizada. Logo, devemos ter que e (u)=u(x)=1, don-

de u=xeW, como se desejava.

Corolario 2.7 - Seja Z u(g)g uma unidade central de
ge G




20

ordem finita de RG. Entao u & uma unidade trivial.

tal que u(g)#0. Como G e finito e u é central, o ele-
mento 0L=ug_l também & unidade de ordem finita e
a(l)=u(g)#0. Pelo Teorema 2.4, obtemos imediatamente

que a=a(l), donde u=u(g)g & uma unidade trivial.

Definigao - Seja G um grupo qualquer. A torcao de G é

definida por
T(G)={geGlIneN* tqg gn=l} .

Com esta definicao, podemos enunciar o Coro

lario 2.7 de uma forma mais compacta:

Corolario 2.7a - T(Z(U(RG))) = T(U(R)).Z(G)

Qg@gggggggég - Basta notar que se u=u(g)g & unidade

central de ordem finita, entao g¢Z(G) e u(g) & unida-

de de ordem finita de R.

Os proximos dois corolarios dizem respeito
ao problema do isomorfismo. O primeiro mostra que oOs
grupos abelianos sao solugao do problema para aneis
de grupos sobre dominios de integridade de caracteris
tica zero em que nenhum divisor primo de |Gl eé inversi

vel.
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Corolario 2.8 - Sejam G um grupo abeliano finito, H um gru

po qualquer e R um dominio de integridade de caracteristi-
ca zero em que nenhum divisor primo de |G| & inversivel.Se

RG=RH, entao G=H.

Demonstragao - Como RG & um R-mddulo livre de posto |G|,

RH & livre de posto |G|, e portanto H & finito e |H|=|G].

Como G & abeliano, RG & comutativo, donde RH e

comutativo e portanto H & abeliano.

Seja, agora Y:RG » RH o isomorfismo, que, como
ja vimos, podemos supor normalizado. Como G & finito, todo
elemento geG tem ordem finita, donde seque imediatamente
que ¥ (g) também & unidade de ordem finita. Obtemos, assim,
que, para todo geG, Y(g) & uma unidade normalizada de or -

dem finita de RH, isto &,

Y(g)eT(U(RH)) n (L+I(H))=

=T(U(R)).Hn (1+I(H))=H.

Logo y(G)cH. Mas como y & isomorfismo e |G| =IH]I,

temos Y (G)=H. Logo Y| GC:G - H & um isomorfismo, donde H=G.

Corolario 2.9 - sSeja H um grupo de torcao de unidades nor

malizadas de RG. Entao H & linearmente independente sobre

R, donde H & finito e |HI<I|G] .
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n

Demonstragao - Seja X a;h,=0, com a;cR e hye<H, e suponha
i=1

mos que aj#O para algum j, l<j<u. Entao temos

a.h.= - 2 a.h,,
I T
donde,
aj.1= - 2 aihihgl
i#3
Como lesupp(a..l)=supp( 2 a.h.hfl), escrevendo
J s 42 1 1]
i#3
hihj—.1 em termos dos elementos de G, existe k, l<k<n,
k#j, tal que lcsupp(hkhgl). Como H & um grupo de torgao,
hkhgl & uma unidade de ordem finita. Logo, pelo teorema

-1_ B B
2.4, hkhj =aeR, donde segue que hk—ahj. Como hk e hj sao

ambos unidades normalizadas,
e(hk)=e(hj)=l,

donde segue que o=1, e portanto hK=hj, gque & absurdo.

Logo, H & linearmente independente sobre R, e
como RG & um R-mddulo livre de posto |Gl , segue que H é
finito e que |H| <1G|, provando o teorema.

O tltimo corolario do Teorema 2.4 refere-se a

anéis de grupo sobre %, e & importante porque justifica
a espectativa de encontrarmos complementos normais livres
de torqao para G em V(ZG), problema de que nos ocupare -

mos no capitulo IV deste trabalho.
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Corolario 2.10 - Para todo grupo finito G, U(%G) possui

um subgrupo normal livre de torgao de iIndice finito.

Demonstragao - Seja p um primo impar, e consideremos a

aplicagao natural

p:7ZZG — . N G
pZ
dada por p( 2 a(g)g) = 2 a(g)lg , onde n indica a clas
geG ge G

se de n em Z/pZZ.E imediato verificar que p é um epi -

morfismo de anéis.

Seja N=U(ZG) n (l+kerp), que & o nucleo do ho
momorfismo de grupos (multiplicativos) obtido por res -

tricgao,

plU (22G) U(ZG) — U(Z/pZG).

Entao N9 G e [U:N]< ® pois - G & finito.
D7

Resta mostrar que N & livre de torcao. Dado

aeN, temos que aeltkerp, donde a(l)=1 (mod p). Logo,como

p € primo Impar, o(1)#0 e a(l)#-1.

Se, agora, o tem ordem finita, seque pelo Teo
rema 2.4 que a=a(l). Como as unidades de % sio *1 e

a(l)#-1, devemos ter o(l)=1, donde qg=1.

Assim, N & livre de torgao.
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Finalmente, damos dois exemplos que mostram que

as hipdteses sobre R no Teorema 2.4 nao podem ser removi

das.

Exemplo 2.11 - O teorema falha se char R#0. De fato, seja

R=GF (p), o corpo de p elementos, e seja G um p-grupo a-
peliano finito. Nesta situagao, todo elemento u<¢RG que sa
tisfaz € (u)=1 & unidade central de ordem finita (Veja-se

[ Polcino Milies, 1976, Corolario 8.2]). Logo, existem uni

dades centrais de ordem finita nao-triviais.

Exemplo 2.12 - [ Saksonov, 1971] O teorema falha se algum

divisor primo de |G| & inversivel em R. De fato, tomemos
G=<a> o grupo ciclico de ordem quatro e R=%[1/2,i]. En -

tao, pondo

temos que b & central (porque RG & comutativo), mas b?=L
Assim, b & uma unidade central de ordem finita nao-trivi-

al.

§ 3. O CALCULO DE IDEAIS DE AUMENTO

Neste paragrafo, apresentaremos varios resulta-

dos sobre ideais de aumento que serao usados mais tarde.A
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maioria destes resultados dizem respeito ao calculo alge-
brico com ideais de aumento; quase todos sao de demonstra

¢ao bastante facil.

Comegamos lembrando os resultados fundamentais

sobre os ideais I(G) e RGI(N), onde N € um subgrupo de G.

Proposigao 3.1 - Sejam R um anel comutativo com 1, G um

grupo e N um subgrupo de G. Entao temos:

i) I(G) & um ideal bilateral.
ii) I(G) & R-livre de base {g~1| g¢G, g#l},
iii) I(G)* = I(G).
iv) Se T & uma transversal para N em G,
RGI(N) € R-livre de base {t(n-1) |neN, n#l, tcT}.
v) Se N ¢« G, RGI(N)=I(N)RG, RGI(N) & ideal
bilateral e (RGI(N))*=RGT (N).
vi) Se N< G, I(G)I(N) e I(N)I(G) sao

ideais bilaterais.

Tomemos agora aeRG. Escrevendo a=¢ (a)+o-e(a), e

notando que € (a-€(a))=0, obtemos que
RG = R ® I(G),

como soma direta de R-modulos. Multiplicando esta equacao

por I(N), onde N & um subgrupo de G, obtemos:

RGI (N) = I(N) + I(G) I(N),
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uma formula que sera usada varias vezes mais adiante.

Passamos agora a demonstracao dos Lemas funda-
mentais. No que segue, R indica sempre um anel comutati-

vo com 1, G um grupo finito e N um subgrupo de G.

Lema 3.2 - Gn (1+RGI(N))=N

Demonstracao - Sejam T={t1,t2,...,tk} uma transversal a
esquerda para N em G e N={nl,n2,...,ns}, onde tomamos sem

pre t,=n =1l. Entao o conjunto
(t; (ny-1) [1=1,2,.0 00k, 3=2,...,8)
€ uma base de RGI (N) sobre R.

Seja geGn (L+RGI(N)), i.é, geG tal que

g-l ¢ RGI(N). Podemos supor g#l.

Entao podemos escrever

g-1l = E.rijti(nj_l) ’ rijeR°
1,3
J#1
Logo:
g-1 = r. t.,n. - 2 r,.t_.
1,9 223 4,455
#1 Jj#1

Como tinj#l, porque Jj#1 e T & transversal, de-

vemos ter que
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Logo, existe j e{2,...,s} tal que Ly #0 (pois,
0

se nao, teriamos Z r1j=0).
Jj#1
Mas entao r,. t,n, =r,. n_ #0, e temos que
Jo 13, 13,

nj esupp (g-1)={g,1l}. Como nj #1, segue que g=nj e portan
0 . . L

to geN. Assim,
Gn (L+RGI(N))cN,

Como a inclusao reciproca & evidente, o Lema estd provado.

Lema 3.3 - [Karpilovsky, 1979 b] Sejam M e N subgrupos de

G e T uma transversal para M nrN em M. Entao:

i) IM) I(N)=I(MnrN) I(N)+ X (t-1) I(N)
1#teT

ii) IM) I(N) nI(N)=I(MnN) I(N)
iii) T(G) I(N) n I(N)=I(N)?2

iv) Gn (14I(G) I(N))=Nn (1+T(N)?)

Demonstracao - i) Tomemos meM, e suponhamos gue m=t.n,com

teT e neMnN. Entao, dado n'eN, temos:

(m-1) (n*=1)=(tn-1) (n'-1)=

=(t-1) (n=-1) (n*=1)+(t-1) (n*'=1)+(n-1) (n*-1).

Como o primeiro e o segundo somando pertencem a
(t-=1) I(N), e o terceiro pertence a I (MnN) I(N), segue que

(m=1) (n'-1)e I(MnN) I(N) + (t-1) I(N).
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Como os elementos (m—-1) (n'-1), meM e n'eN geram

I(M) I(N), temos que

I(M) I(N) ¢ I(MnN) I(N)+ Z  (t-1) I(N)
1#teT

Como a inclusao reciproca & evidente, isto prova (i).

ii) Seja xeI(M) I(N)n I(N). Como

xeI (M) I(N), pelo item (i) podemos escrever:

x=y+(t,-L)lo,, (n,=-1)+...ta (n~1) ] +...+

1S

+ (t -1) [aki(nl—l)+"'+aks(ns_l)]’ (I)

onde yeI(Mn N) I(N), l#tjeT, F=L, o «s u Ky l#nieN,

i=l,2'¢'a’s e ajiFRn

Entao:

x=y-la,, (n,-)+...4a, (0 ~-1)]-...-

- [akl(nl—l)+...+uks(ns-l)]+

+ tlo, (n =L+, cto (a =) ]+, +

e como yeI(Mn N) I(N) ¢ I(N) e ni—l e I(N), i=1,...,8,
segue que, como xXeI (M) I(N) n I(N), pondo

z=tl[a11(nl—l)+...+als(ns—l)]+...+tk[ak1(nl-l)+...],

temos zeI(N). Mas

z=a11t1(nl—l)+...+alstl(ns—l)+...+qkstk(ns*l),

e, como tjni¢ N (pois T é transversal e tj#l), temos ze¢ I(N)

e supp(z) n N=F, donde segqgue imediatamente que z=0.
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Logo a11=...=als=...:akg=0, pois o conjunto
{tj(ni—l)ll#tjeT, l#n N} & linearmente independente

sobre R. De (I), entao, seqgue que x=y, donde x¢I(MrN)TI(N).

Logo I(M) I(N) r I(N)cI(MnN) I(N), e, como a

inclusao reciproca & evidente, (ii) esta provado.
iii) Por (ii), I(G) I(N) nI(N)=I(GnN)I(N).
Como N ¢ G, I(GnN)=I(N) e (iii) esta provado.

iv) Como I(G) I(N)c<RGI(N), temos que
Gr (1+4I(G) I(N))=Gr (1+RGI(N)) r (1+I(G) I (N))=

= Nr (L+I(G) I(N)) porque G r (1+RGI(N))=N.

Se neN, n-1 ¢ I(N),eseque que

No (1+T(G) I(N))=Nn (1+I(G) I (N) n I (N)).

Por (iii) I(G) I(N) n I(N)=I(N)?, donde
Gn (I+I(G) I(N))=Nn (I+I(N)?) e o Lema estd provado.

O subgrupo de N definido por N (1+I(N)?) & um
caso particular de uma classe de subgrupos que tém um pa
pel importante no estudo de anéis de grupo, especialmen-

te em relagao ao problema do isomorfismo.

Definicao - Seja R um anel com 1 e G um grupo tinito. Sen
do IL(G) o ideal de aumento do anel de grupo RG, o k-ési
mo subgrupo de dimensao G sobre R & definido por

k

Dk,R(G)=GfT(l+I (G) 7).

R
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0 problema da determinacao dos subgrupos de di-
mensao de um grupo em relac¢ao a um anel arbitrario ja toi
bastante estudado. Citamos, a sequir, uma descrigao de
Dk'R(G), para R um dominio de integridade, em tungao de

Dy (G), que & um caso particular de resultados de Par -
14

menter e Sandling ([ Parmenter, 1972] ,[Sandling, 1972]).

Teorema 3.4 - Seja R um dominio de integridade de caracte

ristica e G um grupo. Entao vale que

(G)= Il T (G mod D
pe m(R)

(G)),

Dy R K, 7%

onde m(R) @ o conjunto dos primos racionais inversiveis

em R e

n

TP(G mod Dk,22

[ Parmenter, 1972, Theorem 1.2].

Para determinar D, w7 (G) , recorremos ao proximo
7
Lema, apos o qual estaremos em condigoes de calcular
D, R(G) para qualquer dominio de integridade R de caracte
, =

- .
ristica zero.

Iema 3.5 = Sejam G um grupo, n o expcente de G/G' e

R=7%Z/mZ, onde m=0 (mod n). Para cada elemento g:G, denota

(6))={gcG| ( IneN*)gF D (G) }
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mos por o a sua classe em Z/n%Z. Entao a fungao

£:I(G)>G/G"' definida por

£( 2 ag(g-1))= 1 g9
geG gcG

€ um homomorfismo do grupo aditivo I(G) sobre G/G' cujo

nicleo é I(G)?2.

Demonstragao ~ Como m=0 (mod n), f estd bem definida.

T t e e e e

a) Observamos, em primeiro lugar, que f & claramente um

homomor fismo, pois

£( 2 aglg-1) + I By(g-1)) =

geG geG
= £( T (ag+ Bg) (g-1) = 1 g%s*Pg -
geG geG
= g% . T 589, Ja que G/G' & abeliano.
geG ge G

b) Em segundo lugar, notamos que, para g ,9,¢G,
£(lg,-1) (g,-1))=f(g,9,-9,~g,-1)=

=f((glgz-l)-(ql-l)-(gz—l»=§1§2§§ g, =l.
Logo, I(G)2%cker f.

c) Resta provar que ker (f) < T(G)?. Para tanto, notamos

que:
(a—l)+(b—l)=(ab~l)—(a—l)(b—l),

donde

(a=-1)+(b-1) Zab-1 (mod I(G)?),
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e, como ainda
-(a-1)=(a'-1)+(a'-1) (a-1)za'~1 (mod I(G)?),
seque, por indugao,que

) &g(g—l)z M g%9 -l(mod T(G)2). (I)
geG geG

Alem disso, observamos que

[a,b] -l=ab &'b'-1= (ab-ba)a'b'=

= [ (a-1) (b-1)-(b-1) (a-1)la’*b'ecI(G)? (II)

Seja agora Z &g(g-l)(ker f. Entao, como
geG
I1(G)2%cker f, segue, por (I), que

I g%9-lcker £.
ge G

Mas entao

1=f( 1 g%9-1)= 1 g%9
geG geG

Logo, I gOlg ¢ G', donde, pcr (II), I gag - 1 ¢ I(G)?Z2.
geG geG

Mas entao, por (I), segue imediatamente que

Z ag(g-1)eI(G)?,
geG

donde ker f= I(G)?.

Logo, f:I(G) - éi & um epimorfismo de nucleo

ker £ = I(G)?2.
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Corolario 3.6 - Se G @ um grupo, n & o expoente de G/G'

e R=%Z/m%, onde m=0 (mod n), entao:

i) Za_ (g-1)= 1 g9 -1 (mod I(G)?).

gEG g gcG
ii) I(G) =~ G_
I(G)? GY

_ 2 N sl
iii) D2 R(G)—Gr\(l+I(G) ) =G

’

(1) Ja toi provado, no item (c) da demons

tragao do Lema 3.5.

(ii) Temos que f£:1(G) - L & unm epimor-
G L}

fismo, com ker f=I(G)?. Pelo teorema do homomorfismo,tg

mos um isomorfismo E: 4Gl , G

I1(G)2 G'
(iii) Dado geG tal que g-1¢I(G)?, temos
que f(g-1)=1, donde g=1, e portanto geG'. Por outro la-
do, a relagao (II) do item (c) da demonstracao do Lema

3.5 da que , se geG', entao g-1 « 1(G)?2,

Logo D (G)=G"'.

2,R
Observamos que, no Lema anterior, podemos to-

mar m=0, obtendo entao D, (G)=G'. Com isto, podemos
r

determinar D, R(G) em alguns casos.
r
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Corolario 3.7 - Sejam G um grupo finito e n=exp (G/G').

Se R & um dominio de integridade de caracteristica zero
tal que nenhum divisor primo de |Gl é inversivel em R ou

R=%Z/m%Z, onde m=0 (mod n), temos que

e |
D2’R(G)_G L]

Demonstragao - No caso em que R=Z/mZ%Z, a afirmagao & a
mesma do item (iii) do Corolario anterior. Seja, entao,
R um dominio de integridade de caracteristica zero em

que nenhum divisor primo de |G| & inversivel. Como

Dy o (G)=G' (pondo R=%Z/mZ, com m=0), obtemos do Teore-
A :

ma 3.4, que D, R(G)= I T, (G mod G').
’ pe T (R)
.n
Mas geTp(G mod G') se e soOmente se gp =1 em

G/G' para algum neN. Como pen(R), pflGl, donde pil G/G'I,
n
e portanto, se g® =1, seqgue que g=1, e entdo que geG'.
Portanto, Tp (G mod G')=G', V¥pct (R).

3 — ¥
Assim, DZ,R(G)—G .

Corolario 3.8 - Sejam G um grupo, n=exp(G/G') e R=Z/mZ,

onde m=0 (mod n). Entao, para todo t¢I(G), existe g¢:G

tal que tZg-1 (mod I(G)?).
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(i) do Corolario 3.6.

Vale observar que o Corolario 3.8 pode ser ge-
neralizado para o caso em que R & um anel comutativo com

1 satisfazendo R/nR=%Z/nZ%; veja-se [Karpilovsky, 1980].

O proximo resultado nos sera bastante Gtil no

capitulo final deste trabalho.

Lema 3.9 - Seja A um subgrupo normal abeliano de um gru-
po finito G. Se 8¢ZG I(A) e T & uma transversal para A

em G, entao § pode ser escrito, de modo unico, na forma

§= X x(ax—l)+a,
XeT

onde aeh e aeZGI(A)2.

Demonstragao - Pela Proposicao 1.1, podemos escrever

§= 2 xa_, com o_e %A,
XeT ® X

Como ¢ ZGI(A), & imediato que aXeI(A), de modo que,pelo

Corolario 3.8, existe aycA tal que a za -1 (mod I(A)?),
Entao:

§= ¥ x(a_-1) + £ x(a_~-(a _-1)).
xeT X xeT X X

Como a -(a -1) ¢I(A)?, podemos pér
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a= Z x(a,~(a,~1))e ZG I(A)?,
XeT

e § tem a forma pedida.
Para provar a unicidade, suponhamos que

§= ¥ x(a -1)+a= 2 x(b_-1)+8
XeT = xeT *

Entao segue que

T x(a_-b )e ZGI(A)?,
X X
Xe T

donde segue imediatamente que, para todo x¢T, tem-se que

_ 2 1y 2.
a, ber(A) , donde axbx 1l e¢ I(A)°; logo,
-1 2\ —_p 1 —
axbx eA n (1+I(A)“)=A"=1.

Assim axb;=l, e ax=bx' para todo x¢T, provando a unicida

de.

Damos, a seguir, dois Lemas que procuram rela-
cionar os ideais de aumento, sobre Z, de dois subgrupos

de um grupo G.

Lema 3.10 -Sejam G um grupo finito, A 4 G um subgrupo
normal abeliano e B um subgrupo normal de G contido em A.
Entao:

i) I(A)2 nZAI(B)=I(A) I(B)

ii) ZGI(A)2 n ZGI(B)=ZGI(A) I(B)
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iii) I(G) I(A) n ZGI(B)=I(A) I(B) +
+ 2 (ti-l) ZA I (B),
i>0

onde T={t =1, t,,..., tr} é uma transversal para A em G.

i) E imediato que I(A)I(B)cI(A)? n ZA I(B).
Seja, entao, 0e¢I(A)? n ZA I(B) e tomemos uma transversal

{y0=l, yl,...,ym} de B em A,

m

Escrevendo a= Z yij' com YjeZB, temos que ,co
j=0

mo aeZA I(B), entao YjeI(B), j=0,¢.., m.

Logo:
m m
a= 2 (y.-1)y. + X vy
m
Ponhamos Z vy.=R,
j=0
Como (yj—l)yjeI(A) I(B) para cada j=0,1,...,m,

temos que a=B (mod I(A) I(B)). Pelo Corolario 3.8, exis-

te beB tal que g=b-1 (mod I(B)?),de modo que
a=b-1 (mod I (A)?),

ja que I(B)?cI(A)? ¢ I(B) I(A) ¢ I(a)?. Mas ae I(A)?*, don

de beA n (1+I(A)?)=1; logo, b=1l, e

B=0 (mod I (B)?),
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donde

B=0 (mod I(A) I(B)),
e, como a=f (mod I(A) I(B)), segue que aeI(A) I(B). Lo-
go, I(A)2n ZAI(B)=I(A) I(B).

ii) Por (i), I(A)? n ZAI(B)=I(A) I(B).No
vamente, uma das inclusoes é evidente, e basta provar

que ZGI(A)?n ZGI(B) < ZGI(A) I(B).

Seja, entao, 8§¢ZGI(A)? n ZGI(B). Tomemos uma
transversal {t°=1, tl,...,tr} de A em G, Pela Proposi -

gao 1.1, podemos escrever §, de modo inico, na forma

r
6=i§0tiai, ai€ZA’ i=0,.-n’rl

e como 8¢ZGI(A)?, temos aieI(A)z, i=0,1,...,r.

Seja, agora, {y0=l,yl,...,ym} uma transversal

de B em A, e escrevamos

ai=j§0yj8ij, com BijeZB, j=0,1,...,m,
e como 6¢ZGI(B), temos BijeI(B), i=0,¢e.,r, 3J=0,...,m,
Logo,

aieI(A)z n %G 1(B)=I(A) T(B) por ().
Assim,

§eZG I(A) I(B), provando (ii).
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iii) Novamente, uma das inclusdes & evi-

dente, e basta provar que

I(G) I(A) r &G I(B) < I(A) I(B)+ 2 (ti—l)ZZAI(B), onde
i>0
T={t0=l, tl,...,tr} € uma transversal de A em G.

Seja, entao, aeI(G) I(A) P ZGI(B). Pelo Lema

3.3(i) ,como aeI(G) I(A), temos que

aeI(A)?+ X (t.-1) TI(A).
i>o 1t

Logo, podemos por

= > — ) :
o a0+i>0(ti l)ai, com aisI(A) se 1i>0 e

o eI(A)?,

0
Entao temos

a=(a0—i§0ai)+2tiai.

Como aeZGI(B) e B 4 G, podemos considerar a
aplicacgao TRt%G — Z G/B. E claro que Mg (0)=0.
Logo,

m((a,- Z ai) + Z tiai)=0, donde

i>0 i>0
T(o, - 2 q,) = - 2 mT(t,)m(a,)= - % E.ﬂ(a.)
* 10 i»g % & i>0 *

Mas, como a,- Z 0,€ZA, temos que supp (m (o)~ Z ai))cA/B,
i>0 i>0
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e supp ( Z Ein(ui))cUEi A/B. Como T & transversal, seque

i>0 i>0
que supp ( Z Eiﬂ(ai))rwsupp(ﬂ(ao— z ai))=¢, donde
i>0 i>0
T -2 a,) =0= 2 t,m(a,).
*is0 isp &%

Logo o,~ % a; € I(A) P ZGI(B)cZAI(B), e, como
i>0

{Ei|i>0} & livre sobre ZA/B, m(a;)=0 se i>0. Logo,

OtieI(A) n ZGI(B)cZA I(B) e, como o = z aieZZAI(B), segue
i>0

que a €ZA I(B). Logo, a,eI(A)* n ZAI(B)=I(A) I(B) por i),

donde
a=ao+.2 (t;-1)o, com a,eI(a) I(B) e
i>0
aieZZAI(B) se i>0.
Logo,
I(G)I(A) n ZGI(B)cI(A)I(B)+ 2 (ti—l)ZZA I(B),
i>0
provando (iii).
Lema 3.11 - Sejam H e K subgrupos normais de G, com Hp K=1.

Entao

ZGI(H) n ZGI(K)= ZGI(H) I(K).

Demonstracao - Seja {x =1, x

2,...,xn} uma transversal de

HK=HxK em G. Tomemos a¢ZGI(H) n ZG I(K). Podemos escrever



a=§ thXih Bih’ comn Bih(I(K).

Pondo h=(h-1)+1, obtemos que

a=2 ¥ x.(h-1)8,, + X = x B..,
i heH & ih i heH>& ih

donde, como xi(h-l)Bih e ZGI(H) I(K), para todo i, h,

vem gue

azx X4 Bih(mod ZGI(H) I(K)).
i heH

Mas, como aeZGI(H) e ZG I(H) I(K)cZGI(H),
temos que

ZG I(H),

isto e:

Zx, (2B, )YcRGIH).
i * heH ih

Como {xo,xl,...,xn} é transversal, segue que

hEHBih € ZGI(H), i=0,1,...,n. Mas, como Bith(K),

vem que

he H

Logo, X Bih=0, i=0,1,...,n, donde
he H

Z 2 x.B..=0
i heg +ib

41

b1 Bip ¢ ZGI(H) n I(K)={O0}porque pr K=1.
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Logo
0=0 (mod ZG I(H) I(K)), isto &,

aeZG I(H) I(K).

Assim, ZG I(H) n ZGI(K)cZGI(H) I(K). Como a inclusao re

ciproca é evidente, isto prova o Lema.

Finalmente, damos um Lema que calcula o anula-
dor a esquerda (e a direita) do ideal RG I(H). Para tan-

to, serao necessarias algumas definigoes.

Definigao - Seja A um anel e JcA um subconjunto gqualquer.

Detinimos o anulador a direita de J por
r(J)={acA|Ja={0}}.

Analogamente, definimos o anulador a esquerda

2(J) .

Definigéo - Seja G um grupo e R um anel comutativo 1. Da

do H um subgrupo finito de G, definimos o elemento f¢RG

por
fi= 2 h.
heH
Lema 3.12 - Sejam R um anel comutativo com 1 e G um gru-

po finito. Para todo subgrupo H de G, temos:



i) 2(I(H))=RGC A

r (I(H))=R RG

ii) 2(A)=RG I(H)

r(B)=I(H) RG

43
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IT. ISOMORFISMOS DE ANEIS DE GRUPO

DE GRUPOS METABELIANOS FINITOS

Neste segundo capitulo, apresentaremos alguns
resultados recentes que dao uma solucao parcial do pro-
blema do isomorfismo para anéis de grupo de grupos meta
belianos finitos. O primeiro paragrafo define o proble-
ma do isomorfismo e apresenta um panorama histdrico res
trito. O segundo paragrato apresenta um exemplo surpre-
endente, devido a E.C.Dade, enquanto que os dois para -
grafos finais apresentam um resultado recente nesta area,
devido a G. Karpilovsky, que da uma solugao parcial do

problema do isomorfismo no caso em questao.

§ 1. O PROBLEMA DO ISOMORFISMO

E bastante natural perguntar sob que condi -
coes o anel de grupo RG, de um grupo arbitrario, G, so-
bre um anel comutativo com 1, R, determina G. Esta per-
gunta &€ conhecida como "problema do isomorfismo", que

pode ser enunciado da segqguinte forma:

Problema 1.1 - Para que classes de anéis R e de grupos

G & verdade que
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se RG=RH, entao G=H?

Duas observagoes devem ser feitas quanto a es-
te enunciado. Em primeiro lugar, quando se escreve RG=RE,
R €& suposto conhecido, de modo que se supoe que RG e RH

sao isomorfos como dlgebras sobre R. Em segundo lugar,va

le observar que, como vimos,pode-se sempre supor que O
isomorfismo Y:RG -+ RH & normalizado. Neste caso, G=y (G)
e P (G) € uma base grupal normalizada de RH. Logo, o pro-

blema do isomorfismo pode também ser enunciado da forma

seguinte:
Problema 1.2 - Para que classes de anéis R e de grupos
G e verdade que, se H & uma base grupal normalizada de

RG, entao G=H?

A historia do Problema do Isomorfismo ja & bas
tante antiga; ele parece ter sido formulado pela primei-
ra vez por R.M.Thrall, em 1947, sob a seguinte forma:"Dg
dos um grupo G e um corpo K, determinar todos os grupos
H tais que KG=KH." De fato, o primeiro resultado de
interesse foi obtido quando R é um corpo: em 1950, Per -
lis e Walker provaram que se G & abeliano finito e R=Q ,

entao, se RG=RH, tem-se G=H.

Desde o principio, havia indicag¢oes de que nao
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se obteriam resultados melhores sobre corpos, exceto no
caso em que R=GF(p) e G € um p-grupo. Em 1955, S.D.Ber-
man mostrou que se G e H sao os dois grupos nao-abelia
nos nao-isomorfos de ordem p®, entao QG=QH. O mais sur-
preendente dos resultados ja obtidos neste sentido e o
exemplo, descoberto por -E.C.Dade, de dois grupos G e H
metabelianos finitos cujos anéis de grupo RG e RH sao
isomorfos para uma classe muito ampla de anéis R, que
inclui, em particular, todos os corpos. Este exemplo &

apresentado na proxima secgao.

Os resultados mais interessantes parece, en-
tao, que devem surgir para outras classes de anéis. Em
particular, o resultado importantissimo de G. Higman e
S.D. Berman sobre as unidades centrais de ordem finita

de um anel de grupo sobre Z mostrou que:

Teorema 1.3 - Se G & um grupo abeliano finito, e ZG=ZH,

entao G=H.

Como ja vimos, este resultado foi generali -
zado por Saksonov para um dominio de integridade R de
caracteristica zero em que nenhum divisor primo racional
de |G| & inversivel (veja-se o Corolario I.2.8).Em 1968,

A. Whitcomb, em sua tese de doutoramento, mostrou que:

Teorema 1.4 - Se G € um grupo metabeliano finito, e
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ZG=%ZH, entao G=H.

Este resultado, que se apoia na correspondén-
cila entre subgrupos normais que sera exposta no paragra-
fo 3, adiante, foi posteriormente tornado mais preciso
por Obayashi, usando métodos de cohomologia de grupos. No
paragrafo 4, apresentamos uma generalizagao do resultado
de Obayashi para uma classe mais ampla de anéis, devida

a G. Karpilovsky.

Deve-se observar que a hipdotese de que G e H
tém anéis de grupo isomorfos sobre % & bastante forte.

De fato, temos:

Proposigcao 1.5 - Seja G um grupo finito. Se ZG=ZH,entio

(1) G e H tém a mesma tabua de caracteres

(i1) RG=RH para todo anel comutativo com L

(1) Veja-se [ Isaacs, 1976, Corollary 3.20l.
(ii) Seja R um anel comutativo com 1. Dis

tinguimos dois casos:

i) Char R=0 : Neste caso, Z cR, e temos:

RG=R @22 ZG =R @22: RH.

ii) Char R=m : Neste caso, observamos que

Gz 26 - ZH - 7Z
m 77 m&G mzZzH m#z

H;
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como char R=m, temos que Z/mZ c R, e uma repetigéo do

argumento de (i) da
RG=RH.

Os Teoremas 1.3 e 1.4 e a proposigao 1.5 nos
levam imediatamente a conjectura de que ZG determina
G, para todo grupo finito G. Muito pouco progresso tem
sido feito nesta diregao; entretanto, & possivel que o
estudo da estrutura do grupo das unidades de ZG leve
a bons resultados. Este estudo & retomado em profundi-

dade a partir do capitulo III.

§ 2. O EXEMPLO DE E.C.DADE

Este paragrafo & dedicado a apresentacao de
dois grupos metabelianos finitos nao-isomorfos cujos
anéis de grupo, sobre uma grande classe de anéis, sao
isomorfos. Os enunciados apresentados sao um pouco mais
fortes que os dados por [ Passman, 1977, Theorem 14.2.2,
e remontam ao artigo original ([ bade, 1971]). Comeca -
mos por varios Lemas Uteis, a maioria dos quais serao

citados sem demonstracao.

Lema 2.1 - Seja G=A.B o produto semi-direto de A por B,
e seja 6 um automorfismo de A que comuta com a agao de
B em A. Entao § pode ser estendido a um automorfismo de

G, definindo-se ¢§(ab)=8§(a).b, para todo acA, beB.



49

Lema 2.2 - Seja G um grupo e R um anel comutativo com 1.
Dado Ae¢Hom(G,U(R)), onde U(R) indica o grupo das unida-

des de R, definimos A#:RG + RG por

A#( Z a(g)g)=2 al(g)irig)g.
geG geG

Entdo A* & um automorfismo de RG e a aplicacao

# :Hom(G,U(R))»Aut (RG) & um homomorfismo.

Demonstragao - [ Passman, 1977, Lemma 4.3.4].
Lema 2.3 - Seja H um subgrupo normal de um grupo finito

G e seja R um anel comutativo com 1 em que |H|é& inversi

vel. Seja e o idempotente central de RG dado por

e =2 =1 3 4.
| HI | Hl heH

Entao eRG=R G/H.

Demonstragao - O resultado segue imediatamente do Lema

I.3.12.

Lema 2.4 - Seja R um anel com 1 e seja 1=el+...+erl uma

decomposicao de 1 em soma de idempotentes ortogonais.Se
ja G um subgrupo do grupo das unidades de R. Se G permu
ta o conjunto {el,...,en} transitivamente por conjuga -

cao, entao R;Mn(S), onde S=e Re, .
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Passamos agora a construgao dos grupos G, e G,
de E.C. Dade. Primeiramente, sejam p € 4 primos racio-
nais diferentes, satisfazendo g=1 (mod p?); por exemplo,pé
deriamos tomar p=2, g=5. Note-se que g & necessariamente
um primo iImpar. Sejam Q, e Q, os dois grupos nao-abelia-
nos de ordem gq®, isto &,

9=

Q1= <X1’y1’zllx?=y1 zl=l, [Xl’y1]=Z [Xl’z ]=[y1’21]=l>

1 14
e (1)
Q_zq= q

= < == = = =] >
Q, x2,y2,22|x2 2 1 ¥, zz’[xz’Yg Zz’[xz’zz]4 yz’zz] 1>.
Sejam ainda <u,> um grupo ciclico de ordem p” e

<u,> um grupo ciclico de ordem p.

Como g=1 (mod p?), p|g-1l, e, como o grupo de
unidades de Z/q?Z tem ordem q(g-l), este grupo tem cer-
tamente um elemento de ordem p. Logo, existe ne¢NN tal
que nZl (mod g2?) mas nP=1 (mod g?), donde temos também

que nZl (mod q).
sendo i=1,2, j=1,2, definimos uma acao de u; em
. por
QJ p

X.t = x., y.' = yn , Z91i = z . (I1)

Para verificar que (1I) define um automorfismo de Qj' bas
ta notar que <yj,zj> € um subgrupo normal abeliano de Qf
e que Qj= <yj,zj> <xj>, produto semi-direto, onde a agao

de xj é dada por



~ n :
Notando, entao ,que g — g define um automor

fismo de <Yyezg7 ja& que este grupo & abeliano e gtn

(pois nPz1 (mod g?)), e que
» n x—l = (%, y X—l)n
3 3 B '

seqgue, pelo Lema 2.1, que (II) define um automorfismo
de Qj‘ Como nPz1 (mod g?), este automorfismo tem ordem

p, e faz sentido definir o produto semi-direto Qj<ui>.

Com isto, podemos definir os grupos de Dade,

pondo

>

=0 <u > X <u >
G1 Q1 u, Qz L2

(I1II1)
= X < >
G2 Q1<u2> Q2 u,
E imediato verificar que G 1=lG, = plg® e
que G, e G, sao metabelianos, ja que
$—= > < »O= '
GI <y],zl_ X y;),z? G?
e 0S grupos <yj,zj> sao abelianos.
Proposicao 2.5 - Os grupos G, e G, definidos em (III)
nao sao isomorfos.
Demonstragao - Como ja vimos, temos que
Gi = <Y, 02,7 X °Y,,2,>, que ¢ abeliano.
L
Por (I), & imediato que <y,s2, > €& g-abeliano elementar

e que <y ,z >=<y, > é ciclico de ordem ¢~°.

Consideremos a aplicacao wq:Gi —+Gi dada por
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v (g)=g3

g . Como G& @ abeliano, wq & um homomorfismo, e

temos que wq(Gi)= <y?> = <z,>.

Suponhamos, entao, que G,=G,. Entao teriamos

que
CGI(ZZ)=CG1(wq(G;))ECGz(wq(G;))=CG2(ZZ)-
Da definigao de G, e G, & imediato que
CGl (zz)=Q1<ul> x Q,
CG (zz)=Q1<u2> x Q2<u?>_
2
O p-subgrupo de Sylow de Q]<u1>><Q2 e <ul>,
que portanto & ciclico de ordem p’; o p-subgrupo de

Sylow de Q1<u2>XQ2<up> e <u2>x<u?>, que €& p-abeliano
1

elementar de ordem p?. Logo
P
Q,<u,> x Q, # Q<u,> x Q<u">, donde

Cszz) # CGZ(ZZ)’ absurdo.

Logo, G, # G,.

Os resultados centrais desta secao, que dao

o isomorfismo de RG, e RG, para certos anéis R, sao
os proximos dois teoremas.
Teorema 2.6 - Seja R um anel comutativo com 1 no qual

;o = % =
O primo g e inversivel. Entao

RG, = RG2'
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Em primeiro lugar,observamos que, diante da Pro

posicao I.1.5, €& suficiente mostrar que

= > i=
R Q1< uy > R Q2 <fui , i=1,2,

pois entao teremos

R GI:R(QI <u > X Q2< L12>):R Q, < ul>®R R Q, <u,>=

=R Q, <u,> ®R R Q, < ul>~~.:R(Ql <u,> xQ2 < u1>):Rcz

Passamos agora a demonstracao de que

R Q < ui>5R Q2<<ui>. Como zj é central em Qj e

z;i = z? ¢ < zj>, o subgrupo abeliano < zj> € normal em
Qj< ui>. Logo, se pomos
a q-1
e. = 4 < z§>: 1 z zh "
J 9 J d  h=0 J

ej € um idempotente central de RQj(iuj>, donde segue que
R Qj< ui>= ej R Qj< ui> &) (l—ej)R Qj< u, >y

uma soma direta de R-algebras.

Pelo TLema 2.3, temos que

e. RQj <u.> = R -3

Agora, é claro que
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< > < L >
Q, < uy 0, <u

I

< zZ > < Z_>
1 2

donde segue imediatamente que

s = < >
elR Q1< ui e_ R Q2 u.> .

Resta demonstrar que
(l-e,) R Q< u,> = (1-e,) R Q, < uy>

Para tanto, consideramos o subgrupo normal g-abe

liano elementar de Qj< u,;> gerado por Xj e Zj' Para cada

k=0,1,...,9-1, pomos

1 % 1 9t ko
f.k~— < X.Z. > = = 2 (x.z.) .
J J 3] 9 p=g J 3
k _ - ~ :
Como <<szj > e um subgrupo, fjk e um idempoten-

te de R Qj< u;>. Observamos, entao, que:

i l-e. . -e. = -e. )
i) | ej) f (1 ej) f (1 ej) fj

jk jk k-

De fato, como ej é central em R Qj< u>y, temos

u l-e. f . l-e. £ . = (l-e. . . = -e. .
que ( J) ik ( ej) ik ( ej) fJk fjk (1 ej) fjk,

pois fjk é idempotente.

ii) Se k#s, (l-e.) f. . .
# ( ]) jk ] Js



Vamos verificar que, guando k#s, ij F. =

js
=ej fjk fjs’ O que prova nossa assercgao. Temos que
g-1 g-1
Foo fao = 2= (2 (2N, (% (1,290
J J g%  u=0 J ] o=0 J J
-1 -1 _
_ 1 qz qz Lo zku+su
g? u=0 =0 J J
Por outro lado,
g-1 q-1 - g-l
o, £a Fao = Ly 2 (2 w259 (3 (x.z5)"
J ] J q® v=0 J =0 J 3] 1=0 J ]
_ 1 q}—:l qgl q;:l LItu ZkO+S;J+\)
g? v=0 pu=0 =0 J J

Fixado v, consideramos o sistema de equagées

{ gtu = o, tu, (mod q)
1 ko+sy = k01+sul-v (mod q)j .
1 1'
Sobre GF(q), a matriz deste sistema & l ,
'k s|

cujo determinante & s-k. Como s#k e 0O<s<g-1, O<k=<qg-1,
temos s-kZ0 (mod ), e o sistema tem solugaes mod (.
Como 0O<osg-l e O=p=g-1, a solugdo & Unica em Z%. Logo,
fixado v, para cada par (01’“1) existe um unico par (g, u)
tal que

gl+ul zkol+sul - Xq+n zko+su+v.
J J J

X

Portanto,
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a-1 g-1 g-1
e. £.. £, =L T3 Tz (3 xItu Kotsutv,
13k 738 g3 520 =0 v=0 I
=1 g-1
I PRI TR
q’ 0,=0 u1=0 J ]
-1 =1
= 1 qZ d qu+u ZK01+SU1 = qu f.
qZ Gl=0 LIIIO J J J jS
g-1
iii) l-e. = 2 l-e.) f. .
: J  x=0 (1mey) £k
1 g-1 o]
De fato, observamos que l-e. = = 2 (1-z.).
] q o0=0 J
Logo, temos que
g-1 g-l1 g-1 g-1
X (l-e)f., = L s D T (1-2%)  (x.25 ¥ =
k=0 3 q? k=0 =0 u=0 J J ]
-1 g-1 g-1
B T M Kuto,
g? k=0 o0=0 pu=0 I J 3]
qg-1 g-1 g-1 g-1 g-1 . B
=X 3 s 1-z%) + &= Ty s s (ehigih. G RUH0,
q? k=0 0=0 J q?> k=0 g=0 p=1 JJ )
-1 g-1 -1 g-1 g-
- Qe + X 595 g MKH_ L R R SIS
J g? k=0 yu=1 JJ g2 k=0 u=1 o=0 JJ

Observando, entao

, que fixados kl,u#O e o, existe

um anico k, O<k<g-1, tal que k p=kp+v (mod g) (pois basta

_ 1
tomar k:(E)q(klu—o) (mod q)

, onde (%) indica o inverso de

1 q
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i mod q), obtemos que

1 g-1 g-1

S > xS L Ty R A L
k=0 np=l o¢=0 J 3 k =0 u=0
donde
g-1
b3 (l—e.)f.k = l-e., como se afirmou.
k=0 J° ] J

, -k k _ -
iv) ¥y [ (1 ej)fjolyj = (1 ej)fjk

De fato, observamos que, como [xj,yj]=zj, temos

1k = x. z., donde, por inducao y_k X yk = x.25 e
b T T T T r POT INAUEA0, ¥y Xy Yy T X424
-k o k k,o
X = (xX.2z. . Logo
yJ 5 yJ ( 3 J) go,
-k k -k
. l-e.)f. .= 1-e . . =
¥ [ (1-e.) Oly] (l-e.) ¥y 3, ¥y
q-1 g—1
= (l-e.) = X y.k %Y yk = (l-e.) 1 X (x zk)Oz
30 g gm0 3 T3 73 g o=0 33
= (l-e.) f£., .
( J) Jk

Observando, agora, que (l—ej) € a identidade mul

tiplicativa de (l-e.) R Q. < u,>, temos que (l-e.) f£.. & uma
P ( J) QJ i q ( j) ik

familia de idempotentes (por (i)) ortogonais (por (ii)) cu-
ja soma é l—ej (por (iii)). Além disso, (iv) mostra que es-
tes idempotentes sao permutados transitivamente pelo grupo

ciclico de unidades (l—ej)< yj>, e notemos que y? centrali-

za todos estes elementos. Logo, pelo Lema 2.4,
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onde Sj=(l—ej) f.o (l—ej) R Qj < ui> (l—ej) f. =

Resta, entao, demonstrar que
Sl=(l—el)f10R Q, < ui>(l—el)f10 = (l—ez)f20 R Q, < ui>(l—e2)f20=s2

Para tanto, observamos que u, normaliza O grupo
g-abeliano elementar < x.,z.> e que H.,= < X.,Z.,u,> & um
J° ] J J° 11
subgrupo de Qj< ui>, de indice g. De fato, os elementos
-1
Lo ¥y yj?,.--,y

w-Q

formam uma transversal de Hj em Q. < ui>.

Logo, pela Proposigao I.l.1,

RQj <ui>=k§ R H. vy

Como ui e zj centralizam Xj’ também centralizam

f. , e temos

jO
S.=(l-e.)f., R Q. < > l-e.)f.
j=(l-ej)fy R Qg <uy> (1mey)fy
_l k
=2 R H.(l-e. f. . l-e.)f.
k=0 ]( J) ]OyJ ( J) Jo
k -k k
Mas (l-e.)f. . l-e. £ = l-e.)f. 1l-e.)f.
)E.o Yj ( j) 30 Y Y ( ]) joy ( )0
=y.Grej)fjk(l—ej)fj0= {(l—e.)f.o, se k=0
1 0 , se k#0

Logo,



S.=R H.(l-e.)f..c R H..
i g (tmeglfy < i

Definimos, agora, w:H1+H2, pondo

w(xl)=x2, W(zl)=z , w(ui):u..

2 i &
£ facil ver que Yy & um isomorfismo de grupos. Estendendo
Y R-linearmente, obtemos um isomorfismo y:RH, ~>RH,6, tal

que

l,b(el)=e2 e P (£ )=f

10 20
Logo, y(S,)=S,, donde S =S, .
Logo, RQl <u,> = RQZ<ui>, i=1,2, provando o te

orema.

Corolario 2.7 - Seja K um corpo de caracteristica dife-

rente de g. Entao KGIEKGZ.

tao g & inversivel em K.
O segundo teorema de Dade estende o resultado
para outra classe de anéis, que inclui, em particular,os

corpos de caracteristica q.

Teorema 2.8 - Seja R um dominio de integridade no qual

o primo p & inversivel. Se R contém uma raiz p’-ésima

primitiva da unidade, entao RGIERGZ.
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Demonstracdo - Seja €¢R uma raiz p?-ésima primitiva da

unidade. Entao eP & uma raiz p-ésima da unidade, e temos
1+ eP + e2P 4, 4 PHP - o (1)

Para cada inteiro k=0,...,p-1l, definimos em

RGi os elementos

_1 pk pP,S
fik § (e ul) .
s=0
pk P, S _ ; :
Como (& ut)” f.. = f..,, temos imediatamente
1 ik ik
que
pr .p,S _ p(r-k)s pk p,s _
(e¥7 ul) - £y =€ (e ul) f4y =
p(r-k)s
fik'
Logo,
-1
_1F pr pyS _
fir fik T p SEO (e uy) |
1 Pob peex)s
= — P € £ ’
P s=0 ik
dond 1 Pyt .
onde segue que fik fik = = SEO flk = D P flk = flk e
p-1
_ 1 p(r-k)s
= = » -
que, se r#k, fir fik = [S:O € ] fik = 0 por (I).

(oL

Assim, {fik|05ksp—l} uma familia de idempotentes orto-

gonais. Alem disso,
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p-1 p-1 p-
g, = = LTy (PK)SPS)
k=0 * k=0 P g=0
p_.l p—
_ i > [ x (Epk)s] ?s
P g=0 k=0

Observando, agora, que, pondo s=0, temos

p-1
z (epk)0 =

k=0

7

e que, se s#0, entao

p-1 p—1
T (ePKyS = T (ePHK 2 g, por (1),
k=0 t=0
segue que
p-1 p-1 p-1 .
T of =2 2 |z ( PKS)Ps % p u’=1
k=0 P s=0 k=0 :
Assim, os idempotentes fio’ fil""’ ip-1"

dao uma decomposicao ortogonal de 1. Além disso, como

nP=1 (mod q?), u? e central em Gi' donde segue que

P07 il""’fip—l sao idempotentes centrais de RGi’

Logo, RGi S€ escreve como uma soma direta de subalge -

bras:

RG.=RG, £, ®RG, f, O ,..® RG. f. 5
i 1 Tiog i "ia 1 Tip-1
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Seja, agora HicGi o subgrupo gerado por Q, ,
Q, eu,. E imediato que u, normaliza Hi’ donde segue

e i —di .=H, < >,
que H.l 4 Gi e Gi @ um produto semi-direto Gy Hl u,

Consideramos as aplicacoes naturais

e os homomorfismos de grupos

Tk:< u, > — U (R)
k

u - €, k=0,1,...,p-1,

que estao bem definidos porque € &, por hipotese, uma

raiz p?’-ésima primitiva da unidade.

Definimos Aik:Gi — U (R) por Aik:Tk o ﬂi.Co

mo m, e T sao homomorfismos de grupos, temos que

k
XikeHom(Gi,U(R)), i=1,2, k=0,1,...,p-1.
Pelo Lema 2.2, podemos definir os automor -
fismos X# :RG., — RG,, onde
ik i i

#
Ak ¢ Z a(g)g) = X a(g)kik(g)g.
g(G g(G

Entao temos que

p-1
1 S
aMog. ) = (= = JWPP] =
ik *Tio ik ' p =0
=)
_1 Py ps, . pS _
=5 S:O )\ik(u1 ) u
- A p;l kps  ps
= = 2 € u = f.
P s=0 ' ik
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Logo,

(RG, £, ) = RG, f, k=0,1,...,p-1,

i
ik i Tio i Tik!

e, como Xﬁk é automorfismo de RGi’ segue que

RGi fik = RGi fio r k=0,1,...,p—1,

e os p somandos diretos de RGi sao todos isomorfos,don

de RG, é isomorfo a uma soma direta de p copias de

RG, f. .
.
17D
Entretanto, como fio = 5 < u,>, obtemos pelo
Lema 2.3, que
~ Gi
RG, £. = R .
i Tdio o)
< ul>
Agora, € imediato que < u?> = <u,>, donde
G, = - p. = G,
— 5 =Q, < uj>x Q2< u2>=Ql< u2>xQ2< u1>:
<1.11> <

Logo
Gl i G2
RG £ =R =R ———— = RG_f._ ,
110 P P 220
<‘L11> <U1/‘
donde
RG =RG f © ., ... ® RG f =
1 1 19 1 10
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e o teorema esta demonstrado.

Corolario 2.9 - Seja K um corpo de caracteristica g. En-

tao KG, =KG, .

disso, GF (q)<K.

O grupo multiplicativo GF(q)* & ciclico, de or
dem g-1. Como g=1 (mod p?), temos que p’|g-1, donde, co
mo GF(q)* & ciclico, existe um elemento e€¢GF(q)*, de or-
dem p?. Logo, K possui uma raiz primitiva p?-ésima da u-

nidade. Pelo Teorema 2.8, segue que KGl;KGO.

O exemplo de Dade deixa claro que, para que RG
determine G, devemos supor que nenhum divisor primo de
|G| seja inversivel em R. Nos proximos dois paragrafos ,
procuraremos estudar o problema do isomorfismo sob a hi-
poteseé de que R & um dominio de integridade satisfazendo
essa condig¢ao. Em pafticular, concluiremos que, para os

grupos G, e G, de Dade, #ZG e %G, nao sao isomorfos.

E interessante notar que os Teoremas 2.6 e 2.8

nos permitem concluir que, se 7% indica o localizado

(p)

de Z em p é Bﬁ o anel de inteiros p-adicos,
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Zp)C1 = 2 ©

; #Z~.G, = %Z~.G,. Por
2 p

outro lado, como Z(q> nao contém raiz p?-é&sima da uni-

i id i 3. = 7 .
dade, fica em aberto decidir se Z(q)C3] (q)Gz

§ 3. A CORRESPONDENCIA ENTRE SUBGRUPOS NORMATS

O instrumento basico para o estudo de isomor-
fismos de anéis de grupo sobre dominios de integridade
é a chamada "correspondéncia entre subgrupos normais".
Apresentamos, nesta segéo, um resumo dos resultados ba-
sicos, cuja demonstragao pode ser encontrada em | Sehgal,
1978] e | Karpilovsky, 1981 |. No que segue, G e H deno

tam grupos finitos e R um dominio de integridade de ca-

racteristica zero em que nenhum divisor primo de |G| &
inversivel.
Teorema 3.1 - Seja RG=RH. Dado N <« G, definimos

¢N=H n (1+RG I(N)). Entao:

a) ¢ define uma correspondéncia bijetora en-

tre os subgrupos normais de G e os subgrupos normais de

H;

b) se N, ¢ G, N, <G, N < N,, entao ON = ON_;

2 !
€) RG I(N) = RH I(¢N);

d) R

zZiQ

H
RW'
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um ideal de RG e N=G n (1+I), entao

(0L}

e) se 1
dN=H n (1+1I);

f) se N «G, M < G, entao ¢ [ M,N]=[ oM, ¢N] ;

g) se Na G, M < G, entao ¢ (MAN)') =
= (¢M n ¢N)';

h) se N« G, M 9 G e NcM, entao M/N & abelia
no se e somente se ¢M/¢N & abeliano;

i) dado N <« G, seja Cn(N)= <gnt geN>; entao
pc™ (n) =c™ (¢N) ;

j) dado N < G, seja C (N)= < glgeN e g"=1>;

entao ¢Cn(N)=Cn(¢N).
Observamos, em particular, que o item (i)des

te teorema implica em que os subgrupos N e ¢N tém o

mesmo &xpoehte.

§ 4. UM RESULTADO PARCIAL

Demonstraremos, neste paragrafo, um resultado
parcial Sobre o problema do isomorfismo para anéis de
grupo de grupos metabelianos, devido a G. Karpilovsky,
que diz que RG detérmina G para uma certa classe de do
minios de integ§ridade R. Este resultado generaliza um
resultado de Obavashi,; obtido em 1970 usando métodos de

cohomologia @& grupos:
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Teorema 4.1 - [ Obayashi,1970] .Sejam G um grupo finito e A um sub
grupo normal de G. Seja ZG=ZH e consideremos A*=)A=

=Hr (L+ZGI(A)). Se K/A e L/B sao os centros de G/A e
H/B, respectivamente, entao existe um isomorfismo de

K sobre L levando A sobre A%*,.

Este teorema tem como corolario o Teorema
1.4 (de Whitcomb), que diz que um grupo metabeliano
finito & determinado pelo seu anel de grupo sobre Z.
No que segue, demonstraremos uma generalizagao do Teo
rema 4.1 para uma classe mais ampla de dominios de in

tegridade. Para tanto, serao necessarios varios lemas.

Lema 4.2 - Sejam G um grupo finito, A um subgrupo de
G e K=Z/m%Z, onde m=0 (mod n) e n & o expoente de A/A.
Entao valem:

KG I(A) -~ A
a) ———————— = =
I(G) 1I(n) Al
b) Se A & abeliano e x & um elemento de
KG tal que x=g (mod KG I(A)) para algum gcG, entao
existe wum anico g,~9a, com a ¢ A, tal que
ngx(mod I(G) 1(An)).

Demonstifdgao = a) Como KG I(A)=I(A) + I(G) I(A), te-

mos que

K6 1) . I(A) + I(G) 1(A) - I(n)

I(G) I(A) I(G) I(n) I(A) r I(G)I(A)
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pelo Lema I.3.3, I(G) I(A) nI(A)=I(A)?*,e pelo

Corolario I.3.6(b), sabemos due Eiélf z B , donde ob
1(pn)? A
temos que
KG I(A) = I(A) = A
I(G) I(A) I(a)* A

b) Seja x=g (mod KG I(A)). Entao temos que
x-geKG I(A) = I(A) + I(G) I(A).
Logo, existe tc¢I(A) tal que

x-g-t ¢ I(G) I(A), isto &,

x=g+t (mod I(G) I(A)).

Pelo corolario I.3.8, como tcI(A), existe achA
tal que tzZa-1 (mod I(A)?). Como I(A)?c I(G) I(A), segue

que
x=gt+a-l=ga-(g-1l) (a~1)=ga (mod T (G)I(A)).
Logo, tomando g,~9a, com acA, temos que
x=g  (mod I(G) I(A).
Finalmente, se x=g  (mod T(G) I(A)) e também
ng; (mod I(G) I(A)), segue que

= i
9,94 (mod ;(G) T(Aa)),
donde gx;gé ¢ I(G) I(A). Como I(G) I(A) & ideal a esque-

da de KG, vem que
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Logo,

LG e G (I+I(G)T(A))=An (14T (B)?)=A",

pelo Lema I.3.3 e pelo Corolario I.3.6. Como A & abelia

) -1 5 - .
no, temos que A'={ 1}, donde 9, 9, = 1, isto &, 9,=9, -
Logo, g, e unico, provando (b).

Vale observar que o item (b) deste teorema se-

ria igualmente valido, exceto pela unicidade de Jd.r se

A nao fosse abeliano.

Para os proximos resultados ser-nos—-3 necessa-

rio introduzir alguns conceitos.

Seja A um subgrupo de um grupo finito G. Se A
e normal em G, ja definimos uma aplicacgao 5 i RG>R G/A,
onde G/A & o subgrupo quociente de G por A. Se A nao é
normal em G, denotaremos por G/A o conjunto {gA|gcGldas
classes laterais a esquerda de A (que nao & um grupo) .
Denotando por R<G/A> o R-mddulo livre de base G/A, pode
mos definir um homomorfismo de R-modulos ﬂA:RG+ R<G/A>

por
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E imediato que, para A 94 G, esta definigao coincide com
a anterior. Vale observar, ainda, que & possivel dar a
R <G/A> uma estrutura de RG-modulo a esquerda, definindo,
para g <G e ngeG/A, g,-9,A=(g,9,)A. Com estas definicoes,
ﬁA:RG+12<G/A> € um epimorfismo de RG-modulos a esquerda,
e seu nucleo & o ideal RG I(A).

Seja, agora, P:R - R um epimorfismo de anéis
de nicleo AcR. Dado aeR, escreveremos a=y(a). Seja G um
grupo arbitrario. Entao, podemos definir um homomorfismo
de anéis

¢ :RG > RG

Z alglg — Z alg)g.
geG geG

E imediato verificar que 4 & um epimorfismo de anéis de

nicleo AG, que ®|G=identidade e que | =y.

Com estas notacgoes, temos o seguinte resultado:

Lema 4.3 = Sejam G e H grupos finitos, R e R anéis comu-
tativos com 1 e Y:R > R um epimorfismo de anéis. Defini-

mos um epimorfismo ¢:RG + RG, como acima.
Entao temos
(i) Se RG=RH, entao RG=R &(H),

e, portanto; dque, dados subgrupos A e N de G e subgrupos

B e T de H,; temos:
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(ii) Se RG I(A)=RG I(B) e ﬂA(N)=ﬂA( n

tao RG Iﬁ(A)zzﬁG I§(¢(B)) e EA(N):%A(Q (T)), onde i

denota a aplicacao 7, :RG » R <G/A>, definida acima.

A

(i) Suponhamos que RG=RH. Para provar que
RG=R ¢(H) , basta provar que existe um isomorfismo de R-

-algebras ):RH»RG, tal que X (H)=4¢(H).

Como RG=RH, & claro que AG=AH. Usando o epimor
fismo P:R - ﬁ, podemos, como acima, construir um epimor

fismo de anéis
@l:RH — RH, com nicleo AH.

Pelo Teorema do homomorfismo, podemos passar
esta aplicagao ao quociente, obtendo um isomorfismo de
anéis

A Ry + RH

' AH

Como Al é isomorfismo, podemos tomar seu inverso,

X;:ﬁH > RH/AH, e observamos que

x{( Z a(h)h)= 2 q(h)h + AH.
heH he H

Analogamente, temos o epimorfismo d :RG - ﬁG,

€, passando ao quociente, obtemos O isomorfismo de anéis
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)\2:E - I_Q-G,
AG
e observamos que Az( Y a(g)g + AG) = X al(g) g, isto e,

geG geG

Az(a+AG) = &(a).

Como RG=RH e AG=AH, obtemos

M RH_RG 12 =
RH — == = == —— RG
AH  AG

RH —— RG & um isomorfismo de

Logo, A, © Xi

anéis. Além disso,

A, » A1 (@ h)=A, (ah+AG)=d(ah)=a d(h)
e
A, A1 (h) =), (h+AG) = d(h).
Logo A, © Xi (ah) = a A, A} (h) e também
A,° X (H) = @(H). Logo, pondo A=X,eX7 , X & um isomor

fismo de R-algebras tal que ) (H)=¢(H). Assim, RG=R® (H) ,

provando (i).

A demonstracao de (ii) € agora trivial. Basta
notar que @(a—l)=a~i, para todo acA, donde Iﬁ(A)=®(I(AD,
e que, para beB, ®¢(b-1)=0¢(b)-1, donde Ig(®(B))=0(I(B)).
Logo; RG I(A)=RG I(B) = &®(RG I(A))=0(RG I(B)) =

= RG ¢ (I(A))=RG 0 (I(B)) = RG Iy (A)=RG Iz (0 (B)).

Analogamente, se ﬂA(N)=nA(T), entao, dado ne¢N,
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existe teT tal que n-t ¢ RG I(A), donde n-o (t)e¢RG Iz (a),
e portanto EA(N)=§A(®(T)), provando (ii).
Lema 4.4 - Sejam G um grupo finito e R um dominio de in-

tegridade de caracteristica zero em que nenhum divisor

primo de |G| & inversivel.

Dado N <G, considero ﬂN:RG

Se RG=RH, entao R G/N = R 7_ (H).

Como H gera RG sobre R, e 7n_:RG —+ R G/N & um

N

epimorfismo de R-algebras, temos que u,_ (H) gera R G/N so-

N
bre R.

Logo, resta provar que ﬂN(H) e livre sobre R. En
tretanto,como H € um grupo finito de unidades normaliza -

das, e como e(wN(u))=e(a), Vo c<RG, segue que w _ (H) é um

N

grupo finito de unidades normalizadas. Logo, pelo Corola-

rio I.2.9, ﬂN(H) € livre sobre R, donde RG=R ﬂN(H).

Nosso primeiro resultado importante é&:

Proposicao 4.5 - Sejam G um grupo finito, A um subgrupo

normal abeliano de G e K=%/m%Z e m=0 (mod n), onde n & o

expoeiite de A.
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Suponhamos que KG=KH, e sejam A*=H n (1+KG I(A)),

N um subgrupo de G e M um subgrupo de H tais que AcN e A*cM.

Se A* & abeliano, exp (A*) |n, KG I(A)=KG I(A*) e
ﬂA(N)=ﬂA(M), entao existe um isomorfismo de M sobre N levan

do A* sobre A.

-

i) O conjunto {t(a-1)|aeA, a#l, teT}, onde T é
uma transversal para A em G, &€ uma base KG I(A) sobre K. Lo

go

- L&l (lal-1) = 1al - Eeln

dimK(KG I(A))
| Al | Al

| HI
| A*|

Analogamente, dim, (KG I(A*))=|H| -

K
Como |Gl=|lH e KG I(A)=KG I(A*), seqgue que |Al=|A*.

ii) Observamos que, como A* & abeliano, m=0 (mod n)
e exp(A*)|n, temos, pelo Lema I.3.3 e pelo Corolario I.3.6,

que
H n (L+I(H) I(A*)) = A*pn (14I(A*)2)=1.

iii) Observamos, agora, que ﬂA(N)=ﬂ (M). Ora,

A A

G

e o epimorfismo canénico G + G/A; logo,como AcN, temos que

ﬂA(N)=N/A.

Consideramos agora Tal - E claro que

H
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ker = H. n (L+KG I(A))=A%*.
A
H
Portanto, segue do Teorema do Homomorfismo que NA(M) =
= M/A*.
L (N)=m_(M), temos - 3 e co-
0go, como T, =T , m A AF
mo, por (i), |Al=lA*l, segue que |N|=|M|.
iv) Observamos, ainda, que de ﬂA(N)=ﬂA(M) se
gue que, dado heM, existe geN tal que
g + KG I(A) = h + KG T(Aa),
isto &, tal que
h = g (mod KG I(A)).
Pelo Lema 4.2 (b), existe um unico 9,=9a, com acAcN,

tal que h=g, (mod I(G) I(A)); como geN e acAcN, temos

que g, = gaeN.

Logo, para todo heM, existe um Gnico gheN tal

que hEgh (mod I(G) I(A)).

Definimos, entao, uma aplicacao f:M»N por
f(h)=gh, vheM. E claro que f estd bem definida, ja que

94 é unico.

v) Afirmamos que f & um homomorfismo de grupos.

De fato, se f(h])=gl, f(h2)=gz, temos

h g (mod I(G) I(A)) e h,=g, (mod I(G) I(A)),



isto &, h -g, e I(G)I(A)

h,-g, ¢ I(G)I(A).

Entao
h h,-g,g,=h (h,=g,)+(h -g,)g, <I(G)T(A),
pois I(G) I(A) & um ideal bilateral de KG, ja que
A4 G.
Logo, hthEglg2 (mod I(G) I(A)), donde se
gue que

£(h h,)=g g,=f£(h )E(h,).
Assim, f & homomorfismo.

vi) Se heker f, temos que h-1 ¢ TI(G) I(Aa).

Ccomo KG I(A)=KG I(A*), I(G) I(A)=I(H) I(A*). Logo,

ker f c H n (1+4I(H) I(A*))={1}, pelo
item (ii). Assim, f & injetora. Como ainda temos que

| M| =I Nl , seque que f & um isomorfismo de M sobre N.

vii) Resta provar que f(A*)=A. Seja, entao,

beA*. Como A*=H n (1+KG I(A)) ,temos que
b-1 ¢ KG I(A),
isto &, bz1 (mod KG I(A)).

Pelo Lema 4.2, sabemos que existe um unico

elemento gb=l.a, com ae¢A, tal que

b=g, (mod I(G) I(A)),

76
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e & claro que g,=acA. Mas entao f(b)=gbeA. Logo, f (A*)

cA; como |Al=|A*le f & isomorfismo, seque que f(A*)=A.

Desta forma, mostramos que f:M-»N & um isomor

fismo de grupos tal que f (A*)=A.

Esta proposigcao nos permite demonstrar um
teorema ainda mais forte que o de Obayashi; este segui

ra imediatamente.

Teorema 4.6 - Sejam G um grupo finito, A um subgrupo

normal abeliano de G e R um dominio de integridade de
caracteristica zero em que nenhum divisor primo racio-
nal de |Gl & inversivel e tal que existe um ideal J ¢ R

verificando R/J=%Z/n%, onde n & o expoente de A.

Suponhamos que RG=RH, e sejam A*=H n (14RGI (A)),
N um subgrupo de G e M um subgrupo de H tais que AcN e

A*cM,

Se WA(N)=ﬂA(M), entao existe um isomorfismo

de M sobre N levando A* sobre A.

i) Observamos, em primeiro lugar, que, pelo

Teorema 3.1, temos:

(A*)'=A'={1}, (portanto A* & abeliano)
RG I (A)=RG I(ax*),

€ n=exp (A) =exp (A*) .
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ii) Sejam K=%/n%Z e Y:R>R/J=K a aplicacao natu

ral. Podemos, entao, definir
$ : RG — KG, como antes.

Temos que RG=RH, RG I(A)=RG I (A¥) ewh(N)=ﬂA(ML
Do Lema 4.3 segue que KG=K ¢ (H), KG IK(A)=KG IK(¢ (A*))e

TrA(N)=7TA( ¢" (M)) .
Observando, ainda, que

¢ (A*)= & (H n (1+RG I(A))=0¢ (H) n(1+KG I, (A)),
e que, como A* & abeliano de expoente n, ¢ (A%*) é abelia
no, e exp(% (A*))|n, vemos que as hipdteses da Proposi -
cao 4.5 estao todas satisfeitas. Logo, existe um isomor-

fismo de grupos
f: ¢ (M) - N
tal que £ (¢ (A*))=A.

iii) Observamos agora que, como RG I(A)=RG I(A%*),

| Al =l A*] , e que, como (N)=ﬂA(M), temos que |N| =Ml , da

A
mesma forma que nos itens (i) e (iii) da demonstracgao da

Proposigao 4.5.

Logo, temos

a¥ =25 5 jary L a
e
M —¢—* & (M) £ > N.

1
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Como ¢ :M » & (M) & epimorfismo e f: & (M)»N &
isomorfismo, feo ¢:M> N & epimorfismo; mas | Ml =|NI|, don

de fo ¢ & isomorfismo.

Analogamente, f o ¢ @ um isomorfismo de A* so-

bre A, e o teorema esta demonstrado.

Teorema 4.7 - ([ Obayashi, 1970], [ Karpilovsky, 1979 b]).

Sejam G um grupo finito, A um subgrupo normal abeliano
de G e R um anel satisfazendo as seguintes condigoes:
(*) R & um dominio de integridade de caracte-
ristica zero em que nenhum primo que divide |Gl & inver-
sivel,
e
(**) Existe um epimorfismo Y:R>Z/n7%Z, onde n

€ o expoente de A.

Suponhamos ainda que RG=RH,e seja A*=H r (14RG I ().

Se

N/A & o centro de G/A

M/A* & o centro de H/A*,

entao existe um isomorfismo de M sobre N levando A* sobre

A.

Demongtragao - E claro que basta provar que 7

——— i St —

A (M) =T (M),

e aplicar o Teorema 4.6.
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Pelo Lema 4.4, temos que R G/A=R nA(H). Logo,

temos que
T(Z(V(R G/A)))=T(Z(V(R NA(H))))-
Pelo Corolario I.2.7(a), temos que

T(Z(V(R G/A)))=Z(G/A)=N/A=ﬂA(N)

T (2 (V(R TTA(H))))=Z(1TA(H))=TTA(M) , pois M/A*

& o centro de H/A*.

Logo w, (N)=m_ (M) .

A A

Portanto, o Teorema segue do resultado anterior.

Corolario 4.8 - ([Whitcomb, 1968],[ Karpilovsky, 1979 bl ).

Seja G um grupo metabeliano finito e R um anel satisfazen

do as condicdes (*) e (**) do Teorema 4.7. Entao

RG=RH = G=H.

ngonstragéo - Seja RG=RH, e tomemos A=G'. Entao & claro

que N=G, pois G/A & abeliano.

Pelo Teorema 3.1 (f),temos que A*=H', donde b

claro que M=H.

Assim, pelo Teorema 4.7, existe f:H»G isomorfis

mo; tal que f(H')=G', donde G=H.
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Definigéo - Seja G um grupo finito. Definimos

Z g = (g ¢ Q | mdc(b,lGl)=1}.

E imediato que % € um dominio de integri

(G)
dade de caracteristica zero em que nenhum divisor pri-

mo de |G| é inversivel. Temos, entio:

Corolario 4.9 - Sejam G um grupo metabeliano finito e

R=7 . Entao
(G)

RG=RH = G=H.

cao (**) do Teorema 4.7. Seja, entao n=exp(G'). E cla-
ro que n|lGl, de modo que se mdc (b, Gl )=1, entao mdc

(b,n)=1 e portanto b & inversivel em Z/Nn7 .

Definimos Y:R>Z/nZ por Y (a/b)=a E—l. E ime-
diato que Y & epimorfismo de anéis. Logo, R satisfaz

(**), e o Corolario esta provado.
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III. ANEIS DE GRUPO DE GRUPOS DIEDRAIS SOBRE OS INTEIROS

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados

sobre anéis de grupo de grupos ciclicos e diedrais sobre

.~ os inteiros, focalizando especialmente na estrutura do

grupo das unidades. O objetivo deste estudo sera obter u

ma descricao do grupo das unidades em um caso particular.
Estes resultados sao devidos a D.S.Passman e P.F.Smith

[Passman e Smith, 1981].

§ 1. GRUPOS CICLICOS

Nesta secao obteremos alguns resultados sobre
- . 5 s 1 -
aneéis de grupo de grupos ciclicos de ordem p , onde p € un  pPrimo
racional. Para tanto, fixamos a seguinte:
Notagao. No que segue, p denota um namero pri

n-1

mo, A= <a> um grupo ciclico de ordem pn, b=aP , B=<b>,

n-1
. n - _. LA ;
€ uma raiz p -esima primitiva da unidade e s=¢P .

Comecamos estabelecendo uma serie de lemas.

Lemma 1.1 - Sejam R, R, eT aneis com 1, e sejam m; ¢R,>T
e m,:R,»T homomorfismos. Seja S o subconjunto de Rl@lp)dg

do por

Si{(rl,rz)e R, ® szﬂl(rl)=ﬂ2(r2)}.
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Entao S @ um subanel de R,® R, e seu grupo de

unidades e

U(S)ﬁ{(rl,rz)e Slrie U(Ri), i=1,2}

Lema 1.2 - A equacao
o(a)=¢

define um epimorfismo o:%ZA~+ % [e|, cujo nicleo & o ideal

p-l

™

b
0

de ZA gerado pelo elemento B =

i

. . n - .
isomorfismo de A sobre o grupo das raizes p -esimas da u-

nidade, gque & um subgrupo do grupo de unidades de Zlel.

Pondo
o( 2 A(g)g)= Z X(g)o(g),
geA geA
obtemos um homomorfismo de anéis o:%ZA> %[ e]. Como & gera

Z[e]l,0 & epimorfismo; como a gera ZA, o esta bem defi-
nido. Resta, portanto, calcular o nacleo de o.

n-1_

Pondo m=p 1, @ claro que, dado ac%ZA, pode -

mos escrever

Q
I
™3

oy al, com o, ZB (pela Proposicao I.1.1,

i=0
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ja4 que {a*| i=0,1,...,m} & uma transversal para B em A.).

Entao

m
ola)= 2

o(ai)el, e & claro que o(aihzz[ S
i

0

1 i

Como (Q(e):Q(G))=pnn , 0s elementos e, 0<i<m, sao linear

mente independentes sobre Q(§), e portanto sobre Z [ §| .As
sim,
o(a)=0 se e sO se c(ui)=0, 1=0, 1.5 a5 s plfis

Escrevamos
p-1 .
o.= = S..bj, com Si.e'Z, i=0,1,...,m.

L g 13 j

Entao, se o(a)=0, temos que

1
Si'
0 J

p
0=0(ai)=

j

, 1i=0,1,...,m

Il 41
o

donde segue que § & raiz dos polindmios

¥ s..x? , i=0,1,...,m.

Entretanto,como § & uma raiz p-ésima primitiva

da unidade, seu polindmio irredutivel sobre #Z &

¢p=Xp—l+xp—2+...+x+l.

Logo,

o | £ s.,. X , i=0,...,m,

donde, como ambos os polindmios tém grau p-1,
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p-1 .
z Sij xJ = n, d)p i niezz, i=0,...,m.
=0

J

Logo Sij=ni, j=0,1,...,p-1, donde

m .
o= 2 n., B8 a® ¢ =mAB.

Assim ker§ < ZA.B. Entretanto, como

p-1 .
o(B)= 2 §9=0,
=0

a inclusao reciproca & imediata. Logo, temos que kero=7A.B

e o lema esta demonstrado.

Lema 1.3 - A equagao
m(e)=aB ¢ A/B

define um epimorfismo w: % [e] - GF (p) A/B, tal que, se

p#2, entao kerTr=(<S-cS_l) Z[el, e,se p=2, entao kern=2%| ¢].

Além disso, (e—e—l) nao € uma unidade de Z | ¢].

Demonstracao - Existe um epimorfismo natural

—— v o ——

0:ZA +~GF (p) A/B,

dado por ©0O(a)=aB ¢ A/B e 0(x)=xX ¢ GF (p), para xcZ%Z. E

imediato que 0(b)=1, donde
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p-1 p-1 _
0(B)=0( 2 b)) = £ 1I=p-=0.
i=0 i=0

Logo B ¢ ker 0, donde kerc c ker0O, onde ¢ & o homomorfis

mo do lema anterior.

Assim, o homomorfismo © se fatora por % | el ;is

to &, existe um Gnico homomorfismo w:Z [ €]+GF (p) A/B sa-

tisfazendo me0o=0. Em particular, w(e)=m(c(a))=0(a)=aB.
O -
ZA —— GF (p) A/B Como 0 & epimorfis-
keroc < ker® l -7 . )
o - mo, segue imediata-
zZ[el” mente que T & epimor
fismo.

Vamos calcular o nicleo de m. Dado i>0 qualquer,
podemos por

-1

i=j+p" "k, com Osj5pn—l—l, donde et=¢J &K

Logo, obtemos que

m .
Zlel=% #=[68]lel, onde m=pn—l -1.
j=0
m .
Sejar ¢ Z|e]l, e escrevamos r= X r. ej, com ri(E[ §].
j=0

Como 7(8)=6(b)=1, temos que ﬂ(rj)cGF(p), j=0,1,...,m.

Como 0s elementos n(ej), 0<j<m, sao os elementos distin-
tos de A/B, sao linearmente independentes sobre GF(p).Lo
go, m(r)=0 se e sOmente se m(r5)=0, 0<j<m.

Assim; para obter o nucleo de m, basta obter o nicleo do
Homéemorfismo :Z | §] ~ GF (p) que se obtém por restricao

de .
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E imediato que 1-§ ¢ ker®. Dado r ¢ %[ 6], es

crevamos
p-1 K p-1 K -1
r=2 ay §7 = 2 ak(6 -1) + Z ak,akeZ,Vk.
h=0 k=0 k=0
= (1-6) s + t,
p-1
onde se Z[ 6] e t= 2 ay ¢ %Z. Como (1-8) ¢ ker m, & claro
k=0

que rekerm se e sOmente se tcker® isto &, se e sé se p|t.

Assim, para mostrar que kerT=(1-8)7Z[ 8], resta
apenas mostrar que p «(1-8)Z [ §]. Seja ¢p(x) o polindmio

ciclotomico de ordem p, i.é:

- p-1
® (x)=1+x+...+xP 1 = 1] (x—Gl),
P i=0
donde
p-1 i
p=% (1)= 1 (1-67) ¢ (1-8)Z [§ ]
P =0

Logo, concluimos que kerii=(1-8)%Z|[8], e portanto que

m .
kern= 2 (1-6)z([ 8led = (1-8)z [ ¢].
j=0

Se p=2, temos 6=-1, donde kerw=2%[¢].

Se p#2, observamos que
sPL 4 §P72 4 yse1= 0,

donde

~ (6P Lh a8y =1,
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isto e,
—(6P72 4 P s ke (s+1)=1,

donde 1+8¢U(Z [ 8]).

1 1

Como 8cU(Z[681) e (s8-8 1)= —671(1-62)= -671(1+6) (1-8),
segue que (6—6—1) é associado a (1-8) em Z [ 8], donde
kerﬂ=(6—6-l)2[ el .

Finalmente, observamos que

n(e-e—l)=aB - a_lB € (A/B) ,donde

TeF (p)
segue que e—s_l nao & uma unidade de Z [ €].

No restante desta secgao, fixamos os homomorfis
mos 0:ZA +» Z[e]l e mn:Z[e] »GF(p) A/B, definidos nos le

mas anteriores. Além disso, sejam

T:ZA~> ZA/B

p:%Z A/B > GF(p) A/B

e epimorfismos naturais. Podemos, entao, obter uma des -

cricao parcial do anel de grupo ZA.

Lema 1.4 - A aplicacao
o ®t: ZA— #Zle] ® #ZA/B

€ um isomorfismo de ZA sobre o subanel S de Zle|® Z A/B

dado por

S={(x,y)eZle] © Z A/B|m(x)=p(y)}
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ZA em Z[e] © ZA/B. Assim, devemos provar que

Im(oc ®1)=S e ker(c ®1)={0}.

i) seja acker (o ®1), de modo que (0 ®1) (a)=(0,0).
Entao o(a)=0, de modo que, pelo Lema 1.2, a=BB, para algum

BeZA. Além disso,
0 = t(a) = T(B) T(B) = p T(B),

de modo que T (B)=0, donde Bekert = %A I(B); segue, entaodo

Lema I.3.12 que a=f B=0. Logo, ker(c ® 1)=1{0}.
ii) Consideramos os homomorfismos

Teo: ZA - GF(p) A/B

e
petT ZA - GF(p) A/B,

e observamos que (meg) (a) = aB = (peT) (a). Como a gera 7ZA,

segue que M o0 = p oT. Em particular, se ac¢ZA e

(c®1) (a)=(x,y), entao

m(x)=m(o(a))= p(t(a))=p(y),
donde Im(o®T1)cS.

iii) Finalmente, tomemos (x,y)e¢S, isto &, (x,y) «
Z[el ® ZA/B tal que 7 (x)=p(y). Como o & epimorfismo, exis

te Be ZA tal que o (B)=x. Entao, como m o0 = p o T, temos

(p eT) (B)=(m 20) (B)=m(x)=p(y),
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donde T(B)-y € kerp = p ZA/B. Como T & epimorfismo, exis-

te yeZA tal que T1(B)-y=pt(y). Ponhamos a=g-By.

Observamos que, como Bekero, o(a)=c(R)=x. Por

outro lado, t1(B)=p, donde
T(a)=T(B)~pTA(.Y)=y.
Logo, obtivemos oeZA 'tai qﬁe
(0 1) () =(x,y) .

Assim, Im(oc ®1)=S, provando o lema.
! Loal %

Corolario 1.5 - Seja A um grupo ciclico de ordem p", e se-

ja B um subgrupo de ordem p. Entao
U(ZA) = S

1'

onde
s, ={x,y)eZ[el® ZA/B |n(x)=p(y), xcU(Z[el), yeU(ZA/B)},

onde m e p sao as aplicacgoes definidas acima.

No restante desta segéo, discutimos algumas pro
priedades adicionais de %Z [e] e da aplicacao

n:% | el — GF(p) A/B, definida acima.

Lema 1.6 = Se p>2 ou n>1, entao o anel ZI'8+€-llé o suba-

nel real de Z|[e]l, e temos que,
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7Z|el=2z| e+a"l]€9 7z | €+€—1] e—l,

como soma direta de Z:[e+e_l]—m6dulos.

i) £ imediato verificar que, para todo izl,va

le a identidade:

ei+l + e—(i+l) = (e+a—l)(€i+s-i)—(e

dl

Ainda, como e°+e°=2€zz[e+s—l]e e+te e Z| e+e_l], segue i

mediatamente, por indugao em i2l, que

grag L 7z | €+e_l]

, ¥izl.

ii) Novamente, € imediato verificar que, para

todo i=l, temos

€1+1_€—(1+l)=(€_€—l)(€1+€—1)_(Ei—l_€—(i—l)L
donde
i+l = (i+1) B i-1 -(i-1)
= = i = g +e - B , ¥izl
= -1
E=¢€ £-¢€

(Observe=se que, como p>2 ou n>1, e—e_l#O).

gl=¢g? ] =
Como = = 0 e 7 = 1, segue, por inducao, que, pa
E=E €E-€
i =i
ra tode izl, tem=-se que E—:%T— € uma soma de termos da
E—¢€
4 i i

£ —€

forma ed+e J; logo ) € ZZ[€+€_1] para todo iz1.

&g

i—l+€—(i-l))-
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. 1 ~
iii) Dado ceZ [ €], escrevamos c= Z a;e”. Entao

i20

. - - _i
temos que seu conjugado em € e dado por c= p) a e ,donde

i=0
segue que
2 a, (el-¢7? .
-C izl ERE etog™t -1
& == = = 3 ay =5 e Zlete 1.
-c £—€ i>1 E—¢€
iv) Dado aeZ|[e]l, definimos
_ ae-ae _a-a
x= T € v= =T
g€ €-€

de modo que x, y ¢ Z|[ e+e_l], por (iii) . Observando ago

ra que
= =1 = =1
-1 ac—ae—-ae +ae
xy E = . =
E~¢€
= = ) L |
_ ae-ae ~-ae “+ae _
-1
€ - €
=1
ae-ae
—rt —l a’
€ - €
segue imediatamente que
1

Zlel= @1 e+e—l]+ZZ[ ese T]e L,

v) Como e+e T=e+e « R, & imediato que
-1
Zle+te ] c R n Z|e].

Além disso, s—l ¢/ R (pois p>2 ou n>1l); logo, segue que
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zere Tle ™t c ¢ - R*,

donde & imediato que

7z [ e+€—l] n ZZ[e+€—l]e—l ={0}.
Assim,
Zlel=21 €+e_l]€9 7 | €+e—l] ‘a—l.
vi) Finalmente, seja r<IR nZ[e]l. Como rcZ| ¢l,

podemos pdr r=a+b, com acZ [ e+e “le bez[e+e Tle L. como

relR e ae¢lR, segue que belR, donde, como Zﬂ€+e_l]e—lcC<R*,

1

vem que b=0. Logo, reZle+e ~], e

Zlere =z e) n R,
isto e, & | €+€—l]é o subanel real de %[ ¢].

Observamos que, no caso em que p=2 e n=1l, temos
e=-1l, donde segue que Z|lel= Zc R, e o lema anterior e
falso. E claro, entretanto, que esta situaciao & extrema -

mente simples.

Lema 1.7 - Se p>2, o nicleo da restricao
-1
m:% [ e+e 7] — GF(p) A/B

& o ideal principal de Z|ﬁ€+e_1] gerado por (8-6 7) (e-¢

Demonstracao.
i) Como §58°L g gL sao imaginarios puros, te
mos que (5“6—1)(6—8—1)6 IR. Do Lema 1.3, vem imediatamen-

te dque (6-651)(8—8—1)6 ker .



94

Logo,
(6=~ (e—e Hym [ e+e ™11 < kerr.

ii) Reciprocamente, tomemos ackerm tal que
acZ:ls+e—l]. Pelo Lema 1.3, ae(d-d_l)ZIﬁs], e pelo
Lema 1.6, Z[el=2ZI ere 1@ @[ ere et Logo, pode
mos escrever

a=(b+ce—l)(6—6_l), com b,cEZZ[e+c—l].

Como a,b,c ¢ R, obtemos, por conjugacgao,

1

a==-(b+ce) (6=6 7).

Somando estas igqualdades, obtemos
2a=—c(e—e—l)(6—6—l),

donde segue que

a=- % (e—e—l)(6-5-l):
assim, resta apenas provar que % € ZS[€+€—l].
iii) Observamos agora que, pondo q=pn_l,tg
mos
6—6_l=eq—e_q=(g—e_l)(eq_l+eq_3+...+€—(q—l)),

donde segue que (5—6—1)Zlfe]c(€—€—l)ﬂ[5ﬂ.

Da demonstragao do Lema 1.3, temos que

...l -
)Z [ €] . Logo, pe(e-¢ l)%lﬁe], de modo que, podemos

pe (=6
por

p?=d (e-c 1) (§=6"1),
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para algum deZ [ €] . Como p?eR e (e-¢ (6—6-l)enL

que deIR, donde deZ | €+e_1] .

Agora, como p € impar, mdc(p?,2)=1; logo,

tem f,geZ tais que
fp?+2g=1.

Logo,

1

Ly (6-6"1y42g=1,

fd(e—e_

donde, multiplicando por %,

A
2 2
= -fa + cg,

e, como f,a,c,g ¢ %[ e+e 1], segue que =

do o Lema.
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temos

exis

5 Z | e+c—l],prova§

Lema 1.8 - Se p=2, o nicleo da restricgao
ﬂ:ZZ[e+€-l]———>GF(p) %

& o ideal 27 ([e+e M.

Demonstracao - Se n=1, 7| e+€—l]=zz[€], e nao ha nada a

demonstrar. Se n>1, observamos que, pelo Lema 1.3, o nu-

cleo da aplicacgao

m:Z [ e] —— GF (p) %

€ o ideal 2% | el. Logo,
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ker'n! __l=2ZZle]n]R.
%[ e+e ]
_ -1 -1, -1

Entretanto, como Zlel=Z[e+ec “1® Z[e+e Je 7,
temos que 2% [ el=2Z [ €+€—l]@ 27 | e+e_l]e_l, e, como
ZZZ[E+€_l]c]R e ZZZ[e+e—l]e_l c C-IR*, segue, como acima,
que

2%Z[e]l n R= 27| €+€—l] .
-1

Logo, ker m = 2% | e+e ].

7 [ €+€—l]

Lema 1.9 - Seja p>2. Dado ae¢Z|[ €], escrevemos a=x-ye 7,

com X,yeZ | e+e_l] . Entao m(a)=0 se e somente se
/\
m(x) =7 (y)=k. (A/B),

para algum k«GF (p) .

Demonstracao. Seja h=aB o gerador do grupo ciclico H=A/B.

i) Suponhamos, primeiramente,que ﬂ(x)=n(y)=kﬁ.
Entao

7 (a) =n (x) =7 (y) h ™ T=kii-kiih " t=0,

ja que Ah~L=q.

ii) Reciprocamente, suponhamos que 7 (a)=0. En-
tao temos que n(x)=ﬂ(y)h—l. Seja *:GF (p)H—>GF(p)H a in-

volugao da Proposigao I.l.2.
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Como x,yeZ [ e+e T1, m(x), 7(y)eGF(p) <h+h t> ,

e, como (h+h—l)*=h+h—l, segue que 7 (x) e w(y) sao fixos
por *. Além disso, como H & abeliano,aplicando * & equa

cao ﬂ(x)=ﬂ(y)h—l, obtemos que w(x)=m(y)h.
Logo, ﬂ(y)h=ﬂ(x)=ﬂ(y)h—l, de modo que
-1

m(y) (h "-=h)=0,
donde obtemos

m(y) (L-h?)=0.
Entao

m(y) (1-h?) (n2 M7y h?41y=0, wnzo,
donde

2n

m(y) (1-h""")=0, ¥n=0.
Como p & impar, <h®>=H, donde segue que

m(y).I(H)=0.

Logo, pelo Lema I.3.12, w(y)=kH, para algum keGF (p),don

de m(x)=n(y)h= k H h = kﬁ, e o0 lema esta demonstrado.

Lema 1.10 - Seja p=2 e n>1 e escrevamos H=A/B=<h>, onde

h=aB, H2=<h2>. Dado ae Z [ €] , escrevamos a=x-y ¢
1

, com

X,yeZ [ e+e ~|. Ent3o 7m(a)=0 se e sébmente se

-~

m(x)=k,H, + k h H,

-

m(y)=k H, + k,h H,

para algum par de elementos k, ks cGF(2).
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i) Suponhamos que 'n(x)=szl2 + k,h ﬁz e que
n(y)=klﬁ2 + k2h ﬁz. Entao
m(a)=" (x-y »3_]')=ﬂ(x)—7r(y)h-l
=k, fi,+k,h H,-k,h H,-k,H,=0,
j3 que h™'H,=hfl, e hH,h '=fi,.
ii) Reciprocamente, suponhamos que 7 (a)=0.Como
no Lema 1.9, obtemos que ﬂ(y)(l—h2)=0, donde, como antes,

segue que 7n(y) anula I(Hz).
Pelo Lema I.3.12, segue que
m(y)=aH,, 4

para algum 0eGF (2)H. Portanto, para algum par de elemen-

tos kl,kchF(2), tem-se que
m(y)=k H, + k,h H,.
Finalmente,
m(x)=m(y)h = klh H2+ k,H,,

e o lema esta demonstrado.

§ 2. GRUPOS DIEDRAIS

Nesta secao passaremos a estudar o anel de gru

po ZG, para G=D _, O grupo diedral de ordem an.Em par

p

ticilar, estudaremos certos subgrupos de U(ZG). No caso



99

G=Dp, obteremos uma descrigao completa de grupo das uni-

dades.

No curso de nosso estudo, recorreremos repeti-
das vezes a um certo anel de matrizes. Assim, por conve

niéncia, introduziremos desde ja esta estrutura.

Definigao.- Seja R um anel comutativo com uma involucdo,

denotada por a+a'. Definimos

C

q" 2')| c,dc¢R}.

M¥ (R)= { (

- E claro que M#(R) & um subconjunto de M, (R) .
Mais ainda, ‘vale o seguinte lema, de demonstragéo muito

simples:

Lema 2.1 - i) M;(R) €& um subanel de M, (R) ;

ii) A aplicacao "adjunta", dada por

d
c

¢! -d

|) = (_dl c

adj (g, )

define uma involugao em M* (R);

g, i,)e M* (R) € uma uni -

iii) Um elemento a=(
dade de M¥(R) e e sOmente se det a=cc'-dd' & uma unida-

de de R.

O proximo lema mostra a relevidncia desta cons-

trugao.
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Lema 2.2 - Seja G=A&t> o produto semi-direto de um grupo
abeliano A pelo grupo ciclico < t>, de ordem 2. Nesta si
tuagao, a conjugacao por t define uma involucao de ZA ,
e a aplicagcao (¢:ZG~ M* (zn), dada por

co+pt) = |¢ B I,  a,Bema,

Bt Ott

e um isomorfismo.

sem qualquer dificuldade, ou pelo seguinte argumento:

Seja M=%ZG; entao, M @ um ZG-modulo a direita
fiel e um ZA-modulo & esquerda livre, com base {1,t}.1s
to permite que consideremos ZG como um anel de transfor
gaes ZA - lineares em M, pondo, para meM e X¢ZG, mx=m.X,
onde escrevemos as transformagoes lineares a direita. Lo

go, existe um isomorfismo z:7ZG > M2 (zZn) .

Vamos calcular ¢ explicitamente. Para tanto,

seja xeZG, x=a+Bt, onde o,R¢ZA. Entao

1x=1 (a+Bt) =0+Bt=a.1+B.t

tx=t(a+Bt)=tu+tBt=Bt.l+ut.t.
Logo, '
o B
C(x)=C(a+Bt) = . £l
B a

donde (ZG)=M}(ZA), provando o lema.
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No restante deste paragrafo, G denotara o pro-
duto semi-direto A < t>, com A abeliano e t®=1 e ¢ deno
tara a aplicagao definida no Lema 2.2. Como consequéncia

imediata, obtemos o seguinte resultado:

Lema 2.3 - Seja y=o+Bt, a,BeZA, uma unidade de ordem fi

nita de ZG. Se AnZ(G)=< 1>, entao temos que
det r(y)=aat-pgpt=t1.

Além disso, se yel+I(A)ZG, entdo det ¢(y)=1.

Demonstragcao - Seja w=C(y)eM¥ (ZA). Como Yy & unidade de
ordem finita, w & unidade de ordem finita de M¥ (ZA) . No
Lema 2.1, mostramos que adj €& uma involucgao em M* (ZB) ;

logo, adj w & uma unidade de ordem finita.
E imediato que, para todo vcM#* (7A),
v.adj v=adj v.v=det v.l.

Como w e adj w sao unidades de ordem finita, se
gue que det w.l tambem € unidade de ordem finita em

M% (ZA), donde det w & unidade de ordem finita de %ZA.

Pelo fato de que A & abeliano, segue pelo Coro
lario I.2.7 que det w=tg, para algum geA. Além disso, te
mos que (det w)t=det w, donde segue que gtzg e portanto
ge %2 (G) . Lembrando que An Z(G)=< 1 >, seqgue que g=1, donde

det w=t1l,

Finalmente, suponhamos que ye¢l+I(A)ZG, de mo-
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do que ael+I(A) e BeI(A), e consideremos a fungéo de au-

mento €:%ZA —— % . Entao
e (det w)=€(aut—88t)=l,

de modo que nao podemos ter det w=-1. Assim, se

Yel+I(A)ZG, entao det w=l.

No restante deste paragrafo, A=< a> indicara um
grupo ciclico de ordem p", e usamos a notagao do paragra
fo anterior. Além disso, fixamos G=A<t>, o grupo diedral
de ordem 2pn, isto &, pomos t?=1 e, at=a_l. O seguinte le

ma e imediato:

Lema 2.4 - Se R e S sao anéis comutativos com involucgao
e ©0:R—S & um homomorfismo de anéis compativel com as in
volugoes, entao € se estende naturalmente a um homomorfis

mo de anéis

€ :M% (R) — M (S) .

Corolario 2.5 - Os homomorfismos o,t,m e p, definidos a
c¢ima, induzem homomorfismos
0*:M§(ZA)——+M§(Z[£J)

T*:M* (ZA) — M* (Z A/B)

n*:M¥(Z [ el ) — M* (GF (p) A/B)

p*:M, (Z A/B) — M} (GF (p) A/B),

onde as involugoes de ZA, Z A/B e GF(p)A/B sao dadas por
conjugagaoc por t e a involugao de Z [ el @ a conjugagao

complexa.
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Como consequéncia imediata dos Lemas 2.2 e 1.4
e do Corolario 2.5, obtemos uma descricao parcial de %G

para G=D _.
ph

Proposigao 2.6 - A aplicacgao

(0*® 1*)o ¢ : BG — M;‘(ZZ[ el)@ M* (72 B/B)
define um isomorfismo de %G sobre o subanel

S={ (x,y)eM¥ (Z[ e])® M* (% A/B) |n* (x)=p* (y) L.

Corolario 2.7 - Se G=D L¢ entao
P

U(ZG) = U(s),

US)={ (x,y)eM$ (Z | €])® M* (Z A/B) |detx U(Zl €]) ,dety U(Z A/B) e

e m*(x)=p*(y)}.

Demonstracao - Imediato, a partir dos Lemas 1.1 e 2.1.

Interessa-nos, agora, estudar o subgrupo de

V(ZG) dado por

K(B)=V(ZG)n (1+I(B)#ZG) « V(ZG) .

Lema 2.8 - A aplicacao
0%o £ : G —> MX(Z[el)

define um isomorfismo de K(B) sobre o grupo
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H={ he M* (%Z [ €] ) [det heU(Z[e D)e n* (h)=1}.

h=0* ( ¢(y)). Seja ainda m_:ZG— Z G/B 0O homomor fismo

B:
natural, e observemos que G/B = A/B<t > o produto semi-

direto induzido de modo natural.

Como Yel+I(B)ZG, temos que TTB(Y)=1; logo,

ﬂB(a)+'rrB(8)t=l, donde oel+I(B)ZA e BeI(B)ZA. Assim,

T* (g (y))= (é $)= leMZ‘(ZA), donde segue que (o*®BT*) (g(y))=

=(h,1l). Obtemos, entao, duas conclusoes:

1) Pela Proposicao 2.6, temos que (c*®1*) o

é injetora. Sejam y,,Y, ¢ K(B), e suponhamos que

o* of (y,)=h =h =0%c C(y,).

Entao (0*® t*) o g (y )=(h ,1)=(h,,1)=(c*® 1*) o ¢ (y,) ,don-

1

de v,=Y,. Logo, a aplicagao o*o ¢, restrita a K(B),e in-

jetora.

2) Como YeV(ZG), temos (h,1)eU(S), donde, pelo

Corolario 2.7, det heU(Z[€e]) e n*(h)=p*(1l)=1.

Logo, 0* o § da um monomorfismo de K(B) em H.Res
ta mostrar, entao, que (o* o z) (K(B))=H. Para isso, seja
heH. Como n* (h)=1=p*(l), vemos, pelo Corolario 2.7, que
(h,1)eU(S). Logo, ainda do Corolario 2.7, vem que existe

Y=0+Bt ¢ U(ZG), com o,BcZA, tal que (c*®T1*)o ¢ (y)=(h,1).
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Agora, t*(z(y))=1 implica em que T (a)=1 e T (R)=0,

donde ael+I(B)ZA e BecI(B)ZA e portanto y=a+ft e 1+I(B)ZG.

Logo, YeU(ZG) n (1+I(B)7ZG) = K(B) e, como

o*(z (y))=h, segue que
(0*o ) (K(B))=H, e o lema esta demonstrado.

A descrigao de K(B) assim obtida pode ser ainda
melhorada, desde que se exclua o caso p=2. Desta forma, no

que segue, supomos sempre que p> 2, e notamos dque
. . 5 -1
isto implica em que e#¢e .

Consideramos agora a matriz

€ 1 v
2 = EMZ(Q[E])I
1

e observamos que

—1 -1
- (MZ(Q[CI)I
€ €

onde A=det f= g-¢ T
Sendo & e 2_1 as matrizes acima, consideraremos
© automorfismo n:M, (Ql €])— M, (0l €]) dado por n(x)=2"Yx 1.
Seja, ainda, GL, (2 [ e+€_l]) o grupo das matrizes

2x2 inversiveis sobre 7z | e+€~l

| . Observamos que a aplicacao
m:%Z[ el — GF(p) A/B induz, de modo natural, um homomorfis-
mo

=],

TT:GLZ(Z[8+€ 1) — GL, (GF (p) A/B).
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Com esta notagao, temos:

Teorema 2.9 - Se p> 2, a aplicagao composta

ne o* o g:ZG— M} (Qlel)
define um isomorfismo de K(B) sobre o grupo

= \
W wear, (@[ ere ) [F =0 Qax@M) ) D kearm) ).

e um monomorfis
——————————— K (B) -

mo, donde, como n & injetora, seqgue que neo g¥* o CIK(B) e

injetora. Ainda pelo Lema 2.8, o* oz (K(B))=H, onde

H={ heM* (Z [ €]) |det heU(Z[€]l) e n*(h)=1}. Assinm, basta

mostrar que n(H)=£-lIi L= W.

i) Seja h = ( € ~ ) ¢ H, de modo que det heU(Z] €])

d
e ™) =1 eM:(GF(p) A/B). E claro que m* (h) =le M} (GF (p) A/B)
se e sO se m(c)=1eGF(p) A/B e 1 (d)=0¢GF(p) A/B. Pelo

1 1

Lema 1.6, podemos escrever c=C-Ee ~ e d=D-Fe -, com C, D,

E, Fe Z:[e+e_l]. Pondo A=e—e_l, um calculo imediato da que

E%CE:E, gﬁ_-_;%__l=c
CS_A—EE = _C+E(e+e 1y,
d-d _ da—as—l -

x oo
de?-de 2 1

= -F + D(e+e ).
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Agora, pondo

temos que

y % =2 (c d el 1 C-E(e+e 1)4D -E+F
= — = - ’
Mle ed {a C J{-e -1 E-D (e+e T)+F  C-D

donde temos que
X=C-E(€+€—l)+De 7z | e+€—l]
y=-E+F ¢ Z | e+e—l]
< -1 -1 (*)
z=E-D(g+e “)+F ¢ Z [ e+e ]
v=C-D ¢ Z | e+e_l].
\

Assim, weM, (Z | e+€_l]). Alem disso, notamos que

det w=det he U(ZI[€]), e que det h = cc -~ dd ¢ R, donde,

1

pelo Lema 1.6, det weU(Z | e+e_lj). Logo W<GL2(ZI'E+E_ ).

Como heH, temos m* (h)=1eM% (GF (p)A/B), de modo
que m(c-1)=u(d)=0. Segue, entdao, pelo lema 1.10, que exis

tam constantes r,se¢GF(p) tais que

m(C)-1 = w(E) = r(§7b) e
N
m(D) = w(F) = s(A/B),

jd que c-1=(c-1)-Ee > e d=p-re ', Assim, aplicando 7 as

equagoes (*) acima, obtemos
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-1 AN
m(x)=1(C)-m(E) (m(e)+mw (e ~))+m(D)=1+(s-r) (A/B)
7 (y) == (E) +7 (F) = (s-r) (A/B)

N\
m(v)=m(C)-m(D)=1+(r-s) (A/B)

-1 N\
m(z)=m(E) -7 (D) (w(e)+m(e) )+m(F)=(r-s) (A/B),

donde, pondo k=s-r, obtemos

l+k(£?§) k(éjé)
T(w) =
—k(ﬁ?ﬁ) l—k(é;é)

isto &,

-1 <=1

1 O
mT(w) =
0 1

/\ 11
+ k(A/B) ,  KkcGF (p).

Logo, weW, e portanto n(H)c W.

ii) Reciprocamente, seja w= (X z}e W. Um cal

culo imediato mostra que

d
. -1 _ |®
n (w)=2 w 2 = [d c] , onde
c= % (—xs_l-z+y+ve)
d= L (-xe” -—z+ys_2+ve_l).
A

_ A\
Agora, como T (w)= [é S] + k(A/B)[—i —i] r ®

mos que w(y)=k(A/B), mw(x)-l-m(y)=0, m(z)+m(y)=0 e

m(v)=-1l+m(y)=0. Pelo lema 1.7, sabemos que

ker (1 |y €+E—l})=(€—e_l) (-6 Ny @ ere 1= (56D @[ e+e 1]

e

.
I
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logo, podemos escrever

x=A(6—6—l)§+y+l, com ieZl'e+€_l],
z=A(6—6~l)£—y , com Zc¢Z | e+€_l],

v=A(6—6—l)§-y+l, com veZ | e+£—l]

Substituindo estas equagoes nas expressoes para

c e d acima, obtemos, por um calculo direto,

-1
c=l(—xe_l—z+y+vs)=(6—6—l)5+ y(l-¢e) (1-¢e 7) +1,
A A
com ceZ[ €], e também
-1:2
a=2 (-xe toztye Pave b= (s-s7l)qs YAzE )T
A A
com deZ [ €] .
. —2
Observamos, agora, que A=(e-¢ )= e(l-g )=

1 =1

= e(l+e ") (l-¢ ) & associado de l—s*lem zZ| el (32 que,
1

1~

para p>2, l+e @ inversivel em Zlel). Logo, i ¢ 7| €l;
“£ ¢ z[ €], donde segue imedia-

analogamente, obtemos que lk

tamente que ¢, de Z[ €].
= /\
Alem disso, como 7 (y)=k(A/B), temos que
/\
m(y(l-g))=k (A/B) (1-aB)=0

m(y (- 1)) =k (X/B) (1-a~1B) =0,

>

e como (6-6—1)6 kerm, calculando m nas expressoes obtidas

para ¢ e d, segue

m(c)=1 e m(d) =0,
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donde w*(h)=1 ¢ M:(ZZ[EJ). Finalmente, como WGGLZ(Z|:€+€—11),
deth=detwe U(Z [ e+€_l]) c U(Zlel). Logo n(H)»W, e o teorema

esta demonstrado.

Salientamos que esta descricao de K(B) & bhastante
atil, ja que a aplicacao m:7% | e+a_1]—+ GF (p) A/B, com p>2,
& bem compreendida, devido ao Lema l1.7. Isto nos permitira
obter o resultado mais importante deste capitulo, uma descri
cao explicita do grupo de unidades U(ZG) para G:DP, O grupo
diedral de 2p elementos, para p>2. Este resultado generaliza
o trabalho de I.Hughes e K.R.Pearson [ Hughes e Pearson,1972],
que trata do caso p=3, e & complementado pelo resultado de

C. Polcino Milies [ Polcino Milies, 1973], que estuda U(ZD,).

No que segue, p denota um numero primo racional, &
uma raiz p-ésima primitiva da unidade e m:%Z [ §/+GF (p) o homo
morfismo obtido no Lema 1.3, supondo sempre n=1l. Lembramos

1

que o niicleo deste homomorfismo & o ideal (8-8 ~)Z[ 8] .Dados

x, ye Z|[8], escrevemos x=y(m) se e somente se 7(x)=1(y).

Teorema 2.10 - [ Passman e Smith, 1981] Seja G=Dp, com p>2.

Entao U(ZG) & isomorfo ao subgrupo de GLZ(Z5[6+6_11) forma-
(X

do por todas as matrices w= -

z) que satisfazem as condi-

coes

det w=* 1 (m) e x+zzy+v*l (m).
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/\ < -
A/B=1, e, assim, a aplicagao no o*¥eo { da o isomorfismo

1 I+k k

1| dkecF(p) tq 7 w=
=k 1-k

K(A) =K (B) W= WEGLz(Z[6+6_

ii) Consideremos agora o homomorfismo natural
Y:ZG —> 7Z G/A. Por restricao a U(ZG), obtemos um ho-
momorfismo de grupos P:U(ZG) — U(Z G/A), cujo nicleo

€, claramente, o subgrupo
kerP=U(ZG) r (l+kery)=U(ZG) n (1+I(A)ZG)=K (A).

Além disso, como G/A= <t>tem ordem 2, o anel
de grupo % G/A sO tem unidades triviais; logo, o sub-
grupo {t1, *t}c G & levado, por Y, sobre U(Z G/A)=tG/A
Segue entao imediatamente que U (%ZG) = K(A). (< t>) (pro
duto semi-direto) e que * <t> & uma transversal para

K(A) em U(ZG).

iii) Um calculo imediato mostra que

(neo og*o ) (-1):[81 —(l)} ¢ GL, (z | s+87H)
e
(ho 0% o £) (t)= [l . °J<@2(7ztcs+cs"ll).
-(8+6 7) -1

Desta forma, (ne o* e £) (U(ZG)) « GL_ (z[ 6+8 1)), e
obtemos um homomorfismo de grupos

1.

ne %o ¢ : U(ZG)— GL_(Zl 6+6 1 ).

Vamos calcular o nucleo e a imagem deste homo

mor £ i.81io
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Observamos que

PN R

1 0 1 0
N - / W.
-(8+8 ) -1 -2 -1

Segue, entao, da decomposicao de U(ZG) em clas-

=N

=

ses laterais modulo K(A), que, se w<GL2(Z|:6+6_l]) perten-
ce & imagem de U(%ZG) por ne o*e , entao 7(w) tem uma das

quatro formas seguintes:

1+k k
mT(w) = , ke¢GF (p)
-k 1-k
1+k k
m(w) = - , kcGF (p)
-k 1-k
1+k  k 1 0 1k -k
mT(w) = = ,keGF (p)
%« 1-k] |-2 -1 k-2 k-1
~ 1+k k 1 0 1-k %k
T(w)= - = - (KeGF (p) ,
% 1k =7 =l k-2 k-1

formas estas que correspondem as quatro classes laterais de

U (ZG) mddulo K(A). Mas entdo & facil ver que ﬁ(w%ﬂfGLz(Z[6+6_lJ)
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sO0 pode ocorrer se 7 (w) tem a primeira destas quatro for
mas, isto e, se w pertence & imagem de K (), que & W. Co

mo ne o*o ¢ @ um isomorfismo de K(A) sobre W, segue que

ne o*e g: U(ZG) — GL, (zl 6+G—l]) € um monomorfismo, e
ker(ne o*og)={1}.
Resta, agora, calcular a imagem de U (ZG) por

nec*o . Pelo feito acima, & imediato que

1 0
(neo*e ¢) (U(ZG) = W. % -1
-(8+8 ) -1 J

(produto semi-direto). Queremos, entretanto, uma descri-

¢ao melhor desta imagem.

Seja, entao, we (ne o*o ) (U(ZG)); neste caso

T(w) pode ter a forma

1+k k
'TT’(W) = =t 7

=k 1-k

em que det (7 (w))=1 e * (1+k-k) =t (k+1-k)=*1, ou a forma

1-k =k
ﬁ(W) = ’

I+

k-2 k-1

em que det (m(w))=-1 e * (l-k+k=-2)=t (-k+k-1)=F1.

Dessa forma, se 1 (w) = (r

qualquer caso, as equacgdes

det(m(w))=t1 e r+e=s+f=t].
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Observamos, agora, que, tomando todos os valo-
res possiveis para keGF (p), obtemos 4p valores diferen -
tes para T(w), wene o*o ¢ (U(ZG). Por outro lado, e fa-
cil verificar que o sistema de equagoes

rf-se=*1

r+e=s+f=%t1

possui, no maximo, 4p solugdes (p solugoes para cada es-

colha de sinais). Assim, para weno o*o ¢ (U(ZG)), T(w)

S

f] gque satisfazem

. PR ‘ r
atinge todas as possiveis matrizes [e

rf-se=t1l e r+e=s+f=t1, Logo, a imagem de U(ZG) & preci-

L)

samente o conjunto das matrizes w= [: 3]( GLZ(Z[ §+6
que satisfazem
det (w)=*x1 (m) e x+zzy+v=*l (m).

Isto completa a demonstracao.

Gostariamos de salientar que esta descricao de
U(ZDP) e um resultado bastante importante, inclusive por
que & o primeiro resultado deste tipo com alguma genera-
lidade, uma vez que, afora os casos triviais, sO se conhe

ciam descrigaes explicitas de U(ZG) para G=D,,D,, A i 5

4 4 y

(| Hughes e Pearson, 1972], | Polcino Milies, 1973], [Allen
e Hogby, 1980|,[ Sekiguchi, 1980]). Aléem disso, deve ser
possivel, a partir deste resultado, obter informagoes sobre
a estrutura das classes de conjugacao em U(ZDP), um pro

bléia de bastante interesse.
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IV - COMPLEMENTOS NORMAIS

Este capitulo estuda um problema dificil e in-
teressante relativo a estrutura do grupo das unidades de
um anel de grupo: determinar condigoes para que exista
um complemento normal livre de torcao para G em V(ZG),is
to e, para que exista um subgrupo N <« V(ZG), livre de
torgao, tal que NnG={lle V(ZG)=N.G. Este problema foi
colocado explicitamente pela primeira vez em [ D.L. Johnson,
1978 ]; os primeiros resultados significativos foram de K.
Dennis [Dennis, 1976] , [ Dennis, 1977] . Este problema
nao apenas possui interesse intrinseco, mas também repre

senta uma nova possibilidade de ataque ao problema do

isomorfismo, como observamos a seguir:

Lema. Seja G um grupo finito. Se G tem um complementormg

mal livre de torcgao em V (%ZG) e ZG=7ZH, entao G=H.

Demonstragao. Seja N o complemento normal livre de tor-

¢ao para G em V=V (%ZG). Entdo N<V e [V:N] = IG|. Ccomo H

é de torgao, HnN= < 1>. Alén disso,| NH:N] H| = |a| =

[V:N]. Logo, V=NH, donde

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados
sobre este problema, dando resposta afirmativa quanto &
existéncia de complementos normais livres de torcao em

trés casos:
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1) G @ grupo circulo nilpotente;

2) G possui um subgrupo normal abeliano A, tal
que G/A & abeliano de expoente 2,3,4 ou 6;

3) G possui um subgrupo normal abeliano A, tal

que G/A & abeliano de ordem impar.

Observamos que os grupos dos casos 2 e 3 'séo
metabelianos, de modo que ja se sabia que sao solugao do
problema do isomorfismo, e que o caso 1 se inclui nos
que foram estudados em | Sandling, 1974]. Dessa forma,nos
sos resultados ndo representam avanco em relagao ao pro-
blema do isomorfismo, embora sejam extremamente importan
tes em relacao ao estudo da estrutura do grupo das unida
des. Em todos os casos, a obtengéo de um complemento nor
mal @ bastante facil, ao passo que a demonstragao de
que este complemento & livre de torcao apresenta grande
dificuldade. Trataremos primeiro do caso 1, e depois, si

multaneamente, dos casos 2 e 3.

Deve-se mencionar que muitos autores tém estu-
dado este problema em situagoes especificas. Em particu-
lar, P.J.Allen e C.Hogby mostraram que existe um comple-
mento se G=A , K.Sekiguchi fez o mesmo para G=s, e T.
Miyata estudou os grupos diedrais em geral. Veja-se
[Allen e Hogby, 1980 ], [Sekiguchi, 1980| , [Miyata,1980

e o "survey" [Polcino Milies, 1981] .
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§ 1. GRUPOS CIRCULO NILPOTENTES.

Neste paragrafo, mostraremos, seguindo [ Passman
e Smith, 1980], que, se G & um grupo circulo nilpotente ,
entao existe complemento normal livre de torcao para G em

V(ZG) . Comegamos com a definicido basica.

Definigéo. Seja R um anel com 1 finito, e seja I um ideal
de R tal que todo elemento da forma l+i, com ieI seja in-
versivel em R. Nestas condigées, o conjunto 1+I={1+i i1}
€ um grupo multiplicativo. Dizemos que G € o grupo circu-
lo do ideal I se e sOmente se G & isomorfo ao grupo multi

plicativo 1+I.

E imediato verificar que, nas condigoes da defi
nigao, G & um grupo finito. Observamos ainda que, se defi

nirmos, para i,, i, e 1,

2
i e i =1 +i +i i ,

2 1 2 1 2
temos que:

(141)) (14+1,)=14i 4, +i 1,=14+i o i,

de modo que G & também isomorfo ao grupo cujos elementos
sao os do ideal I e cuja operagao & o produto o. Observa-
mos ainda que, se I & um ideal nilpotente, todo elemento
da forma l+i com i¢I & inversivel em R, e que, neste caso,
se G & grupo circulo de I, entio G & um grupo nilpotente
(veja=se [ Singer,1978,Corol.T.4.6 ]). Com isto, ja podemos pro

var hes§so resultado sobre este caso.
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Teorema 1.1 - (| Passman e Smith, 1981 ]). Seja I um ideal

nilpotente de um anel com 1 finito R, e seja G=1+I o seu
grupo circulo. Entao G possui complemento normal livre

de torcao em V(ZG).

Como O & um isomorfismo de grupos multiplicati-

vos, podemos estender 0 a um homomorfismo de anéis
0: 722G —8R,

e pomos N={aeV | 0(a)=1}, de modo que N & o nicleo de

0|y donde N 9V. Além disso, como O|G &, por hipotese, um
isomorfismo, temos que Nn G= <1>.

Para cada g¢G, ponhamos 0O(g)=1+i_,i_cI. Suponha

gl

g
mos que o= Z a(g)g ¢ V. Como acV, temos que Z o{g)=l. En
€

tSo

O(a) = 0( Z a(g)g)= Z a(g) 0(g)=

geG geG

= 2 al(g) (1+i )= Zo(g)+ Z al(g) i_ =

g¢G geG geG 9

=1+ 2Zoa(g)i_ =1+ i,

geG 9

onde i = Z a(g)ig ¢ I, ja que I é ideal de R. Assim,como

geG

G5®l+i, existe x¢G tal que 0(a)=0(x), donde segue que
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ax leN, € portanto waeNG.

Assim, mostramos que se ac¢V, entao ae NG. Logo
V=NG, e ja vimos que N9V e NnG=< 1 >, isto &, N & um

complemento normal para G em V.

Resta mostrar que N & livre de torgao.Fa-lo-e
mos por indugao em |G| = |I| ; observamos que o resulta

do & trivial quando |I| =1, isto &, quando T=0.

Suponhamos, entdo, que I1#0; como T e, por hi-
potese, um ideal nilpotente, existe keWN tal que Ik#O e
Ik+l=0. Seja J=Ik#0, e seja 0:R—R/J o epimorfismo cano

nico. Consideramos a sequéncia de homomorfismos de gru-

Pos multiplicativos

G 2 141 —%% 1ig(1),

e observamos que o niicleo de O[l+I e 1+J, e que, como
IJ=JI=0, 1+J & central em 1+T. Portanto, W=ker (g 0) =

=®-l(l+J) € central em G.

Seja, agora T:G—G/W o epimorfismo natural.Pe

lo Teorema do Homomorfismo, existe Y tal que
G/W = G/ker (g o @)Ewlm(OO 0)=1+0(I);

logo, existe um isomorfismo Y fazendo comutativo o dia-

grama:
0

G —— 1+I
T o

G/W —=—— 140 (I).
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Em particular, como G/W=1l+c(I), temos que G/W e
o grupo circulo do ideal nilpotente o (I) do anel o(R), e,
como J#0, temos que |o(I)| < | I|. Por hipotese de indu-

cdo, o teorema vale neste caso.

Além disso, as aplicagoes acima se estendem pa-
ra homomorfismos de anéis, dando o diagrama comutativo

ZG —— R

Tl 10
7 G/W —— o(R)=R/J.
Y

Vamos, entao, mostrar que N & livre de torcao .
Seja a¢N de ordem finita. Pela definigao de N, 0 (a)=1,don
de (Yo 1) (a)=(0e 0) (a)=1. Além disso,como o & unidade nor
malizada de ordem finita de ZG, T (a) €& unidade normaliza
da de ordem finita de Z G/W. Logo, T (o) & um elemento de

ordem finita de
N'={BeV(Z G/W) |y (B)=1}.

Pela hipotese de indugao, N' & livre de torcao,

donde T (a)=1.

Logo, ael+kert=1+I (W) ZG, donde, pelo Corolario
I.2.6, segue que 0=xXeWcG. Mas aeN, e Jja provamos que
NnG = <1>; logo a=1l. Assim, N & livre de torcao, e o

teorema esta provado.

E interessante observar que todo p-grupo finito

G esta contido em um p-grupo circulo nilpotente, ja que
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I‘g%% G)é nilpotente [ Sehgal,1978,1.2.21]e GC1+I(E%%.G),

§ 2. GRUPOS METABELIANOS: EXISTENCIA DE COMPLEMENTO.

Passamos, agora, a estudar os casos (2) e (3) da
introdugao. No caso (2), obteremos explicitamente, com cer
ta facilidade, uma familia de complementos normais. No ca-
so (3), provaremos apenas a existéncia de um complemento
normal; este caso & bem mais dificil. Deixaremos para os
paragrafos seqguintes a prova de que estes complementos sao
livres de torgao. Estes pardgrafos seguem o trabalho[Cliff,
Sehgal e Weiss, 1980]. No que segue, G denota sempre um
grupo finito, A um subgrupo normal abeliano de G, e supo -

mos sempre que G/A & abeliano.

Seja T uma transversal para A em G. Neste caso,
ZG I (A), considerado como grupo aditivo, & um grupo abelia
no livre, de base B= {x(a-1) | x¢T, acA, a#l}. Logo,dado ke %
qualquer, podemos definir um homomorfismo de grupos abelia
nos Qk:ZMEI(A)——+ A definindo @k para elementos x(a-1) ¢ B,

k
por Qk(x(a—l))=ax = x7K 4 K,

Definigado. Na situagdo acima, definimos

Ik = ﬁ{ (G, A) = ker ﬁ<.

Lefid 2:1 .Com as definicdes acima, valem as seguintes afir

Magoes
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% -k k
a) ¥geG, VacA, <I>k(g(a—l))=ag =g a g ;

b) I, e um ideal bilateral de %G, que satisfaz
ZGI(A)?cI, cZGI(A). Além disso, I =I(G) I(A);

c) ¥6eZGI(A), Jaea tal que ¢za-1(mod Ik);
d) (I+4I,) nG = "{1};
e) If = T ko1 onde * denota a involucgao natu-

ral de 7ZG.

Demonstracao.

a) Como T & uma transversal, todo elemento ge¢G

pode ser escrito como g=xb, x<T, bcA.

Observando que

xb(a-1l)=x(ba-1)-x(b-1), ¥xcT, ¥a,bcA, se-

gue:
k k k k k
o, (xb(a-1))=(ba)* (b™H* =(bab 1)¥ =X P,
- ( b)k -k k
ja que, como A & normal abeliano, a'® = (xb) a(xb) =
k
-k =k k k -k k -
b X ax b =x a x = av , provando a afirmacao.

b) Vamos provar que, dado g«G e §<ZG I(A), valem

as identidades

k k+1
o (g8)= 0, ()7 e o (s9)= o ()T

donde segue imediatamente que I, € um ideal de %G.

k
De fato, basta verificar as identidades acima

para ¢=h(a-1), com heG e acA. Mas entao
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K .k Kk K
9, (g.h(a-1))=a ) =19 =0, (h@@-1))Y , pois

G/A & abeliano. Analogamente,
k
¢k(h(a—1)g)=¢k(hg(ag-1)):(ag)(hg) _

kK k+1 k+1
sl 9 =¢k(h(a—l))g

Dessa forma, I, € um ideal de %G, e ja sabe

mos, pela definicao, que I,cZGI(A).

k

Observamos, agora, que, dados a,be¢A, temos

@) ((a-1) (b-1))=0, ((ab-1)~(a-1) - (b-1))=ab.a "1 '=1,

donde segque que I(A)ZCIk e, como I, é ideal, concluimos

que %G I (A) 2cIkczzG I(A).

Para provar que I =I(G)I(A), notemos, em pri-

meiro lugar,que, dados g¢G, acA, temos

o

q)o ( (g—-l) (a—l) )=(I)o (9 (a"l) = (a_l) ):ag .a—l‘—'l,

de modo que I (G) I(A) «I_ . Finalmente, se 6cI_, pelo le-

ma I.3.9, podemos escrever &= 3 x(a,-1)+a , acZGI(A)’cT
XeT

o !

de modo que X x(a_-1)¢I , donde 1=0 ( 2 x(a_-1))=1 a .

X o o X X

XeT XeT xXeT
Agora, observamos que

Z x(a-1)= 2 (x-1) (a_-1)+ = (a -1).
xT = xeo g %

Pelo Corolario I.3.6,

z (a ,-1)= T a, ~ l(mod ()%,
XeT xeT
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mas como 1 a_ =1, segue que X (a_-1)¢I(A)?, donde
X X
xeT XeT

6= ¥ (x-1) (a_-1) (mod ZGI(A)?).
xXeT =

Assir.n, como ZGI(A)%2cI(G)I(A)e 2 (x-1) (ax—l) I@G)I (),
X T

seque que §e¢I(G)I(A), donde I°=I(G)I(A), provando a afirmagao

(b) .
c) Dado & ZG I(A), temos que @k(é)eA. Logo,
Qk(¢k(6)-l)=¢k(6),
e, pondo a=®k(6)eA, segue imediatamente que
§Za-1 (mod Ik).

d) Seja SeI, com 1+8=g¢G. Entao g-1=6¢ZG I(A), don
de ge¢Gn (1+4ZGI(A))=A, isto &, g=ac¢A. Logo, é=a-1l, e

1=®k(6)=¢k(a—l)=a.Assim,

e) Vamos provar que,para §¢ZG I (A7),

o) (§%)=0_, . (8)*,

donde segue imediatamente que Ii:I—k—l'E claro que basta ve-
rificar esta equacgao para §=g(a-1l), com g¢G, acA.
-1 -1_ -1 —1(g_l)
Como (g(a-l))*=(a "-1l)g =g ~(a -1) ,temos que
k-1
% ((gla-1)) %)=t (g (a =@ he =

k-1 ,
=@ ) = (0, (g@D)*,

e a afirmacao (e) esta provada.
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Nosso primeiro resultado significativo & agora

imediato.

Proposigao 2.2 - ([ Cliff, Sehgal e Weiss, 1980]).Com as

notagoes acima, se % G/A sd tem unidades triviais,entao,
by

para todo inteiro k, o subgrupo N, =V (ZG) n (1+1, ) e um

complemento normal para G em V (%G).

___________ A‘%G — ZG/A a aplicagao natural;
dado ae¢ZG, escrevemos &=1TA(0L) . Dado ueV (ZG), temos
eV (22 G/A), donde, por hipdtese, u=g para algum ge G. Co-

mo o nicleo do homomorfismo de grupos e
i V(ZG)

V(ZG)n (1+4ZG I (A)), existe §¢ZG I (A) tal que u=g (1+6) .

Pelo Lema 2.1 (c), existe aecA tal que d§=za-1 (mod
Ik)' Logo, 1l+6za (mod Ik) , donde existe c‘Schk tal que

1

1+6=a+8,=a(l+a §,), e, como I, e ideal, temos que

§'=a § Ik e l+8=a(1+6') .Logo, u=ga(l+8'), donde V(ZG)=

G.Ny, ja que, como u«V(ZG), 148" «V(ZG) n (1+Ik)=Nk.
Finalmente, pelo Lema 2.1 (d) ’

N, nG = V(ZG)n (1+Ik) nG = {1} ,

k

donde Ny € um complemento normal para G em V (%ZG).

Vale a pena observar que D.S.Passman e ©P.F.
Smith obtiveram um resultado que & um caso particular (pa

ra k=0) desta proposicao [ Passman e Smith,1981,Lema 1.9].



126

A seguir, apresentamos dois exemplos; o primeiro mostra
que existem grupos para os quais nao existe complemento
normal N para G em V(ZG) satisfazendo a equagao N-V(ZG)n (141 ) ,
e o segundo, que existem grupos para os quais nao exis
te N satisfazendo NoV (ZG)n (l+Ik) , qualquer que seja keZ.

Exemplo 2.3 - Sejam G=< a,x |a'k=x°=1, xlax=a% e

A=< a>, de modo que A & abeliano e G/A & abeliano de or
dem 5. Neste caso, nao existe complemento normal N para
G em V(ZG) contendo V(ZG)n (1+I ).

De fato, seja u=—l+x+x—l; entao ucV(ZG) e
u—l=—l+x2+x_2. Suponhamos que exista N nas condicoes a-
cima. Podemos entao escrever u=ng, com neN e geG. Segue

u (ag) —l=u—la u(g_la g) -1_ g-ln_langg—l a_lg _

entao que a
-1 -1 . u-_g =

g " (n.ana 7)geN, ou seja, que a za”(mod N). Um calculo
imediato mostra que @O(au—ua6)=l, de modo que auzua®(mod
I_). Entao au-ua®c¢I_, donde ulau - aGeIo; logo

au.a_6e1+Io, e portanto auEaG(mod N). Como ja sabiamos

que auEag(mod N), segue que a9za® (mod N). Vamos mostrar

que isto € impossivel.

De fato, se a9a °e¢N, entdo a9 % Nng = {1}.Lo
go, devemos ter ag:a6, o que contradiz a definicao de G.
Veremos adiante que existe, neste caso, um complemento

normal N satisfazendo NoV (%ZG)n (l+I2) .

Exemplo 2.4 - Sejam G= < a,x|a" =x%=1, a*=a® e A=<a>, de




127

modo que A € um subgrupo abeliano normal e G/A & ciclico
de ordem 8. Neste caso, nao existe complemento normal N
para G em V(ZG) contendo V(ZG)n(l+Ik) para nenhum ke 7

Seja u=—l—(x+x—l)+2x4+(x3+x—3)eV(EG), com

=1 1 3 3

u =14 (xbx ) w2x - (x34x T ), e suponhamos que existe um
complemento normal N, N:V(ZG)n(l+Ik). Novamente, podemos
escrever u=ng, neN, ge¢G, e, como antes, temos que auEag

(mod N).

Vamos calcular au(mod N) . Para isso,notemos que

au=—a—ax—ax"l+2ax4+ax3+ax—3

=—a—xa3—x_la—27+2x4a_l+x3a27+x3a—3,

de modo que

4 a5 L
au-ua“=a (a-1) +xa3 (a-1) +x " La 27 (231 1) 4

4a—l(a5—l)—x3a27(a-23—l)~x—3a—3(a7—l),

-2x
donde segue, por um calculo direto, que
4 _
@k(au—ua )=1 se k=0,3,5,6 (mod 8).
Analogamente, obtemos que

o, (au-ua™%)=1 se k=1,2,4,7 (mod 8).

Logo, como antes, obtemos que
u__4 _
a za (mod Nk) se k=0,3,5,6 (mod 8)

u_._-10

a za (mod Nk) se k=1,2,4,7 (mod 8),

€,como antes, obteriamos que ag=a4 em um caso e aJ=a" 10
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no outro; entretanto, ambas estas igualdades sao impossi
veis, dada a estrutura do grupo. Logo, nao existe o com-

plemento normal desejado, para nenhum valor de keZ.

O Exemplo 2.4 mostra que o problema da obten -
cao de complemento normais para G em V(ZG) deve, no caso
em que | G/A| @ par, ser tratado de forma diferente da
exposta aqui, ja que todos os complementos normais que
obteremos satisfazem NDVr1(l+Ik) para algum heZ. Este

problema permanece em aberto.

No que segue, suporemos sempre que [G:Al& iIm-

par, e fixamos s= % ([l G:a] -1) . Observamos que isto im
plica em que s=-s-1 (mod [G:Al), donde ¢ _=¢__ ,,I =1 __ 4
e, pelo Lema 2.1l(e), I§=IS.

Lema 2.5 - Dados g,he¢G, temos

g™ (hth™h) g=h+h ™ (mod 1) .

i9 _ -3

1 )=(hI-h)+(h™" -h ™) =

g L (hth 1) g- (h+n™t
_ _ .9
h(h th9-y+n t(hn Tt -1 =

1

=h( h,g] -1)+h "L ([ h,q] "T-1).

Como G/A & abeliano, segue que G'cA; logo, podemos aplicar

¢, a esta ultima expressao, obtendo

-s
S lh

Lyg-(h+h™ 1=l h,gl? (n,q1 ™t =

_.l -
@S[g (h+h

S 19 =S _ 19 _
Ah,gl® (bh™THPY =h ¥ h, gl 6T (h )R "B =

- =19 =
-h S[h,g]h28+lh 1 s,



129

Como [h,g] eA e h2S+l ¢ A (pois [G:A]= 2s+1), estes elemen

tos comutam. Logo, obtemos

- _ 9 _
o (g7t (™) g- (hen ™l snTSK25H gy S

-1 s+1 -1

s+l(h g -1 b g)h s_ o -y

hgg

e o lema esta provado.

Como I € um ideal de %G, podemos considerar o

ZG

anel quociente == T O proximo lema resume as propriedades
s

significativas deste anel.

G — 7 G/A

Lema 2.6 - Sejam G e A como acima, e seja L

o epimorfismo natural. Entao:

a) Se w:ZH}—ﬂ-ZG/IS denota a projegao no
quociente, entao m, se fatora por EZG/IS, isto e, existe

um epimorfismo T:ZG/IS-——+ Z G/A satisfazendo ye = Tai

b) 0O anel.EZG/IS admite uma involucao indu
zida por *;

c) O anel ZZG/ISadmite um homomorfismo ( de
aumento), induzido pelo homomorfismo de aumento de #G;

d) A restricao :G—U(ZG/I ) @ um momo-
¢ G s

morfismo.
Demonstracao - Temos o diagrama abaixo.
76 —A 7z G/A
wl -
// \y
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Como ker TTA=2ZGI(A):>IS=ker¢, & imediato que existe Y tor
nando comutativo o diagrama (provando (a)) .

Para definir uma involucao em Z G/IS, observa-

mos que I;=IS e, dado 0e¢ZG, definimos

(0+I ) *= o*+I _.
s s

Como I;=IS, esta definicao independe do representante, e

*:IZZG ~+ IZZG & involugao, provando (b).
s s

& imediato que

Observamos, ainda, que os homomorfismos 1TA,11) e ¥ respei

tam as involugoes de Z%ZG, ZZG/IS e % G/A.

Como I < ZGI(A)c I(G), a aplicagao de aumento
€: %G — 7, cujo nucleo & I(G), pode ser fatorado por
77 G/IS.Obtemos assim um diagrama comutativo.

TG it L

l’z
|
4 €

% G/1

O homomorfismo €:% G/IS-——-+ 7Z @& uma fungéo de aumento

para 7 G/IS. Chamaremos de U(Z G/IS) o grupo de unidades

de ZZG/IS, e pomos

772G : =
V(2L ) = Ul ZIZG Yy n (L+ker ),
S S

de modo que V(Z G/IS) & o grupo de unidades normalizadas

de 7Z G/IS.

Finalmente, como G n (l+IS):'{l}, pelo Lema 2.1(d),
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Y|G & um monomorfismo, e o lema estd provado.

No que segue, identificamos G com sua imagem em

ZG/IS. Dado ueV (Z G/IS), pomos u=Y (u) € V(%Z G/A) . Vamos ;
agora, obter um complemento normal para G em V(ZZG/IS), a

partir do qual sera relativamente facil obter um comple -
mento normal em V(ZG). Como G/A & abeliano, comegcamos com
um lema que resume as propriedades basicas dos grupos de

unidades de anéis de grupo de grupos abelianos.

Lema 2.7 - Seja X um grupo abeliano finito. Entao valem:
a) V(zX) = X x (V(ZX)n (1+I(X)?)), produto dire
to;
b) V(ZX) @ um grupo abeliano finitamente gerado;
c) V(ZX)n (1+I(X)?) & um grupo abeliano livre;
d) Se ueV(ZX) n (1+I(X)?), entdao u*=u.
Demonstracao - Dado ucV(ZX), u-leI(X), e, pelo Corolario

I.3.6, existe ae¢X tal que u-lza-1 (mod I(X)?),donde uza
(mod I(X)?*). Logo, existe acI(X)? tal que ua—l=l+on, e por
tanto u=a. (l+a). Ainda pelo Corolario I.3.6,Xn (14I(X)? )={1}.
Iogo

V(ZX) = X x [ V(BX) n (1+I(X)2)],
provando o item (a).

Os itens (b) e (c) seguem imediatamente de[ Seh-

gal, 1978, Theorem II.3.1]. Para provar (d), consideramos
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ueV(ZX), e v=u*u_l, de modo que v*v=(u—l)*u a* u k=1,

ja que X & abeliano. Queremos provar que v=l.

Escrevendo v = 2 v(xX)x, com Vv (X)eZ, observa-
XeX
mos que v*¥ = 2 v(x)x_l, de modo que o coeficiente de 1
xeX

em v*v & 2 v(x)?. Como v*v=l, obtemos que Z v(x)?=14don
xeX xeX

de v=tx para algum xc¢X, e, como V & unidade normalizada,

obtemos v=x, donde u*=ux. Agora, se uel+I(X)?, temos
u=1l (mod T(X)2); logo, u*=l (mod I(X)2). Logo, u*u ~=x=1
(mod I (X)?), portanto xeX n (1+I(X)?)="{1} . Assim, x=1,

donde u=u*, e o lema esta demonstrado.

Podemos, agora, provar nosso primeiro resulta-

do importante para este caso. Comegcamos com dois lemas.

Lema 2.8 - Seja G = G/A; dado anﬂG/IS, escrevemos

a=Y (o) eZ G/A=7%Z G. Definimos

V' ={u e V( %ﬁi ) | u*=u e u=l(mod I(G)?}.
S

Entao V' & um subgrupo de V(ZG/I,) .

Pt PursipS-Spenduipunuiaiih. Qpeiegpec

G

I
S

W= {ucVv (

) | u=l (mod I (G)?)}.

E imediato que W & um subgrupo de V(ZG/IS)que contem V'.
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a) W e abeliano: Dado uc¢W, temos, pelo Lema

2.7 (d), que G*=ﬁ,de modo que, escrevendo u= Zrulx)=x,
XeG

devemos ter u(x-l)=u(x), ¥xeG.

Como [G:Al=|G| @ impar, podemos escolher uma
transversal T para A em G tal que toda vez que geT,tem

-se também g_leT.

Definimos v= 2 u(qg)g eZZG/IS. E imediato que

geT
v satisfaz v*=v. Como, ¥xcG, u(x)=u(x_l), v pode ser
escrito como uma combinagéo Z-linear de 1 e termos

da forma g+g—l. Como G & um conjunto gerador de ZG/Ig
seqgue, pelo Lema 2.5, que g+g—l é central em ZZG/IS 7

¥ge G; logo, v & central em V(ZSG/IS).

Pela definigéo de v, temos que §=E, donde
existe ac¢Z G I(A) satisfazendo v=u+o. Pondo, entao,
B=u-la € ZG I (A), obtemos v=u(l+BR), BecZGI(A). Agora,

pelo Lema 2.1(c), existe beA tal que 8= b-1(mod IS).

Logo, em #ZG/I_, v=ub, donde u=vb L,

Assim, todo elemento uc¢W pode ser escrito
na forma u=va, com v central em ZZG/IS e acA. Como A

e abeliano, segue imediatamente que W & abeliano.

b) V' & subgrupo de W: Basta provar que, se

vi=v, e v§=v, entdo (vi,v,)*=v,v,. Mas como V'cW e W

é abeliano, isto @ imediato, e o lema esta provado.
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Lema 2.9 - Com as notagBes do lema anterior, temos que

V'<3V(ZG/IS) e V(ZG/IS)=V'.G.

___________ S) e consideremos sua
imagem u' eV (ZG). Como G & abeliano, podemos, pelo lema
2.7(a), escrever u'=g(l+a), com 0¢I(G)?, donde u'-g =
=ga ¢ I(G)?; logo, segue que u=g(mod I1(G)?%), para algum

geG. Pondo, entao, u=u'g—l, temos uzl (mod I(G)?), don

de, com a notagéo do lema anterior, ueW.

Da demonstracao do lema 2.8 vem que u pode
ser escrito na forma u=vb—l, com v=v* e beA. Como beA
e VcV(ZG/IS) , temos que VeV(ZG/IS); logo vcV'. Assim, u'zvb_lg i
donde V(ZZG/IS)=V' .G. Para provar, entao,que v'c\I(ZG/IS),

basta conjugar por elementos de G. Mas:

se v=1 (mod I(G)?), entao g—lvg =g g=1
(mod I(G)?)

e
(g_lvg)*=g—lv*g=g_lvg, se v=v*,

Logo, se veV', geG, tem-se g—lvch'. Assim,

V‘*OV(EG/IS), e o lema esta provado.

Teorema 2.10 - (Cliff, Sehgal, Weiss). O grupo G pos -

sui um complemento normal Y em V(ZG/IS), e Y & um gru

po abeliano livre finitamente gerado.



135

2.8 e 2.9, consideramos o subgrupo GnV'. Entao, dado
geG, temos que geGnV'se e sO se g=g*=g—l, isto e, se
e sO se g’=1, o que implica que g¢A, ja que, por hipo-

tese, [G:A] & impar. Assim,
GnV'= {aenr| a®=1} .
Denotaremos este subgrupo por A,.

ii) Consideramos, agora, a aplicacao
f:V'> V(ZG) dada por f (v)=v, para todo veV'. Se vekerf,
entao v=1 em %G , de modo que existe §¢ZG I (A) com v=1+6.
Pelo Lema 2.1 (c), existe ae¢A tal que d§=a-1 (mod IS), don

de v=acA em ZG/IS. Logo, ker fc ApV = A Como a in-

-
clusao reciproca & evidente, segue que ker f = 7P

A imagem de f esta contida em V(%G)n (1+I(G)?2),
ja que se ueV', entao uzl (mod TI(G) 2?) .Logo, pelo Lema 2.7
(c), V'/A*’ZIm f & um grupo abeliano livre finitamente ge

rado. Considerando, entao, a sequéncia exata de Z- modu-

los

00— Azd-* A > V'/A2—+ 0,

temos que, como V'/A2 é livre, a sequéncia cinde e exis

te um homomorfismo de grupos abelianos o:V'—s A, ,satis

fazendo g o i = lAZ.
iii)Como V' « V(ZZG/IS) ; podemos definir
uma agao de G sobre V' por conjugag¢ao, tornando V' um

G=modulo.Como V'cW, AcW e W & abeliano (pela demonstra-

¢ao do Lema 2.8), temos que A age trivialmente sobre V',

e, passando ao quociente, V' fica sendo um G-modulo.
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Definimos, entao, uma aplicagao T:V'—> A, por

-1

X X

T(v)=1_ o(v YT, Wwv eV'.

xeG

£ facil ver que a aplicacdo T @ um homomorfismo de G-mo-

dulos, pois

x7 L x 1 X
twI)=1 o (wH* 1= 1w )T =
XeG xeG
-1 ~1
=M oY (Y9 = (1 oY 19 =19,
y eG veG
- L x [ G:a] .-
Aléem disso, dado ac¢A,, temos t(a)=1_(a~ ) =a = a,ja que
X G
ogedi =1, (por (ii)) e [ G:A] & impar.
2
Considerando, entao, a sequéncia exata de G-mo-
dulos
1— ker T ¢— V'—tos A, > 1,
£ = —
i
observamos que a inclusao i:Az——+ V' a faz cindir ( pois
To i1 = lA ). Logo, pondo Y=kert, temos que V'=A x Y, pro-
2
duto direto de G-mddulos. Agora, como YcV' e A age

trivialmente sobre V', temos que, dado ye¢Y, yg=yg, de mo-
do que Y & um G-mddulo, e, como V(ZG/IS)= V'.G,segue que

Y<1V(ZG/IS).Além disso, como

G

Is

Vv ( )=V'G=(YXA2)G=YA2G=YG

€; jéfi(';uéYr.GcV'nG = A eYnAZ:{l},YnG:'{l}

2 r
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e temos que Y & complemento normal para G em V(ZG/IS).

Finalmente, como YEV'/Az, segue também que Y

@ abeliano livre finitamente gerado.

O resultado principal segue agora imediata -

mente:

Teorema 2.11 - (Cliff, Sehgal, Weiss) Seja G um grupo

finito (metabeliano), e seja A um subgrupo normal abe-
liano de G, tal que G/A & abeliano de ordem impar.Seja
ainda s=%([G:A]—l). Entao G tem um complemento normal
N em V(ZG), e N & uma extensao de V(ZG)n (1+I_)por um

grupo abeliano livre finitamente gerado.

Demonstracao - Dado ueV (ZG), consideremos a imagem
ﬁ=W(u)eZG/IS. Usando a notagao do teorema anterior,po
demos escrever u=y.g, com yeY e ge¢G. Definimos, entao,
p:V(ZG) — G por p(u)=g.0Observamos qKLselH,us(?G) 7

i,=y,9,, 4,=y,q9,,entdo 4 4,=0,4,=y,9,Y,9,=Y,¥3! 9,9,

de modo que p(u,u,)=g9;9,=p(u )p(a,), e p € um homomor -
fismo de grupos. Observamos, ainda, que, para todo gG,

tem-se que p(g)=g.

Consideramos, entao, a sequéncia exata

1 — ker p —— V(ZG) -2— G > 1.

o ——
1

conmo po i = lG, pelo que acabamos de fazer, a sequéncia
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cinde, donde, pondo N=kerp, V(ZG) = N.G, e N € um comple

mento normal para G em V (ZG).

Finalmente, observamos que, se veV(ZG)n(l+ISL
v=1l, de modo que V(ZG)n(l+Is)<:kerp=N.Seja ¢HZG-+ZG/IS
a aplicagao quociente, e seja X=y (N) . Como N=kerp, dado
ueN, temos que u=y.leY, de modo que X=y (N)cY. Logo, X e
um grupo abeliano livre finitamente gerado, e temos a se
quéncia exata

11— V(ZG)n (l+IS)C—l+ N —lp+ X — 1,

donde N @ uma extensao de V(ZG)n Uﬁls)por um grupo abe-

liano livre finitamente gerado.

Desta forma, a Proposigéo 2.2 e o Teorema 2.11
mostram a‘ existéncia de um complemento normal para G em
V(ZG) nos casos em estudo. Resta, entao, mostrar que es
tes complementos sao livres de torcgao. Para tanto, e ime
diato que basta provar que, para todo keZ, se A<9G com
A e G/A abelianos, entao V(ZG)n(l+Ik(G, A)) e livre de
torgcao. Este resultado nao & trivial; para chegar ate
ele, necessitaremos de uma série de lemas de reducao (§3).

A sequir, provaremos um caso particular deste resultado (§4),

sO entdo passando ao resultado geral (§5).

§ 3. LEMAS DE REDUCAO.

Nesta secdo, G @ um grupo finito e A denota um

Subgrupo hormal abeliano de G.
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Lema 3.1 - Se 8¢ZGI(A) e (148)P=1 para algum primo p
que nao divide a ordem de A, entao §=0.

-

Demonstracdo - Usamos indugdo em |A|. O caso |Al é

trivial. Suponhamos, entao, que o teorema vale para sub

grupos de ordem menor que |A].

Seja g um primo que divida |A|. Temos duas pos

sibilidades:

i) A nao @ um g-grupo. Neste caso, seja B um

g-subgrupo de Sylow de A. Como A & abeliano, B & carac-
teristico em A, e portanto B< G. Denotando por § a ima
gem de § em ZG/B pelo epimorfismo natural, & claroque
§c¢#ZG/B I(A/B) e (1+8)P=1, donde, pela hipotese de indu-
gdo, &=0. Logo, 8¢ZGI(B) e, como A nao & um g-grupo ,

|B| < |A|; consequentemente, &§=0.

ii) A & um g-grupo. Neste caso, por [ Sehgal ,

1978, Lemma I.2.21], a imagem de I (A) em ag%r G é um

ideal nilpotente de qzza A, donde a imagem de ZG I(A)em
7 - . : 7 !
q Z G e um idela nilpotente de az G. Logo, existe um

n n n
inteiro n tal que §9 =0 (mod q),eportanto(l+(5)qzl+6(l =1
(mod gq). Mas, além disso, temos que (1+6)P=1, e, como

p#d, segue que (1+6§)=1 (mod g). Logo, ScqZ.

Suponhamos, entdo, que 8cq % para algum in -

téiro i>0. Entao, como (1+6)p=l, temos

0=p5+(g)62+...+6p5p6 (mod qu),
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B . 93 .
ja que 6equ. Logo pédeq lz, e, como p#g, seque que 6@31Z.
Assim, para todo i>0, se 8 q'%, entdo 6eqzlz. Como 8eqZ ,

J
segue que Geqz 7%, para todo j20, donde §=0.

Lema 3.2 - Se u @ uma unidade de ordem finita de ZG satis-

fazendo u=1l (mod ZGTI(a)?), entao u=l.

|a|=1 & trivial. Supomos, entdo, que |A|> 1 e o resultado

vale para subgrupos de ordem menor dque al.

Escrevemos u=l+6, &¢ZGI(A)?. Podemos supor que
up=(l+6)p=1, para algum primo p. Pelo Lema 3.1, se pt |Alen
tio 6=0, donde u=l e o resultado esta provado. Podemos, en

tdo, supor que p| |A|. Temos, entao, duas possibilidades.

i) se |A| & divisivel por outro primo g#p, consi-
deramos A , O g-subgrupo de Sylow de A; & claro que A < G.
Seja m:%ZG — ZG/A| a projecao natural, e, dado a¢ZG, es-—

crevemos o=m(a) ¢ Z G/A,. Entdo vale que u=1+8, 8§¢ZGI(A)? ,

donde uzl (mod ZGI(A)?2), e, como u tem ordem finita,segue,
por hipotese de indugdo, que u=l. Logo, u-le¢ ZGI(A,), don-
de 8¢ZGI(A,), e, como pT ‘A1l' segue, pelo Lema 3.1, que

u=l, provando o lema.

ii) Se A & um p-grupo, ponhamos B=Ql(A)={ad\bp:ll
Como antes, temos que B< G. Seja m:ZG — 7Z G/B o epimorfis
mo natural. Como em (i), segue, por inducgao, que,se u=l+¢§ ,
entdo 8¢ ZG I(B). Logo, 8¢ ZGI(B) r #ZG I(A)?*= ZGI(A)I(B)pelo

Lema I.3.10 (ii).
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Nesta situagao, para mostrar que &=0, mostrare
mos que T (§)=0 para toda representagao irredutivel cample
xa T de G. Pelo Teorema de Reciprocidade de Frobenius ,
(EDornhoff, 1971, Theorem 9.4]),toda répresentagéo irre-
dutivel complexa T & somanda direta de uma representacao
S de G induzida por uma representacao de grau 1, yx:A ~C.

Logo, basta mostrar que S (§)=0 para todo tal S.

Seja pn o expoente de A, e seja w uma raiz
p -ésima primitiva da unidade, de modo que X (A)c < w> e
X (ZA) < Z|w]l. Observamos que, se r=[G:Al, seque que
S=XG leva ZG em Mr(Z[(M ). Seja v a valorizacao aditiva
de Z[w] em relagao ao ideal primo < w-1 >. Por [ Janusz,
1973, Teor. I.9.1(c)], temos que < p» = < w—l>¢(pn) onde

¢ € a funcao de Euler; logo, v(p)=¢(pn)=pn_l(p—l)-

Observamos, ainda, que

n-1 n-1
(w-1)P = (wP -1)+pr, para algum rZ%Z [ w].

Logo, como v & valorizacao aditiva,

n-1

pn_lZmin{v(wP -1), v(pr)}.
n-1 n-1
Mas v (pr) zp (p-1)>p , donde segue que devemos ter
el pn—l n-1 n-1 -1
P2y (w -1) e v(wP  -1) # v(pr), donde v(wP -1)=p"7L,

Estendemos v ao anel Mr(zf(u]) definindo, para

cada X(—:Mr (Z [ wl), viX)=1i se e sO se X« (w—l)iMr(Z[wJ) e

X/ (w-1)""'Mm_(zlwl). A aplicagdo viM_(Zlwl)— Z sa

tisfaz as seguintes propriedades, de verificacao imedia-

ta:
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(a)VX,YeMr(ZZ[w]), V(X Y)2 v(X)+v(Y)
(b)¥reZ [ w] , vxgmr(zz[ wl), v(rX)= v(r)+v(X)

(c)VX,YeMr(ZZ [w]), v(X+Y)>2min {v(X),v(Y)}.

Seja, entao beB, de modo que bP=1. Como be¢BcA

e S & induzida por uma representacao de grau 1 de A <G,

S(B) & uma matriz diagonal de Mr(mlcﬂ). Logo,
81\ 0
S(B) = > ’
0 \gr
L —

raiz p-ésima da unidade, l<i<r, donde exis
n-1 K
te um inteiro ki tal que eiz(wp ) i. Logo, temos

onde € e uma

que

S(b)y-1 = N .

S(b-1)

Para calcular v (S(b)-1), observamos que v(;rJJan_l.
n-1 K . n—lk
De fato, basta observar que e:i:(wp ) 1 e que v(mp )y T-1) =
n-1 n-1
auwp -1) para todo keN . Como v(mp —l)=pn_
-1

l(vide acima),
segue 0 resultado. Logo, V(S(b)—l)?pn

Agora, se BeI(B), podemos escrever
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B= ? ni(bi—l), nicZL

— % —
donde S(R)= ; ni S(bi l) e

V(S(B)) = min { v(s(b,)-1} > p"7L,

A S

Assim, se Be¢I(B), temos v(S(B));Bpn_l,

Analogamente, obtemos que se ac¢A, entao v(S(a)-1)=,

e portanto que 0eI(A) implica em que v (S(a))> 1.

Suponhamos, entao, que S(6§)#0. Como ja vimos,

§eI(A)I(B)ZG. Agora, se aeI(A), BcI(B), YeZG, temos que

n-1

v(aBY) 2 v(a)+v(B)+v(Y) = p ~+1. Como § & soma de elemen-—

A=l,1 n-1,

tos desta forma, segue que v (§)= p Seja v (§)=p

i>0. Como (l+6)p=l, obtemos que
pS + (3)52 +...+ &P = 0.
Agora, €& claro que, se l<j<p, vale que pl(?),donde

vi®) = vip) = p"h (p-1). Além aisso,vs(8))=v(s(6)T) =ivis(s))

r

donde segue que

v((?)swj)>> v((§’>>+v<s(aj>)> v (P) 43S (8)

> V(p)+v (S(8))= v(psS(8)),

igto B, v((§?>s(aj>) > v(pS(8)), ¥j, 1<j<p.

Entao, como -p6=(§) §2+...+87, temos que
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v S(8))> min { v(s(ép)),v((g)S(éj), 1<j<p }

Mas, como ja vimos, v((g)s(éj))> v(pS(6)); logo, deve
mos ter v (pS(8))=> v(s(sP)).

Entao, lembrando que v (S(§))= n_l+i, i>0 ,

temos:
V(PS (8))=v (p)+v (S (8))>v (S (8P))=p v(S(8)),

dorde,

- -1 -1 .
PP o1y 4p™ et = plp™ Eei),

e portanto i= pi, o que & absurdo, porque i > 0.Logo,
devemos ter S(6)=0 para todo tal S, donde §=0, como

se desejava provar.

Lema 3.3 - Seja B um grupo p¥abeliano elementar, pa-
ra algum primo p. Entao p I(B)cI(B)p, e vale a igual

dade se | B| = p.

suponhamos que p(b-1) ¢TI (B) Y, mas p(b-1) 7 T (B)+*1,

Como B & um grupo p-abeliano elementar, te-

mos que:

0=bP-1=(1+ (b-1))F-1=

=p (b=1)+(5) (b=1) 2+. . .+ (b-1) P,

Observando que, se 2< j< p-1, temos que p | (?) e
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®) (b-1) J=p (b-1) % ) -1 e gy it

ja que p(b—l)«:I(B)i, segue entao que
p(b-1)=~(b-1)P (moa 1(m)**y.

Se, agora, i< p-1l, entdao p> i+l, donde
(b-DP ¢ 18P 1)1, de modo que p(b-1)c1(B) ™, contra-
riando a hipotese inicial. Logo, temos que i= p, donde se

gue imediatamente que p (b-1) cI(B)p. Assim, pI(B)c:I(B)p.

Finalmente, se | B| = p, seja B= < b>, Nestas con
digdes, I(B)=(b-1)#ZB, donde I(B)"=(b-1)P =B. agora, (b-1)P=
=bp-pbp'l+...+pb-1=—p(b-1) (P24, . 4b), se p & impar, e
(b=1) ?=b?-2b+1=2 (1-b), de modo que, em gualquer caso,(b-1)P=z0

(modp I(B)). Logo,
(b-1)P mBc p 1(B),

donde, neste caso, I(B)p = p I(B).

No restante desta segao, B denota sempre um sub

grupo normal p-abeliano elementar de G contido em A.

Lema 3.4 - Se 6¢ZGI(B) e (1+6)°=1 (mod %G 1(3)P*)). entio

ps+6Pz0 (mod me 1 (B)PHLy .

Demonstracao - Como (1+6)P=1 (mod ZK;I(B)p+l)

» temos que

P6+(g) §7+...+ 6P =0 (mod =G 1(B)PTY) .
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Agora, se 2< j< p-1, (g))é:l e p ZGI(B)?. Como, pelo Le-

ma 3.3, p ZGI(B)c ZZGI(B)p, segue a tese.

Lema 3.5 - Se 0¢ZGI(A) I(B) e B<ZGI(B), entao

(1+a+8)P = (1+8)P mod mc1(a) T(®)Y).

___________ Temos que

(1+a+pF =1 +
i

I ™MT

p i
) Bt

Agora, como a¢ZGI(A) I(B), temos, para 1< i< p, que

(Ii)) (0L+B)i 2 (Ei)) Y (mod p @G I(A) I(B)).

Pelo Lema 3.4, p ZGTI(A)

I(B)e ZGI(A) T(B)Y, donde

®) w2 () g moa me 1) 1(8)").

P A ;
Além disso, (oc+8)p=Bp+ 2 (jp) otj Bp ], e, se 1s jS p,
=1

temos que

(g.))aj P zeT@1m®)d @e1m)P P eze @) 1®)P,

donde (a+6)pz Bp (mod ZG I(a) I(B)P) Logo,

P

(1+a48) P=1+ = ) () =1+ = = (1+pF  (mod mcT1@) T®F), provan
i=1 i=1

do © lemna.
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Lema 3.6 - Seja G=AX, com An X=1, e seja G,=BX.Entao

n+1

)2 n ZG = G T(B) , ¥neN.

ZGI(A) I(B

Demonstragdo - Tomemos o eZG I (A) I(B)'n ZG,. Podemos es

crever

a= 2 xa_, com a_ ¢ I(A)I(B)™n ZZB, ¥xeX.
XeX ot =

Logo, basta provar que I (A) I(B)rl n ZB = I(B)n+l.

Seja, entao, ReI(A) I(B)nn ZB; podemos escre-

ver B na forma

_ _ n
B= Z n, (ai l)Bj, aieA, BjeI(B) s N, ¢7Z2.

i, 73 *j
Seja {1, gz,...,gm] uma transversal para B em

A; definimos uma aplicacdo ¢:A+ B por (p(gib)=b. Estenden

do ¢ Z - linearmente a %A, obtemos um homomorfismo aditi

vo ¢:ZA > ZB tal que, se y«ZB, entdo ¢(y)=y. Em par-

ticular, ¢ (B)=R.

Agora, se BeI(B)rl e a=gkb, temos que q)((a—l)Bj):
= bB.) = (B.)=bB.-B.=(b-1)B. Ikl
¢ (g B]) ¢(BJ) bBJ B] (b l)BJe I(B) . Logo,

B=0(8)= 2 n; - d(ag-1)6 1w,

i,

e o lema esta provado.



148

§ 4. ACAO FIEL E IRREDUTIVEL DE G/A EM A.

Nesta segao, provaremos um caso particular

do resultado que procuramos. Especificamente, prova-
remos que, se G=AX, com A p-abeliano elementar e X
abeliano, e se X age fiel e irredutivelmente sobre

A, entao V(ZG)n (1+4I, (G,A)) & livre de torgao.Para is

k

so, precisamos de alguns resultados preliminares. Come

camos por alguns Lemas da Teoria dos NUimeros.

Lema 4.1 - Sejam p um primo, d um inteiro positivo e
ponhamos r=pd—l. Sejam ainda n,n ,...,n_, nec MNNestas
condigoes, se pnl + pn2 +...+ pnPE pn (mod r), entao
n =n, = ...= anEn—l (mod d) ,e portanto pnlzpnzz...EpPPEp L
(mod r).

cular. Observamos, antes de tudo, que, como r=pd -1,
pdEl(mod r); logo, podemos reduzir os n, mod d. Assim,
podemos sempre sSupor que n < n,, i=1l,...,p-

a) Suponhamos n=0. Entao temos

n n
pl+...+4p P=1 (mod r). (1)

E claro que podemos sempre tomar O0< ni<fd, i=),2¢0 54
reduzindo modulo d. Temos, entao,

pfipnl L pnp< p.pd_l = pd.
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Mas entao (I) sd pode ocorrer quando 0 maximo & atingido,
isto @, quando

n n d <

Pl +...4 pP=p, O\ni<d,

donde segue que n;, = d-1, i =1,2,...,p. Logo,
n=n-=...2n =d-1z-1 (mod 4d),

provando o lema neste caso.
b) (Caso geral) Suponhamos agora que

pn1+...+ pnP 2.p (mod r).

Como r=pd—l, temos que mdc (pn,r)=l. Logo, dividindo por

pn, obtemos

donde, por (a), segue

n-nZn,-n=...:z np—nE -1  (mod 4),

provando o lema.

Lema 4.2 - Seja weC uma raiz p-ésima primitiva da unidade.
Ent3o w'-120 (mod (w=1)), ¥neN, mas se =120 (mod (w=1)%),

- n
entao w =1.

=~ . . n
Demonstracao - Observamos, em primeiro lugar, que w -1 =

n_l+wn—2+...+uu+l)(uu-—l), de modo que w"-120 (mod (w~1)) .

Lembrando que w-1 & um primo de Z| wl, resta
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provar que, se k< p, entao
w-lf‘wk_l+wk—2+...+w+l.

Para tanto, observamos que, pelo lema III.1l.3, existe
uma aplicacgao m:%[w] — GF(p), cujo nicleo & o ide-
al de %[ w] gerado por w-l. Entao, como k<p, temos

wk_l+...+w+l)=k¢0 em GF(p), donde wk—l+...+w+l/kerm

™ (
; - k-1 n_._ 2
isto &, w-14 w  ~+...+w+l. Logo, se w -1=0 (mod(w-1)7),

il n . - n
entao w -1=0, isto e, w =1.

Lema 4.3 - Seja weC uma raiz p-ésima primitiva da uni

dade. Entao, valem:

t :
a) 2 o'z t+l (mod w-1);
=0
. p-l ~_ _
p) @-DPT T Q. .t = 1) P (1) ! (med (-1 P);
g1

¢) (w-1)P L (p-1)12=(0-1)P " (moa (w-1)P);

P
d) = -1 (mod (w-1)).
(w=1)P~1

a) Seja m:% | w]— GF(p) a fungao mencio-
nada na demonstragdao do lema anterior. Como m & so-
brejetora e kermn=< w-1>, temos que 7w (a)=n(b) se e sO

azb (mod w-1).
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Para provar (a), entao, basta notar que 7 (w)=1, de modo

£y
T( 2 w') = t+l.
i=0
b) Por (a), temos que l+w+...+w1_1Ei (mod w=1).
Logo,
Pl i-1
T (l+w+...+w )= (p-1)! (mod w-1).

i=1
Entao, multiplicando por (w—l)p—l, vem que

1 b1
WP T (.. tw
i=1

= (-1 P (p-1) ! (med (w-1)P) .

c) Como <p > =<uw-1 >p—l, por [ Janusz, 1973,
Teor.I1.9.1(c)], temos que (w—l)p—lIEL Pelo Teorema de

Wilson, (p-1)!=-1 (mod p). Logo, obtemos
(p=1)! = -1 (mod (w-1)P71y,

donde, multiplicando por (w—l)p~l, segue

(w-1P ™ (p-1) 1= = (0-1)P™! (mod (w-1)P).
d) Lembrando que

) p-1 |
Pl ix+1= 1 (X-wr),
i=1

pondo X=1, obtemos imediatamente que

p-1 :
p= T (l-w).
i=1

Entao:
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p-1 . 4 p-1 i
=1 (Q-w)=-wP? 1 2 -

i=1 i=1l 1-w

4 Pl -,
—1-0)P T (Qtwr. . et T
i=1

= )P )P 1! med-1)P).  (por (b))
= —(-1)P med (w-1)P) (par (c)) .

Donde, dividindo esta Ultima congruéncia por (w—l)p_l' ob

temos

—-—P—Tl‘ = -1 (mod Ll)"l) .

(w-1)P

. d d
Lema 4.4 - Seja K=GF(p ), e ponhamos r=p -l. Se 1sksr-1,
~ k
entao z x =0.
XeK*

Demonstracao - Observamos, em primeiro lugar, que, se
K=GF (2), temos r=1, donde nao existe k¢ Z satisfazendo

1< k< r-1. Logo, podemos supor que pd> 2.

seja Gy ='{xk|xd<*}. Como K* & ciclico, G & um

subgrupo de K*, e portanto & ciclico. Seja G = <y>,e su-
pomos y2=l. Como pd> 2 e 1S ks r-l, temos & > 1. Seja

Nki{ xeK* | xk=l}.

k __k -
E claro que xlzx; se e s6 se x x = ¢ Ny . Logo,
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k g |
Z x = | N |oZoyr.
xXeK* i=0
Mas, como yg—l=0, temos que y2—1+y2_2+...+y+l=0, donde
% xk = 0.

XeK*

Passamos agora a alguns resultados prelimina

res da Teoria dos Grupos.

Proposigao 4.5 - [ Huppert, 1967, Satz II.3.10]. Seja

V=V(n,pf) O espago vetorial de dimensao n sobre o cor
po K=GF(pf). Seja X um grupo abeliano de transformacoes
lineares de V, tal que V & um X-mddulo irredutivel. En
tao existe um isomorfismo Yy de V sobre o grupo aditivo

de GF(pnf) € um monomorfismo ¢:X— GF(pnf)*, de modo

que, para todo veV e xeX, temos

= ¢ (x) Yv(v).

Além disso, X & ciclico, e vale que x| | pnf—l.

Demonstracaoc - Temos que XcHomK(V,V) e, & claro, pode
mos considerar KcHomK(V,V). Seja C o subanel comutati-

vo de HomK(V,V) gerado por K e X.

Como Xc<C, temos que V & um C-mddulo irreduti
vel. Como C é comutativo, podemos considerar chmb(VAD.
Observamos, ainda, que, V & um C-mddulo irredutivel, e
portanto HomC(V,V) € um anel com divisao (pelo lema de

Schur) .
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Afirmamos que C-{0} & um subgrupo multiplicati
vo de HomC(V,V). De fato, basta observar que, como XcC,
C & um anel com 1, donde C- {0} & um monoide. Agora, e
claro que CcHomK(V,V);Mn(K), que & finito. Assim, C-{0}
& um mondide finito contido em um anel com divisao, e,

portanto, um grupo. Concluimos entao que C & um cCoOrpo.

Agora, como V & um C-mdodulo irredutivel e C &

um corpo, segue que dim_. V=1, donde, dado ve¢V, v#0, obte-

C
mos V=Cv, e portanto C=V (isomorfismo de C-espagos veto-
riais, dado por c—cv). Logo, [C|= |V| = pnf, donde
CEGF(pnf), ja que todos os corpos de ordem pnf sao 1iso-

morfos. Seja y o isomorfismo de V em GF(pnf) assim obti-
do.

nf nf

Temos entao Xc<C=GF (p ~). Seja ¢:C~>GF (p ) o

isomorfismo; & claro que ¢ da, por restrigao, um monomor

f

fismo de X em GF(pn )*. Das definigoes de vy e ¢, segue i

mediatamente que

Y (V) = 6(x) v(v)
Finalmente, como C* & ciclico e XcC*, segue
que X & ciclico e |X| | pnf—l.

Corolario 4.6 - Seja G=A.X, com A<9G, A um grupo p-abe -

liano elementar, finito, e X um grupo abeliano. Suponha-
mos que X aja fiel e irredutivelmente sobre A.Entao, se
lAlﬁpd e K=GF(pd), existe um isomorfismo y de A sobre o

grupo aditivo de K e um monomorfismo ¢:X — K*,tais que
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Y(ax)=¢(X)Y(a), ¥XeX, VacA.

Além disso, X & ciclico e | x| | pd—l.

- - d
Demonstracao - Como A e p-abeliano elementar de ordem P,

P P P
W“""'—/
d vezes

Como peAnl(A),podemos passar ao quociente da acao de 7

por pZ, obtendo um isomorfismo de Zﬁp_ espagos vetoriais

A =7 ® ... ® z&)é vV (d,p)

Como a agao de X & fiel, X pode ser considerado

um grupo de transformagoes de A. Basta, entao aplicar a

proposigao anterior para V(d,p), e o lema esta provado.

Lema 4.7 - Seja X um grupo ciclico de ordem pd—l, seja

K=GF(pd) e seja ¢:X—> K* o isomorfismo natural. Defini-
mos, para cada i, 0< i< r-1, onde r=pd—l,

g.= 1 E §x) "Ik KX.
1 r
XeX
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Entao {EO, € v e } @ um sistema de idempotentes

ortogonais de KX, e, portanto, uma base de KX sobre K.

Demonstragao - E claro que basta mostrar que, para

< i, 4< r- - = B B
1< i, jS r-1l, tem-se que €5 ej 613 €5

Observamos inicialmente que

g2 = 1 z z <J>(x)—l q;(y)—l Xy = 1 b ¢(xy)_lxy=
r? xeX yeX r? x,yeX

- .r X b(z) t z = €..
r? ze X -

Logo, os g, sao idempotentes de KX.

Vamos calcular eiej para i#j. Podemos supor

i>j; seja j=i-k, k#0. Entao

ee=ie T2 ¢(x) e (y) Txy=
] r? xeX veY
2 or 3 aix) Tedyy PRy

r° xeX ye¥Y

== EX<¢<y>k EX¢<xy) LR
r‘ ye X
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Agora, como ¢:X —K* & um isomorfismo, temos que

) ¢(y)k = Z Xk=0 pelo lema 4.4, ja que 0< k< r-1.
yeX Xe K*

(Observe-se que, no caso pd=2, |X|=1 e o resultado &

trivial) . Logo, eiej=0 se i#j, e o lema esta provado.

No que segue, G denota um grupo finito, A
um subgrupo normal p-abeliano elementar de ordem pd e
X um subgrupo abeliano de G, tais que G=AX e X age fi
el e irredutivelmente sobre A. Pelo Corolario 4.6, X
deve ser ciclico e |X| | pd—l. Temos ainda mais um re

sultado preliminar.

Lema 4.8 - Suponhamos que |X|=pd~l, e seja y:A—> C
uma representacao de grau 1 de A, nao trivial. Sejam

weC uma raiz p-eésima primitiva da unidade, R=%Z[ w], e
seja T=XG a representacao de G induzida por x. Entdo
podemos tomar o espago de representacdo de T como sen

do RX, onde

T(a)y=x(ay)y VaeA, V¥ycX

T (x) y=xy Vx,yeX.
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Demonstracao - Estendendo x a ZA, obtemos um homomorfis
mo ¥ :ZA —R. O espago de representagao natural de T g,
entao, %G ®EA R, com a estrutura de ZG-modulo defini-

da por

T(x)(y @ r)=xy®r
T(a) (y ® r)=ay @r = yay®r =

= y®yx(al)r,

para x,yeX, aeA, reR, ja que a estrutura de ZA - modulo

em R & definida por a.r=x(a)r.

Lembrando que ZG & um %A - modulo livre de ba
se X, definimos uma aplicagao ZA- balanceada £:ZGxR— RX
pondo f (x,r)=rx, VreR, ¥xeX, e estendendo ZA- linearmen

te. Logo, obtemos uma aplicacao f*:ZG ®ZZ R—> RX,cuja

A

inversa & claramente g:RX— ZG ®ZZ R, dada por

A

g ( E r, X;)= E Xy © r,. Logo, %G ®ZA R = RX.
i i
Finalmente, observamos que a agao de ZG sobre
G ®ZA R passa, pelo isomorfismo, a RX, dando
T(x)y=T(x)f*(y @ 1)=f*(T(x)(y ® 1)) =
=f*(xy ® 1) = xy
e

T(a)y=T(a)f*(y @ 1)

Il

f*(T(a) (y ©® 1))=

=f*x(y ® y(a¥)) = x(a¥)y,

e o lema esta provado.
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Proposigao 4.9 - Suponhamos que ]X|=pd—l, e sejam x, w,

R e T como no lema anterior. Entio:

i) Dado aeZG I (A), existe um operador S(a): RX>RX

tal que T (a)=(w-1)S (a).

ii) Se §¢ZGI(A) e (l+§)P = 1 (mod %GI(AfNi) ,

entdo -5(8)+S(6¥)=0 (mod w-1).

Demonstragao - i) Dados aecA, yeX, temos, pelo lema 4.8 ,

que T(a-l)y=(x(ay)—l)y. Agora, e claro que X(ay)=wk, pa-

ra algum k. Logo, do lema 4.2, vem que X(ay)—lEO(mod w=1).

Dado ac¢ZGI(A), podemos escrever g= 2 (xx(ax—l)x,
XeX

onde axe 7, e axeA. Logo, dado y¢X, temos

T(a)y= 2 ax(x(ai)—l)xy e (w-1)RX.
Xe X

Assim podemos definir S(o) :RX—> RX por

S(u)y = I_(.(i)l

w—1

E claro que S(a) & linear, e T(a)=(w-1)S(a), provando (1).

ii) Como (l+6)PEl (mod ZK;I(A)p+l),segue,
pelo Lema 3.4, que p6+6PEO (mod ZK;I(A)p+l). Calculando

T, obtemos

PT(8) + T(8)F =0 (mod (w-1)P*Yy,

donde segue que
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pD)s@+w-1F s(Fz0 mod @-DF,

ou, dividindo por (w—l)p,

s (8) + s(8)P=0 (mod w-1).
=T
(w-1)P

Finalmente, observamos que, pelo Lema 4.3 (d), temos

p
_ = -1 od w-1) ;
(w—l)p_l (m )

logo, obtemos -S(§) + S(G)pEEO (mod w-1), provando (ii).

Antes de passarmos ao nosso resultado princi -

pal, vamos lembrar uma definicao que nos sera necessaria.

Definigéo - Seja p um primo e K=GF(pd). Definimos o tra-

co de um elemento xcK por

tr (x) = Z o(x) ¢ GF(p).
ocGal (K/GF (p))

Em relacao a esta definigao, observamos que,

como K=GF(pd), Gal (K/GF (p))= < op >, onde op e o automor

fismo de K dado por op(x)=xp. Entao, a equacao acima se

rYeduz a



161

Teorema 4.10 - Seja G=A.X, produto semi-~direto, onde A9 G

-

€ um subgrupo p-abeliano elementar de ordem pd e X e um
grupo abeliano que age fiel e irredutivelmente sobre A.Su

ponhamos que |X|=pd—l, e seja 6= X x(a -1), com xXcX e
XeX

a c¢A. Nestas condigbes, valem:

i) Seja Xx:A— C uma representagido ndo-trivial
de grau 1, e seja T=XG a representacao de G induzida por
X- Se w @ uma raiz p-ésima primitiva da unidade e R=Z|[ w] ,
podemos supor que o espago de representacdao de T & RX. Se

T(6)=0 (mod (w-1)2?), entdo &=0.

11) Se 8¢I, (G,A) e (1+6)P=1 (moa G 1(a)P*1),en

tao 6=0.
Demonstragao - i) Pelo Lema 4.8, podemos supor que o espa
¢o de representacao de T & RX. Suponhamos, entdao, que

T(6)=0 (mod (w-1)?). Como &= X x(ax—l), obtemos que, pa
XeX

ra todo yeX,

T( 2 x(a_-1))y ¢ (w-1)?2RX,
XeX *

isto e,
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p (X(ai)—l)xyez(w—l)zRX.
xeX

Fixamos x¢X, € seja a=ax, de modo que vale

y(@¥)-120 (mod (w-1)?). Como y (a¥) & uma poténcia de
w, segue, pelo lema 4.2, que x(ay)=l. Logo X(ay)=l :
¥yeX. Agora, se a#l, o conjunto {a¥|yx} gera A, por -
que A @ um X-mdodulo irredutivel. Logo, se a#l, X e a
representacao trivial de A, o que contraria a hipotese.

Logo, temos que ax=a=l.

Assim, para todo xeX, temos que aX=l, donde

ii) a) Pelo Corolario 4.6, existe um isomor-
fismo y de A sobre o grupo aditivo de K=GF(pd) e um i-

somorfismo ¢:X— K*, tais que

y(@%) = ¢(x) y(a).

Definimos uma representagao nao trivial de
grau 1 de A tomando uma raiz p-ésima primitiva da uni-

dade we¢C e considerando X(a)=wtr(Y(a)),

YachA, onde
tr:K— GF (p) & o traco, definido acima. E imediato que
x:A— C @&, de fato, uma representagao nao-trivial de
A. Seja T=XG a representacao induzida por x; pelo item
(i), podemos supor que o espago de representacao de T

& RX. Ainda pelo item (i), & claro que basta provarmos

que T(8)=0 (mod (w-1)?).
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Como 8¢ZG I(A), podemos, pela Proposicdo 4.9

obter um operador S(6):RX—> RX tal que T(8)=(w-1)S(8).

E claro, entdo, que basta provar que S(§)=0 (mod (w-1) ).

Dado aeZG I(A), podemos reduzir S (o) : RX——>RX

modulo <w-1 >, obtendo

S(a): X ¥ —_— X,
<w=-1 > <w=-1>

Pelo Lema III.1l.3, temos que . S GF (p), donde ob-

<w=-1>
temos que S(a):GF (p)X—> GF (p)X. Finalmente, como
K=GF(pd), podemos, por extensao de escalares, supor que
S(a) :KX— KX. Ainda, S(a)zZ0 (mod (w-1)) se e so se

S(a)=0; logo, basta provarmos que S (6§)=0.

Analogamente, dado xeG, podemos reduzir
T(x) :RX—> RX modulo <w=-1l>, obtendo, como acima,um ope
rador T (x):KX—> KX. Observamos ainda que, como

T(x(a-1))=T(x) T(a-1l), temos que
S(x(a-1)) = T(x) S(a-1) ¥xcX WVach.

Além disso, como (1+6)P=1 (mod ZMBI(A)p+l)

’

pela Proposicao 4.9 segue que —S(G)+S(6)p50(mod w=-1) .
b) Como X(a)=wtr(Y(a)),temos que, pelo lema
4.3 (a),

x(a)=1 =Ltw+. .40 @ Lo () ) (mod w-1) .
w=1
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T(a-1)y
w=1

Yy-1
_ x(at) v
w=-1

Como S(a-l)y = = t&x Y(ay)

y (modw-1),

temos que §(a—l)y=(try(ay))y=tr(¢(y)y(a))y, VaeA,VyeX.Se

ja {eo,...,er_l}, r=pd—l, a base de KX obtida no lema 4.7;

lembramos que ei€j=6i_ei. Observamos entao que, como
J

1 —4
e.== 2 ¢ (x) x, temos que, V¥yeX,

ir

xeX
= 1 -i il =] _ i
T(y)e;=ye ;== Z ¢(x) “yx=¢(y)" £ Z ¢(yx) = yx =¢(y)
XeX xeX

Logo, para todo yeX, a matriz de T(y) em relacao a esta

base & diagonal, da forma

€..

b (y)°
6 (y)? 0
O ~N
N
( )
Dado aeA, temos:
S(a-1)e.=8(a-1) L = ¢(x) 9 x
] XeX
=1 297 §@-1 x

XeX
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== X ¢(x) “Jir (p(x)y(a))x
XxeX

. d-1 n n
== 2 [¢(x) I Z ¢x)P y(a)? x]
xeX n=0

d-1 n
Logo, temos S(a=l)e.= 2 y(a)p €. ns acA, onde J e
J n=0 7P

j-p" sdo tomados mddulo r.

Entao, como &= X x(ax—l), temos
XeX

d=1 pn 5-p"
o Z vyi(a.) ¢ (x) €. . n
XxeX n=0 & 7P

p "j-1,p"
Z (y(a.) ¢(x) ) €. T
0 xXeX X 7P

Definindo, entao, para todo i (tomado modulo r),

§,= 2 o(x)" v,
xeX

podemos escrever
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S(8)e.= 2 (& ' LA (*)

c) Seja (S(i,j)) a matriz de S(§)em relagao a

base {eo,...,er_l}, isto e,

S(8)e. = p> S(i,Jley.
i mod r

Entao a equagao (*) implica em que S(i,j)=0 exceto se

j-iEpn (mod r) para algum n.

Tomando n=0 em (*), obtemos que

S(j, j+1) = Sj, ¥j mod r.

Como ja foi observado no item (a), temos que
-5(8)+5(8)P=0 (mod (w-1)); logo 5(8)=5(8)P. Fazendo o pro

duto de matrizes, obtemos que

si,9)= T SEm)Sm,m)...Sm 3,3, (%)

N e

Como S(i,j)=0 exceto se j—iEpn, vemos que a soma se re

duz aqueles (m ) tais que m -i, m,-m ,...,Jj-m

EREY, mp—l -

sao todos poténcias de p modulo r.

Suponhamos, entao, que S(i,Jj)#0. Entao, para

cada termo (ml,...,mp_l) que aparece na soma, temos
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(m, =i)+.. o+ (G ) =j=i2p" (mod 1),

donde obtemos

Pelo Lema 4.1, segue que nIEnzz...EanEn-l (mod d) e
n
i _ n-1 .
P s o) (mod r), 1=1;2,.:..pD.
Logo, a soma em (**) se reduz a um ﬁnicoteg
mo:

n p-1 n-1 n-1
S(i,i+p’) = I S (it+mp i+ (m+1)p
m=0

) . (***)

Substituindo, entdo, n=1, obtemos

p-1
S(i,i+p)= T  S(itm , i+m +1); (***x)
m =0
0
€, substituindo n=2,
p-1
S(i,i+p*)= 1 S(itm;p, i+(m,+1)p).
m_ =0

Agora,

1

substituindo (****) nesta Gltima equagao, obtemos

S (i,i+p?)=1 1 S(i+mlpﬁmu, i+mlpﬁn0+l).
m m
1 0
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Prosseguindo dessa forma, obtemos

.. . d-1 ; d-1
S(i,i41)= T ... 1 S(i4my  p “+...4m pHmg,dtmg p° ..o pimg+l)
my_, W m
‘ d_l+ + + 0<S m_.< p-1 & a expansao dos
Agora, como md_lp «..tm ptm , S mgsPp P

inteiros de 0 a r na base p, obtemos que
S(i,i+l)=S(i,i+1)S(i+l,i+2)...S(i-1,i)S(i,it+l),
para todo i (tomado modulo r).

d) Finalmente, como GcIk(G,A),temos que

donde, aplicando Yy, vem

k X
0 =2 ¢(x) vylay) = §.
X

Como S(k,k+l)=6k, segue que S (k,k+1)=0, donde ob

temos imediatamente que S(i,i+l1)=0, para todo i. Como nova
mente, S(i,i+l)=6i, obtemos que 6i=0, para todo i, donde,

por (*), S(8)=0, provando o teorema.
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Teorema 4.11 - [Cliff, Sehgal, Weiss, 1980]. Seja G um

grupo metabeliano finito, e suponhamos que G=AX, onde

A< G, A & p-abeliano elementar e que X & abeliano e age
P

fiel e irredutivelmente sobre A. Se 6£IK(G,A) e (1+68) =1
(mod %G I (A)p+l) , entao S§¢ZGI(A)?Z.
Demonstracao - Pelo Corolario 4.6, temos que |X!|pd—l i
onde |A|=pd. Distinguimos, entao, dois casos:
i) |X|=pd—l. Neste caso, pelo Lema I.3.9, co-
mo 6eIK(G,A)C:ZKSI(A), podemos escrever § na forma
§ = 2 x(a_-1) + o,
X
Xe X
com axeA e aeZGI(A)?. Entao, pelo Lema 3.5, temos que
p+1

(1+6)P=(1+a+ = x(a_-1))F=(1+ 2 x(a -1))° (mod =G I (A)
X X
XeX xXeX

)

Logo, como (l+6)PEl (mod ZM;I(A)p+l), vem que

1+ T x(a-DF =1 (mod zc1(a)PH,
XeX .
e, pelo Teorema 4.10, segue que z x(ax—l)zo, donde
XX

8= 0eZGI(A)* , provando o teorema neste caso.
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ii) se |X|< pd—l, seja X um grupo ciclico de
ordem pd—l contendo X, e seja ¢, 6 :X, — K* um isomorfismo
que estende o homomorfismo ¢:X—> K* dado pelo Corolario

4.6.

Seja G,= A.X, o produto semi-direto,com a acgao

de X em A definida por

a* = y7h (9, (v (@) Vaeh, ¥xeX,,

onde y &€ o isomorfismo y:A—— K do Corolario 4.6.E ime-
diato, entao, que GecG,, e como G=AX, G, =AX, e XcX ,temos

. d .
Ik(G,A)cIk(Gl,A). Logo, GeIK(GJ,A), e como |X1|=p -1,se-

gue, pelo caso. (i), que §¢ZG, I(A)”. Mas, como 8c¢ZG, ob-

temos que 8§¢ZG I(A)?, e o teorema esta provado.

Podemos, agora, obter o resultado central des-

ta segao.

Corolario 4.12 - [Cliff, Sehgal, Weiss, 1980]Se G=A.X,on-

de A9 G, A é p-abeliano elementar finito e X & abeliano

e age fiel e irredutivelmente sobre A, entao o subgrupo

V(ZG) n (l+Ik(G,A) ) .

e livre de torcgao, para todo keZ.
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a=1+¢§, com GeIk(G,A). Suponhamos que, para algum pri-
mo dq, aq=(l+6)q=l. Entao:

a) Se p#q, entao 6=0 pelo lema 3.1,
b) Se p=q, entao, pelo Teorema 4.11, segue
que §¢ZGI(A)?, donde, pelo lema 3.2, §=0.Logo,a=1,e

V(ZG) n (1+I, (G,A)) & livre de torgao.

§ 5. CASO GERAL

Ja provamos que o subgrupo V(ZG)n (1+I, (G,A))

i
€ livre de torgao se G=AX e X age fiel e irredutivel-
mente sobre A. Nesta segao, provaremos que O mesmo va
le para G metabeliano qualquer. Estudaremos, primeiro,
O caso em que G cinde sobre A, passando, depois,ao ca

so metabeliano geral. Para isso, precisaremos de va-

rios resultados preliminares.

Lema 5.1 - Seja G um grupo finito e A um subgrupo nor
mal abeliano de G. Se H9 G e = _:%G— ZG/H & a pro

H

jegéo natural, entao, para todo keZ, tem—-se que

ﬂH(Ik(G,A))<:Ik(G/H, ﬂH(A)).

1
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k
Ty 95 : ny g?
plica em que 1II (ai ) = 1, donde nH(H (ai ) )=1, e
i i
k
By TrH(gl)
portanto 1 (ﬂn (ai) ) = 1. Logo, ﬂH(G) =

i

= ? n,my(g;) (my(ay)-1) € I, (G/H, m (A)).

Proposicao 5.2 - Seja G=AX um grupo finito, com A4 G,

AnX=1l, A e X abelianos. Se existe um subgrupo central

de G contido em X, nao trivial, entao

V(ZG) n(l+IK(G,A))

é livre de torgao, para todo keZ.

Demonstragao - Usamos indugao em |G|, observando que o

caso |G|=1 & trivial.
Seja, entao, ueV(ZG) n(l+Ik(G,A)), e suponha

mos que up=l, para algum primo p. Como H< X, entao G/H

cinde sobre A (isto &, G/H=A.X/H). Seja m:%ZG —> % G/H a

projegao natural; escrevemos G=G/H, A=7(A) e, dado acZG,

poremos a=7 (a) .
Como ﬂ(Ik(G,A))<:Ik(5,K), pelo lema 5.1,temos

que uzl (mod Iy (G,A)) e uP=1. Logo, por inducdo, u=l em

Z@, donde uzl (mod ZG I (H)).
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Seja {l,gz,...,gn} uma transversal para H em G.

Podemos escrever

n
= DY . .
u l+a+i=2giai, com o,0; € I (H)

Nestas condigoes, como 1/ supp (
i

™3

2gi ai), temos que, se

a=0, entao lesupp(u), donde, pelo Teorema I.2.4, u=l,.

Por outro lado, se a#0, entao existe heH tal que
n
hesupp (u) , ja que supp(a)cH e supp ( Z g; @) nH = ¢. Mas,
i=2
entao, aplicando o Teorema I.2.4 a uh_l, obtemos que u=h.
Mas Gr1(1+Ik(G,A))=l, pelo lema 2.1(d), donde u=l, provan

do a proposicgao.

Proposicao 5.3 - Seja G=AX um grupo finito, com A4 G,

AnX=l, A e X abelianos, e seja B um subgrupo normal de G
contido em A. Se existem B, <G, B,<9G, nao triviais, tais
que B=B xB_, entao

V(ZG) n (l+Ik(G,A) )

e livre de torcdo, para todo keZ.

trivial.
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Seja m,:ZG— ZG/B a projecao natural, e to
memos ueV (ZG) n (l+Ik(G,A)) tal que uP=1, para algum pri
mo p. Entao, como na demonstracao da proposigao anterior,
segue por indugao que m (u)=1, donde u=l (mod ZG I(B ))Da

mesma forma, obtemos que u=1l (mod ZGI (Bz) Yo

Logo,
uzl(mod ZGI(B,) nZGI(B,));

e, pelo lema I.3.11], temos que ZZGI(B]) n ZZGI(BZ) =
= ZZGI(Bl) I(BZ), donde uz=l (mod ZGI(B,) I(B,)). Mas,co

mo B, < AeB, cA vem que ZGI(B)I(B)) c ZGI(A)?. Logo,

1
uzl (mod ZG I(A)?), donde, pelo lema 3.2, segue que u=l.As
sim, neste caso,

V(ZG) n (1+I, (G,A))

i ¢
é livre de torgao, VkeZ.

Definicao - Seja G um grupo finito e B<¢ G. Dizemos que B

€ indecomponivel em subgrupos normais se B=B x B, com

com B1<1G e B 9G implica em que B =<1>ou B,= <1>
2 .

Dessa forma, a Proposigao 5.3 nos permite redu
zir o problema ao caso em que G=AX e todo subgrupo de G
contido em A & indecomponivel em subgrupos normais. Em

particular, como A4 G, obtemos um corolario importante.
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Corolario 5.4 - Seja G=AX um grupo finito, com A4 G,

AnX=l, A e X abelianos. Se ueV(ZG)n(l+Ik(G,A)) sa-
tisfaz uP=1 para algum primo p e A ndo & um p-grupo,

entao u=1.

Demonstracao - Em primeiro lugar, observamos que, se
A nao & um g-grupo, para algum primo g, A pode ser es
crito como o produto dos seus subgrupos de Sylow(que

sao normais em G porque A & abeliano).

Pela Proposigao 5.3, V(ZG) n (1+I, (G,n)) &

livre de torcao, donde u=1.

Por outro lado, se A @ um g-grupo e a#p, te
mos que u:zl(mod %ZG I(A)) e uP=1, donde, como pt |al,

segue pelo lema 3.1, que u=l.

Lema 5.5 - Seja X um grupo abeliano finito e p um pri
mo. Entao existem subgrupos qu X, X @ X tais que

X=Xp xX , Xp & um p-grupo e p + X |.

0

Demonstracao - imediato.

Definicao - Seja X um grupo finito e p um namero pri

mol

i) Um subgrupo XU< X diz-se um p'-subgru

0 de X se p 4+ |x |;

V]

ii) Um subgrupo X,94X diz-se um p'-subgru

po de Hall de X se existe Xp<1X tal que X, & um p'-
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-subgrupo de X, Xp € um p-subgrupo de X e X= XO>< Xp'

Antes do nosso proximo resultado significa-

tivo, necessitamos ainda de mais um lema.

Lema 5.6 - Seja A um grupo p-abeliano elementar fini-

p+l

to. Se ac¢ZA e pa e I(A) , entao aecI(A)?.

Demonstracao - Seja «aeZA, e suponhamos que paeI(A)p+%
Entdao @ claro que aeI(A), e, pelo Corolario I.3.6,exis
te aeA tal que aza-l(mod I(A)?). Logo, basta provar o

Teorema para o caso a=a-1l.

Suponhamos,entao a=a-1. Queremos provar que
aecI(A)?, o que, pelo Corolario I1.3.6, & equivalente a

provar que a=l.

Se a#l, seja x:A— C uma representacao 1li
near nao-trivial de A, com X (a)= w, onde w € uma raiz
p-ésima primitiva da unidade. Estendendo x Z - linear
mente, obtemos um homomorfismo y:ZA — Z [w].

Agora, x(p(a-1))=p(w-1)e x (I (a)P™1)=x(1(a))P*i=

p+1

=(w-1) %Z [ w] . Portanto, p(a—l)eI(A)p+l implica em

que plu~1} ¢ (w=1)P

Z|[w]l, o que @ absurdo, pois
(w—l)p_llp e (w-1)P+p. Logo, devemos ter a=1, e o le

ma esta provado.

Teorema 5.7 - Sejam G=AX, Ad4G, AnX=l, A e X abelia
nos. Suponhamos que A € um p-grupo abeliano elementar

para algum primo p, e que um p'-subgrupo de Hall X0
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de X age fiel e irredutivelmente sobre A. Nestas condi-
¢oes, se 6cI, (G,A) e (1+6)P=1 (mod mc1(a)P™),  entio

S e ZG I(A)?2.

Demonstracao - Escrevemos X=X0:xxp, onde Xp € o p-sub -

grupo de Sylow de X. Usamos inducdo em IXPI.

i) O caso ]Xp|=l & o Teorema 4.11,de modo que
nao ha nada a demonstrar.

ii) Suponhamos que lXp[ > 1, e seja B=C (Xp).

A
Como o caso |A[=1 & trivial, podemos supor [A|#l. Como

-

AXp € um p-grupo e A< AXp, temos que
An 7 (AX 1
( p) # 1,

e como Aer(AXp)c:CA(Xp), segue que |B|#1. Além disso,e

imediato que B4 G, e portanto B & estavel pela acao de
X,. Como X, age irredutivelmente sobre A, segue que

B=A. Logo, CA(XP)=A, donde segue que ch:Z(G).

Tomemos XeXp com xp=l, x#1. Como chZ(G), te

mos <x> 4 G@G. Seja, entéo, UG —> WGC/<x> o epimor -
fismo natural. £ imediato que, por indugao, devemos ter

§¢@2G TI(A)?, de modo que

§ = a+ 6,, onde acZG I(A)?%e 8, ¢ ZGI(<x>),
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Do lema 3.5, vem que

(1+6,)P=(1+6-0)P= (146)P (moa zc 1 (n)P™),

)p+l

de modo que temos (l+61)pzl (mod ZGI(A ). Entao, pe-

lo lema 3.4, segue que

ps, + 6P = 0 (mod zG 1(n)PTh) .

Além disso § ¢ZGI(<x> ) n ZGI(A)=ZGI(<x>)I(A), pelo

lema I.3.11. Como I(<kx>)=(1l-x)Z<x>, e pelo lema 3.3, te

mos:

1(< x> )P=(1-x)Pm<x> =p(l-x) @ <x>
e

p ZGI(A) c ZG1I(A)P.
Logo,

¥ ¢ (1-x)P me1 )P = pa-xn)meT ()P <

p+1

c (l-x) ZGTI(A) c ZGI(A)p+l.

Assim, como pé, +8Pz0 (mod ZK31(A)p+l) e tam-

bém 6?( ZG;I(A)p+l, segue que péerMEI(A)p+l. Escreven

do § = 2 x a_, com a_ ¢ ZA, vem que, como pd (ZGI(Aﬁ l,
1 X X 1
xXeX
p+1 2
pa_ € I(A) , para todo x«X. Logo, pelo lema 5.6,axcHA)

X
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para todo xeX, donde § ¢ ZGI(A)?. Como §26  (mod G I (A)?),

segue que §¢ZG I(A)?, provando o teorema.

Usando este teorema, poderemos estender o Corol3d -
rio 4.12 para o caso em que G cinde sobre A, sem hipotese so
bre a agao de X. Para tanto, necessitaremos de alguns resul-
tados preliminares da teoria de grupos, alguns dos quais se

rao citados sem demonstracao.

Teorema 5.8 - Seja XpXXO um grupo de automorfismos de um p-
~grupo A, com Xp um p-grupo e X um p'-grupo. Se Xo age tri
vialmente em CA(xp)' entao X0=l.

Demonstragcao - [ Gorenstein, 1968, Theorem 5.3.4] .

Teorema 5.9 - Se X0 € um p'-grupo de automorfismos de um p-

4

-grupo abeliano G que age trivialmente em QI(G):{ch|gp=l]

entao X,=1.

Demonstracao - [ Gorenstein, 1968, Theorem 5.2.4].

Corolario 5.10 - Seja G=AX um grupo finito, com A< G,A n X=1,

A um p-grupo abeliano e X um grupo abeliano. Escrevemos

1 a 1 — s — 3
X XOX)&y onde X, e p'-grupo e Xp € p-grupo. Entao CA(XP)%l
e, se X age fielmente em A, X0 age fielmente em CA(Xp) e em

B=0, (Cp (X)) .
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Demonstragao - Como A4AXp e AXp & p-grupo, temos que

l#Aer(AXp)<:CA(Xp). Logo CA(Xp)%l. Suponhamos, entao,

que X age fielmente em A, de modo que X pode ser olha

do como um grupo de automorfismos de A.

i) E claro que CA(xp) e estavel sob a acao

de Xo' Queremos provar que esta agéo e fiel. Seja, en

tao, xeX tal que x_l a x a VaeC (Xp), e considere-

A

mos O grupo Xp X < x> que @& claramente um grupo de au

tomorfismos de A que satisfaz as hipoteses do Teorema

5.8. Logo, < x> =1, donde x=1. Assim, X0 age fielmen-

te em CA(XP).

ii) Como X0 age fielmente em CA(Xp)' pPOSsOo
olha-lo como um grupo de automorfismos de CA(Xp)’ que
€ um p-grupo abeliano. E claro que B:QI(CA(XP)) é es-

tavel sob a agao de X,.

Seja XeX0 tal que x-l b x = b, VbeB,e con-
sidero < x > < X - Entao < x> & um p-grupo de automor-
fismos de C. (X ivi

A( p) que age trivialmente sobre Ql(CA(Xﬁ)'
donde, pelo teorema 5.9, temos < x> =1, i.e, x=1.

Logo Xo age fielmente sobre B.
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Teorema 5.11 - (Teorema de Maschke generalizado). Seja

G um grupo e R um anel com unidade. Entao RG & semisim
ples se e sOmente se as segquintes condigodes estdo veri
ficadas:

(i) G e finito.

(ii) |G| @ inversivel em R.

(iii) R & um anel semisimples.

Proposicao 5.12 - Seja G um p'-grupo de automorfismos

de um p-grupo abeliano elementar V, e suponha que V1 e
um fator direto de V que @ G-invariante.Entao V=V, K xV,,

onde V, e G-invariante.

que V possui estrutura de EZp- espago vetorial de di-
mensao finita. Logo, podemos definir em V uma estrutu-
ra de Zp(}ﬂédulo, de forma natural.

Pelo Teorema 5.11, Z%)G é semisimples; logo
V & um Z&)G—médulo completamente redutivel, isto &, to
do ZF)G—submédulo V, de V e somando direto. Mas & isto

que afirma a proposicdo.

Proposigao 5.13 -~ Seja G=AX um grupo finito, com A< G,

AnX=1l, A um p-grupo abeliano e X um grupo abeliano.Es

érevemos X=XO><XP, onde X, e p'-grupo e Xp & p-grupo,e
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seja B=91(CA(Xp))' Entao, se X age fielmente em A e B &
indecomponivel em subgrupos normais de G, X, age fiel e

irredutivelmente em B.

Demonstragao - Segue do Corolario 5.10 que B#l e que
X, age fielmente em B. Seja B, < B, e suponhamos que B,
€& estavel sob X . Pela proposigao 5.12, segue que temos
B=B X Bz, onde B e B, sao estaveis sob X . Mas e ime
diato que, como B, B,c C

(Xp), B e B, sao estaveis sob

A 1

AXp. Logo B1 4 G e B, 4 G, donde, como B & indecomponi

vel em subgrupos normais de G, B, =1 ou B2=l. Logo X age

irredutivelmente em B.

Passamos, agora, a nosso segundo resultado im

portante, nesta segao.

Teorema 5.14 - Seja G=AX um grupo finito, com A< G,AnX=l,

A e X abelianos. Entao

V(ZG) n (l+Ik(G,A) )

é livre de torcgao, para todo keZ.

la Proposigao 5.2, se X contém um subgrupo central de G,

entao V(ZG) n (141, (G,A)) é livre de torgcao. Da mesma

forma, segue da Proposigao 5.3 que o teorema vale se e-

xiste um subgrupo normal de G contido em A que seja de-
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componivel num produto de subgrupos normais de G.
Seja ucV(ZKHr1(l+Ik(G,A)), e suponhamos que

uP=1 para algum primo p. Se A & um g-grupo, para pP#q,

temos u=1l pelo Corolario 5.4. Logo, podemos supor que:

a) A & um p-grupo,

b) X nao contém nenhum subgrupo central
de G,

c) A nao contém nenhum subgrupo normal
de G decomponivel como produto de

subgrupos normais de G.

ii) Supondo uP=1 e supondo que G satisfaz
(a), (b) e (c¢), queremos provar que u=l. Fa-lo-emos
por indugao em |G|, observando que o caso |G|=1 & tri

vial.

Escrevamos X=X_x X ,
P 0

onde Xp € um p-grupo e
5 . -1

X, € um p'-grupo. Se existe xc¢X tal que x a x =a,

VacA, @ claro que <x> <X & um subgrupo central de G,

contra a hipotese (b). Logo X age fielmente em A. Pon

do B=QI(CA(XP)), temos, por (c), que B & indecomponi-
vel em subgrupos normais de G. Logo, pela Preposigao
5.13, X, age fiel e irredutivelmente em B#l.

Seja, agora, u=1+§, com 6€Ik(G,A). Como

|B] > 1, temos, por inducao, que uzl (mod %G I (B)),de

fmedo que §¢%ZG1I(B). Seja {al,...,an} uma transversal
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para B em A. Entao, podemos escrever

com BixE'I(B)' ¥xeX, i=1,...,n. Sejam, entao

n n

= % z x(a.-1)B. e § =2 2 x B.. ,
xeX i=1 1x ' xex i=1 ¥

de modo que d=a+d , e 0ecZGI(A)I(B). Além disso,como

GeIk(G,A) e anH3I(A)2c:Ik(G,A), temos também que

§ €I, (G,A). Se pusermos, entao G =BX,segue que § I, (G,,B).

Agora, pelo Lema 3.5, temos que

1= (1+6)P=(1+a+6 )P = (1+5 )P (mod zc 1@ T(B)P).

Alem disso, como 61€ZK%, temos
1-(148,)Peze 1(A) 1(B)P 0 6, =76, 1(B)PH,

pelo lema 3.6. Logo, (1+§ )P=1 (mod zG, T (8)P™) .como
B & p-abeliano elementar, G,=BX e X age fiel e irre-
dutivelmente sobre B, seqgue, pelo Teorema 5.7, que

§, ¢ ZG, I(B)? c @G I(A)?Z.

Como ac¢ZGI(A)”*,segue que $<ZGI(A)?, e, pe
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lo lema 3.2, segue que 6=0, donde u=l. Logo,
V(ZG) n (l+Ik(G,A))
é livre de torgao, como se desejava demonstrar.
Resta, agora, generalisar este Ultimo resulta
do para grupos metabelianos quaisquer. Para tanto, usa
remos uma construcgao classica da teoria dos grupos, o

produto orlado ("wreath product").

Definigéo - Sejam A e B grupos finitos. O produto orla-

do de A e B @ o conjunto A'B={ (f,a) |aeB, £:B+A}, muni-

do do produto dado por

(£, /a0 ) (£, ,0,)=(g,a a,),

onde, VB ¢ B, g(B)=fl(B)f2(Bal)-

E imediato observar que

A} B = AB.B (produto semi-direto),

onde AB={f|f:B—>A} e a agdo de B em AP & dada por

fB(a)=f(aB), V¥BeB. Dessa forma, seque imediatamente que
Al B & um grupo. A propriedade fundamental, para nés,deg
ta construgao é dada pelo proéximo resultado, que nao se

ra demonstrado aqui.
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Proposicao 5.15 - [ Huppert, 1967, Satz I.15.9]. Sejam

A4 G e X=G/A grupos finitos. Entao existe um monomor -
fismo 1:G-+ Al X, satisfazendo t1(A) c A¥ e também

Al x=a%.1(G).

Podemos, agora, obter nosso resultado funda

mental.

Teorema 5.16 - [Cliff, Sehgal, Weiss, 1980]. Seja G

um grupo metabeliano finito, com A< G e A e G/A abe-
lianos. Entao, para todo keZ, V(ZG) n(l+Ik(G,A)) e

livre de torgao.

Pela Proposicao 5.15, existe um monomorfismo 1:G » G,
Aa G, G=A.X, produto semidireto, G=A.T(G) e T (A)cA
Como A & abeliano e A=A%®, A & abeliano. Logo, G satis-
faz as hipoteses do Teorema 5.14. Estendemos T a um

monomorfismo T:%ZG > %ZG.

Como T(G) cG e 1(A)ch, T(ZGI(A))cZGI(A).

Queremos provar que T(Ik(G,A))c:Ik(G,K). De fato, se

g(a-1l) ¢ ZGI1I(A), temos que
T(g(a-1))=t(g) (t(a)-1) ¢ ZG I(A),

e & imediato que

T (gla-1))) = t@¥ ) = t@" 9
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Logo T o ¢k = ¢k° T nos geradores de ZG I(A), donde
T o ¢k = ¢ko T. Mas entao segue imediatamente que

(I, (G,A)) < I, (G,A).

Seja, entao, u e V(ZG) n(l+Ik(G,A)), e supo

nhamos que up=l, para algum primo p. Entao temos

T(u) e V(ZG) n (l+Ik(G,§))

e T(u)p=l. Pelo Teorema 5.14, t(u)=l e, como T & mono

morfismo, segue que u=l. Logo,

V(ZG) n (1+I, (G,A))

k

e livre de torgéo, como queriamos provar.

Podemos, entao, resumir os resultados deste

capitulo para grupos metabelianos finitos:

Teorema 5.17 - [Cliff, Sehgal, Weiss, 1980]. Seja G

um grupo metabeliano finito, e seja A< G um subgrupo

normal abeliano. Definindo

Nk(G,A) = V(ZG) n (1+I, (G,A)),

k

temos quet
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i) Se G/A & abeliano de expoente 2,3,4 ou 6,
entao Nk(G,A) €& um complemento normal livre de torcao

para G em V(ZG), para todo keZ;

ii) Se G/A & abeliano de ordem impar, entao
G possui um complemento normal livre de torgao em V(ZG),
que € umaextensao de N, (G,A) por um grupo abeliano 1li-

vre finitamente gerado, onde S=% ({ G:al-1).

Conseguimos, desta forma, uma solucgao parci-
al para o problema da obtencado de complementos normais
para G em V(ZG). Restaria estudar o caso em que G/A
€ abeliano de ordem par e nao se inclui no caso (i);vg
le observar que o Exemplo 2.4 mostra que os complemen-
tos obtidos neste capitulo ndao sao adequados nesse ca-
so, que, parece, exigira o desenvolvimento de métodos

diferentes.
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