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INTRODUGAO

Este trabalho teve inicio com a leitura de um artigo
de Alberto Torchinsky ([12J) publicado em 1976, onde sao estu
dados teoremas de interpolagao para espagos de Orlicz e para

espacos invariantes por rearranjo.

A teoria dos espagos invariantes por rearranjov dos
quais os espacos de Orlicz LA e de Lorentz L , sao exemplos
estd diretamente relacionada com a teoria de interpolagao mas
&, por si s0, interessante. Isto nos levou a dedicar boa par-
te deste trabalho ao estudo desses espacos. Por esta razao,e§
ta dissertacao tem duas partes de certa forma independentes
uma em que estudamos os espagos invariantes por rearranjo,cons
tituida basicamente pelo Capitulo III e outra sobre interpola

cao de operadores cuja parte central sao os teoremas dos para

grafos 7 e 11.

No Capitulo III, tratamos dos espagos invariantes por
rearranjo num contexto um pouco mais geral do que o encontra-
do em [llJ, [12j e {lBI . Nesses trabalhos sao considerados a-
penas espagos invariantes por rearranjo sobre |0,®| com a me
dida de Lebesgue; o que fizemos foi desenvolver o assunto pa
ra espacos de medida nao-atdmica, apresentando demonstragoes

i
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de muitos regultados la citados sem prova.

No § 7, estudamos uma generalizacao para espacos LA’
do teorema de Marcinkiewicz, que foi publicado sem demonstra-
gdo em 1939 (|6]). Este teorema, originalmente formulado para
espagos Lp’ foi também generalizado para espagos de Lorentz
mas trataremos aqui, apenas da versao para os LA’ devida a
Riordan, com a demonstracao de Torchinsky. Nao apresentamos

outros teoremas encontrados em [12[ pois certos pontos das

demonstracoes nao estao claros para nos.

NO § 11, estudamos um dos teoremas de interpolmﬁk>p§
ra espagos invariantes por rearranjo, devido a Torchinsky e
as classes A(¢E,A) que surgem como intermediarias sao descri-
tas no § 10. Nas demonstragées do § 7 e do § 11, seguimos de
perto o artigo de Torchinsky, esclarecendo alguns pontos que

julgamos obscuros.

No Capitulo I sao apresentados conceitos basicos e
resultados simples que serao utilizados tanto na parte relati
va aos espagos invariantes por rearranjo guanto na parte de
interpolagao. O § 5 também pode ser considerado como material
preliminar. Nesse paragrafo estudamos as funcoes de Young ge-
neralizadas e os espagos de Orlicz, fornecendo apenas o mini-

mo necessario para a leitura deste trabalho.

ii
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NOTACOES

(X,M,w) , (Y,N,n) espacos de medida (positiva)

F©(x,M,u) ‘ conjunto das fung¢Oes p-mensuraveis

definidas em X com valores em 1IR.

FE(X,M,n) conjunto das fung¢oes p-mensuraveis

definidas em X com valores em (C.

Fk(X,M,U) sera utilizado para i nd icar

Fr(X,M,U) ou FC(X,M,u).

+ . : ~ z s
Fo(x,M,n) conjunto das fungOes p-mensuraveis

definidas em X com valores anlO,wl.

:%(feF]((X,hi,u) finita) {gEFk(X, ,):g é finita e g = £ p—q.s}
FT (X, M, 1) (£ FeF (X, M, 1))
F (X, M, 1) {£:EF° (X, M, 1))
Fk(X,M,u) {ézfeFk(X,M,u)}

iv
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(sgn £) (x)

medida de Lebesqgue em IR ou res-

tricao desta.

o-algebra dos subconjuntos Lebes-

gue - mensuraveis de IR.

sera utilizado no caso em que M @&
uma o-algebra e S € M para indicar

o{DeM:DC s}.

sera utilizado no caso em qg u e
(X,M,u) & urn espago de medida para
indicar a restrigao de p a M.

< el

restricao da funcao f ao conjunto S.

{xe A : x ¢ B)

. se £(x) # 0 e [f£(x)]| < =

1 , se f(x)

1l
g







CONVENCOES

l. Escreveremos simplesmente ¢.s. ao invés de H=d.S.

quando nao houver perigo de confusio.

2. Para simplificar suprimiremos os parénteses e m
expressoes do tipo p({xeX: £(x) # 0}) , uma vez que nao e-

xiste perigo de confusao.

3. Muitas vezes X [ indicara a restricao da fun
0,al

¢ao caracteristica do intervalo lo,al a ]0,«]

4. Convencionaremos que:

inf ¢ =
sup ¢ = 0
la,al = ¢ , ¥a € IR
i =
0
0= =0

Nos paragrafos 6, 7, 9, 10 e 11 e em parte do para-

grafo 8 escreveremos simplesmente f no lugar de f.

Vi






CAPITULO I

Neste capitulo apresentaremos algumas nogoes basicas
necessarias para o estudo dos espacos invariantes por rear-

ranjo e para os teoremas do § 11 e do § 7.
§ 1. Fungao distribuicao

(1.1) Definigéo. Seja f ¢ Fk(X,M,u). A fungao

m [0,°] > [0,~], definida por

f:
me(A) = ulx e X : | £(x) | > )}

é chamada funcao distribuicdo de f.

(1.2) Exemplos

(i) Seja S e M e £ = XS. Entao temos mf(k) =0 ,
se X > 1 emc(A) = p(sS) se 0 < A < 1 isto g, me = “(S)le,l[
(idi) Seja f :[ O,w[ﬁ[o,w] uma fung¢ao nao crescen-

te. Entao, & facil ver que para cada A > 0 temos

mg (X)) = sup{x e [0, ¢ £(x) > A}.



e

Se, em particular, f for continua e (estritamente) de

crescente entao mf(A) = f-l(A), se A pertence a imagem de f e
mf(A) = 0, caso contrario.

(1.3) Proposigao. Sejam £, g ¢ Fk(X, M,u) . Entao
temos

(l) mf=mlf! T

(ii) m = (A) = m (l) ara 0 <A <w e ge C ~{0}

of fla’’ p - ’
1
(iii) m (M) =m. (A% ) para 0< A <o e 0< o <
|f|OL f =

(iv) |£] < |g| g.s implica me < m g

(v) |f] = |g| g.s implica me = m

(vi) me € nao-crescente e portanto Lebesgue-mensu-

ravel;

(vii) me e continua a direita.

Demonstracao. Para os itens (vi) e (vii) ver, por

exemplo [1], teorema (1.18). Os demais, decorrem imediatamen

te da definicao.
|

(1.4) Proposicao. Se f, g ¢ Fk (X, M, u) e se £ +g

esta definida ent3o temos



Me o (A +Ay) cme (Ag) + o (A)
para 0 < Al < o e 0 < Az < e
Demonstragao. Basta observar que

{xeX: | (F+g) (x)]|> A +X 5 {xeX: [ £(x) | > )\l}U{an:Ig(X)|> kod

1

L]

(L.5) Observacao. E importante notar gue nao é ver

dade, em geral, que dadas f, g ¢ Fk (X, M, p) tais que f+g

esta definida entao mf+g(A) < mg (\) + mg(A) para todo ) > 0.
Para um contra-exemplo, consideremos o espago d e medida
(IR, A,m ): e fzgf X[0’3]. Neste caso, temos mf+g (LM =83 e
me (1) + mg (1) = 0.

No entanto, se {xeX:f(x)#0}n{xeX:g(x)#0} = ¢ entao

para cada A > 0 temos que

{XEX:|(f+g)(x)|>A}={xeX:|f(x)|>A}ﬁ{xeX:|g(x)l>A}

e portanto que m (A) = me(X) + mg(X)~

(f+g)

(1.6) Proposicao. Seja (fn) uma seqliéncia nao-de-

crescente de fungoes de F+(X, M, p). Se £ = lim fn entao a
N—>oo

seqliéncia (mfn) € nao-decrescente e 1lim me = mg
n»e T n .

Demonstragao. Ver [1], teorema (1.22).
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Tendo em vista (1.6) e o conhecido resultado que to
da fungao mensuravel nao-negativa & limite de uma seqliéncia
nao-decrescente de fungdes simples, & interessante que saiba
mos calcular a fungao distribuicao de uma fungdo simples. £

isto que nos ensina nosso proximo resultado.

(1L.7) Proposicao. Sejam Syre--1S_ s subconjuntos

mensuraveis de X, dois a dois disjuntos e Qprever O € c-~{0}.
) n
Se f£ = % a, X entao

. i S,

i=1 i

n
m.(X) = I u (s.) X (X))
£ i=1 i [O,|ai[ [

para 0 < A < o

Demonstracao. Seja g; = %4 XSi’ para 1 < i < n. Co

mo Sl,...,Sn sao dois a dois disjuntos, decorre de (1.5) que

n
mf(k) = L m_ (A) para 0 < A < o,
i=1 94
Tendo em vista (1.3.i) e (1.3.ii) temos mg (A) =
i
= m (A) = m (A) = m ( ) para 0 < X < ®» e pa
9l o 1Xg Xs. EN

i 1

ra 1 < i <n . Mas, de acordo com (1.2.i) temos entao que

m. (A = (s X

94

A _ 2 ) )
»0,l|> (——) = “(si)X[O'(‘J [[ (A)
lo | :

.l|i

para O

IA

A < e para 1 < i < n. Assim



O lema seguinte sera empregado em demonstragoes de

teoremas do § 7 e do § 11.

(1.8) Lema. Seja f ¢ Fk(X, M, 1) e seja u > 0.

Consideremos

£, = (sgn f) min {u, |f]| }
e

£ = f - f

u

(que SA0 fungoes de Fk(X, M, p)).

Entao

(i) m (A) = mf(k) se 0 < X <u;
u

(ii) mf (A) =0 se u < A < ®
u

(iii) m. (A) = m_.(u +X), para todo A > 0.
£ £ B

Demonstracao. Observemos inicialmente que para ca-

da x £ X temos

| | | £ (x) | , se [f(x)| < u
f (x)|=
v u , se |[f(x)] > u



0 , se |f(x)]|< u
80 | =

|£(x) |- u , se |[f(x)]|> u
Seja X > 0. Entao
{X€)<:lf11(x)l:> A= {xeX: [f(x) [< ue Ifu(x)|>A}ﬁ{xeX:[f(x)|> u e[fu(x)|>A}

Da observagao inicial decorre que

{xex:lfubd]> AY={xeX:A<|£(x) |< ulU{xeX:A <u<|f(x)]}.

Portanto se 0 < A < u entao
{xEX:Ifu(x)| > A ={xex: |[£x)]| > A} ,
de onde segue-se (i).

Se X > u entao {xeX:]fu(x)|> A = ¢ e (ii)

esta provado.

Para demonstrar (iii) observemos que para todo A > 0

temos
{xex: | £ (x) |> A} = {xexX: |f(x) |>u e [E)| - u > A}

= {xeX: |[f(x)]> u + A}

=
>
Il

mf( u + ), para todo A > 0
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§ 2. Fungoes equimensuraveis .

(2.1) Definicdo. Sejam £ e FY(X, M) e geF (¥, N, v).

Dizemos que f

| Dy

equimensuravel com g ou que f e g sao equimen-

suraveis se m m

f g’

(2.2) Exemplos

(i) Sejam S, € Mes, e N. Entao, tendo em vista
(1.2.1i) podemos concluir que XS e XS sao equimensuraveis se
1 2
e sO se u(Sl) = v(Sz).

(ii) Seja f ¢ Fk(ﬂz, A, m) e a € IR entao a fungao
g(t) = f(o + t) & equimensuravel com f, uma vez que a medida

de Lebesgue & invariante por translacao.

(2.3) Observacao. Em geral nao é verdade que se

k 5 . “ -
fi' 9; € Fr(x, M), f, e equimensuravel com g; e fi + g, esta

definida, para i = 1, 2, entao £, + 9, & equimensuravel com
f2 + g, ou que fl 94 € equimensuravel com £, g - Basta con-

] = = = = X o
siderar, por exemplo fl 9, f2 X[O,lj e 92 Jl,ZJ co

mo elementos de Fr(Hi, A, m).

No entanto, se {xeX: fi(x)#o}ﬂ{xeX:gi(x)#O} = ¢ pa-

ra i = 1,2 entao tendo em vista (1.5), temos que £, + 9, e
equimensuravel com £+ a9, -
; & ; =K
(2.4) Proposicao. Sejam fe F7 (X, M, n) e

98Fk( Y, N, v). Entao



(i) f @ equimensuravel com g se e somente se | f|

@& equimensuravel com |g| ;
(ii) f equimensuravel com g implica que of e equi
3 a - ; =
mensuravel com og para todo o € C e que |f| & equimensuravel
o
com |g| , para 0 < a <

Demonstracao. E conseqgfiéncia imediata de (1.3),

—— o — v i ——

(2.5) Proposigao. Sejam f e K (X, M, u) e

g € Fk (Y, N ,v ) fungoes equimensuraveis. Se mf(A) < ® para
0 < A < o (portanto mg(A) < w, para 0 < A < =) entao se

0 < B < a < o temos:

(1)  u{xeX:B<|f (x) |[<al=viyeY:B<|g(y) |<a}

A
8

(ii) pixeX:|£(x) [=a}=vi{yeY:|g(y) |=a} < o
(1ii)p{xeX: £ (x) |>al=viyeY:|g(y) |>a} < =

(iv) n{xeX:B<|f(x) [<al=v{yeY:B<]|g(y) |<al w ;

A

A
8

(v)  ui{xeX:B<|f(x) |<al=vi{yeY:B<|g(y) |<al ;

A

(vi) ui{xeX:B<|f(x) |<al=vlyeY:B<|g(y)|<a} < = ;

(vii)u{xeX:|£f(x) |<al= viyev:|g(y)]|<a} , no caso em

que u(X) = v(Y).
Além disso temos

(viii) pixeX: |f(x)|= «}= ViyeY:|g(y)]l= »} < «
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Demonstracao. (i) Como m_(a) = m (o) < = e

mf(B) = mg(B) < o, temos

u{xeX:B<|£(x) | < o}

It
E
Hh
@
|
3
Hh
2

viyeY:8<|g(y) |<a} < e

(ii) Seja n, ¢ W tal que o - %— > 0. Entao
o
a—

= > 0 para todo natural n > n,. Assim temos

o

{xeX:|£f(x)|=a}= n {xeX:a- % <|E£(x)| < a)
n>n
~"o
1 1 -
Como p{xeX: a - = <|£(x)|< a} < mf(a - H_)< ® , & bem conhe
' o o)
cido que
u{xeX: |£(x) |= al= lim u{xexX o - % <|£(x) |[<a} < .
n > o

De maneira analoga temos

vi{yeY:|g(y) |= al= 1lim v{yeY:a -

n - o

Bl

<|lgly) |z} < o

O resultado decorre, agora, de (i).

Omitiremos as demonstracoes dos demais itens .

Veremos a seguir que algumas conclusoes de (2.5) con

tinuam verdadeiras, ainda que tornemos mais fracas algumas hi

poteses. Preferimos, no entanto, esta formulagao, pois & as-
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sim que O empregaremos.

(2.6) Observacoes

(a) As igualdades de (2.5.i) e (2.5.iv) continuam ver
dadeiras se B = 0.No entanto, se B = 0 nao podemos garantir

que as medidas que aparecerem sao finitas.

(b) A igualdade de (2.5.viii) continua verdadeira se

tivermos apenas que mf(k) < » para algum A > 0.

(c) As igualdades de (2.5.ii) e (2.5.iii) contiuam

verdadeiras se tivermos apenas que mf(A) < o p ar a algum

A el]o,af .

O leitor nao tera dificuldades para perceber gue ob-

servagoes semelhantes se aplicam aos demais itens de (2.5).

(d) Convém salientar que nao & verdade, em geral ,
que se f € Fk(x, M, n) e ge Fk(Y, N, v) e pixeX: |f(x)]= al=
= v{ye¥Y:|g(y) |= a} para todo o > 0 entao f e g siao equimen-
suraveis. Basta considerar, por exemplo f e g positivas e in-

jetoras.

(2.7) Proposicao. Sejam S »8, subconjuntos men

pree.

suraveis de X que sao dois a dois disjuntos, D .,Dm subcon

1"

juntos mensuraveis de Y que sao dois a do is disjuntos e

QprewesOy Bl,..., B e C ~ {0} . Sejam



=]} =

Entao temos

(i) Se m=n, u(s;)=v(D,) e |ai|=|Bi[, para i=l,..,n

entao f & equimensuravel com g;

(ii) se |ay|< cee<fag |, 18y 1< <8 | 0 <u(s;) <
para i = 1,..,n, 0 <v(Dj)< o para j =1,...,m e f & equimensu
ravel com g entio m = n, Iai|=|Bi[ e u(s;)=v(D;) para i=l,..,n.

Demonstragao. (i) De (1.7) decorre que

n

m_(A) L u(s,) X = (A)

£ i=1 i [O,Iai|L
€ m

m () = L V(D) X (A)

g =1 o, eyl

para 0 < X < o«

Decorre agora de nossas hipOteses que me = mg e por-
tanto que f e g sao equimensuraveis.
(id) Como f e g sao equimensuraveis, recorrendo a
(L.7) temos
n m
Iou(sy) X S= 2 vy X (1)
i=1 Lo,|a1|L j=1 LO,IleL
Queremos entao demonstrar que m = n, u(Si) = v(Di)
e Iail = [Bil , para 1 < i < n.
Como Ial|< cee<la | e |81|<... <|Bm[ podemos rees-

crever a igualdade (1) obtendo
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n n T m
b Eou(s )X = g L ov(Dy) X (2)
Fa— —- i . J_— - sy | *
i=1 k=1 Hai—ll'|ailL =1 2= l'Bj_ll']BJII
onde convencionamos o, = BO =0
n
Observemos agora que se X ci X r':
i=1 Lai—l’aiL
m
= % d. X , onde c¢,> 0 para 1< i<n, d.> 0 para
. 3 - - i = - 3
j=1 Lbj_llbjL

1<j<m,6 0<a, <.. <a s 0<by ..b s 0s c; sao dois a dois distintos e os dj

1 1

sao dois a dois distintos entao n=m, ci=c1i e ai=b:.L para 1 < 1 < n.

n m
Fagamos agora c, = §_ u(Sk), dj= §_ v(Dy) a,= Iuil
k=i %=1
e bj= Ile . Nossas hipdteses garantem que 0 < a, < ...<a,
0 < bl <. ve < bm r Gy 0 para 1 < i < n, dj > 0 para
1<

j <m, os cy sao distintos dois a dois e os dj sao distin
tos dois a dois. Tendo em vista (2) concluimos entao que n=m,
L, = ¢, = Db, = . .= d, < i < n. E aci
Ioll ¢;.= by |Bl| e que c, ;para 1 < i < n. B féacil
ver agora que u(Si) = v(Di) para 1 < i < n, o que completa a

prova.
|
(2.8) Proposicao. Seja (X, M, u) um espaco de medi
~ ~ . + - - ;
da nao-atomica. Se g e h ¢ F (X, M, n) sao funcoes simples e-
quimensuraveis e f ¢ F+(X, M,n)é& uma fungao simples que se a-
nula sempre, que g se anula. Se mg(A)< w para todo A > 0,entao

, - i, o
existe uma fungao simples feF (X,M,1) equimensuravel com f e tal que

J h £ dp = J g £ du .
X X



] G

n

Demonstragao. Sejam g = 2 a, X, , omnde

i=1 * i
0 < Gy <ees <0 e S.,...,S sao dois a dois disjuntos e tém
n i n
m
medida positiva e h = 'Z Bi XD, onde 0 < Bl < . < Bm e
i=1 i
D.,...,D sao dois a dois disjuntos e tém medida positiva.
1 m

Como g e h sao equimensuraveis, decorre de (2.7.ii )

que m = n , o, = Bi e u(Di) = u(Si) para, 1i-=-Ly e oo ;s
. p i
Seja f = 'E Y5 Xy » onde Y, ..., YpE 10, | e
j=1 ]
Ul’ ..,Up sao dois a dois disjuntos. Sendo f(x)= 0 para todo
n
x ¢ U S, entao para j = 1,...,p temos:
i=1 *
n
(U.) = (U, N U S.)

WU, Wi, U5

Seja jeIN , 1 < j < p. Para cada i = 1,...,n te-
mos

n(s, nt) < usy) = u(dy)

e sendo § ndo-atdmica existe V; C D, tal que

u(vj) = u(U, 0 8S,).
n i i
Seja V., = U V. . E facil ver que V. n D, = V.
J j=1 3 ] i J
para i = 1,...,n e que
n i n
p(v.) = % p(vy) = % p(s. n U.)
i=1 J i=1 . ]



]

Y. X . Decorre de (2.7.1i) que
T rrd 5

Tomemos f =
j

Il ™0

~

f e f sao equimensuraveis. Além disso temos

n p
i g £ dp = izl jil %5 Yy wis, 0 Uj)
n p i
= iil jil By Y5 u(Vj)
n p
= izl jil B Y5 U(Vj 0 D)
= [ h E du
)
X ||
(2.9) Proposicao. Sejam (fn) e (gn) segliéncias nao

—-decrescentes de fungoes de F+(X, M, nw e F+(Y, N, v) respec-
tivamente. Se f e 9. sao equimensuraveis para todo n € WN en

tao 1lim f, e limg sao funcoes equimensuraveis.
n-—>- o n-—=+ o

Demonstracao. E conseqtiéncia imediata de (1.6).

]

Nosso proximo resultado & uma espécie de reciproca

de (2.9).
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(2.10) Proposicao. Sejam f € F+(X, M, u) e

g € F+(Y, N, v) fungoes equimensuraveis. Supoihamos que mg ())<=
para 0 < A < = (e portanto mg(A) < » para 0 < XA < «), Entao
existe uma seqliéncia (fn) de fung6es simples de F+(X, M, u)_

e uma seqliéncia (gn) de fungoes simples de F+(Y, N, v), ambas

nao-decrescentes tais que

(1) lim fn

n > oo

Il
h

(ii) lim g_ =g ;
n > o n

(iii) fn e g sao equimensuraveis para todo n & IN.

Demonstragao. Para cada natural n > 1, definimos
S, = {xeX:|£(x)| > n}
D = {yeY:|g(y)| > n}
e para cada r = 1,..., n 2n definimos
s = {xex: L < £y | < B )
n n - _.n
2 2
r _ r-1 r
D_ = {yeY: —= < |g(y)]| < =1}
n n n
2 2
Sejam ) 0
_ r-1
gn = E S XSr + n XS
r=2 2 n n
n
n2
£= 2 I2 x4 X
r=2 21‘1 Dr n
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E bem conhecido que as seqgtiéncias (fn) e (g,) sao

nao—-decrescentes e verificam respectivamente (i) e (ii).

Como f e g sao equimensuraveis e m_. (A) < » para

£

0 < A < », decorre de (2.5.iii) e de (2.5.v) que pama c a d a

o}
v

1 temos u(Sn) = v(Dn) e para cada r = 1,..,n temos 1HSE):
= v(Di). Assim, de acordo com (2.7.1i), fn e g sao equimensu

raveis para todo n £ IN.
[
O resultado que segue sera utilizado na demonstragao

de (8.24).

(2.11) Notagao. Seja (X, M, p) um espago de medi-
da. Tomemos S ¢ M e f ¢ F+(X, M, u) uma funcao simples. Pa-
ra cada § < 0 indicaremos por O s g © conjunto das fungoes
g € F+(X, M, u) que tém as seguintes propriedades:

(i) g € uma fungao simples que pode ser escrita co

mo combinagao linear de fungbes caracteristicas de subconjun-

tos de S que sao dois a dois disjuntos e que tém a mesma med i

da;

(ii) pi{xeX:f(x) # g(x)} < & ;

(iii) qualquer que seja x £ X temos g(x) = 0 ou g(x)=
= £(x) (e portanto temos f(x) - g(x) < f(x) para todo x ¢ X).

(2.12) Proposigao. Seja (X, M, p) um espago de me-

dida nao-atémica. Seja S & M tal que 0< p(sS) < » e ng+(X,M,u)
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Uma fungdo simples que se anula em X ~ S.Entao Of s o £ b
7 Y
para todo § > 0.
Demonstracao. Se f = 0, o resultado & imediato. Su-
n -
ponhamos £ # 0 e f = ¥ o. X ’ onde 0,,...,0_ Sao reais
=1 35y : g

positivos e Sl,...,Sn sao subconjuntos mensuraveis de S,dois

a dois disjuntos.
Dado § > 0, seja K ¢ IN tal que % < § e

1 . ~ .
} seja nao vazio.

J={jemw:1 <3 < n,lKSj) ® 7

Para cada j & J, seja pj, O numero natural tal que

P p.+1
gL < m(sy) < ——

Como y & ndo atdmica, tendo em vista o teorema (B.4) de [1]

temos que para cada j € J, existem D. ress D,
J.1 3Py

tos dois a dois disjuntos de Sj que tém medida igual a %

subconjun

B
J
Seja g = 1 I a. XD . Entao para cada jeJ
jeg  i=1 1 Py 4
temos
3
u{xeS.:g(x)#f(x)}= u(s. ~ U p. )
4 i=1 Js1
® 2
= u(s.) “x S xR (1)

e portanto

H{xeX:g (x)#f (x) }=

o3

u{xesj:g(x)#f(x)}

j=1
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n
= I u{xeS.:g(x)#f(x)}
JjeJd ]

+ T  p{xeS.:g(x)#F (x)}.
je{l,..,n}t-J ]
Tendo em vista (1) e lembrando que u(Sj) < % se
je{l,..,n} ~ J,concluimos que
1 i,
p{xeX:g(x)#f(x)} < I z+ = =
jed jefl,..,n} ~ g ©
= I
=< 6.
E facil ver agora que g ¢ Te 8,5 B
[ ]
§ 3. Reordenadas nao-crescentes .
Neste paragrafo, associaremos a ¢ a d a fungao

~ * -
f e Fk(X, M, u) uma fungao que indicaremos por f e que sera

a unica fungao ndo-crescente, continua & direita e equimensu-
- *
ravel com f (ver 3.10). De certa maneira f reproduz |f], de
* %
modo que J | £] du= I f (t)dt
X 0
Do~ ; k - *
(3.1) Definicao. Seja f ¢ F (X, M, u). A funcao f

definida em [0,»| pela relagdo
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*
£ (£) = inf {X > 0: mf(A} < t}

e chamada fungao reordenada nao-crescente associada a f.

(3.2) Exemplos

)

(i) Se SeM e f = XS entao £ = X
[0,u(s) |
De fato, de acordo com (1.2.i) temos que:
*
f (t) = inf {2\ > 0: u(s) X () < t}
lo,1]
para todo t > 0.
- *

Assim, se p(S) < t entao £ (t) = 0 e se 0 <t < p(s)

entao teremos u(S) X (A) <t se e sd se A >1 e portan-
* o1

to £ (t) = 1.

(ii) Seja f a fungao identidade definida em IR. En
tao me(A) = « , para todo A > 0 e portanto

© , para to

£ (£) = inf {1 > 0: m (A) < t} = inf ¢

do t > 0.
(3.3) Proposigao. Sejam f, g ¢ Fk(X, M, u). Entao
temos:
. * *
(i) £ = |f] ;
* *
(ii) (o £) = |a|f , para todo a e C ;
* *
(iii)  (|£]% = (£)% , para 0 < g < w
. * *
(iv) |£] < |g| q.s implica que f < g ;

(v) |£] = |g| g.s implica que f = g
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* o o~ .
(vi) f & nao-crescente e portanto Lebesgue-mensu-

ravel.

Demonstragﬁo. E imediata, tendo em vista (1.3).

[ 1

(3.4) Proposicao Se f,chk(X,M,u) e se f+g esta de

finida, entao temos

* * *
(£+g)  (ty+t,) < f () + g (t,)

Demonstracao. Sejam tlio e t,>0. Decorre de (1.4 )

gue para cada klz 0 e para cada A22 0 tais que mf(kl) < tl e
mg(Az) < ty temos que mf+g(Al+A2) < (tl+t2). Com isto
{a+datd, 20, Ay > 0, m (X)) <ty @ mg(k2) < tyl

€ um subconjunto do

{x >0 : M ey (M) <t + £y}
Logo
*
(f+g) (t; + ty) = inf {x >0 : mf+g(k) <t # t,]
S Anf DA AL 200 A, 2 0, me(A)< ty, mg(xz)itzz}
= dinf {X; 2 0 : m (X)) < £yl
+inf {2y > 0 = om (X)) < t,)
* *

= f (tl) + g (t2).
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(3.5) Observagcao. Em geral nao & verdade que

* *

* * * *
(gl+92) = g,+9, ou que (qlgz) = gy 9, . Por exemplo, se 9,

~ - *
e g, sao as fungoes ja consideradas em (2.3) temos gl::X

* X tanbe | ) = (X )= X l0:2]
g, =X e portanto (g,+g.) = ) = e
2 ol 10 [0,2] 10,2
* * * * * -
(91'92) = 0. No entanto 9, * 9, =2 XlO . e 9, 9, =
=X .
[o,1[

Cabe notar que este exemplo também mostra que nao Le.

* * *
mos (gl+92) = g, *+ g, nem mesmo no caso em que

{x e X:g, (%) # 0} n{x ¢ X:g, (x) # 0} = ¢

(3.6) Proposicao. Seja f ¢ Fk(X, M, p). Dado
t e [0, w{ temos que:

(1)  Se 0 <A< f (t) entdio m.(A) > ¢t ;

(ii) Se f*(t) < A < o entao mf(A) €t g

(iii) 1x > © ¢ mf(A) > t}==[0,f*(t)[ e portanto
f*(t) = mmf(t) = sup {X > 0 : mf(k) > t}.

Conseqlientemente temos que

*
(iv) mg(X) = inf {t > 0:f (t) < A},para todo A > 0;
* -
(v) f =0 se e sose f =0 qg.s.
Demonstragao. (i) E conseqtiéncia imediata da defi-

. *
nicao de f



o

* o
(ii) Se f (t) < A < » entao existe A' t a 1l que

N

% * -
£ (t) N<aoe me(A') < t. Como f & nao-crescente temos que

I

mf(A) t.

*
Assim mf(A) < t para todo A > £ (t). Como m e con-

- *
tinua a direita entao mf(f (t)) < & -

* ~
(iii) Se £ (t) = « entao mf(k) > t para todo A >0.

Logo

A>0:m. () >t} = [0,=]
*
Se £ (t) < « , decorre de (i) e de (ii) que
*
{x >0 : me(d) > t} = lo, £ (v)]| -

Em qualquer caso temos entao que

—~—
>

Iv
()
.

. *
me (A) > t} = [0, £ (t)]
sup {A > 0 : mf(A) > £} = f*(t)

m (A > 0m. (> tlm(|0,£ (8) ] )= £ (&)

3
r—t.
il

(iv) De (iii) decorre que para cada X >0 e para ca

*
da t > 0 temos A > £ (t) se e sO se mf(A) < t. Logo,para ca

da A > 0 temos que
me (A) = inf{t > 0 : me () < t}
*
= inf{t > 0 : £ (t) < A}.
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*

(v) Se f = 0 entao, decorre de (ii) que
mf(k) < 0 para todo A > 0. Logo mf(O) = 0 e portanto f=0 q.s.
Reciprocamente, se £ = 0 g.s entao mf(X) = 0 para todo X >0

*
e portanto £ (t) = inf{)x > 0 : mf(k) < t} = 0, para todo t>0.

(3.7) Proposicao. Seja f € Fk(X, M, u). Entao f

* ~ . - T
e £ sa0 equlimensuravels.

Demonstracao. Seja A > 0. Decorre de (3.6.iii) que

{t 2 0:£ (6) > A)={t > 0:m ) > )= [0,m (A)] -

Portanto

mey (V) = m{ £20:£ (0> A=mn( [om )] ) =m0

* - - R
Assim £ e £ sao equimensuraveis.

|

(3.8) Proposigao. Sejam chk(X,M,u) e geFk(Y,N,v).

~ ~ - 3 - * * .

Entao f e g sao equimensuraveis se e so se £ = g . Em parti-

* % *
cular (£ ) = £

Demonstracdo. Se f e g sd3o equimensuraveis entao

* *
meg = m_. Logo f =g
. * * —~
Reciprocamente, se f =g entao m., = m_,. Tendo em
£ g

vista (3.7) concluimos que Me = Mg, = mg* = mCJ e portanto

que f e g sao equimensuraveis.
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Como f e f* sao equimensuraveis entao (f*)*= f*,

(3.9) Proposicao. Seja f ¢ Fk(X, M, p). Entao f* &

continua a direita.

Qgggggggggég. Basta lembrar que, de acordo com
(3.6.1ii) temos que f* & a fungao distribuicao de me e que
(1.3.vii) nos garante que toda fungao distribuicao & continua

a direita.

(3.10) Proposicao. Seja f:|0,»[>|0,«] uma  fungéo

~ - . . o2 * - .
nao-crescente e continua a direita. Entao f = £ . Além disso,
k ~ 4 = - ~ -
se g € F' (X, M, y) entao g* @ a Gnica funcao definida e m
|0,| com valores em [0,»] que & continua & direita e equimen

suravel com g.

Demonstragéo. Vamos mostrar que para todo t > 0 te-

mos
A > 0mm () > t}= [0,f(t)] - (1)
*
Com isto, decorrera de (3.6.iii) que f(t) = f (t) para todo
t > 0.

Como f & nao-crescente, para cada ) > 0 temos que

mf(A) = sup{s > 0:f(s) > A} - (2)

Tomemos t > 0. Entao se mf(x) > t, de acordo com (2)
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temos que existe s > t tal que f(s)> A e portanto f(t) > £(s) > A.
Reciprocamente se f(t) > A, como f & continua a direita exis-
te s > t tal que f£(s) > A e temos que mf(A)> t. Assim conclul
mos que mf(A) >t se e sO se A < f(t), de onde segue-se (1).

A prova esta, entao, completa.

Para demonstrar a outra afirmagao observemos que se

~ * .
g € Fk(X, M, n) entao (3.7) e (3.9) nos garantem que g e e-

quimensuravel com g e continua a direita. Por outro lado, se
gl:[O,w[+[0,w] @ continua a direita e equimensuravel com g en
. _

*

- *
tao gl = gl e gl = g. Logo gl =g .
|

(3.11) Observacao. Se a hipotese de f ser continua

*
f g.s. De fato,

1l

a direita for suprimida em (3.9) teremos f
* - -~ . - - . . -~
como f @ nao-crescente, existe g continua a direita, nao-cres-

* *
cente tal que g = f g.s. Portanto g = f . Decorre de (3.10)

* *
que g = g. Logo, como g = £ ¢q.s.temos que £ = £ gq.s.

Os dois resultados que seguem tratam do calculo de

reordenadas nao-crescentes associadas a fungoes simples.

(3.12) Proposicao. Sejam S

Sn subconjuntos men

ll"l
suraveis de X, dois a dois disjuntos, e dl,..,an numeros com-
n
plexos tais que 0 <|a_|<... <|a,|.Seja £ = £ o, X Entao
n 1 . i S
i=1 i
temos
N - *
(i) Se u(s,) = = entao f (t) =lal| para todo t> 0;
(idi) Se existe iO’ 1 < iO < n tal que u(Si) <
para todo i < i, e u(S.l ) = o entao

0
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i1
*
R Ialleo (S )I’(t) ! iizlailx-i'l L =
e B L [ 2w, = sy |
k=1 k=1
+ o, |X . _ (t)
. l»lo 1
b2 u(s,),»
Ly Tk

para todo t > O0:

(iii) se u(Si)< @ para 1 < i < n entao

n
f () = |ul| X (B + T o, |X (t)
[0/u(s) | i=2 * | i
Z u S), z u(Sk)l
k=1 k=1

para todo t

Vv
o

Qg@ggggggggg Apresentaremos apenas a demonstragéo

de (iii). As demonstracgoes de (i) e (ii) sao analogas.

Seja
n
g(t) = |al|XA (t) + % lo.| in1 i (t)
k=1 k=1

E facil ver que g & continua a direita. Além disso

g @ nao-crescente pois 0 < |an[ L . |al]. Assim, (3.10) nos
*

garante que g = g.

Por outro lado, de acordo com (1.7) para todo X\ > 0

temos
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M3

me(A) = I u(s;) X () = m (),

-1 [0, log | T 3

sendo a Gltima igualdade verdadeira pois p(S;) & a medida de

i-1 i ;
Lebesgue do intervalo | & u(S,), I u(S,)| para 1 < i < n
L i il < =
k=1 k=1
- - * * *
Logo f e equimensuravel com g. Portanto £ =g e como g = ¢
*
concluimos que £ = g.
| |
(3.13) Proposicao. Seja f uma fungao simples d e

F+(X, M, u) tal que mf(k) < o para todo A > 0. Entao existem

nimeros reais positivos Oqresr O e subconjuntos mensurave-

is de X, Sl""sn de medida positiva tais que
n * n
£= % o, Xg e f = ZlailX
i=1 Y ®i i=1

IOIU(Si) l

Demonstracao. Nossas hipoteses sobre f garantem que

existem numeros reais 0 < Bn Leine < Bl e subconjuntole,..,Dn
de X dois a dois disjuntos com 0 < u(Di) < ® para i=1l,...,n
n
tais que f = I Bi XD.
i=1 i
i
T . = p— = L] .
omemos agora S, jgl Dj’ o B, © oy Bi Bl+l'

se 1 £ i<n-l. Entao temos que



tendo em vista (3.12.iii)

Logo

Resta
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mostrar que £ =

que

Bl X +

lo, w [ i

D. .
175 noogop Dy
i-1
- X X. ) + B. X
j=1 Dy 17Dy
n-1
r X
n . D.
=1 77
1 XDl + Bn XDn
n
X oy X Sabemos,
i=1 |0, u(Si)|
n
22 Bl i-1 i
L u(d), I u(d)]
k=1 k=1
Bi X
Bi X - X
[
IO,u(Si)[ 0 ”(Si—l)l
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=B X +

7 K _ B, X

2 IOIU(Si) I

™3

. B,

(3.14) Proposigao. Seja (£,) uma seqtiéncia nao-de

~ = ~ *
crescente de fungoes de F+(X, M, ). Entao a seqleéencia (fn)

M

- - * *
nao-decrescente e se £ = 1lim £ entao £ = 1lim £
n-—+oo = n—>oo

___________ )
n

& nao-decrescente e que lim me = M. Aplicando novamente
n-—+o n
(1.6) temos que lim m = m e que a seqtlencia (m ) e
m m m
n->o fn £ frl

nao-decrescente. Assim, a prova esta completa, uma vez que,de

kS
acordo com (3.6.iii) sabemos que m_ = frl e que m = f

£ £
n

||

(3.15) Proposicao. Seja (£ ) uma seqliéncia de fun-

-~ _ *
coes de Fk(X, M, p). Entao 1lim fn(t) = 0 para todo t >0 se

n--o

e somente se (fn) converge em medida para a fungao nula.
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Demonstragao. Se lim fn(t) = o0 para todo t > 0,
n—+>w
*
entao dados 6§ > 0 e € >0 temos que 1lim fn (6) = 0 e portan
n—»>ow

- *
to existe no e IN tal gque se n > nO entao fn(é) < g. De (3.

6.ii) decorre entao que me (e) < 6§ para todo n > n_. Logo

o
n
(fn) converge em medida para a funcao nula.
Reciprocamente, se (fn) converge em medida para a fun—

cao nula entdo dados t > 0 e € > 0, existe n e W tal que

para todo n 2 n, temos Me () < t. De (3.6.i) decorre entao

* n *
que fn(t) < € para todo n > ng- Portanto 1lim fn(t) = 0 para
n->w
todo t > 0.
|
(3.16) Observacoes.
(a) A segtiéncia (X ) mostra que lim £ = f
[n,n+l| n-o n
i~ *
nao implica que 1lim £ = £
n—>o n

(b) Se (fn) converge em medida para a funcao nula ,

~ * -
nao podemos garantir que 1lim fn(O) = 0. Um exemplo e a se-
n—-<«
gliéncia (X

) .
[0, ]

(3.17) Proposigao. Seja f ¢ Fk(X, M, n) tal que

mf(X) < o para todo A < 0. Entao temos

pix e X:|[£(x) | > f*(t)} >t

*
para todo t € IR tal que 0 < t < inf{s > 0:f (s) = 0},
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*
Demonstragao. Seja 0<t< inf {s>0: f (s) = 0}. Como

* = ot . . L)
f e £ sao equimensuraveis, decorre que (2.5.iii), no caso em

* *
que £ (t) < ©» e de (2.5.viii) no caso em que £ (t) = =« que

pix e X:[£(x) | > £ (8)}= m{s > 0:£ () > £ (£)) .

* = * *
Como f & nao-crescente temos que f (s) > £ (t) para todo

s < t. Logo

ni{x e X:|£f(x) |

v
Hh
ri-
—
Vv
t

* *

Se t = inf{s > entao como £ & nao-cres

vV
(@]
Hh
n

il
(=]

——

*
para todo s > t e como £ & continua

1l
o

*
cente temos que f (s)

I
o

*
a direita temos f (t) Aléem disso

Il

t=m{s > 0:f (s) >0} = ulx € X:£(x) # 0}

IA

p{x e X:|£(x)| > 0}

*
=u{x e X [£(x)| > £ (B},
que completa a prova.

|
£ interessante observar que a hipotese mf(A) < @  pa
ra todo A > 0 & essencial em (3.16). Por exemplo se f(t) = 1

- *

para todo t € IR, entao £ (t) = 1 para todo t > 0 e no entan-

to mix € IR: |[f(x)]| >1} = 0.

~ )
(3.18) Proposicao. Seja f ¢ Fr(X, M, pn). Se £ (t)< o

para todo t > 0 entao |f(x)| < « para quase todo x ¢ X.
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Demonstragao. Seja S = {xeX: | f(x)| = «»}. Sabemos
que S € M. Suponamos por absurdo que u(S) > 0. Entao temos
mf(k) > u(8) para todo A > 0 e portanto se 0 < t < p(S) en-—
tao mf(l)>t para todo A > 0. Logo f*(t) = ® para 0 < t < u(8)

o que contradiz nossa hipdtese.

O resultado que apresentaremos a seguir, € bastante
Util porque reduz o calculo de determinadas integrais de fun-

¢oes de Fk(X, M, u) ao calculo de integrais de fungodes defini

das em [0, «»|. Ele sera utilizado na demonstracdo de muitos re

sultados do § 7.

(3.19) Lema. Seja f ¢ Fk(X, M, uv) e seja A a fun-

u

cao definida por A(u) = J p(t)dt, onde p & uma fungao Lebes-
0

gue o mensuravel definida em [0,«| com valores em |0,«|. En-

tao
(o) o0

J A(l£])dn = J mg (t) p(t)dt = J A(E (£))dt

X 0 0

Demonstracdo. Ver |1|, teorema (1.2.4).

(3.20) Proposicao. Seja g:|[0,»|+[0,

uma fungao

Lebesgue-mensuravel. Dado c

iV

0, seja G =&e[094}g(t)>-c}. Se

G e limitado e [ mg(t)dt < @ entao [ g(t)dt < .
J )

c G

Demonstracao. De (3.19) decorre que



[ g(t)dt = { g(t) XG(t)dt - [ m_ oy (A) dx
J ) ) &
G 0 0

i °°

= | m (A)da+ { m (A)da . (1)

J g XG J g XG

0 ' c
E facil ver que se A > c entao m (A\) = m_(X) e

- g Xg g
portanto que temos
A)dx = A)dr < e 2

ng XG( ) J mg( ) (2)
c c

Por outro lado, existe M > 0 tal que G C |0,M|. Lo-

go g X, <g X[ 1. Assim
.O’M‘
(c fc
m (A)dx<y m_,, (A)dx < c M (3)

9% )90, u]

0 0
ja que mgx (A\) <M para todo X > 0.

[0, M|

Decorre de (1), (2) e (3) que J g(t)dt < » o que

completa a prova. G

(3.21) Proposicao. Seja f ¢ Fk(X, M, w).

(i) Dado ¢ > 0, seja S

Il

{x € X:|f(x)| > ¢c}. En-

tao I me (A)dx < ( |£] dp.
=)
C S



-34 -

*
(ii) Seja a > 0 tal que £ (a)< « . Se

t
={x e X:|f(x)]> £} e J[f|du < o entao J £ (s)ds < =

S 0
para todo t > 0.
Demonstragao.
(i) De (3.19) decorre que
jlfldu =J|fXS|du =J meS(A)dA > [ meS(A)dA . (1)
S X 0
Mas para todo A > c temos mf(k) = Mgy (A) e portan-
S

to decorre de (1) que

(o)
(
J me (A)dA = J mey (ax < J | £]du
S
S
c c
como queriamos demonstrar.
(ii) Em primeiro lugar, usando (i) e nossa hipote-
se obtemos
o [oe]
J m ,(X) dx = J me (M dr < J [fldp < » . (1)
* f %
f (a) f (a) S
* *
Consideremos agora G = {s > 0:f (s) > £ (a)} e t. =

0

* -
= sup G. Como f & nao-crescente temos
[o,t,L ¢ 6 C lo,al .

Assim, tendo em vista (1), sabemos que as hipoteses

~ - *
de (3.20) estao verificadas para a funcao f e portanto
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*
J f (s)ds < », Logo se t < t, temos

0
G
t
* 0 * *
f (s)ds < [ f (s)ds < J f (s)ds < o«
) N
0 0
* *
Por outro lado se t > t0 temos que £ (t) < £ (a) e
portanto
t
* *
J f (s)ds < £ (a)(t - to) < @
t0

t*
Assim J f (s)ds < «» , para todo t > 0.
0

Tratemos, agora, de mostrar que sob determinadas con

u(s)
dicoes sobre S € M, podemos reduzir o calculo de { A(|£]) ap
- u(s) * 0
ao calculo de I A(f (t))dt.
(3.22) Proposicao. Seja f ¢ Fk(X, M, u). Sejam
S e M e A uma fungao como em (3.19). Entao temos
* *
(1) A((E X)) < A(E) X N
[0, u(S) |
H(s) %
(ii) jA(|f|)dp < J A(f (t)dt.
S 0
~ *
Demonstracao. (i) Decorre de (3.3.iv) que UMS)*if

- = * * -
e como A e nao-decrescente temos A(&XS)) < A(f ). Alem dis-

so, se t > n(s) entao para todo X > 0 temos
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*
My (M) < u(8) < t. Portanto (fXS) (t) = 0 para t > p(S). Lo-
S

go A((EXQ) (£)) < A(E) X (t) para todo t > 0.
[OIU(S) [

(ii) Como A(0) = 0 entao J A(Ifhdu==J_AHfXSDdu.
S X

De (3.19) e de (i) decorre entao que

oG

( *
J AC(£X)  (t))dr
0

J A(l£])du = I A(|fXS|)du

S X

n(s) %
J A(f (t))dt.

I A

0

(3.23) Proposicao. Seja f ¢ Fk(X, M, p) e seja A

uma fungdo como em (3.19). Se t & |0, e S_e M & tal que

{x € X:|f(x)] > f*(t)} - StCL{xsX:If(x)E > £ (6))

entao temos

Il

* *
(1) A((EXg ) ) A(f ) X i
t |0, t]

t

*
( A(f (s))ds
J

(ii) J A(|£])au

St 0
Demonstragao
(1) Como p(s,) = t, decorre de (3.22.i) que



s

* X —~
A((fXS) ) < A(f )X] r. E suficiente, entao, demonstrar que
Pt | 0,t]

6]

* *
A(f (s)) < A«fXS ) (s)) para todo s < t, ou ainda que

t
*

X
£ (s) < (f XS ) (s) para todo s < t, uma vez que A & nao-de-
t

crescente.
Vamos mostrar, entao, que se s < t temos que

A > 0imgy (1)

St

A

syC{x > 0:mp (X)) < s}, (1)

pois com isto teremos

Hh
>

03]
il

inf{}x > 0:m

v

inf{\ (2)

\%
o
=
S
A
>
—
I
h
B

e a prova estara completa.

Tomemos s € |0,t] . Seja A > 0 tal que mey (A < s,
S
t

* * -
Vamos mostrar inicialmente que ) > f (t). Se £ (t) = 0, nao
*
ha o que demonstrar. Se £ (t) > 0, suponhamos por absurdo que

* =
0 < A < f (t). Entao temos

S, C {xex:|£X, (0| > £ (£))C {xex:| £X. ()] > A} .
t St - St

Logo meS ) = u{xeX:|fXSt(x)| > A=) =t

t

O que contradiz nossa escolha de )\, uma vegz que m < g<t.

-y (A)
Portanto, se Mey (A) < s entao A > £ (t), e temos
< 3 z
t

*

{xex:[£(x) ] > A} C {xeX:|f(x)] > £ (£)} Sg -
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Dai obtemos que

{xeX:|f X, (x)| > A} = S, 0{xeX:

t

£(x)| > A)
St

{xeX:|£(x) | > A} .

Logo, se me (A\) < s entao mf(A) = Mey (A) < s de onde

St St

decorre (l). A prova esta, assim, completa.

(ii) Decorre de (3.19) e de (i).

(3.24) Proposicao. Seja (X, M, u) um espago de me

dida nao-atdmica e seja f ¢ Fk(X, M, u) tal que m_()X) < @ pa

f
- *
ra todo A > 0. Entao para cada telR tal que 0 < t < inf{s>0:f (s)=0}

existe St e M, com 'u(St) = t tal que

t *
J [f]dp = J f (s)ds

St 0

Demonstracao. Seja te IR tal que

——— o —— s ——

* *
0 <t <inf {s > 0:f (s) = 0} . Se £ (t)< » , decorre (3.6.1ii),

e de (3.17) que

p{xeX: | f (%) |>f*(t)} <t< pixeX:|£(x)| > f*(t)} :

Como p € nao-atomica existe St e M t al qu e

{xeX: |f(x)] > f*(t)}(L S, C {xeX:|f(x)]| > f*(t)} :

t
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O resultado decorre entao de (3.21.ii).
* - *
Se £ (t) = « entao f (s) = » para todo s < t. Lo-

t *
go f f (s)ds = » . Temos também que me (X)>t para todo A >0

0
Assim, se § = {xeX:|£(x)| > n} temos t < uis) = mg(n) < =
e Sn'D S, 41 Para todo n e IN. Logo
u( n s) = lim () 2 t e portanto, como n &
n=1 nre
nao-atomica, existe Sy _ n Sn tal que u(St) = £, Mas se
n=1
x € S, entdo |f(x)| = » e portanto
&
*
|fldy = o = f (s)ds.
St 0
|
O lema que apresentamos a seguir sera utilizado na

demonstracao de (11.1).

(3.25) Lema. Seja f ¢ Fk(X, M, u) e seja u > 0.

Consideremos

£, = (sgn £f) min {u, | £1]1}
e

f* = F - £ .

u
Entao temos
*
(i) (ﬁl) (t) <| u ; se t < mf(u)

f*(t), se t > m.(u)

£



u, [£7(8) ., se t < m_(u)
(ii) (£7) (t) <
0 , se t > m_(u)
- f
Demonstragao
(i) Como f, < |f]| , decorre de (3.3.iv) que

* *
(fy) (£) £ £ (t) para todo t > 0. Por outro lado temos

* *
|£,/ (s) < u para todo s > 0. Assim (£ (t) < min{u,f (t)}

2
*
para todo t > 0. Como f (t) > u, para t < mf(u), podemos

concluir que (i) se verifica.

*
(ii) Como f" < |f]|,temos também que (£f") (t) <f (t)

para todo t > 0. Por outro lado, tendo em vista (1.8.iii),sa

bemos que m u(A) = mf(u + A), para todo A > 0. Assim, se
f
t >m_.(u) temos m (A) = m_(u + A) < m_(u) < t para todo
- £ fu f - f -
*
A > 0, de onde segue-se que (£9) (t) = 0 se t > mf(u), o aue

completa a prova.

§ 4. Fungao Média .

Neste paragrafo, faremos algumas consideragoes sobre
fungoes p-localmente integraveis. O leitor percebera que a nos
sa definicao de funcgao p-localmente integravel nao & a usual,
uma vez que nao estamos levando em conta nenhuma topologia do

espaco X.
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(4.1) Definicao. Dizemos que uma ﬁx@&afeﬂ%X,MAn e

p-localmente integravel se J|f| dy < «» , para todo S & M,com

H(S) < S

(4.2) Proposicao. Seja (X, M, u) um espago de medi

da nao-atdmica. Se f ¢ ,Fk(x, M, n) @ u-localmente integravel
~ *
entao £ (t) < » para todo t > 0.

(4.3) Demonstragao. Seja t,>

* ~
£ (tO) = o , Entao mf(k) > tO' para todo A > 0.

0. Suponhamos que

Para cada n € N, seja

s, ={xex: [f(x)] > n 2™y
Entao u(Sn) > to, para todo n £ IN.
Como u(Sl) > t0 e p €& nao-atomica, existe Dl S1
tO tO tO
com u(Dl) =5 - Portanto temos 1u82 ~ Dl) > tO - tjf = 5
Podemos entao tomar D, (. S, ~ D tal que pu(b,) = 2
2 2 1 2 22

t t
-9 _ 0
5 5 © portanto

Temos agora que u(S3 ~ (D
' 2

U D)) > t

1 0

t

0

3

existe D3 C,S3 - (Dl U D 5

2) tal que u(D3) =

E facil ver entao que podemos escolher uma seqliéncia
t

(Dn) de conjuntos dois a dois disjuntos tais que u(Dn) B g

e Dn(; Sn para todo n & IN.

a8

Seja D = D - Entao p(D) < o e
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(|f|du=z{|f|du=zn2“p(u)
J n= n=1 n
D D
n
o t
= 12 n2" 2=oo
n=1 2

o que contradiz a hipotese de f ser u-localmente integravel.
v
|

(4.3) Proposicao. Seja (X, M, u) um espago de me-

dida nao-atdmica. Se f ¢ Fk(X, M, n) @ p-localmente integravel

~ * - . -
entao £ & m-localmente integravel.

~ *
Demonstragcao. De acordo com (4.2) sabemos que f (t)<e=

para todo t > 0.
~ *
Seja a > 0. Entao £ (a) < « e como
* *
(f (a)) = m (£ (a)) < a ,temos que

£

estao verificadas as hipoteses de (3.21.ii) ja que f e p-local

p{xeX: |£(x) ]| > f*(a)} = mg

t
*
mente integravel. Portanto J f (s)ds < « para todo t > 0. As

0
sim, dado G C |0,®| com m(G) < =, temos

* * * ‘
I f (s)ds = f (s)ds + f (s)ds
G Gnlo,1] GNnll,e|

1

* *
< J f (s)ds + £ (1) m(G) < .

0 |

*x %

(4.4) Definigao. Seja f EFk(X, M, u). A funcao £
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definida em ]O,w[ pela relacgao

* %
£f (t) =

ot

t *
J f (s)ds
0

€ chamada funcao média de f .

-

Devido a (4.3), podemos assegurar que se (X, M, u) e
um espago de medida nao-atdmica e se f & p-localmente integra
- * % - - -
vel entao £ (t) < « para todo t > 0. Além disso, e facil ver

* %
que f € nao-crescente.

(4.5) Proposicao. Sejam f,g eFk(X, M, u). Entao

* % ok
(i) (0.f) < |la| £ , para todo o £ C ;
* * k
(ii) f (t) < £ (t) , para todo t > 0

.
1

* % * %

(iii) |f| < |g| g.s. implica que f < g

Demonstragao. As partes (i) e (iii) decorrem de pro

- *
priedades analogas para f . Para demonstrar (ii) basta obser-

* &
var que, como £ e nao-crescente temos

L 1 t* 1 _* *
£ (t) = = f (s)ds > = £ (t) t = £ (t)
t *t
0
para todo t > 0.
|
(4.6) Proposigao. Seja (f ) uma seqtiéncia  nao-de

crescente de fungoes de F+(X, M, n) tal que 1lim fn = f. En-
n->oo
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* % - * % * %
tao a seqgliencia (fn ) € nao-decrescente e 1lim fn = f .
n->oo

Demonstracao. E conseqtiéncia imediata de (3.14) e do

teorema da convergéncia monotona.

(4.7) Proposicdo. Se (X,M,u) & um espago de medida nao-

-atOmica e feEk(X,M,u) temos

* %
(i) t £ (t) = supl J |£]du: (s) < t}
S

para todo t > 0, e

(ii) Se f & p-localmente integravel e me(X) < @ pa
ra todo X > 0, entao para cada t > 0 existe S € M, com u(S)=t
* % '
tal que t £ (t) = j |£{ au.

S

Demonstracao. De (3.22.ii) decorre que para cada

t > 0 e para cada S € M com p(sS) < t temos

( u(s) 4 € % * %
| |£] du < [ £(s) s < | £(s) ds =t £ (b)
S 0 0 '
Logo
. ) * %
sup|{ J |£] du : u(s) <t} <t £ ()
S
para todo t > 0, (1)
n
(i) Suponhamos inicialmente f = I o, XS onde
i=1 i

0 < a <...< o0y e Sl""’Sn sao subconjuntos mensuraveis de

X, dois a dois disjuntos de medida positiva.
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Se u(Si) <o para 1 < i < n entao de acordo com (3.12.iii) te

mos que: .
*
J f (s)ds = oy t , se t < u(Sl) ;
0
t
* n n
J f (s)ds =% a, pu(s.,) , se t > % u(s.) i
i . i
i=1 i=1
0
e
t . iy 19
[ f (s)ds = ¢ o u(Si) + o, (t - I u(Si))
0 i=1 0+1 i=1 ’
10 10+l
se L nu(s;) <t < & wu(s,) para algum i., 1 < i_ < n.
: i - .7 i 0 - 70
i=1 i=1

Assim, se t < u(Sl), como I & nao-atomica existe

Dl stl, tal que U(Dl) = t e portanto

t *
sup{ Jlfldu : u(s) <t} > [|f|du > @, &= f £ (s)ds
J J
S Dl 0

n n
Se t>1I U(Si) r entao tomando D = U S, temos



i
0
entao t - I u(S,) < u(s. ) e portanto, como p & nao-ato
. k i +1 =
k=1 0 .
o
mica existe D, C s, tal que u(D, ) =t - I u(s,).
i 0+1 ig+1 igtl k=1 k
Tomando D = Sl Uu... Us, u Di temos que
10 0+1
iO i,
u(b) = I p(s,) + t - I p(s,) =t
. i . i
i=1 i=1
e
sup {[ [£] du u(s) < t} > [ | £ |du
J
S D
iy iy
= X o, p(s.)+a. (t =2 wu(s.))
j=1 i i 1O+l i=1 i
t
*
= J f (s)ds
0
Temos, assim, que para todo t > 0 vale que
t
[ * %
sup {| |f] dpn = p(s) <t} > | £ (s)ds = t £ (t)
) )
S 0
e de (1) concluimos que
* %
sup {J [£] dn = n(s) < t} =t £ ()

S

Raciocinio semelhante mostra que a igualdade acima

vale, também, se u(Si) = o para algum i = 1,...,n.

Tomemos agora f ¢ Fk(X, M, 1) qualquer e (fn) uma

seqliéncia nao-decrescente de fungoes simples de Frx, M, o
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tal que 1lim f_= |f| . Entdo, de acordo com (4.6) temos que
n-—>co

* %k * %k
lim t fn (t) =t £ (t) para todo t > 0.

n-o
Para cada n € IN , temos que
* %
t £ (t) = sup { J |£lap = p(s) < t}
S
< sup { J |£]du = n(s) < t}.
S
Portanto
* % [
t £ (t) < sup { |£]dpn = p(s) < t}

0 que completa a prova de (i), tendo em vista (1).

*
(ii) Se f (s) # 0 para todo s > 0, o resultado de

corre de (3.24).

*
Suponhamos que £ (s) = 0 para algum s > 0. S e j a
*
5q = inf {s >0 : £ (s) = 0} . Como f & continua a direita
*

~ *
entao £ (sO) = 0. Sabemos de (4.2) que f (t) < » para todo

t > 0. Assim, se 0 < t < sy © resultado decorre de (3.24).Se

- - - * *
t > Sy entao como f e nao-crescente e £ (s )= 0 temos f (s)=0
para SO < s < t. Logo

t o0

* % * *, k
t £ (t) = ( f (s)ds = { f (s)ds = s, £ (s,)

) j 0 0

0 0
Logo existe SO com u(SO) = 8, tal que
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* %
t £ (t) =[ |£|du ,

So

o que demonstra (ii),; uma vez que u(SO) =s, < t

0

(4.8) Corolario. Sejam (X,M,p) um espaco de medida
~ - * %
nao-atomica e f ¢ fk(X,M,u). Se f (t) < » para t odo

te R O ]0,u(x)|

entao £ & py-localmente integravel.

Demonstracao. E conseqtiéncia de (4.7.1i).

"""""""" L

(4.9) Proposicao. Seja (X,M,u) um espago de medida nao-

-atomica e sejam f,geFk(X, M,u) . Entao se f+g esta definida temos

* * % * %k

*
(f + qg) = £ + g

Demonstragéo. De acordo com (4.7.i) temos para todo

t> 0 que

* %
t (f+q9) (t) = sup { J |f+g|dy : n(s) < t}

S

sup { [ |£]dpn : u(s) < t}

IA

+ sup { lgldp = u(s) < t}

n — n -

* % * %
+ t g (t)

Il
(m
Hh
t

* % * % * %
Logo (f+g) < f + g
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CAPITULO 1IT

§ 5. Fungoes de Young generalizadas e espagos de

Birnbaum Orlicz.

(5.1) Definigao. Uma fungao A definida an[b,w[ com

valores em [0,»|& chamada funcgdo de Young generalizada se

(i) A(0) = 0 ;
(ii) A & continua a esquerda em ]O,w[;

A(t)
t

(iidi) & nao-decrescente.
A fungao nula e a fungao que & igual a zero no zero e
igual a « em ]O,wf sao fungoes de Youny generalizadas que cha

mamos triviais.

(5.2) Definigao. Dizemos que uma fungao A definida

em [O,w[ com valores em Ib,«ﬂ e uma fungéougg Young se existe uma fungao

p:[O,W[ - [O,mj nao-decrescente, e tal que

t
A(t) = [ p(s)ds , para todo t > 0
)
0

E facil ver que toda fungao de Young generalizada & nao-de-

crescente e que toda fungao de Young € uma funcao de Young generalizada.
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(5.3) Proposicao. Se A & uma fungao de Young gene-

ralizada entdo a fungao A, definida em [0,»| por

0

_ A(s)
Ao(t) = J —S—' ds
0

& uma fungao de Young (que chamamos de regqularizacao de A).Va

lem as seguintes relagoes

(1) Ay(t) < A(t) < A (2t) , para 0 < t < @ ;

(ii) {t:A(t)=0} {t:A_(t)

0 0} ;

(iii) inf{t:A(t)

o} = inf{t:A_ (t) = «}.

0

Demonstracao. E imediato que A

0 e uma fungao de Young

e que (ii) e (iii) estao verificados. Para demonstrar (i), no

temos que se 0 < t < » entao

& 2t
- A(s) A(s) :
Ao(t) = J S ds < A(t) < J S ds < A0(2t)
0 t

[ ]
(5.4) Definicao. Seja A uma fungao nao-decrescente
definida em [0,| com valores em |0,»|. A fungdo a™1 definida,

em [O,W[ pela relagao

A"l (v)=inf{t : A(t)> v }=sup {t:A(t) < v}

€ chamada inversa d direita de A.

- -1 - ~ ~
E facil ver que A e uma fungao nao-decrescente,con

tinua a direita.
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(5.5) Proposicao . Seja A uma fungao de Young genera-
lizada nao trivial. Sejam a=sup{t:A(t)=0} e b=inf{t:A(t)= «}.

Entao temos

(1) A hw) <o, se 0 <v <
(i1)  a"t() = a ;

¢ o -1 . , _
(iii) A “(v) = 0 implica que v = 0;

(iv) A '@a@u)) =u ea<uc<hb;

AT ) .
(v) = e nao~decrescente ;
. -1 . - .
(vi) A & continua em |0,»| ;

(vii) A(A_l(u)) Su , se 0 <uc< =

(viii) A(A_l(u)) = u ,seu>0 e A e continua em

Demonstragao. Ver [1] , (2.30.v) e (2.3.1).

Verifica-se facilmente que se A & inversivel entio

— -

A e a inversa usual de A.

Os resultados que seguem sao preliminares para (5.10)

(5.11) e (5.12). Estes, por sua vez serdao utilizados nas de-

monstracoes do § 7.

(5.6) Proposigao. Seja A:|0,o[+ [0,»| uma fungao

éigl & nao-decrescente pa-
vt

ra algum a > 0 entao 0 < A(t) < o para todo t > 0 e A & conti

nao-decrescente e nio trivial. Se

nua.
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Demonstracgao. Suponhamos que A(t)) = 0 para algum
A(t,)
t > 0. Entdo como 2&l & nio-crescente temos 2 LI
0 o o -
t od LO
para todo t > to. Logo A(t) =0 , se t > tO. Por outro lado co
mo A & nao-decrescente concluimos que A(t) = o se t < t_.. As-

- 0

sim temos que A & identicamente nula. Logo se A & nao-trivial

entao A(t) > 0 para todo t > 0.

Argumento analogo demonstra que A(t) < « para todo

Vamos mostrar agora que A €& continua. Seja t0 > 0

Lembrando que A & nao-decrescente e que A(t) 2 p3o-crescente
o
concluimos que:
- se t >ty entao
A(t,)
la(t)-A(t) | = a(t) - a(t,) =t* ALY o 770
0 0 o 0 o
t t
0
A(t )
a o
< (L - t) 2
- 0 ©
0
- se t <t entao
A(t,.)
|A(t)-A(t) | = A(t)-A(t) = t& L @ AlE)
0 0 0 él él
0
A(t,)
< -y 0
t”‘
A continuidade de A &, agora, imediata.
||
(5.7) Proposicao. Se A & uma fungao de Young gene-

ralizada tem-se que
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(i) se existe t, tal que A(to) > 0 entao A € nao-

-limitada;

(ii) se 0 < A(t) < » para todo t > 0 entao A & (es

tritamente) crescente.

Demonstracao.
(i) Suponhamos que exista tO tal que A(tO) > 0. En-
tao t, # 0 e como Blt) e nao-crescente temos A(t) > = A(t&
0 to = tO

para todo t > t_ . Logo A & nao limitada.

0
(ii) Suponhamos que 0 < A(t) < « para todo t > 0.To
memos 0 < t; < t < . Se t, = 0 entao A(t

1
A%El &€ nao-decrescente temos A (t

= 0<A(t,).Se t;70,

como ) < A(tz).

|
(5.8) Corolario. Seja A uma funcao de Young genera
A(t)
&

@ > 0. Entao A & continua, (estritamente) crescente e nao 1i

2

lizada nao-trivial tal que & nao-crescente para algum

mitada. Portanto A & inversivel.

Demonstragao. E conseqtiéncia de (5.6) e (5.7).

| ]

(5.9) Proposigao. Seja A uma funcdo de Young gene-

ralizada continua nao trivial. Entdo para cada o > 0 temos

. A(t) Py 2
(i) ot € nao-crescente se e sO se

t

€ nao-decrescente;
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A(t)

(ii)
t
nao-—-crescente.

> & nao-decrescente se e sO se

o0

Demonstracao. Vamos demonstrar apenas (i) uma vez

a prova de (ii) €& inteiramente analoga.

A(t

Suponhamos que ——al seja nao-crescente. Tomemos

&
0 < tl < t2. Queremos mostrar que

a~ 1) A 1t
2’ 1
1 - 1 )
a a
t By
t
Como A(t) & nao-crescente e _L
ﬁ& t2
1
t. a
AL s )
2 & A(s)
t - o
" Sa IS
t2
1 é 5
para todo s > 0, isto é A((E")) s) 2 ¢ B
2 2

Assim, se A(s) > t2 temos que

L
t o
A(( Ei )y s ) > tl
2
ou ainda que
1
o

t

( El) {s:A(s)> t2}<: {u:a(u) > tl]

2

Portanto

< 1 entao

\ (s) para todo s> 0.



-55-—

o0 que mostra que vale (1).

Suponhamos agora que {t) seja nao-decrescente.To
&
memos 0 < t, < t, < e vamos mostrar que
A(t,) A(t,)
T (2)
t2 tl

Suponhamos por absurdo que (2) nao seja verdadeira

Entao existe M > 0 tal que

t a’
3.
(=) A(t,) <M< A(t,) < o . (3)
tl 1 20 =
o
t 1
Como (—l) M < M e A__(t) e nao-decres-
€, 1
ta
cente temos
t. a t
2t o< 2 oAt (4)
%2 -5

Por outro lado como M < A(tz) temos que A_l(M) <t

e portanto (4) nos garante que

t a

AN m o<t

5 1

Lembrando que A & continua e recorrendo a (5.5.viii) obtemos
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(£ M < A,

o que contraria a relacao (3). Assim temos (2) e a prova esta

completa.

(5.10) . Proposigao. Sejam A e B funcoes de  Young

generalizadas continuas e sejam y, €, p, @ nimeros reais tais

que € # 0, p > 0, e g > 0. Suponhamos que:

(1) B N(e) = a5 para todo t > 0 ;

7

(i) g(—é—w=1.

Entao temos:

A(t)

(iii) Se € > 0 e - € nao-crescente entao ——~- &
q
t t
nao-crescente;
(iv) Se € < 0 e B(t) € nao-crescente entao (£) =
4 P
nao-decrescente;
(v) Se g€ >0 e B(t) & nao-decrescente entao A(t)
e P
€ nao-decrescente;
(vi) Se g€ < 0 e B(;) & nao-decrescente entao éigl
t t

& nao-crescente.

Demonstracao. Vamos demonstrar apenas (iii). As de-

monstracoes dos outros itens sao analogas.

B(t)
+49

Se @ nao-crescente, entao, de (5.9.i) decorre
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=1
que E——%EL & nao-decrescente.
+4
Substituindo B_l pela expressao dada em (i) temosque
X
-1, e..Y -1 £
s = A " (s) s
é——iETlE— e nao-decrescente. Como € > 0 temos que L S
&7 ac
A"t (s) ;
& ndo-decrescente. De (ii) decorre entao que —3— é nao-de

gP
crescente. Recorrendo novamente a (5.9.i) temos agora qu e

A(s) - A
D e nao-crescente .

° ||

(5.11) Proposicao. Sejam A e B fungoes de Young ge

neralizadas continuas e sejam €, p, Y numeros reais tais que

e # 0 e p > 0 . Suponhamos que

(i) B " (t) = A—l(tc)tY, para todo t > 0 ;

(ii) € = - py.

Entao temos

(iii) Se € > 0 entao A(t) 2 h3o-crescente;
t
. ~ A(t) - =
(iv) Se £ < 0 entao ———— e nao-decrescente.
t
. -1
Demonstragao. Vamos demonstrar apenas (iv). Como B
& nao-decrescente entao nossa hipotese (i) garante qu e
=1,,€
A l(tg)tY @ nao-decrescente. Decorre de (ii) que A () e

£
£P
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=~

nao-decrescente e como € < 0 temos que i it) e néo—cresceg
. . - Al) P
te. De (5.9.ii) concluimos en&x;que-—E;- € nao-cdecrescente.
t

]

(5.12). Proposicao. Sejam A e B fun¢bes de Young

generalizadas continuas e sejam p eq reais positivos. Suponha

mos que
P
. -1, 9
(i) A " (t ) =B T (t) para todo t > 0;
(idi) BAE) € nao-decrescente .
tq
Entio 2 o nao-decrescente.
t
Demonstragao. Analoga as demonstracoes de (5.10) e
(5.11) .
Passaremos agora ao estudo dos espacos de Birnbaum-
-Orlicz.

(5.13) Definicao. Seja A uma funcao de Young gene-
ralizada. Denotemos por LA(X, M, u) o subconjunto de FCDLM,HL

das classes de fungoes f tais que
J adfhay < »
X

para algum K > 0. Nessas condigoes dizemos que LA(X’ M, n) e

um espago de Birnbaum-Orlicz.

Se A é trivial dizemos que LA(X’ M, n)y & trivial.
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E conveniente observar que se f & p-mensuravel entio

A(léi) e, também p-mensurdvel uma vez que A & mondtona.

Quando nao houver perigo de confusio escreveremos sim

plesmente LA ao inves de LA(X, M, u).

(5.14) Proposicao. Todo espaco de Birnbaum-Orlicz

€ um espago vetorial sobre C.

Demonstragao. Ver |1]| teorema (3.9)

(5.15) Definicao. Seja A uma funcio de Young gene-

ralizada. Definimos a funcao P, em L pela igualdade

A
pA(f) = inf{K > 0 : I A lél ) du <1},
X
(5.16) Proposicao. Se A & uma fungao de Young gene

ralizada nao trivial entio

(i) Py (af) = o] P, (f) , para toda f e L, € para

todo a e C ;
(f) =0 se e s6 se £ = 0 ;

(ii) Pa

‘E
Q
=
A
=
®

(iii) se pA(é) # 0 entao J A
P, (£)

e portanto p, (f) < 1 se e sb se I A([£] ) ap <1
X
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Se A & uma funcao de Young entao Pp € uma norma SO-

bre L_.

Demonstragao. Ver [l] , teoremas (3.21) e (3.22).

(5.17) Observacdo. Seja A uma fungao de Young gene

ralizada. Como Ao(t) < A(t) < A0(2t) para 0 < t < = (5e3sd )

temos

c - .
para todo K > 0 e para toda f ¢ F (X, M, p). Assim e facil

ver que LA = LA . Logo, tendo em vista (5.16) e lembrando que
0

A, & uma fungido de Young, podemos garantir que se A & nao tri
vial entao Pp & uma norma sobre L,-
0

(5.18) Notagao. Quando A for uma fungao de Young

nao trivial escreveremos {IéIIA ao invés de pA(f). Se A for a
penas de Young generalizada nao trivial o simbolo ||£||A indi
cara pAO(f). E imediato que || IIA & entao uma norma em L .

Além disso, tendo em v i s t a (5.17) t emo s
1

> PA(f) < ]Ifl]A‘f pA(f) para toda f ¢ LA'

(5.19) Proposicao. Seja A uma fungao de Young gene

- c . '
ralizada ndo trivial. Se f,g ¢ F (X, M, n) , f elh.e|g|fﬁnc.s

-y .

entao g ¢ LA e ||g||A s IlfllA'
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Demonstracao. E conseqtiéncia imediata da definigao

ae |1 11,

\

(5.20) Proposigao. Seja A uma fungao de Young gene

ralizada nao-trivial. Consideremos uma seqfiéncia (f) de fun-
~ ~ Q -
¢oes nao-negativas de F (X, M, p) e uma fungao f : X - ‘O,w]

u~mensuravel. Se

(a) (fn(x)) € uma seqliéncia nao-decrescente para qua

se todo x & X ;

(b) fn e E para todo n € IN ;

(c) lim fn = f qg.s.;

n—>-co

(d) existe M > 0 tal que ||fn|| < M para todo n £ N,
A

entao existe h e FC(X, M, n) tal que h = f qg.s., hEIjx e ||h|| < M.
A

Demonstracao. Faremos a demonstragao supondo que A

é uma funcao de Young. Se A for uma fungao de Young generali-

zada a demonstragao & analoga.

Se M = 0, basta tomar h = 0 e a prova esta completa.

Suponhamos M > 0. Vamos mostrar que f & finita .s.

Nossas hipoOteses garantem que existe S € M, tal que

u(s) = 0 e (fn(x)) € uma seqiiéncia ndo-decrescente para todo

X e X Vv S.
Seja D = {x e X : |[f(x)]| = «}

Para cada K € IN e para cada n € IN, consideremos
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= n e > K]
Do {x e X s [%ﬁx)l }
e
D, = U D
K n e IN n,K

E facil ver que

D N (X ~gS8) = n U D K = N DK
KeIN nelN Ke N
e que
u(b,) = u( U D ) = 1lim p(D )
K neIN n, K n->oo R

para todo K € IN.

De acordo com (d) temos que

£l £ 1
K l n n
i < M - < <
u(Dn,K) A(M) < J A( M )du < J A M )dp < 1
Dn,K _
para todo K, n ¢ IN. Como A & nao trivial existe K, € I tal
%o
que A(TE) > 0. Assim u(Dn'K) < R para todo K > KO, de
A(M)
onde segue que lim p(D ) - para K > K_ . Portanto
n,K -0
N> A(-—-)
M
u (D) 1 < « para todo K > K., o que mostra que
K A(E) -0
M
p(bn( X v S)) = 1lim u(DK) < lim i Como A & nao-li-
K> K-> A(=)
M
mitada concluimos que p(DN (X ~ S)) = 0 e portanto que u(D)=0.

Logo f & finita q.s.

Seja h a funcao definida em X por



E evidente que h ¢ FC(X, M, n) e que lim frl = f qg.s.Do teore-
n-—>oo

na da convergéncia mondotona e de (d) decorre que h ¢ LA e que

[lhl], <™
|
(5.21) Proposicao. Se A & uma fungao de Young gene
ralizada ndo trivial entdo (L, | HA) @ um espago de Banach .

Demonstragao. Ver [1] teorema (3.29).

||

(5.22) Exemplos de espagos de Birnbaum-Orlicz sao

Os espacgos Lp para 1 < p < e« . Indiquemos por M a fungao
Mp(t) = tP se 1< p<« e por M_ afungao M (t)=| 0 se 0 < t < 1
wsel<t <

E facil ver que Mp e uma funcao de Young, Lp = LM e Py = || Hp
P p
se 1 < p < =,

(5.23) Proposicao. Seja A uma fungao de Young gene

ralizada nao-trivial, p um nimero real positivo e f ¢ FC(X, M, n). Pa

ra cada u > 0 consideremos fu e fu como em (1.8). Entao s e
f e LA temos que
(i) se Alt) & nao—-crescente entao f e L ;
tP R
(ii) se a(t) & niao-decrescente entio f© ¢ I

P p’
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Demonstragdo. Tomemos u > 0. Se f ¢ L, entao

( A(Ji—')du < o, (1)

J
X
» A(t) - =~
(i) Como Ifu(x)l < u para todo x € X e~ &nao
t
—-Ccrescente temos
£ (x)]
u u
A(E) . __(_K—_)
e 4
(%)p (|fu(x)|)p
K
para todo x € X, tal que fu(x) # 0. Logo
P £ (x)
u P u
A(K) Ifu(X)l < u” A( )
para todo x £ X e portanto
P £ (x)
A p u
A(g) J Ifu(x)l dy < u JA( A . (2)
X X
Mas como |fu(x)| = min{u, |£(x)|}< |£(x)]| , para todo x & X ,

lembrando que A(%) > 0 decorre de (1) e de (2) que

p
J lfu(x)[ dp < o
X

Portanto £ € L .
u P
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A(t) -

(ii) Como & nao-decrescente temos
t

PN A(lfiﬁli)

K’ . K
&P T Ex) |\ P
K (=2

para todo x € X tal que |f(x)]| > u. Logo

p P
ad o] <u acERL,
para todo x & X tal que |[f(x)]| > u.
Lembremos agora que |f"(x)| = |£(x)| - u <|f(x)]| se
[£(x)| >u e £7(x) = 0 se |£(x)| < u. Logo, se £%(x)# 0 entio
p
AQ) 9] <A |£x0] <P A(J%‘(ﬁl)-
Portanto
u [ u P P 1£]
A () | [£7(x)| du < u J (=) dp

X X

Decorre agora de (1) que fuz: L

§ 6. Algumas nogoes sobre operadores

Introduziremos aqui as definigoes e algumas proprie-
dades de operadores sublineares, de tipo forte e fraco entre

espagos de Orlicz, como material preliminar para os teoremas
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do § 7.
Nesta paragrafo A e B indicarao fungoes de Young ge-

neralizadas nao triviais.

(6.1) Definicao. Dizemos que um operador T defini-

do em LA(X’ M, 1) com valores em LB(Y, N, v) & de tipo forte

(A,B) se existe K > 0 tal que

(1) J slZEl) av <2
Y

para toda f ¢ LA com pA(f) < 1.

Se. T & de tipo forte (A,B) o numero

7] =inf{K>0 : J B(JE—fL) dv < 1, ¥ feL, comp, (f) <1}
(a,B)
Y
e chamado norma (forte) de T.

(6.2) Definicao. Dizemos que um operador T defini-

do em LA(X’ M, p) com valores em FC(V, N, v) & de tipo fraco

(A,B) se existe K > 0 tal que para toda £ € L  com pA(f) < 1

A
e para todo X > 0 temos

(1) B my ) <1

Se T & de tipo fraco (A,B), o numero

i A
T =inf{K>0:B()m__(A\)<l, ¥EeL  com p (£f) < 1, ¥.A > 0}
(A.B) K e Y A nl S
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chamado norma fraca de T.

(p))

(6.3) Observacoes

(a) Como toda fungao de Young generalizada & continua

esquerda & facil ver que se T & de tipo forte (a ,B) e
|T£]

|7 |
(A,B)

o

)dv < 1, para fe L

||| | # 0 entdo J B ( W

(A, B)
para pA(f) < 1.

De modo analogo temos que se T & de tipo fraco (A,B)
A ) m
Y Tf
NN
(A,B)

w
e ||T]|]| # 0 entao temos B(
(A,B)

(A) < 1 para

f e LA com pA(f) < 1 e para todo A > 0.

(b) Sejam B(t) = M e A uma fungao de Young genera

(oo}

lizada nao trivial arbitraria. Seja T um operador definido em
c
LA(X, M, n) com valoresem F (Y, N, v) e tomemos K > 0. Para

cada f € LA temos

(
J B(Lflf—l)dv = mp (K)

Y

e portanto J B(lggl)dv < 1 se e sO se m (K) = 0. Isto e-

Tf
Y

quivale a dizer que m_ _(X) = 0 para todo X > K.

Tf

Por outro lado, temos B(%) m_-(A) < 1 para todo X >0

Tf
se e sO se mTf(A) = 0 para todo A > K, o que equivale a dizer

que m (A) = 0 para todo A > K, uma vez que m é continua a

Tf

direita.

Tf
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E imediato entao que neste caso, T & de tipo forte
(A,B) se e sO se T & de tipo fraco (A,B) e que ||T|]| =||T||"
(A,B) (A,B)

(6.4) Notagao. Se 1 < p, g < », escreveremos "T &

de tipo fraco |forte| (p,q)", quando T for de tipo fraco |forte]
A,B com A(t) = M_ e B(t) = M _.
( 14 ) I p ) q
Com isto, (6.3) garante que T & de tipo fraco (p, «)
se e s se T & de tipo forte (p, =) e ||T|] =| || |¥
/B) (A,

Como o leitor poderia esperar, se T & um operador de
tipo forte (A,B) entao T & de tipo fraco (A,B). E justamente
isto que nos diz o teorema seqguinte. No entanto nao vale a re
ciproca. Um contra-exemplo & o operador maximal de Hardy-

~Littlewod.

(6.5) Proposicao. Seja T um operador definido em

LA(X’ M, p) com valores em LB(Y, N, v).Seﬁmxfs:LAcxmlpAUﬂ <1

e K > 0 tais que

JB(l%l—) dv < 1
Y

Ent3ao tem-se

A
B(E) m A\ <1,

Tf -
para todo A > 0.

Consequentemente, se T & de tipo forte (A,B) Entao T

& de tipo fraco (a,B) e ||T||Y < |7l
(A, B) (A,B)
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Demonstracao. Para cada A > 0 seja

SA = {y e Y:|Tf(y)| > A}. Entdo de acordo com nossa hipotese

B(%)m (A) < J B(l%gl)dv < J B(l%gl)dv <1
S Y

O que completa a prova.

|

(6.6) Definicao. Um operador T definido num sub-es
paco vetorial de FC(X, M, u) com valores em FC(Y, N, v) e cha

mado sublinear _se

(1)  |T(f+qg) |

IA

|TE€| + |Tg| , ¥ £,9 € Dom (T);

(ii) |T(af) | la| |T€]| , para todo a e €

(6.7) Proposicao. Seja T um operador sublinear. Se

f,9 € Dom (T) entdo para todo a > 0 temos

o o
Mp(frg) (@) S Mg () 4+ Mg (7))
Demonstragaoc. Como |T(f+g)| < |Tf| + |Tg| entdo de
acordo com (1.3.iv)temos
mT(f+g) (a) < m|Tf|-+|Tg] (o)

para todo a > 0. O resultado decorre, agora de (1.4 ).

|

(6.7) Proposicao. Seja T um operador sublinear de

tipo fraco (A,B), onde A e B sio fungoes de Young generaliza-
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I

das nao limitadas. Entdo se ||T||” 0, T & nulo.

(A,B)

Demonstragdo. Como | fr||"
(a,B)

gliéncia de numeros reais (K ) que decresce para zero tal que

0 entao existe uma se

A
R
n

B(=—) m

para todo n € N , para todo X > 0 e para toda f tal qgu e

pA(f) < 1.

Tomemos f ¢ LA tal que pA(f) <1 e temos que a se-

gtiéncia (B(4-)) ndo & limitada. Como B (3

mTf(X) < 1 para to
n
do n € N, concluimos que mTf(X) = 0.
Assim, se £ ¢ LA = pA(f) < 1 entao mTf(A) = 0 para
todo A > 0, o que mostra que Tf = 0.
Resta demonstrar que Tf = 0 para uma f qualquer em
L,. Se £ = 0, entdo temos |Tf| = [T(0 f)| = 0, uma vez que T

A

€ sublinear. Tomemos agora f € L f # 0. Como A & nao trivial,

AI
decorre de (5.16.ii) que pA(f) # 0. Concluimos e n t a o de
f £
< = 0.
(5.16.iii) que pA(EXﬁﬁ—) < 1 e portanto que T(pA<f)) 0. Da

sublinearidade de T decorre, agora que Tf = 0.
.

Em particular se T & de tipo forte (A,B) e A e B sao
fungoes de Young generalizadas nao limitadas, de (6.5) e (6.7)

concluimos que se ||T]|| = 0 entao T & nulo.
(A,B)

(6.8) Observagao. Se T & operador de tipo forte
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(A,B), onde A e B sao fungdes de Young generalizadas nao-tri-

viais e nao limitadas entao

p,(TE) < ||T]] p, (f)
= (a,B) A

para toda f € LA'

De fato, no caso em que ||T|| = 0 ja sabemos que
(A,B)

T € nulo e portanto ndo ha o que demonstrar. Se ||T|| #0,
(A,B)

de acordo com (6.3.a) temos que

(
| B LTl oy <1
|||
(A,B)
para toda f ¢ LA tal que pA(f) £ 1.
Se £ ¢ L e f # 0 entao tomando g = -l temos
A . pA(f)
que p, (g) = 1. Lembrando que |Tg| = 1Te] concluimos entao
A p, (£)
que
[ B( 7] g = B [Tg | dv < 1
) =
p, (£) | |T]] ) T
v A (A,B) ¥ (A, B)

e portanto pB(Tf) < pA



§ 7. Uma generalizagao do teorema de Marcinkiewicz

Neste paragrafo mostraremos que sob determinadas con-
digoes sobre Por 9gr Py q, e sobre as funcoes de Young gene-
ralizadas A e B, todo operador subiinear que & de tipo fraco
(po,qo) e de tipo fraco (pl,ql) € também de tipo forte (A,B).
Esse resultado generaliza o Teorema de Marcinkiewicz que enun

ciaremos em (7.1).

No que segue a expressao "T & simultaneamente de ti-
pos fracos (p,, q,) e (pl,ql)",usada para um operador subli-

near T, significa que T esta definido num subespaco vetorial

1l

de FC(X, M, 1) que contém Lp (X, M, p) para i
i
ma valores em FC(Y, M, v) e que a restricao de T a Lp (X, M, )

1

0,1, que T to

€ um operador de tipo fraco (pi,qi), para i = 0,1.

(7.1) Teorema (Marcinkiewicz). Sejam pO’qO’pl'ql

1.
93

L

tais que 0 < e g L

<1, 0c
99 T Py

< Slegqy#49, . seTé

um operador sublinear simultaneamente de tipo fraco qkyqohaqH,ql)
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entao para cada (a, B) do segmento a b e r t o g u e une

(#L F ;L) a (;L F QL) existe M > 0 tal que
Po = 9o P19
1
B
Tf‘
RTEETIL
Y 1
o
sempre que f € L { (X, M, n) e J |£] du < 1, isto &, T & de
o X
tipo forte ( é , % ).
Demonstracdo. Ver [14 | ou nossa observacio (7.3)

e os teoremas (7.7) e (7.8).

(7.2) Notagao. Sejam Pgr dgr Pys 9y € |0, | tais
que p, # p;-

1. Se 0 < P; < o e 0 < qi< © para i = 0,1 defi-
nimos
1 _ 1
. 99 93
(1) e =—Fg—
Py Py
e
Po _ Py 11
. 9 9 1 1 99 9
(ii) Y——“=q———l 5
Py 1
1 £
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Com isto, a equagéo da reta que D a s s a por
(—L-, —lﬂ e (—lq -LJ € y = €x + Y. Assim temos também que
p g P gq
0 0 1 1
1 = & . - . -
e= — - — . E facil ver entao que se € # 0 (isto &, se q . 71.)
g L) 0" -1
temos
P.
(iii) - (L -y ) =1 para i =0,1.
€ a;
2. No caso em que 0 < pi< o0 para i = 0,1 ,
0 < g, < @ e 9y = = . definimos
: 1 1
(iv) e = a T 1
Po Py
e
(v) y = - =
P

Assim temos, neste caso,

P 1 p P
(vi) 2 (= -vy) =240,
9o 9 Py

finimos

(viii) ¥ = 0.
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(7.3) Observacgao. Nas condig¢oes de (7.1) facamos
1 1
m=min (qy,q;); %=max(qy,q;), B(t)=t" e a(t)=t".como (a ) &
1 1 1 1 5
um ponto do segmento aberto que une (— , —) a (— , —), &
p q P q
0 0 1 1
facil ver que m < % < £ e calculos simples mostram que
- 160 nao-decrescente ;
m
t
= existe uma constante Km > 0 (Km = —I—L——— ) tal
—— - m
que B
t
J B(s) B(t)
ds < K
0 m+1 - m .m

para todo t > 0 ;

- se % < = entao B(E) @ nao-crescente e existe
t
K > 0 (K, = =2} tal que
2 '3 1
= -
B
{CX)
B(s) B(t)
ds < K
J A2l = 1 8
t
para todo t > 0 ;
- se § = o existe g > m tal que B(t) € nao-cres-
t
cente;

Com isto, no caso em que Py # Pys © Teorema de
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Marcinkiewicz torna-se um caso particular de (7.7) e (7.8) e

no caso em que p; = Py dcs teoremas (7.9) e (7.10).

A seguir apresentaremos dois lemas que simplificarao

as demonstragoes dos teoremas (7.7) e (7.8).

(7.4) Lema. Sejam p, q, g, p himeros reais positi-

vos, 1 < p< g e sejame # 0 e Yy nimeros reais tais que

(i) g(%—y)=1.

Sejam A e B fungoes de Young generalizadas nao tri-

viais definidas por

t

a(s)ds

b(s)ds

o

=

S—

Il
OoOY—— OoOY—

onde a e b sao nao-negativas e Lebesgue mensuraveis.

(1)

Vamos supor que A seja inversivel e gue tenhamos

(11) B l(t) = a7t e5HeY para todo t > 0 ;
B (t)

3 nao-decrescente
g =

(1ii)

(1) E suficiente que A seja estritamente crescente e nao limita

da e esta sera a situagao em nossos teoremas (7.7) e (7.8).
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B(t)

(iv) = nao-crescente.
+4d

o] =

Definindo u(A)=B_l(A (A)) e Ummﬂﬁo:&ih am1pAﬁﬂ < 1

temos o seguinte

(a) Se € > 0 e se existe Kq > 0 tal que
t
B(s) B(t)
J garr 95 2 Kg T
0

para todo t > 0 entao

9 9
o o — - P _ p
ki) m_ (s+u l(}\))sp lds dx < g K(l)
q f - P
A " .
0 0
b) Se £ < 0, A(g) e nao-decrescente e existe
t

K > 0 tal que

“ B(s) B(t)
——= ds < K
J gat+l - a .q

para todo t > 0 entao

|
=
o Te]

r" b())

0 0

c) Se € > 0e se existe Kq > 0 tal que



” B(s) B (t)
———= ds < K
}[ q+l S - q tq
t
para todo t > 0 entao
9
0 o) P g
( A - -
J Bidd, ( m (s)s® Lae an < gk (P .
0 X J 1 - g P
(A)
d) Se € <0, éigl € nao-decrescente e se existe
p
K > 0 tal que t
q
” B(s) B (t)
—= g K
J g+l +d
t
para todo t > 0 entao
[ - g d
b | [ -1 -] ~ 1P
J —LLl ( m. (s+u (1)) sP tas dA < g K _(2)
5 x4 ) £ - 9 p

- . . =
Demonstracao. Em primeiro lugar observemos que u
€ mondtona e continua. Como m €& nao-crescente & facil ver
que as funcoes que estamos integrando em relacao a A em (a),

(b), (c) e (d) sao Lebesgue-mensuraveis.

Vamos demonstrar apenas (a) e (d). As demonstragoes
de (b) e de (c) sao anadlogas ds demonstracgdes de (a) e de (d)
respectivamente.

Tendo em vista (i) e (iv) e recorrendo a (5.8) sabe-



2

mos que B & inversivel e como A & inversivel temos qu e

0 < u(d) < ©» para todo A > O.

A funcao B & derivavel g.s. e temos B'(X) = b()) pa-
ra quase todo X > 0. Como Ei%l € nao-crescente e claro que
' A
b()) < g B{“ q.s. (1)
” 9
@ - P
a) Seja I —[ b(A) { mf(s+u () sP lds da
J Aq J
0 .
. P
(s} [ee] q _ _
=( [ (Eiﬁl) mf(s+u l(A))sp lds P d)
J J A
0 0
Fazendo a mudanca de variaveis t = s + u_l(x), con
cluimos que
B
e by | -1, Pt E
I=J ( (———) m_(t) (t-=u ~(\)) dt| dA
J Aq £
0 Lyt
e como p > 1 temos que
_ P :
AR RIS oy p-1 l
< t) tF Tdt] da
I-J J(Aq (0,1) (—& ) "® |
0 L0 L
ou ainda que a4 P
o) b 1 P g
9 < J q u ()

(
J
0 '0
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Tendo em vista a desigualdade de Minkowisky obtemos

P
=} q

“bO) u (M)
J @ Ko CE D | at (2

Como € > 0 entao u & nao-decrescente e portanto se

u—l(A) < t temos que X <u(t). Logo temos

o -1
b () A

) ;q) X(o,1) 5 @ J T
0 0

para todo t > 0. Decorre de (1) e da hipdotese de (a) que

oo -1 u(t)
b (A) u " (A) = B ())
) a ‘o, T s qé arl 4
P é K B(u(t))
- ; q
|u(t) |
para todo t > 0.
Assim, tendo em vista (2) temos
|8
_ q
g _ g o -1 [B(u(t))]
I K t) t o dt

0

1

Como u(t) = B_l(AE(t)) temos que



e

dt .

P
P P § eq
q _ q ®° p-1 LA(t)l
I < (g K)) J m_.(t) t
- q £ . l Ip
0 |51 (af () |

Usando sucessivamente nossas hipoteses

obtemos

BE. EP_
[ ace) 154 [ ace) |54
[B_ (A% (1)) | tPla(e) |°€
e portanto
;& o
q -
- p-1 A(t)
I < (q Kq) J mf(t) t —;5— dt
0
2 A(t)
= (o q
= (q Kq) J me(t) =g at
0

(ii) e (1)

Como A e B sao fungoes de Young generalizadas conti

nuas,decorre de (i), (iii) e de (5.10.v) que Alt)

A(t) .
t -

cente e portanto que

o+

go

J mf(t)a(t)dt
0

T |+

P

A assercgao esta agora demonstrada uma

£
0 X

pA(f) < 1 e portanto ( m
)

(t)a(t) = J A(|f])ap <1

€ nao-decres

a(t) para quase todo t >0. Lo

vez g ue



—8 P

a
(a9 [ee] - _ p
(a) Seja I = J MJ mg (s+u l(A))sp Las da
gL j
0 0
p
o - q o,
* _ 2
= [ RLA) m (s+u l(k))sp—l ds dar .
J Xq
0 b
Fazendo a mudanga de variaveis t = s + u‘l(k) con-
cluimos que
P g
o @ q - p
( . _ p-1
I=| [f (—k%) m (£) (e-u”h(h)) At dx
J J 1 A
0 =u 7 (X)
e como p > 1 temos que
s 9
= [m(b(x))q u () o1 |
< 2147
T q ) X, TEImglo) £ ael A
0o 0
ou ainda que
. B qg B
: | (" ey Loy e [P 1
q b(A) u X
<) J (\ g X0, (T Im®E dtld),
0 -0

Tendo em vista a desigualdade de Minkowisky obtemos
&
s BINSETN a oy i
19 < ( mf(t)tp | )y galat

] ;@ Sy Cx
0 0

(3)
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Como € < 0 entao u & nao-crescente e portanto

ut(d) < t implica A > (t). Logo

para todo t > 0

Lembrando (1) e a hipotese do caso (d) obtemos que

B(u(t))

® -1
J b(d) (L)
q

a o, T b s a K T
0 Lu(t)J

para todo t > 0. Decorre entao de (3) que

” b1 [BTuen]
I < (3 K) J m ()t _ dat
q 0 lu(t)lp

Z“g) € nao-decrescente, procedendo como na de
£

Como

monstragao de (a) concluimos que

P

q —
I? < (g K )
= 4 q

Qo
T

portanto que

—
1A
Qi
=
Uﬁ;
“Tla
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(7.5) Lema. Sejamn Pyr 9g € ]o,|, pl,qle}O,w] e
A e B fungdes de Young generalizadas nao triviais continuas
tais que

. -1 _ -1 e Y

(1) B "(t) = A (t°) t', para todo t > 0, onde ¢

e y sao tomados como em (7.2).

Seja f ¢ L, e u > 0. Entao considerando fu e £ co-

A

mo em (1.8) temos

(a) Se Py < ®, 4y <@ € > 0,,; se (t) é nao-de
t90
crescente e B(E) € nao-crescente temos que BLL) & nao-decres
2 D s
tv1 tv0
A(t) - =~ u
cente, ———— & nao-crescente e portanto que £ € L e f eL
P u p p
tv1 1 0
(b) s BiL) =
e Pl < oy, ql <o, e >0, a € nao-
t-0
crescente e B(t) & njo-decrescente temos que At) 2 h3o-cres
q P >
t71 t 0
B(t) & u
cente, e nao-decrescente e portanto que f eL. e fel, .
dy L P
t 0 1
B(t) - _~
(c) Se p, < » , g, < ® , e nao-decrescente e
1 1 -4
t=0
B(f) 2 n3o-crescente temos que alt) o nao-crescente, Alt) g
t91 tPo £F1
nao-decrescente e portanto que £ _ € L e f% e 1 .
u Po P
(d) Se p, <® , q, < , € <0, B(t) @ nao-cres-
1 1 q
t=0
cente e B(t) & nao-decrescente entao AlE) & nao-decrescente ,

91 tPo
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A(t)

& nao-crescente e portanto fu £ L e fYe1 .
tP1 Py Po
(e) Se p, <o , g, =®,e >0 e B(t) €& nao-decrescen
1 1 q =
t=0
~ A(t) o u =
te entao ——- & nao-decrescente e portanto f ¢ L_ . Além dis
P p 2
t* 0 0
A(t) - =~ :
SO e nao-crescente e portanto £ € L
P1 u p
t 1
[oe) = oo B(t) P 30—
(f) se Py < @ 4y , €> 0 e 40 € nao-decrescen
te entao éiEl & nao-crescente e portanto £ € L . Além disso,
£Po v Py
A(t) & nao-decrescente e portanto f" & L .
+P1 Py
_ _ B(t) - =
(g) Se p, =« , g, = o e e nao-decrescente en
1 1 +90 —
~ A(t) - -~ u - .
tao __56 e nao-decrescente e portanto f ¢ Lp . Alem disso ,
t 0
como f & limitada temos que f ¢ L =1,
u u pl *®
Demonstracao. Os itens (a), (b), (c) e (d) decorrem

de (5.10) e (5.23), uma vez que por (7.2.iii) sabemos qu e

P.
= (l— - Y) =1, para i = 0, 1.
€ q.

i

A primeira afirmagao de (e), decorre de (5.10.v) ja
P
que de (7.2.iv) sabemos que _9 (QL - Y) = 1. De (5.11.i) de-
(t) - o
A

corre que € nao-crescente uma vez que £ = - PyY ( ver

£P1

(7.2.vii)). A outra afirmacao & conseqiiéncia de (5.23).

A demonstragao de (f) & analoga a de (e).
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Para demonstrar (g) recorremos a (5.12) lembrando que

Po
e = — (ver(7.2.vii) e a (5.19.ii).
0

(7.6) Observacoes

(a) Em todos os teoremas que apresentaremos a Sequir,

B sera uma funcao de Young generalizada nao-trivial, continua,
B(t)
ol

t
de acordo com (5.8), B sera inversivel.

para a qual existe a > 0 tal que € nao-crescente. Assim,

(b) Em qualquer uma das situacgoes (a), (b), (c),(d),

(e), (f) de (7.5), existem o, B > 0 tais que A(g) & nao-cres
t
A(t) - =~ - . P
cente e B e nao-decrescente. Como A e nao-trivial e conti
t

nua podemos concluir, tendo em vista (5.9.a), que A & inversi

vel (e portanto que 0 < A(t) < » se t e |0,»]).

Assim em qualquer uma das situagoes (a), (b), (c) ,
(@), (e), (f) de (7.5), que serio situagOes de nossos proximos
teoremas, a fungao u(A) = ! A® (1)) estara bem definida para

todo A > 0.

Vamos mostrar que isto também ocorre quando estamos
na situacao de (7.5.g9). (que aparece no teorema (7.7)). Neste
Po

1,.e..Y

caso, a relagao B-l(t)=A_ (t7)t reduz-se a B_l(t)=A_l(tqO )

(ver (7.2.vii). Vamos observar inicialmente que 0 < A(t) < o



o

para todo t > 0. De fato, se existisse tO >0 tal g u e

0 para todo t < ty- Assim teriamos

il

A(to) = 0 teriamos A(t)
A_l(s) > t0 para todo s > 0 e portanto Bwl(s) > tO para to-
do s > 0; Mas isto contradiz o fato de B ser inversivel ( ver
(1)) . Da mesma forma, se A(to) = e para algum t0 entao
B_l(s) < t, para todo s > 0, o que também & uma contradigao

Logo 0 < A(t) < « para todo t > 0 e portanto u esta bem defi
nida e 0 < u(A) < « para todo A > 0. Além disso, como A & con

A(t) -

tinua, T € nao-decrescente e como 0 < A(t) < o para todo
t

t > 0, podemos concluir de (5.8) que A & inversivel.

(7.7) Teorema. Sejam Por dpr P € [1,2] tais que
Po < 9y < » , Py # Py - Seja T um operador sublinear simultanea

mente de tipos fracos (po,qo) e (pl, ©) .

Sejam A e B fungbes de Young generalizadas ndo-triviais

definidas por

t
(i) A(t) = J a(s)ds ,
0
t
(ii) B(t) = J b(s)ds ,
0

onde a e b sao funcgoes nao-negativas e Lebesgue-mensuraveis.

Suponhamos que

B(t)

(iii)
£90

€ nao-decrescente ;
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(iv) existe q € |0,«| tal que B(g) €& nao-crescente;

t

(v) existe K > 0 tal que
0

t

[_ B(Sll s < x_ B(E)

0 s90 90 9

para todo t > 0 ;

1

(vi) B ~(t) A_l(ts)tY para todo t > 0, onde € e Y

sao como em (7.2).

Entao T & de tipo forte (A,B), isto &, existe K > 0 tal

que

plZfhay <1

|

para toda f € L, com pA(f) < 1.

A

Demonstragéo. Vamos mostrar inicialmente que T esta

definido em L,

Para cada f ¢ LA e para cada u > 0 consideremos fu>e £

como em (1.8). Como Eigl & nao-decrescente, recorrendo a (7.5)
t-0
concluimos que:
- Sep,<® e e>0enthio f_ e L_ e f e L
1 u P
1 0
u

- Sep; <® ec¢g< 0 entao fue L e f e L
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- Se py = entao £, € Lp L, ef e Lp ;
1 0

Assim se f g L f pode ser escrita como soma de uma funcgao

AI

de L com outra de L . Como T e sublinear e L e L estao
0 Py Py Po

contidos no dominio de T concluimos que T esta definido em L,.

Sejam MO e Ml’ respectivamente, as normas fracas de T

como operador sublinear de tipos fracos (po,qo) e (pl,OO ) .

De acordo com (3.19) para cada f € L_ e para cada K > 0

A
temos

IT£ | ("
J B ( R ydx = J mIE(A) b(X)dA
y 0 K

= f mye (KA) b(X)da
0
1

Consideremos u(i) = B—l(AE(A)). De (7.6) sabemos que

0 < u(d) < @ para todo A > 0 e que u @ inversivel.

Como T & sublinear, decorre de (6.7) que para cada

f e L para cada A > 0 e para cada K > 0 temos

AI

Fixemos A > 0 e f ¢ LA com pA(f) < 1 e vamos obter ma

joragoes para o segundo membro da desigqualdade acima nos di-

vVersos casos.
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1. Se p; = ®ousep; <> e g°> 0 sabemos g u e
u™t ()
£ € Lp e por ser T de tipo fraco (po,qo) temos
0
q - q
K My 0wty 0
m oy GN < g I g
u - (A) 5 A Py
TE

para todo K > 0

De (3.19) concluimos entao que para todo K > 0 temos

q
o o
" 2M, %o Opo * Pyl 0
m (5 A) < | = ) J mo_ (s) s ds
uTt () Mo Ly g
Tf 0

e recorrendo a (1.8) obtemos

d,
9 —
Y Py
P ©
2M_ p 0 - pr=1
m Ean < =9 & J m_(stu T (\))s 0 ds
-1 2 - K q £
a oy Ao 0
Tf
para todo K > 0 . (1)
2. Se p, < e €°> 0 entao f -1 e L e portan
u T (A) P

to como T & de tipo fraco (pl, @)  temos

||r£
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1, &
=M ppl [ m (s)spl_lds .
-0 u T (A)
1 i
Pr[,” ¥y 1
_ S A(s)
M, Py [ mf i (s) a(s) s 4
10 Tu T(X)

Recorrendo a (1.8) e lembrando ?ue (7.5.e) nos garan
A(s) - =~

te que —p— € nao-decrescente temos

1

S
1
1 -1 |P
5; u T (A) Py 1
2 S A(s)
HTfu—l()\) e = M Py f me(s) zroy S5t d
0
1 1
o P
1wty l
M By

A(s)
) ' L__ J mf (s) ‘*é’— ds
A o) ‘pl

Mas (7.5.e) nos garante também que Alg)

e néo—decresceg

Po
te e portanto como A'(s) = a(s) g.s. temos que AS(S) ié‘"a(s) .
Logo L 0
P El— -1 )'m Py
| leu—lO‘) I, < Ml(p—i) 1 _%_LL I}( S
A(u-l(/\))lpl °




) D

e lembrando que pA(f) < 1 temos

-1
Py 1 u " (A)
41

| |Tf _ [, < M (=)
ot A L'pg 1 =
At () | P

"(JII-'

- - -1 ~1. B
Mas como u l(>\) = A l(BS(A)) e B " (t)=A ﬁf)ﬁY para to

do t > 0 temos

u oy A" BE ) A|B(A) |
- 11 . €
lA(u'l(A))]pl aRrECon DL B P
e
_ Y - e
= AlB(A) ] Py

De (7.2.v.) sabemos que Y :“Er e portanto
; 1
1
Py P1
||T€ _y [, < M, (—L) \ (2)
u T (A) Po

3. Sep; = @ entao £ _; e L, e como T & de ti-

po fraco (pl, ») temos

e 1, 2 M HE o
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Mas neste caso Yy = 0 e portanto (vi) se reduz a
A_l(tg) = B_l(t) para todo t > o, o que nos garante qu e
21 ()) = 87N B()) = A. Logo
| |T8 _ ] < M; A (3)
" 1()) ® 1

Se p; <® e € >0 entao u & nao-crescente. Temos,

também, de acordo com (7.5.f) que AlE) & nao-crescente,
£Po
-1
B(t) & nio-decrescente, £ .1 € L_ e g2 (M) € Lpl‘ Es=
tP1 u T (X) Po
es fatos serao utilizados em 4. e 5.
4. Se p, <oee >0 entao como T & de tipo fraco
=1
(pl,w) e como f" (A) e L temos
. Py
u () a ()
| |T£ [, <M || N
co - 1 P
1
- e
1) pl_l |P1
=M, Py Jm -1 (s)s ds
£\ (M)
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Recorrendo a (1.8) temos que

B 1
-1 p,-1 Py
||Tfu ()‘)Hw <M pl { me (stu ()\))s Pas |t
S =
Py SN 2 A i
=M P [ me (s) (s—u (M) ds .
at o
Como p > 1 temos
L, &
-1 0 p,-1 1
u " (A) Py 1
| |T£ I, < M Py J m.(s)s © ds
Lo
1 s
P P, Py
= P 1 m (S) A.(S_) d
Ml 1 A(s) S
#u—l()\) l
Lembrando que (ESD) € nao-crescente temos
5 1
1 o zlv_
-1 5. -1 1
() Py u —(\) A(s)
||r£ o <M Py T m.(s) =22 ds
At o] a oy
e também que s ¢ L. a(s) para quase todo s > 0. Como
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Py (f) < 1 concluimos que

- 1
o =
- -1 1
u (A u A .
| | Tf ( )||oo <My (A) T mg (s)a(s)ds
-1
Tl +P1 A
(A ™oyt ke W
-1
u -~ (A)
<My T
. - P
A ton]?
Procedendo como em 2. obtemos
-1
ee V< oM a (4)
5. Sep; <= e e <0 entao £ _, e L_ .Lembran-

u () Po

do que T & de tipo fraco (po,qo) e recorrendo a (1.8) temos

9o
q Y
0 . P
K 2my 90 By | Py~ °
m (5 A < (=3) P m (s)s ds
- 2 M 2 TR 0 £,
e u—l N o U (\)
o -1 %o
g G0 2 M p-1 o |Po
(TA) Py [ mf(s)s ds

para todo K > 0.
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Podemos agora completar a demonstracao considerando

trés casos.

12 Caso: Py <o e g > 0.

1 1
Py Py _ 90
Seja K = max {2Ml(55) , 2 Mo(q KO) } . Como
1
p, P1 K
K > 2M. (=) decorre de (2) que m (A) =0 para to
- 1'p 2
0 TE 4
u A)
do A > 0 e portanto
m__(KA) b(A) < m (2 2) b()) para todo A > 0.
Tf = 2
Tfu-l(k)

Tendo em vista (1) temos

oM. Y0 B

0 -1
mTf (K)\)b()\) S (T) po '—q(—)—’ Jmf(s+u ()\))S

p.—1
0 ds

0

para todo )\ > 0.

Sabemos, devido a (7.6.b) que nossas hipoteses garan-
tem que A & inversivel. E facil ver entao que as hipdteses de
(7.4.a) estao verificadas e portanto levando em conta nossa

escolha de K concluimos que
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q
— =)0
J mTf(KK)b(A)dA 2 =5 Py q qu(po)
0
2M_. g
— 0, =0 =
(=) q K,

IA
=

Logo J B(l%ﬁi) dr < 1

Y

A demonstragao & andloga a do primeiro caso, se recor-

rermos (4), (5) e (7.4.b).

Também se demonstra de modo analogo se levarmos em con

ta (1), (3) e (7.4.a).

(7.8) Teorema. Sejam Pgor dgr Py 9y numeros reais

; 2 ;
tais que 1 < p, < 9dg » L 2Py < qy + Py # Py s 9y 7 9;- Seja
T um operador sublinear simultaneamente de tipos £ r a ¢c o s

(po,qo) e (pl,ql).
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Sejam A e B fungoes de Young generalizadas nao-triviais

definidas por

t
(i) A(t) = J a(s)ds,
0
t
(ii) B(t) = [ b(s)ds,
)
0

onde a e b sao nao-negativas Lebesgue-mensuraveis.

Tomemos m = min{qo,ql} e L= max{qo,ql} e suponhamos

que

(iii) B(;) é nao-decrescente,
t
(iv) B(E) € nao-crescente,
t
(v) existe K_> 0 tal que
t
B(s) B (t)
J m+1 ds < Km m
0 S t

para todo t > 0 ;

(vi) existe Kl > 0 tal que

oo

B(s)
J o1 ds
£ S t

I A
=

para todo t > 0;
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(vii) B—l(t) = A_l(te)tY , para todo t> 0 onde £ e ¥y

sao tomados como em (7.2).
Entao T & de tipo forte (A,B).

Demonstragéo. Temos quatro casos a considerar

- Py <Py € g9 <gqy -

Nos faremos apenas a demonstracao do caso e m q u e
Pg < p, e q; < 99 empregando (7.4). A demonstragao nos ou-

tros casos & analoga.

Como Py < P, e gy < qq temos que € < 0. Nossas hipo

teses (iii) e (iv) nos dizem entao que B(g) €& nao-decrescen-
t7 1
te e que Biél & nao-crescente. Recorrendo a (7.5.d) conclui-
t=0
mos que Bir) & nio decrescente e 2(E) € nao-crescente.

Além disso, (7.5.d) nos garante que se f ¢ L,e u>0
entao £ e L e f% ¢ L_ , de onde concluimos, devido a sub
v Py Po -

linearidade de T, que T f esta definido. Logo T estd defini-
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do em L., .

Sejam MO e Ml as normas fracas de T como operador sub-

linear de tipos fracos (pO, qO) e (pl,ql) respectivamente.

Vamos agora encontrar K > 0 tal que

J B(-lg—f]—)dr - J mye (KA) b(A)dA < 1

Y 0
para toda f € LA com pA(f) < 1.
L
: ~ -1 € -~
Consideremos entao u(iA) = B " (A (\)) que e nao-crescen

te, uma vez que € < 0. Recorrendo a (7.6.b) sabemos que u é in

-1 = - -
versivel e portanto u e tambem nao-crescente.

Fixemos f ¢ LA r A>0 e K> 0 . Sabemos que

-1
~1 e L e que f" (A) ¢ L_ . Assim nossas hipoteses so-
u () P1 Po

q q
M 1 1
m R = N E |
T -1 'i A u ()\) 1
ato
e
q q
M_ -0 =1 0
n G o@D et M
-1 > A Po
ped  (A) 2

Recorrendo a (3.19) concluimos entao que
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4 3
q P [ - p
m (KA) < (Efl) ! P ! m (s)spl las .
T£ 2" - K 1 £
-1 -0 =1
u ~(A) u (A)
9o
qo 5‘
X 2M, 9 B [® p,-L 0
m (FA) < (=) 0 m (s)s ds
- 2 - KA P -1
u” O Lo
TE. 2 £
De (1.8) decorre que
pl ql
om. 91 9 oy py—L Py
m Ey < = misia T ds |
3+ F T Py £
u T (\) 0
q 2o 20
K 2M. 20 | p.-1 |p.
m (5 A) <,“0 0 -1 0 0
- 2 - (55—) m_.(s+u ~(A))s ds
a oy KA Po [ J £
T$ 0

Portanto, como T & sublinear decorre, de (6.7) que

K K
me (KOD() < m GNP +m G bO)
T _y e, Y

w ) %

q -1 P

B! _pi v Pyl !

o 1 b m (s)s © ds
A 0 ,



g9
qo - oo —0
a0 B A ., Pl [P0
+ (__0. p 0 b() m.(s+u ~(A))s ds
K 0 a £
A0 L 0
Assim se f ¢ LA e K > 0 temos ql
P,
q 1 u oy 1
(® 2M1 P1 b()\) I pl—l
J Mpe (KAbQ)AA < () Py _Ef_-| J me(s)s ds ax
0 o A1 Lo
%
; P,
o -0 O
m Ty oD ( 4 Pyl ]
+ (=9 o [ R || m(stuTO0)s T ds | ax
0 X 0

O leitor nao tera agora dificuldades para perceber que

de (7.4.b) e (7.4.d) obtemos que

91
o 2M, 9, P, Py m%qo
I mTf(K)\) b(A)dx < (T) (—p—a) dy qu+(T) 9, qu
0
sempre que f ¢ LA e pA(‘f) <1
1 1 L
P, Py 9 9o

= —i% K

Tomando K 2 max{ZMl(pO) (c_{0 qu) 7 ZMO(CIO q0) }

temos entao que
J mye (KOb()dx < 1

se f ¢ LA e pA(f) < 1, o que completa a prova.
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O leitor certamente percebeu que nos teoremas (7.7)
e (7.8) estavamos supondo Pg # Pq- Em (7.1), no entando nao ha
via esta hipotese. Os teoremas que apresentaremos a seguir sao
os teoremas correspondentes a (7.7) e (7-8) no caso em que
Py = Py- As demonstracoes sao evidentemente muito mais simples.

(7.9) Teorema. Sejam Py © 4 nimeros reais tais que

0

0 < Py < dg- Seja T um operador sublinear simultaneamente de

tipos fracos (p,:q,) e (p s «)-

Seja B uma fungao de Young generalizada nao-trivial

definida por

t
(1) B(t) = J b(s)ds
0

onde b € nao-negativa e Lebesgue mensuraveis.

Suponhamos que

B(t)
t

(ii) existe g > 0 tal que & nao-crescente,

(iii) existe K_ > 0 tal que

0
(t
B(s) B(t)
ds < K 7
0 S

para todo t > 0.

Entao T & de tipo forte (A,B),onde A = M
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Qg@gggggggég. Indiquemos por M0 e Ml as normas fra-

cas de T como operador de tipo fraco (po,qo) e (po,m) respec-

tivamente. Podemos supor My # 0 e M, # 0 pois caso contrario

teriamos T = 0 e o resultado seria imediato.
- o . . B(t) - ~. =
Como B e nao-trivial e q e nao-crescente entao
t
(5.8) nos garante que 0 < B(u) < » para todo u > 6. Fixemos
u > 0. Seja
1
M, 9 My
K = max{—ﬁ— (q Kq B(u)) , G_}

0

Fixemos f ¢ LA com pA(f) < 1 e vamos mostrar que

TF (K\)b(A)dx < 1

os}
:
Fh
Q
<
|
S
8
=]

Como T e de tipo fraco (po,m) com norma M, entao

(A\) =0 se X > Ml' Em particular, se ) > u temo s

> M. e portanto m,__.(KA) = 0. Assim

Tf

u
J B(l%§l)dv - [ m_mobonar .
) Mg

Y 0
M 9o (¢ q
- (.0 KAy 70 b(R)
= () J My e (KA) - (577) = dx
5 0 9o
Como T & de tipo fraco (pyrd,) com norma M, entao
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KA, 10
m_. (KA) (=) < 1 para todo A > 0.
Tf M0 =
Logo
q u
( M 0
J B(JIEi)dv < (_Q) Eill ax
K - K dg
vy 0o A

De (i) e (ii) concluimos que para quase todo A > 0

temos b(A) < g B{A) e portanto
u
7] Mo dg B()\)

J B( ) av < (x—) o AT da

_ )0

Y
Tendo em vista (iii) obtemos

M, q

( B(-TE ) quv < (.0, 0 g x B

: & - K 90 w0

Y
Nossa escolha de K mostra agora que

J B(lgil)dv <1

Y

| |
(7.10) Teorema. Sejam Pyrdgrdy numeros reais posi-

tivos. Seja T um operador sublinear simultaneamente de tipos

fracos (po,qo) e (polql)-
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Seja B uma funcao de Young generalizada nao-trivial

definida por

onde b & nao-negativa e Lebesgue-mensuravel.

Suponhamos que

B(t)
&

(ii) existe g > 0 tal que € nao-crescente;

(iii) existe K_ > 0 tal que

para todo t > 0.

(iv) existe K_ > 0 tal que
1

B(s) B(t)
ds < K
i Sql+l -9 Q1

para todo t > 0.

Entao T & de tipo forte (A,B) com A = Mp.

Qggggggggggg. Sejam MO e Ml as normas fracas de T

como operador de tipo fraco (po,qo) e (po,ql) respectivamente.
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Assim como em (7.9) podemos supor M0 # 0 e Ml # 0.

B(t)

Como B & nao-trivial e ——1 & ndo crescente,para to
do u > 0 temos que 0 < B(u) < o, gomemos u >0 e
1 1
K = max{ gg(Zq quB(u))qO’ gl(zq qu B(u))ql}

Fixemos f € LA com pA(f) < 1 e vamos mostrar que

Tf ("
J B( K ydv = J mTf(KA)b(A)dA < 1.
Y 0
Temos que
(mm (KA\)b(A)dax = [um (KA)b(A)dx
; Tf j Tf
0 0

q. u q
M 9o 0.
= (Y fm my) &y - BA) gy
K Tf MO )\qo
0
q, = q
M "1y KA, T b(A)
+ (=) (K\) ) — dx
K IJJ e M) gy

Como T & de tipo fraco (po,qi) com norma Mi para

i = 0,1 temos
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K\, 9o :
Mpe (KA) (o) 7 <1

0
e
q
m _(k\) 4T g
f M -
1
para todo A > 0.
Logo
M qO u
J B(l%?l)dv < (_Q) J Eiil dx
- K 2 9o
Y 0

q (e o]
+(_K_1_)1 [ b ()

De (i) e (ii) concluimos que b(A) < g Bik) para qua-
se todo A > 0. Assim (iii), (iv) e nossa escolha de K garantem

que

[o5] M q
Tf 0, 0 B(A)
JB( g Jdv 2 () T a [ q, 1 dA
A

)
0
Mq
N quB(A

u AL

I A

Y

o que completa a prova.
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CAPITULO III

§ 8. Espagos invariantes por rearranjo .

Os espagos invariantes por rearranjo de que tratare-

mos neste paragrafo sdo espagos vetoriais normados contidos em

Fk(X, M, u) que possuem algumas propriedades comuns aos espa-

¢os de Orlicz e de Lorentz. A classe dos espagos invariantes

por rearranjo e bastante grande pois a cada fungdo ¢ : |0,»|>|0,|
¢ (t)

nao-decrescente e tal que i € nao-crescente "corresponde"

um espago invariante por rearranjo. (ver (8.14))

A partir de (8.6) e até o final deste paragrafo em
todas as proposigSes e definigGes, (X, M, n) indicara 'um espa

¢o de medida nao-atodmica.

(8.1) Definicao. Seja E um subespago vetorial de

Fk(X, M, v) e || || uma norma sobre E. Dizemos que (E,|| || )

€ um espaco de funcoes sobre (X, M, u) se as seguintes condi-

¢Oes estao verificadas:

k

(i) se f e g sao fungdes finitas de F(X,M,u) tais

que |g| < [flg.s.e £eE entdo g e E e ||g]] < ||£]]s
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(ii) se uma seqgtiéncia (£)) de fungoes nao negativas
de Fk(X,M;u) e uma uma funcao f:X - [O,w] P -mensuravel sao tais
que:

(a) (f_(x)) & uma seqfiéncia nao-decrescente para

n

quase todo x & X;

(b) fn € E para todo n & IN;

(c¢) 1lim fn = £ q.s: ;

nN-»oo

(d) existe M > 0 tal que anH < Mpara todon £ NN,

entdo existe h € FN(X,M,nu) finita tal que h=f q.s.heE e | |h| | <M.

(8.2) Observacao. Se (E, || ||) & um espaco de fungoes
sobre (X, M, u), a condigao (i) de (8.1) nos garante que para

cada f € Fk(xr M, p) finita temos que f € E se e somente se

|f| € E. Além disso, se £ € E entao []%ll = ll[%[ [l .
Em (8.9) apresentaremos alguns exemplos de espacos de
funcoes.

Se E @ o espago vetorial gerado por uma funcao fzle

nao nula entao E munido da restrigao da norma de L, nao & um

espaco de fungoes pois (8.1.i) nao se verifica.

Mostraremos a seguir que se (8.1.i) se verifica en-
tao (8.1.ii) & equivalente a uma condicadc aparentemente mais

forte, que por razoes Obvias & chamada condicao de Fatou.
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(8.3) Proposigao. Seja E um subespago vetorial de

PR (x, M, n) e || || uma norma sobre E. Entdo E & um espaco de
fungoes sobre (X, M, n) se e sd se estio verificadas a condi

gao (i) de (8.1) e a condicdao (iii) que enunciamos abaixo:
(iii) se uma seqtiéncia (g,) de fungoes nao-negativas

de Fk(X,M,u) e uma fungdo g:X » |0,»]| p-mensuravel sio tais que:

(b") 9, € E para todo n ¢ IN;

(d') existe M > 0 tal que ||én|| < M para todo

n ¢ IN,

entao existe h ¢ Fk(X,M,u) finita tal que h = g, q.s.

hed e [|n[] <lim []g || <m
n—>o n
Qg@gggggggég. E imediato que se (8.1.i) e (iii) se
verificam entao (E,|| ||) & um espago de fungdes sobre (X, M, y).
Para demonstrar a reciproca, suponhamos que (8.1.1i)

e (8.1.ii) se verifiquem e consideremos uma seqliéncia (gn) de

fungoes nao negativas de Fk(X, M, nu) e uma funcdo g:X - |0,

u-mensuravel verificando (b') (c') e (d').
Para cada n € N seja £ = inf 9y - Entao para cada
k<n

n e IN, fn € uma funcdo nao-negativa de Fk(x, M, n) e para ca

da K > n, temos fn <g Assim (b'), (8.1.i) e (d') nos garan

-
tem que f € E e que !Ifn|| < ||gk[l < M para todo n e IN e
para todo K > n. Logo ||fn|] < inf ||gk]] < lim |[ék|| < M,pa

k> k>
ra todo n € IN B
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Além disso, a seqgliéncia (fn) é nao—-decrescente e
g = lim g_ = lim f_g.s. Decorre entao de (8.1.ii) que existe
n->o I koo B

h e Fk(X, M, n) finita tal que h = g q.s., ﬁ

e E e
||ﬁ|[ < iii Ilékll < M, o que completa a prova.
|
Em [11] e [12] , por exemplo, um espaco de fun-

¢oes & sempre um espago vetorial cujos elementos sdao classes

de fungoes que tomam valores em IR. Na definicao de espago de
fungoes encontrada nesses trabalhos, os autores assumem que O
espago seja de Banach. Procuramos escrever essa definicao de
maneira mais precisa e mostraremos a seguir que deste modo a

exigéncia de que o espaco seja de Banach & redundante.

(8.4) Proposicao. Todo espa¢o de fungbes & um espa

¢c de Banach.

Demonstragao. Seja (E,|| ||) um espaco de funcoes

sobre (X,M,n). Tomemos (£,) uma seqliéncia de Cauchy em E.

Seja (nj) a seqfiéncia de numeros naturais construida

da seguinte maneira: n, & tal que Ilén—émll < % se n, m > n,
e se nj esta escolhido tomamos nj+l tal que nj+l > nj e
||£n—%m|| < 33 sen, m >mn,. Com isto a seqliéncia (nj) e
crescente e ||£nj+l - %nj|| < g%m para todo j & IN.

Para cada £ & IN, seja



g,=|f_ | + |f_ - £ | +...+ |f = £ |.
Aoy My Ay Ngrl Dy
A seqliéncia (gl) assim construida & uma seqtiéncia nao
~-decrescente de fungaes nao negativas de Fk(X, M, nu) e para

°

cada £ € W temos que g, € E e

g, [I<I1E [1+]1E. = £ [|+...+]|£ - £ ||
9 - nl n2 nl nslJrl nz

<HE T+ 1.
1

Seja g = limg, = |[f_ |+ £ |f_ - f_ |
9565 3 n, j=1 nj nj
Como (E, || |]) & um espago de fungdes concluimos que g & fini
ta g.s. (ja que (8.1.ii)) nos garante que g & igual g.s. a u-
ma fungao finita).Assim, temos que a série I |f - £ |
: . n. n.
w J=1 j+l J
converge g.s. e portanto que £ + I (f - f ) converge

1 3=1 "3+1 "y
g.s. para uma fungao que toma valores em K. Logo, a seqfiéncia

(fn ) converge g.s. para uma func¢ao que toma valores em K.
J
Consideremos S € M tal que up(s) = 0 e (fn (x)) seja
J _
convergente em K para todo x € X v S. Seja h : X » K a fungao

definida por

0, se x & S
hix) = lim fn (x) , se x e X S
L j—>00 J

que & evidentemente p-mensuravel.
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Temos entao que

%im Ifn._fnl = |h—fn| g.s. para tedo n € IN (1)

17 J

Vamos mostrar que hekEe gque lim IIB - %nI‘ = 0.
n—>o

Tomemos € > 0. Como (fn) € de Cauchy, existem n, € IN e jOeIN

0
tais que se n > ng e J > n, entao Ilénj-énll < €. Recorren-
do a (8.3) e tendo em vista (1) concluimos que para todo n>n,
temos que |én—ﬁ| e E e que || Ifn—fl || < e para todo n > ng.
De (8.2) decorre entao que para todo n > n, temos que én—ﬂ eE
(e portanto que h e E) e que Ilén—ﬁll < e.
L]

(8.5) Definigao. Seja (E,|| |!) um espaco de fungoes

sobre (X, M, u). Dizemos que (E,|| |]) @ um espaco invarian-

te por rearranjo sobre (X,M,u) se quaisquer que sejam f,geFk(X,M, u)

finitas tais que f & equimensuravel com g, mf(k) < «» para to

do A >0 e feE temos que g e E e que Ilé}l = ]Iéll

Como & usual na literatura, passaremos a escrever a-

breviadamente "espago r.i." ao invés de "espag¢o invariante por

rearranjo".

Conforme ja haviamos anunciado & partir daqui, salvo

nos exemplos, (X, M, p) indicara um espago de medida nao-ato-

mica.

(8.6) Proposicao. Seja (E,|| ||) um espaco r.i. so-

bre (X, M, n). Se E # {0} entao XS ¢ E para todo S ¢ M tal
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que u(S) < « .

Demonstragao. Seja feE, f # 0. Entao existe X >0 tal

que mg(A) > 0. Seja D = {x e X:|£(x)| > X}. Como AXg < |£],te

|f| e portanto X, € E.

> |

Seja S € M tal que u(S) < «. Se p(S) < p(D) entao exis
te Dl(: D tal que p(s) = u(Dl) uma vez que p € nao-atdmica.As

sim XD1 < XD e portanto XDl

Xy e XS sao equimensuraveis e portanto XS e E.

e E. Como p(S) = u(Dl) < » entao

Resta considerar o caso em que S € M e pu(D)< u(S)< o,
Neste caso existem n e N, r ¢ IR, 0 < r < (D) tais g u e
p(S) = n u(D) + r. Decorre entdo do teorema (B.4) de [l|que existem
A, Al,...,Arl € M dois a dois disjuntos tais que u(Ai) = p(D)

para i = 1,...,n e p(A) = r < p(D). Assim XA e E e XA e E
i

para i 1,...,n. Logo

uma vez que E & um espacgco vetorial. Como

H(A UA UAn) = n p(D) + r = p(S)

1 ae e -

entao XS e XA U Al U ... An sao equimensuravels e portanto

XS e E.

E imediato agora que se p(X) < o e f ¢ Fk(X, M, n) e

limitada entao f € E.
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(8.7) Observacao. Sendo (X, M, p) um espago de medi

da nao-atomica, para cada t € [O, u(X)] existe Ste M tal que

U(St) = t. Se (E,|| ||) & um espago r.i., sobre (X, M, n) e
E # {0} podemos garantir devido a (8.6) que XS ¢ E sempre gue
t
te IR e 0 <t < u(X). Além disso se S e M e p(S) = t en-
tao XS € equimensuravel com XS e portanto XS e E e
' t
||XS|| = ||XS ||. Isto mostra que a funcdo ¢p Jue apresenta-
t

remos a seqguir estara bem definida.

(8.8) Definigao. Seja (E,|| ||) um espago r.i. so-
bre (X, M, pn), E # {0} . Para cada t ¢ IR, 0 <t < p(X), seja

o (£) = ||Xst[|, onde s, e M e u(s, ) = t. A fungdo ¢, assim

definida chama-se funcao fundamental de E.

£ imediato que ¢_(t) = 0 se e sO se X =0 para S, ¢ M
E S, t
0.

com u(St) = t. Logo ¢E(t) = 0 se e sO se t =

(8.9) Exemplos

(i) Seja A uma fungao de Young generalizada nao-

-trivial. Tomemos E = LA(X, M, w). Entdo (E, ||

¢o r.i. sobre (X, M, u).

\[A) & um espa

De fato (5.14), (5.18) (5.19) e (5.20) mostrem (E, || IIA) e
um espaco de fungoes sobre (X, M, ).
Para mostrar que (E, || ||A) & um espaco r.i. tomemos

f, g gFC(X, My p)‘equimensuréveis. Entao de acordo com ( 2.4)

* *
e (3.8) temos que (E) = (%) para todo k > 0. Assim, ten-
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do em vista (3.19) podemos garantir que se f ¢ LA entao

Gen, e |lall, = [,
Em particular os espacos Lp, l <p<w= sao espagos
r.i
Se A & uma fungao de Young e p & nao-atdmica entio
¢r, (t) = - se t e IR e 0 < t < p(X). (Tendo-se em vista
B atd
t
(5.5.1ii) podemos garantir que A_l(%) # 0 para todo t > 0).

De fato, se t ¢ IR, 0 < t < u(x) e s,_ e M & tal que

t
u(St) = t entao para todo K > 0 temos
X
S
t _ 1 = npl

J A(T)du = }( A(K)du = A(K) t

X St
Logo

[[Xs || = inf{K > 0 : A(3) t < 1

(- K —
t
= inf{K > 0 : A(%) < %}
- l _l
=(sup{s > 0 : A(s) < E}
-11,
A (E)

No caso em que A & uma funcao de Young generalizada

(e 1 & nao—-atdémica) temos ¢ (t) = —~i;———~, para todo t e IR
g PES
t

0
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tal que 0 < t < p(X) .

(ii) Sejam 1 < g < p < « . Para cada f ¢ Fk(X, M, )

consideremos

1
e l q
* '* pth )
IIfIIplq—“(f(t)t)E—] , se p < @
o )
1
e =
e P«
[1£]] = sup t £ (t) .
P, t>0
Seja
ko k _ N
Lg,q = £ & FO(X, M) l|f||p,q < w )

Entdo (LS A1 T ) @ um espaco r.i. sobre (X,M,u ).

p.q pP:gq
Omitiremos a demonstracao de que (L RN ) &
P:q Prg
um espag¢o vetorial sobre K e que || |lp q € uma norma sobre
i

L .
P.9

A verificacao de que (Lk RN ) & um espago de

pra P4

fung6es sobre (X, M, p) & simples se levarmos em conta (3.3.iv),

(3.13) e o teorema da convergéncia monotona. Temos tambéem que

- _ . - * *
se £ e g sao equimensuraveis entao £ =g e por tanto

k - - - . ;
(L 1 ) & um espago r.i.. Esses espacos sao chamados
P9 P4

espagos de Lorentz e para o leitor interessado,indicamos | 3|

[4] e [8].

(iii) Seja ¢: [0, u(X)| O IR ~» |0,«| uma funcdo nao i-
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denticamente nula, nao-decrescente e tal que s & nao-de-
crescente. Para cada f ¢ Fk(X, M, u) definimos
. H(X)
HEH = [ e 28 ae
A(p) )
0
e
- * %
€l ) =  sup o(t) £ ()
te]0,p(x) ] nm
t
= sup ¢ét) J f*(s)ds.
te]o,p(x) ] nm 0
Sejam
AG) = (£ e FNX, M, w):||£]] < )
e A(o)
| = {f e PN, M, Wl [E]], < @)
M((I)) {f e F (X: r M) /\(q))
Entao ( A(¢), || || )e (M(¢p), || | ) sao espa-
A(o) M(d)

¢os r.i. sobre (X, M, p), se p nao-atdmica.

Inicialmente observemos que nossas hipoteses sobre

garantem que ¢(t) = 0 se e sO se t = 0 (ver (5.6)).

Vamos mostrar ¢ue em primeiro lugar que A(¢p) e M(¢)

sdo espagos vetoriais e que || ||A(¢) e || || M) sao0 normas
sobre A(¢) e M(¢) respectivamente.

Tomemos entao f, g € M(¢). De (4.5.i) e (4.9) conclui
mos entdao que af+g & M(¢), [|d£[| = la| ||£]] para to-
M(¢) M(¢)

do o € K e que ||f+g]] < |1£]] v gl . Além dis-
M(o) M(p) M(¢)
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0, como ¢(t) = 0 se e sO se t = 0 temos que

so, se ||£f]]

M(9)

t

( £%(s)ds = 0 para todo t € [0,p(X)| 0 IR e gue portanto
| A |
0

* * -
f =09g.s. Como £ & nao-crescente temos que £ =0

e de (3.5.v) concluimos que £ = 0 .

Portanto M(¢) & um espago vetorial sobre K e

[ | € uma norma sobre M(¢) .

M(¢)

De modo andlogo demonstra-se que se ||£|| = 0 en-—
tao £ = 0 . Tendo em vista (3.3.ii) concluimos q3é¢ée £ eh(d)
eacK entdo af £ A($) e [Iaéll = |a l|£|| :

A(d) A(d)

Resta apenas demonstrar a propriedade traingular para

[ ] .Para isto tomemos £, g € A(¢$). De acordo com (4.9 )

A(o)

para todo a € |0,u(X)| temos

a
* * %

* * * %
J (f+g) (t)dt = a(f+qg) (t) <a f (a)+tag (a)

n
Assim se h = I o, X , onde o, > 0 e a; < pix)

para i = 1,...,n entao

u(X) % n a, *
J (f+g) (t) h(t)dt = % a, [ (f+g) (t)dt
0 i=1 "
n a.
< %o, ( L™ e)ae
. 1
i=1
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n a3 %
+ I o, ( g (t)dt
i=1 * )
0
(HX) HX) o«
= J f*(t)h(t)dt + [ g (t)h(t)dt
J
0 0
Recorrendo agora a (A.l) sabemos que existe uma se-

gliéncia (hn) de funcoes simples de F+(X, M, u) que & nao-de-

crescente e tal que 1lim hn(t) = Q%El para dquase t odo
n--co
t e RN [0,n(X)] de tal forma que para cada n € IN, existem
n n n n - .
Ay rewesOp € Jo,w[ e ajs.-.sap € [0, u(X) | t ais q u e
n n
Kn
hn = I u? X 7
i=1 [0,a] |
Do teorema da convergéncia monotona concluimos entao
que
[u(X) * ¢ (t) H(xy
(f+g) (t) —/—— dt = lim J (f+g) (t)h_(t)dt
t n
n->co
0 0
H(X) 4
< lim [ £ (t)h_(t)dt
N ) n
0
u(X)

+ lim {
N J
0
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u (X) uX)
* *
=[ f(t)%(—tldt+J g(t)q),é—t)dt
J
0 0
Assim f+g e A (¢) e [|f+g]] < [||£]] gl
A (o) A (o) A ()
Vamos mostrar agora que ( A(¢), || || ) verifica
A (o)

(8.1.ii). Tomemos (fn) uma seqliéncia de fungdes nao-negativas
de F+(X, M, u) e £:X » |[0,~] uma funcdo p-mensurdvel verifi-
cando (a), (b), (c) e (d) de (8.1.i) (obviamente considerando
-se E = A(¢)). Sabemos entao que existe S € M tal u(S) = 0 e
(fn(x)) € uma seqtiéncia ndo-decrescente para todo x € X v S

Para cada n € IN tomemos 9, @ funcao definida por

fn(x) , se x € XN 8§
g  (x) =
n 0 , se x € §
e seja
[f(x) , sex e X S
g(x) =
1 G , se X € S

E facil ver que essas fungdes sao funcdes nao-negativas d e
Fk(x, M, n), que a seqgtiéncia (g, (x)) & nao-decrescente e que
lim gn(x) = g(x) para todo x € X. De acordo com (3.14) e
n->o

tendo em vista o teorema da convergéncia mondtona, podemos as

segurar que
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* *
J g (1) L g = 1in J g (1) L aqe < m .
n-oo n -
0 0
Como ¢(t) = 0 se e sO se t = 0 e g* @ nao-decrescente

- - * -
e facil ver que g (t) < » para todo t > 0 e de (3.18) conclul
mos que g & finita g.s. e portanto que f @ finita g.s. Entao
existe h ¢ Fk(x, M, w) finita tal que h = £ = g g.s. Recor-

rendo a (3.3.v) obtemos que

J ho(e) &8 g - J g (t) L&) qr < m

t t
0 0
isto &, h e A(¢) e ||h]] < M .
A ()
Analogamente demonstra-se que (M(¢),|]| || ) verifi

M(¢)

ca (8.1.1i). Com isto recorrendo a (3.3.iv) temos que

(M), || ] ) e M(o), || || sao espacos de funcgoes
A(d) M(¢)

e de (3.8) concluimos que esses espagos sao invariantes por

rearranjo.

(iv) Seja E = L, (IR, A, m). Para cada feL, (IR, A,m)

1 1
seja I 0
[1€]] = J | £(t)] at+ 2 J |£(t) |at .
0 - @
E imediato que (E, || ||) @ um espaco de funcoes sobre
(X, M, u). No entanto (E,|| ||) ndo & um espaco r.i. sobre
(X, M, n) pois X e X sao equimensuraveis mas nao

[0,1] |-1,0]
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tém a mesma norma.

(8.10) Proposicdo. Seja (E, || ||) um espago r.i.

sobre (X, M, u), E #{0} . Entac a funcgao ¢E e nao-decrescen-

te.

Demonstracao. Sejam ty, t, € IR tais que 0 < < £, u(x) .
Seja S e M tal que p(s, ) = t,. Como y & nao-atomica e

t2 t2 2
0 < tl < t2 < u(x), existe St e M tal que St . St e

1 1 2
u(Stl) = tl' Logo Xst < XSt e ¢E“ﬁ)=”xst||<ux ||= ¢(t
1 2 1 2
|1
As proposigoes seguintes nos ajudarao a demonstrar gque
s €& nao-crescente no conjunto {t e IR:0 < t < px)}
Em (8.11), (8.12), (8.13) e (8.14), (E,|| ||) indicara

um espago r.i sobre (X, M, u), tal que E # {0}

(8.11) Proposicao. Sejam K, ne N, 1 < K < n e

t e IR, tal que 0 < t < p(X). Entao

K l
g GV 4 (SO
K - K
o £ e t
Demonstragdo. Como 0 < % <1l ete R N [0,p(X)] en-
~ K - ; . K
tdo ~ t e R 0O |0,u(X)] . Logo existe S ¢ M tal que H(s)=2

*

e portanto XS e E . Do teor ema de (B.4) de | 1 |
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concluimos que existem S S, e M

17 Sy g7 dois a d01sk disjuntos
tais que u(Sj) = % , para 1 < j < K. Portanto p( U S.) = p(S)
k j=1 7
e XS = .Z XS. g.s. Logo
J=1 J
k k
(RK=1) X_ = % (X =X, ) = ¥ X
S . S S. . S v S
j=1 J j=1 J
F k 7
Assim temos (K—l)[IXS || 5_E ||XS’MS.|| e como
j=1 J
K-1 .
u(s ~ Sj) = pu(sS ~n Sl) = 5 t , para 1 < j < n, temos que
k
y J _ K-1
k-1 X1 < 2 11Xg o g |l =% oy B2 g
J= J
Lembrando que U(S) = % t, concluimos que

K

(R-1) ¢ (5 ) < K ¢ (5= t) ,

de onde se segue o resultado.

1 r2 e tais gue

0 <r, <r, <1l e te®R 00,u(x)]|. Entdo

(8.12) Proposigcao. Sejam r

o, (r, t) o (r t)
E 2 2 E'L

r2t - rlt

Demonstragcao. De (8.11) decorre facilmente que
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51w 5w

-
=

se K, p, ne W e 1< p<K=<n

Como rl, r2 e @ e 0< rl < r2 < 1, existem K,p,n € IN
. k
3 < < = E E — 2 1
tais que 1 < p K < n, ry - e I, o Portanto
bp(Eat) ep(ryt)
r2t - rlt )
L]
(8.13) Proposigao. Se t,, t, € R 10,1 (x) | e
tl < t2 entao
¢ (t,) ¢p (t])
Ey - K
B bp ()
isto e, € e nao-crescente.
!
Demonstracao. Seja r = T - Entao r < 1. Tomemos (rn)
2

uma seqliencia crescente de racionais positivos convergindo pa

ra r. Assim r < 1 para todo n € IN. Decorre de (8.12) que

bplty)  0plry )

€ para todo n € IN

|
[a
t+
I—l

2 n 2

Como ¢, & nao-decrescente e r < r para todo n € IN, conclui

n

mos que
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¢E(r t2) ) ¢E(r t2) ¢E(r t2)

n _ r_
n t2 - "n t2 * t2 "n
para todo n € IN.
Lembrando que (%—) decresce e converge para 1, concluil
n

mos, tendo em vista (1) e (2) que
bglty)  dplr £y ¢ (£)

t2 - r t2 tl

o0 que completa a prova.

| ]

(8.14) Proposicao. Uma fungao ¢:|0, pu(X)| A IR>[0,=|

€ funcao fundamental de um espago r.i. sobre (X, M, u) (o es-

)
pago M(¢) de (8.9.iii)) se e sO se ¢ & nao-decrescente, ét)
€ nao-crescente e ¢ nao é identicamente nula.

Demonstragao. De (8.10) e (8.13) decorre que se ¢ &
fungéo fundamental de um espac¢o r.i. sobre (X, M, p) entao
. Yoy o o -
¢ e nao-decrescente e s @ nao-crescente. Sabemos tambemn

que nessas condigaes temos ¢ (t) = 0 se e sO se t = 0.
Para demonstrar a reciproca consideremos
$:IR N[0,p(x)] » |0,»| uma funcao ndao identicamente nula nao

Yo . -
_E__ e nao-crescente. Vamos mostrar

-decrescente e tal que

que ¢ € a fungao fundamental do espago M(¢) .
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De fato, tomemos S € M, com p(S) < « . Entao

) i
[IxgIl = sup b () (X (8)
M(¢) telR 0[0,p(X) |
t
®(e)
= sup —Eé~ J X (s)ds
teR 0[0,p(X) | o losuts)]
o
= max{ sup ¢(t), sup i%?—u(s*.
0<t< u(s) te[u©ux | n R ]
b
Como ¢ (t) & nao-decrescente e ét) € nao-crescente

temos sup o(t) = o(u(S)) e
0 <t < uis)

sup

) . E u(s) = ¢( u(s)). Logo
t e RAalp(s),u(x)

[1Xg | = ¢ (u(s))
M(¢)

o0 que completa a prova.

(8.15) Proposigdo. Seja ¢:[0,b] » [0,«] ( ou

¢:[O,w[+[0ﬁﬂ) uma fungao nao identicamente nula, nao-decrescen

¢ ~ . _

e tal que ét) €& nao-crescente. Entao ¢ @ absolutamente conti-
nua em |a,b] (ou |a,~| ) para todo a € |0,b|(ou a & |0,»]|) e
$(t,)

L do o)
(1) at () = a q.s .
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Em particular se ¢ & a fungao fundamental de um espa
¢o r.i. sobre (X, M, u) entao ¢ & absolutamente continua em
l[a, u(X)] n R para todo a > 0 (e portanto ¢ & continua en

Jo,uX)[ ) e ¢ verifica (i).

Demonstracao. Seja a £ |0,b| . Se

a<a, <b < ...cx a < bn < b entao

#(b,) oa) o(a) |
bi - a - a ’ para i = 1, , n Logo
n ) n d(b.) ola,)
- - i _ i
iil L¢(bi) ¢(ai)J iil b, By a. %
n  ¢(a,)
= z - (bl - al)
i=1 i
n
= b(a) L (b, - a.)
a =1 3

De acordo com (5.6), temos que ¢(a) > 0. Assim dado

€ > 0, tomando § = < € temos que

¢ (a) i
[¢ (b)) - ¢(a,)] < e.

(bi = ai) < 6 impli

s ]

1

ca

M3

i=1

Resta provar (i). Como ¢ & nao-decrescente entao ¢ é
derivavel g.s. Tomemos t, e |0,b] tal que ¢ seja derivavel enm

em to. Para todo h > 0 tal que tO + h < b t emo s
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1 - 0 1
T T h oo T 5 e portanto
0 0
¢(t0+h)h— ¢(t0) _ % iﬁ}ih)(tdﬁﬂ ) ¢Sb) ‘.
| "o o |
b (t,)
- L 0 -
=% s ( to 4+ h to)
0
_ ¢(t0)
o
Assim
a6 L d(Egh) - 0 () b (ty)
T (tg) = lim 5 < s
h+0 0
|
(8.16) Observacao. Sabemos agora que se ¢ @ a fun-

cao fundamental de um espago (invariante por rearranjo sobre
(X, M, pn) entao ¢ & continua em JO,u(X)I NIR. No entanto nao
podemos garantir que ¢ & continua a direita em 0. Um contra-

-exemplo & a funcgao X] [ que & a fungado fundamental de
0,

L (IR, A, m).

o]

A partir daqui escreveremos simplesmente f ao inves

de f, desde que nao haja perigo de confusao.
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(8.17) Definigao. Seja (E,|| ||) um espago r.i. so

bre (X, M, p). Para cada g € Fk(X, M, 1) definimos

llgl] = sup j |fglau : [[£]] < 1
"

X

e indicamos por E' o espago vetorial das funcoes geFk(X,M, W)

tais que ||g|| < =
EI
(8.18) Observacao. E facil demonstrar que
gl | = sup [l [ fg du|:||£f|| < 1} mas omitiremos esta de-
B 1 -
x

monstracgao.

(8.19) Proposicao. Se E & um espago r.i. s o b r e

m

(X, M, W), E # {0} entdo || ||
E'

uma norma sobre EB'.

Demonstracao. .Da definigdo decorre imediatamente

que se a € K e g ¢ E' entdo ||og]] = |la|l ||gl] .  Também
El El

é facil ver que ||h+g]| < ||n]| + |lgl] para toda

E' E' E'
£f, ge E'.
Resta mostrar que se ||g|| = 0 entdo g =10 q.s.

El

Suponhamos que | |g] | = 0. Entao

E|

J lfgldu = 0 , para toda f & E
X
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Para cada n € IN seja Jn = {xeX:|g(x)]| > %}. Suponha
mos por absurdo que u(Jn ) > 0 para algum n, e IN . Entao, co
0
mo p & nao-atdomica existe J CJ, tal que 0 < p(JI)< p(J, ) e
0 0
portanto %Ie E. Assim
X g
J——J ap > = | —t— an = £ —EUL 5
- J
Ry XS] | 1X 1
J
o que contradiz (1).
Portanto u(Jn) = 0 para todo n ¢ N, isto € g = 0 g.s.
||
(8.20) Proposicdo. Se (E,|| ||) @ um espago r.i.
sobre (X, M, u), e E # {0}, entdo (E',|| || ) & um espago de
EI

de funcgoes sobre (X, M, u).

Demonstracao. E imediato que se g, h € Fk(X, M, w)

heE e |g| < |h] g.s entdo ge E' & ||g]] < ||h|]|
EI EI

Seja (gn) uma seqliéncia de fungoOes nao negativas de

E' tal que (gn(x)) & nao-decrescente para quase todo xeX .Su
ponhamos que exista M > 0 tal que ||qn|| < M para todo ne IN.
Entdo para todo n € IN e para toda £ ¢ E, com ||f]] < 1 te-

mos J Ifgnkiu <M

X

Se g:X » |0,»| @& uma fungao p-mensuravel e

lim 9, = 9 9g-s. entao o teorema da convergéncia mondtona ga
n-—>co
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rante que J |fgldu < M para toda f ¢ E com ||f]| < 1. Vvamos
X

mostrar que g & finita g.s. Seja S = {x £ X:g(x) = =} e supo-
nhamos por absurdo que p(S) > 0. Entdo como j & nio-atdmica e

xiste D S tal que 0 < p(D) < « e portanto XD € E. Assim te

X_.9
mos D J —E du < M, o que & uma contradicao.
l =
IESTREE AN
E imediato entdo existe h : X > K p-mensuravel fini

ta tal que h = g g.s. e portanto J |fh|dpy < 1 para t o d a

X
f e Ecom [|[f|]|] < 1. Logo he E' e ||h|] <M
EI
| ]

(8.21) Proposigao. se (E,|| |]|) & um espago r.i.so

bre (X, M, w), E # {0} entdo (E', || |] ) & um espago r.i.so
‘ E'

bre (X, M, u).

Demonstragao. J& sabemos que (E', || || ) & um espa

El
¢o de fungoes sobre (X, M, p). vamos demonstrar que se he EY,

mh(A) < ® para todo X > 0 e g ¢ Fk(X, M, w) & equimensuravel

com h entdao g ¢ E' e ||g]| = | |n||
E' E'

Suponhamos inicialmente que g e h sejam funcoes sim-
ples positivas. Seja f ¢ Fk(X, M, ) uma fungao simples posi-
tiva com ||£f]]| < 1. como mg(A) = m (A) < « para todo A > 0 ,
podemos garantir, uma vez que g é simples, que se

S = {x e X:g(x) # 0} entao p(S) < w
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Seja fl = f XS. De acordo com (2.8) ex 1iste
El € Fk(x, M, p) simples positiva e equimensuravel com fl tal
que
J h £ dp = [ g £, dp = [ g £ dn
1 J 1
X X X

~

Como £, e f, sao equimensuraveis e m

do X > 0 entdo £, e E e |[f

g (M) £ (8) < » para to-

1
RN IR

Tomemos agora uma fungdo f e E arbitraria com ||f][<1
e uma seqiliéncia (fn) de fungoes simples positivas de Fk(XJLu)

que & nao-decrescente e converge para |f].

De acordo com o que fizemos anteriormente, para cada
n € IN existe fn € Fk(X, M, n) simples positiva tal g u e

el < 11 1] < el <1 e

J g £ au = J AR
X X

Aplicando o teorema da convergéncia monotona podemos

garantir que

[ lgtlan < In1]
El

X

Invertendo-se os papéis de g e h concluimos g u e
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[Inll < [lgll e portanto ||n|| = ||qg]]
E' E' E! B!

Para o caso geral, lembremos que, de acordo com (2.10),

podemos garantir que existem (hn) e (gn), segliéncias nao-de-

crescentes de fungoes simples positivas de Fk(X, M, ) tais

que 1lim g = |g| , lim h_ = |h| e g_ & equimensurdvel com
n n n
N->o0 Il >oc0

= < o 5]
h ~para todo n € IN. (Portanto mgn(k) mhn(A) < my () ra

ra todo n € IN e para todo A > ).

Para cada n € IN, como |hn| < |h| temos que h eE' e

| |h_|] < ||n|| e como g_ & equimensuravel com h , de a-
n El - EI n n
cordo com nossas consideragdes anteriores t e m o s g ue
Hap Il = 1In I < |In]| Como (E',|| [| ) & espago de
E' E' E' E'
fungoes temos que g € E' e ||g|| < ||hn]]|
E' E'

Invertendo-se os papéis de g e h podemos garantir que

lall = [In|]
E' E'

(8.22) Proposicao. Se (E,|| ||) & um espago r.i.so

bre (X, M, up) entao

| 1galaw < 1111 11911
E

W
2

para toda f € E e para toda g € E'.

Em particular, se E' # {0} e f ¢ E entao f & u-lo-
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calmente integravel.

Qgggggggggég. Se £ = 0, o resultado & imediato. Ca-
so contrario, se f € E temos que ||f|] € E e tem norma igual
i

a 1. Logo

f
| 2L g au < 111l

[ T£]1 E'
para toda g € E'.

Para verificar que f & p-localmente integravel basta

lembrar que como (E',|| || ) & um espago r.i. sobre (X,M, p)
El
e § @ nao-atdmica entao se E' # {0}, Xs € E' para todo S £ M
com u(S) < =. Portanto J |£]an < [|£]] [[Xg|| para tode seM
com p(S) < o S
|
(8.23) Exemplos
(i) Se l < p< o e % + %~ = 1 entao
]
L) =L, e ||| =1|1| :
P p ' L )
p (p)

E imediato, devido a desigualdade de H8lder que se
g € Lp' e f e Lp é tal que ||f||p <1 entao
[ |fgldau < ||g]| <o ., Logo se g ¢ L, entdaoge (L)' e
J - pl p p

X
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[ lg]| < |9l . Para a outra inclusao, observemos que
(L)l p‘
p
se g £ (L ) entdo J | £g]dn < ||g]| < ©  para toda
P B (L))"
X p
f e Lp com |[f||p < 1 e portanto o funcional]inaanﬂEﬁ-K
por T(f) = J f g du @ continuo. Logo g € Lp, e
X
Hallpe = 1Tl = sl [ £ g aul s lell <13 < [lal)
j i
p
X
(ii) E bastante facil verificar que (L)' = L, e
que || ||l = || || , € omitiremos esta prova.

L

o

(iii) Vamos demonstrar que se p @ nao-atdmica temos

]
que (L;) =1L_ . Se g e L_ entdo E |fgldu < ||g|| sempre
X (o)
1

£ g L, e [|f||l < 1. Portanto L_ (Ll) e || |l |§ TR
(Ll) L

Tomemos agora g ¢ (Ll)'. Entao [ |fgldau <|lg]] <o

b ()"

para toda f € L, com ||f||l < 1. Vamos mostrar que g ¢ L _ .

Suponhamos por absurdo que g ¢ L, . E facil ver en-
tao que existe uma seqtiéncia (a ) de nimeros reais positivos

e uma seqliéncia (An) de elementos de M tais que

}

0 <aj <a,<...a <..,0c¢ n@d )< a),Ang.{xeX:an<|g(x)| a

para todo n € IN e ¥ é; <

=
=]
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*De fato, como g € L, existe a., > 2 tal que rn(al)>0.

1 £

Como g @ finita podemos entao escolher a. > max{4,al} de forma

2
que u{x e X:a; < |g(x)| < a,} > 0. Assim tomamos
Al%:.{x € X:al <lgx)| < a2} tal que 0 < u(Al) < @ , Tendo
n
a, tomo a_  .> {max 2 ,an} tal que
p{x € X : a, < lgx)| < a 1 >0 e

A ClxeXxa < |gx)| < a

n +1 n+1
[e) XA
Se tomamos f = ¥ @ ?a entao
n=1 Hi8n7 3,
J n=1 Zn
X
e portanto f € Ll' No entanto
J - XAnlgl -
flglan > = J — > [ 1=
n=1 %n u(An) n=1
X
. v
0 que contradiz o fato de que g ¢ (Ll)
Resta demonstrar que ||g|| < ||g]] ' Suponha-
1

mos g # 0 para cada n € IN consideremos

_ ) -1
B, = (x e x:lgt | 2 |lgl] - B
Para cada n € IN temos que u(Bn) > 0 e portanto que
X
D
existe D_C B_ tal que 0 < p(D_ )< ». Assim —2 ¢ L e
n n n X 1
1% 1]
n

tem norma igual a 1. Além disso temos
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XD
L
Holl =% <] lgl —2—ay < |lg]|
© . | anll (L)
para todo n ¢ IN. Portanto ||g|| < ||g]] , O que comple
o (L !
ta a prova. 1

(iv) Se A & uma fungao de Young generalizada nao-tri
vial e (X, M, p) nao contém atomos de medida infinita entao in

dicando por A a funcao de Young definida por

A(u) = sup {uv - A(v) : v > 0}

1
temos (L_) = L . Além disso || || vooe || sao normas
A A (L) A

A
equivalentes em L,. Para a demonstragao, ver | 7 |, teoremas

(4.11) e (4.13).

1
Vamos agora estudar (LA)

Se existe K > 0 tal que A(2t) < K A(t) para t o d o

t>0, A(t) >0 e A(t) > 0 para todo t > 0 entao esta de

monstrado em [ 7 |, teoremas (5.1) e (5.7) que T : L, >¢C e

um funcional linear continuo se e sO se existe g ¢ L_  tal que
A

T(f) = l f g du para toda f ¢ L,- Além disso g & unica nes-

sas condicgoes.

Assim, como g € (LA) se e sO se o funcional linear

T =3 LA + € definido por Tg(f) = J f g du e continuo ( ver
. X

(8.18) temos que g E(LA) se e sO se g £ L_
A
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Também neste caso || ||_ e || || , sdo equiva-
A (LA)
lentes.
Uma questao que se apresenta tendo em vista os exem-—
plos (i), (ii), (iii) de (8.23) & a seguinte: se (E,|| ||) &

um espago r.i. sobre (X, M, u), que relagao existe entre E' e
o dual topoldogico de E. E facil ver, tendo em vista (8.18) que
g € E' se e sO se o funcional linear Tg : E » K definida por
Tg(f) = J f g duy & um funcional linear con t I n u o e

||Tg|| = ||g||E. . A questao &, entdo encontrar condicoes pa-

ra que todo funcional linear continuo T : E » K seja do tipo

Tg para alguma g € E'. Uma resposta para esta questao & dada
em [ 3 ] no caso em que ju(X) <
||
(8.24) Proposicao. Seja (E,|| ||) um espago r.i.

sobre (X, M, p). Entao para cada SeM tal que 0 < p(S) < «

temos
(i) sup{ J |£lau : ||£]] <} = lT(S1‘
X
S S
Assim se E' # 0 entao ¢E(t) ¢E,(t) = t para to-

do t e IR nlo,u(x)]| .

Demonstragao. Nesta prova usaremos a notagao intro-

duzida em (2.11).
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Seja S € M tal que 0 < p(S) < «, Entao, como X_. ¢ E

S
temos
x|
u(s)
sup{ J |£ldu : ||£]] < 1} > J ——— dp = ——2
) LTIl N
Para demonstrar (i) & suficiente, entao, mostrar que
para toda f com ||f|| < 1 temos
[ |£lapy < —H(S)
) %11
Suponhamos f # 0 pois se f = 0 o resultado & imedia-
to.
n
Inicialmente tomemos f = jil aj ij, onde OyreeesO

numeros reais positivos e S <18, sao subconjuntos de S dois

1’
a dois disjuntos que tém medida Wy # 0. Suponhamos 0 < |[f][< 1.

= I o. X E

Para cada K = 1,...,n-1 seja 5 .
=1 3“4k (mod n)

Ik

facil ver que cada Iy € equimensuravel com f e que portanto

temos I!gk || =1|£]| para k = 1,...,n-1. Assim
[]gl toee. 4 g g fl] < n||f]] . Mas
gyt oe.. F 9.1t f = ( oq + ...+ an)X n . Logo
U S.
j=1J
[1£]] > % (a, + +a_) || X n |l e portanto como [1£]] <1
.U.S '
391°3
temos ¢ + ... +a < L - . Assim
X n 1]
U S.
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n
u( U SJ)
21
deu=(a +...1+0 )u < L. il = J
1 0 - 0
" X n | X n 1]
S U S, Uu S.
§=1 J j=1 J

Tendo em vista (8.13) concluimos gue

J £ap < M(8)
[ 1xg |

Tomemos agora f € E, uma funcgao simples positiva tal

que 0 < ||f]] <1 e sejaa = sup f(x). De acordo c o m
XEeS
(2.12) para cada €> 0 existe g e o De (2.11.iii) e
e B g
! 3
a

(2.12) concluimos que g < £X; e portanto que [[g|]| < 1. Das

consideragoes anteriores concluimos que

J e

Recorrendo novamente a (2.11.ii) e a (2.11.iii) te-
mos

J (f-g)du = ) (f-g)dy < o = = ¢

S {xe S:f(x) # g(x)}

Portanto

[ f dp < _n(s) + €

) | 1Xg! ]

S

Como € > 0 & arbitrario temos
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deu < _u(s)

) 1% 1

Se f & uma fungdo arbitraria tal que 0 < [|f|| < 1
tomemos uma segliéncia (fn) nao-decrescente de funcdes simples
de F (X, M, p) tal que lim f = |£] . Assim [|fn|| < 1 para

n->oo
todo n € IN e do teorema da Convergéncia Mondtona decorre que

J |fldp = 1im j £ dp < __u(s)
n-e B RS
s s S

o0 que completa a prova de (i).

A outra afirmacao &, agora, trivial.

(8.25) Notacao. Sempre que (E',|| || ) for um es-
El
pago r.i. sobre (X, M, p) indicaremos por E" o espago (E') e
por || IlE" a norma correspondente.
Com isto, se u & ndo-atdmica, (E,|| ||) & um espaco
r.i. sobre (X, M, y) e E # {0} entdo (E",!| || )& também um
Ell

espago r.i. sobre (X, M, yu).

Nosso objetivo, agora, & demonstrar que sob determi-

nadas condigGes temos E = E" e || || = || || . A partir da-
Ell

qui, sempre que (E,[| [|) for um espago r.i., estaremos supon

do E # {0} e E' # {0}

(8.26) Proposigao. Se (E,|| |]) & um espago r.i.
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sobre (X, M, p) entao E < E" e ||£f]] < ||£]| para
E"

toda f € E.

para toda f ¢ E e para toda g € E' com ||g]| <1l. Logo
EI

sup | leglau + Ilgll_ <1 < |lg]]
EI

para toda f € E e portanto se £ € E entao £ ¢ E" e ||£f]|] < ||f]].
Ell

||

(8.27) Teorema. Seja (X, M, p) um espagco de medida

finita (e nao-atdmica). Se (E,|| ||) & um espago r.i. sobre
(X, M, n) entao E"C E e ||£]|| < ||E|]|] , para toda f & E".
Ell
Demonstragcao. Preliminarmente consideremos
U= {geE: ||g||] < 1}

E facil ver gque U & um subconjunto convexo, fechado e equili-

brado de E.

Seja Ul =0Un L2. Vamos mostrar agora que U, e fecha

1

do em L2. Seja (gn) uma seqliéncia de elementos de U, que con-

1

verge para g em L2. £ bem conhecido que existe uma subseqtién-

cia (g, ) que converge para g g.s. Como g, € E e Ilgn ] <1
k k k

para todo k € IN, decorre de (8.3) que |gle E e que

Hall =11 lgl [l = Lim [lg |I <1
ko k
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Logo g € U e como g € L, temos que g ¢ U..

2 1

E facil ver também que U, é convexo e equilibrado em

Tomemos agora f € E" e vamos provar que £ € E e que

[TE]]

entao f # 0.

IN

IlfIIE" . Se £ = 0, o resultado & imediato. Suponhanos

Se f & limitada ent3o como p(X) < ® ey & nao-atdmica

temos que £ ¢ E N L Portanto no caso em que f & limitada pre

9"

cisamos mostrar apenas que ||f]|]| < ||£]] .
E“

Vamos dividir a prova em trés casos.

19 caso: f & limitada e ||f|| = 1. Vamos mostrar

que para cada £ > 0 temos ||f|]| > (1+2) ™+, de ‘onde conelui-
E"
remos que ||f]] > 1 = ||£f]]
E" E

Seja € > 0 e consideremos f0 = (1+e)f. En t ao
£y e L, e £, ¢ U pois l|f0|| = (l+e) | |£]] = 1+e . De acor-
do com (2.2.4) (2) de [ 2] » existe um funcional linear con-

tinuo T definido em L. com valores em K e um numero ¢ > 0 tal
2 -

que |T(f0)|> c e |T(g)| < c para todo g € U (Cabe observar

1
aqui que podemos sempre tomar c ¥ 0 pois se MKfOH>O e |T(g)| =0

para todo g € U, entao IT(fO)I > 8 e |T(g)| < § para todo

1
g € U;, sempre que 0 < § < | T(fo)[).
Pelo teorema de representagao de Riez para espacos

de Hilbert existe h ¢ L2 tal que
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T(g) = J g h du ; para toda g ¢ L2

e portanto

Vamos provar que h € E', mostrando que

Jlg h| du < ¢ , para toda g € U. (1)

Inicialmente tomemos g ¢ U,- Entao como |[g|| =1, a

funcao 99 = 9 s9n (gh) também tem norma 1 e portanto 9y € Ul'
Logo | J 9, h dau| < c.

Mas tomando S = {x € X : (gh)(x) # 0} temos

= — h E -
| fgo h du] =|.,J g1 dul| = J lgh |dp
X 5 |gh| s
J lgh|du
X
e portanto
J |gh|dp < ¢ para toda g ¢ u,- (2)
X
Tomemos agora g € U. Para cada n £ IN s e j a

9, = inf{|g|, n}. como g, < lg| entao g, € U. Além disso
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gn € L2I

Decorre do Teorema da Convergéncia Mondotona e de (2) que

uma vez que g é limitada e u(X) < ». Logo g, € Up-

f lghldp = 1lim J lg h| ap < c

n-oo n

X
Assim temos (1) e portanto h ¢ E' e ||h]] < c.
EI

Como. T nao & o funcional nulo, sabemos que h # 0 e

portanto | |h] | # 0.
El
Lembrando entao que f0 = (1+e)f, temos
, -1 -1
J |fhldy = (1l+e) J [£ohldn > ¢ (L+e)
X X
> |Inl| (1+e) 7
E|
e portanto
|h| -
J £l - - dp > (14e)H
| 1h |
X
Logo ||f]] > (l+e)—l, o que completa a prova.

E"

29 caso: Seja f uma fungao limitada qualquer. Sabe-

mos, entao que f ¢ E e portanto que 1 € U. Assim, o 19
|| £
£ £
caso nos garante que e E" e que ‘I l' > 1.Por
1] ] el e
tanto £ ¢ E" e ||f]] > | J£]].

Ell

39 caso: Seja f & E" arbitraria. Para cada n & IN
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consideremos f = inf (|£|,n) que &, portanto, uma fungcdo limi

tada. Como f ¢ E" e f < |f| entao f € E". Pelo 20 caso te-

mos entdo que £ e E e Ilfn|| < £ 1 < ||£]|] . aléem dis
E n E n
so lim f_ = |f]| e (f ) & ndo-decrescente. Portanto por (8.1.ii)
N0
temos que £ ¢ E e ||£f]] < ||f]]
E "

Nosso objetivo, agora, & mostrar que se substituimos
a hipotese de p ser finita por p- o-finita, o teorema anteri-
or continua verdadeiro. O resultado que demonstraremos e m

(8.31 ) &, na verdade, um pouco mais geral.

(8.28) Proposicao. Seja (E,|| ||) um espago r.i.

sobre (X, M, pu). Dado S € M consideremos

E = H
o { f|S f e E}

Para cada f € E, seja ||f]|_ ]| = ||£X_.]|. Entao te-
. S ES S
mos
B #
(i) Se g ¢ ES’ a funcao g definida em X por
# #
g (x) =g(x), se x €« Seg (x) =0, se xe XvS & um elemen
tode Ee |lgl| = [lg"];
ES
(ii) (ES,|| {] ) @ um espaco r.i. sobre (S,M., u.).
S S
E
S
Demonstragao

(i) Se g € Eg, existe f ¢ E tal que f|g = g. Com is-
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to £(x) = g (x) = g(x), para todo x & S e portanto Ig#|<]f| e
; # u
ot x5 = £x g nssin oM ¢ m e [lall = 12 101 111 116" 11
Es

(ii) E facil ver que € uma norma sobre E, e que

Ine

S
(Eg, || [IES) € um espaco de funcdoes sobre (X, M, u).
k ~ .

Tomemos agora gl, g2 e F (S, MS, uS) fungoes equimen
suraveis. Suponhamos que 9, € ES e que m_ (A) < = para
todo A > 0 . Vamos provar que 9, £ ES. Em primeiro lugar e
facil ver que m # (A\)< @ e que m_#(X\) = m # ()\) para todo A>0.

95 9 2 )
Como g? e E entao gg € E e portanto lembrando que 9, = gg l
S
concluimos que 9, € Eg. Além disso, como ||9Y||:Hg§l[,(i) nos
garante que ||g |1, = |lg,ll,
S
Assim, (ES,|| ||E ) @ um espago r.i. sobre (S, Mgrug) .

S

||

(8.29) Proposicao. Nas condicoes de (8.28) temos

[Bg] =T[E]. e || | c= ] .
° S [ Eg | | B

Demonstragéo. Vamos provar que p a r a cada

g € Fk(X, M, u) temos

(i) sup{J|gXSf|du:||f||<l} = sup{J|g’Sfl|duS:||fl||ES < 1}
X

(=
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E imediato que para cada f € E com |[|f|| < 1, a fun
géo f, = fls e B, e | | £

so, para cada g € Fk(X, M, u) temos

g, = 11E X1 < 1Il] < 1. Aiénais

| 19 % £law = [ 1s] £1 ag
X S

Logo

{j lg XElau:|[£]] < 1) {J o] £ylange 112,11 < 1) %
X S
Por outro lado se f, € Eg e [|fl||ES

S
vista (8.28.i), sabemos que f = f? e E e |If|‘:||fl[lE<]”

< 1 tendo em

Além disso dada g € Fk(X, M, u) temos

£ |du, = | |gf|dn = X, | a
é[lg's 1 lang }[ |gf [dn Jlg g £l au
X

Concluimos, entao de (1) que

{ J lg XsEldu = ||£]] < 1} = { J |g|S £ laug - HflIIES < 1}
X S

o que demonstra (i).

Basta observar agora que

supl_[la Xgelaus| 1] 1h =1l Xl | = llg| ||
J E S IE'I
X S
e que

supl [la| £ 0du. ¢ [1£ 1] <13 =1|lg| || .
J ISl s 1''Eg IS £, |
S
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para perceber que a prova esta completa.

||

(8.30) Observacao. Seja (E,|| ||) um espaco r.i.

sobre (X, M, u), onde & nao-atdmica. Aplicando sucessivamen

te (8.30) concluimos que para cada S € M temos

i "

[E*]g = [@)2 ], = [B'] = [B]] e

NI = |1 11

[Eg]" [E"]

S
(8.31) Teorema. Seja (E,|| ||) um espagco r.i. so-

bre (X, M, u). Entao

(i) Se f ¢ E" e £ se anula fora de um conjunto

o-finito entao f ¢ E e |[f]]| < ||£f]] . Em particular se
E"

(X, M, u) & o-finito temos E"¢ E e [|£f]|]| < ||£]] para to
E"

da £ € E" e decorre entao de (8.26) que E"=E e || ||=]| |]
E”

fora de um conjunto o-finito S. Seja (Sn) uma seqgtliéncia de con

o0

juntog de medida finita tal que S = U S e Slcu SZL
n=1 "
Para cada n € IN seja £ = i . Como £ & E" entao
. Sn n

£ € [E JS e tendo em vista (8.3) temos que f_ ¢ [ES | e

n n
que |[f || wo= HE T Mas como u(s ) < =, (8.27)

IES n IEnls n

n n
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|
nos garante que f e E, e Ilfn‘lE‘ < ;|fn[} )
n S |lE. |
Logo n Sn
I[1£ 11 < g1 w= | ]]
n - n'! - nt
Eq Eg | (=] g
n n n
De (8.28.i) concluimos que
e =t1e 1 < g1 = 1 M)
n n Esn n IEnlS n E"
n
< [£]]
Ell

E facil ver que nossa escolha de (5,) garante

(fn#) € nao-decrescente e que lim fn# = f. Logo de (1)
n—-o
cluimos que ||f|]| < ||£f]]
E "

A outra afirmagao & evidente.

(1)

que

con-
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§ 9. Alguns Tipos Especiais de Espacos r.i

Estudaremos a seguir alguns tipos especiais de espa-

¢os r.i. caracterizados por propriedades da fungao fundamental.

No que segue (X, M, p) indicara um espago de medida
infinita e nao atdmica. Muitas vezes escreveremos simplesmen-
te E ao invés de (E, || ) para indicar um espago r.i. sobre

(X, M, p) e estaremos supondo sempre E # {0}

(9.1) Definigao. Dizemos que E &€ U se existem §>0,

6>0 e ae ]0,1[ tais que

¢'E(u) o

u ' u
W‘ <0 ('\‘f') , Se P > &

Dizemos que E ¢ L se existem y > 0, 6 > 0 eBe |0,1]

tais que

¢E (u) S (E)B o U . ;

¢E(V§ - v f v - ’

(9.2) Observacao.

¢E(t) _

Sabemos de (8.13) que S é nao-crescente. Assim
temos

¢, (u)

L < 2 ’ se LN 1
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Por outro lado, como (8.13) nos garante que ¢E €& nao

decrescente temos tambéem

e
¢E V) = 7 se

Isto corresponderia a tomar respectivamente o=1 e B=0

em (9.1).

(9.3) Exemplos

(1) E facil ver que Lp e U e Lp e L sel < p < o,
No entanto Ll e L mas Ll Z U.
Para ver que Ll € L basta lembrar que ¢L (t) = t para
1
todo t > 0. Portanto tomando 6 = 1 e B = % , por exemplo, te-
mos
¢ (u)
Ll _u u B u
o Ty S0 se gogd
L
1

Para demonstrar que Ll ¢ U, observemos que nao exis-

tem 6 >0, § >0 e ae |0,1| tais que

<lg
|
D
n
)
dle
\
(e2]
'_.I

De fato, se existissem 6> 0, § >0 e a e |0,1| ve-

rificando (1) teriamos
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tl~a < 0 para todo t > §

0 que evidentemente nao & possivel.

De modo analogo demonstra-se que L _ € U e que L #Z1L

(ii) Seja A uma fun¢do de Young nao-trivial. Vamos

demonstrar agora que L, € U se e sO se existem o e ]0,1| e

K > 0 tais que

A7 (e a7 (ey)
< K , se t. > t_ >0 (2)
£© = e 1= 2
1 2
Suponhamos que existam a e ]0,1] e K > 0 verifican-

do (2). Entao de acordo com (8.9.1i) temos que

- o
¢LA(U) A l(%) (%) 1 1
b v T T = F He v 2o
A A (G) u
ou ainda que
¢ (u)
L o
oy < x , se U2
¢L (v) v v
A

i u.
Assim LA €

Reciprocamente se L.

A €U entao existem § > 0,60 > 0 e

a € ]O,l[ tais que

-1.1
A —
.___._(_\’.3_ <e(.1_1.)a se P__ >6
gy T v v

u
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isto e,
-1,1 -1,1
A (=) A T (=2)
v < 9 L , se = > 6
(2)° (3 Y
v u
ou ainda
A—l(tl) A_l(tz) ty
< 0 , se — > §
£¢ = £ t2 -
1 2
Fagamos &, = max {1,8} . Temos entao que
A-l(tl) A" (t,) £,
< 0 , se — > & . (3)
£ - % Ey, = 1
1 2
Em particular temos
A"l(slt) -1y
— < 0 R para todo t > 0
o o
(ﬁlt) t

Suponhamos em primeiro lugar que 0 < t2 < tl < 6lt2.

. -1 - -
Usando sucessivamente o fato de que A & nao-decrescente e a

Gltima relagao temos

-1 -1 -1
A (tl) ) A (dltz) . A (tz)
ol = [0/ - o
(8,%) (8,%,5) £
e portanto
NI o A"t e,
1 < 8 8 2
- 1 o
£ t
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Se tl > Gl t2 decorre de (3) que
-1 o -1
t A
A T ( l) .6 6 (t2)
o - 1 o
£ L
e como 61 > 1 temos
A () A"t (t,)
= < 9 61 =
t - &
1 2
Assim tomando K = 6 ,61 temos (2).
(9.4) Proposicao
(i) E e U <= R'e L.
(ii) E el <=> BE'e U.
Demonstragac. (i) Se E e U existepn
ea e |0,1] tais que
¢, ()
E u, & u
v S0 Q) rse g 28
E
Como ¢E(t) ¢E,(t) = t para todo t > 0 temos
¢, (V) o
u E 0 (E) , se = > §
¢ () = \4 v o=
v B

ou ainda

8>0,8 >0



, (V) o-1
g 7 < 6 (2 se & > §.
¢El (u) v

- - 1
Basta entao tomar B = 1 -a€e]0,1[ e y= 3 -

A reciproca de (i) e (ii) podem ser demonstradas de

modo analogo.

(9.5) Proposicao. Para todo t > 0 temos

t
b (£) < j

o

Se E e U entao existe K > 0 tal que

1
f Gy 95 < K op, (£)

-

Demonstracac. Se t = 0, o rssultado & imediato. Supo
nhamos t # 0. Como o (t) ¢E.(t) =t e O € nao-decrescente
temos

t t
- ds ds
o (B) = J < J
E ¢E(t) ¢p
0 0

Assim a primeira afirmacdo estd demonstrada.

Para a segunda afirmagéo, lembremos que, como E ¢ U
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existem 6 > 0,0> 0 e o e |0,1] tais que

g

(u)

MO

Tomando 61

g

)

v

= max {1,8} temos entdao que

(u)

Op

Fixemos t > 0.

Como 6. >

Decorre de

by
¢

para 0 < s

|

0

(1) que

(t &
E(s)

1)

ds =

IA

In

Y S 0T s se D 28y )

Entao

t
b (£) g (£) J op(t )
EogE sy | T

b 51 e portanto ¢E(t) < ¢E(t 61) e

E J E 1 4s

t d)E(S)
0

< t e temos entao

t

_ L
¢E(s)

ds

<

b ()
£ 0 J ) ds

t
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uma vez que o € |0,1[ . Logo

1 1
0

e tomando K , a prova estara completa.

(9.6) Corolario. Se E € L entao existe K > 0 tal

que

¢ ¢E(s)
J . ds < K ¢ (t).

0

Demonstragéo. Se E ¢ L, temos de acordo com (9.4.ii)

que E' ¢ U. Assim, (9.5) garante que existe K > 0 tal que

t

J L ds < K ¢_,(t)
¢E|(S) - E"

0

para todo t > 0. Lembrando que ¢.(t)¢,,(t) =t = Ppr (B)dpa (E)

obtemos

para todo t > 0 .

(9.7) Proposicao. Se E e U entao existe K > 0 tal

que
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T g
J bgls) g K
—_—— 22 < ————
i S s = ¢E,(t)
Demonstracao. Se E e U entdo existem

e B e |0,1[ tais que

¢, (u)
B 0 (", se B >4 .
¢g (V) v

Fazendo 61 = max {1,8} obtemos que

¢ (u)
E u, o
Tpm S R se g

Temos

Fixemos t > 0 entao que
¢E(S) s ) ki ¢E(s) ds
s s T ] g 2
t t

Como § > 1 temos

1 dn(s) < ¢ (s6,) para todo s > 0
to
EEY ds ® $gis )

J 5 5 S bgx(v) J —~———¢E(t)

t T
Decorre de (1) que

¢E(S 61) s6, &

= ) R~ B < 8( )

¢ () - t

para todo s > t

§ >0, 6 > 0

(1)

e portan
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Assim
® (s) ¢ (t) © _o
[_E__d_s < g &% —E-—Js—-ds
S s - £ S2
t t
Uma vez que o < 1 temos
[°° g (s) ds _ 4 4O O (£) £01
J S S = 1 & 1—0
t
o o
=661 ¢E(t) _661 1
l-a t 1-o ¢E,(t)
o
661

(9.8) Corolario. Se E € L entao existe K > 0 tal

que

Demonstragao. Basta recorrer a (9.4.ii) e (9.7).

(9.9) Proposigcao. Se E € L, podemos definir uma nor

ma sobre E, que indicaremos por || tal que

1,

(1) (E, |]

||0 ) € um espago r.i.;
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(ii) || ||O é equivalente a || || ;
(iii) a fungao fundamental ¢p Trelativa a | \|0 e
0

cOncava;

(iv) existe Kl > 0 tal que

by (£) d ¢, (t) by (€)
X 0 . 0 . 0
1 t - dt - t

para todo t > 0 .

Qg@gggggggég. Se E € L, de acordo com (9.4.ii) te-

mos que E' ¢ U e portanto de (9.5) decorre que existe K > 0

tal que para todo t > 0 temos

t
1
¢Eu(t) J W dS _<_ K q)Eu(t) v
0
Como ¢E" = ¢E temos
't
‘ 1
bp () < J ’¢E'(S)- ds < K ¢, (t)
0

para todo t > 0.

t
Seja ¢ (t) = [ e 8, Eptip temos
P (8)
0 .
o5 (£) < ¢(t) < K ¢_(t) para todo t > 0. (1)

$.(s)
Como 1 = E

= , para todo s > 0 podemos ga-

q)Ev (S)

rantir tendo em vista (8.13) que § & cdnecava e portanto que

$ (t)
t

& nao-crescente.
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Para cada f € E sejam

* % -
|Ifl]0=maX{||f||r sup £ (t) ¢(t)}
t>0
= max11£11, [1£]1,5,)
Recorrendo a (8.9.iii) & facil ver que || ||0 €& uma

norma sobre E. Também & imediato que (E, || ) @ um espago r.i.

1,
Vamos demonstrar (ii). Para isto, lembremos que, de
acordo com (4.7.i) e (8.23) temos que para toda f e E e para

todo t > 0 vale

* %
t £ (t) = sup { J |£] du : u(s) < t}
S
<sup ]| [[X 150 = ns) < €}
t

Assim podemos concluir, de (1) que £ () $t) < K ||£]]
para todo t > 0 e para toda £ € E. Logo ||f||0 < K| |£]]| pa-
ra toda f ¢ E. E imediato, agora que || || e || ||0 sao nor-

mas equivalentes sobre E, isto &, que vale (ii).

Para provar (iii), €& suficiente verificar que ¢E =¢,

_ 0
uma vez que ¢ & coOncava.
Tomemos S € M, com pu(S) < «» . Entao de acordo com
(8.14) sabemos que ||XS![ = $(p(S)). Como, d e acordo

M($)
com (1) temos |iXS|| = ¢ (u(8)) < b (n(s)) entao
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o, (u(s)) = [[X || = sup {||X.|] + |]X.]] b= ¢ (u(s))
o que completa a prova de (iii).
Resta apenas demonstrar (iv). Como 1 e continua
em ]0,~[ temos £
¢ (E) =
E R = d¢ 2
T = B (6) 3t (t) para todo t > 0. (2)

De (1) e de (2) concluimos entdo que

B (t) «

IA
-1
a3
LA
=

para todo t > 0 . Tomando Kl K o temos

para todo t > 0, o que completa a prova.

|

(9.10) Observagdo. Se (E,|| ||) & um espago r.i. e
|| ||0 € uma norma sobre E equivalente a || ||O e tal que
(E, || IIO) e também um espago r.i. entdo (E,|| |]) € U (a L)
se e sO se (E, || ||0) e U (respectivamente a L ). De fato,
se ¢E0 € a fungao fundamental de (E, || ||0), existem ¢ ,c,> 0
tais que c, ¢p < ¢EO < C bp- Assim, se (E,|| |]) € U existem

§ >0,06 >0 eace |0,1] tais que

<le



Logo

©
Z/l
1A

o que mostra que (E,

As outras afirmacgoes
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o)
c (u) c a
El E(V) < i 6 () , se = > 8,
2 %% ) i
IR

podem ser demonstradas de modo analogo.

|
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CAPITULO 1V

Em todo este capitulo (X, M, u) indicarda um espaco de
medida infinita e nao-atdmica. As letras E e F, muitas vezes
acompanhadas de indices, serao utilizadas sempre para indicar
espacgos r.i. sobre (X, M, pn) e (¥,N , v) respectivamente e es
teremos supondo E # {0} e F # {0} . Quando houver necessidade

escreveremos | | para indicar a norma de E.

In

Os teoremas do § 7 nos deram condigoes suficientes pa

ra que um operador de tipos fracos (p0 ¥ qo) e (pl ; ql) fos~

se um operador continuo de LA em L,. No § 10 trataremos de es

tender a definigao de operador de tipo fraco e estudaremos as

classes A(¢ A). No § 11 mostraremos que sob determinadas con

EI

F.) é um

digoes um operador de tipos fracos (Ey, F 17 Fq

0) e (E

operador continuo de A (¢ A) em A(¢F, A) .

EI
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§ 10. As classes A(E), M(E), A(¢E,A). Operadores de

tipo fraco (E,F).

Em (8.9.iii) mostramos que A(¢$) e M(¢) sao espagos
r.i. sempre que ¢:[0,=| » |0,»| & uma fungdo ndo identicamen-

Q%EL e nao-crescente. En-

te nula, nao-decrescente e tal que
tao, em particular se ¢ & a fungao fundamental de um espago
r.i., temos de acordo com (8.10 ) e (8.13 ) que A(d) e M()

sao espagos r.i.

(10.1) Notagao. Escreveremos simplesmente A(E) e
M(E) ao invés de A(¢E) e M(¢E). Assim as notacgoes

e ) serao substituidas por

E
1 gy -

ey o 1 T

e respectivamente.

1 @)
(10.2) Proposicao. A(E)C g ¢ M(E) e estas inclu-

sces sao continuas, isto &, || || < || || Lo
M(E) E A (E)

IN

Demonstragcao. Seja £ € E. De (4.7.1i) e de (8.22) de

corre que para todo t > 0 temos

rf
+h

o+
Il

sup{ J |£lap : u(s) < t}
3

I A

HIETT b (0

* %k
Logo, tendo em vista (8.24 ) temos que £  (t)¢p(t) illfIIE pa



-169-
ra todo t > 0, isto &, £ ¢ M(E) e ||f]| < ||€£]] . Portan
M(E) E

to EC M(E) e || |] < |
M(E) B

Vamos mostrar agora que A(E) ¢ E.

Se f € A(E) entao mf(k) < ® para todo A > 0. De fato,

se mf(X) = ® para algum A > 0 entao mf*(x) = o 0 que signifi-
* - -~
ca que £ (t) > XA para todo A > 0. Lembrando que ¢E e nao-de

crescente temos

°°~¢E(t) ” i
dt_>_>\J - dtzxq)E(l)J sdt = w

0 1

a b (t)
Jf*(u E
0

O que € uma contradicdo pois f € A(E).

Tomemos inicialmente £ & A(E) uma fungéo simples po-

sitiva. Entao (3.13) nos garante que podemos encontrar numeros

reais positivos Qprees0 € subconjuntos mensuraveis de
X, Sl""’sn (que tém medida finita) t ais qu e
n " n-
f = % alX e f = ¢ o, Xy . Como u(s,) < o
i=1 51 j=1  10m(sp] 2
para i = 1,...,n @& imediato que f ¢ E. Além disso temos
® % ¢, (t) n n(s,) ¢ (t)
J £ () —Z at = I a, J 5B at
t j=1 1 t
0 0
¢E(t) ~
e lembrando que — € nao-crescente concluimos que
= ¢E(t) n
[ £f (t) T dt > .Z oy ¢E(u(Si))
0 i=1

v
R
™3
Q
>
19p]
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rogo |1£l1 = [1£]]
A E

(E)

Para o caso geral tomemos f e A(E) arbitraria e (fn)

uma seqliéncia nao-decrescente de fungoes simples positivas que

converge para |f| . Como f e A(E) e \fnl < |f| para todo neIN

entao £ € E. Como cada f e simples t emo s

llfn|| < Ilfnll < [ 1£]] e lembrando cue feE temos que
E A(E) A (E)

[N < €] ] -
A (E)

Portanto A(E) ¢ E e || || < R

(10.3) Definicao. Seja A uma funcao de Young gene-
ralizada nao-trivial. Indicamos por A(¢E,A) o conjunto das fun

35 * %
coes f € Fk(X, M, p) tais que £ (t) < » para todo t > 0 e

o £ (1) b (t)
J Al E dat

® i % 1 para algum K > 0, i s to e
0
* % dt
oo A ==
£ CbE € LA((OI ) (0, ) ’ € )

Para cada f € A(¢E,A) definimos

| 1£]] = [1£7 ol
A(¢E,A) A

(10.4) Observagoes

(a) Se A & uma funcao de Young generalizada tal que
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A(u) > 0 para todo u > 0 e f ¢ A(¢E,A) entao mf(k) < o para

todo A > 0. De fato, se mf(k) = ® para algum A > 0
*
f (t) > A para todo t > 0, e de (4.5.ii) concluimos
* %
£f (t) > X para todo t > 0. Assim para cada K > 0
1) A £ £
K ;o t = K t
1 0
e portanto f ¢ A(¢E,A).
(b) E facil ver que ( A(¢_,A), || ||
E
Ay iA)

espago r.i.

e

it

)

O]
@)

n t

qu e

e mao s

-

e um

(10.5) Proposigao. Seja A uma funcao de Young tal

A(t) -
P
(podemos assumir 6 > 1) tal que

que

€ nao-crescente para algum p > 0. Se existe 6 > 0

1 t ds
(1) EETTET J ¢gr(8) ==- < 0 para todo t > 0 ;
0
. ! a
(i1) ¢, (%) J EETTET 75 < 6 para todo t > 0 ,
t

X * %
entao para toda f ¢ Fk(X, M, p) tal que £ (t) < o

do t > 0 temos
* *% p
(111) J AE (o (0) & <o
0 0

dt
t

* *
J AlE (B)o,(B) = -

para to-
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~ *%k
Demonstracao. Seja fe Fk(x, M, ) tal que £ (t) > « pa

ra todo t > 0. De acordo com (8.24) para todo t > 0 temos

g (8)  (F

* %
£ (t) (t) = f (s)d
O o J s)ds
t
1
Tg (O J £ (s)ds
0
t t
*
[og: () %5 0 J £ (s)ds
_ 0 0 ' 13
¥ b 1E) J b () 2
0

Tendo em vista (i) temos

t
J ¢E,(s) %§ < 0 ¢E,(t) para todo t > 0 como B )

0

€ nao-de-

crescente decorre de (1) que

t t
J bg () L2 o J £ (s)as
* % O 0
AGE (£)6,(£) = A ( = )
(
5 dgx 18 | bgote)
0
t t
ds *
J ¢E.(S) = ) j f (s)ds
< 2 A ) (2)
O 0p. (1) J b (s) 92
0

para todo t > 0.
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t *
Vamos agora ma‘jorar A ( i J f (s)ds) .
0

* % ~
Seja t > 0. Como f (t) < o entao

t t
* ds _ * o

;[ £ (s) ¢E(s)¢E.(s) e J f (s)ds <

0 0
t

Além disso, de acordo com (i) temos que [ ¢E,(s) %; < o

J
0

Como A & convexa decorre da desigualdade de Jensen

(ver [3]) que

t t
J 6 £ (s)ds J AOF (s) oy (s, (s) 52
0 0
A (o ) £ = (3)
ds ds
Frowe 5 o
0 0
Decorre de (2) e de (3) que
t
* %
N E TS TR CS R —— J ABE (8) . (s)) o, (s) 3
% 6 ¢, (t) E E 5
B! 0
Com isto temos
[ECACTRCIE: -y - - fztx(efﬂ Jo (5o, () B2 | &
J E t 6 ¢ (B | 8)0g(8) )0 (8) ¢ t
0 0 -0
Como éigl €& nao-crescente e 6 > 1 & facil ver que
t

p
A(Ot) < 06 A(t) para todo t > 0. Logo
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" oo & <L A @ o) o @ & [a
E ¥ = o (B |) s)og(s)) bp. (s s |t
0 0 0
Do Teorema de Tonelli concluimos que
1 A(E (8)0(s))

« * at p-l@e s) 6y (s .
J A(E (B)o ()¢ 26 J J £, (6) s ¢E'(S)XJ'O,t](S)OS t
0 0 0 )

*
p-1 (» A(f (s)ch(s)) o 1
= 0 J S (pE|(S) J E“(I)—ET) dtds
0 S
e de (ii) decorre entao que
[mA(f**(t) b, (t)) 9k o P ooA(f*(s) o (s)) 98
) E t - J E S
0 0
|
(10.5) Observacoes
(a) se A : [0,o] » |0,»] & uma funcao nao-decres
k

* %
cente e f ¢ F' (X, M, n) & tal que £ (t) < « para todo t > 0 en

tao de acordo com (4.5.ii) temos que

E facil ver agora que nas condigces de (10.4) temos

* % o
que se f ¢ EJ((X, M, u) e £ (t)< = para todo t<0 entao feA(¢E,A) se
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*
® £ (t) o, (t)
e sO se J A ( 7 E ) %} < » para algum K > 0.
0

Em particular, tomando A = Ml temos que
Mogp,B) = MNE) e || |] € equivalente a || || .
A(¢E,A) A (E)
(b) De acordo com (9.5) e (9.6) sabemos que se E eli
entao (10.5.i) e (10.5.ii) estdo verificadas. Assim (10.5) con
tinua verdadeira se as hipdteses (i) e (ii) forem substituidas

pela hipotese de que E e U .

(c) Tomemos 1 < p, q <w, E=1L , A =M . Entio se

p
* %
f e Fk(x, M, u) temos que f ¢ A(¢E,A) se e sO se £ (t)< o pa
~ L g
* % =y -
ra todo t > 0 e [ ‘f (t) t P } %} < o . Como Lp € U, nossas
)

observagoes anteriores asseguram que se f ¢ Fk(x, M, u) entao

_ * %
£ & A(¢E,A) se e sOo se £ (t) < » par a todo t > 0 e
L q
Tk p] dt -
£ ()t —-— < » , isto e f ¢ L
t . P/

(10.6) Definigdo. Dizemos que um operador T defini

do em A(E) com valores em Fk(X, M, n) & de tipo fraco (E,F) se

existe K > 0 tal que para toda f & A(E) temos

sup (T£) () bp () < K ||£]]
t>0 A(E)

Se T @€de tipo fraco (E,F), o nimer o
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||| | = inf{x>o:sup(Tf)*(t)¢>F(t) <K ||£f]] , ¥ fe AE)}
w(E,F) 0 A(E)

e chamado norma fraca de T.

(10.7) Observacoes.

(i) E facil ver que se T & de tipo fraco (E,F) en-

tdo sup (Tf)*(t) op(t) < [T | , para t o d a
w

t>0
f € A(E).

€11
E,F) A (E)

(ii) Se T & um operador continuo definido em E com
valores em F entao de acordo com (10.2),T(f)eM(F) para toda fel (E).
Além disso temos, tendo em vista (4.5.ii) que

sup(Tf)*(t)¢F(t) < sup(Tf)**(t)¢F(t)
t>0 t>0

= ||r£]|
M (F)
para toda f € A(E). E imediato entao que T & de tipo fraco
(E,F) e que a norma fraca de T & menor ou igual que a norma
do operador continuo T : A(E) > M(F).
A (E)
(iii) Neste item vamos relacionar as nogoes de opera

dor de tipo fraco dadas em (6.2) e (10.6).

Sejam A uma funcao de Young generalizada nao trivial
e B uma fungao de Young inversivel. Seja T um operador de ti-

po fraco (A,B). De acordo com (10.2) sabemos que T esta defi-
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nido em A(LA). Temos também que existe K > 0 tal que

B(%) mTf(A) <1

para toda f € LA com pA(f) < 1 e para todo A > 0

Seja f ¢ LA tal que 0 < pA(f) < 1. Decorre de (3.5.ii)

que para todo A > 0 temos

(Tf) " (—

) <A
A -
B(E)
Tomemos t > 0 e A = K B—l(%). Entao B(%) = % e por-
tanto
* -1.1 K
Tf < =) =
(Tf) (t) < KB () 5y, (D)
B
Como p, < 21| |1 < 2] ] temo s q u e
A A(L,)
A
se £ e A(L,) e [1£] | < 1 entao
AL, 2
A
" .
sup (Tf) ¢L (t) < K
t>0 B

E imediato entdo que se A e B sao funcoes de Young
generalizadas nao triviais e se B & inversivel entio todo ope
rador sublinear de tipo fraco (A,B) & também de tipo fraco

(LA, L,).

B

(10.8) Proposicao. Se E e U, existe K > 0 tal que
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sup £ () () < K sup £ (£) ¢y (t)
t>0 t>0

para toda f € Fk(X, M, w).

Demonstragao. Para cada f ¢ Fk(X, M, u) e para cada

s > 0 temos

£°(s) < (sup £ (x) ¢ (x)) —

s) < sup X X)) —F—

x>0 B ¢E(S)

Logo, para todo t > 0 temos
t sup £ (x)op(x) t

* % _ 1 * x>0 1
f (t) = T J f (s)ds < € ¢E(S) ds

0 0

Recorrendo a (9.5) e tendo em vista a Gltima desigual

dade concluimos que existe K > 0 tal g ue p ar a toda

f e Fk(X, M, u) temos

* % (bEl (t) *
f (t) K ———— sup £ (x) ¢

(x)
t x>0

I A

E

para todo t > 0.

Logo

* % *
sup £ (t) ¢E(t) < K sup f (x) ¢E(x)
t>0 x>0

para toda f ¢ Fk(X,M,u), o que completa a prova
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(N

(10.9) Corolario. Se F e U e T & um operador de ti

po fraco (E,F) entao T & um operador continuo de A(E) em M(F).

§ 11. Um teorema de interpolagao para espagos inva-

riantes por rearranjo.

(11.1) sSejam EO' El’ Fq» Fl espacos r.i. Suponhamos

que

¢ (t) bp ()
) 0
(i) n(t) = ———, e E£(t)
¢El(t)

sdo estritamente crescentes e assumem todos os valores de |0,%|.

Sejam E e F espagcos r.i. e suponhamos que

bp (t)
. O - P
(ii) ¢E(t) €& nao-crescente;
¢E(t) ~
(iii) —+———= @& nao-decrescente;
¢p (£)
1

. o] 1
(iv) ¢ (£) = ¢ [n " (E(£))] ¢, (t) -
F ; Fo ey InTheen ]
0
para todo t > 0 ;
V) existe KO > 0 tal que
Jt ¢EO(S) ds ¢Eo(t)
T — & K e para todo t > 0 ;
¢E(S) S 0 ¢E(t)

0
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(vi) existe K1 > 0 tal que

t
¢ (s) ¢, (t)
F ds F
J W —g- E Kl W para tOdO t > o 7

0 0 0

(vii) existem K, >0 tal que

2

th as < Y pes s & 3 O

¢E(s) s 2 ¢E(t)
(viii) existe K3 > 0 tal que

t
¢ (s) ¢ (t)
F ds F

J W -y < K3Wpara todo t > 0 ;
0 1 1

(ix) existe K, > 0 tal que

4
t %m (s)
——— ds < K ¢ (t) para todo t > 0 ; (o que,
s - 4 El
0
em particular se verifica se El € L, de acordo com (9.6)).
. = ~ - A(t)
Seja A uma fungao de Young nao trivial tal que b
t
é nao-crescente para algum p > 0.
Se T & um operador sublinear de t i p o s fracos

(EO,FO) e (El,Fl) entao existe M > 0 tal que

00

(x) IA((Tf)*(t)d)F(t)) Eem rA(f*(t) b (e)) S
0 0
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para toda f ¢ A(¢E,A),

Demonstragao. Como A & uma funcao de Young nao-tri-
vial e A(;) @ nao-crescente, sabemos de (5.8) que A(t) >0
t

para todo t > 0. Assim, tendo em vista (10.4.i) podemos afir-

mar que se f ¢ A(¢E,A) entao mf(x)< © para todo A > 0.

(S

Tomemos f ¢ A(¢E,A) e u > 0. Vamos mostrar q u
fu € A(El) e que £4 € A(EO). De acordo com (3.25) temos
£ (¢) t (1)
* ¢ Se < m.(u
(£ (t) < t
0 ; 5€ £ > mf(u)
e
* u , se t < mf(u)
(fu) (t) < .
£ (t) r se t > mf(u)
-~ . A(t) - 52
Como f ¢ A(¢E,A), A e nao-decrescente, 5 e nao-
Sl t
* * %k - _ . * dt
-decrescente, e f < f » e facil ver que A(f UQ¢E(U) 7?< w
' 0
~ u, ¥ u
Se mf(u) = 0 entao (f°) = 0 e portanto f ¢ A(EO)
Caso contrario, nossa hipotese (ii) garante que
m. (u) L () Lo (m.(u)) me(u)
(F i i e q)Eo at (bho gl)) e | at
—_— — < —_—— — < w
| AE ) TS A(E (), (t)
0 E BT
0
Assim considerando a medida My de f inida em
¢E (t)
A por ul(S) = J 5—%E7— %} t emo s q u e
[0, mg (u) | E

S
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*

£ ¢p € L, [O,mf(u)], A . sMy). De acordo com (v) sa-
[O,mf(u)J
bemos que ul([o,mf(u)J)< ® e portanto f*¢é:Ll([0,mf(u)J,A_ 1) -
[O,mf(u)l

Logo

M (u) me (1) bp (t)

" o, @) L« ey —L— 8 <o 6 gasTostra
E0 t - E ¢E(t) t ’
0 0

que £ ¢ A(EO).

De maneira anadloga, nossas hipoteses (iii) e (iv) ga

rantem que

- g (B)

mf(u)

De (ix), sabemos que J u ——%——— dt < » e portanto
0

r(X)

J 0" o, ) & <o . Logo £ e A(E)

0 u E, t ) u 1"

Uma vez que T & sublinear e esta d e f i n i d o

em A(Eo) e A(El) e que f = fu +f%, concluimos eue

T(f) esta definido.

Vamos agora demonstrar (x).

Seja Y (t) = n_l(g(tn e consideremos u(t)=f*(W(t)).
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sejam My = ||7]] . e my = |lr]],,

Fixemos t > 0. Entao como T & de tipo fraco (EO,FO) temos

b, ()
t * = t Lk
[ T g = [mEt )M e tp (0
F 0
0
¢ (s)
¢ (t) o x E
< Mo J N e G as
Fo 0
mg (u(t))
bg (£) f e tE (s
= M J £ As) —5 s
0 0

De acordo com (3.5.ii) temos mf(f*(W(t))) < ¥(t) e
*

lembrando que u = £ o ¥ concluimos que
¥(t) £
gt (B)y ¥ bp (€) % ¢E0( )
| ( )] (0o () < M, b, (e £ 8) ~—pg—ds. (1)
0 0

De modo analogo como T & de tipo fraco (El’Fl) temos

[T(e )] (0o (£) = [T(¢ ) ¥ (e il o, (t)
- u(t) F - u(t) o, (t) "F
Fl 1
bp(t) (= o tm 08



oty (B eg (o)
= My 5 (0 J ﬁu(u) (s) ds
1
op(t) y tm sl
+ My 5;_T€7 J E ) 8 —5— ds
Loy

Como (f
u

(t)
implica que s > mf(u(t)) e portanto (fu(t))*(s) = f*(s) temos
| - by (£) ¥(t) ¢p (s)
[T(fu(t))J (£)dp(€) < My 5, (O u(t) ds
1 0
¢F(t) © (bEl(S)
+ Ml EE—TET J £ (s) ds (2)
1 ¥(t)
Sejam
¢F(t) W(tL ¢EO(S)
0 0
¢F(t) ¥ (t) ¢El(5)
Il(t)— '¢')'F ©) J u(t) S ds
1 0
J(t) by (O) J f (s) S ds .
1 Y(t)
Como fW(t) € A(El) e gl (B € A(EO) temos qu e

*
) (s) < u(t) para todo s > 0 e como s > VY (t)
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I(t) < o, J(t) < « e Il(t) <

2K
4
Vamos mostrar que Il(t) S T I(t).
De acordo com (ix) temos
¢p ()
Il(t) < K4 W u(t) d)El (Y(t)).
1

Por outro lado (iv) e (i) nos garantem que

INCI S R AN b (¥ (£))
= = £ (t)
o, (t) o, (t) ¢ (t) o, (Y (t))
Fy Fy Fog Ey
b (D )
= £(t)
o, (Y(t)) o (Y (t)
Ey Eg
fey b (Y(e) b (¥ (1))
n(Y(t)) ¢ (Y (t)) G, (Y(t))
By Ey

Logo

*
I,(t) <K, u(t) o (Y (E)) =K, £ (¥(t))¢_ (¥(t))

e tendo em vista (iv) temos

* * op (£)
Ip(8) < K, £ (¥(t)) o (¥(E)) = K, f (W(t))¢EO(W(t) 5T
0
b0 x, \ .
- ﬁ:(t)' EJ f (‘P(t>)¢E0(V(t)) =5
0 Y (t)
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* ~ - ~
Como £ o Y e nao-crescente e ¢E € nao-decrescente conclui-

0
mos que
bp(t) K, {W(t)* Y, (29)
I, (8) < by (© 2 | T (&) ——5——ds
0 ¥ (t)
2
¢p (s)

Lembrando agora que € nao-cresccente t e m o s qu e

¢p (2s) < 2 ¢, (s) para todo s > 0 e portanto
0 - o

opte) 2k, (MO chO(s)
L S5 ey w2z | f(8) —g——as
0 0
= 25 K, I(t) (3)
= T2 K4 ;
Observemos agora que como T & de tipos. f r a c o s

u * - * . _

(EO,FO) e (El,Fl) temos (Tf7) (t) < » ¢ (lfu) (t) < pa
ra todo u > 0. Da sublinearidade de T, de (3.3.1iv) e de (3.4)
decorre que
*

|

LTf]*(zt) = [T(fu+fu)]*(2t) < [Tfu]*(t)+ ITEY ] (t) < o

para todo u > 0.

¢F(s) ;

Lembrando que A & nao-decrescente e que €& nao-

—-crescente temos

*
) (t)+(Tf

. * - u(t) *
Al (TE) (2t)¢F(2t)}§ A[HTfu( '

£) ) (£)) b (28)

) ¥ () + (et (O

2((Tf
u

[

*x
< A (t) ) (tﬂdﬁitw
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A(t) - -~ e
e uma vez que 5 € nao-crescente concluimos que

t

— )'k u(t))*

_ ((T£ (t)+(T£ (t)
alere) " (20) 0, (26)]< 4P a [ wlel
De (1) , (2) e (3) concluimos agora que
(oo _ * R dt ® * 3 dt
J Al (Tf) (t)ch(t)J = = J A[(TE) u)e (2t)] ==
0 0
© M
< 4p}fA [Zﬁm) +%J(t) +507
bl
[ 2K
<P o p oy T e |
0

e como A & convexa temos

JA[(Tf)*(th(t)J < < - rA [(MlE%+MO) I(t)
0 :

¢F(t)
dt
(t) E
dt
L e}

Trataremos agora de majorar cada uma das integrais
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do segundo membro de (4).

Seja a = M1 I%f K4 + MO. Temos que
: ] b (1) r‘i’(tl ¢E0(s)

A I(t)] = A f (s) d
a ] a ¢Fo(t) é s < s

para todo t > 0.

De acordo com (v) e (iv), para cada t > 0 temos

Y(t) ¢o. (s) o, (Y (t) ¢, (t)
J £y ds . 4 By - Fy
0

0 ¢, (¥(t)) 0 ¢F(t)_

e portanto

| K E
= 3 0 * 0 d_S_
AloI(t)] < Al GGy a £ (s)¢E(S) 3, (5) i
0 ds 0
0 $E(S) s

Como I(t) < « ,aplicando a desigualdade de Jensen

(ver [3]) temos

¥ ¢E (s)
: ® 0 ds
[ntng o) 257 2
i 0
AlaT(t)] <
[W(t) ¢E0(t) ds
J ¢ (s) s
0

para todo t s 0.

De (iv) sabemos que
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¢
¢F0(t) ) ¢E(§“’(t)) < me Eo<s> as
q;F(t) q’E(Wt) - ) b (S) s
e portanto
¥ (t) bp (s)
F * = 0 ds
ABI“U.E%,w)I hK& GWE@)JT%EJ';
0
para todo t > 0.
Assim
¥ (t) ¢
(* < dt © 9p(t) - * : Eo(s) ds dt
J A[dI(t)J-q? < J T J [abe (8) by, (s) | e s £
0
0 0 0

Invertendo a ordem de integragao,lembrando que Y & es

tritamente crescente e recorrendo a (vi) obtemos

00 . o | d) (S)
- ) ¢, () B
dt * F dt 0 ds
JA[OLI(t)J T )[A(aKOf (s)p (s) )[ __q,F ®) € | o508 s
0 0 -1 0
Y ~(s)

rx, . d)F(‘P_l(s)) (bEO(S) ds
P D@ G TR AG e s

0 o

IN

De (iv) Jdecorre que
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* : ds
E 1 Of (s)¢E(S)J S

J aloaz(t) ] 9E < & [ Ala K
0 0

A(t)
P

Uma vez que A & nao-decrescente e que

temos

 Fery1 Gt PPy [ e ds |
JA[_OLI(t)J T < K max {1, o KO} J A(f (s)gg(s)) =3
0 0

De modo analogo nossas hipoteses (vii), (iii),

(viii) garantem que

t 3 1

J A[Ml J(t) ] at < K, max {1, MP Kg} [ A(f*(s)¢E(S)) 45
0

De (4) e (5) decorre que tomando

_ 4P P, P P P
M = 5= KKy max{ 1,0 Kg o ’Ml K2} temos
C L F * dt o ds
f AL(TE) (o (t)]| F < M JAlf (s)dp(s)| <2
0 -

0

O que completa a prova.

& nao-crescente

(iv),

]
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(11.2) Corolario. Sejam E F F e F espa-

o’ F1r For Fyv
¢os r.i. cujas fungoes fundamentais verificam as hipoteses (i)

a (ix) de (11.1). Seja A uma funcao de Young nao-trivial tal

que éi%l & nao-crescente para algum p > 0. Se F e U e T & um
t
operador sublinear de tipos fracos (EO, FO) e (El’ Fl) entao
existe M > 0 tal que ||T]] <M || || para toda
A(¢F,A) A(¢E,A)
f e A(¢E,A).

Demonstracao. De (11.1) sabemos que existe M > 0

tal que
(00 * {00 ] )
J A[(Tg) (t)¢, ()] d_;: < MJ Al,g*(t)ch(t) : d_tt
L 0
para toda g € A(¢E,A). (1)

Por outro lado como F e U, de acordo com (10.5.1i1i)

temos que existe C > 0 tal que

k% ’ dt ® * 1dt
J Alh (B) o (B)] =& < cj alh w)o ) | ¢
0 0
para toda h € A(¢F,A)~ - (2)

Podemos obviamente supor C M > 1

Tomemos f € A(¢_,A). Entao § € A(¢E,A) e portanto

E

T(=) € A(¢F,A) para todo K > 0.

= +h

Assim, de (1) e de (2) concluimos que
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Tf < M £
el < o llEld

pP:9
para toda f € L
Mas como p < q , de acordo com o teorema 6 do §4
de [8] sabemos que || ||p - cl| [|p para algum C > O.

Com isto, o teorema de Marcinkiewicz (7.1) @ um ca-

so particular de (11.1) se 1 < P, < 9, <o el < Py <

A
Q

i_l
A
8

(b) O teorema (11.1) continua verdadeiro se a fungao ¢§
for estritamente decrescente e se substituirmos as hipoteses

(v) e (vii) por

- Existe KO > 0 tal que

t ¢ (s) ¢ ()

J L2 g8 K= para todo t > 0 -
0 ¢y ()

0 0 0

- Existe K2 > 0 tal que

tog(s) b (E)
E ds E
J 5) s < K EE—TET para todo t > 0
1

A demonstracao & analoga e por esta razao nao a a-

presentaremos aqui.

(c) Em [lZJ , podem ser encontrados outros resultados
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semelhantes para o caso em que A & uma fungao céncava defini

da em [0, com valores em |0,»] e tal que A(0) = 0.

Decidimos nao inclui-los neste trabalho pois as de
monstragoes sao bastante longas, a técnica & basicamente  a
mesma dos outros teoremas que apresentamos e as hipoteses, a

nosso ver sao um tanto artificiais.



g A, =gy TR ELUERELF LAl |

"= 5 - : LT T I T o ™ - h
I 1 1l
1 1. Dol CE
. -
I -
3
P sl pyihily. o - |




-197-

APENDICE

Muitas vezes neste texto, usamos o resultado bastan-
+ ~ .
te conhecido que nos garante que se f ¢ F (X, M, p) entao exis
% = +
te uma seqtfiéncia (fn) de fungoes de F (X, M, u) tal que (fn)

@ nao-decrescente e lim fn =
n-»>oo

Em (8.9.iii) no entanto foi importante observar que
se £:]0,»[ » [0,»] & ndo-crescente, as funcoes £ podem ser
tomadas de uma forma especial. A justificativa, bastante sim-

ples, estad na proposicao que apresentaremos a sequir.

(A.1) Proposicdo. Seja f:|0,o| > |0,| uma funcio

nao-crescente. Entao existe uma seqliéncia (h ) de fungdes sim

ples nao-negativas, que & nao-decrescente, converge para f e
K

, n
- n -
tal que cada hn e da forma X o, X - exceto num numero
i=1 - |o,a. |
i
L n n n n ~
finito de pontos, onde K_ &€ IN, 0, ,...,0 e a.,;...,a sao
n 1 K 1 K
n n
numeros reais positivos.
Demonstracao. Tomemos a seqliéncia (f ) definida por
n2" -1
£f = I — X + n X
n _ n S s
r=1 2 n,r n

onde
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S ={t> 0 : 2= < f(t) < I}
e
s = {t>0: f(t) > n}

n

E bem conhecido que a seqtiéncia (£) € nao-decrescen

te e converge para f.

Fixemos n €¢ IN. Observemos que para cak1r=2“..J12n
temos
-1 n2"
{t >0: == <f(t)<n)= U s .
2 j:r nlj
Assim
nzn n22 n2n
L X -1 = I b XS
r=2 {t>0: — < f(t) <n} r=2 j=r “n,j
2
n2"
= L (r-1) X
_ S
r=2 n,r
Portanto
n n
n2 Pl ~ n2 1
X - XS = I -5 X 1
=2 2 n,r r=2 2 {DO:£H < £(t)< n}
2
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n
n2 n
£ =1 #% X r—1 + n2n XD
T y=22" {t»0: == < f(t)<n} 2 n
2
n
n2" 4 1
2 _EX r-1 t XD
=2 2 {t>0: = f(t)} n
2

Como f & nao-crescente, para

{t >0 : £(t) > A}
K
_ n
Assim, cada fn e do tipo I «
n:

n

nito de pontos.

& um intervalo do tipo

1 L IO,a?I

c ad a x>0, o
lo,al ou |0,a].

, exceto num numero fi



)
L
|
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