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INT'RODUÇAO

Este trabalho teve inÍci.o com a leitura de um artigo

de Alberto Torchinsky ([12]) pub]icado em ]-976, onde são está

dados teoremas. de interpolação para espaços de Orlicz e para

espaços invariantes por rearranjo.

A teori.a dos espaços i-nvariantes por rearranjo dos

quais os espaços de Orlicz LA e de Lorentz Lp,q são exemplos
esta diretamente relacionada com a teoria de interpolação mas

é, por si se, interessante. Isto nos levou a dedicar boa par-

te deste trabalho ao estudo desses espaços. Por esta razão,eg

ta dissertação tens duas partes de certa formca i-ndepenclentes

uma em que estudamos os espaços invariantes por rearranjo,cone

tituída basicamente pelo Capitulo 111 e outra sobre interpolg

ção de operadores cuja parte centra]. são os teoremas dos pãES

gratos 7 e ll

No Capítulo 111, tratamos dos espaços invariantes por

rearranjo num contexto um pouco mais geral do que o encontra-

do em 1111, 1.1.21 e l.131 . Nesses trabalhos são consi.gerados a-

penas espaços invariantes por rearranjo sobre lO,ml com a mg
diria de Lebesgue; o que fizemos foi desenvolx/er o assunto pg

ra espaços de medida não-atõinica, apresentando demonstraçoes
l





de muitos rqFultados lã citados sem prova

No $ 7, estudamos uma generalização para espaços LAr

do teorema de Marcinkiewicz, que foi publi-cedo sem demonstra-

ção em 1939 ([6]) . Este teorema, originalmente formulado para

espaços Lnl foi também genera].içado para espaços cle Lorentz

n\as trataremos aqui, apenas da versão para os La' devida a

Riordan, com a demonstração de Torchinsky. Não apresentamos

outros teoremas encontrados em [121 pois certos pontos das

demonstrações não estão claros para nÕs.

NO $ 11, estudamos um dos teoremas de interpolação pg

ra espaços invariantes por rearranJo, devido a Torchinsky e

as classes A($p'A) que surgem como intermediárias são descri-

tas no $ 10. Nas demonstrações do $ 7 e do $ 11, seguimos de

perto o artigo de Torchinsky, esclarecendo alguns pontos que

julgamos obscuros.

No Capítulo l são apresentados conceitos básicos e

resultados simples que serão uti.lizados tanto na parte relata

va aos espaços invariantes por rearranjo quanto na parte de

interpolação. O $ 5 também pode ser considerado como material

prelimi.nar. Nesse parágrafo estudamos as funções de Young ge-

neralizadas e os espaços de Orlicz, fornecendo apenas o míni-
mo necessário para a lei.Lura deste trabalho.

1]
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NOTAÇOES

(x,M,u) , (v, u,p)

Fr(X,M,U)

espaços de medida (positiva)

conjunto das funções p-mensuráveis
definidas em X com va]ores em ]R

conjunto das funções p-mensurãvei.s
definidas em X com valores em (l:

será utili.zado para i n d

frr (X,M.IJ) ou Fc (x,M,H)

conjunto das funções H-mensuráveis
definidas em x com valores an to,ml

{gcFk(X, ,H) :g é f=ini-ta e g = f H-q.s}

{ f : fcF r (X, A,[ , H ) }

{ f : fc F'' (x , M . H)}

{ f : fÉ: fk (x , M , )l ) }

i c a r

F' c ( x , M . }l )

Fk(x,M,p)

F+(x,M,u)

f(fc:Fk(X,M.u) finita)

Fr (X,M,p)

F'(X,M,H)

Fk(x,M,p)





medida de Lebesgue em llR ou res
tricão desta.

a-ãlgebra dos subconjuntos Lebes

gue - mensuráveis de :IR

MS seta uti].içado no caso em que A4 é

uma a-ãlgebra e S c M para indicar

o {ID c: A'í : D (: S}

Ps sela utilizado no caso em q u e

(X,M,H) é UE't espaço de medida para

indicar a restri.ção de H

restrição cla função f ao conjunto s

{x € A : x / B}

0

f

lí l
l

se :E(x) = 0

se f(x) / o e if(x)
(sgn f) (x)

se f (x)

1 , se f (x)

K IR ou C
V





('' r)T\]v]?N] r'- rlTi- q'r'.'HH

1. Escrevereinos simplesmente q.s. ao in\rés de p=q.s

quando não houver pera.go de confusão.

2. Para si.mplifi-car suprimiremos os parênteses em

expressões do tipo P({xC:X: f(x) / 0}) , uma vez que não e-
xi-ste pedi.go de confusão.

3. Muitas vezes X.. ,. indicara a restrição da fun

ção característica do i.ntervalo to,al a to,m

4 Convencionaremos que

inf

suP

l
0

Va E: ]R

Nos parágrafos 6, 7, 9, 10 e ll e em parte do para
grato 8 escreveremos si-mplesmente f no lugar de

vl





CAPITULO l

Neste capítulo apresentaremos algumas noções bãsi.cas

necessãri.as para o estudo dos espaços invariantes por rear-
ranjo e para os teoremas do $ 1l e do $ 7

$ ]. Função distribuição

(1.1) 29€j:n.!=çêg. Seja f E FK(x,M,p). A função

mf: [0r"] -+ [0,m], definida por

mf (À )
utx c X : f(x) > À}

ê! chamada função distribuição de f

(1.2) Exemplos

(i) SejaScMef=Xc' Entãotemosmr(À) =0

se À à lemf(À) : p(S) se 0 S À < 1 isto é, mf -Li(S)XL0,1[

(i.i) Seja f : [ 0,m]-PO,m] uma função não crescen

te. Então, é fácil ver que para cada À > 0 temos

mf ( À ) SUP{X E: [0 ,m [ f(x) > À}
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Se, em particular, f for contínua e (estro.t:alerte) de

crescente então mr(X) - f'x(À), se À pertence à i-macem de f e
mç(À) : 0, caso contrario.

(1.3) Proposição Sejam f, g c F"(x, l,{,H) Então

temos

(i) mf - mlf

(ii) maf'(À) -mf(À), paraOSX<meclE: C-Í0}

(iii) m...cl(À) :mf(Àec) para 0SÀ<me0<cl<m;

l

( j.v ) f S Igl q.s impli.ca

(v)

(vi)

f l çl q.s implica mf m
g

mf e nao'crescente e portanto Lebesgue-mensu
rãvel;

(vii) n\; é contínua à direita

PSngngE:eçep. Para os itens (vi) e (vii) ver, por

exemplo [1] , teorema (1.18) . Os demais, decorrem i.mediatamen

te da defi.nação.

:1

(]-.4) .!!.gposi-ção. Se f, g E: FK (X, AI,H ) e se f+g

esta defi.ni.da então temos
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mf+g (ÀI + À2) S mf (ÀI) + mg (À2)

para 0 .< XI < " e 0 < À2 <"

Demonstração Basta observar que

{XE:X: I(f+g)(X) 1> ÀI+À2lC{XE:X: if(X) 1> ÀI}U{XE:X: Ig(X) 1> À2}

[]

(1.5) ObzçEyg:çãg. É importante notar que não éve:
dade, em geral, que dadas f. g c FK (X, bl, p) tai-s que f+g

está defi-nada então mf+g(À) s mf (À) + lng(À) para todo À 20
Para um contra-exemplo, consideremos o espaço d e medida

(:IR, A,m ): e f-g= X[0,3]' Neste caso, temos mf+g (1) ; 3 e
m; (1) + m. (1)

No entanto, se {xex:f(x)/olntxc:x:g(x)/0} = + então

para cada À 2 0 temos que

{ XE: X l(f+g)(x) l >Àl=ÍxÉ:X: if(x) l >À}Ulxc:X g (x) l >À}

e portanto que m(f+g)(À) mf (À) + mg(À)

(1.6) .11gpgsição Seja (fn) uma seqtlência não-de-
crescente de funções de F'(x, b], p). Se f - ]-im f. então a

n '» oo

seqtlência (m; ) é não-decrescente e lim rn. = m.
''l'l D-'»oo 'n '

Demonstração Ver [l. , teorema (1.22)
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Tendo em vista (1.6) e' o conheci.do resultado que to

da função mensurável não-negcativa é limite de uma seqtlência

não-decrescente de funções simples, é interessante que saiba

mos calcular a função distribuição de uma função simples. É

isto que nos ensina nosso l3rÕximo resultado.

(1.7) .11gEgg.}gão. Sejam sl'...,Sn' subconjuntos
mensuráveis de X, dois a dois disjuntor e a.,..., . E C-lO}

Se f = E cE: X. então
l

n

mf(À) = E H (si) xlO, laÍ.l [ (À)

para 0 < À < w

BgBgB:tr.gçgg. Seja gi = otj XS., para 1 : i< n. Cg

,S são dois a doi.s disjtlntos, decorre de (1.5) que

para 0 $ À < «'

l

(À )m E (À )mf i:l i

Tendo emvista(1.3.i) e(1.3.ii-) temos m.(X)

mjgil(À) -mlailXSi(À) 'mXSi( ''1) para O: À <m eEB:

l

ra l S iS n . Mas, de acordo com (1.2.i) temos então que

À

mgj.(À) : U(si) Xl0,11
( --=--- )
l« : l

lj ( S . ) Xl a
i

( À )

para para 1 < i < n. Assim
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n n

mf(À) = E mgj.(À) ; iE u(sj.)XLO,laj.ll (À)

O lema seguinte sela empregado em demonstrações de

teoremas do $ 7 e do $ 11

( 1 . 8 ) Lema . Se:ja
Consideremos

k
f c: F (X, M, p) e seja u > 0

f
U (sgn i) min {u, líl }

fu - f - f
U

(que são funções de Fk(X, M, LI))

Então

( j. ) mf (À) - mf(À)U

(ii) mf (À)

se 0 < À < u

se

(iii) mr(u + À ), para todo À > 0

DSngneE:eçgç?. Observemos inicialmente que para ca
da x € X temos

'.'*, : l l ' ' l .

se lí (x) > u

< U



lfU/v\
' ' l .

. l r /.,\ l ..

f <se u.

S

À }f (x)xcX > /

>{xcX À }tao f (x) ( i j. )$ e
U

temos

(x)

Seja À > 0. Então

{xcX: lfu(x) 1> Àl:Íxcx:lf(x)l51 u e lfu(x)l>ÀluÍxc:x:lf(x) 1> u ejfu(x)l>À}

Da observação inicial decorre que

{XE:X: IfU(X)I> Àl-tXE:X:À<If(X) IS U }U{XE:X:À < U< if(X) I}

Portanto se 0 < À < u então

{xcX: Ifu (x) > À} : {
de onde segue-se (i)

Se À > u en

esta provado.

Para demonstrar (iii) observemos que para todo À > O

{xcx: lfu(x) 1> À} =Íxc:x:lí(x) l>u e if(x)

{xcX: if(x) 1> u + À}

Logo

m ., (À)f' mf( u + À) para todo À > 0
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$ 2 Funções equimensurãveis

(2.1) Pg#jini.ção. Sejam f c Fk(X, bl,H) egcFk(Y. N,»)

Dizemos que f é eauimensurãvel gglB g. ou que f g g. ggg eauimen

suraveis se m. - m
g

(2.2) Exemplos

(i-) Sejam SI E: M e S2 c N. Então, tendo em vi-sta

(1.2.i) podemos concluir que XS. e XS. são equimensurãvei.s se
e sÕ se U (S.) - v (S?)

([i) Seja f c: FK(]R, A, m) e cl c m então a função

g(t) = f(a + t) é equimensurãvel com f, uma vez que a medida

de Lebesgue é invariante por translação

(2.3) 9ÊeSrygçgg. Em geral não é verdade que se

flr gj. E: F"(X,M,u) , fi é equimensurãvel com gi e fi + gi está

definida, para i- ' 1, 2 , então f] + gl é equimensurãvel con\

f2 + g2 ou que fl gl é equimensurãvel com f2 g2' Basta con-

siderar, por exemplo f] ' g]. - f2 ; Xr0,1] e g2 : Xl1,21 co'
mo elementos de F' (]R , A . m)

No entanto, se {xeX: f.i(x)/olnlxE:x:gl(x)/0} = (b pa

ra i= 1,2 então tendo em vista (1.5), temos que f. + g. é
equimensurãvel com f. + g.

(2.4) Proposição. Sejam f c FK (x, M, H)

g c Fn'( Y, A/, V) . Então

e
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(i) f é aqui-inensur

é equimensurãvel com Ig ;

(ii) f aqui.nlensurãvel com g i.mpla.ca que clf éequl

mensurável com ag para todo cl c: C e que lfla é equimensurãvel

com Igla, para 0 < cl < m

!2su9e:t:eçã9. É conseqtlênci.a i.mediada de (1.3)

(2.5) Proposição. Sejam fc: Fk(X, A4,p) e

g E: Fk (Y.N ,v ) funções aqui.mensuráveis. Se mr(X) < " para

0 < À < m (portanto mg(À) < ", para 0 < À < m) ente
0 < B < a < " temos:

(i) HÍxC:X:B<lf(x) IScll=vlycV:B<jg(y) ISa} <

(ii) HlxcX: if(x) j=cll=vtycY: Ig(y) l=cl} < m ;

(ij.j-)HÍxcX: if(x) j:oll-vÍYCY: Ig(y) l:Cl} < m ;

(i-v) pêxe:x:í!<lf(x) j<cll=vÍyeY:í!<jg(y) l<a} < m ;

(v) PlxCX:Í3Slf(x) j<cll=vlyç:Y:Blijg(y) l<a} < m ;

(Vi) HlxcX:BSlf(x) ISC1l=V{VCV:BSlg(y) IScl} < m ;

(vii-)pÍxcX:lf(x) IScll= vtycY:lg(y) ISa} , no cas
que p(X) = v(Y)

Além disso temos

(vivi) }JtxcX: l f (x) l =

avel fsomentecom g se e se

0 se

a) '

em0

«} g (y) «} < co
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PS 9ngE:eç$9. (i) Como mf(c!)

mg(B) < ", temos

utxE:x:B<lf(x) IS a} : mf(13) - mf(CE)

= m (13)g '' '

= vlycY:13< Ig(y) lla} < m

e

mf ( B )

(ii) Seja n. c ]N tal que a - -- > 0

: > 0 para todo natural n > no' Assim temos

0
Então

a

{xcx:lf(x)l=al= n {xc:X:ct- : <lf(x)IS a}n>n ''
- (1

Como UlxcX: a-- i:ÍJ:-- <lf(x) 1< a} : mf(a - 1 )< m , é bem conde

cimo que

uÍxE:X:lf(x) 1= cll= li.m ptxc:x:a - ! < f(x) l$cl} < .«
TI -> a) ''

De maneira análoga temos

vlvcV:jg(v)l= cll= lím vÍyc:Y:cl - à <lç(y)l<cl} < m
n -'> oo ''

O resultado decorre, agora, de (i)

emiti.remos as demonstrações dos demai.s Itens

Veremos a seguir que algumas conclusões de (2.5) a)n

tinuam verdadeiras, ainda que tornemos mai.s fracas algumas hi.

põteses. Preferimos, no entanto, esta formulação, pois é as-
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szm que o empregaremos.

(2.6) Observações

(a) As igualdades de (2.5.i.) e (2.5.iv) cnnti.nuarn ver

darei.ras se B = 0.No entanto, se É! = 0 não podemos garantir

que as medidas que aparecerem são fmi.tas.

(b) A igual.jade de (2.5.vivi) conta.nua verdadeira se

tivermos apenas que mr(X) < " para algum À > 0

(c) As igualdades de (2.5.ii) e (2.5.iii) contiuam

venda(leiras se tivermos apenas que mf(À) < " p a r a algum
À .] o,« [

O leitor não terá dificuldades para perceber que ob-

servações semelhantes se aplicam aos demais itens de (2.5)

(d) Convém salientar que não é verdade. em geral ,

que sef c: FK(x, M,p) e ge FK(Y. A/,v) eptxcx:jí(x)l=al=

= DlycY: Ig(y) 1= cx} para todo cl > 0 então f e g são equi.men-

suráveis. Basta considerar. por exemplo f e g positivas e in-

jetoras.

(2.7) BX.gpgaJ:.çag.. Sejairi SI'...,S subconjuntos men

surãvei.s de x que são dois a doi-s di.sjuntos, Dlr- . .,Din subcoD
juntos mensurável.s de Y que são doi.s a do is disjuntos e

cll'''.,Cln' Í31'''.' fim E: C - {0}. Sejam

; ::l: ': x; ' , - :li:. ': x .j
f
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Então temos

(i) Se m=n, p(Si)=v(Di) e laia-lí3il, para i-l,..,n
então f é equimensurãvel com g;

(ii) Se latl< ...<lan 'lÍ31l<...<lf3m '0<P(Si)<"

para i' l,..,n, 0<v(D.i)<m para j ' l,...,m e f é equimensy:

rãvel com g então m = n, laia-lÍli e p(SI):v(DI) pma i:l,..,n.

j?gy999Êr.gç99. (i) De (1.7) decorre que

n
m;(X) = E

' i-l
P (s

i) X [0, ]aj.] [ (À)

e

m (À)g E v(Dj to, l BI

(À)

para 0 < À < w

Decorre agora de nossas hipóteses que mr
tanto que f e g são equimensurãveis.

m. e porg '

(ii) Como f e g são equlmensurãveis, recorrendo a
( ]. . 7 ) temos

n

i:lz p (sl.) x [o,]ai]

m
E v (D:) X

loj l
(1)

Queremos então demonstrar que m = n, H(Sj.) = v (oi)
Íiil r para 1 < i. < n.

Como l-il«
l /-rll n l ,q q ,l n / l obtendo

e l-i

<lÍim podemos rees
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n ii

i-l k:l

]].tln
= }1 >1 v(DR,) X

«i.tl.laj.l [ j Z .i],]6j]]
(2)

onde convencionámos a,. = 13
o ' o

Observemos agora que se E c: X
i--l ' [aj..I',: -

n

11 d: X , onde c:> 0 para l<
:j-i ] [b:j-i'b:j]

i<jS m, 0Sal<.. < aHr 0<bl '.b , os ci são dois a dois di-stintns e os dj
são doi.s a dois distintos ent:ão n=m, ci=di e aj.-bi para 1 < iS n.

para

Façamos agora ci' kEi p(sk), dj'Zxj v(DZ)' ai- lczi

e bj= IBjl . Nossas hipóteses garantem que 0 < az < ... < an'

DSbl<'''<bm'ci.>0para ISiS n, dj>0 para
l $ j S m. os cl são distintos dois a dois e os dl são distin
tos doi.s ca doi-s. Tendo em vista (2) concluímos então que n=m,

ail-cj..-bi; líij.l equeci=diparal$i<n. É fácil

ver agora que H(SI) - v(Dj) para l S i! n, o que completa a
prova

(2.8) Proposição. Seja (x, AI, H) um espaço de med.L

da não-atómica. Se g e h E: F't (X, A,l, }l) são funções simples e-

quimensurãveis e f c F'r(X, lll,}J)é uma função simples que se a-

nula semprer que g se anula.. Se ma(À)< m para todo À > 0,então

exi.ste unn função síitç)les fcF'(X,M,}i) equíinensw-ável com f e tal qie

} h f dp ; ! g f dp

x x
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!2eugegE:eçeg. Sejam g= E a: Xc: ' onde

0 < al<... < Cln e sir...,s sãodois adoisdisjuntosetêm

medida positivae h= E13iXD. onde 0<1il< ...<13 e

Dlr ' '' rDm são dois a dois disjuntor e têm medida positi-va

Como g e h são equimensurãvei.s, decorre de (2.7.ii )

n , aj.'Íii ep(Di) -p(Si) para i-l,...,n.
P

Seja í=jXlvj UJ' onde yl'''''YP ]0,"I. e
,U. são dois a dois di.sjuntos. Sendo f(x)= o para tod

n '
x / U S. então para j ' l,...,p temos:

i-l '

n
(u.) - p (u. n u s.)

] ] j.-l l

Seja j E::IN , 1 < j < p. Para cada

l

l

que m

U 0

P

1,. ..,n te--

p (si n uj) S p (sl.) = H (DI.)

e sendo p não-atómica existe Vi
]

p (u. n s.)
' ] ]-

n
V. : U Vj . É fácil ver que v. n D. = Vz

1] i:l ] ' ] '' i ]

,n e que

seja

para l /

tal que

l

P (v . )
' ]

n
E

i-l
E p (s. n u .)

i=1 l ]
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r)
H (u. n u s.)
' ] j.;]. l

Tomemos f= }1 Vj XV: . Decorrede (2.7.i) quej
são equimensurãveis. Além di.sso temos

P

du
n
E

i-l

n
E

i-l

n.
E

i-l

P
E

j

P
E

j

P
E

czi Vj P(si n uj)

B 1. 'v j

Bi Vj P(vj n oi)

dH

[1

(2.9) ?!.gposJção. Sejam (f.) e (g.) seqtlências não

-decrescentes de funçoesde F+(x, Ã,l, li) e F+(Y. õ/, v) respec-

tivamente. Se fn e gn são equimensurãveis para todo n c :IN en

tão li.m f e lim gn são funções equimensurãveis.
n. '» oo

PgUç2ngÇreçgç). É conseqtlência i.medi.ata de (1. 6)

L]
recíproca

de (2 . 9)

Nosso
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(2.10) BiEgEaa.isãQ. Sejam f E F'F(X, hl, p) e

g E F'r(Y, AJ, u ) funções equimensuráveis. Suponhaims (Ne mf(À)<"

para 0 < À <m(eportantom.(À)<m para 0 < À <m). Então

existe uma seqüênci.a (fn) de funções simples de F'(x, M, p)

e uma sequência (gn) de funções simples de F'(Y, N, v), ambas

não-decrescentes tais que

( j.) lim f n
n -> m

(ii.) lim gnn -> m

(iii) fn e gn são equimensurãveis para todo n E: ]N

r) rsmr\ T-l a +" 1" = f- n rl Para cada natural n > 1, definimos

Sn {xcX: l f (x) :l n}

{ycY: lç (y) ! n}

e para cada r = 1, , n 2n defi.nimos

Srn {xE:x: !;=i S if(x) l S li{ }2'' 2''

Drn

Sei

{y.v: 1:1 $
,\n ' g(y)

2n '

g - 'x IB
r=2 2n

":. .3
n r:. 2 n

X
Dr

n

+ n XS
n.

'D
n.
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É bem conhecido que as seqtlências (f.) e (g.) são

não-decrescentes e verificam respecti.vamente (i) e (ii)

Como f e g são equiínensurãveis e mf (À) < - para
0 < À < m, decorre de(2.5.ii.i) e de(2.5.v) que pala c a d a

n à l tentos P(Sn) : v(Dn) e para cada r = 1,..,n t:ams H(S:) -

= v(Dn). Assim, de acordo cora (2.7.i) , fn e gn são equi.menu.g
rãveis para todo n É: ]N

[]
O resultado que segue será utili.zado na demonstração

de ( 8. 24)

(2.11) .NgEeçep. Seja (X, M, }l) um espaço de medi.-

da. Tomemos S c /-l e f E: F'r(x, M, p) uma função simples. Pa-

ra cada (S < 0 inda.caremos por af,(S S o conjunto das funções
g c: F'(X, M, U) que têm as seguintes propriedades:

(i) g é uma função si.mples que pode ser escrita co

mo combinação linear de funções características de subconjun-
tos de S que são dois a dois disjuntor e que têm a mesma medi.

cia;

(ii) H{XE:X:f (x) / g(x) } < ã

(i-ii.) qualquer que seja x c X temos g(x) = 0 ou g(x):

f(x) (e portanto temos f(x) - g(x) S f(x) para todo x c X)

(2.12) .!!gpg!.}Sgg. Seja (X, M. H) um espaço de me-

di.da não-atómica. Seja S E J\,l tal que 0< H(s) < u, e fE:F+(X,AI,H)
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u m a função simples que se anula em x - S.Então af,(5,S/(b
para todo (S > o.

2su9egE:ieçe9. Se f = 0, o resu].Lado é i.mediano. Su-

ponhamosf/0e f= ! a.XS. / ondect.,...,ct.são reais

positivos e Slr...,Sn são subconjuntos mensuráveis de S,dois
a dois disjuntos.

Dado â > 0, seja K c ]N tal que n < (5 e

{i clN:l ! j 5 n.U(Sj) :Rl} sejanãovazio.

Para cada j e J, seja p.i' o número natural tal que
P.s P.:+l? ' «';,, « -q

Como U é não atómica, ta)do erra vista o teorana (B.4) de [1]

tomo.s que para cada j E J, existem D.j lf'..fD. subconjug

tos dois a dois di.sjuntos de Sj que têm medi.da igual a {
pj

jC:J i=1 j XDj,J. ' Então para cada j CJ

pj
g(x)/f(x)}= p(S: - U D. .)] j.l j,j-

]

S eJa

temos

-.;,, - ? « }
(1)

e portanto

p {xt:X: g (x) /f (x) } g (x) /f (x) }
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n
=

jCJ
g (x) /f (x) }

+ l {xcS: :g (x) /f (x) }
j E {l, . . ,n}

Tendo em vista (1) e lembrando que U(Sj) < 1 se

jc:t],..,n} - J,conc].uzmos que

Hlxc:x:g(x)/f (x) } < E 4 + E
' jt:a K je:ÍI,. .,n}

l
K

K '

É fácil ver agora que g E: af â S

$ 3 Reordenados não-crescentes

Neste parágrafo, associaremos a c a d a função

f c: Fk(x, M, u) uma função que indicaremos por f e que será

a única função não-crescente, continua ã direi.ta e equi.mensu-

rável com f (ver 3.10). De certa maneira f reproduz Ifl, de

modo que Í líl dU= 1 f (t)dt

(3.1) 2S!.:ie.j=çSg. Seja f E Fk(x, M, }l). A função f
definida em I'0,ml' pela relação

0X
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+

f (+.) - inf {À : 0: mf(À) S t}

ê chamada :Função reordenada não-crescente associada a f

(i.) Se s E: A{ e f = X. então

o, de acordo com (1.2.i) temos que
+

f (t) = i-nf {À ?. 0: N(s) X (À) < t}
0,1

odo t > 0.

A.ssim, se p(S) ! t então f'(t) = 0 e se 0 S t < p(s)

entãoteremosli(S) X. .(À) St seesóseX! leportan-
0,1

+
to f (t) = l

(3 2) Exem los

fatDe

tpara

6

f f Xe
to , H (s) l

(ii) Seja f a função identidade defi.nada em .[R . En

mf(À) - " , para todo À >. 0 e portanto

f(t) = inf {À :l 0: mf(À) S t} = inf(b
do t > 0.

+
para to

(3.3) Proposição Sejam f. g E: FK(x, M. P) Então
temos

(i)

( j.j.)

(iii)

lj.v)

(v)

+ . . +

+ . . +

(cl f) = lalf , para todo

(lula) = (f )a , para 0

f S Igl q.s i.aplica que

g q.s i.aplica que

a
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(vi) f é não-cresce nte

tendo

k(x,M(3 4) Pro f , g E f:Se ,H)osi f+gao e se e e

+

e um su

+

stã d

finada, então temos
+

(f+g) (t].+t2) : f (tl) + g (t2)
se t. Z 0 e t. ? 0.

PslD9egE:eçã9. Sejam tl>0 e t2>0. Decorre de (1.4 )

que para cada À].: 0 e para cada À2>- 0 tais que mf(ÀI) S tl e

mg(À2.) S t2 temos que mf+g(Àl+À2) S (tl+t2). Com isto

{Àl+À2:Àl= O, À2 > 0, mf(ÀI) !tle rtlg(À2) ! ''c2}

bconjunto do

{À : 0 : mf+g (À) S t]. + t2}

Logo

(f+g) (tl + t2) - inf {À : 0 : mf+g(À) S tl + t2}

< inf {Àl+À2: ÀI : 0 À2 > 0, mf(ÀI)S tl' mg(À2):t2}

inf {ÀI : 0 : mf(ÀI) ! tl}

inf {À-2 > 0 : mg(À2) ! t2}

f (t.) + g (t.)
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(3.5) gbgSt)Zieçgg. Em geral não é verdade que

(gl+92) - gl+92 ou que (gl92) - gl g2 ' Por exemplo, se gl

e g2 são as funções jã consi.geradas em (2.3) temos gl - X.. . ,.,

g2 :Xt.0,11. portanto (gl+92) - (Xr0,21) 'Xl0,21. e

(gl92) :0. Noentantogl+92 '2X... e gl g2

l:o , l [
X

to, l

Cabe notar que este exempl-o também mostra que não te

mos (gl+92) - gl + g2 nem mesmo no caso em que

{x E: x:gl(x) / o} n {x É: x:92(x) # o} +

(3.6) Proposição. Seja f E: Fk(x, M, p). Dado

t c [0, m] temos que

( j. )

( j.j.)

(iii)

Se 0 S À < f (t) então mç(X) > t
+

Se f (t) S À < " então mf(À) S t

{À :l 0 : mf(À) > t} = to,r (t) [

sup {À Z 0 : mf(À) > t}

e
+

f (t)

Conseqtlentemente temos que

(i-v) mf(À) - infÍt : O:f*(t) S À},para to(iloÀ>0;

(v) f = 0 se e sÓ se f = 0 q.s.
+

DSB99eE:eçe9. (i) É conseqtlênci.a imedi.ata da defi

nação de f
+
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(ii.) Sef (t) <À<" entãoexisteÀ' tal que

f (t) < À' < À e mf(À') S t. Colmo f é não-crescente temosque

m.:(X) S t

+

Assim mf(À) < t para todo À > f (t). Como nlf é con'
tinha à direita então mr(f'(t)) S t

t
(iii) Se f (t) =

k

então mr(X) > t para todo À>0.
Logo

{À .> 0 : mf(À) > t} = lO,ml

Se f(t) < " , decorre de(i) e de(i-i-) que
+

{X à 0 : mr(X) > t} l o, f (t)

Em qualquer caso temos então que

{À à 0 : mf(À) > t} = [0, f+(t) ]
e pol:tanto

sup {À > 0 : mf(À) > t} = f (t)

mmf(t) - m {À : 0:mf(À)> tJ:an(lO,f (t)l. )= f+(t)

(i.v) De (iii) decorre que para cada À :0 e para cg:

datZOtemosÀ:f(t) seesõse mf(À) $t. Logo,paracg
da À 1 0 temos que

#

mf(À) - inflt Z 0 : mf(À) S t}

inftt > 0 : f (t) < À}
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(v) Se f = 0 então, decorre de (ii.) que

mf(À) < 0 para todo À Z 0. Logo mf(0) - 0 e portanto f=0 q.s
Reciprocamente, se f = 0 q.s então mf(À) : 0 para todo À>0

e portanto f'(t) : inftÀ Z 0 : mf(À) S t} = 0, para todo t:0

+

(3.7) Proposição. Seja f E Fk(X, M, H). Então f
e f sao equimensuràveis.

[)omrt rx a +- v- n r- a n Seja À > 0 Decorre de (3.6.ii.i) que

{t : 0:f (t) > Àl:tt : 0:mr(À) > t} 0,mf (À) l

Portanto

mf+(À) ; m{ t>.0:f(t)> Xl=m( lO,mí(X)l) : mf(À)

+
Assim f e f sao equimensurãveis.

(3.8) Eligpggj:çeg. Sejam fE:Fk(X,M.u) e gc:Fk(Y,A/,v)

Então f e g são equimensurãveis se e sõ se f = g . Em parti-

cular (f ) = f

PgDgDgÊr.gçãg. Se f e g são equi.mensuráveis então

mf : mg' Logo f = g

Reciprocamente, se f = g então mf+ = mg+' Tendoern

vi.gta (3.7) concluímos que mf = mf+ ' mgt ' mq e portanto
f equzmensuravezsque e g sao
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Como f e ft são equ=iimnsurãveis então (f'v)t= f+

(3 . 9 ) Proposi--

continua à direita.
Seja f c FK(x, M, p) Então f+ é

119 9nEE:eçe9 Basta lembrar que, de acordo com

(3.6.iii) temos que f''' é a função distribuição de mf e que
(1.3.vii.) nos garante que toda função distribuição ê contínua
à direi.ta.

(3.10) Brgegg.]çgg. Seja f: ]O,mt-*].0,m] uma função

não-crescente e continua à direita. Então f = f'. Além disso,

se g c FK(x, M, p) então g+ é a Única função definida em

.0,m] com valores em [0,m] que é contínua à direi.ta e equimen

surãvel com g.

Demonstração Vamos mostrar que para todo t > 0 te
mos

{À : 0:mf(À) > t} to ,f (t) ( ]. )

Com isto, decorrera de (3.6.iii) que f(t) = f'(t) para todo
t > o.

Como f é não-crescente, para cada À > 0 temos que

mf(À) - supôs : 0:f(s) > À} (2)

Tomemos t > O Então se mç(X) > t, de acordo com (2)
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temos que existe s > t tal que f(s)> À e portanto f(t) > f(s) > À.
Reciprocamente se f(t) > À, como f é contínua ã direita exis-

te s > t tal que f(s) > À e temos que mf(À)> t. Assim conclu.!

mos que mf(À) > t se e só se À < f(t), de onde segue-se (1)
A prova está, então, completa.

Para demonstrar a outra afi-rmação observemos que se

g c F"(X, M, p) então (3.7) e (3.9) nos garantem que g é e-

quimensurável com g e contínua à direita. Por outro lado, se

gl: ]0r"]->10,m] é contínua à di.rei.ta e equimensurâvel com g e=

tão gl - gl e gl ; g. Logo gl : g

+

.1

+

Ü

de

(3.11) Observação. Se a hipótese de f ser contínua

à direita for suprimida em (3.9) teremos f = f q.s. De fato,

como f ê não-crescente, existe g contínua ã di.feita, não-cres-

cente tal que g = f q.s. Portanto g = f . Decorre de (3.10)

quem =g. Logo, comog=f q.s.temosque:f=f q.s.

Os dois resultados que seguem tratam do calculo

reordenados não-crescentes associadas a funções simples.

(3.12) IREI?g92ç39' Sejam SI'..,Sn subconjuntos men

surãveis de X, dois a dois disjuntos, e d.l/..,an números com-

plexos tai.s que 0 <lanl<... <latl.Seja f = E oci XS:' Então
temos

n.

( j.) Se p(sl) ; - então f (t) =lal l para todo t:0;

(ii) Se e)riste i.0' 1< iO Sntalque u(SI)

para todo i < iO e p(Si.) : " então



f (t)
+ io-l

cl]. IX [0,IJ (S].) ]'(t)
E XU (t)+ i i l ii-2

E }l (Sk) l.k:l k;l

+

«[ lx j .]
'o I' 'o '

1. 1ç:lip (sk) , "
(t)

para todo t > 0:

(iii) Se H (S:)< para l S i- < n então

+

f (t)

c\l XL0,P(S].) I' (t)

n

+ E l« Xii-2 i l
E

k-l

(t)
i

H(Sk),kEI P(Sk)

Eira todo t > 0

PgBgeg11:gç99. Apresentaremos apenas a demonstração

de(iii). As demonstrações de(i) e(ii) são análogas.

Seja

g(t)
n

-:lx (t) + E

to,p (s].) l. i-.2 ai l j:...l i (t)

k=1 (Sk),kEI P(Sk)

É fácil ver que g é continua à di.Feita. Além disso

gé não-crescente pois 0 < la.l <... la.l. Assim,(3.10)ins
garante que g = g.

+

Por outro lado, de acordo com (1.7) para todo À > 0
temos
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mf ( À )

n

::l: *''uP
(À)

la:l

sendo a ultima i.gualdade verdadeira poi-s H(SI) é a medida de

Lebesgue do i.ntervalo I'X U(S:), }l p(S:)l para l S iSn
k-l ' k;l '

el com g. Portanto f = g e como g

ll l

XJ\./\4\./ .L G G\4 LA.A.ILLe;1113\.t.L C4 V LP

+

concluímos que f = g

1 1

(3.13) Proposi-ção. Seja f uma função simples de

F+(X, M, U) tal que mf(À) < - para todo À > 0. Então exi.saem

números reais positivos clIP''p cln e subconjuntos mensuráve-
is de X, S.,..,S de medida positiva tais que

n

i;l xs.l

n

zElnlxlo,« (si) l
e

Psy9e:E=eçe9. Nossas hipóteses sobre f garantem que

existem nilmeros reais 0 < Í3n <..' Í31 e subconjuntos DI/''IDn

de X dois a dois disjuntor.com 0 < p(D]) < " para i.=1,...,n

tai.s que f = E í3. X
n

Dl ll

Tomemos agora S: = U D.,
j

se l $ i <n-l. Então temos que

l

13n

n
E

i-l

r\

*;: ' :::
i

'j:: x.j'
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:::m:-':...P b:l:x.,' ''' B. 1:: x.j

n-l i. i-.L

::l: ':'j:::. x.j - j:l: x»? ''- ': x.

n n-l

''' '' j:l: x.: ' B. ,:« x.,

n-l

i=2 l Dj. + Í31 XDI + Bn XDn

ri

::: ':-

Resta mostrar que f = E cl: X . Sabemos
to, H (si) l

vi.sta ( 3 . 12 . i.ii) que

' ' ': *-', «'':, 1.* ,!: ': *l::::"'.*,, *!:«''*!i

f -BIXlo,p(sJ.)r+ ix2 is. x.(si.].), p(si)

n

BI xlo,u (s.) 1 1. 2 ilx o.u (s. ) l to

n-l l n

+

H (S 1)ll

tendo em

Logo
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n

si x o,p(s].)[+j-z2 Bi. x o,p(sl.) ]

r\

E B, X
i:2 l lO,P (Sj..].) l

n-l
B X + E (Í3.

n [0,P(Sn) [ i:l- l l:o , u ( s : )

n
E

i-l l o , p (sl.) l

(3.14) ]j:!gEgsiçao. Seja (fn) uma seqtlência não-de

crescente de funções de F+(X, M. p). Então a seqtlência (f.) é
não-decrescente e se f = ].im f então f = limo

D-.*m n n-.*« n

Psn9e:E:eçã9. Decorre de (1.6) que a seqtlência (mf )

é não-decrescente e que li-m mf - mf' Aplicando novamente
n'» oo n.

(1.6) temosque limmm :mm equeaseqtlência(mm ) ê
H->m "'fn f "'fn

não-decrescente. Assim, a prova esta compl-eta. uma vez que,de

acordo com (3.6.i-ii) sabemos que mm. - fn e que mm, - f

(3.15) Proposição. Seja (f.) uma seqtlência de fun-
ções de F'*(x, M. p). Então li.m f.(t) = 0 para todo t>0 se

I'l-'>m ''

e somente se (fn) converge em medi-da para a função nula

n

#

n
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PgUgnEÊ11gçêg. Se li.m f.(t) = o para todo t > 0,
FI'''>cn

então dados â > 0 e € >0 temos que lim f. (6) = 0 e portan
d TI ' '

D-->oo

to existe no c ]N tal que se n > no então fn((5) < c:. l)e (3.
6.ii-) decorre então que mf (c:) < (S para todo n : no' Logo
(fn) converge em medi-da para a função nula

Reciprocamente, se (f.) converge em medi.da para a fun-

ção nu]a então dados t > 0 e c > 0, existe n. E: ]N tal que

para todo n à. no temos mf (c) S t. Oe (3.6.i) decorre então

que. fn(t) S c para todo n : no' Portanto ]-im fn(t) - 0 para
todo t > 0

+

+

n.

(3.i6) Qbgs:vqçç?sp.

(a) A seqtlênci.a (X

não implica que lim f. = fnn-> oo

(b) Se (fn) converge em medi.da para a função nula ,

não podemos garantir que lim fn(0) - 0. Um exemplo é a se-D-'>m
qtlência (X . )

to, :l

n

+

+1
) mostra que li.m f

(3.17) Proposição. Seja f E FK(X, M, p) tal que

para todo À < 0. Então temosmf ( À )

+

Htx E: X: if(x) : f"(t)} : t

para todo t c: :n{ tal que 0 S t S infÍs > O:f (s ) 0 }
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Dsn9eeÊ:eçee. Seja OSt< inf {S > 0: f (s) - 0}. Como

f e f são equimensurãveis, decorre que (2.5.i.ii) , no caso em

que f(t) < '" e de(2.5.vi-ii) no caso em que f(t) = " que

+

+

+ +

PÍx E X: if(x) l :f (t) } mls > 0:f (s) > f (t)}

+

Como f é nao

s < t. Logo

PÍx E X:lÍ (x) Z f (t)} : t

Se t = i.nfÍs :l 0:f (s) = O} então como f é não-cães

conte temos que f (s) = 0 para todo s > t e como f é contÍrma
+

à direita temos f (t) = 0. Além disso

{s > 0:f(s) > 0} = HÍx E: X:f(x) / 0}

S plx c: X: if(x) :l 0}

crescente temos que f (s) > f (t) para todo

LJlx c: X if(x)
k

> f (t)}

que completa a prova

É interessante observar que a hipótese mf(À) < " pg

ra todo À > 0 é essenci.a] em (3.].6) . Por exemplo se f(t) = l

para todo t c: :IR, então f (t) = 1 para todo t > 0 e no entan-

to mtx E: IR: if(x) :l l} = O

+

(3.18) Proposição. Seja f E: F'(x, M, p). Sef (t)<

para todo t > 0 então if(x) 1 < m para quase todo x E X
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PSngnEtieçgg. Seja S = {xE:x: l f(x)l = m}. Sabemos

que S c: A4. Suponamos por absurdo que p(S) > 0. Então .t:emos

mf(À) :l p(S) para todo X :l 0 e portanto se 0 = t < p(S) en-

tão hf(À)>t para todo À > 0. Logo f'(t) - - para 0 : t < p(S)
o que contradiz nossa hipótese

O resultado que apresentaremos a seguir, é bastante

Útil porque reduz o calculo de determinadas integrais de fun-

ções de FK(x, M, u) ao calculo de integrais de funções defi-n.}

das em [0, m]'. Ele será uti]izado na demonstração de mui.tos re

multados do $ 7

(3.].9) Lema. Seja f E: FK(x, M, p) e seja A a fun
r'U

ção defina.da por A(u) - l p(t)dt, onde p é uma função Leões

gue o mensurável definida em [0,m]. com valores eln [0,m] . En
tao

a) m

x o o
r "' ' ,.- : J mf(t) p(t)dt

#
A (f (t) ) dt

0

Demonstração Ver [ 1] , teorema (1 . 2 . 4)

(3.20) Prooosicão. Seja g:l0,mr-»[0,m] uma função

Lebesgue-mensurável. Dado c > O, seja G =ltE:L0,wi.:g(t) > c}. Se

G é limitado e l m.(t)dt < " então l g(t)dt < ''

LC

Demonstração De (3.19) decorre que
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g(t)dt J g(t) XG(t)dt
0

J' mg XG(À) dÀ
0

C

J ",
0

mg XG(À)dÀ
(1)

É fácil ver que se À > c então m-b-f'T

portanto que temos

m (À) e
g

J"«,
C

J'
C

(2)

Por outro lado, existe M

< g X . Assim
[0 , M]

: O tal que G ( IO,M Lo-

(3)

go g XG

c c

J mg XG(À)dÀ<) mgX[O,M]
0 0

(À)dÀ < c M

jã que mgX (À) S M para todo À > 0
[0 , M]

Decorre de (1), (2) e (3) que

completa a prova.

g(t)dt < o que

(3.21) Proposição Seja f E: Fk(x, M, p)

(i) Dado c Z 0, seja s

tão l mf(À)dÀ S l líl dp
c S

{x c X:lf(x) > c}. En
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(ii.) Seja a > 0 tal que f (a)< m

S=txt: X:lf(x)i> f(a)} e ljíjap <mentão

para todo t > 0.
T)nmr"\ n c +" r n n a rl==:=======x=='

Ü

(s)ds

(i) De (3.19) decorre que

J ' .- : J '*; '«
s x

;Í ".x;u)'* mfX,.(À)dÀS
(1)

Mas para todo À : c temos mf(À)
to decorre de (1) que

portan

(À)dÀfj
"«.*;'*''* : i ' '«

como queríamos demonstrar

(ii) Em primei.ro lugar. usando (i) e nossa hipõte
se obtemos

r" r"
+ ' +

f (a) f (a) S

Consi.detemos agora G = {s Z 0:f (s) > f (a)} e tO
#

sup G. Como f é não-crescente temos

m +(À) dÀ
f mf(À)dÀ 3

Ü

(1)

I'O.to[ C G C o,al

Asse.m, tendo em vista (1) , sabemos que as hi.póteses

de (3.20) estão verá.fixadas para a função f e portanto
+
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+

f (s)ds < m Logo se t S tn temos

0 0

Por outro lado se t > tO temos que f (t) S f (a)

l (s)ds s

'0 +
f (s)ds

+

f (s)ds

e

portanto
t

to

+

f (s)ds S f (a) (t - tO)

Assim l f (s)ds para todo t > 0

Tratemos, agora, de mostrar que sob determi.nadas con
rU (s)

dições sobre S E: M, podemos reduzir o calculo de l A(líl) dp

(3.22) Proposição. Seja f c FK(x, M, p)

S c M e A uma função como em (3.]-9) . Então temos

ao calculo de
P (S) + J
. A(f (t))dt. O

Sejam

( j.)
+

A( (f X.) )
+

< A(f ) X
o ,u (s) l

H (s) +
A(f (t)dt<

Ó

(ii) l A( l:el )du

gyg EÊ gçgg.(i) Oecorre de(3.3.iv) que(fXS)<-f
e como A é não-decrescente temos A(:(fX.)") ! A(f') . Além di.s-

so, se t : H(s) então para todo À > 0 temos

+ +
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mfXS(À) S p(S) S t. Portanto (fXS) (t) : 0 para t : p(S). Lo

go A((fXS) (t))S.A(f) X. ..(t) paratodot:0.
' [o,p (s) L

(ii) Como A(0) = 0 ' então l A(

9) e de (i) decorre então que

A(lfl)dp - l A(jíXsl)óu

+

f )dP )dPA
J
S

(3 lDe

+

lIrA-lD'

(fx.) (t))dt

IP(s) (í+(t))at
0

E l

(3.23) Proposição. Seja f c: Fk(x, M. li) e seja A

uma função como em (3.19). Se t E: l.O,m[ e St c A'l é tal que
H (S.)

{x c X: l:E(x) 1 > f (t)}

eritáo temos

(i)

0

If(x) 1 : f (t)}
+

+

A(f ) X
o,tl

t

S4..

(ii) A( lfl)dp = A(f (s) )ds

+

) )A ( (fX S t

Demonstração

(i) Comop(St) ;t, decorrede(3.22.i) q



) : .h(f )X.. .. É suficiente, então, demonstrar que
l:o, tl

A(f (s)) SA((ÍXS.) (s)) paratodos< t. ou ainda que

f(s) 51(í XS....)(s) para todo s < t, uma vez queAênão-de
crescente

)A( (fX S t

Vamos mostrar, então, que se s < t temos que

{À->0:mfXn(À) Ss}(.{À:0:mf(À) Ss} ,(1)

pois com isto teremos

(s) = inflÀ (À) < s

> i.nfÍÀ
+

S À} = f (s) ( 2 )

e a prova estará completa

Tomemos s c: I'O,tl' . Seja À : 0 tal que

Vamos mostrar inici-almente que À Z f (t). Se f"(t) = 0, não

hã o que demonstrar. Se f (t) > 0, suponhamos por absurdo que
0 < À < f (t). Então temos

+

(À) < s.

StC {xc:X:lfXS+..(x) 1 : ft(t)}C {xc:X: l fXS.(x) 1 > À}

l.ogo (À) = pÍxc:X:lfXs. (x) 1 > À} = H(st)u. t-

oque contradiz nossa escolha de À, uma vez que mEX. (À)Ss<t

Portanto,se mfXS+. (À) : s então À ! f*(t), e temos t

{xÉ:x:lÍ(x) > À}C. {xcx:lf(x)i> f(t)}(' s..



{xÉ:x: if xs+..(x) 1 > À} - st nÍxc:x: if(x) 1 > À}

{xc:X: l f (x) > À}

Logo, semfX.(À) S s entãomf(À) -mfX.(À)<- s de

decorre (1) . A prova está, assim, completa

oai obtemos que

t
onde

( i j. ) l)ecorre de (3.19) e de (i)

(3.24) Ergpegj:çgg. Seja (x, M, H) um espaço de mg

di-da não-atómica e seja f c: FJÇ(x, M, p) tal que mf(À) < " pg:
ra todo À > O. Então para cada tc::IR tal que 0 < t < =inffs>0:f (s)=O}

existe S+.. E: A4, com U(S+..) = t tal que

l lílap : l f (s)ds
s. o

i2su9nEE:eçã9. Seja t E: m ta]. que

0 S t S i-nfÍs : 0:f (s) = 0}. Se f(t)< m , decorre(3.6.ii)

e de (3.17) que

pÍxc X: if (x) (t) } StS }JlxcX: if(x) ! f (t)}

Como H ê não--atómica exi.ste S, E l\{ t al

H ( S+. )

q u e

{xcX: if(x) 1> í*(t)}C St ( {xcX:lf(x)l : f(t)}
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O resultado decorre então de (3.21.ii)

Se f (t) = m então f (s) = " para todo s < t. Lo
r'' +

go l f (s)ds - m . Temos também que m4:(À)>t para t:odo À ZO
Ó

Assim, se Sn- {xc:X:lf(x)l> n} temos t < P(Sn)

e Sn -) Sn+l para todo n E: ]N . Logo

n=ln)' nzm (Sn).>t eportanto,como H é

não-atómica, existe St (- n.Sn tal que H(St) - t. Mas sen=ll

x c: st então if(x)l = m e portanto

1 . . í +
lílap = m = f (s)ds

S t

O lema que apresentamos a seguir será uti.lizado na

demonstração de (11.1)

(3.25) 1 f e Fk(x, M, p) e seja
Consideremos

fu - (sgn f) min {u, líl}
fu - f - f

U

Então temos

( j. )

u > 0

e

(q)'(t) SI ' , se t « mf (u)
1 +

f (t), se t ! mf (u)
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(j.j.) (fu)+ (t) se t < mr (u)

se t : mf(u)

TI omlrn n e +- r n r"' n f-\

(i) Como f:, S líl , decorre de (3.3.iv) que

(fU) (t) S f (t) para todo t > 0. Por outro lado temos

ful(s) S u para todo s ?l O. Assim(fu)"(t) S mi-nÍu,f"(t)}

para todo t >. 0. Como f (t) > u, para t < mf(u), podemos
concluir que (i.) se verifica

+

(ii) Como fu $ 1íl,temos também que(fu)(t).3f(t)

para todo t > 0. Por outro lado, tendo em vi.sta (1.8.iii) ,sg

bemosquem..(À) =m;(u + À), para todo À : 0. Assim, sej:U J-

tZmf(u) temosm (À) -mf(u+À)S mf(u) St para todo

À Z 0, deonde segue-seque(f')(t) - 0 setlmf(u), oque
completa a prova

5 4. Função Média

Neste parágrafo, faremos algumas considerações sobre

funções p-localmente integrãvei.s. O lei.tor percebera que ca nog.

sa definição de função p-localmente integrãvel não é a usual,

uma vez que não estamos levando em conta nenhuma topoloqia do

espaço X.
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(4.1) .DSfl;i:Xlj;S29. Dizemos que uma função fcFk(x,M.}i) é

y.-].ocalmente .}!!.Çggrãvel se l if dp < m , para todo S E M,com
H(S) < m . '

(4.2) BlgEggJ;çe2.. Seja (X, .\4, H) um espaço de medi-

da não-atómica. Se f c .Fk(X, M, U) é p-localmente integrãvel

então f (t) < m para todo t > 0.
+

(4.3) DgD99Et:gçãg. Seja t0> 0. Suponhamos que

m . Então mf(À) > tO' para todo À : 0.

Para cada n E: ]N . seja

#

f (to)

Sn - {x c X : if(x) 1 > n 2n}

Então P (Sn) > t0' para todo n ç: ]N

Como p(SI) > tO e p é não-atómica, existe O] S].

com p(OI) : -ã- . Portanto temos p-lS2 ' ol) > tO -2 - -2'

Podemos então tomar D2 (: S2 ' DI tal que p(D2) - '0

t. t
Temos agora que l](S3 - (DI U D2)) > tO - '0 - '0 e portanto

existe 03(S3 -(1)IU 02) tal que H(D3) - '0

É fãci.l ver então que podemos escolher uma seqtlência

(Dn) de con=juntos dois a doi-s disjuntos tai.s que H(Dn) - "0

e Dn ( Sn para todo n c: ]N

Seja D = u D... Então li(D) < m e
l l l
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líl dp

D
n=1 2n p(Dn)

oo +"

>l n 2n '0
n=1 2n

o que contradiz a hipótese de f ser H-localntente integrãvel

(4.3) BrepQ.aj:çãg.. Seja (X, bl, p) um espaço de me-

dida não-atómica. Se f E: FK(x, M, H) é Li-localmente integrãvel

então f" é m-localmente i.ntegrável

Psue EE:eçã9. De acordo com (4.2) sabemos que f (t)<"

para todo t > 0

Seja a > 0. Então f (a) < m e como

pÍxcX:lf(x) 1> f(a)} - mf(f(a)) - m +(f(a)) S a ,temos que

estão verificadas as hipóteses de (3.21.ii) jã que f ê H-local

mente integrãvel. Portanto f (s)ds < m para todo t > 0. As

sim, dado G C 1.0,"1 com m(G) < '", temos

+

t +

0

+

f (s)ds : l f (s)ds + l f (s)ds
G njo,il G áli,«l

l
< 1 f (s)ds + f (1) m(G)
' J

0 1 1

(4.4) Definição Seja f E Fk(x, A4, H) A função f
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defina.da em ]0,mÍ' pela relação

(t) = '{ it f+(s)ds
0

ê chamada função média de

Devido a (4.3), podemos assegurar que se (X, A4, p) ê

um espaço de medida não-atõn\ica e se f é H-localmente integra

vel então f (t) < " para todo t > 0. Além disso, é fácil ver
que f ê não-crescente

(4.5) BroPQsiÇão Sejam f,g c Fk(x, M, p) Então

(í) (af) $ 1al f , para todo cx c C

(ii) f (t) : f (t) , para todo t

(iii) líl S Ig q.s. implica que f

PSygggEr.gçãg. As partes (i) e (iii-) decorrem de pro

priedades análogas para f . Para demonstrar (ii) basta obser-

var que, como f ê não-crescente temos

+

+

+ (t) = + :} *u) (t)

para todo t > 0

(4.6) Proposi-ção. Seja (f.) uma seqt\ência não-de

crescente de funções de F+(x, A4, li) tal que lim f. = f. En-
R-too
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tão a sequência (fn+) é não-decrescente e nzm n

Psu9egiÇEeçee. É conseqtlência imediata de (3.14) e do

teorema da convergência monótona

(4.7) Proposi-ção. Se (x,M,p) é um esEnço de irtedi.da não-

e feF.k(X,M,p) taras

(i-) tí"'(t) -suP{ l lílap:(s) St}

para todo t > 0, e

(ii) Se f é p-l-ocalmente integrável e mr(X) < " Pg
ra todo À > 0, então para cada t > 0 existe S E bl, com H(S)=t

tal que t f (t) = 1 lít dp

Psu9neEreçe9. De (3.22.ii.) decorre que para cada

t > 0 e para cada S E M com p(S) S t temos

J
S

líl du (s) ds (s) ds = t f (t)

Logo

suPt IÍI dp P (s) < t} < t f (t)

para todo t > 0 (1)

(i.) Suponhamos inici.aumente f = E cE: X. onde

<...< al e SI/ . /S são subconjuntos mensurãveisde
X, dois a dois di.sjuntos de medida positiva.

l



u(Si) < " para l S i :

+
f (s)ds = cll t , se t S p(SI

r + n n

lí(s)as-xiaip(si) , se l.XI p(sj.)

t i. i.

lí(s)as=x aj.u(sj.)+ctj.(t- E u(sl.)
0

j'oion
LllllJ(Si) < tS ZEI p(Sj-) paraalgum i.0' ISi.0< n

Assim, se t S p(SI), como H é não-atâ

tal que p(DI) ; t e portanto

r r
UP{ jlíldu : u(s) S.t} :i jlÍlap : CEI

n
e t > E H(S:) , então tomando

i=1 '

45

Se de acordon então (3 12 nj.) tecom

t

existemica

S

S

mos que

e

se

Di C Si'

f (s)ds

S. temosl

suP{ fÍfIa : J(s) S t} : llílóp=zxicliP(si)=1 f (s)ds
D

io j-o+l
i=1(Si) < tS >]1 p(Si) paraa].gumi0' ISi0<n
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'0

k=1 (Sk) < p(Si0+l) e portanto, como

mica existe Di +l(: SiO+l tal que u(Oi0+l

Tomando D = S. u ... U S: U D: temos
' 'o 'o+l

J.0 -t0
P(0) = E H(S:) + t - E P(S;)

i=1 ' i=1 'L

então t

que

e

p é nao-atõ

io

k=]. (sk)

sup {J líl dp : H (s) s t}
S

l :e l dp

io

iE].aj. P (Sj.)+olj.0+l(t

io

j.:li p(sl.) )

t

l b)ds
0

s, assim, que para todo t > 0 va].e que
t

e de (1) concluam

suP { líl dlJ : p(S) St} Z l :Ev'(s)ds=tf(t)

Temo

queos

sup {l líl dp : p (s) s t}
S

(t)

Raciocínio semelhante mostra que a igualda

vale. também, se p(S.i) - - para algum i= 1,...,n

Tomemos agora f c: FK(X, M, H) qualquer e (fn) uma

seqtlência não-decrescente de funções simples de F'r(X, AI, u)

de acima
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tal que lim fn - IÍI . Então, de acordo com (4
D.'»oo

lim t fn (t) - t f (t) para todo t > 0

Para cada n c: ]N ,

S

r

S suP { l lílau : P (s) S t}
S

t fn (t) = suP { íla : p(s) S t}

n

temos que

6) temos que

Portanto

t fn+(t) $ suP { l lílap : p(s) S t}
S

o que completa a prova de (i.) , tendo em vi.sta (1)

+

(ii) Se f (s) / 0 para todo s > 0, o resultaria de

corre de (3.24)
+

Suponhamos que f (s) = 0 para algum s > O. S e j a
x t

s0- inf {s.> O : f(s) ; O}. Comof écontinuaà di.rei.ta

então f (sO) - 0. Sabemos de (4.2) que f (t) < «' para todo

t> O. Assim, se 0 S t $ sO o resultadodecorre de(3.24).Se
t > s. então como f é não-crescente e f (s ) = 0 temos f*(s)=0

para sn < s < t. Logo
+.. ''l f\

0 0
f (s)ds = 1 f (s)ds : se f (se)J

(t)

Logo existe Sn com L\ (SO ) sO tal que
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t f (t)

'0

o que demonstra (ii-)} uma vez que H(SO) ; sO $ t

(4.8) çgrgl:ã:J:g Sejam (X,M,U) um espaço de medi.da

não--atõmicaefeFk(x,M,p). Sef(t) <m para todo

t e IR n to,u(x) l então f é p-].oca.Imente integrãvel

r) nmr-l ri c +- r h p a rl É conseqtlência de (4.7.i)

(4.9) Prooos+:çgg. Seja (x,M,p) um espaço de medida não--

atÕmi.ca e sejam f,gc:FK(x, M,u) . Então se f-tg esta definida tanns

(f + g) < f

!2sn9eEE:ieç99. De acordo com (4.7.i.) temos para todo

t > 0 que

t(f+g) (t) = suP í+gl(ip : H (s) S t}

S suP f dp : P (s) ! t}

+ suP Ig'ldu : p (s) = t}

t f (t) + t g (t)

Logo (f+g)
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CAPITULO ll

$ 5. Funções de Young generalizadas e espaços de
Birnbaum Or].i.cz.

(5.1) 2Slj:n&Sag. Uma função A defina.da un [0,mt com

valores em [0,m']é chamada Éy=ção de Youna generali.zada se

(j.) A(0) = 0 ;

(ii) A é contínua à esquerda em ]0,mF;

(i i.i-) aéiÇI é não-decrescente

A função nuca e a função que é igua]. a zero no zero e

igual a m em lO,mt são funções de Young generali.zadas que chg
mimos trivi.ais.

(5.2) Definição. Dizemos que uma função ê- definida

em [0,m]] (Dm valores an ].0,m] é uma funcho de Yómg se existe una função

p: [0,mt -+ ]O,m] não-decrescente, e t:a]. que

É fãci[ ver (]ue toda função de Young genera].i.zada é não--de

crescente e que toda função de Y'oung é \xna função de Young generalizada

p(s)ds todo t 0>parar
j
0

A(t)
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C5.3) Proposição. Se A é uma função de Young gene

rali.zada então a função An definida em I'0,ml. por

AO (t)
A(S)

é uma função de Young (que chamamos de r(!g!!:;:g;.j:.ggçgg gS A) .Vg

lem as seguintes relações

(i) AO(t) SA(t) SA0(2t) , para0$t<

(ii) {t:A.(t)=0} = {t:A0(t) - 0} ;

(i.i.i-) inflt:A(t) = m} = i-nftt:A0(t) - "}

P D99EÊ gçgg. É imediato que AO é uma função deYoung

e que (ii) e (iii) estão verificados. Para demonstrar (i.), no

temos que se 0 S t < m então

Al='--- ds < A(t) S A(S) ds ! Ao'(2t)

'1

AO (t)

(5.4) Dç:ei-nação. Seja A uma função não--decrescente

defina.da em lO,mt com valores em l.0,ml . A função A'l definida,
em [0,m[ pela relação

A''(v)=inftt A(t) > v }=suP { t:A(t) S v}

é chamada inversa à direita de A

É fácil ver que A l é uma função não-decrescente,co2
tínua à direita.
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(5.5) BHE
lizada não trivi.al
Então temos

(j.) A

(ii) A'l

(iii) A'l

(iV) A'l

(v)
A-l

(Vj.) A'l

l

ei:Çeç) . Seja A uma função de Young venera

Sejam a=suptt:A(t)=0} e b=inflt:A(t)= m}

(v) < m , se

(0)

(v) = 0 i-aplica que v = 0;

(A(u)) = u e a < u < b

(X)- é não-decrescente

ê contínua em ]0,mt

'(U)) S u , se 0 S u < m;

'(u)) = u ,se u > 0 e A ê contínua

(vii) A(A

(vj. j. j.) A (A

A'l(u)
em

!9 9 E:gçãg. Ve' [1] (2. 30.v) e (2. 3.1)

Verifica-se fao.Imente que se A é inversível então
A ' é a inversa usual de A

Os resultados que seguem são prelimi-naves para (5.10)
(5.11) e (5.12). Estes, por sua vez serão utilizados nas de-

monstrações do $ 7

(5.6) eg19299&lBg. Seja A:l0,ml-.- [0,m] uma função

não-decrescente e não trivial. Se A(t) é não-decrescente pa-
ra algum cl > 0 então 0 < A(t) < m para todo t > 0 e A é conta
nua.

t
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PSngneE=eçeg. Suponhamos que A(tO) ; 0 para . ,algum
t. > 0. Então corno A11-). é nao-crescente temos A(t) < A(t:0) .0

para todo t > tO' Logo A(t) = 0 , se t Z t0' Por outro lado co
mo A ê não-decrescente concluímos que A(t) - o se t : tn' As-
sim temos que A é i.dente.camente nula. Logo se A é não-tri.vial

então A(t) > 0 para todo t > 0

0

Argumento análogo demonstra que A(t)
t > o.

para todo

Vamos mostrar agora que A é contínua. Seja tn > O

Lembrando que A é não-decrescente e que A(t) ê! não-crescente

concluímos que
P

se t > tO então

A ( t) -A (tO ) "''' "''.' :'" 'ip - q :lr
: (J'- ü A(to)

'0

' A {tJ - .f\ {tn) := L -'---7í-- -

se t < t.
U

então

A ( t) -A ( tO ) A (tO) -A (t)
'0 I'

« .e. . ta) 11-:1d-P

A continuidade de A é, agora, i.mediata

(5.7) 11gllggJ:ggg. Se A é uma função de Young gene

balizada tem-se que
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(i) se existe tO tal que A(tO) > 0 então A é não
limitada;

(ii) se0<A(t) <m paratodot>0entãoAé(es

tri.temente) crescente

Demonstração

(i.) Suponhamos que exista tO tal que A(tO) > 0. En-

tão tO / o e como A(t) é não-crescente temos A(t) : iE- A(td

para todo t > t0' Logo A é não limitada.

(ii) Suponhamos que 0 < A(t) < m para todo t > 0.To

memos 0 S tl < t < m. Se t. = O então A(

como AIÇiEL é não-decrescente temos A(tl)

t 0 < A (t2) . Se tl/0,l t l A(t < A(t<
2t 22

(5.8) Corolário. Seja A uma função de Young venera

lizada não-trivial tal que A(t) é não-crescente para algum

d > 0. Então A é contínua. (estritamente) crescente e não li

mirada. Portanto A é inversÍvel

t

Ps ente:ieçãg. É conseqtlência de (5.6) e (5.7)

(5.9) ProEgg.lçBg. Seja A uma função de Young gene

balizada contínua não trivi.al. Então para cada cl > 0 temos

ê.l.E2- é não-crescent. :. . .i:. n. ;'l(t)
+ u--crescente se e se se ------'l

.a

(i)

é não-decrescente;



(ii) !LflF2- é não-decrescente se e só se A---l:.Í..E.L é
não--crescente. ta

9sn9neÊ:9çee. Vamos demonstrar apenas (i.) uma vez

a prova de (ii) é inteiramente análoga

Suponhamos que ê-l-atl seja nã

0 < tl < t2' Queremos mostrar que

A'J'(t2) A'l'(t].)
[ = ].

tl; t:'*
Como â.l.Ç} é nâo-crescente e .l:t < ]. então

t. a
A( (rü) s )

'2 .. A(s)
+ - -.

l cl s'
.b o

2

odo s > 0, isto é

Assim, se A(s) > tl

a
) s ) > t

crescente Tomemos0

(1)

l

todo 0s>t parapara

temos que

l

l

lt tl la
s) 3A ( (--ü) ) P.(s)E t2 2

l

( t&) {s:A(s)> t2lC {u:A(u) > tl}

T)nv+..nn+n
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l

'(t2) : A'J'(tl)

o que mostra que vale (1)

Suponhamos agora que êl:llift)- seja não-decrescente.To

memos 0 < tl < t2 < " é vamos mostrar que

at

A(t2) A(t] )-..----.=- < .-----=-

'g ' ':
(2)

Suponhamos por absurdo que (2) não seja verdades-ra

iate f4 > 0 tal que

a.. a
l"A .

('Eá) A(ti) < M < A(t2)
a

Como (lli)' M < M
decresnaoe

(3 )

e A'l(t)
l

tclcente temos

A-l b «-:(")
t2

(4 )

Por outro lado como M e A(t2) temos que A (M) < t2
e portanto (4) nos garante que

«-:.' I'~"' : ':

Lembrando que A é contínua e recorrendo a (5.5.vivi) obtemos
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t. cl
('Ex) M S A(tl) ,

2

o que contrari.a a relação (3)

completa.

Assim temos (2 ) e a prova esta

1 1

(5.10). Er9ipegi:sgg. Sejam A e B funções de Young

generalizadas contínuas e sejam y, c:, p, q números real.s tais
que c: / 0, p > 0, e q > O. Suponhamos que

(i) B'l(t) ; A'l(tc)tY para todo t >0

( j.j.)

Então temos:

(ii.i) Se E: > 0 e B(t) é não-crescente então A(t) é

náo-crescente;

(iv) Se c: < O

não-decrescente;
e gilâl é -ão-.:escente então A:? é

(v) Se c: > 0 B(t)e ----=----=

tq
é não-decrescente então a.l.!}

tP

é não-decrescente;

(vi.) Se E: < O

é náo--crescente

e g-!-E2- é não-decrescente então A(t)
tq tP

P p99Et eçã9. Vamos demonstrar apenas (iii) . As de-

monstrações dos outros itens são análogas.

Se B(t) é não-crescente. então, de (5.9.i) decorre
t
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B'l'(t)
que --l

q

Substituindo B'l pela expressão dada em (i) temosque
. l c'

ê:!.(iSE.}.t-- é não-decrescente. Como c > 0 temos que ê::-Ç? s

é não-decrescente. De (ii) decorre então que é não-dg
sP

nte. Recorrendo novamente a (5.9.i.) temos agora q ue

t

!

cresce

ê nao-decrescente

A ( s)
.P

S
é não-crescente

1 1

(5.11) Proposição. Sejam A e B funções de Young gg

neralizadas contínuas e sejam c, pr y números real-s tais que

E: / 0 e p > 0 . Suponhamos que

( j.) B'l(t) A-l(tE:)tY, para todo t > 0

(ii) c = - PY

Então temos

(ii.i) Se E: > 0 então A.{:EL é não-crescente;
tt''

(i.v) Se E: < 0 então A(t) é não-decrescente
t

Psu9ngE:eçã9. Vamos demonstrar apenas (iv). Como B'
é não-decrescente então nossa hi-põtese (i) garante q ue

A-l(tC)tY é não-decrescente. Decorre de (ii) que 4-----(.E--L-- é

tP
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te. Oe (5.9.ii) concluímos ent:ão que AIÊL
tP

é não--decrescente
t

]

(5.12). !=gEgglgeg. Sejam A e B funções de Young

generalizadas contínuas e sejam p éq real.s positivos. Suponha

mos que
E

.l q .l
(i) A '(t ) = B '(t) para todo t > 0;

(ii.) g-!.EL ê não-decrescente
tq

Então ê..(t) e nao-decrescente
t

PgygBEE: çãg. Anal-oga às demonstrações de (5.10) e
(5. 11)

Passaremos agora ao estudo dos espaços de Birnbaum
Orlicz.

(5.13) 29Ê2.nlçgg. Seja A uma função de Young gene-

ralizada. Denotemos por Ln(X, M, p) o subconjunto de Fc(X,M,H),
das classes de funções f tai.s que

A (-t'b'L) du <

para algum K > 0. Nessas condições dizemos que L.(X, &l, H) é
um espaço de Birnbaum--Orlicz.

Se A é trivial di.zemos que L.(X, M, P) é tri.vial
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É conveniente observar que se f é p-mensurável então

A(-LÊL) é, também H-mensurável uma vez que A é monótona

Quando não houver perigo de confusão escreveremos s:im

plesmente LA ao invés de LA(Xr M. U)

(5.14) !19E91l;çgg. Todo espaço de Bi.rnbaum-Orlicz

e um espaço vetorial sobre C

29D9DgE=gçgg. Ver lil teorema (3.9)

1 1

(5.15) 2S11J=nlçgg. Seja A uma função de Young gene

balizada. Definimos a função pA em LA pela i.gualdade

pA(f) - inffK > o : J A( -l;!
X

dp < 1 }

(5.16) !19Egg.l:çgg. Se A ê uma função de Young gene
ralizada não trivial então

(i) PA(af)
todo a c c ;

pA(f) / para toda f c LA e para

(j-j.) PA(f) se e se se

(iii-) se p. (f) / 0 então A( --LE
PA(f)

) dP

e portanto p.(f) S l se e sõ se dp < l
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Se A é uma função de Young então pA é uma norma se

bre L.

i)emonstraçáo Ver [ll , teoremas (3.21) e (3.22)

(5.17) Observação. Seja A uma função de Young gene

rali.zada. Como AO(t) < A(t) S AO(2t) para 0 :l t < m (5.3.i
temos

J «.. W ,'- : J «' V ,«« : J «.'
x x x

para todo K > 0 e para toda f E F'(x, A4, p). Assim é fácil

ver que LÀ : LA.' Logo, tendo em vista (5.16) e lembrando que
An é uma função de Young, podemos garantir que se A é não tri

viam. então p. e uma norma

)dP

(5.18) yg.Egggg. Quando A for uma função de Young

não trivial escreveremos l líl IA ao invés de pA(f) . Se A for g

penas de Young gQD:eralizada não trivi.al o símbolo l líl IA ind.L

imediato que l l l IA ê então uma norma em LA

Alémdisso,tendoem vi sta(5.17) temos

l pA(f) S l líl IA S pA(f) para toda f E: LA

(5.19) Preposição. Seja A uma função de Young gene

balizada não trivial. Se f.g c F'(x, M, U) , f c Ln e IglSlfici.s

então g c LA e llçlIA < llílIA

C
c F (x, M. u) f E:
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PgygBgÊlgçgg. É conseqtlênci.a imediata da definição

de l l l l .

(5.20) !11gpgg&çgg. Seja A uma função de Young gene

ra.gizada não--trivi.al. Consideremos uma seqtlência (f.) de fun-

ções não-negativas de F'(x, M, u) e uma função f : x -* to,ml

u--mensurável. Se

(a) (fn(x)) é uma seqtlência não-decrescente para (]ug:

se todo x € X ;

(b) fn E: E para todo n c ]N

(c) lim f. = f q
D."'>m

n

(d) existe P'1 > 0 tal que l lfnl in < M para t(Ho n E ]N,

então existe h e F'(x, M, p) 'Eal (]ue h = f q-s., hcLA e llhl lzx:M

S /

29ygDEE:gç99. Faremos a demonstração supondo que A

é uma função de Young. Se A for uma função de Young generali-

zada a demonstração é análoga

Se M = 0, basta tomar h = 0 e a prova esta completa

Suponhamos M > 0. Vamos mostrar que f é finita q.s.

Nossas hipóteses garantem que exi-ste S E A'l, tal que

p(S) : 0 e (fn(x)) é uma seqtlência não-decrescente para todo
x c X 'u S.

Seja O = {x E: X : lí (x) 1 = m}

Para cada K c :IN e para cada n c ]N , consideremos
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Dn.K ' {x E: X n, S : IÍn(x) 1 > K}
e

DD UK n,Kn c: ]N

l ver que

D (l (X 'u S) = n U
K E: ]Rq nc: ]N

É fãcj.

n DD n.K KK c: :IN

P(OK) - P(.u

odo K e IN

De acordo com (d) temos que

H(0..K) A(:)

lim H(Dn,K)

odo K, n c IN. Como A é não trivi.al exi.ste K. c lIN tal
U

> 0. Assim u(Dn,K) < ;(:) para todo K 3 K0' de

onde segueque lzm U(Dn.K) < 1 para K > KO' Portanto

p(DK) S ;'(:) < " para todo K > KOr o que mostra que

[J(DÍ)(X'«S)) -]i.m U(DK) :]zm 1 . ComoAénão--]i

mirada concluímos que p(Dn (X '. S)) = 0 e portanto (]ue H(1))=0

Logo f é fmi.ta q.s.

Sela h a func

para t

definida em Xao por



63

(x)L se x € X '. D

h(x)
se x c: D

É evidente que h c Fc(X, M, U) e que lim f. - f q.s.l)o teore-
n-'> oo

na da convergência monótona e de (d) decorre que h E Ln e que

lhllA s M

(5.21) !rgEggj::çãg. Se A é uma função de Young gene

balizada não trivial então (LA/ ll l IA) é um espaço de Banach

Psn99eE:eçe9. VerEl] teorema(3.29)

(5.22) Exemolos de espaços de Birnbaum-Orlicz são

os espaços Lp para 1 < p < - . Indiquemos por Mp a função
- tP se 1 (. p < m e por }4. a função M (t)=Í 0 se 0 < t < l

l m se 1 < t < m

É fãci[ ver que ]wP é uma função de Young, Lp ; LM. e Pba ' ll llp
se l S p $ m

(5.23) Ergpgg:j::çgg. Seja A uma função de Young gene

ralizada não-trivi.al, p tlm número real positivo e f c: Fc(X, M, p) . Pa

ra cada u > 0 consideremos :E.. e fu como em (1.8) . Então se
f c: L. temos aue

(i) se êilEL é não--crescente então fu e LP;

A(t)(i.i.) se :-:-l-:!.- é não--decrescente então f' c L
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Demonstracao Tomemos u > 0 Se f c: L entãoA

A(]';1-)au < m (1)

(i) Como lfu(x)l S u para todo x É: X . 'v ; -';t'

crescente temos

.x4u,'K

para todo x E: X, tal que fu(x) ?í 0. Logo

A(R) lfu(x)IP S «P A(f (x))

para todo x E X e portanto

«':, l i'..*, i' '« : «- l «.LF,..
X

( 2 )

Mas como lfu(x) - minou,if(x)lJ: if(x) , para todo x cX

[embrando que A(:) > 0 decorre de (].) e de (2) que

If.,(x) I'dp

Portanto f E Lu P
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(i.i) Como â(-EL é não-decrescente temos
t

'$'' ' .toga,-
para todo x c x tal que if(x)l > u Logo

A(:) if(x) IP S uP A( K

para todo x c x tal que if(x) 1 > u

Lembremos agora que lfu(x)

If(x) > u e fu(x) = o se lí (x)l S

f (x) 1 - u <lf(x) se

Logo, se fu(x)/ 0 então

A.(}) lfu(x)leSA(:) if(x)l :uP A(

Portanto

«':, J i'".*,i' '« . «:' l «.W, .«

Decorre agora de (1) que fu E Lp'

$ 6 Algumas noções sobre operadores

Introduzi-remos aqui as definições e algumas proprie-

dades de operadores sublineares, de tipo forte e fraco entre

espaços de Orla.cz, como material preliminar para os teoremas
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do $ 7

Nesta parágrafo A e B i.ndicarao funçoes de Young ge

neralizadas não tri.vi.ais.

(6.1) Defi.ni.ção. Dizemos que um operador T defini-

do em LA(X, M, u) com val-ores em LB(Y, N, v) é de .EJ=pg forte
(A,B) se existe K > 0 tal que

( j.) dv < l

para toda f E: LA com pA(f) < l

Se. T é de tipo forte (A,B) o número

(A,B)
:infÍK>0 Jla.,B( K

Y
dv $ 1 V fcLÀ com pA(f) 1l}

ê chamado DorIDa (forte) de T

(6.2) Definição. Dizemos que um operador T defini-

do em L.(X, 11{, p) com valores em Fc(y, AI, v) é de tipo fraco

(ATB) se existe K > 0 tal que para toda f E LA com pA(f) < l
e para todo À > 0 temos

(i) B(IÊ) mTf (À) .S l

Se T é de ti-po fraco (A,B), o número

llVll B-:im K'O:B(à)"\uÜ)!i,
vfç-l.''''A com pA(f) ! 1, V À > O}
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é chamado norma :Fraca de T

(6.3) ObpçrvaçÕes

(a) Como toda função de Young generalizada é contínua
àesquerdaéfãcilverque seTédetipo forte(A ,B)e

llUllranvo entãoln(n.p)av S l,para fc: L(A,B) .l - llull ''" ' ' '''' ' ' 'A
Y (A,B)

para p.(f) < l
/\ '

De modo análogo temos que se T é de ti.po fraco (A,B)

ejITll'(A,B) 0 entãotemos B(-Í À )mTf(À)Slpara
(A,B)

f E: LA com pA(f) < 1 e para todo À > 0

(b) Sejam B(t) = M. e A uma função de Young generg

gizada não tri.viam arbitrária. Seja T' um operador defi.ni.do em

Ln(X, M, u) com valoresem F (Y, N, v) e tomemos K > 0. Para

cada f E: L. temos

- (-t1lP-) '~' mTf (K)

e portanto )dv <
l se e sõ se inTf (K)

Isto e

quivale a dizer que mTf(À) - 0 para todo À > K

Por outro lado, temos B(IÊ) mTf(À) < 1 para todo À >0
se e sõ se mTf(À) - 0 para todo À > K, o que equivale a dizer

que mTf (À) - 0 para todo À = K, uma vez que mTf é Contínua à
direita
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É imediato então que neste caso, T é de tipo forte

(A,B) se e sõ se T é de tipo fraco (A,B) e que lITll =lITllw
(A,B) (A,B)

(6.4) y9.Egse9. Se l 51 p, q S '''. escreveremos "T é

de ti.po :Fraco lfortel (p,q) ", quando T for de tipo fraco lfortel

(A,B), com A(t) = Mp e B(t) - Mq

Com isto, (6.3) garante que T é de ti-po fraco (p, -)

se e só se T éde tipo forte(p, m) e I'lvll =lITllw
(A,B) (A,B)

C=onn o leitor poderia esperar, se T é um operador de

tipo forte (A.B) então T é de ti.po fraco (A,B) . É justamente

isto que nos diz o teorema segui-nte. No entanto não vale a re

cíproca. Um contra-exemplo é o operador maxi.mal de Hardy-
-Líttlewod.

(6.5) Proposição. Seja T um operador definido em

LA(X, M, p) com valores em LB(Y, AJ, v) .Sejam f E LÀ c(m pA(f) < l
e K > 0 tais que

) dv < l

Então tem-se

B(;) mTf (À) S l ,

para todo À > 0

Conseqi:ientemente, se T ê de tipo forte (A,B) Então T

éden.pofraco(A.B) e llvllw S lITll
(A,B) (A,B)
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P9B999t;tgçgg. Para cada À > 0 seja

SÀ = {y c Y: ITÍ(y) 1 > À}. Então de acordo com nossa hipótese
temos

B (à) mTf ( À ) )dv )dv < l

o que completa a prova

(6.6) 2Slj:91.çgg. Um operador T definido num sub-es

paço vetori.al de Fç(X, M, u) com valores em Fc(Y, A/, v) é cha
mago sub].i.near se

]

(j.) IV(Í+ç) 51 IVÍI + ITç , Vf,gc: Dom (T);

(ii) IT(CEf) : lallVíl , para todo a c: c

(6.7) !191199J:.Çgg. Seja T um operador sublinear. Se

f,g E: Dom (T) então para todo oc .> 0 temos

mT(f+g) (ct) S mTf (a) + mTg (cl)

P9 999E:gÇ99. Como IT(í+g) S ITrl + ITg então de
acordo com (1.3.i.v)temos

mT(f+g) (a) S mjríl + ITgl (a)

para todo a à 0. O resultado decorre agora/

) Eli9il9e.i:se9. Seja T um operador sublinear de

tipo fraco (A,B) , onde A e B são funções de Young generaliza-

(6 7
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das não limitadas. Então se lITllw
(A,B)

iW
!2SIB99EÊ gç$g- Como l IV 1" = 0 então existe uma se

(A,B)

qüência de números reais (Kn) que decresce para zero tal que

B (Ê--) mTf (À) S ln

0, T é nulo.

paratodonE: .N , paratodoÀ > Oeparatodaf tal que

pa.(í) S ]-

Tomemos f c: LA tal que pA(f) S l e temos que a se-

quência (n(ià--)) não é limitada. Como n(:à--) mTf(À) S l para tg

do n c: ]N , concluímos que mTf(À) : O.

Assim, se f c: LA e pA(f) < 1 então mTf(À) - 0 para
todo À > 0, o que mostra que Tf = 0

Resta demonstrar que Tf = 0 para uma f qualquer em

LA' Se f - 0, então temos ITíl = IT(0 f)l = 0, uma vez que T

ê sublinear. Tomemos agora f c Ln' f ?i 0. Como A é não tJ:-ivial,

decorre de (5.16.ii) que p.(f) / 0. Concluímos e n t ã o de

(5.16.iii) que pA( Í: ) < 1 e portanto que V(-ÊtÇIFT-) : o. Oa

de T deãosublinearidade Tf 0ri'e/ agora que

Em particular se T é de ti.po forte (A,B) e A e B são

funções de Young generalizadas não limitadas, de (6.5) e (6.7)

concluímos que se l lv = 0 então T ê nulo
(A,B)

(6.8) ç?bgervação. s T operador dee fortee tiPO
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vi.ais e não limitadas então
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pB(TÍ) s l lvl l (A,B) pA(í)

para toda f E: LA

De fato, no caso em que l IT 1 = 0 jã sabelnl.)s que
(A,B)

T é nulo e portanto não hã o que demonstrar. Se l IVI l / 0,
(A,B)

de acordo com (6.3.a) temos que

J 'l l T l l
Y (A,B)

para toda f E LA tal que pA(f) < l

c LA e f / 0 então tomando g = il;.;lFÍ) temos
Lembrando que ITgl = -1.!Ê.L concluímos então

r

)dv < l

que pA(g)

que

B(

P.U)lITll n *
)dv < l

(A,B)

e portanto pB(Tf) S PA(f)llvll(A,B)
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$ 7 Uma generalização do teorema de Marcinki.ewicz

Neste pal'ãgrafo most=aranns que sob determi.nadas con-

dições sobre pOr qOr plr ql e sobre as funções de Young gene-

rali.zadas A e B, todo operador sublinear que é de tipo fraco

(pO'qO) e de tipo fraco (pl'ql) é também de ti.po forte (A,B)
Esse resu]tado general.iza o Teorema de Marcinkiewicz que enun
daremos em (7.].)

No que segue a expressão ''T ê si.multaneamente de ti-

pos fracos (p0' qO) e (pl'ql)",usada para um operador subli--
near T, si.unifica que T esta defi-Rido num subespaço vetorial

de F'(X. M, p) que contém L. (X, M, li) para i= 0,1, (blue T to

ma valores em F'(Y, M, v) e que a restri.ção de T a L. (X,M.p)

é um operador de tipo fraco (pj'ql) , para i. = 0,1

l

l

(7.1) Teorema (Marcinkiewi.cz) . Sejam p0'qO'p]'q].

',:;,"':ã:à' :, ':+:#::''.:-: . ;.-;
um operador sublinear simultaneamente de ti.po fraca (p0'q0) e(pl'ql)
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entãoparacada(a,B) doseamento aberto que une

(ill; , iit) a (ii\l , tiil) existe M > 0 tal que

l
B

dv < l

Y l
G

f dp < 1, i.sto é, T é desempre que f c: L l (x, M, P)
a

tipo forte ( à , ; )

eçueneE:ieçãg' Ver [14 ] ou nossa observação (7.3)
e os teoremas (7.7) e (7. 8)

(7.2) y91Egçeg. Sejam p0' q0' pl' ql E: 10, ml tais
que pO ?z pl

1. Se 0 < pi < para i- - 0,1 defi
nimos

(j.) E:

e

l
l qo

pl .L
Po

l
ql
l
PI

( j. i ) l
ql

l
ql

C

PI
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Com isto, aequaçãodaretaque Í)a s s a por

(ill , iit) e (iiâl, til:-) é y = cx + y. Assim temos também que

-.L - -.L . É fácil ver então que se E # 0 (isto é, se q.7tl.)
'l0 t''0 ' '

temos

(1.1.1.) !x (-l-
'qi

para i- ' 0,1

No caso em que 0 < p:<

q. = .' , definimos

para i. = 0,1

qo

(iv) l
qo J

Po

e

(v) E

PI

Assim temos, neste caso,

b ..l
qo qO c PI

3. Se 0 < pO qo pl : ql ' " de

finimos

(vii) Po
qo

e

(vij.j. )
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(7.3) 9bgSry.gç99. Nas condições de (7.1)

m=min(q0'ql); l:max(q0'ql) . B(t)=tÍ3 e A(t)-ta.Como

um ponto do segmento aberto que une (iEIÇ- , ::l-) a (i:ài

fácil ver que m < { < Ê e cálculos simples mostram

B(t)
.m

existe uma constante K > 0 (Km m

l l

decrescentee nao

façamos

(cl . Í3) é

1-) , é
ql

que

tal

;áH: '; : «. :VS

para todo t > 0

se 2 < nao-crescente e existe

KI, > O (Kz ta]. que

t

para todo t > 0

se existe q > m tal que P--!E.L ê não-crert
cente;

B'J' (t) - tí3 A' ]- ( tc ) t'Y

Com i.sto, no caso em que pO / pl' o Teorema de



76

Marcinkiewicz torna-se um caso particular de (7.7) e (7.8) e

no caso em que pO ' pl' dos teoren\as (7.9) e (7.10)

A segui.r apresentaremos dois lemas que simplificação

as demonstrações dos teoremas (7.7) e (7.8)

(7.4) Lema. Sejam p, q, qr p números real.s post-ti-

vos, l S p S q e sejam e ?í 0 e y números reais tai-s que

(i)

Sejam A e B funçoes de Young generalizadas nao tri

viris definidas por

t

A(t) = 1 a(s)ds'.
B(t) = lí b(s)ds

0

onde a e b são não-negatívase Lebesgue lrlensurãvei-s

Vamos supor que A seja i.nversÍveltiJ e que tenhamos

(ii) B'l(t) - A-l(tE:)tY , para todo t > 0

(l-ii) âii:L não-decrescente

(1) E suficiente que A seja estritamente crescente e não limita

da e esta sela a situação em nossos teoremas (7.7) e (7.8)
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(i.v) P-lE} não-crescente
tq

Definindo u(À)=B'l(AE (X) )

o seguinte

(a) Se e > 0 e se existe
t

l x'; : «.v ,
todo t > 0 então

á" T IZ"".';*-':'*' ,:
b) Se E: < O, ê..!.E.L é não

tP
Kq > 0 tal que

I'p';:'. B(t)
'ií

todo t > 0 então

l"v
u'l(À)

l ".';':

e

temos

para

para

e tomando fel'A com pA(f) !
]

K. > 0 tal queq '

g
P

dÀ

decrescente e existe

H
P

g
P

dÀ

c) Se c > 0e se existe K > O
q tal que
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J" H '; : ',
t

B(t)
tq

para todo t > 0 então

q

1" u' l ll:.*:.';'''-:*
P g

dX < q K (1)p
' ' q 'P'

d) Se

K > 0 tal que

: .:: o, êles
tP

é não-decrescente e se exi.ste

para todo t > 0 então

i' '#l i"'. '-«': '" ,
g
P

dÀ

Psu9eEE:eçe9. Em primei.ro lugar observemos que

é monótona e contínua. Como mr é não-crescente é fácil ver

que as funções que estamos i.ntegrando em relação a À em (a)

(b) , (c) e (d) são Lebesgue-mensuráveis.

Vamos demonstrar apenas (a) e (d) . As demonstrações

de(b) e de(c) são análogas às demonstrações de(a) e de(d)
respectivamente

Tendo em vista (i-) e (iv) e recorrendo a (5.8) sabe-
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mos que B é inversivel e como A ê inversÍvel temos q ue

0 < u(À) < m para todo À > 0

A função B é derivãvel q.s. e temos B' (À) = b(À) pa-

ra quase todo À > 0. Como .----.R- é não-crescente é claro que
À

»o) s â g.{U- q.s ( ]. )

Í".J
0

PP l dÀ) s dsa) Seja l (À )

:i"l I"(
P

b(À)\q l
m (s+uf

À

g
P dÀ(À) )

Fazendo a mudança de variáveis

cluímos que

u'l (À), con

J"' J"
o L u'l(À)

e como p : l temos que

g

mf(t) (t-u'l(À) )p'l'dt P dÀ

0

P

l"i b(X) )q x(.,:)
l

(À)U

) mf(t)t tji»lata' dx
.1

ou ainda que

:: : ll"l I't? ..,:, . 'b , «.'*, '«:* l\*l'
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TerKlo an vista a desigualdade de flinkowisky obtemos

P

:: : i"«.'*, ''':lí"v *..,:,.4":'" * ':,
o ' o

Como E: > 0 então u é não

t temos que À < u(t). Logo temos

i"v*..,:, .'P''* : i-''' v-«
o t > 0. Oecorre de (1) e da hipótese de (a)

/00

l b$'Lx(o,i)

decrescente e portanto se

que

Ü «. '"%
' l.u (t) l '

Asse.m, tendo em vista (2) temos
P

:' : .õ «.,8 J"«.'', .'-:
[B (u ( t) ) .]q
'T=CF

0

l
) = B'] (AE: (t) ) temo

tod

u(t S que

Pi.u ( +-)
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q . q
.[ < (q K )' ' q mf(t) tP'J-

0

. dt

[.-:..{..,,]'
Usando sucessivamente nossas hi.póteses (ii) e (i)

obtemos

P

[ A(t) ]cq [ A(t) ] c:q
EZ.

tPIA(t) lc

A(t)
tPP

B'l (AE: ( t) )

e portanto

q . q

l É (q Kq) mf(t) tP'l- A-(t) dt

P

ã K,'' 1«..., u"
0

dt

Como A e B são funções de Young generali.zadas conta

as,decorre de (i), (i-ii) e de (5.10.v) que 8-!E)- é nãodecres

cente e portanto que !ElItE < i a(t) para quase todo t > 0. Lo
go

nu
t

J'
0

A asserção esta agora demonstrada uma vez q ue
/(x)

pA(í) S l e portanto Í'mf(t)a(t) = 1 A(líl)dp SI
0

::' s 6 «? : mr(t)a(t)dt



J" T[J" «. .;*
0 0

P

o a mudança de variáveis t = s + u'x(X) c

cluÍmos que

q p-x ip
mf(t) (t-u'l(À)) dt l d

!"
-,. q lg.

1) (bfài) mf(s+u'l(À))sP'l ds ír' dX

82

u'l(À)(d) Seja l

Fazend Dn

p : l temos que

r"

L

.da que

., B

Tendo em vista a desigualdade de Minkowisky obtem

P

:i : I'«.'',''':' Í" 'f#- *..,:, .c?", .* .. ';,
o ' o "

P
lq <

o '- o

. q .l

l qP-) * ..,:, . 'çu'«...,J:'':'«

X mf(t)(o,l) (

os

:'"''' dJ' dÀ
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Como E: < 0 então u é

t implica À > (t). Logo

0 u(t)

t > o

Lembrando (1) e a hipótese do caso (d) obtemos que

J"T *..,:, .q", " : ; «,=$

t > 0. Decorre então de (3) que

E E . . -]

:' : '; «,'' i' «.'',''-: :.:::::''
Como A(t) é não-decrescente, procedend

.o de (a) concluímos que

lq < (q K )q l e
' ' q i;

que
q

: S ã Kn (4')'

"T *..,:, .ÉH,'* : J" $

crescente e portantonao

dÀ

todo

dt

deo como na

l
( À )U

t
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(7.5) Lema. Sejaui p0' qO c 'lo,«l , pt'qtc:jo,"I e

A e B funções de Young generalizadas não triviais contínuas

tais que

(i.) B'l(t) - A'l(tC:) tY, para todo t > O, onde E:

e y são tomados como em (7.2)

Seja f c: LA e u > 0. Então considerando fu.e fu co
mo em ( 1.8 ) temos

(a) Sepl<"r ql<-' E> 0,, seB(t) anão-de

crescente e E-l--E.L é não-crescente temos que álibi é não-.decreg
tPI ' tPo

cente, A(t) é não-crescente e portanto que fu c: LPI e pOfucl '

(b) Sepl<"'ql<",c>0, Jl:$1a- é não-

e P--(-g} é não-decrescente temos que â--!-ÊL é não-crer

cente, JtliÊ.L é não-decrescente e portanto que fut:Lp0 e
fucl .

PI

(c) Se p]. < ' ' ql < " , B(t) é não-decrescentee

-(.E.L é não--crescente temos que 4Í}L é não-crescente, ?ilÇ-L é

não-decrescente e portanto que fu c LP0 e fu E: LPI

(d) Sepl<" ' ql<" . c< 0 , ê-Í..E} anão--cães--

cente e IE::L é não-decrescente então A(t) é não-decrescente

B



85

!bll:l.L é não--crescente e portanto fu E: LPI e fu c: po

(e) Se pl < " , ql - ",e > 0 e B(t) é não-de(rescen

te então ê..(.!} é não-decrescente e portanto fu c: L. . Além dis

se ê-(it) é não-crescente e noEtânto f € 1.
tPI ' ''''' - ''' '''''' 'u ' 'PI

(f) Sepl <", ql- ",e> 0 eB(t) anão-decrescen

te então A(t) é não-crescente e portanto fu LP0' Além disso,

A.!it) é não-decrescente e portanto fu cl

(g) Se pl : " , ql - " e B(t) é não-decrescente en

tão A(t) é não-decrescente e portanto fu c LPO' Além di.sso
como f.. é limitada temos que f c L = L

' u PI '

P9B99:E gçgg. Os Itens(a),(b),(c) e(d) decorrem

de(5.10) e(5.23), uma vez que por(7.2.i.ii) sabemos q ue

1, para i - 0, 1

A pri.meiga afirmação de (e), decorre de (5.10.v) jã

que de(7.2.i.v) saber\os que :-g(i - y) - 1. De(5.11.i) de-

corre que !$iliEii é não-crescente uma vez que c: = - ply ( ver
(7.2.vii».P. outra afirmação é conseqtlência de (5.23)

A demonstração de (f) é análoga ã de (e)
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Para demonstrar (q) recorremos a (5.12) lembrarão que

(ver( 7 . 2 .vii) e a (5 . 19 . ii)

(7 . 6) observações

(a) Em todos os teoremas que apresentaremos a seguir,

B sela uma função de Young generali.zada não-tri.vial, contínua,

para a qual existe cl > 0 tal que u\tl é não-crescente. Assim,
de acordo com (5.8) , B será inversÍvel

t

(b) Em qualquer uma das situações(a),(b),(c),(d),

(e), (f) (ile (7.5), existem a, B > 0 tai.s que â-É-E} é não-crer

cente e ê..(}L é não-decrescente. Como A é não-tri.vial e conta

nua podemos concluir, tendo em vista (5.9.a) , que A é invers!

vel(eportantoque o < A(t) < -se t c to,ml)

t

t

Assim em qualquer uma das situações(a),(b),(c) ,

(d),(e).(f) de(7.5), que serão situações de nossos próx=iims

teoremas, a função u(X) = B'x At;(À)) estará bem definida para
todo À > 0.

Vamos mostrar que i.sto também ocorre quando estamos

na situação de(7.5.g).(que aparece no teorema(7.7)). Neste

caso, a relação B'l(t)-A-l(tc)tY reduz-se a B'l(t)-A'l(tq0 )
r==-=A /p7r) \ T7n nln.n.bnw«-=A r.B B -l.,n / B/l\ /nn

Po
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para todo t > O. De fato, se exi.stisse tn > 0 tal q ue

A(tO) ; 0 teríamos A(t) = 0 para todo t < tn' Assim teríamos

A'l(s) 1l tO para todo s > 0 e portanto B'l(s) : tO para to-
do s > 0; Mas i.sto contradiz o fato de B ser inversÍvel ( ver

(i-)) . l)a mesma forma, se A(tO) - " para algum tO e n t ão
B '(s) ! tO para todo s > 0, o que também é uma contradição
Logo 0 < A(t) < «' para todo t > 0 e portanto u esta bem defi

ninfa e 0 < u(À) < m para todo X > 0. Além disso, como A é con

tinua. !!ifigi- ê não-decrescente e como O < A(t) < o para todo
t > 0, podemos concluir de (5.8) que A é inversível

(7.7) Teorema. Sejam pO' q0' pl E: [l,m] tais que

PO < qO < " r PO # pl' Seja T um operador sublinear simultânea

mente de tipos fracos (po'qO) e (pl' «)

Sejam A e B funções de Young generalizadas não-triviais
definidas por

t

0

t

n

a (s) ds

b(s)ds(ij.) B (t)

onde a e b são funções não-negati.vas e Lebesgue-mensuráveis

Suponhamos que

(iii) B(t) é não-decrescente ;
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(iv) existe q c JO,m[ tal que B(t) é não-crescente;

(v) existe K > 0 tal que
qo

para todo t > 0

(vi.) B'l(t) - A'l(tc)tY para todo t > 0, onde c e y

são como em (7.2.)

Então T é de tipo forte (A,B) , isto é, existe K > 0 tal

que

)dv < l

para toda f É: LA com pA(f) < l

9suee2EEeçeg. Vamos mostrar inicialmente que T esta

definido em LA

Para cada f E: LA e para cada u > 0 consideremos fu e fu
como em (1.8) . Como P--!iEL é não-decrescente, recorrendo a (7.5)

t'i0
concluímos que

e e > 0 ent:ão f c: L e fu E L
u PI PO

e E < 0 então f E L e fu €1
u PO PI

t

Se PI

Se PI <
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Se pl então f c L
u PI

e fu c: L
Po

Assim se f E: LAr f pode ser escri.ta como soma de uma função

LP0 com outra de LPI' Como T é sublinear e LPI e LP0 estão
contidos no domÍni.o de T concluímos que T esta defina.do em Ln

Sejam MO e Mlr respecti.valente, as normas fracas de T
como operador sublinear de tipos fracos (Pn'qn) e (pl," )

De acordo com (3.19) para cada f c: La e para cada K >0
temos

- ülP-) '* mTf (X) b(À\dÀ
O K

m.. (KÀ ) b( À ) dÀ

0
J'

Consideremos u(X) = B '(A'(À)). Oe (7.6) sabemos que

(À) < m para todo À > 0 e que u é inversÍvel

l

Como T é sublinear, decorre de (6.7) que para cada

f c: La' para cada À > 0 e para cada K > 0 temos

m (K) Sm (K À) +m .] (ã À)
Tf Tf . Tfu '(À) '

u '(À)

Fixemos À > 0 e f e LA com pA(f) < 1 e vamos obter nn
lotações para o segundo membro da desigualdade acima nos di-
versos casos.
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Se pl ' " ou se pl < " e c > 0 sabemos q u e

fu''(À) E LPO e por ser T de tipo fraco (p0'q0) temos

u'l(À) (K À) S
Tf

para todo K > 0

.«':'*' := ,

De (3.19) concluímos então que para todo K > 0 temos

qo

« ..:.*,'$ *, : .'},'' x' ll'«..-:..,';,
e recorrendo a (1.8) obtemos

qo
Po

qo

x''l.Í"«.'

qo
Po

Tfu'l(À)(K À)

para todo K > 0

(À )

( ].)

2. Sepl< " e E > 0 então f.l(À) E: I'pleporta2
to como T é de tipo fraco (pl ' ") temos

l I' «':o) S MI l Ifu-l-(À)llP].
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l

«: ,::

l

]". " »-:(À) s):

«: ,::lÍ'«..-: *, .;, à v' *l':
Recorrendo a (1.8) e ]-embrando que (7.5.e) nos garan

te que ê..(-Z2- é não-decrescente temos
l

S
l
PI

0
": ':-: u''(X) PI

m.(s) }f7iÍ ê(s) ds

l

llTfu-].(À)

l
PI

S MI pl

l
t''l

âlgl ds
S

l
(À)U

l

(u'l(À) ) lpl.

Mas (7.5.e) nos garante também que â--(g)- é não-decrescen

te e portanto como A' (s) = a(s) q.s. temos que !\;(gl S !j--a(s) q.s.
Logo

l
.l I' .. l r"l

1 1 Tfu-l (À) l Im S MI('1)'1 ----g..: (À)

1,..-:.*, ,1ç
(s)a(s)ds

0
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e lembrando que pn(f) < 1 temos

l
P. t'l

l ITfu-l-(À) l Im ' MJ-(ÕO)

u'l(À)

A(u'i(x))lpi

Mas como u'l(À)

> 0 temos

A-l(Bc(À)) e B'l(t)::A'l(tc:)t.Y para tg

do t

(À )

.*,,]é
A-l ( Bt: ( À ) )

T
(A. [A'J' (BC (À ) )].) PI

Y
[:B (À ) ]

C

B(X) l p].

À IB (À)

De (7.2.v.) sabemos que
E

PI
e portanto

l

llTÍ..-i,..ll. : MI (:1)pi XPo
(2)

3. Se pl

po fraco (pl' ") temos

.-: R)
como T ê de ti

llTfu-l(À) " MI llfu-l(À) "



93

Mas neste caso y = 0 e portanto (vi) se reduz a

A.''t(tt') = B''(t) para todo t > o, o que nos garante q ue

A''(B'(À)) = B''(B(À)) = À. Logo

l ITfu-].(À) llw s' Mi À.
(3)

Se pl < " e c > 0 então u é não-crescente. Temos,

também, de acordo com (7.5.f) que â--!-E.L é não-crescente,
+.. 1" f\

ê..!.EL ê não-decrescente, f .l(À)e LP0 e fu'''(À) c Lpl' Es'
es fatos serão utilizados em 4. e 5

4. Sepl.<-ec>0 entãocomoTédetipo fraco
como fu'l(À) c L. temosl

M]. l lfu'l'(À) l ipl
(À )

l

fu'l(À) (s) sPI'ldslPI
MI
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Recorrendo a (1.8) t.erros que

0
IHu'l'(À) 1 1. S MI PI

PI "..;«-:'*, ,;':-:.; lç

-3 IÍI..r''', '-«':", ,':.:. l:
l

Como p : l temos

l

fu'l'(À)ll <MI PI
PI

u'l(À)

l
PI

PI

l
PIÍ" .PI

1--1-m

mf (s) A(s)
A(s)

S
ds

[nnbran(]o A(S)
'"'RS

é não-crescente temos

l

l IUu'l'(x) 1 1. : Mi p]. l

l
PIu''(À) «;b) êáü ds

IA(u'l'(X)) l Pl- (À)U

e tambémque A;(:L S :i; a(s) para quase todo s > 0. Como
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pA(f) S l concluímos que

.00

l
U

l

IA (u'l (À) ) . PI

l

I' mí(s)a(s)asjPi
u'l(À)

ITfu (À) 1 1 < M].
(À)

51 M].

['A (u'l ( À ) )] PI

Procedendo como em 2. obtemos

fu'J'(À)ll < MI À ( 4 )

Se pl < " e e < 0 então f .l...t:" u '(À)

do que T é de tipo fraco (pO'qO) e recorrendo a

L .Lembran
Po

(1.8) temos

qo
Poqo

Po
PoTf

U ( À)

(5)
E:nra todo K > 0
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Podemos agora completar a demonstração considerando
três casos.

11.ç9e9: pl < " e E > 0 .

1 1

Seja K = max {2Mt(;1)PJ , 2 MO(q KO)qO }
Como

decorre de (2) que m À) = o2
Tf -l

(À)U

para tg

do À > 0 e portanto

mTf(KÀ) b(À) S m fu-l(À)
b(À) para todo À > 0

Tendo em vista (1) temos

qo
2M. qO

Po0
PoK

qo

0
"mf ( s+u'l (À ) ) sP0'lds POmTf (KÀ)b (À)

b(À)
qo

para todo À > 0

Sabemos, devido a (7.6.b) que nossas hipóteses garan-

tem que A ê inversível. É fãci.l ver então que as hipóteses de

(7.4.a) estão verificadas e portanto levando em conta nossa

escolha de K concluímos que



qo

Po
Po

mTf (KÀ ) b ( À) dX

0

$
l PoK ( =-- )q

qo Po

.q','';'.
< 1

Logo dr < l

Z!.ÇâE9: pi < e E: <0

A demonstração é análoga a do primeiro caso, se recor

lermos (4) , (5) e (7.4.b)

111.Ç999: p.

Também se demonstra de modo análogo se levarmos em con

ta (1), (3) e (7.4.a)

(7.8) Teorema. Sejam pO' q0' pl' ql números reais

tais que l S pO < qO ' 1 < PI < ql r PO / PI ' qO / ql' Seja
T um operador suba.inear si.multaneamente de ti.pos f r a c o s

(p0'q0) e (pl'ql)



es de Y generali.zadasoung nao

suponhamose

Sejam A e B funçõ

finitas por

t

(1.) A.(t) = IÍ a(s)ds,
0

(ii) B(t) = ÍI' l)(s)ds,

.de a e b são não-negativas Lebesgue-mensuráveis.

Tomemos m = minÍqO'q]} e Ê- maxÍqn'q])

(i i.i) Z:ê-L é não-decrescente,

(i-v) eii"EL é não-crescente,

(v) existe K > 0 tal auem '

t

(vi) existe KI, > 0 tal que

J't

todopara

todopara
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(vii-) B'l(t) - A'l(tE:)tY , para todo t > 0 onde E: e y

são tomados como em (7.2)

Então T é de tipo forte (A,B)

Demonstração Temos quatro casos a consi.deram

Po < PI e qO ' q].

Po < PI e q]. ' qO

PI < Po e qO ' q].

PI < Po e ql < qO

NÕs faremos apenas a demonstração do caso e m q ue

pO < pl e ql < qO empregando (7.4). A demonstração nos ou-
tros casos é análoga.

pO < pl e ql < qO temos que E: < 0. Nossas hipg
teses (iii) e (iv) nos di-zem então que B(t) é não-decrescen-

te e que B(t) é não-crescente. Recorrendo a (7.5.d) concluí-

mos que jXtlli2- ê não decrescente e ililli} é não-crescente

t 0

Al-ém di.sso, (7.5.d) nos garante que se f E Ln e u > 0

então fU E: LPI e fu c Lpn' de onde concluímos, devido a sub

li.neari.dade de T, que T f esta definido. Logo T esta defina.-
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do em LA

Sejam Mn e MI as normas fracas de T como operador sub

linear de tipos fracos (p0' qO) e (pl'ql) respectivamente

Vamos agora encontrar K > 0 tal que

B( )drK mTf (KÀ) b (À)dÀ S l

para toda f c: LA com pA(f) S l

Consideremos então u(X) = B'l(Ae (À)) que é não-crescen

te, uma vez que e < 0. Recorrendo a (7.6.b) sabemos que u é i-n

versivel e portanto u'L é também não-crescente

]

Fixemos f e: Ln ' À > 0 e 1< > 0 . Sabemos que

f . E L e que fU 'L(À) E: L . Assim nossas hipóteses se'
u ''-(X) PI ' PO '

bre T garantem que

' .':u)

ql

l fu-l- (À ) l IPI.

e

qoMK 0
À) < (2 K

À7 l lí'': m) l l.'
.,.-''u)

Recorrendo a (3.19) concluímos então que
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ql
PI

PI

ql
PI

0 f.-l(À) s):' .-:u)

,.: l i"" ."':'*,';, ;
qo
Po

,.«':ÇX,

De (1.8) decorre que

PI
ql

PI í-':"'«.':,:':':* l:
0

ql2M l
) < )m

À

Tf -l
( À )U

qo2M 0<m
KÀ

e

qo.. .

poqo l mf(s+u'l(À)
0

qo
Po

Tfu'J'(À) (K À)

Portanto como T é sublinear decorre, de (6.7) que

n\l.f(KÀ)b(X) Sm(}À) b(À) +m .l,..(KÀ) b(À)
rf . Tfu '(À)

u '(À)

l
(À)U

PI'l
mf (s) s

ds

0

ql

':':F



-102-

-3 '% l l «..««':"'';''':* I''
Assim se f E: LA e K > 0 temo

ql

o o À 'r"., '»'»",« : .3, ',:" rW
S

u].dados perceberpara que

ql
PI

dÀ

qo

l mf(s+u'l(À))sP0'lds
0

u'l(À)
PI'lIn (s)s dsf

+ (3,''..Po
b

K

O leitor não terá agora di.fic
de (7.4.b) e (7.4.d) obtemos que

0

re que f e Ln e pn(f)

mTf (KÀ) b (À)dÀ S

lsemp <

ql
ql Pl2M l

;0l
( ---E ) +(- '.\.qoK P

0 '1

l l l
PIPl ql qo

2 maxl2M ( --= )K K(q "o''o\.'l 0 qlPo
Tomando

temos então que

J mTf (KÀ)b(À)dÀ S l

se f c LA e pA(f) < lr o que completa a prova
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O leitor certamente percebeu que nos teoremas (7.7)

e (7.8) estávamos supondo pO # pl' Em (7.1), no entando não nâ
via esta hipótese. Os teoremas que apresentaremos a seguir são

os teoremas correspondentes a (7.7) e (7.8) no caso em que

pO ' pl' As demonstrações são evidentemente muito mais síinples.

(7.9) Teorema. Sejam pO e qO números reais tais que

pO S qO' Seja T um operador sublinear simultaneamente de

ti-pos fracos (p0'q0) e (po' ")

Seja B uma função de Young generalizada não-trivial

definida por

( j.) B (t) b(s)ds

onde b é não--negativa e Lebesgue mensuráveis

Suponhamos que

(ii-) existe q > 0 tal que B(t) é não-crescente;
t

(iii) exi.ste K. > 0 tal que

B (s) ds < K
+1q q0

0 s

B(t)
tqo

para todo t > 0

Então T é de tipo forte (A,B),onde A M
Po
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29BgB:t;lgçgg. Indiquemos por Mn e MI as normas fra--

cas de T como operador de tipo fraco (pO'q0) e (p0'") respec'

ti.vamente. Podemos supor MO # 0 e MI ?é 0 pois caso contrãri.o
teríamos T = 0 e o resultado seria imediato.

Como B é nao-trivial e P..(.!il e nao-crescente então

(5.8) nos garante que 0 < B(u) < m para todo u > 0. Fi.xemos

u > 0. Seja

t

l

K - maxi-T- (q Kq0 B("))qO, =.

Fixemos f E L. com PA.(f) $ 1 e vamos mostrar que

B( )dvK

foo

J TÍ (KX)b(X)dX S l
0

Como T é de tipo fraco (pn,'") com norma M. então

mTf(À)-0 se X>MI' Emparticular,se X>u temos
M.u

KÀ > ---:L-- > MI e portanto mTf(KÀ) : 0. Assim

B( )dv =K (KÀ ) b ( À ) dÀmI'f

(KÀ)mTf 'e,''T.*
A

Como T é de tipo fraco (p0'q0) então
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mTf (KÀ ) para todo À > 0

Logo
U

)dv

De (i) e (ii) concl-olmos que para quase todo À >0

temos b(À) S q ê+À2- e portanto

-.4ü''«
u.

IB"
Tendo em vista (iii) obtemos

TfB( ) dvK
M. q00< (-s) q RK

B(u)
qO uq0

Nossa escolha de K mostra agora que

)dv. < l

[ 1

(7.10) Teorema. Sejam p0'q0'ql números real.s post
tivos. Seja T um operador sublinear simultaneamente de tipos

fracos (p0'q0) e (p0'ql)
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Seja B uma função de Young generalizada nao-tri.vi.al

definida por

(j.) B(t) = 1 b(s)ds

onde

Suponhamos que

(ii) existe q > 0 tal que iE-llâl é não-crescente;

(iii) existe K. > 0 tal que
qo

t

.odo t > 0.

(iv) existe K > 0 tal que
''1

:odo t > 0.

Então T é de tip

Demon stracão .

Pperadot de tipo fra

b ebesgue mensurável

fole0

co respec ivamente(Po' 0 '0 l

para

para

e (A,B) com

e MI as normas fracas de T
cOIRo



em (7.9) podemos sapo

Como B é não-trivial e B(t) ê não crescente,par.
do u > 0 temos que 0 < B(u) < m. Tomemos u > 0 e

l

max.[ liP(2q KqOB(u))qO, G--(2q KqJ. B(u)) ] }

Fixemos f E LA com pA(f) ! l e vamos mostrar qu

l mTf (KÀ)b(À)dÀ ! l

107

Assim cOIRo #M 0 / 0MIr e
0

0

l
qoK B (u) )q 0

TfB( )dvK
Y

s que

+ J mTf(KÀ)
U

'},i"*.'«, 'e,"p «

* .},':J ~.'«*, 'e,': P -*

Como T ê de tipo fraco (pn'q
temos

b(À)dÀ

com norma M.ll
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mTf (KÀ )

e

mTf (KÀ )

para todo À > 0

Logo

)dv
U

lu«
!1l.à.L dX
Àql

De (i-) e (l.i) concluímos que b(X) S q =Ejl-àl para qua--
se todo À > 0. Assim (iii), (iv) e nossa escolha de K garantem

que

J":
Y

UM. q00 B(À)( --= ) dÀq q,.+l()
K

Ó À

)dv <

K P-Í]D-
qO uq0

v"u.

M qll
+ ( --g ) q KK ql

B(u)
uql

< 1

o que completa a prova
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CAPfVULO lll

$ 8 Espaços invari.antes por rearranjo

Os espaços i.nvariantes por rearranjo de que tratare-
mos neste parágrafo são espaços vetoriais normados contidos an

F"(Xr M, li) que possuem algumas propri.edades comuns aos espa-

ços de Orlicz e de Lorentz. A classe dos espaços invariantes

por rearranjo é bastante grande pois a cada função @ : to,ml-+lo,m

não-decrescente e tal que (l (t) é não-crescente "corresponde"
um espaço invariante por rearranjo. (ver (8.14))

A parti.r de (8.6) e até o final deste parágrafo em

todas as proposições e definições, (x, M, H) i.ndi.cara um empa

ço de medida não-atõmi.ca.

(8.1) !2Slj:=nj:çeg. Seja E um subespaço vetorial de

FI't(x, M. p) e ll ll uma norma sobre E. Dizemos que (E,ll l )

é um esnaco de .!312.ç99g gebrs .lIxE M! li) se as seguintes condi-
ções estão veria.cadas:

(i) se f e g são funções finitas de Fk(X,.M.H) tai.s

que Igl < lfjq.s.efcE então g E E e llgll < 1 íll



(i-i) se uma seqüência (fn) de funções não negativas
de Fk(X,M',u) e uma uma função f:X -'- lO,ml p-mensurável são tais

que

110

\ ' n \ '' /

quase todo x c: Xr

(b)

(c)

(d)

f. c: E para todo n E: ]Nn '

lim f = f
n.

n-> oo

existe M > 0 ta]. que llfnll < M para todo n E: ]N,

finita tal clue h=f q.s.hc:E e llhl l<Mentão exi.ste P)(xE

(8.2) Observacão. Se (E, 1 1 1 1) ê um espaço de funções

sobre (X, M, p), a condição (i) de (8.]-) nos garante que para

cada f E: FK(x, M. H) finita temos que f E: E se e somente se

fl E: E. Al-ém disso, se f E: E então l líl l = ll líl

Em (8.9) apresentaremos alguns exentplos de eslmços de

funções.

Se E é o espaço vetori.al gerado por uma função f c: LI

não nula então E n\unido da restri.ção da norma de LI não é um

espaço de funções poi-s (8.1.i) não se verifica

ltlostraremos a seguir que se (8.1.i.) se veria.ca en--

tão (8.1.i.i) é equivalente a uma conde-ção aparentemente mais

forte, que por razões Óbvias ê chamada condição de Falou
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(8.3) BlgEgglçgg. Seja E um subespaço vetori.al de

FK(Xr M, li) e 1 1 1 1 uma norma sobre E. Então E é um espaço de
funções sobre (X, M. H) se e sõ se estão verificadas a conde

ção (i) de (8.1) e a conde.ção (iii) que enunci.amos abaixo:

(iii) se uma seqtlência (g.) de funções não-negati.vas
de F'"(x,M,u) e uma função g:X -* [0,m] H-mensurável são tais que

(b') gn c E para todo n E: -N

g = lim gn q.s

(d') exi-ste M Z 0 tal que l Ignl l S M para todo
n c lIN ,

então existe h E Fk(x,M,p) fi-hi.ta tal que h = g, q.s.

h E: E e llhll < li.m llÇn ll < M

P9ueeet:gçãg. É imedi.ato que se (8.1.i.) e (ii.i.) se

veria.cam então (E, 1 1 1 1) ê um espaço de funç:Ões sobre (X, AI ,p)

Para demonstrar a recíproca, suponhamos que (8.1.i)

e (8.1.ii) se veria.quem e consideremos uma seqtlência (g.) de

funções não negativas de Fk(x, M, p) e uma função g:x -» to,ml
H-mensurável verificando(b')(c') e(d')

Para cada n c: :IN seja fn - inf gk' Então para cadak<n

n É: ]N , fn é uma função não--negativa de Fk(x, M, u) e para cg.

da K :l n, temos fn S gk' Asse-m(b'),(8.1.i) e(d') nos garaB
temquefnc Eeque llfnll< llgkll < Mparatodo nE: ]N e

ra todo n c: ]N '
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Além disso, a seqüênci.a (f.) é não--decrescente e

g = li.m g. = li.m f. q.s. Decorre então de (8.1.ii) que existe
n+m n k-»- n

hc FK(X, M, H) finitatalqueh=gq.s., h E E

jhjl < lim ljgkll < M, o que compl-eta a prova.

e

--+ a)

Em [ll[ e ]12] , por exemplos um espaço de fun-

ções é sempre um espaço vetori.al cujos elementos são classes

de funções que tomam valores em IR. Na defina.ção de espaço de

funções encontrada nesses trabalhos, os autores assumem que o

espaço seja de Banach. Procuramos cscfc\reF essa definição de

maneira mai.s prece.sa e mostraremos a seguir que deste modo a

exigência de que o espaço seja de Banach é redundante

(8.4) IE;ieE99J=çe9. Todo espaço de funções é um espg

ço de Banach.

PsueeEEleçã9. Seja (E,ll 11) um espaço de funções

sobre (X.M.u) . Tomemos (fn) uma seqtlênci.a de Cauchy em E.

Seja (n.i) a seqtlência de números naturais construída

da seguinte maneira: n, é tal que l lfn-fml 1 < 1 se n, m > nl

e se nj esta escolhido tomamos nj+l tal que nj+l > nj e

l -fmll < 1 sen, m >n.j+l' Comistoaseqüência

crescentee llfnn+l-fn.ill< 1 paratodoj cIN

Para cada 2 c: ]N , seja
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g.: lí. l -. lí.::- '. l +. .+ IÍn2.+i í" l

A seqtlência (gP) assim construída é uma seqüênc:ianão

-decrescente de funções não negativas de FK(X, M, p) e para

cada l c :IN temos que go c E e

lç. l IS l 1 *1n l

+ 1<
n l

g = li.m g Z

' - í' ll--. '" l l

Seja '' l-'' :i:: I'.:i
f

n j

Como (EI 1 1 1 1) é um espaço de funções concluímos que g é fi.ni

ta q.s.(jã que(8.1.ii)9 nos garante que g é i.qual q.s. a u-

ma função finita).Assim, temos que a série >1 lí. - f.
. j=1- ''j+i ''j

converge q.s. e portanto que fnl+ jlll(fnj+l' fnj) converg
q.s. para uma função que toma valores em K. Logo, a seqtlênc

(fn.) converge q.s. para uma função que toma valores em K.

Consi-detemos s c: M tal que p(s) = 0 e (f. (x)) seja
convergente em K para todo x E: x 'u S. Seja h : X -> K a função

defina.da por

e

ia

]

]

0, se x É: S
h(x)

!i= ''1'':'
se x E X '. S

que ê evidentemente H-mensurável
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Temos então que

].i.m
j'" h--fn q.s. para todo n E :IN (1)

Vamos mostrar que h c: E e que lim l lh - í.l
n. "-> oo

Tomemos E: > 0. Como (fn) é de Cauchy, existem nO c -IN e jocl{

tais que se n > nO e j > nO então llfn.-fnll < e. Recorren-

do a (8.3) e tendo em vista (1) concluímos que para todo nZ.nO

temos que lfn-hl c: E e que ll lfn-fl 1 1 < c para todo n ! nO

De (8.2) decorre então que para todo n : nO temos que fn-h E:E

(e portanto que h E: E) e que l lfn-hl <e

]

(8.5) Defi-nicho. Seja (E,ll li) um espaço de funçoes

sobre (X, M, H). Di-zemos que (E,ll 11) é um esnâco invarian-

te por t'earranjg sobre (X,@,p) se qual.squer que sejamf,gcFK(X,M, p)

fi-natas tais que f é equimensurãvel com g, mf(À) < - para tg
do À > o ef c E temos que g c E eque llgll= llí

Como é usua]. na ].iteratura, passaremos a escrever a-

breviadamente "espaço r.i. '' ao invés de ''espaço invariante por
rearranjo"

Conforme jã havíamos anunciado à parti-r daqui, salvo

nos exemplos, (x, M, p) indicara um espaço de ibedi-da não-atõ-

L

P

mica

(8.6) !iligpg$.ii:çgg. Seja (E,ll 11) um espaço r.i. so-

bre(X, M, H). SeE/ {0) entãoX.: c EparatodoS E: i\4 tal
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que U(S) < m

PgB999E11gçÊg. Seja fc E. f / 0. Então exi.ste À >0 tnl

quemf(À) > o. SejaD= {xc x:lf(x) > À}. ComoÀXt)S líl,tS
m,.. V .,, J:. l r 1 ,. n,..
ll'vD 'xr] ' IA-l c' J-/v.L\.-allL"v "r] c- x''

Seja S ç: M tal que p(S) < ". Se p(S) < p(D) então exis

te 1)1 C 1) tal que u(s) = U(DI) uma vez que H é não-atÕmi.ca.Ag.

XD. S XD e portanto XD. c: E. Como }i(S) = p(DI) < " então

XD. e XS são equimensurãveis e portanto XS c E.
Resta considerar o caso em que S E: M e p(D)< u(S)< m

NestecasoexistemncIN, r c: :IR, 0 Sr < }i(D) tais que

p(S) = n u(O) + r. Decorre então do teorerm (B.4) de lljque existem

A, Alr...,An E: M dois a dois disjuntor tais que p(Aj.) - p(D)

parei'l,...,nep(A)-r<p(D).AssimXAc:E e XA E: E
para i - l,...,n. Logo

l

x + x +.
A AI

+ X c EA
n.

uma vez que E é um espaço vetorial Como

p(A UAI ;.. U An)

então XS ' XA. U A: U

XS ' E.

n p(D) + r = p(S)

são equimensurãveis e portanto

1:.1

É imediato agora qu.e se H(X)

li.mitada então f c E.

Fk(x, M, }l) é
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(8.7) 9bgSÉXBCgg. Sendo (X, M, p) um espaço de med.}

da não-atomica, para cada t E ]O, p(X)] existe S+.e 1.1 tnl que

p(st) :t. Se(E,ll 11) éumespaçor.i., sobre(X, M, p) e

E # {0} podemos garantir devido a (8.6) que X. E: E sempre({ue

tE: IR e 0St:u(X). AlêmdissoseS cA4 e p(S) =t en-

tão XS é equimensurãvel com XS, e portanto XS c: E e

IXSI l ; llXS+.. l l. Isto mostra que a função @E que apresenta-

remos a seguir estará bem defi.ninfa.

t

(8.8) !2Sg.j;n:!.Sag. Seja (E,ll 11) um espaço r.i. so-

bre (x, bl, p), E / {0} . Para cada t c: IR, 0 S t S p(X), seja

+E(t) : llXS+..l 1, onde St c I'{ e U(St) - t. A função @E asse.m

defi.ni.da chama-se função fundamental de E.

É imediato que 4).(t) ; 0 se e sõ se Xc

com u(St) ; t. Logo dn(t) : 0 se e sõ se t = 0
t

O para S.P E lll

(8.9) Exemplos

(i) Seja A uma função de Young generali.zada não-

-trivial. Tomemos E - LA(X, M, p). Então (E,l l l IA) é um espÊ
ço r.i. sobre (X, A{, p)

De fato (5.14),(5-18) (5.19) e (5.20) ínnstrait (E,ll lln) é

um espaço de funções sobre (X, b{, p)

Para mostrar que (E,l 1 1 in) é uin espaço r.i. tomemos

f, g E:Fç(X, M, 1]) equimensurãvei-s. Então de acordo com ( 2.4)
f. + ,a. te(3.8) temosque(E)' =(9-) paratodok > 0. Assim, ten-
JÇ. r'b
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do em vista (3.19) podemos garantir que se f E: LA então

g c: LA e llçllA = llílIA

Em parti-cular os espaços Lp' 1 < p < " sao espaços

Se A é uma função de Young e p é não-atõmi.ca então

se t c ]R e 0 < t < p(X) . (Tendo-se em vi.sta

(5.5.j-j-i) podams garanti.r que A'l(1) / 0 para todo t > 0)

De fato, se t c IR, O < t S H(x) e St c: M ê tal que
p(St) - t então para todo K >

r

st

IX. ll = i.nfÍK > O' 't''

inftK > 0 : A(}) : l}

. l --l
supôs > 0 : A(S) $ 1}

r.i

0 temos

X
S tA( )duK

X

l lA (3) du tA(;)K K

Logo

No caso em que A é uma função de Young generalizada

(e P ê não-atómica) temos (b. (t) - ------- , para todo t E: IR
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ta]. que 0 < t S u(X)

(ii) Sejam l S q : p S
consideremos

Para cada k
(x, f.{, P)

l
q

, se pJ ''* '',
0

lílt.,q

e l
. . '. . P +
lltll - suP t f (t)

P,' t>o

Seja

l,k . {fP,q M. p) íllp,q

Então(Lp,q 'll llp,q) é um espaço r.i. sobre(X,M,}i )

emiti.remos a demonstração de que (L; q rl l ip,q) é

um espaço vetoria]. sobre K e que ll llp,q é uma norma sobre
LP,q

A verá.fi.cação de que (Ll: . , ll 1 1. .) é um espaço deP/q

funções sobre (X, M. p) é simples se levará.os em conta (3.3.iv),

(3.13) e o teorema da convergênci.a monotÓna. Temos tcambém que

se f e g são equimensurãvei.s então f = g e p o r t a n t o

(Ll; q ' 1 1 1 ip,q) é unl espaço r.i.. Esses .espaços são chamados

espaços de Lorentz e para o leitor interessado,indicamos Í 31

[4] e ].81

# +

(iii-) Seja $ to, P (x) n IR ' to,m uma função não i



119

denticamente nula, não-decrescente e tal que --.F--

crescente. Para cada f c: F"(X, M, H) definimos

ê não-de

íl l
A (@)

H (X)

(t) -iEélt dt

e

1 1 íl l M (.b)
suP + (t) f (t)

tE:J o,u (x) .l n ]R

tc:l0,H (x) .l n m
f (s)d s

+

Sejam

A(+) -lfc:pk(X,M, u):llíll <m}
A (@)

M((b) - {f c Fk(x, M, u) :llíl IA(.>)< "}

Então(A($),1111)e(M(@),ll ll )
A (@) M(@)

ços r.i. sobre (x, A4, N), se u não-atómica

e

Ini.cialmente observemos que nossas hipóteses sobre

garantem que 4)(t) = 0 se e só se t = 0(ver(5.6))

Vamos mostrar c.ue em pri.melro lugar que A((b) e M($)

são espaços vetoriais e que ll l IA(4)) e ll 1 1 M(+) são normas

sobre A($) e M(@) respectivamente

Tomemos então f, g c: M(@) . De (4.5.i.) e (4.9) concluí

mosentãoqueclf+gE:M(4)), llctfli = lal 11111 parato-
M ($ ) M ( (b )

doam:Kequejlf+gll <llíll +llgll .Além
m(o)m(®)m(@)

cij.s
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se, se llíll = o, como@(t) -o seesõset=0temos(3.te
M($)

rt.
l f+(s)ds = 0 para todo t E to,U(x) l n 11{ e que portanto

f = 0q.s.Comof é não-crescente temor quer

e de (3.5.v) concluímos que f = 0

J
0

Portanto M(4)) é um espaço vetoria] sobre ]< e

11 11 é uma norma sobre M((b)
M($)

De modo análogo demonstra-se que se l lí - 0 en-
A(@)

tão f = 0 . Tendo em vista (3.3.i.i) concluímos que se f c:A($)

eac:K aitãoclfE:A(+) e llcxfll = lal llíll
A ($) A (+)

Resta apenas demonstrar a propriedade traingular para

ll ll .Para isto tomemos f, g c /\($). De acordo com (4.9 )
A ( 4) )

para todo a E [0,p(X).] temos
a

l(f+g)(t)dt=a(f+g)(t) <af(a)+ag(a)

0
n

Assim se h = E
i-l

para i : l,...,n então

J

onde < P(x)

H(X) ,: n Ía: ,:. + . . , . tl í'l . .+tt+g)(t) h(t)dt = E cl. I' (f+g)(t)dt

n.

' i-L l

k
f (t)dt
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a.
+ E ci: l g (t)dt

i:i ' l)

rH (x )

l í+(t)h(t)dt
0

(t)h(t)dt

Recorrendo agora a (A.l) sabemos que existe uma se-

qtlência (h.) de funções si.mples de F+(x, M, H) que ê não-de-

crescente e ta] que ].im hn(t) - --T-- para quase t o doR-+cn I'

t e ]R n [0,U(X)J de ta] forma que para cada n c: ]N , cxistetTI

cln ,... cll: E lO,mt e an,...,aj} E: to,u(X)
n

n
: ] o,«,a 1 'K n

t a i. s q u e

;' ~' *
" l.-i : [o,;:l ]

ma da convergência monótona concluímos então

aue

lu(x) (í+g)+(t) JE:fiEL dt = lim.JI'D-Fm
0

P (x) +
(f+g) (t)h (t)dtn

ru(x) +
S li-m l f (t)hn(t)dt

0

íu(x) +
+ lim i g (t)hn(t)dt

0
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(t) !1lllil dt.

Assíin f+g c A ($) e llf+çll <
A(@)

íl l
A ( 4) )

Igll
A (4))

Vamos mostrar agora que( A(@),ll 11) verifica
A ($)

(8.1.ii) . Tomemos (fn) uma seqtlência de funções não-negativas

de F'(X, M, Li) e f:X -> [0,w] uma função P-mensurável veria--
cando(a),(b),(c) e(d) de(8.1.i)(obviamente considerando

-seE -A(4))). Sabemos entãoque existe S E M tal H(S) = 0 e

(fn(x)) é uma seqtlência não-decrescente para todo x E: X '« s

Para cada n E: :IN tomemos gn a função defi.ninfa por

,. '*, : { :''*' : :: : : : ~ ;
e seja

f(x) se x e X n, S
g(x)

se x c S

É fãci.l ver que essas funções são funções não-negativas d e

f'"(X. M, p), que a seqtlência (gn(x)) é não-decrescent.e e que

lim g.(x) = g(x) para todo x E: X. De acordo com (3.14) e
D-'>o' ''

tendo em vista o teorema da convergência monótona, podanns ag

segurar que
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n+'oa
lim ].Íy- '' ::! «

Como 4)(t) = 0 se e só se t = 0 e g' é não-decrescente

é fácil ver que g'(t) < " para todo t > 0 e de (3.18) conclu:L

mos que g é fi-nata q.s. e portanto que f é fi-nata q.s. Então

existe h e F'' (x, M, U) finita tal que h = f = g q.s. Recor-

rendo a (3.3.v) obtemos que

+

h (t) dtt
+-

g (t) dtt

isto é, h c: A((b) e l Ihl < M
A (®)

Analogamente demonstra-se que (M(@) , 1 1 11 ) veria
M($)

ca (8.1.i.) . Com isto recorrendo a (3.3.iv) temos que

(A(+),11 11) e(M(@), ll ll sãoespaçosde funções
A (@) M (@)

e de (3.8) concluímos que esses espaços são invariantes por
[' n a ]o 7' a T] ] fn

(iv) Seja E - LI (IR, A, m). Para cada RELI(IR, A,m)
seja

í(t)latf (t)l dt+ 2íl l -
0

É imediato que (E, 1 1 1 1) é um espaço de funções sobre

(X, -bl, U). No entanto (E,ll 11) não é um espaço r.i. sobre
(X, A'l, U) poi-sX e X sãoequimensurãvei.smas nao

o, i] 1- i, ol
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tem a mesma norma

(8.10) Pronosicão. Seja (E, ll 11) um espaço r.i.

sobre (X. M, u) , E 7é { 0} . Então a função +E ê não-decrescer
te

Demonst11:âgão. Sejam tlf t2 c IR tais (jue 0 < tl< t2S p(X)

Seja St,) e A4 tal que u(st,)) - t2' Como p é não-atómica e

0Stl<t2SU(x),existeStlE:Mtalque Sele st2 e

tl' I'ogo XStl 5 XSt2 e @E(tl):llXStJ.ll<llXSt2ll: @E(t2)

As proposições seguintes nos ajudarão a demonstrar que

q). (t )
E--- é não-crescente nc, conjunto {t c m:o S t ! p(x)}

Em(8.11),(8.12),(8.13) e(8.14),(E.ll il) indicara

um espaço r.i sobre (X, Id, u), tal que E # {0}

(8.11) ?11gElggj:ção. Sejam K. n c w, 1 < K < n e

t c: ]l{, tal que 0 < t S p (X). Então

(I'E

n '

2sneneE 9çgg. Como 0 < K S l e t E :R n l 0,li(X) l en

tão K t € R n to,u(x)] . Logo existe S E M tal que

eportantoXScE. Do teorema de (B.4)
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concluimos que existem slr..rsk € MS' dois a doisk di.sjuntos

que u(Sj) : t . para l S j S K. Portanto U( U Sj) - p(S)

e XS - .E. XS. q.s. Logo
]

k

(K-].) XS ; jXi (XS'XSj) - jXJ. XS h Sj
k

Assimtemos (K-l)llXS ll SJElllXS'uSjll e como

U(S'.Sj) - U(S',SI) -K'l t , para IS j Sn, temos

' k . ,, .

(K-l) l IXSI IS j=1 l IXS h Sjll - K 4)E(--i- t)

Lembrando que u(s) = 1: t, concluímos que

(K-l) @E (l; t) ! K +E (llS:l t)

de se segue o resultado.

(8.12) IB:lgEgg.!São. Sejam r]., r2 c: Q ta
rl < r2 S l e t c m n to,P(X)]. Então

@E(rlt)

k

que

r

de on

l s q

0 <

(8 11) decorre fácil.menteDemonstração De que

u e
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se K, p, n E ]N e 1 < p < K < n

r2 c q) e 0 < rl< r2 <J-f existem K,p,ncIN

taisque 1 < p< K< n, r].;n e r2 ;k. Portanto

+E(r2t) , 4)E(rlt)
r2t ' rlt

J

e(8.13) Pronosicão. Se tl' t2 E ]:R n to,p(x)l
t. < t. então

1 '2

4'E(t2) 0E(t].)
t; : ti '

4'E ( t )
isto e, -'i é não-crescente

Q99999Er.gç$g. Seja r = :i;Z . Então r < 1. Tomemos (rn)

uma seqtlência crescente de racionais positivos convergindo pg:

ra r. Asse-mr S ]para todo n cIN. Decorrede(8.]-2) que

t

z n z! F : q3€ ;,. ..-. - . « ( 1)

Como $E e nao'decrescente
mos que

para todo n E: ]N concluí
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+E(rn t2) . 4)E(r t2) @E(r t2) r
rn t2 - rn t2 r t2 rn

para todo n c: ]N

Lembrando que (! ) decresce e converge para 1, concluí

mos, tendo em vista (1) e (2) que
n

t2 -= r t2
4)E ( ti )

tl '

o que completa a prova

(8.14) Prooosicão. Uma função $:1o, H(x)líl:IR-»to,ml

é função fundamental de um espaço r.i. sobre (X, A4, p) (o es-

paço M($) de (8.9.iii)) se e só se @ é não-decrescente, ----lF--

é não-crescente e @ não é identicamente n\lla.

$

9suge:tEeçãg. Dé (8.10) e (8.13) decorre que se @ é

função fundamental de um espaço r.i.. sobre (x, A'í, p) então

+ é não--decrescente e -i--é-t} é não-crescente. Sabemos também

que nessas condições temos $(t) = 0 se e sÕ se t = 0

Para demonstrar a recíproca consideremos

@:ltl{ nLo,p(x).l -* lO,wl uma função não i.menti.comente nula não

-decrescente e tal que --:i-- é não-crescente. Vamos mostrar

que $ é a função fundamental do espaço M(@)

@



-128-

l)e fato, tomemos s c AÍ, com H(S) < m . Então

IIX.ll = suP # (t)
' M(+) tE:JRnFo,U(x)l (Xs) (t)

ten nlo,p(x)l ot Xl-0,H(s)[(s)ds

'.:tuna« )i R ' "ulo<tS p(s)

Como $(t) é nao-decrescente e ----e--xJ.- é não-crescente

sup $(t) = (b (U(S) ) e

o < t < u (s)

Ó

ll'nlp ),pu)j t u(s)

1 1 x. l l
' M(@)

o que completa a prova.

$ ( u ('.s ) )

(8.15) Prooosi-cão. Seja @:L0,b] '' lO,ml ( ou

$: [0,w]->10,m[) uma função não identicamente nula, não-decrescem

e tal que --T-- anão-crescente. Então @ é absolutamente contÍ-
nuaem ja,bl (ou ja,mt) paratodoaE: to,bl(oua E IO,ml) e

H) g{ (td : !!t-q- q.s
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Em particular se @ é a função fundamental (ile um espg

ço r.i. sobre (X, M, U) então $ é absolutamente contínua em

I'a, p(x).l n ]R para todo a > 0 (e portanto @ ê contínua em

]0,H(X) [ ) e $ verifica (i)

PsngegE:eçãg. Seja a c ]0,bl . Se
a < a. < b. < ... < a < b < b então' i i - - n n -

'b. - a. - a / para i ' 1,..., n. Logo
.L .L

:!: '''':' - .'.:,' -:;: [T »: - T -:

inl {l)(a. (bi- aj.)

-!(al E (b. -- a.)
a j..l l z

De acordo com (5.6) , temos que (b(a) > 0. Assim dado

c > 0, tomando (5 = ---=-- € temos que E (b: - a*) < õ impl.}
@(a) i=1 '

ca E [$ (b:) -- ®(a:)] < e4--1 A J-

n

n.

Resta provar (i-) . Como d) é não-decrescente então (b é

derivãvel q.s. Tomemos tO e l0rb[ tal que (> seja derivável eln

emtn'Paratodoh>0 calque t.+h<b temos
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+(t0+h) 1 < '}(tO) l e ...,---.
-0.-- ii = tO i; ' p'' a--"'

!''a'-Jlv . il çp ''.«, - T ..l
: .!;:'! ' *. to)

'> ( to )
to

Assim

(8.16) Observação. Sabemos agora que se @ é a fun--

ção fundamental de um espaço (invariante por rearranjo sobre

(x, M, p) então @ é contínua em .lO,U(x) l nm. No entanto não

podemos garantir que @ é contínua à direita em 0. Um contra.-

'exempJ-o é a função X. . que é a funçã.o fundamental de
lO,ml

R, A, m)

A partir daqui- escreveremos simplesmente f ao invés

de f, desde que não haja perigo de confusão.



131

(8.17) Definição. Seja (E,ll 11) umespaço r.i.. se

bre (X, M, H). Para cada g c: F'(x, M. ti) definimosk
(X, -\4, ü)F

, ..:"'Í! ''": ' ::}
e indicamos por E' o espaço vetoria]. das funções gcFk(x,M, p)
tais que jjgjl < m

E'

(8.18) gbge:ixeç99. É fácil demonstrar que

suP IÍ l ígapl:llíll< il mas omitiremos esta delç l l
E'

monstração.

(8 . ].9) IE?Exposição

(X, M., u) , E / {0} então l

e un\ espaço r.i. s o b r e
uma norma sobre E'

Qsn99:E:eçe9. Da definição decorre imediatamente

queseacKegc:E' então ilclgll = lcll llgll . Tambén}E' E'

éfãcilverquejlh+gll <llhll +llgll para
E' E' E'

f, g c: E'

toda

Resta mostrar que se llg l
Suponhamos que llçll = 0. Então

E'
0 então q.s

íglau para toda f e E
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Para cada n c: ]N seja Jn : {xeX:lg(x) 1 > :}. Suponha

mos por absurdo que p(Jn.) > 0 para algum nO c: -IN ' Então, cg

mo p é não-atómica existe J (. J. tal que 0 < H(J)<

portanto XT E E. Assim

0

IÜh'« :i l«t«'«:i--U ' '
o que contradiz (1)

Portanto p(J.) = 0 para todo n E ]N , isto

(8.20) Prç?posição. Se (E.ll 1 ) é um espaço r.i
sobre(X, i\4, H), eE/ {0}, então(E', 1 11) éumespaço de

de funções sobre (X, lt4, p)
E'

Psne9eE:eçeg. É imediato que se

h c E' e Igl < lhl q..s então g c E' é

k
(x, A'l, P)g, h E: F

Seja (g.) uma seqtlência de funções não negativas de

E' tal que (g.(x)) é não-decrescente para quase todo xc:X .Su

ponhamos que exista M > O tal que l Ignl 1 < M para todo n E IN
Entãoparatodonc:IN eparatodaf c E, com llfll< 1 te-

l Ifgnld U < Mmos

X

Se g:X -+ I'0,mJ é uma função H-mensurável e
q.s. então o teorema da converqenci,a monótona ga]-im gn

n'



133

unte que rgjaP < M para toda f E E com fll < 1. Vamos

quc 9 e l-LlIJ.t.d q.s. ::seja b :: tx E x:g(x) :: oo.} e supo

nhamos por absurdo que p(S) > 0. Então como H é não-atómica e

xisteD S calque 0 < P(D) < meportantoXD c E. Assimtg

H(D) : l XDg dp <M.oqueéumacontradição
lx.l l { l lx.l l

mostrar

É i.mediato então existe h : x -+ K H-mensurável fmi

ta tal que h = g q.s. e portanto IÍ líhldp S l para t o d. a

fcEcomjlfll <1.LogohE:E' e llhll <B'l
'F;' t

X

(8.21) Proposi.cão. Se (E,ll 11) é um espaço r.i..sg

bre (X,M, H), E/{O} então(E', ll 11) éumespaçor.i.se
bre (X, M, P)

E

PslBe EElieçee. Jã sabemos que (E', ll 1 1 ) é um empa

ço de funções sobre (X, M, p). Vamos demonstrar que se h E: E',

mh(À) < " para todo À > 0 e g c: Fk(x, M, p) é equimensurãvel

com h então g c E' e jjgjl = llhll
E' E'

que (E

Suponhamos i.ni.cialmente que g e h sejam funções si.m-

ples positivas. Seja f c: FK(X, M, H) uma função simples posi-

tivacom llíll SI. Comomg(À) :mh(À) <"paratodoÀ > 0 ,

podemos garanti.r, uma vez que g é simples, que se

S = {x E: X:g(x) / O} então H(s) < m



134

Sejafl;fXS' Deacordocom(2.8) existe

fl c F"(X, M, U) simples positiva e equi.mensurável com fl tal
que

h fl dH fl dp Í , f d.
J
X

Como fl e fl são equimensurãveis e mf. (À) S (S) < - para to

do X > o então fl E E e llflll; llflll< llíllSi

'lioHemos agora uma função f E E arbitrãri.a com l íll<l
e uma seqtlência (fn) de funções si.mples post.uvas de plç(x,M,p)

que é não-decrescente e converge para líl

De acordo com o que fizemos anteriormente, para cada

n c: ]:N exi.ste f c FJÇ(X, M, U) simples positi-va tal q ue

l nl 1 < 1 1 fn 1 1 < i l f ll<le

g fn dp h fn dp < jlhlIE.
X

Aplicando o teorema da convergênci.a monótona podemos

garantir que

Ig:elas S llh ll
E'

Logo g c: E' e Igl l.. : Ih l l..

Invertendo-se os papéis de g e h concluímos q u e
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hll < llgll e portanto llhl
E' E' Ei

1 1 g

Para o caso geral, lembremos que, de acordo com (2.10),

podemos garantir que existem (hn) e (gn) , seqtlências não-de-
crescentes de funções simples positivas de Fk(X, M, H) tais

que limgn- Ig , lzmhn - lhl e gn é equimensurãvel com

hn para todo n E En{. (Portanto mq (X) - mh (À) S mh(À) < - pg:'n ''n

ra todo n c: :llq e para todo X > )

Para cada n c ]N . como Ihn < lhl temos que hn c:E' e

llhnllX' < llhl IE' e como gn é equimensurãvel com hn' de a-

cordo com nossas considerações anteriores t e in o s q ue

llÇnlIE' - llhnlIE' < llhlIE'' Como(E',ll lIE') ê espaço de

funçõestemosqueg E:E' e llgll <llh
E' E'

Invertendo-se os papêi-s de g e h podemos garanta que
l g l l

E' E'

(8.22) .::lgEgg.lç39. Se (E.ll 11) é um espaço r.i.se
bre (x, M, p) então

líç ldp s l IÍ 1 1 1 1 g ll

para toda f E E e para toda g c: E'

Em particular, se E' / {0} e f c E então f Õ p-lo
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ca].mente integrãvel

PgD999Er.gçgg. Se f - 0, o resultado ê imedi.ato. Ca-

so contrãri.o, se f E: E temos que ----l--- E: E e tem norma igual

a 1. Logo
f

-lÊL g dU « l Igl l
l f ll ' ' ' ''''E'

para toda g E: E'

Para verificar que f ê p-localmente integrãvel basta

lembrar que como(E',ll 11) é um espaço r.i. sobre(X,Ai, p)

e H ê nao-atómica então se E' / {0}, Xs E E' para todo S E M

com U(S) < w. Portanto l líldp S llíll ljXSll para t:odc~ SE:A4

com p(S) < m . S

E'

J

( 8 . 23) Exemplos

(i) Se 1 < p < P P'

(L )P (L )
P

É imediato, devido ã desigualdade de Hólder qu

gc:Lp e feLpétalquejjfllp<1 então

Lpi e P'

se

el líÇ IdP < llgl lJ
X

P' Logo se g E Lp- então g c (Lp)



137

« 1 1 g l i
(Lp) ' P'

se g c: (L ) então
' P

çl Para a outra inclusão, observemos que

(L.)

Lp com .llíllP < 1 e portanto o funcional linear T:Lp'>K
post(f) ;: lígdli é contínuo. Logos E L.. e

íglóp S llgll para toda

llgllP-'liTll:suPtl lígapl:llrl SilSllçll
' J o (L )

(ii) É bastante fácil verificar que (L.)

que ll 111 ; 11 11, , e omitiremos esta prova.
LI e

(iii) Vamos demonstrar que se H é não-atómica temos

que (L].) -L. . Seg c:L. então l lígdp < Igjl sempre

fcLlejlfllt<1.Portantol.(Lt)'ejl l <'' / T \ l

Tomemos agora g E (LI)'. Então l lígldp Sllgl <
./ /r '\lk (\)

Eira t:oda f E: LI com l líl ll < 1. Vamos mostrar que g

l X

Suponhamos por absurdo que g / L. . É fácil ver en

tao que exi.ste uma sequência (an) de números reais positivos

e uma seqtlência (An) de elementos de A4 tais que

al < a2 < ''' an < ''', O < H(An)< ",AClxcX:an<jg(x)l: an+l}
Y- n + /-\ /-{ r-\pa

n=1 an
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De fato, como g e L. , exi.ste al > 2 tal que mf(al)>0

Como g é finita podemos então escolher a9 > maxÍ4,a.} de forno

que UÍxcX:al< Ig(x) Sa21>0. Assim tomamos

AI'(- {x e X:al<lg(x)l S a2} tal que 0 < p(AI) < " . Tendo

tomo an+l> {max 2'',an} t a l q u e

UÍx c X Ig(x) : an+l} > 0 e

Anal (l: {x € X:an < Ig(x) l S an+l} tal que p(An+l)

« XA

Se tomamos f = EI n então

J ''« - .;: {
X

e portanto f E: LI' No entanto

xA lç

:i,l-" : .:: 1, ç-nv n=l

o que contradiz o fato de que g E (LI)

Resta demonstrar que llçll < llg

mos g / 0 para cada n E: :IN consideremos

<

(L l
Suponha

{x c x: Ig (x) l : llg 1}n

Para cada n € :1N temos que p(B.) > 0 e portanto (]ue

existe DnC Bn tal que 0 < U(Dn)< -. Assim ------

tem norma igual a 1. Além disso temos

X

n.
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Xr D

:J ' n; '« : , '-:,.
ll Ig n

para todo n c ]N

ta a prova
Portanto jjgjl < jjg , o qué comple

(L].) '

(iv) Se A é uma função de Young generalizada não-tri
vi.al e (X, AI, U) não contêm átomos de medi.da infini.ta então in

dicando por A a função de Young definida por

A(u) = suP {uv - A.(V)

temos (L.) =LA' Alémdisso ll ll(L )' e ll llA sãonormas

equivalentes em LA' Para a demonstração, ver l 7 1, teoremas
(4 . 1 1) e (4. 13)

Vamos agora estudar (L.)

Se existe K > 0 tal quem(2t) $ KA(t) para t od o

t > 0 , A(t) > 0 e A(t) > 0 para todo t > 0 então esta de

monstrado em l 7 1, teoremas (5.1) e (5.7) que T : Lz\ -' C é

um funcional li.near contínuo se e sÕ se existe g E L. tal (blue

T(f) = 1 f g dp para toda f c: Ln' Além disso g é única nes-

Çoes

Asse.m, como g c (L.) se e sÓ se o funcional linear

Tg : LA '> C definido por Tg(f) - l f g dp é continuo ( ver

(8.18)teme)s Wle g c: (LA) se e sõ se g E: l.

A

A

conde.sas

X

v > Õ}
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Tambémnestecaso ll 11. e ll ll . sãoequiva
A (L.)

lentes. '

Uma questão que se apresenta tendo em vista os exem-

plos(i),(ii.),(i.ii-) de(8.23) é a seguinte: se(E,ll 11) é

um espaço r.i. sobre (X, M, U), que relação existe entre E' e
o dual topolõgi.co de E. É fácil ver, tendo em vista (8.18) que

g c: E' se e sÕ se o funcional linear T. : E -» K defi.nada por

r,.(í)-lígdp éumfuncionallinear continuo e

IT ll = 1 Igl IE. . A questão é, então encontrar condições pa-
ra que todo funci.onal linear contínuo T : E -> K seja do tipo

T,., para alguma g E E' . Uma resposta para esta questão é dada

em l 3 ll no caso em que U(x) < '''

(8.24) Prooosicão. Seja (E.ll 11) um espaço r

sobre(X, M, u). Entãoparacada SeÀ{ calque 0 < p(S) <
temos

i

suP{ Í lílap : l líl 1 < } - P(s)

AssimseE' / 0 entãod)E(t) @E'(t) = t para
do t c: ].R n to,p (x) l

(i)

to

Psu9n:E:eçe9. Nesta prova usaremos a notação antro

luzida em (2.1].)
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Seja S c M tal que 0 < p(S) < (D Então, como Xc
temos

x.

-'' J : i nn '« - ''
Para demonstrar (i) é suficiente, então, mostrar que

para toda f com llíll S l temos

l :Ela« « --JLlg}
l lxs l l

Suponhamos f # 0 pois se .atado é

to

j>il clj XSJ' onde Cela''''an
números reais positivos e SI/.. rSn são subconjuntos de S doi-s

a dois disjuntos que têm medi.da HO # 0. Suponhamos 0 < llíll<l

Para cada K = 1,...,n-l seja gk ' jXI cxj XSj+k(mod n)

fácil ver que cada gk é .equimensurãvel com f e que portanto

temos llçk ll-llfll parak = ]-,...,n-l. Asse.m

Igl + ... + gn-l + fll < n l íll . Mas

gl +... + gn.l + f -( cll + ... + an)X P . . Lu s
4 1 J

+cln) ll X n l e portanto como llfll SIu.s
'l= 1 '1

n
As s i.m

X nu s

n
Inicialmente tomemos f

ogo

lí ll ! l (a: +

temos a. +



n
u( u

X n
u s

f dU=(al+'''+an) UO S n UO

s u s

Tendo em vista (8.13) concluímos que

f d. « -JLl8
i ' i i*; ti

Tomemos agora f c E, uma função simples positi-va tal

que0< llíl <1 esejaa= sup f(x).Deacordo com
XE:S

(2.12) paracada c:> Oexiste gt: afV -. De(2.11.iii) e

(2.12) concluímos que g < fXS e portanto que jjgl l $ 1. 1)as

considerações anteriores concluímos que

P (s)

lxs l

Recorrendo novamente a(2.11.ii) e a(2.11.iii) te

mos

(f-g)dp = 1 (f-g)dp S a. l}

{xc: S:f(x) / g(x) }

Portanto

Í f dlJ « J!(SL + c
1; ' lx; l l

Como E: > 0 é arbi.trãrio temos
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H (S)

lxs l l

Se f é uma função arbi.traria tal que o < 1 líl l < l

tomemos uma seqtlência (fn) não--decrescente de funções simples

de F'(X, M, u) tal que li.m f = líl . Assim llfnll : l paraI'l--> (X) ' ' 'll

todo n e ]N e do teorema da Convergência Monótona decorre que

lílóp li.m
n. -'> oo

o que completa a prova de (i)

A outra afirmação é, agora, trivi.al
[]

z)) Notacao. Sempreque (E',ll ll ) forumes-

paço r.i.. sobre (X, bí, H) indicaremos

por l l l IE.. a norma correspondente

Com isto, se H é não-atómica, (E, ll 1 1) õ um espaço

r.i.. sobre(X, A4, p) e E /{0} então(E'',ll ll)ê também um
'l? ll

espaço r.i-. sobre (X, M, H)

(8

P e

r 1 1 1 1 / ' ' ' "'-''E'

or E'' o espaço (E'f

Nosso objeti.vo, agora, é demonstrar que sob determi-

nadcascondiçõestemosE=E" e ll ll= ll ll.Apartar da-

qui, sempre que (E,l 1 1 1) for um espaço r.i., estaremos supon
do E # {0} e E' / {0}

(8 . 26) Pl11?posição Se (E. l l 1) é um espaço r.i.
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sobre (X,A{, p) então E (. E" e llíll < llíll para
'Etll

toda f c E.

Psugeg!!ieçãg De (8.22) decorre que llígldp :l llíl l,
paratodafE:EeparatodagcE' comjlgll <1. Logo

E'

suP {l líglau : l lçl 1 ! ].} S l lr l l
.J 'F l

para toda f E: E e portanto se f c E entãofeE"e llíll < llíll

(8.27) Teorema. Seja (X, A{, p) um espaço de medida

fi.ni.ta (e não-atómica). Se (E,ll 11) é um espaço r.i.. sobre

(X, A4, u) entãoE"C E e llfllS llíll , paratodafcE''
E"

Demonstração Premi.minarmente consideremos

U {g E E : l Igll s i}

É :Fácil ver que U é um subconjunto convexo, fechado e equi.li
brado de E.

Seja ul - u J) L2' Vamos mostrar agora que ul é fecha

do em L2' Seja (gn) uma seqtlência de elementos de UI que con-

verge para g em L2' É bem conhecido que existe uma subseqtlên--

(gnk) que converge para g q.s. Como gnkc E e l Ignkl l < l
para todo k c: ]N. decorre de (8.3) que lçlc: E e que

g g S l! l I'.kl l
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Logo g c: U e como g c L? temos que g e U.

É fãci.l ver também que U. é convexo e

L2

Tomemos agora f c: E'' e vamos provar que f E: E e que

líl l < 1 líl IE'. . Se f = O, o resultado é imedi.ato. Suponharros

então f / 0.

Se f é limitada então como p(x) < '. ep é não-atómica

temos que f € E n L2' Portanto no caso em que f é ]-im=i:t:ada prg

casamos mostrar apenas que l líll < llíll
Vamos di.vivi.r a prova em três casos.

E"

19 caso: f é limitada e l líl = 1. Vamos mostrar

que para cada e > 0 temos l líl l > (1+E:)'l, de onde conclui-

remos que llíll : l
E'' E

Seja c > 0 econsideremos fn =(1+c)f. Então

fO e L2 e fO /ul pois llf0ll-(l+c:)llfll= 1+c . De acor-
do com (2.2.4) (2) de [2.] , existe um funcional linear con-

tínuo T definido em L? com valores em K e um número c 3 0 tal

que IT(íO)l> c e IT(g) l S c para todo g c UI' (Cabeobservar

aqui que podemos sempre tomar c / 0 poi.s se IT(ín)l>0 e T(g) =0

para todo g É: UI então IT(fO) l > (5 e IT(ç) l S (5 para todo
g E ul' sempre que o < (5 < 1 T(fO) l)

Pelo teorema de representação de Riez para espaços

de Hilbert existe h c: Lo tal que

E"
>

> 1
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r(g)
ntoporta

h dp , para toda g c: L?

l J '. : '- l » .

e

du S c , s' g c U:

Vamos provar que h E E' , mostrando que

lç h dp S c , para toda g c: U ( ]. )

Ini.cialmente tomemos g E: ul' Então como l Ig
sgn (gh) também tem norma l e portanto
dp S c

Mas tomando S = {x c: x : (gh) (x) / 0} temos

1, a

ulfunção
Logo

gO h dH
S

dH Ighlóu
âhl

ghldp

e portanto

ghldp < c para toda g c UI (2 )

Tomemos agorag E U. Paracadan c :m s e ja

gn ; inftjgl, n}. Como gn < Igl então gn E: U. Além disso
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gn € L2r uma vez que gn é li.mirada e H(X) < m. Logo gn E UI
Decorre do Teorema da Convergência Monótona e de (2) que

ghldp = lim
D.-'>oo

gn hl dH < c

Assimtemos(1) eportantohE: E' e llhll SC

Como. T não é o funcional nulo, sabemos que h # 0
portanto llhll / o

E'

Lembrando então que fO - (l+C:)f, temos

E'
e

líhlldu = (1+c)'l lfnhlóp > c (l+E:)'l

l lh (l+c:)''
E'

e portanto

X

dp > (1+t:)'l

Logo llfll > (1+e)'l, o que completa a prova
E

29 caso: Seja f uma função limitada qualquer. Sabe-
mos, então que f c: E e portanto que ----:!--- E U. Asse.m. o 19

f l l

-ue l l ------==-- 1 1 > 1 .Por
f 1 1 ' 1 1 1 1 f llilE«'

f 1 1 : 1 1 f l l

f E"e e

tanto f E''C e
E''

caso nos garante que

39 caso Seja f c: E'' arbitrária Para cada n E .IN
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consideremos fn - inf(Ifl ,n) que é, portanto, uma função lim.L

fada. Como f E: E" e fn < lfl então fn c: E". Pe].o 29 caso te-

mos entãoque fn c E e llfnll< llfnlIE« < llílIE«' Alémdi.g

se lim fn : lfl e (fn) é não-decrescente. Portanto por (8.1.i-i)
temos que f E E e llfll < llíll E"

Nosso objetivo, agora, é mostrar que se substi.tuimos

a hi.pótese de H ser finita por H- a-finita, o teorema anteri-

or continua verdadeiro. O resultado que demonstraremos em

(8.31 ) é, na verdade, um pouco mais geral

(8.28) Pronosicão. Seja (E,ll 11) um espaço r.i-

sobre (X, A4, H) . Dado S E i\l consideremos

E. ={ rl.

Para cada f E E, seja llflcllr.
S

l:ex. l l Então te

mos

#

(i) SeguES'afunçãog definida em X por
' $

g(x), se x E: S e g(x) = 0, se x c X'. S é umelemen

e 1 1 çl l - l Ig# l l;

(ii)(ZS'll il.) éum espaço r.i. sobre(S,MS'liS)

#

g (x)

to de

Demonstração

(i) Se g c ES, exi-ste f c E tal que ílS Com is
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to f(x) = g#(x) - g(x), para todo x c g e portanto Ig+j<lí e

g# XS = fXS' Assim g# E: E e ljgjl. = llí XSll ljg XSll llgV ll
S

(ii.) É fácil verque l l l IE. é uma norma sobre ES eque

(ES' l l l IE.) é um espaço de funções sobre (X, M, H)

Tomemos agora gl' g2 c: FK(S, MS' uS) funções equimeD
surãveis. Suponhamos que gl c ES e que ma. (À) < " p a ra
todo À > 0 . Vamos provar que g2 e Eg' Em pri-melro lugar é

fãci-l ver que mgl (À)< " e que mgl(À) ; mga (À) para todo À>0.

Como gl E: E então g2 c E e portanto lembrando que g2 : g2

concluímos que g2 E: ES' Além di.sso, como l Igll l=ll92llr (i.) nos

garante que jjg

S

I':ll':

Assim, (ES'l l iE.) é um espaço r.i. sobre

(8.29) E;igil9g.J:çge. Nas condições de (8.28) temos

[ E'] s ' ]] ]] [ s ]' : ]] ]]] ..]s'
[ E.

Psy99eE:eçã9. Vamos provar que p a ra

g c F"(X, bí, }l) temos

c a d a

fsuPlllgXS dp: 1 1 f l l <].} -p'll' íildpsS
S

ílllxs s i}
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É imedi.atoquepara cada f c E com llfll< 1, a fuB

ção fl - íls c ES e llfllIEq - llí Xsll< llíll< 1. Alémdig
se, para cada g E: F"(X, M. +l) temos

Ig x íjapS
X S

t'l; ':i '«;

Logo

{l lç xsílóu:llíl
X : : ' 'l I'l; ':i'«;:ii':il'; : :' (].)

Por outro lado se fl c: ES e llíll
vista (8.28.i), sabemos que f = íl' E: E e

Além disso dada g e FK(x, M. u) temos

tendo em

1:1 1r:

lsjs flld.s : l Igíjau - l is xs íl dps ' s x

Concluímos, então de (1) que

Ig xsílóp 1111 S Í} 'l. ':t'-: : il':tl.. s :*

o que demonstra (i.)

Basta observar agora que

suP{ g xsílau:llí $i} : llg xsll.. : llgl ll .

e que

; ,' J , ;': '";
S

I'elles S :} - llgjs
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(8.30) Observacão. Seja (E,ll 11) um espaçor.i

sobre (X, M, p) , onde é não-atÕmi.ca. Aplicando sucesso-vamen

te (8.30) concluímos que para cada S c: iLÍ temos

[E"] S [m' ) ']; ' ' D

1 1
[Esl

- l l l l
E"ls

s eja (E, l l l l)

1 1

a(8.3].) Teorem

bre (x, M , p). Então

(i) Se fc:E'' e f seanulaforadeumconjunto

a-fmi.to então f c: E e llíll < 11111 . Em parti.cular se

(X, M, li) é a-fi.nato temos E''(:n E e llíll S llíll para to

dafc:E" edecorreentãode(8.26) quer"=Ee ll ll= ll

E''

E"

E"

SngngiE:eçgg. Seja f E E'', uma função que se anula

fora de um conjunto a-finito S. Seja (S.) uma seqtlênci-a de con

juntos de medi.da finita tal que S = U S e S. (l S. (l
n=1 n -L z

ParacadanE:JN sejam.=fl . Comof cE'' então

rE"lS e tendo em vista (8.3) temos que f. E: IE. 1" e"n 'i õn

que llfnll.. i"= llfnll..... . Mascomop(Sn) <",(8.27)

S

=lE lnE
S Sn n
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nos garante que fnc ES en
Logo

'«ll:. n
í.l

ES
n,

ll'.l 's. 'll]:s.] l:e.ll ..]s n

De (8. 28 . i-) concluímos que

í.tll-ll'«llEs : ll'-lli.«ln. l '.*l ...

E''
(1)

É fãci.l ver que nossa escolha de (S.) garante

não-decrescente e que lim f.# = f. Logo de (1)
D'»oo

cluimos

que

con-

que llr l l

A outra afirmação é evidente
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$ 9 Alguns Tipos Especial-s de Espaços r.i

Estudaremos a seguir alguns tipos especiais de espa-

ços r.i. caracterizados por propriedades da função fundam-ental

No que segue (x, A'f, H) i-ndicarã um espaço de medida

infini.ta e não atómica. Muitas vezes escreveremos si.mplesmen-

te E ao invés de (E. ll ll ) para i-ndicar um espaço r.i. sobre
(Xr A4, p) e estaremos supondo sempre E / {0}

(9.1) 2S11.!.n&çgg. Dizemos que E € [1 se exi.saem (5>0,

0 ' 0 e « : ]0,1[ tüs que

$E (u)

$E (v)
se .g > .5V

Dizemos que E e 1- se exi.saem Y > o, 0 > 0 e B E: .to,l

tais que

4'E (u)
'bE (v:

U
, se G S y

(9.2) Observação.

$E (t)
Sabemos de (8.13) que --=:--:E-- é não-crescente. Assim

temos

4'=;- : : , - : ::
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Por outro lado, como (8.13) nos garante que 4)P é nãg
decrescente temos também

$E(u)
$E(v)

< 1 , se g
' v

l

Isto corresponderia a tomar respectivamente CE=1 e B=0
em (9 . 1)

(9 . 3) Exemplgg

(i) É fácil ver que Lp c U e Lp c: L se
No entanto LI E: 1. mas LI / LI

Para ver que L] c 1- basta lembrar que @T. (t) - t para

todo t > 0. Portanto tomando 0 = 1 e B = { , por exemplo, te-
mos

+L. (u) l!

:i:JÇ'TÇ)-- - : S 0 (u) , se u S l

Para demonstrar que LI / U, observemos que não exis

tem 0 > 0, õ > 0 e ci c: ]0,].[. tais que

$' («)
@' («)

U
V se B > .Sv - ( 1)

De fato, se existissem 0 > O, (S > 0 e cl c ]0,1 ve
rificando (1) teríamos
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tl-a $ 0 para todo t Z (5

!videntemente não é possível

De modo análogo demonstra-se que L. E U e que L./L

(ii.) Seja A uma função de Young não-trivial. Vamos

demonstrar agora que LA E: U se e sõ se exi.saem a c ]0,11. e
K > 0 tai.s que

A ' (t. ) A.''L (t.)
--l;ã"---L- S K - .a ' se . > t .

'l t2
(2)

Suponhamos que existam cl € ]0,1[ e K > 0 verá.ficar

do (2) . Então de acordo com (8.9.i.) temos que

'bi'a. (u) A-i(T)'.;'''';qr
U

ou ainda que

l . l
v - u

4'i (u)'A
+l. (v)'A

se g : lV

Assim L. c: UA

Reciprocamente se LA E: U então existem (5 > 0,0 > 0 e
cl c ] 0,il' tais que

»': ({)

«': (ê)

se 5 > .5
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isto ê,

A- ]- (.})'v se B > .5
v -

ou ainda

:i:!-l.Ei-- < o A'i(t2) t]

.: -

Façamos (51 max {1 , (5 } Temos então que

llA (t A (t 2l
aa tt
2l

t]
" Ç z âl (3 )

Em particular temos

]' (t)
ta

para todo t > 0

H:U'

Suponhamos em primeiro lugar que 0 < t2 < tl < (51t2

Usando sucesso.vamente o fato de que A'x é não-decrescente e a

ultima relação temos

(61t2)'

<Bu . . .~ SBv
.f : ' ': ';

portanto
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Se tl > (51 t2 decorre de (3)

õcl A'l(t2)

10s6 l te>l

lA (t Ul
6< l

A' ]' ( t2 )

<
. 6. temos (2)

a
7\ n n 4 m -l.n.nn =

()

(9.4) preposição

(i) E c U <-> E'e: L

(ii) E c: L <--> E'E: U

Psu99:E:eçe9. (i) Se

a € JO,l[ tais que

';., : . ':,' , - : :.
Como @E(t) 4)E'(t) = t para todo:ç > Q tep

u 4)E'(v) u.a u .

UE exjst;eRe

e

os

6
a

U(=) se
$

U VV E'

ou ainda
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+E- (u) '

Basta então tomar B = 1 - cIclO,l[ e y= ]-

A recíproca de (i) e (ii) podem ser demonst

análogo

se = > (Sv -

l . l

(9.5) Prç?posição. Para todo t ? Ot

t
o..(t) < 1 : ]' ds

' 1) 'bE(s)

Se E E: U então existe K > 0 tal que

t

0 E

todo t > 0

iÍ--:i;'Í ds S K $E. (t)

para

Peu9eeEieçe9. Se t = 0, o rssu].todo é i.medi.ato. Supo

nhamos t / 0. Como 4)E(t) $E (t) : t e (1)E é não-decrescente
temos

+" +..

0 0

+E-í (t} ds , ds

Assim a pfiüeira afirmação esta demonstrada.

Pdíd a Segunda afirmação, lembremos que, como E c U
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exi-saem â > 0,0 > 0 e a € ]0,]-[ tai-s que

:;E'{7TS 0(:1)a . se : : â

Tomando 61 : max {1,6} temos então que

::ÍÇTS 0(u)a , seu :l 61' (1)

Fixemos t > 0. Então

I' + * - -\çk'ç I' '<n ..
Como 61 ?l 1, temos t S t 61 e portanto $E(t) < 4)Z(t (51) e

J', ü.; : ! F J' qJP' .;
Decorre de (1) que

para 0 < s < t e temos então

á ;~

+E' (t) 0 ta'l (51 .1'a

a a
$

6(t) otE l
t
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uma vez que a E: JO,l[ . Logo

I'ó": . ':

. ':
l ct

4'E- (t)

e tomando K prova estará completa

11 J

(9.6) Corolário Se E E: L então exi.ste K > 0 tal

que

t (1)E(s) ds < K +E(t)
0

BgD99:11gç g. Se E E L, temos de acordo com (9.4.i-i)

que E' c U. Assimr (9.5) garante que existe K > 0 tal que

t

ic- ds < K @E..(t)

para todo t > 0. Lembrando que $E(t)$E' (t)
obtemos

4)E - (t) 0E'. (t)

!E.Í-- ds S K $E(t)
0

do t > 0

(9 . 7) .EgÇ)posição Se E E: LI então existe K > 0 tal

que
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K

+E' (t)

Se E c: U então exi.atem (SDemonstracão.

c ]0,1[ tais que

$E(u)
q)E (v)

Fazendo (51

+E (u)

$E(v) =

Fixemos t > 0

t

Como 61 > 1 temos 4)E(
to

t

re de (1) que

4)E(s 61) ,

odo s > t

q)n (s) ds
s s

4)n(s) ds
s s

Be

Decor

para t

> o, o > o

v -

max {l,(S} obtemos que

'' v : 'l

Temos então que

+E(t) r"(E(SJ ds

s) ! @E(s(51) para todo s >

s o.k) J" :t.l.; 'h) dst

(1)

$ (s)E

0 e portar
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Assim

1" 1e # : . ': -:P 1" $ ';
Uma vez que a < 1 temos

1" --;P $ : . .: %: €
t

061 4)E(t) 061a ].
].-ct t ].-cl @E- (t)

n,q(l
Basta então considerar K = -----.

l-ct

(9.8) Corolário. Se E c: L então existe K > 0 tal

que

l çh '$, : çh
QSIBg g11gç99. Basta recorrer a (9.4.ii) e (9.7)

(9.9) Eligpeglçeg. Se E E: L, podemos defina-r uinl-a nor

ma sobre E, que indicaremos por ll

(i) (E. ll 110 ) é um espaço r.i

ds a
lS
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(ii) ll 110 é equivalente a ll

(i.ii) a função fundamental $E relativa à ll 110 é
concava;

(iv) existe K. > O tal que

«: bF : u3= : \=

para todo t > 0

PgD99E :gçgg. Se E E L, de acordo com (9.4.ii) te-

mos que E' c U e portanto de (9.5) decorre que existe K > 0

tal que para todo t > 0 temos

4)E«(t) l -ii;l:-ÍiT ds < K $E..(t)

t

Como $E" ' @E temos

t

4)E(t) : I' ,ii;i:=1='i'i'-- ds S K 4'z(t)

para todo t > 0
. rt

Seja @ (t) = l

0
ds. Então temos

$E(t) < +(t) SK4)E(t) paratodot> 0.

. (b. (s)
Como :i"' para todo s > 0 podemos

'"E' (s) '
rangi.r tendo em vista (8.13) que d) é côncava e portanto

+ (t) : . :'l''-- e nao-crescente

(1)

ga-

que
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Para cada f É: E sejam

lfllO - maxljlfll, sup f (t) +(t)}

maxtjlfll, llílIM(i)}

Recorrendo a (8.9.iii) é fácil- ver que ll l in é uma

norma sobre E. Também é imedi-ato que (E, 1 1 1 10) é lm espaço r.vi-

vamos demonstrar (ii) . Para i-sto, lembremos que, de

acordo com (4.7.i) e (8.23) temos que para toda f E: E e para
todo t > 0 vale

(t) = suP f dp : H(S) : t}

S suP { 1111 lx; l l.. :J(S) < t}

S l Irl l 4)E. (t)

Assim podemos concluir, de (1) (]ue f (t) +(t) : K llíll

para todo t > 0 e para toda f E: E. Logo l lítIO < KI líll pa-

ra toda f c: E. É imediato, agora que ll 1 1 e l l lln são nor-
mas equivalentes sobre E, i-sto é, que vale (ii)

Para provar (iii) , ê suei-ciente verificar que $. =4)

uma vez que + é côncava.
0

Tomemos S e M, com p(S) < m . Então de acordo com

(8.14) sabemos que llXslIM(@) ; $(p(S)). Como, d e acordo
coH (1) temos jiXSll;@E(U(S)) S (b(p(S)) então



165

$E0 (U (S)) = llX SILO - suP {llXSll
o que completa a prova de (ii.i.)

l x ; 1 ! ' @ (P (s) )

Resta apenas demonstrar (iv)

em JO,mt temos

Como -=-
+E'

ê contínua

-!Eil-- = li=il--(i) ' dt (t) para todo t > 0 (2)

De (1) e de (2) concluímos então que

+ (t)
t (t)

para todo t > 0 Tomando ]<.

d) ( t )

para todo t > 0, o que completa a prova

(9.10) Observacão. Se (E,ll 11) é um espaço r.i. e

11 110 é uma norma sobre E equivalente a ll 110 e tal que

(E, ll 110) é também um espaço r.i.. então(E,ll 11) c: U(a L)
see sÓ se(E. ll lln) c: U(respectivas\entea L). De fato,

se (bEO ê a função fundamental de (E, l l l lO)f existem clrc2>0
tais que c2 @E < (bE. 51 cl$E' Assim, se (E,ll 11) E: U existem
(5 > 0,0 > 0 e cl E: 10,1[ tais que

h=- : . ':,' se B > ,ç
v -
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Logo

(bE.(u) c. 4'.(u) c. .. a
:i;;!!-(TT- S l Õ=-(TT-- !:-a 0 (:) , se :16.

o que mostra que (E. ll 110) c: U

As outras afirmações podem ser demonstradas de modo análogo.

L l
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CAPtruLO lv

Em todo este capítulo (X, M. H) inda-cara um espaço de
medida infi.Dita e não-atÕmi.ca. As letras E e F. muitas vezes

acompanhadas de índices, serão utilizadas sempre para i.ndicar

espaços r.i. sobre (X, A4, H) e (Y,N , v) respectivamente e es

teremos supondo E # {0} e F # {0} . Quando houver necessidade

escreveremos l l l IP para indicar a norma de E.

Os teoremas do 9 7 nos deram conde.ções suficierües li:g.

ra que um operador de tipos fracos (pO ' qO) e (pl ' ql) fos-

se um operador continuo de LA em LB' No $ 10 trataremos de es
tender a definição de operador de tipo fraco e estudaremos as

classes A($n' A) . No $ 1l mostraremos que sob determinadascon

di-çÕes um operador de tipos fracos (E0' FO) e (EI' FI) é um
operador contínuo de A(4)., A) em A($., A)
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$ 10. As classes A(E), M(E). A(+P'A). Operadores de
tipo fraco (E,F)

Em (8.9.iii) mostramos que A($) e M(@) são espaços

r.i. sempre que 4): [0,m] -+ ]O,m[ é uma função não identicamen--

te nula, não-decrescente e tal que --l-- é não-crescente. En-

tão, em particular se $ é a função fundamental de um espaço

r.i., temosde acordo com(8.10) e(8.13) que A($) e M(@)

sao espaços r.x

(lO.l) Notação. Escreveremos si.mplesmente A(E) e

M(E) aoinvésdeA(4)E) eM(4)E). Asse.m as notações

ll lIA($E) e ll lIM(@E) serãosubstituídas por
ll lIA(E) e ll lIM(E) , respectivamente

(l0.2) 11rgpgplção. A(E)(. E C M(E) e estas inclu

iões sãocontínuas, i-stop, ll ll $ 1l ll S ll ll
}{(E) E A(E)

PSUgnEE: çgg. Seja f c E. De(4.7.i) ede(8.22) dg

Core.e que para todo t > 0 temos

(t) = suP{ ílap : (s) = t}

< 1 líl IE @E' (t)

Logo, tendo em vista(8.24) temos que f(t)$E(t) SllfllK pg
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ratodot>0, istoé, fc:M(E) e llíll < llíll .Portan
. M(E) E

to E(M(E) e ll ll $ 1l ll .
M(E) E

Vamos mostrar agora que A(E) (. E

Se f e A(E) então mf(À) < m para todo À > 0. De fato,
se mf(À) : " para algum À > 0 então m +(À) = " o que signifi-

ca que f (t) > À para todo À > O. Lembrando que @p é não-dg
crescente temos

f+

J'
0

o que é uma contradi-ção pois f E A(E)

!P'':* !El:Í-- dt > x(bE(i) Ê '.

Tomemos inicialmente f e A(E) uma função simples po-

st.alva. Então (3.13) nos garante que podemos encontrar números

reais positivos cllr' 'rcED e subconjuntos mensuráveis de

X' SI'...,Sn (quetêmmedida fi.Dita) tais que

f= E clX. ef = E a:Xí ...,..- .Como li(S)<
i=1 'i i=1 -L IU/}J\õiJ 1- ' ' j.'

para i- l,...,n é i.mediano que f c E. Além disso temos

n n+

á" .*.., ! p .' - :l:
e lembrando que -!!S:i;-- é não--crescente concluímos que

X".*.., ! F '' : :!:
: :!:

bu'.t

0E (p (si))

xsi ll. iE
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Logo l f 1 1 = 1 1 f l l
A(E) E

Para o caso geral tomemos f E: A(E) arbitrária e (fn)

uma seqtlência não-decrescente de funções simples positi.vas que

converge para lfl . Como f c: A(E) e IÍnl S líl para todo nc-W

entãof eE.Comocadaf. é simples temosn ' ' '' n

llfnllE < llfnlIA(E) A(E) lanbrandoaue fE:E temos que
l f 1 1 s 1 1 f l l

A(E)

Portanto A (E) C E e 1 1 1 1 « 1 1 t l
E A(E)

1 1

(l0.3) Defina-çq:Q. Seja A uma função de Young gene--

ra[izada não-trivia]. ]-ndicamos por A((bp'A) o conjunto das f\D.

ções f c: Fk(x, M, p) tai-s que f (t) < " para todo t > 0 e

l A( (t)'P-(t))dt Si paraalgumK>0, i-sto é
0

(bE E: LA( (0,m) , A (0 ,«)

Para cada f c A(0T?'A) definimos

l f l l
A (#E 'A) $.1 .

(l0.4) Observações

(a) Se A e uma função de Young genera]izada tal (]ue
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A(u) > 0 para todo u > 0 e f c A($RTA) então mf(À) < " lInFa

todo À > 0. De fato, semf(À) -"para algum À > 0 en t ão
f(t) > À paratodot> 0, ede(4.5.ii.) concluímos que

f(t) >Àparatodot>0.AssimparacadaK>0 temos

+

1 0
« - «.b-;=, J" # : "».' ''l:''', #

e portanto f / A(@p'A)

(b) Éfãcilverque(A(4)E'A),ll 11.. .) é um
' A ((>. ,A)

espaço r.l. '

(l0.5) E=e299i:.çãg. Seja A uma função de Young tal
e nao--crescente para algum p > 0. Se existe 0 > 0

(podemos assumir 0 :l ].) tal que

( j. )
@E' (t)

l
!i9 < 0 para todo t > 0 ;

então para toda f c: Fk(X, M. p) tal que f (t) < «' para to
do t > 0 temos

para todo t > 0

(j-j-j-) IÍ .n(ft+(t)d)E(t)) SiE : op I" (Í+(t)$E(t)) !iit
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D9 9n:Ê:ieçã9. Seja f E rJç(x, M, u) tal (ãue f (t) .> - rB:

ra todo t > 0. De acordo com (8.24) para todo t > 0 temos

f (t) $E(t) (E(t) rtf+(s)ds
0

t

õ;tTa.l *(;)a;
' 0

0 0

0 'FE-(t) IÍ $E' (s) lilf:
0

1....;,'y . +
f (s)ds

(1)

Tendo em vista (i) temos

4)E' (s) !%? S 0 $E' (t) para todo t > O como AilÍ!!.L é não-de

crescente decorre de (1) que

(s)ds

A(í (t) 4)E (t) )

O @E' (t)

t

l ...';,'?
0

t

0

t

0

0
+

f (s)ds

$.. (;) #
<:

)
( 2 )

0 4)E- (t)

para todo t > 0
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0

'>.. k) #

eja t > 0. Como f (t) < '. então

/
0

t

6

Como A é convexa decorre da desigualdade de

(ver [31) que

+
r ' + .

(s)ds l A(or (s)(bE(s))$E' (s)
) S o+.. . (3)ds

S

Decorre de (2) e de (3) que
+

r'i /-\ rn 4 n + rx += r-\ ni rx (-

,t

0

Como a' ' é não-.crescente e 0 > 1 é fácil verq

P
A(Ot) S 0 A(t) para todo t > 0. Logo

'>E(s)'bE' (s) St? f (s)ds <

Além disso, de acordo com (i) temos que +:. B) #

A(Of (s)'PE(s)) 'bE' (s)!#'

A(oí (s)'bE(s))'bE' (s) s: l !;

Vamos agora maJorar

S

Jensen

+
f

0

J

ue

t j,
f (s)ds )
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J'l.'"''''. ',, :.''f
0 0

l Au*b)o.bD $.. ) # l

Do Teorema de Tonelli concluímos que

A(í (t)4)E(t)) !iiE
0 0 0

t
A(f (s) (b. (s) )

''E ' @E'(s)XI'o,tl(s)dsdt

+

b)'bE(;)) .bE ) l
dtds

e de (ii) decorre então que

/(x)

/

0
A(í (t) (bE (t) ) l A.(Í (s) 'bE(s)) !2X

0

(l0.5) Observações

(a) Se A : lO,"t -, [0,m] é uma função não-decres

centeefcFk(x, M, p) êtalquef(t) <"paratodot>0 eg.

tão de acordo com (4.5.ii) temos que

(t)
(t) 4)E(t)) !3f

É fãci.l ver agora que nas condições de (l0.4) temos

que se f E: F''(X, A4 , H) e f (t)< m f)ara todo t<0 então fE:A(@.,A) se
kf c: F (X, À4 ,
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f (t) $E(t)
K

+

) 1llit < m para algum K > 0

Em particular, tomando A = MI temos que

A(4)E'A) = A(E) e ll ll é equivalente a ll ll
A ($E 'A) A (E)

(b) De acordo com (9.5) e (9.6) sabemos que se E cU
então (l0.5.í) e (l0.5.ii.) estão verificadas. Assim (l0.5)con

tinua verdadeira se as hipóteses (i) e (ii.) forem substituídas
pela hipótese de que E c: LI

(c) Tomemos 1 < Pr q < ml E = L., A

M, u) temosquef c A(+E'A) seesõsef(t)<"pg.
l

0
ratodot> 0e . IÍ(t)tl'' l }!><m . Comol E:U, nossas

observações anteriores asseguram que se f E: Fk(X, M, H) então

fcA(@E'A)seesÕsef'''t(t)<'. para todo t>0 e
l qP

+ dtf (t)t < 00t isto é f c: LP,q

(l0.6) PS111n:4:Sag.. Di.zemos que um operador T defi.ni.

do em A(E) com valores em Fk(X, M, H) é de tipo fraco (E.F) se

existe K > 0 tal que para toda f E: A(E) temos

+

suP (Tf) (t) (>F(t) < K llí
A (E)

Se T é de tipo f r a c o (E,F), o n Ú m e r
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lITll , .=ínfÍK>0:sup('H)(t)$F(t) SK llrll.,.., vf c A(E)}w(E,F) t>0 '' A(E)

é chamado norma fraca de T

(l0.7) Observações

(i) É fácil ver que se T é de ti.po fraco (E,F) en-

suP(Tf)'(t) $F(t) 5 llTll ,. llfll.,t>0 ' w(E,F) A(E)
f E A(E)

(i.i) Se T é um operador contínuo defina.do em E com

valores em F então de acordo c:om (l0.2),T(f)E:P'l(F) para tnila fcA(E)

Além disso temos, tendo em vi.sta (4.5.ii) que

suP(rf)(t)@F(t) S suP(Tf)(t)@F(t)t>o ' t> o ''

M(F)

para toda f E: A(E) . É imediato então que T é de tipo fraco
(ETF) e que a norma fraca de T ê menor ou igual que a norma
do operador contínuo TI : A(E) + M(F)

iA (E)

(i.i.i) Neste Item vamos relacionar as noções de opera
dor de ti-po fraco dadas em (6.2) e (l0.6)

Sejam A uma função de Young genera].i.zada não trivial

e B uma função de Young inversÍvel. Seja T um operador de ti-

po fraco (ATB) . De acordo com (l0.2) sabemos que T esta defi-
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nido em A(LA) . Temos também que exi-ste K > 0 tal que

mTf (À) $ 1

para toda f c: LA com pA(f) < 1 e para todo À > 0

Seja f c: LA tal que 0 < pA(f) < 1. Decorre de (3.5.ii.)
que para todo X > 0 temos

l+

(Tf) ( ÀB (;.)K

Tomemos t > 0 e À = K B't (F) e por
tanto

(TÍ) (t) S K n'l(1) -

Como pA S 2ll ll 2<
A

t e m o s
A ( LA)

q u e

se f c: A(LA) e l Ifl l $ 1 então
2

+

suP (Tf) (b, (t) < K
t>O 'B '

É i.mediato então que se A e B são funções de Young

generalizadas não triviais e se B é i.nversível então todo ope

rador subli.near de tipo fraco (A,B) é também de ti.po fraco
(L., L.)

(l0.8) Proposi.ção Se E E LI, existe K > 0 tal que
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sup f (t) @E(t) S K tuP f (t) @E(t)
para toda f c: F"(X, M, p)

Demonstração

s > 0 temos

Para cada k
(X, M, p) eE F para cada

Logo, para todo t > 0 temos
+

'', - + J''*.;,.; . H.!-;B= ' çh -:o o '

Recorrendo a (9.5) e tendo em vista a Última desi-qual

dadeconcluÍmosqueexisteK> 0 tal que para toda

f e: F"(X, M, p) temos

q)E- (t) +
(t) S K --=S---i;-- suP f (x) @E(x)

'ÕE(U sup f (x) 'bEbO

para todo t > 0

Logo

suP f (t)
t>o +'E ( t) <

+

K sup f (x)
x>0 4)E (x)

para toda f E: FI'(X,M,p) , o que completa a prova
:1



179

(l0.9) çgiçigl.éx.j:.g. Se F c LI e T é um operador de ti
po fraco (E,F) então T é um operador contínuo de A(E) em M(F)

$ 11. Um teorema de interpolação para espaços inva

dantes por rearranjo.

(11.1) Sejam EOr EI/ FO/ FI espaços r.i. Suponhamos

que

(1-) n(t)=!;:1--(t)e e(t)
'b'o

são estritamente crescentes e assumem todos os valores de to,ml

Sejam E e F espaços r.i. e suponhamos que
4)E (t)

(ii) -iÍ:Í:ET é não--crescente;

(1). ( t )

(iíi) if;Ü-ÍI) e não-decrescente;

( j-v) @F(t) L(€1(t))l (bF0(t) ]'
+''r\

para todo t > 0

v) exi-ste KO > 0 tal que

ds < KO : E(t) para todo O( s )E



(vi) exi-ste KI > 0 tal que

I'eL'y : «:Hn -.
(vi-i) existem K2 > 0 tal que

i'h= # : «::c .-. .
(vi.ii) existe K,} > 0 tal qu

Õ: ' : «; -ê$ --. «
(i.x) existe K4 > 0 tal que

,t q)E. (s)l s dsSK4 $EI(t) paratodot>0;(oque,
0

ular se verifica se EI c: 1-, de acordo com (9.6))

Seja A uma função de Young não trivial tal que A(t)

scente para a].gum p > 0.

Se T é um operador sublinear de t ip o s

e (EI'FI) então exi.ste M > 0 tal que

b' '-- . ,... dt

180

todo t > ora

odo t > 0

e

do t > 0

parti.c

cre

fracos

VE t
+ dt(x) .((TÍ) (t)4)p(t)) < Mt

Õ Ó
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para toda f c: A(4)Z'A)

Psu9eeE:eçee. Como A é uma função de Young não-tri.-

vi.al e =-3--EZ- é não-crescente, sabemos de (5.8) que A(t) >0

para todo t > O. Assim, tendo em vista (l0.4.i.) podemos afir-

mar que se f c: A(4)E'A) então mf(À)< - para todo À > 0.

t

Tomemos f c: A(4)E'A) e u > 0. Vamos mostrar q ue

fu c A(EI) e que fu c A(EO). De acordo com (3.25) temos

''"'' '', ' {='''' : ::::::=1 0 , se t Z mf(u)
e

''.'' '' ' l ''", l ii l l :i ll f (t) , se t : mf(u)

Como f E: A($.,A), A é não-decrescente, A(t)

decrescente, e f S f , é fãci.l ver que l A(f"(t)(bp(t)

t
nao

mf(u) : 0 então (fu)+ = O e portanto fu E: A(EO)
Caso contrario, nossa hipótese (ii) garante que

l"'':l.*..,«.'',' 1= t : % "''" l"'':l.*..,.:'.,, t
Assim consi.durando a medi.da HI d e f i n i d a

f pEo(t) dt .1 «.-., 't '' "';
S

em

q u e
[.0,mf(u)] por pl(S)
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/ }-xl / + l-f\- C.t\=\./.L\-C\./ \-.-\-/IU \ V / --Jq-A

[0,mr (u)] '

hemos que HI([0,mf(u)])< « e portanto f $EcLI([0,mf(u)] ,Al0,mr(u) l l)

f' $E c LA( ]'o,mf(u)]

Logo

r''''''*'''~.'',:J (uf+(t)$E(t)
4''o t'

0 '
o (blue prostra

que fu É: A(EO)

De maneira análoga, nossas hipóteses (iii) e (iv) ga

rangem que

(t) --!!:l--at <
(u)m f

J"'':'
0

(t)
dt < '« e portantoDe (ix), sabemos que

r"

o (fu)+(t) +.:k) $ Logo fu E A(EI)

Uma vez que T é subli.Real e esta d e f in id o

emA(EO) eA(EI) equef= fu+fu, concluímos eue
T(f) esta definido.

Vamos agora demonstrar (x)

Seja 'P(t) (€1(t)) e consideremos u(t) f ('r (t) )
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ITllw(E0'F0) e MI ' lITllw(EI'FI)

Fixemos t > O. Então como T é de tipo fraco (E0'F0) temos

[T(fu(t))]+(t)4)F(t) =]r(fu(t))]+(t)(]'(t) 0(t)

: «. :; J"..-'*',*.;, bÉ .;
' o o

'bp ( t )

s ". 4-m
' 0

De acordo com (3.5.i-i.) temos m.(f ('P(t))) $ W(t) e
+

lembrando que u = f o W concluímos que

[.T(fu(t))]+(t)$F(t) : Mo (]i'(t) l (t)Í (s) .-------d
' 0

De modo análogo como T é de ti.po fraco (ElrFI) tam

'T(fu(t))]+(t)+F(t) = 1'v(íu(t))J+(t) õl=!--(t) @p].(t)

: «: :& l"''«..,,*.;, )f .;
' l o

dsS

( ]. )S

S

mE(u(t)
+

(s)
Ó

'''. ';,
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«: :) Í"'Z..,,*.;, )F -;

* «: :q í" ''...,,*.;, }f -;
' w (t)

Como (fu(t)) (s) : u(t) para todo s > 0 e como s > 'P(t)

implica que s > mf(u(t)) e portanto (fu(t))"(s) - f"(s) tens

+

[T(fu(t))]+(t)@F(t) s Mi :li--ít) l (t)t) ....i--- ds
l 0

* «: :u J.:. .*.;, JÇ'.; .
' l w(t)

(2)

Sejam

:' , : :4 J"'T*.;, )f .;' o o

q' (t) $E (s)
---L-- ds

Su(t)

,'', -lÇ J".*.;, )f .;' ]. w (t)

Como fy(t) c: A(EI) e f'P(t) E A(EO) temos q u e



m, J(t) < m e l. (t) < "

2K.
Vamos mostrar que ll(t) S 4 l(t)

De acordo com (ix) temos

4). ( t )

ll(t) SK4 ÕF(t) u(t)(FE('r(t))

lado (iv) e (i) nos garantem que

4)p(t) 4)FO(t) $P(t)(bE('P(t))

ÇP ' ÇP GP : :''' <=-

[ (t) 4'E (H' (t) ) 0E ('r (t) )

n('p(t)) $Ei('r(t))(bE(w(t))

outro

T r-. .-r /--

ll(t) 5 K4 u(t)+E(q'(t)) = K4 f('r(t))@E('r(t))

e tendo em vista (i.v) temos

]-].(t) S K4 Í+('r(t))4)E('r(t)) = K4Í('r(t))@zo('P(t) (r
' 0

:UL Lil.'l!.«''''...'"''',
' o q' (t)

(v (t) ) $
0

ds
S
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Como f o I' é não-crescente e

mos que

+

vE0
ao--decrescente conclui-

::.', : :> h Í"''l*.;, }4= .;
2

e nao-cresccente t e m o s qu e
4)E. (s)

Lembrando agora que ----ig

+E0(2s) S 2 $E0(s) para todo s > 0 e portanto

::'', :#Ç kí"'''.*.;, }f .:' o o

-iii7 K4 ]- (t) ( 3)

Observemos agora que como T é de tipos. f r a c os

(E0'FO) e (EI'FI) temos (Tfu)+(t) < m e (Tf..) (t) < " pa-
ra todo u > 0. Da sublinearidade de T, de(3.3.iv) e de(3.4)

decorre que

ITfJ+(2t) = 1.T(fu+fu)l+(2t) s ITful+(t)+ ITfuJ+(t)

para todo u > 0

Lembrando que A é não-decrescente e que ( F'(S) e não.
crescente temos

A[(vr) Jt(2t) $P(2t) ]S AI((Tíu(t))+(t)+(víu(t))+(t))(rP(2t)

S. Al2((:r'ru(t)) +(t)+(Tfu(t)) +(t))OP(t)
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e uma vez que AilÊ-L é não-crescente concluímos que

A.[(ví)+(2t)$p(2t)]S 4p A

De (1) , (2) e (3) concluímos agora que

I AL(Tf)+(t)$F(t)] dt = J"A[(Tf)+(2t)$F(2t)]

+F (t)

: ,* , ,.;':.',l $

: '-J" [.«: B * «., %'*},.., ] '}
0

e como A é convexa temos

ílt.:«,*'''.,'.,] '} : 'F F i'«:n* «., :.', ' ç0 l-

*{ 1 »[«: .;..,1 ç (4 )

Trataremos agora de majorar cada uma das integrais
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do segundo membro de (4)

Seja cl MI z K4 + MO' Temos que

3% l"':l.:, }u .:' o o
A.[a l(t)

para todo t > 0

De acordo com (v) e (iv), para cada t > 0 temos

l"''' :: :«.) L:«.h
e portanto

1. J ''r''l=r ''=»'.:'''' : «l '«t:*.;,..';, h= #
' 4'E(s) s

Como l(t) < " ,apli.cardo a desigualdade de Jensen

(ver [3]) temos

'b)'b.(;)] ::?;T.- 1ls

1, 'p.b) ;

Alar(t)] s

para todo t > 0

De (iv) sabemos que
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H=r- : l"'''-:e' #
e portanto

"-:'',- : €1 "'' «.'*';'...;, - \= $
para todo t > 0

Assim

4: J"'L'* ;,., :, »
" 0

l(t) dt
t

Invertendo a ordem de integração,lembrando que W é es

tritamente crescente e recorrendo a (vi.) obtemos

x'.:'',]':
0

00
+

A(clKof (s)+E(s) .!:.;,»
+E(s)'0 ds

q)E(s) s

@
(s)E

0

0 B) S
E

De (iv) decorre que



(D . . /a)

J orai(t)J dt S Ki I'a.[a Kof+(s)4)E(s).1 14g0 0

Uma vez que A é não-decrescente e que A(t) é não-cr

temos

$ s «: "- ':, .' <,

De modo análogo nossas

(vi-ii) garantem que

/00

j''A[MI J(t)] dt S K3 max {l, Mil KE} l A(f+(s)4)E(s))
0

De (4) e (5) decorre que tomando

ã-- KIK3 IPnx{ l ,aPKP . MP K2} temos

0

a) ,- (x)

At(uí)+(t)4)p(t).l dt ! M IAlí+(S)

190

escente
t

(vi j. ) , (i ii) ,hi.póteses

ds( s )$E S
0

completa0 que a prova

I'at(t)
0

+

.(f (s)$E(s))

P,,P P
}.4K

0 l
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(11.2) corolário. Sejam EO' EI/ FOr Flr e F espa'
ços r.i. cujas funções fundamentais verá-fi.cam as hipóteses (i)

a (lx) de (11.1) . Seja A uma função de Young não-tri.vial tal
que â--!-E} é não-crescente para algum p > 0. Se F E: U e T é um

operador subli-near de tipos fracos (EOr FO) e (E]/ F].) então
exi.ste M > 0 tal que lITll < M ll ll para toda

A ($. ,A) A ($. ,A)
f E: A(@RTA) . ''Ji'' ' ''E

t

Ps99neE:eçeg. De (11.1) sabemos que existe M > 0
tal que

/(x)r

0
(Tg) (t)(bp(t)]A s Mj Alga(t)4)E(t) ] dt

0

para toda g E: A($p'A) (1)

Por outro lado como F c U , de acordo com (l0.5.i.i)

temos que existe C > 0 tal que

«[-**k)'b,'H)] #
0

5 C .rAlh (t)+p(t)
0

para toda h c: A(@r,'A) (2 )

Podemos ouvi.amente supor C f4 > 1

Tomemos f É: A(4)E'A). Então } e A(@E'A) e portanto
E: A($p'A) para todo K > 0

Assim, de (1) e de (2) concluímos que
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ljríllq S M llíllP,q

para toda f c: L' P.q

Mas como p < q , de acordo com o teorema 6 do $4

de[8] sabemosque ]] ]]p,qSC] j]pparaalgumC> 0.

Com isto, o teorema de Marcinkiewicz (7.1) é um ca

se particular de (11.1) se l S pO ! qO < " e l S pl S ql< "

(b) C)teorema (11.1) continua verdadeiro se a função C

for estritamente decrescente e se substi.tuirmos as hipóteses

(v) e (vii) por

Existe KO > 0 tal que

0E (s)

à ':J;'
$

(t)Eds K<

(t)o (bS E 0
para todo t > 0

Existe K9 > 0 tal que

$E (t)# (s) dsE
< K 2S

0

para todo t: > 0

A den\onstração ê análoga e por esta razão não a a

presentaremos aqui

(c) Em 1121 , podem ser encontrados outros resultados



195

semelhantes para o caso em que A é uma função côncava defina
da em [0rm[ com valores em ].0,m[ e tal que A(0) = 0

Decidimos não i.ncluí-los neste trabalho pois as de

monstraçÕes são bastante longas, a técnica é basicamente a

mesma dos outros teoremas que apresentamos e as hipóteses, a
nosso ver sao um tanto artifici.ais.
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APÊNDICE

Mui.tas vezes neste texto, usamos o resultado bastan-

te conhecido que nos garante que se f E F't(X, M, H) então exig

te uma seqtlência (fn) de funções de F'(X. M, U) tal que (fn)
ê não-decrescente e lim f = f

D'»oo
n.

Em (8.9.iii) no entanto foi importante observar que

se f:.]0,wt -+ [0,mt ê não-crescente, as funções fn podem ser
tomadas de uma forma especial. A justificati.va, bastante sim-

ples, esta na proposição que apresentaremos a seguir

(A.l) EXigilgg+:çgg. Seja f:l0,ml -* lO,'«l uma função

não-crescente. Então existe uma seqtlência (hn) de funções sig
pies não-negati.vas, que é não--decrescente, converge para f e

n n XE a i
to,aTi-l

tal que cada h. é da forma excet:o num número

n ri
e alr''',aK saon

finito de pontos, onde K

números real.s positi.vos.
n

Qsy9ee.E:eçee' Tomemos a seqtlência (fn) definida por

n2

n r:lf ' ''E r'J- XSn,r + n XSn

n

onde
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S r : {t> 0 : ];:i S Í(t) < {ii}

e

Sn - {t > 0 : f(t) : n}

Ê bem conhecido que a sequência (f.) é não-decrescen

te e converge para f

Fixemos n e ]N . Observemos que para cada r=2,...,n 2n
temos

n2n
{t > 0 : :L.=2 < f(t) < n} = U S

j=r nr]

As s i.m

n2n n22 n2n

r=2 XÍt>0: r-l < ' E E X-
2n ' (t) <n} r=2 j=r õn.j

n2n
E (r-l) X.

r=2 õn.r

Portanto

.' U *. : . -L * .
r-2 2n Sn,r r-22n {t>0:r-i Sf(t)<n}

e tens que
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." :L x . ... nZ x.
'n r.22n {t>0:r-i:lf(t)<n} 2n IJn

nz . .

:.::-'-x..».: : : '..,, -'- -) *-.
é

Como f é não-crescente, para c a d a

{t > o : f(t) :l À} ê um intervalodo tipo ]o,al ou to,al

Assim, cada f. é do tiPO E cxn n ' exceto num número fi'' n o,at:'l
to de pontosni
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