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PREFÁCIO

O estudo de condições sob os quais um anel ê necej.
sabiamente comutativo, integra o campo de abordagem da Teo
ria de Anéis

Em 1905, J. IVedderburn obteve o primeiro resultado
neste sentido demonstrando que todo anel com divisão fi.nato

ê comutativa. Quarenta anos mais tarde, N. Jacobson, gener&

lizando esta afirmação provou que um anel R tal que x'' = x,

para algum inteiro n =n(x) >1 e para todo x em R é comutat2.

vo

Entretanto são poucos os anéis comutativos que ve-

rificam as hipóteses do Teorema de Jacobson e por isso ten-

tou-se estender este resultado em outras direções -- de modo

que as condições impostas sobre oanel,sejam verificadas .por
todos os anéis comutativos e ainda, que elas forcem a comu-

tativa-dade dos anéis em questão. Asse.m, desde o início dado

cada de 50, até os dias de hoje, os Teoremas de Comutativa.-

dade vem sendo estudados por 1. Herstein, C. Faith, 1. Ka-

plansky e outros.
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, O estudo de condições sob os quais um anel é neces 

sariamente comutativo, integra o campo de abordagem da Teo

ria de Anéis. 

Em 1905, J. Wedderburn obteve o primeiro resultado 

neste sentido demonstrando que todo anel com divisão finito 

ê comutativo. Quarenta anos mais tarde, N. Jacobson, genera 

lizando esta afirmação provou que um anel R tal que · xn = x, 

para algum inteiro n = n(x) > 1 e para todo x em R ê comuta ti 

vo. 

Entretanto sao poucos os anéis comutativos que ve

rificam as hipóteses do Teorema de Jacobson e por isso ten

tou-se estender este resultado em outras direções - de modo 

que as condições impostas sobre o anel, sejam verificadas _por . 

todos os anéis comutativos e ainda, que elas forcem a comu

tatividade dos anéis em questão. Assim, desde o início da de 

cada de 50, atê os dias de hoje, os Teoremas de Comutativi

dade vem sendo estudados por I. Herstein, C. Faith, I. Ka-
1 

plansky e outros. 



V

Do estudo da comutatividade surgiu naturalmente a
ideia de se estender o conceito de centro de um anel. Uma

destas generalizações que estudaremos em nosso trabalho é o

lapa/tcertZa.o do anel, que é de:finado como o conjunto dos ele-

mentos do anel, que comutam com uma potência de todos os ou
tios.

No Capítulo l apresentamos alguns teoremas de corou

tatividade que parecem sugerir a génese do conceito de hipe.:
centro

No Capítulo 2 introduzimos esta noção e provámos o

teorema central deste trabalho: quando um anel não tem ideais

nil, seu centro e seu hipercentro coincidem.

No Capítulo 3, damos duas aplicações do teorema do

hipercentro, demonstrado no capítulo anterior.. Da.remos um
teorema de comutatividade e estudamos algumas propriedades
de anéis radicais sobre subanéis

Uma questão hã muito tempo em aberto na Teoria dos

Anéis ê a conjectura de Kõethe: ''se um anel tem um ideal lg.

teral nil não nulo, então este anel tem um ideal bilateral

nilnão nulo?'' Se esta questão estivesse resolvida afirmati-

vamente, os resultados do Capítulo 3 seriam de fácil demong.

tração. Justamente um dos méritos do teorema do hipercentro

consiste em permitir .contornar a questão provando essas prg

posições independentemente da resolução da Cojectura de KÕE.

+ h r:b
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CAPITULO O

CONCEITOS BÁSICOS

Neste capítulo introduziremos definições e resulta

dos bási.c:os da Teoria dos Anui.s que serão utilizados no tel

to que se segue. A maioria das demonstrações dos resultados

aqui enunciados encontra-se em [7]. Denotaremos sempre por

R un anel associativo, não necessariamente com unidade. Usa

remos o termo ZdeaZ para indicar um ideal bilateral de R

Iniciaremos introduzindo alguns conceitos.

0.1 - DEF].NIÇÃO - Seja M um R-módulo (ã di.Feita) . Chamare-

mos mct&doA de NI ao conj unto

A(M) = {reR: Mr = (0) }

0.2 - DEFiBllÇ:4O - Um R-módulo M diz-se á,éeZ se A(b{) = (0)

Verifica-se sem dificuldade que ACb!) é um ideal de

R e b{ é um iiÍÍIÊÍ} - módulo fiel
0:3 DEFINIÇÃO - Um R-módulo M di.z-se ,{,füedtL;cZveZ se MR # CO)

e se os Únicos submõdulos de bl são (0) e }l.
-1-

CAPITULO O 

CONCEITOS B~SICOS 

Neste capítulo introduziremos definições e resulta 

dos básicos ·da Teoria dos Anéis que serão utilizados no tex 

to que se segue. A maioria das demonstrações dos resultados 

aqui enunciados encontra-se em [7]. Denotaremos sempre por 

Rum anel associativo, não necessariamente com unidade. Usa 

remos o termo ideal. para indicar um ideal bilateral de R. 

Iniciaremos introduzindo alguns conceitos. 

0.1 - DEFINIÇÃO - Seja M um R-módulo (à direita). Chamare

mos a.n.u.la.dolt de M ao conjunto 

A(M) = {rER: Mr = (O)} 

O. 2 - DEFINIÇÃO - Um R-môdulo M diz-se óiit se A(M) = (O). 

Verifica-se sem dificuldade que A(M) é um ideal de 

R e M é um A(~f) - módulo fiel. 

O. 3 - DEFINIÇÃO - Um R-mÓdulo M diz-se -ÚUl.edu;Úve,l se MR ~ (O) 

e se os ~nicas subm6dulos de M são (O) e M. 

-1-



módulo M i.rredutÍvel e fiel

Quando M é um R-módulo i.rredutÍvel, o anel

D : nome(M,M)
é um anel com divisão. Podemos então dar a BI uma estrutura

de D-espaço vetorial (à esquerda) defi.ninho dx :d(x) paratg.

do deD e para todo xeR. Se E =HomD(M,M) , definimos a aplica
ção $: R ------+ E por

DEFINIÇÃO0 4 Um anel R diz p4Ún'é,Ü.vo existir um Rse sen

r }----> (br por

OT' M -----» M é tal que

+rCx) : xr, para todo. xGM.

Verifica-se facilmente que a aplicação @ é um homomorfismo

de anéis.

Se o R-módulo de bl for fi.el, temos que (b é um mono.

morfismo, jã que Ker + :A(hl) . Observamos então que quando R

e um anel prima.tive, ele é isomorfo a um anel de transforma

ções lineares sobre um espaço vetorial. O Teorema da Densi-

dade (de Jacobson-Chevalley) , que enunciámos em conta.nuação,

mostra que além disso, toda transformação linear de um sub-

espaço G de }l, finitamente gerado sobre D, é a restriçãode

#, à G para algum reR

0.5 - TEOREMA (Teorema de Densidade) - Seja R um anel prim.i

tido e seja NI um R-módulo irredutível e fiel.Se D :Homo(M,M)

então, dados vl,...,v.É;M, linearmente independentes sobre l)

- 2 -

O. 4 - DEFINIÇÃO - Um anel R diz-se ptcl.md.,i_vo se existir um R

módulo M irredutível e fiel. 

Quando M é um R-módulo irredutível, o anel 

D = HomR (M,M) 

é um anel com divisão. Podemos então dar a M uma estrutura 

de D-espaço vetorial (à esquerda) definindo dx = d(x) para to 

do d€D e para tod~ xSR. Se E =HomD(M,M), definimos a aplica 

ção ~: R--+- E por 

r t-.---+- ~ por r 

-$r: M--+- Me tal que 

$r(x) = xr, para todo _x€M. 

Verifica-se facilmente que a aplicação$ é um homomorfismo 

de anéis. 

Se o R-m6dulo de M for fiel, temos que~ é um mono 

morfismo, já que Ker · ~ = A(M) . Observamos então que quando R 

é um anel primitivo, ele é isomorfo a um anel de transforma 

ções lineares sobre um espaço vetorial. O Teorema da Densi

dade (de Jacobson-Chevalley). que enunciamos em continuação, 

mostra que além disso, toda transformação linear de um sub

espaço G de M, finitamente ·gerado sobre D, é a restrição de 

~r à G para algum rSR. 

0.5 - TEOREMA (Teorema de Densidade) - Seja Rum anel primi 

tivo e seja M um R-m6dulo irredutível e fiel .Se D= HomR(M,M) 

então, dados v1 , ... ,vnSM, linearmente independentes sobre D 



e dados wl' ''.,WnÉ;M arbitrários, existe um elemento r em R
tal que v.ir =w.i para todo i=1,.. .,n

Uma consequência do Teorema da Densidade é a segure:
te

0.6 - TEOREMA - Seja R um anel primitivo. Então para algum

anel com divã.são D, ou R é isomorfo à M.(D), o anel das ma-
tei.zes nxn sobre D, ou dado qualquer i.nteiro post.ti.vo m, e

xi.ste um subanel Sm de R e um epimorfi.smo de Sm em Mm(D)
Outro conceito da Teori.a de Anéis que usaremos com

frequênci.a em nosso trabalho é o de radical de Jacobson de
R

0.7 - DEFINIÇÃO - O ,ttadécaZ de Jacobóon de um anel R, que deng.

teremos por J(R) é.o conjunto de todos os elementos de Rque
anulam todos os R-módulos i.rredutíveis. Se R não tem R-mõdu

los irredutíveis colocamos J(R) = R

0.8 - DEFINIÇÃO - Um elemento xÉ;R é gama-,tagtlZa,t ã c{,é,te.{l;ca (qug

óe ,tegu,ea4 ã fique/Leal se exi.ste r'eR tal que r+r'+rr' = 0 (se e
xi.ste r''eR tal que r+ri'+r''r = 0) . Neste caso chamamos r' de qua.óe

,éFzve,ma ã ({,él4e,{,;Ca de r e r'' de qua,óe .énve41.óo ã e.óque/tda de r. Um ideal

(i.dual à direita, i.deal i esquerda) de R é gume .tegcl,eax ã dü.e,{;(la a to

dos o$ seus elementos forem quase-regular ã direita. .De modo análogo de

finãmos ideal (ideal ã direita, ideal à esquerda) quase-regu-
lar à esquerda

0 . 9 PROPOSIÇÃO O radical J(R) de R, é um ideal quase-re

- 3 -

e dados w1 , ... ,wnEM arbitrários, existe um elemento r em R 

tal que v.r == w. para todo i==l, ..• ,n. 
1 1 

Uma consequência do Teorema da Densidade é a segu~ 

te: 

0.6 - TEOREMA - Seja Rum anel primitivo. Então para algum 

anel com divisão D, ou Ré isomorfo à Mn(D), o anel das ma

trizes n x n sobre D, ou dado qualquer inteiro positivo m, e 

xiste um subanel Sm de R e um epimorfismo de S em M (D). m m 
Outro conceito da Teoria de Anéis ·que usaremos com 

freq~~nci~ em nosso trabalho é o de radical de Jacobson de 

R. 

O. 7 - DEFINIÇÃO - O M.CÜc.ai. de. Jac.ob,Jon. de um anel R, que den-9_ 

taremos por J (R) é _ o conjunto de todos os elementos de R que 

anulam todos os R-môdulos irredutíveis. Se R não tem R-módu 

los irredutíveis colocamos J (R) = R. 

O. 8 - DEFINIÇÃO - Um elemento xER é quMe.-11.e.gul.all. à: eüll.e,Ua. (qua 

1.,e. Jte.gui.M ã: e,1.,quvuia.) se existe r'ER tal que r+r'+rr' = O (se e 

xiste r"ER tal que r+ri'+r"r = O). Neste caso chamamos r' de quMe. 

in.ve.Mo ã. CÜ!t<Úta de. r e r" de qUM e. in.vV!/20 ã. uque.Jtda de. r. Um ideal 

·(ideal à direi ta, ideal ~ esquerda) de R é quM e. 1te.gu.1.M ã CÜ/c.e.,i_;ta_ a to 

dos os seus. elementos forem quase-regular à direi ta. _ De modo análogo de 

finimos ideal ( ideal à direi ta, ideal à esquerda) quase-regu-

-lar a esquerda. 

0.9 - PROPOSIÇÃO - O radical J(R) de R, é um ideal quase-re 



guiar à direita; além disto, todo i.leal à direita qt-fase-re-
gular ã direita de R esta contido em J(R)

Prova-se também que todo elemento de J(R) é quase-
regular ã esquerda

Quando o anel R tem unidade, um elemento xCR é qug
se-regular ã direita (ã esquerda) se e somente se l +r é i.n

versível ã direita (ã esquerda). Se reJ(R) , então l +r é in
versx'vel

O fato acima nos sugere que, mesmo quando R é um a

nel sem uni.dado, definimos os sz'mbolos l +r e (l+r)'l quan-
do reJ(R)

Se reJ(R) dizemos (l+r) ''forma.Imenteque e inver!

cível-'

o .lO - ücjain K unl anel, real.KJ e xtlK. lietzntmos

(l+r)x:x+rx; x(l+r) :x+xr; (l+r)'lx:(l+r')x; x(l+r)'l

= x(ltr') onde r' é o quase-i.nverso ã direita de r (que é i
gual ao quase-inverso ã esquerda de r)

0.11 - PROPOSIÇÃO - Seja R um anel, rÉ;J(R) e xÉ;R). Então
(a) x(]+r)(]+r)'] =x; (].+r)'l(l+r)x=x
(b) x(l+r)'l(l+r) =(1+r)(l+r)'lx :x

(c) A ap].ilação +: R -----* R defi.nada por @(x)=(1+r)x(l+r)'l
e um automorfi.sino de R

DEFINIÇÃO

.g.:.l.a...:..Plill!.!EIÇ8g - Um elemento xÉ;R é pz,éZpo,tePtte se existe um

inteiro n > 0 tal que Tli = 0. Um ideal (ideal ã esquerda, idealàdi

- 4 -

gular à direita; além disto, todo ideal à direita quase-re

gular à direita de Restá contido em J(R). 

Prova-se também que todo elemento de J(R) é quase

regular à esquerda. 

Quando o anel R tem unidade, um elemento x8R é qua 

se-regular à direita (à esquerda) se e somente se 1 + r é in 

versível à direi ta (à esquerda). Se r6J (R) , então 1 + r é in 

versível. 

O fato acima nos sugere que, mesmo quando Ré um a 

nel sem unidade, definamos os símbolos 1 + r e (l+r) -l quan

do rEJ(R). 

Se rEJ (R) , dizemos que (1 +r) é "f orma.lmente inver

sível". 

0.10 - DEFINICÃO - Sejam Rum anel, rEJ(R) e x6R. Definimos 
-1 -1 (l+r)x = x + rx; x(l+r) = x + xr; (l+r) x = (l+r' )x; x(l+r) = 

= x(l+r') onde r' é o quase-inverso à direita der (que é i 

.gual ao quase-inverso à esquerda der). 

0.11 - PROPOSIÇÃO - Seja Rum anel, r8J(R) e xER). Então: 

(a) x(l+r)(l+r)- 1 =x; (l+r)- 1 (l+r)x=x 

(b) x(l+r)-l (l+r) = (l+r) (l+r)-lx = x 

(c) A aplicação cp: R --- R definida por <j)(x)=(l+r)x(l+r)-l 

é um automorfismo de R. 

O .12 - DEFINIÇÃO - Um elemento xER é nil..poten.:te · se existe um 

inteiro n > O tal que rn. = O. Um ideal (ideal à esquerda, ideal à di 
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reata) de R é tt,éC de todos os seus elementos forem nilpoteg
tes. Um ideal l de R (jideal ã direita, ideal à esquerda) de

R. é }t,élZpa.tepüe. se existe um inteiro n > 0 tal que in = (0)

Todo elemento nilpotente de R é quase-regular à di

Feita; logo por (0.9) todo ideal (i.dual à direita, ideal à es

querda) ni.l de R está contido em J(R)

0.13 DEFINIÇÃO - Um i.deal N de R é um radical nil de R se

N é nil e se ê não tem ideais nilpotentes.
Seja agora N(R) a reuni.ão de todos os ideaisnilde

um anel R. Temos que N(R) é um ideal, e além disto, N(R) é
um nil radical de R

0.14 - DEFINICÃO - Chamamos ,üacheaZ rLé,ZI .ócLpe/tZo.t de R ao ideal
N(R) obtido como a reunião de todos os ideais nil de R

O anel K não tem ideais nil não nulos, dize

que um anel R não tem ideais nil quando N(R) = (0)

0:..]:5 ;: DEFINIÇÃO - Chama-se ,€1deaZ canicl;Cada,t de R ao i.deal C(R),

gerado pe[os e].ementas da forma xy -yx para todo x,yeR

É claro que IÍ:-il;ir é comutativo e é claro que Récg.
mutativo se e somente se C(R) : (0)

0.16 - DEFINIÇÃO - Um anel R diz-se .õeltT,ü,(mpZu seJCR) = CO)

0.17 - DEFINIÇÃO - Um anel R é p/t,üo se aRb = (0) , coma,beR
então a = 0 ou b = 0.

Pode - se demon

mos

)

todostrar anel pri.motivoque e um a

- s -

reita) de Ré n,il. de todos os seus elementos forem nilpote~ 

tes. Um ideal Ide R (ideal ã direita, ideal ã esquerda") de 

R é rú-e.pote.nte. se existe um inteiro n > O tal que In = (O) • 

Todo elemento nilpotente de Ré quase-regular ã di 

reita; logo ·por (0.9) todo ideal (ideal ã direita, ideal ã es 

querda) nil de Restá contido em J(R). 

0.13 - DEFINIÇÃO - Um ideal N de Ré um radical nil de R se 
- R - d N e nil e se N nao temi eais nilpotentes. 

Seja agora N (R) a reunião de todos os ideais nil de 

um anel R, Temos que N(R) é um ideal, e além disto, N(R) 

um nil radical de R. 

-e 

O .14 - DEFINIÇÃO - Chamamos JW..cUc.a,t n,il. .óupe.Ju,oJt de. R ao ideal 

N(R) obtido como a reunião de todos os ideais nil de R. 

O anel NêR) não ·tem ideais nil não nulos, dizemos 

que um anel R não tem ideais nil quando N (R) = ( O) • 

O • 15 - DEFINIÇÃO - Chama-se ide.al. c.omu:ta.doll.. de R ao ide a 1 C ( R), 

gerado pelos elementos da forma xy -yx para todo x,y8R. 

:fr claro que C(~) é comutativo e é claro que Ré co 

mutativo se e somente se C(R) = (O). 

O .16 - DEFINI CÃO - Uin anel R diz-se .õe.mi.6-<.mple..ó se J (R) = (O). 

0.17 - DEFINIÇÃO - Um anel Ré ptúmo se aRb= (O), coma,b8R, 

então a = O ou b = O • 

-Pode-se demonstrar que todo anel primitivo e um a-



nel primo. Além disso, temos as seguintes caracterizações

dos anéis primos

0.18 - PROPOSIÇÃO - São equivalentes as seguintes afi.rma-

ções sobre um anel R

(1) R é primo

(2) Se A e B são ideais de R tais que AB : (0) então A =

= (0) ou B = (0)

(3) O anulados ã direita de um ideal à direita não nulo

de R é (0)

(4) O anulados ã esquerda de um ideal ã esquerda não ny.
lo de R é (0)

0119 Pl1111NIÇÇÃO - Seja R um anel; consi.detemos o grupo adi

tivo (R,+). Se exi.ste um inteiro m> 0 que seja o máximo do

conjunto {o(x) : xÉ;(R,+)}, m é chamado cü/tczc,;üê,rLZ6;tícü de R; cg

se contrario dizemos que R tem característica zea.a.

0:20 : DEFINIÇÃO - Um anel R é ,e,{v,te de,{o,tçao se mx ; 0, com

m inteiro e xÉ;R, então m = 0 ou x = 0.

0.21 - PROPOSIÇÃO - Se um anel primo R não é livre de tor-

ção, então a característica de R é um número primo.

0.22 - PROPOSIÇÃO - Se R é um anel primo, então o centro Z(R)

de R é domínio de integridade, ou ê (0)

Utilizaremos ainda a seguinte defi.feição e teoremas.

0.23 - DEFINIÇÃO - Um anel R é p40duZa ,óubcL{,teia de uma famí-

- 6 -

nel primo. Além disso, ternos as seguintes caracterizações 

dos anéis primos: 

0.18 - PROPOSICÃO - São equivalentes as seguintes afirrna

çoes sobre um anel R: 

(1) R é primo. 

(2) Se A e B sao ideais de R tais que AB = (O) então A = 

= (O) ou B = (O) • 

(3) O anulador à direi ta de ·um ideal à direi ta não nulo 

de Ré (O) • 

. (4) Q anulador à esquerda de um ideal à esquerda nao nu 

lo de Ré (O). 

0.19 - DEFINIÇÃO - Seja Rum anel; consideremos o grupo adi 

tivo (R,+). Se existe um inteiro m > O que seja o máximo do 

conjunto {o(x): x E(R,+)}, rn é chamado eMac:te.JrhjÜea de R; ca 

so contrário dizemos que R tem característica zeJi.o. 

O. 20 - DEFINI ÇÃO - Um anel R é Uv11..e, de. :t.011..ção se mx =O, com 

m inteiro e xER, então rn = O ou x = O. 

O. 21 - PROPOSI CÃO - Se um anel primo R nao é livre de tor

ção, então a característica de Ré um número primo. 

0.22 - PROPOSICÃO ·_ Se Ré um -anel primo, então o centro Z(R) 

àe Ré domínio de integridade, ou ê (O). 

Utilizaremos ainda a seguinte definição e teorema~ 

0.23 - DEFINICÃO - Um anel R é p11..odu;to ,!>ubclúr.e;to de uma famí-
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H

lia de anéis (IRa)a€1 se existe um monomorfismo $:R --.- RIRcl
tal que vcl$(R) : Ra' onde R.Ra indica o produto direto dos anéis
R..,clGlelr.. ê aprojeção de lIR sobre R

u u - ' - "' (l€1 a a

0.24 - TEOREMA - Se R é um anel semisimples então R é prodg

to subdireto de anéis primitivos (Ra)cl€1

0.25 - TEOREMA - Se R é um anel sem ideais nil então Ré prg

auto subdireto de anéis primos (Ra)aGI' Além disso Ra não
tem ideais nil e para todo aGI, exi.ste c GRa não nilpotente

tal que para todo ideal Ucl # (0) de Rc! existe n:n(Ua) >0 tal
que cllcua

Finalmente, enunciaremos aqui o Teorema de Levitzki
e introduziremos a noção de anel radical sobre um subanel

0.26 - TEOREMA - (Levitzki) - Seja R uma anel e 0 #p ideal

à di.Feita de R, tal que existe um inteiro nverificandó xn;0

para todo elemento xep. Então R contém um ideal nilpotente

não nulo. (A demonstração deste teorema esta em [8], pãg. ]
2)e

0.27 - DEFJHiÇÃO - Seja R um anel e A um subanel de R. En-

tão R di.z-se .ftadécaC .6cib4c A (ou A-radical) se para todo rCR,

exi.ste um inteiro n =nCr) z l tal que r''É;A.

lia de anéis 

- 7 -

(R) 61 se existe um monomorfismo ~:R a a, -- II R 
aGI ª 

tal que 1T a<P (R) = Ra, onde II R i ndica o produto direto dos anéis 
a6I ª 

R, aGI e 1T 
a a 

é a projeção de II R 
aGI ª 

sobre R. 
a 

0.24 - TEOREMA - Se Ré um anel semisimples então Ré produ 

to subdireto de anéis primitivos (Ra)a€r· 

O. 25 - TEOREMA - Se R é um anel sem ideais nil então Ré pro 

duto subdireto de anéis primos (Ra)aGr· Além disso R 
a 

-nao 

tem ideais nil e para todo a8I, existe c 6R não nilpotente a a 
tal que para todo ideal U .t (O) de R existe n=n(U ) > O tal a a a 

Finalmente, enunciaremos aqui o Teorema de Levi tzki 

e introduziremos a noção de anel radical sobre um subanel. 

O. 26 - TEOREMA - (Levi tzki) - Seja R uma anel e O .t p ideal 

à direita de R, tal que existe um inteiro n verificando xn=O 

pa r a todo e lemento x 6p. Então R contém um ideal nilpotente 

não nulo. (A demonstração deste teorema está em [8], pág. 1 

e 2) . 

0.27 - DEFINICAO - Seja Rum anel e A um subanel de R. En

tão R d i z - se 11.adic..al. .ti o b11.e. A (ou A - radica 1 ) se par a to d o r 8 R , 

ex iste um inteiro n =· n(r) ~ 1 tal que rn6A. 



CAPITULO l

TEOREt4AS DE COMUTATIVIDADE

Em 1905 J. IVedderburn provou que todo anel com di-

visão finito é um corpo comutativo. A demonstração deste r.g

sultado serviu como um inl'cio para o estudo de condições sob

as quais certos anéis sâonecessariamente comutativos

Mais tarde, em 1945, N. Jacobson provou que ''se R

ê um anel tal que para todo xÉ;R, existe n :n(x) >1 tal que
xn=x, então R Õ comutativa'' ([9])

O teorema abaixo ê uma generalização do teorema de

Jacobson. Ele foi demonstrado primeiramente por l.Kaplansky,

em 1951, para anéis semisimp]es ([lo]) egenera]izado por ]

Herstein em 1953 para um ane] R qua]quer ([3]) . A demonstr.]

ção deste resu]tado encontra-se em [7], pag. 79-81

1.1 - TEORENLA - Seja R um anel com centro Z(R) e suponhamos

que R é radical- sobre Z(R) . Então R é comutativo ou o ideal
comutador de R ê nil

Uma generalização do Teorema 1.1, que demonstrare

ruir, teta grande importância nas demonstrações dossemos a
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CAP1TULO l 

TEOREMAS DE COMUTATIVIDADE 

Em 1905 J. Wedderburn provou que todo anel com di

v1sao finito ê um corpo comutativo. A demonstração deste r~ 

sultado serviu corno um início par~ o estudo de condições sob 

as quais certos anéis são necessariamente comutativos. 

Mais tarde, em 1945, N. Jacobson provou que "se ·R 

ê um anel tal que para todo xER, existe n = n(x) > 1 tal que 

xn = x, então R ê comutativo" ([9]). 

O teorema abaixo é urna generalização do teorema de 

Jacobson. Ele foi demonstrado primeiramente por I.Kaplansky, 

em 1951, para anéis semi simples ([10]) e generalizado por I. 

Herstein em 1953 para um anel R qualquer ([3]). A demonstra 

ção deste resultado encontra-se em [7], pig. 79-81 . . 

1.1 - TEOREMA - Seja Rum anel com centro Z(R) e suponhamos 

que Rê radical sobre Z(R). Então Rê comutativo ou o ideal 

comutador de Ré nil. 

Urna generalização do Teorema 1.1, que demonstrare

mos a seguir, terá grande importância nas demonstrações dos 

-8-



teoremas do Capítulo 2

l:g. .!BQBEMA - Seja R lm anel tal que dados x,y€1R, existe n;n(x,y)z

zl tal que xyn:ynx. Então R comutativo ou o ideal comutador de R é nil

Demonstração - Suponhamos que R não é comutativo. Então o i

deal comutador de R, C(R) , ê não nulo. Vamos então demons-

trar que C(R) é nil

Seja cÉ;C(R) , c #O. Então c É; da forma

m n

i=1 aibi'biai)+ i>ll ri(dia-cedi) + iil(agi'gifi)si

q

''' i>liti (hiki-kiwi) ui

Seja S o subanel de R gerado por todos os elemen:-

tos ai'bi' i:l,...,m; l].,di'ei' i:l,...,n; fi'gi'si' i:l,

,p; ti'hi'ki' ui ' i:l,...,q.
Dado aGS, existe nl tal que a 'al. :ala ". Entãochg

mando a l =al' também existe n2 tal que aln2a2 = a2an2 . Se

a2 :al z e claro que a2 comuta com al e a2' Repetindo este
processo, poderemos encontrar g zl tal que a" comuta com tg

dos os geradores do.anel S. Logo a" comuta com todos os elg
mentes de S e consequentemente esta em Z(S), isto é, S ê r2.

dical sobre Z(S)

Por (1.1) temos que ou S é comutativo ou o idealcg

lutador de S ê nil. Màs c #O e cCC(S) , então S não é comuta.

tido. Consequentemente C(S) é um ideal nil, logo c ê nilpo-

tente o que conclui a demonstração do teorema. a

- 9 -

teoremas do Capítulo 2. 

1. 2 - TEOREMA - Seja Rum anel tal que dados x,yER , existe n=n(x,y) ~ 

~l tal que xyn=ynx. Então R comutativo ou o ideal comutador de Rê nil. 

Demonstração - Suponhamos que R não ê comutativo. Então oi 

<leal comutador de R, C(R) , ê não nulo. Vamos então demons :

trar que C(R) ê nil. 

Seja c8C(R), c ;:t O. Então c ê da forma: 

c = 
m n ~ 

L (a.b.-b.a.) + I r. (d . c.-c.d.) + l (f.g.-g.f.)s. 
i=l l l l l i=l l l l l 1 i=l l 1 l l 1 

q 
+ l t. (h.k.-k.h.)u .. 

i=l 1 1 1 l 1 l 

Seja S o subanel de R gerado por todos os elemen:... 

tos a.,b., i=l, ... ,m; 
1 l 

r- , d. , e. , 
l 1 l 

. 'p ; t . , h . , k . , u. , i = 1 , ... , q . 
l 1 1 -l 

Dado aes, existe n1 
nl - . 

mando 0 = <J 1 , tambem existe 

i=l, ... ,n; f. ,g. ,s., i=l, .. 
l 1 l 

n2 -
o 2 =o1 e claro que o 2 comuta com a1 e a 2 . Repetindo este 

i 
processo, poderemos encontrar t ~l tal que a comuta com to 

i 
dos os geradores do . anel S. Logo o comuta com todos os ele 

mentas de Se consequentemente está em Z(S), isto é, Sé ra 

dical sobre Z(S). 

Por (1.1) temos que ou Sê comutativo ou o idealco 

mutador de S ê nil. Mas c ;:t O e cEC ( S) , então S nao e comuta 

tiva. Consequentemente C(S) é um ideal nil, logo cê nilpo

tente o que conclui a demonstração do teorema. 



O teorema acima pode ser aplicado (no caso em que

R 8 um anel com divisão) para demonstrar o seguinte resulta
do de C. Faith (19S8)

10

1.3 TEOREMA - Seja D um anel com divisão e A um subanel prÕ.

paio de D tal que D é radical sobre A. Então D é comutativo.

Demppl.ilação - A demonstração deste toerema seguira comocop

sequência dos lemas a seguir

Indicaremos por ZD({x}) , o centralizador de xGD em

D, isto é ZD({x}) :tdeD: dx =xd para todo dedo

LEMA l - .Seja D um anel com divisão e A um subanel com divã

são de D, A #D. Suponhamos que existam elementos xÉ;D\A edeA

tais que d não ê radical sobre Zn({x}). Então no máximo um

elemento do conjunto {(x+c)'id(x+c) : cCZD({d})nA} é radical
sobre A

PSJilpnã.!tg;sãa - Suponhamos que existam cl 'c2CZD({d}) nA

que (x+cl)'ld(x+cl) e (x+c2)'ld(x+c2) sejam distintos
bos radicais sobre A. Então ((x+c-i)'id(x+c-i» ]eA para

tos inteiros ki zl, i:1,2. Se n =klk2' temos que

dl : (x+cl)'ldn(x+cl) e d2 : (x+c2)'ldn(x+c2)

são elementos de A

Logo

tais

e am-

cer-

xdl + cldl : dnx + dncl (1)

(2)

e

xd2 + c2d2 : dnx + dnc2

- 10 -

O teorema acima pode ser aplicado (no caso em que 

Ré um anel com divisão) para demonstrar o seguinte resulta 

do de e. Faith (1958). 

1.3 TEOREMA - Seja D um anel com divisão e 6 um subanel prf 

prio de D tal que D é radical sobre 6. Então Dê comutativo. 

Demonstração - A demonstração deste toerema seguirá como co_!! 

sequência dos lemas a seguir. 

Indicaremos por ZD({x}), o centralizador de x8D em 

D, isto é ZD( {x}) = {dED: dx = xd para todo d8D}. 

LEMA 1 - _Seja D um anel com divisão e 6 um subanel com divi 

são de D, "'1 ;;t D. Suponhamos que existam elementos xED\ 6 e d86 

tais que d não é radical sobre ZD({x}). Então no máximo um 

. -1 -elemento do conjunto {(x+c) d(x+c): c6ZD({d})n6} e radical 

sobre 6. 

Demonstração - Suponhamos que existam c 1 ,c 2EZD({d})n"'1 tais 

que (x+c1)~ 1d(x+c 1) e (x+c 2)- 1d(x+c 2) sejam distintos e am-

1 
k. 

- 1 bos radicais sobre 6. Então ((x+c.) d(x+c.D 86 para cer-
1 1 

tos inteiros ki 2>: 1, i=l, 2. Se n = k1 k 2 , temos que 

sao elementos de 6. 

Logo 

n n 
= d x + d c 1 

( 1) 

e 

n n 
= d x + a c 2 

( 2) 
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Subtraindo (2) de CI) temos

x(d2-dl) +c2d2 -cldl : dn(c2-cl)

e daÍ vem que:

x(d2-dl) ; dn(c2-cl) +cldl-c2d2GA (3)

Se dl-d2 #O, multiplicando pelo inverso temos que
xGA, contra a hipótese. Logo devemos ter dl ;d2' De (3) obtg
mos que

0 = dn(c2-cl) - (c2-cl)dl : (c2-cl)dn -(c2-cl)dl

(c . -c. ) ( d''-d. )6 1 1

Como c2-clP0, temos que dn=dl donde dn=(x+cl)'ldn(x+cl) ; logo (x+cl)dn =

= dn(x+cl) . Como clCZD({d}) , temos que cldn=d cl' e podemos cancelar

es termos cora'espondentes e temos que xdn = dnx. Logo dnCZD({x}) e segue

que d é radical sobre ZD({x}) contra a hipótese. H

LEi'IA 2 - Seja A um subanel de um anel D tal que A #D e D ê

radical sobre A. Se para todo par x,d, com xeD\A e dCA ti-

vermos que d é radical sobre ZD({x}) , então se D não tem i-
deais nil, D é comutativo

i)emonstTêçãç2 - Vamos provar que para todo par y,zGD, z é rg.

dical sobre Zn({y}); isto significa que existe um inteiro

s zl tal que zsy =yzs. DaÍ por (1.2) concluímos que D é co-
mutativa

- 11 -

Subtraindo (2) de (1) terno s 

e daí vem que: 

( 3) 

Se a
1

-d 2 ;t O, multiplicando pelo inverso ternos que 

x8l'., contra a hipótese. Logo devemos ter d
1 

=d2 . De (3) obte 

mos que 

Como c 2-c
1
;to, ternos 

n d (x+c1) . Corno 

n n -1 n n 
que d =d1 donde d =(x+c1) d (x+c

1
); logo (x+c

1
)d = 

c1 EZD ( {d}) , ternos que c
1 

dn=d nc
1

, e podemos cancelar . 

cs t ermos correspondentes e temos que xdn = dnx. Logo d11EZD( {x}) e segue 

que d é radical sobre ZD ( {x}) contra a hipótese. fi 

LEMA 2 - Sej a 6 um subanel de um anel D tal que l'. ;t D e -D e 

radical sobre Í'.. Se para todo par x,d, com x8D\l'. e d8l'. ti-

d - radical sobre ZD({x}), então se D não tem vermos que e l-

<leais nil, D - comutativo. e 

Demonstração - Vamos provar que para todo par y,zED, zé ra 

dical sobre ZD({y}); isto significa que existe um inteiro 

s ~ 1 tal que z sy = yz s. Daí por ( 1. 2) concl uírnos que D é co

mutativo. 
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Dados y,zCD, zCA e ygA, temos por hipótese que z ê

radical sobre Zn({y}). Restam então dois casos a estudar

]ç caso - Suponhamos que y,zGA. Seja então aeD\A arbitrário

e sejam m,n inteiros tais que znGZD({a}) e (zn)meZD({y+a})
Então se k =mn temos que zKCZD({y}), logo z é radical sobre

Zn({y})

2ç caso - Suponhamos que zgA. Como D é radical sobre A, exis

te um inteiro n >1 tal que znÉ;A. Agora, se ygA, por hipóte-

se zn é radical sobre Zn({y}),.-donde z é radical sobre

ZD({y}) ; se yCA, pelo primeiro caso concluímos que zn é ra-

dical sobre ZD({yl}) , consequentemente z também o é. D

LEbi.A 3 - Se D é um anel com divisão radical sobre um suba-

nel A, então A também é anel com divisão

Demonstração
tão d 'eA

Temos que provar que IÉ;A e que se dGA\10} el

Do fato de D ser radi.cal sobre A, temos que existe um ante.i

ro n >0, ta] que].'' =leA. Logo leA e A #O

Seja agora dÉ;A'\Í0}. Seja n >0 tal que (d'")"CA.EE:

-u30 d'l(d'l)n'l dn'l : d'lCA.. n

Demonstracão g:e. +Leorema (ll.:.!} - Suponhamos que D não sejacg
mutativo; então pelo lema 2, existem x,dGD, com dGA e xgA

tais que d não ê radical sobre ZD({x}) . Então, pelo lema l,
no máximo um elemento do conjunto

- 12 -

Dados y,zED, zE6 e y~6, temos por hipótese que zé 

radical sobre z0 ({y}). Restam então dois casos a estudar: 

1 9 caso - Suponhamos que y,z€6. Seja então a6D\6 arbitrário 

e sejam rn,n inteiros tais que znsz
0

({a}) e (zn)msz
0

({y+a}). 

k Então se k = mn temos que z EZD( {y}), logo z ê radical sobre 

ZD({y}). 

29 caso - Suponhamos que z~6. Como D é radical sobre 6, exi~ 

te um inteiro n >l tal que zn€6. Agora, se y~6, por hipóte

se zn é radical sobre Z
0

({y}), . donde z ê radical sobre 

ZD({y}); se yE:6, pelo primeiro caso concluímos que zn ê ra-

d i c a l sobre ZD({y}), consequentemente z também o é. tl 

LEiYL\ 3 - Se D é um anel com divisão radical sobre um · suba-

nel 6, então 6 também ê anel com divisão. 

Demonstração - Temos que provar que 186 e que se dE6\{0} en 

tão d- 1 66. 

Do fato de D s e r radical sobre 6, temos que existe um intei 

r o n > O; n tal que l =1E6. Logo 166 e 6. 70, 

Sej a agora d66\{0}. Seja n > O tal que (d-l)nE6..En 

tao d-l(d-l ) n-1 dn-1 = d-1 66 _ g 

De monstração do teorema (1.3) - Suponhamos que D não sejaco 

rnutativo; então pelo lema 2, existem x,dED, com dE:6 e x~6 

tais que d não é radical so?re ZD({x}). Então, pelo lema~. 

no máximo um elemento do conjunto: 
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{(x+c)'ld(x+c) : cCZD({d})nA}

é radical sobre A. Como o conjunto acima tem pelo menosdois
elementos distintos, a saber, x'adx e Cx+l)'xd(x+l) , temos

que existe pelo menos um elemento de D que não é radical sg
bre A, contra a hipótese. W

Uma possível general i.zação de (1.2) seria a seguia.
te: "Se R é uln cine,C ;CaZ que (ü(üó x,yÉ;R, cx.ü.{cm n =n(x,y) 2 l e

m = m(x,y) 2 l ;fzéó que xnym = ymxn etüão R ê coma;(la,t,évo ou. o ,ildeaet

comtt;Cada.t de R êl yz,{l,C. r'

Este resultado foi logo demonstrado para aneis. se-

misimples. Darem.os aqui sua demonstração. Porém, no caso gg.
ral, o problema permaneceu em aberto por algum tempo, tendo

si.do resolvi.do em 1975 por l.Herstein usando o resultado :fun

damental do Capítulo 2 deste trabalho.

Começaremos provando o resultado num caso particu-

q.

].ar

1.4 Teorema - Se D é um anel com divisão tal que dados x,yeD,

existem n =n(x,y) zl e m =m(x,y) > 1 tais que xnym =ym n e.n-

tão D é comutativo

Demonstração - Suponhamos que D não seja comutativo. Então

por (1.2) , existem x,yGD tais que xyn #. yitx para todo ante.{
ro n zl. O conjunto A = {tGD:tym=ymt para algum n=m(t)>1} é

um subanel com divisão de D e A ;'D pois xÊA. Entretanto, dZ

do tCD, existe n=n(t,y) >1 tal que t''CA. Logo por (1.3), D

- 13 -

-1 . 
{(x+c) d(x+c): cEZD({d})nfl} 

é radical sobre fl. Como o conjunto acima tem pelo menos dois 

elementos distintos, a saber, x- 1dx e (x+l)- 1d(x+l), temos 

que existe pelo menos um elemento de D que não é radical so 

bre fl, contra a hip6tese. 1 

Uma possível generalização de (1.2) seria a segui~ 

te: "Se. R é: um anel :tal QUe. da.dM x, yER, e.x.,Í,óte.m n = n(x, y) ~ 1 e. 

m = m(x, y) ~ 1 :t.aÁ..J.> QUe. xnym = ymxn e.ntão R ê c.omu.ta.tivo ou. o -lde.al 

c.omu.ta.doJt de. R ê n-U. " . 

Este resultado foi logo demonstrado para anéis se

misimples. Darem.os aqui sua demonstração. Porém, no caso g~ 

ral, o problema permaneceu em aberto por algum tempo, tendo 

sido resolvido em 1975 por I.Herstein usando o resultado fun 

damental do Capítulo 2 deste trabalho. 

Começaremos provando o resultado num caso particu-

l ar . 

1.4 Teorema - Se D é um anel com divisão tal que dados x,y6D, 

existem n=n(x,y) ~l e m=m(x,y) ~l tais que xnym=ymxn en

tão Dê comutativo. 

De mo nstração - Suponhamos que D nao seja comutativo. Então 

n n 
por (1.2), existem x,ySD tais que xy ~ y x para todo intei 

ro n ~ l. O conjunto 6 = {tSD :tym=ymt para algum n=m(t) ~1} -e 

um subanel com divisão de D e t. ~ D pois x(/;6. Entretanto, da 

do tSD, existe n=n(t,y) ~1 tal que tnet.. Logo por (1.3), D 
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ê comutativo.

1.5 - TEORES'IA - Seja R um anel semisimples tal que

x,yÉ;R, existe n :n(x,y) zle m =m(x,y) zl tais que

x yn nxm (*)

Então R ê comutativo.

Demonstração - Sendo R semisimples, por (0.15) R ê um prodg

to subdireto de anéis pri.motivos Rr.' ctCI. Cada um dos anéis

R,. for comutativo teremos que R e comutativo. Logo podemos

reduzir o problema ao caso em que R .e um anel primitivo.

Suponhamos agora que R ê um anel primitivo e sejam

M um R-módulo irredutível fiel e D =HomR(M,M). Damos ã M u-

ma estrutura de D - espaço vetorial e pode acontecer que

dimDM :l ou então dimDM >l
Se dimnM : l temos que R e isomorfo ã D donde Rê um

anel com divisão. Neste caso por (1.4), o teorema jãestã dg.

monstrado.

Se dimnM > 1 pode acontecer que:

a) dinDM é finita. Neste caso, se dimDI'{ ;n temos que R
é isomorfo à b!.(D) (por (0.5)), ou

b) dimnl'í não é finita, o que impli-ca que dado um intei-

ro n, existe um subanel Sn de R e um epimorfismo de Sn em R
(por 0.6)

Tanto no caso a) quanto no caso b) o anel M2(D) é
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é comutativo. 

1.5 - TEOREMA - Seja Rum anel semisimples tal que dados 

x,yER, existe n =n(x,y) 2>: 1 em =m(x,y) 2>: 1 tais que 

m n n m 
X y = y X (*) 

Então Ré comutativo. 

Demonstração - Sendo R semisimples, por (0.15) Ré um prod~ 

to subdireto de anéis primitivos R , aEI. Cada um dos anéis 
a 

Ra for comutativo teremos que Ré comutativo. Logo podemos 

reduzir o problema ao caso em que Ré um anel primitivo. 

Suponhamos agora que Rê um anel primitivo e sejam 

M um R-môdulo irredutível fiel e D= HomR (M,M). Damos à M u

ma estrutura de D - espaço vetorial e pode acontecer que 

dimDM = 1 ou então dimDM > 1. 

Se dimDM = 1 temos que R é isomorfo à D donde Rê um 

anel com divisão. Neste caso por (1.4), o teorema jâ estâ de 

monstrado. 

Se dimDM > 1 pode acontecer que: 

a) dimD~1 ê finita. Neste caso, se dimDM = n temos que R 

ê isomorfo à Mn (D) (por (O. S)), ou 

- -b) dimDM nao e finita, o que implica que dado um intei-

ro n, existe um subanel S de R e um epimorfismo de S em R 
n n 

(por 0.6). 

Tanto no caso a) quanto no caso b) o anel M2(D) -e 
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imagem homomorfa de um subanel de R. Mas M2(D) não satisfaz
ã hipótese (*) pois se:

ol

0 1

t amos x' = x, yz = y e portanto

ainda ê fácil ver que xy #yx

Assim devemos ter dim.M =1 e R é comutativa. H

Observemos que da demonstração de (1.5) segue que

todo'' anel primitivo R tal que para todo par de elementos

x,yCR, existem n =n(x,y) zl e m =m(x,y) zl verificando
n in m nx y : y x

é necessariamente um corpo. H

A demonstração do caso geral de (1.5) seta dada no

Cap'ltulo 3 deste trabalho.

= ]
para todo inteiro m e
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imagem homomorfa de um subanel de R. Mas M2 (D) não satisfaz 

à hipótese ( * ) pois se: 

temos x 2 = x, y 2 = y e portanto xn = x para todo inteiro m e 

ainda ê fâcil ver que xy ~ yx. 

Assim devemos ter dimDM=l e Ré comutativo. 1 

Observemos que da demonstração de (1.5) segue que 

todo- - anel primitivo R tal que para todo par de elementos 

x,yGR, existem n = n(x,y) ;;,; 1 e m = m(x,y) ;;,; 1 verificando 

n rn m n 
X y = y X 

é necessariamente um corpo. 1 

A demonstração do caso geral de (1.5) serâ dada no 

Capítulo 3 deste trabalho. 

- . -



CAPTTUL0 2

HIPERCENTRO DE UM ANEL

Os resultados do capítulo anterior mostram que no
estudo da comutatividade de anéis é útil considerar elemen-

tos que comutar com potências de outros. Isto sugere umafor
ma natural de estender a noção de centro de um anel

.a.:.l..=..Pê.El11.!ÇAg - Chama-se fü]9a.eept,{40 do ane]. R ao conjunto

T(R) : {aeR: axn=xna, n=n(a,x) zl, VxÉ;R}

As segui.ates propriedades do hipercentro decorrem
diretamente da defina.ção

(1) T(R) ,Z (R)

(2) T(R) é um subanel de R

(3) Se (> é um automorfismo de R então +(T(R))cT(R)

Ê fácil ver que T(R) não é nec.essari-amante i.qual ã

Z(R). Por exemplo, no caso em que R é um anel ni.l não comu-

tati.vo temos T(R) :R e Z(R) #R. Este é o caso do anel R de
todas as matrizes X dn fnrmn

CAP1TULO 2 

HIPERCENTRO DE UM ANEL 

Os resultados do capítulo anterior mostram que no 

estudo da comutatividade de anéis é Útil considerar elemen

tos que comutam com potências de outros. Isto sugere urna for 

ma natural de estender a noção de c entro de um anel. 

2.1 - DEFINIÇÃO - Chama-se ?úpeAc.e.n;Uc_o do anel R ao conjunto 

n n } T(R) = {a€R: ax = x a, n=n(a,x)~l, Vx€R 

As se guintes prop r iedades de hipe r centro decorrem 

ài retamente da definição: 

(1) T(R) ::,Z (R) 

(2) T(R) é um subanel de R 

(3) Se ~ é um automorfismo de R então ~(T(R))cT(R). 

e ficil ver que T(R) não é necessariamente igual i 
Z(R). Por e xemplo, no caso em que Ré um anel nil não comu

tativo temos T(R) =R e_ Z(R) ~R. Este é o caso do anel R de 

todas as matrizes X da forma: 

-16-
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* : [; : : ]
onde a,b,ceQ.

Temos que X) = 0 para todo xÉ;R e R não é comutati.vo.

Nosso próxi.mo objetivo é verificar num anel R qua.L
quer, quão próximos estão T(R) e Z(R). O teorema fundamen-

tal deste capz+tulo mostra que na ausência de ideais nil não

tri.viam.s de R, as noções de centro e hipercentro coinci.dem.

Tudo o que faremos a seguir será com o objeti.vo de demons-
trar este fato.

Começaremos provando o teorema para anéis com divã

são; para i.sto precisamos do segui.nte lema

2.2 - 1,EbíA (Teorema de Brat-ier-Cartan-Hua) - Seja D um anel

com di.visão; se A é um subanel com di\ri.são de D .tal que

xz\:c'"cA, para todo xÉ;D - {0}, então A =D ou AcZ(D)

PÊngB!.!Z.Zçag ' Suponhamos que A # D e seja x0€D tal que xOgA.

Se aeA, temos que xO a x01 = alGA e (l+x0) a (l+x0)'l = a2GA

Logo xOa:alx0 e a+xOa;a2+a2x0 de onde vem que a - a2 ;
(a2-al)xO

Se a2 'al #O, então(a2-al)'ieA, logo

Ca2'al)'l(a-a2) : (a2-al)'l(a2-al)xO : xOGA

contra a hipótese. Portanto, deve ser ao-a. = 0, de onde vem

!
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o o o 

X= a o o 

b c O 

onde a,b,c6Q. 

Temos que x3 
= O para todo x6R e R não ê comutativo. 

Nosso próximo objetivo é verificar num anel R qual 

quer, quão próximos estão T(R) e Z(R). O teorema fundamen

tal deste c apítul o mostra que na ausência de ideais nil não 

triviais de R, as noções de centro e hipercentro coincidem. 

-Tudo o que faremos a seguir sera com o objetivo de demons-

trar este f ato . 

Começaremos provando o teorema para anéis com divi 
-sao; para isto precisamos do se guinte lema: 

- LE~~ (Te orema de Brauer-Cartan -Hua) - Seja D um anel 

com div isão; se 6 f um subanel com div isão de D .tal que 
-1 -x6 :c c/1, para todo xE:D - {O}, entao 6 = D ou f:..cZ (D) . 

Demons tracão - Suponhamos que 6 ;t D 
-1 Se aE6, temos que x 0 a x 0 = a 1 66 e 

e seja x0ED tal que x0~~ 
-1 (1 +xo) a (1 +xo ) = ª266. 

Logo x0a = a 1 x0 e a + x 0a = a 2 + a 2x 0 de onde vem que a - a 2 = 

= (a2-al)x0. 
-1 . . Se a 2 - a 1 ;z: O, então (a 2-a1) 66, logo 

-1 -1 (a2-a1) (a- a2) = (a2-a1) (a2-a1)xo = xo66, 

contra a hipótese. Portanto, deve ser a 2-a1 =O, de onde vem 
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que a2 ; al e que a: a2; logo xOa; ax0' Provámos então que se

xOÉIA e aÉ;A vale xOa : ax0

Dado xeA, como xOgA, temos que x+xOgA. Seja aeA,eg

tão a(x+x0) ; (x+x0)a e ax0 : xOa; logo ax = xa
Assim se aCA então ax =xa para todo xÉ;D o que im-

plica que aGZ(D). B

2.3 - TEOREMA - Se D é um anel com divisão então T(D) = Z(D).

Demo!!pç].g:ç4ç2 - É fácil ver que quando D é um anel com divi-

são, T(D) é um subanel com divisão de D. Como TCD) é invar.i
ante sob qualquer automorfismo de D, temos elnparticular que

d IT(D)d.T(D) para todo dÉ;D- {0}. Então por (2.2) concluí-
mos que T(D)cZCD) ou T(D) =D. No primeiro caso, concluímos
que T(D) = Z(D)

Se T(D) = D, temos que dados x,yeD, existe n = n(x,y)zl
t.&]. que xyn =ynx. Neste caso D é coHutati\ro por (1.2) e te-
mos T(D) : D ; Z(D) . ã

Outro caso particular que provaremos a seguir é a-

quele em que R é um anel semisi.mples

2:4 . .!.BQBElvlA - Se R é um anel semisimples então T(R) = Z(R).

Dgpg!!Z.gqS$g - Sendo R semisimples, R é produto subdireto de

anui.s primito.vos R , cl€1. É fácil ver que se T(Ra) ; Z(Ra)Pg
ra todo a€1 então T(R) = Z(R) ; assim, sem perda de generali-

dade, podemos assumir que R é premi.tivo
Se R é pri.miai.vo. seja b{ um R-mÓ direita) irdolo
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que a 2 = a
1 

e que a= a 2 ; logo x
0

a = ax
0

. Provamos então que se 

x
0

it. e a86 vale x 0a = ax 0 . 

Dado x86, corno x
0

~t.~ ternos que x+x 0~t.. Seja a66,e~ 

tão a (x+x 0) = (x+x 0) a e ax
0 

= x 0a; logo ax = xa. 

Assim se a86 então ax = xa para todo xED o que im-

plica que aEZ(D). D 

2. 3 - TEOREMA - Se D é um ane 1 com divisão então T (D) = Z (D). 

Demonstração - ~ fácil ver que quando D é um anel com divi

sao, T(D) é um subanel com divisão de D. Corno T(D) é invar! 

ante sob qualquer automorfismo de D, temos em particular que· 

d-lT (D) dcT (D) para todo dED - {O}. Então por (2. 2) concluí-

mos que T (D) cZ (D) ou T (D) =D. No primeiro caso, concluímos 

que T (D) = Z (D) • 

Se T(D) = D, temos que dados x,y6D, existe n = n(x,y)~l 

t a l que xyn = ynx. Neste c a so D é comutativo por (1. 2) e te-

mos T (D) = D = Z (D) . fJ 

-Outro caso particular que provaremos a seguir e a-

-quele em que R e um anel semisirnples. 

2.4 - TEOREi'vLL\ - Se Ré um anel semisirnples então T(R) = Z(R). 

Demonstração - Sendo R semisimples, R ê produto subdireto de 

an é is primitivos R , a 8 I . f fá e i 1 ver que . se T ( R ) = Z ( R ) pa a a a -

ra todo a6I então T (R) = Z (R) ; assim, sem perda de general i-

dade, podemos assumir que Ré primitivo. 

Se R ·é primitivo, seja M um R-m6dulo (i direitaj ir 
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redutível e fiel e D =HomR(bl,M) . Damos ã l\l de modo natural,
uma estrutura de D-espaço vetorial (à esquerda) e pelo Teo-

rema de Densidade (0.5) temos que dados v. ,..., .É;l.{ linear-

mente independentes sobre D e wl ,...,\'.É;l.{, existe um elemen

to rÉ;R tal que v.ir =w.i para todo i=1, . . . ,n

Se dimDM: l então R é i.somorfo à D, e por (2.3) tei!!
se T(R) = Z(R)

Suponhamos então que dimDbl > l

Demonstraremos pri.meigamente que se vÉ;M e teT(R) çp:

tão v e vt são linearmente dependentes sobre D. Para isto,

suponhamos por absurdo que existam veM e teT(R) tais que v

e vt sejam linearmente independentes sobre D. Temos então,

pelo Teorema da Densa.dade que existe xeR. tal que vx=0 e vtx=

; vt. Consequentemente vtx'"=vt para todo mzl. Como tÉ;T(R)

e xeR, existe n=n(x,t) zl tal que txn=xnt. Logo vt:vtxn =

vxnt = 0. Se vt = 0 é claro que \- e vt não podem ser linear

mente i.ndependentes sobre D .

Dados vei-l e teT(R), temos que vt = À(v)vondeÀCv)É;D.

Fixamos então teT(D) e vamos provar que dados v,weNÍ, linear
Rente independentes sobre D tem-se que X(v) = X(w)

De fato, temos vt;À(v)v, wt;À(w)w e (v+lq)t

X(v+w) (v+w) o que implica que, X(v)v+À(w)w - X(v+w)v - X(v+w)w

e de onde obtemos que (À(v) - X(v+\ç))v+ CÀCw) - À(VFW))w = 0

Como v e w são linearmente independentes sobre D vem que

À(v) (v+w) = À(w)
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redutível e fiel e D= HomR(M,M). Damos à M de modo natural, 

uma estrutura de D-espaço vetorial (à esquerda) e pelo Teo

rema de Densidade (0.5) temos que dados v
1

, ... ,vn6M linear

mente independentes sobre D e w1 , ... ,wn6M, existe um elemen 

to rER tal que v. r = '". para todo i=l, ... , n. 
1 1 

Se dimDM=l então Rê isomorfo à D, e por (2.3) tem 

se T (R) = Z (R) • 

Suponhamos então que dimDM > 1. 

Demonstraremos primeiramente que se vEM e t6T(R) en 

tão v e vt são linearmente dependentes sobre D. Para isto, 

suponhamos por absurdo que existam v6M e tET(R) tais que v 

e vt sejam linearmente indep endentes sobre D. Temos então, 

pelo Teorema da Densidade que existe xER tal que vx=O e vtx= 

= vt. Consequent emen te vtxrn = vt para todo m:::: 1. Corno t6T (R) 

n n n e xSR, existe n = n (x , t) :::: 1 tal qtte tx = x t. Logo vt=vtx = 

= vxnt = O. Se vt = O é claro que ', e vt não podem ser 1 inear 

me nt e independen tes sobre D. 

Dados vEM e t8T (R), ternos que vt = À (v)v onde)., (v) ED. 

Fixamos então tET(D) e vamos provar que dados v,wEM, linear 

men te independentes sobre D tem-se que À (v) = À (w). 

De fato, ternos vt = À (v)v, wt = À (w)w e (v+w) t = 

= À (v+w) (v+w) o que implica que, À(v)v + À(w)w - À(v+w)v - 11.(v+w)w :::> O 

e de onde obtemos que (11.(v)-11.(v+w))v+ (;\(w)-11.(v+w))w = O. 

Corno v e w são 1 inearrnente independentes sobre D vem que 

À(v) = 11.(v+w) = À (w). 
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Como dimDI'{ > 1 temos que X(v) ; À para todo vens,pois
À e constante sobre elementos linearmente independentes de M sobre D.

Podemos agora concluir a demonstração do teorema. Sej a xÉ;R
e teF(R). Se veM, vxGM, e temos (IH)t (vx). Por outro lado,vt=Àt,

e então (vt)x ; (Xv)x. Logo v(xt-tx) :0, o que implica que
b{(xt-tx) : (0).. Como.M é R-módulo fi.el vem que tx-xt = 0.DaÍ

segue que tCZ(R). H

A demonstração de que T(R) = Z(R) para um anel R sem

ideais nil, seta consequência de uma série de proposições e

teoremas que demonstraremos a segui.r. Entretanto os fatos
que provaremos também tem i.nteresse intrínseco e revelam mais

algumas propriedades de T(R)

Quando um elemento aÉ;Z(R) é nilpotente é claro que
aR ÉI um i.deal à direi.ta nil de R. A proposição seguinte mos

tra que é sufici.ente termos aeT(R) para que a mesma conclu-
são seja verdadeira

2.5 - PROPOSIÇÃO - Seja R um anel e a um elemento de T(R)
Se a é nilpotente então aR é um ideal ã direi.ta.nil de R

;D9n9eã..gtgsiãa - Seja a # 0 um elemento nilpotente de TCR) .Qu.g

remos provar que se xÉ;R então ax é nilpotente

Como a é nilpotente, exi.ste um inteiro n > 1 tal que

an:0 e an-l #O. Como an-lCT(R) e xeR, existe uminteiromzl

tal clue(ax)man'l= an-l(ax)m = 0
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Como dimDM > 1 temos que 11.(v) == À para todo vEM,pois 

-À e constante sobre elementos lineannente independentes de M sobre D, · 

Podemos agora concluir a demonstração do teorema. Seja xER 

e t6T(R). Se vEM, vxEM, e temos (vx)t == À(vx). Por outro lado, vt == Àt, 

e então (vt)x == (Àv)x. Logo v(xt-tx) ==O, o que implica que 

M(xt-tx) ==(O) • . Como M ê R-módulo fiel vem que tx-xt == O.Daí 

segue que tEZ(R). 

A demonstração de que T (R) == Z (R) para um anel R sem 

ideais nil, será consequência de uma série de proposições e 

teoremas que demonstraremos a seguir. Entretanto os fatos 

que provaremos t çimbém tem interesse intrínseco e revelam mais 

algumas propriedades de T (R) . 

Quando um elemento aG Z(R) é nilpotente é claro que 

2R é um idea l à dir e ita nil de R. A proposição seguinte mo~ 

tr a que é sufic iente termos aET(R) para que a mesma conclu-

-s20 seja verdadeira . 

2. 5 - PROPOS ICÃO - Seja R um anel e a um elemento de T (R) . 

Se a é nilpotente então aR é um ideal à direita .nil de R. 

Demonstração - Seja a ;t O um elemento nilpotente de T(R) .Qu~ 

remos prova.r que se xER então ax é nilpotente. 

Como a é nilpotente, existe um inteiro n > 1 tal que 
n-1 n-1 a ;t O. Como a ET (R) e xER, existe um inteiro m~l 

tal que m n-1 n-1 m (ax ) a == a (ax) = O. 
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Seja então S = {iGN:Cax)Uai=0 para algum uzl}. Te-

mos que S # çõ pois n-l-eS; seja então io menor elemento de S.
Então (ax)Uai = 0 para a]gum u 2 ].. Se i. = 1 temos que (ax)Ua =

= 0 e, consequentemente que (ax).U+l = 0 e logo ax é nilpotep:
te

Se i= 2, temos que (ax)uaz = 0 para algum uz 1, co2
sequentemente 0 =x(ax)ua.a = (xa)U+la. Mas aÉ;T(R) logo exis-

te t 2 ] ta]. que a((xa)u''l)t = ((xa)u'l)ta= 0. Se v : (u+l)t,

temos a(xa)v= 0 o que implica que (ax)v+l =0, logo ax é ni.L
potente. Vamos então provar que i. g 2

Suponhamos que i> 2. Então, x(ax)ua.aj.-l : 0, ou s.g
ja (xa)U+laj.-l:0; mas ai-lCT(R), logo existe szl tal que

0=((xa)u+l)Sai'l=a:'l((xa)u+l)s. Se r : (u+l)s, então

ai-l(xa)r= 0, logo aJ-2a(xa)rx= 0, ou seja aJ'2(ax)r+l : 0.

Como ai-2É;T(R) existe v z l tal que ai-2((ax)r+l)v=

((ax)r+l)vai-2 : 0; mas então i-2€S contrariando a minimi-
lidade de i. ã

2:ÇI LEMA - Seja R um anel e T(R) seu hipercentro. Então o

conjunto N : {xeT(R) :x é nilpotente} é um i.deal de T(R) .Além

disso NcJ (R)

Pe!!!g1ls:ç;mação - Dados x,yeT(R) , existe n=n(x,y) 2 l tal que
xyn=ynx. Então por (1.2), T(R) é comutativa ou o ideal co-

mutador de T(R) é nil. Se T(R) for comutativo, é claro que

N é ideal de T(R). Suponhamos então que T(R) não é comutar.i
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Seja então S = { iEN: (ax) ua i=O para algum u~l}. Te

mos que S ~ (/J pois n-·lES; seja então i o menor elemento de S. 

- ( )u i u Entao- ax a = O para algum u ~ 1. Se i = 1 temos que (ax) a = 

O t t (ax) .u+l -- O e logo ... ·1 t = e, consequen emen e que ax e ni po en 

te. 

Se i = 2, temos que (ax) ua 2 = O para algum u ~ 1, con 

u · u+l . 
sequentemente O= x(ax) a•a = (xa) a. Mas aET(R) logo exis-

te t ~ 1 ta 1 q u·e a ( ( x a) u + 1 ) t -= ( ( x a) u + 1) ta = O . Se v = ( u + 1) t , 

v · · · v+l - ... 
temos a(xa) = O o que implica que (ax) =O, logo ax e nil 

potente. Vamos então provar que i :;; 2. 

· . - u i-1 . 
Suponhamos que 1 > 2. Entao, x(ax) a•a = O, ou se 

u+l i-1 i - 1 j a (xa) a = O; mas a 8T (R) , logo existe s ~ 1 tal que 

O= ((xa)u+l)sai-l = ai-l((xa)u+l)s. Se r = (u+l)s, então 

i-1 r i-2 r . i-2 r+l a (xa) = O, logo a a(xa) x = O, ou seJa a (ax) = O. 

i 2 i-2 r+l v Como a - ET (R) existe v ~ 1 tal que a ( (ax) ) = 

= ((ax)r+l)vai-Z = O; mas então i-26S contrariando a minimi-

lidade dei. 1 

2.6 - LEMA - Seja Rum anel e T(R) seu hipercentro. Então o 

conjunto N = {xST(R) :x é nilpotente} é um ideal de T(R) .Além 

d isso NcJ(R). 

Demonstração - Dados x, yET (R) , existe n = n (x, y) ~ 1 tal que 

n n - ... xy =y x. Entao por (1.2), T(R) e comutativo ou o ideal co-

mutador de T(R) é nil. Se T(R) for comutativo, é claro que 

N é ideal de T(R). Suponhamos então que T(R) não é comutati 
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vo, e seja C o ideal comutador de T(R)

o anel ---.r-- é comutativo, e então N = {i € -11lB} l i é

ni[potente} é um idea] de !1lBJ-. É c].aro que g cN. Por outro
lado, se i=x+CÉ;N, exi.ste um inteiro nz l tal que x''É;C; co-

mo C é nil, existe m zl tal que (xn)m= 0, o que implica que

xeN. Logo xcll e N clg
Temos então R =N. Pelo Teorema da correspondência,

N é um ideal de T(R)

Vamos agora provam que NcJ(R). Seja aGN. Considere
mos que p :Za+aR; mostraremos que p e um ideal ã direita

nil de R. A verificação de que pé ideal é imediata,ainda,se

)-ep, ele é da forma y = ma + ax, mÉ;Z e xGR. Como a é nilpotente,

ma é nilpotente, logo existe um i.nteiro mzl tal que (ma)n=

= 0; então yn= (ma+ax)n= (ma)n+z=z onde zoar. Por (2.5), aR

; ni.l, e existe um inteiro k z l tal que zk : 0, logo (yn)k :

K = 0 e y é nilpatente

Como J(R) contém todos os ideais ã direita nil deR,

erros pcJ(R) , logo aÉ;pcJ (R) . E

7

2.7 - TEOREbÍA - Seja R um anel primo sem ideal.s nil. Então

T(R) não tem elementos nilpotentes.

Pgmonstração - Vamos considerar

N : {xeT(R)lx é nilpotente}

Por (2.6) jã sabemos que N é um ideal de T(R) e NcJ(R)
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vo, e seja C o ideal comutador de T(R). 

O anel T~R) é comutativo, e então N = {x E T~R) 1 x é 

nilpoten te} é um ideal de T ~R) . :E claro que ~ e N. Por outro 

lado, se x = x+CEN, existe um inteiro n 2': 1 tal que xnEC; co

rno C é nil, existe rn 2>: 1 tal que (xn) rn = O, o que irnpl ica que 

- N - N 
xEN. Logo xE>c e N e C. 

- - . N 
Ternos en tao N = C. Pelo Teorema da correspondência, 

.... 
N e um ideal de T(R). 

Vamos agora provar que NcJ(R). Seja aEN. Considere 

.... -mos que p = 7la + aR; mos traremos que p e um ideal a direi ta 

nil de R. A verificação de que pé ideal é irnediata,ainda,se 

yEp, ele é da forma y = ma + ax, rnEZ e xER. Como a ê nilpotente, 

ma é nilpot e nt e, logo existe um inteiro rn 2': 1 tal que (rna) _n= 

- n n n = O; entao y = (ma+ax) = (ma) +z=z onde zEa R. Por (2.5), aR 

é ni l, e existe ur.1 inteiro k 2': 1 tal que zk =O, logo (yn) k = 

.... 
e y e nilpotente . 

Corno J(R) contém todos os ideais à direita nil de R, 

temos pcJ( R) , logo aEp cJ(R). f 

2.7 - TEOREMA - Seja Rum anel primo sem ideais nil . Então 

T(R) não tem elementos nilpotentes. 

Demonstracão - Vamos considerar 

N = {xET(R) lx é nilpotente}. 

Por (2.6) já sabemos que N é um ideal de T(R) e NcJ(R). 



23

Vamos supor que N ;' (0) e chegar assim a uma contra

dição. A demonstração será feita em vários passos.

IQ Passo - Se xeJ(R) então (l+x)N(l+x)''cN

Se xeJ(R), a apli.cação $: R -----+ R definida por

+(X) = (1+x)y(l+x)'l é um automorfismo de R. Como T(R) é in-

variante sob automorfi.senos de T(R), temos que @(T(R))cT(R),

e consequentemente +(N)cN, donde (l+x)N(l+x)''cN

2ç Passo - Se aeN é tal que az = 0, então aRãcN.

Se xÉ;R, por (2.5) ax é nilpotente e axÉ;J(R). Logo

Cl+ax)a(l+ax)'leN; mas(l+ax)'l =1-ax+ (ax)2 . ...:!(ax)nB.
ra algum n 2 1. Como &z' = 0 temos que

(I'ax) a(I'ax) '' (l+ax)aeN

Desde que a É;N e N é ideal de T(R) temos que axaÉ;N, para tg
do xÉ;R , logo &RâcN

3ç Passo - Se aÉ;N é tal que az = 0 e bÉ;N, então abaJ(R)cN

Se yÉ;J(R) e bÉ;N então

(by-yb)(1+1')'l : by(l+y)'l - yb(l+y)'l +b(l+y)'l -b(l+y)

= b - (l+y)b (l+y) 'J. É;N

que beN e (l+y)b(l+y)'xeN
Se xeR, então -axeJ(R) e (axb-bax)(l-ax)''GN, logo

a(axb-bax) (l-ax)'lÉ;N e como a2 : 0, vem que abas(l-ax)'lÉ;N

Notamos agora que todo elemento weJ(R) pode ser e.g
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Vamos supo r que N ;t. (O) -e chegar assim a uma contra 

<lição. · A demonstração seri feita em virias passos. 

1 9 Passo - Se xSJ(R) então (l+x)N(l+x)- 1 cN. 

Se xSJ (R) , a aplicação cp: R -+ R definida por 

</J(x) = (l+x)y(l~x)-l é um automorfismo de R. Como T(R) é in

variante sob automorfismos de T(R), temos que cp(T(R))cT(R), 

e consequentemente cp(N)cN, donde (l+x)N(l+x)- 1 cN. 

2 
29 Passo - Se aSN é tal que a =O, então aRacN. 

Se xER, por (2.5) ax é nilpotente e axSJ(R). Logo 

-1 -1 2 n (l+ax)a(l+ax) SN; mas (l+ax) = 1 - ax + (ax) - ... ± (ax) pa 

ra algum n 2: 1. Como a 2 
= O temos que 

(l+ ax )a(l+ax)-l = (l+ax)aEN. 

Desde que a EN e N é ideal d e T(R) temos que axaSN , para to 

d.o x6R, logo a Rac:~ . 

39 Passo - Se aS:-! é tal que a 2 = O e bEN , então abaJ (R) cN . 

Se ySJ ( R) e bSN en tão 

(by-yb)(l+y)-l = by( l+ y)- 1 -yb (l+y)-l +b(l+y)-1 -b(l+y)-l= 

= b - (l+y)b(l+y)- 1EN 

jã que bEN e (l+y)b(l+y)- 1SN. 

Se xER, então -axEJ(R) e (axb- bax) (l-ax)- 1EN, logo 

a (axb-bax) (l -ax)- 1SN e corno a 2 = O, vem que abax(l-ax)- 1EN. 

Notamos agora que todo e lemento wEJ(R) pode seres 
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Grito na forma w;x(l-ax)'J., para algum xeR. Com efeito,ba:

ta tomar.x = (wa+l)'x\-r pois cal-culando temos (wa+l)x ;w, do2

de vem que w - \-rax = x e então w = x(l-ax)'l

Como abax(l-ax)'leN para todo xÉ;R, temos então que

aba'tvGN para todo wÉ;J(R) donde segue que abaJ(R)cN

4ç Passo - Se aeN e a2 = 0 então aNa = (0)

Se yÉ;J(R) e bÉ;N então

(l+y) abaJ(R) (l+y) 'lc(l+y) N (l+y) ''LcN

Mas J(R) (l+y)'l.J(R) e se zeJ(R) , z = z(l+y)(l+y)'lU-(R)(l+y)'l

Logo J(R) = J(R)(l+y)'x, donde vem que (l+y)abaJ(R)cN
Como abaJ(R)cN, temos yabaJ(R)cN para todo yeJ(R) ,

logo J(R)abaJ(R)cN. b'las J(R)abaJ(R) é ideal de R e como es-
ta contido em N tem que ser nil. Ainda. comoRnão tem ideais

nil temos ({ue J(P.)abaJ(R) = (0)

boas J(R)RabaRJ(R)cJ(R)abaJ(R), como R é primo e

J(R) # (0) temos que RabaR= (0) . Consideremos então o conju2

to abaRaba; do fato de RabaR= (0) vem que abaRaba é um ideal nil de R

logo abaRaba = (0) e coIRo R é primo vem que aba =0

5e Passo - Se aeN, com az = 0 e se xÉ;J(R) então

a(l+x)'la = 0

Se b é outro elemento de N tal que bó =0, pelo 2ç

passo temos que bRbcN. Ainda, dado aÉ;N tal que &z' = 0, então
&bRbacaNa = (0)

Como R é primo temos ab = 0 ou ba = 0. Em particular,

)

0 ouaxa
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-1 
cri to na forma 1v = x(l-ax) , para algum xER. Com efeito,ba2 

. -1 
ta tomar , x = (wa+l) w pois calculando temos (wa+l)x = w, don 

de vem que w-wax=x e então w=x(l-ax)- 1 • 

-1 ~ 
Como abax(l-ax) EN para todo xER, temos entao que 

abawEN para todo wEJ(R) donde segue que abaJ(R)cN. 

49 Passo - Se a8N e a 2 = O então aNa = (O). 

Se yEJ(R) e b8N então 

(l+y)abaJ(R)(l+y)-lc(l+y)N(l+y)-lcN. 

Mas J(R) (l+y)- 1 cJ(R) e se zEJ(R), z = z(l+y)(l+y)-1EJ(R)(l+y)-l. 

Lo go J (RY = J (R) (1 +y) -l, donde vem que (1 +y) abaJ (R) cN. 

Como abaJ(R)cN, temos yabaJ(R)cN para todo y8J(R), 

logo J(R)abaJ(R) cN . Ma s J(R)abaJ(R) é ideal de Recomo es

tá contido em N tem que ser nil. Ainda como R não tem ideais 

n i l temos qu e J ( P.) ab a J(R) =(O). 

Mas J ( R)RabaRJ(R)cJ(R)abaJ(R), como R -e primo e 

J(R) ;t (O) temo s que RabaR = (O). Consideremos ent ão o conjun 

to abaRaba; do fato de RabaR = (O) vem que abaRaba é um ideal nil de R; 

logo abaRab a = (O ) e como R é primo vem que aba =O. 

2 
S 9 Passo - Se a8N, com a = O e se xEJ (R) então axa = O ou 

-1 a(l +x) a = O. 

Se b é outro elemento de N tal que b 2 =0, pelo 2 9 

2 -passo temos que bRbcN. Ainda, dado aEN tal que a =O, entao 

abRbacaNa = (O). 

-Como R e primo temos a b = O ou ba =O. Em particular, 
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dado xCJ(R) , temos que o elemento b = (1+x)a(l+x)'J.GNebZ=0,

mas ab : 0 impli.ca que a(l+x)a(l+x)'l : 0 de onde vem que axca=

= 0. De ba:0 vem que (l+x)a(l+x)'la=0 o que impli.ca que
a(l+x)''a ; 0

6ç Passo - Se aeN, com az = 0 e se xÉ;J(R) é nílpotente então
axa : 0

Do 59 passo vem que axa = 0 ou a(l+x)'la : 0. Se x é

nilpotente, exi.ste nzl tal que xn:0 e portanto (l+x)'l
= 1 -x +x2 . . .. ü xn-l

Faremos a demonstração por indução sobre o Índice

de nilpotênci.a de x

Se x2=0 então (l+x)'l:l -x, logo se a(l+k)a = 0,
como a' = 0 vem que axa = 0

Suponhamos agora xÉ;J(R) tal que xn= 0. Se i>1, xl

tem Índice de nilpo'Lenda menor que n , assim, pela hipi;tese
de indução vem que RXa& = .0

De a(l+x)'la : 0, veja que a(l+x+x2....tx(n-l))a: 0

Logo axa = U

7ç Passo - Se aeN e Rz = 0, então a = 0

Sejam a,beN tais que az=bz: 0. Se xeR, por(2.5),
breu(R) e br ê nilpotente, logo abra=0 :pelo 6Q passo. En-

tão abra:0 e como R é primo vem que ab = 0 ou a = 0.
Dado xeJ(R) ,tomamos b = (1+x)a(l+x)'x, então bGN e

b':0. De ab:0 vem que axa(l+x)'i=0, donde axa=0.Logo aJ(R)a
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dado xE:J(R), temos que o elemento b == (l+x)a(l+x)- 1 EN e b 2=o, 

-1 mas ab == O implica que a (1 +x) a (1 +x) == O de onde vem que axa= 

== O. De ba == O vem que (l+x) a( l+x)- 1 a == O 

a(l+x)- 1 a == O. 

o que implica que 

2 - -6 9 Passo - Se aEN, com a == O e se xEJ (R) e nilpotente entao 

axa == O. 

Do 5 9 passo vem que axa=O ou a(l+x)- 1a=O. Se x é 

nilpotente, existe n 2- 1 tal que xn == O e portanto (l+x)-l == 

== 1 2 n-1 -x+x - ... ±x . 

Faremos a demonstração por indução sobre o Índice 

de nilpotência de x. 

Se x 2 
= O então (l+x)-l =1-x, logo se a(l+x)a == O, 

2 como a == O vem que axa == O. 

n i Suponhamos agora xEJ (R) tal que x == O. Se i > 1, x 

tem Índice de nilpotência men or que n, assim, pela hipótese 

de indução vem qu e ax 1 a = O. 

2 (n-1) -vem que a (l +x+x - ... ±x Ja == O. 

Lo go axa = O. 

2 7 9 Passo - Se aSN e a = O, então a== O. 

Sejam a,bEN tais que a 2 =b 2 ==O.Se xER, por (2.5), 

-br5J (R) e br e nilpotente, logo abra== O :pelo 6 9 passo. E.n-

tao abRa=O e como R é primo vem que ab == O ou a== O. 

-1 -Dad·o xEJ ( R) , tomamos b = ( 1 +x) a (1 +x) , en tao bGN e 

2 -1 b =O. De ab=O vem que axa(l+x) =O, donde axa=O.Logo aJ(R)a= 
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= 0 e como R é primo e J(R)/(0) temos que a #O

A demonstração do teorema está então concluída, pois

supusemos N z (0) e tomamos aÉ;N, a # 0, com &z = 0, o que é u-

ma contradição com a conclusão obtida no 7ç passo, isto é

que a = 0. B

2.8 - PROPO$1Ç4Q - Seja R um anel primo sen ideais níl. En-
tão T(R) é comutativa e um elemento não nulo de T(R) não é
um divisor do zero em R

;lÊlilp!!ziçJ.3çã:p - Dados x,yeT(R) temos que xyn = ynx para algum

nzl. Por (2.7) temos que T(R) não contém elementos nilpo-

tentes, logo de (1.2) vem que T(R) é comutativo.

Seja agora a um elemento não nulo de T(R) e supo-
nhamos que au = 0 para algum elemento uÉ;R. Dado x arbitrário

em R o elemento y=uxa é tal que yz = Cuja)(uxa) = 0 e ay=
: a(uxa) : 0. alas

(l+y)a(l+y)'' =(1+y)a(l-y) = a+ya-ay-yay = a+yaeTCR)

Como aeT(R) vem que yaeT(R) , mas (ya)' = 0 e como T(R)não tem

e[ementos ni.].potentes temos que ya = 0. Ainda como ya = 0 e

y puxa, vem que uxa' =0, para todo xeR, logo uRaó : (0)

Como Réumanelprimo eaz#0vemqueu=0. H
Sabemos que se R ê um anel primo, Z(R) é um domí-

nio de integridade ou é (0). Entretanto, o mesmo não ocorre

com T(R). De fato, no caso em que R é um .anel primo nil,

T(R) = R e obviamente não é um domÍni.o de integridade

l
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-== O e como Reprimo e J(R)f(0) temos que a;>!0. 

A demonstração do teorema está então concluída, pois 

supusemos N ;>! (O) e tomamos aEN, a ;é O, com a 2 =O, o que ê u-

ma contradição com a conclusão obtida no 7 9 passo, isto 
... 
e, 

que a = O. 1 

2. 8 PROPOSIÇÃO - Seja Rum anel primo sem ideais nil. En-

tão T(R) é comutativo e um elemento não nulo de T(R) 

um divisor do zero em R. 

- -nao e 

- n n Demons traçao - Dados x, y6T (R) temos que xy = y x para algum 

n ~ 1. Por ( 2. 7) temos que T (R) não contém elementos nilpo

tentes, logo de (1.2) vem que T(R) ê comutativo. 

Seja agora a um elemento não nulo de T (R) e supo

nhamos que au = O para algum elemento uER. Dado x arbitrário 

em R o elemento y == uxa é tal que 

== a (uxa) =O. Nas 

2 y = (uxa)(uxa) = O e ay= 

- 1 
(l +y)a( l+y) - == (l+y)a(l-y) == a+ya-ay-yay = a+ya6T(R). 

Como a6T ( R) v em que ya6T (R) , mas (ya) 2 
= O e como T (R) não tem 

e lementos nilpotentes temos que ya =O. Ainda como ya = O e 

2 2 y == uxa, vem que uxa = O, para todo x6R, logo uRa = (O) • 

e R - 1. 2 O O orno , e um ane primo e a ;é vem que u = • g 

Sabemos que se Ré um anel primo, Z (R) -e um domí-

- -nio de integridade ou e (O). Entretanto, o mesmo nao ocorre 

com T (R). De fato, no caso em que R é um anel primo nil, 

T (R) = R e obviamente não é um domínio de integridade. 
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O exemplo abri.xo mostra que existem anéis primos
nil, e portanto a hipótese do anel R não ter ideais nil, é
essencial nas demonstrações de (2.7) e (2.8)

2.9 - EXEMPLO - Seja G o grupo 21(]N) istoé, G é uma solda direta
enumerãvel de cópias de (Z,+). Consideremos uma base B de G

e vamos enumera-la da seguinte maneira

B = {b0'bl'b.I'...,b ,b.n'...}

Para cada inteiro positivo i, definimos Z-homomor-

G ------+ G , tais quetlsmos

se Cmod 2')

ui(bj )
se j # 0 (mod 2z)

Seja R o subanel de Homo(G,G) gerado por

{ul'u2'' '',Un'...}
Então todo elemento de R é da forma x

!nando é da forma

k

j=1 j' onde cada sg

X
j

tu. u
Jm(j) Jn(j) 'ujluj0 com mCj) 2 0l

Prova-se, sem dificuldade, por indução sobre m que

0 se j :n (mod 2zn) para algum
n com 0 g n $m

'uj.lui0(bj) : 'ibj.m-i se j Ín (mod 2zn) paratodo n com 0 É n $ m
(*) uj'm

Vamos provar que R é um anel pri.mo e nil
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O exemplo abaixo mostra que existem - . aneis primos 

nil, e portanto a hipótese do anel R não ter ideais nil, -e 

essencial nas demonstrações de (2.7) e (2.8). 

2. 9 - EXEMPLO - Seja G o grupo 7l ( JN) isto é, G ê wna sorna direta 

enumerável de cópias de (Z,+). Consideremos urna base B de G, 

e vamos enumerá-la da seguinte maneira: 

B = {b 0 ,b1 ,b 1 , ... ,b ,b , . .. }. 
- n -n 

Para cada inteiro positivo i, definimos 7l-homomor

fismos u.: G--+ G, tais que 
l 

u. (b.) 
l J 

= { O se j _ O (mod 

bj - l se j t O (mod 

Seja R o subanel de Ho~(G,G) gerado por 

{ul,Uz,• • ,,Un' •• .}. 
k 

Então todo elemento de Ré da forma x = l X. , 
j =1 J 

onde cada so 

mando é da f o 1~rn a 

x. = ±u. u. . .. u. u . com m (j) ~ O . 
J Jm(j) 3m(j)-1 31 3 o 

Prova-se, sem dificu ldade, por indução sobre rn que: 

( *) 

O se j =n (mod 21 n) para algum 

n com O :5; n :S m 

b. 1 se j "1-n (rnod 2in) 
J -m-

para 

todo n com O :S n :S m 

Vamos provar que Rê um anel primo e nil. 
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(1) R êl um alteZ p/úma

Para provar este fato faremos a demonstração em v2
rios passos

lç PASSO - Ob.servemos inicialmente que se xCR, x # 0 e exis-

te bleB tal que x(b2) # 0, então exi.ste R,l<Ê tal que x(bl.)#O.
De fato

Ca) Começamos considerando um elemento xeR da formax:u.i,

tal que uj(bl) #O, para algum bteB. Então Ê #O Cmod 21), i.ã
to é, 2J'bl. Se.jlzj então 2j't1-2jl, jã que 2jl2jl. l;ogo

se uj(bl) # 0 e ll : 1-2JI, temos uj(bl,l) '0 e ll <t
(b) Suponhamos agora que x é da forma x=u; ...u; e se

: 'm '0

x(bt) #O então l gn (mod 2zn) para todo n com 0 sngm. Seja

s =maxÍi0'...,im} e seja sl 2 s. Tomemos ll : 1:2'l ;2zn 'tt,-2sl

para todo n, Osnsm, já que 2lnl2sl. Temos entãox(bll)#O
e Ê. < Ê.

(c) Fi.nalmente, seja x da forma x: Etclixi' com xj. #xj
se i#j, oiieZ, ai # 0 e xi :uim(i)'''uilui0' para cada i=1,

,k. Seja bl,eB tal que x(bl) # 0 e seja ainda
C = {i, IÉisk: x.i (bo)#0}

l

k

Então

x(bZ) : zGCai.bZ.m(i)-l

Para cada ieC, seja si:maxti.0,...,im(i)} e seja
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(1) R ~ um anel p~lmo 

Para provar este fato faremos a demonstração em vá 

rios passos. 

1 <? PASSO - Observemos inicialmente que se xER, x 7 O e exis-

De fato: 

(a) Começamos considerando um elemento xER da forma x=uj, 

tal que uj (b R) 7 O, para algum b 1 EB. Então 1 i O (mod 2j) , i~ 

... zj'L s · · - zj'l 2j1 .... jl ji to e, r Q,. e . J 1 ;e: J entao r Q,- , J a que 2 2 .• Logo 

se uJ. (bQ,) 7 O e 1 1 = 1-2j 1 , temos u. (bQ, ) 7 O e 1 1 < Q,. 
J 1 

(b) Suponhamos agora que x é da forma x = u. . .. u. e se 
lm lÜ 

x(b
1

) 70 então Q, in (mod zin) para todo n com O snsm. Seja 
s . 

{ . . } . T º1 = n..:z 1-,zln \1 n_zSl, s = max 1 0 , ... , 1m e se J a s 1 ~ s . ornemos ;,., ;,., J\ N 

para todo n, 0 sn::;m , já que zinlzsl, Ternos entãox(bi
1
)70 

e Q,l < 1. 

k 
(c) Finalmente, sejaxda formax= l a.x., com x.7x. . l l l l J 1= 

se i7j, aiE7l, ªi 70 e xi =uirn(i)···ui1ui 0 , para cada i=l, . 

. • ,k. Seja b 18B tal que x(b
1

) 7 O e .seja ainda 

e= {i, l5isk: xi(b 1)70} 

Então, 

seja 
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s=maxlsi: iGC}. Se tzs e 1l:1-2t, temos que xi(bZI) # 0

para cada ieC, logo x(bll) ; ieCaibtl-m(i)-l

Afirmamos que x(bll) # 0. Para isto basta que obse.=
vemos que x(bl,) * 0 e que sempre que 21 :m(i)-l : ll'm(j)-l
temos que Ê-m(i) -l = R,-m(j) -l

2ç PASSO - Sejam yeR e bjCB tais que y(bj) ; i>llyi bji # 0,

com jl <j2 < ... <jn' Seja s =jn-jl' Afirmamos que para cada

k, com l Kk Én, exi.ste uma potência tk de us tal que

u."(b; ) : 0

De fato, se jk:i2s, temos us(bjk) ;0. Se jk > 2s,

tomamos tk : jk-2s+l e se jk < 2s tomamos tk =jk+2s+l. É con-

sequ8nci.a de (*) que usk(bjk) = 0

Seja agora m a menor potência de us tal que u:(bjk):0
para algum k, com Oçksr. blostraremos que se hHk, com 0Éhsr,

uT(bjh) : 0

Em caso contrario, por (*) ter-se-ia que 2sljk-m e

2sljh-m, poi.s m é a menor potência de us que anula algumbjk'

Logo 2sljk-jh' o que não épossível, jã que ljk-jhl g se
q D " .

39 PASSO - Sejam yGR e b:GB tais que

y(bj) : ;>1.'vibj; * o,i=1 ' Ji

Afi.ríamos que existe reR tal que ryCbj) :ybt' para algum btGB

n

t

k

n

com ji < < jn'
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s = max{si: i6C}. Se t 2>: s e i
1 

= 9..-Zt, temos que xi (b9., 1) ~ O 

para cada i6C, logo x(bi1 ) = l a.b9., 1 -m(i)-l 
i6C 1 

Afirmamos que x(bi1 ) ~O.Para isto basta que obser 

vemos que x(b.Q,) ~ O e que sempre que .Q,l =m(i)-1 = .Q, 1 -m(j)-l 

temos que .Q,-m(i)-1 = .Q,-m(j)-1. 

n 
29 PASSO - Sejam y6R e b.6B tais que y(b.) = l y. bj- ~ O, 

J J i=l l l 

com jl <j 2 < ••• <jn. Seja s=jn-jl. Afirmamos que para cada 

k, com 1 s k s n, existe uma potência tk de us tal que 

tk 
u (b. ) = O. 

s Jk 

De fato, se jk = ±2s, temos us(bjk) = O. Se jk > 2s, 

k . zs 1 . zs k . zs 1 -('f tomamost =Jk- + eseJk< tomamost =Jk+ + • .e con-

sequência de ( * ) que u~k(bjk) = O. 

Sej a a gor a m a menor potência de us tal que u~(bjk)=O 

para a lgum k, com 0sks r . Most r a r emos que s e h ~k , com 0shsr, 

m,, j., ) O u s •,ujh ;:t • 

Em c a so contrário, por (*) ter-se-ia que zsljk-m e 

2sljh-m, pois m é a menor potência deus que anulaalgumbjk· 

Logo 2sljk-jh , o que não é possível, já que ljk - jhl s se 

2 s > s. 

39 PASSO - Sejam y8R e b.6B tais que 
J 

n 
y (bJ.) = l y. b. ~ O, com j 1 < 

. 1 l J. 1= l 
< j • n 

Afirmamos que existe r6R tal que ry(bj) = ybt, para algum bt6B 
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LJ ll U. J. v e

Faremos a demonstração por indução sobre n.

Se n: 1, temos y(bj): ylbjiK 0. Tomemos neste caso
r=ui' de modo que 2x l jl' Então temos

ry(bj) : uiy(bj) : ui(Ylbjl) : Ylbjl-l

Suponhamos então que n > 1 e suponhamos que o resul

tado sej a verdadeiro para n - l

Temos então yCbj) :illlyibji:0 com jZ< .. <jr' Se

tomarmos s e m como no 2' passo temos us(y(bj)) ; iElvjibZi
Mas, pela hipótese de indução, existe rlGR tal que

r].us(y(bj)) : ybt

Tomando então r = dum temos ry(bj) :ybt # 0

49 PASSO - Suponhamos agora que x e y sao elementos não nu-

los de R e vamos pro\rar que xRy # (0)

Como y # 0, existe b.iÉ;B tal que y(b.i) # 0. Então

y(bj): i>llyj.bji' yieZ e jl< ...<jn

Pelo 3ç passo, existe reR tal que ry(bj) =ybt# 0.

Como x# 0, exi.ste bl,É;B tal que xCbt) # 0. Pode acop;
ter que Ê < t ou Ê z t. Se a segunda possibilidade ocorrer,PE.

lo l9 passo, podemos encontrar ÊI < 2, e a fortiori, Êl<t tal

que x(bll) # 0. Podemos asse.m sempre supor que g <t

Y€Z nae

n

n

# o
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e yE Z não nulo . 

Faremos a demonstr a ç ã o por indução sobre n. 

Se n = 1, temos y(bj) = y 1bji ~ O. Tomemos neste caso 

r =ui, de modo que zi I j 1 . Então temos 

Suponhamos então que n > 1 e suponhamos que o resul 

tado seja verdadeiro para n - 1. 

n . 
Temos então y(b.) = I y.bJ·. ~ O com j 1 < < j . Se r J . _1 l l 

i- n-1 
tomarmos s e m como no 2 9 passo temos um (y(b.)) = }: y. b .R. • 

s J i=l Ji i 

Mas, pela hipótese de ·indução, existe r 1 ER tal que 

4 9 PASSO -- Suponh amos agor a que x e y são e leme ntos não nu

l os de R e vamos provar que x Ry ~ (O) . 

Como y ~ O, ex iste bjE:B tal que y(bj) ~O.Então 

n 
y(b. ) = l y .b.' 

J i=l l Ji 
< j . n 

Pelo 3 9 passo, existe rER tal que ry(b.) = ybt ~ O. 
J . 

Co mo x ;:! O, existe b .R. E:B tal que x (b .R.) ~ O. Pode acon 

ter que .R. < t ou .R. 2'. t. Se a segunda possibi_lidade ocorrer, pe 

lo 1 9 passo, podemos encontrar .R.
1 

< 51,, e a fortiori, i 1 <t tal 

que x(b51,
1

) ~ O. Podemos assim sempre supor que 51, < t. 
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Então t=g+h, h>0. Podemos escolher k tal que

2Ky Ê+h-i, com 0 g iKh-l. Então se u=ul:, temos por (*) que

u(bt) : bl+h.h : bR,

Consequentemente temos

r T \

lillvibjil : xu('ybt) : x'y(bl) : 'yx(bl) # 0xuxury(bj)

Logo xRy # (0) e R é um anel primo

(2) R êl üm anel n,C.C

Seja xeR, então

0. Sej a

onde
ruim(i.) ' ' 'ui0 '

com
l

h = maxÍ2 n, Igisk, Osnsm(i) }

Afi.amamos que qualquer produto de uin' com O$iÉk, Osngm(i) ,
com pelo menos h elementos é nulo.

De fato, seja ujh.I'''ujluj0 um tal produto e jCZ;
'ccHos que j :n (mod h) para algum n, com OsnÉh. Como 2Jnjh

sempre, temos que uin-]'''ui].ui0(bj) :0' .
Temos então que xh:0, já que xh: >1 y;, onde cada

contém pelo menos h dos ui., IgiÉh, Osnsm(i)

?.lO - EJXF;iíPbQ - Seja R o anel do exemplo anterior e consi-

deremos R como sendo o anel gerado por R e a aplicação ide::
cidade de R. É claro que todo elemento de R é da forma r=x+

+ml, onde xeR, mGZ e 1: G -----> G é a identidade

ll
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Então t = t+h, h > O. Podemos escolher k tal que 

2k 1 t+h-i, com O ~ i ~ h-1. Então se u = u~, ternos por (*) que 

Consequentemente temos: 

xury(b.) = xur( f y.b. ) = xu(ybt) - xy(b 0 ) = yx(b 0 ) ~ O. 
J i=l 1 Ji 1v 1v 

Logo xRy ~ (O) e R é um anel primo. 

(2) Ré um anel nil. 
k 

Seja x8R, então x = l x., onde x. = 
i=l i 1 

com rn. ;:e: O. SeJ·a 
l 

i 
h=max{2 n, l~isk, 0snsrn(i)}. 

Af irmamos que qualquer produto de Uin, com 0s isk, 0snsrn(i), 

com pelo menos h elemen tos é nulo. 

De fato, seja Ujh-l ... uj 1uj 0 um tal produto e j8Z; 

temos que j =n (mod h) para algum n, com 0~n~h. Corno zjnlh 

sempre, temos que Ujn_ 1 .,.uj 1uj 0 Cbj) =O. 
h ... h m 

Temo s então que x =O, Ja que x = l y., onde cada 
•. 1 l 1= 

y. contém pelo menos h dos Ui , lsish, 0sn~rn(i). 
l D 

2.10 - EXEMPLO - Seja R o anel do exemplo anterior e consi

deremos R como sendo o anel gerado por R e a aplicação iden 

tidade de R. ~ claro que todo elemento de Ré da forma r=x+ 

+mI, onde x8R, rn8Z e I: G -- G é a identidade. 
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É fãci.l ver que ii é um anel primo, e que R é um i-
deal nil de R. Além disso temos que R BR

Neste caso temos que T(R) = ii e Z(R) ;ZI

Observamos que a presença de ideais nil não nulos

em R, torna falsas as conclusões de (2.7) e (2.8)

2.11 - LEMA - Seja R um anel primo sem ideais nil e tal que
cair;' 2. Se um elemento a de R comuta ax -xa para todo x em

R, então a pertence ã Z(R)

Demonstração - Sejam x e y elementos arbitrários em R; te-

mos que

a(a(xy) - Cxy)a) = (a(xy) - (xy)a)a

i.las a(xy)-(xy)a:a(xy) - xay + xay - (xy)adonde vem que

a(xy) - Cxy)a = (ax-xa)y+x(ay-ya) (2)

Substi.ruindo (2) em (1) e usando que a comuta com ax - xa e

ay - ya vem que

(ax-xa)ay + ax(ay-ya) = (ax-xa)ya + xa(ay-ya)

e daÍ vem que 2(ax-xa) (ay-ya) = 0 e como cair B 2 temos

(ax-xa) (ay-ya) = 0

Seja x um elemento arbitrário de R e seja
p : (ax-xa)R;
Hn D' -,"m'-c nTnvnr nlln n É; nllnoten-direitaideal aIn )

l :::'::;: .'T:::::
(1)

p e u

te
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~ fácil ver que Ré um anel primo, e que Ré um i

deal nil de R. Além disso temos que R ;t R. 

Neste caso temos que T(R) = R e Z (R) = I I. 

Observamos que a presença de ideais nil não nulos 

em R, torna falsas as conclusões de (2.7) e (2.8). 

2.11 - LEMA - Seja Rum anel primo sem ideais nil e tal que 

carR ;t 2. Se um elemento a de R comuta ax - xa para todo x em 

R, então a pertence à Z(R). 

Demonstração - Sejam x e y elementos arbitrários em R; te-

·IDOS que 

a (a (xy ) - (xy) a) = (a (xy) - (xy) a) a 

Mas a (xy) - (xy ) a =a (xy) - xay + xay - (xy) adonde vem que 

a (xy) - (xy) a = ( ax-xa) y + x (ay-ya) 

(1) 

(2) 

Substituindo (2) em ( 1) e usando que a comuta com ax - xa e 

a y - ya vem que 

(ax - xa) ay + ax (ay- ya) = (ax -xa) ya + xa (ay- ya) 

e daí vem que 2 (ax -xa) (ay-ya) = O e como carR ;t 2 temos 

(ax-xa) (ay-ya) = O 

Se j a x um elemento arbitrário de R e seja 

p = (ax-xa) R; 

(3) 

- - -p e um ideal a direita de R; v amos provar quepe nilpoten-

te. 
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Para isto , o bservem

todo elemento de p . De fato

a[(ax-xa)r] -[(ax-xa)r]a :(ax-x:
(ax-xa) (ar-ra) ; 0

in i. c i alment eos

Jra :

opor (3) )

Logo

a(ax-xa)r = (ax-xa)ra para todo reR (4)

Sejam agora (ax-xa)r e (ax-xa)s dois elementos de
provar aue (ax-xa)r(ax-xa)s = 0p; vam

alas

(ax-xa)r(ax-xa)s: (ax-xa)raxs - (ax-xa)rxas.

Usam-tdo (4) temos

(ax-xa)r(ax-xa)s : a(ax-xa)raxs - (ax-xa)rxas
(ax-xa) ares - (ax-xa) rias

(ax-xa)(a(rx)-(rx)a)s : 0 por (3)

Logo p é um ideal à direita nilpotente de R. Se p ': 0, então

R tem um ideal nilpotente não nulo, contra a hipótese

Logo p: (0) e então ax-xa:0 o que implica

ax = xa e aeZCR). 8

2.12 - TEORES'U. - Seja R um anel primo, sem ideais nil e tal

que J(R) = R. Então T(R)

Demopgtlação - Seja a um elemento não nulo de T(R) e x e z

elementos de R tais que za= az e zx=xz. Como (l+x)a (l+x)''

e (Itzx)a (l+zx)'l estão em T(R) temos que

que
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Para isto, observemos inicialmente que a comuta com 

todo elemento de p. De fato: 

a[(ax-xa) r] - [ (ax-xa) r J a = (ax-xa) ar - (ax-xa) ra = 

= (ax-xa) .(ar-ra) = O (por (3)) 

Logo 

a(ax-xa)r = (ax-xa)ra para todo rER (4) 

Sejam agora (ax-xa)r e (ax-xa)s dois elementos de 

p; vamos provar que (ax-xa)r(ax-xa)s = O. 

Mas 

(ax-xa) r (ax-xa) s = (ax-xa) raxs - (ax-xa) rxas. 

Usando (4) temos 

( ax-xa) r ( ax-xa) s = a ( ax-xa) raxs - ( ax-xa) rxas = 

= (ax-xa) arxs - (ax- xa)rxas = 

= (ax-xa)(a(rx)- (rx)a)s = O por (3) 

Logo p é um ideal à direi ta nilpotente de R. Se p ;t O, então 

R tem um idea l n ilpo tente não nulo, contra a hipótese. 

Lo go p = (O) e então ax - xa = O o que implica que 

ax = x a e a 6 Z ( R) . i\ 

2.12 - TEOREMA - Seja Rum anel primo, sem ideais nil e tal 

que J(R) = R. Então T(R) = Z (R). 

Demonstraião - Seja a um elemento -nao nulo de T (R) e X e z 

elementos de R tais Como (1 +x) a -1 
que za = az e zx = xz. (l+x) 

(l+zx)a -1 
estão e ( 1 + zx) em T (R) temos que: 
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(].+x)a : al (].+x) (1)

Cl+zx)a : a2 Cl+zx) (2)

btultiplicando (1) ã direita por z e subtraindo (2) obtemos:

za - a = alz - a2 + (al'a2)zx

Por (2.8), T(R) é comutativo e como a, al' a2CTCR) e za:az
temos que a. z : a7 comuta com aJ. U

De (3) concluímos então que (al-a2)zx comuta com a,

que (al-a2) z(xa-ax) : 0.

Como al-a2GT(R), por (2.8) temos que se al-a2 # 0
então não é divisor de zero em R, e vem que z(ax-xa) =0

Se al-a2 :0, de (3) temos que (al-a2)(l-z) :0, lo-
go 0 = (a-al)(l-z)(l z)'l =a-al' De (1) temos que ax=xa, lg.

go também neste caso vale que z(ax-xa) ; 0.
Então, se z é um elemento de R que comuta com aeT(R)

e xÉ;R, temos que z (ax-xa) = 0

Agora, se a# 0 está em T(R) e xGR, então ax''=x'a,

para algum n=n(a,x) zl. Tomando z ;x'', temos za:az e zx:xz

logo xn(ax-xa) = 0 e xn(ax-xa) (l+x)'l = 0.

Como (xa-ax)(l+x)'l :a-(l+x)a(l+x)'leT(R) , se for

não nulo, não é divisor do zero em R

Logo, se ax-xa # 0, então xn = 0. Consequentemente a
comuta com todos os elementos não nilpotentes de R.

Seja y um elemento de R tal que ay-ya # 0; então,cg
) fl+v)-lÉ;TfR) não é di.visor do zero em R, temos

donde vem

l

l

(ay0 # yamo
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(l+x)a = a
1

(1+x) 

(l+zx)a = a 2 (1+zx) 

(1) 

(2) 

Multiplicando (1) i direita por z e subtraindo (2) obtemos: 

Por (2.8), T(R) é comutativo e como a, a 1 , e za = az 

temos que a 1 z = a 2 comuta com a. 

De (3) - concluímos então que (a1 -a2)zx comuta com~ 

donde vem que (a1
-a2) z (xa-ax) = O. 

· Como a 1 -a 28T(R), por (2.8) ternos que se a 1
-a 2 7 O, 

então não é divisor de zero em R, e vem que z (ax-xa) =O. 

Se a 1 -
a 2 =O, de (3) temos que (a1

-a
2

) (1-z) =O, lo-

- . -1 
go O= (a-a1 ) (1-z) (1-z) = a-a1

. De (1) temos que ax = xa, lo 

go também neste caso vale que z (ax-xa) = O. 

Então, se z é um elemento de R que comuta com a6T(R) 

e x8R, temos que z(ax-xa) = O. 

Agora, se a 7 O está em T(R) e x8R, n n então ax = x a, 

para 
- n 

algum n = n (a ,x) 2 1. Tornando z = x , temos za=az e zx=xz, 

logo n n -1 
x (ax-xa) = O e x (ax-xa) (1 +x) = O. 

Como (xa-ax) (1 +x) -l = a- (1 +x) a (1 +x) -l8T (R) , se for 

-nao nulo, não é divisor do zero em R. 

Logo, se ax-xa 7 O, então xn =O. Consequentemente a 

comuta com todos os elementos não nilpo tentes de R. 

Seja y um elemento de R tal que ay-ya 7 O; então, co 

mo O 7 (ay-ya) (l+y)- 18T(R) não é divisor do zero em R, temos 
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que Cay-ya) não é di.visor do zero em R, logo ay-ya não pode ser

nilpotente. Consequentemente a(ay-ya) = (ay-ya)a. Logo

(ax-xa)a = a(ax-xa) para todo xGR

Se carR#2, por (2.11) temos que aeZ(R). Assim, se

carR#2, TCR)cZ(R), logo T(R) = Z(R)

Se cair:2, temos a(ax+xa)=(ax+xa)a para todo xeR
o que implica que a2x=xaz para todo xGR, logo azeZCR)

Tomando z =az, temos que z comuta com a e x; logo

aa(ax-xa) : 0. Como a não é divisor do zero em R, ax :xa pa-

ra todo xêR, logo aeZ(R) também neste caso. Temos então que

T(R)cZ(R) e consequentemente T(R) = Z(R). B

Estamos agora em condições de demonstra
central deste capítulo .

)

teoremar 0

2.13 - TEOREMA - Seja R um anel sem i.duais ni.l. Então TCR)
: Z(R)

29B92:.!:galão - Como R é um anel sem ideais nil, R é produto

subdireto de anui.s primos sem ideais nil. Conforme jã obser

vamos na demonstração de (2.4) podemos supor sem perda degg
neralidade que R é um anel primo sem ideais nil

Se J(R) : (0), então R é semisimples e por (2.4),
T(R) = Z(R). Podemos então supor que J(R) #(0)

Vamos verificar que mais algumas reduções podemaig.
dca ser feitas, para se demonstrar o teorema
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que (ay-ya) nao é divisor do zero em R, logo ay-ya não pode ser 

nilpotente. Consequentement e a(ay-ya) = (ay-ya)a. Logo 

(ax-xa)a = a(ax-xa) para todo x8R. 

Se carR7-2, por (2.11) temos que a8Z(R). Assim, se 

carR ~ 2, T (R) cZ (R) , logo T (R) = Z (R). 

Se carR = 2, temos a (ax+xa) = (ax+xa) a para todo x8R, 

o que implica que a 2 x = xa 2 para todo x8R, logo a 2 8Z (R). 

Tomando z = a 2 , . temos que z comuta com a e x; logo 

a 2 (ax-xa) = O. Como a não é divisor do zero em R, ax = xa pa

ra todo xER, logo a8Z(R) também neste caso. Temos então que 

T(R)cZ(R) e consequentemente T(R) = Z(R). 

Estamos agora em condições de demonstrar o teorema 

central deste capítulo. 

2.13 - TEOREMA - Seja Rum anel , sem ideais nil. Então T(R)= 

= Z (R) • 

Demonstração - Como Ré um anel sem ideais nil, R é · produto 

subdireto de anéis primos sem ideais nil. Conforme já obser 

vamos na demonstração de (2. 4) podemos supor sem perda de ge 

neralidade que Ré um anel primo sem ideais nil. 

Se J(R) = (O), então R é semisimpl es e por (2 .4), 

T(R) = Z(R). Podemos então supor que J(R) ~(O). 

Vç1mos verificar que mais algumas reduções podem ain 

da ser feitas, para se demonstrar o teorema. 
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Observemos inicialmente que se R Õ anel primo sem

ideais nil, como J(R) # (0) e se ZR(J(R)) é o centralizador
de J(R) em R, i.e. , o conjunto

Zn(J(R)) : {reR: rx;xr para todo xeJ(R)}

podemos provar que ZR(J(R))cZ(R)
Com efeito, tomemos rGZR(J(R)) e y arbitrário em R

Dado um elemento x em J(R) , temos que

!

(ry-yr)x = ryx - yrx = yxr - yxr = 0;

logo Cry-yr)J(R) : (0) e como R é primo e J(R) # (0) vem que

ry-yr = 0 donde rÉ;Z (R)

Da observação anterior vem que para obtermos T(IR):

Z(R) é suficiente provar que T(R) centraliza J(R). Afirma.

mos que para isto seta suficiente provar que T(R)nJCR)cZ(R)

De fato, vamos assumir que T(R)nJ(R)cZ(R) e supo-

nhamos que existam aeT(R) e xeJ(R) tais que ax-xa # 0.
Então

0 # Cax-xa)(l+x)'l : a - (l+x)a(l+x)'leTCR),

logo tanto a(ax-xa)(l+x)'l quanto a (ax-xa) Cl+x)'l perten-
cem à T(R)nJ(R) ; logo pertencem ã Z(R) . Vamos provar que i.:

to implica que a tanbém pertence à Z(R)
De fato, seja b= (ax-xa)(l+x)'l; temos que bGZ(R)

e abeZCR). Se aÉZ(R), existe yeR tal que ay-ya#0. Então

bfav-va)= bav-bva = abv-vba=abv-vab
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Observemos inicialmente que se Ré anel primo sem 

ideais nil, como J(R) ~ (O) e se ZR(J(R)) é o centralizador 

de J(R) em R, i.e., o conjunto 

ZR(J(R)) = {r6R: rx=xr para todo xGJ(R)}, 

podemos provar que ZR(J(R))cZ(R). 

Com efeito, tomemos r8ZR(J(R)) e y arbitrário em~ 

Dado um elemento x em J(R), temos que 

(ry-yr) x = ryx - yrx = yxr - yxr = O; 

logo (ry-yr) J (R) = (O) e como R é primo e J (R) ~ (O) vem que 

ry-yr = O donde r8Z (R) . 

Da observação anterior vem que para obtermos T(R)= 

= Z(R) é suficiente provar que T(R) centraliza J(R). Afirma 

mos que para isto será suficiente provar que T(R)nJ(R)cZ(R). 

De fato, vamos assumir que T(R)nJ(R)cZ(R) e supo

nhamos que existam aGT (R) e x6J (R) tais que ax-xa ~ O. 

Então 

-1 -1 
O~ (ax-xa) (l+x) = a - (l+x)a(l+x) 8T(R), 

~ 

logo tanto a (ax-xa) (1 +x) -l quanto a ( ax-xa) (1 +x) -l perten-

cem à T(R)nJ(R); lo_go pertencem à Z(R). Vamos provar que is 

to implica que a também pertence à Z(R). 

De fato, seja b = (ax-xa) (l+x) -l; temos que b8Z (R) 

e ab8Z (R). Se atz (R) , existe y8R tal que ay-ya ;t O. Então 

b (ay-ya) = bay - bya = aby - yba = aby - yab = O. 



37

Logo b(ay-ya) = 0 e Cay-ya) # 0

Agora bR(ay-ya) = Rb(ay

to é uma contradição .

Logo, devemos ter ax=xa para todo xeJ(R) eparatg

(0) Rya) primo,l-gecomo

do aevLK.)

Agora, para provarmos que T(R)nJ(R)cZ(R) basta ob-

servar que, sendo R um anel primo sem ideais ni.l, J(R) é um

anel primo sem ideais nil. Então por (2.12) temos que

T(= (R) ) : Z (J(R) )

Logo

T(R)nJ(R)cT(J(R)) : Z(J(R))cZR(J(R))cZ(R)

Uma consequência i.mediada de (2.13) é o seguinte

teo rema

2.14 - TEORES-ÍA - Seja R um anel e T(R) seu hipercentro. Se

aeT(R) e xÉ;R, então ax-xa gera um ideal nil de R. Em parti

cular, ax-xa é nilpotente para todo xÉ;R

Den'onstração - Seja aeTCR) e xeR e seja l o ideal geradopor

ax-xa.Seja N(R) oradical nil st4)prior de R. Então j; R é um anel
sem ideais ni.l. Consequentemente

Se aGT(R), então a+N(R)GTI R 1, portanto

Se xGR, x + N(R)e

RR : zT

a + NCR)eTI K
R logo
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Logo b (ay-ya) = O e (ay-ya) ;é O. 
.,. 

Agora bR(ay-ya) = Rb (ay-ya) = (O); como R e primo, i~ 

to é uma contradição. 

Logo, devemos ter ax = xa para todo xEJ (R) e para t~ 

do aET(R). 

Agora, para provarmos que T(R)nJ(R)cZ(R) basta ob-

servar que, sendo Rum anel primo sem ideais nil, J(R) 

anel primo sem ideais nil. Então por (2.12) temos que 

T(J(R)) = Z(J(R)). 

Logo 

T(R)nJ(R)cT(J(R)) = Z(J(R))cZR(J(R))cZ(R). 

.,. 
e um 

Uma consequência imediata de (2.13) é o seguinte 

teorema: 

2.14 - TEOREMA - Seja Rum anel e T(R) seu hipercentro. Se 

a8T(R) e xER, então ax-xa gera um ideal nil de R. Em parti-

.,. 
cular, ax-xa e nilpotente para todo xER. 

Demonstração - Seja aET(R) e xER e seja I o ideal gerado por 

ax-xa.Seja N(R) o radical nil superior de R. Então N(~) e um anel 

sem ideais nil. Consequentemente 

Se aET(R), então a+ N(R)ET(N(~)), portanto a+ N(R)ET(NtR)). 

R . 
Se xE:R, x + N(R)E N(R), logo 
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(a+N(R)) (x+N(R)) - (x+N(R))(a+N(R)) : N(R) ;

logo ax-xaGN(R) . Assim ax-xa é nilpotente e o ideal de R gE.
Fado por ax-xa é nil. 8

2.15 - EXEMPLO - A recíproca do Teorema 2.12 não é em geral
verdadeira, isto é, se aeR é tal que ax-xa gera um idealnil

de R, para todo xeR, a não esta necessariamente em T(R)
Para isto , consideremos o anel

a,B,I'eZ l-

Seja

Então

:lÍ: :l-Í: :lÍ=
[: :']-t: ':']

que é nilpotente e gera um ideal nil de R. Entretanto, se

0

l
ax - xa

1 =

0

l J 0

y
00

n n
ay #y atemos yz ; y e ay p ya, logo

Logo agT(R). g

para todo inteiro n 2 l

- 38 -

(a+N(R)) (x+N(R)) - (x+N(R))(a+N(R)) = N(R); 

-logo ax-xa8N(R). Assim ax-xa e nilpotente e o ideal de R g~ 

rado por ax-xa é nil. 1 

2.15 - EXEMPLO - A reciproca do Teorema 2.12 nao é em geral 

- -verdadeira, isto e, se a8R e tal que ax-xa gera um ideal nil 

de R, para todo x8R, a nao está necessariamente em T(R). 

Para isto, consideremos o anel 

Seja _ 

. a = 

1 

o 
J X= [: :}-

Então 

1 

ax - xa = 

o 

a 

= 

o 

-que e nilpotente e gera um ideal nil de R. Entretanto, se 

2 n n temos y = y e ay 7- ya, logo ay 7- y a para todo inteiro n ~ 1. 

Logo a~T(R). n 



CAPTTUL0 3

APLICAÇOES

$l - UFt TEOREMA DE COMUTATIVIDADE

No Capítulo l afirmamos que o seguinte resultado é

x-erdadeiro : ''Se. R a un atteZ .6wn Zdeaü i'!,{C ,naZI que dada,õ x,yeR ax,{z-

íml ,üutê,,ü0.6 n= n(x,y) 2 l e m= m(x,y) z l tais que )Cnlym = m n epz,(ão Rê

cü/}?cüÉt.{11vo. " e provámos este resultado no caso em que R ê semisinç)les.

Vamos passar agora ã demonstração do teorema do CZ
se geral

3=1 OBSERVAÇÃO - Se R é um anel tal que dados x,yeR, exisb 'F .

quem inteiros n =n(x,y)z]. e m=m(x,y) 2 l tais que xnym = ymxn,

podemos supor que n=m. Com efeito, basta tomarmos s =mn e
'anos s ã l e xsys =ysxs. B

3.2 - OBSERVA.ÇAO - Se R é um anel sem ideais nil então R é

produto subdireto de anui.s pri.mos (Ra)aCI' sem i.deaisnil com

a propriedade de que existe caíra não nilpotente tal que qual
39

CAPTTULO 3 

APLICAÇÕES 

§1 - UM TEOREMA DE COMUTATIVIDADE 

No Capitulo 1 afirmamos que o seguinte resultado; 

-ver da deiro: "S e. R é: wn a.ne.l -óem ,i__de,OÂ.J., ~ ;t_o.1_ qtie dado-ó x,y8R e.x.b.i-
. . nm mn - -

.te111 i ntwa1.i n = n(x, y ) 2: 1 e. m = m(x, y) 2: 1 tais que x y = y x e.rúao R e. 

c.omu:tcvti.vo." e provamos es te resultado no caso em que R é semisimples. 

Vamos pa ssar a gora ã demonstração do teorema doca 

so geral. 

3.1 - OBSERVAÇÃO - Se Ré um anel tal que dados x,ySR , exis 

teffi 
. n m m n inteiros n = n (x, y )2:l _e m=m(x,y) 2: 1 tais que x y = y x , 

pode mos supor que n = m. Com efeito, basta tomarmos s = mn e 

temos S 5 S S s~lex y =yx. 

3.2 - OBSERVAÇÃO - Se R ~ um anel sem ideais nil então -R e 

p r oduto subdi r e t o de anéis primos (Ra)aSI' sem ideaisnil com 

a propriedade de que existe e SR não nilpotente tal que qual a a 

-39-
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quer que seja Ua ideal de Ra' Ua # (0) , existe t:t(Ua)ZI tal
que c,.teU,.. Se R satisfaz ã hipótese de que dados x,yGR exi2

te n=n(x,y) zl tal que xnyn=ynxn, cada Ra preserva também

esta hipótese e se provarmos que cada Ra Õ comutati.vo tere-
mos que R é comutativa. Podemos então, sem perda de genera-

lidade, assumi.r que

(1) R é um anel primo,

(2) R não tem ideais nil ,
(3) Existe ceR não nilpotente tal que para todo ideal

U# (0) de R, existe t(U) z]. tal que ct(U)eU.

3.3 - LEMA - Seja R um anel satisfazendo as hipóteses (1),

(2), (3) acima. Se J(R) # (0) , então J(R) é um subanel de R

que também satisfaz ã (1),(2),(3)

Demonstração - (1) J(R) é um anel primo

Suponhamos que aJ(R)b : (0) com a,beJ(R) e suponha-

mos que a # 0. Então aJ(R) B (0) pois R é primo e J(R) # CO)

b'ias aJ(R) é ideal ã di.Feita de R e como aJ(R)b : (0) vem que

b = 0 pois R é primo. Logo J(R) é primo.

(2) J(R) não contém ideais nil

Suponhamos que A # (0) é um ideal nil de J(R). Como

J(R) é primo, temos que J(R)AJ(R) # (0) e também é um ideal

nil jã que J(R)AJ(R)cA. Logo J(R)AJ(R) é ideal nil de R, o
aue não pode ocorrer já que R não tem ideais nil
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quer que seja U ideal de R , U ~ (O) , existe t=t (U ) ~l tal 
a a a a 

t 
que ca. EUª. Se R satisfaz ã hipótese de que dados x, y5R exi~ 

te· n=n (x, y) ~ 1 tal que xnyn = ynxn, cada R preserva também 
a 

esta hipótese e se provarmos que cada R é comutativo tere
a 

mos que Ré comutativo. Podemos então, sem perda degenera-

lidade, assumir que: 

(1) Ré um anel primo, 

(2) R não tem ideais nil, 

(3) Existe c6R não nilpotente tal que para todo ideal -

U~(O) de R, existe t(U) ~l tal que ct(U)6U. 

3,3 - LEMA - Seja Rum anel satisfazendo as hipóteses (1), 

(2), (3) acima. Se J(R) ~(O), então J(R) é um subanel de R 

que também satisfaz ã (1), (2), (3): 

Demonstração - (1) J(R) é um anel primo 

Suponhamos que aJ(R)b = (O) com a,bGJ(R) e suponha

mos que a~O. Então aJ(R) ~ (O) pois Ré primo e J(R) ~ (O). 

·Mas aJ(R) é ideal ã direita de R e como aJ(R)b = (O) vem que 

~ ~ 

b = O pois R e primo, Logo J(R) e primo. 

(2) J(R) não contém ideais nil 

Suponhamos que A~ (O) é um ideal nil de J(R). Como 

J(R) é primo, temos que J(R)AJ(R) ~ (O) e também é um ideal 

nil já que J(R)AJ(R)cA. Logo J(R)AJ(R) é ideal nil de R, o 

que não pode ocorrer já · que R não tem ideais nil. 
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(3) J(R) verifica a condição (3)

Como J(R) # (0) é i.deal de R, exi.ste tzl tal que
tal que d= c'GJ(R) . btostraremos que d esta nas condições de
(3)

Seja então A # (0) um ideal de J(R). Temos que

J(R)AJ(R) cA é um ideal não nulo de R. Logo existe k 2 l tal
ckeJ(R)AJ(R) . Temos então que dk : (ct)k : (ck)tGA

3.4 - LEMA - Seja R um anel primo como JCR) # (0) . Se J(R) é

comutativo então R é comutativa

Demonstracão - Sendo J(R) comutativo, temos que Z(J(R))=J(R)

Como. R é pri.mo; ZR(J(R))cZ(R) Crer demonstração de (2.13))

Temos então que J(R) : Z(J(R))cZR(J(R))cZ(R).Logo J(R)cZaR)
Se x,yeR e reJ(R), temos que (xy-yx)r=xyr-yxr. Cg

mo yr,rGJ(R) temos (xy-yx)r=yrx-yrx= 0. Logo (xy-yr)J(R) =

(0). Como R é pri.mo vem que xy = yx

Seja R um anel tal que: (*) dados x,yÉ;R, existe n=
=(x,y) 2 l com xnyn = ynxn

(1) R é primo

(2) R não tem ideais nil

(3) existe ceR não ni.lpotente tal que qualquer que seja

U# (0) ideal de R, exi.ste t(U) zl tal que ct(U)eU
(4) R ; J(R)

Por (3.1), (3.2), (3.3) e (3.4) temos que se pro-

varmos o teorema para aneis nestas condições então o teore-
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(3) J(R) verifica a condição (3) 

Como J (R) ;t. (O) é ideal de R, existe t;:;,: 1 tal que 

tal que d= c tEJ(R). M.ostraremos que d está nas condições de 

( 3) . 

Seja então A ;t. (O) um ideal de J( R). Temos que 

J(R)AJ(R) e A é um ideal não nulo de R. Logo existe k ~ l tal 

que ckEJ (R) AJ (R) . Temos então que dk = (e t) k = (ck) tEA. 

.. 
3.4 - LEMA - Seja Rum anel primo como J(R) ;t. (O). Se J(R) e 

comutativo então Ré comutativo. 

Demonstràção - Sendo J (R) comutativo, temos que Z (J (R)) =J (R). 

Como Ré primo; ZR(J(R))cZ(R) (ver demonstração de (2.13)). 

Temos então que J (R) = Z (J (R)) cZR (J (R)) cZ (R) • Logo J (R) cZ (R) . 

Se x, yER e rEJ (R) , temos que (xy-yx) r = xyr-yxr. Co 

mo yr, rEJ (R) temos (xy-yx) r = yrx-yrx = O. Logo (xy-yr) J (R) = 

= (O). Como R é primo vem que xy = yx. 

Seja Rum anel tal que: (*) dados x,yER, existe n= 

( n n n n = x, y) ~ 1 com x y = y x 

(1) R ê primo 

(2) R não tem ideais nil 

(3) existe cER não nilpotente tal que qualquer que seja 

U;t. (O) ideal de R, existe t(U) ~l tal que ct(U)EU 

( 4) R = J (R) • 

Por (3.1), (3.2), (3.3) e (3.4) temos que se pro

varmos o teorema para aneis nestas condições então o teore-
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ma estafa demonstl'ado em geral

aqui em diante R seta um anel que satisfaz (+)

(3) e (4)

3.5 - PROPOSIÇÃO - Se R não tem divã.sobes do zero então R é
comutativo

(1) , (2) ,

DemoBIÇlg:çêg - Suponhamos que R não seja comutatico. Então

existe xeR tal que .xÉZ(R) , e consequentemente, por (2.13) ,

xgT(R) . Então existe aeR tal que axm exma para todo mz l.Pg
la hipótese (+) temos que existe n 2 l tal que

(l+x)an(l+x)'lan : an(l+x)an(l+x)'l
e

(l+ax)an(l+ax)'lan = an(l+ax)an(l*ax)'l

Seja

(l+x)an(l+x)'l e a2 = (1+ax)an(l+ax)'lal
"VÕV

a. (I'x) : Cl+x)an (1)

a2(I'ax) : (l+ax) an (11)

)!ultiplicando (1) ã esquerda por a e subtraindo (11) temos

an(a-l): aal - a2 +(aal-a2a)x (111)

Como a, al' a2' a comutam com a , de (111) vemque

Caal-a2a)xan = an(aal-a2a)x

de onde vem que (aal-a2a) (xan-anx) = 0. Como xan #anxe R não
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ma estará demonstrado em geral. 

Daqui em diante R será um anel que satisfaz (*), 

(1), (2), (3) e (4). 

3.5 - PROPOSICÃO - Se R não tem divisores do zero então Ré 

comutativo. 

Demonstração - Suponhamos que R não seja comutatico. Então 

existe x€R tal que x~Z(R), e consequentemente, por (2.13), 

- rn rn x~T(R). Entao existe a6R tal que ax ~ x a para todo m ~ l .Pe 

la hipótese (*) temos que existe n ~ 1 tal que 

e 

Logo 

n -1 n n n -1 (l+x)a (l+x) a = a (l+x)a (l+x) 

n -1 n n n · -1 
(l+ax)a (l+ax) a = a (l+ax)a (l+ax) 

Seja 

n -1 n -1 
a

1 
= (l+x)a -(l+x) e a 2 = (l+ax)a (l+ax) 

a
1

(l+x) = (l+x)an 

a 2(l+ax) = (l+ax)an 

(I) 

(II) 

Multiplicando (I) i esquerda por a e subtraindo (II) temos: 

(III) 

Como a, a 1 , a 2 , an comutam com an, de (III) vem que 

n n · n n -
de onde vem que (aa1 -a 2a) (xa -a x) = O. Corno xa ~ a x e R nao 
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tem divisores do zero, temos aa. :aga
Então Cm) reduz-se ã

an(a-l) = aal - a2 = a2(a'l)J. Ú.l 6#

Como R=J(R), a-l é formalmente inversÍvel, logo

an=a2 =al' I'ías se al :an, temos xan=anx, o que é uma con-
tradição. H

Com isto o teorema esta demonstrado no caso em que

R não tem divisores do zero, podemos agora adicionar a hipg.
tese (5) R tem divisores do zero.

O próximo lema vale para anéis primos em geral

3.6 - LEMA - Se R é um anel primo que tem divisores do zero

não trivial.s, então R tem um elemento nilpotente nãotrivial

PÊnpag.iç2;p:çêg - Existem b,ceR, b,c # 0 tais que bc = 0; como R

é primo, temos que cRb # (0) . Logo existe reR tal que crb # 0;
se a =crb, temos R2 =0 e a# 0. ©

3=7 PROPOSIÇÃO - Se a2 =0, ap0, então aR é um ideal ã di
Feita ni]. de R.

PSj!!gB:g:Êrg:çgg - Seja x um elemento de R, vamos provar que o

elemento ax é nilpotente .

Pela hipótese (*) existe nzl tal que

([+a) (ax)n(].+a)'l e (ax)n

cometam.

Como a2 = 0, (1+a)'l ;l-a, donde vem que
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tem divisores do zero, temos aa 1 = a 2a. 

Então (III) reduz-se à 

n a (a-1) = aa - a = a 2 (a-l). 1 2 

Como R = J (R), a-1 ê formalmente inversível, logo 

n n n n -a = a 2 = a 1 • Mas se a 1 = a , temos xa = a x, o que e uma con-

tradição. a 
Com isto o teorema está demonstrado no caso em que 

R não tem divisores do zero, podemos agora adicionar a hip6 

tese (5) R tem divisores do zero. 

-o próximo lema vale para anéis primos em geral. 

3.6 - LEMA - Se Ré um anel primo que tem divisores do zero 

nao triviais, então R tem um elemento nilpotente não trivial. 

Demonstração - Existem b, cER, b, c ;;t O tais que bc = O; como R 

é primo, temos que cRb ~ (O). Logo existe rER tal que crb ;t, O; 

se a = crb, temos a 2 = O e a ;;l O. 

3.7 - PR0P0SICÃ0 - Se a 2 = O, a ;;l O, então aR é um ideal adi 

reita nil de R. 

Demonstração - Seja x um elemento de R, vamos provar que o 

eiemento ax é nilpotente. 

Pela hipótese (*) existe n ~ 1 tal que 

comutam. 

2 -1 Como a =O, (l+a) = 1-a, donde vem que: 
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(l+a)(ax)n(l-a) (ax)n : (ax)n(l*a) (ax)n(l-a)

Desenvolvendo ambos os produtos e cancelando segue que

Cax)2n : (ax)2n(l-a) e assim (ax)2na

Consequentemente (ax)2n+l : 0. H

3.8 - PROPOSIÇÃO - Todo divisor do zero em R é nilpotente.

Demonstração - Seja b um divisor do zero em R. Então existe

a em R não nulo tal que ab = 0

Sej am À = {xeRlxbm = 0 P

{xÉ;Rlbmx = 0 para algum mzl}

Temos que À é i.dual à direita de R e p é ideal ã es
querda de R

Queremos provar que existe t 2 l tal

ra isto provemos inicialmente que p = À.

Seja então rCX; como R=J(R), existe r'GR tal que

r+r'+r'r=0. ]«las rbm=0, logo r'rbm=0, o que implica que
r'b"' = 0, donde r'GÀ

Pela hipótese(+), existe nzl tal que

Cl+r)bmn(l+r')b':n = bmn(l+r)bmn(l+r')

Usando que rbm =r'bm= 0, obtemos que b2mn :b2mn(l+r'); logo

b2mnr' : 0 e rtep. Então b2mnr : 0 e rGp. DaÍ temos que Àcp.A

nalogamente provámos que pcÀ e temos p =À
Logo À é um ideal bilateral de R e

algumaara e

nuloe nao l pol.s
a€À
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n n n n (l+a) (ax) (1-a) (ax) = (ax) (l+a) (ax) (1-a). 

Desenvolvendo ambos os produtos e cancelando segue que 

2n+l Consequentemente (ax) = O. 

3.8 - PROPOSICÃO - Todo divisor do zero em Ré nilpotente. 

Demonstração - Seja bum divisor do zero em R. Então existe 

a em R não nulo tal que ab = O. 

Sejam À = {x6R I xbm = O para alguma m.~l} e 

p={x6Rlbmx=O para algum · m~l}. 

Temos que À é ideal à direi ta de R e p é ideal à es 

querda de R. 

t Queremos provar que existe t ~ 1 tal que b =O. Pa-

ra isto provemos inicialmente que p =À. 

Seja então r€À; como R = J(R), existe r' €R tal que 

r+ r'+r'r = O. Mas rbm = O, logo r'rbm = O, o que implica que 

r 'bm = O, donde r '6À. 

Pela hipótese (*), existe n ~ 1 tal que 

Usando que 

1-.2mn , _ 0 u r - e 

rbm=r'bm=O, obtemos que bZmn=bZmn(l+r'); lqgo 

- 2mn ..,. r' 8p. Entao b r = O e r6p. Dai temos que Àcp .A 

nalogamente provamos que pcÀ e temos p =À. 

Logo À é um ideal bilateral de Reé não nulo pois 
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Pela hipótese (3) existe cGR e kzl tal que
logo cKbt = 0, para algum t à l

Seja U = {xGR: cmx = 0 para algum m 2 1}. Do mesmo mo

do que provámos que À = p, provámos que U é i.deal de R.

Se U # (0), existe l 2 1, tal que clCU; logo cR'+r:0,

o que nao pode ocorrer jã que c não é nilpotente; logo U =

(0). Entretanto, breu, o que acarreta queb énilpotente. R

3.9 - PROPOSIÇÃO - Se R não for comutativo então R é liv

de torção

]!Ên9ag:çir4çgg - Sen(t) R não comutativo, R tem divisores do ze
ro e por (3.6) existe aeR, a #O com ãz =0.

Dado um elemento x em R, existe um inteiro kzl tal

que Cl+a)xk(l+a)-lxk=xk(l+a)xkCl+a)-l e como (l+a)'l : l-a,
obtemos que

re

ax2k . 2xkaxk

Também exi.ste um inteiro Ê > 1 tal que

(l-a)xl(]-a)'lxÊ: xl(]-a)xl(].-a)'l

Desta i.gualdade obtemos que:

ax2Ê - 2xlaxl' +x21a: xlaxla - ax2axt. (11).

Suponhamos agora que R não é li.vre de torção. En-

tão, como R é um anel primo, carR=p, onde p é. um numeroprl.
mo

2k k k k k+ a ax ax x ax a (1)

2 Zx ax a - ax ax

Vamos estudar inicialmente o cago em al} (-nTR #2
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Pela hipótese (3) existe c6R e k ~ 1 tal que k c 6À, 

logo ckb t = O, para algum t ~ 1. 

Seja U = {x6R: cmx = O para algum m ~ 1}. Do mesmo mo 

do que provamos que À = p, provamos que U é ideal de R. 

Se U ~ (O) , existe i ~ 1, tal que ci6U; logo ct+r =O, 

o que não pode ocorrer j â que e não é nilpotente; logo U = 

= (O). Entretanto, b tEU, o que acarreta que b é nilpotente. 1 

3.9 - PROPOSIÇÃO - Se R não for comutativo então R é livre 

de torção. 

Demonstração - Sendo R não comutativo, R tem divisores doze 

roe por (3.6) existe aER, a~o com a 2 =O. 

Dado um elemento x em R, existe um inteiro k~l tal 

que (l+a)xk(l+a)-lxk = xk(l+a)xk(l+a)-l e como (l+a)-l = 1-a, 

obtemos que 

Também existe um inteiro i ~ 1 tal que 

Desta igualdade obtemos que: 

ax21 - Zxiaxt + x 2 ta = i i t t x ax a - ax ax 

(I) 

(II)_ 

Suponhamos agora que R não é livre de torção. En

tão, como R é um anel primo, carR = p, . onde p é um número pri 

mo. 
Vamos estudar inicialmente o caso em que carR ~ 2. 
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Podemos encontrar um inteiro n > 1 tal que (1) e (11)

sejam verificadas simultaneamente (por exemplo, n = kt)

DaÍ, somando (1) e (11) obtemos que:

2 (ax2n.2xnaxn+x2na) : 0

Como cair # 2 vem que ax2n.2xnaxn+x2na : 0, isto é,

(axn.xna)xn = xn(axn.xna)

Usando (111) podemos provar por indução finita que

axmn . xmna : mxn(m-l) (axn.xna) , para todo inteiro m > 1.

Rias cair : p, logo axpn - xpna = pxn(p-l) (axn.xna) = 0.

Então axpn=xpna o que implica que aeT(R). Por (2.13) temos

que aeZ(R). Mas a ê nilpotente e o centro de um anel pri.mo

ou é (0) ou é um domínio de integridade. Logo carR=p # 2 não
'+ '+ .

e possível

Vamos então ver o que ocorre se carR= 2. De (1) vem
que

ax2k + x2ka : (a k )2 + (xka)2

Seja y =xk; então ay2 +y2a : (ay)2 + (ya)2. Multiplicando por

a ã esquerda e usando que a2 : 0 temos ay2a : aCya)2

Seja r 2 l um intei.ro tal que (l+a)yr(l+a)'l comuta

com y' , então temos que
2r 2r

ay + y 'a Cayr)2 + (yraj2, (lv)

(ayr) (ayr) a (v)
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Podemos encontrar um inteiro n 2>: 1 tal que (I) e (II) 

sej arn verificadas sirnul taneamente (por exemplo, n = ki). 

Daí, sornando (I) e (II) obtemos que: 

2n n n 2n 2(ax -2x ax +x a) = O. 

2n n n 2n . ~ Como carR ;,! 2 vem que ax -2x ax +x a = O, isto e, 

n n n n n n (ax -x a)x =· x (ax -x a) (III) 

Usando (III) podemos provar por indução finita que 

mn mn n(m-1) n n ax - x _a = mx (ax -x a) , para todo inteiro rn > 1. 

Mas carR = p, logo axpn - xpna = pxn (p-l) (axn-xnà.) = O. 
-

Então axpn=xpna o que implica que a8T(R). Por (2.13) ternos 

que a6Z(R). Mas a~ nilpotente ~ o centro de um anel primo 

ou é (O) ·ou é um domínio de integridade. Logo carR = p ;,! 2 não 

é possível. 

Vamos então ver o que ocorre se carR = 2. De (I) vem 

que 

2k + 2k ax x a k 2 k 2 = ( ax ) + (x a) . 

Seja y =xk; então ay 2 +y 2a = (ay) 2 + (ya) 2 • Multiplicando por 

- 2 2 2 a a esquerda e usando que a = O ternos ay a = a (ya) • 

S · 1 · t · t 1 (l+a) yr (l+a) -l t eJa r 2>: um 1n e1ro a que cornu a 

com yr, então ternos que 

(IV) 

logo 

2r r r ay a= (ay) (ay )a (V) . 
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Por (3.7) o ideal ã direita aR é nil, e então

(ay)' = 0 para algum m 2 l

boas usando (V) e .indução finita provámos que

Cay)' a = ay' a, para todo inteiro g zl

]n

Logo
,)m.]it

ay'. a = (ay)' a

De (V) e (VI) obtemos que

2m+l +y2n+la : (ay2m)2 + (y2ma)2 : 0,

e daÍ vem que ay2m+l :y2mtla. Como y=xk, temos que
2m+lk ..2m+lk

ax' '' : x' "a

Logo aeT(R) e consequentemente aeZ(R). Como a é nilpotente
e R é primo, temos novamente uma contradição. ©

Observemos que da demonstração acima, obtivemos também que

sendo R livre de torção, se a2 = 0 e xeR, então (axn-xna)xn=xn(axn-x a) ,
para algum inteiro n 2 1. Temos então o seguinte lema

Cvl)

.ã.:.}.g..=i..1lB11& - Seja a # 0 um elemento de R tal que az

tão, dado xeR, exi.ste um i.nteiro n zl tal que

(axn.xna)xn : xn(axn.xna)

En

3.11 - LEMA - Seja R um anel livre de 2-torção e sejam a,beR,

Suponhamos que a' =0 e que (ab-ba)b=b(ab-ba). Então para

qualquer n 2 3 , tem-se que

(a+b)n = bn + nbn'la + ---l.-- bn'2(ab-ba) + !1(9=..K-
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Por (3.7) o ideal à direita aR 
zm 

(ay) = O para algum m ~ 1. 

... 
e nil, 

Mas usando 

2t 
( ay) a = 

Logo 

(v) e _indução finita provamos 

.R, 

ay2 a, para todo inteiro .R. ~ 1. 

e então 

que 

zm zm 
ay . a = (ay) a = O. (VI) 

De (V) e (VI) obtemos que 

zm+l zm+l zm 2 zm 2 
ay + y a = (ay ) + (y a) · = O, 

2m+l 2m+l k 
e daí vem que ay = y a. Como y = x , temos que 

Logo a8T (R) e consequentemente a8Z (R). Como a é nilpotente 

e Ré primo, temos novamente uma contradição. D 

Observemos que da demonstração acima, obtivemos também que 
2 - nn nn nn sendo R livre de torcão, se a = O e xER, entao (ax -x a)x =x (ax -x a), 

para algum inteiro n ~ 1. Temos então o seguinte lema: 

2 3 .10 - LEMA - Seja a ;t O um elemento de R tal que a =O. En-

tão, dado xER, existe um inteiro n ~ 1 tal que 

3.11 - LE:MA - Seja R um anel livre de 2- torção e sejam a;bER. 

Suponhamos que 2 = o (ab-ba)b =b(ab-ba). Então a e que para 

qualquer n ~ 3, tem-se que 

(a+b)n = bn+nbn-la+n(n-1) bn-2(ab-ba) + n(n-1) (n-2) n-3 
2 6 b aba. 



48

Também temos que ababZ = bJaba para qualquer izl

!2sple3i.iÇ.=asgg - A demonstração da primeira parte deste lema
segue por indução sobre n.

Se (ab-ba)b :b(ab-ba) então ab2 +b2a:2bab, logo

ab'a=2abab e abza=2baba. Como car R#2, gaba)b = bCaba),
donde segue que (aba)bz:bJ (aba) para todo izl. H

Podemos agora concluir a demonstração do teorema

Suponhamos então que R não seja comutativo. Temos

então a seguinte situação: R é primo, livre de torção, sem

ideais nil, tem vivi.fores do zero e todos seus di.vigores do

zero são nilpotentes. Além disto, por (3.10) se a # 0 e a2:0,
dado xeR, existe um inteiro nzl tal que

(axn.xna)xn ; xn(axn.xna)

provar que tudo isto nos leva a uma contradição.
Queremos provar que dado xÉ;R e aZ =0, então axr

; 'a para algum r à ].

Se x é um di.visor do zero, então x é ni.lpotente,lo
go xr = 0 para algum r 2 l e axr : xra

Suponhamos então que x não é divisor do zero. En-

tão, para a]gum n 2 ]. temos (axn-xna)xn =xn(axn.xna)
Seja b=xn. Pela hipótese (*), existe um .inteiro

mz l tal que (a+b)mbm=bm(a+b)m. Podemos tomar mz3

Por (3 . 11) temos

(a+b)m = bm + mbm'la + ----2.-- bm'2 (ab-ba) + !il1111:là.Ú1:2) bm-3aba.

Vamos
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Também temos que abab 1 i = b aba para qualquer i ~ 1. 

Demonstração - A demonstração da primeira parte deste lema 

segue por indução sobre n. 

Se (ab-ba)b=b(ab-ba) então ab 2 +b 2a=2bab, logo 
2 2 ab a= 2abab e ab a= 2baba. Como car R ~ 2, (aba)b = b(aba), 

donde segue que (aba) bi = bi (aba) para todo i?: 1. li 

Podemos agora concluir a demonstração do teorema: 

Suponhamos então que R não seja comutativo. Temo~ 
então a seguinte situação: Ré primo, livre de torção, sem 

ideais nil, tem divisores do zero e todos seus divisores do 
zero . 2 são nilpotentes. Além disto, por (3 .10) se a ~ O e a =O, 

dado xER, existe um inteiro n -?: 1 tal que 

Vamos provar que tudo isto nos leva a uma contradição. 

Queremos provar que dado xER e a 2 = O, então axr = 
r 

= x a para algum r ?: l. 

Se x é um divisor do zero, então x é nilpotente,lo 
go xr = O para algurn -r?: 1 e axr = xra. 

Suponhamos então que x não é divisor do zero. En-

tao, n n n n n para algum n ?: 1 temos ( axn-x a) x = x (ax -x a) . 

Seja b = xn. Pela hipótese (*), existe · um . inteiro 
m?: 1 tal que (a+b)mbm = bm(a+b)m. Podemos tomar m?: 3. 

Por (3.11) temos 

(a+b)m = bm+mbm-la+m(~-1) bm-2(ab-ba) +m(m-ll (m-2) bm-3aba. 
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Temos que bm, bm'2Cab-ba) e bm'3aba comutar com b

e consequentemente com bm e também (a+b)n comuta com bm. Lg.
mbm'la comuta com bm e então mbm'labm:bmCmbm'la). DaÍ

mbm'l(abm-bma) = 0.

Como R é livre de torção e b =xn não é divisor do
mn mn

z ero , temo s ax'"'' = x""a

Logo a comuta com uma potênci.a de cada elemento de

R e então aeT(R). Como R não tem ideais nil, aeZ(R). Mas a

é nilpotente e um anel primo não tem nilpotentes centrais

Esta contradição demonstra o Teorema. ©

3.12 - OBSERVACÃO - Em 1970 A.].Lihtman [12] demonstrou o se

gui.nte Teorema
''Se R é um anel sem i.duais nil e é radical sobre um
subanel comutativo então R é comutativo.''

O Teorema de Lihtman, é claramente um caso particU

].ar do resultado que demonstramos. De fato: Se R é radical

sobre um subanel comutativo A de R, então dados x,yGR, exi.g
tem n =n(x) 2 l e m=n(y) > 1 tais que xnÉ;A e ymeA. Logo xnym=

mxn. Se R não tem ideal.s ni.l, então R é comutativo.

Utilizando os Teoremas (2.13) e CI.2) podemos tam-

bém demonstrar o Teorema de Lihtman.

Seja R radical sobre um subanel comutativo A, e $.g

donde se conclui que AcT (R)
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Temos que bm, bm-Z (ab-ba) e bm- 3aba comutam com b 

e consequentemente com bm e também (a+b)m comuta com bm. Lo 

brn-1 bm - bm-1 bm bm( bm-1) D~ go rn a comuta com e entao m a = rn a . ai 

· vem que rnbm-l(abm-bma) = O. 

Como R é livre de torção e b = xn nao é divisor do 

zero, 

Logo a comuta com uma potência de cada elemento de 

R e então a6T(R). Como R não tem ideais nil, a6Z(R). Mas a 

-e nilpotente e um anel primo nao tem nilpotentes centrais. 

Esta contradição demonstra o Teorema. ~ 

3.12 - OBSERVAÇÃO - Em 1970 A.I.Lihtman [12] demonstrouose 

guinte Teorema: 

"Se Ré um anel sem ideais nil e é radical sobre um 

subanel comutativo então Ré comutativo." 

O Teorema de Lihtman, ê claramente um caso particu 

lar do resultado que demonstramos. De fato: Se Ré radical 

sobre um subanel comutativo A de R, então dados x,y6R, exi~ 

tem n = n (x) :?: 1 e m =rn(y) ~ 1 tais que xn6A e ym6A. Logo xnym= 

=yrnxn. Se R não tem ideais nil, então Ré comutativo. 

Utilizando os Teoremas (2.13) e (1.2) podemos tam

bém demonstrar o Teorema de Lihtman. 

Seja R radical sobre um subanel comutativ6 A, e se 

n n n 
j am a6A e x6R. Existe n = n (x) ~ 1 tal que x 6A; logo a..x = x a, 

donde se conclui que AcT(R). 
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Como R não tem ideais nil, vem que T(R) ;Z(R) e ep:

tão AcZ(R) . Temos então que R é radical sobre seu centro e

pelo Teorema (1.2) , R ê comutativo. 8

$2 - ANÉIS RADICAIS SOBRE SUBANÊIS

O Teorema de Lihtman, nos diz que se um anel R éra
dical sobre um subanel comutativa A e se R não tem ideais

nil, então R 6 comutativo

Estes fatos nos motivam a estudar quais as proprig.
dades de A são propriedades de R, quando soubermos que R 8
r adica]. sobre A

O teorema que aqui apresentaremos foi demonstrado

por B. Felzens\ralb, uti.lizando o Teorema C2.12)
Vamos provar que "óe. R êl um ane,C .6cm Zdea,ü rLél.ê e R /tadZ-

ca,C óobte üü]] óubalteC A que }zão .tem eZlel?iePz;Ca.ó }z,éZpaZozZm, ei'üão R }tãa

,Cür7í eZanat,Ü.ó tz,€1,epOZeJ'Úa". Começaremos com o seguinte teorema

11.1j$ .!.:CORE!!A - Seja R um anel tal que R é radical sobreum

subanel A. Se A não tem ideal.s à direita nil, entãoN(R) coB
tém todo ideal lateral ni.l de R

Demonstracão - Observemos que ií-ilà} é radic.al sobre 4ÉitgJ-,
desde que R ê A-radical

boas 4l;?t(R) : A = A jã que AnN(R) é i.dual ni.l
de A e portanto AnN(R) = (0)

. l\ # . . .
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Como R nao tem i deais nil, vem que T(R) =Z(R) e e~ 

tão Ac:.Z (R) . Temos então que R ê radical sobre seu centro e 

pelo Teorema (1.2), Ré comutativo. D 

§2 - ANÉIS RADICAIS SOBRE SUBANÉIS 

O Teorema de Lihtman, nos diz que se um anel Rê ra 

dical sobre um subanel comutativo A e se R nao tem ideais 

nil, então Ré comutativo. 

Estes fatos nos motivam a estudar quais as proprie 

dades de A são propriedades de R, quando soubermos que R é 

radical . sobre A. 

O teorema que aqui apresentaremos foi demonstrado 

por B. Felzenswalb, utilizando o Teorema (2.12). 

Vamos provar que 11.õe. R é um a.ne.l .6e.m ide.oÁ/2 n,U. e. R Jc..a.d,l

c.a...e. .6ob11.e. um .6ttba.ne.l A que nã.o .:tem ete.me.n.:to.6 n.,U.po.:te.n.:tu, e.n.:tão R nã.o 

.te.m de.me.n..:to.6 rúl.po.te.n-tu". Começaremos com o seguinte teorema: 

3 .13 - TEOREMA - Seja R um anel tal que R é radical sobre um 

subanel A. Se A não tem ideais à direi ta nil, então N(R) con 

têm todo ideal lateral nil de R. 

R Demonstração - Observemos que ITTRT e radical sobre A+N(R) 
N(R) ' 

desde que Ré A-radical. 

M A+N(R) A A .- AnN (R) - ideal nil as N(R) = AnN(R) - Jª que e 

de A e portanto AnN(R) = ( O) • 

R - d" 1 Logo N(R) era ica sobre A. Com isto, podemos re-
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duzir ao caso em que R não tem ideais nil, isto é, que N(R)

(0)

(i) Vamos provar o teorema inicialmente no caso em que

R é livre de 2-torção.

Suponhamos que p # (0) é ideal ã direita nil de R

Afirmamos que existe xCp, com xk :0, xk-l #O e k z6. De fa-

to, se x' =0 para todo xCp, pelo Teorema de Levitzki, R te-

ria um ideal nilpotente não trivial, o que não pode ocorrer

já que R não tem ideais nil. , k-l~

se k é impar, 2 zk logo lllsj;l
r k-2\3

Se k é par, 2, 2 k e lx 2 la : o.
k-l

Tomando y =x 2 no caso em que k é impar e y:x 2

no caso em que k é par, temos y3 :o e y2 #O (pois xk-l#0) e
yep. Dado um elemento r em R, sempre podemos encontrar umip:

tenro n tal que

(1) inCA

(2) (1+y)rn(l+y)'l : ((l+y)r(l+y)'l)neA
(3) Cl-y) xnCl-y) 'leA
(4) (1+y) 'lrn(l+y) GA

(5) (1-y)'lrn(l .y) CA

= C , vem que (l+y) 'J. a-;') -l' : l *

+y +y

Desenvolvendo (2) e (3) e somando. obtemos aue
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-duzir ao caso em que R nao tem ideais nil, isto e, que N(R) = 

= ( O) • 

(i) Vamos provar o teorema inicialmente no caso em que 

Ré livre de 2-torção. 

Suponhamos que p ;t (O) ê ideal à direi ta nil de R. 

· k k-1 Afirmamos que existe xEp, com x =O, x ;t O e k 2': 6. De fa-
5 to, se x =O para todo x8p, pelo Teorema de Levitzki, R te-

ria um ideal nilpotente nao trivial, o que nao pode ocorrer 

jâ que R não tem ideais nil. 

Se k ê impar, 3 Ck;l) 2>:k 

Se k e par, 

Tomando y = x 

3(k-2) 
2. 

k-1 
-2-

k-2 -z
no caso em que k ê impar e y = x 

3 2 k-1 no caso em que k é par, temos y = o e y ;t O (pois x ;tQ) e 

y6p. Dado um elemento r em R, sempre podemos encontrar um in 

teiro n tal que: 

(1) rnEA 

(2) (l+y) rn(l+y)-l = ( (l+y)r(l+y)-l)nEA 

(3) (l-y)xn(l-y)- 1EA 

(4) (l+y)-lrn(l+y)EA 

( 5 ) ( 1 -y) - 1 r n ( 1 -y) EA . 

3 1 2 . 1 Como y =O, vem que (l+y)- =1-y+y e (1-y)- =l + 
2 

+y + y • 

Desenvolvendo (2) e (3) e somando, obtemos que 
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2rn + 2rny2 .2yrnyGA;

como r eA, temos 2(rny-yrn)yeAnRy

Mas Ry é um ideal à esquerda nil de R (pois yCp ep

ê ideal 'à direita nil de R) . Logo AnRy é ideal ãesquerdanil
de A e então AnRy = (0)

Consequentemente 2(r':y-yr")y = (0)

Analogamente, de (1), (4) , (5) vem que

2y(-rny+y rn) CAnyR = (0)

Logo temos que rny2 :yrny :y2rn, jã que R é livre
de 2-torção

Então, dado r arbitrário em R, encontramos nzl tal

y2rn :rny2, o que implica que y2€T(R). Como R não tem
ideais nil, vem que y'eZ(R) (por 2.13)

Mas sendo y' ni]potente e centra], yz gera um i(leal
nil de R, o que não é possível jã que R não tem ideais nil

Logo p : (0)

(i.i) Suponhamos agora que 2R = (0) . Seja p # (0) ideal ã di

Feita nil de R. Racioci.nando do mesmo modo que (i) podemos

encontrar xGp tal que x' =0 e xó #O. Dado aÉ;A, seja nzl. tal
Que

(1) (1+x) anCl+x) 'lGA
(2) (1+x) 'lan(l+x) CA

( 3) (1+x2)an(l+x2) -1É;A
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n n 2 n 2r + 2r y - 2yr yGA; 

n n n como r EA, temos 2(r y-yr )yEAnRy. 

Mas Ry é. um ideal à esquerda nil de R (pois yGp e p 

ê ideal à direita nil de R). Logo AnRy é ideal à esquerda nil 

de A e então AnRy =(O). 

Consequentemente 2(rny-yrn)y =(O). 

Analogamente, de (1), (4), (5) vem que 

n n 2y(-r y+y r )EAnyR = (O). 

L n 2 n 2 n .- -ogo temos que r y = yr y = y r , J a que R e 

de 2-torção. 

livre 

Então, dador arbitrário em R, encontramos n:2:l tal 
2 n n 2 2 que y r = r y , o que implica que y ET(R). Como R nao tem 

ideais nil, vem que y 2ez (R) (por 2.13). 

2 · 2 Mas sendo y nilpotente e central, y gera um ideal 

n il de R, o que não é possível já que R não tem ideais nil. 

Logo p = (O) • 

(ii) Suponhamos agora que 2R =(O). Seja p :t (O) ideal à d_i 

reita nil de R. Raciocinando do mesmo modo que (i) podemos 

encontrar x8p tal que x 3 
= O e x 2 

:t O. Dado aEA, seJ a n:2:l_ tal 

que: 

n -1 · 
(1) (l+x)a (l+x) EA 

(2) (l+x)-lan(l+x)EA 

(3) (l+x 2)an(l+x2)-1EA. 
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Notemos que como x2 +x2 :0 e x3 :0 então (l+x2)-1 : 1 + x2

Desenvolvendo (1), (2) e (3) e somando, obtemos

an + xanx2 + x2anx + x2anx2GA

Como anCA, temos que al =xanx2 +x2anx +x2anx2€A. Entretanto

alem, também, jã que xÉ;p

Logo alGAnp'(0) jã que Anp é ideal ã direi.ta nil de A
Date vem que 0 =xal =x2anx2, e de (3) vem que

anx2 + x2aneA.

Seja beA e seja c = (x2an+anx2)b. Então x2c :0

1.1as cCA, e pelo que provámos acima, existe m zltal

cmx2+x2cmCA. Logo cmx2GA, jã que x2c:0. Então temos

cmx2CAnRx : (0) , pois AnRx.:Anp = (0)

Mas cm+l :cm(x2an+an x2)b :cmanx2bGRx2b. Agora,

Rx2b é ideal à esquerda nil de R; logo cm+l é nilpotente

que i.mplica que c é nilpotente

Como b é um elemento qualquer de A, temos que
(x2an+anx2)A ê i.deal ã direita ni.l de A. Mas A não temide

ã direi.ta ni.l, logo temos que x2an :anx2

Do fato de R ser A-radical, temos que dado rCR, e-

xiste t zl tal que ruGA. Pelo que provámos acima, temos que

2rtn :x2rtn para algum n zl; logo x2eT(R) e portanto
x'eZ(R) , pois R não tem ideais nil

Novamente, como R não tem ideais nil, obtemos

lemento nilpotente em Z(R) é uma contradi.ção. H

0

ais

eum
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2 2 O 3 O - (l+x2)-l Notemos que como x + x = e x = entao = 1 + 
2 

X • 

Desenvolvendo (1), (2) e (3) e somando, obtemos 

n n 2 2 n 2 n 2 a + xa x + x a x + x a x GA. 

n n2 2n 2n2 Como a EA, temos que a
1 

= xa x + x a x + x a x 8A. Entretanto 

a 1Ep, também, já que xEp. 

Logo a
1GAnp c:(O) já que Anp ê ideal à direi ta nil de A. 

Daí vem que O 2 n 2 = xa1 = x a x , e de ( 3) vem que 

n 2 2 n a x + x a EA. 

2 n n 2 2 Seja bEA e seja e= (x a +a x )b. Então x c =O. 

Mas c8A, e pelo que provamos acima, existe m e:': 1 tal 

m 2 2 m m 2,., . - 2 0 E -que c x + x c EA. Logo c x r:;A, Ja que x c = • ntao temos 
· m 2 

que c x EAnRx =(O), pois AnRx cAnp = (O) . 

rn+l m 2 n n 2 m n 2 2 · Mas c =e (x a +a x )b =c a x bERx b. Agora, 
2 . - - rn+l -Rx b e ideal a esquerda nil de R; logo c e nilpotente o 

que implica que c é nilpotente. 

Corno b é um elemento qualquer de A, ternos que 
2 n n 2 -(x a +a x ) A e ideal à direi ta nil de A. Mas A não tem ideais 

- . 2 n n 2 a direi ta nil, logo temos que x a = a x . 

Do fato de R ser A-radical, ternos que dado r8R, e
t xiste t ~l tal quer EA. Pelo que provamos acima, temos que 

2 tn 2 tn 2 ( ) x r = x r para algum n e:': 1; logo x ET R e portanto 
2 x 8Z(R), pois R não tem ideais nil. 

Novamente, como R nao tem ideais nil, obtemos um e-

lemento nilpotente em Z(R) ê urna contradição. O 
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Com isto, podemos agora provar o seguinte teorema

3:14 - TEOREMA - Seja R um anel sem ideais nil que é radi-

cal sobre um subanel A. Se A não tem elementos nilpotentes,

então R não tem elementos nilpotentes.

Pç!!!g!!ailraçag - Vamos provar que se existisse xGR ni.lpotente,
então R teria um ideal ã direita nil

Seja então xeR, x #O nilpotente e seja n um intei-

ro positivo tal que xn :0 e xn-l #O. Toman.do a =xn'l; é clZ
ro que a' = 0

Dado um elemento r em R existe n zl tal que (ary'GA

e (l+a)(ar)n(l-a)eA. Daí decorre que (ar)nada.
n '/

Chamando b = (ary'a, temos que b' =0 e consequente-

mente b =0, já que A não tem elementos nilpotentes.

Logo (ar)nar = (ar)n+l :0, o que implica que aR é .{
dual ã direita nil de R

Como A não tem elementos nilpotentes , A não tem i-

deais ã direi-ta nil, logo, por (3.13), aRcN(R). Como N(R)

= (0) temos que aR = (0)

Se considerarmos p :Za + aR =Za temos que p é um i

leal ã direita nil de R; novamente por (3.13) , pcN(R) = (0)

DaÍ vem que a =0, o que é uma contradição

Consequentemente R não tem elementos nilpotentes
Bnão nulos

D
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Com isto, podemos agora provar o seguinte teorema: 

3.14 - TEOREMA - Seja Rum anel sem ideais nil que é radi

cal sobre um subanel A. Se A não tem elementos nilpotentes, 

então R não tem elementos nilpotentes. 

Demonstração - Vamos provar que se existisse x8R nilpotente, 

então R teria um ideal à direita nil. 

Seja então x8R, x ;t O nilpotente e seja n um intei-

n n-1 n-1 -ro positivo tal que x = O e x ;t O. Tomando a= x ; e ela 
2 ro que a =O. 

Dado um elemento r em R existe n ~ 1 tal que (ar)n8A 

e (l+a)(ar)n(l-a)EA. Daí decorre que (ar)naEA. 

Chamando b = (ar) na, temos que b 2 = O e consequente

mente b =O, já que A não tem elementos nilpotentes. 

n n+l -Logo (ar) ar = (ar) =O, o que implica que aR e i 

dea l à direita nil de R, 

Como A não tem elementos nilpotentes, A não temi

de ais à direita nil, logo, por (3.13), aRcN(R). Corno N(R) = 

= (O) temos que aR =(O). 

Se considerarmos p =Za+aR =la temos quepe um i

deal à direita nil de R; novamente por (3.13), pcN(R) = (O). 

Daí vem que a =O, o que é urna contradição. 

Consequentemente R não tem elementos nilpotentes 

não nulos. 1 

- D -
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