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INTRODUCAOQ

Consideraremos pre-requisito para a leitura deste texto
um certo conhecimento dos fatos basicos da topologia geral e
da teoria dos espacos localmente convexos.

Invocaremos, vez por outra, as varias formas do teorema
de Hahn-Banach, bem como os teoremas de Eberlein, Tychonov,
Zorn e alguns outros. Admitiremos tambem, alguns fatos basi-
cos envolvendo sequencias generalizadas ("nets").

0s simbolos R, €, N serao usados para o corpo dos nume-
ros reais, o corpo dos numeros complexos e o conjunto dos nu
meros naturais, respectivamente. R e C terao sempre a topolo
gia usual.

Espagos vetoriais serao denotados por X ou Y e seus ele
mentos por x, y, z, etc. Funcionais lineares serao normalmen
te indicados por x', y', z', etc. 0 espaco vetorial de todos
os funcionais lineares definidos em X sera chamado dual alge
brico de X e denotado por X*. Se em X consideramos alguma to
pologia e queremos nos referir ao subespaco de X* formado pe
Tos funcionais continuos, escrevemos X'. X' sera chamado du
al topologico de X.

Assim, por exemplo, X'* significa o espaco dos funciona
is lineares sobre o espaco dos funcionais lineares continuos

em X.

Se X e um espaco localmente convexo, entao chamaremos



de topologia fraca em X a topologia menos fina que permite a
continuidade dos funcionais x'eX'. A topologia forte em X' &
a topologia da convergencia uniforme sobre os limitados de X,
ou, quando X e normado, a topologia dada pela norma habitual
Xl = sup[x"(x)], x'ex".

[ x]] <1

Consideraremos, exceto em (3.4), apenas espacos vetori-
ais reais, pois julgamos que € neste contexto que se tem as
melhores aplicacoes dos resultados que obteremos. Se queremos
saber como se comportam os espag¢os complexos sob tais pontos
de vista, basta em geral, considerar sua estrutura real sub-
Jjacente.

Se A e um subconjunto do espaco localmente convexo X,
indicaremos por coA a envoltoria convexa de A, isto e, o me-
nor subconjunto convexo de X que contem A. Por ToA, entende-
remos a envoltoria convexa fechada de A, ou seja, o menor con
vexo fechado de X que contem A. Sabe-se que TOA & o fecho de
coA em X.

Agradecemos ao Prof. Dr. J8rg Blatter pela sugestao do

tema deste trabalho, bem como pela dedicada orientacao.

Sao Paulo, novembro de 1978.

Ruy Exel Filho
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1.PROXIMINALIDADE

Consideremos um espago vetorial normadé X. Se A e um sub
conjunto de X e xeX, definimos a distancia entre x e A como
sendo o numero real

dist(x,A)=inf]| x-al| .

aeh

Se A denota o fecho de A em X, entao @ claro que xeh im-
plica que dist(x,A)=0 e, reciprocamente, se dist(x,A)=0, en-
tdo xeA.

Se, para xeX, existe aeA tal que |[|x-al| =dist(x,A), dize-
mos que a & uma aproximacao otima de x em A.

Um subconjunto que tem uma aproximacao otima de cada ele
mentc de X chama-se proximinal.

E obvio que todo subconjunto proximinal & fechado.

Vejamos alguns exemplos.

1.1 Exemplo. Seja H um espaco de Hilbert e C um subconjunto con

vexo e fechado de H; entao C e proximinal. De fato, se xeH,po
demos tomar uma sequencia {yn}nem de pontos de C tal que

v11m||yn~x||=dist(x,C)=d.

n—)-CO

Pela Tei do paralelogramo obtemos

Hyn-ym”2 =I|(yn"X)-(ym~x)|F =

2(Ihy =<1+l y=xIP )=l y -xvy -xI* =

o2 Wl vl 1 o2
2(Iy = #11 y=xIP )-4ll 5y +y ) -xIP
Observando que C & convexo temos que %(yn+ym)ec e, por-

tanto, || 1(y_+y )-x|| >d; assim,
'? n mn =



.

1YY lP <200y, =xI 11y, -x|P)-ad2.

Como ;ig Hyn—x||=d, concluimos que {y then © uma sequen
cia de Cauchy. Se y & o limite de {yn}nem » entao yeC, pois C
e fechado e & claro que lly-x|| =ds assim, y & uma aproximagdo o
tima de x em C.

Sabe-se ainda que y € Unico nestas condicoes. Para ver
isto, notemos que, se y e y sio aproximagoes otimas de x em C,

entao a sequéncia y,y,y,V,... esti nas condicoes da sequéncia

{y }

o mie I tomada acima e, portanto, & de Cauchy; dai y=y.

E possivel provar que, se Y & um subespaco fechado de H,
entao a fungdo que a cada xeH associa a (unica) aproximacao 0
tima, y, de x em Y & uma projecao linear contrativa.

Uma maneira bastante simples de se obter y & dada pela
expressao:

y=Z<x,e1>e

iel T

onde {ei}iel e uma base ortonormal qualger de Y.

Com isto podemos, por exemplo, determinar a melhor apro-
ximagao de feLz[-ﬂ,w 1 por elementos do subespaco Y gerado pe
Tas funcgoes {cos(nx),sen(nx):oiniN}; sabemos que {1, COSX,

cos(2x),...,cos(Nx), senx, sen(2x),...,sen(Nx)} & uma base or

togonal de Y: portanto, a aproximacao otima de f &

N
<f,1> + {<f,cos(nt{> s(nx) + <f,sen(nt)> sen(nx)}=
11 11%n=1"]lcos(nt)]|? lIsen(nt)]|?
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1 [T (t)de +

— l{fﬂf(t)cos(nt)dt}cos(nx) +
2m n m

T -

nes— =

% 4
Y ~{/Tf(t)sen(nt)dt}sen(nx),
n=lg "

que e exatamente a reduzida de ordem N da série de Fourier

de f.

1.2 Exemplo. Suponhamos que, dada uma funcao real continua
f, definida no intervalo [-1,1], queremos encontrar um po
linomio p de grau ndo maior que um certo N, prefixado, de
modo que o erro cometido ao tomar-se p(x) no Tugar de f(x)
seja o menor possivel,

Consideremos o espago C(L-1,11) formado pelas funcoes
reais continuas em L-1,17 com a norma do supremo. Reformu
lando o problema acima, queremos, de fato, uma aproximacao
otima de f por elementos do subespaco PN, formado pelos
polinomios de grau menor ou igual a N.

Veremos (prop.(1.4) adiante) que subespacos de di-
mensao finita sao sempre proximinais. Com isto podemos ga
rantir que existe ao menos uma aproximacao otima de f em
Py E possivel provar-se também que tal aproximacdo e Uni
ca L13, pag.111.

E claro que quanto maior for o numero N, melhor sera
a precisao de nossa estimativa. Desta forma, antes de pro
curar o polinomio que_me1hof aproxima f, & conveniente sa
ber qual sera o erro que cometeremos para cada N escolhi-

do.



0 erro, isto e, o valor dist(f,PN) pode ser computado

pela formula [13, pag.287:

dist(f,P,)= sup LI (FaXqneeesXy.n)ls
>N - 1 N+2
12X <Xp < o <Xy 0 &
onde
f(x]) f(xg) f(XNI—Z)
1 1 1
X1 X Xy42
N N N
*1 *2 “N+2
J(f,x],...,xN+2) -
1 -1 (-1)
1 1 1
: 1 X2 “N+2
N N N

Considere o problema de encontrar a melhor aproxima-
¢ao de x" por polindmios de Py em L-1,11.

Isto e evidentemente equivalente a encontrar, dentre
0os polinomios de grau n com coeficiente dominante igual a
1, aquele com menor norma.

Por um teorema de Chebyshev [13, pag.9] tal polino -

mio e dado por:

1 -
-1 cos(n arc ;osx),
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E possivel verificar que
(x+/xZ=T)"+ (x-/x2=7)"
2

cos(n arc cosx)=

Nesta expressdo, as poténcias Tmpares de yx?-1 cance
lam-se, de modo que cos(n arc cosx) &, de fato, um polino
mio de grau n em x que tem por coeficiente dominante 2”“1

0s polinomios Tn= cos(n arc cosx) sao chamados poli-
nomios de Chebyshev do primeiro tipo.

Consideremos agora o problema de encontrar aproxima-
¢oes por polinomios no espaco L][—1,13.

Sabe-se (ainda pela prop.(1.4) adiante) que se
feL][—1,13, entao para NelN , dado, existe um polinomio p
em PN tal que

I£-pll =f_qlf-pl= inf [ _1[f-ql= dist(f,P

quN
Se f & continua, podemos garantir a unicidade do po-

N)'

Tinomio p nas condigoes acima; em caso contrario, esta a-
firmacao nao e em geral, valida L13, pag.571.
Seja nelN dado; qual seria entao a melhor aproxima -

cao de x" em P com respeito a norma de L][-1,13?

n-1
A resposta a esta pergunta e dada pelos polinomios

1 sy
Unﬁﬁ?TTn+} ’

chamados polinomios de Chebyshev do sequndo tipo L1,pag.871
Sabe-se que os polinomios unitarios ln Un minimizam

2
o valor da integral

1 n, . fi=]
[.q Ix tag qx0 h...tagxdag|dx, aceR .
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Seque-se, portanto, que o polinomio x"- L

- U e a uni
ca aproximacao otima de x em Ph.y relativamente a norma

de L,L-1,17.

1
Nao se tem, ate hoje, uma teoria geral sobre aproxima-
coes otimas, de sorte que em cada caso precisamos usar fer-
ramentas particulares para procurar aproximacoes otimas ou
para determinar se tais aproximagoes sao unicas.
Falando de unicidade, talvez o resultado mais geral que
temos e o seguinte:

1.3 Proposicao. Seja X um espaco normado. Uma condiciao ne-

cessaria e suficiente para que todo ponto em X tenha no ma-
ximo uma aproximacao otima em cada convexo de X & que X se-
ja estritamente convexo.

Demonstracao. Suponhamos X estritamente convexo e seja C um

convexo em X. Para xeX, admitamos que existam c],czeC, apro
ximagoes otimas, distintas, de x em C. Nestas condicoes, te
riamos, obrigatoriamente dist(x,C)>0.

Assim, como X e estritamente convexo e, como

Hx—c]H = |h-c2||= dist(x,C),
viria
1 1 s
H—(x—c1)+~(x~c2)H < dist(x,C),
2 Va ' 1
que e um absurdo pois, sendo C convexo, temos que —(c]+c2)eC

2
e, portanto,|lx—l(c]-c2)H >dist(x,C).
2

Reciprocamente, se X tem a propriedade de unicidade de
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aproximagoes otimas em convexos, entao, dados X1sX,eX com
X,1#%, e|] x4/l =l| x5 || =1, mostraremos que Hl(x +x,) ] <1. Su
1772 1 2 9 1 72 s
ponhamos o contrario, isto é,||l(x]+x2)||;1.
2

Para aelR, temos:

il

(1~2a)x1+2al(x.+x

i) ax2+(1-a)x1 | 2)

<3 1
ii) ax2+(1~a)x] = (2an1)x2+(2-2a)5(x1+x2)
Aplicando a desigualdade triangular em (i), com 4 < o
2
< T, vem
' 1
I oxgr(T=adxg Il 2l o Gqrxp) 1= 10-2 @)yl 2
> |2a|-]|1-2a] =20~ (20~1)=1
Fazendo o mesmo com (ii), para O;ail , temos
2
1
laxgt(1-a)xy 11 2l (2260 O ) L= 1 2oyl 2
>]2-20|~|2a-1]=2-20-(1-20)=1
Ainda, para O<a<l, vale
llax2+(1-a)x1|[;1
Concluimos, portanto, que llax2+(1-a)x]ll:1 para 0<a<l.

Isto diz que, no convexo {ax2+(1-a)xT:0§ai1}, todos os pon-
tos sao aproximagoes otimas da origem, contrariando as hipo
teses assumidas scbre X.

Estaremos, daqui em diante, mais interessados na exis-
tencia que na unicidade de aproximacoes otimas. Um primeiro
resultado nesta direcao, que tem interessantes aplicagoes |,

€ nosso proximo passo. (veja (1.2))

1.4 Proposicao. Se X e um espaco normado e Y ¢ X & um subes

paco de dimensao finita, entao Y @ proximinal.



-8

Demonstragao. Tomemos xeX e procuremos uma aproximacao oti-

ma de x em Y. Para isto, seja {yn}nem uma sequencia de pon
tos de Y tal que

]1me—ynl|=dist (x,Y)

n-»co
Comol[ynlﬁﬂx-ynH+ [Ix|| 5 concluimos que a sequencia
- - . d .
¥y ey © limitada
Sabemos que, em um espago de dimensao finita, toda se
quencia limitada admite uma subsequéencia convergente. Seja,
portanto, {yn }keIN uma subsequencia convergente extraida
ny !
de e yeY seu limite.
{yn}ne]N Yy u i e

Temos

| x-yl| =1im Hx~yn [| =dist(x,Y)
ko0 k

Assim, y e uma aproximagao otima de x em Y.
Nao e verdade que subespagos fechados sao sempre pro
ximais. Yejamos um exemplo.

1.5 Exemplo. Consideremos o espaco vetorial C(LO,131) for-

mado pelas funcgoes reais continuas definidas em LO,11.

Seja x' o funcional linear em C(L0O,11) definido por

1/2 1
x'(f)=[ f(t)dt—j f(t)dt; fe €(L0,11)
0 /2
E claro que, para feC(L0,11), temos
1/2 1
PG IER I R TOETIRT] ATSEIaP:
1/2 0 1/2 g
;f lf(t)ldt+[ lf(t)ldt=] | e(t)ldt
0 1/2 0
Para 1<p<e, inaiquemos por || ”p a norma definida em
C(Lo,11) por

1
1 L
| f"b:(JO FF(t)]Pdt)P 5 rec(io,1 1)
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e ponhamos || f|| =sup|f(t)|s;feC(L0,1])
“tel0,]

i

Assim, |[x'(f)|< ||| ; €, portanto, x' & continuo com
relagao a norma || H]. Como, para feC(L0,11) e l<p<w,vale
i fll]i][fllp, concluimos que x' & continuo em relacao a
i l]p para todo p e, portanto, Ker x' e fechado em todas
estas normas.

Mostraremos que Ker x' @ proximinal com relacao a nor
ma || II], mas nao com || Hp, T<p<eo,

Seja f(t)=1-2t. Provemos que

a. ||f-g “1;% v geker x'
b. HQOE.KEP x' tal que [|f“90||1:%

& Hf—gl]} <Hf~g||p, ¥ geKer x' e l<pge
d. Dado e>0, existe g_eKer x' tal que ||f—gJL;

Para geKer x', vale

1 1/2 1
—=x'<f)=x'<f-g)=J (f(t)-g(t)ht~J (F(t)-g(t)Mt<
2 0 1/2
1
< VB e gy lae] TR -g (0= le-g IT;
0 1/2

provando (a).
E facil ver que a desigualdade em (a) torna-se igual

- e f(t)-g(t)<0 para lgti].Ag

dade se f(t)-g(t)>0 para 0<t<
' 2

|

N

sim, pondo g0=0 vem gOeKer x' e
1
1£-plly=>
provando (b).
Para verificar (c), notemos que para uma funcgao conti

nua h nao constante, temos || hH]<||hllp para I<p<e. Como
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para geKer x', f-g nao & constante, vem [|f-g|| ;< |[|f-g]] .

Seja (

el - O;tilfe
1. 2 2
2
1
—-g
2 1 1
g _(t) = e f=) —-e<t<—te
. 1 E 2 2 2
1-¢ 1
- ?““ <t"])’g l+s;t;1
l.e 2
2
Notemos que
1 1
-—E —
2 2
R g (t)dt=le(lec)
0 l~e 2
e que 2
Lee : 1
JZ ge(t)dt=-J gE(t)dt=—e(~ws),
1 1 . 2 2
- ___+€
2 2 1
donde g_e Ker x'; além disto, Hf—gelhn=—+e, provando (d).
2

Como para 1<p<= e ge Ker x'

=g Il Hf-gll < N1 f-gll .,

por (a) e (d) vem dist(f, Ker x')=l em qualquer das normas.

[a]

Por (b), f admite aproximacao otima em Ker x' com a
norma || H] e por (c), f nao admite aproximacao otima em

Ker x' com as normas || {Ip, T<pge,
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Conforme veremos em (2.2), Ker x' e proximinal com rela
cao a norma || H] ¢ Ker x' nao admite aproximacao otima pa-
ra nenhuma fungao h ¢ Ker x'.

Notemos, entao, que

i) Para o caso de || ]|1, temos um subespaco fechado com
dimensao infinita de um espago nao completo, que & proximi -
nal.

ii) Para || | T<p<e, temos um subespaco fechado  de

D
um espago nao completo que nao admite aproximacao otima de
nenhum ponto do seu complementar.

ii1) Para || |l_,, temos um subespaco fechado de um espa
¢o de Banach nao reflexivo due nao admite aproximacao otima
de nenhum ponto do seu complementar.

iv) A existencia de aproximacoes otimas depende forte--

mente da norma considerada.



2. FUNCIONAIS LIMNEARES E APROXIMACOES OTIMAS

Como veremos a sequir, a existencia de aproximagoes- oti
mas em subconjuntos de um espag¢o normado esta intimamente Ti
gada a propriedades dos funcionais lineares nestes espac¢os
Esta relacao e sugerida pelas observacoes seguintes.

2.1 Lema. Seja X um espaco normado e x' um funcional linear
continuo em X com x'#0. Entao, para cada xeX, a distancia en
tre x e o nucleo de x' pode ser computada pela formula:

1,
I x" |

Demonstragao. Para y € Ker x', temos

dist(x, Ker x')=

H(x) |

|x"(x) [=]x"(x=y) 1< [Ix" I I x-yll

Assim, vem

| (x) [l inf [ x-y [|=[|x"[| dist(x,Ker x")
yeKer x'

Para verificar a desigualdade contraria tomemos uma se-

quencia {x,} ey de pontos de X com I|xn I|=1 e

Tim|x* (x ) =[x ]
n->w
Pondo-~se
yn=x-5——(-)5-)~xn (e claro que podemos supor x'(xn)#O), tere
X'(X') -
n 1 .
mos y eKer x' e, portanto, dist(x, Ker x')§:Hx~an|=l|i;£fli£H=
X (xn)
,IX'(X)I
X (xn)

Passando-se ao limite, vem

dist(x,Ker x')< L. | x"(x)

el

=19 =
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Este resultado trivial nos da subsidios para verificar-
mos uma primeira relacdac entre funcionais lineares e proximi
nalidade.

2.2 Proposigan. Seja x'#0 um funcional Tinear continuo defi-

nido no espaco normado X. Sao equivalentes.

a. Existe yeX—Ker_x' que admite uma aproximacao otima
em Ker x'.

b. x' atinge a norma na bola unitaria de X, isto e, e-
xiste zeX com ||z|| <1, tal que x'(z)=|[x"]|.

c. Ker x' e proximinal.

Demonstracao. Para provarmos que (a)implica (b) tomemos

yeX-Ker x' que admita uma aproximacao otima, digamos x, em
Ker x'.

Temos por (2.1)

-I i \ 1 ! : 1
| = X (y=x) == |x" () [=dist(y, Ker x")=]] y-x ||
If x| [l
de onde
XI()"‘X> - i X TR N
— =] X e, tanto, tinge sua norma no
|T“W?“*Wlll I portanto, x' ating
ponto ﬁxlﬁlr que pertence, e claro, a bola unitaria de X.
y-X
Provemos que (b) implica (c). Se zeX e tal que ||z ||=1
e x'(z)=||x" ], entao, para cada xeX, temos x»F—Lﬁl zeKer x'.
' X!
Afirmamos que x—ﬁ~iﬁl z e uma aproximacao otima de x em
X' :
Ker x'. De fato,
| x- (x-2{X) ) =1l X Ax)y ) = |§,_~(~X_)J:d1~5t(xj Ker x')
1 x| %"

Finalmente, €& trivial que (c) implica (a).
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Tambem se pode obter caracterizagoes de aproximagoes oti
mas por meio de funcionais.

2.3 Proposigao. Seja C um subconjunto convexo de um espaco

normado X. Para que um elemento yeC, seja .uma aproximagao 0
tima de xeX-f, e necessario e suficiente que exista um fun--
cional Tinear continuo x' com |[[x' [|=1 tal que

i) x"(x-y)= || x-yl|

i1) x'(y)=supx'(c)
cel

Demonstragéo. Suponhamos que xeX-C e que y € uma aproximacao
otima de x em Y. Se denotamos por d a distancia entre x e C
(d#0) e por Bd(x) a bola de centro em x e raio d, temos que
a intefsecgﬁo entre C e o interior de Bd(x) e vazia; existe

entao, por Hahn-Banach, um funcional linear contfnqo x' e um

numero real a tal que

a. x'(c)<a Ycel
b. x'(z)xa : ¥zeBd(x)
Podemos,sem perda de generalidade, supor que ||x' [|=1.

Como yeC e || x-y ||=d, temos yeCnB (x) e por (a) e (b) vem

x'(y)=a=sup x'(c), provando (i)
ceC

Temos tambem x'(y)= inf  x'(z); logo,
zeBd(x)

x'"(x=y)=x"(x) - inf x'(z)=x'(x)+ sup (-x'(z))=

zeBd(x) zeBd(x)
= sup Xx'(x-z)= sup x'(w)=d sup x'(u)=d|x'|l=d,pro-
zeB,(x) v led Hulll

vando (1i).



- -

Reciprocamente, admitindo a existencia de x', vem, para

ceC
Ix=y [l=x"(x=y)=x"(x)=x"(y)2x" (x)=x"(c)=x"(x-c)<|x-c]| ,
donde
lx-y ||= inf ||x-c ||=dist(x,c)
celC

Geometricamente, esta proposicao diz que y € uma apro-
ximagcao otima de x em C se e somente se existe um hiperpla-
no fechado H que suporta C em y e que satisfaz dist(x,H) =
=dist(x,C).

Dispensemos um minuto de atencao a um resultado sim --
ples sobre unicidade.

2.4 Proposicao. Seja X um espaco normado estritamente conve

x0; entao todo funcional Tinear continuo nao nulo atinge sua
norma no maximo em um ponto da bola unitaria.

Demonstracao. Seja x' um tal funcional e suponhamos que

X1:%,eX sao pontos distintos, com Hx1||=lix2|f=1 e
K (xg)=x" (x)= I[x" I

Sequiria entao

[ESE x-<~;_<x]+x2)>;

i ] 1
el o)< e

que e contraditorio.



3. MINIMIZAGAO E MAXIMIZACAO DE FUNGOES

Ainda uma outra maneira que dispomos para estudar 0s
problemas acima e atraves da procura de pontos de minimo de
certas fungoes. Por exemplo, se num subconjunto A de um espa
¢o normado queremos encontrar uma aproximacao otima para um
ponto x dado, ent@o estamos procurando um ponto de minimo pa
ra a funcgao.

f(a)=||x-al|l , aeA

Visto assim, o problema de minimizar funcoes abrange a
procura de aproximagoes otimas.

0 caso mais simples que pode ocorrer e, certamente,quan
do se procura um ponto de minimo de uma funcao continua defi
nida num compacto (veja demonstracao de (1.4)). Neste contex
to, sempre podemos garantir a existencia de minimos.

A situagao e ainda bastante simples quando nossa funcao
e apenas semi-continua inferiormente com dominio enumeravel-
mente compacto. Ou seja:

3.1 Proposicao. Se T e um espaco topologico enumeravelmente

compacto e f e uma funcao real semi-continua inferiormente em
T, entao f e Timitada inferiormente e existe tO el tal que

teT

Demonstracao. Sabemos que para todo nélN , Fn={xeT i f(x)<-n}

e fechado e tambem que a sequencia {Fn}nem 5 decrescente.

Se f for ilimitada inferiormente, entao, para todo n,

~16-
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Fn# 0. Sendolen=® chegariamos a uma contradicao.
nelN

Com isto, vemos que a=inf f(x)>-e.
‘ xeT .
Ponhamos para cada nelN , G_={xeT : f(x)§§+ﬁ}.

a sequencialG } - . o .
E claro que che nC1a{Cﬁhnem assim definida e decres

cente e que Gn ¢ fechado e nao vazio para todo n.
Sabendo-se que T & enumeravelmente compacto, concluimos

. n —
que existe X0 eneDPn' Temos entao

f(xoléa+lu ¥ne N ;
n
portanto,

f(xg)=a= inf f(x).
xeT

Observacao. De maneira analoga prova-se que fungoes semi-con

tinuas superiormente em espacos enumeravelmente compactos sao
Timitadas superiormente e admitem pontos de maximo.

Se estamos preocupados com minimizag¢ao de funcoes semi
continuas inferiormente, entao @ certamente Util conhecermos
os espacos topologicos nos quais toda tal funcao e limitada
inferiormente e atinge o infimo. A proposicao acima mostra
que entre tais espacos figuram os enumeravelmente compactos.
E natural, portanto, perguntar quais outros tem esta proprie

dade. A proposicao que segue diz que outros espagos simples-

mente nao existem.

3.2 Proposicao. ( J. Blatter £2J). Seja T um espaco topologi

co. Suponhamos que toda funcao semi-continua inferiormente
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em T & limitada inferiormente; entdo T @ enumeravelmente com
pacto.

Demonstracao. Precisamos provar que para toda sequencia de-

crescente {Fn}nﬁ]N de fechados nao vazios de T, tem-se

N F_#0.
ne]Nn

Suponhamos que exista uma tal sequencia com N Fn=®‘.P9
nelN

mos, entao, para cada nelN
| -n o se xef
i ;
0 se x#éF
n
E claro que, para xeX, temos

inf fn(x)>-w, pois N Fn=Q X
nelN nelN

deste mode a funcao

f(x)= inf fn(x), xeT
nelN

esta bem definida. Note que ¥ & semi-continua inferiormente,

pois para todo aeIR,f_1

(-,al @ T ou algum F..3 de qualquer
modo, fechado.

Contrariando a hipotese, f nao e limitada inferiormente,

Em face do resultado acima, seria natural perguntar qua
is sao os espagos topologicos nos quais toda funcido continua
atinge o infimo. Muito embora possamos esperar que tais espa
¢os sejam,ainda, os enumeravelmente compactos, temos exemplos
de espagos pseudo-compactos (isto &, espacos onde toda fun--
cao real continua atinge o infimo e o supremo) que nao sio e

numeravelimente compactos.
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‘Nas aplicacoes, e bastante comum surgirem problemas de
minimizacao de funcoes em subconjuntos convexos de espacgos
localmente convexos. Muitas vezes tais funcoes sao convexas
e semi-continuas inferiormente.

Vejamos alguns exemplos.

3.3 Exemplo. Consideremos uma divisao a;t0<t]<...<tm;b do

intervalo real [a,b]. Tomemeos um.nimero natural n com
2<n<m+1.

Por "spline" de grau n-1 com nos Eose ety entendere -
mos qualquer fungao real de variavel real que seja n-2 vezes
continuamente diferenciavel e que, além disto, seja polino-
mial de grau < n-1 nos intervalos (—m,tO], [to,t]],...[t ,@),
isto e, para cada um dos intervalos I, citados acima, exis-
te um polinomio Py de grau < n~-1 que coincide com f em I.

E evidente que f @ um "spline" se e somente se

(n-2)

feC (RINCCV (R Lty vt ) e £ c0 em R —{t,,...,t ).
0 m 0

0 conjunto de todos os '"splines" de grau n-1 com nos
tO,...,tm sera indicado por S(n,to,...,tm). |

Um “spline” seS(Zn,tO,x..,tm) que seja polinomial de
grau < n-1 en (—M,tO] e [tm,w) sera chamado "spline" natu-
ral.

Indicaremos por SO(Zn,tO,...,t ) o conjunto de todos

m
os "splines" naturais de grau 2n-1 com nos Lyowvosto
E possivel verificar que SO(Zn,tO,...,tm) € um espaco

vetorial com dimensao m+1,

Este ultimo fato, aliado a outras observacoes simples,
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permite-nos dizer que, para cada m+1 numeros reais N ERRREL: I
existe um Unico "spline" natural s e SO(Zn,tOJQ..,tm) tal que
s(ti)=ai, i=0,7,...,m.

Os "splines" naturais fornecem solugoes para alguns pro
blemas de minimizacgao.

Problema 1. Sejam a

,.ameﬂz 2] AcC(n)(BQ) o conjunto

, 1=0,1,...,mk.

0g°-°
A = {FeC(n)(R f(ti)=a1
£

Denotemos por

a
E i feh » E(f):fb(f(”)(t))zdt.

que E tem como Unico ponto de minimo em A o "spline" natural
seSO(Zn,tO,...,tm) que satisfaz s(t.)=a., i=0,1,...,m.

A fungao E, acima definida, mede a energia elastica de
um certo sistema fisico. Desta forma, um ponto de minimo para

E representa um estado de energia minime e, portanto, uma po-

sicao de equilibrio de tal sistema.

Problema 2. Suponhamos que, dada uma funcao feC(m)([a,b]),qug
remos avaliar sua integral sabendo-se, apenas, os valores de
f em um conjunto finito de pontos a;t0<t]<...<tm;b.
Restringindo-nos a estimativas lineares, somos levados a
procura de nﬁmeros'ao,...,umeﬂi tais que

b m

” f(t)dt -y aif(ti)’
a =0 :

seja o minimo possivel.

Muitas maneiras existem para interpretarmos este proble-
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ma; para isto consideremos a funcao

5 D m
| .
> ¢ (agse--sap)eR"T o Sup”a f(t)ot-jz_lcx].f(ti)

onde o supremo & tomado sobre as funcgoes feC(n)([a,b]) tais

b
que f (f(n>(t))2dt < 1.
a

Procuremos um minimo para ®. E claro que ¢ nao e sempre
finita; nao sabemos, ao menos, se & e finita em algum ponto
de seu dominio. Apesar disto, & tem um ponto de minimo
(BO""’Bm) (onde ¢ & finita), que e alem do mais, uUnico.

Atraves de "splines'" naturais podemos calcular

(30,.. .,gm).

Seja {soﬂ...,sm} uma base para SO(Zn’tO"‘?tm) que Sa-

tisfaca S'(ti) = § e seja

J ij

b
81=J s.(t)dt, i=0,1,...,m.
a

A m+l-upla (BO""’Bm

Consideremos alguns exemplos concretos.

Para m=1, n=2, tomemos t_=a=0 e t1=b=]. 0 método acima

0
nos fornece a solucgao &O=&]= 1 e inf¢:—lu
) 2 120
Isto &, se f & duas vezes continuamente diferenciavel,
1
entao o erro que se comete ao substituir-se J f(t)dt por
1 0
= 2
lif(a)+f(b)) & menor que —'— J (F(2) (1)) 24t
2 120 Jo

Este processo de integracao numérica € conhecido como

regra do trapezio.

2
s B] =
3

Para m=2, n=3, t.=a=0, t.=

0 ] t2=b=], obtemos B,=

0

@ | —

) @ o unico ponto de minimo para 2.

b



w2

1 : a1
82—— e inf ¢ =—v—

6 1890

Assim, temos que

1
|| frorae - dreoyeBrcdyaleqy)
) 0 6 3 2 6
e menor que

1
1 j(f(3)(t))2dt
189070 ~ ,

para toda funcao f que seja tres vezes continuamente diferen

ciavel.

Este metodo & chamado de regra de Simpson.

3.4 Exemplo. Dizemos que dois abertos Q],ch@ sao conformemen
te equivalentes se existe uma aplicacao holomorfa injetora de
finida em 91 com imagem 92 (pelo teorema das funcoes inversas
tal funcao tera inversa tambem holomorfa).

Segue-se que abertos conformemente equivalentes sao dife
omorfos.

Un resultado classico de Riemann diz que qualquer aberto
simplesmente conexo © de € & conformemente equivalente ao dis
co unitario D={zel : |z]|<1}.

A seguir, damos um esbogo de uma demonstracao deste fato,
que se relaciona com a teoria que ora estudamos.

Indiquemos pr H(Q) o espago vetorial das funcoes holomor
fas em &. Com a topologia da convergéncia uniforme sobre os
compactos, H(%2) passa a ser um espaco localmente convexo.

Seja ZcH(®?) a classe das fungoes holomorfas em Q cuja i-
magem e um subconjunto de D,

Toma-se 20e§2e considera-se o funcional linear



AW)=¥'(2g),  veh(q)

Seja n=sup |Aa(v)].
vel

Em seguida, verifica-se que se ypel e P(Q)gD, entao exis

7

te ¢eX com |A(¢)|>[a(w)]

Aceitando-se estes fatos, fica claro que, se yeXl & tal
que [A(Y)]=n, entdo Y(Q)=D. Mostra-se também que tal ¢ & ne
cessariamente injetora.

Com isto, fica,nosso problema, reduzido a procura de um
ponto de maximo para |A].

Sabemos que H(Q) @ um espaco reflexivo (por ser um espa-
¢o de Montel) e que ¥ & convexo,fechado e limitado.

Lembrando-se, tambem, que A & continuo (veja formula in-
tegral de Cauchy) e, portanto, fracamente continuo, concluf-
mos que |A| & fracamente continuo. Conforme veremos em (4.1),

|A] atinge um maximo em 2.

Para funcoes convexas semi-continuas inferiormente te-
mos um analogo a (3.1).

Lembremos primeiramente, que um subconjunto A de um es-
paco localmente convexo diz-se enumeravelmente convexo-com -

pacto se para toda sequencia decrescente {Hn} de subcon-

ne N
juntos nao vazios de A, que sao convexos e fechados em A,

tem-se Hnﬁﬂ.
nelN

3.5 Proposicao. Seja A um subconjunto convexo de um espacgo

localmente convexo. Se A & enumeravelmente convexo-compacto
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entao toda funcao real convexa f, semi-continua inferiormen
te em A & Timitada inferiormente e atinge o infimo.

Demonstracao. Prova-se este fato exatamente do mesmo modo

que fizemos em (3.1), notando-se que 05 conjuntos Fn e Gn
ficam convexos neste contexto.

Como uma aplicagao deste Gltimo fato, notemos que, se
X e um espaco normado e AcX & um subconjunto convexo fraca-
mente enumeravelimente convexo-compacto, entao A & proximinal;
de fato, basta observar que para cada xeX, a funcao

f(a)= |lx-al| , aeA

e uma fun¢ao convexa fracamente semi-continua inferiomente.

~Ainda como no caso anterior, nao podemos esperar que
uma classe de conjuntos, maior que a considerada em (3.5)
(a classe dos enumeravelmente convexo-compactos), tenha a
propriedade de minimizagao de funcbes convexas semi-continu
as inferiormente. £ o que diz a proposicao seguinte.

3.6 Proposigao (J. Blatter L[21). Seja A um subconjunto con

vexo de um espaco localmente convexo X. Se toda funcao con
vexa semi-continua inferiormente em A & limitada inferior -
mente e atinge o Tnfimo, entao A & enumeravelmente convexo-
compacto.

Demonstracao. Seja {Hn}nem uma sequencia decrescente de

subconjuntos nao vazios de A, convexos e fechados em A. Mos

traremos que | Hn#@.
nelN ~
Consideremos a seguinte funcao em A
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E(x)=sup {x'(x)+al,
onde o supremo & tomado sobre todos os funcionais lineares

continuos x' em X e numeros reais a satisfazendo

x'"(x)+a <

!

¥nelN , ern
x'"(x)+a <1 ¥xeA

Como £ & o supremo de uma familia de fungoes convexas
continuas, entao & & convexa e semi-continua inferiormente.

Seja, entao Xg €A um ponto de minimo para £. E facil
ver que inf &£(x)=0, donde E(x0)=0.

xeh

Mostraremos que erHn para todo n. Suponhamos que as
sim nao fosse. Seja entao melN tal que xOéHm. Denotemos por
Hm o fecho de Hn em X. E claro que xOéHm, pois erA e Hm e
fechado em A.

Pelo teorema de Hahn-Banach, podemos tomar um funcio-

nal linear continuo y' em X e um numero real b tal que
(%) y'(x) 2b <y'(xy) para todo xeH

Note que y' e superiormente limitado em A, pois senao,
-y' seria uma funcao convexa semi-continua inferiormente, i
limitada inferiormente em A

Tomemos, portanto, M>0 tal que

i) y'(x)-b <1, V¥xeA

i) L{x 'b'g

i) %9 J'LX@Hn) n=1| ,2,.. . ,m“‘]
M
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Pondo-se x'=L e a=—9, temos
M M

x'(x)+a < % , para xeH e n<m  por (ii)
x'(x)+a < 0 < % , para ern e n>m por (*)

x'(x)+a < 1 , para xeA por (1)

Portanto, para xeA, temos &(x) > x'(x)+a e dai

E(xg) 2 x'(xy)+a = ﬂiﬁ—)—ﬁ >0 por (*)

Mas, E(x0)=0. Assim vem erHn para todo n e, portanto,

N H_#0.
ne]Nn

Afim de relacionar os varios problemas de minimizacao
em convexos de um espac¢o normado, enunciamos e demonstramos
a proposicao abaixo

3.7 Proposicao. Consideremos as seguintes propriedades a

respeito de um espaco normado X.
a. Toda funcao convexa semi-continua inferiormente a
tinge o infimo em todo convexo fechado e limitado de X.

b. Todo funcional Tinear continuo atinge o infimo (e

portanto tambem o supremo) em todo convexo fechado e limi-

tado de X.

c. Todo convexo fechado de X e proximinal.

Entdo (a) implica (b) e (b) implica (c).

Demonstracao. Para ver que (a) implica (b) e suficiente no

tar que funcionais lineares continuos sao funcoes convexas

semi-continuas inferiormente.
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Provemos entao que (b) implica (c). Seja, para isto ¢C
um subconjunto convexo e fechado de X'e xeX-C; encontraremos
uma aproximacao otima de x em C.

Sem perder generalidade, suporemos x=0 e dist(x,C) = 1.

Pelo teorema de Hahn-Banach, podemos tomar um funcional
Tinear continuo x' tal que

i) x'(x) <1, para l{x]]g1 e

ii) x'(x) > 1 , para xeC.

Note que (i) implica

iii) [[x' ] <1,

. 1 en ’3 . . K
Seja {xn’nem uma sequencia de pontos de C tal que

Tim || x || = 1.
n->co n

_ n+l ;
Pomos, para cada n, Yoo TR X, @ denotamos por H a en-

voltoria convexa fechada de ly,: n21}.

> . i - ] n+] _n+] I
Por (ii) temos x (yn)—x (-ﬁm Xn)"_ﬁ” X (Xn)i]
. . . +1 . s N+l
e por (iii), Tim x (yn)=11m n X (xn);;11m — Hxnlk1

n->oo n--oo n-o

Com isto concluimos que inf x'(x)=1
xeH

Das hipoteses, seja xgeH tal que x'(xy)=1. Como H e a

envoltoria convexa fechada de {y,: n21}, podemos escrever
x0=11m h y hpeH

P
e ainda



P
onde n_elN, 0 5,k(p) <1, ) A(p)=1
p = "n = N

Com o unico intuito de simplificar a notagao escrevere

mos

entendendo que Agp)=0 para n>np.

Afirmamos que para todo ng vale

1im (P =g
p+oo nO
Se assim nao fosse, tomariamos uma subsequencia
(py)
{Anok }kem tal que

Tim A(pk) = a >0
k-»o0 nO

Assim, para todo k

et = (1 Py e Tl e e

Pk n=1 " TN " " 0 "o
+1 . +1
> alp) 4l fo 1 -ale) e 10
“n#ng " "o o "o "o o

Passando-se k ao limite vem
n.+1

X (xO) 2 T-ata— > 1,
0
=1. Assim, 1im A(p):O para todo n.

p+o>

Indicando por Hm a envoltoria convexa fechada de

que contradiz x'(xo)

{yn: n>m}, mostraremos que xgeH ~para todo m. De fato,
0 m-1 ®
e 1 EalPe v (a0, Tl

Preo N=1 Preo M= n=m
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m=1
Como Tim ) Aép)yn = 0, concluimos que existe
Pw N=]
Tim ) Aép)yn e que
P N=M
X = lim } A(p)y ,
0 Daw N=M n 0

Para escrever x0 como o limite de uma sequencia de com

binagoes convexas de {yn: n>m}, procedemos como abaixo:

o m-1 o
xg = vim I alPly vim (0 APhy woqim 3oale)y o
Do N=M n pro N=1 n P> N=M d :
m [ee]
Tim {( ) A<p))y o) A(p)y }
pro  m=1 T UM ey N

Indicando por K a envoltoria convexa fechada de
{x : n>1}, provaremos que xgeK.

Em caso contrarid tomariamos, por Hahn-Banach, um funcio
nal linear continuo y' e ceR tal que

y'(xo); o +¢€ (para algum £>0) e

y'(x) £ o, para xeK.

. (04 £ .
Tomemos melN tal que lmi < — 3 assim, para todo n>m
> .
y'(y ) = Eil y'(x ) < ﬂil o < o+ lg— <a+£
n n n’” = n = n =""2"

Como Xg bertence a envoltoria convexa fechada de

{yn: n>m}, viria y'(xo) <o+ , que nao € verdade.

2
Assim, erK e, como KcC, tambem erC. Notando que

. _ys. D+l -
llgllynll- ;lg = [lx Il =1

e que xgeH ‘para todo m, vemi|x0||= 1.
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Nota. E verdade, ainda, que (c) implica (a); nao estamos, en
tretanto, em condicoes de provar isto. 0 corolario (1) da
proposicao (4.1) aliado a (8.1) acarretara que (c) implica

(a).



4. REFLEXIVIDADE E APROXIMACUES OTIMAS

Sabemos que os espagos Tocalmente convexos semi refle
xivos sao caracterizados pelo fato de que todo subconjunto
Timitado @ relativamente fracamente compacto L12, p59.144].
Com isto, tais espacos tornam se os melhores ambientes sob
o ponto de vista de minimizacao de fungoes. Melhor dizendo,
temos:

4.1 Proposicao. Se X & um espacgo localmente convexo semi

reflexivo, entao toda funcao fracamente semi-continua in-
feriormente (superiormente) atinge o infimo (supremo) em
todo conjunto convexo fechado Timitado.

Demonstracao. Seja C um subconjunto convexo fechado e Timi

tado de X. Entao C e fracamente fechado e limitado, portan
to fracamente compacto. O resultado segue, entao, de (3.1)
e da observacao feita em seguida.

Temos as seguintes consequencias.

Corolario 1. Se X & um espaco localmente convexo semi refle

xivo, entao toda funcao convexa semi-continua inferiormente
atinge o infimo em todo convexo fechado limitado.

Demonstracao. Basta observar que toda funcao convexa semi-

continua inferiormente & fracamente semi-continua inferior
mente.

Corolario 2. Se X & um espaco normado reflexivo, entao to-

do subconjunto convexo fechado e proximinal.
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Demonstracao. Seja CcX convexo e fechado. Para xeX, conside

remos a fungao
f(c) =||x-cj] , ceChB,
onde B denota uma bola de centro x e raio maior que dist(x,C).
E claro que BNC & convexo, fechado e limitado e que f
e convexa e continua. Assim, pelo corolario (1), f tem um
ponto de minimo em CNB. E claro que tal ponto € uma aproxi-.
macao otima de x em C.

Corolario 3. Se X & um espaco normado reflexivo, entao todo

funcional Tinear continuo em X atinge sua norma na bola uni

taria.

Durante muitos anos esteve sem resposta a pergunta:

Se X e um espaco normado tal que todo funcional linear con-
tinuo atinge a norma na bola unitaria,entao, sera X um es-
paco reflexivo ?

A resposta final e afirmativa para espacos de Banach
foi dada por R. C. James [8]. Em primeiro lugar, James deu
uma demonstragao para espacos Separaveis L61. Em 1964 surgiu
a forma final.

4.2 Teorema (James). Seja X um espaco de Banach. Uma condi-

cao necessaria e suficiente para que X seja reflexivo e que
todo funcional linear continuo atinja sua norma na bola uni
taria.

Generalizando este resultado para espacos localmente
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convexos L7J1, James tambem provou que

4.3 Teorema (James). Seja X um espaco localmente convexo quasi

completo e C um subconjunto de X fracamente fechado e limitado.
Uma condigao necessaria e suficiente para que C seja fracamen-
te compacto & que todo funcional Tinear continuo atinja o su--
premo em C.

A primeira demonstracao de James & extremamente longa e
complicada. Mais tarde, James de uma outra prova, que embora
mais simples, & ainda bastante artificial L101, L5, pag 12 e
151. Provaremos, adiante, formas enfraquecidas destes teoremas.

Em vista de (2.2) podemos enunciar o teorema de James em
termos de hiperplanos.

4.4 Teorema. Um espaco de Banach e reflexivo se e somente se

todo hiperplano fechado e proximinal.



5. SUB-REFLEXIVIDADE

Apos o teorema de James, passou-se a chamar um espaco de
Banach X de sub-reflexivo quando os funcionais que atingem sua
norma na bola unitaria formarem um subconjunto denso no dual X'
(dotado da topologia forte).

Bishop e Phelps demonstraram que dado um espaco de Bana-
ch X e um subconjunto convexo fechado e limitado C, a familia
dos funcionais que atingem seu supremo em C e densa em X'. Com
isto fica estabelecido que todo espaco de Banach & sub-reflexi
vo e, portanto, esta propriedade nao traz novas informacoes a
respeito do espago considerado.

Reproduzimos a seguir o trabalho de Bishop e Phelps ESJﬁgﬂ

Antes estabeleceremos alguma terminologia.

Consideremos um espaco de Banach X.

Um subconjunto K de X diz-se um cone convexo se K e conve
xo e para 0>0 e xeK tem-se oaxeK.

Dizemos que um cone convexo suporta um conjunto CcX em
xpeC se (K+x0)ﬂC={xO}. .

Note que se K & um cone convexo com interior K nao vazio
e-C e um convexo, entao, se K suporta C em erC, existe, pelo
teorema de Hahn-Banach, um funcional linear continuo x' tal que

sup x'(c)=x{xpy)=inf x'(k+x0).

ceC kekK
Para um funcional Tlinear continuo x' com |!x'||=1 e k> 1
definimos

=3l =
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K(x',k) = {xeX : [|x ||<kx"(x)}
K(x',k) & um cone convexo.
| Se k>1, entao existe xeX com |[[x]|l =1 tal que 1. x'(x). Pe
Ta continuidade de x' e || || , seque que o 1nterio& de -K(x',k)
€ nao vazio.
5.1 Lema.Suponha que C e fechado e convexo, e que x' €& um fun-
cional linear continuo com ||x'|| =1. Suponha também que x' e
lTimitado em C e seja k > 1.

Se zeC, entao existe erC tal que x0~zeK(x'9k) e K(x',k)
.suporta C em Xg -

Demonstragao. Consideremos a ordem parcial em C definida por:

x <y se x-yeK(x',k) ou equivalentemente |[[x-y]|| < kx'(x)-kx'(y).

Mostraremos que (C,<) tem um elemento maximal.

Seja Z = {xeC : x > z} e seja W um subconjunto totalmente
ordenado de Z. Note que {x'(w) : weW} & uma sequéncia generali
zada crescente e limitada e, portanto, converge para seu supre
mo.

Em particular e de Cauchy e, portanto, W & uma sequéncia
generalizada de Cauchy e, portanto, convergente para algum xeC.
A continuidade de x' e de || || implica que x & um majorante pa
ra W.

Assim, pelo lema de Zorn, Z tem um elemento maximal Xg
e claro que Xg 2 Z. |

Para mostrar que K(x',k) suporta C em Xp notemos que

-erCn(K(x',k)+xO). Na verdade, X € 0 Unico ponto nesta inter
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secgao. Para ver isto, suponhamos que YeCﬂ(K(x‘,k)+xO).Ent50 5
Xx=xgeK(x",k); portanto, Xg<X. Por outro lado, z < x5 e Xy £ X3
Portanto z < X; assim, XeZ e da maximalidade de Xo Segue Xxp=x
5.2 Lema. Sejam x',y' funcionais lineares continuos com ||x||=
=|ly"ll = 1. Seja >0 e suponhamos que

Il < 1, %' (x)=0 implique |y'(x)] < .

Entao, ou |[x'+y'|| < e ou Hx‘-y'l|;25

Demonstracao. Seja z' um funcional linear continuo que coin-

cide com y' em Ker x'" e ||z'|| "< /2 por Hahn-Banach. Assim,
y'-z' e nulo em Ker x'; portanto, y'-z' = gx' para algum celR .
Note que

1= Tell= Ty = Hly'-z' | | < |lz'll < e/2

Assim, se o> 0, entao
I =yl = [ O-a)x'=2' | <= a|+ |[2']] < ¢

Se o <0, entao

Ix" L= [ (ra)xtez'|] < [T+ al+ |]2'] < e
5.3 Lema. Se O<e<1, [[x'|| = |ly"|] =1, k> 1 + 2/c e y' &
nao negativo em K(x',k); entao, |[/x'-y'|l < e.
Demonstracao. Seja xeX tal que ||x|] =1 e x'(x) » (]+g)/k

Se yeX e tal gue |ly|| < 2 e x'(y) = 0, entao || xzyl] E< ]+§<
<kx'(x) = kx'(xty); portaﬁto, xtyeK(x',k).

Assim, pela hipotese, y'(x*ty) > 0 e, portanto,
ly 2y < il =1,

Pelo lema (5.2) , lIx'+y'll < e ou |Ix'-y'|] < e.

Ora, llx'+y'll < e & impossivel. De fato, como % <1,
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e < 1, entao existe zeX com |[z|| =1 e x'(z) > max {1/k,e}.As
sim, x'(z) > 1/k [[z]|| 5 portanto, zeK(x',k), donde y'(z) > 0.
Disto vem
Ixtey 2 (xay*)(2) »e
Segue entao que |[x'-y'|[] < e.

5.4 Teorema (Bishop-Phelps). Seja C um subconjunto convexo fe

chado e Tlimitado do espaco de Banach X.
A colecao de funcionais continuos que atingem o maximo
em C e densa no dual X'.

Demonstracao. Podemos assumir OeC e precisamos apenas aproxi

mar os funcionais x'eX' com ||x"']] 1. Seja O<e<] dado; es-
colhemos k>1+2/e>1. Assim, K(x',k) @ um cone convexo com in-
terior nao vazio. Aplicando (5.1) para C com z=0, obtemos

xgeC com erK(x',k) e (K(x‘,k)+x0)ﬂC:{x0}; portanto, K(x',k)

suporta C em Xg- Com auxilio de Hahn-Banach obtemos um fun -

cional y' com |ly'|] =1 e
sup y'(c) = y'(xqy) = inf y'(ktxg) = inf y'(k)+y"(xq)
ceC keK(x"',k) keK(x"',K)
Em particular, inf y'(k) = 0 e pomo-nos nas hipo-
keK(x',k)

teses de (5.3). Temos entao Hy'=x"]| < «.



6. 0 EXEMPLO DE JAMES

Sabemos que um espaco de Banach € reflexivo se todo fun-
cional atinge a norma na bola unitaria (4.2). E, portanto, na
tural perguntar se existe um espago normado X que seja incom-
pleto (e portanto nao reflexivo) para o qual todo funcional a
tinja a norma na bola unitaria.

0 comp1étamento i de um tal espaco deve ser reflexivo
(4.2); nao pode ocorrer, entretanto, que cada funcional em X
atinja a norma em apenas um ponto; de fato, se xe;-X,Hx||=1 ,
entao existe por Hahn-Banach un funcional linear continuo x'
em X tal que |[x']] =1 e x'"(x) = 1.

Se tal x' atinge sua norma apenas em x, entao & claro
que a restrigao x'lX nao atinge sua norma.

Decorre disto que X nac pode ser estritamente convexo
(2.4).

0 exemplo abaixo foi construido por James L[91 em respos-
ta a uma pergunta de Frank Deutsch, que estava interessado em
saber se e completo um espaco normado no qual todo subconjun-
to convexo fechado e proximinal.

A resposta a Deutsch resultaria afirmativa se fosse ver-
dade que todo espaco incomp]eto admite um funcional continuo
que nao atinge a norma na bola unitaria (o nicleo de um tal
funcional por (2.2) nao seria proximinal). Isto nao &, toda--
via, verdade.

0 espago que expomos a seguir, e um exemplo de um espaco

-38-
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normado incompleto para o qual todo funcional atinge a -norma
na bola unitaria.

6.1 Exemplo (James). Para cada numero natural n > 1 denotemos

por RQ, 0 espacgo vetorial Rr" dotado da norma do maximo.

Seja X = PZRZ o espaco vetorial formado pelas sequen--

cias infinitas (x1;x2;...), com xnemg e
© 2
ngl ”an[ © ®. Definimos a norma de x = (x];xz;...) e X
por
v 2.1/2.
el = (5 lx 15V
n=1
Se escrevemos x = ((x]);(x],xz);(x1,x2,x3);...), entao
' 2 2 3 3
(%) Wl = (xq 1PesuptIxE 1L IxG 112+ (supt]x3 ], %))

3

31142 2
32 Y
Desde que X e um produto hilbertianoc de espacos reflexi
vos, X & reflexivo L4,pag.35d.
Seja Y o subespaco de X gerado pelos elementos que sa--
tisfazem
n
Ix]l = [xgl W oau. = |x2| para todo n.

Mostraremos que Y & denso em X. Para isto, consideremos

a igualdade

((0)5(0,0)3....5 (0,0,...,1,...0);...)=

((0)5(0,0)5...5(T,0, . T, ey 1)s. )4

+ ((0);(0,0);...;(~],-1,...,1,...,—1);...).

N = N
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Assim, Y contem todos os elementos com uma unica coorde-
nada nao nula e, portanto, também todos os que tem uma quanti

dade finita de coordenadas nao nulas. Decorre dai que Y & den

so em X.
I A l
Mostra-se que ((1);(=.=)3(—,—,=)3...) e X-Y para obter
2 3 4 56
Y#X e concluir que Y nao e completo.

Seja x' um funcional linear continuo em X. Sabe-se que

2 o~ . n - 5
existe uma sequencia {“1}nem de numeros reais tal que, para

1<iz<n

C1.1,., 2.2 2.2
=a]x1+(a1x1+a2x2)+(a

Sendo X reflexivo existe, pelo corolario (3) da proposi

cao (4.1), um elemento zeX com |lz|| =1 e x'(z) = |/x'| s
to e:
1.1 2.2, 2.2 - 3.3,.3.3, 3.3
&k i - oy . ¢ . . i - .
(**)y  Ix"|] = x'(z) = Q1Z]+(a1214a222)4(a1z]+u222+a313)+.“
A norma de z dada por (*) nao se altera se substituimos

z? por sup lznl quando a?;o e por -sup lznl quando a?<0.
1<jzn 1<jzn

A substituicao nao faz decrescer a soma em (**); portan-
to, a soma nao se altera e o "novo z" assim obtido & um ele--
mento da bola unitaria de Y no qual x' atinge a norma.

As conclusoes que obtemos a partir deste exemplo sao as
seguintes:

1. Nao e verdade que um espaco normado ¢ completo quan-
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do todo hiperplano fechado e proximinal.
2. 0 teorema de James nao se aplica para espacos nao com

pletos.



7. COMPLETEZA E APROXIMACUES OTIMAS

Neste paragrafo daremos a resposta final a pergunta de
Frank Deutsch devida a J. Blatter L[31.

Nossa prova e uma simplificaciao daquela em L31. Dado um
espago normado nao completo X, construiremos um subconjunto con
vexo -fechadoi-+ CcX de modo que a origem nao tenha aproxima-
cao otima em C.

7.1 Teorema (J. Blatter). Seja X um espac¢co normado.

Se todo convexo fechado de X e proximinal, ent3ao X & com

pleto.

Demonstracao. Suponhamos que X nao seja completo. Denotemos

por X o completamento de X e tomemos, portanto, erX—X. Pode

mos supor HxOII = 1.
Seja x' um funcional Tinear continuo em i com ||x"|]] =1
e x‘(xo) = 1. Para um numero real k > 1, pomos, como em (6)
K(x',k) = {xeX: Il x I i kx' (x)}.
Denotemos por C o conjunto
C = x5 + K(x',k),

que e, obviamente, convexo e fechado.

Para ¢ = x5 + v e C (yeK(x',k)),temos

i ' w o)
lell = llxgryll 2 x'(xg+y) = Tex'(y) 2 T+ llyll 2 1,
donde A
dist(0,C) = inf ||c|| > 1
cel
ComolleH =1 e xpe C temos dist(0,C) = 1

47 -
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Mostraremos em seguida que dist(0,CNX) = 1. E claro que
dist(0,CNX) > 1.

Note que pela continuidade de x' e || ||,

L = {xe;: x|l < kx'(x)}
e aberto em i. Como, para todo >0,

{]exOH = e7< ke = kx'(exy),
concluimos que L tem pontos de norma: arbitrariamente pequena;
assim, Xg * L tem pontos de norma arbitrariamente proxima de
leOH = 1, isto &, se B_(x;) denota a bola de centro x4 e raio
€, entao (xg * L)ﬂBE(xo) # 0 para todo e>0.

Sendo (xy + L)ﬂBé(xO) aberto, vem

((xg + L)AB_(xg))NX # @,
pois X e denso em ii

Disto decorre imediatamente que dist(o,(xO+L)ﬂX);] e co-
mo (xO + L)NXcCNX, vem dist(0,CNX) £ 1; portanto, dist(0,CNX)=1.

Como C e convexo e fechado em i, entao CUX € convexo e
fechado em X. CNX Nao tem nenhuma aproximacao otima de O,pois
se xeCNX & tal que ||x]|| = dist(0,CNX)=1, terfamos X=Xyty para
algum yeK(x',k) e, portanto,

Hx—xoll < kx'(x=xg) = kx'(x) - kx'(xg) < k [|x]] - k = 0,
donde X=Xy, que contradiz xoei—x.

Levando em conta a proposicao (3.7)., obtemos tambem

7.2 Teorema. Se todo funcional linear continuo atinge o infi-
mo em todo subconjunto convexo fechado Timitado do espago nor

mado X, entao X e completo.

Nao temos para espacos localmente convexos uma generali-
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zagao destes resultados. No exemplo seguinte mostraremos um
espago localmente convexo tal que toda funcao fracamente semi
continua inferiormente atinge o infimo em todo subconjunto i
mitado fracamente fechado (em particular em todo convexo fe-
chado Timitado), mas que nao &, nem mesmo, quasi-completo.

7.3 Exemplo. Seja R R o espaco das funcoes reais de variavel

real com a topologia da convergencia simples (note que a topo
logia fraca em H?Ez coincide com a topologia original).
Seja X o subespaco de R R definido por

X = {feRr R

f & nula fora de um conjunto enumeravell.

E facil ver que se felR R , entdo f & um ponto de acumula
cao fraco do seguinte subconjunto limitado de X:

{ fo ¢ AcRR enumeravel }
onde fa (x) = f(x) se xeh e fA(x) = 0 se xgA.

Com isto vemos que X nao e quasi-completo.

Mostraremos que todo--subconjunto limitado e fracamente
fechado de X & fracamente enumeravelmento compacto. Assim, to
das as conclusoes seguirao de (3.1).

Seja C um tal conjunto e {f_} uma sequencia em C. En

n nelN -

tao, {fn}nem e Timitada e pelo teorema de Tychonov existe

R . "
felR que e ponto de acumulacao fraco de 1fn}nem .

R . . . _
Se geR » indicamos por supp g o conjunto dos numeros re
ais onde g nao se anula.
E facil ver que

supp f ¢ U supp fn
ne N
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e, portanto, supp f & enumeravel e feX.
Mostramos, com isto, que toda sequencia em C tem ponto de

acumulacao fraco em C e, portanto, que C & fracamente enumera

velmente compacto.



8. UMA FORMA FRACA DO TEOREMA DE JAMES

Sabemos que se todo subconjunto convexo fechado de um
espagco normado X e proximinal, entao X & completo (7.1). Ali-
ando este resultado a (4.4),temos que'um espaco normado nas con-
digoes acima € necessariamente reflexivo. Com isto temos demons
trado que |

8.1 Teorema. Se X & um espag¢o normado tal que todo subconjun-

to convexo e fechado e proximinal, entao X & reflexivo.

Em resumo, o que temos € o seguinte.

Se em (4.4) dispensamos a hipotese sobre a completeza de
X mas, em compensacao, impomos que, nao so os hiperplanos fe-
chados sdao proximinais, mas sim que todos os convexos fecha--
dos o sao, entao ainda obtemos a conclusao desejada, isto @&,
a reflexividade de X.

Esta afirmagao esta fortemente apoiada no teorema de Ja-
mes. Dada a complexidade de sua demonstracao, obteremos, a se
guir, uma prova direta de (8.7).

Em primeiro lugar demonstraremos um lema preparatorio que
e, fundamentalmente, uma generalizacao do teorema de Helly (ve
ja apendice) para o caso enumeravel. Este resultado ndo tem
interesse intrinseco pois as hipoteses que faremos acarretam
na reflexividade do espaco eh questao.

8.2 Lema: Seja X um espaco normado tal que todo seu subconjug
to convexo fechado e proximinal. Se x" e X" atinge sua norma
e {x'} cX' & uma sequencia de funcionais, entao & possi--

n"nelN
-
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vel escolher xeX com ||x|| = [Ix"{| que satisfaz

xn(x) = X (xn) para todo n.
Demonstracao. Tomemos x'eX' com x"(x') = ||x"|le ||x']l=1 e
consideremos a sequencia finita x‘,xi,xé;...xé Existe, por--
tanto, pelo teorema de Helly, ineX com

o 1 "
Hxnll = (]+ﬁ)l|x I
x'(%) = x"(x) = llx"lle

X&(in) = x“(xé) , se k<n

Pondo-se xn=(]+%)in, valem as seguintes propriedades

Toxt () = B e s gl

.- -0 +-| 2 ;
2. |Ix 1l < (MHZ x|

Dé (1) concluimos que a sequencia {Xn}nem esta contida
no semi espacgo.

S = {zeX : x'(z) > ||x"||}

Como S e convexo e fechado, sabemos que a envoltoria con
vexa fechada de {xn}neml’ EB(xn: nelN}, e um subconjunto de S.

Note que se zeS, entao ||x"|| < x'(z) < |Ix"I| llll =1zl ;
isto diz que dist(0,S) > ||x"|| e dai concluimos tambem  que
dist(O,EE{xn.: nelN }) > ||x"}||

Por outro lado, (2) acarreta inf |[Ix || < [[x"]| e, por-
neN

tanto, dist(O,EE{xn snelN Yty < [ x"]]
Temos entao mostrado que dist(O,EE{xn tnelN }) = || x"|L

‘Usando as hipoteses, tomemos xeco{x —: nelN} com x| =

SIER
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No que se seqgue mostraremos que xé(x) = x“(x'n) para to-

do n.
Como erE{xn : nelN}, entao x € limite de uma sequencia
{yp}pem de pontos de co{xn : nelN !
Para cada p, yp tem a forma:
n
P (p)
7p zso noon
n
p =
comn elN, 0 < A (P) <le ) A(p) 1
p— - .= n B n=0 n
Com o unico intuito de simplificar a notacao escrevere--
mos

P n=0 "
entendendo que Aép) = 0 sempre que n>np.

Afirmamos que para todo nelN tem-se
Tim A<p) =0
p-re n

Se assim nao fosse poderiamos extrair uma ‘sub-sequéncia

{Aggk)}kem » para algum ngy, tal que

f R
1im 2P) = 2 5 @
k»eo Mo

Assim teriamos

(ypk) = x'(nz]kgpk)xn) = Xégk) x‘(xno) + n;n kﬁpk)x'(xn)
0

Notando que Tim x'(y_. ) = x'(x) e que Tim A(pk)x'(x ) =
koo Pk kv 10 "o
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= ax'(x_ ), concluimos que existe lim ) A(pk) x'(x_ ) e que
n - ; n n
0 k o n/—n0

x'(x) = ax'(xno) + lim ; Xgpk)x'(xn) (*)
0

Lembrando que x'(x ) 2 [|x"|| , donde

e ainda que )
(p
) Aépk) = 1~xn0k
n#n0

acarreta

L) APE) 2 q-a
n nO

k =00

vem

k +co k +co

= rt‘g‘nox'(‘pk)xi(X”) % fon %Znolépm Il = (1-a) 11l

que aplicado a (*) fornece

x'(x) > ax"(x_ )+ (1-a) |[x"]] ;

como x'(xn ) > ||x"]| » por (1), temos

(x, )} + (P-a) [[x"[] > a|[x"[| + (T-a) [[x"]]

=[x"1l

que e absurdo, ja que-lx'(x)] < x" Uxlbo= b x"l
Assim, como dissemos, 1imx(p) = 0 para todo n.

preo
Nosso proximo passo sera provar que para todo ngy,
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xecolx i n2 npt.

Para isto notemos que

~ ong=1 (p) ®
x = lim (nio . xn+n1 A(g)x )

p—)-oo no n
"o7! (p) ) ° (p) -
Como Tim ) A, 'x =0, entdo existe lim LA X, e va
p+e n=0 n p—>-oon:n0
le: n0-1 o
x = lim( z )\(p)xn) + lim( Z Al'(lp)xn) =
p->co n=0 P n=n0
= lim ) \(P)
n n

p->e n:no

0 leitor desatento podera pensar que obtivemos assim

3

erE{xn tn 2> nO}; ocorre, entretanto, que

E )\(p)X
nepmo N
0

nao e, em geral, uma combinagao convexa; contornamos esta si-

tuagao escrevendo:

oD <o

x = lim ) ‘A(p)xn = Tim ), Aép)xn + Tim( 2 >\r(]p))x =
pren=ng p—mn=n0 pre n=

oo

no-]
= Tim{( ) \(P) A(p))x vy A(p) ,
pro n=0 " Mo~ Mo n=ng+l T

1.

que @ um elemento de EE{xn DN o2

Se temos erBTxn fn o> no}, entao para todo k,



x&(x)efﬁ{xé(xn) n > nO}
) RS 1§ e _ n+l y _n+l g
mas X (x ) = (= %) = o x (%) = s xOxTy)

desde que k < n; assim,

Tim x.(x.) = x"(x,
Him xp (x,) (x})

we

disto decorre que n %o xé{(xn) i
noem

v

no} = {x“(xé)}

e dai resulta finalmente x;(x) = x"(xp), com o que fica termi

nada a demonstragao.

8.3 Demonstracao de (8.1). Em primeiro lugar, reduziremos 0

problema para o caso separavel. Para isto mostraremos que se
X nao & reflexivo, entao existe um subespaco separavel e fe-
chado YcX que tambem nao & reflexivo. Como todo convexo fecha
do de X e proximinal, entaoc @ claro que o mesmo acontece com
Y.

Da existencia de um tal Y deduziremos uma contradicao.

Suponhamos, como dissemos, X nao- reflexivo. Pelo teore
ma de Eberiein [12, pag. 1857 existe uma sequencia Timitada
{xn}nem cX que nao tem ponto de acumulagao na topologia fra-
ca. Seja Y o subespaco fechado gerado por {xn : nelN}. E cla-
ro entao que Y nao e ref1evao pois - contém uma sequencia limi
tada sem ponto de acumulagao na topologia fraca; e claro, tam

bem, que Y & separavel.
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Consideremos o dual topoldgico Y' de Y e o dual topologi
co Y" de Y' (com a topologia forte). Por um abusc de lingua--
gem escreveremos YcY".

Por Bishop-Phelps, existe y"eY"-Y que atinge sua norma
na bola unitaria de Y'. Seja d a distancia entre y".e Y.

Tomemos {yn : nelN} denso em Y.

Para cada nelN escolhemos y'eY' com Ilyél] = 1 que satis

faca
n_ [ 1 no_ d
[ (y"=y,) (vl 2 Elly yoll 2 5

Usando o lema, seja yeY com

yA(Y) = y"(yﬁ) para todo n.
Qualquer que seja o numero & > 0, e possivel encontrar n

tal que Hyn—ylL < e ; assim

[ymy™) (v D= Ty -y) (yg) b2 Hlyg-vll gl

1A
m

por outro lado, temos

]

' d

" 1 a
[ (y"=y,) (yp) | 2 ,
trazendo uma contradicao. Assim, demonstraremos que X e, de

fato reflexivo.

Com auxilio de (3.7) concluimos tambem que

8.4 Teorema. Se todo funcional linear continuo atinge o infi-

mo em todo subconjunto convexo fechado e limitado do espago nor

mado X, entao X @ reflexivo.
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Para espagos localmente convexos vale um resultado analo

go.

8.5 Teorema. Se todo funcional Tinear continuo atinge o infi-

mo (e portanto também o supremo) em todo subconjunto convexo
fechado limitado do espaco localmente convexo X, entao todo

tal conjunto @& enumeravelmente convexo-compacto.

Demonstracao. Seja C um convexo fechado limitado de Xe {W1%>]

uma sequencia decrescente de convexos fechados nao vazios, com

H cC, para todo n. Mostraremos que N H_ # (.
0 n>1 "

Consideremos as inclusoes

CcXeX"eX'™*

Séja C o fecho de C em X'* (dotado da topologia da con--
vergéncia simples); pelo teorema de Tychonov, sabemos que C e
compacto (porque & limitado e, portanto, fracamente Timitado
em X).

F possivel mostrar também que CcX", [12, pag.143] ja que
C e limitado.

Assim, indicando por Hn o fecho de H, em “X'*  teremos

NH # @, pois T & compacto e, para todo n, H_cC.
n>1 N n

Seja, entdo, x"eX" tal que x"eH , ¥n > 1. Se x" =0 nao
ha mais nada a provar. Senao, tomamos x'eX' com x"(x') = 1.
Fixemos n; e claro que, para todo & > 0,

Ve = {z"ex" : |z"(x') = x"(x")| < e} & uma vizinhanga de

x" (na topologia da convergencia simples). Como x“eﬁn, e cla-
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ro, tambem, que VgﬂHn # @; podemos tomar, entao, xeeHn tal que
[x'(x.) = 1] < e,

Com isto fica claro que

inf x'(x) £ 1 < sup x'(x)

ern ern

Queremos agora tomar yneHn tal que x‘(yn) = 1. Se ambas
as desigualdades acima forem estritas, entao ¥ existe pela
convexidade de Hn; senao, usamos a hipotese. De qualquer -ma-

neira, tal Yn existe.
n+1

Seja, para cada n > 1, Xn = T Y- Denotemos por A a en
voltoria convexa fechada de {x ~: n > 1}

A = colx, +n 2z 1}

E claro que inf x'(u) = 1; assim, tomamos xeA tal que
x'(x) = 1 (jé'queu;Aé convexo fechado e Timitado).

Seja {ui}ieI uma sequencia generalizada de pontos de A

que converge para X. Para cada iel escrevemos

(i)
1A" “n

=
-
t}
He~18

n

onde A§1) = 0 para n maior que um certo s 0 < A£1)

A
—
[42]

Afirmamos que para todo n temos

Yim Aé” - 0
iel

Se assim nao fosse, para algum m poderiamos tomar uma sub
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sequencia generalizada {Am j }jeJ tal que
Tim Aéij) =a > 0

jed

Assim teriamos

lug ) o= 03 Aoy r alihoy el 2

i ne1 0 n ném M m m
> 7 by pliy) mel
_nfm n m n
. | ~ L+l _ n+ . . n+l

pois x'(x ) = x' (Ml y ) = ML ey ) = DAL

Prosseguindo, vem

. () L (i) me
X (uij) > 1 km 3T A3

Passando j ao limite obteriamos

' B ] m+1
x"(x) > 1-a + a =

que e um absurdo.

Denotando por A a envoltoria convexa fechada de {x :nzm}
e procedendo como em (3.7) ou (8.2), podemos mostrar que xeAm,
¥m. Afirmamos que ern para todo n. Se existisse No tal que
xréHno , tomariamos um funcional Tinear continuo y' e aelR tal
que

y'(x) £ a, ¥xeH
= ng

y'(x) > o+e (para algum € > 0)

Seja m > Ny tal que lﬂL <
m 2

Para n > m teriamos



i ' +1 n+1 1 n+1
yix ) =y Ly = My s (Ma <o 12

: - al < |a] < ¢
pois yneHnO. Ainda como S = S E R
£
y'(x. ) 2 o+ =
. 2
Desde que xeA = co {x. :n >m viria
1 €
y'(x) £a + =< a+ ¢
2
contradizendo y'(x) > a + €

Mostramos com isto que xe I Hn’ donde N H_# 0.
nzl n>1

0 teorema de Elberlein, na sua versao para espacos local

mente convexos L12,pag. 1871, permite-nos entao enunciar.

8.6 Teorema. Seja X um espaco localmente convexo quasi-comple

to. Suponhamos que todo funcional linear continuo atinge o in
fimo em todo convexo fechado limitado de X. Entao X & semi-re

flexivo.

Gostariamos de ressaltar aqui uma certa diferencaentre es
pacos normados e localmente convexos, sob o ponto de vista que
temos abordado.

Em primeiro Tugar, observamos que a propriedade "todo fun
cional linear continuo atinge o infimo em todo convexo fecha-
do Timitado" em um espaco normado implica completeza (cf(7.2)),
mas, como vimos em (7.3), o mesmo nao se da em espacos local-
mente convexos.

0 maximo que se pode garantir & que, se X e um espaco 10
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calmente convexo que satisfaz tal hipotese, entao X & sequen-

cialmente completo; de fato, se {x } € uma Ssequéncia de

n nelN
Cauchy em X, entao, por (8.5) temos que

mb £ 0,

v

co { :
n_co {x, n

ja que toda sequéencia de Cauchy & limitada.
Assim, e claro que, se xe N1 Co Ix, + n2m}, entdo x @
me N
o Timite de{xn}neIN .

Podemos, portanto, dizer que

8.7 Teorema. Se X & um espaco localmente convexo metrizavel e

todo funcional linear continuo atinge o infimo em todo conve-

xo fechado Timitado de X, entao X & reflexivo.

Demonstracao. Pela observacao feita ha pouco, X & sequencial-

mente completo e, sendo metrizavel, € também quasi-completo ;
por (8.5) seque que X @ semi-reflexivo.

Sabemos que espagos de Frechet sao tonelados e que espa-
cos semi-reflexivos e tonelados sao reflexivos, assim X & re-

flexivo.

Se estamos interessados em mjnimizar funcoes ou encontrar
aproximacgoes otimas, ent3do gostariamos que a classe dos espa-
¢os onde tais problemas tem sempre solucdo fosse a maior pos-
sivel.

Infelizmente, os resultados que obtivemos aqui mostram que
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esta classe & apenas formada por espac¢os reflexivos ou semi -
reflexivos. Como vimos nos exemplos, muitas vezes surgem , na
pratica problemas de minimizacao em espacos nao reflexivos.Es
tes casos sao, como foram, tratados a parte da teoria que de-
senvolvemos aqui. Apesar disto, muitas vezes obtemos respos--

tas afirmativas e, com isto, consequéncias importantes.



APENDICE

0 TEOREMA DE HELLY

0 teorema que exibimos aqui, devido a E. Helly e a mais
importante ferramenta que usamos na demonstracao de (8.2).Pou
cos sao os textos em analise funcional que trazem este resul-
tado e, quando o fazem, fornecem apenas a prova para espacos
de Banach. Na verdade, quando usamos o teorema de Helly em (8.2),
ja sabiamos que o espaco 1a considerado era completo ( wveja

(7.1))e assim, isto seria“suficiente.

Apesar disto, insistimos em dar a demonstracao de Kakuta

ni L1101 para espagos normados quaisquer, primeiro pela sua e-

Tegancia e em segundo lugar porque temos nos preocupado um tan

to com as diferencas entre espacos completos e nao completos.

Teorema (E. Helly). Seja X um espago normado, xi,...,xa uma
sequencia finita de funcionais lineares continuos em X e ey
.,aneR.
Uma condicao necessaria e suficiente para que exista, pa
ra todo & > 0, um elemento xeX com ||x]|| < v + e tal que

x%(x) = 8, i=1, 2,..., n,

-19

e que a desiqualdade

n ' n
RERNERE BT

valha para toda escolha de numeros B], ""Bn'
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Demonstracao. Suponhamos que exista, para todo e > 0, um tal

X; entao, € claro que para Byso--.sB eR vale
n n n
|1Z]B]’0‘1’| = ’iz]gixi(x)l = |(1Z]Bi)_(.i)(x)l X
n n
SIS Bxll = (vee) 11T Byxill
i=] i=1

Como € e qualquer teremos

n

| L By

n
LBl < v ILY Byl

Provaremos a reciproca. Admitiremos, sem perda de gene-
ralidade, que os funcionais tomados sao linearmente indepen-
dentes. Em caso contrario, tomariamos um subconjunto linear
mente independente de {x%: 1<i<n} que gere o mesmo subespaco
que o conjunto original.

Consideremos a transformacao Tlinear L:X+ R" dada por

L(x) = (X3(X) s esx) (1))

Indicando por B (0) a bola de centro 0 e raio y+e em

Y+€
X, temos que provar que
(a1,...,an) € L(BY+€(O))

Suponhamos que assim nao fosse.
Queremos entao, tomar um funcional linear que separe

(a1,...,an) de L(By+e(0))' E claro que L(B (0)) e um convexo.

Ocorre, entretanto, que todas as formas do teorema de

Hahn-Banach para separacao de convexos e pontos em espacos
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normados exigem propriedades que ndo podemos garantir aqui
(em geral, pede-se que o convexo seja fechado ou que tenha
interior nao vazio). Para nossa fe11cidadé, temos um teore-
ma de separacao de convexos, que so se aplica em dimensio
finita, que diz:

Dados dois convexos A e B, disjuntos, em um espaco de
dimensao finita, entdo existe um hiperplano que separa A
e B L14, pag.25].

Seja entdo, w's um funcional linear nao nulo -em R" tal que .

sup w'(L(x)) é\v'(a1,...,an)
Ixll < v+e .
Tomemos Bl,...,BneR tal que

W (X1""’Xn) = le]+"'+8nxn

E claro que w'ol = B}xi+...+8 x' nao e nulo, ja que

n"n
estamos assumindo que {x%}1<i<n e linearmente independente.
Temos entao
poow' (L(x)) = (y+e) |[Jw'oL]] =

Su
x|l < y+e

= (y+e) ||{3.lx]'+..,+8nxr"”> Y IIB]X]'+---+BHX,'1H Z liz]siailz

i v
| w (a1,‘..,an)|:i|w (u],...,an).
Da contradi¢do acima concluimos que
(al,.,.,an)e L(BY+€(O)), ou»seja, existe xeX com x|l < y+e

tal que



ot}
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