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l NI'liO DU CAO

ConsideFcâFêmüs prê;-r'equjslto para a leitura deste texto

um certo conhecimerlto dos fatos básicos da topologla geral e
da teoria dos espaços localmente convexos

Invocaremos, vez por outra, as varias formas do teorema

de Hahn-Banach, bc:m como os teoremas de Eberlein, Tychonov,

Zorn e alguns outros. Admitiremos também, algures fatos bãs{
cos envolvendo seqt.iênclas genes'alizadas("neta'')

Os sTmbo]os ]R, G], ]N serão usados para o corpo dos nilme-

r'os reais, o corpo dos números complexos e o conjunto dos ng
meros natut'als, respectivamente. IR e al terão sempre a topolo
g i a u s u a l

Espaços vetoriais set'ão denotados por X ou 'r e seus ele

mantos por x, y, z, etc. Furlciona ís lineares ser'ão normalmen

te indicados por x', y', z', etc. 0 espaço vetorial de todos
os funcionais lineares definidos ent X será chamado dual algo

brico de X e denotado por Xv'. Se em X consideramos algunta tg

pologja e quereiiios nos refez ír ao subespaço de Xt fo)"made pg

los funcionais cone:ínuos, esct'eveillos X'. X' será chamado du

al to pol Õg i co d e X

Assim, por exer1lplo. X't. s ígri ifica o espaço dos funciona

Is lineares sobre a espaço dos funcionais lineares cont:ínuos
em X

INTRODUÇAO 

Con s iderar emos pr~-requisito para a leitur a de ste texto 

um certo conhecimento dos fatos bãsicos da topologi a geral e 

da teoria dos es paços l oca lm ente convexos. 

Invocaremos, vez por outra, as vãri as formas do teore ma 

de Ha hn-Banach, bem como os teoremas de Eberlein, Tychonov, 

Zor n e alguns outros. Admitiremos tamb~m, a l guns fa tos bâsi -

c os e n v o l v e n d o se qu ê n c i a s g e n e r a l i z a d a s ( " n e t s '1 
) • 

Os sTmbolos ffi, [,™serão usados para o corpo dos nGm e

ros reais, o corpo dos numeras complexos e o conjunto dos nG 

mer os naturais, re s pectivamente.me [ terão sempre a topolQ 

gia usual. 

Espaços ve toriai s serao denotados por X ou Y e seus e le 

mentas por x, y, z, etc. Funcionais lineares serão norm a lm en 

te i ndi cactos por x 1
, y 1

, z 1
, etc. O espaço vetor ial de todos 

os funcionais lineares definido s em X sera chamado dual a lg ~ 

brico de X e denotado por X*. Se em X con sideramos alguma to 

pologia e queremos nos referir ao subespaço de X* formado p~ 

los funcionais contTnuos, escre vemos X'. X' ser~ chamado du 

a l topol6gico de X. 

Ass im , po r exem plo , X'* s ignifi ca o espaç o dos funcion! 

is lineare s s obr e o espaço dos funcionai s lin eares contfnuos 

em X. 

Se X~ um e s paço localmente conve xo, então chamaremos 
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{a uniforme sobre os llmltad09 de X,

topologja dada pela nor'ma habitual

to em(3.4), apenas espaços vedor'i

que e neste conte x to que se tem as

esultados que obter"enlos. Se quer'erros

s espaços complexos sob tais pontos
considerar sua está'utur.a real sub-
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São Paul o , novembt-o de 1 9 78

Ruy Exel Fíl ho

de topologia fraca em X ã topologia menos fina que permite a 

continuidade dos funcionais x'eX'. A topologia forte em X' e 

a topologia da convergência uniforme sobre os limitado~ de X, 

ou, quando X ê normadQ, a topologia dada pela norma habitu a l 

llx'II = suplx'(x)I, x'eX'. 
llxll ~ l 

Consideraremos, exceto em (3.4), ape na s espaços vetori-

ais reais, pois julgamos que ê neste contexto que se tem as 

melhores aplicações dos resultados que obteremo s . Se queremos 

saber como se comportam os espaços complexos sob tais ponto s 

de vi sta, basta em gera l, cons i derar sua estrutura real su b

jacente. 

Se A e um subconjunto do espaço lo calmente conv e xo X, 

indicaremos por coA a envoltõria convexa de A, i s to ê , o me

nor subconjunto convexo de X que contem A. Por coA, entend e 

remos a envo ltõria convexa fechada de A, ou s ej a , o menor con 

vexo fechado de X que contêm A. Sabe-se que coA ê o fecho de 

coA em X. 

Agradecemos ao Prof. Dr . J6rg Blatter pela suge s t ão do 

tema dest e trabalho, bem como pela dedicada orientação. 

São Paulo, novembro de 19 78 . 

Ruy Exel Filho 
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l .P ROXIMINAL IDADE

Consideremos um espaço vetorial normadó X. Se A õ um sub
conjunto de X e xeX, defjniínos a distância entre x e A corno

sendo o número real

d{ s t(x ,A )=in f ll x
aeA

Se A denota o fecho de A em X, então ê claro que xeA Im-

plica que d ist(x,A)=0 e, rec iprocamente, se dist(x,A)=0, en-
tão xeA.

Se, para xeX, existe aeA tal que ljx-ajl =djst(x,A), diz
mos que a ê uma aproxjínação Õtima de x em A

Um subconjunto que tem uma apr'oxjmação õtima de cada ele
me n to d e X chama - se p roxlnl{ na l

É óbvio que todo subconjunto proxjmjna] é fechado

Vej amo s al g u n s e xeinpl o s

.l!.J..E.3.emplo. Seja H um espaço de Hilber't e C uin subconjunto con

vexo e fechado de H; então C õ proximinal. De fato, se xeH,po

demos tomar uma sequência {ynlneIN de pontos de C ta] que
l {m ll y.-x ll ::d i st(x ,C )=d
n ->oo - '

Pela lei do paralelogramo obtemos

lyn'ymll :ll(yn-x)-(y.,-x)ll: :

Z(ll Vn-xll' +ll ym-xll')-ll Vn-x+V.-xll' :
Z(ll yn-xll' +ll y.-xll:)-4ll ;(y.+y.)-xll'
Observando que C ê convexo temos que .}(yn+ym)eC e, por-

tanto,ll l(yn+ym)-xll :àd; assim

e

l .PROXIMINA LIDADE 

Consideremos um espaço vetorial normadô X. Se A e um sub 

conjunto de X e xeX, definimos a dist~ncia entre x e A como 

sendo o nGmero real 

dist(x,A) =infl l x-all 
aeA 

Se Ã denota o fec ho de A em X, então e claro que xeA im -

plica que dist(x,A) =O e, reciprocamente, se dist(x,A) =O, en

tão xeA. 

Se, para xeX, existe aeA tal que llx-all =dist(x , A), di ze

mos que a~ uma aproximação 6tima de x em A. 

Um subconjunto que tem uma aproxim ação 6tima de cada e le 

mente de X chama-se proximinal . 

E 6bvio que todo s ubconj~nto proximinal ~ fechado. 

Vejamos alguns exe mpl os . 

l.l Exemplo. Seja Hum espaço de Hilber t e C umsubconjuntocon 

vexo e fechado de H; então C e proximinal. De fato, se xeH,PQ 

demos tomar uma sequência {y } 1N de pontos de C ta·1 que n ne 
limll y - xll =dist (x ,C ) =d. 
n+co n 

Pela lei do paralelogramo obtemos 

11Yn -ymll2 = li (yn -x ) - (ym -x )ll2 = 

2( li yn-xll2 + li ym -x 112 ) - li yn-x+ym -x 112 = 

2( li yn-xll2 .+li ym-xll2 ) -411 }(yn+ym)-xll2 

Observando que C e convexo temos qu e !(y +y ) eC e, por
e n m 

tanto,ll l(y +y )-xl l ~ d; assim, 
2 n m -

- l -



jjyn-ymll: :Z(ll Vn-xll' +ll ym-xllz)-4d'

cia de Cauchy. Se y ê o limite deÍynJneM ' então yeC, pois C
e fechado e ê claro que jjy-xjl =d; ass ím, y ê uma ap.roxjmação õ
uma de x em C

Sabe-se a inda que y é Único nestas condições. Para ver
isto, notemos que, se y e y são aproximações õtimas de x ent C

então a sequência y,j,y,y,.. . esta nas condições da sequência

{ynJneIN tornada acima e, portanto, é de Cauchy; dai y=y

[ posa:ível provar que, se Y é um subespaço fechado de H,

então a função que a cada xeH associa a (iónica) aproximação õ
tina, y, de x eln Y ê uma projecção linear COHtF.dt'Ívcâ

Uma maneira bastante simples de se obter' y ê dada pela
express ao

y = >1 < x : e : > e :
l p l ' ' )

onde {e.iljel ê uma base ortonormal qualqer de Y

Com isto podemos, por exemplo, deter'minar a melhor apro-

ximação de feL2E-v,Tr] por elementos do subespaço Y gerado pe

las funções ecos(nx),sen(nx):0án:SNJ; sabemos quetl, cosx,
cos(2x),...,cos(Nx), senx, sen(2x),...,sen(Nx)} é uma base or
togonal de Y; portanto, a aproximação Õtima de f Õ

1 . n '-: *Í:::l:Í-TiÇ '.:(«*) -, ii::i7-:Í-HÇ ;."(-*)}:

- 2 -· 

11Yn-ymi!2.'S.2(11 yn-x!l2 +li Yr,
1
-xl!2)-4d 2

• 

Como lim IIY -xll ::: d , concluimos que {y} IN ê uma sequê.!)_ n n n e n -+co 
e i a de Cauchy . Se y e o limite de {yn}nelN, então yeC , poi s C 

ê fecha d o e ê c ·1 ar o que li y - x li =d; assim, y ê um a a p_r o xi maç ã o _§_ 

tima de x em C. 

Sabe-se ainda que y ê Ünico nestas condições. Para ver 
ist o , notemos que, se y e Y são aproximações 6timas de x em C; 
então a sequência y ,J, y,J ? ... estfi nas condições da sequência 
{yn}ne1N tomada acima e, portanto, e de Cauchy; dai y=y. 

E possl vel provar que, s e Y ê um subespaço fec hado de H, 
então a função que a cada xel-1 associa a (unica) aproximação 
tima, y, de x em Y ê uma projeção linear contrativa. 

-o 

Uma maneira bastante simples de se obter y ê dad a pela 
expressao: 

y=I <x, e.>e. 
iel 1 1 

' 

onde {e.}· 1 ê uma base ortonormal qualqer de Y. 1 1 e 

Com isto podemos , por exemplo, determinar a melhor apro-
ximação de feL 2[-TI ,1T J por elementos do subespaço Y gerado p~ 
las funções {cos(nx) ,se n ( nx):O,~:A::"N}; sabemos que {1, cosx , 
cos(2x ) , ... ,cos(Nx), :senx, sen(2x), .. . ,se n(Nx)} ê uma base or 
togonal de Y; portanto , a a proximação 6tima de f e 

N 
<f, l > +I {<f,cos(nt)> cos(nx) + <f,sen(nt)> sen (n x ) }= 
111 ll 2 n=l 1icos(nt)ll 2 

1i sen (nt)Jl 2 
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t)dt + EI !{.fxf(t)cos(nt)dtJcos(nx) +
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N 
! J;f(t)dt + I l{ fnf(t) cos (n t )dt }c os(n x ) + 
2n- n=l ·rr _n 

I l{[;f(t)sen(nt)dt}sen(nx), 
n=ln 

que ê exatamente a r eduzida de ordem N da s~r i e de Fourier 

de f . 

1.2 Exe mplo. Suponhamos que, dad a uma fu nç ~o real con ti nua 

f, definida no intervalo [-1, lJ , queremos encontrar um PQ 

linômio p de grau não maior qu e um certo N, pre f ixado , de 

modo que o erro cometido ao tomar-se p( x) no lu gar de f ( x) 

seja o menor possTv e l . 

Consid eremos o espaço C([- ·1,1] ) form ado pelas funçõ es 

reais continu as em [-1 >lJ com a norma do s upr emo. Reform~ 

lando o problema acima, que remos , de fato, uma ap ro ximação 

ôtim a de f por ele men t os do subespaço PN' f ormado 

polinômios de grau menor ou igual a N. 

pelo s 

Veremos (prop. (1.4) adi ante) que s ub es paç os de di -

mensao finita s~o sempre proximinais. Com is t o podemo s g~ 

rantir que exi st e ao menos uma aproxima çã o 6tima de f em 

PN. E possivel provar-se tamb~m que tal aproximação~ Gni 

ca Ll3, pâg.llJ. 

E claro que quanto maior for o numero N, mel hor sera 

a preci são de nos sa estimativa. De sta forma, antes de pr.Q_ 

curar o polinômio que _melhor aproxima f, ê conveniente sa 

ber qual serão er ro que comete remos para cada N escolhi

do. 



4

0 er'ro, isto ê, o valor d ist(f,PN)
fÕ rmul a [[1 3, pãg . 2 8]

d'ist(f,PN)= xl<x2suP.<xN+2ál(f,xl:

pode se r compu todo
pel a

onde

,x N+2 )

f ( xl )

]

xl

f ( xá )
]

x2

f(xN+2 )

l

xN+2

l

l

xl

x2

l

l

x2

xN+2

( -1 )N+2

l

xN+2

J (f ,xl '. . ' ,xN+2 )

N

x2
N

X N+2

Considere o problema de encontrar' a melhor aproxima-

ção de xn por po] ínÕmios de Pn-l em [-1,1]
Isto é ev identemente equivalente a encontt'ar', dentre

os pol inÕmios de grau n com coeficiente dontinante igual a
1 , aquêle com menor' norma

Por um teorema de Chebyshev L13, pãg.9] tal pol inõ
inl o é dad o po r

;n-l cos(n ar"c cosx),

- 4 .. 

O erro, isto e, o valor di s t ( f,PN) pode ser computado 

pela f5rmula [13, pâg.28] : 

onde 

N XN 
xl 2 

1 

l 

- 1 

Considere o problema de encontrar a melhor aproxima 

ção de xn por pol·inômios de P 1 em [-1,l] . n-
i sto~ evidentemente equ i valente a en contrar, dentre 

os po"linômios de grau n com coefi cient e dominan t e ·i gual a 

1, aquele com menor norma. 

Por um teorema de Chebyshev [ 13 , pa g. 9] tal polinô -

m·io e dado por: 

1 
-n- ·I cos(n a re cosx ) , 
2 
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Ê possível verlficai" q u e

(n arc cosx): (x+/i"!'Í)n+(x-?if:T)n

Nesta expr'essão, as potências :ímpares de ./x2-l cance
lam-se, de irado que cos(n arc cosx) é, de fato, uin poljnõ

mio de grau n ein x que tem por coeficiente dominante 2n'l

Os poljnÕmíos Tn: cos(n al'c cosx) são chamados pol
nÕmjos de Chebyshev do primeit"o tipo

Consideremos agir'a o pt'oblema de encontr.ar aproxima-

ções por po[jnõmios no espaço LlE-],]]
Sabe-se(ainda pela prop.(1.4) adiante) que se

feLlE-l,l], então para NeBI, dado, existe um polinõmjo p
em PFI tal que

If-pll =.f.llf-pl= inf/.llf-qj= dist(f,PN)
'' q e P .. ' ''

Se f ê cont:Ínua, podemos garantir a unicidade do po-
ljnõmio p nas condições acima; em caso coritrãrio, esta a-

firmação não õ :em geral , vã]]da i:13, pãg.57]
Sejca neM dado; qual ser'ia então a {nelhor aproxima

ção de xn em Pn.l com r'esperto ã norma de LlE-l,ll?
A resposta a esta pergunta é dada pelos polinomjos

U . :h-:hT Á ... .

chamados polinÕmios de Chebyshev do segundo tipo i:l ,pãg.87]
Sabe-se que os polinõinios un itãrios l U n.{nimizam

o n n

o val ar da i n te g ral

.r:l lxn+an.lxn'l+.. +alx+a0ldx, a.ieIR

co s
2

9

- 5-

E possivel verificar que 
-~ n -- n 

cos(n are cosx) = (x+ ✓x - l) +(x- ✓x 2 - l) 
2 

Nesta expre ssao, as pot~ncias lrnpar e s de /x 2 -l cance 

lam- se , de modo que cos(n are cosx) ê , de fato, um polin~ 

mio de grau nem x que tem por coeficiente dominante 2n-l_ 

Os polinômios T = cos(n are cosx) sao chamados polin 

nôrnios de Chebyshev do primeiro tipo. 

Consid eremos agora o problema de enco ntr ar apr ox ima

çoes por polinômios no espaço L1[-l ,1J. 

Sabe-se (ainda pela prop. (1 .4 ) adiant e ) que se 
- 7 - -feL

1L-l,1-, entao para NelN, dado, existe um polinornio p 

em P tal que N 

llf-pll =f_~lf-pl= inf J _~lf -q j= dist(f,PN). 
qePN 

Se f e continua, podemos garantir a uni c idad e dopo -

linômio p nas condições acima; em caso contrãrio, esta a 

firmação não ê ~m geral, vãlida [13, pãg .57]. 

Seja ne lN dado; qual seria então a melhor aproxima -

çao de xn em Pn-l com respeito ã norma de L1[-1,1J? 

A resposta a esta pergunta ê dada pelos polinômios 

U =-1 T' 
n n+Í n+l ' 

chamados polinômios de Chebysh e v do segundo tipo [1 ,p ã g.87]_ 

Sabe-se que os polin6mios unitãrios 1 Un minimi za m 
2n 

o valor da int egral 
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Segue-se, portanto, que o pol inõmio xn. In Un ê a únl
ca apr'oxlmação Õtima de xn em Pn.l relativamente ã norma
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Segue~se, portanto, que o polin6mio n 
X - U e a Uni 

2n n 

aproximação 6tima de xn em P - relativamente~ n-1 norma 

Nâo se tem , at~ hoje, urna teoria geral sobre aproxima 

çoes 6timas, de sorte que em cada caso precisamos usar fer

ramentas particulares para procurar aproximações õtim a s ou 

para determinar se tais aproximações são ~nicas. 

Fa l ando de unicidade, talvez o resultado mais geral que 

temos~ o seguinte: 

l .3 Proposiçâo. Seja X um espaço normado. Uma condiç ã o ne 

cessãria e suficiente para que todo ponto em X tenha no mã 

ximo uma aproximação 6tima em cada convexo de X~ que X se

ja estritamente convexo. 

Demonstração. Suponhamos X estritamente conve xo e seja C um 

con vexo em X. Para xeX, admitamos que existam c
1 

, c 2ec, aprQ 

ximações õtimas , distintas, de x em C. Nestas condições, t e 

rlamos, obrigat6riamente dist(x,C) >O. 

Assim, como X~ estritamente convexo e, como 

11 x - c 1 li = llx - c 2 li = d i s t ( x , e ) , 
viria 

1 que~ um absurdo pois, sendo C convexo, temo s que - (c 1+c 2) eC 
2 

e, portanto, llx-l(c 1- c2 )11 ~dist(x,C). 
2 

Reciprocamente , se X tem a propriedade de unicidade de 
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a proxlrna çõ e s õtinla
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1 =1 , most rar'e mos que

{ o , j s t o é , llJ-( xl + x 2)

mos

l : (1-2a)xl+2a-!(xl+x

l : (2a-l )x2+(2-2a):-(

e s{ g u al da de tri a n g ul a

da dos xl 'x2 eX caiu
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aproximações 6tim as em convexos, então , dados x1 ,x 2ex com 

x1fx 2 ell x1 li =li x2 11 =l, mostraremos que lll(x 1+x 2 ) li <l. Su 
l 2 

ponhamos o contrãrio, isto e, ll - ( x1+x 2 )11 ~ l. 
2 

Para aeIR, temos: 

i) a.x 2+(l -a )x 1 

ii) ax 2+(l-·a )x1 

Aplicando a desigualdade triangular em (i), com ~ a 

< l, vem 

. l 
li ax 2+(l-a ) x1 11 ~ 112 a-2(x 1+x 2 )11 - ll(l -2 a )x1 11 ~ 

> l2 a l - ll-2o.l =2a-(2a-l)=l 
l Fazendo o mesmo com ( i i) , para O_~a~- , t emos 

- - 2 
li ax2+(l-o:)x 1 li ~ li (2 -2a) -} ( x1+x 2 ) li - li (2 a- l )x2 11 ~ 

~12 - 2al - l2o. - l l =2- 2a-(l - 2a)=l 

li ax 2+( l -a )x 1 li ~ l 

2 

Conclu,mos, portanto, que li ax 2+(l -a )x 1 li =l para O~a~ l. 

Isto diz que, no convexo {ax 2+(l -a )xt:O~a~l} , t odos os pon 

tos ·são aproximações 6timas da ori~ em, contrariando as hip~ 

teses ass umidas sobre X. 

Estaremos, daqui em dian t e, mais int eressa dos na ex is 

t~ncia que na uni cida de de apr oximações 6timas. Um pr imeir o 

resultado nesta direção, que tem interessantes aplic ações , 

e nosso pr6ximo passo. (ve ja (1.2)) 

1.4 Proposição. Se X e um espaço normado e Y c X e um sube s 

paço de dimens ão finita, então Y e pro xi minal . 
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l j «llx
n-toa

Demonstração. Tomemos xeX e procur

ma de x em Y. Para isto, seja {yn}
tos de Y tal qu e

yn ll :dist (x,Y)

Como jjynlEljx-ynll+ llxll , concl

{yn} neIN e ] irríitada
Sabentos que , em um espaço de

quêncla l imitada admite uma subseq

por'tanto,{yn.,}kelN uma subsequênc
de {yn} neIN e yeY seu l imite

Temos

x-yjl =ljm jlx-y. ll :dist(x,Y)
k-+m '' k

Assim, y e uma apt"oximaçao ot

Nã o ê v er'da.de q u e s u b e sí)a ç os

x amai s . Vej amos um exempl o

1=5 Exemplo. Consideremos o espaço

raiado pelas funções t'Cais continuas
Sej a x' o func] o na 1 1 i n e a r em

f 1 / 2 rl
x' (f)=1 f(t)dt-l r(t)dt; f

J 0 J 1 / 2

É c] a ro q u e , pa ra fe C (i:0 ,1 ]) ,
r1 / 2 rl

lx' (f)l:: 1 1 f(t)dtl+l Í r(t)d

ti':,*, ': *,I'al
Para l:Sp<", { ndi quedos por ll

C ([0 ,1 ]) PO r .

If llb:(I' if(t):lPdt)F ; feC(' J 0

ermos uni

uin

a aproximação õ ti

a s eq u en ci a de pon

ulmos qu e a s eq u eilcl a

dlmensã

u ena a

i a conv

o fi ni ta , tod a se

couve rg e n te . Sej a ,

er'g etl te e x t r a:íd a

ima de

fechado

x eín Y

s s a o s enlpt'e p ro

ve toro

d e fmi

C ( LO ,l

e C ( [0 ,

temo s

tls
f ( t )Id t

11 . a "

a[ C (i:0 ,1 ]) f ol"

d a s en] l:0 ,1 ]

]) de fi nl do p ot"

l ] )

o t"ma def i ni da eln

to ,] ] )

-8-

Demonstraçã~ . Tom e mos xeX e procure mos uma aproximação 6t i 

ma de x em Y. Para i sto, seja {y n}n elN uma se quência de po_12_ 

tos de Y tal que 

l iml!x-y
11 

l! =ct ist (x,Y) 
n➔co 

Como 11Ynl b,l lx - y n 11+ llxll , co ncluimo s que a sequência 

{yn}nelN ê l imitada. 

Sabemos que, em um espaço de dimensão finita, t oda s~ 

quência limitada admite uma subsequência convergente. Seja, 

portanto, {y }
1
, JN uma subsequência con vergente extraida n k , e JJ 

de {y} lN e yeY seu ·1imite. n ne 
Temos 

l!x-y!I =·l im l!x-y
11 

11 =d i st(x,Y) 
k➔oo k 

Ass ·ím, y e uma aprox ima ção õt ·ima cte x em Y. 

Não ê ve rdade qu e subespaços fechados são sempre prQ 

ximais. Vejamos um exe mplo. 

1 .5 Exemp ·l o. Consideremos o espaço vetorial C([O , lJ) for 

mado pelas funções r eais con ti nuas definidas em [O,l]. 

Seja x' o funcional ·1inear em C([O,l]) definido por 

( l/2 fl 
x' ( f) = f(t)ctt- f(t)dt; fe C([O , ll) 

1 O l / 2 
E claro que, para feC ([O,l]), temos 

Il/2 fl 
! x ' (f) I~ 1 f(t)dt!+I f(t)dt! ~ 

~f1 12
lf( t)!d

0
t+ f if (t)1

1J:-=f if(t)ldt 
O 1/2 O 

Para l ~ p<00 , ·i noi quemo s por li li p a norma def ini da e m 

- 7 C(LO,l_) por 
·1 

11 t 11 , =(J 
p o 

l 

if(t)'!Pctt )P feC ( [O,l]) 
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e ponhalos 11 f li l f ( t )
t e [ 0, 1 ]

lx' (f) l= llfll l

o r'm a ll ll l ' C o

co n c l u:íilio s

todo p e , po rt

S

t'erros qu e Ke r x

mas não com l

( t ) ;1 - 2 t. P r ove

l ;fe c (i:o ,] ] )

Assim,

ao a n

l5: ll f

P para
no FRIA

Nãos tra

ll . ,
Seja f
a

b . ]go

d. Dad

Para g

!:x (f
2

n do (a

É fãcj

se f(t

pondo

If- go
n do (b

P ara v

Fia o c

:':<

e ,

Frio ,

qu e

cinto

portan to , x' õ continuo com

para feC([0,1]) e l::p5;m,vale
x ' ê c o n t:irlu o ein rel a ç ã o a

, Ker x' ê fe chado em todas

rel aç

l f ll
l l l

es ta s

' e

ll . ,
li] o $

pro ximi nal c om rel ação a nor

1 < P:S"

que

m a ll

If-g ll 1::1 , # gemer x
2

e Ke

- g ll

0 E>

e Ker

r x : ta

l < llí - g

0 , e xl s

x ' , v a

) - g ( t )

l q u

l . ,
te g
l e

1 / 2

0

dt+

. 11

# g

e KeC

f- g o ll . :l

EKer x ' e l<p.Ém

r x' tal que ll f-gcll 5: ! + c

) :x' ( f( t

]

1 / 2

)-g(t)Ht-l1/2(f(t)-g(t)HtS:
f ( t )- g ( t )Id t = ll f- g ll lf(t

pt'ova

l ve

) - g (

go:o

er{ f

onst

r que a

t )::0 pa

vem gO
)

de s

e Ker

l g u a

.!
2

X

l d a d e eín ( a ) tom a - s e i gual

e f(t)-g (t)ÉO par'a -!ÉtÉI .As

0
2

dade

S l ÍT] ,

prov a

nu a h

{ c ai' ( c

a nte . t

) , r.

erros

atem o s q u e p ar"a uma fu n ção con tl

1 1< jlh llP para l<p:" Cor110

e ponhamos 

As s im, 

- 9-

11 -FI I =sup!f ( t)i ; feC([O , l] ) 
00 te[O,l] 

l x' ( f )I ~ lltll 1 e, por ta nto, X
I e co ntinuo com 

relação ã norma li 11 7 . Corno , 

li f 11 1~ li f li p , c oncl u,mos que 

pa ra feC ( [O,l]) e l ~ p~ 00 , va le 

X
I e conti nuo em relaç ã o a 

li li para todo p e, portanto, Ke r x ' e fech ado em todas p 

es tas normas . 

Mostr aremos que Ker x' ~ proximinal com r e l ação a nor 

ma li 11 1 , mas não com li li p , l <p~00 • 

Seja f (t) =l - 2t. Prov emo s que 

a . 11 f - g 11 > .l , JJ- g e Ke r x ' 
1= 2 

b . J g O e K e r x ' ta l qu e 11 f - g O 11 1 =½ 
e• 1 lf - g 11 1 < 1 lf - g 11 p , JJ- g e Ke r x' e 1 < p~co 

d. Dado E:> 0, ex is te g e Ker 
e 

Para gel<e r x', vale 

x ' ta ·1 q u e 11 f - gJ L~ .l + e 
2 

.l.=x ' (f) =x ' (f-g) =f 1
2 

( f (t)- g (t);jt - J
1 

( f(t ) -g(t )):it~ 
2 o 1 / 2 

~J l / 
2 

1 f ( t ) - 9 ( t ) 1 d t + J ·i I f ( t ) - g ( t ) ld t = 1 1 f - g 11 l ' 
O 1/2 

provando (a) . 

E fãcil ver que a desi gua l dade em (a) torna - se igu a_l 

dade se f ( t ) ·-g(t )~O para O~ t ~l e f ( t ) -g ( t) ~ O pa r a l< t< l . As 
- - 2 2= = -

sim, pondo g0 =o vem g
0

eKer x' e 
·1 

11 t - g O 11 1 ==·-· , 
2 · 

prov a ndo (b). 

Para ve rificar (e) , notemos q ue para urn a função contT 

nu a h não constante , temos li h 11 1 < li h li p para 1 <p~ 00 • Como 



1 0

para geKer x', f-g não ê constante, vem llf-gjl 1< jjf-gjl .' P

s e j a r 1 - E: l ll - -!---.=t+-: 0 <t<-=- c
H ..r. n c'
1 2 '
2

] -c

4- ' * -} 'ã c ( t ) !. . «t <1+ .
2 2

]-:-Ê (t-l )-!
!.. 2
2

!,. : .: t « l

2

Notemos que

l
-€

e que

2

0 g c( t) d t :lc (}- E )

-- .Ú.+ F

2 2
donde gce Ker x'; além disto, llf-gE:

Colmo para lápE:" e ge Ker x

jí-g ll .s llf-g ll .:s jjf-g il .,
por(a) e(d) vem d ist(f, Ker x')=! ein qualquer das normas

Por(b), f admite aproximação Õtima ein Ker x' com a

norma ll 111 e pot" (c), f não adillite aproximação õtjma em

Kerx' com as normas ll i., l<p5:"

=+c
2 ge (t) dt=-

l

2

g : ( t) d t:tc ('i- c ) ,

pt"o v arid o ( d )

-1 O -

para geKer x 1
, J- g não e constante, vem 1/f -g ll 1 < 1/f -gll p 

Seja 

Notemos qu e 

l --e 

I2 
o 

e que 

l 
J2+c 

l 

- ~ t + l 
_J__ E 2 
2 

l --e 
2 l -(t--) 

e . 2 

1-E ( t - l )-l 
l 2 __ e 

2 

l 

J
2 

g ( t )d t =-
c l 

l l g ( t ) d t =--E ( - - E ) 
e 2 2 

--e 
2 

l 
gc(t)dt =- J 

. l 
-+e 
2 2 

donde gce l<e r x 1 
; a l em d ·i sto, li f - g e li 

00 
=l + e , provando ( d ) . 

2 
Como para l~p~ 00 e ge Ker x 1 

/ 1 f - g li l ~ 1 / f - g li P~ / 1 f ·- g /1 00 , 

por (a) e (d) v em dis t (f, Ke _r x') =l em qualquer das normas . 
2 

Por (b) , f admite apr o x im ação Õtima em Ker x 1 com a 

norma li /1 1 e por (c) , f não admite aprox i mação Õtima em 

Ker x ' com as normas // 1/p , l<p;s00 • 



Conforme veremos em (2

norm a ll 111 c Ker x'
nhuma função h é Ker x'

llotemos , então, que

i ) P at"a o c a s o d e ll ll
sã o i n fmi t a d e um e s p a

2 ) , Ket' x ' ê pr'o x in){ n a l

não admi te aproximação õ

c oin r,e] a

t inca pa -ça

ra

o a

ne

temos urn subespaço fe

ço não cornpl e to, q ue ê p

ch a do cona

roxlm]dj

na

ilie n

']

{i) Para ll llP' l<p<",
paço não completo q ue n

m pon to do seu cotnplenle

{ i{) Par'a ll 11., temos

Ba na c h não )"eflex{ vo q

nhum ponto do seu compl

l v) A e xistên ci a de apr
da norma consl derada

temos ujn subes paço fech

ão admite a proxlmação õt
n t at'

um subespaço fechado de

ue não admi te apl"'oximaçã

ementas'

oxima ções õtimas de pende

a do de

ima deunl

ne

ço

de

es

nh u

de

ne

um empa
o Õ alma

fot"te
nie nte

- l l -

Conforme veremos em (2.2), Ker x 1 -e proximinal com rel~ 

ção ã norma li 11 1 e Ker x ' não adm ite aproximação Õt i ma pa-

r a nenhuma f un çã o h é Ker x 1
• 

Not emos , então, que 

i) Par a o cas o de li li .
1

, temos um s ubespaço fechado com 

dimensão infini ta de um espaço não completo, que ~ prox im i -

na ·1. 

i i) Par a li li p' l <p<00 , temos um su besp aço fechado de 

um es paç o não completo que não admite aproximação Õtima de 

nenh um ponto do seu co mpl eme ntar. 

iii) Pa r a li 11
00

, temos um subespaço fechado de um esp~ 

ço de Banach não reflexivo que não adm i te aprox im ação Õtima 

de nenhum ponto do s eu complementar. 

iv) A exist~ncia de aproximações 6timas depende forte -

me nt e da norma con si de r ada. 



2 FUNCIONAIS LINEARES E APROXIF4AÇOES ÕTIF4AS

Como veremos a seguir', a existência de aproxima(iões..õti

mas em subconjuntos de um espaço formado esta intinlanlente li

gado a propriedades dos funcionais lineares nestes espaços

Esta relação ê sugerida pelas observações seguintes

2.1 Lema. Seja X um espaço not"nado e x' um funcional linear

conta nuo eín X com x'#0. Então, para cada xeX, a d estância êrt

tre x e o núcleo de x' pode sel" computada pela fórmula

dist(x, Ker' x' ): l x' (x)
1 * ' 1

Dçnlonstr'ação. Para y e Ker x' , ternos

x ' (x) 1 :1 x ' (X-y ) l5: li x ' l

Ass { nt , vem

x'(x)l::ilx'll inf llx-yll:llx'lldist(x,Ker x')
ye Ker x'

Par'a verificar' a desigualdade contrãrja toiltemos unia se-

quêriciatxnJneH de.pontos de X com ll Xn 11=1 e
llmjx' (x.) 1: 11 x' lrl -+ao ' '
Po ndo-se

mos yneKer x'.e, portanto, dist(x, K.er x')5:ll.x-ynjl =llx x)x l
x ' ( x . )

x ' ( x ) .

x ' ( x . )'

Passando-se ao l iil te, vem

dist(x,Ker x'):S----!-- lx'(x) l
ll . l ll

11 x-y

1 2 -

2. FUNCIONAIS LINEARES E APROXIMAÇOE S OTIMAS 

Como veremos a segu i r, a existência de aproxima~õe s -õti 

mas em s ubconju ntos de um espaço normado estã in ti mam e nte li 

gad a a propriedad es dos funcionais line ares nestes espaços 

Esta relação e sugeri da pelas observaçõe s seguintes. 

2.1 Lema . Seja X um es pa ço normado e x 1 um funcional li near 

contTnuo em X com x 1 ~ü. Entâo, para cada xe X, a di st~ncia e n 

tre x e o n~ c l eo de x 1 pode ser computada pe la fÕr mula: 

d i s t ( x , Ke r x 1 
) = l I x 1 

( x ) 1 
li XI li 

Demon s tração. Para y e Ke r x 1 , temo s 

l x' ( x )l = l x '( x-y)I ~ lix'II li x- y li 

As si m, vem 

1 x 1 
( x) 1 < l lx ' 11 i n f 11 x -y 11 == 11 x 1 11 d i s t ( x , Ke r x 1 

) 

y eKer x ' 

Par a verifi car a de sig ualdade cont r âria tomamos um a se -

q u ê ri ci a { x n } IN d e p o n t o s d e X e o m 11 x n 11 = l e ne · . 

·1iml x'(xn)I = llx' li 
n+oo 

Pondo -s e 
x' (x) y =x -~~x ( e claro que podemos supor x'(x ) ;tü ) , tere 

n x'(x · )n n -
n 

mos Y eKer x I e portanto n , , 

Passa ndo-se ao limite , vem 

d i s t ( X ' K e r X 
1 

) -~ •
1 

1 X 
1 

( X ) 1 !: 
- 1, X

I li 

- 1 2 -
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Este resultado trivial nos dã suba:ódios pat"a vet'ificar

mos uma primeit'a relação entre funciona is llneat'es e pt'oximi
nal i dade

?!! PloposjçgQ. Seja x'/0 um funcional ljileat" cone:ínuo defi
nado no espaço nor'dado X. São equivalentes

a. E.xiste yeX-Kel" x' que admite uma aproximação õtima
em Ker x'

b. x' atinge a nor'iTla na bola unitãr'ia de X, isto é, e-

xiste zeX com llzll:ÉI, tal que x'(z): llx'
c. Ke r x' ê p ro ximlnal

Demonstração. Para provarmos que(a) implica(b) tomemos

yeX-Ker x' que admita uma apraxiinação Õtjma, digarttos x, em

Ker x'

Temos por (2 . 1 )

1.1x'(y-xlj= 1 lx'(y)l;dlst(y, Ker x'):jjy-x l
f x 'll ll'x ' l

de onde

;Ç:Ty"x) l.=llx'll e, portanto, x' atinge sua nov'ma no
ponto ty-x , que pertence, ê clat«o, ã bola unitária de X

PT'overnos que(b) implica(c). Se zeX é tal que llz ll:l
e x'(z)= llx' ll , então, para cada xeX, temos x-.X!-(-!.} zeKel" x

Afirmamos que x-.5-l.-(.l..} z é uma apr'oximação Õtimaxdel x em
* ' 'll

Ke r x ' . De f a to ,

x-(;=11-(-©-z) 11=11 3. (x zll : l3..l-(.3..l:dlst(x, Ker x')
lx 'll il x ' ll ll x ' l

Finalmente, ê trivial que(c) iinpllc

!

( a )a

- 13 -

Este resultado triv ia l nos dâ s ubsTdios para verificar

mos uma primeira relação entre funcionais lin eares e proxirni 

nalidade. 

2.2 Proposição. Seja x'IO um funcional linear contTnuo defi

nido no espaço normado X. São equivalentes. 

a. Existe yeX -Ke r x ' que admite uma aproximação 6tirna 

-
em Ker x' . 

b , XI atinge a norma na bola unitâria de X, i st o e, e-

xiste zeX com ll z ll ~l, tal que x ' (z)= llx' 11-
c. Ker x ' ê proximinal. 

Demon stração. Para provarmos que (a)implica (b) tomemos 

yeX-Ker x' que admita uma aprox·imaçã o 6tima, di gamos x, em 

Ker x 1 
• 

Temos por (2.1) 

1 l x' (y -x )I -- 1 lx'(y)l=dist(y , Ker x')=II y-·x li, 
lt x '11 11 'x ' 11 

de onde 

lx '( y -x )l-11 'li . 1l y-xl!" ·- X e , por ta nto , X
1 atinge sua norma no 

ponto ;y-x , que pertence,~ claro, ã bola uni târia de X. 
li y-x li 

Provemos que (b) implica (c). Se zeX e tal que li z li =l 
X 1 (X) ex ' ( z ) = llx ' li , então, para cada xeX, temos x---~ zeKer 

X 1 (X) Afirmamos que x----
llx '·11 

Ker x'. De fato, 

11 X 
I li 

z e uma aprox ima ção 6tima de x em 

\ I x - ( ; .:. x 
1 

( x ) z ) li = I \ x 
1 

( x ) z 11 = lx 1 

( x )1 d i s t ( x , K e r x 1 
) 

\l x'II . llx 'l i \l x'II 
Finalmente, e tri vial que ( c) implica ( a ). 

X' • 
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Tainbêm se pode obter caracterizações de apr'oximações õti
ina s po r irei o de fu n ci on a { s

2.3 Proposição. Seja C um subconjt,unto convexo de um espaço

normado X. Para que um elemento yeC, seja.uma aprox.imação õ

uma de xeX-t, é necessário e suficiente que exista um fun

cional linear continuo x' com lx' 11=1 tal que

{ ) x' (x-y): ll x-y ll

{ { ) x' (y):suPx' (c)
c eC

Demonstr'ação. SLtponhamos que xeX-t e que y ê uma aproxitnação

Õtima de x em Y. Se denotaítlos por d a djstãncia entre x e C

jd/0) e pot' Bd(x) a bola de cento'o em x e t'alo d, tempos que
a intersecção ente"e C e o enter'ior de Bd(x) ê vazia; existe
então, pot' llahn-Banach, un] funcional l inear continuo x' e um

rlümel'o re al a tal que

a . x ' (c )S.a +ceC

b. x' (z )3:a VzeBd(x)
Podemos,sem peY'da de generalidade, supor' que lx' l=l

ComoyeC e jjx-yjl=d, temos yeCfIBd(x) e por(a) e(b) vem

x'(y);a:sup x'(c), pr'ovando(ii)
c eC

Temos também x'(y): {nf x'(z); logo
ze Bd ( x)

3

: suP x'(x-z); sup x'(w)::d sup x'(u);dix'l

x'(x-y):x'(x)- inf x'(z):x'(x)+ sup (-x'(zl
7 p r{ . r y \ 7 p R.Ív\

\J/ '''l' /\ \l/) lvlv}

x'(x-y):x'(x)- jnf x'(z):x'(x)+ sup (-x'(z))::
z e B d ( x ) z e Bd(x)

sup x'(x-z): sup x'(w);d supx'(u)
z e Bd( x ) ll \'/ lkd ll u lkl

v a n do ( { )

dll x d ,p ro

-14-

Tamb~m se pode obt er caracterizações de aprox im ações 6ti 

mas por meio de funcionais. 

2.3 Proposição . Seja C um subconjunto conve xo de um espaç o 

normado X. Par a que um e lem ent o yeC, seja .uma apr oxj maç ão -o 

tima de xex-r , ~ necessãrio e suficiente qu e exista um fun --

cional linear continuo x 1 com ll x 1 11 =1 tal que 

i) x' ( x-y ) = llx-yJI 

ii) x 1 (y) =s upx 1 (c) 
ceC 

Demonstração . Suponhamos qu e xex - r e que y e um a apro ximaç ão 

6tirna de x em Y. Se denotamos por d a di s t~n c ia entre x e C 

(d/0) e por Bd( x ) a bo la de centro em x e raio d , temos que 

a int ersecção ent re C e o in ter ior de Bd(x) ~ vaz i a; ex ist e 

então , por Hahn - Ban ac h, um funcional lin ear contTn uo x' e um 

numero real a tal que 

a. x ' ( c) ~a 

b . x 1 ( z )~a 

JJ-c e e 

-\LzeBd( x ) 

Pod emos,s em perda de generalidade, su por que ll x 1 11=1. 

Como yeC e li x-y ll =d , temos ye CílBd(x) e por ( a ) e (b) vem 

x 1 (y)=a =s up · x 1 (c) , pro va ndo (ii) 
ceC 

Temo s tambem x 1 (y) = ínf x '( z ) ; logo, 
z·eBd(x") 

x 1 ( x- y)=x 1 ( x) - inf 
ze Bd(x) 

x' ( z ) =x 1 (x )+ s up (-x ' (z)) = 
zeB d( x) 

= sup x '(x - z)= 
zeBd(x ) 

vando (·i) . 

s u p x ' ( vJ ) = d s u p x ' ( u ) = dl I x 1 11 = d , p r o ·· 
llv1 i~ct llu l~·1 
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Reciprocamente, admitindo a exjstênc ía de x', vem, para
ceC

11 x-y '(x-x):x'(x)-x'(v)5:x'(x)-x'(c):x'(x-c)5:llx-cll ,

donde

i n f ll x- c ll ; di s t ( x , c)
ceC

Geometricamente, esta proposição d iz que y e uma apro-

ximação õtlma de x em C se e somente se existe uni hipet"pla-

no fechado H que suporta C ein y e que satisfaz díst(x,H}
: d j s t ( x , C )

Djspensemos um minuto de atenção a unt resultado slm
pl e s s ob re u n i c íd a de

Z.=4...E.r.çlp.elj..ç3.g. Seja X um espaço normado está'ltarnente conve

xo; então todo funcional linear cone:ínuo não nulo atinge sua
norma no máximo ein uín ponto da bola unltãr,{a

.P.g.n.g!!:.y..p:.çg.g. Seja x' um tal funcional e suponhamos que

xl'x2eX são pontos distintos, cona llxl ll: llx2 11:1 e
x ' ( xl ) : x ' ( x 2 ) :llx'

lx-x

Seg ui rja en tão

llx' 11: x'(]'(xl+x2))áll x' ll
qu e ê con traditõrio

+ x 2 ) 1 « 11 x ' ll ,

ceC 

donde 

-15-

Reciprocam ente, admiti ndo a ex i st~ncia de x' , vem, pa ra 

1 1 x - y 11 = x 1 
( x - y ) = x 1 

( x ) - x 1 
( y ) ;:, x 1 

( x ) - x 1 
( c ) = x ' ( x - c ) ~ llx - e 1 1 , 

ll x-y li = inf llx -c ll =ct i st (x ,c) 
ceC 

Geometricamente, esta proposição diz qu e y ~ uma apro 

ximaçã o 6tima de x em C se e somente se existe um hipe r pl a

no fechado H que suport a Cem y e que satisf az dist(x,H·) = 

=dist(x,C). 

Dispensemos um minuto de atenç ão a um res ul tado sim 

ples sobre unicidade . 

2.4 Proposi çã o . Seja X um espaço normado es tri ta mente conv e 

xo; entã o todo funcional linear contlnuo não nulo atinge sua 

norma no mãx imo em um ponto da bola unitãri a . 

Demonst ra ção . Seja x' um tal funcion a l e suponhamos que 

x1 ,x 2eX sã o pontos distinto s, com ll x1 li = ll x2 ll =l e 

x'(x 1 ) =x' (x 2 ) = llx'II 

Seguiria então 

ll x' li = x' (½(x-1+x 2 )) i ll x' li 
que e contradi t 5rio . 



3 MINIMIZAÇÃO E F4AXIFtlZAÇAO DE FUNÇÕES

Ainda uma outra maneira que dlspoillos para estudar os

problemas acima Õ através da procura de pontos de mínimo de

cer'tas funções. Por exemplo, se num subconjunto A de um espg.
ço formado queremos encontrar uma aproximação Õtima para uin

ponto x dado,.então estamos pr'ocultando um ponto de m:ínjmo pa

ra a função

f( a ): ll x- a ll , a eA

V i sto ass i n} , o probl ema de

procura de aproximações õtimas

D caso ma is sÍlnples que pode ocorrer ÊI, certamente,quart

do se procura um ponto de m:mimo de uma função continua defi
nada num compacto(veja demonstração de(1.4)). Neste contex
to, sempre podemos garantir a existência de mínimos

A situação õ ainda bastante simples quando nossa função
ê apenas semi-continua {nferíarmente com domínio enumeravel

me n te compacto. 0u seja

}.:.!..E.!gp.a!.!.çÂe. Se T ê um espaço topolõg íco enumeravelme=nte

compacto e f é urna função real semj-cont:inua inferior'mente em

T, então f ê I'iM'Ítâdcâ 'infer'dormente e ex'êste tn eT tal que
f( tO ) : { nlt f( t )

.gane!!.i.ili.r!.ÇÃ.a. Sabemos que para todo nê® , Fn:txeT : f(x)5:-n}

é fechado e também qud a sequência {FnJnelN ê decrescente

Se f for il imitada {nfer'dormente, então, para todo n,

abrangefunçõesmi nimizar a

1 6

3. MINIMIZAÇÃO E MAXIMIZAÇ'AO DE FUNÇOES 

Ainda uma ou tra maneira que dispomos para estudar os 

pro blemas acima~ atraves da procura de pontos de minirno de 

certas funções. Po r exemplo, se num subconjunto A de um esp! 

ço normado queremos encontrar uma aproximação 6tima para um 

ponto x dado, então estamos procurando um ponto de mTnimo P! 

ra a função. 

f(a)= llx-all , aeA 

Visto assim, o problema de minimizar funções abrange a 

procura de aproximações õtimas . 

-O caso mais simples que pode ocorrer e, certamente,qua~ 

do se procura um ponto de minimo de uma função continua defi 

nida num compacto (veja demonstração de (1.4)). Neste contex 

to, sempre podemos garantir a exist~ncia de mTnimos. 

A situaç ão e ainda ba stante s impl es quando nossa função 

e apenas semi-continua inferiormente com domlnio enumeravel 

mente compacto. Ou seja: 

3 . 1 Proposiç ão . Se T ~ um espaço topo l õgico enumeravelmente 

compacto e f e uma função real semi-continua inferiormente em 

T, então f e limit a da inferiormente e existe t
0 

eT tal que 

f ( t 0 ) = inf f(t) 
teT 

Demonstração. Sabemos que para todo nelJN, Fn={xeT : f ( x )~ -n} 

e fechado e tambe m qu~ a sequ~ncia {Fn}nem e decrescente. 

Se f for i limitada inferiormente , então, para todo n, 
1 

-1 6 -
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Fn# g. SendoR Fn:g chegarlalnos a uma contradição
ne IN

Cair 'isto, vemos que a='inf f(x)>-m.
xeT ,

Ponhamos pat'a cada neM , Gn:lxeT : f(x):5Bhãl}

E claro que a sequênciaÍGnJnelt assim definida é decres

cente e que Gn ê fechado e não vaz io para todo n
Sabendo-se que T ê ertumeravelmente compacto, conclu:amos

que existe xO enelPn' Temos então

f(xO):Êa+-L,. V-ne ]l~! ;

p or't a n to ,

f(x. )=a ; l nf f(x)
xeT

!b.!.g.r.y.grão. De maneira análoga prova'se qtJe funções semj-cop.

tlnuas superiormente em espaços enunieravelmente compactos são

limitadas superior'mente e admjtein pontos (le mãxjmo

Se estamos pr'eocupados con! mlnimjzação de funções sem.!

continuas InferíorEnente, então ê certamente iitll conhecermos

os espaços topolõgicos nos quais tada tal função ê limitada
inferiorinerlte e atinge o :ínfimo. A pr'oposição acima ínostY'a

que entre tais espaços figura.m os eilumeravelinente compactos

É natut'al, por'tanto, perguntar' quais outros tem esta pr'opt"i.g

dade. A proposição que segue diz que outros espaços simples'
mente não ex{ s tem .

3.2 Prooosicão.( J. Blatter' i:2]). Seja T um espaço topolõg{
co. Suponhamos que toda função gemi-cont:ínua inferior"mente

n

- 17 -

F
1
/ 0. Send o n Fn=0 chegar iamos a urn a contr adição. 

n e IN 

Com isto, . vemos que a=inf f(x) >- 00• 

xeT 
1 

P o n h a m o s p a r a e a d a n e 1N , G 
11 

= {x e T : f ( x ) ~a -tin} . 

t c l a r o q u e a 5 e q u ê n c i a { G n} n e IN a s s i 111 d e f i n i d a e d e c r e s 

cente e que G
11 

~ fechado e nã o vazio para todo n. 

Sabendo -s e que T ~ enumeravelmente compacto, conclulm os 

qu e existe x0 e íl_r, . Temos então nell'fn 

.lJ.n e JN ; 

portanto, 

f(x 0 ) =a= inf f(x). 
xeT 

Observação. De man e ira anãloga prova -se que f un ç6es se mi -co n 

tlnuas superiormente em espaços enurner avel me nte compactos sa o 

lim itadas s uperiormente e a dmitem po ntos de mã ximo . 

Se estamos pr e ocup ados com mi nimi za ção de f un ç6es semi 

contlnua s inferiorm e nte, então~ cer tamen te Gtil conhece rm os 

os espaços topol~gicos nos quais toda t a l fun ção~ li mitada 

inferi ormente e atinge o lnf imo . A proposiç ã o acima mo stra 

que entre tais espaços figuram os enume ra vel 1nente compactos . 

E natural, por ta nto , perguntar quais outr os tem es t a propri~ 

dade. A propo s ição que segue diz que outr os espaç os s impl es

mente não existem. 

3.2 Proposiçã6. ( J. Blat ter [2] ). Se j a Tum espaç o topol6gi 

co. Suponhamos que t oda funçã o semi - contlnu a i nfe r i orme nte 
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em l e limo ta(la lnf e rica)"me n

pa cto.

Demonstração. Precisamos pr

cr'e s cen te { Fn} nelf{ de fecha

.:;.*"
Su pon h amos qu e exista

te ; en tão T ê enu illel"a v elm e n te c om

ova r que para tod
do s n ão va zi os de

a s eq uen c] a

T , t eíll- s e

de

uma tal sequenci a
necom nIN Fn:g .Pg

lno s
) en tao , pat'a ca da

É cl a ro q ue , pa r

neM fn(x)>-", PO

e modo a fuRGão

f(x): ljni fn(x),

bem de fjnida. No

pa ra t odo ae ${, f

, fech a do.

Con tra r{ an do a t]

Eln fa c e d o r'esul

a o o s e SÍ)a ços top

g e o Infjino . Mu i t

s e j arn ,a i n d a , o se

s paç os pneu do- ct3M

r'ea l c o n tT n ua a t{

ravelmente compac

fn ( x ) : '= ::J

n e ]FI

xeF

xéFn

a x e X ,

n elN

temos

F:.. : g

de s t

a

S

0

S

n

e

e

xeT

es t

pol

nlo d

te que

(-«,

f ê senil- cotltín u

a] é T ou al gurn F

a l n fe r{ ot"mente }

n ; de qual q u er

{ p õl:e s

ta do a

olõgj c

o eíilb o

n unlera

pa c tos

nge o

tos

e , f não é ljmi ta

c { ma , feri a natur'

os no s q u ai s toda

r'a possamos espe r

v.elme nte compacto

( i s t o ê , e s p aços

Ínfimo e o suprem

d a { n f er'i o r111e n t e

al pe rg u n ta r q ua

fu nção con tln u a

a)" q u e ta i s e s pa

s, temos exempl os
onde toda fun--

o) q u e não são e

l s

a ti

ços

de

ça o

n uni
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em Te limitad a in fer i or mente; entâo Te e num erave lm ente co m 

pacto. 

Dernonstraçâo. Prec i samos provar que par a toda seq u~n cia de

c resce nt e {Fn}n eIN de fechad os nâo vazios de T, te m- se 

n Fn / 0 . 
n e IN 

Suponhamos que exista urna t a l sequ~ncia com n F =0 ·.ro 
ne lN n -

mos, então, para cada nelN 

J -n se xeF 
fn(x) = n 

l o xéFn se 

E claro que , para xeX, te mo s 

inf f (x) >- 00 , po i s íl F =0 
1N n 1N n ne ne 

deste modo a função 

f(x) = inf fn(x) , xeT 
n e IN 

estã bem definid a. No te que f e se mi -contfn ua inferiormente ~ 

pois para t odo aelR, f-l ( - 00 , aJ e T ou algum Fn; de qualquer 

modo, fechado. 

Contr a riando a hip6te se, f nâo e limitada in feriormente. 

Em face do resu l tado aci ma , seria natural perguntar qu! 

is sao os espaços t opol~gicos no s qu a i s toda fu nçâo con tlnua 

atinge o Tnfimo. Muito embora possamos esperar que tais esp~ 

ços sejam,ainda, os enumera~elmente compactos, temos exe mp l os 

de espaços pseudo -c ompactos (isto e, espaç os ond e toda f un-

çâ o real contlnua atinge o lnfimo e o s up remo ) que não sao e 

numeravelmente co mp actos. 
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Nas apl icações, ê bastaílte comum surgirem problemas de

minimização de funções em subconjuntos convexos de espaços

localmente convexos. t4ultas vezes tais funções são convexas
e gemi-cone:ínuas inferior'mente

Vej amos al guns exempl os

3.3 Exemplo. ConsideY'emos uma divisão a5;t0<tl<-..<tmáb do
intervalo real [a,b]. Tomemeos uü;nÚmel"o natur.al n com
2<n<m+l

Por "spline" de grau n- l coill nÕs t0'...tm' entender
mos qualquer função real de varjãvel real que seja n-2 vezes

continuamente dlferencjãvêl e que, além disto, seja polin6-

mia[ de grau :É n-] nos intervalos(-",t0], [t0'tl],. ..[tm'«),
Isto ê, pat'a cada um dos intet'valor 1, citados acima, exis

te um polinÕmio pl de grau :: n-l que coincide com f em l
É evidente que f ê un} "spline" se e somente se

(n-2)(m Inc(")(K -tt0'.. . ,tm}) e f("):0 eln m -tt0'
0 conjunto de todos os 'bplines" de grau n-l com nÕs

,tm será indicado por S(n,t0'...,tm)
Um "spllne" seS(2n,t0'...,tm) que seja pol inomial de

grau :: n-] em (-",t0] e [t.,.,m) será chamado "spl'ine'' natu-
ra l

to ,

Indicaremos por SO(2n,t0'...,tm) o conjunto de todos

os "splines'' natura is de grau 2n-l com nõs t0'...,tm

E possível verificar que SO(2n,t0'. .,tm) p um espaço
ve t or'l al com dimensão m+l

Este ültjmo fato, aliado a outt"as observações simples )
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Nas aplicações , ~ bastante comum surgirem problemas de 

minimização de funções em subconjuntos convexos de espaços 

loc a lment e convexo s. Muitas vezes tais funções são con vexas 

e semi-continuas infer iormente. 

Vejamos alguns exemp l os. 

3.3 Exe mplo . Consideremos uma div i são a~ t 0<t 1< .. . <t m~ b do 

intervalo r ea l [a ,b] . iomemeos um : num ero natural n com 

Po r "splin e 11 de grau n- 1 com nos t 0 , .. . t m, enten dere -

mo s qualquer função rea l de variãvel real que seja n-2 veze s 

continuamente diferenciãvêl e que, a l ~m disto , seja polin6-

mial de gr au~ n-·1 nos ·interva ·lo s ( - 00 , t 0 J , [t 0 ,t 1 J , ... [tm, 00 ), 

i st o e, para cada um dos in terva los I, citados acima, exis

t e um polin6mio p1 de grau < n-1 que coinc i de com f em I. 

E'. evidente que f e um " sp line" se e somente se 

f e e ( n - 2 ) ( m ). n e ( 00 

) ( 1R - { t 
O 

, . . • • t m } ) e f ( n ) = o e m lR - { t 
O 

, . • . , \n } . 

O conjunto de todos os "splin es" de grau n- 1 com nõs 

t 0 , ... ,tm serã indicado por S(n,t0 , ... ,tm ) . 

Um "spline" seS(2n,t0 , . .. ,tm ) que se ja polinomi al de 

grau~ n-1 em ( - 00 ,t 0 J e [t
111

, 00 ) serã chamado "spline" natu 

ral . 

Indica remos por s0 ( 2n,t 0 , ... ,tm ) o conjunto de todos 

os 11 spl ·i nes 11 naturais de grau 2n- l com nõs t 0 , . . . ,tm. 

E possive ·1 verifi car que s0 (2n,t 0 , ... ,tm) ê um espaço 

vetorial com dimensão m+·1. 

Este Gltimo fato, al i ado a outras observaçõ es simples, 
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permit e- no s dize r que, para ca da m+l numeras reais ªo' ... 'a , rn 

existe um un ·i co 11 s pli ne 11 natura l s e s 0 ( 2n,t0., .· .. ,tm) ta l que 

s (t . )=a. , i =O, l, ... , m. 
l l 

Os 11 splin es 11 na tur a i s for necem so lu çõ e s pa r a a l gun s pr.Q 

bl emas de minim izaçã o . 

Problema 1 . Sej am a
0

, ... a elR e AcC(n )( IR ) o conj unto m 

A = {fe C(n)( IR ) : f(t;) =a·i' i= O, l , ... ,m} . 

De notemo s por E a f un çã o 

E : f eA + E(f) =J : (f(n) (t ) ) 2dt . 

Qual s er ia, entã o , um po nto de mT nimo par a E? Sa be-se 

que E t em como unic e pont o de mí nim o em A o 11 sp l ine 11 natural 

ses 0 (2n , t 0 , . .. ,t ) que satisfaz s( t. ) =a., i =O ,l, ... ,m . m l 1 

A f u n ç ã o E , a c i m a d.ef i n i d a , m e d e a e n e r g i a e l ã s t i c a d e 

um ce rto si stema f í s i co. Desta forma, um pon to de mí nimo para 

E repr e se nta um estad o de energia mí nimo e, portanto , uma po

s i ção de equil l brio de tal s is t ema . 

Problema 2. Suponh amos que, dada um a fu nçâ o feC(m )( (a,bJ ) ,qu~ 

r emo s ava liar s ua i n tegra l sabendo-se, ape nas, os va l ores de 

f em um conju nto f ini to de pont os a~t 0<t 1< ... <tm~b. 

-Rest rin gindo - nos a estimativas lin eares, somos l evado s a 

procu r a de nume r os · a0 , . . . ,a.n/1R tê. i s que 

b m· 

II f ( t )d t -I a.f ( t. )j 
a i=O 1 1 

· 

se j a o ml nimo poss í ve l . 

Mui t a s maneiras existem para i nterpretarmo s este proble-
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ma; para isto consideremos a função

0 :(ao'...,am)eIRm+l -- suP l f(t)dt-.>1.üjf(t{)

onde o supremo é tomado sobre as funções feC(n)(i:a,b]) ta is

que l (f(n)(t))2dtál
P)"ocuremos um mínimo para 'P. É claro que © não ê sempre

finita; não sabemos, ao menos, se 4) ê fin ita enl {ilgunt ponto

de seu dom:ínlo. Apesar disto, Q tem um ponto de in:mimo

(Í30'...,Bm)(onde 'b ê finita), que li alêtn do mais, Único
Através de "splines" natura is podemos calcular

, Bm)

Seja {s0'...,Sm} uma base para SO(2n,tO

ti s fa ça sj ( t{) : õij e sej a

isl:l's{(t)dt, {:0,1,...,m

A in+l-upla(130,...,Bm) ê o Único ponto de m:mimo pat"a 'D

Consideremos alguns exemplCJs concretos

Para m=1, n=2, tolhe:nos to:a:0 e tl:b:1. 0 método acima
nos fornece a solução B.0:&l: -L e inf+=--J' ' 2 1 2 0

Isto ê, se f é duas vezes cont:ínuamente diferenciavel ,

então o erro que se comete ao liubstituir-se l.f(t)dt por

!(f(a)+f(b)) é menor' que --L J(f(2)(t))Zdt. JO2 1 20 JO
Este processc} de integração numérica ê conhec ído como

re g r'a d o tt'a pê z i o

Para m=2, n=3, t0:a:0, tl=-L, t2:b:l , obtemos B0:c' Í31:o'

l

( BO

q ue s a -

t. = b =1 , ob temos

-2 1-

ma; para isto consideremo s a função 

onde 

que 

o supremo ê tomado sobre 

J: ( f(n)(t)) 2dt ~ l. 

f (t)dt - f a .f(t. )1 
• ·1 l l , = 

as funções feC(n)([ a ,b]) tai s 

Pro eu r e 111 os u rn 111 T n ·1 mo par a g, • l:'. e l ar o· qu e <P não e s einp re 

finita; nâo sabemos, ao menos, se 4> ê finit a em a l gu m ponto 

de seu domlnio .. Ap esar disto, t tem um po nto de mfnimo 

(a0 , . . -,8 ) (onde tê fin ita), que ê alem do mai s, unico. m 

A t r a vês d e II s p l i n e s11 na tur a i s pod em os e a 1 eu l a r 

( Bo , · · · , B ) · m 

Seja {s 0 , ... ,sm} uma bas e para s0 (2 n, t 0 , .. , t
111

) que sa-

tisfaça s.(t.) = Ô·· e seja 
J l l J 
ti 

B; = I S Í ( t) d t, Í =Ü , l , . . . , 111 . 

a 
A m + l - u p ·1 a ( Bo , . . • , B ) e o u n i e o p o n t. o d e m T n i m o p a r a tll • rn 

Consideremos a lgun s ex~rnp los concr e tos. 

Para m=l, n=2, to memo s t
0

=a=0 e t
1

=b=l. O mêto do c1 c i ma 

f l - 1 . 1 n os o r n e e e a s o u ç a o f3,. = $. = -- e , n f <ti=-- . 
O l 2 120 

Isto ê, se f ~ dua s veze s contfnu ament e di ferencia ve l , 

.l(f(a )+f(b ) ) 
2 

então o erro que se comete ao s ubstitui r - se J
1

f ( t )dt por 
1 I"l ( ')) 2 o e menor qu e -- ( f r.. (t)) dt. 

120 O 
Este process o de i ntegiaç ão numêric a ê conhecido co mo 

regra do trapêzio. 

Para m=2 , n=3, t 0=a=O , t 1=f 2 
B =-

1 3 
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AssiiB, tem os q ue

(lí ( o) +!f (1) +1f ( 1 ) ) l6 3 2 6
e menor que

l l(f( 3 )( t) )2d t] 8901 0
para toda função f que seja tr'ês vezes continuamente diferen
ci ãvel

buu\- lllbbv\.4v b- bllullltl\l\J \..lt= 1 t;x41 1.{ ÇAC -PiiiljJ.=tlit

?:q Exemplo. Dizemos que clojs abertos ç2.,Q.cQI são conformemen

te equivalentes se existe uma aplicação holomorfa injeto)'a de

fjnlda em í21 cona imagem Q2 (pelo teorema das funções inversas
tal função terá inver'sa tainbêm holomor'fa)

Segue-se que abertos confor'memente equivalentes são dife
omot'fos

Um resultado clássico de Riemann diz que qualque)" aberto

simplesmente conexo Q de al ê conformemente equivalente ao dis
c o u n { tã ri o D ={ z eü: : z l <1}

A seguir, damos um esboço de urna demonstração deste fato,

que se relaciona com a teoria que OI'a estudamos

Indiquemos pr H(S2) o espaço vetorjal das funções holomor

fas em Q. Com a tipologia da convergênc ia uniforme soba"e os

compactos, H(Q) passa a ser urn espaço localmente convexo

Seja EcH(Q) a c.lasso das funções holomor'fas ein Q cuja
imagem é uln subconj u n to de D,

Tonta-se zneQ e considera-se o funcional linear

f3 =l e i n f <P ~-
1- . 2 6 1 890 

Assim, t emos que 

-e menor que 

- 1-J~t( 3
)(t)) 2dt 

1890 O 
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para toda função f que seja tr~s vezes contfnuamente difer en 

ciãvel. 

Este metodo e chamado de regra de SimpsoR. 

3.4 Exemplo . Dizemo s que dois abertos íl 1 ,íl 2ca: são conformemen 

te equ ivalente s se existe uma aplicação holomorfa in jetor a de 

fi n··ida em íl 1 com imagem n2 (pelo teorema das funções inversas 

tal função terã inversa tambem holomorfa). 

-Segue-se que abertos conformeme nt e equivalentes sao dife 

amorfos. 

Um resultado clãssico de Riemann diz qu e qualquer ab ert o 

simp l esmente con exo íl de [ e conformemente equiva lent e ao dis 

co unitãrio D={ze (C: lz l<l}. 

A seguir, damos um esboço de um a dem onstraç ão deste fato, 

que se relaciona com a teoria que ora estudamos. 

Indiquemos pr H(íl) o espaço vetori al das funções holomor 

fas em íl. Com a topologia da converg~ncia uniforme sobre os 

compactos, H(íl) passa a ser um espaço · localmente convexo. 

Seja [c H(íl ) a classe das funções hol amorfas em íl cuja i

magem e um subconjunt o de D, 

Torna-se z0eíl e considera-se o funciona l l ·in ear 
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A(q'):@' (zO) , @eFI(Q)

Seja n:sup l A(:1,) l
Pc

Elul s e g ui d a , v e r'íf'i c a -s e q u

te +eE corri IA(@) l > IA(Q)l.

Acei ta ndo- se este s fa tos ,

que IA(P)l:n, então Q(a):0. fios

ces sa ri ámen te { nj e topa

C om is to , fic a, rioss o

ponto de nlã xímo p a ra IAI

Sabemos que H(Q) é um empa

ço de Montei ) e que E ê convexo

LePtibrando-se, também, que A

tegral de Cauchy ) e , portanto ,

nos que IAI é fracamente cont:ín

A l ati nge um inãxjmo ein }l

probl

e se @eE e Q(n)çD,/ então e xi s

ta ]

i] e

fjccâ claro que, se WcE ê

tra-se também que tal @ é

eilla , r'e d u z i d o ã p r oc ur'a d e uin

ço r'efl exivo (po r se r um e
, fechado e limjtad o

ê continuo (veja fõrmul a

fracamen te c on tln u o , con c

uo. Conforme ve Feitios em

s pa

l u :Í -

(4.1 L

Para funções convexas senti-cone:inuas inferiormente te

mos um análogo ã (3.1 )

Lembrennos primeil'amante, que uin subconjunto A de uni es-
paço localmente convexo d íz-se enumeravelmente convexo-com -

pacto se para toda sequência decrescenteÍHnlneT! de subcon-
juntos não vazios de A, que sao convexos e fechados em A,
tem-se n íl.#g

n e ]N ''

.!.:.!..Ele.pe}.!.çg.g. Seja A um subconjunto convexo de um espaço
localmente convexo. Se A é enumeravelmente. convexo-conlpact 0

Seja n=sup l t:i (~ ) 1. 
i)Je ~ 
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Em seg ui da, ve rif ica -se que se ijJ eE e 1/J( íl )çD, entâ o exi s 
r 

Aceitando -se estes fatos, fica claro qu e, se ijJeE e tal 

que it:i(i/J)l =n , então 1/J( íl ) =D. Mostra - se tambêm que tal ljJ ê ne 

ces sariamente injetora. 

-Com isto , fica, nosso prob l ema, reduzido a pr ocura de um 

ponto de mãximo para J.61. 

Sabemos que H(íl) e um es paço re f l exivo (por ser um es pa

ço de Montel) e que E e convexo , fechado e limi ta do. 

Lembr ando - se, também, que ti ê contínuo (veja fÕrmu l a in

tegral de Cauchy) e, portanto , fracamente co ntí nu o , conc l uí 

mos que it:il ê fra camente continuo . Conform e vere mos em (4.1), 

lt:il at inge um mãx imo em E. 

Par a f un ções convexas se mi - co ntí nu as i nferior mente te

mo s um anãlogo ã (3 . 1 ) . 

Lembremo s prime iram ente, que um subconjunto A de um es 

pa ço localmente conv e xo diz-se enu mera ve lmente convexo - com -

pacto se para t od a sequ~ncia decrescente {Hn}ne~ de subcon 

juntos nao va zios de A, que sao conv ex os e fechad os em A, 

tem - s e n H f-0 . 
n e IN n 

3.5 Proposi çâ o . Seja A um subconjunto convexo de um espaço 

localmente convexo. Se A e e num era ve lm ente_ conve xo- compacto 
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então toda função real coFivüxâ f, semí-contínua inferior.men

te em A ê l imitada infer'iol"mente e atinge o ínfimo

.Qs.ilpp.!.li.cg:.ç3.e. Pt'ova-se este fato exatamente do mesmo modo

que fizemos edil(3.1), notando-se que os conjuntos Fn e Gn
ficam convexos neste contexto

Como uma aplicação deste intimo fato, notemos que, se
X é um espaço nor'Piada e AcX ê urn subconjunto convexo fr'aca-

mente enumeravelmente convexo-compacto, erltão A õ pt-oximinal

de fato, basta obser'var que para cada xeX, a função
f(a ): llx-all , aeA

é unia função convexa fracamente gemi-continua inferlomente

Ainda como no caso anterior, não podemos esperar que

urna classe de conjuntos, !maior que a considerada em(3.5)

(a classe dos enumeravelmente convexo-compactos), tenha a
propriedade de mirlimjzação de funções convexas gemi-contlnu

as inferior'men"te. É a que diz a proposição seguinte
.!==$..!!..alz.g!.i.dêle (J. B]atter [2]). Seja A um subconjunto con

vexo de um espaço localmente convexo X. Se toda função con
vexa semi-cont:i nua infeF íoY'ijtcrlte em A ê limitada inferior

mente e atinge o Ínfimo, então A ê enumer'avelmente convexo-
compa c to.

gg!!p!!.!.l!.i..!.çg.g. Seja {HnlnelN uma sequência decrescente de
subconjuntos não vazios de A, convexos e fechados em A. 14os

tratemos que n H.#g
lae m ''

Consideremos a seguinte função ern A
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então toda função real convexa f, semi-contTnua inferiormen 

te em A~ limitada in fer iormen te e atinge o Tnfi mo. 

Dem onstração. Prova-se este fato exatamente do mesmo modo 

que fizemos em (3 . 1), notando-se que os conj un tos Fn e Gn 

fica m convexos ne ste contexto . 

Como um a aplicação deste Glt imo fato, notemos que , se 

X ~ um espaço normado e AcX ê um subconjunto convexo fraca

mente enumeravelment e convexo-compacto, então A~ proximi nal; 

de fato, basta observar que para cada xeX, a fun ção 

f ( a ) = 1 lx - ali , a e A 

e uma função convexa fracamente semi-contínua infer io mente. 

-· Ai nd a como no caso anterior, nao podemos esperar que 

uma c l asse de conjuntos, maior qu e a considerada em (3.5) 

( a class~ dos enumeravelmente convexo-compactos), tenha a 

propriedade de minimiz ação de funções convexas sem i - contTn~ 

as inferiormente. ro que di z a proposição seguinte. 

3.6 Proposição (J. Blatter [2J). Seja A um s ubconj unto con 

vexo de um espaço localmente con vexo X. Se toda função con 

vexa semi-contínua inferiormente em A ê limitada inferior -

men t e e atinge o ínfimo, então A~ e nu merave l mente convexo

compacto . 

D em o n s t r a ç ã o . S e j a { 1-1 } lN ·u ma s e q u ê n c i a d e e r e s c e n t e d e n ne 
subconjuntos nao vazios de A, con vexos e fechados em A. Mo s 

traremos que n~lN Hnf0. 

Consideremos a seguinte f unção em A 
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e(x):s u p { x' (x )+a} ,

onde o supremo ê tomado sobre todos
contínuos x' em X e nijmeros reais a

x' (x)+a : l V-neH , xeH.

x' (x)+a 5: l #xeA

os fu n ci oua l s

sa ti s fa zen do

1 { n e a re s

Como €1 é o supremo de limo fam:fila de funções convexas

cona:Ínuas, então € ê convexa e semj-continua inferiormente

Seja, então xO eA uin ponto de mTn ímo pat"a e. É fácil

ver que Inf €1(x):0,(lande €1(xO):0xeA '

Mostraremos que xOeHn pat'a todo n. Suponhamos que a.!

sim não fosse. Seja então meM tal que XOéHm' Denotemospor

Tim o fecho de Hn ein X. E claro que XOéRm' pois xOeA e Hm é
fechado em A

Pelo teor'ema de Hahn-Banach, podemos tomar um funcio-

nal l inear contínuo y' em X e um nüinero real b tal que

(*) y'(x) :: b < y'(xO) par'a todo xeln.

Note que y' li superíortnente limitado em A, pois senão,
-y' seria uma função convexa semi-continua inferior'atente, i
1 1 mi toda i nfer'i oriente em A

Tomemos , por'tan to , M>0 tal q u e

S 1 , VxeA

l
i., Vxe Hn ' n :1 ,2 , ,in - l

·- 2 5 -

E;; (x)=sup {x' (x)+ a}, 

onde o supremo~ tomado sobr e todos os funcionais lineare s 

contTnuos x' em X e nGmeros reais a satisfazendo 

x'(x)+a < l 
n 

x'(x)+a < 

.lJ.n e 1N 

J./-xeA 

xeH 
n 

Como E;; e o supremo de uma famflia de funç ões convexas 

contTnuas, então E;;~ convexa e semi-contTnua inferiormente. 

Seja, então x0 eA um ponto de mTnimo para~- E fãcil 

ver que inf ~(x) =0 , donde ~( xO) =0 . 
xeA 

Mostraremos que x
0

eHn para todo n. Suponh amos que as 

sim nao fosse. Seja então me IN tal que x0 éH . 
ll1 

Denotemos po r 

H o m fecho de Hn em X . E claro x0 {Fr , po ·i s x0 eA H -que e e m m 

fechado em A. 

Pelo teorema de Hahn- Ba nach, podemos tomar um funcio 

nal linear contTnuo y' em X e um nGmero real b tal que 

para todo xeH
111 

Note que y' ~ superiormente limitado em A, pois senão, 

-y' seria uma função convexa se mi -co ntfnua inf e riorm ente,! 

limitada inferiormen te em A 

Tomemos, portanto, M>O tal que 

1.) y'(x) -b < 1 u A , -v-Xe 
M 

1·1·) y'(x)-b . < l u 11 1 2 1 M 11 , -v-xe · n ' n= , _, ... , m-
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.!. temos)

xeH e n <m

Pondo-se x ' =X e a

x' (x)+a 5: ã , para

x' (x)+a 5: 0 « l

por ({ { )

e n3:m pot" (")

x' (x)+a 5: 1 , para xeA por (

Porta nto, para xeA, temos €1(

e(xO ) 3: *' (*0 )-''' : M '

Mas, e(xO):0. Assim vem

.:/.*"

{ )

x) :: x' (x)+a e dal

0 P Ol" ( * )

X eH
0 p ara tod o n e , porta n to ,

Afim de rel ac ionar os vã rl os

enl convexos de un] espaço formado,
a pro post ção abaixo

3=7 Proposição. Consideremos as s

despe ito de um empa ço nor'nado X

a . .Toda função convexa seml -

tinge o :ínfimo em todo convexo fe
b . To d o fu n ci on a 1 1 in ear' c on

portanto também o suprerno} em tod
lado de X

c. Todo cotlve xo fe chado de X

p t"obl emas de íni n{ mi z ação

en un ci amos e denlon stt'amos

egu { n te s p ropr{ eda de s a

c o n t:iilu a l n fe rl o Fine n te a

cha do e llmi todo de X

tÍnuo ati nÇJe o :ínfi mo (e
o convexo fechado e l {mi

ê pr oxilni n al

Então(a) íinplica(b) e(b) {mpljca(c)
Demonstração. Par'a ver que(a) Itnplica(b) ê suficiente no

tar que funciona is lineares cont:inuos são funções convexas

gemi-continuas Inferior'mente

Pondo-se x 1 =l
1 

M 

x 1 (x)+ a < l 
n 

- 26-

b e a=--, temos 
M 

para xeH 
n 

e n <m por (ii) 

x 1 (x)+ a < o < -n para xeHn e n~m por ("1r) 

x 1 (x)+a ~ 1 , para xeA por (i) 

Portanto, para xeA, temos ç; ( x) ~ x '( x)+a e dai 

ç; (x 0 ) ~ x'(x0 )+a = y'(xo~ > o por(*) 
M 

Mas, ~(x 0 )=0. Assim vem x0 eHn para todo n e, portanto, 

n:rr-tnf0. 

Afim de relacionar os vãrios problemas de minimização 

em con vexos de um espaço normado, en unciamos e demonstramo s 

a proposição abaixo 

3.7 Proposição. Con s ideremos as seguintes propriedades a 

respeito de um espaço normado X. 

a. -Toda função convexa semi-contTnua infer ior mente a 

tinge o infimo em todo convexo fechado e limi t ado de X. 

b. Todo funcional line ar continuo atinge o infimo (e 

portanto tamb~m o supremo) em todo convexo fech ado e limi

tado de X. 

c. Todo convexo fechado de X~ proximinal. 

Então ( a ) implica (b) e (b) implica ( c). 

Demonstração. Para ver qu e (a) implica (b) ~ s uficiente no 

tar que funcionais lineares continuas sã o funções convexas 

semi-continuas inf e riormente. 
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Pr'ovemos então que(b) {mpl ica(c). Seja, para isto C
um subconjunto convexo e fechado de X e xeX-C; encontl-alternos

uma aproximação Õtima de x em C.

Sem per'det' generalidade, suporemos x:0 e dist(x,C) : l

Pelo teorema de llahn-Banach, podemos tomar ufii funcional

linea r con tlnuo x' tal q ue

{) x'(x) :S 1 , para lixll5:l e

ji) x'(x) :: 1 , para xeC

No te q u e ( { ) impl { ca

{{ j ) ll x' il :ÉI

Seja {xnlneH uma sequência de p(intos de C tal que

1 { m ll x n ll : ln -+ oo

Pomos, para cada n, yn: n+l Xn e denotamos pot' H a en-

voltÕria convexa fechada de {yn: n::l}

Pot'({{) temos x'(y.):x'(!!;! Xn):--ii-- x'(Xn)ZI

e p'- ({1{), 1j=1 x'U-);l.:.« .E#- x'(x..)ál.:.= B#- llx.ll:l
Com isto conclu:idos que ínf x'(x):l

xeH

Das hjpõteses, seja xOeH tal que x'(xO):l . Conto H Õ a
envoltÕria convexa fechada de {yn: n3;l}, podemos escrever

x. =llm h
u P-.»« P

e a i n d a

«. : .ll *á-',n

-2 7-

Provemos então que (b) implica ( c ) . Seja, para i s to C 

um subconjunto conve xo e fechado de X e xeX - C; e ncontraremos 

uma aproximação õtima de x em C. 

Sem perder generalidad e, suporemos x=O e dist(x,C) = l . 

Pelo teor e ma de Hahn - Banach, podemos tomar um funcional 

l inear contlnuo x' tal que 

i ) x' ( x ) ~ l, para llxll ~ l e 

ii) x 1 (x) ~ l , para xeC. 

Note que (i) ·imp·lica 

iii) llx'll ~ 1. 

Seja {xn}nelN uma sequência de pontos de C tal que 

l im ll x li = l. 
n-+oo n 

n + l Pomos, para cada n, y = -- x e denotamos por H a en -n n n 

v o l t õ r ·i a e o n vexa fecha d a d e { y n : n~ 1} . 

P ( .. ) t ' ( ) '(n+l ) n+l ' ( ) l or 11 emos x yn =x -n- xn =-n- x x
11 
~ 

e por ( i i i ) , l i m x 1 
( y n ) = l i m n ~ 1 x 1 

( x n ) ~ 1 i m n ~ 1 11 x n 11 = l 
n +oo n +oo n +oo 

Com isto concluimos que inf x '(x) =l 
xe H 

Das hipóteses, seja x
0

e H tal que x 1 ( x
0

) =l. Como H ê a 

envolt6ria convexa fechada de {yn: n~ l} , pod emo s esc rev er 

x0 =lim h , h eH 
P-+oo p p 

e ainda 

h 
p 

= 

n 
IP À (p ·ly 

n = l n n 
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1'1

'p' ' o s *áp) 5: l, >lp *(p):l

Com o Único intuito de simplificar

onde

a n n t n r i n n q r" }" r' \r nt"r'
V U \ U U U V V l \reVIU

mos

ente

P n ;l

ndendo que XáP):o para n>n P
Afirmamos que para todo nO v al e

1{. x(P):o
P-+m nO

Se assim não fosse, tomar:Íamos alma

k)} keIN tal que

l {m À(Pk)
k-*m nO
As sim , pa ra t o d o k

0>a

su b s e q u ênci a

{À( P
nO

( " .k ):*' X(Pk)V.):.>1.Xápk)x'(V.) -'' Xá:k)x-(y..)Z

n 0 +l . . ( o. ) . ( o. )n0+l
nO nO nO nO

À ( P k )!:' E ( P k )+
nn

n#n0 0

À( P k ) + À ( Pk)l
n n

0D

Passando-se k ao l imite vem

x' (xO) :à

contradiz x'(xO):l. Assim, llm ÀnP):0 para todo n
Indicando por H. a envoltõria ,corlvexa fechada de

l l l

n3:m}, mosto-cremos que xOeH.ii para todo m. De fato,

*.: i: .}.*á-''«: :!= '=il *á-''.

que

{yn

n;m

- 28 -

onde n e IN O < À(p) < 1 
P ' = n == ' 

Com o Ünico in t uito de s impli ficar a nota ç~ o escre vere 

mos 
00 

h = I À~ p ) y n , 
P n = 1 

entendendo que À( p) =O 
n 

para n>n . 
p 

Afirmamos que para todo n0 vale 

lim À(p)=O 
p+co no 

Se assim não fosse, tomarlamos uma su bsequ~ncia 

{>,. (pk)} ta l que 
n0 k e 1N 

lim À(pk) = a > O 
k+oo no 
Ass im , par a t odo k 

Passando -s e k a o l imi te vem 
n0 + l 

1-a+a-
no 

> 1 , 

que contradi z x 1 { x
0

) =·1. Ass im , lim À(p) =O par a t odo n . 
p➔o:> n 

{y : 
n 

Indicando por H a envo lt6ri a co nv exa fechada de m 

n~m}, mostra re mo s qu e x0 eH 
m 

para todo lll • De fa t o, 

00 m- 1 
À(p )y 

00 

X - 1 i m I À( P)y = lim ( I + I À~P )yn) o- n=l n n n = l n n 
P->--oo P+oo n=m 
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lí} - l

C om o l im >l
p -+w n ::l

11.« ">1" (p)v. . q-.

con cl u:finos q u e ex{ s te

xO x.Ip )vnn
P -».o n =ri]

Para escrever xO coifa o l imite de uma sequência de com

binações convexas de {yn: n:àm} , procedemos.como abaixo

*' : lj.= .IÍ. *x''"- : i!= '=il *'.r''"«* l:.= .IÍ.
ii= ''.!. *á-',«. * .::l.*l''««'
Indicando por K a envoltÕrja convexa fechada de

n::l}, provareínos que xOeK
Em caso contrai.'id tomai'Íamos, po)" Hahn-Banach, uín funcho

nal linear contínuo y' e agIR tal que

y'(xO)Z a É E:(para algum E:>O) e

y' (x) :S a, para xeK.

Tomemos mean tal que -l-:-l 5: -- ; ass.ím, para todo n:àm

y'(yn) : B;! y' (Xn

CoiTlo xO pertence ã envoltÕria convexa fechada de

{yn: n:m}, viria y'(xO)::a+ e , que não é verdade

Assim, xOeK e, colho KcC, também xOeC. Notando que

Zj.= n"-li : à .nP- ii*.li :.
e que XOeHm para todo m, vem ll xO

À ( P y
n

n+l
) :s ü < a+ <a

n n

- 29 -

Como 
m- 1 

lim I À(p)y = O, con c luim os que e x i s te 
n=l n n p +oo 

00 

li m I À(p)y e que 
P-+oo n=m n n 

(X) 

À(p)y 
XÜ = 1 i m I n n P --t- ro n ~rn 

Para escrever x0 como o l i mite de uma sequen c ia de co m 

binações convexas de {yn: n~m}, procedemos como abaixo : 

00 

x0 = lim l 
p+ro n =m 

m 
lim {( L 
p->- oo n =l 

Indicando por K a env o lt6ria conve xa f ech a da de 

{xn: n~ l}, provaremos que x0eK. 

Em caso contrãrici toma r íamos , por Hahn- Ba na ch , um fun c i o 

nal linear continuo y' e a.e JR tal qu e 

y' (x
0

)_:::_ a+ r (para algum E> O) e 

y' (x) ~- a , para xeK. 

Tomemos melN 1 O: 1 E tal que -- < -· 
m 2 

assim, para todo n~m 

'( ) n+l '( ) n+l l o, ! E Y Y = -- y x < -- a < o. + -- =<a+-
2 . n n n = n = n 

Como x
0 pertence ã envoltõria conv e xa f echada de 

{ y : n ~ m } , v i r i a n ~ a+ ~ , que nã o e verdade . 
2 

Assim, x0 eK e, como KcC, tambêm x0 ec. Notando qu e 

limllY li= lim n+l ll x li = l n-+oo n n+oo . n n 

e que x0 eHm ·par a t odo m, vem li x0 li = l . 
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Nota. 1; verdade, ainda, que(c) {mpljca(a); não estamos, en

tretanto, elD condições de provar isto. 0 corolário(1) da

proposição(4.1) aliado ã(8.1) acarretará que(c) implica

( a )

-30-

Nota. t verdade, ainda, qu e ( e ) implica (a); nao esta mos , en 

tretanto, em condições de provar ist o. O corolârio (l) da 

proposição (4 . l) aliado ã (8.l) acar r etarã que ( c ) implica 

( a ) . 
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4. REFLEXIVIDADE E APROXIMAÇOES OTIMAS 

Sabemos qu e os espaços localmente conve xos semi refle 

xivos são caracterizados pelo fato de qu e todo s ubconjunt o 

limitado~ re l at ivamente frac ament e compacto [12 , pãg.144J. 

Com isto, tais espaços tornam se os melhores ambientes sob 

o ponto de vista de minimi zação de funções. Melhor dizendo , 

temos: 

4.1 Proposi çã o . Se X ê um espaço lo ca lmente convexo se mi 

reflexivo, então toda função fracamente semi -c ontinua i n

feriormente (superiormente) atinge o Tnfimo ( s upr emo) em 

todo conjunto convexo fechado limitado. 

Demonstração. Seja C um sub co njunto convexo fechado e limi 

tado de X. Então C e fracamente fechado e limitado , porta~ 

to fracamente compacto. O resultado segue, então, de (3 . l) 

e da observação feita em segu ida. 

Temos as seguintes consequências . 

Corolãrio l . Se X ê um espaço localmente c onvexo semi ref l e 

xivo, então toda função convex a semi-contTnua inferiorment e 

atinge o Tnfimo em to do convexo fechado limitado. 

Demonstração. Basta observar que toda função convexa semi 

contTnua inferiormen te ê fracamente sem i -c ont Tnua inf er io r 

mente. 

Corolãrio 2. Se X~ um espa ço norrnado reflexivo, e nt ão to 

do subconjunto conv exo fechado ê pro ximin a l . 

-3 1-



Demos

remos

stração. Seja CcX convexo e fechado. Para xeX, conside

a função

f ( c ) : ll x - c ll , c e Cn13,

B denota unia bola de cento'o x e r'aio maior que dist(x,C

1; claro que BnC ê convexo, fechado e limitado e quê f
vexa e cont:inua. Assim, pelo corolas'io(1), f tem un]

de m:ínjn]o en] CnB. EI claro que tal ponto Õ unia aproxl
Õ uma de x eín C

brio 3. Se X ê um espaço not''lllado r'eflexivo, então todo
anal l ínear cont:inuo ein X atinge sua norma na bola un{

orlde

e con

ponto

mação

Coroa

fu nci

tã ri a

Durante muitos anos esteve sem res

X ê um espaço not"nado tal qt.íe todo f

uo atinge a. nor'ma na bola un itãrja,e
o ref] e xí v o ?

A resposta final e afjrmatlva para

dada por R. C. Jantes L8]. Em primei
demonstração para espaços separãvei

o rma fina l.

Teorema(Jatnes). Seja X um espaço d

necessãr'ia e suficiente para que X
o funcional linear cont:ínuo atinja s
i a

G en el'a l i z árido e s t e re 0 pa r

pos ta a pe rg un ta

u n ci on al 1 1 n e a r c otl

ntão, será X um es

Se

t:ín

paç

e s pa ços de Ba n a ch

ro l usar, games deu
s i:6] . Em 1964 surgiu

foj

uma

a f

4 . 2

çao

tod

tãr

e B a n a c h . Uma co nd{

sej a refl e xi vo e q ue
ua norma na b ol a u ni

sul ta d a esp a ços l ocalme n te

··32·-

Demonst raçã o. Seja CcX conv exo e fechado. Para xeX, conside 

remos a função 

f(c_) = jj x-c jj, ceCílB , 

onde B denota uma bola de centro x e ra i o maio r qu e dist ( x,C ). 

E c laro que BílC e convexo , f ec hado e lim itado e que f 

e convexa e contTnua. Assim, pelo corolar i o (1) , f tem um 

ponto de mlnimo em Cíl B. E c laro que ta l ponto e um a apr oxi - 

mação 6tima de x em C. 

Corolario 3. Se X~ um es paço normado r e fl exi vo , então todo 

funcional linea r cont lnuo em X at ing e sua norma na bo la uni 

taria. 

Durante muito s anos e steve sem resposta a perg un ta : 

Se X e um es pa ço norm ado tal que to do funcional l ·in ear co n

tfnuo ati nge a norma na bo l a uni tâ ria ,e ntão, sera X um es

paço r ef le xivo ? 

A respost a final e af irm a tiva para espaços de Bana ch 

foi dada por R. C. J ame s [ s] . Em primeiro lu gar, J ames deu 

uma demon st r açã o para espaç os se parâvei s [6J . Em 1964 surg ·iu 

a forma final. 

4.2 Teorema (J am es) . Se j a X um espaç o de Ba nac h. Um a cond i 

çao necessãri a e s uficient e para qu e X seja reflex iv o e qu e 

todo funcional line a r con ti nuo atin ja s ua norm a na bo l a uni 

tãria. 

Generalizando este r esu l ta do para es paços lo ca l me nt e 
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, J ame s tambêi]] pt'ov ou que

IJaiies). Seja X un] espaço localmente convexo qual.!
um subconjunto de X fracamente fechado e llmjtado
necessãrja e suficiente par'a que C seja fracanlen-

ê que todo funcional l inear continuo atinja o su «-
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{ra demonstl"ação de games ê extremamente longa e

Ma is tarde, danes de uma outr'a pr'ova, que embora

, ê ainda bastante art]fjc]a] L10], [5, pag 12 e
mos, ad tarte, forntas enfrelquecidas destes teoremas

a de(2.2) podemos enunciar o teorema de games ern

perpl a nos

Utn espaço de Banach é reflexivo se e somente se

ântl fe chado ê D ro xl m{ nal
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convexos [7], James tamb~m provou qu e 

4.3 Teorema (J ames). Seja X um espaço l oca l mente convexo quasl 

completo e C um subconjunto de X fracamente fechado e limitado . 

Uma condição necessâria e suficiente para que C seja fracamen

te compacto~ que todo funcional linear continuo atinja o su - 

premo em C. 

A prim e ira demonstração de James ê extremame nte long a e 

complic ada. Mais tarde, James de uma outra prova, que embora 

mais simples,~ ainda bastante artif icial [10], [~, pag 12 e 

15]. Provaremos, adiante, formas enfraquecidas destes teoremas . 

Em vista de ( 2 . 2) podemos enunciar o teorema de James em 

termos de hip erplanos. 

4.4 Teorema. Um espaço de Banach ê reflexivo se e somente se 

todo hip erplano fechado~ proximinal. 



5. SUB-REFLE XIVIDADE

Após o teorema de Jades, passou-se a chamar um espaço de

Banach X de sub-reflexivo quando os funcionais que atingem sua
norma na bola unitãrja formar'em uitl subconjunto denso no dual X

(do ta d o da topos ogi a forte )

B.íshop e Phelps demonstt'ar'am que dado um espaço de Bana-

ch X e um subconjunto convexo fechado e l imitado C, a família

dos funcionais que atingem seu supremo em C õ densa eín X'. Com

isto fica estabelecido que todo espaço de Banach é sub-reflexa
vo e, portanto, esta propriedade não tl"az rlovas informaçoes a
res pe{ to d o e s pa ço cons l de ra d o

Reproduzimos a seguir o tr'aba]ho de Bishop e Phe]ps [5,pãg]]

Antes estabeleceremos alguma terminologia

Consideremos um espaço de Banach X

Um subconjunto K de X diz-se um cone convexo se K é conve

xo e para a::0 e xeK tem-se axeK

Dizemos que um cone convexo supor'ta um conjunto CcX em

xOeC se ( K+x0 )n c:Íxo}
Note que se K Õ um cone convexo com anterior' K não vazio

e-C ê um convexo, então, se K suporta C em xneC, existe, pelo
teorema de Hahn-Banach, um func tonal linear cont:ínuo x' tal que

su p x' ( c ): x( xO ):{ n f x ' ( k +x0 )
ceC ke K

Para um funcional linear cont:ínuo x' com llx' j=1 e kZI
definimos

0

5. SUB-REFLEXIVIDADE 

Ap6s o teorema de Jam es, passou - se a chamar um espaço de 

Banach X de sub-reflexi vo quando os funcionais que at ingem sua 

norma na bola unitâria formarem um su bconjunto denso no dual X1 

(dotado da topologia forte). 

Bishop e Phelp s demonstraram que dado um espaço de Bana

ch X e um subconjunto convexo fechado e limi tad o C, a fa~flia 

dos funcionai s qu e atingem seu supremo em C e densa em X1
• Com 

isto fica estabelecido que todo espaço de Banach e sub - refle xi 

voe, portanto , esta propriedade não tra z novas informações a 

respeito do espaço considerado. 

Reproduzimos a seguir o trabalho de Bishop e Phelps [ 5,pâg TI 

Antes estabeleceremos alguma term inologi a . 

Consideremos um espaço de Banach X. 

Um subconjunto K de X diz-se um cone con vexo se K e conve 

xo e para a~O e xeK tem -se axe K. 

Dizemos que um cone convexo suporta um conjunto CcX em 

o 
Note que se K e um cone convexo com interior K não vaz io 

e -C e um convexo, então, se K suporta C em x0ec, existe, pelo 

teorema de Hahn - Banach, um funcional lin ear contínuo x 1 tal que 

sup x 1 (c) =x Xx0 )=inf x' (k+ x0 ). 

ceC keK 

P a r a um f u n c i o n a 1 1 i n e a r c o n t í n u o x I c o m 11 x 1 
11 = 1 e k~ ·1 

definimos 

-3 4-
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K(x',k) :ÍxeX : llxllákx'(x)} ;

K(x ' , k ) é uin c o ne c on ve x o

Se k>1, então existe xeX com llxll:l tal que ! < x'(x). Pe
la continuidade de x' e ll 11, segue que o interior de .K(x',k)
e nao vaza o.

5.1 Lema.Suponha que C õ fechado e convexo, e que x' ê um fun-

cional linear continuo com llx'll=1. Suponha também que x' é
limitado em C e seja k .Z l

Se zeC, então existe xOeC tal que x0-zeK(x',k) e K(x',k)
suporta C em xn

llg!!p.p.!.!ir.g.ç.ãz. Consideremos a ot'dem parcial em C definida por
x 5: y se x-yeK(x',k) ou equjvalentemente jjx-yjl 5:kx'(x)-kx'(y)

Mostrarernos que (C,:S) tem um eleitlento maxímal

Seja Z : {xeC : x = z} e seja W um subconjunto totalmente

ordenado de Z. Note queÍx'(w) : veW} é uma sequência general i

zada crescente e l imitada e, portanto, converge para seu supt'e
mo

k

Em part ocular ê de Cauchy e, portanto, tJ ê uília sequência

general izada de Cauchy e, portanto, convergente para algum xeC.

A continuidade de x' e de ll ll implica que x ê um inajorante pa
ra W

Assim, pelo lema de Zorn, Z tem um elemento nlax imal Xn

õ claro que xn :: z

Par'a mostrar que K(x',k) suporta C em xO notentos que

xOeCn(K(x',k)+x0). fla verdade, xO é o Único ponto nesta enter.

-35-

K ( X ' , k ) = { X e X : 11 X 11 ~ k X 
1 

( X ) } 

K(x' ,k) -e um cone convexo . 

Se k>l, então existe xeX com llxll =l tal que l < x' (x). P! 
k 

la continuidade de x' e li li , segue qu e o interior de -K(x',k) 

ê não vazio. 

5.1 Lema.Suponha que C e fechado e conve xo, e que x' ê um fun

cional linear continuo com li x I li =l. Suponha também que x I e 

limitado em C e seja k ~ l. 

Se zeC, então existe x0 ec tal que x0 -zeK (x',k) e K(x ' ,k) 

suporta Cem x0 . 

Demonstração. Consideremos a ordem parcial em C definida por: 

x ~ y se x- yel<(x' , k ) ou equivalent e men te ll x- yll ~ kx'(x) -kx'(y) . 

Mostraremos que (C ,~ ) tem um e lemen to maximal. 

Seja Z = {xeC : x ~ z} e seja W um subconjunto totalm e nte 

ordenado de Z. Note que {x 1 (w) : 1--1eW} ê uma seq uência genera ·12_ 

zada crescente e limitada e , portanto, con verge para s eu supr! 

mo. 

Em particular ê de Cauchy e, portanto, W ê uma s equência 

generalizada de Cauchy e, portanto, conve rgente para algum xeC. 

A continuidade de x' e de li 11 implica que x ê um majora nt e p~ 

ra W. 

Assim, pelo lema de Zorn, Z tem um elemento maximal x0 
-e claro que x0 ~ z. 

Para mostrar qu e K( x ' ,k) supor t a Cem x0 notemos que 

x0ecn(K(x' ,k )+x 0 ) . Na verdade , x0 ê o Ünico ponto nes ta in te r 
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secção. Pat"a ver isto, suponhamos que ieCn(K(x' ,k)+x0).Então ,

X-xOeK(x',k); portanto, x05x. Por outro lado, z 5: xO e x05; í;

Portanto z á i; assim, ieZ e da maxjmalidade de xO segue x0:i
!.:2 Lema. Sejam x' ,y' funcionais lineares contínuos cona llxl

y'jl = 1. Seja É:>0 e suponhamos que

lxll 5 1, x'(x):0 imp:l íque jy'(x)l S. .E

Então, ou ljx'+y'jj:Sc ou jjx'-y'jl:Êc:
.P.911g.n..!iy..!.ç3.g. Seja z' um func tonal linear cone:ínuo que coin-

cide com y' em Ker x' e llz'll ::S É:/2 por Hahn-Banach. Assim,

y'-z' Õ nulo em Ker x'; portanto, y'-z' = clx' para algum agIR

Note que

1-1all: llly'll-lly'-z'll 5; llz'll:! e/2
Assim, se ct .Z 0 , então

lx'-y'l ; ll(l-a)x'-z'll5:ll-al+ llz' ll5: .:
Se cl < 0, então

lx'+y'l : ll(ll'a)x'+z'll 3: ll+

2

1: 'tl

5.3 Lema. Se 0<c<1, 11x'll = jjy'll = 1, k > 1+ 2/e ey' é
nao negativo em K(x',k); então, jlx'-y'jl SC

.Qggonstracão. Seja xeX tal que llxll : l e x-(x) > (1+g-)/k

Se yeX ê tal que ljyjl < 2 e x-(y) : 0, então ljx+yjl c:S l+g-<
<kx'(x) : kx'(xty); por'tanto, x:tyeK(x' ,k)

Assim, pela hipótese, y'(x:ty) Z 0 e, portanto

y' (y)l :S y'(X) :S l xll ; l

Pelo lema(5.2), ljx'+y'jl:SE: ou jlx'-y'll Sc:
Ora, llx'+y'll :S c é {mpossTvel. De fato, como -l< 1 ,

9
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secçao . Para ver isto, suponhamos que xe Cíl(K(x' ,k )+x 0 ).Então , 

x -x O e K ( x ' , k ) ; p o r t a n t o , x O ~x . P o r o u t r o 1 a d o , z ~ x O e x0 i x ; 

Portanto z ~ i; assim, xeZ e da max imal id ade de x0 seg ue x0 =x 

5.2 Lema. Sejam x ',y 1 funciona i s lineares contínuos com ll x l l= 

= IIY 1 li = 1. Seja E> O e suponh amos que 

llxll ~ l , xª(x)=O implique IY'(x)I < ~ -
2 

Então, ou llx'+y 1 li ,:S_ e ou llxª-yª li :5,, E 

Demonstração. Seja z 1 um funcional linear contínuo que coi n 

c i d e e o m y I em K e r x I e 11 z 1 11 ·, ~ e / 2 p o r H a h n - B a n a c h . A s s i m , 

y 1 
- z I ê nu l o em K e r x 1 

; p o r ta n to , y 1 
- z ' = a x I p a r a a 1 g um ae IR . 

Note que 

ll-l al I= I IIY 1 
II-lly'-z'II 1 < ll z ªII ~ c /2 

Assim , se a~ O, então 

11 X' -y' 11 = 11 ( l ·· a ) X 
1 

- z 1 
11 ~ 17 - a 1 + 11 z ' 11 :5,, e 

Se a < O, então 

ll x '+yªII = ll(l+a.)xª+z'I I ~ l l +a,I+ ll z ' II :5,, e 

5.3Lema. SeO <c< l, llx'II = IIY' II =l, k > 'l +2/cey ' e 

nao negativo em l<(x 1 ,k); entã o , llx ' -y'II < E. 

Demonstra ção . Seja xeX tal q ue 11 x 11 = 1 e x ' ( x ) > ( l +I ) / k . 
- 2 Se y eX e t al que IIYII < - e x'(y) = O , então li x±y l i 

E 

e 
<kx' (x) = kx' (x±y) ; portanto , x±yeK(x ' ,k ). 

As sim, pela hipõtese, y' (x±y) 2:. O e, portanto, 

1 y 1 
( y ) 1 :5,, y'( X ) < 11 X 11 = l . 

P e l o l em a (5 . 2) , llx'+y'II ~ e ou ll x'-y 'I I < e . 

Ora, llx' +y'I I l < e e impossive·1. De fato, como'[ < 

< , +I< 
E 

l ' 
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E

s l

<

m,

1 , e ntão exi s te z e X

x ' ( z ) > 1 / k lzll;
DI s to vem

x '+V'll :à (x'+y'
Seg ue então q u e ll

Teorema ( Bi shop-Phe

o e 1{ mi tad o d o es p
A col eção de funci
ê den s a n o dual X '

nstração. Podemos a
os fu n cio n ai s x 'e X '

emos k> 1 +2/c:>1 . Ass

o r n ão v a zio . A pl i c

com xOeK(x' ,k) e (

rta C ein x0' Com au
al y' co« llX' ll :

suP y' (') : y' (x.)

com

post

l : IE
a n to ,

: l e x ' ( z ) > ma x ;ÍI./ k ,c} . As

zeK(x' ,k) , donde y' (z) 2. 0

)(z)
x'-y '

l P s )

aço d

ona i s

>e

Sej a

e Rara

c o n t:i

5

ch

4

ad

C um subconjunto convexo fe
ch X

nuos que at{ ngetn o mãxiilio

em

De

ma

co

te

xO

su

c l

C

mo

r

l h

eC

PO

on

s s unll

com

jííl, K

ando

K( x ' ,

x:Í l j o

l e

r OeC

l x ' ll
( x ' , k )

( 5 . 1 }

k)+x0 )
de Ha

e prece somos a penas a prox{

: 1 . Sej a 0<c:<1 d a d o ; e s -

e um cone convexo com {n-

pa ra C c om z;:0 , ob temos

n c :{ x0} ; po rta n to , K(x ' , k )

hn- Banach obtemos uin fun

ke
{ nf

K( x ' , k y'(k+x0 1 : ke KI x'

) = 0 e p orllo-n os n a s h{ põ

/ ' ( k) +y''' ( xo )
9 l\

Eln pa r ti c u l a r , i n f
k e K ( x ' , k

s de (5 .3). Temos então

y ' ( k

lv '- xte se S c
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E < 1 , então ex i s te z e X com 11 z 11 = l e x 1 
( z ) > ma x . n .; k , d . A'j__ 

sim, x1 (z) > 1/k llzll ; po r tanto, zeK ( x 1 ,k ), donde y'( z ) ~ O. 

Disto vem 

llx 1 +Y 1 II ~ (x 1 +y 1 )( z ) >E 

Segue então que li x 1 -y I li < E . 

5.4 Teorema (Bi shop-Phelps). Seja C um subconju nto convexo fe 

chado e limit ado do espaço de Ban a ch X. 

A coleção de funcionais contlnuos que atingem o mã ximo 

em e ê densa no dual X1
• 

Demonstraç ão. Podemos assumir OeC e precis amos apenas aprox! 

mar os funcionais x 1 eX 1 com llx 1 II = l. Se ja O<s< l dado; es

colhemos k>.1+2/E>l. Assim, K( x 1 , k) e um cone convexo com in 

terior não vazio. Aplicando (5 . 1) para C com z= O, obt em os 

x0ec com x0eK(x' ,k) e (K( x ' , k)+x 0 )nC={x 0}; portanto , K(x 1 , k ) 

suporta Cem x0 . Com auxilio de Hahn-Ba nach obtemos um fun -

cional y' com IIY 'II = l e 

sup y 1 (c) = y 1 (x 0 ) = inf y' ( k+x 0 ) = 
ceC keK(x',k ) 

i n f y 1 
( k) +y 1

• ( x ) 
keK ( x 1 , K) O 

Em particular, inf y' ( k ) = O e pomo-nos nas hip 6-
keK(x' ,k ) 

teses de (5.3). Temos então lly 1 -· x'll ~ E . 



6. O EXEMPLO DE JA$1ES

Sabemos que um espa

cjonal at{ ng e a norma na

tut'al pe rg u n ta r se e xís t

ple to (e portan to não re
tjnja a taorma na bola un

0 coinpl etame nto X d

(4.2 ); não p ode oc erre r ,

atinja a norma ern apenas

então e xisto po r l-lãhn-Ba

em x ta l q u e ll x ' ll=l
Se tal x' at{ n ge s u

q ue a r'es tr{ ção x' IX não
De cor're di s to q ue X

( 2 . 4 )

0 exempl a abaixo fo

ta a uma pergunta de Fra
sabe r se é c oinpl e to un] e

ta convexo fechado ê pro

A resposta a Deutsc
d a de que tod,o e s pa ço i nc
q ue não a ti n ge a n opina n

fu n c ío n a l l)o r ( 2 . 2 ) n ão

vi a , v et'd a d e
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Ç
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0
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e
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n

C
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e
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U

X

m

g

P

al e s paç

tan to , q

n to ; de

n fun c{ o

) : l

a a pena s

e s ua n o

ode ser'

o deve se r refl exi vo

u e c a da fu n c{ orla l enl X

f a t o , s e x e X - X, lxll =1,
n al 1 { ne a r con tln u o x '

em x, então
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s a se g u] r , e um exePipl o de um es paço
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, 6. O EXEMPLO DE JAMES 

Sabemos qu e um espaço de Banac h~ reflexivo se todo fun

ciona l atinge a norma na bo la unitãria (4.2). Ê, portanto, n~ 

tural perguntar se existe um espaço normado X que se j a incom

pleto (e portanto não reflexi vo) para o qual todo funcional a 

t inja a norma ria bola unitãria. 

O completam ente X de um tal espaç o dev e ser reflexivo 

(4 .2 ); não pode ocorrer, entretanto, que cada funcional em X 

atin j a a norma em apenas um ponto; de f at o, se xeX-X, ll xll = l , 

entã o existe por H~hn -Ba nach un fu ncional linear contTnuo x 1 

em X tal que llx' li = l e x '( x ) = 1. 

Se tal x 1 atinge sua norma apenas em x, ent ão 

qu e a restrição x' lx não atinge sua norma. 

Decorre disto que X não pode ser estr i tamente 

( 2 . 4 ) . 

e c ·l aro 

conv exo 

O exemplo abaixo fo i constr~Tdo po r J ames [ 9] em respos

ta a uma pergun ta de Frank Deutsch, que estava inte r essa do em 

saber se e com pleto um espaço normado · no qu al todo s ubconjun

to convexo fec hado~ pro xim inal . 

A respo sta a Deutsch res ul tar i a afirmativa se fo sse ver

dade que toct-o espaço incomple to admite um f uncional contTnuo 

que não at i nge a norma na bola uni tãr ia (o n~cl eo de um ta l 

funcional por (2.2) nao seria proximinal). Isto não~. toda-

via, ve rd ade . 

O espaço que expomos a seguir, e um exemplo de um espaço 

-38 -
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normado incompleto para o qual todo funcional atinge a .norma

na bol a u ni tã ri a

6.1 Exemolo(danes). Para cada nünlero natural n :! l denotemos

por ]R=. o espaço vetoria] ]R'' dotado da nor'ma do máximo

Seja X = P2Rri o espaço vetorjal for'medo pelas sequên--

clãs infinitas(xl;x2;.''), com XneR" e
2

>l ll x . ll < 00
nn =l Definimos a nol"rna de x : (xl ;x2; e X

por

* 11 l x n ll 2 ) 1 / 2

Se escrevemos x :((x]);(xl'x2);(xl'x2,x3);...), então

(''') llxll :(lxll2+(supÍlxÍI,ix2l})2 +(supllxfl,lx:

*ilÍ } ) 2 + . . . )! /z
Desde que X ê um pt'oduto hilbertiano de espaços reflexa

vos , X ê t.e fl exiv o L 4 ,pãg . 3 5 ]

Seja Y o subespaço de X gerado pelos elementos que sa--
ti sfa zem

post Parelhas q ue
a ig u a l da de

((o);(o,o);... ; (o,o,.. . ,l ,

-!( ( o ) ; (o ,o ) ; . . . ; ( l , l ,...l

+ -L( (0) ; (0 ,0) ;

2

2

xD l pa ra todo n
denso em X. Para isto, consideremos

(o ,o ,

( l , l

o) ; . . . ):

,l ) ; . . . )+

( - l , - l

-39-

normado in completo para o qual todo funcional atinge a -norma 

na bola unitãria . 

6.1 Exemplo (Jame s ) . Para cad a numero nat ur a l n ~ l denotemo s 

JR n por 
00 

o espaço ve t orial IR 17 dotado da norm a do m~ ximo. 

Seja X = P21R~ o espaço vetorial formado pe l as sequên - -· 

cias infini tas (x.1;x 2 ; ••. ), com xneIR~ e 

por 

00 

I 
n = l 

2 
11 X 11 < OO n Definimos a norma de x 

00 

11 X li 

Se escrevemos x = (( x1 ) ; (x 1 , x2 ) ; ( x1 , x2 ,x 3 ); ... ), então 

('*) ll x ll = ( lx~l 2
+(sup{lx~l ,l x~ 1} )

2 
+ ( s up{lxfl,lx ~I 

lx~I}/ + ... )'. 12 

Desde que X ~ um produto h ilb e rtiano de es paços refl ex i 

VOS , - - - l X e reflexivo L4,pag.35-. 

Seja Y o s ub espaço de X gerado pelos el eme ntos qu e sa - -

t i sfazem 

= l x~I para todo n . 

Mostraremos que Y ~ denso em X. Para i st o , consideremos 

a igu a l dade 

((0) ; (0,0) ; .. . ; (0 , 0 , . . . ,l, .. . 0 ) ; ... ) = 

l . 
= - ( (0);(0,0) ; . .. ; (l ,l, . . . l, ... , l); .. . )+ 

2 

+ l( ( O);(O , O) ; . .. ; ( ·· l, - l , . .. ,1 , . . . ,- ·1); . . . ). 
2 

' 
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Ass ím, Y contêm todos os elementos cona uma

nada não nula e, portanto, também todos os que
dade finita de coordenadas pião nulas. Decor.re d
se em X

Mostra-se que((1);(!,!);(!,1,!)2 3 4 5 6
Y/X e concluir que Y não é completo

Seja x' um funcional linear contínuo ein X

existe uma sequênc ía {ct;JneIN de números r'edis

((xl);(xÍ,xg);(x{,xg,xg);...) eX, tem-se

x' ( (xl ) ;(xf,x$) ; (xi,xg,x$) ; . . .)

:.l*l*(.Í* *«Ê*5).(«{*Í*.g*j,..g*3,..

üní c a c o ot'd e -

tem uma quanta

al q ue Y é de n

) e x - Y para ob te r

Sa be - s e q ue

t al que , pa ra

Sendo X reflexivo existe, pelo corolário (3) da propor.!
ção(4.1), urn eleírtento zeX com llzll : l e x'(z) : llx'll.Is
to é

(**) n* li : * (:) : .1:''.'":::*.:::)*(~;: *~::j-.«::!,.-
A norma de z dcâdâ por {+) não se altera se substituímos

z; por lsuPnlznl quando clT::o e por isupnlznl quando
an<0

A subst itu íção não faz deck'escer a soma em(+t); po)"tan-

to, a soma não se alter.a e o ''noivo z'' assim obtido õ um ele--

mento da bola unjtãria de Y .no qual x' atinge a not'nla

As conclusões que obtemos a partir' deste exemplo são as
s egu { ntes

1 . rqã ver'da de n arDIa do0 comp] e toe q ue uín e s pa çc> e q ua n

-40-

Assim, Y contêm todos os elementos com uma Gnica coorde 

nada não nula e, portanto , tambêm todos os que tem uma quanti 

dade finita de coordenadas não nulas. Decorre dal que Y ê de n 

soem X. 

1 l l l l Mostra-se que ((l ) ;(-,-);(-,-,- ) ; ... ) e X-Y para obter 
2 3 4 5 6 

Y!X e conclu ir que Y não ê completo. 

Seja x 1 um funcional linear continuo em X. Sabe-se que 

existe uma sequ~ncia {a~}nem de n~meros reais tal que, para 
l ~ i~n 

l 2 2 3 3 3 ((x
1

);(x
1

,x 2 ) ;(x
1

,x 2 ,x
3 ); ... ) eX, tem-se 

1 l 2 2 3 3 3 x ((x
1 );(x

1 ,x 2 ) ; (x .
1

, x2 ,x 3 ) ; ... ) = 

·. l l 2 2 2 2 3 3 , 3 3 3 3 =a 1x1+( a 1x1+a 2x2 )+(a 1x1Ta 2x2+a 3x3 )+ . .. 

Sendo X reflexivo existe, pelo corol~rio (3) da proposi 

ção ( 4. 1) , um elemento zeX com ll zll = l e x 1 (z) = llx 1 II .Is 

to e: 

( ** ) li XI li 
A norma dez dada po r(* ) não se altera se substituimos 

z ~ p o r s u p I z ~ 1 q u a n d o a~~ o e p o l' - s u p I z ~ 1 q u a n d o a~ < O . 1 l <j ~n J l~ j ~ n J 1 

A substituição nao faz decrescer a soma em (**); port an

to , a som a não se a ·1 ter a e o 11 novo z II a s s i m o b ti d o ê um e l e -- -

menta da bola unitãria de Y .no qu a l x 1 atinge a nor111a. 

As conclus~es que obtemo s a partir deste exe mplo são as 

seguintes: 

l. Não e verdade que um espaço nor111ado e comp l eto qu an-



4]

do todo hiperplano fechado ê proxjminal

2. 0 teorema de Jaíites não se apl ica para espaços nao com
pl etos

-41-

do todo hiperpl ano fechado ê proximinal. 

2. O teorema de James não se aplica para espa ços não com 

pletos. 

• 



7 COMPLETEZA E APROXIMAÇÕES ÕTIMAS

Neste parágrafo dar'enlos a r'esposta final ã pergunta de
Frank Deutsch devida a J. Blatter i:3t

Nossa prova é uma simp] ificação daquela em L3]. Dado um

espaço normado não completo X, construiremos um subconjunto con

vexo ,fechado l.I'. CcX de modo que a origem não tenha aproxima-

ção õtlma em C.

7..1 Teorema(J. Blatter), Seja X um espaço formado

Se todo co)lvexo fechado de X é proximjnal, então X õ com

pl e to

j?çUonstração. Suponhamos que X não seja completo. Denotemos

por X o completamento de X e tornemos, portanto, xOeX-X. Poda.

mos su po r ll xO ll = l

Seja x' um funcional linear continuo em X com llx'l

e x'(xO) : 1. Para um nünlero real k > 1, pomos, como em(6
K(x',k) : {xeX: llxll 5: kx'(x)}

Denotemos pot' C o conjunto

C : xo + K(x' , k ) ,

que é, obviatnente, convexo e fechado

Para c ;: xO + y e C(yeK(x',k)),temos

lcll : llx0+yll : x'(x0+y) : l+x'(y) :: l+l-llVll :! l,
donde

d ist(0 ,C) : inf ll c ll .Z l
ceC

Co«o ll x. ll xOe C temos djst(0 ,C)

-a7 .

7. COMP LETEZ A E APROX J.M AÇ OES OTIMAS 

Nest e par~grafo daremo s a resposta f i na l ã pergunta de 

Frank D eu t s c h d e vi d a a J . B l a t ter [ 3] . 

Nossa prov a~ uma s im plificação daquela em [3]. Da do um 

espaço normado não completo X, constr uir emos um s ub conjunto con 

ve xo ,- fechado 1,:-, CcX de modo que a orig em não te nha ap ro xima

ção õtima em e. 

7 •. l T e o r em a ( J . B l a t te r ) . S e j a X um e s p a ç o n o r ma d o . 

Se to d o c o n v e x o f e c h a d o d e X e p r o xi mi na 1 , e n tã o X e com 

pleto. 

De monstração. Suponhamos qu e X nao seja co mpl eto. Denotemos 

por X o compl etament o de X e tomemos, po r tanto, x0eX-X. Pod e 

mos s upor li x0 li = ·1. 

Seja x 1 um funciona l linear continuo em X co m ll x 1 li = l 

e x 1 (x 0 ) = l. Para um nume ro re al k > 1 , pomos, como em ( 6) 

K( x 1 , k) = {xeX: llxll < kx 1 (x)}. 

De notemo s por C o conjunto 

e = x0 + K ( x 1 
, k) , 

que e, obv ia men te, convexo e fechado. 

Pa r a c == x0 + y e C (yeK ( x ' ,k )) ,te mos 

ll c ll = ll ·x0+yll > x' ( x0 +y) = l +x'(y) > 1+} IIYI I > l, 

donde 

di st (O,C) = inf llcll > 1 
ceC 

Como llx 0 II = 1 e x0e C temos d is t (O ,C ) = l 

-42-
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Mostraremos em seguida que dist(0,CnX)

di s t( o , cnx ):::? l

Note que pela continuidade de x' e ll ll ,

L : { x e X : ll x ll < k x '(x)}

ê aber'to em X. Conto, para todo E:>0,

c xoll : c'< kc : k x ' ( c xo) ,

concluímos que L tem pontos de norma: arbitrariamente pequena;

ass ím, xO + L tem pontos de norma arbitt'aríamente pt'Õxima de

lx0ll : 1, isto é, se Bc(xO) denota a bola de centro xO eraio
c, então(x0+ L)nBe(xO) # g para todo c>0

Sendo(x0+ L)nBc:(xO) ater'to, vem

(( xo + L )íIBc ( xo ) )n X / g ,

pois X ê denso em X

Oísto decorre imediatamente que djst(o,(x0+L)flX)5:l e co-
nto(xO + L)nxccnX, vem dist(0,CnX) S 1; portanto, dist(o,cnx):l

Como C é convexo e fechado em X, então CnX é corlvexo e

fechado em X. CflX Não tem nenhuma aproxirllação õtjma de 0,pois

se xeCílX ê tal que llxll = djst(0,CnX):l, ter:íamos x=x0+y para
al gum ye.K(x ' , k ) e , portanto ,

lx-xoll 5: kx'(x-xo) : kx'(x) - kx'(xO) á k llxl

don de x=x0, que con traduz xO e X -X
Levando em conta a proposição(3.7), obtemos também

7.2 Teor"ema. Se todo funcional linear contTrluo atinge o ínfi-

mo em todo subconjunto convexo fechado l ilnjtado do espaço nor

medo X, então X õ compõe to
Nao tentos para espaços localmente convexos uma qenet'al

1 . E

k : O ,

1 -

cl a ro q ue

-43 -

Mostraremos em seguida que dist(O,CílX) - 1 . E claro que 

dist(O,CílX) __?> 1 . 

Note que pela continuidade de x• e li li , 

L = {xeX: llxll < kx 1 ( x )} 

e aberto em X. Como , para todo r.>O, 

11Ex 0 ii = E·· < kr. = kx 1 (Ex 0 ) , 

conc luímos que L tem pontos de norma : arbitrariamente pequena; 

assim, x0 + L tem pontos de norma arbitrariamente pr6xima de 

lix 0 ii = 1, isto e, se BE(x 0 ) denota a bola de centro x0 e rafo 

r., então (x0 + L)ílB E( x0 ) r 0 para t odo E>O. 

Sendo (x 0 + L)ílB É(x 0 ) aber to , vem 

(( x0 + L)ílB E(x 0 ))ílX / 0, 

pois X e denso em X. 

Disto de corre im ediata me nte que dis t (o,( x0+L )ílX) ~l eco

mo (x 0 + L)ílXcCílX, vem dist(O,CílX) --S. . l; port anto, dist(O ,CílX)=l . 

Como C e convexo e fech a do em X, então CílX e convexo e 

fechad o em X. cnx Não te m nenhuma apro ximaç ão 6tima de O,poi s 

se xecnx e tal que llxll = dist(O,CílX)=l, teríamos x=xo+Y para 

algum ye_K(x' ,k) e, portanto , 

llx-x0 11 < kx '(x -x 0 ) = kx'( x ) - kx'(x 0 ) < k llxll - k = O, 

donde x=x 0 , que contradiz x0eX - X. 

Levando em conta a proposição (3.7), ob te mo s tambem 

7 . 2 Teorema . Se todo funcional linear continuo at inge o Ínfi

mo em todo s ubconju nto convexo fec hado limit ado do espaç o nor 

macio X, então X e completo. 

Não temos para espaços localmente conve xos uma generali -
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cação destes resul t ad os

espaço l oca l mente conve
con tÍ nua i n fer í ormen te

rali t a d o f ra c anletlte fe c h a

ch a d o l imi t a d o ) , ma s q u

7.3 Exemp] o. Seja ]R ]R

real c om a topos og{ a da

logra fraca em m IR coi

Sej a X o s u b es pa ço

X : {feIR IR : f é

E fãci l ve r q ue se

ça o fra co d o se g uinte s

{ fA : AcR enumer

onde fA (x) : f(x) se x

Com isto vemos que

Mostrar'erros q ue to

fechado de X é fracamen

das as concl usões segue

Seja C um tal cona

tão , { f n} n e ]N Õ l iriií ta

feJR ]R que é pon to de a
S e g e ]R ]R , .í n d.i c arn

ais on de g n ão se a nul a

E fãc { l ve r q ue

su pp f c , U s u p p
neH

o exem

tal qu

n ge o

(em pa

a o e ,

spaço

nve rge

de com

a fora

R R ,

onj u nt

l } ,

e fA(x
na D e

subcon

e n u m e r'

de (3

o e {f

e pel o

ul a ça o

P or' s u

P

e

l

r

n

d
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e
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e

a
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e
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t
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S
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n
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a
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l
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U
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m
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0
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e
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P

n

0
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Ç

t

S

e

l

0

j
U

e

a

0

q

S

a

r

U

m

d

ino s t r'a

o fraca
do s ub c

todo co

u a s i - co

real s d

(note

o rl gl n

t" e in o s u m

File n te s emi

onj u n to l i

nvexo fe-

mpleto

e va rla v el

que a topo
a l )

X

a

d

e

0

0

t{

0

n

e

co

cl

de

u ]

fe
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ve

A

X

0

e

ao

nt

a

U nl

S

0

j

C
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t

{

a

l

n

n

U

a

e

d

t

r

U

d

C

0

n to e n u

po n to

e X

mer,ã v e l}

d e a c ufllu ] a

qu

J u

av

l

n}
t

f

PP

; 0 se xÉA

asj- c ompi e to

nto l im{ todo e fr

elmen to compacto

unia s e q ue n cl

eo i"eína de Tych on o

ra c o de { fr.} n eIN

g o con j u n to dos

acamente

Assim , .to

a em C. E:n

v . e xi.s t e

n ume t"os }"e

fn
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zaçao destes resultados . No ex emplo seg ui nt e mo s tr a r emo s um 

espaço localment e conv ex o tal qu e toda fun ção fra camente s em i 

continua inferiormente ating e o i nfimo em t odo s ubconjunt o l l 
mitado fracamente fechado (em par t icular em t odo conve xo . fe

chado limitado), mas que nao e , nem mes mo , qua s i - completo . 

7.3 Exemp·lo. Seja lR lR o espaço da s funções r ea is de va riavel 

real com a topologia da converg~ncia simpl es (note que a t opQ 

l ogia fraca em JR IR coincide com a topologi a original). 

Seja X o subespaço de !RIR de f ini do por 

X = {feIR IR : f e nula fora de um conjunto e nume rã ve "I}. 

E fãci 1 ver que se felR IR , então f e um ponto de ac umu la 
-çao fraco do seguinte subconjunto limit a do de X: 

{ fA AcIR enum e rãv e l } 

ond e fA (x) = f(x) se xeA e fA(x) = O se xé A. 

Com isto vemos qu e X nã o e qu asi - compl e to. 

Mostraremos que t odo .sub c onjunto limi tad o e fr ac ame nte 

fechado de X e fr a camente enumerav e lmento c omp ac to . Assim , t o 

das as conclusõe s seguirão de (3.1). 

Seja C um t a l conjunto e {f n} neIN uma seq uência em C. En 

tão, {fn}neIN e limitada e pelo teorema de Tychonov exi st e 

feIR IR que e ponto de a cumulação f r a co de {f } 
n nelN . 

Se geIR IR, indicamos por supp g o c on junto do s numeros re 

ais onde g não se anula. 

E fãcil ver que 

supp f c U supp f 
ne JN n 
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e, portanto, supp f ê enunlerãvel e feX

lqostramos, com isto, que toda sequênc ia em C tem ponto de
acumulação fr'aco eni C e, portanto, que C é fracamente erlunlera

ve] me nte compa cto.

-45-

e, portanto, supp f ~ e num e r ãvel e feX. 

Mostramos, com i s to, que toda seq uênc i a em C tem ponto de 

acumulação fr ac o em C e, portanto, que C ~ fracame nte enumera 

velmente compacto. 



8 UMA FORMA FRACA DO TEOREMA DE JAM[S

Sabemos que se todo subconjunto convexo fechado de um

espaço normado X é proxjminal, então X ê completo(7.1). Ali-

ando este resultado ã(4.4),téinos que um espaço normado nas con-
dições acima ê necessariamente reflexivo. Com isto temos demons

tudo que

8.1 Teorema. Se X é um espaço formado ta] que todo subconjun-

to convexo e fechado ê proxitninal, então X õ reflexivo

Em resumo, o que temos õ o seguinte

Se em (4.-4) dispensamos a hipótese sobre a coiiipleteza de

X mas, em compensação, impomos que, não sõ os hjper'planos fe-

chados são proximinais, mas sim que todos os convexos fecha--

dos o são, então a inda obtemos a conclusão desejada, isto é
a refl exl vi dade de X

Esta afia'mação esta for'temente apoiada no teorema de ga-

mes. Dada a complexidade de sua demonstração, obter'enlos, a se

g u{ r , uma prov a dure t a d e (8 .1 )

Em prime iro lugar' demonstraremos um lema preparatõr'io que

ê, fundamentalmente, uma general ização do teorern.a de Helly (ve
ja apêndice) para o caso enumet'ãvel. Este r'esultado não tem

interesse {ntrTnseco pois as hjpõteses que faremos acarretam

na reflexividade do espaço em questão

8.2 Lema; Seja X um espaço normado tal que todo seu subconjun

to convexo fechado.ê proxlminal. Se x" e X" atinge sua norma

eÍxÂJneIN cX' ê uma sequênc ia de funcionais, então ê possa--

)
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8. UMA FORMA FRACA DO TEOREMA DE JAME S 

Sabemos que se todo subconjunto convexo fechado de um 

espaço normado X~ proximinal, então X e completo (7.1) . Ali 

ando este resultado ã (4.4) ,temos que · um espaço normado nas con 

dições acima e necessariamen te reflexivo . Com isto t emo s demon s 

trado que 

8.1 Teorema. Se X e um espaço normado t a l qu e todo subconjun 

to convexo e fechado e proximinal, então X e reflexi vo. 

Em resumo, o que ternos e o segu in te. 

Se em (4.-4) disp e nsamos a hipõtese so br e a compl eteza de 

X mas, em compensaç ão, impomos que, não s o os hip er pl an os fe 

chados são proximinais, ma s ~i m que todos os convexo s fech a--

dos o são, então ainda ob te mos a conclu são desejada, isto 

a reflexividade de X. 

-
e • 

Esta afirmaç ão estã fortem e nte a po iada no te orem a de Ja

mes. Dada a compl exi dade de sua demon straçã o , ob teremos, a se 

guir, uma prova dir e ta de (8.l ). 

Em primeiro lug ar demons trare mos um l ema preparatõrio que 

e , fundamenta 1 mente , um a general i z açã o d o te or em.a d e H e l l y { v~ 

ja apêndice) para o caso enumerãve l. Este r es ultado nao te m 

interesse intrTnseco pois as hipõteses que f a r emos acarretam 

na reflexividade do espaço em questão. 

8.2 Lema: Seja X um espaço normado tal que todo seu s ubco nju~ 

to convexo fechado e proximinal. Se x" e X" atín9e sua nor ma 

e {x'} lN cX' e uma sequência de func ionai s, então e possí--n ne 

- 46-
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vel escolher xeX com llxll = llx''ll que sati

xÀ (x) :: x" (xÂ ) pa ra t od o n

Oemonstração. Tomemos x'eX' com x''(x') :

cona íderemos a sequência finita x' ,xl,xã
tanto, pelo teorema de Helly, XneX com

IXnll :S (l+Ê) llx'

x ' (i. ) : x " (x' ) :

xÊ(in) : x"(xÜ) , se k5;n

Pondo-se xn:(l+ã)ln' valem as seguintes

1. x'(x.) : !';! llx"ll » llx"ll

2. llx.ll á (--fi--)2 llx«ll

sfa z

X . 1 * ' 11

E xl s te , po r

e

p ro pt"{ e da d e s

De(1) concluímos que a sequência {xnlnelN esta contida
no sem] es paço .

S : {zeX : x'(z) : llx"ll }

Como S ÉI convexo e fechado, sabemos que a envoltõrla con

vexa fechada de {xnJneIN ' CoÍxn: neM }, ê um subconjunto de S
Note que se zeS, então llx"li 5: x'(z) 5; llx'll lzll : z

isto d íz que dist(0,S) :: lx"ll e da:í conclu:amos tambêin que

dist(0,tãtx. : : neH } ) :! ll x''
Poroutrolado,(2) ficar'neta inf llx.IS llx"l e, por-

n e ]N

tanto, dist(0,dÕÍxn : nem}) 5: llx''ll

Temos então mostrado que dist(0,tõtx.. : neIN }) ; llx''
Usando as hipóteses, tomemos xetTtx. : ncM} com llxl

Xii

-4 7-

ve :l es colh er xeX com li x li = li x 11
11 qu e satisfaz 

x~ (x) = x 11 (x~.) para tod o n. 

D em o n s tração . Tom e 111 os x I e X I c o rn x '' ( x ' ) = 11 x 11 
11 e 11 x ' 11 = 1 e 

cons iderem os a sequência finita x 1 ,x 1,x 2; . . . x~. Existe , por -

tant o, pelo teorema de Helly, x eX com 
n 

11 x 11 < ( 1 +l ) 11 x 11 
11 n n 

x ' ( x 
11 

) = x 11 
( x ' ) = 11 x 11 11 e 

x k( xn ) = x 11 (xk ) se k<n 

Pondo-se xn=(l+})xn, va lem as seg uintes propriedad e s 

l. x 1 (x) = n+l llx 11 II > llx 11 II n n 

De (1) conc ·luimos que a sequência {xn} nelN estã contida 

no semi espaço. 

S = {zeX X
1 ( z ) > llx 11 II} 

Como Se conv exo e fechado, sabe mo s que a e nvoltõri a c on 

vexa fechada de {x } IN, cõ{x : nelN}, e um s ubconjunto de S. n ne n 

Note que se z e S, então 11 x 11 
11 ~ x ' ( z ) ~ 11 x ' 11 l lz li = 11 z 11 ; 

isto diz que dist(O ,S ) 2:, llx" 11 e dai conclu1mos ta mb êm que 

di st (O ,co{x . nelN }) 2:, ll x 11 II n 

Por outro lado, (2) acarreta inf ll xn ll < llx 11 II e, por-
n e JN 

ta nto , d i s t ( O , co { x n : n e IN } ) < 11 x 11 11 

Temos ent ã o mostrado que d i st(O ,co{xn : nelN} ) = li x 11 li. 

·Usan do as hipõte ses, to memos xeco{xn : neIN} com ll xl l 

= li X li li . 
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segue mostraremos que xÁ(xNo q u e se ) : x " ( x ' n ) p at'a to

do n

{yp}

C omo xeõõ{

peia de pon t
Par'a cada

n

". : à;.
npellq ' 0 ::

Com o ilni c

Xn : HEIN }, então x ê ljmi
o s de c oÍx. : n e ]N }

p, yP tens a forma

t;e d e uma s e q u ê n ci a

*án :s . . .Ep
o Intu{ to de simpl ifjcar a

com

n n tara n nç r rnvn rn

mos

ente

( P )
n xn '

sempt'e que

q ue pa ra tod o n eIN tem-se

ndendo q ue
A fi rmatllo s

1{« «áp) :
p'" ''

Se assim r!

{Àn0 k )} keIN ' pa

Assim te rl

0

ã o fos s e po d e rlanlo s ex tr'a i r UMcâ : sub-sequênc { a

ra al guín nO , tal q ue

a > 0

apto s

X
nO

:' (x) e que l:i=
x ( P k )

nO

À ( P k XX) + n r}nÉn
0

Notando q ue ]im
k-+m
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No que se s egue mostr are mo s que x ' ( x ) = x"(x ' ) para t o-n n 
do n. 

Como xeco{ x : nelN }, então x e limi te de uma sequência 
(1 

{yp} pelN de pontos de co{xn : neIN} 

mo s 

Para cada p, yp tem a f orma: 

y = p 

np 

~ ~ O À~l? )xn 

o < À(p ) < 
= n = 

l e 

Com o ünico intuito de simplificar a notação escrevere--

y = 
p 

entendendo que À(p) = O sempre que n>n . 
n ' P 

Afirmamo s que para todo nelN te m-se 

lim À(p) = O 
n p+oo 

Se assim nao fos se pod erTa mos extrair um a =sub-sequência 

{;\(pk)} para algum n0 , tal que 
n

0 
kelN' 

lim À(pk) = a > O 
k+oo no 

Assim ter iamas 

Notando que 1 i m x ' (y ) = 
k+oo Pk 

x ' (x ) e que l im 
k+oo 
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(Xn0)' concluímos que existe lim >lnnÀ(Pk):x(Xn) e que

x'(x) : 'x'(x..) ''' l:.=i .3. À--k'x'(x.) (*)
$

H k ' x
n#n 0

Lembrando que x'(x.) 3: x '' ll , d o n d e

(x.) 3: (n>1-o"Pk)) llx«

e ai n da q u e

P .. )k ' x
nn#n 0

P k )À ( P k ) 0nnÉn 0

acarreta

!:.= «à".
= 1 -a( P k )À

n

vem

::" "à'o (Pk)x'(x.) Z l:.« (nà..*'PK)) llx"ll

q ue a pl i ca d o ã ('') fo)"n e c e

x'(x) 3; ax'(Xn.) +(l-a) llx"ll ;

como x'(Xn.) > llx"ll , pot"(1), temos

1 1 - a ) ll x

x ' ( x )

ll * " ll

quem absurdo, jãclue lx'(x)l :É llx'll llxll ; llx''

Assim, como dissemos, l imÀ:lt'/ = 0 par'a todo n
P-'>m

Nosso próximo passo será provar que para todo nO

-a) llx"ll » a llx"ll ' (l-a) llx''

P
n
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= ax' ( x ) , concluímos que ex is te lim I À(pk) · x' (x) 
n O k ->-00 n f n n n - o 

x'(x) = ax'(x ) + lim l :\ (pk) x 1 ( x) 
. no k+co n#n n n 

o 

Lembrando que x 1 (xn) ~ ll x "II, donde 

e a inda que 

l À( pk ) 
n 

nfno 

acarr et a 

vem 

que ap .licado ã ( * ) fornece 

x
1
(x) ~ ax'(x ) + (l- a) llx"II ; 

no 

como x'(xn) > ll x "II , por (1) , temos 
o 

e que 

( * ) 

x 
1 

( x ) ~ a x ' ( x ) + ( 1 - a ) 11 x 11 
11 > a 11 x 11 

11 + ( l - a ) 11 x 11 
11 = 

- no 

= llx 11 II, 

que e absurdo, jã que lx'(x)I < llx'II ll x l l = llx 11 II 

As sim, como di ssem os, l im ~ (p) = O par a todo n. 
n p+oo 

Nosso p r õximo pa sso se r ~ prov ar que para todo n
0

, 
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xetã{ Xn : n Z n0}

Para i sto notemos que

ljm
p'F"

. nOql *h P)*n 0 , en tão e xiste

l P )n HRX
nn n nn=0 0

P
X x e

n ri
p''" n ; n 0

va

l e
' (x>

1:.=q!. *á-'*p * :j.='.!"o p'*P

l im
P''>"

0 leitor desatento poderá pensar que obtivemos assina

nO }; ocorre , en tt.e tan to, q ue

!.. *á-'*.
n :n0

não é, em geral , uma combinação convexa; contornados esta

tuaça o e s ct'e vendo

ini; *á'' *«

Ê.!:l{( '} *ád -- *.In)*.o

À( P) * PÀ+
nnn n=0F"p '>"n : n 0

À( P ) *
n n

que é um elemento de aãtx. : n

Se temos xeaÕÍxn : n : n0}, então para todo k
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Para isto notemo s que 

(nf-l ( p ) 00 

X = li m À xn + I À'( p) X 
n ) 

p-+oo n=O n n 
n=no 

n0-l ( p ) 00 

À (p) x 
Como li 111 I À . ' X = o ' então existe 1 i rn I e va 

n=O n n p->-oon=no n n p-+oo 

l e: 

X = 

O leitor desatento poderã pensar que obtivemos assim 

n ~ n0 }; ocorre, entret a nto, que 

nao e, em geral, uma combinação convexa; contornamos e sta si

tuação escrevendo: 

que e 

X = 

um elemento de co{x 
n 

+ 

00 

+ lim( l À(p))x 
p+oo n = o n n o 

Se temos xeco{xn : n > n0 }, então para t odo k , 
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xl:(x)eaÍxj:(xn) : "

"'s xi:(x.) : xi:(DP-l!.)
desde que k 5: n; assim,

1 1 m xi:( x.) ; x"( xl:)n ->m

: n0}

!P- x;:(x.)

co =

!P- x"(x'k)

di sto decorre que n

nOem
xi{(x.) : n Z n0} { x" ( xÊ) }

e da:i resulta finalmente xl(x)
nada a demos stração

x"(xk) , com o que fica tel"ín.!

8.3 Demonstração de (8.1 ). Em

probl ema para o caso separava

X nã o é refl exi vo, e n tã o e xi s

chado YcX q ue talnbêln não é re

do de X ê proxlmi n al , então ê

V

prlnle{ ro l u ga r, redu z{ remos o

1. Para isto mosto'aremos que se

te um subes paço se pa rãvel e fe-

flexivo. Como todo convexo fecha

cl aro que o HlüSFilO acon tec e com

Da e xi s t6 n ci a de uín ta l

Suponhamos , como d i s seno

ma d e Eb e r] ei n i:] 2 , pã g . 1 85

{xnlneIN cX que nao tem ponto
ca. Sej a Y o s ubesf)aço fe ch a d

ro en tão q ue Y dão é refl exiv

toda sem ponto de acumul ação

bém, q ue Y é se parãvel

Y deduzjremos uma contradição

s, X ..não t''eflexivo. Pelo teore

..l existe unia sequência ljniitada
d e acumul ação na topos ogi a f ra -

o gerado por {xn : neH} . É cla-
o pois'.contêm uma sequência limo

na tof)ología fraca; õ claro, taE
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( ) n+l · -rna S XI X = X l (-- X ) = 
k n k n n ~~ x1'(x) 

n < n 
n+l 

= -n X " ( X ' k ) 

desde que k ~ n; assim, 

lim xk(x
11

) = x"(xk); 
n+oo 

disto decorre que íl 
n0 e IN 

e daí resu ·lta finalmente xk(x) = x"(xk), com o que fica termi 

nada a demonstração. 

8.3 Demonstração de (8 . 1). Em primeiro lugar, reduziremos o 

problema para o caso separiivel. Para isto mostraremos que se 

X não~ reflexivo, então existe um subespaço separã vel e fe

chado YcX que tamb~m não ê reflexivo. Como todo convexo fecha 

do de X e proximinal, então~ claro que o mesmo acontece com 

y. 

Da existência de um tal Y deduziremos uma contradição. 

Suponhamos, como dissemos, X -não · reflexivo. Pelo teore 

ma de Eberlein [12, pãg. 185] existe uma sequência limitada 

{xn}neJN cX que não tem ponto de acumulação na topologia fra 

ca. Seja Y o subespaço fechado gerado por {xn : ne JN}. E cla

ro então que Y não e refl ex ·i vo pois · contem uma sequência 1 imi 

tada sem ponto de acumulação na topologia fraca; ê claro, tam 

bem, que Y ê separãvel. 
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Considet'erros o dual topolõgico Y' de Y e o dual topolõg{

co Y" cle Y'(com a tipologia forte). Por' uin abuso de língua--

gera escreveretnos YcY"

Por Bjshop-Phelps, existe y"eY"-Y que atinge sua nornta

na bola unitária de Y'. Seja d a distância entre y'' c Y

Tomemos {yn : HEIN } denso em Y

Para cada neM escolhemos yÂeY' com jjynjl l=

<

que s a t{ s

faça

(V"-V.)(V,\)l::JllV«-Vnll à d

Usando o lema, seja yeY corri

yÃ(y) = y"(yÂ) para todo r]
Qualquer que seja o nünlet'o E: > 0, é possível encontrar n

tal que jjyr\-yjl :É c ; assim

(y.-y'') (VÃ)l : l(yn-y) (VÀ)l :S: IIV.-yjl jjyÂll

por outro l ado, temas

(j'"-Vn) (yÃ)l à !,
trazendo uma contradição. Assim, demonstrar'elmos que X é, de
fa to reflex iv o

c ;

Com auxilio de(3.7) conclu:amos tambêin que

8.4 Teor"enla. Se todo func tonal linear continuo atinge o :Ínfi

mo ern todo subconjunto convexo fechado e l imitado do espaço no!.

nado X, então X é reflexivo
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Consider<~mos o dual topolÕ gico Y' de y e o dual topolÕgj_ 

co y li de Y' (com a topologia forte ). Por um abuso de lingu a--

gero escreveremos Y cY 11 • 

Por Bishop-Phel ps , existe y 11 eY 11 - Y que atinge sua norma 

na bola unitãria de y 1 • Seja d a distância en tre y li e y . 

Tomemos {yn : nelN} denso em Y. 

Para cada nelN esc olhemos y~eY' com IIY~II = ·1 que sat ·is 

faça 

Usando o lema, seja yeY com 

y~(y) = y"(y~) para todo n. 

d 
> 

2 

Qualquer que seja o numero E> O,~ po s slvel encontrar n 

tal que IIYn-YII _ i E ; assim 

por outro lado , temos 

1 (y11 -yn ) (y~) 1 ~- i, 
2 

trazendo uma contrad i ção. Assim, demonstraremos que X~ . de 

fato reflexivo . 

Com auxTlio de ( 3.7) conc lu1mo s tamb ~m que 

8.4 Teorema. Se todo funcional linear contlnuo atinge o fnfi 

rno em todo subconjunto convexo fech ad o e 1 imitado do es paço nor 

mado X, então X~ reflexivo. 
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Para espaços localmente convexos vale um r'esultado anglo

g o .

8.5 Teorema. Se todo funcional linear continuo atinge o :ínfi-

mo (e portanto também o supremo) em todo subconjunto convexo

fechado l imitado do espaço localmente convexo X, então todo
tal conjunto é enumer'avelmente convexo-compacto

Demonstração. Seja C um convexo fechado limitado de X e {H,.

uma sequência decrescente de convexos fechados não vazios, com

HncC, para todo n. Mostraremos que nnl Hn # g

Cona i detemos as i ncl usÕes

C C X C X''C X ' t

Seja t o fecho de C en] X'+(dotado da topologia da con--

vergência simples); pelo teorema de Tychonov, sabemos que t é

compacto(porque ê limitado e, portanto, fracamente l imitado

em X)

E posa:ível mostrar tanlbênl que tcX'', i:12, pãg.1433 jã que
C é limo tado.

Assim, {nd'icando por Rn o fecho de Hn eln X't teremos
nB. / g, pois t ê compacto e, para todo n, F.ct

Seja, então, x"eX" ta] que X"eRn' VnZ ]. Se x" = 0 não
hã mais nada a provar. Senão., tomamos x'eX' com x"(x') : l

Fixemos n; é claro que, para todo e > 0,

V. : {z"eX" : lz"(x') - x"(x')l < c} é uma vizinhança de

x"(na topolog ia da convergência simples). CoiTlo
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Para espaços localmente convexos va l e um resultado anãlo 

go. 

8.5 Teorema. Se todo funcional linear contlnuo atinge o lnfi -

mo (e portanto também o supremo ) em todo subconjunto convexo 

fechado limitado do espaço localmente convexo X, então todo 

tal conjunto~ enumeravelmente convexo - compacto. 

Demonstração. Seja C um convexo fechado limit ado de X e {H 11
}n2:l 

uma sequ~ncia decrescente de c onve xos fechados não vazi os, com 

HncC, para todo n. Mostraremos que n Hn f 0. 
11 2: l 

Consider emos as inclus6es 

CcXcX 11 cX 1 * 

Seja I o fecho de Cem X'* (dotado da topologia da con-

verg~ncia simples); pelo teorema de Tychonov, sa bemos que I e 
compacto (porqu e e limitado e, portanto, fracamente limita do 

em X). 

t possível mostrar tambem que -C-cX", [12 , pãg .143 ] jã que 

C e limitado. 

Assim, indicando por Hn o fecho de H11 em · X'* teremos 

H cI. 
n íl H f 0, pois~ e compacto e, para todo n, 

n2:l n 
Seja , então, x 11 eX 11 tal que x"eH

11
, Vn 2: 1. Se X 11 = Ü nao 

hã mais nada a provar . Senão, tomamos x'eX' com x 11 (x 1
) -- l. 

Fixemos n; e claro que, para todo E > O, 

V = { z II e X 11 

E 
lz 11 (x 1

) - x 11 (x 1 )! < E} e um a vizinh a nça de 

x11 (na topologia da convergência simples). Como x"eHn, e ela-
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ro, também, que VcnHn # g; podemos tomar, então,
x ' ( x : ) - 1 1 « E

C onl is to fi c a cl a ro q ue

eHX
E n tal que

{ nf
xeH

n

x' (x) :É l 5: suP
xeH

n

x ' ( x )

Queremos agora tomar yneHn tal que x'(yn) : 1. Se ambas

as desigualdades acima fot''em está itas, então yn ex êste pela

convex idade de Hn; senão, usamos a hipótese. De qualquer mi-
ne i ra , tal y. exi ste

Seja, para cada n : 1, x.
vol tÕt'ia couve xa fech a d a de { x .

n+l yn' Denotemos por A a e!
n > 1 }

E claroque infx'(u) = 1; assim, tomamos xeA tal que
ueA

x'(x) = 1(jã que A é convexo fechado e lirnjtado)

Seja {u.i}.iel uma sequência generalizada de pontos de A
que converge para x. Para cada iel esct"eveínos

u .i

. n d e À ( in

.}l *á ' ' :'
para n ma{ or q u e uin ce rto nl

À (] ) < 1 .
11 '

Afirmamos que para todo n temos
l {m À(j ) : 0
{ e l

Se ass im não fosse, par'a algum m poder:Íamos tonal' uma sub
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ro, também, que V ílH f 0; podemos tomar, então , xE eHn tal que 
s n 

Com isto fica claro que 

inf 
xeHn 

X 1 (X) 

Queremos agora tomar y eH tal que x 1 (y ) = l. Se ambas - n n n 

as d.e s i g u a 1 d a d e s a e i m a f o r em e s t r i t a s , e n tão y n e x i s te p e l a 

convexidade de Hn; senão, usamos a hip6tese. De qualquer · ma

neira, tal Yn existe. 

Seja, para cada n > l, n+l xn = -- y . Denotemos por A a e n n n 
vol t6ria convexa fechada de {xn : n > l} 

A = co{xn : n ~ l} 

E claro que ·inf x 1 (u) = l; assim, tomamos xeA ta l que 
ueA 

x' (x) = l (ja ' que A e convexo fechado e 1 imitado). 

Seja {u.} . I uma sequ~ncia generalizada de pontos de A 
1 l e 

que converge para x. Para cada ieI escrevemos 

u. = , 

onde À(i) = 
n 

O para n maior que um certo 

Afirmamos que para todo n temos 

·1;m À(i) = O 
i e I n 

n.' l 
O < À(i) < l 

n 
e 

Se assim nao fosse, para algum rn poderfamos tom a r uma sub 
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sequência generalizadaÍxálj
a > 0

tal q ue

{ j ) :
j eJ

Assim terTaínos

x ' ( u l j

E
n/m

lln
)*n ) x ' ( >l

n#m
)*n) + x'(Xájj)*m) Z

.- *.S: j ' m '

pol s x' (x.) : x' (E;'l;V.)
Prof seg ul n do , vens

n+l
n x ' (y.. ) n

x'(uj .) Z l-Xá'ij) + À({j
J

Passando j ao limite obter:íamos

x' (x) à l-a + a nP-
que é um abs urro.

Denotando por Am a envoltõria convexa fechada delxn:n:
e procedendo coiro em(3.7) ou(8.2), podemos mosto"ar que

Vm. Afirmamos que xcHn para todo n. Se existisse nO ta l
tomar:íamos uin funcional linear' continuo y' e CEeJR

m}

que

tal

Que

y' ( x )

y' (x) :: a+e (par'a algum c: > 0)
Se.ja m > n. tal que -l-!a- < .g

' u m 2

Para n > m tentamos
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s e q u ê n c i a g e n e r a l ·i z a d a O. ( ·i J. ) } . . t a 1 q u e 
m JeJ 

Assim ter i amos 

> . I 
n ;im 

. '() '(n+·1 · ) poi s x xn = x -n-· Yn 

Prosseguindo, vem 

, ( ) l À ( i . ) -1 ( i . ) m+ l 
X u. > - J + A J -, . = m m m 

J 

Passando j ao limite ob te rl amo s 

m+l x'(x) ~ 1-a + a m-

que ê um absurdo. 

n + 1 = -- > 1. 
n 

Denotando por Am a env ol tõria conve xa f echada de {xn:n2=m} 

e procedendo como em (3 . 7) ou (8.2), po demos mo strar que xeAm ' 

Vm -. Afirm amos que xeHn par a todo n. Se exi s t i sse n0 ta l que 

xtH , tomariamo s um funcional line a r con ti nuo y ' e o.e lR ta l no 
que 

y'(x) < a. , VxeHn 
o 

y' (x) > a.+E: (pa ra a lgum E: > O) 

Seja m > n0 tal que hl < E 

m 2 

Para n > m teriamas 
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y' (x.) : y'(!1li! y.) ; a'P- y' (y.) : (!!P-)'- .S a''-

mais \f eH Ainda como -a:5:-L$!L<c
p ' '' J n '''n 0 ' ''' -'" '"''''' n m 2 '

y' (x ) < CI.'-+ =

Desde que xeAm ; ÕÕ {xn

y' (x) .É Q + E < a + c:

contradizendo y' (x) :à ct + E

Mostramos com isto que xe íl H., donde n Hn # g
n::l '' n3:l ''

0 teoretna de Elberlein, lla sua versão para espaços local

mente convexos i:12,pãg. 187], permite-nos então enunciar

8.6 Teor"ema. Seja X um espaço localmente convexo quis í-compôs.

to. Suponhamos que todo funciollal linear continuo atinge o :i!
amo em todo convexo fechado limitado de X. Então X ê semi-r'g

f] ex{ vo

2

2

m} vl r{ a

Gostaríamos de ressaltar aqui uma certa dlferençaentre ej.

paços nor'medos e localmente convexos, sob o ponto de vista que

temos ab ordado

Em primeiro lugar, observamos que a propriedade "todo fun

ciona] linear continuo atinge o :Ínfimo em todo convexo fecha-

do limitado" em urtl espaço formado implica completeza(cf(7.2)),

mas, como vimos em(7.3), o mesmo não se dã em espaços local
mente con vexos

n mãximn mie se onde aarantir Õ ciue. se X õ lln espaço lo
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pois y eH . Ainda como hl 
n no n 

y 1 ( xn ) ~a-· +~-
2 

Desde que xeAm = co {xn 

Ê 
y 1 (x) ~a+ - <a+ s 

2 

contradizendo y 1 (x) ~a+ s 

< hl 
m 

< E 

2 

n > m} viria 

Mostramos com isto que xe n Hn ' dond e n 
n~ l n~l 

< a+ hl 
n 

H /- 0 . 
n 

O teorema de Elberlein, na sua vers ao para espaços local 

mente convexos [12,pãg. 187] , permite-nos então en un c i ar. 

8 .6 Teorema. Seja X um espaço localmente con vexo quasi-compl~ 

to. Suponhamos que todo f unc ional linear continuo atinge o r~ 

fimo em todo convexo fechado limitado de X. Então X~ s emi - re 

flexivo. 

Gostar'iºamos de ressaltar aqui uma certa diferença entre e2_ 

paços normados e localment e convexos, sob o ponto de vist a que 

temos abordado. 

Em primeiro lugar , observamos que a propr ·i edade "todo fu~ 

c ional linea r contlnuo atinge o lnf imo em todo con vexo fecha 

d o l i mi ta d o II em um espaço no r rn a d o i m p 1 i e a com p l e tez a ( e f ( 7 . 2 ) ), 

mas, como vimos em (7.3), o mesmo não se dã em es paços local

mente convexos . 

O m ã x i mo q u e s e p o d e g a r a n t i r e q u e , s e X e u ,,1 e s r a e o l o 
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calmente convexo que satisfaz tal hipótese, então X é sequen-

cialmente completo; de fato, se {xnJnelN ê uma sequência de
Cauchy em X, então, por(8.5) temos que

íl Eã {x. : n .z m} # ç) ,
me m ''

jã que toda sequência de Cauchy é l imitada

Ass ím, õ claro que, se xe n tB {x.. : n > m}. então x ê
meH n

o limite de{ xn} neIN

Podemos , p ortõ nto , d iz er que

8.7 Teor'ema. Se X õ um espaço localmente convexo metrjzãvel e
todo funcional linear cont:ínuo atinge o:Ínfimo em todo conve-
xo fechado lirílitado de X, erltão X õ reflexivo

!glilg!!.!iLr.!.ç.!g. Pela observação féjta hã pouco, X õ sequencial

mente completo e, sendo metrizãvel, ê também quase-completo
por(8.5) segue que X ê semj-reflexivo

Sabemos que espaços de Frechet são tonelados e que espa
ços semi-reflexivos e toneladas são reflexivos, assim X é re
f l e xl vo

Se estaitlos interessados em rninjmízar funções ou encontrar

aproximações õtimas, então gostar:íamos que a classe dos espa-
ços onde tais problemas tem .sempre solução fosse a maior pos-
sTve]

Infelizmente, os resultados que obtivemos aqui mostram que
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calmente convexo que satisfaz tal hip6tese, então X~ sequen 

cialmente completo; de fato, se {xn}ne™ ~ uma sequ~ncia de 

Cauchy em X, então, por (8.5) temos que 

n co {xn : n > m} f 0 , 
me lN 

jã que toda sequ~ncia de Cauchy~ limitada. 

Assim, ~ claro que, se xe íl co {x 
me lN n 

o limite de{xn}nelN. 

Podemos, portanto, dizer que 

n > m}, então x -e 

8.7 Teorema . Se X ê um espaço loc a lment e convexo metrizãvel e 

todo funcional linear contlnuo àtinge o Tnfimo em todo conv e 

xo fec hado limitado de X, então X~ refle~ivo. 

Demonstração. Pela observação feita hã pouco, X~ sequencial-

mente completo e, sendo metrizãvel, ê tamb~m quasi - comp l eto ; 

por (8 .5 ) segue que X ê semi - reflexivo. 

Sabemos que espaços de Frechet sao toneladas e que espa

ços semi-reflexivos e to ne lada s sã o reflexivos, assim X e re 

flexivo. 

Se estamos interessados em minimizar funções ou enco~rar 

aproximações 6timas, então gostaríamos qu~ a classe dos espa

ços onde tais problemas tem -sempre solução foss e a maior pos

sível. 

Infeli zment e, os resultados que obtivemos aqui mostram que 
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esta classe ê apenas formada por espaços t'eflexjvos ou semi

reflex avos. Como v lhos nos exemplos, mu"itas vezes sur'gem , na

prãtjca problemas de minimização en} espaços não reflexivos.Es

tes casos são, como foram, tratados ã parte da teoria que de-

senvolvemos aqui. Apesar disto, muitas vezes obtemos respos--
tas afirnlatjvas e, colo isto, consequênc ias importantes
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esta c l asse~ apenas form ada por espaços ref l ex ivos ou sem i -

r eflexivos . Como vimo s nos exemplos, muitas veze s surgem , na 

prãtica probl ema s de minimi zaçã o em espaç os não ref l ex ivo s.Es 

tes ca so s são, como fora m, tr ata dos~ parte da teoria que de

se nvolv emos aqui. Apes ar disto, mu i tas vezes obtemos resp os- 

tas af irma tivas e, com ist o, c ons e qu~ncias importante s. 



APÊNDICE

O TEO REMA DE [IELLY

0 teorema que exibimos aqu i, devido a E. Helly é a mais

importante ferramenta que usamos na demonstração de(8.2).Pou
cos são os textos em anal íse funcional que trazem este resul-

tado e, quando o fazem, fornecem apenas a pr'ova para espaços

de Banach. Na verdade, quarldo usamos o teorema de Helly ent(8.2),
jã sabíamos que o espaço lã consider'ado era completo ( veja

l7.1))e assim,isto seFla'suficiente

Apesar disto, insisti.mos em dar a demonstração de Kakuta

ni [11] para espaços normados quaisquer, pr'imeiro pela sua e-

legância e em segundo lugar' porque temos nos pl"eocupado um tan

to com as diferenças entre espaços completos e não completos

Teor'ema(E. Helly). Seja X um espaço normado, xl,...,xÀ uma

sequência finita de funciona is l ineares contínuos em X e a.
,a eR

n

i

UVllVl\fUV ll\;\+E;Dali 1(1 Ç= DLil ILlt:llUt:

ra todo c: > 0, um elemento xeX com llxlls

x;(x) ; a{, i : 1, 2,..., n,

ê q u e a de s { g ual dacJe

ti n

:i.o4«: :s . n:>ilÍ:* ll

valha para toda escolha de niimeros B.,

pa ra q ue exi s t a , pa

y + c tal que

, Í3 n
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APÊNDICE 

O TEOREMA DE HELLY 

O teorema que exibimos aqui, devido a E. Helly e a mais 

importante ferramenta qu e usamos na demon straçã o de ( 8.2 ) .Po~ 

cos sao os textos em anãlise funcional que trazem este resul

tado e , quando o fazem, fo rnec em apenas a prova para es paç os 

d e B a n a e h . N a v e r d a d e , q u a n d o u s amo s o te o r e 111 a d e H e l 1 y em ( 8 . 2 ) , 

jã sabTamos que o espaço lã c onsiderado era completo ( veja 

(7 . l ) )e assim,isto seria ·' sufic·iente. 

Apesar disto , in si stimo s em dar a demon s tração ele Kakuta 

ni [11 J para espaços normados quaisque r , primeiro pel a su a e

leg~ncia e em segundo lugar porque temos nos preoc up ado um tan 

to com as diferenças entre espaços compl etos e não completos. 

Teor ema (E . He .lly) . Seja X um es paço normado , x1, ... ,x~ uma 

sequ ~nc ia finita de funcionais lineares con t Tnu os em X e o: 1 , 

.. . 'ªnelR . 

Uma condição nec essãria e suf i ciente para que exista, P! 

ra t odo E> O, um e l emento xeX com llxll < y + E ta l que 

x'.(x) = a ., 
l l 

i ::: 1 , 2, ... , n, 
-e que a desigualdade 

n n 
1 l 8 : o: . 1 .s. y li 2:S. X'. l i 
. l l '1 - • ll l l = 1 = 

valha para t oda escolha de numeras s1 , .. . ,8
11

• 
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.Qenan.!!r.!.gê.g. Suponhamos que exista, para todo É: > 0, um tal

x; então, é claro que para í31,...,í3.eJR vale

j>llBJ'jl ; ljilBjx;(x)i : l({>llBjx;)(x)

5:llxll lljitBjx411 :É(Y+') ll. llB *j

Cotllo c é q ualque r teremos

:}. ',':
Pr'ovaremos a t'ec:íproca. Admjtjremos, scíit perda de gene

validade, que os func lona is tomados são linearmente índepen
dentes. Em caso colltrãrio, tomaríamos um subconjunto linear

mente independente de {x;: l5:i5:n} que gere o mesmo subespaço
q ue o conj u n to ori gi nal

Consideremos a transformação linear L:X->Rn dada por

L(x) : (xl (x) ,. . . ,xl.(x))
Indicando por BY+c(0) a bola de cento'o 0 e ralo y+e em

X , t enlos q u e pr'o v ar' q ue

(al ' . . . ,an) e L(BY+c(0))

Suponhamos que assim não fosse

Queremos então, tomar u.m funcional l inear que separe

,cln) de L(BY+.(0)). É claro que L(B.Y+.(0)) ê um convexo
Ocorre, ente"etanto, que todas as formas do teorema de

Hahn-Banach para separação de convexos e pontos em esnacos

n

B , x ; ll

(al
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Demonstra ção. Suponhamos que ex i sta, para todo s> O, um t a l 

x; então, ê claro que para s1 , . .. ,8 elR va le 
n 

n 
1 I s. ª. 1 

·j = l l , 

n 

n 
= 1 L f3.x'.(x)I ·-. l l 1 1 = 

n 
1 ( I s . x _'. ) ( x ) 1 < . l l . 1 , == 

n 
~ llxll 11 I s.x'. li - . l , , 

1 = 
< (y +s ) 11 I B-x~I I . l 1 1 1 = 

Como s ~ qualquer teremos 

n n 
1 l f3 · a · 1 < Y 11 l B .· x '. 11 
·111 - ·1 'l l = l = 

Provaremos a reclproca. Admitir emo s, sem perda de gen e

ralidade, que os funcionais tomados são linearmente ind epen

dentes. Em caso contr~rio, to marlamos um subco njunto lin ea r 

mente independente de {x~: l ~ i <n} que ger e o mes mo subespaço 

que o conjunto original. 

Consideremos a trans formação linear L:X + lRn dada por 

L ( X.) = ( X i ( X ) , • . • , X ~ ( X ) ) • 

Indicando por B (O) a bola de centro O e ra io y+ s em y+E: 

X, temos que provar que 

(a
1

, ... ,a) e l(B (O)) n y+s 

Suponhamos que assim não foss e . 

Queremos então, tomar um f un c ion a l line ar qu e separe 

(a 1 , . .. ,a) de L(B + (O)). E claro que L(B + (O) ) ~ um convexo. n y E: y E 

Ocorre, entretanto, qu e todas as formas do te or e ma de 

Ha hn - Banach para separação de convexos e pontos em espac es 
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normados exigem propriedades que não podemos garantir aqui

(em geral, pede-se que o convexo seja fechéldo ou que tenha
anterior não vazio). Para nossa feljc idade, l:eiílos unt teor.e-

rra de separação de convexos, que sõ se aFJlica em dimensão
fi n i t a , q u e d {z

Dados dois convexos A e B, disjuntor, em un] espaço de

dimensão finita, então existe um hiperplano que sepat'a A
e B L[ 4 , pãg .25]

Seja então, w', um funcional linear não nuIQ ernRn taJ-que

llxll s'P..Pc"'(L(*)) S w'Jal '.. - ,a.)

Tomemos 61 '.. ,í3n eIR tal qu e

w'(x)'...,xn) * Blxl+...+13.Xn V(xl,...,Xn)eIRa

E claro que w'ol : Btx.i+...+Bnx. não ê rlulo, jã que
estamos assumindo que {xlJl<.i<n e linear.mente independente

Temos e ntão

suP w' (L(x) )
l x ll S' 'Y+.

:(r+') llBlxj+...+Bn*nll » Y llBlxj+. ..+Bnx«l 3: l;>l

W'(al '. . . ,an) IZ lw'(al '. . . ,a.)
Da contradição acima conclu:ítnos que

(al'...,c'n)el(BY+c(0)), ou seja, existe xeX com llxllá y+c
tal q ue

l

(a l

(Y+E: ) ll w ' ol ll

,an) : L(x) (x{ (x) ,

-61-

norm ad os exigem propriedades que nao podemos garantir aqui 

( em geral, pede - se que o convexo seja fechado ou que ten ha 

interior não vazio). Para no s sa felicidade, temos um teore

ma de separaçâo de convexos, que s6 se aplica em dime nsã o 

finita, que di z: 

Dados dois convexos A e B, di s juntos, em um espaço de 

dimensão finita, então existe um hiperplano que separa A 

e B [ l 4 , p ã g . 2 5] . 

Seja então , w 1
, um funcional lin ear n.ão ~nulo :ernlRn taJ que , 

llxll 
sup w1 (L(x)) ~ w' (a

1 , ... ,a, ) . 
< y+E • n . 

Tomemos s
1

, ... ,B eIR tal que n . 

w1 (x 1 , .. . , xn) == s1 x 1+ ... +Bnxn 

E claro que w'ol = s1x.1'+ .. . +B x' nao e nulo, jã qu e n n 

estamos ass umindo que {x~}
1 

. e l i nearm e nte independente. 
l .S. 1 ~ 11 

Temos então 

sup w'(L(x)) = (y+E ) l!w'oLI! = 
ll xll < y+E 

= (y+E ) 11 s,x,'+ .. . +f3 x'II > Y 11 s,x 1' + ... +í3 x'II > n n · n n 1 I B-et , I= . l l l l = 

l w' ( o. 1 , ... ,an ) 1 ~ li,.1' ( o. 1 , ... ,an) • 

Da contr ad iç ão acima conc lufmo s que 

(a 1 , .. . ,a ) e L(B (O)), ou seja, existe xe X com llx ll ~ y +E n y+E 

tal que 



BIBLIOG RÁFIA

[1 ] eser', N. 1., Theory of Approximatiorl, F. Ungar

P u b l i s h i n g C o . , (1956)

Blatter', J., Grothendieck Spaces {n Approximat ion

Theory, f,lem. Ámen. Math. Soc. 120,(1972), 98-113
Blatter, J., Approximation Theory 11, Reflexivjty and the

existence of Best Approximatíons, Acad. Press, (1976),299-301

Day, M. M., Not'med Linear" Spaces, Sprjnger-Verlag,
(1 9 7 3 )

Diestel , J., Geometry of Banach Spaces - Selected Topics,
Lecture l\lotes in Mau)ematics 485, Sprjnger-Verlag,
(1 9 75 )

Jalries, R. C., Reflexivity and the supremuiti of ljneat"

futlctionals, Ann. of Math. 66,(1957), 159-169
Jades, R. C., UJeakly compact sets, Trens. Anier.. lqêtth

S o c . 1 1 3 , ( 1 9 6 4 ) ,129-140

games, R. C., Char'acterizations of reflexivjty, Studla
bla t h . 2 3 , ( 1 9 6 4 ) , 2 05-216

Jades, R. C., A coutltcrexalnple for a suf) theorem {n

noríned spaces, lsrael J. Math. 9,(1971), 51]-512
games, R. C., Reflexjv ity and then sup of linear'

functionals, lst'àel J. Math. 13,(1972), 289-30Q

Kakutan i , S., Weak Topology and Regular'ity of Banach

Spaces, Proc. ]mp. Acad. Tokyo ]5,(1939), 169-173

A chj

[4 ]

[ 5]

[6]

[ 7 ]

i:9]

LI OI

i= 1 1 ]

62

BIBLIOGRAFIA 

[7] Achie ser, N. I., Theory of Approximation, F. Ungar 

Pub7ishing Co. ,(7956). 

[ 2] B 7 a t ter , J . , G r o t h e n d i e e k S p a e e s i n A p pro x i ma ti o n 

Theory, Mem. Amer. Math. So e. 720, (7 9 72) , 98--77 3. 

[3] Blatter ~ J . , Approx imation Theory II, Reflexivity and the 

existence of Best Approximations , Acad. Press, (1976 ) ,299-301 . 

[4] Day , M. M., Normed Linear Spaces , Springer-Ver lag, 

(7 973 ). 

[ 5] D i e s t e l , J . , G e o m e t r y o f B a n a e h S p a e e s - S e 1 e e t e d T o p i e s , 

L- 6-_1 

Lectu re Notes in Mathematics 485, Spr inger-Verl ag , 

(197 5 ) . 

James, R. C. , Reflexivity and the supremurn of linear 

f un ctiona"Js, Ann. of Mat h . 66, (1957) , 759-169. 

[7] J ames, R. C., \,Jeak7y c omp act sets, Trans. Amer. Math. 

Soe. 1'13, ( 1964), 12 9- 140. 

[8] J ames, R. C., Character i zations of re f l exivity , Studia 

Math. 23 , (1964) , 205-216. 

[9] James , R. C. , A counterexample for a sup t heorem in 

normed spaces, Israel J. Math. 9, (1971) , 511 -512 . 

[10] James, R. C., Ref7exivity and the sup of linear 

functiona7s , Isr~el J. Math. 13, (1972), 289-300. 

[llJ Kakutani, S., Weak Topo7ogy and Regul arity of Ba nach 

Spaces, Proc. Imp . Acad. Tokyo 15 , (193 9), 169 - 173. 

-62-



-6 3-

[12] Schaefer, H. H., Topological Vector Spaces, Springer-
Ve rl ag , (1 9 7 1 )

[13] Shapiro, H. S., Topics in Approxlmation Theory,
Lecture Notei in l,lathematlcs 187, Springer-Verlag,
(1 9 7 1 )

[14] Valentine, F. A., Convex Sets, McGr'au-lli11,(1976)

- 63 -

[12] Schaefe r, H, H., Topolo gic al Vec t or Spaces , Springer 

Verlag, (1971) . 

[13] Shapiro , H. S., Top ic s in Approximation Th eor y , 

Le cture Notes in Mathematics 187 , Spri nger - Verlag, 

( 1971). 

[14] Valentine , F. A. , Conve x Sets, Mc Gr aw- Hill, (1976) . 




