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INTRODUGAO

O objetivo central deste trabalho € obter um teore-
ma de classificacao para funcoes de Morse em dimensao dois. Es
ta classificacao sera feita associando-se a uma funcdao de Mor-
se um certo grafo,de tal forma que duas funcgoes de Morse serao
equivalentes se, ¢ sO se, seus grafos forem isomorfos num senti-

do a ser definido.

A relacao de equivalencia aqui mencionada & a conju-
gacao: duas fungoes de uma variedade M na reta IR conjuganm Se

existem difeomorfismos h e k de M e IR respectivamente tais que
kef = goh.

Embora o teorema principal so apareca no final do
trabalho, sua demonstracao, por ser muito elaborada, foi divi-
dida em proposicoes que estao distribuidas pelos diversos para
grafos.

No capitulo 0 € feita uma exposicao de alguns concei
tos de topologia diferencial que sao utilizados na demonstra-
cao do teorema. Lsta exposicao ¢ dirigida de tal forma que em
cada paragrafo aparece uma proposigao que € parte integrante

da demonstracao do teorema central.

A idéia central da demonstracdo € considerar a varie
dade como reuniao de subvariedades com bordo, cada wuma das quais
contém um unico ponto critico da funcao de Morse; a conjugacio
nessas subvariedades é obtida nos paragrafos 2 e 4 do capitu-
lo 0.

Surge cntao o problema de colar os difeomorfismos ob
tidos. Para isto foi estudada a nogcao de variedade quociente
no paragrafo 1 do capitulo 0 e a colagem € obtida com a aplica
¢ao deste conceito, que garante que a variedade quociente obti

da colando-se essas subvariedades tem a mesma estrutura dife-



renciavel que a varicdade original e tambem que os difeomor
fismos parciais se ecstendem a um global conjugando as fun-
coes.

No capitulo 1 € construido o grafo que permite ob
ter a classificacao. Note-se que o fato de que funcoes equi

valentes tem grafos isomorfos ¢ demonstrado em dimensao n.

Finalmente os conceitos e proposigoes anteriores
sao reunidos para se obter o teorema central, em dimensao 2,
para funcoes de Morse estaveis segundo o qual duas funcoes

que tem grafos (de Reeb) isomorfos sao equivalentes.

Aparecce também um contra-exemplo que mostra que

isto é falso para fungoes nao estaveis.

Agradego ao Prof. Mario Barone Junior pela sua de
dicada e paciente orientacao desde o inicio de meus estudos
no IME-USP: aos-Profs. Alciliéa A.H. de Mello, Francisco C.
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§.0. Introducao

Neste capitulo vamos apresentar alguns conceitosde

Topologia Diferencial que serao utilizados nesse trabalho.

Ressaltamos, porém, que nao se trata de um capitu-
lo puramente expositivo, ja que tais conceitos serao apresen
tados de maneira dirigida para a demonstracao do Teorema de
Classificacdo do Cap. 1, paragrafo 3, de tal forma que em ca
da paragrafo desse capitulo aparecem uma ou mais proposigoes

que farao parte integrante da demonstracao daquele teorema.






§.1. Estruturas Diferenciaveis e

Variedades Quociente

Dividiremos este paragrafo em duas partes: na pri-
meira lembramos algumas definicoes e resultados sobre Varie-
dades Diferenciaveis que sao assumidos como pré-requisitos e
na segunda, estudaremos condigoes para que, dada uma varieda-
de diferenciavel sem bordo M e uma relacio de equivaléncia 50
bre ela, o espago quociente tenha uma estrutura de variedade

que de certa forma, seja "proveniente" da de M.

A - Preliminares

Uma aplicagao f:U » V com U c R™ ¢ Vv can, U aber-
to, ¢ dita difercenciavel (Cw) se todas as derivadas parciais

Lk . - & -
o existem e sao continuas. Tambem f:X -+ Y, com

Bxil...axik

. mo N . 5 s e
X e Y subconjuntos de IR™ e IR, respectivamente, é diferencia-
vel se existe uma extensdo de f a uma funcdo diferencidvel de

finida sobre um aberto U < IR™ que contém X.

Uma aplicacao f£:X - Y €& um difeomorfismo se £ leva
X sobre Y homeomorficamente com f e f~! diferenciaveis. Se
existe um difeomorfismo entre X e Y, dizemos que X e Y sao di

feomorfos e denotamos isto por X = Y.

Degini¢ao 1.0. Uma n-variedade topologica ou uma variedade to
pologica n-dimensional é um espaco topologico de Hausdorff
com base enumeravel tal que todo ponto tem uma vizinhanca ho-
0}.

v

n n
meomorfa a um aberto deJR+ = { (X1, X2,..., xn) e IR Ixn

0O bordo de uma variedade M, denotado O9M, € consti-

tuido dos pontos de M que admitem vizinhancas homeomorfas a



n - n
abertos deﬁm+ mas nao de IR .

Se aM = ¢, M e dita uma variedade sem bordo. Tam-

bém, M é uma variedade fechada se M e compacta e M = 4.

Definicaoc 1.1. Um atlas diferenciavel D sobre uma n-varieda-
de topologica M é uma colecao de pares (¢i, Ui)’ i e I, con-

sistindo de abertos Uj de M e homeomorfismos

N n . i < —\5
com V. aberto de IR, tais que / (/ﬂ‘«

i) M = B,
’ }Z% . ¢l J/ X¢i

1i) V.. e 1, —— —
1J_1 . //C; C) T;Zﬁ¢i;//<z:,/'//
b9 i'¢i(Ui n Uj) > (lJJ-(U-l n Uj) [~ s T

J
¢ um difeomorfismo.

0 par (¢i, Uj) ¢ denominado uma carta ou um siste-

ma de coordenadas para M com dominio Ui'

Dizemos que dois atlas diferenciaveis D e D' sobre
uma n-variedade topoldgica M sdo equivalentes se D u D' & um
atlas diferencidavel sobre M. Claramente a relacao acima ¢ de
equivaléncia e um atlas diferenciavel em M determina um uni-
co atlas diferenciavel maximal D, no sentido de que se 0 u D

¢ um atlas, entao 0 < D.

Defini¢gao 1.2. Uma estrutura diferenciavel sobre uma n-varie
dade topologica M ¢ um atlas diferenciavel maximal D para M
e o par (M,D) ¢ denominado uma variedade diferenciavel de di

mensdao n.

Observacoes

i) Segue da definicao 1.1. quec se M ¢ uma varieda

de diferenciavel de dimensao n com bordo, en-



tao 9M € uma (n-1)-variedade diferenciavel sem
bordo.

11) Neste trabalho, por M ¢ uma variedade, entende
mos que M € uma n-variedade diferenciavel com
bordo, cujo bordo pode ser vazio.

iii)IRn ¢ considerado uma variedade diferenciavel
com a estrutura diferenciavel que contém
D= {(1n, R™) 3.

Deginigao 1.3. Un subconjunto N de uma n-variedade M & uma
subvariedade de M se, para algum inteiro n, 0 < n < m, todo
ponto de N esta no dominio de uma carta (¢,U) da estrutura
de M tal que

UnN = q‘)_‘(]RI:), onde
]RB ¢ identificado com {(xl,...,xm) eIRm/ X,z 0 e Xj = 0 pa-

ra n+] < j < m}.

Claramente se N & subvariedade de M, entao N ¢ uma
varicdade diferenciavel com uma estrutura diferenciivel que

¢ induzida da de M.

Tambem, se M ¢ variedade comn bordo, 3M ¢ subvarie-
dade de M.
Com as notagoes da definicao 1.3., o nimero m-n

¢ denominado co-dimensao de N.

Definigao 1.4. Sejam M e N variedades e f:M » N uma aplica-
¢ao continua.

Um par de cartas (¢,U) de M
com X ¢ M e (,V) de N é
adaptado a f se f((U) < V.
Neste caso a aplicacao
PEGT o (U) > (V)

¢ denominada uma representa
cao de f em coordenadas lo-

cais no ponto x e U.




Definicdo 1.5. Com as notacdes da definigdo 1.4., f:M > N €
diferenciavel em x ¢ M se tem uma representagao local dife-
renciavel em X ¢ M; f:M > N é diferenciavel se € diferencia-

vel em todo ponto de M.

Note-se que, se f:M = N tem uma representacao lo-
cal diferenciavel em x ¢ M, entdao toda representacao local de
f em x é diferenciavel, pois

PLEQTY = T (wEeT ) gt

1.6. Fibrado Tangente de uma Variedade Diferenciaved (vide
(21,051,081,091).

Seja M uma variedade diferenciavel n-dimensional ¢ p « M.
Sobre o conjunto das fungoes diferenciaveis f:U - IR definidas
sobre vizinhangas abertas de p em M definimos uma relacao que
resulta numa equivalencia:

f:U - R e g:V -~ IR sao equivalentes se existe uma vizinhanca a
berta W e U n V de p em M tal que f/W = g/w. As classes desta
relagao sao denominadas germes de funcoes sobre M em p e o)

conjunto desses germes ¢ denotado por Gp'

Sobre Gp as operacoes definidas por
(f, &) »T+g e

(f, g) ~ . ¢ sao bem definidas e dao a

Gp a estrutura de algebra real.

Un vetor tangente x a M em p € uma derivagao na algebra
G , isto e,
p
x:Gp -+ IR tal que
x(Af + pg) = & x(£f) + w x(g) e
x(£ . g) = x(£f) . gp) + £f(p) . x(g) pdara

/\,uelRef,ger.

Denotamos por TpM o conjunto das derivacoes sobre Gp



que resulta um espago vetorial real n-dimensional. Tomando-
se coordenadas (xl,...,xn) numa vizinhanca de p em M dada
por (¢, U) tal que p corresponde a (0,0,...,0) todo vetor

tangente a M em p pode ser representado, unicamente, sob a

forma n
igl a; 9 | onde
IX. 'p
(a,,. ..,an) e IR" e
3?“ " s IR
1°'p
2] (g = 2Ly,
IX{ p Bxi
1= 1,2, ,n
Definiremos agora o espaco fibrado tangente a
M:TM. O conjunto TM consta de todos os pares ordenados
(p,u), onde p e Me u « T)M. Existe uma projecgao natural
m:TM » M dada por w(p,u) = p e, se (¢, U), € uma carta em
M, seja U = 771 (U) e a aplicacao
'&:G > R*M
$(p.v) = (4(P): ari.evy o) se
n
v = izl o 5%} Os sistemas de coordenadas assim obtidos

constituem um atlas diferenciavel de dimensdo 2n e a proje-
¢ao m:TM - M resulta diferenciavel.
}
Definigao 1.7. Se M e N sao variedades e f:M > N & diferen-
ciavel tem-se um homomorfismo de Algebras
*
f :G N) - G _(M dado
pOe(py M > Gp (M)

por f (g) = gof que induz uma aplicacao linear

df :T. M > T N
EprTpM > Te(py



- 10 -

*
(dfp(v))(g) = V(fp(g)),mmm Y% eTﬁM e g e Gf(p)(N). Estas a-
plicacoes produzem uma aplicagao diferenciavel

df:TM - TN que torna o diagrama

seguinte comutativo:

df

™ —df M
i l i
i .
M M

df é dita a diferencial de £:M » N e dfp é a diferencial de

f no ponto p € M.

Definigao 1.8. Seja [:M 2> N uma aplicacao diferenciavel. Di-
Zemos que:

i) £ é uma imersao em - M se df :T M~> T N
) ma imex p e Ms p*Tp £(p)

¢ injetiva; f ¢ uma imersao se for imersao em
todo ponto p € M.

ii) £ & um mergulho se é imersao e f(M) € subva-
riedade de N.

iii) £ ¢ uma submersao em p e M se dfp ¢ sobreje-
tiva. [ ¢ submersio se ¢ submersao cm todo ponto
p e M.

Definigao 1.9. Um ponto p € M é regular para f:M » N se dfp

¢ sobrejetiva ou injetiva; p ¢ ponto critico caso contrario.

Um ponto q € N se diz um valor regular de f se to
do ponto de f7(q) & regular; um valor critico, caso contra-

rio0.

Teorema 1.10. (Teorcma da Funcao Inversa)
Seja f:M » N diferenciavel e p e M com

df :T M+ T N um isomorfismo. Entao f €& um difeomorfismo
p P £(p)

de uma vizinhanca de p em uma vizinhanga de f(p).
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Como conseqliencia do teorema 1.10. tem-se o seguin-
te

conolanio 1.11. Se f:M +~ N & submersao em p ¢ M, existem car-

tas (¢, U) e (p, V) para p e Me f(p) € N com £(U) < V e
¢:U » R x R™™™ (onde m = dim Me n = dim = N) & um mergu-
lho com ¢(U) =R" x "™ tais que
vEp~! =" x R™™ - R" & dada
por (w,z) = w. W
\
f N
/ i £(p)
/
//

Como conseqllencia tem-se o

conolarnio 1.12. Se q € um valor regular da aplicacao diferen-
ciavel f:M - N, entao f7'(q) € subvariedade de M de codimen-
sao igual a dimensao de N.

Teorema 1.13. Se £:M + IR ¢é diferenciavel, a, b ¢IR, a <b sao
valores regulares de f e aM n £~ '([a,bl) = ¢, entao f '[a,b]

¢ subvariedade.com bordo de M, cujo bordo ¢ £ '(a) v f7'(b).

Admitiremos ainda o seguinte resultado, cuja demons

tracao pode ser vista em ([3], pag. 75) ou ([117, pag. 55):



Teorema 1.14. Uma l-variedade diferenciavel compacta e cone-

xa é difeomorfa a S' ou ao intervalo [a,b] da reta real.

Para concluir, duas definigcoes e um teorema rela-

tivos a campos de vetores:

Defginigao 1.15. Seja M uma variedade diferenciavel. Um campo
de vetores sobre M & uma secgao diferenciavel do fibrado tan

gente, isto &, uma aplicacao diferenciavel

g:M > TM com §&(p) e« TPM, YV p e M.

Degdindgao 1.76. Um grupo a um parametro de difeomorfismos de

uma variedade diferencidvel M é uma aplicacao diferenciavel
¢$:IR x M »~» M tal que:
i) V t e IR, ¢t:M + M definida por
de(a@) = ¢$(t,q) € um difeomorfismo, e
ii) V s,t € IR, tem-se

Ppipg = Ppod
Dado um grupo a um parametro ¢ de difeomorfismos

de M, definimos um campo de vetores & sobre M como segue:
se q e Me £:M >R € uma funcao a valores reais,

£€q ¢ a derivacao de TqM dada por

h-0 h

Teorema 1.17. Dado um campo de vetores & sobre uma variedade
compacta M, existe um unico grupo a um parametro de difeomor

fismos de M tal que vale (I).

Demosntracao: Vide ([131, pag. 10).

Nota: O campo de vetores & sobre M ¢ dito gerador do grupo ¢.




B - Variedades Quociente

Tendo em vista a definicao 1.2. € evidente que duas
estruturas diferenciaveis numa variedade M coincidem se, e so
mente se a aplicacao identidade LyiM > M ¢ um difeomorfismo.
Aléem disso a proposigao seguinte € bastante util.

Proposicao 1.18. Duas estruturas diferenciaveis numa varieda-

de M coincidem se, e somente se toda funcao diferenciavel nu-

ma ¢ também na outra.

Demonstracao: Seja xe€ Me (¢, U), (¢, V) cartas para Xx em

(M, 8) e (M, S$'), respectivamente, onde S ¢ §' sao duas estru
turas sobre M com as mesmas funcoes dJdifercnciaveis. Se W =U n V,
tem-se que (¢/W, W) e (W/W, W) sao cartas para x € M em Se S',
respectivamente. Ora, ¢:M+IRI1 1
¢ diferenciavel em S, logo em

S" e y:W > R" & diferenciavel

em S', logo em S. Assim

o=, e~ L:RY > RY sdo diferen

L/

- N
~ 3. AT e ~ '
ciavels ¢ a carta (¢, W) e S Qg 4
pois € compativel com as de- . 4
- -
mais cartas de S'. Segue-se que W

S =8". K\
A reciproca € automa
tica. '

Q.E.D.

A definicao e os resultados que se seguem encontram

N

-se em ([11, pag. 51).

Definicao 1.19. Seja R uma relacao de equivalencia sobre uma
variedade sem bordo M. Diz-se que R é regular se existe sobre

0 quociente M/R uma estrutura de variedade tal que a projecao

p:M ~» M/R seja uma submersao.

-
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Proposdicao 1.20. Para que uma aplicagao g:M/R » N, onde M e

N sio variedades e R ¢ regular sobre M(M sem bordo), seja
diferenciavel é necessario e suficiente que gep:M -~ N seja

diferenciavel.

Demonstracgao: Com efeito, se g:M/R » N é diferenciavel, en-

tio gep:M » N o &, pois & composta de aplicacgoes difencia-

veis.

Reciprocamente, p:M = M/R submersao e gop:M - N
diferenciavel, seja x ¢ M e y = gep(x).

Se (g, W) & uma carta para y cm N, scja Vy = (uof)~1(W). Do

fato de p ser submersao, existem cartas (9, Vz) ¢ (o,p(V2))

para X € M e p(x) = x ¢ M/R tais que

- m n - R 5.
¢pyp~':RT > R € a projegao canonica.

g

m ///'O/

cepy !
Sejam V = Vy n Vz e U = p(V). Como dpy ! IR

a projecao canonica, segue-se que

Dy

¢pw'lhRnX0ﬂRnxo > R"

um difeomorfismo. Também

@\

capy™! = (zge™ 1) (opp 1) WM+ R

sendo diferenciavel, vem

[(2gd™ ") (0™ 1) I gnyoR™¥0 » ® 6

diferenciavel. Assim, tem-se

[ Cegd™) (0P Ty = (ege™ o (DY) iy
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- ~ . - - 1
diferenciavel com (¢py )hRHXO

difeomorfismo. Logo zg¢™' ¢ diferencidvel, donde g & diferen
ciavel.
Q.E.D.

Proposigac 1.21. Se M € variedade diferenciavel sem bordo e R

e uma relagao de equivaléncia regular sobre M, existe uma uni

ca estrutura diferenciavel sobre M/R tal que

p:M + M/R

¢ submersio.

Demonstracao Sejam S e S' duas estruturas diferenciaveis so-

bre M/R tais que p:M > M/R seja submersiva. Se g:M/R >R € di

ferenciavel em (M/R,S),

N (M/R,S) —& 4 IR
o

M

» (M/R,$")-E L IR

tem-se gop:M + IR diferenciavel, donde g ¢ diferenciavel em
(M/R,S8') pela proposicao 1.20. Assim, (M/R,S8) e (M/R,S') tem
as mesmas funcoes diferenciaveis e, pela proposigao 1.18., co
incidem.

Q.E.D.

Teornema 1.72. Sejam M uma variedade diferenciavel sem bordo,
R uma relagao de equivaléncia sobre Me C e« M x M o grafico
de R. Para que R seja regular € necessiario e suficiente que

as seguintes condi¢oes sejam satisfeitas:

i) C €& subvariedade de M x M;
ii) C € fechado em M x M: e
1ii) a aplicacao pr;: C > M (pri(x,y) = x) e uma

submersao.
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Demonstracao a) necessidade

Se R é regular, vem que existe uma estrutura de va
riedade sobre M/R tal que p:M » M/R ¢ submersao. Automatica-
mente (Topologia Geral) vale ii1), pois sendo M/R variedade,

um espaco de Hausdorff e, por conseguinte, o grafico de R

@y O\

fechado em M x }M.

Seja (a,b) e C. Pela forma local das submersoes, e
xistem cartas (¢,Vy)., (¢,Vp) para Mem a e be (¢',V), (w"'V)
para a = b em M/R tais que

wlpw'lﬂRm > RY e
plpep~R™ » R

cas. Se Vp = p-'(R"x0), tem-se

n ~ = -
sao as projecoes canoni

Jor:Vy > V& um

Ply b
difeomorfismo, donde a aplicagao

S?Va -+ Vb

S0 = (/y) T () @

bem definida, diferenciavel e aplica V4 sobre uma subvarieda

de V, de Vp (vide diagrama abaixo)

M/R

R
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Relativamente a s:V, > V,, temos o seguinte:

PP/ Ty (0] =

J

s(a) = b e p(s(x))

{p°p/‘lvB (p(x))

Il

p(x), donde xRs(x), V¥ x € V,.

Por outro lado x, y e Va e xRy <=> s(x) = s(y) e,
se s(x) = s(y), entao s(x)Ps(y). Com efeito, x, y e V, e

XRy => p(x) = p(y) => P/ () T P/ () = s = s(y) e,

reciprocamente, s(x) = s(y), entao x, y ¢ Va e pls(x))=p(s(y)),

0]

donde pp/"lvg(i) = pp/—lvﬁ(§) e x =y XRy . Claramente

s(x) = s(y), entao p(s(x)) = p(s(y)) pois p/~]VB ¢ difeomor-
fismo, donde s(x)Rs(y).

Para demonstrar i), ¢ suficiente se provar que
Vo x Vly n C & uma subvariedade de Vqa x V. Denotaremos por
Vi, a subvariedade w-l(oxmm’“) de Vi, ¢ identificamos Vb com
VBXVB' Nestas condigoes, dado y € Vb, escrevemos y = (y',y'"),

com y' € VB e y'' e Vg'.

Isto posto, se (x,y) e (V, x V) n C, temos yRx e
como xRs(x), vem yRs(x) e, por conseguinte, y"' = s(x) e
y € s(x) x VG', isto €, em termos de coordenadas, s(x) =
(Xl,-.-,xn,O,...,O) e y = (xl,...,xn,yl,...,ym). Assim
identificamos y com (s(x),y"). Alcm disso, se y =. (s(x),y"),
entao xRy e (x,y) e Vo x Vi, n C. Também se (x,(s(z),y")) e

Va x Vi n C, vem XR(s(z),y") e como XR(s(x),y"), segue-sec que
(s(z),y”)R(s(x),y”) €, portanto s(x) = s(z), donde

(x,(s(2),y")) = (x,(s(x),y").

Em vista disso temos:
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y'" e Vb} ;

]

V, * Vp n C = {(x(s(x), y"))Ix e Va

<

1
Por outro lado, como S:Vq > Vb ¢ diferenciavel, se

pgue-se que graf(s) ¢ subvariedade de V, x Ve dai, graf(s) x Vg

¢ subvariedade de (V_ X Vé) x Vg TV, x V.
A aplicacgao
f:graf(s) x Vg >V, x Vg
((x,s(x)),y) = (x,(s(x),y))
& um difeomorfismo de graf(s) x Vg em Va X Vb n C, cujo 1in-

verso ¢ dado por

6=1:V, x Vi, o C + graf(s) x Vg

(x,(s(x),y)) = ((x,s(x)).y).
Logo V, x Vi n C ¢ subvariedade de V, x Vg e tam-

bem
pr;:C » M € submersao:

¢ composta de submersoes.

" e

graf(s) x \/'b + V, x Vg on C
PT1 } pra
¥ ¥
graf(s) > vV

il

b) suficiencia
Suponhamos que sao validas as condigoes i), 11) e
iii).

Em primeiro lugar, mostraremos que p:M > M/R

o O

uma aplicacao aberta. Com efeito, se U ¢ aberto em M

@

X ¢ p~'(p(U)), existe y e U, com (x,y) e C e do fato d
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pry:C > M ser submersao com C subvariedade de M x M, existenm

vizinhancgas V. e Vy de x e y em M, tais que

pri:V. x Vy n C >V

P,

e submersiva. Reduzindo V., se necessario, podemos supor que

Vy c U.

Assim Vo e p 1 (p(U)), pois dado z « Ve existe
W Vy com (z,w) ¢ VX X Vy n C, donde zRw e como w ¢ U, venm

z e pTH(p(U)).

Logo p € aberta, pois o saturado de todo aberto de

M ¢, ainda, aberto em M.

Sendo pr;:C » M submersao e C subvariedade de M x M,
dado a ¢ M, (a,a) ¢ C (R é reflexiva) e existe vizinhanca
Va de a em M com

prl:V,l *x Vyoon €~ Va

©

equivalente a projecao canonica.

M
Va
G
» ‘a

ya *x Va n G

P
m- %
R
Onde m+p = dim(Va x Va n C) * 0
m
L1
A classe de a ¢ M em V, ¢ an Vo, = {x e V [xRa} e,
em termos do grafico R, pode ser dada por
pri{(x,y) e V,1 X VqlxRa e vyRa}l.
Em vista disto, ’
g, - s R
pr1(¢"1(0m xIR7)) < anV, e como R ¢ sime-

trica e transitiva, segue-se prl(([)'l(]RQ X Om_2 X IR'Q‘)) =an V’l'
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O mesmo pode ser dito para cada X € Va,]xns (x,x) ¢ V,l x V. n C.
C

(e

Seguc-se disso que, se x € V¢ #(X) = (Xl,---,Xg,yl,Yz,---,Ym_l),
Ls

- - m-2
xnV, = {z e Val P(z) = (21,---,22,Y1,---aYmNQW}, donde 1(02 x R )

-

¢ un sistema de representantes para R em V,.

Definimos uma carta (¢a,va) em a e M/R por Va==p(Va)

{3

e ([)a—l\—/a s ]Rm_

-1
b7 = wep

= . = m-2 =

q:_eum homeomorfismo de V5 em IR e, claramente, se (Q,Va)

¢ a

é outra carta em a ¢ M/R construida dessa forma, a mudanga
m-42

¢ um difeomorfismo de IR Além disso, p:M > M/R & uma sub-
mersao pela propria construgao da estrutura de M/R que € da-
da pelo-atlas obtido acima.

Q.E.D.

Proposicao 1.23. Sejam M e M' duas variedades, R e R' rela-

coes de equivalencia regulares sobre M e M' e f:M > M' dife

renciavel, compativel com R e R', isto e, xRy == f(x)R"£(y) .

A aplicacao f:M/R » M'/R' deduzida de { por passa
gem ao quociente ¢, entao, diferenciavel. Além disso, f di-

feomorfismo implica { difeomorfismo. v

Demonstracao Com efeito, tem-se o diagrama comutativo




Mo— 1t oy
P p'
M/R - M/R' ,isto é, p'of = Tep.

f

Assim, fep:M » M'/R' & diferenciavel e pela proposicao 1.20.
f:M/R > M'/R'" & diferenciavel.

Evidentemente f difeomorfismo implica f homeomorfis
mo diferenciavel e considerando-se o diagrama

£=1
MYt
p' p
4 )
M'/R' > M/R
F-1

com o argumento anterior, ve-se que f~! & diferenciavel.

Q.E.D.
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§.2. Funcoes de Morsc ¢

Cobordismos

Un ponto critico de uma funcgao F:U » IR, U aberto de
R’" & um ponto tal que df (p] = —éj—(p) - df

dX dX 5 X

Pela regra da cadeia, sabe-se que se Y:V » U ¢ um difeomorfii
mo entre abertos de]Rn, entao fey tem um ponto critico em
p~'(p) se, e somente se,p ¢ ponto critico de f. Assim, se
f:M > IR, onde M ¢ uma variedade, tem um ponto critico em p e M
se p ¢ ponto critico de f em algum representante de f em coor

denadas locais.

, o C e e . .= n
Definigao 2.0. Seja £:U IR diferenciavel, U aberto de IR e
p ¢ U um ponto critico de f. Dizemos que p & nao degenerado se
a matriz Hessiana

e (p)

H(f) =
P axi 29X . nxn

-

¢ nao singular, isto &, det H = 0.

Lema 72.7. Se 0 ¢ um ponto critico nao degenerado parujimﬁ + R
e wan > R" & um difeomorfismo com P(0) = 0, entao fop tem um

ponto critico nao degenerado em 0.

Demonstracao Com efeito, se f' = foy, pela regra da cadeia,
- : Py
temos —2& (p)= ) s (v (p)) - k(p), donde
axi k axk axi .
of' . N ) ) .
(0) = 0, 1 = 1,2,...,n. Nova aplicacao da regra da cadeia

9X .
1



. -2”, . 2 AP, 3P
em L prmﬂm-—-—é—£—-—(0) = 5 ) Lo (0) l\(0) Q(O) +
Bxi axi axj k 2 8xk axg axi axj
%Y 2 o, ap
\ F . ko
+ 3 =2E. () kK oy =377 28 o—Ky—200 e
k Bxk 0X. oX. kK 9 BAk axg oXj axj
_ BEE _t :
H(fop), = |———(0) = LI, -H(D)g I (W), , onde J(W),
9X. 9X. .
i Jnxa

¢ a matriz jacobiana de Y no ponto 0 e t indica a transposi-

cao de matrizes. Logo det H(fp),= se det H(f),~#

Q.E.D.

Tendo em vista o lema 2.1., podemos definir ponto

criticonao degenerado em variedades:

Defini¢ao ?2.7.Unm ponto critico de f:M » IR, onde M e uma va-
riedade € nao degenerado se ¢ nao degenerado para alguma (e
portanto para toda, pelo lema 2.1.) representacao de f em

coordenadas locais.

Defginigao 2.3. i) Uma fungao de Morse sobre uma variedade
M é funcao diferenciavel f:M > IR cujos
pontos criticos sao interiores e nao dege
nerados.

ii) Uma funcao de Morse f:M > IR ¢ estavel se
¢ injetiva quando restrita ao conjunto de

scus pontos criticos.

Lema 2.4. (lema de Morse). Se p ¢ M ¢ um ponto critico nao
degenerado para f:M » IR, existe um sistema de coordenadas
(¢,U) em p tal que
A 3 n .
f(b_l(xl)""x]l) = f(p) - z Xi * X X'l



para algum A, 0 < X < n.

Demonstracao Com efeito, seja (¢p,U') uma carta para p em M

com p(p) = 0 e Y(U') um aberto convexo (ou, simplesmente, es

_ I . n
trelado com relagao a origem) em IR

Tem-se que
p(U") -~ R

tem um ponto Critico

nao degenerado em 0,

¢ como tal,

det H(g)o z 0. n

Como toda

matriz real ¢ simé- "
trica ¢ diagonaliza-

vel, por uma mudanga ////////E(UU

de coordenadas (1li-
near), podemos supor

que H(g)o ¢ uma ma- -

— _n
triz diagonal: /////// R
Hizgd, = (gij(x))nxn com
. B
[gl,(o) 0|
H(g), = T, onde
-

para algum 0 < X < n.

gli(O) )

Através da formula de Taylor com resto integral, po

demos escrever

200-2(0) = [ 01-0g0) (0 x7ar -



1 n 2
- J (1-t) § 98 (tx)x;x.dt =
0 i,j=1 3xX. 03X, L]
1 J
n 1 2
= ) x.x. j (1-t) —2°8  (tx)dt
i,j=1 *+ 3 Jo OX. 9X.
1 J
‘ n
Portanto g(x) = g(0) + § f..(x)x.x., onde
i,j=1 1) 1]

1 2 5
f..(x) = J (1-t) 378 (tx)dt.
1] 0 aX. 9X.
o)

Seja A(x) = (f..(x)) . Temos

1) Nxn
(811(0) 0
A(0) = —l—| -
ELoo g (0

Por continuidade de fij e da fungao determinante,

existe uma vizinhanca V < y(U') de 0, na qual

}f11(x) f1z(x)
9, (x) = £3:(x), 3,(x) = }f () o (x) s e e ey
X ; X
21 22

fll(x)...fl_n_](x)
Bn_l(x) = : e 3, (x) = det A(x)
*n_],l(x)...fn_l’nul(x)

tem o mesmo sinal de Bi(O), i=1.2,...,1n.



Isto posto, seja

TR

n
A IR x IR
X
a forma bilinear associada a matriz A(x) relativamente a base
A, n . R o ! o
canonica do IR :{bl,bz,...,bn}. Como toda forma bilinear simé-
trica real ¢ diagonalizavel, vamos diagonalizar A ., para cada

X, utilizando o processo de Jacobi que ¢ descrito em ( 15 , pag.

127). Para isso, seja a base de R" dada por:
(x) _
€, - bl
ng) = h“(_x)b1 + b2
Kk
(x) _
e h., (x)b. + b
k4 izl ik i k+1
-1
(x) _ "
“n _.Z hi,n—l(x)bi * bn’
i=1
onde as funcoes hij:V +~ IR sao determinadas com a condicao
Ax(e(x),bi) = 0 para 1 < i < k. Com efeito, o) sistema
k+1
k
Aley, ,by) = izl hik(X)Ax(bi’bl) + Ax(bk+1’b1) =0

k
v . -
il hik(x)AX(bi,bk) + Ax(bk+1’bk) 0

Ax(ek+1’bk)

1

onde os coeficientes sao Ax(bi’bj) = fij(x)’ admite solucao

unica, pois ¥Vx e V seu determinante o ak(x) que ¢é diferente
de zero. Logo tem-se, bem definidas, funcgoes diferenciaveis

h..:V = IR,
1]



relativamente as quais, A (e
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(x) o (x)) _

i j 0 sei# j, ¥x e Ve

AY(egQ,egx)) = Qi(x). As funcgoes Qi(x) sao calculadas res-

: : A i .
tringindo-se a forma bilinear a IR". Como as matrizes

L) 0 ) [F, 00 e £ 00)
B . Z
It 0 'zi(x) £ . £1; (0]

sao semelhantes, temos

() 0|
Y = ai(x) e, por inducao,
0 : Ri(x)
3. (x)
Qi(x) = L
9, _,(x)

Tem-se, entao, para cada x ¢ V um isomorfismo

n n
¢(X)JR > IR dado por

()’l’---a)‘n) = Z yi;€5 o
1. =1
Seja 6:V > ®R"
o(x) = ¢;l(x),que matricialmente se escreve

B -1
X BX.X, onde B

B ¢ a matriz de ¢, | relativa-
X (x)

a & . n
mente a base canonica de IR .

. & ) -1
dade que € inversivel. Como 6(0) = ¢0 (0)

da Funcao Inversa, cxistem vizinhangas V' ¢ W de 0 em V e R

-

Vé-se que a matriz jacobiana de 6 em 0 & a identi-

0, pelo Teorema
n

>

respectivamente, tais que 6 aplica V' cm W difeomorficamente.



Seja y = o(x).

Em notagcao matricial

Temos:

8(x) = X(F () % = CBLy) (£ () (By.y)=

- ty(th(fij(x))BX)y ty(diag(ﬁi(x))).y -

n 2
= 15y,

1=1
Como x = 0 '(y), vem
n )
go~(y) = ‘Z Qi(O“I(Y))Yi- A aplicacao 0':W > R" dada por
i=1

ey )= I Ty, T 0 Ty )

¢ um difeomorfismo de W em 6'(W) cujo inverso & dado por

Y Yn

(ylv"")Y)H __—l“_‘,...,'*l.
) Tl /T, O]

Assim (¢,U), onde ¢ = 0'o0op ¢ U = ¢ 107 (W) & uma

carta para M em p com a condicao anunciada.

Q.E.D.
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Observacao 2.5. Segue-se da lei de inércia de Sylvester que

A nao depende da particular carta (¢,U) para p em M. A e di
to o indice da forma quadratica em 0 e, por analogia, o in-

do ponto critico nao degenerado p de f:M ~ IR.

Denotamos A = indf p-

Definigao 2.6. A carta (¢,U) para p em M, relativamente a

L > > >
qual f¢~'(x) = £(p) - Ix|? + |y|?, onde x = (x1,...,x)) ¢ Roe
> n-1 - ;
y = (X3, 500 xn) e IR ¢ denominada uma carta de Morse
1
para p em M.
0 lema 2.4. tem um coroldrio importante que € 0

seguinte:

Conolario 2.7. Se p € um ponto critico nao degenerado para
f:M -~ IR, entao p € isolado e, em conseqllencia, se M ¢ com-
pacta e £:M > IR & de Morse, f tem somente um numero finito

de pontos criticos.

Demonstracao Pelo Lema de Morse existe uma carta (¢,U) para

p em M tal que

>

_ >
fo7(x) = £(p) - [x|? + |y|? e,
nessa vizinhanca, p ¢ o uUnico ponto critico de f.

Q.E.D.

Teonema 2.§. O conjunto das funcoes de Morse sobre uma va-
riedade M é denso no espacgo das fungoes continuas C°(M,R).
Além disso, se M & compacta esse conjunto ¢ aberto.
Definigac 2.9. Seja M uma variedade compacta, f:M - IR uma
funcao de Morse sobre M e

ng = # {p ¢ M|p € ponto critico de f}.
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~ min — ~ ;
O numero n,, = . n. € o numero de Morse da variedade M.
M £ Morse i
S

obre M

Nota - Ny 2 2 se M é compacta e sem bordo.

No que se segue, introduziremos a nocao de cobor-
dismo e passaremos a estudar cobordismos munidos de fungoes
de Morse, enfatizando propriedades que serao relevantes ao

nosso objetivo.

Definigao 2.10. (W; Vo, V,) € uma triada diferenciavel se W
¢ uma n-variedade compacta e 8M é reuniio disjunta de duas

subvariedades fechadas V, e V,. ——

/

Vi

W
Definigao 2.11. Uma funcao de Morse sobre uma triada (W; V,,V;)

—-

¢ uma funcgao diferenciavel £:M » [a,b] tal que

i) £7'(a) = Vo,f71(b) = V;;
ii) todos os pontos criticos de f sao interio-

res e nao degenerados.

Se, aléem disso, tivermos
iii) f € injetiva quando restrita ao conjunto
de seus pontos criticos, a funcao de Morse

¢ dita estavel.

Exemplo 2.12. Seja M uma variedade compacta sem bordo f£:M + R
uma fungao de Morse e a,b IR com a < b, valores regulares

de f. Segue-se das definigoes 2.10. ¢ 2.11. e do teorema 1.13



que
(W = £73([a,b1); Vo =f '({a}), Vo = £71({b})

¢ uma triada com funcao de Morse f/W'

A figura abaixo representa o bi-toro em IR® com a

funcao altura, 1isto ¢, fR® >R, f(x,y,z) = z restrita ao

bi-toro.

Aqui, W e

Exemplo 2.13. Seja

f:R?® > IR
L - '3
f(x,y,z) = — - X o x2 o+ y? o+ g2
3
Temos
Cof (x,y,z) = x* - x* - 2x,
9X
of (x,y,z) = 2y of (x,y,z) = 2z,
oy 9z

donde os pontos criticos de £ sao (0,0,0), (-1,0,0)e (2,0,0)
com valores criticos 0, -5 e -8 , respectivamente.
12 3

A matriz lessiana de [ é:



3% - 2x - 2 0 0
H(E 0 2 0
() (x,y.2)
0 0 2
donde
=2 0 0 3 0 0
H(£) = 0 2 0} , H(H =10 2 0
(6,0.0) (-1.,0,0)
L0 0 2 oo 2
o o )
e H(f)(z o0y = |0 2 0
0 0 2
J
LLogo todos os pontos criticos de f sao nao degenerados e,

portanto, f ¢ uma fungao de Morse sobre IR®. Temos também:

1nd(0,0,0)f =1 e 1nd(_1’0,0)f = 1nd(2’0,0)f = 0.

Prova-sc¢ (vide [57) que, s¢c a > 0, entio
£ ((-~,al) * D?, onde
D? = {(x,y,z) ¢ IR3¥/x%? + y?2 + 2?2 < 1}.

Com o fim de que a exposicao tenha seqliencia, enun-
ciamos o seguinte teorema cuja demonstragao se encontra em
[1217.

Teonema ?7.14. Sobre uma triada existe uma funcdo de Morse.

Definicao 2.15. i) Dadas duas n-variedades fechadas Mg e M,,

um cobordismo de M, a M; ¢ uma S5-upla
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(W; Vo, Vi, ho, hi1) onde (W; Vo, Vi) é uma

triada e hi:\/j - Mi’ i = 0,1 ¢ um difeomor
fismo.
Essencialmente, um cobordismo entre duas

variedades sem bordo e de mesma dimensao €
uma terceira variedade cujo bordo € uniao

disjunta das variedades dadas.

No caso em que My= ¢ e W & uma variedade
cujo bordo ¢ difeomorfo a Mg, W ¢ um bor-
dismo de M.

ii) Dois cobordismos (W; Vo, Vy; hy, hy) e
(W'5Vy, Vi h

. h!) de My a M; sao equiva-

]
0 1
lentes se existe um difeomorfismo

g:W ~ W' levando Vo em Vo e Vi em Vi tal
que para i = 0,1, o triangulo abaixo
g/Vi '

V.———)V‘1
1 i
h;\\y¢/<i
M.
1

Claramente a relacao acima € de equivalen-

comuta.

cia para os cobordismos de M, a M,.

Uma triada ¢ um cobordismo (W; Vi, V;; lyg, y, )

onde 1 é a identidade de V; -

Vi
1ii) Uma triada é um cobordismo produto se

(W: Vo, Vi) = (Vox[0,17, Vex{0}, V,x{1}).
iv) Um cobordismo elementar ¢ um cobordismo

com numero de Morse 1.

-

A definicao seguinte seleciona o tipo de campos de
vetores que iremos considerar sobre uma variedade M. A titulo
de revisao, lembramos que se &:M =+ TM um campo de vetores

¢
e f:M >R e uma funcao diferenciavel, £(f) € a derivada dire-



cional de f ao longo do campo (vide 1.6.).

Deginigao 2.16. Seja £ uma funcdo de Morse para a triada
(W; Vv, V'). Un campo de vetores & sobre W é um campo pseudo-

gradiente (gradient-like) para f se:

i) £€(f) > 0 ao longo do complemento do conjunto
dos pontos criticos de f, e

ii) dado qualquer ponto critico p de f, exis-
tem coordenadas
(%,;) = (Xl’---’xA’YI’---»Yn—A) dadas por
uma carta (¢, U) em p tais que
fo 1(X,y) = f(p) -|x|? + 1y]2 ¢ £ tem co-

ordenadas (—§,+) ao longo de U.
y g

Lema 2.17. Para toda funcao de Morse f sobre uma triada

(W; Vo, Vi), existe um campo psecudo-gradiente £.

Demonstragao (Seguindo (127, pag. 20) Assumimos que f tem so

mente um ponto critico p. No caso geral a prova € semelhan-

te, pois pontos criticos sao isolados.

Pelo Lema de Morse existe um sistema de coordena-
das (X,y) numa vizinhanga U, de p talque f = f(p) - |x|2 + |y]|?
ao longo de Ug. Seja U uma vizinhanca de p tal que U c U,.
Todo ponto p' e W\Up nao & ponto critico de f, donde f e
uma submersao quando restrita a W\U,; portanto pela forma
local das submersoes, existem coordenadas xi,...,xg numa vi

. . 1
zinhanca U' de p' tais que f = f(p') + x1 em U'.
Existem vizinhancas Ul,...,Uk em W tais que:

-

k
i) W\U, < qu_
1=1

i1) U n U.l =¢, 1 =1,2,...,k
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i i
iii) U.1 tem coordenadas X;,....x € £

I
@]
+
=

sobre U, i=1,2,...,k onde c € uma

constante.
1
Com efeito, para cada p' e W\U, seja Up' uma vizi-

1
nhanca de p' em W sobre a qual, em coordenadas Xp,ees,X  .S€

tem £ = ¢ + x'.{Up,} . ¢ cobertura aberta de W\U que

p' e W\U
& compacto, logo tem-se subcobertura finita Ul,...,Uk com as

condig¢oes acima verificadas.

Sobre U existe o campo de vetores cujas coordena-

das sao (-Xi,.. ¢ sobre Ui existe o campo

"_XA’XA+1""’Xn)

com coordenadas (1,0,...,0), i =1,...,k. Seja o.:W > [0,1],

A i
9 X
0 < i < k, uma particao da unidade subordinada a cobertura
k . P
C - /
U317, o (vide [97, pag. 14) .

0O campo de vetores

EXW > TW
'8

E() = 1w (08 ()
j=r 1

se x e Uy n ... Ui satisfaz as condigoes i) e ii) da defi
1 '3
nicao 1.160.

Q.E.D.

Notas - Seja M uma variedade diferenciavel e TM o fibrado tan
gente de M.

1) Uma métrica Riemaniana sobre M (estru-

tura ortogonal sobre TM) € uma familia

o = {<’>p}p EVE onde <, >Pﬁé um produ

to interno sobre TPM (uma forma bili-

near, simétrica, positiva e definida)

tal que a aplicacao
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/

0:{(p,x,y) e MXIMXTM/x,y e TPM} + IR
6(p,x,y) = < x,y >5

¢ diferenciavel.

Demonstra-se, utilizando-se parti-

cao da unidade, que toda variedade

diferenciavel (paracompacta e [aus-

dor{f) possui uma métrica Riemania-

na.

2) Se f:M > IR ¢ uma funcao diferencia-
vel define-se o vetor grad f(p) c1bM
como o unico vetor tal que

dfp(x) = < grad f(p), x >p’

¥X € TpM. Assim grad f:M > TM é um
campo de vetores sobre M: o campo
gradiente de f:M » IR relativamente

a métrica Riemaniana <, >p sobre M.

3) Pode-se demonstrar que, nas nota-
goes do Lema 2.17., dado um campo
pscudo-gradiente & para f, existe
uma métrica Riemaniana sobre M tal

que & = grad f.

Teonema 2.18. Uma triada com numero de Morse 0 & um

cobordismo produto.

Demonstracao Seja f:W > [0,1] uma fungao de Morse sen

pontos criticos, com campo pseudo-gradiente £. Sobre W

tem-se &£(f) > 0, donde substituindo-se ¢ por”«l-. £

>

podemos assumir que E(f) = 1 sobre W. &(f£)
Seja ¢:RxW > W o grupo a um parametro de
difeomorfismos gerado por £. U@m,ﬂﬁEQU{f)zg 1,

dt (‘bt(cn ke



- 38 -

segue-se que a fungao t - f(¢t(q)) para todo q ¢ W ¢ 1li-
near de derivada 1. O difeomorfismo p:£71(0)x[0,1]1 » W de-
finido por y(x,t) = @t(x), cujo inverso € dado por

00 = [o_pyy )4 E0I], pois

19 0r) = wlo gy D EDD ) = bp(yy Gp ) =y

¢ ouix, 1) = 00h () = [0 RPN ERICHE
AIOe

= (9, (x),t) = (x,t),

demonstra o teorema.
Q.E.D.

O corolario seguinte afirma que duas funcoes de
Morse sem pontos criticos sobre variedades difeomorfas
sao, essencialmente, a mesma funcao. Este corolario sera
usado na demonstracao de um teorema que ¢ fundamental neste

trabalho.

Conolaric . . e f.:(W.: V. I >
oroldrio 2.19. Se £,:(W.; Vi, Vo) » (0,11 ., (0} , {1}),

i= 0,1 sao fungoes de Morse sem pontos criticos e se Vy=V,,

entao existe um difecomorfismo h:W, » W, tal que fo = f,0h,.
Demonstracao Com efecito, Wi tem numero de Morse 0 e como

vimos na demonstracao do teorema 2.18., tem-se difeomorfis

mos

hi:ViXEO,lj + Wi, i =0,1 com -

fi ki(x,t) = L.

Se kiVy » V; e um difeomorfismo,



VeX[0,1] —2»

definimos

-1
] = X o .
[k’l[O,]]] [-1 1 l\lo(k,l) ko
Tem-se £, = f,°h.
V,x[0,1] < W, Com efeito,

1

-1
fyeh(y) Frekyo(k,1)oky (y) =

It

floklo(k,l)(wy(o),fo(y)) =
fl(kx(kwy(o),fo(Y))) =

fl(q)]’(wy(o) (fo(}’))) =

Il

foly) -

Q.E.D.

Conolanio 2.70. (Teorema da Vizinhanca Colarinho).

Seja W uma variedade compacta com bordo.Exis
te uma vizinhanca de aW (chamada vizinhanca colarinho) difeo
morfa a aWx[0,1).

Demonstracao A prova ¢ feita considerando-se uma funcao dife

renciavel f:W >R, tal que £7'(0) = 3W e df = 0 sobre uma Vi
zinhanga U de 9W e aplicando-se o tcorema 2.18. Considere f
uma funcao de Morse sobre W.

Q.E.D.
O lema seguinte € Gtil para o proximo corolario e

tambem & usado no §.3.

-

- ) l 1 X
Lema 7.21. Dados os numeros reais a,, a,, a,, d,, tais que

1 1 . .
0 <a; <a, <1le 0 < a, < ap, <1 e difeomorfismos
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. 1 - ' =
ho:[0,a,;1 » [0,a;] e hy:laz,11 ~ [a,,l] que preservam a
orientacao (isto &, derivada positiva), existe um difeo-

morfismo h:[0,1]1 » [0,1] que estende hy ¢ h,.

Demonstragao Com efeito, como ho ¢ continua, dado e'> 0,

1 1
a--a . % ) B
cre 22731 oxiste §'> 0 tal que hg((a,-8'1) = (a,-e',a;l,
4
com 8' tal que a,+d' <a,. 1
N
ab+e"l .
8'1"5. .......... :
&Y feemmssinn ;
S L
0 a at8' 26" a A
h, admite uma extensao h, al0,a, + ¢') dada por:
o ' = 5
se 0 < x < 8" e hg(a,-x) = a,-y, colocamos he(ay + x} =
' 1 ; = -
a, +y = 2a; - ho(ay - x). Claramente hy ¢ um difeomorfis

mo de [0,a,; + 6') -em [0,a}, + €') que estende ho. Analoga-

mente o difeomorfismo h, admite uma extensao hyp(az-6",171 =

> (ap, - ¢",1]. Se € = min {g¢',e' } existem &1 ¢ &, tais
que ho:[0,ay + 61) » [0,a} + €) e Ry:(as - 62,10 » (a2 - g,11
sao extensoes de hy e hy, respectivamente. Sejam

Re:[0,a1 + 81) ~ (0, +») e Ry:(az - 8211 > (0, *+=) as de-
rivadas de g e hy. respectivamente: e h'g(ai) = X, hy(a,) =
y .

Seja k:[a,,a21 > (0, +=) uma funcao ¢” tal que
k(a,;) = x e k(az) =y a,
J k(t)dt < e.

an
Se hﬁ}z ¢ uma particao da unidade subordinada
i=0 -
2 cobertura [0,a,; *+ &), (a;,az), (a, - &6,,1) de [0,117, a

funcao {:[0,1]1 -~ IR

£(t) = e (t)hy + a1 (t)k(t) + ay(t)h,y(t) e ¢
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e estritamente positiva, donde g:[0,1] -~ IR
X

g(x) = f f(t)dt

0
¢ um difeomorfismo de [0,1] em Im(g). Também g estende

pois para x < a, |,

g(x) = erf(t)dt - JX}—l'(t)dt = h (x).

0 0

Para x = a,,

X

pd ap [
g(x) = [ f(t)yde = f f(t)ydt + J f(t)ydt =
0 0

ay

aj -
= I f(t)ydt + hy (x) - ap com
0
ay ag do 1
J f(O)dt = J f(t)de + [ [(tyde = a' +

0 0 a
1

a . as
+ J apg(t)h (t)dt + J ap(t)k(t)dte +

a, a;

a, B . B
+ [ a (t)h'(t)dt < a ho(a, +6,) -
a
1

- ho(a,) + e =+ hy(a,) - hy(a, - §,) < a; *+ 3e < a,.

Logo para x 2 a,, g(x) = h,(x) - ¢ com ¢ > 0.

h();
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Seja A:[0,11 »[0,c] uma funcgao ¢” tal que

WA

(
0 para t
A(t) = {c para t
0 < (t)

ay

IA

d2

IA

c para a; < t £ a

Tal funcao € explicitada em 3.1.
k:£0,11 - [0,1]

k(t) = g(t) + A(t)
¢ o difeomorfismo requerido.

Q.E.D.

ggnoﬁanio 2.27. Se W € uma varicdade compacta com bordo, e-

xiste um mergulho de W em W\oW.

Demonstracao Se U € uma vizinhanca colarinho de oW em W e

¢:aW x [0,3) » U

& um difeomorfismo do corolario 2.20., consideremos o dia-

grama
‘ SW x [0.3) —2 s U
K 1 -
. '
' SW x [1,3) U
O/ quxr1,3)

= o] o -1

L N D B €
k = (1,h) com h:[0,3) » [1,3) um difeomorfismo tal que h(t) =
=tpara 2 £ t < 3 cuja construgao ¢ feita utilizando-se o
lema anterior.
A aplicacgao

0:W = W\oW

X se x ¢ WA\U

0(x) =
Lw(x) se x € U



¢ o mergulho desejado.

Q.E.D.

Sejam (W; Vo, Vi) e (W'; Vi, V})) duas triadas e
h:Vy » Vy um difeomorfismo. Tem-se, automaticamente, uma trﬁi
da topologica (W up W'y V% ,V]), onde Wl% W' ¢ o espaco quoci-
ente de W x {0} v W' x {1} pela relacao de equivaléncia que

ildentifica os pontos (x,0) e (h(x),1) para x ¢ V,.

W u, W' & o espaco de adjuncgao de W e W' pela apli
cacao h:V, » V!, (vide [6]1, pag. 121).

Sobre a triada (W Ug, W's Vg, V) vamos colocar uma
estrutura diferenciavel que estende as estruturas de W e W',
isto €, as inclusoes de W e W' em W up, W' sao mergulhos. Em
[12], pag. 25 encontra-se uma demonstragao do teorema 2.23.
escolhemos a dada em 2.23. por apresentar uma aplicacao do

teorema 1.22. que sera utilizado neste trabalho.

Teonema 2.753. Existe uma Unica estrutura diferencidavel S pa-

ra W uy W' compativel com as estruturas de W ¢ W'.

Demonstracao Sejam ¢:W > W\3W e d'W' > W'\aW' os mergulhos

do corolario 2.22. Tem-se o diagrama

LAY, _
Vi #—"* ¢p(Vi) =V,

onde h = ¢ he ,~ L.
[y 9/
V! vV,

V, e V; admitem vizinhancas U e U' em W\0W e W'\OW'
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difeomorfas a V; x (-1,1) e V; x (-1,1), tais que nesses
difeomorfismos V, corresponde a V, x {0} e V; corresponde

a Vi x {0}, respectivamente:

U —2 5 ¥, x (-1,1)

1

a - ,
i (-1,1).
Definimos H:U » U' como o difeomorfismo que tor-

na o diagrama comutativo B
- \]l ® (_],1)

|
H ' i (h,-1)
Uy'— V; x (-1,1)

Sobre M = (W\0W) + (W'\3W') definimos a relacao

de equivalencia R que identifica X e U com H(x) e U"'.

0 grafico de R ¢ subvaricdade de M x M, subcon-
junto fechado de M x M e tal que a projegao pr;:C > M e
submersio. Com efeito, C é uniao disjunta de graficos de

funcoes diferenciaveis:

C = graf(l

mo entreabertos.

M) u graf(H) com H um difeomorfis

Pelo teorema 1.22., o quociente M/R tem uma ani-
ca estrutura de variedade tal que p:M » M/R ¢ submersao.
Claramente M/R estende as estruturas de W e W', pois sendo
p uma submersao e dim(M/R) = dim W = dim W', segue-se que
p € uma imersao. Resta demonstrar que as variedades topolé
gicas W up W' e p(¢ + $') (W + W') sao homeomorfos. Com efel

to, a aplicagao

0 = po(h + ¢'):W + W' > M/K
¢ uma aplicacao continua que induz sobre W + W' a relacao

de equivaléncia que define W vy W':
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