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TNTDnnTlrÃn

O objetivo central deste trabalho é obter um teore-
ma de classificação para funções de hqorse em dimensão dois. Es
ta classificação será feita associando-se a uma função de Nlor-
se uln certo grifo,de tal forma que duas funções de Morse serão
equivalentes se, e só se, seus grafos forem isontorfos num senti-
do a ser defi.nado.

A relação de equivalência aqui mencionada õ a conju-
gação: duas funções de uma variedade M na Teta IR conjugam se
exi.stem difeolnorfislnos h e k de h] e ]R respectivamente tais que

k.f = o.h

Embora o teorema principal sÓ apareça no final do
trabalho, sua delitonstração, por ser iiiuito elaborada, foi divã.-
di.da em proposições que estão distribul+das pelos diversos para
gratos

No capítulo 0 é fei.ta uma exposição de alguns concei
tos de topologia diferencial que são utilizados na demonstra-
ção do teorema. Esta exposição é dirigi.da de tal forma que em
cada parágrafo aparece uma proposição que é parte integrante
da demonstração do teorema central

A idé;ia celltral da demonstração é considerar a varie
dade como reunião de subvariedades com bordo, cada uma das quais
contém um único ponto crítico da função de f«lorse; a conjugação
nessas subvariedades é obtida nos parágrafos 2 e 4 do capítu-
lo 0

Surge então o problema de colar os difeomorfismos ob
tidos. Para i.-i;to foi estudada a noção de vara.idade quociente
no parágrafo l do capítulo 0 e a colagem é obtida com a aplic.!
ção deste contei.to, que garante que a variedade quociente obti
da colando-se essas subvariedades tem a mesma estrutura dife-
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INTRODUÇAO 

O objetivo central deste trabalho é obter um teore

ma de classificação para funções de Morse em dimensão dois. Es 

ta classificação será feita associando-se a uma função de Mor

se um certo grafo . de tal forma que duas funções de Morse serão 
equivalentes se, e só se, se us grafos forem isomorfos num senti

do a ser definido. 

A relação de equivalência aqui mencionada é a conju

gação : duas funç6es de uma variedade M na reta m conjugam se 

existem difeomor fis mo s h e k de Me m respectivamente tais que 

kof = go h. 

Embor a o teorema principa l só apareça no final do 

trabalho, sua demonstração, por ser muito elaborada, foi divi 

dida em proposições que estão distribuídas pelos diversos par~ 

grafos. 

No capítulo O é feita uma expos1çao de alguns concei 

tos de topologia diferencial que são util izados na demonstra·
ção do teorema. Esta exposição é dirigida de tal forma que em 

cada parágrafo aparece uma propos1çao que é parte 

da demonstração do teorema central. 
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A idéi a central da demonstraç ã o é considerar a varie 

dacle como re un1 ao de s ubv ariedades com bordo, cada uma das quai.s 

contém um Úni co ponto crítico da função de Morse; a conjugação 

nessas subvariedacles é obtida nos parágrafos 2 e 4 do capítu
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Surge e ntão o problema de colar os difeomorfismos o~ 

t i d o s . P a r a i-s to f o i e s tu d a d a a no ç ão d e v ar i e d a d e q u o c i e n t e 

no parágrafo 1 do capítulo O e a colage m é obtida com a aplic~ 

ção deste co nceito, que garante que a variedade quociente obt! 
da colando -se essas s ubva riedades tem a mesma estrut ur a dife-
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renciãve] que a variedade original e também que os difeolnol
sismos parciais se estendem a um global conjugando as fun-
coes

No capitulo l É; construído o grifo que permite ob
ter a classificação. Note-se que o fato de que funções equ.l
valentes têm grafos iSOITIOrfOS é demonstrado eln dimensão n

Finalmlente os conceitos e proposições anteriores
são reunidos para se obter o teorema central, enl dimensão 2
para funções de f'lorse estáveis segundo o qual duas funçoes
que têm grafos (de Reeb) isolnorfos são equivalentes

Aparece taiitbém uln contra-exemplo que mostra que
isto ã falso pat a funções não estáveis.
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década e paciente orientação desde o início de me\is estudos
no lbIE-USP; aos,.,Proas. Alciléa A.H. de blello, Francisco C.
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Gi'upo cle Sistemas Din;iónicos e Topologia Diferencial do lbIE-
USP e aos colegas cláudio, Jacques, Nlarcelo e Zara, poi' tap
tas coisas.. . ; e ã Raquel pelo seu t)-abalho de datilografia
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r e nciável que a vari.cdocle original e também que os difeo mor 

fismos p:1rciais se es tendem a um global conjugé:!ndo as fun-

-coes . 

No cap ítulo 1 é construído o grofo qu e permite ob 

ter a class ificação. Note-se qu e o fato de que fu nç6es equi 

valentes têm grafos isomorfos é de monstTado em dimensão n. 

Fi nalmente os conceitos e propo siç6es anteriores 

s.:io r e unidos para se obter o teore ma central, e m dimensão 2, 

par a funç6es de Mor se estáveis segu ndo o qual d uas fu n ç6es 

que têlll grafos (ele Reeb) isomorfos são equivalentes. 

Aparece tombém um contra-ex e mplo qu e mostra que 

isto é falso para funç6es n~o está veis. 
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$.0. Introdução

Neste capítulo vamos apresentar alguns conceitos(te
I'opologia Diferencial que serão util i.zados nesse trabalho

Ressaltamos, porém, que não se trata de um capítu-

lo puramente expositivo, jã que tais conceitos serão apreseB
tados de maneira dirigida para a demonstração do Teorema de

Classificação do Cap. 1, parágrafo 3, de tal forma que ein ca

da parágrafo desse capítulo aparecem urjla ou mais proposições
que farão parte integrante da demonstração daquele teorema
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§.0. Introdução 

Neste capítulo vamos apresentar alguns conceitos rl e 

Torologia Difer e ncial que serão utilizados ness e trabal ho. 

Res sa ltamos, por~ m, que não se trata de um capitu

lo puramente expositivo, jii que tais conceitos serao aprese~ 

tados de maneira dirigida para a demonstração do Teorema de 

Classificaç ~o do Cap. 1, parigrafo 3, de tal for ma que em ca 

da pariigrafo desse capítulo aparecem uni a ou mais proposiç6es 

que farão parte integrante da demonstração daquele teorema. 





$ . 1 Estruturas Diferenciáveis e

Variedades Quociente

Dividiremos este parágrafo em duas partes: na pri-
meira lembramos alguiltas definições e resultados sobre Varie-
dades Diferenciáveis que são assulttidos colho pré-requisitos e
na segunda, estudaremos condições para que, dada uma varieda-
de diferenciâvel sem bordo b4 e uma relação de equivalência se
bre ela, o espaço quociente tenha uma estrutura de variedade
que de certa foriua, seja ''proveniente'' da de M.

A - Preliminares

Uma aplicação f:U -* V c

a diferenciável (C") se
existem e são cont

om U c DZm e V . ]lin, U aber-
todas as derivadas parciais
Ínuas. Também f:X -* Y, com

to C

a

l

Y

se
da

dj.t
kf

al)x l X
l k

cona tantos de IR'': e IRn, re
iate uma extensão de f a
bre un] aberto U c Irra que

Uiíia aplicação f:X -- Y é
liomeomorficamente .com f

difeomorfismo entre X e
e denotainos isto por X

X e

vel
fi ]] :i

sub
ex
se

spectivalnente, é diferenciá-
uma função diferenciável de
contém X

uin difeolllorfismo se f leva
e f'i diferenciáveis. Sc
Y, dizemos que X e Y são di

X se
exis
feoili

br
te
or

e Y

fos

!ç:.á=1l:!i!::É:s:q.e J .0 . Ulita n-variedade tipológica ou uma variedade to
polõgica n-dimensional Õ um espaço topológico de Hausdorff
com base enuinerável tal qt.ie todo ponto tem uma vizinhanca ho-
meomorfa a uin aberto de ]R: = {(xi, x2,..., Xn) € 1Rn lx. 2 0}

O bordo de uma variedade M, denotado l)M, é consti-
tuído dos pontos de b'l que admitem vizinhanças homeonlorfas a
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§.1. Estruturas Diferenciãveis e 
Variedades Quociente 

Dividiremos este parigrafo em duas partes: na pri
meira lembramos algumas definições e resultados sobre Varie
dades Diferenciãveis que são ass umido s como pré-requisitos e 
na seg unda, estudaremos condições para que, dada uma varieda
de cliferenci ~vel sem bordo Me uma relação de equival~ncia s~ 
bre e l a, o espaço quociente tenh a uma estrut ur a de variedade 
que ele certa for111a, seja "proveniente" da ele M. 

A - Pr e liminares 

U 111 a éJ p 1 i c éJ ç ão f : U -+ V com U e 1R m e V e m.11 
, U a b e r -

00 to, 6 elita difercnciãvel (C) se todas as derivadas parciais 
;/f existem e são contínuas. Também f: X + Y, co m 

ax. . .. ax. 
l1 lk 

X e v b · dell1111 e ·m 11 · - d º f .-- 1 su c onJuntos , ll' , respectivamente, e i ·-erencia-
vel se existe uma extensão de f a uma função diferenciivel de 
finida sobre um aberto U e mm que contém X. 

Uma aplicação f:X-+ Y e um difeomorfismo se f leva 
X sobre Y homeomorficamente com f e f- 1 diferenciiveis. Se 
existe um difeomorfismo entre X e Y, dizemos que X e Y são di 
feolllorfos e denotalllos isto por X ::. Y. 

Ve6iniç~o 1.0. Um a n-variedade topológica ou uma variedade to 
pológica n-dimensional é um espaço topológico de Hausdorff 
com base enumerãvel tal que todo ponto tem uma vizinhanca ho
meolllorfa a um aberto de JR~ = {(x 1 , x 2 , ••• , xn) E JRn lxn ~ O}. 

O horda de um~ variedade M, denotado aM, é consti-
tuído dos pontos de M que admitem vizinhanças homeomorfas a 
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abertos de IRT mas não de lIR''

Se al\4 = #, b{ é dita uma variedade sem bordo. Tam

l)em, NI é utli8 variedade fechada se l\{ é compacta e l)NI = #

Deáll'ilçãc, 7.7. Um atlas diferenciãvel O sobre uilla n-varieda
de topológica b'l é unia coleção de pares (+i' Ui) , ic 1, con
sisti.ndo de abertos U; de NT e homeomorfistnos

4); :u; -' v' l l l

cona V: aberto de IR=, tais que
/

L':
ii) v. - . l ,

' l J

'bj'b i:'bi(Ui n
é un\ difeomorfismo

uj) - 'bj (ui " uj)

O par (@
nia de coordenadas

U;) é denominado unia carta ou um siste-
para f'l com domínio Uj

que dois atlas di.ferenciáveis D e D' sobre
pológica M são equivalentes se 1) u D' é um

l sobre N{. Claramente a relação acima é de
aLIas diferenciável ejn Nt determina um
á\rel maxinlal O, no sentido de que se

L

Dizeillos
t.lma n-variedade to

atlas diferenciávc
equivalência e um
co atlas diferenci
é um atlas, então

Deá,(}t,[çãa 7.2. Uma estrutura diferenciáve] sobre ujj]a n-varie
dado topológica b4 é tlln atlas difet'eHciá\rel iuaximal Z) para l\{

e o par (M,t)) é denominado unia variedade diferenciãve] de di
}liensao n

nll q p rxt n r ã e s

i) Segue da definição 1.1. que se M é uma varieda
de di.ferenciável dc dimensão n com bot'do, en-
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b d mn l mn. a ertos e + mas nao ce 

Se aM = 0, M é dita uma variedade sem bordo. Tam

bém, M é uma variedade fec h ada se M é compacta e aM == 0 , 

Ve6lnlç~o 1. 1 . Um atlas diferenciável V sobre uma n-varieda

de topológica M é uma coleção de par es ( cp i, Ui), i E I, con

sistindo de abertos U. de ivl e homeo mor fis mos 
1 

cp. :U . ➔ V. 
1 1 1 

com Vi aberto de m~ . tais que 

i) M = LJu. 
. º[ 1 
1 E. 

i i) V. . E I' 
lJ 

qi.dl - 1 .:qi.(U . n U.) ➔ qi.( U . n U.) 
J ' l 1 l J J 1 J 

e um difeomorfismo. 

<----/_uh ____ _ :O_/ 
qii / i qii 

)C9 (¼)D ( 

O par (cp. , U.) é denominado uma carta ou um siste-
1 l 

ma de coorde nadas para M co m domínio U . . 
1 

Dizemos que dois atlas d iferenciáveis V e V' sobre 

uma n-variedacle topológica M sao equ ival entes se V u V' é um 

atlas diferenciável sobre M. Clarcirnente a relação acima e de 

equivalência e um atlas diferenciável em M determina um úni

c o atlas diferenciável maximal V, no sentido de que se O u V 

é um atlas, ent~o O e V. 

Ve6lnlç~o 7.2 . Uma es trutura diferenciável sobre uma n-var1e 

dade topológica M é um atlas difere nc.i5vel maximal V para M 

e o par (M, V) e denominado uma vaTiedade difer e nc iáv e l de di. 

mensao n. 

Observações 

:i.) Segue ela definição 1.1. que se M é uma va riecla 

de diferenciável ele dimensão n com bordo, e n-



tão l)bl é uma (n-l)-variedade diferenciável sem
l)o rdo

Neste trabalho, por bl é uma variedade, entende
mos que f,l é uma n-variedade diferenci,ável com
bol do, cujo bordo pode ser vazio
R'' é considerado uma pari.idade diferellciãvel
com a estrutura diferenciável que contém
O : {(IRn, IRn) }

i i)

Um sul)conjunto N de uma n-variedade NI é uma

subvari.edade de M se, para algum inteiro n, 0 s; n É m, todo
ponto de N estio no domínio de uma carta C+,U) da estrutura
de f'l tal que

Deá,énlçãa í. 3

U n N
m: é identificado com {Cx:
ra n--l $ j $ «1}

$'' CiR:) , Onde

,Xm) ( IR'n/ Xn 0 e xJ pa-

Claralitente se N é subvariedade de M, então N éi uJlla

variedade diferenciável com uma estrutura diferonciável que
ã induzida da dc M.

I'ambélli, se bl é variedade com bordo, aM é subvarle-
dade de Ni.

Com as notações da definição 1.3., o número m-n
éi denominado co-dimensão de N

t)e6,{l},lição 7.4. Sejam hq e N variedades e f:M -* N unia

çao continua
Uin par de cartas C@,U) de M
com x c NI e (q;,V) de N é
adaptado a f se f(U) c V
Neste caso a aplicação
Üf(>' : : q) CU) + P(v)
é denominada uma representa
ção de f em coordenadas lo
cais no ponto x c U

aplica

.,,' q'
]ltm

$(u)
@f@':

/

»

@(\rl
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t~o aM e uma (n-1)-variedade diferenciável sem 
bo relo. 

-ii) Neste trabalho, por Me um a variedade, entende 
mos qu e M é uma n-va riedade diferenciável com 
bordo, cujo bordo pode ser va zio. 

· · ·) n - · t d . 1 l 111 m e co ns1cera o uma var1ecace di[ere nciável 
co m a estrutur a diferenciável que contém 

n V = { (llRn, IR ) } . 

Ve.6 ,i.1ú.ç.ão 1. 3 . Um s ub conj unto N de uma n-vari edade M é uma 
subvariedacle de M se, para algum inteiro n, O s n s m, todo 
ponto de N est5 no domínio de uma carta ( cp, U) da estrutura 
ele M tal que 

U n N = cp- 1 (1.R:) , onde 
m.n é identificado com {( x 1 , ••• ,x ) E :m. 111

/ x :2: O e x. = O pa-+ m n J 
ra n+l s; j s m}. 

C 1 a r ame 11 t e s e N é su b v ar i e d a d e d e M , e 11 tão N é WlKl 

v::ir .i.cclacle diferenciável co m uma es trutura diferenciável que 
e induzida da de M. 

Tamb é lll, se M é variedade co m bordo, aM e s ubva r.i.e
clade de M. 

Com as notações da definição 1.3., o numero m-n 
é denominado co-di mensão de N. 

Ve6inição 1. 4. Sejam Me N variedades e f :M +Numa aplica-
ção contínua. 
Um par de cnr ta s ( cp , U) de M 

com X E M e (~; ,V) d e N e 
adaptado a f se f(U) e V. 
Neste caso a aplicação 
t/Jf(jl- 1 : cp ( U) -► tjJ ( V) 

é denominada uma represent! 
ção de f em coordenadas lo
cais no ponto x E U. 



Deá,én,éçãa 7.5. Com as notações da definição 1.4., f:M -} N é
diferenciãvel em x € b'l se tem urna representação local dife-
renci.ãvel em x c l\q; f:M -' N é diferenciável se é diferenciá-
vel em todo ponto de Ni.

Note-se que, se f:M -} N tens urna representação lo-
cal diferenciãvel em x c 1"1, então toda representação ]oca] de
f em x é diferenciãvel , poi.s

Q:f(b: '' ; Q'@- : (@f$' :) @0i ' '

7 .6 . F.ébxado I'a) aic)lÍQ cle ultia t/aa,,éedade O,éÍlexenc,[ãveZ
[ 2 ] . [ 5 ] . [ 8].[9])
Seja M uma variedade diferenciáve] n-dimensional e p € M.

Sobre o conjunto das funções diferenciáveis f:U -' IR definidas
sobre vizinhanças abertas de p em NI definimos urna relação que
resulta Ruina equivalência
f:U -- D{ e g:V -* H{ são equivalentes se existe uma vizinhanca a
benta h' c U n V de p em i\'l tal que i/}X. = g/W' As classes desta
relação são denominadas germes de funções sobre M eln p e o
conjunto desses germes õ denotado por G

operações definidas por
cr, g) -' f + g e

CÍ, É) -, f g são bem definidas e dão
. a estrutura de álgebra real

P

l v.Cde

a

Um vetou tangente x a b4 em p e uma derivação na alget)ra
G , isto é ,

x: G.. -' IR t al que
P

x:(Àf + pg) = À x(f) + p x(g) e

g) = x(f) . g(p) + f(p) . x(g) pa'ta

À, p c IR e f, g c G
P

x(f

Denotamos por T.b'l o conjunto das derivações sobre G
P

- 8 -

Ve.6lnlç~o 1.5 . Co m as not ações da defi nição 1.4., f : M + N e 

<lifer e11ciável e m x e M se tem uma representação local dife

r e nciáve l e m x e M; f :M + N é diferenciável se é diferenciá

vel em t odo ponto de M. 

Not e - se que, se f:M + N t e m uma re presentação lo

cal diferenciável em x E M, então toda represe ntação loc a) ele 

f em x é diferenciável, pois 

~ l f~1-1 = ~l~- l (~f ~ -l)~ ~l - 1 

1. 6 . Flb~ado Tangente. de. uma Va~le. dad e. Vi6 e.~e. nel~ve.l 

[2 ] [5] [ 8] [9 ] ). 

(vide. 

Seja M uma var ie dade diferenciável n-dirnensional e p ~ M. 

Sobre o conjunto das f unções difere nciáveis f: U + ffi defi n idas 

sobre vizinhança s abe rtas de p em M definimo s uma relação que 

resulta num a equivaJê ncia : 

f : U -► ]R e g : V + 1R s :'í o e q ui v a 1 e n t e s s e e x i s te u rn él vi z i n h a nca a 
f 

berta W e U n V de p em M tal que lw = gfw• As c l asses desta 

re l ação sao denomin adas germes de funçõe s sobre M em p e o 

co njunto desses germes é de notado por G . 
p 

So br e G as - defi nidas op e raçoes 
p 

( f, g) + f + g 

( f , g) + f g 

G a est rutur a de álge bra real. 
p 

e 
-sao 

por 

be m defini das e dão a 

Um vetor tang ente x a M em p e uma der i vação na álgebr a 

GP, i st o é, 

.,. .... , 
x:G 

p 
-► m tal que 

x(;\f + µ g) = À x(f) + µ x(g) e 

x ( f . g) = x ( f) . g ( p ) + f ( p) . x ( g) p a·r a 

À, µ e ffi e f , g E G . 
p 

Denotamos por T Mo conjunto das deri va çõe s sobre G 
p p 



que resulta uln espaço vetorial real n-dimensional. Tomando-

se coordenadas (xi,...,xn) numa vizinhança de p eljl I''l dada
por ((P, U) tal que p corresponde a (0,0,...,0) todo vetar
tangente a I''l eln p pode ser representado, unica)Rente, sob a
torlna n

Á a . l)

l)X; i'D
]ll onde

C a : Hin e

G -» ]R

P

-l- (f)
l)xi 'P

-Q-llE-( o) ,
axi

,n

Definirenlos agora o espaço fibrado tangente
bl:TI.l. O conjunto TM consta de todos os pares ordenados

C]),u) , onde p c M e u € TnM. Existe uma projeção natural
Tr:Tb{ -, ]~'] dada por lr(p,u) = p e, se (d,, U) , é unia carta eln

M, seja U = T':(U) e a aplicação
(l, : U -.» D{'n

$(P,v) = (+(P) ; cli

]

se
0 Os sis te)i\as de coordenadas :lS s lll'l obtidos

constituem unl atlas diferenciãvel de dimensão 2n e a proje
ção v:TNT -* bl resulta diferenciável

Z)e6.{.}lzçao 7p.7. Se b{ e N são variedades e f:M -* N é diferen
fiável tem-se linl homomorfisllto de álgebras

fp:Gf(p) (N) - Gp(M) dado
+

por g'f que induz uma aplicação linear

dfp:Tpb'l - Tf(p)N

- 9 -

que re sulta um espaço vetorial real n-dimensional. Tomando
se coordenadas (x 1 , ••• ,x) numa vizinhança de p e m M dada n 
por (<P, U) tal que p corres pond e a (0,0, ... ,0) todo vet or 
tangente a M em p pode ser representado, unicamente, sob a 

forma n 
I a. 

i"' 1 1 a 1 , 

ax. p 
1 

n ( a 1 , ••• , a ) e:: IR e n 

_él 1 ·G + IR élx. · p 
1 p 

_é) 1 (f) = 
élxi p 

l . = 1,2, . . . , n. 

onde 

Definiremo s agora o espaço fibrado tangente a 
M:TM. o co njun to ™ consta cl e toclos 
(p, li) , onde M T M. Existe p E e u E 

p 
1r: TM ➔ M dada por ·rr (p, u ) = p e, se 
M, seja u = n- 1 cu) e a aplicação 

·; : Ü + m2 n 
-

os pares 

uma -projeçao 

( <I' , U) , e uma 

<p(p,v) = ( <p( p); a 1 , • •• , a,n ) se 

orde nados 

natural 

carta em 

n ,· \' = l ô O'... Os sistemas de coorde n adas assi m ohtid.os 
1 dXi 

const itue m um at l as diferenciiv e l de dimensão 2n e a proje
ção n :TM + M r e s ult a di ferenciivel . 

V e. {i i n.1 ç. ão 1 • 7 . Se M e N 
;-

são variedades e f: M + N e diferen-
ciável tem-s e t1m homomo rfis mo ele ;Ílgebras 

* fp:Gf(p )( N) + Gp(M) dado 

* por fp ( g) - g 0 :I: que in duz um a aplicação linear 
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((ifP(v)) (g) ; v(fpCg)),
plicações produzem uma

t

onde \r c TpM e g ' Gf(p) CN)
aplicação diferenciável

df:TM -» TN que torna o

Estas a

diagrama
seguinte comutativa

T
+

T

df é dita a diferencial de f:M + N e df. é a diferencial de
f no ponto p € 1'1.

1) e fl,í nl çã a

demos que
7.8. Seja f:M -) N villa aplicação diferenciável Di

i) f é uma imersão em p ( f'l se dfp:Tpl'{ ' Tf(p)N
é injetiva; f é unia imersão se for imersão em
todo ponto p c NI.

ii) f É$ uln mergulho se é imersão e f(M) é subva-
riedade de N

iii) f é uma suba\ersão eln p c r'{ se df. é sobreje-
tiva. f õ sttbinersao sc e sul)incrsao cm to(lo ponto

P € M.
í.9. Um ponto p c M é regular para f:M + N se dfp

uva ou injetiva; p é ponto crítico caso contrário

Uin ponto q c N se diz um valor regular de f se tg
de f':(q) é regular; um valor crítico, caso contrã-

o « 6 ,é « :Çç:ãz
êi sobrej e

do ponto
rio

Te04e?lia 1.70. (Teorema da Função Inversa)
Seja f:NI'-Ndifcrenciãvel e pena com

dfp:Tpb'l '» Tf(p)N um isomorfismo. Então f é um difeomorfismo
de unia vi.zinhança de p em uma vizinhança de f(p)

- 10 -

* 
(d f p(v)) (g) = v(fp( g) ) , onde v E T/1I e g E Gf(p) (N). Estas a-

plicaç6es produzem uma aplicação diferenciivel 

df:TM ➔ TN que torn a o diagrama 

seguinte comutativo : 

TM df TM ➔ 

·rr 
1 l . 
+ f 
M >- J\t 

df ~ dita a diferencial de f:M ➔ N e df é a diferencial de 
p 

f no ponto p EM. 

Ve6,J .. n,i,ção 1. 8. Seja f:M ➔ N um a aplicação difcrenc ü ível. Di

ze mos que: 

i) f . -e uma imersao em 

e injeti va;f e uma i mers~o se for imersão e m 

todo ponto p EM . 

ii) fé um mergulho se e imersão e f(M) e sub va

riedade de N. 

iii) fé uma s ubmer são e m p EM se df é sobreje
p 

tiv a . f é submersão se é s ub111c rs~o c,11 todo ponto 

p EM . 

Ve6iniç~o 7. 9 . Um ponto p EM é r eg ul ar p ara f:M ➔ N se df 
- - ~ - . p 
e so brejeti va ou inj e tiva; p e ponto critico caso contrario. 

Um ponto q E N se diz um valo r reg ul ar de f se to 

do ponto de f~(q) é regular; um valo r crítico , caso contri

r10 . 

Teo1tema. 1. 1 O. (Teorema ela Fun çã o Inversa) 

Seja f: M + N difcrcnci5 vcl e p E M co m 

dfp:Tp~ + Tf (p)N um isomorfismo . Então fé um difeomorfismo 

de uma vizi nh a nça de p em uma vizinhança de f ( p) . 
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Como consequência do teorema l 10 teiii-se o seguin
te

coa.a.Cã4Za 7.77. Se f:bl 'F N é submersão em p € 1vl, exi.steill car-
tas(4),U)e(Q,V)parapcMef(p) eNcolnf(U)cV e
$:U-IRnx ]Rlll'n(onde m ; dimf'íe n = dim -N) é um mergu-
[ho cair $(U) = ]Rn x IRn:'n, tais que

@f(b'i =]Rnx ]Rm'rt --IRn é dada

por (w ,z) -'- w. \4

Í-- } N
f(P)

Q

n

Como consequência ten\-se o

ca,taZã,t,éa 7. J2. Se q é um valor regular da aplicação diferen
ciável f:M -'- N, então f'i(q) é subvariedade (te b'l de codimen
são igual ã dimensão de N

I'eoa.ettta 7.í3. Se f:l-l -'-lIR é diferenci.ável, a, b € 1R, a < b são
va[ores regu]ares de f e ab] n f''C]a,b]) = d, então f':]a,b]
é sul)variedade.com bordo de I'l, cujo bordo é f''(a) u f':(b)

Admitiremos ainda o seguinte resultado, cuja detnons
tração pode ser vista en} ([3], pãg. 75) ou ([11], pág. S5)

- 11 -

Co mo co nseq uência do teore ma 1.10. tem-se o segu1 n-

te 

eo1tol~1tio 1. 11. Se f :M + N e sub mers~o em p e M, existem car

tas (<P, U) e (~ . V) para p e Me f(p) e N co m f( U) e V e 
n m-n 1. <P : U + IR x m. ( onde m = e 1m M e n = d:i.m = N) é um mergu-

n m-n . lho com MU) = m. x IR , tais que 

0 ~ f <P - 1 = lR n X mm- n - >- ]R n -e dada 

por ( ,.,, , z ) ,-+ w. w 

f ;() 
/ 

tµ 

V 

,i-. 

----- JR 
/\"\ 

41fcp- 1 

... - , JRn 

Co mo co nsequê ncia tem-se o 

eo1tol~1tio 1. 12. Se q é um valor regular da aplicação diferen

ciáve l f : M + N, e n tão f- 1 (q) é sub variedade de M de codi me n-
são igual~ dime nsão de N. 

Te.01te.ma 1.1 3. Se f:M + IR é diferenci á vel, a, b e IR, a< b sao 

valores r egul ares de f e aM n f- 1 ([a,b]) =~.então f- 1 [a,b] 

e su bvariedade .com bordo de M, cujo borc.lo é :t- 1 (a) u f- 1 (b). 

Ad mitiremos ainda o seg ui nte resultado, cuja dernons 

tração pod e ser vista e m ([3], p ág . 75) ou ([11], pag. 55): 

n 
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Tea/tetlía 7.14. Uma l-variedade diferenciável compacta e cone
xa é difeon\orfã a S' ou ao interva]o [a,b] da Teta real

Para concluir, duas definições e um teorema rela
tivos a campos de vetores

].J5. Seja M uma variedade diferenciÉível. Um campo
de vetores sobre l\4 é uma secção diferenciável do fibrado tan
gente, isto é, uma aplicação diferenciável

[:b{ + TM com t](p) € TpM, V P ' b4'

De ÍÇ l }l,[çã a

l)e6i,n,éção 7.7ó. Um grupo a um parâiuetro de difeomorfismosde
urna variedade diferenciável i\4 é uma aplicação diferenciãvel

q):IR x bl '' bl tal que

i) V t € 1R, $t:l'l -' M de finada por
(1)(t ,q) é ulu di feomorfisino ,

11{ , tem- s e

4't ''bs

4' t ( q) e

i j.)

Dada um grupo a um parâmetro @ de difeolnorfisinos
de bl, definimos um campo de vetores EI sobre NI colho segue

se q € b'] e f:M '- ]R é utua função a valores reais,
Elq é a derivação de Tni\'l dada por

Élq(f) = lim illlJll-(q))-f(q) (1)
h+O h

Teú,n,e»ra 7.77. Dado um campo de vetores t sobre uma variedade
compacta M, existe uln Único grupo a um parainetro de difeomo.!
fismos de hl tal que vale CI)

([i s], pãg. io)Deiltosntraçáo Vede

O campo de vetores EI sobre bl é dito gerador do grupo +

- 12 -

Te.o~e.ma 1. 14 . Uma 1-variedade diferenciável compacta e cone 

xa e difeomorfa a S' ou ao intervalo [a,b] da reta real. 

Para concluir, duas definiç6es e um teorema rela

tivos a campos de vetores: 

Ve.6lnlç~o 1. 15. Seja M urna variedade diferenciável. Um campo 

de vetores sobre Me um a secção di fere nciável do fibrado tan 
,, 

gente, isto e, uma ap licaçã o diferenciável 

s :M + TM com s(p) E r M, 
p 

V p EM . 

Ve.6 ,i.niçêio 1. 16. Um gr upo a um parâmetro de difeo mo rfismos de 

um a variedade diferenciável Me uma aplicação diferenciável 

qi:JR x M ->- M tal que : 

i) V t E JR , qit:M ➔ M definida por 

</lt (q) = qi(t,q) e um difeo morfismo, e 

ii) V s, t E IR, tem- se 

<P t+s = cptocps 

Dado um gr upo a um parâ me tro cp de <.li[eomorfi.smos 

de M, defini mo s um campo de vetores s sobre M como segue: 

se q EM e f:M->- ffi é uma função a valores reais, 

(q e a derivação ele T M dada por 
q 

sq e f) 1 . f(cp
1 

(q))-f(q) 
lm 1 (I) 

h+O h 

Te.o.1te. ma 1 . 17. Dado um ca mpo de vetores s sobre uma variedade 

compacta M, existe um iinico grupo a um parâmetro de <lifeomor 

fis mo s de M tal que vale (I). 

De mosntração : Vide ([13], pág. 10). 

No-ta : O campo de vetores s sobre M é dito gerador do grupo qi . 
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Variedades Quociente

Tendo ctll vista a definição 1.2. é evidente que (duas
estruturas difel-enciáveis numa variedade NI coinci,dem se, e se
mente se a aplicação identidade IM:M '' I'{ é um difeomorfisn\o
Além disso a proposição segui.nte é bastante útil

P4apa,õ,éçãa J. 78. Duas estruturas diferenciáveis numa varieda
de l\{ coincidem se, e somente se toda função diferenciável nu
ma é também na ot.itra

lllçl11911g.!!g.çp:e: Seja x c M e ('b, U) , (@, V) cartas p
(bl, S) e (bt, S') , respectiva)?lente, on.le S e S' são
tunas sobre l\l com tis lhes)mis fttltções djfet-cnciiÍvcLs. Sc

tem-se que ($/W' bV) e (@/IV' W) são cartas para x '
respectivamente. Ora, 4) :bl -> lIR''

é diferenciável em S, logo ein
S' e @:W -» IRn é diferenciável
em S' , logo em S . Assim
0Ü-i ,tP(b-i :IRn -} IRn são diferen
dáveis e a carta (+, IV) c S '
pois é compatível com as de-
mais cartas de S'. Segue-se que

ira x eni
duas estou

!Xr = U n y

M em S e S'

A recíproca é automá
teca

A definição e os resultados que se seguem encontram
se em ([1] , pág. 51)

Z)eállllçãa 7.79. Seja R unia relação de equivalléncia sobre uma
variedade selll bordo NI. Diz-se que R ã regular se existe sobre
o quociente 1'4/R uma estrutura de variedade tal que a projeção

p:l\{ '' M/R seja uma submersão

- 1 3 -

B - V~riedades Quociente 

Te n d o e m v i s t a a d e f i n i ç ão 1 . 2 . é e vi d e n te que d u ,, s 

estrut uras difere nciive is numa variedade M coincidem se, e so 

mente se a ap]icação identidade lM:M ➔ Me um difeomorfismo. 

Além disso a proposiçao seguinte é bastante út il. 

P~opo~ição 1. 18, Duas estruturas diferenci5veis numa varieda

de M coincidem se, e so mente se toda f un ção diferenciivel nu

ma e ta mb ém na outra . 

Demonstração: Seja x E M e (<P, U), (l/J, V) cartas pena x em 

0 1, S) e Ul, S'), respect:iva1:1e nt c, onde Se S ' são Juas estr u 

turas so bre ~! co111 as rnc srnas funções Jifcrcnciúvci_s . Se W = U n V, 

t e 111 - s e que ( c/J / W , W ) e ( 4J / IV , W ) 

respectivame nt e. Ora , <j):M ➔ mn 
é diferen ci~ve l e m S, logo e m 

n -S ' e ~ :W ➔ m e di fere nci5vel 

e m S ' , logo e m S . Assim 

<jliµ- 1 ,1/Jcp - 1 :JRn ➔ m11 sao diferen 

ci5veis e_ a carta (<P, IV) E S ' 

pois é compatível com as de

mais cartas de. S '. Segue - se que 

s = s '. 

A reciproca e auto mi 

tica. 

Q.E.D. 

s ão c a r t a s par a x E M em S e S ', 

A definição e os resultados que se seguem encontra m 

-se em ([lJ, pág. 51). 

Ve.6in.ição 1.1 9. Se ja R uma relação ele equival-.ência sobre um a 

vari e dade se m bordo M. Diz-se que Ré regular se existe so bre 

o quociente M/R uma estrutura de variedade tal que a projeção 

p: M ->- M/ R seja um a submersão. 
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p apor,Cçlio 1.20. Pal a que l.ima aplicação g:M/R ->
N são variedades e R é regular sobre I'lCit4 sem bo
diferenciãvel é necessário e suficiente que g'p
diferenciãvel

N , onde l~i e

rdo) , seja
bl + N seja

Demonstração: Colei efeito, se g:b{/R -} N é (difere
tão g'P:b{ -} N o é, pois e coln])testa de aplicaçõ
veia.

nciável, en
n. Hi fpnci ã

Reciprocamente: p:NI ' b;l/R sublnersao e
diferenciável, seja x c bl e y = g.p(x)

g .P :l\'l '+ N

Se (z;, l\r) é tuna ca]'tii l)ar;i y cin N, seja \r]
fato de p ser submersão, existen} cartas (Q, Vz)
l)at a x € NI e p(x) : ic r-{/R tais que

$P@': :IRn' -* ]Rn ó a proje

(g' [) ' : (W). ])o

e ($ ,p(V2) )

çao canonl-czl

}í/R
P

(gpQ'i
Sejam V ; Vi n V: e U ; p(V)

õ a projeção canónica, segue-se que

@p@' l lIRnx0 :JRnx0 -, IRn

Colho @pQ 'l :R ,» IRn

é uln difeomorfisll\o. Taml)ém

(gP@' : ; ((g$
sendo diferenciãvel,vem

:) ($P@':) :Rm '' IRZ

[ ( z] g$' ' ) (@P@ ')] IRnx0:linx0 .- E{Ê
e

diferellciãvel. Assim, tem-se

[ (z;g+' :) (@pÜ' ' ) ] Rn..0 C z;g+' : ) . ( 'l'PQ' ' )l Rnx0

- 14 -

P1topo ,~,éção 1. 20 . Para que um a aplicação g:M /R ->- N, onde Me 

N são variedades e R ~ regular sobre M(M sem bordo), seja 

diferenciável~ necessário e suficiente que g 0 p :M ->- N seja 

diferenciável . 

Demonstração: 

t;;io gop:M-+ N 

veis. 

Com efeito, se g:M/R->- N ~ diferenciável, en

a~' pois~ composta de aplicações difenciâ-

Recipro ca me nte , p:M-+ M/R sub mer são e 

diferenciável, se j a x EM e y = gop(x). 

g on :M + N 
< L 

Se (z;;, \\1) é Lu11;1 cut:1 p:1r;1 y cm N, scj:1 VJ = (g o r)- 1 (\\1) . [lo 

fato de p ser submersão, existe m cartas (l/J, V2 ) e (cp,p(V 2 )) 

p~1 r;1 x E M e p(x) = x E M/R tais que 

cppl/J - 1 :mm -+ mn e a proJeçao cano n1Q. 
M 

lsill g 

Sejam V = V1 n V2 e U = p(V) . Co rn o </Jp\jJ-1 :m.m -r IRn 

-e a pro J eçao canonica, segue-se que 

<pp~; - 1 i]Rn xü :IRn xO -r IRn 

e um difeomorfismo. Tamb~rn 

z;;gp\jJ- 1 = ( i:;g(j>- 1) (</lpl/J-1) :lRm ➔ m_Q, 

sendo di fe r enci ável, vem 

di ferenciãvel . Assim, tem- se 
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diferenciável com C+p@'i) lIRnx0

difeoinorfislno. Logo (g4)': é diferenciãvel
ciãvel

donde g é diferen

Q.E.0

.1:3111.paó,tição J.27. Se M é variedade diferenciável sem bordo e R
é uma relação de equivalência regular sobre NI, existe uma úni
ca estrutura diferenciãvel sobre M/R tal que

P : l\4 + NI/R
é sul)me:rsão

.llS!!!g!!Ziç:!eçae Sejilm S e S ' duas estruturas diferenciáveis so-
bre l\{/R tais que p:M -- l\l/R seja subversiva. Se g:M/R -* IR é di
ferenciãvel em (M/R ,S) ,

p , (M/P,S) --g---» m

» C M/ R , S ' ) --a---» m

em-se g.p:M -' ]R diferenciável, donde g é diferenciável em
(M/l?,S') pela proposição 1.20. Assim, (l/l/R,S) e (f'l/R,S') tem

as mesJnas funções diferenciáveis e, pela proposição 1.18., co
inca,dem.

Q.n.n

Te04ema 7.22. Sejam I'l uma variedade diferenciável sem bordo.
R u)Tla. relação de equivalênci.a sobre b4 e C c M x NI o gráfico
de R. Para que R seja regular é necessário e suficiente que
as seguintes condições sejam satisfeitas

i) C é subvariedade de l\q x M;
ii) C é fechado ein M x í,l; e

iii) a aplicação pri: C -' M (pri(x,y) x) é uma
submersão

- 15 -

diferenciável com (<Pp~J- 1) lmn xO 
difeomorfismo. Logo çgcp- 1 e diferen cijve l, dond e g e diferen 
ciável . 

Q.E.D. 

Phopo~iç~o 1 . 2 1. Se M é variedade di fere nciável se m bordo e R 
é um a relação de eq uivalência regular sobre M, existe uma Gni 
ca estrutura difere nciável sobre M/R tal que 

p:M ->- M/R 
é s ubme rsão. 

Demonstração Sejn m Se S' dua s estruturas diferenciá veis so
bre M/R tais que p:M + M/R seja sub mersiva. Se g:M /R + medi 
ferenciável em (M/R,S), 

·~ (M/R ,S ) g --+ m 
/ 

M 

~ 
( M / R , S ' ) _ __g___>- m j) 

te m- se gop:M +ffi diferenciável, donde g é diferenciável em 
(M/R,S') pela proposição 1.20. Assi m, (M /R, S) e (M/R,S ') tem 
as mes ma s funç6es diferenciávei s e, pela proposição 1.18., co 
incidem. 

Q.E.D. 

Te.ollc. ma 1 .22 . Seja m M uma variedade di[crenciável sem bordo, 
Rum a relação de equivalência sobre M e C e M x M o gráfico 
de R. Para que R seja regular é necessário e suficiente que 
as seguintes condiç6es sejam satisfeitas : 

i) 

i'Í) 

i i i) 

s ubmersão. 

e 
e 
él. 

e subvariedade 
e fechado em M 

aplicação pr l: 

de 
X 

e 

M X M; 

M· , e 
+ M (pr1(x,y) = x) e uma 
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Demonstração

Se R é;' re gula
piedade sobre M/R tal q
mente (Topologia Geral)
é um espaço de Hausdorf
é fechado em M x f.l.

a) necessidade

r, vem que existe unia
ue p : M '- l"l/R é subiner
vale ii) , pois sendo

f e, por conseguinte,

estrutura de va
s ão . Automat i ca-

]~4/ R vara eclade

o gráfico de R

Sej a (a ,b) c

xistein cartas (@,Va)
pa ra a ; b eill b'l/ R ta i s

cas. Se Vl; : Q-: 0Rnx0) )

C. Pela forma local d

( q} ,Vb) para f'l ern a e

que

P©' : :IRn) -'- IRn e

P@' l :IRm -» Utn são as
tem-se

p/Vb:Vb ' V é um

aplicação

as submersões, e

b e (@ ' ,V), (:l,' y)

projeçoes canoa.!

difeoittorfismo, donde a
V ba

: (P(x) ): (p/v.l) e
b

s ( x)

bem definida, diferenci.ável e aplica Va sol)re uma sul)variedg
de vb de Vb Cvide diagrama abaixo)

M

.0

.#
proln X
can

+'

]Rnx0

]R

M 
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Demo nstração a) neces s idade 
,, 

Se R i ' regular, vem que existe uma estrutura deva 

riedade sobre M/ R tal que p:M ➔ M/R é sub mers~o . Automatica

me nte (Topologia Geral) vale ii), pois sendo M/R variedade, 

é um espaço de 1-Iausclorff e, por conseguinte, o gráfico de R 

é fechado em M x M. 

Se ja (a,b) e C. Pela forma local das submers6es, e 

xi s tem c ar t a s ( <P , V a) , ( 4J , V b) par a M e m a e b e ( qJ ' , V) , ( i/J ' y) 

para a= 5 e m M/R tais qu e 

iJ; I piJ;- i :1Rm ➔ ]R n e 

1 

cas. Se Vb 

</J 1 p </J - 1 :]R m -► JR 11 

= 4J- 1 (IR
11 x O) , tem-se 

difeo morfismo, donde a aplicação 

-sao as proJeçocs 

-e um 

-e 

- . canon1 

b e 111 d e f i n ida , d i f e r e n c i á v e 1 e a p 1 i c a V 8 sobre um a s uh v ,ir i. e cl a 
1 

de Vb de Vb (vide diagrama abaixo) 

M/R 

p 

]RIII 
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Relativamente a s:Va -* Vb temos o seguinte

s(a): b e p(s(x)) : plp/':vb (p(x))l :

lp'p/':vbl(p(x)): p(x), donde xRs(x), V x € Va

Poroutro ladox, ycVaexRy <:> s(x) =s(y) e
se s(x) : s(y), então s(x)Rs(y). Comefeito, x, y ( Va e
xRy:» P(x) : P(y):» P/':yb(i) : P/':Vt)(y):» s(x) ; s(y) e,

reczprocalnente, s(x) : s(y) , então x, y € Va e p(s(x))=p(s(y)),

don(le pp/':Vb(i) - PP/'iVb(y) e x ; y e xRy. Claramente

s(x) z s(y), então P(s(x)) # p(s(y)) pois P/':.,.- é bife
fisco, donde s (x)l?s(y)

Para demonstrar i) , ó suficiente se provar que
Va x Vb n C é uma subvariedade de Va x Vb. Denotaremos por

Vb a subvariedade Ü-l(OxlZm'n) de Vb e identificamos Vb com
VbxVb' Nestas condições, dado y ( Vb, escrevemos y = (y',y' '),
com y' c VE, e y'' € yb

lstoposto, se(x,y) c(Va xVb) n C, temosyRx e
como xRs(x), vens yRs(x) e, por conseguinte, y' : s(x) e
y € s(x) x Vb' , isto é, ein termos de coordenadas, s(x) =

(xi,...,Xn'0,....0) e y= Cx:,.-.,Xn'yi,...,y...). Assim
identificamos y com (s(x),y''). 7\lãlil disso, se y =. (s(x),y''),
então xRy e (x,y) € Va x Vb n C. Tainbéin se (x,(s(z),y'')) c

Va " Vb n C, veij] xR(s(z),y'') e como xR(s(x),y''), segue-se que
(s(z),y'')R(s(x),y'') e, portanto s(x) = s(z), bonde

(x , (s (z) ,y'') ) Cs (x) ,y'') )

Em vista disso temos

'1

ojnor
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Relativamente a s:V3 + Vb te mo s o seguinte: 

s(a) = b e p(s(x)) = p (p;- 1 V~ (p(x))) = 

= (p op/- 1vJ (p(x)) = p(x), donde xr<s(x), 1/ X E Va. 

Por outro lndo x, y E V
3 

e xRy < => s(x) = 
se s(x) ;>! s(y), então s(x)P-s (y) . Com efeito, x, y i:: 

X Ry = > p ( X) = p ( y) = > p / - 1 V 1; ( X) = p ;-- 1 V b ( y) = > s ( X) 

s(y ) e, 

V3 e 

= s(y) e, 

reciprocamente, s(x) = s(y), então x, y E Va e p(s(x))=p(s(y)), 
" donde pp/- \ ,b (x) = pp/- l vb (y) e X = y e xRy . Claramente 

s(x) ;>! s(y), então p(s(x)) ;é p(s(y)) pois p/- 1 
• é di feo rnor-

Vb 
fis mo, donde s (x) ~s (y). 

Para demonstrar i), é suficiente se provar que 
Va x Vb n C é uma s ubv ariedaele de Va x Vb. Denotaremos por 

'1 
Vb a subvariedade ljJ- 1 (Ox.fl"<m-n) ele Vb e identifica mos Vb co m 

' ' Vbxvb. Nestas condições, dado y i:: Vb , escrevemos y = (y' ,y' '), 
' co m y ' i:: Vb e y'' 

Isto posto, se (x,y) E eva X Vb) () C, temos yRx e 
co mo xRs(x), vem yRs(x) e, por conseg uint e, y' = s(x) e 
y i:: s(x) x Vb' , isto e, em termo s ele coordenadas, s (x) = 

( x 1 , ••• , xn , O , . . . , O) e y = (x1,••·,x ,Y1,• •·,Y ). n m J\ s sim 

identificamos y co m (s(x) ,y "). 1\lé 111 disso, se y = . (s(x) ,y"), 
e nt ão xRy e (x,y) E Va x Vb n C. Também se (x,(s(z) ,y")) E 

Va x Vb n C, vem xR(s ( z ) ,y") e como xR ( s(x) ,y"), segue-se que 

(s(z) ,y")R(s(x) ,y ") e, portanto s(x) = s(z), donde 

(x,(s(z),y")) = (x , ( s(x),y")). 

Em vi sta disso temos: 
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Va x Vb n C ;{(x.(s(x), y''))lx c V:. e y

Por outro lado, como S:Va -' Vb é diferenciável,

gue-se que grau(s) é subvariedade de Va x Vb e daí, graf(s) x

é sul)\r3Fiedade de (Va x Vb) x Vb : Va " Vb

A aplicação

0:graf(s) x Vb ' Va x Vb

((x,s(x)),y) '''' (x,(s(x),y))
é um difeontorfi.smo de graf(s) x Vb ejn Va x Vb n

verso é dado por

0'i :Va x \rt, n C -'- graf(s) x Vb

(x,(s(x),y)) ''' ((x,s(x)),y)

Logo Va x Vb n C é subvariedade de Va x Vb e tam

pri:C -' M é submel
é composta de subversões.

C incujo)

bém
sao

grau(s) x Vb VÍ. x Vb n C

pri

grau(s)

pri
+

Va

b) suficiência

Suponhamos que são válidas as condições i) , ii)

Ent primeiro lugar, mostraremos que p:M -> i\4/R

uma aplicação aberta. Com efeito, se U é al)erro em bl
x € p':(p(U)), existe y € U, com(x,y) c C e do fato

e

e

e

de

- 18 -

V a x V b n C = { ( .x, ( s ( x) , y 1 1
) ) 1 x E V a e y 11 E 

1 

Por outro lado, como s :Va + Vb é di fere nciivel, se 
1 

guc- se que gr af( s ) é s ubvar iedade de Vn x Vb 
li 

e daí, graf (s) x Vb 

1 11 

e s ubvari ecla de de (Va x Vb) x Vb = Va x Vb. 

A aplicação 
li 

e:graf(s) x vb + va x vb 

((x,s( x )) ,y ) --+ (x,(s( x ),y)) 

e um di f eomorfismo de graf(s) x V~ e m Va x Vb n C, cujo 1n-

-verso e dado por 

( X , ( S ( X ) , )' ) ) •➔ ( ( X , S ( X ) ) , y ) . 

Lo go V
8 

x Vb n C é s ubvariedade de V3 x Vb e tam

bé lll 

pr 1 :C + M é submersão: 

é composta de subme rsões . 

li e 
graf( s ) X V b 

pr 1 1 

1 

~ + 

graf(s) 
1T 

vn 

➔ 

b) s ufi ciê ncia 

X Vb n e 

pr 1 

+ 

Va 

Suponhamo s que sao válidas as condições :i.), ii) e 

i i i) . 

Em pr1me1 ro lugar, mo strare mo s que p:M + M/R e 

uma aplicação a bert a . Com efeito, se U e a berto e m M e 

x E p- 1 (p(U)), existe y E U, com (x,y) E C: e elo fat o de 
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pri:C -'- 1.1 ser subntersão coili C subvariedade de M x M, existert]
vi.zinhanças Vx e Vv de x e y eln M, tais quc

x V n C-} V

é sul)mersiva. Reduzindo Vx' se necessário, podemos supor que

X

de x e
y

pri :V X

V c IJ
y

Assim Vx ' p'i(p(U)), pois dado z € Vx

w ( Vy com (z,w) € VX x Vy n C, donde zRw e como w € U, vem
z . p': (P(U))

existe

Logo p Ó aberta
ainda, aberto em M.

pois o saturado de todo aberto de

Sendo pri :C -> M submersão e C subvariedade de M x b{

dado a € M, (a,a) ( C (R é reflexiva) e existe vizinhança
V,. de a ejn b{ com

pri:Va x Va n C -' Va
equivalente a projeção canónica

m-g
:IR

Onde m+p dim(Va x Va n C)

A classe de a c h'l em Va é a n Va : {x ( ValxRíl} e
em termos do gráfico R, pode ser dada por

priÍCx,y) € Va x ValxRa e yRa}
Eln vista disto

pri ('b': (0:.. x IR")) ' ã n Va

trica e transitava, segue-se prl(d)'iOR2

como R ó simé

x ml) )
' ' a

- 19 -

pr 1 : C->- M se r s ubmersão c om C s ubvarie cJ ade de M x M, exi s te m 
v iz inh anças Vx e Vy de x e y e m M, tais qu e 

p r l : Vx X V n e + V 
)' X 

é s ub me r si va . Re du z indo V, se necess~ r io, pod e mo s s upor qu e X 

V e U. y 

ex i s t e 

\v E V c om ( z ,w) y E V x V n C , dond e z Rw e c omo w E U, X y ve m 

Z E p- l ( p ( U) ) . 

-Lo go p e a be r ta , po i s o sat urado de t odo ab e rto de 
M é, a ind a, a bert o em M. 

Se nd o JH 1 : C + M s ubmersã o e C s ubv arie da cl e ele M x M, 
dad o a E M, ( a ,a) E C (R é r eflex iv a ) e ex i s t e vizi nh a nça 
V

3 
ele a em M c om 

p r1 : Va X Vª n C ->- Vª 

e qu i va l ent e a p ro J eça o can6nic a . 

m+ 9., 
1R Onde m+p 

p r I 

dim(Va x Va n C) 

M 
1 V a / 

G 

1Rm 

A c l n s se d e a E M em V e a n V = { x E V a I x R ~t} e , a a 
e m termos do gráf ico R, pode se r d a da por 

Em vi sta di s to , 
pri( cp- 1 (0 x m9

' )) e a n Va m 

t r i c c1 e t r a n s i t i v a , segue - se p r 1 ( rp - 1(JR Q, 

e co mo R é . -s1 me -
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O mesmo pode ser dito para cada x € Va, pois (x,x) c Va x

Segue-se di.sso que, se x € Va e -P(x) : (xi,...,xP,'yi,y2,

Val @(z) :(zi,...,zZ'yi,...,ym.l)}, donde @':(0R,

Ó ulnsistema de representantes para R em Va

Definimos uma carta Cq)ã,Vã) em a € M/R por Üã

na

,ym.t)
Z

)

X

P(Va)

l

"''b'.

4,- étlin homeomorfismo de Vã emIRm'Z e, claramente, se (a'Vã)
é outra carta em a € M/R construída dessa forma, a mudança
é um difeotnorfismo cle Uim-l. Alem disso, p:lvl -> M/R e uma sub-
mersão pela própria construção da estrutura de M/R que é da-
da pelo atlas obtido acima

D

pa.opa,s,éção 7.23. Sejais\ b'l e NI' duas variedades, R e R' rela-
ções de equivalência regu]ares sobre ]\] e l\l' e f:M ' f"l' dife
renciãvel, compatível com R e R' , i-sto é, xRy::, f(x)R'f(y)

A apli.cação f:M/R -'- b4'/R' deduzida de f por país.!
gem ao quociente é, então, diferenciável. Além disso, f di-
feomorfisino implica f difeomorfismo

Demonstração Com efeito, teia!-se o diagrama comutati vo

- 20 -

O mesmo pode ser di to para coda x E Va, poi s (x,x) E Va x V n C. 
a 

Seg ue- se di sso que, se x E Va e 1/J(X) = (x 1, ••·, xi, Y1,Y2,•• · ,Ym- t), 

x n V = { z E Va 1 ~J ( z) = ( z 1 , . .. , z 
O 

, y 1 , .. . , y O 
) } , donde iµ - 1 ( O O 

x ]R m - t ) 
a C T~ m-· X, X, 

e wnsistema de representantes para R e m Va· 

Definimos uma carta (<Pã, Vã) e m ;1 E M/R por 

- rn-t 
e cp-: V- ->- IR 

a a 

-

\'- = p(V ) a a 

~ outra carta em a E M/R construída dessa forma, a mudança 
m- t - . / -

e um difeomorfismo de m . Alem disso, p:M ->- M R e uma sub-

mersão pela própria construção da estrutura de M/R qu e é da

da pelo -atlas obtido acima. 
Q.E .D. 

P4opo6iç~ o 7.23. Sejam Me M' duas variedades, R e R' rela

ções de equiv al~ncia regulares s ob re Me M' e f :M ->- M' dife 

renciável, compatíve l com R e R' , isto é, xRy = > f(x)R'f(y). 

A ap licação f:M/R->- M'/R' de du zida de f por pass~ 

gem ao quociente é, então, diferenciive l. Além dis so , f di

feomorfismo implica f difeomorfismo. 

Demonstração Com efeito , te m- se o diagrama comutativo 



/h

-}

2]

P

:E---* M'

P

h4/ R' isto é, p'.f = IÍ.p

Assim, f.p:M - b'l'/R' é diferenciável e pela proposição
f:bl/R -'- M'/ R' õ dife renciáve]

1 . 2 0

Evidentemente f difeolnorfismo implica f holneomorfis
mo diferenciável e consi.durando-se o diagralíla

M' --e--, h{

p ' l p

bl' / R' -» M/ R
i-i

coito o ai'aumento anterior, vê-se que f'i é diferenciável

Q.n.o

- 2] -

M f 
M' >-

p 

1 p' 

'í' 

M/R M/R' , isto - p' o f fop. ->- e = . ' 
-
f 

Assim, f 0 p:M ➔ M'/R' é diferenciável e pe la propos1çao 1.20 . 
f:M/R ➔ M'/R ' é diferenciáve l. 

Evidentemente f difeomorfismo implica f horneomorfis 
mo diferenci5vel e considerando-se o di agrama 

M' 
f-1 

M ➔ 

p ' 

1 
p 

-~ 
M' / R' >- M/R 

f-1 
argume nto a nterior, - f- 1 - difere nciável. co m o ve-se que e 

Q.E .D. 
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$ . 2 Funções de blorsc e
Cobordisnlos

Um ponto crítico de uma função F:U -' ]l{, U aberto de

]ji'' é um ponto tal que af (P) : l)f (P) : ... = --P.:l:--(P)
l)xl ax2 l)x

Pela regra da cadeia, sabe-se que se @:V + U é um difeomorfis
mo entre abertos de IR'', então f.@ tem um ponto crítico em
Q''(p) se, e somente se,p é ponto crl'Ligo de f. Assim, se
f:M -- IR, O]lde bl Ó uma variedade, tem u)]l ponto crítico ein p c M
se p é ponto crítico de f em algum representante de f em coar
penadas locaisa(i}

0

l)e,á.É:111&Êgg. 2.0. Seja f:U IR diferenciável, IJ aberto de IRn e
p é U uin ponto crítico de f. Dizemos que p é não degenerado se
a matei z He s s i. ana

n (f)
' ' P

õ não singular. is to é, de t ll # 0

Lema 2. 7. Se 0 é um ponto crítico não degenerado paul f:IRn -* IR
e @:IRn -* IRn é um difeomorfismo com @(0) = 0, então f.Q t.em uin

ponto crítico não degel\erado em 0

.lll91ile!!i..çtasge Com efeito, se f' = f.@, pela regra da

temos --2-:E--(p) : >1 --ê:l:--(@(p)) . lllllb(p) , donde
l)xi k axk axi

cadeia ,

}C- ( o )
l)x l

0 , Nova aplicação da regra da cadeia

- 23 -

§.2 . Funções de Mor s e e 

Cobordismos 

Um p~nto crítico de uma funçõo F: U ->- lR, U aberto de 
]]111 

- 1 "'f , e um ponto ta que _o_·-- (p) = o. 
dX1 

Pela regra da cadeia, sabe-se que se ~:V ➔ Ué um difeomorfis 

mo e ntre a berto s de lR
11

, e nt ~o f 0 ~ tem um ponto crítico e m 

~-
1 (p) se, e somente se,p é ponto crítico de f . As s im, se 

f:M ➔ lR, onde ~1 é uma varieclnclc, tem um ponto crítico cm p E M 

se p é ponto cr:Ítico lc f cm algum r eprese ntant e de f em coar 

clenadas locais. 

De6iniç~o 2 .0 . Seja f: LJ m difere nci5vel, LJ aberto de mn e 

p E U um ponto crítico de f . Dizemos que p e não degenerado se 

a matriz Hessiana 

ÕX- clx . 
l J 

H ( f) 
p (p) l 

n xn 

é não singular, isto é, det H ;z: O. 

Le.ma 2 . 1 . Se O é um ponto crítico não degenerado pa n 1 f:TIP ➔ .IR 
n n -e ~ :JR ->- m e um d i f e o mor f i s mo com 1/J ( O) = O ,· e ntão f º ~ tem um 

ponto crítico não degenerado em O. 

Demonstração Com efeito, se f ' = {01/J, pela regra ela cadeia, 

temos 
cl f ' a f cl i/1 k 

- -(p)= I - -(~(p)) . - - (p), donde 
axi k axk axi 

~(O)= O, i = 1, 2 , •• • ,n. Nova apljcação da regra da cadeia 
cl X. 

l 
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(o)-11k(o) a'h(o)
axk axÊ axi axj

)
8x . l)x .J J

+

k

-- produz a2f: CO)
Dx. 3x . l)x .

1 ]- J k Ê
+

e

l)Xk axi axj
(0) E

k

1](f'Ü)o ; l 82f (0)) = tJ(Q)..H(f)o'J(@)o,onde JCQ)o
l axi axj In* :.

é a i1lat} iz jacobiana de @ no ponto 0 e t inda-ca a
ção de matrizes. l.ogo det H(fÜ)oz se det H(f)o;' 0

transposi

Q.n .D.

pontoTendo en] vista o lema 2.1
ct'ít-iconão degenei-alto ejii variedades

podemos definir

2.2. Uin ponto crl'rico de f:M + IR, onde f,l ã utn8 va-
riedade é não degenel-ado se é não degenerado para algunta (e
portanto para toda, l)elo lema 2.1.) representação de f em
coordenadas locais

1) e. Ái } t,é çã a

DeÁil'picão 2. 3 i)

i i)

Uma função de blot'se sobre uma variedade
bl é função diferenciável f:bl ' IR cujos
pontos críticos sao interiores e nao dele
lacrados
Uma função de Morse f:i\{ ' IU{ é estável se
é injetiva quando restrita ao conjunto de
seus pontos críticos

Lclilí( 2.4. (].ema de blol'se). Se p

degellerado para f:b'l '- IR, existe
(íl,,U) eni p ta l que

f@ ' : (x 1 , . . . , x..) ; f(p)

. bl é; um ponto crítico não
um sistema de coordenadas

À 2 n :
>l *i -' >1 *;

1 ; 1 i = X-p l

- 24 -

ôf' êJ2f ' êJ2f êJ t/J êJ l/J 
em -- produz (O) = I I (O)--k(0)--1 (0) + 

êJx. êJ X . d X . k 1 êJxk êJ X 1 ax. ax. 
l l J l J 

--ª-Lco) 
a2l/J é) 2 f a 41 él t/1 

+ I k 
(O) I I (O)--k(0) - -1 (0 ) = e 

k axk ax. ax . k 1 ax ax ax. üx . 
l J k ,Q, J J 

H(folji)
0 

r--º_2f_- '-(O) 1 
l 

ax . élx. 
1 1 J , n x n 

e a 111éltriz jacobiana de l/i no ponto O e t indica a transposi 

ção de matrizes. Logo det H(f41) 0 ,,_ se det H(f) 0 ;t O. 

Q.E.D. 

Tendo em vi s ta o lema 2 .1., podemos definir 

cr .Ít.i c 8 ni:ío degenerado em variecbdes: 

ponto 

Ve.6/ Hiç.ão 2. 2. Um ponto crítico de f: M ➔ m, onde M -e urna va-

riedade - - degenerado - degenerado alguma (e e nao se e 1130 para 

portanto para toda, pelo le ma 2 .1.) representação ele f e m 

coordenadas locais. 

Ve 6 ú , .l ç. ã o 2 . 3 . i ) U 111 a f u n ç ão <l e Mo r s e s o b r e um a 

M é função diferenciável f:M ➔ m 
va riedacle 

cujos 

pontos críticos são interiores e não deg~ 

nc rados . 

ii) Uma função ele Morse f:M ➔ m é estável se 

é injetiva quando re s trita ao conjunto de 

se us pontos críticos. 

gma 2 . 4. (Lema de Mo r se). Se p €. M é um ponto crítico -n.ao 

degenerado para f: M ➔ JR, existe um sistema de 

(~,U) em p tal que 
;, 

X· + 
l 

11 

I 

coordenadas 

2 
x. 

l 
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para alga-im À, 0 $ À $ n

llç!!!g!!ZiçJ:3S.gp Coilt efei.to, seja (@,U') uma carta para p em M
con\ [P(p) ; 0 e ]li(U') un] aberto convexo (ou, simplesmente
trelado com relação ã origem) etn IRn

Tem-se que
g = f@': :@(u') -* u{

tem um ponto crítico
não degenerado ein 0,
e como tal
de t ll(g) ;' 0

0 R
Como toda

ma tl-iz real e simé-
trica é diagonálizá-
vel, por uma mudança
de coordenadas (li-
near) , podemos supor
que ll(g) o é uma ma -
ti'iz di.agonal

@( u ')

ll(g) x (X)) com' llxll

u(0. : Íg-:(o). o
0 g,:n(0)

onde

gi i (o)

se i É À
se i > À

para algum 0 $ X É n

Através da fórmula de Taylor com resto integral, pg
demos escrever

g(x)-g(o) : l (l-t)g(:)(tx).x'dt
0

- 25 -

par ~1 algum À, O ..,: À..,: n. 

Demonstração Com efei to, seJa (\jJ,U') uma Cé1rta para p e m M 

com l/J(p) = O e l/J(U') um abert o convexo (ou, si mplesment e , es 
trelado com relação à origem) em IR

11
• 

Tem-s e que 

g = f ljJ- l : ljJ ( lJ') ->- IR 

tem u m ponto crítico 
nao dege nerado em O, 

e como tal , 

clet ll (g) 7- O. 
o 

Como toda 

matriz real e s1 me

tri ca ~ diagon5li z5 -

vel, por uma muclo nça 

de coor denadas (li

near), pode mos s upor 

qu e 11 ( g) o é u 111 a 11w -

tri z diagonal: 

H(g) 
o 

gii( O) 

M 
f 

o ► 

•i l / 
g 

l/J( u ') 

<S7 
m n 

o 1 
gnn(O) J 

onde 

[- 1 se 1 $ À algu m para 

' l se 1 > À 

l 

IB 

o :s:: À ", n . 

Através da f6r mula de Taylor com resto integral, PQ 
demos escrever 

g(x)-g(O) = ( (l-t)g( 2
) (t x) .x 2 dt = 
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Í: ' "- *, (tx)xixjdtl)x. Dx
L J

i,j:: xixj IÍo(t-t)
a:g (tx)dt

axi axj

Portalato g (x) - gC 0)
n

onde(x) xf X+
lij Dl

( 1 - t)
0 ãxl)x l J

) I'lxll

f- . (x)
l J ' '

( t x)(it

Seja A(x) Cfij Cx)
Temos

g (o)
1 1

l
?

' l o
A(0)

Por continuidade de fj; e da função
uma vivi.nhança V c @CU') de 0, na qual

de tei'lniilante ,

existe

f (x)
1 1

f (x)
1 2

a: (x) = fi i(x) , a2(x)
f (x)

2
f (x)

2 2

: (x) f (x)i .n-] *

Cx) e an (x), det A(x)

fn- l , : (x) fn- ] ,n- ] (x)

tem o mesmo sina :l de a; (0) l 1 . 2

n 
= I 

i , j = 1 
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a 2g 
--~-- (tx) x . x .dt = 

oX. oX. l J 
l J 

X . X. I 1 

(1-t) 
l J o 

n 

ª 2ª - -~--( tx)dt 
ax . ax . 

l J 

Portanto g (x) g(O) + I f .. (x) x.x . , onde 
i,j=l l J l J 

J 
1 a 2 g 

f .. (x ) -· 
0
(1-t)---=--( t x )dt. 

lJ n " tl X · o X. 
l J 

Seja A(x) = (f . . ( x )) . Te rno s 
J. J n x n 

( g (o) o 

A (O) = 
l 

1 

J J 

z l o 

Por e o n t í n u i d a d e d e f . . e d a fu nção d e te nn i n a n te , 
lJ 

existe um a vizinh a nç a V e ijJ(U' ) de O, n c1 qual 

f ( x) f ( x) 
1 1 1 2 

a 1 ( x ) = f 1iCx), a 2 ( x) , .... ' 
f (x) f ( x) 

2 1 2 2 

a ( x ) 
n-1 

e a (x) = det /\(x) 
11 ' 

f (x) f (x) n -1 1 • • • n- 1 n- 1 ' · 
' ' 

t e m o me smo sinal d e ai (O), :i. = 1 , 2 , ••• , n. 
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Isto posto, sej a

A :IRn x llin , IJ{
a forma bilinear associada ã matriz A(x) relativamente ã base
canónica doIRn:tbi,b2,...,b.}. Comotoda forma bilinear simé-
trica real é diagonalizável, vamos diagonalizar A., para cada
x, utilizando o processo de Jacobi que é dcscri.to eln ( 15 , pág
127). Para isso, seja a .base de ]Rn d;tda por

X

b :

h (x)b + b
1 1 ' ' 1 2

e:x) ; .{ h:*(x)bi '' bk,.:

n-i

1:

)
()l

.(x) hi,n-i(x) bi

onde as funções

"*'.:::
hij :V - ]R são determinadas com
para l É i É k. Com e feito ,

a

0

condição
sistema

Ax(ek+ :,bi)
k

i=i hik(x)Ax(bi'bl) ''' Ax(bk+i'bi)

Ax(ek+ .,bk)
k

i=i :kCx)Ax(bi'bk) ''' Ax(bk+i'bk)

onde os coefi..cientes são Ax(bi'bj) ; fij(x), admite solução
Única, pois Vx c V seu determinante é al,..(x) que é diferente
de zero. Logo tem-se, l)enl definidas, funções dií'crcnclãveis

li. . :V -* IR
iJ
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Isto posto, seja 

/\ :IR n X m n ->- m 
X 

a for ma bilinear associada ã matri z /\(x) relativamente à base 

canônica do JR.n: {b 1 ,b 2 , ... ,b } . Como toda forma bilinear s1.men 
tri c a real é dia gonaliz~vel, vamos dia gonalizar A , para cada 

X 
x , utilizando o proc e sso ele Jacobi q ue é de s c r ito cm ( 15 , pág . 
12 7) . Para isso, seja a b a se de JR.n dada por: 

( x ) = h ( x ) b + b 
e 2 l 1 l 2 

ex ) e = 
k+ 1 

k 
I 

i=1 
h.k(x)b . + bk l l +l 

n- 1 ex ) 
e = I n i= 1 

h . ( x) b. + b , 
1, n -1 1 n 

o nd e as fu n çõe s h .. : V ➔ JR. são determinada s co m lJ 
A eeex) b . ) = O 

X ' l 
k+1 

p ara 1 s i s k. Com e feito, 

a c o n d iç ão 

o s i s tem a 

h. 1 ex)A (b . ,b ) + A ebk+i ,b 1 ) = O l< X l l X 

k 
/\ (e, i'bk) = X i<+ I 

i=l 
h .kex)/\ (b . ,bk) + J\ ebk ,bk) = O l X l ' X +l 

onde os coe f i,c i entes s ão A e b . , b . ) = f . . e x) , admite 
·1 X l J 1.J solução 

., 
Úni ca, pois Vx E V seu detenninante é akex) qu e é diferente 
de z ero . Logo tem-se, bem definida s , funções dircr c ncii:ív e is 

h . . :V ➔ IR, 
lJ 
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relativamente ãs quais, Ax(eix),e(x))= 0 se i 7' j, Vx c Ve

Ax(e(x),e(x)) = li(x)' As funções Zi(x) são calculadas
tringindo-se a forma bilinear a IR'. Como as matrizes

res-

Íl:(x) 0 )l lí:-(x) .. . f.i(x)l
e

' '':'*,l I':.t*' ... ',,'*'l
são semelhantes, temos

ll. (x)
0

0

1)1 (x) e , por indução
t . C x)l ' '

2. (x) :
ai. : (x)

Tem-se , então para cada x € V um isomorfismo

'b ( x)

(y:

dado por

,!:*..\*'
Seja 0 :V '- ]Rn

0(x) : 'b...'(x) ,que inatricialmente se escreve

onde Bx é a matriz de $(x) relativa-
mente ã base canónica de ]R''

Vê-se que a matriz jacol)cana de 0 em 0 é a identi
dade que é inversível. Como 0C0) : @. (0) : 0, pelo Teorema
da Função Inversa, existem vizintlanças V' e ]V de 0 em V e ]R'',
respectivamente, tais que 0 aplica V' eln l\r difeomorficamente.

l
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relativamente -as qu üis, 
(x) (x) 

A ( e . ,e . ) O se i 1- J , Vx E V e 
X 1 J 

9,. (x) . As funções 9,. (x) são calculadas 
1 l 

tringindo-se a forma bilinear a m_l. Como as matri zes 

!l1(x) o 1 

e 

1 o 
l 

!l.(x) 
l 

são semelhantes, temos 

!l ( x) 
1 

o 

Tem-se, .~ 

o 1 

9,.(x) I = 
l 

9, . ( x) = 
l 

então, para 

n 
<P ( x) :JR ➔ JR 

Seja8:V ➔ IRn 

f . (x) 1 
l l 

f. (x) 
l l 

f .. (x )J 
ll 

a. ( x) 
l 

e, por indução, 

ºi-l(X) 

co_da X E V um isomorfismo 

n 
dado por 

n ( x) 
l. Y. e . 

i ~ l J l 

res-

e(x) = cp- 1 (x) que matricial me nt e se escreve 
X , 

e -1 
x •- Bx . x, onde Bx e a matriz de rp (x) relativa -

- b - . de IRn. ment e a ase canonica 
. 

V~-se que a matriz jacobiana de e e m O f a identi-
- ~ - 1 

dade que e inversive l. Como 8 (0) = <P (O) = O, pelo Teorema 
o n 

da Pun ç ão Inversa, e xistem vi zi nh a nças V' e W de O em V em, 

r e s p e e t i v ame n t e , t a i s que 8 a p l i e a V ' e 111 W d i f e o mo r f i e ame n te. 
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Seja y : 0(x)

Em notação matricial

0;:(x) li' ' . xX

I'eito s

g(x) ( x) ) ..,.:.. (Bx 'y) (fij (x) ) CBx' y)

ty( tBx ( :íij (x) ) Bx) y ty(diag(Ê] (x) ) )

2

>l Ê: (x) yl l
l : l

Colílo x 0' : (y) , vem
2

(y) )yi' A apli-cação 0go':(y) [\r -.* ]Rn dada por

(y ( -/ l z : (y) I'r

é uin difeomoKfismo de IV em e'(W) cujo inverso é dado por

(yl , . . . ,yn)
y:

Assim((b,U) , onde $ = 0'.0.@ e U

carta para I''l eito p com a condição anunciada
@':0':(W) é uma

Q.e.n
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Sejay=e(x). 

Em notação matricial 

g ( x) = 

Te mos: 

t x(f .. . (x)) . x 
J. J nxn 

- 1 
13 • X. 

X 

= ty(t13 (f . . (x))B )y = ty(diag(t
1
- ( x ))) ,)' = 

X 1) X 

ge-1(y) = 

n 2 

= L i. Cx)y . . 
. 1 1 
1 = 1 

Como x = 8- 1 (y) , vem 

n A aplica ç ão 0 ' :W ➔ m 

e Y , • .. , Y ) 1-r e 11 i 1 e Y) J'y 1 , • • • , 11 i e Y) J 'y ) n n n 

dada por 

e um difeomoxfi s mo de W em 0 ' (W) cujo inverso ê dado por 

Assim (<ji,U), onde <P = 8 ' 0801µ e lJ = tj;- 1 8- 1 (W) e uma 

carta para M em p co m a condiç ã o anunciada. 

Q.E .D. 
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0b,6ea-vaçãa 2.5. Segue-se da lei de inércia de Sylvester que
À não depende da pal-ticular carta (+,U) para p ein b'l. À é d.l
to o índice da forma quadrãtica eni 0 e, por analogia, o in-
do ponto crítico não degenerado p de f:M ''- IR

Denotam\os À : inda p.

A carta (@,U) para p ein f'l, relativamente a

f(p) - lxl:+ 1;1:, onde x : (xl,...,xX) c R e

x.) c Uin': é denominada unia carta de f'lorde

pa ra 1) eln f'l

O leira 2.4 tem um coi'olaria importante que e 0

seç,uinte

c040Zã,Elo 2.7. Se p Ó um ponto crítico não degenerado para
f:M -' IR, então p é isolado e, em consequência, se M é cojii

pacto e f:M ' n{ é de blorse, f tem soíilente um número finito
de pontos críticos

Delnon

p en} i\'l ta l que
stração Pelo Lema de Morse existe uma carta C$,U) para

f@''(x) : f(P) - l+xl: -- l;lz e

nessa vizillhaiiça, p e o unico ponto cri'taco de f
n F n
\< e H ' U '

I'e.oa.etlta 2.8. O conjunto das funções de Morde sobre uma va
piedade f'l é denso no espaço das funções contínuas C'(M,]R)
Além disso, se bl é compacta esse conjunto é aberto.

Z)e6,é11Zç4g 2.9. Seja I't uma pari.edade compacta
função de b'lorse sobre I'{ e

nf : #Íp € Mlp é ponto cl-ítico de f}

HZ Mina

- 3l) -

Ob~e4vação 2.5. Seg ue-se da lei de inérci a de Sylves ter que 

À não depende da particular carta (~.U) para p e m M. À é d! 

to o Índice da form a quadrátic a e m O e, por analogia, o Ín

do ponto crítico n ão dege ner ado p de f:M ➔ ffi. 

Denotamo s À = indf p . 

-a Ve. 6,i_nição 2.6. A c a rta (cp,U) p ara p e m M, re la ti vamente 

qual f <p- 1 (x) = f(p) - l; l 2 
+ IYl 2 , ond e t = (x 1, , .• ,xÀ) E JR e 

➔ n-1 - . 
y = (x 1 , •• • , x ) E IR e denonnnada um a carta de 

1\ + 1 n 
Morse 

para p em M. 

O lema 2 .4. tem um corol5rio i mportant e que é o 

seguinte: 

Co4o l ~~,éo 2.7. Se p é um pon to crítico não dege nerado para 

f:M ➔ IR, e ntão pé iso l ado e, em conseq U6ncia, se M e co m

pacta e f:M ➔ IR é ele Mors e , f tem somente um número finito 

de pontos crí t icos. 

Demon s tração Pelo Lema de Mors e exis t e uma carta (cp , U) par a 

p em M t a l que 

nessa vizinhança, p e o un1co ponto crítico de f . 

Q.E.D. 

Teo4e ma 2.8 . O conjunto da s f unçôes de Mor se sobre um a va

riedade M é denso no espaço das funçôes co ntínuas Cº(M,R) . 

Além disso, se M é compacta esse conjun to 6 abe rto . 

De.6 -tniç.ão 2. 9 . Seja M uma vari e dad e compC1c t a, f : M ➔ lR uma 

fun ção de Morse sobre Me 

nf = 7t {p E MI p e ponto cr:Ítico de f } . 
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O numero rIM f Nlorse nf e o número de Morse da variedade M
sobre bl

rIM ' 2 se l\l é compacta e sem bordo

No que se segue, introduziremos a noção de cobor-
dismo e passaremos a estudar cobordismos munidos de funções
de Nlorse, enfatizando propriedades que serão relevantes ao
nosso objetivo $

Z)e6.én,éção 2.10. (1V; Vo, V:) é uma tríada diferenciãvel se IV
é uma n-variedade compacta e aM é reunião disjunta de duas
subvariedades fechadas Vo e V] .,,,,-.-----

v.
v.

Deá,l.},éçaa 2.í7. Uma função de Morse sobre uma tríacla (W; V.,Vi)
ó villa função diferenciáve] f:NÍ ' [a,b] ta] qt]e

i) f'l(a) = Vo,f': (b) = Vi
ii) todos os pontos críticos de f são interio-

res e não degenerados
Se , além disso, tivermos

iii) f é injetiva qual\do restri.ta ao conjunto
de selas pontos críticos, a função de i\4orse
õ dita estável

E)(empZo 2.72. Seja l\{ unia variedade compacta sem bordo f:M-tm
uma função de b'lorse e a,b D{ com a < b, valores regulares
de f. Segue-se (]as definições 2.10. e 2.11. e do teorema 1.13.

O numero nM = 
min 

f Morse 
sobre M 
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o numero ele Morse da variedade M. 

No~a - nM ~ 2 se Me compacta e sem bordo. 

No qu e se segue, introduziremos a noção de cobor
dismo e passaremos a estudar cobonlismos munidos de funções 
de Morse, enfatizando propriedades que serão relevantes ao 
no sso objetivo. 

V e. 6 ,i_ ni ç ão 2 • 1 O . ( W ; V O , V i) e urna t r í a d a d i fere n c i á v e 1 s e \V 

é uma n-variedacle co mp acta e é)M e re união disjunta de duas 
subvariedades fec had as V0 e Vi. 

e-__ ]) 
------

v, 

w 
Ve.6inição 2. 11. Uma fu nção de Mors e sobre uma triaclc1 ( W; V0 ,Vi) 
é uma função diferenciável f:M + [ ~.b] téll qüe 

i) f- 1 (a) = Vo,f- 1 (b) =Vi; 

ii) todos os pontos críticos de f sao interio
res e não degenerados. 

Se , além disso, tivermos 
iii) f é injetiva qu;,indo restrita ao conjunto 

de seus pontos críticos, a função de Morse 
é dita estável. 

Exe.mp.f.o 2. 12. Seja M uma variedade compacta sem bordo f:M + m. 
uma função de Morse e a,b m com a < b, valores regulares 
d e f . S e g u e - s e cl a s d e f i n i ç õ e s 2 . l O • e 2 . 11 . e d o t e ore ma 1. 13. 
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f(x,y,z)R Z
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v.,
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que
(W : f''([a,b]); Vo :: f':({a}) , VI : f''({b}))

é uma tríada com função de IKlorse f/IV
A figura abaixo representa o bi-toro em IR3 com a

função altura, isto é, f:IR3 -' IR, f(x,y,z) - z restrita ao
hl .t nrn /'"'-\ / l l .

v.

Aqui, W é

Seja
f :Ut 3 -.> U{

W

f(x ,y , z) x' + y' + z'

Temos

l)f (x,y,z) : x3 - x: - 2x,
l)x

-!:E-(x,y,z) = 2y e --P-lE-(x,y,z) = 2z

donde os pontos críticos de f são (0,0,0), (-1,0,0) e
com valores críticos 0, -5 e -8 , respectivantente

1 2 3

(2 ,0 ,0)

A matei z llcssiana de f é
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qu e 

(IV== f- 1 ([ a, b]); V0 ==f-1({a}), V1 == f- 1 ({b})) 

e uma tríada com função de Morse f;w· 

A figura abaixo representa o bi-toro emffi 3 co m a 

função a 1 t u r a , i s to é , f :JR 3 ➔ JR , f ( x , y , z ) == z r e s t ri t a a o 

bi-toro. IR 

- -- - - - - - - - - - - - - - b 

- -- -- ------------ - a 

Aqui, \y e 

w 

Exe_ 111p .to 2. 13. Se ja 

f:m 3 ➔ lR 

f(x,y, z ) == 
x3 

- xz + yz + 2 2 

4 3 

Temo s 

_-1.i__ ( X , y , Z ) 

ax 

a f --(x,y, z) 
ay 

2y 

x 3 
- x 2 

- Zx, 

e 
õf --(x,y, z) == 2z, 
az 

v, 

donde os pontos críticos de f são (0,0,0), ( - 1,0 ,0 ) e (2,0,0) 

com valores críticos O, -5 e -=-§_, respectivamente. 

1 2 3 

A 1n atriz Hcss i a11a de fé: 
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3xz 2x

0

0

0

2

0

']
0

H (f) (x ,y , :)

donde

2

0

to

0

2

0

0

0

zj

3

0

to

0

2

0

()

0
iiC í) ( o , o , o) H(f)

( - l , o ,o)

6

0

0

0

2

0

()

2
j

e H(f)
( 2 , 0 , 0)

Logo todos os pontos críticos de f são não degenerados
portanto, f é unlzi função de Morde sobre Dt3. 'l'erros também

(0 ,0,0)f : l e ind(-1,0,0)f

e

ind f
( 2 , 0 , 0)

I']'ova-sc (vede r5]) cine, sc il > 0, então

f'i ( (-",a]) : Da , onde

D;:{(x,y,z) cJR;/x: + y: + z: $ 1}

Com o fim de que a exposição tenha seqUênci,a,
seguinte teoreilta cuja demonstração se encontra

enul\-
emdamos

[ 1 2 ]
0

leoa.ema 2.74.c Sol)re unia tríade existe uilla função de l\lorde

Pg:4ln,éÇãg 2 . 7 5 i) Dadas duas n-variedades fechadas blo e Nli,
uin cobordismo de Nlo a Nli é uma 5-upla
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3x 2 - 2x - 2 o o 

H ( f) = o 2 o ( x , y,z ) 

o o 2 ) 

donde 

o o 3 o o 

H( f) (0,0,0) = 

-2 

o 

o 

2 o H ( f) 
(-1,0,0) 

= o 2 o 

o 2) lü o 2) 

6 o º l 
e 

H ( f) 
(2 ,O ,O ) o 2 o 

o o 2 
J 

Logo to do s os pontos cr ít icos de f s~o não degenera <lo s e, 
portanto, f é uma f unçã o de Morse sobre JR 3

• Temo s també m: 

l1 rov:1- s c (vi de rSJ) que , se ;_1 > O, e n tão 

D3 = {(x,y, z ) E JR 3 /x 2 + y 2 + z 2 ~ l} . 

Com o fi m de qu e a exposição tenha sequência, e nun-
ciamos o seguin te teorema cuja de monstração se enco ntra em 
[ 1 2 J . 

Teohema 2 .1 4 : Sobre uma tríada existe um a função de Morse. 

Ve(i,i_n,Lç.ão 2. 15. i ) Dadas duas n- variedodes fec hadas M0 e M1 , 

um co bord is mo de M0 a M1 é uma 5-upla 
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(IV; Vo, VI, ho, hl) onde (IV; Vo, Vi) é uma
tríada e h. :V: -» M: , i= 0,1 é um difeomor
fisco

Essencialmente, uin cobordismo entre duas
variedades seill bordo e de mesma dimensão é
uma terceira variedade cujo bordo é união
disjunta das variedades dadas

No caso ent que bll; d e IV é uma variedade
cujo bordo é difeomorfo a hqo, IV ó uín bor-
disíno de hlo
Dois cobordislnos (W; Vo, Vi; ho, hi) e

(IV' ;Và, vl; hé, h;) de Mo a rti são equival-
entes se existe u111 difeomorfismo

g:W -* W' levando Vo em Vó e Vi em V.
que para i = 0,1, o triangulo abaixo

i i)

tal

M.l conlt.ita

Claramente a relação acima é de equivalên-
cia para os cobordisinos de Mo a l\'l:

Uma tlíacla ã lun cobordismo (\V; Vo , Vi; IVo, l\r: ),
onde 1., Õ a identidade de V;

iii) Uma tríade é um cobordislno produto se
([\r; yo, yi) = (yox[0,]], yoxi0}, yixt]})

iv) llm cobordisllto elementar é um cobordismo
com número de Nlorse l

l

A definição seguinte seleciona o tipo de campos de
vetores que iremos consi,deram sobre uma variedade i.l. A título
de revisão, leinbrainos que se Él:f,l -} 'l'M Õ uln campo dc vetores
e f:b4 ' IR é unia função di-ferenciãvel, ÉI(f) ó a derivada gire
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-(W; Vo, V1 , ho, h1) onde (W; Vo, V1) e urna 

tríada eh.:\/. -r M., i = 0,1 e um difeomor 1 1 1 
fisrno. 

Essencialmente, um cobordismo e ntre duas 

var iedade s sem bordo e de mesma dimensão é 

uma terceira variedade cujo bordo e un1ao 

disjunta das variedades dadas. 

No caso em que M1= i e W e urna variedade 

cujo bordo e difeornorfo a Mo, W e um bor

dismo de M0 • 

ii) Dois cobordismos (W; V0 , \/1; ho, hi) e 

( \V' ·V' V'· h' h') de Mo a M1 são equiva-
, O ' l ' O ' l 

lentes se exis t e um difeomorfismo 

g: W + W' levando Vo em V~ e V1 em V~ tal 

que para 1 = 0,1, o tri~ngulo abaixo 

M. 
1 comuta. 

Claramente a relação aci ma é de eq uival~n 

cia para os cobordismos de M0 a M1 • 

Um a tr:íada é um coborclismo (W; \/0 , V 1 ; lv0 , Jv 
1 

) , 

onde ly. é a identidade de Vi. 
1 

iii) Um a tríada é um co bo rdis mo produto se 

(lv; Vo, \/1) = (Vox[0,l], Vo x{0}, V1 x{l}). 

iv) Um cobordismo elementar e um 

com nGrnero de Morse 1. 

cobord isrno 

A definiç ão seguinte seleciona o tipo de campos de 

vetores que iremos considerar sobre urna variedade M. A titulo 

de revi são, lembramos que se E;:M + TM é um ca mpo de vetores 

e f: M + m é uma funç~o diferenciâvel, E;(f) é a der ivada <lire-
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cional de f ao lollgo do campo (vida 1 . 6 .)

OeáZm,éção
C\'/; v, v )
gradiente

Um

(grad

Seja f Mina função de Nlorse para a t
campo de vetores ÉI sobre W é um campo ps
iene-like) para f se

i) e(f) > 0 ao ]ongo do cona)]clinnto do conj
dos pontos crítico,s de f, e

i) dado qualquer ponto crítico p de f, e
tem coordenadas
(Í,i:),...,x.,yi,...,y...) dadas

urna ca rta ((b, U) em p tais que
f@ :(1;,?) ; f(p) -li;l' + 1;1: e EI tem

ordenadas (-lÍ,Ç) ao longo de U.

ríada
eudo-

unto

Xls-l

por

co-

l.alma 2. 77. Para toda função de blorse f sobre uma

(W; Vo, Vi), existe um campo pseudo-gradiente [
trl'ada

.llls]!!g!!!iç.!gçee (Seguii]do112] , pág. 20) Assuiliimos que f tem se
mente um ponto crítico p. No caso geral a prova é semelhan-
te, pois pontos críti.cos são isolados

Pelo Le
numa vi

de U. . S

o P' € 1V

rsao qua
s ubme r s

U' de p '

lna de lvloTsc

zinhança Uo

eja U uma vi
\IJo não ã po
ndo restrita
oes , existem
tais que f

vizinhanças
k

\v\Uo c UU
l : l

u " ui :: # ,

(x,y)
ongo
pont

subme
l das
ança

existe um sistema de coordena-
de p tal que f f(p) - ll;l: + l;l'
zinhança de p tal que U c Uo
nto crítico de f, donde f é
a W\Uo; portanto pela forma
coordenadas xi,...,Xn numa v.l

; f(p') + x; em U-

das
ao l
Todo
uma

loco
zinh

Existem U l , Uk enl l\r ta is que

i ) l

i .i ) ,k
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cio nal de f ao lon go do campo (vide 1. 6 .) 

Ve.6-<.n-<.ção 2. 16 . Seja f um a fu nção de Mor se para a tríada 
1 f'; 

(W ; V, V). Um ca mpo de vet ore s E; sobre \\1 é um campo pseudo-
gradie nt e (gradi e nt - like) para f se: 

i) E; (f) > O ao longo do co111p lerncnto do c onjunto 
dos pontos crít i cos de f, e 

ii) dado qu alq uer ponto crítico p de f, exis
tem coordenadas 

-> + 
(x,y) = ( x1 , • • · , xÀ,)'1, ••· ,Yn- )) dadas por 
um a carta ( ~ , U) e m p tais que 
f~ 1 (;,y) = f(p ) -\1 12 

+ IYl 2 e E, tem c o-
+ + orde nadas (- x, y) a o lon go de U. 

~ ma 2. 17 . Para toda f unção de Morse f sobre uma tríada 
( \\1 ; V O , V i) , e xi s t e u III c a mp o p s e u d o - g r a d i ente F, • 

De mons tração (Seguindo [1 2 ], pág. 2 0) As s umimos q ue f te m so 
me nte um ponto crí ti co p. No caso geral a prova é se mel han
t e , pois ponto s críticos são isol ados . 

Pelo Le ma ele Mor se existe um sistema de coor de na
das (~,y) num a vizinhança Uo de p tal que f = f(p) - l; \2 + Jy\ 2 

ao longo de U0 • Se j a U uma vizinhança de p tal que U e U0 • 

Todo ponto p' e W\U 0 nao e ponto crítico de f, donde E e 
um a s ubmersão quando re strit a a W\U 0 ; port anto pe la f orma 

1 1 loc al das s ubmersões, existe m coordenadas x 1, . . . ,xn numa v1 
zi nh a nç a U' de p' tais qu e f = f (p') 

1 

+ X J e m U'. 

Ex i ste m vi z inhança s U 1 , ••• , Uk em \\1 tais que: 
k 

j) W\U 0 e wu:i_ 
1= 1 

ij) U n U. = e/;, 1 = 1 ,2, ... ,k 
l 
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iii) ul tem coordenada s xl
sobre U: , i = 1,2,
constante

e f = c +

C

l
Xn

k onde

lX

uma

Com efeito, para cada p' € 1V\U, seja U.. u111a vivi

p' emW sobre a qual, eln coordenadas x;,...,x se
+ x'.{lJ .} . ....,, é cobertura aberta de IV\U que

nhança
tem f

de
C

}{u
P ' c IV\ UP

e c
con

Olnpacto, logo tem-se subcobertura finita Ui,
lições acima verificadas

Sobre U existe o campo de vetores cujas

são (-xi,..','xX'xX+i''..,xn) e sol)I'e Ui exist

,Uk com as

coordena-
e o campodas )

X

a

o É

cojn coordenadas (1 ,0 , 0) , :i : ] ,...,k. Seja a : :]v + [o,]]

i $ k , uma partiç

k 0 Cvi.de [9], p

O campo de
e: l\r -} TW

io da unidade subordinada ã cobertura

{u: }l íg. 14)
vetores

€ (x) ai ; (x) Élã . (x)
J ' j

satisfaz as condições i) e ii) da def.ise xc U: n
l

feição 1. 16
n F n
-<'''' U

N o {cLb

gente
Seja

de M.
M uma variedade diferenciável e TbT o vibrado tan

1 ) Uma métrica Riemaniana sobre NI (estru-
tura ortogonal sobre Tb{) é uma família

ct = {<,>plP € bl' onde <, >p'e um prody
to interno sobre T,.bl (uma forma bili
cear, simétrica, positiva e clel:lllicla)
tal que a aplicação
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iii) Ui tem coordenadas e f 
l 

= C + X 

sobre U. , i = 1, 2, ... , k onde e e urna 
l 

constante. 

Com efe ito , para cada p' E \\f\U, se j a U , um a v1 z1-
p 

nhanç a de p' em W sobre a qual, ' e m coordenadas x 1 • • •• ,xn . se 
1 1 

tem f = c + x .{U ,} , \~ \ U e p p E ,, 
co bert ura a berta de W\ U que 

f compacto, logo tem-se subcobertur a finita U1 , • • • , Uk com as 

condiç6es aci ma ve rificadas . 

das -sa o 

So bre U existe o ca mpo de vetores cujas coordena-

so bre U. existe o 
l 

campo 

co m co0 Tcle1rnda s (l, O, .. . , O), J = 1, ... ,k. Sejn a. :W ➔ [0,1], 
l 

O =,; i :,; k, um él partiç;io da unid ade su borcl i nad ;:1 ã cobert ura 

k " 
{U i} i=O (vide [9 ] , pág. 14) . 

O ca mpo de ve tore s 

E, : W ➔ TW 
Q, 

r, cxJ = I 
j = J 

se x EU- n 
l 

n U . satisfaz as condjç6 e s i) e ii) da defi 
l Q, 

l 

niçao 1.16. 
Q.E.D. 

No t.a-6 - Se j a M uma variedade diferenciáve l e TM o f ibréldo tan 

ge nt e de M. 

1) Uma mftrica Riemanjana sobre M (estru

tura ortogonal sobre TM) e uma fa míl ia 

a. = { < , > p } M , o n d e < , > • e um p r o d~ 
p E p 

to interno s obre T M (uma for ma bili
p 

ne ar , si m~trica, positjva e definida) 

tal que a aplicação 
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0 : { (P , x ,y) c í\lxTN-lxTI.'l/x ]R

0(p,x,y) = < x,y >P
é diferenciãvel

Demonstra-se, utilizando-se parti
ção da unidade, que toda val'ieclade
diferenciável(pai acompacta e llaus-
ctorff) possui uma métrica Riemania-

2 ) Se f:M -+ ]R ã unia função diferenciá-
vel define-se o vetar gt'ad f(p) c T.i\l
como o unico vetar tiil que

dfp(x) ; « gl'ad f(p) , x >P
V'x ( TnM. Assim grau f:M -» TI«í Ó uln

cantpo de valores sobre M: o campo
gradiente de f:M +-JR relativamente
] metrica Ri.einaniana

3) Pode-se demonstrar que, nas nota-
ções do LeIRa 2.17., dado um campo
pseudo-gradiente ÉI para f, existe
uma metrica ltiemaniana sobre M tal
que €1 = grad f

Tc.o/teima 2. 78. Uti)a trÍada com número de Nlorse 0 é
cot)or(]islno prodltt o

.!2Ê!!!q!!!.!.!iate:e Seja f:W -* [0,1] uma função de IK'íorse sem

pontos críticos, coili campo pseudo-gradiente e. Sobre IV
tem-se ÉI(f) > 0, donde Substituindo-se €1 por'--:!--. ÉI

podemos assumir que ÉI(f) : l sobre }V. C(f)

Seja (h:D:xlV ' }V o grupo a uin plrâincti'o de

difeomorfisnlos gerado por (. Como 11111!!(q)(f):€4,t(q) (t) ;l

- 3 7 -

8:{(p,x,y) E MxTM xTM/x 'y E T M} ➔ m p 

e(p,x ,y) 

e difeTenciável. 

= < X,)' > p 

Demonstra-se, utili zando- se parti
ção da unidade, que toda va r.i. e dade 
diferenciável (par.:icomp act é,l e llaus 
dorff) pos s ui uma m6trica Riemani a 
na. 

2) Se f: M ➔ m é uma fu nção <li ferenciá
v e 1 cl e f i n e - e o v e to r g rn d f ( p) fé. TPM 
como o Único vetor ta 1 q"ue 
dfp( x) = < Brad f(p), x >p, 

Vx E T M. J\ssim grad f : M ->- TM e um p 

campo de vetores sobre M: o Cél mpo 
gradiente de f:M ➔ m relativamente 
à métri ca Rie maniana < > sobre M. p 

3) Pode-se demonstrar que, na s nota-
ções do Le ma 2 .1 7., dado um ca mp o 
pseudo-gradiente f, para f, existe 
urna métr ica Riemaniana sobre M tal 
que f, = grad f. 

Te.otz.e.ma 2. 18 . U111a tríada com numero de Morse O e um 
coborclis mo produto. 

Demonstração Seja f:W ➔ [0,1] uma função de Morse sem 
pontos críticos, co m campo pseudo-gradi e nte E; . Sobre W 
tem-se f,(f) > O, donde substit uindo-se f, por '-- 1--- . r, 
podemos assumir que f,(f) - 1 sobre W. E:(f) 

Se j a cp :TRx \v ->- W o gr upo ~1 Ulll p;_1r?imetro de 
difeomorfismos gera do por f, . t:omo dq)t~1l(I)=f, (t) = l, 

clt cjJt(q) 
" 



n

Cx)Ó C
[

f(y)$ f(y)

@Q f (y)

)
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segue-se que a função t -* f($t(q)) para todo q ( IV Õ li
near de derivada [. O difeomorfisnto @:f'' (0) x[0,1] ,. 1.\r de

finiclo por ip(x,t) : ó. (x) , cujo inverso é dado por

OCy) = l$ ,,.,. (y) , f(y) 1 , pois

QO (x) w) ,r(nl 'bf(y) ( 'b- f(y) (y)

c 0 ( @ (x ,t) ) 0 ( d' t C x )
I'>- f C'bt ( x)) ('Pt (*)), f(@t Cx) )l

C@. (x) ,t) : (x,t) ,
clelnollstra o teorema

O corolário seguinte afirma que duas funções de
blorse seno pontos críticos sobre variedades difeontorfas
são, essencialmente, a mesTRa função. Este corolário será
usado na demonstl'ação de uin tcorelna que é ft-indaiilental neste
trabalho

Caa.o,Cã,tla 2.79. Se fl:(IVj; VI, V:) '- CEO,ll ,{o} ,{l})
i= 0,1 são funções de blorse sem pontos críticos e se Vo:Vi

então existe wn difeoinorfismo ][:]Vo -, WI ta] que fo = fi'h

De!!!g113.1ç.!.g.çgg Com efeito, IVj tem nÚluero de lvlol'se 0 e conto
ventos nz] delnonstl ação do teoreliia 2.18., tem-se difeornorfis
}110 s

][: :V:x[0,1] -» W. . i = 0.1 com
1 1 ' ' :}

Sê k;Vo -, Vi um difeomorfisino,
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segue-se que a função t + f(<f>t(q)) para todo q e W 6 li

near de derivada 1. O difeomorfismo 1µ:I- 1 (O) x [0,1] + W de

fi n ido por iµ(x,t) = G\( x ), cujo inve rso é dado por 

0(y) = [cj>_f(y) (y) , f(y)), pois 

e 

= (<1>
0
(x),t) = (x,t), 

clemonstra o teore m::i. 

Q.[.D. 

O corolário seguinte afir ma que duas f un ções <le 

Morse sem pontos críticos sobre v a riedades difeomorfas 

são, essencialme nt e , a mesma fu nção. Este corolário sera 

usé1c.l o na demons traçilo de um teorema qu e é fu ndame ntal neste 

trabalho. 

C o IL o .t â fL ,L o 2 . 1 9 . Se f . : ( W . · V . 
1 l' l' 

1 

V.) + 
1 

([0,1] {O}, {l}), 

i = 0,1 são funções de Morse se m pontos críticos e se Vo =V 1, 

então existe wn cl :ircomorfis mo h:11/ 0 + \V 1 tal que f 0 = f
1

oh. 

Demonstra çã o Com efeito, W. tem número de Mors e O e corno 
l 

vimos na dernonstraç]o do teore ma 2 . 18., tem-se difeornorfis 

mos 

h. :V . x[O 1] + 1\1. 1 = 0,1 com 
1 l ' 1' 

f. k. (x,t) t. 
J_ l 

Se kiVo + V1 e um difeo mo rfismo, 
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Vo *[0 , 1] 0
[ o , ] ]

de finiiítos

11 : k:o (k ,l) .ko

Tem-se fo = fi 'h

Cona e fe ito ,V: x[0 ,1
l

IV l

f!.h (y) f[ 'k] .(k ,l) .ko (y), 1 ) . k a

fi 'k l ' (k , 1) Cq'y (0) , fo (y) )

fi (kl (kÜy(0) , fo (y) ) )

r:(ül:p (o) (f' (y)))

fo (y)

n F n

Co/[.a.€1ã/t.{o 2.,20. (Teorema da Vizinhança Colarinho)
Seja W uma variedade compacta cojn bordo. Exi.

te uma vizinhança de l)W (chaíitada vizinllança colarinho) difeo
mor fa a alVx[ 0 ,1)

Demonstração A prova é feita considerando-se uma função dife
rendável f:W + IR+ tal que f'i(0) ; alV e df # 0 sobre uma vi
zi.nhança U de alV e aplicalldo-se o teorema 2.18. Collsidere f
uma função de b'lorse sol)re [\r

O lema seguinte é útil para o prf)ximo corolário
taijibém é usado no $.3

e

Lallia 2.27. Dados os números reais a]
0 < a: < a: < 1 c 0 < a 1 < a:j<t

l

32 , a i

e
a2, tais que
cli feomorfislllos
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k f 
V0 x[0,1J --º➔ Wo --º➔ [O,lJ 

definimos 
- 1 

h = k
1
o(k,l) 0 ko . 

'i' 

V I X [ o , 1 J -k-► 1\1 l 

l 

Com efeito, 

-1 

f1°k1°(k,l) 0 ko (y) = 

f1°k 1°( k,l)(4Jy( O) ,fo(Y)) = 

= fi(ki(kl/Jy(O),fo(Y))) = 

= f i( ~J l~t/J ( 0 ) ( f o ( y) ) ) = 
y 

= fo(Y) · 

Cohol~hio 2. 1 0. (Teorema da Vi z inhança Colarinho). 

Q.E . D. 

S e j a W um a v a r i e d a d e co m p a c t a com b o r do . E xi~ 
te uma vizinhan ç.a de cl l\i (chamada vi zi nh ança colarinho) difeo 
mo r fa a êJ \\lx[ O, 1) . 

Demonstração A prova e feita co n siderando -se uma fu n ção dife 
renciável f :W ➔ JR tal que f- 1 (O) = é)\\I e df z O sobre uma v1 + 
zin hança U de 3\\1 e ap lica ndo- se o teore ma 2 .18. Considere I 
u111u f unçã o de Morse so bre 1\1. 

Q.E.D. 
O lem:1 seguint e e Útil para o proxJ.1110 corolário e 

também e u sado no §.3. 

Le..1Ha 2. 21. Dado s os numeras rea .1 s a 1 , a2, tai s que 

e difeomorfismos 



ho:[0,ai] +[0,ai] e hi:]a2,]] -+Eaz,]] que preservam a
orientação (isto é, derivada positiva) , existe urn difeo-
morfismo h:[0,1] +[0,1] que estellde ho e ht

llelnonstração Com efeito, como ho Ó contínua, dado E:'> 0,

a:-ai, existe '5'> 0 ta] que hoC(al-'5']) ;(ai-E:' ,a;.l,

com (S ' tal que al+cS ' < az

4

a}

a'b +c:

a

OI ai att6' a2-Ó'' a, l

ho admite uma extensão h. a[0,a: + (S') dada por
se 0< x<6- eli.(ai-x):a;-y, colocamos ho(al -'- x) :

i. + y = 2ai - ho(ai - x). Claralltente ho é; uín difeoit\orais
mo de[0,ai+ 6') eln [0,a : + E:') que estende ho. Analoga-
mente o difeomorfisino ]l: admite uma extensão ])l:(a2- 6'',1] -'
' (a2 -E:'',]]. Se E = minÍe',e''} existelnói e âz tais
que ho:[0,a: + .Si) '-[0,a': + c:) e iii:(az - 'S2, L] -(a'z - c,]]
são extensões de ho e h:, res])ectivailiente. Sejam
h::[0,a: -- õ:) -*(0, -'-m) eÍ]\:(a2 'S,,1] ' (0, ''") as de-

riva(bis cle íi. c h], l espectivamente; e h'o(ai):x, hl(a2) :
y

Seja k:]at,az] +(0, +") uma função C" tal

x e k(a2) ; y e f a,
Jai

que

k ( a i)
k(t)dt < E

urna partição da tmidade subordinada

ã cobertura [ 0 ,a l + (S l)

função f: [ 0 , 1] -> 11{

(a: ,a:) , (a2 ] ) de [ 0 ,1] , a

f (t) u.(t)bi + CE:(t)k(t) + c12Ct)Íii(t) e C
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h 0 :[0,a 1 J ->- [O,a~J e h1 :[a2,lJ ->- [a~,l] que preservam a 

orient ~1ção (isto é, derivada positiv;i), ex i s te um difeo

morfismo h :[ 0 , 1 ] ➔ [0,1] que es t ende h 0 e h 1 • 

Demonstraçã o Com e f e ito, como ho é co ntinua , cl a clo E ' > O, 

1 1 

E ' < 
a:_ - ;:i_ l 

4 
co m cS • t al qu e c1 1+ 0 ' < a 2 , 

a2: - - . - - . - - - - - - - - -- - - ... 

a ' 

h 0 ad mite um a exte n são 

se O < x < o ' e h 0 (::i 1 -x) = a;-y , 

h O ;1 [ O , a 
1 

➔ cS ' ) c1 a d a p o r : 

coloc1111 os h O (a 1 + x) = 

1 

:11 + )' 2a 1 - h o (:11 - x) . Cla r a mente fio é um clifeo morfis 

mo de [ 0,a 1 + ó ' ) ·e m [O,a\ + E ' ) qu e es t e nde h 0 . J-\n a lo ga 

me n te o difeo mor f i s mo h 1 aclmi te uma extensão h i:(a 2- cS " , 1 J ➔ 

->- (a 2 - E '' ,l ] . Se E =mi n {E',E''} existe m cS 1 e ô ✓. tai s 

que fi o : [ O , a 1 + o 1 ) ➔ [ O , a '1 + E ) e h 1 : ( a 2 - o 2 , l ] ➔ ( a
1

2 - E , 1 J 

são extensões de h 0 e h 1 , r espectiv a mente. Se jam 

fi ~:[O,a1 + ó i) ➔ (O, + 00 ) e ii •1 :(a 2 - 62, I J ➔ (O, + 00 ) as de

rj~v :1d :1s d e ho e h 1, rc specti vom e ntc; e h' 0 (a1) = x, h 1 ( a 2 ) = 

y . 

Se j a k : [a 1 ,a2J +(O, +00 ) uma função C
00 

tal qu e 

= x e k(a 2 ) = y e 

Se {a: . }2 e urnc.1 partição da unid ade s u bo r dinada 
1. i=O 

a cobertura [ o' a l + o 1 ) ' ( ;J 1 , a 2 ) , ( él 2 - o 2 ' 1) <le [ o '1 J ' a 

fu nçã o f :[0,1] ➔ ffi 



4]

e estritamente positiva, (aonde g:[0,1] + IR

g(x) :: l f(t)dt
0

é um difeo[norfisino de [0,1] em ]m(g) . Tambént g estende
pois para x É a:

r x
:c : l 'u)-' : l n'co-' : *- u)

0

Para x > az

ho Cx) - aj: com

', '

(t)íi'Ct)(ít < al -'- ii.(ai -'- ó:)

iio(ai) -'- E: -'- h:(a,) - iii(a2 - 62)

)ara x » a2, g(x) = hl(x) - c com

g(x)
o t)dt '' 1, f(t)dt

(t)h (t)dt + ai (t) k (t) d t +
ai

a2 f(t) d t - r(t) dt
a 2

f(t) dt = a

a2

Logo

ho

r( t) d t
0

a2
f(t)clt +

0

C

0 a
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e estri tamente po s itiva, londe g:[0,1] -+ JR 
X 

g(x) = J f(t)clt 
o 

e um dife omorfismo d e [O ,l] e m I m(g). Tamb é m g este nde h 0 , 

pois para x :<:; a
1 

, 

( X 

g ( x) = ) f(t )dt 
o 

f x h'(t)clt = h (x). 
o 

Para x ?. a 2 , 

g ( x ) = f 
0

\ ( t) cl t = J 
a 2 

0 

f(t)dt + 
( X L f(t)dt 

2 

= Jª 2

f(t )d t + h 0 (x) - a~ co m 
o 

I
a ;, 

+ -a 0 (t)h
1 

( t)dt + 

ª1 

1 

a i + 

J
a 2 

a a i(t)k(t)clt + 
1 

Logo para x ~ a 2 , g(x ) = h 1 ( x) - e c om e > O. 

1-----___,_----~---------1 

o a 1 l 
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Sej a À:[ 0 1 ] -* [ 0 , c] uma função C'' tal que

para t $ ai

para t É a2
É (t) É c para ai É

À (t)
t $ a2

Tal fulação é explicitada em 3.1

k: [0 ,1] -* [0 ,1]

k (t)
é o difeoinorfi.sino requerido

+ À (t)

caa.otan.,{o 2.22. Se \sr ó uma vai'icdade compacta com bordo
victP --.n n.prçitllho de W eln tV\alV

Demonstração Se U é ullla vi.ziilhança colarinho de alV em W

e

e

+:aW x [0,3) '- U
do corolário 2.20., consideremos oé un} difeonlorfismo

Eram;

dia

1) \AI x

D\\r x

[ 0 , 3) -

k
@

+

[ 1 , 3) ' IJ

'b/aw».E 1 , s)
onde Q $/1)}vx[ 1, 3) 'k'$': e

(l,h) com h:[0,3) -'- [1,3) um difeoinorfisnto tal que h(t)
para 2 É t < 3 cuja consta'ução ã feita utilizando-se

lema anterior

A aplicação
o :w -* iv\aw

x se
0(x) :

@(x)

X c W\U

se x ( [J
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Seja A:[0,1] ➔ [0,c] uma função C
00 

tal que 
( 

A (t) = c para t 5 a 2 l
o para t 5 ª1 

O s; ( t) 5 c para a 1 5 t 5 a2 

Tal função é explicitada em 3.1. 

k:[O,lJ ➔ [O,lJ 

k(t) = g(t) + A(t) 

e o difeomorfismo r e querido. 

Q .E. D. 

Co11_0.têu1-io 2. 22 . Se \\1 e uma variedade compacta com bordo, e

xiste um mergulho de W em W\aW. 

Demonstração Se Ué uma vizinhan ç a colarinho de aw em W e 

cp:aw x c0,3) ➔ u 

é um difeomorfismo do corolirio 2 . 20., con s ideremos o dia

grama 
aw x c □ ,3) __ <P_➔ u 

k l 
aw x [1,3) 

onde 1jJ = cp / a W x [ 1 , 3 ) º k º cp -
1 e 

+ 
--->- lJ 

<PI a1v x[l, 3) 

1/J 

k = (1, h) com h: [O, 3) ➔ [ 1, 3) um difeomorfismo tal que h(t) = 

= t para 2 5 t < 3 c uJ a constru ç ão é f eita utilizando-se o 

lema anterior . 

A aplicação 

0 :W ➔ w,aw 

0 (x) {xse X E W\U 
= 

1/J ( x) se X E lJ 
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é o mergulho desejado

Sejam C}V; Vo, Vi) e (W'; VI , V;) duas tríades
h:Vi ,- VI um.difeomorfismo. Tem-se, automaticamente, villa
da tipológica (W uh IV'; Vo ,Vf) , onde bV uh W' ó o espaço qu
ente de IV x {0} u IV' x {l} pela relação de equivalência
identifica os polltos (x,0) e Ch(x) ,l) para x c V:

W uh IV' é o espaço de adjunção de IV e W' pela
cação h:Vi + VI. (vi.de[6], pãg. 121)

Sobre a tríade (IV uh IV'; Vo, V=1) vamos colocar
estrutura diferenciável que estende as estruturas de IV e
isto ê, as inclusões de IV e W' eln W uh W' são mergulhos
[12], pãg. 25 encontra-se uma demonstração do teorema 2
escolhetiios a dada em 2.23. poi apTcsentai' uma implicação
teorema 1.22. que será utilizado neste trabalho

e

fria
OCl-

que

apli

unia

iv '
Em

23

do

Taa4ema 2.23. Existe urna única estrutura di.ferenciável S pa
ra W uh IV' compatl'vel com as estruturas de IV e !V'

:12ç.!!g!!!.!J:açê:g Sejam @:W -» W\alV e @' :lV' -'- W'\alV' os

clo corolário 2.22. Teta-se o diagrama
Vi

mergulhos

'> /v :
@(Vi) :

h

onde h '..-'"';l
V. e VI admitem vizinhanças U e U' ejn bV\aW e W'\al\'

- 4 3 -

e o mergulho dese j ado . 

Q.E.D. 

Sejam (W; V0 , Vi) e (W'; V~, V~) du as tríadas e 
' h :V 1 ->- V1 um~ difeomorfismo. Te m-se , a utomaticame nte , um a tría 

da topológica (W uh W'; V0 , v;), onde W uh IV' é o es p aç o quo c i
e nt e de IV x {O} u IV' x {l} p ela rela ç ão de e quival ~ncia qu e 
.identifica os po nto s (x,O) e (h(x) ,1) p ara x E V1 • 

W uh W' é o espaço de adjunç ão de W e W' pela apl! 
cação h:V 1 ->- v;. (vide [6] , p ág . 121). 

So br e a tríada (W u
11 

W'; V0 , 

estrutura diferenciável q ue este nd e as 

V') vamos c oloc a r uma 2 

estrutur as de IV e 1\1', 
isto é , as inc] usões de \V e W' e m W u 11 1.\/ ' são merg ulho s . Em 
[1 2], p ág . 25 e nco nt ra-se um a d e mon strc:i çi:io do teorema 2 . 23 . 
escol h e mo s a dada c m 2 . 2 3 . por ap r e s e n tar um a ap li c "tç :Ío e.lo 
t e o r e ma 1.2 2 . que será u tilizado neste trabalho. 

Te.oJLe. nia 2 . 2 3 . Existe um a única estrut ura diferenciável S pa 
ra \V uh IV' c ompatível com as estrut uras de IV e \1/' . 

Demo n s tração Se j a m <p : W ->- W \ a W e qi ' : W ' ->- W ' \ a W ' os 
cio corol ário 2 . 22 . Te m-se o diagrama 

V' 
l 

c/J /V1 
---- ► c/J( V1) = V1 

1 

/ h 
1 

,j, 

---~ c/J'(V ') = 
l 

V' l , 

mergulhos 

onde fi = <P'; h(r ;-1· 
V' V 

-- v:--•- v, 
: ' ' ,' 
: ! / ,' 
i ! : : 
~ . - .•. • J • J. 

v, 
1 

V 1 e v; admite m viz inh a nças lJ e U' e m W\ClW e W' \ClW ' 
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difeomorfas aVi x(-1,1) e ti »' (-1,1), tais que nesses
difeomorfismos $'i corresponde a Vi x {0} e Vi corresponde
a VI x {0}, real)ecu\r.fluente

C - 1 , i)

C-] , i)

Definimos ll:U .- U' como o difeomorfisn\o que tor

na o di.agrada comutativo U . x (-1,1)
( h , - l )

vl »' (-i,i)

Soba'e bl alV) + (W'\l)W') definimos a relação
de equivalência R que identificii x c U com ll(x) c U'

O gráfico de R é subvariedade de M x M, subcon-
junto fechado de b'l x b'l e tal que a pl'ojeção pri:C - M e
submersão. Cota efeito, C é união disjunta de gráficos de
funções diferenciáveis

C = graf(IM) u graf(H) com ll um difeomorfig
mo entreabertos

Pelo teorema 1.22. , o quociente b{/R tem uma Úni-
ca estrutura de variedade tal que p:M '» f'l/R é submersão
Claramente b{/R estende as estruturas de W e \'J' , pois sendo
p uma submersão e dimCNI/R) : dim l\r : diin W', segue-se que
p e uma imersão. Resta demonstrar que as variedades topolg
Bicas W uh W' e p(4) + d)')(W + W') são homeomorfos. Com efej:
to, a al)licaçao

0 = P'($ + @') :W + \\r' -* b!/k

õ uma aplicação contínua que induz sobre tV + W' a relação
de equivalência que define IV ul. IV'

(x,0)-(y,0):»p(@+ 4'')Cx,0) : P('b -'- @')(y,0)
P($ (x) ,0) : P(4'(y) ,0)

. ' 
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-, 
difeornorfas a V 1 x ( -1,1) e V1 x ( - 1 , 1) , tais que nes ses 

difeomorfismos V1 cor r es pond e a 9 1 x {O} e V1 corre sponde 

a V{ x {O}, r es pecti vamente: 

na o 

Definimos 

u 
a 

---+ V1 X (-1,1) 

a 
U' ---+V ' x (-1,1). 

1 

H:U + U' como o difeomorfismo 

dia grama co mu tat ivo 
u a 

+ \/1 X (-1,1) 

1-1 1 l (h , -1) 
+ 
U' >- V' X (-1,1) 

O'. 
l 

que tor-

Sobre M = (1\1\cl\\l) + (W'\ él W') definimos a relação 

ele e quivalência R ciu e i de ntifico x E lJ c om l l (x) E U'. 

O gr5fico de Ré subvaricdade de M x M, s ubcon-

junto fec hado de M x Me tal qu e a projcç~o pr 1 :C + M 

s ubmer s ão. Com efeito, C é un1 ao disjunta de grãf i cos 

f unç6es diferen ci5vc is: 

-e 

de 

C = gra f(lJ\,1) u g raf(l-1) co m 1-1 um clifeomorfis 

mo e ntreabertos . 

Pelo teore ma 1 . 22 . , o quocient e M/R tem uma Gni

ca es trutura de variedade tal que p : M + M/R e s ubmers~o. 

Claramente M/R estende as e s truturas de 1\1 e W', poi s send o 

puma s ubmersão e dim(M/R) = dim 1\1 = dim IV ' , segue-se que 

pé um a imersão . Re s ta demon s trar qu e a s va ri e dades topol§ 

g1cas \\1 uh W' e p( cp + qi ') (W + W') são homeo mor f os. Com efei 

to, ( t aplica ç õo 

0 = p o ( <jl + cp ') : W + IV' + M/ R 

é um a aplicação contínua qu e indu z sobre 1\1 + W' a relação 

de equi va lência qu e def in e W u h W': 

(x , 0)-(y,O) => p( cp + <P') ( x ,O) = p(qi + cp') (y ,O) 

p(qi( x) ,O ) = p(cj)(y) , O) 
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» @Cx) : 0(y) :»

Analogamente (x,l)-Cy

P('b(x) ,0) ; P(@ (y)

» ( $ (x) ,0) R (+' (y) ,])

:; $'(y) = H((b(x)) e isto s(5 ã possível, dado o
(lue x € 1V e y c IXr' , quando x c Vi e y € VI. Assim y = h(
] relação i.nduzida por 0 em W + IV' é a illesma obti.da de h

Em vista disto teiit-se uma aplicação

0:lV uh W' + NI/R

hein definida e que õ contida pois 0.u = 0. onde n-:lV +
ul IV' é a projeçao. Tainbóiit Õ ó injetivéi c como IV

e compacto e l\{/R é uitl espaço de flausdorff, segue-se
ul. IV' ' 0(W ul. IV') : 0(W + W') Õ unl }omeoltlorfismo.

y

(x,0) - (y , l)

fato
x) e

lv' +

uh IV
que

Q.E.n

Para c.oncluir este parágrafo, un] teorema sobre fun-
ções de Morse que afirma que se i\'l é coíitpacta, o conjunto das
funções de blorse estáveis (5 denso no espaço nas funções de
blorsc sobre M.

Teo erma 2.24. Seja f:]V + [0,1] uma função c]e b]orse para a tría
da (}V; Vo, Vi) cona pontos críticos pl,...,pk' Então f pode ser
aproximada por uma funçãode blorse g com os mesiTIOS pontos crí-
ticos e tal que g(pi) # !!(pi) para i# j

:llSli!!!!!g-!-!:e:Sgp '.(Seguindo [12] , pág. 17) Supon]laínos que f(pi)
: f(p2). Seja À:]V -* [0,1] uma função tal que À = 1 Ruína vizi-
nhança U de pi e À : 0 fol-a de uma vizinhança N de p] , tal que
N c ly\8\\r e N não contÓnl pj pa ra i "

Sejac] >0talquef. f+ :iÀtenhavalores em

[0,1] e fo (pl) z fo (P;), i z l

= > q>( X) = <p ( y ) = > X = y . 

J\nologa 111 e nt e (x, 1) - (y, 1) =" x = y 

(x ,O) - (y,l) => p(qi(x) ,O) = p(cp (y) , 1 ) => 

=> ( qi (x) ,O) R (q>' (y) , ]) => 

=> </> ' (y) = H(qi ( x)) e -isto só é possível, d a do o fato 
1 -q u e x E 1\1 e y E W ' , q u a n d o x E V 1 e y E V 1 • J\ s s i m y = h ( x) e 

a relação indu z ida por e e m W + W' é a me s ma obtida d e h. 

Em vi sta disto tem-se um a :iplicaç8o 

8: W uh W' -+ M/R 

-be m defi ni da e que e co nt i d a p ois Ü " 11 = O, onde 
-► W u

11 
IV' é a proje çao. To111b é m 0 é inj ctjva e como 

e c omp acto e M/R é um es p aço el e 1-l n usdorff , segue-se - -

'IT: \\f 

0 : w u 
11 1\1 ' + e ( w uh W ' ) = e ( IV + 1\1 ' ) é u 111 h o me o rno r f i s mo . 

+ 1\1 1 

Q. E . D. 

->-

Para co nclui r este pará g r afo , um teore ma sob re fun-
ç ões de Mors e qu e afirmn qu e se M é compact a, o con jun to d a s 
funções el e Mo r se est5veis é den so no espé!ÇO n as funções de 
Morse s obre M. 

T c.01Lc.111a 'Z . 24 . Seja f:W + [0 , 1] uma fu n çD o de Morse para a tría 
da(\\' ; \/ 0 , V 1 ) co m pontos c ritJ_cos p 1 , ••• ,pk. Então f pode ser 
aproximada por uma f un ção de MoTsc g com o s mes mo s pontos crí
ticos e tal que g (p.) ;é g(p ) p ara i ;t J. ]_ ' j 

De mon s tração -_(Seg ujnclo [12], pa g . 17) S uponhamo s qu e f(p 1 ) 

= f(p 2 ). Se j a \: \\1 -+ [0,1] uma fun ç Do tal que\ = 1 numa vizi-
nh a nça U de p 1 e \ = O fora de u m ·1 vi z inh ança N de p 1 , tal que 
1 e 1\1\íH\f e nüo contém pi p ara i -;,:. ·1. 

Seja e 1 > O t::tl qu e f O = f + E 1 \ te nh a valo res e m 
[0,1] e fo(P1) -;t. fo(p.) , i ;t 1. 

1. 
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Introduzimos uma
c e c' tais que

métrica Riemanlana elli W e deter

]ninamos

0 $ c É /grad

longo do compacto
/qrad À/ É c ' sobre K

aof >gra< gra
T} e«

Seja 0 < E < mimjci ,--$1 . Elitaõ
novo, finta função tle blol'se, fi(pl) z f(pi) para i x L
tens os mesmos pontos críticos de f, pois soba-e K

/grad (f+cÀ)/>/gradf/-/E:grada/>c cc' >0
de K,/!irad À/ = 0, donde/grad ft/:/grau f/

Tndutivanlente se obtém uma função de I'lorde
odes os Pontos críticostsedas'a

é, de

e fi

l;ora

g que

E .D.Q

- li 6 -

Introdu zi mo s unw métric a Riem ~rní a na e m W 

min a mo s c e c ' tais que 

O s c s /gr~d f/ = 

= ✓< grad f , grad f > ao longo do compacto 

K = { p E M/0 < A(p ) < l } e / ~ra d À/ s e ' so bre K. 

,,,,-,---

deter 

Seja O < E< mimlE 1, ~.J. Ent aõ f 1 = f + EÀ e, de 

novo, um éJ f unçã o J c Mors e , fi( p 1 ) ;z: f( p.) parai ;z: .l e f 1 
L 

tem os mes mo s ponto s críti cos de f , poi s so bre K, 

/grad (f + EÀ )/ ? /gra d f/ - / Egra d 'A/ > c - EC ' > O. Fo r a 

de K,/ g rad 'A/ = O, donde / gra d f 1 / = /g ra d f/. 

Indutivamente se obtém um a f un ç ão de Morse g qu e 

se pa r a todos os pontos crí t icos. 

Q. E. D. 
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$.3. lsotopi as de S

Com este parágrafo nosso propósito é obter os teo-
rentas 3.3. e 3.4. que sel'ão utilizados no parágrafo seguinte

l)eá,Z. lçao 3.0. Dois difeomorfi.smas ho , hi:M + bl' são
pos se existe uma aplicação

isoto

F:b'í x l -» l\!'

onde 1] tal que

i) F é diferenciável;
ii) cacto Ft:M - M' (lcfillida por

difeomorfismo; e
iii) Fo = ho e FI = h .

Ft (x) F(x,t)

A aplicação F:B4 x l -F NI' da definição acima é deno
minada uma isotopia elltre os difeoinorfislnos ho e hi

.1111:gll!.g4=içaa 3. 1. /\ relação = sol)re o conjlinto tios difeomorfis
mos de i\q enl lvl' dada po r

. . . --otoplco a gf = a e.fÓ js ' '
é uma relação de equivalência

119J119]!.!.Çlgç.gg Com efeito, claramente = é reflexiva e sinlétri
ca e para ver que é transitava, seja

cl: [0,1] + [0,1]

a(t) = ,

*l' - {l * *l{ - 'l
l
' para t z 0onde À(0) : 0 e À(t)

- 4 7 -

§. 3. Isotopias de S 1 

Com este parágraf o nosso propos1to é obter os teo
rema s 3.3. e 3.4. que se r ão utili zados no parágrafo seguinte. 

V e. 6 i 11-L ç. ão 3 . O . D o i s d i f e o mor f i s mo s h O , h 1 : M ->- M ' 
posse existe uma ap licaç~o 

F: M X I -)- MI 

onde I = [0,1] tal que: 

i) F é cli ferenciávcl; 

-sao isotó-

i i) c1 d J 1\ : M ➔ M ' d e f i 11 ú l a p o r 1\ ( x) = F ( x , t) 

é unl clifeo111or fi s ni o; e 

i i i ) F O = h o e r: 1 = 11 1 • 

A aplicação F:M x I + M' ela definição acima e deno 
min ada uma isotopia entre os difeomor fis mo s h 0 e h 1 • 

P!Lopo~iç.ão 3 .1. J\ rclc.1çZío ~ sobre o co njunto dos clifeomor[is 
mos ele M e m M' délcla poT 
f ~ g <=> f é isotópico a g 

é uma rela ção ele equiv8lência. 

Demonstraç ão Co~ efeito, claramente ~ e reflexiva e simétri-
ca e para ver que é transitiva, seja 

a:[0, 1] ->- [0 ,1] 

a(t) 
À ( t { J 

'------

- l) + À ( i - t 1 · 
3 t ~ j 

-1 -
onde À(O) = O e À(t) = e 

t p ara t -:t O. 
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ct é tal que a(t) : 0 para 0 $ t É 3 e cl(t)
t É l

Dada uma isotopia F:M x l ' bl' entre h. e hi
p;"' '3 '

de

finiiltos
F:bi x 1 -} NÍ'

F(x,t) F( x , cl ( t) )

F é uma isotopia entre ho e hi, cola\

ho para t É 3 e

hi para t z 3

Isto posto, se ho : hi e hi = h2 com
rcspectivalncnte, consider ait\os isotopias F

acima

isotopias F
e G defin,ie G

das

A aplicação
ll:b,l x 1 + NI'

ÍFCx,2t) se t € [0,-!

IG(x,Zt - 1) se t c [

entre h. e hz, donde

ll(x , t)

e uma lsotopia Õ transitava
O.E.D

22e6,én,éçãg 3.2. Seja k:S' -' S' utn difeomorfisino. l)ado y c S'

podemos escrevem' y : e2líit com t € [0,1]. Seja 0:[0,1] -,

-, [0,11ta] que k(e2líit) = e2viQ(t). Coiro k é uni difeomor-
fi.smo, resulta que 0 é um difeon\orfisiito c dizeillos que. k
presel'\ra a orientação de Si se o é cl'escente (derivada pg
sitiva) e inverte a oi tentação no caso contrario« (vede
[5] , pãg. i0 5)

T e.04Qtjía 3 . 3

tação de S'
Se k é un} difeontorfismo preservando a orien
então k é isotópico ã identidade ISi

2 para 3 ~ 
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a e tal que a (t) = O para 

t ~ 1. 

1 
O ~ t ~ 3 e a (t) 1 

Dada uma isotopia F:M x I ➔ M' ent re h 0 e h 1 , de 

finimos 
-
F:M XI ➔ M' 

-
F ( x,t) = F(x, a(t )). 

F e uma isotopia entre h 0 e h 1 , c om 

-
F = h 1 para t 

t 

1 
~ 3 e 

Isto posto, se h 0 ~ h 1 e h 1 ~ h 2 com isotopias F 
-

e G, respe c tivament e, considernmos isotopias r: e G defini-

das aci ma . 

A aplicação 

1-1:M X J ➔ M' 

H(x,t) 

(_ 

= )F(x,2t) se t E 

lccx , 2t - 1) se 

1 
[ o '2 J 

t E c½, n 
e um a isotopia entre h 0 e h 2 , donde ~ é transltiva. 

Q.E.D. 

Ve, 0,i.,niç.ão 3.2. Seja k: S 1 ->- 5 1 um difeo mor fis mo. Dc1do yE51, 

21T i t 
podemos escreve r y = e com t E [0,1]. Seja 0:[ 0 , 1] + 

[l) l] 1 k(e 2,rit) _-
➔ , ta · que 2 ·rr i 0 ( t ) C l 

e . 01110 e um clifeomor-

fismo, resulta que 0 é um difeomorfismo e dizemos que. k 

presenr:i. a or ie nt açã o de 5 1 se e é crescente (derivada PQ 

sitlva) e i nv erte a orientação no caso contrário- (vide 

[S J , pág . 105) . 

Te0Jte111a 3. 3. Se k é um difeomorfismo prese rvando a orien

tação de S 1
, então k é isot6pico ~ identidade lsi· 
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$

*'?<. %,

De111g!!glÇl3$.gg Dividiremos a prova em dois casos

lçcasok(a) :aonde a= (1,0). Sexãopontode ângulo
polar. 2rt, t c [0,1], escrevemos

k(x) 2x:0(t) ,

onde 0:[0,1] +[0,1] é um difeolnorfisino com 0C0) =0 e 0(1)
= 1 (aqui se usa o fato de que k presel'va a orientação:0
crescente)

P ai'a s c [ 0 ,1] , a função

0 ; (t) : sO (t) + (l - s) t

e crescente de t e tens-se Os(0)
s0'(t) -'- (l - s) > 0

o ; ( 1 ) pois 0's (t)

Defi.nimos

k.: S 1 -, S :

ks (x) 2líi 0 s ( t)

ks é um difeolnorfismo. Com efeito, k.(xl) : k.(x2) =>

c2líi(Os(ti) - Os(tz)) ; 1 ::» 2líi(Os(ti) - Os(t2)) ; 2nITi:,

» e. Ct:) 0. (tz) n para algtun n ( IZ
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Demonstração Dividiremos a prova e m clols casos. 

1 9 caso k(a) = a onde a = (1,0). Se x e o ponto d e 

polar_- 2nt, t E [0,1], escreve mo s 

âng ulo 

(' 

1 ( ) _ 2ni8(t) 
( X - e , 

o nd e 8 :[0,1] ->- [0,1] é um difeomorfi s mo com 8(0) = O e 8(1) = 

= 1 (aqui se u sa o fato de que k pre se rva a ori e ntação:8 
cresce nte). 

Par::i s E [0,1] , ~1 função 

8 (t) = se (t) + (1 - s )t s 

e c r e s c ente d e t e tem - se 8 s ( O) = O e 0 s (1) = 1 , pois 8 's ( t) 

= S0 ' (t) + (1 - S) > 0. 

Definimos 

k :S 1 ->- S 1 
s 

2ni8 (t) 
= e s 

-e 

-k e um di feo mor f ismo. Com efeito, k (x 1 ) = k (x 2 ) => s ~ s s 
2n i(8 (t 1 ) - 0 (t 2 )) 

=> e s s - = 1 = > 2ni(8
5
(t 1) - 8

5
(t 2 )) = 2nni => 

=> 8 (t 1 ) - 0 (t 2 ) = n para algum n E 72. s s 
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l
0 e: ) 0 (t:) : se

S
l

DaÍ 0.(t

/ 0 s Ct i)

ti = 0 e t2

0 e 0 (t2)

ou Os(ti) : le Os(t2) : 0 o que significa
Se 0.(tl) - 0.(tz) ; 0 segue-se que ti:: tz

por ser Os injetiva. Assim, de qualquer forma, xi : xze ks
e i.iij e t i va

Os(tz)/ : 1, vem 0;Cti)
l

l donde

t ! l e t2

k. é também sobrejetiva , pois 0. é bi.jeção con-
tei)ua de [0,1]. Copito ks ó bijcção conta'nua clc S' coiiipacto

segue-se que ks é um homeomorfismo

Também k é diferenciável com derivada dada por

kl(x) : 2Ki0:(t)e2lr:0s(t) # 0

donde, pelo Teorema da Função Inversa ks é uin difeomorfis-

S

e llausdorff

A aplicação
K:S: x[0,1] -* S' dada por K(x,s)

unia isotopia entre ls] e k

2ç caso Se k(a) # a, seja u c (0,2lí) o ângulo polar do poJ!
to k(a). Tem-se ]((u) ; I'u'ki(u), onde ru:S: - s:é a rota
ção de ângulo u e ki:Si -' Si é uin difeomorfismo tal que
ki (a) : a

ks (x) é
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Daí e ( t 1 ) - e ( t 2) = {- ~ e se 
s s 

1 

/0 (ti) - 0 (t 2)/ = 1, vem 8 (ti) = O e e (t. 2) = 1 donde 
s s s s , 

t.1 = O e t 2 

t1 = 1 e t2 

1 ou e (t 1) = 1 e e (t2) = O o que significa 
s s 

= O. Se e (t1) - e (t2) = O segue-se que t1 = t2 
s s 

por ser e injetiva. Assim, de qualquer forma, x 1 = x2 e k 
s s 

-e injetiva. 

k é também sobrejetiva , pois 0 é bijeção con-
s s 

tí11ua ele [0,1]. Como k
5 

é bj_jcç ;io co ntí. nu,1 d e S 1 c olllpac.to 

e Hau s clorff, segue-se que k
5 

é um homeomorfismo. 

Também k é diferenciivel com derivada dada por 
s 

donde, pelo Teorema da Função Inversa k é um difeomorfis
s 

mo. 

A aplicação 

K:S 1 x [0,1] ➔ S 1 dada por K( x,s ) = 

uma isotopia entre 151 e k. 

-k (x) e 
s 

2 9 caso Se k(a) ~ a, seja u e (O,2n) o ângulo polar dopo~ 

to k(a). Tem- se k(u) = ru 0 k 1(u), onde ru:S 1 ➔ S1 é a rota 

ção de ângulo u e k 1 :S 1
-+ S 1 é um difeomorfismo tal que 



Sejalt:S' xl-»S:, R(x,s) :rs..(u) e Ki:S' xl-*

(x, t) -* (kl , (x) , t)Si x

Ki Ó llln difeomorfismo e, R.K::S: x 1 + Si é uma iso

topia entre ISi e k. Com efeito, R(kl(x,s)) ; R(ki.(x),s)
rsu(kl(x)), donde R.Ki(x,0) ; ro(ki.(x)) ; k:(x) = x

0

e

ru (kl (x))R'K ] (x ,l) r.tJ ( k (x) ) (ru'k) (x) k (x)

Q .E .D.

Te04erlTa 3.4. Sejam y, 6, y', (5':[0,1] -* S' mergu]hos de ima-
gens 1, J, I' , J', respectivalilente. Suponhamos que l n J
I' n J' =g e que le I', J e J' tem a mesma orientação.
xisto um difeomorfismo k:SI ->Si preservando a orientação de
S] e tal que

k .r k (1 ) ; 1 ' e

k.Õ : 6', k(1) : J

Demonstracão

3 . 4 . Sej ain

l ' , J

: '# e que

É suficiente construir t.im aifeomorfismo 0:[0,1] -*
-* [ 0 ,1] ta] que

e2líi0/[0, a] :: {S'(S'] e

requerido.
(5'(5-i. O lellta 2.21. produz o difeoinorfislno

Q .E . D.
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S e j u R : S 1 x I -► S 1 
, R ( x , s ) r ( u) e s u 

K1 é um dife omo rfis mo e, R° K1 :S 1 x I + 5 1 é um a iso 
topi a e ntr e 151 e k. Com efe ito, R(ki( x,s)) 
= r (ki(x)), donde R°Ki( x,0) = ro(k1 ( x )) s u o 

e 

R(k 1 t(x) ,s) = 

k 1 ( x ) = x 
o 

Q.E.D. 

T eolt<!.ma 3 . 4 . Sejam y , cS, y ' , cS ' :[0, 1] + S 1 me r g ulho s de i ma
ge n s I, J , I ' , J ' , respectivame n te. Supon h a mos que I n J = C/J , 
I' n J ' = (jJ e qu e I e I' , J e J' tem a mesma orientação. E-
xi s te um d i f e o mo r f i s mo 1, : S 1 -► S 1 p r e s e r v a n d o éJ o r i e n t a ç ão d e 
5 1 e taJ. qu e 

k ay y ' , k( I) = I' e 

k º cS = ô ' 
' 

k(I) =J ' . 

De mon stra ção 

,___ _ ___ __, , , ,____ ____ _ 

,. 

f s u ficie nt e construir um difeo mor fis mo 
+ [0 , 1] tal qu e 

8: [0,1] + 

e2ni8/ (b e] 
I_Zn' 2rr 

re querido. 

2ni0 / e a 
[Ü,2nJ 

e 

cS ' cS - 1
• O lema 2 . 21. prouu z o d:ifcomor{ismo 

Q. E .D. 
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$ . 4. Ci ruraias

Denotamos por Bn o disco aberto de dimensão n

Bn : {x c IRn/lxl < 1}

porini o fecho de
por

Sn-l : 8jãn {l{ . pt"/ l;l

Z)eá,-L},4çao 4.0. Dada uma vara.edade V de dimensão n

julho 0:SX'l x Bn-À -* V, seja X(V,@) a variedade
obtida da reunião disjunta

. (V\@(SÀ'l ;. {0})) + (BÀ x

identificando-se +(u,0v) colei (0u,v) para
o < o < l

l e um éter

quociente

Se V' denota qualquer variedade difeoínorfa aX(V,$)
então dizemos que V' pode ser obtida cle V por uma cirurgia do
tipo (À ,n-X)

!!!g!!1111.g Seja V = Sz e (b:So x B2 -. Sz o mergulho representado
na figura abas.xo

Tem-se que Sz\ {)(Sa
Bi x Si é o cilindro

x {0}) é S: menos dois pontos e
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§.4 . Cirurgias 

Denotamos por Bn o disco aberto de dimensão n: 

Bn = {x E mn/1;1 < l}, por 
811 o fecho de Bn e por 

Ve6iniç~o 4 . 0. Dada urna variedade V ele dimensão n-1 e um mer 
À-1 n -À gulho cj> : S x B + V, seja x (V,~) a variedade quociente 

obtida da re un ião disjunta 

"· (V\c/>(SÀ-l x {O})) + (BÀ x sn-À-l) 
À 1 ,n-À-1 identificando-se cj>(u,ev) com (0u,v) para u E S - , v e S 

o < e < 1 . 

Se V' de nota qualquer variedade difeomorfa a x(V,cj>), 
e n t ão d i z e 111 os que V ' p o d e s e r o b t i d n d e V p o r um a c i r u r g i a do 
tipo (À ,n-À). 

Exemplo Seja V= S 2 e cj>:S 0 x 8 2 + S 2 o mergulho representado 
na figura abaixo: 

-1 ·•' 

s• 

l • I' 

Te m-se que s\ cj>(Sº x {O} ) e S 2 me nos dois pontos e 
8 1 x S 1 e o cilindro: 
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x St

0 x St

l x Si

A relação de equivalência da definição 4.0
tifica $(u,0v) € (1)(S' x (B'\{0})) com (0u,v) € B: x S:

,' ' ''"'~ '': ,/'$':-.. f': - ... . -âi * s'

r x1 4-- ~
1 , '--..(1 ,Qv)

€ \ '/lÇ'":q'-
\ ' ,/

.,./ '

./ \. l /,\

'*.. }ç;« ~-x=' 1::-1-;::1.. ...'. ,./-

Assim X(S:,$) , cojn a nossa interpretação de

éden

+

x Si

'(-0 . v)

@ e

o toro

Nota.b 4 .1 i)

i i)

X(V ,$) é sempre üma variedade, pois o grá-
fico da relação de equivalência é reunião
finita e disjunta de gráficos de funções
diferenci.áveis
Uma cirurgi.a (to tipo (X,n-X) sobre uma

(n-l)-variedade substitui uma esfera de di
pensão À-l por outra dc dimensão n-À-l: na
definição 4.0., $(SÀ'l x{0}) é substituí
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: f ~ ~:~ :\= ~ l x S

1 

1 1 1 

' 1 ' 
o 1 1 

' ' 1 
1 ' 1 

.. ( - : - -, Ü X $ I 

' -] X S 1 

A relação de equival~ncia da definição 4.0. ide~ 

tifica cp(u,8v) E cp(S 0 x (R 2 \{0})) com (8u,v) E B1 x S 1
• 

+ 

o t or o. 

No.tal 4 .1. 

' , __ ___ . , j X 5 I 

(~, v) 

-------+----- 0 X s 1 

(-0,v) 

-- -- --- -1 x 5 1 - - --
a nossa interpre tação de (j) e 

i) x (V,cp) e sempre urna v a ri e dade, pois o gra 

f ice da rel açio de equiva l~nci a é reun1ao 

f inita e disjunta de grificos de funç6es 

diferenciáveis. 

ii) Uma cirurgi a do tipo (A,n-À) so bre uma 

(~-1)-vari e da <le s ubstitui uma esfera de di 

mensão À-1 por outra de dime nsão n-À - 1: na 

definição 4 .O., <P(SÀ- l x {O}) é substituí -
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da por {0} x Sn-À-l
Neste ])arãgrafo seguimos a ternii.nologia de
[12]. Para uma vi.são a]ternativa das defina
çoes e teoremas aqui tratados, vick)t16]e [17]
onde uma cirurgia do tipo (X,n-X) é definida
como unia modificação esférica do tipo À-l

Vamos detalhar em um lema as cirurgias que, efetiva
mente, são utilizadas no Capítulo 1. Este lema consta de qua-
tro partes

Lerlra 4 Se V é uma n-l variedade, por uma Cirur
gia do tipo (0,n) se obtéii] uma reunião disjunta de
V com uma esfera Sn'l

arte

Del!!g!!glÇlg$gg Com efeito , $ :S':
go X(V,@) !jÜS' x {011l.:

x Bn + V é
Bo x Sn'l

o mergulho vazio
Bo x Sn'l

lo

g.!..2p:!i.!S ' Uma cirurgia do ti.po (n,0) sobre
Cn-l) esfera produz o conjunto vazio

unia

Demonstra De fato
.n-l .
S'' ' é um mergulho, logo um difeo

) ó fechado em Sn-l por ser Sn-l ». Bo

é talnbóm aberto porque sendo

imCSn'l) vem que é submersão, don

ra Sn-] é concxa (aqui supomos n >l

1) , segue-se que $ é sol)rejetiva,

inorfismo, pois @(Sn'l x Bo

coinpiicto e Sn-l llausdorff

galho e diin(Sn'l x Bo) : d

de $ é aberta. Colho a esfe

mer-

pois o caso n = ] é trivia
donde uln difeolnorfisnlo. As

X(Sn'l,$) : (Sn'], --n-]

s iln

x {0})) + Bn x S ]
#
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da por {O} x sn-A-l_ 

iii) ' Neste par~grafo seguimos a terminologia de 
[12]. Para uma visão alternativa elas defini
ções e teoremas aqui tratados, vidc [l6Je [17] 
on<le uma cirurgia do tipo (A ,n-A) é definida 
co mo uma modificação esférica do tipo A-1. 

Vamos detalhar em um lema as cirurgias que, efetiva 
mente, são utili zadas no Capítulo l. Este lema consta de qua
tro partes: 

L e 111 ct 4.2 . l~ parte - Se V é uma n-1 variedade, por uma cirur 
gia do tipo (O , n) se obtém uma re uni ão disjunta de 

n - 1 V com urna esfera S . 

Demonstração Com efeito, <j):S- 1 x Bn ➔ V é o 
( V\,+·(S- 1 X {O}))+ 13º X s11

-
1 

go x(V ,<P) = - 'Y ----~~------ = 

mer gulho vazio, lo 

V + Bº x sn-l = 

a ~arte - Uma cirurgia do tipo (n,0) so bre uma 
(n-1) esfera produz o conjunto vazio. 

Demonstração De fato 

n-1 n-1 -<j):S x Bº ➔ S e um mergulho, logo um difeQ 

morfismo, n l n-1 n-1 pois cp (S - x Bº) é fec h ado e m S por ser S x Bº 
n-1 -compacto e S Hausdorff e também aberto porque sendo mer-
n-1 o n-1 gulho e J.im(S x B ) = dim(S ) vem que é submersão, do_12 

n-1 -d e <P e abert a . Com o a e s fera S e conexa ( a qJJ i supomos n > J , 

pois o caso n = l é trivial), segue-se que <P é 

donde um difeomorfismo. As si m 
x (Sn-1,<P) = (Sn-1\cp(Sn-l x {O})) + Bn x S i = c/J. 

s obrej et.i va, 
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3a parte - Uma

produz reunião
S l

cirurgia do tipo (1,1) sobre S'
disjunta de duas cópias de S: ou

Demonstração Com efeito
casos a considerar

dado $:So x B: + S' tentos dois

( 1 . 1 )

(l.o)

(-1.1)

Caso

(1.-1)

Tem--se uma copia de Si
(-1 .1 ) ( 1 . 1 )

Neste caso t:em-se duas cópias de Si

4a parte - Uma cirurgia do ti.po (1,1)'sobre du-
as copias de Si produz uma, duas ou três cópias
de S :

Detltonstraçao Sej a $:S' x B: + St + S\
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a 
3 . parte - Um a cirurgia do tipo (1 , 1) sobre S 1 

prod u z reun 1ao d is junta de duas cópias de S 1 o u 

S l 

De monstração Co m efeito , dado cp : Sº x B 1 ->- S 1
, te mos dois 

cas os a co ns i der a r: 

l"" 
( - 1. l ) (l , I J .... l IJ 

11) 

( 1 ,0) • 
( -1, ll) 

{l ,O) -( - 1 .01 

S' " ~ ' 

[ · l .· I ) { 1, -1) 
S 1 

" B (l, -1 ) 
(-1 . -ll s • 

Caso i) 
f--Í-t------i~ Caso ii) 

= 
i--+------J---J 

[ · l .·l) 
• ' • s • ( - 1, 1 ) 

I ' " S' Tem-se uma c~pia de SI . 

( 1 ,- I J 

1 
1 

ll , lJ 

(-1 , 1) {l, \) 

Neste caso. t em-se d u as copias de S
1

• 

0 .... 0 
00 

4ª _-_2arte Uma cirurgia do 

as có p ias de S 1 produz uma, 

de S 1 • 

Demonstração 

tipo (l, l ) ·· sobre du

duas ou tr~s cópias 
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\ +(S' B 0)

t-t .- l)l

t- l .i )
( 1 . 1 )

e temi-se @(S: -'- S: ,$)

Os outros casos são dados pelas partes anteriores

Q.E.n

)T4ça0 4.3. Mel!:julho Característico
Sejam (IV; V, V') uma tríada, f:lV-,m uma fun-

rse e ÉI um campo pseudo-gradiente para f. Suponha
e umponto crítico para fe Vo : f'l(co) e Vi
sao níveis tais que co < c = f(p) < ci e que c é o

or criei.co de f em [ co ,ci]

Existe uma parametrização cl:Bn ->U com U vizinhança
tal que f cl(1;,;) : f(p) - ji;l: + l;l' e €1 tem coor-

-=,?) aolongode U, ondel;: (xi,..., x*), ;
x..) , para algum 0 $ À É n e e > 0

çao
que
: f'
Lllll C

de Alo

P ( lv

' (c l)
o val

de p

dena

em W

das (

Pomos V.. = f':(c - c::) e V. = f':(c +

tnintos que 4E:2 < nlin(lc - co. , lc - cil), para que

ja entre Vo e f':(c) e Vt: entre f''(c) e Vi

assu
este

4

- 5 7 -

(1 . ll 

·00 o.o 
( • 1 , • I J\--+----<>---+-- l l, • I} 

( ·l,· 1} 
( 1, - )) 

Os outros casos são dados pelas partes ant eriores . 

Q.E.D. 

Ve.6-i.1üç.ão 4 . 3. Merg ul ho Característico 
Se jam (\li; V, V') um él tríada, f:W+ffi um a fun

ção de Morse e E, um campo pse udo-gTadie n te para f. Suponh a 
que p e W ~ um ponto CTÍtico p a ra f e V0 = f- 1 ( c 0 ) e V1 = 
= f- 1 (c 1 ) são níveis tais que c 0 <e= f(p) < c 1 e que c e o 
un 1co valor crítico de :f e m [c 0 , c 1 J. 

Existe urna parametri zação 
->- + de p e m W tal qu e f a(x , y) = f( p) -

n a : B + U co m U vizin hança 
2C 

1 ~~ 1 
2 + i y ! 2 e E, te m coor-

+ + + + denacl as (- x,y) ao longo de U, onde x = ( x 1 , ... , xÀ ) )' = 

= ( x , 
1 , •.• , x ) , para a lgum O :,:: À ::; n e e > O. /\ + n 

Pomo s V = f- 1 (c - c 2
) e V = f- 1 ( c + c 2

) e assu-- c E 
mi mos que 4c 2 < min(!c - c 0 ! , jc - c 1 1), para que V_c este-
j a ent re V0 e f- 1 ( c) e V e nt re f- 1 (c) e V1 : 

E 

" 
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O mergulho característico ã esquerda
4) :SÀ-l x Bn-X + V..

é obtido definindo-se @:SÀ'l x Bn'À -.* V.c: por #(u,0v)
À-] ,.n- À- ]

(cucosh0,c:vsenh0)paraucS ',v.S''''' e

0 É 0 < ] , e pela curva integral de ÉI que passa pelo ponto

cl(u,0v) eín V.. associe este ponto a $,(u,0v) € Vo

Analogamente se define $R:BÀ x Sn'À-l -- V:
mergulho característico ã direita

L

0

(-1.1) (1.1)

(u.®)

(-1.-1) (1.-1)
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O me rgulho característico à es querda 

cj) :SA-1 x Bn-A + V 
l - E 

f obtido definindo-se cj):SA-l x Bn-A + V 
-E 

por cj)(u,0v) 

À-] 
(Eu cos h 0, EV sen h 0) para u E: S - , v E: s n- A-1 e 

O s 0 < 1, e pela curva integral de ~ que passa pelo ponto 

a(u,0v) em V associe este ponto a cj) (u,0v) E: V0 • 
- E l 

A n-A-1 
An a logamente se define ~R:B x S + V 1 : o 

mergulho característico à direita. 

(-1 , 1) (1,1) 

(u,8v) 

(-1 , -1) l 
(1 ,-1) 

-....... '- / ' / 
X /'- \ 

1 I '-
I / \ 

I ' ' / 
I< 

1 
/ ' \ / ' 

/ 

\ 
\ / \, / 

\ / ' - ✓, 

_, 
I 

/ 
/ 

..... / 

/ - - -~ -

l 
1 
l 
l / 

-l - r 
1 ' 

J 1 

1 

1 

J-

V 

V 
e 

- e 
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No que se segue demonstramos que uin cobordismo ele
mental fica caracterizado quando se dá uma função de blol'se
sobre ele

Teo ctttQ 4.4. Se V' = X(V,@) pode ser obtida de V por um

rurgi.a do tipo (X,n-X) , então existe um cobordismo elementar
CW; V, V') e uma função de iK]orse f:]V -' ]R com exatamente ujn

ponto crítico de índice À

Demonstração (Seguindo [12]
Seja

. : {(+x,;) ' ]RÀ x Ui"'À/-l

l i;l l; « (se:- l-

pág. 30)

;1:
l ) }

< l e

1) (cos h

L, é uma variedade cujo bordo é reunião de duas
subvariedades; a esquerda corresponde a -l;l2 + lyjz = -l
clifeoínorfa a SÀ'l x Bn-À pela correspondência (u,0v) <-->
<--> (u cos h 0,v sen h 0) , 0 g 0 < 1 e, a direita, correspon
de a -jxlz+jyj2 = lc difeoiítorfa a BÀ x Sn'À-l sobre a cor
respondência . (0u,v) <--> (u sen h 0,v cos h 0)
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No que se segue Jernonstr a mo s que um cobordismo ele 

mentar fica c ar;:i cteri z ado quando se dá uma função de :t--lorse 

sobre ele. 

Teo~ema 4.4. Se V' = x (V,~) pode ser obt i da de V por uma c1 -

rurg1a do tipo (À,n-À), então existe um cobordis mo elementar 
(W; V, V') e uma função de Morse f:W + m com exat amente um 

ponto crítico de índice A. 

D e mo n s t r :1 <; ão (Seg uindo [ 1 2 J , pág . 30) 

Seja 
+ + 

E ffiÀ m.11- À/-l L = {(x,y) X 

l 
~ - 1~12 + 1 + 12 ,Y ~ 1 e 

l~I IYI < (sen h 1) ( cos h 1) } . 

L ~ uma variedade CUJO bordo e reun1ao de dua s 
/" 

subvariedades; a esquerda corresponde a -1 112 + !; 12 -1 
À-1 n-À -- . dife omorfa a S x B pela correspondenc1a (u,8v) <-> 

<-> (u cos h 8 , v sen h 8), O ~ 8 < 1 e, a direita, correspon 
de n -11! 2 + IY l 2 = 1 é di fe omorfa a BÀ x Sn-A-l sobre a co-; 

r espondê nci a (8u,v) <-> (u sen h 0,v cos h 8). 
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Consideremos as trajetórias ortogonais das supe.!
fícies -lxlz + jyjz = constante. A trajetÓria que passa
pelo ponto (;,;) pode ser parametrizada por t ---' (tlí,t'ij;).
Se li ou ; é 0, esta trajetória é um segmento de Teta ten
denclo ã origem e para x e y diferentes de zero ela é ullia

hipérbole que leva algum ponto (u cos h 0,v sen li 0) do
boi'do es(it,ierc]o de ].. no ponto cora-espondente (u sen h 0,v cos h 0)
sobre o bordo di,Feito

Construção de IV : u (y:4)

Sobre a união disjunta V\+CSX-l x {0}) x Ê: + LÀ'
para cada u c SX'l, v c Sn'À'l, 0 < 0 < 1 e c € ii:, iden-
tificamos o ponto($(u,0v),c) no primeiro somando com o Ú-
nico ponto (Í,j') c LÀ tal que

i) - ll;l' -- l?l'
ii.) (1;,;) está sobre a trajetÓria ortogonal

que passa pelo poi\to(u cos h 0,v sen h 0)
Esta correspondência define um difeo-
morfismo entre

.b(SÀ'l x (Bn'À\{0})) " li: e LÀ n (E{À\{0}) »' (]Rn'À\{0})

c ,

Segue-se disto que üi(V,$) é Mina n-variedade bem

definida cujo bordo é reunião de duas componentes que sao
correspondentes aos valores c = -lxlz + lyj2 = -1 ou l

A fronteira esquerda (c : -l) é identificada com
V, tomando-se z € V correspondendo a

(z,-l) € (V\@(SÀ-l ,. {0})) x iã:

para z / $(SÀ'l x {0}) e

(u cos h 0,v sen h 0) € LI para z ; 'l'(u,0v)
A fronteira direita (c = 1) é identificada com

À l
X(V,$), fazendo z € V\@(S

(0u,v) c B"

x {C)}) corresponder a (z ,l) e

corresponder a Cu sen h 0, v cos h 0)

- 6() -

Consideremos as trajet6rias ortogonais das supe! 

fícies -1;1 2 + IYl 2 =constante.A trajet6ria que passa 

pelo ponto (~,y) pode ser parametrizada por t -->- (tx,t- 1 y). 
-+ -+ - -

Se x ou y e O, esta trajet6ria e um segmento de reta ten 

dendo i origem e para t e y diferentes ele zero ela e uma 

hip~rbole que leva algum ponto (u cos h 0,v sen h 8) do 

bordo esquerdo ele L 
II 

no ponto correspondente 

sobre o bordo direito . 

(u sen h 8,v cos h O) 

Construção de W = w(V,cp) 

So bre a união disjunta V\cji(SÀ-l x {O}) x 8 1 + L
11

, 
11-l n-11-l 

para cada u e S , v e S , O< 8 < 1 e c e 8 1
, iden-

tificamos o ponto (cp(u,8 v) ,c) no primeiro s omando com o C1-
. (-+ -+) nico ponto x,y e L11 tal que: 

ii) 

c , 

-+ -+ 
(x,y) est~ sobre a trajet6ria ortogonal 

que passa pelo ponto (u cos h 8 ,v sen h 8). 

Esta correspond~ncia define um difeo

morfis mo entre 

cp(S>- - l X (Bn-\{O})) X 13 1 e LÀ íl cm\{O}) X (JR.11-\{0}). 

Segue-se disto que 1t.1 (V, <P) e uma n-variedade bem 

definida cujo bordo~ reunião de duas componentes que são 

correspondentes aos valores c = -1;! 2 + !Yl 2 = - 1 ou 1. 

A fronteira esquerda (c = -1) ~ identificada com 

V, tomando-se z e V corresponden<lo a 

(z , -1) e (V\cji(SÀ-l x {O})) x B1 

para z i cp(SÀ-l x {O}) e 

(u cos h 8,v sen h 8) e L 11 para z = cp(u,8v). 

A fronteira direita (c = 1) ~ i<lentifica<la co m 

À-1 
x(V,cp), faze ndo z e V\<f>(S x {O}) corresponder a (z ,1) e 

À n-À-1 
(8u, v) e B x S corresponder a (u sen h 8, v cos h 8) . 
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A função
f: a (V, @) -' IR dada por

fCz,c) ; c se(z,c) c (V\@(SA'" x {o})) x

f(;,;) :-lxl: + 1;1: para (x,;) € L.
é uma ftmção de blorse bem definida colei um único ponto
de Índice À

B l

critico

leu,6,t4ação da Teo ctli« 4 .4

+ .

Se K Bt

.f

l

l

l

\

l .. .

\./
/

/

/

\x+(s

..k--
/.f'l .'

,w..;'
$
#

C

''$
d

/

/

1 .,
l
\
l
l

/lllti?'
b
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A fun çã o 

f : w(V,<P) ➔ m. dada por 

f(z , c) = c se (z,c) E (V\qi(SÀ-l x {O})) x i3 1 

->- ➔ 

p a ra (x,y) E LÀ 
e uma função de Morse bem def inida com um Único ponto crítico 
de Índice À . 

+cs• • K1 ,0J ic IP 

------..~f 

s• 

~, 
, , '.. 

) ( 
' , 
',~' 

L 1 n (ll \ 0) • (ll\0) 

Q~E.D. 
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Te.oa,ema 4.5. Seja (IV; Vo, Vi) uin cobordismo elementar com
À-l

função de Morse f:W -'- IR e mergulho característico $z.:S'' ' x
x Bn'À+ V..Então (IV; Vo, yl) é difeomorfa a tríada
Cu(Vo , $Z.) ; Vo ,X (Vo , @Z.) )

Dentonstração (Seguindo [12], pág. 31)
Seja f:W ' [c.,c:] a função de Morse sobre IV

caIR um Único ponto crítico p e f(p) : c

Com as notações da definição 4.3., sejam Wc :
E:z,C + e']) , y.E: : f':(c - c:) e Ve : f':(c '' E:')= f' ' ([ c

TelBos

(lv; vo, vi):(lvc; v.e' vc) pois (f'loco,c - c:zl;

yo,V.e) e (f':Ec + c:j; VE:, yi) são cobordismos
yjsto blue (u(V,4'z,) ;V,X(y,'bl)) ã difeomorfo com

y.c'@('b'.E:'4))) é suficiente demonstram' que
= (to (V.. , (b) ;

produto.

Cm (V-E ' 'b)
v , v )

- E ' E'(w:

,x (v.. , 4') )

Definimos uln difeolnorfismo k:uCV.E:'4)) -' IVc c9

i-lo segue: para cada (z,t) € (V.c:\'bCSÀ'l x {o})) '« ií', seja
k(z,t) o único ponto de Wt: tal que kCz,t) esta sol)re a cur-
va integral de EI que passa pelo ponto z e tal que f(k(z,t))
: É::t + c; para cada (1;,;) ( LÀ' seja k(;,y) ; a(E:x,E:y)

Segue-se das definições de $ e de tü(V.E:'$) e
do fato que a leva trajetórias ortogonais em LX em curvas in-
tegrais cm W., que k Õ um difeomorfismo bem definido de
n(y .,@) em W.

Leptia 4.6. Se (W; Vo, V:) é um cot)ordismo elementar com fun-

ção de Morde f:W +IR, mergulho caractere'suco $z.:S ' 'x
xBn'À -.*V., k:u(Vo,@) ' ly é o difeomorfismo do Teorema 4.5
e g:u(Vo,4') -' ]R é a função de Morse sobre u(Vo,4)L) do Teorg
ina 4.4., então g = f.k
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Teohema 4.5. Seja (W; V0 , V 1 ) um cobordismo elementar com 

f unção de Morse f:W +me mergulho característico 
À-1 

cpl :S X 

Bn - À , - ( ) - d . f 
x + V0 .Entao W;V 0 ,V 1 e i -eo morfa a tríada 

(w(Vo ,cj)L); Va , X(Vo ,cj>L)) . 

Demonstração (Seguindo [12], pag. 31). 

Seja f:W + [c 0 ,c 1 ] a função de Morse sobre W 

c o 1]1 u 111 uni c o ponto crítico p e f ( p) = c . 

= f - l ( [ C 

Temos: 

( IV ; V V ) = (W . 
O , 1 E , 

Visto que (tu(V,qiL);V, X(V,cjiL)) é difeomorfo com 

=(w(V_E ,cj>); V , X(V ,<!>)). 
- E -E 

produto. 

(w(V_E,rt,i); 

V _ , V)= 
- t. E 

Definimos um difeomorfismo k:w(V ,<li) ->- IV co 
- E E 

À-1 -
rno segue: para cada (z,t) E (V \cp(S x {O})) x 13 1

, seja 
-E 

k(z,t) o Gnico ponto de W tal que k( z ,t) esti sobr e a cur-
E 

va integral de~ que pa ssa pelo ponto z e t a l que f(k(z,t)) = 

2 + + + -)· ->- + 
= E t + c; para cada (x,y) E LÀ, seja k(x,y) = a( Ex,Ey). 

e Segue-se das definições de cj) e de tu (V , cp) 
- E 

do fato que a leva trajetórias ortogon a is em LÀ em curvas in-

tC'nr:1 i S cm \\1 ,.., E , que k é um difeomorfismo be m definido de 

tu (V ,cp) em IV . 
-E E Q.E.D . 

Lema 4.6 . Se (W; Va, V1 ) é um cobordisrno elementar com fun-

ção de Morse f:W + m, mergulho car.ictcr.Í s tico ,J., • s>,-1 
'l'l . X 

n-À 
x ]3 +V 0 , k:w(V 0 ,<p) + IV é o difeomorfismo do Teorema 4 .5. 

e g:w( Vo ,<P) + lR é a função de Morse sobre w(V 0 ,</ld do Teore 

ma 4.4., então g = fok. 
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Demonstração Com
4.5. , k' :m(V ,$)

' - E ' '

que está sobre a
f(k ' (z , t) )

e k' (x,y) = a(c;,
é dada por g(z,t)

;) : -l;l'* l
Através

-* [c - c',c + c::] d

g: u(V.E: ,@) -* [c -

(z ,t) . (V.\$(SÀ'
se (1;,;) € LI

O diagr

efe
-->

cur
+ c

:;)

ito , nas

W ó da
E

va integ
, quando

. + -}

se (x,y
t se (z ,

para (x

notações dos Teoremas 4.4. e
do por: k'Cz ,t) é o ponto de bV

ral de C que passa por z e
(Z,t) ' (V.C\@(SÀ'l x {0})) x Ê\

) ( LÀ. Também g:u(V.c, 0D -* [-1,1]
t) ' (V-.\.P(SX't x {0})) x Ê' e

,j') . L

Ê

do

ado
€2

l X

difeoluo
por 0(t

,C + E::]

{0})) x

rfi.sino c res cente 0: [-1 ,1] -*
) : c:'t + c, podemos supor
dada por g(z,t) = c:t + c se
iã: e S(1;,}) ;c'''c:(-ll;l' * lj:l2)

ailia

'o(V . , +)'L
k'

lv
C

f
Wc

[C - EZ,C + E2]

e comutativo e,. por outro lado, se f:]V -*La,b], consideremos
um difeorllorfismo 0:]c - E2,c + c:2] -} [a,b] crescente que dei
xa c fixo. Existe k'':lVE: -- W difeomorfismo tal que o diagrama

tv
E

[C - CZ ,C + E:2]

'liv:

0

E

------* [a ,b] comuta

Com efeito, se z € IV., k'' (z) é o único ponto de

tal que f(k''(z)): il(flW(z)) e
esta sobre a curva integral de [ em b\r que passa z

O difeomorfismo k = k''. k' é tal que g f.k

Q.n.n
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Demonstração Com efeito, nas notações dos Teoremas 4.4. e 
4.5., k ' :w(V ,cp) ➔ W i dado por: k '( z,t) i o ponto de W -E E E 
que esti sobre a curva integral de ~ qu e passa por z e 

2 ) ( À-1 -1 f(k '( z,t) ) = E t + c, quando ( z, t E V_E\ cp (S x {O})) xB, 
➔ ->- ➔ ->- . -e k'(x,y) = a(EX,Ey) se (x,y) E LÀ. Tambem g:w(V_ c , cp) ->- [-1 ,1] 

- À- 1 -e dada por g(z, t) = t se (z, t) E (V_ E \cp(S x {O})) x B1 e 
g(;, y) = -1 112 + JyJ 2 para (~,y) E L . 

Atravis do difeomorfi s mo cresce nte 8:[-1,1] ➔ 
->- [ e - E2,c + E

2 J dado por 0(t ) = c 2 t + e, pode mos supor 
g:w(V_c,<P) ->- [c - E2 ,c + E2 ] dada por g(z,t) = s 2 t + c se 
( z , t) E ( V E \ c/J ( S À -

1 
x { O } ) ) x fi 1 e g ( ~ , y) = e + E 2 ( - 1 x 1 2 + 1 yJ 2 ) 

➔ ->-
se ( x, y) E LÀ. 

o di agrama 

w(V ,qi) k ' 
1\1 -E r rlw, ~ 

[c - E:2,C + E 2] 

e comut ativo e, por outro lado, se f:W ➔ [ a,b ], consideremos 
um difeomorfismo ~:[c - s 2 ,c + c 2

] ➔ [a,b] cresce nte que dei 
x a c f i x o . E xi s te k" : W ->- \\i d i f e o mo r f i s mo t a 1 q u e o d i a grama E 

w k' ' w + 
E 

fj w l 1 f E 

J 
[C- E: 2 ,c+ E 2 ] [a,bJ comuta. 

e 
Com efeito, se z E W, k"(z) e o un1 co ponto de W 

E 

tal que f(k "( z)) = e(fjw}z)) e 

esti sobre a curva integral de ~ em W que passa z . 

O dife omorfismo k = k''a k' i tal que g = fok. 

Q.E.D. 
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c + ó'

C - .5Z

C - r.2f.,...:=.!

H
O Teorema seguinte é fundamental na demonstração

do Teorema 1.3.3. que é parte do resul-todo principal deste
trabalho

leoa.aDIa 4.7. Sejam (W; Vo, Vi) e (W'; V.l, VI) duas trÍadas
con\ funções de b'tosse f,g:]q],W' -- [co,ci] e dim W,W' =2
Suponha que co <c< cl éoúnicovalorcríticode fe g
e cine este valor corresponde a um único ponto critico
p'f':(c) eqcg'i(c) etalqueindfp;indgq. Se,
além disso, f':(c;):g''(cl), i: 0,1, então existe uln d
feomorfisino h:W + IV' tal que f : g'l]

Demonstração Sem perda de generalidade podemos supor que W
e hi' são conexas; fora da componente conexo que contem uin

ponto crítico, W e IV' são cobordislnos produto e como indf p ;
= ind..q, pelo Lema 4.2. e do fato que f':(ci):g''(ci),
i= 0,1', \reH que esses cobordismos-produto têm o meslllo número de
componentes conexas. O corolário 2.19. se aplica e produz
lnn di.feotnorfismo entre esses cobordismos-produto conjugando
as fullções f e g

Isto posto, (bV; Vo, V:) é uma tríade com função
de bqorse f:]V -> [co,ci] e campo pseudo-gradiente E]. Existe
uma vizinhança de p e uma parametrização cz:Bllc -' U tal
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h 

. _ ·) -
, • • 1 

. ,- - i - ;· - . e • J/ 
. . 

e 

~ - e ' 

O Teorema seguinte é fundamental na demonstração 

do Teorema 1.3.3. que é parte do resultado principal deste 

trabalho. 

Te.0 11.e.ma 4 . 7. Sejam (W; V0 , Vi) e (W'; V~, V~) duas tríadas 

com funções de Morse f,g:W,W' + [co,c1J e dim W,W' = 2. 

Suponha que c 0 < c < c 1 e o 0nico valor crítico de f e g 

e qu e es te valor corresponde a um un1co pont o crí tico 

p e f- 1 (c) e q e g- 1 (c) e tal que indf p = indg q. Se, 

além disso, f- 1(ci)=g- 1(ci), 1 = 0 , 1, então existe um di

feomorfismo h:W + W' tal que f = gah. 

Demonstração Sem perda de generalidade podemos supor que W 

e W' são conexas; fora da componente conexa que contém um 

ponto crítico, W e W' s ã o cobordismos produto e como indf p = 

= indg q, pelo Lema 4 . 2. e do fato que f- 1 (c.) =g- 1 (c.), 
l l 

i = O, 1, vem que esses cobordismos-pToduto têm o mesmo numero de 

compone ntes conexas . O corolirio 2.19. se aplica e produz 

um difeomorfi s mo entre esses cobordismos-produto conjugando 

as funções f e g. 

Isto posto, 

de Mor se f:W + [co,c1J 

(W; Vo, V1) é uma tríada com 

e campo pseudo-gradiente~-

função 

Existe 

uma vi z inhança de p e uma parame trização 2 
a :B 2E: + U tal 
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clue f(c'(1;,;)) ; c -ll;lz+ jyj:. Sendo V.. : f::(c -c2), v:
= f'i(c + E:2) e o mergulho característico 4):SÀ-lx B2-À ..v
$(u,0v) : c*(E: ucos h 0,c vsen h 0) temos, (W:; V-., y.):
:(to(V-c,'+); V-e,X(V-c'4')) pelo Teorema 4.5

Analogamente para (W' ; V(l, V;) , tomando-se o mesmo

E para definir o raio da vi-zinhallça coordenada, tem-se um
mergulho @'(u,ov) : í3(c: u cos h 0,c c sen h 0) e, pelo Teore
ma 4.5. , um difeomorfismo (WE:; V.c' V:):(w(y:c:,+'); y.!E:,X(y.!E:,+ '))

Seja k uln difeomorfislno de V.c em V:c: que preserva
a orientação de Si tal que k.@ = 4)'. (Vi.de Teorema 3.4. para
o caso em que,V.c=V E: e ap]ique o Lema 2.2].. para o caso
V.c::V.!c:S : + S :)

Pelo Teorema 4.5

(IV:; V:c' Vc):(u(k(V.c:) ,k@) ; k(V.c:) ,x(k(V.É:),h@))

que é difeomorfa a (u(V.c'4'); y.c' X(v.c,4'))
Com efeito, o difeomorfisino

(V.E:\@(SA'' x {0})) x É: + L
k "Éi

(\''.:c:\+.(SÀ'l x {0})) x ê: + LÀ

À

ILÀ

H = (k x IÊi) + IL. é compatível com a relação de
equivalência: (4'(u,oy),c)-(l;,y):» -li;l: + 1;1: = c e(;,:;)
esta na trajetõria ortogonal que passa por (u cos h 0,v sen ]-l É)),
donde Ck,liii)(4'(u,ov),c) : (k(@(u,0v)),c) : (0'(u,0v),c) é

equivalente a Cii,y). DaÍ, os quocientes u(V.c:'(b) e m(V:c:'+')
sao difeomorfos

Tem-se o diagrama

u(V.: , $)

- 1
u( V::, $ ' )

,c

onde
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que f(a (;,y)) = C -1r1 2 + IYl 2
• Sendo v_ E = f- 1 cc -E2

) , VE = 
.. . \-] 2-\ = f- 1 (c + E 2

) e o mergul h o caracter1st1co cp :S · x 13 +V , 
-E 

cp(u,0v) = a(E u cos h 0,E v sen h 0) te mo s, (W E ; V_ E, VE)=: 
=(w(V_E , cp) ; V_E ,x (V_E'cp)) pelo Teorema 4.5 . . 

Analogamente p ara (W'; V~, v;), tomando-se o mesmo 
E para definir o raio da vizinhança coordenada, tem-se um 
mer gul ho cp'( u, 0v) = 8(E u cos h 0,E c sen h 0) e, pelo Teore 
ma 4.5., um d ifeo mo rfismo (\\1~; V~E ' V~}=(w(V~E'<P') ; V~E ,X(V~E ,cp ') ) . 

Se j a k um di.feomor.fismo de V_ E e m V~E que preserva 
a orientação de S 1 tal que k 0 cp = cp'. (Vide Teore ma 3 . 4 . para 
o caso e m que V =V ' -S 1 e a plique o Lema 2 .21. para o caso ,, -E -E 

v =V ' =s 1 + s1
) . - E -E 

Pelo Teorema 4.5. 

( \v ~; v~E' V~)"' ( w(k(V_E) ,kcjl); k(V_E) , x(k (V_ E) ,h cp)) 

que e d i f e o 111 o r f a a ( w ( V , cp) ; V , x( V , q>) ) • -E - E -E 

Co m efeito, o dife omorfismo 

X {O})) X 8 1 + L\ 

1B•l l 1LÀ 

H = (k x lfi1) + 1
111 

e compatível co m a relação de 

e q u i v a 1 ê n c i a : ( cp ( u , 0 v ) , c ) - ( ; ·, y) = > - J ; 1 
2 + J y 1 

2 = c e (~ , y) 
está na trajetória ortogonal qu e passa por (u cos h 0 ,v sen h 0), 
donde (k,l.i31)(cp(u,0v) ,c) = (k(cp(u,0v)) ,c ) = (cp'(u,0v) ,c) e 
eq uivalente a (x ,y). Daí, os quociente s w(V_E,</J) e w(V~E,cp ' ) -sao difeomorfos. 

Te m- se o diagrama 
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íi conjuga as funções f't e g't' , pois.ll õ a identidade so-
bre LÀ e preserva o nível em (V\4'(S"'" '« {0})) " ii:

Assim, tem-se um difeomol'fisco hi:W '- IAf

Bando f e g

Pe lo Leiloa 4.6.
..h

>

conJu-

]l: se estende a ]l:W ' W' de modo

que
Q.n.n.

Moía 4.8. Caso não estável
Seja (IV; V; V') uma tríada e f:W '-IR uma função

de b'lol-se cona pi,-..,pk pontos críticos, todos no mesmo ti-
ve 1 , com Ín doce s À] ,... ,X k

Através do campo pseudo-gradiente ÊI para f se ob
téin mergulhos característicos disjuiltos +i:SÀi'l x Bn'Ài + V

i ; 1 , 2 , . . . , k

Construímos uma variedade uCV; 4)l, @ k) como SS

Sobre a soma disjunta

cv\LJ4)i(sXi'l x {0})) x iã' + Lx + ... + I'Àk'

para cada u c SÀi'l, v c Sn-Ài'l, 0 < 0 < 1 e C ( B',idem.
tificanios o ponto (@{(u,0v),C) no primeiro somando com o
Único ponto (Í,y) c LX: tal que:

l;l: : . , .
ii) (;,;) está sobre a trajetÓria ortogonal

que passa pelo ponto (u cos h 0,v sen h 0)

O quociente de (V\LJ0{(SXi'l x {0}))

pela relação aci.ma é uma variedade bem definida denotada
por u(V; $i,..., $k). Tem-se que W=m(V; 01,..., $k). Por oy

tl'o lado, se(bi:SÀi'l x Bn'Ài .> V. i= 1,...,k, são mergy
lhos disjulitos, tem-se uma variedade X(V; (bl,... , @k) obt.!

ll

ll

+

- 66 -

li c on j uga as fu nções f 0 Q, e g 0 Q,', poi s II é a identidade s o

bre LÀ e preserva o nível em (V\(jJ(SÀ-l x {O})) x ~ 1
• 

Assim, tem - se um difeomor f ismo h1:W ➔ W' 

ga nd o f e g . 

conju-

Pelo Lema 4.6., h 1 se estende a h : W + W' de modo 

que f = g 0 h. 
Q.E . D. 

No~a 4 . 8. Caso nao estável 

Seja (W; V; V') uma tríada e f : W + m uma função 

de Mo rse c om p1 , ... ,Pk pontos críticos, todo s no mesmo n í 

ve l, com Índices À1 , .. . Jk· 

Atravé s do campo pseudo-gradi e nte ~ para f se ob 
À·-1 n-À· -

tém mcrg u] hos cJ. racterístico s disjunto s <Pi : S 1 x 13 1 + V, 

i = 1, 2 , ... ,k. 

Construímos uma variedade w(V ; (jJ1, ... , </Jk ) co mo se 

gue: 

Sobre a so ma di sj unta 
k 

( \T\ l_J q> . ( S À i - l x { O } ) ) 
1. 

i=l 

para cada u SÀi-1 n-À·-1 
ç , V E S 1. , o < e < 1 

- 1 
e e E B ' ide~ 

tificamos o ponto 
->- + 

Gnico ponto ( x, y) 

(cp.(u,ev),C) no 
1. 

E LÀ. tal que: 
1. 

primei ro somando co m 

i) - 11 12 
+ IYl 2 = c, e 

o 

ii) cl,y) está sobre a trajetória ortogonal 

que passa pelo ponto (u cos h e ,v sen h 8). 

k >-.· l k 
O quoci e nt e de (V\LJ <p.(S 1 - x {O})) x B1 + IL 

i iº= l À1.· 
i=l 

pela relação ac ima é um a variedade bem definida denot a da 

po r w(V; qi 1 , • •• , qik ). Tem- se que \1/ z w(V; 1> 1 , ••• , qi k). Por o~ 

. À·-1 n-À· -
tro lad o, se cp .:S 1. x B 1. ->- V, i = l, . . . ,k, sao mergu 

1. 

l hos disjuntos, t em-se um a variedade x (V; cj) 1 , ... , cpk) obti 
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da da soma disjunta Ü
ni:l

1( .
x { 0 }) + >1 B Ài

i :l

v € Sn-Ài e 0 < 0

somando com o ponto (0u,v)
identificando-se para cada u
o ponto @i(ti,0v) do primeiro
BÀi x Sn'Àj.'l

<

de

Se V'.=x(V; 0i,.. . , 4)k) , então V e V' são cobordan-
tes por ujn cobordismo que admite u)na função de f,lorde com k
pontos críticos, no mesmo nível, de Índices Ài,Àz,...,Àk

Este cobordisnlo não é único como no caso de cobor-
dismos elementares, pois as variedades V e V' não determinam
o ntilitero de pontos críti.cos de uln cobordismo entre elas. A
figura abaixo sugere unl exemplo disto:

V = Si e V' S 1 + S l

.l:B:grlaó,éçãa 4.9. Seja (IV; V, V') uma tríada de' dimensão n
f:lV beco,cl] uma função de blorse com pi,. ..,p., pontos críti
cos, k > 1, todos no mesnto nível c e Úni.cos para f em [co,ci]
Se IV é conexo então, 0 < inda p; < n, Vi, i= 1,2,...,k

- 6 7 -

k k 
d a d a soma disjunta V\ LJ cp . ( S À i - l x { O} ) + l B À í x s n - À í - 1 

i=l i i=l 

À l n -À· identificando-se para cada u E S i - , v E S 1 e O < 8 < l, 
o ponto c/J i(t1,8v) do primeiro soma nd o com o ponto (8u,v) de 
13 Àí x sn-Ài-1. 

Se V' ==x(V ; cp 1 , •• • , cpk), então V e V' sao cobordan
tes por um co bordi s mo que ad mit e uma f un ção de Morse com k 
pontos críticos, no mes mo nível, de Índices À1 ,À ;, , ... ,Àk· 

Este co bordi smo não f Gnico como no caso de cobo r 
dismos elementares, pois as variedades V e V' não determinam 
o nGm ero de pontos críticos de um coborclismo entre e las. A 
figura abaixo sugere um exe mplo disto: 

V= S 1 e V' = S 1 + S 1 

h 

\' , 

P~opo6iç~o 4.9. Seja (W; V, V') uma tríada de dimensão n, 
f:W + [c 0 ,c 1 ] um a fu nção de Morse com p 1 , ••• ,p pontos críti

k 
cos, k > 1, todos no mesmo nível e e unicos para f em [c0 ,c 1 J. 
Se W f conexa então, O < indf pi < n, Vi, i = 1,2, ... ,k. 
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Delltonstração Com efeito, pelas notas 4.8. , temos

W=u(V ; f'' (co); $i , . . . ,$k)

v\i:l+i(sÀi'l x {o}) x lã' i1lLÀi
R

paraJ
é um discoLjulho vazio e À J

Se indf algum j
donde

vem que $j e o mer

«~H.»,u*''" * '91 * ii: -- i>ljLxi
LXj n R

donde IV seria desconexa

n então ind.f p 0 e a prova e a
]nesma

não pode ser 0 ou n, para todo j, se
k > 1 e IV é conexo

\<'U ' U

I'coa.adia 4.70. Seja (IV; V, V') uma tríade com função de Mo.!
se f:]\r bECo,ci] tal que co < c < c. ã o único valor criti
co de f. Então f '(c) é canela se W é conexa

Demonstração A prova é feita por indução sobre o número de
compollentes conexas de V

Tem-se que , se pi,
cle f, e f':(c) é homeomorfa a

v\i;t0,(sxi'i* {o}) '': {o} -'-

pi,. são os pontos cl-éticos
k

,!:'*,

onde
KÀi {Cli,y) c U{Ài x ]Rn'Ài }1

(0.(u,ov),0)-(1;,;) ' KÀ{ se (;,}) esta na trajetÓria arte

- 6 8 -

Demonstração Com efeito, pelas notas 4.8., temos 

1\1::::w (V == f- 1 (co); <P 1 , • • • ,<Pk) == 

k k 

v\W<f>. cs >-í- 1 x {o}) x n1 + _I L>-. 
1.=l 1 1.=l 1. 

R 

Se i nd f Pj == O para algum 

gulho vazio e L;\. e um disco, donde 
J 

J, vem que <j). e o mer
J 

\f \ ~-! <p . ( S À Í - l X { Ü } X B ] + . I . L 1 

L __ J._7--""J'---l _____________ J._7-~J'---/\-Í 

À · n 
J 

donde W seria desconexa . 

R 

Se ind.f p . == n então ind e p. == O e a prova e a 
. J - .L J 

mes ma. 

Logo indf pj não pode ser O ou n, para todo J, se 

k > l e lV -e c one xa. 

Q.E.D . 

T e.oJI.e.n,a 4. 10. Seja (W ; V, V') uma tr:íada co m função de Mo! 

se f:W + [c 0 ,c 1 ] tal que c 0 < c < c 1 e o un1co valor criti 

co de f . Então f- 1 ( c) é conexa se W ~ conexa . 

Demonstração A prov a e feita poT induçiÍo s obre o numero de 

componentes cone xas de V. 

de f, e 

ond e 

Tem-se que, se p 1 , ••• ,pk 

f- 1 ( c) é homeo mor fa a 

-sao os pontos 

k 

l k 
V\ i~ cti i ( s Ài -1 X {O} ) X {O} + iilKÀi 

críticos 

e 

➔ ➔ ➔ ➔ 

(qi _(u,ev),0)-(x,y) E K>., se (x,y) está na tr a jetória orto 
l. l. 
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tonal que passa por(u cos li 0,v sen h 0) em LX
Observamos que f'l(c) não é uma subvariedade de W

lhas estaiiios interessados apenas no fato de f'l(c) ser conexa
ou não, basta considerarmos sua estrutura de subespaço topo-
]Óoico de W Assim

f''(c) ; -ll->.i:a'bi(SXi'l x {0}) + 1l KÀ e

l

k

KÀi Ó conexo, para todo Ài e pela ])roposição 4.9
supor que Ài# 0, n, para todo i., IÉ i$ k

podeillos

Se V tem ujlla coíllponente conexa Ó suficiente consi
rarnlos o caso eill que 0;(S"i " x {0}) clesconecta V, pois se
isso não ocorre para todo j, v\LlU4):(sXi'l x 0) ó conexo e

colho KÀ{ é conexo e - identifica pelo ]nenos uin ponto

V\@i(SXi'l x 0) com uln ponto de KÀ ' segue-se que f'l(c)
conexa. '

Suponhamos então que $.:SXj'l x Bn-Àj - V é tal
que V\q)j(SXj'i * 0) é desconcxa.JSegue-se que V\$:(SXi'l x 0)
tem duas cojnponentes conexas. Com efeito, se À; = 1, 4)i:So xBn'l-.
,- v tem para imagetn dois discos disjuntos e abertos em V e
V\4)l(So x 0) é V menos dois pontos que, claramente, é conexo
se n> 2. Seno 2, entãoV =S: e Si\@(S' x 0) + K) é Co-

]l
de

e

nexo Ó a figura de um 8

Então podemos supor
SXj'l x Bn- Àj

vizinhança conexo de @j

Claramente V\@i (SÀiJ

se .b ,S Àj 'l * B''' Àj) \$ ;

clue

À l
@ g

X

# l e , eln consequência

ó conexo, donde +:CSXj'l ,. Bn-Àj)
x 0) ejn Ve uma

mente
0) é desconlpxo se

(s Àj ' l ». o) :

C se
ÍH(s J

$
X

J

À lJ X Bll'Àj\SÀj'l x 0) ó .lescoi)exo e Isso
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gonJl que p assa . por (u cos h e , v sen h 0) c m LÀ . . 
l 

Observamos que f- 1 (c) nao e uma su bv ariedade de W , 

ma s esta mo s interessados ape n as no fato de f- 1 (c) ser con exa 
o u não, basta considerarmo s sua estrut u ra de s ub espaço top o-
16gico de W. Assim 

k k 

V\h-{cpi(SÀi-l x {O}) + I 
i=l e 

-KÀi e conexo, para todo Ài e pela proposição 4.9., podemos 

supor qu e Ài,:. O, n , parJ todo i , 1 ~ i ~ k. 

rélrmos o 
-

lSSO nao 

conexa . 

Se V tem uma compo n ente co nexa~ s uficiente consi
À·-1 caso e m qu e cp. (S J x {O}) desconecta V, pois 

J k À·- 1 ocorre para todo j, V\ L:J rp . (S 1 x O) e conexa 
i = l 1-

e c one xa e - identifica pelo menos um ponto 

um ponto de KÀ.' segue-se qu e f- 1 ( c) 
l . 

se 

e 

de 

e 

S uponhamo s e nt ão que rp.:SÀj-l x 1/l -Àj ->- V e tal 
À·-] - J À 1 qu e V\(j)j (S J · • x O) e des co ne xa. Seg ue-se qu e V\rpj(S j- x O) 

tem duas co mp onentes c one xas . Com c[ejto, se Àj = 1, <P j :Sº x 13n-l ➔ 
➔ V te m para imagem dois discos disjuntos e abertos em V e 
V\cpj (S 0 x O) e V me nos do is pontos que, claramente, e conexo 

se n > 2 . Se n = 2, e ntão V= S 1 e S 1 \cjl(Sº x O) + K 1 eco -

-nexo: e a figura de um 8. 

Então podemos supor qu e À. ,:. 1 e, e m co n seqU~ ncia 
J 

SÀj-l x 13 11 -Àj é conexo, donde cp .(SÀj-l x Bn ·-Àj) 
_ À·-1 J e uma vizinhança co n exa ele <Pj (S J x O) cm V. 

CL:i rJmente V\rpj (SÀj -l x O) e desconexo se, e so -
mente se 

11 - À · À'- 1 
x B -1\S J x O) é desco ne xo e lSSO 
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ocorre se, e soiliente se
SXj'l x Bi;-Àj\SÀj'l x 0 : SXJ'l x (Bn'Àj\0) é desconexo.
Ora, se isso acontece, dado o fato Àj # 0,1,n e n > 2, sg
gue-se que Àj : n'l, donde Bn'À é o intervalo da Teta
C-l,l) e também K}. é o cone emE{'' cuja figura e

J

7 .«-*/
/

b ]Rn- l

..:JU
n x 0) +(s n-l e comera pois K e e ln- l

n-2 x 0)(sv\ (>Jdentifica pontos de uma componente concxa

com pontos de Kn-l tais que y < 0 e pontos
tais que y > 0. Do fato de

v\ l.:J+. Hxi-t ». m
l =.L '

da outra campo

V\.bi(SÀi'l x 0) + KÀ
D

2l

k

:}, '*,

por
n-l

dos

indução sobre o número de pontos críticos de Índice
segue o resultado

Se V tem duas cojnponentes conexas: Vi e V2, uln

À{ deve ser l e o mergulho @i:So x Bn'l -} V. + V2 de-
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ocorre se, e s ome nt e se 

sÀj-l x Bn-Àj\SÀj-l x O= SÀ j-l x (13n- >, j \ O) é desconexo. 

Ora, se is s o acont ece, dado o fa to Àj ~ 0,1,n e n > 2, se 
n- À 

gue - se que Àj = n-1, donde B e o intervalo da reta 

(-1 , 1) e também KÀ· e o cone e mm.n cuja f igura é 
J /i\ 

m 

; 

n-1 s 

V\cjij (Sn- Z x O) + Kn-l 
Daí -------- ---- e conexa pois Kn-l o e e - i-

de ntifica ponto s de uma c omponente conexa V\ ~j(Sn- Z x O) 

com po ntos de K 1 t ais qu e y < O e ponto s da outra c omp_o 
n-

t ai s que y > O. Do fato de 

k 
V\ I_J cp ( S À i - l x O ) + 

k 

L 
i = l 1 i=l 

por indução s obre o numero de pontos críticos de 

n -1 segue o resultado . 

Índi ce 

Se V t e m duas componentes conexas: V1 e V2 , um 
n-1 

do s Ài deve se-r 1 e o mergul ho <Pi:S 0 x 13 -► V1 + V2 de -
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ve aplicar uílla componente conexa de So x Bn'l em V. e outra
em V2. Com efeito, sendo SÀ 'l x Bn-À conexa para À{ # 1, se
gue-se que ${(SÀ 'l x Bn-À ) esta em Vi ou V2 e dividindo-se
os illergulhos em duas classes, a primeira dos que tem imagem
ein Vi e a segunda dos que tem imagem em Vz, VCiH:

v\ LJ@; (sÀi'l x o) x ii: + >1 L.
i :l ' i :l " i

m \ . m

\j::l4)ij(S"ij'"x 0) x Ê: + .>li I'Ài{ +

v;:\l-:.J@ sxij': * © * É' -'- j:«,-t

:CWi; Vi, VI) + (IVz; Vz, V=1) e W seria desconexa

Assim deve-se ter, para algum j, Àj : le(bj:S' xBn'l -
'-V: + V2 é tal que @j(-l x 13n-l) c V: e +i(lxBn'l)c V:

Segue-se que Vi + Vz\$(So x 0) é Vt\ ponto + Vz\
ponto, sendo que esses pontos admitem vizinhanças que são
discos. $j(tl x Bn'l 0) são cilindros em V] e Va que, atra-
vés de - são identificados cada um com uma componente conexa
de Kn-l\{(0,0)}e o resultado fica conectada põr (0,0)

Na realidade, se À: = n-l, V] + V2\+(So x 0) + Kn.l

é obtido asse.m tira-se um ponto de Vt e um ponto de Vz e os

ve aplicar 

em V2 • Com 

gue-se que 

- 71 -

uma componente co ne xa de sº x Bn-l e m V1 e outra 
À - 1 n-À efeito, sendo S x B con exa para Ài ~ 1, se 

À -1 n- À -<f>. (S x B ) e s ta em V1 ou V2 e dividindo-se )_ 

os mergulho s e m duas c l asses, a pri meira dos que tem 
em \/ 1 e a segunda dos que tem i magem em V2 , vem: 

imagem 

k 
X B l + I 

w ::: i=l 

m À·· -1 
V1\LJ<f>_..(S lJ X O) 

Í = ]_ l J 
X 8 l + 

rn 
I 

i=l 
+ 

+ 

k À· -1 
V \ I__J </> • . (S l j X O) X B l + 

2 j=rn+l lJ 

k. 

I 
j=rn+l 

:: (W 1 ; V l ' Vi) + (W . 2 ' V2' V~) e w seria desconexa. 

deve-se n-1 Assim ter, para alg um J' À· = 1 e cpj: sº x B ➔ 
J 

V1 V2 - tal </>· (-1 Bn-1) V1 <P. (1 x 13n-l) V2. 
->- + e que X e e e 

J J 

ponto, sendo que esses pontos admitem vizinhanças que sao 
discos. <P j( ±l x Bn-l O) são cilindros em V1 e V2 que, atra-
v~s de - sã o identificados cada um com um a compon ente conexa 
de K 1 \{(0,0)}e o resultado fica conectado p~r (0,0). n-

Na realidade, se À . = n-1 , Vi+ \/2 \<P(Sº x O) + Kn-1 
J 

e obtido assim: tira-se um ponto de V1 e um ponto de V2 e os 
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substitui por um unico ponto: (0,0). Essa operação corres
ponde a aproximar Vi de Vz, de modo que Vi n Vz sejalpon
10

vj \ l.J 'p i ( s À i' l x 0)
Se

onde

$.: s À i'

Ai + Az\@:(S' x 0) + Ki
V;, j = 1,2 e B ; a

K . .

B\l ] $i(SÀi' l x 0) +. >1 KÀ
vemque f'l(c) : i:ml+m2+l ' ..,-- corri

À ; 1 , 1 = i111 + 1112

f': (c) é conexo

+ l , k e com ]3 collexa Portanto

Se V tem m componen
menos iii-l pontos críticos de
apli.cedo ejn componentes conex
4), de modo que , dada uma coinp

Vz tal que -l x Bn'l $

tes conexas deve-se ter pelo
índice l tais que So x Bn'l é
as di.sti.fitas de V para cada
onente conexo Vi de V, existe
Vi l x Bn'l :@: Vz

tais componentes, 4)i:SXi'l x
<.. Bn'À +. Vz, p+l $ i É q e

Se

x Bn'Ài + V: ,

@q+l:So x Bn

Vi e V2 são duas
l $ i É P; @i:sÀ 'l

1 .» Vi + V2 e o mergulho acima, então se

": -'- ":\:Lj,':*:-" * . :Ê: "*:
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s ub stitui por um unico ponto: (0,0). Essa operação corres

ponde a apr oximar V 1 de V 2, ele modo que V 1 n V2 seja 1 pon

to. 

Se A 

ve 111 que f- 1 (c) -

IllJ 

V . \ )_J cp . ( S À i - l x O) + 
J i= 1 1. 

IBJ 

L KÀ · 
i= 1 1. onde 

com 

À. = 1, i = m1 + m2 + 1, . .. ,k e com B conexa. 
1. 

Portanto 

f- 1 (c) é conexa. 

Se V tem m componentes conexas deve-se ter pelo 

menos m-1 pontos críticos de Índice 1 tais que Sº x Bn-l é 

aplicado e m componentes conexas distintas ele V para cada 

cp, de mod o que, dada uma componente conexa V1 de V, existe 

V2 tal que -1 x Bn-l cjl V1 
1 x Bn-l cjl ~ V2 • 

Se V1 e \1 2 são duas tais componentes, </Ji:sÀi-l x 

X 13n-Ài + V1, 1 s "'1.··.SÀ -1 -~ Bn- À V 1 < . l S p; ~ , + 2, p+ - l S q e 

cp :S 0 x Bn-l + \1 1 + V2 é o mergulho acima, então se 
q+l 

j.\ -



1 1 1 1 k

V\i:l$i(S"i'"x 0) + .>1 KX
t

k . . k

A + [V\(Vi + V2)]\:l;ã:pl4': S"i'" x 0) + . >1 KÀ.

=lucão . vem cllle f'l (c) épor 11] v eiii (]iique e coiiexa

Q.z.n
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vem 

k 

I 
i=q+l 

e, por indução, vem que f- 1 (c) e conexa. 

K 
À· 1.. 

Q.E.D. 
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$. 5. Grafos

12eá,én.éção 5.0. Um grafo I' é um par Cv,V) , onde Y é um espa'
ço tipológico de llausdorff e V Ó um subespaço de y, veria.
cando as seguintes condições

i) V é um subespaço fechado e discreto de y
Os pontos cle V ct)aítlain-se vértices de I'

i) y\V é união disjunta de subconjuntos ater
tos e; , cada uln do quais hoinelnorfo a um in
tervalo aberto da neta real. Os conjuntos
e. chamam-se arestas de I'

iii) Para cada aresta e{, seu bordo e; \e; é um

subconjunto de V formado por um ou dois poD
tos. Se e;\e; consta de dois pontos, então
o par (e;,e;) ê homconloi'fo ao pílr([0,1],(0,1));
se ej\e{ consta de un} sõ ponto, então o par
(ê homeomorfo ao par (S: ,S'\ponto)
onde um par topológico (A,B) Ó constituído
de uljl espaço topológico A e de um subespaço
B de A e um holneomorfismo de pares

h:(A,B) -' (A',B') é um homeolnorfismo
h:A ' A' tal que h(B) = B'

iv) A topologia de y é tal que um subconjunto
A c y Ó fechado se, e somente se, para cada
aresta e. , A n e. ê fechado em e

l

l

h/o,{aó e de 6,én,éçã e,õ 5 . í

i) A condição iv) da definição 5.0. é autoinati
lamente satisfeita no caso ênl que o grafo é
finito. Um grafo é finito se tem um número
finito de arestas e de vértices. (vede [10],
Pãg. 188)
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§ . 5. Grafos 

Ve.6iniç.ão 5. O. Um grafo r e um par (y, V), onde Y é um espa

ço topol6gico de Hausdorff e V e um subespaço de Y, verifi

cando as seguintes condiçôes: 

i) V é um subespaço fec hado e discreto tle y. 

Os pontos de V chamam- se vértices der. 

ii) y\V é união disjunta de subconjuntos aber

tos e., cada um do quais homemorfo a um in 
l. 

tervalo aberto da reta real. Os 

e. chamam-se arestas de r. 
l. 

conjuntos 

iii) Para cada aresta e., seu bordo "e-:-\ e. e um 
l. l. l. 

subconjunto le V formado por um ou dois po~ 

tos. Se "e-:-\e. consta de dois pontos, então 
l. l. 

o par (e":"",e.) é homeomorfo ao par ([0,lJ ,(0,1)); 
l. l. 

se e .\e. consta de um so ponto, então o par 
l. l. 

("e-:-,e.) é homeomor fo ao par (S 1 ,S 1 \ponto) 
l. l. 

onde um par topol6gico (A,B) é constituído 

de um espaço topol6gico A e de um s ubesp aço 

B de A e um homeomorfismo de pares 

h:(A ,B)-+ (A',B') éum homeomorfismo 

h:A -+ A' tal que h(B) = B' . 

iv ) A topologia de y é tal que um subconjunto 

A e y é fechado se, e somente se, para cada 

aresta ei, A n ei e fechado em ei. 

No ta -6 e. de.óin.iç.Õe.-6 5.1. 

i) A condiç ã o iv) da definição 5.0. é autornati 

carnente satisfeita no caso em que o grafo é 

finito. Um grafo é finito se tem um numero 

finito de arestas e de vértices. (vide [10], 

pág. 188) . 
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ii) Uín grafo é um CW-complexo l-dimensionar
(Vede [10] , pãg. 187)

iii) Uin grifo é compacto (conexo) se, e somen-
te se, y é compacto (conexo)

iv) Grafos podem ser representados através de
diagramas: cada vértice é representado por
um ponto e cada aresta é uma curva sem au
to intersecções ligando seus vértices
Exemplo

vl ü

Um grafo é dito planar se admite ulli dia-
gram tal que, se duas de suas arestas Cfç.
chadas) se intersectam, o fazem segundo
vértices

Uma aresta ei é uin laço se êi\ei é um poB
to; uma ligação, caso contrario
Um grifo é uma árvore se não contém laços
ou duas arestas com o mesmo pai de extre-
}110 s

O tamanho de um grafo finito é o número
v+a, onde v é o número de vértices e a é

v)

vi)
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ii) Um grafo~ um CW-cornplexo 1-dimensional . 

(Vide [lOJ, pág. 187). 

iii) Um grafo e compacto (conexo) se, e somen

te se, y e compacto (conexo) 

iv) Grafos podem ser representados através de 

diagramas : cada v~rtice é representadopor 

um ponto e cada aresta~ uma curva sem au 

to intersecções ligando seus vértices. 

Exemplo: 

v) 

vi) 

v, 

v, 

o ~, a, a, 

\', v. 

Um grafo é dito planar se admite um tlia

gram tal que, se duas de suas arestas (f~ 

chadas) se intersectam, o fa zem segundo 

vértices . 

Uma aresta - laço ~\e. e. e um se e um po~ 
:L :L l 

to; uma ligação, caso contrário. 

Um grafo e uma arvore se nao contém laços 

duas arestas 
~ -

de ou com o mesmo par extre-

mos . 

vij,) O tamanho de um grafo finito é o numero 

v+a, onde v e o número de vértices e a e 
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o número de arestas

Exetn p,eoó 5 . 2

) r

2)

(IR,Z) e uln gl'a fo infinito

diagrama de uln grifo finito

e um diagrama do grafo que contém 6 vérti-
ces divididos em duas classes: A, B, C e A',
B' , C' sendo que de cada vértice da primei-

Exe_1nplo ,'.) 5.2. 
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o numero de arestas. 

1) r 

2) 

(lR,Zl) -e um grafo infinito. 

3) 

v, 

e diagrama de w11 grafo finito. 

i 

e um diagrama elo grafo que contém 6 vérti-

ces divididos em duas classes: A, l3, C e A' , 

B ' , C ' s e ndo que ele cada vértice da primei-
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t'a sai uma aresta para cada vértice da se
funda

4) Os gratos K. que são constituídos de p vé!
tices e dois vértices distintos são liga-
por uma aresta, são denominados gratos coB
pretos de p vértices

Kt

01)óea,vagão 5.3. Os gratos do exentplos 3 e Ks são chamados
grifos de Kuratowsky que demonstrou que eles não são plana:
res e que todo grafo não planar contãn] um subgrafo homeo-
illorfo a um de]es. (Vede [10], pág. 206 e referências iã
contidas)

Z)eá.énlçãa 5.4. Dois grafos r : (y,V) e r' ; (y',V') são
isomorfos se existe um honteomorfismo k: y -- y' que leva vér
tices em vértices e arestas en} arestas

Neste caso, diz-se que k Ó lim isomorfismoen
tre I' e I'

No,ta - Segue-se da definição 5.4. que dois grifos isomor
diagramas iguais

Pa.opoóZçãa 5.5. Sej am F ,V) e r' (y ' ,V ' ) grifos e

o 
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ta sai uma a rest a para cada vértice da se 

gunda. 

4) Os grafos K que sao constituídos~ p ver 
p 

K , 

tices e dois vértices distintos sao liga-

por uma aresta, são denominados grafos com 

pJetos de p vérti ces . 

K ' 

Ob~ eh vação 5.3. Os grafos do exemplos 3 e K5 são chamados 

grafos de Kur atowsky que demonstrou que eles não são plan! 

res e que todo grafo não planar contém um subgrafo homeo

mor fo a um deles . (Vide [10], pág. 206 e r e ferências lá 

contidas). 

Ve6,i.nição 5.4. Dois grafos r = (y,V) e r• = (y',V') são 

isomorfos se existe um home omor fis mo k:y-+ y' que leva ver 

tices e m vértices e arestas e m arestas. 

-Neste caso, di z - se qu e k e um iso mo rfism-')e!l 

tre r e r' . 

No ta Segue-se da definição 5.4. que doi s grafos 1somor

diagramas iguais. 

Phop o~-i.ção 5.5. Sejam r = (y,V) e f' = (y' ,V ') grafos e 
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h:Y -- Y um homeomorfismo São equivalentes

i) h é un] isolnorfi smo

ii) h(v) : v'
iii) h leva arestas em arestas

Demonstraç4ç! Que i) :> ii) é trivial; ii) => iii) segue do fa-
to que h(y\V) = y'\V'; e iii):»i) segue do fato que ]](V) :
: ]l(y\LJci) ::y'\Uh(ei) : V' poi-s se y'\LJh(ei) # V', en-i €1 ' icl ' i cl

tão 'y'\LJh(e:) contém uma aresta: f. Daí h''(f) c V Uma cop:

tradição, h': é um homeomorfislno ap]icando um subconjunto ]lo-
ineoittorfo a (0,1) nujn espaço discreto.

i cl
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h:y + y' um homeomorfismo. São equivalentes : 

i) h é um isomorfismo 

ii) h(V) = V' 

iii) h leva arestas em arestas . 

Demonstração Que i ) => ii) é trivial; ii) => iii) segue do fa

to que h (y\ V) = y '\V ' ; e iii) => i) segue do fato que h(V) = 

= h(y\LJc.) = y '\l_jh(e.) = V' pois se y ' \!_jh(e.) ;t V', en-
• 1. . 1. ·1 1. 

1. E I 1.El 1. E 

tão y' \ LJ h( e . ) contém um a aresta: f. Daí 11- 1 (f) e V. Um a con 
i E I 1. 

tradição, h- 1 é um homeomorfis mo aplicando um subconjunto ho

meomorfo a (0,1) num espaço discreto. 

Q. E.D . 
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$.0. Introdução

Neste capítulo definiitlos equivalência de funções de
Reeb de uma função de Morse sobre uma n-variedade diferencial
compacta, conexa e sem bordos e demonstrados os teoremas

Tecia-ema A Se f e g são funções de Morse equivalentes sobre M,
então seus grafos de Reeb são isontorfos

Tea,tema B Se f, g:M -' ]R são funções de Nlorse estáveis,di.In hí
= 2, com grafos de Reeb isomorfos, então f é equi
valente a g

Também, através de um contra-exemplo se mostra que
isomorfismo entre grafos de Reeb não é suficiente para a equi
valência de funções de Nlorse não estáveis em dimensão 2

- 83 -

§. 0. Introdução 

Neste capítulo definimos eq uival~ncia de f un ç6es de 
Reeb de um a f unção de Mo rse so bre um a n-v arieda de diferencial 
compacta, conexa e sem bo rdos e demonstramos os teoremas : 

Teo ~ema A Se f e g sa o f un ç6es de Mo1·se equivale nt es sobre M, 
ent ã o seus grafos de Reeb são isomorfos. 

Teo ~e ma B Se f, g :M ➔ m sao funç6es de Morse estiveis, tlim M = 

= 2; c om grafos de Reeb isomorfos, então f 6 equi
valente a g . 

Tamb 6m, atrav~s de um co ntra-exe mplo se mostra que 
isomorfismo e n tre grafos de Reeb não f suficiente para a equi 
val~ ncia de f un ções de Mo rse não est5veis e m dimensão 2. 
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uivalência de Funcões

22e6Z}'li.çãa 7.0. Duas funções difereniãveis f, g:b4 -»IR sao e-
quivalentes se existem difeomorfismos h:bl -» NÍ e k:IR -* IR tais
que o diagrama

bl IR

h
+

k
+

IR é comutativog

Usamos a notação f-g para expri.nti.r que f é equina
lente a g

Claramente - é uma relação de equivalência no con
junto das funções diferellciáveis sobre lvl.

p40pa,õ,éçãa ].]. Sejam f, g:iq -, ]R funções diferenciávei.s
h:M -- ]\4 e k:]IR 'F ]R são difeolnorfismos, então k.f-f e g'h-g

Delllg!!!.!.!3çãg-. Os dois di.agramas abaixo são comutativos
'" -+ IR

l k

.-+ IRk.f

IM

Se

bl

Q.n .D.

!/talos,6.éçaa 7.2. Se f, g:M '- IR são funções de Morse equivalen
tes, então

i) p é ponto crítico de f se, e somente se
é ponto crítico de g

ii) p é ponto crítico de f se, e salnente se, p
ponto crítico de k.f

iii) i-ndk.f p : indg h(p)
iv) Se k' > 0 então ind. )

h(p)

e

indk.p p e
k' < O.
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§.1. Equival~ncia de Funções 

De6iniç~o 1.0. Duas funções difereni~veis f, g :M ➔ m sao e

quivalentes se ex istem difeomorfismos h:M + M e k :m ➔ 1R tais 

que o diagrama 

f -----m 

k 

M ___ g __ i- m é comutativo. 

Usamos a notação f-g para exprimir que f e e qui va

l e nt e a g . 

Clarame nt e - é uma relação de eq uival ~ncia no co n

junto das f un ções di fere nciive i s sobre M. 

Phopo6i ç~o 1. 1. Sejam f, g:M + m funções diferenciiveis. Se 

h : M + M e k:ffi + m são difeomorfismo s , então kof-f e g 0 h-g . 

Demonstração Os dois diagr a ma s abaixo são comutativos. 

M ----i- JR 
k 0 f 

Q.E . D. 

Phopo6iç~o 1.2. Se f, g:M + 1R sao f un ç ões de Mor s e equivale~ 
tes, então: 

i) p e ponto crítico de f se, e s oment e se, h(p) 
e ponto critico de g. 

ii) pé ponto crítico de f se , e some n te se , p 

ponto crítico de kof . 

iii) i ndkof p = i nd g h(p). 

-e 

i v) Se k' > o e ntão indf p = i ndk p 
ºP 

e , k' < O, 
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então indk.f p : n ' inda p, onde n = di.m M

.12Sl11911g..çi!:ZÇP:9 i) k'f ; g.f e , pela regra da cadeia, dkf(p)'dfp

gl:(p)'dhp' Como dk e dh são isomorfis
mos, vem

dfp : O :' dgh(p) ; O

ii) Como eln i) , dfp ; 0 «:» dkf(p)'dfp ' d(k'f)p

h(U 1. \(»

Seja (0,U) urna carta de Morse para k'f eln p.
remos n

k.f.®(x) : .>1. aix{, onde l; : (xli :l
e ai ; tl, i ; l,...,n. (h''b,hCU)) é imi

ta elu h(p),relativamente a qual tem-se,

g.h.@(+x) : k'f'4'(+x) ; ;>1.. aixÍ,

donde indk.f p : indg h(p)

iv) Com efeito, pela regra da cadeia, se p é
ponto crítico de f )

Demonstração 

- 86 -

então indkof p = n - indf p, onde n = dim M. 

i) k of = gof e, pela regra ela cadeia , dkf( ) odf = ·- p p 

= dgh(p) 0 dhp . Como dk e dh sio isomorfis-

mos, vem 

dfp = O => <lgh(p) = O. 

ii) Como em i), df = O <=> dkf( ) odf = d(kof) = O. p . p p p 

iii) 

G 
h(U)~ 

~ 

Seja ( cp ,U) uma carta ele Morse para k 0 f em p . 

Temos n 

I 
i=l 

e ªi = ± 1 , i = 1, . .. , n. 

a .x~, anele ~ = 
1. 1. 

(h 0 <jJ,h(U)) -e lli llLl CJ r-

t ... 1 cm h ( p) , r e 1 a t i v a 111 ente a q u r1 1 tem - se , 

-► goho<ji(x) = 
-+ 

kof o<jJ(x) = 

donde indkof p = .in<lg h (p). 

n 

L 
i=r· 

a. X~, 
1. 1. 

iv) Com efeito, pela regra da cadeia, se p e 

ponto cr ít ico de f, 



8 7

[l(k'f). : k'(f(p)). H(f)., donde é suficien

te considerar os casos em que k é ]IR ou '].IR-

Tem-se imediatamente o resultado.

Q.n.n

- 87 -

H(k 0 f) = k' (f(p)). H(f) , donde é suficien 
p p -

te considerar os casos e m qu e k é lm. ou -lm.. 

Tem-se imediatament e o r es ult a do. 

Q.E.D. 
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$.2. Grifo de Reeb de Uma

Função de Mg].!ç

Dada uma função de hlorse f:bl '- IR sobre uma n-varie
dade compacta, conexa e sem bordo, associarelnos a f um grafo
I'(f) : (Y(f),Vr). Para isso, definimos uma relação sobre M
por

Rf : {(x,y) € b{ x i~llx e y estão na mesma componente co-
nexa de f':(t) para algum t c Im(f)}

P4-0P o,õ,é Çãc, 2 . a Rf e uma relação de equivalência sobre b{

Demonstração Claramente RJ: é reflexiva e simétrica;
xRfy e yRfz, x, y e z estão na mesma componente conexa
f''(f(y)) , donde xR4:z e R.Í é transitava

e se
en]

Sej a y(f) M/Rf o espaço quociente de M pela relê
Ção Rf

Tem-se uma função

f: Y( f) '' IR

f(x) = f(x). f é bem definida é contínua, pois
f'p, onde p:bl -' y(f) é a projeção canónica

No que se segue, b4'' denota sempre uma n-variedade
compacta, conexo e sem bordo e f:M'' ''-IR uma função de Nlorse
sob re M''

}>/tcpaó,lçaa 2.2. i) O gráfico de Rf é fechado ein M x M.
ii) p:M -' yCf) é uma aplicação fechada

iii) y(f) ó um espaço de llausdarff
iv) y(f) é conexo por caminhos

:j29monstracão~ i) Seja (x,y) ( l\'l x M, (x,y) / Graf(Rf) , f(x)
: a e f(y) : b.
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§ . 2. Grafo de Reeb de Uma 

Função de Morse 

Dada uma função de Morse f:M ~ m sobre uma n-varie 

dade compacta, conexa e sem bordo, associaremos a f um grafo 

f(f) = (y(f) ,Vf). Para isso, definimos uma relação sobre M 

por: 
Rf = {(x,y) e M x Mlx e y estão na mesma componente co-

nexa de f- 1 (t) para algum te lm(f)}. 

P~opo6lç~o 2 . 0. Rf é uma relação de equival~ncia sobre M. 

Demonstração Claramente Rf é reflexiva e simétrica; e se 

xRfy e yRfz' x, y e z estão na mesma co mponente conexa em 

f- 1 (f(y)), donde xRfz e Rf é transitiva. 

Q.E.D. 

Seja y(f) = M/Rf o espaço quociente de M pela rela 

Tem-se uma função 

f:y(f) + m 

f(x) = f(x). f é bem definida é contínua, 
f f 0 p, onde p:M + y(f) é a projeção can6nica . 

pois 

11 No que se segue, M denota sempre uma n-variedade 
compacta, conexa e se m bordo e f:M11 

+ m uma função de Morse 
sobre M11

• 

P~opo6lç~o 2.2. i) O grâfico de Rf é fechado em M x M. 
ii) p : M + y(f) é uma aplicação fechada. 

iii) y(f) e um espaço ele 1-lausdqrff. 

iv) y(f) é conexo por caminhos. 

Demonstração·· i) Seja (x , y) e M x M, (x,y) 1. Graf(Rf), f(x) = 

= a e f(y) = b . 
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Se a ,' b , sej ain c f':(a - c,a + c)

f':(b - c,b+ E:). Então A x B Ó uma vizinhança aber-
ta de (x,y) cop A x B n Graf(Rf) : 'ã

Se a = b, f':(a) contém pelo menos duas compo'
Dentes conexas: x e y, as classes de x e y, respcctivaiiente=
Se a ã valor regi.alar de f, existe E > 0 ta] (lue [a - c,a + E:]
não contém va]or crítico de f. Segue-se que f'iEa - c,a + c]
é um cobordismo produto e, x e y estão eln componentes co-
nexas distintas deste cobordismo. Neste caso existem vizi

n)lanças Vx e Vy de x e y em b'l tais que Vx x Vy n grafCRf) ;
= @. Se a não ê valor regular de f, da ]nesma forilla, exis-
te € > 0 ta] que em [a - E:,a + c:] a é o único valor críti-
co de f. Segue-se que x e y estão ein componentes conexas
distilltas de f':Ea - e,a + c] pelo Teorema 0.4.10. Se V.:.
é acomponente conexa que contém x e V., é a componente co-
nexa que contém y, tem-se que Vx x Vy. n graf(Rf) ; #

Em qualquer caso (x,y) admite uma vizinhança em
b{ x M disjunta de graf(Rf) , donde grau(Rf) é fechado en]
b4 x bl.

J

ii) Seja Fum fec1ladode bTe F ; p':Cp(F)) CF
éo saturado de F). Tem-se F = p2(F x I'l n graf(Rf)), onde
p2:1'4 x i\{ -,M Õ dada por pz(x,y): y. Desato, x € F => ]y € F
com (y,x) é Rf :> x ' p2(F x l\l n graf(Rf)) :' (y,x) c F x

x b'l n graf(Rr) => (y,x) c F x i\{ e yRí:x => x ( F

Dado que F x b4 e graf(Rf) são compactos F x l\ln
n graf(Rf) é compacto, donde F= p2(F x M n grafCRf)) é compacto
(p2 é contínua) num espaço de Hausdorff e ein consequência,
fechado

iii) Sejam xi e x2 eleiltentos distintos de y(f)
As classes p'iCxz) e p'l(xl) são fechadas em bl e, dadoque
M é compacto, tem-se dois abertos disjumtos Ui e U2 tais
que p'l(xj) c Uj, i; 1,2. O complemento Fj : hT\Uj, i:; 1,2,

Se a ;t. b, 
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seJam E = 1 a - b 1 

2 
E, a + E) 

e B = f- 1 (b - E ,b + E) . Então A x B e uma vizinhança aber

ta de (x,y) com A x B n Graf(Rf) = ~-

Se a= b , f- 1 (a) contém pelo menos duas compo

nentes conexas: x e y, as classes de x e y, respcctivJrnente_:_ 

Se a é valor regular de f, existe E > O tal que [a - E ,a + E J 

não contém valor crítico de f. Segue- se que r 1 [a - E ,a + E] 

é um cobordismo produto e, x e y estão e m componentes co

nexas distintas deste cobordismo . Neste caso existem vizi 

nh anças V e V de X e y em M tais que V X V n graf(Rf) = 
X r X y 

~- Se - valor regular ele f, ela for ma, exis-= a nao e mesma 

te E > o tal que e m [ a - E,a + E] a e o unico valor críti-

co de f . Seg ue-se que x e y estão e m componentes c onexas 

distintas de f- 1 [ a - E,a + E] pelo Teorema 0.4.10. Se Vx 

é a co mponente conexa que contém x e V y é a compon ente co

nexa que contém y, tem-se que V x V n graf (Rf) = ~-
x y 

Em qualquer caso (x,y) ad mite um a vizinhança e m 

M x M di s junt a de graf(R f), donde graf(Rf) é fec hado em 

M X M. 

ii) Seja F um fechado de Me F = p- 1 (p(F)) (F 
e o saturado de F). Tem-se F = p 2 (F x M n graf(Rf]), onde 

p 2:M x M ->-M é dada por p2(x,y) = y. De fato, x E F = > 3y E F 

com ( y , x) E R f = > x E p 2 ( F x M n g r a f (R f) ) = > ~ y , x ) E F x 

x M n graf (R f) => (y,x) E F x Me yRfx => x E F . 

Dado que F x M e graf (Rf) são co mp actos F x M n 

n graf(Rf) é compacto, donde F = p2(F x M n graf (Rf)) é compacto 

(p 2 é co ntínu a) num espaço de Hausdorff e em conseq U~ncia, 

fechado . 
~ 

ii i) Sejam x 1 e x 2 elementos distintos de y(f). 

As classes p- 1 cx2) e p - 1 cx 1) são fechadas e m Me , dadoque 

M é compacto, tem-se dois abertos disjuntos U1 e U2 tais 

qu e p- 1cxi) e Ui, i = 1,2 . O compl e mento Fi =M\Ui , i = 1, 2, 
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é fechado ein bl e seu saturado

tra p' :(xi)
um fechado que nao encon

Ui ; b4\Fj é então, uma vizinhança aberta saturada
de p':(xi) contida em Ui. Cona efeito,p':(p(IJi)) ; p':(p(M\Fi)) ;
; P''(Y(f)\p(Fi)) : M\Fi : Ui. Ent consequência Vi : p(Ui)
i= 1,2 são vizinhanças abertas disjuntas de xi e x2, respec
ti.vainente

iv) Sejan] x, y c y(f) co)il representantes a e b, res
pectivatnente. Do fato que uma variedade conexo é conexa por
caminhos, segue-se que, em b'l existe unl caminho a:[0,1J-*b'] ta]
que a(0) = a ''e a(1) = b

Segue-se que p'ct é uin caminho em y(f) ligando x a

y
[ o , ] ] M

P

Q.E.n

Dada f:M -> ]R uma função de Morde, suponhamos fi.xado
sobre bl um campo pseudo-gradiente ÉI para f. +:IR x N4 -* NÍ demo

ta o grupo a unt parâmetro de difeontorfismos de l\l gerado por
E

Também consideramos o conjunto
Vf : {lx ( y(f)lx é ponto crítico de f} e definimos:

Z) e6ln,é çã o 2 . 3

i )
ii)

Um caminho cl:[0,1] -- y(f) diz-se próprio se

cl([0,1]) n Vf : {cl(0), cl(1)}; e
czl(o,i) admite uln levantamento CE:(0,1) - b{ quc
ê uma ])arametrizaçãode uma curva integral de €1

( o , l)

- 91 -

é fec hado em Me seu saturado Fi 

tra p- 1 (xi). 

é ttm fechado que -nao encon-

-Ui M\Fi e então, um a vizinhança aberta saturada 
de p- 1 cxi) contida em ui. Com efeito,p- 1 (p(lli)) =p- 1 (p(M\Fi)) = - -- ...... --
= p- 1 (y(f)\p(Fi)) = M\Fi = Ui. Em consequência Vi = p(Ui), 
i = 1,2 são vizinhanças abertas disjuntas de x 1 e X2, respe~ 
tivamente. 

iv) Sejam x, y e y(f) com representantes a e b, re~ 
pectivamente. Do fato que uma variedade conexa e conexa por 
caminhos, segue-se que, em ivl existe um caminho a:[0,1]-+M tal 
que a ( O ) = a ··e a ( 1 ) = b . 

Segue-se que p 0 a e um ca minho e m y(f) ligando x a 
y. [0,1] a ► M 

~ 1 p 

Pºª ~ f (f) 
Q.E.D. 

Dada f: M -+ m. uma f unção de Morse, suponhamos Fixado 
sobre M um campo pseudo-gradiente~ para f. ~:m. x M -+ M deno 
ta o grupo a um parimetro de difeomorfismos de M gerado por 

e 
Também consideramos o conjunto 

vf = {x E y(f) lx é ponto crítico de f} e definimos: 

Ve6iniç~o 2.3. Um caminho a :[0,1] -+ y(f ) diz-se pr6prio se: 

i) a([O,lJ) n Vf = {a( O), o:( l)} ; e 

ii) aj (O,l) admite um levantamento;;_: (0,1) -+ M que 

e uma parametrização de uma curva integral de ~. 

(0,1) 
,, 

,, ,, 
,, 

M 

y 

"---y (f) 
C/, 
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Nc,ía.s i) é injetivo
De fato,

M

(o,i)\ pl
+

'Y ( f)

= ]1(p'cl)(t) : fa(t), donde f'ct ; f'cl
a, c*(tl) ; c-(tz):» f(a(tl)) : f(c-(t:)):»

» f (a(ti)) (c!(t2)) :' t

EI(f) > 0 ao longo do complemento dos

f . cl ( t )

qUênci

Eín col'\se

1 - tz ,

d
pois

dt
os de f e f'a é injetiva

i.i) Dizetnos que dois calninllos próprios são
se têm o mesmo traço ein y(f). Clarantente a

é de equivalência; e, por um caminho próprio
designamos uma classe de caminhos próprios

iii) Se CEi:[0,1] -- y(f) é próprio, pomos ej. :
cli ( [ 0 , 1 ] )

pontos

crític

equiva-
relação

cl: [0 ,1] -*
lentes
acima
+ Y(f)

ai (0 ,1)
e ei

Os Lemas que seguem constituem a veria.cação por
partes de que Cv(f),Vf) tem a estrutura de grafo (cap. 0
$ )5

Letra 2 . 4

de x a y
Dado x ( V, existe y € Vr e uni caminho l)roprio

Demonstração Com efeito, seja a €
e f(a) = c. Existe c > 0 tal que c
de f em [c - c,c + c] donde tem-se
onde W é a componente conexa de f
tén} a, V. : f':(c - E:) n W e Vi ;

p':(x) um ponto crítico
é o único valor crítico
uma tri'ada CW; V., VI),
lEc - c ,c + c] que con-
f':(c + E:) n W

Seja @:R x b{ -' M, (t ,x) -* @.(x) o fluxo de €
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Nota.ó i) é injetivo . 

De fato, 

- - - -
:foa(t) f (poa) (t) = fa(t), donde foa = foa Em canse -

qUência, Cl ( t 1) = a(t2) => f(a(t1)) = f (a(t2)) => 

=> f (Ü(ti)) = f (a(td) = > t1 = t2, 

pois d(fo~) = [,(f) > O ao longo do complemento dos pontos 
dt 

críticos de f e f 0 a é injetiva . 

- . -ii) Dizemos que dois caminhos propr1os sao equiva-

lentes se têm o mesmo traço em Y(f). Claramente a relação 

acima é ele equivalência; e, por um caminho próprio a:[0,1] ➔ 

➔ y(f) designamos uma classe de caminhos próprios. 

i i i) Se ai : [ O , 1 J ➔ y ( f) é p r Ó p ri o , pomos e i = ai ( O , 1) 

e ei ªi([O,l]). 

Os Lemas que seguem constituem a verificação por 

partes de que (y(f) ,Vf) tem a estn1tura de grafo (cap. O, 

§ . s.) . 

Lema 2.4 . Dado x E Vf, existe y E Vf e um caminho 

de x a y . 

- . propr10 

Demonstração Com efeito, seja a E p- 1(x) um ponto crítico 

e f(a) = c. Existe E> O tal que c é o ~nico valor crítico 

de f em [c - E,c + e] donde tem-se um a tría da (W · V V) ,. , O , 1 , 

011de \\1 é a componente conexa de f- 1 r.c - E: 'c + E: J que con-

têm a, V0 = f- 1 ( c - E:) n w e V1 = f- l ( C + E) n w. 

Seja cp :JR X M ➔ M, ( t, x) >-), cpt(x) o fluxo de [, . 
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1) Se indf a : 0, a
um disco. Tomando-se b € W, b

tem a para a'li-leite. Se f(+t(b))
valor regular de f para todo
tem-se a curva Õ(b) : (0,1) -* f.l
nuamente a[0,1] por

Õo (b)

e um mínimo e IV é difeoinorfa a
;' a , a curva integral t -, 0 t(b)
é valor regular de f para todo

t € 1R, mudando-se de parâmetro,
que pode ser estendida conti-

i.!H*'.ü'
t.IT .o.cu
se Õ(b)

p ( Ü; l (b) )

a e

Õi (b) Claramente õ: (b) é

])onto crítico de f e passando
uln caminho próprio de x a y

ao quociente
c Vf'

ot)tém-se

2) No caso em que inda a
a prova e a mesma

n, então ind . a

3) No caso que inda a ; À, covil À z 0,i}, seja b ( p':(x) n
n bV lun ponto regular de f e $(b) :lJI '» bl a curva integral de ÉI que
passa por b. Seja A = {t € PZja coniponentc conexo de f'i]c + E:,t]
que contêm Vi é un} cobordi.smo produto e s = sup A. Tem-se que
s € 1m(f) é um valor crítico de f e s / A. Segue-se disso que
o fecho da componente conexo de f':([c - c:,s)) que contém \\;

contem um ponto crítico de f:b'

e

- 9 3 -

1) Se indf a= O, a e 
.. . 

um m1n1mo e W é difeomorfa a 
um disco. Tomando-se b E W, b -;t. a, a curva integral t ➔ <Pt(b) 
tem a para a-limite. Se f (<Pt (b)) e valor regular de f para todo 
valor regular de f para todo t E IR, mudando-se de parâmetro, 
tem-se a curva ~(b): (O ,1) ➔ M que pode ser estendida conti
nuamente a[O,l] por: 

~ 0 (b) = li m cpt(b) = a e 
t➔ Ü 

+ 

~ 1 (b) = lim cpt(b). Clar amente ~ 1 (b) 
t➔ 1-

-e 

ponto crítico de f e passando-se ~(b) ao quoci e nte ohtém-se 
um caminho pr6prio de x a y = p(~ 1 (b)) E Vf. 

2) No caso e m que indf a 
a pro v a e a mes ma. 

n, e nt ã o ind_f a = o e 

3) No caso que i ndf a = À , com À ;,: O,n, sej a b E p- 1 (x) n 
n W um ponto regular de f e cl> (b) :m. ->- M J curva integr a l de E, que 
passa por b. Seja A = {t E 1Rj :1 colllpone nte concxu de f- 1[c + E,t] 
que co ntém V 1 é um co bord i s mo produto e s = sup A. Tem-se que 
s E Im (f) é um valor crítico de f e s i A. Segue-se disso que 
o f e cho da componente conexa de f- 1 ([c - E ,s)) que conté m W, 
contém um ponto critico de f:b'. 

e • < 

e ' 

- - - -- -,. e • < 
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Se a curva i.ntegral por b,$t(b):lIR - M, te)n b' pa-
ra w-limite, mudando-se de pa.rãlnetro e estendendo $(b) ã
direita obténs-se o caminho próprio desejado. Se b' não é
w-limite de @(b), existe a c IR tal que f@cl(b) : f(b') e as-
sim @(b) :[0,a] -* b{ mudando-se de parâmetro e passando-se ao
quociente, produz o caminho próprio requerido.

Q.E.n

Letra 2.5. Se x c y(f)\V.:, então x pertence ao traço de al
gula cata\inho próprio

Jlg!!!g11:!.!J:grão Com efeito, se x c Y(f)\Vf e a p'l(x) , então
a é ponto regular. A curva integral 0(a) :IR '' i'l produz um cg
ninho próprio em y(f) cujo ti'aço conteitt x

\< e X' e U '

.Lç!!S 2.ó. ei ai(0 ,1) é abe rto em y(f)

!2s!!!pp.!y:auge Seja x € ei' p''(x) õ uma supera'cie regular
de NI, isto é, p''(x) não contém ponto crítico de f e é apl.L
cada por f em f(x) : c

p'l(x) admite uma vizinhallça em M difeomorfa a
p''(x) xEa,b] com c € (a,b). De fato, se cévalor regu-
[ar de f existe E >0 ta] queda,b], onde a = c -c,b ;c+c,
não contém valor crítico de f. Segue-se que f'ira,b] é um

cobordismo produto e, em particular, a componente conexa de
f'iEa,b] que contéiji p':(x) é difeomorfa a p':(x) x [a,b]

Se c é valor crítico de f, então existe c: > 0 tal
que c é o único va]or crítico de f ein [a,b]. A componente
conexa de f'iEa,b] que contém p''(x) é um cobordismo produ-
to e como no caso anteri.or, p''(x) tem unia vizinhança difeg
morfa a p':Cx) x [a,b]

Em qualquer caso, p':(x) tem uma vizinhança aber-
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Se a curva integral por b ,cp t(b) :m + M, tem b' pa

ra w-limite, mudando-se de parimetro e estendendo cp(b) i 
1 

dir e ita obtém-se o caminho pr6prio desejado. Se b ' não e 

w - 1 i mi te d e cp ( b) , ex i s te a E IR t a 1 que f cjJ ( b) == f ( b ' ) e as -
Cl 

sim cp(b): [O ,a J + M mudando-se de parâmetro e passando-se ao 

quoci e nt e, produz o caminho pr6prio requerido. 

Q.E.D. 

l!ma 2.5. Se x E r(f)\Vf' então x pertence ao traço de al

gum caminho pr6prio. 

Demonstração Com efeito, se x E r(f) \Vf e a p- 1 (x), então 

a é ponto regular. A curva integral cjJ(a) :m ➔ M produz um ca 

min ha pr6prio em r(f) cujo traço contém x . 

Q. E.D. 

Le.ma 2.6 . ei == a.i(O,l) é aberto em r(f). 

Demonstração Seja x E ei . p- 1 (x) é uma s uper fície regular 

de M, isto e, p- 1 (x) não contém ponto crítico de f e é ap ll 

cada por f em f(x) = c. 

p- 1 (x) admite uma vizinhança em M difeomorfa a 

p- 1 (x) x [a,b] com c E (a,b). De fato, se c é valor regu-

1 ar d e f e xi s te E > O ta 1 que [ a , b J , o n c1 e a == c - E , b = c + E, 

não co n tém valor crítico de f . Segue-se que f- 1 [a,b] é um 

cobordismo produto e, em particul ar, a componente conexa de 

f- 1 [a,b] que contém p- 1 (x) é dife omorfa a p- 1 (x) x [a,b]. 

Se c é valor crftico de f, então existe E> O tal 

que c e o iinico valor crítico de f e m [a,b]. A componente 

conexa de f- 1 [ a,b] que contém p- 1 (x) é um cobord4srno produ ~ 

to e corno no caso anteri or , p- 1 (x) tem uma vi zi nhança difeo 

morfa a p- 1 (x) x [a,bJ . 

Em qualquer caso, p- 1 (x) tem uma vizinhança aber-
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ta U em M difeomorfa a p''(x) x (a,b) que é um aberto satura-
do. Logo p(U) é um aberto em y(f) conta.do eln ei. Em conseqUê3
cia, ei é aberto pois é uma vizinhança de cada um de seus poD
tos

Lema 2.7. Se x, y € V,:, x # y são tais que f(x)
tão não existe caminho próprio ligando x a y

f(y), en

Demonstracão Se cl ó um comi.nho próprio ligando x a y, f'a é
injetiva e tem-se f(x) : :í(a(0)) ' fCa(1)) : :í(y). Uma contra
lição.

Q.E.D.

Lama 2. 8. 1', (y(f) ,Vf) é uin gl'afo fi.nato

.12ç!!e!!e.ig.lgçze com efeito, eln vista da defi.nação 0.5.0. , tem-se

i) f:M -> IR sendo unia função de Morse sobre NI com
pacto tem uln número finito de pontos críticos, donde V+: é fi-
nito. Como y(f) é um espaço de llausdorff, segue-se que V+: é
fechado e discreto.

ii) Y(f)\Vf é reunião disjunta de subconjuntos a-
bertos ei, cada um dos quais holneomorfo a (0,1)

Com efeito, seja e{ = cli(0,1), onde cll:[0,1] +
-* y(f) é uin caminho pr(5prio em y(f) . a é unl homeomorfismo de
(0,1) em ei, pois é restrição de uma aplicação contínua e in-
jetiva de um espaço compacto num espaço de Hausdorff. Pelo Le

ma 2.5., segue-se que y(f)\Vf : ! iei' onde ei é aberto pelo
Lema 2.6.. Resta a verificação de que a união é disjunta e is
to se dã, pois x € ei n ei e a, b € p''(x), o! caminhos @(a)
e @(b) restritos a p':(ei n ej) são tais que p.(>(a) e p'$(b)
tem o lnesíno traço eni y(f), donde ei : ej. Essencialmente i.sto
decorre do fato que uma variedade não possui auto-inter-
secções
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ta U em M difeomorfa a p- 1 (x) x (a,b) que e um aberto satura
do. Logo p(U) é um aberto em y(f) contido em ei. Em conseq U~~ 
eia, ei é aberto pois é urna vizinhança de cada um de seus po~ 
tos. 

Q.E.D. 

Lema 2.7. Se x, y E Vf, x ;z: y são tais que f(x) = c = f(y), en 
tão não existe caminho próprio ligando x a y. 

-
Demonstração Se a e um caminho próprio ligando x a y, f 0 a -e 

injetiva e tem-se f(x) = f(a.(0)) ;z: f(a(l)) = f(y). Uma contra 
<lição. 

Q.E.D. 

Le.ma 2.8 . rf = (y(f),Vf) é um grafo finito. 

Demonstração Com efeito, em vista da definição 0.5.0., tem-se: 

i) f :M + m sendo uma função de Morse sobre M com 
pacto tem um numero finito de pontos críticos, donde Vf é fi
nito. Como y(f) é um espaço de Hausdorff, segue-se que Vf é 
fechado e discreto. 

ii) y(f)\Vf e reun1ao disjunta de subconjuntos a 
bertos ei, cada um dos quais homeomorfo a (0,1). 

Com efeito, seja ei = ai(0,l), onde ai:[0,1] + 

+ y(f) é um caminho próprio em y(f) . a é um homeomorfismo de 
(0,1) em ei, pois é restrição de uma aplicação contínua e in
jetiva de um espaço compacto num espaço de Hausdorff. Pelo Le LJ -ma 2.5 ., segue-se que y(f)\Vf = i t: Iei, ondeei é aberto pelo 
Lema 2 .6 .. Resta a verificaç~o de que a uni ão é disjunta e i~ 
to se dá, pois x E e. n e. e a, b E p- 1 (x), os caminhos cj>(a) 

l J 
e cj>(b) restritos a p- 1 (ei n e j) são tais que p ocj>(a) e pocj>(b) 
t~m o me smo traço em y(f), donde ei = ej. Essencialmente isto 
decorre do fato que uma variedade não possui 
secçoes . 

auto-inter-
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iii) Para cada aresta ei, seu bordo ei\ei é um

subconjunto de Vf formado por dois pontos
De fato , el \ei ; cl[ 0 ,1] \cl(0 ,1)

com cl (0) # a(1)

iv) l\'lostraremos que I'f é finito.
Com efeito, Vr é finito e y(f) é compacto. Se

por absurdo, I'f é infinito, segue-se que I'f tem um numero
infinito de arestas, donde existem dois vértices x, y € Vf
que são ligados por uma infinidade de arestas. Seja a : fCx)
eb= i(y). Se cétalquea< c <b, tem-seque f'i(c) é
compacto (fechado num compacto) e discreto (y(f)\Vf ê união
disjunta de abertos) o que é uma contradição. Assim I'f e
finito pois tem um número finito de vértices e de arestas.

{CI(0) ,a(1)} c Vf

\< ' U ' L' '

Mola Tendo em vista a definição 0.5.0. , lim gt'afo é t-lm par
I' = (y,V) , onde y é um espaço topológico de Hausdorff e V
é uln subespaço fechado e discreto de y verificando condi-
ções i) iv)

Segue-se que I' = (y,V) não depende dos particulg.
res homeomorfi.smos das definições 0.5.0., donde I'f ; (yf'Vf)
está vinculado ã função f:M -' IR mas não depende do calupo

pseudo-gradiente fixado para a verificação efetiva de que
I'4: é um grato.
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iii) Para cada aresta ei, seu bordo ei\ei e um 

sub c onjunto de Vf for mado por dois pontos. 

De fato , e i \ e i = a [ O , 1 J \ a ( O , 1) = { a (O) , a ( 1)} e V f 

com a ( O) ~ a ( 1) . 

iv) Mostraremos que rf é finito. 

Com efeito, Vf é finito e y(f) é compacto. Se, 

por absurdo, rf é infinito, segue-se que rf tem um nümero 

infinito de arestas, donde existem dois vértices x, y E Vf 

que são ligados por uma infinidade de arestas . Seja a = f(x) 

e b = f(y). Se c é tal que a < c < b , t e m-se que f- 1 (c) é 

comp act o (fechado num compacto) e di screto (y(f)\Vf é união 

disjunta de abertos) o que é uma contr adição. Assim rf é 

finito pois tem um nGmero finito de vértices e de arestas . 

Q. E. D. 

-
No -ta Tendo em vist a a definição O. 5. O. , um grafo e um par 

r = (y,V), onde y é um espaço topol6gi c o de Hausdorff e V 

e um subespaço fechado e discret o de y verifica ndo condi

çoes i)-iv). 

Segue-se quer= (y,V) não depende dos particul~ 

res homeomorfi s mos das definições O. 5 . O., donde r f = (y f , V f) 

está vinculado à função f: M ->-- m. mas não depend e do campo 

ps eu do-gradiente fixado para a verificação efeti va de que 

rf é um grafo . 
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6) Seja f:R3-' Rodada l)or f(x,y,z) = (x: - y', xy, xz, yz)
f Õ uin ap]icação diferenciáve] e segundo ([8], pág. 100) ou
jtSI, pãg. 114), f(Sz) = P', isto é, a imagem de S2 por f é
o plano projetivo real 2-dimensional imerso emIR4 e fjçz é
um difeomorfismo local de Sz ein P2

Seja g ; líil.,, onde vi:IR" '' m é a projeção na
primeira coordenada. g'é UTna função de l\lorse sobre Pz com

exatalnente três pontos críticos. Com efeito, considerando-se
sobre Sz umatlas com seis cartas ((bii,Ui), i: 1,2,...,6,
onde +i:B2 -' Ui sãodadas por: @1.4(x,y) ; (:t/l - x2 - yz, x, y),

'b2,5(x,y) : (x, i:-/f- x2 -y , y) e 4'3,6(x,y) ;(x, y,:! ,/Í- x - y),
sendo h : g'ílsz, vem que h$1,4(x'y) -l -xz-2yz, h@2,5(x'y) :

= 2xz + yz - l e h$3,6(x,y) : xz - y2; segue-se que os pon'
tos críticos de h emS: são (t1,0,0),(0,t1,0) e (0,0,tl)

Como f S2 é difeomorfismo local:(:t1,0,0,0) e (0,0,0,0) são

os pontos críticos de g e são e são todos leão degenerados
Tanlbéln os valores críticos de g são -1, 0 e 1, donde g é
uma função de b4orse estável sobre P2 com

(- 1ind ind
hg

i.nd

ind
h

,0 ,0) = i nd. ( 0 , 1 ,0)

indg (0 ,0 ,0 ,0)

inda (1 ,0 ,0 ,0)

(o , o , l)

( l , o , o)

Pelo Teorema 0.4.10., g':(0) é conexa, donde g é
o grafo com três vértices e duas arestas.

n
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6) Seja f:JR3 + :ffi.
4

dada por f (x ,y ,z) = (x2 - y 2, xy, xz , y z) . 

f é um aplicaçã o diferenciável e segundo ([8], pág. 100) ou 

l[ 3 J, pág. 114), f(S 2
) = P2 , isto é , a imagem de S2 por f é 

o plano projetivo rea l 2-dimen sional imerso em ffi 4 e f js 2 é 

um difeomorfismo local de S 2 em P2 . 

Seja g = 1r 1 jp 2 , onde 1r 1 :ffi
4 

->- m e a projeção na 

pr i meir a coorden ada . g é uma função de Morse sobre P 2 com 

exatamente três pontos críticos. Com efeito, co nsiderando-se 

so bre S 2 um atlas com seis cartas (<Pi 1 ,Ui), 1 = 1,2, ... ,6 , 

onde cpi:B 2 
+ Ui são dadas por: cp 1 , 4(x,y) = ( ±11 - x2 -y2, x, y), 

<P 2 5 (x,y) = (x , ±/1 - x2 
- y 2, y) e :p3 6

(x,y) = (x , y, ± /1 - x2 - y2), 
, ' 

s e n d o h = g O f j S 2 , vem que h <P 1 , 4 ( x , y) = 1 - x 2 - 2y 2, h <P 2 , 5( x , y) = 

= 2x 2 + y 2 
- 1 e h cp 3 6

(x,y) = x 2 - y 2
; seg ue- se qu e os pon -

' 
tos críticos de h e m S 2 são (±1 ~0,0), (0, ±1,0) e (0,0,±1). 

Como f ls2 é difeomorfismo local, ( ±1,0 ,0 ,0) e ( 0,0 ,0, 0) sã o 

os pontos cr íti cos de g e são e sao todos não degenerados . 

Ta mb é m os va lores críticos de g s~o -1 , O e 1, donde g é 

uma função de Mor se estável sobre P2 co m 

ind g(- 1,0,0,0) = indh (o , 1, 0) = o 

ind (0,0,0,0) = ind h (o, o, 1) = 1 
g 

ind (1,0,0,0) = indh ( 1, O, O) = 2. 
g 

Pelo Teorema 0 . 4.10 ., g- 1 (0) é conexa, donde 

o grafo com três vértices e duas arestas . 

-g e 

o 
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Pç.á=É!:És.az 2.9. Seja f:Mn -.*Dt uma função de Morde. A terna
r(f) : (y(f) , Vf' f) é o grafo de Reeb da ftmção de Morde f

Se f:M'' -' 11{ é de lvíorse, colocamos

{t € 1Rlt é valor crítico de f} e consideracf
lhos sobre C.: a ordem induzida da reta

Pg:á,í.},{içaa 2. 70. Se f, g:Mn -.- ]R são duas funções de Morse so-
bre l\'l com grafós I'(f) e I'(g) , respectivamente, dizemos que
I'(f) é isoinorfo a I'(g) e inda.cantos por I'(f): I'(g), se I'f =
; (y(f), Vf) e I'a : (y(g), VP) são isoJnorfos no sentido de
0.S.7. por um i.somorfismo h tal que

Y.

"1«,
V

vg

e comutativo, onde k:Cf ' CP é uma aplicação (bijetora) monotonica

A relação de i.somorfi.smo é uma relação de equiva
lenda para grafos de Reeb

Essenci.almente o grifo de Reeb de uma função deMor-

se f:M'' -'-IR é o grafo I'f : (y(f), Vf). Um dos exemplos abai-
xo mostra que isomorfismo de grafos no sentido 0.5.7. não é
suficiente para se concluir a equivalência daâ funções. Com

esse fim, se introduz a função f:y(f) ' ]R que tem na definição
2.10. o papel de, de certa forma, fixar ''tamanhos'' para as
arestas, produzindo uma restrição ao conceito de isomorfismo.
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Ve6iniç~o 2.9. Seja f :Mn ➔ m uma função de Morse. A terna 
r ( f) = ( -y ( f) , V f, f) é o grafo de Reeb da função de Morse f. 

Se f :Mn ➔ JR ~ de Morse, colocamos 

Cf = {t E m.lt é valor crítico de f} e considera

mos sobre Cf a ordem induzida da reta. 

Ve6iniç~o 2. 10. Se f, g:Mn ➔ m. sao duas funções de Morse s o
bre M co m grafos f(f) e f(g), respectivamente, dizemos que 
f(f) é isomorfo a f(g) e indicamos por f(f) = f(g), se rf = 
= (y(f), Vf) e r g = (y(g), Vg) são isomorfos no sentido de 
0.5.7. por um isomo rfismo h tal que 

-e 

V 
f 

comutativo, 
notônica. 

k 

------------➔ e 

onde k:Cf 

g 

+ C ~ uma aplicação (bijetora) mog 

A relação de isomorfismo e um a rela ção de equiva
lência para grafos de Reeb. 

Essencialmente o grafo de Reeb de uma função deMor
se f:Mn ➔ m. ~ o grafo rf = (-y(f), Vf). Um dos exemplos abai
xo mo stra que isomorfismo de grafos no sentido 0.5.7. não e 
suficiente para se concluir a equivalência da,.s funções. Com 
esse fi m, se introduz a funç ã o :f:y(f) ➔ JR que tem na definição 
2.10 . o papel de, de certa forma, fixar "tamanho s " para as 
arestas, produ zindo uma restrição ao conceito de isomorfismo. 
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Conforme veremos no $.3., essa restrição resultara sufici
elite para o problema da equivalência

ExernloZo,ó e CaitÍ4a ÇXe.mn,eo,õ

1) Todos os exemplos dados após o Teorelua 2.8. rel)resentam
uma função de Nlorse cujo grafo de Reel) é o grifo ali repre-
sentado junto a função altura

2) Sobre Sz consideremos as duas funções descritas abaixo

Os grifos Cv(f), Vf) e (y(g), Va) são isolnorfos
como grafos, lilás não são isomorfos como grafos de Reeb

Com efeito, se h:y(f) '- y(g) é um isolnorfismo

"I«, l *
lr . /a

g gt., g

k:Cf ' Cg é monotõnica com o diagrama \rf -- f .- cf

v )

e

:1":
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Conforme veremos no §.3., essa restrição resultarã sufici

ente para o problema da equival~ncia. 

Exemplo6 e Cont~a-exemplo6 

1) Todos os exemplos dados ap6s o Teorema 2.8. representam 

uma função de Morse cujo grafo de Reeb é o grafo a li repre

sentado junto a função altura. 

2) Sobre S 2 consideremos as duas funç6es descritas abaixo: 

e, 

e, 

e, 

e, 
v, 

., 
v, e , 

,\ 

E• 

_,\' 

V' 

' 

v; 

•i 

v' 

' 

e' 
' 

,· 
' 

Os grafos (Y (f), Vf) e (Y (g), V ) são isomorfos 
g 

como grafos, mas não são isomorfos como grafos de Reeb. 

Com efeito, se h:y(f) + y(g) é um isomorfismo e 

k: Cf + Cg é rnonotônica com o diagTama flVf · 

hlvf r J\ 
V g glv g 
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comutativo, vem: k(co) c.l ou k(c.) c;. Do fato de k.flVf
'Klv fg

temos

a) k(co) : c.l :» h(vo) ; v; => h(al)
h(vl) : vl :; h(az)

h(az) : a;:» h(a5) : a; :» h(v5) : v;

g h(vs) ; c; : cé ; k(c5) : k f(v5)

h(az) : a; :» h(v2) : v;. Uma contradição, pois g h(v,)
* c; : k(c2) : k f(v:)

';
':; 'u a;

Uma contradição pOJ-S

c; *

b) k(co): cé:» h(vo) ; vé:; h(al) ; a;
mente uma contradição, pois É h(vl) ã(v;)

f(v i)

» h(v:) :

c; # k

v;. Nova

: k(cl)

Logo os gratos de Reeb I'(f) e I'(g) não são isomor-
fos

Também, as funções f e g não são equivalentes

('olu feito, se h:S2 -F S2 e k:Eco,cs] ->]cd,c;]
difeomorfismos tais que

sao

S2

« 1
Sz

f
--*[ C o , C ] ]

[cJ ,cé ]g

é comutati,vo consideremos dois casos

lç) k' > 0

Seja E: > 0 tal que cl < c; - E e, do fatode k(c5)
c;, seja(5 > 0 ta]que k'i]c; -E:,c;] :Ecz - (5,c5]. Temos

que f':(k't]c; - c:,cé]) : f'i]c2 - {5,cs] = h'i(g':Ec; -c, c;])

Com as notações introduzidas na figura anteri.or e
pela comutatividade do diagrama acima, h(B) = B' e h(D) = D'
Isto é um absurdo, pois h:f'iEcz - (5,c5] '» g'i]c2 - c:,cs] é um
difeomorfislno, B e D estão elll componentes conexas distintas de
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co mut ativo, vem: k(c 0 ) = c~ ou k(c 0 ) = c 5. Do fato de k 0 fjyf = 

= ~lv 0 filv , t e mos: 
g f . 

a) k(co) = c~ => h(v 0 ) = v~ = > h(ai) = a~ 

= > h(v 1) = v~ => h(a2) = a~ ou a~. 

h ( a 2 ) = a~ = > h ( a 5 ) = a 5 = > h ( v s) = v ; . Um a contra d i ç ão , pois 
g h(v s) = c; ;,! c~ = k(c 5 ) = k f(v 5 ) . 

h(a 2) = a~ => h(v 2) v;. Uma contradiç ã o, pois g h(v 2) = c; ;,! 

7'. Cz = k( c2 ) = k f(v 2 ) . 

b ) k ( c O ) = c 5 = > h ( v o ) = v s = > h ( a 1 ) = a ; = > h ( v 1 ) = v 2 . Nov~ 
mente uma contradição, pois g h(vi) = g( v D = Cz ;,! c~ = k(ci) = 

= k f(vi). 

Logo os grafos de Reeb r(f) e r ( g) - -nao sao isomor-
fos . 

Tamb~m. as funç6es f e g não são equivalentes. 

Com feito, se h: S 2 -+ S 2 e k : [co,Cs] ->- [Co,C5] sao 
difeomorfismos tais que 

e comutativo, consideremos dois casos: 

1 9 ) k ' > O 

Seja E > o tal que c ' < ci - E e ' <lo fato de k(cs) = 1 
= c s ' seja o > o tal que k-1[ci - E , C 5] = [ c 2 - o ,csJ. Temos 
que f-1(k -1[C2 - E ,csJ) = f- 1 [ e 2 - ó , c s J = 11-1 (g-1 l:ci - E, C5 ]) . 

Com as notações introduzidas na figura anterior e 
pela co mut atividade do diagrama aci ma, h(l3) = 13 ' e h(D) = D'. 
Isto~ um absurdo, pois h:f- 1[c 2 - ó,csJ -+ g- 1[c~ - E , c 5] ~ um 
difeomorfismo, B e D estão em componentes conexas di s tjntas de 
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f'tEcz - (5,c5], B' e D' estão na mesma componente conexa em
g'iEc; - c,c;] coma(B) : B' eh(D):D'
2ç) k' < 0

Neste caso k(co) : c1l e, em consequência k(cl)
cÜ. Isto é impossível, pois em f':(ci), f tem um ponto

crítico de índice 1, donde f'i(k'iCc:)), k.f tem um ponto
crítico de Índice l e, por outro lado, em g'i(cü) , g tem um

ponto crítico de Índice 2 e h preserva Índices numa equiva-
lência

Assim f e g não são equivalentes.

Pa-apoó]ção 2.J7. Se f:Mn -, ]R é uma função de Nlorse estável,
então no grafo I'(f) ; (y(f) , Vf' f) incidindo eln um vértice
tem-se , no mãxiino tres arestas

Demonstração Com efeito, se f Õ estável e p é um ponto crí
taco, sejam c ; f(p) , e > 0 tal que p é o Único ponto criti
co de f em]c - c,c + c], W = f'iEc - e,c + c]. V = f'l(c - c:)
e V' (c + É:)

Pelo Teorema 0.4.S. a componente conexo de W que
contém p é difeonlorfa a u(Vi,$), onde (b:SÀ'l x Bn'À -..V: é

um mergulho, À : indf p e Vi é soma clisjunta das componen'
tes conexas de V tal que Im(@) n Vi # #. Nestas condições

V' :X(Vi ,@) + (V\VI )

Seja ct = n9 de componentes conexas de

de componentes conexas de V '
Um calculo semelhante ao do Teorema 0.4.10. mos-

traque lcl- 13 =0ou la- iil =1, donde incidindoem um

vértice tem-se, no iliãximo tres arestas

n9

Q.E.n.
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f - 1 [c 2 - 6,c 5 ], B' e D' estão na mesma componente conexa em 

g-l[C2' e- C ' ] - e. , 5 com h(B) = B ' e h(D) = D' . 

2 9 ) k ' < O 

Neste caso k(c 0 ) = c~ e, em consequência k(c 1 ) = 

= c~. Isto é impossível , pois e m f- 1 (c 1 ), f tem um ponto 

crítico de Índice 1, donde f- 1 (k- 1 (c~)), k 0 f tem um ponto 

crítico de índi ce 1 e, por outro lado, e m g- 1 (cO, g tem um 

ponto crítico de Índice 2 e h preserva Índices num a eq uiva

lência . 

As s im f e g nao sao equivale ntes . 

P~ opohic~o 2. 11. Se f :Mn -+ m é uma f un ção de Morse estivel, 

então no grafo r (f) = (y(f), Vf, f) incidindo em um vértice 

tem-s e, no mixi mo três arestas. 

Demonstração Co m efeito, se fé estãvel e p e um ponto crí 

tico, sejam c = f(p), E > O tal que p é o Único pon to cr í tl:_ 

co de f e m [c - E,C + E ], w = f - 1 [c - E , C + El V= f- 1 cc - E) 

e V' = f - 1 ( c + E ) • 

Pelo Teorema 0 . 4.S. a c omp on ent e co nexa de W que 
À-1 n -À 

contém pé difeomorfa a w(V 1 ,cp), ond e cjl :S x B -+ V1 e 

um merg ul ho, À= indf p e V1 é soma disjunta das componen

tes conexas de V tal que Im(cp) n V1 ~ ~- Nestas condiç6es 

Seja a= n 9 de compo ne ntes conexas de V e B = n 9 

de componente s conexas de V' . 

Um cilculo semelhante ao do Teorema 0.4.10. mos

tra qu e Ja - BI = O ou Ja - BJ = 1, donde incidindo em um 

vértice tem-se, no mi x imo três arestas . 

Q.E.D. 
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Damos abaixo dois contra-exemplos que demonstram
que os gratos de Reeb não são, necessari.agente planares

Con,t4a-exelnpZa6 2.12

i) O exemplo seguinte mostra uma função de Morse (fun
ção altura) sobre a superfície ori.entãvel de géne-
ro 6 mergu]hada em ]R3 cujo grifo contélll um subgra-
fo isomorfo a Ks; sendo, portanto, não planar

ii) Este exeíitplo mostra uma função de Nlorse sobre a su
perfície de género 5 cujo grafo de Reeb contém lim
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Damo s a baixo dois contra-exe mp los que demonstram 
que os grafos de Reeb não s~o . necessariamente planares. 

Contna-ex emploh 2. 12 . 

i) O exe mplo seg uinte mostra uma função de Morse (fu~ 
ção a ltura ) sobre a superfície orient~vel de gê ne
ro 6 mergulhada em ffi 3 cujo grafo contém um subgra
fo isomorfo a K5 ; sendo, portanto, não planar. 

ii) Este exe mplo mostra um a funç~o de Morse sobre a su 
perf í cie de gênero S c uj o grafo de Re eb c ont é m um 
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subgrafo homeomorfo ao grifo do exeíiiplo 3 de
5 2

0
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subgrafo homeomor ío ao grafo do exemplo 3 de O. 

S . 2 . 
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$ . 3 O Teorema de Classificação

Fi.nallnente estamos em condições de demollstrar
Teoremas A e B enunciados na introdução deste capítulo

os

Letnbralnos que, boa parte da prova de B já foi fei
ta no capítulo anterior em proposições que serão citadas na
demonstração.

Os Leltta s seguintes são importantes

Lcrt]« 3.0. Se f:Mii -'- [a,b] é uma função de b]orse e k:Ea,b]
-» [c,d] é um difeoinorfismo, então

}

i )

i i)

iv)

'Y ( f )

vf :
.f

t €

: 'Y(k.f)
vk.f

; k.f

Cf «:» k(t) c Ck.f

E s s enc ia Imente as

I'( k . f) ciin oito c aiiettt c

condições i) -iv) dizem que
r (f)

Demonstração Cóm efeito,

xRry <=> x,y pertencem ã mesma componente conexa de
x,y pertencem ã mesma componente conexo (]e

x,y pertencem ã mesma componente conexa de (k.f)

xRk'.fy

f': (t)
f':k' : (s)

(s)

Assim Rf Rk.f' donde y(f) y(k.f) e vale i.)

Além disso, p é ponto crítico de f se, e somente
p é ponto crÍti.co de k.f e tem-se ii) e iv)

Por outro lado, k.fCx) = k f(x) = k.f(x), donde iii)

se

Q.n.o
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§.3. O Teorema de Classificação 

Finalmente estamos em condições de demonstrar os 

Teoremas A e B enunciados na introdução deste capítulo. 

Le mbr a mo s que, boa parte da prova de B ji foi fei

ta no capítulo anterior em proposições que serão citadas na 

demonstração. 

Os Lemas seguintes -sao importantes: 

Le.ma 3. O. Se f:Mn ➔ [a,bJ e uma função de Morse e k:[a,bJ ->-

➔ [c,dJ e um difeomorfismo, então: 

i) y ( f) = y(kof) 

ii) vf = V k of 

i i i) ko-f = kof 

iv) t E cf <=> k ( t) E Cko-f· 

Essencialmente as condições i) - iv) di ze m que 

T'(f) = f(k 0 :f) C lllOllicn mc nt e. 

Demonstração Cóm efeito, 

<=> 

<=> 

<=> 

<=> 

x,y pertencem à mesma componente conexa de f- 1 (t) 

x,y per tencem à mesma componente conexa de f- 1 k- 1 (s) 

x, y p erte ncem à mesma componente conexa de (kof)- 1 (s) · 

xRk,ofy. 

Assim Rf = R , donde y(f) = y(kof) e vale i). kof 

Al~m disso, p ~ ponto crítico de f se, e somente 

se, p e ponto crítico de k 0 -f e tem- se ii) e iv). 
~ 

Por outro lado , k o f (x) = k f(x) = kof(x), donde iii). 

Q.E.D. 
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teima 3.7. Se f:Mn -» [a,b] e g:b']n -.- [c,d] são funções debqo!.

se com grafos de Reeb isolnorfos, então dado um difeomorfis

rno k:Ea,b] ' [c,d] ta] que k C4: : k', onde k':Cf ' Cg é a

aplicação iilonÕtonica da equivalência dos grafos, existe um

holneoinorfisilio h:y(k.f) -'- y(g) tal que Ê.h = k.f

Demonstração Com efeito, do fato de f e g terem grafos
Reeb isolnorfos, tem-se aplicações

l > [a,b]

de

Y ( f)- Yí

V
g

:1«.' 1
Y(g)

g
: [c,d]

Se k:Ea,b] '» [c,d] é um di.feoinorfisino cojn klr

pe[o Lema 3.0. tem-se y(f) :y(k.f) k'f [c,d]
f

k',

g

Seja e uma aresta de y(k.f) . Exi.ste uma Única a-
resta de y(g) :d, que corresponde a e pelo i.somorfismo
i: y(f) '» y(g) e, se p e q são os vértices de e , tem-se que

e: k'f .» tk.iCp),k.i(q)t é um homeomor-
fi-smo (estamos supondo k.f(p) < k.f(q))

Como k coincide com k' sobre C4:, vem que g apli
ca d ]lomeomorficamente sobre [g(p) , g(q)J = [k.f(p),k.f(q)]

As s im teillos homeomorfi smas

k'f:e -- f(])) , k'f(q) ] e

gl;i:;i -} Ek'lÍ(p), k'Ê(q)], donde uM hoineomor

fisnio k:e -' d dado por h : Ê ã'(k.ilê)

Como y(k.f) teiit a topologia dc t\rhitchcad segue
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n n 
Le. ma 3. 1 . Se f:M + [a,b] e g:M + [c,d] são funções deMoI_ 

se com gTafos de Reeb isomorfos, então dado um di feo morfis 

mo k:[a,bJ + [c,dJ tal que k lc = k', onde k':Cf + C é a 
f g 

aplicação mo n~tonica da equival~ncia dos grafos, existe um 

homeo mo rfismo h:y(k of) + y(g) tal qu e ~ 0 h = k 0 f. 

Demonstração Co m efeito, do fato de f 

Re eb isomorfos, tem-se aplicações 

f y(f)------.. 

1-

l l 
y(g)--------

g 

[ a,bJ 

[ c, dJ 

e g terem grafos 

y 

----~► C 
g 

k ' 

de 

Se k:[a,bJ + 

pelo Lema 3.0. tem-se 

[c,d] é um difeomorfismo com kJcf = k', 

kof 
y(f) = y(k 0 f) ----- [c,dJ 

y(g)~ 

Seja e. uma aresta de y(k 0 f) . Existe um a Gnica a

resta de y (g) :d, que corresponde a e. pelo isomorfismo 

i:y(f) + y(g) e, se p e q sao os vértices de e., tem-se que 

e. kof -+ [kof (p) ,kof(q) J e um homeomor-

fismo (estamos supondo kof(p) < kof(q)) . 

Como k coincide com k ' sobre Cf, vem que g ap li

ca d homeomorfi ca mente sobre [ g(p ) , g(q) J = [kof(p) ,kof(q)J. 

Assim temos home omor fis mo s 

k 0 f:e. ---> [kof(p), kof(q)] e 

g I d : d ---+ [ k O f ( p ) , k O f ( q) J , d o n d e uni h o me o mo r -

f i s mo k : ê + d d a d o p o r h = g ,-; 0 ( k O f 1 - ) • 
e. 

Como y(k 0 f) tem a topologia de W1lit c hca d, segue -
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se que existe um homeomorfisino h: yCk.f) '- y(g) tal que g.h
K ot

3 . 2 . Te,OA.cl?ia A

Se f:M'' -'- [a,b] e g:Mn-+ [c,d] são funções de ]ç]orse
equivalentes, então seus grifos de Reeb são isomorfos

Demonstração Com efeito, de f - g, existem
h:b]-> ]\'] e k:Ea,b] -' [c,d] tais que o diagrama

t
[a ,b]

i[c ,d ]

k

difeoinorfismos

M comuta

Seja o triangulo
M [ a ,b ]

l k

+
[c,d ]

Pelo Lema 3.0. tem-se I'(f) : i'Ck.í)

Consideremos, agora, o triangulo
M -Jt -,M

g.h
[c ,d]

Temos

xRg'hy ':' x e y estão na mesma coiitponente conexa de (g.h)'i(t)
<;> x e y estão na mesma componente canela de h'i(g'iCt))
<:» h(x) e h(y) estão na mesma componente conexo de g':(t)
< :> h(x) R.h(y) ,
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-s e que existe um homeo mo rfismo h:y(k 0 f) ➔ y(g) tal que 
= kof. 

Q.E.D. 

3. 2. Te.oJte..ma. A 

f n I n ➔ Se · :M ➔ [a,J] e g :M [c,d] são funç6es de Morse 
equivalentes, então seus grafos de Reeb são isomorfos. 

Demonstração Com efeito, de f - g, existem 

h:M ➔ M e k : [a,b] ➔ [c,d] tais que o diagrama 

M 
f [a,bJ 

h 1 Ik 
M [c,dJ co mu ta . 

g 

Seja o triângulo 
-. 

M [a, b J 

[c,dJ. 

Pelo Lema 3. 0. tem-se f(f) = f(kof). 

Consideremos, agora, o triingulo 

M 

Temos: 

difeomorfismos 

x R g 
O 

hy < = > x e y es tão na mesma componente conexa de (goh)- 1 (t) 
< => x e y estão na mesma componente conexa de 11- 1 (g- 1 (t)) 

< = > h(x) e h(y) estão na mesma componente conexa de g- 1 (t) 
< = > h(x) R h(y), 

g 
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donde h é compatível com as relações de equivalência

A partir do difeomorfislno h:M -'- bl tem-se um homeo
inorfismo É: yCg'h) '- y(g) que turina comutativo o diagrama a-
baixo

+

Y (g)

ii:yCg }l) -'- y(g) induz um isomorfismo de grafos

Y(g'h) g.h .[ > [ c ,d ]

De fato, de h difeomorfismo, segue-se que p e po.B

to crítico de g.h se, e somente se, h(p) é ponto crl'taco de

g. Portanto h aplica Vg.h sobre Vg e temos que

vg'h cg.h

R

+

V
g é c.omutativo. h

tas em arestas, pois de ]iCY(g'h)\Vg.h)

também leva ares
y (g) \V. , vem

hILJeil : icih(ai) ' donde ei

se e somente se, É(ei) é aresta de r(g)
r (g.h)
r (g.h)
F (k . f)

é aresta de I'(g.h)

Tem-se. então

r(g)
r (k.f) e

r (f)

Pela transitividade de

r (f) : F (g)

D
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donde h e compatível com as relações de equival~ncia. 

A partir do difeomorfismo h:M-+ M tem-se um homeo 

morfismo h:y( g 0 h) -+ y(g) que torma comutativo o diagrama a

baixo 
goh 

g 

y (g) 

[c,dJ 
?/ 

h:y(g h ) -+ y( g) induz um isomorfis mo de grafos . 

De fato, de h di feo morfismo, segue-se que pé po~ 

to crítico de go h se , e somente se, h(p) é ponto crítico de 

g. Portanto fi aplica V 1 sobre V e te mos que 
go1 g 

V 
go h 

~ e = e go h g goh 

- 1 
. 

h lv 1 g goh 

V e.o m u t a t i v o . h também leva g e ares-

tas em ares t as, pois de h( Y(g 0 h ) \ V l) = 
go1 

y(g)\Vg , vem 

- ( 'I -h LJe.-J = lJh(e. .), 
Í E l l ÍE l l 

donde e. i é aresta de f ( goh) 

r-, 
se e somente se, h(e..) e aresta de f(g). Tem-se, então 

l 

f(goh) _ r(g), 

f( go h) _ f( kof) e 

f(kof) - f(f) . 

Pela tran sit ivid ade de= , 

r(f) = r(g). 

Q. E. D. 
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3 . 3 . [eo,tema 13

Se f:M2'FLa,b] e g:M2 -+rc,d] são funções de Ntor

se estáveis e I'(f) : I'Cg) , então f - g

Demonstracão Com efeito, de I'(f) : I'(g) , pela definição 2.10
Y(f) e y(g) são homeomorfisiitos por un} homeomorfismo i:y(f) -*
-' y(g) tal que

qf

:1«, k'
+

g e comutativo, com k':Cf ''-
V

g

:..C uma aplicação monotõnica')

Seja k:Ea,b] --rc,d] um di.feomorfislno talqt.le klC,
=k'. Pelo Lema 3.1., existe h:y(f) ,- Y(g) hoineoiilorfismo tal

k.f = g.]l

Pelo Lema 3.0.,' 1'(k f) : I'(f) e colho k.f-f Cpropo-
sição 1.1.) é suficiente demonstrarmos que g-k.f

Isto posto, podemos identificar f com k.f
que f, g:M' -} [a,b] são tais que

e supor

Y(f)

R

[ a,b]

colnutativo

Sejam a : co,ci,...,c .,c.. = b os.valores críti-
cos de f e g e Eo,E:i,...,E:n os épsilons do Teorema 0.4.5
Existem difeomoi'fismos hi:f'irai,bi] > g'irai,bi] dados pelo
Teorema 0.4.7., onde ai : cj. ' 3E:l e bi ; ci+3ci, tais que
f = g.hi quando restritos a f'irai,bi]

- 109 -

3. 3 . T e.on. e.ma B 

Se f :M 2 + [ a, b] e g:M 2 + [ c,d] são funçõe s de 

se es táveis e f(f) = f(g), então f - g . 

Mor-

De monstraçã o Com efeito , de r (f) - r ( g ), pela def ini çã o 2 .10. 
Y(f) e y(g) sã o homeomorfis mos por um hom eomo rfis mo i:y(f) + 

+ y ( g ) tal qu e 

V 
g 

->- C uma apli cação monotôni ca. g 

k ' 

-e co mu tativo, co m k ' : Cf ->-

Se j a k : [ a , b J + [ c , d J um d i f e o mo r f i s mo ta 1 que k I C f = 
= k'. Pelo Le ma 3 .1. , existe h:y(f) -+ Y( g ) hom eo morfi smo tal 
que k of = go h. 

Pelo Le ma 3. 0. , · f(k f) = f(f) e c omo k 0 f~f (p ropo
siçao 1.1.) é s u fic iente demon strarmo s que g-k 0 f . 

Isto po st o , pode mos iden t i ficaT f com k 0 f 
que f, g : M2 

+ [ a, b] são tais que 

f 
[ a, bJ 

e supo r 

/T 
y (g) é comut ativo . 

Sejam a= c 0 ,c 1 , ••• ,c _1 ,c
0 

= b os~ v a lor es críti-
cos de f e g e E o ,c1 , ••. ,En os épsilons do Teor e ma 0.4 . 5 .. 
Ex is tem d i f e o morfismos h i : f- 1 

[ ai , b i J ->- g - 1 [ai , b i] d a d os p e lo 
Teorema O. 4. 7 ., onde ªi = Cj_ - 3c\ e bi = ci + 3ci, tais que 
f = go hi quando restritos a f- 1 [ai,bi]. 
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AS su l)vara e clave s

:E'i ''' :Í,'i-'l e

:E'i -'- 'Í ,'i'-l

são cobordisinos produto e, l)elo Teoretna 0.2.18

feolnorfismos .}:B. :.. '' f''Cc; + E:il)

Existem

# : B l ,l+l

e

Q:BI. i+l '' g'l(ci + c:2) x [ci
22 l+ E C E i+ll i+l

com os diagramas seguintes colnutativos

*i,i-'-l
$ -, f ': Cc.

' 1
[cl

22
+ c C Ei+l i+l

:Í,'i...:

22x [C:?) !g':(c + E E+ Ci+l i+lll ll

onde f: e g: são as projeções na segunda coordenada (fun-
ção altura)

Dado que os grifos de f e g são isomorfos

gue-se clue f-:(Ci ''- cÍ) : g''(Ci -'- cÍ)
donde, pelo Corolário 0.2.19

se-

i+ l

por un} difeomorfislno que torna as funções equivalentes neâ
ses cobordismos.
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As s~bv ariedades 

E: 1] 
1. + 

e 

sao cobordismos produto e, pelo Teorema 0.2.18. Existem di 

feo morf i s mo s 
cp:B .. 1 ->- r 1 (c . + E: 7) X [c. + E:7,C. 1 - E~ l] 

1.,1.+ 1. 1. ]._ ]._ 1.+ 1.+ 

e 

com os ~iagrarnas seguintes comutati vos: 

cp 

fl B . . 1 
1-,1.+ 

onde f 1 e g 1 sao as proJeçoes na segunda coordenada (fun-
-çao altura) . 

Dado que os grafos de f e g -
S élO isomorfos, se -

gue-se que f- 1 (C. + E~) - a- 1 ( c. + E~) 
1. 1. - b ]._ ]._ 

donde, pe lo Corolário 0.2.19., 

B. . = 13 '. . 
1.,1-+l 1.,1-+l 

por um difeomorfismo que torna as funções equivalentes nes 

ses cob orcli s mos. 
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Consideremos, agol'a, os di.feomorfismos h; restri-
tos a Ai : f'i]c{ - 2c:?,c: + 2E:?] e dois níveis crÍticoscon
secutivos:

ci+l + 3ci+l
ci+l + 2E::+l
'i-.l ''' :i--l

ci+l

Ci+l

ci+l

ci+l

c. + 3c?
1 1

2czl
E:?l
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tos a Ai 

Considere mos, agora , os difeomorfis mo s hi restri
= f- 1 [c . - 2E: , c . + 2E~] e dois níveis críticoscon l l. l. l. 

secutivos: 

.. _ - - - ... 

h. 1 1.+ 

- - - - . --
( .. .. 

--- - -~. ---~ 
A '. l )_+ 

-- : ' --- - - - -

.. - --

- .. - ·- - ---: - - - -- . 

::: - - - - ·- -· / - - - -· 

.. - - - -... --· - --- - .... 
' - -- -- -- -----

- ···· -- ----------
. - - ' - - - - . - . -

h. 
l. 

A. 
L 

A'. 
L 

e . l + 1.+ 
e. + i+l 
e + i+l 

e . 1 i+ 

E 2 e. 1 -
i +l 1.+ 

e. - ? 2 ~e 1 1.+ 1 1.+ 

3E~ e. 1 -
1+1 i+ 

- E 2 
i+l 

e . + 3d 
l. 1 

C + 2E? . 1 ] _ 

C . + E~ 
l. 1. 

e . 
l. 

e. 
l 

e. 
L 

e . 
l. 

+ 3E~ 
L 

+ 2E~ 
L 

+ E ~ 
l. 
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Os difeomorfisinos h. foram escolllidos no
preservando a orientação de S:, donde

Teore
ma Of.4 .7

h.
: l f "' (ci

e

f 'i (ci+ l 2 :Í ...P

são lisotõpicos, pois pelo Teorema 0.3.3. são isotÓPicos
éden-cidade e isotopia ã ullia relação transitava

a

Seja

? ) x [ C2cF: f' : (c ++
lll 2- Í ,' i...: ::l:...:] --

--------- g''(ci + 2c:) ': [ci ''- 2e',ci+l

uma isotopia entre hi. f-l(ci + 2ci) e hi+l f-il z::Í ...P

tal que

F(x,t) : (hi (x) ,t) se

F(x,t) : (hi+l(x) ,t) se t z ci+l

e

Definimos o difeontorfismo

C*: f': (Ci ''- 2eÍ) x [Ci -'- C:

.- g ': (ci + 2e:) * [ ci + c' ,ci+ l po:r

(h.(x) ,t) se c. + E:' < t É c. + 3t:'
' l ' ' ' ' 1 1 L l

(F(x,t) ,t) se ci + sal $
(hÍ+l(x) ,t) se ci+l - 3ci.tl É t

(x,t)

e sela i+l:lnt Bi,i+l - Int BI i+l dada por

cti,i+l ' @ a+.
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Os <lifeomorfismos h. foram escol hidos no Teore-
i J 

ma 0.4.7. preservando a orientaç ão de S 1
, donde 

. h., 
1. f· ·l(C . + 2E:) 

1. l 

e 
hi+ll f -l( - 2 2 ) 

C. 1 E . 1 
1.+ 1-+ 

são 
1

isotópicos, pois pelo Teore ma O. 3. 3. são isotópicos 

identidade e isotopia é uma relaça.o tr ansitiva . 

Se j a 

uma isotopia entre h. 1 
l.· f .. 1 ( C . + 2 E : ) 

J. l 

e 

tal qu e 

F(x,t) = (h.(x) ,t) se t s; e. + 3E: 
l_ l_ l_ 

e 

F ( x , t) = ( h . 
1 

( x) , t) se t ::e: e . 
1 

- 3E ~ 
1 1-+ 1-+ 1-+ 

De f inimos o difeomo rf ismo 

+ ,.. 2 e 
e. • , • 1 

J. l_ + 
2 J - E . 1 
1-+ 

(x, t) = 

+ 2 e E. , . 1 
l l+ 

(h. (x) ,t) se e . + E~ < 
l 1. 1. 

(F(x,t) ,t) se e . + 3E: 
1. 1. 

(h. 
1 

(x) ,t) se e . 1 -
1-+ 1.+ 

por 

t s; e. + 3E~ 
1. l_ 

s; t s; e . 1 - 3E ~ l 
1-+ 1.+ 

3E: l s; t < e . 1 -
1+ ".J.. + 

e seja a .. 
1
:Int B .. 

1 1.,1.+ 1.,1-+ 
Int B '. . 

1 
dada por 

l_ '1-+ 

a = ,1, - l,.,,_ ,1, _ 
i,i+l ~ V- 'f' 

2 
E. 1 

l_ + 

-a 
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Temos que ai,i+l e um difeomorfismo tal que

g Int Bi,i+l' i,i+l : f Int Bi,i+l

De fato, tens-se

Int Í) ' (ci2c C C (CÍ ' 2C:.) x (Ci ' CÍ.Ci.l

C
l.+ l 'í.P

g'ai,i+l g9 ' : cl'P fi$
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Temos que a. . 
1 l, l + 

e um difeomorfi s mo 

g 
I 

o o: 
Int B.' . i'+l . 1 l, . 

l , l + 

De fato , tem-se 

g ºº· . i,i+l 

f l rnt 

tal que 
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Sobre ca s somas disj untam

Int Ao + Int BO,l + Int Ai + ... + Int Bn-l,n + Int An

A'= Int Aà + Int Int A; + ... + Int Int A'

definiiiios as relações R e R' , respectivamente, por: R e a

identidade sobre Int Ai n Int Bi,i+l e Int Bi,i+l n Int. Ai+l

e R' é a identidade sobre Int A' n Int BI. i+l e Int Bi,i+ln
n Int A: .l

A aplicação
n--l

, i+ l + hi+l) :A -'> A'

é uin difeomorfisnlo co:npatível com as relações de equivalêp:
cia R e R'

Coiro R e R' são regulares (definição 0.1.19
Teorema 0.1.22.) , pela Proposição 0.1.23. , a aplicação

Íi: A/R -, A' /R '

e

é uln difeomorfismo

As aplicações f e g dão origem ãs aplicações
F:A -»[a,b] e F':A' ']a,b] tais que F é f sobre cada so-
mando de A e F' é g sobre cada soiltando de A' . Claramente
F e F' são compatl'fieis com R e R' , respectivamente, no sep:
tido que xRy => F(x) : F(y) e xR'y:> F'(x) : F'(y) e aig
da o diagrama

[ a,b]

comutativa
pois

r

F' (h.(x)) se x . A.
' l ' ' ' l

lr'(ai,i.t(x)) se x c Bi,i.:

F ' (n(x) )

---------
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Sobre as sornas disjuntas 

A= Int A0 + Int B0 1 + Int A1 + . •• + Int B + Int A 
, n - 1,n n 

e 

A' = Int A' + Int B' + Int A;+ ... + lnt B' 1 + lnt A' 
o 0,1 n- ,n n 

definimos as relações R e R', respectivamente, por: R e a 

identidade sobre Int A. n Int B . . 1 e fot 13 .. J n Int A . 1 1 1,1-+ 1,1+. 1+ 

e R' é a identidade sobre Int A' n 

n ln t A' i+ 1. 

A aplicação 
n-1 

Int B 1 . 
1 

e Int B: . 
1 

n 
1 ,1+ i,i+ 

H = 2 (h. +a . . 1 + hi."· l):A + A' 
i,;;l i 1,i+ 7 

e um difeomorfismo compatível com as relações de equival ê~ 

eia R e R'. 

Como R e R' sao regulares (de fi ni çã o 0.1.19. e 

Teorema 0 . 1 . 22 .), pela Proposi çã o 0.1.2 3., a aplicação 

H:A/R + /\'/R' 

e um difeomorfismo . 

As aplicações f e g dão origem is aplicações 

F:A + [a,b] e F' :A'+ [a,b] tais que F e f sobre cada so

mando de A e F ' é g sobre cada somando de A'. Claramente 

F e F' são compatíveis com R e R', r es pectivamente, no sen 

ti d o que x Ry = > F ( x ) = F ( y) e x r~ ' y = > F ' ( x) = F ' ( y) e ai n 

da o diagTama 

pois 

F' (H(x)) 

F 

A' 

f F'(hi(x)) se x, 

-- IF'(a .. 
1

(x)) se -l 1, 1 + 

[a, b J 

e comutativo, 

A. 
]_ 

X E 
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g(hi(x)) se x c

lg(ai,i...i (x)) se

A l

x €
f(x) F(x)

"i , i..l

Em consequência, temos que o diagrama

A/R

Ê'..' l v.' e comutati.vo

Por outro lado, A/R : M. Corri efeito a aplicação
li:A'-Mtal quem é ainclusãode cadasoinandodeA emM é
submersão e a relação de equivalência induzida por T é R . Lo
go i:A/K + M é di.feomorfismo com f.x = F

Analogamente ã ' :A'/R' -* M é difeoinorfisíno com

Assim o diagrama

" b.IK -!L-

f

,b ]

é comutativo, donde

A/o,ta 3.4. A I'ecíproca do Teorema B para funções não estáveis
é falsa. Observamos que o exemplo dado no final da nota 0.4.8.
Ja sugeri.a isso para o caso de superfícies não orientãveis.
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g(h.(x)) se x E A. 
i i 

= E( x ) = F(x). 

g(a . . 
1

(x)) se x E 13 .. 1 i , i+ i,i+ 

Em conseqU~ ncia, temos que o diagrama 

A/ R F 
[a, bJ 

Hl ~ /p • 
A' /R' e comutativo. 

Por outro lado , A/ R = M. Com efeito a ap licação 
TI:A + M tal que TI e a inclus5o de cada somando de A em M -e 
submersão e a relação de equival~ncia induzida por TI é R . Lo 
go i : A/R + M é difeomorfismo com foi= r. 

Analogamente rr' :A ' /R ' ->- M é difeomorfismo com go ·rr ' = 

= F' . 
Assim o diagrama 

M ,_· ___ TI __ _ H A/R ------ /\ ' /R' 
rr , 

M 

f g 

[a,bJ 

e comutativo, donde f-g . 

Q.E.D. 

No~a 3 . 4 . A recíproca do Teorema B para funç6es não estáveis 
é falsa . Observamos que o exemplo dado no final da not a 0.4.8. 
já sugeria isso para o caso de superfícies não orientáveis. 
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Damos abaixo duas funções de Morse sobre Sz com
grafos de Reeb isomorfos e que não são equivalentes

As funções acima teil} gratos isomorfos a

e não são equi\valentes dado' o fato que os níveis críticos

l 
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Damos a~aixo duas funções de Morse sobre S 2 com 

grafos de Reeb isomorfos e qu e não s ã o equivalentes. 

~ 

1 ---- -~=------· 
l 

\ 
~ 

As fu n ç ões aci ma tem grafos isomor fos a 

e não são equivalentes, dado o fato que os níveis críticos 
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correspondentes ao índice l não são honteomorfos

Uma outra manei.ra de vcr que as funções não são e-
quivalentes é através da seguinte proposição

Se g, f:b'] -'- IR são funções de ]«]orse e ]t:lK{ ,. hl é um

difeomorfislno tal que g.h = f, e 4):SX'l x Bn-À - V = f'l(a) é
o mergulho característico relativo a uin ponto crítico p de f,
então :h.@:SÀ-l x Bn-À -. g-i(a) é o mergulho característico re
lativo ao ponto crítico h(p) de g

A demonstração disto é fácil e por construção as
funções acima não poderiam ser equivalentes

n
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correspondentes ao índice 1 não sao homeomorfos: 

,,.- - ---

Uma outra maneira de ver que as funções nao são e 
quivalentes é através da seguinte proposição: 

Se g, f:M + m s~o funções de Mors e e h:M + M é um 
d . f f . J I f ,, S À - J. 13 11 - À V f- 1 ( ) -i ·-eomor ·-1smo ta . que g 0 1 = , e <v: x + = · a e 
o mergulho característico relativo a um ponto critico pele f, 

- À-1 n-À 1 - .. entao- h 0 </):S x B + g- (a) e o mer gulho caracter1stico re 
lativo ao ponto critico h(p) ele g. 

A demonstração disto é fácil e por construção as 
fu nções acima não poderiam ser equivalentes. 

D 
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