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INTRODUÇÃO

Na segunda parte dum artigo de Riemann, sobre funções

abelianas, ele considera as séries em B variáveis

F(m)+2(m,x) onde n= (ml'...,mn)G Zn

F (m) :

o (x) ; >1. e

x:(x]....,Xn)GÇn , (m,x) : }jnixi '

>l ajlmjml aj2:alj

Essa série converge VxG'Ün, se a parte real.da forma

quadrãtica F, é definida negativa

A'principal propriedade das funções 0 é a igualdade
funcional

(1) 0(x''vir):o(x) o(x+at):eLj(x)0(x),, onde rC#:,aj

é uma coluna da matriz (a.l,) , e Lj(x) é uma forma linear

Riemann já sabia (e tinha comum.cado-o a Hermite) ,que

os períodos de qualquer função meromorfa, 2n vezes periódl
ca, de n variáveis, satisfazem umas relações similares

às necessárias para a convergência das séries theta ( Fro-

benius demonstrou que essas relações são necessárias .e su-

fici.entes para a existência de funções theta satisfazendo

l
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INTRODUÇAO 

Na segunda. parte dum artigo de Riemann, sobre funções 

abelianas, ele considera 

e (x) = lm e F (m) + 2 (m, x) 

as séries em n variiveis 

n 
onde m = (m1 , ... , m ) 6 7l 

- n 

n 
x -= (x1 ... ,xn)E([: (m, x) = I m.x. 

l l 

l ªjtmjmt 

Essa série converge VxEtn, se a parte real da 

quadritica F, ê definida negativa. 

forma 

A·principal propriedade das funções e é a igualdade 

-funcional: 

(1) e(x+nir)=e(x) 

é uma coluna -da matriz (a.n), e L.(x) é uma forma linear. 
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Riemann ji .sabia (e tinha comunicado-o a Hermite) ,que 

os períodos de . qualquer função meromorfa, 2n vezes periódi_ 

ca, de n variáveis, satisfazem umas relações similares 

is necessárias para a convergência das s~ries theta ( Fro

benius demonstrou que essas relações são necessárias -~ su

ficientes para a existência de funções theta satisfazendo 



a equação funcional (1)).

Como toda função lneromorfa, 2n vezes periódica, de n

variável.s, pode ser representada como quociente de funções
i.nteiras satisfazendo a equação funcional (1) (resultado e

. nunca.ado. por IVeierstrass e demonstrado mais tarde por Poi.B
café) , vemos que essas relações são necessárias e sua.cien

tes para a existênci.a de funções meromorfas em Çn4. (I', gr.g
po de posto 2n) que não podem ser reduzidas, por nenhuma

mudança linear das variáveis, a uma função de menos de n
variáveis.

. Neste trabalho são demonstradas as condições necessá-

rias e suficientes que deve cumprir o grupo I' para que .

existam funções theta relativas a esse grupo, e portanto ,

funções meromorfas em Cn/[,.

É estudada no caso geral, a estrutura do Corpo das fug

ções meromorfas em Cn/l. (sendo I' um grupo de posto 2n).

. Nos primeiros três capítulos, são definidos três con-

ceitos e demonstradas algumas propriedades deles:

1 - o anal das séries de potencias.em n variáveis comple-

11

a equação funcional (1))

Como toda função meromorfa, 2n vezes periódica, de n

variáveis, pode ser.representada como quociente de funções

inteiras satisfazendo a equação funcional (1) (resultado e

nunciado por IVeierstrass e demonstrado mais tarde por Poi.p
café), vemos que essas relações são necessárias e suficien

tes para a existênci.a de funções meromorfas em Çn/F (I', grg
po de posto 2n) que não podem ser reduzidas, por nenhuma

mudança linear das variáveis, a uma função de menos de n
variáveis.

Neste trabalho são demonstradas as condições necessá-

rias e sua.cientes que deve cumprir o grupo I' para que

existam funções theta relativas a esse grupo, e portanto
funções meromorfas em C''/P

É estudada no caso geral, a estrutura do Corpo das fun

ções meromorfas em C''/r (sendo I' um grupo de posto 2n)

Nos primeiros três capítulos, são definidos três con-

ceitos e demonstradas algumas propriedades deles:

1 - o anal das séries de potencias.em n variáveis comple-

xas, convergentes numa vizinhança da origem (ou seja

o anal dos germes das funções analz'tecas na origem de
c)

11 - a noção de fei.xe e pré-feixe.;

111- as noções de divisor e de função meroJnorfa,segundo o

tratamento feito por Koszul [la
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a equaçao funcional (1)). 

Como toda função meromorfa, 2n vezes periódica, de n 

variáveis, pode ser . representada como quociente de funções 

inteiras satisfazendo a equação funcional (1) (resultado e 

nunciado por Weierstrass e demoristrado mais tarde por ·Poin 

caré), vemos que essas relações são necessárias e suficien 

tes para a existência de funções meromorfas em ~nly, (r, gru 

pode posto 2n) que não podem ser reduzidas, por nenhuma 

mudança linear das variáveis, a urna função de menos de n 
. - . var1ave1s. 

Neste trabalho sao demonstradas as Fondições necessá

rias e suficientes que deve cumprir o grupo r para que 

existam funções theta · relativas a esse grupo, e portanto , 
n funções meromorf as em (!:: Ir . ·-

E estudada no caso geral, a estrutura do corpo das fun 
n çoes meromorfas em t ly, (sendo r 

. . 
um grupo de posto 2n). 

Nos primeiros 'três capítulos, são definidos três con

ceitos e -demonstradas algumas -propriedades deles: 

I - o anél das séries de potencias . em n variáveis comple

xas, convergentes .numa vizinhança da origem (ou seja 

o anél dos germes das funções analíticas na origem de 
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II - a noçao de feixe e pré-feixe~ 

III- as noçoes de divísor e de função meromorfa,segundo o 

tratamento feito por Koszul [1iOJ. 
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No capítulo IV é definido o conceito de função theta

relativa a I' , e demonstradoCcom base no artigo de A.Weil

[l?a) que to divisor de Cn/I'é a projeção do divisor. (em 4;n )
duma função theta relata.va a I'; daÍ tiramos a conclusão que

toda função meromorfa em Cn/[. é quociente de duas funções the
ta relativas a I'

No capítulo IV, então, reduzimos o estudo das funções

meromorfas em ([n/I' , ao estudo das funções theta correspon
dentes.

Por isso, no capl'tulo V fazemos um estudo detalhado das

condições necessárias e suficientes, sobre o grupo I', para

a existência de funções theta, não triviais, relata.vas a I'

0 capítu]o V esta baseado nos artigos de H. Cartan [2]
e [3]

Nos ÚI.Limos dois capítulos, são definidos os toros não

degenerados (sobre os quais existem funções me-romorfas que

dependem de todas as variáveis) , e é estudada a estrutura

do corpo das funções abelianas, tanto num toro não degener.g

do como num toro degenerado segundo o artigo de J.Cerf [4]

Aga.adega a.o Pa.aáeó.60x A.eexaptd,te Auguó.{a Ma,t.{,én,6 Rad,t,é-

gueó pe,ea ,õügeó.tãa da a,6,6un.{o do p.te.óen.{e ,t4aba,eho, e pe,ea

ded,écada o.t,ée.mação, de.6de o meü ,{ng4eóóo na Pá,õ-G.taduação

do IME

São Pau,eo, ou.tuba.o de 7 978

A,íman do Ta.e,éb,éch Ko hn
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No capítulo IV é definido o conceito de função theta 

relativa a r , e demonstrado(com base no artigo de A.Weil 

a~) que to divisor de tn/ré a projeção do divisor (em Cn) 

duma função theta relativa ar; daí tiramos a conclusão que 

toda função meromorfa em tn/ré quociente de duas funções th~ 

ta relativas a r. 

No capítulo IV, então, reduzimos o estudo das funções 

meromorfas em ~n/r , ao estudo das funções theta correspon

dentes. 

Por isso, no capítulo V fazemos um estudo detalhado d~ 

condições necessárias e suficientes, sobre o grupo r, para 

a existência de funções theta, nao triviais, relativas ar. 

O capítulo V está baseado nos artigos de H. Cartan [2] 

e [3], 

Nos Últimos dois capítulos, sao definidos os toros nao 

degenerados (sobre os quais existem funções meromorfas que 

dependem de todas as variáveis), e é estudada a estrutura 

do corpo das funções abelianas, tanto num toro não degener~ 

do como num toro degenerado segundo o artigo de J.Cerf [4]. 

Aghadeço ao Phoóe-0-0oh Alexandhe Augu-0to Mahtin-0 Rodhi

gue-0 · pela -0uge-0tão do a-0-0unto do phelente tnabalho, e pela 

dedieada onientação, de-0de o meu inghe-0-00 na PÕ-0-Gnaduação 

do 1ME. 

São Paulo, outubno de 1978 

Anmando Tniibieh Kahn. 
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CAPÍTULO l

PROPRIEDADES DE DIVISIBILIDADE DAS SÉRIE! PE POTÊNCIAS
L

Consideremos as séries de potências f em n variá-

veis complexas zl'... ,Zn' convergentes en alguma vizinhan-

ça da origem da forma 0<lzil<P vj., jsz'n

Essas séries de potência formam um domínio de integr.i

dado R.,ie. um anal comutativo sem divisores de 0 (o 0 seg
do a função idehticamente nula)

A série de potência f pode ser escrita na forma f:

EjCNfj sendo fj um polinomio homogeneo de grau j nas va
Fiáveis á

Se f#0 ]kGN-ÍO}/fo:... :fk-l:0 e fk#0 ; dizemos então
que f é de ordem k. Se f : 0, dizemos que f é de orden

l

E imediato que: a) a ordem de gl92 é igual ã soma das

ordens de gl e de g2 ; b) a orden de:gl+92 e maior ou igual

ã menor das ordens de gl e de g2

l

CAP!TULO l 

' 
PROPRIEDADES DE DIVISIBILIDADE DAS StRIES DE POTÊNCIAS 

Consideremos as séries de potências f em n variá

veis complexas z1 , ..• ,zn, convergentes em alguma vizinhan-

ça da origem da forma O<IZ.,<p V.· , 
. l . l 

Essas séries · de potência formam um domínio de integri 

dade Rn,i.e. um anél comutativo sem divisores de O (o O sen 

do a ~unção ideriticame~t~ nula). 

A série de potêncii f pode ser escrita na foima f= 

IjENfj sendo fj um polinomio homogeneo de grau j nas va

riáveis z. 
1 

Se f;tQ ~-IçsN-{0}/f
0

= ... · =fk-l=0 e fk;tQ ·dizemos então 

que f é de ordem k. Se f = O, dizemos que f é de ordem 

00 

E imediato que: a) a ordem de g1g2 é igual ã soma das 

.ordens de g1 e de g2 ; b) a ordem de g1 +g 2 é maior ou igual 

i menor das ordens de g1 e de g 2 . 

-1-



Definição: dizemos que a série de potência f divã.de a sé-

rie de potências g (e escrevemos f/g) se existe heR.tq fh=g
Os divisores das séries de potênci.a l são chamados de

uni.dades de Rn (as unidades dividem todo elemento de Rn)

As unidades são exatamente os elementos de Rn que tem

ordem zero e constituem, com a operação multiplicação,um gr.E
PO

Observacão: f/g e g/f ---b f=hlg e g:h2f logo f=hlh2f -"+ hlh2:
= 1 ---> os hi são i.nversívei.s; nessa situação di.remos que f e
g são equivalentes, e escrevemos f 'u g

Definição: os únicos divisores de uma unidade são as uni.dades

Se f#0 e não é uma unidade, então f tem comio divisores as u

nidades. E os g tn g'uf; se fora esses, não tem outros di
visores dizemos- que f é uma função prima

Em todo caso, qua]quer fGRn é divisz've]. por uma função

prima, porque se f não é primo ele pode se escrever f=gh on-

de nem g nem h tem ordem estritamente menor que f

Como é Óbvio que toda função de ordem l é prima e como

a ordem de f é finita, basta repetir o processo de fatoração

um número finito de vezes até obter.o resultado pedi.do.

2s.{3=n:Lega: sejam gl92' '' 'GRn' não todos :0, escrevemosCgl92'

):l quando gl'92''' ' não tem divisores comuns fora ap un.}
dades e dizemos que eles são pri.mos entre si. Se gl'92'

- 2 -

Definição: dizemos que a série de potência f divide a -se-

rie de potências g (e escrevemos f/g) se existe hER tq fh=g . . . n 

Os divisores das ~éries de potência 1 são chamados de 

unidades de Rn (as unidades dividem todo elemento de Rn). 

As unidades são exatamente os elementos de Rn que tem 

ordem zero e constituem, com a operação multiplicação,um gr~ 

po. 

Observação: f/g e g/f--+- f=h 1g e g=h 2f logo f=h 1h2f--+- h1h2= 

= 1-+- os hi são inversíveis; nessa situação diremos que f e 

g sao equivalentes, e escrevemos f ~ g. 

Definição: os úriícos divisores de uma unidade sao as unidades 

Se f~o e não é uma unidade, então f tem comó divisores as u 

nidades. E os ·g t . g~f; se fora esses, nao tem outros di-q 

visores dizemos - que f é uma função prima. 

Em todo caso, qualquer fERn é divisível por uma função 

prima, f 
... 

primo ele pode f=gh porque se nao e se escrever on-

de nem g nem h tem ordem estritamente menor que f. 

Como - óbvio toda função de ordem 1 
... 

prima e que e e como 

ordem de f - finita, basta repetir de fatoração a e o processo 

um número finito de vezes até obter o resultado pedido. 

Definição: sejam g1g2 , ... €Rn, nao todos ='Ü, escrevemos(g1g2, 

... )=1 qúando . g1 ,g 2 , ... não tem _divisores comuns fora as uni 

dades e dizemos que ~les são primos entre si. Se g1 ,g2 , ..... 



tem um divisor comum, .g, que não seja uma unidade, e suponha:

mos gl#0, passamos a considerar as funções g]/a:,g2/a'...GRn'

onde a ordem de gl/a é menor que a de gl. Continuando esse
processo vemos que existe um divã.sor comum q t.q.(gl/n'92/.,

) : l Certamente qu -- onde u é uma unidade -- tem a

mesma propriedade.

Vamos provar o teorema análogo ao lema de EuclÍdes na

Aritmética,' que afirma qu'e se f/gh e (f,g)=1 então f/h.

Este re.sultado vai nos dar uma fatoração única dos ele

mentos de R., excito na ordem dos fatores. Como este resulta

do é imediato se uma das três funções é zero, vamos supor
contrãri.o.

29111.gjgão: se n funções Oll '.,On' sen termos constantes,
são t.q, o determinante dos termos li.neares não é zero na ori-

gem, a transformação de C":wl:©l(zl'..zn)...wn:0n(zl'..Zn)
tem uma inversa e vai ser chamada:,t,tan.õáo,tmação apta.CZ.t,éca

doravante só vamos uti.l i.zar ía.anóáa4.maçar.õ Z.énea,teó (é óbvio

que as noções de divisibi.lidado são invariantes por í anó

6o,tmaçaeó .Clnea,te,6 anal.Z.{.éca.6 )

Se f tem ordem k>1, dizemos que f é normal se fl,.

tem um termo da forma czf,c#0. Se f não é normal, é possx'vel
leva-la numa forma normal com uma transformação li.near ade-

quada: dem: seja fk#0, exi.ste um ponto (al'...,an) tq.
fk(al'... ,ah)#O, então uma transformação linear não singular

da forma zl-alz'',...Zn:anzl+... dã o resultado procurado,pol

- 3 -

tem um divisor comum, a, que nao seja uma unidade, e suponh~ 

mos g1~o, passamos a 

onde a ordem de gl/ 
a 

considerar as funções gl/ , g2/ , ... 8R , a - a n 

é menor que a de g1 . Continuando esse 

- processo vemos que existe um divisor comum q t.q.(gl/q, g2/ q, .. 

... ) = 1 Certamente qu 

mesma propriedade. 

onde ué uma unidade - tem a 

·Vamos provar o teorema anilogo ao lema de Euclídes na 

Aritmética, · que afirma ·qu'e se f/gh e (f ,g) =l então f/h. 

Este resultado vai nos dar uma fatoração Úniea dos ele 

mentas de Rn, exceto na ordem dos fatores. Como este resulta 

do é imediato se uma das três funções é zero, vamos supor o 

contrário. 

Definição: se n funções 11 ~: ·· .~n' se~ têrmos constantes, 

são t.q._ o determinante dos termos lineares não é zero na ori~ 
- - n gem, _ a transformaçao de C :w1 =1 1 (z 1 ... zn) ... wn=in(z1 ... zn) , 

tem uma inversa e vai _ser chamàda:t1ta.n1.>óoll.ma.ç.ão a.na.lZtic.a. -

doravante só vamos utilizar tll.a.n-0601tmaç.Õe1.> linea.1te1.> (é Óbvio 

que as noções de divisibilidade sao invariantes por t1tanh -

óo1tma.ç.Õe1.> linea1teh analZtic.ah). 

Se f tem ordem k~l, dizemos que f é normal se fk 

· tem um têrmo 
- k -

da forma cz 1 ,c~o. Se f não é normal, é possível 

leva-lá numa forma normal com uma transformação linear ade

quada: dem: seja fk~o, existe um pont6 (a1 , ..• ,an) t4 

fk(a 1 , ..• ,ari)~O, então urna transformação linear não singular 

da forma z1=a1z", ..• zn=anz1+ ••• dá o resultado procurado,por 

·, 



que seja

fk
Rb Z lr

r. + .- + rn + k

, z n

h
Z

n ,

fazendo a substituição obtemos

:fk(zi' ' ' ' ,z:i) : >1 b, (ag'.-)--- (azf'.-)

(essa neva série vai convergir numa certa vizinhança da ori

gen) -- é fácil ver que ao ordenar segundo a nova base z.l,
elemento

1? !: ::-- «q *'~ t;+ -. + nh B k /

, z,: temos

r lb a lrsendo -a:n:fk(al,...,an)'0

O mesmo argumento de cima demonstra que para um número

finita de funções podemos achar uma transformação li.near que

leva cada uma das funções numa função normal

O TEOREMA DE PREPARAÇÃO DE IVEIERSTRASS

Teorema l se feR. tem ordem k).l e é normal, então exi.steuma

unidade ueR t.q. fu = z:j+A,z;l'l,+...+Ak-tZ,+Ak onêie AI'.. ,Ak
são séri.es de potência nas outras variável.s.

Demonstração
tao:

se pl e suficientemente.pequeno e lzjlslzll<pl eB

IÍ-Íkl : Ifk..I'fk'''; l«l lz:lk ------ -
l z'l l b

que seja 

f = 
k 

- 4 -

I b zr' 
• r 1 

r,•-- • r.,, k 

fazendo a supstituição obtemos 

r., 
••• z n , 

(essa nova série vai convergir tiuma certa vizinhança da ori

gem) - é facil ver que ao ordenar segundo a nova base z1, .. 
temos um elemento 

sendo 

O mesmo ª!gumento de cima demonstra que para um número 

finitÕ de funçõ~s podemos achar uma transformação line~r que 

leva cada uma das funções numa função normal. 

O TEOREMA DE PREPARAÇÃO DE WEIERSTRASS 

Teorema 1 se f6R tem ordem k~l e é normal, n então existe uma 

. "d d ~R t f - : k+A k-l . A Z +A uni a e Uc .q. u - z 1 , z 1 , + , , , + k-1 , k 

sao série$ de potência nas outras variáveis. 

Demo ris tração: se Pi é suf icien teinen te . pequeno · e I zj Is I z11 <p1 en 
tão: 

lfk+l+ .•. 1 

1 zl 1 ~ 
< .1. 

2 



Mas como f é normal temos que l+r onde r é

um polinomio em:
Z

,tn: .J
zl

mais ai.nda

Irl<7 se ltjl'p2'l
portanto

f/.* : I' Tb;

lzll<pl e ltjl<p2) ;-4'log l4

pode ser desenvolvido em séri.e de po:tenda em

(onde jqj<1 para

zl,t2' tn para lzll<pl'ltjl<p2

Qb:gsirzp:çge: essa série de potências não contém termos ande

pendentes de z.L porque nenhum termo de .q é independente de

' . . 'k ' : (l+r)ztk

é.polinomio nas variáveis t.i:+ o mesmo vale para 1 , então bag
ta demonstrar que Çi!!!!!i:::l:- .-l-- não tem termos independen -

tes de zl; seja por exemplo
z l

(c#0) , um elemento

então dat' que

E:

a; [gj'..-[)]'"
zl

.g.ü (>lrl-k)r
2tcz

2l
r

+.. n
''n
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Mas como f é normal temos que fk/ .k~ i+r onde r 
zl 

um polinomio em: 

portanto 

Zz 
t ::: 

2 z' 1 
mais ainda 

'1 (fkH-+ ·--· )' 
·f/fK = 1+ l+r . k = l+q (onde jqj<l para 

zl 

lz 1 j<p1 e ltj j<p 2) ~log f: 
pode ser desenvolvido em série de potencia em 

-e 

Observação: essa série de potências nao contêm termos ·inde -

·pendentes de z1 porque rienhum 
f . 

log - ::: log(l+q)::: 
fk . 

têrmo de q é independente de 
1 2 . .:. ( t ~., + ·: · · · ) 

q-2 q + · · · (q- ~--- ,l+r 
(l+r) z-}-

é.polinomio nas variáveis tj => o mesmo vale · para 1 - b -1-, entao as +r 
(fk♦1-+···· • 

ta demonstrar que 
) 

.k nao tem termos independen -
Zl 

tes de z1 ; ·seja por exempl~ 

r 1 r 
Z 

n cz 1 n , (c~0), um elemento de fk+l + ... 

então Ir->k 
l 

e daí que 

rl r Ir. 
zl zn 

n 
zl 

l 

c k = c 
k 

zl zl 



Agora substituímos t. por :--L e arranjamos a séri.e

como série de Laurent em zl, como segue

log --g = (a..'c*cZ.+.... ) + ( b.+ l:',.... ):v'W onde a..,a.,.
11,.. ' '-

são séries de potenci.a em z2'''',Zn e a.o não tem termo con.g
tanto Cé possível fazer isso se

Z
)

l

0« 6« lzl I'«01 l zj l<PZÕ)

Agora e'v=1-v+... é uma unidade GR.(porque como série,
converge nessa região de cima) e fev converge também

mas como

potencias de zl maiores que k; Ou seja e'v é a unidade
eRn que estávamos procurando. Para a convergência de e ' a

restrição .6<lztl não é necessária, dax' que temos convergên-

cia para lztl<r)t e lzj l<p]p2(fe'v não tem potencias>k de z].

porque fi.xados os valores de z2,..',zn; fkew é uma função hg

lomorfa de zl' fk é um polinomio de grau k em z, e ew =
E bj j. j

e ' mas trocando + por
q.X't
l

>l u:x::de.--,

l
t er íamos :

>lbi"j'
potencias de zl

: cte. nao contem

C.Q.D

Teorema 2: (análogo do lema de Euclx+des)

Sejam f,g,h € R. tq f/gh-e (f,g) = 1 então f/h

Agora substituimos 

-:- 6 -

t. por 
J 

e arranjamos a série , 

como série de Laurent em zv como segue: 

log 

sao séries de potencia em z2 , ... ,zn e ~º nao tem termo cons 

tante (é possível fazer isso se 

lz.l<p 2o) . J 

A -v - ( -gora e =1-v+ ... e uma unidade SRn porque como serie, 

converge nessa região de cima) e fe-v converge também aí 

mas como · 
. f . . 

-v w-log- _ -v -fe = fe fk - fk(l+w+ ... ) ,fe nao contem 

potencias de · z1 maiores que k •· Ou seja -v -e e a unidade 
. -v 

~Rn que estavamas procurando. Para a convergencia de e a. 

restrição -o< 1z1 1 nao é necessária, daí que _temos convergên

cia para I z1·1 <p1 e I zj I <p 1 p~ (fe-v não t~m potencias> k de zi 

. w 
porque fixados os valores de z 2 , ... ,zn; fke é uma função ho 

lomorfa de z1 , fk é um polinomio de grau k 

I bj ½ j 
= e 1 mas trocando 1 por x teríamos: 

zl 

C. Q.O. 

Teorema 2: (análogo do lema de Euclídes). 

em z, w e e = 

nao contém 

Sejam f,g,h S Rn tq f/gh- e (f,g) = 1 então f/h. 



Penging.i11g.ç.ag: como o teorema é tri.vial se uma das funções é

zero ou uma unidade, vamos supor o contrario. Em particular,

o teorema é certo para h=1 porque para n:l g =

:::::> se (f , g) 1, uma das duas

deve ser uma unidade. Por. conseguinte podemos supor o teore-
ma certo pêra n'l variáveis e demonstrar para n vara.ãveis.

Com uma .adequada transformação linear levamos as fun -

ções f,g,h ã forma normal. Pelo Teorema l uma função normal
de ordem 'kzl é equivalente a uma função da forma

zf : +A. zk-l+

potências em z2' '' 'zn

Como as noções de divisa.bilidade são invari.ãveis para

funções equivalentes podemos supor também que f,g,h são des

sa forma jã que f,g,h tem ordem maior que zero (senão seriam
unidades)

)

+ sendo A1 ' ,Ak séries

Seta necessário o análogo do lema de Gauss, para n va-

riáveis. Vamos prova-lo para séries de potencia em z com coe

ficientes .em z2'''zn). Uma tal feri.e de potencias XIÀlz+... é
chamada de primito.va se (À.,ÀI'...) : 1 ; se não é primitiva,
é claro que existe uma série de potências. 6 em z?,...z. tq

À.+À]z+...: 6(v.+.v].z+...) com (v.,ul'...): l

O análogo do Lema de Gauss nos di.z que o produto de
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Demonstração: como o teorema é trivial se uma das funções -e 

zero ou uma unidade, vamos supor o contrário. Em particular, 

o teorema é certo para ~=l porque para n=l g = 

= 
+oo • 
2 a. z1 I'\., 
. 1 

i=k 

k 
z ==;, se (f,g) = 1, uma das - duas 

deve ser uma unidade. Por, conseguinte podemos supor o teore

ma certo p~ra n-1 variáveis_ e demonstrar para rr variáveis. 

Com uma adequada transformação linear levamos as fun -

çoes f,g -,h i forma normal. Pelo Teorema 1 uma função normal, 

de ordem ·k~l é equivalente a uma fvnção da forma 

k- k-1 
zl +Al z +, .. +Ak - sendo A

1
, . .. ,Ak séries __ de 

potências em z2 , ... zn. 

·Como -as noçoes .de divisibilidade sao invariáveis . para 

funções equivalentes podemos supor também que f,g,h são des 

sa forma já que f,g,h tem ordem maior que zero (senão seriam 

unidades). 

Será necessário o análogo do lema de Gauss, para n va

riáveis. Vamos prova-lo para séries de potencia em z com coe 

ficientes em z2 . . . zn) . Uma tal serie de potencias Àt"-1 z+ ... é 

chamada de primitiva se (À
0

,À 1 , ... ) = 1 ; se não é primitiva, 

é claro que existe uma série·· de potências. ô· em · z 2 , ... zn tq 

À 
O
+ À 1 z + ... _ = ô ( v 

O 
+~y 1 z + ••• ) com ( v 

O 
, v 1 , ... ) = 1 

O análogo do Lema de Gauss ·nos diz que: o produto de 



duas series primitivas é ppü.m,CZ,éva. Sejam À.+Àlz+.. .eu:plz+

primitivas, e(À.+Àlz+...)(p.+ulz+...): v.+vlz+'.. onde

E.ÀiPr i

Se os vi tem un divisor comum, eles tem um d.ivisor pr.}

mo comum n Como À.+Àlz+... e u.+plz+... são primitivas,exi.g

tem números naturais .a e .b tq. n/X ,XI. .',À4-l .('a'Xa) : l ,

,Pb-l' ub):l Então em va+b:Ua+bu'+'C'.+Xa+bP.o pr.l

mo 'n divide cada termo da direita, fora o termo XaPb e ele

.divide também a Va+b; mas como. Àaub:va+b'i.#aÀz a+b-i ele é

soma de múltiplos de n ::+ v/Àapb logo pela suposição para

n-l variáveis, .lílf ou v/Ub e chegamos a uma
contradição.

Agora voltemos aos .polinomios com coeficientes em Rn-l

(domínio de integridade). Como os coeficientes vem de um do-

mínio de'integridade e não de um corpo, o algoritmo da divi-
são é o seguinte: sejam praz +... e q=Bzs+...;B#0, <zs

então existem poli.nomios (a coeficientes em Rn-l) g e ! e um

elemento VGRn-l-Ío}/VP:uq+v, o grau de v é nenor que s
sendo s, o- grau de q

r

l

E cóm o resultante fica assim: se o resultante w de q

e p é zero existem elementos P,ÀeRn-l-fole um polinomio
zt+..., .u#o,t>o,reRn.lEz] tq. Àt)=ar e uq=br onde a ,b

eRn-lEz]

Por outro ]ado, se o resu]tante w#0 3 c,deRn.lEz]/CP+dq:w

r 
l À1· µ · . 

0 
r-1 

1= 

- 8 -

onde 

Se os v. · tem um divisor comum, eles tem um divisor pr! 
1 

mo comum TI ~amo À
0

+À 1 z+ ... e µ
0

+µ 1 z+. _ .. são primitivas,exi~ 

tem números naturais a 

mo TI divide cada têrmo da direita, fora o têrmo Àµ a b- e ele 

divide também· a v +b; mas como À µb=v +b·- l À.µ +b-· a _ - a a. 1a 1 
i.:;t a 

soma de múltiplos de TI:=;, TI/À logo pela suposição 
aµb 

ele 

para 

n-1 variáveis, TI/À 
a 

ou n/ e chegamos a uma contradição. 
µb - . . . 

-e 

Agora voltemos aos .polinomio~ com· coeficien_tes em Rn_ 1 -

(domínio de integridade}. Como os coeficientes vem de um do

mínio de : integridade e não . de um CO!Pº, o algoritmo da divi-

- - · . - r 8s 80 sao e o seguinte: seJam p=az + ... e q= z + ... ; ;t , 

então existem polinomios (a coeficientes em Rn_ 1 ) u e v e um 

elemento vSR 1-{o}/vp=uq+v, o grau de v n-
-e menor que s 

sendo s, o grau de q 

E c-om o resultante fica assim: se o resultante w de q 

e p é zero existem elementos 
t r=vz + .•. , 

SR 1[z] . n-

t>o 
V;tO, ,rER 

1
[z] t.q. n-

µ,ÃSR 1-{o}e um polinomio n-
Àp=ar e µq=br onde a ,b 

Por outro lado, se o resultante W;t O j e ,dSR 1[z]/cp+dq=w 
n-
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melro coeficiente = 1 e portanto são primitivas.

Suponhamos w=0, então vale: fera e g=rb onde

les

X,PGRn-] e r,a,bCRn-l]z], degr>o

Tomando .todo fatos comum dos coeficientes de a,b,r e colocan

do-os na frente , obtemos

Xf=ara

uq=13rb

onde agora a,r,b são polinomios primito.vos. Como g e f têm

primeiro coeficiente = 1, vamos que a/X e B/p mas Ã' e -Ê de-
vem ser unidades porque senão ra e rb. não seriam primit.}

vos ( :f:ra e kg=rb), (como r,a,.b são primitivos, ra e
rb.também são). Finalmente as nossas equações :ficam da forma

f à ra, g = rb ; agora r é da forma vzt+...+k,zt+l',v#o,t>o ,

logo & deve ter a força zk-t+... +k2zk-t+s com ctv:l e k=
grav(f), então a é uma unidade :J a tem ordem no máximo

k-t, e r, no mz+nimo, t :+ r não é uma unidade; mas isso é

uma contradição, jã que f e g foram supostas sem di.vigo-

res comuns, fora as unidades. Ou seja que o resultante de f

e g não pode ser zero.

Seja então w#0, existem po]inomios c,deRn-lEz]/cf+dg=
=w, então cfh+dgh=wh e como .f/gh, por hipótese, concluímos,

que f/wh ou seja wh=6vf onde 6GRn. l e ! é uma série de potes

clãs primito.va eRn-lEz] Como h tem primeiro coeficiente : l

- 9 -

Apliquemos isso a f e g_ , lembrando que eles tem pri:_ 

rneiro coeficiente= 1 e portanto são primitivas. 

Suponhamos w=0, ~~tão vale: f=ra e g=rb onde 

À,µERn-1 e r,a,bER 
1
[z], degr>o. 

n-

Tomando todo fator comum dos coeficientes de a,b,r e colocan 

do-os na frente, obtemos 

{

Àf=ara 

µq=Srb 

onde agora a,r,b sao polinomios primitivos. Como g_ e f têm 

. primeiro coeficiente= 1, vamos que a/À e S/µ mas~ e~ de-
a 8 

vem ser unidades porque senao ra e rb __ não seriam prirniti:_ 

vos ( ~ f= ra e ~ g =rb), (corno r, a ,.b são primitivos, ra e 

rb - também são) . . Finalmente as nossas equações ficam da forma, 

r - t t+R. e da forma vz + ... +k,z ,V;tO,t>o f = ra; g = rb ; agora 

logo~ deve ter a forma k-t k-t+s z + ••• +k 2z com av=l e · k= 

grav(f), então a é uma unidade=;! a tem ordem no máximo 

k-t, e !_, no mínimo, t =;. r nao- é urna unidade; mas isso -e 

urna contradição, já que f e g foram supostas sem diviso

res comuns, fora as unidades. Ou seja que o resultante de f 

e g não pode ser zero. 

Seja então w;tQ, existem po1inomios c,d6Rn_ 1[z]/cf+dg= 

=w,.- então cfh+dgh=wh e como f/gh, por hipótese, concluímos, 

que f/ wh ou seja wh=ôvf onde ôERn-l .e ~ é uma série de pote!!_ 

cias primitiva 6Rn_ 1[z] Corno b tem primeiro coeficiente = 1 
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vemos que 6/w Por conseguinte igh=vf e } prece.sa ser uma
unidade desde que vf é primitiva -> f/h.

O CORPO DE FRAÇOES DAS SÉRIES DE POTENCIAS

Como Rn é um doml'nio de integridade podemos consi.de-
ram o seu corpo de fiações, ou seja o conjunto formado pelos

quocientes 'formais { onda p,qGRn e q#o, com igualdade àl=tí4

em Kn definida por plq2:qlp2 em Rn' O Teorema 2 tem a i.mpo.!

tanto consequência que se obrigamos a que (p,q)=1 então todo

elemento de K. tem. uma Única expressão módulo, multiplicação
P '' VX T\

por unidades, porque se tÍX : tÍÉ onde (pl'ql):(p2q2) : l,co

mo vale que plq2:p2ql' vemos que ql/ qze q2/ql ou seja q2:vql

'' p2:plu Conde. u é uma unidade)

Definição: os elementos 11 eK./qz0 é uma unidade, são chama

dos de elementos integral.s de K ; esse.s elementos são isomor
fos aos elementos de R

Se r,seKn' diremos r/s se s=rt onde t é i.ntegral. Es-
crevemos r'.s, se r/s e s/r. É claro que as classes de equivg.

lência sã.o as coclasses do grupo multipli.cativo Kn' relativo

ao subgrupo das unidades

Fora as séries de potencias em z,,...z vamos considerar

as séries de potencias com centro em a=(al'. . .an)Gqn (converge)

ou seja as séri.es de potencias em(zl-al) ,... ,(Zn-an) , e con
vergentes para as quais valem todos os resultados aci.ma de-
monstrados

n

vemos que ô/w 

- 10 -

Por conseguinte w w - h=vf e -
ô f 

unidade desde que vf é primitiva ~ f/h . 

o CORPO DE FRAÇOES DAS snRIES DE POTENCIAS 

precisa ser uma 

Corno R é um domínio de integridade podemos considen 

raro seu corpo de frações, ou seja o conjunto formado pelos 
. P1 Pz 

_ quocientes ,formais E onde p, q8R e q:/,0, com igualdade - -= -
q n ql q2 

-

em Kn definida por p1q 2=q1p 2 em Rn. O Teorema 2 tem a impor 

tante consequ~ncia que se obrigamos a que (p,q)=l então todo 

elemento de K tem urna • n 

por unidades, porque se 

Única expressão módulo, multiplicação 
-P1 Pz 
q 

1 
= q 

2 
onde l p 1 , q 1 ) = ( p 2 q 2 ) ~ 1 , _ c .Q 

mo vale que p1q 2=p~q1 , vemos que q1/ qLe q2/q1 . ou seja q1~vq1 

-e urna unidade). 

Definição: os elementos 12 EK / q~o · é urna unidade, sao chama -q n 
dos de elementos integrais de K · esses elementos sao isornor 

n' 

fos aos elementos de Rn. 

Se r,s8Kn, diremos r/s se s=rt onde t é integral. Es

crevemos r~s, ser/se s/r. ~ claro que as classes de equiva 

l~ncia sãp as coclasses do grupo multiplicativo Kn, relativo 

ao subgrupo das unidades. 

Fora as séries de potencias em z1, ••• zn vamos considerar 

as séries de potencias com centro em a=(~1 , ... an)Ef (convergJ · 

ou seja as séries de potencias ern(z 1-a1) , ... ,(zn-an), e con -

vergentes para as quais valem todos os resultados acima de 

monstrados. 



CAPTTUL0 2

FEIXES

2eiElj:B.isêg: um feixe de grupos (módulos, anéis, etc.) sobre
um espaço tipológico X é um conjunto F junto com uma apli

cação T :F ---' X -chamada de projeção- e

1) VxGX o conjunto Fx:T'l(x) é um grupo aboli.ano

Defi.nação F é a fibra em x

2) F é um espaço topológico tal que lí é um homeo;norfismo lo-

cal e as operações algébri.cas em- F são contínuas (ou seja

dado F.F-= {(sl's2)e FxF/lr(sl):lí(s2)} a aplicação (sl's2)-
s.-s. ê contínua)

Exemplo: seja G um grupo abeliano qualquer com a topologia
discreta, então F=G-X é um feixe sobre X com a aplicação

(.x,g) ---' x como projeção. Esse feixe é chamado de feixe cons
tarte

.PsÉi:Jli:sãe: Seja UcX, U aberto, uma seção .g sobre U é uma a

pli.cação contínua s:U -----.>F/ K.=id . Sempre temos a seção
U

11

CAPITULO 2 

FEIXES 

Definição: um feixe de grupos (módulos, anéis, etc.) sobre 

um~spaço top6lógico X ê um conjunto F junto com uma apli-
-

cação n :F ~ X -chamada de projeção- e 

) -1 -1 YxSX o conjunto F =n (x) e um grupo abeliano x 

Definição: Fx é a fibra em x 

2) Fé ·um -espaço topológico tal que n é um homeomorfismo lo

cal e as operações algébricas em F sao contínuas (ou seja 

dado F
0
F-~ {(s 1 ,s 2)8 FxF/n(s 1)=n(s 2)} a aplicação (s 1 ,s 2)+ 

s 1-s 2 é contínua). 

Exemplo: seja G um grupo abeliano qualquer com a topologia 

discreta, então F=G-X é um feixe sobre X com a aplicação 

(x,g) ~ x como projeção. Esse feixe é chamado de feixe cons 

tante. 

Definição: Seja UcX, U aberto, uma seçao s sobre Ué uma a-

plicação contínua s:U -+F/ n
0
=id Sempre temos a seçao 

u 

-11-
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zero sobre qualquer U As seções sobre U serão denotadas

r (u , F) ; r (u, F) é um grupo abeliano

Se UcV existe um homomorfismo natural I'(V,F) -------- I'(U,F)

Em geral lm feixe é definido pelos grupos I' da segui.nte folha:

seja {U} a coleção de abertos de X e para todo U, um grupo abeli.ano F..

tal que se ucv temos um homomorfismo +v:FV -----b Fu tal que p.g. . a V \A

ra ucvcw obtemos 4):T = .}!.d,V "'u 'u 'u

O si.stema {F..,$v} de:fine um fei.xe: um fei.xe cujas fi-

bras vão ser Fx:lim Fu e F : UFx s.endo abertos os conjun -
xGU

lrT'l .'U.'.+ -- . + + .

tos {+;(a):xeUJ; ;lÕ a ap].i.cação: +xrFu Fx' U

Definição de PREFEIXE: seja X um espaço topológico e aula cg.
loção de conjuntos abertos de X. Um prefeixe de conjuntos sg.
bre X consiste de:

1).uma colação de conjuntos {A }
" uG{V}

2) para todo par U,V de conjuntos abertos tal que UcV

uma aplicação pU:AV -"'---b AU tal que:

i) para .u,v,wGlu}/ucvcw pu:pv.pv

,i.i) para uCtu} pu = idu

Se {Au'=fu} é um prefeixe sobre X tal que Vu,Au é um grupo a-

beliano e para todo par ucv a aplicação J)v:Av ---b Au é um ho-
momorfismo de grupos, então {Au'pv} é chamado .E3:g:áell.xe de
gxl4poÁ aba,C,Zanoó ]ab,te X.

- 12 -

zero sobre qualquer U. As seçoes sobre U serao denotadas 

r(U,F);f(U,F) é um grupo abeliano. 

Se UcV existe um homomorfismo natural r(V,F) - r(U,F) 

Em geral lil1l feixe é definido pelos grupos f da seguinte fonna: 

seja {U} a colE:ção de abertos de X e para todo U, lilTl grupo abeliano Fu 

tal que se uçv temos um homomorfismo ~v:Fv - Fu tal que pa 
u 

-ra ucvcw 

O sistema {F .~v} define um feixe: um feixe cujas fi-. u u 

bras vao ser F =lim F e F = UF sendo abertos os conjun -
X U X 

xEU 

tos {~~(a):xEU}; ~~éa aplicação:· ~~::'Fu-Fx,xEU 

Definição de PREFEIXE: seja X um espaço t ·opolÓgico· e {U}a co 

leção de conjuntos abertos de X. Um pre~eixe de conjuntos so 

bre X consiste .de: 

1).uma coleção de conjuntos {A} 
. u uE{v} 

-
2) para todo par U, V de conjuntos abertos tal que U e V 

uma aplicação p::Av ~ Au tal que: 

i ) para .u,v,wE{u}/ucvcw 

_ii) para uE{u} id u 

Se {Au,f~} é um prefeixe sobre X tal que Vu,Au -é um grupo a

beliano e para todo par ucv a a:plicação p~ .:Av - Au é um ho

momorfismo de_ grupos, então {Au, .P~} é chamado p1te.óe.,i,xe. de, 

gnupo~ abeliano~ ~obne. X. 
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Da mesma forma definimos prefeixes de anéis, módulos

etc. . Demos um exemplo de um fei.xe: seja V uma variedade a-

nalítica complexa, seja.F..:N(U) o grupo das funções holomor-
fas em U. Este prefeixe define o chamado áe.éxe. do,õ ge,tme,õdm

6unçõe.õ ko.eolnoa.áaó em U

Quando consideramos um feixe de anéis sobre o espaço X

sempre vamos supor que cada fibra tem um elemento identidade

e que a aplicação que leva cada x no elemento i.densidade de

F).. é uma seção sobre X

Se F'cf é um feixe sobre X, ele seta chamado de 4.11.g.áSÁ

.lg de F, se a aplicação i:F' -----: f' (inclusão) é contínua e

VxeX,F.; é uma subestrutura de F.r no senti.do algébrico (sub
grupo, subanel, etc.)

Dados dos feixes F',F'' cobre X, um homomorfismo h:F'-----'F''

é tma aplicação contínua'tal que n' oh= e VxeX a aplicação

hIF... :Fx -----..- F= é um homomorfismo algébrico. Um homomorfis-

mo de feixes ê necessãri.amente uma aplicação aberta po

sa das restrições topológi.cas na topologia do feixe

Se F' é um subfeixe de F, definimos o á.e,éxe guç?c.éen.{e,

como IF/p'l : rx/F' e dano-lhe a tipologia quociente.

Temos então a sequência exata de feixes:0->F''»F->F/Fd0 e
VU aberto, Uc=V temos a sequência de aplicações:

q

r cau

XX

o ----- r(u,r') ----- r(u,F) ----"' r(u,P4.)
Essa sequência é exata apesar da últi.ma aplicação não'ser sg

brejeti.va
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Da mesma forma definimos prefeixes de anéis, módulos , 

etc .. Demos um exemplo de um feixe: seja V uma variedade a

nalítica complexa, seja ~Fu=N(U) o grupo das funções holomor

fas em U. Este prefeixe define o chamado óelxe. do~ genme~dM 

óunç.Õe~ holomo1t6a~ em V. 

Quando consideramos um feixe de anéis sobre o espaço X 

sempre vamos supor que cada fibra tem um element_o identidade 

. e que a aplicação que leva cada x no elemento identidade de 

-F é uma seção sobre X. 
X 

Se F'cF é um feixe sobre X, ele será chamado de ~ubóel 

xe. de F, se a aplicação i: ·p' - f' (inclusão) é contínua e 

. Vx€X,F' ê uma subestrutura de F no sentido algébrico (sub -
X X 

grupo, subanel, etc.), 

Dados dos feixes F', F" sobre X; um homomorfismo h: F '-F" 
. " 

é uma aplicação contínua -- tal que ;r 0 h= e Vx€X a aplicação 

h 
1 

: F' ~ F" ê um homomorfismo -algébrico. Um homomorf is-- F' X . X 
X 

mo de feixes é necessáriamente uma aplicação aberta por cau-

sa das restrições topológicas n~ topologia do feixe. 

Se F' 

como 
X 

é um subfeixe de F, de~inimos o [eixe quoele.nte, 
- p 

= x/ F, e damo-lhe a topologia quociente. · 
X 

Temos então a · sequência exata éle feixes: O+F '+F+Ffp-,+O e 

VU aberto, UcV temos a sequência de aplicações: 

o - r(U,F') - - r(U,F) -
Essa seq~ência é exata apesar da Última aplicação não·ser so 

- ·b r e j e t i v a • 



CAPÍTULO 3

DIVISORES

Funções Mea.omo,táa,õ em vez de restri.ngirmo-nos a G'vamos de

fi.nir diretamente o que é uma função meromorfa sobre uma va
riedade analítica complexa V: ela esta definida localmente

por uln quociente de duas funções holomorfas.

Vamos defi.nir função meromorfq utilizando a noção de
feixes introduzida no capítulo anterior

Seja V uma variedade complexa. Para todo aberto U seja

N(U) o anal das funções holomorfas sobre U; os divisores de

0 são as funções holomorfas nulas sobre uma componente cone-

xa de U. Seja L(U) o anel das fiações f/.p onde f,geN(U) e g
não é divisor de O. Para cada par de abertos UcW seja h(U,W)o

homolnorfismo de L(W) dentro de L(U) definido pela restrição a

U das funções holomorfas sobre IV. Os anéis e as apli.cações

(L(U),hCU,W)) formam um prefeixe sobre V, que seta denotado
A

Defj11ição: uma função meromorfa sobre um aberto U Õ uma se
ção sobre U do feixe A. Para todo aberto U, temos um hoirtomor
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xa de U. Seja L(U) o anel das frações f/g onde f,gSN(U) e g 
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fismo.injetivo de L(U) dentro do anel A(u) das funções mero-
morfas sobre U. Doravante identificaremos L(U) com a sua ima

gem dentro de A(u). Em geral L(U);'A(u), por exemplo: se fi -
zermos U=V., sendo V compacto, então N(U)=N(V);C, dai que

L (U) = L (V) ; G#A (V) - em geral)

Para toda função meromorfa f sobre V, e todo ponto

xeV existe pma vizinhança aberta de x,W, tal que flwG L(W)

Pg€3=alçag: se existe uma vizinhança aberta, IV, de x tal que

fr =geN(W) (é holomorfa em W) , dizemos que f é regular em x

e que g(x) é o. valor de f em x
W

Observação: da definição de função meromoffa obtemos o squln

te: seja (U.i)... o conjunto dos abertos de V e VUi sejam

f.i'g:GN(Ui)-g, não é divisor de 0 -; se para todo par i,jç;l

temos figa:fjgi em UiÓUj ' então existe uma função meromorfa F

sobre V, e sõ uma tal que Vivi FIU.i : !i

l

Defi.ni.çgg: para toda variedade complexa V, o feixe A é chama.

do de fei.xe dos germes das funções meromorfas sobre V. É um

feixe de corpos. As funções meromorfas sobre V formam um a-
nal cujos elementos não inversíveis são os divisores de 0,ou

seja as funções nulas sobre uma componente conexo de V Se V
é conexo, esse anal de funções é um corpo.

E.6co.Cha de Cau.ó,én a D.évZ.60,te.ó

Definicão seja V uma variedade complexa conexa, uma escolha
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fismo -injetivo de L(U) dentro do anel A(u) das funções mero

morfas sobre U. Doravante identificaremos L(U) com a sua irna 

gern dentro de A(u). Em geral L(U)~A(u), por exemplo: se fi -

zerrnos U=V., sendo V compacto, então N (U) =N (V) ;<t, dai que 

L (U) = L (V); o:~A (V) - .em geral) 

Para toda função rnerornorfa f sobre V, e todo ponto 

x8V existe µma vizinhanç~ aberta de x,W, tal que flw6 L(W) 

Definição: se existe urna vizinhança aberta, W, de x tal que 

fl =g€N(W) (é holornorfa em W), dizemos que fé regular em x 
w 

e que g(x) é o valor de f em _x. 

-
Observação: da definição de função rnêrornórfa obtemos o seguin 

te: !'ieja (U
1
.) o conjunto dos abertos de ·v· e VU

1
- sej arn 

i8I 
fi,g:€N(Ui)-g, não é divisor de O-; se para todo par i,jEI 

ternos f.g : =f.g. em U-nli-, então existe 
1_J J l l J 

sobre V, e s6 urna tal que ViSI ~ . = u. 
l 

urna ·funçã~ 
f. 

1 • 
g. 

l 

rnerornorfa F 

Definição: para toda variedade complexa V, o feixe A é chama 

do de feixe dos germes das funções rnerornorfas sobre V. f um 

feixe de ·corpos. As funções merornorfas sobre V formam um a

nél cujo~ elementos não inversíveis são os divisores de 0,ou 

seja as funções nulas sobre uma componente conexa de V Se V 

é conexa, esse anél de funções - é um corpo. 

Definição: seja V urna variedade complexa conexa, urna escolha 
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multiplicati.va de Cousin (Ui'fj.)iGI é definida por um reco-
bre.mento aberto (U.i) de V e pela escolha em cada U: de

uma função meromorfa e inversz+vel f.i satis:fazendo a seguin-

te condição: Vi'jCI, ii/f.i é uma função holomorfa sem zeros

em UinUj' Diremos que duas escolhas de Cousin (Ui,fj.)iGI e

CVj 'gj)jCJ sobre V, são equivalentes quando Vivi,VjGJ,fi/g.i '
seja uma ftmção holomorfa sem zeros em U:nV; Escreveremos en-

tão (Uifi)j.CI'(Vj'gj)jCJ ( é uma relação de equivalência)

iGI

Pgei!!i=s.ãe: chamaremos de di.visor sobre V, a uma classe de

equivalência de escolhas de Cousin

Seja D uh divã.sor, (Ui'fj.)iGI um representante de D.,d.i
zelos que (Ui'fi)iGI é uma escolha de C.ouvi.n para D e escr.g

vemos (Uj.,fi)iGI G D. Notação: l):tos divisores sobre V}

Q.lqpo de D,év,é,õaa.e.õ

Sejam (Uj.,fi)iGI e (Vj'gj)jÇJ' duas escolhas de Cou -
sin sobre V, vamos associar a elas uma nova escolha de Cou-

sin: consi.detemos o recobrimento (UinVj)(i,j)Gl-J de V, e
consideremos a função meromorfa f.ig.i , então a escolha

(UinVj.,fj.gj) é uma nova escolha de Cousin (é fácil conferir
que o divisor correspondente à nova escolha assim obtida,de

pende só das classes das duas pri.moiras escolhas; logo, pag
sando ao quociente vemos que acabamos de definir uma lei. de
composição: (D' ,D) ----.-b D+D'

E imediato aue ê uma lei de ç,Tudo nbelinnn çnhre O
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1 J 
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(U.nV.,f.g.) é uma nova escolha de Cousin (é fácil conferir · 1 J. l J . 

que o divisor correspondente à ·nova escolha assim obtida,d~ 

pende so das classes das duas primeiras escolhas; logo, pa~ 

sanda ao quociente vemos que acabamos de definir uma lei de 

composição: (D', D) --- D+D' . 

E imediato que e uma lei de grupo abeliano sobre V . 
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O elemento neutro vai ser a classe de (V,l)

Defina.cão: seja M o grupo multiplicativo (V)-0, das funções
meromorfas inversívei.s sobre V, VfGM, (V,f) é uma escolha de

Cousin; escrevemos (f), o divisor definido por (V,f) e dize
mos que (f) é o divisor da função meromorfa f

Observação: a aplicação f -------> (f) é um homomorfismo de M

em .O porque (f) = 0 i.mplica (V,f)-(V,l) ou seja que f/:l ã

holomorfa sem zeros .

2eeiai;çêe: dizemos .que um di.viso.r é linearmente equivalente

a zero, se é o divisor de uma função lnetomorfa. O grupo de2

ses divisores, t)I' é a imagem da aplicação de M -----b Z)

:llg11i!:!!ZSag: dizemos que um divisor D é post.ti.vo (Dz0) se da-

da uma escolha de Cousin (Vi,fi)iGleD,Vi.GI, fi é holomorfa
É fácil conferir que a defi.nação não depende do representan
te escolhido

Definicão; dado um divisor post.tivo D, e (Ui,fi)iGÇD,Vivi,fj.

é holomorfa. E fãci.l conferir que a defi.nação não depende

do representante escolhido.

Definicão: dado um divã.sor post.uivo D, e (Ui,fi)iGlum repr!
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O elemento neutro vai ser a classe de (V,l). 

Definição: seja Mo grupo multiplicativo (V)-0, das funções 

rnerornorfas inversíveis sobre V, VfSM, (V ,f) é urna escolha de 

Cousin; escrevemos (f), o divisor definido por (V,f) e dize 

mos que (f) é o divisor da ·funçio rneromorfa f. 

Observaçãd: a aplicação 
-

f - (f) é um homomorfismo de M 

em V porque (f) = O implica (V,f)~(V,l) ou seja que f/ 1 e 

holomorfa sem zeros. 

Definição: dizemos -que um diviso~ é linearmente equivalente 

a zero, se é o divisor de urna função meromorfa. O grupo des 

ses divisores, Vi, é a imagem da aplicação de M - V 

Definição: dizemos que um divisor D. é positivo (D~0) se da

da urna escolha de Cousin (V- ,fi)-r1SD,ViEI, f. é holornorfa. l 11:; l 

~ fácil conferir que a definição não depende do representa~ 

te escolhido. 
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é holornorfa. E fácil conferir que a definição não depende 

do represent~nte escolhido. 

Definição: dado um divisor positivo D, e (Ui,fi)iSium repr~ 
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sentante dele, chamaremos de conjunto dos zeros do divisor D

ao conjunto U {xeU:,f:(x)=0}. Esse conjunto não depende do

representante escolhido.
i€1

2ç Pa,abZema de Cau.ó.én: dado um divisor D, existe uma função

f/D:(f)?

Em outros termos, dado CUi,fi)iGI' existe uma função f/

f/fi seja .i.nversível em Ui'ViGl?

Esse prob.l.ema foi resolvi.do por Cousin para V, um pol.i

disco de Ç'' (se n=1, é o teorema de Mittag-Leffler)

Observação: vamos supor que V seja compacto e que D seja um

divisor. positivo, então a função f procurada, deve ser holo-

morfa.em V, logo. constante, pelo-princi.pio do máximo. Isso

mostra que o problema não tem solução em geral. #
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Doravante E designa um espaço vetori.al real de díne:lsâ'o

2n . ilha está'usura vetoria]. co=lnlexa nele , está de(íllida

dando um tR-auto:norfislno J tq ]z=]ú )e ênÊ61oV comp].exo a.tb

defi.ni.aios (ct.ib)x. : ax+ bl-

A di.=iensâlb con.Ê)Zela de E J n

Seja em E.unl subgrupo discreto fl de posto 2n (ou seja

que tem u.na ba.se fornada por 2n elementos linearlnehte i.n-

depe!!d elites sobre R ). O espaço quoci.e=tte Çlf g home-

onorfo a um toro (co:npacto) e esta num.do de uma estrutu.

ra analÍt:i.co- complexa .

Obscnrvaçalo : .va.i ser UHca, va,ri.eâa.de anal.j.rico--conloJ-eza,

co:npactat de dinens=b conpl-exa n. e te.nben }<lgl1leriana ja

qu.e sejam. z.-- }l.. as coordena.das corapl-ç:xas de E

, segundo.una Ç-base fixada, basta dar-].he a E7Jn o.

métri-ca, i.nduzi.da por' 2. JzvJ}' ( a me/tri.ca canoniza de c")

Defi.Dica:b : uma ftunçãb treta relativa ao grupo r e u.ma

fumçãlb Ç'vx) defina.cla sobre E , hei'o110rí'a, ne'o i.deDti.ccL:!teQ

te nula ou iní'imita e que e tq V'u.é=r va].e: FGx+u.)=F(x) e. L(x.u).tUu]

onde L(x,u) J uma funça-o C--li.cear(homogénea) de x e H(u)

e um nÍlumero .

À::ora vamos reso].ver o 2e Prob].ena de Cousa

e=i que ]) é urn di.vi.=or positivo sobre v = (5zr

A.ZLtes di.sso Va.nos demonstrar alguns lemas necessa,ri.os.

l.e==.1 Seja V una v!.riedtLde conp3c'i;=!:. i.ndefiilid:,mente

k

no caso

/

... -
FTH'Ç'AO 'T'P T.'T ~ u .:. , : ---1.-J ..,'"l., . . . . . . . . . .. TTTTT .. rTTT-rT-r 

Dorav~nte E desi~na um espaç o vetorial r ea l de dimensao 

dando um IR-a uto:;10rfismo J tq_ Jis:Id 1e entõ:.oV complexo o.+~b 

definimos (a.+~ b) x. :: a.x -1- b Ji<.. • 

I 
A diíaensão co:nplexa de E e n • 

Seja em E,um subgrupo discreto r de posto 2n (ou seja 

que tem u~a base for8ada por 2n elementos linearmen te in-

· d a· t b tR ) o ' · t E/.r epe.n _ en es so re • espaço quoc1e::1 e /l 
I 
e home-

/ 

o~orfo a um t oro (co ~pacto) e esta munido de ume estrutu-

ra 2.nalÍ tico- co.r:1plexa • 

O' -oserv2.çao : .v2. i ser u 1112. Vf .:::-ieê . .s. de 2.nali tic o-cotn~üexa, 

I J coJJpa cta , de dt n, e~são complexa n e t 2 . .:nbe::1 Ka:111er i ana j a 

as coord.ena.d2. s co mp l s xas de E 

, segu_11.do. uma V-base fixada, b2.sta dar-lhe a 1/f o.. 

métri c 8. ind~zic"ia por - L d1:'.c. eh" 
~ 

/ n ( a metrica canonica de t ) 

Def inição : uma flmção thetc. rela ti VD. ao grúpo r ~ uma 

defin~ da sobre E , beros orfa ; n a o 
I 

identicci.men-

l 
te nula ou i nfinita e que e tq Vv...f:r 
onde L(x, u) ~ uma funçao C-linear(homog~nea) d.e x e .H(u) 

e u..rn ntlllero • 

A:::;ora vamos :cesol ver o 2 Q Proble:oa de Cousin no cas o 

, ~ em que D e um di vi r:or posit ivo sobre V = 1/r 
Antes disso v 2.;nos deraonstrar alguns . lem2.s necessarios. 

S . V . - , e J D. u :":12. v : .ri ec ;:w. e i. nd e f i ni fü:-_ me ri. te 

i- N 
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di:ferencig.vet.. Seja IUi.t\ um recolorinento aberto e fi=li.-

to de v. suponhamos dada e:n U;nq (cada vez que UinQ:f#)una

for:aa dií'erelicial- /.. d.e grau p! a, coeficientes i.aderi.iai-

'::,e-te diferCnci-ávei.s e xuq. .{:. : 2; -* Z '':: UinUJaU.

Bnt:t) exi.atem formas 'ZL de gra'u pl respeczüi.vaRlente clefi-

Ui ,a coeficientes i.r\def. dií. tq Z,j; 1?.- ZJ

en UtnUj l.a'l'.. «e\ lu' ânus:t4)

Observaçât): a condiçâb '2iK: Zt Zi i.aplica
den. do ].ena.

J

niãas en

7:::. . 4
'J J ç

seja IFLI. . um= partiçâb di.ferenci:lvel

da uni.date, subord-ine.de. a.õ recot)ri.}:lento l U;\ ,co].o-

q«e-os é:: Z... FK'4:. -:o- J...J., &:

; [...\.. (z:.- 'z.> ::(2.$)'Z;: : 'z:
Seja 'R% EZr. ,ele -pode ser co 'si-der:.do.Godo una varie--

doce inclef. dif. de dimens5'b 2n. Dado wa si.stene. (le coorde-

YI).-- -- ,x..n en E ,os díí'erenciai.s Jx: definem

em ÇÍÍ '' í'ornar d.Lf. ãe grau l e toda rotina, sobre ó to-

ro pode ser escrita por nei-o deles sob a fol'11a

: '2. {:.--: a' ':s*:..:. ( .J*,... :.® '*:.«
De:E'i.n:ic?B : l(Z) será a í'arma obtida substi.ruindo nes-

sa. exloressãb ,cada coericientef\.i. pel-o seu valor medi.o em rl'

6
Seja D un opera,dor diíerenci.al(por ez. :D =

a. forlila ootidct substi.ruindo na exnressà'o de

por

ou seJ; i'or V(F') .t
Ç:.-:f'*';.-:, ( VC'F") ; . «,L«..: .h'T )

....--='

L

9

::} e ]'L 'c o

'4 ,cada .i )

C b = e :'vc:. c =ao 'l ( àZ'l : . ; bcLst3. de:lo11st.:'a-lo pal-ü.

J 

diferenci~vel. _ Seja l U· l um reco ti:r i :nento 2.berto e fLü-
L "1-.cr 

U: ('\U- ( e::::.da ve z oue U, (l\ji-:J: ri, )1x:n.2 
• j - ; r 

fo:r ~a diferencial 7 de grau p, a coefici ente s indefini
L., : j 

nid2. s em U~ , a coeficientes i..nde f . dif. t q_ 

em ,:,o.do.. Vel 

G
l ~ , . ~ oservaçao : a conu1çao 

seja 

U- (\ U· :t A) · 
' J . lf' • 

l~i. ~- ' um2 pa rtiçáo diferenci ,~.vel 
(.~I 

da u:-üda c1e, subordineda 2 b recobrj_ □ento ,colo-

que mos 1. -
7, 

~ = LK F~ -~ jK 

Se .i s. 

d 2.C_,:- indef. di.f. de dime ns:3:'o 2.n. Dad o U!.:'1 :::;iste:-:.io. de c oo:.cde-

em E , os diferencü1Ú3 eh .. defin em -
. L 

em 1í1'-"' .. fo:r 212.s d.Lf. d e grau 1 e t oda formo. sobre o t o- -

ro u ode ser escr ita por me io deles sob a f orua : 

rc;t\ 
( J )'_,_ , "::"" d"l(, 11 _ - ,. d~ ) 

•,-·· f ' " '\ 

obtida substituindo n es-

sa exnr essao 

ou seja :;::>o r 

Seja D um 

a for r;i.a. ob tifü,i subs tituindo na exnres 220 de , 7 , c2.d2. (' '7 -\",i) 

por Dr_ 
Íil) 

b .' .. ! S Jl,_ .'"!. ti e ·7 Q .. l ,-. •I - . • ~ ' 1 - - '-< .. , L,..> \; .. ,:.,_, - 0 
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w3« F; d.:,--.dJ"

..tã. «»\. aÇ«P i;ÇÓZ..:!.,Ü.-«a.8 , «ú.. aCI«@:aÇ«F-lÓP

u.na ftmçâ:õ f seja i.=1- .il

.*P': '\À Xa ' \ 'l'

' aF,;. :- J(f«p): al« ,,''"' : ía\«í' : l ''{«o: Íç~t':.
'x d *,M .,'

fluida positi.va; seja A. '- 2..a':J{.R.i e .X uma forma diferen-

ci.::]. no toro, a 'coeficiente-« (re3.i-s ou cona.í.elos) i-!idem

dif. Para que' exista una fcnT=l& di.fez'encial- /\ tq Z\y,t:X

e neces=ari.o e sufici.ente que l(X):O; se À:C) a forma /t
ten coeficientes constantes

nova,Dente ,basta d.e::!on3trE=r :.ara c:..é!:;. c.)cd. sepa-

ra.da::eiate ou seja pari:. fulçoes. Se tom-.mos cano bba,se cle E

.n sistemit de 2n geradores d.o gr'upo .r } toda, funçã:b ind.

ai 4,n. toro pos;"i- "ma será-e de I'o:-'ier ., ç-.-..,.,.:. e:f(:«:Lúl";'s)

absoluta e unifornenente coavergênte pcLrct

s.j' ''ta' ã: 1. L'"---««'*PÜ.:4«.*.)
(."''- }

Óã: 2.. \;.., b': 4:.''':i«~.«J«T@: [."'.'') ; F'- I'''~ a'3: : {::, ':«,'1(»:l]:.z.'

q ....:.J.-i' e '-l-'-,«t' , .l.,. : '",.....(;':j«:«b)

Çlb: l(ç) ': çà,.) IÇ df.-'Jx' : 2.. '{.., Í'*f(«-:2:«,-.)a*'-- d..-t.b\) - tO

l ext( IM.]h.)clxi.. : %a..Q

- 'i (#l ;

Leria 2

{\&P.'U

-«« z' '"fc )

S- '.-,: o , (-, afl:o'l t0'Pm 9.. Ç,nO S 0. aç c.,.,.l '''.

u .na funç@:ó f : s e je, i=l 

vu.\e. 

=1(}}), Lt\dl,,,,d;• , ld\,~ = jdl\,~) , )1~~ 0 0 _ 

I"'\ l'\ h f~ ·d-1'\ 11. u1 O 

I 

, Lene. 2 a mat r i z de v.ma forma q_ u.2.dratica de-

finida pos itiva ; s eja À v...ma for~a di feren-

· cia l no toro , a ~ oe ficiente s ( re2.is ou 

dif . . Para que· exist&. U:i18. forma di :f e r encü:.l r tq Ô.r-= ~ 

te~ coeficient~s constantes . 

r &d2~ente ou sej2 pa r a -f,u, r- Õe c· - "-'' - ·:5 . ..., • 

UD sistema à.e 2n ger_a d.ores à.o grupo r 
dif .{,n o t"o;·o p os _s ui urna se:cie de Fov.ri er 

Sej a então 

a for:na r 

c cmo bas e de E 

-
. j ..C' .......... • d , ~oaa iunçe o 1n; 

6 ~-= "2__ b~,--,'1 ~, 6 eoc-f l ) 
lM) 

I co -:: vi;i..) f f dx.•-- dx"" -:; [_ ~~-) r bi•(u.; ~ ._,,_x.J dx'- - J x1-. 
\...-,) 'íi' 
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1..x;;..'.«ó' 'l'. ««',. ('.,) 'í a'Ç.

cclç;.«. .J-.sa . VQ.!e t.-«,b.'«. ( p,.'...

VC«). («'0'FÇo---q,

K,O) : -.([ml:)

dd al'a 'V(«D,(m)+p.-,.) "'\' lbt.,l

~«--' '' q...,.. Ú' os ".l... .j. Eo...., & Ç.C~«&Ç a-Ç.'l-.-':.

-«.I'\''«. .I'' " Ç'«©' S: L t"«.., 'q(«:t..«-."a ''-"P -..:l..m.«-."t'
e, .&,o\.t. . .,«« Ç-s.. -«d.Ç. d.Ç. C-«"- «A- %«.rJ. .:]. E). c a'á:çc=üi«):o

A\é.. d-.s.. çc' Ç:o , VQm)+o 'te«,.s b.»):i=:.":o -o

Supo11ha:nos a.gota E: C Os l.h designam as coo!'d. com-

plexas em Cn;os 2.t.. 21.. í'ornar um si.sten9, de cõord. uo

esse,ço real subjacente de dinen8::o real 2n ;sobre o toro

e1lt:ã'õ, podemos. expresc;ar todas as formas àií'erenciais

por internedio dos clzh.dip.. .Êp].ique!:tos o. .Le:na. 2 para A.=2 . S' .h:t .à'tt,.. J'tu

Q's':'vaç3:t' : ts)S''' d*«l:dãi , ') e Jt. '& d,ÚsuD

8 : ç. .., : á,
a.gota

' i.: '.* :{ ('J*.: '*«*:-à,)- '*:

Z- a*q : Z. .Ík: -- 6':.L:)w'i '««b «'-:p:

Vamos de:nonstra,r que todo di'visor D no aüoFO

mente :exi.sebe uma função treta .F rel-ati.va a f (á hol-o.:\or-
n

fa. se D)zO) tq(F) =$, sendo .3o divisorde C (dedu-

zi.do de D ; ou se;ja D = K (S)

i) » O e ]o;'.:un ].e=ibral' aue todo

l J'z,"üü

=ast=, de:n.o.!!stz'}.tl' is

. - ------· 

L~Y'() brs..ndo cre COYYIO ( Q.~J) 
\' d,~~ º , v~ i- x'.. 

; b, 
O..le Wl To..m ~'/VI 

\YYlrt UJ.. ye. G.. 

e, a.\:i~o \.k Q _ Vm9-

p le x2.s ([
\"\ 

e ·m · os -- ) 

I 
e 

( 

dt{ fº~ - ) 

ro...r~ o.\o~VY"l 
() 

t/ Cm) 1 <..rn)i= (o--- o) 
' 

K) O} :· 1<. ( I m:) ~ 

~ 

L ª •j l'.,,IM_j 

L °'j WI: Vyj 4- o 

2._o.,:.Jr"'·"".i 

com-

f or:nam Úm sisteri.2. de c ,-Jor d . uo 

e sps.ço rea l subjacente de di:,iens20 rea l 2n ;sobre o tor o 

r.;, lv. 
. \1 , 8 ~1 t2-:Õ , podeooe expressar t ode s as for 2as difer enciais 

l - l - j 
-

à":<.1-i 
(., - e 

t\1:., 1 
<i '( h. 
· Ó 

.. - l àl :.6:;L -- + - -,h.~ h.~,, i-.- , 

l 

" 1. 

d1."', di.,,. AJli q_ue'.:102 o Lern2. ·2 p s·.re. 6 -.: I. _l__ 
i-\:1 át:.,_ Jê\,i 

j J f- / f ~ 
-:. \, ,--. - - -( d¼:: J~~_.., dJ~J -:::v -t -+ 

!xh. 
-à11., -~d1-. h\,,Jih ~'X, 1 JJ: " 

4\ 
'l. 

2-
í1 2-~: J_ _si.. 6, - ':>e-v\,Jo \0-:j):: 1J ( r-l d~-~-) Jx} - . J h -~~-

j=I .) \~ ' •.l~k • J 

Va:nos de :nonstrs.r que todo divisor D no toro 

,I 

e o divisor duma função theta em Ua is pTecissa-

mente :ex i ste uma fv.nçao t h et2. F rele. tiva a f (é holo.nor-

tq_ ~ 
= D , senào ~ ~-~ 

.0 o divis or de IL.. dedu-

zid o de D ou s e ja D = n:: (D ) -
["' 

IT.. : Q" ~ 1/r 



divisor D escreve--se ]) = Dl--D" D',D">O

Seja ent:t) (Ui,{:'l lma escolha nu-l-tipo-ic&tiva. de Cousin

no toro rÍÍ . Vamos supor qu-e os Ui s:l:b i.==gens !ao=!eouor--

fas d.e 'orlas a,bert=.s U:. d. C' (con a disto,nci.ê:. 1.'2.\.Í.) )

Seja U;a o transladado d.e ,Ui. pelo veloz' déF ; os Uid
.Ü

ao fazer varar.r í e d -- formam üm reco'orineni;o de C

Vamos escrever "Z:j : J e%({l/{:'l(nâ'Z) i.éteres:a qué ramo da
função loC pegados) ; s:E) for:ntc aill. de grau l ,reFP.

defina.das en Uit\U5 e satisfa!!\=#ndo as col:ãi.çâés do I'ena, l

bo].as a,bert=.s U;a

:.: J\f%): a%&)* d %&.) : Z:. * Z\. ' '"t" I'e ':''*«'i+l

Logo ,seja:n (i)e]o cena ].) Zi for.i:as dif. ieflnidas en U;

e ta 'Z;j: Zi-lj em U:ouj (quando Uinu3.ff ), cozo 'Z:j

'b..; ...ís-.. ::.:.:,.,:.: ";,z' àlZ:.:. (.F''.i'' ]-: ** ' -,
âZ:i :- :il..3] '' Ü.Z.:o) k.«c.. d. .i.e-«n-C,«-bhH -.,tm
'l;-j.;..:'' q". ''j- j.,j," àZ::.à:.: .- u.'oj ; p.'''-';
en-b=t) deí'unir uma forme, %l.. de grau l ,a coef. it\def. dif.

no i;oro, co:no sendo igu-a,l a. .L4i. c.« \.J.t\l:porque en UinUi.i

as diferentes de:mini.çãês coincidem.

Seja 'X='2.-ii3h ent=t) À:6{i, en ca.da Ui, V;

como iU):o. (porque ja vi:nos que Y% Vt ICb3):o
uti].i=a,ndo o Le=la. 2 s:.be:zos que e:;iate r. tq A/t:,X

3'i:l:.::,e::te, ,e:j:,:: Çt: {:-r. ; g='o í'.rn:' r,'p''ti'"

mente definidas nos U;i a coef. index di.f. s&ti.=:,.azenclo

6. 2.':o . Z'..{':7 e-«n U:n(Ji

r t. sob a í'or:na. /p u:Kdt. -f ; ü'.c]i]. ;])or de:i

Ç

escreve0f3

'\q)* ' b
leda

eH

lo].onorfos

* z'.
foz'.lias

WZ0 e
'') \,

a í'or:na. 2.u:hdt. ..u

d D -- D
1

-D" D
1

, D
11 

~ O • i vi s or D e scr ev e-se ~ 

r_'10 .!..L,Q_T O Íiilll»-1, V;:i r 1on ,;.'-)Y\('\I~ (ll'e os U· ~:Yo i •-, ,.: . . :•ens :·1 o r.; e o ·~1or-
... e-~- 0 ._, L.1,.1 •-· 1 v_ \. ..::>,_. - - - ""- '(.> .1. - -~ - J.. ... -

1/ 

f 2. s de 0O18.S abe1~t 2. s u~o de ("' (CO J" a d i st2,n c ie, C2 __ 'l1-t .. f). 
Se j a U~J o tra nsle.d2. do de u. .- i..o pelo vetor d Ef ; os Ui.d 

,.,.. ri 

a o fazer var i ~r i e d - f ormam tim reco bri~ent o d e ~ 

Vamos escrever ·-z,j:: d~ ('f/ii) ( não i:rrtG::.e s sa qué ramo da 

de z r a u 1 ,res p. 

def L ü das e :1 . U, 1')Uj e s2,ti sf2.~ncl o as Leme, 1: 

Log o ,s eJé:~::i ( p elo le:-r:2. 1) 4~ for.1:as dif. ,i e fi.ni das e::1 U; 

e tq e::n U, nU· • . J ( q_ 1J.ando 

te:i! coe:f:' i c . v 2,l c, ::::::e, 

-e:ntffo 

l ~-= l 1 . evvi Ü~<',V · ; p odemos 
àí t,. · ~ Hi,i,J J 

entiro clefinir u:ns_ f orm2.. ~l de 6r2.u 1 , 2.. coef. ih d ef. d if. 

n o t or o, c o~o sendo i gual a 
1
~ ?.,~ .Q.W\ \.)~ ~: porq_·J.e 
~l~ . 

as diferentes definições coinci cl e:m • 
..... 

- 1, \-:: 2. ~e~~"' entco 
· h:, 

erJ c2.d2. 

Gomo 10.) -=-O ( p orque j a vi:nos que y~ vé 1ci-~) -= º ) 

utili zando o Le~& 2 sc.be:::.o s que e :::iste r tq .6f-=/. • 

mente defi:r:id. ::: s 

,..__ 
a.s e i u v. ~-º t s . : 

......, 
; SEO fornRs re s pectiv2-

nos LJ . 
~ 

a coef. indef dif. sat i 3;a~en c o 

6 -r ::0 ~ 

{ s ob a f or_.12,. 
.' ~ 

~I _ - 2,
1
. -: 7 _ 

'7c 7 J 7 l_J 

2_ u. ,11 eh"' -f :~ 'Í;h d~,, ; por dei' . 
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signií'ica que L.)üih :43«\..:U , -LOÜU .DCJa

aliada vn,n.e Z\'j;:O ; como OS Z:i sâb holonorfaLS (ou se
.. .-. }t ntt

ja co'n'oi.-.açõés ]-ineores dos cll.. ), aind: te:los ')ij: {i' l;j

eln UinOj Vi.j

Rel-elabre:elos q'ue 'ei.5 = d to13'1ll;

?-ale clg:: d 7j ; podermos definir lama forma (de
sobbre o toro , como senc]o i.::u'!]. a âi€1 em U; iVi .Como

os o?era.dores d e Z\ conutP-n, teremos que Z\w=G; loco ,

pela. segunda par'ce (lo Le:aa 2 )'t,o ) 'hein coe.I'. co:'lst:Htcs

qual.éo expressa como co=binaçà'k) lineE',r dos dí\.dZ+..

ou seja da forma: 2.. akKdzl.dt. .} 2.L..J\*J-t. c'n a\

c,::;t-t.; ( le::t,re'«=-o; q.'e w:a:à'' en c;.d,, ': . 3T é sonen-

te combina.cêlb linear dos dt. , por isco en w na.o

ce:l ca:lToi.11eç8'ês êos dt\,.J}. )

.Tendo fixado i.sso,. consiclerenos na bola U;J.e=1 ( , a fol'ma

''L:Ó {: - :l-. .l..::Ka*. -:-Eb..i..dt. ; vale dq.,:o ( basta
con.fe:'i.r cola os o].hos) , Por canse:3uinte podemos

q.,a :a\:d.e.«u:d.( o ]-en8, de Poinc:re vale porque esta=los nu-
ma bbol-a aberta de a ) , sendo \lid uma :funçàt) hol-odor:ía

en U;,J . Cada vez que duas bolas U;.j. Üja, te.i! intelse-

ça-o n=' va'i.a , em U.inuj.. v:.le: ágil.%l : a(Ç:Ó-f,a.) ;
o que implica que a funç=t) 'Í;e,\:o -holo=iorí'a ecl Ui(l - ad

un prolon.:acento anal-Íti.co que di:fere da fwn-

ç:b lie'Ç)a' poi. tm fa.tor coilEtante . CE:.Ca u:u. dessas funçâés

-e?Lt;o p;.nalítâ.co Fe) , ao espaço todo (C )

1= í'u:le:Õ bolo::la:'fa

'%1 : 2. «:-':-:..

-dz O.ent!:b en
U

u: '~ u3

dos d2 nor isso en w
h

a ]) a. re -

escrever

v'ale

C=.d ::. lt:ac: d.essasco113ta;lte

a.d:late un prol-on3:.

6_2.; = o . 4 _ s i [;ni f i ca que 

/\ /li 

/__j, ~ ;_ : Q ; C OTilO 0S são _h olo ::-,1 orfc~ s ( ou se-

j 2. co ·:1'o i na ç õé s l inec r e s G.os dii,. ) , 2-i n.d,· te ::os 

e 1:1 u. /l Ü " • . j 

Re l er'.lbre::ios qu e U· 0. U· • . j 

, poden os definir uma f or :.:ia ( de c:i~au 2 ) 

sobre o t oro como s end o i 1u ~l a em .Cor:1 0 

os o :;::i erad.ores d e. D. c o!:lut 2.:n , te::ce;;ios q_ue 6 w=O; loc;o , 

pele. segunda :pa ::c t e à.o Le:aa 2 >' w > ter:1 co e ::· . c o:..:-,. stc. ::.1tes 

q_ua n.d. o exnres ,:~a como co :-:1b i nação line2.r dos 

ou se j a da 
I I 

e so :ne11-

te 
. . ~ 

e o ~:.J_i ~1a ç 2. o 1 i!1e a r dos ;) 0::C is s o 

c:os ) 

- l'I 

· -Tendo fixad o isso,. c onsidere r.10 s na bola Ü~J ,e r:a <L a f orma 

vr. le 

con f e r ir com os ol hos ) , Por c onse guinte p odemas escreve r 

/ 

r[~d ::J L_d_ c,,.,U:J-( o le!:la. d e l' oil1c·õ.re 

ri·"' 
ma bola ab erta de ~ ) , sendo +~d 

• Cada vez que duas bo l es 

...... 
çao na o vazia .. , en 

o que implica que a 

val e porque nu-

mna fu._riçao ho lomo1~fa 

U~,1 L).d, 
' J 

.d ~l\J :: d( ~-J- (d·) ; 

-holo::1orfa en l:d - 2.d-

mi t e e::n Ujd' um prol on,::~2.i!len t o analÍ tico que dife:r e da fu:-1-

ção ii e- CJ' por -:.U:1 f2.tor co1;.st c~;1te • C2:.c [,. n:Jé\ des ::; 2.;..: f unçõés 



l

por ex.: seja UJÓ tq Ut.JnCj.J' +#, Fo) e {;.& 'a di.ferem

por u:n favor co:!st'late en U(dnt'/iü' e isso coiatinu.a valentia

no :maior cone):o que conüue:.; U:anQ\i' ) co:::o Ujd' e lun3, bole.

.ro.le t'Q)- 'b'Tié''' :t) 'Q.P Uia'

0u seja en cada lama das bolas uid. Fe) difere aetyi)or u']

favor que e u.m:. fli.nçãl'o holonorfa inl/ersÍvel- q qu.aisquer

que sejam J.c!'é: a díí'e3-'encial dLâ(Fçlt \ ,,l 'liÓ.e da forma

Z..'-J:.. , .':: ': '..~ ..::;t:-t.:,. .«. '-,::'; -«. ":'ig''ox

él l j.-.'::', p''ç"':' Fm : .:l'f.(«.:i) .;Ç:'' «: a:!--% , f"Ú. .,.«:«:'"

/

- \3.iF©- Ü

Ç:G2 *d') ,':ó' 'r {q.f:n&D - Ç: .
l I'ot3,::, Vd.d'cr. K\l);Kt+.J)

Çq p(t-3)
Ó

. i..:.,t«-'J' : d bbl.Kl:~ : ó;..

Observação

r(t.t J';

-H) - {:JL.{:'.
à

. dr ; "t:.,- '\:J'T

i) da defi-níçât) de '''l:a , resulta que fi.dado i-,

entre "i.:a e "t:a' él Z. ak.(d-d')d'\-t ?l b..ta-a')J}.
LcK h.K.

ii) = funçab fb) se 3-nu.la somente onde cada. {i,

se anula. e de taJ- dorna que !::} é i.nversÍvel em Ui. .

Lenb!'a:'!do que cha,:danos de funçã:b xuhQt& re].a,uva 8,0 subo--

(de posto 2n) do espaço C , toda Íunçãk:' meros.Ft-)

+.} yacr , .iillt?2 seja da força e.,t(}..ht.9acabanos de

den-onstra!' o segui,n=ue teorema

todo divã.se::' posa-tj.vo D do toro ./fl

exi.ste u-nla funçât) thet.= bolo;nora:= rel-p,t:í.va. a i:

ndo D a e].ev'p.çãb do di:/isor b e, C

di.í'ereilça l;a

Teor'::na, pala

re ]. =, t :í.va.

por ex.; se j a Ujd' tq 

I 

co::: o Ujd' e ums. bol2~ 

Uj d' ) 0 

Ou scj2 e ~ cada u~a da s bola s U~d f,,J difere defJJor um 
1 , -

1 

~t r ~ . ..._.,7 n. I 1 . 
I2c or que e u:11c. run-;:ao n.0_ 8r.1.orra invers ive_ ~ quaisquer 

, d' r . ~ . . 'º ( Fc1:-1-d')\ , 
o, E:.. a di1erencial 0 1.oo :..:----d) ::rf/.,•tYJ. ;, e da forma 

> d. r\'<: i / [ 'º L-0 1 

/l /'\(1},f) \ 
co ::1 os e., co:1st2.ntes o que implica oue toç -~ 

"' > . - - .. frt·•O .' 

~ f) . 
. e) c,d' + ;d f: ( r:~,)J - r . 

1 . 11 
r1.o 

l0, C;d -1- ló l lrc P)) - t ,J 

o, .,. 

i ) ela def in.ição de ,.ld resulta q u e fixa do i , 

, 
e. ·. 

ii ) a fu~ça o ~) se a nul a so~ente onde c a da {~ 

. se anula e de t a l f o r ~a que f...11 

~ 
é. i nversível e in l\ . 

n ~-... 
~:rtlpo 1 ( de posto 2:'1 ) do espaç o 1J.. , t oda ftm çao merom. fl1 ; 

de~o~st r ar o sez u i nte teore~a : 
c'(I 

p;:-.::·2. toe.o diviso ::.~ po2 i ti vo D do toro ~ 

n "-.. 

existe ~~a ~unç a o 
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Observa.çâ:b : fixado o grupo .r ,as íunç. treta hal.Feia;ti-

REI ;no:lorde :'uultipl-icativo ,cujos elementos

inver=:Íveis s3.t) a= í-ü:lcâês t1let:. sen ::er03. Estes sâõ C.a

for:!ia, t#4 [Pub'] onde ?e) é uiva í'u'2çao inteira tq e/tt''u4)-Çt!)

seja -:m; funçâ'o inteira ,linear dos 1-. . V d (,r.(h-,Ó-ew :.C'"'...*b'l

as deriva,d=s segundas ãe Rç}) sl11o funçaés ih.feiras e pe

pela i.gua,Idade de ci-ma. ), logo anotadas ,logo

constantes ; daí que r'3'b e un pol-inomio cle se:fundo grau;

re-3íproca.111en'te, seja Pa) un pol-j.!a.onio de cego.ndo fH'a,u elt.f(.e«Jà

e uno..funçât) treta para qu-=,]quer grupo P . Def.: aluna ta].

ftunç:i[t) será di.xü& trivi.e.]..

O q-u.e prece-ãe deão:Ibera o se:vinte teo:'eala

ç'eo].'e::l: Toda fuliçâ:õ =!er'0.2arf=. en Cn l &ãHixüiHdo por pe-

ríodos todos os velares de .r, pode eer.esc!'ito.'como qu.D-

olente de duas funçõ'ês thet=, rclativcLS a r , e pri.!nas

üu7'ê Sj

aen.

/

0

\a

í'u:lc 8ês t1let:'. sen

(Ç), c- b' ,

i'unção f , D e D'>. O

Seja F tuna í'unção treta tq (í)=.D (existe pel-o teore--

ma anterior) ; se fi-zçr-mos G: { :::::D (q):(r)-te) : Ü-CÜ-C'):d»

=::O' G e ho].o=lorfa e e iHcdii;!to ci,!e e/ -.lna íunc'ã]o treta. re].a--

tive, a .['' GaCz.tcl):--::--- E (J.uo : CnO.)C.L.ç)=:: FeG lv'.\ 41«t-- re]- .-l
}0'o' \'] l '

Obselvaçae): dado i.!!n di.vi.soz' qu:,lquer b:D'-ç)" (con O'.b">,o'l eM 'fln

:ejan F e nu í'u1lç5es t:!et3. holo=io='fa,s em (l,

e tq : (.::) = t,' e ('}) = D" .

funç.l;b Q = E é t!=i\ fun ??o t?iet? ne:'o: orfã / (Q)= D.

escreva:ios (f) d i.vi.sor da

fizer-mos

r e].=,t i,v=,s a.

Observa ção = f i xado o t~ rupo f , as funç . th.eta hol . .r.elàti-

( : q ,. e ... 

s ej c~ ·.;ma fu:1.ç2.o inteire. linea r dos 

==t> a s d.e2.~i v2. d2.s segLEld[,. s de Pc_1-) são funçôés i ntei r as e p c -

I 

~iodica s ( pe l a i gu~ldad e de c i ma ) , loc o acata das ,logo 

con s t ante s .; da{ que fQ) 
., 
eu□ po l i n omio de sec und o e r au ; 

r , -í r. 1- "I 11 ...L _ e·_: _proc c.u ,e .. 11.,8, 

., f "-- 1 e u□2. unçao t2eta pare q_ 1.)_a l quer z i~upo Def. : H :::1a t a l 

.r.-l1 n0ho e: c -~! d; -'·,:, -'-r~ \Tl. 0 1 1. w. ';;{ e.... V V .l \,...,, ...!.. V ç ..:, l • .!.. L,o. • 

O que _prece -:3.e de ;:-;o:1s t r 2. o se -;uinte teo::'eJ1a : 

'vi 

Tocla í' u~1ç :ió ,:1e r-o ~x n~fs. e::1 ([ 1 a d:ni tino.o por pe-

r{o ~os tod os os ve t ores de r, po ~ e 2er-e s c r i ii- c omo quo-

. í ' c ient e d e due .. s funçõés the t e .. r e: 1 2. tiv,~s çi. _ 

t r e si . 

dem.: e 3creva::10 s (~J"' [;- D' 
1 

( f ) é o divisor da 

funç a o f D e 
1 

D ~O 

Seja }" uma função theta tq ( ? )=D ( exis te pelo t eor e-

ma anter ior) ; se fiz ~r-mos 

✓ • I • .,, • ' / -
::::::0 G e ho l o:norf2. e e · ir1ea1 ::'. 1;0 c u e e '--1.:12. :Cunça o thet8. rela -

r tq U' ) 
_, 

( ·--~) D" e :::= J_l e = 

J: lll".Ç -'.'. O Q T I 

:f:" 1 
• ..1 .. :~ '] r1

• o / (Q)= D. ... -... P. l.1 ;.·H.:: t ~l f' t ,, ::'.! e:~"' o :·~ o r f f'~ 
<~ 

r-.1-, 
erf\ :: • 

) 



Exemplo de í'LmQcn=o tlaeta : Seja n=1 , V é eiltâb un toro

e].{pti-co ( u:na u.:-era.c::e de Ri.e:l=nn de menus l ). Cone:n06

co:=o d.ivisor D . a ori.=en. .À ftmção 'T de :.';ei.e='stress

tao,tema funçâ'o treta que ad:11ite 2D ;)or d.ivisor ; o mes:no

vale pon,ra a funçâb B de JacQbi . Alem disso vp-le que

, ou seja dife3-em poz' un favor que e uma

fwnçât) tl:teta tri.vi,al

/

'T-B'
Exe:nplo de fu.;.,1çãô the t e. 

/ 

3 ej a n= 1. , V e ent,:tó um toro 

1 { ' . ( e J.}-HlCO U:TIR Ci. 8 TI i e :,-:2. nn Ct e genus 1 ). To7e~os 

I 

co::io div i s or D , a ori ,çe.!.;1 • .A f 1-1.nçs:'o ~ de ~eie~s trnss e en-
1 

tao 1-11112. função t ~1 eta ~ue ac1..:-Ji te 2D :)or _ divi s or ; o me s:n.o 
l 

va le par&. a f unção S de J 2.cqbi . . F.lem disso V8.le que 
l-.11. 

CJ"ce) = Ke. . (:) ~t) 
I 

ou s ej a diferem por u ;11 fator que e u.oa 

.função theta tri vü:1. l • 



rUíii.6'Ê:S Tri :TÀ Sn R C TCnC} C...PÍt.lo 'Y
H »w nHm m«w m HWH»« =.n--=--p-4

Foi demonstrado auc! para toda di»isor 1} sobre ai%F exi.s&e

uma funçâb thet;e cu.jo div:í.sor é D ( au n)elho= di.to D, divisor
,.h

definido sobre a. precQbrímento universal de a;f ,e dedu«

lido de D9 elevar\do-o de ilP6 a Cn ). Este resultado funH

daniental que i'azi.a parte duma famosa I'lei\lona de Foi.ncarg, e

um f)ouco í.Lusoria jg que nâb di.z se existem divã.fales (fora

o divisar nulo) sobre o !.osso. toro Çr ; este resultado sé

nos informa que o problema e aqui.valor\te ao da exi.sb8ncía

de fl.lnçõês theta , fo-pa as funçÓ'és triviais .(sem zelos nem

polos)

Vamos v=r en+.,âb esi que condíçó'bs ( conciiçóbs natural.melnl;e

sobre o g:uPO I' ) exi.stsfn funç.ó'és treta r3ãó trivilai.s tela

uvas a i:

E obvio que a inversa duma funçâõ theta é uma função tule

ta, e o p:oduto de duos flinç6'ês theta g uma funçâõ ttteta

[3b e vclçâã: para.que duas funç3bs theta tenlnam o Mcsnto

ditisür g necessário e sufici.ente que seu quociente seja

uma fur:çâó atleta tlivi.al : Cf) : (S}

(.çz3):( )-cã):o a+ Çã é "«.. Ç.,«.a. 'thá... T...,..t,
,r h

Vemos entâó que o grupo aditivo dos divisores.sobre ')Í

e canónica;Dente isomorfo ao quociente do çirupo multípli

cata.vo de todas as f'unçóbs treta;pelo suba:upc clãs ft.tnçÕ

the'ta '5rivj.eÍs.

e

es

funçâb

uüça-O

CQ~~tuto 'Í 

_11-/rl'lr 
Foi d emonstrado au e para todo di~ isor D sobre~ 

uma fun0aõ th eta cu j o divisor é D ( ou melhor dito D, divisor 

definido sobr e [~ ,r e co ~ rimento universal de , e dedu-

zido de D, elevan do-o a ) . Est ~ result a do fun -

damental que f azia parte d um a fa mosa Me moria de Foincar~, e 

um pouco i l us~ r ie já que nao diz se existem divisores (fora 

o divisor nulo) ' ... 11r:, 
s□ :.>re o r,osso ... aro /r . \ 

este resultado s6 

nos informa qu e o 
, 

problema e equivalente a o da exi:::; t ência 

de funçõês theta , fora as funçôés triviais .(sem ze r os nEm 

pólos) ,, 

Vamcis ver entàõ sm· qu e condis;ôés - condiçóes nat u réllm ente 

so bre o grupo f' existem funçôé s thete r:iãó triviais rela-

tiv as a r • 

I 

E o_bvio que a invers ;j duma função theta é uma função the-

ta, -e o produto de du a s funções th e ta é uma funçaõ theta. 

Ob s ervaçaõ: para _que du a s funçõe s theta te n ham o me smo 

divi s or 
I , • • 

e neces sa rio e sufi c iente que seu quociente seja 

um a f u nçâó th e ta t riv ia l 

Vemos ent ão que o grupo 

I 
e 

d . t . d d • . b !l':, ai ivo os ivi s ores,so re ~, 

~ canonicame n te isomorfo ao quoci e nte do grupo multipli-

c ativo de todas as f unçôe s t heta . p t:: lo subg::-ui.; □ d -3::i funçõe s 



) .'\7'

foi .den:estrado anteriormente .que o ].oyaritmo duma funçáõ

di.ta trív:ial,ten derivadas para.ais de ordem dois.ínvari.an-

tes por i' pportanto constantes (pQI ser acatadas) ,para-an

to toâÇ«) =-lRLqi.x),é um palinomi.o do segundo grau,cam respeito

as coo rdcnadas con\p].eras.
-} iíi«ex)

Essa condiçab é taml)ém sua.ciente para que e. seja

uma T'Uílçâb tileta .

l)oravaate escreveremos CIQX): $1é$x)'- q.@)'P q. , onde C)z. e

homogénea de segundo grau, Gi ].i.r\ear e q.um numero.

Ouse:'vaçâó : lembrando que para urna funçâõ thcta vale:

(1) VutF . FCX.*W) Fv>eKf].-2ül(LLA.uÀ+lluK )] , L(x,u). Ú.-!.neüremx,
temos que o nlu]-tipo.ícadar da fc;rmula (1), pala Mina funçâb tTí+

viam, ven. dado por : L(x.«.) : (À.(..«.) , H{'-): j.C.:(«..K)+ C\.(«.)

onda CtJ.Cx.'l) representa a formo C-bilinear, si.métrica tq

q*C*..*) : c.. b) .

"ta,\À.'lJ il \\..':.'''j ; qz(Ã) cv''ic-o

(;IL(,.t..~) ; (\.CXt.L.X-tK,) = q,g....} .t Ca.(K.U) ''' 2.«.(I,..U) = (''.Q#) -. GIt\H> * à. G\I(IX.Ü)

St'xo.. FQK) = e t.!K,:U+ 6n.--x)-' C\] k.!

F: Q..p«.l : -n'nCt i: GI.(É+«.) .t G..Lx+ü) .+ G.. : 2xit G.-õ)'«-Q')+q.+rn:(x.u')}}4

FQx+K) = F'r -zçltq,Lx..\)'- àq.tK).} &.\$a . w.o.s (.\) cl.}: Ç'QK+q)':T:u)eM

e l--«o-l.,*e,.t. .bte«.os . (;,-(.'t.h) : L(':.«) R lzG..C...«.).+ q.{u\=HT'L-

Estudeinas E:gola ,no casa geral, a r)üturezci das funçãês LCx.K)

híu.\ .It;ualando duas expressa'es cic Ç:CÉ+,....à ti1'.idas de {l)

7

e

dem.s

'''(} t '-J}') '

Foi demostrado anteriormente )que o logaritmo duma fun ç áõ 

dita triv i al.tem der i vadas pa rciais ~e ordem dois,in~arian

te s por r ,port an to con sta:--1t e s ( por Ser acatad a s) ,portan-

,,. 
as coord ena das co mplexas. 

d 
. - 1 t ' / ~ . . t -1.IT~~<?-) 

Essa con iç:ao e a rnDem suticien e para que e. seja 

·uma f u n~âó th e ta • 

/ 
homogen ea de segu~do g r~u, lin e ar e Ci 0 um 

I 

num era. 

Obse ::: vaçáõ l ernbrandô que para uma funçâõ theta vale : 

(1) V U, E. f1 . i: /Jh;_,) -= f•,n e.::<\ L-iff i.( U :t- ,u.'I _-~ liL"-l)} l . 1 
lx,u.) , CL· •IT'\1:.0.r e.m ')(. 

- ) 

terno s que o multiplicador da fdrmula (1), para um a funç ·ão tri-. 

vi al, vem d a do p6r : 

d em. :: 
.l._ 

eYJ lo...o ' 

-'.2Kll.iGii•1-)• (,,v.)+ ~ + r..7l/:,:_,A'l i t•;,_,....-i + ,:.,,~L 
-:: €, 

Estud &mos ag ora , n o caso g eral, a n a tureza das f unções L( x1 1.<..1 

e ~H_t ... 1 • lt; ualando tirad ci s de ( 1) 
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serldo . {x.'r'é. F quaisquer . P..CE.

F ( .p..ta).. .r'l : f (K*«)e ['L(«-.~.ü-'l+ P«'R : Fqx) e )'.w)«+ tqC«)-, L(».J')

[ L€1p.. W.tu-) + }+(.\-..r\q - t. L(x.w) + Ltj:-u') + Lí.*'.«) + H'.u) + HT'')'] ; n«.. '2

(4) ,'. Ltx..u--© - \.<lx.u9- \..(x.r'l : H@.)+ Hur)- HLü*-'ltl.c'«.'')+ tl..-"'

0u seja.a funçàõ l-('(.«.+.í)-LU.ü)- \-Cx.T).para u.v'é:L' fixados,

é constante, Fias pala x:o ,como Lç..P é C-li,íieür em x LCo.l);o

l.ü-« 't9':b ler .'. CK') L(x.,«.+J-) - Ltx.-.)-\.-cx..í)
De forma que L tem um prolongamenito Úni.co a uma funçâb

defi.ílida V À.n éE gl-jinecr em x e IÉ. liceal' ent y

De (+) e.. (-Ã'} resulta qua: L (,u.u') : H(u.tu) -H\$) -!](r")' nu.l-

o que pz'ovu que:

(2.) "?(x.,l): L(".1)- L('l.x) e' uma funçàó (it-bilinear.

alternada) que toma va].ares inteix'os pala k,y éF. e Vx.IÉE:.l(x..l)éRx.
Finalmente se esc:cvcrnos kGK)= Ç"\(ÇL)- ill(K.u) te:nos que:

K C\J..'u"'l = !4(ü+ J") - à L (ü.'u'. .~'u'x = LQu.v-) + HlJ'.).t \.tu") - à,L(\''-«.) - i LCqJ')

K.b"u') : tqt") - à. Ltü.+) + !àL--) - à,l-(v'.f) ' i.t LC«..v')- L(v.u'JI ': 'K'n) + KU') + à "ÍLÜ.-'')

podemos supor .en'tao) que.os \'(GK'l fol'am eleitos de maneira

que K seja aditivo em F (sú precisamos levar a ir.deter

minaçãõ de kGK) , elegendo os S(ts) para os e].e:!lentos duma base

de in; dem: seja uí--- r].... um= )as dc E'. {qualquer outra

e].ementa de r , e combinüçáõ intei.ra dos « ) Vamos Bufar que

=ditiva p:ocultada é chalnad:J IK. ei-itãÕ V<Qw)-K:P):'tQ«) (IZ

?,... i'od. «.c-!' ; ll<o--"-:r:'l; K(2:'.:f:)+'t(l:q:r:) + I'<tí:):k-

-:4 it \..C}..w) -+ tqC«) ---t IJfu-
: Ç'qx) e

,;a'. t L(,..«.*.i')
.L B l /. . . -\'l

V/..l é E f-linear em

t

s-endo . v. .. , ..ré_ r quaisqu e r 

,~) ll)(.1V. -tv'"') ·- \_(,;._v,) - l(;.:,~):: Hl1,1.)+ 1-\t_sr)- i-\Lv,+"-)-tl(v1.,-r) -t \'\,..,,.,.. 

Ou s e j a ,a funç:àó L( x. ,1A.. -l ~-)-LLX,,1,.l- U .:1., -1-),para LA.,-..rf r fix a dos 

é const s nte, mas para x=o ,como Lt-.1- ,7) é 
\ 

([-li n ei:1r em x L lo, 11 .:o 
l 1 

De forma que L tern 
f • 

um prolongam en to uni c o a uma f u nç;àã 

Da ( * ) t. Cr-1
; re s ulta que: 

o que p rov a qu e: 

t=i uma função (i- b il in e ar, 

F in a l me nté- s e e sc r evemos K(..1.A.) :: 1-\Cv..) - .!.. l (v. .u.) 
..l.. . ternos que: 

podemo s s upor ,entao, que . □ s K..{_v..) foram eleitos do maneira 

que K seja a di t i vo em f1 (s~ precisamos lev a r a inde t er-

minaçãà de k(iA..), elegendo os k(..._) par a os ele::1entos duma base 

de r J dem: s eja '\!"1 _ ~ _ \J.i.v- um a b ase de f. (qu a lquer outro 

el e men t o d 0 r ~ co mbinacão ._ - ) .. inteir a dos ~ ) Vamos - supor que 

a f u , , ç áo <:i d i t i v a p :e o eu r a d a :f e h o. i;12 d a \Y, e n t ao 
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Como IK da.ve çer e. <lili vcl v...te : O : \K(Z.'i«':'l- LqtKkri): K(21'.c'l- talk(ç) +

+' "t(E. q:J.)-Z.i'Í( '\

l

a'l : 5. ..;'ha + [l";KG;'D - K(Z.«-\'Ü
0u seja que basta elegem cls valores d3 "'t íia base c.----- Cn

pare ter definidcit em toda P , moço ten\os a funçâõ ].inear

ll'/. pro c Meada.

vários resum;i.t os resultados obtidos áte ag

uma funçàb the'.a Fw) defi.ne:

lg) uma funçâõ L'C*.-l)C.]ineax' cm x e IR.-].i.Real em y

2e) uma função kq):7..linear cm y,determinada a m nos
sana duma função IR:-líneai a valores inteiros em r

temos e6'.áõ , para ue r

(3) Fex+«.) : ç'(x) d-lii: L(x. +à]('.~."àt K'A]Ü

ü h s e r u aç â3 ; ..Eb..Êit------..:::.--:--

g Qe=ma di.\içar, a função) Lcx..l) está determi.nada a menos

da soma de uma(y6v.l),C-bilinear sirngtrica arbítrari.a; a fun:-

çãã K(1) esta determinada a Faenas da soma de. um (;..tK)t.li.cear

Firialínente ,a funçâõ +(x..l)=L(x.'l) esta bela determina

da pe].o divã.sor e tema valores ín+-Ritos v

0 fato de { estai hera determinada peia divisor resu].ta

da fato que LCç'l)=L(-l.A),ngb varia se agx'egamos a L ~l),umas.(x.l}

sííie i;rica ein xe y .

Este insultado díz oue tolda funçâõ ti\eta ües} quase fixam

da po].o =eu di.-. i.sor,o qu:3 .ja rabi.antas

fihsprLacáõ: ! m:lx-cincos aue dtiõs t'tinç3'ês f' e G

da

/

Teores u

'm e sÍilo

Ou seja qu e ba sta eleger os va lores de ,.l na base ", ---- ..r ... 

para t e r de f inid a T em t eclo[' logo temos a fu nçao 1 in ear 

1\(
1 

pro e urada. 

Vamo s resumii os resultados obtidos ãte ago r a: 

Teo rema 3 uma funç ão theta V~) d efi n e: 

l(x, 7) õ:-l i n e ar ' IR-linear 12) urna função em X e em y . , 

2!!) urna funçãá k í,'J) 17,l i n 12 a r em y
1
determinada a menos da 

s oma duma função IK.-linear Q valores intei r os em [7 . , 

temos então , para \J,.(::_ r : 

( 3) 

Ob s ervaç à5; para urn à cl a sse de f un ~1Ões t h2 ta acm i ~indo 

o me s mo divi s or, a fun çaó L<,x ,71 est~ determinüda a ·menos _ 

. . 

da so rna d e umaC'J..(..:}, 1-- bilinear 
. / . 

simetrica 
,. 

arbitraria ; a fun.:.. 

çãõ k(/ ) e sté determina d a a menos d a s oma de - um ~, \."-; Hin ea r 

--- ...p . ' Fin a l me n te , a f u nç;.ao 1( -,;,7):. U ,: ,7)-Ulx.\esta bern det e rmina-

d a pelo divisor e to ;na vaJ.o .res in te iro s \f x,y t:. f 

O fato dei estar bem de t8 r mi nada pel o divisor resulta 

' simetrica em xe y. 

Este resu l tada diz q u e toda fu n çàõ t h eta vem qu a ~.e 
._ .. , 1.xa-

I 

da pe l o s eu di ~isor o qu e i a sabiamas •. 
~ ., 

4-Y 



}=!::e !=!es8.g!.!!=sB .J..alsle=. e.sele ..!3=je!:

i.vi.sor sc é sé s. E:ii J u.na fungo-o treta tri.viavivi.sor sc e se se :l:ii e urna funçiãb treta trivial.

In'u31preta:;âõ da função 'T ligada a cada di.visor

Todo (u,v) G.r'F defi.nc UTn 2-ciclo ori.entüdo do toro %.

Por outra porte fo divisor D defi.ne uma classe de homo

logra {inteila) de dimensão 2n :arenas que'fü.p g o nu-
mero de interseçã'es dü classe do 2 1o deT'irlidO por {uPV)

con a classe de }lo:=oloçjia dn divisor 1) : supüntlü:r.os estará

!i\QS num p].ano quc conbeín os pon Eos a.,a+'.~,o-+.r , sendo a.(E

tq Fe)I'o . .õ nos lados do puralelc3çramo const;ruído sobre

as valores u e v partindo de a . ca]cu]ando a ííiteBrü]. .Ü./óClàç:Ó:}
o lol go desce pziralelograno obtemos o vaJ.or LQ+,.o-Lt..r.\,.):'?LU.r)

d.". : â.. Üã Ç: h-«) : J'm Z]FçK) - t]CC*.«)- A«]:O.êde%FÜ,«):É::'i!'ãFt.,. JLC,..«~

.J óe'ã v'ü'''~.õ 't - l ótãç:c..*«* ta a- - lah ç:c..**«)

.Í
: L(ü.+.A..r) - LÇ&.f) - t.ta-u''.«.) -t LL'-.w) '; \.-.C«..r),- LLq«,) .

Ç-©*@g-&qL-g"'
funçá; treta.

Uma printeira condiçàõ

prol'o szçao :

proposi.Exâõ l pa

í] Vele,:íls intairn s

' \ :=?* * ./'-ã:=;:] : 1' »'«,*«.','

l \

D

\ l

seguintedadal.eCeS3 3rlÜ vem

r C

.L

k;Í'ht';» : ....: +

D

n13 função "TCü]), ]K=bj.].i-Hall. altelntiaa,

caiii.vcalcntc! s seque.nx.cs conclí

divisor s e 
/ / 

e so se 
I 

e urna funç àó th eta trivial ' 

Int e rp re ta,;ãó d a fun ç ãõ -f li~F1 d 2 a c c: da div isor 

Todo (u,v) E.f ... r def i ne Llm 2-ciclo orient a do ào toro (;r 

Por out r a p o rt e ,o divi s or D d e fine uma cl a s s e de homo-

- ~ I , 
logia (inteira) d e dimen s ao 2n-2 • Ver e mos qu e 1ú1.,1f B o nu-

.me r o de in t e r s eç o e::, d a cl ass e do 2-c i c lo de f in i do por {u,v) 

com a cl as se de h o molo g ia do div i s o r D: suponh a mos e s t a r-

mo s num p1. ano qu .::: contem os pon t os ô.. 1 0, -l:•.--., o~~-r 
I 

sendo 0.. 1;;: E 

tq l="(t) t O .. = nos la dos do p aralelo g ramo ·construido sob r e 

os vetores u e v pa r tindo de a. Cal c ul a ndo 

ao lon go des c e p a ralelo g ramo o btemo s o v olor 

d en .: 

1-;r 
- - J 

Ili. 

1 

f 
, 11 Fc~+t c) 

1 o 1,.:. , . - - u \- -i 

, 6 F-[11-1-L'w,1 

. - n \ 
Condiç ões au e deve s a ti s faz e r a lei d5! inter: s eç a o \ 1,x,, .- duma 

1 

funçâõ iheta. 

Urna p rir.1 e ira condiçãõ n ecessarii:, vem d ·Erda pe1a s e guinte 

uma f u n"eo --Pc. · ~\ ;\) - h ili n -=-,:· r ult •~v- -- ·, da ':!: \ -.. , I 1 , 1~ ... J _ • • ~- ~ .. :J , _ .... i , L.., , 

a v a lo r o ~, i nt .e iro s em r 3 80 eq uiva l e n t e s s e gu i nt es 1. c on c.i-

S-Y 



G..Y

ço es

a) exi.ste LCx..~l).it-li.n=e= ein x e tR-li.nea: em y tq

(2) 'f 3'... : LLx: l)

b} 'fCx.]7) e s:metli.ca em x e

c) ''?C*.l) : ]t'!-.]l)
tx~l) á a parted ííaagxrlüria de urna forma hermi&ana

Se essas conde.ç:ês sãõ cumpri.das.a fal'ma heimitiana( da

qual faJ-anos em d) ) e a seguinte:

(a) ' ã e'.-7) : "fC*.lD'l - i. '{(*.A)

clero. : {a)--------+(b) porque: {2) inp]ica 'f(- ]là); L(x.]-P-L(].l,D:i L].]-l)i)-t'.(àx'

«a; Y -,.*, G E. . 'Ít''..v:) € R. -D 'f(..]àÕ : l«.(Ut]..llil''-i...(Ltt.«'$ "'t(l.l!.i) + -.''.,l
(sendo C. a parte imaginaria de L) ;mas segundo (2), coiro t

é real, L(x.l) e simet:i.ca e'' x e y,a que ímplic:' q'e {C'.]2 :''Í].].]..

(b) 8 (c) s:É) equivalentesl J sÚ tragar x ca:n Jx

(b) e {d) sãE) equivalentes : para que uma forma it-bili.ncar

seja hel:'mi.ti.üna, é necessário e sua.ci.ente que:

(5) ã(''.llà) : -tiU.3)
(5') g(}.K) ': Z('*J)

Escrevamos 4.(x.1lt '"F(x....) - t {(.x.].l , sendo te't ieds/a condiçáõ

(5) se traduz em: 't(-,lf- t{(*.:9 : -'tC'.à)- t't(-.]) ::;P "t(-.]) :lCx.l))

(5t) se traduz em: "r simétrica en] x,y ::o 'tCx..l)='tC-,l.-)

fi.nalmenLe ,(5) e (5') =p {('(.]}) :lC2. 3,...) e.Q.o

(d) imp].i.ca (a) püi'que se -«(x.'$tja parte imaginaria daF:a

herói.nana ,basta fazer LG.]):'iê(x.Õ,para satisfüzel a (2)

Le'.P-t-e 0 : tit*.-P-'g(l.,a; \3C'')}- ii(q)'l : -lm(g{..D'l : 'Ç.:) :Ü.0
Doratarl te v.lhos deílo:linax' (1),qualquer uma das condiz-:'es

a} . (b) . (c} . (d)

saD

ço es .:: 

( 2 ) '"\ ;_,,·.\ -, , -: L 1. ',(, i 1 - L (..., . A l 
1 / . 

b) 't(-,;,J/> ~ sim étri ca em x e y • 

d) ..J, 1 - \ .,_ ~ 
' \ 1 

/ 
~ a p ar te ü:1a9in a ria d e umo for ma he rnütla~a 

Se es s as condiçãés sao cump r id a s, a form a he r mitiana( da 

qu a l fal amos em d) 
I 

e a seguinte: 

( 4 ) ' J (".7) - -f l<1~1 - L -fch,~) 

d em .: ( a )---;:, ( b ) porque { 2) i mplica f r:~ ,16):o U :<.1-)1- LD
1
,/l : ~ L.l]._)

1
, -~ '- '-~ )._1 

~ ., ..:> - . ') - , (N) . 
, e >--i, 't,.~ E: 1K ==v I c,)i)-= lVY\l L t1 ,_,11) -~ l.J u y -11 = e n~~

1
) ~ ~· >•." \ 

1' 
( sendo 1... a pê rte i magin"'r i a de L) ; mas .segundo ( 2}, como f 

I • • 
e simetrica em x e y

1
0 qu e implic a que 

(b) e (e) 
• / I 

equiva l e ntes: e so trocar .x com Jx. 

(b) e 

. 1(.:,~J 

{d ) são equiva l entes~ para qu e uma · forma l-bilinear 

_I 

Escrevamos 

qUe : 

( 5) l ( >- ,l<lJ:: - ·L j (x,d) 

( 5') J ( }, ;~') -:: .It~-. JJ 

I ( X \ l) :: "t ( X 1 'i) - \ i e~' i) sendo t e:f reo..i•/1 a e a n d i ç aõ 
(. :: ,j · } 

( 5 ' ) se t r a d u z em : ·r, .. I • ~ 

simet.rica em x,y =t7 

F i na 1 me n t e , ( 5) e ( 5 ' ) =7 

(d) implica (a) p o rque. se -i(~ 11;Ja parte imagin a ria durn a f:.( i.., •) 
, r 

V 

hermitian a ,ba s ta fazer 

Doravante vamos cie ::a r:i in a. r (I)')qualqu e r ur:i a d c1G con diçccs 

(a), (b), (e), (d). 



uouuxvabau; a t.-uniu-Lkau \&J \x'JX.il/ ' \\xtlJ)u"t'''''''''K q

aií. de grau 2 aásoci.ada ;l fulgia bi.linear alt=rnddaYtx..),e de

tj.PO (J.,l) .

hlas*a condiçâõ (1) náb u sufici.ente,em geral,para Que uma

forma bilineür alternada 'f ,a valores i,ntoiros emCcarr=spcn-

da a un divisor

Vamos estabelecer uma outra conde.çãõ necessária. Fera que

'f(í.e corresponda a um divisor post.tive.

Fro nsicáõ 2 se l(x.]\ está ligada a um divisor post

a fcll'mà hermitianü à(.x.ll d.efinida por l e post.Liga:

a que áeciui.valente a (li} VxeE , {tx.l.)),O

den}.: considere;los UMa funçàÓ treta hoi.aK.oxfa F(x).que

ad;iliba o di.visor co: siderüido (séibe=los que existe) .i"üdemos

normalizar F(x)) nlu].tip]ica:ldo por ume funçáii+.beta trivi.al

fazendo de foz'ma que:{6} L Cx.]) : { $Cx.à) ) VXcue. RI)elZ, papa

essa fur\çâõ normalizada.

t:.m .feito, rw.(-.Ü:L{'-})- i$('.-1)(a'l''.em x 'i::ét;ic; 'm x 'y

(ilcx.]'l - C,-(7.*'l : L(*.1) - t-(-1.*) - '1l..3 ('~'i)-!C7..jl: '?h.]\ - ! nL-fc,.]"! : o
?odor.los entâõ trocar Lt(.l\ por \.ilA.ll--u\({.1) {coma .já txriha

sido observado anteri.o:'mente) e a nova fuíiçãõ satisfará a

condiçâõ (6) . Para reagi.zar a segunda condzçãõ de {ó) base

ta ti'-ar de K(]) um GbCI) C-].i.naar em y)tendo a mesma parto

ia. que K'.l)

faena vemos que existe una tunçâõ tlieta hoJ.otiiorí: a

.J forme.aue
Ü

e

/

tive,

e

'lall e

caUes

como r;t8slüo di.vi.=ox- consiclpradci e ati.st'üzeí Jo a t 6)

Ob s _ervaçàó; a condiçãõ t I) i( J>-,1) ~ l~>t,)) 
1 
exprime que a form(). 

~ ~ 

dif. d e g r a u 2 asso e ü:id a ~ f o r m a b i l i n e a r al ter n a d a ~ í..~ , ) ~ à e . \ ) 

tipo ( 1, l). 

Ma s
1
a condição ( 1) 

I 
n ao e sufici e nt e )em geral1 p ara que uma 

forma biline a r altern ,..: da i a v a lore s inteiro s e rn ~corr espo n-

da a um divi so r • 

I 

Vamos estabelecer uma outra condiç.ão neces 9ar ia . µara que 

fC -.: ,,\ corresponda a um divisor positivo., 
<l 

Pro posi ç ão 2 se ·fu,d; cst~ li géida a um divisor positivo, 

a form~ hermitiana def in icia por \ 
/ 

e po s itiva:-

o que é equivalente a (II) 

dem.: conside remos um a fun~ãõ theta ho}ornorfa F(x), que 

ad,ili ,:e o divisor co;,side:r c:,do ls2ibe :-nos que exista) .r·oà emos 

norm ,:iliza :r F(x)>rnultiplic n r;do po r um a funç.ão theL, - trivi al 

e faz endo de forma que:{6} para 

essa função norm al izada .. 

l:om efeito, em x e 't 

sido o bse rv aào ant e rio rmente ) e a nov a f 
- . ~ I unçao satis, a ra a 

condição l6) • Pa r a r e alizar a segunda condiç ao de t 6} bas-

i rnagina riü- que k (l) • 

Des t a forma vemos que existe um a tu r.ção t t; e ta ho l omo rf a 

co ~b mesmo divisor c onsi d e r8 da e s a~ i sf~z e nJo cl l6J~ 



B-y

Va:los deínorlstrar que exi.ste uma constante c>C tq essa

fungáõ F(x) bati.afaz

constaíltee i

)

a

(7) 1F'çx)l g C C} ãl('-*)

doía.: cansider=nos a t'unçâb Cn'LCx,x>F. ; se tt'ocarnos

x por Á+u'iu.er, mul'biplica+sü pür l1ltfTL-),Ril.{tx.«'l+kQK$1],fatal' de

va3.or absc;lutc} = l

+ll([+u.üu) F. itiLt*.0 F -miÍ.Lt*.«.)+Uóu) -! L(K.«-)- à.L&.u)-il(i«.Al]

: -,tLt;.-)F êDlit. {]Cx.d)'tK«)] ; [ rx.K) ' K.'b\€1l

F'ort;anta o seu valer ab olu'Eo .e' invEJA-i8R'uQ pelo Qrup

Q que i:implica que e li:iii

a cu ncliçãb {7} vol e , CO.O

agora podeiTicis denionstrax' q t'rapo içãb 2,provando po=

absurda, que nãõ pode existir uâ] ponto xo tq .kCx.lx...lzo

Supondo que exista um ponta x. tq ã(,xu.x.)zop coi:léi.detemos

o sub-espio C-vetou'J.õl gerada po= x. ; nesse sub-es.paço Fu.)

é holomorfa e tende para zero na infi.Rito (IFc}9lçce. Íi('ü.'Q )

ioga F e idBqnticâMcntc nu].EI nesse. subespaça ; daÍ que FêK)sO.

4as cano l(x«.q)á cone:Ííiua, Q mesmo vale para todo x numa

cera;a vizinhança da x. '::» F(x) = O ,o que g uma contradiçâb.

Qbsez'vaçàó: exi.stindo um ponto x. tq llB.?çpu,F(x) á constante

no sub-Espaço üetoríal gerado por )ç. {se xo+o),entâb podemos

demonstrar que basta super que a função F nãó e degenerada,

(ou seja, e grosso modo , que depende de todas as coordena

das ) para vei' que F é estritamente positiva

Va , ,o s demonstrar que existe uma constante c>O tq essa 

fun\íáo F (x) s a tisfaz : 

(7) 
u.L( x\ 

1 r V'- l\ f e e. l . - ,.. · 
1 

detn.: c o n s id er umc:; s a fun•;:àã 
"~ L C.-,, ,X) e. . r:0-> ; se troe armo s 

valor abscluto -::: l 

I 

rortanto o seu v a lor absoluto ,e i;1va riérn-ce µelo ; rupo r 
'l'I / 

.o que implica que e lirni-cada ern ([ ==t) e constarne =D 

a condição l7J v u..le, e,g..D 

Agora pod emos demonstrar ~ Proposic_;ãõ 2 
1
prov ando por 

absu:tdo, que n :::;o pode existir u r,1 ponto x0 tq l(x.
0

'.K.).t..o 

Supondo 01,u.e exista um ponto J., tq I 1 \/O- c ohfüderemos \.)', ,. /.., .1 ~ , 

o sub- e spgo [-vato:riai gora da i~•O:t' >-.:., ; nesse su_b-es.Paço F!é) 

~ holomorf a e tende para zero no inf inito 

logo Fé id ê'nti~arne nte nula n esse subespõço dai que 

Mas c ô:no 
- • , ✓ 
j:_~.:,. :<-,)e cont inua, o mesmo vale par.a todo x num a 

certa vizinhança de x0 =? F(x) = O ,o que é uma contradição. 

) 

Observaç:ao: 

n o s ub-esjJ2lÇO 

existindo .um ponto><~ tq :§(x.x.?º>F (x) ~ constante 

vetorial gorado por '>,e ( se 'l\;io ) , então podemos 

- J demo nstrar que basta supor que a funçãõ F nao B degenerada, 

(ou s~ja, e grosso modo , que depe nde de todas as coordena-

das ) para v er que~ 6 estritamente positiva. 
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:i .S$ .y .g g . .g 9 . :.y !3 ; .3 ns .2 .gS 9 . .y. g g us . .3 . .:g. . Là.:..t:

S e .: S. .Í }} .-e] ]ll. :.iÊ . .9,e3.i.EÍ.g .i-tS.9 ,

Para uma forma herínítiana ]l(x l\ post.t

rintim um sub-espaço vitoria! V :

cien. seja x tq.Ã(x.x):o,então V 7€,E .Vice.

o$ 'É(3't'ê.., }.zx'l: êC].]) +.}('t-.]) . 11(t'.]): .}ql)-'' zLzlc'l),
cairia o lado direi.to precisa,a scF nâõ negativo V zed,.decorre

que Vn'eÉ.. ü«.]bO(caso centre;io. bastaria fazer 't:t\i(x.]l ,sendo n

un nome:o natural sufícientenlente Grande) ;ou st3ja

'": I':z(*.P;. V'l';\(: \* '?G:QVI.ç'l).
Ega.Eg.::!Slgb 3 seja 'f it- bi].i.cear.a]tal'nada a va].ares

iD'uei.=DS sobre F e sà'h:,isfazenda (1) ( 'f(K.l\:"-ÍCl-.ltl) .Seja

V Q espaço dos x 'tq VxeC. ''f(x.-Õ:O.0 espaço V e uin sub espaço

á.-vetoria]. e 0 8ub po v.r do espaço EI e fechado em E

dem.: o priiíleiro g cvidcn'u81 se XÉ'J.en'.áõ :3'.eV, pclrque

{(]'$:-'P('lll/; para o segundo lembremos alguns resultados cla+

ssi.cos sobre sub grupos fechados dum espaço IR-vetari.al E,

de dinens3ó fins.ta.

la) seja G uni sub-g."upo fechado de E.Para que um sub

gx'upo de Elr que contem G, seja T'achado, e necessari.o e su«

ficiente que a sua imagem em t}/& seja fechada. Assim, sendo

1. um sub e aplicando sucessivanten Le le) .aos espaços

quocientes t%J e i9/F ,resulta que

Lema : s6b cquiv=lcn+.es es 3 conclíçã'és:

].) o subgrupo ' .tr e' fechada

condeQ..au:n-dg as

-l G...)tqos X 'J

//

e e ': s · f I l e t I I l s ciÕ s a tis feitas.,. -----~- --~-- ----------------~ 
Para uma form él hermiti a na 1c .. ,7\ po s itiva , os X tq .!lx ;'-1=-,J 

formam um sub-e s paço v ~tori e l V: 

dem. seja x tq Ic~.x')-:o)então V7sE,\f-1.E_Q. 
1 

O~ I (d + "l t- 1 d .. 7.xJ = ~ lj,)J +} C-LK,:JJ + f(ir,,1):: 11.77) ·t- JJZ-t?, 1&,1) J 

co rno o lado direito precis~ a ser não negativo \l-Z.é<'.L 1 d ecorrt? 

um n~mero n a~ural suficientemente grande ) ;ou se j a : 

Pro posição 3 seja i l"K.- b il in e ar 
I 
altern a da a valores 

intei r os sobrs Í' e sa tis fazendo • Sej e 

t- v etor i a l e o s ub-grupo V+r do e sp ôÇ O E é fech a do em E. 

dem.: 

-ssicos sob rr:J sub-grupo s fechados dum esp a ço IR- vetor ia l E, 

de d imens5õ finit a . 

12) seja G um sub-g=upo fec hado de E.Par a que um sub-

grupo de E, que cont~rn G, seja fe c hado, 
, 

e nec essário e su-

ficient e que a sua imagen em E;, seJ· a fec ha da. As s i m, sendo 
/~ 

r um sub-grupo e aplicando ~ucessivamen t e lQ) a os espaços 

. . t E1 quo CJ.a n es l'.J ·e 7r , resulta . que : 

L em:.: : sâà equi v aJ. 8,, tes a s 3 c ond içoês: 

l) o subgrupo \it [' é fec h ado 



xo.N

2} a imagem de L' em VV é fechada.

3) a tRIagem de V em C7.C e' fechada.

Obse='vaçãb : a cüncii-;áb 2} tarnbeín escreve-se assim:

2') a i.{TiaSern del' em L7V g um si.ib-grupo di.screto (porque:

V é o sub espaço vetori.al contido em V+r .,daí que a imagem

dor en ll$ nâó contém outro sub espaço ve+uori.a]. além de lol;

nessas condiiliÉi'ês di=ernos que a imagens e fechada equivale a

dizei-mos qt:e á discreta.}

lls..E=!=!!.:xeg. ; dado um sub discxeia='Í' de Ef direína

que um sub-espaço ÍR-vetori.al V é .r próprio se satisfaz

uma das 3 condiçi5"ês da lema aci.ma citado.

abservaçãõ: se V e um sub espaço r prapç

entàõ VrxF gez a V

den.: Vrxlt possui en l;odo caso um suplemeíitarr' em F (porá

que i2i.r é sem torçâõ); se r gera Ef a imagem del em !?v
gera 9ç; se V é r prüpl'ia9 essa i.m.igcm é ciisc=e-Ea ------' seu

posto = dim 9ç ---------o o posto der: dim E , subtraindo vemos

que o pasto devam = di.m V ---------» 'vaP gera V . CQ:b

demostlg!!gg...ggg:p a aroog.g.:=s.êê 3 : RBc8ssi'uaDcs mostrar

qlJe a imagem G de r em EZx/e t'fachada; se cu nãõ for fechada ,a

aderência CI,conterá.8 uía sub paço vetoria]. \\í tl.otl-. Entâõ a

funçáõ t(x..l? passa ao quociente emtX/ ;se yeG e'fi.dado, a

forma Xt*.n . cona f'unçâb í2--].inear em x ,tem valer:es inteiros

para xeG. da:Í que rio.limite( para x;q ) ten +b ínb I' va].or=s

3.ntüxlos; logo éâ TuilçaÓ e fluía em !.J Àguraf se x.É. buí xuEuiGS

S

re se

} r G,' e' fr..chad;:i. 2 a imagem de em Tv .., ~ 

3) . d V t. é fechtida. a J..~ndgem e em /[' 

Observaçàõ a condi,;áo 2) tamb~rn escreve-se assim: 

2•) a ima g em de.[' em E/v é um sub-grupo discreto ( porque: 

Vi o sub-espaç o vetorial contido am v~r ,da{ que a imagem 

em E/ nao 
"'✓ . 

I 

c Gntem outro sub-es paço ve tor ial al~m de lo•,• 
l l ' 

n-es ~,as condi(;;ôé s di zermos que a imagem .e fech a da equivale a 

di.zermo s que 
,/ 

e dis creta.) 

da do um sub-grupo discre-to:'. f de E, diremos 

que um sub-espaço l'Q,_ •. vetorial . V é r -proprio SB satisfaz 

uma das 3 condições do lema acima •citado~ 

Ob servaçàõ: se V 6 um sub-espa;o ['-prop:r;_io e se f gera 

i:- entàó YC\r c;era V. 
- ' J 

dern. : V "l' possui Ciil : o do caso um su pl ementar f' em -r ( po r ... 

. que é sem torçâõ); ser gera E, a ima g em àe r em t/v 

gera E/v; se V e r -µroprio, 
/ 

essa i m a g om e discreta ______,. seu 

posto :: dim o/v ---v> o posto der:: dim E , substraindo vemos 

dern ostre,;-it:is~ gora a proposjseõ 3 : necessita~os mostrar 

que a imagem G der em E;v é· fechada; se G nãà for fechado pa 

um s.ub- espaço veto rié, l 

funçáõ Í(",\l passa ao quociente em 1/v ;se y _E:G é ni:<a do, a 
-:} 

forma ~i\.'x,\ 
1 , · 

coma função ?.--linear em x ,tem val c r :es inteiros 

P ar2 x ~ G deÍ -- ' que no . l imit e ( para t en1 t arn b,t :1 . val o r s s 

inteiros; logo a fu; ,çàó e nula em 'd • 



"\(x~'l):0,Vy él G -------.-.. portanto para todo y sem elnaçãb ,

(porqiie ''? g ic-bilinoar) , o que contradiz a defirlíçãó cle V.

E92.i:!g.g.i:S.gõ 4 se.ja 'r a funçi;â !L'bilinear ,alternada,de-

finida pela divisor positivo D . O sub aço C-vetorial V

formado pecos x tq '{(\.]x)=o, tem as seguintes propiedades:

(1) se f (x) é uma fu'lçâb treta (holomnd'a pox'que Db. 0)

que admite o divisor i),e }lorm lizadü como nü f:roposiçâb 2)

ou seja (6) i.) LC-.]): 5..$(1'.)) V}C.Cu , Kc?)Cíü-
enti;õ o valor F(x) depende sd da c].ésse do x mddu].o V.

(2) V e o inalar das sub espu;os 41-çuetori.ais W tq toda

translaçâõ cie W trarsfc)rma em sí mesmo o conjunto dos zelos

do divisor

den.: (1) se {(*..x../:o,ve:eli:os que vale F(x):F(y) cada

vez que y+x =x. .Fixado x , Ç:Cx+a.x.+lolnà é uma.funçàb holov

marra da vara.ável complexa a.+i.b ;da ciasigualdüde {i7) (IF(-)\ c- C

vemos que seu va].ar absoluto e 6 te,' , ou seja e ecoa.

portar i;o constar\te -.---..-o seu vüi.or Fora u..+cb;L é o mesmo

que seu uülor para u-''.lo;C,, Q que demorlst=a (1).

(2) chamamos agora 'V', o maior' sub.-espaço ©:.veto-

ria]. contido no ';;lzupo í; dos x tq us t::ens]üçabs x E?=x ].evcn

em si o conjunto dos zeros do divisor D. O grupo G á fechada

sua imagem em i:3G- J discre'ua. Como Fcq, a ialagem de

Ç'v' e dis.creia, daÍ que ,segundo o lema anteri.or, o

:iu5-espaço iR- veto.ri=].v' é gerado por V'Í'xP .l.{as v' J !jn sub

espaço (t-xfetox'ial porque se x.é N/' a fijnçaã F/\a)...,bÇ'l.:)e ho.;.on

\

/

.1<x.~\)~o,Vy E G -- portanto µ ara todo y sem exceção , 

( porqua -Z é i.-bilinear) , o que contradiz a d ef inição de V. 

s eja ~f a funça'á '.'}___-bilinear al tern 3. da de-
) 1 

finid a pelo divisor posi t ivo D • O sub- c -sµaço ![-vetorial V 

formad o pelos x tq fc<- ,:,)...J :: o 
I 

tem as s ~guint es pro piedades: 

( 1 ) s e F ( x) é um a f u n ç. ão t h e ta ( h o 1 o m orf a p o r que D ),: O ) 

que admite o divisor D
1

e no :rma liz a d ;:, como n a f:' ropo s i ç ãó 2
1 

ou seja ( 6 ) 

entãõ o valor F(x) d epend e ,;Ó da cl :Jsse de x módulo V., 

( 2} o naio r do s sub-espaç o s ti-vetori a is ~,J 
1
tq t oda 

t :ranslaçâã de \.,f tra n sforma em si mesmo o conjunto dos zeros 

do divi s o r D • 

d e:n . ; . ( 1) se f (:<, x.,,,::o vere r,:os que vale 
' , J 

F { x):: F (y) e a d a 

vez que y-x ~ xo .Fixado X I l=(x-t0:.Xo+b1x0~ é uma fun ção halo"" 

- 1 ( • Íb ' · ) marfa d a vari á vel campJ.exa a_ -.i.o ;da d e sig ual dad e (J) \Fc_x.1\fc:,e.,...,__LA.,:.) 

vemo q que seu valor abso luto 
I 

. , ou seja e acot. 

, 
e o mesmo 

1 

que seu valor pard ~~.b= G ) o que d emonstr a (1). 

( 2) cham emo s agora \/
1 

o maior sub-espaç.o ~----- veto-

ria l contido n o iJI: upo G do s x tq a s t r ansl t.J ç Oes 

em si o conjunto dos 1.eros do divisor D. O grupo G é fechado 

• E1 I 
--~\'> sua imagem em 1-..;' e discre t a. Co mo í'c.~, a imagem de 

e m 
E ( I ,, 
; ,; ' e dis_cr cta , d ai que ,s e g u ndo o lema anterio r, o 

sub-csp.Jç o ; V'f'[1 e ,_:J er ado por 
I 

e um sub -

es;.:: a ç o cr__ ve tor i a l porque . s e x ,~ /
1 

a funçâõ ~ (o )"+I:--} ,; ~ ho :. o-

11-Y 
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n\en to nula.

Resta denanstrar que V=V' . De (1), g claro que VcV

Pa:= a provar que V'CV,;nastro:nos que V xcV {(]K]],à:cl ; como xGV

implica Jx c.V' , basta í.:astral que 'f(,...-1):0 V.-leV',Seja entâê

F uma função treta (holonort a} adriitindo D como divisor'; se

a e tq F(a)# OP F g diferente de zelo em Lado ponto da varie-

dade J.inear complexa o-+-V'; e restrição de F a at'V' é uma fun-

ção treta relativa ao grupo V'f\r (jaÍ vielas que 'v'nr gera V' ) :g

nao se anula em a+V . A restriçâb de 'f a V\ e a funçHÕ ''{('-~l\

ligada a essa funçâb tileta trivial ---P 'e

\íamos enunci.ür o t oreína f'Linda:len'..al cuja clemonstraçãà

rá' nossa proxima objetivo:

!sa.:!iliba..Z para que una funçil;b R.-biliriear, alternada 't(.<. 1)

a valores i.nteiros )« x,yGF fseja a t'orTna definida pela lei

dc: i:itorseçao com um divisur positiu'o e necessarxo e subi

satisfaça (1) e (li) .

.j-n-d .i ggS ã3:. sgb =.S.g.BS=ge:.t: .g= .gã .-d g.ISg=SDa. 2.

r.j s PfoposiçõQ6 l e 2 cio.itoRStFãRQS a necessidade das conde..

çoes (1) e (11) para que {('.?) seja li.gado a um divisor posz-

ti.vo. Falta moer;nr agora.que. valendo a$ condxçã'es {l) e lll)

existe ui:la tunçâõ trota h;].amorfa que define essa 'f)(K(]).

b ideílti.caportantocadamorta vez que8()em

/

morfa em &\.+i.6 e nula c ada vez que 

mante nul a . 

b ~o portanto identica
> 

Resta de monstra r qu e V;:,,, Je (1), e:f cla :r:o que Vc v' 

Pa :c a pro va r que .V
1
c V , :no stre,no s qus como x E:V 

f uma função theta (holomorfa) admitindo D como divisor; se 

a~ tq F(a)t O, F .é diferente de zero · em to do ponto da v arie-

da de J. in ear compl e_xa o,:+- V1
; a re str ição de F a o.~\J' 

. ' 
é uma fun-

çao theta relativa ao grupo V1{)r (j á' vimos que 'v
1
0r' gera V1

) é 

\ .' 1 nao se anula em a.+ v • A restri ç ão de i' v' ' -- ---P( \ a e a funçao , ...... ,, 1 
1 

lig a d a a essa função t he ta trivial =-t, f 

Vamos enuncÜH o teorema funda:nental c uja demonstr a çãõ se-

✓ I • 

ra nosno proximo objetivo: 

Teorema 2 

a valo res inteiros V x,y .~ r ,seja a t·orma definida pela lei 

de i n t Gr seçãà com um divisor pos i".::ivo é necessário e sufi-

ci8nte cue i satisfaça (I) e { II ). 

lndic a.-:Ões sobre a d e :ronstrar ãõ do Teor ema _,, 
------~---------------------~--------------·-
Nss ProposiçÕ(:!6 l e 2 de ;;onstramas a necessidade das condi-

çoes (I) e (II)' para que ~(<} · seja ligada a um divisor posi

tivo. Falta moairar e gora~que
1 

valendo a s co ndiçôe.s {l} e \II) 

existe um a função tl1eta h,; lo mort·a que define essa f c~ql• 

1 
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x tq {]...];.)=Cb Pela f'ropcls.tçãb .45?.toda funçâõ theLa cu:lo divi-

sar defi.ne{ e equivalente (mádu]o un\ü furlçâõ thetü tri.xi.a].)

a uma funç:ãõ treta constante nas classes de E,mé)duro V.

Seja entaoF' a imagem de Ít eín t=/y (F'g discreto -Froposiçáõ3

e o ].ema que s=gue} ; a funçê;é) 'f passe ao quociente sob e Ç'Ç

besta agora pro:ui'aF as funç6'õs theta ho].amorfas sobre L/V

relativas =o gr}.:po r' cujo diviçax' define 'f . fias V-x-CÇ4.,.-l,eb

{ ( K .\ ,.) ) e

For conseguinte ! v

gui.nte.Pro po siçãb 8

E.:a.aa.E.i;;:©..â seja ,nc, espaço EI,uma funçâõ 'f(x.l) !2''

alternada~a valores inteiros em F e satisfazendo:

(1) l(a*.al):l('':..3) e UD vice-l.\. --t&..k)>o ,
-- - . . A dpsü...+ et' b l q f\ } ...q ...'A....l.l...então existe

função 'e(x.7).

Lembrando nos da Provo içai3 l c;ue diz que: se {l}

dei.ra,então existe uma Lc..-l), C-]i'Real em x e ]R.-].ideal' em y,e

Bati.sfazendo "?(K.]'l=1.«.p-LC].x.) } a proposição 5 é i'esul

fado do segui.nte teorema

Teorg!!B...3. sej am dados :

le) uma funçábLG.P,ól-li.cear em x B 4k-linear em y tq 't(x..7):L(xq'l

ja ca valores i.ntei.lo= emE' e que VK( É-l,oÍ , 't(x)#.)'>O

2e} uma T'unç:ib li!--linear K(b')

C dosvetou'ialde subchamando v,Co n.tittuaro:nos espaço0

é2teorema aque Q

bilin

3 qunção e 0una

é vcrda

Continuaremos ch am ando de V, o sub-espaço [-vetorial dos 

x tq -fl .. J~}c,. Pela Propasi.ção 4$?,toda funçàó theta cujo divi-· 

sar define i I • ( / ·~ 
e equiv a l ente modulo um a funçao theta trivial) 

a uma funçãó th e t a 
I 

constante n as classes de E modulo V. 
} 

Seja entao f' a imagem de í1 e~ t/-..; cr' é di s cre t o -Praposiçâã 3 

e o lema que segue) a funçâó '-f passa a o quociente sobre [1 , v 

bast a agora procura.;r as funçoes theta holornorfas sob r ·e E/v 

n• 
• relativa s 20 grupo 1 

• 

c ujo divi~or defin e i 

Por conseguinte, ve~os qu e o teorema 2 ~reduzido~ se~ 

g u i n t e . Pro po si ç ão 

Proposi:;âis 5 seja ,no espaço E uma função i(x7) !~-bilin e ar 
) ' i 1 

alternada a valo res inteiros em r e satisfazendo: 
\ 

e 

entao · e·xiste urna função theta holomorfa da qual ra~s ulta a 

Lembrando-nos da P:ropo siçõo l que diz que: se ( I) 
I 
e verda-

deira , então existe uma Lc .. ,7),(-linear em x e lK-.-lin ea r em y\e 

satisfazendo -f (.(,7) = l0,7) -l(1,1--) . i a proposiçâá 5 ~ resul-

tado do segui~ te teorema: 

Teorem a 3 S€jam dados 

· 1 · t · r seJa ava ores in eira □ em e que 

' 
2Q) uma f u nç::::iõ \R_-linear K (y.) • 



\q -7

então o espaço L'vetori.al das funçõ"és treta holclmorfas,F(x)

relativas as fuí)çõ-ês LLx.l) e 1(:1), te;n di.mensãõ complexa nãã

nula.igual aa ?-faffi=no da forma X(,x..7) =e].ativo a uüa base

de

[lbservaçâ3: lembre as a definia:lã de pfaffiano: se toma

mos a matriz de'f(x.'l) segundo uma base do grupo r p seu dêtetn

!i:inerte (mat:iz de caem. inteiros) e/ o quadrado dum i.nt:li.ro;

esse inteiro ( que rlü) depende da base escol.hida) e o fíaíu

flana. de, {C'..7) .

i J. ..ÊSE1 9ib!.g-u =.g.y3-sg..d 9..g=-u .E9 .r

t:jglz.g...gJ:ág.bisa..] dada uma formatlàil i.Real alternada 'f 8 van

lares inteiras enr(grupo de posto 2n) , existe uínã base de .r

( e.--- e.,tt,.-- .t.} tq :

(2)
{Cei.e.) : ' '?('t.i, t...) ; 0 Vj.Ç.

'fcej.t«) ; il.a.

h

inteiros d.sendo }D e a./dt./--/d,.

Agora é imediata , que o fíaífiano g igual ao produto JÍ --dí..

Todos os dt sâó fo se o de.t.QfDinante de'? íc= FC , aue eo

caso,quando a forma hermitiana associada .il(x.K) g estria;a

Frente pasítiva (porque se por ex. 'J.:o::a {@,.v"):oV'rtE-D 'f(e..le.):o,

contradiz o fato de !Cç.,..).:Y(-.].)>o V-K+3)

,.! n !-l r+n '! om ;a

+

+

5e f.:o, sej a (l.

V

o nle'ior dos valores>o xuüMí3dos por l(u..rJ

<«.J)(i'fF. Temos e-tà-a @..t:'l( r-f , com {(e..tl):d.bV«.eT' 'f(.fl\,é nulti-

oln dp d ! ia:a tant;o co!::: iderêtmo s "?ru.-k.t. t.) . K sendo

então o espaço ([.,-vetorial d a s funções theta holomorfas,F{x) 

rel2.tivas as fu,içõés Llx,lJ e. ½:..7), t~rn dimens 85 compl 8xa não 

1 -. l -e,~ ff' d f ...:> r ' l t· - b nu a 
1 

1 c:1 u a ao 
1

, a 1. a na . a a.rma \\.x.,1, · re a ivo a uma ase 

de .[' • 

Obs ervaçãã: l ;embre rn os a def iniç~ de raffiano: se toma

. mos a matriz de Í(x q) segundo uma base do gr u pa f , seu deter ... 

minante (m atr iz de coef. . . . \ in -ceiro s; rf o q u adrado dum in b:d.ro; 

esse inteiro { que nõ;õ depende da base escolhida ) é o ffaf-

1. Escolha duma base do qr.u po r ------------------------~---~-
Lt~ma clà"s s ico : dada uma forrn al(-b iline:.::1r al te:r:nada -f a va-

lares inteiros em[(grupo de posto 2n) · , existe uma base de f 

( e, - - -

(2) 

inteiros di<...sendo ~O e 

\ i (•, ..... J = -f u;. t~) = o 

1 i (,:.· t \ - \ d 
j' K.J - O.ÍK k 

lf . 
. 1 J ,k. 

P,gora é imedié~to , que o ffaffiano ~ igu a l ao prod u to d1 .. _dh 

s -e o de.:terminante de-f for FC, qu-e ~ o 

caso> quando a forma · h ermi tia na asso e ia da I(i< ,JC.) ~ estrita-

mente positiva ( porque se por ex. 

dera. do lema 

plo , H. sendo 



um i.nteira tq l (K.t.)-kd.l<d.::a'f(u.tl)é mu].tipo.o de (l. e o mesmo

v'-: P.;- '?<e.,r), h'''ey.

l)a{ que todo u.GÍI escreve se SQiRCR'uB dur-la maneira u.:n.e.tm.t..tJ-

onde M.en. sã3 intei.ios 8 v é conjugado de e.e.t{ respeito a

'Ç , (ou seja {Cel..r):"?Ct..J>O) FI'a.J«eguiremos na reduçâi5 de 'f i3wo

sub-frui;o P. (de posto 2n-2).conjugado de e..etl ; V(\'.d')Cr.-P.

't(''..r) ÉI rnulti.plo de d. já' que 't(«,+ke..r+t.) ;'fCu..r)+Kd. ,e base.a

tomarmos k-é= al tq l 't(K.+) + Kd.lzc). =:p '?(u.-Fk.e..i-+tl):o -PIC(«.ra:-Kd.::Pd.l-ft.,.r\

No sub-g! ul:a E. voltamos ao problema íni.cial; se l !0,te-

mos a sa].uçâb trivi.al, caso contrario, a inteira d. sela

substi'.uido pelo inteiro d: , mulLiplo de d. (d..}o).

0EitcFEHos então o lema , repetindo c?s$e praccsso um nuMel'o

fj.ni-l;o dü v fazes.

2. Transformaçàõ das conde.çõês do problema

Seja enxua-o {e.,--,e.t..+.\ base de C tq vale (2) ; \e.--e...}..+..}
é também uma Ít-base da espaço E. Seja A Q R--sub-espaço gera-

da pelos el---e. , e B o IR.,-sub paço gerado pelos tl----,-t,.

e::Ae)]A ( JA é a ÍR-sub-espaço gerado pelas vetores ]e.-- ]e.)

se V*c E-\ob .'fí;.]x) >o .

Cbservaçá6 : doravante 'f

V *eE -lob. +C. ')..)>o.

casta í':ostrür que ARIA:l.o\ ; seja xé E tq x.ê.A elx.CA:o 'fCx.]«);o

(por(2): 'tfC:d.\:o),e:'e=--ira quc x:O .

g po sita.vaestai.temente sejaou

J

, r .. . • 
Daj. que todo lA.E:- escre v e-se som en -i;s ciurna manoira 1.A_:: Y\\'.. 1 -tl'Y\,l,+ .r 

and e · m,en, sãõ int eiros e v Ef conjug a do de e.,(_\. r espe i ta a 

ProJ eguir em o s na reduçâó de f ão 

~ multiplo de d1 jé que -f(u,--i-kc ,.r-1.t)-=i(,v\..;-)-\-K.J e basta 
J ,, 1 \ \ l 

No sub-gr upo r, volt amos ao pro b lema inici a l; s e ij :.O> t e
P 

mos a solução t rivialv caso contrario, o inteiro d1 

Ob t er emos e n tàõ o l ema , repetindo es s e proc Gsso 

f ir.i t o de vez e s • 

. ' 
2. Tran sfo rmaç ão das co nd ic;oe s do pro b lema 

tq 

.. , 
I 

s e ra · 

I 

um nu mero 

i tamb 6m uma ~- bas e do espaço E. Se ja A o ~- sub-esp aço gera-

do pelas <?,- - 12.,., , e B o ÍK--sub-espaço gerado _pelos \ --...-. t.,.. 

E ;::;A©JA ( JA é o i?---sub-espaço ~~erado pelos v.etores Je.,- Je..,..) 

ObservaçàÕ: do r avante i ~ es tr itament e posit i va ou seja 

s-e j a x E E tq -;...~À e ]x..€ A~ i(x_l,.,) =- o 

15-Y 
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Se:ja então e. --- ev, uma ba

plena. Entâó o s el cín=rlto s

deAadas complexas Zil:. : (3)

Lembremos que podarnos t:ansforina::' o problema mu].tip

F(x) procurados,por una mesma funçâó theta trivial

Portanto podemos modificar a funçab La7) dada, tirando de-

la uma forma C-bilinear simetríca G.tCÁ.7). Uma tül faena C.: e

deterá-irada dando os numeraÉ} co:i:plexos Gt,(e3,e.) ;seja erttãõ

cie Ç'se

ligando

DS

\

pal'a a estrutura coma

da base do r tem .:cool'

Gz.(ej.eK) ; LCei.ei..) ---"o q( ej .e.) - G:Ce..,.ej) : L(ej e..) - L(q.,.ej) : '?(,cl,{b..l

6.. g ç.* .é,t'-ü..
Restando G-lde L ãhegantos aa caso (4) LLel.]z.K)=Q.4que signi-

fica que (4i)L(x.'l\:o,.V.eA.(ou sejaVy coma)inaçâõ íiL-linear dos

e.--ç.) pera x qual-quer f ili=iis prece.sainentep a funçâõ \t-.ll que e

Q.,-lide r em x.esta de-terminada pelas condições (4} õu (4t)

e por (5) L(ej,t.) : i3-d-.:Cfc$pD(porque segurldc} (4') L(t.,ej) :o

jg que ej é conbinaçáà linear dos e.--e.,), lembrar2do que

{(:-..'".j)=o . .Lhz«-o.:(6) \-(Ê:Stb) :l'(t...'Ej),o que significa que pára .E

y rlo lg.-sub paço Bp gelado pelas ti-õt,.. . a fc)rma

R.-linear t('.'1)( a va]oles conip]cxo$-} g simétrica. A].ém di-

sso, pal' (3) e .(2), L.(t.j.tK): dw.Z].t; da{ que a n\atroz cornplsxa

Gd.:Z]..).seja simé+.rica.

cbservaçâb: trocar:do o K(u} podemos supor que Ke;)é:'2., i=t.--.n

Falta expressar a :lipátese que diz quc ]l((..)= ?(É.]/.)>ç' V,.tO.

L : ,:-;-.s q-: ÊC*-ià): 'tC".all'] - i' ?t-.13\ » ga'.,.): "?h.]*) ('t e'd.."n~
br, \ .! ,.i:-.-bn-,.».{. :,H , r...In., rpp n,-:n .-:;;q Thnll- nn'-ntlr:'

e y

)

Seja então e, - ~ tV\ uma base de E para a es tru~ura com.;-, 

plexa. Entao os elemer~tos da base der tem f coor-

denadas ·comptexas Gi • ,y_ {3) 

Lembrenos que podemos tran s for mar o problema multip licando 

os F(x) procurado s por uma mesma funçâõ theta trivial. 
) 

Port anto podemos modific ar a função Lt .. ,l) dad i.i , tirando de-

la uma form a <l-biline a r sim~trica G,,.&-f• Uma tcü form a , 2 

detarm i nada dando 
, 

os numero t; ; seja então 

(1 1.. é S1me'..tr1U1... 

Restando Gil de L chegamos a o caso 

C:..-linear 
, 

em x,esta de termi n a da pelas condiço e s (4) ôu ( 4t ) 

. I I b. ~ 
Jª que~ eco~ inaçao linear dos e,~<'.,,),. lemb rando gue 

, 
e 

l3 y no IK-- sub- es pa~ o B, gorado pelos l::, _ ~ t"' , a forma 

lP,-linear Lv,1) ( a valo r@S CO!HfJlexos- i J Sil'ílétric a . Al~m di-

G 
. . '+ . d.., _ ) seja sime ~rica. 

\(. l,J\(. l 

Observação: t :rnca r:do o l<(u) podemos supor que '4.._e.J{;:. 71.. 1 ~::l,--,11. 

Falta exr,ressar a i, i ·,·J~ tese que diz quR I ( ' Lº( , )' \./ 
- " • "- 1 -:. ' .,_ • J;,.. ,, C . V "t O · 

L crn,j r emo s qu ~ 

.f.(., ,11 é d ::- tcrn1i r, ada pelos -.;CP..,('.,).que s·~ r cc;is porque 
1 



PO r t''J

âsxuB ente escrever qüe }(-.,.))G V-eA.-lo\

VaiTios tl:ansfo :nar essa conde i;b :Và G, y decompõe-se se

duma maneira: ]S: )\-p ià" com ],]"c.A e a opli.csçãó ]---..."e o

e ].inear e biunÍvoca,de B sobre A ( basta probar que ela g

t,iun:evoca . ou Õ"'o---'"p à:là'eA, e como Anb:to'l"-": àco).

Si.mplesmente, basta dizer que l(la'','llS') >o . Yl\ê B- to\

c-' 'íc5',]]i'.1 :l(2i',j , p'-q-'' ''{(i$'.S):' F'' a) . ' 'PCa':à):U]",])

p''':;'e LCà.ã"),o por (4').já quem'(A . Co"' L(}.}):L(2'.;)+ i,Li!
obtemos finalmente: ]( P',:.«) : 1-«« LC'cll.

Fi.cou derlonstrado entâê)o seguinte ].ema

Hic} sub-esp'aço B gelado porill:...'t..(t , a forra \nKbíli-

ncar ,simézuricã Lcí.X} ',de ntü'tl'iz ÇJ.Z:.'l .tem por fiarte imagií\ax'ioç

uma folk;ü defi.nada FO sitivüi.

y

.)
d

por (2 ) • 

Vamos L~t'lnsfor:nar e ssa con d i ,.,cio 
I 

deco m}->ÕC-se so 

• _, 1 
e a a p-1 J. c 3Ç ao 1-('?> 1• 

d · o 

I • , I I 

e linear e biunivu ~a >de B s obre A ( basta probar que ela e 

b . , '\" .., O ' 1 é A A o. 1 ~ r ) iunivoc a f ou C) - --17 o~d .•-\ 1 8 como (lu-: lº 1-· L) fº . 

Simplesmente, basta dizer que iC~11 
)~·) ">O ' vd E: B - jo\ 

Ou i(j',\f) ::i(~· ,~), porque '-f(~··i) '.:º -rºr ú.). e fli',d)c= LLf,i 
\ 

por q ue L( ff) "º por ( 4 1 ) já que 1"E A • 
1 ó 

o b t emo s fin alm ente : 

Ficou de:nonstrado entàó o seguinte lema : 

(d1<..7.;,.\ _tem por. pi::irte i m2.9inar i°'1 
,J f'- I 

uma forffia de finid a µo s itiv~ 0 
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3.. Teorema de existência cle funçâ'âs thet;a
W «n« » ««« n n »UnWH«U« W n«H HH«

Logo üpó's todas ab tra;"isfürnaçÓl:3 fei.tüs nBS condiz;oes, o

Teorema 3 que queríamos dcnlonstrar ficou da segui.nte for:nü:

Teorema 31 Dada uma C. base tie.---e.\ de EP UHI siste-

ma de n ve'-ares t.-- 'tv.. 8 um sistema .de E inxcoi:'os dv:.>o

satisfazendo as sngi-pintes condíçâbs;

a nlat:iz co:lp.Ibera 61K.'êK) e sine'trica e a sua parte imagi

:l def. Pos.' ; en+uáõ as funç6'ês F(x), hulonorfüs

l Q\ Ç:C-.*t.): Ç''»' }.' ..K]

(.«d.. . ;t;,:t.' .."p*'*'' '*.& arbiE.á:i,á. , *:({.-- ,}.)é ."

folniam um sub-espaço C-vetori.al de dinellsl;b complexa dt ---dK

übseivaçãb: as fli-mulas CÜ) e (.e) foram deduzidas de (1)

explicitando L&.l).em base a (4} e (5) . MultiPliclanlos por

u-pa função treta trivial , fa.lendo con que as :\osgas fünç;bs

Lcx.l) e K(1) , !nudassern. Essa mesma furçâõ-treta trívi.al dá

nos unl i.sonoríisrno {vía ínu].tiplicaçâõ) das soluçâés do riste

nla original co!;i as soluça'es do novo sistema +

e l . .t...--....üte....:b -ap+ -nnHn-- A.en.Por

los.

VáRIos cllamar 'uaínbem de L(i.l) ,a fora:a IR.-bilinüar' s

definida sobre B pelas relações (7) L (t}.t.).=

Seja F(x) uma soluçâó (se existe). for CK) ,i: tem um dcsem
, }li'{ r. x/ q ) fn ...B ......-)- -- -ce.-\...

os seoe P

/

li'üe'CI'lc a,

v l;'11erl'co 1'

(3) tja 2..Zj}..eu ,seja

3 • . Teorema de existencia de funções the-ta 

Lo go a~,6s todas as tras;sforrnaç·obs feitas na s condiçõe s, o 

Teorema 3 que 

T-eo rema 3 t 

I 
qu e riamas demonstrar ficou da seg uJ.n t e f o rrna: 

de E, um sist-e-

e um sistema de~ inteiros 0"'- 1 0 

satisfazendo as seguintes condições:. seja (3) 

a matriz CDi'np l exa •01)(.. 7.~k) Ó sim~trica e a sua parte imagi-

I 
nari a e de f . pos. · ; ent::fü as funções F (x), holomorfds 

em E to · ' ' 

) 

( o n d e . e:: s e o n s ta f"! t e s e o rr: p l e X a s ~ s â6 a.t b i fü: Ó.r i à s e "1- :: n' --) t) é:. i' 

formam um s ub-espa i;;o i-vet.orial de di :-nensim cómplexa e\. - --d" 

Observdção:. as fórmulas lCY-) e <f) for am deduzidas de (1) 

explicitando Luc,1), em base a { 4) e ( 5) • Mul ti-plicamos po·r 

u :;, a funçãó theto trivial , fa...zendo corn que as :,assas fu nçâes 

L v f - t · t t . . l ' 1 

lx,71 e "lll , mudassem.- Essa rnesrna un çao. ne ci riv.1.a ca-

nos u:n isomor-~·isrno {vi a multiµ l icaçàõ) das ,soluçõés do sis te-

ma original co r;i as soluç.oes do nov e sistema • 

Por meio de u :na transl·açàõ pod emos supor que os""- são nu-

los. 

Var;1os c;1amar 
I 

"i:arnbem 

definida sobre E pelas relaçoes 

for ;r a 
• I . • 

sime ·crica , 

(7) 

Sej a F(x) um a soluçãó (se existe). For (e<.) ,:- tem um dcsem:. 

volvirn ento 
,,. . 

ern Serie ·de Fouri er 
).li, r , )( 

e. 

1 



tq -'Z

(onde F.X: 2.. r;Zi , x:(z.--z.) )

E[m po ucas pa].auras, vale

i\s relaç6'es (e) vãb se-traduzi.r por re].abõbs l i.neares entre

os caeíici.eni; s cr . Antes disso, associ idos a cada ponto ré2v'.

o pontos!!)de B definido por Ç(r)z :lt.+---a.ruJ. .C ponto ÇU)

descreve urn sub gi!.ipo discre'-onda sub-espaço 3.que vai sex'

à ,;d. p':'s v't.,.. b.-., b .*g.,a ,. p:'dut' ';c;-d. ' ' J.

çnr r.x.náó g outro que LCx.b.)) .Escrevendo 'Í en vez de c,

temos:

'É 'F''' ' .'=..
aqui.vale - ; (8) :'ZÍkn*t : 'Y em:LCt..Ç«).'''

Essas rrJlaçâ%s porrntt=m calcular, par xecorrenci.a, todos

os coeficientes a partir dasX.,.. para as quais, k-) esta naw) '

domínio fundamental: OÉr.cdl, --- . oépnsch '

Vemos que temos d.---d. coefici i-tios arbitrários e que

qualquer' série so]uçãb, e combinação ].inear dessas J.---dr.

séries básicas que chainõremos de"series theta>>.

Ainda falta demonstrar a converç}6nci.a das séri.es thet=i:

dado um ponto a do domínio f'undamental, consideremos todos

os Çu\ tq .lçO seja congruente a e módulo o subgrupo gerado

pelos t..- t.

Temos: e L({ü)4t.,Ç +tK).g )+t" e Laço,ÇuD .q. )
-niLct.It.«)

(püi'que L.em B,e/ slinetric.a e 'LCt-.Çar),=r.Lk soín8t..a x; depois
é fazer as cálculos) de onde,

C-sttLtçn.Ç«l) . : -rLL(Çe,.Ç-a-) .Y.. e-":C h(r.-'-i)q))[Ç)

0

A

Fi.nalraente
{.

(onde 

Em pcucas palavras, vale 

As rela:;Ões (f-> ) v ã o se- traduzir µor rela c; Õ3s lin ea res en Lre 

os co ei" icien c:::.s Cr- • Antes disEi □, associ 2mo3 a cada po ;-,to r Eà"' 

o ponto ~,r) de B definido por • O po nto r,r) 
i '- , 

d e scre ve um sub-gr u po discr e t ot do s ub-espaço B1
que vai ser 

gerado p e los vetor es 1 
d. l 

. Agora ,o produto e s ca-

ç a r r. x nao ~ outro que l(x, '0)} • Es crevendo Y V, e ra v e z de<. 
r 1 t(r) 

temos: 

o qu e 

Essas r elaçôés perm.etem calcular, por recorrencia, todos 

os coefici e ntes a µa rtir dos 0, para os q uais, Lr) está no 
-\<n l\.: 

do ni nio fun dame ntal·. ·o .:· r <- d _, t,- - -

V-emas que temo s d,- - dv, c oefici en tes arbiLr é r i os e que 

,/ · - / - d d . qu a lqu ~r s e rie solu ça □, e co mb i naçao linear dess as 1.---- h 

s-é°ries bá' s icas que 

Ainda falta d e mo nstr a r a co n verg;nci a d as " , series thet a : 

dado um po n to a do domínio fundamental, consider emos todos 

, 
os f(J \ tq i<[) 
pelos t, __ t\-, 

seja congruente a a modulo o sub gru po g erado 

• . 

Temo s: 

deµois 

é f a z e r o s e á leu 1 o s ) d e ov--. d e.. : . 

F in a lrnent e _-
e 



g

sendo »

J

/

/

X(n: LCÇn.Çn) - L(Ç®.Ç6aD - Lh-".>:si

Cür:lo a pa.-lte i.iPagin.aria de L(çu.knD J estria.inerte positi«

va para r tCo-o),vemos que a signo ig)ÜQx)=2-tli.&Oair- é uni.fol

Fremente con\.ergento. A convergência dessa serie.I'exulta.

entââ , da fato de que a parte i.nag&narxa da matriz '(Jk&jK)e

un\a faena quadrgtica.nâõ degenerada ,defi.nada post.uva : seja

K o tnenor valor' propri.o des:a t'orína.podemos conferir que

Vi/ O<F<.n!; ,e para todo ccmpaàto k.(E ,exi.ste urna constante

C.K>O , +l essa serie e'/majorad= te=mc} a teca)o enl K, pela

serie'' ' 2' GREI(xl+-''+xê) , cuja convergência pa.ssal'Calos a deínons

t.par..tanben.

dén.

0

«.

Qiç \Qr) Q2 1',X : êUt(Àa')' Zf'x) J.Kt L(Bó\faÜ -.}lrCaZi-Z.i) - L(ka.ç.l} +'L

l Ki)Qr) ZHI.r.xl -Tt]m(X(-) k zr.x) -K ]l«.( LCit«.Çd'r 2.vj(ZZ3-zii) t
le .e, 1 : e e '

é.'q [ C' ( ÇQ). {ÚD) '} ?I-rI]«...(t4. -:ZJJ)] eX'd':

Li' e' uNa forma qucdraLxca definida positiva, o que i.nP].ica

quc cxi.stc uma Reli;--iz urii5áx i-a F tq LI' b'era dada pela Hi8+.Flz

poh'-''. D . í--' di'g..;! ü: (l*o ~<.) %«, «.»':

C(So~.9.D :-(ã,--~ ;â!'' D+P t( b.--. bJ
seja: (c.---. -'«): ('xa.,--..''z3.)P -::::::9 C'CÇú\.\nD;('---'-( '..'.

-o C(Ç.,.{ol)> «i:c: '''' : 'T:=.. .... 'i ; -«M'\

-\. E'? : h(ã .IÍ)f'it:k(}.. .?.)\F:l-$,=Z:..'

t--G'',.\''D )'' ht.::'' :: s:2..J' , ''f: :.

«.)

(:)\../

sendo 
"' 

À (i) : L l t(r), ter)) - L (\&-) I f(o.)) - r (r;-o.) llj 
J"I 

va para r f(o·-o), v emos 

memente c o nvergente . 
/ . 

serie, resulto. 

então , do -fato d e qu .e a perte i maginaria d a matriz '(dk-~j1<-')-ê 

uma forma qu0dr~tica
1 

nâõ degen_-erada ,defin ida positiva ! se ja 

/ . 

~ o menor valo r proprio des s a forma,po~emos conferir que 

4t~ / c<.f <. n. ~ > e p s. ra todo c c mpacto ¼.e. E , existe uma constant-e 

d~ 

C.\l:..)o, te.r essa strie e
1 

majorada termo a -temmo em .K, · pela 

/ . 
serie cuja ·" . converg-encia passaremos a demons_ 

I 

tra r •• tamb em. 

C' ~ uma forma quadr~ t ica defi n ida positiva, o q ~e i mplica 

que ex is t 8 uma ma t .:..~iz uni tár i. a f tq L'·· vem dada pela matriz 

PDTl, sendo D · a fo rrna diag o_ nal r-- (o(' ' O ) 
'...J ::: 0 '- o(1'1 Com O' ... -;, O L -:1,-,V1 

11
(1 t) 'tp '\: 

L \.)(t), ~(.r)) °: . ( ;f,·> - \ ,.d:)' D (.~ 1 ~, ~ ) 

Seja : =--==-9 

O(.<Í._ ~ V'f\i'rl . O(, 

1 !,~ ~ ..... 

1..o- 'Sl 
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t-.'(\.».\,l) .* 2.-sl-=. Ç?%;:y > Z. ( õ'j*' y.) - q. '> (
- J.bi

Gbsel'vaçãõf a cünvergÉ;i:cia da série 21 .e'S(->-.1:),iurtto co:

critli'io de !#eierstrass ,i.mpl.:cem a convelygncia uíiiforri:

nesse compacto K, da se/rie theta. <g)ç..

Vamos demons orar eal seguida a convergência

5e 3 ,bstitui.:mos r.+--'r« ?'í «,«.l.:Í ,obteremos um Rumara nabo
' tet ÇU

Pa!'a um dado )b)o,vdrnos calcular qu=n+-os velares e..- f.l (: a

cumprem a condiçâõ: w'a,..lq\=ra.Assim sendo , vamos supor r.=!h\r},

então p ra hi!".-wllrttv« , ou seja, cada unl dos n-l restar

tos .feri: 2r+l valor== passíveis.

Ho total, tenlcs , perinutando a co03.danada

].or !ur\ , menos valores do que n!(gn+)''
. ' c-o

daz/ que v.:le : ) ccS('':'--'r.') g. Z Cnl(.In+!n-\ -Xm'

..; . ;;::; '"'Tt. : Z. .«,.;-'.;;": , : +Eh:qM5''.--'3. ,:''.
';:' '-',' '.'-*,': ''';'(i'':,\. ':,.t«.o & C-.b) "'. eQ,Ç'

y l?l-eg-e=:2 ao teorema 3

Propor:;çao 6 1:las hipóteses do Teorema 3 . existe ums tun-

çãb theta, tlo.Loínorfa)F(x}., relativa a L(a.]) e K(1), cujo conjun to
% #pn'# d + f . ... 1 .. jp. .. . n. .b ) .H ...'#lp\=+ nn .de zeros íiã:

do grupo

«..Í..J' K, p..,.. ./ "'",R- '-.k (óS' V)'> ($)
> [ #j ..'.

11 t"' +. '7 t'"'x...
C4

vüque QJ

e n a 'ce 8a C

eZ -st.)-.C>/da serie

da proposi;=b 4-'g sabemos que o dxu3.scJr duma F(x.)

relativa a L e K e O nàÕ e' invariante pelas CI'anslaçoes

de nenh=nl sul:-osp..;o '/:l5c--áal ,)=áp:'io d= EI.

de;i! . :

u,-,-, 

Observação r a CI - · ,a 
/ . 

s erie 

I 
cri teri o de We ierstrass ,impl i c a m a conv e r g~n c ia uniformB, 

n esse compacto K, da série theta. @o.. , 

~ / . 
Vamos demo nstrar em seguida a converg~ncia d a serie 

/ 1 

Se substituirmos um num era m al..Oí 

Para um dada h)~o,v 2maD c a lcul2r qu e nto -s vetores (r,- - r,..., E:~ 

cumprem a condiçàõ:: l'Y, Q.. )<. 1r.1 ::r"-Assim .sendo , v amos supor 

en tao i-Jara 

t os t e m 
) 

2 r - l valores 

, ou sej a , cada um do s n- 1 resta n-

I • 
po.s s iveis. 

No total, temos , pe r ~ utando a coordenada que ~±inge o v ~~ 

lor + m , menos ve to res do que 

d a{ que V.::l le : 

/ 

ma s a_ serie 

L 

M:o "'-,-.~:: 

essa s e rie converge. (\sio <'...i:-,1e..r,o de C,,..., c..ll) 

Propo s içao 6 Nas hi p~ teses do Teorema 3 , exist e urna r u n-

.çãó thet a, holornorfa / {x) •, relativa a L&.,71 e 1<(?', cu j o c o n J un to 

d e zeros não é invariante pc:J ra nenhuma tr é.n s l açáõ , t·ora as 

do g rupo r • 

da ;:, roposi -~co 4-~ sabemos que o d1.v .1 sor ciuma F(x..) 

r a lativa a L e~; t O, nao ; inv a riante p eias trans l aç ; ~ s 

d e nenh~m su ~-es~ - iº v a t c r~al 
,. 

;.n:o ~ ::· io d e E. 

.,... 

l.,1-'l. 
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Ventos dssQciüx- , en'tâb P a cada solução F(x){ C , .agl'uPÜ
n\

discreto .r de translaÜ5"ês que aeixan xnva.ri.iate o CGn.junLuo

cle ze:os d e F(x).

F(x) e uma funçâõ treta relativa a r' (e es funç8'6s L e K)

Dêm.: sejét Gex) uma funçab theta re].atiça ea grupos que

admite o mesmo di,isor que F(xl; 9r e uma funçâõ treta

trivio]. ( ].emblemas que a noçâb dc funçâb theta trivial. g

independente alo g=u?o [ se F .tem ptJsto 2n) ,então pede:cos

normal.izaf G de maneira que (nZç: á. . 0u seja, F é uma fun-

ção theta re].aviva ao grupo r e e imedia+uo que as funçocs L

e K li.gados a r sãõ as }nesnas que p:lra o g.rupo r

Desigílsmos Ftir '(J(!t.L.\q o espuçoCvetcriül düs f'uíiçâ'ês ti\e-

ta li.çüdas ao grupo C .e às fun:;â"ês L e K: 5e r e/ UN sub-gru

po próprio da r , U(r'.L.k.) e UR subespaçó vetori=1 de U(r.l-.k.'>

cuja dimensâõ divide estritamente a dimensâé) cle TJ(.r.L.K), por-

que o quocierlLue dos dois pffaffiünos é içiua]. ao Índice do suis

r ..t- rlçi'u po L d e J

Dado o grupo r 9 fados os possíveis l\ sao enumeraveis

a cada um deles corresponde um sub-espaço ví3toriül próprio de.

UCr.U.K) ,porxu=nto um sub-cspai'o fechado sem pontos interio-

res. Pelo Teorema de Bai.re U (E.t-.K) nâb é reunião dos (l;CT'.L.XK3

logo existe FQ-)e'ü(r,L.k),que nãõ pertence a nenhum dos U(.f'.L-.k.'l
c,a.C)

/

VaJ"\10S associar , então , a cad a solução F (x) f O , o grupo 

discr e t o r' de tran sla,;õss qu 2 aeixam invari..mte Q c c: njunto 

de zeros de F(x}. 

F(x) ~ uma funçâó t heta relativa a r' (e as funçàés L e K) 

Dem.: seja G(x) uma funçâõ theta ::c.elativa ao grupor' que 

admite o mesmo di~1isor que F (x); 
I 

e uma funçâõ theta 

trivi a l ( lembremos que a noção de :funçãó theta trivüil ; 

independ ente do grupo L se p ,tem posto 2n) , entao pcde:,; o s 

norm alizar G de maneira que • Ou seja, 
I f e uma fun-

ri / 
çao theta relativa ao gr upo e e im ediato que as funçocs L 

r i 

e K ligadas a sãó as mesr.ias que p ~,ra o grupo r • 

· Desigriemos i-' □ r U(r,L.K) o espaç.o ([.vetcrial dus fu nçôês ths-

ta ligada s ªº grupo L ' e às fun;Õ3s L e K; Se r I 
e um sub- gru-

,, f' U(r' \ po proprio de , _ ,L.l<.1 e{ um subespc1ç6 vetorisl de U(.C,LY.,J 

cuja dimensãó divide estr it 2me nte a dimensãó de TJ(f,L,l<J
1 

por-

que o quoci e nte dos dois pffaffh, no s é 

grupo í' de f 1 

• 

igu a l ao Índice do 1 suo~ 

Da do o grupo r 1 

, todos os possíveis r / . 
sao enurneraveis 

a cad a ·u~ cielss c or r esponde um sub-esp a ço v e torial pr;prio d~ 

.portento um sub-espa;·o fechado sem pontos interio-

res. Pelo Teorem a de Baire 

logo · existe 

U (r, L,~) não ~ reunião dos 

--nao pert en ce a nenh um dos Ul r\ L..,V-) 

c,o.D 
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p'r/STEiqr:l:. DE Ftil~ícÕ3S Ê.BEI.IA:{.s SOBRE u:.: TORO NÂO nECEiJE8it.PÇ)
i:;';;;;:i;;:f-+ ; i: -} ; .i 4: .} +++ -} + + -} -} + -t++ -+ l- -} -t ++ -} + -t -} -} -} -} ++ -} ++ ++ 'b -+ -+ -} -} + + -p -t '}

l)afins.cão : as funoãês mero: orí=s en ãl. e« invariü.ates por.r

(subgrupo .d-e posto 2n,de (f) sã't) i-dente.fi.c:.d=s coam es flui.;aês

meto:ROTxP:'s e:n uV e denoai.nadam ]ll1:39gi:.:!.ezianas .

For::!?m un corpo que será clt=.nado .A(E,r) . aá foi. demonstra-

do que tod.a fttnçã:b abeliana e quoci.ente de duas funç8és thet:..

h.olo:llorfas.

Toro nE'o def'e:lerá.do :.ssocild.o a, u..n 'Loto de:::ener;: do
nn rO n P-»P +n+0h-=8nUW n n n

].e=brelaoÊ a definiç::ão d.o sub--ef:ip3.ço G-vetorio] l.r,].usado a

E e a í' : seja ã.G.c ) o conjunt;o dü,s í'or:=iê].s "?Cí-l) R--bilinea.res

a.].ternrda.s se'Dre E, a Valores: i1lteiros en F"r e satisfazendo

c::ndi.ç6ês (1') e (11) ({C a):'tQ-. h) c (*]..)),o ,'J*.eC'l.
O co::.jun-to dos :ÇCE tq ?&.IÕ:o.à/?ç11GC.r).e wn sl.lb-espaço

t-veto:.i.al que ch.a;«a.renDE V(E,r) ou s:t:n.olanente V

Seguido uma ba,se de E :Forma,da por el-e:alentos de unte. base de

.r , a matriz cox'respond.elite a una 'fC àCÉ.f) qu8.].quere ten coor

dela.das inteiras e e =.ZLxüisiHct:'ic=. baÍ qt:e que exi.ste un con-

junto finito'l.'q.--qnl tq o resto das for:'!as s=o as l, {aq\: .qe-q\

o q.ue inpli.cc:, que V(E,P ),g o cona'lato das soluçâês du:n riste:la

í'ini.to de equaçó'ês "qi('L.")K)':.o , \ÍtÇ-

Seja, "t;L-ti .'"keE(E.'r).e \7 o sub-espaço lidado a "f , ou seja

'; = jl x/'"t(x)-):o\ ;nattu'ü.]í::ente que VC v . i:.o,s se x..S'/ . "t(\,.]4:o-o

2.."?icx.].à:o , e co«.o Vi. . {:(\.'lO)o .-:oV= ,''?:Cx,)x)::o -::::C:> x. ê: V -o u'c''''' c,a,D

Conclui:nos que V g ta!:!ben o stlb-espaço li.üp?.do a u:n elemento

])ro'-o=!n;1;') 13-=q e o le:!:' se.g:.l!:!te .o s-lbu :.z'u.-

l-w

d n 'br= C 0
/ ' - /

~f•·L,\o YI 
EXIST.:t·ICL,_ DE F llNC<J3S ~t:~JELIA3 .. ,.S S OJ:3RE U:.: TORO N .. f o D::;GEI·-fERADO 
+++++++++++++++++++++++ +++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 

"' 
( sub,:::r.).J)O ,d e post o 2:n, d.e. ( ) silo i c.e~1tif ic ;: .d~~ s co:T: r::.s f1..rn ,; ões 

"' 
mero::-~or f 2. s em ½ d ' " ~ ~ , ~-

e e n o~ninao.a.s Iu2.1ç o es a ce-Lianas . -----------------
Fo r ~!:c= m u□ corpo que seri c ~E-- :-:1ad o l-. ( E,f) • Já. foi de:ionstra-

,/ 

do c:;;_ ue toa.a funçao abelia112~ e q u oc j_e;:it e o.e du::-:s fun ções the t s·. 

ho lo]:orfas . 

Toro ~~o dcc e~erGdo ~s s o c i e do a u~ to r o decener~do 
--------------------------------------------------

~-vetoria l V li ~~do a 
l '--' 

:s e a r 
a l tern~ da s s obr e E , a valore ~ i n teiros e~ f~r e s 2. tisf2. ze!.1d o 

V-ve t or i 2. i que cha':12.re:no~J V( E,r) o u siL1:~:üES-.1 ent e V • 

Se gm1cl. o u ma b2.se de E forrna d:?. :por ele,f' entos de u:11a base d ~ 

f , 2c I!iatr i z c orresp,Jncl.e i1 te 8. u:-;m iE ic~.r) qualquer, teD coor-

que qLle e xiste u~ con-

, l ,..___. 
ct.:.i.s so _uço es 

fi!li to do e qv.s. çôes 

ou sej2. 

,..,.., 

=o 'wcV 
C-G.l> 

,. 
Co~c lui~os que V e ta~b e~ o sub- es psç o lic ~do a um ele~ento 
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po V+r é fechado e a ima.gene de r eum tl)(./ é discreta.

E'eorena l Para toda funç:b abeliana feA(3,[), o v'a]or de

f(x) de.?ellde sÓ da cl-&s;sc de }; í:lédulo V(E,F). Ou seja, o cora'o

.à(E,[') i.ãeHzüi-Í'i.cz-se coE] o corpo 'í-(Çi .r'), se11do I'' a i.::ip.:ge=:t

(discreb..) de r em qQ

dem. : f e q'uociente de du:-.s funçaês treta. }aolo:norfcts que

oodenof: su-l!)or nor:na,]-i.za.(:as como p:.ra ap]icfr a ]l'roposiç:ib 4-V;

loco essas funç(Jés' thet3, se depeitdem dtt cle.sse de x módulo V.C,e.O

;12s;€3;D:::.gg:a : o toro t2,/[ e' dit'o nEÕ degenerado se o sub-esi)aço

v(E,r) = 1. O S }To caso Cera.]-, o toro deí'i.Rido por C/y e o gru-

po r (i:ne.gen de r ) e' n:b degenerado e dedo;mina--se iEg=g..nS:a

ãe.'e:tarado as=oci.=.ão c:.o toro (5.a,do. O Teorema l post!'a que o

co!'po das fLullçãês abelianaís nun toro i;á é isonlorfo ao corpo do,s

funn.çõês anel-i.arie,s sobre o toro ne.o degenerado a.ssoci.a,do a (bzr.

Observa,çâlb: foi deraonstrado no começo deste capítulo que en

todo toro % ,existe wna''te©CE.F) tq V(E,r) :\'"CE./'PQz.j0:O\;

da,Í ql.le se o nosso toro e' degenerado. sab.anos que vai exi-sti.r

«é E(.E.F) que cumpra a, conde.ç=ó (11'): Vx.(E.-lo\.'f>,)x)>o.

Fxemnlos de toros degenerados

Seja- E , con una está-ÜtuTcl complexa da.da por J, r (élg'upo de

posto 2n) ; considere:nos o conju-ntó de todas as 'e*.t.a-bil-inea-

res, al-tornada.s a va.l03'es iates.ros sobre I'''r e ql.le sa'tisfaze:l

as condiç8ês (1) e (]J-) ( ]C*.'7): 'FCn.-.]}) e \a.]-)>0 à/v..(i:e:)

v seta o sub--essa.ço '=-vetori-al- dos xeE / {(K..P;o -VICE e, yfcl;

{lJ-vetori--l dos xCl! / 'ft..\.-i~l::-o V)ee.:f s;'

,o a collã:!Ç=o (1) ( «(*.

== el+ +P-+

n- aP«W+== en »ne4 nPPq

+

U

o sub--esmo.ço

Vt s-!'a o sli.])-'-es--;:,;o

-Eic.fa.se?ldo

x eE / {U..P ;.
x €11 / '?(... .\ ::..

]

T''\
l '' ./

<( 1. 1.] )

po V +í' é fechado e a imase í!l de r em o/v t discreta . 

'.L'e or e:1a l Ps.ra toc.1.2. f unção ab e lü:i.112. f E .-';, ( :s ,r), o v2.lor el e -

.h. ( E,r) i ú ent i f ic 2.-se COil o corpo A(¾ ,r•), s endo r' a Llé'.38::1 

( d i screto. ) de f era r;_/v 

dern.: 
I 

f e q1:i.o ciei1t.e de d1.l~1.s fu~:1.çoe r> thettt 11010:rr orf~~~s Q. lle 

oode r:1 0 :::: sunor nor:n2.li za c.::1 s como ps.r a a 1ü j_ c 0'.r a r.,...c o:p osição 4-Y; 

dé~ c l 2. sse d e x m b c1 u l o V. D 
,:G. 

Defini ção : o toro 3/C I 

e d i t'o não degenerado s e o sub-espaç o 

v ( E,r) =t o) 1'1 o cas o 6er[1. l , o toro definido por Etv e o gru-

po f 1 
( i :n2.6 em de r ) I 

e não degene n].do e denOi:üna-se to:r- o não 

de ~e~erado 2s ~oc i 2 do a o t or o ded o. O Teore~a · 1 ~os tra que o 

c or~)o dérn funções 2-beliai_as rn.~1 toro '!f é i s omorf o 2.0 _ co~:9 0 d2.:r 
.. - · "' 

fU_;_1'JÕes abelianE.s sobre o toro n2. o de g enerad o associ2.c1 o a Yr, . 
Observação : foi demons trad o n o co n1 eç o d.esté cap Í tul ,J· que er:i 

dr,.í que se o nosso toro é à.e g eners.do, sab.e~1 os que va i existir 

Exemnlos de toro s de~ener2d os 

Sej :=). E , CO ~íl l UTia estrütur:::: complexa C. [td2. por J, r ( grup o cie 

posto 2n ) ; co:c.sidere:nof; o conjuntó cJ.e todas as 1i.>:,1\ B-bilinea-

r e s, a lternadas a v2lores inteir os sobre r,r e que satisfaze~ 

a s co n d ições ( I ) e ( II ) 

/ 

V serc. o sub-e s pcç o 1f,-veto rial d os 

s 1J.:) - e s:::-,:c:.90 iT'-vetori~ .l elos x f:.E / f i'-,; -.\-:. 0 
· /' 

I /' ,.. r. 

co ::J. C'.!r'.di~::::o ( I ) 1 ·i (.:,. ,-1 1 :: i[ l .. 11'; 
\ 1 • ' Í 

v .... :::.r:: ,J.~ 8'' -
J ._ -, -, i 1 _ ... 

\, ·, 
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E evidente que V'CV .Vamos dar (no caso n=2) doi.s exemplos ;

no l!)mineiro Vt = E , dcn.l que a forte.orí, Vt = V = E e no seoalnldo

1l O\ e V = E . :Tos dois casos toda {ulçêt) abeliatla e

instante e todo divisor no toro e nulo. (.liofcl.c 'V:t)'
Daõ.a 'una 'oa,se con?].exa de E (formada por dois vetores) , F é'

gera.do por 4 vetores cujas coordenadas sâb: (L.Q),(o.l).(.üc.t,J).ria..tbx;a..b

-'". ::*':"' '---«'. '-«;. »-««: ,; ]'.p:'*. *,,(1; :)({.) ,
cu.ja parte inÉz3inaria. tome valores i.nteiros em T''T' (y;

reais porque a matriz correspondente a urna forno. her:nitiana e

herniti-ana ott seja vale a.;i: ãj; -o ''.;::ã;: ::o ...é:&). (G"'*.-").

Essas conde.çoes sobre E ,].eva:n 'às seguintes equaçãês (unü vez

a[?ligada € nos geradores : (ir ü"=rr't (g) ü'"(.'-'l-ç0 :m-z, ] O -'.a.+'r'b=ht

6) Kt tJ''d;v'L ] (S)u''o.---,..b : v'b ; © u-'c,*wJ:"u . "-,''~..''b.n..u;n.eZ .i;«,ü..t'l

a,J-b(, -rfaCtoa,..\, e,nâdlo Q} e (2) \«-ft*Ü.w' J'"':O l

ç.(ãl> : Co-d-bc)w : Óü -iD«-. \ a.©- c,-(9: Gad-bcl)a"' : -c«..+'»"".

Q, Ç-«...\-enk.: ,...©- c.e) ! GM-bc)w:-cn,' &'',

C

:'1

)«Í 'l"e

d «. ; -b-*

l?rí:aei.ro caso : sl.tponhe.nos a,b,c ,d l i.nea.rmezate independentes

sobre o coroa Q dos ra,dona,is ; a igualdade -CnL+qv\.

implica ai:o. lsi.sq , logo u,v e w s?itt) nulos :t' g. --- O

SeFI.indo caso . : su-DoIDa.amos b=c e ã,b,d linear1lente i.ndepend.ei.'i-

res sobre Q corpo © dos racionais. À. igu?.Idade -c.n.+Q.nL:dn,-b,\l,

i.aplica "\.:'\.:o e n.:«~. (nl.e,n. arbitrários)

I'ortanto ,todos os Ê ;;âo mul-bipl-os de \ina í'or:n=. her:li.tl

cuj-s det.erma.n:;n'ke u.w'-t.í'bd-beta. Logo se = e tq: é,Cx.l)=o VnÇÉ.

-:::'» ,:. ,. /" J'~. :/'\ :;o :l'':. "-):'lo.o) '''.:.ç. . "'ul,,. .'' '\ e "'':"
\ ' ''' ..f' t...r,, ~0; ' ' . q<'J' \'''/l;

lnq5

e V'

I 
E eviden te que V

1c V • Vamos dar (no caso n=2) dois exemplos ; 

no prir:1eiro V' = E , de,Í que a fortiori, V1 = V = E e no se0 u:11d o 

cas o , V = l O\ e V = E . I-To s do ·: 0 ca s o~ ·t·orl,:-, -f' u·-1°~0 a,___e 7 ; 2:r10 e 
_ )....1 ~ ,._,, • -.,l.c...,,,,. -. _..,._•./L•.- i.J .J.....:... ,. _L.(. 

Dad.a u:na b2,se c o~nplexa de E -·( for m2. da por doi s vetores) 
I 

e 

gerado p or 4 v e tore s cujas co ordena das são: (i,o\ (0,1) ,(•:t.~d) ,UG.. ,~h). 9- i,, 
l ' 1 

;E-l'r. Esta;:1o s -or ocurando for 1:1a s hermi tüm n s <1,()(,1)-=U,, X..1.)(; -r)(!') , 
v,! i, 

cu j a parte i r'.1;:.:._::; ina rit:L tome va lores i:nteiros em r ... r ( :g e Y. sao 

r ec.,,is p orq_ue a matriz correspo.11.dente a m!l.::.1. for .m::-, her:ni ti2.na ~ 

her~it i ana ou seja va le 

Essas c ond i ç oes s obre~ ,leva.:11 às seguintes e qua ções ( una vez 

Ove -
1 , 

?ri:1ej_ r o c 2.s o : suponhamos a, b, e, d linee.rmente i ndependentes 

' 
sobre o c orpo Q dos racionais ; a i gua l da de - C,'t"t1. + O.V\ t :: 01'1:> - !)Y\y 

, 7 • 

l nlILL J.C S. l o o-à u v e w 
o ' 

----S éW nulos ':::::t7 ~ EOeV'=E 

Sepundo ceso : supo~1amos b=c e á,b,d l inear nente i ndeuenden-

l'ort2.nto , to dos 

cuj c de.t.e..,rn i.;_1. ,-n te 

(V-- ..r \ 10\ 
=fJ ~r> X , .· ', -

~ -
'- '-" "",, , O 

' ·( \ "->.) 
' 

-:. ·· o 
. ' o; 

' u.. .r \ 
e 

~ -r W,' 
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ji I'. ad (; :1) : ''-':''' :F'

3e =].á= disso a,b,d sgo tq aé!--bc O (ek'ra-

cional) nenluln ães=es satisfaz a co:ldj.çãb excito a

forma ideriti.ca.mente nu.la .Isso i'npl-ica V =E

Teore:np, 2 se o toro TF': 1%, g' nã:b degenera,do, exi.ste uma

ftnnçâb .abeli-ana f (i.nvari.ante por ç' ) tq r seja excito.!Dente

o grupo de todas as translações (jue deixam f invari.ante.

Âtgm. diabo v'a::!oí; prova,r q\te existe una, f tq l\ seja o maior

grupo que deixa'fixo o conjtlnto dos polos de f.

Para de:fionstra.r o Teorema 2 precisamos prover o seÍ;ui-nte

].ema

l;ena Seja .F uma funçEt) hol-omorí'a ern C'(periódica ou nâ:t))

Existe }lé.Ch tq e,s í'unto-es F(x) e qb);F&-R,sejam pr:L'l;:ts entre

si.( i..e. : os co«.j. ã: 'eus .ero; n& tên c.}-pon ::t.' i-rredu-:.-o.«Ú«)

IJc:l'oTc:.'ios a de!'i-:tiçÊlb de variem:de iTTCdU'bÍI.'el- .de cedi!:le -.s6:o l-

a variem:.de X e i-rredutÍvel se ]g Yc X V=tx:. f(x)=OL-PY =x
o co11jtznto dos feros de :' se co] :i)8b dtt:na, fE:=lÍli..a, e.lu=ier=.ven-

de vara-e(;=.des i.TTndtltÍvei-s ni. .To:Belos Lua ?orlto el11 ca,da Di(''teD:'~

Seja b uma transia,çEb que leva Di, eül nj 'Esse v'e'l;or

pertence a :-ul dos conjlimtos [-xl (tra..ae].ada,do d-e D por .x..;)

visto çue bl'b: bj -0 x;ç:Dt :. D.i-b -# ]'let)j/ vi:l-b A::::D b':l-x:Gbj-à.;cb-Xi
fh,s os conjunxuos b-n sâb subco)ljuntos í'ecii:;dos de (< sem pon-

to intéz'ior,ja que têpt dirnelns=o coinpl-exa n-l (no

Pe[o geore:;i=. C.e .Ba.i.re. C , que e co:.i-Í)].eto, :a-:.o ])ode ser reLI--

1-1j.=o dit.:t 1111::e:'o e:':l'.'Re .'ve]. ãí'. coil jl.li!'Lóc É'ecl:: dt) -scn::: j.:!-L(',:'i-or ::.{}

-:o u@-'*D Ç. ú:

i;rü,n.sla-

nnáki.íao )

Bai-rel 11:.o

edil juilLóc É'ect'e]. d'3er

': ..Ü. e*.d. h #l UCD-*.i)d

/ 

. ~e 2 le= diss o a , b,d s20 t q ad-bc O ( e~ra-

e ional ) ne::úu:n des 2es s2.tisfaz a condição exceto a 

forma identicamente nula .Is~o i mpli c 2 V= E . 

Teorem::,_ 2 se o toro Ti ::: Vr, / nao de i enerado, existe uma 

função abelia na f ( invariante por C' ) tq r se j a exa té.1.ment e 

o grupo de todas as t ranslaç ões cj_ue deixa m f invariante. 

tq_ r s e j a o :-n2 i o r 

g rupo que dei;;:a · fi xo o c onjunto dos pol os de f. 

Para de:nons tn'.r o Teorema 2 precis:JJJos JJrove.r o sec u :i. nte 

lem2. ; 

Le ma Seja F uma iunr] ~o hol on or f,:-~ 
"' I 

e:--,1 <L ( periodic a ou não ) 

Exi s te h f_ (j;" tq o.s funç oes F ( x ) 

irredt:.--'cÍ ve l. üe e oél i n e --. sõ:o 1-

a V8.ried. ~·-. de :X: e :i_rredut :f. ve l se V Y e X 

O cot1. j nnto à.os 

d.e iYT Pd.c.1.t Í v e Í 8 

Seja b uma tra nsla ção q_ ue l eva D~ e ;11 D; . Esse vetor tru.,:rn l a -

c a o b :ç,erten c e a u:n d o :-, con juntos ~ - ~~ ( tr::u~l a d 2.clo ele D por .·)'_J ~ 

Mas os conjuntos são subco ;J_ju_ ... "l')_t os fecl1,i.dos ele (t: sem pon-
> 

to i nteri or I j ~ que têm dimensão c o ,!1.p lex2. n-1 ( no m~xir:10) . 

:n i é.o 

U(D -·<; <t=, ([' 
t <e: r: 

h f \J(D -~,) 
i. &r 
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Obselvaçâb : con\o qC e nilb degen-er;.:.do ,vale V(E,r) : l. Ob :::P

exi.ste e TECE.T'") t(l ICx:lK'l)o lfx o; c-.plic;ndo entgl;b, o 5:eoren=.3-q

e 3 :)ro.?osiçao 6Í'! , s=.be:::)= qüe e;-=1=i;e u.:11a. fuulçâo t1lei;:- r' f

relativa ao 3rlu?o r e tq o conjtunto de setas zeros

n:b ad:note outro ])erÍodo, fora os el-ementas cle r .

Se h se,'Lj.sfe.z 8,s condiçoes do Leda, a,nterior, as fwnç6ês F(K..bnrl

e' (f:«$ sÊlRO Fria?'s entre si.portanto o quociente í:B1lllç3:.4-) ,
iHv=TicL]'Lte por E 'e tq l\ seja, o maior :rufo de tralLsl-açõ'ês

dei.)(ando inv!:ri:.nte o seu conjün'bo de l;)ocos.

den

ho].onoz'fa.,

.\.'}

f(x*«) e
n'itLCx.«) ' } L('-.u.) ' Kç,-i3

F6)

-uit L Cx*\~.u) + à, Lí.u..*l-t 'a . FCe
-h

F( -K +U'.t- ..")

F Qx+K) :- FGF..k)+u] : 'txct LLK-h.'~) + {LfB.K} +.íUR

ç;. «-*«$#e. .
.m:L G..h .\A)

!

F.!..,«) ç'(x-'"õ

q..,. .«-:\..o..'õ

0

--n :::,.o degener;: do , v o.le V( E, r ) = l O 'i -=-P 

holo:~10 :c:·fo. , re l a tiv,:..: a o -:.~rup o r e tq o C8::l j lmto éie s eus ::; eras 

nf:o ad~:1:i_te ou·t ro ~) er í odo, f ora - os elementos d (? r . 

.__ . 
sao pr1m2.s ~ntre si . Portanto o quociente 

f0~\.,) P.,<_-1,) , 
f=---- e 

. 2. 
\.~V-;i 

e to -r se j o. o m2. i or c r u_po de tra nsl2.ç õés 

d.eixanúo i ::iv,~ri c n 'te o :::eu con júnt o de ::_1ol o s . 

detn.: 

-l.rft[LCx..,v.,; --1- r L/_1,1., 1,1., ... k,,,._~ 

- e . \=f!-J 

-:2Mêl L ( :,.: ~l,,u.')+ i. Li_1,1 _ _, ,._)-f l,:__,~J 
~ {:'(K~ 

_\,., -

-"},i~ L (-\., ,\A.) -lri,.C 
e ~ e 

n o._\J 
\.-



Capta).,l. V$.
ESTnUTUR.\ ])O CORPO ]):LS FUiíC'(iÊS .ri.3E]..].;::íÀS SOBRE U..! 'a'ORO

';t) i)nzj.=:.1'=!?.. :i)o;
'? .F '+ 'P '+ =.- 'Ü '+ 't 't '+ -+ '+ -r '+

'Fa'~T''",;' 2 O .GorDO : -(E,]') d:.s í'uiacõês abe]iü:ias so])re Lun

toro nl'3 de::entrado,de dime=cálo real 2n,ten grau. de trascen--
n sobbre o corpo dos co:=nlex)s .

ai.s prece-sa,mente : ;.(E,r) é waa. exteas=o

do corpo da,s fra.çóbs raclon:.is de n vara.áveis (a. coef

Devemos uor'-tanto éeí!!onstrpr' d.oi.s fa,tos;

le) exi,tência de B: :f«nções at,el:canos Ç.--- {«

ente i=depe11ãentes ;

2e) toda função abeli;zn=. satisía,z w:la equação c:.legbrica a

coeí'icientes racionais em ;., f. e de grau i--:fer.ior a un

húi:toro que depende só de lil.

De?oic. bf.:-st;a ap].ic=,r 'u] teorema clascico de cxtenst5ês í'illit

-'sobre un corpo C ãe característica, zero, to(ia extensa''o a].(é-

brica fi.}litak,e.gei'a.da por uln e].eí;lento primitivo ,ou seja ]\é K

tq 1{ = c(:f).

delnonsaüraçât) de

Teo!-ena 4 sobre ]].n toro ng.b de.c:enere.do õ.e dinensãb reo.l

2n , exi.saem. =. í'unçÕ'ês abe]io,nas &Qt-L].Íti.cü=c=te i.ndepe11õ-enter

(ou seja:cujo jE'comi.ano na-o á i.dente.c:=le1lte nulo).

Observa,ç51o: n fu.nçÕõs analÍt, index- s:Tt) a fortiori

brio?,:Dente independentes .

core::í 5 seja, o :aesr.to to:-o do :Core;l:: 4, â:-da.s

]

S

nPt3 W++ UH +n nae

J

dânci.

.nl obra
)

2ç!) é resu].to,do dos se:guüates teorc

n func8Õs alce

, , 
EST?..UTUR.'~ DO CCiR:PO D.11.S li'U~·-TC OES L3ELL,JA0 SOBRE ff .f 'J.'ORO 
++: +++: : :_;..+: : : : :· : ; ·! : ~ .. r++: : : : : : +: +: : : ++: : : +: T+: : ++: : : : + 

O corno ;, ( E ,r) d::·s iunçoes 2,belL·.~1::w s obre um 

·d~nc i ~ n sobre o corpo dos rio~plexas • 

c1o corr) O c1 o.s fr;:,.çõo ;=; r a cion~.ü,. de 
,.. 

n v ::~.rü: ve is 

1 º) existê.·:1.c ia de n f u.nçoes 2.hel i ano.s \, _____ \"' 
I 

a l g ebrica -

□ente i ndepe ndentes ; 

2 9) tode. f unçe. o abeli:l n 2. s a ti sí°r;'.Z w:1a ec1. u2.çao e. l f;ébr i e::c'. o.. 

c oeficie~tes r~cionais era e de 

. , ~ =i 'd m.1.2:1c ro <::ue o.e ·ne·ne:.e so e - -· 

/ 

De ::ioi c b:::.sta arlicc.1" :..:t.r1 teore:·.-:c. clc:'.ss ico de ex ts::1s :3""e s f Lli .:c·· :.~: 

"sobre un corpo C c1e z ero, too.a e xtensfo 

b . ~- . ' k ( "·. l ' . ·t· rica r1n1~a ,~ g era ae por WJ e~eu en~o pr1m1 1vo ,ou seja }{E: K 

tq . K = e ( f). 

de e 2º)· ~ resulta do G. OS s e g:..1.in te s teorc-

m2 .. s 

Teo r esa 4 sobre V....:':1 toro 
,...._ 

na o 

2n , existem_ ~ -- fu.:nções abel i anas an.:J.lÍtica:-:1ente i ndependentes 

( O i..l 8 e j C, : CU j O 
. / 

j 2.c o bi o.no n~o e id entic c·;7e rit e nulo)·. 

Observ~çc o: n funções analít, indep- SQO a fortiori, 
; 

2. l c e-

bric~~ente i ndependent e s . 

-1 - yJI 



l

f..!nçõês abel i.=nas algébrica.mente i.ndepend.antes ,toda outra fun-

abeli.=na, f. s!:=tisí'?,' u:na equação P(Ç..Ç.. .Ç«) = O , ande

'uu;! loolin.oiaio / O cujo 31'au está acata.do por l,!íR numero que

se aepenae Qe

C)bservaçãb : os Teore:Tt:-.s 4 é 5 ,indo!-!na-nos que se tS/b e n:õ

deSCRer:,do, no corpo .Â(E,E) ,ao noçones de dependênci.t: a11alz'tlc...

e a]-=á})ri-ca s8t) equ:í.va].entes ja. qtle se f- -- Ç.. aÉlb a:Lg

indep. , po(]Çe! o:. a,c:!o,r n í'unç )eE; anal.Ítict:s ind-:::. c:].üre í'.s

ftunçóbs a13ébri.cc.s gera.daF pel-as Ç. (!teor. 4 c' 5) o que

exi '-!' a'.!e f. ---- {. sej:::.r:l í',11f.].. indep.

dem. do l..'eoreTna 4 : basta prove.r a segui.i:i'i,e tnroposiç:::õ

h'ooosi-ç:lB seja. í'(x) :aCTo:noz'fo, en G" , dQpen'lendo e$'eti.

v;,mente d..: n v:-r:lavei.s co:-?taxa.( ou seja :í no,o é c:o':st.:-te

plc:lo de E ), e1lt3 existe:: n ve-Ço::'es \~,, ----.L.

tq f seja holonorfa en cada,hte que o jacobi.àno das run-Ç(sósl }(.+k\tl

seja / O na ori.3en.

ci:. ]P+oposi.çâ:t): a. dií'erencia]. (llí' a.soociê:: a. cada !tê E ,

onde :í é hol-o.:orla, u.=a for!:!a linear sobre E que safo, eocri.ta

df(h). Estantes b proctuP, õe e. vetores L.-- L. tq dÇ(\.).---KóÇ(h.\#cn

(porque o]ia)A.Ad+ÍkKI : ]$i\..i.dx*A-- ,\dx. ,sendo ]i.\..k. o jacobiano

das ! í'"-açoes } Ç(wLüjna ori.gen ) . Dizer q.tle esses vetores exi-s-

te!:l, equiva]e a di.zer que o espaço if-vetori.a]. d ;s for11'.s lide::.-

res dí'(h) (qtlê:rdo }i pe!'corre os pontos àe E onde í d' }!o]o.toro.':.)

e de ài.nuns:b comi.Í):exa n. Supondo que & dictens:3b é e:;i;ri.t;==ieilte

.e=!or atle n , v::::os vc q\te v:=1-e !.X~.gC--):o ,(X. {.ü.-oN,o q-.!e

p]. an o 'b C':P c o.).-t: r:-.d l. ; :'o

/

/

l

ç=b

grau e=

sao

a segui.i:i'i,e

e :: !! ! =1:.!=Q ãe E ), e!-tt existe11

cad.ü

C Oíti.;t:!-t'Ü C r'btJÍh

---- ... - - ------

I 
a l g ebricamente 

? é U .dl :9olino1:üo / o Cl) .. j O C~T['. U 

/ 

s o depeno. e de ~' -- +~ ~ • 

in.depen clénten , tocla outra fun-

a coü:.do 

Observação : os 1-reoremc--.s 4 e 5 , i nforma:-nos qu e se E;[' ~ nãó 

- 1 / , . ~ . 7 t e a r-:; eDriç: a Sê.3.o eon1v2._en ,es j '..l. oue se 

int e p. , 

' func; óe s pelo s ( Teor . 4 e 5) o que 

dem. do ~eorema 4 bs str, ) r ov2. r a ::.egui nte pro :p o s i çi'.i:õ: 

l'ro -:rnsiç20 se J C. f ( x ) 
\1\ 

~nero~1or f e. e :-:n (V dqp endendo efeti-

. / . 
n vr r1 a ve2s ou s ej a f n 2.o é (:o::,s t c-.nte 

O.e t- · ) p · ~ .j .. ::--o e:. , ' ...., .:.. t 1.. : .: 

sej a cl. O na I 

·---'.' ... . :i __ ·. Pro ~1os:i.çâo: ::i. di :C ere~1c i a l c1f 2.s s oc ic: 8. c o. d2. hE: E , 

/ ; 

o::i.cJ.o f e h olo :-: or::.-2. , 1..1.l--:1.a fo:c :-:12. lin e ~. r s olJre 3 r:_uc sern c:3c rité:. 

, sena.o 

das n f u.nco es 
~ . 

l r, ' r . ) D . 
(. t -~-'-c..·' '11!'-l 0,.,1 G"e •;·l 1 n °r" a ·L1e 1.J ~ - \._-,;, .J.. - 0 ·" • ~- '--' - - e s::.. e z v etores 

teu , e c:!_uivEle .'J. di zer ç_v.e o esp;_:: ç o if,- ve tori2. l d:,. s fo r rx-s linet:. -

' J • ( • ) ( ' • • " E d re s a i n qu~~ao n perco r r e os p on ~o s ae , on e f é }10lo ·riorfc. ) 

I / 
e à.e éi L .. 1ens8. o co:np s.exu n. 3u pondo que G. dil:iens~·o e e:::, t ri ts. r:1e11t e 

n ' 



3 vÍ\

dos d.f(h) á ne:lor que n:

Seja À = t 2-qdt:1l e :B -

C-vetorial l:óí(üy : :í é }l.:o

Co:no di.m t dí'(h)\) 4 n di:c.(--L) , exi.stc lu ele:3é=to ã,e B ,rx:;Ó

nulo e que anula l.ar(hy3 . Seja Z.):à esse elemento)(X ÀÕ:i:(o- .oà

te-o: q-e v:l. : Vh .«d. Ç.e' L«L«.,lu<1~ : ê:$n Jg, =x: àl) : o : Z., x:à:q:],õ

Daz' resul-ta que ;l.};iàhaÜ :o'Vice(lembre:los que o conjunto dos hcE.

o:lde f e' holonorfa é' tl-n con:lumto bens:o e:!! E) C g (bi'«' '«- e.s$'!r.:]

Obselvaç:lb: fazendo a raid.'=nçb de pari.aveís: Z. ; T.u- , ti: X;ut+u.

i. :2.,--.n ( eá''l««.os S«?...&.

ve=oE que a] ca]cu].o.r } , :X.à .ç-- -+ X...}:l

;;e:iQ::ytr:=ç5'o áo ='eoren':: li Seio.n s e t dois inteiros!.pos.

consi..:ereaos as (s'l)(t*l) :f\tnçõês anel i.r.n:.s CÇ.':(Ç«Ti-- (l..e''

ila«St,. K'l.z....) .V:'.:nos :noBtrÉ!.r que ,pode--se eleger uEn in.--

n
que pc're' $. bastante grande essas (s.-l)(t+l) funçms seja n

que &n.nstrarÍ, o Teorema .5):

existe umo. fu.nç:rb treta bolo::torre. g, nã't) de=ener::.dE:,, tq S.f.

.negada,se a ]-ei de in+uerseç=t) ''tot7). que ê; define é' tq Vxeo V('.:4)\o

Seja tanben 5. uma í'uu]çÉLO thetí:: ]io].o:.lorfú;. tq on.í'Q seja ho

[o:::o:'f;,. É.s ('*Z)(t.]-)" funço-e; (Z) { S+f'Ç'i-.- Ç," 'm :r«:ça'
theto. h.o]onoz'fas cuja ]-ei. de i.]l'terseç5'o se obüue= d= segui.nte

í'orn=.: f:=ja, v. a. forra:. bíli.ne:r de =. e 'r a. de :;, ent:;t) 'f: s"E.P -tt

/ d ] ];]. ] de B .e 0 e l 01 .

/

:.)-': à\ ; '' e

\o='fe

n&o depende de u{

( s .] ) ( t * ]. )

d e p..(o

r:=ja 'E a forra:. bíli

o l)f=.í'fi.anca { cÍ")t :ez o d.e fl!:.açi ês (1 ) ].ille ;!elas e

do s df ( h ) 6 ~enor q ue~: 

B = é dwü de B ,e o 

r;, \ 7e ""'· o~i· r, 1 1c" +' ( '")' . ·J.·-- u J. e.... l t..1- l. .l. 

Co:'.l o élim 1 df (h )l 1.. n d T > -......, e D , rr .o 

nulo e que annla { c1 f ( h )' • Se.j a ) 1--l e sf; e el e :nento (">-i -.>-~ ·t (o.- e' l ) e_ , it J , J 1 ) 

tes os rg.te va l e : V-'n O~\-Oe L/ lol.owwr\o..: /) l Jc,.) d~:i / À- l "---::: o - ~ ~- i.L.-, \ 
1 "t:.._~i~ 1 '- · •'c-,l/ -1__ · \ -é l-" 

· Da í r e sulta que I ">- }i~L\.,) ~o yt.r(( le:n.bre :,10s que o con j unto dN, hE [ 

0~1de f fÍ holomoTÍ2. é U.!Tl c :rn j unt o de!1E·, o en E ) ( ~ e· \19\orn. Y1,0_ e.s'' -:-. ro...J 
LOY· r:: 

Ob 
. ..._ n • " servaçuo: I ez enno a 

v e~os que al calcu l a r 

~ r 
tei:co ..§ que s o depende d o s t' - -~ f"' · ( e na o de f ), de raaneir~ 

'{\ 

que pú.r a i bas t ante grn.~õ.e essas ( s-..1).( t+ l) funç oes se j é:.m J:i. :. . • 

o '.!.'eore:-n8. ,5): 

evl· S t 8 i, nm•~ .c,, .,., ,.... .;-o .L h 8 .,_ r, 
.,t. : u..c, d , .L c,di~ '-'· l •-.t _ v Gl nao 

seja hol.om~rta.( lei.ilbr eTJ o s que 1n1L fw1çt~o theta g , é' d i ta 1120 d ec e-

,. ~ 
Se j a t e .. :nbem 5

0 
umo. fu11ç a o thetc. hol o ::102: f.:1• tq n • 1 

gº Io se Jél no-

/ 

ob t e~ d~ s ccuinte 

bi l i ns: r de Go e t a de ; , 

(/ 



ttlTt ') 0 ]. i. \nC r\1 .4

(

dentes (Teore:13 3 ca.pítuloX ); e:te

de '::r=.tl 11 .con re::peito as] v=,Fiáveis s e t(

o -no c:-pítl1loy ) porque '!:.n= ba é dê

de ci:!o, se traduz n.=, seu-utn'Le i;;t!=,Id. :de =!at='ici.3l-

A.t: s At. + L At ; (sA+.''Cs«u)D::oo coe:fi-c

de "r :Iate) .To=leilos o intel-ro g ,de ;-anel-ra q.ue

(s.-].)(t.}ty' será , pa:'a t suí:!cie1lte:ciente 3ranãe
v\

fi..:::lo de I' ; !o;o a= (s-l-)(t-'l) :funçoes

se:'t..:. ]in. dep.

/

}

K

:l?e'qe

).

=,í'fi: '1

/

:Pía,f!'j.:.'.]lo ':'

: c, 'n:;r3.r

E o. j TU=]

/Y\

ffa,:f:flana 'd.e t e o

s+1>7' , ent=ío

da,de

t.}D'' a,lor Oa.:.C O

ó..e.o

( 'l1 p 01~e ·o1•:-i 
- ... ' ..J . . . ...... o~· te um 

/ 

<:G ,' ;i~~'-~l n , CO'.i1 re :_pei ~o 2.:3 VL',::.~LLveis s e· 1( 

de ci:1 :?, se traduz n.2, sec u::.nt e i c w .. :.. ld:. c1 e ::1.'.J.t::ic:L a l: 

Ai -= <; Ato -+ t Ai' ; () A+/ (so..)J :::::(> ~ e o e :C ic . de "!{' I 
e o f f 2.ff' iano '{ 

de t : IAtJ't) , de :·1aneiro. que :3tl)Ô , en t ão 

( 
h ; 

( s -1- l) t + l ) S:;:Ca s uficient e~en~e cr~n6 e , r.: c..1 ior 

V, 

de 'f J. o ;;o ( s-1) ( -h -1 ) 

se::.,: .. -... l in . dep . 
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