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INTRODUÇÃO

Sejam A uma ãlgebra de dimensão fi.nata sobre um

corpo K e M um K-módulo de di.mensão fmi.ta n. Uma ré3-

present;anão de A de g2'au n soez'e K, com espaço de z'ePlnegen

tufão M, é um homomorfismo de ãlgebras T:A ---> HoJmK(MTM)

Se T:A --+ Hom (M,M) é uma representação de A de

grau n sobre K. com espaço de representação M, fixando uma

base B de M e compondo com oisomorfismo fB:HomK(MTM)-''»Mn(K) p
que a cada função ].inear associa a sua matriz na base B, ob-

tém-se um homomorfismo T = fB ' T:A --+ Mn(K) . Um tal homomor-

físmo diz-se uma repz'eaent;anão mata'Íe aZ de A de grau n 80

Sempre que nâo houver pedi-go de confusão, omita.re-

mos o grau e o espaço de representação e falaremos de uma re-

presentação de A sobre K.

Se T:A ---+ Homo(M.M) e S:A --> Homo(N,N) são re-
presentaçoes de A de grau n sobre K, dizemos que T é e-
q Parente a S quando exista.r um ]<-isomorfismo +:M-->N tal

que +.Td:Sâ'@r Vaca. Analogamentese T e S sãore-

presentaçoes matrlci.als de A de grau n sobre K, T é eqzzk

oaZente a S quando existir UcGL(n,K) tal que UT. = S,U,
V a ( A

( l j. )
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Se T é uma representação de A sobre K, comes-

paço de representação M, diz-se que um subespaço vetorial N
de M é está eZ sob T quando T.(N)cN, Vaca.

Uma representação T de A sobre K, com espaço
de representação M, di-z-se decomponz'ueZ se existirem N,P sub

espaços vetoriais de M, estáveis sob T, tal que M = N (9P

Analogamente, uma representação matricial T de grau n soba'e

K é decomponz'oeZ se existe UcGL(n,K) tal que UT,U'l é da
B O

Sabemos que existe uma bijeção entre o conjunto das

representações de A sobre K e o conjunto dos A-módulos,
que são K-módulos de dimensão finita.

Ainda, se T:A ---+ Homo(M,M) e S:A ---> HomK(NTN) são
representações de A sobre K, temos as seguintes equlvalên
das:

C

/
0 Ca

forma

mo A-módulos

(b) T é indecomponível se e sÓ se M ê um A-mÓdu

lo Indecomponível

Seja agora M um A-módulo finitamente gerado. En-

tão, M se decompõe numa soma direta fi.nata de A-módulos in

decomponíveis, de modo Único, a menos da ordem dos fatore8 edi
A-isomorflsmos

Portanto, a partir das defi.nações e dos resultados

vistos acima, surgem de i.medlato as seguintes questões, que são
básicas na teori.a de estrtlttlrn dp álnph

(a) T equivalentee Sc01n M N,se e se se co

ras



(iv)

(i) Determinar o número de classes de isomorfia dos

os indecomponívei.s.
(ii) Descrever as cl

ponzvezs.

Nosso trabalho tratara da primeira questão. Estuda

remos um teorema devido a A.V. Roiter [12], que se refere às

ãlgebras de dimensão fi.nata sobre um corpo K, que possuem um

número finito de classes de isomorfia de A-módulos indecompo
níveis.

A mõdul

de isomorfi.a dos A módu].osesses
indecom

ueazcamos o capztuio u aos pre-requisitos necessa

rios ao nosso trabalho. Para que o lei.tor faça uma apreciável

economia de consultas, tornamos tal Capítulo o mais compõe

to possível, no que se refere aos resultados que serão utili.zg
dos nos capítulos posteriores.

No Capítulo 1, damos um pequeno relato do desen-

volvimento histórico do nosso problema, juntamente com alguns
exemplos ilustrati.vos.

No Capítulo 2, apresentamos um resultado devido a

D.G. Higman [5], que ana]isa o nosso problema no caso em que

A é uma ãlgebra de grupo.

Finalmente. no Capítulo 3, após a introdução das

ferramentas bãsi.cas para o seu desenvolvi.mento, apresentamos o
princi.pal resultado deste trabalho.

Além do material que foi utilizado no desenvolviinen

to do nosso trabalho, encontram-se nas referências bibliogrãfi
rl=aa lr:})nl/'\r-p av-F-Hnnn in.n.=nn -- ---...nln ...== ..=.1..=.'1 ein ser umar r



(v)

parte complementar das referências estudadas . Esperamos que

tais referênci.as sejam de utilidade para o lei.tor interessado

no assunto.

Agradecemos às varias pessoas que, de uma

de outra, nos auxlliaram no decorrer do nosso curso.

Em particular,

ao professor Daci.berg Limo Gonçalves e

aos colegas Luas Gonzaga, Panzarelli., Se.iji e Luisinho

pontâneo e constante incentivo;

à Sra. Jorna D'Arc Silvo Dias, p

ti..Lográfi-co;

à equi.pe da Bibli.ot

xi.fiou em nossas pesquisas;

aos professores Héctor A. Merklen e

nes pela revisão crítica deste trabalho;

ao professor Alfredo Jades pela sugestão do assunto des

ta dissertação, bem como pela paciente, estimulante e bem huno

Fada dedicação com que orientou este trabalho.

forma ou

pelo es

traba].ho daatentoelo

geREi-l presteza lhos aueca que com

PolclnoCasar Mi

F4anc,é,õco Egg ea. A4oeZ,Cwa,Cd



CAPIUULO O

PRÉ-REQUISITOS

Neste Capítul-o serão reunidos vários resultados so-
:orla de anéis e módulos alia tltjl içtarpmna ,-..-.e+.. erlormen)J .L C CI

te

Exposições de tais resultados podem ser encontradas

em Curtas-Reiner [2], Zariski.-Samue] [].6], Jacobson [ 7] e

Rotman [13]. Citamos também Polcino Mi]ies [10] onde se reúne
lama grande parte desse material

Neste Capítulo, R indicara um anel com uni.date

0.1 p9slÇão

P$!.;j;NIÇÃ0 0.1.1. Um R-módulo M é dito noetherÍano se M sa

tlsfaz a uma das seguintes condições equivalentes:

(i) Todo conjunto não vazio de submódulos de M pog.
menos um elemento maximal;

(i-l) Toda cadeia ascendente M. SM. g ... SM. s1 ' ''2 ' ' ' ' ' ''i

submódulos de M é estacionária, i.sto é, existe um índi

tal que Mi = Mmn' para i > mO

Plj!!jylÇA0 0.1.2. Diz-se que um R-lnÕdulo M é arte:nÍano se !.l

peloSUI

de

l
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satisfaz a uma das seguintes condições equivalentes:

(i-) Todo conjunto não vazio de submódulos de M

sui pelo menos um elemento minimal;

(ii.) Toda cadeia descendente M. 2 M. 2 . . . 2 M.2

subinõdulos de M é estacionária.
l

pos

de3 MM 2l 2

LEMA. O.].].. Um R-módulo M é noetheriano se e somente se to

do submõdulo de M é fi.nitamente gerado.

Seja N um submódulo do R-módulo M. Então:

(i) M é noetheriano se e sÓ se N e -:g-- são noethç
danos.

(ii) M é artiniano se e sÕ se N e -:- são artinla
nos.

COROLÁRIO- Seja M= O M: um R-módulo. Então, M énoe

theriano (artiniano) se e sÕ se Mj é noetheriano (arte.dano),
V i = 1,... , n

n

ll

DEFINIÇÃO 0.1.3. Um R-módulo M# (0) é dito {rredutz'peZ se

seus úni.cos submódulos são os tri.vivi.s.

DEFINIÇÃO 0.1.4. Um R-módulo M#(0) diz--se {ndecomponz'peZ

quando não pode ser expresso como uma soma direta de dois sub-
mõdulos não tri.vi.ais.

PROPOSllÇÃ0 0.1.1. Seja M um R-mÓ(nulo noetheriano ou arti-

ni.ano. Então, M se decompoe numa soma direta finita de R-mÓ

rliil na l n,Inn,-. 'r '-, mponzvezs.
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TEOREMA 0.1.1. (Krull-Schmidt) Seja M um R-módulo noethe-

riano e artiniano. Sejam O Mi e © M.l duasdecomposiçõesi
de M em soma direta de R-módulos indecomponÍveis. Então,

k=,e eexi.ste acSk calque Mi;M&(i), i:l'...,k

2E!;!ylÇÃ0 0.1.5. Dizemos que um anel R é noet;;zer ano rara;Í-

nianoJ se o R-módulo pR Õ noetheriano (artiniano)

k {

BBQlggllÇÃ9...9.=.!=.=.a.= Seja R um anel noetheriano (artiniano) . Se
M é um R-módulo flnltamente gerado, então M é noetheriano
(artini.ano)

Se R é uma álgebra de dimensão fmi.ta sobre um cor-

PO Kr então R é noetheri.ana e arte.dana. Em consequência,
todo módulo fi.ni.tamente gerado sobre R é noetheriano e arte
dano

LEMA 0.1.3. (Hopkíns) Se R é um anel. com unidade artiníano

então R é noetheriano.

Se R é um anel artiniano, então o R-módulo .R ve

teorema de Krull-Schmldt. Neste caso, poder\os escre-

r RR ' .iOI Ri' onde Rj. é indecomponível para i:l,...,n

e a decomposi-ção acima é única, a menos da ordem dos fat

de R-isomorfi.smos.

ria.ca 0

n

ares e

Os R-módulos Ri' i=1,..., n, que apare'
cem na decomposi-ção de .R acima são chamados os mõdzzZos d:tzcZe

eomponíueÍs p2'ÍncÍPaÍü. de R.
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P111..!Wl1lÇ4Q Q.1.7. Dois elementos idempotentes e e f do anel

R são ditos ortogonais se e'f=f.e=0.

P1111.!E1lÇ49...g..1.8. Um elemento idempotente e do anel R é di

to pr{/nÍt;ípo quando não pode ser expresso como uma soma de

doi.s elementos idempotentes ortogonais .

LEMA 0.114r Um i.deal à esquerda L de R é um módulo ande

componÍvel principal de R se e somente se L=Re, para al-

gum idempotente primitivo e do anel R.

TEOREMA 0.1.2. Seja R um anel aTEi.dano. Então:

(i) Se M é im R-módulo irredutível então M;:lÍlgj'8r
para algum módulo indecomponível princi.pal Re, onde J(R) é
o radical de Jacobson do anel R.

(ii) Existe uma correspondência biunivoca entre as

classes de isomorfia dos módulos indecomponíveis principais de
R e as classes de i-somorfia dos R-módulos irredutíveis, da-

da por {Re} +-+ { Re }

Portanto, se R é um anel artiniano, o numero de

c[asses di.stintas de isomorfia de R-mõdu].os irredutíveis é

finito.

DEFINIÇÃO 0.1.9. Seja M um R-módulo. A cadeia descendente

fmi.tadesubmódulosde M, M=M0 2Ml2 ... 3Mr ;(0)/ éd}
ta uma sál'Íe nor//zaZ de M e o inteiro r é dito o compz'íman

to da série normal acima.
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R-módulo. Se as i.nclusoes na

série normal M = MO 2 M] 2 ... 2 Mr : (0) forem próprias di--
zemos que tal série normal de M é sé?17z rePet CO

um R-módulo e M=M02Ml2...: r' (0)
uma série normal de M. Uma série normal de M, obtida por in

produção de termos adicionais na série dada acima. é chamada

um 2'e.fÍnamento daquela. Em particular. se não há termos adia.o

naus na série normal refinada, diremos que o refinamento é {m-

P' z'oP ]'' 'L o .

R-módulo. Seja M=Mn:'MI D ... sM.: (0)

uma série normal de M sem repreti-ções. Se qualquer refinamen

to dessa série é imprõpri-o dizemos que tal série é uma sáz'Íe

de c0/Tipos íç(ão de M.

PROPOSICÃ0 0.1.3. Sejam M \m R--módulo e M=M02)h.2...2Mr:(0)
uma série normal de M. Então tal série é uma série de compg
si.çao de M se e somente se os favores -=j::l- sâo irredutí-

veis, i. = 1,..., r
l

módulo M possui uma série de com-

posi-ção de comprimento r. então qualquer série de composição
de M tem comprimento r, e qualquer série normal de M, sen\

repetições, pode ser refinada a uma série de composição de M.

Se M é um R-módulo que possui uma série de com-

posi.ção de comprimento r, segue da proposição anterior que r

é o cumpri-mento comum às séri.es de composição de M.
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DEFINIÇÃO 0.1.13 0 comprimento r acima é denominado c0/7ip2't

menu;o do r/í(5duZo M e escrevemos r=.C(M)

TEOREMA 0.1.3. Seja M um R-módulo. são equivalentes

(i) M possui uma série de composi-ção;
(i.i) M é noetheriano e artiniano.

EB9?9êJIÇ4q Q.1.5. Sejam M um R-módulo que possui uma sé

ri.e de composição e N um submõdulo de M. Então,

Z (M) = Z(N) + Z( -:- )

0 . 2 . Anéis Semisimples

Pgl11BIÇÃ0 0.2 ].. Um R-módulo M diz-se se#zÍsÍmpZes se e se
inerte se M é soma direta de uma famíli.a de R-módulos érre
dutÍveis.

PROPOSIÇÃO 0.2.1. Seja M um R-módu]o. são equiva].entes:

( i.) M é semisi-mples ;

(ii) Todo submõdulo de M é um somando direto de M;

(ii.i) Se f:M ---» N é um epimorfismo de R--módulos en

tão N é isomorfo a um somando direto de M

DEFINIÇÃO 0.2.2. R é um anel semÍsÍmpZes art; n ano se e se

mente se R é uma soma di.teta finita de ideais à esquerda mi
nimais.

PROPOSIÇÃO 0.2.2. Seja R um anel. são equivalentes
(i) R é semisimples artiniano;
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(j.j.) Todo R--módulo é semisimples

PROPOSIÇÃO 012:3. Seja R um anel semisimples artiniano. En

tão, todo ideal de R é um somando direto de R.

LEMA 0.2.1 Sejam R um anel sentisimples atei.ni.ano, L um =i

dea[ à esquerda minimal. de R e M um R-módu]o i.rredutíve]

Então, LM=M ou LM=(0) e LM=M.s:::»L;M.

COROLÁRIO - Sejam R um anel semisimples artiniano e M um

módulo i-rredutível. Então, M;L, onde L é um ideal à

querela minimal de R.

PROPOSIÇÃO 0.2.41 Seja R = Q L: a decomposi-ção cio anel sg

misimples artiniano R como soma direta de ideais ã esquerda

minimais. Seja M um R-módulo indecomponÍvel. Então, exi.ste

í = 1,...,n . tal que M ; L]

n

ll

0. 3 Algebras de grupos

Sejam K um corpo e G um grupo finito. Notaremos

por KG o conjunto das funções definidas em G a valores em

K. Se clcKG é uma ta]. função, vamos representa-la pela soma

formal >1 c!.g , onde ci. = a(g) € K
g(G 'J y

Definamos as seguintes forsobre somasasoperaçoes
mai s ac ima :

,z. ",' * ,!. ',' gÍG g
B)g, a c K}

g g g
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,i. ~,' ' ,}. '*-,,' '
g(G gg ' hcG Bhh ; g,heG (clg'Bh)(gh) , onde ag'Bh inda

caoprodutode clg e Bh em K/ e gh oprodutode g
e h em G

(b) À

Com as ope.açÕes sobre os elementos de KG defini-

das em (a) e (b), KG torna--se um espaço vetorial sobre K.

Mais precisamente. KG é o espaço vetorial sobre K com ba-
se G

Com as três operações definidas aci-ma, KG torna-

se uma álgebra. onde o produto de elementos de KG, definido

em (c), chama-se o produto de convolução das funções Q e B.

DEFINIÇÃO 0.3.1. Seja K um corpo e seja G um grupo finito.

A ãlgebra KG construída acima díz-se a (iZgebl'a de gz'upo de G
sobre K.

PROPOSIÇÃO 0.3.1 (Maschke) Sejam K um corpo e G um grupo

fInIto. Então, KG é semisimpl-es atei.dano se e somente se

car K \ IG

0.4. Radical de Jacobson

DEFINJ[ÇÃ0 0.4.].. Seja M um R-módulo. O submÓdu]o interse-

ção de todos os submõdulos maximais de M é chamado o radical

de Jacobson do m(5duZo M, cuja notação é J(M)
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!2111gll.!ÇÃ0 0.4.2. Seja R um anel. O radical de Jacobson do

R-módulo RR é chamado o raddlcaZ de .Tacobson do aneZI R.

PROPOSIÇÃO 0.4.1 a(R) {x € KIZ ax é inversÍvel, V a € R}

!291.]1E:ÇÃ0 0.4.3. Um ideal l do anel R di.z-se um ideal n Z

poí;ente de R se existe um i.ntei.ro k tal que lk= (0)

DEFINICÃ0 0.4.4. Um elemento rc R diz-se n tratante se exiE
te um i.nteiro k ta]. que FK = 0.

DEFINIÇÃO 0.4.5. Um i.dea] ] de R, onde todo e].ementoé
potente, é chamado um nÍZ deaZI de R.

PROPOSIÇÃO 0.4.2 Seja R um anel artiniano. Então, J(R) é
ni].potente

um anel arte.mano e J(R) = (0) en

tão R é um anel semisimples.

PROPOSICÃ0 0.4.4. Seja l um ideal doanel R. Então, J(!)=(0)

se e somente se J(R) sl. Em particular, ú(-:rXn) = (o)

LEMA 0.4.1. (Nakayama) Sejam M um R-módulo finitamente ge-

rado e N um Submódulode M tal que N+J(R).M=M. Então,
N : M.

um corpo de característica p, p>0

e seja G umgrupodeordem pm. Então, umabase de J(KG)

sobre K é dada pelo conjunto {g-llgcG, g#l} e, portan-

to, dimKJ(KG) - Pllt- 1 - di.mKKG - l
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0 . 5 eis S.B.l

PEEll1lÇÃg..g..5.i. Um anel R é dito semÍpzqmaz'LO quando --3 R
ê artini.ano.

Da definição anterior segue que um anel artlniano é

um ane.l semi.primário. Um exemplo de anel semiprimário não atei

dano é dado pelo anel R das matrizes 2x2 da forma Ig qrl,
onde p/qeQ e rcJR. De fato, R éumaãlgebrasobre Q e

portanto seus Ideais são Q-módulos. Ainda, 1: ;1 cJ(R) se

esomentese p:q:o, donde J(R)=tlg ãl rcJR}. Assim,

J(R) ;JR é um espaço vetorial de dimensão infini.ta sobre ç)

eportanto o anel R não é arte.ninho. Além disso, como

-ij-fiÍ ; Q © (D segue que R é semipri.mãrio.
Dado um elemento re R indicamos por Zn(r) o con-

junto ZR(r) : {x ( Klxr = rx}

PE1111y.11Ç4Q..g..5.2 Um anel R ê dito um anel $.B.J. (suitab].e

for building idempotent elemento) quando a equação x2. x - z,

com zcJ(R) tem uma solução zlcJ(R) talque ZR(z) ; ZR(zl)

A terminologi.a "suitable for bui]ding idempotent e].e

menos" (adequado para a construção de elementos idempotentes)

é devida a 1. Kaplansky, e as proposições segui.ates, devidas em

essencla a J.H.M.Wedderburn, dão uma justificativa para a de

fi.nação de anui.s S.B.l

é um nilideal então R é um anel
S B l
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Demonstração - Resolvendo xz - x- z = 0 pela forma quadrãtica

mos zl - [[' (] 24z 1/2] , que expandida em série nos (ilã

zl 'n>lt l j2n'il(-z)n. Escrevendo y =-ãiiÇi j2n'il te-

mos que (2n-l)'ycZ, e, desenvolvendo j2n-il obtemos

y;-:- l .il ouseja nycZ. Logo, ycz emostramosassim

que os coeficientes da última expressão de zl são inteiros.
Sendo z nilpotente, por hipótese, a soma acima é finita, i.e

zl é um polinÕmio em z e portanto zl(J(R)

Se rcZn(z), como z. éumpoli.nõmioem z, então

rcZR(zl) Como z=zÍ-zl vale a recíprocas e portanto, R
é um anel S.B.]. . []

obte

;

COROLÁRIO - Seja R um ane] arte.dano. Então R é um anel.
l3 ç 1) ip .L

PROPOSIÇÃO 0.5.2. Seja R um anel S.B.l. com radical J(R)=J

e seja R=-$-. Se r=r+J é umelemento idempotenteem R
então existe um elentento idempotente e( R tal que e=r

Demonstração - Como i;z=r existe zcJ tal que lz = r + z.

Por hipótese podemos resolver x2.x : -z(1+4z)'l com x.J

Como r comuta com z, r comuta com -z(1+4z)'' e, portal

to, r comuta com a solução zl da equação acima. Escreven--
do e=rf+g, onde r,f,gcR comutamentre si., vemos qtle

ez=e, desde que fz+2fg=f e gz+fzz=g. Alguns cálculos

nos mostram que as equações acima são satisfeitas por f:1-2zl
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e g=z., e, portanto, e=r(1-2z.)+z. éumelemento idem-
potente de R ta[ que e - r ( J. []

A proposição 0.5.1. mostra que os anéis artinianos

são anui.s S.B.l. No exemplo que antecede a defina.ção de anel

S.B.l. vimosqueoanel R=tl: qrl prq(Q e rcIR} é ].].in

anel não artiniano tal que J(R)' = (0). Eis portanto um exeB

plo de anel S.B.l., não artini.ano.

0.6. Extensões de Módulos

PROPOSIÇÃO 0.6.1. Seja R \xnaneleseja (:0 --»N É+X%'» M "-"->0

uma sequência exala de R-módulos. Então, são equival-entes:

(i) A sequência C cinde;
rll\ l?çr n+-n ]Rm T) InnmAMAU.F+

'LNi

( j.j.

'M
N[n a +" = a nana ] ,-nn a

ta].X Nsmo a que

j. ) homomorfismoExiste R B ta].M X que

N ©.M.

Seja R umanel e sejam M e N R-módulos. Para

uma defina-ção do grupo abeliano Extj!(M,N) através de resolu-

ções projetivas de M i.ndicamos a referência [13]. Descreve

remos a seguir uma outra caracterização de Extjb(M,N) que rios
será mais conveniente no que segue

DEFINIÇA00.6.1. Seja R umanelesejam M e N R--módu

los. Uma entensao de N pol' M é uma sequência exala d'-' R
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módulos do tipo (: O ---» N --"» X ---+ M -""+ O

DEFINIÇÃO 0.6.2. Duas extensões (. e (. de N por M são

ditas equÍoaZent;es se existe um R-homomorfismo +:XI ---'--» X2

que torna comutativo o diagrama seguinte:

(.: O -'----» N -'----» X. -----+ M -----> O

:~l 'l :«l
C9: 0 -'---F N '----'» X9 -----F M ----+ 0.

A defina.ção 0.6.2 produz uma relação de equlvalên--

ci.a no con.junto clãs extensões de N por M. Indicaremos a claE

se de equiva]ência da extensão z; por [(] . Poder\os definir

Extj\(M,N) como o conjunto das classes de equi.valência das ex-

tensões de N por M, e ainda definir uma soma de classes de

equivalência de modo a tornar ExtjE(M,W.) um grupo abeliano, no

qual o elemento neutro é a classe de equi-valência da extensão

(: 0 -----+ N --'--'b N©M ----'+ M --'-'F 0

Indicaremos a seguir como se somam os elementos de

Sej am

(l: 0 -'---...> N --X-F X. ---L+ M -----> 0 e

À 2 .. U2
(?: O "-'---+ N -"=-F X? --=-F M ---'-F O

representantes, respectivamente, das c]asses [(1] e [C2]. Con-
si.detemos o submÓdulo

D - {(xl'x2)cXl©X2lUt(xt)- )i2(x2)} de Xl©X2

e o submÓdulo DO - {(ÀI(n)l -À2(n))IncN} de D. Definimos
X=;!jC-, X:N-----+X e u: X -----»M

'0 n ----F (ÀI(n) ,0)+DO (xl'x2) b--"'- UI(xl)

l
(M,N)Ext
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O lei.tor poderá mostrar que À e p estão bem definidas eque

ç: 0 --+ N --F X --F M -"+ 0 é uma sequênci.a exala. Além disso,

[(;] depende apenas das c]asses [(1] e [(2]. Portanto, se

[(1] e [(2] pertencema Ext:(M,N), uma soma que dã a

Extl;(M,N) uma estrutura de grupo abeliano é definida por
[(1] + [t;)] = [(], ac]asse [(] obtidana nossa indicação
anterior

Se R é um anel comutati.vo podemos defina-r o produ-

to de um elemento de R por uma classe de equivalência de

Extnl(M,N) de modo a tornar ExtÉ(M,N) um R-módulo. Para tag
to consideremos o seguinte lema

LEMA0.6.1. Seja R um anel e seja l eR. Seja ainda

(: 0 ---> N À-+ X !L+ M ---» 0 um representante da classe [C] e

consi.detemos diagrama0

O ... N -L- X M : O

N

:«1
M

,anda r l

-'''' 'N '

tao /

(i) existe uma extensão C de N por M que torna

o segui-nte di.agrama comutativo:

--à... x -JL- M ---- O

-.L- Y -E- M

Ç

(
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(ii) Em qualquer diagrama completado do diagrama inl

cimeiro quadrado é um pushout

(iii) Quaisquer duas extensões q

ma ini.clal são equivalentes.

cial 0 P

diagracompletam 0ue

A extensão C construída a partir de C é defina.da

como sendo o produto do elemento rc R pela extensão ç. As-

sim, se [(]cExtjE(M,N) e r(R defi.nimos r[(] por [r(]

Observamos que o dual do lema 0.6.1. também é verdadeiro e a

partir desse dual definimos [(]r por [cr], onde [(]cExt;(M,N)
e rc R.

Portanto, se R é um anel comutativo, então, de a-

cordo com as operações defina.das acima. Exti(m,u) é um R-mo
auto.

pROPOSiçÃO 0:6:2: Seja R uma ãlgebra de dimensão finita se

bre um corpo K. Sejam M e N R-módulos finitamente gera

dos. Então, Extx(M,N) é um espaço vetorial de dimensão fmi
ta sobre K.

PROPOSIÇÃO 0.6.3. Seja R uma álgebra de dimensão finita so-

bre um corpo K. Sejam MI/M2r...rM.e e B R-módulos finitanten
te gerados. Então, existe NeJN tal que para qualquer sequên-

ci.a excita da forma

t;: 0 --F B ---'' X ---.» MINI) © M2n2) © ... © Mln,e) (nl>0)

onde x é um R-módulo fi.nitamente gerado, se ,((X) >N então
X=Y(DM., obra a].aum i=1...., Z

/

l



CAPfVULO l

CONJECTURAS DE BRAUER E THRALL

Seja A uma ãlgebra de dimensão finita sobre um cor-

po K. A proposição 0.2.4 nos mostra que se A é semisimples

então A possui um número finito de módulos indecomponíveis não

lsomorfos. No entanto, no caso mais geral em que A é não se-

misiinples, o mesmo pode não ocorrer. Como veremos, uma ãlgebra

nao semlsimples pode possuir um número infinito de módulos i.n-
decomponíveis não ísomorfos.

Conforme a termino]ogi.a de [8], dizemos que A é u-

ma á.Zgebl'a de t; po de 2'ep2''esentação .fÍnÍt;o se A possui apenas

um número finito de módulos i.ndecomponíveis não isomorfos. A

diz-se uma ãZgebl'a de t; po de represezztação Z m í;ado se existe

lnn intei-ro m tal que para qualquer A-módulo indecomponível

M te.m-se que dímKMsm. Isto equivale a dizer que o conjunto
dos graus das representações i.ndecomponÍveis de A sobre K é
[ [ mi ]- ndr'\

Se A não é uma ãlgebra de tipo de representação fi-

nito, dizemos que A é de t;Ípo de represent;aç?ão zf n to. Dis-

se que A é uma ãlgebra de tipo de 2'ep2'ese?zt;anão não limitado

caso nao seja de tipo de representação limitado.

Finalmente, uma ãlgebra A é de t; po de 2'epz'eo'enta-

16
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fão f02'tement;e nâo ZI m t;ado se existe um número infinito de di
menções de A-módulos i.ndecomponÍveis sobre K. cada uma das

qual-s admi-tinto um número infi.nato de A-módulos i-ndecomponí-

veis não i.somorfos. Em termos de representações, i.sto signifi-

ca que existe um número infinito de graus de representações il!
decomponÍveis de A sobre K, cada um dos quais admitindo um

número infinito de representações i-ndecomponÍveis não equiva-
].entes.

EXEMPLO 1 - Conforme vimos no inicio deste capítulo, uma ãlge

bra semisimples é de tipo de representação fi.nato.

EXEMPLO 2 - Seja K um corpo finito de característica p>0 e

seja G-<a>x<b> umgrupo. onde a e b têmordem p. Vele

mos no lema 2.4 que, para cada ncJN, a álgebra KG possui um
módulo IndecomponÍvel de dimensão 2n +l

EXljMPLQ g - Consideremos a ãlgebra A de dimensão 2 sobre K,
geradapelos elementos l e a, onde az=O. Oideal Ka é

nilpotente, donde Ka SJ(A). Além disso, Ka é maximal poi.s

semisimples
Most

tição finito.

Seja T:A ---+ Mn(K) uma representação matricial de A
de grau n sobre K. Para conhecermos T basta conhecer o

seu valor em a. Como Tz =0, o pollnÕmio caracterÍs-

A álgebra de detiPOreinos que e uma represen



18

rico de Ta é Xn, e seupolinõmiominimal é Xz. Portanto,

a forma canÕni.ca de T, é escrita como uma soma di.Teta de ma-

trizesdas formas 1? :1 e (o). Vemos assim, que A pos'

sui, a menos de equivalências, apenas duas representações inda
componÍvei-s, T e S, defina.das em a, respectivamente, por

-; - . . '; - [? :]
Logo, A é uma álgebra não semisimples de ti.po cle

representação fi-nato. []

EXEMPLO 4 - Sejam }< um corpo i.nfinito de característica p>0

e G um grupo finito tal que seus p-subgrupos de Sylow não

são cÍc].ecos. Então, o teorema 2.5 mostrará que a ãlgebra KG

é uma ãlgebra de tipo de representação fortemente não limitado.

EXEMPLO 5 -- Seja K um corpo infinito e seja A a ãlgebra de

di.menção 3 sobre K, geradapor elementos 1, a e b tais

que a'=b'=ab=ba=0. Queremos mostrar que A é uma ãlge-

bra de ti.po de representação fortemente não limitado. Conside-

raremos representaçoes T de A sobre K determi.nadas pelo

par de matrizes T. e T. da forma

onde X e Y são matrizes quadradas e X é inversível. O lei

tor comprovarã sem dificuldades que as matrizes Ta e Tb VS

rificam T==Tb'TaTb-Teta'0. Assim, as representações 'r
em questão estão de fato bem deflnidan qnhrP A

T -a
o x
0 0 e Tb '

O Y
0 0 r
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Sejam T e S duas representações de A sobre ]< do

tipo acima descrito. Então, as representações T e S esLcão

determi.nadas, respectivamente, pelos pares de matei.zes das for-
mas:

Sa

onde X, X', Y e Y' são matrizes quadradas e X e x! sãoiia
versivei.s

Suponhamos que S e T são representações equi.valer

tes. Então, exi.ste uma matriz inversível U tal que T.U=US

e TbU:USb' Escrevendo U = IÍI iil e fazendo os cálculos in
ducados obtemos: XC=CX'=yC=CY'=0, XD=AX' e YD =Ay'

Como X é uma matei.z i.nversível segue que C=0. Assim, a ma
triz inversível U é triangular e portanto beta.det D=detUP0.

Tal resultado nos mostra que A e D são matrizes Inversíveis..

Vimos asse.m que se T e S são representações equivalentes en

tão exi.stem matrizes inversíveis V e W tais que X=VX'W e
Y = VY'W

eciprocamente, se vale a ülti.ma condição acima en-

taoamatriz u= lv o.ll e inversível e as iqualdactes
lo w 'l

e TbU ' usb

Em vista da situação analisada acima vamos introdu-

zir agora um conceito, que teve origem num problema clássico de

R

veria.camse r

    e Tb      
  ã'l e sb    x'l
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ãlgebra linear

Conforme J. Di.eudonné [3], dados dois pares de ma--

tri.zes (G.H) e (G',H'), mxn, comelementos em um corpo

K, o p2'0bZema de equ aZenc a de pares de maí;r zes consiste em

determi.nar condições necessárias e suficientes para que exis--

tammatrizes i.nversívei.s P e Q, de ordens MXM e nxn,

respecti-valente, tai.s que G' =PGQ e n'=pnQ. Em tal caso,

o par (G',H') é dito equ2loaZente com o par (G,H)

Observando o conceito acima e o resu]tado que ]he pre

cede, o nosso problema sobre representações torna-se agora un

problema de equivalência de pares de matrizes.

K. Weierstrass, em 1868, resolveu tal problema para

o caso particular em que a matriz G é inversÍvel. Com o apoio

do trabalho de Weierstrass, foi. possível a L.Kronecker resol-

ver o problema de equi.vaJ-ência de pares de matrizes, conside-

rando matei.zes com elementos no corpo dos números complexos.

Em 1927, L.E.Di.ckson, utili.zando os métodos de Kronecker, ex

tendeu aquele resultado para matrizes com elementos num corpo

qualquer. Damos a seguir o resultado central do trabalho de
Dieudonné

TEOREMA - Sejam K um corpo e E e F espaços vetoriais de

mensoes n e m sobre K, respectivamente. Sejam f e g

plicações lineares definidas em E a valores em F. Então, e

xistemumabase B de E eoutra B' de F talqueas ma-

trizes de f e g em relação a essas bases têm, respectivamen
ter as for'Iras
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PI
P2

0 'QI
Q2

GO ' ''o
P

P
0

Qp
00 0

onde cada par (p ,Q )
' U' 'H' é de um dos seguintes ti.pos

l o o
o l o

o o l

0

0

0

l

o l o

o o l
0

0

l
0

[1] e

o o o
o o oo o o

o o o
l o o
o l o

0 1 0

l0

l 0 0 0

[ 11]

o o o

0 0

1 0

0 1

0 0

0 0 0 0
0 0 1 0
0 0

l
0

[111]

o l o

o o l
[lv]

o o o

l o o 0
0 o l o 0

e

l o o o 1 0

0

0
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l o o
o l o

o o l

0

0

0

l

R S O
O R S

0 0
0 0

[v]
o o o
o o o

R S

O Ro o o

onde

o l o

o o l
0

0

o o o
aO al a2

l

a.e.1

é a matriz companheira de um polinõmio i.rredutível arbi.trãri.o

p(X) = Xc-a.ê.IXc'x-..''a0 em K[X], e

0 0

0 0
s -

0 0

1 0

0 0

0 0

0 0

0 0

O par de matrizes (GOfH0) fica completamente determinado pe-
las apJ-icaçÕes lineares f e g; para todo par de matrizes

(G,H), mxn, exi-ste umÜni.co par (G0'HO)r mxn, que Ihe é

equivalente, e se diz que (G0'H0) foi obtido pela redução de
(G,H) à forma canónica; dois pares de matei.zes são equivalen-
tes se e somente se suas formas canónicas coincidem.

Observando esse teorema, vemos que os pares de matei

zes i.ndecomponíveis se reduzem aos pares (P.., Q,.) dos tipos
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[[J- [V]. Como estamos traba]hando em um corpo infinito, te--

mos i.nfinitos polin8mios irredutível.s de grau l em K[X] e,
portanto, para cada n, existem Infi.netos pares de matrizes do
tipo [V] não equiva]entes.

Voltando ao nosso problema sobre representaçoes, co3
club-mos que para cada grau exi.ste um número infinito de repre-

sentações indecomponíveis não equivalentes de A sobre K,

i..e, A é uma ãlgebra de tipo de representação fortamnte não
li.mirado. n

Se K é um corpo infinito podemos supor "a priori"

que existam K-ãlgebras dos seguintes tipos de representação:
(1) finito.

(2 ) infi.Dito e limltaclo .

(3) i.nfinito, possui-ndo para cada dimens

Útero fi.nato de módulos indecomponíveis.

(4) i.nfinito, admitindo um número infini.to de mÓdu-

].os indecomponíveis para apenas um número finito de dimensões

(5) fortemente não limo.Lado.

Observamos que se o corpo K é finito,apenas os casos (1) e

(3) são possíveis, jã que para cada inteiro m existe apenas
urn número fi.nato de matei.zes HXH com coeficientes em K.

Considerando os ti-pos de ãlgebras (1) -- (5), R. Brauer

e RM.Thra11 [8] formularam as seguintes conjecturas:

(1) Toda ãlgebra de tipo de representação lim
é de tipo de representação finito

fixaao ape
nas n

irado
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(11) Se K é um corpo i.nfi.ni.to e se A é uma ãlge
bra de tipo de representação não li.matado, então A é uma ãl

febra de tipo de representação fortemente não li.citado.

As conjecturas acima afirmam que, se K é um corpo
infi.nato, então não existem ãlgebras dos tipos (2), (3) e (4)

É claro que uma ãlgebra de tipo de representação fi-
nito é de tipo de representação limo.todo. O nosso trabalho t.em

por objeti.vo estudar a primeira conjectura acima, que é o regi
proco desse resultado.

Em 1954, D.G.Higman [5] demos

sulcado, ao qual dedicaremos o capítulo 2:

''seja K um corpo de característica p>0 eseja G

lnn grupo fi.ni.to. A ãlgebra de grupo KG é de tipo de represen

taçao finito se e somente se os p-subgrupos de Sylow de G
são cÍclj.cos.''

sarou segui.nte0 re

Diz-se que um ane]. R com elemento uni.jade é lnn a-

nel unÍseriaZ general gado quando para todo elemento idempoten

te primitivo e, o ideal à esquerda Re e o ideal à direita

eR possuem somente uma série de composição.

A ãlgebra A do EXEMPLO 3 é um exemplo de um anel

uniserial generalizado. Seu único e]emento idempotente é ]. e

sua Única série de composi.ção é AD Ka 3 (0)

A classe das álgebras uniseriais generalizadas foi in

troduzi.da por T.Nakayama [9], que mostrou que tais ãlgebras
são de tipo de representação finito [22]
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Em 1956, T.Yoshi1 [14] provou a conjectura (1) no

que o corpo K é algebri.comente fechado e J(A)z = (0)

Seja M um A-módulo à esquerda. Defi.ne-se o"soc?Zgr/

S(M) de 1,1 como a Boina dos submÓdulos simples de M. Este é

o submõctulo semisimpJ-es maxima]. de M e é, consequentemente,

uma soma di.neta de módulos simples. Um módulo semisimples M ê

dito Z2:0re de quadrados quando é uma soma direta de módulos si.m

p].es, não isomorfos doi.s a dois.

En\ 1963, C.W.Curtia e

o resultado que segue:

"Seja A uma ãlgebra cie dimensão fmi.ta sobre uln cor

po K tal que o "socle" de qualquer A-módulo indecomponÍveJ-

é livre de quadrados. Então, A é uma ãlgebra de tipo de re-

presentação limo-todo. Se ainda, K é algebri.comente fechado,

então A é uma ãlgebra de tipo de representação fi.nato."

Finalmente, em 1968, A.V.Roiter [12] provou ansua

generalidade a conjectura (1) , demonstrando o seguinte resulta

do, ao qual será dedicado o capítulo 3:

"Se uma ãlgebra A de dimensão finita sobre um cor-

PO K possui um número infi.Dito de módulos indecomponíveis, en

tão A possui. módulos indecomponÍvei.s de dimensão arbitraria-

mente grande sobre K."

caso em

[1]J P Jans demonstraraibl

Observamos ainda que em 1972 S.A.Krug]jak [21] deu

uma nova demonstração do resultado obti.do por YoshiiE14],

observando que havia uma falha no trabalho original
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Relacionamos a seguir um Teso-Ltado de 1974, devido cã

M.Aus]ander [18], que genera]iza o resu].todo de Roiter

para um certo tipo de categoria abeliana, que definiremos cago-

u.. Às seguintes definiçoes, bem como um desenvolvimento do R-u&

termal que trata desse assunto são encontrados em [17]

No que segue, C representa uma categoria abeli.a.na

e C(A,B) o conjunto dos morfismos entre os objetos A e B (]a
categoria C

Uma subcategoria 1) da categoria C é dita cZensaem

C se,dadoumobjeto C de C, existeumobjeto D de Z)

ta]. que os objetos C e D são isomorfos em C. Se os obje-

tos de uma categoria C formam um conjunto, tal categori.ca é (U.

ta pequezza. Fi-nalmente, uma categoria C é dita S.S. (skeJ-eta]].y

small) se C possui uma subcategoria pequena D que é densa
em C.

TEOREMA - Seja C uma categori.a abellana S.S. com apenas ulll nú

mero finito de objetos simples não isomorfos, e tal que cc&dâ

objeto em C tenha comprimento fi.nato. Então, C tem um HÚitc

ro finito de objetos i.ndecomponíveis se e somente se as seguia

tes conde.ções são satisfeitas por C:

(i)Se AOsAls'''sAiS... duma cadeia as-
cendente de objetos indecomponxveis de C, então existe um in

tei.ro n tanque A.i=An' para todo j>n.

(ii) Se ... --- Aj+l IEj+l,-Aj . .. f.i;b !gh. "---;b é u:na

de os A. são objetos i.ndecomponí-cadeia de epi-morfismos , on
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veia de C, então existe um inteiro m tanque f] é um isg
morfismo para todo j 2 m.

Consideremos agora a categoria A4 dos A-mÓdu].os fi

nitamente gerados, onde A é uma ãlqebra de dimensão finita se

bre um corpo K. Roiter mostrou que M tem um número f-

mi.to de classes de isomorfia de objetos indecomponíveis se o

con:junto dos compra-mentos dos objetos i.ndecomponíveis de lçí é
limitado.

Sabemos que M é uma categori.a abe]]ana S.S. . A].ém

disso, como A é um anel arte.ni.ano, o numero de classes de i-

somorfia de objetos simples de A4 é fmi.to. Sabemos também,

que cada objeto de A{ tem compra.mento finito. Vejamos então
que as hipóteses do teorema de Roiter implicam (i.) e (ii) do
teorema de Auslander

(i.) vale pelo fato de que qualquer objeto de M é
noetheri.ano.

Em (

Z (Aj+l) 2 Z (Aj) ,

Como o conjunto de tais co

segue que existe um intei.r

do j 2 m

j.j. ) temos , cada inteiropara que

A-j+l.
]a que AKer f j

npri-bentos e limitado, por hipótese,
tal que Ker f) m para to-j

Vi.mos assim que o teorema de Auslander generaliza de
fato o teorema de Roiter

Quanto à conjectura (11) , embora bastante pesquisada
atualmente, a par de alguns resultados parciais, não temos ain
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da notíci.as de que tenha sido completamente verificada. Lembra

mos que em tal conjectura os corpos consi.derados são infinitos.
Seguem abaixo algumas referências sobre o desenvolvimento das

pesque.sas em relação a essa conjectura.

J.P.Jans [8] generalizou um resu]tado de Thra]],

que surgiu de uma condição dada por T.Nakayama [].4] para que

uma álgebra A seja de tipo de representação fortemente não

[imítado. Ta] genera].ização diz que se uma ãlgebra A possui

um número Infinito de ideais, então tal álgebra é de tipo de re

presentação fortemente não limitado. No mesmo artigo, Jans mos
orou que se A é uma ãlgebra comutativa com um número finito

de ideais, então A é soma direta (comoanéis) de ãlge-

bras de poli.nõmios e é de tipo de representação fi.nato. Asse.m,

no caso comutatlvo, uma conde.ção necessária e suficiente para

que A seja de tipo de representação fortemente não limitado
é que A possua um numero infinito de ideais.

Ainda em [8], usando teoria de gratos e general.izan-
do condições dadas por Brauer [19] e Thra]1 [28], Jans obte-

ve uma condição suficiente para que A seja do tipo de repre-
sentação fortemente não limitado.

Em 1956, Yosh]iE15] também obteve alguns resu].to-

dos nesse senti.do, trabalhando com gratos.

Em 1970, Roiter e Nazaróva [25], provaram a con-

jectura (11) no caso em que K é algebricamente fechado.

Ainda, através dos métodos usuais de extensões (]o cor

po de base, os mesmos autores anunciaram, em 1974, não ser dl-
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fácil a demonstração da conjectura (11) , substituindo a hipót9

se feita anteriormente sobre K pela hipótese mais fraca cie

ser --:;--Pi-r separavel. Assimr em particularr tal conjectura vgJ (A)

le para ãlgebras sobre um corpo perfeito ef portanto, sobre um

corpo de característica zero.
Fi.nalmente. gostaríamos de mencionar a çoleção de

tlgos, li.gado ao assunto, citada na referência [21]. TaJ- cole

ção esta para ser revisada e traduzida do original russo sob o
+..hn -Fhpnrv of renresentati.ons''titulo "lnvestigations on



CAPITULO 2

ÁLGEBRAS DE GRUPOS

Apresentaremos aqui um resu]tado devido a Higman [5]

que resolve a conjectura (1) no caso em que A é uma ãlgebra

de grupo não semisimples. Como sempre, trabalharemos aqui com

A-módulos fi.nitamente gerados.

Recordamos ini.cia].mente alguns fatos simples de ãlgg

bra linear. Uma demonstração dos mesmos pode ser vista em [6].

LEMA 2.1. (Teorema da decomposição racional) Sejam V um eg.

paço vetorial de dimensão finita sobre um corpo K e T:V ---> V

uma função li.near. Então, existem r vetores não nulos

ctl r . . . , cl. c V tais que:

(a) V = © K[T]'cl.

(b) pi+l\pi para l g i

Ainda, pl éopolinõmiominimalde T e o Inteiro r eos

anuladores plr'''r Pr são determinados de modo Único pelas
condições (a) e (b)

r

lg r

11111yâ...Z.:.2. Seja cx um vetou não nulo de V e seja pcl
anulados de cl. Então,

(a) o grau de p,., é Igual à dimensão do subespaço
[T].a

T0

cÍclIco Kl

-30-
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(b) seo grau de pr. é k então {a,Tcl,..., Tk'la}
é uma base de K[TJa

(c) se U é o operador ]inear sobre K[T]'a, i.ndu

lido por T, então pn é o polinõmio minimal de U.

ÇgBglj:4BJJO - Sejam V um espaço vetoria]. de dimensão fiDitca se

bre um corpo K e T:V '--F V uma função linear. Então, V é

um K[Tl-mÓdu]o indecomponíve] se e somente se V é um K[Tl-

mÓdulo cíclico e dimKV-kl onde k é o grau do polinõmio mi.
nimal de T, que é uma potência de um polinÕmio irredut:Ível
de K[X].

LEMA 2.3. Seja K umcorpo de característica p>0 e seja

P=<b> um grupo cíclico de ordem ps, s>1. Então, existem

exatamente pb KP--módulos indecomponívei.s não isomorfos, cu--

jas dimensões são 1, 2,..., P

Demonstração - Seja M um KP--módulo indecomponível- e seja T
a representação de KP sobre K associada a M. T é deter-

minada pela transformação K-linear Tb:M --F Mr definida por
Tb(m) -bm, para todo m(M. Observamos que, sendo K um cor

po de característica p>0, o po]inÕmio (X-])P anu].a T.

e, portanto, o polinõmio mini-mal de T}.. é da forma (X- l)}=,
para algum kgpb. Como M é um KP-módu]o indecomponíve].,

segue do corolário anterior que M é um K[Tt..]-mÓdu].o cíc].]-
co e dim.,M = k

Sejam agora N um KP-módulo indecon\ponÍvel, Ti a

representaçãode KP sobre K associada a N, e (X-l)'e Q

S
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poli.nõmio minimal de Tl; , para algum .eKps
Do mesmo modo que para M, concluímos que N é wn

K[TÉJ-módu]o cíclico e dimKN : Z

Supondo M;N como KP-módulos obtemos que M ;N

como K-módulos e, portanto, di.mKM - dlmKN. Reciprocamente,

suponhamos que dimKM = di.mKNr ou seja k=,e. Temos a segul=

te situação: M é um K[Tb[-mÓdu]o cíc].ico, N é um K[TÉl--
módulo cíclico e os polinÕmios mini.mais de T. e T.' coinciri r) -

dem com o poli.nõmio (x-l)k. para algum kKps. Então, ospg

llnõmios característico e minimal de Tb e de Tb são Iguais

e, portanto, os polinÕmios minimais de Tb e Tb possuem a
mesma matriz companheira. Isso significa que, se B e B' são

bases, respectivamente, de M e N sobre K. as matrizes de

Tb e Tb nas bases respectivas B e B' são semelhantes. Lo

go, as representações T e T' são equivalentes e, consequel!
temente, M ; N como KP-módulos.

Fi.nalmente, observando que para cada k sps existe

uma transformação K-linear fk:M "'"» M, cujo polinõmio mini--

mala(x--l)K e calque(fk)Ps(m) =m, paratodo m(M, ob
temos a tese. n

LEMA2.4. Seja K umcorpodecaracterística p>0 e seja
G : <a>x<b> um grupo/ onde a e b são elementos de ordem

p. Então, para cada ncJN, existe um KG-módulo indecompon.L
ve]. de dimensão 2n + l sobre K.

Demonstracão Seja M um espaço vetorial de dimensão 2n + ].
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sobre K e seja
Defi.ni.ndo

,y.} uma base de M

ax.l

ayi

byi

bxi = xi' 0 g i g n

yi + xi' l É i É n

yi + xj.-l' l g i g n ,

segue de verificação i-mediada que M é um KG-módulo.

SejamX e Y os K-subespaços de M, gerados res-

pecti-vamente por 'Íx0lxlr'''rxn} e {ylr...ryn} e escreva.mos
M=X©Y. Seja lr aprojeçãode M sobre Y. Deacor(3ocoln

as relações acima, as multlpllcaçÕes à esquerda por (a- 1) e

(b-l) aplicam Y isomorflcamente em X e aplicam X em (C))
Suponhamosque fosse M=M, Q)M., onde M. e lll z

são KG-submÓdulos não nulos de M. Seja dimKT(MI):rr pa--
raalgum lsrsn. Como MI e um KG-módulo, temos qu

(a - l)MIS MI e (b - l)MI s MI

Seja mlcMI' Então mlcM-X©Y eexistem x(Xa- ..L .L

e yeY td-s que ml-x+y. Observando que (a-])ml: (a-])y= (a-].)lr(ml),
segue que(a-l)Ml; (a-l)'ü(MI). Analogamente,(b-l)M] -

= (b-l)lí(MI). Além disso, como dimKv(MI) :r e corno (a-l-)
e (b-l) aplicam Y isomorfi.comente em X, obtemos que

di.mK(a - l)MI - dimK(b - l)MI : r

Seja {yi0' yi0+l''''' yi0+ (r-l)
sobre K. Do que vimos acima segue que

(a-i)Mi:g({xio' xi0+l''''' xi.0+(r-l)}) e

(b- l)MI - 9,({xío-i' x10'''' ' xi.0 + (r-2)})

e

} base de n'(M )uma l
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e, portanto, existe um e]emento em (b- ]-)MI que não pertence
a (a :- l)M

Considerando a aplicação linear vIMe:Mt "--+ Yr temos

que di.mKMI - dimKv (MI) + dimK(Kerx n MI) - r + dimK(XnMI). Observam

do que, eventualmente, existe xc XnMI ta]. que
x /' (a-- l)MI u (b - l)M.

obtemos que di.mKMI > 2r+lr Ogrgn, ondeocaso r=0 se

verá.fica tri.vialmente, pois M.l # (0) por hipótese

Fazendo o mesmocom M2r obtemos que. se d:lmKv(M2) -s

então dimKM2 à 2s + lr 0 g s É n.

Logo, r+s>n e dimKMZ(2r+1-)+(2s+l) 2 2n+ 2,

contrari.ando a hipótese de que dimKM- 2n+ l. []

l

Observação - É interessante notar aqui. que, se K é um corpo

infi.nato, então exi.stem infini.tas dimensões, cada um das.qual.s

a(]mi.timão i.nfinitos KG--módulos i.ndecomponíveis não i.somorfos .

Para vermos esse fato vamos introduzir agora um novo conceito.

Seja K um corpo arbitrário. Seguindo A.Heller e

l.Reiner [4] diremos (lue A é uma c-ãZgeb2'a soba'e K se A

é lma ãlgebra comutativa de di.pensão fmi.ta sobre K tal que

rf)Íj-- ; K. A segui.r expllci.teremos a forma de uma C-ãlgebra

Sejam ul'..., Un'J(A) tais que o conjunto

A) 'li g 1. g n}

sobre K. Escrevendo

+ Ku. + J(A)' ,

A sobre K

+ J({u i
seja uma base de --!!-ÉA)

J(A) 2

J(A) = Kul +
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e observando que

(Kul +

(Kul + l

rr

+ Ku.)' + J(A)' ,

+ Ku )' + J(A) ',

J(A)r = (Kul + ..' + Kun)r + J(A)r+l

segue da nilpotênci.a de J(A) que

J(A): Kul+.'' +Kun+(Kul+ ''' +Kun)z+... +(Kul+

para um certo m. Portanto, K © J(A) S KEulr...r Un] e como

ul'''., UncJ(A) também vale a inclusão recíproca. Sendo A .g
ma C-álgebra sobre K temos que -i5:-llbi.T- ; K e, portanto, ob

temosque A;KEulr''., Un]. Onúmero n=di.mK J(A) é

chamado o "z'ank" da C--ãlgebra A

Enunci.cremos a seguir o pri.ncipal resultado do arti-

go de Heller e Reinerr acima inenci.onado, válido para c-ãlçg

liras de "rank" 2. Escrevendo A ; KEulru2]r onde ulru2€J(A)

e {ui+J(A)2li=J-,2} é uma base de -llilÍl}2.- sobre K tS

PROPOSIÇ4Q - Seja K um corpo arbitrário e seja A un\a c-ãl

febra sobre K de ''rank'' 2. Então,

(i) a menos de isomorfi.amos existe um único A-módu-

lo IndecomponÍvel M tal que J(A)'M- (0); tal módulo é o eg.

paço vetorial K. sobre o qual o corpo K age por multiplica-

ção escalar e uj(K) - (0), i : 1,2
/[[\ n.,ina.n. ]nz:]n]+..nn A.m indecomponÍveisÓdulos l
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isomorfos M tais que J(A)z'M= (0); um conjunto compl-eto de

tai.s módulos é dado pelos K--módulos da forma V © W, Olhe

© Kb.i, onde a ação de K é a mu].ti-

po.icão escalar e a ação de ul e u2 é dada da seguinte ma--

S

l]

fieira

K a. el

;?l: ',.j
(0) , Z : 1,2

S (z)
'b.i, l g i g r, Z = 1,2

u,ê (W)

onde T(Z) - (tn(e)), ,e:1,2 sãomatri.zes SXF sobre K
dadas pelas formas [[[- [V] do teorema de Dieudonné [3] ci.
Lado no EXEMPLO 5.

Consideremos agora a ãlgebra de grupo KG, onde K

é umcorpodecaracterístlca p>0, e G=Glx...XGn é um
p'grupo abeli-ano, tal que para cada i=1,...,n, G: ê un\

grupo cíclico de ordem p"i , gerado por um elemento dado g]
KG é uma ã].febra de dimensão fi.ni.ta sobre K e é comutcativa,

por ser G abe].i.ano. Conforme a proposição 0.4.5, segue que

dimKJ(KG) : dimKKG-l, e portanto, KG é uma C-ã].febra so-
bre K. Além di.sso, tal proposição nos fornece uma base cle

J(KG) sobre K, queéoconjunto {g-llgcG, g#l-}. Apar-
tar desse fato, pode-se mostrar que uma base de --:!-Élg) sobre

a(KG)'
K é dada pelo conjuntoÍgl--lli.=1,...,n}, o que most
l<G é uma C-álgebra sobre K de "rank'' n.

Estamos, finalmente. em condições de

ra que

enunciar 0
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multado que serve como justifi.cativa desta observação

COROLÁRIO - Seja K um corpo de característica p>0 e seja

G=GlxG2 um p-grupo abeliano, onde para cada i=1,2, Gié

um grupo cíclico de ordem p'ir al > 0, gerado por um elemen--

to gl ' Então, existem infi.ni.tos KG-módulos indecomponívei.s

não isomorfos M tais que J(KG)z.M= (0); um conjunto coniplg

to de tai.s módulos é dado por módulos da forma V © W coiro na

proposição anterior, onde a ação de K é a multiplicação essa

lar e a ação de G é dada da seguinte maneira

(g,C-l)(ai): >1 t;;).bj' Igisr; ,e=1,2

l (gp- l) (w) : (o), z- 1,2

O corolário acima nos mostra que, se K é infinito,

ãlgebra KG do lema 2.4 é uma álgebra de tipo de represen

ção fortemente não li.citado.

É interessante notar que a demonstração do lema 2.4
nos forneceu os pares de matrizes (n+l) x n da forma

o o o
l o o
o l o

0

0

0

l o o
o l o

0

0

T(1) (2).
o o o

o o o . . . il l o o o

determinando, desse modo, apenas uma representação indecompon&

vel para cada dimensão impar

Veremos agora uma caracterização de certo tipo de !nlâ

?

l
0l



38

dul-os sobre álgebras de grupos, que serão usados no estudo dc

mõdu[os indecomponÍveis sobre tais á].febras. O materia] que sg

gue encontra-se em [2]. Daqui para diante K i-ndica um corpo

arbitrário, G um grupo finito e H um subgrupo de G. Sabe

mos que KH é uma subã]gebra de KG e qualquer KG-mÓdu].o ihi

também é um KH-módulo, que seta denotado por MH

DEFINIÇÃO g.l. Seja M um KH-módulo. Como KG é\nn (KG,KHl-

bimÕdulo, definimos o KG-mÓcíuZo ncí 22:cZo rezo KH-moduZo bi

por M' - KG ® M
KH

Seja t o número de classes laterais à esquerda, ag

Lera\i.nadas por H erlt G Podemos escrever g:n, on

de {gl,... , g+..} é um conjunto de representantes dessas clas-
ses. Então, como KH-módulo, podemos decompor KG na forma

KG= O gjKH e temos M'=(.©. giKH) .®M;.O (glKH®M).KH

deque g.b®m=g:®bm, onde bcKH e mcM, podemosescrÊ

ver M'; ® (g. ®M). Observandoque g4KH;KH como
i-l ' KH

módulos à direita, segue que g.KH ® M ; KH ®
' KH KH

mo isomorfi.smo é um KH-isomorfismo e como K-módulos ternos en

tão MG;M(t) e, portanto, d]mKMG = [G:H]'d]mKM. Con\o

M' ; © (g. ® M), dado m € M

t

0

t

ll

t
E

.J ®mm = i 'ii-l

os Únicos em M Assim, se {m. , , mr} é uma base de
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M sobre K, o conjunto {g.i®m.ili=1,
uma base de M\' sobre K.

Seja M um KG-módulo de dimensão n sobre K.l?es

tringindo os escaleres a KH obtemos o KH-módulo MH cuja a3.
mensal sobre K também é n. Consideremos agora o KG--mÓdtl].o

(Mn)'. Vimos, anteriormente, que

dimK(MH)t' - [G:H]'dimKM 2 dimKM

Assim, se H é um subgrupo próprio de G temos que

di.mK(MH)G > di.mKM ,

e portanto (MH)\' e M não podem ser isomorfos como KG-HÕcãu-'

los. No entanto, faz senti.do perguntar se M é isomorfo a u-

ma KG-componente de (MH)t'. No próximo teorema, veremos coB

lições necessárias e sua.cientes para que essa questão seja

respondi.da afirmati.vainente. Para tanto, necessitamos da sega.lin
+o dnf] n{.-;,...

,t ; j = ]., ,r}

2911;ElÇÃ0 2.2 Um KG-módulo à esquerda M é dito (G,H)-ÍZZ

J'etiz;o se a sequência excita de KG-módulos 0 --+ M ---» R --+ S ---» 0

cinde toda vez que a sequência exala de KH-módulos associadca

0 --'» MH -""F RH ---» SH -'--+ 0 cinde

Segue da defi.nação acima, que M é um KG-módu].o

(G,H)-injetivo se, toda vez que M é umsubmÓdulode

lnn KG-módulo R tal que MH é uma KH-componente de RH' e=
tão M é uma KG-componente de R. O teorema 2.3. nos dará e

xemplos de módulos (G,H)-injetivos.
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TEOREMA 2.].. Seja M um KG-módulo. Sao equivalentes:

(i) M é (G,n)-injetivo;

(ii.) M é isomorfo a uma KG-componente de (MH)'';

(i.ii) Qualquer que seja o conjunto de representantes

das classes laterais à esquerda determinadas por H em G/ g

xiste ycHomKH(MTM) tal que .>ll giy(gi'tm) -m, para todo

t

Demonstração - (i.) -+ (ii)

Sabemos que qualquer elemento de (MH)\' pode sel- eX

presso de modo único como >1 gi®mj.r mj.cM, glcH.i-l
4):M ---'-'-F (M,,)\' definida por
' H

$(m) = ). g: ® g.'m , para todo m(M.

t

Seja
t l

mii-l

Observamos que $ é um K-homomorfismo de M em (MH)'

Se (b(m) =0 então, pela uníci.date da expressão,

0 = >1 gjOgiJm implica gjOgj.lm:0,
j=1 'L ' ' '

paratodo i=1,...,t, ecomo gleH seguequ

0 - gl ® gl'm - l ® m, donde m =0
implicação observamos que l ® M ; M. Logos $é

KH

um K-monomorfismo. Mostremos que + comuta com os esca].ares

de KG. Seja geG. Paratodo i=1,...,t existeum Único

j=1,...,t talque g'L'gi'gj'hij' hijcH. Assim,
-l . -l -l

g:', - h:j;''j' '

e

Para últimaa

Se



41

:à: ,: ' ,-:''" : :11: ,: . -;i',- " : :21:

;!: ", ' ,-:« : , :!: ,; ' ,-:«

l
çj m

Isso prova que (> é um KG-isomorfismo de M sobre +(M), e

4)(M) é um KG-submõdulo de (MH)G

Mostremos que +(M) é uma KG-componente de (MH)G

Seja M]. : {.}l. gjOmjjml=0}. MI é um KH.-submÕdu

e temos:

t

l

lo de

i=1 l i' +(glml)+ ri>ll gi®mi ' 4)(glml)] e

t t

L

[z>ll gl®ml - $(glml)]c MI

Alémdlsso, se 4)(m) = }1 g:®g.Amem., então

queque m=0. Assim, +(M)nMl-(0), e (MH)G=4)(M)OMi c9

mo KU-módulos. Como M é (G,H)-injetivo, por hipótese. con

cluÍmos que M é i.somorfo a uma KG-componente de (MH)G

(ij. ) :::::::::P ( j.ií )

Seja {glr..., gt} um conjunto de representantes
das classes laterais à esquerda, determi.nadas por H em G e

seja y : (MH)' -""+ (MH)' definida por :ll. gí®mi }--F g]®m]1=1

y e um KH--endomorfi.smo de (MH)\'. Além disso,

t

ll

+

l
gj. ® g: m € M1'
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:z: ':"*,;:'','": ' :!: ':«*',;:': '",,
gj gll'.Y + (gl ® mj )

para todo j = 1,..., t

l)e acordo com a hipótese {ii.), existe um

morfismo c: de (MH)G tal que c:2
morto com M.

+'
Assim. c'y 'c é um KH-e

e dado m € E:[ (Mu) '] temos que

! * .. t
>l gl c: Y".eg: lm = c. ( >l1:1 ' * í;l

ndomorfísmo de

cm C

l
gl gl ® mj g:j ® m:j

KG-encão-

i<G-isoG
c: [ (Mn ) e

G
]e[ (Mn)

G
"''rwp l

l + l
c:gj. gj.'Y gj.

G
+:M ---' c[ (Mn) ] 0

(MN)G'c:m
E:r = 11a

Seja 0:M ---' c:[(M.,)'] o KG-i.somorfismo citado an-

teri.ormente,proveniente da hipótese (ii). Seja y:M --+ M de-
fi.nada por y=+ 1.c. + É:'+ . Então, de acordo com o desenvol

vi.mento anterior. y é um KH-endomorfismo de M tal que

Z glyg: (m) =m, para todo m(M, e (ili) esta verificada
t

l gj.rgi ' (m)

(iij.) -+ (i)

Provemos que se M é um submódulo de um KG-módulo

que MH é uma componente de RHr então M é uma com-
ponente de R.

Seja E: um KH-endomorfismo de R tal que c(R)=1{

Seja É:- = >ll giy'ágil: R --.+ R a função deflni.da

por rF""» >1 glY'E:(g'lr) , onde y é o KH-endomorfismo de íl

2
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da parte (i-ii). Temos que

:!: ':"':,;:',: : :21: ':"'',-:'.

,:«;!...,-:: : :!: ","'',-:

:Ê: ':«..»;i',;:-

,!: ':"'',-: ; ,
e. portanto, c' é um KG-endomorfismo de R

Seja m ( M. Então,
t

E:' (m) = Z
i-l :. ':"-:" : « ,i-l

devido à hi.põtese sobre y. Como c'(R)SM temos que E:'(R)-M.

Asse.m. R=M © (l-c:')R como KG-módulos, e o teorema esta
demonstrado. []

A aplicação desse resultado no estudo de KG-módulos

indecomponÍveis esta baseada nos dois seguintes teoremas:

TEOREMA 2.2. Seja K um corpo arbitrário. Seja H um subgrB

po de umgrupo finito G. Seja L um KH-módulo. Então, Lé

lsomorfo a uma KFl-componente de (L'')

Demonstração - Seja {glr...r gt} um conjunto de representan
tes das classes laterais à esquerda determi.nadas por H ein G

Consideremos o KG-módulo L'' ; © (g. ® L). Restringindo o
i-l ' leH

lares a KH, tomemos agora o Kll-submÓdulo (l ® L). de
KH ''

definida por +(Z) = 1 ® .e

H

t
S

esca

/r

KH, tomemos açor

seja 4):L --' (l ® L)H

do Z c L. (b é um KH-
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Consideremos L -[ O. (gi®])]H' L+ éunl KFl-
i-2 ' KH ''

submódulo de (L\')H e é complementar de (l ® L)H ' donde sg

TEOREMA 2.3. Seja K um corpo de característica p>0. Se-

jam P um p-subgrupo de Sylow de um grupo finito G, e }'i

um KG-módulo. Então, M é (G,P)-injetivo.

Demonstração - Seja {glr.'.r gt} um conjunto de representan-
tes das classes laterais à esquerda determinadas por P em G.

O índi.ce t=EG:P] é prin\o com p e, portanto, t.].#O em K.

Seja y:M --F M definida por y(m) =t''Lm, para todo

m € M Então, y € HomKP(MTM) e, dado m € M,

k . - l - l ,. - l
>. g.t 'g;'m = t(t 'm) ; m

i-l

a condição (ii-i) do teorema 2.1 esta verlficadae. pool

M é (G,P)-injetivo. []

dad

t l
g Y (g m)l ii-l

Assim,

tanto,

COROLÁRIO - Sejam K, G e P como no teorema 2.3 e seja )l um

KG-módulo. Então, existe um KP-módulo L tal que M é iso-

morfo a una KG-componente de L''

Demonstração - Segue imediatamente dos teoremas 2.3 e 2.1 que

M é isomorfo a uma KG-componente de (Mp)\'. Fazendo L=Mp
segue o coro]ãrio. ]]

Estamos, finalmente, em condições de provar o rcsul

Lado principal deste capítulo.
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TEOREMA 2.4. (Higman [5]) Sejam K um corpo de característl

ca p>0 e G umgrupo finito talque p\IGI. Tem-seque:
(i.) Se os p-subgrupos de Sylow ae G são cícll--

cos, então existem no máximo IGI KG-módulos indecomponíveís
nao i.somorfos .

(ii) Se G possui um p-subgrupo de Sylow não cí-

clico, então exi.atem KG-módulos indecomponÍveis de dimensã
arbitrará.agente grande

Demonstração - (i.) Seja M um KG-mÓdu]o indecomponÍve].. Dos

teoremas 2.3 e 2.1 segue que M é isomorfo a uma KG-compo-

nente de (Mp)'. Como M é finitamente gerado soba'e KG e

di.mKKG < "r temos que Mp é fi.ni.temente gerado sobre KP. En

tão, de acordo com a proposição O.l.l, MP-iOILi onde para
cada i.=1,.../ r. Lj. é urn KP-módulo indecomponíveJ-. Consi

gerando o KG-módulo i.nduzido (Mp)G = KG ® Mp temos(}ue (Mp)G

0

finita:mente geradoe l sobre KG e

(Mp)' : KG ® ( © L:) ; ©
' KP i:l ' l:l

Portanto, do teorema de Krull-Schmidt existe i=].,..., r tal

que M é lsomorfo a uma KG-componente de (Lj)G. Em parti-

cular, di.mKLi g dimKMp : dimKM 5 dimK(Li)G

Seja {Nkligkgps = IPl} um conjunto completo de

KP-módulos i.ndecomponíveis não isomorfos tal que dimKNk : kr
como foi. obti.do no lema 2.3. Então, do argumento precedente.

M é isomorfo a uma l<G-componente de (N.ç)G, para un\ certo

r .r r
©

i-l
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j=i,...,p e dimKNj ' jgdimKMg dimKtNj)G = [G:P]'j. Co-
mo di.mK(N.i)G . [G:P]'j , existem no maxi.mo [G:P] KG-corpo'
Rentes não lsomorfos de (N.i)\' de dimensão maior ou igual- a

j. Portanto, o número total de KG-módulos indecomponzveis não
isomorfos não excede a [G:P]'ps = IG]

(ii.) Suponhamos que G possui um p-subgrupo de

Sylow P não cíclico. Seja L um KP-módulo indecomponÍvel
Segue do teorema 2.2 que L é lsomorfo a uma KP-componente

de (LG).. Como L é fi.ni.Lamente gerado sobre KP, LG é í3.

nitamente gerado sobre KG. Seja L' - Q) L: a decomposição

de LG em soma direta de KG--módulos indecomponÍveis. Restri2

t
ll

t
G

© (L onde(L i PP i:lfindo os escaleres a KP temos que

os KP-módulos (L])n podem ser, eventualmente, decomponÍveis.
Do teorema de Krull-Schmidt existe i=1,..., t tal que L é

isomorfo a uma KP-componente de (Li)p e, porta.nto,

< dimK(Li)p - dimKLi para algum i=1,...,t

Vi.mos até aqui que existe um KG-módulo indecompon.!

vel, cuja dimensão sobre K é maior ou igual à dimensão sobre

K do KP-módulo indecomponÍvel L. Portanto, se consegui.a-

mos encontrar KP-modu.Los indecomponÍveis de cli.mensao sobre K

arbitrará.amente grande, a ãlgebra KG também sela de tipo de

representação não limitado e o teorema estará provado.

Suponhamos então que G é um p-grupo não cÍcli.

Sabemos que existe um subgrupo H de G tal que -H ; AXAr

co

di.mKL
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onde A é um grupo cíclico de ordem p. Como todo K(G)-mó-

dulo indecomponíveJ- é também uJn KG-módu.LO indecomponível, o

nosso problema fica reduzido ao caso em que G=<a> x <b> , on--

de a e b têm ordem p, e o resultado procurado segue do le

Vimos neste capítulo que o problema do nosso traba-

lho fol compJ-etamente resolvi.do para ãlgebras de grupos. Reuni

mos no teorema segui.nte os resultados que re.Lacionam a classe

das ãlgebras de grupos com a classe das ãlgebras de tipo de re

presentação finito

'i'aUlülliMA z.S. Sejam K um corpo arbi-trári.o e G um grupo fi
nato. Então,

1. KG é uma álgebra de tipo de representação fmi
to se uma das seguintes conde.ções esta veria.cada:

(i) car K \ IGI

(ii.) car K = p\IGI e os p-subgrupos de Sylow de G são cÍ
clicos.

2. Se KG não é uma á.Lgebra de tipo de representa-

ção fi.nato, então KG é uma ãlgebra de tipo de representação

não limitado. Além disso, se o corpo K é infinito, então l<G

é uma ãlgebra de tipo de representação fortemente não limitado.



CAPITULO 3

O TEOliEMA DE ROITER

3.1. Divlsibllldade de Módulos

Nesta seçaor A inda.cara um anel com unidade

PE111ylÇÃ0 3.1.1. Sejam A e B A-módulos. Dizemos que A d{

Pide B quando HolnA(A/B)'A-Br onde Romã(ATB)'A é o sub-
grupo aditi.vo de B gerado por {@(a)l4)cHoml\(A,B) e acA}

Observamos que Romã(A,B)'A- >1 Im+.
'' q) c Rema (A,B)

Para indicar que A di.vede B usaremos a notação
A\B.

A relação de divisa.bi.lldade entre A-módulos é re-

flexa.va e transitava. NO entanto, tal relação nao e antisimé-

tri.ca, como bem atesta o exemplo em que A=B © B, B A-módulo.

A proposição 3.1.1 mostra que de fato B\A.

No restante desta seção, os A-mÓdu].os consi.gerados

sao pressupostos noetherianos

A e B A-módulos . A\B se e somen-

te se exi.ste um inteiro n tal que a sequência A(n) -.--F B..-+ 0
é exala.

48



49

Demonstração - Se para algum intei.ro n a sequência A(n) -....» B ..--> 0
é excita, então A(n)\B.

Seja para cada i. =1,..., n o A--homomorfismo
(n)

+i:A---+A'''' , definidopor +i(a);(0,..., a,..., 0) , parca

qualquer acA, onde o elemento a ocupa a i-ésima post.ção

na n-upla +i(a). Tomando (al'..., an) eA(n) obtemos que

(al'''', an) ' :jl. 4)j.(al) e, portanto, A\A(n). Asse.m, (]aprg

priedade transitava da re].ação de divisibilidade , segue que
A\B

Suponhamos agora,(]ue A\B, istoé, y Imü=B.
P c Floin . (A. B)

n
ondeSendo B noet:heriano, podemos escrever

y'.enuiuA\n'u;' x;l/..., n. Seja @:A'''' --»B o morfismo

que a cada n-upla (al''.', an) eA(n) associ.a >1 @j.(ai) 'B.

Segue i.mediatainente que A(n) ..-..+ B ---'' 0 é uma sequência cxdtc3.

Seja

A e B A--módulos. Se A\B e o a-

nel U=nomA(A,A) é comutativo, então, toda sequência exala
B --!L-P- A -----+ 0 ci. nde

Demonstração - Seja T=Q.HORA(A,B). T é um Ideal à direita

de U. Sejam alr...r am geradoresde A sobre A. Como

B=HomA(A,B)'A e A=@B temos que TA= @HomA(ATB)A=@]3=A,

l.e, existem tj.jcT calque :i>1 tij(aj);ai' 1=1,..., m.

Escrevamos Wil=tii-IAr i:lr...rm e ©tj = tljr

In
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i,j=i,..., m, i-pj, econsideremos amatriz M=(Ü..). o

morfismo E sqn a'Üla(1) ' ''' ' Pma(m) ' det McHomA(A,A)

nulaos aj., para i'l,...,m. Portanto, detM=O, jãque
os ai geram A, ]=].,...,m. Por outro ]ado, desenvo].vendo

det M, obtemos que IAeT e isto si.unifica que existe um A-
morfismo +:A ---'-F B tal que @ o + = lz\

Logo, a sequência B --Zll-lp A -----+ O cinde

a
In

1 1

LEMA 3.1.1. Sejam B --'9-- À -----F 0 (1) uma sequênci.a exala de

A-módulos e X um A-módulo arbi.trãrio. Consideremos a se-

quência exala B G) X ---:E- A © X ------ 0 (2) , onde +(b,x) =(4)(b),x)
Então, (1) cinde se e somente se (2) cinde

Demonstração - Suponhamos que cinde a sequência (].) , i.e, edis

te @(Romã(A.B) calque +.@=lA' Então, Õ.Õ : IA©X'
onde P(a,x) ; (@(a),x) e a sequênci.a (2) cinde

Agora. se a sequência (2) cinde, existe

@( nona(A © X, B © X) tal que Õ o Õ = IA © X

(a,x) c A © X. Então,

Q(a,x) -(b,y)cB©X e(a,x) =+(b.y) =(+(b),y)

Portanto, y=x e $(b)=a. Seja Q:A--+B deflnidapor

Q(a) - b tal que Õ(a,x) = (b,x) ,

para todo acA. Então QcHomA(A,B) e +'+(a)=IA' donde a
sequência (1) ci.nde. []

Seja

Observamos que na proposição 3. 1. 2 a hipótese da
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comutatividade do anel Homo(A,A) não é supérflua. De fato,

seja B ---+ A ----» 0 uma sequêncica exala de A-módulos. Conside-

remos a sequência excita B©S -'--F A©s --» 0 , onde S éum A-

módulo li.vre. Escrevamos B-Abl+...+Ab. e s;A(n) , jã

que estamos trabaJ-hando com A - módulos noetherianos . seja

+:S(r+l) -.....,. B © S definida por

>l À!, E À:)
i-l ' i:l

Porser S livre, 4) éummorfismode S(r+l) sobre BÚ)Sr

e portanto, S\BQ)S. Como A©S\S, concluímos que A©S\B®S.

Se a proposi.ção 3.1.2. fosse verdades.ra sem a hipó-

tese de comutati.vidade para o anel Hom/\(ATA) / a sequência
B ©S -----+ AQ)S -----» 0 necessariamente deveria cindir, e de acogl

do com o lema 3.1.1. a sequência B --F A -""+ 0 também deveria

cindir para A e B arbi-trãrios, o que nem sempre ocorre

Embora não possamos prescindir da hipótese de comuta

tivldade para o anel Romã(A,A) da proposição 3.1.2., tal hl
pótese é ibui.to restritiva.

Mostraremos a seguir que se nona(A,A) é um anel. sg

mipri-inãri.o e S;B.l. a hi-pótese de comutaUvidade para BoInA(ÀIA)
pode ser enfraquecida.

n

i

n

>l: xi.)

DEFINIÇÃO 3.1.2. Seja A um A--módulo. Dizemos que tina cÍecom

posÍç?ão de A numa soma direta A] a) ... O Ak e n02'maZ se

Aj\A.â para i<j, j=2,...,k. Ummóduloque nãopodeserdÊ
composto, não trivialmente. numa sorna direta nora\al é dito zzo.=
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mal, {,ndecompon;ioe L.

Observamos que se A é decomponível, então,

Homo(A,A) não é comutativo, poi.s considerando AMAI © A2 e

definindo 7rl:Al©A2 "'' Al©A2 por nl(al'a2) : (al'O) e

+:Al©A2 '"+Al©A2 por +(al'a2) : (-a2'al)

obtemos: (b"lrl(al'0) : (0,al) enquanto líl'+(al'0) - (0,0),
para todo a. € A.

Assim, se nom.(A,A) é comutati.vo, A. deve ser um

A-módulo indecomponÍvel e, conforme a definição acima, um A-

mÓdul-o normal i.ndecomponível

LEMA 3.1.2. Seja A u.xn A-módulo noetheri.ano. Então, A=Al®;b2'

onde AI é normal i.ndecomponÍvel e Al\A.

Demonstração - Se A é normal Indecomponível, tomamos AI
(0)

Suponhamos agora que A=Al© ... ©An é uma decompo'

lição normal. de A. Então, para cada i=1,....n Al\Aj. , OI.l

seja, exi.ste um inteiro .e: tal que AIZi) -.. Aj .--- 0 ê una

sequência exala, cle acordo com a proposição 3.1.1. Observar-'
(z. +. ..+,e )

do que AI'l ''' 'n' .....''» A=AIO ... OAn "'"'> 0 é uma sequênci.a

excita, obtemos cla mesma proposição que Al\A. Caso AI seja

normal indecomponível, fazendo B] ' .©. Ai temos que A=À].G)BI

e o lema segue

Suponhan\os que AI tenha uma decomposição em soma

direta normal A]'A]]O ''' ©A]k. ' Então, como aci.ma, A].]\A]. /

n

l
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donde All\A. Se All é normal indecomponÍvel, escrevemos

A;All G) Bllf e a tese está verificada.

Agora, se All ' A21 © ... © A2k2 é uma decomposi'

çao em soma direta normal de A].l Leiras que A21\A. Caso A21

seja norma] indecomponÍve]., A=A21 © B21 e o resultado esta
provado. Caso contrãri.o, o processo acima descai.to pode conta.-
muar

x./.b-/.J--+.L V C.{lJ.\,L\-/ CXO =) \...l\...,t;=)i> .L Va.=) tat=t..;t....Jittl.J(..):S .L(r;(Jt::b. {..le! .f\ (J.ÍJ t..L

das, estamos diante de uma cadeia ascendente de submÕdulos de

A, BISBllSB21S... ' BtlS...p queéestacionária,pois

A é noetheriano. Portanto, existe s tal que A = As] Q) Bs]./
con\ Asl normal indecomponÍvel e Asl\A. []

um anel. Para que a sequência exa--

ta de A-módulos B --g-+- A -'----p 0 ci.nda, é sufici.ente que $e ve

rifiquem as três seguintes condições:
(i ) A\B ,

(ii) A é normal indecomponÍvel,

(iii) Hom/\(A,A) é um anel semiprimári-o e S.B.l

Demonstração - Seja T = $.Hom.(AfB). T é um ideal à di.rei.ta

de U=HomA(ÀTA)r e T.A=A porhi-pótese. Sejant ü=-lÍ e

T=g!-ta, onde J=J(U). T éumi.dealàdireitade U. co

mo U é um anel semiprimãrio e J(u) - (0), segue da propor.L
ção 0.4.3. que U é um anel gemi.simples

Seja ãet, a idempotente, tal que T=aU. Sendo

U um anel S.B.l., conforme a proposição 0.5.2., existe ecT-,
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e i.dempotente, tal que e = a.

Temos: TSeU+J e A=TA=eUA+JA.. Como A é fi

nitamente gerado sobre U, segue do lema de Nakayanla que

A=eUA. Mas, como À=lme©Kere, obtemos que Ime\A

Sendo A normal indecomponível, segue que A=].m e

Se acA temosque a=ea' paraalgum alGA e

ea=e(ea'):ea'=a. Assim, e=lU ecomo ecT, segue que

IU-(b'Ü, para algum @cHomA(A,B). Logo, a sequência

B --:l=-} A ------F 0 cinde. []

Observamos que, se A é uma ãlgebra de dimensão fi-

nita sobre um corpo K, então a hi.põtese (iii) da proposição

anterior já esta verificada e temos o seguinte corolári.o:

COROLÁRIO - Seja A uma ãlgebra de dimensão finita sobre um

corpo K. Sejam A e B A-módulos. Então, se A\B e se A

é normal indecomponível, segue que A é i.somorfo a um somando
di.Feto de B.

3. 2 Uma função Importante

Nesta e na próxima seção, traba]haremos com mÓdu].os

finitamente gerados sobre uma ãlgebra A de dimensão finita

sobre um corpo K er de acordo com o teorema 0.1.3, notareirtos

por Z(A) o comprimento do A--módulo A.

Seja M = tAlA é um A-módulo indecomponÍvel} . No

que segue, consideraremos o caso em que {Z(A) IAc M} á limi-
tado.
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Faremos agora a construção de uma família de subco=1-

juntos de M, como segue:

Seja M].:ÍAe UIZ(A) ::l} e suponhamos
construídos.

k k

Seja MÉ = {Ã.(Mlà. /' zUI Mj. e ÕH) S Ui Mj.},

de Q(A) = {BcMIB=A , L submõdu]o próprio de A, dista.nto
de (0)}

Seja agora Mk+l : {Ae MklZ(A) - max ,e(B)}

k

Observando que M'k Í] [ZUt UiJ-g e Mk+l S Mk' vk
= a, v l. * ]l

temos: M.

LEMA 3.2.].. Seja A . M;. Então,

= max Z(B) :-+ A d' M' ,BeM,- s'k

max .e (B) --:+ A ( Ml;+l
b

(i ) Z (A) V s > k

( j. l. ) .e (A)

Demonstração - (1) A( AfK+l por hipótese. De acordo com
trução de Pd.! segue di.retamente a tese

(j-i) Af'Mk+l por hipótese. Como 'Eail0s

que

A/'ruIMitUMk+l e Q(A)sruIMlluMk+l'

donde Ac MÉ+l U

LEMA 3.2.2 M. # gl apenas para um número finito de Indica; i



56

Demonstração - Como estamos supondo que {.eCA) IAc M} ó ].im:i.ta

do, basta mostrar que os módulos cle um determinado compra-rne!'iLo

k pertencem a um número finito de AÍls.

Faremos indução sobre k

Os módulos de comprimento k= 1 pertencem a l-{.

Suponhamos o lema válido para os módulos de A4 de com.

o j É k

Seja t

l

priment

Intei. todo0 menor paral

MI,

e Rkt+l = {A c RtlZ(A) : k + l}.

ro tal que

,e (A) > k

Escrevamos sejam

A . Rt+l e B € Q(A)

BcRI e Z(B)<Z(A) =k+l, conforme a proposição

0.1.5, donde B € U. MI' devido à hipótese de indução. Ccluo
t-l z:x

A f' iUi Mi segue que AcM.l.t er portanto, Rkt+l g Mt.l
Se max ,C(D) =k+l, então Rk+lsM. eo lema

DcMI . t t

esta'provado. Caso max Z(D);ck+l, segue do lema

lt

DcMt-l
k+l s MR t t(ii) que

ll . +....!'-.
t+l

mos. Caso contrario, KE+i S Mt+l e assim sucessivamente. Cc.
mo A(Rt/ deve exlsti.r um Índice j tal que AcM.!, paratg

do A( njj+l , e o leTRa está demonstrado. []

LEMA3.2.3. Seja Acém calque Af' U M.:
.: . l &

k

max
D € &f t

então

Então existe i.uit
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módulo quociente indecomponÍvel de A que pertence a Ml:

Demonstração - Seja Q' (A) - {Be UIB é um quociente de A}. Se

k
Q' (A) g .ll. Mj. então A( M

Suponhamosque existe AI(Q'(A) talque Ali'zUI Mi
k

Se Q'(AI) S .U. Alj. então AlclUlk' Caso contrario, exi-ste1-1
k

A2 c Q' (AI) tal que A.2 /' .ll1=1

Observamos que AI

assim sucessivamente

AI . A/LI
': ' q' ' l;zÊ

A
L2

Ar.l
Br-l

A/Lr.l
L;./L:-l

de acordo com o teorema da correspondência e
L. S L. S ... S L Sl z r

é uma cadeia ascendente de submÓdulos de A. Como estamos tra

calhando com A-módulos noetherianos, a cadeia acima é estado

nári.a e, portanto, tal condição nos conduz a um módulo quocie2

te i.ndecomponÍve] A. de A ta.L que A.c]ç{.].. []n ' n K

LEMA 3.2.4. Existe n.M calque -\{

Demonstração - Do lema 3.2.2 existe ncIN tal que Ml=ÇJ pg

ra n<j. Suponhamosque M # U M: e seja A(M taJ-que

A /' U M.. Conforme o lema 3.2.3 existe um módulo quociente

indecomponível de A que pertence a idá e, portanto, llf; gr

donde M... #P' , uma contradição. []

n

ll

n

lln

ll
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PR0?0SiÇÃQ }tl:l= Se {,ê(A) IAc M} é limitado então

ma função f: M ---» :N tal que:
(a) A. existência de

S
© B.

que não cin(ile, onde BI/

exalauma sequencza

exi.ste u

B. , A ( i\{, impJ.icas ' '

max f (B. )
<i<s '

(b) Se f(C)=f(1)) então Z(C)=,C(D)

(c) {f (A) IA. c M} é limitado.

Demonstração - Do lema 3.2.4. edis observações que precedem o
lema 3.2.1- segue que para cada Ac A{ existe um Único Índice

i, IKign, calque A(MI' Definimos então f:M--+JU por
f (À) -i., onde A( M: e f((O)) ;0.

Ai.nda do lema 3.2.4 existe nc:Hq tal que f(A)

para todo Ac:JM. Logo, a cojldlção (c) esta verificada.

Se f(C):f(D)-i, então C,l) € M: e, deacordocont

adefinição de MJ' ,C(C)-,ê(D), logo (b) também esta veri-
ficada

Resta--nos verificar a condição (a)

Seja
q

(1) B - ©
i-l

uma sequência exala que não ci.nde, onde BIP..'rBS F AcM. Sg
jaainda k = max f(B:). Vamos mostrarque f(A)<k. fazeiIKiss

re kdo sob'Y-'
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Para k-l temos que B, é Irredutível para todo

1,...,s, e assim B é semisimples. Portanto, se A# (0)r

a sequência (1) cinde contra ahipõtese. Assim A:(0) e

f (A) < l

Suponhamos que f(A) <j. para j : .max f(Bi) <](IKiÉS

De acordo com o lema 3.1.2. escrevamos B:B' © B'' ,

onde B' é normal indecomponxvel e B'\B. Pelo teorema de

Krull-Schmidt, reenumerando os Índices se for o caso, temos que

B' = (B B: , x' g s.

Como B'\B e B\A temos que B'\A e, portcanto, e-

m cW tal que

r

ll

xi.ste

(2)

é uma sequência exala. Se a sequência (2) cinde, então A é
isomorfo a um somando direto de B'(m). Como A é i.ndecclmpo'

nível, segue do teorema de Kru.Ll-Schmidt que A;Bi para al
gum i, l g i É r

Seja X=Bl©... ©BIG)... ©Brr ondeo chapéu
indica a supressão do i-ésimo somando de B'

sequência excita

Consideremos a

(3) B © X ----"'» A © X --"-+ O

Do corolário da proposição 3.1.3. segue que a sequência (3)

cinde e, de acordo com o lema 3.1.1, a sequência (1) cinde.

contra a hipotése
Consequentemente, sabemos que a seq

..(n\) ...b . ....... n n;.-. nlnd.

uêncla
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Se f(B])<k, i-l,...,r, então,da hi
, f(A) <k e a proposição esta demonstrada.

Suponhamosagora que f(B]) :k, i:l,...,q e

f(B:) <k, i;q+l,...,r, reordenando os índices se for o ca-
so. Suponhamos também que f(A) >k

k-!
Então, A/ ll M. e, conforme o lema 3.2.3. exis-

te um módulo quociente indecomponÍvel de AI Cr tal que
c € M.ik-l

Como B'\A e A\C temos que B'\C e/ po

Romã(B'.C)'B' : C, ou seja C

Assim, existe uma família de A-homon\orfismos

depótese

Indução

ll

rtanto,
r

'Pj.j:B:L ----"'' C, i - l, , r tal que

Analisemos @ij:Bi -----+ C, para

ou (1) Vi.,j , W.j(Bi);Íei;i-4l;--, Ker @ij#(0)

Qij(Bi) é um módulo quociente próprio de Bi; ou (11) exls

tem 'i,j tais que @ij(Bi) ' Bi

Comopara i.-l,...,q temosque BicMk el como

Cc MÜ.l segue blue Z(C) gZ(Bi). Portanto, na alternativa (11)

existem i,j tais que Bi ; @ij(Bi):C, jãque

Z(@ij(Bi)) :Z(Bi) >Z(C) e 9ij(Bi) SC

Es mudemos a alternati.va (1 )

Seja L um somando di-feto indecomponível de Qij(Bi)r
para alqurn i= 1,..., q fixado. Como existe um A-homomorfismo

B
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de Bj. sobre L, L é um módulo quoci.ente i.ndecomponível prg

paio de Bi e, portanto, LÉ Li MJ' ;\ssím, paratodo 1 =1,..., q

e para todo j, os valores de f sobre os somandos di.Fetos

dos módulos @ij(Bj.) são n\enojes ou iguais a k-l
É claro que para i'q+l,..., r tem-se qu

f(B, ) É k - l

lk
f

l

e

Consideremos móduloagora 0

[ :© ,j @j.j (BI.)] © [ ©+]. Bi]

Temos que D\C e os valores de f sobre os comandos

Indecomponíveis de D não excedem a k-l

Consideremos a sequência exata

(4) D (n)

di.Fetos

+ c 0.

Se (4) cinde, então C é isomorfo a um somando di-

reto de D(n) para algum n e, como C é indecomponÍvel, se
gue do teorema de Krull-Schmidt que f(C) gk-l

Se (4) não cinde, segue da hipótese de
f(c) < k - l

to de que c € Ué.l
Analisemos ago

A sequênci.a

indução que

ambosEm entramos contradiçãoos casos, em cora 0

alternativa (1 1)ra a

(5) A ------» C -----» O

é exala pois C é um inõdulo quoci.ente de A. Seja
X : B. ® ... © B. © ... ® Bi i r
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e consideremos a sequência

(6) A © X '-----+ C © X ------ O

Do coroa-ãrlo da proposi-ção 3.1.3, segue que a se-

quência (6) ci.jade e, portanto, a sequência (5) também cinde

Então, existe i-=1,...,r tal-que A;C;B.ir jãque A é

indecomponÍvel

Consideremos, finalmente, a sequência exala

( 7 ) B © X } A O X ---'-> O ,

com X dado acima. Observando para a sequência (7) o mesmo

desenvolvimento dado à sequência (3) , concluímos que a seque.B

cia B -----+ A ---'» 0 cinde, conte-a a hipótese. Logo, não pode-

mos ter f(A) zk e a proposição esta demonstrada. []

3. 3 Demonstração do Teorema Principal

TEOREMA 3.3.].. Seja A uma ãlgebra de di.menção finita sobre

um corpo K. Se A possui um número infinito de representa-

ções indecomponívels, então A possui representações indecom-

poníveis de graus arbitrariamente grandes

Demonstração - Suponhamos que o conjunto dos graus das repõe'

sensações indecomponÍveis de A sobre K é limo.todo, ou, e-

quivalentemente, que o conjunto das di.menções sobre K dos A-

mÕdulos indecomponÍveis é limitado.

Construamos uma função f sobre o conjunto M dos

A-módulos indecomponívels que satisfaça as condições da propg

''s
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si.ção 3.2.1 . Consi.detemos para cada índice i o conjunto

M: : {A € ulÍ(A) = i}

De acordo com o teorema 0.1.2, MI é fi-Rito e. con

formeo lema 3.2.4, M = 1,1 M. para algum inteiro n. Conto
i:l

porhi.põtese lç4 é infi.nato, existe k tanque Mi é finito

para i- < k e A4V é infinito.

Seja M a famíli.a dos A-módulos, cujos comandos
k-l

diremos indecomponÍvei.s pertencem a 1.1 M: . Mostremos que se
i:l

A e B sãosubmÕdulosdeummÕdulo C e se A,BeAd então

D = A + B € M.

Ini.clalmente, temos que A © B\D e, portanto, exis-

n

talte quem

A ® B(ã)

ê uma sequência exala de A--módulos. Expandindo A,B e D em

s.omas diretas, obtemos sequência exatas do tipo X --'-+ Di -"--'-b 0,
onde os comandos di.netos indecomponíveis de X pertencem a

U M: e os D: são os comandos diremos indecomponÍve]s (]e D

Para os índices i tai.s que X -----'» Dj -----» 0 ci.nde,

segue do teorema de Krull-Schmldt que f(Di) Kk-l. Para a'-

queres índi.ces tais que X -----+ DI --"-.+ 0 não cinde, temos, de

acordo com a proposição 3.2.1, que f(Di) <k-l
Portanto, D € M.

Seja agora A um A-módulo e seja (2/ afamÍlia dos

k l

ll
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submõdu.Los de A que pertencema M. Então, U(A) - >1.A é

um submÓdulo de A que pertence a M e que contém todos os

submÓdulos de A com essa propriedade

Consideremos a seguinte relação de equi.valência em

Mk

A e B são equivalentes se e somente se U(A);U(B)

Observemos o seguinte:

(a) Os módulos de Mk

de{.C(U(A)) IAc Mk} éJ-imitado;

(b) A4 contém um nún\ero fi.Dito de A-lnõdulos indecoE

s, :já que U M: é finito.

Então, exi.ste apenas um numero fmi-to de classes de

equivalênci.a de A-módulos em Mk e, por conseguinte, el:iate
uma classe C que contém i.nfinitos A-módulos não ison\orfos

de M..

doncomprimento,têm mesmo0

lk
ponzvezl

l]

Sejam AI'. ., Am A-módulos não isomorfos de C. Se
In

A;:: © A. e consideremos o submÕdulo

{(ul''''' um) € ]©l U(Ai) lui.: uj}

lll

Seja ainda

Observemos que U;U(Aj), i-l,..., m.

Queremos mostrar que existe um i-nteiro mO tal- que

V é indecomponÍvel para m> m0' Com isso, teremos construído
um A-módulo indecomponível de dimensão arbitrariamente gran-

de, contrariando a nossa suposição inicial
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Suponhamos que V é decomponÍvel e escrevamos

© V., onde os V. são i.ndecomponív
j-l J J

Como A\V e V\V.à, l g j g s, temos

S
IS

sequenque as

A.(,ej) ......-'- v. -----» o

são exatas para j ' ]-,..., s.

Analisemos as situações possíveis:

(1) Se A(Zj) -.....+ V.i --.--- 0 não cinde, qualquer
que seja j=1,..., sr segue da proposição 3.2.1 que

clãs

]

f(v.i) < k para j : l,...,

(11) Se existe algum j =1,..., s tal que uma das sg

quências A(Zi) --..-. v. ----+ 0 cinde, segue do teorema de

Krull-Schmidt que para esse j existe algum i, l g i- g m.

tal que V.i = A]

Consideremos a situação (1) e tomemos a sequência g

S: 1

xata

-» u 0 .

Conforme a proposição 0.6.3, existe nbcIN tal que se

,e(A)>m0' então A=YOVj0' paraalgum jO

Do teorema de Krull-schmidt, obtemos que vj0 ; Alr para a.l
gum i-l,..., m, contrãri.o ao fato de que

, s.

f(v: ) < k = f(A.), i=1,..., m.

Logo, existe mO tal que, para todo m>mOr Vj:Air
para algum i.=1,...,m, de acordo com a situação (11) acima.

0
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Escrevamos V = A.©Y e consideremos +:A-""+ V,

epimorfismo canónico; Q:V -""+ AI' a projeção sobre Al;

Q.(b:A---»AI e cii arestriçãode ct aAI/ i-lr...,m.

Mostrarem\os que cll é um isoinorfi.smo.

Paracada i=2,..., m temosque Ima-l?ãFa.
A

l

Assim,

'''~,.' ' 'lla--:i;J ''' *':':" ":' Z

im

Se Keraj.: (o) paraalgum i#l, temosque .el-íi;i l :o,
pois Z(AI) : e (Ai) e ass

colha dos A.. Assim Iml

A., i # l

+ z
lm aí

'i Im a. l

A. = Im ci. ; A., contrario a es1 1 1 '
é um módulo quociente próprio de

Suponhamos que cxl não é um isomorfisíno. Então, pa-

ra todo i.=1,...,m, Im cl] é um módulo quociente próprio de

A.. Logo, os somandos diretos indecornponivei-s de Im u] per'

tencema U. A'ltr jãque Ai(Mkr i-lr...,m.

Como A. : Im a -

k l

.[m cl:, temos que

divide AI e, portanto, existe um i.nteiro n tal que

L(n) --......> AI -"'"+ 0

é uma sequência exala

Se a sequência acima não cinde, segue da proposição

3.2.1 que k=f(AI)<mãx f(S)gk-l, onde os S sãoos so-
mancios diremos inclecomponíveis de Im ci*, i=1,...,m. Já que
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isto não pode ocorrer. a sequência dada cinde. e pelo teorema
de Krull-Schmidt. exi.ste um somando direto indecomponível de

Imcl:, isomorfoa AI, paraalgum i., IKiKm. Como isso

não pode ocorrer, poi.s f(S) < f(AI) para qualquer somando di.--

neto i.ndecomponível S de Im cli' l=1,...,m e.como os Ai
foram tomados não isomorfos entre si, concluímos que AI' Im al

e, portanto, cl. é um isomorflsmo.

Sejam. agora, T= a) AI e j3:T--»AI/ dada por

Consi.seremos o submÓdulo

13(t) it ( T} de A..

2l

a2 + + a
In

l
{t - a 0l

Observemos inici.almente que se xc T' , então

(-clll . B(t2'...,tm); t2;''' ; tm)

(t2'..., tm) € T

Mostremos que U S T'

Seja u - (ul'

13 (u2 '

X

r

onde

Então,

, u.)m

cz(ul'u2''''' um) - a(ul'0,..., 0) - -ul(ul)

equentemente. -clip' B(u2'..., um) : ul' Logo,

13(u2r... , um); u2;..'; um) € T'
m .

Sabemos que Im (-clll.í3) = .>1. Im (-all.a.l) ei-2

=2,...,m, o módulo Im (--cllx'cti) é um quociente
A: . Assim, os somandos diretos indecomponíveis de

e/ cona

pr9para l

pri-o de
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i = 2,..., m

são módulos quocientes indecomponíveis próprios de AI e, po:l

tanto, pertencem a U. NÍt' Logo, In\ (-al'' ' B) eM.t-l '

Pel-a construção de U(AI) e como

temos que Im (-a].' ' B) S U{AI)

Seja u' ={(u2'...'um)luicU(At), ui'uj}

u].(U(AI), tomando (u2'...' Um) eU' S T, caiu

ui:ul' i-2,...,m, temos que -allB(u2'.'''um):ul' Por

tanto, Im(-cll'Í3)- U(AI) e, conforme o que vimos acima

U (AI) : -ocl'B(U')

Seja p o ísomorfismo natural entre U(AI) e U e
definimos 6:V ---+ U da forma

6 (tl,

do (t2'...,tm) c r

Então, (5(T)=U e, além di.sso, 6(U')=U.

Consideremos agora y:U -'--p T, definida por

Y(ul'..., um) - (U2'...' Um)

Então, y ê um isomorfismo de U sobre U'

Consideremos, finalmente, a sequência excita

/

topara

l
Im (-cl

C
l AI

,tm) - P ' -al ' B(t2'... ,tm)

É claro que (5 .y=1.. e assim a sequência acima cinde. i.er
T ; U © Z. Pelo teorema de Krull-Schmidt, algum somando dire-

Y
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rode U éisomorfoaalgum AI' i=2,...,m, oquecontra
diz o fato de U pertencer a M, jã que

1 =Ai c A4kr para i ; 2,..., m

Mostramos, portanto, que existe um inteiro mO cal-

que V é indecomponível para m>mn e o teorema esta dali\cine.
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