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(i)
INTRODUCAO

A classificagao das algebras simples centrais de di
mensao finita, como um anel de matrizes com coeficientes em

um anel com divisao, e devida a J.H.Wedderburn e data de 1907.

A partir de entao, o problema de classificar as al
gebras com divisao de dimensio finita sobre seu centro , foi
considerado relevante. Nesse sentido, sabe-se que se D & uma

- ml mr
tal algebra de centro % e [D:Z] = Py oee. P onde cada

P; € primo, entado existem anéis com divisao D r+++,D_, de cen
1 1 r =

mea:
tro Z, tais que D=D, ® ... ® D_ e fD.:Z]=p-l, l<i<r,
1 7 g ¥ g ! 1 =

Dessa forma, podemos reduzir o problema a classifi
car as algebras com divisdo, cuja dimensao sobre o centro &

poténcia de um primo.

No Capitulo I desse trabalho, classificamos as alge
bras simples de dimensdo 4 sobre seu centro. Para isso, esten
demos a construg¢ao dos quatdrnios reais de Hamilton, introdu
zindo a nogao de algebras de quatérnios generalizadas. Além
disso, obtemos também algumas caracterizacgoes das algebras com

divisao de dimensio 4 sobre seu centro.

No Capitulo II, estudamos algumas propriedades de
anéis simples com involugao e apresentamos uma nova demonstra

cao de um teorema de A.A.Albert, que classifica as algebras



(ii)

com divisao de dimensao 16 sobre seu centro, como produto ten

sorial de algebras de quatérnios generalizadas.
Este resultado deu origem a uma famosa conjectura de
: - el . ~ 2
A.A.Albert. Seriam as algebras com divisao, de dimensao 2]ng_

bre seu centro, com involugéo, isomorfas a um produto tenso

rial de algebras de quaternios?

O capitulo III constitui-se essencialmente da cons

trugcao de um contra-exemplo para esta conjectura.

Finalmente, no apendice desta dissertagao, apresenta
mos um resultado de I.N.Herstein, C.Procesi e M.Schacher, gue

e utilizado no Capitulo I.



cAPITULO I

ALGEBRAS DE QUATERNIOS GENERALIZADAS

O objetivo deste capitulo & classificar as algebras

simples de dimensdo quatro sobre seu centro.

O primeiro exemplo de uma algebra com divisio, nao
comutativa, foi construido por W.R.Hamilton, em 1946. Trata-
-se de uma extensao dos nimeros complexos, cujos elementos sao
somas formais do tipo a + bi + c¢j + dk, onde a,b,c,d sao nime
ros reais. A adigao & definida da maneira usual e a multipli
cagao se faz distributivamente, de acordo com as seqguintes re
gfas:

i% = 52 2

]
k = -ji

ij



Dm

Tal algebra ficou conhecida como a algebra dos gua
térnios e verifica-se facilmente que se trata de um anel com
divisdo, de dimensao quatro sobre seu centro, que & IR ( corpo

dos numeros reais).

Hémilton parece ter levado 10 anos para construir es
ta tabua de multiplicacao e talvez isto se deva ao fato de seu
objetivo ter sido, durante algum tempo, o de construir um cor
po de dimensao trés sobre os reais, o que sabemos hoje, ser

. T
impossivel.

Para obtermos a classificagao das algebras simples
centrais de dimensao quatro, generalizaremos a construgao de
Hamilton, de maneira bastante natural. As referéncias basicas

para este capitulo sao [4] , [16] e [18].

§ 1 - ALGEBRAS DE QUATERNIOS GENERALIZADAS: PROPRIEDADES

BASICAS.

1.1 - DEFINICAO ~ Seja F um corpo de caracteristica diferen-
te de dois. Uma algebra de quaternios (generalizada) sobre F
€ uma F-algebra de dimensao 4, com base {1, i, j, k} satisfa

zendo as seguintes condigoes:

( i“ = q, j= =8 onde 0 # a, B € F

it
=

il

I
.
e

ij



Uma tal algebra sera denotada por Qp (a,B) . Toda ba
se de Q. (o,8) nas condigOes da definicdo acima diz-se uma ba-

se de_quatérnios da algebra.

1.2 - EXEMPLO - Consideremos TH a algebra dos quatérnios reais.
Entdo TH @ uma IR-algebra de dimensao 4, com base {1,i,7j,k} e
12 = j2 = =1, i) = k = ~ji. ; portanto a definicao acima ge

neraliza a construgao de Hamilton.

1.3 - EXEMPLO - Seja F um corpo de caracteristica diferente de
2 e consideremos A = M2(F), 0 anel das matrizes 2x2, com coe-
ficientes em F. Entdo A & uma F-algebra de dimensio 4. Além

disso, se ¢onsiderarmos

1 0 0 1] g =] 1 0

—
Il
=
il

.
Il

=
i

0 1 1 0 10 0 -1

temos que {1,i,j,k} @ uma base de A sobre F satisfazendo 12=L

j%=-1, ij=-ji. Logo, M, (F) € também uma F-algebra de quatér

nios-

Baseados nos dois exemplos acima, podemos observar
que uma algebra de quatérnios generalizada pode ou nao, ser
uma algebra com divisdo. O teorema que se segue, estabelece
uma condigdo necessaria e suficiente para que tal algebra se

ja com divisao.



1.4 - TEOREMA - Q. (a,8) €& uma algebra com divisdo se e somen

te se a equagao xz—uy2 = 8 nao admite solugdo em F.

DEMONSTRACAO

; 2
Suponhamos que existam a, b € F tais que a —ab2= B.

-y * 3 .
Consideremos entao q = a+bi+j e q = a-bi-j.

Temos :

* - . 2 .2 N
q.q = (at+bi+j) (a=-bi-j) = a“-b%a-g = 0

*
Como q,q # 0, segue-se que QF(a,ﬁ) possui divisores

de zero e portanto nao e algebra com divisao.
. . ~ 2 2
Reciprocamente, suponhamos que a equagao x“-ay“= B
nao admita solugd@o em F. Devemos mostrar que Op (a,8) e alge-

bra com divisao. Dividiremos a demonstragdo deste fato em va

rios passos:

1? PASSO - Mostraremos inicialmente gue nas hipoteses do teo

rema, a nao é quadrado de nenhum elemento de F.

Suponhamos que exista a € F tal que a=az. Se consi

_ B+l _ B-1 2 _ 2 _
derarmos X, = 5 e Y, = 55 ! teremos que X5 ay, = B.
Assim, a equagao %% - ay2 = B admite solugao em F,

o que & uma contradicgio.

29 PASSO = Todo elemento nao nulo de QF(a,B), da forma g=a+bi



e inversivel em F(i).

*
De fato, seja 0#g= a+bi € F(i) e consideremos q =

. * a " s
a-bi. Entao q.q = az—abz. Como pelo 19 passo o nao e gua

Il

drado em F, temos que ou b=0 ou b#0 e az—o.b2 # 0. Se b=0 en-

tao O¥g € F e inversivel em F. Se b#0 e a2~-ab2 # 0, temos que

*
q. L = , donde q_l = —59——5 € F(i), com o

az—ab a“—ab

que concluimos a prova do 29 passo.

39 PASSO - Todo elemento de Qu(a,B) da forma a + bi + j @& in

versivel em QF(G,B)-

De fato, seja q = a+bit+j € QF(a,B) e consideremos
*

g = a-bi-j. Entao
* ~ ~
q.q = a2—ab2 - B # 0, pois a equacao x2—ay2= B nao
*
admite solugao em F. Logo, q_l = ~§—g—7—— € Qp(a,B) e temos
a“—=ab"=g
-1 -1 .
g.9 ~ =q .gq = 1, donde q & inversivel em Qg (a,8) .

49 PASSO - Todo elemento ndo nulo de Qp (a,8) & inversivel.

Seja 0#g= a+bi+cj+dk. Se c+di=0, entdo como cj+dk =
=(c+di)j, temos que q = a+bi e portanto e inversivel em

QF(arB) “

Se ctdi # 0 entao pelo 29 passo, c+di e inversivel



em F(i). Logo, temos:

(c+di) tq = (c+di)“l[(a+bi)+(c+di)j] = (c+di) "L (a+bi)+j

Como (c+di)—l(a+bi) e da forma xtyi, Ccom x,y € F ,
pelo 39 passo segue-se que (c+di)"l(a+bi)+j é inversivel em

QF(a,B). Consequentemente, q € inversivel em QF(a,B).

Portanto, se a equagao xz-uyz = B nao admite solu-

gdo em F, Qp (@, 8) é algebra com divisao. N

Daqui por diante, caminharemos no sentido de classi
ficar as algebras simples de dimensao 4 sobre seu centro. Co
megaremos mostrando que Qp(a,8) & uma F-algebra simples cen-

tral.

Depois, mostraremos que se A & uma F-algebra simples
central de dimensao 4 sobre F, entao existem 0 # a, B € F tais

que A = Q. (c,B).

1.5 - PROPOSICAO - Seja A = Qp (a,8) uma algebra de guateérnios

sobre F. Entao A @ uma F-algebra simples central.

DEMONSTRACAO

Mostraremos, inicialmente, que F = Z(A), © centro

Q.
©
>

Seja q = a+bi+cj+dk € Z(A). Entao qgi = iq, donde



S, .

se conclui facilmente que c=d=0. Logo, g = a+bi € Z(A). Nova-
mente, como g.j=j.q segue-se que b=0. Assim q = a € F e por

tanto Z(A) € F. A inclusao contraria e imediata.

Provaremos agora que A e simples. Seja (0) # I um
ideal (bilateral) de A. Queremos mostrar que I=A. Para isto se

ra suficiente provar que I contém um elemento nao nulo de F.

Seja entao g = at+bi+cj+dk um elemento nao nulo de I.
Se g # F, pelo menos um dos coeficientes b, ¢ ou d deve ser
diferente de zero. Suponhamos que b # 0. Entao [q,j]= d4j-jg=
=2(bi+dk)j € I pois I € ideal bilateral. Como car F#2, j2=86F
e B#0, temos que y = bi+dk € I. Assim yi+iy = 2ba € FNI e
2ba7#0. Consequentemente, se b#0, I contém um elemento ndo nu

lo de F e portanto I=A.

Os casos c#0 e d#0 sao analogos e omitiremos a de-

monstracgao.

Portanto A & uma F-algebra simples central, como que

.
riamos provar. [

0 lema que se segue € um primeiro passo no sentido
de demonstrar a reciproca da proposicdo anterior. Daqui por

diante, ¥ designara sempre um corpo de caracteristica diferen

te de 2.

1.6 - LEMA - Seja D uma algebra com divisao de dimens3o 4 so

bre seu centro F. Entao D & uma algebra de quatérnios sobre F.



DEMONSTRACAO

Novamente, a prova deste resultado sera feita em va

rios passos.

19 PASSO - Mostraremos que todo elemento de D & algébrico so

bre F de grau menor ou igual a 2.

E claro que todo elemento a € D satisfaz um poliné
mio de grau menor ou igual a 4, com coeficientes em F, pois

(l,a,az,a3,a4) sao linearmente dependentes sobre F.

Suponhamos que exista a € D tal que o polindmio mi
nimal de a seja de grau 4. Entao (l,a,az,a3) sao linearment e
independentes sobre F e como [D:F| = 4, segue-se que(lﬂmag,a%
€ base de D sobre F. Mas isto implica que D & comutativa,

0 que € uma contradigao.

Logo, todo elemento de D satisfaz um polindmio de

grau menor ou igual a 3.

Novamente, se para algum a € D o polindmio minima 1
- ~ 2 - . :
de a e de grau 3, entao (l,a,a”) sao linearmente independentes

sobre F e existe b € D tal que b € F(a).

. 2
Neste caso, seque—-se facilmente qwa(l,a,az,b,ab,alj
sao linearmente independentes sobre F, o que € uma con

tradicao.

Logo, todo elemento de D & algébrico sobre F de grau



menor ou igual a dois.

29 PASSO - Dados a € D, a # F e b € F(a) temos que (l,a,b,ab)

e base de D sobre F.

Sejam a,b € D nas condigoes acima e consideremos

P RA PR € I' tais que

o + ala 4 a2b + a3ab =0

Entao:
@, + ala = —(a2 + a3a)b
Se a,taza # 0 entao a,taga é inversivel em F(a) e

teriamos b € F(a), contradigao. Logo a,taza = 0. Como (1,a) e
base de F(a) sobre F, temos que a2=a3=0. Mas entao a to,a= 0

e novamente, ao=a =0.

1
Assim (l1,a,b,ab) sao linearmente independentes so-
bre F. Como [D:F] = 4, segue-se que (l,a,b,ab) & base de D so

bre F.

39 PASSO: D e uma algebra de quatérnios sobre F.

Seja a € D, a € I'. Entao (1,a) & base de F(a) so-

bre F, pelo primeiro passo.

Consideremos ainda b € D, b & F(a). Pelo 29 passo ,
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(l,a,b,ab) e base de D sobre F. Além disso sabemos que o poli
nomio minimal de b (que indicaremos por mb) sobre F & de grau

2's

Como car F # 2, podemos supor que

mb = x2 + 2 &§x + v, onde 6, y € F.

Consideremos j = b+6. Entao j & F(a) pois b @ F(a).
Pelo 29 passo, (l,a,j,aj) @ base de D sobre F. Além disso,

0 # 3% = (b+6)% = b2426b46% = ~vy462 = g @ F

Seja agora j_ = a"lja. Se 3 _=3i. entao a comuta con
J e como {l,a,j,aj} & base de D sobre F, terfiamos que D & co
mutativa, contradicao. Assim, jO # j. Por outro lado, j§=jzeF.

Logo, se tomarmos c=j-j_, temos que c#0 e citije = (3=3 )3 +
+j,(3-3,) = 0. pPortanto
S T, «l ..
-] = cC a jac = (ac) jac.

Consideremos entao i=ac. Por construgao, ij=-ji.

Ainda, se i € F ou j € F(i) entao j comuta com i .

Consequentemente, teriamos:
-3 =i 31"t =3,  donde 3=0 pois car(F)#2.

Logo, i § F e j & F(i).
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Novamente, pelo 29 passo, segue-se que {1,i,j,ij} e

base de D sobre F.

Para mostrarmos que D & algebra de quatérnios sobre

- § x s & .= ;
F, e suficiente agora, verificar que i“ € I, ja que i#0.
Para isto, consideremos o polindémio minimal de i so
bre F, que denotamos por m;, e que e da forma:

mi = x2 + 2nx + p, com n,p € F,.

Como =-i = jalij, e facil verificar que -i & também

raiz de my . Logo

i2+2ni+p=i2—2ni+p=0

Portanto 212 + 2p 0 e temos que 12 = -p @ F.

Assim, {1,i,j,ij} & base de quatérnios de D sobre F,

com o que concluimos a demonstracgao. E
1.7 - TEOREMA - Seja A uma algebra simples central de dimensio
4 sobre seu centro F. Entdo A & uma algebra de quatérnios so

bre F.

DEMONSTRACAO

Como A & simples de dimensdo finita sobre seu cen

tro entao, pele teorema de Wedderburn [cf. 5, Teorema 2.16] =



s

A = Mn(D), para algum inteiro positivo n e algum anel com di

visao D. Consequentemente, computando dimensoes, temos:
4 = [A:F] = [M_(D):F] = n® [D:F].
n

Logo, n=1 ou n=2. Se n=1 entao A = D e portanto A é
algebra com divisao de dimensao 4 sobre seu centro F. Pelo le
ma (1.6) segue-se que A e algebra de quatérnios sobre F. Se
n=2 entao D=F e portanto A = M2(F). Pelo exemplo (1.3), segue

-se também que A é uma algebra de quatérnios sobre F. [

Observemos que da demonstracgao do teorema anterior
segue-se que uma algebra de quatérnios (generalizada ) sobre
F ou & algebra com divisao ou & isomorfa a M,(F), o anel de

matrizes 2x2 com coeficientes em F.

§ 2 - ALGUMAS CARACTERIZACOES DAS ALGEBRAS DE QUATERNIOS

COM DIVISAO.

Consideremos D uma algebra de guateérnios sobre F,

com base {1,i,j,k}. Um elemento g€D diz-se um quatérnio puro

se se escreve na forma g ai+bj+ck, ccm a,b,c € F. Para todo
gquaternio puro g tem-se que q2 € F. Além disso se dy 9, sao
quaternios puros e q,+q, # 0 entao (q,+a,) é também quatérnio

puro & portanto (q1+q2)2 @ F. Reciprocamente e facil verifi-

= 2 ~ - - .
car que se u€D e tal que u“€F entao ou u€F ou u & guaternio



=] 3=

puro. Assim, se considerarmos

D! = {xeDl xzeF e x & Flyl(o}

teremos que D' & um subgrupo aditivo de D, nao trivial.

Neste paragrafo mostraremos que este fato caracteri

za as algebras de quatérnios com divisao.

Alem disso, se D @ uma F-algebra de quatérnios com
divisao, @ facil verificar que dados a;,, 9, € D, (qlqz—qqu)zeF,
isto e, o polindmio f(x,y) = (xy—yx)2 € F{x,y} @ central

em D.

Por outro lado, se D & uma algebra com divisao tal

que
2 2
g(x,y,z) = (xy-yx)“z- z(xy-yx)”~ € F{x,y,z}

e uma identidade polinomial para D de grau minimo entao pelo
2

teorema de Kaplamsky, [5, Teorema 6.3.1] temos que [D:Z%] = n
onde n < % (3g) . Logo, temos que [D:Z] < 4; donde [D:Z]|= 1 ou
4. Como g(x,y,z) e uma identidade de grau minimo para D, se-
gue-se que [D:%] # 1 (pois se [D:Z] = 1, entao D satisfaz

h(x,y) = xy-yx € F{x,y} que & de grau 2). Assim, [D:Z] =4 e

portanto D & algebra de quaté@rnios sobre F.

Neste paragrafo, determinaremos ainda as algebras

com divisao D de centro F que verificam (xy—yx)n(x’y) € F (pa



=] s

ra algum inteiro positivo n=n(x,y)) V¥ X,y € D.

Comecaremos com alguns lemas.

2.1 - LEMA - Seja D um anel com divisao de centro F. Conside-

remos

D' = {x€D]| x*eF e x@FIU{0}

Se D' & um subgrupo aditivo de D nao trivial entao

D' & um F-espago vetorial (4 esquerda) e dim,D'> 1.

DEMONSTRACAO

0 fato de que D' @ um F-espag¢o vetorial decorre tri

vialmente.

Suponhamos por absurdo que dimFD' = 1 e seja {v}uma
base de D' sobre F. Consideremos V = F + D' D. Como FND'=(0),
segue-se que V = F ® D', Além disso F & D' & F pois D' & F .

Afirmamos que V @ invariante por todos os automorfismos in-

ternos de D.

De fato, seja d € D, d#0 e consideremos x = k+iv ,

k,A € F, um elemento arbitrario de V. Entao:

=]

dxd © = d(k+Av)d"l = dka™t

1

+dowv)dt =k + dowv)a L

E facil verificar que d(Av)d"l @ F, pois v € F. Alem



disso

-112 -
[aovia™]” = aaw2a™ = 6?2 , pois w2 e ¥

Assim, V = FOD' & invariante por todos os automorfis

mos internos de D.

Por outro lado, @ facil verificar que V & um suba

nel de D.

Podemos aplicar entao o teorema de Brauer-Cartan -
Hua [cf. 10, pag. 186] , e concluimos que D = FOD'. Logo, to

do elemento de D se escreve na forma d = k+Av, onde k,A € F

e v € D', o que implica facilmente que D & comutativo. Mas
neste caso, D=F e D' = {x€D| xzeF e x@r}ly {0} = {0}, contra
digao. O

2.2 - TEOREMA - Seja D um anel com divis3o de centro I, carF#2.

Entao D & uma algebra de quatérnios sobre F se e somente se

D' = {x€eD] x%eF e x@F {0}

€ um subgrupo aditivo de D, ndo trivial.

DEMONSTRACAO

Se D & uma F-algebra de quatdrnios com base {L i3k}

entao e facil ver que

{xeD | xzeF e x@F} = {ai+bj+ck| a,b,c €F}V
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Logo, a afirmacao decorre imediatamente.

A demonstragdo da reciproca serad feita em varios pas

SOS .

1?2 PASSO - Existem elementos u,v € D' tais que (u,v,uv) séoli

nearmente independentes sobre F e uv = -vu.

Consideremos Q:D'— F a aplicagaockﬁhﬁda;nrcxx)=x2.

para todo x€D'. Seja ainda B(x,y)= % (Q(x+y)-Q(x)-Q(y))a

forma bilinear associada a forma quadratica Q. Cbservemos que

B(x,yr=%(xy+yxb donde B(x,y) = 0 se e s0 se xy = —-yX.

Pelo lema (2.1), sabemos que dim_D'> 1. Logo, exis-

F
tem u,v' € D' linearmente independentes sobre F. Definimos:

_. B(u,v')
Q(u)

e Fr e v = au-v'

Entao v#0 pois (u,v') sao linearmente independentes

sobre F. Além disso, v € D' pois au € D' e v' € D'.

Por outro lado, um calculo simples mostra que B (u,v)=0

donde decorre que uv = =Vu.

0 fate de que (u,v,uv) sao linearmente independentes

sobre F segue trivialmente pois B(u,uv) = B(v,uv) = B(u,v)=0.

Resta portanto mostrar que uv € D’. Mas uv=-vu; lo-

go temos:
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(UV)2 = (uv) (uv) = u(vu)v = u(-uv)v = —u2v

2 -
Assim, como u,v € D', segue-se que (uv)” € F. Além

disso, uv ¢ F, pois caso contrario teriamos:

0 = B(u,v) = B(u, 5 ) = —5 B(u,u)= 2uv

0 que & absurdo, ja que D & algebra com divisdo e u,v sdo nio

nulos.

2Q PASSO - dimFD' = 3

Seja V o subespago de D' gerado poxr (u,v,uv), onde

u,v satisfazem as condigoes do 19 passo. Entao dimFV = 3.

&a\/g D' entao existe w € D' tal que w ¢ V. Consi-

deremos W = V+F.w; entdo (u,v,uv,w) & base de W sobre F. Seja

= ¢y - Blu,w) _ B(v,w) _ _ B(uv,w)
t v B(u,u) B(v,v) B(uv,uv) SR
Entao t € W e t # 0.
Além disso, & facil verificar que B(t,u) = B(t,v) =

= B(t,uv) = 0.

Assim, temos:

t(uv) = (tu)v = (-ut)v = u(-tv) = u(vt) = (uv)t.
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Por outro lado, t(uv) = =-(uv)t. Logo 2uvit=0, donde

uvt=0, contradigao.

Assim, V = D' e portanto dim_D' = 3.

F

39 PASSO - D = F ® D' e portanto D & uma F-algebra de quatér

nios, com base (l,u,v,uv).

E claro que F + D' & um subanel de D e que F+D'¢ F.

Alem disso F + D' & invariante por todos os automorfismos
internos de D, pois F e fixo e D' & invariante. Logo, pelo
teorema de Brauer-Cartan-Hua [}0, pag. 186] ; segue—-se que

D=I" ® D' e portanto D & uma F-algebra de quatérnios.

0

O teorema que se segue & uma aplicacdo de um resul-
tado de Herstein-Procesi-Schacher, cuja demcnstragao pode ser

encontrada no apéndice desta dissertagao.

2.3 - TEOREMA - Seja D um anel com divisao de centro F tal
que dados x,y € D existe um inteiro positivo n=n(x,y) satisfa

ni(x,y)

zendo (xy-yx) € F. Entao ou D & um corpo ou D & algebra

de quatérnios sobre F.

DEMONSTRACEO

Seja I"{x,y} o anel dos polindOmios nas variaveis n3o

comutativas x e y, com coeficientes em F. Consideremos
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f(x,y) = xy-yx € F{x,y}. Entao D e f satisfazem as hipdteses
do teorema de Herstein-Procesi-Schacher (ver apéndice, teor.
(11.7)) . Assim, segue-se que [D:F] = n“ onde n < 32“- (3f+2) . Co
mo 3f = 2, temos que n<2. Portanto [D:F:] =1 ou [:D:F] = 4. Lo-

go, ou D & um corpo ou, pelo lema (1.6), D & algebra de qua-

ternios sobre F. D
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CAPITULO II

ANEIS COM INVOLUGCAO E ALGEBRAS DE QUATERNTOS

Este capitulo compSe-se de duas partes, relativamen

te independentes.

Na primeira parte, estudaremos certas propriedades
de aneis com involugdo, que nos fornecerio algumas caracteri
zagoes das algebras de quatdrnios generalizadas. Para isto,

as referéncias basicas sdo [6] e [7].

Na segunda parte, demonstraremos um resultado de
A.A.Albert, que caracteriza os andéis com divisao, com involu
¢ao, de dimensdo 16 sobre seu centro. Duas foram as razoes que

nos levaram a inc¢luir tal resultado neste texto.

1?) Este teorema originou a famosa conjectura de Al



DD

bert, ja citada na introdugao desta dissertagao e que sera ob

jeto de estudo no capitulo IITI.

2?) A demonstragao aqui apresentada e que se deve

a L.H.Rowen, & bem mais simples que a prova original de Albert.

Para esta segunda parte, as referéncias basicas sao

[1] e [15].

§ 3 - ANEIS SIMPLES COM INVOLUCAQ: ALGUMAS CARACTERIZACOES.

Em todo este paragrafo, R denotara um anel associa
tivo, nao necessariamente com unidade, cujo centro indicare

mos por Z = Z(R).

3.1 - DEFINICAO ~ Uma aplicagdo *:R » R diz-se uma involucao

em R se * & um anti-automorfismo de R de grau 2, isto e, se *

verifica as sequintes condigoes:

* * *
(a+b) = a + b

i * *
(a.b) =Db . a

**
(a) = a ¥ a,bER.
- *
Diz-se que * e do 1?2 tipo se o = a, para todo ele
mento a € Z(R); caso contrario * diz-se do 29 tiEo.

- . *
Un elemento x € R diz~se *-simetrico se X =x e *-an




—-23-

- . *
ti-simetrico se x =-x.

*
Em todo este capitulo denotaremos por S={xEeR|x =x}
- *
o conjunto dos elementos de R *-simétricos, e por K={x€R|x =

= -x} o conjunto dos elementos de R *-anti-simétricos.

Observemos que se R & um anel simples de caracteris
tica diferente de 2, com involugao *, entdo R=S+K (como con-
juntos) e SMK={0}. Se assumirmos ainda que * & do 19 tipo, en

tao @ facil ver que R=S®K, como % (R)-mddulos.

3.2 - EXEMPLO -~ Seja F um corpo de caracteristica diferente de
2 e consideremos A = QF(a,B) uma F-algebra de quatérnios. Con

sideremos ainda {1,i,j,k} uma base de quatérnios de A sobre F.

A aplicagao que a cada elemento g = atbi+cj+dk de

QF(a,B) associa & = a-bi-cj-dk € uma involugao em A.

Além disso, temos que:

n
i

{geA|q = q} = F

il

K = {ger|q = -q) {ai+bj+ck|a,b,cer}

Logo, esta involugao & do 19 tipo.

i

3.3 - DEFINICAO - Um subgrupo aditivo UcR diz-se um ideal de

Lie de R ge para todo par de elementos x € Re u € U temos que
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[x,u] = xu-uxeu.

3.4 - TEOREMA (Herstein, [6]) - Seja R um anel simples de ca
racteristica diferente de 2, com involugao *. Seja <S> o su-
banel gerado por S. Se <S> ¥ R entao ou R @ um corpo ou R &

uma algebra de quatérniossobre seu centro.

DEMONSTRACAO

Faremos a demonstragio deste resultado em varios pas

S0S .

1@ PASSO - Mostraremos que <S> & um ideal de Lie de R.

Para isto devemos provar que dados x€<S> e r€R en-

tao [%,r] = xr - rx € <S>. JA vimos que r se escreve na forma
= r @
by rl + r2 ’ com rlL S e rze K.
Entao
[er] = [X'rl] + [X'rz]
Mas [x,rl] = xrl - rlx € <S> , pois x e r1 pertencem ambos a

<5>. Para verificarmos que [x,rz] € <5>, escrevemos

X = b S, R ; onde cada si e s
1 m k
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Vamos mostrar agora que dados SyreserSy € S e dado

r, € K temos que [s; ..... s, r,] e <s>.

m

Com efeito

[s7 -« s rfol = [s;,r5]8, ... ST
+ 8y wwes Si—l[si’r2]81+l"'sm +

1 e sm_l[sm,rZ]

Mas

* *
[si,rz] = (syry - rys,) =r, Sy = 8; Ty =

0}
+
[0}
2l

i

2 5i i T2 [Si’rZ]

Logo, [si,rz] € S para todo i = 1,...,m. Assim

[sy--- s,’ ¥,] € s, para todo Syr+-+-Sp € S e para todo r,eK.
Portanto
fx,rz] = L [si SRR P r2] e <S>
il,...im 1 m

Consequentemente, [x,r] e <s>.

2?2 PASSO -~ R tem centro ndo trivial .
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Como <S> e um subanel de R que @ um ideal de Lie de
R por [6, teorema 1.2] segue-se que <S> = R ou <S> Z(R). Co

mo por hipdtese <S> # R, temos que <S>C Z(R).
Mostraremos agora que isto implica que Z(R) # (0).

De fato, suponhamos por absurdo que Z(R) = (0). En-
tao S = (0) e portanto todo elementoc de R & *-anti-simétrico.
Mas neste caso, para todo elemento a € R, temos que a2 es ,

donde a2 = 0.

Assim, pelo teorema de Levitsky [12], R contém um

ideal nilpotente nao nulo, absurdo pois R e simples.

Logo, Z(R) # (0). Portanto sendo R simples de cen-

tro nao triwvial, segue-se que R tem unidade.

3@ PASSO - R satisfaz a identidade polinomial

[[Xzyy] y [x,y]J = 0.

Seja a € R um elemento arbitrario. Entac a se escre

ve na forma
a = s+k , com s € S e k & K.

Como 8§ < Z(R), temos que a comuta com s. Logo, (a~sﬁ=5{2as+s2,

donde
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Mas s € Z(R) e 52—k2 € s Z(R). Portanto, todo ele
mento de R satisfaz um polindmio de grau 2, com coeficientes

em Z(R) .
Consideremos agora a,b € R arbitrarios e sejam
a,B€ Z(R) tais que
a® = 2qa + B =0

Temos entao:

0 = [a®-2aa+g,b] = [a%,b] -2a[a,b]
Comutando a igualdade acima com [a,b], obtemos

[a®,b], [a,b]| -2a|[a,b], [a.,b]]|= 0,
|

donde

[[az,b], [a,b]J = 0

Logo R satisfaz a identidade polinomial

[X2:YJr[X:Y] =0
|

49 PASSO - R @ um corpo ou R & uma algebra de quatérnios so

bre seu centro.

Pelo 29 passo, R & um anel primitivo, pois & sim-

ples com unidade [5, pag. 40].
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Alem disso, no 39 passo verificamos que R satisfaz

uma identidade polinomial de grau 5. Logo, pelo teorema de Ka
, 2

plansky [5, teorema 6.3.1)], segue-se que [R:Z(R)] = n“, onde

n§2.

Assim [R:Z(R)] = 1 ou [R:Z(R)] = 4. Se [R:Z(R)] =1
entdo R = Z(R) & um corpo. Se [R:Z(R)]| = 4, pelo teorema(l.7),

temos que R & uma algebra de gquatéernios sobre seu centro.

3.5 - OBSERVACAO - Da demonstragao do teorema anterior, decor

re gque se R & um anel simples de caracteristica diferente de
2, com involugao * tal que <S> # R, entao R tem unidade e
<<% (R). Logo, todo elemento de S ndao nulo & inversivel, pois

% (R) @ um corpo.

Uma pergunta que pode-se colocar entao & a seguinte:
o que se pode concluir sobre R, supondo-se apenas que todo
elemento ndo nulo de S seja inversivel? Este @ o contelddo do

teorema que se segue, devido a J.M.Osborn.

3.6 - TEOREMA - Seja R um anel simples com unidade de caracte

ristica diferente de 2, com involugéo * . Suponhamos que todo
elemento nao nulo de S seja inversivel em R. Entao ou R & um
anel com divisao ou R & uma algebra de guatérnios sobre seu

centro.
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DEMONSTRACAO

Consideremos <S>, o subanel gerado por S. Se <S>#¥R,
entao pelo teorema (3.4), temos que ou R & um corpo ou R @&

uma algebra de quatérnios sobre seu centro.

Podemos supor entao que <S>= R. Vamos mostrar queg

neste caso, R & um anel com divisao.

Seja x um elemento n3o nulo de R. Como R & simples
de caracteristica diferente de 2, com involug&o, temos que

X = st+k, onde s € S e k € K.

Estudaremos separadamente dois casos.

1l CASO - s # 0.

Suponhamos por absurdo que x nido seja inversivel.En
A * * - - . . . % %* B
tao x.x e x .x nao sao inversiveis. Como x.x e x .x sio ele

mentos de S, temos que

* *
Logo, como car R # 2 e xX -x x = 0, segue-se facil-

*
nmente que sk = ks. Novamente, como xX = 0 temos que 52 = k2

14

pois agora s e k comutam.

Como s € S e s#0 temos que s

portanto podemos considerar c = s—l k.

()}

inversivel em R e
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- . ¥
Dos calculos acima efetuados, decorre que ¢ =-cC e

Vamos mostrar que ¢ € %(R). Como <S>= R, & suficien

te provar que c comuta com todo elemento de S.

~ - %
Seja entao t € S arbitrario. Como ¢ = =-C e c2 = 1,

seqgue-se facilmente que
(l+c) t(l-c) € § e [(l+c) t(l-c)]% = o0

Logo (l+c) t(l-c) = 0. Analogamente (l-c)t(l+c) = 0.

Desenvolvendo os produtos acima e comparando as i-

gualdades obtidas, concluimos que 2(ct-tc) = 0, donde ct = tg,
para todo t € S. Assim, ¢ € Z(R). Como Z(R) & um corpo e c2=
= 1, temos que c = *1.

Mas ¢ = s Tk. Logo k = ts, absurdo pois s#0 e Kfs=(0).

Portanto dado x € R, x = s+k com s#0, temos gque x & in-

versivel em R.

22 CASO - s = 0 (e portanto x € K).

Se existe t € S tal que tx & K, entao pela parte

anterior, tx & inversivel, donde x & inversivel.

Se para todo t € S temos que tx € K, entao:

*
(tx) = =-tx = =-xt
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Logo, tx = xt, pata todo t € S e portanto x € Z(R).

Como Z(R) & um corpo, segue-se que x e inversivel.

Assim, R e anel com divisao. 0

3.7 - COROLARIO - Seja R um anel simples de caracteristica di
ferente de 2, nao comutativo. Entdo R & uma algebra de quater
nios sobre seu centro se e somente se existe uma involugao

*:R—*R tal que <S> # R.

DEMONSTRACAO

Se R @ uma &dlgebra de quatdrnios sobre seu centro
Zz(R), entao, fixada uma base de quatérnios {1,i,j,k} de R so

bre Z(R), a aplicagao que associa a cada elemenio g= at+bit+tcj+dk

o elemento q = a-bi-cj-dk; satisfaz as condigoes exigidas.

A reciproca segue trivialmente do teorema (3.4).

N

§ 4 - INVOLUCOES DO PRIMEIRO TIPO: FATOS GERAIS

Em todo este paragrafo, salvo mencdo explicita em

contrario, todas as involugdes consideradas serio do primeiro

tipo.
Seja R um anel com involugao * e consideremos um
* ~ - - .
elemento inversivel r € R, tal que r = #*r., Entao, e facil ve

rificar que a aplicacao



o

Wi
J(x) = rx r y X R

& uma involugao em R, do primeiro tipo. Em particular, temos

ainda que

*
J(r) = r = tr.

A proposigao que se segue nos mostra que sob deter-
minadas condicoes sobre R este processo determina todas as in

volugoes de R.

4.1 - PROPOSICAO - Seja R um anel cujo centro Z(R) & um domi-

nio e tal que todo Z(R)-automorfismo & interno. Sejam ainda ¢

e ¥ duas involugdes em R. Nestas condigCes, temos:

(a) Existe um elemento inversivel r € R tal gue

<
a}

N
il

tr e Y(x) = ry(x) r_l, para todo x € R. Além disso,

Y(r).

A=
H
H]

(b) Um elemento r€R nas condigdes acima esta deter-

minado, salvo multiplicacgao por elementosde Z(R).

DEMONSTRACAO

Consideremos a aplicagao composta n = Yoy. Entao n
& um Z(R)-automorfismo de R, poisy e ¥ sao involugoes do pri
meiro tipo. Assim, n e um automorfismo interno de R e portan-

to existe um elemento inversivel r € R tal que
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ax) = ey T , para todo x @ R

Como wz = I, temos que noy = Y , donde

¥(x) = ry(x) r + , para todo x € R
Resta portanto mostraxr que Y(r) = ¢(r) = #*r. Para is
to, consideremos um elemento x€R arbitrario. Entao:
1]‘1

[w(r)r_l]‘y (x) [w (r)r =y (r) [I—J-W(X)r]lp(r—l) =

Ly = por ™ xr) = v ) = vix)

= ()Y (x)p(c
Como ¥ & bijetora, segue-se que \p(r)r~l =c € Z(R).

Logo Y (r) = cr e temos:

2
r=yp(p(r)) = cyp(r) = c’r.
Como r e inversivel, segue-se que c® = 1, Mas c€Z (R)
e Z(R) & um dominio. Assim, ¢ = *1, donde y(x) = *r.

Agora, ¥Y(r) = rxp(r)r"l = P(r), com o que concluimos

a prova da parte (a).

Para mostrarmos (b), seja t€R nas condig¢Oes da par-—

te (a), isto &, suponhamos que
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¥ (x) t¢(x)t_l, para todo x € R

p(t) Y(t) = t.

Entao dado um elemento x€R arbitrario, temos:

[t_lr]w(x) [t“lr]'l g [r¢(x)r‘1] £ =

=t vt = £ e et e = y(x)

Logo, t-lre Z(R), donde existe o € Z(R) tal que r =

[

Seja R um anel nas condig¢oes da proposicao anterior.

1 e
equivalente a J2 (e escrevemos Jl ~ J2) se existe um elemento

Consideremos J, e J, duas involugoes em R. Dizemos que J

inversivel r € R tal que Ji(x) =re

Jz(x) =r Jl(x)r—l , para todo x € R.

Da parte (b) da proposicao anterior segue-se que a
relagao acima esta bem definida. Além disso, & facil verifi

car que se trata de uma relagao de equivaléncia.

Assim, dado um anel R nas condigSes da proposigaca

anterior, existem no maximo duas classes de equivaléncia de

involugoes.
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4.2 - EXEMPLO ~ Seja F um corpo e consideremos R = Mn(F) o

anel das matrizes nxn com coeficientes em F. A aplicagao

t:Mn(F)—~*Mn(F) que associa a cada matriz A = (aij) a sua
t

transposta A

(bij), onde bij = aji » 12i,3< n e uma involu

¢ao em R, do primeiro tipo.

Se n = 2m, definimos também a involucdo simplética,

da seguinte forma: a cada matriz
A B
X = e Mn(F) , onde A,B,C,D @€ Mm(F),

C D

associamos a matriz

== @ hl
X e Mn(l)

o T
e M_(F),
-T 0 n

]

Consideremos U

onde I denota a matriz identidade de Mm(F).

E facil ver que U & inversivel e que

Alem disso, um calculo explicito mostra que

x* =uxtul, X €M (F)
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Assim, se n=2m e car F # 2, temos que as involugaes

(t) e (s) sao nao equivalentes em M_(F).

Consideremos novamente um anel R nas condigoes da
proposigao (4.1), e seja J uma involugao em R. Denotaremos por

(R,J) o par formado pelo anel R, munido da involugao J.

Diremos ainda que (R,J,) é isomorfo a (R,J,) (e escre
veremos (R,Jl)=(R,J2))se existe um Z (R)-isomorfismo ¢ :R+R que

preserva a involugao, isto &, tal que
w(Jl(x)) = J2(¢(X)) , para todo x @ R.

Nosso objetivo sera demonstrar que se F € um cCOrpo
algebricamente fechado de caracteristica diferente de 2, e
R = Mn(F) denota o anel das matrizes nxn com coeficientes em
F, entdao dadas duas involugoes J, e J, em Mn(F), temos que:

J, ~J

179, se e somente se (Mn(F),Jl)=(Mn(F),J2)

Para isto, observemos que uma classe de equivalémda
de involugoes em M (F) esta representada pela transposigao. A
outra existe se e somente se existirem matrizes anti-siméetri-

cas (em relagao a transposicgao) inversiveis em Mn(F).

Consequentemente, existirao duas classes de equiva
léncia de involugoes em M (F) se e somente se n for par e

car (F) # 2; (ja gque o determinante de uma matriz anti-simétri-
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ca de ordem impar é zero).

Nesta situagao, isto &, se n for par e car(F) # 2 ,
entao a outra classe de equivaléncia estara representada pela

involugao simplética, j& introduzida no exemplo (4.2).

Com estas consideragdes, estamos em condicoes de de

monstrar o resultado acima mencionado.

4.3 - PROPOSICAO - Seja F um corpo algebricamente fechado de

caracteristica diferente de 2 e consideremos Mn(F) 0 anel das
matrizes nxn com coeficientes em F. Dadas duas involugoes Jy
e J2 em Mn(F), temos que Jl ~ J2 se e somente se

(M (F),3,)= (M (F),0,) .

DEMONSTRACAO

Suponhamos (Mn(F),Jl):(Mn(F),J2). Entdo existe um

F-automorfismo ¢ de Mn(F) tal que

w(Jl(X)) = Jz(w(X)) » para todo X e Mn(F)

Como Mn(F) é simples, pelo teorema de Skolem-Noether
[5, teorema 4.3.1] segue-se que y & um automorfismo interno.

Assim, existe um elemento inversivel S e Mn(F) tal que

P(X) = SXS“l + Ppara todo X € Mn(F).
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Seja A = 5.J,(s) € Mn(F)’ Entdao A e inversivel e

Jl(A) = A. Alem disso, temos:

AJl(X)A-l = SJl(S)Jl(x)Jl(s'l)s_l =
= SJl(s'l xs)s™t =
= w(Jl(s'l Xs)) = Jz(q:(s—l Xs)) =
= J2(X) ;, para todo X € Mn(F).
Logo, Jl ~ J2.

Sejam agora J, e J, involugoes equivalentes emb%JFL

Dividiremos a demonstracao da reciproca em dois casos:

19 CASO - Se J,~ t, onde t denota a transposigao entao

M (F),J,) = (M (F), t)
Como J; ~ t existe um elemento inversivel A€M (F)
tal que
- t -1
A" = A e Jl(X) = AX A , para todo XeMn(F)
Sendo A uma matriz simétrica inversivel, por [9 ,

pag. 317], existe uma matriz inversivel M tal que
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onde I denota a matriz identidade de Mn(F)°

Logo A = N.NU, onde N = ML, Definimos entio:

V(X)) = NX N 1 . para todo X @ Mn(F).

Assim, y & um F-automorfismo de M_(F) e

Iy (X)) = J; (NX N e amxn )t a7l o

i & - -
=am )" xE gt a7t o ogxt gL - v (x%)

Portanto, (Mn(F),Jl)=(Mn(F),t)-

Observemos que se existe apenas uma classe de equi-
valéncia de involugoes em M (F), entdo a proposicao decorre fa
cilmente do 19 caso. Assim, podemos Supor que existem exatamen
te duas classes de equivaléncia de involucoes em Mn(F). Logo
n=2m e a segunda classe esta representada pela involugdo sim-

pléetica, que denotamos por s.

29 CASO - Se Jl ~ S entao

(M (F),3,) = (M_(F),s)

Como Jl ~ S, existe uma matrigz inversivel AeMn(F)

tal que AS=a e I (X) = ax®a"!, para todo XeM_ (F) .

s st : S ~
Observemos ainda que como A"=A entao A se escreve
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na forma
Ay By '
A = t onde Al’A2’A3 e Mm(F) ’
A A
3 1
t _ t _
A2 = A2 e Ay = A3
0 I
Consideremos agora U = e Mn(F),onde I deno-
-I 0
ta a matriz identidade de M_(F). Entdo (ant = -(av). Alem dis

so, AU & inversivel; logo por [9, pag. 325]| existe uma ma-

triz inversivel V € Mn(F) tal que

V(p.U) VO = U

Assim L
AU = (v g ht e

portanto

A=vigwhHt gt

Mas pelo exemplo (4.2) temos que

v hHt gl - w s
_ -1 -1, s
Consequentemente, A = (V 7)(V 7)7,
Finalmente, definimos:
Pp(X) = Vml XV , para todo X € Mn(F)

Entio ¢y & um F-automorfismo de Mn(F) e
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I, (0 (X)) = Jl(V—lXV) = a(v ixv)Sat =
= av® xS hsatl - v xSy =
= y(x5)

Portanto, (Mn(F), Jl)z(Mn(F), S), com o gque concluimos a de-

monstracgao. []

Seja agora R uma F-algebra simples central de grau
n (isto e, [R:F]= n2), com involugdo *. Se F denota o fecho al
gébrico de F entdo podemos estender * a uma involugao en

M (F) = R® F , definindo
“ P

. ,
(? r; ® a,) = LI r, ®a; , onde

Diremos entao que a involugdo * & do tipo oritogoral

(resp., do tipo simpletico) se *~t(resp., *~s) em Mn(ﬁ).

Estamos interessados nas involugGes do tipo simplé-

tico, pois para estas vale o seguinte resultado:

4.4 - PROPOSICAO - Seja (R,*) uma F-algebra simples central de

grau 2n, com involugao * do tipo simplético. Entdo todo elemen

to *-simétrico de R & algébrico sobre F de grau menor ou i-

gual a n.
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DEMONSTRACAO
Consideremos F o fecho algébrico de F. Entao
M2n(§) = R®F ¢ como * & do tipo simpletico, temos que * ~sem
F
MZn(F)’

* —~ - N -
Seja x € R tal que x = x. Entao X = x ® 1 e *-sime
trico. Como (MZn(f),*)=(M2n(§),s) existe um F-automorfismo ¢

de M2n(§) tal que
* —:
(Y ) = q,(Y)s , para todo Y € M7n(F)'

como X = X, entdo [w(X)]S = Y (X). Assim, ¥ (X) € MZn(ﬁ)é si
métrico em relagdao a involugdo simplética. Portanto y(X) e al
gébrico sobre I’ de grau menor ou igual a n [ll, pag. 230]. Lo
go X e algébrico sobre F de grau menor ou igual a n. Usando
agora as propriedades do produto tensorial, segue-se facilmen

te que x & algébrico sobre F de grau menor ou igual a n.

[

Para concluirmos este paragrafo, gostariamos de men
cionar um resultado de Albert, que caracteriza as algebras com
divisdao de dimensao finita sobre seu centro gque possuem in

volugdo. Este resultado serd utilizado no paradrafo 9.

Para isto, precisamos introduzir algumas nogoes SO
bre o grupo de Brauer de um corpo F. Os resultados aqui cita

dos podem ser encontrados em [5, pag. 93].

Seja F um corpo e A o conjunto das F-algebras sim-
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ples centrais de dimensao finita. Dadas duas algebras A, e A

1 2
€ A, sabemos, pelo teorema de Wedderburn, que existem intei

ros positivos m e n e anéis com divisao D, e D, tais que

Ay = My(Dy) e Ay = M (D,)

Alem disso, Dl e D2 estdo determinados, salvo isomorfismo.

Diremos entao que Aq é similar a A, se Dl e isomorfo
a D,. Pode-se demonstrar que a relacdo de similaridade & uma

relagao de equivaléncia.

Consideremos entao B(F) =A/~,0 conjunto quociente de
A por esta relagao e denotemos por [A] a classe de um elemen-

to A € A em B(F).

Podemos dar a B(F) uma estrutura de grupo, atraves da

seguinte operacgao:

[a].[B] = [a @ B] , AB € A.
F

Pode-se demonstrar que o produto acima est3d bem de

-

finido e que (B(F),.) & um grupo abeliano, de torgao; B(F) &

chamado o grupo de Brouer de F.

Assim, dada uma F-algebra simples central A de dimen

sao finita, definimos o expoente de A como a ordem de [A] no

grupo de Brouer de F.
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2 3
Pode-se demonstrar aindaC$E££EA:F1 = n~ entao o ex-
poente de A em B(F) e n possuem os mesmos fatores primos, [5,

pag. 120].

De posse destas nogaes, podemos agora enunciar o teo
rema de Albert anteriormente mencionado, cuja demonstragao po

de ser encontrada em [1, pag. 161].

4.5 - TEOREMA -~ Seja D uma algebra com divisdo de dimensdo fi
nita sobre seu centro F. Entdo D possui uma involugdc (do 19
tipo) se e somente se o expoente de D no grupo de Brouer de F

for 1 ou 2.

Observemos ainda que se D @ uma algebra com divisao
de dimensao finita sobre seu centro F, com involucao, entao

[D:F] & 22m’ para algum inteiro positivo m, j& que os fatores

primos do expoente de D em B(F) e de n = /TD:F] Sa0 0S meams.

§ 5 - ALGEBRAS COM DIVISAO DE DIMENSAO 16 SOBRE SEU CENTRO,

COM INVOLUCAO

Neste paragrafo utilizaremos os resultados anterio-
res para classificar as algebras com divisdao de dimensao 16

sobre seu centro, com involucgao.

Comecaremos estudando algumas propriedades das invo-

lugoes em algebras com divisao.
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5.1 - PROPOSICAO - Seja (D,J) uma algebra com divisdo de cen

tro F, com involugdao J e consideremos K um F-subcorpo de D n3o
maximal. Se K possui um F-automorfismo ¢ de grau 2 entdo exis
te um elemento nao nulo y € D (que podemos escolher simétrico

ou anti-simétrico em relagdo a J) tal que

w(k)J =y k y—l ;, para todo k € K.

DEMONSTRACAO

seja KY a imagem de K pela involugdo J. Entdo K° &

um F-subcorpo de D pois J & do 19 tipo. Além disso, JO¥ & um

F-isomorfismo de K em KJ. Logo, pelo teorema de Skolem - Noe

ther [5, teorema 6.3.1] , existe um elemento nio nuloy,€D tal

que (Joy) (k) = ylk yll » para todo elemento k € K, ou seja,

b)Y = y k yil , para todo k € K.

Portanto, temos:

-1 J, -1 -1.J J, -1 -1, J J, -1
(yl ¥y) k(y, ¥q). = (vy) (Y kyy )Yy

(yl) o

v vy =

= wiH7T w07 ¥ = ey h?

Il

= J J
v xnY] =9 =k,
para todo k € K.

Consideremos K' = CD(K), O centralizador de K em D.
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Entao o calculo acima mostra que yil yg € XK', donde yieyl.K'.

J ] — J ] = . =
Portanto, yl+yl e le e Y7, e le . Alem disso, e claro
que podemos substituir Y, por qualquer elemento nao nulo de
3
yl'K !
Resta portanto mostrar que yl.K' possui elementos si

metricos e anti-simetricos nao nulos.

Suponhamos que todo elemento de yJGK‘ seja simétri-

co. Entac dado um elemento a € K' qualquer, temos:

(y a)J = a = aJy
1 Y- 1
Logo
Yy @ yIl = aJ, para todo a € K'
3 L]
Sejam agora al, a, € K
Entao
J _ J _J _ -1 =}
(@jay)" = a3 a; = (yy 3, ¥37)yy 3y y;7)
_ -1 J
= Yylagag) ¥ = lag a4)

= = ] - | -
Logo, a, a, a, a;, para todo ajra, € K' e portanto K' e co
mutativo. Mas & facil ver que nesta situagdo K & maximal; con

tradigao.

Analogamente mostra-se que le' possui elementos si
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metricos ndo nulos, com o que concluimos a demonstragao.

]

5.2 - COROLARIO - Sejam (D,J) uma algebra com divisdo de cen

tro F, com involugao J e K um F-subcorpo de D nio maximal. Su

ponhamos que K possua um F-automorfismo ¥ de grau 2. Entao
existem involugGes Jl e J2 em D, de tipo simplético e ortogo

nal, respectivamente, cujas restrigdes a K sdo iguais a y.

DEMONSTRACAO

Pela proposigao anterior, existem elementos nao

nulos yl,y2 € D tais que
J J
yl_yl ’ y2—_Y2 e
J _ -1 _ ~1
v(k)® = ylkyl = y2ky2 , para todo k € K.

Dado x€D arbitrario, definimos:

_l J -
Jq(x) = Yi© X yy e J,(x) = Yy© Xy,

E claro que J, e J, sao involugGes em D, nao equiva

lentes. Além disso, dado k€K, temos:

, =1 -
k = yl kJ Yl = Yl (Ylw (k)yll)yl = 9y (k)
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J
Analogamente demonstra-se que k 2 = Y {k), para todo

kEK. D

Finalmente estamos em condigoes de obter a classifi
cagdo das algebras com divisdo de dimensao 16 sobre seu cel

tro.

5.3 - TEOREMA - Seja (D,*) uma algebra com divisdo de dimen
sao 16 sobre seu centro I, de caracteristica diferente de 2,
com involugdo de tipo simplético *. Entao D = Q; ® 0,, onde

iy
1€ 9 sao F-algebras de quatérnios invariantes sob a involu

Q

gao *.

DEMONSTRACAO

Pela proposigao (4.4), sabemos que todo elemento de
D, simétrico em relagao a involuczo ¥, & algébrico sobre F de
grau menor ou igual a 2. Consideremos entao um elemento  nao
nulo de€b tal que d4dgF, d2 e F e d*=d. Seja K=F(d), o subcorpo
de D gerado por F e d. Entao [K:F] = 2 e existe um F-automor-
fismo ¢:K—K de grau 2. Pela proposigao (5.2) existe um ele-

mento gimétrico nao nulo y€D tal que

p(@) =yay?t=-a.

Seja 0, a F-algebra gerada por {1l,y,d,yd}. B facil verificar

que Q4 € uma &lgebra com divisao de dimensao 4 sobre seu cen
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tro, que e F. Logo, pelo lema (1.6), segue—se que Ql e uma F-
algebra de quatérnios. Além disso & imediato que Qq e *-inva-
riante. Consideremos Q2 = CD(Ql)’ o0 centralizador de Ql em D.
E facil ver que Q, & *-invariante. Agora, por [5, teorema 4.42]
segue-se que D = Q, g Q, e computando dimensGes, concluimos que
[QZ:F] = 4. Logo, Q, & uma F-algebra de quatérnios, com o que

- =
concluimos a demonstracao.

[

5.4 - COROLARIO - Seja D uma algebra com divis3o de dimensao 16

sobre seu centro ¥, de caracteristica diferente de 2, com in

volugao. Entao D = Q] ® 0,, onde 9, e Q, sao F-algebras de
o ]

quateérnios.

DEMONSTRACAO

Segue imediatamente do corolario (5.2) e do teorema

(5.3} .

[
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CAPITULO III

SOBRE UMA CONJECTURA DE ALBERT

Este capitulo tem por objetivo dar uma resposta ne-

gativa a seguinte conjectura de Albert:

- - Y . ~ 2m
"Se D @ uma algebra com divisio de dimensio 2 SO—
bre seu centro, com involugdo, entdo D & isomorfa a um produ-

to tensorial de algebras de quatérnios?"

Para isto, estudaremos os produtos cruzados abelia-
nos, isto &,produtos cruzados A = (K]FG,f),onde G=Gal (K]F)

€ abeliano.

Comegamos explorando o fato de G ser abeliano, para
caractérizar o produto cruzado (K, G, £) em termos de outros

parametros, mais convenientes. A sequir, passamos a estudar
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produtos cruzados abelianos de grau 8 e estabelecemos uma con
digdo necessaria e suficiente para que tais algebras possuam

uma involugao do primeiro tipo.

Posteriormente, introduzimos os produtos cruzados
abelianos genéricos, que sao algebras com divisao. Esses pro-
dutos cruzados sac chamados "genéricos", pois todo produtoc
cruzado abeliano & imagem homomorfa de um produto cruzado abe

liano genérico.

Por outro lado, mostramos também que todo produto
cruzado abeliano genérico &, na realidade, um produto cruzado

abeliano, em relagdao a uma extensao de Galois conveniente.

Aplicamos entao os resultados anteriormente obtidos,
para construir algebras com divisao, de grau 8 sobre seu cen-

tro, com involugao.

Finalmente, estabelecemos uma condi¢dao necessaria e
suficiente sobre os parametros, para que este tipo de algebra

seja um produto tensorial de algebras de quatérnios.

Isto feito, construimos um contra-exemplo 3 coniectu
ra de Albert, ou seja, exibimos uma algebra com divisao, de
grau 8 sobre seu centro, com involugao, nao isomorfa a um pro

duto tensorial de algebras de quatérnios.

As referéncias basicas para este capitulo sao [2] e

[3]-
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§ 6 - PRODUTO TENSORTAL DE ALGEBRAS DE QUATERNIOS

Em todo este capitulo F designara um corpo de carac

teristica diferente de 2 e A uma F-algebra simples central.

6.1 - DEFINICAO - Um conjunto S = {ri} & A diz-se g-gera-
i€I

dor se:
. 2 y
(i) 0 # r; €F , vi € I
‘o , . = -+ . . i i = I
(ii) r, r3 rj rs ¥i, j €
(iid) Se i # j entao existe Ly € S tal que r, comu-
ta com r, e rj anti-comuta com rr  isto é ,
ry I = r r, e rj o o= - 'y rj

6.2 ~ PROPOSICAO

(a) Todo conjunto g-gerador S < A & linearmente

independente sobre F.

(b) se {rl(rz} é g~gerador entao {l,rl,rz,rlr2 }
& g-gerador e Q = F + Fry + Fr, + Fr,r, €& uma F-algebra de
quatérnios.
DEMONSTRACAO

(a) Suponhamos por absurdo que S seja linearmente
k
dependente sobre F. Entdao entre as relagoes I o ri=0, com
i=1
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o € F, para todo i = j,...,k, em que nenhum coeficiente e nu
lo, podemos escolher uma de menor comprimento k. E claro que
k > 2 e portanto podemos supor que 0y Gy # 0.

Como S & g—-gerador, existe r € S tal que r.r.=r..r

171

e r.r2 = = rz.r.

Temos entao:

M=
™ W

O',i ri] =

o, lr, r, (*)
1 111[ l]

Seja X = {m € IN ,l < m<k e [r, ra] # 0} . Notamos
gque X tem menos de k elementos pois rl & X. Ainda, se [r,rﬁ]#o

entao |[r,r = r.r -r ¥ =2rr
[ ! HJ m m m

Segue-se portanto de (*) que

0= X o [r,ri]= 2 % a,rr,
iex jex * %

Como r e inversivel em A e car(F) # 2, temos que

Y a, r, =0, o que contraria a minimalidade de k.

(b) Se {rl,r2} & um conjunto g-gerador entao, pela

condigao (iii) da definigao (6.1) segue-se que r = -r,r

12 sty

Com isto, & facil ver que {1, Ty, Ty, rlrz} e g-gerador e, da

parte (a) acima, vem que O=F+Fr, +Fr +Fr, I, e uma F-algebra de qua-
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térnios. 0
A proposicao que se segue relaciona conjuntos g-ge
radores com o fato de uma dada algebra simples central ser um

produto tensorial de subalgebras de quatérnios.

6.3 - PROPOSICAO - Suponhamos que [A:F] = 4% Entdo A & un

produto tensorial de F-algebras de quatérnios se e somente se
A possui um conjunto g-gerador S com 4t elementos (neste ca

s0, S sera uma base de A sobre F).

DEMONSTRACAO

Suponhamos A = Ql ® ... ® Qt’ onde cada Q,,1< i< t,
P i

€ uma F-algebra de quatérnios,com base de quatérnios

{1, rigr Yoy rli’rZi} - Denotemos por r . =1 e A TE WY
1<ic<t
Consideremos
S ={rill ® r122 ® ... ® ritt |1k =0,1,2,3, 1 <k <t}

O fato de S ser um conjunto g-gerador com 4t ele~
mentos & agora uma conseqliéncia imediata das propriedades do
produto tensorial e do fato de que {1, risr Toyyv r3i} é g-ge

rador, 1 < i < t.
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Reciprocamente, suponhamos que A possua um conjunto
g~-gerador S com 4t elementos. Para provarmos que A & produto
tensorial de F-subalgebras de gquatérnios, faremos inducgao

sob t.

Se t=1, entao A possui um conjunto g-gerador S com

4 elementos. Sejam Xy r, € S tais que ryx, = - r,r;. Entao
s'={1, rl,rz,rlrz} & um conjunto g-gerador e portanto,linear-
mente independente sobre F, pela proposicao anterior. Como

(LY

[a:F] = 4, segue-se que S' uma base de A sobre F. Assim,

(P1

A=F+Fr.,+Fr. +Fr.r.,, donde A & uma F-algebra de quatérnios.

] 2 1727
Suponhamos agora o resultado verdadeiro para toda

7-algebra simples central de dimensao 4t—1. Consideremos S um
conjunto g-gerador com 4t elementos e sejam ry.T, € S tais
que r,.r, = -r,.r,. Seja ainda Q, a F-subalgebra de quatérnios

de base {l,rl,rz,rlrz}.

por [5, teorema 4.4.2], temos que
A = Ql . CA(Ql) - Ql ® CA(Ql)’ onde CA(Ql) denota o centrali-

zador de Q1 em A.

Além disso, @ facil ver gue dado um elemento r € A,

r se escreve na forma

n. € CA(Ql)’ 0 < i < 3. Mais ainda, se r € S entao temos que
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apenas um dos pi's & nao nulo. Isto decorre do fato de que

se r € S entao, como S é& g-gerador, rry = x rlr e rr2= x r,r.

Desta forma, temos que S pode ser escrito como uniao

disjunta

S = S0 U Sl rl[J 82 r2 U 83 LTy, onde cada Si esta

contido no CA(Ql), 0¢ i < 3.

Como S & linearmente independente sobre F, segue-se

- - t=1
que S, e S,.r, também o sdo, 1 < i < 3. Mas [CA(Ql):F]= 4- .

i
0
y . o -1 :
Assim, cada Si possui no maximo 4 elementos. Como S possui

4t elementos, segue-se que cada Si possul exatamente 4t—'l ale

mentos. Em particular, S0 =S 0N CA(Ql) possui 4t“l elementos

e S0 (o CA(Ql)'

Vamos mostrar agora que S, & um conjunto g-gerador.

0
Como S0 c S segue-se imediatamente que SO satisfaz
as condigoes (i) e (ii) da definigao (6.1). Resta portanto
provar que dados tl, t2 € So ., tl # t2, existe t € S0 tal gue
tl t =+t tl e t2 t=-t t2
Como tl’ t2 € S, « S, sabemos que existe s € S tal

que

Logo, se s € CA(Ql) entao podemos tomar t = s e segue-se que
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Sy & g-gerador. Ainda, se s ¢ CA(QI) entao s = r. p onde

p € CA(Ql) e i # 0. Além disto, como sty = stys e st,= - t,s,

temos gue
ot, =t, p e pt,=-%t,p { ¥%)

Por outro lado, S0 & uma base de CA(Ql) sobre F.Con
k

€ F tais que p = 2 a.si on-
i=1

sequentemente, existem a o QL

17" k

de cada s, € S,. Como S, satisfaz as condigoes (i) e (ii) da
definigéo (6.1), & linearmente independente sobre F e valem

as igualdades (**), temos que

. . 0.
com #

Como p # 0, segue-se que existe 1 < j < k tal que
. Seja t = s, @S,. Entdo tt, =t t ett, = -t,t
aj # 0. Seja t sj G S0 Entao Ltl tl e t2 t2 , com

o que concluimos a demonstracao de que SO é g-gerador.

Assim, usando a hipbotese de indugao temos que exis

tem F-subdlgebras de quatérnios Q2""’Qt tais que
C,(Q,) =0, 0 ... ® Q.
AT 2 - P t
Como A = Q, @ C_(Q,), obtemos A=Q., ® Q. ®...® Q, e
1 o ATl 1 P 2 o - t

o teorema esta demonstrado. D



Seja Q uma F-algebra de quatérnios e consideremos ¥

uma involugao em Q do primeiro tipo. Entao existe um conjun-

—_ = X = * = i'
to g-gerador S {l,rl,rz,rlrz} < Q tal que 1 1, ry ry
e rg = % r,. Com esta observagao a prova da proposicao que

se segue & exatamente andloga a da proposicao anterior e por

isto sera omitida.

6.4 ~ PROPOSICAO - Seja A uma algebra simples central sobre

um corpo F,de dimensao 4t, que possui uma involugao * do pri-
meiro tipo. Entao A & um produto tensorial de F-subalgebras de

quatérnios invariantes sob * se e somente se A possui um con-

junto g-gerador S com 4t elementos satisfazendo s* = * s, pa

ra todo s € S .

§ 7 - PRODUTOS CRUZADOS ABELIANOS

Em todo este paragrafo, K/F denotara uma extensao

galoisiana, com grupo de Galois abeliano

G =< 0,> Xo.. X < g > .
1 r

Denotaremos por q; a ordem de O, 1 <1< r.

Seja A uma F-algebra simples central que contem K
como subcorpo maximal. Sabemos entao,pelo teorema de Skolem-Ndether

[5, teorema 4.3.1] gue cada o, pode ser estendido a um auto-
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morfismo interno de A, isto &, existem elementos inversiveis
Zi € A, 1 <i < r tais que

o.(x) =2, x2,_  , 1 < i< r, ¥ x € K.
1 1 1 - —

Por outro lado, todo elemento 0 € G se escreve de
modo Unico na forma

m

1 .

G =0, ... 0_° onde 0 < m,< qg. e 1 <1 < x,
1 r - i i = =

Consideremos entao o elemento Z de A definido por

m m
ZO = le . er. Desta forma, podemos considerar a aplica-
gao £:G x G —» K*¥ definida por
flo,7) =2_2_ (2 )1, (o,1) e Gxa
! o T ot d ! :

O fato de A ser associativa nos garante que £ & um

conjunto de fatores de G sobre K e ainda que A & o produto cru

zado de K e G relativo a f, isto &,

A= (XK, G, ).

Nosso objetivo agora sera explorar o fato de G ser
abeliano; para caracterizarmos o produto cruzado atravées de

outros parametros. Para isto, consideremos os elementos
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Como K & um subcorpo maximal de A, segue-se que K =

= CA(K)’ ou seja, K coincide com seu centralizador em A. Além
disso, o(Gi) = 4, 1l < i < r. Desta forma, & facil verificar
que

U={u,.|1<4i,j <r} < K

ij = =

e

B=1{b, [1ic<r} c K

Observamos ainda que podemos calcular f(o,1) utili-
zando apenas os elementos uij’ bi e a agao dos oy sobre estes
elementos, 1 < i,j < r. (Por exemplo, se G= <01> X<02>><<o3>,
com

o(ol) 0(02) = 2, 0(03) =3 ,

0O = 0,0 é T =0 02 temos

172 2 3
f(o,1) =2 2z (z )—l=(z z.) (z 22)(2 22)_l =
g T OT 12 273 173

~ 2 2 2 .=l _ 2 =1

= 2z, 22 23 zy" 2,7 = Z) 25 27 =

- =1 1 _

80Py Oy JBz) 2y 27 = 9y, ()



—62~-

Deste modo, os conjuntos U, B < K determinam o con
junto de fatores f de G sobre K e portanto determinam a alge-

bra A.

Denotaremos entao por A = (K, G, U, B) o produto

" cruzado abeliano de K e G.

Passaremos a estudar algumas propriedades dos con-
juntos U e B acima definidos, que nos servirao posteriormente
para caracterizar os produtos cruzados abelianos. Para isto ,

precisamos do seguinte lema.

7.1 - LEMA - Sejam R um anel nao comutativo e x um elemento

inversivel de R. Consideremos o automorfismo o:R + R definido

por o(y) = xy x ~, y € R. Entao:

Ly ¥, ¥yeRr ¥oneWm.

(a) (yx)n = yoly) «.. 0O
(b) Sey € Re u = oly) y*l temos:

<0 y X =0 (u) ... o(u) u vy, ¥ n € IN.

DEMONSTRACAO :

A prova segue facilmente, usando-se indugéo sobre n

e por isto sera omitida.

Dado um elemento x € K, denotemos por
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= i
i

N, (x) = 1T ok(x). E facil ver que se x,y € K entao:
i s i

k=0

Ni(xy) = Ni(x) Ni(y) " 1 £ 4 ¢ x
e
Ni(Gj(X)) = Oj(Ni(X)), 1< 1;3 € ¢

(7.2) - PROPOSICAO - Sejam U, B < K os conjuntos definidos an

teriormente. Entao

(1) w., =1 e utf=u.,
ii i i

(2) O'(ujk) oj(uki) ok(u..) = ujk ., ou

i ij ij

(3) Ni(Nj(uij)) =1

(4) Oj(bi) = Ni(uji) bi 1 <i,j,k < r.

DEMONSTRACAQ:

(1) segue imediatamente da definicao.
Para provarmos (4) lembramos que o.(b.)=z. b, z .
‘ J 1 J 1 73
Temos entdo:

oj(bi) = Zj Zil 2z, = (2, z, z.,7) = (u.., z.)
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Usando a parte (a) do lema (7.1), temos:

-1 .
== L Zl:
cj(bi) Uy g Oi(uji)... o, (uji) i N, (uji) bi
De (4) temos que
-1 ;
N, (u..) = o.(b.)b, . Assim,
Jji R S
~1 -1 -1
= = u = =
Ni(uij) Ni(uji) Ni( ji) bi Oj(bi )
Logo,
N. (N, (u, ) =N, (b.o. (b. 1)) =N, (b )N, (0, (bT1)) =
i i joUiviovi 5 B S T B &
= N.(b,) o, (N,(biY) =
J J 1
- -1
= N.(b,) N.(b,7) = 1.
J 1 J o1
Portanto,
N. (N, (u,.)) = 1, donde vale (3).
J 1 1]
Para provarmos (2), observemos que zZy zjzuij 2 z,
Conjugando esta igualdade por Zy » POT um lado, cbtemos:
=] -1 -1
Z. 7 = o=
k(éi Z.) zk 2 zi(zk 7k) z:J 2
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_ =1 _
= i %1 %k %5 %k
= W Bl-W 1%, 2 z 1
ki i kj j k k
=u =
et T4 ey BT Vg Ty bogg)
Por outro lado, temos:
-1 =
Zk (zi zj) zk = zk(uij zj Zi) zk =
=0, (u M)z z.2.2.~ =
k ij Jj k
= . (a,y) u z. 7.z, z 1
k U197 Yk %5 %k P %
=0 () gy oz w2y S
= 0 (uij) k3 O'(uki)zj 24
= Ok (uij) K3 Gj(uki) uji
Assim, mostramos que
Ui 4 (W) Py 25T o vy ) upg ogu ) ugy
Como 2 Z, sao inversiveis em A, obtemos:
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yu

a, (u u, . .
= 1( ki’ "ji

Ki ) = o, (u..) u . oj(

kJj k" ij k3

Ainda, como todos os elementos envolvidos na igual-
dade acima estao em K, segue~se que eles comutam entre si e
podemos entao reescrever a igualdade acima da seguinte forma:

o, (u,
5

i) Ty 10yt OBy S M W

ij ij

com o que concluimos a demonstragao da proposigao. ]

Vamos mostrar agora que as propriedades (1), (2) e
(4) da proposicao anterior, determinam (a menos de isomorfis-—
mo) o produto cruzado abeliano. Mas precisamente, seja K|F u-
ma extensao galoisiana com grupo de Galois abeliano
G =< 07> X...X <0 >, onde o(oi) =dq,, 1< 1i¢x< r.Sejamvaig

i >
da

U* = {ufj/l <i,j<r} e B* = {b;/l < i< r}

subconjuntos de K satisfazendo as relagoes (1), (2) e (4) da
proposicao anterior. Mostraremos que existem uma F-algebra sim
ples central A, que possui K como subcorpo maximal, e elemen-

tos inversiveis z, € A, 1 < i < r, tais que

A= (K, G, U, B) , onde
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Além disso, veremos que A & Unica a menos de isomor

fismo.

Para isso, consideramos inicialmente um conjunto de
r indeterminadas ndo comutativas {xl,...,xr} e construimos o
conjunto

ll""lr 1

Vamos dar a Ar uma estrutura de K-algebra. Definimos
a igualdade e a adicao de dois elementos de Ar, componente a

componente. Além disso, definimos o produto distributivamente,
por

X, k =0.(k) x,. e x.x. = u*., xX.x,. ,
i i i™j ij 974

1l <i,j<r, kexk.

A algebra A que procuramos sera definida como um

quociente ge A ,
r

Dividiremos a construgdo de A em varios passos.

7.3 - LEMA ~ Seja M o ideal 3 esquerda de Ar gerado pelo con-

junto

 off S

e
<
1=
I
o
%
=
A
=
IA
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Entac M @ ideal bilateral de Ar.

DEMONSTRACAO

Para provarmos a afirmagao acima, mostraremos pri

a. %
meiro que M, = A_(x.T - b, ) & um ideal bilateral de A _ para
i : SR 1 i r

cada i = 1l,...,r.

Para isso, @ suficiente verificar que

o Wiy %
(xi —bi) X € Ar (xi - bi), para todo t, 1 < t < r e que
q.

q.

(x.* * i * )
X, 7= bi) k € Ar (xi - bi),pard todo k € K. Mas

ot - 55w, - iz, - b ox_ =
i. i it it i ‘¢
* x = %
uita ( lt) 'Oi (nit)xtxi b.xt
= N (u* ) X i b* X, =
= it! *t i e T

i

-1 * - - *
Xt 0 & (Nl (ult) )2 i -X Ot (bl)

% * *
P 4) t = 3
or (4) temos que bi Gt(bi) Ni(uit)

" —l(b*)“b* =7 ( * -1 *
ogo, o, (b;)=b. o, " (N;(ug,))=0, (N, (u,

Assith,

9y b*) -1 * 94 =3 % x|
(¢ ¥= by xg=x jor™ (N (u, 1Ix "= o "N (u3e}) by | =

-



= X
t

-l * _ql *
Op (N M) (%" - b)) em, 1

Seja k um elemento cualquer

q.
1
(xi

i
b

% d.
- b.)k = x,*
i

1l
~
b
s ¥

I
o
on

pois o(oi) =y .

Pinalmente, como cada Mi’ 1 < i<

teral de Ar, seque-se trivialmente que

q
M:<Xi—b

bilateral de Ar'

5
i
o
He o=
~
i

I

iN
(—'-
IN

L

de K. Entao:

q. *

q.
o oil(k) X,* -k b, =

i i

qi ®

r & um ideal bila

também € um ideal

a

7.4 - LEMA ~ Com as notac¢des acima, tem-se que:

13
(1) 1 o %
k=1 J

*
(Ni(uij))

(i1)

q. * q- %
i_ J_
(Xi bi)(xj bj)
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DEMONSTRACAO

pois O(Oj) = q..

anterior,

Por (4) temos que

* * *_.l

Ni(uij) = b, oj(bi )
Logo
W)= on 08 o By, ) ok
i 3 j s 2Ly
Assim,
qj a
- * - = K e
1oo3 oy (=0 [o3mh) oF i h] -
k=1 - 1 1 k=1
K gL %
= b 1 . J(b.) =1 ,
1 J

J

Para provarmos (ii), observemos que, como no lema

temos:

9. 9. g,

q. o q.
i oo o] ] % 1 = i_ -
(x; bi)xj' X, o, (Ni(uij))...oj (Ni(ui.))(x. b.) =

j J J 1 i

q .
Q-L J  _k % ] 9;  x
e J : i_
=X Eloj ((Ni(uij)) (xi bi)
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Mas ja vimos na demonstracao do lema anterior, que

qi * %
(xi - bi) comuta com bj. Logo, temos:
d; » d. & q, x 9. d; % *
s j_ _ i o L _
(xi bi)(xj bj) (xi bi)xJ (xi bi) bj
q- q- * * q- *
= x. 3 (x,"-b,) - b, (x,*-b.)=
I i i j i i
q. % d.
= Je e
com o que concluimos a demonstragao. D
Introduziremos agora algumas notagoes que facilita-
rao nossos calculos. Se m = (ml,...,mr) é uma r-upla de nime-
ros naturais e a = (a;,...,a_) & uma r-upla de elementos de
1 r _
um grupo, anel, etc., indicaremos por a™ o elemento
- m m
m _ 1 r
a’ =a;t ... oay
Em particular, todo elemento do grupo G tem a forma
- m m
o = oll - Orr . Além disso, & claro que 0s monomios
m ml mr
ix.,= X7 eee X mg € N, 1< i< r}

formam uma base de Ar como espago vetorial (& esquerda) sobre K.

N , ~ . m n
Por outro lado, dados dois mondmios x & e x temos

que

S

m n m +
X < X = ax ; para algum a € K. Deste modo,
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m ml m,.
definimos o grau de um monomio X = Xq ...xr“ como a r-upla
& .- o = -
de numeros naturais m = (ml,...,mr) e indicaremos 9 (x ) = m.

A
7.5 - LEMA - Seja A = T% . Entao o conjunto

@ uma base de A sobre K.

DEMONSTRACAQ

Comegaremos demonstrando que todo elemento f£(x) GA}

pode ser escrito na forma
ql *
£(x) =(xy —bi) g(x) + h(x)

onde todo mondmio de h(x) tem grau menor que q; na variévéin

Seja entao f(x) = f(xl,...,xr) = Ar.

B claro que podemos escrever f como soma de monomi-
os em (Xl""’xr) de modo a variavel X, aparega sempre em pri
meiro lugar, em todos os monomios nos quais ela ocorre. Além

disso, podemos escrever f na forma £ = £, + £ onde £

1 27 £ eAr

172
satisfazem as seguintes condigoes:
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(i) A variavel Xi ocorre em todos os monomios de

fl com expoente maior ou igual a qy -

(ii) Se a variavel X; ocorre em algum monomio defé,

entao o expoente de X, neste monomio & menor que qy -

Com estas consideragoes, & claro que basta demons-
trar a afirmagao para fl, ou seja, podemos assumir que a va-
riavel X; ocorre em todos os mondémios de f, em primeiro lugar,

com expoente maior ou igual a q; -

Seja entao

m m, m, m
Moo= ¥ a x b x, +1 x, 1 r
i I " "%i-1 i+l e
um monomio qualquer de f. Entdo m > q; e podemos escrever

m = q; t + s onde 0 < s < qi.

Assim, temos

m m, m, m q. m, m, m
m 1 i-1 M+l r , dit s W i-1 5+ T
Xp @ X Teax Ty Xid1 XL —(xi ) i B X e X 0T Xy T X T
g.t * m
= i t s 1 r..* _s 1 I
(x bi ) Xj ax T...x +bi X, a X7 x
g.n g.n qg.n q.n
NS | ko i * i - . * i
Cotio Xi | bi = Oi (bi) Xy = bi xi , para todo
o A = 93t xg
n € I, segue-se que (xi —bi) (xi -bi ) .
Logo ist 1 N 3= e
0go, existe 9 € Ar tal que (xi —bi)gl—(xi —bi ) s



Desta forma, obtemos:

dq. % s M t
M = (xil—b.)gl x, a I x, + bi x? a 1 x:k , e
+ b k#d Ki4i
< < .
0 <s q;
Portanto, mostramos que todo monomio de £ se es-
creve na forma
qi *
M = (x —bi) g(x) + h(x), onde g(x), h(x) € Ar e to

do monomio de h(x) tem expoente menor que q; em X,.

Finalmente, podemos mostrar que o conjunto

= = m m
m m .
(z =x + M= X L. .xT+Mm/ 0= m, < gy, 1gig r} é& uma

base de A = sobre K.

Seja f(x) um elemento qualquer de Ar. Pelas conside

racoes feitas acima, segue-se que podemos escrever f na forma:
41

. 3 * qr*
f(x) = (xl = bl)gl(x)+...+(xr —br) gr(x) + h(x), onde todo

monomio de h(x) tem grau menor que q; na variavel xi,l.iiﬁgr.
Deste modo, f(x) + M = h(x) + M e portanto o conjun
to
- m m

{Zmle...xrr+Mloimi<qi'liiir}

gera A sobre K,

Resta provar que o conjunto acima é linearmente in-
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dependente sobre K. Para isto & suficiente mostrar que se féM
€ tal que todo mondmio de f tem grau menor que g, na variavel
X, 1l <i< r, entdo £ @ o polindmio nulo. Consideremos pois

um tal £. Entao f =
j

I o

q.
(x,7-b.) h.(x). Seja j < r fixado. Pode
%3 J J Y
mos escrever

T TE S PN + h'. (x)
A I R

onde todo mondmio de h'j tem grau menor que 9, em X . Logo ,

i

(9-b%) b, (0 = (e 9ob) (e Fop?
Xj - 3 i X Xj - j) X, - r) gj(x) +

qj % h
+ s - ! =
(XJ bj) 3 (x)

qr * qj *
(x —br)(xj -bj) gj(X) +
qj *

Portanto

d,.  «
f(x) = (x "-b ) h (x) + ¥
YA Ir r

q * q. & -
(x T-p ) (x,0-b.)g. (x)] +
j<r- r r J J J

gd. 4
+ I (x.)-b.) h'(x) =
J<r J J

<qrb*)"h()+2((qu*) (x))
X, = % X “=b.) g.(x ] +

i)
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+ L (x.7-b.) h!(x)
j<r ] j

gq. * -
Se g(x) = h_(x) + L [(xpjnb.)g.(x)J nao & o polind
£ j<r ] J 73 i -

mio nulo, entdo existe um mondmio M de g(x) de grau maximo m

q * . ” -
na variavel X o Assim, (xrr—br)ble um monomio de £ (pois nao
9. =
se cancela com nenhum mondmio de I (x J—bj) h%(x). Mas o grau
J<r
g *
de X _ em (xrr—br)N1 e maior ou igual a q,. absurdo. Logo ,

g(x) & o polindmio nulo, donde

£(x) = L (x.3-b.) h'(x)
s 37

Repetindo o argumento para r-1,...,1, concluimos que

f & o polinomio nulo.

Assim, demonstramos que o conjunto

{z7 = x.7...x% +M|]0<m <g, , 1<i<r} é&umabase de

sobre K. Conseglientemente, [A:K]= qy...9,= D =lg|. []

7.6 - PROPOSICAO - Com as notagdes acima, tem-se que F=7(A)

7

o centro de A.
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DEMONSTRACAC

E claro que F < z(a). Reciprocamente, consideremos

Z a_ 2" e Zz(A) . Em particular, f comuta com todo elemento
m m :

£ =

de K. Logo, se o € K, temos:

=3

@ (Za_z™ =(za zMa
m

i
=3 In]
=8

Conseqlentemente,

(o= om(u)) a_ zm = 0 , para todo a € K.
m

5 i

. my, = 4. .
Como o conjunto {z } & linearmente independente so-

bre K, temos que (q -om(a)kt=r0, para todo o € K e todo m

m
Se para alguma r-upla m = (ml,...mr), a_ # 0 entao
_ m
o Om(a) = 0 para todo a € K e portanto m = (0, 0,...,0). As

sim, £ = a € K.

(O4«s470)

Por outro lado, se f = a € KN %Z(A) entio zma=zizm,

para toda r-upla m = (ml,...,mr) tal que 0 < m, < qugj.i Tt
Dai decorre imediatamente que om(a) = a, para todo M nessas
condigoes. Entdo a € K & fixo por todos os automorfismos de G,

donde a € F'.

Mostramos assim, que A & uma algebra de centro F e

[A:F]“—‘ n2. D
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7.7 - TEOREMA - Ainda, com as notagSes acima, existem elemen-

tos inversiveis zyr+--r2,. € A tais que:

--* *—Zi < i <
zlzj = Hyg iji r b, = &4 1< 1,3 r
e
A = (K, G, U,B) onde
U={u.|1<i,j<r} e B={b, |1<izgr}
DEMONSTRACAO

Consideremos os elementos 2, = x, + M@ A, 1 < i< r.
i i =T -

Vamos mostrar que zi e inversivel em A, 1 < i < r. Para isto,

calculemos:
q =1 s Ko
. (x. T plhy o1 =x tpt g -
i i i
% T
=(x.t = b )b tem
i i
Assim,
q,-1 *
. (x.% b Eyr M =1+ M.
i i
Logo
a4t ey
(xi+M) (xi bi + M) =1 + M.

Por otitro lado
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q,-1 * q.=1 * *
b l)x = % % 1B & X,) = x,. (x. b 1 X.)
i i i i i A §
9 - =
= x 7T O.l (b l)
i i
* *
Mas o conjunto B = {bil 1 <i<r} verifica a con
digcao (4) da proposigao (7.2).
* * b* b‘k .

Logo, Oi(bi) = Ni(uii) i T by Assim,

q,-1 *_ q o
(x. " b, l) X, =%, b, l.

i i i i i
Portanto,

q,-1 ,_ * 4 * ke
R e S TS B e ~-b) b Len

i i i i i
Conseqientemente,

qi-l * —
(x. b, M) (x. + M) =14+ M

1 1 i

donde, z, = X, + M e inversivel em A, 1 <ic<or,

Por outro lado, dados U, T € G sabemos que eles se

escrevem de modo Gnico na forma:

Hﬁ mr nl nr
T =01 ... 0 ¢ T =077 ... 0 onde
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Consideremos entao m = (ml,...,mr), n = (nl,...,n )

r

= o= 5 1 i
e p (pl, . - ’pr) , onde p.l_,(mi+ni) mod q; e 0 < pi< qyt<ic

Deste modo, podemos definir

f:GxG —+ K* por
flo,r)=z" 2" (zp)—l
%
Observemos que f(o,7) € K para todo par (g,T1)€ GG,

pois K & um subcorpo maximal de A.

Aléem disso, o fato de A ser associativa implica que

f & um conjunto de fatores de G sobre K e A = (K|F, G,f).

Logo, para provarmos que A = (K, G, U, B) basta ve-
rificar que

* — —
(1) uw,. + M = 2z, z, z,l Z.l
1) i 3 1 J

*
(ii) b, + M = z
1

~ - ] ¥
A segunda condicao e imediata pois xil - bi € M.

Para provarmos (i), calculemos:

- = -1 -1
Z., Z. %, z, = (x.+M X .+M X, +M M =
; : ; i ) 3 ) ( N ) (X] )

il

-1 -1
(xixj+M) (xi+M) (xj+M) =

= (u* X.x. + M) (x +M)—1 (x +M)'l =
ij “5°i i 3

1]
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(uf.+M) (xj+M) (x, +M) (xi+M,)—l(xj+M)-l -

1]
*
= u,., + M.
1]
Assim, A = (K, G, U, B), onde Z, = x,;4M, 1 <i<r,
* T }
= ; = e “F < <
U {uiJ Uyt M |1 <i,5 <«
x
= = + < 1 < r
B={b, =b, +M | 1c<ic<r) 1

Estamos interessados em mostrar que a algebra A aci
ma construida & Gnica a menos de isomorfismo. Para isso, come
¢aremos verificando quando dois produtos cruzados abelianos sao

isomorfos.

7.8 - PROPOSICAO - Sejam A (K:G,U,B) e A2=(K,G,U',B') pro-

1

dutos cruzados abelianos de K sobre G. Entao Al e A2 sao iso-
morfos como F-algebras se e somente se existenlelamymoseH € K,

1l < i < r tais que:

(i) bi = Ni(ai)bi

i v -1 =1 ¢
(ii) Wig = By 9y (aj)aj aioj(ai ), 1< i,j <x
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DEMONSTRACAO

Supcnhamos que W:A, > A2 seja um F-isomorfismo.Entao

& facil verificar que Y(K) & um subcorpo maximal de A2' Logo,
¢—l : P(K) » K & um F-isomorfismo de subalgebras simples
P (K)

de A, . Pelo teorema de Skolem-N8ether,| 5, teorema 4.3.1] e
b-1
| P(K)

xiste um F-automorfismo interno CL:A2 - A2 que estende

Seja ¥ = a o ¢ . Entdo V¥: Ay A, & um F-isomorfismo e

Y(k) = a(yk)) = w—l(w(k))= k, para todo k € K.
Mostramos portanto que se Al - AZ como F-algebras ,
entdo existe um isomorfismo P : Ay > A, tal que Y(k) = k, para

todo k € K.

3 - - .l & 3 < 2
Sejam agora zZs e Al e z; e A2, 1l < i< r tais que

Z, 2, = u z, 2 z! z' =u!, z! z}
i ] ij J 1 ] i 3
= = ! =
z, k Oi(k) zZ, zg k Oi(k) Z
z. 1 =D, 2! = b!
i i i

Definimos entao a, = z!' Y(z)", 1< i< r.
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Dado um elemento k € K qualquer temos:

1 -1

T 78 = zZ z! =
a, k a, A w(zi) k ¥( i) 5

-1 1

- =1 R
=z} ¢(Oi (k)) z] =

zi(W(zll k zi)) zi

— ¥ 1 — =] —
= z! o0, (k) z' = Oi(oi (k)) =k ,

Logo, a, € CA (K) =K, 1< i< r, pois K & subcor-

po maximal de A?,

Para provarmos que os elementos ai € Ky 1l €4 51,

verificam (i) e (ii), observamos que dado um elemento k € K

qualquer, temos:

V(o (K)=p(z, k zgl)=w<zi) V(K) plzih) = Wiz )k bz )

Sendo Y um K-isomorfismo, temos:

-1

w(ci(k))= oi(k) = Zi k z,

Conseqlientemente,

O -1 .
Oi(k) = W(Zi) k w(zi) i 1 <i<r, k€K,

Portanto
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q;-1
Ni(ai) = a, Oi(a.). o4 (a.,) =
-1 q.-1 _qi'kl
= a, [W(z,)a, v(zy) ]...B;(zi) toaizy) :|=
q,-1 ~-q., +1
S TR LT
Logo,
93
Ni(ai)bi = Ni(ai) w(bi) = Ni(ai) w(zi) =

- q.-1 14q.
124 ‘“Zi)‘l ’ [ai"’(z‘i)]z [ai""(zi)J "=

¢ o oy S . -1 _ -1_
lj_zl zj zi 73 —ai w(zi) a q)(z.)(a1 w(zi)) (aj¢(zj))

as -1 -1

= lb(a1 Zl aj zj (a zl) (aJ zj) ) =

- -1 -1 -1 -1, _

= w(aioi(aj) By By % 47 2y ay ) =

1l
<=
Q).
et
Q
e
o
e
N
N
N
Q
(o))
Q
Il
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il

<

sl
|..l-

Q
[

o)
.

o

(e}

o)

o

I

Portanto o conjunto {a, | 1 < i < r} verifica (i) e
(idi) .
Reciprocamente, suponhamos que existam elementos

a, € K, 1
i

A

i < r verificando (i) e (ii). Sejam Zi =a, Z.,

1 <i<r, £ facil verificar que

z! k =0,(k) z'.
1 1 1

Por outro lado, dado ¢ € G,0 se escreve de modo ani
m m

co na forma o = g l... g £ r onde 0 < m< g, , 1< i< r. De
finimos entao
m m m m
1 : r 1 r
. ] i e ] |
= (a ... fa = @ w
2} ( 1 zl) ¢ - zr) zy z

E facil ver que dado o € G existe um Gnico a € K

nao nulo tal que

= a_ z onde 2z = gz

o |
Z R
o O o ] 1 r
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- * :
Seja entao A:G - K definida por

Ao) = as o e G.

£ facil ver agora gue os conjuntos de fatores
%*
f:GxG + K e g:GxG -+ K

definidos por

-1 ¢ n—d
f(osT) = Z ZT(ZOT) e glo,t) = Zé Z%(ZGT)

sao equivalentes. Logo, por [;, lema 4.4.1], segue—se que Al

e A, sao isomorfos como F-algebras. [

7.9 - TEOREMA -~ Seja KIF uma extensao galoisiana com grupo de
Galois abeliano G. Sejam ainda U, B & K satisfazendo as condi

¢bes (1), (2) e (4) da proposigao (7.2). Entao:

(a) Existe uma F-algebra simples central A,que con

tédm K como subcorpo maximal, e existem elementos inversiveis

z

1""'Zr em A tais que

= (K, G, U, B)

(b} Além disto, A @ Unica a menos de isomorfismo.
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DEMONSTRACAO

A existencia de uma tal dlgebra A & o conteiido da

proposigao (7.7).

A unicidade decorre imediatamente ,tomando-se a;=

1,
1 < i< r na proposigcao (7.8). ]

Nosso proximo passo sera determinar condigoes neces
sarias e suficientes para que um produto cruzado abeliano jole}=!

sua uma involugao do primeiro tipo.

Comecamos com um lema, que & uma generalizagao do

teorema 90 de Hilbert.

7.10 - LEMA - Seja K|F uma extensao galoisiana, com grupo de

Galois abeliano G =<iOl> X . WX <0r> . Sejam ainda vy € K tais
que N, (v.) =1, 1 < i < r. Entdo existe um elemento a € K tal
- , -1
ue v, = < -
que v, =o0.(a) a7, 1 < i < r se e somente se oj(vi) vy

= oi(vj) v;l para todo par (i,j), 1 < i, < r .

DEMONSTRACAQ

Suponhamos que exista um elemento a € K verificando

= _l 1
vy o, (a) a r 1 < i<
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Entao

il

"1 _
Oj(vi) Gi(v ) Gj(oi(a) a-1) Gi(a oj(a ))

il

oj(ci(a)).Gj(a_l).oi(a).cicj(a—l) =

i
il

-1 -1
cj(oi(a)) oj(oi(a )) oj(a ) oi(a)

_ =1 _ ! =1 =1 _
= oj(a ) o,(a) = a Oj(a ) a o, (a) =
i Vi
Logo,
o.(v,) le = 0, (v.) le ; 1L £ 41,3 <.
i i j -

Para demonstrarmos a reciproca usaremos indugao sob

Se r=1, entao G = < gy & ciclico e o nosso lema é

exatamente o Taorema 90 de Hilbert.

Suponhamos entao o resultado verdadeiro para r-1.Lo

L

go, existe a' € K tal que v, = oi(a')a'- , 1 < i< r-1. Consi

deremos

Kr = {x € K loi(x) =x, l<ic<r-l}.
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Entao o conjunto {Ok P K K/k = O,...,qr—l} e
r

linearmente independente sobre Kr’ pois o(or) =q,.e

[K:K = q [12, teorema 30_J. Assim, existe um elemento bEK
r’ r

tal que
q. =1
r [ k i "l)J p
a = L |o_(ba') T o (v 0 .
k=0 T i<k ¥ T

Vamos mostrar agora que oj(a) a = = Vj’ 1 <j<rm
Seja 1 < j < r fixado. Entio:
-1
-1 I

_ -1 K, i ~1 _
vyt oya)= kio[Vj 9ylopbat)) 1 oy (og(v))]

q -1
r
= ¥ [v_lok(o,(ba')) I o (v T g (v.l)v.X] =
k=0~ J T i<k r v J° 1
q.-1
= 3 [vite®mbv.a') 1 ol et vihet(va)] =
k=0 J ¥ J i<k T r J r
qr-l
= 1 [ofman e woavit 1 otivh) 1 e 1o (v.)]=
k=0 T Pl e FOT et 3 g r 3
q ~1
ok i, -1, -1 k itl, -1 i
= I foima') T or(v v o vy ot 1o wv.)] .
k=0T i<k TFOd T T T gt ]
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Mas
le Gk(v.) 1 01+1(v71) I oi(v,) = ]
B R U B S
Logo,
%t k i i

v A o.(a) = L [0 (ba') T o> (v )]

J k=0 T i<k T
Portanto,

-1 .
o.(a)a = Y. ; 1<3j<r.

Resta discutir o caso j=r.

Nesta situagao temos:

g1
=vlo (& @fman 1 ol h)) =
YooY k=0 i<k
a1
= vil % [ o§+l(ba') il oi+l(v;l)] =
T k=0 i<k
a1 _
= E fok+l(b ') v g (v-l). or (v—l)]
z r r
k=0
qr ] 3
-1 [t wany 1 olTH] =
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r .
= 2 [0 wany 1 ol w ] =
k=17% i<k T
q,.~1
= [ok(ba‘) I cl(v;l)] + o S(ba') N_(v 1) =
k=l ¥ i<k ‘ gl L
q -1
r -k . i, -1 ;
= [o (ba') T ol(v.")] + ba' = a
k=1" T i<k *
Assim , V;l d.(a) = a e o lema estd demonstrado. []

Voltamos agora a estudar as propriedades dos uij's

e dos bi's.

7.11 - Observacoes - Seja K|F uma extensao galoisiana,com gru

po de Galois abeliano G = <Ol> X...X<Or> . Sejam
U = {uij /1l <i,j<r}e B = {b, /1 < i < r} subconjuntos
de K. Consideremos ainda as relagoes (1), (2),(3) e (4) da pro

posigao (7.2). Temos:

(a) A condigao (2) & consequéncia apenas da condi

¢ao (1), salvo quando os indices i, j, k sao dois a dois dis

tintos.



De fato, suponhamos por exemplo, que i=]. Entao:

oy (uy, ) oyl ,) Oy g )= 0, 0y, ) @y () o (uy4) =

_ -1 _
=0y (u) o (u ) & o= 1.

Por outro lado,

y L= 1,

u = u (u

Uik Yki Y19 T Yik Yk Yid ik Yk

(b) Se b, € B satisfaz a condicao (4) entao o b

também satisfaz (4) para todo a € F.

De fato,

Ok(ubi) =0 (bi) o Nk(u . ) bi =

k ki

Il

N, (u

K ) (obi)

ki
(¢c) Se U e B satisfazem (1), (2) e (4), entao U sa

tisfaz (3).

Com efeito,

...l _
Ni(oi(bj) bj ) =

Il

N, (Nj(uij))

il

Ni(ci(bj))Ni(b
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_l o
oi(Ni(bj)Ni(bj ) =

1l

. -1, _
Niibj)Ni(bj ) = 1.

(d) Se U =K satisfaz (1), (2) e (3) entdo existe
B < K, determinado a menos de multiplicagao por elementos de

F, satisfazendo (4).

Seja 1 < j < r fixado .
Entao para cada i, 1 <1i < r, definimos:

vi = Nj (uij)

Como U satisfaz (3), segue-se gue N (vi) =1,

i

1 < i< r .,

Vamos mostrar agora que os vis satisfazem a hipote-

se do lema (7.10).
Sejam 1 < i, k < r. Entdo:

=1
ok(vi) oi(vk ) ok(Nj(uij)) oi(Nj(ujk

))

= Nj(ok(uij)) Ni(oi(ujk))

i

Nj(ok(uij)ci(ujk)) =

= Nglug, o, vy 5 YUk
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_l _
= Nj(uij) Nj(ujk) Nj(uki oj(uki) )=

= vy y;l Nj(uki) Oj(Nj(uik))

Y V;l Nyl INg(ug ) = vy Vl—<l .
Logo,

ok(vi) vzl = oi(vk) vgl , 1< ik <r.

Assim, pelo lema (7.10), temos que para cada J ,

1 <j<r, existe bj € K tal que

._.l .
v, = ci(bj) bj , 1 <i <r.
Portanto
o,.(b.) =N (u,.) b. 1 < i,3 < r.
1] I ] - -

Consequentemente, existe B={bj/l < j < r} satisfa-

zendo a condigao (4).

Resta mostrar que o conjunto B esta determinado sal

vo multiplicagao por elementos de F.

Sejam entao B={b,/1 < i ¢ r} e B'={bi/1 < i < rlsub

conjuntos de K, satisfazendo (4). Temos:
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o (b1)by 7t = Oj(bi)bi—l , l<i,i<rx
Conseqlientemente,

o (b} byT) = by bt 1<i,jer

Portanto, bi b;l e F, 1 < i< r, donde

bj =a; b, , o, @€F, 1<i<r. T

Dagui por diante assumiremos que G & abeliano da for

ma G =<0y >X...x < 0. > . com o(oi) =2, Lgdxr,

7.12 - TEOREMA - Sejam A = (K, G, U, B) e T € G. As seguintes

condigOes sao equivalentes:

(1) A possui uma involugado do 19 tipo.

(ii) A possui uma involucao, cuja restricao a K co-

incide com T.

(iii) Existem 6={Gij/l < i,j < r}e §={Ei/1 < i< r}
subconjuntos de K e {El,...,Er}C A  tais que
A=(K, G, 6, B), de modo que UeB verificam ain

da as seguintes condig¢des:

(5) T(uij) o, cj (uij) = 1
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(6) T(Bi) = Bi 1<i,j<r.

Mais ainda, podemos escolher uma involucgao * e ele-

— £ o = ) .
mentos {2z ,...,Zr} tais que z, = + Zi0 l1<i<r, ea restri

cao de * a K coincide com T.

DEMONSTRACAO

(i) =>(ii)
Seja * : A » A uma involugao do primeiro tipo. Con-
* * - - -
sideremos K ={k |k€K}. Entdo a composicdo de * e T @ um iso-
morfismo de F-subalgebras simples de A. Logo, pelo teorema de
Skolem-N8ether, [ 5, teorema 4.3.1] ;, existe um elemento in-

versivel y € A tal que

* —
(k) =y ky l, para todo k € K.

Em outras palavras, existe um elemento inversivel

y € A tal que

-1 % %

*
(k) = (y 7)) k y , ¥k € K.

* - * - %
Sey+y =0, entio y = -y e definimos J(x)=y ‘xy,

x € A. E facil ver que J & uma involugdo em A. Vamos mostrar

que J K = T,

Com efeito, seja k € K qualquer.
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Temos:
(k) = (y 7) k y =y k vy = J(k).

* - *
Se y +y # 0, consideremos o= y + y Entao o = «a

-1 % *
e (y l) y € CA(K) = K, pois T2 = IK' Logo, y € yK.Como yEyK,
decorre que a € yK. Suponhamos ent3o que o=y kO, com kO € K.

Definimos

..l *
J(x) = « X o, xX € A

Novamente & facil verificar que J & uma involugao em A. Resta
provar que J g T Para isto, consideremos um elemento k € K,

qualquer. Temos entao:

* -— — =
(k) =y ky l s a(kol k ko) o, ! ~aka L

*

Como a = o, segue-se que
_l * * * ._l *
(k) = (a0 7)) k o = q k o = J(k)
(ii) => (1)

Se A possui uma involugado, cuja restrigao a K coin-
cide com 1, entdoc & claro que esta involugao & do primeiro ti

PO, pois F& K e 71 fixa os elementos de F.



¥

(i) => (iii)

Seja * uma involugao em A cuja restricado a K & t.Se

2
3 i Ze eee, Z i Z %, = W, nZ, Z, = Z°
jam ainda { 17 , r} c A tais que 1% 1525 %4 e bl y
- *
1 < i,j < r . Suponhamos, por um instante, que Zil Zi e K ,
*

*

1 < i< r . Neste caso, z, € z,K e portanto z, + 0z, € z, K ,
= ~- i i i i i

r.

a

para todo o € F, 1 < i < Desta forma, para cada indice i ,

1 < i < r, podemos escolher Ui € {-1,1} de modo que

- *
2. =2 4+ yu, 2, € 2 K- {0} .
i i i i i
Assim, existem kl""'kr € K nao nulos tais que
Ei =z, k, ,1<ig<r. E facil verificar que nesta situacao

o.(k) = Z.k Efl, ¥ k € K.
1 1 1

-1 _* .
Vamos mostrar que, de fato, Zj Zi e K, 1 f i f r .

Para isto, consideremos um elemento qualquer k € K. Entao

z, k = Oi(k) Zi 1 < i < r. Logo

* *

* *
(Zik) = (Ui(k) Zi) = Ui(k)

Mas a restricao de * a K @ 1,donde segue-se que:

* *
(k) 2, =24 T(oi(k)), ¥keK 1<ic<r.

Substituindo k por T(Ui(k)) na igualdade acima e

lembrando que o(oi) =of(t) =2, 1 <i< r , obtemos:
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* *

o, (k) z, =2, k, ¥VkeK, 1<ic«<r,

1 1 1 - -
Logo,

-1 % T ok =1
(lei)k=zi 0, (k) Ai-k(iZ), ¥ k € K ,

1 <ic<rx

Assi 27 2" ¢ ¢ (R) =K, 1 < i< r

ssim, P o = K, . < < r.

Definimos entao

-1--1

u,. = 2,z.2.°2. eb, =29, 1<1i,j< r.
i i 371 79 i i = "=
Se indicarmos U = {aij |1 <i,j < rte §=={Eall§j§ r}
entao @ claro que A = (K , G, 6, ﬁ). Vamos mostrar que os con

juntos U e B satisfazem as relagoes (5) e (6). Para isto, ob-
-

servemos que z, = ”izi’ onde My e {-1,1} , 1 < i < r.

Com isto, temos:

— “? -2 K %k % . 9 _
Y = 2z =(2Z =Z =(Z, = ’
(by) T(23)=(2]) i=2=(2) g0 Ltsisr
a
e ] ] ® =] ==1 = - 2o ]pm] = =
=  Z =1, 2 Z, .7, o z =
1(ulj) (ZiZj g 24 ) uj 5 T uj juizi T 5 Z, ijl
., P, ], &L - -
=2, 2, z,z2, = i . =
573 u33FE = oSter () o) (o, (8y,))
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Logo,

1 . . __ =] 1 < i,. < r
T(uij) 01(03 (gl])) ' < J <

(1ii) => (ii)

Suponhamos que existam U, B&€ K e {El,...,ir}(: A

tais que U, B satisfacam (5) e (6) e A = (K, G, U, B) .

B facil ver que todo elemento de A se escreve de mo

do uUnico na forma

o o
I k 2z l... Z
o

r
1 c onde a soma se estende a todas
(6

as r-uplas o =(al,...,ar) € {O,l}r e ku € K.

Definimos entao *:A > A por

Devemos mostrar que * & uma involugao em A cuja res

tricao a K & 1. Para isto, observemos os seguintes fatos:
*
a) k = 1(k), ¥ k € K.

*
b) (klk2) =T(klk2)=T(k k

*
1 2)=(k.2kl) , ¥ Kk

sk, € K.

1772

- K
¢)  (kzZy
a (25 ="

. . .= (z! 7
i i i i i

- - *
z; (k) = z, k vkeK 1<ic<r,

|
o
]
~
o
i
ol
|
Al
o
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s — e * - e
e) Se i<j entao (2,2,) =2z.z2, =
i g

N|
Ny
Beo%

CJe ¥

Se i > j entao

- = ® - e - = - _
(Zizj) = (uijzjzi) s Zizj T(uij)

= Zizj Oi(oj(uji))=zi0j(Oi(ﬁj(uji)))zj

Logo, * & um anti-automorfismo de A e portanto

*
resta provar que (x*) = x , ¥ x € A,
. ~ 04 oL, _
Seja x = ¥ k z_~.,..z . Entao
o 1 r
o
* =%y =41 i r -%1 *
(x*) = (¢ z_~, z)0 k) =T ceeZy (ko))
o ¢}
* O o o o
& 1 -r -1 s o
= fk =
b3 1((Q 2y 2 ST (t(ka)) Zy eeeZo
a o
a o
3 201 %
= I ka Zq sl =X

sO
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§ 8 - PRODUTOS CRUZADOS ABELIANOS DE GRAU 8 COM INVOLUCAO

Em todo este paragrafo K/F denotard uma extensao ga
loisiana, com grupo de Galois abeliano G= <ol> x < 02> x < 03>
onde o(ci) =2, 1< i< 3.

Observemos que, nesta situagéo, existem elementos

El, €2’ £3 € K com as seguintes propriedades:

(a) &2 =o, € F - {0}
1 1

(b) o () ==& eo (6)= ¢, se ifj, 1< 1,3 <3

(c) K =TF(&, E5r E5)

Passaremos a estudar propriedades dos conjuntos
U,Bc K introduzidos anteriormente nesta circunstancia parti-
cular, que serao usadas mais tarde quando da construgao dos
contra-exemplos a conjectura de Albert, formulada na introdu

cao deste trabalho.

Dada uma permutacao I € S denotaremos abreviada-

3’
mente 114 = M1(i) , i = 1,2,3.

8.1 - PROPOSICAO (a) Seja U c K satisfazendo as condigées
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(1) e (2) da proposicao (7.2) e (5) do teorema (7.12), para

T = 0,0,05.

Sejam V4=l 5, VU, € V£=u23. Entao para toda per-

= - sqgll - .
mutacao Il € S, temos que Vi3 (qu,Hz) Alem disso, o con
junto V = {Vl, Vo V3} satisfaz as seguintes relacgoes:
V - :L-
(2') ViV, Vyg 1
(3") Ni(vi) =1, i=1,2,3.

(b) Reciprocamente, se V = {vl,vz,vq} < K satisfaz

(2') e (3') entao podenos definir para cada permutacao I € 8

3
Uy, 12 (VH3) e u. 1, i 1,2,3
Entao U = {uij/ 1< i,j < 3} esta bem definido e sa-
tisfaz as condigoes (1) e (2) da proposicao (7.2) e (5) da
proposi¢ao (7.12) para 1= 010,05.

DEMONSTRACAO

(a) Seja Il € S3 uma permutagao qualquer. O fato de

que

v = )sgﬂ

m3 1, m2

decorre facilmente da definigao dos vis.
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Por outro lado, sendo G abeliano,temos que T =0 0,0, =

17273

= Om%m2%nse

Como U verifica a condigao (5) para 1 = = 040,04, te-
mos:

om%m2%n3 Umy, w2 %m w2 Py, m) <L

Logo,

O3m%m2 (np,m2?? %m%n2 My no’

= N = 1.

O %A%, 2’ ) T2 My Uy pp))

Conseqlientemente,

sgll _
011972 (Nyg (Vyp5) I = 1s

Aplicando o «Opp @ ambos os membros desta igualdade

1

e lembrando que o(o..) = 2,'1 < i < 3, obtemos:

mi

N__.(v

3 ) =0 0H2(l) = 1.

n3 ml

Assim,Ni(vi) =1, 1<i«< 3.

Como N, (v.) = 1 entao
it

vy Ui(vi) =1, para i = 1,2,3 . Logo,
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Oi(vi) = Vl i l = ll 2! 3‘

Portanto

-l -1 -1 -
= 0p(uy3) 0y(ugy) agay,).

Mas U verifica a condigao (2) da proposigao(7.2).Lo

go,

Por outro lado, os vis sao elementos de K, donde
comutam entre si. Assim, da igualdade acima decorre imediata

mente que (VlV2V3)2 = 1, e portanto

(b) E claro que U estd bem definido pois dada uma

permutacao 1 € S I estd determinada por I(3) = I3 e por

3’
sg(ll) . Vamos provar que U satisfaz a condig¢do (1) da proposi
gao (7.2). Para isso, consideremos uma permutacao I € S5 qual

quer e seja y € S, definida por

3
y =(Il , 2) o I

Entdo sgy = -sgll e temos



~-106-

- = sgy —ng
= v = =
bia,m T Yy s I3
-1
Equ,HZJ .
Para provarmos que U satisfaz a condigao (5) para

T=016203 , observemos que se i=j entao, esta condigéo se veri

fica trivialmente. Logo, podemos supor que i#¥j e portanto exis

te uma permutacao II € S, tal que 1II1 =i, II2 = j. Neste caso,

3
por (3') temos:

sqgll

oy O Wpslvpy) 7)) =1

"
Consequentemente,

(

= 912 Yy, m2%m3 My, 2!

( ) © o

Om1%2 My, m2) Om1 m2 Ons (g, 2!

Mas G & abeliano; logo Tt =010,03 = Opy Ops Ops
Assim
On1 92 Vw2 - Ty ) <1

e portanto U verifica a condigéo (5) para T = 010263-

Para provarmos que U satisfaz (2), lembremos que se

dois dos indices forem iguais, essa condicdo @ conseqgfiéncia a
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penas da condigao (1) (veja observacdo (7.11, a)). Logo, pode
mos supor que os indices i,j, k sao dois a dois distintos. As
sim, existe uma permutagéo I € S3 tal gque Il=i, I2=j, N3=k .

Entao:
O3 (3 ) 05 (g oy (ug gr=oy (uppy ) opy Gy o dopgtugy o)

Consideremos § = MNO(L 2 3) e y = llo (1 3 2). Entao

8g 6= sgy = sgll e temos:

o,(u.,)o.(u ,)o, (u,.)=o0._(

199779 e Ok M7 T3 s, 827 Oy 3 (Myq v ) O (g )

— sgd .
=053(v537) ou4 (v

Y3 Y3 n3

Por outro lado, como V = {vl,vz,v3} satisfaz (2')

e (3') é facil ver que
2 V3 T V1 Vo V3 = 0,(vy) 0,(v,) o4(vy)

Assim, temos:
[ sqgll
“i(“jk)oj‘”ki)ok(“ij)= 053 (Vg3 oyg(vys) On3(Vn3)J =

_ sqgll
(V8 Vo)

3 Yv3 Vi3

= 596 _sgy _sgll _
V§3 Vy3 V3 T
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Logo, U satisfaz a condigao (2). N

8.2 - PROPOSICAO - Seja U K satisfazendo as condigoes (1)
e (2) da proposicao (7.2) e (5) da proposigao (7.12) para

T =04 0, 05 Sejam ainda Va=Uy s V,TUgg e V,7U,,- Entao e-

xiste B = {bl’bZ'bB} < K , determinado a menos de multiplica-

cao por elementos de F, satisfazendo as seguintes condigoes ,

para toda permutacao Il € Syt

-1

: sgll
(4') oy (byy) byy = Ny,

(v

(5%) Oi(bi) = b, i=1,2,3.

Além disso, os conjuntos U, B< K satisfazem as con
dicdes (3) e (4) da proposigdo (7.2) e a condigao (6) da pro-

posigao (7.12), para T = 0,0,04.

DEMONSTRACAO

Vamos mostrar que U satisfaz (3). Pela proposigao



=109=

anterior, sabemos que V={Vl,v2,v3} satisfaz (2') e (3'). Dada

uma permutacao I € 83, temos:
N.. (N._(u )) = N (N (v..59T))
ML ""'1m2 - my,mn2 ML ""m2""mn3

_ -1 -1, ,sqgll _
_ -sgll -sgll _
= Npp (Nppy vy )) Ny (Nppp (vppp)) =
= an(l) . an(l) = 1.

Logo, se 1 < i,j < 3 e i # j, temos que

Ni(Nj(uij) =1

Por outro lado, se i = j entdo uij = 1 e portanto

Ni(Ni(uii)) = 1.

Assim, Ni(Nj(uij)) =1, i,j 1,2,3, donde U verifi

ca (3).
Logo,U satisfaz as condigoes (1), (2) e (3) .Assim,

pela observagao (7.11,d), segue-se que existe B= {b b3}CIL

l Ib2’
determinado salvo multiplicagao por elementos de F, satisfa-
zendo a condig¢ao (4). Assim,

. o . =
Oj(bi) bi = Ni(uji) 1<i,j<3
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Mas se j#i entdo existe uma permutagao I € S,  tal
que I1=j e [2=i. Logo,
-1 sgll
= =N —
cnl(bnz) b NH2(uH1,H2) 'HZ(VHB) , donde va
le (4').

Se j=i entao

1

I
Z
it
l.—-l

Oi(bi) bi Ni(ﬂ l(l)

ii

Logo, oi(bi) = bi 1

iA

i < 3 e portanto vale (5').

Resta agora mostrar que B satisfaz a condigao (6)

- 3 < i<3.

para T =0,0,05 , ou seja, devemos provar que T&H)=bi,l__:143
Seja Il € 53 uma permuta¢ao qualquer e consideremos

y= (II1, II2). Entdo sg(ydn = - ggll . Aplicando a relacao (4')

a yoll € S3, obtemos:

-sgll ( sgll

1 Vi1 Vi2

(b n3) 1

1
lmN (v

~

Op ) Ppp=Npy

sgll

=NH1 (Vﬂz) .

Consideremos ainda 8=Io (132) € S,. Entao sg§ = sgll

3
e aplicando novamente (4') a §, obtemos:
. sgll | -1
N (vpry) = op3 Ppp) by
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Assim, comparando as duas igualdades obtidas, vem:

-1 -1

“n2 (Ppy) Ppy = opy (bpy) by

Logo,

Y (b

2 = Op3 (b

M) n3 Prp)-

Mas T(bnl) =OH1 OHZ éH3 (le), donde

T(bnl)= o} (o b

= Oy (Bpy) = by,

n H2(0H2(bnl)))

Assim, T(bi)=bi, i =1,2,3 e portanto B=[bi/l 1< 3}

verifica (6) para 1t = 010,05 . ‘E

(8.3) - Observacao . Da demonstragao da proposicdo anterior

7

decorre que se B © K satisfaz (4') e (5') entao para toda per

mutagao II € S3/ temos que:

As proposigoes (8.1) e (8.2) nos fornecem algumas
propriedades interessantes do conjunto B © K determinado em

(8.2).
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(8.4) - COROLARIO - (a) Seja B={bl, b b3} como na propo-

2!

sigao (8.2). Entdo para toda permutagao I € S,, temos que

le € F(EII2 °EH3) n F(€H2)NH1(K).

Em particular,

(7) by € F(£,E,) n F(gz)Nl(K) n F(E5)IN, (K) .

(b) Reciprocamente, seja

0 #b € F(E,E5) NTF(EN (K) N F(EHN, (K).

Entao existe V = {v v3} < K satisfazendo as condigoes

ll v2l

(2') e (3') da proposicgao (8.1) e um correspondente conjunto

B= {bl,bz,b3} < K satisfazendo as condicoes (4') e (5') da
proposicao (8.2). Alem disso, podemos escolher b, = b.
DEMONSTRACAO

(a) Seja Il € S3 uma permutagao qualauer. Entao

omp (bﬂl) = le' Além disso, pela observacao (8.3), temos que
o =g - ; -

Hz(bﬂl) UHB(le). Logo, 0H2(0H3(bﬂl)) le. Assim, le e
invarlante por Oﬂl e 293 Dal decorre quebeSEWEﬁziﬁ3).

Por outro lado, NHB(VH3) = 1. Logo, pelo teorema 90
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de Hilbert [12, pag. 42] segue-se que existe z € K - {0} tal
que vy, = —2 . Como z € K - {0} , existe y € K - {0} tal
O3 (%)

que 0H3(y) = Z. Deste modo, como o(oH )= 2, temos que

3
= o (y)y *
Vg T g ¥ Y s

Consideremos Yy € S, definida por y=(Il1, T2)ell ; En-

3
tao sgy = -sgll . Aplicando (4') a y e lembrando que 0H3(bnl)=
= OHZ(le)' temos que:
=1 _ -sgll
Oz Pprp) Py = Ny (vygg)
Logo,
-1 -sgll
3Py Pry = Ny (vyy) =
. -1, -sqgll
= an(on3(y) y ) :
. sqgll - .
Consideremos w = b_. N__ (y) . E facil ver  que
nr 1
OH3(w) = w. Por outro lado, an(y) e invariante por Oy * Como

by é invariante por Oy Vem que w € invariante por Oy

Logo, w & invariante por o € Op3v donde decorre

nl

que w € F( Y

gH2
_ Sgﬂ n
Mas w = bHl Nﬂl(y ) ; consequentemente

~s9ly o R

1) Ny (K)

bpp =wiNp ly M1
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Logo,

Entao existem elementos a. € F(g,), a

tais que
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Portanto, para toda permutagao Il € S5,

b e F(€H2.€H3) n F(EHZ) . an(K)

M

Em particular, tomando-se Il igual a identidade, vem

b1 € F(€2€3) n F(gz) Nl(K)'

Ainda, tomando-se II= (23), vem que:

b, € F(£,83) n F(E3) N, (K).

1 1

b, € F(£,8,) N F(E,) N (K) N F(E5) Ny (K).

(b) Seija 0#b € F(EZ) Nl(K) n F(&,) Nl(K).

5 ;€ F(Ey) ey, v; € K

_ _ -1
b = a, Nl(yz) = a, Nl (y3 )

Definimos

- -1 - -1 - =X
Vy= O l¥3 I¥gr V3RO (¥a )Yy & vy =lvyvy)

E claro que ViVoV, = 1, donde V={vl,v2,v3} satisfaz
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(2") . Além disso, & facil ver que N2(v7)=N (v3)=l. vamos

3
mostrar que Nl(vl)=l. Para isso, calculemos Nl(v3) e Nl(v2)

Temos:

BT N | o o -l -
Ny (vy) TN (v, ) N (o4 (y,)) = N (y,) T o (N (y,)

= f a, 03(a b) =0b a, 03(a2) 03(b) =
=} -1 —
= b a, a2 03(b) = b 63(b)
pois a, e F(Ez) e b € F(Ezg3).
N (v,) =N (y.) Ny (o, (y)) L =N, (y.) o. (N (v21))
I 1'¥3) B 0,1y, 1'¥3) 95N, 1y,
B ~1 1 ~ -1 . -1 ~
= a, b 02(a3 ) oz(b) = a3 a3 b oz(b)
) -]
= I oz(b) b 03(b),
pois a, e F(€3) e b € F(E2 53)
Logo,
. -1 _ -1 -1, -1 -1 .
Nl(vl)~Nl(V2V3) -Nl(vz )Nl(v3 )= 03(b) b b 03(b) = 1.

Agsim, V = {Vl,VZ,VB} satisfaz (3'). Portanto, pe-

la propeosigao (8.1,b), existe U = {u 1l <i,j < 3}E=K sa

i1
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tisfazendo as condig¢des (1) e (2) da proposigao (7.2) e (5)
da proposigao (7.12) , para T = 0,0,05- Conseqglientemente, U
satisfaz as hipOteses da proposicao (8.2), donde decorre que

existe B = {bl b b3}(: K satisfazendo as condigoes (4') e
y .

2,
(5'). Mas de (5') segue-se que Gl(bl)=bl. Além disso, pela

observagao (8.3), temos que‘oz(bl) = 03(bl); logo blGF(EZEB).

Como b € F(€2€3), segue-se também que b.b;” € F(£2€3)- Va-

mos mostrar que na realidade bb-l-l

€ F, donde seguira,pela ob
servagao (7.11,b) que podemos tomar bl=b. Para isto, basta ve

rificar que

1 -1

-1 1 -1
0, (bb] ") = o, (bb .

= Ol(bbl ) = bbl
Gmm>bb_l e F(E,E,) é imediato que o (bb—l)= bb—-l

Por outro lado,

-1 o T -1 -1 _
02(bbl ) (bb;™) = 02(b) OZ(bl) by b = =
~ = ~1.-1 _
= 02(b) b (02(bl) bl ) =
_ -1 =1.-1
= N, (vj) (02(bl) b,™)
Mas aplicando a relacao (4') para Il =(12), vem:

. -1 _ -1
0,(b)) b =Ny (vy) .
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Logo,
o b1 (b = w (vt N, (v)) =1, donde
o, (b1 1) = bb]?
Analogamente, demonstra-se que 03(bb11) = bbil.
Logo, bel e F. | l

Seja H o L, uma extensao finita de corpos e seja T
um subconjunto de H. Indicaremos por N(T; H/L) o conjunto
{N(x) |x € T}, onde N denota a norma definida em H sobre L. Es

creveremos ainda N(H/L) = N(H;H/L).

Observemos que se K = F(gl,€2,€3), com Ei € K,

+=1,2,3 satisfazendo as condigdes (a), (b) e (c) da introducio

deste paragrafo, entao Ni(ii) = -ii == 0y 1 <idi <3 e
. 2T o . . _
Ni(gj) = Ej = aj 8¢ j #1i, 1 <1i,j < 3. Seja Fl = F(€2€3).

Nessas condigoes, valem os resultados que se seguem:

8.5 - LEMA

Nl(K) n F, = N(Fl(gl)/Fl).N(Fl(glgz)/Fl)

DEMONSTRAGAO

E claro que N(Fl(El)]Fl).N(Fi(glgz)]FE)c Ny (K) N Fy
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Para mostramos a inclusao contraria, consideremos

a = Nl(u) e Fr u € K. Se u € Fl(il), entao

ll
a € N(F (§)) [F)) & N(F (&) |Fy) NP (E8,) [F )

e o lema esta demonstrado. Assim, podemos assumir que

a=Nj(u) € F; eu ¢ F,(89).

Como (1, &2) @ uma base de K sobre Fl(gl), segue-se

que existem o, B € Fl(gl) tais que
u = o + 852

Além disso, como u ¢ Fl(ﬁl), temos que B # 0. Logo,

u = B Lige + £,) = uy (u +E

1 (9, ,2), onde u

179 e Fl(El).

Portanto

a = Nl(u) = Nl(ul) Nl(u2 + 52) € Fl'

Como uy € Fl(El), entao Nl(ul) € Fl e Nl(ul) # 0

Consequentemente, Nl(u2+€2) (S Fl'

Mas

Nl(u2+€2) (u2+€2) ol(u2+€2) =

N 2
Nl(uZ) + 52(u2+ al(uz))+» €2 e Fl'
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Assim, 52(u2+ ol(uz)) € Fy = F(£2£3). Como
u., € Fl(gl) e 52(u2+ol(u2)) e F(€2€3) e facil ver que
u, + ol(uz) = 0. A partir dai, usando o fato de que uze El@ﬁ)’

decorre que u, =y El’ onde vy € F(Ez.gB).
Logo,

a = Nl(u) = Nl(ul) Nl(u2 + Ez) =

Np(w) Ny &)+ Ey) =

-1 _
Np(u)) Ny E)) Np(EDT) N (Y £+ E,) =

_l _
Nl(u1 El) Nl(‘Y+ €1 €2) =

Ii

-1, .
N, (0 80N, (y+og E1EQ) EN(F (£)) [F).N (P (£,E,) |F)).
Logo,

N (K) N F e N(Fl(El)IFl).N(Fl(ElEZ)IFl), com o que

concluimos a prova do lema. [

8.6 - COROLARIO . Seja b € F.(Nl(K) n F(52g3)). Entao
N(BiF | F) € N(F(EDIF) . (N(F(E,E,) [F) N N(F(£,6,) |F)

DEMONSTRACAO

Como b € F.(Nl(K) n F(EZEB)), do lema anterior se-
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gue-se que b = 0. a, onde o € F e a € N(Fl(El)IFl) .N(Fl(SlEZ)IFl).

Logo, como a € Fl' temos:
N(b;F, |F) = a? N(a;F | F)
’ l ’ l .
Assim, & suficiente mostrar que
. i
N(a,FlIF) € N(F(El)l F) . EN(F(El€2)|F) N(F(€2€3)IF)] ’
pois onz e F.

Como a € N(Fl(E,l) Fl) . N(Fl(Eliz)lFl) , Segue-se

que existem elementos a., € Fl(El) e a, € Fl(Elez), tais que

1 2

a = Nl(al) . Nl(a2)

Por outro lado, N(a;Fl|F) = a Oz(a) = N2(a).

Logo,
N(a;FllF) = Nl(al) Nl(az) OZ(Nl(al) Ni(az)) =
= Nl(al) 02(Nl(al)) Nl(az) 02(Nl(a2)) =
= N(Nj (a;); Fy|F). N(N,(a,); Fy|F).
Assim,

N(a;Fy |F) e N(N(F, (8)) [F);F) |F) . N(N(F) (£,E,) |[F)):F |F)

Mas

N[N(Fl(al) 7)) ;FllF]= N(F (E))|F) =
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= N[N(F (£)) IF(E))); P(E)) |F]c

< N(F(E)|F) ,
N[N, (6,6, |7y 5 FIF]= N(F (8,6, |F) =
= NIN(F) (6,6,) [F(E1£,)) ;7 (£ E,) |F|c
S NP (E)E,) |F)

e

N(F (1) [F) = N(N(F (£,8,) |F)); FIF) e ner, | o)

l I

Logo,

N@F[F) e NEE) ) L [NereE ) 1) 0 e v

com o que concluimos a prova do corolario. 'D

8.7 - LEMA , Seja b € F(£2,€3). Entao b € F(Ez).Nl(K) se e soO

se N3(b) e N(F(gl,gz)lF(gz)).

DEMONSTRACAO

Seja b € F(Ez) Nl(K). Entao existem a, € F(EZ) e

k € K tais que
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b = a, . Nl(k)
Logo,

_ = w2 _
N3(b) = N3(a2) N3(Nl(k)) = a, Nl(N3(k)) =

Ny (a,) N (N(K) = Nj(a, Ny(K) ,

pois a, e F(€2).

Assim, resta mostrar que a., N3(k) e F(El,gz). Para

isso, & suficiente provar que a, - N3(k) e fixo por Oqe Entao
oyla, Ny (k)) = 03(a2) 03(N3(k)) = a, Nj(k) ,

ja que a, € F(£,). Logo, N,(b) € N(F(£,,£,) |F(£,)).
Reciprocamente, suponhamos que N3(b) = Nl(ko), para

. ' = 9 - ¥
algum ko e F(El,gz). Consideremos k = b+kO elio = ko+ol(ko) .

Entao ké € F(gz) pois & fixo por g, € 0,. Por outro lado, te-

mos que:
Nl(k) = Nl(b+ko) = (btk) 01(b+ko) =
= (b+ko) (b+ol(ko), pois b € F(£2,€3).
Assim,
Ny (k) = b% + b o (k,) + bk_ + k_ o, (k) =
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2 1 - 2 LI 8 =
b +bko+Nl(ko) b +bko N3(b)

2 » '
b™ + b ké + b 03(b) = b(b + ko * 03(b)).

Mas [b + 0,(B)] + k! € F(£,) pois k! €F(E,) e b+ 0,(b) € F(E,)

e b + 03(b) € F(£2). Logo, Nl(k) = bo , onde o € F(Ez).

Agora, se o = 0 entao k = 0 e portanto

b = ~ kO e F(gl,gz). Como b € F(€2,€§ segue-se que

b € F(El,Ez) n F(€2,€3) = F(Ez). Logo, b € F(€2).N1(K).

Se o # 0, entao b = a~lNl(k) com o € F(&z) e k € K;

logo b € F(£,)N, (K). []

8.8 - COROLARIO -~ Seja b € F(£2.£3). Entao

b € F(gz) Nl(K) n F(ga) Nl(K) se e somente se

Ny(b) = Ng(b) € N[F(E), &) F(E,]] N N[F(E £, F(E,)]

DEMONSTRACAO

Como F(52-€3)t: F(£2,€3), temos que b €F(€2,€3).

Se b € F(€2)N1(K) n F(E3)N1(K) entao pelo lema ante

rior segue-se que

Ny(b) € N(F(L,8,) [F(£,)) e
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Nz(b) @ N(F(El,63)/F(E,3))

Assim, resta provar apenas que Nz(b) = N3(b). Mas
b € F(£2.£3) e (1, 52.53) & uma base de F(£2£3) sobre F.Logo,

existem oa,B € F tais que
b=o+8 52 g3

Portanto oz(b) = 03(b), donde N2(b) = N3(b).

Reciprocamente se b € F(£,,&,) e N,(b) € N(F(E,,E;) |F(€3))

entao, pelo lema anterior, temos que b € F(E3)N1(K).

Analogamente, b € F(gz)Nl(K) . donde,

b € F(EZ)Nl(K) n F(gs)Nl(K) e o corolario esta demonstrado.

[

§ 9 - PRODUTOS CRUZADOS ABELIANOS GENERICOS

Neste paragrafo estabeleceremos condigoes necessa-
rias e suficientes para que um certo tipo de algebras com di-
visao seja isomorfa a um produto tensorial de algebras de qua
térnios. Estas algebras serao os produtos cruzados abelianos

genéricos, que passaremos a construir.

Seja KIF uma extensao galoisiana, com grupo de Ga-

i i = < > X eaeX < 2 =
lois abeliano G 94 0. Denotemos por qi,o(oiL

1 < i < r. Seja ainda U = {uijl 1l <i,j < r} ©K satisfazen-
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do as condig¢oes (1), (2) e (3) da proposicao (7.2).

Consideremos A_ = K{xl,...,xr} o anel de polindmios
nas variaveis nao comutativas {Xl,...,xr}, com as seguintes

operagoes:

X, X, = Uu,. X, X,
1] 1] J X

b
-
il

ci(k)xi 1l <i,j<r, k €K.

Ja vimos que podemos definir o grau de um mondmio

gl mr
k xl ...xl por
m, m_ _
(k x "...x 7) = m = (ml,. ,mr)
™ My 1M Ny

e que o grau de (k SRR ) (k Xy a X ) e
m+ n = (ml+nl,...,mr+nr).

Consideremos m = (ml,...,mr) en = (nl,...,nr) duas
r-uplas de numeros naturais. Dizemos que m<n se existe i,
1 < i< r, tal que mj = nj para j < i e m;, <mn,.

Deste modo podemos definir o grau de um polindmio
o #f e K {xl,...,xr} como o maximo dos graus dos mondmios de
f; indiguemos por v(f) o mondmio de f de maior grau e por
d(f) o grau do polinémio £, Com estas notagoes e definicdes,

vale o seguinte resultado, de demonstragao simples.

9.1 - LEMA - Sejam 0 # £, g € K {x;r...,x} e k € K. Entdo
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(i) a(f.g) = 3f + 3g
v(f.g) = v(f) . v(g)
(ii) v(k.f) =k . v(£)

(iii) Se 3(f) = 9(g) entao v(f) + v(g) =0

ou v(f+g) = v(£f) + v(g).

E facil ver que K{xl,...,xr} & um dominio. Na ver-

dade, K{xl,...,xr} & um dominio de Ore [2, lema 2.2] e portan
to pode ser imerso em um anel com divisao. Seja K(xl,...,xr)
um anel de quocientes a esquerda de K{xl,...,xr}.

9.2 - DEFINICAO - O anel K(x "’Xr) acima construido diz-se

17
um produto cruzado abeliano genérico de K e G.

Como K(Xl""’xr) esta determinado por K, G e U, de

notaremos
K(xy,.020%) = (K, G, U).
0 produto cruzado (K, G, U) & chamado "genérico"

pois todo produto cruzado abeliano (K, G, U, B) & imagem homo
morfa de (K, G, U).

Nosso objetivo agora sera demonstrar que (K, G, U)

e, de fato, um produto cruzado abeliano.

Como U satisfaz as condi¢oes (1), (2) e (3) da pro-
posicao (7.2), sabemos, pela observacgao (7.11,d), que existe

B = {bl,...,br} c K, determinado a menos de multiplicagao por
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elementos de F, satisfazendo a condigao (4) da proposicao (7.2).

Nesta situagao, temos o seguinte resultado:

9.3 - TEOREMA -~ A = (K, G, U) = (K', G, U, B) onde

K' = K( ) R P I
T AWyreey ) ey i i - 2t
DEMONSTRACAO
Observemos inicialmente que Yy L <i<r, comuta

com os elementos de K. De fato, dado- um elemento k € K qual-

quer, temos:

S RS TN R 1 i
yik = (bi x; )k = bi o, (k) x =
_.=1 95 < -1 9 _
= bi k x, o= k(bi Xy ) = kyi, 1<ixcr

-1 9y -1 9y oy 9 0 9 4y
Y3y ( i i )(bj X, ) = b, o, (bj ) %, g7 =
...l ._l qi q _l l .
= ] — J J 1 —
b] PR bj by Ni(k.(uij))xj x
R e - TS - RS T P
b:J bi Xj X5 bj xj i %=
=y ¥, o 1<, <r.

Agsim, os elementos Y 1l < i < r, comutam entre si

e comutam com os elementos de K. Desta forma, podemos cons-
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truir '=K(yl,...,yr), o menor subcorpo de A que contém K e
Yyre-er¥,-

Observemos ainda que, como bi € K, 1 < i< r, entao
d1 Ay
K' = K(ylf""yr)zK(Xl EERYE ).
Vamos mostrar agora que K' & um subcorpo maximal de

A. Dividiremos esta prova em varios passos:

o m__ M r -
1= Passo - O conjunto {x =X, ...xr IO < m, < q;- I<1%« r} e

uma base de A sobre K'Y,

£ facil verificar que o conjunto acima & linearmen-
te independente sobre K'. Assim, resta provar que tal conjunto

gera A sobre K'.

; -1 ;
Para isso, mostraremos que X, K' x =K', 1 <i<r,

Esta afirmagao decorre imediatamente dos seguintes fatos:

xikx—l=0i(k)€Kc:K',VkEK,lf_ifr

e como B verifica (4) temos também que:

Xiijzl B Xi(bgl X?j) X;l=01(b;l)xix?i le .
= Oi(b;l) (x xj x;l)qj =
= ol (b.l) (uij X )qj =
= o, (b;l) Ny (uy ) x?j -
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Logo, x, K' x;l =K', I <1i'<¥r.
i :

Com isso, @ facil verificar que o conjunto

{Qﬁ = X 1 i

gera A sobre K' se e somente se o subanel gerado por K' e por
{xl,...,xr} for igual a A. Indiquemos por K'[x%,...,xr] tal
subanel. Entao K'[xl,...,xr] € um subdominio de A, algébrico
sobre K'; logo, K'[xl,...,xrj &€ um anel com divisdo. Mas

K[xl,...,xr] - I<'|xl,...,xr| , donde

A = K(xl,...,xr) = K' [Xl""’xfj .

Como K'[xl,...,x£] < A, segue-se a afirmacgéo.

Consequentemente

[A:K'] = dj---q, =n = |G|

9C Passo ~ Seja Z = Z(A) o centro de A. Entio 2 <K' e

[K':2]= n (donde, K' & um subcorpo maximal de A).

Como vimos no primeiro passo, os elementos Xi'

. (] . ' s »
1l < i < r induzem automorfismos o, em K', da seguinte maneira:

] & _—
Oi(k) oi(k), k € K
e
Gi(yj) = yj 1 <i,j <r.
Consideremos G' =<g; |1 <1 ¢ r> . B ficil verifi

car que G' = G. Vamos determinar o corpo fixo de G'. £ claro

que K' N Z(A) estd contido no corpo fixo de G'. Por outro la-
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do, dado um elemento k' € K, se Oi(k') =k', 1 < i< r entao
k' comuta com x,, 1 < i < r. Como A = K'[xl,...,xr], segue-se

que k' € Z(A). Assim, o corpo fixo de G' estd contido em

K' N Z(A). Mostramos, portanto, que o corpo fixo de G e
K' N1 z(a).

Conseqlientemente, computando dimensdes, temos
|G*|= n - [K':x' Nz(a)] = [K'.2(a) : Z(A)]
Mas, K'. Z(A) & um subcorpo de A. Logo,

n = [A:K'] > [AsK'z(A)] > [K'.Z2(A):2(A)] = n

Assim, [A:;K'.Z(A)] = [A:K'] = n, donde Z(A) cK' e
portanto [A:Z(A)] = n2. Consequentemente, K' & subcorpo maxi-
mal de A.

Vamos mostrar agora que F'=F(yl ...,yr) = Z(A).
7

Como yi comuta com Xj’ 1 < i, < re yi comuta com

todo elemento de K', temos que F' © Z(A), pois A?K'Gﬁ,...ﬂ&].

Por outro lado, yi e transcendente sobre F,1<1i<r.

Logo,
[(K(yyseeery iF(yy oo,y )]= [KiF] = n

Portanto, [K':F']=[K':2(A)] = n, donde Z(A) = F' =
=F(yl’ --o,yr) °

Finalmente, se considerarmos 2%, l1 < i< r, e fa

cil verificar que

Y R ' ' . s i '
Zik Oi(k ) z, 1 <i<r, k' €K
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Z, Z,= u, . Z. 2 1 <i,j <rx
i ] ij 73 i =
q.
z,° = x.' =b, y, = b! 1 <ix<rx.
i i ifi -

Observemos que como Y; € F', 1 <i< r, oconjunto
B' = {b'| 1 < i < r} satisfaz (4). Logo, A = (K, G, U ) =

=(K" G', U, B' ). - []

FII

A seguir, enunciamos dois corolarios que nos darao
uma descrigao um pouco melhor dos produtos cruzados abelianos
genéricos. O primeiro caracteriza os elementos do anel de po-

linomios K{xl,...,xr} que sao centrais em K(x .,xr). 0 se-

17 e
gundo nos diz que todo elemento de K(xl,...,xr) & na verdade,
produto de um elemento de K[xl,...,xr] por um elemento do cen

tro de K(Xl”"’xr)'

Estes dois resultados serao utilizados em seguida ,
quando estabeleceremos uma condigdo necessaria e suficiente
para que um produto cruzado abeliano genérico de grau 8 seja

um produto tensorial de subalgebras de quatérnios.

As notagOes utilizadas sdo as do teorema (9.3).

9.4 - COROLARIO - Seja f € K{xl,...,xr}. Entao f € F' se e so

mente se cada mondmio de f pertence a F'.
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DEMONSTRACAO

£ suficiente mostrar que se f € K{xl,...,xr} n g
entao V(f) € F' e para isso, mostraremos, em primeiro lugar ,

que v (f) € K'.

q.
. oo~ s 1 .
Como f € K', existem polinomios em X7y 1 <i<rzxr,

g € h, tais que

Consequentemente, £ . h = g.

Mas os graus de g € h na variavel x; sao multiplos

de q;. Logo, o grau de f na variavel X, é multiplo de a;

1 < i< r, donde v(f) € K'.

Para mostrarmos agora que v (f) € F', basta verifi-
car que v (f) comuta com Xi’ 1 < i< r., Para isso, observemos
m mr
que se axl "'Xr € um monomio, com a € K, temos
m m m m
x.{a x 1 x T x_l = b x 1 x T
i 1 " " 7r i o T <

para algum elemento b € K.

=1

Assim, o0 monomio de maior grau de x; £ x, e
i
- -1 2 -1
Xy v (f) X, Mas f e central; logo X4 f x,m =1f e portanto
..l -
Xy v (£) X, = v(f). Consequentemente, v(f) € F' e o corolario

estd demonstrado. N
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9.5 - COROLARIO - (K, G, U) = F' .K{x ..,xr}

1"

DEMONSTRACAO

F'. K{xl,...,xr} & um dominio de dimensio finita S0

bre F'. Logo, F' . K {xl,...,xr} € um anel com divisao. Como

K{xl,...,xr}C: P, K{xl,...,xr}

segue-se que o anel de quocientes de K{x .,xr} esta conti-

170
do em F' . K{xl,...,xr}. Assim,

(K, G, U) & F' . K{xl,...,xr}.

Como F' . K{xl,...,xr} < (K, G, U), segue-se a igual
dade. N

9.6 =~ OBSERVACAO - Do corolario anterior, decorre que todo e-

lemento de (K, G, U) pode ser escrito na forma f.g_l, com

f e K{xl,...,xr}e 0#9g€F'n Kix xr}. De fato,pelo co-

l’co-'
rolario anterior, & suficiente mostrar que:xzflAa eldxl,“,xr}
, - -1
e 91’92_8 F'N K{xl,...,xr}, =N #0 e g, # 0, entdo f1 9, +
+ f2 g;l se escreve na forma f.g—l, com f € K{xl,...,xr} e

0 L
A g € F' K{xl,...,xr}. Mas

-1

-1 -1
(flgl + f292 ) = (flg2 + fzgl)(glgz) ,
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pois 9, € 9, sao centrais e F' & um corpo. Como

+
(flg f

5 2gl) e K{xl,...,xr} e

¥ —
o # 9,9, € F' n K{xl,...,xr} , Ssegue-se que

-1 ~1 -1

flgl + f292 = f g, com

fe K{xl,...,xr} e 0 #ge€epr'n K{Xl,...,xr}.

De agora em diante, salvo mengao explicita em con-

trario, K|, denotara uma extensao galoisiana, com grupo de Ga

iy
lois abeliano G = <0.> X <0, Xy ..<0 >, onde o(oi)=2, 1< i< r.
Consideremos U = {u .I 1 <1i,j < r} um subconjunto de K, sa-

ijJ

tisfazendo as condigoes (1), (2) e (3) da proposigcao (7.2) e
seja (K, G, U) o produto cruzado abeliano genérico relativo a
U. Ja vimos que (K, G, U) &, de fato,um produto cruzado abe-
liano. Logo, (K, G, U) sera uma algebra com involugao se assu
mirmos que, em relagao a um dado automorfismo T € G, U satis-

faga a condigao (5) e B satisfaca a condigao (6),do teorema (7.12).

A hipotese de que B satisfaca a condicao (6) paraum

dado T € G & dispensavel nas seguintes situacoes

ou
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(iii) Se r=3 e 1 = 010,04 (neste caso, pela proposi
cao (8.2), vimos que & suficiente que U satisfaca as cond icoes
(L) e (2) da proposigao (7.2) e a condigao (5) do  teorema

(7.12), para T = 010203).

Denotaremos por (K, G, U, 1) o produto cruzado abe-
liano genérico (K, G, U) com involugao *, cuja restrigdo a K'
& 1. Observemos ainda que dado f € K{xl,...,xr}, f se escre-

ve de modo Gnico na forma

Ul Hr
f= Ik, x ",..x , onde k € K, pu, € IN ,
H H 1
1
l <i<r
* r )
Consequentemente, f = 3 Xp'eax) T(ku)

Nosso objetivo agora sera estabelecer condi¢oes ne-
cessarias e suficientes para que um produto cruzado abeliano
genéerico, com involug¢ao,de grau 8 seja um produto tensorial
de algebras de quatérnios. Comegaremos com um lema que rela-
ciona este fato com os conjuntos g-geradores, definidos no pa

ragrafo § 6.

9.6 - LEMA ~ Se A = (K,G,U, 1) & um produto tensorial de sub-

algebras de quatérnios, entio A possui um conjunto g-gerador

S, contendo 4T elementos com as seguintes propriedades:
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(1) Todo elemento de S tem a forma k xll ams xrr i
onde k € Ke u, € {o,1} , 1 < i< r.
(ii) Para cada | = (ul,...,ur) e {0,11F, existem 2°
U u
elementos de S da forma k xl ,...,xrr . Em particular, S N K
em 2% elementos.
DEMONSTRACAO

Como EA:F‘J = 4r, segue-se, pela proposicao (6.3) ,

que A possui um conjunto g-gerador Sl={al,. t

elementos. Além disso, pela observacao (9.6) cada a, € S

..,at}, com t = 4
1r se

escreve na forma

onde fi © K{xl,...,xr} e g, € K{xl,...,xr} NF', 1<1ic<t.

Por outro lado, sendo Sl um conjunto g-gerador,é fé

cil ver que {f ..,ft} é também g-gerador, pois g, €F' ,

1’
1 < i < r. Agora, como {fl,...,ft} é g-gerador, deduz-se que
{v(fl),...,v(ft)} & também g-gerador. Mas, para cada i ,

1 < i< t, tem-se que

v(fi)

it
o
b
»
Q
O
3
o
M
=

Sejam jl = [ij/2],...,jr = [ir/zj e consideremos



—1.37=

Como F' = F(yl,...,yr) € o centro de A, segue-se que

cada ¢; & central, 1 < i < t. Além disso v(£,) c;l é da for-

k., x ,...,xr , onde ki € K

IA

€ Myse.a U, € {o,1} , 1 i< t.

Finalmente como cada cy é central, 1

I'A

1< &, segue

-se que

—l ._l - .
g = {\)(fl)cl ,...,\)(ft)ct } & um conjunto g-gera-

dor, satisfazendo (i).

Fixemos u= (ul,...,ur) e {0,1}F. Ent3o existem no

U u
maximo 2° elementos da forma k xll,...,xrr, com k € K,que sao
linearmente independentes sobre F'. Por outro lado, o nimero
Hy He . r
1 g o w X e 2°.

ar Como o numero de ele-
r - . s
mentos de S @ 4 e S & linearmente independente sobre F', se-

de mondmios distintos x

gue-se que para cada u =(ul,...,ur) e {O,I}r, existem exata-
H H
mente 2F elementos de S da forma ki Xll,...,xrr ; logo, S sa-

tisfaz também a condicdo ( ii), []
Finalmente, estamos em condig¢oes de apresentar o cri
tério procurado.
Para isso, sejam T =0,0,05 e U={uij|].§:L§ 3} © K

satisfazendo as condig¢Ses (1), (2) e (3) da proposigao (7.2).
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Ja vimos que podemos construir B = {bl, b, b3} « K satisfazen
do a condigao (4). Indiquemos por A = (K,G,U, 1), o produto cru
zado abeliano genérico, com involugao, cuja restrigao a K' co

incide com T. Nessas condigoes, temos

9.7 - TEOREMA ~ A = (K,G,U,T) & um produto tensorial de alge

bras de quatérnios se e somente se bl e F 'Nl(K).

DEMONSTRACAO

Suponhamos que A seja um produto tensorial de alge-
bras de quatérnios. Entdo, pela proposigao anterior,existe um

elemento nao nulo k € K tal que (k xj)2 € F'. Mas

- 2
(k x.)7 =k Ol(k)xl k ol(k) blyl ;
onde Yy © b, % € F',

Logo, k ol(k)b1 er'ngK= F,

isto &, bl € FNl(K).

Reciprocamente, suponhamos que bl € E‘N](K). Entao

existe um elemento k € K tal que (bl k Ol(k) € F.

Por outro lado, sabemos que podemos encontrar um e-

. . 2
1 t 2 K 3 B e
emento El e tal que 0 # El g F e ol(gl) El.

Deste modo, & facil ver que o conjunto {&;, kx;} e
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gq-geradox. Seja Ql a F'-subalgebra de qguatérnios de base
{1, Eqr kx, glkxl} . Entao por [5, teorema 4.4.2], segue-se
que A = Ql g' CA(Ql), onde CA(Ql) denota o centralizador de
Q, em A. Além disso, A & dlgebra com divis3o sobre seu centro

F', com involugao. Logo, pelo teorema (4.5), A tem expoente 2

no grupo de Brauer de F'. Conseqlientemente, CA(Ql) também tem

expoente 2 em B(F'); donde C, (Qg) € uma algebra com involugio.
Mas, computando dimensdes, vemos que EQA(Ql)SF'] = 16; logo ,
pelo corolario (5.4), segue-se que CA(Ql) & produto tensorial

de F'-subdlgebras de quatérnios e portanto A & produto tenso-

rial de F'-algebras de quaté&rnios. [

Consideremos novamente K F uma extensao galoisiana,

com grupo de Galois abeliano G = <ol> X <02> X <03> ’ onde

o(oi) =2, 1< 1 < 3. Sabemos entao que existem elementos
. _ 2 _

El, £2, EB € K tais que K—F(El,£2,€3), Ei— a, € F {o} ,

oi(gi) = - Ei e oi(gj) = gj, se j #1i, 1 < i,j < 3. Consi-

deremos ainda 1 = 91 05 03 € G. Nestas condigoes, temos:

9.8 - TEOREMA =~ Se existe um elemento

b € F(Eye3) N F(£,) Ny(K) N F(£5) Ny (K), b & F +N,(K), entdo
existe U = {uijll < i, < 3} c K tal que A = (K,U,T1) & uma
algebra com divisio de grau 8 sobre seu centro, com involugao,

gque nao & um produto tensorial de subalgebras de quatérnios.
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DEMONSTRACAO

Pelo corolario (8.4, b), sabemos gque existem
vV = {vl, Vo v3} — K satisfazendo as condigoes (2') e (3') da
proposicao (8.1) e B = {bl, b, b3} c K satisfazendo as condi
cBes (4') e (5') da proposigao (8.2), de modo que b, =b. Ago

ra, pela proposicao (8.1, b), concluimos que existe

U = {uij |1 < i,j < 3} < K satisfazendo as condigoes (1) e
(2) da proposicao (7.2) e a condigao (5) da proposig¢ao (7.12),
para T= 0,0,04. Na verdade os conjuntos U e B satisfazem as

condigdes (1), (2), (3), (4), (5) e (6), para T= 0,0,05.

Logo, podemos construir o produto cruzado abeliano
gendrico A = (K,G,U,T), com involugao. Pelo teorema anterior,

A nao @ um produto tensorial de algebra de quatérnios []

§ 10 -— O CONTRA-EXEMPLO

Nesta paragrafo exibiremos um contra-exemplo a con-
jectura de Albert, ja mencionada. Construiremos uma algebra
com divigdao de grau 8 sobre seu centro, com involugao,que nao

& isomorfa a um produto tensorial de &lgebras de quatérnios.

Tendo-gse em mente os resultados do paragrafo ante-

rior, & razoavel esperar que esta algebra seja um produtocru
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zado abeliano genéerico. Por essa razao, comegaremos construin
do uma extensao galoisiana gue dara origem, posteriormente,ao

produto cruzado que nos fornecera o contra-exemplo procurado.

10.1 - LEMA - Seja F = Q(A), o corpo das funcbes racionais em

uma indeterminada A e seja F o fecho algébrico de F. Conside

remos ainda §&

517 Eqr £3 € F tais que

2 _ 2 _ 2 2
Cl = =1, 52 = ={X <+ 1) , 53 = A.
Nessas condic¢oes, temos:
(i) K = F(Cl, 52, 53) € uma extensao galoisiana de
F, com grupo de Galois abeliano G = <Ol> X <02> X <03> , onde

o(di) =2, i =1,2,3,

(ii) Se b = gng € K entao,

b € F(£,65) N F(£,) N, (K) N F(£3) N (K)
b ¢ F ., N, (K) .

DEMONSTRACAO

E facil ver que [k:F] = 8.

Sejam oy K > K os F~automorfismos definidos por
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= - = ¥ g T
Oi(Ei) gi e oi(gj) Ej, se jo#/di, 1 1,3 < 3

Entao & claro que o(ci) =2 ,4i=1,2,3. Aléem disso, & facil
verificar que 0,0, =0.0, , 1 < i,j < 3. Assim, se
i’ j joi - -

G = <0y> X <0,> X <05> entdo |G| = 8, G @ abeliano e ainda
o corpo fixo de G € F. Com isto, demonstramos a parte (i) do

lema.

Para provarmos (ii), observemos que pelo corolario

(8.8), basta mostrar que

N, (b) =N, (b) € N[ﬁ(gl,éz)IF(gz)]ﬂ[ﬁlF(El,€3)IF(€3)].
Consideremos os elementos

= & -1 - - e
x =3 £,((A-1 - E)+(A=1+ &) ) € F(E ,E,)

e
y = €l€3 (A El - 1) € F(El:€3) .
Temos entao:
N(x; F(El,€2)|F(€2)) = Nl(x)

e

N(y; F(£;,85) [F(E3)) = Ny (y)

Além disso, e facil ver que N2(b) =N3(b) =Nl(x)=Nl(y).

Logo,
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b € F(£2€3) n F(F,z) Nl(K) n F(EB).Nl(K)

Assim, resta mostrar que b ¢ F Nl(K)’ O que requer

-

um pouco mais de trabalho. Para isso, pelo corolario (8.6) &

suficiente mostrar que

N(b; F(E,E4) |F)=N,(b) ¢ N(F(E)) F) [N(F(EE,) [F) N N(F(EHE)/TF)]

Suponhamos entao, por absurdo que existam flGEFWEIL

f, € F(& e f3 € F(€2£3) tais que

2 152)

2

N_(b) = X" + 1) = Nl(fl) Nl(fZ) = Nl(fl) N2(f3)

Deste modo, & facil verificar que existem polindmi-
os nao nulos g, 99+ 9yr 93¢ 9ys 95 © 9 € X [A] tais que

-1 -1

o ~1
— 4+ = =
£, (9%9; 8109 7 v £, = (93tg, £18)9 7, £, (ggtg. E585)9

Assim,
g = £, (g.+g, £ )=f (g +g, £ E.)=F ‘(g +g. E.L.)
1'91792 5177 9379, &8, I579¢ 5253
Como g € Z [A] = F, seqgue-se que

Nl(g) = Nz(g) = N3(g) = 92, donde decorre que:

2

2 2
5 + A%+ gt

2 2 2 2 2 2_
A (A +l)(gl+gz)~g3 (A +l)g4—g
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Vamos mostrar agora que a igualdade acima nao pode

ocorrer.

De fato, se tal igualdade ocorresse, entéo poderia-
mos reescolher os elementos gi, 1 < i< 6, de modo que o ma-

ximo divisor comum entre eles fosse igual a 1.

Consideramos entao o homomorfismo canonico
7

z [A] » — [A]
2%

Se a igualdade acima ocorresse, com
mdc(gi, 1 <i<6) =1,

teriamos

-

- T 2,= = 2 - miaam 2 = == D=2
At + = =
A(A+1) (g1 92) (g3+(A+l)g4) 95+A(A+l) Ie

Comparando o grau do polinomio que aparece a es-
querda com o do gue aparece no meio, vemos gue o primeiro tem
grau impar, enquanto o segundo tem grau par, logo todos os po

linomios envolvidos na igualdade acima sao nulos, e temos

91 T 9,
g, = ()\+1)g4

ox - - - 2 =2
= A(A+
95 (A+1) Ep
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Aplicando o mesmo argumento para a igualdade

-2
g5

T (3+1) 2 52

obtemos que g, = g, = 0, donde 2|g5 e 2]g6. Assim

4|(9§ + A(A2+l) gé) e portanto 4|(A(A2+1)(gi+g§)

Conseqlentemente 4|(gi+g§) e 4|(g§ - (A2+l) gz).

Por outro lado, como 51 = 52, temos que existe um

polinémio h., € % [)] tal que 9y =9, + 2 hl. Como

1 2
4|(gi + gi), temos que 4| ( Zgg + 492hl+4hi) e portanto4|2g§.

Logo, ZIgi donde 2|gz. Conseqlentemente, 2|gl.

Além disso, sabemos que existe um polinomio

h, € & [A] tal que 95 = (AM+1)g, + 2h. Como
4|(g2 - (A2+1) 2) vem que 4[(2)\92+4()\+l)h g +4h2)
3 9g’ v d 4 374775
e portanto 2|ng. Logo, 2|g4 e 2[93, absurdo pois
4
mdc(gil 1 <i<6) =1,
Com isto, concluimos a prova do lema. []

10.2 TEOREMA -~ Existe uma algebra com divisio de grau 8 sobre

seu centro, com involucao, nao isomorfa a um produto tensori-
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al de algebras de quatérnios.

DEMONSTRACAO

Na notagéo do lema anterior, considerenos bﬂ=£2;3€ K

e T = 010203. Entao

b € F(§,65) N F(£,)N, (K) n F(E,)N, (K) e b ¢ F.N, (K)

Conseqlientemente, pelo teorema (9.8) existe
U = {uijl 1 <i,j < 3} =K tal que A = (K,G,U,1) & uma alge-
bra com divisao de grau 8 sobre seu centro, com involug¢ao, nao

isomorfa a um produto tensorial de algebras de quatérnios.

[
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APENDICE

UM TEOREMA DE HERSTEIN-PROCESI~-SCHACHER.

No capitulo I, afirmamos que se D & um anel com di
visdo de centro % tal que para todo par de elementos x, y € D,

existe um inteiro positivo n=n(x,y) verificando (xy-yx)n e z,

entdo [D:2]< 4.

Esse resultado &, na verdade, uma aplicacdo inedia
ta de um teorema mais geral, devido a I.N.Herstein, C.Procesi
e M.Schacher, cuja prova & o objetivo deste apéndice, e que

passamnos a enunciar.

TEOREMA =~ Seja D um anel com divisio de centro Z e fEZ{xl,...,xl}
um polindémio nas variaveis nao comutativas {xl,...,xr}, com

coeficientes em 2 , verificando as seguintes condigoes:
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(i) Existe um inteiro positivo d<r, tal que £ & ho

}.

mogéneo em {xl,...,xd

(ii) Dados Ayreeesdn € D, existe um inteiro positivo

m=m(al,...,ar) tal que f(al,.."ar)m(al’°“'ar)ez.

(iii) Se car(Z)=p>0, assumiremos ainda que f nao e
uma identidade polinomial para matrizes pxp,em

caracteristica p.

Nessas condigoOes, temos:

(1) [p:z] = n®, onde n < %

(0f+2)

(2) Se n>1, £ @ uma identidade polinomial em M__4(2Z)

(3) £ 8 um polindmio central em Mn(Z) (e portanto,
dados ay,...,a_ € D, f(ay,...,a )" € 2).

A referéncia basica para este apéndice & [8].

Comegaremos enunciando uma proposigéo que sera de
fundamental importancia para a prova do resultado acima mencio

nado. Sua demonstragao pode ser encontrada em [8, lema 3.1].

11.1 - PROPOSICAO - Sejam F um corpo e A uma F-algebra simples

central de dimensao finita n2
n(a)

. Consideremos

S = {aeA] o €F, para algum inteiro positivo n(a)}

Se F e finitamente gerado sobre seu corpo primo, en

tdo existe um inteiro positivo N tal que aNeF, para todo o€sS.
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11.2 - TEOREMA (Kaplansky) - Sejam K,F corpos, K=F tais que da
4
7
e n
do a€K, existe um inteiro positivo n=n(a) verificando a h)eF,

Entao car (K)=p>0 e vale uma das seguintes condig¢oes.
(1) K €& puramente inseparavel sobre F ou

(ii) K & algébrico sobre seu corpo primo P,

DEMONSTRACAO

Se KIF for puramente inseparavel, entdo como K o F
7#

segue-se que car (K)=p>0 e o teorema esta demonstrado. Logo, po

demos supor que K|, ndo & puramente inseparavel.
por q P

Neste caso, devemos mostrar que car (K)=p>0 e que a
extensao KIP & algébrica. Dividiremos a demonstragao desta par

te em varios passos.

19 PASSO - Dado um elemento a€K tal que agF e a e separévelsg

bre F entao a @& algébrico sobre P.

Seja a€K nessas condigdes. Por hipotese, sabemos que
existe um inteiro positivo n tal que a"er. Assim, a extensao
F(a) e algébrica e separavel sobre F. Logo, existe uma exten
sao normal e finita L de F tal que LoF(a). Sendo L normal, e-
Xiste um F-automorfismo ¢:L—1I tal que ¢ (a) = b#a. Como anEF,
temos que bneF, logo b=va, onde v#1 & uma raiz n-ésima da u-

nidade.
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Por outro lado, ¢ (a+l)=b+l e (a+l)m € F, para algum
mEIN . Repetindo o argumento acima, concluimos que existe uma

raiz da unidade u tal que

b+l = u(a+l)

Observemos que como v#l, temos que v#p. Assim, se-

gue-se que

Mas p e v sao raizes da unidade e portanto sio algé

u-=1
v-u

bricas sobre P. Como a = , temos que a @ algebrico sobre

P.

29 PASSO - car(K) = p>0

Como K|F nao & puramente inseparavel sobre F e K#F,
sabemos que existe um elemento a€K, tal que afF e a & separa-
vel sobre F. Seja L, uma extensao normal finita de P que con
tém a. Entdo, para todo k€Z, temos que (a+k) & separavel so

bre F e a+kgFr.

Da demonstragao do primeiro passo, segue-se que

uk— 1

at+k = k
\Jk-l.lk

onde v, e My sac raizes da unidade em L, -
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Suponhamos por absurdo que car (K)=0. Entao {a+k|kezZ}
e infinito. Logo, L, € uma extensdo finita dos racionais que
contém um nimero infinito de ralzes da unidade, o que & ab-

surdo.

Assim, car(K) = p>0.

39 PASSO - KIP e algébrica.

Como K[F é algébrica, basta mostrar que Fb & algékri

ca.

Seja x€F qualquer e seja a€k, a#F, separavel sobre
F. Entao (a+x) & separavel sobre F e (a+x)@F. Pelo primeiro pas
50, seqgue-se que (a+x) & algébrico sobre P. Como a & algébri-

co sobre P, temos que x & algébrico sobre P.

U

Daqui por diante, salvo mencao explicita em contri-

rio, D denotara um anel com divisdo de centro 7 e er{Xl“'"xr}

sera um polindmio nas variaveis nao comutativas {xl,...,xr} ,

com coeficientes em %, satisfazendo as seguintes condigoes:

(i) £ & homogéneo em {xl,...,xd} para algum d<r.

(ii) Dados al,...,a € D, existe m=m(al,...,ar)e ™

r
m
tal que f(al,,.,,ar) e Z.

11.3 - LEMA - Sejam al,...,ar € D tais que f(al,...,ar)¢ 0.Se

ja chD(al)n"'ncD(ar)' Entao K & um corpo, algébrico sobre %
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e vale uma das duas afirmagoes abaixo.
(a) KIZ e puramente inseparavel ou

(b) Z & algebrico sobre um corpo finito.

DEMONSTRACAO

E claro que K & um anel com divisdo. Portanto, para
mostrarmos que K € um corpo, basta provar que K e comutativo.
Para isso, vamos mostrar que dado um elemento 0€K, existe um
inteiro positivo n=n(a) verificando o €%Z. Dai decorrera, por

[5, teorema 3.2.2] que K & um corpo e que KIZ é algébrica.

Seja entao a€K, arbitrario. Como f e Z{xl,...,xr}sg

fisfaz a condig¢ao (i), segue-se que existe um inteiro positi-

vo k tal que

_ k
f(aal,...,aad,ad+l,...,ar) = a f(al,...,ad,ad+l,...,ak)

Por outro lado, temos que existem inteiros positivos

f((la « 5 0 aa a 2 o o a )m e Z e
l’ 4 d’ dll' ! r

f(al,...,ad,ad+l,...,ar)n e z

Como G6€K = CD(al)ﬂ...ﬂCD(ar), obtemos :
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-k
amkf(al,...,ar)m = [a f(alr...,ar)]m =
m
= [ﬁ(aal,...,aad,ad+l,... ar)] € Z.

mnk f(al,..o,ar)mne 7.

Logo, amkf(al,...,ar)m € Z e portanto «

Mas, f(al,...,ar)mn € Z, donde amnk e z.
Assim, KIZ » estd nas condigdes do teorema (11.2),
do qual decorrem imediatamente as outras afirmagces do lema.
Daqui por diante passaremos a incluir nas nossas hi

poteses, que % ndo & algebrico sobre um corpo finito. Na ver

dade, isto ndo serda uma restrigdo para o nosso teorema, pois
mais tarde veremos que, a menos que D seja comutativo, esta

hipotese decorre das demais.

11.4 - LEMA - Suponhamos que Z nao seja algébrico sobre um coxr
po finito e que [D:2]=w, Entao, dado um elemento ueb, alge-

brico sobre 7%, temos que:

(a) O centro do Cp(u) & o subcorpo de D gerado por

Z e u.
(b) [cy(u):z(u)]= =

(¢) u e puramente inseparavel sobre 7.
p P
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DEMONSTRACAO

(a) Seja o€ Z(u); entdo e claro que ¢ comuta com u
e portanto o € CD(u). Seja agora x € CD(u). Queremos mostrar

que aX = Xa. Como o€ Z(u) e u & algébrico sobre %, segue-se que
n

o = 3 oy ul, onde ai € Z, 0<i<n. Assim, como x € CD(u), te
i=0
mos que
n n . n ;
ax = ( I ay ui) X = I (aiulx) = 7 (a.xul) =
i=1 - i=0 i=0
n n
= X X(aiui) = x ( uiui) = Xo.
i=0 i=0

Portanto, 72 (u)< Z(CD(u)), onde Z(CD(u)) denota o

centro do CD(u).

Para mostrarmos a outra inclusao, usaremos o Teore-
ma do Duplo Centralizador [5, teorema 4.3.2], isto &, usare

mos que % (u) = CD(CD(Z(u)).

Seja entao a € Z(CD(u)). Devemos mostrar que
a € CD(CD(Z(u)), ou seja, devemos mostrar que a comuta com to

do elemento de CD(Z(u)).

Seja x € CD(Z(u)). Entao x comuta com todo elemento
de Z(u) e portanto x comuta, em particular, com u. Iog xecD@n.

Como o € Z(CD(u)), segue-se que o comuta com x.
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Portanto, Z(CD(u) )& Z(u) com o que concluimos a de

monstragao de (a).

(b) Suponhamos por absurdo que -[CD(u) :Z(u)_'_1<eo e con
sideremos K um subcorpo maximal de Cp(u) . Entdo, [K:z(u)]<= e

portanto [K:Z]<°° .

Vamos mostrar que K &, na verdade, um subcorpo maxi
mal de D; com isto chegaremos a uma contradicao pois neste ca

so terlamos [D:z]=[K:2]% <e.

Seja L um subcorpo de D tal que K< L D. Entao Z (W)L
€ portanto u€L. Consideremos um elemento x€I, qualquer. Como
L e comutativo, segue-se que x comuta com u; logo xeCD(u) . As
sim,

Kc Lo CD(u)

e portanto K=I,.

(c) Pela parte (b), sabemos que [CD(u):Z(u)]=°°; lo
go f nao & uma identidade polinomial para C,(u); assim existem

Ayree.sa, € CD(u) tais que f(al,...,ar) # 0.

Como u € Cplap)n...n Cpla.) e 2 n3ao & algébrico so
bre um corpo finito, segue-se pelo lema (11.3) que u @& puramen

te inseparavel sobre 3. 0

Seja D um anel com divisao de centro 7 e fez{xl,...,xr}

um polindmio nas variaveis ndo comutativas {xl,...,xr}, satis
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fazendo as condigoes (i) (ii) e (iii) do Teorema. Nessas con

dig¢oes, vale o seguinte

11.5 - LEMA - Se Z nao & algébrico sobre um corpo finito, en

tdo [D:Z]<=.

DEMONSTRACAQ

Suponhamos por absurdo que [D:%Z] = e. Dividiremos a

prova em dois casos:

1l CASO: car(z) = 0

Sejam a,,...,a_ elementos quaisquer de D. Entao, co
1 r -

mo f satisfaz a condi¢ao (ii), temos que f(al,..,,ar) e alge
brico sobre Z, e portanto pelo lema (1ll1l.4,c) segue-se que
flajsee-sal) @ puramente inseparavel sobre %. Como car (2)=0,
decorre que f(al,...,ar)ez, para toda r-upla (al,...,ar) de

elementos de D. Assim (fy-yf) €& uma identidade polinomial pa
ra D; pelo teorema de Kaplansky ([5,teorema 6.3.1]), temos

que [D:Z] < «, contradigao.

29 CASO: car(Zz) = p>0

Se f fosse um polindmio central para D, entdao, como

antes; teriamos que (f.y-y.f) seria uma identidade polinomial

para D e portanto [D:Z] <o,

Logo, podemos supor gue existem b ...,br € D tais

ll
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que a = f(bl,...,br) & %Z. Como a @ algébrico sobre Z, novamen
te pelo lema (11.4,c), temos que o & puramente inseparavel so
bre Z; logo existe um elemento uen, ugz tal que uPez. Nosso

objetivo serd mostrar que u=0, o que acarretari uma contradi.

¢ao.

Para isso, separaremos a demonstragéo em varios pas

S0s.,

1° PASSO - Existe um elemento yeD tal que v=[y,u]=yu-~uy #0 e
[v,u]= 0.

De fato, como ufz, existe xe€Dp tal que [x,u]=xu—ux#0.

Consideremos entao:
x,=[x,u], x2=[xl,u],...,xk =[x, _q 1]
Como up e z2 e car (z)=p>0, segue-—-se que xp=0. Logo
(kemw| x =0} #g

k

Seja t = min {keW lxk = 0}.

Se t=2, consideremos y=x. Ent3o v= [x,u] = x,7#0 e

[v,u] = [x,,u] = X, = 0.
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Se t>2, consideremos y = X, _,-. Entao

v=[ymu] =x _, #0 @

Ev,u] = [?t-l'uj =X, o= 0

n
29 PASSO - Existe um elemento we€D tal que u=[w,u]=[w® ,u], pa

ra todo n€IN .

Seja v€D, como no 19 passo. Entao veCD(u); logo

v=a.u, onde aecD(u). Temos entao:

i I | . -1
u=a v = a (yu-uy) = a “yu~a “uy
Mas aecD(u); logo u=a—lyu—ua—ly = [é_ly,@].
‘Seja entao w = a_ly. Por construgao, u = [w,u].

. n
Comutando esta igualdade P vezes com w e observan-

do que car(Z) = p, obtemos

n
u = Ewp ,u] == [y,u], para todo n€N.

Em particular, (wp—w)u=u(wp-w) donde, wP-w e CD(u).

Seja agora DO a Z-algebra gerada por u e w e seja
L o centro de Do' Entao DO e algebra com divisao, e (wp-w)eL,

pois (wP-w) comuta com w e u.
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Se wP-w=0 entdo w pertence a Eb, O corpo primo de L

Logo, w€Z e teriamos que u=0. Assim, podemos supor que

(wP-w) e I -~ {0}

39 PASSO - [DO:L] = p2.

Pela observagao acima temos que wp—weL-{O}. Logo w

satisfaz um polindmic com coeficientes em L, da forma:
g(X) = xP - x - o, com a #0.

Um tal polindmio ou & irredutivel sobre I ou se de
compoe completamente em I,. Logo, se g(X) nao for irredutivel,
teremos que w€lL. Novamente, isto implica que w comuta com u e

portanto u=0.

Portanto, podemos supor que g(X) & irredutivel wbre

L e donde segue que [L(w):L]=p.
Mostraremos agora que [bo:L(w)]=p.

De fato, como u.w=w.u-u, os elementos (l,u,...,upﬂ)

geram Do como espago vetorial a esquerda sobre L (w). Como

[bO:LJ é um quadrado perfeito, e [L(w):L] = p seque-se que
_ .2

D%YIJ = p“.

49 PASSO - f ndo & uma identidade polinomial para D_.
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Suponhamos, por absurdo, que f seja uma identidade
polinomial para Do' Consideremos um corpo de decomposigao E

para D_. Entao

D0 g E = Mp(E).

Como L & um corpo infinito, segue-se por [l4, teore
ma 3.16] que f @ uma identidade para Mp(E), 0 que contraria a

hipotese.

Logo f nao € identidade polinomial para D, -

59 _PASSO - u=0.
Pelo 49 passo, sabemos que existem elementos

Aqreeerd e Do’ tais que f(al,...,ar) # 0.

Por outro lado, como (wp—w)eL = Z(DO), segue-se que

P_
(wo=w) € cD(al)ﬂ ...ﬂCD(ar).

Assim, pelo lema (11.3), temos que (wP-w) @& puramen
te inseparavel sobre %. Em particular, w @& algebrico sobre 2
e portanto pelo lema (11.4), w @ puramente inseparavel sobre
Zz. Consequentemente, existe um inteiro positivo n tal que

n
wP e 7. Mas entdo temos que

u = E*rpn ' u] = 0,
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com o que concluimos a demonstragao.

i

O lema anterior mostra que nas hipoteses do teoremg,

se Z ndo & algébrico sobre um corpo finito ent3o [D:Z] <.

Nosso objetivo agora sera demonstrar que, nas hipé
teses do teorema, Z ndo & algébrico sobre um corpo finito, a

menos que D seja comutativo.

11.6 - PROPOSIGCAO - Seja D um anel com divisio de centro 2,

nao comutativo, e f @ Z{Xys...,x} satisfazendo as condic¢des

do teorema. Entdo Z ndo & algébrico sobre um corpo finito.

DEMONSTRACAO

Suponhamos, por absurdo, que % seja algébrico sobre

um corpo finito. Entao car(z) = p>0.

Vamos mostrar que isto implica que D & comutativo.

REDUQKO = Podemos supor que existe um elemento ¢€D, algébrico

sobre Z, de grau n>1.

E claro que existem elementos em D algébricos sobre
%2, pois todo elemento da forma a=f(a;,...,a ) & algébrico so

bre Z, pela hipotese (ii) do teorema.

Logo, se os Unicos elementos de D, algébricos so-

bre Z, sao os elementos de Z, entao ou f & uma identidade po
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linomial para D ou f & um polindmio central para D.

De toda forma, pelo teorema de Kaplansky [5, teore-

ma 6.3.1], teriamos que [D:z] <.

Como Z & algébrico sobre um corpo finito, Z & algé
brico sobre seu corpo primo EE). Logo D @ algébrico sobre H%f
Consequentemente, dado um elemento qualquer x€D, existe um in
teiro positivo n=n(x) tal que xpn=x. Portanto, por [5, lema

3.1.3], segue-se que D & comutativo, com o que concluiriamos

a demonstracgao.

Logo,; podemos supor que D possui elementos algébri

cos sobre Z, de grau n>1l.

Vamos mostrar agora que dado um elemento a€D, algé

brico sobre Z de grau n>l, entao ng% (af+2) .

Para provarmos essa afirmagao, construiremos, em pri

. Coe . ~ C s 2
meiro lugar, um anel com divisao DOC D, de dimensao finita n

sobre geu centro Zo' que satisfaz todas as hipdteses do Teore

ma de Hersgtein-Procesi-Schacher.

Consideremos a extensao Z(a) de Z. Como % & algébri
co sobre seu corpo primo Eb ; Segue-se que a extensao Z(a)IZ
eé galoisiana, com grupo de Galois ciclico, gerado por um ele

mento o, onde o(u)=n.

Aplicando o teorema de Skolem~-N8ether ao Z~automor-

fismo o de Z(a), temos que existe um elemento nao nulo ueb
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tal que

o(X) = u x u 1 + Para todo x€%7(a).

Seja D - Zz(a,u), o anel com divisdo gerado por o e

u e denotemos por ZO o centro de Do‘

Como [Z(a):%] = n e ua=c(a)u, o conjunto

{uiajl 0<i,j<n-1} gera DO sobre Zg-

Além disso, o conjunto {u’| 0<i<n-1} & linearmente

independente sobre % (a) e gera D, sobre 7(a). Logo,[po:zo]=n%

Consideremos entao (el,...,enz) uma base de DO so-

bre Zo' Temos :

a‘ 43 e] ’
Onde a e 7 l<i j k<n
J'jk o’ ¢ °

Sejam ainda L o menor subcorpo de DO que contém E},
os coeficientes de f e os aijk ] l§i,j,k_<_n2 e D, a algebra

com divisao de centro I gerada pelos (ei)l§i§n2 .

Observemos que fe L{xl,...,xr}. Alem disso, se
al,...,ar sdao elementos de Dl entao e claro que f(al,..,QQGDr
Por hipotese, existe m=m(al,...,ar)eDJ tal que f(al,..qar)mez.
Logo, f(al,...,ar)m comuta com todo elemento de D e, em parti

cular, comuta com todo elemento de Dl' Assim, f(al,.w.,ar)meL.
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Portanto, mostramos que dados al,...,a e D exis-

r 1’

te m=m(al,...,ar)enq tal que f(al,,..,ar)mEL.
Como L e finitamente gerado sobre seu corpo primo
Fp ¢+ Segue-se pela proposicao (11.1), que existe um inteiro po
sitivo N tal que £ 2 um polindmio central em D, -
Voltemos agora a algebra D,. Observemos inicialmen-
te que D_ = Dy g Z e Além disso, L & um corpo infinito pois,

caso contrario, teriamos D,=L e portanto n=1, o que ndo ocor

re.

como £V € um polindmio central em D1 e L & um corpo
infinito, segue-se que £ & um polindmio central em D,- Agora,
por [14, pag. 172], segue-se que £ 2 uma identidade para
Mn-l(z) e portanto por [14, pag. 64] temos que f & uma identi
dade em Mn_l(z); logo 2(n-1)<23f, donde n< % (3£+2), com o que

kg oy . =~
concluimos a demonstragdo da nossa afirmacgao.

Vamos mostrar agora que D Possui um subcorpo maximal

de dimensao finita sobre 7.

Para isso, consideremos K um subcorpo maximal de D,
com relagao a propriedade de ser algébrico sobre Z. Como todo
elemento de D, que & algébrico sobre Z, tem grau menor ou igual
a % (0£+2), segue-se que [K:2]< . Vamos demonstrar que K @&

um subcorpo maximal de D, provando que CD(K) = K,

Seja entao A = Ch(K). Pelo teorema do duplo Centra-
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lizador, [5, teorema 4.3.2], segue-se que K = Z(4), o centro
de A. Logo, A & anel com divisdo de centro K. Além disso, da-
dos Ayre-esa €h, temos que f(al,...,ar) & algébrico sobre 32,
e portanto f(al,...,ar)eK. Assim, f.y-y.f & uma identidade po

linomial para A; logo, pelo teorema de Kaplansky, [A:K]<e.

Por outro lado, como Z e algébrico sobre E‘p, temos
que A & algébrico sobre Eb. Novamente, por [5, lema 3.1.3] ,

temos que A& comutativo e portanto A = K = CD(K).

Logo, K & um subcorpo maximal de D e EK:Z]<”. Con-
sequentemente, [D:2] = [K:Z]z < ®, 0o que implica, como antes,

que D & comutativo; contradicio. ]

Finalmente estamos em condigoes de demonstrar o teo

rema de Herstein-Procesi-Schacher, que reenunciamos abaixo.

11.7 - TEOREMA -~ Sejam D um anel com divisdo de centro 7% e
fe Z{xl,...,xr} um polindmio nas variaveis nao comutativas

{xl,...,xr} verificando as seguintes condig¢des:

(i) £ @ homogéneo em {xl,...,xd}, para algum intei-

ro d, l<d<r.

(ii) Dados Aqreee a € D, existe um inteiro positivo

m=m(al,..‘,ar) tal que f(al,...,ar)m e z.

Se car (2)=p>0, assumiremos ainda que £ nao & uma i-
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dentidade polinomial para matrizes pxp em caracteristica pP-
Nessas condi¢oes, temos:

(3£+2)

=

(1) [p:z] = n2, onde n <
(2) Se n>1, £ @ uma identidade polinomial em Mo _,@)

(3) £ & um polindmio central em M_(Z) e dados

al,...,areD podemos tomar m=m(a1,...,ar) = N

DEMONSTRACAO

Separaremos a demonstracao em dois casos:

19 CASO - 7z & algébrico sobre um corpo finito.

Nessa situagao, pela proposigao (1L.6), temos que D & comu

tativo. Logo [D:Z] = 1 e as afirmagoes decorrem trivialmente.

29 CASO - Z nao & algébrico sobre um corpo finito.
Nessa situagdo, pelo lema (l1.5), temos que [D:Z]=n2<t-.

Consideremos entao {el,...,enz} uma base de D sobre

Z. Temos que

onde aij e z, lgi,j,kgnz.
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Seja P o corpo primo de %Z e consideremos I, o subcor

po de D gerado por P, pelos coeficientes de f e pelo conjunto

{a];j € 2| lgi,j,kgnz}. Entdo I & finitamente gerado sobre
Seu corpo primo P. Alem disso, I=Z e portanto o conjunto

{e;l 1<i<n®} & linearmente independente sobre L.

Seja DO 0 anel com divisao de centro L, gerado pelo

conjunto {eil lgisnz}. Ent&o [DO:L] = n? e ainda feLixy uux )

Além disso, Do satisfaz a condigao (ii) . Logo, pela
proposigdo (ll.l), existe um inteiro positivo N tal que N 3

um polindmio central em Do'

Por outro lado, podemos supor que L & um corpo infi
nito, pois, caso contrario, teriamos que Dy e comutativo. Co
mo D = D, 2 L, teriamos que D & também comutativo e nesse ca
S0, O teorema segue trivialmente.

Assim, como I<Z, temos que Z e um corpo infinito, e
como (fNy—ny) € uma identidade para D s segue-se entdo que
(fNy—ny) € uma identidade para D. Logo, N & um polindmio

central em D.

Consideremos agora F um corpo de decomposicao para

D. Entdo D & F = M_(F).
7 n

Como F & infinito, temos que (fNy—ny) € uma identi
dade em Mn(F) e portanto em Mn(Z). Consequentemente, fN e um

polindmio central en Mn(Z). Por [14, pag. 172] s Segue-se que
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£V & uma identidade em M, (2).

Novamente, como Z & um corpo infinito, temos por
[14, pag. 64] que f & uma identidade em M__(2). Logo, 2(n-1)<df,

donde ng< L

5 (0£+2) .

Resta, portanto, provar a afirmagéo (3) do teorema.

Ja sabemos que £fY & central em M_(Z). Logo, por
[8, lema 3.6], segue-se que £7 & central em Mn(z). Por outro
lado,
D g M (z2) = M (D)

Como £f' & central em Mn(Z) e 2 @ um corpo infini-

to, temos que f & central em M (D) e portanto e central em

D.

Assim, dados al,...,ar elementos de D, podemos to-

may m = ma o o0 = N,
(ll Ir)

Com isto o teorema esta demonstrado.
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