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INI'RODUÇÃO

A classifi.cação das ãlgebras simples centrais de di

pensão fInIta, como um anel de mau'i.zes com coeficientes em

um anel 6om divisão, é devida a J.H.Wedderburn e data de 1907

A partir de então, o problema de classificar as ã].

febras com divisão de dlmens:o fInIta sobre seu centro , foi
considerado relevante. Nesse sentido, sabe-se que se D ê uma

tal ãlgebra de centro Z e [D:z] = pml ... pmr, onde cada

P.j. é primor então existem anéis com divisão Dlr.. .rDF' de ceB

tro z, tais que D=DI ® ... ® Dr e [Dl:ZJ=pml, l<1<r

Dessa forma, podemos reduzir o problema a classlfl

car as ãlgebras com dIvIsão, cuja dimensão sobre o centro é
potênci.a de um primo.

No Capitulo l desse trabalho, Classificamos as ãlçg
liras si.mples de dimensão 4 sobre seu centro. Para Isso, estes

demos a construção dos quatêrnlos reais de Hamilton, Introdu
zi.ndo a noção de ãlgebras de quatérnios generalizadas. Além

disso, obtemos também algumas caracterizações das álgebras can
divã.são de dimensão 4 sobre seu centro.

NO Capítulo 11, estudamos algumas propriedades de
anel-s simples comi invo].ução e apresentamos uma nova demonstra

çao de um teorema de A.A.Albert, que classe.fica as ãlaebras
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con\ divisão de dimensão 16 sobre scti centro, corno produto teE
soro.al de ãlgebras de quatérni.os generalizadas.

Este resultado deu origem\ a uma famosa conjectura de

A.A.Albert. Seriam\ as ãlgebras com di.visão, de dimensão 22ms9

bre seu centro, com .Involução, isomorfas a urn produto tensa
rizll de ãlgebras de quatérni.os?

O capítulo 111 consta.tul-se essencialmente da cone.

trução de un\ contra-exemplo para esta conjectura.

l-'inalrnente. no apêndice desta dissertação, apresenta

mos um resultado de !.N.líerstein, C.Procesi e M.Schacher, que

é uti.li.ando no Capítulo .[



CAPfVULO l

ÃLGEBRAS DE QUAvÉKmios GENERALIZADAS

O objetivo deste capítulo é classificar as álgebras
simples de dimensão quatro sobre seu centro.

O primeiro exemplo de uma ãlgebra com divisão, não
comutativa, foi construído por W.R.Hamilton. em 1946. Trata-

-se de uma extensão dos números complexos, cujos elementos são

somas forinals do ti.po a + bl + ci + dk, onde a,b,c,d sâo nome

ros reais. A adição é definida da maneira usual e a nultipll
cação se faz dlstributi.valente. de acordo com as seguintes re
g=as:

i2 : j2 ; k2 : -l

ij : k : -ji
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Tal ãlqebra ficou conhecida como a ãlgebra dos qug

têrnios e verifica-se facilmente que se trata de um anel com

di.visão, de dimensão quatro sobre seu centro, que é ]R ( corpo

dos números reais)

flamilton parece ter leva(to 10 anos para construa eg.

ta tábua de mu]tip].ilação e talvez isto se deva cRO fato de seu

objetivo ter sido, durante alguns tempos o de construí.r um col.
po de dimensão três sobre os reais, o que sabemos hoje, ser

impossível

Para obtermos ca classificação das âlgebras simples

centrais de dimensão quatro, generalizaremos a construção de
Hamilton, de manei.ra bastante natural. As referências básicas

para este capitu]o são [4] , [16] e [18]

ÃLGEBRAS DE QUÀVÉnNios GENERALIZADAS : PROPRIEDADES

BÁSICA.S.

1.1 - P!;!;.BjlÇÀO - Seja F um corpo de característica di.geren-
te de dois. Uma ãlgebra de quatérnios (generalizada) sobre F

é uma F-ãlgebra de dimensão 4, com base {l, 1, j, k} bati.sfa

zendo as seguintes condições:

2j onde 0 / a, B e F



3

Uma tal ãlgebra será denotado por Qp(arB) . Toda ba

se de QF(arB) nas .conde.çÕes da defi.nação aci)na di.z-se uma ba-

se de ios da ãlgebra.

1.2 - EXEMPLO - Consideremos ]ll a ãlgebra dos quaternios reais.

Então ][{ é uma ]R-ãlgebra de dimensão 4, com base {l,í,j,k} e

I' = i' = -1, íi = k = -ji. ; portanto a definição acima ge

nerallza a construção de llamllton.

]..3 - EXEMPLO - Seja F um corpo de característica diferente de

2 e consideremos A = M2(F) . o anel das matrizes 2x2, com coe-
ficientes em F. Então A é UHcã F-ãlgebra de dimensão 4. Além
di.sso, se considerarmos

n .]
temos que {i,i,j,k} é uma base de A sobre F bati.sfazendo i2:l,

j'=-1, Íj= ii. Logo, M2(F) é também uma F-ãlgebra de quatér
Rios

Baseados nos dois exemplos acima, podemos observar

que uma ãlgebra de quatérnlos generalizada pode ou nâo, ser

uma ã].gübxa com divisão. O teorema que se segue, estabelece

Mina condição necessária e sua.ciente para que tal ãlgebra se
ja corri di.vi.são
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1.4 - TEOREMA - Qp(arB) é uma ãlgebra com divisão se e somen

te se a equação xz-ayz = B Bgg admite solução em F.

DEMONSTRA

Suponhamos que exi.atam a, b e F tais que

Consideremos então q = a+bi+j e q' = a--bi-j.

Temos:

q.q = (a+bl+j) (a-bl-j) = a2.b2a-B

Conto q,q / 0, segue-se que Qb.(arB) possui di.vlsores
de zero e portanto nâo é ãlgebra com divisão.

Reciprocaunente, suponhamos que a equação xZ-ayZ= B

não admita solução em F. Oevemos mostrei que QF(arB) é ãlge-
bra com di.visão. Dividiremos a demonstração deste fato em vã
rios passos:

+

19 PASSO - Mostraremos ini.cialmente que nas hipóteses do teo

rema, u não é quadi-ado de nenhum elemento de F

Suponhamos que exista a C! F tal que a=âZ. Se consl

derarmos xo : -2 e yo : 'ãa r teremos que xl; - ay: =B

B admite solução em F,

B lX e y2 2a0 0

22equação x ayrlD D .Llt! / CI

uma contradição

29. PASSA Todo elemento não nulo de QF(a,B) , da forma q=a+bi.
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é inversivel em F(i)

De fato, seja 0/q= a+bi. e F(1) e consideremos q =

= a-bi. Então q.q+ = a2.=ab2. Como pelo 19 passo a nao é quâ
doado em F, temos que ou b=0 ou b/O e a2.ab2 ?i 0. Se b=0 en-

tão 0/q e F ê InversÍvel em F. Se b/O e a2.ab2 / 0, temos que

q. ;l:!?l;;Z = 1 , donde q'i = ;12:l;;Z e F(í), com o

que concluímos do 29a prova passo

39 PASSO - Todo elemento de QF(arB) da fonna a + bi + j é l=
versível em Qp(a,B)

De fato, selva q = a+bi.+j e Qp(a,B) e consideremos
q = a-bi-j. Então

+

q.q = a2.ab2 . B / 0, pois a equação x2-ay2: B nâo

admite solução em F. Logo, q't = 2 .2 . e QF(a,B) eternos
ca'-ab'-B '

q.q'" = q 't.q = 1, donde q ê Inverslvel em Qp(a,B)

+

49 PASSO Todo elemento não nulo de Qp(a,B) é inverslvel

Seja O#q= a+bi.+cj+dk. Se c+di=O, então como ci+dk
temos que q = a+bl e portanto é Inversível em= ( c-Fdi ) j ,

Qp ( a , B )

Se cedi. / 0 então pelo: 29 pastor cedi. é InversÍvel
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em F(i). Logo, temos:

(cedi)'lq :(cedi)'lt(a+bi)+(c+ai)jl::(c+ai)'l(a+bi)+j

CoIRo (c+dl)''(a+bi) é da fora\a x+yi, com }:,y e

pelo 39 passo segue-se que (cedi)'x(a+bi)+j é inversÍvel

QF(a'B) . Consequentemente, q é i.nversível em QF(a,B) .

Portanto, se a equação xz-uyz = B não admite solu-

ção em Fí QF(afB) é ãlgebra com divisão. [l

Daqui por diante, camlnharemos no sentido de classe

ficar as ãlgebras simples de dimensão 4 sobre seu centro. Co

ineçaremos mostrando que QF(a,B) é uma F-ãlgebra simples cen-
tral

F r

em

Depois/ mostraremos que se A e uma F-algebra simples

central de di.inensão 4 sobre F, então existem 0 / a, B e F' tais

que A = QT;. (a, B)

1.5 - !119E9g.11ÇÃg - Seja A = QF(arB) uma ãlgebra de quatÕrnlos
sobre F. Erltão A é urna F-ãlgebra slinples central

OEt4QNSljBAÇ:4Q

Mos;tratemos, Inicialmente, que F Z(A), o centro

de A

Seja q a+bi+cj+dk e Z(A). Então qi lqr donde
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se conclui facilmente que c=d=0. Logo, q = a+bi e z(A) . Nova-

mente, como q.j=j.q segue-se que b=0. Assim q = a e F e por
tanto Z(A) c F. A i.nclusâo contraria é Imediata

Provareinos agora que A é simples. Seja (O) ?l l um

Ideal (bilateral) de A. Queremos mostrar que l=A. Para Isto se

rã sua.ciente provar que l contém um elemento não nulo de F

Seja então q = a+bl+cj+dk um elemento não nulo de l.

Se .q #.F, pelo menos um dos coeficientes b, c ou d deve ser

diferente de. zero. Suponhamos que b / 0,. Então [q,jJ= qj-jq=
=2€bl+dk)j e l pois l é Ideal bilateral. Como car F/2, jz=BeF
e B/0, tentos que..y = bl+dk e 1. Asslin yi.+iy = 2ba e Fnl e
2ba/0. Consequentemente, se b/0, 1 contém um elemento não nu
lo de F e portanto l=A.

Os casos c/0 e d/O sâo análogos e o)nltiremos a de

n\onstraçao.

Portanto A é uma F-algebra simples central, coinn q\e.

ríamos provar. [l

O lema que se segue é um pri.melro passo no sentido

de demonstrar a recíproca da proposição anteri.or. Daqui. por
diante, F designara sempre um corpo de característica dlferen
te de 2

1.6 - Lljy!! - Seja D uma ãlgebra com dIvIsão de dimensão 4 se

bre se\l éênttó F. Então D é uma ãlgebra de quatérni.os sobre F.
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DEF{ONSTRACAO

Novamente, a prova deste resultado sela feita em
rios passos

[ç) PASSO - Mostrareinos que todo e]einento de D é a].gébrico s9

bre F de grau menor ou.i.qual a 2.

É claro que todo elemento a e D satisfaz uln pollng

mi.o de grau menor ou igual a 4, com coefi.cientes em F. poi.s

(].,a,a2,a3.a4) são li.nearmente dependentes sobre F

Suponhamos que exista a e D tal que o polínÕmlo mí

ni.mal de a seja de grau 4. Então (l,a,az,aJ) são linearmente

i-ndependentes sobre F e como [D:Fg = 4. segue-se que (l,ara2.a3)

é base de D sobre F. Fias isto i.aplica gele O é comutativa,

o que é uma contradi.ção.

Logo, todo elemento de D satisfaz um polinÕmio de

grau menor ou igual a 3.

Novantente. se para a.].gum a e D o poli-nÕmi.o minimal
de a é de grau 3, então {l,a.az) são linearmente independenbs

sobre F e existe b e o tal que b # F(a)

Neste caso, segue-se fao-lmente qtn (l,a,az,b,ab.arzb)

são li.nearmente independentes sobre F, o que e uma coB.
tradição

Logos todo elemento de D é algêbri-co sobre F de grau
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menor ou Igual a dois

29 PASSO - Dados a e D. a e F e b g F(a) temos que (l,a,b,ab)
e base de D sobre F

Sejam a,b e D nas condições acima e consideremos

aOralfa2ra3 e F tais que

ala + a2b + cl3ab

Então

'o + «la (a2 + a3a)b

tão a2+a3a é InversÍvel em F(a) e

ição. Logo a2+a3a : 0. Como (l,a) é

s que a2:a3:0. Mas então ao+ala: 0

te

ba

e novamente,

Asse.m (l,a,bfab) sâo linearmente Independentes so-
bre F. Como DD:F] = 4, segue-se que (l,a.b,ab) ê base de D se
bre F

39 PASSO D Õ uma ãlgebra de quatérni.os sobre F

Sejaa©D, aÊP. Então(l,a) ébasede F(a) se

bre F, pelo primeiro passo.

Consideremos ainda b e D, b e F(a) Pelo 29 passo f

Se a2+a3a / 0 en

rian\os b e F(a), contrai

se.de F(a) sobre F, temo
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(l,a,b.ab) é base de D sobre F. Além di.sso sabemos que o poli

nÕmio iulni.TRAI de b (que i.ndi.ccRFemos por mb) sobre F é de grau
2

Como car F / 2. Í)odemos supor que

mb x' + 2 6x + Y, onde 6, Y e F

Consideremos j = b+õ. Então j g F(a) pois b ç! F(a)

Pe[o 29 passo. (]rarj,aj) ê base de D sobre F. A].êm di.sso,

(b+6)2 : b2+26b+62 'Y+6'' = B e F

Seja agora jo : a 'ja. Se jo:j. então a comuta com
j e como {l,a.j,aj} é base de r) sobre F, terlarnos que D e co

mutativa, contradição. Assim, jo # j. Por outro lado, j:=j2ep.
Logo, se tomarmos c=j-jo' temos que c/0 e cj+j.c = (j-j.)j +
+jo(j-jo) : O. Portanto

-l -l . , .-.l] C ]acC

Consideremos então i=ac. Por construção, ij=--ji

A.inda, se l e F ou j e F(i) então j comuta. com i
Consenquentemente, teríamos:

j : i j j.'i : j, donde j=0 pois car(F)/2

Logo, í g F e j g ]i'(i)
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Novamente, pe].o 2ç' passo, segue-se que {l,i,j,ij} é
base de D sobre.F.

Para mostrarmos que D é ãlgebra de quatérnlos sobre

F, é suficiente agora, verificar que i.2 e F, jã que i/0

Para isto, consi.detemos o po]inÕmio minima]. de i se

bz-e F. que denotamos por mlr e que é da forma

com n,p e F

como -i = j'Llj, é fácil verificar que -l é também

Logo

j.: + 2nj. + p i' - 2ni + p : 0

Portanto 2iz + 2p = 0 e temos que iZ = -P e F

Assim, {l,i,j,ij} é base de quatérnios de D sobre F,

com o que concluímos a demonstração. rl

]..7 - TEOREMA - Seja A uma algebra simples central de dlmensã)

4 sobre üeu centro F. Então A é uma ãlgebra de quatérni.os se
bre F

pEMO}JSTIIAÇÂO

Como A é simples de dimensão finita sobre seu cen

tro então, pele) teorema de Wedderburn tcf. 5, Teorema 2.16]
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A = in.(D) r para algum inteiro positivo n e algum anel com di.
visão D. Consequentemente, colnputando dimensões, temos :

$ 2 -

4 = [A:F] DUn (o) :P] n2 En:p]

Logos n=1 ou n=2. Se n=1 então A ,: D e portanto A e

ãlgebra com divisão de dimensão 4 sobre seu centro F. Pejo lg.
ma (1.6) segue-se que A é ãlgebra d.e quatérnlos sobre F. Se

n=2 então D::F e portanto A = M2(F) . Pelo exemplo (1.3) . segue
-se talnbéin que A é uma álgebra de quatérnios sobre F. l-l

Observemos que da demonstração (ilo teorema anterior
seque-se que uma ã]gebra de quatêrnios (general.i.zada ) sobre

F ou ê ãlgebra com divisão ou é i.son\orfã a l-l9(F) r Q anel- de
matei.zes 2x2 cola coefici.entes em F

ALGU}4AS CARACTERIZAÇÕES DAS ÁLGEBRAS DE QUÀVÉnmíos

COM DIVISÃO.

Consideremos D uma algebra de quatérnios sobre F,

com base {l,i.,j,k}. Un\ elemento qeD diz-se um quatérnio puro

se se escreve na forma q = ai+bj+ck, ccm a.b,c e F. Para todo

quatêrnlo puro q tem-se que qz e F. Além di.sso se qlrq2 são
c[uatêlrnios puros e ql+q2 / 0 então (ql+q2) é também (]uatérn]o

puro é portanto (ql+q2)' e F. Reciprocamente é fãci.l verá.fi-
car que se uCD e tal que u':CF então ou ueF ou u e quatÕrnio
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puro Assim, se consi.derarmos

D' {xeDI x2QF e x # Flu{0}

teremos que D' e um subgrupo aditivo de D, não trivial

Neste parágrafo inostrareinos que este fato caractere.

za as ãlgebras de quatêrnios com dj:yj:sãQ.

Além disso, se D é uma F-algebra de quatérnlos gglg

dIvIsão, é fácil verificar que dados qlr q2 e Dr (qlqãqlã)zeFr
isto é, o pollnÕmlo f(x,y) = (xy-yx)' e Flx,y} ê central
em D.

Por outro lado, se D é uma ãlgebra com dIvIsão tal

que

g(x,y,z) = (xy-yx) z(xy-yx)z e Ftx,y,z}

é un\a identidade pollnomlal para D de g:ç.gy...mininç2 então pelo

teorema de Kaplamsky, [5, Teorema 6.3.1] temos que [b:zÜ = n2

onde n S L (ag) . Logo, temos que [D:ZQ S. 4} donde ÜD:ZÜ= 1 ou

4. Como g(x,y,z) é uma Identidade de grau mÍnJ:glo para Dr se-
gue-se que [D:Z] / l (pois se ID:ZÜ = 1, então D satisfaz

h(x,y) = xy-yx e FÍx,y} que é de grau 2) . Assim. [D:Z] = 4 e
portanto D é ãlgebra de quatérnlos sobre F.

Nêste parágrafo, determinaremos ainda as algebras

com dIvIsão D de centro F que verificam (xy-yx)n(x,y) e F (Pg
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ra algum inteiro positivo n=n(x.y)) V xíy e D

Começaremos com alguns lemas.

2.1 - LEMA - Seja 1) um anel com divisão de centro F. Conside

remos

D' {xeDI xZCF e x#F}U{0}

Se o' é um subgrupo aditivo de D não trivial. então

D' é um F-espaço vetorlal (à esquerda) e dlmFD'> l

DEF40NSTRAÇAO

O fato de que D' e tun F-espaço vetoria]. decorre tri.
vialnlente

Suponhamos por absurdo que di.mp.D' = 1 e seja {vl\anta

base de D' sobre F. Consideremos V = F + D'c D. Como PnD'=(0),

segue-se que V = F © D' , AIÕm disso F © D' (g I' poi-s D' q F
Afirmamos que V é i.nvariante por todos os automorfisinos in-
ternos de D.

De fato, seja d e D, d#0 e consideremos x = k+Àv ,

k.À e Ff um elentento arbi.traria de V. Então:

dxd l d(k+Àv)d'x dkd'l + d(Àv)d'l k + d(Àv)d''L

É fácil verificar que d(Àv)d'i e F. pois v g F. Além
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disso

b ' *«, .-q : d(Àv)2d-l
n '\

(Àv)2 , poi.s (Àv)2 e F

Assim. V = F©D' é invariante por todos os automorfis
mos internos de D.

Por outro lado, é fácil verificar que V é um suba
nel de D.

Podemos aplicar então o teorema de Brauer-Cartan

Hua B:Í. 10, pãg. 186] , ê concluímos que D = FOD'. Logo, to
do elemento de D se escreve na forma d = k+Àv, onde k,À e F
e v e D' , o que i.mpllca facilmente que D é comutatlvo. Mas

neste. caso, D=F e D' = {xeDI xzQF e x#F}U {O} = {0},contra

2.2 - TEOREMA. - Seja D um anel com divisão de centro F, carF#2
Então D é uma ãlgebra de quatérni.os sobre F se e somente se

Di {xenl x2eF e x#F}U{0}

e urn subgrupo aditivo de D, nâo tri.viam

DEMONSTRAÇÃO

Se D é uma F-algebra de quatérnlos com basetl,i,j,k}
então é fácil ver que

{xeDI x2CF e x#F} {ai.+bj+ckl a.b,c eF}
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Logo, a aflrnlaçao decorre imediatamente

A den\onstração da recíproca será fei.ta em vários pag
sos

19 Passo - Existem elementos u,v e D' tais que (u,v,uv) sâol4:

nearmente independentes sobre F e uv = -vu.

Consi-detemos Q:D'---> F a apli.cação definida por Q(x)=xz

para todo xcD'. Seja ainda B(x.y)= { (Q(x+y)-Q(x)-Q(y))a
fora\a billnear associada ã forma quadrãtica Q. Observemos que

B(x.y)={ (xy+yx), donde B(x,y) = 0 se e sÕ se xy = -yx

Pelo lema (2.1) r sabemos gele dlmpD'> 1. Logo, exis-
tem u,v' e D' linearmente independentes sobre F. Definimos

a B(u,v') e F
Q(u)

e v = au-v'

Então v/0 pois (u,v') são linearmente Independentes
sobre F. Alén\ disso, v e D' pois au e D' e v' e

Por outro ]acio, um cã].cu].o simples prostra qie B(u,v)=0

donde decorre que uv = -vu.

O fato de que (u,v,uv) sâo ].Idealmente Indelienclentns

sobre F segue trivialmente pois B(u,uv) :: B(v,uv) = B(u,v)=0

Resta portanto ntostrar que uv e D' . idas uv=-vu; lo

qo temos:
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(uv') 2 (uv)(uv) = u(vu)v = u(-uv)v 2 2'u v

Asse.m, como u,v e D' , segue-se que (uv)z e F. Além
disso, uv # F, pois caso contrãx'lo teríamos

B(u,v) -(-, uy.ãb
U !% B(u,u)

U
2uv

o que é absurdo, jã que D é ã].febra com dlvi.são e u,v são não
nulos.

2Ç"Passo

nde

dím.D'

Seja V o subespaço de D' gerado por (u,v,uv) , o

u,v satisfazem as condições do 19 passo. Então dlm.V = 3.

Se VS D' então existe w e D' tal que w @ V. Consl-

dereinos w = v+F.w; então (urv,uv,w) é base de w sobre F. Seja

t «-ãtg B(v,w)
B(v,v)

B(uv,w)

Então t e W e t / 0

Além di.sso, é fãci]. verificar que B(t,u) = B(t,v)
B(t,uv) = 0

Assim, temos

t (uv ) (tti)v (-ut)v = u(-tv) = u(Vt) (UV)t
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Por outro lado, t(uv) = -(uv)t. Logo 2uvt=0, donde

uvt=0, contradição.

Assim , V D' e portanto di.mpO'

39 PASSO - D = F ® D' e portanto D e uma F-a].febra de quatér
dos, com base (l,u,v,uv)

É claro que F + D' e um subanel de D e que p+D'çZF

Além disso F + D' é invariante por todos os automorfisnos

internos de D. pois F Õ fixo e D' é invariante. Logo, pelo

teorema de Brauer-Cartan-Hua [10, pãg. 186] , segue-se que
D=F © ly e portanto D é uma F-ãlgebra de quatérnios.

D
O teorema que se segue é tuna aplicação de um resul-

tado de Herstein-Procedi-Schacher, cuja demonstrcação pode ser

encontrada no apêndice desta dissertação.

2.3 - TEOREMA - Seja D um ane]. com divisão de centro F tal

que dados x,y e D existe lun\ inteiro positi-vo n;:n(x,y) satisfg

zendo (xy-yx)n(x'y) e F. Então ou D é luilt corpo ou O é ãlgebra
de quatérnios stDbre F

DEP10NSTRA(ÃO

Seja Flx,y} o anel dos polinõmi.os nas variáveis não

comutativas x e y, com coefici.entes em F. Consideremos
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f(x,y) = xy-yx e Ftx,y}. Então D e f bati.sfazem as hipóteses
do teorema de llerstein-Procedi-Schacher (ver apêndice. teor

(11.7)) . .assim. segue-se que pn:p] = n2 onde n 51 4 (af+2) . cg
mo af = 2, temos que n:2. Portanto PD:ljj] =1 ou Dn:iig = 4. Lo-

go, ou D ê um corpo our peão ]ema (1.6) r D é ã].febra de qua-
ternios sobre F

n
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CAPEUULO ll

ANÉis COM iNVOLuçÃo E ÃLGEBRAS DE QUAvÉnmios

Este capitulo compõe-se de duas partes, relata.vamen
te Independentes.

Na primeira parte, estudaremos certas propriedades

de anéis com involução, que nos fornecerão algumas caractere

zações das ãlgebras de quatérni.os generali.zadas. Para isto,

as referências básicas são [6] e [7]

Na segunda partem demonstraremos um resultado de

A.A.Albert, que caracteriza os anéis com divisão, com involu

ção, de di.mensãa 16 sobre seu centro. Duas foram as razões que
nos levaram a incluir tal resultado neste texto.

la) Êlote teorema orlgi.nou a famosa conjectura de AI
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bert. jã cítad.a na Introdução desta dissertação e que será ob

feto de estudo no capítulo lll.
.a. . , . -
2:) A deinonstraçâo aqui apresentada e que se deve

\qen, é bens mais simples que a prova orígi-nal de ÀlberlL Roa

Para esta segunda parte. as referências básicas sao

[1] e [15]

$ 3 ANÉIS SIMPLES COM INVOLUÇÃO ALGUMAS CARACTERIZAÇÕES

Em todo este parágrafo, R denotarâ um anel associa

tlvo, nao necessariamente cona unidade, cujo centro inda.Gare

mos por Z := Z (R)

3.1 - !299jgJJÇAO '- Uma aplicação g':R -> R diz-se uma invg!:yção

em R se + e unl anel.-autoinorfisrno de li de grau 2, isto é, se +

verá.fi.ca as seguintes condições

(a+b) = a + b

(a.b) = b . a

(a ) V a,bCR

Dlz-se que + é do ]=g...E&iZg se a : ar para todo ele
mento a ê Z(R); caso contrãri.o + di.z-se do 29 tipo.

Uln elemento x e R diz-se +-si.mêtri.co se x =x e +-an

+
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ti-simétrico se x =-x

Em todo este capítulo denotaremos por S:ÍxeRlx+=x}

o conjunto dos elementos de R +-si.métricos, e por K:ÍxeRlx
-x} o conjunto dos e].eventos de R +-anta-slmétri.cos.

+

Observemos que se R é um anel. simples de caracteres

bica c]i.gerente de 2, com i.nvo].ução +, então R=S+K (como con-

juntos) e snK={0}. Se assumirmos ai.nda que + é do IQ tipo. eg
tão ê fácil ver que R=S©K, como z(R)-módulos.

3.2 - EXEMPLO - Seja F um corpo de característica dlferentede

2 e consideremos A = QF(a.B) uma F-ãlgebra de quatérnios. Cog
sideremos ai.nda {l,í,j,k} uma base de quatérnios de A sobre F.

A aplicação que a cada elemento q = a+bi+cj+dk de

QF(arB) associa q = a-bl--cj--dk é uma i.nvoluçâo em A

Além disso, temos que

F

K :

{qeAjã : q}

e {qeAjq q} = {ai.+bj+ckja,b,ceF}

Logo, esta Involução é do lç) TIPO
H

3.3 - !2Eg;!jlilJJÇAO - Um subgrupo aditivo UcR di.z-se um i.deal de

Lie de R ge para todo par de elementos x C R e u e U temos(]ue
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[x,u] = xu-uxCU

3.4 - TEOREMA (Herstein, [6]) - Seja R um anel. simples de cg

racter-Ístlca di.gerente de 2, cola i.nvolução +. Seja <S> o su-

bane]. gerado por S. Se <S> # R então ou R ê unl corpo ou R ê

uma ãlgebra de quatêrni.ossob!'e seu centro.

p$mQNgTBAÇAQ

Faremos a demonstração deste resultado em vários pag.
sos

19 PASSO Mostraremos que <S> é um i.leal de Li.e de R

Pcara Isto devemos provar que dados xC<S> e rCR en-

tão [x,r] = xr - rx e <S>. Jã vi.mos que r se escreve na forma

i'l + r2 ' con\ r.C S e r,>e l<

Então

[x,r] - [x,rl] + [x,r2]

1.1as [x,rl] = xrl ' rlx e <S> f pois x e rl pertencem ambos a
<S>. Para verá.ficarmos que [x,r2] e <s>r escrevemos

x ; X s.

ll,...,lm l
s. , onde cada s. e s
'm 'k
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Vamos mostrar agora que dados slf...rSm e S e dado
r2 e i< temos que [sl '...' smf r2] e <s>

Com efeito

[É: s., r2]

. . . 'r b . . . . . s.In.rt

sl '''' si-lEsífr2lsl+l'.'sm +

: lsl'r2Js2 '' '' sm + ...[sl':'2] s2

+ sl '... si-lEslrr2lsi+l

+... + sl '... Sm-l [sm'r2]

Mas

[;.,:':] ' r l

S i

(sír2 r2 sl sj. r2

r2 sj. r2 [sj.'r2]

Logo, [sj.rr2] e S para todo i= 1,...,m. Asse.m

sMr r2] e S r para todo slr....sH e S e para todo r2a<
Portanto

[s:

[x.r2] : ;
' j'l ' -

[s: 'sj ' r2] e <s>'m '

Consequentemente, [x,r]

29 PASSO tem centro não trlvi.al
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Corno <S> e un\ subanel de R que é um ideal de Lie de

R por [6, teorcln\a 1.2] segue-se que <S> = R ou <S>c z(R) . Cg
mo por hipótese <S> # R, temos que <S>c Z(R)

Mostraremos agora que i.sto implicar que Z(R) / (o)

De fato. suponhamos por absurdo que Z(R) = (0) . En-

tão S = (O) e portanto todo elemento de R ê :'-anel-si.métrico

Mas neste caso, para todo elemento a e R, temos que &z e S ,

donde a' = 0

Asse.m, pelo teorema de Levltsky [12], R contêm

ideal nilpotente não nulo, absurdo pois R é simples.

Logo, Z(R) / (0) . Portanto sendo R simples de cen

tro nao trivial, segue-se que R tem unidade

39 PASSO R satisfaz a identi.dade polinomial

[*:,y] , [*,v]l

Sejca a e R um e].ementa arbitrário. Então a se escre
ve na fornta

a = s+k , com s e S e k e K

Como s c z(R) , temos que a comuta com s. Logo, (a-s);=ag-2as+s2
dorme

/

(s2.k2) : 0



Mas s e z(R) e s'-k' e SC Z(R) . Portanto, todo ele

mento de R bati.afaz um polin8mio de grau 2, com coefi.cientes
em Z(R)

Consideremos agora a,b e R arbi.trãrios e sejam
a,Be z(R) tais que

é '}a ad

ja'-2aa+B,bJ = ja',bJ -2ct]a,b]

Comutando a Igualdade encima com [a,b], obter

lt,:, ], [.,']l -:-lt.,»], [.,']l: .

lt,:,»], [;,']l

Logo R satisfaz a i

lr*:,*J , [*,*JI
49 PASSO - R é uin corpo ou R e uma ãlgebra de quatérnlos se
bre seu centro.

Pelo 29 passos R e um anel primito-vo, pois e elm-

os

f

donde

densidade polinomi.al

[5pies unidade 40]com pagf
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Além\ disso, no 39 passo verificamos que R satisfaz

uma identidade polinomial de grau 5. Logo, pelo teorema de Ka

plansky [5, teorema 6.3.1], segue-se que [R:Z(R)] = nz, onde
n<2

ABstraIR:Z(R)] = 1 ouIR:Z(R)] = 4. SeIR:Z(R) ] =l

então R = Z(R) ê um corpo. Se [R:Z(R)] = 4, pelo teorema(1.7),
temos que R e uma ãlgebra de quatêrnios sobre seu centro

n

3.5 - OBSEKVAÇ4O - Da demonstração do teorema anterior, decogl

re que se R ê um anel sirrtples de característica di-gerente de

2f corri involuçao # tal que <S> / R. então R tela unidade e

'(S)CZ(R). Logo, todo elemento de S não nulo é inversÍvel, pois

Z(R) é um corpo.

Uma pergunta que pode-se colocar elltão ê; a segui.nte:

o que se pode concluir sobre R. supondo-se apenas que todo
elemento não nulo de S seja inversÍvel? Este é o conteúdo do

teorema que se segue, devido a J.I'l.Osborn.

3.6 - TEOliEMA - Seja R um anel simples com unidade cle caracte

rÍf;Liga diferente de 2, com Involução +. Suponhamos que todo

cletReFito hao nulo de S seja inversÍvel ein R. Então ou R e um

anel dõin dlvi.são ou }i é un\a ãlgebra de quatêrnios sobre seu

centro.
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DEMONSTRAÇÃO

Consideremos <S>, o subanel gerado por S. Se <S>/R,

então pelo teorema (3.4), temos que ou R é um corpo ou R ê
uma ãlgebra de quatérnlos sobre seu centro.

Podemos supor então que <S>= R. Vamos mostrar quQ
neste caso, R e um anel com divisão.

Seja x um elemento nao nulo de R. Como R ê simples

de característica diferente de 2, com i.nvolução, temos que
x = s+k, onde s e S e k e K.

Estudaremos separadamente dois casos

}:g .Ç:4S0 - s / 0

Suponhamos por absurdo que x nâo seja InversÍvel.En
tão x.x' e x'.x não são i.nversivei.s. Como x.x e x .x sâo ele
bentos de S, temos que

+

x x = 0

Logo, como car R # 2 e xx -x x = 0, segue-se fácil.-

merlte que sk = ks. Novamente, como xx = 0 temos que s2 : k2,
pois agora s e k comutar.

Como s e S e s/0 temos que s é inversÍvel em R e
portanto podemos considerar c = s'l k
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Dos cã]cu].os acima efetuados, decorre que c
Ü

C e

2C

Vamos mostrar que c e Z(R) . Como <S>:: R/ é suflcien

te provar que c comuta com todo e],ementa de S.

Seja então t e S arbitrário. Como c' = -c e c2 : ].,

segue-se fácil.JBente que

([+c) t(]-c) e S e [(].+c) t(]-c)]'z

Logo (l+c) t(l-c) = 0. Analogamente (l-c)t(l+c)

Desenvolvendo os produtos acima e comparando as i--

gualdades obti.das, concluímos que 2(ct-tc) = 0. donde ct = tc,

para todo t e S. Asse.m, c e z(R) . Como Z(R) é urn corpo e c :
1, ten\os que c

Pias c = s'lk. Logo k = ts, absurdo pois s/Oel<nS=(0).

Portanto dado xeRr x= s+kcoms/0, teinosque xeln-

versivel ein R

29 CA.SO - s = 0 (e portanto x e K)

Se existe t e S tal que tx e K, então pela parte

enter-íor, tx é InversÍvel, donde x é inversÍvel

Se para todo t e s temos que tx e K, então:

+

(tx) tx = -xt
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$ 4 -

Logo, tx = xt, pata todo t e S e portanto x e Z(R)
Como Z(R) é um corpo. segue--se que x ê inversível

Assim, R é anel com divã.são. ..

3.7 - COROLÁRIO - Seja R um anel simples de característica di.

ferente de 2, nâo comutatlvo. Então R ê uma ãlgebra de quatér
Dias sobre seu centro se e somente se existe uma involução
+ :R---->R tal que <S> / R

P}1}4QygTRAÇÃO

Se R é uma ãlgebra de quatérnlos sobre seu centro

Z(R), então, fixada un\a base de quatérnios {l,í,j,k} de R se

bre z(R) , a apli-cação que associ.a a cada elemento q=aFbi.+cj+dk

o elemento ã = a-bi-cj-dk; sati.sfaz as conde.ções exig:idas.

A recíproca segue trivlalmente do teorema (3.4)
n

]lNvobuÇÕES DO PRIMEIRO TIPO FATOS GERAIS

Em todo este parágrafo, salvo menção explíci.ta em

contrãri.o, todas as InvoluçÕes consi.deradas serão do p;lmeiro
TIPO.

Seja R um anel com involuçao + e consideremos um

elemento i:iwi:lEgÍvel r e R, tal que r+ = tr. Então, é fãci.l ve
rífi.car que ã ap].lcaçâo
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# --l
J(x) = rx r ' , x e R

é uma Involuçao em Rr do primeiro tipo. Em particular. ternos

ainda que

J(r) = r = tr
Ü

A proposição que se segue nos mostra que sob deter-

minadas condições sobre R este processo determina todas as i=

voluçoes de R.

4.1 - !11919g.]lÇ:ê9 - Seja R um anel cujo centro Z (R) é um domí-

nio e tal que todo Z(R)-automorfismo é interno. Sejam ainda qü

e ' duas involuçoes ent R. Nestas condiçoes/ temos:

(a) Existe urra elemento irlversÍvel r e R tal q

ç}(r) = tr e V(x) = r+(x) r'l, para todo x e R. Além disso,

+ (r) = 'r (r)

(b) Um elemento r8R nas conde-çÕes acirra esta deter-

salvo multiplicação por elementosde Z(R)

ue

mi.nado,

DEMONSTRACAO

Coi\siderernos a aplicação composta n = q/oP. Então rl

é um z(R)-cautolnorfislno de R, poi.sü e y são involuções do prâ.

nteiro tipo. Assim, n é um automorfismo i.eterno de R e portan-

to existe UN e].õmento inversÍvel r e R tal que
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n(x) = rxr'l , para todo x e R

Como g' 1, temos que noÜ donde

'r (x) r+(x) r'l , para todo }{ e R

Resta portanto mostrar que 'P(r) = @(r) = tr. Pauis
to, consideremos um elemento xOR arbitrário. Então:

1+(r) r'ilv(x)[P(r) r'i] 'l:q,(r) jr'lv(x) r] q'(r'l)

+ ( r) 0 (x) Q (r'L )
l+(r 'xr) + (V ('P (x) ) ) = 'r (x)

Como y é bljetora. segue-se que p(r)r'l
Logo ü(r) = cr e temos:

Z (R)

y, ($ (r) ) = cQ (r)

Como r é inversível, segue-se que c2 . 1. Mas cez(R)

e z(R) ê um domínio. Asse.m, c = tl, donde P(r)

Agora, q'(r) : rp(r)r'JL = Ü(r), com o que concluímos

a prova da parte (a)

Para mostrarmos (b) , seja teR nas condições da par
te (a), isto ê, suponhamos que
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q' (x) tÜ(x)t'', para todo x e R
e

Q(t) = 1' (t) = tt

Então dado um elemento xCR arbi.trãrio, temos

t'irj+(x) jt'irj'i (x)r':l t

t'l'r(x)t = t'l(t-l,(x)t'l)t = q,(X)

Logo, t''LrC Z(R), donde existe a e Z(R) tal que r =
= at

n
Seja R un\ anel nas condiçoes da proposição anterior.

Consideremos JI e J2 duas involuçoes em R. Dizemos que JI e

equivalente a J2 (e escrevemos JI - J2) se exi-ste um elemento

inversivel r e R tal que JI(r) : r e

J (x) = r J (x)r2 l , para todo x e R

i)a pcarte (b) da proposição anteri.or segue-se que a

relação acima esta bebi definida. Além disso, ê fãci.l verifl.

car que ge ti'ata de uma relação de equivalência.

Assim, dado um anel R nas condições da proposição

anterior, existem Dg..llgZl!!!g duas classes de equivalência de
involuções.
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4.2 - EXEMPLO -- Seja F um corpo e consideremos R = D'l.(F) o

anel das matrizes DXH com coefici.entes em F. A apli.cação

t:Mn(F)''--->Mn(F) que associ.a a cada matei.z A = (alj) a sua

transposta A' = (bij) r onde bÍj : ajl r l511rj.5 n ê uma ínvolg
çao em Rf do primeiro tipo.

Se n = 2m. definimos também a Involuçâo gj:!!!piêiExsa,
da seguinte forma: a cada matriz

IA BI
x=lc Dj e n(F) , ondeA,B,C,Demo(F)r

associamos a matriz

*, : l:l. -::l . «..,,

Consideremos U = 1 1 01 e ; Mn(F),

onde l denota a matriz identi.dade de Mm(F)

É fácil ver que U é inversíve]. e que

lSU U UU

A[ént disso, uin cã].cu]o explícito mostra que

Xs ; U Xt U'l , X e l-ln(F)
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Assim, se n=2m e car F / 2, tem

(t) e (s) são não equivalentes em M.(F)

Consideremos novamente um anel R nas condições da

proposição (4.1) , e seja J uma involução em R. Denotaremos par
(R,J) o par formado pelo anel R, munido da involução J

Diremos ainda que (R,JI) ê isemorfo a (RTJ2) (e esc3S
veremos (R,JI)=(RTJ9))se existe um Z(R)-isomorfismo p:R->R que
preserva a involução, isto é, tal que

i.nvoluçõesasos que

y' (al (x) ) Jo (+ (x) ) . para todo

Nosso objetivo será demonstrar que se F é um corpo

algébricamente fechado de característica di.gerente de 2, e

R = M.(F) denota o anel das matrizes HXD com coeficientes em

F, então dadas duas invo]uçÕes JI e J2 em ]Kln(F) r temos que

Jl-J2 se e somente se (Mn(F)rJI):(Mn(F).J2)

Para isto, observemos que uma classe de equivalência

de involuçÕes em Mn(F) esta representada pela trcansposi-ção. A
outra existe se e somente se existirem matrizes anel-simêtrl-

cas (eln relação a transposição) i-nversÍveis em Mn(F)

Consequentemente, exi.sti.rão duas classes de equlvg

lência de involuçÕes em 14n(F) se e somente se n for par e
car(F) # 2i(jã que o determinante de uma matei.z anel-slmétri.-
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ca de or-dem impar é zero)

Nesta situaçãor isto ê, se n for par e car(F) # 2 .

então a outra classe de equi.valênci.a estará representada pela

involução gJ:!!!EJ=élUca, jã introduzida no exemplo (4 .2)

Com estas consi.gerações, estamos em condições de de
monstras o resultado aci.ma mencionado.

4.3 - EB9Egê.LIÇÃO - Seja F uln corpo algebrlcamente fechado de

característica diferente de 2 e consideremos M.(F) o anel das

matrizes RXD com coeficientes em F. Dadas duas involuçoes JI
e J2 em MD(F)r temos que JI - J2 se e somente se

(Mn (F) /JI) : (Mn (F) rJ2)

DEMONSTRACÃO

Suponhantos (Mn(F) rJI): (Mn(F) rJ2) . Então exi.ste um
F-automorfi.smo ü de Mn(F) tal que

y' (al (x) ) a2 (+ (x) ) , para todo x e M.(F)

CoIRo Mn(F) é si.mplesr pelo teorema de Sko].em-Noetha'

[5, teorema 4.3.1] segue-se que Ü é um automorflsmo Interno.

Assim, existe um elemento inversÍvel s e D]n(F) ta]. que

$ (x)
SXS'l , para todo x e Mn(F)
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Seja A = S.JI (s) e M..(F) . Então A é inversivel
J.(A) = A. Além disso, temos

e

AJI(X)A''t : SJI(S)JI(X)JI(S''L)S'X :

llSJ (s xs)sl

q' (al(s'J' xs))
l

a2(@(s ' xs))

J2(X) , para todo x e M.(F)

Logo, JI - J2

Sejam agora JI e J2 invo]uçÕes eaui.va].entes em Mn(F}

Divldi.remos a demonstração da recíproca em doi.s casos

19 CASO Se JI t, onde t denota a transposição então

(Mn(F).JI) (Mn(F), t)

Como JI t existe um elemento inversÍvel AeM.(F)
tal (blue

A e JI(X) AX'A ' , para todo XeM.(F)

Sendo A uma matriz simétrica Inversível, por [9 ,

pag. 317], existe uma matei.z i.nversÍvel M tal que

M' AM : l
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onde l denota a matei.z Identidade de M.(F) .

Logo A = N.Nt, onde N = M'l. Definimos então

ü(X) : NX N'l , para todo x e M.(F)

Assim, p é um F-automorfismo de Mn(F) e

JI ( V' (X) ) al(NX N'l) A(NXN'l)t a.-l

A(N'J')t Xt Nt .à-l NXt N-l P (xt)

Portanto, (Mn(F)PJI):(Mn(F).t)

Observemos que se existe apenas !!!gg classe de equi-

valência de involuÇÕes em Mn(F) r então a proposição decorreu.
ci.Imente do 19 caso. Assim, podemos supor que existem exataíul

te duas Classes de equi.valênci.a de involuções em M.(F) . Logo

n=2m e a segunda Classe esta representada peia invo].uçâo sim-
B!=SEiSâ, que denotamos por s.

29 CASO s então

(Mn (F) ,JI) : (Mn (F) , s)

Como JI - s, existe uma matriz inversÍvel AeM.(F)

tal que AGUA e JI(x) : AXsA'l, para todo XeM.(F)

ObgQFVemos ainda que como Asma então A se escreve
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na forma

:i :il -'.":'":'»:'".'',,

"; : '": . "; : '":
to i]

Consldereinos agora U = 1 0 e MH(F)r onde l deno-
ta a matriz identidade de bl.(F) . Então (AU) E = '-(AU) . Alérndis

se, AU é inversÍvel; logo por [9, pãg. 325] existe unia ma-

triz InversÍvel V e M..(F) tal que

V(A.U) V' : U

Asse.m U . (V'l) U(V'l)t

portanto
A : V-l U(V'l)t U'l

e

Mas pelo exentplo (4.2) temos que

U (v'l')t U-l : (V'l)s

Consequentemente, A (V'l) (V'l) s

Finalmente, definimos

+(X) = V''L XV , para todo x e Mn(F)

Então @ é tlm F-automorflsmo de }l.(F) e
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al(0(X))= JI(V'lXV): A(V'lXV)s.à'l

: AVs Xs (V'l)sA'l : V-lXsV

= +(Xs)

Portanto, (Mn(F), JI): (Mn(F) , S). com o que concluímos a de-
monstr açâo . n

Seja agora R uma F-ãlgebra simples central de grau

n (Isto ép [R:FJ= nz), com ]nvolução +. Se i; denota o fechoal

gebrlco de F então podemos estender # a uma Involução em
M.(F) = R O F . definindo

F

(E rl ® ai)l E ri ® ai ' ondel

+

r. e R e a. e F

Diremos então que a ]nvo]ução + é do iÇ:j::pg p;çogorn].

(resp., do ti.po aj:!!!p!:éiçj:çp) se +-t(resp., ü-s) em M.(i;)

Estamos i.nteressados nas involuções do tipo gJ:!!!ZiS=
lglggr pois para estas vale o seguinte resultado:

l

4.4 - EBg:99]1ÇÃ9 - Seja (R,+) uma F-ãlgebra simples centralde

grau 2n, cóM invo].ução + do tipo slmplético. Então todo elaren

to +-simetrlco de R é algébrico sobre F cie grau menor ou i-
gual a n.
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DEMONSTliACAO

Consi.detemos F o fecho a].$ébrico de F. Então

M2n(F) : R ® F e como + é do tipo simplético, temos que +-sem

M2n(F)

Seja x e R tal que x" = x. Então X = x ® l é 't-sine

trica. Como (M2n(F),+)=(M2n(F) ,s) e}(Êste um F-automorfismo Q

de M7..(F) tal que

$(Y ) = p(Y)s , para todo Y e M2n(F)

X = X, então [#(X)]s = +(x). Asse.m, Q(x) e M2n(Ê;)é s2.
métrico em relação ã involução simpléticca. Portanto Ü(X) é a.}
gebrico sobre F de grau menor ou igual a n [ll, pãç. 230] . Lg

go X é algébri.co sobre F de grau menor ou igucal a n. Usando

agora as propriedades do produto sensorial, segue-se fac=iJinen

te que x é algébrico sobre F de grau menor ou igual a n

Para concluirmos este parágrafo, gostaríamos de meB

clonar unl resultado de Albert. que caractere.za as ãlgebras (xm

divisão de di-mensão finita sobre seu centro que possuem i-B

voluçâo. Este resultado será uti.lizado no parágrafo 9

Para isto, precisamos introduzir algumas noções sg

bre o grupo de Brauer de um corpo F. os resultados aqui cita

dos podem ser encontrados em [5, pãg. 93]

Seja F um corpo e Á o conjunto das F-ãlgebras sim-

n
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pies centrais de dimensão finita. Dadas duas ãlgebras A. e Ao
e A, sabemos, pelo teorema de Wedderburn. que existem íntei

ros positivos m e n e anui.s com divã.sâo DI e D2 tais que

AI : Mm(DI) e A2 : Mn(D2)

Além disso, D]. e D2 estão determinados, salvo lsomorfismo

Diremos então que AI e similar a A2 se DI e isomorfo
a D2' Pode-se demonstrar que a re]açao de s]m]].aridade é um

re[ação de equ]va].êncla
a

Conslderentos então B(F) =A/-,o conjunto quociente de

A por esta relação e denotemos por [À] a classe de um elemen-
to A e A em B(F)

Podemos dar a B(F) uma estrutura de grupo, atravésda
seguinte operação:

[.a] . [B] [A ® B] ,
F

A,B e A

Pode-se demonstrar que o produto acima esta bem de

flnido e que (B(F) ,.) ê um grupo abeliano, de torção; B(F) é
chamado o

Assim, dada uma F-ãlgebra simp]es central. A de dimen

seno fmi.ta, definimos o expoente de A como a ordem de [A] no
grupo de Brouel de F.
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Pode-se demonstrar ainda (iueserA:F] = n2 então o ex-

poente de A em B(F) e n possuem os mesmos favores primos, [5,

pãg. 120]

De posse destas noções, podemos agora enunciar o teg

rema de Albert anteriormente n\encionado, cuja demonstração pg
de ser exncontrada em [l, pãg. 161]

4.5 - TEOREMA - Seja D uma álgebra com cli.visão de diinensao

nata sobre seu centro F. Então D possui uma involução (do
tipo) se e somente se o expoente de D no grupo de Brouer de

for l ou 2

Observemos ainda que se D é uma ãlgebra com divisão

de dimensão finita sobre seu centro F, com invo].ução, elltão

[O:F] = 2zm, para algum inteiro positivo m, jã que os favores

pri.mos do expoente de D em B(F) e de n = ,/[D:F] são os messES.

ÃbÇ$PIS4g COM DIVISÃO DE DIMENSÃO 16 SOBRE SEU CENTRO,

COMI INVOLUCÃO

Neste parágrafo utili.zaremos os resultados anteri.o-

des para classificar as ãlgebrcas com divisão de dimensão 16

sobre seu centro, con\ i.nvolução.

Começaremos estudando algumas propri.edades das invo-
.EN #=n n..nluçoes eih ãlgebras com divisão.
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5.1 - EB999Ell;Ç89 - Seja (D.J) uma ãlgebra com dlvi.são de cen

tro F, com Involução J e consideremos K um F-subcorpo de D não

maximal. Se 1< possui um F-automorfismo yp de grau 2 então exi.s

te um elemento não nulo y e D (que podemos escolher simétrico

ou anel-simétrico em relação a J) tal que

ü (k) J y k y'l , para todo k e K

nEmongTRAÇÂo

Seja K'"i a Imagem de K pela involuçao J. Então KJ e

um F-subcorpo de D pois J Õ do 19 ti.po. Além\ disso, Jo+ é um

F-i.somorflsmo de K em KJ. Logo, pelo teorema de Slçolem - Noe

ther [5, teorema 6.3.1] , existe um elemento não nuloy.eD tal

que (Jo#) (k) = ylk yll , para todo elemento k e K, ou seja,

q,(k)a : y].k yll , para todo k e K

Portanto, temos

(ViiV{)'iK(ViiV:l) (Vi)'i(VikVix)Vjl @l)'l P(k)ü y!

.p (k)J y] = (ylv(k)yll)a

[Ú(o (k) )a]J = [ki] k,

para todo k e K

Consideremos K' = cD(K) / o central.izador de K em D
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Então o calculo acima i\lontra que yll yJ e K' , donde vlicvl'K'
Portanto, y].+yl e ylK' e yl'yJ e ylK'. Além disso, Õ claro
que podemos substitui.r yl por qualquer elemento não nulo de

K'yl

Resta portanto post!'ar que yl 'K' possui. e].eventos si
métricos e amei.-simêtrlcos nao nulos

Suponhamos que todo e].ementa de yl 'K' seja si.mêtri
co. Então dado ulnl elemento a e K' qualquer. temos:

(yl'a)J = yl'a J
a yl

Logo
l

pzlra todo a e l<'

Sejam agora alr a9 e K'

(ala2)J = a2 al = (yl ;: vib

yl(a2al) yll (;: .P'

Logos al a2 : a2 alr para todo alra2 e K' e pol'tanto K' é co
mutativo. Mas e fácil ver que nesta sittlaçao 1< e maxi.mal; con
tradi.ção.

Ana].ogamente mostra-se que yl K' possui elementos si



47

n\étnicos não nulos, com o que concluímos a demonstrcaçâo.
Ü

5.2 - Ç919LÃRIO- Sejam (D.J) tuna ãlgebra com divisão de cen

tro F, com involuçao J e K um F-subcorpo de D nâo maxima].. Su

ponhamos que K possua um F-autornorflsmo @ de grau 2. Então

existem involuçÕes JI e J2 em Dr de tipo simplético e ortogg
nal, respectivamente, cujas restri.çÕes a K são i.guai-s a @

DEMONSTRAÇÃO

Pela proposi.ção anterior, existem elementos

ylry2 e D tais que

nao

*{ - *: , .! e

P (k) J - ylkyl't = y2ky2't, para todo k e K

Dado xCD arbitrári.o, defi.ni.mos

JI(x)
-l J

yl x yl e
J2 (x)

-l J
y2 x y2

É claro que JI e J2 são involuçÕes em D, nâo equiva
lentes. A.Lém disso, dado keK, temos

k 1 - yll kJ y. (k)y. ]')y. : .l, (k)
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Ana[ogamente demonstra-se qu.e ]( ' = @(k) , para. todo

Finaln\ente estamos ein condições de obter a classifi

cação das ãlgebras con\ divisão de dimensão 16 sobre seu ce2
tro.

nkcK

5.3 - TEOREMA - Seja (D,+) uma ã].febra com vivi.são de d.irneZ

são 16 sobre seu centro F, de caracterÍsti.ca di.ferellte de 2,

com [nvo[ução de IEAEg...g41BE].ético +. Então D ; QI ® Q2r onde

QI e Q2 sâo F'ãlgebras de quatÓrnios Invariantes sob a i.nvolu
Ção #

DE140NSTliÀCÀO

Pela proposição (4.4) r sabentos que todo elemento de

D, si-metrico em relação a involução +, e algélbrico sobre F de

grau n\enter ou igual a 2. Consideremos então um elemento não

nulo dei) tal que dgFr d C F e d =d. Seja K=F(d) , o subcorpo
de D gerado por F e d. Então [K:F] = 2 e existe u-m F-autonlor-

flsmo @:K---tK de grau 2. Pela proposição (5.2) exi.ste um ele-

inentó simétrico não nulo yeD tal que

2 +

+ (d)

Seja QI a F-ãlgebra gerada por {lry,d,yd}. É fácil verificar
que çll é uma ãlgebra com divisão de dimensão 4 sobre seu ceE
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tro, que é F. Logo, pelo lema (1.6). segue-se que QI é uma F-

ãlgebra de quatérni.os. Além disso é i.mediano que QI ã +-i-nva-

ri.ante. Consideremos Q2 : cO(QI) , o centralizador de QI em D.
É fácil ver que Q2 é +-invari.ante. Atola, por [5, teorema 4.4.2]

segue-se que D = QI ® Q2 e computando dimensões, concluímos(Fie

[Q2:F] = 4. Logo, Q2 ã uma F-ãlgebra de quatérnios, com o que
concluímos a demonstração

n

5.4 - COROIÂMO - Seja D urna ãlgebra com dIvIsão de dimensão16

sobre seu centro F, de caracterÍsti.ca diferente de 2, com in

volução. Então D = QI Q) Q2r onde QI e Q2 são F-ãlgebras de
quatõrnios.

DEMONSI'liACÂO

Segue imediatamente do corolário (5.2) e do teorema
(5 . 3)

n
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CAPIVULO lll

SOBRE UMA CONJECTURA DE ALBERT

Este capítulo tem por objetivo dar uma resposta ne-
gativa à seguinte conjectura de Albert:

"Se D é uma ãlgebra com divisão de di.menção 22m so-

ba-e seu centro, com involução, então D é isornorfa a um produ-

to sensorial de ãlgebras de quatérnios?"

Para isto, estudaremos os produtos cruzados abelia-

nos, Isto é,produtos cruzados A = (KlpG,f),onde G=Ga]. (Klp)
ê abelíano

Começamos explorando o fato de G ser abeliano, para

caractüZ:tear o produto cruzado (K, G, f) em termos de outros

parametr091 mais convenientes. A segui.r. passamos a estudar
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produtos cruzados abeli.anos de grau 8 e estabelecemos uma coB

diçâo necessária e suficiente para que tais ã],febras possuam

uma involução do primeiro tipo.

Posteriormente, introduzimos os produtos cruzados

abelianos genéricosr que são ãlgebras com vivi.são. Esses pro'

duros cruzados são chamados "genéricos",pois todo produto

cruzado abeliano é imagem homomorfa de urn produto cruzado abe

liano genérico.

Por outro lado, mostramos também que todo produto

cruzado abeliano genérico é, na realidade, um produto cruzado

abeliano, em relação a uma extensão de Galois conveniente

Aplicamos então os resultados anteriormente oblJ.dos,

para construir ãlgebras c(im di.visão, de grau 8 sobre seu cen-

tro, com involução.

Finalmente, estabelecemos uma condição necessãri.a e

suficiente sobre os parâmetros, para que este tipo de ãlgebra

seja um produto sensorial de ãlgebras de quatérnios.

Isto feito, construímos um contra-exemplo à con:jectu
ra de Albert, ou seja, exi-hinos un-a ãlgebra com divã.são, d.e

grau 8 sobre seu centro, com involução, não isomorfa a um prg
auto tensorlal de ãlgebras de quatérnios.

As referências básicas para este capítulo são [2] e
[3]
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$ 6 PRODUTO TENSQRIAL DE Á'LGEBRAS DE QUATÉRNIOS

Em todo este capítulo F desi.gnarã um corpo de carão

terística diferente de 2 e A uma F-ãlgebra si.mples central

l A l 4 É=T6.1 - 2E:JJEJJÇAO - Um conjunto S = jrj l c A diz-se q--gera
dor se

( j. )

( j.j.)

(iii)

vl-, j c l

Se i/ j então existe rk e S tal que rz comu-

ta com rk e rj anta-comuta com rkr isto é ,

ri rk ' rk ri e rj rk ' ' rk rj

6.2 - PROPOSIÇÃO

(a) T'odo conjunto q-gerador S c A é linearmente
independente sobre F

(b) Se {rlTr2} é q'gerador então {l,rl'r2'rlr2 }

é q--gerador e Q = F + Fr]. + Fr2 + Frlr2 é uma F-ãlgebra de
quatêrlllos.

OEmoNSTltAcÂo

(a) Suponhamos por absurdo que S seja linearmente

dependente Sobre F. Então entre as re].ações E - cl; r:=0, com
ll
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cll C F, para todo i= j,.. .,]ç, em que nenhum coeficiente é n.g
to, podemos escolher uma de menor comprimento k. É claro que

k : 2 e portanto podemos supor que clIP a2 / 0.

Como S é q-gerador, exi-ste r C S ta.l que r.rl-rl'r
r,}.r

Temos então)

e r'r2

0 [:,
k

::: ~: ;J
k

:?l: ": [-,::':] (+)

Seja X = {m C ]N 1 1 < m<.k e [r, rm] / o} . Notamos

que x tem iremos de k elementos pois rl & x. Ai-nda.se [jr,rmJ?éo

então [r,r.n] = r.r..-r.r :-2rr'- ' lua in m in

Segue-se portanto de (:'') que

0 - E
iex [r,ri] : 2 i.ex ai j-

Como r é inversÍvel em A e car(F) / 2. temos que

E cl: r. = 0, o que contraria a minimalidade de k
i€x

(b) Se {rl'r2} é um conjunto q-gerador então, pela

condição (iii) da definição (6.1) segue-se que rlr2 ' 'r2rl

Com i.sEo, é íác].] ver que {]., rlr r2r rlr2} é q'gerador e, da
parte (a) acimaf vem que Q:+'+Frl+Fr2+Frlr2 é lmn F'ãl-febra de qua-
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térnios U

A proposição que se segue relaciona conjuntos q-gÊ

radares com o fato de uma dada ãlgebra simples central ser um

produto sensorial de subãlgebras de quatérnios.

6.3 - .BBQPgglç4Q - Suponhamos que [A:F] = 4t. Então A é um

produto tensorlal de F-ãlgebras de quatérnios se e somente se

A possui- um conjunto q-gerador S com 4t elementos (neste ca

se, S será uma base de A sobre F)

p$yqNgllnAÇÃo

Suponhamos A = QI ® '. . ® Qtr onde cada QÍ,i;'< i5 t,''' 'EI ID '- 'a''

é uma F-ãlgebra de quatérnlos,com base de quatérni.os

{lr rli' r2j.r rli.'r2j.} . Denotemos por rOi ' l e r3i:rlir2ir
1 < i < t.

Consideremos

'l:l ' ':'l:: ' ik : 0rlr2l3, 1 < k < t}

O fato de S ser um conjunto q-gerador com 4t ele-

mentos é agora uma conseqtlência imediata das propriedades do

produto tensoria[ e do fato de que {]., rlif r2 j.r r3i} é q-gg
radorí l S i $ t
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Reciprocamente, suponhamos que A possua um conjunto

q'-geradrur S com 4t e].ementas. Para provarmos que A é produto
sensorial de F-subãl-febras de quatérni-os, faremos indução

sob t

Se t=1, então A possui um conjunto q-gerador S com

4 elementos. Sejam rlr r2 É; S tais que rlr2 ' ' r2rl' Então

S':lll rlrr2rrlr2} e um conjunto q-gerador e portanto,linear'-
mente i.ndependente sobre :F, pela proposição anterior. Como

tA:ii'] ; 4, segue-se que S' ó uma base de A sobre F. Assim,

A=F+Frl+Fr2+Frlr2r donde- A é uma F-ãJ-febra de quatérnios.

Suponhamos agora o resultado verdades.ro para tod.a

F-ãlgebra simples central de di.men!;ão 4l"'x. Consi.detemos S um

conjunto q'gerador com 4t' elementos e sejam rl'r2 € S tais

que rl'r2 : 'r2'rl' Seja ainda QI a F'subãlgebra de quatérnios

de base {l,rlrr2'rlr2}

Por [5, teorema 4.4.2], temos que

CA(QI) .' QI ® CA(QI). onde CA(QI) denota o centrali
zador de Q. em A.

Além dias(.), é fácil ver que dado um elemento r € A,
greve na formase esr

3

i-o pj. . onde rO 1, r3 - rlr2 e

Pj. € cÀ(QI) Mais ainda. se r C S então temos que
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apenas um dos p{ 's é não nulo. Isto decorre do fato de que

se r e S então, como S é q--gerador, rrl : Ü rlr e rr2' t r2r

Desta forma, temos que S pode ser escrito (nno união

disjunta

S : SO Ü SI rl U S2 r2 tJ S3

conta.do no CA(QI) r 0<- i S 3.

Como S é linearmente i.ndependente sobre F, segue-se

que SO e Si'ri também o são, L S iS 3. Mas [CA(QI) :f]- 4t'l
Asse.m, cada S] possui no máximo 4''' elementos. Como S possui
4t" elementos, segue-se que cada SI possui exatamente 4t" 't ele

rt\entoa. Em particular, SO ; S n CA(QI) possui 4t''t elementos

e SO c CA(QI)

Vamos

l

mostrar agora qu

onde cada S. esta

e Sn é um conjunto q-gerador

Como SO c S segue-se imediatamente que So satisfaz
as condições (i) e (ii) da definição (6.1). Resta portanto

provar que dados tlr t2 e So/ tl / t2r exi.ste t € SO tal que

tl tl e t2 t - - t t2

Como tlr t2 e SO c Sr sabemos que existe s e s tal

que

tl s ' stl e t2s 'st2

Logo, se s e CA(QI) então podemos tomar segue-se que
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SO é q-gerador. Ainda, se s 4 CA(QI.) então s = ri p onde

p C CA(QI) e i# 0. Além disto, como stl - sEIs e st2; ' t2sr
temos que

7: U. A..L(:]T] C)].Sto, ColLIC) St. ;; bl-.b e bl.-.-- '

p t[ : t]. p e p t2 t2 P ( 't f: )

Por outro lado, SO é uma base de CA(QI) sobre F.Con

sequentelrlente, existem alr '..rclk C F tai.s que p ' E aisi on'

de cada si C S0' Como SO satisfaz as condições (i) e (ii) da
definição (6.1) , é linearmente independente sobre F e valem

as i.gualdades (t+), temos que

\

tl ' tlsi e si t2

com

Como p / 0, segue-se que existe l S j S k tal que

ctj ?é 0. Seja t = sj e SO' Então ttl - tlt e tt2 - - t2 trcoin
o que concluímos a den\onstração de que SO é q--gerador

Asse-m, usando a hipótese de indução temos que exi.g

tem F-subá].febras de quatérnios Q2r .. .rQt tais que

CA(QI) = Q2 ® ... ® Qt

Como A = QI ® CA(QJ.), obtemos A:QI F Q2 ®' ''F Qt e
o teorema está demonstrado. []
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Seja Q uma F-ãlgebra de quatérnios e consi.deremos ';

uma involução em Q do primei-ro tipo. Então exi.ste um conjun-

to q-gerador S = {lrrl'r2rrlr2} c Q tal que 1+ = 1, rl - t rl

e r; = t r2' Com esta observação a prova da proposição que
se segue é exatamente análoga à da proposição anterior e por
isto será omitida

6.4 - PROPOSIÇÃO - Seja A uma ãlgebra si.mples central sobre

um corpo F,de dimensão 4t, que possui- uma involução + do pri--

melro tipo. Então A é UFrl produto tensorial de F-subãlgebnis de

quatérnios invariantes sob + se e somente se A possui um con-

junto q-gerador S com 4t e].ementas satisfazendo s+ = t sr Pg
ra todo s € S

$ 7 PRODUTOS CRUZADOS ABELIANOS

Em todo este parágrafo, K/F denotarã uma extensão

galos.flana, com grupo de Galois abeliano

Denotaremos por q.i a ordem de a:, 1 < i< r

Seja A uma F-ãlgebra simples central que contem K

como subcorpo maxlmal. Sabemos então ,pelo t:«)rema de Skolenp-Né5ether

[5, teorema 4.3.]] que cada a: pode ser estendido a um auto-
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morfismo interno de A, i.sto é, existem element:os inversÍvei.s

zl e A, 1 < i < r tai.s que

a . (x)l
l

z. x z. , 1 < i < r,1 1 ' '
ÇZ x C K

Por outro lado, todo elemento a C; G se escreve de

modo único na forma

m
Y'a 'r onde 0 < m;< q-' l 'l

e 1 <. i < r

Consideremos então o elemento z. de A defi.ni.do por

z = zl' ... zr''. Desta fornta, podemos considerar a aplica-
ção f:G x G ---'- 1<+ definida por

f(a. 1) = z z (a,T) e G x G

O fato de A ser associativa nos garante que f é um

conjunto de favores de G sobre K e ainda que A é o prg4piÇgççy
zado de 1< e G relativo a f, isto é,

A : (K , G, f)

llosso objetivo agora será explorar o fato de G ser

abeliano, para carcacterizarmos o produto cruzado através de

outros paz'ameti'os. Para isto, consideremos os elementos
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z l z-l e b
'i 'j ' 'l- ]. < i.,j < r

Como K ê um subcorpo lnaximal de A. segue-se que K

C. (K) , ou sela, K coincide com seu centrali.zador em A. Além

disso, o(a.) = q;, 1 < i< r. Desta forma, é fãci.l verificar

que

ou seja, K

o(a qili

{uijll S irj S r} c K

e

{bi ll 5 i S r} c K

Observamos ainda que podemos calcular f(a,T) utili-

zando apenas os elementos uijr bj. e a ação (i)s ai sobre estes

elementos, l S i,j S r. (Por exemplos se G= <al> x<a2> x <a3>r
comi

o (al) - o (a2) - 2, o (a3)

ala2 e T ' a2 a3 temos

f(a, 1) = z a

,: ,: ,ã ,i;: ,-: : ': ,: -1
zl

2 l
( z ) ( z ) ( z=(zZ Z Z Z

2 32 3lT

': b: :.Í: a]. (b2) zl zll' al (b2)



Deste n\odo, os conjuntos U, B c K determi.nam o con

junto de favores f de G sobre K e portanto determi.nam a ãlge-

bra A.

Denotarernos então por A = (K, Gr U/ B) o DFOdULLO

cruzado abeli.ano de K e G.

Passaremos a estudar algumas propriedades dos con--

juntos U e B acima defina.dos, que nos servirão posters.ormente

para caracterizar os produtos cruzados abeli.anos. Para isto ,

precisamos do seguinte lema

7.1 - LEMA - Sejant R um anel não comutativo e x um elemento

inversive]. de R. Consideremos o automorfismo a:R -> R definido

por a(y) = x y x ', y C! R. Então:

(a) (yx)n y «y) an''l (y) xn, V y C R,

(b) Se y e R e u - a(y) y'" temos:

y x'n . an'l(U) ... a(u) u y, V n C m

OEíyOmS'PRACÃO:

A prova segue facilmente, usando-se i.ndução sobre n

e E)or i. s;to sela omitidca

Dado um e].eluent denotemos€ K,() X por
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q.--l
n Ir

Ni(x) -.H. aT(x). É fácil verque se x,yCKentão
' k:O '

Ni(xy) Ni (x) Nj. (y) ,
1 < i < r

e

N. (a . (x) )
1 ] ' ' aj (Ni (x) ) , l S i.,j S r

(7.2) - PROPOSIÇêç? - Sejam U, B c K os conjuntos definidos an
teriormente. Então

( ]. )

(2 )

(3)

(4 )

u.11 l U

a H ) a(u (ujKi kl k

le u.

a j

Ni (Nj (uij) ) = l

ujk uki uij

a .(b.)
] 1

N. (u ..) b. l S i-,j,k $ r

DEMONSTRAÇÃO

(1) segue imediatamente da definição.

Para provarmos (4) lembramos que aj(bi)-zj bj. zjl
Temos então:

aj(bi) - z:j z].i z:jl = (zj zj. zjl-)qi: (ujz zj.) i(zj
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Usando a parte (a) do lema (7.1)

(u(uj l- ]1

temos

.q:-lla .(b.) = u.. .qj.
1 1 b

l

Oe (4) temos que

Assim,

N.l

N
j

~:.-;t, b
l

la .(b
] i

l
(b > )i

Logo,
]

=N .(b.a .(b.')) =N.(b.)N .(a .
] l ] l ] l ] ]

N .(b.) a .(N .
] l ] ]

N .(b.)
] 1

Portanto,

Nj(Ni(uj.j)) - 1, donde vale (3)

Para provarmos (2) , observenns que z:

Conjugando esta i-gua]dade por zk' por um ]-ado, obtemos

Zk('l zj) zkl - 'k zj.(zkl' zk) zj zkl

zj:uj.j zj
z .l



'i 'k ''j 'k

z ll 9 a - ''L
'i 'kj 'j 'k 'k

ukj zj: uki aj.(ukj) zi zj

Por outro lado, temos:

zk (zi zj) zkl : Ék(uij zj zi) zk

ak (ui:l) zkzj

ak (uij) ukj zj zk zj. zkl'

ak (uj.j) ukj zj uki zj.

ak (uij) ukj aj (uki) zj zi

ak (uij) ukj aj (uki) uji zi zj

Agslm. mostranns que

zi. zj' ak(uj.j) ukj aj(ukj.) uji zi zj

Z . qan 'i nl/o v-al' lro 'i e om A

l

]

Como z , obtenns1' ]

(u ki

(uki) ujj.

a (uU l Kj
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ukj. ai(ukj) ak(uij) ukj aj (ukj.)ujj.

Ainda, como todos os elementos envolvi.dos na igual-

dade acta\a estão em i<, segue-se que eles comutar entre si e

podemos então reescrever a igualdade acima da seguillte forma

ai(ujk) aj (uki) ak(uj.j) ujk uki tlij '

com o que concluímos a demonstração da proposi.ção n

Vamos mostrar agora que as propriedades (1) , (2) e

(4) da proposição anteri-or. determinam (a menos de i.somorfis-

rrü) o produto cruzado abe]iano. ]vlas precisamente, seja Klp u--
ma extensão gaJ-oisiana com grupo de Galois abeliano

GJ=< al> x'..x <at>r olade o(ai) :qi' 1<. iSr.Sejamai=
da

U+ :tu:.i/l < irj < r} e B+ =Íb+/l < i< r}

subcor.!juntos de K fsati-sfazendo as relações (1), (2) e (4) da

proposição âHtí3=ior. Mostraremos que existent umca F-ãlgebra s:im

p[es centra]. A, que possui K como subcorpo maxima], e e]emen-

tos i.nver8Ívei.õ zl c A, 1 < i< r, tais que

A É {l<r G. U, B) , onde

uij ' uij eü bj; = b! ]. S i.,j $ r
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Além di.sso, veremos que A é Única a menos de isomor
cismo.

Para i.sso, consideramos inicialmente um conjunto de

r indeterminadas nao comutati.vas {xlp . . . rxl} e construímos o
conjunto

E k.
:l' . . .j-; \ *i:...*:'f*::. -«}

J

Vamos dar a Ar uma estrutura de K-ãlgebra. Def=iniiros

a Igualdade e a adi.ção de doi.s elementos de A., componente a

componente. Além disso, defi.ni.mos o produto distributivamente,
por

xj. k = ai (k) xj.xj : uj.j xjxj. '

l $ i..j S r. k e K

A ãlgebra A que procuramos será definida c
quoci.ente de A

Dlvidire

r

mos construçãoa de A em váriosC passos

7 . 3 - LE){À

junto
Seja M o ideal à esquerda de Ar gerado pelo con

r}



68

Então M é ideal bi].atera]. de

DEMONSTRAÇÃO

Para provarmos a a:Eirmação acima. mostraremos pr.L

mei-ro que M{ - Ar(xiX - bi) Õ um ideal bilateral de Ar para
cada. i = 1,

Para isso, é suficiente verificar que

xteAr(xi.Z-b].), para todo t, iS tSr e que

+

b.) k cl

q. +
(x:i - bl ),para todo k C K. Mas

q. +

(x:i: - bi) xt

#

}X V

'i ''t

uj.tai(uit) . .T:': '":., *.# -':*.:
ü. q: f;

Nj.(uj.t) xt xj.' ' bi xt

xt atl(N:L(uit? )x::

Por (4) temos que bi -at(bj.) Ni(uit)

Logo, atl(bj.):bi otl'(Nj.(uit)):atl(Ni(uit)) bj.

Assim,

(xil' b:)xt=xtlat (Ni(uit))xqi- atl(Nj.(uit)) blil
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l
xt at

#

(uit)
+

b.) c }l.,1 1 1 < t < r

Seja k um elemento qualqtler de K Então

':,* - *:: * - »; * - .::.
* *:: - * ': - *.*=:

+k bi

M. ,l

pois o(al)

Finalmente, como cada M: , 1 < i. < r é um idea] bi.].a

geral de Ar' segue-se tri.vialmente que

q. +
x.' - b. ] ]. < i < r >

l também é um i.leal
bilateral a

'7.4 '- LEM -- Com as notações aci-ma, tem-se que

q .i

''' *!: .;* '~:'":,', : :, 1 < i,j < r

( j. l )

l S i,j É r
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DEMONSTRAÇÃO

Por (4) temos que

N. (u. .) = b.
l ].] l

Logo

(u .))= a k(b+) a-k+l
l] ] ]- ]

# l
(b ) , l <i <

qj

Assim,

qj
Ít

k:l

q..:

'-:,'':*!: [a;*'»:, b:'l)]

b 'l a'qj(b+)
l ] l

pois qj

Para provarmos (ii.) , observemos que, como no lema

anterior, temos:

.*:*-.:,*;: - *;' .;'' '~:'";:', --l «'
a.' (N. (u. .)

] l ]-]

:*;'çj:.;*' '~:'.:;, ,l
xqj

]



71

Mas jã vi.mos na demonstração do lema anteri.or, que

bi) comuta com b.l. Logo, temos:
A

q i q
+ +

lWi ji j (*q: * q:j #

b j

xqj
]

+

b j

q+ # q: :t

(*:;:-»;, .*:;:-»l.' ,
com o que concluímos a demonstração. n

Introduziremos agora algumas notações que facilita-

rão nossos cálculos. Se m = (m)'...,mr) é UHc3 r-upla de núme-

ros naturcai.s e a = (al'...,ar) é uma r-upla de elementos de
um grupo. anel, etc., indicaremos por am o elemento

- m mm . 1 ra = a. ' ... .a 'r

EÚ particular, todo elemento do grupo G tem a forma

am : am]. ... arr . Além di.sso, é claro que os honêimios

{xã - *": ... x rmxxl + B + z\v' m, 1< i< r}

formam uma base de Ar como espaço vetorial (ã esquerda) sobre K.

Pót outro lado, dados doi.s monÕmios xm e xn temos

que
..m n
x . x ..m + n

x '' , para algum a C K. Deste modo /



- in. In

defina-mos o grau de uln monâmi.o xm = xl'l. ..xrr coiro a r--upla

de números naturais m - (m.,...,m....) e indicaremos a(x"')

Ar
M7'. 5' LE}4A Seja A Então o conjunto

- ''? in.. In

{zm : xm + M = xll...xrr + M lo < mi < ql. 1< i< r}

é uma base de A sobre K

DEmomgvBAÇ:8Q

Começaremos demonstrando que todo elemento f(x) eAt
pode ser escrita na foram

q: J,
f(x) :(x?-b:) g(x) + h(x)

onde todo monÕmio de h(x) tem grau menor que ql na variável xj'

Seja então f(x) : f(x].,...,xr) G Ar

E claro que podemos escrever f como soma de monÕmi-

os em (xl/. ../xr) de modo a variável xi apareça sempre em pr.L
melro ]-usar, em tOdGJS os monÕmi.os nos quais ela ocorre. Além

dissoí podemos escrever f na forma f = fl + f2r onde flrf2eAI
satisfazem as seguintes conde-ções:
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(i) A vara.ãvel x: ocorre em todos os monÕmi.os de

fl com expoente maior ou igual a qz

(ii) Se a variável xi ocorre em algum monÕmio de fo,

então o expoente de xi neste monõmio é menor que ql

Com estas considerações, é claro que basta demons-

trar a afirmação para flr ou seja, podemos assumir que a va-

ra.ãvel xz ocorre em todos os monÕmios de f, em primeiro lugar,
com expoente maior ou igual a q

Seja então

l

ILIrX r

um monÕmio qualquer de f. Então m > ql e podemos

m = qi t + s onde 0 S s<q

Asse.m, temos

l

escrever

*='-.*?:,' l. 1X ai l
In

:r

( *q::
l *? . *":. ..*=:":' *i . *":.. .* -

xiln bl - aqj.n(bi) xqin : bi xqin , para todo

n e .N , segue que (xlx-bj.) (xj.zt.bj.t)

Logo, existe gl e Ar tal que (x.z-bj.)gl-(xqit.bit)

qin qin+

(b ) x0 iii
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Desta forma, obtemos=

~, : .:.T:-»:'': ": - *,..: ,.=** »:*"? - *11: Ü , .
0 < s < q.

Portanto, mostramos que todo NonÕlrli.o

creve na forma

de f se es

M ;(x Z-bl) g(x) + h(x), onde g(x), h(x)

do monÕmi.o de h(x) tem expoente menor que q] em x]

Finalmente. podemos mostrar que o conjunto
In. In

. xl'l...xrr+ M/ 0 'c mi < qZ'l- < i- < r} e uma

--.l sobre K
lvl

Seja f(x) um elemento qualquer de AT' Pelas considgl
rações feitas acima, segue-se que podemos escrever f na forma

f(x) - (xlx - bl)gl(x)+...+(xrr-br) gr(x) + h(x), onde todo
monõmio de h(x) tem grau menor que qj na variável xj ' l S i. Sr

Oeste modo, f(x) + M = h(x) + M e portanto o conju=

m
X

base de

to
- in. m

{zm : xll...xrr + M 10 : mi< qi' 1< i< r}

gera A Sobre K.

Resta prõvcar que o conjunto acima é li!-iearmente in
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dependente sobre K. Para isto é suficiente mostrar que se fe

é tal que todo monÕmio de f tem grau menor que q: na vara.ãve

xir l 5 i< r, então f é o poli.nÕmio nulo. Consi.detemos poli
um tal f. Então f = E (x4j.b..i) h.i(x). Seja j < r fixado. Pod
ruas escrever ]

M

S

e

hj (x) : (xrr-br) gi(x) + h'j(x)

onde todo mon6mio de h'j tem grau menor que qr em

hj(x) - (x'l:j-bj) (x; -b.) gj(x) +

Logo /

.. (*'lj-bj) h:l (x)

'*:'-»=,.*;'-»;,

+

+ (x ] b ) hj j (x)

Portanto

f(x)
h;(x) + j [(xqr.bp (x:jj-bj)gj(x)J +

,'..*'l;-';' "j '*,

.*=;-»=' P;'*, ,:;..*:'-';' ,+ (x) ) +j
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+ E (x'J-b:) h! (x)
j<r ' ' '

Se g(x) = hr(x) +j<r[(xqj b+)gj(x)J não é o poli-nê
mio nulo, então exi.ste um itonõmio hl de g(x) de grau máximo m

na variável- xr' Asse.m, (x r-br) &{ é um monõmio de f (pois não
se cancela com nenhum monÕmio de }l (x J-b4) h.i(x) . Mas o grau

j<r ' '

de xr em (XT -br) A'l é maior ou igual a qtr absurdo. Logo ,
g(x) é o polui.n8mio nulo, donde

f(x) = E (x:j-b:) h! (x)
j«r ] ] ]

Repetindo o argumento para r"l,. ..,l, concluímosque

f é o polinÕmi.o nulo.

Asse.m, demonstramos que o conjunto

xr+mjo<. mi < qj. r 1< i< r} éumabase de

A = il:i sobre K. Conseqt\entelnente, IA:Kg= ql'..qr: n 'IGI . [Í

Z.:.g...:..IBBglggjçêO - Com as notações acima, tem-se que F-Z(A) ,
o centro de A.
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DEMONSTRAÇÃO

É claro que F c z(A) . Reciprocamente, consideremos

f = ê a. z''' c Z(A) . Em particular, f comuta com todo elementom ni

de K. Logo, se cl e K, temos:

a ( 1l a. zm) = ( Ê a. zm)ci
m ]n m m

Consequentemente,

11 (a- am(a) ) a. zm 0 , para todo a e K

Como o conjunto {zm} é linearmente independente so-
bre K, temos que (a -am(a})a.=0 , para todo cl C ]< e todo ã

Se para alguma r-upla ã ; (ml'...mr), a. / 0 então

= 0 para todo cl C Ke portanto ii=(0, 0,...,0). As
sim,

rn

m

Por outro lado, se f = a e K n Z(A) então zma:a zm,

para toda r-upla m - (ml'...,mr) tal que O < mi < qz'lS. i< r
DaÍ decorre imedi-atamente que am(a) = a, para todo m nessas

condições. Então a € K é fi.xo por todos os automorfismos de G,
donde a C Ê'

Mostramos assim, que A é uma ãlgebra de centro F e
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7.7 - TEOREMA - Ainda. com as notações acima, existem elemen

tos inversíveis zlr. ..rzF e A tais que

j; + q:
zizj;uij zjzir bj.=zj.' l<irj<rl

(K. G. U.B) onde

{uj.j 1 1 $ i-,j 5 r}
k

B - {bj. 1 1 S i $ r}

DEMONSTRACAO

Consideremos os elemen+-os z: : x: + M C A, l S i< r

Vamos mostrar que ãi é inversÍvel em A, 1 < i< r. Para isto,
í-- ;] l f-, 1 1 1 i.ÜMrl q !

qi'l + lX (x 1 :bi i xqi bt-l1 1

b ) b 'l c l.l1 1

Assim.

b -l )+l

Logo

(xl+M) b 'l+ l.l)l

POÍ outro lado
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.*?:-:»:':'*:
q l q ili +

(b X ) = x (xX i i ii l .;': *?
qj -]x.' a.'1 1

Mas o conjunto B

lição (4) da proposiçãcl (7.2)

Logo, aj.(bj.) - Nj. (uj.j.) b:

.*::': »;':' *: : *:: .:-:

r} verifica a con

+

bi' Assim,

Portanto,

.*:,-: -:':' *: xqi b+--l .<: - »;, »;-: ''«

Consequentemente,
q,-ll + 1

(x b +M)i i (xi + M)

\.4\./ 1 1 \-t Ç; / ZCpl M é inversível em A, 1 < i < r

Por outro lado, dados a, T e G sabemos que eles
escrevem de modo Úni.co na forma

.T: ... .> , : - .1:

se

n r
ar' onde

0 <- mi ' nl < qj. ' 1 < i < r
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Consideremos então m =(m. ....,m.), n

(pl' . .. 'pr) . onde pi=(mi+ni) nod qi e 0 S pi<

Deste rm(]o, poderás definir

f:G XG -} KI' por

ln
(zb')f (a ,.T j = z'" z

Observemos que f(a,T) C K

pois K é um subcorpo maximal de A.

Além disso, o fato de A ser associativa i.aplica que

f é um conjunto de favores de G sobre ]< e A - (KIP, G.f)

Logo, parca provarmos que A ; (K, G, U, B) basta ve

rificar que
+ --] -](i) u... + M = z. z. z.' z:'

[] 1 ] ]- ]

+ q:
(ií) b. + M = z1 1

q4${
A segunda condição é i.medi.arca pois xi' ' bi e M.

Para provarmos (i), calculemos:

zi zj Zil 2:iln (Xj.+M) (xj+M) (xi+M)'l (xj+M)'l

(a T)etodo GXG.Xpara par r

e ]- $ i.,j S r

l lx.+M) (x:+M) +M)(x (xi j

+

(uj.j x.x. + M)
] ]-

l
+M)(x (x jl
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A ;

U

B

+

(u..+M) (x.+M)l
l l

+M)(x.+M) (xl
]

}(j.+M, 1 .< j.

+

u.. + M

Assim, (K. G, U, B), onde zl <=r,

+

{uj.j - uij + M 1 1 5 i,j S r}

{b i
#

bl. + M l 1 < i < r} a

Estamos i.nteressados em mostrar que a ãlgebra A aci.

ma construída é única a menos de isomorflsmo. Para isso, come

çaremos verificando quando dois produtos cruzados abeJiarns são
isoinorfos.

Z.!]..:..!BÇ21E9g.]lÇÃO - Sejam AI - (K.G,U,B) e A2=(K.G,U' ,B') pro-
dutos cruzados abelianos de K sobre G. Então A. e A,) são iso-

morfos como F--âlgebras se e somente se existem elainltos al € K,
l S i $ r tais que

(i) b;. = Ni (al)bl

(j.i) u! . = u. . a.z] z] l a.a
]- ] i,j < r
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DEMONSTRAÇÃO

Suponhamos que @:Al-> Á2 seja tlin F-isomorfismo.Então

é fácil verificar que Q(K) é um subcorpo malçimal de A2' Logo,
p-ll : @(K) -' K ê um F-isomorfisino de subãlgebras simples

W (K)

de A?. Pelo teorema de Skolem-Nõether.[ 5r 'teorema 4.3.1] Ê

xi.ste um F-automorfisiro interno ct:A2 '> A2 que esteütde'r 'l (K)

Z ei l

Seja -V = a o @ . Então V: AI '» A2 e um F-isomorfismo e
y(k) = a(Q(k)) = p'l(.l}(k))= k. para todo k e K.

Mostrarmos portanto que se AI = A2 como F'ãlgebras ,

então existe um isomorfisino @l AI '' A2 tal que P(k) : k, para
to(lio k e K.

Sejam agora zi c A2r 1 < i. < r tais que

z. z. ;= u. . z. z.
j- ] l] ] l

Z l Zi
1 ]

u: . z! z:

z. kl

zqi
l

a. (k) z.1 1 ã! kl

z:qil

a. (k) z:1 1

b.
l

b!l

1 < i,j $ r , k e K

Definimos então al zi @ (zj) x, l S i- <. r
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Dado um e].evento k e K qualquer temos

a. k a:
l JL

l l l
Ü ( z.)Z Ü ( z. )k Zi il l

l
@(a (]{) )Z i i

l l(k) (aa (k) ) kai ii

zi(q'(zj.l k zí)) z;.'l
-]

z ! 'l

z :l
-1

l

1 < i < r

Logo, al e CA (K)

po maxi.mal de Ao'

Para provarmos que os elententos aj e K, 1 < i< r ,
verá-ficam (i.) e (ii), observamos que dado um elemento k c K
qualquer,temos:

r, pois K é subcor

@(ai(k)-@(zi ]{ zii):Q(z.i) @(k) @(zj.l) - @(z:)k

Sendo Q um K-isomorfismo, temos:

l1( z ) =Q (z : )l l

Q (al (k)) = ai(k) z. k z'l
1 1

Cónseqhentemente,

ai(k) = Q(z i) k P(z i l $ i S r, k e K

Portanto



Ni(ai) : ai ai(ai)..' ai ' (ai)

aiEQ(zj.)ai Q(zl)'l]... Ê@(zi)q=i'lax@(zi) '

q' ( zj. )]qi'l

Logo,

Ni(ai)bi - Ni(ai) @(bi)

b: «.,:,]':':
q.

z! 'z - b! . 1 < i < rll

(a.)aa
HH

-qi+l:b: :l' ( za ii

qi
) @ ( zN (a ii i

.aj.Q (z'i) ;:«.,:,]':

Além disso,

z' z. z.-l zj'l=ai @(zi) aj P(zj)(ai

@(ai zi aj zj (ai zi)'l

o';:':''j' ': ', ,;l: ;;l: ,l;: ;;b

ü(alar.(aj) z.i. zj zil zjl aj(aj.l) ajl)

';j
ll

) )Q (z(aQ (zí) ) j j

l
) -z . )(a

]j

l
a (a

j l
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Ü(aias(aj) uj.j aj(aj.l) ajl)

l
aj aj (aj. ) l S i,j S r

a (aU a
H H iH

Portanto o conjuntoÍai IS iS r} verifica(i) e
( i j. )

Reciprocamente, suponhamos que existam elementos

al eK, 1<.. iS r verificando(i-) e(ii). Sejamz.l
l S i. < r. É fácil verificar que

Zir

U: . = Z ! Z ! Z !'J' Z Í-l
z] 1 ] 1. j

b!
l

.qi
l

'i k = aj.(k) z;.

Por outro lado, dado a e Gro se escreve de modo Úni

conaformaa=al'l... arr onde 0<ihÍ<qi ' 1< i<r. Dg
fi.nimos então

za : (al zl)"'l... -(ar zr)mr = zlml...zrmr

É :Fácil ver que dado a e G exi.ste um único
não nula tal que

a

m

(ar zr) r

z ondea
"'1

zl
mr

Z r
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Seja então À. :G -> 1< ~ defi-ninfa por

À (a) a(J ' (l C: G

É fácil ver agora que os conjuntos de favores

+

f:GXG -» K e g:GxG -> ]<

de:EI.nados por

f(a.T) : za zl(zal)'z e g(a,T) = z.; z,;(zé.T)'z

são equivale:ates. Logo, por [5f lema 4.4.1], segue-se que AI

e Ao sao isomorfos como F-ãlgebras. ]]

7.9 - TEORES'lA - Seja KI. uma extensão galoisiana com grupo de

Galois abeliano G. Sejam ainda U, B CK satisfazendo as conde

ções(1),(2) e(4) da proposição(7.2). Então:

(ca) Existe uma F-ãlgebra simples central A,que coB

tém 1< como subcorpo maximal, e existem elementos inversíveis

z.,..., em A tais que

P. :: (]<, G, U, B)

(b) Além disto, A ê! única ca menos de isomorfismo
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DEMONSTRAÇÃO

A existência de uma tal ãlgebra A é o conteúdo da

proposição (7.7)

A unicidade decorre imediatamente ,tomando-se a: = 1,

l S i S. r na proposição (7.8). .[]

Nosso próxi-mo passo será determinar conde.ções neces

sérias e suficientes para que um produto cruzado abeliano pos
sua uma involução do primeiro tipo.

Começamos com um ]-ema, que é uma generalização do
teorema 90 de Hi].bert

7.10 - LEm - Seja Klp uma extensão galoisiana, com grupo de

Galois abeli.ano G = < al> x . . .x < a > . Sejam ainda v] e K tais
que Ni(vi) = 1, 1 < i< r. Então existe um elemento a e Ktal

que vj. = ai(a) a'', l S iS r se e soKleDte se

aj.(vj) vjl para todo par (i,j), l S, i,j $ r

DEMONSTRACÃO

Suponhainns que exista um elemento a C K verificando

vl : ai (a) a'z , l S i S r



Então

a . (v. )1 1

r

t

a. (a. (a) a-l) a. (a a: (a'] ))

aj(ai(a)).aj(a'l) .ai(a) 'aias(a'l)

aj(ai(a)) aj(ai(a'l)) aj(a'l) aj.(a)

(a'l) a. (a) = a o.(a'l) a'J-
] ' ] ]

.;:

Logo,

a.(v.) v'l - a. (v.) v'l , 1 < i,i <
] 1 1 1 ] ] ' '

Para demonstrarmos a recíproca usaremos indução sob

Se r=1-, então G = < al> ê cíclico e o nosso lema é
exataMehte o qiQorcHâ 90 de Hilbert

Suponhamos então o resultado verdadeiro para r'l.Lo

go, exlstea' e K tal que v:= a:(a')a' ', l$ iS r-l. Cona.}
deremoü

1<.. ü {x e K l a: (x) = x , l $ i : r-l}

l
) .a (a)(a i

l
) )a . (a. (a

]

l
o . (ca

]

Vi

a i

a (a)i

. 1(a') aaque v il

< i <X
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Então o conjunto {ak : Kr -> K /k = 0,

linearmente i.ndeÉ)endente sobre K., pois o(a.) = q

[K:K:rJ; qr, [12r teorema 30 ] . Assim, existe um e]enento ]3€K

tal que

r

r

K K ]. }-> e

o(a er

q lr k (ba')Ea rk:O l«k ' ' )] / O

Vamos mostrar agora que a.i(a)

Seja 1 < j < r fixado. Então:
vj' ]- S j S r.

vjl aj (a)

q -l
l kE (ba ' ) )a . (aj rk=o

n aj- (a .
i<k r ]

q.-l

k=0Evjlar(aj(ba')) l<k
n

a; ( vj 1) vj )]

q.-l

,.:.t«;:'li''",.' :«k : "; ,.l.''':'«i:,.i'«,,.

,.:t.,,.- :'* :!* .e''': '«;:' :B:'; '«, ']

q.-lr
.k

E (ba') nrk:o j.<k .i (ç'') .;'' .!'':'";'' :«*'l:'«,,]
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[.]as

lV
]

i+l
i<k r

R
i<k

Logo,

v'l a.(a)
] ]

q:-l
E

k-O
k (ba')r i<k r

Portanto,

a.(a)a'l : v.
] ]

1 < j < r

Resta discutir o caso j=r

Nesta situação temos:
q,-l

v ' a í E (a'' (ba') lt
r r ' k-0 l i<k

lVr
i l

) ) )a (v rr

#
ak+l(ba )r («;b] -

i+l
It a ri<k

: EI l(ba') vr
-1 k

a r

:«k--: ' ;:,]
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:«k ::' ' ]

l
k i lE )] --(ba ' ) Jt (va ar r rk-l i<k

ba-

&s:i« , .-:r e o lema esta demonstrado.[]

Voltamos agora a estudar as propriedades dos U. . Is
e dos b.'s.l

K l F uma extensão galos.siana,com g:i:B

po de Galois abeliano G = <al> x...X<ar> . Sejam
{u.j /l < i.,j < r} e B = {bj. /]- < i. < r} subconjuntos

de K. Consi.detemos ainda as relações (1), (2), (3) e (4) da PQ.
posição (7.2). Temos:

(a) A condição (2) é consequência apenas da conde

ção (1), salvo quando os índices i, j, k são dois a dois dis
tintos.



De fato, suponhamos por exemplo, que i=j, Então:

ai(ujk) aj(uki) ak(uj.j)- aj.(uj.k) ai(uki) ak(uj.i)j. (uj.k) ai (ukj.)a

l la (ui ikai(uik)

Por outro lado,

ujk uki uij uik uki uii : uik
l(u : 1ik

(b) Se bi e B satisfaz a co

tisfaz (4) para todo a e F

De fato,

ak(abi) - clak(bi) - ci Nk(uki) bi

Nk(uki) ( a bi)

(c) Se U e B satisfazem\(1),(2) e(4), entoou sg:

tisfaz (3)

tan\bém sa

ndi.ção (4) então cl bj

Com Ceei.to,

N. (N.(u. .)) = N. (a. (b.) b'l)
l ] l] l l ] ]

N. (a. (b.))N.
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al (Ni (bj ) Nj. (bj l)

uilbj ) Wí (bj i)
l

(d) Se U CK satisfaz(1),(2) e(3) então existe

B c K, determinado a menos de multa.plicação por elementos de
F, satisfazendo (4)

Seja 1 < j < r fixado

Então para cada i, 1 < i< r, defininns

v. : N

Como U satisfaz (3), segue-se que NI (vl) =1,
1 < i. < r

Vamos mostrar agora que os v:s satisfazem a hipóte
se do lema (7. 10)

Sejam 1 < i, k < r. Então

-1
) a(v (vk i i k ak (Nj (uij)) ai(Nj (ujk))

mj (ak(ulj)) NI(al(ujk))

wj (ak (uij ) ai (u:jk) )

Nj(ujk uki uij aj(uki)'l)



-- 94 --

j(ujk) mj (ukj. aj (uki)'x)-

vkl nj (ukj.) aj (Nj {uik))

vkl' Nj(uki)Nj(uik) - vj. vkl

0r

l
vi' : ai(vk) vk' , l S i,k S r

Assim, pelo lema (7.10), temos que para cada

e K tal que

l
vi ' ai(bj) bj'

Portanto

a.(b .) = N (u. .) b. 1 < i
1 ] J x] ] '

Conseq:'lentemente, existe

zendo a condição (4)

Resta mostrar que o conjunto B esta determinado sal

vo multiplicação por elementos de F

sejam então B=tbz/l < i< r} e B'=fb;/l < i< rlsub

NN
]

Loq

] l

< rf :3

r} satisfa

satisfazendo (4 )de Temosconjuntos K,1 1 tJTI
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l l(b: )ba a:(b )bj i il l 1 < i,j < r

Consequentemente,

aj(bi bii) b! b'l
1 1 1 < i,j < r

Portanto, bi b.l C I', l S i S. r, donde

b:i bl , oci e F, ]. S. l S r n

Daqui por diante assumiremos que G é abeliano da for

al >x...x <ar> . (x)mo(ai) :2, 1SiSr

7.12 - TEOREMA - Sejam A = (K, G, U, B) e T e G. As seguintes
conde.ções são equi-valentes:

(i) A possui uma involução do 19 tj-PO.

(ii) A possui uma involução, cuja restrição a K co
incide com T

(liÍ) Exi.atem Ü=lü.j/i S l j S r} e E=lBi/i S i. S r}
subconjuntos de K e {2lr...rZrlC A tais que
A=(K, G, U, B) , de modo que U e B verá.ficam ain

da as seguintes condições:

( 5 ) a j
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(6) T(b.) = b.
' ' I' l l S i,j $ r

Mais ainda, podemos escolher uma i.nvolução 'v e ele-

mentos{21r...,it} taisque2i ' t zj.' IS i< r, ea restrl.
ção de + a K coincide com t

Ü

DEMONSTRACAO

(i) => (ij.)

Seja ''' : A -> A uma invo].ução do pri-melro ti.po. Con-
siderenns K =tk'lkeK}. Então a composição de + e T é um iso-

morfi.smo de F-subãlgebras simples de A. Logo, pelo teorema de

Skolem-Nõether. [ 5, teorema 4.3.1] , existe um elemento i.n-
versÍvel y e A tal que

+

T (k) y k y ', para todo k e K

Em outras palavras, exi.ste um elemento i.nversÍvel

al que

T (k)
l + + +

(y ) k kV e Ky r

Se y + y = 0, então y = -y e definimos J(x):y 'x y,

x € A. É fácil ver que J é uma involução em A. Vamos mostrar

que Jlv - v.

Com efeito, seja k e K qualquer
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T(k) =(y'l)+ k+ y+ = y'l k+ y: J(k)

Se y + y'v / 0, consideremos a= y -t y . Então ct = cl

e (y 't)* y e cA(K) : Kf pois T2 : IK' Logos y e yK.Coro yCVK,

decorre que cl C yK. Suponhamos então que a= y kOr com k. G K
Def i. n i. mo s

Temos

J(x) = a ' x cl, x C A
+

Novamente é fácil verá.ficar que J é uma involuçao em A. Resta

provar que JIK :T. Para isto, consideremos um elemento k e K,
qtlalquer. Temos então:

T(k) = y k y'l : cl(kol k ko) a'l - a kct
l

+

Como cl : cl, segue-se que

T(k) = (a'l)+ k+ ct+ = CE'l k+ cl - J(k)

( j. j.) ::> (1)

Se A possui. uma involução, cuja restrição a K coin-

cide coM Tf erltão õ claro que esta involução é do primeiro ti
PO, pois F'c 1< e r fixa os e].eventos de F
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(ii) => (iii)

Seja + uma involução em A cuja restrição a K é v.Se

jam ainda {zlr'..rzr} c A tais que zizj = uij zj zj. e bi- z;l,
1 < i.,j < r . Staponhamos, por um instante, que zi' zj. C K /

1 < i< r . Neste caso, z. € ziK e portanto zi +' azj. e z;i K r
para todo a € F. l $ i< r. Desta forma, para cada Índice i ,

l S i- S rr podemos escolher Ui C {-lrl} de modo que

2. = z. + U. 3, e z; 1< - {0}1 1 ' 1 1 1

#

Assim, existem kl ,...,k.... e K não nulos tais que

zj - zj kj ' 1 < i< r . É fácil verificar que nesta si.tuação

--1kZ Z(k)a v k e Kii i

Vamos mostrar que, de fato, zix zj C K, 1 < i. < r
Para isto, consi.detemos um elemento qua].quer k e K. Então

z] k = a.i(k) zl' 1 < i 3 r. Logo

(z.k) = (a. (k) z.) = z. o: (k)l l l l l

Mas a restrição de 'k a K é T,donde segue--se que

t
T (k) z.l

+

Z i T (a. (k) ) ,1 ' v k e K, 1 < i < r

Substitui.ndo k por T(al (k)) na igualdade acima e

lembfdhdo que o(ai) - o(T) - 2, 1 S i S. r , obtemos:
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+

a. (k) z.1 1
+

zi k , v k c! K,

Logo,

+l(z Zi i zj.]' al(k) zi =k(zj.lzj.), vk eK ,

]. < i < r

Assim. Zi'LZI e CA(K) = K, l S i S r

Definlntos então

b. = ;21 1

Se indicarmos U =tuij li< i-,j < rle B = {blllSi< r}

então é clcaro que A = (K , G, U, E). Vamos mostrar que os con

:juntos U e B Bati.sfazem as relações (5) e (6). Para i.sto, ob-

servemos que zi ' Uizir onde U: e {-l,l}

Com isto, temos:

PBq

, zl.:eP :-i;: ,

T(i;lj):(;l;j ;l jl) =UJEj Pj. j. UjzjPj.'j. - UÍ.2E-l'211ijzl'

u .. z . z a . (a . (ii . . )
l ] ]l

abeliano.]a que É 2
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Logo,

T(uj.j) ai(aj (uiJ))'l, ]. < i,j < r

(iii) :=> (ii)

Suponhamos que existam U, BC K etZI'...,}c: A
.e U, B satisfaçam(5) e(6) e A =(K. G, IJ, B)

É fácil ver que todo elemento de A se escreve de nlg
o na fora\a

-ctl -clr
E ka zl '.' zr' , onde a soma se estende a todas

as r-uplas cl:(al'..',ar) € {0rllx e kCt e K.

Defininns então 'l :A -> A por

' : k.;::''a a

Devemos mostrar que + é uma i.nvolução em A cuja res

trição a 1< é v. Para i.sto, observemos os segui-ntes fatos:

a) k = T(k), V k € K

b) (klk2) :T(klk2):v(klk2)-(k.2kl) , V kl'k2 eK
. # . .+ +

c)(kz]) -ziT(k)-zík vkcK, ISiSr

d)(;Í) :Bi:T(Bi) -bi- (;i)2, ISiSr

A
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e) Se i < j então

Se i > j então

(;j.;j) = (iij.j;j;j.) : ;j.;j

zj.zj aj.(aj(uji)):zj.aj(aj.(aj(ujj.)))zj

irai(iijl);j = ai(i;jl) ;i;j

- - - - . - + .+u.. z .z . = z . z. = z.z
] 1 1 ] ] j. j j.

go, 'e é um anel--autoinozfi.smo de A
+

ta provar que (x+) = x , v x c A.

Seja x = E k zll...zar . Então

(x*)*: ( E ;;::'...2:l :U.) - E ;.' ..;:: U"))

'cap 2:l...ã= : :(:R')) 2:l...2"r

: *. :':...,=;

Lo e portanto
res

.+
z .z = z

se

U
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$ 8 PRODUTOS cnuzAPQg.

Em todo este parágrafo K/b. denotarã uma extensão g2

loisiana, com grupo de Galois abeliano G= <al> x < a2> x < a3>

onde o(a.) - 2 , 1 5. i 1 3.

Observemos que, nesta situação, existem elementos

ellr €2' €3 € 1< com as seguintes propri.edades:

(a)

(b) a, (€1. )1 1 € . e a. (e .)
'j. l ' ]

EI. se i7Íj, l S i,j SI 3

(c) K F (Éll' €12' €13)

Passaremos a estudar propriedades elos conjuntos

U,B c K Introduzidos anteriormente nesta circunstância parti-

cular, que serão usadas mais tarde quando da construção dos

contra-exemplos ã conjectura de Albert, formulada na introdu
cão deste trabalho.

Dada uma permutação H € S3' denotaremos abreviada-
mente ITj. b ít(i.) , 1 = 1,2,3.

8.1 - PROPOSICÃO (a) Seja U c K satisfazendo as condições
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(1) e (2) da proposição (7.2) e (5) do teorema (7.12), para

[ ; ala2a3

Ja"' v3'u12r v2''a31 ç; vl u23' z'iit'au pata tuud per'

mutação ll € S3 temos que vll3 : (ult1,112)sgll. Além disso, o co2
junto V = {vlr v2r v3} satisfaz as segui-ntes relações:

Se

(2') vlv2v3 : Ê l

(3') Ni(vl) = 1 , i = 1,2, 3

(b) Reciprocamente, se V = {v. ,vo,va} c K satisfaz

(2') e (3') então podemos definir para cada permutação H C S.a

uH 1, H2: (vH 3) sglT e u.11 1 , i - 1,2, 3

Então U = {uj.i/ 1< i.j < 3} esta bem defi.nado e sa-
tisfaz as condições(1) e(2) da proposição(7.2) e(5) da

proposição (7.12) para T= a.aoa.z

DEB40NSTliÀCÃO

(a) Seja ll e S3 uma perinutação qualquer O fato de
que

(u111,1T2) sgH

decorre facilmente da definição dos v's



sendo G a

aHla112aH3

Como U verifica a condição (5) para T - ala2a3' te-

allla112alT3(ulT1,112)alTI aH2(ulT1,112)

Logo,

aH3(allla112(ulll,n2)) 'anlan2(ulll,n2)

Nn3 (ali ianlÍulti,n2)) -aHlaH2(Nn 3(ult1, 112)

Conseqtlentemente,

a llla112 (NH3 ( vl13) sglt

Aplicando alll'aH2 a ambos os menti)ros desta ig

ando que o(aHI) = 2,'1 S iS 3, obtemos:

NIT3(vlT3) -: aHI alt2(1) - 1

ÀssimíN. (v.) = 1, 1 < i <

Gamo NI(vl) - l então

104

lado belianoPor outro temos a a.ae T

IT\0S

ualdade

lembre

3
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o' . (v. )1 1
l

1, 2 , 3

Portanto

- -l v31 : al(vl) a2(v2) a3(v3)

al (u23) a2 (u31) a3(u12)

Mas U veFificc3 a condição (2) da proposição(7.2) .Lg
gOr

-l -l -l
vl v2 v3 u23 u31 u12 : vl v2 v3

Por outro ].ado, os v.Is são elementos de K, donde

comutar entre si. Assim, dc8 igualdade adn\a decorre i.medicara

inerte que (vlv2v3)' - 1, e portanto

vlv2v3 ' t ]-

(b) É claro que U esta bem definido pois dada uma

permutação H € S3' n esta determinada por H(3) = H3 e por
sg(li) . Vamos provar que u satisfaz a condição (1) da propôs.L

ção (7.2) . Para isso, consideremos uma permutação H e S3 qual
quer e seja y e SI definida por

Y :(111 , 112) o r[

Ent;ão sg y = -sgH e temos
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un2,n]. ' uYI,Y2 : [v.Y3]sgY= vR3gn:

b.: , .J -:
Para provarínns que U satisfaz a condição (5) para

T:ala2a3 r observenns que se i=j então, esta condição se ver.L
fica trivialmente. Logo, podenns supor que i#j e portanto exis

te uma permutação ll e S3 tal que Tll = i., 112 = j. Neste caso,
por (3') temos:

aHI aÍ12(Nl13(vl13)sglt) = l

Conseqiientemente,

l
qíTla112(uíl1, 112aT1 3( ulTI, H2) )

aHla112(uHI,IT2) alll a112 a113(ul11, 112)

Mas G é abeliano; logo T =ala2a3 : altl aH2 al13

Assim

aHI al12(uHI,JT2) . v(ur11,112) ; l

e portanto U verifica a condição (5) para T - ala2 3

Para provarmos que U satisfaz (2) , lembremos que se

dois dos índices forem iguais, essa condição é consequência 2
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penas da condição (1) (veja observação (7.11, a)). Logo, podo
mos supor que os Índices i,j, k são dois a dois distintos. As

sim. existe uma permutação IT C S3 tal que Hl=1, ii2=j, 113=k
Então:

ai(ujk)aj(ukj.) ak(uj.j) :aml(un2,n3) an2(un3,nl) an3(unl,n2)

Consideremos (5= 1TO(1 2 3) e y = llo (1 3 2). Então
g (5= sgy = sgJT e temos:

al(ujk) aj( uki)ak(uij) :a(5 3(u(51,Õ2) aY3(uYI,Y2) an3(ulT1, 112)

a63(".S3 ) aY3(v.Y3Y) aH.(v.gn)

Por outro lado, como V = {vl'v2fv3} bati-sfaz (2')
e (3') é fácil ver que

vl v2 v3
-] -l~ -l

vl' v2' v3' al (vl) a2 (v2) a3(v3)

Assim, temos :

aj.(u:jk)aj(ukl)ak(uj.j)-ra.53(v.53)aY3(vY3) an3(vH3)]sgH

(v(53 vY3 vl13)sgn

«i?"
Sgt5 sgYV V
Õ 3 Y3
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u(51,62' uY].,.Y2 ulll,H2

ujk' uki' uij

Logo, U satisfaz a condição (2) n

8.2 - PROPOSlçÃQ -- Seja U E K satisfazendo as condições (1)

e (2) da proposição (7.2) e (5) da proposição (7.12) para

t : al a2 a3 ' Sejam ainda v3:u12' v2:u31 e vl'u23' Então e--
xlste B : {bl'b2rb3} C K , deternl]nado a menos de mu]t].pllca-

ção por elementos de F. satisfazendo as seguintes condições r

para toda permutação it e S3

(4') aR].(bR2) bnl' = Nn2 (vn3)sgn

(5') a. (b.) = b.l l l i = 1.,2, 3

Além disso, os conjuntos U, BC K satisfazem as con

diçÕes (3) e (4) da proposição (7.2) e a conde.ção (6) da pro-

posição (7.12), para T ' ala2a3

DEMONSTltÀÇÃO

Vamos mostrar que U satisfaz (3) . Pela proposição
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anterior, sabemos que V=Ívl'v2rv3} satisfaz (2') e (3'). Dada
uma permutação ll e SI, temos:

N[[[(NJ12(uH[,]T2)) : N]]](N]12(v]13sgll))

Nnl Wn2("nl vR!))sgn

Nn2(NR].(vRI))'sgn NH(NH2(vK2))'sgn

Nn2 (1) . Nni (]-)

Logo, se 1 < i,j < 3 e i ?é j, temos que

(u. .)

Por outro lado, se

(uil)) = l
então u..1] portanto

Assim, (u. . ) )1] 1, i,i = 1,2,3, donde U veria
ca (3)

Logo,U satisfaz as condições (1), (2) e (3).Assim,

pela observação (7.11,d) , segue-se que existe B= {b. ,b9,balcK,
determinada calvo multiplicação por elementos de F, satisfa-
zen(ilo a condição (4). Assim,

.;: N. (u . .)
1 ] j-' l S i,j S 3
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Mas se j?él então exi.ste umca permutação ll € S3

que Jtl=j e !t2=i. Logo,

alll(bl12) bTI = Nl12(ul11,112) -N.lt2(vlt3) sgll, donde
le (4 ')

tal

va

Se j=i então

ai(bi) bil = Ni(üij.) : Ni(1)

Logo, ai(bi) bl l S l S 3 e portanto vale (5')

Resta agora mostrar que B satisfaz a con(ilação (6)

para T 'ala2a3 ' ou seja, devemos provar (!ue T(bi)::bj./ 1 < i<+3.

Seja ll € SI uma permutação qualquer e considerelBos

y= (lll, n2). Então sg(ydlt - - sgTI . Aplicando a relação (4')

a VOLT e S3r obtemos:

aH2 (bn].) bnl=Nn]. (vH3)'sgn =N l (vRI vH2)sgn

:Nnl (vH2)sgH

Consideremos ainda {5=1to (132) e SI' Então sg6 = sgn
ndo novamente (4') a 6, obtemos:

Nni (vu2)sgn . aN3 (1)ni) bai
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Assim, Comparando as duas igualdades obtidas, vem

'»«:' »;t
l(b ) ba : an2 nl nl H3

Logo,

a112 (baTI) alt3 (blll)

Mas t (blll) :alll aH2 a1[3 (bHI). donde

T (baTI ) alTI (al12 (a112 (bHI)) ) aHI (baTI) - blll

Asse.m, T (bi)=bi' j-

verifica (6) para T = alaàa3
1,2,3 e portanto B:<b.i/l < iS 3}

n

demonstração da proposição anteri.or ,

decorre que se B c K bati.sfaz (4') e (5') então para toda per
mutação ll e S3r temos que

a112 (bHI) an3 (bHI)

As proposições (8.1) e (8.2) nos fornecem algumas
propri.edades i.nteressantes do conjunto B ç. K determinado em
(8. 2)
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(8:4) : COROLÁRIO - (a) Seja B:Íbl' b2' b3} como na propo

lição (8.2) . Então para toda permutação TT C S3r temos que

bHI e F(eH2 En3) n P(en2)Nm]. (K)

Em parti-cular,

(7) b]. e p(e2e3) n p(€12)wJ.(K) n P(C3)u].(K)

(b) Reciprocamente . seja

o / b c P(É12E3) n P(É12)nJ.(K) n r(€13)mi(K)

Então existe V = {vlr v2r v3} c K satisfazendo as condições

(2') e (3') da proposição (8.]-) e um correspondente conjunto

B= {bl'b2'b3} c K Bati.sfazendo as condições (4') e (5') da

proposição (8.2) . Além disso, podemos escolher bl - b.

DEPIONSTRACÃO

(a) Seja ]T 8 S3 uma perinutação qualquer. Então

aH[ (bJT[) : bIT] . Aléns disso, pela observação (8.3), temos que

aH2(bHI) 'al13(bnl). Logo, aH2(aH3(baTI)) - blll' Assim, bHI é

invarlaiite por alll e a112alT3' Daí decorre queblTle F((112'ÉIH3)

Põr outro lado, Nlt3(vH3) 1. Logo, pelo teorema 90
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de Hilbert [12. pag. 42] segue-se que existe 2 e K - {0} ta].

que vITI : --"----=-- . Como z € K - {0} , existe y e K - {0} tal' a..(z)

que a113(y) : à. Deste modo, como o(alt3): 2r temos que
vl13 ' aH3 (y)y

Consideremos y € S3 definida por y-(]ll, H2)o-H ; En-

tão sgy = -sglT . Aplicando (4') a y e lembrando que al13(blll):
: al12(blll), temos que

l

aR2(bHI) bnll NHI (vl13) 'sgH

Logo,

aH3(bU[) bn] : Nn].(vN3)'sgn

NHI(al13(y) y'l)-sgH

Considerenns w = baTI NRI(y)sgll.. É fácil ver que

a113(w) : w. Por outro lado, Nlll(y) é invari.ante por alll' Como

bHI é Invariante por aHI/ vem que w é invari.ante por alll

Logo, w é invari.ante por alll e al13/ donde decorre
que w € F(en2)

Mas w = bHI NHI(y:

baTI : w Nlll(y'sgH) e F(ÉIH2) NHI(K)

1 1

consequentemente
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Portanto, para toda permutaçao ][ € S3r

bn]. € r(€1n2'€1n3) n p(€1n2) . Nni(K)

Em parti-curar, tomando-se H igual a identi.jade. vem

bi € p(€12(3) n p(€12) Ni (K)

Ainda, tomando-se H= (23), vem q

t '- n/r' r' \ A n/r- \ hT /Tr\
3 '3 ll 2

bi € p(€12€13) n p(E12) N].(K) n F(E3) N].(K)

(b) Seja 0/b G F(€2) NI(K) n P(€13) NI(K)

Então existem elementos a2 e P(€12), a3 e P(€13) e y2' y3 C K
tais que

a2 NI (y2) - a3 NI

Def i. nimo s

v2' a2(y31)y3' v3-a3(y21)y2 e vl-(v2v3)'l

É claro que vlv2v3 ' lr donde V=tvlrV2rv3} satisfaz
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(2') Além disso, é fãci.l ver que N2(v2)-N3(v3)-l. Vamos

mostrar que NI(vl)-l. Para i-sso, calculemos NI(v3) e NI(v2)
Temos:

l(y (Na2 l3

l la (a b) a (a.)3 2 3 2

NI(v3)'l=NI N]. (a3(y2) ) ; NI (y2) (y.) )

b'l a2 a3(a21 b) .= b-l a2

b'l a2 a21 a3(b) = b'l a3(b)

a3 (b)

pois a2 e F' (€12) e b e P(€1Z€3)

NI(v2) NI (y3) NI (a2 (y3) )
l

l
) aa (a2 3 2

NI (y3) a2 (NI

a b'l'3 ' (b) a3 a31 b'l a2(b)

b'l a2(b) b'l a3(b),

pois a3 € F(€13) e b C F(É12

Logo

N[ (v[ ) 'N]. ( v2v3) 'l=N]
l l)N(v (v.')2 3 d3(b)'lb b-la3(b)

Assim, v = {vl'v2rv3} satisfaz (3'). Portanto, pe-
la proposição (8.].,b), existe U = {u:4 1 < i,i < 3} c K sa

.LI ' - -
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tisfazendo as condições (1) e (2) da proposição (7.2) e (5)

da proposição (7.12) , para T ' ala2o3' Consequentemente. U
satisfaz as hipóteses da proposição (8.2), donde decorre que

existe B = {bl,b2'b3} c K satisfazendo as condições (4') e

(5'). Mas de (5') segue-se que al(bl)-bl' Além disso, pela

observação (8.3), temos que.a2(bl) - a3(bl); logo bleF(€12€3)

Como b € P(€2E3), segue-se também que b.bl' e P(€12€13). Va-
mos mostrar que na realidade bbl' e Fr donde segui.rã,pela ob

servação (7.11,b) que podemos tomar bl=b. Para isto, basta vg
rificar que

l l(bb.')a(bb.''')a (bba2 l3 l l ».;:

Connbbll e F(€12€13) , é imediato que al(bbll)= bbll

Por outro lado,

l l l(bb ) (bba ll2 a2(bl)'l bl

a2(b) b'] (a2 (bl) bl])']

NI(v3)'] (a2 (bl) bll)'l

Mas ap]icando a relação (4') para ]T (12), vem

a2(bl)
l l

bl NI (v3)
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Logo,

l la.(bb ) (bb
2 l l

l(bba
2 l

: NI(v3)'l NI(v3) ; 1, donde

..;:

Analogamente, demonstra-se que a3(bb]l) = bb].l

Logo, bbl' e F. []

Seja H D L uma extensão fmi.ta de corpos e seja T

um subconjunto de H. Indicaremos por N(T; H/L) o conjunto

{N(x) lx € T}, onde N denota cã norma definida em ]] sobre L. Es
crevereilK)s ainda N(H/L) = N(]];]]/L)

Observemos que se K = P(Éll'€12'€13), com €1i € K,
lü1,2,3 gatlsfazendo as condições (a), (b) e (c) da introdução

deste parágrafo, então Ni(€1i) = -(Í = - ai' l S :i. S 3 e

Ni(€1j) : ej: aj ' se j ?é i, IS i,i S 3: Seja FI - P(€12€13)
Nessas condiçoes, va].em os resultados que se seguem

8.5 - LEF4A

Ni(K) n Fi m(Pi(ei)/I'X).N(Pl;( eiiei2)/Pi)

DEMONSTRAÇÃO

É claro que n(pi(€1l) lpi) .N(FI (eile2) IFt)c nl(K) n r'l
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a = NI(u) e FI' u e K. Se u C FI(€1l)r então

a c N(PI.(€1i) lpl.) c m(pi(Éll.) IFI) .m(pl(€1E2) lpl.}'

e o lema esta demonstrado. Assim, podemos assumir que

a=NI(u) e FI e u + FI.(EI)

Como (l, €12) é uma base de K
que existem a, B € FI(EI) tais que

u = ci + (ie.

Além disso, co

inclusão consideremosPara mostramos contràri.a,a

) ,sobre F]. ( € seguel

mo u $ Pi(Éll), temos que B / O. Logo,

: u](u2+€12). onde u].ru2 e FI(€1l)
l

(Bcl + ÉI2

Portanto

a = NI(u) - NI(ul) NI(u2 + €12) e F'l

Como ul c rl(Éli), então NI(ul) € FI e NI(ul) # 0
Consequentemente, N. (u?+€1o) e FI

Mas

NI(u2+€12) -(u2+€12) al(u2+€2)

; N. (u.) + ÉI.(u.+ ã. (u.)) +



119

Asse-m, €12(u2+ al(u2)) e FI - P(€12€13). Como

u2 e PJ.(€1l) e €2(u2+al(u2)) € P(€12€13) é fácil ver

u2 + al(u2) : O. A partir daí, usando o fato de que u2eF
decorre que u2 : y €1r onde y e F(€2'€3)

Logo,

NI (u) : NI(ul) NI (u2 + €12)

NI (ul) NI( 'y €1l + €2)

NI(ul) NI(€1) nl(€1ii) NI('Y €1 + €12)

NI(ul €1) NI( 'y+ €1l €12)

N].(u]€1])N]('y+a].l€1].€12) eU(PZ(ÉIJ.) l PX).W(rJ.(€1i€2)

que

l(€1),

lp?

NI(K) Í] pl c W(Pi(Ell) IPI i .W(P.i(€1l€19) IP.), com o
concluímos a prova do lema.

que

D

8.6 - COROLÁRIO . Seja b € F. (NI(K) f] P(€12€3)). Então

N(b;FILE') e m(r'(eii)IT'). (N(p(€1l€12) IP) n u(P(€12€13) IP)

DEMoras'mAÇÃo

Como b e
(NI (K) n< ) )F ( ÉI 2 €1

do ].ema anterior3
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gue-se que

Logo, como

a, ondeb a

tentosa e F1'

ci e F e a e N(FI(€1) IPI) .N(FI(€1€12) IPi)

n(b;pllP) : a2 N(a;FtIF)

Assim, é suficiente mostrar que

N(a;FlIF) e m(p(€1)l F). [n(p(clei2)ip) n N(p(e2e3)ip)]] ,

pois a e F

Coam a e m(pl(Éll) FI) . N(FI(EIE2)IFI) , segue-se

que existem elementos al € FI(€1) e a2 € FI(€1€2)r tais que

NI(al) . NI(a2)

Por outro lado, N(a;PllP)

Logo,

N(a;FlIF) - NI(al) NI(a2) a2(NI(al) NI(a2))

a.(a) = N.(a)

NI(al) a2(NI(al)) NI(a2) a2(NI(a2))

N(NI(al) PllP). N(NI(a2)

Assim.

N(a;File) e N(N(pl(EI) lpl);pllp) . N(N(pl(€1l€12) lpl);FILE)
Mas

mDn(pi(ei) lpJ.) ;px IPl= m(PI(ill) IP )
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(€1l) IP(eii) ) ; P(€1J.) IT'lc

w(p(€1l) ip) ,

].ei2) lpz ;: pzlpJ (e].c2) ip)

= N l.N(PZ(eiiC2) IP(eiiti2)) ;P(Él1(12) IPI c

e N(P (eie2) IP)

N(PJ.(€1l€12) IP) = tS(N(FI(€1l€12) IPi); FI.IF) c N(FI.l F)

Logo,

N(a;FlIF) € N(p(€1l) ip).IN(p(Eilei2) ]P) rl N(F(€12€13) IF)]

com o que concJ-uirans a prova do corolãri.o.

8.7 - LElqA . Seja b e p(€2l€13) . Então b C F

se N3(b) e N(F(€1'€12) IE'(€12)) .

DEMOblSTRAÇÃ0

Seja b C F(€12) NI(K). Então existem a2 C F(€12) e

(€

(€ ) (K)N se e se2 l

k c K tais que

E



122

b = a2 ' NI(k)

ogo,

N3(b): N3(a2) N3(NI(k)) - a: NI(N3(k))

L

NI (a2) NI (N3(k) NI (a2 N3 (k) ) ,

pois a2 e P(€12)

Assim, resta mostrar que a2 N3(k) C F(€1lr€12) . Para

isso, ê suei.ci.ente provar que a2 ' N3(k) é fixo por a3' Então

a3(a2 N3 (k) ) a3(a2) a3(N3 (k) ) a2 N3 (k) ,

jã que a2 € F(€12) Logo, N3(b) C N(P(€1l'€12) IF(ei2))

Reco.procamente, suponhamos que N3(b) : NI(ko) , para

e P(Ell'€2) . Consideremos k = b+ko e ko : ko+al(ko)
Então k: e F(É12) pois é fixo por al e a3' Por outro lado, te-
mos que:

nl(k) - NI(b+ko) ; (b+ko) al(b+ko)

(b+ko)(b+al(ko), pois b e p(É12'€3)

Assim,

NI(k) ã b' + b (J (k! 0 + bko + ko al(ko)
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b2 + b k; + NI(ko) : b2 + b ko + N3(b)

bz + b k& + b a3(b) : b(b + k;, + a3(b))

Mas Lb + a3(b)j + ko e F(e2) pois koC P(€12) e b+ a3(b) € F(É12)

e b + a3(b) e F(€2). Logo, NI(k) - bcl , onde cx € P(€12)

Agora, se cl = 0 então k = 0 e portanto

ko e P(CI'€12). Como b e F(€2'€3) segue-se que

b e P(€1l'€2) fl F(€2'€3) : P(€12). Logo, b € F(€2).NI(K)

Se ci / O, então b = cl'INI(k) com a e F(€12) e k C K;
logo b € F'(E12)NI (K) . [l

+ a3(b)] +

+ a3(b) e F(€2)

- Seja b e F(Êl9'Éla). Então

b c F(É12) NI(K) n P(€13) NI(K) se e somente se

m2(b)(b) e mEp(eii'ei2)ip(Êi2)n n N[P(ei'c2)]P(e3)]

DEMONSTliAÇÃO

Como P(€12'€13) c P(E2'€13) , ternos que b ep(Ê12'E3)

Se b € P(É12)NI(K) íl P(Ê13)NI(K) então pelo lema ante
rios cegue--se que

N3(b) C N(r(Ei].,Ci2) IP(ci2)) e
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w2 (b) € m( p(€1.,€13)/p(í13) )

Assim. resta provar apenas que N2(b) : N3(b). Mas

b C P(E12'€13) e (l. E2'€3) é uma base de F(€12Ê13) sobre F.Logo,
existem cx,í3 C F tais que

b = cl + 13 €12 €13

Portanto a2(b) - a3(b), donde N2(b) - N3(b)

Reciprocamente se b € F(€12'E13) e N2(b) e N(P(€1l'€13) IP(ei3))

pelo lema anteri.or, ternos que b C P(E13)NI(K)

Analogamente, b e p(€12)NI(K) r donde,

b e F(€12)NI(K) n F(E3)NI(K) e o corolário esta demonstrado.

então,

D

$ 9 PRODUTOS CRUZADOS ABELIANOS GENÉRICOS

Neste parágrafo estabeleceremos condições necessá-

rias e suficientes para que um certo tipo de ãlgebras com di-

visão seja isomorfa a um produto tensorial de ãlgebras de qu2
térniós. Estas ãlgebras serão os produtos cruzados abelianos

genéri.cos, que passaremos a construí.r

Seja Klp uma extensão galoisiana, com grupo d.e Ga-

lois abellano G = < al > x'''x < a > . Denotemos por qj+o(ai)f

1< iS r. Seja ainda U =Íul.il 1< i,j < r} CK satisfazen-
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do as condições(1),(2) e(3) da proposição(7.2)

Consideremos Ar = Ktxlr . . ' rxF} o anel de polinoinJ.Ós

nas variáveis não comutativas {xl'...,xr}, com as seguintes
operaçoes:

xj.xj ' uij xj xj.

ai(k)xi 1 < i,j S r, k e K

aã vimos que podemos definir o grau de um monõmiom. rn

k xl '...xla' por

x ') - iõ = (ml'...,mr)

e que o grau de(k xll-...xmr)(kl xnl...xnr) é
m + ií = (ml+n.,

Consideremos ã =(ml'''',mr) e ii -(nl'...,nr) dt.las

r-uplas de números naturais. Dizemos que m < n se existe i.

l S 1- S r, tal que mj - n=1 para j < i e mi

Deste modo podemos definir o grau de um poli.nÕmio

o / f e K {Xlr.. 'rxl} coro o mãxlm dos graus dos monÕmios de

f; indiquemos por v(f) o monÕmio de f de mai-or grau e por

1)(f) o grau do polínÕmio f. Com estas notações e defi.nações,
vale o seguinte resultado, de demonstração si.mples

m

/

9.1 LEÕM Se.jain 0 / f, g C K { x., ,x.} e k e K. Então
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(i) a(f.g) = af -} ag

v (f.g) = v (f) . v(g)

(ii) v (k.f) = k . v(f)

( i. i. i. ) Se a ( :E) a(g) então v(f) + v(g)

ou v(f+g) = v(f) + v(g)

É fãci.l ver que KÍx. ,..., .} é um domínio. Na ver-
dade, Ktxlr...rx } é um domínio de Ore [2r lema 2.2g e portal
to pode ser emerso em um anel com di-visão. Seja K(xl '...,x.)
um anel de quocientes à esquerda de Klxl'.. 'rx }

9.2 - DEFINIÇÃO - O anel K(x. ,...,x.) acima construído di-z-se
um produto cruzado abeliaDg:lgenerico de K e G.

Cona K (xl /

notarenn s
,x.) esta determinado por Kr G e U, dg

,x ) = (K, G. U)

O produto cruzado (K, G, U) é chamado "genérico''
pois todo produto cruzado abeli.ano (K. G, U, B) é imagem homo
ínurfa de (K, G. U)

Nosso objetivo agora será deck)nstrar que (K, G, U)
é, de fato, um produto cruzado abeliano.

Como U satisfaz as condições(1),(2) e(3) da pro-
posição (7.2) , sabeinns, pela observação (7.11,d), que exi-ste
B = {blí'..fbF} c K, determinado a menos de multiplicaçãopor
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elementos de F. satisfazendo a condição (4) da pn)posição (7.2)
Nesta situação, temos o seguinte resultado:

9 . 3 TEOREMA - A = (K, G, U) = (K', G, U, B)

ryr) e yi : bil xilr 1 < i S r

onde

DEMONSTRAÇÃO

Observemos inicial.mente que y. , l S iS r, comuta
com os elementos de K. De fato, dado um elemento k C K qual-
querr teimas:

yj.k x?j )k b.l a:j'(k) x:j'yik = (bi''' xi')k - bi

;: * *?: : *...;: *::, kyj., 1 < i < r

Além disso, temos ainda que

*:*,:..;: *::, ..;: *;', - .;: .::.»;:, *:: *:;
bj' bj.' x:' xj' - bj»;: .-: ;.:: ;.;á - »;: «;: ~:'~, '":,,,;.'' *':

.;: .;: *;' *:: - .;: ..;' .;: *::x'] b'X x'l =

yj vl. l S i-.j $ r

Assim, os elementos yz' 1 < i< r, comutar entre si.
e comutar cora os e].ementos de K. Desta forma, podemos cons-
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trair K'=K(y., o menor subcorpo de A que contém K e

Observemos ainda que, coiro b: C K, l l$ iS r, então

K' - K(VJ.'...,Vr)=K(x;lx,...,xl;r)
Varnns mostrar agora que K' é um subcorpo maximal

A. Divã.diremos esta prova em vários passos:
de

l9 Passo - O conjunto {xm.xml
uma base de A sobre K'

m
x 'lO $ m: «r ' - i

É fácil verificar que o conjunto acima é linearmen-
te i.ndependente sobre K' . Asse.m. resta provar que tal conjunto
gera A sobre K'

Para isso, mostraremos que xl K' x 'L ; Kv, 1 < iS r
Esta afirmação decorre Imediatamente dos seguintes fatos:

k x'l
l al (k) e Kc K' , v k € 1'i, 1 < i. < r

e como B verifica (4) temos também que

'::*,,';l: - *:..;: ,:;j, *;:-.:.»;:, ,':,'': *-:
(b'l) (x. x.

l ] l ]

a
l (u. . x.)qj

]-] ]

l
(b (uN= (J i j ij xqj

]

.:l ,.qj
] ] l 5 i.,j < r
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Logo, x. K' xix = K' , 1 < i- < r
Com i.sso, é fácil verificar que o conjunto

{*' : *:l: x r''r 0 <- mj. < q: , 1 < i < r}

gera A sobre K' se e somente se o subanel gerado por K' e por
{xlr'..lxt} for Igual a A. Indiquemos por K' [xl,...,x ] tal
subanel. Então K' [xlr...rxJ é um subdomínío de A, algébri.co
sobre K'; ].ogo, K'rxl/...rx:r] é um anel com divisão. Mas
KEx].p..'fxl] c K'lxlr...rxrl / donde

A : K(xl' , xr) c K' [xl'

Como K'txlr...rxr] c A, segue--se a afirmação
Consequentemente

[A : K '] ql'..qr IGj

.ZE..!e.ggg ' Seja Z = Z(A) o centro de A. Então Z CK- e
[K':ZJ= n (donde. K' é um subcorpo maximal de A)

Como vi.n\os no pri.melro passo/ os elementos x. ,
1 < i< r Induzem automorfismos a; em K' , da seguinte maneira

a;.(k) = ai (k), k c K

ül (Vj) = Vj l 5 i'j .< r

e

Consideremos G' = <a{ ll < i< r > . É fácil veria.
car que G' = G. Ventos detcFHincRr o corpo fixo de G'. É claro
que K' íl Z(À) esta contido no corpo fi.xo de G'. Por outro la-
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do, dado um elemento k' e K, se a;(k'). = k', l $ i$ r então
i5 ::'. C.«» A : K'r*.,...,*J, :'g--:.

-- L- l l"-J '

que k' e Z(A) . Asse.m, o corpo fixo de G' esta contido em
K' n Z(A). Mostramos, portanto, que o corpo fixo dê G' Õ
K' n Z(A)

Conseqtlentemente , computando di.pensões , temos

ja'j= n [K' :K' n z (A)] [K' .Z (A) : Z (A)]

Mas, K' Z (A) é um subcorpo de A Logo,

n tA:K'] 3 [A:K'Z(A)] : DK'.Z(A):Z(A)]

Assim,
portanto [A:Z(A)]
mal de A.

Z(A)] = [A:K'] = n, donde Z(A) cK' e
Consequentemente, K' é subcorpo maxi-

Vamos mostrar agora que F'=F(y. ...,y.) = Z(A)

Como yl comuta com xq, 1 < irj $ r e y: comuta com

todo elemento de K' , temos que F' c z(A), pois A::K'].?L,.'-,xr]
Por outro lado, y] é transcendente sobre F, 1< i. S r

Logo,

l

[K(yl, ,yr);F(yl' ,yr)] = [K:F] = n

Portanto, [K':F']=EK':Z(A)]
.y..)

n. donde Z(A) F'

Final.mente, se considerarmos
cil verificar que

r. é íã

zlk' = ai (k') 1 < i < r, k' € K'
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z. z .
1 ]

Z
3

l 5 i,j 5 r

zqil xqi
l bi yi -

b:l 1 < i < r

Observemos que coiro yi € F', 1 < i< r, o conjunto
B' =Íb'jl< iS r} satisfaz(4). Logo, A = (K. G. u )

(K'lp., G', U, B' )

A segtllr, enunciámos dois corolários que nos darão

uma descrição um pouco melhor dos produtos cruzados abe].canos

genéricos. O primeiro caracteriza os elementos do anel de po-

linÕmios Ktxl'''.rxF} que são centrais em K(xl' ..fxr). O se-
gundo nos dlz que todo e]emento de ]<(x] , ...rXr) é na verdade,

produto de um elemento de K]xlr...rxr] por um elemento do cen
tro de K(xl,...,x.)

Estes dois resultados serão uti.lizados em seguida ,

quando estabeleceremos uma condição necessãri.a e sufici.ente

para que uln produto cruzado abeliano genérico de grau 8 seja
um produto tensorial de subãlgebras de quatérnios.

Às notações Utilizadas são as do teorema (9.3)

2.:.3...=...ggBOl:.ÃíiiO - Seja f € KÍxl/...rx }. Então f G F' se e sg
mente se cada monÕmio de f pertence a F'
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DEMONSTRA

É suficiente mostrar que se f e Ktxlr.'.rX } n F'
então v(f) e F' e para isso, mostraremos, em prilileiro lugar ,

que v(f) € K'

Como f e l<', existem polinÕmios

ais que

f : g . h''

h, teg

Consequentemente, f

Mas os graus de q e h na variável xj. sâo múltiplos

de qi' Logo, o grau de f na vcRFiável xl é múltiplo de qi '
1 < i < r. donde v(f) e l<'

Para mostrarmos agora que v(f) e F', basta verifi-

car que v(f) comuta com xi' l S i<- r. Para isso, observemos

que se axll' ...xmr e um monomio, com a e K. temos

m.
x.(a x.'

l
ml mr

xl '''xr

para algutu elemento b C K.

Assim, o monÕmio de maior grau de xj f x:x é

xi v(f) xl'. Mas f é central; logo xi f xi't = f e portanto
x: v(f) x:' = v(f). Consequentemente, v(f) C F' e o corolário
está denmnstrado. []
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9.5 - COROLÁRIO (K. G, U) = F' ,xr}

PFMÇ?B$TBAÇÃo

F'. Ktxl,..., .} é um domínio de dimensão fmi.ta se

bre F'. Logo, F' . l< {xlr.'.rx } é um anel com divisão. Como

, x.....}

segue-se que o anel de quoci.entes de Klxl/.. 'rx } esta conta
do em F' . Klxl' . . ' rx }. Asse.m,

(Kr Gr U) c F' . K{ xl'...rx }

Como F' . KÍxlr...rxr} c (KI G, U), segue-se a igual

ndada

.2.:.g...=...gEEEBSjjâÇAO - Do corolário anterior, decorre que todo e-

lemento de (K, G, U) pode ser escrito na forma f.g'l, com

f e K{X]./'''fxrle 0 ?é g e F' n Klxlr..'rx}. De fato,pelo co-

rolário anterior, é sufici.ente mostrar que se flrf2 e Klxlr..rx }

e gl'92.e F' n KÍxlr...rxF}, gl ?é 0 e g2 / 0, então fl gll +
+ f2 g2' se egCFeve na forma f.g 't, com f e Klxl/..'rx } e
0 / g e Fi n Klxl'...rx.}. Mas

l l
292(flg: (fl92 + f291)
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pois g. e g9 são centrais e F' é um corpo Como

(fl92 + f291) e KÍxl' ,x }
' r

e

o / g[92 e F' n KÍx].r ,*:} , segue--se que

':,;: * ':,;: l
f g ', com

xl' # g € F' ,xr}

De agora em diante, salvo menção explica.ta em con-

trario, Klp denotarã uma extensão galoisiana, com grupo de G2

loas abellano G = <a].> x <a2> x'''<al>' onde o(ai):'2r l S iS. r.

Consideremos U = {ul.tl 1 < i,j < r} um subconjunto de K, sa-
tisfazendo as condições (1), (2) e (3) da proposi.ção (7.2) e

seja (K, G, U) o produto cruzado abeliano genérico relata.vo a

(J. Jã vimos que (K, G. U) é, de fato,um produto cruzado abe-

li.ano. Logo, (K. G, U) será uma álgebra com involução se ass.y
mirrnos que, em relação a um dado automorfislno T e G, U sat.is-

faça a condição (5) e B sati.sfaça a conde-ção (6),do t:a)rema (7.12)

A hipótese de que B sati-sfaça a condição (6) paratnn

dado 'r ê G é dispensa\rel nas seguintes situações

(i.) r = l

ou
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(iii) Se r=3 e T = ala2a3 (neste caso, pela proposl.
ção (8.2), vimos que é sufici-ente que U satisfaça as conde.ções

(]-) e (2) da proposição (7.2) e a condição (5) do teorema

(7.12), para 't : ala2a3)

Denotaremos por (l<, G, U, r) o produto cruzado abe-

llano genérico (K, G, U) com involução +, cuja restrição a K'

ê v. Observemos ainda que dado f e KÍx. ,...,x.}, f se escre-
ve de modo ünlco na forma

P.. P
E klJ x l .x r onde kU € 1< Ui € ]N

1 < i. < r

Consequentemente, f = E xrr...xUI T(ku)

Nosso objetivo agora será estabelecer condições ne-
cessárias e suficientes para que um produto cruzado abeliano

genérico, com involução,de grau 8 seja um produto tensorlal

de ãlgebras de quatérnios. Começaremos com um lema que rela-

ciona este fato com os conjuntos g-geradores, definidos no pâ
rãgrafo $ 6.

H

9.6 - LEM (K.G.U, 1) é um produto sensorial de sub.

ãlgebras de quatérnlos, então A possui um conjunto q-gerador
S, contêhdo 4x elementos com as segui.ates propri-edades:
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(i) Todo elemento de S tem a forma k x.
onde k € K e u: € {0,1} , ]. < i < r

ul P rXr '

(ii) Para cada p

elementos de S da forma k

em 2' elementos

,H.) e {0,11r. existem 2r

xr . Em oarticu].ar, S n Kr .v.-

Como [A:F'] = 4r, segue-se, pela proposição (6.3) ,

que A possui um conjunto q-gerador Sl:tal/...rat}/ com t = 4r

elementos. Al-ém disso, pela observação (9.6) cada ai € SI' se
escreve na foritta

ai = fj. gil'

,x.} ' g:onde ,x } Í) F',
' r

1 < i < t

Por outro lado, sendo sl um conjunto q-gerador,é íã

cil ver que {fll.-./ft} é também q-gerador, pois gi e F' r

l S i iS r. Agora, como {flr...rft} é q-gerador, deduz-se que
{v(fl),...,v(ft)} é tara)ém q-gerador. Mas, para cada i ,
1 < í S t, tem-se que

x.' ... x.' , com

Sejam jl : [ij/2],...,jr ; [j.r/2] e co1lsideremos

l l

v (fi) Ka i
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C
l

Como F' = F(yll...ryl) é o centro de A, segue-.se (}ue

central, 1 -< i5 t. Além disso v(fi) cil é da for-

] r'
ry 1'

cada

ma

H

,xrr , onde ki € K

e lil'....Ur € { 0,1} , 1 S j. <. t

Finalme!\te como cada c. é central, 1 < i< t, segue
'se que

S - {v(fl)c. l,

dor, satisfazendo (i)

Flxemos li= (UI'...rUr)..e {0,1Jr. Então existem no

máximo 2r elementos da forma k xll,...,xlrr com k e K,que são
linearmente independentes sobre F'. Por outro lado, o numero

de monÕmios di.stintos x.l,...,xLir é 2r. Como o numero de ele-

mentos de S ê 4r e S é linearmente independente sobre F', se-

gue-se que para cada U =(UI'...rUr) e {0,11r, existem exata-

mente 2r elementos de S da forma ki xll,...,xrr ; logo, S sa-
ti.afaz também a conde.ção ( ii) . ]]

Finalmente, estamos em condições de apresentar o cri
tédio procurado

,v(ft)ctlü} é um conjunto q-gera-

Para isso, sejam t =dla2a3 e U'Íuijll< i<. 3} c K
satisfazeHdõ as condições (1), (2) e (3) da proposição (7.2)



138

Jã vimos que podemos construir B = {bl/ b2/ b3} c K satisEazeD

do a condição (4) . Inda-quemos por A ' (K,G.UíT), o produto c:rE
zado abe].cano genérico, com involtlção, cuja restrição a K' cg

i.nade com T. Nessas condições, temos

g.7 - TEOREMA - A = (K,G.U, t) é um produto sensorial de ãlgÊ

liras de quatérni.os se e somente se bl a F ' NI(K)

DEMONSTRAÇÃO

Suponhamos que A seja um produto tensori.al de ãlge-
bras de quatérnios. Então, pela proposição anteri.or,existe um

elemento não nulo k e K tal que (k x.i)z € F'. Mas

: k al(k)xz : k al(k) blyl '
. l 'J

onde yl ; bl'xt e F'

Logo, k al(k)bl e F' n K ' F,

isto é, b] e FFa].(K)

Reciprocamente, suponhamos que bl e F NI(K). Então
um elemento k e 1< tal. que (bl k al(k) e F

Por outro lado, sabemos que podemos encontrar uln e-

lemento €1]. € K tal que 0 / [11 e F e al(€1l) - - €1l

i)eÉ;te modos é fácil ver que o conjunto {€1lr kxl} é

exi.stê
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q-gerador. Seja Q]. a F'-subãlgebra de quatérnios de base

{lr €1lr kxlr Elkxl}. . Então por [5, teorema 4.4.2], segue-se

que A = QI ®. CA(QI)r onde CA(QI) denota o centralizador de
QI em A. Além disso, A é ãlgebra com divisão sobre seu centro

F', com involução. Logo, pelo teorema (4.5), A tem expoente 2

no grupo de Brauer de F'. Conseqtlentemente, Cn(QI) também tem

expoente 2 em B(F') ; donde CA(QI) é uma ãlgebra com Involuçao.

Mas, computando dimensões, vemos que fCA(QI):'p'] = 16; logo ,

pelo corolário (5.4), segue-se que CA(QI) é produto tensorial
de F'-subãlgebras de quatérni.os e portanto A é produto tenso-

rial de F'-ãlgebras de quatérnios. []

Consideremos novamente Klp uma extensão galoisiana.
com grupo de Galols abeli.ano G = <al> x <a2> x <a3) , onde
o(ai) = 2, 1 S iS 3. Saberrtos então que exi.atem elementos

ellr €12' €13 € K tais que K=F(Éllr€2r€13)r €12= al € F . {0} ,

ai(€1i) :- €1j. e ai(€1j) -ej' se j /i, ISi,j S 3. Consi-
deremos ainda T = al a2 a3 c G. Nestas conde.ções, temos:

2..8 - TEORtiMÀ existe um elemento

b C F(€12€13) n F(€2) NI(K) f] F(€3) NI(K), b $ F .N].(K), então
existeU=Íuzjl151,i< 3} cKtalqueA=(K,u,T) é uma

ãlgebrã Com di.visão de grau 8 sobre seu centro, com involuçao,

que =gg é \lm produto tensori.al de subãlgebras de quatérnios.
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DEMONSTRAÇÃO

Pelo corolário (8.4, b) , sabemos que existem

y = {v., v), va} c K satisfazendo as conde.çÕes (2') e {3') da

proposição (8.1) e B - {bl' b2' b3} c K satisfazendo as conde
ções(4') e(5') da proposição(8.2) , de modo que bl ; b. Agg
ra, pela proposição (8.1r b) , concluímos que existe

U = {u:.i ll S i,j 5 3} c K satisfazendo as condições (1) e

(2) da proposição (7.2) e a conde.ção (5) da proposição (7.12)r

para T: a.la2a3' Na verdade os conjuntos U e B satisfazem as

condições(1),(2),(3),(4),(5) e(6). para T: ala2a3

Logo, podemos construir o pl'oduto cruzado abeliano

genérico A = (K,G,U,'t) , com involução. Pelo teorema anterior,

A não é um produto sensorial de ãlgebra de quatérnios []

$ 10 - O CONTRA-EXEMPLO

llesta parágrafo exibiremos um contra-exemplo a con-

jectura de Albert, jã mencionada. Construí.remos uma álgebra

com divisão de grau 8 sobre seu centro, com involução,que não

é isomorfa a um produto telisorial de ãlgebras de quatérni.os.

[l'ando-se em mente os resu]tcados do parágrafo ante-

rior, é ra20ável esperar que esta ãlgebra seja um produtoc:r=
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zado abeliano genérico. Por essa razão, começaremos construí.n

do uma extensão galos.siana que dará origem, posteriormente,ao
produto cruzado que nos fornecera o contra-exemplo procurado.

];9.:.];..:..1:Eyê: - Seja F = Q(À) , o corpo das funções racionais ein

uma Indeterminada À e seja F o fecho algébrico de F. Convide

remos ainda €1lr €2r €13 C F tai.s que

eil eÍ : -(À + i) , eã

Nessas condições, temos :

(i) K = P'(€1l' E2' €13) é uma extensão galoisiana de

F, com grupo de Galois abeliano G = <al> x <a2> x <a3> r onde
o(aj) = 2, i = 1,2,3.

(ii.) Se b €12€13 C K então,

b c r(€2€13) n r(€12) w].(K) n F(Ê13) ni(K)
e

b $ F . NI(K)

DEMONSTRAÇÃO

É fácil ver que [K:p]]

Sejam al K -» 1< os F-automorfismos definidos por
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ai(€1i) - - €1i e ai(ej)- €1j' se.j # i, l S i,j S 3.

Então ê claro que o(aj) = 2 , i= 1,2,3. Além disso, é fácil

verificar que aias :amai ' 1 < i-,j < 3. Assim, se

<al> x <a2> x <a3> r então IGI = 8, G Õ abeliano e ainda
o corpo fixo de G é F. Com isto, demonstramos a parte (1) do
Inm=

Para provarmos (ii-) , observemos que pelo corolário

(8.8), basta n\ostrar que

w2(b)=N3(b) e nrF'(Él]'€12) ip(E2)]nFNlp(e].,€13) IF(€13)

Consideremos os elementos

; E: « €12)+ ( À 1 + €2) 1) C P(ei'€12)
e

Ei€3 (À Él]. - 1) e p(ÊIJ.,€13)

Temos então:

N(X ; F(€1'€2) IP(E2) ) NI(x)
e

N(v ; P(€1l'€13) lr(ei3) ) NI(y)

A].ém disso, é fácil ver que N2(b) - N3(b) - NI(x)::NI(y)

Logo,
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b € P(€2€13) n P(€12) m].(K) n P(e3).mi(K)

Assim, resta mostrar que b 4 F NI(K) , o que requer
um pouco mais de trabalho. Para isso, pelo corolário (8.6) é
suficiente mostrar que

N(b; p(€12€3) ip)=m2(b) # m(p(€1l.) p) [w(p(€1i€12) ip) n m(p(€12€13)/p)]

Suponhamos então, por absurdo que existam f. e p(€1.),

f2 e F(€1€2) e f3 e r(€12€13) tais que

N2 (b) À(À' + l) NI (fl) NI(f2) NI (fl) N2 (f3)

Deste modo, é fácil verificar que existem polinõmi-

os não nulos g, glí g2r g3r g4r g5 e g6 C Z [À] tais que

f[l = (g]+92 €1].)g'l , f2 - (g3+94 €1€12)g'l, f3=(g5+96 €2€3)g'l

Assim,

fl (gl+92 €1):f21(g3+94 €1l€2):f'l(g5+g6 €12€13)
g

Como g € z [À] c F, segue-se que

NI(g) N2 (g) - N3 (g) g', donde decorre que

*:*:,,j-,É * *.*:':,,:
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Vamos mostrar agora que a igualdade aci.ma não pode
ocos'rer

De fato, se ta] i.gua].date ocorresse, então poderia

nns reescolher os elementos g: , 1 < iS 6. de modo que o mã
ximo divisor comum entre eles fosse i.qual a l

Considerarmos então o homomorfismo canÕni.co

za [À]

Se a igualdade acinte ocorresse, com

mdc(g. , 1 < i < 6)'] - -
1,

teríamos

i(51+1-)2(gl+92)2 =(ç3+(X+l.)g4) 2=gs+i(51+1-) 2gÊ

Comparando o grau do polir(3mio que aparece à es--

querda com o do que aparece no meio, vemos que o primeiro tem

grau ímpar, enquanto o segundo tem grau par, logo todos os pg

linâmios envol\lidos na igualdade acima são nu.Los, e temos

gl

g3 ' (À+l) g4

:i:: i.'i--:,: aÊ
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Aplicando o mesmo argumento para a i-gualdade

obtenns que g5 : g6 : Or donde 2lç5 e 2lç6' Assim

2
g

5

22
À ( À+l ) g 6

41(ç5 + À(À2+l) g6) e portanto 41(X(x2+l)(g2+ç2)

Consequentemente 41(SÍ+çg) e 41(Sg - (X2+l) g4)

Por outro lado, colrD gl : g2r temos que existe unl

pollnÕmlo hl € Z [À] tal que gl : g2 + 2 hl' Como

41(çÍ + Sil.), temos que 41 ( 2g2 + 4g2hl+4hl) e portanto4l2g2.

Logo, 2lç}. donde 2j92' Consequentemente, 2lçl

Além disso, sabemos que existe.um polinõmio

[À] tal que g3 - (À+l)g4 + 2h3' Como

41(g3 - (X2+i)gj) , vem que 41 (2XgÍ+4.(X+l)h394+4h2)

e portanto 2lXç4' Logos 2194 e 2j93r absurdo pois

mdc(gjl l 51 i S 6) = 1

h3 €

Com isto, concluímos a prova do leTRa E

l0.2 TEOllEMA - Existe uma ãlgebra com divisão de grau 8 sobre
seu centro, com ínvolução, nâo isomorfa a um produto tensori.-
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al de ãlgebras de quatérnios

p$@QN$TR8Ç4Q

Na notação do lema anterior, considerados
e T = a.a.a.. Então1'2' 3

''2''3 ' ''

b c P(€12€13) n P(€12)nl(K) n P(€13)ml.(K) e b + F.NI (K)

Conseqtlentemente, pelo teorema (9. 8) existe

{ull li< i,j < 3} cK tal que A =(K,G,U,T) é uma ãlge-
bra com divisão de grau 8 sobre seu centro, com involução.não
i.somorfa a um produto tensorial de ãlgebras de quatérnios.

n
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APÊNDICE

UM TEOREPIA DE HERSTEIN-PROCESl-SCFIACHER

No capa.tufo 1, afirmamos que se D e um anel com di

visão de centro Z tal que para todo par de elementos x, y e D,

existe um Inteiro positivo n=n(x.y) verificando (xy-yx)n e z,
então lo:zlS 4

Esse resultado é, na verdade, uma aplicação Imedla

ta de um teorema mais geral, devido a l.N.Hersteln. C.Procesi

e M.Schacher, cuja prova é o objetivo deste apêndice, e que
passamos a enunciar

'TEOREMA D um anel com divisão de centro Z e fezÍxlp.

um pollnõinío nas vara.ãvels não comutatlvas {xlr . ..rXF}, com

coeficientes em z , verificando as seguintes condições:
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(i) Existe um inteiro positivo d:r, tal que f é ho

mogêneo eln {xlr...rxd}

(11) 1)aços alr...ral e o, exi.ste um intejxo poslti.vo

m=m(al'...,ar) tal que f(al'...,ar)m(al'''',ar)ez.

(iil) Se car(z)=p>0, assumlremos ainda que f nãó é

uma identidade polinomlal para matrizes pxprem
característica p.

Nessas condlçoes, temos

(1) En:z] = n2, onde n S { (af+2)

(2) Se n>lp f é uma Identidade pollnomial em Mn-l(Z)

(3) fn é um pollnõmlo central em M.(Z) (e portanto,

s al'....ar e D, f(al'....ar)n e Z).

A referência básica para este apêndice é [8]

Começaremos enunciando uma proposição que será de
fundamental importância para a prova do resultado acima mencio

nado. Sua demonstração pode ser encontrada em [8, lema 3.1] .

[1.]. Sejam F um corpo e A uma F-ãlgebra simples

central. de dimensão finita n2. Consi.detemos

S = {aeAI an(a)eF, para algum\ inteiro positi n (a) }vo

se F ê finitamente gerado sobre seu corpo primor en

tão exi.ste um Inteiro positivo N tal que aiNeF, para todo uOS.
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11.2 - Sejam K,F corposr K:=F tais que da
do aeK, existe um inteiro positi.vo n=n(a) verificando an(a)gF

Então car(K)=p>O e vale uma das seguintes condições.

(1) K é puramente Inseparável sobre F ou

(i[) K ê a].gêbrico sobre seu corpo primo P

DE119EêlB4:ÇÃQ

Se Klp :Eor puramente inseparável, então como K DF

segue-se que car(K)=p>O e o teorema esta dentonstrado. Logo,p9
demos supor que Klp nâo é puramente Inseparável

Neste caso, devemos mostrar que car(K)=p>O e que a

extensão Klp e algebrlca. Dlvldlreinos a demonstração desta pal
te em vários passos.

19 Pa.SSO - Dado um elemento aQK ta]. que aÊF e a é separavel se
bre F então a ê a].gébrlco sobre P

Seja aCK nessas condições. Por hipóteses sabemos qu=
existo um Inteiro positivo n tal que anQF. Assim, a extensão

F(a) é algébrica e separãve]. sobre F. Logo, exi.ste uma exten

sao normal e finita L de F tal que LaF(a) . Sendo L normal, e-

xi.ste um I'-automorflsmo +:L---">L ta]. que +(a) = b/a. Como anel,
temos q\ie b''eF, logo b=va, onde v/l é uma rai.z n-éslma da u-
nidade



150

Por outro lado. +(a+l)=b+l e (a+l)m e F, para algum
me:N . Repetindo o argumento aci.ma, concluímos que existe uma

raiz da unidade u ta]. que

b+l = u(a+l)

Observemos que como v#l, temos que v#p. A.sslm, se
gue--se que

a : !!:l

Mas u e v são raízes da unidade e portanto são a].gg
brigas sobre P. Como a = u-l , temos que a é algébrico sobre
P

2Q PASSO - car(K) = p>0

Como Klp não é puramente Inseparável sobre F e l</F,
sabemos que existe um elemento aeK, tal que agP e a é separã-

vel sobre F. Seja Lo uma extensão normal finita de P que co2
tém g. Então, para todo kez, temos que (a+k) é separãvel se
bre F e a+k#F

Da demonstração do primeiro passo/ segue-se que

a+k

onde vk e uk sao raizes da unidade em LA A 0
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Suponhamos por absurdo que car(K)=0. Então {a+kjkez}

ê infinito. Logo, Lo ê uma extensão fInIta dos Fâci.oncâis que
contêm um número infinito de raízes da tJnídade, o que Ó ab-
surdo.

Assim, car(K) = p>o

39 PASSO - Klp e algebrlca

Como Klp é algebrlca, basta mostrar que Pb ó algêl:Ki.
ca

Seja xgF qualquer e seja aeK, a#P, separãvel sobre

F. Então (a+x) é separãvel sobre F e (a+x)#F. Pelo prlmelropas

sor segue-se (lue (a+x) é algébrico sobre P. Como a é algébri-
co sobre P, temos que x ê algébri.co sobre P

U

Daqui. por diante, salvo menção explícita em contra-

rio, D denotarã um anel com divisão de centro Z e fezÍxlr...rx }
sela ura poli.nõmi.o nas vara.ãveis não comutatlvas {xlr.. .rXF} ,
com coeficientes em Z, satisfazendo as seguintes condições:

(1) f é homogéneo em {xl'...,xd} para algum dSr

(il) Dados al'...,ar e D, existe m=m(al'....ar)e :m
tal que f(al'...,ar)"' e z

11.3 - LEMA Sejam al'...,ar e o tais que f(alr...,al)/ 0.sg
ja K=CD(al)ll-'.r)CD(ar) . Então K é um torpor algébrico sobre Z
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e vale uma das duas afirmações abaixo.

(a) KIZ é puramente Inseparável ou

(b) Z é algébrico sobre um corpo fmi.to

P$MÇ?ylgTB4ÇÃo

É claro que K e um anel com dIvIsão. Portanto, para

mostrarmos que K é um compor basta provar que K é comutativa.

Para Isso, vamos mostrar que dado um elemento aeK, existe um

inteiro positivo n=n(a) verificando anCZ. DaÍ decorrera, por

[5, teorema 3.2.2] que K é um corpo e que KIZ é algébrica

Seja então aeK, arbi.trãrio. Como f e ztxlr...rxlJsg
físfaz a condição (i) , segue-se que existe um inteiro positi.-
vo k tal que

f(aalf...raadrad+lf ,ar) ,ad'ad+l'..',ak)

Por outro lado, temos que existem intei.ros positi\xx
m,n tais que

f (aal' raadrad+l' e

f(alf...,ad'ad+].,

Cano aeK : CD(al)n nCD(aF)r obtemos
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amkf(al' B.*í (': , ,a.)]"

[f (aal' rQad'ad+lr

Logo, amkf(al'...,al)m e Z e portanto amnk f(a].,...,ar)mne z
1-1as, f(al,...,ar)mn e z, donde amnk e z

Asse-m, KIZ , esta nas condições do teorema(U.2),
do qual decorrem Imediatamente as outras aflrluaçÕes do lema

l)aqui por diante passaremos a Incluir nas nossas hi

poteses, que ro ,'m nn,--.-- ra-'''. Na ver

Jade, Isto não sela uma rest:ração para Q nosso teorema, pois

mais tarde veremos blue, a menos que D seja comutativa, esta
hipótese decorre das demais

D

11.4 - LEMA - Suponhamos que Z não seja a].gébrlco sobre um cor

PO fInIto e que [b:zJ=n. Então, dado um elemento ueD. algé-
brico sobre Z, temos que:

(a) O centro do cD(u) é o subcorpo de D gerado por
Z e u.

(b) Bco(u) :z (u)] =

(c) u é puramente Inseparável sobre Z.
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DEMONSTRACÃO

(a) Seja a© Z(u); então é claro que G comuta com u

e portanto c! e cD(u) . Seja agora x e cD(u) . Queremos mostrar
que ax = xa. Como ag Z(u) e u é algébrico sobre Z, segue-se(3Je

IE0 al onde al e z, 0SISn. n.sslm, como x e cD(u), tg
mos que

n

n . n : n

( FLUI ux) x = IE0(aluZx) = 1:0
E

n nl i
E x (a U x ( E a U xai ii:o i:o

Portanto, Z(u)c Z(Cn(u)). onde Z(Cn(U)) denota o
centro do C.(u).

Para mostrarmos a outra inclusão, usaremos o Teore--

ma do Duplo Centralizador [5r teorema 4.3.2], isto é, usará.

mos que z (u) : cl) (cD(z (u) )

Seja então a e z(cD(u)) . Devemos mostrar que

a e cD(cD(z(u)) , ou seja, devemos mostrar que a comuta com to

do elemento de Cn(Z(u))

Seja x e co(z(u)) . Então x comuta com todo elemento

de Z(u) e portanto x comuta, em particular, com u. !og) xecD(u).
Como a e Z(CD(u))f segue-se que a comuta com x
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Portanto, z(cD(u)) c Z(u) com o que concluímos a de
monstração de (a).

(b) Suponhamos por absurdo que [CD(u) :Z(U)]<n e con

slderemos K um subcorpo maximal de CD(u) . Então, [K:Z(u)]<« e
portanto IK:ZJ<n

Vamos mostrar que K é, na verdade, um subcorpo maxi
mal de D; com Isto chegaremos a uma contradição pois neste ca
se teríamos [D:ZJ=BK:Z]2 <n.

Seja L um subcorpo de D tal que Kc LC D. Então Z(u)CL

e portanto ugl. Conslderentos um elemento x8L qualquer. Como

L é comutativa, segue-se que x comuta com u; logo xeCr.(U) . AS
slm,

KC LC CD (u)

e portanto K:L

(c) Pela parte (b), sabemos que BcO(u):z(u)]=n; l9
go f não ê uma i.menti.dade pollnomial para CD(u); assim existam

al''''lar e co(u) tais que f(alf...,ar) / 0

Como u e cD(al) í) . . . n CO(ar) e Z não é algébrico sg
bre um corpo fInIto, segue-se pelo lema (11.3) que u é pulamen
te i.nsepat'ãvel sobre z

Se:ja D um anel com divisão de centro Z e feZÍ\.,...Pç}

um polinõmi.o nas variáveis não comutativas {xlf. ..rxllr satig.

D
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fazendo as condições (1) (1i.) e (iíi) do Teorema. Nessas con

di.çÕesr vale o seguinte

11.5 - 111111q4 - Se z nâo ê algébrico sobre um corpo finito, eg

tão [D:Z] <m

DEMONSTliACAO

Suponhamos por absurdo que ]o:z]
prova ern dois casos:

Dividiremos a

lç' CASO: car (Z) = 0

Sejam alr...íar elementos qual.squer de D. Então, cg

mo f satisfaz a condição (ii) , ternos que f(at,...,a..) é algo

brIGo sobre Z, e portcanto pelo lema (11.4,c) segue-se que

f(al' ...,ar) ê puramente Inseparável sobre Z. Como car(Z):0,

decorre que f(al'...,ar)ez. para toda r-upla (al'...,ar) de
elementos de D. Assim\ (fy-yf) é uma identidade polinomlal pg.

ra D; pe].o teorema de Kaplansky ([5,teorema 6.3.1]) , temos

que ['D:Z] < n. contradição.

29 Cê:gg: car (Z) = p>0

Se f fosse um polinõmi.o central para D. então, como

antes, teríamos que (f.y-y.f) será.a uma identidade polinomlal
para D e portanto ].D:Z] <H

Logo, podemos supor que existem b. , ,b e D tais
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que a = f(blp.../bl) # Z. Como a é algébrico sobre Z, novamen

te pelo lema (11.4.c) , temos que a é puramente inseparável se
bre Z; logo existe um elemento ueD, u@Z ta]. que uPCZ. bJosso

objetivo sela mostrar que u=0, o que acarretará uma contradl

Para Isso, separaremos a demonstração em vários pag.
sos

19 PASSO

[v,u] : 0
Existe um elemento yeD tal que v=ly,uJ=yu - uy /0 e

De fato, como u@z, existe xOD tal que Ex,uÜ=xu-ux/a
Consideremos então:

xl: [x,u] , x2= [xl'u] , ,"k :Ekk-i'']

Como uP e Z e car(Z)=p>0p segue-se que xP:0. Logo

(k e .In l xk : 0} / +

Seja t = mln {ke:N lxk : 0}

Se t=2, Consideremos y=x. Então v=Fxru] : Xl#0 e

bi'"] : x:
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Se t>2. consideremos xt-2' Então

V : [yrU] = Xt.l / 0

[v,u] :: Dxt.I'ua : *.

e

29 PASSO - Exi.ste um elemento víQD tal que u=Ew,uJ;]wpn.u] , Pg
ra todo nCW .

Seja veD. como no 19 pa

de aeCn(u). Temos então

veco(u); logoEntãosso

V a u./ on

a-lv : a'l(yu-uy) -l -l
a yu-a uy

Mas aeCD(u); logo u=a'lyu-ua'ly = !a-ly,u]

Seja então w = a'Ly. Por construção, u = [w,u]

Comutando esta igua].date pii vezes com w e observa

r(Z) = p, obtemos

[wP'',u] = ]w,u], para todo nCN

Em particular, (wP-w)u::u(wP-w) dondep wP-vJ e cn(u)

Seja agora Dn a z-ãlgebra gerada por u e w e seja

L o centro de D,.I' Então D. é ãlgebra com divisão, e (wP-w)el,
pois (WP-w) comuta com w e u.
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Se wP-w=0 então w pertence a WL, o corpo primo de L
Logo, wCZ e teríamos que u=0. Assim. podemos supor que

(wP-w) e L - {o}

!9.Passo - [n.:q : p:
Pe].a observação acima temos que wP-weL-{0}. Logo \f

satisfaz wtl pollnõmlo com coeficientes em L, da forma

g(x) : xP com a #O

Um tal pollnõmlo ou é Irredutível sobre L ou se de

compoe completamente en\ L. Logo, se g(X) não for Irredutível
teremos que wCL. Novamente, Isto implica que w comuta com u e
portanto u=o.

Portanto, podemos supor que g(x) é irredutível ulxe

L e donde segue que Et(w):L] =p.

Mostraremos agora que [bbo :L(w)]=p.

De fato, como u.w=w.u-u, os e]ementos (].,u,

como espaço vetorlal à esquerda sobre L(w) .

um quadrado perfeito, e [L(w) :Lã = p segue-se
2.P

geram Ó

b.

Como

que

49 PASSO nao e uma Identidade po]]nom]a]. para D0
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Suponhamos, por absurdo, que f seja uma identidade

polinomial pala Do' Consideremos um corpo de decomposição E
para D.. E1ltao

(E) .D. ® E
PL

Como L ê um corpo i-nfinito, segue-se por [14. teorg

ma 3.].6] que f é uma identidade para Mn(E) / o que contraria a
hipótese

Logo f nao e i.dcnt]dcâdc po]i-nom]ei]. parca D0

59 PASSO

Pe[o 49 passos sabemos que existem e].eventos

I''..rat e Do' tais que f(al'...,ar) / 0

Por outro lado, como (wP-w)el = z(Do)l segue-se que

a

(wP-w) e cD(al)n n CD(ar)

Assim. pe]o ]ema (].1.3) , temos que (wP-w) é purame2
te inseFJarãvel sobre Z. Em particular, vl é algébrico sobre Z

e portanto pelo lema (11.4), w é puramente inseparável sobre
Z. Consequentemente, existe um Inteiro positivo n tal que

wr e Z. Mas então temos que

ul = 0,

n
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com o que concluímos a demonstração
D

O lema anterior mostra que nas hipóteses do teoremas

se Z não é algêbrlco sobre um corpo fInIto então [D:zJ<n

Nosso objetivo agora sela demonstrar que, nas hipêi
teses do teorema, Z não ê algébrico sobre um corpo fInIto, a
menos que D seja comutativa.

11.6 - 11B9199:Çêg - Seja D um anel com dIvIsão de centro z,

nao comutatlvo, e f e zÍxlr ...rxF} satisfazendo as condições
do teorema. Então Z não é algébrico sobre um corpo fInIto.

91iM9NêwnAçÃo

Suponhamos, por absurdo, que Z seja algébrico sob
um corpo fi.alto. Então car(Z) = p>0

Vamos mostrar que isto Implica que D é comutatlvo

re

Bgl2yÇAO erros supor que existe um elemento aeD, algébrico
sobre Z, de grau n>l

E claro que existem e].ementas em D algébricos sobre

Z. pois todo a].evento da forma a=f(a].,...,ar) é algébrico sg
bre Z, pela hípotese (11) do teorenta

+

Logos ge os únicos elementos de D, algébricos so-

bre z, são os elementos de Z, então ou f é uma Identidade pg
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línomlal para D ou f ê um polinÕmio central para D.

De toda forma. pelo teorema de l<aplansky [5, teore

ma 6.3.1], teríamos que [D:Z] <«.

Como Z é algébrico sobre um corpo finito, Z é alga

brigo sobre se\l corpo primo ]F'n ' Logo D e algébrico sobre ni'.

Consequentemente. dado um elemento qualquer xeD, existe urn i.n

Leito positivo n=n(x) tal que xP''=x. Portanto, por [5, lema
3.1.3], segue--se que D é comutativo, com o que conclulriamos
a demonstração.

Logos podemos supor que D possui elementos algêbrl

cos sobre Z, de grau n>l

vamos mostrar agora que: dado urn elemento aeD. algo
brlco sobre Z de grau n>1, então nSê (af+2)

Para provarmos essa afirmaçâol construiremos, em prl

melro lugar, um anel com divisão i)nc D, de di.menção finita n2

sobre seu centro zo' que satisfaz todas as hipóteses do Teorg
ma de Hêrstein sl-Schac1ler

Consideremos a extensão Z(a) de Z. Como z é algébrÁ.

co sobre seu corpo primo I'o ' segue-se que a extensão z(a) IZ
é galoislana. com grupo de Galois cíclico, gerado por um ele
mento a, onde o(a)::n.

Apliccando o teorema de Skolem-N6ether ao Z-autontor-

fi.smo a de z(a)f temos que existe um elemento não nulo uCD
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tal que

a(x) = u x u'l , para todo xez(a)

Seja DO : z(aru) . o anel com dIvIsão gerado por a e

u e denotemos por Zo o centro de Do'

Como [Z(a) :Z] = n e ua=a(a)u, o conjunto

{uXall 0SI,j51n-l} gera Do sobre Zo

A.].ém disso, o conjunto {ull 0Sl:n-l} é linearmente

Independente sobre Z(a) e gera Do sobre Z(a) . Logo, [Do

Consideremos então (elr'..fen2) \una base de Do so-
bre Z.. Temos

n2

el ej = kXI aljk ek r

aijk e zof ISlrj,k:n2

Sejam ainda L o menor Éubcorpo de DO que contém I'r/

os coeficientes de f e os aljk r ISlrj,kSn2 e DI a ã].febra
com divisão de centro L gerada pelos (el)l<1<n2

Observemos que fe Ltxlr...fxF}. Além disso, se

alr ...íaF são elementos de D]. então é claro que f(alr..a9eDl-
Por hipõtesel existe m=m(al'...,ar)ew tal que f(alp...,ar)mez.
Logo, f(al' ...,ar)m comuta com todo elemento de D e, em parti

curar, comuta com todo e].emento de DI' Assim, f(alr...ral)mel.
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Portanto, mostramos que dados a].f...raF e D] r exis-

te m=m(al''..'az.)eJN tal que f(al'...,ar)mCL.

Como L é finítamente gerado sobre seu corpo primo

H'P ' gue-se pela proposição (11.1) r que existe um Intei.ropg
s[t[vo N ta]. que f'" ê um pollnâmi.o central em D

Vo].temos agora ã ãlgebrca Dn' Observemos Inicíalmen-

caso contrario, teríamos Dl:L e portanto n=1, o que não oco:

l

re

Como fn é um polinõmlo central em DI e L é um corpo

Infinito, segue--se que fls é um poli.nõmio cento-al em D.. Agora,

por [14r pãg. 172], segue-se que fN é uma i.cientidade para
I'ln-l(Z) e portanto pol: [14. pãç. 64] temos que f é uma identí

jade em Mn-l(Z); logo 2(n-l)Saf, donde nS { (af+2), com o que
concluímos câ dentonstração da nossa afi.nrlação.

Vamos mostrar agora que D possui um subcorpo maxiinal
de dimensão fmi.ta sobre z

Para isso, consideremos K um subcorpo maxlmal de D,
com relação à propriedade de ser algébri.co sobre Z. Como todo

elemento de D. que ê algébrico sobre Z, tem grau menor ou igual

a { (af+2), cegue que [K:ZJ< ». Vamos demonstrar que K é

um subcorpo maxlmal de D, provando que Cn(K) = K

Soja ntao A = c[)(K) . Pelo teorema do duplo Centra-
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llzador, [5, teorema 4.3.2], segue-se que K = Z(A), o centro

de A. Logo, A é anel com divisão de centro K. Além disso, da-

al''..raFeA, temos que f(al'...,ar) ê algébrico sobre Z,

e portanto f(alr. ..raF)eK. Assim, f.y-y.f é uma i.dente.jade pg
].Inomlal para A; logo, pelo teorema de Kaplansky, [A:K]<n.

Poz outro lado, como Z é algébrico sobre H' ., ternos

que A é algébrico sobre H'P' Novamente, por [5r lema 3.1.3] ,
temos que Aê comutativa e portanto A = K = Cr)(K)

Logo, K é ull\ subcorpo max]ma]. de D e [K:Z]<n. con-
sequentemente, Dn:z] = [K:z]2 < n, o que Implica, como antes,
que D e comutativa; contradlcã 0

n
Finalmente estamos em condições de den\onstrar o teo

rema de rlersteln-Procesl-Schacher. que reenunciamos abaixo

11.7 - '1'EOREMA - Sejam D uin anel com divisão de centro Z e

f e Zlxl'.../xr} um polinõmlo nas variáveis não comutati.vas

(xl' . . . fxr} verlfi.canso as seguintes condições

(1) f é homogéneo em {xl'...,xd}, para algum intei-
ro d, ].<d<z'

(11) Dados alr...,al e Dr existe um inteiro positivo

m=m(al'...,ar) tal que f(al'....ar)m e z

Se car(Z)=p>Of assumi-reinos ainda que -f não é uma i.-
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dentidade polinomial para matei.zes pxp em característica p.

Nessas conde.çÕesr temos

(1) [D:Z] =n2, onde n.< } (af+2)

(2) Se n>1, f é uma i.dente.dade polínomlal em Mn-le)

(3) fn ê um polinõmio central em M.(Z) e dados

alr ' ''Parco podemos tomar m=m(alp...raF)

P$MQMSWBACÂo

Separaremos a demonstração em dois casos

19 CASO - Z é algébrico sobre um corpo fi.nato.

Nessa situação, pe]a proposição(]L6),telmsque D é corou

tatlvo. Logo [D:Z]] = 1 e as afirmações decorrem trlvlalmente

nao e algébrico sobre um corpo finito.

Nessa situaçãor pelo lema (11.5)r temos que [D:zg=n2o

Consi.detemos então {elr...ren2} uma base de D sobre
Z. Temos que

29 CASO Z

2

'i':i k:i j'j * '

onde aljj e zf iS.i,j
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Seja P o corpo primo de Z e consi.detemos L o subcor

po de D gerado por P, pelos coeficientes de f e pelo conjunto

{alj e zl ISI/j,kS.n2}. Então L é flnitamente gerado sobre
seu corpo primo P. Além disso, IFZ e portanto o conjunto
{etl l:lS.nz} é linearmente independente sobre L.

Seja Do o anel com dIvIsão de centro L, gerado pelo

conjunto {letl ISISn2}. Então [Do:L] : n2 e ainda feLlxlr...rlS:B}.

A].ém disso, Do satisfaz a condição (li) . Logo, pela
proposição (].1.1), existe um Inteiro post.alvo N tal que fN é
um pollnõmlo central em D

Por outro lado, podemos supor que L é um corpoinfi

nato, poísf caso contrario, terllamos que Dr.. ê comutativo. co
mo D = DO ® Lp teríamos que D e também comutatlvo e nesse ca
se, o teorema segue trlvlalmente

0

Assim, como IÉ:Z, temos que Z é um corpo ]nf:inato, e

como (fNy-yfN) ê uma Identidade para Dnr segue-se então que

(fNy-yfN) e tzn\a Identidade para D. Logo, fN é um polinõmio
central em D.

Consideremos agora F um corpo de decomposição para
O. Então 1) ® F = M.(F)

Como F ê infinito, temos que (fNy-yfN) é uma i.dente

dade em Mn(F) e portanto em Mn(Z) . Consequentemente. fN é um

poli-nõmi.Q central em Mn(Z). Por [].4, pag. 172] , segue-se que

Z



fi'J é uma Identidade em Mn-l(Z)

Novamente, como Z e um corpo i.nfi.nato, temos por

[14, pãg. 64] que f é uma identidade em Mn-l(Z). Logo, 2(n-l)Sair
donde nS 7 (af+2)

Restam portanto, provar a afirmação (3) do teorema.

aã sabemos que fN é central em Mn(Z) . Logo, por
[8f lema 3.6], segue-se que fn é central ern Mn(Z) . Por outro

M.(O)

Como f'' é central em 14n(Z) e Z é um corpo Infini-
to, temos que fn é central em Mn(D) e portanto é central em

Asse.m. dados all...ral elementos de D, podem

n\ar m : m(al'...,ar) : n

r'qr\Yn nn+-/\ r\ nA nmq , n.]-: ,]AmAnn4.v.h,]A

lado,

D

toos

D ® M (z ) =
nZ

Ü
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