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INTRODUÇÃO

Todos os anéis considerados serão providos de unida:
de e, quase semprer serão domllnlos de integridade

Uma representação de grau n de um grupo G sobre
um anel. R é um homomorflsmo de G no grupo multiplicativo

das matrizes n x n Inversívels com coefici.entesem R. Duas

representações T e T' .de umgrupo G sobre R sao di-
tas equivalentes quando exi.ste uma matriz P tal quer para

todo e].ementa g de Gf se tem T(g) = p'T'(g)P''.

Uma representação T de um grupo finito G=tglr...pgM}
sobre um anel R pode ser estendida a uma representação T'

do anel de grupo RG, isto e, a um homomorflsmo T de RG
no anel. das matrizes n x n com coeficientes em Rp tal que

r in '\ lt!

Dado um R du].o M IJ.vre de posto np colllo o a-

nel das matrizes n x n com coeficientes em R é isomorfo

ao anel dos endomorfismos de M. podemosí fixando uma base

de M. considerar T como umhomomorfismo de RG no anel

dos endomorfi.smas de M.

Por outro lado, pode-se dar a M uma estrutura de

RG-módulo, definindo a ação de G sobre M por: gm:T(g)(m)

para geG e mcM.

Dessa manei.ra, obtém-se uma correspondência bijeto-

ra entre as classes de equivalência das representações de

grau n deumgrupo G (oudoanel RG) sobreumanel R e

B(1) : 1. fazendo $Í }l zjgjti=i ' ' : .}. rlT(gÍ), com rlcRi:l

l

--------------- -------------

INTRODUÇÃO 

Todos os anéis considerados serao providos de unida 

de e, quase sempre, serão domínios de integridade. 

Uma representação de grau n de um grupo G sobre 

um anel R é um homomorfismo de G no grupo multiplicativo 

das matrizes n x n inversíveis com coeficientes em R. Duas 

representações T e T' _de um grupo G sobre R -sao di-

tas equivalentes quando existe uma matriz P tal que, para 
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todo elemento g de G, se tem T(g) = PT'(g)P • 

Uma representação T de um grupo finito G={g1
, ••• , gm} 

sobre um anel R pode ser estendida a urna representação 'l' 

do anel de grupo RG, isto - um homomorfismo e, a 'l' de RG 

no anel das matrizes n X n corn coeficientes em R, tal que 

[ m r. g. l = i T < 1> = I, fazendo - I riT(gi), com r.e:R. 
T i=l 1 1 i=l 

l. 

Dado um R-módulo M livre de posto n, como o a

nel das matrizes n x n com coeficientes em R e isomorfo 

ao anel dos endomorfismos de M, podemos, fixando uma base 

de M, considerar T como um homomorfismo de RG no anel 

dos endomorfismos de M. 

Por outro lado, pode-se dar a M uma estrutura de 

RG-mÕdulo, definindo a açao de G sobre M por: gm=T(g) (m) 

para ge:G e m€M. 

Dessa maneira, obtém- se uma correspondência bijeto

ra entre as classes de equivalência das representações · de 

grau n de um grupo G (ou do anel RG) sobre um anel R e 
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classes de isomorfismo dos RG-mõdu:

)s, são livres e de posto igual a
Se A e um anel., um A-mõdulç

se é possível expressa'lo como COMI

não nulos. Em caso contrario, M -

. A correspondência acima descai-ta

)onÍveis com representações Indecom

Esses fatos nos sugerem que p

celta de representação, conslderand

o uma representação do anel A.

Dado, então, um anel A, sur
n+"pq nllp t{)rls:

2

as classes de isomor'fisco dos RG-módulos, quer coiro R-mó-

dulos, são livres e de posto igual a n.
Se A é um anel, um A-módulo M é dito decomponi

vel se é possível expressa'lo como soma dlreta de dois módu-
los não nulos. Em caso contrario, M é chamado IndecomponÍ'

vel. A correspondência acima descrita associa módulos inde-

componiveis com representações IndecomponÍveis.
Esses fatos nos sugerem que podemos generalizar o

conceito de representação, considerando a qualquer A módulo

como uma representação do anel A.

Dado, então, um anel A, surgem, de imediatoras sg

gulntes questões
(í) Se qualquer A.-módulo pode ou não ser expresso como sg

luta atleta de A-módulos IndecomponÍvels .

(ii.) Determinar o nílmero de A-módulos IndecomponÍvels não
isomorfos.

(lil) Descrever os A-mõdulas Indecomponlvels .
(i.v) Detenü.nar se a decomposição de um A-módulo em A-mó-

dulos indecomponÍveis é única a menos de isomorfismos e da
ordem dos somandos.

No presente estudo, trataremos do último problema

citado, no caso em que A é um anel de grupo de um grupo f.L
nato.

Diz-se que um A-módulo M satisfaz a propriedade

de Krull dt se, sempre que tivermos duas decomposi.-

çoes M:MIO...OMr;NIO'''QNs desse À-módulo

-2-

as classes de isomorfismo dos RG-módulos, 

dulos, sao livres e de posto igual a n. 

. .. 
que, como R-mo-

Se A é um anel, um A-módulo M é dito decornpon! 

vel se é posslvel expressá-lo corno soma direta de dois módu

los não nulos. Em caso contrário, M é chamado indecomponi

vel. A correspondência acima descrita associa módulos inde

componiveis com representações indecomponíveis. 

Esses fatos nos sugerem que podemos generalizar o 

conceito de representação, considerando a qualquer A-módulo 

corno uma representação do anel A. 

Dado, então, um anel A, surgem, de imediato, as se 

guintes questões: 

(i) Se qualquer A-módulo pode ou nao ser expresso como so 

ma direta de A-módulos indecomponlveis. 

(ii) Determinar o número de A-módulos indecomponiveis nao 

isomorfos. 

(iii) Descrever os A-módulos indecomponíveis. 

(iv} Determinar se a decomposição de um A-módulo em A-mó

dulos indecomponiveis é Única a menos de isomorfismos e da 

ordem dos sornandos. 

No presente estudo, trataremos do último problema 

citado, no caso em que A é um anel de grupo de um grupo fi 

nito. 

Diz-se que um A-módulo M satisfaz a propriedade 

de Krull-Schrnidt se, sempre que tivermos duas decomposi-

desse A-módulo 
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em À-módulos indecomponÍveis, seguir-se que r é Igual a s

e M] é isomorfo a NI, para todo i, depois de convencer

temente reenumerados os N.i'

D[z-se que o teorema de Kru].]-Schmidt vate para um
anel À ou que A satisfaz a propriedade de Krull-Schiü.dt

quando todo A-módulo finltamente gerado satisfaz ao teore
ma de Krull-Schmídt

Quando o anel A satisfaz ao teorema de Krull-

Schrnidt e todo A duro fi.nltamente gerado é soma dlreta

finita de À-módulos indecomponÍvels, valem as seguintes prg
prledades:

1) Se M e N sao A dulos flnltamente gerados, N um sg

mando dlreto de M e M = MI © ... O Mr é uma decomposição
de M em submÕdulos indecomponÍveis, então N e isomorfo a

soma dlreta de um subconjunto do conjunto dos MI
2) Se L,M e N são A-mõdu].os flnltamente gerados, LOM;L©N

Implica M ; N. Esta propriedade é conhecida como a proprig
date do cancelamento.

3) Se M e N são A duros flnitamentegeradose Mr;Nr

para algum Inteiro positivo r, então M ; N.

As demonstrações dessas propriedades consistem sim-

plesmente em decompor os módulos envolvidos em indecomponÍ'

vela e aplicar o teorema de Krull-Schmldt

Como veremos no capítulo V, nenhuma dessas pro'
priedades é suficiente para assegurar a validade do teorema
de Krull-schiü. dt

- 3-

em A-módulos indecomponíveis, seguir- se que r é igual a s 

e M
1 

é isomorfo a N
1

, para todo i, depois de convenien 

temente reenumerados os N .• 
J 

Diz-se que o teorema de Krull-Schmidt vale para um 

anel A ou que A satisfaz a propriedade de Krull-Schmidt 

quando todo A-módulo finitamente gerado satisfaz ao teore

ma de Krull-Schmidt. 

Quando o anel A satisfaz ao teorema de Krull

Schmidt e todo A- módulo finitamente gerado é soma direta 

finita de A-módulos indecomponíveis, valem as seguintes pr2 

priedades: 

1) Se M e N sao A-módulos finitamente gerados, N um so 

mando direto de M e M ~ M1 @ ••• ~ Mr é uma decomposição 

de M em submódulos indecomponlveis, então N é isomorfo à 

soma direta de um subconjunto do conjunto dos M1 . 

2) Se L, M e N são A-módulos finitamente gerados, L Q) M;;; L ~ N 

implica M - N. Esta propriedade é conhecida como a propri~ 

dade do cancelamento. 

3) Se M e N sao A-módulos finitamente gerados e Mr;; Nr 

para algum inteiro positivo r, então M ~ N. 

As demonstrações dessas propriedades consistem sim

plesmente em decompor os -módulos envolvidos em indecomponí

veis e aplicar o teorema de Krull-Schmidt. 

Como veremos no capitulo V, nenhuma dessas pro

priedades é suficiente para assegurar a validade do teorema 

de Krull-Schmidt. 
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No capítu].o 1, demonstraremos o teorema de Krul.}

Schiü.dt para anéis artlnianosf resultado obtido por Ajumaya

No capítulo 11, apresentamos um exemplo construí-

do por Reiner da não validade do teorema no caso em que
A=RG. sendo R o anel dos Inteiros algebrlcos de um corpo de

n.ümeros a].gébricos.
No capítulo 111, veremos a demonstração do teore

ma de Krull-$chilü.dt para ãlgebras flnitamente geradas so-

bre anéis locais noetherlanos completos/ conforme o caia.-

nho adorado por R. G. Swan.

No capitulo IV, estudamos o caso em que A : RG,
com R um anel de va].orlzaçao di-screta de característica zg

ro. Apresentamos um resu].Lado de Jonesl que dã uma condi-

ção necessária e suficiente para a validade do teorema quan-
do o grupo G é comutativa e o anel R é o dos racional.s
p'inteiros, onde p é um primor e uma general.izaéão de

Jacoblnskl para a suficiência no caso de p-grupos nao co-

mutatlvos com p um primo Impar

Fi.nalnmnte, no capítulo V, estendeit\os alguns des-

ses resultados para R-ordens.

A seguir. apresentaremos a].gumes definições e resui.

Lados que se constituem em pré'requisitos para o material co2

tido nesta dissertação.

Se A é um anel e M e N são A-módulos, defina.

se comumente ExtA.(M, N) por Exma(M, N) = n].(HolnA(PMI N)),
onde Pm e uma resolução projetiva contraída de M e HI e

- 4-

No capitulo I, demonstraremos o teorema de Krull 

Schmidt para anéis artinianos, resultado obtido por Ajumaya. 

No capítulo II, apresentamos um exemplo construi

do por Reiner da não validade do teorema no caso em que 

A=RG, sendo R o anel dos inteiros algébricos de um corpo de 

números algébricos. 

No capitulo III, veremos a demonstração do teore

ma de Krull-Schmidt para álgebras finitamente geradas so

bre anéis locais noetherianos completos, conforme o cami

nho adotado por R. G. Swan. 

No capitulo IV, estudamos o caso em que A = RG, 

com R um anel de valorização discreta de característica z~ 

ro. Apresentamos um resultado de J ones , que dá uma condi

çao necessária e suficiente para a validade do teorema quan-

do o grupo G é comutativo e o anel R 
.. 
e o dos racionais 

p-inteiros, onde p é um primo, e uma generalização de 

Jacobinski para a suficiência no caso de p-grupos nao co

mutativos com p um primo !mpar. 

Finalmente, no capítulo V, estendemos alguns des

ses resultados para R-ordens. 

A seguir, apresentaremos algumas definições e resul 

tados que se constituem em pré-requisitos para o material con 

tido nesta dissertação. 

Se A é um anel e M e N sao A- módulos, defin~ 

se comumente ExtA(M, N) por ExtA(M, N) ~ H1 (HomA(PM, N}), 

onde PM é uma resolução projetiva contraída de M e H1 é 
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o primeiro grupo de hontologia. Para nÓsp serão mais conveni-

entes duas outras caracterizações de Exma(M, N) que descrg
verexaos abaixo:

1) Dado um domínio de Dedeklnd R cujo corpo de quoclen'

tes é K e umgrupo finito Gp sejam M e N RG-módulos

quer como R-mÓduLos, são ].á.vres de posto finito.
Uma função de ligação do par Mí N é um R-homo-

morflsmo definido em RG com valores em Homo(Nr M) tanque

F(xy){m) = xF(y)(m} + F(x)(ym), para x'ycRG e m(N.
O conljunto B(M, N) cujos elementos são todas as

funções de ligação do par Mp N é um grupo comutatlvo com

a soma de funções e um R-módulo finltamente gerado sem tor-

ção

Uma função de ligação F do par Mr N é alta uma

função de ligação Interna se puder ser calculada por uma ÍÕ:l
mula do tipo: F(x)(m) = xD(m) - Dxm. para xcRG e mcN, o2:
de D é um R-homomorfismo fixo de N em M.

O conjunto B'(Mf N) formado pelas funçoes de liga

ção Interna do par Mr N é um R-submÕdul-o de B(Mr N) ede
fine-se Ext..(M, N) = ---g(M.n)

RG'''' '' B'(M, N)

Sejam T e u as representações matriciais de M

e N respectivamente. Em linguagem matricial, a uma função

de ligação FcB(M, N) corresponde uinla função L que a cada
elemento g de G associa a matriz L(g) tal que a função

que leva g na matriz

-5 -

o primeiro grupo de homologia. Para nós, serao mais conveni

entes duas outras caracterizações de ExtA(M, N) que descre 

veremos abaixo: 

1) Dado um domínio de Dedekind R cujo corpo de quocien-

tes é K e um grupo finito G, sejam M e N 

que, como R-módulos, são livres de posto finito. 

RG-módulos 

Uma função de ligação do par M, N é um R-homo-

morfismo definido em RG com valores em Ho~(N, M) tal que: 

F(xy) (m) = xF(y) (m) + F(x) {ym), para x,yERG e mEN. 

o conjunto B{M, N) cujos elementos sao todas as 

funções de ligação do par M, N 
... 
e um grupo comutativo com 

a soma de funções e um R- módulo finitamente ge r ado s em tor

çao. 

Uma função de ligação F do par M, N é dita uma 

função de ligação interna se puder se r calculada por uma fór 

mula do tipo: F (x) (m) = xD (m) - Dxm, par a XERG e mEN, on 

de D é um R- homomor fismo fixo de N em M. 

O conjunto B' (M, N) formado pelas funções de lig~ 

çao interna do par M, N é um R-submódulo de B (M, N) e de 

fine-se 
B (M, N) 

B' (M, N) 

Sejam T e U as representações matriciais de M 

e N respectivamente. Em linguagem matr icial, a uma funç ã o 

de ligação FEB(M, N) corresponde uma função L que a cada 

elemento g de G associa a matriz L(g) tal que a funç ã o 

que leva g na matriz 
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Ív(ç) L(g) 'l

l o u(g)j

ê uma representação matrlci.al de G.
Se F é uma função de ligação Interna do par Mr N

então existe uma matriz D com coeficientes em R tal que

L(g) = T(g)o - DU(g) para todo g de G.
Se:ja P um ideal primo de R que contém oidealgg.

Fado em R pela ordem do grupo G e seja IGIR=PaP].al...Praz

a expressão de AGIR como produto de i-deals pri.mos.

A parte P-primaria de ExtRG(Mr N) é definida cg

o conjunto dos e].ementas F(Extra(Mr N) tais queilio sendo

PctF = 0.

Valem os seguintes teore

TEOREMA 0.].. A parte P-primaria de ExtRG(Mp N) e igual

a Rp ExtRG(Mr N)l onde Rp e a ]'ocallzação de R ém P.

TEOREMA. 0.2. 1tP Extra(MI N) = ExtRG(RPMp RPN)

TEOREMA 0.3 IGI ExtRG(Mp N) : 0.

As demonstrações destes teoremasf bem como os deta-

lhes desta caracterização podem ser encontradas em (31 Seçãa

2) Sejam M e N RG-módulos. Uma extensão de M por N e

uma sequência exala de RG-módulos do tipo:
0 ----+ M -----F X .---+ N "-'--'> 0.

Duas extensões e e c' de M por N sao ditas

75)

-6-

L ( g) l 
u (g) 

é uma representação matricial de G. 

Se F é uma função de ligação interna do par M, N 

então existe uma matriz D com coeficientes em R tal que 

L(g) = T(g)D - DU(g) para todo g de G. 

Seja P um ideal primo de R que contém o ideal g~ 

rado em R pela ordem do grupo G e seja 

a expressao de IGIR como produto de ideais primos. 

A parte P-primária de ExtRG (_M, N) é definida co 

mo sendo o conjunto dos elementos FEExtRG(M, N) 

Pa.F = O. 

Valem os seguintes teoremas: 

tais que 

TEOREMA 0.1. A parte P- primária de ExtRG(M, N) é igual 

a RP ExtRG(M, N), onde RP é a l ocalização de R em P . 

TEOREMA 0.3. IGI ExtRG(M, N) = O. 

As demonstrações destes teoremas, bem como os deta

lhes desta caracterização podem se r encontradas em (3, Seção 

75) • 

2) Sejam M e N RG- módulos. Uma extensão de M por N 
.. 
e 

uma sequência exata de RG- módulos do tipo: 

O ---+ M ---+ X - N ---+ O. 

Duas extensões e e e: 1 de M por N sao ditas 
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equí.valentes se existe um homomorfismo $:E ""+ E' que torna
comutati.vo o diagrama:

t M

'M.l

:+ M

Pode-se defInIr ExtRG(Nr M) como o conjunto das classes de
equlvaJ-ência das extensões de M por N e defInIr uma soma

de classes que torna ExtRG(Nr M) um grupo no qual o e].eine2

to neutro é a c].asse de equivalência da extensão
0 ----+ M ---+' M © N "'--"+ N "-"-'p 0.

Resulta que se ExtRG(NTM)'0, toda extensão de M por N
cinde

+

:- =:} E --: :>

l

c'

os detalhes desta caracterização podem ser encontra

dos em (16, ll 49) .

Um RG-módulo M é denominado R-redutível se con-

tém um RG submÓdu].o nao nulo cujo posto sobre R seja me-

nor que o de M. Em caso contrário, M diz-se R-irredutí-
vel

Uitucadeia M=Mh 3Mh-l D ''' DMo :0 dera
mõd.ralos de M é chamada wna série de R-composição de Mr

quando:

(i) Como R-módulo, MI.l é um somando dlreto de Mlf para
1 = 1, 2.... h.

(11) + é um RG-módulo R-Irredutível, para 1:1,2,...íh.
M.-l

MI n . n. q 2-\-=.

Os falares
M.-l

l

a ore.osamasao C

-7-

equivalentes se existe um homomorfismo ~:E-+ E' que torna 

comutativo o diagrama: 

e; = o ---+- E - N - O 

e;' = O --+ M _.. E' - N ---+ O. 

Pode-se definir ExtRG{N, M) como o conjunto das classes de 

equivalência das extensões de M por N e definir uma soma 

de classes que torna ExtRG(N, M) um grupo no qual o elemen 

to neutro é a classe de equivalência da extensão 

O - M--+ M EB N - N--+ O. 

Resulta que se ExtRG(N,M)=O, toda extensão de M por N 

cinde. 

Os detalhes desta caracterização podem ser encontra 

dos em {16, II 49). 

Um RG-módulo M é denominado R-redutível se con

tém wn RG-submódulo não nulo cujo posto sobre R seja me

nor que o de M. Em caso contrário, M diz-se R-irredutí

vel. 

Uma cadeia M = ¾ J ¾-l J ••• J Mo= O de RG-sub 

mód.ulos de M é chamada uma série de R-composição de M, 

quando: 

i 

{i) Como R-módulo, M1_1 é um somando direto de Mi' para 

= 1, 

(ii) 

2' ••. h. 

Mi é um RG-módulo R-irredutivel, para i=l, 2, ... ,h. 

M.-1 
l. 

Os fatores sao chamados fatores de R-com-
M.-1 

l. 



M.N

8

post.çao de M. Nem sempre os fatores de R-composição são
unicamente determinados a menos de RG-isomorflsmo e ordem

de ocorrência. Vale, no entanto, o seguinte teorema:

TEOREMA 0.4. Seja R um ane]. de valorização discreta e G

um grupo finito. Se AGIR = R, então os falares de R-compg

slção de um RG-módulo M, que como R-medula seja livre
de posto flnitop são amIGos a menos de RG-isomorflsmo e or-
dem de ocorrência (3, 76.19).

Dado um ane]. R, definimos o radical de Jacobson

de R como sendo a Interseção de todos os Ideais maxi.mais

de R e o representaremos por rad R. o rad R é um ideal

bi].atera]. de R. Vamos precisar do seguinte resultado:

LEMA 0.5. (Nakayama). Seja M um R-módulo flnltamente

gerado e N um submÓdulo de M.
Se M = N + (rad R)M então

Um R aDIo simples (ou Irredutível) é um R-módu-

lo que não admite submÕdulos não triviais. Um R-módulo M é

dito semisimples quando todo submÓdulo de M é somando dlrg
to de Fi. Isto equivale a afirmar que M é soma dlreta de

submÕdulos si.mples. Um anel R é semlslmples quando for se-

mislmples como R-módulo. Isto ocorre se e sõ se todo R-mê
auto é semlslmples. Valem ainda os seguintes resultados:

LEMA0.6. Se M é um R-Hoduloslmplesr HomR(Mf M) é um

anel com divisão.

-8-

posição de M. Nem sempre os fatores de R-composição sao 

unicamente determinados a menos de RG-isomorfismo e ordem 

de ocorrência. Vale, no entanto, o seguinte teorema: 

TEOREMA 0.4. Seja R um anel de valorização discreta e G 

um grupo finito. Se I G IR = R, então os ·fatores de R-compo 

sição de um RG-módulo M, que como R-rnódulo seja livre 

de posto finito, são únicos a menos dê RG-isomorfismo e or

dem de ocorrência (3, 76.19). 

Dado um anel R, definimos o radical de Jacobson 

de R como sendo a interseção de todos os ideais maximais 

de R e o representaremos por rad R. o rad R é um ideal 

bilateral de R. Vamos precisar do seguinte resultado: 

LEMA 0.5. (Nakayama}. Seja M um R-módulo finitamente 

gerado e N um submódulo de M. 

Se M = N + (rad R)M então N = M. 

Um R-módulo simples (ou irredutível) é um R-módu

lo que não admite submódulos não trivia is. Um R-módulo M é 

dito semisimples quando todo submódulo de M é somando dire 

to de M. Is to equivale a afirmar que M -e sorna direta de 

submódulos simples. Um anel R é semisimples quando for se

misirnples como R-módulo. Isto ocorre se e só se todo R-mó 

dulo é semisimples. Valem ainda os seguintes resultados:_ 

LEMA O. 6. Se M -e um R-módulo simples, -e um 

anel com divisão. 
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LEMA 0.7 Se R é seio.simples l rad R 0

LEMA0.8. Se R eartlnlanoe radR:0, então R é se

mlslmples.

LEMA 0.9. rad
rad R

Necessltaremos também alguns resultados sobre exte=

.clotõmlcas, cujas demonstrações estão em (20) .

TEOREMA 0.10. Sejam m um inteiro positivo e p um numero

pri-no. Se Q êocompletamento p'ãdicode Q e f OPo'
llnõnlo clclotõmlco de ordem m em QEx], então onümero de

extensões do i.leal gerado em Z por p à Q(nl/''T) é Igual

ao numero de fatores Irredutível.s distintos de f em

âEx] (20r 2-4-5 e 2-4-6)

Seja 0 o anel dos Inteiros de Q(mir'T)

TEOREMA 0.1].. Se p nao dIvIde mP pO : Plp2'.'Pr ondeos

p. sãoldeaisprimosdlstlntosde 0 e r-- d l onde
0 é a função de Euler e d é a ordem de p no grupodos12.

versívels do anel - & (20f 7-2-4)

TEOREMA O.12. Se m é uma potencia de pP então p tem uma

única extensão a Q(mv/''''l) a qual é dada por: p0:(1-o'b(P') ,

onde ps = m e ( é uma raiz m-ésl.ma primitiva da unidade
(20, 7-4-1) .

TEOREMA. o.13. se pSmi onde p não divide m'p en

-9-

LEMA 0 .7. Se R é sernisimples, rad R = O. 

LEMA 0 .8. Se R é artiniano e 

misimples. 

LEMA 0 .9. rad [ R ] = O. 
rad R 

rad R = O, então R -e se-

Necessitaremos também alguns resultados sobre exten 

soes ciclotômicas, cujas demonstrações estão em (20} . 

TEOREMA 0.10. Sejam m um inteiro positivo e p um número 

A 

primo. Se Q é o completamente p-ádico de Q e f o po-

linômio ciclotômico de ordem m em Q[x], então o número de 

extensões do ideal gerado em z por p à Q(mrT) é igual 

ao número de fatores irredutlveis distintos de f em 

" Q[x] (20, 2-4-5 e 2-4-6). 

Seja O o anel dos inteiros de Q(mrT}. 

TEOREMA 0.11. Se p não divide m, 

Pi são ideais primos distintos de O 

pO = P1P 2 .•• Pr onde os 

e r = ~(rn) onde 
d 

é a função de Euler e 

versiveis do anel z 
mZ 

d é a ordem de 

(20, 7-2- 4). 

p no grupo dos i_!l 

TEOREMA O .12. Se m é uma potência de p, então p tem uma 
s 

única extensão a Q(rn./I) a qual é dada por: p0::: (1-r;)4>(p ) , 

onde p
5 = m e ~ é uma raiz m-ésima primitiva da unidade 

(20, 7-4-1). 

TEOREMA O .13. Se m = p 8 m', onde p nao divide rn', en-



.!...a. ..a.. ......=. f?n. 7-4=JI.
:ão: po : (PI'..Prj©(Ps) onde r :-'ilf!!.}-- e d' é aor

10

tão: PO : (PI'..Pr)Õ(Ps) onde r =-'jLla'!.)-- e d' é a or

dem de p no grupo dos Inversíveis de -';;:?-- (201 7-4-3)

'TEOREMA 0.14. Seja P o Ideal maxlmal do anel de valoriza-

ção de um corpo valorizado F e seja E uma extensão flnl

ta de FP talque Ê®FE é sela.simplesr onde Ê é ocom-

pletamento P-ãdlco de F. Se QI' Q2r.''r Qr Sãoas exte&

iões de P a E e EI é o completamente Ql-ãdlcode E pg
ra 1=1,21...,r, tem-se: F®FE;EIO''.QEr (20r
2-5-11)

Seja G um grupo fInIto e K um corpo cuja carac-

terística não divide a ordem de G. Suponhamos que KG se-

ja [somorfo a © A], onde Aj é o aneldematrlzesMh](D])j=i = ' J

com D+ anel com dIvIsão. Seja F uma extensão de K que

seja um corpo de decomposição de G e M um FG-Badalo sl=

pies ao qual- corresponde a representação Y de G.
Seja À ocarãter de Y, i.stop. a funçãode G

em F que a cada elemento g de G associa o traço da ma-

triz V(g).

LEMA 0.15. Existe um üni.co j tal que AJM # 0r e o cen-
tro de A.i é lsomorfo a. K(À), onde K(X) é a extensão de

K obtida pela adjunção dos elementos X(g), com g percogl

lendo G. (4. 24.7) .

Define--se o Índice de Schur de V sobre K como

-10-

tão: pO = ( p 1 • • . p r) ~ ( ps) onde r = 
~ (m') e 

d' 
d' -e a or-

dem de dos inversíveis de 
z 

p no grupo 
m' z 

(20, 7-4-3). 

TEOREMA 0.14. Seja P o ideal maximal do anel de valoriza-

ção de um 

ta de F, 

pletamento 

sões de p 

corpo valorizado 

tal que 
... 
F ®F E 

P-ádico de F . 
... .. 

a E e Ei e o 

F e seja E uma extensão fini

é sernisimples, onde F é o com

Se o1 , o2 , ••• , Qr são as exten 

completamente o1
-ádico de E pa 

ra i = 1, 2, ••• , r, tem-se: (20, 

2-5-11) • 

Seja G um grupo finito e K um corpo cuja carac

terlstica não divide a ordem de G. Suponhamos que KG se-

ja isomorfo a 
r 
61 

j=l 
A., 

J 
onde A. 

J 
é o anel de matrizes M (DJ.) 

nj 

com D. 
J 

anel com divisão. $eja F uma extensão de K que 

seja um corpo de decomposição de G e M um FG-módulo sim 

ples ao _qual corresponde a representação 'f de G. 

Seja À o caráter de 

em F que 

triz 'f ( g) • 

LEMA o.·1s. 

tro de A. 
J 

a cada elemento g 

Existe um único j 

é isomorfo a K(À), 

'f, isto - função de G e, a 

de G associa o traço da ma-

tal que 

onde 

A.M ~ O, e o cen
J 

K(À} é a extensão de 

K obtida pela adj_unção dos elementos À ( g) , com g percor 

rendo G. ( 4 , 2 4 • 7) • 

Define- se o indice de Schur de f sobre K como 
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sendo a raiz quadrada da dimensão de Dj sobre K(À)

TEOREMA 0.16. (Roquette). Se G é um grupo nllpotente de ogl

dem Íltlparr o índice de Schur de uma representação Irredut!
ve[ de G sobre K é igual. a 1 (].8)

-11-

sendo a raiz quadrada da dimensão de Dj sobre ·K(À). 

TEOREMA O .16. (Roquette}. Se G é um grupo nilpotente de ºE 

dem ímpar, o Índice de Schur de uma representação irredutí 

vel de G sobre K -e igual a 1 (18). 



CAPITULO l

Dado um anel R, um R-módulo M é dito artlnlano

se ele obedece a uma das segulnteb condições equivalentes:

(1) Todo conjunto não vazio de submÓdulos de M possui Pg
lo menos um elemento inlnlmal.

(11) Toda cacei.a descendente Mi 2Mz 3 ... 2MI 2... de ,sub-
mÓdulos de M é estãcioDãFlar ou seja, existe mo tal que

Mi = Mm. para i maior ou Igual a me'

Um R du].o M é chamado noetherlano quando obeiãg

cer a uma das segui.ates condições equivalentes:

(1) Todo conjunto não vazio de submÓdulos de M contén pg.
lo menos um elenento maxlmal.

(11) Toda cadela ascendente M SM S ...ÇMIS

autos de M é estacionária

de submÓ

LEMA ]..l. Um módulo M é noêtheri.ano se e somente $e todo

submÓdulo de M é flnltamente gerado.

Demonstração; Seja M noetherlano e bi um submÓdulode M. O

conjunto dos submÕdulos flnltamente gerados de N ê não vazio

e. portanto, admite um e].evento maxlmal No. Se x e um ele-

mento de N, como o submÕdulo gerado por x e No e flnlta-

inente gerado, contêm No e esta contido em N, resulta que este
12

CAPtTULO I 

Dado um anel R, um R-módulo M é dito artiniano 

se ele obedece a uma das seguintes condições equivalentes: 

(i) Todo conjunto não vazio de submódulos de M possui p~ 

lo menos um elemento minimal. 

(ii} Toda cadeia descendente M ::,M => =>M => 
1 - _2 o:- • • • - i - • • • de _sub-

módulos de M é estacionária, ou seja, existe m
0 

tal que 

para i maior ou igual a 

Um R-módulo M é chamado noetheriano quando obede 

cera uma das seguintes condições equivalentes: 

(i} Todo conjunto não vazio de submódulos de M contém pe 

lo menos um elenento maximal. 

(ii) Toda e-ade ia ascendente M S M 5. • • • <i M1 S 

dulos de M é estacionária. 

de submó 

LEMA 1.1. Um módulo M é noetheriano se e somente se todo 

submódulo de M é finitamente gerado. 

Demonstração: Seja M noetheriano e N um submódulo de M. O 

conjunto dos submÕdulos finitamente gerados de N é não vazio 

e, portanto, admite um eleme nto maximal N 0 • se x é um ele

mento de N, como o submódulo gerado por x e N0 
é finita

mente gerado, contém NO e está contido em N, resulta que este 

-12-
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submódulo é igual a No e. portanto, x pertence a No' Lg

gof N = N. e. portanto. N é flnltamente gerado. Sel por
outro lado, todo submÓdulo de M for flnltamente gerador iãâ

da uma cadela ascendente Mlc- MZ S ... SMi S ..., a união dos
M.i sela um suba\Õdulo de M e, portanto, flnítamente gerado.

Assim sendo, a cadeia será estacionária a partir daquele Mj.

que contiver todos os geradores da união. O

LEMA 1,2& Seja N um submÓdulo de M. Então:

(1) M énoetheríano se e sÕ se N e : são noetherlanos.

(11) M é artlniano se e sÓ se N e g são artinlanos.

2Slggeg.E:12ç99: Suponhamos que N e $ sejam noetherianos e
seja MiSMzS...SMI S... uma cadeia de submÓdu].os de M.
Às cadelas

Mina S MznN S M.nN :
l

e

Mi+N Mz+Nc:

N N
Ml+N

N

são ascendentes e, portanto, estacionárias. Assim, para l

maior ou Igual a um certo j fixo, teremos: MlnN = MjnN e
Ml+N Ml+N

l\r--=--:1:;!Í.--. Dado x em MI' tem-se x+N = y+Nf

com y em M:j' Então: x € NnM3. = NnMJ' donde x-y
esta em M.i e, portanto, x pertence a MI

Logo: M{ = M.i para 1 2 j. A recíproca e imedia-

ta e a denonstraçao para o caso artlniano é Inteiramente anã
Ioga. O

-13-

submódulo é igual a N0 e, portanto, x pertence a N0• Lo 

go, N = N
0 

e, portanto, N é finitamente gerado. Se, por 

outro lado, t o do submódulo de M for finitamente gerado, da 

da uma cadeia ascendente M CMC CMC 
1- 2.-~··- i- ... , a união dos 

Mi será um submódulo de Me, portanto, finitamente gerado. 

Assim sendo, a cadeia será estacionária a partir daquele Mi 

que contiver t odos os geradores da união. O 

LEMA 1.2. Seja N um submódulo de M. Então: 

( i ) M é noetheriano só N 
M - noetherianos. se e se e N sao 

(ii ) M - artiniano 
... 

N M artinianos. e se e so se e N sao 

Demonstração: Suponhamos que N e M sejam noetherianos e N 
seja M1 S. M2 S. ••• S M1 S • • • uma cadeia de submÕdulos de M. 

As cadeias 

e 

M1 +N 
E •.. ::, s ••• 

N N 

sao ascendentes e, portanto, estacionárias. Assim, para i 

maior ou igual a um certo 

= 

com y 

está em 

M·+N J 
N 

em Mj. 

M. e, 
J 

Logo: 

Dado 

Então: 

portanto, 

M. == M. 
1. J 

j 

X 

X 

X 

para 

fixo, teremos: e 

tem-se X + N = y + N, 

y E: NnMi = NnMj, donde X -y 

pertence a M . • 
J 

i ~ j . A reciproca - imedia-e 

ta e a demonstração. para o caso artiniano é inteiramente anã 

loga. O 
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COROLÁRIO 1.3. Uma soma dlreta finita de módulos é noethe-

ri.ana (ou artlnlana) se e sõ se cada saldando é noetherlano

(ou artiniano)

TEOREMA 1.4. Todo R módulo que bati.afaz a uma das condi-

ções de cadela é soma di.teta fInIta de R-módulos Indecompg

níveis.

Demonstração: Suponhamos que M nao seja soma dlreta fini-

ta de Indecomponiveis. Em particular. M = Mi Q Mz com Mi

e M, não trIvIaIs e com pelo menos um dos dolsf Mi ou Mal

decomponÍvel. Àssln, supondo Ma decomponivel,

M = Mi © Mzt Q Mzz

com Mt, Mzi e Mzz nao trIvIaIs. Pela suposição feita. pg

demos prosseguir na decomposição de M obtendor por induçãop

vials. A$ cadelas Infinitas nao estacionárias

O. Mí i .O. Mj. : .O. MJ. :
1:1 ' i:2 ' 1:3 '

e

Mi # M. O M: # MI © Mz 0 Ma
C

#

mostram que M não é noetherí.ano nem artlnlano n

Se um RúmÕdulo não obedece a nenhuma das condi-

ções de cadela, o resultado acima não se mantem. Na verdade,
Q exemplo que. apresentamos a seguir mostra que um módulo po-
de até mesmo não admItIr decomposição alguma em submÕdulos

-14-

COROLÃRIO 1.3. Uma soma direta finita de módulos é noethe-

riana (ou artiniana) se e só se cada somando é noetheriano 

(ou artiniano). 

TEOREMA 1. 4. Todo R-módulo que satisfaz a uma das condi

ções de cadeia é soma direta finita de R-mõdulos indecompQ 

nlveis. 

Demonstração: Suponhamos que M nao seja soma direta fini-

ta de indecomponiveis. Em particular, M = M1 @ M2 com M
1 

e M2 
não triviais e com pelo menos um dos dois, M 1 

ou M2 , 

decomponível. Assim, supondo M2 decomvonivel, 

com Ml' M21 e M
22 

nao triviais. Pela suposição feita, P2 

demos prosseguir na decomposição de M obtendo,por indução, 

QO 

uma decomposição infinita M = Q) M1 i=l 
com os M. nao tri-

1. 

viais. As cadeias infinitas não estacionárias 

00 

e 

00 

Q) 

i=2 
M. 

l. 

::, 
;t 

00 

. . . 

mostram que M não é noetheriano nem artiniano. O 

Se um R..;.módulo nao obedece a nenhuma das condi

çoes de cadeia, o resultado acima não se mantém. Na verdade, 

o exemplo que_ apresentamos a seguir mostra que um módulo po

de até mesmo não admitir decomposição alguma em submódulos 
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EXEMPLO 1.5. Seja A o anel das funções contínuas de Q em

IR., no qual as operações de soma e mu]t]p].lcação são defini-
das a partir das operações correspondentes de n.l e orlde coB

slderamos em Q a topologla Induãlda da topologla usual da
neta m.. Consideremos A como A-módulo.

Se f é um Idempotente de Af temos que f(x) :Xr

para todo x de Q. Consequentementer os Únicos valores que
f pode assumir são 0 e l.

A função h:Q '-' n definida por h(x) - 0 para
x < /'2' e h(x) = 1 para x > /'? é um exemplo de um Idem

potente não trIvIal de Ar o que nos garante a decomponibi-
lldade de Ar pois. nesse casar A:Ah OA (l-h)p onde l

é a função constante de Q em :R- que assume o valor l em

todos os pontos.
Seja í um ídempotente não nulo de A e seja acQ

um ponto no qual f(a) : 1. Como f é contínua e sõ assume
os valores 0 e l existe unu vizinhança de ralo r de a

em Q naqual :E ésempre iguala 1. Escolhemos b<c<d

em, n. taí.s que b. c e d sejam irracionais e o Intervalo

fechado da teta de extremos b e d esteja contido na viz.i

nhança de ralo r de a em ]R.

Vamos defInIr duas funções gi e ga de Q em Im-

por

(1) Se x < b ou x > d, g:(x) = f(x) e

(11) Se b<x'cc. g.(x) = 1 e g2(x) =0

-15-

indecomponíveis. 

EXEMPLO 1.5. Seja A o anel das funções contínuas de Q em 

1R, no qual as operações de soma e multiplicação são defini

das a partir das operações correspondentes de :IR, e onde con 

sideramos em Q a topologia induzida da topologia usual da 

reta :m.. Consideremos A corno A-módulo • 

Se f 
.. 
e um idempotente de A, temos que f(x) =x, 

para todo x de Q. Consequentemente, os Únicos valores que 

f pode assumir são O e 1. 

A função h :Q - :m. definida por h(x) = O para 

X < ./2' e h {x) = 1 para x > n é um exemplo de um idem 

potente não trivial de A, o que nos garante a decomponibi

lidade de A, pois, nesse caso, A= Ah~ A (1-h), onde 1 

é a função constante de Q em lR que assume o valor 1 em 

todos os pontos. 

Seja f um idempotente nao nulo de A . e seja aE:Q 

um ponto no qual f(a) = 1. Corno f é continua e só assume 

os valores O e 1 existe uma vizinhança de raio r de a 

em Q na qual f 
... 
e sempre igual a 1. Escolhamos b < e < d 

em. 1R tais que b, e e d sejam irracionais e o intervalo 

fechado da reta de extremos b e d este ja contido na vizi 

nhança de raio r de a em JR. 

Vamos definir duas funções g
1 

e g 2 de Q em lR 

por: 

(i) Se x<b ou X> d, g 1 (X) = f (x) e g2 ( x ) = o. 

( ii) Se b <X< C, g l ( X) = 1 e g 2 (x) "" o • 
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(lli) Se c < x < d, g.(x) = 0 e g. (x)

Então, gt e gz pertencema Ar sao Idempoten-

tes e gi + ga : f. Como vemos, nenhum Idempotente de A é
priinitlvo. Assim sendop todo somando di.teta de A é um A-mÓ(]B

lo decomponlvel.

Um anel A é chamado um ane]. local quando se veri-

fica uma das três propriedades equivalentes abaixo:

(1) A. tem um Único Ideal maxlmal.

(li.) O conjunto dos elementos não Inversívels de A forma
um i. dea] bi.]atera]. .

(111) oados x e y em À, se x e y sãonão Inversi-

veis, então x + y é não Inversível
Se A é local, o seu Ideal maxlmal é precisamente

aquele cujos elementos são os não Inversívels de A e com'
cede com o radical de Jacobson de A.

LEMA ]..6. Se M é um A-mÕdu].o indecomponlvel, artinlano e

noetherlanQr o anel Rama(M. M) é local.

p911gnxiçrgçãal Basta verificar que se frg c Romã(M, M) são
tais que f + g = ].M um dos dois é inversÍvel

Com efeito, nesse caso, se $ + Q é Inversível, e-

xiste 0 inversÍvel tal que (++»)Q ; IMp donde, por exem-

plos 4)0 é i.nversÍvel e existe if inversÍvel com +0lr : IMr

do que segue que + = (8'K)''
Sejam

fi = í e f -.-1 : f fl'i

para l > 1.
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(iii ) Se e< x < d, g l (X) = 0 e 

Então, g 
1 

e g 
2 

pertencem a A, -sao idempoten-

tese Como · vemos, nenhum idempotente de A 
.. 
e 

primitivo. Assim sendo, todo somando direto de A é um A-módu 

lo decomponível. 

Um anel A é chamado um anel local quando se veri

fica uma das três propriedades equivalentes abaixo: 

(i ) A tem um único ideal maximal. 

(ii ) O conjunto dos elementos não inversíveis de 

um ideal bilateral. 

A forma 

(iii ) Dados x e y em A, se x e y sao nao inversí-

veis, então X+ y é não inversível. 

Se A é local, o seu ideal· maximal é precisamente 

aquele cujos elementos sao os não inversíveis de A e coin

cide com o radical de Jacobson de A. 

LEMA 1.6. Se M -e um A-módulo indecomponível, artiniano e 

noetheriano, o anel HomA(M, M) é local. 

Demonstração: Basta verificar que se f ,g e: HomA (M, M) sao 

tais que f + g = 1 um dos dois é inversivel. 
M 

Com efeito, nesse caso, se ~ + w é inversível, e-

xiste 8 inversível tal que ( q> + 1/J ) 0 = lM, donde, por exem

plo, ~e é inversível e existe v inversível com ~8,r = lM, 

do que <t> 
- l segue que = (01T) • 

Sejam 
fl = f e fi = f fi-1 

o 

para 1 > 1. 
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Como M e artiniano e noetheFiânOp as cadeias

Ker f S Ker fz S Ker f3

e

[m f 2 Im fz : ]lm fa 2

são estacionárias a partir de um certo Índice j

Seja h a restrição de f] ao conjunto Imf3 com

valores em Im fzj = Im íj. Pela maneira como e definida, h

é um ep]morfi.smo. A].ém disso. se fj(fj(x)) : or x perten'
ce ao Ker fzj = Ker f] e, portanto, f](x) =0

Logo, h é um isomorfismo. Tomando k = ih'lr on-
de l é a inclusão de Im fj em Mr temos que a sequência

excita

0 ------>. Ker íj ""....-.-> M .::=:-F Im í1] ---'..--+ 0
K

M é IndecomponÍvel, implica em ImfJ=0ci.nde, o quem c
ou Im f] = M.

Se tmflj =0, tem-se íj :0 e. nessec

1 + f + ... + fj'i = (1 - f)'l = g'

e, portanto. g é inversível.
Se Im f = M, resulta Ker íj = 0 e daÍ se obtém

que Imf =M e Ker f :Or sendoentão f inversivel. Ü

LEMA 1.7. (Lema X) . Dado o seguinte diagrama de sequências

exatas

e 
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Como M é artiniano e noetheriano, as cadeias 

Ker f S Ker f 2 e Ker f 3 ~ 

Im f 2 Im f 2 J Im f 3 ~ 

sao estacionárias a partir de um certo Índice j. 

Seja h a restrição de ao conjunto com 

valores em Im f 2 j = Im fj. Pela maneira como é definida, h 

é um epimorfismo. Além d isso, se fj(fj (x)) = O, x perten

ce ao Ker f 2 j = Ker fj e, portanto, fj(x) = O. 

Logo, h é um isomorfismo. Tomando k = ih- 1
, on

de i é a inclusão de Im fj em M, temos que a sequência 

exata 

O ----i- Ker fj -,. M ~ Im fj ---i- O 
-r 

cinde, o que, como M é indecomponível, implica em Irnfj=O 

ou Im fj = M. 

Se 

1 + f + ••• + 

tem-se 

· -1 
f) = 

e, portanto, g é inversível. 

e, nesse caso, 

-1 
= g 

Se Im f = M, resulta Ker fj = O e daí se obtém 
.. 

que Iro f = M e Ker f = O, sendo então f inversível . O 

LEMA 1.7. (Lema X). Dado o seguinte diagrama de sequências 

exatas 
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M' N'

N' M''

0 0

se t 4) for isomorflsmo , Qa também o será

PS!!engiçrg:ç4p: Primeiro, vejamos que se 't+ é monomorflsmo

Pa tambémoê. Seja xctu'. Se $(a(x}) =0, a(x) estãem
Ker Ü=Xm4), donde a(x) =+(m'} com m' em M'. DaÍ

v(4,(m')) = 't(a(x)) = 0, o que implica m' = 0, donde a(x)=0
e, consequentemente, x = O.

Suponhamos agora que 'r4) selva um epimorfismo e to-

memos y em M''. Temos y =V(x) paraalgum x de X. A
lémdisso, 'r(x) ='t($(m')), com m' em M'. Seguedaíque

x - 4)(m') esta em Ker 't = Im a e, portanto, x-+(m')=a(n'),

CQm n' em N'. Mas Q(a(n')a@(x)-W(+(m')) =@(x):y. []

11BÇ?11t.EM8:.}!9:! Seja A um anel tal que nom,.(bl) ã um anel

].oca]. sempre que L for um A-módulo Indecomponivel

Se M Ó um A-módulo noetheriano (ou artlnlano),
então, M sati.afaz ao teorema de Krull chlü.ãt.

Demonstração: Sejam M= © M. = © lqa duas decomposí'

çÕes de M em módulos indecompon].veia. Fa.lemos a demonstra-

-18-

N'' 

N' 

/ 
o 

M'' 

~o 

se T~ for isomorfismo, wcr também o será. 

Demonstração: Primeiro, vejamos que se T$ e monomorfismo 

~o também o é. Seja xe:N'. Se 1fi (a (x)) = O, a (x ) está em 

Ker ~ = Im ~ donde o ( x ) = ~(m 1
) com m' em M'. Dai.: 

T(~(m')) = T(o(x)) = O, o que implica m' = O, donde cr(x)=O 

e, consequentemente, x = O. 

Suponhamos agora que T~ seja um epimorfismo e to

memos y em M''. Temos y = lfi( x ) para algum x de X. A 

lém disso, T (x} = T(~ (m ' ) ), com m' em M'. Segue daí que 

x - ~(m ' ) está em Ker T = Im cr e, portanto, x- ~ (m') ~a (n ' ) , 

'l'EOREMA 1.8. Seja A um anel tal que BomA (L, L) é um anel 

local sempre que L for um A-módulo indecomponivel. 

Se M e um A-módulo noetheriano (ou artiniano), 

então, M satisfaz ao teorema de Krull-Schmidt. 

Demonstração: Sejam M = 
n 
@ 

j =l 
N . 

J 
duas decomposi-

çoes de M em módulos indecomponiveis. Faremos a demonstra-
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ção por indução sobre m.
resu].ta m = n = ]. e M,

Sejam 'FI = M -"---»

+Í:MÍ "-"--'' Mr +;:Nj ---""» M

decomposições dadas. Temos
n

IMI : vi+l : .}l. lr:+:jlr:j+'i' ]=l

Como Homo(Mr M)

Se m = 1, M é indecomponxvel e

: M - N.

Mi' lrj:m "---'» wj as projeçoes e

as Inca.usões correspondentes ãs
n

que IM : E +.ilr4 e, portanto,
'' j=i ' '

é um anel local, 'F:$$,1r:i,+. é

Aplicando o lema X ao diagramaí.nverslvel para algum ji
abaixo

0 0

Ker

Q a

obtemos a cisão da sequência excita

0 M ----p 0

e, portanto, N.4 ; Ker u iq)q O Mi

Como Nj e indecompontvel e M! #O, tem-se

= 0 e, portanto, v.+.i é um lsornorflsmo entreKer

-19-

çao por indução sobre m. Se m = 1 , M é indecomponível e 

resulta m = n = 1 e M = M = N l 1 

Sejam 7T • = M _.. 
Mi' l. 

n'. : M --+ N. as projeções e 
J J 

4J . : M. - M, <f>j:Nj l. l. 
--+ M as inclusões corr espondentes às 

n 
decomposições dadas . Temos 

n 
1M = 7T l <f> 1 = l 1T 1 4J ~ 7T ~ ip 1 • 

que 1 = l 4>!1T! e, portanto, 
M j=l J J 

i j=l J J 

Como HomA (M, M) é tun anel local, -e 

inverslvel para algum j 
1

• Aplicando o lema X 

abaixo 

ao diagrama 

o 

~ / 
Ml Ml 

~/4 
J1 N · J1 /.Jl~ 

I<er 1Tl<j>jl 
Nj1 

/ Im7T ~ c)> 1 
J l 

'~ 

o 

obtemos a cisão da sequência exata. 

O - Ke r 1f 1 cp ~ 
J l 

e, portanto, 

-1-M - o 
l 

o 

o 

Como é indecomponível e M1 "'" O, tem-se 

Ker 1r
1

<Pj = O e, portanto, 
l 

é um isomorfismo entre 
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N.; e M

Para concluir, aplicamos o lema X ao diagrama

l}

Q 0

Mi

IR

:11:"i
n

0

m n
obtendo © M: ; © N.i,

i=2 ' j=i J
3#j,

tese de indução. []

0

e seguindo-se o teorema pela hipé

COROLÁRIO 1.9. Se M é um A-módulo noetheri.ano e artinia-

no, então M satisfaz ao teorema de Krull-$chmldt

DSagng.kEêSag.: Sejam M = Q M. = © N.4 duas decomposl'
].l B-F 4.i J[=1 ' ]=.]

çÕes de M em mÓduLos indecomponive]s. Pelo ].ema 1.2. os

MI e os N:i são noe-therianos e artinianos e, pelo lemas.6.
podemos conc].uir que os anéis llomA(Mlr MI) e Homo(Nj, Nj)
são locais. DaÍ, a mesma demonstração do teorema anterior rns

permite obter o resultado desejado. []

n

convém observar que a unicidade obtida pelo teorema

de Krull-Schmidt é a menos de lsomoxflsmos e que os soman-
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e M.
1

• 

Para concluir, aplicamos o lema X ao diagrama 

o o 

/ 
N· 

J 1 • 

~ 
M 

/ 

m n 
obtendo f:& M. - © N., 

i=2 l. 
j =1. J 

e seguindo-se o teorema pela hipó 

j ~j 2 

tese de indução. O 

COROLÃRIO 1.9. Se M 
~ 

e um A-módulo noetheriano e artinia-

no, então M satisfaz ao teorema de Krull-Schmidt. 

Demonstração: Sejam 
n 
© N . 

j=l J 
duas decomposi-

çoes de M em módulos indecomponíveis. Pelo lema 1. 2. os 

M . . e os N. são noetherianos e artinianos e, pelo lema 1.6, 
l. J 

podemos concluir que os anéis HomA (M. , M.) 
J_ ]. 

são locais. Daí, a mesma demonstração do teorema anterioroos 

permite obter o resultado desejado. O 

Convém observar que a unicidade obtida pelo teorema 

de Krull-Schmidt 
.. 
e a menos de isomorfismos e que os soman-
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aos Inclecomponiveis nao ne

derados como conjuntos.

Por exemp]oí se V é um espaço vetori.a]. de dimen

são finita sobre um corpo K, V satisfaz ao teorema de

Kru].l-Schmidt, mas podemos obter decomposições distintas de
V, tomando bases diferentes de V.

Dizemos que um anel A é artlnlano ou noetheriano

conforme ele seja artlnlano ou noetherlano consi.gerado como

A-mÕdu].o

cessitam quandoser unlcosr con$1

LEMA [.]O. Todo mÕdu].o fin]tannnte gerado sobre um anel. ar-

tiníano (ou noetheriano) é artlniano (ou noetherlano) .

De11gBg.ÊglgçBg: Seja A um anel artiniano e M um A

flnitamente gerado. Então, M é Imagem homomõrflca de um R-

mÓdulo L llx/re de posto fi.Dito.

Como L;Rn=RO... OR(nvezes) paraalgumiZ
tenro positivo n, L é um R-módulo artlnlano, o que Impll

ca que suas imagens homomõrfícas sejam R-módulos artlnla
nos. []

l.EMA 1.11. Se À ê anel artlnlano, A satisfaz a proprie
date de Krull- Schmldt

29111g!!g.]g11gçeg: Basta observar que todo mÕdu].o fmi.Lamente ge-

rado sobre A é artiniano e noetherlano (pois, todo anel ar
tiniano é noetheriano).

TEOltE}4A 1.12 Se R é um anel artiniano e G um grupo fi.

-21-

dos indecomponíveis nao necessitam ser Únicos, quando consi

derados como conjuntos. 

Por exemplo, se V é um espaço vetorial de dimen

sao finita sobre um corpo K, V satisfaz ao teorema de 

Krull-Schmidt, mas podemos obter decomposições distintas de 

V, tornando bases diferentes de V. 

Dizemos que um anel A é artiniano ou noetheriano 

conforme ele seja artiniano ou noetheriano considerado como 

A-módulo. 

LEMA 1.10. Todo módulo finitamente gerado sobre um anel ar

tiniano (ou noetheríano) é artiniano (ou noetheriano ) . 

Demonstração: Seja A um anel artiniano e M um A-módulo 

finitamente gerado. Então, M é imagem homomórfica de um R

módulo L livre de posto finito. 

Como L - Rn = R ~ ••• ~ R (n vezes) para algum ig 

teiro positivo n, L 
... 
e um R-módulo artiniano, o que impli 

ca que suas imagens homomórficas sejam R-módulos 

nos. O 

artinia-

LEMA 1.11. Se A é anel artiniano, A satisfaz aproprie-

dade de Krull - Schmidt. 

Demonstração : Basta observar que todo módulo finitamente ge

rado sobre A é artiniano e noetheriano (pois, todo anel ar 

tiniano é noetheriano). 

TEOREMA 1.12. Se R é um anel artiniano e G um grupo fi-
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Dito, o anel de grupo RG satisfaz a propriedade de Krull-

$chmldt.

Demonstração: Como R é artlniano, RG é um R-módulo. al

tln[ano. Como todo idea]. de RG é um R-submÓdulo de RGí s$.

gue-se que RG é um anel artlnlano e o teorema e uma conse-

quência do tema anterior. []

- 22-

nito, o anel de grupo RG satisfaz a propriedade de Krull

Schmidt. 

Demonstração: Como R é artiniano, RG é um R-módulo . ar 

tiniano. Como todo ideal de RG é um R-submódulo de RG, se 

gue-se que RG é um anel artiniano e o teorema é uma conse

quência do lema anterior. O 



CAPITULO ll

Seja K um corpo de números algébricos e R oanel
dos Inteiros algébricos de K. Neste capitular veremos que

nem sempre o anel de grupo RG de um grupo fInIto G salta

faz a propriedade de Kru]].-Schmldt.
Convenclonaremos chamar de RG-módulo a todo RG-inêl

aDIo flnitamente gerado quer como R-módulo, seja sem tor-

ção, o que, como R é um domínio de Dedeklndr equivale a
considerar apenas os RG-módulos finltamente gerados que se'

jam R-projetivos .

Inicialmente, veremos que a propriedade de Krull'

Schmldt falha trlvlalmente se R possui ideais que nao sao

principais.
Tomando G como sendo o grupo unitário trlvi.al, tg

mos RG : R. Se Jlr J2p..'JD sao ideais de Rp sabemos que

JI O ... OJn;RO ''' QROJI'''JDr onde R aparece n-l
vozes no lado dIreIto desse isomorflsmo. Se J é um Ideal

não principal de Rí temos quer como R-módulos J nao po'
de aue. como vJ.imãs acima,de ser isomorfo a

J 0 J ; R © J2.

Como os ideais de R sao flnltamente geradosí sem

indecomnonÍvels, temos aí duas decomposiçoesl esses

R, apesar

torção e
23

CAPÍTULO II 

Seja K um corpo de números algébricos e R o anel 

dos inteiros algébricos de K. Neste capítulo, veremos que 

nem sempre o anel de grupo RG de um grupo finito G satis 

faz a propriedade de Krull-Schrnidt. 

Convencionaremos chamar de RG- mÓdulo a todo RG-mó 

dulo finitamente gerado que, como R- rnódulo, seja sem tor

çao, o que, corno R é um domínio de Dedekind, equivale a 

considerar apenas os RG-módulos finitamente gerados que se

jam R-projetivos. 

Inicialmente, veremos que a propriedade de Krull

Schrnidt falha trivialmente se R possui ideais que nao sao 

principais. 

Tomando G como sendo o grupo unitário trivial, t~ 

mos RG = R. Se J 1 , J 2 , ••. Jn são ideais de R, sabemos que 

@ J ~ R ~ ... ~ R ~ J 1 
..• J, 

n . n onde R aparece n-1 

vezes no lado direito desse isomorfismo. Se J é um ideal 

não principal de R, ternos que, como R-módulos J nao po

de ser isomorfo a R, apesar de que, como vimos acima, 

Corno os ideais de R sao finitamente gerados, • sem 

torção e indecomponíveis, temos aI duas decomposições, essen 

-23-
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cialmente diferentes, de um mesmo RG-módulo

Consideraremos, adorar o caso em que R é um domÍ-

nIo de Ideais principais. Nesse casos todo RG-módulo tela g
ma base finita sobre R

Sejam M e N RG-módulos. Dado umelemento F de

Ext..(N. M), podemos associar a F um RG-HÕdu].op o qual é
uma extensão de M por Nf cuja classe de extensão é F, e

anotaremos este módulo por (Mr N; F} ou por

10 NJ
onde ã representação matrlci.al asso-SPnotação esta que corre

alada a esse módulo

LEMA2.1. Seja A umanel arbltrárioe M e N dois A'

módulos. Se Romã(M. N) : HolnA(Nr M) : O e L é uma exteD:
são de M por Nr dado um A-endomorflSmo f de Lr teg

(1) f(M) S M

(11) f Induz um homomorflsnü f':N "-"+ N

(111) A aplicação de boina(L, L) em bioma(Mr M) ©HomA(N, N)

que leva f no par (íIM, f') é um monomorfismo.

Demanstraçao: Na sequencía exala

O --- M -A' L -'z+ N ----- o

Identificamos M com ](M). Como ]flcHolnA(Mf N)p tem-se

jíi = 0 e, portanto, f(l(M))SKer j : l(M)
Ou selar f(M)SMr donde fIM(Nona(Mr M). []
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cialmente difer~ntes, de um mesmo RG-módulo. 

Consideraremos, agora, o caso em que R é um domI

nio de ideais principais. Nesse caso, todo RG-módulo terá u 

ma base finita sobre R. 

Sejam M e N RG-módulos. Dado um elemento F de 

ExtRG(N, M) , podemos associar a F um RG-módulo, o qual é 

uma extensão de M por N, cuja classe de extensão é F, e 

anotaremos este módulo por (M, N; F) ou por 

notação esta que corresponde à representação matricial asso

ciada a esse módulo. 

LEMA 2 .1. Seja A um anel arbitrário e M e N dois A

módulos. Se HomA(M, N) = HomA(N, M) = O e L é uma exten 

sao de M por N, dado um A-endomorfismo f de L, tem 

se: 

(i) f(M) SM 

(ii) f induz um homomorfismo f':N - N 

{iii) . A aplicação de HomA (L , L) em HomA (M, M) Ql HomA {N, N) 

que leva f no par {flM, f') é um monomorfismo. 

Demonstração: Na sequência exata 

i . 
o -M-L~N- o 

identificamos M com i(M). Corno jfiEHomA(M, N), 

j f i = O e, portanto, f ( i {M) ) s Ker j = i (M) • 

Ou seja, f (M) = M, donde f I ME:HomÀ (M, M) . O 

tem-se 
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Paradeflnlr f', dado umelemento n de Nr e

colhemos Xn em L tal que jexn) :n e fazemos f'(n)
j (f (x.) ) .

Se x= é outro elemento de L tal que j(xi) : n,

como j(xi - Xn) : 0r tem-se que xÂ - xn(l(M) e portanto

f(Xà - Xn)ci(M)r do que segue que j(f(xi- xn)} : 0r ouse

ja, j(f(x;)) : j(f(xn))' o que mostra estar f' bem defl-
ni.da

S

Suponhamos agora que íjM = f' : O

Se fIM=0r f(l(M)) :0 eaaplícaçãode N em

L que leva n em f(Xn) estarãbemdeflnlda, polar se

n=j(xn) :j(xn) vemque xn-xncKerlj :i(M}, do que

resulta f(Xn - xn) : 0, ou seja, f(Xn) : f(Xn)

Por outro lados f' : 0 Implica que j(f(Xn)) : Of

para todo n de N er portanto, f(Xn)(i(M), para m(NI

o que nos permite considerar a função que leva n em f(Xn)

um elemento de Homo(Nr M) er portanto, igual ã função Gang.

tente nula, do que resulta f = 0.

LEMA 2.2. Sejam M e N RG-módulos Indecomponívels tais

que HomKG(KMr KN) : HomKG(KNr KM) : 0 e seja F um elemeD.

to de ExtRG(Nr M). Então: (M, N; F) é decomponÍvel $e
e sÓ se F B 0.

Demonstração: Se F = 0, F é a extensão trivial de M por
/B# XT. Eb\ Ã.

N, ou seja,

decomponÍvel.

(M. FN; P frr
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Para definir f', dado um elemento n · de N, es-

colhemos x em L tal que j(x) = n e fazemos 
n n 

f' (n) = 

= j ( f (xn) ) . 

Se x' é outro elemento de L tal que j(x') = n, 
- n n 

como j(x' - x) = O, 
n n 

tem-se que X 1 
- X Ei(M) 

n n 
e portanto 

f (x' - x ) €i(M), do que segue que j (f (xn' - xn)) = O, ou se 
n n , 

ja, 

nida. 

j(f(x'}) = j{f(x }), o que mostra estar f' bem defi-
n n 

Suponhamos agora que flM = f' = O. 

Se f lM = O, f(i(M)) = O e a aplicação de N em 

L que leva n em f(xn) estará bem definida, pois, se 

resulta 

vem que 

f(x - x') = O 
n n ' 

X - XI E Ker j = i (M) t 
n n 

do que 

ou seja, 

Por outro lado, f' = O implica que j(f(xn)) = O, 

para todo n de N e, portanto, f(x )Ei(M), para 
n 

o que nos permite considerar a função que leva n em 

meN, 

f (x } 
n 

um elemento de HomA(N, M) e, portanto, igual à função cons 

tante nula, do que resulta f = O. 

LEMA 2.2. Sejam M e N RG-módulos indecompon!veis tais 

que Ho~G(KM, KN) = Ho~G(KN, KM) = o 

to de ExtRG (N, M) • Então: (M, N; F) 

e só se F = O. 

e seja F um elemen 

é decomponível se 

Demonstração: Se F = O, F é a extensão trivial de M. por 

N, ou seja, 

decomponível. 

(M, N; F} ~ M ~ N e, portanto, (M, N; F) -e 
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Suponhamos, então, que (Mr N; F) seja peco

velefaçamos(M.N; F) =L-AQB, com A+0 #B

Seja x.:L -'+ L a plojeçao de L sobre A.
Se + é um RG-homomorfismo de M em Np podénns

associara + o KG-homomorfismo l ® 4) de K){em KN de-

fJ.nidopor (IO+)(k®m) =k®+(m) para k em K e m

em M. Pela hlpótesep teremos que 1 8 $ =0
Assimsendo, l®+(m) =0 paratodo m em Mr o

que implica que +(m) é um e].ementa de torção sobre R pois

K e o corpo de quoci.entes de R. Como N é sem torção so-

bre R. concluimosque +(m) =0 paratodo m em M.

Portanto, Hon\RG(Mr N) : 0 er da mesma formar obus.

mos que HolnRG(Nr M) : O. Assim, podemos aplicar o lema an-

terior para obter que TI(M) S M.

Como ('KtIM)a=riIMI pois TI e uma projeçãor vemos que

lriIM é uma projeção de M e sua i.macem, consequentemente,
é um somando dlreto de M. Como M é Indecomponzvel, resul

ta que T.(M) = 0 ou T,(M) = M.
Suponhamos que F.(M) = 0. Nesse caso, MSB e te

mos: N ;--â--$-Z- ;A o -:l-. Como N é Indecomponível e
A #.O, resulta que N ; A e B ; M.

Suponhanns que 7ri(M} =M. Nesse caso, MSA e tg

mos N ; --ê--g---g-- ; --ê-- O B. Corto N ê indecompon31vele B#0
resu].ta À ; M e N ; B.

Portanto, (M, N; F) = L ; M © }ir donde

mponí

TEOREMA 2.3 Sejam A, B e C RG-módulos tais que KATKB e
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Suponhamos, então, que (M, N; F) seja decomponI-

vel e façamos (M ,N; F) = L = A ~ B, com A -;t. o ;e B. 

Seja 'TT 
l 

:L ~ L a projeção de L sobre A. 

Se <I> e um RG-homomorfismo de M em N, podemos 

as·sociar a <f> o KG-homomorfismo 1 ® $ de KM em KN de

finido por (1 0 cf>) (k ® m) = k ® q, (m) para k em K e m 

em M. Pela hipótese, teremos que 1 ® <f> = O. 

Assim sendo, 1 0 <f>(m) = O para todo m em M, o 

que implica que cp {m) é um elemento de torção sobre R pois 

K 
.. 
e o corpo de quocientes de R. Como N é sem torção so-

bre R, concluímos que ~(m) = O para todo m em M. 

Portanto, Ho~G(M, N) = O e, da mesma forma, obte 

mos que Ho~G(N, M) = O. Assim, podemos aplicar o lema an

terior para obter que u 1 (M) S M. 

Como ( 1r 1 IM) 2 ='11' 1 IM, rois 71' 
1 

é uma projeção, vemos que 

'IT 1 IM é uma projeção de M e sua imagem, consequentemente, 

é um s omando direto de M. Como M é indecomponível, resul 

ta que 1T l (M) = Ü ou 'JT l (M) = M • 

Suponhamos que Tf 
1 

(M) = O. Nesse caso, M ~ B e te-

mos: N -
A Q) B 

M 
Como 

A -;t. .O, resulta que N ;; A e B 

mos N -

resulta 

Suponhamos que 

A (t) B - A 
M M 

A = M e N 

'TT 1 (M) =M. 

@ B. Como 

B. 

-

N 
.. 
e indecomponivel e 

M. 

Nesse caso, M S A e te 

N é indecomponível e 

Portanto, (M, N; F) == L M ~ N, donde F = O.O 

TEOREMA 2. 3. Sejam A, B e C RG-módulos tais que KA, KB e 
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KC são KG-módulos irredutíveis não lsomorfos doi.s a dois e

tai.s queexistemelementos F em ExtRG(Br A) e F' em

Ext..(C, A) cujas ordens são re].atlvamente primas' Entaor

A, (A, B; F) e (A. C; F') aao RG-módulos IndecomponÉ

verse A©(A,BOC;F+F');(ATB;F)O(ATC;F).

Demonstração: Como KAI KB e KC sao Irredutíveis, Ar
B e C devem ser Indecomponiveís. Como KA ? KBr KB ? KC e

KA ? KCf obtemos que }íomKG(KAr KB) : HomKG(KB. KA) =

: HomKG(KA, KC) : HoinKG(KC, KA) : HomKG(KBTKC) : HomKG(KC,KB):
=0. Como F e F' são diferentes de zeros o lema ante-

rior nos permite afirmar que os RG-módulos (Ar B} F) e

(À, c; F') são Indecomponiveis

Seja M=A©(Ap B©C; F+F'). Emnotaçãomatrl
cia].

M =

como m e n são relativamente prlrtns, podemos eg

colher umlntelro k tal que kn : l módulo m.
Fazendo

* : l : *:: : l
onde os símbolos l representam as matrizes identidades cog:
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KC sao KG-módulos irredutíveis nao isomorfos dois a dois e 

tais que existem elementos F em ExtRG(B, A) e F' em 

ExtRG (C , A) cujas ordens são relativamente primas. Então, 

A, (A, B; F) e (A, C; F') são RG-rnódulos indecornponi 

veis e A@ (A, B@C; F+F') - (A, B; F ) 03 (A, C; F). 

Demonstração: Como KA, KB e l<C sao iiredut!veis, A, 

B e C devem ser indecomponíveis. Como KA ~ KB, KB f KC e 

KA ~ KC, obtemos que Hoin:KG(KA, KB) = Ho~G(KB, KA) = 

= Ho~G (KA, KC) = Ho~G (KC, KA) = HO~G (KB,KC) = Ho~G (KC,KB) = 

= O. Como F e F' são diferentes de zero, o lema ante-

rior nos permite afirmar que os RG-mÓdulos 

(A, C; F') são indecomponiveis. 

e 

Seja M =A@ (A, B@ C; F + F') . Em notação matri 

cial: 

M = 

A O O O 

A F F' 

B O 

e • 

Como m e n sao relativamente primos, podemoses 

colher um inteiro k tal que kn = 1 módulo m. 

Fazendo 

I knI o o 

Xl 
I o o 

= 
I o 

I 

onde os s ímbolos I r epresentam as matrizes identidades con 
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vens.entes, obtemos
knl

l
0 0
0 0
1 0

l

A F F'
B O

C

knl
l

0

0

lM::X:"*-''

e resu].ta
knF knF'

F F'
B O

C

Mi

Mas ordem de F' em ExtRG(Cf A) ep por'
podemos escolher 'l' tal que knF' :ÀT' TCtanto, knF'

Fazendo agora
l 0

l
Xz

vamos ter
1 0

l o o
0

À 0 knF

B

knF'
F'
0
C

Mz=XzMiXa
l

e resulta
knF

F
B

Q

Mz

- 28-

venientes, obtemos 

I knI o o A o o o I -knI o o 

M1=X1MX1 
- l I o o A F F' I o o 

= 
I o B o I o 

I e I 

e resulta 

A O knF knF' 

A F F' 

B O 

e 

Mas n é a ordem de F' em ExtRG(C, A) e, por

tanto, knF' = O e podemos escolher T tal que knF' =AT- TC. 

Fazendo agora 

I 

vamos ter 

I o o T A 

-1 
M2=X2M1X2 = 

I o o 
I o 

I 

e resulta 

A o 
o A 

M2 = 
o o 
o o 

O O T 

I O O 

o 
A 

I O 

I 

knF 

F 

B 

knF o 
F F' 

B o 

o e 

knF' I o o -T 

F' I o o 
o I o 
e I 

. 
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Como knF: F em ExtRG(Br A) pois kn : l mÓdu'

to m, e m éaordemde F em ExtRG(Bp A)r fazendo

X3

obtemos M3

0

0

0

l

-1
XaMzXa

A 0
À

1 0

-1 1

D

0

l

F O
F F'
B O

C l

A O' F O
A O F'

B O

Finalmente, tomando

1 0

l

Xq

obtemos

1 0 0 0 ] r a. o
1 0 i l A o p'

l

1 0A O
1 0B O

lC

: 1

M4 = X4MaXq

resu].tendo
A F

B
Mq

a qual e a representação matricial correspondente a

Como knF = F em 

lo m, e m é a ordem de 

x3 = 

obtemos M3 X3M2X3 
- l 

= = 

I o o o A o F o 

-I I o o A F F' 

I o B o 
I e 

Finalmente, tomando 

obtemos 

I o o 

X4M3X4 
-l I 

M4 = = 
I o 

resuitando 

M4 == 
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ExtRG (B, ll) pois 

F em ExtRG(B, A ) ' 

I o 
-I I 

I 

I 

I 

o 
o 
o 
I 

A 

o o 
o o 
I o 

I 

o o 
I o 

I 

o o o 
I O 

I O O 

t 

A o 
A 

F o o 
B o o 

A F' 

e 

o 
o -
o 
I 

F o 
o F ' 

B o 
e 

kn = 1 módu-

fazendo 

A o· F o 
A o F' 

B o 
e 

I o o o 
I o 

I o o 
I 

a qual 
.. 
e a representação matricial correspondente a 
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(A, B; F) © (A, C; F')

Como Mq "(XbXaXzXt)M(xbxaxzxi)'' resulta que

(A., B; r') © {A.. C; p') ; A O(A, B O Ci F + F').Ej

Agora vamos demonstrar que. para certos gruposr e'

xlstem módulos que satisfazem as hipóteses do teorema acima.
com Isso, ficara comprovada a não validade da unicl.

jade da decomposição em Indecomponlvelsr pOIs A nao pode
ser lsomorfo a um módulo da forma (Ap B; F) COm B#0.

LEMA 2.4. Seja p um dIvIsor primo da ordem do gruPO G.

Vamos chamar por A ao conljunto R considerado como RG-mg

du].o no qual G atum trlvialmente, Isto é, gr : r para g
eln G e r em R. Entaor existe um RG-módulo B taJ-que

KB é Irredutllvel não isomorfo a KA e ExtRG(Br A) contêm
um elemento de ordem p.

Demonstração: Seja h = }1 g. Rh é um RG-submÓdulO de
g€G

RG quer como RG-módulo é isomorf
aluir A em RG como submÕdulo.

Seja P um Ideal primo de R que contenh

Rp o anel de valorização P-ãdlca de Kr Isto é,

Rp : {'Jfla,B c R e B #'P}

;E-. obtemos uma sequência exala de RG-mõdg
1{...A

a0

pR ea

A. Assim, podemos iB

Fazendo

los

0 ----+ \.A .-.---'" RpG ""'-+ M ----- O.

Se Extra(M. RpA) : O esta sequência cinde.
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(A, B; F) fB (A, C; F') . 

Como resulta que 

(A, B; F} e (A, C; Fd) = A (& . (A, B Etl C; F + F') • o 

Agora vamos demonstrar que, para certos grupos, e-

xistem módulos que satisfazem as hipóteses do teorema acima. 

Com isso, ficará comprovada a nao validade da unici 

dade da decomposição em indecomponíveis, pois A nao pode 

ser isomorfo a um módulo da forma (A, B; F) com B ;t O. 

LEMA 2.4. Seja p um divisor p rimo da ordem do grupo G. 

Vamos chamar por A ao conjunto R considerado como RG- mó 

dulo no qual G atuá trivialmente, isto é, gr = r para g 

em G e r em R. Então, existe um RG-módulo B tal que 

KB é irredutível não isomorfo a KA e ExtRG(B, A) contém 

um elemento de ordem p. 

Demonstração: Seja h = l q. Rh 
.. 
e um RG-submÕdulo de 

g€G 

RG que, corno RG-módulo é isomorfo a A. Assim, podemos in 

cluir A em RG como submódulo. 

Seja P um ideal primo de R que contenha pR e 

~ o anel de valorização P-ádica de K, isto é, 

Fazendo M = 

los 

obtemos uma sequência exata de RG-módu 

O - ~A - RPG - M - O. 

Se ExtRG(M, ~A) = O esta sequência cinde. 
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Resultariaque RpG ; RpA © Mp dique segul-

-:. '-,' ; '-:.» . ,« . '.: .- .lk; ; .:;- . --:h-.
Fazendo M:iil;i e R=$. teremos:

R.A

Pl{....à

como RG-módulos onde a ação de G sobre R é definida da
maneira trIvIal e

A
PA

R
P

RpG : RP! ; : '-- G

PRpG PRP

e daÍ vem que RG ; R O M como RG-módulos.

Se H é um p'subgrupo de Sylow de Gp restrin-

gindo a ação de G aos escaleres de Hp transfonnamos os
RG ].os em RH-mÕdu].os, e persiste a decomposição RG;R©Mr

agora como RH-módulos. Como RH-módulo, porémr temos que
RG ; RH © ... O RFÍ, onde o numero de vezes que aparece RH

é igual ao Índice de H em Gí pois 3e G : Hgi u ... u Hgr

onde os g4 são representantes das classes de G módulo H

o conjunto ágil g2P...P gr} forma uma base de RG sobre RH.

Como H éun\ p-grupos RH ;R(3,27.28)í o
rad RH

quer como RH é âFtlnlanor Implica que RH não terá idempo-
tentes não trivial.s. Logos RH é um RH-módulo Indecomponl'L

vel. Como RH © ... © R11 ; RG ; R 6 M e RH satisfaz a prg

prledade de Krul].-$chmidt teríamos que RH ; R como RH-
módulos e. consequentemente, como R-módulos, o que consta

tul um absurdo. Assim sendo, concluímos que
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Resultaria que RpA ~ M, do que segui-

~G Rp A 
G) 

M 

P~G 
-

P~A 7>M· 

- M 
Fazendo M = e R 

PM 
R teremos: = P' 

RPA A -
P~A 

PA 
R 

= = R p 

como RG-módulos onde a açao de G sobre R é definida da 

maneira trivial e 

~G - Rp 
G ~ RG = 

PRPG p~ 

-
e daí vem que 

Se 

RG -= R 
- .. 

8) M como RG-modulos. 

H -e um p-subgrupo de Sylow de G, restrin-

gindo a açao de G aos escalares de H, transformamos os 

RG-módulos em RH-módulos, e persiste a decomposição RG~R@M, 

agora como RH-módulos. Como RH-módulo, porém, temos que 

RG ;; RH ~ •.• @ RH, onde o número de vezes que aparece RH 

é igual ao índice de H em G, pois se G = Hg 1 
u ••• u Hgr 

onde os g 1 sao representantes das classes de G módulo H 

-
o conjunto {g 1 , g 2 , ••• , gr} forma uma base de RG sobre RH. 

Como H é um p-grupo, RH 

rad RH 
- R (3, 27.28), o 

que, como RH é artiniano, implica que RH nao tem idempo-

tentes não triviais. Logo, RH é um RH-módulo iJ?,decomponí~ 

vel. Como RH E& ••• EB RH ;, RG ;; R Ql M e RH satisfaz a pr2, 

priedade de Krull-Schmidt teríamos que RH 

módulos e, consequentemente, como R-módulos, 

tui wn absurdo. Assim sendo, concluímos que 

-- R como RH-

o que consti 



Extra(Mf lapa) '# 0'

Seja {mi} uma base de M sobre ]RpG e Mo o l
módulo gerado pelos elementos das formas mi e gml co:

em G. Temos que M = Ramo' Assim:

RP EXtRG(MQr A) = EXtRa(ltPMar lapa.) = EXtRG(Mr RpA) #

Como pR g Pr a componente p'primaria de

ExtRG(Moí A)
contém a componente P-primaria de Extra(Mor A) l a qu

Rp ExtRG(Mo' A). Portanto, ExtRG(Mor A) deve conter
menos um elemento de ordem p.

an-i, t} ,, f,..,V'rl]rrn = n nar;a +ndin CI {](B G}.
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Extra(M. RpA) # 0

Seja {mi} uma base de M sobre RpG e Mo o RpG'
módulo gerado pelos elementos das formas mi e gml com g
em G. Temos que M = Ramo' Assim:

Rp ExtRG(Mor A) = Extra(RpMoí RpA') : EXtRG(Mr ltpA} # 0

Como pR g Pr a componente p'primaria de

ExtRG(Mor A)

contém a componente P-primária de ExtRG(Mor A)l a qual é

Rp ExtRG(Mo' A). Portanto, Extra(Mor A) deve conter pelo
menos um elemento de ordem p.

Seja B = {ac KGlgü = a para todo g de G}

É claro que se a : aigt + azgz + ... + aTiÇar onde

G=tglr...rgnJp a estãem B seesõse al:a2:...:n

Ouseja. B=K E g] :K >1 gerportanto,opostode B
Í=1 ' geG

sobre K ê igual a 1. Assim, em uma decomposição(k! KG em
soma dlreta de submÓdulos, K pode aparecer no máximo uma

vez. Em consequencla disso, KA não pode ocorrer como fatal

de composição de KG = KM. Em part]cu].ar, KA#KM=KMo

Se KM for slmplesr KMo taiítbem será si-moles ep

pelo que vimos acima, Mo obedece ãs condições desejadas pg
ra o RG-mÓdu]o B do enunci.ado do ].ema.

Se KM for redutível e M, for um submÕdulo nao

trivial de KM, fazendo N = MinM, teremos que N e um RpG-

submÓdulo de M, Rp'puro e cujo posto sobre Rp é menor que
o de M. Então. teremos M ; N O L e a exatidão da sequen-
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Seja {mi} uma base de M sobre 1\,G e M0 o ~G-

módulo gerado pelos elementos das formas 

em G. Temos que M = ~M
0

• Assim: 

m. 
1 

e com g 

Como pR s P, a componente p-primária de 

ExtRG (M 0 , A) 

contém a componente P-primária de ExtRG (M 0 , A), a qual é 

~ ExtRG(M 0 , A). Portanto, ExtRG(M 0 , A) deve c onter pelo 

menos um elemento de ordem p. 

Ou seja, 

sobre K 

Seja B = {a.€ KGlgo. = o. para todo g de G}. 

n 
B = K l gi = K 

i=l 
l g e, portanto, o posto de 

gEG 

B 

.. 
e igual a 1. Assim, em uma decomposição ~ - KG em 

soma direta de submódulos, K pode aparecer no máximo uma 

vez. Em consequência disso, KA não pode ocorrer como fator 

de composição de KG 
KA 

= KM . Em particular, KA ;ie KM= KM • 
o 

Se KM for simples, KM
0 

também será simples e, 

pelo que vimos acima, M
0 

obedece às condições desejadas pa 

ra o RG-módulo B do enunciado do lema. 

Se KM for redutível e Ml for um subrnódulo nao 

trivial de KM, fazendo N = M
1 

nM, teremos que N 
... 

~G-e um 

subrnódulo de M, ~ - puro e cujo posto sobre ~ 
... 
e menor que 

o de M. Então, teremos M = N © L a .exatidão da -e sequen-
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cla

O ----+ N ----+ M ---+ L ---"'» O

l.mplicarã na exatldão da sequência

ExtRG(Lr RPA) -"'-+' EXtRG(Mr RpA) "-'"- ExtRG(Nr RpA) .

Assim, como ExtRG(Mr RpA) # 0r é necessário que

(L, RpA) #o ou Extra(N. RpA) #O. Seo RG-módu-

lo assim obtido, tal que Ext # 0, novamente corresponder a
um KG-módulo redutível, prosseguimos esse processar o qual,

por ser M flnltamente gerado, deve parar após um número f.L
nato de vezes

Teremos, então, um RG-mÕdu].o B tal que B é um

somando direto de M, KB é irredutível. e ExtRG(Br RpA)#O.

Tomando Bo tal que B = RpBo teremos que Bo sgl
rã o RG módulo desejado, []

TEOREMA 2.51 Seja G um grupo cuja ordem possui pelo menos

dois divisores primos dlsti-fetos e que admita um subgrupo no:

mal de índice primo Então, existem RG-módulos A, B eC

tais que os KG-mÓdu].os KA. KB e KC sao Irredutíveis e nao

lsomorfos dois a dois e existem elementos F em ExtRG(Bp A)

e F' em Extnc(C, A) cujas ordens são relativamente prl.
mas.

!2911999=Ç:gçgg: Seja Go um subgrupo normal de G cujo inda

ce éo primo p e seja H =t=. Para g em Gp seja g a
imagem de g por meio do epimorflsmo natural de G em H.

Dado um RH-mÕdu].o M, podemos torna-lo um RG-mÕ-
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eia 

0 --+ N --+M-L-O 

implicará na exatidão da sequência 

-
Assim, como 

ou 

-
ExtRG(M, ~A) ~ O, 

ExtRG(N, ~A) ~ O. 

e necessário que 

Se o RG-módu-

lo assim obtido, tal que Ext ~ O, novamente corresponder a 

um KG-módulo redutível, prosseguimos esse processo, o qual, 

por ser M finitamente gerado, deve parar após um número fi 

nito de vezes. 

Teremos, então, um RG-módulo B tal que B -e um 

sornando direto de M, KB é irredutivel e ExtRG (B, ~A)~0. 

Tomando B
0 

tal que 

rã o RG-rnÕdulo desejado, D 

B = R B p o 
teremos que B

0 
se 

TEOREMA 2.5. Seja G um grupo cuja ordem possui pelo menos 

dois divisores primos distintos e que admita um subgrupo nor 

mal de Indice primo. Então, existem RG-módulos A, B e e 

tais que os KG-módulos KA, KB e KC sao irredutíveis e nao 

isomorfos dois a dois e existem elementos F em ExtRG (B, A) 

e F' em ExtRG(C, A) cujas ordens sao relativamente prl 

mas. • 

Demonstração: Seja Go um subgrupo normal de G cujo Índi 

- primo seja H G Para G, seja ce e o p e = e· g em g a 
o 

imagem de g por meio do epimorfismo natural de G em H. 

Dado um RH-módulo M, podemos torná-lo um RG-mÓ-
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aula, definindo a ação de G sobre M mediante a açaode H,
i.stop, para g em G e m em I'í definimos gm= gm.

Dessa forma , RH-módulos IndecomponÍvels tornam-se

RG-módulos Indecomponzveis e KH-módulos Irredutíveis tornam

se KG módulos irredutíveis. Se M e N sao RH-HÕdulosr

tem-se, tairibêm, que ExtRG(Mr N) : ExtliH(M. N)
Seja A o RG-módulo definido no conjunto R no

qual a açao de G é a trivial. Como H também agua tri-
vial.mente sobre R, A Õ também o RH-módulo R no qual H

atua trlvialmente..

Pelo lema anterior, existe um RH-modulo B taJ- qu

KB é IrredutÍve]., KB não é lsomorfo a KA e Extra(B. A)
contém um elemento de ordem p. Quando tomamos A e B RG-

mÓdulos, da maneira acima. descrita, obtemos que KA e KB
sao KG+mÓdulos Irredutíveis, KB não e lsomorfo a KA e

Extnc(Bf A) contém elemento de ordem p.

Seja agora q um divisor primo da ordem de Gf al.

gerente de p. Pelo lema anterior, existe um RG-módulo C

calque KC é Irredutível, KC não é i.somorfo a KA

Extra(Cr A) contém elementos de ordem g.

Fi.na].mente. se KC e KB fossem lsomorfos, como

KG-módulos, poderíamos definir uma estrutura de RH-módulo en

C, medlanteaaçãode H sobre C dadapor gc:gc para

g em h e c em C e, então, ExtRG(Cr A) :Extra(CfA)
não poderia conter elementos de ordem qr pois a expoente

de Extra(Cr A) é Igual ã ordem de Hr ou seja, igualap.

e
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dulo, definindo a açao de G sobre M mediante a ação de H, 

isto é, para g em G e m em M definimos gm = gm. 

Dessa forma, RH-módulos indecomponíveis tornam-se 

RG-módulos indecomponíveis e KH-módulos irredutíveis torna~ 

se KG-módulos irredutíveis . Se M e N são RH-mÕdulos, 

tem-se, também, que ExtRG(M, N) = ExtRH (M, N) . 

Seja A o RG-módulo definido no conjunto R no 

qual a ação de G é a trivial. Como H também atua tri

vialmente sobre R, A é também o RH-módulo R n o qual H 

atua trivialmente .. 

Pelo lema anterior, existe um RH-módulo B tal que 

KB é irredutível, KB nao é isomorfo a KA e ExtRH(B, A) 

contém um elemento de ordem p . Quando tomamos A e B RG

módulos, da mane.ira acima descri ta, obtem s que KA e KB 

sao KG-módulos irredutíveis, KB nao é isomorfo a KA e 

ExtRG (B, A ) contém elemento de ordem p . 

Seja agora q um divisor primo da ordem de G, di 

ferente de p. Pelo lema anterior, existe um RG-módulo C 

tal que KC 

ExtRG (C, A) 

é irredutivel, KC nao -e 

contém elementos de ordem 

isomorfo a 

g. 

Finalmente, se KC e KB fossem isomorfos, 

KA e 

como 

KG-módulos, poderíamos definir uma estrutura de RH-mÕdulo em 

e, mediante a ação de 

g em h e e em e 

H sobre 

e, então, 

e dada por gc = gc para 

ExtRG(C, A) = ExtRH(C, A) 

nao poderia conter elementos de o r dem q, pois o expoente 

de ExtRH (C, A) é igual à ordem de H, ou seja, igual a p . 
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Logo, KB não é lsomorfo a KC. []

EXEMPLO 2.6. Seja G um grupo solúvel e seja IGl:::pcll...prrr

onde os p.t são primos distintos, com ai>0 e rz2. Seja

G = Gotj> Gtl> ... [>Gn : {]} uma cacei.a de subgrupos de G

na qual os falares lã;ÊÍ sejam comutatlvos. Em particular.

-.g é comutativa e, asse.m sendo, dado um divisor primo p da

ordem de 7g existe um subgrupo H de G que contém Gt e

tal que a ordem de lil! ê Igual ao quociente da ordem de liE'

por p. Então, o índice de H em G será dadopor:

[G:H] = G lal
i.. ' : ''©';T

Além disso, como 7êz- é comutativa,

mente, H é um subgrupo normal de
Como caso particular. temos o exemplo mais simples

de um grupo que obedece as hipóteses do teorema 2.5.P qual
sela. o grupo slmetrlco de grau 3

l

e

e, consequente.
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Logo, KB nao é isomorfo a KC . D 

EXEMPLO 2.6. Seja G um grupo solúvel e seja !G l=p~ 1 ••• p~r, 

onde os pi são primos distintos, com ai>O e r~2. Seja 

G = G0 [> G1 C> ••• [> Gn = {l} uma cadeia de subgrupos de G 

na qual os fatores 
Gi 

Gi+l 
sejam comutativos. Em particular, 

é comutativo e, assim sendo, dado um divisor primo p da 

ordem de G 
Gi 

existe um subgrupo H de G que contém G 1 e 

tal que a ordem de H 
Gl 

é igual ao quociente da ordem de 

por p. Então, o índice de H em G será dado por: 

[G:HJ = 

Além disso, como 

IGI 
IH I 

IGI 
IGil 

é comutativo, 

= p. 

..!!... <l...Q_ t e, consequen ~ 
Gl Gl 

mente, H é um subgrupo normal de G. 

Como caso particular, temos o exemplo mals simples 

de um grupo que obedece as hipóteses do teorema 2.5., qual 

seja, o grupo simétrico de grau 3 . 



CAPITULO lll

Neste capítulo, demonstraremos o teorema de Kru]].

Schmldt para âlgebras flnltamente geradas sobre anéis locais

completos.
Dados um anel R. um R-módulo M e um Ideal l de

R podemos definir uma topologla sobre M tomando como base

os conjuntos da fauna x+ lrM. onde x está em M e r e

um Inteiro não negativo.

É Imediata a verificação de que tais conjuntos real.
mente constituem uma base para uma topolo.gi.a e que essa topa

joqja é separada se e sÓ se n lrM = 0
»" â

A topologla assim definida sobre M denomina-se a

topologla l ca de M. Quando M é separado em relação à

topologla t-ádlca, está é metrlzãvel e sua métrica pode ser

deflnl.da. por exempl-o por: d(mfm) = o e d(m,m') : 2''' qual
do m ( lnM e m

Quando M não é separado em relação ã topologla l

ãdlcaf com a definição aci.ma, obtemos apenas una pseudo-mé-

trica para M.
Vamos Introduzir a seguir a noção de llmi.te projetl

vo dos módulos --M-- a qual nos permitira obter o completa-
T'hX

mento de M relativamente ã topologla l-âdlca. -36-

CAPtTULO III 

Neste capítulo, demonstraremos o teorema de Krull

Schrnidt para álgebras finitamente geradas sobre anéis locais 

completos. 

Dados um anel R, um R-mõdulo M e um ideal I de 

R podemos definir uma topologia sobre M tomando como base 

os conjuntos da forma x + IrM, onde x está em M e r é 

um inteiro não negativo. 

f imediata a verificação de que tais conjuntos real 

mente constituem uma base para urna topologia e que essa topo 

00 

logia é separada se e só se n r 
I M = O. 

r=O 

A topologia assim definida sobre M denomina-se a 

topologia I-ádica de M. Quando M é separado em relação à 

topologia I-ádica, está é metrizável e sua métrica pode ser 

definida, por exemplo por: d(m,rn) = O 

do rn - m' E r?\i e m - m t t In+lM. 

-n 
e d(m,m') = 2 qua_!l 

Quando M não é separado em relação à topologia I-

âdica, com a definição acima, obtemos apenas uma pseudo-mé

trica para M. 

Vamos introduzir a seguir a noção de limite projet! 

M vo dos módulos 
IrM 

a qual nos permitirá obter o completa-

rnento de M relativamente à topologia r-ádica. 
-36-



lí : -.a-- --+ -B-- as apllcaçoes
ra r zsr sejam "rs; lrM ' lsM

que levam x + :ETM em x + lsM.
M

O limite projetlvo dos :;!-- r que se representa por
M = n.4:..4An '.'-mn nana'\ n qll medula donrodutodlreto

IJ.m --=-
= 1'M
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Pa

l

formado pelas famÍ].i.as (mr + lrM)r tais que: para

r 2 s, ms + lsM = 'ars(mr + lrM)'

Sejam vr as restrições ao lín m das projeções

M M
canónicas de ]l -'?- sobre os :ti--.r=0 1'M I'M

O ].Imite projetlvo possui a seguinte propriedade u'
M

nlversal: dado um R-módulo N e funções Àr € HomR(N r'llM)

tais que os seguintes diagramas cometem para r zs

M

lsM

,/' "rs
I'M

existe um Único X € Homo(FI,llm M ) tal que os seguintes

diagramas comutar para toda s.

1 . 

Para sejam 
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7f 
rs 

o limite projetivo dos 

as aplicações 

que se representa por 

lim ~ , é definido como sendo o submódulo do produto direto 
,._IM 

00 

formado pelas famílias 

r ~ s, 

Sejam 

co 

canônicas de 

TI' 
r as restrições ao 

sobre os 

tais que: para 

lim M das projeç6es 
+-- IrM 

O limite projetivo possui a seguinte propriedade u-

niversal: dado um R-módulo N e fúnções À E r 
M 

HomR(N' ~) 
I M 

tais que os seguintes diagramas comutem para r ~ s 

À 
s M 

N 

~ 
I 5 M 

M ./(s 
IrM 

M 
À e: Ho~(N,lim r) 

-e-- IM 
existe um Único tal que os seguintes 

diagramas comutam para todo s. 

À 

N 
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Anota-se À = llm À..

Quandotomamos N=M e Xs: M talsque Xs(m)

: m + lsM, vamos ter À = llm X. dado por: X(m) : {m+l'M)s

Se3«- Ê : li.m -e-- e Ü : li.« :=:.I'R '+-- I'M

utili.Bando a propriedade universal do ll.mire prole'
. .A. A

EITO, verifica-se facilmente que R ê um anel e M um R-

mÓdulo, com as operações que se Introduzem naturalmente.
Por exemp].o, se a e b são elementos de R com

ã : (ar + it)r e b ' (br p Triz.' define-se

ã b : (a,.b. + I')r'

Demonstra-se que M é o completamente topolõgico de

M. relativamente à topologla t-ãdi.ca, e denomina-se M o

completamente t-ãdlco de M. Quando M ê completos a aplica

ção X: M'""pM dadapor À(n) : (n+ lrM)r éumlsomorfls-

Se R ê um anel ].ocas. cujo Único ideal. MãxlmalePr

consideraremos sempre em R a topos.ogi.a P-ádlca.

Lema 3.].. Seja R um anel e P um Ideal bi.Lateral n]].potes

te de R. Se e é um elemento Idempotente de ; então e
Riste um elemento Idempotente e em R tal que e + P : e

Demonstração: Como P é ni.lpotente, Pu = 0 para algum In-
teiro positivo u. Basta demonstrarmos a proposição para
u = 2 pois, sc o tivermos feito, e].a seguira par Indução sg
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Anota-se À = lim À . - s 

Quando tomamos N = M >, . M tais À (m) = e que 
s 
. s s 

I M 

I 5 M, À lim À dado 
s 

= rn + vamos ter = por: À { m) = ( m+ I M) s • 
s 

-+--
... R - M 

Sejam R = lim e M = lirn . - IrR +-- IrM 

Utilizando a propriedade universal do limite proje-
.. . 

tive, verifica-se facilmente que R é um anel e M um R-

módulo, com as operaçoes que se introduzem naturalmente • 

Por exemplo, se â e 6 são elementos de 
. 
R com 

â = (a + Ir) 
r r e -b == define-se 

-Demonstra-se que M é o completamento topológico de 
.. 

M- relativamente à topologia I-ádica, e denomina-se M o 

completamente I-ádico de M. Quando M é completo, a aplic~ 

ção À: M-+ M dada por À(m) = (m + IrM)r é um isomorfia-

mo. 

Se R é um anel local cujo único ideal maximal é P, 

consideraremos sempre em R a topologia P-ádica. 

Lema 3.1. Seja R um anel e P um ideal bilateral nilpote~ 

te de R. Se e é um elemento idempotente de ; então e-

-
xiste um elemento idempotente e em R tal que e+ P = e. 

Demonstração: Como P é nilpotente, Pu = O para algum in-

teiro positivo u~ Basta demonstrarmos a proposição para 

u = 2 pois, se o tivermos feito, ela seguirá por indução se 
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bre u do seguinte modo: ten-se

er portanto, podemos levantar ídempotentes de ; para ' =2

e. como o grau de nílpotênci.a de P2 (Isto ér o menor m tal
(p2)n : 0) é menor que o de Pf por hipótese de Indu-

ção, podemos levantar Idempotentes de 1) para R.

Vejamos então o caso em que P2 = o. Seria x

elementode R calque x+P:e. Sejam a=x':-x

y = (x-a)'.
Teremos: a+P=x2 .x+P=(x+P)2-(x+P)

; e2 . e : o e. portanto, que a é um elemento de P. Além

disso, y+p=(x-a)2+p=(x-a+p)2=(x+p)2=e2=
e.

e

Resta verificar que y e Idempotente. P3Eal9sop fg

demos y = (x - a)2 = x2 - 2ax + a2 = x2 - 2ax = x+a - 2ax.

Daí

y2 : (x + a - 2ax)2 = .x2 + ax - 2ax2 + ax -

4ax2 : x + a + 2ax - 4a(x + a) = x + a - 2ax :y

corolário 3.2. Seja R um anel. ]oca]. completo cutjo único i.-
dea[ max]ma]. é P e A uma R-á].febra flnltamente gerada sg

bre R. Se e é um idempotente de igk existe um ídempote3

te e de A tal que e + PA = e.

B

Demonstração R é completo e A é flnltamente gerada
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R 

bre u do seguinte modo: tem-se 
R p2 
p--p-. ; 

?" 
e, portanto, podemos levantar idempotentes de 

mas 

R 
p para R 

p2 

e, como o grau de nilpotência de P2 ( isto é, o menor m tal 

que (P 2)m = O) é menor que o de P, por hipótese de indu-

-çao, podemos levantar idempotentes de R para R. 
~ 

Vejamos então o caso em que p2 = o. Seja X um 

-
elemento de R tal que x + P = e. Sejam a = X 

2 
- X e 

y = (x-a ) 2 • 

Teremos: a+ P = x 2 - x + P = (x + P) 2 - (x + P) = 

-2 - -
= e - e= O e, portanto, que a ê um elemento de P. Alem 

2 2 2 -2 
disso, y + P = (x - a) + P = (x - a + P) = (x + P) = e = 

-e. 

Resta verificar que y é idempotente. Para isso, f!_ 

zemos y = (x - a ) 2 = x2 - 2ax + a 2 = x 2 - 2ax = x + a· - 2ax. 

oal: 

y 2 
= (x + a - 2ax) 2 ~ .x2 + ax - 2ax2 + ax - 2ax2 = 

x 2 + 2ax - 4ax2 = x +a+ 2ax - 4a(x + a) = x + a - 2ax = y. 
D 

Corolârio 3.2. Seja R um anel local completo cujo Único i

deal maximal é P e A uma R-álgebra finitamente gerada so 

bre R. Se e é -um idempotente de P~ existe um idempote~ 

-te e de A tal que e+ PA = e. 

Demonstração: Como R é completo e A é finitamente gerada 
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sobre R é fáci.l verificar que À taiTlbém é completo na to

pologla P-âdlca. Assim, a aplicação 4) de A no lim ;ii--

dada por (b(a) = (a + PuÀ)u é um lsomorflsmo. Seja e=a.].+PA

um Idempotente de :gk. Como

e -!;- é um ideal. nllpotente de :?. podemos levantar e a
PúA p'A

um Idempotente de ;$ , dlgamosl e2 ' a2 + P2A. Suponhamos

que eu seja um Idempotente de ;ê--. Tal como acima pode-

mos levantar ãu a um Idempotente eu+l : au+l + Pu+] A de

;ii:i11--. Mais precisamente eu+]. levanta a Imagem de eu PS

la função que realiza o lsomorflsmo entre :=: ep''À

À . P"A
;lü+a . ' ,"': «'

Isto sIgnIfIca que au+l + PUA = eu : au + luar o que mos'

tra que ê = (eu)u pertence ao lim A . Mais alndap como

todos o$ e.. sao idempotentes segue que ê é Idempotente.

Seja e' oelementode A tanque ê = $(e). 'remosque e'

é Idempotente, pois + e um lsomorflsmo.

Além díssol como $(e') = (e' + P'A),. e
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sobre R é fácil verificar que A também é completo na to-

pologia P-âdica. Assim, a aplicação $ de A no lim A 
+-- PUA 

dada por ~(a) =(a+ PuA) u 
.-e um isomorfismo. Seja e= a_1 +PA 

A 
um idempotente de p'Ã· Como 

A 

A -= PA 
P¾ 
PA 

P2A 

é um ideal nilpotente de A - . podemos levantar e a 
P2A 

um idempotente de digamos, e
2 

= a 2 + P2A. Suponhamos 

seja um idempotente de Tal como acima pode-

1 t - id t t - + Pu+l A d 
mos evan ar eu a um ernpo en e eu+l = ªu+l e 

\ • Mais precisamente eu+l levanta a imagem de eu p~ 
pu+ A . 

la função que realiza o isomorfismo entre 

Isto significa que + PUA = a + PuA, a = e 
u+l u u 

o que mos-

tra que Mais ainda, como . 

todos os sao idempotentes segue que ... -e e idempotente. 

Seja e' o elemento de A tal que ê = ~( e). Temos que e' 

é idempotente, pois ~ é um isomorfismo. 

Além disso, como ~(e') = (e' + PuA)u e 
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(au + PuÀ)u vem que, para u : l.(e )+ (e') UU

e' + PA = aa + PÀ = e 0

Lema 3.3. Se R é um anel RoetheríanOr A uma R-álgebra f.}

altamente gerada sobre R e M um A-modulo flnltamente ge-

rado o anel A = mama(MpM) ê! um R-módulo fi.altamente gerado.

Demonstração: como M ê flnltamente gerado existe um A-mÓdu

].o livre L de posto fInIto tal que a seqüencla

0 --> N '--b L -+' M '-+ 0

é exala.

Aplicando o funtor Romã.( rM) obtemos a seqiiêncla

exala O ""+ Rama(MPM) "'''p nona(LIM) ""'p nona(NTM) o que mos-

tra 8er A B Romã(MTM) um À-submÓdulo de HclmA(L,M). Como
Como L ; Au para algum Inteiro positivo u tem-se

Rama(LfM) ; nona(AurM) ; CHamA(APM)]u ; Mu,

sendo que este Últlnn é HoctherlanoP pois M e flnltamente

gerado sobre R. l,odor A = Rama(MPM) é flnltamente gerado
sobre R, pala é um R-submÓdulo de um R-módulo noetherlano.

Lema,3.4. Se R é um anel. local noetheri.ano completo e A

uma R-ãlgebra flnltamente gerada sabre R, dado um A-módulo
M flnltamente gerado e IndecomponÍvel, o seu anel de A-endg

morflsmos B local

egl99291:1g999: Sejam A = nona(MíM) f p = rad R e $h'=raa gk.
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vem que, para u = 1, 

e'+ PA ·= a 1 + PA = e. 
o 

Lema 3.3. Se R é um anel noetheriano, A uma R-álgebra fi 

nitamente gerada sobre R e M um A-módulo finitamente ge

rado o anel A = HomA (M,M) é um R-módulo finitamente qerado. 

Demonstração: Corno M é finitamente gerado existe um A-mõdu 

lo livre L de posto finito tal que a seqüência 

o-N-+L_.,M_.,O 

é exata. 

Aplicando o funtor HomA( ,M) obtemos a seqüência 

exata o ~ HomA(M,M) ~ HomA(L,M) _., HomA(N,M) o que mos-

tra ser A = HomA{M,M) um A-submódulo de HornA (L,M) • Corno 

Corno L ;; Au para algum inteiro positivo u tem-se 

( ) .... u - [ Ju - u 
HomA L,M = HomA (A ,M) = HomA (A,M) = M , 

sendo que este Último é noetheriano, pois M -e finitamente 

gerado sobre R. Logo, A= HomA(M,M) -e finitamente gerado 

sobre R, pois é um R-submódulo de um R-módulo noetheriano. 
o 

Lema. 3.4. Se R é um anel local noetheriano completo e A 

uma R-álgebra finitamente gerada sobre R, dado um A-módulo 

M finitamente gerado e indecomponivel, o seu anel de A-endo 

morfismos é local. 

Demonstração: Sejam A= HornA(M,M), 
J A 

P = rad R e PA = rad pX· 
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Temos que $
JA /PA PA Ass j.m :

rad } : rad (iài / J ) = z'ad (il;Í / rad ]Êà)

Pelo ].ema anterior, A é flnltamente gerado sobre R. Assim

sendo ]Êà' é um ; - espaço vetorlal de dimensão fInIta er

portanto. IP4i é artlnlano er consequentemente l#i é nllpo-

tente e 4 é artlnlano er como rad ê = 0, } resulta um

anel semlslmples.
Pelo lema 3.1. , podemos levantar Idempotentes de }

para FX ef como A é completo relativamente à topologla
P-adIaR, de :iâi para À. Se A admitisse um Idempotente
nao tr[vi.a]. e teríamos que e: M '-''b M é uma projeçao de M

e que M = e(M) O (l - e) (M)f decomposição esta na qual am-
bos oo comandos sao não trIvIaIs, o que contraria a Indecom-

ponlbi.lldade de M. Lagar À não possui ídempotentes naQ

trIvIaIs e, consequentemente, # também nao possui idempo

tentes não trIvIaIs do que segue que $ é! um anel com divI-
São.

paraume].enento x de A. sejam x=x+PA e

iux + J. Se provarmos que x é Inverslvel em A ge e s9

mente se i for InversÍvel em a, como $ ê um anel com
dIvIsão, terenns que J é precisamente o conjunto dos ele-
mentos não Inversivels de A er portanto, resultará que A

é loca]..
Ê claro aue se x é Inversível ie i são Inve:l

sivels
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Temos que A A J 
J = PA / PA" Assim: 

rad A 
J 

A J A A 
= rad (PA / PA) = rad (PA / rad PA) = O. 

Pelo lema anterior, A é finitamente gerado sobre R. Assim 

sendo A 
P A 

é um i - espaço vetorial de dimensão finita e, 

A 
portanto, PA é artiniano e, consequentemente -e nilpo-

tente e ~ é artiniano e, como 

anel semisimples. 

A rad - = O, 
J 

A 
J 

resulta um 

Pelo lema 3.1., podemos levantar idempotentes de 
A 
J 

para e, como A é completo relativamente à topologia 

idempotente P-âdica, de A 
pX para A. Se A admitisse um 

não trivial e teriamos que e: M-+ M é uma projeção de M 

e que M = e(M) $ (1 - e) (M), decomposição esta na qual am

bos os somandos são não triviais, o que contraria a indecoro-

ponibilidade de M. Logo, A não possui idempotentes -nao 

triviais e, consequentemente, 
A 
J 

também não possui idempo

~ é um anel com divi-tentes não triviais do que segue que 

-sao. 
-

Para um elemento x de A, sejam X= X+ pA e 

= 
X = .. X + J. 

-mente se X 

Se provarmos que x é inversível em A se e só 

for inverslvel em 
A 
J, como 

A 
J 

é um anel com 

divisão, teremos que J -é precisamente o conjunto dos ele

mentos não invers!veis de A e, portanto, resultará que A 

é local. 

t claro que se x é inverslvel x e x são inver 

slveis. 
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Suponhamos que x é ]nversÍve].. Nesse caso, as apll

cações d: A "'''» IÂ e; Z.: :ÊâÍ --+ iiêí definidas respectiva
mentepor d(a) = a x e Z(a) = xa são eplmorfismos. DaÍ

segue que d: A """'+ A e Z: l\ "-+ A deflni.das4por d(a) : ax
e Z(a) = xa são eplmorflsmos módulo PAr Isto é,

A = Im d + PA = Im .e + PA.

Pelo lema de Nakayamar segue que Im d = Im Z : A.

ou sejam d e Z resultam eplmorflsmos do que resulta. a In-
versa.blltdade de x em A.

Suponhamos agora que x é InvexsÍvel. Então x y=l

para algum y de A. DaÍ -l = x(-y), ou seria. x(-y)+l € J

donde x(-y) =-].+j com j em J e Ê(-y) =-i+J. Mas

j € ]gç = !'ad j;lii e, portanto, j = ]. u é um In-

versível de ih.
Logo, x y = u eí portanto; x e Inversível

D

Teorema 3.5. Se R é um anel ]oca]. noetherlano completo e

A uma R-á].febra flnlt.agente gerada sobre R, o teorema de

Krull Schmldt vale para A-módulos flnlt;agente gerados

Demonstração: Pelo lema 3.4. o anel dos A-endomorflsnos de
qua[quer A mÓduLo ]ndecomponÍve]. é ]oca].

Pelo teorema 1.8. basta então verificarmos que todo

AnmÓdu].o fínltamente gerado ê noetheri.ano coiro R-módulo para

que À satisfaça a propriedade de Krull-Schmldt. Se M é
um A-módulo flnltamente gerado. M é flnitamente gerado so-

bre R e. portanto, ê noetherlano como R lo. Como todo A
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Suponhamos que 

caçoes d: -A. - ..A.. - e 

x é inversível. Nesse caso, as apl!, 

PA PA 
- A A l: PA - PA definidas respectiva-

mente por d(ã) = a x e l(ã) = x ã são epimorfismos. Dai 

segue que d: A~ A e l: A -to A definidas f or d(a) = ax 

e l(a) = xa são epimorfismos módulo PA, isto é, 

A= Im d+ PA = Im l + PA. 

Pelo lema de Nakayama, segue que Im d= Im .e.= A, 

ou seja, d e l resultam epimorfismos do que resulta a in

versibilidade de x em A. 

Suponhamos agora que -X 
= = = 

é invers!vel. Então x y = 1 

para algum .Y de A. Dai . -1 = x(-y), ou seja, x(-y)+l E J 

donde x(-y) = -1 + j com j em J e x(-y) = -1 + j. Mas 

-: J 
J e: pi\= rad e, portanto, -

j = 1 - u onde -u é um in-

versível de 

Logo, x y = Ü e, portanto; x é inverslvel. 
o 

Teorema 3.5. Se R é um anel local noetheriano completo e 

A uma R-âlgebra finitamente gerada sobre R, o teorema de 

Krull-Schmidt vale para A-módulos finitamente gerados. 

Dem9nstração: Pelo lema 3.4. o anel dos A-endomorfismos de 

qualquer A-módulo indecomponlvel é local. 

Pelo teorema 1.8. basta então verificarmos que todo 

A-módulo finitamente gerado é noetheriano como R-módulo para 

que A satisfaça a propriedade de Krull-Schmidt. Se M -e 

um A-módulo finitamente gerado, M é finitamente gerado so

bre R e, portanto, é noetheriano como R-módulo . Como todo A-
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submódulo de M é também um R-submõdulo segue-se que M Cale

bém é noetherlano como A-módu]o. []

Corolário 3.6. Seja R um anel de valorização discreta.e A

uma R-algebra finitamente gerada sobre R. Se R é completo
o teorema de Kru]].-Schmldt vale para A-modulos flnitamente

gerados.

corolário 3.7. Se R é um anel de va].ori-zação discreta coD

preto e G um grupo fInIto, o anel de grupo RG satisfaz ao
teorema de Krull-Schnü.dt

Um anel local R é denoil\lnado henseliano se toda

vez que um pollnõmio mini-co f(X) em R[X] se decompõe mo'

du[o MRtX], onde M é o ideal maximal de Rr esta decom-

posição pode ser Levantada para R[X] no seguinte sentido:

se f(X) :ge(X) h.(X) mÓdu]o MKtX] com g.(x) e ho(X)
móDIcos e tai.s que g.(X) RtX] + ho(X) KtX] + MR[X] : R[X]
então exlsten pollnõmios mõnlcos g(X) e h(X) em R[X] tais

que g(X) = g.(X) mÓdu]o MR[X], h(x) : hoeX) mÓduLo MRtX]
e f(X) = g(X) h(X)

Um anel local R é hensellano se e somente se dada

qualquer R-ãlgebra flnitamente gerada A e qua]quer ideal. l

de A é sempre possível levantar idempotentesde ? para A.
A demonstração desta caracterização esta em (l, teg

rema 22 )

Como no teorema 3.5. o fato do anel R ser completo

somente foi utilizado para permitir o levantamento de ídem-
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submódulo de M é também um R-submÓdulo segue- se que M tam 

bém é noetheriano como A-módulo. O 

Corolário 3.6. Seja R um anel de valorização discreta e A 

uma R-álgebra finitamente gerada sobre R. Se R é completo 

o teorema de Krull-Schmidt vale para A-módulos finitamente 

gerados. 

Corolário 3.7. Se R é um anel de valorização discreta co~ 

pleto e G um grupo finito, o anel de grupo RG satisfaz ao 

teorema de Krull-Schmidt. 

Um anel local R é denominado henseliano se toda 

vez que um polinômio mônico f(X) em R[X] se decompõe mó

dulo MR[X], onde M é o ideal maximal de R, esta decom

posição pode ser levantada para R[X] no seguinte sentido: 

se f (X) = g 
O 

(X) h 
O 

(Xf módulo MR[X] com g 
O 

(X) e h O (X) 

mônicos e tais que g
0

(X) R[X] + h
0

(X) R[X] + MR(X] = R[X] 

então existem polinômios mônicos g(X} e h(X) em R[Xl tais 

que g{X) = g
0

(X) módulo ~1R[X], h(X) = h 0 (X) módulo MR[X] 

e f (X) = g (X) h (X) • 

Um anel local R é henseliano se e somente se dada 

qualquer R-álgebra finitamente gerada A e qualquer ideal I 

de A é sempre possível levantar idempotentes de ~ para A. 

A demonstração desta caracterização e~tá em (1, teo 

rema 22). 

Como no teorema 3. 5. o fato do anel R ser completo 

somente foi utilizado para permitir o levantamento de idem-
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potentes de tlii para A (A = HomR(MIM)), podemos afirmar e2:
tão que o teorema de Kru].l-Schmldt vale para A'módulos flnl-

tamente gerados sempre que Â for uma R-álgebra flnitamente
gerada sobre um anel hensellano.

Em um artigo publicado em 1973 (6) , E.G.Evans Jr. g

presentou uma recíproca parcial. desse t'esultado , demonstram

do que se R é um anel ]oca] e toda R á]gebra ].oral finita
mente gerada sobre R satisfaz o teorema de Kru]]. Schmldt
então R é hense].cano

-45-

potentes de A 
PA podemos afirmar eg 

tão que o teorema de Krull-Schrnidt vale para A- módulos fini

tamente gerados sempre que A for uma R-álgebra finitamente 

gerada sobre um anel henseliano. 

Em um artigo publicaào em 1973 (6), E.G.Evans Jr. a 

presentou uma rec!proca pàrcial desse resultado, demonstran

do que se R é um anel local e toda R-âlgebra local finita-

mente gerada sobre R satisfaz o teorema de 

então R é henseliano. 

Krull-Schmidt 



CAPITULO IV

Neste capítulo, consideraremos como RG-módulos tao

somente aqueles que, como R-módulos, sejam livres de posto
finito. No caso em que R é um domÍnIo de ideais principalsr

isso equivale a considerar apenas os RG-módulos que, sobre

R, sejam pzojetívos fmi.temente gerados .

Seja p umnümero primo. Por Zn anota
nel dos elementos p-inteiros de Qp isto é,

Z = {a/bja e b são inteiros e p não divide b}

z. é precisamente o anel de va].orização do corpo
dos niSmeros racionais Q correspondente à valori.zação p'

ãdlca. Assim, Z. é um domínio de ideais principais local

cujo Único ideal maximal é P = pzn ' {a/b ( Zn l p divide a
e p nao dIvIde b}

Representaremos por Q o cornpletamento p-ádico de
Q e por Z o seu anel- de valorização. Z é também um do-

mÍnIo de Ideais principais local. e o seu único ideal maximal

é pZ.

a.remos 0

Vamos estudar a validade do teorema de Kru]].-Schnü.dt

para Z.G-mÓdu].os, quando G é um grupo finito.
-ãh-

CAP!TULO IV 

Neste capítulo, consideraremos como RG-módulos tão 

somente aqueles que, como R-módulos, sejam livres de posto 

finito. No caso em que R é um domínio de ideais principais, 

isso equivale a considerar apenas os RG-módulos que, sobre 

R, sejam projetivos finitamente gerados. 

Seja p um número primo. Por z anotaremos o a
p 

nel dos elementos p-inteiros de Q, isto é, 

Z = {a/bla e b são inteiros e p não divide b}. 
p 

Z é precisamente o anel de valorização do corpo 
p 

dos números racionais Q correspondente à valorização p-

ádica. Assim, Z é um domínio de ideais principais local 
p 

cujo Único ideal maximal - p pZ {a/b E Z I p divide e = = a 
p p 

e p nao divide b}. 

A 

p-ádico de Representaremos por Q o completamente 

A A 

Q e por Z o seu anel de valorização. Z é também um do-

mínio de ideais principais local e o seu único ideal maximal 

e pz. 

para 

Vamos estudar a validade do teorema de Krull-Schmidt 

z G-mõdulos, quando G é um grupo finito. 
p 
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].nici.aumente. consideraremos o caso em que p nao

dlvi.de a ordem do grupo G.

TEOREMA 4.1. Se p não divide a ordem de G o anel- de grg

po ZnG satisfaz ao teorema de Krull-Schmidt.

2S!!!gneEiigSgg: Suponhamos que Mi © ... Q) Mr ; Ni O ... © NS
onde os M: e os N.i são Z.G-módulos indecomponÍvels.

]. ] P

Se p não divide a ordem de G. o i.leal gerado por

IGI em Zn éj.guala Zn' poisnessecaso, IGI éinver
sável em Z .

Pelo teorema o.3., como IGJZn = Zn' segue-se que
toda sequência exata de ZnG-módulos cinde, pois

P (M, N) = ZP ExtZpG(M. N) : IGIZp ExtZpG(M. N)

.ôsso implica que todo ZnG-módulo IndecomponÍvel é

um ZpG'módulo irredutível e. portanto, Zp'Irredutível
A série de submÕdulos

Mr = Mi Q...Q Mr=Mr-i B M2 Q..O MF=...n l:MtDMo = 0

é, então, uma série de ZP-composição de Mt ©...O cujos

falares de Zn-composição são justamente os Mi
Da mesma forma, os N.i serão favores de

siçao de Ni ©...© Nç:'

Mas, como IGJZn = ZnP pelo teorema 0.4., os favo-

res de Zp'composi-ção de um ZpG'mÓdu].o são unicamente de
terminados a menos de Z.G-isomorfismo e ordem de oco:l
rêncla.

Assim. teremos r m s e M: i.somorfo a N.i para

-4 7-

Inicialmente, consideraremos o caso em que p nao 

divide a ordem do grupo G. 

TEOREMA 4.1. Se p nao divide a ordem de G o anel de gr~ 

po Z G p satisfaz ao teorema de Krull-Schmidt. 

Demonstração: Suponhamos que M1 EB . . . -EB Mr = Nl EB ... 
onde os M. e os N. sao z G-módulos indecomponíveis. 

l. J p 

(B Ns 

Se p nao divide a ordem de G, o ideal gerado por 

IGI em z 
p 

... 
e igual a z ' p 

pois nesse caso, IGI é inver-

sível em Z • 
p 

Pelo teorema o.3., corno IGIZ = Z , segue-se que 
p p 

toda sequência exata de Z G-módulos cinde, pois 
p 

Extz G(M, N) = 
p 

z Extz G(M, N) = IGIZ Extz G(M, N) = o. 
p p p p 

Isso implica que todo z G-rnódulo indecomponível 
p . 

um ZPG-rnódulo irredutível e; portanto, 

A série de submóauios 

Z -irredutível. 
p 

Mr = M 1 ai ••• © Mr =>Mr-i = M 2 $ •• EB Mr::, ••• :::> M1 =Mr::, M0 = O 

.. 
e 

é, então, uma série de Zp -composiç ão de M 1 ID ..• ID .Mr cujos 

fatores de zp-composição são justamente os M .• 
]. 

Da mesma forma, os N. 
J 

serão fatores de z -compo-p . 

Mas, como IGIZ = z , pelo teorema 0.4., os fato-
p p 

res de z -composição de um Z G-módulo sao unicamente de-
p p 

terminados a menos de Z G-isomorfismo e ordem de ocor 
p 

rência. 

Ass im 1 teremos r = s e M. isomorfo a N. 
l l 

para 
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]. g i g r depois de convenientemente reenumerados os WJ' []

Vejamos agora o que acontece quando p divide a ol

dem do grupo G. Nessas candiçÕesr Barman e Gudlvok em

(2) apresentaram um exemplo de um grupo cíclico H para o

qual- o anel Zt..,H não satisfaz a propriedade de Krull-Schmidt
Para grupos comutatlvos, os resultados que apresen'

teremos a seguir, devidos a Jonesp dão uma condição neces-

sária e suficiente para que ZnG satisfaça ao teorema de
Krull-$chmidt.

Um fato Importante do qual vamos necessitar é o se
quente

LEMA 4.2. Se, para todo QG-módulo M. a Irredutibilidade
de M i.mp]]ca na irreduti.b]].Idade de QM como QG-módulo,

o teorema de Krull-Schmidt .vale para ZnG-mÓdulOs.

A demonstração desse fato seta feita no próximo ca-
os condições mais gerais, no teorema 5.11. []pxtulo Sl /

TEOREMA 4.3. Seja G um grupo comutativa cujo expoente é

qp . onde q=1 ou p éraizprimiti.vamõduloq.

Então, o teorema de Kru]]-Schm]dt va].e para ZpG'
módulos.

Demong:çEgçgg: Vamos usar o lema anterior. Seja, então, M um
QG-mÓdu]o simp].es. Como QG é gemi.9lmplesr tem-se

:! "«.OP

onde os DI são anéis com di.visão e Mni(DI) o anel das m2.

IR
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depois de convenientemente reenumerados os N .• 0 
J 

Vejamos agora o que acontece quando p divide a or 

dern do grupo G. Nessas condições, Berman e Gudi vok em 

(2) apresentaram um exemplo de um grupo cíclico H para o 

qual o anel Z H não satisfaz a propriedade de Krull-Sch.midt . 
p 

Para grupos comutativos, os resultados que apresen

taremos a seguir, devidos a Jones, dão urna condição neces-

sária e suficiente para que 

Krull-Schmidt. 

ZPG satisfaça ao teorema de 

.. 
Um fato importante do qual vamos necessitar e o se-

guinte: 

LEMA 4.2. Se, para todo QG-módulo M, a irredutibilidade 

,A 

de M implica na irredutibilidade de 

o teorema de Krull-Schmidt vale para 

QM como 
,A .. 

QG-modulo, 

z G-módulos. 
p 

A demonstração desse fato será feita no próximo ca

pítulo, sob condições mais gerais, no teorema 5.11. O 

.. 
TEOREMA 4 • 3. Seja 

q = 1 

G um grupo comutativo cujo expoente e 

n 
qp , onde ou p é raiz primitiva módulo q. 

Então, o teorema de Krull-Schmidt vale para 

módulos. 

Z G
P 

Demonstração: Vamos usar o lema anterior. Seja, então, M um 

QG-módulo simples. ·como 

QG 

QG é semisimples, tem-se 

m 
= 6l M (D.) 

i=~ ni 1. 

onde os Di sao anéis com divisão e ~i (D1 ) o anel das ma 
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trazes nl x n.i com elementos de Di
Por ser G comutativa, temos que ni:nz

e que os D] sao comutatlvos, ou seja. são corpos.
$e T é a representação racional de G correspon'

dente a M temos que T(G) S DI para algum i er portar'
to, T(G) é um grupo cíclico.

Se fazemos H = G/Ker T M torna-se um QH-módulo

irredutível, definindo-se hm = gm para h em Hf m em M

e g de G tal que g + Ker T : h.
Tomemos um elemento a em H que seja um gerador

de H e suponhamos que a ordem de a seja igual a r
Podemos definir um homomorfísmo '} de Q[X] em QHr

associando ao polinõmio g(X) = a. + atX + ... + asXs o elgl

mento +(g) =ao +a:a+ ... casas de QH. Essa função
+ ê um eplmorfi.smo cujo kernel é o ideal gerado peão po].ing
mio Xr.]. Em Q[X], Xr-l se decompõe comooproduto dos

pollnÕmios ciclotÕrrü.cos cujas ordens dividem r. Temosr en-
tão

.gLIJ. .o -.gE.3.]-,
(Xr - l) (f:) (ft)

onde os f] são o$ pollnÕmlos ciclotõmi.cos cujas ordens são

dlvi.fores de r. Como os fi são irredutz'veisf o$ quocien-
...9E.Z.]-- são corpos er po!'tanto, a decomposição acima é

precisamente a decomposição de QH em Ideais simples.
Em particular. obtemos que M;'-gl13.]-- para algum i

(f.i }

n o,.imnrf'tç:mó ó leva o poli.nomlo x em a erco8

( fj. )

Qn

trizes n. x n. 
1. 1. 
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com elementos de D .. 
l 

Por ser G comutativo, temos que n 1 = n 2 = ••• = nm =1 

e que os Di são comutativos, ou seja, são corpos. 

Se 'I' é a representação racional de G correspon

dente a M temos que T(G) S D1 para algum i e, portan

to, T(G) é um grupo cíclico. 

Se fazemos H = G/ Ker T M torna-se um QH-módulo 

irredutível, definindo- se hm = grn para h em H, m em M 

e g de G tal que g + Ker T :: h. 

Tomemos um elemento a em H que seja um gerador 

de H e suponhamos que a ordem de a seja igual a r. 

Podemos definir um homomorfismo <t> de Q[X] em QH, 

associando ao polinômio + a X
5 

s 
o ele 

função mento " • e + a as 
s 

de QH. Essa 

<t> e um epimorfismo cujo kernel é o ideal gerado pelo polinª 

mio Xr - 1. Em Q[X], Xr - 1 se decompõe como o produto dos 

polinômios ciclotômicos cujas ordens dividem r. Temos, en

tão: 

QH 
Q[X] , 

onde os f . sao os polinômios ciclotômicos cujas ordens sao 
J. 

divisores de r. Como os f. são irredutíveis, os quocien-
1. 

tes 
Q[X] 

(fi) 
sao corpos e, portanto, a decomposição acima 

precisamente a decompos ição de QH em ideais simples. 

Em particular, obtemos que M;; Q[X] 
(fi) 

para algum i. 

O epimorfismo ~ leva o polinômio X em a e,co~ 
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sequentemente, no isomorflsmo Qn ; -"9113.1- o . . . o --911X.l- a' (f.) (ttJ
corresponde a(X +(ft),.... x +(ft)). Asslmsendo, os e-
lementos de H eí por conseguinte. os de G atuam sobre

.g11.3.1- mediante a multiplicação por X e pelas potenélas
r t , i

de x.

Seja f = fl tal que M ; --9EX3
\ a.. l /

pollnõiiü.o ciclotõmico cuja ordem divide r er consequente'

mente, divide o expoente de G. Então, a ordem de f é I-

gual a mo onde mo divide m = qpn. Pelo teorema 0.10. o
número de favores i.rredutÍveis distintos de f em Q[X] é

igual ao numero de extensões ao anel Q(mo./''Í) do ideal

gerado por p em z.
Se q = 1 o teorema 0.12. nos garanteque oideal-

pZ tem uma Única extensão de pZ a Q(ml/''T). Quando q#l
o número de extensões de pZ a Q(n/'T) é i.qual a t

onde t é o menor Inteiro positivo tal que pt : l modulo q

(Teorema 0.13.). Pela hipóteses se q # ]-í p é raiz premi'

uva módulo q e, portanto t = 4)(q). Por conseguinte, pZ
tem uma ünlca extensão a Q(mi/"I) e. portanto, uma única eZ

tensão a Q (no ?''T)

Então, f e irredutÍve] em Q[X] e o quociente

.-.9Êài- é um QG-módulo irredutível. Como veremos a seguir.

grx3 ; QO Q[X] ; 6om
(f)(f)

e, portanto, QM é um QG-módulo irredutível, o que comple-
ta a demonstração do teorema. ]]

fEntão, e

- 50 -

sequentemente, no isomorfismo QH 
Q[X] - a 

( f l ) 

corresponde a (X + (fl), • •• , X + (ft)) . 

Q[X] 

(ft) 

Assim sendo, os e-

lementos de. H e, por conseguinte, os de G atuam sobre 

mediante a multiplicação por X e pelas potências 

Seja tal que ~ M 
Q[X] 

(fi) 
Então, f é um 

polinômio ciclotômico cuja ordem divide r e, consequente-

mente, divide o expoente de G. Então, a ordem de f é i

gual a m
0 

onde m
0 

divide m = qpn. Pelo teorema 0 .10. o 

número de fatores irredutíveis distintos de f em 
;.. . 

Q[X] 
.. 
e 

igual ao número de extensões ao anel do ideal 

gerado por 

Se 

p em z. 

q = 1 o teo rema O .12. nos garante que o ideal 

pZ tem urna única extensão de pZ a Q(m/1'). Quando 

o número de extensões de pz · a Q(m/r) é igual a 

q~l 

~(q) 
t 

onde t é o menor inteiro positivo tal que pt = 1 módulo q 

(Teorema 0 .13. ) . Pela hipótese, se q ~ 1, p é raiz primi

tiva módulo q e, portanto t; ~(q). Por conseguinte, pZ 

tem uma única extensão a Q(mll') e, portanto, uma Única ex 

tensão a Q(mºrT). 

Q[X] 
(f) 

Então, f é irredutível em 
A 

Q[X] e o quociente 

é um QG-módulo irredutível. Como veremos a seguir, 

Q[X] 

(f) 

Q[X] 

( f) 

"' Q ® M 
A 

= QM 

e, portanto, QM é um QG-módulo irredutível, o que comple

ta a demonstração do teorema. O 



LEMA4.4. Se fcQ[X], então - (f) ;Q® Q[X]

oemonstracão: Seja B:Q x -'SZFi;li. -----.» ÕEx] a função que

].evaopar (q,g+ (f)) em qg+ (f), para q em Q e

gcQ[X]. B é ba]anceada er portanto, exi.ste um único Q-ho-

momorflsmo F de Q O '-'i;!Fig?-- em --laliiÊii-- tal que

F(q ® g + (f)) = qg + (f)

Dado g=qo+qiX+...+qnXn com qleQ tem
se

g + (f)
n

talo qlXz + (f) iE. qi(xí +(í))

F(l} qj. 8 XZ + (f))
n

}l. p(qí ® xz + (í))

o que mostra ser f um epimorflsmo
n

>l.qÍ 8 gl+(f) um elemento dei=i ' '
mi

Paracada i, gi+ (í) =jljoqlj x] +

ml menorqueograude f ouentão gi estãno
do por f, caso em que gl + (f) = 0

Assim

Seja agora

(f) com

ideal. gera

ql ® gi + (f) ql. o E qj.j xj + (í)

qi qtj ® x] + (í) l -j ' *' '''(f)

com os p.i em Q.
Segue daÍ que

LEMA 4.4. Se 

Demonstração: Seja 
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então 

A 

B:Q X 
Q[X] 

(f) 

Q[X] 
( f) 

-
leva o par (q, g + (f)) em qg + (f), 

Q[XJ 
( f) 

Q[Xl 
( f) 

a função que 

" . 
para q em Q e 

gEQ[XJ. B é balanceada e, portanto, existe um Único Q-ho-
A 

momorfismo F de Q 0 

F(q@ 

Dado g = qo 

se: 

Q[X] 
{f) 

g + ( f) ) 

+ q X + 
1 

n 
q.Xi g + ( f) = I + ( f) 

1 
i=O 

n 
xi = I F(qi 0 + ( f) ) = 

i=O 

" 
em 

Q[X] 
( f ) tal que 

= qg + ( f) • 

xn " . . . + qn com qiE:Q 

n i = r qi(X + ( f) ) 
i=O 

n 
xi F( I q. 0 + ( f) ) 

i=O 
1 

o que mostra ser f um epimorfismo. 

Seja agora 

Para cada 

n 
. I q1 0 
1=1 

gi + (f) 

i, g + {f) = 
i 

um 

m1 
I 

j =o 

,., 
elemento de Q 

j q .. X 
1J 

+ {f) 

tem-

= 

Q[X] 
® (f) . 

com 

m1 menor que o grau de f ou então está no ideal ger~ 

do por f, caso em que g1 + (f) = O. 

Assim 

I qi 0 gi + (f) = I qi 0 I qij 
xj + ( f) = 

i i j 

= I qi qij @ xj + ( f) = I p. 0 xj + (f) 
i,j j J 

" com os p . em Q. 
J 

Segue dai que 



j®F( X +P
Uj

8 xj
j

j} P Xj]
fde<m graui

0
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p(>1 qi ® gi + (í)) (f) )

+ (f)) = >1 p.i X] + (f)

A.ssi.msendor se p(}jqiOçi+(í)) : 0 então

+ (f) = 0 donde >1 p.i X] está no ideal gerado por

f. fato este que, como j S

Impl-lca p.i : 0 para todo j e, portanto,

} qi ® gi + (í) = }1 pj ® x] + (í)
Logo, F é um monomorfJ.smo e, portanto, um ]soinorf]smo. []

]

]

para todo j,

Trataremos agora de demonstrar a recíproca do teorg

ma 4.3., ou seja, que, se q # l e p não é uma raiz premi.

tava módulo q, o anel ZnG não satisfaz a propriedade de
Kru]. l-Schmidt .

Seja, então, G um grupo comutatlvo fi.mito cujo eX
poente obedece às condições acima. Pe].o teorema fundamental

dos grupos comutatívos finitos pode

G=HnO Hi O...QHTOHit O...OHir Q..OHs O...O Uses

onde os H. e H.t.i sao subgrupos cíclicos de H cujas or'

denssão: leal :pn/ lni.l epal, lnijl :plxi sendo p

PIP..'rps os divisores primos da ordem de Gr

n 2 ai 2 ... 2 ar > 0 e al1 2 alar

do 1. Segue que q = piii ... p.lsi

escrevermos

/

de

i
para tg
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F (L qi ® g, + ( f) ) = F ( l pj 0 xj + ( f) ) = 
i l. j 

= l F(p. ~ xj + (f)) = I p. xj + ( f) . 
J . J 

J j 

Assim sendo, se F(}: qi 8 gi + ( f) ) = o então 
i 

I p. Xj + (f) = O donde 
j J 

\ xj l p. 
j J 

está no ideal gerado por 

f, fato este que, como j ~ m. < grau de 
l. 

f para todo j, 

implica p. = o 
J 

para todo 

i qi © g. + ( f) 
l. 1 

j e, portanto, 

= = o. 

Logo, F é um monomorfismo e, portanto, um isomorfismo. O 

Trataremos agora de demonstrar a recíproca do teore 

ma 4.3., ou seja, que, se q ~ 1 e p não é uma raiz primi 

tiva módulo q, o anel 

Krull-Schmidt. 

Z G nao satisfaz a propriedade de 
p . 

Seja, então, G um grupo comutativo finito cujo ex 

poente ob~dece às condições acima. Pelo teorema fundamental 

dos grupos comutativos finitos podemos escrever: 

G = H (i) Hl $ ••• @ Hr @ Hl l @. • .(i) Hl @ •• @ H Q) ••• (i) H 
n rl S1 sr

5 

onde os H. e H .. sao subgrupos cíclicos de H cujas or-
1 l.J 

dens - IH I n 
IHil sao: = p n ' 

P 1
, ••• , Ps os divisores 

2: ••• e 

do i. Segue que q = p(l l l 
1 

a. . = p 1, 

primos 

IH. -1 
(l •• 

= p 1) 
1) i 

da ordem 

~ • • • 2: CL. ir. 
l. 

sendo p, 

de G, 

para to 
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Seja Ho uma Imagem homomõrfica de Hn com ordem p.

Temosque H:HoQHtiOHzi©...QHsi êumal
vagem hoHOHÓFflCar cíclica e de ordem pq do grupo G.

Seja +:G "'"+ H um epimorflsmo. Se M é um ZpH'ing

aula podemos torna-lo um ZpG'módulo definindo a ação de G
sobre M por meio da ação de Hr Isto é, fazendo gm:+(g)m

para g em G e m em M.
Como G atum sobre M mediante H, resultam. de

Imediato, as seguintes propriedades:

(1) Dois Z.H-módulos M e N são isomorfos como zpn'

módulos se e sõ se são isomorfos como ZpG'módulos.

(11) Um Z.H-módulo M é dec:omponlvel como ZpH'módulo se

e só se M é decomponzvel como ZpG'módulo.
Em consequência dlssor se tivermos Mt ©...O Mr

Ni o...O NS com MI e Uj ZpH'modal.os IndecomponÍvelsí

teremos que Mi ©...© Mr ; Ni O''.o Ns como zpG'mÕdülos e

com os MI e N.i ZnG-modulos Indecomponlvels.

Assim, se o teorema de Krull-Schmldt valer

Z G-módulos, também devera valer para ZpH'módulos.
Como vemos, para verificar que o teorema de Krull-

schmldt falha para ZnG-módulos, podemos supor que G seja

cÍclIco e de ordem Igual a pq.

Para reduzir ainda mais o problemas demonstraremos o
+- z\ vb zx c} l l l :x f-l í-l

para

seguln

TEOREMA 4.5. Seja G um grupo tal que G : Gi © Gz onde Gi
;. .{n]].-r\e dp nrdÊm a e p. respectivamente. SeGz Se

Seja H
0 

Temos que 
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uma imagem homomórfica de H com ordem p. 
n 

@ H 
Sl 

é uma i 

magem homomórfica, ·ciclica e de o rdem pq do grupo G. 

Seja ~:G - H um epimorfismo. Se M é um Z H-mó 
p 

dulo podemos torná-lo um Z G-módulo definindo a ação de G 
p 

sobre M por meio da açao de H, isto é, fazendo gm=~ (g ) m 

para g em G e m em M. 

Como G atua sobre M mediante H, resultam, de 

imediato, as seguintes propriedades; 

(i ) Dois z H- módulos M e 
p 

N sao isomorfos como z H-p 

módulos - isomorfos z G- módulos. se e so se sao como p 

(ii ) Um z H-módulo M 
.. 

decomponivel z H-módulo se e como 
p p 

- M - decomponível z G- módulo. 
e so se e como p 

Em 
... 

disso, tivermos Ml $ •• • ED M · 
consequencia se -r 

com M. 
l. 

e N. 
J 

Z H-módulos indecomponíveis, 
p 

teremos que 

com os Mi 

M1 e ... e Mr - N 1 e . . . e Ns como ZPG-módulos 

e N . Z G-módulos indecomponíveis. 
J p 

e 

Assim, se o teorema de Krull-Schmidt valer 

Z G-módulos, também deverá valer para z H- módulos. 
p p 

para 

Como vemos, para verificar que o teorema de Krull-

Schmidt falha para Z G-módulos, podemos supor que 
p 

cíclico e de o r dem igual a pq. 

G seja 

Para reduzir ainda mais o problema, demonstraremos o 

seguinte resultado: 

TEOREMA 4.5. Seja G um grupo tal que G = G1 @ G
2 

onde G/ 

e G2 são cíclicos de ordem q e p, res pectivamente. Se 
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$ é Dirá raiz da unidade tal que Wq = 1, existe uma correm.

pendência blunÍvoca entre as classes de isomorfismo dos ZpG'
módulos Indecomponíveis e as classes de lsomorflsmo dos

z.[+IG,-módulos Indecomponzvels.

Demonstr4çãg: Seja gt um gerador de Gi' Podemos dar a

Z.[+] uma estrutura de zpGi'módulo por meio d

g+x=+]x para x e+ ZPt@] e 0SiSq-l

Se N e um l;.[Q]G2-modulo i.ndecomponível defina

mos em N uma estrutt4a de ZpG'módulo da seguinte maneira:

g4'gzn:@lgzn para çl em G2r n em Nr O g iS q- ].
Se N. é um 4ubçrupo de N vemr de Imediatos que

N. é fechado em relação à multiplicação por escalares de

. [yJGz se e somente se é fechado em relação ã multiplica'
çao por escolares de ZpGr ou se:jar No e um ZpE@IGz'sub-
mÕdulo de N se e se se for um ZpG'submódulo de N.

Segue daÍ que se N for indecomponzvel como

z.[W]Gz-módulo taitbém o será como ZpG'módulo.
Da mesma follllar se N' e N'' sao ZpE+IGz'módulOS

IndecomponÍvels e a uma função de N' em N'' resulta que

a e um Z.[W]Ga-homomorfismo se e se se a for um ZpG'ho'

momorfismo e daÍ vemque N' e N'' sao isomorfos como

z G-módulos.

P j ora M um ZpG'módulo indecomponível . Pode-

mos encarar M como um ZpGI'modular simplesmente restrin'

glndo a operação externa de M aos escolares de ZpGi'
.qpm de G.. M e a soma al

operaçãoa

divide oranaoComo P

----

- 54-

ljJ é uma raiz da unidade tal que ljlq = 1, existe uma corres 

pendência biunívoca entre as classes de isomorfismo dos Z G
P 

módulos indecomponíveis e as classes de 

Z (ljJ]G 2
-mÓdulos indecomponíveis. 

p 

Demonstração: Seja g 1 um gerador de G l • 

isomorfismo dos 

Podemos dar a 

z [ljJ] urna estrutura de 
p i 

Z G1 - módulo por meio da operaçao 
p 

g½ X = ljJiX para X 

Se N -e um 

mos em N uma 

g½g 2 n = ljJig
2
n para 

e z [ \jJ J e o s i s q - 1. 
p 

[ljJ]G 2
- mÓdulo indecomponível defini 

p 

de Z G- módulo da seguinte maneira: 
p 

em G2
, n em N, Os is q - 1. 

Se N
0 

é um ubgrupo de N vem, de imediato, que 

N 0 é fechado em relaç~o à multiplicação por escalares de 

Z [ljJ]G 2 
se e somente se é fechado em relação à multiplica

p 

ção por escalares de Z G, 
p 

ou seja, 
~ 

e um Z [tµ]G -sub-
p 2 

módulo de N se e só se for um Z G-s ubmódulo de N. 
p 

Segue daí que se N for indecomponível 

Z [ljl]G 2
- módulo também o será como z G- módulo . 

p 
p 

Da mesma forma, se N' e N'' 

como 

indecomponíveis e a uma função de N' em N'' resulta que 

cr ~ um Zp[lj,]G_2 - homomorfismo se e só se o for um z G- ho
p 

mornorfismo e daí vem que N' e N'' sao isomorfos como 

Z G- rnódulos. 
p 

Seja agora M um Z G- módulo indecomponivel. Pode
p 

mos encarar M como um 

gindo a operaçao externa 

ZPG 1
-módulo, simplesmente restrin

de M aos escalares de Z G1 • 
p 

Como p não divide a ordem de G1 , M é a sorna di 
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neta de Z.G.-submÓdu].os irredutíveis, digamos M:Li O...Q Lr

Suponhamos que Llr L2r...p LS sejam os componentes não is9
mortos de M e selar para cada Ir Mi a soma de todos OS

z G.-submõdulos de M isomoríos a Lt' Vamos HOStrarr por

indução sobre sr que a decomposição M:Mi + Mz + ... + Ms
êumasomadireta. Se Min(Mz + ... +MS) # 0r seja L um
submódulo Irredutível dessa interseçao L é um ZpGi'submã

aula simples de Mi e de Mz ©...o MSr a qual é uma soma
direta por hipótese de Indução. Consequentemente, L deve ser

isomorfo a um componente irredutível de Mi e a um componeD

te irredutível de um dos Mj. com i> 1. Segue dai que
L. ; L ; L+ com iZ 2 0 que é umabsurdo. Logos

M : Mi Q Mz 0 ... Q Ms'

Seja gzcGz' Como G e comutativa,constata-se que

gzLI e um ZpGI'submódUlo de I'l e isoinorfo a Lj. pela apll
cação que leva umelemento Zi de Li em gzZi a qual é

um Z.G.-isomorfismo. Assim senhor Mi e fechado relativa-
H . . ... .=. /'' .--s ?-sín'r'b;iT\'F(l. e:

mente à multiplicação por elementos de

um Z.G-submÕdulo de M para todo l.
Como M é Z.G-indecomponíveJ- resu].ta que s :l er

consequentemente, todos os submÓdulos LI são zpGt'isomor-

fos a Li' Mas Li é um ZpGi'submÓdulo simples er portan'

to, isomorfo a Zot»] onde @ é uma raiz da unidade cuja
ordem divide q. Assim, obtemos:

M = Li © Lz © ... O Lr ; LI © Li Q ... © Li

; ZpE@] Q ''. © ZpE$] ;(ZpE@] Q ''. © ZpE$] ®Zp Zp

l2

-5 5-

reta de ZPG
1

- submódulos irredutíveis, digamos M=L 1 ffi ••• ED Lr. 

Suponhamos que L 1 , L 2 , ••• , L
5 

sejam os componentes não iso 

morfos de M e seja, para cada i, M. a soma de todos os 
l. 

Z G -submódulos de M isomorfos a L
1

• Vamos mostrar, por 

p l 

indução sobre s, que a decon:iposição M = M 1 
+ M2 + • • • + M

8 

é uma soma direta. Se 

submódulo irredutível 

dulo simples de M
1 

e 

M 1 n (M2 + . . . + M ) 
s 

dessa interseção. 

de M2 E& ••• (j M s' 

L 

a 

;e o, seja L um 

.. 
Z G 1 

- submó e um 
p -

qual -e uma soma 

direta por hipótese de indução. Consequentemente, L deve ser 

isomorfo a um componente irredutível de M
1 

e a um compone~ 

te irredutível de um dos M. com i > 1 . 
1. 

Segue dai que 

~ L = l 

g L . 
2 l. 

L - L. 
l. 

Seja 

-e um 

com i 2: 

M = 

g 2 e:G2 • 

2 o que é um absurdo. Logo, 

M1 @ M2 ED ••• @ M
5

• 

Como G é comutativo,constata- se que 

M e isomorfo a L. pela apli 
J. -

caçao que leva um elemento li de Li e m g 2fi a qual 
.. 
e 

um ZPG 1-isomorfismo. Assim sendo, Mi 

mente à multiplicação por elementos de 

um Z G- submódulo de M para todo i. 
p 

é fechado relativa-

G2 e, portanto, 
.. 
e 

Como · M -e Z G-indecomponí vel resulta que 
p 

s = 1 e, 

consequentemente, todos os submódulos L. 
]. 

sao z G 1-isomor
P 

fos a L 1
• Mas Ll 

to, isomorfo a z [ ljJ J 
p 

é um Z G 1
- submÓdulo simples e, portan

P 

onde ~ é uma r aiz d a unidade cuja 

ordem divide q. Assim, obtemos: 

~ 
- z [~]@ ... @ z (~] 

p p 
(Z [tµ] 

p 
z 

p 
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(zPl@] ®zp zp) ço ''' © (zP[Q] ozp zp) ; zP[W] ozp }'i

onde M' éo Zp'módulo ZP©;''' zP (r vezes)
Z.[W] ®. bl' é um znGl-módulo no qual os elemen-

P ' z',-. E'

amuam através da multiplicação por potências de +.

Aproveitando o ZpGi'isomorfismo existente entre M
o.z M' podemos fazer os elementos de Ga atuarem

sobre ZnE$] 8Z M' transfonnando-o assim em um ZpEW]Gz'mg

auto.

detos

P

Se N e um ZpE@IGa'submÓdulo de ZPC©] 8ZpM'' N

é estável sob a açao de ZnE©] ede Gz ef portanto, N cogl

responde a un\ ZnG-submÕdulo de M. Asse.m, a indecomponlbi-

lidade de P4 como ZnG-módulo implica na indecornponiblllda-
de de Z [P] ®., M' como Z.[W]Gz-módulo.P I'x) r

Aplicando agora a ZPE©] ®Z. M' o processo ante
dormente descrito de transformação de ZpE@IGz'módulos inda.

componiveis em ZnG-módulos i.ndecomponlveisr vo].faremos a ob
ter M. o que demonstra o teorema. []

Uma consequênci.a deste teorema ê que se ZpG satzE

faz a propriedade de Krull chmidtr ZpEQ]Gz também satis-

faz,poisse Mi©. .©lqr;Nto.'.©Ns ondeos Mi e

N4 sao znE@IG2-modul05 indecomponlveisr podemos tomar OS
seus Z.G-módulos correspondentes aos quais chamamos por Xi

e Y.i' Se X:Xi-9 ..©Xr e Y:Yi©...OYsí atrg
vés do mesmo processa uti-gizado no teores.ar podemos tomar X

e Y ZnE@IG2-módulos obtendo X;M O.nQ Mr e Y;N O...Q Ns

- -- - -- - ---
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- (Z [tjJ] ®z z ) ~ © (Z [ ljJ J ®z z ) - z [ijJ] ®z M' 
= . . . = 

p p 
p p p p p p 

onde M' e o z -módulo z (t); ••• Q) z (r vezes). 
p p p 

Z [t/J] ®z M' é um Z G1
-módulo no qual os elemen-

p p - p 

tos de G1 atuam atraves da multiplicação por potências de ijJ. 

Aproveitando o ZPG 1
-isomorfismo existente entre M 

e Z [ 1/J J ®z M' podemos fazer os elementos de G 2 
atuarem 

p p 

sobre ZP[\/J] ®z M' transformando-o assim em um ZP[I/J]G 2 -m§ 

p 
dulo . 

Se N - Z [ijJ]G
2
-submódulo de z [ 1jJ J 0z M', N 

e um p p p 

- estável sob de z [ ti> J e de G2 portanto, N 
e a açao e, cor 

p 

responde a um z G-submódulo de M. Assim, a indecomponibi-
p 

lidade de M como Z G-módulo implica na indecomponibilida
p 

de de Z [iµJ ® M' 
p z p 

como Z [~;]G 2
-módulo. 

p 

Aplicando agora a z [1/J] ®z M' 
p p 

o processo ante-

riormente descrito de transfor.maç ão de 

componiveis em z G- módulos indecomponíveis, voltaremos a ob 
p 

ter M, o que demonstra o teorema. O 

Uma consequência deste teorema é que se Z G satis 
p 

faz a p r opriedade de Krull-Schmidt, z [ijJ]G também satis-
P 2 

faz, pois se M1 
~ ••• @ Mr ~ N1

@ ••• ~ Ns onde os Mi e 

N . sao Z [ijJ]G
2
-módulos indecomponíveis, podemos tomar os 

J p 

seus Z G-módulos correspondentes aos quais chamamos por X. 
p 

1. 

e Y .• Se X= xl ~ ... @X 
J r 

e 

vés do mesmo processo utilizado no t e orem_a , podemos tomar X 

e Y 



como Z,.[$1Gz-modelos. Seguedaz que Xt ©...© Xr ; Yi ©''.© s

como Z.G-módulos er portanto, r=s e Xi;Yi para lsisr

do que resulta Mi ; Ni para i g i É r.

Assim sendo, precisamos mostrar apenas que o teore

ma de Krull-Schmidt não va].e para ZpE+IGa'mÓdulosl onde

G, é um grupo de ordem p e @ uma raiz da unidadetalque
ll)q. = l

Sejam S = Z.[W], 8 uma raiz da unidade de ordem

PP R-S[0] e q umgeradorde Gz' s podeserconsi.de-
rado um SGz-módulo definindo-se gs : s para s em $.

Também R torna-se um SGt-módulo definindo-se

gr = 0r para r de R.
Um novo tipo de SGa-módulo pode ser construído da

forma seguinte. Seja y um elemento de Rr tal que y di-
vide 0-1 e R'Y#R(0 --1). consideremos o S-módulo

Sy Q R obti.do pela soma direta do S-módulo livre Sy de

posto l e do S-modulo R.
Fazendo G, aduar sobre $y O R. por meio das defl

nações gy:y+T e gr:6r para r em RrobtemOsum

SGz-módulo, o qual seta denotado por ('yr R).

TEOREMA 4.6. Todo $Gz-modulo M é isomorfo à uma soma di

neta do tipo

(y., R) 0 ... 0(y=r R) © S © ... 0 S © R © ... © Rr

onde yi divide yi+i para l g i< rr Yr divide 0-1 e
-la XT,'..7-.f. .«.lc. q arlREÉ3(=C (: 0 !\Uli\(:n

R'Y.. #
01)R(O n
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Z [I/J]G 2 - rnÓdulos. Segue daí que Xl @ ... ffi X - yl EB ••• EB y 
como 

= 
p r s 

corno z G-rnódulos e, portanto, r=s e X. ;; y. para lsisr 
p 1. l. 

do que resulta M. - N . para i :;; i :S r. 
l. 1. 

Assim sendo, precisamos mostrar apenas que o teore-

ma de Krull - Schmidt não vale para onde 

.. 
e um grupo de ordem p e 1/J uma raiz da unidade tal que 

Sejam s = zP [ 1/J J, e uma raiz da unidade de ordem 

p, R = S[0] e g um gerador de G2 . s pode ser conside-

rado um SG 2 - módulo definindo-se gs = s para s em s. 

Também R torna-se um SG 2 -mÕdulo definindo-se 

gr = er para r de R. 

Um novo tipo de SG 2 -módulo pode ser construído da 

forma seguinte . Sej a y um elemento de R, tal que y di -

vide e - 1 e Ry .e R (0 - 1 ). Considere mo s o s-módulo 

Sy ~ R obtido pela soma di reta do s-módulo livre 

posto 1 e do s - módulo R. 

Sy de 

Fazendo G2 
atuar sobre Sy@ R por meio das defi 

nições gy = y + y e g r = 0r para r em R, obtemo·s um 

SG 2 -mÓdulo, o qual será denotado por (y , R}º 

TEOREMA 4 . 6. Todo SG 2 -mÕdulo M é isomorfo a uma soma di-

reta do tipo 

( y l , R) ED . .. @ (y r' R) (J) s ED . . . Q) s @ R Q) . .. EB R, 

onde y. divide Yi+l para 1 :S 
1. 

i < r, Yr divide e - 1 e 

Ryr ;t R (8 - 1) • o numero de vezes que s aparece -e o nurne-
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ro de vezes que R aparece nessa decomposição de M são dg

terei.nados unicamente por M bem como o são os yi a menos

de inversÍveis de R (lO)

Não demonstraremos este teorema. Apenas esboçaremos

amaneiracomosurgemos yl' Seja a=1+g+ ... g;:' e

seja M,í : {m(Mjam = 0}. Definindo Om=gm para m emMÜr
M torna-se um R-módulo fi.nltamente gerado sem torção do

qual (g - l)M é um submõdulo.
Pelo teorema dos fatores Invariantes para módulos

finitamente gerados sobre domínios principal.s exi.atem elemeB

tOS bi'..., bn em Ma e 'ylr''.r y em R tais que yÍ

divã(]e yj.+i para ]si<r e Ma:Rbi©'..QRbn e
(g-l)M=R'YibtQ... ORYnbn' Como(0-1)MaS(g-l)M
resulta que y. divide 0 - 1

Escolhe-se r de formaque R'Yr # R(0- 1) e
R(O - l).

É claro que $ e R são SGZ-modelos Indecomponz'
fieis. Vamos usar o teorema 4.5. para mostrar que os SGz-

mÕdu].os da forma (y, R) também são IndecomponÍvels. Se

('y, R) e igual a Mi Q M2, decompondo Mi e Mz pelo teore
ma obteremos:

(YTR) -(a..R)Q...O(ar'R)Q(Bi.R)O...©(Bs'R)©S...©SORO...OR

onde os (a.iP R) aparecem na decomposição de Mi e os (BlIR)

nadecomposlçãode MZ' Comoopostode S sobre S é le
o posto de R sobre S é p-lr o posto sobre S de um SGz-

l

a
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rode vezes que R aparece nessa decomposição de M sao de 

terminado s unicamente por M bem como o sao os 

de inversiveis de R (10 ) . 

a meno s 

Não demonstraremos este teo rema. Apenas esboçaremos 

a maneira como surgem o s yi. Sej~ a= 1 + g + p-1 g e 

seja M
0 

= {me:M I om = O}. Definindo em= gm para m em M
0

, 

M torna-se um R-módulo finitamente gerado s_em torção do 
a 

qual (g - l)M é um submódulo. 

Pelo teorema dos fatores invariantes para módulos 

finitamente gerados sobre domínios principais existem elemen 

tos b l , • • • ' b em M e y l , • • • , y em R tais que yi 
n a n 

divide Yi+l para 1 s i < r e M = Rb 1 
6) . . . 1B Rb e 

cr n 

(g - l ) M = Ry lb 1 01 6) Ry b Corno (8 - 1) M e (g - l)M . . . . n n (J 

resulta que yn divide e - 1 . 

Escolhe-se r de . forma que Ry ~ R (8 - 1) 
r 

e 

Ry = R(0 - 1). 
r+l 

t claro que S e R sao SG2
-módulos indecomponí

veis. Vamos usar o teorema 4.5. para mostrar que os 

módulos da forma (y, R) também -sao indecomponíveis. 

(y, R ) é igual a M1
@ M2 , decompondo M

1 
e M

2 
pelo teore 

ma obteremos: 

onde os (ai, R) aparecem na decomposição de M1 e os (Bi, R ) 

na decomposição de M
2

• Como o posto de S sobre S é 1 e 

o posto de R sobre S -e p - 1, o posto sobre S de um SG 2 -
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módulo da forma (e, R) é Igual a p. Assimr para a decom-

posição acima de (yr R) considerando os postos sobre S tÊ
mos três possibilidades: (Y,R) ; (al.R) ou (YTR) ; (B.pR)
Y (y,R) ; se R. No primeiro calor Mz=0; no segundo cg

SO, M. =0. O terceiro caso nao pode ocorrerá pois se À é

o SG2-submõdulo de (Yr R) deflnidopor A:tmc(Y,R)Igmnn}
e B e o SG2 aula de S Q R dado por

B = {mc S O Rlgm : m}

verifica-se que B é Igual a S e que

« : {-- t't:)** . -}

e, portanto, opostode B sobre S é l eopostode A
sobre S é maior ou igual ao posto de R sobre S o qual

é p > 1.

Logo, (y, R) é indecomponlvel

Em Z.[8], p decompõe-se corno p : (l - Q)$(P)
(1 - 0)p'i, sendo 0-1 um elemento primo no anel dos ig.

Leitos de Zn[0]. Por outro lados em R : ZP[0r »]f p de-
compoe'se em p : (6l-.. 6h)p'l onde os 61 são primos de
R e h=-'-11,q , onde d éaordemde p nogrupodos iB
versíveis do anel dos Inteiros módulo q. Asslnr resulta

1 - 0 : 6. ... 6

Se p não é raiz primitiva módulo qf h é maior

coque 1. Façamo$r então, 6 =6t e 'y :Ó2 .. 6h e con

slderemos o SG-módulo M = (6, R) © (Yr R). Seja x ume-

lementode (6. R}. Então, x=Sy+r com s em Sr rem

R e y tal que (6, R) = sy O R. Temos que

h
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módulo da forma (E, R) é igual a p. Assim, para a decom

posição acima de (y, R) considerando os postos sobre S t~ 

mos três possibilidades: 

y (y ,R) ;; s ED R. No primeiro caso, M2 =O; no segundo ca 

so, O terceiro caso não pode ocorrer, pois se A -e 

o SG 2 -submÕdulo de (y, R) 

e B -e o SG 2 -s ubmódulo de 

definido por A = {mE (y, R ) 1 gm=m} 

s $ R dado por 

B = {m E S @ RI gm = m} 

-e igual a S e que verifica-se que B 

A = {-r ( 8 ~ 1 ) y + r Ir E R} 

e, portanto, o posto de B sobre s -e 1 e o posto de A 

sobre s é maior ou igual ao posto de R sobre s o qual 

-e p > 1. 

Logo, (y, R) 
.. 

indecomponível. e 

Em Zp[8], p decompõe-se como p == (1 - 8) <J,(p) = 

= (1 - e>p - 1' sendo e - 1 um elemento primo no anel dos in 

teiros de z E e J. Por outro lado, em R = Z [0, 1/)], p de-
p p 

compoe-se em p = (ô1· ·· 
ô )p-1 onde os ô. são primos de 

h 1 

R e h = 4> (g:) onde d - a ordem de grupo dos in 
d 

, e p no 

versíveis do anel dos inteiros módulo q. Assim, resulta 

1 - 8 = ô 1 • • • ôh. 

Se p nao é raiz primitiva módulo q, h é maior 

do que 1. Façamos, então, ô= ô
1 

e y = ô 2 ••• ôh e con 

sideremos o SG-módulo M = (ô , R)@ (y, R). Seja x um e

lemento de (ô, R) . Então, x = sy + r com s em s, r em 

R e y tal que ( ô , R) = Sy 8> R. Temos que : 
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(l + g + ... + qP'i) (sy + r) -(sy + r) + g(sy + r)

+ gP'i(sy + r) =(sy + r) +(sy + s6 + 8r) +

(Sy + s6 + s06 + sOz6 + ... + sOP'zy + 8P'tr)

p(sy) + st(P- l) + (P - 2)0 +... + 0P'z]
se e somente se s = 0.

Assimse a :l+g+...+gP'i e Ma: {mcMlam:O}

temos M,T = R © R er portanto, que {(if 0)f (0r ])]' é uma

base de M. sobre R.
Seja x, agora, um elemento de (6r R) O (Yr R).

Tem-seque: x= (slyl +rlr s2y2+r2), com slcSr rj.cRr

y{ convenientes. DaÍ

(g - l)x

(siy:+s:6+ or: -siyl -ri, s2y2+ sz'y+ Orz- szyz- r2)

(sl6 +(0-1)ri, szy +(0-1)rz) : ((si+yrt)õ.(sz+6r2)'y)
Assim, {(6, 0), (o. y)} é umabasede (g-l)M sg

bre R.
Como 6 e y são relativamente primos em R exig.

temelementos x e y em R tais que -x6 + yY : l. Ob-

temos, então:

(1,0) ='Y(y,x) +(-x)(6,y) e(0,1) :-6(y,x) +y(6,Y)
Portanto, (y, x) e (6r T) geram Ma sobre R er

como são li.nearmente independentesr constituem uma base para

M sobre R. Além dlssor

(Ó,0) = -x6(6,y)+y6(y,x) e(0,Y) :yY(6,Y) +(-1)Y6(y,x)
/.e .,\ . vÁf« v\. alia são linearmente Inde-

a

mostram que F

-6 0-

(1 + g + ... + gp-i) (sy + r) = (sy + r) + g(sy + r) + ••• 

p-1 
••• + g (sy + r) = (sy + r) + (sy + sô + er) + ••• 

+ (sy + sô + s0ô + s0 2 ô + 

= p(sy) 
p-2 -

+ s [ (p - 1) + (p - 2) e + • • • + e Jy - o 

se e somente se 

Assim se 

temos M = R ~ R 
CJ 

base de M 
(J 

sobre 

Seja x, 

s = o. 
p-1 

cr=l+g+ ••• +g 

e, portanto, que { (1, 

R. 

agora, um e lemento de 

Tem-se que: X = (s 1Y 1 + r1, 8 2Y2 + r 2) , 

convenientes. Daí: 

(g - l)x = 

o) , (o, 1)} -e uma 

( ô , R) ~ (y, R) • 

com S.ES, 
l. 

r.1:R, 
1 

Assim, {(ô, O), (O, y)} é uma base de (g -l )M so 

bre R. 

Como ô e y sao relativamente primos em R exis 

tem elementos x e y em R tais que -xô+ yy = 1. Ob

temos, então: 

(1,0) = y(y,x) + (-x ) (ô,y) e (0,1) = - ô(y,x) + y(ô,y). 

Portanto, (y, X) e (ô, y) geram M sobre R e, 
(J 

como sao linearmente independentes, constituem uma base para 

M sobre R. Além disso, 
(J 

(ô,O) = -xô(ô,y) +yó(y,x) e (O,y) = yy(ô,y) + (-l )yô(y ,x ) 

mostram que (ô, y) e yô(y, x ), que são linearmente inde-
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pendentes, formam uma base de (g - l)M sobre Rr a qual

provém da base {(6, y), (y, x)} de Ma multipli-canso (6ry)

por l:y: e (y,x) por yz :yõ=(1-0). 1,evandoem
conta, ainda, que o posto de M sobre S é igual. a 2pr chS

gamos à seguinte decomposição de M dada pelo teorema 4.5
($, R) O (Y, R) = M ; (l, R) O S O R.

Como todos esses SGz-módulos são IndecomponÍvei-sp

resulta. finalmente, que ZoE+IG2 : SGa nao satisfaz a pro'
priedade de Krull-Schmldt.

Como ja vimos, isso implica que o teorema de Krull

Schmldt não vale para ZnG-módulos sempre que G for um gru-
po comutativa finito cujo expoente é da forma qp com q#l

e p não sendo uma raiz pri.mitlva módulo q.

Juntando os resultados apresentados, p
dar o seguinte

odemos enun

TEOREMA 4.7: Se p é um divisor primo da ordem de um gru-

po comutatlvo G, então, o teorema de Krull schmldt vale

para Z.G-módulos se e somente se G tem expoente qp'' og
de q = 1 ou p é uma raiz primitiva módulo q.

Ainda no caso em que p divide a ordem do grupo G.

mas sem a hipótese de que o grupo seja comutati.vo, temos o

resultado abaixo, devido a Jacobinski

TEOREMA 4.8. Seja R um anel de va].orização discreta de CÃ

racterística zero, K seu corpo de quocientes e G um p-grB

po sendo p um pri.mo impar e nao inversível em R. Então,
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pendentes, formam uma base de (g - l ) M sobre R, a qual 

provém da base {(ô, y), (y, x ) } de M
0 

multiplicando (ô,y ) 

por 1 = y
1 

e (y, x ) por y 2 = yô = (1 - 0) . Levando em 

conta, ainda, que o posto de M sobre S é igual a 2p, che 

gamos à seguinte decomposição de M dada pelo teorema 4.5.: 

(S, R ) ED (y, R ) = M;; (1, R) (D S (DR. 

Corno todos esses SG 2 -rnódulos são indecomponíveis, 

resulta, finalmente, que Zp[~]G
2 

= SG 2 não satisfaz a pro

priedade de Krull-Schmidt. 

Como já vimos, isso implica que o teorema de Krull

Schmidt não vale para Z G-rnódulos sempre que G for um gru
p 

po comutativo finito cujo expoente é da forma 

e p não sendo uma raiz primitiva módulo q • . 

n qp com q.el 

Juntando os resultados apresentados·, podemos enun

ciar o seguinte: 

TEOREMA 4.7. Se p é um divisor primo da ordem de um gru-

po comutativo G, então, o teorema de Krull-Schmidt vale 

para Z G-rnódulos p se e somente se G tem expoente qpn on 

de q = 1 ou p é uma raiz primitiva módulo q. 

Ainda no caso em que p divide a ordem do grupo G, 

mas sem a hipótese de que o grupo seja comutativo, temos o 

resultado abaixo, devido a Jacobinski: 

TEOREMA 4.8. Seja R um anel de valorização discreta de ca 

racterística zero, K seu corpo de quocientes e G um p-grE_ 

po sendo p um prj_mo Ímpar e não inversível em R. Então, 
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o teorema de Kru],l-Schmidt vale para RG-ntÕdulos.

DemonstrêÇãg: Seja KG ; © Mn,(DI) a decomposição de KG

em componentes simples. Consideremos uma extensão F dé K

a qual seja um corpo de decomposi.ção para G. Seja +j uma

representação absolutamente irredutível de G sobre K tal

quer se Mj é o KG-módulo associ.ado a @jP tenhamos

Mnl(Dj) (F ®K Mj)

diferente de zero. Se 0.i é a representação associada a

F Ov M.ir corno G é um p-grupo e p e lmparr aplicandoo

teorema 0.16., obtemos que o Índice de Schur de @j sobre
K e igual a 1. Pelo lema 0.15., Isso significa que Dj

ê isomorfo ao centro de Mn. (D.i). er portanto, que Dj é c9"+ J

mutatlvo. Assimr poder\os escrever KG ; O Mn.(KI)f onde

os K.t são corpos. Como G é um p'grupo temos Ki;K(wj.)
onde w. é uma raiz da unidade cuja ordem ê uma potência de

p. Se P éoidealmaxlmal de Rr Como p pertence a Pr

pelo teorema 0.12., vcm que P se ramifica completa.mente

em K:

l

! Ll

Asse.m sendc-, o teorema 0.14. nos diz que

Kj. = R ® Ks. ; Ki.Q'

onde KiQ éo completamente Q-ádico de KI sendo Q ag
nlcaextensãode P a K:. Dessa forma, KG; .O Mh.(Ki)x i=i ''l

é a decomposição de KG em contponentes simples.
Seja M um ]<G-mÕdu].o simples. Entaor M e lso-

morfo ao KG-mÓdu].o constltuidlo pelos velares coluna ni x l
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o teorema de Krull - Schmidt vale para RG- mÓdu.los . 

m 
Demonstração: KG ;; 61 ~ (D. ) 

i=l i J. 
Seja a decomposição de KG 

em componentes simples. Consideremos uma extensão F de K 

a qual seja um corpo de decomposição para G. 

representação absolutamente irredutivel de G 

que, se M. 
J 

-e o KG-módulo associado a ~-, 
J 

M (D . ) (F 0K M.) 
·-nj J J 

Seja 

sobre 

"' . J 

K 

tenhamos 

uma 

tal 

.diferente de zero. Se ~j é a representação associada a 

corno G -e um p-grupo e p é ímpar, aplicando o 

teorema 0.16., obtemos que o Índice de Schur de sobre 

K é igual a 1. Pelo lema Q . 15 • t isso significa que D. 
J 

é isomorfo ao centro de Mn. (Dj) 
J 

e, portanto, que D. 
J 

.. 
eco 

m 

mutativo. Assim, podemos escrever KG~ ~ M (K.), onde 
i=l n:L J. 

os Ki sao corpos. Como G -e um p-grupo temos K. ;, K (w. ) 
1. 1 

onde w1 é uma raiz da unidade cuja ordem é uma potência de 

p. Se P é o ideal maximal de R, como p pertence a P, 

pelo teorema 0 . 12., v e m que P se ramifica completa.mente 

em K .• 
1. 

Assim sendo, o teorema 0.14. nos diz que 

.,.., 
K. K 0 K. 

J. J_ 

onde -e o completamento Q- á dic o de 

nica extensão de P a K .• Dessa f orma, 
l 

K. sendo 
1. m 
A -KG = fB 

i=l 

é a decomposição de em componentes simples. 

Seja M um KG-módulo simples. Então, M 

Q -a u 
A 

M (K. ) 
n. l. 

l. 

.. 
e iso-

morfo ao KG-módulo constituído pelos vetores coluna n1 x 1 
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sobre a].gum dos KI' Então, M será constituído pelos veta

res coluna nj. x l sobre Ki er portanto, seta um KG-mÕ(]B

lo simples.
Como veremos no proxima capitular o teorema 5.11

nos permite concluir que o teorema de Krull-Schmldt vale pâ
ra RG du[os. []

Se G é um grupo fInIto qualquer, o mesmo argumen

to do teorema 4.8. pode ser usado para o caso em que K é um

corpo de decomposição de Gr ou selar vale para o seguinte:

TEOREMA 4.9. Se G é um grupo fInIto e K é um corpodedg.
:. .nra c n +F'trema de Krull-Schmldt vale paracomposição par

RG-mÓduloS.

Demonstração: Basta observar quer como K é corpo de decoD

posição de Gr tem-se KG; O Mnj.(K) er portanto, KG;

; © M. (K) é a decomposição de KG em componentes sim-
4 -l ''q

r . ]-n-.--.x--a aan\ln rtnló meslTlo raCIOCÍrilo utilizadopies. DaÍr O teorema se
no teorema anterior. []

sobre algum dos K .• 
l. 
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Então, M será constituído pelos vet~ 

res coluna n 1 x 1 sobre Ki e, portanto, será um KG-módu 

lo simples. 

Como veremos no próximo capítulo, o teorema 5.11. 

nos permite concluir que o teórema de Krull-Schmidt vale p~ 

ra RG-módulos. O 

Se G é um grupo finito qualquer, o mesmo argumen

to do teorema 4. 8. pode ser usado para o caso em que K é um 

corpo de decomposição de G, ou seja, vale para o seguinte: 

TEOREMA 4 • 9 • Se G -e um grupo finito e K é um corpo de de 

composição para G o teorema de Krull-Schmidt 

RG-módulos. 

vale para 

Demonstração: Basta observar K 
.. de decoro que, como e corpo 

posição 
m " -

de G, tem-se KG - E& M (K) e, portanto, KG = 

i=l n1 
m - "' .. 

decomposição 
A 

= (& M {K) e a de KG em componentes sim-
n. i=l l. 

ples. Daí, o teorema segue pelo mesmo raciocínio utilizado 

no teorema anterior. D 



CAPITULO V

Como jã venci.onamos f o estudo das representações de

um gruPO finito G sobre um anel R pode ser efetuado me'
diante o estudo dos módulos sobre o anel de grupo RGí que

como R-ModulOSr sejam livres e de posto finito.
Quando R é um domÍnIo e K o seu corpo de que'

cientes, temos que RG e um subanel de KG
Essa situação pode ser generais.fada pela seguinte

definição: Seja R um dOHÍnioí K seu corpo de quocientes
e A uma K-ãlgebra de dimensão fInIta. um subanel A de

A é denominado uma R-ordem em A se

(1) o centro de A contém R.

(li) A é um R-submódulo íi.nitamente gerado de A.

(iij.} KA:A. ousejar A contémumabasede A sobre K
Assim. por exempl-op RG é uma R-ordem em KG pa'

ra todo grupo finito G.
Selva A uma R-ordem em uma K-ãlgebra A.
um reticulado sobre A (ou um A'reticulado) ê um

n-módulo. é livre e
A-mÓdulO finitamente gerado r quer como

sem torção.
Dessa formal a teoria dos retlculados sobre ordens

;n da teoria das representações
constitui-se numa ge

de Grupos fInS-tos.

f

nerallzaç
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CAPfTULO V 

Como já mencionamos,- o e$tudo das representações de 

um grupo finito G sobre um anel R pode ser efetuado me

diante o estudo dos módulos sobre o anel de grupo RG, que, 

como R-módulos, sejam livres e de posto finito. 

Quando R é um domínio e K o seu corpo de quo

cientes, temos que RG é um subanel de KG. · 

Essa situação pode ser generalizada pela seguinte 

definição: Seja R um domínio, K seu corpo de quocientes 

e A urna K-álgebra de dimensão finita. Um subanel A de 

A é denominado uma R-ordem em A se: 

(i) o centro de A conté·m R. 

(ii) A é um R-submódulo finitamente gerado de A. 

(iii) KA = A, ou seja, A contém uma base de A sobre ~ 

Assim, por exemplo, RG -e uma R-ordem em KG 

ra todo grupo finito G. 

Seja A urna R-ordem em uma K-álgebra A. 

Um reticulado sobre A {ou um A-reticulado ) 

pa-

-e um 

A-módulo finitamente gerado, que, como R-módulo, é livre e 

sem torção. 

Dessa forma, a teoria dos reticulados sobre ordens 

constitui-se numa generalização da teoria das representações 

de grupos finitos . -64-
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Neste capitular estenderemos para reticulados sobre

ordens alguns resultados dos capítulos anteriores.
Decorrem imediatamente os segui.ntes teoremas :

TEOREMA 5.1. Se R é um anel artiniano e A uma R-ordem
então o teorema de Krull-Schm]dt va].e para A'reticulados.

Demonst;gçgg: Se M e um A'retlculado, M e um A'módulo

finltamente gerador e portanto, artiniano e noetheli.amor

pois A também o é por ser uma R-ordem. Então, pelo coro-
lário 1.9, M satisfaz Krull Schmidt. []

TEOREMA 5.2. Se R é um anel de valorização discreta com-

p].eto e A uma R-ordem o teorema de Krull dt vale pg
ra A-retlculados.

29119991E:lggao: É uma consequência Imediata do teorema 3.5. []

Sejan R um ane]. de valorização discreta, K o seu

corpo de quoci.entes e P : 'KR o seu ]dea]. maximal.
Por R e K anotaremos os completamentos p-lai-

cos de R e K. Dado um R-reticulado Mr tem-se:

M = R ÓR M, KM = K 8R M ; K 8K (K8RM) ; R 8R M

Se V é um K-módulo que contém Mr diz-se que ]tl

é pleno em V quando KM : V
Consideremos uma K-ãlgebra A de di-menção finita

R dem A em A.e

= .,. A.ral-ln,llarln. então M = KMnM, OBM3 Se5LEMA
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Neste capítulo, estenderemos para reticulados sobre 

ordens alguns resultados dos capítulos anteriores. 

Decorrem imediatamente os seguintes teoremas: 

TEOREMA 5.1. Se R é um anel artiniano e A uma R-ordern 

então o teorema de Krull-Schmidt vale para A-reticulados. 

Demonstração: Se M é um A-reticulado, M -e um A-módulo 

finitamente gerado, e portanto, artiniano e noetheriano, 

pois A também o é por ser uma R-ordem. Então, pelo coro

lário 1.9, M satisfaz Krull-Schmidt. O 

TEOREMA s·. 2. Se R é um anel · de valorização discreta com

pleto e A uma R-ordem o teorema de Krull-Schmidt vale p~ 

ra A-reticulados. 

Demonstração: t uma consequência imediata do teorema 3.5. O 

Sejam R um anel de valorização discreta, K o seu 

· corpo de quocientes e P = ~R o seu ideal maxim~l. 

,... ,... 
Por R e K anotaremos os c ompletamentos P-ádi-

cos de R e K. Dado um R-reticulado M, tem-se: 

A " A A - A ~ A A 

M = R ®R M, KM = K ®R M = K @K (K ®R M) = K ®R M 

Se V - K-módulo contém M, diz-se que M 
e um que 

- plen_o V e em quando KM = V . 

Consideremos uma K-álgebra A de dimensão finita 

e uma R-ordem A em A. 

LEMA 5.3. Se M -e um A-reticulado, então 
,... 

M=KMnM, on 
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de consideramos KM e M incluídos em KM; KM .

!29B9BglE13gão: Seja {xlf x21'''r } uma base de M

R. Então: M= O Rxlp KM=.O Kxl' M= O Rxl'

m . m
KMnM = Q (KnR)xl : O Rxl : b{..O

i=i ' l=i

l

sobre

DaÍ

l,EMA 5.4. Seja V um A-módulo finltamente gerado. Então:

(1) Se M é um A'reticulado plenoem V, então M éuin
Â-retlculado pleno em V.

(li.) Se T é um Ã-retículado pleno em V, então M:VnT
é um A tlculado pleno em V e M : T

P91B9Bglg:lgg99: (1) Se KM : v. temos que

RÜ = Ê ®â (R ®R M) : ÍI 8R M : R ®K (K ®R M)

(il) Sejam {xlrx,,..., } umabase de.T sobre R e

{ylP...r yn} uma base de V sobre K (ambos tem o mesmo

número de elementos, pois, como K'F : Vr

=dimÊT). Então: T = ill. RXlp V: }li Kxlí V: Íllt KylP

8K8 M KR

v = di.mR V =

Escolhendo em K elementos 't.il suficientemente

próximos dos elementos correspondentes de S'i, (onde. s;(ajk)í

dada por yj:X ajkxk)r a matriz ('tlj)(aij) será Inversi-
vel em M.(R).

Fazendo Vi ; }l Tijyj : :l 'tijajkxkr
teremosi
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A 

incluídos em KM ~ "'" 
de consideramos KM e M = KM 

Demonstração: Seja {x 1 , x 2
, ••• , xrn} urna base de M sobre 

rn m rn 

Então: E& E& 
A A -Daí: 

R. M = Rxi, KM = Kxi' M = Q) Rxi. 
i=l i=l i=l 

A 
m 

A 
m 

KMílM = Q) (KnR)x. = Q) R.xi = M. o 
i=l 

l. i=l 

LEMA 5.4. Seja V um A-módulo finitamente gerado. Então: 

(i ) 
... /\.-reticulado então 

.... 
é um 

Se M e um pleno em v, M 

Â-reticulado " pleno em v. 
.. l-reticulado 

A 

então 
( ii ) Se T e um pleno em v, M = V nT 

- A 

e um A-reticulado pleno em V e M = T. 

Demonstração: (i} Se KM= V, temos que: 

A 

( ii ) Sejam 

{y1,···, yn} uma base de 

X } 
n 

V 

uma base 

sobre K 

de T 

(ambos 

sobre R e 

tem o mesmo 

... 
numero de elementos, pois, como KT = V, di~ V= di~ V= 

Então: 

n 
" 

n 
T = l Rxi, 

i=l 

n 
"' " 
V= l Kx1 , 

i=l 

n 
V= l Kyi, 

i=l 

v =- í Ky. 
J. i=l 

Escolhendo em K elementos T •• 
l.J 

suficientemente 

próximos dos elementos 
-1 

correspondentes de s , (onde s= (cr .k), 
. J 

dada por 

velem 

yj=E ªjk¾}, 

M (ft) • 
n 

a matriz (-r
1

. ) {cr . . ) 
J l.J 

... . ~ 

sera 1nvers1-

Fazendo . y 1' = E T .. y . = E T .. a .kxk' teremos: 
l.J J l.J J 
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V= E Ky; e T= n: Êy portanto: TnV=zn. (KnR)y:

ii l ssim: K(TnV):ln:Kyl:V e R(TnV):
?

LEbãA 5 . 5 Ê é um R-módulo plano

Demonstração: R é ].ivre de R-torção. As$imr se L é um

R-submÓdulo Etnicamente gerado de RI como L também é sem

R-torção, L é um R-mÓdu].o livre, eí portanto. plano.
Lagar como todo R submõdulo fmi.temente gerado de

R é plano, R é um R-mÕdu]o p]ano. []

LEMAS.6. Se M e N sao A los flnltamentegerados,

R®RHomA (MTN) ;HORA(MTN) e Romã (M,N) é denso em

Romã (A.Ê) .

Demonstração: Como .M é flnltamente gerador existe um epl'
morfismo +: Ar -....+ M para algum r. Como A é noet1leri.a-
no, Ker + é um A-módulo finltamente gerador e, da mesma

forma, existe um eplmorflsmo Q: As -..--> Ker + para algum s
Obtemos assim. a sequência exala As 0 At -..Ê> M ---> 0, da

qual, segue a exatidão de

o "'-'> Romã (M,N) "-"+ nona (Ar,N) """"> bioma (As,N)

como Ê é plano, as sequências

o ----> R ® nona (MpN) '""'-+ R ® bioma {Ar,N}

XS .....> Âr -.....> Íi ..---> 0 são exala.s, e da ultima segue ae

(As,N)

n 
r V= Ky! e T = 

i=l l. 

n 
= 1 Assim: 

i=l 

= T. 0 

LEMA 5.5. R -e um 
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n n 

1 Ry i, e portanto: rrnv = l. 
i=l 

n 
K (TnV) = 2 

i=l 

i=l 

Ky' = V e R(TnV) = 
i 

R-módulo plano. 

"' (KnR) y i = 

n 
r 

i=l 
Ry~ = 

l. 

Demonstração: R é livre de R-torção. Assim, se L é um 

R-submÕdulo finitamente gerado de 
..... 
R, como L também é sem 

R-torção, L é um R-módulo livre, e, portanto, plano. 

Logo, como todo R-submódulo finitamente gerado de 

R é plano, 
,,.. 
R é um R-módulo plano. o 

LEMA 5.6. Se M e N sao A-módulos finitamente gerados, 

A _ A A 

R ®R HomA (M,N} Homi (M,N} e HomA (M,N) é denso em 

HomA (A,N) • 

Demonstração: Como M é finitamente gerado, existe um epi

morfismo ~= Ar --+ M para algum r . Comó A é noetheria

no, Ker $ é um A-módulo finitamente gerado, e, da mesma 

forma, existe um epimorfismo 0 : A5 ~ Ker ~ par a algum s. 

Obtemos assim, a sequência exata A5 .J4. Ar --4 M--+ O, da 

qual, segue a exatidão de 

" Como R é plano, as sequências 

e sao exatas, e da última segue a 
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exatldão de 0 -''» Romã (ü,É) '-'> Romã (Âr.N) --+ Romã (ÂS,Ú)

Seja a: R ®R Homo (MpN) ""'-> Mamã (MpN) definida

por a(y®f) yE®fr onde Yr:M"""->Ú é dada por

Yr(X) : x'yP para xpYeâr fcHomA (MTN). e sejam

(Ar,N) "'-'» Romã (ir.Ê) ,

R ®R nonaa 2 (As ,N) ---'> nome (l5 .Ú)

definidas de maneira análoga. cl, ai e az sao R-homomor

Cismas que tornam comutativa o diagrama seguinte:

0 '--> R 6R Romã (MTN) "-'» R ®R iiom (ArrN) '"'> R ®R Romã (AS,N)

. ! ., ! .: !
nome (]i',ü)

': +

Romã (Âr,Ú)
/\

(M N)A

Como Ê ®RnomA (Ar,N) ; R®R [HomA (APN)]'

;(R®RN)r :Nr ;tHomA(Â.â)]r ; Romã (Ãr,â), vem que a:

é um isomorfismo. Da mesma forma, obtém-se que az é um lsg

morfismo, e o diagrama i.mpllca em que a é um isomorfismo. n

R ®R [HomA

LEMA 5.7. Se M é um R-módulo flnitamente gerador entoa
MnvM = 'KM

Demonstração: R é um anel de valorização discreta e. portõB.

to, um domÍnIo de Ideais principais. Assim, I'l é lsomorfo a
uma soma direta finita de R-módulos isomoríos a R ou a

T) # n. B h = ..1..nn.AAIAv\p vxavn
z ]. Assim. ic]..ene suncomb

pn
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Seja 

por á(y 0 f) = yr ® f, onde 

" para x,yER, 

definidas de maneira análoga. 

definida 

é dada por 

e sejam 

"r " HornÂ ( A ,N) , 

Horni (Â5 ,N) 

e sao R-homomor-

f ismo_s que tornam comutativo o diagrama seguinte: 

" 
A 

(Ar ,N) ~ 
,.., 

(/1.s ,N) o~ R ®R HomA (M,N) --,.. R 0R Horn R ®R HomA 

Ct .! 
ª1 l ª2 l 

" ,... CÂr,N> CÂ 5 ,N ) o ---+ Horn--. (M ,N ) ), HomÂ 
___,.. HomÂ 

A 
. 

Como 

- " r "r - "" r ~ "r" 
(R ®R N) = N = [HomÂ (A ,N)] = HomÂ (A ,N), vem que o. 1 

é um isomorfismo. Da mesma forma, obtém-se que a 2 é .un1 iso 

morfismo, e o diagrama implica em que o. é um isomorfismo. O 

LEMA 5. 7. Se M 
... 
e um R-módulo finitamente gerado, então 

,... 
MmrM = nM • 

Demonstração: R é um anel de valorização discreta e, porta!! 

to, um domínio de ideais principais. Assim, M 
... isomorfo e a 

urna sorna direta finita de R-módulos isomorfos a R ou a 

R n t!:l. Assim , - suficiente demonstrar o lema para 
Pn 

com e 
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módulos dessa forma. pois. se

MnKM = Mi Q} ... O Mr n (líMi O ... O rl

(Min'KÜi) Q ... © (MrnvÜr) : líMi O ... ©

É claro que RnvR : R. Seja então M = R

Nesse caso, M=iilÇ;itêã; M, e identificando M com M
atado desejado. []temos resu0

MI © ... © MFr telhas:

O (MrnwÜr)

LEMA 5.8. Sejam M e N A-módulos flnitamente gerados.
Então: M e N sao lsomorfos como A-módulos se e sõ se

Ü e N são ]somorfos como A-mÕdu].os.

Dçmonstrgçgg: Se M;N, é claroque M=N .

Suponhamos então que Ú ; Ê e seja f: lw '---+ N um
lsomorflsmo, com g= f'l. Pelo lema 5.6.r existirão

ficHomA (MfN) e gicHomA (NTM) tais que a imagem de M por
f. =f,-f estejacontldaem TTN ealmagemde .N por

go : gt-g esteja contida em vM

DaÍ, resulta que g.(f.(m)) : g.(f.(m)) +g.(f(m)) +

+ g(f.(m)) + g(f(m)). Colmo as ires primeiras parcelas per-
tencera TÜ e g(f(m)) = m. vemque g*(f.(m))-mc'KMr P2

ra .todo mcM. como MnTM='nMr teso.lta que M=(glofl)(M)+TM.

Pelo lema de Nakayamar concluímos que M=(g:.f:) (M) . ASSÍnf

glofl é um epimorflsmo, e, como M é noetherlano, gifi é
um isomorfismo .

Da mesma forma/ obtemos que agi é um lsomoi:fls-
í seque que f. e g. são ÍsOHOlfiSmOSr eí portan-dae
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módulos dessa forma, pois, se M 

A "' MOTIM = M1 @ ... Q) M n ( 1TM1 r 

= (Ml nn.Ml) @ . . . Q) (~ n n.Mr) = TIM 1 

!!: claro que 
,... 

Rn,rR = R. Seja então 

= 

EB 

ED 

Ml @ . . . @ M r' temos: 

. . . G) 

. . . ~ 
R 

M = 
pn 

A 

irM ) = r 

TIM = TIM r 

com n <? 1. 

A 

Nesse caso, R - R - ,... 
M = - = - = M, 

pn pnft 
e · identificando M com M 

temos o resultado desejado. O 

LEMA 5.8. Sejam M e N A-módulos finitamente gerados. 

-Então: M e N são isomorfos como A-módulos se e so se 

A e 
A 

N sao isomorfos como "' -A-modules. 

Demonstração: Se M ;; N, é claro que 
A ~ A 

M = N • 

A ,.._ 

Suponhamos então que A ~ (', 
M = N e seja 

lema 

f: M ---+ N um 

- l 
isomorfismo, com g = f • Pelo 5.6., existirão 

f 1 EHomA (M,N) e g 1 EHomA (N,M} 

f 0 = f 1-f esteja contida em 

tais que a imagem de M por 
,... 

1TN e a imagem de N por 

gO = gl-g esteja contida em " -rrM • 

Dai, resulta que g
1 
(f

1 
(m)) = g

0 
(f

0 
(m)) + g

0 
(f (m)) + 

+ g(f 0 (m)) + g(f(m)). Como as tres primeiras parcelas per-

A " 

tencern a ,rM e g (f (m)) = m, vem que g 1 (f 1 (rn}) - rnErrM, p~ 

A 

ra .todo mEM. Corno Mn1rM=1TM, resulta que M=(g 1 °f 1 ) (M)+TIM. 

Pelo lema de Nakayam.a, concluímos que M = (g 1 °f 1 ) (M). Assim, 

é um epimorfismo, e, como M é noetheriano, 

um isomorfismo. 

-e 

Da mesma forma, obtemos que f
1
g

1 
é um isomorfis

mo, e daí segue que f 1 
e g 1 são isomorfismos, e, portan-



70

Uma consequência desse lema é o seguinte

LEMA5.9. (1) Se M e N são A los fmi.tamentege-

rados, N umsomandodlretode M e M=Mt O ... OMr é
uma decomposição de M en submõdulos Indecomponíveisr então
N á innmnrfn à numa dlreta. de um subconjunto docon.junto dos

(11) Se L. M e N são A-módulos flnltamente geradosp

L © M ; L © N Imp].lca M ; N .

(llí) se M e N são A-módulos flnltamente gerados

Mr ; Nr para algum Inteiro positivo r, então M ; N.

Demonstração: vamos demonstrar apenas a segunda aflnnação r

pois as outras são inteiramente análogas.
Se L Q M ; L Q N. tem-se L O M = L Q N
Como Krull-Schmldt vale para A-módulos, segue-se

que M;Nr epe]o]ema5.8.l que M;N .[]

Cano vemos, as ires propriedades do lema acima são

consequênci.as do teorema de Krull-Schmidt, porémí não são sl
flcíentes para garantir a dali.date da propriedade de Krull-
Schhidt. Para Isso, necessltaremos condições mais fortes cg

mo as que vem a segui.r

MI

e

LEMA 5.10. Seja A uma K-ãlgebra semlslmples Se S for
um A-módulo simples sempre que A for um A-módulo sln-

p].es, então todo Â-reticu].ado é lsomorfo ao completamente

de algum A-retlculado.
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-to, M N. 0 

Uma consequência desse lema é o seguinte: 

LEMA 5.9. (i) Se M e N sao A- módulos finitamente ge-

rados, N um somando direto de M e M = M1 (i ••• $ Mr é 

uma decomposição de M em subrnódulos indecomponíveis, então 

N é isomorfo à soma direta de um subconjunto do conjunto dos 

Mi . 
( ii ) Se L, M e N sao A-módulos finitamente gerados, 

L <i M ; L EB N implica M -= N . 
(iii) Se M e N sao A-módulos finitamente gerados e 

Mr;;; Nr para algum i nteiro positivo r, então M ;;; N . 

Demonstração: Vamos demonstrar apenas a segunda afirmação, 

pois as outras sao inteiramente análogas. 

Se L Q) M ;;; L $ N, tem-se 
A. A. - A A 

L Q) M = L <D N 

Como Krull-Schmidt vale para A- módulos, 

que M ~ N, e pelo lema 5.8., que M;;; N. O 

~egue-se 

Como vemos, as tres propriedades do lema acima -sao 

consequências do teorema de Krull-Schmidt, porém, nao sao su 

f icientes para garantir a validade da propriedade de Krull 

Schlnidt. Para isso, necessitaremos condições mais fortes co 

mo as que vem a s eguir. 

LEMA 5 .10. Seja .A uma K-álgebra semisimples. Se " s for 

" . um A- modulo simples sempre que A for um A-módulo sim-

ples, então todo 
,.,_ 

A-reticulado é isomorfo ao completamente 

de algum A-reticulado. 
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o s.Demonstração Como A é semlsimples, temos que

onde os S{ são A autos simples.

DaÍ, À ; O S. com os S. Â módulos
l-q .b n

e-, portanto, Â também é semisimp].es.
Seja T um Â-retlculado. Temos que KT

módulo flnltamente gerado, e, portanto, ísomorfo a

direta fInIta do TIPO Q gnl. Então Ru;v, onde
DaÍ, RV ; Rv. Seja T' a Imagem lsomórfi.ca de T

Como ÊT' =ÊV, Ti éum Â lculado pleno em

sln. pelolema 5.4., T' = M, onde M = VnT' é um
cu[ado. []

simples,

é um A.-

uma soma
n.

V: © S z.l
em KV.

KV. As-
A-reli.-

TEOREMA 5.11. Se À é uma K-ã].febra semlslmples e se S
é um Â mÕdu].o s]mp]es para todo A-mÓdu].o simples Sr o

teorema de KI'u].].-Schm]dt va].e para A'reticulados.

Demonstração: Seja M um A-retlculado IndecomponÍvel

Se â=e. OTz, ter-se-la T{ ;MI para A-retlculados& « .l. .L

Mlf e, portanto, $à ; Üi O Mzf donde, pelo lema 5.8., se-
guiria que M ; Mi © Mz' Portanto, M deve ser IndecomponÍ
ve]..

r s

Tomemos então IQi MI ; jo UJ' com Mlf Nj A-rg.
+' a

tlculados indecomponÍvels. Então, O MI ã a NI com os
i=i ' j=i '

M4 e N.i Â-retlculados IndecomponÍveísí e. como o teore-
ma de Kru]].-Schm]dt vale para A-ret]cu].idos, vem que r=s

e Ü. ; N., para. 1 : 1, 2,..., r
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n -Demonstração: Como A é semisimples, temos que A © s. 
1. i=l 

onde os si sao A-módulos simples. 

n 
A 

Daí, 
A - " " -A = $ s. com os s. A-modules simples, 

i=l l. 1 

A 

também é e -, portanto, A semisimples. 

Seja Â-reticulado. "' - A 

T um Ternos que KT e um A-

módulo finitamente gerado, e, portanto, isomorfo a uma soma 

direta finita do tipo @ sni. 
i 

Então "' ~ "' KT = V, onde V= <D 
ni 

si . 

Daí, f<T;; Rv. Seja T' a imagem isomórfica 
A 

de T em KV. 

,.. ,.. 
é um A-reticulado 

,.. 
Corno KT' = KV, T' pleno em KV. As-

"' sim, pelo lema 5.4., T' = M, onde M = VnT' é um A-reti-

culado. O 

TEOREMA 5 .11. Se A é uma K-álgebra semisimples e se 
A 

s 

é um Â-módulo simples para todo A-módulo simples S, o 

teorema de Krull-Schmidt vale para A-reticulados. 

Demonstração: Seja M um A-reticulado indecomponível. 

Se ter-se-ia para A-reticulados 

M1 , e, portanto, donde, pelo lema 5.8., se-

guiria que M ;; M 
l @ M2. Portanto, 

vel. 
r s 

Tomemos então ED M. -= Q) 

i=l l. j=l 

ti cu lados indecomponíveis. Então, 

A 

M deve 

N., com 
J 

ser indecompon! 

Mi, 

A 
s 
E& 

j=l 
N . 

J 

N. 
J 

A-re 

com os 

e N. 
J 

"' A-reticulados indecomponíveis, e, como o teore-

ma de Krull-Schmidt vale para "' A-reticulados, vem que r= s 

para i = 1, 2, ••. , r. 
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Assimí Q lema 5.8. nos dã Ml;N.i, para
i = 1, 2,..., r . []

LEMA5.12. Seja A; O Mn4 (DI) a decomposição de uma

K-ãlgebra semislmples A em K-álgebras simples. Se DI
é um anel com dIvIsão para todo 1, então todo Â-reticula-

do é lsomorfo ao comp]etamento de a].gum A-retlculado.

Demonstração: Como Â; @ Mn. (D{) eos 64 são anéis
l=i ''' ' '

com divisão, resulta que À também é semlsímples e o resul.
Lado segue pe].o mesmo raciocínio do tema 5.].0. . []

n
(0.)0 iil=i

como consequência. temos

TEOREMA 5.13. Se A = © lq.i{ (DI) é a decomposição em K-ã2.
febras simples da K-ãlgebra semlsímples Ar e se para tg
do 1, 6i é um anel com divisão, então o teorema de Krull-
Schmidt vate para A-reticu].aços.

P91119Eg.IE:lgSgg: Pelo lema anteri.or, todo Â-retlculado pro-

vém de um A-ret]cu].ado vla completamente. Assim sendo, po-
demos uti.llzar o mesmo argumento do teorema 5.11. . []

TEOREMAS.14. se A= Q Mnl (KI), ondeoscorpos Ki são

extensões de K tais que o Ideal líR=P tem uma única ex

tensão a cada um dos KI, o teorema de Krull-Schmldt vale
para A-reticulados.

n

991119EglEI.g929: Pelo teorema 0 . ].4 , o completamento P-ãdlco

de Ki é lsomorfo ao completamento de K.i relativamente à
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Assim, o lema 5.8. nos dá -M. Ni, = para 
J. 

i = 1, 2, ••• , r o 

n 
LEMA 5 .12. Seja A ~ {B Mn, (Di) decomposição de = a uma 

Í=l l. 

A K-álgebra semisimples A em K-álgebras simples. Se Di 

é um anel com divisão para todo i, então todo Â-reticula

do é isomorfo ao completamente de algum A-reticulado. 
n 

Dernons tração: 
A 

(Ôi) Corno A ;;; ~ ~i i=l 

A 

e os o1 sao anéis 

com divisão, 
A 

também .. resulta que A e sernisirnples e o resul 

tado ·segue pelo mesmo raciocínio do lema 5.10 •• O 

Como consequência, temos: 

TEOREMA 5.13. Se A=@ Mn . (D1 ) é a decomposição em K-ál 
l. 

gebras Sllnples da K-álgebra semisimples A, e se para t~ 

do i, 61 é um anel com divisão, então o teorema de Krull

Schmidt vale para A-reticulados. 

Demonstração: Pelo lema anterior, todo Â-reticulado pro-

vém de um A-reticulado via cornpletamento. Assim sendo, po

demos utilizar o mesmo argumento do teorema 5.11 •• O 

TEOREMA 5 .14. Se 
n 

A = Q) 

i=l 
onde os corpos K. 

l. 
sao 

extensões de K tais que o ideal irR = P tem uma única ex-

tensão a cada um dos K1 , o teorema de Krull-Schmidt 

para A-reticulados. 

Demonstração: Pelo teorema 0.14, o completamente 

vale 

P-ádico 

de K1 é isomorfo ao completamente de Ki relativamente à 
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única extensão de P a K.,1' e portanto, é um corpo D

coB0;4B;Q $1151 Se K é um corpo de decomposição para AP

o teor'ema de Krull-Schmidt vale para A'reticulados.

!2elgg!!gE:lgggg: Nesse caso, À ; Q Mn. (K) . []
n

l

Fi.na].mente , mencionaremos mais dois resultados con

cernentes à validade do teorema de Krull-Schmldt para reli
Guiados sobre ordens.

1IEOREMA 5=161 Se A é uma álgebra separãvel comutativa e

A uma R idem, o teorema de Kru]]-Schmi.dt va].e para os

A-reticu]ados projetivos [16]

uma R-ordem A em A é ditamaxi.mal se não esta

contida propri-amente em nenhuma outra R-arder\ em A.

TEOREMA 5.17. Seja Rp a localização de R em P e A uma

Rp-ordem maxima]. Então o teorema de Kru]]-Schmidt va].e pa-
ra A-ret]cu]ados 1:15]
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Única extensão de P a K . , e portanto, e um corpo. O 
1 

COROLÃRIO 5.15. Se K é um corpo de decomposição para A, 

o teorema de Krull-Schmidt vale para A-reticulados. 

Demonstração: Nesse caso, A 
n 
ED 

.i=l 
~ . (K) • 

1 
o 

Finalmente, mencionaremos mais dois resultados con

cernentes à validade do teorema de Krull- Schmidt para reti

culados sobre ordens. 

TEOREMA 5.16. Se A é uma álgebra separável comutativa e 

A uma R-ordem, o teorema de Krull-Schmidt vale para os 

A-reticulados projetivos [16] . 

Urna R-ordem A em A é dita maxi mal se não está 

contida propriamente em nenhuma outra R-ordem em A. 

'l'EOREMA 5 .17. Seja ~ a localização de R em P e A uma 

~-ordem maximal . Então o teorema de Krull - Schmidt vale pa

ra A-reticulados [15] • 
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