SOBRE O TEOREMA
DE KRULL-SCHMIDT

Aron Taitelbaum

TESE APRESENTADA AO INSTI-
TUTO DE MATEMATICA E ESTA-
TISTICA DA UNIVERSIDADE DE
SAO PAULO, PARA OBTENCAO
DO GRAU DE MESTRE EM MATE-

MATICA

ORIENTADOR: Prof. Dr. ALFREDO ROSALIO JONES RODRIGUEZ.

Durante a elaboragao deste trabalho, o autor recebeu apoio

financeiro da FAPESP e da FINEP.

SAO PAULO, 1976.



AGRADECIA ENTOS

A radeco:

a0.6aml o ae com, oconvlve4amna C.R.U.S.P.
a0.6 pa4.Zl.cloante do em. til .0. de AZ eb a do IME-USP
ccoP.toda.6, a Ata ado R. cone. pe,eapactente e attZantea le

,Cacao bem como pato e tZmu.Ca e comp ean ao dua.ante a eZaboA.3

caa de le a.aba.Cko

Aa.an Ta., ,teZbaum



INTRODUGAO .
CAPITULO I .
CAPITULO II
caPITULO III
caPITULO IV
caPITULO V .

BIBLIOGRAFIA

INDICE

12

23

36

46

64

74



INTRODUCAO

Todos os anéis considerados serao providos de unida
de e, quase sempre, serao dominios de integridade.

Uma representacao de grau n de um grupo G sobre
um anel R & um homémorfismo de G no grupo multiplicativo
das matrizes ‘n x n inversiveis com coeficientesem R. Duas
representacoes T e T' de um grupo G sobre R sao di-
tas equivalentes quando existe uma matriz P tal que, para
todo elemento g de G, se tem T(g) = PT'(g)P'l.

Uma representacao T de um grupo finito G={gl,...,gm}
sobre um anel R pode ser estendida a uma representagéo P
do anel de grupo RG, isto e, a um homomorfismo T de RG
no anel das matrizes n x n com coeficientes em R, tal que

m m

T(l) = I, fazendo T[iél rigi}==i£1 riT(gi), com rieR.

Dado um R-médulo M livre de posto n, como o a-
nel das matrizes n x n com coeficientes em R & isomorfo
ao anel dos endomorfismos de M, podemos, fixando uma base
de M, considerar T como um homomorfismo de RG no anel
dos endomorfismos de M.

Por outro lado, pode-se dar a M uma estrutura de
RG-mddulo, definindo a acdo de G sobre M por: gn=T(g) (m)
para geG e meM.

Dessa maneira, obtém-se uma correspondéncia bijeto-
ra entre as classes de equivaléncia das representagoes - de
grau n de um grupo G (ou do anel RG) sobre umanel R e
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as classes de isomorfismo dos RG-mbédulos, gque, como R-mo-
dulos, sao livres e de posto igual a n.

Se A & um anel, um A-mddulo M & dito decomponi
vel se & possivel expressa-lo como soma direta de dois nSdu-
los nao nulos. Em caso c&ntrério, M & chamado indecomponi-
vel. A correspondéncia acima descfita associa modulos inde-
componiveis com representag¢des indecomponiveis.

Esses fatos nos sugerem que podemos generalizar o
conceito de representagdo, considerando a qualquer A-modulo
como uma representacao do anel A.

Dado, entao, um anel A, surgem, de imediato, as se
guintes questoes:

(i) Se qualquer A-mbdulo pode ou naoc ser exXpresso COmo SO
ma direta de A-mbodulos indecomponiveis.

(ii) Determinar o nimero de A-modulos indecomponiveis nao
isomorfos.

(iii) Descrever os A-mddulos indecomponiveis.

(iv) Determinar se a decomposicdo de um A-mddulo em A=mO-
dulos indecomponiveis & finica a menos de isomorfismos e da
ordem dos somandos.

No presente estudo, trataremos do Qltimo problema
citado, no caso em que A & um anel de grupo de um grupo fi
nito.

Diz-se que um A-mddulo M satisfaz a propriedade
de Krull-Schmidt se, sempre que tivermos duas decomﬁosi-

5 = & . desse A-modulo
coes M Ml ® ... ® Mr Nl ® ® Ns
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em A-mddulos indecomponiveis, sequir-se que r & igual a s
e M é isomorfo a N,, para todo i, depois de convenien
temente reenumerados os Nj. '

Diz-se que o teorema de Krull-Schmidt vale para um
anel A ou que A satisfaz a propriedade de Krull-Schmidt
quando todo A-modulo finitamente gerado satisfaz ao teore-
ma de Krull-Schmidt.

Quando o anel A satisfaz ac teorema de Krull-
Schmidt e todo A-modulo finitamente gerado & soma direta
finita de A-modulos indecomponiveis, valem as seguintes pro

priedades:

1) Se M e N sao A-mddulos finitamente gerados, N um so
mando direto de M e M=M; & ... @6 M_ & uma decomposicao
de M em submddulos indecomponiveis, entao N & isomorfo a
soma direta de um subconjunto do conjunto dos Mi'
2) Se L,Me N sao A-modulos finitamente gerados, L OMELON

implica M = N. Esta propriedade & conhecida como a proprie

dade do cancelamento.
3) Se M e N sao A-mddulos finitamente gerados e M' =N©

para algum inteiro positive r, entao M = N,

As demonstragoes dessas propriedades consistem sim-
plesmente em decompor os modulos envolvidos em indecomponi-
veis e aplicar o teorema de Krull-Schmidt.

Como veremos no capitulo V, nenhuma dessas pro-
priedades é suficiente para assegurar a validade do teorem&

de Krull=Schmidt.
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No capitulo I, demonstraremos o teorema de Krull
Schmidt para anéis artinianos, resultado obtido por Ajumaya.

No capitulo II, apresentamos um exemplo construi-
do por Reiner da nao validade do teorema no caso em gque
A=RG, sendo R o anel dos inteiros algébricos de um corpo de
numeros algébricos.

No capitulo III, veremos a demonstragao do teore-
ma de Krull-Schmidt para algebras finitamente geradas so-
bre anéis locails noetherianos completos, conforme o cami-
nho adotado por R. G. Swan.

No capitulo 1V, estudamos o casoc em que A = RG,
com R um anel de valorizagao discreta de caracteristica ze
ro. Apresentamos um resultado de Jones, gque dd uma condi-
cao necessiria e suficiente para a validade do teorema quan-
do o grupo G & comutativo e o anel R & o dos racionais
p-inteiros, onde p & um primo, e uma generalizagao de
Jacobinski para a suficiéncia no caso de p=grupos nao co-
mutativos com p um primo Impar.

Finalmente, no capitulo V, estendemos alguns des~
ses resultados para R-ordens.

A seguir, apresentaremos algumas definicoes e resul
tados que se constituem em pré-requisitos para o material con
tido nesta dissertagao.

Se A & umanel e M e N sao A-modulos, define

se comumente ExtA(M, N) por ExtA(M, N) = Hl(HomA(PM’ N}),

-

onde Py, & uma resolugado projetiva contraida de M e H; e
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o primeiro grupo de homologia. Para nds, serao mais conveni-
entes duas outras caracterizagoes de ExtA(M, N) que descre

veremos abaixo:

1) Dado um dominio de Dedekind R cujo corpo de quocien-
tes & K e um grupo finito G, sejam M e N  RG-modulos
que, como R-médulos, sao livres de posto finito.

Uma funcio de ligagdo do par M, N & um R-homo-

morfismo definido em RG com valores em HomR(N, M) tal que:

it

F(xy) (m) xF(y) (m) + F(x)(ym), para x,yeRG e meN.

0 conjunto B(M, N} cujos elementos sio todas as
fungbes de ligagdo do par M, N & um grupo comutativo com
a soma de fungdes e um R-mSdulo finitamente gerado sem tor-
cao.

Uma funcio de ligagdo F do par M, N é dita uma
fungdo de ligagao interna sé puder ser calculada por uma f£or
mula do tipo: F(x)(m) = xD(m) - Dxm, para XeRG e meN, on
de D & um R-homomorfismo fixo de N em M.

0 conjunto B'(M, N) formado pelas fungoes de liga
¢do interna do par M, N & um R-submodulo de B(M, N) ede

~ B B{M,N)
fine-se ExtRG(M, N) = .

B' (M, N)

Sejam T e U as representacoes matriciais de M
e N respectivamente. Em linguagem matricial, a uma fungao
de ligagéo FeB{(M, N) corresponde uma fungEo L que a cada
elemento g de G associa a matriz L(g) tal que a funcao

que leva g na matriz



T(g) L(g)
[ 0 U(Q))
é uma representagao matricial de G.

Se F & uma fungdao de ligagado interna do par M, N
entao existe uma matriz D com coeficientes em R tal que
L(g) = T(g)D - DU(g) para todo g de G.

Seja P um ideal primo de R que contém o ideal ge

rado em R pela ordem do grupo G e seja |G |r=p%p aln.Prar

1
a expressdo de |G|R como produto de ideais primos.

A parte P-primaria de ExtRG(M, N) & definida co

mo sendo o conjunto dos elementos FeExtRG(M, N) tais que
P%F = 0.

Valem os seguintes teoremas:

TEOREMA 0.1. A parte P-primiria de Ext,.(M, N) & igual

RG
a RP ExtRG(M, N), onde RP & a localizacao de R em P.

TEOREMA 0.2. RP ExtRG(M, N) = EXtRG(RPM’ RPN).

TEOREMA 0.3. |G| Ext_.(M, N) = 0.

RG

As demonstracoes destes teoremas, bem como 0S deta~
lhes desta caracterizac@o podem ser encontradas em (3, Segao

75) .

2) Sejam M e N RG-mddulos. Uma extensdao de M por N é

uma sequéncia exata de RG-modulos do tipo:

0 + M -+ X -+ N + 0.

Duas extensSes € e €' de M por N sao ditas
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equivalentes se existe um homomorfismo ¢:E — E' que torna
comutativo o diagrama:

0 -+ M -+ B » N + 0
tu) poo hu

0 —+ M —+E' —+ N — 0.

[

€

e!

Pode-se definir ExtRG(N, M) como o conjunto das classes de
equivaléncia das extensoes de M por N e definir uma soma
de classes gque torna ExtRG(N, M) um grupo no gual o elemen
to neutro & a classe de equivaléncia da extensao

0 —+ M —+ M ® N — N — 0.
Resulta que se ExtRG(N,M)=0, toda extensao de M por N
cinde.

Os detalhes desta caracterizagao podem ser encontra
dos em (16, II 49).

Um RG-modulo M é denominado R-redutivel se con-
tém um RG-submddulo nao nulo cujo posto sobre R seja me-
nor que o de M. Em caso contrario, M diz-se R-irreduti-
vel.

Uma cadeia M =M > M 4 2 ... 2 Mg = 0 de RG-sub

modulos de M & chamada uma série de R-composicao de M,

quando:
(i) Como R-modulo, M;_, é um somando direto de M., para
i = l' 2'... h.
Mi = - ‘Y P .
(1i) =———— €& um RG-modulo R-irredutivel, para i=l,2,...,h
Mi-l
Mj

0s fatores sAo chamados fatores de R-com-

M, -1
i
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posicao de M. Nem sempre OS fatores de R-composigao sao
unicamente determinados a menos de RG-isomorfismo e ordem

de ocorréncia. Vale, no entanto, © seguinte teorema:

TEOREMA 0.4. Seja R um anel de valorizagdo discreta e G

um grupo finito. Se |GIR = R, entao os fatores de R-compo
sicdo de um RG-mddulo M, que como R-mbddulo seja livre
de posto finito, sdo lnicos a menos de RG-isomorfismo e or-

dem de ocorréncia (3, 76.19).

pDado um anel R, definimos o radical de Jacobson
de R como sendo a intersegdo de todos os ideals maximais
de R e o representaremos por rad R. O radR & um ideal

bilateral de R. Vamos precisar do seguinte resultado:

LEMA 0.5, (Nakayama) . Seja M um R-mbdulo finitamente
gerado e N um submdodulo de M.

Se M =N+ (rad R)M entao N = M,

Um R-mddulo simples (ou irredutivel) & um R-modu-
lo que nao admite submbdulos ndo triviais. Um R-mddulo M &
dito semisimples quando todo submédulo de M & somando dire
to de M. Isto equivale a afirmar que M & soma direta de
submddulos simples. Um anel R & semisimples quando for se-
misimples como R-mddulo. Isto ocorre se e sd se todo R-mo

dulo & semisimples. Valem ainda os seguintes resultados:

LEMA 0.6. Se M & um R-mddulo simples, HomR(M, M) & um

anel com divisao.
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LEMA 0.7. Se R & semisimples, rad R = 0.

artiniano e rad R = 0, entdo R & se-

(0]}

LEMA 0.8. Se R

misimples.

LEMA 0.9. rad R w0,
rad R

Necessitaremos també&m alguns resultados sobre exten

sSes ciclotdmicas, cujas demonstragoes estao em (20).

TEOREMA 0.10. Sejam m um inteiro positivo e p um numero

primo. Se 0 & o completamento p-adico de Q e f o po-
lindmio ciclotdmico de ordem m em Q[x1, entdo onumero de
extensoes do ideal gerado em 72 por p 3 o™/ 1) & igual
ao numero de fatores irredutiveis distintos de £ em
5rx] (20, 2-4-5 e 2-4-6).

Seja 0 o anel dos inteiros de o(™/ I).

TEOREMA 0.11. Se p nio divide m, p0 = P,P,...P, onde os

1
Pi sdo ideais primos distintos de 0 e ¢ = -2é¥l—, onde
& é a funcdo de Euler e d & a ordem de p no grupo dosin

versiveis do anel 2

(20, 7-2-4).

TEOREMA 0.12. Se m & uma poténcia de p, entao p tem uma

3
finica extensao a Q(m/PT) a qual e dada por: pO=(l-c)Mp ),

-

onde ps =m e ¢ & uma raiz m-ésima primitiva da unidade

(20, 7-4-1).

TEOREMA 0.13. Se m = psm', onde p nao divide m', en-
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S 1
tao: p0 = (Pl...Pr)Q(p ) onde r = Sm ) e d' & a or-

d|

dem de p no grupo dos inversiveis de (20, 7-4-3).

m'z

TEOREMA 0.14, Seja P o ideal maximal do anel de valoriza-

cao de um corpo valorizado F e seja E uma extensao fini-
ta de F, tal que F ®. E & semisimples, onde f & o com-
pletamento P-adico de F. Se Qs Qprecey Q. sao ag exten
sbes de P a E e ﬁi é o completamento Q,-adicode E pa
ra 1 =1, 2,..., ¥, tem—se: f® E=E, © ... ® ﬁr (20,

F 1
2-5-11) .

Seja G um grupo finito e K um corpo cuja carac-
teristica nao divide a ordem de G. Suponhamos que KG se-

X
ja isomorfo a @ A,, onde A, & o anel de matrizes M_ (D.)
j=1 J J nj J

com Dj anel com divisao. Seja F umavextenséo de K que
seja um corpo de decomposigdo de G e M um FG-modulo sim
ples ao gual corresponde a representagﬁo Y de G.

Seja A o cardter de ¥, isto &, a funcao de G
em F que a cada elemento g de G associa o trago da ma-

triz Y{(g).

LEMA 0.15. Existe um Unico j tal que AjM 2 0, eo cen-
tro de Aj & isomorfo a K()), onde K(A) & a extensao de

K obtida pela adjungao dos elementos A(g), com g percor

rendo G. (4, 24.7).

Define-se o Indice de Schur de ¥ sobre K como



_ll_
sendo a raiz quadrada da dimensao de Dj sobre K(}1).

TEOREMA 0.16. (Roguette). Se G é um grupo nilpotente de or

dem Impar, o indice de Schur de uma representagao irreduti

vel de G sobre K & igual a 1 (18).



CAPITULO I

Dado um anel R, um R-mddulo M & dito artiniano
se ele obedece a uma das seguintes condigOes equivalentes:
(i) Todo conjunto nao vazio de submodulos de M possui pe
lo menos um elemento minimal.
(ii) Toda cadeia descendente M1 2M2 2...2 Mi 2... de sub-
mbdulos de M & estacionaria, ou- seja, existe m, tal que

Mi = Mmo para i maior ou igual a m .

Um R-mdédulo M é chamado noetheriano quando obede
cer a uma das seguintes condigoes equivalentes: |
(1) Todo conjunto nao vazio de submoédulos de M contém pe
1o menos um elenento maximal.
(1) Toda cadeia ascendente M €M €...SM, €... de submd

dulos de M & estacionaria.

LEMA 1.1. Um modulo M & noetheriano se e somente se todo

submodulo de M & finitamente gerado.

Demonstracao: Seja M noetheriano e N um submodulo de M. O

conjunto dos submddulos finitamente gerados de N & nao vazio
e, portanto, admite um elemento maximal N,. Se x & um ele-
mento de N, como o submddulo gerado por x e N, & finita-
mente gerado, contém N, e esta contido em N, resulta que este

-}2=-
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submodulo & igual a N, e, portanto, x pertence a N, Lo

go, N =N, e, portanto, N & finitamente gerado. Se, por
outro lado, todo submodulo de M for finitamente gerado, da
da uma cadela ascendente M, <M, S...SM, S..., a unido dos
M, sera um submodulo de M e, portanto, finitamente gerado.

Assim sendo, a cadeia serd estacionaria a partir daquele M,

que contiver todos os geradores da unido. (I

LEMA 1.2. Seja N um submbdulo de M. Entao:

(1) M e@noetheriano se e s0 se N e % sao noetherianos.
(ii) M & artiniano se e 80 se N e % sao artinianos.
Demonstracao: Suponhamos que N e % sejam noetherianos e

seja M, €M, S...SM, ... uma cadeia de submodulos de M.
As cadeilas

M\ oN € M,nN € ... € M,nN £ ...

M, +N M, +N M, +N

in
In

N N N
sao ascendentes e, portanto, estacionarias. Assim, para i

maior ou igual a um certo j fixo, teremos: MinN = MjnN e

My +N Mj+N
5 = N Dado x em Mi' tem-se x + N = y 4+ N,

com y em Mj. Entao: x = y ¢ NaM, NnMj, donde x ~y

esta em Mj e, portanto, x pertence a Mj.
Logo: M, = Mj para i = j. A reciproca & imedia-
ta e a demonstragao para o caso artiniano & inteiramente ana

loga. 0O
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COROLARIO 1.3. Uma soma direta finita de modulos e noethe-

riana (ou artiniana) se e 85 se cada somando e noetheriano

(ou artiniano) .

TEOREMA 1.4. Todo R-mddulo que satisfaz a uma das condi-

¢des de cadeia & soma direta finita de R-mddulos indecompo

niveis.

Demonstracio: Suponhamos que M ndo seja soma direta fini-

ta de indecomponiveis. Em particular, M =M, @ M, com M,
e M, nao triviais e com pelo menos um dos dois, M, ou M,,

decomponivel. Assim, supondo M, decomponivel,

M = M, @ M, @M,

com M,, M,, e M,, nao triviais. Pela suposicdo feita, po

demos prosseguir na decomposicao de M obtendo, por indugao,

@

uma decomposicac infinita M = @ M
i=1

viais. As cadeias infinitas nao estacionarias

com os M, nao tri-
i i : _

Mi a s 06

e s
=
Y
@ 8
=
RU
He s

3

c < <
M S M @M S M OM OM I ...
mostram que M ndo & noetheriano nem artiniano. [

Se um R-mddulo ndo obedece a nenhuma das condi-
goes de cadeia, o resultado acima nio se mantém. Na verdade,
0 exemplo que apresentamos a seguir mostra que um modulo po-

de até mesmo ndo admitir decomposigio alguma em submdodulos
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indecomponiveis.

EXEMPLO 1.5. Seja A o anel das fungoes continuas de Q em

IR, no qual as operacoes de soma e multiplicagao sao defini-
das a partir das operagoes correspondentes de R, e onde con
sideramos em Q a topologia induzida da topologia usual da
reta TR. Consideremos A como A-mddulo.

Se f & um idempotente de A, temos que f(x) =%,
para todo x de Q. Conseguentemente, 08 unicos valores que
f pode assumir sao 0 e 1.

A fungdo h:Q — IR definida por hix) = 0 para
x </ 2 e h(x) =1 para X > /2 & um exemplo de um idem
potente n3o trivial de A, © gue nos garante a decomponibi-
lidade de A, pois, nesse caso, A = Ah ® A (1-h), onde 1
& a funcdo constante de Q em IR que assume O valor 1 em
todos os pontos. |

Seja f um idempotente nac nulo de A e seja aeQ
um ponto no qual f£(a) = 1. Como f£ & continua e sO assume
os valores 0 e 1 existe uma vizinhanga de raio r de a
em O na qual £ @& sempre igual a 1. Escolhamos b <c<d
em. IR tais que b, c¢ e d sejam irracionais e o intervalo
fechado da reta de extremos b e d esteja contido na vizi
nhanca de raio r de a em R.

vVamos definir duas fungoes g, e 9, de Q em R
por:

(1) Se x<b ou x>4d, gl(x) = f(x) e gz(x) = 0.

(11) Se b <x<c, g (x) =1 e g,(x) =0.
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(iii) Se ¢ < x < d, gl(x) = @ gz(x) = 1.

Entdo, g, e g, Ppertencem a A&, sao idempoten-
tes e g, + g, = f. Como vemos, nenhum idempotente de A &
primitivo. Assim sendo, todo somando direto de A & um A-modu

lo decomponivel.

Um anel A & chamado um anel ;ocal quando se veri-

fica uma das trés propriedades equivalentes abaixo:
(i) A tem um unico ideal maximal.
(ii) O conjunto dos elementos ndo inversiveis de A forma

um ideal bilateral.
(iii) Dados .x e y em A, se x e y sdo ndo inversi-
veis, entdo x +y & ndo inversivel.

Se A e local, o seu ideal maximal & precisamente
aquele cujos elementos sdo os nao inversiveis de A e coin-

cide com o radical de‘ Jacobson de A.

LEMA 1.6. Se M & um A-mddulo indecomponivel, artiniano e

noetheriano, o anel HomA(M, M) e local.

Demonstracao: Basta verificar que se f,g eHomA(M, M) sao
tais que £ + g =1, um dos dois & inversivel.
Com efeito, nesse caso, se ¢ + Y é inversivel, e-

xiste 0 inversivel tal que (¢+y9)6 =1 donde, por exem-

M'
plo, ¢6 & inversivel e existe w inversivel com ¢0m = 1.,
do que segue que ¢ = (em) .

Sejam

para i>1.
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Como M @& artiniano e noetheriano, as cadeias

Ker £ € Ker £f2 & Ker f* £ ...

ITm £ 2 Im £2 2 Im £33 2 ...

sAo estacionarias a partir de um certo indice 3.

Seja h a restrig&o de fj ao conjunto Imiﬁ coIt
valores em Im £2J = Im fJ. Pela maneira como & definida, h
& um epimorfismo. Além disso, se fi(£l(x)) = 0, x perten-
ce ac Ker f2J = Ker fJ e, portanto, £3(x) = 0.

Logo, h & um isomorfismo. Tomando k = ih~', on-
de i & a inclusdo de Im fJ em M, temos que a sequéncia
exata

0 -——= Ker £] ——» M =—— Im fj e ()
PSS

k
cinde, o que, como M & indecomponivel, implica em ImfI=0

ou Im fj = M.

Se Im £1 = 0, tem-se £) =0 e, nesse caso,

1 -1

1+ £+ ... + €371 (L-£) =g

e, portanto, g @& inversivel.
Se Im f =M, resulta Ker £ =0 e dal se obtém

que Imf =M e Ker £ =0, sendo entio f inversivel. 0

LEMA 1.7. (Lema X). Dado o seguinte diagrama de sequéncias

exatas



N //9///3 x\\\\g\s N
0 /////3 \\\\\i 0

se 1¢ for isomorfismo, Yo também o sera.

Demonstracao: Primeiro, vejamos que se 1¢ & monomorfismo

Yo tambem o &. Seja xeN'. Se @(o(x)) =0, o(x) estaem
Ker ¢ = Im ¢, donde o(x) = ¢(m') com m' em M'. Dai:
T(¢(m')) = 1(o(x)) =0, o que implica m' = 0, donde o(x)=0

e, consequentemente, x = 0.

Suponhamos agora que 7T¢ seja um epimorfismo e to-
memos y em M''., Temos y = P(x) para algum x de X. A
lém disso, 7t(x) = 1(¢{(n")), com m' em M'. Segue dai que
x -~ ¢(m') estd em Ker T = Im ¢ e, portanto, x-¢(m')=c(n'),

com n' em N'. Mas Ylo{n")=p(x)-¢(o{m')) = P(x)=y. O

TEOREMA 1.8. Seja A um anel tal que Hom, (L, L) & um anel
local sempre que L for um A-modulo indecomponivel.
Se M & um A~médulo noetheriano (ou artiniano),

entao, M satisfaz ao teorema de Krull-Schmidt.

m n
Demonstracao: Sejam M = @ M = @ N, duas decomposi-
i=1 j=1

coes de M em modulos indecomponiveis. Faremos a demonstra-
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cdo por indugao sobre m.

resulta m =n = 1 e M1

Sejam w, = M =—+ M.,
i i

- LIS )
¢g:M; —> M,  ¢i:Ny —> M

decomposigoes dadas. Temos que

n

lM1 =1,9, = E

il
j=1 EAEEEAE

Como HomA(M, M)

inversivel para algum 3.

Se m

i

& um

Aplicando o lema X

=1, M é indecomponivel e
:Nl

n%:M —* N as projecgoes e
inclusdes correspondentes as

1M = j£1 ¢5n e, portanto,

anel local,

=
-
S
e
=1
Cdoen
h=d
s

ao diagrama

abaixo
M
1
\\\\\\\$ -
3, 5 1¢31
Ker w ¢ N3
34
Imm}
/ ‘"jl‘bl \\
0 0
obtemos a cisao da sequéncia exata.
0 ~— Ker m,¢: N, ==+t M = 0
i, 3, :
e, portanto, N, = Ker w,¢t @& M, .
o i, ¥
Cono le & indecomponivel e M, =0, tem-se

Ker w1¢5 =0 e, portanto, ﬁ1¢5 e um isomorfismo entre
1 .

i
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Para concluir, aplicamos o lema X ao diagrama

0 0

I e

M

1

N .
1 J
Ja \\\\\ﬂ

m n
obtendo ® M, = @ N,, e seguindo-se o teorema pela hipd
x

N

LS -

0

tese de inducgao. [

COROLARIO 1.9. Se M & um A-mddulo noetheriano e artinia-

no, entao M satisfaz ao teorema de Krull-Schmidt.

m

Demonstracdo: Sejam M = @& M, =

i N. duas decomposi-
l:

1 J

ot
e

J
coes de M em moédulos indecomponiveis. Pelo lema 1.2. os
Mi . e os Nj sao noetherianos e artinianos e, pelo lema 1.6,
podemos concluir que os aneis HomA(Mi, Mi) e HomA(Nj, Nj)

sao locais. Dai, a mesma demonstragdo do teorema anterior nos

permite obter o resultado desejado. []

Convém observar que a unicidade obtida pelo teorema

de Krull-Schmidt & a menos de isomorfismos e gque os soman-
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dos indecomponiveis ndo necessitam ser inicos, quando consi-
derados como conjuntos.

Por exemplo, se V & um espago vetorial de dimen-
sa0 finiﬁa sobre um corpo K, V satisfaz ao teorema de
Krull-Schmidt, mas podemos obter decomposicoes distintas de
V, tomando bases diferentes de V.

Dizemos que um anel A & artiniano ou noetheriano

conforme ele seja artiniano ou noetheriano considerado como

A-modulo.

LEMA 1.10. Todo mddulo finitamente gerado sobre um anel ar-

tiniano (ou noetheriano) & artiniano (ou noetheriano).

Demonstracac: Seja A um anel artiniano e M um A-médulo

finitamente gerado. Entdo, M & imagem homomdérfica de um R-
modulo L livre de posto finito.

Como L =2rR"=R® ... @8R (n vezes) para algum in
teiro positivo n, L & um R-mddulo artiniano, o que impli
ca que suas imagens homomorficas sejam R-mddulos  artinia-

nos. [

LEMA 1.11. Se A & anel artiniano, A satisfaz a proprie-

dade de Krull- Schmidt.

Demonstracao: Basta observar que todo mddulo finitamente ge-

rado sobre A & artiniano e noetheriano (pois, todo anel ar

tiniano & noetheriano).

TEOREMA 1.12. Se R & um anel artiniano e G um grupo fi-




=D D

nito, o anel de grupo RG satisfaz a propriedade de Krull-

Schmidt.

-

Demonstracdo: Como R @& artiniano, RG & um R-mddulo. ar

tiniano. Como todo ideal de RG & um R-submddulo de RG, se
gue-se que RG & um anel artiniano e o teorema € uma conse-

quéncia do lema anterior. [



CAPITULO II

Seja K um corpo de nimeros algébricos e R o anel
dos inteiros algébricos de K. Neste capitulo, veremos que
nem sempre o anel de grupo RG de um grupo finito G satis
faz a propriedade de Krull=Schmidt.

Convencionaremos chamar de RG-mddulo a todo RG-md
dulo finitamente gerado que, COmMO R-modulo, seja sem tor-
¢io, o que, como R & um dominio de Dedekind, equivale a
considerar apenas OS RG-mbdulos finitamente gerados que se-~
jam R-projetivos.

Inicialmente, veremos que a propriedade de Krull-
Schmidt falha trivialmente se R possui ideais que nao sao
principais. | |

Tomando G como sendo O grupo unitario trivial, te
mos RG = R. Se Jy. Jz"“Jn sio ideais de R, sabemos que
Ty @ ... ® J_ SR® ... ®R ® Jy...0,, onde R aparece n-l
yézes no lado direito desse isomorfismo. Se J & um ideal
ndo principal de R, temos que, COMO R-mddulos J nao po-
de ser isomorfo a R, apesar de due, COmMO vimos acima,
J®J=R@J%

Como os ideais de R sao finitamente gerados, sem
torcao e indecomponiveis, temos al duas decomposigoes, essen

-2 3=
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cialmente diferentes, de um mesmo RG-modulo.
Consideraremos, agora, o caso em que R & um domi-
nio de ideais principais. Nesse caso, todo RG-mbdulo tera u
ma base finita sobre R.
Sejam M e N RG-modulos. Dado um elemento F de
ExtRG(N, M), podemos associar a ¥ um RG-mddulo, o qual é
uma extensdo de M por N, cuja classe de extensao € F, e

anotaremos este mdduloc por (M, N; F) ou por

-

notagao esta que corresponde a representagao matricial asso-

ciada a esse modulo.

LEMA 2.1. Seja A um anel arbitrario e M e N dois  A-
modulos. Se HomA(M, N) = HomA(N, M) =0 e L & uma exten
sdo de M por N, dado um A-endomorfismo f de L, tem
se: ‘

(1) £(M) €M

(1i) £ induz um homomorfismo £':N —+ N
(iii) A aplicagao de HomA(L, L) em HomA(M, M)GDHomA(N, N)

que leva f no par (£lM, £') & um monomorfismo.

Demonstracao: Na sequencia exata

0 + M L* L 1 N -+ 0

identificamos M com i(M). Como jfieHomA(M, N), tem-se
jfi = 0 e, portanto, F(i(M)) € Ker j = i(M).
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Para definir f', dado um elemento n de N, es-=
colhemos x ~ em L tal que j(xn) =n e fazemos £'(n) =
= j(f(xn)).

Se xﬁ & outro elemento de L tal que j(xﬁ).= n,

it

C bl
como J(xn x_)

n 0, tem-se gue xﬁ - x ei(M) e portanto

n
F(x! - x )ei(M), do que segue que J(E(xy = x;)) =0, ouse
ja, J(E(x))) = j(£(x )), o que mostra estar f' bem defi-
nida.

Suponhamos agora que f|M = £' = 0.

Se flM =0, £(i(M)) =0 e a aplicacdo de N em

L que leva n em f(xn) estara bem definida, pois, se

n = j(xn) = j(xg) vem que x_ - xﬂe:Ker j = i(M), do que
resulta f(xn - xﬁ) = 0, ou seja, f(xn) = f(xﬁ).

Por outro lado, £' =0 implica que j(f(xn)) =0,
para todo n de N e, portanto, f(xn)ei(M), para meN,

o que nos permite considerar a fungao que leva n em f(xn)
um elemento de Hom, (N, M) e, portanto, igual & fungao cons

tante nula, do que resulta £ = 0.

LEMA 2.2. Sejam M e N RG-modulos indecomponiveis tais

I

qué Ho (KM, KN) = Ho (KN, KM) = 0 e seja F um elemen
 Hf%e e n

to de Extp. (N, M). Entdo: (M, N; F) & decomponivel se

-

e sO se F = 0.

Demonstragdo: Se F =0, F & a extensao trivial de M por

i

N, ou seja, (M, N; F) M @®N e, portanto, (M, N; F) e

decomponivel.
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Suponhamos, entdo, que (M, N; F) seja decomponi-
vel e facamos (M,N; F) =L = A & B, com A # 0 = B.

Seja m :L — L a projegcao de L sobre A.

Se ¢ & um RG-homomorfismo de M em N, podemos
associar a ¢ o KG-homomorfismo 1 ® ¢ de KM em KN de~-
finido por (; ®@ ¢)(k ®@m) = k ® ¢(m) para k em K e m
em M. Pela hipotese, teremos que 1 @ ¢ = 0.

Assim sendo, 1 ® ¢(m) = 0 para todo m em M, O
que implica que ¢(m) & um elemento de tor¢ao sobre R pois
K e o corpo de quocientes de R. Como N é sem torg&o 50~
bre R, concluimos que ¢(m) = 0 para todo m em M.

Portanto, HomRG(M, N) = 0 e, da mesma forma, obte -
mos gue HomRG(N, M) = 0. Assim, podemos aplicar o lema an-
terior para obter que w,(M) & M.

Como (w, |M)*=m |M, pois = & uma projecao, vemos que
ﬂllM é uma projecao de M e sua imagem, consequentemente,
& um somando direto de M, Como M & indecomponivel, resul

ta que w (M) =0 ou w (M) = M.

Suponhamos que 'rrl(M) = (0. Nesse caso, MEB e te-
mos: N = —é~%~§— =A® {%. Como N & indecomponivel e
A =.0, resulta que N =A e = M.

B
Suponhamos que w, (M) = M. Nesse caso, MSA e te

mos N = -2 g B = ﬁ ® B, Como N & indecomponivele B=0

resulta A =M e N = B.

Portanto, (M, N; F) =L =M @& N, donde F = 0. [

TEOREMA 2.3. Sejam A, B e C RG-modulos tais que KA, KB e
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' KC s3o KG-mddulos irredutiveis nao isomorfos dois a dois e
tais que existem elementos F em ExtRG(B, A) = F' em
ExtRG(C, A) cujas ordens sao relativamente primas. Entao,
A, (A, B ) e (p, C; F') s83o RG-mbdulos indecomponi

veis e Ae (A, B®C; F+F') = (A B; F) @ (B, C; F).

Demonstragao: Como KA, KB e KC s3o irredutiveis, A,

B e C devem ser indecomponiveis. Como KA # KB, KB # KC e

KA # KC, obtemos que  Homy. (KA, KB) = HdeG(KB, KA)
= Hom, (KA, KC) = Hom,.(KC, Ka) =HomKG(KB,KC) = HomKG(KC,KB)==
= 0. Como F e F' s3o diferentes de zero, o lema ante-
rior nos permite afirmar gque os RG-modulos (A, B; F) e
(A, C; F') sao indecomponiveis.

Seja M=A® (A, B® C; F+F'). Em notagao matxi

cial:

0
Fl

B O
w o

0
C Ll

Como m e n sdo relativamente primos, podemos es

colher um inteiro k tal gue kn

§1

1 modulo m.

Fazendo

I kni

4
o &
= o @ Q

onde os simbolos I representam as matrizes identidades con
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venientes, obtemos

I kniI 0O O A 0 0 O I =-knI 0 O
- t
M, =X MX, ¥ r o0 0 A F : 0 0
0 B O I 0
T I
e resulta
A 0 knF knFf'
]
M, = A F F
B 0
C .

Mas n é a ordem de F' em ExtRG(C, A) e, por-
tanto, knF' = 0 e podemos escolher T tal que knF' =AT = TC.

Fazendo agora

I 0o T
X, = 0 0
I 0
I
vamos ter
I 0 T A 0 knF knF' I 0 0 -7
- 1]
M,=X,M X, = 8 A &
0 B 0
I C
e resulta
A 0 knF 0
0 A F Pt
M, &
0 O B 0
0 0 0 C |
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Como knF = F em ExtRG(B, A) pois kn = 1 modu~-

lo m, e m & a ordem de F en ExtPG(B, p), fazendo
I 0
x, = | T 0
I 0
L

obtemos M, = x3M2x3'1 =

I 0 0

0 A 0 F O I 0 0 A 0 F O
-I 1T 0 0O A F F I 0 N A 0 F'
I 0 B 0 0 B O
I C I C |
Finalmente, tomando
T 0 0 O
x, = I 0
I 0 O
I
obtemos
i O 0 A 0 ¥ 0 I 0 0
- T
M, = X M X, 1o_ 0 A 0O F 0
r 0 O B O I 0 O
I C I
resultando
A F 0 O
M, = B 0 O
A

n "
| S

a qual & a representagao matricial correspondente a



(A, B; F) ® (A, C; F").
Como M, = (X,X;X,X,)M(X,X3X,X,) = resulta que

(A, B; F) & (A, C; F") za® (A, BOC; F+F). 0O

Agora vamos demonstrar que, para certos grupos,' e-
xistem modulos que satisfazem as hipoteses do teorema acima.
Com isso, ficara comprovaaa a nao validade da unici
dade da decomposicac em indecomponiveis, pois A nao pode

ser isomorfo a um modulo da forma (o, B; ) com B=#0.

LEMA 2.4. Seja p um divisor primo da ordem do grupo G.
Vamos chamar por A ao conjunto R considerado como RG-mO
dulo no qual G atua trivialmente, isto &, gr = r para g
em G e r em R. Entao, existe um RG-module B tal gue
KB & irredutivel nao isomorfo a KA e ExtRG(B, A) contém

um elemento de ordem p.

Demonstracio: Seja h = ) g. Rh & um RG-submddulo de
geG

RG que, como RG-mbdulo & isomorfo a A. Assim, podemos in
cluir A em RG como submddulo.
Seja P um ideal primo de R que contenha pR e

R, © anel de valorizacio P-adica de K, isto &,

RP={—%-IOL.8€R e B¢ZP}.
RPG

Fazendo M = A obtemos uma sequéncia exata de RG-mdu

los

0 = RPA —— RPG —r M == (.

Se ExtRG(M, RpA) = 0 esta sequencia cinde.
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Resultaria que  RG = R,A © M, do gue segui-
G B I%,A M
ria PRPG = PRpA @ PM e dai que PR,G = PRA @ —55
Fazendo ‘ﬁ ok e R = 2 teremos:
PM P’
ReP = 2 _ R _j
PA P

PRPA
como RG-médulos onde a agac de G sobre R & definida da

maneira trivial e

RPG RP _

G
PRPG PRP

e dal vem que RG = R & M como RG-modulos.

[11¢

1k
T
0

Se H & um p-subgrupo de Sylow de G, restrin-
gindo a agéo de G aos escalares de H, transformamos o©0S
RG-mSdulos em RH-mbdulos, e persiste a decomposigdo RGEROM,

agora cCOmo RH-mbdulos. Como RH-mddulo, porém, temos que

-~ -

RG = RH & ... @ ﬁH, onde o numero de vezes gue aparece RH

& igual ao indice de H em G, pois se G = Hg, U ... U Hg,.

onde os g, siao representantes das classes de G modulo H
o conjunto {g;, Gyreeer gr} forma uma base de RG sobre RH.

Como H €& um p-grupo, 38 =R (3, 27.28), o

rad RH

que, como RH & artiniano, implica que RH naoc tem idempo-

-

tentes nio triviais. Logo, RH & um RH-mddulo indecomponi-

- —

vel. Como RH ® ... ® RH = Z“ReM e RH satisfaz a pro

it
s
O]

priedade de Krull-Schmidt teriamos que RH £ R como RH-
modulos e, consequentemente, COmMo R-modulos, o que consti

tui um absurdo. Assim sendo, concluimos que
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ExtRG(M, RPA) z 0.

Seja {mi} uma base de M sobre R,G e M, © R, G-
modulo gerado pelos elementos das formas m, e gmy com g

em G. Temos qﬁe M= RpMo‘ Assim:

RP ExtRG(Mo, A) = ExtRG(RPMo, RPA) = ExtRG(M, RPA) = 0.

Como pR € P, a componente p-primaria de
ExtRG(Mo, A)
contém a componente P-primaria de Extp.(Mg, A), a qual é
RP EXtRG(Mor A). Portanto, ExtRG(Mo, A) deve conter pelo
menos um elemento de ordem p.
Seja B = {ae KG|ga = o para todo g de G}l.
B claro que se a = a,g, + 6,9, + ... +t 0 9, onde

G = {gyreees gn}, 0o estia em B se e sO se 0, =0, =0 0.

n
Ou seja, B =K |} g; = K y g e, portanto, o posto de B
i=1 geG

sobre K @& igual a 1. Assim, em uma decomposicgao de’ KG em
soma direta de submddulos, K pode aparecer no maximo uma

vez. Em consequéncia disso, KA nao pode ocorrer como fator

de composicao de %g = KM. Em particular, KA=XM=KM .

Se KM for simples, KM, também sera simples e,
pelo que vimos acima, M, obedece as condigoes desejadas pa
ra o RG-modulo B do enunciado do lema.

Se KM for redutivel e M, for um submodulo nao
trivial de KM, fazendo N = M nM, teremos que N & um R, G~
submodulo de M, R,~puro e cujo posto sobre R, € menor que
o de M. Ent3o, teremos M = N @ L. e a exatiddo da sequén-
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cia
0 —=+ N —=+ M = L — 0

implicard na exatidao da sequéncia

E (L, RPA) - Bxt_ (M, RPA) ~—»» ExtRG(N, RPA);

*tre RG
Assim, como ExtRG(M, RPA) z 0, & necessario que
Extp.(L, RpA) = 0 ou Extp. (N, RyA) = 0. Se o RG-modu-
lo assim obtido, tal que Ext # 0, novamente corresponder a
um KG-mddulo redutivel, prosseguimos esse processo, O qual,
por ser M finitamente gerado, deve parar apds um nimero fi
nito de vezes.

Teremos, entao, um RG-modulo B tal que B e um
somando direto de M, KB & irredutivel e ExtRG(B, R,A) #0.

Tomando B, tal que B = RPBo teremos que B, se

ra o RG-modulo desejado, [

TEOREMA 2.5. Seja G um grupo cuja ordem possui pelo menos

dois divisores primos distintos e que admita um subgrupo noxr
mal de Indice primo. Ent3o, existem RG-mbdulos A, B e C
tais que os KG-mddulos KA, KB e KC sdo irredutiveis e nao
isomorfos dois a dois e existem elementos F emn ExtRG(B, A)

e F' em ExtRG(C, A) cujas ordens sao relativamente pri

mas.

Demonstragao: Seja G, um subgrupo normal de G cujo Indi

ce € o primo p e seja H = éi. Para g em G, seja g a
0

imagem de g por meio do epimorfismo natural de G em H.

Dado um RH-mdédulo M, podemos torni-lo um RG-mo-
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dulo, definindo a acdo de G sobre M mediante a agao de H,
isto 8, para g em G e m em M definimos gm = gm.

Dessa forma, RH-modulos indecomponiveis tornam—-se
RG-mddulos indecomponiveis e KH-mddulos irredutiveis tornam
se KG-mbddulos irredutiveis. Se M e N s3o  RH-modulos,
tem-se, tambeém, que Extp. (M, N) =‘ExtRH(M, NJ .

Seja. A o RG-mddulo definido no conjunto R no
qual a acdo de G & a trivial. Como H também atua tri-
vialmente sobre R, A & também o RH-médulo R no qual H
atua trivialmente.

Pelo lema anterior, existe um RH-modulo B tal que
KB e irredutivel, KB nao é isomorfo a KA e ExtRH(B, A)
contém um elemeﬁto de ordem p. Quando témamos A e B RG-
modulos, da maneira acima descrita, obtemds gque KA e KB
sdo KG-mddulos irredutiveis, KB nao é isomorfo a KA e
ExtRG(B, A) contém elemento de ordem p.

Seja agora g um divisor primo da ordem de G, di
ferente de p. Pelo lema anterior, existe um RG-modulo C
tal que KC & irredutivel, KC n3o & isomorfo a KA e

Extp.(C, A) contém elementos de ordem g.

Finalmente, se KC e KB fossem isomorfos, Como
KG-mbdulos, poderfamos definir uma estrutura de RH-médulo em
C, mediante a acao de H sobre C dada por gc = gc para
g em h e ¢ em C e, entao, ExtRG(C, A) = ExtRH(C, A)
nao poderia conter elementos de ordem ¢, pois © expoente

de ExtRH(C, A) & igual a ordem de H, ou seja, igual a p.
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Logo, KB nao é isomorfo a KC. [

EXEMPLO 2.6. Seja G um grupo soluvel e seja lG|=p?1“.pgr,
onde os p; sdo primos distintos, com 0;>0 e rz2. Seja

G =6,>¢ > ...E>Gn = {1} uma cadeia de subgrupos de G

. Gy
na qual os fatores EféT sejam comutativos. Em particular,
i

é% & comutativo e, assim sendo, dado um divisor primo p da
ordem de é% existe um subgrupo H de G que contém G, e
tal que a ordem de -é% & igual ac quociente da ordem de é%
por p. Entdo, o Indice de H em G sera dado por:

gl _ _lel _16,!

[G:H] = = p.

Alem disso, como éi & comutativo, é§-<32?- e, consequente
1 1 i

mente, H & um subgrupo normal de G.
Como caso particular, temos o exemplo mais simples
de um grupo que obedece as hipoteses do teorema 2.5., qual

seja, o grupo simétrico de grau 3.



capITULO IIT

Neste capitulo, demonstraremos o0 teorema de Krull-
Schmidt para algebras finitamente geradas sobre anéis locais
completos.

Dados um anel R, um R-modulo M e um ideal I de
R podemos definir uma topologia sobre M tomando como base
os conjuntos da forma x + 1*M, onde x estiem M eI &
um inteiro nac negativo.

£ imediata a verificagao de que ﬁais conjuntos real

mente constituem uma base para uma topologia e que essa topo
logia & separada se e s se I I'M = 0.

A topologia assim definida sobre M denomina-se a
topologia I-3dica de M. Quando M & separado em relagdo a
topologia I-adica, estd & metrizivel e sua métrica pode ser
definida, por exemplo por: d{m,m) = 0 e d(m,m') = Z_n—quag
do m-m' e I'M e m-m' ¢ f”%m

‘ Quando M ndo & separado em relagao a topologia I-
adica, com a definicao acima, obtemos apenas uma pseudo-mé-
trica para M.

Vamos introduzir a seguir a nogao de limite projeti

vo dos modulos -%m a qual nos permitird obter o completa-
I™™

mento de M relativamente & topologia I-adica. 36



Para r 25, sejam T_ 3 as aplicagdes

gque levam x + '™ em x + 15M.

O limite projetivo dos —%— , que se representa por

I™M
lim —%—-, & definido como sendo o submbédulo do produto direto
= IM
1 -2 formado pelas familias (m_ + M) tais que: para
r=0 I°M r E

s r
= = T »
rzs, mg 4+ I™M rs(mr + TTM)

Sejam T as restrigoes ao lim —%— das proje¢oes

o
- M M
canonicas de It e sobre oS -5
r=0 I™™ I™M

0 limite projetivo possul a seguinte propriedade u-

niversal: dado um R-mddulo N e fungbes A, e Homy (N,'———)
I M

tais que os sequintes diagramas comutem para ¥ 28

As
M
\ ISM
M rs
M
existe um Gnico A ¢ Homp(N,lim ———) tal que os  segulntes
- T M
diagramas comutam para todo s.
X
N + 1lim —%—
e TTM
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Anota-se i = lim ks.

o
Quando tomamos N =M e A_: M tais que A_(m) =
s” 1Sy s
=m + I°M, vamos ter X = lim X dado por: X(m)==(m+ISM) .
s s
afpmscamsnn
Sejam R = 1lim _g_ e M = lim —%—.

+—— IR dee TTM
Utilizando a propriedade universal do limite proje-
tivo, verifica-se facilmente que R & um anel e M um R-
mddulo, com as operacdes que se introduzem naturalmente.
Por exemplo, se & e b s3o elementos de R com

- r R r
a = (a_ + I )r e b = (br + I}

- define~se

r L3

o

s r
ab = (arbr + I )r'

Demonstra-se que M & o completamento topoldgico de
M. relativamente 3 topologia I-adica, e denomina-se M o
completamento I-adico de M.'Quando M @& completo, a aplica
gac A: M — M dada por Alm) = (m + I'M), & um i somor £1s-
no.

Se R & um anel local cujo unico ideal maximal &P,

consideraremos sempre em R a topologia p-adica.

Lema 3.1. Seja R um anel e P um ideal bilateral nilpoten

te de R. Se e e um elemento idempotente de entao e-

R
P
xiste um elemento idempotente e em R tal que e + P = e.

Demonstracaoc: Como P & nilpotente, p® = 0 para algum in-

teiro positivo u. Basta demonstrarmos a pr0posiq§o para

u =2 pols, se o tivermos feito, ela seguirad por indugao so



bre u do seguinte modo: tem-se

e, portanto, podemos levantar idempotentes de

e, como o grau de nilpoténcia de p?

2. m

que (P7) = 0)

& menor que o de P,

-30 =

R
2
P
;7
% para l%
P
(isto &, o menor m tal

por hipotese de indu-
R

gao, podemos levantar idempotentes de ;7 para R.

Vejamos entao o caso em que p2 = 0. Seja x um
elemento de R tal que x + P = e. Sejam a = %2 - x e
y = (x-a)z.

Teremos: a + P = x2 - x4+ P=(x+ P)2 - (x + P) =
=al-8=0 e, portanto, que a & um elemento de P. Além
disso, y + P = (x - a)2 + P = (x - a + P)2 = (x + P)2==§2 =
e.

Resta verificar que y & idempotente. Paraisso, fa

zemos y = (x - a)2 = x? -
pal:
y2 = (x + a - 2ax)2 w=
2 2

x“ 4+ 2ax = dax” =

Corolario 3.2. Seja R um

-

deal maximal e P e

bre R. Se e

te e de A tal que

Demonstracaoc: Como R & completo e

x + a + 2ax - 4a(x + a) =

& um idempotente de

e + PA =

2 2

2ax + a° = x° - 2ax = x+a - 2ax.

2

.x2 4+ ax - 2ax2 4+ ax = 2ax’ =

¥ + a - 2ax = Y.

O

anel local completo cujo anico i-

A uma R-3lgebra finitamente gerada s©

é% existe um idempoten

(=

A & finitamente gerada
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sobre R & facil verificar que A também & completo na to-

pologia P-adica. Assim, a aplicagdo ¢ de A no 1im —%—
= PTA

dada por ¢(a) = (a + PuA)u & um isomorfismo. Seja E==a1+PA

um idempotente de §%° Como
A
A = _P’a
PA PA
P A
PA - A -
e ——=— & um ideal nilpotente de -—5— = podemos levantar e a
2 2
PTA PTA
um idempotente de —%— , digamos, 32 =a, + PZA. Suponhamos
PA

que Eu seja um idempotente de —é—. Tal como acima pode-

p'a
mos levantar e. a um idempotente e = a + P A ge
u u+l u+l
A . - -
Pu+1 A. Mais precisamente e, 4 levanta a imagem de e, Pe
la fungao que realiza o isomorfismo entre —%— e
PA

A y pYa
Pu+1 A Pu+l A

u, _ = u _

Isto significa que a el + PA = e, a, + PA, O que mos

tra que & = (Eu)u pertence ao lim —%—. Mais ainda, como
: —— P A

todos os Eu sao idempotentes segue que ¢ & idempotente.
Seja e' o elemento de A tal que & = ¢(e). Temos que e'
& idempotente, pois ¢ @& um isomorfismo.

Além digso, como ole') = (e' + PuA)u e



4] -

-

dp(e') = e = (Eu)u = (au + PuA)u vem que, para u = 1,

al 0

Lema 3.3. Se R & um anel noetheriano, A uma R-Algebra fi
nitamente gerada sobre R e M um A-mGdulo finitamente ge-

rado o anel A = HomA(M,M) & um R-mddulo finitamente gerado.

Demonstracao: Como M & finitamente gerado existe um A-modu

lo livre L de posto finito tal que a seqiiéncia
O = N =+ L = M =0

e exata.

Aplicando o funtor HomA( ,M) obtemos a seqiiéncia
exata O — HomA(M,M) — HomA(L,M) - HomA(N,M) o que mos-
tra ser A = Hom,(M,M) um A-submbdulo de Hom, (L,M).  Como

u

Como L = A  para algum inteiro positivo u tem-se

HomA(L,M) = HomA(A M) = [HomA(A,M)] =M,

sendo que este Ultimo & noetheriano, pois M é finitamente
gerado sobre R. Logo, A = Hom,(M,M) & finitamente gerado

sobre R, pois & um R-submddulo de um R-mbédulo noetheriano.
0

Lema 3.4, Se R & um anel local noetheriano completo e A
uma R-algebra finitamente gerada sobre R, dado um A-modulo
M finitamente gerado e indecomponivel, o seu anel de A-endo

morfismos e local.

e s — — J - A
Demonstracao: Sejam A = HomA(M,M), P =rad R e PA-rad K




Temos que A -

A _ A J . A Ay
rad 3= rad (FX / —K) = rad (PA / rad PA) = 0.

Pelo lema anterior, A & finitamente gerado sobre R. Assim
R

sendo g% e um § ~ espago vetorial de dimensao finita e,
portanto, 5% & artiniano e, consequentemente é% € nilpo-

tente e g @ artiniano e, como rad % = 0, %

resulta um
anel semisimples.

Pelo lema 3.l., podemos levantar idempotentes de %
para %% e, como A & completo relativamente a topologia
P-adica, de ﬁ% para A. Se A admitisse um idempotente
nao tiivial e terlamos que e: M — M & uma projegdo de M
e que M =e(M) ® (L - e)(M), decomposigdo esta na qual am-
bos os somandos sao ndo triviais, o que contraria a indecom-
ponibilidade de M. Logo, A ndo possui idempotentes nao
g também naoc possui idempo-
tentes nao triviais do que segue que

" triviais e, consequentemente,
% & um anel com divi-
S30.

Para um elemento x de A, sejam x =x+ Ph e
X = x + J. Se provarmos que x & inversivel em A se e s0
A como A & um anel com
T 3 €
divisdo, teremos que J & precisamente o conjunto dos ele-

mente se x for inversivel em

mentos nio inversiveis de A e, portanto, resultard que A
e local.

f claro que se x & inversivel x e x sao inver

sfveis.
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Suponhamos que x & inversivel. Nesse caso, as apli
= A A A A

Bi T BA L2 3% ™ B
mente por d(a) =a x e £(a) = x a sao epimorfismos. Dal

seque que d: A~ A e £: A = A definidas.por d(a) = ax

cagoes e

definidas respectiva-

e 2(a) = xa s3do epimorfismos médulo PA, isto e,
A=Imd+ PA=1Imn £ + PA.

Pelo lema de Nakayama, seque que Imd = Im £ = A,
ou seja, d e £ resultam epimorfismos do que resulta a in-

versibilidade de x em A.

- = = bl
e inversivel. Entao x y=1

Wi

Suponhamos agora que

para algum y de A. Dal -1 %(-y), ou seja, x(-y)+l ¢ J

donde x(~y) “1+3 com j em J e x(-y) = -1 + 3. Mas

j e g% = rad e, portanto, j =1 - U onde u & um in-

versivel de

Logo, X y = u e, portanto; x & inversivel.
' 0

Teorema 3.5. Se R & um anel local noetheriano completo e

A uma R-algebra finitamente gerada sobre R, o© teorema de

Krull-Schmidt vale para A-modulos finitamente gerados. .

Demonstracdao: Pelo lema 3.4. o anel dos A-endomorfismos de
gqualgquer A-modulo indecomponivel & local.

Pelo teorema 1.8. basta entdo verificarmos que todo
A-mddulo finitamente gerado & noetheriano como R-modulo para
que A satisfaca a propriedade de Krull-Schmidt. Se M @&

um A-médulo finitamente gerado, M & finitamente gerado so-

bre R e, portanto, & noetheriano como R-mddulo. Comc todo A-
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submbdulo de M & também um R-submédulo segue-se que M tam

bém & noetheriano como A-modulo. O

Corolario 3.6. Seja R um anel de valorizagao discretae A

uma R~3lgebra finitamente gerada sobre R. BSe R & completo
o teorema de Krull-Schmidt vale para A-modulos finitamente

gerados.

Coroldrio 3.7. Se R & um anel de valorizagao discreta com

pleto e G um grupo finito, o© anel de grupo RG satisfaz ao

teorema de Krull=Schmidt.

Um anel local R & denominado henseliano se toda
vez que um polindmio monico £(X) em RI[X] se decompoe mo-
dulo MR[X], onde M & o ideal maximal de R, esta decom-
posigao pode ser levantada para R[X] no seguinte sentido:
se £(X) = g, (X) h (X) mddulo MR[X] com g,(X) e hy(X)
ménicos e tais que g, (X) RLX] + h (X) R{X] + MRLX] = RLX]
entdo existem polindmios monicos g(X) e h(X) em RL[X1 tais
que g(X) = g (X) mddulo MR[X], h(X) = h,(X) mddulo MR[X]
e f£(X) = g{X) h(X).

. Um anel local R & henseliano se e somente se dada
qualquer R-algebra finitamente gerada A e qualquer ideal I
de A & sempre possivel levantar idempotentes de 2 para A.

I

A demonstracio desta caracterizagao esta em (1, teo

rema 22).
Como no teorema 3.5. o fato do anel R ser completo

somente foi utilizado para permitir o levantamento de idem-
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potentes de g% para A (A = HomR(M,M)), podemos afirmar en

tao que o teorema de Krull-Schmidt vale para A-mddulos fini-
tamente gerados sempre que A for uma R-dlgebra finitamente
gerada sobre um anel henseliano.

Em um artigo publicado em 1973 (6), E.G.Evans Jr. a
presentou uma reciproca parcial desse resultado, demonstran-
do que se R & um anel local e toda R-algebra local finita-

mente gerada sobre R satisfaz o teorema de Krull=-Schmidt

entao R @& henseliano.



CAPITULO IV

Neste capitulo, consideraremos como RG-modulos tao
somente aqueles que, como R-modulos, sejam livres de posto
finito. No caso em que R & um dominio de ideais principais,
isso equivale a considerar apenas os RG-m6dulos que, sobre
R, sejam projetivos finitamente gerados.

Seja p um numero primo. Por Zp anotaremos o© a-

nel dos elementos p-inteiros de @, isteo &,

2, = {a/bla e b s3o inteiros e p nao divide b}.

Zp & precisamente © anel de valorizagéo do COXpo
dos nimeros racionais Q correspondente & valorizagao p-
adica. Assim, Zp & um dominio de ideais principais local
cujo tnico ideal maximal &€ P = pz_ = {a/b eZp | p divide a

i

e p nao divide b}.

Representaremos por QO o completamento p-adico de
0 e por % o seu anel de valorizagio. & & também um do-
minio de ideais principais local e o seu Gnico ideal maximal
& pZ.

Vamos estudar a validade do teorema de Krull-Schmidt

para ZpG—médulos, guando G & um grupo finito.
) 46 =
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Inicialmente, consideraremos O caso em gue o) nao

divide a ordem do grupo G.

TEOREMA 4.1. Se p nao divide a ordem de G o anel de gru

po ZpG satisfaz ao teorema de Krull-Schmidt.

Demonstracdo: Suponhamos que M, ® ... & M_ =N, & ... ® N

onde os M, e o0s Nj sao ZpG—médulos indecomponiveis.

Se p nao divide a ordem de G, o ideal gerado por

|Gl em Zp e igual a Zp, pois nesse caso, |G| & inver-
sivel em Z_.
p

Pelo teorema o0.3., como |G|Zp = Zp, segue-se que

toda sequéncia exata de ZpG—médulos cinde, pois

ExtZ G(M, N) = Ap Eth G(M, N) = IG|Zp Extz G(M, N) = 0.

p P P

Isso implica que todo ZpG—médulo indecomponivel &
um ZpG—médulo irredutivel e; portanto, Zp-irredutivel.

A série de submodulos

Mo =M, ©...0 M M =M, 8..0 M_>...oH, =M >M, =0

&€, entao, uma série de Zp—composigéo de M, ®...8 M_ cujos
fatores de Zp—composigéo sao justamente os M,.

Da mesma forma, o0s Nj serao fatores de Zp-compo~
sigEq de N, ©...0 N_.

Mas, como IGlZP,= Zp, pelo teorema 0.4., os fato-
res de Zp—composigao de um ZpG-médulo sao unicamente de-
terminados a menés de ZpG—isomorfismo e ordem de ocoxr

réncia.

Assim, teremos r = 8 e Mi isomorfo a Ni para
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1l <1isgrx depois de convenientemente reenumerados 0s Nj.D

Vejamos agora o que acontece quando p divide a or
dem do grupo G. Nessas condi¢Oes, Berman e Gudivok . em
(2) apresentaram um exemplo de um grupo ciclico H para o
qual o anel ZpH nao satisfaz a propriedade de Krull-Schmidt.

Para grupos comutativos, os resultados que apresen-
taremos a sequir, devidos a Jones, dao uma condigao neces-
saria e suficiente para que ZPG satisfaca ao teorema de
Krull-Schmidt.

Um fato importante do gqual vamos necessitar é o se-

guinte:

LEMA 4.2. Se, para todo QG-mddulo M, a irredutibilidade
de M implica na irredutibilidade de OM como  OG-mddulo,
o teorema de Krull-Schmidt . vale para ZpG—médulos.

A demonstracdo desse fato serd feita no proximo ca-

pitulo, sob condicdes mais gerais, no teorema 5.11. [J

TEOREMA 4.3. Seja G um grupo comutativo cujo expoente é

gp”, onde q =1 ou p @& raiz primitiva médulo q.
Entdo, o teorema de Krull-Schmidt vale para ZpG-

modulos.

Demonstracao: Vamos usar o lema anterior. Seja, entao, M um

0G-mddulo simples. Como QG & semisimples, tem-—se
m
G = ® M (D)
i=jy By i

onde 0S -Di sdo anéis com divisao e Mn-(Di) o anel das ma
N =
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trizes n, X ng com elementos de Di'

Por ser G comutativo, temos que n,=n
e que os D, s3o comutativos, ou seja, Sa0 COYpos.

Se T & a representacao racional de G correspon-
dente a M temos que T(G) & Di para algum i e, portan-
to, T(G) & um grupo ciclico.

Se fazemos H = G/Ker T M torna=-se um QH-modulo
irredutivel, definindo-se hm = gm para h em H, m em M
e g de G tal que g + Ker T = h.

Tomemos um elemento a em H gue seja um gerador
de H e suponhamos que a ordem de a seja igual a r.

Podemos definir um homomorfismo ¢ de Q[X] em QH,
associando ao polindémio g(X) =a  + a, X + ... * aSXs o ele
s

mento ¢(g) =a + aa+ ... + a.a

5 de QH. Essa fungao

¢ & um epimorfismo cujo kernel & o ideal Qerado pelo polin§
mio X -1. Em QCX], x¥ =1 se decompde comoo produto dos
polinamios ciclotomicos cujas ordens dividem 1. Temos, en-

tao:

n

g[X] = QLX] ®...0 QCLX]

(x* - 1) (£,) (f)

QH

14

onde os £, sfo os polindmios ciclotdmicos cujas ordens 530

divisores de r. Como 0Os fi sa0 irredutiveis, os quocien-
QX1
(£4)

precisamente a decomposicao de QH em ideais simples.

tes s30 corpos e, portanto, a decomposigao acima é

Em particular, obtemos que M= QLX] para algum i.
» (£4)

0 epimorfismo ¢ leva o polindmio X em a e,con
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QLX) ® ... 0 QLX]
(f£,) (f¢)
corresponde a (X + (£,),..., X ¥ (ft)). Assim sendo, oS e-

sequentemente, no isomorfismo OQH = a

lementos de H e, por conseguinte, os de G atuam sobre
QrX]
(£4)

de X.

mediante a multiplicagao por X e pelas poténcias

QLX]
(£5)
polindmio ciclotdmico cuja ordem divide r e, consequente-

Seja f = f; tal que M = Entao, f €& um

mente, divide o expoente de G. Entio, a ordem de f & i-
gual a mg onde m, divide m = qpn. Pelo teorema 0.10. o
nimero de fatores irredutiveis distintos de f em Q[X] &
igual ao nimero de extensdes ao anel o™/ 1) do ideal
gerado por p em Z.

Se g =1 o0 teorema 0.12. nos garante que o ideal
pZz tem uma Unica extensdo de pZ a o™/ T). Quando q=#1
o namero de extensdes de pZ a Q("Y/ I) & igual a —2%§l—
onde t é o menor inteiro positivo tal que pt = 1 modulo q
(Teorema 0.13.). Pela hipbtese, se q # 1, p €& raiz primi-
tiva modulo g e, portanto t = Q(qf. Por conseguinte, pZ
tem uma Unica extensdo a Q(™/ 1) e, portanto, uma Gnica ex

tensio a o(™/ ).

Entdo, f & irredutivel em O[X1] e o quociente

—9%%1— & um OG-mddulo irredutivel. Como veremos a seguir,
LX) = 5o 2K = fem = Ou
(£) (£)

e, portanto, OM & um OG-mddulo irredutivel, o que comple-

ta a demonstragao do teorema. [
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= O[X) = & o _OLX]
LEMA 4.4. Se feQ[X], entao ) Q ® (F)
Demonstracao: Seja B:0 x Q{;f - Q{?ﬁ a fungao que

leva o par (q, g + (f)) em gg + (f), para q em 0 e
géQ[X]. B & balanceada e, portanto, existe um tnico Q-ho-

Foge & @ —QLXI orx]

momor fismo 5 em —rEy tal que

F(g ® g + (f)) = qg + (£f).
Dado g =q, + qxx + .. qnxn com qieﬁ tem—

se:

. n .
g X"+ (£ = ] q X +(H) =
0 i=0

g+ (£) =

I ~8

i

i

n \ n
= ) F(qi®xl+ (£)) = F(] q; ®X + ()
i=0

i=0

o que mostra ser f um epimorfismo.

n
Seja agora ) q; ® g;+(f) um elemento de Q ® %%%l.
i=1
mj .
Para cada i, g, *+ (£) = ) qj 5 x) o+ (£) com
j=0

m, menor que o grau de f ou entao 9 estd no ideal gera
do por £, caso em que g, + (£) = 0.

Assim

) ay ® ) qij xJ + () =

Lag ® g5+ (£) ) .
i i j

= J g8 ¥+ (5 = [p;0x+ (D)
s ij 2 ]
1,3 J

com os p, em 0.

Segue dail que
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F() g ® 9 + (£)) = F(]pye I+ (£) =
i J
= ZF(p.exj+(f)) = ) p. x3 + (£).
: j . ¥4
J J -
Assim sendo, se F(] q; ® 9; + (f)) = 0 entao
i

Y P x3 + (f) = 0 donde Py XJ estd no ideal gerado por
3 ' J

f, fato este que, como Jj < m, < grau de f para todo J,

implica pj = () para todo Jj e, portanto,
J q ®g; + (£) = ) py @ X+ (f) = 0.
i ]

Logo, F & um monomorfismo e, portanto, um isomorfismo. [

Trataremos agora de demonstrar a reciproca do teore
ma 4.3., ou seja, que, se g # 1 e p nao & uma raiz primi
tiva modulo g, o anel ZpG nao satisfaz a propriedade de
 Krull-Schmidt.

Seja, entao, G um grupo comutativo finito cujo ex
poente obedece as condigoes acima. Pelo teorema fundamental

dos grupos comutativos finitos podemos escrever:

G = Hn ® H 0...9 Hr ® H, ®...9 le @..@ HS1 D...9 Hsr

1 s

onde os H, e Hij sao subgrupos ciclicos de H cujas or-
= s = n = ai = ai j

dens sao: lHnI P IHiI pt, IHijl Py J sendo p;,

Pyrecsr Pg os divisores primos da ordem de G,

nzo 2...20a > 0 e Ogy 204, 2 coe 2 0y, para to

do i. Segue que g = p?l1 «me p§s1.
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Seja H, uma imagem homomdrfica de H_ com ordem p.

-

Temos que H =H @ H, ® H @ ... ® H € uma i

1 sS1

magem homomorfica, ciclica e de ordem pq do grupo G.
Seja ¢:G — H um epimorfismo. Se M €& um ZpH—mé
dulo podemos torna-lo um ZpG-médplo definindo a agao de G
sobre M por meio da agao de H, isto &, fazendo gm=¢(g)m
para g em G e m em M.
Como G atua sobre M mediante H, resultam, de
imediato, as seguintes propriedades:
(i) Dois ZpH—médulos M e N sao isomorfos como ZéH—
mddulos se e sO se sao isomorfos como ZpG»médulos.
(ii) Um ZpH-médulo M & decomponivel como ZpH-deulo se
e sb se M & decomponivel como ZpG—deulo.

Em consequéncia disso, se tivermos M, ©...0 M_ =

LR

N, ®...0 N, com M, e N, ZpH—médulos indecomponiveis,

teremos que M, ®...8 M_ =N, 6...® N, como ZpG-médulos e

com os M, e Nj ZpG-médulos indecomponiveis.

Assim, se o teorema de Krull-Schmidt valer para
ZpG—médulos, também devera valer para ZpH—deulos.

Como vemos, para verificar que © teorema de Krull-
Schmidt falha para ZpG—médulos, podemos supor que G seja
ciclico e de ordem igual a pqg.

Para reduzir ainda mais o problema, demonstraremos o

seguinte resultado:

TEOREMA 4.5. Seja G um grupo tal que G = G, ® G, onde G,

e G, sao ciclicos de ordem q e Pr respectivamente. Se
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Y & uma raiz da unidade tal que wq = 1, existe uma corres
pondéncia biunivoca entre as classes de isomorfismo dos ZpG—
modulos indecomponiveis e as classes de  isomorfismo dos

Zp[w]Gz-médulos indecomponiveis.

Demonstracao: Seja ¢, um gerador de G,. Podemos dar a

Zp[wl- uma estrutura de ZpGl—médulo por meio da operagao

g{-){:wix paraXe_[ Zp[tp]e 0 <i=<g- 1.

Se N & um p[qJ]Gz--médulo indecomponivel defini-
mos em N uma estrutura de ‘ZpG—médulo da seguinte maneira:
glg,n = wigzn para g, em G,, n em N, 0s<isqg- 1.

Se N, & um ubgrupo de N vem, de imediato, gque
N, & fechado em relagdo a multiplicagdo por escalares de
Zp [ylG, se e éomente se & fechado em relagao a nultiplica-
Gao por escalares de ZpG, ou seja, N, & um Zp[lez—sub—
mddulo de N se e sd se for um ZpG~subm6dulo de N.

segue dal que se N for indecomponivel  como
Zp[W]Gz-m6dulo também o0 sera como ZpG-médulo.

'Da mesma forma, se N' e N'' sao Zp[w]Gz-médulos
indecomponiveis e 0 uma fungdo de N' em N resulta que
o & um Zptlez-homomorfismo se e sb se o for um Z G-ho"
momorfismo e dai vem que N' e N'' sao isomorfos  como
ZpG-médulos.

Seja agora M um ZpG-médulo indecomponivel. Pode-
mos encarar M como um ZpG‘~m6dulo, simplesmente restrin-

gindo a operacao externa de M aos escalares de ZpGl.

Como p nao divide a ordem de G,, M @& a soma di
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reta de ZpG1~subm6dulos irredutiveis, digamos M=L; @..® L .
Suponhamos que Ly, Lopreeny LS sejam os componentes nao iso
morfos de M e seja, para cada i, Mi a soma de todos 0s
ZpGl—submédulos de M isomorfos a L1' Vvamos mostrar, por
inducao sobre s, due a decomposigéo M=M, +M, *+ ... "% M
& uma soma direta. Se M;n(M, + ... + Ms) 2 0, seja L um
submddulo irredutivel dessa intersecao. L & um ZpGl—submé
dulo simples de M, e de M, ®...0 M_, a qual & uma soma
direta por hipotese de indugao. Consequentemente, L deve ser
isomorfo a um componente irredutivel de M, e a um componen
te irredutivel de um dos M, com i > 1. Seque dal que
L, L= L, com i » 2 o que & um absurdo. LOgoO,
M = M, ® M, & ... & M.

Seja g,¢G,. Como G & comutativo, constata-se que
9,0y & um ZpGl—submédulo de M e isomorfo a L, pela apli
cagdo que leva um elemento £y de L, em gzﬂi a qual &
um ZpGl-isomorfismo. Assim sendo, Mi & fechado relativa-
mente 3 multiplicacdo por elementos de G, €. portanto, 2
um ZpG-submédulo de M para todo i.

Como M & ZpG—indecomponivel resulta que s =1 e,
consequentemente, todos 0S8 submodulos Li 530 ZPGl—isomor—
fos a L,. Mas L, & um ZpGl—submédulo simples e, portan-
to, isomorfo a Zp[W] onde V¥ & uma raiz da unidade cuja

ordem divide ¢. Assim, obtemos:

M=L ®L,®...0L =L 0L &...0%5*

R

= 2 @ ... b = (2 .. @ 2 @ 7
p[wl ® ptwl ( pEWJ @ ptwl 2

p P
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i

(z tyl ®, z) @ ...8 (2 [v])e, 5 ) =2 _[y] &, M
P p P P p P P D

-

onde M' & o 2 _-mddulo Z_ @;... @ yA (r vezes).
IS P P
Zp[W] e, M' & um ZpGl-médulo no qual os elemen-
tos de G, atuam atraves da multiplicagao pox poténcias de V.
Aproveitando © ZpGl~isomorfismo existente entre M

e Zp[wl ®Z M' podemcs fazer Os elementos de G, atuarem
P

sobre Zp[w] ®, M' transformando-o assim em um Zp[lez-mé

P
dulo.

Se N & um Zp[w]Gz—submédulo de Zp[w] ®, M', N
P
& estavel sob a acao de Zp[W] e de G, e, portanto, N cor

responde a um ZpG—submédulo de M, Assim, a indecomponibi-
lidade de M como ZpG»médulo implica na indecomponibilida-

' . T -
de de Zp[w] ®Zp M como Zp[xp]G2 modulo.

Aplicando agora a Zp[W] 8, M!' o processo ante-
riormente descrito de transformagao de Zp[m}Gz-modulos inde
conmponiveis em ZpG—médulos indecomponiveis, voltaremos a Ob

ter M, o gue demonstra o teorema. 0

Uma consequencia deste teorema é que se ZPG satis
faz a propriedade de Krull-Schmidt, Zp{jw]G2 também satis-—

faz, pois se M, & ... (3 Mr =N, @ ... ® Ns onde ©s Mi e

d

seus ZpG-médulos correspondentes aos quais chamamos por Xi

N. sao Zptijz—médulos indecomponiveis, podemos tomar OS

e Y.. Se X=X, ® ... @ X e v =Y. ® ... ®Y_ , atra
3 X r i s -

vés do mesmo processo utilizado no teorema, podemos tomar X

e Y zp[ijZ—madulos obtendo X=M ©..8 M_ € YEN  @...8 N



..-57..

como Zp[w]Gz—médulos. Segue dal que X, ®...8 X_ =Y, 0.8 Y

como ZpG—deulos e, portanto, r=s € Xi.;Yi para l<isr

fl

do que resulta M,

Ni para i £ i 2 r.

Assim sendo, precisamos mostrar apenas que O teore-
ma de Krull-Schmidt nao vale para ’ZPEWIG2~m6dulos, onde
G2 e um grupo de ordem p e ¢ uma raiz da unidade tal que
yq = 1.

Sejam S = Zp[W], @ uma raiz da unidade de ordem

p, R =2S[6] e g um gerador de G S pode ser conside-

”e
rado um SG,-mbdulo definindo-se g¢gs = s para s em S.

Também R torna-se um S5G,-modulo definindo-se
gr = 0r para r de R.

Um novo tipo de SG,-modulo pode ser construido da
forma seguinte. Seja y um elemento de R, tal que Y di~-
vide 6 - 1 e Ry # R(6 - 1). Consideremos O s=-modulo
Sy @ R obtido pela soma direta do S-modulo livre ‘Sy de
posto 1 e do S-mbdulo R.

Fazendo G, atuar sobre Sy @ R por meio das defi

nigdes gy =y +y e gr = 0r para & em R, obtemos um

SGz-médulo, o qual serda denotado por (v, R).

TEOREMA 4.6. Todo 8G,~mddulo M & isomorfo a4 uma soma di-
reta do tipo
(Y,» R) ® ... @ (Yr, R) ®S & ... ® S ®@R® ... ® R,

onde Yy divide para 1l =1 <1, Y, divide 6-1 e

Yi+1

RY, ¢ R(6 - 1). O nuimero de vezes Jue S aparece e O nume=-
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ro de vezes que R aparece nessa decomposigdo de M sao de
terminados unicamente por M bem como © sao os Yi a menos

de inversiveis de R (10).

Nio demonstraremos este teorema. Apenas esbogaremos
a maneira como surgem Os Yi' Seja o =1+ g + ... gp--1 e
seja M = {meM|om = 0}. Definindo 6m=gm para m em M
M, torna-se um R-modulo finitamente gerado sem.torgéo do
qual (g - 1)M & um submodulo.

Pelo teorema dos fatores invariantes para modulos
finitamente gerados sobre dominios principais existem elemen
tos b1"“’ bn em Mo € Yyreeer Y, em R tais que Yy

divide para 1 =i < «x e Mo =Rb, & ... ©® Rbn e

Yi+r
(g - 1)M = Ry,b, @ ....Q Rynbn. Como (6 - l)Mo € (g - 1)M
resulta que Yn divide 6 —_1.

Escolhe-se r de forma que Ry  * R(6 - 1) e
RYr+1 = R(6 - 1).

f claro que S e R sdo 8G,-modulos indecomponi-
veis. Vamos usar o teorema 4.5. para mostrar que oS 5G,-
médulos da forma (y, R) tambdm sao indecomponiveis. Se
(y, R) & igual a M, ® M,, decompondo M, e M, pelo teore

ma obteremos:

(Y,R) = (a,,R)®...6(a_,R)®(B,,R)S...0(B,,R)OS...050RE. . .®R

onde os (a,, R) aparecem na decomposicao de M, e os (QYR)
na decomposigdo de M,. Como o posto de S sobre S e le

o posto de R sobre S§ & p-1, o posto sobre S de um SG,-
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nodulo da forma (e, R) & igual a p. Assim, para a decom-
posigio acima de (y, R) considerando 0s postos sobre S te
mos trés possibilidades: (y,R) = (a,,R) ou (y,R) = (B,,R)
v (y,R) S @® R. No primeiro caso, M,=0; no segundé ca
sO, M1 =0, O terceiro caso nao pode ocorrer, pois se A e
o SG,-submodulo de (v, R) defihido;xn: A = {me (y,R) | gm=m}
e B & o SG,-submbdulo de S @ R dado por
B ={meS ® Rlgn = m}

verifica-se que B & igual a S e que

A = {-—r [——e—-%-—-l—)y + rlreR}

e, portanto, o posto de B sobre S & 1 e o posto de A
sobre S & maior ou igual ao posto de R sobre 5 O qual
e p > 1.

Logo, (y, R) & indecomponivel.
¢ (p)

Em Zp[G], p decoﬁpSe-se como p = (L =~ 6)
= (1 - 0)P7', sendo 6-1 um elemento primo no anel.dos in
teiros de Zp[G]. Por outro lado, em R = Zp[ﬂ, vl, p de-
compoe-se em p = (61... (Sh)p_1 onde os 6i sao primos de
R e h = ~2é§l-, onde d @ a ordem de p no grupo dos in
versiveis do anel dos inteiros moédulo q. Assim, resulta

1 -6=8 ...8

1 h*

Se p ndo é raiz primitiva moédulo g, h & maior

do que 1. Facamos, entao, § =6, e ¥y = 8

; §, e con

2 - 2 © h
sideremos o SG-mddulo M = (8§, R) @ (y, R). Seja x um e~
lemento de (8, R). Entdo, x =sy +r com s em S, r el

R e y tal que (6§, R) = Sy & R. Temos que:
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1l

(L+g+ ... + g% N)(sy + 1) (sy + r) + glsy + r) + ...

oo + gP Tl (sy + x) = (sy + ) + (sy * s6 + Br) + ...
..+ (sy + s6 + s66 + 5626 + ... + s0F ‘y + P 'r) =

= p(sy) + s[(p=-1) + (p=-2)8+ ...+ P %1y =0
se é somente se s = 0.

Assim se o0 =1 +g-i~...+qp-1 e M = {meM|om = 0}
temos M_=R® R e, portanto, que {(1, 0), (0, 1)} & uma
base de MU sobre R.

Seja x, agora, um elemento de (6, R) @ (v, R).

Tem-se que: X = (s,¥, + r;, 8,¥, + r,), com S €S, I eR,

i
Yy convenientes. Dai:

(g = 1)x =
= (s,y,+8,6+0r, ~s,¥; - Xy S,¥,+ S,Y+ 0L, = 5,¥, " ¥,) =
= (5,86 +(6-1)x;, S,Y +(0~-1)xr,) = {((sy +vYr,)6, (sz-kérz)y).

Assim, {(§, 0), (0, y)} & uma base de (g-1)M so
bre R.

Como & e Yy sao relativamente primos em R exis
tem elementos x e y em R tais que -x6 + yy =1. Ob-
temos, entao:

(1,0) = yv(y,x) + (-x)(&,y) e (0,1) = -8 (y,x) + y(8,Y).

Portanto, (y, x) e (6, Y) geram M0 sobre R e,

como sao linearmente independentes, constituem uma base para

M sobre R. Além disso,
(6,0) = =x8(8,Y) +y8(y,x) e (0,v) = yy(8,y) + (=1L)y6(y,x)

mostram que (&, vy) e y8(y, x), que s3o linearmente inde-~
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pendentes, formam uma base de (g - 1)M sobre R, a qual
provém da base {(&, v), (y, x)} de M, multiplicando (6&,Y)
por 1=y, e (y, x) por vy, =v8§ = (1= 0). Levando em
conta, ainda, que o posto de M sobre S € igual a 2p,.chg

gamos a seguinte decomposigao de M dada pelo teorema 4.5.:

(S, R) & (y, R) = M (1, R) ® S & R.

Como todos esses SG,-mddulos sado indecomponiveis,
resulta, finalmente, que Zp[w]G2 = SG, nao satisfaz a pro-
priedade de Krull-Schmidt.

Como ja vimos, isso implica que o teorema de Krull-
Schmidt nao vale para ZpG-médulos sempre que G for um gru-
po comutativo finito cujo expoente &€ da forma qpn com gzl
e p nao sendo uma raiz primitiva modulo qg..

Juntando os resultados apresentados, podemos enun-

ciar o seguinte:

TEOREMA 4.7. Se p e um divisor primo da ordem de um gru-

po comutativo G, entdo, o teorema de Krull-Schmidt = vale
para ZpG-médulos se e somente se G tem expoente qpn on

de g=1 ou p €& uma raiz primitiva modulo q.

Ainda no caso em que p divide a ordem do grupo G,
mas sem a hipotese de que o grupo seja comutativo, temos o

resultado abaixo, devido a Jacobinski:

TEOREMA 4.8. Seja R um anel de valorizacao discreta de ca

racteristica zero, K seu corpo de quocientes e G um p-gru

po sendo p um primo Iimpar e nido inversivel em R. Entao,
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o teorema de Krull-Schmidt vale para RG-mddulos.

m
Demonstragaoc: Seja KG = & My (D;) a decomposigao de KG
j=1 i

em componentes simples. Consideremos uma extensao F de K
a qual seja um corpo de decomposicao para G. Seja wj uma
representacgao absolutamente irredutivel de G sobre K tal
que, se Mj 2 o KG-modulo associado a wj' tenhamos
Mnj(Dj)(F @y Mj)

diferente de zero. Se ﬁj & a representagcao associada a
F 8y Mj' como G & um p-grupo e p a impar,‘aplicando o
teorema 0.16., obtemos que O indice de Schur ée ﬁj sobre

K & igual a 1. Pelo lema 0.15., isso significa que Dj

Dy j

m
mutativo. Assim, podemos escrever KG = @ M (Ki), onde
i=1 i

& isomorfo ao centro de M (Dj)‘ e, portanto, que D, é co

os K, sao corpos. Como G & um p-grupo temos KiEEK(wi)
onde W, & uma raiz da unidade cuja ordem & uma potéﬁcia de
p. Se P @&o ideal maximal de R, como p pertence a P,
pelo teorema 0.12., vem que P se ramifica completamente

em K,.
i

Assim sendo, o tecrema 0.14. nos diz que

Ri = K @& Ki = KiQ'
onde ﬁiQ & o completamento Q-ddico de K, sendo Q a a
m ~
nica extensao de P a K,. Dessa forma, Ke = © M (Ki)
g=1 1

é a decomposicdo de RG em componentes simples.
Seja M um XG-mb6dulo simples. Entao, M é iso-

morfo ao KG-mddulo constituido pelos vetores coluna n; X 1
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sobre algum dos K,. Entdo, M sera constituido pelos veto
res coluna ny x 1 sobre ﬁi e, portanto, sera um ﬁG-médg
lo simples.

Como veremos no proximo capitulo, o teorema 5;11.
nos permite concluir que © teorema de Krull-Schmidt vale pa

ra RG-modulos. [J

Se G é& um grupo finito qualquer, O MeSMO argumen-
to do teorema 4.8. pode ser usado para O caso em gue K éum

corpo de decomposigao de G, ou seja, vale para O seguinte:

TEOREMA 4.9. Se G & um grupo finito e K é um corpo de de

composigcao para G o teorema de Krull-Schmidt vale para

RG-modulos.

Demonstracao: Basta observar que, como K & corpo de decom

~ . . m A
posicao de G, tem-se KG = @ Mn‘(K) e, portanto, KG
i=1 L
m

= @ M (k) & a decomposigao de KRG em componentes sim-
i=1 i

ples. Dai, o teorema segue pelo mesmo raciocinio utilizado

no teorema anterior. [



CAPTTULO V

Como ja mencionamos, O estudo das representaqSes de
um grupo finito G sobre um anel R pode ser efetuado me-
diante o estudo dos modulos sobre O anel de grupo RG, gque.
como R-modulos, sejam livres e de posto finito.

Quando R & um dominio e K © seu corpo de Qquo~
cientes, temos que RG & um subanel de KG.

Essa situagao pode ser generélizada pela seguinte
definigdo: Seja R um dominio, K seu corpo de quocientes
e A uma K-algebra de dimensao finita. Um subanel A de
A & denominado uma R-ordem em A se:

(i) o centro de A contém R.
(ii) A & um R-submddulo finitamente gerado de A.
(1ii) XA = A, ou seja, A contém uma base de A sobre K.

Assim, por exemplo, RG & uma R-ordem em KG pa-
ra todo grupo finito G.

Seja A uma R-ordem em uma K-algebra A.

Um reticulado sobre A (ou um A-reticulado) € um
A-mddulo finitamente gerado, que. como R-mddulo, € livre e
sem torgao.

Dessa forma, a teoria dos reticulados sobre ordens
constitui-se numa generalizagéo da teoria das representagBes

de grupos f£initos.
-6 4
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Neste capitulo, estenderemos para reticulados sobre
ordens alguns resultados dos capitulos anteriores.

Decorrem imediatamente os seguintes teoremas:

TEOREMA 5.1. Se R & um anel artiniano e A uma R-ordemn

entio o teorema de Krull-Schmidt vale para A=reticulados.

-

Demonstracdao: Se M & um A-reticulado, M & um A-mddulo

finitamente gerado, e portanto, artiniano e noetheriano,
pois A também o & por ser uma R-ordem. Entao, pelo coro-

lirio 1.9, M satisfaz Krull-Schnidt. [

TEOREMA 5.2. Se R € um anel de valorizacgao discreta com-

pleto e A uma R-ordem O teorema de Krull-Schmidt vale pa

ra A-reticulados.

Demonstragao: £ uma consequéncia imediata do teorema 3.5. O

Sejam R um anel de valorizagao discreta, K o seu
“corpo de quocientes e P = TR o seu ideal maximal.
Por R e & anotaremos os completamentos p-adi-

cos de R e K. pado um R-reticulado M, tem-se:

M = R QR M, KM =K @R M=K®

n

Re_m.

(K@RM) R

K
Se V €& um X-modulo que contém M, diz-se que M
é pleno em V guando KM =V .

Consideremos uma K-algebra A de dimensao finita

e uma R-ordem A em A.

-

LEMA 5.3. Se M & um A-reticulado, entio M = KMnfl, on
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de consideramos KM e M incluidos em M = RM .

Demonstracao: Seja {t,, X,pees1 X } uma base de M sobre
1 2 m

m m A m N
R. Entao: M = & RX, , KM = & Kx ., M= @& Rx. Dai:
i=1 =1 i=1
A m A m .
KMAM = ©® (K0R)x, = ® Rx, = M. 0
. i i
1=1 =1

LEMA 5.4. Seja V um A-modulo finitamente gerado. Entao:

(i) Se M & um A-reticulado pleno em V; entio M & um

R-reticulado pleno em v.

It

(ii) Se T € um f-reticulado pleno em vV, entao M = VaT

-

& um A-reticuladoc pleno em V e M= T.

Demonstracdo: (i) Se KM =V, temos que:

KM = X @ﬁ (R ®R M) = K @R M=K @K (K @R M) = K ®K V=V .

(i1) sejam {x;, X,s000: xn} uma base de T sobre R e

{Yx""' yn} uma base de V sobre K (ambos tem O mesmo

nuimero de elementos, pois, como Rr = @, dimK Vv o= dimﬁ vV =
~ n R n n
= dimg T). Entao: T = Z Rxy, V = Z Kx,, V= Z Ky, »
i=1 i=1 i=1
A ? 2
vV = Ky, .
i=1 4
Escolhendo em K elementos Tij suficientemente

préximos dos elementos correspondentes de S-l,(onde_S=(ojkL
dada por yj==2 Ujkxk)’ a matriz (Tij)(cij) sera inversi=
vel em Mn(ﬁ).

Fazendo ~yi = L Tijyj = % Tijcjkxk' teremos :
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n n n
v=J] Ky! e T = |} ﬁyi, e portanto: TnV = ] (KnR)y; =

i=1 + i=1 i=1
n ~ n ) n
= § Ry! . BAssim: R(TaV) = ] Kyi=V e R(TnV)= b} ORy! =
i=1 * : i=1 i=1 7
=T, 0O

LEMA 5.5. R & um R-mbédulo plano.

Demonstracio: R & livre de R-torgdo. Assim, se L & um

R-submodulo finitamente gerado de R, como L também & sem
R-torgaoc, L & um R-mbédulo livre, e, portanto, plano.
Logo, como todo R~submédulo finitamente gerado de

R & plano, R & um R-mddulo plano. 0

LEMA 5.6. Se M e N sao A-mddulos finitamente gerados,
R @R Hom , (M,N) = Homg (M,8) e Hom , (M,N) é denso em

Homq (1,8 .

Demonstracao: Como M é finitamente gerado, existe um epi-

morfismo ¢: AY -—> M para algum r. Como A € noetheria-

no, Ker ¢ & um A-mddulo finitamente gerado, e, da mesma

forma; existe um epimorfismo 0: AS —3 Ker ¢ para algum s.
6 ¢

Obtemos assim, a sequéncia exata AS =5 AY =» M —> 0, da

qual, segue a exatidao de
0 —> Hom, (M,N) ——> Hom, (AT ,N) ——> Hom, (A%, N) .
Como R & plano, as sequéncias

0 —> R ® Hom, (M,N) —-> R ® Hom, (A¥,N) —> R ® Hom , (A% ,N)

~ng ~ ~ ~ o 0
e A% —» ¥ —> M ~—> 0 s30 exatas, e da ultima segue a
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exatidao de 0 —> Hom, (M,N) —> Homs (AT ,§) —> Homq (A°,8) .

A i A

Seja o: R @R HomA (M,N} =—> HomK (f,8) definida
por a(y ® f) =y ® £, onde \Px i —> N & dada por

Yr(x) = xy, para x,yeﬁ, feHomA (M,N), e sejam
a,: R ®, Hom, (A ,N) —> Homg (A1),

a,: ﬁ ®. Hom

R " (AS ,N) —> Homg (R%,1)

definidas de maneira andloga. o, o, e o, sao R-homomor-

fismos gue tornam comutativo o diagrama seguinte:

0-—> R ®R HomA (M,N) —> R @R Hom (A" ,N) —> R @R HomA (A” ,N)

“l “xl azl

0 —> Homﬁ (ﬁ,ﬁ) —— HomK (Kr,ﬁ) ez HOMA (Ks,ﬁ) .

% = R r z § “
Como R ®, Hom, (A",N) = R &, [Hom, (A,N)] R®. N

!
i

(ﬁ @R N)r = §° [HomK (ﬁ,ﬁ)]r = Homﬁ (Kr,ﬁ), vem que o,

& um isomorfismo. Da mesma forma, obtém-se que o, é um iso

morfismo, e o diagrama implica em gue o é um isomorfismo. [

LEMA 5.7. Se M € um R-modulo finitamente gerado, entao

Mnﬂﬁ = M .

Demonstracdao: R €& um anel de valorizagao discreta e, portan

to, um dominio de ideais principais. Assim, M & isomorfo a

uma soma direta finita de R-modulos isomorfos a R ou a

J% com nx1l. Assim, & suficiente demonstrar o lema para

P
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médulos dessa forma, pois, se M=M @ ... ® M_, temos:

Mo = M @ ... @ Mrn(ﬂf/i1 ® ... ® ﬂﬁr) =

= (M;nnM;) @ ... ® (MrnnMr) =T™, & ... ® "M _ = ™ .
f claro que RnmR = R. Seja entdo M = ﬁ% com n =z 1 .
Nesse caso, -2 = —gx = i, e identificando M com M
pt  pPR

temos o resultado desejado. [

LEMA 5.8. Sejam M e N A-mdédulos finitamente gerados.
Ent3c: M e N sao isomorfos como A-médulos se e SO se

~ ~ o o -
M e N sao isomorfos como A-modulos.

I

Demonstracio: Se M = N, & claro que M = N .

Suponhamos entdo gque M =R e seja' f: @ —> N um
isomorfismo, com g = £, Pelo lema 5.6., existirao
fleHomA (M,N) e g, eHom, (N,M) tais que a imagem de M por
E, = £,~f esteja contida em N e a imagem de N por
g, = 9,"9 esteja contida em M .

Dai, resulta que g, (f, (m)) = go(fo(m))+'go(f(m)) *
+ g(f,(m)) + g(f(m)). Como as tres primeiras parcelas per-
tencem a wM e g(f(m)) = m, vem que gl(fl(m))"meﬂﬁa pa
ra todo meM. Como Mnml=nM, resulta que M=(g, of ) (M)+mM.
Pelo lema de Nakayama, concluimos gque M=(g,cf,) (M). Assim,
g,°f, & um epimorfismo, e, como M & noetheriano, g,f, é
um isomorfismo.

Da mesma forma, obtemos que f,g, € um isomorfis-

mo, e dai segue que £, e g, sao isomorfismos, e, portan-
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to, N. O

Uma consequéncia desse lema é o seguinte:

LEMA 5.9. (i) Se M e N sao A-mddulos finitamente ge-

-

rados, N um somando direto de M e M =M, & ... ® M e
uma decomposicdo de M em submbdulos indecomponiveis, entao

N & isomorfo & soma direta de um subconjunto do conjunto dos

Mi .

(ii) Se L, M e N sao A-mébdulos finitamente gerados,

LOM=L®N implica M =N .
(iii) Se M e N sao A-mddulos finitamente gerados e

Mt 2 ¥ para algum inteiro positivo r, entdao M =N .

Demonstracao: Vamos demonstrar apenas a segunda afirmagao,

pois as outras sao inteiramente andlogas.
Se LOMELON, temse LoMEZLeN.
Como Krull-Schmidt vale para A-modulos, segue=se .

que M = N, e pelo lema 5.8., que M =N . [

Como vemos, as tres propriedades do lema aciﬁa sao
consequéncias do teorema de Krull-Schmidt, porém, nao sao su
ficientes para garantir a validade da propriedade de Krull-
Schinidt. Para isso, necessitaremos condigOes mais fortes co

mo as que vem a seqguir.

LEMA 5.10. Seja A uma K-algebra semisimples. Se § for

urmn A-médulo simples sempre que A for um A-modulo -sim-~
ples, entao todo A-reticulado & isomorfo ao completamento

de algum A-reticulado.
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Demonstracio: Como A & semisimples, temos que A =

it
he s
w

onde os S, sao A-modulos simples.

pai, A

1R]
hes

éi com 0OS éi A-mddulos simples,
i

e, portanto, A também & semisimples.

1

Seja T um A-reticulado. Temos que RT & um A~
moédulo finitamente gerado, e, portanto, isomorfo a uma soma
direta finita do tipo @ §:i . Entiao Rr=V, onde V=@ S, .
pai, RT = RvV. Seja T' a imagem isomérfica de T em KV.
Como RT' = Rv, T' & um A-reticulado pleno em Rv. As-
sim, pelo lema 5.4., T' = M, onde M = VaT' & um A-reti-

culado. [

TEOREMA 5.11. Se A & uma K-algebra semisimples e se 8

& um A-méduloc simples para todo A-mSdulo simples S, ©

teorema de Krull-Schmidt vale para A-reticulados.

Demonstracao: Seja M um A-reticulado indecomponivel.

Se M = T, ®T,, ter-se-ia T, = ﬁi para A-reticulados

M;, e, portanto, =M M, donde, pelo lema 5.8., se-

guiria que M = M ®M,. Portanto, M deve ser indecomponi

vel.
L _ r _ s
Tomemos entao ® M, = & N., com M,, N. A-re
i=1 1 j=1 J i J -
ticulados indecomponiveis. Entao, ® M, = @ Nj com 08
i=1 j=1
ﬁi e ﬁj A-reticulados indecomponiveis, e, como o teore-

ma de Krull-Schmidt vale para A-reticulados, vem que r=S§

e M =& ﬁi, para i =1, 2,..., L.
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Assim, o lema 5.8. nos da M, = N., para
i=1, 2,..., r . 0O
n

LEMA 5.12. Seja A= @ Mp, (D;) a decomposigao de uma
i=1 .

K-adlgebra semisimples A em K-algebras simples. Se 61

€ um anel com divis3o para todo i, entdo todo A-reticula-

do € isomorfo ao completamento de algum A-reticulado.

n
Demonstracao: Como A = @ Mni (ﬁi) e os D s8o anéis
i=1

com divisdo, resulta que A também é semisimples e o resul

tado segue pelo mesmo raciocinio do lema 5.10. . 0O

Como consequéncia, temos:

IEOREMA 5.13. Se A =@ M, (D;) €& a decomposigdo em K-l
i

gebras simples da K-algebra semisimples A, e se para to

do i, ﬁi é um anel com divisao, entao o teorema de Krull-

Schmidt vale para A-reticulados.

Demonstracao: Pelo lema anterior, todo A-reticulado pro-

vém de um A-reticulado via completamento. Assim sendo, po-
demos utilizar o mesmo argumento do teorema 5.11. . [J

n

TEOREMA 5.14. Se A = @ M,

fmmi i (K;}, onde os corpos K, sao

extensoes de K tais que o ideal TR=P tem uma Gnica ex-

tensao a cada um dos X o teorema de Krull-=-Schmidt vale

il
para A-reticulados.

Demonstracao: Pelo teorema 0.14, o completamento P~adico

de Ki € isomorfo ao completamento de Ki relativamente &
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Unica extensao de P a Ki’ e portanto, & um corpo. [

COROLARIO 5.15. Se K & um corpo de decomposigao para A,

o teorema de Krull-Schmidt wvale para A-reticulados.

n
Demonstracao: Nesse caso, A = @ Mp, (R} . O
i=1

Finalmente, mencionaremos mais dois resultados con-
cernentes a validade do teorema de Krull-Schmidt para reti-

culados sobre ordens.

TEOREMA 5.16. Se A & uma algebra separavel comutativa e

A uma R-ordem, o teorema de Krull-Schmidt wvale para o0s

A-reticulados projetivos [16] .

Uma R-ordem A em A & dita maximal se nao esta

contida propriamente em nenhuma outra R-ordem em A.

TEOREMA 5.17. Seja R, 2 localizagao de R em P e A uma
Rp-ordem maximal. Entao o teorema de Krull-Schmidt vale pa-

ra A-reticulados [157 .
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