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X. XN MANiyGLBS W=TH BOU&BÂ&Y

Let M be a C two dimens]onaJ- orientab].e compact

manifo].d,with boundal'y ÕM#ó. XT' \.ii].]. denota the space of the

C' vector fie].ds on M, with the C' topo].ogy

We az'e concen\ed with studying,in some genes'ic

çontext in xl:=x'-Eo) cer'tai.n types of veetoz' fieis whieh ar'e

not str'uctura]].y stab]-e in X' . Eo is the set of stl:'uctura].].y
stable vector fields of x'

Our' main pur'pose) is to pr'ove the existente of a

submanifo[d of X'', simi].ar to the one encountered by J. Soto-

'maior' (1221).

The n\ain r'esu].t is the foZ].swing

For' r'>3, the!'e exists a Ct'''t submanifold EI , having
cedi.mensian one wich is immersed in X:', and satisfies

a) E]. is denso in X]. (bota with the induced topos.ogy);

b) For' any X in EI) ther'e exista a neighbor'hood BI

in the intx'insic topology of E]) suei that any Y in B]. is
topologica].ly equi.valent to X.''

Sux'pr'ising]y, E]. is not the ].ar'gest set in X]. that
satisfies a) and b)

The par't Ei of E].) imbedded in XT') coincidem with
the e].ementa of X' wich ar.e fir'st arder' str'uetura]].y stab].e

Fut'therwox'e, it is pr'oved that E]. is an open subset of XI'
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'We say e]. and E12 of QT' are contjugate if
phism h: [a,b]-+ [a,b.] and a continous map
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Let ©' be the space of the C' functions

e: ja,bl-p 0'', with the C' topos-ogy

l)efinition-We say €1 and E12 of Q' are contjugate if
ther'e is a homeomorphism h: [a,bj-+ [a,b.] and a continous map

H: [a,b]+ Homem.(M) , suco that H(i) is a con.jugation between

Ei(i) and €2(h(i)). (HomeolM) decotes the gl.'oup of hameomor'phisms

of M). With this concept of conl3ugaey, the structur'al

stability in @' , is defi.ned in an obvious way

Let us denota by ]'r, the co].lection of the elemento

ec$ , such that:

]-) e(1)( EoU El;
2) E is transvel.'sal- to Ei;
3) E(a) and e(b) are in E.

We have obtained the following l.'esult:

" Any Ec ]'r' is structura].ly stabl-e."

We a]so tive some i.].lustrations of bifurcation when

tais happens by the contact of the field with aM.

We end tais wor'k presenting some open pl.'oblems
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X

Seja i'{ uma vax"iedade C", compacEü, bi.dizer\siona]. ,

orientável e com bar'do aM#ó. Denotar'erros pa!' Xr} o espaço des

campos vetoriais em I'{ de classe C'' (0<p<m) , com a tipologia
CT'

A estabi].idade está'neura! em XI', fai estudada pü!'

M.C. Peixotc} e M.M. Peixoto (l3.61 e ii71). Par'a r'>1, Q gub-

-Conjunto En de X' } constituído dos elementos está'uturalmente
@ ..'ll'.'.'..@'' '..''.'. '.'.''-'.'.'''.''..''-. '.l.' ''.'.'..'.'l'. ''.'.''$i3'

estáveis, e anel.'to e denso em X'.

Nos estamos interessados em estudar' cer'tos tipos de

campos vetoriais não está.'uturalmente estáveis em Xrs 3em re'

-deitar' um contexto ''genél'ico" em Xl:XZ'.Eo' N objetivo
pr'incipa]. ã deter'minam' una subvar'iedade de X; , simi].ar fique

conta'ada por J. Sotomayoz' em l22i.
Enunei.ar'eras o nosso !'esu].todo central.

I' Seja r'>3. Existe uma subvar'iedade E. de e].asse

CT''l' e eodimensão um, imersa em XT', satisfazendo as seguir
-tes propr'iedades

a; En esta contzüo densamente em X;} mu-

da tipologia induzida;

b> i)ara todo Xc:EI , existe uma vizinhança

BI na tipologia intr'xPnseca de E].) tal que, todo YeB]. á topa
-%A& À:b:A,ÃÀ À knt:; Â$:ÃÀ.©Á i V' :#



Salientemos que X]. não e o maior' subconjunto de X].')
que saEisÍ'az a) e b) ; isto ; m. }-'esultado inespel'ado.

esta disse!'ração, também sao estudados os elemen-

-tos de X:'',está'utura].atente es'tãveis dac primeira ordem. Ho fi-

de],a7 é dada uma aplicação ; Teor'ia da Bifu].'cação.
E:'assemes a \nna ,3escr'ição sumáz'ia dos vários capa'

-tules.

No Capa.fulo a , são dados os pz'incipais corcel.tos e

notações usados rlo decoz'r'er do texto.

0 =apzPtu[-a ]. ; desenvo].vida pz'incipalmente, pax'a a

consta'ração de * Ele divide-se em tl'es par'tes' A pl'imeira
Consiste em \nna adaptação dos e].ementas cr'itieos quase-gene-

-ricos definidos por' J. Sotomayor (1221) ã variedades com bol'-

-do. Na segunda, são estudados os Campos nao generlcosl cuja

não gemer'ecid.!de e devida ao contacto do campo com o bordo

de M; especial- atenção deve ser dada ao S8. Finalmente, na

{i].tina pal'te ) e construí-da efetivamente EI e pz'ovada a pa!''
-te b) do I'esultado lia enunciado. Convem ressaltar' aqui que,

no fi.na]. de cez'í:os pa3.'agl'aros deste capítulo) ã feita uma pr'e

-paraçao para o estudo dos campos est!'utuz,aumente estáveis de

primeira o!:'dem.

iío Capítu3.o 2 , da-se uma demonstração natura]. do
Teorema da Densa-dado (paz'te a) do I'esu].lado ci.fado atrás),

apr'oximando campos de X! pol.' el-ementas de :l!



No Capa'tuJ-o 3. desenvo].ven\os a Teoria dos Canpas
Está'utura].mente Estáveis de PT'imeil.'a Ordem; lambem g dada l:nela

condição safios.ente paz'a famx+].i.a a um parâmetro de campos ve-

-tor'tais ser estrutural.mente estável. e ainda são apz'esentadas
a].gumes ilustr'açÕes de bífur'cação, quando esta se dever ao
contacto do campo com aM.

Final.mente , no Capitulo 4, $ao apresentados a].duns
pr'ob].Chás em aberto.

Cada e].ementa de Xz' fo!:. obtido aqui, como germe

de um campo em N (vi.de capz+tu].o 0) ; observemos entretanto que,
istc> é equiva].ente pal-'a os nossos proposítos , a convide!'ar'

r-está'içÕes a M de campos de !r'=XI'(N).

.Par'a a ].eitupa .3ésté trabalho , supõe-6ê"« uma certa

famili.az'idade com Sistemas Dinâmicos , $p especi.a]. cclm os con-
-celtas apr'esentados em l3.Si e 1221. Usamos livremente os re-

-su].todos de M.C. Peixoto, M.M. Peixoto e J. Sotomayor
As r'efer'ências bibe.iográfícas são dadas em barras

Veüt3,êa;is,.
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PT'e].iminaz'es

Nesta secção, introduzi-remos al-gomas definições e

notações usadas no texto.

Considel.'arenas aqui r'aços por

campos veto!'tais , definidos en var'iedades com bor'do.

Seja M uma subvar'íedade C', bidimensiona]., compacta)
orientáve]., com bo!'do aM#ó, mergulhada em una val'iedade N, bi-

-dimensiona]., C' e sem bor'do.

a . z- pgÊj:

Dois campos vetar'tais X]. e R2 soar'e N, são chamados
$e eles coincidem sÕbr'e uma vi-

-zinhança de lq em N. Um ) é pol'

definição uma classe de gente-equiva].enfia (sêlbre M) de campos

vetoriais definidos sobre N. E].e e dito 8er' de gg=g:Ee C' ,

Os<r'<e , se existir' um r'epr'esentante X de e].asse CT' soar'e N
Seja õ o fluxo de um r'epr'esentante X de X; Õ e de-

-finado s8br'e wn conliunto D<X)={(x,t)cNxR, tc!(x) , onde !(k)

é um intervalo aberto com extr'erros ã(x) , ã(x) (eventualmente

infinitos). 0 Í11:ag..4g...X, 4), á definido por $(xft) pal'a xcM e
tcl(x), onde ](x) é o i-ntepva].o maximal contendo 0 (+(x,0):x),

par'a o qual Õ(x,t)cM quando tcl(x) . Denotar'eras por' a(x) (r'e$p
u(x)) o extr'emo infez'ior (super'ior') deste intervalo (eventual-



-mente uÍlx):o,Í>-)); Hoje se!- que uml: Urbe

-nos ce l (x) sl$c, S.nl'j.11i-=rJ, flnltc} ou

seu don:Í-nic> =eX) não depender\ üo pa!.'ti

!pais óí.r"d8, q:-.ai:q.ue d ís represa!\tan

sêbl'e i:J , que ccb-nadem CKt uma vizinhas

'm.os p=i: $ c} germe $õ ].'e u(.K} , então

Ft g.:ig.&.:a 'y <.x} de x , passada

-ção ã i!,agem de l€1x) pe.La cu].'va integ

As c't-'batas são criennad s pela o!.'l.erra

ap].ilação , at:'-ave's da orientação posit

de X, com nenhuma para.meti'ização dista

Qe X. OefiniçÕes aqui-val-entes podem se

-me y(x) , tl'al)eto"rias'gente usando c
= fv\ . r T? T rv\ }.+ f!\i vrv\l
\P){\a'bdq\ \} vv/ \LT)Tvv/e

ü . 2 - .Eg.;Ê.j:llj:.:ão- Dois campos

-i3i&Sggg. ( ou

-meomoril.smo h:fq-p f'!, que leva tr'alleto'z

Denotar'eras por' y =x!'<;q), o

.*;;;. -' -.;:Fi, . ;;:"' :;, :-*:' .
-dota!'en\os pol' ÍI':XI'(N) , o espaço aqui

sabe'e N. XT' â uma va!'iedade de Banach

[} . 3- 12Ê.Êj;.11;i;5g.c,- Um campo Xi

-tãve3. em X]', $e exi-sElE' uma vízinhan(

q11alq u==« Y[B , con ] iga c m X .

2

-mente u(x>:oií>-)); pode se}.' que um: Nabos ou rlenhwn das ext!-'e-
-nos de i(x) s3c, í-nfi11i.-trJ, finitc, ou zero. Elvidentemente $ e

seu düni-ni.c> =(X) :lão depender\ üo pa!.'ticu].ar z'cpl'eserLtarlte X

!pais .:í.í.da, q}.lai:quer d ís r'eppesentantes de X, definem f].fixos

sobe'e i:J, que ccb-nadem CKI umã vizinhança de D(X). Se denotar'-

-m.os p=i: $ c} ger.me s3b].'e D(X} , então (b:ibID(x)
/l Órbita 'y (x} de X, passando por' xcM, ã pol' defini-

-ção ã í],a em de .[€1xl} pela cu].'va integz.'a]- $X(x, }:t-- $X(x,t)
As c E-batas são c!.'iennad s pela o!.'ierltação induzida pcr esta

ap].ilação, &t:'-ave s da orientação positiva de l(x) ; uma (5l'bi.ta

de X, com nenhuma para.meti'i.zaçao distinguida, e uma tr'aietoria

de X. Definiçi3es equival-entes podem $er' dadas para órbitas-ger'
-me ?(x) , t].'ajetõrias-germe usando cur'vas integ!'ais-ger'me

l$.(xl: (R,lt(x})'+ (iN ,V(x)) .

ü.2- Defiili.ção- Dois campos X e Y soba'e M $ao ggD:

usadas (ou topo]ogicaniente equiva].entes) , se existir' um ho

meomorfismo h:M-+ ]'í, que ].eva tl'ajetõrias de X nas de Y

Denotar'eras por' X':X' <;'1)/ o espaço dos campos de

classe CT' dcf:iFii.do$ sabre M, munido da topolagia C]' 1221 . De

-rlotaren\os pol' !!'=)( (N) , o espaço equivalente para a$ campos

sobe'e N. Xr e uma va!'iedade de Banach de c]«asse C" l2KI

[}.3- Defina.çg.ci- Um campo XeX e est!.'utur'aumente es

-tãve3. em R]', $e exi.sElE' uma vizinhança B de X em X:', ta]. que

q11alCJUe:«, Y[E$, CQlnllLigã COm X



l , :; ) :; l::K:,:':l$. ;';:'Íi;; :Í:;l#: : : ÍÍ

3

ü cor1llun-(o dos campos eatr'utur'a3.mente estáveis em x

$e!'a ãfen.Geada por' E ' Em IZSI , IZ71 , mosto'ou-se que Eo (1'>1) e

anel Ea e denso em Xx', e coincide com a colação dos Campos Xcx

que bati.sfazem as seguientes conde-iões

n!- Todas os poRCos singulares de X são hipex'bélicos;

ílz- rosas a$ traJet15rias per"íodicas de X são hiper'bélicas

Q.- Não existe cor\exãc de se].as;

Q.-- X não possua tr'aliet8l'ías I'ecus'relttes não -triviais.
B},- 'lrodo o$ p fetos singular'es de X) estão no interior' de

Bz- T'orlas as tral3etorias per'íodi.cas de X, estão no inte-

-x'ior de ll;

BS- Uma -tl'aliet8ria de X tangenci.a BM, no máximo uma vez;
B*- iJcílhulílã sepal''atpiz de sela de X tangencia aM;

Bs- Se uma trajet8l'ia de X tangencia M em um ponto, en-

-tão neste porei:o a contam-to entre as duas curvas e geriéx'ieo;

B.- Ex:í.ste somente um númel'o fi-Rito de pontos de tangên-

-cia de X com iq

©

M;

:\s defi.feições de ponto singu].ar Líder'bo].ico, t}.'a

-tie'Üclr'ia perto'dica hipepbolica, conexão de $el-as e contacto

genes'ico ent!'e clIP'./as serão dadas poster'dormente,

Em l2SI , esta pl'ovado que as condições Bi ) Bz , B3,

Bq e Bs , impli.cam em Bs

O campa.emendar' de Eo em Xr ser'a denotado poz' x].
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0 . 4- TI'a-jetc ri.ss f'ez.'io'dicas

Desde que a aplicação valorização (R,p} ' X(n) ; de

classe CT' sobe'e XT'x*J l2SI q escolhendo X como pal-'amei!.'o, segue

que $:XrxlqxR.., 1{ defJ.nada por' (X,p,t)-. $X(p,t} e de cl-asse C]'

.l)al\ÃÊol!!!$g;ãc} de: Pc.[!!gg::lê- Se3 am XcXx' , yX(p) uma

tx'ajetoi'iR pel"iociíca de X passando po!.' pc:M e %cX}', um r'eppe'

-sentaJnte de X. Se Í e a Transformação de Poincar'g associada

a uJn ar'co U, t!'ansve!'sal- a X enl p (pti{) e a yX(p) , então yX(D)
e' chamada de &Ê11€=1;:.gg se f'X(p)/l; se ftR(p):l- e t''R(p)#O en'

-tão yX(p) ; u?na . € evi-
-dente que as definições acima, não dependem nem de U, nem de

pcyX e nem do par'ticu].a].' representante X de X (maior'es detaJ-hes

poder'ão ser vistos em 22 ,p.81)

0.5- Pontos Singu].ares
('n-:-n.'/na nL:---.L- - -- -.I'
ocjaií! A c A i'ebpeçt-avüiitence} ulll CaJitpo eill X e seu

representante em ir'. S'e pE:M e X(p)=Q, então p e chamado de um

ponto c['itiea ou ponto si-ngu].a)-' de X; p e' simpl-es, genét'i-eo

ou hiperbol-icc, de X se p e um ponto c]'zl:i.co simpl-es, gené].'i-co

ou hiperbólico de R, !-'especti,valente. Definições anal-abas são

feitas papa sela, no, foco, sela-na, foco composto e além dis

-se, elas não dependem do par'ticu].ar .X esco].hirto. Maiores de-

-ta].hes podem'ão sel.' encontrados em l2Z,p.IS e 241

l)anotar'en.os po}.' A(X,p) e a(X,p) o determi.cante e o

tr'aço de DXr. ' z'espectivamente

:'«'."'.--':'.:.:'..'.-....- .'.::{..;..'.li:.:..;.:.::L ::.!. .'.;.:-.,.'..;.'.-.'..' '" .'.: .'.,.-.-.-....'.=.:.'. ..'.-..1.-.'.-.,,:.-'..'..
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0.6- Conexão de Selas

UKlâ co11exão de selas de X, á uma tral3etor'ia yvs eu'

-Jog a- e u-].ímites são selas , ou se].a$-no e ela não está con
-ti.da no int=ri.or da var'iedade bidimensional i.nvariante da se

-[a-nd. Uma conexão de selas é quase-gengr'iea $e e].a colecta

duas selas distintas ou se autoconecta uma se].a p e a(X,p)#O.

Maior'es detalhes poder'ão ser' vistos em i22 ,p !8 e 2õl .

Em geral: no texto quando citarmos l3-61 , estamos

nos Fere!'i.ndo ga].vo em menção contrária, aos ].eras contidos

nas paginas [k2 a ].k9

0 . 7 ,1- Bg.gli!:!Z=!;.Ê99' Um subconliunto S de uma var'iedade

de Banach, T, de cl-asse .C" (lisa ) , é uma subvar'i-edade mepgul-ha44

de Banach de.çl:$sle.Cs g;..;pdimengãg k de T/ se qualquer pcS tem
una vizinhança B, onde uma função de Classe CsJ f:B-> Rk e de-

-fmi.da e satisfaz as conde-çÕes: a) Df.;T.-» RÃ (a der'ivada de
f em p) ; s8b].'e e b) f'l'{0):Bf''\S.

D.7.2- jllÊ.g.j:.1113;S.ão- Se exístiz' uma sequência SI , i=].,
2,.. ,n,... de subvar'íedades mel'g-ul-nadas de Banach de cl-asse

CS e eodi.menção k de T, bati.sfazendo SiCSi+l e S:l. Sj.s então
S g uma subvaríedade imersa de Banach de classe C' e codimen-

-são k de 'r



$

.3fiS e l{0taÇCeS0 . 8- 0:) e' f' )' :v'et' ' '

a.- \,íamos i:!Fcp sük:'e :'J LtEt.;, m;trica Riemanniüna de c].asse

sufici.enteniente Er:arld

b- Se C l rú. c-ü]'»;.\ em !~i e F:q C, ent:ãc; {lpq>r denotam.'á

o arco de C ].{.gan ã : F e c.:

c- Papa í.a(«iLít r futul'as cãlLculos, e canve11iente ohsep-

'vap que o$ seEuil{.es ralos índependem de qua que!.' sistema de

eaoz'danadas ]-orais nob!"'e :'í ou H: ponto cr'xeticc hi-pe!.'bélico,

parto cr'óptico quase-gerei'ico , tz.'ajet;z'ia periódica genérica

(ou hipe].'b8lica} * tr'ajet=ria pel'indica quase-gengr'íca e al'-
-dem de corltacto en-üre duas curva i\a variedade

d- D conju11-Eo ].iíbiEe Rabi.tive de wna o Dita yV(p) de X
e o conjunto dos pontos de i'!, que são pontos limil:es de sequerl

-cia da forma $({), [ ) com t tendendo a w(p) ; denotar'eras es-

-te conjwlto pc*z' LP(p) e defi.feição análoga pode ser' dada pal'a

Q conjunto negativo L'<p}. Estas defi-niç8es não dependem do

ponto qc:yX(p}. l:-e uepl<+m (CE<p)>'"), então l.,'F(p) €1L'(p)> ;
um Rico ponto @(u,w<pl> ($(ip,a(p})) e está em aM.

e- As sega iates notações se!'ão uti].iz-abas no decorrem.'

do texto: H-F g o corilu to os pontos ':;cM, tais que qdf'; ii)

i.nt(M) o inlcerior. de iÍ; iii) {]F,p,X} ; um f].uxo tubu].ai.' em

torno do pane o p, em relação a X; iv) Ad(A> á o fecho de A;

v) u A v signifi.cara o pl-'odu=o extel'ior. de u por' v; vi) l ll'

e a métrica o.ue reli'na X' : um espaço de Banach



CAPÍTIILO l

Parte 1- A.quÍ :ez'ão estuda.H-os os elemenE08 quase'

genér'ices de * .pertencentes ao i.nteri-or de M; basi-
-carente as demons [põ.iões de 1,],, 2.]. e 3.1, são devidas a
J. Sotr3mayor e se encülcranl em l 221 Salva rae11çã.c> eontl.'a}.'xa)

cada e].eínento de qua.i-q:iez' subxal.'!idade de X' ) corlstruida nes-

-te capxPtulo, não i)oss:le aura.latoP].a J.'ecur7.'elite nao EI'ívia].

1.1- E=92g.g.j:São- Denotemos pol' Q2 ' o canil\mto dos

campos Xcxz', r>2, tais quc: 1) X tem uma tr'aletc'ria per'i.ãdi-

-ea quase-genes'ica, como l=níca tr'ajetori.a pez'icdl-ca não gene
-rica; 2) X sagui-afaz as condições Qz ) R3 , BI , Bz , Bs ; Bh , Bs

e B6. Então: a} Q2 e un'a subia!'iedade de Ba.ílach/de classe C'
e codiniensão wn, imersa ©iít XI'; b) Qual.quer XüQ2 ten! wna vi-

-zinhança B em Q2 3 ta] que qual.quem' YeB conliuga com X

A pl'ova de ].,l encontra-se em 1221 , bastando con-

-sidel'ar a vi.zinhançià F de yX dada no 2.4 {contida na p,9 da

mesma r'eferencia) i.n'ceá.lamente contida no iate!'ior de M.

}

É converti.ente en\mciar' o seguinte !.'esul-Lado, culpa

demonstração enconl:l'a-se em i22 , p.ZZi

].,2- LSUã- Chaíítemos de Q291n) o conliwnto dos XcQ2'

tais que sua tz'a3eEél'ia periódica quase-geral'íca 'rX) tem pe

-rj:odo 't<X)<n. Então Q2{n> e uma subvar'iedade de i3arach de
c].asse CT''l- e cod5.mansão um de XZ:' e satisfaz a condição b)

de 1.1, sub$tj-'Euiridc} Q2 por Q2(n)
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]..3- 9bgS=!gSgg' Chamemos de Q2 o subconjunto de Q2

de campos X) que satisfazem: a) Não existe qcM-yX ) ta]. que

L+(q)=L'(q)=yX; b) Não existem se].as si de X em M, i=].,2 , tais
L+(Wu(s].)):L'(Ws(s2))='yX' onde Ws (resp. Wu) á a subva-

-piedade estável. (instáve].) associada ao ponto cr'z+tico; c) As-

-saciada a X não existe par' (s,q) , onde s é uma se].a de X,

qcaM e X(q) é um vetar tangente a aM neste ponto) tais que:

L+(q):L'(Ws(s))=yX; d) Não existem picam) í:].,2, tais que

X(pi) á um vetar tangente a aM em pi, com L+(p].):L'(p2):''rX
/m .:+# ++Ü %

(não esta excluído o caso p].:p2)

]..4- !=gzg:.is.ãg' A px'oposição ].]. permanece vál-ida

par'a Q2 ) substituindo imer'sa por' mez"gulhada. Mais ainda, Q2 e
aberto em XI .

A demonstração de ]..+ e similar' aquel-a feita em 1221

e il'erros fazer' al-gwts coinentári.os ater'ca de Q2

i) Se yX ã a- e u-Limite de cepa!'atr'iões de se].a,
pode ser mosto'ado que existe Y, ar'bits'ax'lamente próximo de X,

que tem uma conexão de selas , de compl'isento arbitr'ar'lamente

gr'ande)

i) Se exista!' uma trajeto ria h de X, que tem y)r co-
mo a- e u-].imite, pode ser' nostrado que existe Y ar'bits'fria-

mente pr'oximo de X, que tem uma tpal$et6pia pez'módica não ge-

-nãrica encontrando F e de comer'imento arbitr'ar'lamente grande,

iii) Se existir uma tpajetÓria n]. de X que tem yX
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como a-l-imite e um.â separatz'iz de sela n2 de X que tem "ÍX co
-mo u-limite, pode ser' mostrado que exi.ste Y a].'bits'friamente

pr'oxi-mo de X, que tem uma separatriz de se].a encont}.'ando F e

tangencia aM; al;m di-sso seu comer'isento ; arbitl'al'lamente

:ã#.ãã.d.e,

ini) Se existirem duas tr'aliet;ri-as distintas se

X, que tangenciam 3M e os seus G e w-!imite coincidir'em am-

-bas com a trajeto ria quase-gemer'ica yX então existe Y ar-
-bits'ar'lamente próximo de X, que tem uma tr'ajetõria que tan-

-Sereia aM em dois ponto
-bitrari agente gl'ande

2.]-- 2Ea2aS.i.ç.an.- Denotemos por' Q]. a eol-eção de eam-

-Pos XcXT', t'l2 , tais que: ]-) X possuo um wlico ponto cz'óptico

quase-geReI'ico como único ponto cr'óptico não genérico; 2) X

satisfaz ç2z )Qs , Bi,Bz,Bs, B:+,Bs eBõ.Então: a) Qi

é uma subvar'iedade mer'guinada de Banach de classe CI' ' e co-

dimensão um de Xr; b) Qualquer XcQ]. tem uma vizinhança B em

QI ) ta]. que qua.Lquer YcB con]iuga com X; c) Q]. á aberto em X]..

A demonstração de 2.1 esta em l22 ,p.].5 a 26i

3.1- EEa2as.a:s.aQ.- Selva Q2 o conlãunto dos campos

XcXT', r}2, tais que: 1) X tem uma conexão de se].as que ê qua-

se-aener'ica; 2) X satisfaz ni , Qz, Bi , Bz , Ba, BK, Bs e Bõ

( di, s tinto s ) comprimentodeê.'S

$2

$:3



Então: a) Q. ; uma subvaríedade de Banach de cl-asse CP'] e

codimensão um, imel'sa em X:*;b) Qualquer XE:Q. tem uma vizi.nhan-
ça B em Q3) taJ- que qual-quer YcB conjuga com X

A demonstr'açao de 3.]. esta em l22,p.26 a 341

3.2- gÊ.gS.=.!BS.ag' Notemos que em ]..]., 2.]..e 3.]., a

traljeto pia per'iodiea quase-geReI.'ica, o ponto crxptieo quase-

genér'ico e a conexão de sejas quase-genérica, r'espeeti'/agente,

estão w].oRBe" de àM e as condições B{ ) i=].,3,H,5,6 , permane-

cem vã].idas para pequenas per'turbações de X em XT' (VidQI i1.61 }

3.3- g:lZg.S.=!$:ag- Se a conexão de selas de XE:QQ foi'

uma autoconexão em uma sela p, então em 1221 foi encontrada

uma cu].'va fechada C, a].'bits.'friamente proxima de yX.v{p} , ta].
que qual.quer Y suficientemente pr'oximo de X ; transve!.'sa]. a

e].a. Denotemos por' ll3 o subconjunto de Q3 de campos X tais
que nerlhuma trajetoria de X que tangencia aM e nenhuma sepa-

-matriz de se].a de X, encontra C. Então a p!'aposição 3.1 per-

manece valida pa!.'a Q3 ) mudando imersa por' me]'gu].haja; a].;m

disso Q3 e aberto em X].. A pi'ova deste fato está em l22,p.3+l

3.+- 9b.g.Ê=)!ig:Siga' Se denotarmos por' Q3(n) o Conjun-
to dos Xc:Q3 de 3.1 cuja conexão de selas yX tem comprimento
menor' do que n, então 3.]. per'manece va].ido substituindo imer-

'sa por' mel-'gu].cada. DazP Q].UQ2(n)UQ3(n) é uma subvariedade mel'-

gu].cada de Xj



Par'te 2- Nesta secção ser'ão estudadas açamz].ias de

campos nao estáveis , culpa instabilidade provem do Contacto

das tr'ajetox'ias com o bor'do de M. Frequentemente, duz'ante as

demonstr'anões , estar'emos usando r'esuJ-lados e tecnicas de M.C.

Peixoto, M.M. Peixoto (IZ61 e l1-71) e J. Sotomayoz' 1221 . Sa].vo

em menção contraria, supor'erros r'>2

4.1- Definição- Um ponto piam é wn el-ementa cz'zpti-

-co generico de XcXr, se a$ seguintes condições estive!.'em $a'
-tisfei.tas

bl) Não existe nenhuma tr'ajetÓria pei'iodíca de X, tangen-

-fiando aM em pl .

b2) O ponto p satisfaz X(p)#0?
bn) Se existir uma tr'ajetÓria (ie X, tangenciando aM em p)

então em nenhum outi'o ponto qcaM (q#p) as duas eu!'va$ se tangem

- C 3. â3n ?

bü) Nenhuma sepax'atroz de se].a de X tangencia aM em pP

bK) Se uma trajetoria de X tangeneia aM em p) então o con-
-tacto entre as duas curvas no ponto p é de segunda ordem (di.i'e

rimos neste caso que o contacto entre X e aM em p e genél'ico;

vede consta'ração 4.2)

4.2- Uma eonstruçgQ- Sejam piam, yX(p) uma tr'aljetÓ-
ria de XcXr passando poz' p e RcX , um r'epresentante de X. Con
-sider'erros u:(R,0)-' (N,p) um gel'me C" de um mel'gul-ho tr'ansvel'

aM em o. Consider'erros também s:(R,0)'F (aM,p) um ger'me C' de

$:$

â
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um mergulha. Pe].o Teorema das Funções Inver'sas a=(s,u) éo

ger'me de um dífeomoi'cismo de classeC" (a:(Rz,0)'» (N,p)). De-

-notemos pol' T a segunda componente da função inver'sa

o 'L:(N ,p)+ (R' ,0). Fina.Lmente considel'erros o ger'me

vX:(R,0)-+ (R,0) definido por vX<t)=v(4)R(p,t)). Por continui-

-date/lí(@?(q,t)) está definido em uma vizinhança ExF]. de (X,p)
em !r'xN. Par'a cada ?cg, consider'erros o germe de cl-essa CT',

lr9,:(R,0)-- (R,0) definido por' v?(t)=v(4l?(q,t)) par'a todo qeF).

Evidentemente yX tangencia aM em p se e se se K'X(0)=0, qua].-
'quer' que seja o repl.'esentante X de X. Obter'vemos tombem que.

xR:(R,O) '» (R,0) pode ser' defi.lido sem dificuldades se toí0.
4.2.]. Defina.ção- Dizemos que pe8M satisfaz a con-

-lição G em re].açao a X ou que g ÇQl11çêglçg Sntr'e X e aM em ip

é genéri.ço, se lí'R(0)=a e lr"X(0)#O.
4.2.2- Definição- Dizemos que piam satisfaz a con-

-djção Q:q: ggl rglgçãa.4..4 ou que g çgpçgçtg çpÇre;X e aM em

p e quase genérico se v'X(0)=v"X(0)=0 e lr'''X(0)#O.
Estas definições não dependem do germe transver'sa].

u (vede l23,p.i].l) e nem do particu].ar representante X de X
(pois qualquer que se.3a R, e]e ]-oca].mente em torno de p, á

"par'alem-o")

+.3- gàg.s=xgsgSa- a) A condição b5 dada em 4.]. pode
$er' substituída pel-a condição G; b) Par'a futur'as refepêneiasa

considel'eras o sistema de caos'denadas x;(xn ,xo) em toz'na de p

(por' exemplo em uma vizi.nhança F]. de p em N) dado pox' x].(p):
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x2(P):0) Elos:id, x2ou:id, x].ou:0 e x2os:0' É conveniente no-
-tar que neste sistema de coar'penadas, temos vR(t)=x2(4'X(P,t));
c) Iremos denotar' por {J e S, vizi.nhanças fechadas, az'bits'a-

piamente pequenas de p em ueR) e s(R), I'espectivamente. Con

-veneionaremos que a OI'i-estação positiva de U é aque].a dada

pelo sentido que sai de M.
4,u- Lema- Convide!'erros as notações de +,2 e XcX'

Se o contacto entre X 3 aH em um ponto pedi'í (X(P)?iD) é gené-

-rico então exís Ee vizinhança Bo de X em Xr e talha função de

el-asse Cr, CE:!3.-, P ta]. que Y(sCa('f))) g tangente a BM em
s(a(Y)) e al;m disso o contacto ent!'e Y e aM em s(a(Y)) á ge-

-R©rZ;CO.

Prova- Consider'erros o gex'me G:(XrxR}(X,0))-> (R)0)

de classe C]', definido por' G(Y,cx)=Y(s(a)) A s'(a)

Seja x:(xl ,x?) o sistema de cair'penadas em tõr'no

de p) com T= =X(p) e s:(slgs2) as componentes de s neste
sisteír-a, com s ( 0 ) =p .

Atreve s de \m câ]-cu].o di].'eto obtemos ;:(X,0)=s"(0)#

0JPois o conta:to entre X e alí em p e generico. Pel-o teorema
das funções impli-citas, existe vizinhança Bo de X em X' e uma

Única. aplicação a:Bo-' R que satisfaz a(X)=0 e G(Y$a)=0 se e
sa se a=a('f). Alem disso , por continuidade, Bo pode ser obti

-do tal que o contacto ente'e ' e aM no ponto é genér'ico IZ61 .
E i.sto conclui a demonstr'anão em l3ogo

u s- H.,flnlcãn- Um monto Doam e' um el-emqntg..cl'i.bico



quase-genér'ica de XcX' do tipo:

-g..L- se X(p)=0 e: a) p â simples) b) os auto-espa-

ços de DXn são transver'sais a BM em p e c) os autoval-opas de
DX. nao sao t'edis e iguais;

-Ba- se exísti.r uma traÕetÓ].'ia periódica de X, ge-

-nel.'iea, tangenciando aM somente no ponto p) onde a condição

G á satisfeita;
-63- se a trajetÓT'ia de X passando por p, não foz'

per'indica, nem segar'atr'Íz de sel-a e tangencial aM somente em

\Dn outro ponto q, além de tangencial aM em p; al-em disso p#q e
ambos devem satisfazer a condição G em relação ao campo;

-Bq- se existia.' uma secar'atroz de se].a de X que

tangencia aM, somente em p} satisfazendo a condição G em re-

-loção ao campo;

-Bs- se exi.star uma traljeto ria de X, tangenciando

aM somente em p, satisfazendo a condição Q.G.

4.6- Ousei'vação- Se p é um ponto cr'l+tico simples

de X e se os autovalores de.DX. são complexos conjugados en-
-tão estamos admitindo que êle satisfaz a condição b) da de-

-finição de elemento cr'l'rico quase-gemer'ico do tipo Bi ;isto

porque um vetar tangente a aM em p (não nulo) não é vetar pro '

-pr'io de DXn

5. 1- 11.:pZgg.=1=W- Denotemos por' H2 o conjunto dos
caRDos XcYr. r)3, tais que: 1) Existe um ponto pc:aM que e



elemento cr'óptico quase'genérico de X do tipo BZ ) como união

e].ementa erztieo não Beber'ico de X; 2) X satisfaz nx , Q3 e

todas as trajet8l'ias pe!'iodicas de X, exeeto aque].a que

passa por p são gemer'i.cas e estão no enter'iol' de iq. Então:
a) H. é uma subvariedade mergul-cada de Banach) de c].asse C' '
e eodinensão um de )(x'; b) Qualquer' XeH2 tem uma vizinhança

B em H,7 ) tal que qualquer' YeB conjuga com X
A pr'ova desta proposição depender'á de alguns ].elas

O lema que se segue e conhecido e a demonstração del-e pode

ser encontrada pox' exemp].o em IZ3) parte Viill
5.2-Lema- Seja Xc)(r') possuindo uma tr'alietoria pe

-riÓdiea vX de pez'3-0do To' Dados € e To) nGmer'os positivos,
existem vizinhanças B de X em XT' e V de yX em N, tais que

a) a Cada campo '7€E cor'r'esponde uma uníca t].'alletõl'ia pel'íodi-

-ca generica yY contida em V e seu per'lodo dista menos do que
c de 't.; b) qual-quer trajetol'ia de X encontrando aV) o faz
transver'saliente e dispende em V um tempo maior' que To Além

disso àV é a reunião de duas curvas fechadas (dizer'enciáveis)
5. 3- Lema- Se XcH. então existe vizinhança B de X

em XT', tal- que: a) qualquer' YcB satisfaz as condições Q} ) Qz ,Q,)

B}, Bs, Bs e b) se YeBnH2 então Y satisfaz B3 e B,+

A demonstr'ação de 5.3 depor'r'e imediatamente de l3.61

e da variação di-fel'enciave]. (de Classe C' ) das tr'aljetõr'ias



-mo um e].elnellto cr:r«[j-=o quase'genepic . EHtãcn existem vi-

-zirlttanças }37 d X CHt X" : E' de p eln M e \imél :fu;-Leão f;B2 R

de classe CT'] satisfeaa:não: a) f(Y 0 $e e se se Y tem -!nõ

[rajet81.'ia pe]'i.n'di-ca gene"ri-ca Eünge=Lcí.ande; )ii en u único

por\to pYcF) sütisfazeinüc. a condição G; $e fe'í>#ü, cn-E:ão nenhu
ma tr'a5et;pia vier,indica encaRE!«ai\do r 'tüngeneíü BH e b)

df..#Q.

Prova- i)CRO'têlELcs por 'fX)t o: $K(p,'ü> rcspectivanen-
-te a tl'alieücol'iã pel'iodo.ea de X que tangencia M ei p; =eu

período e o ea:'z'esponderlte fL\mo. Saia -lambem g \ain I'epr'esen'

-tente de X (gÊ:XI'>; obviamente 'rX:yX(p) , pois p€8M e yXcM.

Tclmemos v'i.zinhançaS ?n de p em N, eon'tida em V e

Bo de X em XI' {l$ e Eo dadas em 5.2); vamos aãnlítix' que T'o e
. estão contidos I'espectivainente em l e EI dadas em 4.2

Iremos impor" ainda , que $e ?cBn então sua tl'ajet8ria pepi8-
-dica gerir'iea contida eín V encontr'e Ut kPansvel'sa:mente e

somente num ponto ul,. Ouvi.ame1lte a car'respondencia ?-' u? é
de c].asse C*

DenoteK03 pcx' \im intel:vala da =*eta, em t8pna da

o!.'3-gem , az'birra!'iamenEe pequena .

Seja G:tlB.x.J.*(%,0))'- (R,(l\) t.!m g rme ãafinido pol'i.f k«:



g(?)x)qvY{'r), que obv5-amante e de classe C € satisfaz;
ã:À : : n.ÊB

GnR,e)=l$(g Q> ü e ;lÇ<7:C})#i) , poi.s o c:ürlCa(to entre Xe

aM em p é genêx:ico <ãpesar' de nao sei" necessário) os ca]cu].os

eàcã.ma podem feitos eom o üux;;,=1.ü ãã çn rd nad $ dadas en 4.3),

?el.o teorema d& funções á-mp]xPcítõ.s , <ísten\ 'ri.z!.r\harlças g2CBo

de X, J de 'f=0 e uma {in:í.ca função 'r:<B2'X)'+ 1IJ,ü) de classe

CI''] , com x(?);:0 e 4.?<g,T) 0 e e s8 $ 1='rC?); vümoa admitia"

por continuidüâe que, pa.r'a yüB2' ar'ÍIV'v<?))#O. Salientemos
que (Y) g pon-Lo de máxin'to (ponto crÍ'EI.co não egenez'ado) da

ap3.ieaçao g ITl=Gjl$1,v) , par'a cada '?çB2

Ã aplicação f:<B2'X)'» (R,0) definida poz' ?(?)=
G(?,T(?)) ã de e3.asse C € 'fc?-iiln) se e $o' se yV tangen-

-cia aM em pY:$Y<uV,xql?)), PT'ovemos que ó?g#0.

Facilmente ob'ternos â igualdade drX(Y):Ê$(X ,0)
Nosso pz'o>:5.mo passo, consta'uir' uma cu].'va ern )(' )

que nos aljud.ar'a a provar' que óTXPÜ. F'ax'a tem'to) sclia xlr=(y].}y2)

um sistema de cooí'aCHadas sBbr'e umã 't/i.zànhemça 7(1?O de p9 com

yl(p)=y2(p);0' a =X) y2o\l=i-d e ylou=0. Se :S e una nome!'o r'eal

pequeno, consi.der'amos IP. :yX8F'» R e $2;ila' R, ftmç8es bacia
C~, com supor't':s r'espectíva)nerlt:e em. ly. l<õe lv2i<lS' Selva Q $e'

-guinte campo ?=@].2P2 ayO eín XI' e canside}.'amos a cul'vã

h=(-R,r})+ XI') de classe Cr, definida poz' h(À)= ?À=X4.À?. Evi-

-dentemente '7o;g 3 T )=D, Da.f :âlieX,n>;:;(}:tX?)x:üP0; á.sto



depor'r'e de uma conhecida f8rmu].a para derivadas de so].uç3es de

equações dize!'enciais , dependerldo de um par'ãmetro (i lO ,p.9KI )

E pol'tanto df?í0.
Sejam agora, a seguinte vizinhança de X em x* ,

B2:ÍYcXT', tais que existe ?cE2 com ?lm=V} e a função f:B2'F R)
definida por f(Y)=?(?) , onde '7cg? e ; uma extensão COHtlpRUã

(em X) de YCB? (l 28,p 671 ) ; estes oblietosncs pennitemeonclui.r'
i.mediatamente o ].ema 5.q

PT'ova de $:J-- A par'te a) decol'r'e imediatamente dos

].amas 5.2, 5.3 e 5.4. Demonstr'amos agir'a a par'te b)

Dado XEH2 ) seja V a vizinhança de yX em N) dada em

5.2; V á ].imitada por duas curvas fechadas C]. e e2) onde

Clf\amua e C2namia' Sejam os conjuntos v=VQm e CZ:ê2íXK' Vamos

adnitil' que o ar'co S de aM, dado em q. 3 g imagem de ]=E-].,l] ,

s(0)=p e que Ví]aM:S].(S; consider'erros os canliuntos S'=sl-].,0) ,

S+:s(0,1] , Si:SfS' e S\:SPSP (figur'a 2)

Admitiremos que o Único ponto de tangêncía de X com

aM em S selva p; isto impl-ica que, exeeto em p} X e tl'ansve!'-

-sa]. a Cn , C7 e a S.(q.4) . Al-e m disso, V deve ser' escolhido

tal que nenhuma das seguintes tr'al3etol:'ias de X a encontr,e

secar'atr'izes de se].a, tralietÓT'ias períodieas a].ém de 'X e tr'a

-jetÓrias que tangenciam aM, a].ém de yX

fiou!'a 2



Pri-meia'agente , consider'erros a vizinhança B2 de X

em Xz', satisfazendo o seguinte: se YcB2nH2 ) então a tz.'aljetó-

r'ia per'indica genérica de Y, yY(p) ) que tangencia aM em pcS].,
esta contida em \7 e qu-alquer' tra.3et8r'ia de Y encontl.'ando \7,

e transver'sal a CI) C2 e a S exacto em p; isto pode ser vís-
-to com simpl-es ar'aumentos de transver'validade

Podemos supor') sen pel'da de genes'alidade que: a) yX

á um atl'açor; b) se aias'âc2 ) então $X(al$t)cV somente para
t=0; c) $e qcint(C2USI) ) então existe to>0) tal que +X(q,to)c

SI e par'a tc(0,to), @X(q,t)E:i.nt(V). Situação semelhante odor'-
para YeB2nH2

figura

Chamemos de M2;M-int(V) , VI o anel- fechado ]-imita-

-do por CI e yX(p) e V2:V-int(VI); indicaremos por V]. e V2
as correspondentes regiões deter'minadas por "fY(p) par'a Yc

B oÍ\ H 9

Nosso procedimento obedecer'a as segui-ates etapas:

].) Aproximar'emos C2 para uma cur'va C, deter'minando um subcon-

-junto f'12 de i4) pr'oxi.mo de H2 / de ta] foz'ma que e].e seja uma

subvariedade C de Pi e a].em di.sso o Campo XIMo e genes'ico;
daÍ existe vi.zínhança B de X em Xr, BCB2 ) tal- que se YcBaH2)

então existe um homeomor'cismo h2 :M2'F M2 ) tr'ansfol'mando tz'alie-

9



-to rias de XIM em tr'aljeto z.'ias de YIM ; 2) i)e modo natura].
t''2 :'' 2

entendemos h2 para um homeomor'fi.smo h:M-» M transformando tr

-ljetãrias de X em tr'alietãy'ias de YE:Ba1{2'

EgBE.E=ggao de H2- Sejam a2:C2nS+, Fila:Zl2, vi.-

=zirthanças pequenas de ai, i=1-l2, ta]- que Ft HC]S e e].as nã

contém nenhuma singu].aridade; sellam SZ e Ei arcos de 8H e C

contidos em Fi e passando por' ai' Consi.detemos ainda si:-E''

e ei:J'' Fi par'ametrizaçÕes C' de Sj. e Ei respectivamente ca

si(0):ei(0)=ai(notemos que $:.(0) e e.Í(0) são ].inearmente

independentes) . Estas pal'ametrizaçÕes induzem soba-'e cada Fi

um sistema de coar'penadas xz:(xi.,xli) com xZ(ai):0; como X ;
tP;ancvPn ;l a q n F {=1 9 nndpmnq qtinnv' qpm nç'l''dn dp

u un v u F} ü )n) l/vuvbvv vnlrv& uvúA' FPVüu- u-

generalidade que: em F]. (respectivamente em F2) x].(X(a].))>0

e xlÍ(x(aJ))>o (xÍ(x(a2))<0,xg(x(a2))<o). Pol' continuidade

podemos supor que se q].c:F]. (!'esp. q2cF2) então xi<X((]t))>0 e

xl'(X(q].))>0 (x21(X(q2))<0 e x:(X(q2))<0). Dado n>0 a].'bitra-
-piamente pequeno, consi.detemos vieSi e wicE=i} 1: Ll2 tais a

lxZ(vi)j<rl e lxX(wi)l<rl; exigimos que x}(v].)<0, x2(w].)<0,

x2(v2)>0 e x2(w2)<0. Consideremos agol.'a a curva C=@(C),(e

[-2,2] de c]-asse C", ta] que: a)$(-2)=v]'@(-]]=w]., $(].)=v2:

@(2)=w2 ; b)C está c-pr'animo de C2 e C:C2 for'a de F].UF2' p'

(c(-2,-1-) , xil(@(o)<a e x}(@(o)<0 ; par'a CC(1,2) , x{(@(Z;));
x:(ü(e:))<o: c) x}(úi(-2)):x}(üt(-].))=xli(ü!(].)o:x:(ül(2);o;

.l:: l::.:l.;l .::;. ";'', . *'".:;l ;L: ::.:;,«:-:: :...i.
-dentes; e) existe um único z;oc(]-,2) orlde @'(Eo) e X(W((o)l

20

-t(árias de XIMo em tr'aljetÓz.'ias de Vlm ; 2) i)e modo natura].
entendemos ho para um homeomor'fi.smo h:M-» M transformando tra-

-ljetãrias de X em tr'alietÓl'ias de YE:Bâ!{.

Consta'ração de H2- Sejam a2:C2nS' , Fila:Zl2, vi.-
=zirthanças pequenas de a{ , i=1-,2 , ta]- que F;/'\HC]S e e].as não

contém nenhuma singu].aridade; sellam S.i e Ei arcos de 8H e C2)

contidos em Fi e passando por' ai' Consi.detemos ainda si:-E'' Fi
e e::].+ F4 par'ametrizaçÕes C' de S; e E: respectivamente cam

s{(0):e;(0)=a: (notemos que s.l(0) e e}(0) são ].inearmente

independentes) . Estas pal'ametrizaçÕes induzem sÕbl-'e cada F

um sistema de coar'penadas xz=(x},x:) com xZ(a.):0; como X ;

transversal a S{ e a E{ , i=1,2 , podemos supor sem pel.'da de'

generalidade que: em F]. (respectivamente em F2) x].(X(a].))>0

e x;(X(a].))>0 (x;(X(a2))<Q,x;(X(a2))<0). Pol' continuidade

podemos supor que se q].c:F]. (!'esp. q2cF2) então x].<X((]t))>0 e

x2(X(q].))>0 (x;.(X(q2))<0 e x;(X(q2))<0). Dado n>0 a].'bitra-
-piamente pequeno, consi.detemos vleS. e w;cE={ , i=.L,2 tais que

lxZ(vi)j<rl e lxX(wi)l<rl; exigimos que x{(v].)<0, x2(w].)<0,
x].(v2)>0 e x2(w2)<0. Consideremos agol.'a a curva C=@(C),(c

[-2,2] de c]-asse C", ta] que: a)$(-2)=v]'@(-]]=w]., $(].)=v2,

@(2)=w2 ; b)C está c-pr'animo de C2 e C:C2 for'a de F].UF2' par'a

çc(-2,-1-) , xxl(@(o)<a e x;(@(o)<0 ; par'a CC(1,2) , x;(@(z;))>0,

x!(W(Ç})<0; c) xlÍ(@'(-2)):xl.(Q'(-1)):x{(q''(1)0:x:(Q'(2);0;
d)se (c:L-2,-1-] então @l}(o e X(@(t;)) são linear'mente indepen-

-dentes; e) existe um único z;oc(]-,2) orlde @'(Eo) e X(W((o))
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são linear'mente dependentes; f) o contacta ente'e C e X no

ponto $(t;ó):co e gemer'zco.

figur'a 5

Como Xlm. e generico, existe um vizinhança B de X

em XT') B(B2) tal que se Yc:B /IH2 então existe um homeomorfis-
'mo ho ;Mo'' M,? (pr'oximo da i-densidade) tr'ansformando tr'ajeto-

-rias de xlm em trajetórias de vli.Í2
Par'a cada YcB, esta associado um ponto coeC) cora.'es

-pondente a co e obr'inato r'lamente h2(co):co' Exigir'amos que
ha(v{)=v{ , j.=1,2; isto g possível, pois cada vi esta contido
em uma r'egi.ão canónica (vida defina.ção em 1161 )

g911g.ll;=ygão de h- Iremos expender h2 ) pr'imeiramen

-te par'a os pontos de V].. Com efeito: seja Q ramal'co em V].,]-i-

çando p a um ponto qc:C].) tr'ansvel'sal- a X; como h2 esta pr'o'
-ximo da identidade, determinamos um arco U (perto de U) ,

ligando p a h2(q):q)transver'sal a Y; obr'i-gato!.'lamente h(p)=p
ü % : l zn :...nú in .HMn n- mnln-+m#-\c? #'qa

s à ãí ]. ak'üódo 9Pdé a.e
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Va ( a intagem por' h de VI se!':a VI)

Ccitstruiremos h pa)'a o$ partos de V7' Pri.meia.almen-

-te vamos deter11Lina].' t:t'es !'egi«Eles(canonícas eín V2) que de cel-'-

-ta fol.'na nos fácil.atar; a consta.'ração de h. Pol.' col\tinuidade

de X, a t!'aJetoria (de X) que passa por co encontl'a S' em un

ponto c2 e S em um ponto c].; denotaremos po!' o esta t!'abe-

to ria. Pa!-'a VelllnH2' edis Eem os coar'espondentes c].' c2 e ro

Exigia'emos que h(ci):ci, i=1,2; 'ío(z'espec'Yo) deter.'n-ina em V
(?) as tr'ês seguintes sub!.'egiães (figur'a 6)

1) T. (respec T])-limitada po}.' (vlel})M},., -'{ -:t" ,,-, '''"''
e(coêl).r((vlcl)alq,(v.Lco)aM2 e(eoel).V ))

2) T2 (I'e$pec. 'r2)-limitada por' (c2v2>3M,

: 'o',,*. ..ç,,;., .ç,',«, . 'ç.'" ' ,
3) T3 (I'espec' T3)'limitada por (c].c2)QM.) yX(p) e

M21

L.)(Ü
Q

2

( (ã].c2 )1)M ) yY(p) e

rigor'a 6 .

Pel-a razão de comprimeiltc} de arco, fazemos h(coca)Y
,-'"\ ,... W

;.É.,:l:'"., «.0.;-.:.i'p.:'". , -.4*';,*:.J3:'». ; -..Ã;;«
''''n;,

( Õ2v2 ) aM

Cada 'Fizer'a levado por h nc> seu corresiDondente T{
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Soba.'e T3' Tracemos l.m arco Q em T3) ligando um pon

-to qcyX(p) a co' transvel'sa]. a X} pol' Conseguinte, exi.ste
um al'co Q, pro xiHio de Q em T3) transve!'sa.]. a 'í, ].iglaldo h2(q);

q a c.. Atr'avos da I'deão de cümpr'isento de arco, impomos que

h(ci;':b)aM:('í"' )aH' Se q2c(''v2)B;.Í' vX(q2) encontra { '"'b)8M

em um ponto q].; então fazemos hCq2):q2) onde q2 e o ponto on-
r'aliet;r'ia de Y passalndo pol' ql:t!(q!) eneontl'a (pc2)8M

S8br'e os pontos de Q , h age da seguinte maneio'a: se UE:Q, a

tra.jetÓT'i.a de X, passai)Ho por' ele ) encontr'a u].c(clp)àM e

u2c(pe2)Diq; assumamos que heu)=u onde u e a iate!'secção de
yV(h(ua)) com Q. Agora, at].'avós de um simp]es ca]cu].o, defi-

-Rimos h par'a todos o$ pontos de T3
Com as mesmas técnicas uti].i.fadas atr'ás, h pode sez'

consta'uÍdo facilmente soar'e T]. e T2 ; e isto nos per'mire can-
-c].ui.r a demonstração de 5.]..b.

5.5- Observação- Dado qualquer nÚner'o L>0 (respectí

-lamente T>CI) , uma vizi.nhança B de X pode ser encontl'ada, tal

que qualquer' trajes;].'ia encontl'ando C]., de qualquer' YE:B, tem
comp].'imenso ( ou dispende um tempo) maio!.' do que L (1') em Vl;

esta afirmação decora'e imediatamente de 5.2. A]êm disso qual.

-quer' tz'alãetoria de YcB encontrando C2 ) encontr'a aM tr'ansvel'-
- s a].mente em V

5.6- C)bservação- Denotemos po}.' Ho(n) o conljunto dos
Õ n W . ' F\h# .L--H% nn-WUn+

tr'ajetor'za pez'3.0 9XeH2)



2Q

-mento menor' do que n; com argumentos de cantinui.dado veY'i-

-fica-se que a pr'oposição 5.]. permanece válida pa}.'a H2(n)

5.'?- Proposição- Denotemos par' Ho o subconliunto de

H2 de campos X que satisfazem o seguinte axioma adiciona.L
3) 1Íenhuma sepal'atr'íz de sel-a de X e nenhuma trajes(ária de X

que tangencia aM, tem yX(p) como o seu a- ou u-limite (isto

e, encontr'a C].). Então: a) ã2 e anel'to em X].; b) SZ=t{2-Ê{2 e
aberto em H?; c) Se Xcnl} então existe vivi.nhança B de X em X' ,

ta]. que, se Yc:B-H2 entoa cu i) Ycllo ou ii) Y tem uma Única se-
-papatriz de sela tangenciando aM ou ii.i) Y tem uma lliníca tra-
-3etoria que não e per'indica e nem separatr'iz de sela,tangen-

-dando aM em dois e somente em dois pontos; a].8m disso em ii.)

e iii) o contacto entre Y e aM é genéri.ca.
Pi'ova- Existe c>0 , sufici.entemente pequeno, ta]. que

se YE:f'J'E-c,0) então YcEln; isto sai como consequência da de-

-monstração de 5.1.a. Ente'etanto o mesmo não se pode dizer' ater'

-ca de um campo en] f' L(0 ,c] par'a qualquer c

r'ova da parte a- se XclR? , obviamente existe vi-
-zinhança del-e em Xi', tal- que qual-quer Y nesta vizinhança sa

-tisfaz B3 e B+; por 5.3) 5.4 e a obse].fiação acima)existe c>0

tal que se Ycf'l(0,c] então YcE,I' = i-sto pr'ova a ater'tur'a de

R, em X{

''i

"\.

A demonstl'anão da narre b} e imediata.

.flrçyq 4p par'lçe;..g- vamos supor' que exista uma única
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separ'at!'iz de $e].a vX de X encontrando C]. ( os outros Casos
saem coma depor'!'ência dêste ) . Sejam X um z'epz'esentante de X

e T' uma vizinhança arbitz'ar'ianente pequena de p em N) onde

está definido um sistema de coar'danadas x=(x].)x2) ,satisfazen-

-do x(P):0, a .=X e x2ou:id, vX deter'mina uma sequência de

pontos (Un) , infinita, s8bz'e o ar'eo U, transver'sal a aM em p

(isto por'que 'rX á orbitalmente estável) e al-ém disso (Un)'' P'

Existem duas possibil-idades para um campo Yef''L(0,e): ou i)

a tral3etoria de Y que tangencia aM em F passa por' un' para

algum n ou ii) esta tY'abeto r'ia não encontra un par'a todo n
Se i) acontece, Y tem uma única separ'atr'i-z de se].a tangen-

-atando aM em um um {inico ponto; se ií) acontece, Ycllo
Como X tem somente um nGmer'o finito de separ'atr'i-

-zes de sela e de trajetór'ias que tangeneiam aM) a parte c)

é demonstl'ada de modo trivia]..

6.].- !=gEgg.ig.ao- Denotemos por' H3 o conjunto dos

campos Xc:XX', tais que: 1) Existe um ponto piam que é um el-e-
cr'ético quase-genes'ico do tii)o frade X, como Único

elemento crl+tico não gerar'ico de X; 2) X satisfaz ç2} ) 9z , Q3

Então: a) HI e uma subvar'iedade de Banaeh, mel'gul-haja de
c].asse Cr'l e codimensão um de Xz'; b) Qual-quer XcH3 tem uma

vi.zinhança B em H3' tal- que qualquer YeB conjuga com X e c)
Ha e aberto em X]

A demonstração de 6.]. depende de a].duns lemas , que
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dal.'amos a seguir.

6.2- LSIEã- Se XcHn, então existe vizinhança B de X
em XT' tal que qual-quer YcB satisfaz as condíçoes n} , çtz , Q' ,

Bi , Bz , Bb , Bs , Be

Demonstl'ação deste ].ema depor'x'e imediatamente de

l3.6 l e de .t .

6.3- Lema- Selva XeXI , ta]. que existe uma tl'alietÓria

yX que tangencia aM em apenas dois pontos distintos p]. e p2;
a].ém disso o contacto entre X e aM naqueles pontos e gerar'ico.

Existem vizinhanças B3 de X em Xi', Fi de pi em M) i:1-,2 e uma

função de classe CT''l, f:B3-+ R) tais que: a) f(Y)=0 se e sÓ
$e existe trajet8ria de Y que tangencia aM em dois pontos qlc

F]. e q2cF2 ) cujo contacto ente'e as cur'vas e generico; se f(Y)#
e então existe uma única tral3etória que tangeneia aM em F].

(respectivamente F2) em um união ponto e não tangencia aM em

nenhum outr'o ponto; e b) dfX#0
PT'ova- Beija T. um nwner'o positivo, tal que

+X(p[ )'r].):p2 ' Consider'erros Xexrum I'epz'esentante qual.quer de X

É evidente que +X(p]$'r) e +X(p])T) Coincidem par'a 'e<1<'t].+e
para al-gum suficientemente pequeno; isto ã verdade pol'que

o contacto entre X e aM em p] e gemer'ico e $X(p].)'tl):p2' Cha-

nemos de Fi vizinhanças pequenas de pi em N (eor'respondentes

a TI dada em 4.3) , impondo que o união ponto de tangencia de

X com aM em f'l(r'espec. F2) é pl (p2) (vice 4.4). Denotemos

também por S-i e U{ (i-=].,2) os az'cos gm aM e em N, I'espectiva
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-mente, contidos em 7'j e análogos aos)ax'eos S e U dados em
4.3 ( e da mesma forma os mer'Bulhas si e ui)

!t6.4- Sublima- Com as hipoteses de 6.3, existem

-zi.nhanças Bn de X em XI' e um nuner'o 6>0, tais que a cada

?eB. cor'responde com um uiico ponto a?clo) onde ?(s].(aY)) e
S{(aV) são ]-inearmente dependentes ; al;m disso a cor'respon'

descia ?'F a? e de c].asse C''

A pr'ova deste sub].ema decora'e de K.4."
Consideremos o ger'me de Classe C' ,

e:(BoxJo'(X,'t].))'F(R,0) definido por' G(?,X):lÍ(+?(S].(a?)$'t))

que obviamente satisfaz G(X,TI):aG(R,T]):0 e a2G(X,.t].)#o {a?

é o ponto detelmminado em 6.+). Pelo teorema das funções i.m-

-pll+citas , existem uma vizinhança B3cBo de X em XT' e uma fun-

-ção T;B3'' R, de classe CT''l, tal que T(X)='rl e aG(Y,x)=o
se e se' se T='r(?) ; além disso B3 pode sel' escolhido ta]. quis

$e ?cB3 então azG(?,T(Y))#O.
Observemos que, como a or'tentação positiva de U2

e a emir'gente de M, então T41?) g ponto de máximo da apl-ica-

-ção gV(x):G('7, t) , para cada '7cB3

Definamos a aplicação ?:g3"> R de classe C' ', por'
?(?):G(?,t(?)), que satisfaz f(X):0 e '?ef-l'(0) se e sÓ se

lía(1(?) ) =0 (ví de 4 . 2 )

A demonstração de d?X#0 e simi].ar a feita em 5.]-.a
Se f(?)iO, existe uma t].'abeto r'ia de Y, dizer'ente
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daquela que passa pox' u? que tangencia H em um única ponto

verter\Gente a f?; este fato pode sex' constatado, atr'av s de
argwnentos simples de cclnti.nuidade

Considel'amos agox'ü, as vizinhança$t B3 de X em Xr,

dada por B3:ÍYcXz', tai.s que existe g'=E3 com ?im=V.f$ Fi de p
em M (i=1,2) dadas pal' r:i=?lf\m e a aplicação de Classe CP'] *
f:BR-p R, defi.Rija por í(V>:r(q') onde Y ; umã extensão eontxP-

-nua de Y em Í]'. l28 p.õ71 . Estes oblietas nos pe!'m5.tem con-

-aluir a demonstração em liogo.

Prova de 6.1- As par'tes a) e c) decoz'r'em dos ]-elas
6.2 e 6.3. 1)emonstr'erros agoz'a a par'te b)

Sejam XeH3) yX a tr'ajetÓria de X que tangencia aM

em dois pontos p]. e p2 e R um r'epresentante de X em Xr. Cor!-
-sider'eras também (F,x) um f]-uxo tubu]at' gongo eln N re].acio-

-nado com R, em tÉ3rno do ax'co (l;;vp2)8X' Vamos. admitia.' que ?

é suficientemente pequeno de modo que nenhuma outra tpajetÓ-

ria de R tangencie aM em F (fi.gul'a 7)

figura 7

Poz.' simplicidade, vamos supor' que lx].(p].) l:ix].(p2)l
o' x](p].)<0 e x2(p2)>0

relia r=FâU e C um arca C" Contido em F, satisfazen-

-do: a) C e lq limitam uma vizinhança fechada Vo de (lp].p2).Vv
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b) C tangencia ai'l ern doj-s pontos c]. e c2; c) existe um {inico

ponto cneint(C) , onde X e C não não transver'sais ; entretanto
o contacto entre yX(co) e C é genérico neste ponto e d) M2:
M-V. é uma suava!.'iedade C de M. A consta'ução de M2 obedece
as mesmas üLecHic&S usadas na demonstração de 5.]..b. Podemos

impor também, que C enter'celta yX em apenas dois pontos p3 e

p4'-Ífigui'a 8)

Po!' continuidade de X soar'e aM,existe pel-o menos

um ponto qe(};:lg2)am) tal que yX(q) é tangente a aM em q
Podemos supor' $em per'da de genere].idade que nenhu

-ma separatr'iz de sel-a, nenhuma tr'ajetoria exceto yX' que

tangencie aM em algum ponto e nenhuma tr'al3etopia per'i(5dica
de X encontr'e V

Como XIM. e um campo genes'ico, existe vizinhança
B de X em XX', tal- que, se YcBaH3) então existe homeomor-

-filmo (CI' pr'oximo da identidade) h2:M2-» M2 ' transformando

trajet8r'ias de xlm em trajetc l'ias de Ylm2
Para cada YcB H3 existem os coz.'respondentes pl' p2)

p3 e p4 de pl) P2) p3 e p4 respectivanente. Precisamos exigir'
que h2(ci.):ci)i:j-,2 e h2(pii):pii paz'a li:3,4.

© J. l-' --m».H ... VnPn mnm

0

MM-»he. 2



X em trajetorias de Yc: Bf\H3, e

].izando-se r'deão de eompriment

(n3)nQ2íó e Aa(n3)nn2#ó; estes
E çlt: 5.7 u 1.3.

:notemos por H3(n) o subeonliun-

que yX tem comprimento menor.' d
:anuidade ver'ifica-se que a pr'o

par'a H3(n)'

:notemos poz' H+ Q conljwlto dos
=e um ponto pc8M, que e um e].e-

) do tipo $4 de X, como o Único
) de X; 2) X satis faz ç2i ,Qz e S.

ade de Banach, mergu]-nada de c]

(I'; b) Qual-quer XcH4 tem \ma vi

ualquez' YeB, con.juba com X e cl

ente (]e alguns ]-Chás, que dai'e'

, então existe vizinhança B Qe

satisfaz as condições Qx, Q2, !

7.2 segue de 4.4 e de iJ-6i .

tr'ansfol'mando traljetl;r'ias de X em trajet8rias de Yc:Bf\H3, á

feita de mar\eira natural. , uti].izando-se r'anão de Comprimento

6.5- gkg.S.mÊS.g;g- AÓ(n3)nQ2íó e Ad(H3)/tH2#d; estes
fatos decora m ]'espectivanente de 5.7 e 1.3.

6.6- gê:Ê=!gÊgg- Denotemos por H3(n) o subeonliun-

-to de H3 dos campos X} tais que yX tem comprimento menor.' do
que n. Por' ar'gumentos de continuidade ver'ifica-se que a pr'o'

-posição 6.]. Continua vaIS.da par'a HQ(n)

7.].- E=eÊaE.âs39- Denotemos poz' H+ Q conljwlto dos

XeXT', r>2, tais que: ]) Existe um ponto pc8M) que e um e].e-

-mento cr'l+ti.co quase-genérico do tipo $4 de X, como o {inico

e].ementa crlPtico não genérico de X; 2) X satisfaz ç2i ,Qz e Q3
Então: a) H.. é uma subvariedade de Banach, mergul-nada de cl-as

Cr- L e codimensão um de XI'; b) Qual-quer XcH4 tem \ma vi-

-zinhança B em H4, ta]. que qualquer' YeB, con.juba com X e c)

H+ e abez'to em XI
A pz'ova de 7.]. depende de a]-duns ]-amas, que dare-

-mos a segui r'

7.2- Lema- Se XeFI.., então existe vizinhança 13 de X

em XT', tal que qualquer' YcB satisfaz as condições Qx , Q2 , çts,

Bi , Bz , Bs , Bs e B6

A demonstração de 7.2 segue de 4.4 e de iJ.61



7.3- !ZÊUg- Seja Xt:H4' ta]. que 'rX e a secar'atr'iz de

se].a de X que tangencia aM em um união ponto p. Então exi.stem

vizinhanças Bu de X em Xr, F de p em M e uma função de classe

Ci''] , f:Bu-> R, tais que: a) f(Y)=0 se e sÓ se existe separ'a'
-triz de se].a de Y, que tangencia aM em apenas um ponto pYcF

e satisfazendo a condição G em r'e].ação ao campo; se f(Y)#O
então nenhuma separ'atr'iz de se].a de Y, tangencia aM em F e

b) dfv#0.
Pi'ova- Dado um I'ei)resentante X de X, existem vi-

-zinhanças B. de X em XT' e f' de p em N) tais que qua].quer'

?cB. possui uma única separ'atr'i-z de sela "f?, eneontl'ando T'âm

("y? esta c-CT' pro xíma de 'rX em i~i) ' Selim UCF o a!'co C' transver'
-sal a aM em pJ dado em q.3. Â vizinhança Bo parte ser obtida,

tal que yY encontr'a U, somente em um ponto u?, tr'ansver'sa].-
-mente ; alem disso a correspondência ?-» u? e de classe

CT'

Consider'amos o gex'me ae classe \- )

G:(B.xJ.,(X,o))-' (R,0) definido pol' G(?,'r)=v($Y(u?,'t)) ande
J. e uma vizinhança pequena de T=0 em R. Evidentemente temos

C(X,0):ãg(X)0)=o e ê:i$(X,0)iO (notemos que uX=p)

Açor'a a demonstr'ação de 7.3, e anal-oga a de 5.q e

r

g : 3

PT'ova de 7.1- As par'tes a) e c) depor'r'em dos ].emas

7.2 e 7.3, enquanto que 7.]-.b tem demonst].'ação similar' ãque-
-la feita em 5. ]..b e 6. ]..b.
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7.5- C)bsez'vagão- Aa(u+)aQ2íó e Ad<H4)r\H2#ó; isto
decai'r'e imediatamente de 1. 3 e 5.7 respectivamente

7.6- 2bg,S.EilgSgg' Der\citemos por H+(n} o subcanllunto

de H+, dos campos X, tais que o compl'imenso de yX ã menor' que
n; do mesna modo que S.6 e 6.6 a pl'oposição 7.1 per'manece va-

].ida pal'a Ht (n)

8.].- Lema- Selva piam um ponto cz'z+tico s5.moles de

XcXI'. Então existem vizinllanças Bo de X em Xr, F de p em M e

uma ap]icação de c].asse CI', f:Bo'' R, tais que: a) f(Y)=0 se

e se se Y tem um ponto CT'óptiCO pYcaMâF' além disso pY e sim'

-pies ; b) se f(Y)>0, Y não tem ponto cr'ético em F; c) se

f(y)<0, Y tem un Único ponto cr'óptico em F e que e simples; e

d) df.#O.
PT'ova- Escolhemos R um representante de X em Xi',

F. uma vizinhança at'bits'al-'lamente pequena de p em N dada em

q.2 e B. uma vizinhança de X em XT' satisfazendo o seguinte:

Cada ?cBo possui um únjpn ponto crzPtico p? em F].) que é sim-

-pl-es e a coar'espondencia ?'» p? e de cl-asse CT'

Definimos uma aplicação t:Éo"' R por' ?(?)=lr(p?) ; es-
ta ap].ilação evidentemente satisfaz ?(R)=0 e ; de c].asse CT'

Privemos que átrio.
Para tanto, relia x:(xl)x2) a sistema de coordenadas

em tarro de p, dado em 4.3 e @:N-> R uma funçaÕ bacia C' eom

supor'te em F6;eqc]{ com ix(q)i<(51t e @(q)=]. se lx(q)l<6].
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com 61 positivo e está'itamente menor' do que 6. Consídel'erros
o enter'va].o i=j-r),nl eom rl>0 e menor' do que 6].. Definamos

uma curva h:]'- iz' de e].asse Cr, por' h(X)(q)=XÀ(q)=W(q)X(a+

Àê'=--) + (i-ü(q))R(q) ; obviamente Xo:X e X(-X8-;--)=0, isto á,

pX:(-x a ). Consequentemente t(XX)=-}. e d?R(?)=iiiâ.}!b2.(o)io
Consider'erros finalmente, a vizinhança Bó de X em

XX', dada por' Bo:tYeXr' tais que existe ?cBo com ?IM=Y} e a

aplicação f:Bo' R de classe CT', definida por' f(Y)=?(?) , onde
? á uma extensão contz+nua de Y em ir; donde a tonel-usão da

pz?oposi-çao em jogo torna-se imediata.
8.2- Obter'vaçao- Denotemos po!' H{, o conjunto

dos campos YcX , tais que: ].) Y tem apenas um ponto er'lrtico

pveaM) simples ,e e o {inico eJ-ementa e!'x'fico não genérico de
Y; 2) Y satisfaz çiz ,Sl3 e todos os pontos c!'z+ti.cas de Y exce

-to pY sao hiper'bo].ices. Chamámos de i)2 o subconljunto de H;,
d03 campos Y satisfazendo o seguinte axioma adieiona].: os au-

-tovalores de DY. sao r'edis e iguais.

t'O conjunto }il' D2 ã ater'to e denso em Hi"; este fato

e constatado imediatamente , atr'avos da aplicação g:Bof\H].'» R,

definida por g(Y)=az(Y,pY) - 4À(Y,pY) l22)p.1-51 ; pode-se ve-
-rificar também que um c>0 pode ser' encontr'ado tal que se

Ycg'l(C),c) então pY g um no não degener'ado l8i , se Yeg'i(-c ,0)
então p.r é um foco genérico ( 181) e g(Y)=0 se e sÓ se os au-
-tovalor,es de DY. são reais e iguais

Y



8. 3- !:=gEgEJ=S.gg' Denotemos por' H]. o eonljunto dos
campos XcXT', tais que: ]-) Existe wn parto piam, que e um el-e-

-mento crítico quase-genérico do bpa Bt ) como único elemen-

-ta crlPtico não generieo de X; 2) X satisfaz çlz ,ç2S e todos

os pontos crzeticos de X distintos de p são hipel.'bol-ices. En-

-tã.a: a) H. é uma subvariedade met'gulhada de Banach de cl-asse

Cr-l e codimensão \w de )(p; b) Existe vizinhança B de X em H].
ta]. que qualquer YcB Conjuga com X

Antes de demonstr*armos efetivamente 8. 3, ir'erros fa-

-zel' a].gomas ousei'vaçÕes e enunciar' a].gang lemas

8.t+- Obter'vação- Se XcH. , a condição b dada na defi.

-nação da e].evento cr.z+tico quase-gerar'ico do tipo Bi

nos permite afi.amar que existe vizinhança F de p em M, ta].

que qua].quer trajetÓria de X em F, encontra aM tr'ansver'sal-

-mente, não encontz'a aM ou se ela tem p Como o seu a- ou u-

].i.ni.te, então "e].a tende a p tr'ansver'salmente a aM"

8.5- 9àgSliys;Sgg' Seja xeH].) ta]. que la2(x,p)-
4Â(x,p)] <o. Através daconstruçãofeita em l22,p.24 e 2sl o
arco S=s(1) e Q mer'Bulha s:l--' aM, dados em y.3, podem ser ob-

-tidos, tais que, o fl-uxo X induz um difeomoz'fisco de cl-asse

CT'l, 8X definido em S'=sC-1,0] com valores em S+=sLD,l] sa-

-ti-sfazendo 0X(s(-1-))=s(1) , eX(p):p, s(a) e QX(s<a)) per'ten-
-cem a mesma trallett;ria de X; a mesma r'efer'encha nos leva a
conc].usão de que qual-quer traljetc;ria de X, exceto p) encon-



-tra(S-Íp} ) transvei'sa].mente.

o ].ema seguinte, depor'r'e imediatamente de li61

8.6- Lema- Se XcH. , então existe vizinhança de X

em XT', B, tal que qual-quem' YeB satisfaz Qa e todas os pontos

crx'tidos de Y, exceto eventua].mente pY) sao genéricos e estão
no interior de M.

8.7- }:!gl29- Qual-quer XeH].) possui uma vizinhança Bo
em }ia , ta]. que: a) Exi.ste vizinhança F de p em M) tal que

qualquer' tr'alietÓI'i-a de YcBo ' em F, encontr'a M tr'ansversa].-
-mente, não encontz.'a aM ou "tende a pY tz'ansvel'sa].mente a aM";
b) se X tem n pontos cr'z+ticos (hiperbo].i.eos) no enter'ior' de

M, então YEBr, tem n e somente n pontos cz'l'ti.cos (hiper'boli-

-eos) no interior' de M e c) qual-quer bebo satisfaz Qz , Q3 ,Bz ,

Bs, B4, Bs, Bõ e todos o$ pontos cl'z+tieos de Y, excito pY)
são hiper'bÓl-ices.

A parte a) do lema 8.7 depor're imediatamente da
teori.a de tr'ansversalidade e as par'tes b) e c) de l3.6je de

O lema seguinte tem demonstração imediata.
8.8- Lema- H. e ater'to e denso em H(

Prova de 8.3- A parte a) á consequência imedi-ata de

8.]., 8.2, 8.6, 8.7 e 8.8. Demonstx'emos agora a par'te b)
Se XeH. então p:
O.- á uma $el-a (hiper'bélica) )

O,)- ; um no' não degenerado (hiper'bélico)}



oa- p satisfaz ].\i2(X,p)-qA(X,P)]<0
Iremos demonstram' a parte b) de 8.3}separadamente

papa cada um dos casos citados acima.

C).- Selim R um !.'ept'esentante de X em X'. Denotemas

por' F uma vizinhança de p em N, tal- que XtF seja gerar'ico;
consequentemente as separatrizes Si, i=1-,2,3,K de p em pela-

-ção a R, encontram aF tr'ansver'sa].mente, que por' sua vez de-

-terminam quatro subregiões 'Ti de F (i=1,.. ,q) ; sel3am os eon-

-l3untos Tj.:q'ir\m} r=tüm, LI.:aToU e L2:T'õam (vede figur'a 9).
Vamos admitia' também, que nenhuma separatriz de qualquer sala

contida no interior' de M ,nenhuma tr'alietÓz'ia que tangencia aM

e nenhuma tr'aletor'ia per'zodicaJ de X encontr'e F
Sabe-se que F pode ser determinado, tal que X tan

geneia aF em apenas quatro ponTtos; podemos impor's sem per'
-da de genes'alidade que entre os quatro pontos) somente o que

per'vence a T]. esta em M. Admi.tiramos lambem que L2 +S) onde
S á o arco dado em 8.5, juntamente com S' e S'; naif ainda,

X é transver'sal a S-epl- (vede 8.].].)

Dados os pontos al:S'r\ F e a2:S'/x F, vamos supor'

por' simplicidade, que ao per'corrermos o arco (ala2)L. l en'
-contratos primeix'o uma safar'atroz estãve]. S3.C T]. e depois

uma sepax'atr'iz instável S2C'TI ( o outro caso pode ser' ana
-li.gado analogamente) \

q

figura 9



Sejam ainda, os pontos kÍ=SiaL].) i=1)2.
De modo análogo ao 5ã feito (po!' exemplo em S6) ,

apr'oximamos LI por Quer'a eu].'va (que ainda denotar'erros pop LI)
satisfazendo o seguinte: i) existe vi.zinhança B de X em X',

tal que, se YçBonti]. então pYeF; i.i) as separ'atrozes de pY)

SI e S2) coar'espondentes r'espectivamente eom SI e S2) eneon-
-tz'am Ln tz'ansver'saZmente em pontos kl e k2 (x'espectivamente);

iii) L]. tangencia aM em al e a2; iv) X e t!'ansver'sa]. a L].)

exceto nwn ponto coeint(];l:lk2)L. 9 onde o contacto ente'e X e L].
é genér'ieo; v) a I'egiào M2;4IM-int(F)) é lona subvaz'iedade de
M, C"; vi) excito em p) X á tpansver'sa]. a L2'

XIMo é generico (pol' construção de M2) ) exis-
-te vizinhança de Xr) B(Bo' ta]. que, se YeB HI então existe

homeomor'filmo h2:M2'» M2' conjugando Xjm2 com Vjm2' se B e su-
-ficientemente pequeno) par'a cada YeB HI) existe um ponto

c cine(Ê].k2)L. cox'!'espondente com co e evidentemente temos

h2(co):co' Consequentemente , se nicínt(JÉ:isco)i.3. então a tz'aje-
-tÓT'ia YX(ml> encoRE!.'a int€1cok2)L. em um união ponto m2; alem

disso o ar'co (mlm2) y,(m.) esta cclntido em F. Par'a YéBnHI te'
-remos os cor'respondentes m].) m2 e YY(m].) Í22Pp.27i. Devemos

fazer' as seguintes exig n ias: a) h2(ai):ai, i=].,2; b) h2(ki)

ki, i=1,2 e e) se h2(m].):m]. então h2(m2):m2; isto e passível
porque os pontos aÍ' ki e mi estão contidos em r'egioe6 eano-
-Ricas de X li61



As cu!.va$ S{ (I'espec. Sj) determi.nam tpéls s\,b!.'e-

-giaes eln F, T. (Ti} ) i:1-,2,3; a extensão de h2:i'i2 M2 para
um homeamornfismo h:H-+ M, cc>n.sugando X com Y e feita através

da razão de como!-'i-mento de a!'co e de maneira anal-aga ac ilá

feito antes.'iarmer\te em Quer'os paz.'agr'aros .

O2- [qanteremos aqui, as mesmas notações de al' cam

!'esperto a R, ?, F, i.. , L2] S) S+} S', al e a2; carlsíder'erros

ainda, os conl3untos L2:S'aL2 e L2:S'nL2
Como p é do t:i-po O? , X é tr'ansvex'sal a LI e a S ex-

-feto em p (ve!.' 8«].]..a) . Por' simpl-icidade, vamos convide!'ar'

p um poço ( se p fo!:' uma fonte a caso é análogo) e sem per'da

de gemer'e].idade vanLos supor que : a) se qcL2'Íp} er\tao

+X(q)t)cine(F), alara t>0 e ]-im$X(q,t);p; b) $e qcint(L;).l exis

-te um nÚmer:o to<0 tal que :$X(q$t)cine(F) pa!'a te(to'0),

fj aTIra ] 0

Pol.' sirnp].icidade , vamos chamar de EI' o autoespaço

eu3as traliet:o rias, excito uma que denotaremos poz y2 que tan-

-gerei.a E2 ei'n p, tanger\fiam E]. em p; e se pe!'co!.'rez'mos o ar'co

(álllí2 )L. enc'entramos pr'imeir'o as tralieto rias que tangencial E].
Desta maneio.ã y2 i.n'tercepta L]. em um união ponto k2 (notemos
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que se p e do tipo 02 então p e hiper'bélico) em r'elaçao a X).
Alem disso, todas as tr'ajetÓT'ias de X encontz'ando (k2ã2)L. )

exeeto Y2 ) encont!'am L; tr'ansversa].mente l8,p.901
De maneio'a idêntica ao feito enter'ior'mente , vamos

apr'oxidar L] pox' wna outr'a eur'va (que lambem denotaremos por'

LI) satisfazendo o seguinte: i) L]. e transversal a X em todos
o$ pontos exceto em um, que o chanaremos de co; este ponto

está em int(LI) ) pl:'oximo de a]. e o contacto ente'e X e LI nes'
-te ponto é genéz'ico; ii) a tx'ajet8r'ia yX(co) eneontr'a L2 '

transversa].mente em um ponto cl e tem p como seu co-].imite;

iii) Llé tangente a S en a]. e a2 ; iv) M2:(M'int(F)) é uma

subvariedade C de M. Dever'erros admitir' também que nenhuma

separatr'iz de sela e nenhwna tratjetox'ía de X que tangeneia
aM encontl.'e Mr\F; a].em dissoJ nenhuma tr'alietor'ia per'indica de

dever'a encontrar F

(

figura ll

m F as quatr'o seguintes regiê5es deter'-efaremosConszd

minadas por' X

a) T].- limitada por' ('" ].)L2 ' ( "'vo)Lle ( ''vo).YX(co}

b) T2' limitada por' ( ''"V)YX(co) e ( ''""v)L2

c) T3' ]'imitada por' ( '''V).YX(co)' ( '"'»2)LI e ("'' ).Y2



d) Tq- ]-imitada por' (p)a2)L+ , (k2p)L9 e ('"'\W }

Como por' construção, XIU?ó gemer'ico selva B uma vi-
da X em Xr, taJ- que, se YcB]']H]=B].} então : ].} pY e

do tiPO 02 ) pYeF e as corldiçÕes de tr'ansvex'sanidade soft'e F
per'inanecem va]-idas , existe homeomor'cismo h2:M2-> M2 ) ]-evan-

-do tr'al3et8].'i.as de XIM2 em ti'aliet8rias de Yjm2' Natura].mente
paz'a cada YeBn , existirão os col'r'espondentes oblietos y2 ) k2 )

CO) :c..].?.:TI) T2 , T3 B T4 e obl'igatoriamente teremos h2(co):co
Se impuser'mos h2(k2):k2 e h2(ai):ai) i:1)2 , podemos extender
fácil-mente h7 pal'a um homeomorfismo h:M'- M, conjugando X com

YtBn ; convém obter'var' que, cada Ti ser'ã imagem por' h do seu

cor'r'espondente T{

O.- Pox' 8.5 o eonljunto de todas as tr'ajetor'ias de

passando pel-as pontas de S, no$ fornece tina vizinhança V de

em M, culto bor'do e constituído pox' S e yX(s(-1)).
della F uma vizinhança de p em M} contida em V, eom

ll:lJI'í: :11:iL:pS+=a2:s(v) e LIAS':al:s(-u); além disso:
a]. a L. exceto em p 1221 ; ii) X é transversal

í :: :l:l; j : iii::::l' 'ili;;:l:,:::

a L] , exceto num ponto cocint(LI) ) onde o Contacto ente'e X e
a curva em questão ê genér'ico; a tx'al3eto ria yX(eo)(.F e encon-

: . : ' ' '
-tpa S' (respec' S+) somente em um ponto c]. (c2); iii) LI
tangencia S' (I'espec. S+) em um união ponto a]. (a2); iv) M2:
M- i.nt(F) é subvapiedade C" de M. Vamos admitia' também que

nenhuma secar'atr'iz de sel-a , nenhuma tr'ajetõr'ia que tangencia
aM e nenhuma tr'aljeto r'ia periódica , de X encontre F

i .. = .
ij'

- : ' t .- - .F

::i'. : l.:: lll:: ;.i

«-. '.?- :..'i;'.l...i ' l lli l:l
"

-:.-"--";.



figur'a ].2

De modo anal-ogo a O]. e 02 } determinamos uma vizi-

-nhança B de X em }i]. ta] que qua].que!.' Yt:B con.juba com X

8.8- Obsez'Mação- Dado XeH. , se piam e um ponto cr'l+-

simp].es e não hiper'bo].ico de X, existe uma sequencia

de campos YncXl"nQ]. i221 ) convergindo par'a X (no sentido Cr),

ta]. que pY. e um foco composto e está no interior' de M; isto
imp].ica que Ad(QI )f'Ml#d.

8.9- glEgSrlgS.gg' Debatemos pot' R]. o subconjunto de

H]. de campos Y) tai-s que pY e hiper'bo].ico. É evidente que R].
á ater'to e denso em H. e alem disso a eE929g.irão 8.3 conti-

-nua válida para R

8.1D PT'anos:tçgg- g] e anel'to em X].
A demonstração desta proposição dependerá dos ].elas

ncontram em 8.].1

8.1].- Obsez'vaçoes' Os ]emas abaixo fa].am sõbl'e o

comportamento das trajeto r'ias de um campo Y nas pr'oximidades

de um ponto CPx+tico hiper'bo].ico, em pe].ação a uma dada cur'va

ã

©

Seja V uma vizinhança de um ponto p no Rz e X um
iB'. l '''.'.'.'.'.'.' '' ''.''iálq.''.i'. i'.'-:' ' ' ''.'.''.' '' ''.'.''.''.':-' ''.''.'.'.:'iã'.''':''.'.:''.'..''«+.
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Q2

-ca singularidade do campo em V; além disso p é um ponto cl'l'-

-rico hiper'bo]-íco de X. Denotemos por XI) X2 os autova].ares

de DXn e TllT2 seus respectivos autoespaços. Consider'emos

s:i=t-].,J.].» R2 , um mepgu]-ho de c].asse C; com s(C))=p e S:s(1)

8.].]..a- J:!S!!!$' Supomos que À].}À2eR } X].#X2 e que o
mer'Bulha s dado acima seja tl'ansversal a Ti, i=lS2. Então

existem vizinhanças V]. de p em Rz ) Vi(IV e B]. de X em X:'(Rz),

tais que: i> cada YcB]., tem uma Única singul-aridade pY em V].,
que é híper'botica e e do mesmo tipo que p ( em r'elação a X);

ii) existe uma função a:B].''' R de c]-asse C:', ta]. que, se pYd

Sf\V[) então Y(s(u(Y))) é tangente a S em s(u(Y)) para YcB].;
iii) o contacto entre Y e S elb s(a<Y)) é genér'ico.

Provo- Sejam B. e V. vivi.nhanças de X e p em Xr(Rz)

e Rz r'espectivanente, tais que cada Yc:Bo} possue uma uni.ca

singu].aridade pY em Vo} que e hi.pe!.'botica { e do ''mesmo tipo
que p") ( a pr'ova disto pode ser' vista, por' exemp].o, em l3-3,

pal.'te VI Z.Ei)

Cansider'erros os conjuntos So:S/Wo e ].o=s'''(So)
Defínamos uma aplicação de el-asse CI'', G:Boxlo'» R)

pol.' G(Y,a); Y(s(a)) A s'(a) (onde A significa pr'oduto exte-

-pior). Obviamente tem-se G(X,0):0.

Seja x=(xl'x2) , um sistema de coar'danadas em t8r-

-no de p ( por' exempl-o em Vo) com ;;--eTj., i:J-,2. Nestas caor-

-danadas, a$ componentes de X, X]. e X2) satisfazem:



e'.,.,:e'.,.,:. , g'.,',:*: . <'.,'':*,&i 4& : :::&: ,:

Se s(a)=(s].(a) ss2(a)) ) por' hipótese temos que
1 ,)

si(o)io B s;(0)#O. DaÍ G(Y,a)=Yts(a)).s;(a) - Y'(s(a)).s;.(a)
e ver'ifica-se tr'ivia].mente que :

{l}(x,o)=si(o)s;(o)(Xl-X2) ; esta expr'estão ã dife-

-rente de 0, pois pox' hipótese À].#X2' Por' conseguinte, pe].o
teorema das funções implícitas, existem vizinhanças BI de X

em XT'(R2) (BICBo)) ll de a=0 em R (llClo) e uma aplicação de
classe CT', a:Ba'' ].l , ta]. que a(X)=0 e G(Y,a):0 somente se
ü=a(Y)=av

Se Y(s(a(Y)))#O, então este vetar e s'(a(Y)) são

].i.neapmente independentes ; isto pr'ova i) e ii)
Se o contacto entre Y e S em s(a(Y)) for' não geng-

-rico, não é difícil de encontrar uma sequencia de campos

Z.ÇXr(R2) convem'gindo par'a Y ( no sentido Cz') , ta]. que cada

Zn possuo pontos de tangência (mais de um) com So) pr'8ximos
de s(a(Y)) (vede téCniCa usada em ]].].); isto conta'adia ii)

e demonstra ii.i); este fato, tambem pode ser' constatado dir'e

-tamente através de ;;9(Y,aV)iO ) uti].içando-se um f].uxo tu-
-bu].ar par'a Y em terno de s(a(Y)). E com isto, concluz+mos o
lema em jogo.

8.11.b- bens- Supomos que À]. e À2 seriam complexos

(e portanto conjugados). Então existem vizinhanças V]. de p em



V e B]. de X em XT'(Rz) , tais que: i) Cada YeB]. tem \-EIRA unida

singularida(ie pY em VI) que e hiperbol-ica e e do "mesmo tipo"

que p; ii) existe uma função u:B].- R de classe Cr, ta]. que se

pYdSf\V]. então Y(s(a(Y))) é tangente a S em s(a(Y)) par'a YcBl;
iii) o contacto entre Y e S em s(a(Y)) é gené].'ico.

Prova- Seriam S., io' Vo e G, os oblietos dados na
demonstração do lema anterior

Consideremos x=(xl ,x9) um sistema de odor'penadas

em terno de p (pol.' exempl-o em Vo) , cam g-;--=st(0). Nestas coor-
-penadas, as componentes de X, XI e X2) satisfazem

ax' ax'
}=':5T:"

e ê-l:--=--ã-:i--;B (a#0 e B]o). A mesma técnica uti]-içada em 8.]-1-.a,
nos permite demonstr'ar' sem maiores dificu].dados o ]-ema 8.1]..b.

8.].1.c- Lema- Supomos agol.'a que p seja um ponto

cplptico hiperbólico de XcXT'(R2) , onde seus autovalores são

reais e satisfazem À].<À,2<0 ( ou 8<Àl<À2). Seja s:].-- Rz, o
mergu[ho dado em 8.]-]..a, possuindo a seguinte pr'opx'iedade adi-
-ciona].: existe uma Única separatr'iz de uma sel-a (hiperbo'l-ica)

yX., de compr'isento L<m ; que tem p como co-]-imite e ta]. que

yXf\S:ó. Então existem vizinhanças} V] de p em Rz e B]. de X em

Xr(R2) , tais que: í) qualquer YcB] e .transvez'sa]. a aV]. (aV].

e uma cu].'va C'); ii) cada BEBI possuo uma separ'atr'iz de sel-a

yY que encontra aV]. num união ponto wY e a].em disso a cor'res-

-pond;Roía Y'- wY g de cl-asse CT'; iii) s(cl(Y))dyY' onde s(a(Y))
e o ponto de S obtido em 8 .1]..a.



PT'ova- As par'tes i) e ii) décor'r'em de i16i ) sendo

que a sua ver'ificação pode ser feita tombem, de nodo simi].ar'
ao ].ema +,3 de l22 1 . Verifiquemos açor'a a parte iii)

Consideremos VI e BI l dados em i) e ii) e satisfa-
zendo o lema 8.11.a; podemos admitir' ainda que S é tpansver'-

-sa]. a aV] e que V].-S tem duas componentes Conexas S]. e S2
(lide figur'a 13).

Se yX e uma tz'aljetÓria tangente a TI) a pr'ova e evi-
Supomos pois, que isto não aconteça.

Como o ponto wX:yXnaV]. não esta em S, podemos supor

que wYdsqavl) par=1 todo YcBI(isto e faci].mente constatado pe-
ação dizer'enciavel das trajetÓT'ias )

Fixemas a sistema de coar'aCHadas em V].) x:(xlsx2)

eom x(p)=0, dado em 8.]-1.a; por' l 8)p.9ül dado e>0, VI pode

as tr'ajetorias de X, que tangencíam T].; pox' continuidade, po-

-demos sapo!' que aque].a desigualdade , pennanece valida pax'a

YeB]. e q nao pez'tendendo a$ tr'ajetÕri.as de Y proxzmas a T].

l 8,p. 87 a 9al . Convem observar ainda, que o<K3.<j--;Í'lí='5j<K2<"

pai'a ae l. (Ê)

Vamos admitir' que os autoespaços TI e T2' dão or'l'-

-gem em VI' a quatro quadr'antes Qi, i=1,2,3,4 (vice figux'a 13)

ser escolhido tal que 21;É.ill.1l(c par'a qcv] e q não pel'vencendo
x'(qX '

figur'a ]-3



Vamos supor pcr' si-mpl-icidade que Sn(Q3.t/Q3):p e

wY[QL+nSI ( os outros casos são simil-al.'es ). Sopa!.'amos os ca-
-sos em que pY esteja nas dife].'entes I'egiê3es .deter'minadas por
S) SI , Qà , i-:1,2 e .5=X )2 ,3,+;

].) se pvcS a conclusão da demonstração é Óbvia/

2) se pYcS2aQ]., coma êste ponto e co-limite de yY,

então yYf\S:AY possuo: a) lm Único ponto ou b) mais de um pon'
-to. Se a) acontece então s(a(Y))dAY' pois a contacto ente'e
Y e S , neste ponto e genér'ico e b) não pode ocorrer', pois

em caso coDEx'aria) a corltinuidade de Y em S obl'iga o surgimen-

-to em S de pe].o menos dois pontos de tangencia de Y com a

curva, o que g um absurdo (vice 8.].]-.a).p

3) se pVcQ3r\S3. a observação (&) feita no inz+cio da
demonstração) impl-ica que 'ÍY não pode encontrar' S (ainda que

necessitemos diminuir V].) e por'tanto s(u(Y))dYY
Os outz.'os casos são analisados simi.].aumente

8.11.d- Lema- O ].ema 8.Ll::ç per'manece vá].ido, se no

lugar da separatr'i.z de sela, existir uma tz'al3etór'ia ({inica)

que tangencia uma out!'a curva (dizer'ente de S) mer'guINada,

num união ponto q e Guião contacto neste ponto e gemer'zco.

A pr'ova de 8.]-]..d e ana].oga a de 8.]-1.c

8.].]..e- Observação- A tz+tulo de curiosidade, uma

aná].ise mais pr'afunda soba.'e pY' nos pennite afia'mal' que se V].
n' a v.ízinhanca em R/ . dada ou em 8.11.a ou eK- 8.].1.b, então

'i
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figur'a ].4

PT'ova de 8.].0- Sejam XcHI) piam eom X(p):0 e R um

!'epresentante de X em Xr. Analisemos os seguintes casos

].) p e do tipo O].- consider'emos as vizinhanças B de
X em XP e F de p em M) dadas em 8.6 e satisfazendo as seguin-
-tes condições adi.eionais: i.) qualquer separ'at!'iz de sela de

YcB, excito aque].as de p) não encontr'a F e ii) nenhuma tz'aje-

-teria de YeB, que tangencia aM eneontx'a F; isto á possa'vel,

desde que os pontos de tangância de X com aM e os pontos e!'í-
+ticos de X sao em nudez'o finito.

Consider'eras lambem B, F) vizinhanças de X em X: e

p em N) z'espectivamente, cora'espondentes com B, F e a função
de Classe CT''l, ?:B.» R dadas em 8.].



O ].ema 8.].1.a nos pennite obter' B e F, tais que se

YeB e f(?)íO , então existe uma iónica traljet8ria y? de Y que

tangencia aM em um união ponto q?cF'. Além di.sso, o contacto
entre as duas cux'va$ no ponto em questão é genél.'ico; isto é,

$e ?cB e f(?)#O, então V=VlF{ satisfaz a condição Bs
Devido a hiperbolicidade de p ( e também de pYI pa'

-ra ?eg) qual-quer YcB, satisfaz a$ condições nz e Bz ; par'a
o mesmo Campo) 8.11.a impl-ica verdadeir'a a condição Bç. As

condições ç2t ) Bi, Bs e B4 sao obviamente satisfeitas par'a YcB

e f(Y)#O. Estes fatos, liuntamente com o ]-ema 8.6 nos pet'mi-

-te concluir que: $e YeB e f(Y)#O então YE;Eo;

2) p e do tipo 02- consider'erros as vizinhanças B
de X em XT', F de p em M) dadas em 8.6 e satisfazendo as se-

-guintes condições adicionais: i) nenhuma separ'atroz de sela
de X, encontl'a amar e ii) nenhuma tr'a3etÓria de YcB que tan-

-vencia aM encontra aMf\F; isto é posszve]-, por' 8.11.a, 8.1]..b,

8.11.d e porque os pontos de tangencia de X com aM e os pon'
-tos crlPticos de X são em nÚmer'o finito.

Como todas as tralieto rias de X (exacto p) que en-

-eontram F, "tendem a p transver'salmente'' ã aml\r, um numer'o

posa.tive E pode sel' encontrado, tal- que, se Ycf''L(-e,E) e
f(Y)#O , então qua].quer separatriz de sel-a de Y encontr'ando

E', ou qua].quer tral3eto l'ia de Y que encontra F e tangencia aM

em algum out!.'o ponto fora de F, seljam tz'ansversai.s a am11r



De modo similar a 1) podemos obter' uma vizinhança

B de X em XT', tal que, se YÊB e f(Y)#O então Ycllo;

3) P á do tipo 03- da mesma fauna que 1) e util-i-
-Bando o gema 8.].]..b, verifica-ae que existe vizinhança B de

X em Xr, tal que se YeB e f(Y)#O então Veto
Imediatamente após 1) , 2) , e 3) temos que) dado

XcR. , existe vizinhança B de X em XI's tal que qualquer Ycb.

ou esta em H]. ou está em Eo; isto ã3 Ri é ater'to em XI'

9 .].- 1=929g.isco- Denotemos pox' H5 ) o conl3unto dos

campos XcXr, tais que: ].) Existe um ponto piam) que ã um ele-
crz+tico quase-gemer'ico de X do tipo BS e e o união e].e-

-mento crx+tico não genér'ico de X; 2) X satisfaz Qi , Qa e Qs

Então: a) HK ; uma subvar'iedade mex'gu].cada de Banach) de classe

Cr-l e codimensão um de XI'; b) Qualquer' XcH5, possui uma vi-

-zinhança B em H5) ta] que qual.quer YcB conl3uga com X; e) H5
é ater'to en X.t'

A demonstr'açã,o de 9.1 depender'a de doi.s ].elas , den-

-tre os quais o que se segue decora'e imedíataménte de llõl

9.2- Lgng- Qua].quer XcH5 ' tem uma vizinhança B em

XT', ta]. que qualquer' YcB sati.sfaz ni } Q2 , 9a , Bi , Bz , Bs e
Bb

9.3- Obter'vagão- 0 Lema 9.4 (a seguir') , pz'ova em

par'titular,que B pode sex' escolhido ta]. que qualquer YeB satis-
faz também B6



9.y- Lema- Seja XeX:', r>3, p03suindo uma tx'aliet(5pia

yX que tangeneia al'i, em um Único ponto p; al-ém disso, o parto
p satisfaz a condição Q.O em r'e].ação a X. Então existem vi-

-zinhanças B5 de X em XT', F de p em M e uma furlçao de cl-asse

CT''] , f:B5' R) tais que: a) f(Y)=0 se e sÓ se Y possui uma

tr'ajet6r'ia yY tangenciando aM em um único ponto pYcF) satis-
-fazendo a condição Q.a. em r'e].ação a Y; se f(Y)>D, então

qualquer' tral3et6ría de Y, encontrando F é tt'ansver'sa]. a aM

em F; se f(Y)<0, então existem duas e $Ó duas tr'aJet8pias de

Y, distintas , encontrando F, tangenciando aM em dois pontos

q} e q2 (em F) r'espeetivanLente e satisfazendo em ambos as pon'
-tos a condição G em re].ação ã Y; b) dfX#0.

PT'ova- De salada, consider'erros vizinhanças B. de X

em Xr e F de p em M) tais que qual.quer YeBo9 não possui nenhum

ponto er'zetico em F

Definamos a aplicação ger'me G:(BoxR}(X)D))+ (R,0)
de c].asse Cr, po!' G(Yia)=Y(s(a)) A s' (.a) , onde s é o mer'gu].ho

dado em +.2

Temos que {ã(V,a)=g;(s(a)) A $'(a) - Y(s(a)) A $"(a

;lig-(V)a)=a2Y(s(a)) A s'(a} - 2g;(s(a)) A s"(a) + Y(s(a)) A stt(G

Atraves de um ca]cu].o dir'eto, vez'ífiea-se que

«'.-'.2'..:.À'

{ê(x,o):o e ;;i9(x,o)ío
Pal.'a tanto basta! tomar' um f].uxo tubular' (F,X,p) e



uti].azar a hipotese de que o contacto ente'e X e aM em p e

quase-generico. DazP pelo teorema das funções inp].I'Citas , exis-

utem vizinhanças B5 de X em Xz') B5(Bo) J de a=0 em R e uma

aplicação de classe CI''] , a:B5'- J, satisfazendo aeX)=0 e

{$(y,a)=0 se e sÓ se a=a(Y):aY' Admitir'eras daqui par'a a fl'en-d:a. ' : : t

-te que, {;g(x,o)>o; o Caso ã;8<x,0)<o é similar'. }'or conti-
-nuidade, podemos escolher B5 e J) tais que, ê;9(V,ü)>a, pa

,a)cBqxJ

Consequentemente aY e ponto de MlpDimo da ap].ilação

gv(a)=G(Y,a), par'a cada YeBS e

i) se gY(aY)>0, então para todo acJ, gY(ü)>0. Isto
significa que Y á tr'ansver'sa]. a aM, em uma vizinhança de p

ii) $e gY(aY):0) então gY(a)=0 (üeJ), somente se

iii) se gY(aY)<0} então pelo teor'ema do valor' in-

-ter'mediar'io, existem dois pontos a].)a2cR' al<aY<aZ' tais que

gY(al):gY(a2):Q' Obter'vemos no entanto que {li(Y,clj.)#O) i=i,2
Se gY(aY):01 então aG{Y,a )=0 imp].ica que o con-

-tacto entre Y e aM em s(aY) á não genãl'ico e g"ã;(v,ay)#o
implica que aquele contacto, e quase-genes'lco.

Se gY(a):0 (acJ), então aG(Y,a)#O implica que o
contacto entre Y e aM em s(i;) é genéz'ico.

j.meda.À m mtpodemafirmações s'er'Às
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ver'ificadas , tomando um f]-uxo tubu]a!' em r'e].anão a Y) em

tareia de $(oiY) e de s(u) , I'especti-lamente

A aplicação f(Yl=G(Y,aY) , para YeB5} demonst!'a a

par'te a) de 9.q. PTovcjulos agora, que dfX#0.

Obviamente f(X):0 e

díx(v):da<x,o)(v,a> + ;ã(x,o).aax(v),

Coma g-l;(x,o)=a , precisamos nostrar apenas que

dG ( X ,0 ) ( Y » O )#O.
Convide!'erros o sistema de coar'penadas local-s en M,

y=(yl)y2) eom y(p'1=0) 5?-=X e @;M-> R, uma função bacia (Cm),
com suporte em ly(qll(õ pal:'a õ>0 , ar'bits'ar'ialnente pequeno,

e satisfazendo @(q]=]. para jy(a)l<õ3.) com 0<6].<6

Para V:yêç-- , consideremos a curva h:E-n,rtl-> x,
h(X)=YX definida por YX;X+kY. Em coordenadas, temos YÀ=(].,X}
e obviamente G(YX'0)=(1,X) A {1,0)=À. DaÍ tiramos que dfX#0 e
o ].ema 9.+ esta provado.

.P( v) .:, o ,P ( v) < o
figur'a 15
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PT'ova +:]e 9.].- As partes a) e c) da proposição de

correm imediãtêtHeHte de 9.2, 9.3 e 9.4; precisamos por'tanto,

demonstrar somem\te a paz'te b.

Dado XcHç , sejam peaMI o seu elemento cr'5:rico qua-

-se-generico e (F,p,y) um f].uxo tubul-ar' em t8r'no de p) em re'

-].ação a X ( y satisfaz y(p)=0 e ãv.:X)
Va;..los admitia' que nenhuma separ'atr'iz de se].a, nenhu

-ma tr'jetór'ia. que tangencia aM (exceto yX) e nenhuma tra.3etõ-

-ria per'iodo.'ca , de X encontr'e ]l'

.f\través de una r'citação de X gn...11, arbitr'ar'lamente

pequena, obtemos um ar'co CI , LI conta-do em M) intez'eeptando

S ,em aperta's dois pontos c]. e c2 e s'atisfazendo o seguinte: i)

L.. é tl'an!;versam a aM em e]. e tangente a aM en c2; ii) pcK,
ç)nde K e a r'egião ].imitada pol.' S e L].; vamos supor' por' simpli-

-cidade que eles'-ep} ) c2cS+'tp} e y2<cl)<y2(P)<y2(c2) (Vi-
-de notações de Quer'as $ecçoes) . Atl'avos das mesmas tecnicas

utilizíàdas atrás , apr'oximamos LI por' uma outra cur'va (também

denot€1dd por' LI) , satisfazendo: a) L]. á tt'ansver'sal a X; b) X
é tr'ansver'sal a Sf\K, excito em p e c) M2:M-int(K) ã uma sub-
-variedade C de M. Com métodos aqui-val-entes al6 ouE7 demons-

difie\lldades a oar'te b dte 9.]-



Pari% 3 - A sub var'iedade E].

# '. .. :..'.' .. -.' ''.7t

Teorema 0- Denotemos por }ll) o subconliunto de x].)

definido por' E].:a-!Ql\l:ÍlnK' Então qual-quer Xcll].} tem uma E].'
vizi.nhança B] s isto é# uma vizinhança na topo].agia intr'inseca

de E. l ta] que qual.quer beBI conliuga com X.
Prova do Teorema 0- Esta pl'ova deeoz're daB pt'apo'

siçoes ]..1, 2.]., 3.1, 5.1, 6.]., 7.1, 8.3 e 9.]..
].Q.l- 92g.g=ygSão- Cada subvaz'iedade Q.i ou Hk» 3:l')

2,3 e k=1,2 ,3,4,5, poder'ão, eventua].mente ser' chanada de com-

-potente de EI

$ko

Ê

Consider'erros açor'a, o conljunto si:QIUQ2(i)\JQ3(i} \y

Ri\./n2(i)t.Jn3(i)t']nq(i)tens' Porá .2, 2.]., 3.4, 5.6, 6.6,
7.6, 8.3, 8.]-0 e 9.1, temos que Si e uma subvar'iedade de
Banach, mel'au]hada, de c].asse CP'l e codimensão um de Xx'; mais

ainda, si?si+]. ) pax'a i=i)2,3,.... Daz', o conliunto }i].:12QJ\J
Hi\)hK) é uma subvar'iedade imersa de Banach de c].asse CT''] e& k:/ '

codimensão um de Xr) pois EI iSi'
Teorema 1- a) E. e uma subvariedade imersa de Banach,

CT'-l e codimensão um de X]'; r'>3;

b) Qual-quer XeE].) tem uma El-vizinhança

B] , tal que, qualquer' YcBI conliuga com X.
Prova do Teor'ema l A par'te a) segue da definição de

E. e a par'te b) segue da mesna fauna que o Teor'ema Q, utili-
zando-se de 8.9

e3,ãssã
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].0.2- 9ã.2s.rzÊ:s.gg- Notemos que E! não ; abex'to em X].
Isto decora'e imedi.atamente de ]..4 .ii)

].0.3 r'vagão- 11. e abe!'to e denso em E: . Isto e

uma eonsequeneia imediata de 8.g.
].0.q- Ouse!'fiação- PI'atendemos azuis dar' uma defini-

-ção conceitua]. aos elementos de E].. Este fato pode tez' im-
-poz'tância na tentativa de genes'a13.zar' a pl'esente disser'ta-

-ção, supondo dim.M>2

ti].c).k.ã- EÊ..glj::111:Êão- Um elemento XeX{, esta em E]., se

dada qua[quep eur'va difer'enc:í.aval. F: Íl0 ,1J'- X: com r(0)=X, exis

-te um n>0} tal que F(n].) e (n2) são conljugados par'a quais-

-quer' Tll 'n2cÍ]0 'n] ."
A equivalência ente'e as definições pode ser feita,

util-izando-se o fato de que se xt(Q2-Q2)U(Q3-Q3)U(n2-H2) ' en'

-tão e].e possui um sistema fundamental. de vizinhanças em Z].,
nao cone4q!...29= arcos (lide l22,p.l.ç e 3SI e 5.7)



CAPÍTULO 2

D TEQ !WF{A DA DEN SI NADE

Teorema 2- 11. e denso em X{

A pl'ova deste teo!'ema depende de uma sequência de

aproximações , que serão dadas peias ].elas que se seguem.

].]..].- Lema- Seja XcXI) possuindo uma tr'a3et(ária yX)

que tangencia aM em um ponto p e neste ponto o contacto en-
-tre X e aM ; não generico. Então existem , uma vizinhança F

de p em M e uma sequência de campos (Yn) em X].) satisfazendo:
a} Y.'- X (no sentido C'') e b) cada Yn' possue exatamente uma

trajeto ria Yn) c-CT' proxima de yX (em l"í) , tangenciando aM em
um ponto PnCF e satisfazendo neste ponto, a condição Q.a. em
relação a Y

PI'ova- Sejam % um repr'esentante de X em XT', x:(x].+x2)
um sistema de coordenadas sobre uma vizinhança F de p em N

com x].(p):x2(P):o, a :X e uox2:id ( u dado em S4)
Considel'erros as seguintes vizinhanças de p em N)

Fi;tqel'J; lx].(q)l<âi, lx2(q)l<8Í} ) i=Q,l, com 0<(So<6]. e â]. ar'-
-bitrar'lamente pequeno.

A vi.zirihança F]. pode ser' esc]hída, ta]. que amnT3. e
o gráfico de uma aplicação p:vXÍ\Fi'- R) de classe C' (ver cons-
-trução em l23,p.i3.l). Vamos âdmitiz.' que o Contacto entre X
e aM em p, é não genél'ico e não quase-genél'ico; isto é, p(0)=

P ' ( o ) = P'' ( o ) = P '''( o ) =o

n

)



Sejam (Cn) e (6n)) sequências deck'escentes de nu-
-meros positivos convem'findo para 0 0<6n<en para cada n e

os con]3untos T!=lqeFo, tais que lx].(q)l<6n e x2(q):0}. Fixe-
-mos uma função B:yXf\F3.-> R) de classe CT', que satisfaz B(0)=
BI(0):B''(0)=0 e B"'(D)#O e definamos uma sequência de funções

reais (Pn) , de classe CI', definidas em rXnFI.) por'

(p<q)+cnB(q) se qe?â }

Pn(q): tp(q) se qdro

Evidentemente Pn'» p (no sentido CI'), Pn(0):Pn'(0)=
p."(0)=D e p."'(0)#O, para todo n

Papa cada n consideremos uma vizinhança Un(F]. de p

e um difeomorfismo Kn:Un'> Kn(Un)C?].) satisfazendo:

[ no(id,P)] =(id,Pn) e CT' pr'Óxido da identidade

figur'a ]-

Se ©. e uma função bacia , com suporte em Fi'

@n(q):l se qcUn e 0(@nq!, definamos final-mente a sequenci.a

de campos (Yn) em X]. por':

Yn(q):@n(q)[dKnltX)(q)] + (].-©n(q))X(q) }

que nas per'mate provar' o lema em ljogo.

11.2- !iÊ!!!g- Seja Xcxz', possuindo uma tr'aljetór'i.a pe'

-ri.Ódica não gemer'ica 'X tangenciando aM en um ponto p. Então
existem, uma sequência de caJnpos em XI e uma vizinhança V de



'TX em M) satisfazendo: a) Yn'» X e b) cada Yn passue uma única
tralletÓria pel'iodíca quase-gen;l'ica contida em V/lint(M)

PI'ova- Sejam R um I'ep!'esentante de X em X' e d a

netriea fixada em 0.8.

Consideremos ã ap].icaçãa í :N-» R de c].asse C' , defi-

-nada pol.' f(q)=(d(q,8iq)}K, pa!'a k suficientemente g!.'ande. Par'a

um conveniente c>0, M.:f'l'(0,c) é uma vizinhança tubuJ-ar' de

aM em N, tal- que a =1)McU8mc' +(N-M e aM'(M. Mais ain-
da aM+ e bor'do de uma subvai'iedade MÊ: ' compacta e mergul-na-

da em N> com M(M,. Bale existe um difeomorfismo de Classe C' ,

@. :M-> Mf:. ' c-CT' pr'oximo da i-densidade l 26 ,p.S6i .

Através da consta'ração acima, podemos eonsider'ax'

uma sequência de subvar'iedades mer'gul-hajas em N e compactas

(I'lnl} I'lÇMn+.IPM CN) para todo n=1,2 ,3,.. . e ta]. que pa!'a cada
n, existe difeomorfismo Wn'M Mn de c].asse Cr eom IPnl n '

Definimos â sequência (Yn) por'

Yn(q)=X(@n(q)) para qcM

Obviamente Y.'- X e atraves da var'cação contx+nua das

tralletorias, existe vizinhança V]. de yX em M, ta]. que cada

Y. possuo uma tz'abeto ria periódica rLão genérica Yr(Vlnint(M) ;
final.mente por' i22 ,p.q2 l obtemos & sequência dose.cada.

].]..3- !zglla- Se.3a XcX:l possuindo uma traljett5r'ia pe-

-ri;dica hipel'bolina rx tangenciando aM em um ponto p. Então

existem, uma sequência de campos (Yn)CXI' e wna vizinhança V



de yX em Ms tal que: a) cada Yn possuo uma i;Rica tralietÓpia

pex'indica Yn (hiper'bo'].ica) contida em V; b) Yn' X e e) Yn tan
gencia aM somente em p) genepi.comente.

PT'ovq- Seja R um r'ep!.'esentante de X em X' . Podemos

admitir' que o contacto en-ET'e x e aM em p e genérico IJ.61

Selva P uma vizinhança pequena de p em N) ande X e
transversal. a ai4aF, exceto em p; isto e posszve]., pois o eon-

-tacto entre X e aM em p e gene!'ico.

Selara q]. e q2 ) dois pontos em yXnr) tais que

um f].uxo tubular' ]-ongo V]. em N) em tarro do ar'co i'=(qlq2)y.r)

ta]. que pdV]. (figur'a 2)

q.f

figur'a 2

Pol.' métodos equi.va].entes uti]ízados em ].]..2 e usan

-do simu].taneamente funções bati-a, com supor'te em Vl:V3.0M

deter'minados a sequência pl'ocul'ada.

11.3.a- Obsez'vagão- O ].ema ].1.3 pel'manece valido,

se substituirmos tr'al3eto r'ia per'indica hipel'bolina, poz' safa

-matriz de sel-a gemer'ica ( isto significa que a sela em quem

-tão, e hiperbol-ica, esta no inte].'ior' de M e yX nao e uma co
-náxao de se.Las}



].]..U- Lema- Selva xcxi., possuindo um ponta crzptico

hiperbol-ico piam. Então existem, uma sequenci.a de campos (Yn)

em X]. e uma vizinhança F de p em M, ta]. que: a) Yn'' X e b)
Cada Yn possuo um {inico ponto cl'óptico bife!'bélico pncaMf\F,

que e um elemento cr'zPti-co quase-generico do tipo $i de Yn
PI'ova- A demonstx'ação de ].!.+ e uma consequeneia

imediata de 8.2 e B. 8.

1]..5- 1 Selva XcXI, possuindo um ponto cr'zrtico
não }\ipel'bÓ].íco pE:aM. Então existem, uma sequência de campos

(Yn) em Xr e uma vizinhança F de p em M} tais que, cada Yn
possue um ponto cr'ético quase-gera;pi.co em Fí\int(M)

Prova- Este lema e pr'ovado diretamente, por t!.'ans

-].açÕe$ ].orais do campo) em torno do ponto p. Consideremos

pois) R um r'epr'esentante de X em XT', x:(x].}x2) a sistema de
coordenadas sobre uma vizinhança ? de p em N) dado em q.3e

+:N+ R uma função bacia com suporte em F e tal que Ü(q)=1 se

ix(q) l<õ, com 6 positivo e ar'bitrariamente pequeno. A sequên-

-cia de campos (Xn) em X]. ) definida por'

Xn(q):$<q)(X(q+à {;-)+(Z-@(q))X(q) )

possuo um único ponto crítico Pn:' l d eonti.da em rQint(M)
e alem disso p. e do mesmo tipo que p.

Atx'aves de l22 ,p. 391 obtemos sem maior.'es dificu].

dades, a sequência (Y.) desejada

. i!: . l i :



11.6- Lema- Seja XcXz', possuindo uma tr'ajet5ria 'yX'

que não e sepal'atr'i.z de sel-a e nem pez.'indica, e tangencia aM

em mais de um ponto. Então existem, uma sequência de campos

(Yn) em Xl9 satisfazendo: a) Yn''' X e b) cada Yn possui uma

tral3etÓT'ia Yr!' "cn-Cr pi'oxíma'' de yX.,tangenciando aM em ape-
-nas dois pontos

A prova deste ].ema, á feita, uti].izando-se as mes-

-mas técnicas da pr'ova de ]-1.2 e 1]..3 com o auxz+lio da apli-

-cação g..;R'> R, definida por:
r -e eh( e)

g.( e) ; { ''
;e i eieõ
;e Í €1 )õ

onde h(€1)=- com 0<6]<6 e 0<62<6.
( E+Õ3.)(E-*s2)(e'-ó') ' ' '

Lama A- Denotemas por' Q?, o eonliunto dos campos

xeX{, possuindo pontos crzPticos não genes'ic09 e todos el-es
no intex'íor' de M. Então Qi é denso em QSI

PT'ova- lide l22 ,p.391

Lema B- Denotemas poz' Q2) o conjunto dos campos

XcX{, p09suindo t!'ajeto#l'ias pedi.Ódieas não Beber'loas e todas

elas contidas no interior de M, Então Q2 ã denso em Q:l
PT'ova- vida l22 ,p.421

Lema C- Denotemos pox' Q3) o conjunto dos Campos

XeXa , que possuem conexões de sel-as (contidas em int(M))
ou tpal3etóz'ias recua'r'entes não triviais e todos seus pon'

tos críticos e traliet3rias pel'iÕdieas estão no enter'iar' de

M. Então QiU Q2U Q3 é denso em Q:
PT'ova- lide l22,p.44i



11.7- LSng- Seja XcX].} pois\

indica genér'ica yX) tangenciando ai'
ão QaQO Eço, edis te 'rcH2) 'Lal' que l

PT'ova- Por li61 , podenos adr

r.e X e aM em p e generico.

Seljam l:'l e F2 v'Lz'i-itl'iwaÇaõ ('

l F]. ar'bitrar'lamente pequeno e: a)
,l a snr2 ( S dado em q.3) exceto e]

àFinint(M)) ,i=1-,2 e d) nenhuma tra
} crzPtico de X encontra F2' Convide

lçaÕ bacia com suporte em F2} satis

i$@(q)$ 1 se qeF2'FI'

Seja (Zn) uma sequência em

A seguinte sequência (Yn) e

:»X+(l-W)Zn no$ permite canal-uir' o
].]..8- LS!!g- Selim XcXT', pose

iónica não generica, tangenciando a

tão dado e>0, existe YcQ2 tal- que l
A prova deste lemas üecorl.'e

L-ema D- Deiiu-Leiituu pui." llO, .

ssuem tralietÓrias periódicas tangem

( Aa(niU Q2 ) '
Este lema e eonsequelicJ-a u-

A aemonstr'ação ao ]ema ].].

$2

11.7- LSng- Seja XcX].} possuindo uma tl.'aljetor'ia

per'indica genér'ica yX) tangenciando aM em apenas um ponto
Então dado c<o, existe Ycf{2) tal que IY-XI'<c:

PT'ova- Por l i61 , podemos admitir que o contacto

entre X e aM em p e generico.

Sejam FI e F2 vizinhanças (tubuJ-ar'es) de yX em M,
eom F.t ar'bitrar'lamente pequeno e: a) F].CF2; b) X e tl.'ansver-
-sal a SRr. ( S dado em q.3) exceto em p; c) X é transversal-
a (àF;nint(M)) ,i=].,2 e d) nenhuma tralietõr'ia per'indica ou pon'

-to crzPtico de X encontra F.. Consideremos também @:M-> R, uma

funçaÕ bacia com suporte em F2} satisfazendo @(q)=1 par'a qeF].,
e O$@(q)$1 se qeF,-F.

Seja (Z.) uma sequência em Eo} convir'ainda par'a X

A seguinte sequência (Yn) em XI) definida por'

Yn:»X+(l-W)Zn no$ permite conc]-uir' o ].ema.
].]..8- LS!!g- Selim XcX].) possuindo uma tr'alietol'ta pe'

-riÓdica não generica, tangenciando aiq em apenas um ponto.

Então dado e>o, existe YcQ2 tal- que IV-XI'<c
A prova deste ]-ema)decora.'e de 11.3 e do Lema A.

Lema D- Denotemos por' H].) o conjunto dos Xc)(1 ) que
possuem traliet8rias per'iodicas tangenciando aM . Então
Ho C Ad(H. U Q. )

Este lema ; eonsequencia de ]-1.]-, ].]..2 e ]-]..8.

A dpmonstraeão do lema ]]..9 , e simí].ar a de ].1.7



].].,9- };:Ê:!8- Seja XcXl} possuindo um ponto crz'ligo
hiperbÓl-ico pE:Biq) que é um e].ementa cr:tido quase-generico do

tipo Bi de x, Então dado e>c, existe YcH].) eom iY-Xlr<c

11.].0- Lenta- Seja Xc:X; , possuindo um ponto cl'ético
não hiperbólico peaH, que e wn eJ-ementa cl'óptico quase'genes'i-

-co do tipo Bi de X. Então dado e>0, existe Ye Qi) tal que

i V-XI r'<c

9

Os ].amas B e ].]..5, i.niplicam no Lema ll.lO.

Lema E- Denotemos por' }í2) o conl3unto dos campos

XeX{, que possuem ponto cr'zpti.co em 3:q. Então H?(Ad(nlt.JQJ.)
Este lema decora'e de 11.4, ].]..5, ].]..9,e ].l.lO

].]..].].- Lema- Seja XEX].9 possui.ndo uma tr'ajetc5ria 'yX,
que não e sepaz'atr'iz de se].a e nem periódica, tangenciando aM

em apenas dois pontos p]. e p2 (distintos). Então dado c>0
existe YcH2, ta]. que I'y-XÍI'<c

Prova- Por l3.õl , podemos supor' que o contacto entre

X e aM em p]. e p2 ) g genêr'ico,

Sejam F]. e F2' vizi'nhanças pequenas do ar'co (plp2).rX'

tais que: a) Fl$F2 3 b) nenhuma tl'aljetdri,a de X, exacto yX'

tangencia al4 em F2 e c) soba'e F2# e possa-vel defi.nir um fluxo
tubu].ar' longo em r'ilação a X

Consider'amos @:M-» R, uma função bati.a, com suporte

em F? , ta]- que @(q)=]. se qcF]. e 0(IP(a),fa-

se (Zn) g uma sequência de campos em Eo' canver'gin-

-do par'a X, consider'erros a seguinte sequência (Yn) de campos



em X]., definida por Yn:@X+(l-@)Zn' Esta sequência está em

H3 (ainda que pz'ecisemos diminui!.' F2) e conter'ge paz'a X; e
isto demonstr'a o ].ema em questão.

Lema F- Denotemos pol' nl;, o conljunta dos campos

XcX;, pos vindo t].'a3etç;!.'ias que tangencial H em mais de um

pontos rlenhuma das quais sendo per'indica ou secar'atr'iz de

se].a. Então H. C Ad(fia)
A px'ova deste ].ema decorre de 1]..6 e ll.ll

Lema G- Denotemos par' nl;, o conl3unto dos XeX]. , que
possuem sepaz'atr'iões de sela tangenciando l)M. Então

H4 ( Ad( n[ un+ \y Q]. u Q 3 )

Prova- Sejam XcFiQ' yX uma secar'atpiz de $e].a tan-
genciando aM, p a sela eín questão e c um nÚmer'o r'eal positi-

vo qualquer'

As duas segui-ates situações são exc].usi.vas: piam

ou pelam. Se pca]q, por ]-1-.9, sabemos que existe YcH].} tal que

IY-XÍI'<c. Em caso comer'aria, poderá ocorz.'er': i) yX coneeta
duas se]aslambas r\o interior de M (não estamos exe].vindo uma

autoconexão) ou ii} yX não colecta se].as
Se i) oco!'rer', não existem dificul-dados em provar'

que, existe YeQ3) tal que IY-Xlr'<c. Caso contrário, iz.'erros

provar que existe YeH].L'/HqUQ].) com IY-Xlr'<c. Admi.Ermos pois)
que ii) odor're

Por simp].icidade, vamos supor' que 'í.f e instâve]. em



re].ação a p' Se o u-].imi-te de YX &=cz' um ponto crz+tico qe3M,
então existe Y&H] Qn , ccín IY'Xlr<e {i,ema E). Se isto não ocos'
-r'er', por' ]J-.3.a e de nõneir'a eqguiva].en-Ee ao que foi feito

em 1]..7, deter'minõmos 'FeHL4' "ta: que l y-Xli'<c. E: deste modo

conc].ul'mos a demonstz'açãn da Lema G,

Lema H- DerloEen\os por H5 Q conjunto dos campos

XCXT, que possuem pele nICHos um ponto p€3M, que não satisfaz

a condição G en r'ilação ao campo. Então n:(AÓ(QIUQ2UQ3t'mi '

PT'ova- ã demonstração deste ].ema decai'r'e do ]-ema

1]..]. e dos ].eras A}B)C,D,E,F e G; a ideia da demonstl'ação e

examinam' Q comportameílto da í:l'abeto"ría de X que passa pol' p

simi].ardente ao que íoí feito na prova do Lema G.

Prova ão Teorema 2-

Como xT;'a?UÜ:'çaE ? un;~.,.'n! -.,'n:UnE' o$ 1e'nas A,
B,C,D,E,F,G e }-i ilni)li.cala\ imediatamente que E]. e denso em )<.
Poz' ].0.3, a concllisão drJ teo!'ema em .36go é imediata

9



Neste =apÍc.llo: s rão es-cudaãcls cl$ campos está.'utu

-raID-,en-Le estavei.s de pl:iKeir ardem; ainda e dada ur.3 apl-ica

-çaQ a Teoria da BiÉI..{rcüção. Coi'L\:c;:l x'cssü]tar, que a].E-.uíi:tas de-
miar\straçães aqui, ser':o Parcial.:Perlte olr::i-tidas ; pois elas podem

sep feitas di.x'ctãtRCFi'Lc , at :a* s de tecnicõs lia. bas"Ea:"lte canhe-

-c&dã;s

g].2- Es [õbili.dado =st]'u:aFaZ de PZ$:1tq!:.!:g:..ardem

].2 .1- :ygíj::Lli:São- Uln cmlpo XcXI', g es [ruturaJ-mente

estável de p!'imeira ardem, $e exl.sul. Lma vizinhalnça !3.L de X

em X{ (com ã Cz'-topcll-ogí-õ ilnduzi-da de Xr} , tal q\le q'ualquel'

YeB. conjuga con\ X
Este corcel.to g devido a É-, Anda'onov e E. leontovich

i27l* i)enot:al'Caos poz $1i: o conjunto (ios elemerltos XcX' , es-
trutura].mente es-haveis de pl'iíneíl.'a órãem*

Consider'ditos o colljunto Q:QtuQ2UI)3UntU B2UU3t"/

H4\-/H5 (:';) . i:'retendemos írlostrür que 'll:2::.
Devido â 1,4: 1Z.!; 13.3, 5.'7, 1i,1, '7.]., 8.g, 8.].B e

9.1, Q( ÊI e g abe!-'"co ein Xx'
As seguintes a:fil'maç:ies , l:e)m ve).'ificação fácil. e

].) Seja XE:Xr, possiÀi11do urna tr feto ].'iõ pe!'i;dica hipez'-

-bati.ca "r, tangenciando a){ em r:ais de urn l)anta. Então existe

umâ sequência o(: ) de ca] pos em X.LP con\rer'gir\do pü!.'a X (no



.ilpi .' '. '.' '. '.' .'.' .'.'..' ''.'.:.'..-.'.'.''.'.:'.'.'.::'.'.'...'.'-.''z'.l.'-.''.'::.'.'.-'.'-'.'.'.'-.'-'.- ''' .. .' '.'.i''''.'.-'.'.'lB&.'..'..ü-.'.'.'..I''..-.'....l.- -.-'...'.'.+'.'.-$#'.'.'.i

sentido CT') , cada um {:deles possuindo uma tr'aljetór'ia pez'indica

hipepbÕ].ica 'n ('''fn-* 'y) tangenciando aM, em gemente um ponto;
2) Se XeXI' po $ue um ponto crzpti.eo não hiper'bo].ico piam)

então existe uma sequ;Raia (X.) de campos em XI convem'gindó

par'a X, cada um deles possuindo um ponto er'itioo quase-gene-

-rico (foco campos üo ou sela'no) pneint(M) (com Pn+ P);
3) Se X possua um ponto cr'óptico hiperbolieo piam e nao

satisfazendo ã candi.çã.o b) ou c) da definição de elemento cr'í-

-tido quase'gemer'ico do tipo Bi , então existe uma sequência

(Xn) de Campos em X].) convir'findo pax'a X) cada um deles pos'
-ruindo um ponto cr'óptico hiper'bélico PncDM (com Pn'+ p} e que
é um elemento cx'óptico quase-generico do tipo Ba de Yn;

4) Se XcX{ possuo uma tx'al3etória y, tangenciando aM em
mais de doi.s pontos, então existe uma sequência (Xn) de cam-

-pos em x]., cada um deles possuindo uma trajeto ria Yn ("Yn' Y
que tangeneia 3M em apenas dois pontos; al;m disso, Xn'» X;

5) Se XcX{ p s$ue uma separatriz de sela y tangenciando

aM em mais de um ponto, então existe sequência (Xn) em X].,
similar' fique.La da afinaação l);

6) Se XcXr possuo uma t].'atjet8r'ia 'r tangenciando aM em

um ponto p) com o!'dem de Contacto no ponto mai.or' do que tr'ês,

então existe sequência (Xn) de campos em X].') eonver'findo par'a

X; além disso, col-'respondendo a cada Xn} existem dois pontos

p. e qr\ perterlcentes ã M e na mesma tral3et6z'ia de Xn) onde



a campo em questão, tem contacto geral'ica com aM (e "pn'» p ,

q.-'' q'')
Em todos os casos ]-) ,2)... .6) atrás, cada e].ementa

da sequência (Xn) não conjuga cola o seu core'espondente X; al-ém

disso, se XcEl-Q, po!' l q, 3.3, 5.7 e o caso 2) atrás, existe em

XT'.al'bits'ar'lamente pr'oximo de X, um campo Y) que não eonl3u'

-ga com X. Isto mosto'a que, se XÍQ, então XdEI.; isto ã, Q=EZ

Como cada componente de SI. (em ü) é uma subvar'ieda-

-de met'gu].cada de Banach, de classe CI''l e codimensão um de
Xi', r>3 , temos :.

].2.2- Teorema- a) 51, e uma subvariedade mer'gul-ha-

-da de Banach de c].asse CT'] e codimensão um de XT', r>3.

b) A pal'te b) dQ Tçp)rema ]:, pez'ma'

-ce vá].ida se substituirmos E] por E].;
c) 2. é aber'to em X]

12. 3- g2gS=XSSag- Cada subval'i.idade que compõe Ei)
tra o facho de nenhuma outra ( exceto o seu pl'opz'io)©nc©n
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SeJa lata,b] um interva].o compacto da r'eta.
OT' denotar'á o espaço das funções E:i+ X' de c].asse

C]', munido da topos.agia C] ; este espaço e uma Variedade de
Banach e seus elementos serão chamados fama'].ias a um par'ame'

tro de campos vedor'tais em M.

].3.1- Ps.{i!}.Lago' Dizemos que dois elementos EI e €2
de Oz' são Conjugados, se existir' um homeomopfismo h:l'- l e

uma ap].ilação contz+nua fi:].-, Homem.(M) , tal que, H(i) é uma

conliugação ente'e €1].(i) e E2(i) (Homeo.(M) denota o grupo de
homeomorfismos de 1{) . A estabilidade está'utur'al- em $' , segun-

-do esta definição, e estabel-ácida natuz'aumente

].3.2- E.=929ãZ=SÊg' Seja ííl' a co].eção dos ec$1', tais

que: ].) e(1)CX(}./Ei

2) € é transver'sal- a Ê].;
3) e(a) e €1(b) estão em E0

e. rl' 'é' está'uqualquerEn'tao

-tura].mente estável

Prova- ''Selva e.cfr'. A condição 2) e o fato de EI ser'

uma subvariedade mer'gulhada de cedi.menção um, impl-icam que

(. assume val-ares em Z]. somente em pontos iso].aços. Por'tanto

existe apenas um nÚmer'o finito de ic], par'a o qual. Eo(i)e!]..



Consequentemente , para pr'oval' a presente pr'aposição ) podemos

supor' que Elo(i)eE].} somente quando i=io e pr'ecisamos apenas

ve!.'ifical' que em uma vizinhança de io) a famíl-ia a wn para'
-metro e está.'utura].mente estável. (i 20 ,p.].]-2 a ].22i).'l

Uma vizinhança V de Eo em ri' pode ser' obtida, ta].

que, se ecV então €1(i].)CE]. e e(i)EE]o pal'a i#il' A].ém di-sso

€ (io) e E(iZ) são conliugados (vice Teorema ].2.2). Se V ã su-\ÜJ: \Ú/:: , : :ã

-ficientemente pequena, (l e transver'sal a E]. e podemos iden-
-tifical' l Consigo mesmo; donde h (da definição 13.1) e' a iden-

-cidade. Por Conseguinte, €1o(i) e €1(i) conjugam)para todo i

perto de io' Resta apenas mostrar', que as conl3ugações ente'e
el.(i) e E(i) podem ser definidas, tais que sua var'iaçao em
relação ao par'âmetro é contínua; isto é, H é contx+nua.

Para tanto , devem-'entes examinar' individualmen'Ee os

casos em que Eo(io) esteja contido em cada componente de É].
É conveniente salientar, que os homeomopfismos ob-

-tidos para a conljugação, tanto par'a os elementos de Eo(1161),

como pal'a os de }ll) obedeceram as mesmas nor'mas; isto é, atr'a-
-vés da r'azão de comer'isento de ar'co e de tal manei-r'a que t'e-

-gi8es crzPticas (respec' canêinicas) (vede definições em 1161)

são levadas em cor'z.'espondentes regiões críticas (canónicas)

Caso 1) €1o(io)cQIUQ2UQ3 ; este Caso esta feito em
i20 ,p. 1].2 a ]-22 l
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Caso 2) eocR2
Denotemos por' y. (r'espee. y) a tr'a3etópia periõdi-

-ea hiperbólica de eo(io) (E(io)), que tangencia aM en po (p)

Paz'a Xo=eo(io) ) considez'amos os seguintes objetos
a ê].e associado, apr'esentados na demonstx'ação de 5.1 b: a) a

subvariedade M2 de M; b) o homeomor'filmo h2:M2+ M2) que eon-

-ljuga dois elementos de H2; c) a Curva C; d) o ponto coeC, on
-a.e o campo e tangente à curva; e) os pontos vi e ci per'ten-

-contes à aM, i=1,2 e f) a vizinhança B de Xo em X'

Se €1.(1) e e(1) estão Contidos en B, poz' 4.4 exis-
-tem z'espectivamente associados a eles papa Cada i, os pon'

-tos c.(i) e e(i) em C correspondentes com co (isto é, eo(i)
é tangente a C em eo(i) e similannente par'a E(i) e e(i))

Se f:B-F R, e a função dada em S5, obviamente

f(eo(io)):f(E(io)):0 e convencional'erros que f(eo(i))>0 (I'esp.

f(eo(i))<0) se e $Ó $e i>io (i<io)
A seguir' il'erros definia' pax'a cada i, um homemol'f

-mo hi:M'» M) que contjuga Eo(i) eom e(i), de ta]. modo que
h.i-+ h., onde hn e aquele homeomo!'fisco obtido em 5.]..b (ho

conjuga Eo(io) com E(io)) Secar'amos o$ seguintes Casos
a) i>i. e b) i<i..

Se a) acontece, E.(i) e eCI) não possuen tr'alietó-

-x'ias pe!'i8dicas em F:M-int(M2)

Denotemos por (o(i) um repr'esentante de Eo(i) em i
r
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(analogamente E(i>). t'al'a cada i>io' Zo(i) e E(i) possuem \ma

trajetória pel.'indica, Vo(i.) e 'y(i) respectivamente , próximas

de y. e y em N (no sentido CI'); ?.(i) (I'e$p. ?(i)) intercepta

aM, transver'sal-mente em.dois pontos) po<í) e qo(i-) (p<i) e

q(i)). Elites pontos estlão contidos em r'egioes canónicas do

cama em 1) go~

Selim h2(i):M2'F M2 ) o homeomor'filmo que eon3uga

eo(i)IM com ei(i)Im ' simi].ar àquem-e dado em 5.1.b; obviameri-
-te h2(i)(co(i):ci e exigi.r'erros que h2(i)(v]):vl] ' li=].,2. O
homeomor'cismo hi:M- M pr'ocur'ado, será uma extensão de h2(i)

devem'á satisfazer hi(po(i)):p(i) e hi(qo(i}):q(i). A cona'

-tpução dgl-e, sez'a semel-cante a de ho; isto ;, po!' r'azia de
comprimento de al'co. Ressaltemos ai-nda quis quando i-> io' te-

'mos co(i)-' co' po(i)'' po e qo(i)'' qo
Se b) acontece, a continuidade de H aparece natu-

-ra].mente, pois surge r\o enter'ior de F uma tr'aljeta x'ia pez'i6'

dica hiper'bç;lied.
Através das mesmas técnicas utilizadas acima, os

casos 3)Eo(io)cãl' 4)eo(io)eH3 e 5)€1o(io)cH4 são analisados
sem di.ficu].dados. A ve].'ificação da continuidade de H, pa!-'a

Eo( ia) c }Í 5
2 ) , e3.àÉÍh3. k áúde 'caso enãG $-.'©'P'es'arã'$
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].+.].- Definição- Um va].or ordinário de um elemento

ê;cõ:n é um ponto i.cl, que tem uma vizinhança V (em i) , tal
que, e(i.) é topologicamente equivalente a todo E(i), ieV

Se in não e valor' or'dinario de € , então e].e e chamado de !g-
-].or de bifur'Cação de €

Selva rl , o conjunto das farol'].ias ee$ , tais que

].) e(1)CE(yEI./
2) € g tr'ansversal a EI

Nosso objetivo agora, e ilustrar com figur'as , os

pontos de bifur'cação de cada ecl'l; isto é, os pontos iocl,

onde € cor'ta E]. transve!'salmente. Par'a E(io)eQ].vQ2UQ3' tais
i[ustr'ações podem sex' vistas , por exemp].o em i ].3, par'te XVI

Em Mxi, r'epl'esentamos o espaço de fase.de e(i) pe-
-].as Órbitas do campo E:(e,0)i na sua variedade invar'jante

Ana].iremos separ'adamente os segui-ntes casos :

1) e(io)cHI ;

Sela po o elemento cpz'tido quase-genér'ico de e(io'Í;

pax'a cada i<i-o' existe pi, ponto crl+tico de E(i) no interior
de M. O conjwlto C=t..,/p: e una cur'va difel'enciável em Mxl,

.i$i. ' 'L
tr'ansversal a aMxl

i>i 0



0

]. = ]. 0

'.'i..<-'i
Q.:ÃÜ::Í'3.f

2) e(Ír,)eH2 ;

Seja paGaM) o e].ementa erl+tico quase-genes'ico de

E(i.) e y. a trajet6ria periódica do campo) passando por'

po; para Cada i<io' existe yi, tra3etÕría periodica (hiper'-

#bó].ica) de e(i) , coREi.da no interior de M. o conljunto c:kl4lr.
e uma subvariedade de Mxl, de dimensão 2 , tr'ansver'sal a 8Mxl

em p..
: ..' :: i' :

i<i 0 0 i>i
Q



com E(j.n) possuindo
separatr'izes de se].a

Yn' tangenciando aM;
i#-'..'..'.i.l:'. :'.'.'..' '' e.'.'.' '. ' .',..'.

compr'imenso

(i >j. 00 nn

í.> ã.
0.

0

l.<1.0

3) e(io)cH3 }

0
I' =:1' i>i 0



+) E(io)CH4;

i<i 0 ].= l 0 i>i 0

5) E(io)cH5 ;

Selva Focam, o el-ementa crítico quase-genáx'acode E(io)
Par'a i<i...,' existem dois pontos p{ e q.i ) per'tendentes ao bor'do
de M, tais que nestes pontos, o campo e tangente a ÕM. O con

-junto C=t2aJjgPi\ll4qj. » e uma cur'va em aMxl, tal que po e wn
ponto cuspidas. dela.

0 0 0

L$ ,jy. .b:J!
G



6) e(io)cQ2;
Seja y. a tra3etopia per'iónica quase-genãx'ica de

e(io); existem in' io' com e(in) possuindo separ'atr'izes de
sela y. , tangenciando aP] e ta]. que ''compr'imenso de 'Yn"

N

i:i
0

0

h

!'



CAPÍTULO q

:==1=.,:.
1) Con-letlJra- lISa-\8 r o conjunto das í

t=lc alia' =\ I'rT)('F tlr .
'"AV ".iuu' u' ',''/ + 0''']./

b) € e ti"a-tõvez-3al- a ZI.j
c) O conjunto dos va].oz.'es or'dtnãr'ios c

com €1(Eo).
Então I' contém um subcon.junto de Baia'c

11} Denotemos por Eo(1) , o conjunto d(

estrutura].mente estáveis de OT', EI(1):t€1cr; e(11
EI(1):telef; €1(1)(EcUEl}. As questões abaixo, sã(
-ma, uma generalização daquelas apr'esentaaas em

a) PT'oval' que z].(i)nZo(i) é a])efta em or' e

b) Car'acterizal' Eo(1). Êl-e á denso em OT'?

.L.LI) Car'acteplzal.' e ana.Lisas') o conlw
-mentes estruturalmente estáveis de codimensão ]

de finição em l 20 ,p . ]- ].q l ) .

.[V) A par'tir da definição de estabi].i

-r'a]. (le al.'Qem super'lor' (l20 ,p.SSO a Sõül), üetel''m

'r'esponaentes conjuntos zk e Zk} (laços na mesma

V) Determinar' o conjunto Xi, contido
-+-{ e f: , . , \ y r y t("F .

'..'.'d.'.'Aa ' ''/ ' l ' ' l v '' l J

CAPÍTULO 4

P#óbkóü&s õm &bép'tõ

].) Çopjetyrq- ''Seja I' o conjunto das famílias ecoa',

tais que: a} €1(]. )(Ecy EI ].f

b) E é transver'sal a E.;
c) O conjunto dos va].oz.'es or'dinãr'ios de E coincide

com e" ( E . )

Então I' contém um subconjunto de Baia'e de $r'

11} Denotemos por E.(1) , o conjunto dos el-ementas

estrutura].mente estáveis de OT', E.(1)=t€1cr ; e(1)(1E,!../E.},
E.(1)=t€1er; €1(i)(E.UE.}. As questões abaixo, são de cer'ta for-

'ma, uma generalização daquelas apr'esentadas em l22 ,p.4SI

a) PT'oval' que E].(1)r\Eo(1) é aberto em ©' e denso em El].(1);
b) Caracterizar E (1). Ê].e á denso em OT'?

.[].]) Car'actepiza].' e anal-isal', o conjunto dos eZe-

-mentes está'uturalmente estáveis de codimensão k de XT' (vede

de finição em l 20 ,p. ]- ].q l )
.[V) A par'tir da defi.feição de estabi].idade estrutu-

-ral- de al.'dem super'ior' (l20 ,p.550 a S601), deter''manai' os col'-

'r'espondentes conjuntos E]k e EK} dados na mesma bib].ioga'afia

V) Dotei'final' o conjunto E{, contido em X].) que sa
-ti.afaz : a) :.CX{CZ. ;
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b) E; é aberto em Xr;
c) Se existia' um outx'o subconjunto A de Xl9 satis

fazendo a) e b), então Acz.l

Um estudo poster'iol' é deter'mi.nar par'a E;) as coz'-

r'espondentes famzPlias I' e Ea(1).
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