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ABSTRACT

L, IN MANIFOLDS WITH BOUNDARY

1

Let M be a C  two dimensional orientable compact
manifold,with boundary oM#d. xF will denote the space of the
cF vector fields on M, with the C¥ topology.

We are concerned with studying,in some generic
context in xizxr—io, certain types of vector fieds which are
not structurally stable in xF. Eo is the set of structurally

stable vector fields of xr.

Qur main purpose, is to prove the existence of a
submanifold of xr, similar to the one encountered by J. Soto-
-mayor (]22]).

The main result is the following:

" For r>3, there exists a C?_l submanifold Zys having
codimension one wich is immersed in y*, and satisfies:

a) Ly is dense in x§ (both with the induced topology);

b} For any X in Zl, there exists a neighborhood Bl
in the intrinsic topology of Zl, such that any Y in Bl is
topologically equivalent to X."

Surprisingly, Zl is not the largest set in x§ that
satisfies a) and b).

The part fl of Lo imbedded in xr, coincides with

the elements of xr wich are first order structurally stable.

Furthermore, it is proved that ?1 is an open subset of x?.




ii

Let ¢° be the space of the»Cl

functions
g:la,b]~+ 8T, with the cl topology.

Definition-We say €1 and £y of 8" are conjugate if

there is a homeomorphism h:[a,b{w [a,bj and a continous map
H:[a,b]+ Homeo.(M), such that H(i) is a conjugation between
il(i) and &, (h(1)), (Homeo(M) denotes the group of homeomorphisms
of M). With this concept of conjugacy, the structural
stability in @P, is defined in an obvious way.
Let us denote by F', the collection of the elements
€e¢r, such that:
1) g(ICx VE;
2) g is transversal to I.j
3) g(a) and g(b) are in I .
We have obtained the following result:
" Any £e ¥ is structurally stable."
We also give some illustrations of bifurcation when
this happens by the contact of the field with 3M.

We end this work presenting some open problems.
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INTRODUCAQ

Seja M uma variedade C", compacta, bidimensional,
orientavel e com bordc 3M#é. Denotaremos por xr, © espaco dos
campos vetoriais em M de classe C* (0<r<o), com a topologia

cr,

A estabilidade estrutural em Xr, foi estudada por
M.C. Peixoto e M.M. Peixoto (|16] e |17|). Para r>l, o sub-
=conjunto L, de Xr, constituido dos elementos estruturalmente
estaveis, & aberto e densoc em y'.

NGs estamos interessados em estudar certos tipos de
campos vetorials nac estruturalmente estévgis em Xr‘ sem re-
-jeitar um contexto “genérico" em x§=xr~20. Nosso objetivo
principal & determinar uma subvariedade de er gimilar aque~-
-la encontrada por J. Sotomayor em |22].

Enunciaremos o nosso resultado central:

" Seja r»3. Existe uma subvariedade El de classe

- . = . r . .
c* 1 e codimensao um, imersa em y , satisfazendo as seguin=-

-tes propriedades:

a) I, esta contido densamente em X§’ mu-
~nido da topologia induzida;

b) Para todo Xezi, existe uma vizinhanga
B, na topologia intrinseca de I;» tal que, todo YeB, é topo-

~logicamente equivalente a X."
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Salientemos que I, nao & o maior subconjunto de x?,
que satisfaz a) e bl); isto & um resultado inesperado.

Nesta ézgger%a§§@3 tambgmiéamrégludadcs os elemen-
-tos de x?%%gﬁrutmﬂalmam%e_estéveis de primeira ordem. No fi-
-nal é%ié%é»ﬁ&&ﬁ uma aplicacac a Teoria da Bifurcagao.

Passemos a uma desericdo sumaria dos varios capi-
=tulos,

No Capitulo 0, sao dados os principais conceitos e
notagoes usados no decorrer do texto.

Capitulo 1 & desenvolvido principalmente, para a
construcao de Ela Ele divide=se em tres partes. A primeira
consiste em uma adaptagao dos elementos criticos quasemgenéw
-pricos definidos por J. Sotomayor (]22]) & variedades com bor-
~do. Na segunda, sao estudados os campos nao genericos, cuja
nao generecidade & devida ao contacto do campo com © bordo
de M; especial atengao deve ser dada ao §8. Finalmente, na
Gltima parte, € construida efetivamente 21 e provada a par-
-te b) do resultado ja enunciado. Convem ressaltar aqui que,
no final de certos parigrafos deste capitulo, & feita uma pre-
wparagéo para o estudo dos campos estruturalmente estaveis de
.primeira ordem.

| No Capitulo 2, da-se uma demonstracao natural do

Teorema da Densidade (parte a) do resultado citado atras),

aproximando campos de X; por elementos de El.
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No Capitulo 3, desenvolvemos a Teoria dos Campos
Estruturalmente Estaveis de Primeira Ordem; também & dada uma
condigao suficiente para familiaa um parametro de campos ve-
-toriais ser estruturalmente estavel e ainda sao apresentadas
algumas ilustragoes de bifurcagao, quando esta se dever ao
contacto do campo com M.

Finalmente, no Capitulo 4, sao apresentados alguns

problemas em aberto.

Cada elemento de x fo& obtido aqu&,

como germe

de um campo em N (ylde eapltula %) observemos entretanto que,
isto € equivalente para os nossos propositos, a considerar

restricoes a M d@ campos de X I‘(N),

v“& %

Para a leitura ée%%e~trabalhc, supoe=$&- uma certa

familiaridade com Sistemas Dinamicos, e y@ especial com os con-

B # 7};'

7Y R
-ceitos apresentados em |16| e |22|. Usamos livremente os re-
-sultados de M.C. Peixoto, M.M. Peixoto e J. Sotomayor.
 As referéncias bibliograficas sao dadas em barras

verticais.




cAPITULO 0O

Preliminares

Nesta seccgao, introduziremos algumas definicoes e

notacoes usadas no texto.

Consideraremos aqui Sistemas Dinamicos gerados por

campos vetoriais, definidos em variedades com bordo.
13 m N ¥ ¥
Seja M uma subvariedade C , bidimensional, compacta,
orientavel, com bordo dM#é, mergulhada em uma variedade N, bi-

£ e m
-dimensional, C e sem bordo.

0.1- Definicoes Preliminares

Dois campos vetoriais Xl e 22 sobre N, sdo chamados

ser germe-equivalentes sobre M, se eles coincidem sobre uma vi-

-zinhanga de M em N. Um campo vetorial tangente sobre M, é por

definigdo uma classe de germe-equivaléncia {sobre M) de campos
vetoriais definidos sobre N. Ele é dito ser de classe cr
0gr<= , se existir um representante % de classe CT sdbre N.
Seja § o fluxo de um representante X de X3 § e de-
-finido sébre um conjunto D(X)={(x,t)eNxR, teI(x) , onde I(x)
& um intervalo aberto com extremos a(x), w(x) (eventualmente
infinitos). 0 fluxo de X, ¢, é definido por ¢{x,t) para xeM e
tel({x), onde I(x) é o intervalo maximal contendo 0 (¢$(x,0)=x),
para o qual $(x,t)eM quando tel(x). Denotaremos por a{x) (resp.

w(x)) o extremo inferior (superior) deste intervalo (eventual-




~menite al(x)=wlx)); pode ser que um, ambos ou nenhun dos extre-
-mos de I(x) saoc, infinito, finito ou zero. Evidentemente ¢ e
seu dominio D(X) nac dependem do particular representante X.
Mais ainda, qualsquer dois representantes de X, definem fluxos
sobre N, que coincidem em uma vizinhanga de D{(X). Se denotar-
-mos por ¢ o germe sobre D(X), entao ¢:$1D(X)“

A Srbita y(x) de X, passando por xeM, & por defini-
~g3o a imagem de I(x) pela curva integral ¢,(x, ):it+ ¢y (x,t).
As Orbitas sdo orientadas pela orientacado induzida por esta
aplicacdo, através da orientacdo positiva de I(x); uma Srbita

de X, com nenhuma parametrizacaoc distinguida, é uma trajetdria

de X. Definicbes equivalentes podem ser dadas para Orbitas-ger-
-me v{x), trajetorias-germe usando curvas integrais-germe

%X(x}:(Rﬁi(x})* (N,y(x)).

0.2~ Definic3o- Dois campos X e Y sobre M sdo gon-

-jugados (ou topologicamente equivalentes), se existir um ho-

-meomorfismo h:M+ M, que leva trajetérias de X nas de Y.

Denotaremos por xp:x?{ML o espago dos campos de
classe C¥ definidos sSbre M, munido da topologia C* |22|. De-
-notaremos por Qrmxyiﬁ)} o espacgo equivalente para os campos

sobre N. x° & uma variedade de Banach de classe C |2u].

. ¢ e e
0.3~ Definigao- Um campo Xeyx e estruturalmente es-
- R . r
~tavel em ng ge existir uma vizinhanca B de X em y , tal que

qualquer YeB, conjuga com X.




0 conjunto dos campos estruturalmente estaveis em x"

sera denotado por I_. Em |18}, t17] , mostrou-se que I (»>1) é
aberto & densoc en xrg & coineide com a colecao dos campos XaxF
que satisfazem as seguientes condigoes:

0,- Todos os pontos singulares de X s3o hiperbolicos;

Q- Todas as trajetérias periddicas de X s@o hiperbdlicas.

s~ Nao existe conexac de selas;

f,~ X nao possue trajetbrias recurrentes nao triviais.

By~ Todos os pontos gingulares de X, estao no interior de

B,- Todas as trajetorias periddicas de X, estao no inte-
~prior de M;

By~ Uma trajetSria de X tangencia 3M, no maximo uma vez;

B,- Nenhuma separatriz de sela de X tangencia 3M;

By~ Se uma trajetdéria de X tangencia 3M em um ponto, en-
-tao neste ponto o contacto entre as duas curvas & geﬁgrico;

By~ Existe somente um numero finito de pontos de tangen=-

~pia de X com sM.

As definigoes de ponto singular hiperbolico, tra-
-jetbria periddica hiperbdlica, conexao de selas e contacto

genérico entre curvas serao dadas posteriormente.

Em |23], esta provado que as condigoes By, Bz, Bs,
By, e B, implicam em Bsg.

0 complementar de I_ em x© serd denotado por x§,




0.4~ TrajetSrias Periddicas

Desde que a aplicacao valorizacgao (X,p)> X(p) € de
classe C* sobre ¥IxN gzﬁig escolhendo & como parametro, segue
que §:§erxR% N definida por (X,p,t)~ §X(p,t) é de classe CF.

Transformacac de Poincaré- Sejam Xexr, YX{p} uma

trajetoria pericdica de X passando por peM e Xa§r3 um repre-
-~sentante de X. Se ¥ € a Transformacao de Poincaré associada

a un arco U, transversal a X em p (peM) e a Yx(p), entao YX(p)
¢ chamada de genérica se %’X{p}#lg se %'X(p)=l e %“X(p)iO en-

-tiEo Yy (p) € uma trajetoria periGdica quase-genérica. F evi-

-dente que as definig¢oes acima, nao dependem nem de U, nem de
Pey, e nem do particular representante X de X (maiores detalhes

poderao ser vistos em |22 ,p.8]).

0.5~ Pontos Singulares

Sejam X e X respectivamente, um campo em XP e seu
representante em % . Se peM e X(p)=0, entdo p & chamado de um
ponto critico ou ponto singular de X; p € simples, genérico
ou hiperbSlico de X se p € um ponto critico simples, genérico
ou hiperb&lico de %, respectivamente. Definigées analogas sio
feitas para sela, no, foco, sela-nG, foco composto e além dis-
-so, elas nao dependem do particular X escolhido. Maiores de-

-talhes poderac ser encontrados em [22,p.15 e 2u].

Denotaremos por A(X,p) e o(X,p) o determinante e o

trago de DXP* respectivamente.




de

0.8~ Conexaoc de Selas

Uma conexao de selas de X, & uma traﬁetéria YX’ ou-
-4p8 a- e w-limites s@o selas, ou selas-no e ela n3o esta con-
-+ida no interior da variedade bidimensional invariante da se-

~-la-né. Uma conexao de selas € quase-genérica se ela conecta

duas selas distintas ou se autoconecta uma sela p e o(X,p)#0.

Maiores detalhes poderdo ser vistos em |22,p.18 e 26].

Em geral, no texto quando citarmos |16|, estamos
nos referindo salvo em mengao contraria, aos lemas contidos

nas paginas 142 a 149.

0.7.1= Definicao- Um subconjunto § de uma variedade

de Banach, T, de classe C (]15]), € uma subvariedade mergulhada

Banach de classe c® e codimensZo k de T, se qualquer peS tem

k

wma vizinhanga B, onde uma fungao de classe Cs;f:B* R € de-

-finida e satisfaz as condicoes: a) Dfp:TP» R® (a derivada de

f am p) € sobre e b) £ 10)=BNs.

0.7.2- Definicd3o- Se existir uma sequencia Sy, i=1,

2,..5N5.., de subvariedades mergulhadas de Banach de classe

8

C” e codimensaoc k de T, satisfazendo S;€5.,, e S:&/Si’ entao
i

5 o s o
8 2 uma subvariedade imersa de Banach de classe C° e codimen-

-gao k de T.




0.8~ Observacoes e Notacoes

a~ Vamos impor sobre N uma métrica Riemanniana de classe
suficientemente grande.

b- Se C & uma curva em N e p,qeC, entdo {é%}c denotara
o arco de € ligando p a g.

¢- Para facilitar futuros caleculos, é conveniente obser-
-var que o8 seguintes fatos independem de qualquer sistema de
coordenadas locais sobre M ou N: ponto critico hiperbdlieco,
ponto critico quase-genérico, trajetdria pericdica genérica
(ou hiperbdlica), trajetoria periddica quase-genérica e or-
~dem de contacto entre duas curva na variedade.

d- 0 conjunto limite positivo de uma Srbita Yy (p) de X
é o conjunto dos pontos de M, que sao pontos limites de sequén-
-cia da forma @épﬁtn} com t_ tendendo a wlp); denotaremocs es-
-te conjunto por &%i;} e definicdo analoga pode ser dada para
© eonjunto negativo L (p). Estas definigdes nio dependem do
ponto qeyy (p). Se w(p)<t= (alp)>==), entdo L'(p) (L (p)) &
um Gnico ponto ¢(p,wi(p)) (¢(p,alp))) e estd em IM.

e~ As seguintes notacoes serao utilizadas no decorrer
do texto: M-F & o conjunto dos pontos qeM, tais que q#Fj ii)
int(M) é o interior de Mj; iii) (F,p,%) & um fluxo tubular em
torno do ponto p, em relagac a X; iv) Ad(A) & o fecho de A;
v) u A v significara o produto exterior de u por v; vi) | |¥

o - . X .
€ a metrica gue torna x&ﬁ um egpaco de Bamach.




cAPTTULO 1

erio estudados os elementos quase-

1N

Parte 1- Aqui

genéricos de um campo, pertencentes &o interior de M; basi-
-camente as demonstragoes de 1.1, 2.1 e 3.1, s3o devidas a

o e w
J. Sotomayor e se enconiram enm §22§, Salvo mengao contraria,

w § =
cada elemento de qualguer subvariedade de Y , construida nes-

-te capitulo, nao possue trajetoria recurrente nao trivial.

81

o

1.1~ Proposicao- Denotemos por Qz, o conjunto dos

campos Xey' , r»2, tais que: 1) X tem uma trajetdoria periddi-
~ca quase-genérica, como dnica trajetéria periddica n3o gené-
-pica; 2) X satisfaz as condicdes Q2, 235 By, B2, Bsj Ba, Bs
e Bg. Entao: aj QQ & uma subvariedade de Banach,de classe CI’_1
e codimensao um, imersa em XT; b) Qualguer XsQZ tem uma vi-
-zinhanga B em Q2§ tal que gualquer YeB conjuga com X.

A prova de 1.1 encontra-se em |22}, bastando con-
-siderar a vizinhanga [ de vy dada no 2.4 (contida na p.9 da

mesma referencia) inteiramente contida no interior de M.

f conveniente enunciar o seguinte resultado, cuja

demonstracio encontra-se em |22, p.11].

1.2- Lema- Chamemos de Q,(m) o conjunto dos XeQ,,
tais que sua trajetoria periédica quase-genérica Yy, tem pe-
~rfodo t{X)<n. Entao Q,{(n) & uma subvapriedade de Banach de
classe ¢t ¢ codimensio um de y* e satisfaz a condigao b)

de 1.1, substituindo @, por Q2§n>s




1.3- Observacao~- Chamemos de Q2 o subconjuntd de Q2

de campos X, que satisfazem: a) Nao existe qeM-yy , tal que
L+(q)=L~(q)=YX; b) NZo existem selas s; de X em M, i=1,2, tais
que L+{wu(sl))=L-(ws(sz)}=YX, onde W% (resp. W¥) & a subva-
~riedade estavel (instavel) associada ao ponto critico; c) As-
-sociado a X nao existe par (s,q), onde s € uma sela de X,
qedM e X(q) € um vetor tangente a 3M neste ponto, tais que:
Lf(q)=L—(ws(s))=yx; d) Nao existem piaBM, i=1,2, tais que
X{pi) ¢ um vetor tangente a 3M em p;» com L+(pl)=L~(pz)=¥X

(ndo esta excluido o ‘caso P1%P,) -

1.4~ Proposicao- A proposicao 1.l permanece valida
para 62, substituindo imersa por mergulhada. Mais ainda, Qz e
aberto em x§.

A demonstragao de 1.4 € similar aquela feita em |22]

e iremos fazer alguns comentarios acerca de QQ:

i) Se Yy € o- e w-limite de separatrizes de sela,
pode ser mostrado que existe Y, arbitrariamente proximo de X,
que tem uma conexao de selas, de comprimento arbitrariamente
grande,

i) Se existir uma trajetdria n de X, que tem Yy co-
-mo o~ e w-limite, pode ser mostrado que existe Y arbitraria-
-mente proximo de X, que tem uma trajetdria periddica nao ge-
-nérica encontrando F e de comprimento arbitrariamente grande,

iii) Se existir uma trajetdria n, de X que tem Y,




como a-limite e uma separatriz de sela n, de X que tem ?X co-
-mo w-limite, pode ser mostrado que existe Y arbitrariamente
proximo de X, que tem uma separatriz de sela encontrando [ e
tangencia 3M; além disso seu comprimento € arbitrariamente
grande,

5311) Se existirem duas trajetdrias distintas se
X, que tangenciam 8M e os seus o e w-limite coincidirem am-
-bas com a trajetdria quase-genérica Yy entao existe Y ar-
-bitrariamente proximo de X, que tem uma trajetoria que tan-
-gencia 8M em dois pontos (distintos) e de comprimento ar-
-bitrariamente grande.

§2

2.1- Proposicao- Denotemos por Ql a colecao de cam-
~DOS Xexr, r»2, tais que: 1) X possue um fnico ponto critico
quase-genérico como unico ponto critico nao genérico; 2) X
satisfaz Q2 , %3 , B1, B2, Ba, By, Bs e Bg .Entaoc: a) Ql
& uma subvariedade mergulhada de Banach de classe ¢t e co-
dimensao um de xr; b) Qualguer XsQl tem uma vizinhanca B em
Ql? tal que qualquer YeB conjuga com X3 ¢l Q1 e aberto em X§‘

A demonstracio de 2.1 estd em |22,p.15 a 26].

83

3.1- Proposicao- Seja Q, o conjunto dos campos
Xexr3 r32, tais gque: 1) X tem uma conexao de selas que & qua-

se-genérica; 2) X satisfaz Q1, 2, By, Bz, Ba, By, Bs; e Bg.
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Entao: a) Q3 é uma subvariedade de Banach de classe CT % ¢

codimensao um, imersa em ngb) Qualquer X€Q3 tem uma vizinhan-
ca B em Q&’ tal que qualquer YeB conjuga com X.
A demonstragao de 3.1 estd em [22,p.26 a 3u].

3.2- Observagao- Notemos que em 1.1, 2.l,e 3.1, a

trajetoria periddica quase-genérica, o ponto critico quase-
genérico e a conexao de selas quase-genérica, respectivamente,
estao "longe" de OM e as condicdes B,, 1=1,3,4,5,6, permane-

cem vdlidas para pequenas perturbacdes de X em x© (vide'!|16]).

3.3~ Observacao~ Se a conexao de selas de XeQ, for
uma autoconexao em uma sela p, entdo em |22| foi encontrada
uma curva fechada C, arbitrariamente proxima de YXLHP} , tal
que qualquer Y suficientemente proximo de X e transversal a
ela. Denotemos por Qa o subconjunto de Qa de campos X tais
que nenhuma trajetoria de X que tangencia 3M e nenhuma sepa-
-ratriz de sela de X, encontra C. Ent3o a proposicic 3.1 per-
-manece valida para QS’ mudando imérsa por mergulhada; além

disso QS & aberto enm xi. A prova deste fato esta em [22,9.34!.

3.4- Observacdo- Se denotarmos por Qa(n) o conjun-

-to dos Xng de 3.1 cuja conexao de selas Yy tem comprimento
menor do que n, entao 3.1 permanece valido substituindo imerp-

~sa por mergulhada. Dafi QIUQz(n)UQB(n} € uma subvariedade mer-

gulhada de xr.
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Parte 2- Nesta seccgao serao estudadas familias de
campos nao estaveis, cuja instabilidade provém do contacto
das trajetérias com o bordo de M. Frequentemente, durante as
demonstragoes , estaremos usando resultados e técnicas de M.C.
Peixoto, M.M. Peixoto (]16]e |17]) e J. Sotomayor |22]. Salvo
em mencao contraria, suporemos r>2.

§h

4.1- Definicao- Um pénto pedM é um elemento criti~
~=-co genérico de szr, se as seguintes condigoes estiverem sa-
~tisfeitas:

by) N3o existe nenhuma trajetdria periodica de X, tangen-
~ciando 3M em p,

b2) 0 ponto p satisfaz X(pJ)#0,

b,) Se existir uma trajetoria de X, tangenciando 3M em p,
entao em nenhum outro ponto qed3M (g#p) as duas curvas se tangen-
~-ciam,

bu) Nenhuma separatriz de sela de X tangencia 3M em p,

bS) Se uma trajetéria de X tangencia 3M em p, entac o con-
-tacto entre as duas curvas no ponto p & de segunda ordem (dire-
~mos neste caso que o contacto entre X e 9M em p & generico;

vide construgao 4.2).

4.2~ Uma construgdo- Sejam pedM, y,(p) uma trajeto-

ria de Xexr passando por p e ieir, um representante de X. Con-
~gideremos u:(R,0)» (N,p) um germe c” de um mergulho transver-

a 3M em p. Consideremos também s:(R,0)+ (3M,p) um germe c” de
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um mergulho. Pelo Teorema das Fungoes Inversas o=(s,u) )
germe de um difeomorfismo de classeC {0:(R2,G)+ (N,p)). De-
-notemos por w a segunda componente da fungao inversa
onlziN,p)»-(Rz,O). Finalmente consideremos o germe
wx:(R,8)+ (R,0) definido por ﬁx(t)=n(¢x{p,t)). Por continui-
~dade, 1{¢g(q,t)) esta definido em uma vizinhanga Ex?l de (X,p)
em irxN. Para cada YeB, consideremos o germe de classe Cr,
WY:(R,O)* (R,0) definido por w?(t)=w(¢Y(q,t)§ para todo qs?l.
Evidentemente y, tangencia dM em p se e s0 se m'9(0)=0, qual-
~quer que seja o representante X de X. Observemos também que,
wxiR,O) + (R,0) pode ser definido sem dificuldades se toiﬂ.
4.2.1- Definicao- Dizemos que pedM satisfaz a con-

-digdo G em relagaoc a X ou que o _contacto entre X e 3M em p

€ generico, se m'e(0)=0 e m"g(0)#0.

4.2.2- Definigdo- Dizemos que pedM satisfaz a con-

-dicao Q.G. em relégao a X ou que o contacto entre X e dM em

p € guase-generico se m'g(0)=1"g(0)=0 e m"'g(0)#0.

Estas definicoes nao dependem do germe transversal
u (vide |23,p.11|) e nem do particular representante X de X

(pois qualquer que seja X, ele localmente em torno de p, e

"paralelo").

4.3- Observacoes- a) A condigao b, dada em 4.1 pode
ser substituida pela condicdo G; b) Para futuras referencias,
consideremos o sistema de coordenadas x:(xl,xz) em torno de p

(por exemplo em uma vizinhanga ?1 de p em N) dado por xl(p)=
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xz(p):ﬁg xlcsxid3 xgmmﬁida xleumﬁ e xzosxﬁ. £ conveniente no-
-tar que neste sistema de coordenadas, temos ﬁx(t)=x2(¢g(p,t)h
c) Irvemos denotar por U e 8, vizinhangas fechadas , arbitra-
-piamente pequenas de p em u(R) e s(R), respectivamente. Con-
-vencionaremcs que a orientacao positiva de U e aguela dada
pelo sentido que sai de M.
4.4~ Lema- Consideremos as notacoes de 4.2 e Xex”.
Se o contacto entre X e 3M em um ponto pedM (X(p)#0) & gené-
-rico entao existe vizinhanga B_ de X em y¥ e uma fungdo de
classe C°, a:B > R tal que Y(s(al(¥))) & tangente a 3M em
s(a(Y)) e além disso o contacto entre Y e oM em s{al(Y)) é ge-
-nérico.
Prova- Consideremos o germe G:ixFXRgix,a})¢ (R,0)
de classe C', definido por G(Y,a)=Y(s(a)) A sfl{a).
Seja xz{z19x2> o sistema de coordenadas em torno
de p, com %§ =X{p) e s:(sl,sz) as componentes de s neste
sistema,; com i{o):p,
Atpaves de um calculo direto obtemos %%(X,O)=s"(0)#
0, pois o contacto entre X e 5M em p é genérico. Pelo teorema
das funcoes implfcitas, existe vizinhanga BO de X em xr e uma
Gnica aplicacao a:BO$ R que satisfaz o(X)=0 e G{(Y,a)=0 se e
sé se azal(Y). Além disso , por continuidade, B pode ser obti-
-do tal que o contacto entre Y e 3M no ponto & genérico |16].

E isto conclui a demonstracdo em jogo.

4.5- Definigao~ Um ponto peoM & um elemento critico
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quase-genérico de Xex® do tipo:

-8y~ se X(p)=0 e: a) p é simples, b) os auto-espa-
-cos de DX? sac transversals a 3M em p e ¢) os autovalores de
%XP nao sao reais e iguais;

-B2~ se existir uma trajetoria periddica de X, ge-
-nérica, tangenciandc 3M somente no ponto p, onde a condigao
G e satisfeita;

-B3~ se a trajetdria de X passando por p, nao for
periodica, nem separatriz de sela e tangenciar 3M somente em
um outro ponto g, além de tangenciar M em p; alem disso p#q e
ambos devem satisfazer a condicao G em relagaoc ao campo;

-8By~ se existir uma separatriz de sela de X que
tangencia 3M, somente em p, satisfazendo a condigao G em re-
-lagcao ao campo;

-Bs- se existir uma trajetoria de X, tangenciando
9M somente em p, satisfazendo a condigao Q.G..

4.6~ Observacao- Se p € um ponto critico simples

de X e se os autovalores’de~DXp sao complexos conjugados en-
-t30 estamos admitindo que ele satisfaz a condigao b) da de-
-finicao de elemento critico quase-genérico do tipo Biiisto
porque um vetor tangente a 3M em p (nao nulo) na6 & vetor pro-
-prio de DXP.

§5

5.1- Proposicao- Denotemos por H2 o conjunto dos

campos Xexr, r33, tais que: 1) Existe um ponto pedM que &
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elemento critico quase-genérico de X do tipo Bz, como unico
elemento crftico ndo genérico de X; 2) X satisfaz @y, @3 e
todas as trajetorias periddicas de X, exceto aquela que
passa por p sao genéricas e esféa no interior de M. Entao:
a) H, & uma subvariedade mergulhada de Banach, de classe et
e codimensdo um de xr; b) Qualguer xéﬁz tem uma vizinhanga
B em H, tal que qualguer YeB conjuga com X.

A prova desta proposigao dependera de alguns lemas.
0 lema que se segue & conhecido e a demonstracao dele pode
ser encontrada por exemplo em |13, parte VIII]|.

5.2-Lema- Seja Xa?r, possuindo uma trajetoria pe-
-priédica vyg de periodo 1. Dados € e Too numercs positivos,
existem vizinhancas B de X em‘_)'zP e ¥ de v em N, tais que:
a) a cada campo YeB corresponde uma {nica trajetéria pericdi-
~-ca genérica Yy cantida em V e seu periodo dista menos do que
e de Tos b) qualquer trajetoria de %X encontrando 3V, o faz
tpansversalmente e dispende em ¥V um tempo maior que To’ Além
disso 3V é a rveuniao de duas curvas fechadas (diferenciaveis).

5.3- Lema- Se XeH, entio existe vizinhanga B de X
em xr, tal que: a) qualquer YeB satisfaz as condigoes 0y, 92,83,
By Bs, Bg e b} se YsBﬁHQ entdo Y satisfaz Bjs e Bs.

A demonstracgao de 5.3 decorre imediatamente de |18} |
e da variagao diferenciavel (de classe c¥) das trajetorias

de YeB.

5.4- Lema- Seja szr, r33, tendo um ponto pesM, co-
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-mo um elemento critico quasewgenéricsg Entao existem vi-
-zinhancas Ez de X em XF% F de p em M e una fungao f:BE¢ R
de classe Cyml satisfazendo: a) f(Y)=0 se e s6 se Y tem uma
trajetéria perildica genérica tangenciando M em um uUnico
ponto PY€F$ satisfazendo a condica@o G; se f(Y)#0 entao nenhu-
-ma trajetoria periddica encontrando F tangencia 3M e b)
de#Ge ‘
Prova- Denotemos por TxaTgs ¢X(p9t} regspectivamen-
-te a trajetoria pericdica de X que tangencia 8M em p, seu
periodo e o correspondente fluxo. Seja também £ um represen-
~tante de X (Xe%"); obviamente Yy=Yg(p), pois pedM e yycM.
Tomemos wvizinhancas ?Q de p em N, contida em Ve
%O de % em ¥° (U e gm dadas em 5.2); vamos admitir que ?o e
ﬁ@ estao contidos respectivamente em ?1 e §1 dadas em 4.2.
Iremcs impor ainda , que se Ys%Q entio sua trajetoria perio-
~-dica generica contida em V encontre U transversalmente e
somente num ponto Ue. Obviamente a correspondéncia ¥+ Uy é

de classe Cr.<figura‘l}w J

Denotemos por JQ um intervalo da reta, em torno da
origem, arbitrariamente pequeno.

Seja @:iQQXJ®§€§3Q)§+ (R,0) um germe definido por




e - . Sy .
%(?;t}aw?éf}g que obviamente e de classe C° e satisfaz:

e ;
@iﬁgﬁ}m§%{§9é}zﬁ e %?yiggﬁ}ﬁﬁ , pois o contacto entre X e

P o » b =5, @

oM em p & generico {apesar de nao ser necessario, Os calculos
acima podem feitos com o auxilio das coordenadas dadas em #.3).
Pelo teorema das fungdes implicitas, existem vizinhancgas §2CED

de %, J de 120 e uma unica fungao r:i%E%K}w (J,0) de classe

C?wl, com t(¥)=0 e %%{?gf)ﬁﬂ se e 86 se t=1(Y); vamos admitir
& 2 F
por continuidade que, para ?aﬁzy §%§<?5w4?3>¢a¥ Salientemos

que 1(%) € ponto de maximo (ponto critico ndo degenerado) da
aplicacao g(t)=8(Y¥,7), para cada ?aﬁzz

A aplicagao %:iﬁzgg}w (R,0) definida por F(¥)=
B(2,7(2)) & de classe C7 % e $eF 1(0) se e 53 se Yg tangen-
-cia 3M em p?:é?iu§,fi?}§o Provemos que dfgiﬁ.

Pacilmente obtemos a igualdade d?x(Y)zggix,G),

Nosso proximo passo, & construir uma curva em X,
que nos ajudard a provar que d?ﬁiﬁ, Para tanto, seja y:(ylsyz)

um sistema de coordenadas sobre uma vizinhanga ?g?o de p, com

= = .?w; =i = ; o 0
yl(p)~y2(p)»ﬂ, 5, %, y,ousid e y,ou=0. Se § & um numero real
pequeno, consideremos @azygﬁ?% R e ¢Z:QQ?+ R, funcgles bacia

¢®, com suportes respectivamente em |y,|<Se %y2§<§. Seja o se-
-guinte campo ?z¢1¢2 %;; em ¥° e consideremos a curva

r

h:{-n,n)> %, de classe C*, definida por h{i)= YR=X%AY, Evi-

. P & %@ By dg 3 B 2
- =¥ e =0, ] e X () mee £0:
dentemente YQ ¥ e T{??} Dai gixxgﬂ} ékéi+k?)l=g.8, isto
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decorre de uma conhecida formula para derivadas de solugdes de
equagoes diferenciais, dependendo de um parametro (|10,p.94|).
E portanto ﬁfxﬁa,

Sejam agora, a seguinte vizinhanga de X em x,
Bz={Y€XP3 tais que existe ?Egz com Y!M=Y} e a fungao £:B,* R,
definida por f(Y)=F¥(¥), onde YeEz e & uma extensao continua
(em X) de YSBZ (l28,p@6?!); estes objetos nos permitem concluir

imediatamente o lema 5.4.

Prova de 5.1- A parte a) decorre imediatamente dos

lemas 5.2, 5.3 e 5.4. Demonstremos agora a parte b).

Dado XgH,, seja ¥ a vizinhanca de Yy em N, dada em
5.2; V & limitada por duas curvas fechadas Cl e Czs onde
CNeM=0 e CzﬂaM#@. Sejam os conjuntos V=VAM e szﬁf\ﬁ. Vamos
admitir que o arco S de 3M, dado em 4.3 € imagem de I=[~lgl],
s(0)=p e que V33M=81£S; consideremos os conjuntos S =s[-1,0),
s*=s(0,1], 518,08 e s‘;_:slos* (figura 2).

Admitiremos que o Unico ponto de tangencia de X com
3M em S seja p; isto implica que, exceto em p, X & transver-
-sal a C;, C, e a S.(4.u). Além disso, V deve ser escolhido
tal que nenhuma das seguintes trajetdrias de X a encontre:
separatrizes de sela, trajetorias periodicas além de Yy e tra-

-jetorias que tangenciam 3M, além de Yy

M

figura 2
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Primeiramente, consideremos a vizinhanga 82 de X
em y©, satisfazendo o seguinte: se YEEZQHQ, entio a trajeté-
-yia periddica genérica de Y, yyié), que tangencia 3M em ﬁesl,
esta contida em ¥V e qualquer trajetéria de Y encontrando ¥,

& transversal a C13 C2 e a S exceto em p; isto pode ser vis-
-to com simples argumentos de transversalidade.

Podemos supor, sem pérda de generalidade que: a) Yy
é um atrator; b) se alzs“ﬂcz, ent@o ¢, (0 ,t)eV somente para
t=0; c¢) se qeint(CQUSX), entao existe to>0, tal que ¢X(q,to)£
S; e para te(0,t ), ¢X(q,t)eint<V). Situacao semelhante ocor-

-re para YeBzﬂHQ (figura 3).

{

Chamemos de Mzzw-int(V), Vl o anel fechado limita-
-do por C, e YX(p) e V2=V~1nt(vl); indicaremos por Vl e V,
as correspondentes regices determinadas por YY(ﬁ) para Ye
BZﬁHZ,

Nosso procedimento obedeceri as seguintes etapas:
1) Aproximaremos C, para uma curva C, determinando um subcon-

Py , i o~ S
-junto M2 de M, proximo de Mz , de tal forma que ele seja uma
subvariedade C° de M e além disso o campo X}ﬁ € genérico;
2

daf existe vizinhanca B de X em x', BCBQ, tal que se YeBNH,,

entao existe um homeomorfismo hZ:M2+ MQ, trans formando traje-
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-térias de X{M em trajetdrias de YiM 3 2) De modo natural
2 2
extendemos h2 para um homeomorfismo h:M+ M transformando tra-

-jetorias de X em trajetorias de YeBAH,.

Construcao de M,- Sejam a2=C2ﬂS+, F,,i=1,2, vi-
=zinhangas pequenas de Gy i=1,2, tal que FfFKMCS e elas nao
contém nenhuma singularidade; sejam Si e E; arcos de M e C?’
contidos em Ei e passando por o.. Consideremos ainda s, I~ Fi
e ei:1+ Fi parametrizacoes c® de Si e Bi respectivamente com
si(0)=ei(0)=ai (notemos que 35(0} e ei(ﬂ) sao linearmente
independentes). Estas parametrizagbes induzem sobre cada F.
um sistema de coordenadas xi=(x§,x%) com xi(ai)=05 como X &
transversal a Si e a Ei’ i=1,2, podemos supor sem perda de
generalidade que: enm Fl (respectivamente em FZE x%iX(ul))>G
e x%{X(ul))>0 (xi(X(&z))<G,xg(X(az))<G). Por continuidade
podemos supor que se qlsfl (resp. q2EF2} entao x%(xiq£)>0 e
x5(X(q))>0 (x2(X(q,))<0 e x5(X(q,))<0). Dado n>0 arbitra-
~riamente pequeno, consideremos viESi e wieEi, i=1,2 tais que
]xi(vi)i<n e Ixi(wi)l<n; exigimos que x%(vl)<0, x%(w1)<0,
xi(v2}>0 e xg(w2)<0. Consideremos agora a curva C=y(L),Le
[-2,2] de classe c”, tal que: a)w(~2)=v1,¢(~l}=wl, Y1) =v,,
w(2)=w2 ; b)C esta e-proximo de CZ e C=C2 fora de Ff&?zg para
ze(=2,-1), x%(¢(§))<@ e x%($(§})<0; para ze(l1,2), xi(&(@))>8,
2 (p(21)<05 @ x2(p (-2 ext(p (=102 =2 (P (DI0=xE (Y (2) =05
d)se ze[-2,-1] entao wé(é} e X(y(z)) sacglinearmeﬂte indepen-

-dentes; e) existe um unico £,€(1,2) onde vz ) e Xz )
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s3o linearmente dependentes; f) o contacto entre Ce X no

ponto Y(g )=c & genérico.

figura 5

Como Xiﬁg & genérico, existe um vizinhanga B de X
em Xr’ 8582, tal que se YeB f\Hz entao existe un homeomorfis-
-mMo hQ:M2+ M2 (proximo da identidade) transformando trajeto-
-pias de XiM en tra]etorlas de Yi“

Para cada YeB, esta associado um ponto ° EC, corres-
-pondente a c e obrigatoriamente hz(co)zco, Exigiremos que
hy(vy)=vys i=1,2; isto &€ possivel, pois cada v, esta contido

em uma regido candnica (vide definicao em [16]).

Construcao de h- Iremos extender h2’ primeiramen-
-te para os pontos de Vlu Com efeito: seja Q umarco em Vl,li—
-gando p a um ponto qul3 transversal a X; como hz esta pr5~
-ximo da identidade, determinamos um arco U (perto de U),
ligando p a hzfq):a,transversal a Y; obrigatoriamente h(p)=p

e de modo similar a |22,p.12| definimos h para os pontos de
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v, C a imagem por h de V, sera §1}¢

Construiremos h para os pontos de V,. Primeiramen-
~te vamos determinar trés regides (candnicas em V2> que de cer-
~ta forma nos facilitara a construgac de h. Por continuidade
de X, a trajetéria (de X) que passa por . encontra S em um
ponto c, € S~ em um ponto Cqys denotaremos por Yo esta traje-
~toria. Para YeBﬁ\Hz, existem os correspondentes 51, 52 e ?O

Exigiremos que h(ci)=5.

;s 131,25 Yo{respec.§0) determina em V

(V) as tres seguintes subregides (figura 6):

o . . Y
1) T, (respec. T )°lim1tada por (;ﬁg Ings Cvoc )
1 171°9M 170" My,
VA Ty 2
(¥ (6 ms (V10 Doy e (8202 D).
© %10y TtVi%1tane TY1%e A, %1’ Y ~ A
2} T, (respec. T ) llmltada por (ChaValanos ie V)
2 2Y27 oM 27°3M
Ty Ly f’"\ Yy 2
e (czc ) ((cz ,2}3}lp (e Vz}aﬁ e €c2co)§ )

33 T, (respec. T 57 llmltada por (c:l slays Yx(P) e

» N - T
cégﬁl}YO ( (318,05 » Y¢(B) e 52z ).

oM

figura &

o8 . Ty
Pela razao de comprimento de arco, fazemos h(c c13

Yo

hi:ﬁg 3

2€505 s Blviey)yy=vicydyy e hle

Vst v
2V2 ) au

Cada Tise?é levado por h no seu correspondente Ti‘




23

SSbre T,- Tracemos um arco Q em Tg, ligando um pon-
-1to qayx(p) ac., transversal a Xj; por conseguinte, existe
um arco Q, proximo de Q em ?33 transversal a Y, ligando h,(g)=
i a EO. Atraves da razao de comprimento de arco, impomos que

h(cl,p}aM:(alﬁp}aM, Se §2£(§c2)gﬁ, ?X{qg} encontra (clp}am

em um ponto qq éntao fazemos h(q2)=§2, cnde 52 & o ponto on-
~-de a trajetdoria de Y passando por élzh(ql) encontra (522)3ﬁ;
Sobre os pontos de Q , h age da seguinte maneira: se ueQ, a
trajetéria de X, passando por €le, encontra ujelciplyy e
uza(£%§>aM; assumamos que h{u)=u onde u & a intersecgao de
yy(hlu )) com §. Agora, através de um simples calculo, defi-
-nimos h para todos os pontos de Tga
Com as mesmas técnicas utilizadas atras, h pode ser
construido facilmente sobre T, e T, e isto nos permite con-
-cluir a demonstragao de 5.1.b.
5.5- Observagao- Dado qualquer numero L>0 (respecti-
-vamente T>0), uma vizinhanca B de X pode ser encontrada, tal
que. qualguer trajetoria encontrando C15 de gualquer YeB, tem
comprimento ( ou dispende um tempo) maior do que L{T) em Vlg
esta afirmacao decorre imediatamente de 5.2. Além disso qual-
-quer trajetdria de YeB encontrando C,, encontra 3M transver-
~salmente em V.
5.6~ Observagao- Denotemos por Hg(n) o conjunto dos

XeH, cuja trajetoria periddica que tangencia 3M, tem compri-
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-mento menor do que n; com argumentos de continuidade veri-
-fica-se que a proposicac 5.1 permanece valida para Hzﬁn)m

5.7- Proposicao~- Denotemos por ﬁz o subconjunto de

Hz de campos X que satisfazem o seguinte axioma adicional:

3) Nenhuma separatriz de sela de X e nenhuma trajetéria de X

que tangencia 3M, tem yxip) como o seu o- ou w-limite (isto
e, encontra Cy). Entdo: a) §2 é aberto e x?; b) §§=H2~ﬁ2 e
aberto em H,; c¢) Se Xeﬁ% entao existe vizinhanga B de X em 7,
tal que, se YEB~H2 entao ou i) YEZD ou ii) Y tem uma Unica se-
-paratriz de sela tangenciando M ou iii) Y tem uma Gnica tra-
-jetdéria que nao & peribdica e nem separatriz de sela,tangen-

-ciando 3M em dois e somente em dois pontos; além disso em ii)

e iii) o contacto entre Y e 3M & genérico.

Prova- Existe €>0, suficientemente pequeno, tal que
se stﬂl[-e,ﬁ) entao YeI_; isto sai como consequencia da de-
-monstracao de 5.l.a. Entretanto o mesmo nao se pode dizer acer-

-ca de um campo em fml€03£} para qualquer €.

prova da parte a- se Xsﬁz, obviamente existe vi=-

-zinhanga dele em xr, tal que qualquer Y nesta vizinhanga sa-
-tisfaz Bs e By; por 5.3, 5.4 e a observacao acima)existe £>0

tal que se st“l(ﬁﬁs} entao Yel . E isto prova a abertura de

r N
ﬁz em .
A demonstracdc da parte b) € imediata.

Prova da parte c- vamos supor que exista uma ﬁnica
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separatriz de sela vy de X encontrando Cy ( os outros casos
caem como decorréncia déste ). Sejam X um representante de X
e T uma vizinhanca arbitrariamente pequena de p em N, onde
esta definide um sistema de coordenadas x=(x1,x2),satisfa2en—
-do x{(p)=0, %§1=X e x20u=ida VX determina uma sequéncia de
pontos {un)3 infinita, sobre o arco U, transversal a oM em p
(isto porque Yy & orbitalmente estavel) e além disso (u )+ p.
Existem duas possibilidades para um campo Yefnl(o,e): ou i)
a trajetéria de Y que tangencia M em T passa por u_, para
algum n ou ii) esta trajetdria nao encontra u_  para todo n.
Se i) acontece, Y tem uma Unica separatriz de sela tangen-
-~ciando 3M em um um unico ponto; se ii) acontece, Yel .

Como X tem somente um numero finito de separatri-
-zes de seia e de trajetorias que tangenciam dM, a parte c)
& demonstrada de modo trivial.

§6

6.1- Proposicao- Denotemos por Hy o conjunto dos
campos Xexr, tais que: 1) Existe um ponto pedM que e um ele-
-mento critico quase-genérico do tipo Bsde X, como unico
elemento critico ndo genérico de X; 2) X satisfaz @y, Q2, Us.
Entao: a) H3 & uma subvariedade de Banach, mergulhada de
classe Cr_I e codimensao um de xr; b) Qualguer XEH3 tem uma
vizinhanga B em HB’ tal que qualquer YeB conjuga com X e c)
Hy € aberto em xi.

A demonstragao de 6.1 depende de alguns lemas, que
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daremos a seguir.

6.2- Lema- Se Xeﬁé, entdc existe vizinhancga B de X
em xr tal que qualquer YeB satisfaz as condigdes R, 22, 03,
Bys Bay Bes Bs, Be

Demonstracac deste lema decorre imediatamente de
|16]e de u.u.

6.3- Lema- Seja xex®, tal que existe uma trajetdria
Yy Que tangencia 3M em apenas dois pontos distintos Py © Dy
além disso o contacto entre X e 8M naqueles pontos & genérico.
Existem vizinhancas B de X em xr, F. de p, em M, i=1,2 e uma
funcao de classe Cr—l, f:By* R, tais que: a) £(Y)=0 se e 80
se existe trajetoria de Y que tangencia 3M em dois pontos q,€
F, e q,6F,, cujo contacto entre as curvas & generico; se f(Y)#
0 entdo existe uma unica trajetéria que tangencia M em F,
(respectivamente FQ} em um Unico ponto e nao tangencia 3M em
nenhumn outro ponto; e b) dfx#G.

Prova- Seja T, um numero positivo, tal que
¢x(p1,11)=p2' Consideremos XeX' um representante qualquer de X.
E evidente que @X(pl,f) e @x(pl,t) coincidem para “E<T<T, YE
para algum  suficientemente pequeno; isto é verdade porque
o contacto entre X e M em Py € genérico e Qx(pl,Tl)rpz. Cha-
memos de ?i vizinhancas pequenas de p; em N (correspondentes
a ?1 dada em 4.3), impondo que o Unico ponto de tangencia de
X com M em F,(respec. F,) é p; (p,) (vide 4.4). Denotemos

também por Si e Ui (i=1,2) os arcos em 3M e em N, respectiva-
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-mente, contidos em ?i e andlogos aos.arcos S e U dados em
4.3 ( e da mesma forma os mergulhos s. e ui).

"G 4~ Sublema- Com as hipoteses de 6.3, existem vi-
-zinhangas ﬁ@ de X em ¥* e um numero §>0, tais que a cada
?E§O corresponde com um unico ponto a?sJo, onde ?(sliay)) e
3i(a?) sao linearmente dependentes; além disso a correspon-
‘déncia ¥+ og & de classe C".

A prova deste sublema decorre de byt

Consideremos o‘germe de classe er
C:(EOXJO,(Katl)E* (R,0) definido por @(?,T)=ﬂ(¢y(81{3?},f))

: ; 3 2
que obviamente satisfaz @(X,Tl)=§%{2,tl)=9 e %;%(X,zl}#ﬂ (og

& o ponto determinado em 6.4). Pelo teorema das funcgoes im-
-plicitas, existem uma vizinhanga 33250 de ¥ em ¥ e uma fun-

-gao Ti§3¢ R, de classe et

, tal que T(?)=Tl e %%{Y,T):O
se e so se t=1(¥); além disso §3 pode ser escolhido tal que,
se nga entao %%%(Y,T(Y))#U.

Observemos gque, COmMoO a orientagao positiva de U,
& a emergente de M, entdo 1(Y) & ponto de maximo da aplica-
-gao gY(T):G(Y,T), para cada YaBa,

Definamos a aplicagao f:B,+ R de classe Crﬁl, por
F(9)=8(Y,1t(¥)), que satisfaz T(X)=0 e e 1(0) se e 86 se
ﬁYcT(Y))=U (vide 4.2).

A demonstragao de dfg#0 & similar a feita em 5.1.a.

Se F(¥)#0, existe uma trajetdria de ¥, diferente
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daquela gue passa poy ag que tangencia 3M em um unico ponto
pertencente a ?2; este fato pode ser constatado, atraves de
argumentos simples de continuidade.

Consideremos agora, as vizinhancgas, BB de X em xrg
dada por Bgz{Yaxrg tals que existe ?sga com ?§ﬁ=Y}, F. de p
em M (i=1,2) dadas por Fig?iﬁﬁ e a aplicacdo de classe prig
fiB,+ R, definida por £(Y¥)=E(¥) onde ¥ & uma extensdo conti-
-nua de Y em X°.|28 p.67|. Estes objetos nos permitem con-
-cluir a demonstragaoc em jogo.

Prova de 6.1~ As partes a) e ¢) decorrem dos lemas

6.2 e 6.3. Demonstremos agora a parte bJ.

Sejam XeHy, vy & trajetoria de X que tangencia M
em dois pontos p, e p, e % um prepresentante de X em % . Con-
-sideremos também (F,x) um fluxo tubular longo em N relacio-
-nado com %, em torno do arco <§;%E}BX. Vamos admitir que T
é suficientemente pequenc de modo que nenhuma outra trajetd-

-ria de X tangencie 3M em P (figura 7).

3 M
i 1 - X
figura 7

Por simplicidade, vamos supor que ix1€pl}i=§xl{§2}lz
g, x1(py)<0 e x,(p,)>0.
Seja F=FMM e C um arco ¢” contido em F, satisfazen-

; . "y
~do: a) C e M limitam uma vizinhanca fechada V_ de (p.p,)
o 172 Yys
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b) C tangencia 3M em dois pontos cy & Cy5 ¢) existe um Unico
pento cgeint(C)s onde Xe C ndo n3o transversais; entretanto
o contacto entre YX(CO) e C é genérico neste ponto e d) M,=
ﬁ-VQ e uma subvariedade ¢® de M. A construgdo de M, obedece
as mesmas tecnicas usadas na demonstracao de 5.1.b. Podemos

impor também, que C intercepta Yy em apenas dois pontos P,y e

figura 8 ™~

Por continuidade de X sobre 3M,existe pelo menos
um ponto qe<§;§2)aM, tal que vy(q) é tangente a 3M em q.

Podemos supor sem perda de generelidade que nenhu-
-ma separatriz de sela, nenhuma trajetéria exceto Yy Qque
tangencie 9M em algum ponto e nenhuma trajetoria periddica

de X encontre Vo'

Como X;M & um campo genérico, existe vizinhanga
2

B de X em xr, tal que, se YEBﬁﬂg, entao existe homeomor-

~fismo (CF proximo da identidade) hZ:MQ» Mo, trans formando

trajetorias de Xiﬁ em trajetlrias de Y{M .

2 2
Para cada YeB HB existem os correspondentes Py 52,
53 e EQ de pys pys» Py € Py respectivamente. Precisamos exigir

que hzici)=ci,i=1,2 e hzipj):ﬁj para j=3,4.

A extensao de hé para um homeomorfismo h:M> M ,
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transformando trajetorias de X em trajetorias de YeBﬁﬁg, e

feita de maneira natural, utilizando-se razac de comprimento

de arco.

6.5~ Observacao- Ad{ﬁa}ﬂQQ#é e Aééﬁg}ﬁﬁzﬁéQ estes
fatos decorrem respectivamente de 5.7 e 1.3.

6.6- Observacdo- Denotemos por H,(n) o subconjun-
-to de Ha dos campos X, tais que Yy tem comprimento menor do
que n. Por argumentos de continuidade verifica-se que a pro-
-posigdo 6.1 continua valida para Hy(n).

§7

7.1~ Proposigao- Denotemos por H“ o conjunto dos
Xaxr, r>2, tais que: 1) Existe um ponto ped3M, que & um ele-
-mento eritico quase-genérico do tipo By de X, como o Unico
elemento critico nao genérico de X; 2) X satisfaz Q1,0 e Q3.
Entao: a) Hy & uma subvariedade de Banach, mergulhada de clas-
~se C¥"' e codimensdo um de x©; b) Qualquer XeH, tem uma vi-
-zinhanga B em Hy» tal que qualquer YeB, conjuga com X e c)
H, é aberto em X§°

A prova de 7.1 depende de alguns lemas, que dare-
-mos a seguir.

7.2- Lema- Se XeH,, entao existe vizinhanga B de X
em Xr, tal que qualquer YeB satisfaz as condicoes 91, Q2, O3,
By, Bz, Bsy Bs e Bg.

A demonstracao de 7.2 segue de 4.4 e de [18].
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7.3- Lema- Seja XeH,, tal que Yy & a separatriz de
sela de X que tangencia oM em um fnico ponto p. Entao existem
vizinhangas B, de X em Xr, F de pemMe uma fun§§o de classe
Cr‘l, £:B,~ R, tais que: a) f(¥)=0 se e 86 se existe separa-
~+piz de sela de Y, gque tangencia 3M em apenas um ponto stF
e satisfazendo a condigao G em relacao ao campo; se f(Y)#0
ent3o nenhuma separatriz de sela de Y, tangencia 3M em I e
b) dfy#0.

Prova- Dado um representante % de X, existem vi-
-zinhangas Eo de ¥ em {* e F de p em N, tais que qualquer
YeB possui uma Gnica separatriz de sela Yg¢, encontrando FAM
(vg estd e-C¥ proxima de v, em N). Seja UCF o arco C transver-
-gal a M em p,dado em 4.3. A vizinhanga ﬁo pode ser obtida,
tal que Yy encontra U, somente em um ponto Uy, transversal-
-mente ; além disso a correspondencia I ug & de classe
ct.

Consideremos o germe de classe Crﬁ
G:(BOXJO,(X,G))* (R,0) definido por G(Y,T)=w(¢y(uy,1)) onde
JO &6 uma vizinhanga pequena de 1=0 em R. Evidentemente temos
G(X,O)=%%(X,O)=O e %;§<X,0)¢o (notemos que ug=p).

Agora a demonstracio de 7.3, € analoga a de 5.4 e

6.3.

Prova de 7.1- As partes a) e c) decorrem dos lemas

7.2 e 7.3, enquanto que 7.1.b tem demonstracgaoc similar aque-

-la feita em 5.1.b e B6.1.b.
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7.5~ Observacao- Ad(ﬁg)AQZ#é e Ad(H%)nﬁzié; isto

decorre imediatamente de 1.3 e 5.7 respectivamente.

7.6~ Observacao- Denotemos por Hu(n} o subconjunto

de H,, dos campos %X, tais que o comprimento de ?X & menor que
n; do mesmo modo que 5.6 e 6.6 a proposicdo 7.1 permanece va-
-lida para H&(n)@

58

8.1- Lema- Seja pedM um ponto critico simples de
X£xva Entdo existem vizinhancgas Bo de X em xr, F de pemMe
uma aplicacao de classe c¥, f:BG+ R, tais que: a) £f(Y)=0 se
e 56 se Y tem um ponto critico pyEINAE; além disso Py € sim-
-ples; b) se £(Y)>0, Y n3o tem ponto critico em F; c¢) se
£(y)<0, Y tem um Unico ponto critico em F e que & simples; e
d) df,#0.

Prova- Escolhemos X um representante de X em 5,
Fl uma vizinhanca arbitrariamente pequena de p em N dada em
b2 e EO uma vizinhanca de ¥ em ¥  satisfazendo o seguinte:
cada ?EEO possui um Unico ponto critico pg em ?1, que € sim-
-ples e a correspondéncia ¥+ pg & de classe cF.

Definamos uma aplicagao ?:Eé» R por T(Y)=w(p?); es-
ta aplicagio evidentemente satisfaz ¥(X)=0 e é de classe et

Provemos que de#G.

Para tanto, seja x=(x1,x2) o sistema de coordenadas
em torno de p, dado em 4.3 e Y:N+ R uma fungac bacia c®  com

suporte em F§={qaﬁ com |x(q)|<8}e ¢(q)=1 se lx(q}{<61




33

com §1~positivo e estritamente menor do gue §. Consideremos
o intervalo I=|-n,n| com n>0 e menor do que 61. Definamos
uma curva h:I» %° de classe c’, por hik)&g}=ﬁx(q)=¢(q)ﬁ(q+
Ay 4 (1-v{q))X(q); obviamente Xexx e X(-A%§—)=0, isto €,

ox
2
pxszl émw). Consequentemente f(ik)=~k e é?x{??=§£§3§l{0)¢ﬂ.

$x2 dA
Consideremos finalmente, a vizinhanga B de X em
x©, dada por BO={YEXF tais que existe ?550 com Y‘M=Y} e a
aplicagdo f:B _~ R de classe c’, definida por f(Y)=¥(?), onde
¢ & uma extensdo continua de Y em ¥*; donde a conclusdo da
proposigao em jogo torna-se imediata.
8.2- Observagao- Denotemos por Hi, o conjunto
dos campos Yexr, tais que: 1) Y tem apenas um ponto eritico

pyEdM, simples.,e é o tnico elemento critico n3o genérico de

Y; 2) Y satisfaz Q2,013 e todos os pontos criticos de Y exce-

1
19
dos campos Y satisfazendo o seguinte axioma adicional: os au-

-to py sdo hiperbolicos. Chamemos de D, o subconjunto de H

-tovalores de DY_ sao reais e iguais.

"0 conjunto H%-D2 é aberto e denso em Hi"; este fato
& constatado imediatamente, através da aplicagao g:BonHi» R,
definida por g(Y}:UQ(Y,pY) - BA(Y,pY) |22 ,p.15|; pode-se ve-
-prificar também que um €>0 pode ser encontrado tal que se
Yegnl(O,a} entdo py & um né n3o degenerado |8| , se Ysgul(—s,O}
entdo py & um foco genérico (181) e g(¥)=0 se e s6 se os au-

~-tovalores de DYP sao reais e iguais.
Y
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8.3~ Proposicao- Denotemos por Hy o conjunto dos

campos szp, tais que: 1) Existe um ponto ped3M, que € um ele-
-mento critico quase-genérico do tipo B;, como unico elemen-
-to critico nao genérico de X; 2) X satisfaz Q2,Rs e todos

os pontos criticos de X distintos de p sao hiperbolicos. En-

-tao: a) H
1

1 é uma subvariedade mergulhada de Banach de classe
™" e codimens3o um de x*; b) Existe vizinhanga B de X em Hy
tal que qualquer YeB conjuga com X.

Antes de demonstrarmos efetivamente 8.3, iremos fa-

-zer algumas observagcoes e enunciar alguns lemas.

8.4~ Observacao- Se XeH;, a condigao b dada na defi-
-nicdc da elemento critico quase-genérico do tipo B
nos permite afirmar que existe vizinhanga F de p em M, tal
que qualquer trajetoria de X em F, encontra 3M transversal-
-mente, nao encontra 3M ou se ela tem p como © Seu G- OU W~

limite, entdo "ela tende a p transversalmente a 3IM".

8.5~ Observacao- Seja XeH, , tal que{éz(x,p)~
4A(X,p)] <0. Através da construgao feina em [22,p.24 e 25| o
arco S=s{(I) e o mergulho s:I+ 38M, dados em 4.3, podem ser ob-
-tidos, tais que, o fluxo X induz um difeomorfismo de classe
et L, 6, definido em §7=s[-1,0] com valores em S =s5(0,1] sa-
~tigfazendo GX(S{“13)=S(1), ﬁx(p)=p, s(a) e ax(s{a}) perten-

-cem a mesma trajetoria de X; a mesma referencia nos leva a

conclusao de que qualquer trajetéria de X, exceto p, encon=
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-tra (S-{p}) transversalmente,

0 lema seguinte, decorre imediatamente de 16} .

8.6- Lema- Se XeH,, entd@o existe vizinhanga de X
em xr, B, tal que gualquer YeB satisfaz Qs e todos os pontos
criticos de Y, exceto eventualmente py, s3oc genéricos e estao
no interior de M.

8.7~ Lema- Qualquer XsHl, possui uma vizinhanga Eo
em Hl’ tal que: a) Existe vizinhanga F de p em M, tal que
qualquer trajetéria de YSBO, em F, encontra M transversal-
-mente, nao encontra 3M ou "tende a Py transversalmente a 9M";
b) se X tem n pontos criticos (hiperbdlicos) no interior de
M, entao YaBO tem n e somente n pontos criticos (hiperboli-
-cos) no interior de M e ¢) qualquer YEBO satisfaz Q2, Qs,B2,
Bs, By, Bs, Bs e todos os pontos criticos de Y, exceto Dy>s
sdo hiperbdlicos.

A parte a) do lema 8.7 decorre imediatamente da
teoria de transversalidade e as partes b) e c) de tlﬁte de
8.11.

0 lema seguinte tem demonstragao imediata.

8.8- Lema- H, & aberto e denso em Hi.

Prova de 8.3- A parte a) é consequéncia imediata de

8.1, 8.2, 8.6, 8.7 e 8.8. Demonstremos agora a parte Db).
Se XeH, entao p:
04~ & uma sela (hiperbolica),

0,- & um né nao degenerado (hiperbdlico),
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0,- p satisfaz [vzcx,p}aaaix,p)]<0.

Iremos demonstrar a parte b) de 8.3,separadamente.
para cada um dos casos citados acima.

0,- Seja X um representante de X em %*. Denotemos
por F uma vizinhanga de p em N, tal que KrF seja genérico;
consequentemente as separatrizes Si’ i=1,2,3,4 de p em rela-
-c30 a X, encontram 3F transversalmente, que por sua vez de-
-terminam quatro subregides Ti de F (i=1,..,4); sejam os con-
~juntos Ti=TiﬁM, F=FnM, leé?ﬁM e L2=Fﬁ3M (vide figura 8).
Vamos admitir também, que nenhuma separatriz de qualquer sela
contida no interior de M,nenhuma trajetoria que tangencia 3M
e nenhuma trajetdria periddica,de X encontre F.

Sabe-se que F pode ser determinado, tal que X tan-
-gencia 9F em apenas quatro pontos; podemos impor, sem per-
-da de generalidade que entre os quatro pontos, somente o que
pertence a T, esta em M. Admitiremos também que ngs, onde
S &€ o arco éado em 8.5, juntamente com st e S™; mais ainda,

X & transversal a S-{p}.(vide 8.11)

Dados os pontos a1=8—a T e a2=8+r\F, vamos supor
por simplicidade, que ao percoréermos o arco (3132)Ll’ en-
-contramos primeiro uma separatriz estavel SIC Tl e depois
uma separatriz instavel Szﬁle ( o outro caso pode ser ana-

-lisado analogamente). -

M _. ~& -7 Qz |

figura 9




37

Sejam ainda, os pontos ki:Siﬁblg izl.2.

De modo analogo ao ja feito (por exemplo em §6),
aproximamos L, por outra curva (que ainda denotaremos por Ll)
satisfazendo o seguinte: i) existe vizinhanga B de X em xF,
tal que, se YeB AiH, entao pyeF; ii) as separatrizes de Dy,
§l e §2, correspondentes respectivamente com Sl e 82, encon-
-tram L, transversalmente em pontos El e §2 (respectivamente) ;
iii) L, tangencia 3 em a; e a,; iv) X € transversal a L,,

exceto num ponto caaint€£§%2)b , onde o contacto entre X e Ll

1
é genéricoj v) a regido M2=(M~int(E)) & uma subvariedade de

M, C; vi) exceto em p, X é transversal a L,.

Como X}M € genérico (por construgao de M,), exis-

2
-te vizinhanca de Rr, B(BQ, tal que, se YEB Bl entao existe

homeomorfismo hz:M2¢‘M2$ conjugando X§M2 com Y}ﬁz; se B e su-

~-ficientemente pequeno, para cada YEBAHE, existe um ponto

Eoeintiiliz)b correspondente com ¢ e evidentemente temos

_ 1
h.{c )=c_ . Conseguentemente, se m Eint(gﬁ% ) entao a traje-
2° 7o O "~ 1 170 Ll :
-téria Yy(m,) encontra int(e k,); em um Unico ponto m,; alem

1

disso o arco {ﬁi%gb esta contido em F. Para YéBAHl te~

. Yx(ml)
-pyemos oS correspondentes %l, ﬁz e Yy(ﬁl) iZZ,p.Q?!. Devemos
fazer as seguintes exigencias: a) hQ(ai):ai’ i=l,23 b) hz(ki):
ki’ i=1,2 e ¢) se hz(mlbzml entao hz(m2)=m2; isto e possivel
porque os pontos a;, kK, e m; estao contidos em regides cano-

-nicas de X |16].
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As curvas Si {respec. §i) determinam trés subre-
~gices em T, T, {%i§’ i=1,2,3; a.extensao de h,:M,> M, para
um homecomorfisme h:M-+ M, conjugando X com Y & feita através
da razao de comprimento de arco e de maneira analoga ao ja
feito anteriormente em outros paragrafos.

0,- Manteremos aqui, as mesmas notacodes de 0,, com
respeito a X, T, F, Ly, L,, S, g%, g7 a, e a,; consideremos
ainda, os conjuntos kgzsiﬁLQ e LE=S'QL2.

Como p & do tipo 0,, X € transversal a L, e as ex-
mceté em p (ver 8.11.a). Por simplicidade, vamos considerar
p um pogo ( se p for uma fonte o caso & analogo) e sem perda
de generelidade vamos supor que : a) se qsL;~{p} entao
¢X(q,t}ain$€?}% para t30 e §§§¢X(q,%)=p; b} se qein%(LZ)gexis—

~te um numero t, <0 tal que :¢X(q,t)€intif} para te(tggﬁ)s

QX(q,tO)aLI, @X(qgt)é? para

s f‘to e Yx(az)=a2.

- 2

%ﬁki
figura 10
Por simplicidade, vamos chamar de E;, © autoespago
cujas trajetdrias, exceto uma que denotaremos por Yo, que tan-
-gencia E2 em p, tangenciam El em P} € Se Dercorrermos O arco
(éggé}g encontramos primeiro as trajetdrias que tangenciam El°

1
Desta maneir&,YQ intercepta L, em um Unico ponto Kk, (notemos
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que se p € do tipo O, entao p & hiperbélico, em relagao a X).

: p Ny
Além disso, todas as trajetorias de X encontrando {k2a2)L s
1
exceto y,, encontram L; tpansversalmente |8,p.90].

De maneira identica ao feito anteriormente, vamos
aproximar L1 por uma outra curva (que também denotaremos por
L,) satisfazendo o seguinte: i) L, & transversal a X em todos
os pontos exceto em um, que O chamaremos de Cys este ponto
esta em int(Ll), proximo de a, eo contacto entre X e L, nes-
-te ponto & genérico; ii) a trajetdria yy(c ) encontra L;,
transversalmente em um ponto cy e tem p como seu w-limite;
iii) Llé tangente a S em a; e a,; iv) M2=(M~int(F>) & uma
subvariedade ¢® de M. Deveremos admitir também que nenhuma
separatriz de sela e nenhuma trajetoria de X que tangencia
oM encontre MNF; além disso, nenhuma trajetdria periddica de

X devera encontrar F. N\ "y

!
Q\.. W 8\? /Ik a;

2 M

figura 11

Consideremos em F as guatro seguintes regioces deter-
-minadas por X:

. =4 =% Y
a) Ty- limitada por (alcl)Lz’ (alco)Lfa{clco)YX(co}’

. e =% Y%
b) T,- limitada por (clp)YX(CO) e <clp)L2'

Y IR
¢) T.- limitada por (c_Dp) (c k,) T
3 o Yx(cc)’ o2 Ll e (kZP)yz‘
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N _aY
d) T - llmltada por (p,a 3<+‘,:§K§p)a e (k2a2)L
L = 2

generlce seja B uma vi-

Como por construgao,’$ €
=zihanga de X em x , tal que, se- YeBAH Bl’ entao : 1) Py e
do tipo 02, pysF e as c&ndlgpgsagga;;ansversalldade sobre F
permgggcemiyé;igas,,gxigﬁe‘hgmgomgéfiggﬁiééﬂzfggz,tlevan~

-do irajetSriasmde XfM _em traje%é;iaﬁwée;Y M,..Naturalmente
2 2
para cada YeBl, ex1st1rao os ccrrespondentes cbjetos YZ’ kz,

2, T &’TQ e obrmgatorlamente teremcs h (c ) c

13 convem observar qae, cada T sera lm gem por h do seu

correspondente T

03’

p em M, cu}o bordo e aonstltuzéo §or S e Yx(s( l))j

893a F Hia V121nhaﬂ§a de p em M ~contlda em V com

3? L\)L Vp» iﬁ~v),ia1em disso:

i) X e transwersal a L2 exceto em p 122|, ii) X & transversal

Ll? excet0 num ponto c681nt(L ), onde ° contacto entre X e

a curva em questao e generzco, a trajetorla.yx(c )CF e encon-

—tra S (respec@ S ) somente em4um pontofc (c ), 111) Ll

tangencxa s (respea. S } em um unico\ponto a (a ), iv) ﬁ
M- 1nt(F) e subvarleéaée C de % Vames admxtxr tambem que:?
nenhuma separatrlz de sela > nenhuma tra}etorla que tangencia

¢M e nenhuma trajetorla perlodlca ; de X encontre F.‘
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oM

figura 12
De modo amalogo a 0, e 02,”detérminamos uma vigi-

-nhanca B de X em Hl tal que qualquer YeB conjuga com X.

8.8- Observagao- Dado XeH,, se pedM & um ponto cri-
-tico simples e n3o hiperbélico de X, existe uma sequéncia
dé campos Ynexthl |22], convergindo para X (no sentido ¢y,
tal que py & um foco composto e esta no interior de M; isto
implica quz Ad(Ql}ﬂﬁlié.

8.9~ Observacao- Denotemos por 31 o subconjunto de
H, de campos Y, tais que'pY ¢ hiperbblico. E evidente que H,

é aberto e denso em H, e alem disso a Proposicao 8.3 conti-

-nua valida para Hy.

8.10- Proposicao- H, & aberto em Xi'

A demonstpggéo desta proposigao dependera dos lemas
que se encontram ém 8.11.

8.11- Observacoes- Os lemas abaixo falam sobre o
comportamento das trajetorias de um campo Y nas proximidades
de um ponto eritico hiperbéliéc, em vrelacao a uma dada curva
dada.

Seja V uma vizinhanga de um ponto p no R? e X um

campo vetorial sobre R? de classe C¥, r 2, tal que p € a uni-
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-ca singularidade do campo em V; além disso p € um ponto cri-
-tico hiperbolico de X. Denotemos por Ays A, os autovalores
de DXP e TlgTz seus respectivos autoespagos. Consideremos
3:22[‘1,1]+ Rzﬁ um mergulho de classe ﬁﬁ com s{0)=p e S=s(I).

8.11.a- Lema- Supomos que kl,kzsR 5 kl#kz e que ©
mergulho s dado acima seja transversal a T,, i=1,2. Entao
existem vizinhancas V, de p em Rz, VlCV e B, de X em XP(RZ),
tais que: i) cada YeB,, tem uma Unica singularidade py em V.,
que € hiperbolica e é do mesmo tipo que p ( em relagao a X);
ii) existe uma funcao a281+ R de classe CP, tal que, se de
SNV, entdo Y(s(a(Y))) € tangente a S em s(a(Y¥)) para YeB,;
iii) o contacto entre Y e S em s(a(Y)) € genérico.

Prova- Sejam B, e Vg vizinhangas de X e p em xr(Rz)
@ R2 respectivamente, tais que cada YeBo, possue uma unica
singularidade py em V_, que é hiperbolica ( e do "mesmo tipo
que p") ( a prova disto pode ser vista, por exemplo, em |13,
parte VIII|).

Consideremos os conjuntos S _=SAV_ e Io=s"l(SQ).

Definamos uma aplicacao de classe Cr, G:BOXIO+ R,
por G(Y,a)s Y(s(a)) A s'(a) (onde A significa produto exte-
-rior). Obviamente tem=-se G(X,0)=0.

Seja xzixlgxz)a um sistema de coordenadas em tor-
-no de p ( por exemplo em VO) ccm,%§TsTi, i=1,2. Nestas coor-

~denadas , as componentes de X, Xl e Xz, satisfazem:
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1 2 1 .2
X X 20 . & ¢5 0= 28X =
-5—)'(-;(0,0)--5;-;(0,0)-0 s 5-;;@0,0)-}\1 e 3){2(0 ,9)-32

Se s(a)=(s,(a),s,(a)), por hipotese temos que
si(O)#O e s%(e)ﬁﬂ. Dai G(Y,a)=Y%s(a)).s§(a) - Yz(s(u}}.si(a)

e verifica-se trivialmente que:
§—E;'-(X 0)=8!€0)81(0)(A.-x,); esta expressdo & dife-
da 1 2 17270 p

-rente de 0, pois por hipotese A1¢A2. Por conseguinte, pelo
teorema das fungdes implicitas, existem vizinhangas B, de X
em xP(RZ) (Bf:Bo), I, de a=0 em R (Ilélo) e uma aplicacao de
classe Cr, a:Bl* Il’ tal que a(X)=0 e G(Y,a)=0 somente se
a=a(Y)=aY.

Se Y(s(a(Y)))#0, entao este vetor e s'(a(Y)) sao
linearmente independentes; isto prova i) e ii);

Se o éontacto entre Y e S em s(a(Y)) for n3o gene-
-rico, nd3o é diffcil de encontrar uma sequéncia de campos
Znexr(Rz) convergindo para Y ( no sentido c’), tal que cada
4 possue pontos de tangencia (mais de um) com Sy proximos
de s(a(Y)) (vide técnica usada em 11.1); isto contradiz ii)
e demonstra iii); este fato, também pode ser constatado dire-
-tamente através de %%g(Y,aY)#O, utilizando-se um fluxo tu-
-bular para Y em torno de s(a(Y)). E com isto, concluimos o
lema em jogo.

8.11.b- Lema- Supomos que Rl e A2 sejam complexos

(e portanto conjugados). Entaoc existem vizinhangas V, de p em
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Ve B, de X em xr(Rz), tais que: i) cada YeB, tem uma unica
singularidade py em V,, que é hiperbGlica e € do "mesmo tipo"
que p; ii) existe uma fungao a:Bz» R de classe Cr, tal que se
P ¥SNV, entdo Y(s(al¥))) & tangente a S em s(a(Y¥)) para YeB, 5
iii) o contacto entre Y e S em s(a(Y)) e genérico.

Prova- Sejam So’ Io’ Vo e G, os objetos dados na
demonstragao do lema anterior.

Consideremos x=(xl,x2) um sistema de coordenadas

em torno de p (por exemplo em UO), com %;b=s'(ﬁ). Nestas coor-

Lo gxdogy?
-denadas, as componentes de X, Xl e Xz, satisfazem Eva e
1 2 ’ 1 2
e %§~=~§§~=B (a#0 e B#0). A mesma técnica utilizada em 8.11.a,
Xy Bxl

nos permite demonstrar sem maiores dificuldades o lema 8.11.b.
8.11.c~ Lema- Supomos agora que p seja um ponto
critico hiperbolico de XexP(RQ), onde seus autovalores sao
reais e satisfazem k1<kz<ﬁ ( ou §<Al<k2). Seja s:l~» R2, o)
mergulho dado em 8.1l.a, possuindo a segﬁinte propriedade adi-
~cional: existe uma uUnica separatriz de uma sela (hiperbdlica)
Yy s de comprimento L<x j que tem p como w-limite e tal que
YXﬂS=é. Entao existem vizinhancas, V1 de p em R2 e Bl-de X em
xr(Rz), tais que: i) qualquer YeB, & transversal a av, vy
& uma curva C); ii) cada YeB, possue uma separatriz de sela
Yy que encontra avl num Unico ponto Wy € além disso a corres-
-pondencia Y- Wy & de classe CY; iii) s(a(¥))dyy, onde s(alY))

& o ponto de S obtido em 8.11l.a.
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Prova- As partes i) e ii) decorrem de |1g , sendo
que a sua verificagao pode ser feita também, de modo similar
ao lema 4.3 de |22 ] . Verifiquemos agora a parte iii).

Consideremos Vl e Bl’ dados em i) e ii) e satisfa-
-zendo o lema 8.11.a; podemos admitir ainda que S é transver-
-sal a avl.e gue VE-S tem duas componentes conexas 81 e S2
(vide figura 13).

Se vy é uma trajetdria tangente a T,, a prova € evi-
-dente. Supomos pois, que isto nao acontecga.

Como o ponto wxzyxﬂavl nao esta em S, éodemcs supor
que desﬁavl, para todo YeBl{isto & facilmente constatado pe-
-la variacao diferenciavel das trajetorias).

Fixemos o sistema de coordenadas em Vl, xz(xz,xz)

com x(p)=0, dado em 8.11.a; por | 8,p.90| dado e>0, vy pode

2
Ejig%}s para geV, e g nao pertencendo
X (g

3s trajetdrias de X, que tangenciam T,; por continuidade, po-

ser escolhido tal que

-demos supor que aquela desigualdade, permanece valida para

YeB, e q ndo pertencendo as trajetdrias de Y proximas a T,
s (a
2

| 8,p.87 a 98| . Convém observar ainda, que 0<K;<
1 Sl(a

K2<w
para ael. (%)

Vamos admitir que os autoespagos T1 e TZ’ dao ori-

-gem em Vl, a quatro quadrantes Qi’ i=1,2,3,4 (vide figura 13)

figura 13
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Vamos supor por simplicidade que SfKQ1QQ3)=p e
wYﬁQuﬂsl ( os outros casos saoc similares ). Separemos os ca-
-S0S em que Dy esteja nas diferentes regioces ,determinadas por
S, Si’ Qﬁ’ i=1,2 e §=1,2,3,4:

1) se pyeS a conclusao da demonstracao & Gbvia,

2) se pyeS,NQy, como éste ponto € w-limite de vy,
entao YYRS=AY possue: a) um Unico ponto ou b) mais de um pon-
-to. Se a) acontece entao s(a(Y)}dAy, pois o contacto entre
Y e S , néste ponto & genérico e b) nao pode ocorrer, pois
em caso contrario; a continuidade de Y em S obriga o surgimen-
-to em S de pelo menos dois pontos de téngéﬁcia de Y com a
curva, o que € um absurdo (vide 8.1l.a),

3) se pyeQ NS, a observacao (*) feita no inicio da
demonstragao, implica que Yy nao pode encontrar S (ainda que
necessitemos diminuir Vl) e portanto s(a(Y))¢YY.

0s outros casos sao analisados éimilarmente.

8.11.d- Lema- O lema 8.1l.c permanece valido, se mno

lugar da separatriz de sela, existir uma trajetoria (unica)
que tangencia uma outra curva (diferente de S) mergulhada,
num dnico ponto q e cujo contacto neste ponto & genérico.

A prova de 8.11.d & analoga a de 8.1l.c.

8.11.e- Observacao- A titulo de curiocsidade, uma

analise mais profunda sobre Dy» Nos permite afirmar que se Vl

e a vizinhanca em Rg, dada ou em 8.1l.a ou em 8.11.b, entao
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"2 curvatura da trajetdoria que passa por s(a(Y)], é maior ou
menor gque a curvatura de S no mesmo ponto, conforme o ponto

Py > esteja em Sl ou S, (vide figura 14).

figura 14

Prova de 8.10- Sejam Xeﬁl, pedM com X(p)=0 e X um
representante de X em ir. Analisemos os seguintes casos:

1) p é do tipo 0,- consideremos as vizinhangas B de
X em xr e F de p em M, dadas em 8.6 e satisfazendo as seguin-
-tes condigbes adicionais: i) qualquer separatriz de sela de
YeB, exceto aquelas de p, nao encontra F e ii) nenhuma traje-
-t8ria de YeB, que tangencia 3M encontra Fj isto & possivel,
desde que os pontos de tangéncia de X com 3M e os pontos eri-
-ticos de X s@o em nimero finito.

Considervemos também B, F, vizinhangas de X em e

p em N, respectivamente, correspondentes com B, F e a fungao

de classe Cr_l, ¥:8> R dadas em 8.1.
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0 lema 8.l1l.a nos permite obter B e I, tais que se
PeB e T(Y)#0, entdo existe uma Unica trajetdria Yg de ¥ que
tangencia M em um Gnico ponto qgeF. Além disso, o contacto
entre as duas curvas no ponto em questao € genérico; isto €,
se YeB e F(Y¥)#0, entao Y=?}M satisfaz a condigao Bs.

Devido a hiperbolicidade de p ( e também de Pgs Pa-
-ra YeB) qualquer YeB, satisfaz as condicdes Q; e By ; para
o mesmo campo, 8.1l.a implica verdadeira a condigao Bg. As
condigdes i, By, Bse By sdo obviamente satisfeitas para YeB
e £(Y)#0. Estes fatos, juntamente com o lema 8.6 nos permi-
-te concluir que: se YeB e f(Y)#0 entao YeZO;

2) p € do tipo 0, consideremos as vizinhangas B
de X em xr, F de p em M, dadas em 8.6 e satisfazendo as se-
-guintes condigoes adicionais: i) nenhuma separatriz de sela
de X, encontra 3MNF e ii) nenhuma trajetoria de YeB que tan-
-gencia 3M encontra OMAF; isto ¢ possivel, por 8.11.a, 8.11.b,
8.11.d e porque os pontos de tangencia de X com 3M e os pon-
-tos criticos de X s3dao em numero finito.

Como todas as trajetorias de X (exceto p) que en-
-contram F, "tendem a p transversalmente" a 3MNF, um numero
positivo € pode ser encontrado, tal que, se Yaf—l(~£,€) e
f(Y)#0, entdo qualquer separatriz de sela de Y encontrando
F, ou qualquer trajetoria de Y que encontra F e tangencia M

em algum outro ponto fora de F, sejam transversais a oMIF.
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De modo similar a 1) podemos obter uma vizinhanga
B de X em X, tal que, se YeB e f(Y)#0 entao Yel;

3) p é do tipo 04~ da mesma forma que 1) e utili-
-zando o lema 8.11.b, verifica-se que existe vizinhanga B de
X em X*, tal que se YeB e f(Y)#0 entdo Yel .

Imediatamente apés 1), 2), e 3) temos que, dado
Xﬁﬁl, existe vizinhanga B de X em xr, tal que gualquer Yeb.
ou esta em fl; ou esta em I isto €, Hl é aberto em xi.

§9

9.1- Proposicao- Denotemos por Hg, o conjunto dos

campos-XEXr, tais que: 1) Existe um ponto pedM, que € um ele-
-mento critico quase-genérico de X do tipo Bs e é o unico ele-
—mento critico nio genérico de X; 2) X satisfaz 0, Q2 e Qs.
Entao: a) HS & uma subvariedade mergulhada de Banach, de classe
Cr-l e codimensao um de xr; b) Qualquer XeHS, possui uma vi-
-zinhanga B em H, tal que qualquer YeB conjuga com X; ¢) Hg
é aberto em x§.
A demonstragdo de 9.1 dependera de dois lemas, den-
-tre os quais o que se segue decorre imediatamente de 16|
9.2- Lema- Qualquer XEHS, tem uma vizinhanga B em
xr, tal que qualquer YeB satisfaz Qi, Q2, 93, B1, By, By e

By,

9.3- Observacao~- 0 Lema 9.4 (a seguir), prova em

particular,que B pode ser escolhido tal que qualquer YeB satis-

faz tambem Bg.
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9.4~ Lema- Seja szr, r>3, possuindo uma trajetoria
Yy Que tangencia 34, em um nico ponto p; além disso, o ponto
p satisfaz a condigdo Q.G em relagao a X. Entdo existem vi-
-zinhangas B, de X em x¥, F de p em M e uma fungdo de classe
Cr"l, f:35¢ R, tais que: a) f(Y)=0 se e s6 se Y possui uma
trajetoria Yy tangenciando 3M em um (nico ponto stF, satis-
-fazendo a condigao Q.G. em relagdo a Y; se f(Y)>0, entao
qualquer trajetoria de Y, encontrando F € transversal a 3M
em F; se f(Y)<0, entdo existem duas e s0 duas trajetorias de
Y, distintas, encontrando F, tangenciando 8M em dois pontos
q, € q, (em F) respectivamente e satisfazendo em ambos os pon-
-tos a condigdo G em relagdo a Y; b) df,#0.

Prova- De safda, consideremos vizinhangas B_ de X
em xr e F de p em M, tais que gualquer YEBO, nao possui nenhum
ponto critico em F.

Definamos a aplicagao germe C—K;(BOxR,(X,,0))—> (R,0)
de classe CP, por G(Y;a)=Y(s(a)) A s'(a), onde s € o mergulho
dado em H.2.

Temos que $3(¥,0)=3-(s(a)) A s'(a) - Y(s(a)) A s"(a

3%¢ .42y ' Y Ly e » "
§§r(Y§a3-a§y€s(a3} AsfCa) 255{3(33) A s"(a) + Y(s(ad) A s"(a
Através de um calculo diveto, verifica-se que

3G _ 32¢ :
S2(X,0)20 e £—7(X,0)#0 .

Para tanto basta tomar um fluxo tubular (F,X,p) e




51

utilizar a hipotese de que o contacto entre X e 3M em p &
quase-genérico. Dai pelo teorema das fungdes implicitas, exis-
=tem vizinhangas 85 de X em xr, Bsiﬁg, J . de a=0 em R e uma

aplicacao de classe Crml, a:Bsé J, satisfazendo 0{X)=0 e

(Y 0)=0 se e s6 se a=za(¥Y)s= aY Admitiremos daqui para a fren-
~te que, iu?(x 0)>0; o caso %—r(x 0)<0 & szmllar' Por conti-
~-nuidade, podemos escolher BS e J, tais que, (Y ,a)>0, pa-
-ra (Y,a)eBSXJ.

Consequentemente Gy & ponto de minimo da aplicagao
gY(a)=G(Y,a), para cada YeB; e:

i) se g, (ay)>0, entaoc para todo aeld, gY(a}>O, Isto
significa que Y & transversal a 3M, em uma vizinhanga de D
em M,

ii) se gy(ay)=ﬂ, entao gy(a)zﬂ {aeJ), scmente se
LELY

iii) se gY(aY)<O, ent3o pelo teorema do valor in-
-termediario, existem dois pontos al,azeR, 6y <ay<a,, tais que
gY(al)=gY(a2)“0. Observemos no entanto que gﬁ(Y m.)fG, i=1,2.

Se gY{aY) =0, entao ~w(Y,&Y) =0 1mpllca que o con-
~tacto entre Y e 3M em s{aY) & nio genérico e §~f{Y3@Y)¥0
implica que aquele contacto, & quase-genérico.

Se gY(5)=ﬂ (aed), entao %%(Y,a)iﬁ implica que o
contacto entre Y e 3M em s(a) € genérico.

As duas afirmacgbes acima podem ser imediatamente
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verificadas , tomando um fluxo tubular em relacac a Y, em
torno de sCay) e de s(w), respectivamente.

A aplicagdo f(Y)=6(Y,® ), para YeB,, demonstra a

parte a) de 9.4. Provemos agora, que éfxfﬂ.

Obviamente f(X)=0 e:

; - « 3G, .
dfx(Y)_dG(}{?Q}{Y 33} + ﬁ(x 30}°d&X(Y).

Como %%(X;G)ﬂ@, precisamos mostrar apenas que
dG(X’Q>(Y,0)#O.

Consideremos o sistema de coordenadas locais en M,
y=(yl,y2) com yi{p}=0, %§§=x e P:M+ R, uma funcao bacia (),
com suporte em }y(q}ggﬁ para 6>0, arbitrariamente pequeno,

e satisfazendo y(g)=1 para {y(q){<§1, com 0<§,<8.

Para<Y=¢%§u , congsideremos a curva h:[-n,n}* x?,
h(k)=¥k definida parzYR$X+RYQ Em coordenadas, temos Yh=(l,k%
e obviamente G(Y,,0)=(1,1) A (1,0)=x. Dai tiramos que df,#0 e

o lema 9.4 estd provado.

2M aM

pvl=o - AV piy)¢o

figura 15
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Prova de 9.1- As partes a) e c) da proposigao de-

-correm imediatamente de 9.2, 9.3 e 9.4; precisamos portanto,
demonstrar somente a parte b.

Dado XeH., sejam pedM, o seu elemento critico qua-
-gse-genérico e (F,p,y) um fluxo tubular em torno de p, em re-
-lacdo a X ( y satisfaz y(p)=0 e §§Z=X).

Vamos admitir que nenhuma separatriz de sela, nenhu-
~-ma trjetdria que tangencia M {(exceto YX) e nenhuma trajeto-
-ria periddica , de X encontre F.

Através de uma rotacao de X em F, arbitrariamente
pequena, obtemos um arco 5”, Ll contido em M, interceptando
S em apenas dois pontos ¢, e ¢, e satisfazendo o seguinte: 1)
Ly é transiversal a dM em ¢, e tangente a 3M em c,; ii) peK,
‘ende K € a regiao limitada por S e Ly; vamos supor pér simpli-
~cidade que c1€S”~{p}, c2€S+—{p} e y2{01}<y2(p)<y2(c2) (vi-
-de notacbes de outras secgoes). Através das mesmas tecnicas
utilizadas atrds, aproximamos L, por uma outra curva (também
denotéda por Ll), satisfazendo: a) L, & transversal a X; b) X
& transversal a SNK, exceto em p e ¢) M2=M~int(K) ¢ uma sub-

-variedade C de M. Com métodos equivalentes a§6 ou®7 demons-

-tramos sem maiores dificuldades a parte b de 9.1.

oM
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Parte 3 - A subvariedade 21

§10
#
Teorema 0~ Denotemos por El, o subconjunto de x{,
. ~ % %
definido por L kJQ;%JH Entao qualquer Xezl, tem uma Eln

vizinhanga B,, isto é,uma vizinhanga na topologia intrinseca

conjuga com X.

et

#
de E}-,5 tal que qualquer YeB

Prova do Teorema 0- Esta prova decorre das propo-

-gigdes 1.1, 2.1, 3.1, 5.1, 6.1, 7.1, 8.3 e 9.1,

10.1- Observacdo- Cada subvariedade Qj ou H , j=1,
2,3 e k=1,2,3,4,5, poderaoc, eventualmente ser chamada de com-

*
-ponente de Zl.

Consideremos agora, ¢ conjunto Si=Q§JQ2(i)\JQ3(i}\/
ﬁlvﬁzéi)u%(i)u%(i)u%. Por 1.2, 2.1, 3.4, 5.6, 6.6,
7.6, 8.3, 8.10 e 9.1, temos que S, & uma subvariedade de

-1 i ~ :
Banach, mergulhada, de classe ¢ % e codimensao um de xr; mais

alnda, S CS s, para 1is1,2,3,.... Dai, o conjunto Z (jQ U

Hlkjﬁk’ & uma subvariedade imersa de Banach de classe ct 1 e

i+l

codimensdo um de x©, pois 21A¥Si°
Teorema 1= a) 21 é uma subvariedade imersa de Banach,
de classe CT ' e codimensdo um de x'; r>3;
b) Qualquer Xel,, tem uma Zl*vizinhanga

Bl’ tal que, qualquer YsBl conjuga com X.

Prova do Teorema 1l- A parte a) segue da definigao de

21 e a parte b) segue da mesma forma que o Teorema 0, utili-~

-zando~se de 8.9.
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10.2- Observacao- Notemos que Xi nac & aberto em xi.

Isto decorre imediatamente de 1.4.1ii).

- - % -
10.3= 0Obsgervacag~ El ¢ aberto e densc enm zzﬁ Isto e

uma consequéncia imediata de 8.9.

10.4~- Observacdo- Pretendemos aqui, dar uma defini-

-g3o conceitual aos elementos de I,. Este fato pode ter im-
-portancia na tentativa de generalizar a presente disserta-
-gao, supondo dim.M>2.

"10.4.a~ Definiclo- Um elemento Xex§, esta em Ly, se
dada qualquer curva diferencidvel I:[0,1]~ xi com T'(0)=X, exis-
-te um n>0, tal que F(ﬁl) e {nz) s3o conjugados para guais-
-quer ny,n,ef0,n]."

A equivaléncia entre as definigoes pode ser feita,
utilizando-se o fato de que se XE(Q2~Q2)U(Q3-Q3)MKH2—§2}, en-
-t30 ele possui um sistema fundamental de vizinhancas em Zl’

nio conexas por arcos (vide |22,p.1% e 35| e 5.7).
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CAPITULO 2

0 TEOQREMA DA DENSIDADE

§11

Teorema 2- I, & denso em xi.

A prova deste teorema depende de uma sequéncia de
aproximagtes, que serao dadas pelos lemas que se segueﬁ.

11.1- Lema- Seja Xax?, possuindo uma trajetoria Yy -
que tangencia 9M em um ponto p e neste ponto o contacto en=
-tre X e 3M é nao genérico. Entado existem , uma vizinhanga F
de p em M e uma sequéncia de campos (Yn) em Xi, satisfazendo:
al Yn* X (no sentido CY) e b) cada Yn’ possue exatamente uma
trajetoria Y, e-CY préxima de Yy (em M), tangenciando 3M em
um ponto pnaP e satisfazendo neste ponto, a condigao Q.G. em
relacao a Y-

Prova- Sejam & um representante de X em 35, x=€x1,x2)
um sistema de coordenadas sobre uma vizinhanga F de p em N,
com xl(p)=x2(p)=0, %§E=X e uox,=id ( u dado em §u) .

Consideremos as seguintes vizinhangas de p em N,
Fo={qeN; |x, () |<8,, fxz(q)l<éi§, i=0,1, com 0<§ _<§, e §, ar-
~-bitrariamente pequeno.

A vizinhangs ?1 pode ser esclhida, tal que BMn?l é
o grafico de uma aplicagao p:yxﬂ?1¢ R, de classe ¢’ (ver cons-
-trucao em |23,p.11]). Vamos admitir que o contacto entre X
e 3M em p, é ndo genérico e nao quase-genérico; isto &, p(0)=

pt(0)=p"(0)=p""(0)=0.
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Sejam (e ) e (8 ), sequéncias decrescentes de ni-
-meros positivos convergindo para 0, 0<6n<€n para cada n e
. 1 . .
0§ conjuntos ?n={qs?0, tais que ixl(q)i<6n e x,(q)=0}. Fixe-
-mos uma fungao B:yxﬁ?l+ R, de classe C°, que satisfaz 8(0)=
B'(0)=B"(0)=0 e B"*(0)#0 e definamos uma sequéncia de fungoes

reais (p_), de classe c’, definidas em y NF., por:
n X1

plgl+e_B(q) se qe?l )
o (q)= n n
i pla)l se q¢F
Evidentemente p _~ p (no sentido C¥), pn(0)=pé'(0)=
pn“(0)=8 e pn”‘(O}fﬂ, para todo n.
Para cada n consideremos uma vizinhanga UnC?l de p

e um difeomorfismo k _:U -~ Kn(UnM:?l, satisfazendo:

[Kno(id,p)3=(id,pn) e CY¥ préximo da identidade.

M > oM

figura 1

V d
?‘lj/
P4

v AN

Se ¥ & uma funcao bacia , com suporte em ?1,
y (@)=1 se gel e 0y g1, definamos finalmente a sequencia

de campos (Y ) em Xi por:

- roomk 2
¥ (@)= (@) fac “00(@)] + (1-y, (a))X(Q),
que nos permite provar o lema em jogo.
11.2- Lema- Seja sz?, possuindo uma trajetéria pe-
-riddica nao genérica Yy tangenciando 3M em um ponto p. Entao

. -~ u r P
existem, uma sequencia de campos em X, € uma vizinhanga V de
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Yy em M, satisfazendo: a) Y ~ X e b) cada Y possue uma Unica
trajetdria periddica quase~genérica contida em VAint(M).

Prova- Sejam X um representante de X em 3 e d a
métrica fixada em 0.8.

Consideremos a aplicagdo f:N+ R de classe cF, defi-
-nida por f(@3=€d(qgaﬁ})k, para k suficientemente grande. Para
wm conveniente €>0, Mng"i(ﬁse} é uma vizinhanca tubular de
M em N, tal que dM_=zdM UsM_, com BMICN-M e 3M (M. Mais ain-
~da aM+ & bordo de uma subvariedade Me’ compacta e mergulha-
~da em N, com MCMEg Daf existe um difeomorfismo de classe Cr,
VM M, e-C” préximo da identidade |26,p.56].

Atpavés da construcao acima, podemos considerar
uma sequencia de subvariedades mergulhadas em N e compactas
(MnL M§Mn+1%MB%N’ para todo n=1,2,3,... e tal que para cada

n, existe difeomorfismo y_:M» M de classe ¢’ com E$n§r<%

8

Definamos a sequeéncia (Y ) por
Yn{§)=§(¢n(q)) para qeM.

Obviamente ¥ ~+ X e através da variacdo continua das
trajetorias, existe vizinhanga Yl de Yy em M, tal que cada
Y possue uma trajetoria periddica ndo genérica v CV,Nint(M);
finalmente por |22,p.42| obtemos a sequéncia desejada.

11.3- Lema- Seja X£X§, possuindo uma trajetoria pe-
-riédica hiperbdlica y, tangenciando 3M em um ponto p. Entao

. o~ s T P
existem, uma sequencia de campos (Yn}axl e uma vizinhanga V
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de vy em M, tal que: a) cada Y  possue uma uinica trajetoria
periodica Y (hiperbSlica) contida em V; b) Y + X e ) v, tan-
-gencia 3M somente em p, genericamente.

Prova- Seja X um representante de X em %*. Podemos
admitir que o contacto entre X e M em p & genérico |16].

Seja T uma vizinhanga pequena de p em N, onde X &
transversal a SMNT, exceto em p; isto é possivel, pois o con-
-tacto entre X e 3M em p & genérico.

Sejam q; e q,, dois pontos em Yxﬁ?, tais que
¢x(q1,tl)=p e ¢X(qz,t2)=q2 para 0<t,<t,. Consideremoifiémbém
um fluxo tubular longo ?1 em N, em torno do arco Tﬂ(qlqg)y 5
tal que pévl (figura 27. IM =

5 F
Vit \__/

B \J/éﬂ\
S R VT

It

figura 2
Por métodos equivalentes utilizados em 11.2 e usan-
-do simultaneamente funcoes bacia, com suporte em V1=V1QM
determinamos a sequencia procurada.

11.3.a~ Observacdo- O lema 11.3 permanece valido,

se substituirmos trajetéria periddica hiperbdlica, por sepa-
-patriz de sela genérica ( isto significa que a sela em ques-
-t3o, & hiperbdlica, estd no interior de Me vy nao € uma co-

-nexao de selas).
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11.4~ Lema- Seja X&x§$ possuindo um ponto eritico
hiperbolico pedM. Entéao existem, uma sequéncia de campos (Yn}
em X§ e uma vizinhanga F de p em M, tal que: &) Ym* X e b)
cada Y possue um dnico ponto eritico hiperbélico P, E3MAF,
que € um elemento critico quase-genérico do tipo B, de Y .

Prova- A demonstragdo de 11.4 & uma consequeéncia
imediata de 8.2 e 8.8.

11.5- Lema- Seja Xaxi, possuindo um ponto critico
n3o hiperbélico pedM. Entado existem, uma sequencia de campos
(Yn) em X§ e uma vizinhanca F de p em M, tais que, cada Y
possue um ponto critico quase-genérico em FAint(M).

Prova- Este lema & provado diretamente, por trans-
-lagoes locals do campo, em torno do ponto p. Consideremos
pois, X um representante de X em ir, x=(xl,x2) o sistema de
coordenadas sﬁbré uma vizinhanga T de p em N, dado em 4.3 e
p:N+ R uma fungdo bacia com suporte em F e tal que ¥(q)=1 se
|x€q) | <6, com & positivo e arbitrariamente pequeno. A sequen=
-cia de campos (Xn) em x§, definida por :

Xn(q)ﬁi:{q)(iiq%% %) & (1-9(g)NR(Q) ,

2
possue um unico ponto critico D, =~ %»%§~ contido em FNint(M)
2

e além disso p_ & do mesmo tipo que p.
Através de |22,p.39 obtemos sem maiores dificul-

~dades,; a sequéncia (Yn) desejada.
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11.6- Lema- Seja Xaxf, possuindo uma trajetdria Yy s
que nao € separatriz de sela e nem periodica, e tangencia M
em mais de um ponto. Ent3o existem, uma sequéncia de campos
(Yn) em xig gsatisfazendo: a) Yn» X e b) cada Yn possui uma
trajetoria Yoo "gn~CP proxima" de Yy »tangenciando 3M em ape-
~nas dois pontos.

A prova deste lema, € feita, utilizando-se as mes-
-mas técnicas da prova de 11.2 e 11.3 com o auxilio da apli-
~-cagao g,3R> R, definida por:

-ee™ P se glgs
gn(£)=

se |£]28
1
2
(E*ﬁl)(£-52)(£ =8

onde h{(g)=- 5 ) com 0<6l<é e 0<§2<6.

)

Lema A- Denotemos por Q?s o conjunto dos campos
Xex§, possuindo pontos criticos nao genéricos e todos eles
no interior de M. Entao Q, & denso em Qg.

Prova- vide }22,p.39] .

Lema B- Denotemos por Qg, o) conﬁunto dos campos
sz?, possuindo trajetdrias periodicas nao genéricas e todas
elas contidas no interior de M. Ent3o Q2 & denso em Qg.

Prova- vide |22,p.42].

Lema C- Denotemos por Qg, o conjunto dos campos
szg, que possuem conexoes de selas (contidas em int(M))
ou trajetdrias recurrentes nao triviais e todos seus pon-
tos criticos e trajetdrias periddicas est@o no interior de
M. Entao thiQQU Q, e denso em Qg.

Prova- Vide [22,p.uu].
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11.7- Lema- Seja Xexi, possuindo uma trajetdria
periddica genérica Yys tangenciando 3M em apenas um ponto.
Entao dado €<0, existe YeH,, tal que Y=-x| T<e .

Prova- Por |16|, podemos admitir que o contacto
entre X e 3M em p € genérico.

Sejam Fl e F2 vizinhangas (tubulares) de Yy em M,
com Fl arbitrariamente pequeno e: a) Ff;FQ; b) X & transver-
-sal a 3\, ( S dado em 4.3) exceto em p; c) X € transversal
a (3FNint(M)),i=1,2 e d) nenhuma trajetoria periddica ou pon-
-to eritico de X encontra F,. Consideremos também ¢:M+ R, uma
funcao bacia com suporte em Fz, satisfazendo y(q)=1 para qul,
e Ogy(glgl se qg?szl‘

Seja (Zn) uma sequencia em EO, convergindo para X.

A seguinte sequéncia (Y ) em Xi’ definida por

Yn=¢x+<1-¢>zn nos permite concluir o lema.

11.8- Lema- Seja Xexi, possuindo uma trajetdria pe-
-ribdica nio genérica, tangenciando 3M em apenas um ponto.
Entdo dado £>0, existe YeQ, tal que | y-x| F<e .

A prova deste lema,decorre de 11.3 e do Lema A.

Lema D- Denotemos por H;, o conjunto dos sz?, que
possuem trajetdrias periodicas tangenciando 3M . Entao
H) C Ad(H Y Q).

Este lema é consequéncia de 11.1, 11.2 e 11.8.

A demonstracio do lema 11.9 , & similar a de 11.7.
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11.9- Lema- Seja Xax?, possuindo um pentorcr{ticc
hiperbélico pedM, que é um elemento critico quase-genérico do
tipo B3 de X. Ent3o dado £>0, existe YﬁHl, com iY-Xlr<a.

11.10- Lema- Seja X@xg, possuindo um ponto ecritico
ndo hiperb&lico pedM, que é um elemento critico quase-genéri-
-co do tipo B; de X. Entao dado €>0, existe Ye Q,, tal que
| Y-X| F<e.

Os lemas B e 11.5, implicam no Lema 11.10.

Lema E= Denotemos por Hg, o conjunto dos campos
Xax§, que possuem ponto critico em @M. Entao HgiiAd(H}k)Ql).

Este lema decorre de 11.4%, 11.5, 11.9,e 11.10.

11.11- Lema- Seja sz?s possuindo uma trajetdria Yy,
que ndo & separatriz de sela e nem periddica, tangenciando 3M
em apenas dois pontos P, € P, (distintos). Entao dado €>0 ,

existe YeH,, tal que |Y-X|'<e.

30

Prova~ Por 1161, podemos supor que o contacto entre
X e 34 em py € Py, é genérico,

Sejam Fl e FZ, vizinhangas pequenas do arco (plﬁ;)YX,

tais que: a) Ff%?z ; b) nenhuma trajetoria de X, exceto Yy o

tangencia 31 em F, e ¢) sobre F,, & possivel definir um fluxo
tubular longo em relagac a X.

Consideremos ¢:M+ R, uma funcao bacia, com suporte
em Fz, tal que y(gl=1 se qul e OgPplglgl.

Se (Zn) & uma sequencia de campos em I, convergin-

-do para X, consideremos a seguinte sequencia (Yn) de campos
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em x§, definida por Y =yX+(1-y)Z . Esta sequéncia esta em
Hy (ainda que precisemos diminuir Fz} e converge para X; e
isto demonstra o lema em questao.

Lema P~ Denotemos por Hg, o conjunto das campos
Xexg, possuindo trajetdorias que tangenciam 3M em mais de um
ponto, nenhuma das quais sendo periddica ou separatriz de
sela. Entao H, CAd(H,).

A prova deste lema decorre de 11.6 e 11l.11.

Lema G- Denotemos por Hg, o conjunto dos Xaxi, que
possuem separatrizes de sela tangenciando 3M. Entae

H, € Ad(H, UH v Q,VQ,).

Prova- Sejam XeH,, vy uma separatriz de sela tan-
-genciando 3M, p a sela em questao e € um nimero real positi-
-vo qualquer.

As duas seguintes situagoes sao exclusivas: pedM
ou p¢aM. Se pedM, por 11.9, sabemos que existe YsHl, tal que
}Y~X{r<a. Em caso contrario, poderd ocorrer: i) Yy conecta
duas selas,ambas no interior de M (nao estamos excluindo uma
autoconexao) ou ii) Yy nao conecta selas.

Se i) ocorrer, nao existem dificuldades em provar
que, existe YEQag tal que §Y~X§r<é. Caso contrario, iremos
§r

provar que existe Ygﬁzbfﬁu&in, com |Y-X| <e. Admitamos pois,

que ii) ocorre.

Por simplicidade, vamos supor que Yy e instavel em
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relagac a p. Se ow-limite de'yx for um ponto critico qedM,

ent3o existe YeH, Q;, com lv-x]%<e (Lema E). Se isto ndo ocor-

-vrer, por 11.3.a e de maneira equivalente ao que foi feito

em 11.7, determinamos Yel,

y»> tal que }wair

<g . E deste modo
concluimos a demonstracao do Lema G.

Lema H- Denotemos por Hgs o conjunto dos campos
szi, gue possuem pelo menos um ?Qnto pedM, gque n3o satisfaz

a condicao G em relagdo ao campo. Entao ch,Ad(QfJQ2UQ3UH1 .o

.,UHS).

Prova- a demonstracao deste lema decorre do lema
11.1 e dos lemas A,B,C,D,E,F e G; a idéia da demonstragdo &
examinar o comportamento da trajetoria de X que passa por D,
gsimilarmente ao que fol feito na prova do Lema G.

Prova do Teorema 2=

, Y0, A0 A0 D s O ;.0 o)
Como ¥;7Q; UQ,va, JHY UH2 VHy VH, VH,  os lemas A,
I
B,C,D,E,F,6 & H implicam imediatamente que Zl e denso em Xi.

Por 10.3, a conclusao do teorema em jogo € imediata.



CAPTTULO 3
Neste capitulo, serao estudados os campos estrutu-

-ralmente estaveis de primeira ordem; ainda & dada uma aplica-

fsd

~cao a4 Teoria da Bifurcacao. Convem ressaltar, que algumas de-
monstracoes aqui, serdo parcialmente omitidas, pols elas podem
ser feitas divetamente, através de técnicas ja bastante conhe-

-ecidas.

§12- Estabilidade Estrutural de Primeira Ordem

12.1- Definigéaw Um canpo Xexg, é estruturalmente
estavel de primeira Ordem, se existir uma vizinhanga B, de X
em X§ (com a Cthonlcgia induzida de x?}, tal que qualquer

YeB, conjuga com X.

1
Fete conceito & devido a A. Andronov e E. Leontovich
[27]. Denotaremos por §E$ o conjunto dos elementos Xex", es-
~truturalmente estiveis de primeira Ordem.
Consideremos o conjunto §=szfﬁzkf§3&}ﬁlilﬁzkfﬁgkf
HMLJHS (%), Pretendemos mostrar que inle
Devido a 1.4, 2.1, 3.3, 5.7, 6.1, 7.1, 8.9, 8.10 e
9.1, Q(:il e & aberto em xga
As seguintes afirmacdes, tém verificagao facil e
direta:
1) Seja ng§3 possuindo uma trajetéria peridédica hiper-
-bdlica 7y, tangenciando 3M em mais de um ponto. Entao existe

-~ . u s B N
uma sequencia ixﬂ} de campos em X, convergindo para X (no
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sentido €¥), cada um deles possuindo uma trajetoria periodica
hiperbdlica Y, (v v) tangenciando 3M, em somente um ponto;

2) Se Xaxi possue um ponto critico n3o hiperbdlico pedM,
entac existe uma sequencia {Xn} de campos em x§ convergindo
para X, cada um deles possuindo um ponto eritico guase~gené~
-rico (foco composto ou sela-nd) p eint(M) (com p + P);

3) Se X possue um ponto critico hiperbdlico pedM e nao
satisfazendb a condicao b) ou c) da definigao de elémento cri-
-tico quase-genérico do tipo Bi, ent3o existe uma sequencia
(X_ ) de campos em Xi, convergindo para X, cada um deles pos-
-suindo um ponto critico hiperbdlico pneaﬁ (com P p) e que
& um elemento critico quase-genérico do tipo B2 ée Y s

4) Se Xaxi possue  uma trajetoria y, tangenciando 3M em
mais de dois pontos, entao existe uma sequéncia (Xn) de cam-
-pos em x;, cada um deles possuindo uma trajetdoria Y, ("Yn+ Y)
que tangencia oM em apenas dois pontos; além disse,yxﬁ* X3

5) Se Xaxi possue uma separatriz de sela Y tangenciando
3M em mais de um ponto, entao existe sequéncia (Xn) em xi,
similar aquela da afirmacao 1);

6) Se Xexf possue uma trajetéria y tangenciando 3M em
um ponto P, com ordem de contacto no ponto maior do que tres,
ent3oc existe sequéncia ixné de campos em x?, convergindo para
X; além disso, correspondendo a cada X , exlstem dois pontos

P, € q, pertencentes a dM e na mesma trajetoria de Xn’ onde
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o campo em questao, tem contacto genérico com M (e "pn+ D
9, 4"

Em todos os casos 1),2)....8) atras, cada elemento
da sequencia (X)) nZo conjuga com o seu correspondente X; além
disso, se x€zl~6, por 1.4, 3.3, 5.7 e o caso 2) atrds, existe em

xi}arbitr&riamente préximo de X, um campo Y, que nao conju-
~-ga com X. Isto mostra que, se X¢Q, entao Xtil; isto &, Q:El.

Como cada componente de El (em *) € uma subvarieda-
-de mergulhada de Banach, de classe Crﬂl e codimensao um de
X s r>3, temos:

12 .2~ Teorema=- a)l 21 & uma subvariedade mergulha-

~da de Banach de classe Cr_l e codimensao um de xr, r>3.

b) A parte b) do Teorema 1, perma-

-ce valida se substituirmos L, por 21;
- T
c) El € aberto em Y.

12.3- Observacao- Cada subvariedade que compoe Sl’

nao encontra o fécho de nenhuma outra ( exceto o seu proprio).
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§13- Estabilidade de familias a um parametro

Seja I=[a,b] um intervalo compacto da reta.

¥ denotara o espago das fungoes E:I-+ xr de classe
Cl, munido da topologia Clg este espago € uma Variedade de
Banach e seus elementos serao chamados famflias a um parame-
-tro de campos vetoriais em M.

13.1- Definigao- Dizemos que dois elementos El e 52

de @r

s3o conjugados, se existir um homeomorfismo h:I+ 1 e
uma aplicacdo continua H:I» Homeo.(M), tal que, H(i) € uma
conjugagao entre El(i} e 52(i) (Homeo.(M) denota o grupo de

homeomorfismos de M). A estabilidade estrutural em ¢°, segun-

-do esta definicao, & estabelecida naturalmente.

13.2- Proposicao- Seja T a colecdo dos £ed', tais

que: 1) i(I)CZSJEl.
2) £ € transversal a fl;
3) £(a) e £(b) estao em -
Entao qualquer £ef® € estru-
~turalmente estavel.
Prova- "Seja Eosfr. A condigdo 2) e o fato de fl ser
uma subvariedade mergulhada de codimensao um, implicam que

go assume valores em il somente em pontos isolados. Portanto

existe apenas um numero finito de iel, para o qual §O(i)€§l.
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Consequentemente, para provar a presente proposicao, podemos
supor que Eo(i}ﬁf1§ somente quando izio e precisamos apenas
verificar que em uma vizinhanga de i,» a familia a um para-
-metro € esﬁruturalmente estivel (|20,p.112 a 122(."

Uma vizinhanga V de Eo em I'Y pode ser obtida, tal
que, se BeV entdo E(i )e}, e E(i)el para i#ig. Além disso
ga(io} e E{il) sdo conjugados (vide Teorema 12.2). Se V é su-
-ficientemanie\pequena, E & transversal a El e podemos iden-
~tificar I c@mslge mesmo; donde h (da definigao 13.1) € a iden-
—tldade. Por conseguinte, ﬁ (i) e &(1) conjugam,para todo i
perto de 1@. Resta apenas mostrar, que as conjugagces entre
Eo(i) e E(1) pddem ger defiﬁi&as;/tais QUg sua variagao em
relacao ac parametro é csnffnué; isto é, H & continua.

Para tanto, devéréméé examinar inﬁividuglmente 0s
casos em qge Eg(i@) estejé céntiéb‘ém cada compcnénte de 21

E conveniente salientarg‘éue‘és homeomorfismos ob-
-tidos péra a con}ugag&o, tanto para os elementos de 2 (2161
como para os de El’ obedeceram as mesmas normas; isto &€, atra-
-vés da razao de comprimento de arco e de tal maneira que re-
-gioes criticas (respec. canonicas) (v1de definicGes em |16])
sdo levadas em correspondentes regides criticas (canonicas).

| Casozl) EO{iQ}eQéfdzﬁﬁg‘; este caso esta feito em
|20,p.112 a 122}. ‘
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Caso 2) aasﬁz

Denotemos por Y (respec. y) a trajetdria periodi-
-ca hiperbolica de Eo{ic) (E(io)), que tangencia dM em p (p).

Para Xczgo(io), consideremos os seguintes objetos
a ele associado, apresentados na demonstracdo de 5.1.b: a) a
subvariedade M, de M3 b) o homeomorfismo hﬁtﬂz* KZ, que con-
-juga dois elementos de H,; c) a curva C; d) o ponto coeC, on-

i
-centes a 3M, i=1,2 e f) a vizinhanga B de Xo em xr.

-de o campo & tangente a curva; e) os pontos v, e c, perten-

Se EOCI) e E(I) estao contidos em B, por u.4 exis-
-tem respectivamente associados a eles para cada i, os pon-
~-tos co(i) e c(i) em C correspondentes com c (isto €, £O(i)
é tangente a C em cc(i) e similarmente para E(i) e c(i)).

Se f:B+ R, & a fungao dada em §5, obviamente
f(gc(io))=f(£(io))=0 e convencionaremos que f(gO(i)}>0 (resp.
£(g_(1))<0) se e S0 se ixi (i<i ).

A seguir iremos definir para cada i, um homemorfis-
-mo hi:M+ M, gque conjuga go(i) com £(i), de tal modo que
hiw ho, onde ho é aquele homeomorfismo obtido em 5.1.b (ho
conjuga go(io) com g(ia)). Separemos os seguintes casos:
al i>iO e b) i<i0,

Se a) acontece, Eo(i) e £(i) nao possuem trajeto-
-rias periédicas em F=M-int(M,).

Denotemos por Eo(i) um representante de ﬁo(i) em ir
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(analogamente E£(i)). Para cada i>io, EQ(i} e £(i) possuem uma
trajetdria periddica, ¥_(i) e ¥(i) respectivamente, proximas
de Y, e Y em N (no sentido Cr}; ?Q(i) (resp. Y(i)) intercepta
3M, transversalmente em dois pontos, gg{i) e qg(i) (p(i) e
q(i)). Estes pontos est3o contidos em regioces canonicas do
campo em jogo.

Seja hzii}:M2+,M2, o homeomorfismo que conjuga
50<i)tM2 com E(i) M, similar aquele dado em 5.1.b; obviamen-
-te hz(i)(coﬂi)=ci e exigiremos que hz(i)(v§)=vj, j=1,2. O
homeomorfismo hi:M* M procurado, sera uma extensao de hz(i) e
deverd satisfazer h;(p_(i))=p(i) e h;(q (i))=q(i). A cons-
~trugio déle, serd semelhante a de h_; isto &, por razao de
comprimente de arco. Ressaltemos ainda que, quando i+ iO, te-
~Mnos co(i)+ o poéi)+ P, © q0{1}+ Q.-

Se b) acontece, a continuidade de H aparece natu-
-ralmente, pois surge no interior de F uma trajetoria perid-
dica hiperb6lica.

 Atpavés das mesmas técnicas utilizadas acima, os
casos 3)£G(i0)eﬁl, %)g@(io)eﬁg e 5)60(i0)€HQ gao analizados
sem dificuldades. A verificacao da continuidade de H, para
ga(io)eﬁa, apesar de nao ser similar ao caso 2), ela € tri-

~yial.
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514

14.1- Definicao- Um valor ordinario de um elemento

Eaé? & um ponto ioalg que tem uma vizinhanca V (em I), tal
que, E(io) € topologicamente equivalente a todo £(1i), ieV.
Se i_ nd3o & valor ordindrio de £, entdo ele & chamado de va-

-lor de bifurcacaoc de £.

Pue r R
Seja rl, o conjunto das familias Eed , tais que:
p ) g(I)czO\le,

2) £ € transversal a £,

Nosso objetivo agora, € ilustrar com figuras, os
pontos de bifurcagao de cada £el,; isto €, os pontos iel,
onde g corta I, transversalmente. Para E(io}sQl\JszlQa, tais
ilustragoes podem ser vistas, por exemplo em |13, parte XV|.

Em MxI, representamos o espago de fase de £(i) pe-
~las Orbitas do campo £=(£,0), na sua variedade invariante
Mxi.

Analisemos separadamente os seguintes casos:

1) g(io)eﬁl,

Seja P, © elemento critico quase-genérico de E(iof;
para cada i<iOa existe Pss ponto critico de E(i) no interior

de M. O conjunto C“k/p é uma curva diferenciavel em MxI,

FEY
transversal a sMxl. ,
MW
\\‘\\K\Wﬁ/g//’// \\\ ’// “ ’
//;><;1\ : //ﬁ/n\\\\ //ij/r‘\gkﬁ\\
1{10 1>1



Th

aIMxT

% . i>i
N o
A S e e
4 .;.mﬁ.s-—-
PR gy N
Rt i=i MxI
SaoN-
S e S e
‘ﬁ"n“x il
,_v;.?:%”«»-’-:': € i<i_
. o o
P S

2) g(io}eﬁz;

Seja p_e3M, o elemento eritico quase-genérico de
g(io) e y§~a trajet6?ia periééica do campo, passando por
Py para:cédé i€iQ,‘éxiste‘¥i3~t?§jg§éria periodica (hiper-
~bolica) de E(i), contida no interior de M. 0 conjunto Céh{y

aie -4

é uma subvariedade de MxI, de dimensao 2, transversal a 3MxI

em p_.

i<i .. s
o] 1=1 1>1

.
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Existem i - i (i >i )
n o n "o
com E(in) possuindo

separatrizes de sela

Yo tangenciando 3Mj; o o
i>i

114 s i
comprimento de Yo

MxI

i<i

3) E(io)sHa;

i<i i=i i>i
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4) E(i_)eH,;

i<i izi i>i

5) E(lo)sHS;
Seja P,E3M, o elemento critico quase-genericode Eﬁio)
Para i<iO, existem dois pontos P; e q;, pertencentes ao bordo
de M, tais que nestes pontos, o campo é tangente a 8M. 0O con-
-junto C:{p}%}p.\jq. , € uma curva em oMxI, tal que p € um
i, Lidy L o
ponto cuspidal dela.

v s ¢ 4 B
% oy S t,,f,,f P ,” ¢
. ’ ’
a”.’\:\ %‘l,,f I’ . l’x", / ;”1/
\':;;/ oM e e oM oM
. \y
/;/?—L\/ ?‘)
i<i i=i i>i
o] o] (o]

oMxl

i<i
o
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6) 5(1035Q2;
Seja v  a trajetoria periddica quase-generica de
i(ig); existem in+ iO, com g(in> possuinéo separatrizes de

gela Yoo tangenciando 3M e tal gue "comprimento de yn“—+m {in>io}*
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CAPITULO 4

Problemas em aberto

I) Conjetura- "Seja I' o conjunto das familias Eed”,

tais que: a) E(I)ngdzl;
b) £ & transversal a Zl;
e¢) 0 conjunto dos valores ordinarios de £ coincide

com alczo),

Entao ' contém um subconjunto de Baire de o

II) Denotemos por EO(I}, o conjunto dos elementos
estruturalmente estaveis de @r, El(l)={€ef; E(I)CZSJZI},
21(1)={£EF; E(I)CZédfl}. As questoes abaixo, sao de certa for-
-ma, uma generalizacao daquelas apresentadas em [22,p.u5{:

a) Provar que El(I)ﬁZO(I) é aberto em ¢ e denso em 21(1);

b) Caracterizar EO(I). £le & denso em ¢°?

III) Caracterizar e analisar, o conjunto dos ele-
-mentos estruturalmente estaveis de codimensao k de xr (vide
definicao em |20,p.114}).

IV) A partir da definicao de estabilidade estrutu-
-ral de ordem superior (|20,p.550 a 560}, determinar os cor-

-respondentes conjuntos Zk e ik, dados na mesma bibliografia.

V) Determinar o conjunto Zi, contido em x?, que sa-

- . § .
tisfaz: a) ilﬁxifil,
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'
b) Zl

¢) Se existir um outro subconjunto A de Xi, satis-

é aberto em x?;

-fazendo a) e b), entao ACZB'_.

Um estudo posterior é determinar para Xi, as cor-

-respondentes familias T e 2(D.



80
BIBLIOGRAFIA

Andronov A., Pontrjagin L.- Systemes Grossiers-

Comptes Rendus (Doklodyl- Acc. Sc. URSS,
V.iu (1837).

Anosov D.- Geodesic flows on closed Riemannian
manifolds with negative curvature- Proc.
Sket. Inst. Math., 90 (1967).

Arnol'd V.I.- Singularities of smooth mappings-
Russian Math., V.23,n91 (1968).

Boardman J.- Singularities of Diff. Maps- Pub. Math.
IHES, 33 (187u4).

Duff G.F.- Limit cycles and vector fields- Ann.
Math., V.57 (1953).

Hale J.~ Ordinary Differential Equations- Wiley Int.
(1969).

Hartman P.- Ordinary Differential Equations- Wiley,
N. York (1964).

Hurewics W.- Lectures on Ordinary Differential
Equations- M.I.T. Press (1963).

Kupka I.- Contribution a la théorie des champs ge-

-nerics- Cont. to Diff. Eq., V.2 (1963).

|10|- Lang S.- Introduction to differentiable manifolds-

Interscience, N. York (1962).




|12}~

|13}~

l1u]-

l15]-

|17]-

|18]-

81

Levine H., Thom R.- Singularities of Diff. Maps-
Liverpool Singularities Symposium-
Springer (1971).

Lima E.L.- Introducac a Topologia Diferencial-
Notas de Matematica,n®23,R. de Janeiro,
(1961).

Palis J.- Semindrio de Sistemas Dinamicos- IMPA-
R. de Janeiro (1871).

Palis J.- On Morse-Smale Dynamical Systems-
Topology (1964).

Palis J., Smale S.- Structural Stability Theorems
Global Analysis- Proc. Symp. Pure Math.-
V.1l4- A.M.S. (1970).

Peixoto M.C., Peixoto M.M.~- Structural Stability
in the plane with enlarged conditions-
An. Ac. Bras. Cienc.~ V.1 (1959).

Peixoto M.M.- On Structural Stability- Ann. of
Math., V.69,n91 (1959).

Peixoto M.M.~- Structural Stability in two-dimen-
-sional manifolds-= Topology, V.1 (1962).

Peixoto M.M.- An approximation theorem of Kupka-
Smale- J. of Diff. Eq., V.13 (1967).

Peixoto M.M.- Dynamical Systems- Bahia Dynamical

Systems Symposium, Acad. Press (13873).




|22]~

|26 ]~

|27]-

Sotomavor J.- Estabilidade Estrutural de Primeira
Ordem em Variedades de Banach~ Tese, IMPA,
R. de Janeiro (19843.

Sotomayor J.= Genevyic One-Parameter famlies of
Vector Fields on Two-Dimensional Manifolds-
Publ. Math. IEHS., n®43 (1974},

Sotomayor J.- Structural Stability in Manifolds
with Boundary- IMPA, R. de Janeiro (1972).

Koiller J.- Dissertacao de Mestrado-~ PUC, R. de Ja-
-neiro~ 1871.

Abrahm R.- Transversal Mappings and Flows- Benijamin,
N. York (1%67).

Munkres J.R.=- Elemenﬁar§ Differential Topology-
Princeton Univ. Press (1963).

Andronov A., Leontovich E.- Sur la theorie da la
variation de la estruture qualitative de
la division du planen trajectores- Dokl.
Ak. Nauk, V.21 (1938).

Poenaru V.- Analyse Differentielle~ Lectures Notes

in Math.- Springer~Verlag (1974).




