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A B S T R A C T 

J .Peetre ' s real method of interpol at ion for Banach 

couples is first extended to 4-uples and then to Banach 

space famil i es . 

When such a family contains 2N spaces, both the 

equivalence between the K-method and the J-method, and the 

reiteration theorem are obtained. 

Lorentz spaces, with mixed or iterated norms are 

also studied. These spaces furnish a concrete example of an 

intermediate space generated by the generalized K-method. 

An application of the real interpolation method 

for 4-uples gives us an interpolation theorem, of the 

Marcinkiewicz' theorem type . 



I N T R O D U Ç Ã O 

Desde que F. Riesz introduziu os espaços tP, diversas 

generalizações foram obtidas: os espaços de Orlicz, os espaços 

de Lorentz. os espaços de Riesz, etc. 

Em 1961, A.Benedeck e R.Panzone (2) desenvolveram uma 

dessas generalizações: os espaços LP(Lq). isto é. os espaços Lp 

com normas rnixtas ou iteradas. 

Um resultado obtido por Benedeck-Panzone. relativo aos 

espaços LP(Lq) ,foi um teorema do tipo do teorema de interpolação 

de Riesz-Thorin. 

O teorema de Riesz-Thorin e o de Riesz-Thorin-Benedeck 

Panzone sao obtidos,tarnbérn, corno consequência da teoria complexa 

de interpolação introduzida por A.P.Calderón (7). 

Em 1963, Ballester de Pereyra (1), procurou estender o 

teorema de interpolação de Marcinkiewicz para os espaços LP(Lq). 

A primeira dificuldade foi estender a noção de "wea.k-type" para 

normas rnixtas: existem três extensões e conseqUentemente três 

teoremas do tipo do teorema de Marcinkiewicz. 

O teorema de Marcinkiewicz encontra seu lugar natural 

na teoria dos espaços de Lorentz. g o teorema que obtemos,quando 

na teoria real de interpolação de Lions-Peetre, os espaços de 

interpolação considerados são os espaços de Lorentz. 

Em 1965, P.Krée (13) mostrou que não existe um teorema 

de interpolação do tipo do teorema de Marcinkiewicz, para normas 

mixtas,no contexto da teoria de Lions-Peetre. 
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Apresentam-se , portanto, dois problemas: 

(I) estudar uma classe de es paços func ionais com normas rnixtas 

onde se tenha um contex to n at ura l para as noções de "we.a.k

type." gene r ali zadas po r Balle s te r de Pe re yra e aos corres

pondentes teoremas de in te rpolaç ão ; 

(II) desenvolver uma teoria geral de intérpolação para espaços 

normados que contenha aquele s espaços funcionais com normas 

mixtas e que fo r n eça como cas o particular um teorema do tipo 

do teorema de Marcinkiewicz, e de pr eferincia, que generalize 

aqueles obtidos em (1) . 

Como a noção de weak- t ype us ual pode ser caracterizada 

através dos espaços Lpq, os espaços de Lorentz, é natural procurar 

caracterizar as noções de weak-type. generalizadas, usando normas 

de Lorentz generalizadas. Desta forma , fomos levados a desenvolver 

a teoria dos espaços Lpq(Lr 5
): os espaços de Lorentz, com normas 

mixtas ou iteradas. Esses es paços são os espaços funcionais do 

problema (I). 

A teoria de J.Peetre (17), considera a fun ç ão norma 

e associado o K-método para gerar espaços de interpolação entre 

os espaços de Banach E e F. 

Independentemente e com outra notação E.T.Oklander (21) 

caracterizou, através de K(s;f), a transformada de Hardy de uma 
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f - 1 00 unçao f E L + L : 

f**(s) .. llfll_1 1 °" 
s L +L 

1 -1 1 00 
-= S llfll = S K(s;f;L ,L ). 

L 1+sLCX) 

Para funções definidas em espaços produto, somos levados 

a considerar normas iteradas do tipo 

11 11f11 1 0011 1 oo = 11 fl 1 1 oo 1 00 
L +sL L +tL (L +tL )(L +sL) 

Agora, efetuando uma multiplicação foiTmal, somos levados 

a considerar, também, o seguinte: 

f****(s ,t) 

e introduzir 

Essas idéias nos permitem introduzir certos espaços de 

~ 2 ~ -medias a 2 pararnetros que generalizam os espaços de medias a 2 

parâmetros de J.Peetre (17). O K-método associado a K (s , t; f) 

gera urna teoria de interpolação que resolve o problema (II). 

A dissertação está dividida em três partes: teoria de 

interpolação para quádruplas de espaços de Banach, teoria dos 

espaços de Lorentz, com normas mixtas, e a teoria de interpolação 

para famílias de espaços de Banach. 
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Passemos a urna descrição sumária dos vários capítulos. 

No capítulo O, introduzimos as noções de quádruplas de 

interpol aç ão,dos espaços E e n e de espaços intermediários em 

relação a quidruplas de interpolação. Essa linguagem s e rá amplia 

da no capítulo 8 . 

O K- método gene r alizado é intToduzido no capítulo 1. 

Esse método es t á associado à função norma K(s,t;f) e estende 

o K-método de J . Peetre. 

A seguir, e dualmente, no capítulo 2, introduzimos o 

J-método para quádruplas de interpolação. 

No capítulo 3, estudamos a equivalincia entre o K-1~; t odo 

e o J-método . A demonstração segue o mesmo esquema de Peetre (17). 

A generalização de um dos lemas desse capítulo é não-trivial. 

Um dos teorema importantes desta dissertação é o teorema 

de reiteração, apresentado no capítulo 4; sob certas condições, 

espaços in t ermediários de espaços intermediários são espaços inter 

mediârios. 

Os teoremas de interpolação sao estudados no cap ítulo S. 

Obtivemos um teorema de interpolação que fornece, posteriormente 

no capítulo 8, como caso particular,um teorema do t i po do teorema 

de ~arcinkiewicz para normas rnixtas. 

No capítulo 6, desenvolvemos a teoria dos espaços de 

Lorentz, com normas mixtas. Esses espaços conservam as boas 

propriedades dos espaços de Lorentz usuais. São, também, um 

exemplo concreto de um espaço de interpolação gerado pelo K-método 

generalizado. 
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A rel aç io entre as noçoes de "weak-type» generalizadas 

e os espaços de Lorcntz, com normas mixtas, i feita no capf t ulo 

7 . Ne sse cap í t ulo introduzimos um conceito mais geral que o de 

"weak -~yp e" pa~a no r mas mixtas: o conceito de »~eJt~icted weak 

type" genera l izado . Obtemos, então, um teorema do ti po do de 

~!a. rcinkiewicz (- Stein-Weiss). E' in te ressante notar que, apesar 

de nosso teo r ema ser ma is geral e de ser ohtido por mitodos 

compl etamente difere ntes, os parimetros, que aparecem, s a o os 

me smos do t eorema de Ballester de Pereyra. 

No capítulo 8 , apresentamos a teoria de interpol a ç ão 

para farnflias de espaços de Banach que generaliza a teoria pa r a 

pares e quádruplas de espaços de Banach. Nesse capítulo conside 

ramos uma extensão do conceito de norma funcional. 

Finalmente, no capftulo 9, apresentamos uma série de 

problemas em aberto que as idiias contidas nesta 

levaram a considerar. 

dissertação 

Para a leitura desse trabalho supoe-se uma ce rt a 

familiaridade com os espaços de Lorentz e a teoria de interpola

çio de J.Peetre ( ver (8), (12), (17), (21) ou os parágrafos 3.2 . 

e 3.3. de (6). Usamos livremente os resultados de Benedeck e 

Panzone (2). 

A letra C denotará sempre uma constante. Como nao pro

curaremos determinar as melhores constantes, ela poderá asst.nnir 

mais de um valor numa mesma sequência de desigualdades. 
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CAP!TULO O 

DEFINIÇÕES GERAIS 

Vamos fixar aqui o vocabulário e alguns resultados de 

rotina que estendem os habituais da teoria de inteTpolação (ver 

( 7 ) , ( 8) , (1,5) e (19) ) • 

0.1 QUADRUPLAS DE INTERPOLAÇÃO 

0.1.1. DEFINIÇÃO. Uma qu~drupla de interpolação F.=(E 0 , E1 , E2 , E,) 

é constituida por quatro espaços de Banach E 
K ' 

K= O, 1, z. 3, contidos e continuamente imersos 

num mesmo espaço vetorial topológico separado V. 

0.1.2. DEFINIÇÃO. O espaço rÊ é o subespaço vetorial dos elenentos 

x E V, para os quais existem elementos x E EK, 

K=O, 1, 2, 3, tais que 

/ 

0.1.3. DEFINIÇÃO. Seja E=(Eo, E1 , E2, E3) uma qu adrupla de inter-

polação, tal que 

Então, denotamos por nE o subespaços dos elem~~ 

de V, tais que x E Eoí1E1nE2nE,. 
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0.1.4.PROPOSIÇÃO. O espaço I:É é um espaço de Ranach quando munido 

da norma 

llxllrÉ = inf {ilxollE
0
+ilx1IIE

1
+llx2 IIE2+l l x1l l1:: 1} 

x•}: x 
O K 

x e E 
K ;.:: 

O espaç o n É e um espaço de Rrinnch '1 uan el o rn un i cl 0 

da norma 

Demonstração. Sobre o espaço produto E xE xE xE c onsi dereJr1os a . O l "2 3 

norma produto usual. Entio a aplicncio 

e contínua. Logo, o espaço EE é isomorfo e isométrico no esp aç0 

Por outro lado, o espaço nE é isomorfo à diagon~l do 

produto E0 xE I xE2 xE 3 e a norma de n E e equi valente à norma produto 

restrita ã diagonal. Como a diagonal é fechada na norma produto 

segue que ílE é completo. 

0.1.S.PROPOSIÇÃO. Os espaços I:É e ílE est~o contidos e continua

mente imersos em V. 

0.1.6. DEr:INIÇÃO. Um espaço normado E, tal (]ue 

E e:: E e: r.E 

e as imers6es sio contínuas, denomina-se um 

espaço in termedi ârio em re 1 ação ~ <;uádrup 1 a Ê . 



CAPtTULO 1 

ESTUDO DO K-M~TODO 

1.1. PRELIMINARES. 

, 
1.1.1. DEFINIÇÃO. Seja E=(E 0 ,E 1 ,E2,E,) uma quadrupla de interpol~ 

çao. Se t=(t 1 ,t 2 ) > O e f e: EÊ, definimos 

K(t1 ,t2 ;f)=KE(t;f) 

• X ~rx. <1 lx, I IE, +t, l lx, I IE, +t, l lx, I IE, +t,t, l lx, I IE,) 

XK e: EK 

Vamos ter as seguintes propriedades, de fácil demonstração . 

1.1.2. PROPOSIÇÃO. Se À e: R e f,g e: EE, então 

1. 1. 2 (1) 

1. 1. 2 (2) 

1.1.3(1) 

1. 1. 3 (2) 

1.1.3(3) 

1.1.3(4) 

K ( t ; À f) • 1 >. 1 K ( t ; f) ; 

K(t;f+g) ~ K(t;f) + K(t;g). 

..,l -1 - 1 - 1 
K(t;f) ~ max{l,s1t1,S2t2 , S1S2t1t2} K(s;f) 

-1 -1 -1 -1 -1 
min{l.s1t1,S2t2,S1S2t1t2} K(t ; f) ~ K(s;f) 

rnin{l,t1,t2,t1t2}I lfllrE ~ K(t;f) 

~ m ax {1 , t 1 , t 2 , t 1 t 2 } 1 1 f 1 1 r E 
-1 -1 -1 -1 

mi n { 1 • t 1 , t 2 , t 1 t 2 } K ( t ; f) ~ 1 1 f 1 1 r I! 
-1 -1 - 1 -1 

~ max { 1 , t 1 , t 2 , t 1 t 2 } K ( t ; f) . 
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Seja E um espaço de Banach e Q=(q·1 ,q2), onde l ~q1~q2 ~00
• 

Denotaremos por L~(E)•L~(R+ ,E) o espaço das funções g :IR!-E, que 

são fortemente mensuráveis em relação a medida dt_dtidt 2 e tais que 
t t l t2 

onde 

• 11 11 g 11 q l 11 q2 ::. oo 

L. L .. 

sup llg(t1,t2)IIE 
O< t1<"° 
O< t2<co 

1 < q1 ,q2 < oo: 

1~ q l <e.o , q 2 : 00 ; 

Quando E=R ou C escreveremos simplesmente t2 . 

1 . 1.4.PROPOSIÇÃO. Suponhamos que va lha uma das seguintes hip6teses 

1. 1. 4(1) o < 81 < 1 . o < 0 2 < 1 , 1 < q 1 • q2 < 00 • 

• 

1.1.4(2) o < 81 < 1 • o < e 2 < 1 , q1= 00 , 1 < q2= 00 ; 

= - . 

1. 1.4(3) o < 81 < 1 • o < 82 < 1 , 1 < q l < 00 ' 'l 2 ::: 00 • 

= :- :: ' 

1.1.4(4) o < 81 < 1 • o < 82 < 1 ' ql = q 2 = 00. 

= = = = 

Então 

min (l,t 1 ,t2,t1t2)II Q < 00 • 

L.-

Demonstração. Segue ap6s um cálculo direto da no r ma. 
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1.2. O ESPAÇO DE MrDIAS A 22 PARAMETROS. 

De f i nimos 

como o espaço dos elementos f s EE, tais que 

ou seja 

llfll 0 ,Q,K 

< ao 

1.2 .2 .PROPOSIÇÃO . Os e s paços Ee,Q,K sao não-triviais nos seguintes 

casos : 1.1.4(1), (2), (3) e (4). Nos 

casos eles se reduzem a {O}. 

demais 

1.2.3 . PROPOSIÇÃO~ Os espaços Ee ,Q,K sao espaços de Banach quando 

munidos da norma I l•I le,Q,K' 

Demonstração . Os espaços Ee,Q,K são ohviamente espaços normados. 

Provaremos que são compl e tos. Seja 

sequência absolutamente somável em Ee ,Q,K' Corno 

segue que (fn) é ab solutamente sornável em EÉ. 

(f) n uma 
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Por outo lado. como 1:E é completo segue que existe um 

Único f E 1:E, tal que 

n--+G) f 

e 
Oi) 

K ( t 1 • t 2 ; f) < n ~ 
1 

K ( t 1 , t 2 ; f n) 

Conseqüentemente f E E0 ,Q.K e 

n 

1 lf - K~lfKI le,Q,K n-m o. 

1 2 4 PROPOSIÇÃO Os espaços E sao espaços intermediários . . . -· 0,Q,K 
em relação a (E 0 ',E 1 ,E2 ,E 3 ), isto é, vamos ter 

e as imersões são contínuas. 

Demonstração. Seja f E: nE. Então 

e 

Portanto 

< 

llfll 0 ,Q.K~ 

minO,t1 ,t2 ,t1td I lfl 11:E 

min(l,t1,t2,t1t2) llfllnE· 

A continuidade da segunda imersão segue da 
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seguinte desigualdade 

1.2 . 5.PROPOSIÇÃO. Seja f E Ee ,Q,K º Então 

-01-02 11-01-02 ll}-111 li K ( s 1 , s 2 ; f) < s 1 s 2 { t 1 t 2 mi n ( 1 , t 1 , t 2 , t 1 t 2) f 0 , Q , K. 

Demonstração. Como 

então 

llt~ 1 t~
2
min(l,~.~.~~)II Q K(s1,s2;f) ~ llfll 0 ,Q,K; 

L. 

agora, uma mudança de variáveis nos leva ao resultado. 





CAP!TULO 2 

ESTUDO DO J-M~TODO 

2.1. PRELIMINARES. 

2.1.1. DEFIN.IÇÃO . Seja E=(E 0 ,E 1 ,E2 , E1 ) uma quadrupla de interpol! 

çao, tal que 

Se t ª ( t 1 , t 2 ) < O e f E: OE , d e f i n i rn os 

As seguintes proposições sao de fácil demonstração. 

2.1.2 . PROPOSIÇÃO. Se À E: R e f,g E: nE, então 

2.1.2(1) 

2.1.2(2) 

2.1.3(1) 

2.1.3(2) 

2.1.3(3) 

J e t; À f) .. 1 À I J e t ; f) 

J(t;f+g) ~ J(t;f) + J(t;g) 
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2.2. OS ESPAÇOS EO,Q,Jº 

2.2.1(1) 

como o espaço dos elementos f € EE tais que 

existe uma função fortemente mensurável 

u: (s 1 ,s2) € R! 
que verifica 

f = JJ 
o o 

e 

< 00 

Suponhamos que 0 e Q verifiquem 1.1. 4. (1), (2), (3) 

ou (4). Vamos ter então. 

2.2.2.PROPOSIÇÃO. Os espaços E são espaços de Banach quando 0,Q,J 

munidos da norma 

2.2.3.PROPOSIÇÃO. Os espaços r Q J sao espaços intermediários em e. , 
relação a (E 0 ~E 1 ,E2 ,E,), isto é, vamos ter 

e as imersões são contínuas. 
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onde Q e Q' sao Índices conjugados. Agora, 

então 

Para demonstrar a segunda imersão consiremos uma função 

vamos ter 

< 11 t~ 1 t~ 2'1'(t1, t2 )~in(l ,L ,t ,L L )J(t1, t2; f) 11 L Q 

* 
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Finalmente, tomando o supremo em relação as~. obtemos 

Esta desigualdade mostra a continuidade da imersão de 

n~ em ~0 O J e completa a demonstraçio da propo5iÇ~O. 
' ' ' 



CAPfTULO 3 

EQUIVAL~NCIA DO J- E DO K-M~TODO 

3.1. K-ESPAÇO CONT~M J-ESPAÇ~ 

3.1.1.PROPOSIÇÃO. Seja Ês(E,~E 1 ,E1 E3 ) uma quádrupla de interpol! 

çao. Se O< e~(e 1 ,8 2 )< 1 e para P•(p1 , P2) e 

e a imersão é contínua. 

Demonstração. Seja f E Ee,P,Jº Vamos ter 

donde 
0000 

t~ 1t:2 K(t1 ,t2 ~f) ~ t~ 1t: 2JJ 
o o 

e 

1 1 t 8
K ( t • f) 11 

L~ 

11 -0 1 -02 . 1 1 1 li li-e li < t 1 t2 m1n(l,t 't •tt) R t J(t;u(t) p 
= 1 2 1 2 L. L. 

onde 1/R•l-(l/P-1/Q). Portanto, tomando o Ínfimo em relação as 
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funções u, vamos ter 

o que demonstra a proposição. 
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3.2. J-ESPAÇO CONT~M K-ESPAÇQ.:_ 

Vamos começar estendendo o seguinte lema, devido a 

J.Peetre (17) . 

3.2.1. LEMA .Sejam X1 e X2 dois espaços de Banach imersos num 

mesmo espaço vetorial topológico separado. Seja 

f E X 1+X 2 , tal que 

3.2.1.(1) 

3.2.1(2) 

3.2.1(3) 

-
K(t;f) .. inf{llf1llx

1
+tllf2llx

2
; f=f1+f2} ~ ctª, 

onde C depende de f mas não de te a> O. Então 

existe uma função fortemente mensurável 

tal que 

f = j u(t) d~ 
o 

e 

J(t;u(t)) < 4eK(t;f). 
~~ 

3.2.2. LEMA .Sej.a f E 1:n, tal que existam constantes O< a,B < 1 

e C :sC (f) tal que para todo s e t > O, vale 

3.2.2(1) 

3.2.2(2) 

3.2.2(3) 

K ( s , t; f) < C ( f) s ªt B. -
Então, existe uma função fortemente mensurável 

u :(s,t) E R+xR+ --

tal que 

e 

dsdt 
u(s,t)st 

J(s,t;u(s,t)) ~ (4e) 2 K(s , t;f). 

( em l:E) 
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resoectivarnente. Entio . 
Ko1(s~foi) +ti'~2 ;i (s;f23 ) ~ K(s, t ;f) 

oude + = fo1+f2h com f01 E Eo1 e f2 3 E En. Agora, tomando t=l . 

e 

que satisfazem a hip~tese do lema 3.2. 1 . Log~ existem funç6es 

fortemente mensuriveis u=u(s) E EonE 1 e v=v(s) E E2nE 3 , tal que 

( em E o+ E 1) e 

e ainda 

00 

J v(s)~~ 
s 

o 

J 0 i(s;u(s)) ~ 4eKods;foi) e J23(s;v(s)) ~ 4eK23 (s;fu) ■ 

Tomando, agora, w=u+ v, vemos que existe uma função 

fortemente mensurivel w=w(s) E E0nE 1+EzílE~ tal que 

3.2.2(4) 
oo d 

f = J w(s)-~ (em EE). 
o 

Por outro lado, fazendo EºÃ=Eo0E 1 e E23 =E2nE 3 com 

3.2.2(5) K' (t;w(s)) ~Joi(s;u(s)) + tJ23(s;v(s)) 

~ 4e{Koi(s; foi)+tKu(s;f21)} 

~ 4e K(s,t;f). 

Portanto 

K' ( t; w ( s)) :S C ' ( f) t B 
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Estamos novamente em condições de aplicar o lema 2.2.1. Existe, 

portanto, uma funçio fortemente mensurivel u=u(s,t) E Eº 1ílE 23 , 

tal que 

3.2.2(6) w(s) m j u(s,t)Q~ 
o 

e 

3.2.2(7) J' ( t; u ( s , t) ) ~ 4 e K' ( t ; w ( s) ) 

( J' e r sao definidos usando-se as normas de Eº 1 e E23
). 

Por outro lado, vamos ter, usando 3.2.2(5) e (7) 

J (s,t;u(s,t)) = J' (t;u(s,t)) 

! 4~ K' (t,w(s)) 

~ (4e) 2 K(s,t;f). 

Portanto, em vista de 3.2.2(4) e (6), existe uma função 

fortemente mensurável u=u(s,t) EE 0 ílE 1ílE 2 ílE 3 , tal que 

e 

J(s,t;u(s,t)) ~ (4e) 2 K(s,t;f), 

o que completa a demostração do lema. 

E CE 0,Q,K 0,Q,J 

e a imersão é contínua. 

Demonstração. Seja f E Ee,Q,K e t=(t 1 ,t 2 ) ~ s•(s 1 ,s 2 ). Então 
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Portanto 

donde 

que é uma relação do tipo de 3.2.2(1). Logo, existe, pelo l ema 

anterior uma funçio fortemente mensurivel 

talque 

f = 

e 

Finalmente, fazendo lsl/Q + 1/~, vamos ter 

llull 1 l" 
L.(rc) 

< = 11 -01-02 li 11-0 li t1 t2 rnin(l ,t1 ,t2 ,ti t2) Q' t J (t; u(t) Q 
L. L. 

e então 

1 1 f 1 1 0 , Q ,J ~ ( 4 e ) 
2 

1 1 f 1 1 e , Q • K • 

~ proposição está demonstrada. 

< <X> 
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l.:._~QUIVALtNCIA. 

3. 3 . 1. TEOREMA . Se O< 0 < 1 e 1 ! Q < 00 ent~o 

É = Ê 0,Q,J 0 , Q, K 

e as normas sao equi valentes . 

Demonstração. Fazendo P=Q na proposição 3 . 1.1 obtemos 

E JC E Q 0,Q, 0, ,K 

A proposição 4.2.3 fornece a recíproca: 

3.3.2.COROLÁRIO.Para O< 0 < 1 e 1 < P < Q ..,. = , vamos ter 

Em particular 





CAP!TULO 4 

REITERAÇÃO 

4.1. ESPAÇOS DE CLASSE K(0;E) 

4 .1.1. DEFIN-rç;o. Um espaço de Banach E, intermediário em relação 

à quádrupla Ê=(E 0 ,E 1 ,E2 ,E,), pertence à classe 

K(0 ;E), O~ 0 ! 1 , se para todo f E E vale 

K e t 1 , t 2 ; f) ~ e t ~ 1 t ~ 2 1 1 f 1 1 E 

onde C é uma constante que não depende de f e t. 

4 . 1.2.PROPOSIÇÃO. Seja E um espaço intermediário em relação a E. 

Então, E E K(0 ; Ê) se e sómente se EC E0 ,m,Kº 

Demonstração. Segue da definição de E0 ~ Kº 
t t 

4.1.3.PROPOSIÇÃO . S~jam O! 0 ! 1 e 1 ! Q ! ~. Então Êe,Q,K 

pertente a classe K(0;E). 

Demonstração. Temos que E0 ,Q,KC E0 ,~,K· 

@BSERVAÇÃO. Sejam F0 ,F 1 ,F2 e Fs espaços intermediários em relação a 

quádrupla Êc:(E O ,E 1 ,E 2 ,Es). Então, fs(F O ,F 1 ,F2 ,Fs) é uma quádrupla 

de interpolação. Denotaremos por J' e K' as funções normas J e K 

quando tomadas em relação a quádrupla F. 



-2 8-

4.1.4.PROPOSIÇÃO. Consideremos 0o=CeA .eã). 01=(el .eã)' 02=CeA ,en' 

e e3 c(el,ei) vértices de um quadrado contido em 

Demonstração. 

K(t;f) ~ 

[ o , 1] x [ O , 1] , tais que O ,!;, e A < e l ~ 1 e 

o < eã < e~ < 1. 
= -

Seja F um espaço intermediário em relação a E~ 
K 

pertencente à classe K(0 ,E), para =0,1,2 e 3. 
K 

Então, se F = (Fo ,F1 ,F2 ,F1), vamos ter 

Seja f = fo+f1+f2+f 3 i\QK'. Se t=(t1,t2) então . ' 

K(t;fo) < Cot
00

llfollFo ., Cot~tt~ãllfollFo(t) 

K(t;fi) C1t
01

1 lf1I IF1 
e i e 2 

< = C1t1
1
t2ºllf1IIF1 = 

K(t;f2) C2t
02

11 f2 11 F2 
0 l 92 

< = C2 t1ot2
2

11f211 F2 --

K(t;f3) < C3t
03

1 lf3I IF3 = C1t~lt~~ f1 = F3 

~ JC(t;f) + K(t;f) + K(t;f) + K(t;f) 

~ Cot
00

llfollF
0

+ C1t
01

llfillF
1

+ C2t
02

llf2IIF
2

+ C,t
03

llf3IIF
3 

~ C t~at~ã{llfollFo+t~l-e~llfillF1+t~I-eãllf2llp2•t~l-e&t~~-eãllf,IIF, 

(t) 
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onde C ª max (Co,C1,C2,C,). Portanto 

e 

Agora, fazendo 

vamos ter 

Finalmente, definindo 

vamos ter 
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4.2. ESPAÇOS DE CLASSE J(0,E). 

4.2.1. DEFINIÇÃO. Um espaço de Ban ach E , i nte rmedi á rio em relação 

a quadrupla E, pe rtence a cl as s e J (0,E) . ônde 

O ~ 0=(0 1 ,0 2 ) ~ 1, s e para t odo f e: ílE ex is te 

uma constante C ~ O, que não depende de f, t a l que 

4.2.2.PROPOSIÇÃO. Seja E um espaç o inte r mediari o em re l ação à E. 

Então E pert ence a classe J ( 0 ,E) se e somen t e 

se Ee. l ,J e E. 

Demonstração. Seja E e: J(0,~). Então fe , l,J C: E. Com efe i t o, s e 

tal que 

e 

Logo 

f e: E existe um a f unç ão f ort emen te men sur ável 0,1,J 

f = fj 
o o 

E 

u(t t )dt1ª-! 2 
l ' ?. t 1 t2 

1 1 f 1 1 E ~ jj 1 1 U ( t 1 , t 2 ) li E ~: 
1 ~ ~ 2 

o o 

~ C JJ t ~ l t ~ 2 J ( t 1 , t 2 ; U ( t l , t 2 ) 

o o 

Tornando o Ínfimo em relação as funções u, vamos ter 

" 
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Seja, agora, Ee,l ,JC: E. Para todo inteiro positivo n 

e t•(t 1 ,t2 ) > O, fixado, façamos 
-1/n t

1
. e <s. <t.,i•l,2~ 

= 1 1 
t 5 ) D 

senao 

11 r 11 0 • 1 ,J "' i n f 
d o o 

f .. J u(s)-~ 
R2 s 

+ 

Logo 

4.2 .3.PROPOSIÇÃO. Consideremos 0o•(eà ,eã), 01•(8\ ,ei), 82•(el ,ei) 

e e,•(el ,ei) vértices de um quadrado contido em 

[ o , 1] x [ O , 1 J , tais que O ~ e à < e l ~ 1 e 

o < eã < ef < 1. 
==- = 

Seja F um espaço intermediário em relação a E. 
K 

pertencente à classe J(0 ,E) , para K•0,1,2 e 3. 
K 

Então, se F • (Fo,F 1 ,F2 ,F,), vamos ter 
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onde O < Ã•(Ã 1 ,À 2
) < 1 e 0 = (0 1 ,0 2 ) verificam 

01 =(1-X 1 )8à+À 1 0l e 02 =(1-Ã 2 )e~+Ã 2 0½. 

Demonstração. Seja f E Ee,Q,J. Então, existe u=u(s 1 ,s 2 ) cílÊ 

tal que 

f -· JJ 
o o 

e 

s~ 1 s~ 2 J(s 1 ,s 2 ;u(s 1 ,s2)) E tS. 
Como F E: J(0 ,E), podemos escrever 

K K 

11 u(s) 11 Fo~ Cot00J(t ,u(s)) = Cot~tt~ã J(t1 ,t2 ;u(s1 ,s2)), 

llu(s)llp 1~ C1t01 J(t,u(s)) = C1t~ 1t~i J(t1 ,t2 ;u(s1 ,s2)) 

llu(s)llp
2

~ C2t02 J(t,u(s)) = C2t~it~i J(t1 ,t2 ;u(s1 ,s2)) 

llu(s)llp/ 
-0 

C,t 3J(t,u(s)) Q c, telte½ J(t1 ,t2 ;u(s1 ,s2)) 

0 -e 0 1 -el e como t O 1 •t 0 

i ' 

vamos ter 

J' ( s , u ( s) ) •max { 11 u ( s) 11 F 
O 

, s 1 11 u ( s) 11 F 
1 

, s 2 I I u ( s) 11 F 
2 

, s 1 s 2 11 u ( s) 11 F,} 

-e ei-el et-ei · ei-el e!-el} C C )) ~ e t m ax { 1 , s 1 t 1 , s 2 t 2 , s 1 s 2 t 1 t 2 J t • u s , 

onde C•max(Co ,C 1 ,C2 ,C,). 
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Façamos, agora, 

e t el-eã 
2 • 

então 
-eã -eã 1 1 

Definindo 

temos 

-À 
s J'(S~u(s)) 

e 

lls). J'Cs,uCs))II Q 
L. 

Mas 
CIOCIO 

f - 1 

Cet-eP Cet-en Cef-ei) Cel-ei) 

- IT 
o o 

Finalmente 

e a proposição esta demonstrada. 
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4.3. ESPAÇOS DE CLASSE H(8 1E). 

4.3.1. · oEFINIÇÃO. Um espaço de Banach E, intermediário em relação 

a quádrupla É, pertence a classe H(0,É) , 0~0~1. 

se E pertence a classe K(0,É) e a classe J(0,E) 

simultaneamente. 

4.3.2.PROPOSIÇÃO. Seja E um espaço intermediário em relação ã É. 

Então, E pertence a classe H(0,E) se e somente 

se 

Demonstração. Segue das proposições 4.1.2 e 4.2.2 . 

4.3.3. COROLÃRIO. Para O< 0 < 1 e 1 < Q <~.vamos ter 
= -

ÉG,Q,K E H(0,É). 

e 0 3 =(el ,ei) vértices de um quadrado contido em 

[o ,1] x[O ,1}, tais que o~eA<el~l e 

Seja F um espaço intermediário em relação a E, 
K 

pertencente à classe H(0 ,É), para K=O ,1,2 e 3. 
K 

Então, para todo O < À11 (Ã 1 ,À 2 ) < 1 e 0 =(8~ ,8 2
) 

tal que 8 1 •(1-À 1 )eà+). 1 8l e 82 =(1-À 2 )eã+À 2 8~, 

com equivalência de normas. 



CAPfTULO S 

INTERPOLAÇÃO 

5.1. TEOREMAS PARA K-ESPAÇOS. 

Sejam É•(E 0 ,E 1 ,E 2 ,E 3 ) e F•(F0 ,F 1 ,F2 ,F 3 ) duas quádruplas 

de interpolação. 

5.1.1.PROPOSIÇÃO. Seja T uma aplicação linear de EE em EF tal que a 

restrição de Ta cada EK é uma aplicação linear e 

contínua de EK em FK, K•0,1,2,3. Nestas condições 

T é, também, uma aplicação linear e contínua de 

F
- (t) E em 0,Q,K 0,Q,K 

Demonstração. Seja C > O, K•0,1,2,3, tal que 
K 

Se f • fo+f1+f2+f, E E0 Q K , onde f E Ê , vamos ter 
, , K K 

1 1 TfK 11 F ~ CK 11 f K 11 E (K =O • 1 • 2 . 3) . 
K K 

Então, fazendo C • max(C 0 ,C 1 ,C2 ,C 3 ) e tomando f E ~e.Q,K , temos 

(t) 
Por abuso de notaçao e de linguagem vamos denotar e confundir 

a aplicação linear T com a restrição dessa aplicação a qual

quer subespaço de seu domfnio. 
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KF(t~Tf) ! IITfollF
0
+t1IITf1IIF1+t IITf2llp

2
+t1t2IITf,IIF, 

~ e o 11 f o 11 E 
O

+ t 1 e 1 11 f 1 11 E 
1 

+ t 2 e 2 11 f 2 11 E 
2 

+ t 1 t 2 e, 11 f, 1 1 F., 

~ C {llfollEo+tillfillE. ♦ t2llf2IIE2+t1t2llf,IIE3 

donde 

e 

A proposição esta demonstrada. 

onde 0o=(eã ,eã) ,01=(0\,0\) ,02ª(0i,0~) ,03=(0l .0~) . 

Seja T urna aplicação linear de íX em r.Y. tal que 

existam constantes CK> O para as quais 

IITfllp ~ CKllfllÊ 
0 ,Q,K 0 ,Q,K 

K K 

onde f E ~ 0 Q K e K=0,1,2,3. Então, existe tma 
K • • 

constante C ~ O tal que para f E ÉÀ n K . vale 
' ', ' 

lltflly ~e llfllE • 
À, Q, K 0,Q ,K 

onde O < Ã•(Ã 1 ,Ã 2
) < 1 e 0=(0 1 ,0 2

) é definido 
/ 

por 0 1 a(l-Ã 1 )eà+Ã 1 0l e 02 =(1-Ã 2 )0ã+Ã 2 0i, 

Demonstração. Segue de 4.1.4. e 5.1.1. 
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5.2. TEOREMAS PARA J-ESPAÇOS. 

Sejam E=(Eo .Ei ,fa ,E,) e F•(F0 ,F1 ,F2 ,F,) duas quádruplas 

de interpolação. 

5.2.1 . PROPOSIÇÃO. Seja T urna aplicação linear de EÊ em EF tal que a 

restrição de Ta cada E é urna aplicação linear e 
1( 

contínua de EK em FK, K•0,1,2,3. Nestas condições 

T é, também, uma aplicação linear e contínua de 

E 0,Q,J em Fe.Q,J" 

Demonstração. Para toda u E ílE. existe C > O, tal que 

J(s;Tu) ~ C J(s;u). 

Sejam f E Ee,Q,J e u•u(s) nas condições de 2.2.1. Então 

f • f R! u(s) ~s 

Fazendo v • Tu, vamos ter 

Logo 

Tf • 

1 ITfl Ir 
0,Q.J 

Tu(s) ds • 
s 

~ e I ls0 J(s,u(s))I I Q 
L. 

e portanto 

11 Tfl 1 ~ 
0,Q,J 
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S.2.2.PROPOSIÇÃO. Sejam X•(E0 Q J) o l 2 3 e V•(F8 Q J) o 1 2 3 K • • K• • • • K • • K• • • • • 

onde e,• ( e à • e ã) • 01 • ( e l . e i) . 02 • ( e à , e 1) . e, .. ( e l . e D . 

Seja T urna aplicação linear de rx em rY , tal que 

existam constantes CK> O para as quais 

lltfllp ~CKllfllE 
0K,Q,J 0K,Q,J 

onde f € ~e Q J e K• O,1,2,3. Então, existe uma 
K • • 

constante C > O tal que para f € Xe,Q,J vale 

I ITfl lp 
0,Q,J 

~ e 11 fl lx 
À,Q,J 

onde O< ~=(X 1 ,X 2 ) < 1 e 0'"(8 1 ,8 2 ) é definido 

por 8 1 •(1-X 1 )eà+>. 1 el e 82 •(1-À 2 )eã+À 2 8~-

Demonstração. Segue de 4.2.3 e 5.2.1. 
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5.3. O TEOREMA DE INTERPOLAÇÃO . 

5.3.1. TEOREMA . Sejam X=(E ) e Y=(F ) 0 .Q,K KªÜ , l , 2,3 0 .Q.K K•0,1,2,3 
K K 

e T urna aplicação linear de EX em EY , tal que 

para Kª0,1,2 e 3, existam constantes C > O para 
K 

as quais vale 

IITfllF ~CKllfllÉ 
0K,Q . K eK.Q.K 

onde f e E0 Q K. Suponhamos, tamhém que 
K • • 

0o =ceà .eã). 01=(0l ,eã). 02=(eà .ei) e 01ªCel .0i) 

Então, se 0=(8 1 ,8 2
) é definido por 

e1=(1-X 1)eà+Ã 18l e 82=(1-Ã 2)8~+Ã 2 8l. 

onde O< X=(X 1 ,X 2
) < 1, existe urna constante r. ~O 

tal que 

Mais ainda, se 1 < P ~ Q vamos ter 

Demonstração. Segue combinando os teoremas de interpolação 5.1 . 2 

e 5.2.2 e os teoremas de reiteração 4.1.4 e 4.2 . 3 . 





CAPfTULO 6 

ESPAÇOS DE LORENTZ, COM NORMAS MIXTAS 

6.1.PRELIMINARES. 

Seja (X,µ) um espaço de medida a-finito e f:X--~ e. 
uma função µ-mensurável. A função de distribuição mf é definida 

por 

6.1.0(1) rnf(À) • µ({x e: XI lf(x)I >À> O}). 

Segue dessa definição que mf é não crescente e contínua 

a direita. 

O rearranjo nao crescente ou reordenada nao crescente da 

função fé a função definida por 

6.1.0(2) 

6.1.0(3) 

f*(t) • m (t) "" l{Ã > OI rnf(À) >t > O}! 
mf 

• sup {À> OI mf(À) > t > O} 

• inf {À> OI mf(À) ~ t }, 

A função f* é, também. não crescente e contínua a direita. 

Definimos, finalmente, a função média da função f 

f**(s) • ¼ fs f*(t)dt. 
o 

Uma relação fundamental.devida a J.Peetre (17) e indepen

dentemente a E.T.Oklander (21). é a seguinte 

f* * ( S) • ! 1 1 f 1 1 1 CIO • s L +sL 
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Estamos, aqui, interessados em estender a noçao de 

função média para funções definidas em espaços produto. 

Consideremos, então, um espaço de medida produto 

(XxY ,µxv) e funções reais ou complexas µxv-mensuráveis. Definimos 

6.1.0(S) 
1 

f>\'*(s,t) = st li llf(x ,y)IIL1+sL""ll1,1ttL 00 

1 
= st 11 fl 1 (L 1+tL 

00

) (L 1+sL 00
) 

l o, c,o 
A multiplicação formal de L +tL por L1+sL nos leva a 

considerar 

6.1.0(6) f****(s,t) 
1 

= st I lfl IL 1+sL 1(L00)+tL00
(L 1)+stL"" 

Vamos provar que f** e f**** sao equivalentes. Para isso 

vamos precisar de alguns lemas auxiliares. 

Seja Z um espaço de medida o-finito qualquer com medida 

representada por dz. Se G é um espaço de Banach, denotamos por 

LP(G) o espaço das funções g:Z----¼ G, que são fortemente mensuráveis 

e tais que I lg(z)I IG é p-integrâvel. Quando G= R ou C escreveremos 

simplesmente LP. 

Sejam E e F dois espaços de Banach. 

6.1.1. LEMA. (i) L 1 (E+F) = L 1 (E) + L 1 (F) 

Demonstração. Se f e: t 1 (E)+L 1 (F) então f e: L1 (E+F) e temos 

1 lfl 1 •JI lfl IE+Fdz•J i n f CI lu(z)I IE+I lv(z)l lp)dz 
L1(E+F) f(z)•u(z)+v(z) 
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Reciprocamente, seja c e: E+F e GC Z um conjunto de 

medida finita. Então 

1 1 cxG 11 1 ~ 11 cxG 11 1 1 · 
L (E+F) - L (E) +L (F) 

Se ç = rck.XG é uma função simples à valores em E+F, vamos ter 
k 

Seja , agora, f e: L1 (E+F) e (ç ) uma sequência de funções 
n 

1 simples que converge para f em L (E+F) . A sequência (ç) será , então 
n 

uma sequência de Cauchy em L1 ( E)+L 1
(F). Seja g o L 1 (E)+L 1 (F)-limite 

de (ç ) . Mas L
1 (E)+L 1 (F) CL 1 (E+F) e portanto f = g. Logo 

n 

e a imersão é contínua. 

6 . 1. 2. COROLÁRIO. 

6.1.3. LEMA. (i) L 
00

(E+F) L
00

(E) 
00 

= + L ( F) ; 

( i i) 1 1 • 1 1 
,: 

1 1 • 1 1 
L

00

(E+F) L
00

(E) + L 
00 

(F) 

Demonstração. Temos, por definição, 
00 

se f e: L (E+F) 

llfll .. sup.ess.( inf Cllu(z)IIE+llv(z)llp)) 
L

00

(E+F) f•u+v 
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e 

1 1 f 1 1 L 00 (E) + L 00 ( F) • i n f { s up. e s s . 1 1 u ( z) 1 1 E+ s up , e s s , 1 1 v ( z) 1 1 F} 
f•u+v 

Portanto, se ô 1 > O, existe z tal que para todo u e v com f=u+v 

vamos ter 

inf Cllu(z 1 )IIE•llv(z 1 )IIF) 
f • u+ v 

~ s up . e s s . 1 1 u ( z) 1 1 E+ s u p . e s s . 1 1 v ( z) 1 1 F • 

Portanto 

6.1.3(1) 

Por outro lado, para todo u e v com f=u+v, temos 

Logo, dado ô 2 > O existe z2 tal que 

e então 

Finalmente 

6.1.3(2) 

As relações 6.1.3(1) e (2) demonstram o lema. 

6.1.4.COROLÁRIO. 00 00 00 

sL (E+F) = sL (E) + sL (F). 
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6 • l • 4 •· LEMA. ( i) 

{11> ll·llcLª•L·>cF> .s. ll·IILªCF>. L·cF> 

! 2 11•11 (L +L )(F) 

tal que f • u + v, q.t.p., e ainda 

lluCzlllp .s. llfCz>llp e llvCz>llp ! llfCz>IIF 

Vamos ter 

1 1 u 1 1 L l ( F) • 1 1 l"I u 1 1 p 1 1 L 1 • 1 1 1 1 u 1 1 p 1 1 L 1 ♦ L .. 

~ li fl f~ 1 FH L.' ·•L· • 11 fll (Lª•L ·) (P) • 

Analogamente 

Donde 

Por outro lado, temos 

1 1 f 1 1 ( L 1 ♦ L -) ( F) - 11 1 1 f 1 1 11 L 1 ♦ L -

.s. inf CII llullpllt,• li llvll,IIL•> 
f•u•• 

Q lema esta demonstrado. 
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7.2. OS ESPAÇOS DE LORENTZ LPQ. 

Vamos introduzir, aqui. os espaços de Lorentz com normas 

mixtas ou iteradas. 

Lembremos que uma função mensu rável f pertente ao espaço 

de Lorentz Lpq se 

A definição dos espaços com normas mixtas será feita 

iterando-se essa norma. 

Sejam, então, X e Y dois espaços de medida a-finitaµ e 

v , respec. Denotemos por M=M(XxY) o espaço das funções (reais ou 

complexas) µ xv-mensuráveis sobre XxY. 

aplicações 

y e: y 

e 

Consideremos, então 

Estamos, agora, em condições de dar a seguinte definição. 
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7.2.1.DEFINIÇÃO. Seja 1 < P < 00 e 1 ~ Q ~ 00 ou 1 < P < 00 e 

e Q =00 • Definimos então, os espaços de Lorentz 

com normas mixtas ou iteradas por 

L p Q = L p Q ( X X y ) - { f e: \1 ( X X y ) 1 1 1 f 1 1 < 00 } PQ . 
L 

7.2.2.PRílPOSIÇÃO.Os espaços LPQ sao completos quando munidos de 

qualquer topologia equivalente a topologia ger~ 

da pela norma 11 •I I PQº 
L 

Demonstraç ão. Seja (f) uma sequência de Cauchy em LPQ_ Podemos 
n 

supor que 

l[f 1-fl[ PQ<2° 
n+ n L 

(tomando uma subsequencia se necessário). Então 

Portanto 

< 00 

~ 

e, por ser nao crescente e finita para todos> O. 

Por outro lado 

e portanto a série 

f**(s) 
y 

00 

= 1 1 f y li _ 1 l 00 

s L +L 

f l+ l (fk+l-fk) 
k•l y 

converge em L 1+sL
00 

à uma função f. 
y 
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converge em L1 +sL
00 

à uma função f . 

Para cada x EX, fixo, consideremos a correspon~enci~ 

y--- f ex) .,, f ex ,y) 

Pica, portanto, bem definida a f unção 

f : (x. y) f( x ,y) . 

Agora, 
00 

(f(x,•)-f
1
,(x, • )) * *(s) = ( l (f -f) )**(s) 
, k k+l y nm 

00 

< = I Cf -f)* * Cs) 
k 

k+l y 
n• 

Logo 
00 

Portanto, f E LPQ e f converge para f em LPQ_ 

6.2.3.PROPOSIÇÃO. As funções simples sao densas em LPQ_ 1 < ~ < 00 

Demonstração. Seja f E LPQ, a qual podemos supor nao negativa. 

Vamos mostrar que dados E> O e ô> O existe uma 

sequência de funções simples (ç) tal que se s > ô, então 
n 

e 

(f-Ç ) **(s) < E 
n 

Observemos que se 

f*(s) 
y 5--MO 

o 

• 
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e 

f* ( t) 
X t~ 0D 

o 

Segue então que 

µxv({(x,y) ; 1 f(x,y) 1 > e: }) < °" 

Logo, podemos achar urna função simples çn > O, tal que 

ç (x,y) = O 
n 

se 

(x,y) v. {(x,y); lf(x,y)I >e:} 

e 

para todo 

(x,y) e: {(x,y); lf(x,y)I >e:} 

exceto num subconjunto de medida menor que ô. Então 

µxv({(x,y) e: XxY; lf(x,y)-ç (x,y)I >e:}) < ô. 
n 

logo, ses> ô, 

(f-Ç ) *(s) < E. 
n Y 

Observando que n=n(e:) e que 

(f-ç ) *(s) < f*(s/2) + f*(s/2) ª 2 f*(s/2) 
y - y y y , 

· e utilizando o teorema da convergência dominada segue, finalmente, 
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6.3. OS ESPAÇOS iPQ. 

Consideremos, agora, o funcional 

Definimos, então 

Com as mesmas restriç6es sobre P e Q de 6.2.l., definimos 

6.3.1. DEFINIÇÃO. iPQ .. { f e: M; lllflll PQ <a,} 
i 

6.3.2.PROPOSIÇÃO. Os espaços iPQ sao completos quando munidos de 

qualquer topologia equivalente a topologia gerada 

pela norma 111·I11 . 

Demonstração. Seja (f) uma sequência de Cauchy em iPQ, tal que 
n 

Então, usando o lema de Fatou, 
a, 

portanto 
c:o 

(q.t.p.) 

e, por ser nao crescente é finita para todos> O e t > O. 

A demonstração segue, agora, analogamente a de 6.2.2. 
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6.3.3.PROPOSIÇÃO. As funções simples sao densas em iPQ, l~P.Q<00
• 

Demonstração. Temos em vista da proposição 6.2.3, 

Portanto 

Pela continuidade de 

e • finalmente 

6.3.4.PROPOSIÇÃO. 

I 
8 

( f- r; ) * ds 
o n y n --4 °" 

(f-r; ) **(s) 
~ a, 

o 
n y i:i 

11·11_1 1 a, 
segue que 

t L +L 

(f-c;
0

) **(s ,t) 
n --+ m 

o 

111 f - t 0 111 PQ 
i 

---~o n --+ ex, 

o 

onde 8 1 • 1 - .! e 
P1 

8 2 
- 1 - .! P2 ' 

1 < p < a, ou 1 ! P 

K ( s , t ; f) • s t f * * ( s , t) . 

< a, - e Q =ao, 

O resultado segue, então das definições de K-espaços 

e dos espaços iPQ_ 
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6.4. EQUIVALENCIA DOS ESPAÇOS LPQ E iPQ. 

ó. 4' .1. Li MA. Seja z; uma função simples defini da num espaço de 

-medida o-finito (X,1-1) ~ isto e 

N 

ç(x) = í ckxE (x) 
knl k 

onde E/)Ej= t,, se ifj, e 1-1(Ek)< ex,, k=l,2,• • •,N. 

Então 
N 

ç * * ( t) = l ct" X E * ( t) 
kal k 

onde ck*=ck e Cci••··,cN) é a N-upla reordenada não 
k-1 k 

crescente de (lc11,···,lcNI) e Ek = ( L µ(E . ): l µ(E.)). 
j•l J j•l J 

Demonstração. Vamos ter 

e então 

N 
z;*(s) = l ckxE*(s) 

k•l k 

r;**(t) "' 
1 Jt 
t 

o 

1 {t = 
t 

o 

N 

= Í c* 
k•l 

N 

ç*(s) ds 

N 
( L ck. E*(s))ds 
k•l k 

= l e* XE • ( t) 
k•l k k 

Logo z;* • ç** e pondo ck • ck*• obtemos o resultado. 
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Consideremos, agora, funções definidas num espaço de 

medida produto (XxY ,µxv) ,a-finito. 

6.4.2. LEMA.. Sej a 
N 

ç(x,y) = ). ck xE (x,y) 
k•l k 

uma função simples. Então, se Ek• Ek(x)xEk(y), temos 

N 
ç**(s, t) .,, }: e~• xE.(s, t), 

k•l k 

onde E* = E*(x) Ek*(y). 
k k 

Uemonstração. Por definição, temos 

ç**Cs,t) = llçll -1 1 00 -1 1 a, 

(t L +L )(s L +L) 

e como 

vamos ter 
N 

ç**Cs) = í 
k•l 

e portanto 
N 

t**(s ,t) = í 
k•l 

N 

í 
k•l 

N 
= í 

k•l 

e** 
k 

e** XE *(x) (s) XE*(y)(t) k k k 

e** XE*(x)E*(y) k 
k k 

e** XE * ( s , t) • k 
k 
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k 
Se t

0
c O e tk• r µ(H.), façamos 6k=tk-tk-l' k•l,2.••• ,N. 

j•l J 

Demonstração. Temos 

6.4.4.U.:MA. 111 z: 1 11 PQ = 11 r; 1 1 PQ 
i L 

Demonstração. Dando a I l·I l*PQ , o seu significado Óbvio, temos 
L 

11•11* ~ 11•11 PQ. LPQ L 

Vamos ter Agora, calculan~o-se 

bastando calcuar 11 •I 1 •PQ como foi feito em 6.4 . 3. 
L 
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6.4.5. TEOREMA. Sejam l ! P,Q < 00 , entio LPQ = iPQ e sua normas 

sao equivalentes. 

Demonstração. Sejam L~Q e i~Q os subespaços densos das funções 

simple s de LPQ e iPQ, respec. A equivalencia das 

normas, mostra que as imersões 

e 

sao contínuas. As extenções contínuas dessas imersões levam a tese. 

Vamos cons i de rar, a seguir, os casos extremos . 

6.4.6. TEORl:.MA. LP
00 

= íp
00 

e suas normas sao equivalentes. 

Demonstração. Suponhamos que f e: LP
00

, aqui 00 =( 00 ,00): Então 

Logo 

1 1 

1 1 f 1 1 pco = s up t P 2 1 1 s up s p 1 1 1 f 1 1 _ 1 1 00 
1 1 _ 1 1 00 

L t>O t>o s L +L t L +L 

1 1 

= sPl tp 2 f**(s,t) 

1 1 

11 fl I pa,~ sup sP 1 tp 2 f**(s ,t) 
L s>O 

t>O 

= 1 1 1 f 1 1 1 pco 
i 

R . . f ~ ~P00 , enta-o ec1procamente, seJa ~ ~ 
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1 1 

1 1 1 f 1 1 1 
1 

pcx, .. sup tp2 { sup f**(s ,t) 5
P1 

t:>O s> O 

1 1 

.. tp 2 { sup Süp 5P l 11 11 f l 1.. 1 0011_1 00 

t>O s>O 8 L 1 +L t L 1 +L 

1 l -
> sup t p2 { 11 sup s P 1l lfl l_1 = t>O s >O s 

Portanto 

11lfl11 poo = 1 l f l I p cx, 
í L 

e suas normas coincidem. 

Dcmons tração. Se f e: L PQ, vamo s t e r 

l 

L 1 + L 

1 1 1 1 f 1 1 p l 00 li p 
2 

q 
2 

= 1 1 S Up S p l f"2 * ( S) 1 1 . 
L L s>O y Lp ?. q 2 

l 

"" ' '-1 t Ll + L 

} 

e,, } 

= 11 s up s P 1 ll f(x ,y) ll _1 00
11 P q 

s L 1 +L L 2 2 

1 

li sP 1 ll f(x ,y)ll_1. ooll P q · 
s L'+L L 2 z 

Seja, agora 1 

Fs(t) • sP 1 f* *(s,t). 

Vamos ter 
.9.., - 1 

lim F 
5 

( t) e: L q 2 
( R , tP 2 dt) . 

s ..... 
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l'o rtan to 

Reciprocamente 

= li jj f jj Pl 00 II p
2

q
2 L L 

6.4.8. Tt.OREMA. LP(qi •
00 > = 5:P(qi '

00
) e suas normas co i nci de m. 

Demonstração. Seja f f: LP(qi,oo) , então 

1 .9..1 
1 

1 1 1 1 f 1 1 L P 
I 

q 
I 
li L P 

2 
~ = ~ ~~ t p 2 ((J}; • ( s) r s P 

1 
- \s) ~ f • ( t) 
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Temos , portanto 

Um cálculo análogo mostra que 

Essas duas desigualdades demonst r am a t e s e. 
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t>.S. PROPRIEDADES DE IMERSÃO DOS ESPAÇOS LPQ. 

Sejam Q1•(qf ,ql) e Q :(Gl ,ql). Diremos, como antes, que 

ó.S.l.PROPOSIÇÃO. Se Q1 ! Q2 então 

LPQlC LPQ2 

e a imersão é contínua. 

PQl 
Demonstração. Seja f E L ~ então, para todo y E Y, fixo, temos 

portanto 

ou seja 

llfll PQ2~ e llfll PQ1. 
L L 

o que demonstra a proposição. 

Fixemos um espaço de medida o-finito. 

Seja Bum espaço de Banach de funções mensuráveis continua 

mente imersas no espaço de todas funções mensuráveis V, tal que 

Para esta classe de espaços, ternos o seguinte resultado. 
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6.5.2.PROPOSIÇÃO. Seja Tum operador sublinear definido em L 

tal que T(LP 1)CV. Se E é um conjunto mensu

rável de medida finita de função caracterist! 

ca xE , vamos supor que TxE €Beque vale 

1 1 TxE 11 8 < e 11 xE 11 P 1 L 

para algum C > O. Então, T pode ser estendida 

para todo LP 1 . ~ai s ainda, se f € LP 1 , temos 

IITfllB ;s zc: llfll Pl 
L 

Demonstração. f inteiramente análoga ao caso dos espaç os Lpl 

usuais. Ver (6) ou (21). 
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6.6. DUALIDADE. 

Começaremos pela desigualdade de Htllder. 

6. 6. 1. PROPOSIÇÃO. 

Demonstração. _ 

Sejam 1 < P,Q < 00 e -- --

1 1 
+ = 1 p p• e 

Então, se f € LPQ e g 

j j f g dp(x)dv( y ) 1 

y X 

P' e Q' dados por 

1 , 
+ 

.... = 1. Q 0' 

F.: 
p•Q' 

L ' temos fg e: Ll e 

\ • 1 • .. • ': ! ·:: 

J J f(x,y)g(i,y)dudvl 1 f(x ,y) 1 1 g(x ,y·) l'dudv 

y X -
- ~ 1L ? :•. ~ 1 ::,l, , . . 

{ J00 

f*(s) g*(s) ds}dv f 
o y y . •J · : :_•)(; :) \:~'i_ --> o 

y 

1 •• 

: 1 

'• : ,_: ._- p' Q t 
6.6_!_2.PROPOSIÇÃO. Seja g e: L . Então 

6.6.2(1) F ( f) = J J _ f g dµ dv. 

y X 

. define um funcional linear contínuo sobre LPQ_ 
• .·J1 ::f!i ... LJ e !.., r~ 

Demonstração. Segue da desigualdade de Htllder. 

-' 
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Se E é um espaço normado, E' rep1·esenta o dual topoló

gico de E~ i.é o espaço dos funcionajs lineares contfnuos sobre E. 

6.6.3. TEOREMA. Sejam 1 < P~P' < ~ onde 

Pl pico 
(L )' = L •. 

1 1 
- + -P ,m 1. Então p 

Demonitraçio. Precisamos car acterizar os funcionais lineares contf 

nuos sobre LP 1 • Seja fE: (LP 1)'. Se E é 

de medida finita, definimos 

Vamos ter 1 1 - -
o(E) = F(xE) 2- cllxEII PQ = e µ(E )P1v(E )P2 

L X y 

conjunto 

onde E e E sao os cortes de E em r elação a X e a Y, respec. Logo, 

o<< µxv e pelo teorema de Ra<lon-N ikodyrn, existe urna função g 

local~ente integrável, tal que 

F(xE) = J f XE e dudv. 
y X 

Agora, a linearidade da F, a densidade da das funções 

simples e a continuidade de F implicam que para toda f E LPl temos 

F ( f) = J f f g dµ dv 
y X 

e 

1 F e f) l ~ e 1 ! f 1 1 P 1 • 
L 

p t 00 

Para completar a demonstração, vamos mostrar que g E L . 
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Para isso, tomamos 

f(x,y) = exp(-iarg g(x,y)) xE(x,y) 

e obtemos 

fJ 1 g ( x , Y) 1 dµ dv 

1 1 - -
< C ~(E )p v(E )p 

X y 
y X 

ou ainda, fazendo s = µ(E ) e t = v(E ) 
X y 

Donde 

1 
µ(E) \/(E ) 

X y 

1 1 

j f jg(x,y) ldµdv < r. sPt tp~ 
E E y X 

llgl I P'oo < e. 
L 

6.6.4. TEOREMA. Sejam 1 < P,Q < 00 

Então 

~ 

e p• e Q' os numeres conjugados. 

- ~ b PQ Demonstraçao. Seja F um funcional linear e continuo so re L . 

Então, F E (LP 1) •. Lo go, existe uMa função g local 

mente integrável, tal que para toda f e LP 1 , temos 

6.6.4(1) F(f) = J f f g dµdv. 
y X 

em particular 6.6.4(1) vale para funções simples e conseqüentemente 

vale para toda f E LPQ_ 





CAPfTULO 7 

OPERADORES DE TIPO FRACO '11 XTO 

7.1. ~OR~AS DE NARCINKIEWICZ MIXTAS. 

Sejn h uma função complexa mensurável definida num 

espaço de medida (Z ,u). /\. r-norma de ~arcinkiewi cz é o número 

1 

= s up À { mh ( À) } r 
À> o 

Apresentaremos, aqui, alrumas nococs de normas de 

'.·larcinkiewicz mixtas (ver (1)). Posteriormente mostraremos oue 

sao equivalentes a LPQ_normas . 

Lemhremos, inicialmente, (lUe a norma de ~larcinkiewicz 

e motivada na seguinte desigualdade: 

1 

11f11 = {J Ih ( z) 1 dz}r 
1. z 1 

> { J lh(z)jrdz}r 
{ z; jh(z)j>O} 

1 

> 
== 

{ J ,\rdz}r 

{z; jh(z)j>O} 
1 1 

= À u ( { z ~ jh(z)j>O } r = ,\{mh(À)}r 

Tomando o supremo em À vemos que a r-norma de Marcinkie 

wicz e mais fraca ou menor que a L r -norma. 
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Analogamente, para uma função f definida num espaço 

produt o (X xY,µxv), vaMos ter 

.!. .s. .!_ 
= (jfjlf(x,y)IPd11)Pav)q 

y X 
l 1 

~ fJ( "( µ({x; lf(x,y)l>Ã})Ji')q av)"<1 
y 

1 1 

= [j( Ã{_mf(Ã,y)}pJqav)"q 
Y. 

Introduzimos, então, as s eg uintes <lcfiniç6es para funç6es 

mensuráveis definidas no espaço ( XxY ,µxv). 

1 1 

7.1.1. !1ErI NI ÇÃO. NDM ( f; p ,q) = sup (J(Àmf(" ,y)p.)qav)q 
À>O y 

1 1 

7.1.2. DEFINIÇÃO . NSDM(f;p,q) = (J [ sup Àmf(À ,y)P) qdv) q 
y À>O 

7.1.3.PROPOSIÇÃO . NDM(f;p,q) ~ NSm1(f;p,q) < 2NDM(f;p,q). 

7.1.4.PROPOSI ÇÃO . Suponhamos P=(p,00) e Q=(q,q) tal que 1 < p < 00 

e l ~ q ~ 00 • Então 

Demonstração. 

N S DM ( C p , q) "' 1 1 f 1 1 p Q • 
L 

N S DM ( f ; p , q) = 1 1 1 1 f 1 1 P 1 1 q 
M L 

'\, 1 1 1 1 f 1 1 pco 1 1 q q '\, 1 1 f 1 1 p Q 
L L L 
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l~a terceira noçao de norma de Marcinkiewicz mixta e 

a seguin te. 

1 

7.1.5. OEF í NIÇAO . NDV(f;p,q) "'sup Ã{v({y; llf( ,y)II >).}q 
LP 

7.1.6.J>ROPOSI ÇÃO. Suponhamos que P•(p,p) e Q•(q, ) satisfazem 

1 < p < m e 1 ~ q ~ m, Então 

Demonstraç i o . Vamos ter 

NDV(f ;p ,q) "' 11 fl I PQ • 
L 

ND\'(f;p,q) • 11 llfll pll q 
L M 

'\, 11 11 f 11 PP 11 qm '\, 11 11 PQ • 
L L L 

Finalmente, uma quarta noção de norma de ~1arcinkiewicz 

mixta. Para À> O e p > O, façamos 

Fixando À> O, temos, para todo p > O 

P2 1 

(f(ÀP1mfp,y)Jr1dv)P2_ ~ 
y 

! ( f (~••pf 
{y;mf(À,y)>p} · 

· 1 1 -- ). PP l mf(). ,p) pz 

1 1 

7.1.7. DEFINIÇÃO. NM(f;p 1 ,p 2 ) • sup ).pp 111lf(l.,p)p2 

).>O 
p>O 
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7.1.8.PROPOSIÇÃO. Suponhamos que 1 ~ P•(p1,P2) < CID, Então 

Demonstração. Ternos 
1 1 l l 

sup sP 1 tP 2 f**(s.t) "'sup tp 2 llsup sP 1 11fll_
1 1 00

11_
1 1 

CID 
s>O t>O s>O s L +I. t L +L 
t>O 

1 l 

"'sup tP 2 1 lsup Àrnf(~.y) P 1 11_1 1 • 
t>O À>O t L +L 

l 1 l l - -
"' À s up t P 2 1 1 m ( À y) P 1 I 1 > À p P 1 m f (À • p) P 2 

t>O f • i 1L1+LCID ~ 

Reciprocamente, fixado y, existe À1 tal que 

portanto 
l l 1 l 

sup sP 1 tP 2 f**(s,t) "'sup tp 2 supl lsP 1 I I fl l _1 1 ool l _1 1 oo 
s>O t>O s>O s L +L t L +L 
t>O 1 l 

"' s up t P 
2 1 1 s up s P 

1 1 1 f 1 1 _ 1 1 oo 11 -1 1 oo 
t>O s>O s L +L t L +L 

1 l 

"' sup tP 2 II sup Àmf(À ,y)P 1 11 _1 1 oo 
t>O :A.>O t L +L 

1 1 

"' 2 sup À 'tp 2 l lmf(À ,y)P 1 11 _1 1 CID 
t>O t L + I. 

1 1 - -
< 2 sup À{ sup tq 2 Jlmr(A,y)q 1 ll_1 1 00 

À>O t>O s L +J. 

l 1 

"'2 sup À pP 1 mf(À,p)P2
• 

À>O 
p>O 



-69-

7.2 OPERADORES DO TIPO FRACO. 

Em (1). encontramos a seguinte noçao de ti~o fraco para 

normas mixtas: um operador sublinear T definido ~ohre funções 

mensuráveis f:XxY e. com valores em funções mensuráveis 

IP•T f: Z x\\' 

1 1 

7. 2. l .PROPOSIÇÃO. O operador sublinear T é do tipo mar,ro (P ,R). 

l < P,R < m, se e somente se para toda f e LP 

tivermos 

11 Tf 11 Rm < 
L = 

Demonstração . Segue de 7.1.8. 

Vamos introduzir aqui uma noçao mais fraca do que a de 

tipo magro: a de 

7 .2. 2_. _ nEf-INIÇ~O. IJm operador suhlinear T é do tipo magro restrito 

(P,R) se para funções características. X, dos 

conjunto E XxY de medida finita, tivermo5 

1 1 
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7.2.3. TEOREMA. Um operador suhlinear T é do tipo magro restrito 

(P,R), 1 < P,R ~ 00 , se e somente se para toda 

f E LP 1 , tivermos 

1 !Tfl I Roo~ e I lfl I Plº 
L L 

nemonstraçio. Segue da proposiçio 6.5.2. 
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7.3. INTERPOLAÇÃO. 

Estamos, agora, em condições de estabelecer um teorema 

do tipo do teorema de Marcinkiewicz-Stein-Weiss-Calderón. 

normas mixtas. Esse teorema é mais geral que o de (1). 

para 

Seja Tum operador sublinear definido sohre funções 

simples definidas num espaço de medida XxY e com valores em 

funções mensuráveis definidas em outro espaço de medida ZxW. 

7.3.1. TEOREMA. Sejam 1 < Pk< CIO e 1 < Qk< CIO , k=0,1,2,3 tais que 

Po=Crà,rã). P1"'(Pl,rã). P2•CrA.ri). P3•(pl.PI). 

e 

Qo=(qà,qã), Q1=Cql.qã). Q2=CqA.<1i). Q •(ql,ql). 

e também, rA < pi, Pã < ri e qà < ql, qã < qf. 

Suponhamos que existam constantes Ck > O, k•0,1,2,3 

tais que para f E LPkl valha 

11 Tfl I Q ~ e 11 fl I r 1 L kCIO L k 

Então, existe C > O, tal que para toda f e LPR 

temos 

IITfll QS 
L 

< e 11 f 11 PR 
L 

onde 1 < R < S 
= e para O < 0•(8 1 .8 2

) < 1 

1 
Q 

1-0 ---Qo 
0 +Q, 



• 



CAP rruLO 8 

FAMrLIAS DE INTERPOLAÇÃO 

8.1._NOÇÕES GE~AI S 

8.1.l. llEFINIÇÃO. Uma 6amZti a de. inte.Jr.polaç.ã.o, de dime nsão M, é 

uma famÍUa de espaços de Banach E=z(E 1 ,· • • ,EH)l 

onde todos os espaços Ek estão contidos e 

continuamente imersos num mesmo espaço vetorial 

topol6gico separado V. 

8.1.2. 0EFINIÇÃO. O espaço IE é o suhespaço vetorial dos elementos 

8.1.3. TEOREMA. 

x E V, para os quais existem x E E k=l •·• M 
k k' ' ' ' 

tais que 

O espaço rfi e um espaço de Banach quando munido 

da norma 
M 

X E IE = i n f l 1 1 xk 1 1 E E R • 
x•rxk k•l k 

xkEEk 

Demonstração. Sobre n espaço produto E xE x•••xE consideremos a 
1 2 M 

norma 



-74-

Então. a aplicação 

cr : ( x l , • • • , XM ) e: X l x • • • x XM X +•••+x e: V l M 

e contínua. Portanto. o espaço tÉ é isomorfo e isométrico ao 

espaço quociente 

8.1.4. DEFINIÇÃO. Seja E= (E 1 ,·••,EM) uma família de jnterpolação 

tal que 

8.1.S. TEOREMA. 

En .... nE ., {O} 
1 M 

Então, denotaremos por n E o subespaço vetorial 

de V, dos elementos 

O espaço n Ê e um espaço de Banach quando munido 

da norma 

X e: n É 

Demonstração. O espaço vetorial nE é isomorfo à diagonal do produt o 

E 1x•••xEM e a norma de n É é equivalente ã norma d o 

produto restrita ã diagonal. Como a diagonal é fechada na norma do 

produto segue que O É é completo. 

8. 1. 6. TEOREMA. Os espaços n É e EE estão c ,m tinuamen te imersos em V. 
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8.2. ESPAÇOS INTERMEDI.1-RIOS. 

8.2.1. DEFINIÇÃO. Um eõpaç o inte~mediá~io em relação a f amí lia 

de interpolação E, é um espaç o de Bana ch E 

t a l que as seguintes inclusões 

nE e E e: EÊ 

,. 
s a o c on t 1 nu as . 

8. 2 . 2 . DEFINIÇÃO. Sejam~ e F duas famílias de interpolacio de 

mesma dimensão, 4. Uma aplicaçio admih6Ív~l 

é uma aplicação linear T de EÊ em EF tal que 

para k=l,, • • ,M . I.é, a restrição TIEk é 

linear e contínua de Ek em Fk. Denotaremos por 

í(E ; F) o espaço das aplicações admi s sfve i s de 

E em F. 

8.2.3. DEFINIÇÃO. Sejam E e F dois espaços intermediirios em rela -- -

çao às famílias de interpolação, de mesma dime~ 

sao E e F, respec. O par (E,F) tem a p~o p~iedade 

de inte~polaçio se para cada T s i(f;f) tivermos 

TI E s L(E ,F) (i-). Se o par (E ,E) tem a propriedade 

de interpolação diremos que E é um e6paço de 

inte~polaçio em relaçio i família~-

(t) L(E,F) e o espaço das aplicaç;es lineares e contfnuas de E em F. 
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8 • 3. FUNÇÕES NORMAS. 

ts.3.1. DEFINIÇP.O. Seja É=(E
1 
,••· ,EM) urna família <le interpolação e 

G)"'(q,
1

, • • • ,cj,M) urna família de funções contínuas 

positivas definidas no R~ e tal que 

Definimos 
M 

( t. f) E: R X EE 
+ 

---K(t;f)::Kg ~(t;f)= inf }: q>k(t)llfkll E 
' f"'Ei"k k.,l k 

fkE:Ek 

e 

8.3.2.PROPOSIÇÃO. Se s,t E R+, f E EÉ e g E ílf, então 

8.3.2(1) 

8.3.2(2) 

8.3.2(3) 

8.3.2(4) 

8.3.2(5) 

8. 3.2(6) 

8.3.2(7) 

K(t;f) ~ (maxk qik(s/t))K(s;f); 

(mini; q,k(s/t))K(t;f) ~ K(s;f); 

(mink Q)k ( 1/ t)) 11 f 1 1 EE < K ( t ; f) = 

< ( m axk 4> k ( t) ) 1 1 f I i E E ; 

(mink <Pk(l/t))K(t;f) ~- 1 lfl IEE 

~ (maxk <j>k(l/t))K(t;f); 

(mink <Pk(s/t))J(s;g) ~ J(t;g) 

~ (maxk <f,k(t/s))J(s;g); 

K(t;g) ~ (mink cpk(t/s))J(s ; g); 

(maxk <Pk(s/t))K(t;g) ~ J(s;g). 
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8.3 . .:i . l: XEi-ll'LOS. (i) Seja N=l e M=2. Façamos 4> 1(t)=l e cb 2 ltJ=t. 

e 

Então 

K(t ; f) = inf (llul!E+ tllvilrJ 
f=-u~,v 

e 

ê o Cé.lSO considerado por Peetre ( 17 ). 

(ii ) Seja :--J =2 e ~1=4. Façamos <P1(t1,t2)= 1, 

<Pdt1,t2)= t1, <P1(t1,tz)= t2 e cp.,(t,. ,t2J= t1t2 . 

En tão 

Klt1,t 2 ,fJ = in f (llf1ll1:: +t1llf2lli:; +t2llf1IIE +t1t2llf .. ll1:: 
f=[f 1 2 3 " 

k 

fk e: Ek 

J(t1,t 2, gJ = 111ax lllg IJE
1

, t1llg IIE
2

,t2llg IIE
1
,t,t2il& IIE .. J 

(iii) Sej a \·1=2N•. Ten<lo definido para '.~=L, como cm 

(ii) s upon11 amos que K e J estejam definidos para 

2
!1 -1 e . 

. ...,e J a EE == I:l:l '+ EE" , onde 

E'=LE 1 ,••,E N-l) e E"=(E N-l ,•·•,EN). 
2 2 1 +l 2 ' 

Se f e: LE, g e:ílÉ e t=(t 1 ,••·,tN- l'tN) e: R~ 

fazemos 

~ ( t l , • • • , t N ; f) = i n f ( 1( ( t l , • • • , tN- l ; f') + tN K ( t l , • • • , t N- l ; f") . 
' f=f'+f" . 

f' e: E' 
f" e: E" 
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8. 4 . ~ORMJ\S FlJNCI ONAI S. 

\!:imos introduzir uma extensão do conceito de norm a fun 

cional . Entretanto, nao procurarem?s generalidade rnixim a , mas 

apenas o suficiente aos nossos prop6sitos. 

S · f' N d d N - . d R ] O [ eJa, como antes , ' + o pro uto e cop ias e + = ,i;o . 

N - -Denotaremos por M=M(R.;R) o espaço das funçoes Lebesgue 

mensurive i s, finitas a menos de um conjunto de me<li da zero . íl cone 

das funç6es não negativas de M seri denot ado por M •. 

8 . 4 . 1. DEFINIÇÃO . Uma noJt.ma 6unci.onal <l> é uma aplica ç ão def i nida 

em M+ a valores em~ •• tal que 

>J Fl) <l> ( a f) = a <l> ( f) ' se a ~ o ; 

NFZ) cf>(f+ g) < 4> ( f) + 4> ( g) ; 

NF3) ci, ( f) .. o implica f = o q.t.p . ; 

N F4) 4> ( f) < 4> ( g) se f < g q.t.p. ; 
00 

N F5) 4> ( f) < roo 4> ( f ) se f < loo f q.t.p. ; 
l n l n 

NF6) 4> ( f ) o então f ) o' em me dida. 
n n~ 00 n n--> oo 

8.4.2. DEFINIÇÃO . Se 4> e uma norma funcional, o e s paço 

í<l> = {f e: M; <l> ( l fl) < 00} 

-e o espaço funcional correspondente a norma 

funciona l <l> . 

8 , 4r2,PROPOSIÇÃO . O espaço í<l> é um espaço de Banach munido da 

norma 
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8.5. O K-ESPAÇ~ 

Seja <l> uma norma funcional e E,. (El' •··,EJ uma 

famflia de interpolação. 

8.5 . l . DEFINIÇÃO. Definimos E<l>,K como o espaço dos elementos 

f € íE, para os quais 

<I> ( K ( t ; f) ) < (X) • 

8 . 5. 2 .PROPOSIÇÃO. O espaço E<l>,K é um espaço normado quando munido 

da norma 

llfll<l> K = <l>(K(t;f)). 
' 

~ 

8 . 5.3 . DEFINIÇÃO. Uma norma funcional <l> e de gene~o i G, onde G 

é uma função positiva definida no R:, se para 

N todo À€ R+ e~€ M+ , tivermos 

No que segue, a menos de menção explfcita em contririo, 

vamos considerar sempre normas funcionais de gênero~ G. 

8.5.3.PROPOSIÇÃO. Para todo f €E<l>K vamos ter . 
8.5.3(1) 

e, se f €OE então 

1 1 f 1 1 <!>, K ;5, C 1 
G( t 1

) J ( t ; f) 

onde C1 = <l>( min ~k(s)). 
l<k <M 
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D O t - S . RN E - d 8 3 2 ( 2 ) t em ns raçao. eJarn s,t e: +· .ntao, usan o . . • ernos 

llfll ~,K ~. $( rnink<Pk(s/t))K(t;f) 

. -1 
~ ( G ( t) ) <t> ( mink q,k ( s)) K ( t ~ f) . 

Por outro la<lo, usando 8.3.2(6), varnos·:· ter 

8.5.4.PROPOSIÇÃO. Os espaços E<I>,K sao completos. 

Demonstração. Seja Ef
0 

uma série absolutamente convergente em Et,K' 

Segue de 8. S . 3 ( 1) e 8. 3. 2 ( 4) que E f 
n 

con ve rgen te 

em EE . Seja f a soma (em EE) desta série. Temos, então 

co 

K ( t; f) 

Considerando NFS) 
00 

11 fl I g < 
4> 'K 

Logo 
co 

í 11 f 11 E · 
k+l n <f>, K 

8.5.S.PROPOSIÇÃO. Os espaços E4>,K sao espaços intermediários em 

relação à família Ê. Isto e 

e essa inclusões são contínuas. 
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8.5 . 6.PROPOSIÇÃO. Os espaços E~.K tem a prppriedade de inter 

polação. I. e, se É e F são duas famílias 

de interpolação de mesma dimensão e TE i(E;F) 

então TE L(ft,K'~t,K). 

Demonstração. Seja Ma dimensio das famílias g e~- Sejam Ck > O, 

k=l,2, · ••,M, tais que para toda f E Ek vamos ter 

M 
Seja f = L fk, onde fk E Ek. Então 

k•l 

Desta forma 

< = 

< = 

onde C = max Ck. Portanto 
l ~ k~M 

e 

M 

í 4>k(t)IITfkllF 
k,.l k 

M 

í c/lk(t)CkllfkllE 
kul k 

M 

e I 4>k(t) 11 fkl IE 
k•l k 
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8.ó. 0 J-ESPAÇQ.'.. 

Se j a ~ um a n o r ma f un ci o n a 1 e r. ·- ( E 1 , • • • , EM) um ::: 

famfli a de interp olaçio . 

8 . é.l. DEFI ~ IÇ.A.0. Definimos É<i> J corno o e s paço elos eleme ntos 
' 

f & Ef pa r a os quais e xi ste uma fun ç iio f orte 

reen te mensurivel ( em n~) 

u: RN ílÊ 
+ 

tal que 

l:Lo.lll) f f R~ 
u(t) 

dt (cm d~) .. 
t 

e 

<l>(J(t;u ( t))) < "" 

8, 6.l.PR0P0SIÇÃ0 . O espaço E~.J é um espaço normado quando 

muni do da norma 

11f11 ~ J = 
' 

i n f ri f=f u ( t ) _s_ 
RN t 

+ 

<l>( J( t; u(t))). 

-Se ja t uma norma funcional degenero< G. 

8.6.3.PR0P0SIÇÃ0. Se f E ~<1>,J e g & f vamos ter 

8.6.3(1) K(t;f) ~ e G(t)!lfllÊ 
4' 'J 

e 
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onde 

Demonstraçio. Seja u como em 8.6.1(1); então 

K(t;f) ~ I:N mink $k(t/s) J(s;u(s))d! 
+ 

Então 

e portanto 

~ e ~(J(ts;u(ts))) 

~ e G(t) ~(J(s;u(s))). 

Tomando o Ínfimo em relação as u, segue 8.6.3(1). 

Por outro lado, seja~ tal que~($) • 1. Façamos 

u(s) 
$(s/t) mink $k(t/s) 

=f RN$(s) mink ~k(l/s)~ 
+ 

g 

g = j N u( s) d! 
R+ 

~ ~($(s/t) mink $k(l/t) J(s;g)) 

~ G(l/t) ~($(s)) J(t;g) 

< G(l/t) J(t ;g). 
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8.6.3.PROPOSIÇÃO. Os espaços E•,J sao completos. 

Demonstraçio. Seja Ef0 uma sirie absolutamente con ve rgente em Et,J " 

Para todo n, escolhemos u satisfazendo 8.6.1(1) de 
n 

maneira tal que 
00 

I •CJCt;u Ctl)) < 00 

n"'l n 
Segue de NF6) que 

IX> 

J(t;u (t))) < 00 

n 
q.t.p. 

Logo , Eu
0 

é convergente em ílÊ . q.t.p. Seja, entio , u(t) = 

tntão 
(X) 

<l>(J(t;u(t))) < I •CJCt;u Ct))). 
== n•l n 

Fazendo, agora, 

f = f u(t) dt 
RN t 

+ 

então, f E E<l> J e 
' (X) 

11 ti I f 
4> ,J 

< I •CJCt;u Ct))) 
= nml n 

Daqui 
IX> 

< I 11 t
0

11 E • 
n•l t ,J 

Finalmente 
(X) 

I 11 fn 11 E ; 
k+l <1>,J 

Eu (t). 
n 

isso mostra que tfn é convergente em Et,J e que E<l>,J é completo. 
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8.6.4.PROPOSIÇÃO. Os espaços Êt,J sao intermediirios em relação a 

família E. Isto é, temos 

8.6.S.PROPOSIÇÃO. Os espaços Et,J tem a propriedade de interpolação. 

Isto é, se E e F são duas famílias de interpolação 

de mesma dimensão e TE i(Ê ; F) implica que 

Demonstração. Seja Ck > O, e para todo f E Ek valha 

vamos ter 

e 

1 1 T f 1 1 f: ~ ck 11 f 1 1 E 
k k 

( k =l,··•,M) 

Seja e= max ck. Seu E nE, vamos ter 
k 

Seja, agora, u satisfazendo 8.6.1. Se fizermos 

v(t) "' Tu(t) ; 

Tf = T f u(t) dt = f v(t) d~, 
RN t N 

+ R+ 

1 ITfl I f: < cl>(J(t;v(t))) 
cl> ,J 

~ e cl>(J(t;u(t))). 

Tomando o Ínfimo em relação as funções u, vem que 
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8.7. IMERSÃO DE E<i>,J EM i.\ ,K · 

8 , 7. l .PROP1) SIÇÃO.:. Suponh amos que 

implica 

Então, se f e: É<!>, J' 

11 f i I E ~ e 11f11 Ê 
~; K ~.J 

e 

Demonstração. Seu satifaz 8.6.1., temos 

K ( t; f) f RN 
K(t;u(s ) ds 

< 
:-= s 

+ 

< f RN 
w.in 4>k(t/s)J(s;u(s)) els -= s k 

+ 

Portanto 

llfllE = ~(K(t;f)) < C 4>(J(s;u(s))) , 
<i> ,K 

donde 

Portanto E<i> J C. E<i> K 
' . 

. - .,. ,,. 
e a 1mersao e continua. 
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8.7.2.PROPOSIÇÃO. Se~ é uma norma funcional, degenero! G. e se 

e • J G(>.) min <l>k (1/Ã) !!.} < m-

RN k 
+ Então 

implica que 

Demonstração. Depois de uma mudança de variáveis. vamos ter 

<I> ( t) ~ J min <l>k(t/s)iµ(s) ds - s 
RN k 

+ 

-J N 
rnin <!>k(l/Ã)tµ(Àt) dÃ 

k À 

Então 
R+ 

~ ( <I>) ~ J min <!>k(l/Ã)~(tµ(Ãt)) d). 
À 

RN k 
+ 

~ J min <!>k(l/Ã)~(ip)G(Ã) dÃ 
-r 

RN k 
+\ 

~ t. min <!>k(l/Ã) G(Ã) dÃ ~(iµ). -r k 
+ 

8.7.3.PROPOSIÇÃO. Suponhamos que~ seja do gênero~ G e que 

Então 

e 

min 
k 
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8 • 8 • I Me RS ÃC DE E~ , K EM E 4> , J • 

J..;esta secçao vamos çonsiderar as funções normas K e J 

como ioram definidas em 8.3.3(1) , · (2) e (3), respec. 

Sete R., façamos 

m
1

(1,t) -· min (l,t) 

e ten<lo definido, para 

seja t = (t 1 , ·· · .t.,) s 
1, 

N-- 1 
t=(t 1 , ••• ,tN-l ) e: R+ ,a 

RN e façamos 
+ 

f un ç ã o m N _ 
1 

( 1 , t ) 

"\~ ( l , t) :: mi n ( mN _ l ( 1 , t l , • • • , tN _ l) , t N mN _ l ( l , t l , • • • , tN _ l) ) · 

8.8.l. LEHA. Seja Ê = (E 1 ,··· ,E N) uma família de interpolação e 
2 

8.8.1(1) 

8.8.1(2) 

e f E E tal que 

Então, existe uma função fo rtemente mensurivel (em n~) 

tal que 

e 

f = f N u( t) ª1 
R.., 

J(t;u(t)) < 2N K(t;f). 

Demonstração. O caso N=l i devido a J.Peetre (20, pag . 26). O caso 

geral segue por indução usando-se a idéia da demons 

tração usada em 3.2.1. 
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-8.8.2.PROPOSIÇÃO. Seja t uma norma funcional de genero ~ r.. 

Suponhamos que 

Entio , para to<lo f E Et,K temos 

e 

Dcmonstraçio. Temos que 

Donde 

Como, o segundo membro tende para zero quando te 1/t 

tendem para zero, segue do lema 8.8.1. que existe unas condições 

de 8.6._l . e tal que 

Portanto 

11 fl IE ~ t(J(t;u(t))) 
t,J 

~ zN 11 f 11 E • 
t,K 
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8.9. EQUIVALENCIA DE E<l>,K E ~<l>,J" 

Consideremos M ª zN e K e J definidos em 8.3.3.(2) e (3). 

respec. As proposiç6es 8.7.3. e 8.8.2. fornecem o seguinte teorema 

de equivalência. 

8. 9. 1. TEOREMA. -Seja <l> uma norma funcional degenero< G e 

suponhamos que 

8.9.1(1) 

e 

8.9.1(2) 

Então 

;s 11 fl I E-
<l> ,K 

e 
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8.10. REITERAÇÃO. 

Seja E uma família de interpolação e G(t 1 ,•• • ,tN) uma 

função numéri ca positiva. 

8.10.1.DEFINIÇÃO. Diremos que um espaço intermediário E pertence 

8.10 . 1(1) -a classe K(G;É) se K ( t; f) < = e G(t)llfllE (f e: E) ; 

8.10.1(2) - classe J(G;É) 11 fl I E e G (l / t) J ( t ; f) (f e: ílE); a se < = 

8.10.1(3) - classe H(G;E) E e: K(G;E)nJ(G;E). a se 

-8 .10 . 2. EXEMPLOS. Seja ~ uma norma funcional de genero ~ G. Supo-

8 . 10.2(1) 

8.10.2(2) 

nhamos que O< C < m (ver 8.5.3. e 8 . 6 . 3). então 

E~ ,K é de classe K(G ;E); 

E~.J é de classe J(G;E). 

8.10.3.PROPOSIÇÃO. Seja E um espaço intermediário e 

~ (K ( t; f)) 
K ( t · f) 

= sup • . 
k>O G( t) 

Então, E pertence à classe K(G;É) se e somente 

se E C: É(G) ,K • E~,K· 

Demonstração. Se f e: E, então 

1 1 f 1 1 • s up K ( t ; f) 
E(G) ,K t>O G(t) 

< e G e t) 11 f 11 = sup 
t>O G(t) 
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Reciprocamente. Se X C Y e Y pertence à classe K(G ;É), 

então X pertence à classe K(G;É). Ora, E C É(G) ,K e É(G) .~ 

pertence à classe K(G;E). 

Se a n orma funcional t i dada por 

4>( q, ) = ( G(l / t ) (t) dt 
JRN t 

+ escrevemos 

8.10.4 . PROPOSIÇÃO=. Seja E um espaço intermediári o. Então E pertence 

ã classe J(G;E) se e s omen t e se É( G),JC E. 

Demonstração. Seja f E É(G) ,J eu nas condições de 8.6.1. Então 

para f E E, ternos 

Reciprocamente. Se YC X e Y pertence ã classe J(G;É) 

então X é de classe J(G;É). Logo, é suficiente mostrar que É(G) ,J 

é de classe J(G;E); o que é Óbvio. 

8.10.5.PROPOSIÇÃO. Um espaço intermediário E, em relação ã 

família~. pertence à classe H(G;É) se e 

somente se 
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8.10.6. A CONDIÇÃO (X). 

Vamos definir uma sequência de 2N N-uplas por recursao 

sobre N. 

Definimos. inicialmente, 0k= (et.e!). para k•l,2,3 e 4 

da seguinte maneira 

Para o caso geral, suponhamos que já se tenha definido 

a sequência para dimensão N=j > 2 e vamos defini-la para N=j+l. 

Para isso , seja 

1 < j < N e 1 ~ k 

1 . 1 . 
(observemos que 0 1 ,j•(e1 ,•••.a{) e 0 . •(8 ,•• • .aJ )) 

2J,j 2N 2N 

e 

Façamos, agora, para 1 ~ k ~ 2j 

A sequência (01 ,•·• ,0 N) está, então. definida para 
2 

A uma sequência (0k) construída pelo processo acima 

diremos que satisfaz a condição (X). 
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Sejam 0o=(eã ,•••.e~) e 0 1 ""(8l ,••· .e~) duas N-uplas 

ta i s que O ~ 8 ~ < 8 i ~ l , par a j "'l , 2 , • • • , N . 

Se ~ é uma norma funcional, façamos 

- -Observemos que '11 e urna norma funcional e que se ~ e 

degenero! G então '11 ide gênero~ R, onde 

8à 80 1 l 
-1 l -.,. N l l r' iJ 

R( ') ª ,81-80 ,81-80 G('61-80 ,61-80 ) 
/\ I\ 1 o • • "N /\ 1 ~ o • º t /\ 

Seja E uma família de interpolação de dimensão zN. 

- N 8.10.7.PROPOSIÇÃO. Seja Fk e: K(0k,E), k=l,2,•••,2 , onde a 

sequência (0k) satisfaz a condição (X). Então 

existe uma constante C > O tal que para todo 

f e: F'l1,K' vamos ter 

~ e 11 ti I f: 
'11 ,K 

e 

8.10.8.PROPOSIÇÃO. Seja Fk e: J(0k,E), k=l,2,·•• ,2 , onde a 

sequência (0k) satisfaz a condição (X). Então 

existe urna constante C > O tal que para todo 

f e: Et,J' vamos ter 

e 
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8.10.9. TEOREMA. Suponhamos que G satisfaz a 

8.10.9(1) 

8.10.9(2) 

e 

< co • 

Se Fk e: H(0k ,É), k•l ,2 ,• • • ,2N, e (0k) satis f az 

a condição (X), então: 

com equivalência de normas. 

Demonstração. Das proposições 8.10.7 e 8.10.8 segue que 

e 

Por outro lado, pelo teorema 8.9.1 temos 

e 

donde a tese. 

DEMONSTRAÇÃO DA PROPOSIÇÃO 8.10.7. 

2N 

Sejaf= l fke fke:Ek,parak=l,•--,2N.Então 
k•l 

li 

K(t
1

,···,tN;fk) ~ ck t~L•·t!kllfkllFk 

! 
l 
f 

1 

1 
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Donde 

Por outro lado, vamos ter 

Com efeito: se N=2, a demonstração esti contida n a demonstraçio 

de 3.2.2. Suponhamos que valha para N-1. Corno a 

sequência (0k) satisfaz .a condição (X), vamos ter 

2N el-el eN-eN 2N 01-el eN-l_eN-1 
l t 1 k 1 ••• tN k 1 , 1 f k 1 1 Fk· = L t l k 1 ••• tN ~ 1 1 1 1 f 1 1 

k 111 l k=l - k Fk + 

Seja, agora, E'=(E1 , ... ,E N-l) e E"=(E N-l ,·••,EN). 
2 2 + 1 2 

Se f = f'+f" e: E'+E", usando a hipótese 

1 1 N-1 N-1 N-1 
e 214-1- e 1 e zN•1 - e 1 2 

K F ( t 1 , • • • , tN _ 1 ; f ' ) = i n f l 
k=l 

f'• fk 

fke: Ek 

e analogamente para f". 

de indução , temos para f' 

el- 8 1 eN-l_eN-1 
t k 1 ••• tk l ll f ll 

1 N-1 k I Fk 

Finalmente, usando o resultado para N~2, segue que 
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0 -0 al -el ªN-1 
N l N 1 2N 

K (t 2 ;f)= inf {K(t 
2 

,••• ,tN-l 
F f•fº+f" 1 

f 9 E: E' 
f 11 e: E" 

2N 
~ inf l 

f:cl:f k•l 
k 

fkf.Ek 

Finalmente 

1 1 f 1 1 E- "' ii> ( KE- ( t ; f) ) 
- K <P • 

= 11 ti I F • 
'i' 'K 

DEMONSTRAÇÃO DA PROPOSIÇÃO 8.10.8. 

N-1 -e 1 
; f 1) + 

el _
8

1 N-1 N-1 
N 1 8

2
N -e

2
N 

2· 
K ( t 1 • • • t · ~" ) } ' N-1 '-'-

11 fk 11 F • 
k 

Segue de maneira análoga à 4.2.3, com as modificações 

do tipo das que aparecem na demonstração da proposição anterior. 

8.11. INTERPOLAÇÃO. 

Usando-se a propriedade de interpolação dos espaços 

É~,K e o teorema de reiteração, 8.10.9, podemos obter, sem 

dificuldade, teoremas de interpolação análogos aos teoremas 

5.1.2 , 5.2.2 e 5.3.1. t 

f 





CAP!TULO 9 

PROBLEMAS EM ABERTO 

Apresentaremos, aqui, alguns problemas que se apresent~ 

ram naturalmente enquanto desenvolvíamos esta dissertação. Alguns 

desses prohlemas serão considerados por nós num futuro próximo. 

PROl3LD1A 1. Procurar uma estimada para K(s .t~f) semelhante a ohti 

da por Holmsted (11). Isto permitiria (i) eliminar o 

J-méto<lo, elementarizando a teoria; (ii) trabalhar com espaços . 

quase-norma<los, ampliando as possibilidades de aplicações. 

PROBLE~1A 2. Nossa teoria estende o método de médias a 2-parâmetros 

de J.Peetrc. n método de médias a 4-parâmetros de Lions 

Pcetre (15). Seria interessante procurar mostrar, corno Peetre (17), 

a equivalência dos dois métodos estendidos. Aqui, deverá aparecer 

urna diferença entre as duas teorias: a equivalência deverá ocorrer 

somente para famílias de Zn espaços. 

PROBLEMA 3. Favini (9), estendeu a teoria complexa de interpolação 

para triplas de espaços. Uma questão natural é sohre a 

comutação dos "funtores" de interpolação real e complexo (ver (10)). 

PROBLEMA 4. Seria extremamente elegante urna apresentação "funtorial" 

do capítulo 8. 
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PROBLEt..-tA S. Os espaços de Sobole f f com normas m ix tas tem s j do cons i 

derados por diversos matemiticos russos (ver (4). A~ 

idéias iniciais parecem ser os trahalhos de Ben~deck-Panzone (2) e 

Benedeck (3). Aplicações da teoria de interpolaçio para espaços com 

normas mix tas. aos espaços de Sohole ff ~ poderiam ser pensadas a 

partir de ( 3) , ( 4) e ( 1 8) • 

PROBLEMA 6. O Último capítulo da tese de Ballester de Pereyra (1) 

pode ser agora, reestruturado e completado. Nos parece 

que os espaços de Lorentz, com normas mixtas, forn e cem a linguagem 

~dequada para isso. 

PROBLEMA 7. Nio pensamos num teorema de interpolaç io multilinear. 

O prof. A.P.Calder6n, nos sugeriu procurar uma relação 

do teorema de Strichartz (20) com a nossa teoria de inte rpolação. 

PROBLEMA 8. O produto tensorial de espaços de Lorentz estudado por 

o•~eil (16) deve ter alguma relaçã o com os espaços de 

Lorentz, com normas mixtas. 

PROBLE~A 9. Aplicações do teorema 7.3.1. deveria ser encontradas 

na linha de (5), por exemplo. 
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