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T-GRADIENT FIELDS

Our goal in this thesis is the study, under the generie view point,
of some special vector-fiels on a compact riemannian manifold,which
we call I-gradient fields. They are gotten as orthogonal %rojeatian
of gradient vector fields on a given éistributioﬁ of contact ele-
ments. |

First of all we define a clase of functions f such that the set of
éinguiarities of the I-gradient fielé of f 18 a compact submanifold.
We show that pueh a clqss 18 open and dense in the space of functions
with the CF topology, rzé. Thom has considered the question in [1)
and developed'a Morse Theory for compietelylintegrable distributions,
say, for foliations,

In the sequel we have proved the Q-s bility and the structural sta-
bility for emall classes of functibnSQ the foliation wﬁth compact
leaves. The teekgéa 18 the same one used by Palie and Smale for
dynamical systems [&§].

In the last section we got a characterization for the structuraly
stable L-gradient fields on Mz(torus and Klein bottle) when the fo-
liation is the suspension of a diffeomorphism on Sl.

The subject was proposed by my adviser, W.M.0liva, as a preléminar
step for the study of a generic theory of the mechanical systems

not necessartilly holonomous 52}; say, the Appell vector—fﬁelds; Tﬁe
singularities of the Appell vector-fields are, in the conservative
case,essentiaiy the same of the I-gradient of the potential energy,
the metric given by the kynetic energy and the distribution given by

veloeity constraints.
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In order to state the main results we give, first of all, some de~
finitions.

sl + o - . .
Definitions ~ Let M"'P be a ¢ compact connected riemannian mant-

fold with a smooth distribution I of codimension p; let fQCP(Mm+p,R}
r2x2, be a real function on M. The L-gradient field of f is the vee-
tor field Xf given, at each point z6M, by the orthogonal }rojection
of grad f (z) on the subspace Zx' Call L(M) the veetor bundle of M
induced by I and 0: M-+ L(M) its zero section. The singularities
(eritical points) of Xp are said to be L-simple if Xf(M} and 0(M)
are in general position (transversal) in L(M).

Theorem 1 - The set of fec”(M, R), r22, such that the singularities
of Xf are L-gimple is open and dense. The set of singularities of
Xf are, in this case, a compact submanifeld Vp(f) of M, with dimen-
siton p and class CP:I. Vp(g) depends'continuosly on g, for g near f.
In the sequel we assume that § defines a‘foliation F on’ the manifeld

M!

Definitions -~ If fQCr(M, R) r22, and = is a eritical point of Xf’ x

ts L-hyperbolie if, and only ©f, x is hyperbolic eritical point of
the restriction of Xp to the leave Fy through x. If the eritical
points of Xf are Z-hyperbolic, it is possible to consider stable and
ungtable manifolds for each conﬁected component o of Vp(f). We say
that three submanifolds 45 S, and Sz are in general position if,and
only 1f,

a. Si g transvegsaz with Sj’ i#j,.lsi, J<3;

b. Si“sj and S, are transversal, 1s7,j,ks3, i#£i, 1#k, F#k.

Using the technic of tubular families of Palis~Smale one proves the

following results:
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- Theorem 2 =~ Assume L defining a foliation with compact leaves, Xf
with L-hyperbolic singularities, and the stable and unstable mani-
folds of the connected components of Vp(f} and the leaves are in
general posttion. Then Xf 18 gtructuraly 3£dble for Cpuperturbatéons
of f.

Tke Zast results hold for u? and a foltation F given by orbits of a
supenszon of & d@ffeomorpkzsm Y of SI, rz3.

Definitions - A leaf of F <8 trivial if it has a tubular neighbor-

hood an u? where F 18 a product. If féC”(Mz,R), r23, 18 such that
Xf has only I-simple critfcal points,’a'critical point»of Xf i8 said
to be Iquasi-hyperbolic if d(f|FJ, :‘dg(f]Fx)x £ 0 and dsff[Fx)xﬁo,
Fx being the leaf by =x.
Défine SrCCP(MZ, R) as the set of all f such that:
a. the crztﬁcal points of Xf are —hyperboltc except, even
tually, a finite numbér of L-quasi-hyperbolie points;
b. the L~quasi-hyperbolic criticéal points belong to trivial
leaves and, at most, one in each leaf.
If ¥ 28 a ergodic diffeomorphism (every orbit is dense in SI), the
structuraly stable IL-gradient vector fields with L-simple singulari-
ties are precisely the one which the singularities are L-hyperbolic.
That is not a dense class. In the other cases holds the following
results:
Theorem 3 - Assume the dszeormophtsm Ye szf (SI) has a periodic
point and u? {T or k% ) 18 foliated by the suspension of Y. If Xf has

" énly I-simple eritical points, fe€CT (? ,R

then Xf 18 structuraly
stable 1f and only if fes”. Moreover, sT is open and dense 1in

et m?,R).




CAPITULOS 0 INTRODUCEC & EXEMPLOS

0.1 1Introducgao

O objetivo deste trabalho & estudar, sob o ponto de
vista "genérico®, numa variedade riemanniana compacta M og cam-
pos de vetores que chamamos de §~ gradientes. Estes sao obti -
dos como projecac ortogonal de campos de vetores gradientes nu-

ma distribuigao de elementos de contato.

No capitulo I definimos uma classe de funcdes £ tais
gue o conjunto das singularidades do Z* gradiente de f & subva-

riedade compacta.

Tal classe & aberta e densa no espago das fungdes -
. I s =~ r
com a topologia C7, r > 2. R. Thom considera a questio em Ll]

para distribuicgoOes completamente integraveis (folh@agées} desen

volvendo a Teoria de Morse numa variedade folheada.

Nos capitulos II e III provamos a (- estabilidade e
a estabilidade estrutural para classes menores de fungoes no ca
80 da distribuigao definir uma foihea§§a de folhas compactas.
Nestes dois capitulos a técnica usada & a mesma de Palis-Smale

para os sistemas dindmicos [6] .

No capitulo IV damos uma caracterizagao para os )=
gradientes estruturalmente estiveis no toro e na garrafa de
Klein, guande a folheagac & dada como suspensio de um difeomor-

fismo do circulo.
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Este trabalho foi proposto pelc orientador como uma

etapa preliminar visando o estudo da teoria genérica dos siste-

mas mecdnicos nac necessariamente holdnomos [2] também conheci-
dos como campos de Appell [11} . As singularidades dos campos
de Appell, no caso conservativo, sao essencialmente as do Z -

gradiente da energia potencial, a métrica sendco dada pela ener-

gia cinética e a distribuigdo pelos vinculos de velocidade.




0.2 EXEMPLOS

0.2.1 =~ Em R*® consideremos a folheacio trivial dada pela se~-
& B
gunda projegac, a métrica usual e a relacio de equiva

léncia seguinte:
(x,, 6 )v(x,, t,) == B{m,n}ezzlxgmx1+2mﬂ e t,=t +2nm (0.1)

Em T?=R?/ consideramos a métrica e a folheacdo ob-
tidas pela passagem ao guociente. Seja Z a distribuigao tangen

te a esta folheagao.

Fixado «€R, definimos £ : T?+R pela passagem ao

guociente de f&;RZ + R?* dada por:

=

fu(x,ﬁ}m (2+sen %) sen t + ocos x (0.2}

A fungao £, & a altura no toro . O | - gradiente

de £ € dado como a projegdo em T? do seguinte campo em RZ:

3

X

{cos x sen t - agen x) R {0.3)

cujos pontos singulares saoc os pontos (x,t) €R?* tais que
cos % sen t ~ o sen x = 0 (0.4}

Para a fungao altura f@ estes pontos formam, no to-

ro, quatro circulos com ¢ seguinte aspecto:
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Para o # 0, entretanto, os pontos singulares de graé? fa

N

apresentam em 2 circulos disjuntos, como esguematizados nos qré

fFicos abaixo:

¢t

grad,. f v > 0
< 5 @:i’l
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constituem um
ds folhas. Isto ndc acontece com f, embora se tenha f&+feg

i)
guanda o + 0, na topologia € no espace das funcoes diferen-

cidveis do toro na reta.

0.2.2 =~ Espago fibrado com grupo estrutural discreto

Vamos definir uma folheagdo nos espagos fibrados
com grupo estrutural discreto. No capitulo IXI estudamos a es
tabilidade estrutural de uma classe de
dades culja folheacao & tenha folhas compactas ~ isto se obteém,
por exemplo, nos espagos fibrados com grupo estrutural finito.

No capituloc IV estudames uma caracterizacdo dos )}~ gradientes



struturalmente estiveis em espacos fibrados com grupo estrutu-
ral discreto em dimensao 2,
& &@fiﬁi§§@ mais conveniente, no caso, € a gque se

encontra em |9 & gue expomos a seguir.

Sendo g™ e QP variedades diferencidvels {CWI cone -
xas, compactas), consideremos O grupo andamenta?ﬁ"€ B} de B e
um homomorfismo ¢ :WI€5} + Difmégk no grupo dos difeomorfismos
{de classe Cm} de ¢. Sendo § o recobrimento universal de B, =
consideramos no produto §XQ a seguinte relacao de equivaléncia:
(gifai}‘\»éﬁﬁqg}m Ege'ﬁiéﬁkéggmgégz} e g =tla)q (0.5)

m

un fibrado de base B fibra

(13

Verifica~-se gue NP = (B <QY/,,
QY e de grupo estrutural $€ﬁ1{5}} ¢ Dif (Q). A folheagdo que
se considera em M' & a obtida por passagem ac quociente da
folheacao de Bx(Q dada trivialmente pela 2a. projecao P, *
BxQ =+Q. As folhas desta fel&eag%m sac recobrimentos da base
B. Se o grupo estrutural ¢Eﬁ*iﬁ}] for finito, todas as folhas
serao, entao, compactas satisfazendo as hipbteses dos capitulos
IT e III.

oY L~ o P N . .
% agtio munidas de métricas riemannianas

m
Se B e  Q
= @Eﬁ (B)] estiver contido no grupo das isometrias (diferencid
X &

veis) de O, entio podemos definir uma métrica riemanniana em M,

de modo a obhter Ew gradientes com boas propriedades a partir de

fungoes F:B ~ R cujos gradientes sejam, por exemplo, de Morse-
o 1 O & 1 P emo Aputa Forma e a il 1y Ae 3 1 : $ o
smale. Construiremos, desta forma e a titulo de exXemplio, um j

gradiente na garrafa de Klein XK*.




. : T, 1 ~1y o=
Fagamos B'= 5°, Q'= 8' e, se 7 _(S') & o grupo gera-
1
do por :
g+ R+R , g%} =%+ 2n , (0.6)

definimos

s oo felty 4 nielien
¢ m (8"} + Dif (8%}
pondo. ¢{g} = h, onde h:8'+gl! & 3 isometria dada por

hiz)=%, z € s8¢ . (0.7}

Considerando o produto R x S' e passando ao quociente obtemos a

3

iy
g

garrafa de Klein folheada. As folhas sio circulos, sendo que

2 deles cobrem uma vez a base enguanto cada um d

(9]
]
N
%
;
124
9
G
o
5]
1]

2 vezes.

A fungao F:R x 8’ » R gefinida por

Fi{x,z}) = cos x + Re z (0.8)

i

P

d&, por passagem ao gquociente, uma funcao F:K%»> R cujo §“ gra=~

diente &, em cada folha, um gradiente de Morse-Smale.

0.2.3 =~ Consideremos $§® com a folheacdo de Reeb.
%

Demonstra~se, no capitule I, que & sempre possivel
aproximar uma fung¢ac de S°® em R por uma £ tal que as singulari
dades de seu g - gradiente formem uma subvariedade compacta de

dimensao 1 (uma reuniio finita de circulos). Como n3oc existe -

recorréncia ndo trivial para os ), = gradientes e como nac exis-
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CAPITULO I : ) - GRADIENTES

I.1 Notacgoes

. -+ . s . e . -
Seja M P variedade diferenciavel (isto &, de clag
« . o~ . - s
se C }, de dimensao mtp, conexa, compacta, munida de uma métri-
ca riemanniana diferenciivel, < , > e de uma iistribui§§s di-

e . ~ : . It
ferenciavel z de codimensac p, ou seja, a cada xE€M 95 E faz
corresponder o sub-espago g de dimensao m do espaco Tx M tan-

X
. X R
gente a M em x. Indicaremos com C (M,R) o espagco de Banach -~

r

~ m+p o
das fungoes f: M + R, de class

M
3

r
., com uma norma C, || £]

Neste texto, salvo men§§s explicita, estamos considerando r>2.

Por meio da metrica de M e da distribuigdo | , as-

sociamos a cada fung%@ £ C M, B) um campo de vetores de M, gf

Xplx) = agra@g £y = proje¢ao ortogonal do grad f

calculado em x no subespago Zw .

Em coordenadas locais, ficarid claro gue este campo & de classe

=

N1
A ®
Defini¢do I.1.1 - O campo X_ = grad £ & o - gradiente de f.

tulo estabelecemos uma condigao sobre as
singularidades de X, & verificaremos que esta e, num certo sen-

- . X
por perturbacoes de £, em classe C7,
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g = 5 ) B B e RV RRE_ S R
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3=4 R 3

que correspondem as l-formas w,, respectivamente, pela metrica,

isto €, gue satisfazen, em cada pontc x € V 1

Estes campos 8,,..., §_ definem, em cada ponto x€V,

P

5 -
uma base do subespago | ortogonal a | em T, M e sao  campos
® X

diferenciiveis em V.

Tomemos £ 8 ¢ (M, Ry e usermcs, ainda, a letra §f ao

escreve-la nas coordenadas (Mysooen, X% }ode Y. Indicamos  pox

£, a derivada de £ = £({x,,..., XW4D§ em relacdoc & k-ésima co-
mtp y
aordenada. Tem~se, entao, qgrad £ = } B, . £ o= .
- o kKI "k oox
JeR=L - 3
\ N o T . 4
Vamos definiy p fungoes o ,..., a1 C (M, R)xV~+R,
i — A p

¥ £ <7 3 K .
Propriedade I.3.1 =~ As funmgOes o, C {M,R} xV » R, 1<y p,

¥

acims definidas sao lineares em §f e de



Demonstracao

aquelas gue sat
onde deixamos de indicar o ponto
o
(A}’{ g {x\) g‘a‘;§ = xg:; {‘;f&{f{ f}
Hﬁ. ”\}?«‘}_ p% vj §k
OU o em coordenadasn:

; p 3
mEp N g

! boaL B.oA Lot =s ¥

. ot N & i e
é Mk T3k Tvj

3 k=1

BEstas fungbes foram introduzi

[2] onde se ressalta gue a

Y

vk’

-

sivel por serem: {(a de

v

~

A vista

destas notagdes, ©
nestas coordenadas por:
e
mhp -
grad, f = ) ) Tk
A b T N
J.k=1 v=ml
Sendo, para x & V:
; j&
HE S £
Q Yo X \ﬁ {F
By = 1 ] By (£,
é claro que
M+
(‘a};’ ® '3
LA B, =0
j=1 Y33

3 k=1

as

o

o
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ik
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p Bl

3 ¥,
Fe

af
sf
hid
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S

inigac que as fungdes o  sao
1 ‘ ;
azem 3s sequintes equages,
€.V
o= liitdf ?
B £ }ja}.!h:‘!n,

&

noutre contexto em

a. Visto isto, a propriedade I.3.1 esti verificada, c.g.d.

= grad,; f & descrito, em V,
e
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A condigac de transversalidade em (M) num ponto
i 3
N R % )} para as guais se tenha. en-
X 8 V de coordenadas {kgsa»»rﬁm+nf para as quais ‘
£ Xz ):;:
tao
5 & G
Bofx",i.., = }o= 0

da se¢ao X_ com a segac nula O(M), eguivale d condicdo do es-
pago tangente a }{M} em {(x,0_} ser soma 4o e8pago tangente a

3

le 34 condigdo de que a

v}

O{M} em {x.0_}) com DX (T M}. Esta aguiv
X £ =
intersegéa de DxfiTxM} com © espago tangente a Q{¥} em (xfﬁx} -

tenha dimens3o p. FEsta intersegac & descritsa pelos vetores do

€8pago tangente a § (M) em {XFOX} da forma

mip 5 mip o 9B,

) E, 2; . onde ) *g%f-£§= 0. I=L....,mép. (1.9}
. LT X, : - & : £
i=1 i i=3 i

I.4 A condigdo de singu]

fv -
o
A
§< e
fon}
W
o
[
m
iy
1
N
5
&
}. b
U]
0N
W
sf:;
i
o
Dy
ad
$o
¢]
o’}

da Transverszlidade para demonstrar © resultado Central deste -

grad, f s admita singularidades J-simpies & aberto e denso  em

CT{#,R). na topologia ¢ .



ot
[~

A demonstragac é feita como aplicacac dos teoremas

cujos enunciados transcrevemos a sgguir e cuijas demenstracdes ~

encontram-se em ([3]: 18.2 o 19.1, paginas 47 e 48). No § 18,
enhcontra-se o seguinte Teorema: "Sejam A, X e ¥ variedades de
classe C', ¥ de dimens3io finita, wo v subvariedade de classe -

uma pseudo-representacdo C'. Entdo, o subconjunto A . € A defi
nido por:
Apww = {a € A4 ] o, ®, W para x € K}

M

%

E nc § 19 encontra-se o Teorema da Densidade E§}r
e ZEhsldade

8 v s = N , . =
C{X,¥) uma Tepresentacac C7, W< ¥V uma subvariedade (nao neceg-

sariamente fechada) e ev_: A X X + v a

)

plicagao valorizagio

de p. Definimos Awﬁi A por:

(1) dim X =n e codim W em ¥ seja finita igual aq;

{2) A e X seiam espacgos de Baire
(3} s > max {0, n-gq};
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Definicao I.4.4 - Sendo A espago topoldgico, a aplicacao
G:A ~ CS(M,N} se diz uma pseudo~representa~
¢ao C! se, e 58 se, a aplicagao G': A - CS*I(TM,TN) definida co

mo G'(f} = D(G(f)) tem valorizagao ev Gl:A xTM > TN continua.

Os lemas que seguem mostram que as hiplteses destes

teoremas de transversalidade estio satisfeitas no nosso caso.

Lema 1.4.5 - A aplicagdo p: " (M,R) > C'(M,] (M)) definida como

pLE) = grad? £ & uma pseué&*representaqéo cl,

Demonstracao: vor T.4.4, devemos mostrar a continuidade daapli
% ¥ =

o~

cagao:

1

ev . pl: ¢ (M,R) xTM > TV (M)
) T o v}
(ffvx}b*LDx{qraﬁz f;]vx .
Ora, tomada uma carta local (U X iyeoa, xm+p} em M e as respec-

¢ PR U e -
tivas cartas admissiveis (T, xl,.GQ,xm+p, yl,a..,ym+p) am

™ 2 ] (M) e

(T‘?stlr«-'sxm_e“psi’zw»wrfx’m+pf€1:-“:€m+pp¥}1,-~s,n ) em

m+p

TTHM > T J(M), pelo que foi visto em I.1, temos que

|
ev £ix L. Viaa
p°(£; LY ixm+plyll ¢ ym+?}

X LR Y x’ & = e 4 ¢ % o € ® ®»
( L ‘ m+pgy1; ¢ yln+pf€l! 'Eﬂfﬁ‘pin;' ,Tim+p)



onde

mtp o 9B,

5 Y

3 221 g

3
It

J=1,.0., mtp (I.10)

A

fi

Para cada j, 1 < j < mtp, Bj

cla de I.3.1 e da fSrmula (I.2)) e de classe cf™1 em x; e vy,,

Bj(x,f) é linear em f (decorrén-

i=1,..., m+tp. Como, desde o infcio, tomamos r > 2, é eviden

te a continuidade de ev p', c.g.d.

Lema 1.4.6 - A aplicagdo p: Cc* (M,R)~ Cr”l(M,Z(M)) definida por

p(f) = grad, f € uma representacdo C¥ 1 e tem va

lorizacao ev p: CT(M,R)xM - )y ()

transversal a segdo nula 0@ c J(M).

Demonstracao: Com efeito, tomadas coordenadas locais em M e TM

como no lema precedente, temos:

er(f;xi,..e,xm+p} = (xl,.eg, X o’ Yyreoey Ym+m)
(I.11)
m+p
= § 3 1= Y
com yj kél Bkj (x) Bk(t,x); j=1,..., mtp

Conmo . as 8k sao lineares em f (propriedade I.3.1 e f&rmulas

(Z.2)), as £6rmulas (I.11) mostram gque p & uma representagao
ctt Sejam, agora, f e Xo tais que grad; £ = 0, entdo:
0



6v9(f,x0} € 0(M), isto &

B (f,%x) =0, k =1,..., mp .

m+p 3 .
Para v, = ‘z yj §§f’2 , teremos, entao:
G j=1 iolx
0
| Tyl
D evpilg,v. ) = +
(£,%x.) ERESNE ' . y
I % 0 j=1 I %y (x4,0)
mtp . % ntp 98 1 3
+
oy B o) B T o axglyy 5 (T.12)
d.k=1 i=1 i <3
{(x4,0)
Vé-se agora que evp Ay OM) (transversalidade em J(M)):
0
dado um vetor W tangente a Z{M} em {xg,ﬁ), teremos
W= a, + b, =— , com
T R A
nﬁg—p
A . b. =20, vl,..., p (r.13)
521 V3 3

gue pode ser escrito como

W= W + {a(ffxg) evo}(g,@}, WwerT 0 (M) . (I.14)

Basta tomar como g uma funcgao de ¢’ (,R) que satisfaca a seguin

te condigao no ponto Xy



(grad g}xO = jii b % (I.15)
ou seja, para cada i, 1 <3 < mtp:
wiﬁm,(x ) o= mfp g..(x.) b,
ij 0 jop i3 0 i f
onde (gij) € a matriz da métrica (§I.3) e
w = mfp a, —o (I.16)

. i9x,
i=1 oty

De (I.13), (I.12), (I.15) e (I.16) conclui-se (I.14), c.q.d.

Demonstracao do Teorema I.4.1 - Nos teoremas de transversali-
¢

dade citados de {33, fazemos

A = Cr(M,R) espago de Banach - logo variedade diferenciavel e
espago de Baire - X =M, Y = J(M), W=0(M c JM e s=r-1.

Do lema I.4.5 segue, entdo, que o conjunto das f tais que seu
) - gradiente s& tenha singularidades )-simples & aberto. Do le
ma I.4.6 segue que este conjunto & residual - logo denso - em
¢t (M,R) quande r-1 > max {0,m+p-ml= p. No caso de r < p-1l, lem
brames gue CP+E{MyR} & denso em Cr{M,R) e, como as fungaes £ de
Cp+r(M;R}€Z Cr(M,R) cuijos Emgraéientes s& tenham singularidades
Z~simples formam um conjunto denso em Cp+r{M,R), o teorema I1.4.

1 também estard satisfeito para qualquer r > 2, c.qg.d.



Observagao I.4.7 = O Teorema I.4.1. ainda & valido quando se

estd no universo dos campos %° (M) e a ca

da campo ¥ se assocla O campo XE por projecao ortogonal de Xx

scbre Ex’ em cada ponto x € M. Com processos andlogos demons
tra-se que o conjunto dos campos X para 0Os guais XZ s6 admita

singularidades Z~simples & aberto e denso em 22T (M).

1.5 Variacao continua dos pontos singulares )- simples

Dada uma funcao £ cujo z~§radiente s6 admita singu-
laridades Z*Simples vimosqque existe € > 0 tal gue na bola
Bg(f)c: Cr(M,R)g de centro f e raio £, todas as fungoes ainda
tém esta propriedade (parte do Teorema I.4.l) e gue para cada
g € Cr(M,R} com esta propriedade as singular;dades formam uma
subvariedade Vpég} compacta (propriedade I.2.5). Veremos agora
que se f tem esta propriedade existe uma vizinhang¢a de £ na qual
a subvariedade dos pontos singulares Vp(g) varia continuamente;
em classe C!, com g.

f s& admite

Progasigéc I.5.1L =~ 8Ge f & Cr(M,R) é tal que graéz

singularidades]-simples, existe € > 0 tal

gue: se Bgéf) C CK(M,R} & a bola de centro f e raio €, entao:

1) Jo=£llF < & = grad; g s6 admite singularidades

J-simples,



ii} a variedade Vp(g) dos pontos singulares de gradz g
varia continuamente, em.classe-crml, com g€B_(f).

Resolvemos, primeiramente, o caso local, como aplicacdo do Teo-

rema das fungoes implicitas.

Lema I.5.2 - Nas condigbes até aqui utilizadas se fect (M,R) &

tal que grad2 f s6 admite singularidades 'X -
simples e se X < Vp(f) é um ponto singular de gradz f, entao -

existem um nimero g = e{x0)> 0 e uma vizinhanga y = U(xO}c M
tais que: se g € c¥(M,R) & tal que |lg-f ||* < &, a variedade
Vp(qﬁgju dos pontos singulares de gradz g em U & o grafico de

- r~1 . . .
uma fungac h de classe C e ainda h e suas derivadas variam

continuamente com g.

)

Demonstracac - Tomemos um sistema de coordenadas (U;Xlrv"xm+p

em torno de Xy € as respectivas coordenadas ad-

* o . 'y
missivels <TU;X1"“’Xm+p'y1"'°’ym+p) em TM. Sendo, neste sis

tema de coordenadas, a distribuig&o Z descrita pelas p 1- for -

mas W , v = l,...,p dadas como no § I.3:
m~i~ P
W o= A dx., v=1,...,p
v 421 V3 3

e sendo a matriz (Avj)livgzp de posto p, suponhamos que as

lf_j <mt+p




coordenadas X, estejam numa ordem tal que a matriz

<Avj} seja nao-singular em todo o aberto U (eventualmen-
1<v< p

m+l<ji< mtp
te menor que o aberto tomado no principio mas ainda vizinhanca
de XO)‘ Assim sendo, para cada g € Cr(M,R), e como

grad, g, € Ex’ teremos que w (grad g )=0, v=l,...,p,¥xeV.

b

Por outro lado, conforme as notagoes de (I.1l) e (I.2) temos pam

XEY:
m+p 3 g
grady g, = ) By(9ix) 5o | (I.17)
j=1 ]
donde
mtp , r
) Avj(X)Bj(g;x}ﬂﬂivﬁl,.=»Fp,¥gWEC (M,R),¥ x€evu . (1.18)
=1 4

Sendo nao singular a matriz {Avj(X}}i de (I.18) pode -

v P

n IAa

m+1 j< m+p

mos calcular

m
By (93%)= ] oy ()8 (g5x) k=m+l,... mtp, ¥ geC’ (M,R) ,¥x€U (I.19)
3=1 |

Donde, um ponto x € U sera ponto singular de graéz g se, e sb

se, Bj(g;x)mo, d=1,...,m.

Ora, das hipbOteses do Lema I.5.2 temos que grad £, = 0, donde

p

: 0
Sﬁ(f:x0)=8, j=l,..., m+*p. Entao, fazendo g = f em (I.18), de-

rivando em relagao a cada X;r 1 21 < mtp, e calculando em x,

teremos:




3B
£ A, (%) -ﬁf-»(f ixg)=0, v=1,...,p e i=1,..., mtp (I.20)

Isto significa que em {f;xO} também algumas das —§§1- se calcu
i

lam como combinagdes lineares de outras, isto é&:

9By 38
“"'5"}"{“‘"" (f X ) lcjk (X } 8){ (f X ) k_m'l'l,co.'m'{'p,l l,...,m+p
1 J=

-

Por hipdtese X, € um ponto X—simples © que equivale, pela pro-

priedade I.3.2, & condicido do posto da matriz

oR ’
%—~§(f i%5)) ser m. Tendo em vista as relagdes(I.21)

1<i,k< mtp

BSk
a matriz{ (£:x,)) tem posto m.

o%y 0" 1<k<m

l<i<mtp
9By
Sejam 1<i <i <...<i < mtp tais que a matriz 3z (£:x,)
i 1< ,k<m

. ~ . , . ~ r~1
seja nao singular. Se consideramos a aplicacao de classe C :

¢ : cF(M;R) x v+ R™
(Fi%yseeerx | )i—-»(B (9:%) 4o e B (g,%x) )

‘ela & tal que

o8
k
(f:x.)=0 e det (§-~ {f; x ¥} # 0 (T.22)
’ 0 1<j,k§m




logo, pelo Teorema das fungdes implicitas, conclui-se que exis-—

p ;o m o :
tem U{:R vizinhanca de (x2 ,ns.,x; ) s Uz<= R™ vizinhanga de
A
1
»
(xg peve g x§ j, um nimero g = e{xG)>0 e uma aplicagéo
1 m
: r-1
h s Be(f} x Uy > Uy de classe C
tais que:

0 0
.Ar ! i ,".’ Xi
P v m

-

) saoc as coordenadas de

X € U, numa. oxrdem conveniente a fim de satisfazer

{(1.22Y:
Be{f)g:’CK{M,R) & a bola de centro f e raio g:
- = TF - - - 5
U, +U, =y ¢ U, onde U,» U, ¢ R™P 530 conjuntos

Jo .
de R™P obtidos de U e U? guandoc se acrescentam -
as coorvdenadas gue faltavam, na ordem conveniente
- m+p - . , .
e todas nulas; yc R € a imagem de Uc M pelo sis

: I 4 * &
tema de coordenadas (xl, ’Ym+p} e U M é tal

que sua imagem em coordenadas seija U, + 0,.

w *
0y N8> (£) xy =

= {{g;xr peee ¥, h(gix, o0, ))[(xr e X, yev 1.

1 P ! P 1 P



- %
Isto &, se ﬂg~fﬁa»s ; ha vizinhanga gy de Xg Os pontos singula

res de grady g pertencem ao grifico de uma fungéozcrml, variando,

1

. r—
portanto, continuamente com g em classe C . C.g.d.

Demonstracac da Proposicdo I.4.7 - imediata, tendo em vista o

lema precedente e a compa-

cidade de Vp(f).

Observacac I.5.3 -~ Se r > 3, pode-se afirmar que a variedade

VP(g} varia isotopicamente com ¢ numa vizi-
nhanga de f£. Isto decorre do teorema da isotopia (]3]~ teorema

20.2).
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CAPITULO If : Q-ESTABILIDADE

IT.% :w;”ﬁoqgﬁ

flom o objetivo de estudar vtma classe d= campos z“gra

. ~ T

dientes estruturaimente estveis Lor perturbagoes em C (M,R) no
-~ PRATIORY T e e N : R TR S S s i g
caso particular em gue L seja uma distribulcao integrivel com va
riedades integrais mavzimais compactas, comecamos por uma classe
de J-gradientes Q-cstiveis.

Seja, portanto, Z uma distribuicio integrivel tal

gue se % € Il e .. & z variedade integral maximal de 2 BOY X, en-

tac F, € compacta. &s subvariedades F_ s5o0 de dimensso m e cons
tituem una folheacizo de M que indicamos por T, Diremss que E &

Exemplos de folheagdes com folhas compactas sao 085
fibrados com grupe estrutural finito (§C.22) com base e fibra
compactas.

R T O . § e —_— e g
B de werificagao imedizata a seguinte propriedades

II.2 Pontc singular J~hiperbdlico

o~

. r o , . . -
Seja £ € CT(M,R) de modo gue 0s pontos singulares de
Xf = gxaéyf sejem todos )-simples. Congideremos a subvariedade
VP destes pontos singulares e seja x» € VP, A parte principal de

D, Xf pode ser considerada como un operador de TXM, gque chamare-
PaY

meos de
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Numa carta loecal {U: Kytooay Xm$p} em tornc de x, aeste operador

B,

€ descrito pela matriz O 3 4 emap
8% £L1, <P

.{

hedba

De (I.20), da Caracterizacac dos vetores tangentes
P X ‘ . , _
av em (I.9) e @da proposicac II. 1.1, pode-se enunciar a seguin

proposicao:

-Proposicao II.2.1 - 0 nficleo do operador Al & TV o= espago -

tangente 3 subvariedade dos pontos singula~

res em x. A imagem de A’ est3 contida em EX‘ Os auto-valores

&

.de A; sao reais .

Neste contexto, néo podenmcs encontrar pontos hiper-
bSlicos. A idéia gue estende o conceito de hiperbSlico aparece

na proposicac seguinte:

Proposicao II.2.2 - Nas condigCes impostas neste capitulc e se

X €V , sao eguivalentes as seguintes condi
goes:

1) o operador A, Ey - Ex obtido como restricio de

AL a Ex € um automorfismo hiperbdlico;

jte]

1i) a subvariedade V é transversal 3 folha Fx em x:

iii) o operador A, tem m auto-valores nio nulos, se

5

contados com suas multiplicidades;

Ky

iv) x & o ponto singular hiperbSlico do campo
by T
(£ = .
grad{f,?x) m.F



Demonstracdo :

Por forca de suas dimensoes, e como Ax sC tem auto-valores reais:

19) A é um automorfismo hiperbolico w==> A, é injetor

o] v m 7p ; m p_—_
29) T M= Jo4 T VP e J T V {0}.

. i, = iii. imediato, .

iii. = i com efeito, os m auto=-valores naoc nulos de A;
sdao os auto-valores de A pois da proposicao
IT.2.1 vé-se que nd3o se pode ter Ay v = Av, com

}\fctﬁevéfx.

i. e==> iv : de fato, pois as expressdes em coordena-
das mostram AX € a parte principal de

DX(XftFX), c.qg.d.

Definigdo II.2.3 - Um ponto x € VP se diz J-hiperbSlico se, e sé
se, estiver satisfeita uma (logo as quatro)

das condicces da Proposicao IT.2.2.

Proposicdo II.2.4 - (Caracterizacdo do ponto singular }-hiperbdli-

P = -
co enm coordenadas?). Um ponto X, e v € um pon

to singular }-hiperbGlico de grad. f se, e 56 se, (U; Xy vees

L
e .oy X +p} um sistema local de coordenadas em torno de x

m gr Seja



maximo o posto da sequinte

32
. matriz
[ A R S
11 1o
Apy Ap ,mtp
a8 3 - £y
1o B, de mt+2p linhas e
dx """ TBx T T
1 m+p
0B g
Lm+p ce As“m%
ax aX_
1 mtp
o
J X,
m+ p colunas,

Demonstracao : esta & a descrigao, em coordenadas, da condicao
il. da proposigao II.2.2, c¢.q.d.
Sendo £

r ( .
€ C"(M,R) tal que todos os pontos singula -
res de seu (- gradiente sejam J- hiperbSlicos e se V

riedade constituida destes pontcs, podemos en

€ a subva
unciar as seguin -
tes propriedades:
B .
Propriedade 1II.2.5 ~ V & transversal 3s folhas.
p x , -
Propriedade II1.2.6 -~ Vv & conjunto normalmente hiperbdlico re
lativamente ao fluxo de grad, f. 47,
Propriedade 11.2.7 - O nlimerc de auto-valores positivos e o nG

merc de auto-valores negativos, guando
contados com suas multiplicidades, s3o con

f

stantes em cada COmpo



ol
nente conexa de V .

i .
Definicao II.2.8 - Cada componente conexa de V. se diz um ele-

mento

D

- ¢critico de gradz f. Um elemento
J-critico cujos pontos sejam todos J= hiperbdlicos se diz um

elemento )- hiperbdlico.

Definigao II.2.9 - Um elemento }= hiperbdlico o se diz do tipo
>(u,s§ se, e s6 se para cada ponto de G o nd
mero dos auto-valores positivos (contados com suas multiplicida
des) &€ u e o niinero dos auvto~valores negativos (contados com
suas multiplicidades) & s : tem-se, entdo, u+s = m. Se a é do
tipo (0,m) o se diz um [~ pogo, se & do tipo (m,0) uma J-fonte
e do tipo (u,s), com 1 <u<m-1, uma )-sela.
E consequéncia imediata do gue foi visto a séguinte proposicao.

Proposigao II.10 - Se o & um elemento J-hiperbSlico de grad, f,

z
~ - , Mm+p
entao g € uma subvariedade de ¢ compac-
ta, conexa de dimensao paaé&do tipo (u,s), com uts = m, se,
e s se, para todo x € o, x for ponto singular hiperbdlico de

grad (f{FX) do tipo (u,s) em FX.

IT. 3 = Subvariedades invariantes

Nas demonstragbes do capitulo III, relativas 3 esta
bilidade estrutural, usaremos o fato de gue um conjunto normal
mente hiperbllico [4] admite variedades estivel e instavel.

Mais precisamente, sendo o um elemento )-hiperbdli-
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co de qrauy f do tipo (u,s), chamamos de Wu{u) {resp. Ws{a} Yo

O conjunto dos pontos de M cuio a-~limite (resp.w -~ limite) este
ja contido em o . Este conjunto & uma variedade de dimens3oc -
U+ p (resp. s+p), diz-se variedade instavel (resp. estavel) de

® e coincide com a reuniio das variedades instaveis Wu{x) (resp.

estaveis W° (x)) em F, dos pontos x € q.

: . - u ol
As variedades instdveis W (x) (resp. estdveis Ws{x))
dos pontos x € o constituem uma folheacao de codimensao p de
A s . . . u s
Wo(a) (resp. W (a) ). As variedades invariantes W (o) e W (g)
a0 mergulhados enquanto em partes compactas e variam continua~

mente em classe C! com £, continuidade esta gue & uniforme nas

partes compactas.

No que segue, seri de grande utilidade o conceito
de "vizinhanca tubular folheada® de J.W. Wood gue transcrevemos

agora de (8] .

Definigéo IT.3.1 - Sejam M variedaée diferenciivel folheada -

por uma folheagao F ¢ S ¢ M subvariedade de
M transversal 8s folhas de F em todo ponto. Una vizinhanca tu
bular folheada de S em M & uma vizinhanca tubular (U,p) de § =~

em M tal gue:

p " ({x) = componente Conexa a que x pertence de

F Ny
x

A Proposigao 3.1 de [8] garante a existéncia de vizinhangs tubu

lares folheadas. Se M tem métrica e § & compacta & possivel -




tomar € > 0 conveniente tal que U = {xemMm| d(x,8)<e}.

Definicao II.3.2 - Seja o um elemento Z~hiperbélico de grad. f

z
do tipo (u,s) e consideremos sua variedade -
instavel Wu(a) folheada pelas variedades instaveis Wu(x), guan-
do x € g . Sendo o compacta e transversal as folhas de Wu(a),
se u > 1, podemos tomar uma vizinhanga tubular folheada Q de «
em W' (a). Em {l, consideramos uma outra vizinhanca tubular de o
em wu(a), i, & Eltz 2, cujo bordo seja transversal ao campo.
Chamamos este bordo de dominio fundamental (instavel) de Wu(a),

denotando~o por Du(m).

Analogamente, se s > 1, definimos o dominio funda -

mental (estivel) de W (o) denotado por p° (a) .

Verifica-se de modo natural a seguinte proposicgaoc:

Proposigao II.3.3 - Sendo u > 1, um dominio fundamental (instd
vel) D" (o) & uma subvariedade compacta de

, ~ . C s ~ r-1
dimensaoc u + p-1l e fica definida uma fungao de classe C

£?  wo) - o > R

o

tal que sendo ¢t o fluxo de gradz fexe€ Wu(a)~a, entao

¢ (x) € D%(a) .

tgﬁx}

“Analogamente, se s > 1 e D®(y) um dominio fundamental (estavel),

fica definida a funcio de classe cf 1

£5 . Wg(a) - o -+ R
o
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tal que ¢ (x) € p%(a), ¥ xewd(a) -q .

Definicao I7.3.4 - Sejam g um elemento z~hiperbéliao de grad.f

P
. u u
tipo {u,s), com u > 1} e D o= D7 {g) um do

ol

o

minio fundamental instdvel. Chamamos de se¢ao transversal ao

u . u
Campo por D7 uma subvariedade S tal que:

< u et r =
i) 87 é uma subvariedade de M, relativamente com-
pacta, transversal ao campo e de dimensio

m+ p~ 1;

u U

ii) (87, b7, p, B, onde p: gY

U - , .
D7, e um fibrado

tal que pwl(x}ﬁifx,¥ xeDd” e a fibra tipo é a -

bola BSQ R= .

. u . sy
Evidentemente, se y = m, teremos §° = p° e p = identidade .

Da mesma forma, define-~se segéo transversal ao canpo por Ds, -

quando s > 1,

Usaremos o A~ lema | 6] na forma como estd anuncia-

do nos dois dltinos tdpicos da seguinte proposicao:

Proposicao II.3.5 - Sendo o um elemento Z~ hiperbdlico de

gra&z £, do tipo {(u,s) com u > 1, variedade

u_.u

instavel WY = w (¢} um dominio fundamental instéavel,

bl
or
D
n

valem as segui propriedades:

. ‘ ~ u
i)  existe uma secdo transversal S” por DY



ii) 'sendo ¢t o fluxo definido por grad. f e e

z
uma se¢do transversal por DY, ent3o ¢“t(Su) con
verge, em classe C! a Wi(a) para t ++® e esta

convergéncia & uniforme em partes compactas;

1ii) nas condicles de ii,

L)oo s oW

- s u
e uma vizinhanca de W .

Definicdo II.3.6 - Se f g CY(M,R) & tal gue todos 0s pontos
singulares de X, = grad; f sejam ]-hiperbd-
licos, entdo diz-se que X; & um campo J- hi
perbSlico. Chamaremos de HY ¢ Cr{M,R) o -

conjunto destas funcgdes.

IT.4 @ - estabilidade dos )- gradientes )~hiperbdlicos

Neste pardgrafo, demonstramos a proposicao que diz:
se £ & Hr, seu Z- gradiente & um campo - estivel por pequenas

perturbag¢oes de f.

Proposicao II 4.1. - Se f € HY, existe e >0 tal que: se g €

c* (M,R) com lo-£]F <ee se Q5 (£) e
Qz(g) sao os conjuntos dos pontos nao errantes (I.2.2), respec-
tivamente, de gradz fe qradz g, entao existe um homeomorfismo

h : QZ (£)y - Qx(g}
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tal que: se a(f)c Q;(f) & um elemento } = hiperbdlico
de gradg f do tipo (u,s) (v. II.2.9), ent3o sua imagem
at(g) = hEa(f)} & um elemento ) - hiperbdlico de grad g e do

mesmo tipo (u,s).

Demonstracaoc - Dada £ € H', sabemos, por I.2.2 que Q. (£) =

= Vp(f) = variedade dos pontos singulares. Seja
d >0 o minimo dos valores absolutosdos auto-valores do operador
A (II.2.2) quando x € Vp(f). E possivel tomar uma vizinhangca -
tubular folheada (II.3.1) (U,n) de Vp]f) em M™P & 30 tal que,

se g €ct (M,R) e lg - £]fF< e, entio

p
i) V (g) ¢ U variando continuamente em classgse ¢!

#

com g (I.5.1)
ii) os auto-valores do'operador Ay(g) definido pelo

gradz g, gquando y € Vp(§) diferem menos que —%u

dos auto-valores de A (f), logo sdo nao nulos.

~ P - .
Assim sendo, temos, pela proposicdao II.2.5 que V (g} também e
transversal as folhas. Definimos h da seguinte forma: se x €

Vp(f), h{x) = y, onde {y} = Vp(g)f\ ﬁfi(x}i Que h & um homeo-

morfismo decorre da transversalidade de Vp(g} como se pode ver
ao considerar seu aspecto local. A inversa de h & dada pela -
restrigao da projecao T a Vpig}. A conservacao do tipo de cada
‘elemento J- critico & conseqfiéncia imediata da construgdo  de

h.




Observacao II.4.2 - No caso de se ter r » 3, a demonstracido da
SR i -_=
proposigao anterior & dada imediatamente -

: & P
pela isotopia entre V' (£} e V (g) como foi visto em I.5.3 .



CAPITULO III ~ ESTABILIDADE ESTRUTURAL

IIT.1 Introducaoc

Neste capitulo, estudamos uma classe de Z—gradienmes
que sdo estruturalmente estaveis por pequenas perturbacoes  da
fungdo em C* (M,R). Imitamos aqui a t&cnica de Palis-Smale usa-
da na demonstragac da estabilidade de Sistemas Dindmicos de Mor
se~Smale, [5], [6], conforme exposicao de G.L. Reis, P. Mendes

e W.C. Melo em [7].

Continuamos, durante todo o capitulo, supondo que Z
seja uma distribuigao integr&vel tangente i folheagao F  cujas
folhas sejam todas compactas.

Demonstra-se, sem dificuldade, a seguinte proposigao:

Proposicaoc III.1.1 - Se f € Hr, isto &, os elementos z~criti -

cos de grad; f sao todos ]~ hiperb&licos
e se X ¢ M, temos:
. p - 5 - - . +
iy v fTFX & constitulda de um numero finito (>0) de

pontos, onde vP € a variedade dos pontos singula

res de gradx f e Fx a folha por x;

ii) os conjuntos a- e w- limite de x estiao contidos

em F_;
X

iii) conforme as notagles introduzidas em II.3 e se



dl,..ggak sao todos o0s elementos Z~Criticos de

grady £, entaoc:

k k
= W, =
M= ) Wwie) = i Ws(cxi>,
i=1 i=1
havendo, pelo menos, uma )- fonte e um }- poco.

A classe dos Z~ gradientes que vamos estudar & aque
la dos campos que satisfazem ainda a uma condigdo sobre a posi
¢ao relativa das variedades estiveis e instdveis dos elementos

2 -criticos e as folhas. Passamos a descrever esta condicao.

Definicao III.1.2 - Sendo M variedade diferenciivel, trés sub-
* variedades S+ 5,, s, de M se dizem em po~
sigdo geral se estiverem satisfeitas as se

guintes condig¢des:

i) Si e Sj sao transversais sempre que i # j,

1 hd i, < 33
1i) s;Ns e Sj transversais, sempre que i,j,k sdo
dois a dois distintos, 1 < i,j,k <3 .

E de verificacdo imediata a seguinte propriedade:

Propriedade III.1.3 - Se S,, S,, §,C M estdo em posigdo geral,

entao Sifﬁsj e SiF\Sk sao transversais
em S,, sempre que i,j,k sdo dois a dois distintos, 1<i,j, k<3.
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Definigdo III.1.4 =~ Uma funcdo £ € ¢ (M,R) pertence a classe
st se, e sC se, estiverem satisfeitas as

seguintes condigles:

i) £ e H' (isto &, os elementos J-criticos de

grad, f s3o todos }~ hiperbSlicos);

ii)- se a,, 0, sao elementos )~ criticos de grad; f,
entao Ws(al), Wu(az} e F estao em posicdo geral

(IIT.1.2), qualguer que seja a folha F C M.

Com III.1.3, verifica-se imediatamente a seguinte

propriedade:

&

Proposicao IIX.1.5 = f €& S¥ces em cada folha F da folheacgao F

dada por ], a restricio de grad, f for um

campo gradiente de Morse - Smale.

Nosso escopo neste capitulo & mostrar que se fﬁBSr,
seu Z- gradiente é estruturalmente estivel por perturbagoes de

f. Para isto, passaremos a construir as familias tubulares pa-
ra este tipo de campo.

IIT.2 Diagrama de fase para os )- gradientes

Definigéa II1.2.,1 =~ Se f e Sr, vamos chamar de diagrama de fa-
se para £, o conjunto dos elementos J- cri
ticos Uygeeey o de gradX f, munido da ordem parcial abaixo de~

finida.



Definicao II1.2.2 =~ 4 Loy <= Ws(mi}f? Wu(@j) A0,
1< i,j<k .

Neste paragrafo, mostraremos que a relacdao definida

em IT1.2.2 &, efetivamente, uma relacaoc de ordem parcial.,

Proposicaoc III.2.3 =~ Sendo a um elemento J-critico qualquer

de grad, £, com £ € s*, as aplicagaes -

abaixo definidas sdo sobrejetoras, de classe cf % o posto maxi-

mo:

pola) wio) > o
se x € Wa), e {y}s o-lim x, entdo p%(a) (x) = Yy e

ps(a) : Ws(m) + o0 & tal que, se x € Ws{u) e {y}l=w-lim x,

entdo p° (o) (x) = Vo

Demonstracao: Comecemos pox pu(a): se u=0, temos Wufa}w o

p%(a) é a identidade, sendo obviamente satisfei-
tas as propriedades enunciadas. Se u > 1, seja Du(a) um domi -
nio fundamental (II.3}de WY (q). Entao, em Wu(a)~m, a aplicacao
p" () & obtida pela composigao do fluxo com a restricBo a DY (q)
da projecac da vizinhanga tubular folhea&a, Enguanto na vizi =~
nhanga tubular folheada, puia) coincide com a projecio estando,
portanto satisfeitas as condigOes enunciadas. O caso de ps(a)

& analogo.




Proposigao III.2.4 =~ Se a,,0, sao elementos )~ criticos de

£ e S* tais que Ws(al) N Wu(az) # 0, en
tdo a restricao de ps(ml} ou de pu(az) a cada componente conexa

de Ws(ulkfiwn(uz} & ainda sobrejetora.

Demonstracao: Se s(o;) ou u(a,)=0, a intersecdo acima se reduz

a a, ou a,,respectivamente, e a proposigdo & tri
vialmente satisfeita. Caso contrario, verifica-se gue a imagem
de cada componente conexa de wS(ai)rww“(az) por ps(ul) (resp.
por pu(mz}) & um aberto e fechado de al{resp, de a,), pois
Ws(al)fﬁws(uzl deve ser transversal a cada folha (IIT.1.4,ii e
ITT.1.2), sendo nao vazio deve, portanto coincidir com o, (resp.

a,) .

proposigac III.2.5 = Nas condigcdes da proposigdo anterior, ou

Ws(al)fﬁwuéazf tem somente pontos singu

lares e, entao o, = a, , ou somente pontos regulares e, entio,

ula ) < ufa,).

Demonstragao: Com efeito, sendo ambas Ws(al) e Wu(az) invarian
tes pelo fluxo, se x @ Ws(al)fﬁwu(az), toda sua
Srbita estard também afi. Logo, se x & regular,

din[WS(q ) MW (a ) MF_] > 1, donde u(a ) < ule )-1 (levan
1 2 Hd o m- i - 2 -

do em conta a transversalidade). Isto mostra gque “z#“z e en -
tao w5<al>r%w“(a2} sO contém pontos regulares. Assim sendo, se

Ws(az)(wwu(azi contiver algum ponto singular sd contera pontos

singulares e a,= a,= q = Ws(a)riwg(a), c.q.d.



Proposigac ITI.2.6 =~ A relacdo definida em ITL.2.2 & de ordem

parcial.

Demonstragac: A propriedade reflexiva & imediata. A proprieda

de antissimétrica & conseqfiéncia da proposigao
IIT.2.5. A propriedade transitiva & conseqﬁénéia de proprieda-
de anadloga para os gradientes de Morse ~ Smale; aplicada a uma
folha que encontre os elementos Z“ criticos em guestéo; usando~
se aqul a proposicao III.2.4, para considerar egta folha.
Estando demonstrada esta proposicao, Podemos trgduzir para os

Z - gradientes, os conceitos de "cadeia de" e "drdem entre"ele-

mentos )- criticos, que passamos a definir:

Definigao III.2.7 : Uma cadeia de elementos )- criticos & uma

&

seqliencia o , o, 0., oy de¢ elementos )- N
criticos de gradz f tais gue mi_l<di » L < i <3 . Diz-se que
esta & uma cadeia que liga %y @ oy .
Definicao III.2.8 - O nlmero inteiro j diz-se o comprimento
da cadeia de elementos )=criticos

dlﬁral’..'rmj‘
Definicac III.2.9: Se o, < 0y sdo dois elementaes )-criticos,

a ordem de o, em relagao a @ & o nimero in-
teiro n obtido como o m&ximo dentre os comprimentos das cadeias
'que ligam o, a a, . Indica-se também n = az/ ¢, e, por conven

¢ao, estabelece-se o/a = 0.




Sao imediatas, da proposigdo III.2.5, as sequintes propriedades:

Propriedade ITI.2.10 =~ O indice u de instabilidade & uma fun

¢ao estritamente crescente aoc longo de

uma cadeia.

Propriedade III.2.11 - Numa dada cadeia, um elemento Z—critico

pode aparecer uma vez, no maximo.
A seguir, veremos gue a ordem entre dois elementos Z~criticos -

Oy O estd ligada ao aspecto da subvariedade Ws(al)r\ Wu(uz).

Definicao IIT.2.12 =~ Sendo o um elemento }- critico com varie-

dade instavel Wu(a), definimos como bordo
topoldgico 3W" (a) a reuniao dos bordos topoldgicos das varieda-
des instdveis de cada um de seus pontos, como pontos singula -
res do campo restritoc a cada fclha; isto & (v. II.3)

W) = Ly aw(x)
x€o

Definicdo IIT. 2. 13 - O fecho topoldgico de W' (&) serd o con

junto denotado e definido como segue:

who) = wia) y W) .

Analogamente, se definem BWS(a) e _Ws{a).

Podemos, entao, demonstrar as seguintes proposigdes:

Proposigdo III.2.14 - Se £ € S* e a e B s3o elementos j-criti-

cos de grad

;£ tais que Wha) MW (R)#0,

entdo existe uma cadeia de elementos J-criticos ligando a a 8.



Demonstragao: Aplicag@o de resultado andlogo para elementos hi-
perbSlicos aplicado a uma folha Fx’ com

x € Wia) At (8).

Como conseqgliéncia, temos a porposicao seguinte:

Proposigao III.2.15 - Se o,e a, sao elementos J-criticos de

gra&.Z £, com £ € Sr, temos:

o, < a, <= Wa) N Wi, # # .

Uma primeira conseqtiéncia dos fatos acima & a seguinte:

Proposicao III.2.16 - Quando f € Sr, as variedades instdveis e

estidveis dos elementos )-criticos  de

grad; f sao mergulhadas.

Demonstracaco: Sai do fato destas variedades terem mergulhadas

suas partes compactas e gue, ainda i N = /]

{resp. WwonN N = #y.

A importéncia da ordem relativa de dois elementos ) -criticos
estd, afinal, demonstrada na Gltima proposicdo deste parigrafo,

a seguir:

Proposicao III.2.17 - Se Oy, O sac elementos E—criticos tais
a,/ 0y=1 e se Su(al} é uma segao trans
versal por um dominio fundamental Du{al) gg'wu(azf, entao tem -

- se,

W (a,) A s%a,) =g



Demonstracdo: faz-se por redugac ao absurdo, tomando-se x em

Bws(ao}fﬁ Su(ul) e construindo, com base no que

aconteceria em F_, uma cadeia de comprimento > 2 ligando a,aa,.

III.3 |} - familia tubular

Continuando no escopo de aplicar a técnica usada -
por Palis-Smale, definiremos as Z- familias tubulares, apresen-—

tando antes o que chamamos de fibragdes admissiveis.

Definicdo III.3.1 - Sejam, portanto, f € Sr, o elemento Z -cri
tico _de grad, f que nado seja um )-pogo,
isto &, com u(e) > 1. Diz-%m que a familia de subvariedades

"1 -‘4 ~ . -« x
{7 (x)}xEEDu(a} e uma fibracao admxssxvelirelatlvamente a

s - . e . L
W (o) se, e 80 se, estiverem satisfeitas as seguintes condigoes:

a. Du(u) & um dominio fundamental de Wu(a);

-1 -
b. t-£ T (x) =8 = se¢ao transversal por p%;
xED .

T | -
c. as 7 (x) sao subvariedades disjuntas e, para cada

-1 -
x e Du, m(x) & um disco de dimensao s, mergulhado na
folha Fx’ cuija intersegéo com Wu(a} se faz, trans-

versalmente, no Gnico ponto x;

d. sao continuas as seguintes aplicagdes:

a 1

la.) 7 : 8% + p%, que acaday € 7 (x) faz cor -

responder o ponto x e
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e,

2a.) sY — grasmanniana de_Su, que a cada yeﬂmi(x)

faz corresponder o subespago tangente: Tyéﬂ'l(x}}.
Definimos, agora a j~familia tubular:

Definigdo III.3.2 - Sendo f€S" e o um elemento J-critico qualquer
de grad; f, dizemos que T = 1°(a) & uma J-famflia tubular de W°(a),
onde 1 = {Tx}‘xQNu satisfaz:
a. N% = N%(a) & uma ¥izinhang¢a tubular folheada (II.3.1) de o em
Wwh(a);
b. se x&a, T, = componente conexa de Ws(a)an a que x pertence
(=WS(x));
X

c. se xeNY(a)-o e,entdo, & ndo € um }-pogo, T_ = ¢_t{%;§j, onde
t = t:(x) € tal que ¢t(x) e DY (como em II.3.3) e

{“-1?9}}yenu € uma fibragdo admissivel (III.3.1) relativamen-

te a W(a). Aqui ¢t denota o fluxo determinado por gradz f.

Proposicdo IIT.3.3 - Se T = t°(a) & uma I-familia tubular de W(a);
estao satisfeitas as seguintes propriedades:
i. para cada xGNu, tem-se que Ty € uma subvariedade da folha FX;
ii. T, encontra W¥(a) no Unico ponto x e o faz transversalmente
na folha FX;

iii. v o= t.lrx é uma vizinhanga tubular folheada de WS(a) em Mm+p;
xXENU

Civ., Sio continuas as seguintes a?licagaes:
la. V —s NY, que a cada yerx faz corresponder xen e
2a. V = grasmanniana de V, que a cada yerx faz corres-
ponder o subespago tangente Ty(TX);

ve ¢ (T ) = T¢+(x) 3 para qualquer t20.

T
X
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Deixamos de expor os detalhes destas provas que usam,a-

lém das definigles, o A-lema como foi exposto em IT.3.5 (ii e iii).

Definigao III.3.4% - Um sistema de z~familias tubulares relativas
ds variedades estaveis para f € um conjunto de }-familias tubula-

res

K5 - {ts(ak)} ; onde o, ... L0 S30
1sksn |

os elementos J-criticos de grad, f e Tg(ak) a }-familia tubular

relativa a Ws(ak). Un tal sistema se diz compativel se, e 86 se

;4
et
Xy
i
tiatd £ 0 = ou
X'y —
‘ tder
y X
De maneira andloga, define-se um sistema de }-familias tubulavres
relativas as variedades instdveis para f.
Estamos em condigoes de demonstrar um Teorema da Z—fa—
milia tubular para )-gradientes. Este é o teorema central deste

capitulo e depois dele a técnica de Palis-Smale aplica-se para

demonstrar a estabilidade estrutural quase que literalmente.

Teorema III.3.5 - (da }-familia tubular). Sendo f€S* existe >0
tal que: se g€CT (M, R) & tal que lg-£ll"<e, entdo g admite um sis
tema de }-familias. tubulares rg’s compativel e de forma que a se
guinte aplicagao:

k
”t i Tx€f>v~—-—* Wu{akig)}
xeNuEak(f)l

que a cada yéri(f) faz corresponder o Unico ponto de Ti(f)nwuﬁak(g)i,
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- . ~ - i k - .

e uma aplicacgao de classe o 1 em cada Tx(f}CTx(f). Alem disto, pa

ra um mesmo k, as subvariedades Ti(g) variam continuamente, em clas
1 e e .

se C7, com g e esta variagac e uniforme enquanto em partes compac=

tas.

Demonstracaoc: na qual seguimos o esquema do Teorema da familia tubu

lar para Sistemas Dinamicos ou Difeomorfismos dividindo-o em duas
etapas. A: em que se constrdi,por indugao sobre as diversas cadeias
do diagrama de fase, um éistema de Zﬂfamflias tubulares para f; B:
em que se estende o processo de indugd3o a uma vizinhanga de f em
ct(M, R).

Etapa A: construgdo, por indugio, de um sistema compativel de )-fa-
milias tubulares para f - para os }-pocos de grady £, a J-familia
tubular € construida de modo Gnico. Consideramos o diagrama de fase
¢ procedemos por indugao sobre a ordem dos elementos Z~criticos em
relacao aos Z~pogos. Sendo kz1 inteiro, suponhamos ja construidas
as Z"familias tubulares para todos os elementos )-criticos em rela-
¢do aos quais os Z~pogos tenham ordem < k-1 e que ja estejam satis-
feitas as condigdes de compatibilidade exigidas no Teorema. Tomamos
a seguir, no diagrama de fase, uma Z~sela % imediatamente anterior
a estas para as quais estejam construidas as )~-familias tubulares.
Comegamos por construir uma fibracdo admissivel relativa a Ws(ak).
Tomamos uma vizinhanca folheada Qk de oy (em MTTP) que nao encontre

nenhuma das vizinhancas Nu(&j) que servem de conjuntos de Indices

]

para as Z~familias j& construidas —— eventualmente, tenhamos que di-

minuir algumas das Nu(aj) neste passo. Em Qk, consideremos um domi-

nio fundamental Du=Du(ak) e por DY uma segdo Sursu(ak) também contida
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em Qk. Seja &y um elementos chrltlca tal que ak/&k~1 = 1. Entao,

5 ' u = o 35 e o
por III1.2.17, temos 3W ' (ay _,)nS"(a, ) = @. Isto &, W (o _4) "ndo se

Uy

acumula em S Se definirmos, para cada xews(ak_l}ns“<ak):

. k-1 _.u
Lx = Ty nS (ak) (IIT.1)

temos que:

= s el
Ly, = [componente conexa de x em W (a, ;)nF InS"(a ) (III.2)

donde concluimos que

L € subvariedade de M™P  contida em F, (III.3)

(subvariedade porque <t

Je~- . . -
% 1, sendo invariante pelo fluxo, e transver-

sal a s%);

4

dim L_ = dim ti“l + dim s%(0,) - -dim M (TIT.4)

Ora, por ii, em III.3.3, temos que

. k—l
dim Ty

]

. . u -
dim F_ - dim [W (e )nF 1 =

m o~ ulo ) (ITII.5)

E, de (III.4) e (ITI.5), tiramos

dim L = s(ay ;2 -1 . (III.6)

De (III.6) concluimos entdo que a dimensao deALx independe do parti

cular xews(mk“l)as?<ak> e que vale a seguinte desigualdade
. S u
dim L 2 s€a;) , V x€W (ay 9205 Cay ) (IIT.7)

Sendo assim, se considerarmos a vizinhanga de WS(“k«l)’ dada por



Vg = & r;”l (TII.8)
yen-(a, )

onde %71 & a J~familia tubular relativa a/ws{ayul}ﬁ e se defini-~
mos

v Lk-1 u u

Ly =t " n S (e, ) para y € Viewp 0 S Cey ) (III.9)
podemos impor -— eventualmente diminuindo a vizinhanga Nu(aknl)

- de indices — que:
i. L seja subvariedade de F
Y - Y (I11.10)
ii. dim Ly = slop 4 =1 2 s(a ).

Para estas verificagoes, covém lembrar que, de inicio, to
mamos S contida numa vizinhanga tubular folheada Qk de @), e que a
intersegcao de cada folha com esta vizinhanca é um nimero finito de
bolas todas difeomorfas.

Vejamos, agora, o que as subvariedades Ly determinam no

dominio fundamental D%(a. ):

k
consideramos, de inicio, o casc em que xews(aknl)nDu(cws(ak*l)nsu)

. - . ~ u : :
e vejamos como e a intersecao LXﬁD . Afirmamos o seguinte:

i. L_nDY & subvariedade de F_;
e s u
U < ¥ x€W (a; _;)daD” (III.11)
il. dim (L _nD7)=dim L -s(a;, )20
As afirmagoes em (III.11l) sdo conseqiiéncia da transversa-
lidade em FX das subvariedades Duan e ws{ak‘l)ﬂFX (cada componente
conexa desta) e esta transversalidade € conseqiiéncia da posicio ge-

ral de ws(ak_l), wu(ak) e I e do fato de cada componente conexa de

ws€ak«l)an ser invariante pelo fluxo enquanto DY & tranversal ao
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fluxo.

Estando verificadas as condigoes (IITI.11) para pontos de
ws(ak_l) e dada a variagdo Ci~cmntinua das subvariedades Ti»l (par
te iv da proposicdo IIT.3.3), & possivel tomar Nu(dkwl) suficiente
mente pequena de modo que as transversalidades em questiosgantenham
(mais de uma vez consideramos as folhas como discos em Q ) quando
se fizer y percorrer Vk lnD (III,B). Assim, podemos reescrever as

propriedades acima para estes pontos, isto &:

i. L aDY & subvariedade u
Y " ¥yev, aD' (II1.12)
ii. dlm(LynD ) o= s(ak_l)~s(ak)»1 20

Para prosseguir, consideremos dois casos: aquele em que

dim(LynDu) = 0 e aquele em que dim(LynDu)>0. Se dim(Lynﬁg) = 0,
entao dim Ly = s(m ) e isto significa que Ly tem a dimensdo apro-
priada para participar de uma fibragao admissivel. Tomamos entao,
em sY (ak)nvk 1 est&aLy como fibras admissiveis, definindo a proje-

gao m da seguinte forma: se xSSu(ak)ndwl,

m(x) = z, onde {z} = LynDu e xeL, (ITT.13)

Se éim(LynDu) > 0, temos ainda que "fibrar" estas subva~
riedades e, para isto, lancamos mao, novamente, das vizinhancas tu-
bulares folheadas. Como, em ws(ak l)nS , & subvariedade W° €mk 13&5“
€ transversal as folhas, podemos considerar uma vizinhangca tubular
'folheada (B 13P1) de W (akwl)ﬁb em W° (ak 1)nSu.

)nDu,

Temos entdo, definida a projecgao Py :B, — W (a

1
cujas fibras pl (x) satisfazem as seguintes propriedades:

k-1




i. pil(x} < F_ (porque a projegdo é coerente
com a folheagdo, v.II.3.1),

N . 4 . Lo (ITT.14)

ii. dim py{x) = dimlW” Cay ;)08 1-dim[W” (ay _470D71=

= S(ak).

De ii em (III.1lu4), vé-se que a fibra p{l(x} tem a dimen-
si0 exata para participar de uma fibragdo admissivel. Precisamos
agora estender esta fibragao & todo o Vk“lasu e vamos fazé-lo recor
rendo outra vez ds vizinhangas tubulares folheadas. Como By € trans
versal as folhas em Vk_lnsu, é possivel tomar a vizinhangajtubular
folheada (B,p) de B; em Vk-lﬂsu(“k)'

Novamente, diminuindo a vizinhanga de indices Nu(ak‘l},
se for necessario, podemos admitir que para todo x€B estejam satis-
feitas as seguintes condigoes: |

i. Py * P | L nB é!um difeomorfismo de L _nB sobre sua imagem
p(LXnB)cBlancws(akﬂl)nFX;
ii. p(anDu) estd suficientemente Cl-préximo de ws(ak_l)nDuan
de forma que a restrigao Pyy = pl'fp(LXnDu) seja um difeomor-

. u s u
fismo de p(L _nD") sobre W Coy 20D nF . (ITI.15)

Com auxilio dos difeomorfismos descritos acima em
(III.15) conseguimos "levantar" a fibragao dada por py em B, a to-
do o B de modo coerente. Pomos, afinal:
7: B — B a D"
-1 -1 _
X — L[p, °P1,°Py °PI(x)
Verifica-se que esta 7 satisfaz as condigOes requeridas

para definir uma fibragdoc admissivel na parte . B de sY,
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o

Repetimos este processo em relagio a todos os elementos
J-criticos 0x .1 tais que o /a, _1=1. Desta forma, construimos a fi
bracido admissivel numa reuniaoc (finita) de abetos dis
juntos de Su(ak) do tipo Bcvk_lﬁsu que chamamos de Bk-l‘ Agora ,pas
/o

samos a considerar um elemento }-critico 0., tal que o A

x/%x-272-
variedade estavel ws(uk_z) em Su(ak) s6 pode acumular-se em B _1-
Ora, em Bk—l’ a fibragdo que acabamos de construir respeita as Z“fi
milias tubulares dos @ .1 © que, por hipétese de indugdo, ja garan-
te a compatibilidade. Passamos agora a considerar em S° o complemen
tar de Bk~1 onde o comportamento de ws(ak_z) permite-nos repetir o
processo de fibragao utilizado em B _, por nao se acumular ai.

Procedendo desta forma com todos os elementos Oy .o de or
dem 2 em relacdo a O s estendemos a projegao w a um aberto Bk~lUBk«2
de Se(ak)‘ Este proéesso, se continuado, permite-nos definir T em
toda a segao sY visto que todo ponto de Du(&k) pertence’ a alguma
We(a) com o localizado no diagrama de grad, f entre o e os Y-po-
GOS.

Assim, fica construido o sistema compativel de J-familias

tubulares para f o que encerra a etapa A da demonstracao.

Etapa B - determinagdo do € - comecamos tomando €, > 0 como na pro-
posigao II.4.1 de modo que, em CP(M, R), na bola de centro f e raio
€, esteja satisfeita a Q-estabilidade para os Z~gradientes. Se g es
té nesta bola, indicamos poé ak(g)Aos elementos Z—erfticoslde gradz
g. Retomando, agoﬁa, o0 processo de indugao da etapa A, vemos que
quanto aos }-pogos de g suas J-familias tubulares ja estdc definidas

€, em suas partes compactas, variam continuamente e de maneira uni-



fome em classe Cl com g,

Sejam, entdo k21 e €._.1 > 0 tais que: se g estd na bola
de centro f e raio € 1 em C(M, R), entdo:

19 ja& estdo construidas as J-familias tubulares para os elementos
Z—criticos de g em relagdo aos quais os Z»pogos tenham ordem
s k=13

29 estao satisfeitas as condigSes do Teorema até este passo, bem
como a situagac de posigao geral entre as variedades estaveis,
instdveis de elementos J-criticos em relagdo aos quais os J-po
gos tenham ordem € k-1 e as folhas

Mostraremos que se pode tomar €1 G<€k$£k~l tal que se
ﬂg~fﬂr<€k o mesmo seja possivel até ordem k.

Na etapa A, tomada a )-sela mk(f)~consideramo$‘uma vizi-
nhanga tubular folheada Qk de . e’uma segdo transversal Su(mk) por
um dominio fundamental DY.

Pois bem, comegamos por tomar 0<akssk_1 tal que, para
§g~fﬂr<ek estejam satisfeitas as condigdes enunciadas a seguir:

i. uk(g}CQk, onde ak{g) € a J-sela de grady g-ccprespondente.a

ak(f) pelo homeomorfismo h de IT.4.1;

ii. que SuEak(f)] seja ainda segdo transversal a grady g pelo do-
minio fundamental

D'[a, (g)] = Wilay (g)Ins" Lo, (£) 15

iii. que tambem as wsﬁak_l(g)j nac se acumulem em Su[uk(f)i - 0
que & possivel pois as Wsiak!l(f)} nao se acumulam em SuEak(f}}
e as wsﬁak“l€g}3 variam continuamente em suas partes compactas

com g — onde os a _,(f) sdo elementos J-criticos de ordem 1 em




iv.

vi.

vii.

relacao a o e ak_l(g) seus correspondentes para gradz g.

que Su[ak(f}] estejam satisfeitas as hipdteses de posigdo ge
ral entre WuEak(gfi, wstmkﬂlig}3 e as folhas;

que esta situacdo de posigao geral se conserve por iteragdo pa
ra tempos positivos quaisquer — isto é possivel gragas a limi
tacao uniforme do A-lema (II.3.5) que varia continuamente com
o campo;

para levantar a fibragao de Wsiak“l(f)l a um aberto da segao
Su, na etapa A, tomou-se uma vizinhanga tubular folheada (B,p)
em anlﬂsu. Esta condicdo impbe que B esteja contida na vizi-
nhanga de ws[uk_l(g)} fibrada pela )-famflia tubular para todo
lg-£17<e, s . |

que B seja vizinhanca de wsﬁmk_lﬂg)JnSgndml em SY nd 1 € que
as Tk“l(g) mantenham, em B, aé transversalidades entre si exi-
gidas para as de f. Que sejam também mantidas as transversali-
dades entre T~ (g} e w4 Eak l(f)} em B e por iteragao para tem
pos positivos para qualquer g com | g-f]|¥<e.

A esta altura, se Wsiakwl(f}]nsu tinha a dimensao apropriada,

isto &, se

dim{W¥la, _,(£)1ns"nF F = s(ay),

- 0o mesmo se dara com g (pela hlpctese de conservacao das trans-

-1
versalldades} e, entao, a fibracao obtlda da familia t=~ (g) -
pode ser tomada como fibracdo admissivel. Se ao contrario, es-
ta dimensdo for > s(ak), prosseguimos introduzindo mais exigen

cias ds anteriores e que, eventualmente, diminuam o ek(€k>0):
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viii. a projecdo p: B —— Bl c ws[“k~l(f)j“$u quando restrita a
Ws[akglig}}nB € um difeomorfismo, para qualquer g, ﬂg—fﬂr<ek
— isto € possivel ainda pela variacdo clecontinua  de
Wstakml(g)} uniforme nas partes compactas, este difeomorfis-

mo serd denotado por Pg» Para cada g. Isto &:

P, = P | Wla_,(g)InB; (II1.26)

g
ix. que Wu{ak(g}3 esteja suficientemente Cl—préxima de Wu[ak(f)]

em SY de forma que a imagem

(+) = pg{wsﬁak_l(g)} n Wla, (g)1 n B} (III.27)

esteja tac proxima de wstak~l(f)3nbu que a festrigéo de
Py: By —— Wf[ak‘l(f)]nﬁu d imagem (+) em (III.27) seja ain-
da um difeomorfismo, ¥g com ﬂg~fﬁr<gk, Pomos, entdo plgzpl[(+),
Estabelecidas estas ccndigaeé,tomada g tal que Rg;f§r<ﬁk, PO~
demos definir em Wsﬁak~1(g)3n8u uma fibragdo admissivel a par
tir daquela construida para f e éue varie continuamente, em
classe Cl, com g; pondo :

M Ws[ak_l(g)]nsu[ak(f)}nB — wstak“l<g>3nw“[ak(g>3na

- ~1
T o= ° ep. o (I11.28)
g © Pg °P1g°Py°P

Daqui, estendemos a fibracao Wg a todo o aberto B de Su, de
modo compatviel com aé Ti(g); isk-1, que encontrem B, do mes
mo modo éaﬁo fizemos com f, onde, ao'invés de (B,p), usamos
(B, pélep), Basta, para isto, verificar que (B,pélap) & tam-
bém uma vizinhanca tubular folheada de wsﬁak~1(g)JnB em SY.

Como o processo de indugdc é finito, chegamos a um €>0 para o



qual estd satisfeito o Teorema J-familia tubular, c.q.d.

Com este teorema, pretendemos mostrar que se fes§, entao,

grady f € estruturalmente estivel por pequenas perturbagdes
de f. A esta altura, entretanto, ja podemos deduzir o se-

guinte corolario:

Corolario III.3.6 - sg & aberto em CY(M, R).

Demonstracao: se f83§ e €>0 & dado como no Teorema ITI.3.5,

entdo a bola de centro f e raio € em CU(M, R) também esta

r
em SE‘

III.4% Estabilidade Estrutural - a construcdo do homeomorfismo que

leva trajetérias do .J-gradiente de f nas trajetdrias do Z—gradieg»
te de g sera feita por um nimero finito de etapas, o qué’sevé poSs.

- sivel gracas as duas proposicdes seguintes:

Proposicao III.4.1 - Sejam dados (Ui) cobertura aberta de

l1si<s

MR o n>0 um nUmero real positivo, entdo existe >0 tal que se

£6CT (M, R), com ||£]|F<s, & possivel escrever:

f = fl + ...+ fs s com (I11.29)

lgs<n e £, =0 emmu, 12455 (I11.30)

i
Demonstragac: Com efeito, basta tomar uma particac da unidade

ﬁr}, to~-

(ii)ISiSS subordinada a cobertura dada e se M = liiis{ﬂki
mar 0<§s<n/M. Definimos, para i, lsiss, fi=llf, c.q.d.

Observa-se que, sendo satisfeitas as condicdes (III.29) e
(ITI.30) teremos, para os )-gradientes que:

grad, f = grady £, + ... + grady fs (II1.31)
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(r-1)
lgradz £, <n e grad; f, = 0 em M-U., 1lsiss  (III.32)

Proposicdo ITI.4.2 -~ Sendo feS¥ (III.1.4) e ¢ ofluxo dado por

gradZ f, existem n>0 e Qk=ﬁk[ak(f)}~vizinhangas tubulares folhea-
das dos elementos X«cr{ticas de f, k=1,...,n e um inteiro J>f tais

que

(¢ (ﬂ B seja cobertura de M"'P (II1.33)

0gjsJ
lsk<n

e para cada g, com ||g-f]|"<n, e cada k, lsksn se tenha:

05(0)) < 125 N ?zu . 320,....d (TII.34)

onde Tzsfé a vizinhanca de W'la x(g)] obtida como reunido das fi-
bras da Z familia tybular de gradz g; e, finalmente, se x,y@@ CQ }
entdo, T S(x) e T Ey) se 1nterceptam transversalmente, ‘num uUnico
ponto, quer as fibras consideradas T S(x) e T (y) pelos pontos,
X ey, respectivamente, sejam ambas relativas & mesma funcao quer
sejam relativas a duas fungdes quaisquer da bola de centroc f e
raio n.

Demonstragdc: Inicialmente, consideramos n>0 dado no Teorema I-fa

milia tubular (III.3.5) relativamente is variedades estaveis e ins

taveis. Entdc, para cada ak(f),’sejam,: - T?S e r?u as vizinﬂag
cas de wsﬁak(f)] e Wuiak€f)3 s respectivamente. Entao podemos tomar
uma vizinhanga tubular folheada 9 de ak(f} tal que:

ks ku.

kcﬁkcﬁk (compacto)ctf g 3 (ITII.36)

em ﬁk as fibras de T?s e T?u encontram-se (IIT.37)

transversalmente;
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i

Assxm construidas as Qk’ teremos que (¢ (Q )). j=0,1 :
$ % 0 2 6

k 1,...,n
é uma cobertura aberta da variedade compacta M (III.1.1) donde

podemos extrair a subcobertura finita (¢ (ﬂ )) -0,1 j » para
"Iﬁ,

kwi,.‘.,n
um conveniente inteiroc J>0. Como ¢. & um difeomorfismo e as J-fa-

milias tubulares sio invariantes pelo fluxo, temos que:

- ~ k . "
65 () < riﬁs nte%, 350,1,...,n ; ¥k, Lsksn,

e que, em’éj(ﬁk),as fibras r?s{x) e T?u(y) se encontram transver-

salmente num (nico ponto.

Ora, como as fibras das J-familias tubulares variam con-
tinuamente em classe Cl e esta continuidade € uniforme nas partes
compactas, é possivel considerar n>0, eventialmente menor que aque
le tomado no inicio pelo Teorema da J-familia tubular, de forma que
sendo g, fg-£f|F<n, de Eenham satisfeitas as condicSes (ITI.34) e

(III.35) no compacto L~} é (Q ), para cada k, lgksn.
j=0

Estamos, agora em condigées de demonstrar o teorema cen-

tral deste capitulo.

Teorema III.4.3 (da Estabilidade Estrutural): Sendo fes”, existe

€>0 tal que se [g-f]|"<e, entdo grady f e grady g sdo topologicamen.
te equivalentes. 0 homeomorfismo que leva as trajetdrias de gradx
f nas de gradx g pode ser construido de modo a deixar invariantes

és folhas.

Demonstracdo: A construgdo do homeomorfismo e, formalmente, a mes~ -

ma de Palls~Smale, Partimos da cobertura (¢ (Q }) e do n>0 da pro-

posigdo III.4%.2. Na proposigao III.4. l,con51deramos n's Eﬂ- > 0,don



de tiramos >0 tal que se |g-f]|¥<§, entdo se pode escrever

g=f+ ] g (III.38)

3
osjsy I
I1sk<n

onde ﬂgjklp< nt e ik = 0 em M-W, onde W & um aberto tal que

W e ¢j(9k).
0 modo como tomamos n', nos mostra que, para cada

jO’ kg — DstsJ, 1sk,sn, a fungao

£ I . 85

<3=]10

zskska
ainda dista de f menos que n, satisfazendo, portanto, ainda as con
digoes da proposigao III.4.2. Pela tran sitividade da estabilidade
estrutural basta tomar, entdo, duas fungOes g1 8, da bola de cen~-
tro £ e raio n e tais que gl~f = gz—f = 0 em M-W, W aberto e
We ¢j(9k), j e k fixados 0<£js<J, ls<ksn.

Tomadas estas 8118, © construido o homeomorfismo de MT'P

que leve trajetdrias de gradz gy nas de gradz g, fica demonstrado
o teorena.
Este homeomorfismo, por sua vez, € construido em duas

etapas por meio de um fluxo continuo (ndo necessariamente um Z«grg

diente). Chamamos de Wi, ?i os fluxos definidos pelos E~gradientes
de g1 € &y respectivamente, Pomos
V = tu} $,.(Q, ) (IIT.39)
terR ¢ X

sendo ¢ o fluxo de gradi f. E claro que V contém o saturado de W




por ?% ou ?i. 0 fluxo auxiliar & definido por:
Tks

1 Kupy2
glt¥t€x)}nrg2[¥t(x)}, se x€V

(III.40)

&L

(x)
£ 1 2
?t(x} = ?t(x), se xEM-V

-~

Verifica-se que ¥ estd bem definido e € um fluxo continuo em
Mm+p’ levando (III.35) em conta. E, ainda, que se x nd3o esta no
saturado de W, entdo W%(x) = ?i(x) = ?t(x). Definé-se, na primei-

ra etapa, um homeomorfismo hE: M s M, pondo:

hy(x) = lim ¥ 0¥1 01, xed™P (III.41)
tr+oo

Verifica-se de maneira analoga & de Palis-Smale, que hy esta bem

definido e € continuo. Da mesma forma, vé-se que

1

hl(x) = lim ?t

oo

[¥_.(x)1, xeu™P (II1.42)

estd bem definido e é continuo.
De (IIT.4l) e (III.42), mostra-se que

1 _ 3 oow el
h ¥ = ?thl e hy¥ = ¥ihy o vteR.

Isto €, hy € um homeomorfismo (ﬂl z (hl}“l)Aezleva trajetorias de
vl em trajetdérias de ¥. De maneira andloga, construimos hy:M —+ M
levando trajetdrias de ¥ em trajetdrias de ¥2 . 0 homeomorfismo
procurado & composto destes dois. Isto encerra a demonstracgado do

teorema de estabilidade estrutural, c.q.d.



CAPITULO IV : )-GRADIENTES EM DIMENSZO 2

Neste capitulo damos uma caracterizacdo dos Ewgradé
entes cujas singularidades sejam Z~simples num fibrado com
grupo estrutural discreto (0.2.2) de dimens3o 2. A seguir, pro
vamos que tais fung¢oes formam um conjunto aberto e denso em
Créﬂz,ﬁé)‘quando a folheagao apresentar alguma folha compacta.
A proposigao seguinte & conseqliéneia imediata do Teorema de

Thom para jatos [12].

Proposicao IV.1 - Sejam M? variedade diferenciavel conexa, com
pacta, munida de uma folheacao diferenciavel
F @e condimensdo 1); J2(M?, R) o fibrado dos

2

jatos de 2% ordem de M* em R; WeJ? (M2, R) da

do por

e 2 2 2 f | == 2 ==
W= {j fP e J°(M°, Ry | d(f}Fp)p 0ed (f{FP)p 0y  (vr.1)

onde Fp &€ a folha de F por p. Ent3o W & uma
subvariedade fechada de Jz(Hz, R) e, sendo
rz3, o conjunto das fungdes f € Cr(MZ,-R)

tais que jzf?§ W & aberto e denso em Cr(Mz, R) .

Demonstragao : W & subvariedade fechada pois se jzfpe J2(M2, R}
e (U,x,y) & uma carta local de M? tal que p € U, a folheagado em
U seja dada por y = constante e 7 : Jz(Mz, R) s M2 seja

a projecao natural, entdo



war gy = {jzgquz(Hz,’R) | a8V g (@) = g, (q) = 0}

Entao W é uma subvariedade mergulhada, fechada de &imensso 6
do fibrado Jz(ﬁz,-R) cuja dimensao & 8. A parte final da grO*
posicao IV.l1 & uma aplica@éo do teorema que enunciamos a se-
guir, cuja prova segue dos Teoremas de Transversalidade que sé

encontram em { 3] ;

Teorema de Thom para jatos (f121). Sejam X uma variedade (com

ou sem bordo) de classe c”, r2l, Y uma variedade C2r+2, W uma

r-k

variedade C (Y e W sem bordo). Dada uma aplicacao

¢ e cF K, Jk(X,Y)} consideremos o conjunto
cL(x.v) = {fect(x,v) | it ¥ 6}
e admitamos que

(1) X,Y e W tém dimensao finita

(2) ¥ > max {dim X + dim Y - dim J5(X,¥),k}

Nestas condic¢Oes CE(X,Y) é residual (e portanto denso) em
ct(X,Y). Se X e W sdo compactos, ou se X é compacto,
G=1 : W —s Jk(X,Y) & inclusa e W é fechada, entdo CE(X,Y)
é aberto.

2

Este teorema se aplica ao nossoc caso, onde X = M° e ¥ = R sao

variedades C, weg? (M2, R) & uma subvariedade C” fechada e k=2.

Consideremos,agora, o caso em que a folheacao de M2 seja dada

por uma fibracdac com grupo estrutural discreto, isto é&:

Definicdo IV.2 -~ Sejam : g : R — R atranslagdo g(x) = x + 2,
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v: s — sl un difeomorfismo de pif®(s}) e ¢:nl(s]‘) — pif” (s}
¢ homomorfismo do grupo fundamental chsl} em Difw{sl} defini-

do, como em (0.6) por ¢(g) = Y. Consideremos em RxS' a folhea-

- w8

¢do F dada pela 2% projecdo e a relacac de equivaléncia dada

em (0.5):

(%), £1)v(xy b)) @=> gn€Z | x,=x,+2nm e t,=¥"(t,) (IV.2)

2
Na varledade quociente M2=Rx81/%, a folheacao F determina, por
passagem ao quociente, uma fOlheagéo'F? que se diz induzida por
Y. A folha F de ¥ cbtida.como quociente de §t=RX{t} se diz fo-

lha relativa a t e indica-se por F

t‘

Definigée Iv.3 -~ 5e ¥: 8§ é um difeomorfismo, tes; e Ft

é a folha dewF? relativa a t, diz-se que Ft & uma'falha‘trivial

se, e 806 se, F, admite uma vizinhanga em M’ na qual a folheagao

i i

-

seja trivialmente dada por um produto. Neste caso, diz-se tam-

bém que t & trivial.

Sendo WEDif“(SI) vamos distinguir trés casos:

19 - ¥ inverte a orientacdo - entdo ¥ admite 2 pontos fixos

p,qesl. Os demais pontos perfédicas, se existirem, sd3o de pe-

riodo 2 e formam um conjunto F,uF, em que cada F, & um fechado

i
de cada um dos arcos de Sl~{p,q} e sao homeomorfos entre si.

Os pontos nao periodlcos formam um ccnjunto enumerivel de pares
de arcos abertos cujos bordos sao pontos periddicos - este con-
junto pode ser vazio. A Srbita de cada ponto ndo peridédico & for

mada por duas seqiliéncias monotdnicas e tem como a- e w-limites

S6rbitas periddicas. Os pontos triviais (IV.3) neste caso sido os
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pontos nao periddicos e pontos periddicos gue pertencamn ao in-

terior de F,uF, (portanto de periodo 2);

29 - ¥ preserva a orientacdo e tem nimero de rotagao racio-

nal p/q (g>0, p e g inteiros primos entre si): entdo existe,
pelo menos, um ponto periddico. Todos os pontos periddico. To-
dos os pontos periddicos sdo de periodo q. Os pontos triviais
30, novamente, os nao periédicos (cujas Srbitas sio formadas
por g sequéncias monotdnicas e os g- e w-limites sio Orbitas
periddicas) e pontos periddicos interiores ao fechado dos pon

tos periddicos.

39 - ¥ preserva a orientacdo e tem nimero de rotacao irracio-

N & - N —
cional -~ como estamos em classe C , todas as Orbitas de ¥ serao

densas em S%*

oF:

o

5 ; . . 1 .
resultados sobre o difeomorfismo de S que estamos
usando neste capitulo podem ser encontyados em [10].

Verifica-se ainda que vale a seguinte propriedade.

Proposicao IV.4 - Se ¥ preserva a orientacdo, entdo a variedade
2 L) el ] : $ -
M™ obtida como em IV.2 & o toro e se V¥ inverte a orientagac en-

tio M2 & a garrafa de Klein.

o)

Definicao IV.5 ~ Seja M2 uma variedade nemamiana munida de uma
folheagao (de codimensdo 1). Se fec® (M°R), com r23, e se p€M2

€ um ponto singular L-simples de gra&z £, diz-se que p & unm pon
to I-quase hiperbdlico se, e s6 se, estiverem satisfeitas as se

guintes condicCes em p:

AlfIF =0, d2(fiF =0 e g’ .
(£iF) (E1P) aB(EIF) = 0 (1v.3)




onde Fp € a folha que passa por p.

Definicao IV.6 - Seja M2 variedade obtida como em IV.2 com a fo
lheagdo induzida por ¥ e munida de uma métrica reimanniana dife
renciavel. Definimos duas classes de fungdes de Cr(Mz, R}, quan
do rz3:

G = {fecT (M,R) | grad, f s6 admite singularidades J-simples)

e definimos SrcGrﬁ pondo que fest se, e sb se, fegt e satisfaz,
ainda, ds seguintes condigbes:

i, os pontos singulares de gra&z f sao Z«hiperbélicos
exceto, eventualmente, um nimero finito deles que sao J~quase-
hiperbdlicos:

ii. os pontos J-guase-hiperbdlicos s& aparecem em fo-

ihas triviais e, no méximo, um em cada folha.

e

Na linguagem dos jatos utilizada na proposicao IV.1,

podemos descrever algumas destas condigoes da seguinte forma:

Proposicido IV.7 - Se fegt e P € um ponto singular de gradz £,

-

~ - . o v .2 . - -
entdoc p & }J-hiperbélico se, e 86 se, ?‘fpgw (IV.1). Se p & tal

gue jEEPQW e se r23, entdo p & J-guase-hiperbdlico se, e s se

.2
£ B W.
3ITE R

A verificagao é imediata desde aue se considerem en
torno de p coordenadas nas quais a folheacao seja dada como pPro

jecac e em JY(M*, R) as respectivas coordenadas admissiveis.

O préximo teorema d& uma caracterizacao dos Ewgradieg

. e i .
tes estruturalmente estéveis em G nos casos em que ¢ aifeomor-
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fismo ¥ apresenta algum ponto periddico (19 e 29}).

Teorema IV.8 - Sedam: ?@Qifwisl} com algum ponto periddico, M2
o fibrado com a folheacao induzida por ¥ munido de ume métrica
reimanniana dife rencidvel e fed’ com rz3. Entao grad? f & es~
truturalmente estdvel por perturbacdes ¢t de £ se, e 86 se,

fFest .

. ~ 7 -
Demonstracao: etapa A:em que mostramos que se £€S° entdo seu

Z»qraﬁiente & estruturalmente estavel. Com efeito, seja dada

r . - N .
fesS”, consideremos o nimero §>0 dado pelo teorema I.5.1 de mo

N - r ~ ¥r -
do a garantir que se g é tal que [lg-fl|¥<§, entio g€G também e
b
a subvariedade V (g} dos pontos singulares de gradz g varia con
. -1

tinuamente en classe C com g.

. "L ) . -
Sejam Pyr eeny pkev (£} os pontos sinqulares Z~q&ase hiperboli~

cos de gxaég f. Cada pj, 1<igk, pode ser tomado como crigem de

um sistema de coordenadas (xjpgj}, definido em ﬂj e de modo que:

i. a folheacgao em ul ¢ dada pela projecao {xj’sj}"*sj';

H

ii. Vl{f}nﬁé € dada pelo grafico de uma fungdo cr L

i

5, = s.éxj}, com sﬁ(O} = gt {0}

Ce gl(0} = 0
J 3 3( )

iii. os pontos de U! tais que Exx = 0 sdo dados pelo gri

L

Crwz

fico de uma funcao X. = X.{(s.}):

S .

3 J 3

iv. em U! os graficos de s, = s.(x.) e x. = x.{(s.) s8
3 1 I | 3 33

se encontram na origem {onde o fazem transversalmen

tel} .,

Diminuindo, se preciso for, o &>0 de partida, € possi-

vel impor que, num aberto U; que selja ainda vizinhanca de pj e

4




tal que |

i. U, estd contido na vizanhanca da folha (trivial)

[2le) s pé em que a folheagao seija dada por um produs

to; o saturado (pela folheacao) de U, ndo encontra
3

a reuniao dos saturados dos demais Uy ke

ii. em cada ﬁj se tenha g 0; as curvas g =0 e g _ =0

&
HEM AX

sd8o, ainda,obtidas como graficos de fungdes, inter
ceptando-se transversalmente e num Gnico DoOnto

p.lgl.

£

i
Observames que a condic¢ado ii implica cue, em U,, a
3

3

£ «
s Iolhas.

$Y]

curva g =0 & transversal

o

£

Fixado:

4

os U, satisfazendo as condigCes acima, vemos

4
3

By ~ ~ - e
que os pontos de V (£} que nao estao na reuniao dos Uj formam
uma reuniao finita de arcos compactos {com ou sem bordo) trans-
versais as folhas. Sedja B uma vizinbhanga tubular folheada destes

. | r
arcos. E possivel impor cque para [g-f|

<¢ {onde o §>0 pode ser
menor que o tomado anteriormente) se tenha gue os pontos de
1 ~ ~ L~ . ;
V7 {g) que nao estao na reuniao dos Uj formam arces contidos em
B e saoc ainda transversais ds folhas.
. < - i xr o o
Isto ja mostra que se g & tal que [g-f] <§ entdo ges™.
Fixamos, entao, uma tal ¢ e vamos construir um homeomorfismo

2 C e , .
2 —e M" que leva as trajetdrias do E»qraélente de £ nas do

h: M
J-gradiente de g.

Pomos, de inicio, h(pj} = pjig). A segquir, definimos




2

uma correspondéncia entre as folhas gue encontram U, Por meio de

b4
@ = ; . ' n.lg) e de 3 :
Tyx 0, levando p} em p}égé € de modo que ¢ sinal de fx e g, se

um homeomorfismo auxiliar que definimos entre os arcos de £ =0
X

ja © mesmo em pontos correspondentes e que em cada extremo des-
tes arcos o homeomorfismo preserve as folhas. Esta correspondén-
cia entre as folhas estabelecidas para j=1,2,..,k determina uma
aplicagdo h numa reunido finita de arcos de S1 formados todos
pPor pontos triviais de ¥ e em seus iterados {por V). Pela cons-
trucao, é evidente que h é a identidade nos bordos desses arcos.
Estendemos h a todo o S &afininda~o como identidade no comple~
mentar destes arcos.

2

Voltando a M°, definimos h em U, levandc a curva f =0

3 X
na curva gxmﬁ, respeitando a correspondéncia entre as folhas es

tabelecida por h e de forma que fxx € Iy tenham o mesmo sinal
em pontos correspondentes. Nos demais pontos de Vl(f}, defini-
mos h pondo para cada pevi{f}:

hip} = Vi{g}ﬁ{campen@nte conexa de p em Bn?n}

I

Estendemos h de Vlif} a toda Mz pela razao do comprimento de ar
co. Para isto, observamos que cada ponto p de Mzuvﬁ(f} pertence
a um arco compacto de Fp cujo bordo & form&d@ por pontos de
Viéf), Com efeito, ainda ocue Fp nao seja compacta ela apresenta
folhas compactas em seu fecho. E estas, certamente, naoc sio tri-
viais devendo, portanto, apresentar pontos em que Vl{f} lhes se-
ja transversal. As demais propriedades requeridas para h decor~-
rem da construgao e do fato de ser r23,
T

0

etapa B -~ tomemos f€G tal que seu f~gradiente seja es

Al

- . i~ T ‘ .
truturalmente estavel por perturba¢oes C de f e mostremos que
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e>(
X Y . . . . L
fes” . Tomamos’'de modo que esteja satisfeita a proposicac I.5.1

e a propriedade de estabilidade estrutural. Na bola Be<f}’ de

Al

, r r
centro £ e raio g, em { (M, R} - ﬁﬁéf}c@ - tomamos, pela pro-

posigao IV.1l, uma funcdo g tal aque j2g F Wem Jz(Mzg R) . Pela

s
s

proposicac IV.7, vemos que 3‘@ & W significa que os pontos sin
gulares de gradg g se constituem de um ntmero finito de pontos
quuasa hiperbdlicos (cue s3o, na respectiva folha, do tipo

"fonte-pogo", isto & a- e w-limites de trajetdrias) e um nime-

ro finito de arcos de pontos —hiperbélicos, sendo, portanto,

2
cada arco do tipo | ~fonte ou J-pogo (IT1.2.9). Seque-se, entio,
que vl{f} contén pontos PyoeeeePy do tipo "fonte-poco nas res-~
pectivas folhas e gue cada comnonente conexa de Vl(f} - {pi,‘.
v.,pk} & um }~pogo ou uma Z“f@ﬂt&. Mostremos cue Os pontos Py
e Py 830 gwquase hiperbdlicos e cue os demais sio E-hipgrb5~
licos.

Com efeito, se algum pé, I<dsk, nao fosse quuase hi
perbdlico, poderiamos tomd&-lo como origem de um sistema de cooxr
denadas (U,x,y} no qual a folheacao seja dada por y = constan-
te e de modo que nenhum Ps {i=3) esteja em U. Para a suficiente
mente pequeno e com uma escolha conveniente de sinal, poderia-~
mos construir uma funcao 9, POr meio de uma perturbagao local

. 3 .
do tipo ax” de modo que gradz g, apresentasse k+2 pontos singu-

G

3 . - ; ¥ <
lares do tipo "fonte-poco" e com [g -fl|¥<s, o que seria absurdo.
; a
1 - .
Analogamente, se pGEV (£y - {pig.“&, pk} fosse um ponto singular
ndo }-hiperb8lico, com uma perturbacio do tipo ax? construiria-

mos uma fungao cujo Ew@f&&iente tivesse também k+2 pontos do ti-
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v

po “fonte-pogo'. Concluimos, portanto, que os pontos singulares

de qxadz f satisfazem & propriedade i na definicao IV.6 de st.

Finalmente, seja pj, 1<ji<k, um ponto Z~qaase hipergé“
lico de f. Tomamos pj como origem de um sistema-de coordenadas
de uma carta (U,x,y) onde a folheacao seja dada Por y = constan
te e de modo que nenhum outro Py i#3, pertenca a U. Dado o su-
ficientemente pequeno e por meic de uma perturbacao local do ti
jole] fo@a, com ¢&(x,y} = (x,y-a) podemos obter funcoes 9, arbitra
riamente prdéximas de f na topoloagia ct e para as quais o unico
ponto E«quase hiperbdlico de U apare¢a na folha y=a, enquanto os
demais coinciden com os de gradz f. Isto nos mostra que o qradg
£, por ser estruturalmente estdvel, nio pode apresentar 2 pontos
piapj na mesma folha ou algum pj en folha nao trivial. Isto en-~

cerra a demonstragao do teorema IV.8.

Como consequiénecia das proposicoes IV.l e IV.7 e da se-
guinte observacao: se uma folha de F & nio trivial, entao ela
€ aproximado por folhas triviais, . demonstra-se por in-

termédio de perturbacdes locais dos tipos utilizados na etapa B

<

da demonstragéo do teorema anterior, o seguinte resultado:

. R s 2
Teorema II.9 ~ Sedam: Y€Dif (M°) com algum ponto periddico, M° o
fibrado com a folheagdo induzida por ¥ munido de uma métrica rie
« < ;= o~ ¥ = .
manniana diferenciavel. EntZo a classe S & aberta e densa em

Cr(Mg, R}, onde r=z3. - .
No caso de ¥ nao ter ponto periddico, a va-

riedade obtida em IV.2 & o toro e a folheacio Fy & tal que toda

- 2 ~ ~ P
folha e densa em T“. Para este Caso, naoc sao validos os teoremas
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IV.8 e IV.9. Ao invés disso, com técnicas andlogas is ja utiliza

das, provamos O segquinte resultado:

: r ~ . - -
Teorema IV.10 ~ Se f€G~, entao grad}~ f & estruturalmente estivel
- i - X : =
se, e sO se V' {{f} & formado exclusivamente PoOY  pontos Z-hlpetb@»
licos. A classe das funcgdes cujos J~gradientes sio estruturalmen

te estdveis nao & densa em CE(MQ, Ry, r=3.

Demonstracac - Seja X o campo de vetores de M2 obtido como quo-~

ciente do campo (1,0) em RxSt (supensdoc de V¥). Se fec’ & tal que
jzf W en Jzész R}, entac o nimero de pontos p@Mﬁ tais que
Jgfpew & par. Com efeito, basta considerar a variagao do sinal
de dfp(xp} = d(fi?p}p {xp} ao longo da variedade Vlép} dos pon-~
tos singulares de gradz f. Entao, se jzanzg sejam p,q pontos
distintos desta intersecdo. Por meio de uma perturbacao lccal
do tipo fo$@ (como a que utilizamos na etapa B da demonstracao
do teorema IV.8) em torno de um destes pontos, podemos aproximar
f por fungoes cujos §~gradienﬁes apresentem 0s pontos Z«quase
hiperbélicos p e g ora em folhas distintas ora na mesma folha de
vido a densidade de cada folha. Isto mostra que se gradX £ & es~
truturalmente estivel seus pontos singulares tém que ser Z~po§os
ou z~fcntes. Argumento andlogo ac do teorema IV.8 mostra cue es-
tes tém que ser )-hiperbSlicos.

Reciprocamente, se,vl{f} € formado exclusivamente poY
pontos Z~hiperb6iic05, tomamos uma vizinhanca tubular folheada
B de Vl{f} e um namero >0 tal cue:

r -1 . -
lg-f]l"<e = V' (g)cB e & ainda transversal is folhas.
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Dada uma tal funcao g, definimos h:vi{f} ety Vl(q}, pondo  para
pevl{f): hip} = Vl(g}n{camponente de p em Ban). Esta aplica-
gao se estende a um homeomorfismo de ME pelo comprimento de ar

co. As verificagOes sendo andlogas 3s da etapa A do teorema IV.8.

Finalmente, para mostrar aue o conjunto das fungoes f
cujos §~qradientes a0 estruturalmente estiveis nao sao densos,
basta mostrar, tendo em vista a proposicao IV.l cue existe uma

g 2 W . 2
funcao £ tal que 3°f & W e j°fnWxg.

2 z
e Bt M —— R tais

Seja (U, ¢) uma carta local de M
que:
i. ¢{U)=[-3,31x[-3,3];
ii. ¢(p)=(x,y) e a folheagdo em U é dada por y=constan-
te;
iii. B@Criﬁg, R} e B se anula fora de é'i(}—3,3EXE—3,3[)
e vale 1 em ¢‘1(}—2,2{x}a2,2{}=31c0,

Comecamoes definindo gecréM‘, R} da seguinte maneira:

0 se p@é 1(31-3,30x31-3.3[)

gip}) =

3

(B IE- + xy® X7 se pe6 1 (1-3,30.1-3,30) e 6(p)=(x,y).

Temos ,entao, o seguinte:

i §2g EWe
.2 .2 ~ ;

ii. 3 ggz, 3 gpz € W onde pypzeUl sac os pontos tais gue
¢(py) = (0,-1) e 8(p,) = (0,1).

Podemos, entdo, aproximar g por uma fungao feCr(MEF R} tal que

jzf W e §2fﬁwx@, c.q.d.
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