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E..®AQIEBT FIELD$

C)uz' goaZ z:?z t/z l í;hesals l:s t;he stadg, andei' the geral'Íe uÍezo poÍzzt,

aí' some spea aZI uect;oz''-.fÍeZe on a compaot r'Íeman)z an mania'oZd,whÍch

oe jaZZ E-g2'adient; .fÍeZds. T;zeg are gotten a6 0z'thogonaZ pl'oJ'eoí; opl

3f grau'tens oee+uop ftetds an a g'iuen d'tgtl'{,bbut{.on of contaet et

F'LP8t of att ue define a c'l,aso of funct'tons f ü-uch bhat the 8et oÍ'
sizzgzlZaz'it;Íe8 0/' t/ze E-gz'ad2:ent /'íeZd of .f 'ís a aompact; aubman2lJ'oZd

Pe õhou that Puo% a aZa8s 8 Open and densa ín t;ze epa.ce o.f .fu7zatÍopzõ

oÍt;/z t;ze Cr topoZogg, 2'Z2. T;zom has eonaÍdel''ed t/ze questÍon {n [7]

and deueZloped a Mopae Theoz'y foz' aompZet;eZg ntegrabZe dist;l'Íbat ons

8ay, f'oY' foliar'tons:
Jn t;he oeqaeZ ue /zazJe pz'oüed t;he Q-s b Z tg and í;he st7'uotziraZ eí;a

b'Ltity fap 8maLL ctaeses of funet on8;, the fotiat{.on w th compact

Zeaues. The tear a 8 the Game Dize usei b# PaZ 8 and SmczZe .fop
dgnam aaZ sgstems [5].
.í?z t;/ze Zast seat on ue got a clharact;ez'izat on .f02' t/ze stpuatuz'aZy
atabZe E-gz'adÍent .fÍeZds on Móít;orais and dIZe n bot;tZeJ o/zen t;ze .fo-

ZÍatzan ts t;;ze ezzepepzot.o?z o.f a dz..flpeomc)7tph sm on $'Z

T/ze oubJ'ect as pz'oposed bg mv adz} aep, V.M..OZiz;a, as a p!'eZlimÍlzaz'

opep J''oz' t;ze studg o.f a gemer c t/zeoz'!/ af t;/ze mec/zanÍcaZ s:/aterra

not; lzeaeosapzZZg hoZonomozís [2]+ sa!/J t/ze Ápp ZZ ueotozt-Jpt,eZcZs. !tho

sÍtzgzzZal'ÍtÍes o.f í;/ze AppeZZ z;ect;o -fÍeZd8 al'e, {n t/ze aonsez.uat;izJe

cabe,essentÍaZy t/ze game o.f t;ze E-gz'adÍelzt o.f the poí;enfiei enepgg)

t;ze meta'ie gipen bg t/ze k!/net; a anel'gy and t/ze d stz'Íbzzt; on g Den bg
z;eZoaÍ$y c?ono traÍnts .

e
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í-GRAOIENT FIELDS 

Our goal in this thesis is the study, under the generic view point, 

p'f some special veetor-fiels on a compact riemannian manifoZd,which 

we caZZ E-gradient fields. They are gotten as orthogonaZ projection 

of gradient vector fields on a given distribution of contact ele

mente. 

First of aZZ we define a cl.ass of functions f such that the set of 

singularities of the E-gradient fieZd of f is a compact submanifold. 

We show that pueh a class is open and dense in the spa_ae of functionê 

with the Cr topoZogy, r~2. Thom has considered the question in [1] 

and deveZoped a Morse Theory for completely integrabZe distributions, 

say, for foZiations • • 
In the sequeZ we have proved the íl-s bility and the stPuctural sta

bility for smatl cZasses of functions:, the foZiation with aompact 

Zeaves. The technic is the sarne one used by Palis and SmaZe for 

dynamicaZ aystems [S]. 

In the Zast seation we gota characterization for the struaturaly 

stabZe E-gradient fields on M2 (torus and KZein bottte) when the fo

Ziation is the suspension of a diffeomorphism on s1• 

The subject was proposed by my adviser, W.M.OZiva, as a preliminar 

step for the stµdy of a generic theory of the mechanical systems 

not neaessariZly ,holonomous [2], say, the AppeZl ve'l!tor-fieZds. The 

singuZarities of the Appell vector-fields are, in the eonservative 

aase,essentiaZy the same of the E-gradient of the potential energy, 

the metric given by the kynetic energy and the distribution given by 

velocipy aonstraints. 
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f{, n {, t'L o n s

gg,fz:lzÍt;'z:on.s - LeÚ J#m''KP be a C'" compact; aonnect;ed r emannl:an manÍ-

fotd \o'L-bh a smooth dLstp{,bution E of cod{.men8Lon p; tet fçCI' (bf+p,R}
PZ2, be a real functCon om. b4. The E-gpad{.ent f{,etd of f {.s the Uec-

bop f{,etd Xf g'tuen} at each point neM, by the opthogonat pl'ojectCon
)f grua f (u) on the subspace 'Lüa' Cata E.(M) the oector bundte of M
nduced b:/ }l and 0; M----+ l:(M,i {t6 zel'a seat2:an. g'/ze si?zguZa2'2ltÍes

CPtt'tcal po{.nts) af Xf ape sa{,d to be T.-simpLe {f' Xf(M} and 0(M}
are ín genes'aZ poaÍf on ftpansuersaZJ 2ln ETM;.

Flteopem 1 - The set of feCT' {M, R}, TZ2, suor that the s'Lngutartties

)f' Xfape 't-8'Lmpte {s open and denso. The set of' etngutarÍtteo of

Xfape, {.n tais cabe, a eompact eubman{.j'atd VP(f) of M, lo{,th dtmen-

B'Lon p and cta 8 CP. 1 . VP(g) deverás cona nuasLy on g, f'or g cear f.
.[n t;/ze seqzieZ ue assume í;hat E de/ítzeo a .fo-Z at on P ozz t7ze maná:J''aZd

)ef'tnÍt{.ons - ]:f fGCr (M, R) Pz2, and a; {s a cpitical, po'tnt of X,, a=r v u'+v VJ '4 .OJ

{s E-hyperboZz:a {.f, and onze/ {.f, E {o /zypel'boZ c cr ltÍcaZ poÍní; o.f

bhe pestp{.ct{,on of Xf to the teaoe F= thpough =. ]:f the CP{,t{.cat

PO ntS o.f XJ,. ape :l-;zyperboZlÍe, t; s FOGO bZe to oolz8 dep st;abre cznd

4nstabte manifatd.8 foa' each connected component ü of' VP(f). We say

t/zat; three szzbmanCI'oZds S], $2 and $3 ape ?z gezepal pos t:on í./',and
on'Ly 'L f,

1. $.L {a tpaneuersal, lo'tth S5. {jÉ0, lsd., ;lÇS;

b. S.tüS;l and Sk ax'e tT'ans.oeP8at, lct,j,ks3, {.#j, t#k, j#t

JS'tng the techn{,c of tubul,ap famit{.ee of' Pata,8-SmaLe one ppooes the
fo'L'Lowtng peru 1, t8

.rM e e S g'&oa, de)

M
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In oPder to state the main results we give, first of aZZ, some de

finitions. 

Definition.s - Let yn+p be a C
00 

oompaat conneated riemannian mani

fold with a smooth distPibution E of oodimension p; Zet f0CP(fi'1+P,RJ 

r~2, be a real function on M. The I-gradient fieZd of f i& the vea-
~ tor field x1 given, at eaah point x0M, by the orthogonaZ projeation 

of grad f (x) on the subspaae rz. CalZ E(M) the veator bundle of M 

induced by E and O: M---+ I(M) its zero section. The singularities 

(critical pointa) of Xf are said to be E-simpZe if x1 (M) and O(M) 

are in general position (transversall in E(M). 

Theorem 1 - The set of f0Cr(M, R), r~2, suoh that the singularities 

of x1 are r.-simple is open and dense. The set of singularities of 

x
1 

are, in this aase, a aompact submaniftJZd vP (f} of M, with dimen

sion p and alass cr:1 . vP(g) dependa aontinuosly on g, for g near f. 

In the sequel we assume that E defines a fo-liation F on· the manifeld 

M. 

Definitions - If f0Cr(M, R) r~2, and x is a aritical point of Xf, x 
is I-hyperbolia if, and only if, x is hyperbolia ariticaZ point of 

the restriation of Xf to the Zeave Fx through x. If the aritical 

points of Xf are I-hyperbolia, it is possible to consider stable and 

unstable manifolds for each aonneated component a of vP(f). We say 

that thr>ee aubmanifolde s1, s 2 and s 3 are in general position if,and 
only if, 

q. Si is transversal with s., i/j, 1si, j~3; 
' J 

b. Sinsj and Sk are transversal, 1si,j,ks3, i/j, i/k, j/k. 

Using the technia of tubular families of Palis-Smale one proves the 
following results: 



Theol'em 2 - Áosume E def2:n ng a foZ aí;l:on oÍt;h compact; leal;es, Xl::.

uií;/z E-h&'pel'balia sixzguZapÍt;ies, and t;he stabZe and nstabZe maná

fo'Lds of the conneeted componente of VP(f} and the Leaue8 ape 'tn

general poü'tt'ton. Then Xr s atruetuY'aty etabLe for CI'-perfaz'bations
.K.P @

The tas b re8utto bota f'or Ma and a fot at on F g'tüen by OI'b{.t6 0f a

Bupene'tan of' a, ãiffeomor?hesm 'V of' S' , Pz3.

Deftn'tt'toB$. - A tear oj' F {.a tr'tü'tat 'tÍ'' {,t haa a txbutar ne àhboT'-

/zoom a M2 whel.:.e F {o a pz'oduat. .r.f .f#a2'rM2,RJ, rZ3, {a suam d;7zat

Xf ?zaa onze E-s mpla al'ÍtCcaZ poiní;s, a el'ÍticlaZ poi?zt oJ' X.f ila aa d
to be [vuaeÍ-/zúpez'z,azia 2:f arfa zia = d2r.rIPa a and d3rJ'lPa;=/o,

. be'üng the tear by E

De.fine Sz'cCz'rM2, R) as the aet o.f aZZ .f suei t/zaí;.'

a. the er t;2lcaZ po nts o.f Xf:, az'e E-h#pez'boZlÍe.encept;, ez;e2.

tuaZZg, a .rInIte nzimbêz' af E-quaõÍ-hgpez'boZÍe po ní; ;

b. í;he E-quase-;zype2''boZÍc e!'ÍtÍdaZ po nts beZong to triz;Íal
ZeazJes and, at moat;, one n eaah Zea/'

ij' 'V 'ta a ergodtc dif'feomopphtsm (e'Dera orbbtt $ densa {.n S' ), the

sd;pzzcüzil''aZ# sí;abre E-g2''adie zt uect;or .fÍeZds o th E-eimpZe 8 ngaZal'Í-

tíes az''e pz'eaÍoe&# t;/ze arie to?zich t/ze g nguZap t e8 az'e E-hgpe2'boZÍc.

T?zaí; {e noí; a de?zse elass. In z;;ze oí;he2'' cases /zoZds the roZZotoÍng

TheoT'em 3 - Assume the dÍffeo)'mophiüm 'VG D{.ff (S' ) has a pex''tod'i,c

po{.nt and }4' (T' or K') {.s j'ol.{,atei bby the 8uüpena{.on of 'V. if X.P has

ónZy }l-e mpla ap t aaZ paint8, .f6arrA/2,R;, the7z Xr 8 0truat;upaZy

stabZe í/' and onZ!/ {/' f6S}'. Màz''eouel.., Sz' {8 Open and densa n

C'i' rMó , R ;

+
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Theorem 2 - Assume E defining a foliation with aompaat 'leaves, Xf 

with E-hyperbolic singularities, and the stable and unstable mani

folds of the eonnected components of vP(f) and the leaves are in 

general position. Then Xf is structuraly stable for Cr-perturbations 

çf f. 

The last resuZts hold for> M2 
and a foliation F given by orhi.ts of a 

eupe~sio~ of a.: diffeomorphism V of ;i, r~3. 

Definitions - A leaf of F is trivial if it has a tubular neighbor

hood a;; M2 where F is a produat. If f0Cr(M 2,R), r~3, is suah that 

x1 has only i:-simple aritiaat points, a criticai point of x1 is said 

to be E-quaei-hyperboZic if d(flF) = d2(flF) : O and d3(flF) to, 
X X te te X X 

F being the leaf by :e. 
X 

Define SrcCr(M2, R) as the set of all f such that: 

a. the criticai points of Xf are r.-hyper-bolic. e:ccept, eve:!. 

tually, a finite numb~r of T.-quasi-hyperboZia points; 

b. the E-quasi-hyperbolia aritidaZ points betong to trivial 

leaves and, at most, one in eaah leaf. 

If W is a ergodia diffeomorphism (every orbit is dense in s1
), the 

struaturaZy stable E-gradient vector fields with E-simpte singulari

ties are preaisely the one which the singularities are E-hyperbolic. 

That is nota dense class. In the other aases hotds the fotlowing 

resulte: 

Theorem 3 - Assume the diffeormophism ,e Diff
00 

(S 1 ) has a periodia 

point and M
2 (T 2 o~ K2 ) is fotiated by the suspension of V. lf x1 has 

ónly E-simple aritiaal points, f8Cr(M 2 ,R), then Kf is struaturaly 

stable if and only if feSr. Móreover, Sr is open and dense in 

Cit (M 2 , R J. 



CF\P1l'ELOS Ü llqTRQDUÇÃO G EXEt'USOS

0.1 Introdução

O objetivo deste trabalho ê estudar, sob o ponto de
vista "çíenêri.co" , ]lunta variedade riemanniana comçlaata M os cam-

pos de valores que cllama.mos dc Z- gradientes. Estes sãa ohti -

dos colrto plojeção ortoqana! de comi)o$ de v-c+-c>=cs gradientes nu-
ma distribui.ção de e].eventos de cantata

No capítul!.o :í definimos uma classe de funções E ta=is
que o conjunto das s].iLgulari-dados do 21- gradiente de f é subva-
ziedade compacta .

Tal classe ê aberta e densa no espaço das funções -

com a tclE:nloçia C'L, r > 2. R. Thiom corLsi.dera. a questão em L].]

para di.st.!-lbuiçães completamente inteqlãveis (folheaçÕes) desCE
volvendo ã Teoria de Moz'se numa variedade folheada.

Nos capítulos i] e ]lll prcavãmos a S2- estabilidade e

a estabili.arde estrutura.L pala classes mero!-es de funç13es no çg,

se da distri.buição defi..ni.r uma ílolheaV-So de folllas compactas.

Nestes d(.)is capa.tules a t8cn].ca usada ê a mesma de Ralis-Smale

para as sistemas dinlimí.cas ].çi]

No capa-t-uj-a lv daillos uma ceia.:cte-pízação para os }l-
gradientes es+urtiEut-almen+ue estáveis no toro e aa gare'afa de

Klein; qualão ã fol-ileaçÃo 8 dada como suspensão de um di11eomor
t-$ a?nf-\ r$f-\ .n$ »Ar3iT i f-\

CAPÍTULOS O INTRODUÇÃO & EXEMPLOS 

0.1 Introdução 

o objetivo deste trabalho é estudar, sob o ponto de 

vista "genérico", numa variedade riemanniana compacta Mos cam

pos de vetores que chamainos de I- gradientes. Estes são obti -

dos como projeção ortogonal de campos de vetores gradientes nu

ma distribuição de elementos de contato. 

No cap!tulo I definimos uma classe de funções f tais 

que o conjunto das singularidades do I- gradiente de fé subva

riedade compacta. 

Tal classe é aberta e densa no espaço das funções -

com a topologia cr, r ~ 2. R. Thom considera a questão em [1] 

para distribuições completamente integráveis (folheações) desen 

volvendo a Teoria de Morse nwna variedade folheada. 

Nos capítulos II e III provamos a íl- estabilidade e 

a estabilidade estrutural para classes menores de funções no e~ 

soda distribuição definir uma folheação de folhas compactas. 

Nestes dois capítulos a técnica usada é a mesma de Palis-Smale 

para os sistemas dinâmicos [6] . 

No capítulo IV damos uma caracterização para os r
gradientes estruturalmente estávei.s no toro e na garrafa de 

Klein, quando a folheação é dada como suspensão de um difeomor

fismo do círculo. 
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Este trabai.}!o foi p).'oposto pelun or'ientadoz- como uma

etapa pre].iminax' \ri$âHdo o estudo da teori.a çenêric dos siste-

mas mecânicos não necessariamente ho18nomcls [2.] -tamLhélm coiLheei-

dos como campos de Àppe]] [].1] . Às si.nqulariâ(artes os campos

de Appe].l, no cü$cn c'Dnservativo, $ao essencial ente a$ do 21 -
gradiente da energia po&uencia], a mÕtx.].ca sendo dada pe].a ener-

gia cinética e a distri.buição pe].as \rÍD.Gula.s de velocidade

2 

Este trabalho foi proposto pelo orientador como u.rn:a 

etapa preliminar visando o estudo da teoria genérica dos siste

mas mecânicos não necessariamente holônom.os [2] também conheci

dos como campos de Appell [11] • As singularidades dos caxnpos 

de Appell, no caso conservativo, são essencialmente as do I -
gradiente da energia potencial, a métrica sendo dada pela ener

gia cinética e a distribuição pelos vínculos de velocidade. 



}

0.2 SXE$$PLü$

0.2.1 - Em. Rz consideremos a folheaçlão ti'ixriaj- dada pela se-

gunda pl'ojeção, a !nétri a usual e a relação de equivg.
lência seguinte

(XI'tl\'u\x2rt2} '6-ep 3\m,n\eZz.x2'::xi'b2mlT e tz't.-+2nTr (D . !}

Em T2=Rz/{u consiãelamos a métrica e a folheaçao ob-

tidas poli.a passagem ao quociente. Seja >1 a distribuição tanqeB
te a e$+-a folheação.

Fixado deR. defi.ni.mos f : Tz-' R pela passagem ao

quocxerlte de frv:Rz -» Rz dada por:

n(X \'' l v;
(2Psen x} sen t -p OI co$ x (a . 2)

.A funçlão fO é a ca].tul-a no tcn)..o . O }l - gradiente
de fa é dada como a ploleçaa em '2 do seguinte campa em R2

(cos x sen t - a$en xl--?Í:-- , (0.3}

cujos pontos singu].ares são os pontos (x,t} eR: tais que

cos x sen t '- u 8en x (Q.4}

Para a função aJ-Lura fO estes pontos formam, no to
rc}, qual.ro cxtrcu].os com o seguinte aspecto:

3 

Q.2 EXEMPLOS 

0.2.1 Em R2 consideremos a folheação trivi dada pela. se-

gunda projeção, a 

lência seguinte: 

ca usual e a relação de equiv_ê, 

(O. 1) 

Em T 2 =R 2
/~ consideramos a métrica e a folheação ob

tidas pela passagem ao quociente. Seja la distribuição tange~ 

te a esta folheação. 

quociente de 

Fixado aeR, definimos f: T 2 +R pela a 
R z R 2 f : + dada por: a 

f a (x , t} = ( 2+ sen .x) sen t + a cos x 

passagem ao 

(O. 2) 

A função f 0 ~ a altura no toro . OI - gradiente 

de f é dado como a projeção em T 2 do seguinte campo em R2
: a 

(cos x sen t d - asen x)-. ax 

cujos pontos singulares são os pontos (x,t) €R 2 tais que 

cos x sen t ·- a sen x = O 

(O. 3) 

(0.4) 

Para a função altura f 0 estes pontos formam, no to

ro, quatro círculos com o seguinte aspecto: 



2v

V
çr;'l= :f0

T/: 3'n./11 2'n x

Pal a c! # 0~ ent!"et.a11.tof os E)LnrlLos sjilçuliax'es de grnd f,, se

apresentam em 2 cl"l'cujos disJunt:-cs, caído cnsquelBat.izados nas qrã
ficas abaixo:

:F:, a ; 0

4 

t ! 
2~ .--------------

o rr/2 37f/2 2rr X 

Para a~ O, entretanto, os 

apresentam em 2 círculos disjuntos, como esquematizados nos 

ficos abaixo: 

t 

ara.d.,., f , a; > O 
,.,, l~ Ct 
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Obter'i'an.os quc os pane.os siçlçu.In=es de (líl adE {,~, guarda CX. # 0.

constituena un.ü sü!)\.rilx'inda: e dc dj.merSüo l do t(!c, tlansversci].

às folha.s, ].sto n=c- âcoln.t.Qcü col!\ fÜ ellKhorü s tenha fa-+fOf
(quando n -, ü, na [.OPO]]O9 ü C !)o esflõ.çc' das ílunçães difQi-cR
cxavels dO tO. ~' '*-- '- '. --.. n l"'t'} tn .= )'' Eb#- :,

Ü. 2 Elspaço fj.brado cüm x"'uPO stftl-E.ux'a3. Ü3.Scrcto

x.rüHos õe :irai.r LJ:me. foltLeação nos espaços f&blados

com g:'upo est!.'utur:1li ('ÊiS : e?t=. bln ('àpj«t:\llc .:ti ç-studalnos a es

b.ãkaj.!j.dãdg astj.'ut\.:i.n.l. J.e \.]lã cia.ssç de 1; - q].«adj.entes em -;az'{.i-

dades c je: fc,].tleaç Q sc t !! !a Eollha:s c íEPactcas - isto $e obter,

por exemF:!a . !'Lt)s esf),XÇc:s fl.})}"aços c'oiD q]-uPO estru5\lx-a]. finít.o

No capa"tluJo :L'v es'=t,!da.z:tos :j! a cnxactc! :czaç=c} (iüs }- çladle tüs

5 

X 

Observarnos: que os pontos singulares de grad'í;' f , quando ex~ O, 
L. (X. 

constituem uma subvariedade de dimensão l do toro, transversal 

às folhas. 
, .. 

quando a ➔ O, na topologia e~ no espaço das funç6es diferen-

ciáveis do toro na n?-ta. 

0.2.2 ES,E2,ÇO f ibrado com •3ruJQO estrutural discreto 

Vamos definir uma folheação nos espaços fibrados 

com grupo estrutural discrt1to. No capítulo III estudamos a es 
,, ' ta.bilidade estrutural de uma classe de;, - gradientes em varie-

dades cuja folheação só t<ê?nha folhas compactas - isto se obtém, 

por exemplo, nos espaços fibrados com grupo estrutural finito. 

No capítulo IV estudamos uma caracterização dos I- gradientes 
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stFut.\!í'ã].;!'rür*te cstax/c'i = .:n': .=s}).$çcs "ik:.Fados con\ y:'tipo strutu

ra]. di.sci.eto ent -3i11.1eílsaü 3

p. deíj-feição m.à$5 converti,erre. !'LC G&$cn; é a que se

encontra. eiu L91 g qt3e expcnmos & seque-l

Senão B e QP va,K].eãades üi.fa.renciãveis (C , cone

xas compactas} , cansid.erenlos o grupo fundantentaivi<E} de B:" ê
um hoiHQu\oTfisnKo Ç> : T, (i3} -'' 1-)i '.'(Q} !10 g.UPO ÜüS d füolnorfi mos

(de c].cesse C ') de Q. ando B o ecüb io\QHtcn un.i.xrersal- ãe B; -

cansidc:tunas Q F:b-oduto BXQ ã segui,nte !elõç-ão de equivalência!

(b,,ç:l'''ÍIÊ:,q.)''' =ige (Rllb::ç(U ) q #(V)q (ü.s}

Verá.fica-se qte i'5n'"P * (B xü' ./.~ ã ].,uí\ f:ib'ado de base }3m, fibra

Qq e de qrupcl 9stFI,}tuJ: L üt. (Blj í: o{ -"(Q}. P. folheaçãcn qTue

se considera ÜJtt $1nwi) é a abt.{.cí . pül- passaqen ao quocier\te ãa

EcQklea.Çcao dc }3xQ dada t:rivialxlent.e pej-a l?a. projeçao Pz

B xQ -bQ* .àE EO].has de$:{.a Êolheaçao sao I'occnbE-iMCH+uC)s da base

13. Se o ç!!'upo está"\!bu:í'a]« +LT, (Blí] !:or fl-Dito, Í.OÜ&S ãS !Folhas

serão, {2ntüa, con\f},SC'ta sat=i.sía findo as hipóteses dos capiltulos
IX e !=X

J

$e Bn. e Çq CSt-&Gn m\!niãas üe n\8tricas ri-emanllj.õnas

e óE'K. (}31] cEEi\rc coil+.idGn nc q3.:'uPÜ das simetrias {di-ferencié,
fieis) ãe Q; ent.l$.o podeilos defi)}=ir ulla ! éltr-Í.ca ricmanniün.3 em Pi;

de !TLoãc> a o!)i:«er !- g3:adi.ent ccnN !)ça$ pxoprieüades a pa!-tí.!' de

funções E':B -'- R cujos çradierlt s seja , po!: exenlÊ)],o; ãe i'lcrse'
Sma.le. ColLstl-u.{l'erros, desKLa ío:.iu=: e ã L:.t:t!].o 6e exemplo. uln r-

v«nd Êant.e r\a :-l'üÊü d.e Klei K:g

6 

estruturalmente estãveis em espaços fibrados com grupo estrutu-

ral discreto ern di.mensão 2 

A definição mais conveni.ente,. no caso, é a que se 

encontra em [9] e que expomos a seguir. 

(\() 

Sendo Bm e Qp va.riedades diferenciáveis (C ,. cone -

xas, compactas} , consideremos o grupo fundamental w (B) de Bm e 
l 

um homomorfismo <:p : TI, (B} ➔ Dif
00 

(Q) no grupo dos difeomorfismos 
/. 

00 

(de classe C} de Q. Sendo B o recobrimento universal de B, 

considE~raiuos no produto BXQ a seguinte relação de equivalência: 

(O. 5) 

__ ~ y _ rn+p - \ 1 .,,. ;j m 
Verifica-se qu,e M. = (B x Q.i 1 ,\, e mn fi.brado ae base B , fibra 

q f"' "'1 

Q e de grupo estrutural (j) LTI (B) ,J 
l 

(XJ 

C Dif (Q}. A folheação que 

se considera em Mm+p é a obtida por passag·em ao quociente da 

folheação de (i.ada 

B x Q +Q. As folhas desta folheação são recobrim(:?ntos da base 

Se o grupo estrutural tín (B)] for finito, todas as - ' ' & 

folhas 

serao 1 então, compactas satisfazendo as hipóteses dos capítulos 

II e III. 

m q 
Se B e o~ esta.o munidas de métricas riemannianas 

e <ti [rr (B} J esti\rer contido no grupo das isometrias (diferenci~ 
l 

veis} de Q, enúio podemos definir urna métrica rü:,manniana em M, 

de modo a obter I- gra.dientes com boas propriedades a parti.r de 

funções F:B + R cujos gradientes sejam, por exemplo, de Morse-

Smale. Construiremos, desta forma e a título de exemplo, um Z-

gradiente na garrafa de Klein K2
• 



}".3Ça:cs S;= Sx. ül= S! e; se IS:j e cn grupo çera-

'?

üa pcz-

q = R-, q , cíf-<\

devir altos

Õ : 'n. 'SI) . Dj-ÍI (Si}

Pondo d(ç; - }t: Olhe h:S -»S! Õ â isc'ntetri.& dada por

i'} (=} -E': ç $ :c [. (0.7}

Coi\sldel&ndo n px«adubo q x $! e FassaE:ido ao qt.clciente oh+cemos a

çax'l'afã d R!:=jn fLn].tQ:.j8. À$ feitas ãcn cÍ=-c{3].as. sendo que

2 deles cabe'exl uiÊ'Eà \:e:T .= base ei'iqüant:0 88un um dcJS demais cohl'e
2 wezü$,

.ã { :nC&0 p':iq x SI defitidã Fal

F lx.:z} = ons x " Re z (0.8}

óã, por Fâssõçcn aü qiuüciente. l=:la ful-Lçãe íl:R2,- R c:\ija >1' grâ-
diernte $, e:m cada i?oli a« t.uíí! çt-i-':ie;lte den i.o-"se--S111ül

Õ. 2 .3 Cül:sidel-en\ns Ól: com :l 11c-l-heação ãe

nento11st:'a'-se, no caE)i'ttlZo t, que c sempx'e posse\rei

aproximar uma í'unção (]e S en! R por Umâ { LcãJ- que as si qu].arj.

dados de SQt.} )l - gradiente orn\en\ uma suba.-âFi.câãüc como.acta de

dimensão l (t-lIRa E-euro.ãcl firljta de c$1í'C\lias) . COMO lIRa cxi.ste -

I'eCarr'e:-Êcj.Õ naO CI'.:-viam- pa!.a CS X - (3x'adicntes e c-oHcn não exi.s-

7 

F'açamos B 1
'"" 8 1

, Q 1
:::.-: S' e, se rr (S 1

) e o grupo gera-

do por 

g {O. 6) 

definimos 

cp 

pondo z,t, {g) •- h, onde h: S 1 + S 1 e a isometria dada por 

h(z)=z, z e S 1C C. (0.7) 

Considerando o produto R x S 1 e passando ao quocientt:1: obtemos a 

garrafa de Klein folheada. As folhas s~o círculos, sendo que 

2 deles cobrem urna vez a base enqu.anto cada um dos demais cobre 

2 vezes. 

A funçiio F:R x S 1 + R definida por 

(0.8) 

dá., por passagem ao quociente r cujo I- gra~ 

die:nte i:L em cada folha, um grar:liente de Morse·-Smale. 

0.2.3 Consideremos S" com a folheação de Reeb. 

Dernonstra·-se, no capítulo I, que e sempre possível 

aproximar uma funçãc. de S s ern R por uma f tal que as singular.!_ 

dades de seu I - gradiente formem uma subvariedade compacta de 

dimensão l (uma reuniao finita de círculos}. Como não existe -

recorrincia nao trivial para os Y - qradientes e como não exis-1" -



te c51:-c:ulc }:-v'ânsvcE'sã: .j todas ãS É'= hüs nas=ando i)e.La folha

CC.'P\Pa<:t:à l:tOi'C ÜC $ ; co11(.:itlà--se a i3npclsslbj.lli5õde de enccnnb.arr

~ ste c.l.$o; un >- çl.-üãi..eilEe cu.jü Fora: $ slnyula)-es sej.2m tc-

dcns hi-peE-be:l-lcüs nas !'eSPPCt]\r fÜ].}}.aS.

88 

te lo transversal a todas as fo passando pela folha -

compacta de S 3 conclui-se a sibi lidade de encontrar, 

neste caso,, um ad.iente singulares sejam to-

dos hiperb61icos nas respectivas folhas. 



c,ãi' jlvtT !,c ! i - GRÀn:SWVr:.S

1.1 Notações

Seja $!m'+P v.ül.i.idade diÉerenciã\.el (isto é. de alas

se C'} . de di-HcfisãQ m-PP, conexí]., compacta, luunida de uma métz.i-

ca riemannian bife!-enclave.i, < , > e áe \.lna ãi.str3-bulção di.-

fex-enciayel de comi:\ensao p, ou sela, a ca(ia x !%rntP f faz

corresponder o sxk.-esFaç'=: :à de di.nens3o m da espaço T. M tan-

(gente ã )í em x. Inc1lcarenn.as com C'(},i:Ê} espaço (ãe Eianaçh -

das funções í:: !q:n''P '« R. de' cla.sse cr. ç::am una norma Cr, l Íil!.

içeste texto, .salvo lnençSo exp.LÍcit,a, c$t:ã:nos coinsidcFãRdo r>2

}:'o!' !nei.c (!.] i-:\<ãtric de ;:! e d.ã di.stl'!k:nuiçãa }l r l$'

sn.cidluü$ nu cada f\lrlçac: fg, Cj 1 ,!} Lli" =a!!po (lie '.-etores de õqr R#;:

Ê , ?ando Ê) .a !-a cada x !~l l~ã=

Xf (x} {l x ; p!'o.jeçao ort:oqo!'\aj- do g!.ad f

ca].ctçZado cí:! x no stlb'espaço EX

Er coordenadas i :cã$.s, ficara ci-ara que est.ü canipnu é de c].asse
}.r

}2.S.!.;i;i!;i:.ç.:ag ].].]. - D campo XE = q!-e.d : 8 o lt- çra3i.eilt,e de f

i~leste câpÍt.ulc] est.ahe.Lecenüs Lln.].:3 cond=i.çao febre aS

singuia):i-dad.es de Xl:- :2 meti..ficãx'üFtíD$ ql-le eSÍ=a $, F\l.Hltt Certo Sen-

tido, "yenéi-ica'' pa!' Fez-t-urbãçães óe f, olr cl:asse CI

CAP I 

I.l Notações 

Y - GRADIE!1TES l, 

9 

variedade diferenciável (isto e, de elas 
o::) 

se C } , de dimensão m+p, conexa, compacta, munida de u.rna métri-

ca riemanniana diferenciável,< , > e uma distribuiçio di-

ferenciáyel Ide codimensão p, ou seja, a cada x8Mm+p, I faz 

corresponder o sub-espaço 'i de dimensão 
"' X 

m do espaço T M tanx 
gente a M em x. Indicaremos com cr ,R) o espaço de Banach 

~ 111+-p 
das f unçoes f: rvf' · ·+ R r de Cr li f i'lr. , çom uma norma , 

Neste texto, salvo mençao explícita, estamos considerando r>2. 

Por meio da ca de Me da distribuiçio I , as-

,. R) tun carnpo vetores de M, X 
f 

ou qrad f, pondo pa.ra cada x E? M: 
~ \~ -- -

L., 

V ( \ Af ,X, 
~ 

proj ao ortogonal do grad f 

calculado em x no subespaço 

Em coordenadas locais1 ficará e que este campo é de classe 

Definição I.1.1 O campo Xf = grad ré o~- gradiente de f. 1: L. 

Neste tulo estabelecemos uma condição sobre as 

singularidades de Xf e verificaremos que esta é, num certo sen-

tido, "genér por de r f, ern c~lasse C 4 



! 2 ço11t s siíiç=i.li«e ie y!-&d {

tin. Fonte: sin: !!i.:lz de : f : çrad. í 8 !n p:õn&uo em que
o cõlupo se -3ut.!:&. ?cidcRit3s Ç:::ç'x.'&T: de Ki.$=e].I'a ct:'la.Lava ã que

se fa.z pa.!a cls 9z'adie!"ires, a i).!.ni)= indãde c:Lt:Hci.êdâ ã segui-r:

Bi:Silii!=ii:j.ç.$ig i.2.]. - {-.} '=o111llnC-c .2.(í} ãos F:;a:-!tos não errantes

de grau. f cc.incide co:il. c coi ju11to eseus
roubos si. nçu] a}.e :; .

à

.E)en\ang.tg.g;5;!ÊÊ -- (ãeccrrc ãc: íl i.c de q !e $e \ e u \éc tla)e&üãria

n.ao :sinçtii,al: ãt2 qr-ae f, ein.tao í e es'Lri.t,ámen

te =i-es=eF!:e ü., .iciçü ü V = : (tl . ;jc'i=lic: i-.{,.:) el11 vi.sKcà: a de

n)cnst='açaü e c ilic$!r(l q=': pat'õ ci; Ç:'êtdi; be :

ã.)este {ãtcn; 'beco::r :i f t;l,]i.!-:tç= (Q o].d]'].o

T

Co-ro.Ll;.g-iG lt.2,2 - Ü : çü ::o }' yE :à(i.i=11te lISo aE)tese buB tx'ü3e+.ã

r-ie.t F.:=!-lcá.tca:; !'ü.o i\çt::l ã:-es Hein feR6Hlü -.

!10S ..-3=: i:'e'(=í:):'].'(J:lÇ:L;3 ilen.G t.j.'il:r:. .=j. S.

J a Oll+bl'-B. iEt :Lj:ã Ü RCãrãj: C\S =10 .tG& SinÇUiõreS -

de Xf e dc cons$.dera-.ios =onn index:seç=o cle xP-;,i cclm a seçüo
nu].a d= fibradc ::anç::n!:e 'fbl: õi.àis Fi-ecx=a]]\ent:e; =clns].derõiTKS -

estais ãl.18s seçães nlun : }.L;fi.b=.ócio da T:'! que !)asse;uos â defi.ni.:-

2gÉ.j:.n3:.Zg;= :..2:3 - À(ht} e c stú)f$.h=ae:ío -:::etc:xi.aZ do f brado tan

çerlte T (ie BI :ief. 3-:iac -:cano s çue: pala ca-

daxebi: x.:X X estãenlÀ€5â} se. üs13sc. x.)' Z'X

10 
I., 2 P<-111tos s 

Um r. 
fé um ponto em que 

o campo se rn,:xr1e1ra - ~ analoga a que 

se faz para os grad:ientf2:S I a propriedade enunciada a seguir: 

Demonstra~ 

te crescente ao 

Deste fato, 

Corolâ.rio I ~ 2,, 2 

nao s 

o 

O conjunto Q (f) dos pontos nao errantes 
E 

grad f coincide com o conjunto de seus 
'\' 
¼ 

pontos singulares, 

f ff e11tão fé estritamen= 

Tendo is+o em vista, a de-

ent.es,,, 

,,., 
Urn e amr:~<-J L .._ g n~a apresenta trajet§ 

~ 

lld,() S nem fenôme -· 

nos recorr~ncia n~o triviais. 

Un1a <)t1tr a_ ra de encarar os pontos singulares -

de Xf é a de considerá- com a seçao 

n1.1la elo Mais precisarnente, consideramos -

estas d:..1<"1s seçoes ntun s1.1bf ib 

da xE'M, \7 X 8 T f.ft 
X 

e o s'lll::)fibratio do f ibrad.o tan 

TM M definido como sr2;gue: para ca~ 

e:rn r se, e se, V 
X 
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e jn\::! file:x.ra!'l€4 ãe d dii:e . ci, É :- l f : ''.'8 -- cn ''':\=:.

2m-bp ($e T$i ; l 2

X.;. 4 u=a se:;ãa ;le :eH} . =e O é

i:an?o nu].c de :*]. un FÜ tc; x ç !q s rã.

post.o sinçiiã e )<.: 3e, ü SE$ se; (x;ç:)x} ç ;i:<ie> :'''iü(}:51€ )1(14;,

ande e).. € c -ietc:.' nu.ic. {ie T H.

i) !' o ?= 1- { m4 a:n En ! i ' ; :TF7= í"':

De ?erj-fi aÇlão j.mediai.a,

Isto pasto. podemos *.:eri.ficõi'. pe-íc c5].c\lãc d.ãs dj.merlsães, q:-ie

o c nFO ){ç 11ao aFI'eserlí:ê $i. lçu3aii:5 des sin?.l-es no =e=tido-
usuã].. Ê'a-].'ã es uãõ-ius. entoa. !\:üdi.flicõ o.$ este coaceÍ-EG in+.!'o

duzinã0 8 segui-!)t eíi-ili-çli=

Çi! ?(:\tü silçula x de E. = grad. í se diz

},- sj-:ny3-=: $e; e sã sc; as seçães Xf-(?4} e

o(i'i} $e enç'::'nt:.3n {].aiisl;üí:$e.i-nen{,e: f {M. ílc ?cinto (x;{).}

DeEj.nj. ;Íi
-L.

P::çlEri.e(!:i(]e i,;l,$ - Sü f 4 te! qu.e :: can?ç:: Xç ; ç.raã. E

sã ae:Ên:ã.ta sl-nçuia!-ióaã :s .!- si-moles, en-

tão, o çcnju t besta.s si-nqclüii8sdes é !.In.a =\!Ê)vz!.ie aãe VF ãa

}qlw'P; de din nsao F; c3.asse ="'' e ccn\?a.ctn.

seque cl :i: t!'HDS'Lre::.-$ãlidãdê
Ç .J

2m·+-p 

onde o 
X 

TM.f 

de 

~ 

e o vetor nulo de T 
X 

--

11 

) e 1J_rna. st1l)variedade c1e dirr&en.são 

'"' e u.ma set:;ac) Se O 

será. 

F X.e (111.J ri C) (f"1) e 
·" 

caça() i.mediata"' 

o c~:1mf::O XF r1c.to apreser1ta s1ngulariciades s.:DpJ_es no ser1tidoee-
·'-

usual~ Para. 1n,1dificarnos este c()ncei to 

<luzindo a seguinte de ni 

Definiça'2_ I.2.5 Um ponto singular x de ""grad, f se diz ,., 
\ _,.. , "" -L s1.rnp1-es se 1 e so se e as seçoes 

Se é tal qt1e ·::) camp() 

" l- simplesF en-

Conseqüincia da transversalidade. 
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: . 3 Ca].=liio en coozd.e=õlei= ic=:lis

Tü t) qti&nto )clss].x./e)., c$axen(s =ctaçc,eS .}à j.n+çrcdu

Lã=\.s ü.:rt.â lc(:'ãl! (:.r; ;": ,:''; 'z:-+rPj Óe g eu'fP:
Z X'Qc'zS'.'..QR}

se:l â:ín 8aãçs en l :

i n\êtj-'á-c= F;ej-a !i\atroz ães

€(x}j.j

á ,3 = -,, . . , iM'P.

À na{,ri.= í';j..;l<x>} g invers51vei e se {B:.S(xl} ã su
i.nversa; serãc} aríà s iefin].d.as pe:'$it \'as en çãd8. ? nto x v

$eçt e ãa h ?ãteses 6€ 4i,íe:.'e!!c}.a!)i].i.ã 8e ãa !nêt:fica que as u8

rq '(?nCk ãl:FC : 3 ;e B sãü j.Í f '' '

j.j.} ã distri.bu:içgo à ües Fita ?elõ.s p l-1103.mas dãfe -

:e11ç].ais di.íelenc}.g.çei $ ; Zi.ne rmente in.4e?enâ ntx

k L4'-Á4À t-'L'8X\.b i " -r-}nn n:;--;n -:.---'+'''~ H-a ':; ..(}. "f ...; í.l) =0
Cõãa ]--11'CEIRA ;.} Se e==='Clí rla0 Ca CJ

.:;: ;''..q ' :l '
; P,

Eunçã s difere)'.c âveis en v e ã {üatzi.z

'Ü = .,,.,, , P e ] = .L:. .. , ni-FP. de posto n':.ãxj.no.

Faéenos; anCIão. consióe:ar a ? fiapos 3.ocaís ãe '?e
zc OTÉ:::;

12 

I.3 Cãlculo em coordenadas locais 

Tant<) to f)OSS , 1..1sEtrernos notações já introd~ 

zidas en1 Tornernos 1JJ1lfl ca1.°'ta loc~al de Me 

sej 2.Jn dados em V; 

A matriz 

:x e V; 

íq,. (x)) e inversível e se 'B (=)\ '-:iJ 'rs .-,._ 1 

inversa i serão arol-.>as def intd.as pc,si ti ~\:~as em cada~ porJ.tO x e 11 ~ 

Sea1J,e das tiipóteses de diferer1ciaJ::il1dade da rnétrica q11e as fun, ..? .,_ 
-

~ çoes 

com as 

e B sâc) difer(1nciá.veis; rs 

i.t) a distributção I descri t~a pelas p 1-=forrnas dif e -

renciais diferenci s , 11nea.rmente in.dependen'b3s 

em cada ponto de V: w1= O, ...• wn = O 

1-forma 0J 
'J 

t; .... 

se escre1;.1er1do com.o: 

V e a. matr:L z 

V= 1, ... , p e J - 1 •... rn+p 1 de posto. rn.áxin10 ~ 

Po<:lernos F er1tão, considerar os p ca.rnpos locais de ve 

tores: 



m'FP m'Ü'P 3
e = > > B. . .Fi . ---;----

v ']:.L k;3- "] '';x 'jx]

nHue corresponde i à$ 11-Eoz'mas u~:l x'es eçtivantebte; pclõ ! êtrica,
isto ê, que bati az n* em cada ponto x Ê v

U
}

H (v <X} , 't,\) XX >; 'V' v €1: ' M

Estes ca11\püs 8}.,.-', ãegir !\, em cada ponta xeV',

iDiria base do sobas!)aça }l cirtoçalla! ã CRt 'T... M e são ç'anhos

di Êc-rcEici ãve i. G ern S.r

T'cmeraos f ç Ci' (M , R}

eserev'ã-!a na$ ccoz'dóri a$ 1%

e useRlüs: ain(ãa.

} deX

ã 3.etkã f &ó

].ndic-õmcls por

fk a ãez vacãa 8e f {(x:,.... }b-í.n) en! reliação à k-ési-ma cc-
m"F'P '.

ordenam-a. 'Fem"s , cltãn: çiz'a f ]..ÉI.! =Xj "k Fx:i

\./arras ãefi.=$.x' n funções {!: .. . ' ' , .IP: Ct (H,RlxV-* Ê,

pondo, Para cada {{.zn.çãc Ê e cada x

cooz'danada d ve{..{;x çírad x - çlaãE de l n
ãireÇSc e..,{:C}

: : .

Ffüoxi.eãaãe ]E,13.]. c* {M,k} :' \í '' R- . .:\s funcoes a : r l<v< }).

.âci..ma deÊI.11idan sãa }:i.n.cai-es em íl e de

r .í.
c3.a$$e C' *; N x:

e 
\) 

A. 
VK 

, .. ' f . que corresponaem as .1- ormas w\,, respect1 vamente; 
V 

isto ép que satisfazem, em cada ponto x e V: 

uma base do subespaço 

diferenciáveis em V. 

V 
X 

\l. 
L ortogonal a 

X 

13 

pela métricaF 

campos 

'J.:omemos f e cr (M, R} e usemos, ainda, a letra f ao 

escrevi-la nas coordenadas 

f, a derivada 
K 

ordenada. 

de f 

m+p 
\-
l 

de V. Indicamos por 

k-ésima co-

j ,.k,::::1 

pondo1 pára cada cada 

' "" coordenada do vet.or gr ad 

Prouriedade I. 3.1 As funções 

acima defj_nidas 

, cr-1 cLasse em x. 

r - grad'I'.', 
.L X L, 

J.. 
f de l 

X X 

-sao lt:neares em f e de 



!4

Pgglg;llg&g..glã'lo '- :rej.':il:i=8 -SQ ( & d( fj,=.j-çêç (iue as funções ci.: sao

'l(u:}.as ({ !ü .sat.!sfa=enl .;= seguintes equações;
onde dei.)amos ãe .!r\di(:ai- c ponto x Éi V:

';-Í ,!. '~. ':..] .w

'a. b .Kâ } -
' f ' ' ' F '»'

oü, ©h cüütdei%âdéÉ::

:-l:i' T *: »:*:p

k*l ~.::; ;X * k "«] ':' :'$,é;: 'Rp:i :kj '*, }' : j'.-'.. ?,

EStaS Êu ÇOü8 fora l i=tt'aclU?idas estudadas ROUb.-vG contexto en

[21 orlde se ressüJ-ta que a n\att'iz F'xF (ÀUk} (ÍijK} {À'J3} ã i.n've!-

sável!. por s e ; AP 1 8Ü pru=t.G nt$xi.n\o e (n:jK> definida post.+.&

va. \!â.st-o isto; e pz'cpxí.edaãe ] .3.1 esta X?el-ifi-caça; c.q,d.

Â vista ãest.as notações, O CanlP Xj: ::: 'jl-&as f é descrÍ+-o; em V;

}le tas caordenades po::

!Titp E''
n' ,' = r' - U ;: , )

à à ''3(.l ';'x v x;k'
j , k = ! \.} -:!

ç!'adr f

Sendo. pa!'a x € \.p

{f. - '-, 'R , k' .

ã c].ai:c' que

::!: «..,.
eln :V';

Demonstraç~o verifica--se da que as funções 

14 

Oi sao 
V 

acJl1e1as satisfazem seguintes equaçoes; 
onde deixamos de indicar o ponto x e V: 

p 

w,, ( 9:rad f} ., 

ou, e:m coordenadas: 

Estas funções foram introduz e estudadas noutro contexto em 

(2] onde se ressalta que a matriz n><r.) (A k) {B. k) {A J.) é inver-r ~ µ - J V 

sível por serem: 

va. Visto isto, a propriedade I.3.1 estã verificada, c.q.d. 

Ã vista destas notaç6es, o campo x.~ 
"· 

,;o:: grad,-, ,., fé descrito, em 

nestas coordenadas por~ 

{I .1) 

sendo, para x 8 V: 

(I. 2) 

é claro c1ue 

A_ B. VJ J 
-- O , em V, 



são aqueles i:e€ que c's cntcs si-nçuia::es cie çi-a(ãv
satisÍ' zen .is e=::a

$: (x}
\ J. , '2 /

ou: cano (8kj} Ente:'slvej..

E'k 'x) ' Êk A.ok ' a; k ; i, :©'P

Propr.ieãõâe i.3:2
pon+-0 6j-nçu3-ar ãe ç:ad, {, xn € V, se-

{=in ponto sj-=Çu].ai' Él-si Pies se. e s8 se;
em xn está.ver satisfez-+-a a seguinte canal-ça'o:

PO tc ãa natri.z
i3.j3n'tP

}. <k :km+p

1;!$B9P=gE.=!gÊÊg: Nc fj.bl-ado tangente TH ; ccnsj.de:anos

ca! aãnâssjlvci <':V'i '} ;' '' ''n4-P'' i;

Nestas coca'6enaãas, nu subfj.hraão >1(.Íã é {ãefinião; em 5'V; pelas
equações

P

a seÇãc D {M} po:.

rj - C: , :i = ] ,, . . ;m">P

e ei seção X{(%> )1 i:! , en TV ; po!

>'4J

É'T 'F\

, x.:..} , j=';

e que os pontos singulares 

satisfazem às eauacões J. , 

8. {x) - O . J 

d.e grad,, 
L 

ou 1 como (Bk,) é inversível, 
.t _: 

a 
V 
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-ern V, sao aqueles que 

m+p {I. 5) 

Pro;pr.iedade I.3.2 - Um ponto singular de gradr f, Xn e V, se-i..: . V 

-ra . -um ponto singuiar e so se, 

estiver satisfeita a seguinte condição: 

posto da mat,riz 
( 2-B.; 
' ' 

l<k<m+u - - ,._ 

De.monstracão~ No fibra.do tangente TM, consider~uos a carta lo-

cal adm:Lssível 

Nestas coordenadas, o subfibrado l{M) é definido, em TV, pelas 
~ equaçoes: 

m+p 

I A y. = o 
-; :;:; 1 J J 
.} ..... 

v=l , ... ; p F 

_, 

O(M} a secao por > 

( T 7 \ ... ..s.. ,:, t ; 

(I. 8) 



}6

À cci=di.çãc ãe t='ãn$\'ex'$ãj-idade em T N ni3m ponta

x.e V ãe coo:.'denaáas xg xm+;;} para as quais se tenha, en-

x.S..} = o

da senão )ç: coa a senão }luj.a O(H) , e

paço tançenKce ã Z(M em (x;üx} geL- soma. áo espaço tangente ã

O(M} en (x;(}.} com DXf(TxM} . Esta equivale â conãj.ção (ãe que a

iaüLe!.seçãc} ãe DX (TxP!) com o esE)aço tangente â o(M} em (R,C,} -

+.unha dimensão P, Esta i terseção é descrita pei-os veta:-es do
es$:'açO tangenLcc a Zr(3q} em { X,Ox} ãa {OI'mã

";p . 3 ,:t? as:

j.É: ;j. 'li'-- , ',-a': :i; -'ã;;.'-- L; o. 3:j.

%uj.v'Á}.e conde-Çãoa

(i .9}

Logo; esta interse: ão +.erã dim =sãc p se, e sã se

1.4 .â candj-ção ãe ü,:laia.a:vj.'ãa'Íes Z- sin?3-es é "geDãx-ãc8"

Nesl:e par&çx'açor s re os âoj.s resta.itaâos ãa Teo!'i.a

âa TI'âns\:ex-saliãããQ paL'a demo t-rã-r c I'esul+.ado Gene!-ai deste -
caPiLuuj-o; que e=uEcj.aRraS a seguÊz';

!19g.=glnn- 1.4,;. -- $erlão :'al'+' ('oírlPac{.a; de classe CÀ'; r > 2;C) SUh

co ] !ntc} 6e C' {g:2} 5as funç'5es f pa-pa as quais

9raa-: Í $ã adn.itâ sinç=].ai.{6a'3es i-Sj.npies é ahex-'Lo e denso pm
C:': (}i,g} ; na ,-C9POiGgia Cj
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A cond.içao de nuxn ponto 

de coordenadas 

tão 

o 
X } ""' Q m+p 

da seçao Xf com a seção nula O {M} , eq:ui vale à condição do es

soma. do espaço tangente a 
O(M) 

E ~ 1 1: .,,._ ~t .,_. ~ ·:sta equ.1. vaJ...e a concuçao ae que a 

tenha dimensão p. Esta interseção é descrita pelos vetores do 
espaço tangente a I<M) em {x O I da forma , , x1 

m+D r onde O, j=l, .•. ,m+p . CI.9) .l. -1 - ..... 

Logo, esta interseçao terã dimensio p se, e sõ se 

posto :::::: m 

L4 A condição de singularidades 1- simplés e "genérica 1
' 

Neste parágrafo, usaremos dois resultados da Teoria 
da Transversalidade para demonstrar o resultado central deste -
capítulo, que enunciamos a seguir: 

Teorema I.4.l - -~~o r Sendo N .. compacta., de classe e , r > 2, o sub-
· ,:; r, lf"' -CODJUD.t.O ...,;.e e d\.i,,,J das funções f para as quais 

grad., f só admita singularidades I-simples é aberto e denso em 
L, 

~ -,.., .... ,~, o' ,_ - . r--'-\.... v1,RJ, na copo1.og1.a ~ . 



Ê ã nonstj:: aü e fe=:.ta =an'íÜ aF«ij-caÇ:: O dos teo!'eras

CUJOS U cáü8c t:anS "re't:p-FIC}B ã S=3'Ui C Cuja d mQnn9ti.'aÇÜe$ -

enfant).'an-se ea: {l.3;l: i8.2 :=' 1$*!; pã?ir.as 47 e 4B) . Na $ 18,

encontKrea-se c} seç i t Tec:Faina; ;'SQ)an! á; X e ! v'axiedades de

classe (} ; g de d.ima.=sãa fãiijta. if c Y ubl.;ariedõde de classe -
C', fechada; K ( X subcanju +ço coj:übnãctG de X e

P ; Á -+ Ci <X,Y'}

m.::! p;'ud':;':eF:e:enlaça', C:. Ente';: :: ':';njun+-:' 4KW ' A aefj.

ÃKW = {õ € 'q l oa Rx }f pa:ra x K}

é abri.+Lo*

E no $ .!Ç anca tla'se o ISaze;üa ç!!a Oerlsídaãe ].3]

Seja\ .4,R;V \rãx'{ danes ã !asse Cs, O : A. --

C'(X } uma eFi:esentação c$; W( V u,na subval-iedade (nãc necea....

seriamente ílechaóa e e\-.: /. } X '' y a apl-j.cação valorização
de 1). Defina;nclS Ãwç á pc-r:

Á:: = 1.a ÃÍf IF

$uponda ü:l.=da. que

(ã} áj-m X = n € c dim p em ! seja fj.nj-ta içuaJ- aq;

{2} A e ;{ sc:lan esPaç s de E.aj.z'e

(3} s > nõx {C, il-q}

{4} ev ülÊ W

#
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A demonstração é feita como aplicaç:ào dos teoremas 
cujos enunciados transcrevemos a seguir e cujas demonstrações 

encontra=se o seguinte Teorema: "Sejarn A, X e Y variedades de 
classe C 1

, x de dimensão finita, wc Y subvariedade de classe -
e 1 f h d· f ecua :a, K e X subconjunto compacto de X e 

uma pseudo-representação c 1 • Então, o SQbconjunto AKW e A defi nido por~ 
AKW - {a e A o ~ W para x € K} . a X -

e aberto". 

E no § 19 encontra-se o Teorema. 9a Densidade [3]: 

"Sejam A,X,Y variedaàes de classe c5
, p : A-+ 

c5 (X, Y} uma representação c 8
, W e Y uma subvariedade (não necee-

sariamente fechada} e ev: A x X...,.. Y a aplicação valorização p 
de p. Definimos A e A por: w 

A - {a e AI p t w}. w ' a 

Supondo ainda que: 

(1) dim X - n e codim w em Y seja finita igual a q; 

( 2) A e X sejaxn espaços de Baire 

( 3) s > max { o f n=q}; 

(4} ev p 1i: W 



rüostrü'sü qt.f:, t:ELt=D :'t,, i: r''J::i:,.:eui;,l. 1: 1:1=(::, r="T:.: 11kC:.i =tr .;\.

V ja l(is (il.ii? 'ls'E-.c:l: ':ü! )i'('!TI $ zü: ::.E='.i..=':::1:1:. ::;': :;:.::E' =:it: f. nt: ..íü::':: '=sl:':.z-.

dando: d sí ü: ( 1.1(1} s.ü.::lf! l..OJ]]:]!(:{ :?:; : ,4 ; :.]=':t'' /, .::;:::;-;):'.:t [;(2 j',.:!:':Z:.(:]'t

CT' (:-{. R} ; K =. ]h. =; .,4::i:bf! t..a::le,:i.:!(l<ã : ( ::ll:}.-}(::i..:i :j: ::l irei-:;i.r..8{:: ::}. :!it?3. n(}pí,

'f = )1 (M) , su.})Eih}."adc: ::!!; FÍ{))-ãdü'., {..:;.:!gt }'it..e 'rl-:, (:et:e::j::'rn. r\.f üc }l.c::=.õ

d:i.strib\z=i.ÇRC )l ç! Éf : o {3il <': .1 (i'!i , 3y})xj8}:j.ü..!c.:],: =c.l {=:1:í:?n:=j.:4.ve.,

COnaPaCta fCn(::!.tÉCIÜ, l0:ECLn.{'€1 (:: !\ ti«!} 'ilb'f::\Ü,i: ;=t.!;T10 J,!:t,:ç(=C:!': (lí:; =::ã!'a-

po nulo cc!".s:Lãe: õlç ='nm=: seja.c::: { :bi - Â {i::.} :;i-. i:i.i:a.LP'lt>ll,l.:e :

p : cr(j4,R)-:- .::"-" {ii.l.ETF:$i.} ( = ;'i-{..> {1;i. i, pc::-:é:.I'.

ina P (f = q!-ad.,- fl

r{ Et {' { n { rq .l f +rl

P a=- ;, \j'cb;' :l 't .i. c': .üc .:;:( :

aq\-!i , algumas; d( fina' ç:oç:ü;; :

].ãE{Ê .al :$.. l:Êpã!:es.ÜB, .Eeilm l.Àé.hü l:

';C):lfTí'l .'li <;$E''(\' d ,,... \. -h,- .'./l ':-m-' ''l
:-'-L-''H t..lj,':' .u:::!.}-ç..' !::! l =f':. h '" \"; 'Ji

\!;rl. J:!::;]. i.(=-X<"'ÓI(l (!E: .'. ;l'} '::=:':'iÇ',=:1- :.!-?3 ã:-F..l.it: .;::Ü :

(ie C].aias .,} : u ) t; :j:j '/:'l}.'jPr.: d : "i.3 I'.:3..-:l.::(!;';t::::? ',.: ::l ,j:'tt'lÇt".;<! J

ai).iiç-z3(;Ülc)X?aj. p - 4 '- -u -'~.:~'Lb' .-'''' ~'' ?.'-,':'].ZâÇ:::{) Üe! (:1 , CÍtTí-:', !'lçs .'lf'i':":? r .'''Í-. -:.xr Í-' -'.."-?-.

Daf { n 'i r« l; -..* 4:: .'2

f f . };} b---, :, ( f l: -:

Pge;j-nj-géxa 3' . .; . ]
$

? ::.; ;-'.-' c Ê {''l , :: } :J e:,

ãÍF l í.=&Çã-') a'çj #, X >{ -F

:li(?il,-lCi ê. \H':: !.f3,:-Ítj,::j3 'n :q CJ.{Ê==== ,..', &t::., l--

r)),= \,l=}.lx ='í=ui:' :: }r.fn

[i$ fOX' d.ei Ó].. S6,©çac} Cs se., $©;,

mostra-se que, (denso, portanto) em A." 

Y = I<M), subfibrado do fibrado tangente TM, determinado pela -

distribuiçio ! e W - O(M) e ICM). subvariedade diferenciivel 

;~ 

(M 11 L (J .. 1) ) po1::-cr~.1e :e > 2 ff deJ":_in.i.d<t cc:, 

mo p (f) = grad,~ L 

aqui, algumas dE,f intçôes: 

de classe;;; (1eft.r1e--.. se a.· 

aplicação valorização de G, que se denota corn •ev G 
1 por: 

Definição Senclo A_ 

·~ 
CilÇ~:lO G 

çao c 5 se·, e só ev 



y9:e:in j- Ção
Sendo A espaço topos-Ó9ico, a aplicação

G:A + CslB{,N) $e diz urna pseudo-representa-

ção Ci se, e s€3 se, a anil.cação Gi: Â -* Cs''(TnM.TN) defina.da co

mo Gi(í'} = O(G<f}) tem valor'izaçãa ev G!=Á xTM->'!:N contínua

Os Ilesa.s que sequem mostram que as hipóteses destes

teorerlas de transversalidaâe estão satisfeitas no nosso caso

!.en].a 1.4.5 - P. a.plicação p: cr(M,Q} + Ci (f-l,zT(bí)} defina.da coreto

ç-(f> = g!-ad. f é uwa pseudo-l'epre'sensação cl

P9=1gB.$111i:Êgã9: i)or , .4 .4 . devemos mc,s+-l-al- a conta.nui-dado daapli-

ev n' CI' tM.R} xU?M -'' Tll (lal}

{ Í? ,vx} +"-' Ln;{ (gradll

Ora. tomada uma edita ].ocas (U; x:,.-'- xm«[n} em M e as respec

ti.vas calt=as admi.ssÍveis (Tu; x: ,. . ' 'xml-F., yl

M l(m e

) em

(TT'U;x!,'.'lXm+p'bif''''ym+pfé;l'''''t'm'+p' !'

VPÕ{ = jl 2(r{) , pej-o que ílo.i. visto em r.], +.entes que

'xm+P,y :,

(xi', . . ,xm+P'li'' ' ' ' yln+P'(!'' ' ' 'Élm-Fp'n!' 'nm+p)

19 

Definição I.4.4 - Sendo A espaço topológico, a aplicação 

G:A-+ c 5 (.M,N) se diz uma pseudo-representa-
çao C 1 se, e só se, 

, ... _, 
a aplicação G1 : A+ e~ i(TM,TN) definida co 

mo G 1 (f) = D(G(f}) tem valorização ev G1 :A ><TM-+'rN contínua. 

Os lemas que seguem mostram que as hipóteses destes 
teoremas de transversalidade estão satisfeitas no nosso caso. 

Lema 1.4.5 - A aplicação p: Cr(M,R) ·➔ C 1 (M,}:(M}) definida 

p{f) = grad,~ f é uma pseudo-representação c 1 • l,, 

como 

Demonstração: por I. 4. 4, devemos mostrar a continuidade da apl! 

caçao: 

Ora, tomada uma carta local (U; x 1 , ••• , xm+p) em Me as respec

tivas cartas admissíveis (TU; x 1 , ••• ,x ., , y 1 , ••• ,y +) em m,-p m p 

TT.M :::,, T }: (M) , pelo que foi visto em I .1, temos que 

ev p 1 
{ f ; x , ••• , xm+ , y , ••• , y ) = l " p l m+p 

(X , ••• ,x + ,y , ... , l fil p · l 
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yz ] 1,..., m+p (l . lo)

Para cada j, ]. 5. j S. m+p, $j = B.l(x,f) é linear em f(decorrên-
c[ã de 1.3.1 e da fórmula {1.2)) e de c],asse CT''] em x: e y:,
j. = 1,..., m+p. Como, desde o início, +.amamos r > 2, é eviden
te a coREi.maldade de ev pi, c.q.d.

.Len\a
A aplicação P : Cr(M,RJ+ cr'i(m,E(m)) definida por

p(f} = grade f é uma representação Cr'l e tem va
lorização ev É): cr(M,R)x){ -+ >1(M}

transversal- à seção nula a(i4)c )l(M)

ygBl111=11&11:gçBg: Com efeito, tomadas coorde]iadas ].ocais em M e q'M

como rlo lema precedente, temos=

evp (f ; x! , '':m'''P' (x: , ' xm+p' yi'

(1 . 1 1)

com y.
' ] (x) Bk (f,x) . j=1,

Como as Bk são lineares en} f (propriedade 1.3.1 e fórmulas

(1.2}} , as fórmu]as (]..11) mostrar\ que p é uma representação

C' ' . Sejam. agora, f e xO tais que grade ílx = {), então:

20 

onde 

m+p 
n. = I 

J t=l 
, j = 1, ... , m+p (I. 10} 

Para cada j, l < j < m+p, Bj = Bj(x,f) é linear em f(decorrên
cia de I.3.1 e da fórmula (I.2)) e de classe Cr-l em xi e yi, 
i = 1, .•. , m+p. Como, desde o início, tomamos r > 2, é eviden 
te a continuidade de ev p 1 , c.q.d. 

Lema I.4.6 - A aplicação p: Cr(M,R)+ cr-l(M,L(M)} definida por 

p(f) = gradr fé uma representação 

lorizaç~o ev p: Cr(M,R)xM + I(M) 

transversal à seção nula O(M}c L(M). 

r-1 e e tem va 

Demonstração: Com efeito, tomadas coordenadas locais em M e '11 M 

com y. = 
J 

como no lema preceàente, temos: 

m+p 
I BkJ' 

k=l 
( x) Bk { f, x) , j =l, ..• , m+p 

(I.11) 

Como as Bk sao lineares em f (propriedade I.3.1 e fórmulas 

(I.2)), as fórmulas (I.11) mostram que pé uma representação 
r-1 e . Sejam, agora, f e x 0 tais que gradE fx = O, então: 

o 
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evp (f ,xO) É; 0 (M) , isca él

$k~f'x0) : 0, k = ]-,

mtD .

'x0 ; j)ll Vj -ã;h xO '., ente.

* ,Tâ:: ''*; '*.; í'* '',*,;* :i:+ (f , xO ) yj l IR j
(xO ,0}

(! . 1 2}

Vê-se agora q-ue evp 'hx.. 0(M) (transversali.date em >1(}4) >

dado um vetar W tarlgente a l<m} em (xO,0) , teremos

. mlp

n\'+P
E Â

j=i
, P (1 . 1 3}

que pode ser escrito como

W 'w'FI )(f,xO) evpJ(q,0), w e T'(x0'0)0{F{).(1.14)

Basta tomai acima g un\a função de Cr(f'l,R) que satisflaça a seguia.

te condição no ponto xO

21 

evp (f ,x0 ) 8 0 (M) , isto e 

m+p 

I 1 teremos, então: 
j=l 

m+p a 
j~l yj 8xj + 

+ 
(I.12) 

Vi-se agora que evp i O(M) (transversalidade em ICM)): 
XO 

dado um vetor W tangente a L(M) em (~0 ,0), teremos 

m+p 

I 
i=l 

" m+p ·~ 
a + \ b a 

ª1 -rx:- l J. cly. ' • J' 1 J l. = 
com 

m+p 

I 
j::::;1 

A. b. 
VJ J 

(I. 13) 

que pode ser escrito como 

(I .14) 

Basta tomar como g uma função de Cr(M,R) que satisfaça a segui!}_ 

te condição no ponto x 0 : 
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a

ax. (1 . 1 5)

ou seja, para cada j, 1 : j !. m'PP

(xQ)
mtp

j.}! ÇÍ.j (xO) bj. '

(gi:l) é a matei.z da métrica ($1.3} e

(1 . 16)

De(1.].3},(1.]-2), (1.]-5) e(1.116) concJ-ui-se (1.14), c.q.d

[.'{.] - Nos teoremas de txansversa].i-

das.e citados de [3], fazemos

A = Cz' (M,R} espaço de Banach - logo vaz-iedade diferenciãvel e

espaço de paire - x = M, y = )1(M} . W = 0(D'i) c Zr(M) e s=r-].

Do leira i.4.5 seque, entoa, que o conjunto das {i tai.s que seu

} - gradiente s.5 te1]ha sinqu].aridades }-simples é aberto. Do le
ma 1.4.6 segue que este conjunto ê residual - ].oga denso - em

C' (!t{,R} quando r-]. > max {0,m'PP''mi: p. No caso de r S Fl-]., ].em

álamos que Cp+r(r,!;R) é denso em Cr(M,R) e, como as funções f de

Cp+r(M.R> C Cr(M.R) cujos ;l-gradientes s(5 tenham singulari.dados

E-símp:-es formam um conjunto denso em Cp+r(f't,R) , o teorema 1.4

l também estafa satisfeito pa»"a qualquer r > 2, c.q.d.

ou seja, 

m+p 
(grad g)x :::;: I 

para 

o j=l 

cada j , l < -

~ <xo) = ax. 
J 

j 

8 
bj 7x. 

J 

< m+p: -

rn+p 
I gij(xo) bi 

onde (g .. ) ia matriz da mitrica (§I.3) e l. J 

rn+p 
I 

i 
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(I.15) 

(I.16) 

De (I.13), (I.12), (I.15) e (I.16) conclui-se (I.14), c.q.d. 

Demonstração do Teorema I.4.1 - Nos teoremas de transversali-

dade citados de [ 3] , fazemos 

A= Cr(M,R) espaço de Banach - logo variedade diferenciável e 

espaço de Baire - X = M, Y = I (M), W = O (M) e I (M) e s=r-1. 

Do lema I.4.5 segue, então, que o conjunto das f tais que seu 

I - gradiente só tenha singularidades I-simples é aberto. Do le 

ma I.4.6 segue que este conjunto é residual - logo denso em 

Cr(M,R) quando r-1 > max {O,m+p-m}= p. No caso der~ p-1, lem 

bramas que Cp+r(M,R) é denso em Cr(M,R) e, como as funções f de 

cp+r (M,R) e cr (M,R} cujos I-gradientes só tenham singularidades 
'í' , n+r l -simples formam um conJ unto denso em C'- (M, R) , o teorema I. 4. 

l também estará .satisfeito para qualquer r .:_ 2, c.q.d. 
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0bsê=vaca0 r,4.? O 'Teorema ]:.4.1. ainda ê váli.do quando se
esta no uni.versa dos campos %r(D!} e a ca

da campo X se associa o campo XX poz prcjeção ortogonal de Xx

sobre }x' em cada ponto x e P{. =om processos anal-egos demang.

tra-se que o conjunto dos campos X para as quais X. só admita

singularidades >j-simples ê aberto e denso em IXlr(!4)

1 . 5 variação contínua dos pontos singu].ares }l simples

Dada uma função f cujo }j-çzadiente só admita singu-

].aridades }l-si.mp]-es vimos que existe c > 0 ta] que na bo].a

BÊ(f} C C'(M,R} , de centro f e raia c, todas as funções ainda
tém esta propriedade (parte do Teorema ]..4.]-) e que para cada

g e C' (M,R) com esta propriedade as singu].ari.danes formam uma

subvariedade VP(g) compacta (propriedade 1.2.5) . Veremos agora

que se f tem esta propriedade existe uma vizinhança de f na qual-

a subvariedade dos pontos singulares VP(g) varia continuamente.

em classe Ct , com g.

#

!i:igEggii:gBg ]:.5.]- - Se f e Cr(M,R) é tal que grade f só a(limite

sinçuiariaaaes2-simples, exi.ste c > 0 tal

que: se Bn(f) c Cr(!{,R} é a hol-a de cerltro f e raio c, então:

i) lig-file < € -> gradll y só admite singularidades

>j-si-mp].es ,
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Observação I.4.7 O Teorema I.4.1. ainda é válido quando se 

está no universo dos campos s&r {M) e a ca 

da campo X se associa o campo Xr por projeção ortogonal de Xx 

sobre Ix, em cada ponto x e M. Com processos análogos demons 

tra-se que o conjunto dos campos X para os quais X só 
!: 

singularidades 2-simples é aberto e denso em 3€r (M). 

I.5 Variação contínua dos pontos singulares I- simples 

admita 

Dada uma função f cujo I-gradiente só admita singu

laridades I-simples vimos que existe E> O tal que na bola 

BE (f) e cr (M,R), de centro f e raio E, todas as funções ainda 

têm esta propriedade (parte do Teorema I.4.1) e que para cada 
• 

g e Cr(M,R) com esta propriedade as singularidades formam uma 

subvariedade vP(g) compacta (propriedade I.2.5). Veremos agora 

que se f tem esta. propriedade existe uma vizinhança de f na qual 

a subvariedade dos pontos singulares vP(g) varia continuamente, 

em classe c 1 , com g. 

Proposição I.5.1 Se f e Cr(M,R) é tal que gradE f só admite 

singularidadesI-simples, existe Ê > O tal 

que: se B (f) e cr (M,R) é a bola de centro f e raio s, então: 
E: 

i) l!g-fl!r < E: => gradx; g só admite singularidades 

I-simples, 
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ii} a variedade VP(g) dos pontos singu].ares de grade g

nte, em c].asse CT'l-, com gCBr.(f)

Resolvemos, pri.meigamente. o caso ].ocas, como apl-ilação do Teo-
rema das funções impl-ícitas

GCFB-L 3.hÜàmé

8

Lema 1.5.2 - Nas condições até aqui uti.ligadas se feCr(M,R} é

ta]. que grade f só admi.te singularidades >1 -

simples e se xO e vt'(f) é um ponto singular de grade f, então -

existem um numero c: = c(x0}> 0 e uma vizinhança u : u(x0}c M
tais que: se g e CI (14,R) é ta]. que llç-r llr < c:, a variedade

VP(g} nU dos pontos singulares de grade g em u é o grãfi-co de
uma função h de cJ-asse CT'J' e ai.nda h e suas derivadas variam

continuamente com g.

Demonsbkacaó
Tomemos um sistema de coordenadas (u;xl,..'rxm+p)

em torno de xO e as respectivas coordenadas aO

missÍveis (Tu;xi,..''xm+p'yi'''.,ym+p) em TM. Sendo, neste sig.

tema de coordenadas, a distribuição >1 descrita pelas p 1- for -

mas uV' v = ip...,peladas como no $ 1.3:

mtp

uv ' j2,i A'vj dxj' v = ].,..., 'P

e sendo a matriz (Avj)l.5..UE P de posto p, suponhamos que a$

]-!jSm+p
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ii) a variedade vP(g) dos pontos singulares de gradr g 

r-1 varia continuamente, em classe C , com g€B (f). 
E: • 

Resolvemos, primeiramente, o caso local, como aplicação do Teo

rema das funções implícitas. 

Lema r.5.2 Nas condições até aqui utilizadas se f€Cr(M,R) é 

tal que gradl: f só admite singularidades l -
simples e se x0 e VP(f) é um ponto si~gular de gradr f, então -

existem um número E= s{x0)> O e uma vizinhança u = u(x0)c M 

tais que: se g e Cr(M,R) é tal que llg-f ur < E, a variedade 

✓ (g) nu dos pontos singulares de gradr 
r-1 

g em ué o gráfico de 

uma função h de classe C e ainda h e suas derivadas variam 

continuamente com g. 

Demonstração Tomemos um sistema de coordenadas {U; x 1,. ... ,xm+p) 

em torno de x0 e as respectivas coordenadas ad-

missíveis (TU;xl , .•• ,x + ,Y1 , ••. ,y + ) em™· m p m p Sendo, neste sis 

tema de coordenadas, a distribuição I descrita pelas p 1- for -

mas wv, v = l, ... ,p dadas como no§ I.3: 

m+p 
I 

j=l 
A . dx. , v = 

VJ . J 
1' ... f p 

e sendo a matriz (Avj) l.'.5y~ p de posto p, suponhamos que as 
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çuuxueriaaas x estejam n11ma uem ta.L que â Hall'iz

(A....) seja não-singular em todo o aberto TJ {evnntllalmPn
::'S p

m+J-<j < m't-p

te menor que o aberto tomado no pri.nc3-pio mas ainda vi.zi.nhança

de xO) . Assim sendo, para cada g C Cr(M,R) , e como

grade qx e >lx' teremos que uv(grade gx]:0, 'i-].,. ..,P,VxCV

Por outro Lado, conforme as notações de (1.1) e (1.2) temos pan
k€1w:

mtp .

'-;': ,* : :'!; ', :';*' + (1 . 17}

dóhãe

jZi Àv:l (x} Bj (g;x]=0,v=]., .
,P,Vg e Cr(M,R),V x e U (1 . 1 8)

Sendo não singular a matriz (P'v:i(x))]. : VZ P de (1'18}
m+l < ]< m+p

pode

mos ca]cu].ar

Bk(g;x) -j>1].cjk(x) 13j(q;x} ,k::m+l,. .. ,m+p. V geCr(M,R) ,VxeU
(1 . 19)

Donde, um ponto x e U safa ponto singular de grade g se, e $ó

se, B.i (g;Elmo , j=1 , . . . ,m.

Ora, das hipóteses do Lema 1.5.2 temos que grade. f., = 0, donde

Bj(f;xO):0, j=i,..., m+p. Então, fazendo q = f em(1.18), de

rimando em re]-ação a cada xi' ] S i< m+p, e ca]cu].ando em xO
tete&ó g t

a

coordenadas x. estejam numa ordem tal que 
l 

a 
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matriz 

(A . ) seja não-singular em todo o aberto U (eventualmen-
-VJ l<v< p 

m+l~j2. m+p 

te menor que o aberto tomado no princípio mas ainda vizinhança 

de x
0
). Assim sendo, para cada g e Cr(M,R), e como 

gradr gx e Íx, teremos que wv(gradE gx}=O, v=l, ... ,p,Vxev. 

Por outro lado, conforme as notações de (I.l) e (I.2) temos para 

xev: 

m+p a I s. (g;x) -a-
j=1 J xj 

(I .17) 

donde 

m+p 
I 

j=l 

, r 
A .(x)t3.(g;x)=O,v=l, ••• ,p,Vgec (M,R),V xeu. VJ J 

(I.18) 

Sendo nao singular a matriz (l>~ . (x) ) 1 VJ < V.:S_ p de (I.18) pode -

m+l < j~ m+p 

mos calcular 

W r Bk(g;x)= l c.k(x)f3. (g;x) ,k=m+l, ••• ,m+p, Vgec (M,R} ,1/xeu 
j=l J J 

(I. 19) 

Donde, um ponto x eu será ponto singular de gradE g se, e só 

se, Sj(g;x)=O,j=l, •.. ,m. 

Ora, das hipóteses do Lema I.5.2 temos que grad~ f = O, donde 
L.. XÜ 

13j(f;x
0

)=0, j=l, •.. , m+p. Então, fazendo g = f em (I.18}, de-

rivando em relação a cada xi, 1 < i 2. m+p, e calculando em x 0 
teremos: 
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j li Av](xO) -51i-l-(f;x0}=0, v'l,...,p e i-:l...., m+p (1.20)

Isto significa que em (f;x0) também algumas das --;;l- se calca.

].am como combi.nações ].i-teares de outras, isto é

olsl, m a 13 .

-ax.(f;x0)= jll cjk(xO) :l(f;x0),k:m+l,...,m+p

Por hipótese xO é um ponto >j-simp3-es o que equiva].e, pe].a pro
priedade 1.3.2, à condição do posto da matriz

$er m. Tendo em vista as re]-açÕes(1.2].>
m'bp

v P.

z( 'k (f;x0))].<k<m em p

l3.i5m+p

.<im S m+p tais que a matriz (.l.;l:"-(Í;xo»l5.j ,kl5m

].ar. Se conslderahos a aplicação de c].asse CT'l-

@ : Cr (M;R) x tJ -+ Rm

(g;X:,.. ' ,xm+p)+-'(B:(g,x) ,..- ,8m(g,x) )

1 , .rm+p

#

si.ngu

) )(f;x 0
i:i,kS

Sejam

seja nao

'au'-

+(f;x0)=C) e det (;;lS-- (f;x0)>].<j kSm
(1.22)

m+p aa. µJ I A. (xo) axi (f;xo)=O, V=l, ... ,p e i=l, ... , m+p j=l VJ 
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(I. 20) 

Isto significa que em (f;x0} também algumas das se calcu 

1am como combinações lineares de outras, isto é: 

m aa. 
(f;xo)= l c.k(xo) d J {f;xo),k=m+l, ••• ,m+p,i=l, ••• ,m+p j=l J xi 

Por hipótese x0 é um ponto I-simples o que equivale, pela pro

priedade I.3.2, à condição do posto da matriz 
aak 

<ax. (f;x
0 )} . . ser m. Tendo em vista as relações(I.21) 

1 l~i,k~ m+p 

ª'\ a matriz(-..-....... -êlx. 
1 

(f;x
0

)) tem posto m. 
l<k<m 

Sejam l<i <i < ••• <i < m+p tais que a matriz - l 2 m -
ask 
(-(f;x » ax. O l<. k< 1. J, m 

J - -

seja nao singular. Se consideramos a aplicação de classe cr-l: 

(g;x
1

, ••• ,x+ )1--+-(S (g,x), ••• ,a (g,x)) m p 1 m 

·ela é tal que 

det (I.22) 
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ioga, pelo Teorema d;:s furlç8es i-mp].ícit:ls, conc]-ui-se que exis-

tem u:cRt' vizinhança de (xr:,..., r.)' U:c Rm vivi.nhança de

(x{ ...., x{ ) , um namoro c - cb€0)>0 e uma aplicação

h
$-: }

BE(f> x ui-» uz , de classe C' '

tai.s que

i) (x;.,...,x; -x{.,..., xl) } são as coordenadas de'p ': :'m

xn C U, numa ordem conveniente a fim de bati-afazer

(1 . 2 2} ;

ii) B.{f} C' Cz' (B],R) é a bo].a de centro f e raio c;

iii) u: -t- u, = u c ti, onde u:, U, € Rm+p são conjuntos

da kml'p obtidos de U. e tJ, quando se acrescentam -
as coordenadas que faJ-lavam. na ordem conveniente

tema de coordenadas (x.,...,xm.+P) e U:: c M é tal

que sua imagem em coordenadas seja u.+ u,.

:v) ó'l (o) nq' (f} x u

{ {g;l=r ' , ;{., ,h (y ; x.. ,
'P l

,xr )} l (xr ' ,xr )eVi}
P

logo, pelo 
p 

tem u e R 
l 
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Teorema da.s funções implícitas, conclui-se que exis-

vizinhança de (x~ , ••• , xrº ) , U e 
h. 1 2 p 

vizinhança de 

(x? , ... , x?), um número E:= e{x
0

)>0 e uma aplicação 
J. l 1 m 

tais que: 

h 

i} x? } sao as coordenadas 
lm 

de 

x
0 

€ u, numa.ordem conveniente a fim de satisfazer 

{I.22); 

ii} B (f} e• cr {M,R) é a bola de centro f e raio Ê; 
€: 

iii) u 
1 

+ u 
2 

= ~~'te u, onde u 
1

, u 
2 

e Rm+p sao conjuntos 

m+o de R· - obtidos de U e U quando se acrescentam -
1 2. 

as coordenadas que faltavam, na ordem conveniente 

e todas nuJ.as; uc R.m+p é a imagem de Uc M pelo sis 

tema de coordenadas {x
1 

, ••• , x + ) e tr-~ e M é tal m p 

que sua imagem em coordenadas seja U
1
+ U

2
• 

i'IBr 
E 

* (f) X U =: 

-- { ( g; xr , •.. , xr f h ( g; xr , ... , xr ) ) 1 (xr , ..• , xr ) €V 1 } • 
l p l p l p 
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Isto é, se ilç-i?lilX E , na vizinhança U't de xO os pontos singulâ
res de gradll g pertencem ao gráfico de uma função CT''J-, varian&),
portanto, continuamente com g em classe Cr'l-, c.q.d.

7 imediata, tendo em vista o

]-ema precedente e a compa-

cidade de VP(f).

gbâe:!açêa ]:.5.3 - Se r > 3, pode-se afirmar que a variedade

V'(g) varia isotopicamente com g numa vizi-

nhança de f. Isto decorre do teorema da isotopia (l3l- teorema
20 . 2)

#
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Isto é, se lJ g-fl! r< t , na vizinhança u * de :x0 os pontos singul.§;. 
,.. ~ r·-1 res de gradr g pertencem ao grafice de uma funçao e , variando, 

r-1 portanto, continuamente com g em classe e , c.q.d. 

Demonstração da Proposição I.4.7 imediata, tendo em vista o 

lema precedente e a compa

cidade de '1(f). 

Observação I.5.3 - Ser~ 3, pode-se afirmar que a variedade 

Vp(g) varia isotopicamente com g numa vizi

nhança de f. Isto decorre do teorema da isotopia (!31- teorema 

20.2). 



{'' n t) ':rp i TT .r"i - :- n -} STB.BiLIDÃDE

ioiíl o ot.)j(=tj.-xro de csLi:ãar t'mii cl{.asse d= carrcpos }l'gra
dienEes cstrubtzla.Lmen+.e estáv=:.s ?or pc::=ti:i:nações ü.n Cr(I'i,R) no

caso pai'tj-cu].(!r enl qUe 2. seja una dis.Lcri.uuuição =]ntegrã'ie]. com va

riedad.es i.nbcgraif; ma.=li.mai.s co $acl:as , co:neçcLraos por urna c].asse
de }l-q):e.üieii+-e= ç2-c:= t:ãvÉ.!j.s .

Í3:ja, porEa]] i:o ;. 2. IT}TR dista:ilJ'u.tcÊicn .i.'i'beirã't'=1 tal

q\:e se x €1 i; c ]?.. õ a -:rn;::ledade l3.ltcg;:ai .ílna==irna..L õe >1 car x, en-

tão Ê'x e compacta. ;=:.s !S='.1:l.'?J=:=i.eqc:4: .F., .'nao de !ií:l n a;) m e cona

tiEuem l.uü& fc\lh.eflçg.ü d.e M qu:ü .:n=i.ce:in=s ?o.r t:. [)iremos que }l ó
a "dist:ri.buj.-;ão f]ançe:iE'a ã Éc.]lleaç:o }:"

Exen?los üe poli'!eaçr5 s CC'al ;OJha= c'OnPacLt;s são OS

í?j.bl=.c5QS con grlj:Pc: -cFut-.2='8ll. fã.r if:c ($C .2.2\ coi] base c fi.bra
compaitça.s

'n':x.L

" =.. :....(,;:.(;,=tt.l ..iileU=:.'=c-i a Seç:]j.]'.-c=. i33:rol)='zc=cl;2de
Ê .JT

!!.gg=1;1:l:e(]õ,.ãe ]): .!.]. - SeiLdo Zr .{nbeqr.ãvc]., em cada ponto x e l~T,

{em-se ?:-adEf* * qtad(::ÍF:.);:

-t i. 2 !S!!!Ê9---:;i:11Sl1li;É=....X:b:&2e:;i2Ég:.{s=:

Seja f f: C= (}!,R) de nc)do que JS po:\bos si.ngulares de

Xf : gz'adEf se.l n odes }l-i;j.mP].es, Congidel.'e:uos a suava.--iedade

Vt' destes pontos singulares e seja >= g VP. A parte E)rincipal de

Dx Xf pode se=' considerada colRun uld operador de 'll\.M. que chamare-
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CA.PfTULO CJ-I'.STA.B:ILIDADE 

Com o objc,tJ.vo de es t:1::.da:r. ema classe d2 campos I-gr~ 
dientes e-tru~uralm0 n~ estiv=~ 0 ror Dº?~r~ ç5•s ~n Cr(W R) •• :::, __ L. ••• ltv .... e ~ .. .::, ,;e.e .. .e'-··~--- 1 .• .Dil __ ,'-E- el 11, no 

CªRO parti_~UJ~_(·.1 .• r ~TIi ~ • d' .L -~ • ~ • t - l - ~ ~..... ,-:. " que 1., seJa u.rn.a 1.s1..rl.:::JUl.Çao J.n ·egra-;re~ com va 

riedades integ-.:rain maximais com.pac·tas, começamos por uma classe 

Seja, 

que se .,_,. Q II e 
. .,., .. \.., r. é a va:t iedade i.ntegral maxima.l de I por x, en

t ::::,.., F 
~ 

compactn. o.-., e 
X :e., sao de d..i:mensão m e cons 

tit.uem urna folhet1ç2.o à.e ;v1 qw~ in(hca.mrn) por f. Direm:,s que I 
a "distribuição tange:ate à fo1he21çz.o F 11

• 

compactas sao os 

fibrados co:n grupo estrutu:ca.1 finito (§O. 2,2) cota bas,~ e fibra 

compae;tas. 

imedi&ta a segilinte propriedade: 

Sendo I integ·rãvel, em cada ponto x e .M, 

tem-se 

II.2 Ponto singular_j-h~perbólico 

Seja f f Cr(M,R) de modo que os pon~os singulares de 

Xf = grad f sej2.m todos 'i, ·-tümples. Consideremos a subvariedade 6 

vP destes pontos singulares e seja x e vP. A parte principal de 

Dx Xf pode ser considerada como um operador de ·r xM, que chamare

mos de 



;b.: : T T'f@ :' Mx x '' ' x:'

Nuirn carta ]-anal ([l x!,.'' f xlM.!)} em torno de x. este operador
é descrito pela, ma+.ri.z

:S.j- , ljZrn.+rn

!)e (1.20> , d.a caractere.cação dos vetore tangentes

a .V em (r.9) a da px'anos,Íção !i*]..!, pode-se enuncia.r B seguia
proposição:

!:;19299ige;g 11*2.1 - Q núcleo do open'apor Â; él Txyn = eSPaço

tangente ã s !h\.''az'i.idade das ponixuas sinqu].a-

x'es em x. À Inagelh de Ê,; está co tj.ã& en1 21x' os auto-valores
de À.; são real.s

Neste context.o, nãa podemos :encontrar pclntos hiper-

bõlj.cos. À j.ãéia que estende o conceit.o de 1].i.pe:b€3].j.co aparece
na proposição seyTu:Lni:e

Nas conõáçoes i.mPostüs neste capxexuulC e se

x e V , sã.o eqTuÍ.v'alen+-es as seguintes candi

i) c open'apor' Ax : ]lx "' Zx c>bp.ido como A'est!'irão de
Àx g Ex é um autolnoE'fisnn hi-pe=hãZI.co;

j.i) a stubvariedade vp é transvexsa]. à folha F. eln x;
iÍI) O operador .q; tem m auto-Va;.Ol-es não nUIO$r se

contados com suas multa.plicj.ã des;

j.'-r} x é o ponta sjnçu]«ar hiperb(51ica do camPO
grau.{f 1.,) em
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Numa carta local (U; x 1 , ••. , x:m+p) em torno de x. este operador 

5 é descrito pela matriz ( -) l<i 4-<m·--P 'óX -~- t.2_ . . i 

De (I.20), da caracterização dos vetores tangentes p 
a V em (I.9) e da proposição II.Ll, pode-se enunciar a seguin 
proposição: 

~ 
p .Proposiçao II.2.1 - O núcleo do operador A~~ ~~V ~ espaço 

res em x. 

. de A' são 
X 

X "" 

tangente à subvarieàade dos pontos singula-
A imagem de 

reais . 

está contida em lt • 
X 

Os auto-valores 

Neste contexto, nao poderoos encontrar pontos hiper
bÓlicos. A idéia que estende o conceito de h.iperbólico aparece 
na proposição seguinte: 

ProP9sixão II.2.2 - Nas condições impostas neste capítulo e se 
p -x e V, sao equivalentes as seguintes condi 

çoes: 

i) o operador Ax : lx ➔ lx obtido como restrição de 
A~ a lx é um automorfismo h~perbólico; 

p ii) a subvariedade v~ é transversal à folha F em x; X 
iii} o ooerador A' tem m auto-valores não nulos, ~ X ,r se 

contados com sua·s multiplicidades; 

iv) x é o ponto singular hiperbólico do campo 
crrad. ( f l F ) em F ~ - · X X 
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T")a m.-.n Q t-n= n = f-.':wj&lVA À u hJ' u b uv

-$--+ ii : oe].a nro:posição i1-.2.1, tem-se que

''-x in:jetor «:-'' Ex n Tx VP ; {0}
Por fo!.'ça de suas dimensões, e como A. se tem auto-valores reais

lç) Ax é um automorfismo hi-pe!.'bÓJ-ico 'e--o' Ax é :i.n.jetor

29) Tx }í : )IX + x 'P -p:::õ. E n Tx P = {0}

l

i . = iii . imediato

iii.. ;> i com eleita, os m auto-..,-amores não nu].os de AJ

são os auto-va].odes de Av pois da proposição

11.2.]- vg-se que não se pode te3" A: v = Xv, eom

À#Deve2

de fato, pois as expl'essÕes em co07.'dana-

das mostram AI.. é a pa!'te pl"'incipa]. de

Dx(XflFx), c.q.d

]jlg::in:ção 1.[.2.3 - Um ponto x € VP se diz >1-hi.nerbÓ].ico se, e sÓ

se, estiver.' sa-t:isfei-ta uma (logo as quatro)

das condições da P!.'oposição .[1.2.2

Pronosicã.Q 11 .2 .4 - (cal-'actor:i zjllçãg qg pç?ptg !ingul$r E-ll:ipS!:l?p}.}

co em coordenadas). Um monto x. € VP ; um oon

ll;g sinPu]-ar :j-bibe!.'bd].i-co de EZ.'adE f gS, q !.g !g., (U; xl'

, xm.w ) um sistema local de pool-'denadas em torno de x0} seja

X

='vl

)
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Demonstração: 

i ~ ii : pela proposição II.2.1, tem-se que 

A injetor~ I n T vP = {O}. 
X X X 

Por força de suas dimensões, e como A só tem auto-valores reais: 
X 

19) Ax é um automorfismo hiperbólico<==> Ax é injetor 

29) T M = I + T vP ~ t n T vP = {o}. 
X X X lx X 

i. => iii. imediato. 

iii. => i com efeito, os m auto-valores nao nulos de A' 
X 

sao os auto-valores de Ax pois da proposição 

II. 2 .1 - pode ter A' ÀV, ve-se que nao se V ::: com 
X 

À ~ o e V i I . 
X 

i. ~ lV : de fato, pois as expressoes em coordena-

-das mostram A e a parte principal de 
X 

Dx(XflFx), c.q.d. 

Definição II.2.3 - Um ponto x e vP se diz I-hiperbÕlico se, e só 

se, estiver satisfeita uma (logo as quatro) 

das condições da Proposição II.2.2. 

Proposição II.2.4- - (Caracterização do ponto singular !-hiperbóli

co ~~ coordenadas). Um ponto x 0 8 vP ~ um pon

to singular I-hiperbÓlico de gradr f se,~ só ~e, (U; x
1

, ... , 

... , x + ) um sistema local de coordenadas em torno de x 0 , seja m p 
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máximo o pcs :o da seguinte n\aEx-iz

À
' !T':-'FPi .'!.

'qW n»' nlln Wlbr m' «hl+ na» +PÜ AnP mnB

PL 'P . {a'F'P

a$ .) B

'vq*.
$!g. mH'"2p !incas e

.x :
. .Ü

m + p co].. finas

!2911g!!e.iE:$Kgg : esta é a desce-içlio, ep\ oordenadas, da condição
l.j.. da proFJosição !T.2.2, c.q*d

Senda f € cz'gM,i?) t l c;ue tí)dos c,s oon+-os sinqula -

l:e$ de seu 11- qrfldi.e:lí:e seja.nl )l- 1li.pclb15iicos e se VP é a suava

ri-idade const=i.tui.da destes ponüccs; podemos el\u!!cáax' ãs seguir -
tes propriedades:

E.=gEril3da(3e ]:1 . 2 . 5 - \./'

'ü' e cona\t11:0 nOT'!nalrlente hipel'bt31{cG re

. L .'
liâtj.\r8u\c=tc aQ íll.Jxo de ÇI'üd.. f. Í4

BEGE:l.!-e(iad.e i1.2.7 - O nÜneJ--o de auto-va].teres posi+.avos e c nü

mercê de auto-va].o!'es neyaci\-cs, quando -

contados com suas n-lul-'-uip}.j.c!(!artes. s$O can.sta tes e:n cada compg

D
E nsver$ 1©

PPx'0PX'& date 2 $

máximo o posto da segui.nte matriz 

l 

m + p colunas. 

A • • • A . 1 l 1 1, m+p ---~------~--~--, 
A A Pl ...... p,m+pl 

êH3J :18
1 ~-···~ l m+p 

as m+p 
dX 

1 

as .. -~ 
·~ 

m+p 
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de m+2p linhas e 

Demonstração esta e a descrição, em coordenadas, da condição 

ii. da proposição II.2.2, c.q.d. 

Sendo f e Cr(M,R) tal que todos os pontos singula -
res de seu I- gradiente sejam 

p I- hiperb6licos e se V ~ a subva 
riedade constituída destes pontos, podemos enunciar as seguin -
tes propriedades: 

Propriedade II. 2. 5 -
p 

V é transversal folhas. 

p 
Propriedade II.2.6 - V é conjnnto normalmente hiperbólico re 

l.ativamente ao fluxo de grad>.: f. r 4 1 

l i • 
·' 

?ropriedade II.2.7 - O número àe auto-valores positivos e o nú 

mero de auto-valores negativos, quando 
contados com suas multiplicidades, são constantes em cada compg, 



P

2sE;!=111=gê9 ii . 2 .8 Cada componente conexo de VP se diz um ele-

m-3n+bo }l- crIEi.co de grade f. Um elemento
>l-crítico cujos pontos sejam todas }l- !=iperb(5].ices se diz um

elemento >1- hiperbÕ].i.co

!2Sg;i=!!j:Sgg iZ.2:9 - um e].ementa 11- hiperbólico a se di.z do tj.PO
(u,s) se, e só se para cada ponto de a c> nú

me['o dos auto-va].odes positi'tios (contados com suas mu].ti.plácida
des) é u e o 11Ünero (ios sulca-valores negati.vos (contados com
suas mu]tip].i.cidades) õ s : tem-se. então, u+s = m. Se a é do

tipo (o,m) a se diz um >1- poço, se é do xcipo (mro) uma >j-fonte

e do tipo (u,s} , com' ]- 5. u .S. m - ]., uma >j-sela.

É consequênci.a imediata do que foi. visto a seguinüLe proposição.

E'roposácao ]E]].]Q
Se ct é u11t elcmcnLco :-hi.pera(51i-co de grada f,
então a é uma sub'trãEiedãdc de Mm+P. compac-

ta. comera de dílnensão p g ct é do tipo (u,s} , com u+s = m, se,

e sõ se. para todo x É: cl. x for ponto singular hiperbÕ].ico de

grau (flF'x) do tj-PO (u,s} em Fx

gg$yariedades invariantes

Nas demonst:l'açé5es do capa'xcu]o ]]=, re].atiras ã esta

biJ-idade estrutur.}l, usaremos a fato de que wn conjunto normal
mente hi.perbã]ico [4 ] admi.te variedades estável. e instãve].

Mais precisamente, sendo a urn elemento >1-hiperbóii-

p 
nente conexa de V. 
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Definição II.2.8 - Cada componente conexa de VP se diz um ele-

mento I- crítico de gradE f. Um elemento 

I-crítico cujos pontos sejam todos I- hiperbólicos se diz um 

elemento I- hiperbólico. 

Definição II.2~9 - Um elemento I- hiperbólico a se diz do tipo 

{u,s) se, e só se para cada ponto de a o nú 
mero dos auto-valores positivos (contados com suas multiplicid~ 

des) é u e o nú~ero dos auto-valores negativos (contados com 

suas multiplicidades) é s : tem-se, então, u+s = m. Se Cl 
.. 

do e 

tipo ( O ,m) diz I- .. 
do tipo (m, O) I-fonte a se um poço, se e uma 

e do tipo (u,s), com 1 < u < m - 1, uma I-sela. 

t; consequência imediata do que foi visto a seguinte proposição. 

Proposição II.10 - Se a é um elemento I-hiperbólico de gradr f, 

então a, é uma subvariedade de ~+P, compac

ta, conexa de dimensão p ~ a é do tipo (u,s), com u+s = m, se, 

e só se, para todo x e a, x for ponto singular hiperbólico de 

grad (f fFx} do tipo (u,..s) em Fx. 

II. 3 Subvariedades invariantes 

Nas demonstrações do capítulo III, relativas à esta 

bilidade estrutural, usaremos o fato de que UJn conjunto normal 

mente hiperbólico [4] admite variedades estável e instável. 

Mais precisamente, sendo a um elemento I-hiperbóli-
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CQ de gl.ad. xr do tiPO (lu,$} , chaiTlantos de hJU(Ü) (E-eSP. WS(OI) )

O conji.anta dos pOntOS de P! c-tília {x-lj.imite (E'esp.m - limite) este

]a corltj.do ern a . Este conjunto é uma. var-i.idade de dimensão

u + p resp. s+P) , diz-se variedade instável (z-esp. estável.> de

cx e coinçi,de com a reunião das variedades =irlstãveis wu(x} (resp
estáveis w'(x)) em F dos pontos x € CL

f

B.s variedades i-nstâvejs tVu(x) (resp. estáveis ws(x))
dos pontOS x € a ConstjüüUCN Uma folheação de codlimensão P de

tV'(ü) (resp. lvs(ü) ). Às variedades inval-iant:es WU(CE) e tasco!)

sao mergulhados enquanto em parLue$ compact.as e variam cona:inua-

inente em classe C} cc.nl f, continl.:idade es+.a que é tlrii.forra.e nas
partes conte)actas.

No que $eç\e. se!'ã de gl'ande tlEI.li.dado o conceito

de "vizinhança tul)alar fole cada" de J.w. tVocld que transcrevemos
agora de '8

Deeini.cãü :FT . 'q . } . c
Seja.m P'! *7aliedade diferenc.i:ve.]. f]o].geada

por uma foJ-heélção F e S (: M siubvariedade de

M transversal às t'o].}tas de f em tod.cn palito. Uma \izinhança tu

bula-r í:olhead de S ert\ M Õ tinta vi. inhailça t.ubulEat (!-i,P) de $ -
em lü! tal que

' (X; = COMI'i})0 i).'Ee Canex'a ÉI (lue X pei'tende de

F '"\ E!

A Proposj-çã0 3.]- de :ül çax-ante a edis'-cgpciâ de v'izinhançêbtUbu
].ares fço3. eaã s. $e ;4 tem nlõt!:'ica e $ 8 compacta é oossÍ\Fol -
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co de grad\~ f do tipo (u,s), chamamos de vl1 (a) (resp. í;f (a) ) , la 

o conjunto dos pontos de M cujo a-limite (resp.w - limite} est~ 
ja contido em a . Este conjunto é uma variedade de dimensão 
u + p (resp. s+p), diz-se variedade instável (resp. estável) de 
a e coincide com a reunião das variedades instáveis Wu{x) (resp. 
estáveis W5 (x)) em F dos pontos x e a. X 

As variedades instáve1s Wu(x) (resp. estáveis W9 (x)) 
dos pontos x e a constituem uma folheação de codimensão p de 
Wu ( od (resp. W8 {a} ) • As variedades invariantes Wu (a} e w8 (a) 
s~o mergulhados enquanto em partes compactas e variam continua
mente em classe C 1 corn f, continuidade esta gue é uniforme nas 
partes compactas. 

No que segue, será de grande utilidade o conceito 
de "vizinhança tu.bular folheadaH de J.W. Wood que transcrevemos 
agora de [8] . 

Definição II.3.1 - Sejam M variedade diferenciável folheada 
por uma folheação F e Se M subvariedade de 

M transversal às folhas de F em todo ponto. Uma vizinhança tu 
bular folheada de Sem Mi uma vizinhança tubular (U,p) de S -
em M tal que: 

p-1 (x) = componente conexa a que x pertence de 
F ri U 

X 

A Proposição 3.1 de a existência de vizinhanç~ tub~ 
lares folheadas. Se M tem e Sé compacta é nossível -.( 
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tomar E > 0 conveniente tal que U {x C M l d (x,S) <E:}

lllS.ei!=n=1=ga;g 11. 3.2 - Seja a um elemento >1-hiperbó3.ico de grade f

do tipo (u,s) e considerenns sua variedade -

i.nstãvel w"(a) folheada pelas variedades instáveis Wu(x} , quan-

do x € a . Sendo a compacta e transversa] ãs fo].has de Wu(a),
se u 3. 1, podemos tomar uma vizinhança tubular fo].herda ç2 de a

em W"(cl) . Em n, consi.devamos uma outra vizinhança tubu].ar de a

em W'(a) , ç2i c Q: c Í2, cujo bordo seja transversal ao campo.

Chamamos este bordo de domínio fundamental- (instável) de tVu(a) ,
denotando-o por Du(CE)

Analogamente, se s 3. 1, defina.mos o domíni.o funda

mental (estável) de WS(cl) denotado por Ds(cl) .

Verifica-se de modo natural. a seguinte proposi.çãa:

Proposição 11.3.3 - Sendo u à ]., um domíni.o fundamental(instã

vel) Du(cl) é uma Subvariedade compacta de
dimensão u + p-]. e fica definida uma função de cl-asse Cr-J-

t w {a} - oc '» K

tal que sendo $t o fJ-uxo de grade f g. x € b$u(a)-oi, então

$ ,. (x) e 0U(a)
tá(x)

Anal-ogamente, se s à. l g D$(cx) um domíni.o fundamental. (estável.)

fica definida a função de classe Cr-l

a

/

ts = Ws (ct)
a

G '- R
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tomar e > O conveniente tal que u = { x e MI d (x, S) <1::}. 

Definição II.3.2 - Seja a um elemento I-hiperbÓlico de gradr f 

do tipo (u,s) e consideremos sua variedade -

instável Wu{a:,) folheada pelas variedades instáveis Wu(x), quan

do x e a. Sendo a compacta e transversal às folhas de Wu(a}, 

seu> 1, podemos tomar uma vizinhança tubular folheada íl de a 

em Wu(a). Em íl, consideramos uma outra vizinhança tubular de a 

em Wu(a), íl 1 e íl
1 

e íl, cujo bordo seja transversal ao campo. 

Chamamos este bordo de domínio fundamental (instável) de Wu(a), 

denotando-o por Du(a). 

Analogamente, ses~ 1, definimos o domínio funda -

mental (estável} de W8 (a) çenotado por D8 (a). 

Verifica-se de modo natural a seguinte proposição: 

Proposição II.3.3 Sendo u ~ 1, um domínio fundamental{inst~ 

vel) Du{a) é uma subvariedade compacta de 

d . ~ l f' d f' ·a funça~o de classe cr-l imensao u + p- e ica e ini a uma 

tu . Wu(a.) - a -+ R . 
a 

tal que sendo <Pt o fluxo de grad_r f e u então X e w (a)-a, 

(p u (x) e Du (a) . 
ta (x} 

Analogamente, ses~ l ~ D8 (a) um domínio fundamental (estável), 

fica definida a função de classe Cr-l 



ta]. que
-.: (*)

U

{x} P Ds (u) , V x F tfs (ü) a

2S.g.Z.niS.ãg 11.3.4 - Saiam ü un clenlenxco {-1llf)e.rb(51ico de grau.f

do #-iPO (u,s) , con 1} :. 1 e Du = nU(u) lm do

mini.o fundamenta.l j.ns+câve!. ch.ümainos de seção transversal ao
campo pol D" un\a suba.-ari.idade $u tal que

b e \lma suba piedade de ri, renlativamente com-

pacta; transvezsa.! ao campo e d.e dímensãa
nn '+ p - l ?

j. {; >
(Su, Ot!, P, !3s) . onde o: $u-.FDu, é um fik)Fado

ta] (!ue p'l(x} (Fx'V x Du e a fibra ti.po e a
bo.La }3s c Rs

Evi.dentemente, se u = m, tentemos $u = í)u e p : identidade

Da mesma forma, cieflne-se seçao transvels:31 ao campo por ns,
qualldo s > l

Usaremos o À- lema Í j ila forma coma esta anuncia

do nos doj.s ã],+uj.Rios tÓPj.cos da segui.nte p].-oposj-ção:

11:.;=$ZEggi:.çao 11.3.5 - gerido a um elünlei Lco :- hlperbolico de

grade í, cJo tiPO (u,s} caii} u :.. !, pari.idade

instável. w' = lq'u(ü) g Du=oueü) unt dc>mínío fundamental instável,
valem as seguintes E)rapriedades:

i) existe wl\a senão tralasversa! $u por Ou #
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tal que 

Definição II.3.4 - ama um elemento I-hiperbó co de grad~f 
do tipo (u,s}, com u > l e = Du(a) um do 

mínio fundamental instável. Chamamos de seçao transversal ao 
u u campo por D uma subvariedade S tal que: 

i) Su é uma subvariedade de M, relativamente 

pacta, transversal ao campo e de dimensão 
m + p - 1; 

com-

.. ) ( 8u u s) d ~ u u - f . b -
J. i , D , p , B , on e P: .... + D , e um 1. racto 

tal que p-·l(x) CFx,\J xe Du e a fibra tipo é a -
bola B3 e 

Evidentemente, seu= m, teremos Su = Du e p: identidade . 
Da mesma forma, def ine-·se seção transversal ao campo por D5

, 

quando s > l .. 

Usaremos o À- lema [ 6 J na forma corno está anuncia
do nos dois últimos tópicos da seguinte proposição: 

Proeosição II.3.5 - Sendo a um elemento I- hiperbólico de 

gradr; f, do tipo (u,s) com u ::_ l, variedade 
u u u u ~ 1 - ) { \ instave W = W (a e D =D ,m, um domínio fundamental instável, 

valem as seguintes propriedades: 

i) ~ u u existe uma seçao transversal S por D; 
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iil sendo $t o fluxo defi.ninfa por gxadX f g Su

uma seção transversal por Du, então @.t(Su) cog
verga. em c].asse Ci g: haU(OI) para t "+m e esta

convergênci.a é uni.forme em partes compactas ;

j. j. ã > nas condições de ii,

(Su) Wu

é uma vizi.nhança de Wu

Definiç.ão 11.3.6 Se f e Ci'(M,R} é tal- que todas os pontos

singu].ares d.e xÍ = grade f sejam >j-niperbó-

li.cos, então diz-se que Xf é um campo >1' h}
perból-ico. Chamaremos de ffr( Cr(M,R) o -

conjunto destas :Funções.

XX.4 Q estabi].idade dos >1- gradi.entes >j-hi-perbó].ices

Neste parágrafo, demonstramos a proposição que diz:

se f e H: , seu >1- gradiente é um campa n' estável. par pequenas
perturbações de f

!iigP99j:ÊBg ll 4.1. - Se f e Hr, exi.ste c: >0 ta]. que: se ge

Cr(M,R) com llg-flôr <ce se Qv(f) g

Q:(g) são os conjuntos dos pontos não errantes (1.2.2) , respec

tivamente, de grade f g. gradll g, então exi.ste um homeomorfísmo

h : nE (f) ''' 9E (g}
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ii) ·sendo <Pt o fluxo definido por gradE f e su 

uma seçao transversal por Du, então <P_t(Su) con 

verge, em classe C 1 a Wu(a) para t ➔ +00 e esta 

convergência é uniforme em partes compactas; 

iii) nas condições de ii, 

é uma vizinhança de wu. 

Definição II.3.6 - Se f e Cr(M,R) é tal que todos os pontos 

~ingulares de Xf = gradE f sejam I-hiperbó

licos, então diz-se que Xf é um campo I- hi 

perbólico. Chamaremos de Hr e Cr(M,R) o 

conjunto destas funções. 

II.4 íl - estabilidade dos I- gradientes 1-hiperbólicos 

Neste parágrafo, demonstramos a proposição que diz: 

se f e Hr, seu gradiente é um campo íl- estável por pequenas 

perturbações de f. 

Proposição II 4.1 Se f e Hr, existe€ >O tal que: se g € 

cr (M,R) com Jjg-fjlr <se se ílr {f) e 

ílr(g} sao os conjuntos dos pontos não errantes (I.2.2), respec-

tivamente, de gradr f e gradi: g, então existe um homeomorfismo 
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/e' ;'Eu; e um elemento Z - hiperbólico

de grade f do tiPO (u,s) (v. ]:1.2.9) , então sua imagem

a'(g} = hEa(f)] é um elemento }l- hiperbóli.co de grau ge
mesmo tiPO (u,s)

tak a (fque

2SglgnEiEiiSÊgg - Dada f € Hr, sabemos, por i.2.2 que ç2r(f)

= V'(f) = variedade dos pontos singu].ares. Seja

d > 0 o mínimo dos va].ares absolutosdos auto-valores do operador

Àx(]:1.2.2) quando x € vt'(f) . É possíve]. tomar uma vizinhança -

tubular folheada (11.3.1) (U,T) de v '(f) em Mm+p e c>0 tal que,
se g ecr(M,R) e llç - ílf< e, então

P
i) V' (g) ( U variando continuamente em classe Ci

com g (1.5.].)

ii) os auto-valores d

#

h

o operador Àv(g} definido pelo

grade g, quando y e vE'(b) diferem menos que -g--

dos auto-valores de Ax(f) , logo são não nulos.

Assim sendo, temos, peJ-a proposição 11.2.5 que VP(g) também ê
transversal às folhas. Definimos h da seguinte forma: se x6

VP(f), h(x} = y, cinde {y} = vP(g) n .n-i(x). Que h é um homeo-

morfismo decorre da transversalidade de VP(g} como se pode ver

ao considerar seu aspecto laca!. A inversa de h é dada pe].a -

restrição da projeção T a VP(g} . À conter-.ração do ti.po de cada

e].ementa E- críti.co é conseqtlêncla i.medlata da construção de
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tal que: se a(f)c ílE(f} é um elemento I - hiperbólico 

de grad f do tipo (u,s) (v. II.2.9), então sua imagem í 
a'(g) = h[a(f)J é um elemento L- hiperbólico de grad g e do 

mesmo tipo (u,s). 

Demonstração r Dada f e H, sabemos, por I.2.2 que ílr(f} = 

= Vp(f) = variedade dos pontos singulares. Seja 

d >o o mínimo dos valores absolutosdos auto-valores do operador 
p 

Ax(II.2.2} quando x € V (f). ~ possível tomar uma vizinhança -
tubular folheada (II. 3 .1) {U ,rr) de VP.(f) em Mm+p e s>O tal que, 

i) 

ii) 

ffg - f lf < E, então 

p 
V (g} eu variando continuamente em classe C 1 

com g (I.5.1) 

os auto-valores do operador A {g) y 

gradE g, quando y e Vp(g) diferem 

definido pelo 

d menos que 2 
dos auto-valores de Ax(f), logo são não nulos. 

p Assim sendo, temos, pela proposição II.2.5 que V (g) também é 
transversal às folhas. Definimos h da seguinte forma: se x e 
VP (f), h(x} = y, onde {y} = VP (g) n 1T'."."

1 (x). Que h é um homeo-

P morfismo decorre da transversalidade de V (g) como se pode ver 

ao considerar seu aspecto locaL A inversa de h é dada pela -
p restrição da projeção "lf a V (g). A conservação do tipo de cada 

elemento I- crítico é conseqüência imediata da construção de 

h. 



No casa de $c ter r > 13, a demonstração da

proposição anteri.or é dada !medianamente

pela isotoPía entre Vb"'(f) e y (g) como fcli v'isto eln i.5.3

4 . 2k
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Observação II.4.2 - No caso de se ter r > 3, a demonstração da = 
proposição anterior e dada imedi.atamente 
p p pela isotopia entre V~ (f) e V (g) como foi visto em I.5.3 . 
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CAPtVULO ill ESTÂBILXDÃDE ESTRUTUiiÃ&

lll.l Introdução

Neste capítul-o, estudamos uma classe de }j-gradientes

que são estrutural.mente estáveis por pequenas perturbações da
função em Ca' (M,R) . Imitados aqui. a técni.ca de Pa].is-Sma].e usa-

da na demonstração da estabi].idade de' Sistemas Dinâmicos de Mor

se-Smale, [S.] , [6] , conforme exposição de G.L. Reis, P. }tendes

e w.C. Meta em r7]

Continuamos, durante todo o capa-tuJ-o, supondo que >l

seja uma distribuição integrãve]. tangente â folheação F cujas
folhas se:jam todas compactas

Demonstra-se. $em di.ficu].dado , a seguinte proposição:

BEgp99:!Ção ]]].].]. Se f e Hr, isto é, os elementos >j-críti

cos de grade f são todos >1- hiperbólicas
e se x e M, temos

i.) V'nF'x é constituÍcía de um numero finito (>0) de

pontos, onde vt' é a variedade dos pontos singulâ

res de grade f e Fx a foJ-ha por x;

ii) os con]$untos a- e u- ].imite de x estão contidos

em F.;

iii) conforme as notações introduzidas em 11.3 e se
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CAPÍTULO III - ESTABILIDADE ESTRUTURAL 

III.l Introdução 

Neste capítulo, estudamos uma classe de I-gradientes 

que sao estruturalmente estáveis por pequenas perturbações da 
~ r funçao em C (M,R). Imitamos aqui a técnica de Palis-Smale usa-

da na demonstração da estabilidade de· Sistemas Dinâmicos de Mor 

se-Smale, [5], [6], conforme exposição de G.L. Reis, P. Mendes 

e w.c. Melo em [7]. 

Continuamos, durante todo o capítulo, supondo que 2 
" 

seja uma distribuição integrável tangente à folheação f 

folhas sejam todas compactas. 

Demonstra-se, sem dificuldade, a seguinte proposição: 

cujas 

Proposição III.1.1 - Se f e Hr, isto é, os elementos I-críti -

cos de gradE f são todos I- hiperbólicos 

e se x e M, temos: 

i) VP np é constituída de um número finito (>O) de X 

pontos, onde Vp é a variedade dos pontos singul~ 

res de gradE f e Fx a folha por x; 

ii) os conjuntos a- e w- limite de x estão contidos 

em F • x' 

iii} conforme as notações introduzidas em II.3 e se 
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ai '' ' . ,ak sao todos os cl-clTlentos >1-críticos

grada f, então:

de

k
Ui:lM

W' ( '»:L )

k

havendo, pelo menos, uma E fonte e um X- poço

A classe dos >1- gradientes que vamos estudar é agua
la dos campos que Bati.sfazem ai.nda a uma cond.ição sobre a posa.
ção relativa das variedades estáveis e instáveis dos elementos

}l -críticos e as fo].has. Passamos a descrever esta condição.

Definição lil.l Sendo M variedade diferenciãvel, três sub-

vari.idades Si' S2P S3 de M se dizem em po'
lição gera! se estiverem satisfeitas as se

gui.ates conde-çÕes:

j. ) Si e sj são transversais sempre que i# j,

l 5. i ,j S. 3 ;

j. j. } S{ nSI.. e S..i transversais, sempre que i.,j,k são

dois a dois distintos, ]. 5. i,jrk 5. 3

É de verificação imediata a seguinte propriedade

Pronríedade 111.1.3 - Se S:, S,, S:C M estão em posição geral.,

então Sj. nSj e Si nSk são transversais
em sj., sempre que i,j,k são dois a dois di.stintos, l.<i,j,k5.3.
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a.
1

, ••• ,a.k sao todos os elementos }:-críticos de 

gradE f, então: 

k 
M = U u · W (a

1
.) 

i=l 

havendo, pelo menos, uma I- fonte e um I- poço. 

A classe dos I- gradientes que vamos estudar é aque 

la dos campos que satisfazem ainda a uma condição sobre a pos!_ 

ção relativa das variedades estáveis é instáveis dos elementos 

l -críticos e as folhas. Passam.os a descrever esta condição. 

Definição III.1.2 - Sendo M variedade diferenciável, três sub-

variedades S
1

, S , s de M se dizem em po-2 3 

sição geral se estiverem satisfeitas as se 

guintes condiç6es: 

i) si e s. 
J 

sao transversais sempre que i t- j ' 

1 ~ i,j < 3; 

i,j,k ~ ii) s1 nsk e s. transversais, sempre que sao 
J 

dois a dois distintos, 1 < i,j,k < 3 . 

~ de verificação imediata a seguinte propriedade: 

Propriedade III.1.3 - Se s
1

, S
2

, S
3
C M estão em posição geral, 

então s1 n sj e s1 n sk são transversais 

em si, sempre que i,j,k são dois a dois distintos, l~i,j,k~3. 
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!!gej=3j=sêg rrr.1.4 Uma função f e Cr(lhÍ,R} pertence à classe

Sa' se, e sõ se, QSLuiVCTCH bati.ski.tas as
segui-ntes canal.çÕes:

j.) f e Hr (j-sto é, os elementos }l-criei.cos de

grade f são todos }l- hiperbólicas) ;

ii) se a: , a: são elementos >1- crz'ricos de grada f,
então Ws(a:) , WU(a,) e F estão em posição geral
(i11.]-.2) r qua.Lquer que seja a fo].ha F C M.

Com 11:1.]..3, verifica-se imediatamente a seguinte
propriedade

!J;gE99j=Sag 111.1.5 ..' f € Sr<w> em cada fo]ha F da fo].heaçao f

dada por >1, a restrição de graus. f for um
campo gradiente de Morde - Smale

Nosso escapo neste capítulo g mostrar que se f eSr.

seu >1- gradiente é estrutural.mente estável. por perturbações de

f. Para i.sto, passaremos a construir as fam511ias tubu].ares pa-
ra este tipo de campo.

:11.2 Diagrama de fase para os >1.gx'adientes

2Sli.g4=ge9 111.2.]. - Se f e Sr, vamos chamar de diagrama de fa-

se para f, o conjunto dos elementos }l- crí

tacos al,... , ok de grade f. munido da ordem parcial abaixo de-
eiãããà.
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Definição III.1~4 Uma função f e Cr(M,R} pertence à classe 

Sr se, e s6 se, estiverem satisfeitas as 

seguintes condiç~es: 

i) f e Hr {isto é, os elementos l-críticos de 

gradE f são todos I- hiperbólicos); 

ii)- se a
1

, a
2 

sao elementos I- críticos de gradE f, 

então W'(a
1
), Wu(a

2
) e Festão em posição geral 

(III. 1. 2) , qualquer que seja a folha F C M. 

Com III.1.3, verifica-se imediatamente a seguinte 
propriedade: 

Pro2osição III.1.5 f e Sr<•> em cada folha F da folheação F 

dada por I, a restrição de gradr f for um 
campo gradiente de Morse - Smale. 

Nosso escopo neste capítulo é mostrar que se f e Sr, 
seu I- gradiente é estruturalmente estável por perturbações de 
f. Para isto, passaremos a construir as famílias tubulares pa
ra este tipo de campo. 

III.2 Diagrama de fase para os I- gradientes 

Definição III.2.1 - Se f e Sr, vamos chamar de diagrama de fa

se para f, o conjunto dos elementos I- cri 
tices a 1 , ••• , ¾ de gradr f, munido da ordem parcial abaixo de

finida. 
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!29fi:rligêg ll 1 . 2 . 2 <-> VJs(aj.) n t'?u(ctj) # @ ,
i5. i-,j.$K

Neste parâgxafo, mastraremos que a re].ação definida
em 111.2.2 é, efetivamente, uma ze].ação de ordem parei.al.

:g19299&ÊBg 111.2.3 - Sendo a wit elemento >j-criei.co qualquer

de grade f, com f e Sr, as ap].ilações

abaixo defina-das são sobre:jetoras, de classe CT'] e pos.Lo maxi.

P (cl) : WU(Q} '- a

se x e Wu(a) , g {yJ? a-lím x, então pu(ct) (>t} = y 9

P (a) : WS(a) -* cl é ta]. que, se x e WS(a) S {yl=w-].i.m x,

então p'(cl> (x) = y

2szle39igÉgÊ.gg= Comecemos por pU(a) : $e u;0, temos Wu(al: a

p'(cl) é a identidade, sendo obviamente satisfez.-

tas as propriedades entlncíadas. Se u à 1, seja Du(a) um doma -

ni.o fundamental (]:1.3jde wu(a} . Então, em Wu(cl)-cl, a apli.cação
P'(a) é obtida pela composição do fluxo com a restrição a OU(Ol}

da prajeção da V'izinhança tubu].ar folheada. Enquanto na vizi -

nhança tubu].ar fo].geada, pu (cl> coi.nade com a projeção estando,

portant.o satisfeitas as condições enunciadas. O caso de ps(a)
é anal.ogo

Definição III.2 .. 2 ª1.· < a. <=> w5 (a. } n vl (a.) t- ~ , J l J 

l< i, j~k • 

Neste parágrafo, mostraremos que a relação definida 
em III.2.2 é, efetivamente, uma relação de ordem parcial. 

Proposição III.2.3 Sendo a um elemento I-crítico qualquer 

de gradr f, com f e Sr, as aplicações 

abaixo definidas sao sobrejetoras, de classe Cr-l e posto máxi-
mo: 

se x e Wu (a), e {y}=; a-lirn x, então pu (a} (x) = y e 

+ a ~ t l e w8 (N) e a que, se x ~ e {y}=w-lim x, 

Demonstração: Comecemos por pu(a): se u=O, temos Wu(a)= a 

pu(a) é a identidade, sendo obviamente satisfei

tas as propriedades enunciadas. Seu> 1, seja Du(a) um domí -
nio fundamental (II.3)de Wu(a). Então, em Wu(a)-a, a aplicação 
pu{a) é obtida pela composição do fluxo com a restrição a Du(a) 

da projeção da vizinhança tubular folheada. Enquanto na vizi -

nhança tubular folheada, pu(a} coincide com a projeção estando, 

portanto satisfeitas as condições enunciadas. O caso de p 8 (a) 

é análogo. 
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. 2 . 4Propclsxça.o lii.2.4 - Se cli,c[2 sao e].ementcls >1 críticos de

f e Sr tais que Ws(a:) n wu(a:) # $, eg:
tão a restrição de pS(cl:} ou de pu(a:} a cada componente comera

de ws(Q:) nWu(ct,) é ainda sobrejetora.

]291193ãE:lggg;g: Se s(cl:) ou u(a,):0, a interseção aci.ma se reduz

a cl: ou cti/respectivamente, e a proposição é trl.

vi.a].mente satisfeita. Caso contrario, verifica-se que a imagem

de cada componente caBeRá de Ws(a:) nbVu(az} por ps(a:) (resp.

par P"(az)) é um aberto e fechado de &: (resp. de az} , pois
WS(a:) nWs(c[:} deve ser tralasversa]. a cada fo]ha (111.]..4,ii e

111.1.2) , sendo não vazio deve, portanto coincidir cam a. (resp.
a:)

proposição 111.2.5

$

Nas conde.iões d.a praposiçãa anterior, ou

W'(a.) nWu(ü:} tem somente pontos slngy:

].ares e. então ai = ctz ' ou somente pontos regulares e. então,
U(a:} < u(az}

291y99;glE:lg;çgg: Com efeito, sendo ambas W$(a.} e Wu(a.} invariap

tes pelo :Fluxo, se x 6 WS(a,) nWu(a,) , toda sua

órbita estará taitlbém aÍ. Logo, se x é regular,

dimEws(CE:) nwu(oi,) nFxl à 1, donde u(a:) E. u(a,)-]. (].eva8:
do em conta a transversal.idade) - -Esta mostra que a*/a. e en -
tão Ws(a:} nWu(cz:) só contém pontos regulares. Assim sendo, se
W'(a:} nW'(ct:} conta.ver algum ponto singular sõ conterá pontos

singu].ares e a:= a:= oc = wS(a) Rwu(a) , c.q.d.
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Proposição III.2.4 Se a 1 ,a
2 

sao elementos I- críticos de 

f e Sr tais que W8 (a
1

) ri Wu(a
2

) 'f- ~, en 

tão a restrição de p 8 (a
1

} ou de pu(a
2

) a cada componente conexa 

Demonstração: Se s(a
1

) ou u(a
2
)=0, a interseção acima se reduz 

a a.
1 ou a

2
,respectivamente, e a proposição é tri 

vialmente satisfeita. Caso contrário, verifica-se que a imagem 
s u s de cada componente conexa de W ( a 

1 ) n W { a 
2 ) por p ( a 1 } (resp. 

por pu(a, 2 )) é um aberto e fechado de á
1 

(resp. de a 2 ), pois 

w8 (a
1

) nv/3 (a.
2

) deve ser transversal a cada folha (III.1.4,ii e 

III.1.2), sendo não vazio deve, portanto coincidir com a (resp. 
1 

Proeosição III.2.5 Nas condiç&es da proposiçio anterior, ou 
s u W ( a. 1 ) n W ( a 2 ) tem somente pontos sing~ 

lares e, então a
1 

= a
2 

, ou somente pontos regulares e, então, 

u(a
1

) < u(a 2 ). 

Demonstraçã9: Com 

tes 

efeito, sendo ambas W8 (a) e Wu{a.) invarian 
l 2 -

s u pelo fluxo, se x e W (a
1

) nw (a
2
), toda sua 

Órbita estará também aí. Logo, se x é regular, 

do em conta a transversalidade). Isto mostra que rv ..J.,., e en -"" 1 Tv. 2 

tão W8 (a ) fiWu (a } só contém pontos regulares. Assim sendo, se 1 2 

Ws (a
1

} nwu(a.
2

) contiver algum ponto singular só conterá pontos 

singulares e a.
1
= a

2
= a = w8 (cd nwu(a), c.q.d. 



gggEggj;çgg 1.[1.2.6 - Ã. relação defina.da em xr1.2.2 é de ordem

parcial.

12929&g.l;glgç.gg: A prclpriedade reflexa.va é imediata. n. propriedg.

de antissimêE}'ica é canseqtiência da p!'oposição

111.2.5. A propriedade transita.va é conseqüênc&a de proprieda-

de análoga para os grada.entes de Morde - Smas.e/ apJ-içada a uma

folha que encontre os elementcls 2- czz+tlcos em questão, usando-

se aqui a proposição 111.2.4. para considerar efta folha.

Estando demonstrada esta ploposlçâo, podemos traduzi.r para os
}l - gradientes, os conceitos de "cadeia de" e "ardem entre"e].e-

mentas >1- críticos, que passamos a definir:

Definição 111.2.7 : Uma cadeia de elementos y- críticos é uma

sequência ao > a:,' ' . ) ü.l da e].ementas }l-

crz+ti.cos de g!'adE f tais que ai.].<aj. / l S. i< j . Diz-se que
esta é uma cadeia que ]-i.ga cl. a OI.i

8

Definição ]:11 O número Inteiro ] diz-s« o comprimento

da cadeia de elementos >1-icríticos

'aj

!2SiÊj:114=S3g 111.2.9: Se cl: < cl: sao dois elementos >1-criei.cos,

a ordem de cx: em re].ação a a,é o número in-
teiro n obtido como o máximo dentre os comprímeaxuo$ das cadeias

que ].igam a: a a: . Indica-se também n = a:/ a: e. por convem:

ção, estabe].ece-se a/a

Proposição III.2.6 
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A relação definida em IIl.2.2 é de ordem 

parcial. 

Demonstraçã~: A propriedade reflexiva é imediata. A propried~ 

de antissimétrica é conseqüência da proposição 

III.2.5. A propriedade transitiva é conseqüência de proprieda

de análoga para os gradientes de Morse - Smale; aplicada a uma 

folha que encontre os elementos l- críticos em ~uestão, usando

se aqui a proposição III.2.4, para considerar e~ta folha. 

Estando demonstrada esta proposição, podemos tr$duzir para os 

I - gradientes, os conceitos de "cadeia de" e "cirdem entre"ele

mentos I- críticos, que passamos a definir: 

Definix~2 III.2.7: Uma cadeia de elementos I- críticos é uma 

~. d~ elementos I-
-J 

críticos de gradz f tais que ªi-l<ái , 1 < i ~ j . Diz-se que 

esta é uma cadeia que liga a
0 

a a. . 
J 

Definição III.2.8 O número inteiro j diz-s~ o comprimento 

da cadeia de elementos r~cr!ticos 

Definição III.2.9: Se a
1 

< a 2 sao dois elementds I-críticos, 

a ordem de a
1 em relação a m

2
é o número in

teiro n obtido como o máximo dentre os comprimentos das cadeias 

Indica-se também n = a
2

/ ~
1 

e, por conven 

ção, estabelece-se a/a= O. 
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Sao imediatas, da proposição 111.2.5, as seguintes propriedades

Prooriedade 111.2.10 - O índice u de instabi].i.dado é uma fun

ção estro.lamente crescente ao longo de

::92ri.edade ]ii.2.].1 - Numa dada cadeia, um elemento }j-crítico
pode aparecer uma vez, no maxi.mo.

A seguir, veremos que a ordem entre dois e].ementas 21

alr az esta ligada ao aspecto da subvariedade Ws(al) n Wu(a2}

2S11j=nj=gSg iii.2.].2 - Sendo ci wn e].ementa E- cr5.LIGO com varie-
dade instável Wu(OI) , definimos como bordo

toPológlco awu(a) a .reunião dos bordos topos-ógicos das varieda-

des Instãvei.s de cada um de seus pontosr como pontos si.ngu].a -
res do campo restrita à cada folha, isto é (v. 11.3)

awu(ct) = t J )wu (x)
X€Q

2sÊ=1:aigêa i11. 2. 13 - O fecho topos.Ógico de WU(CE) será o con

junto denotado e defina-do como segue:

Wu ( cl } WU(cl) U aWu(a)

Analogamente. se definem aws(a} e Ws(a)

Podemos, então, demonstrar as segui.ntes proposições

E:e29g.i:sgg 111.2.]-4 - se f e Sr 9. a g. B são elementos 2j-críti-
cos de gradllf tais que Wu(a) naWu(É3)#©,

então existe uma cadeia de elementos >1-críticos ].içando ct a B.
'i;
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são imediatas, da proposição III.2.5, as seguintes propriedades: 

Propriedade III.2.10 

uma cadeia. 

O índice u de instabilidade é uma fun 

ção estritamente crescente ao longo de 

Propriedade III.2.11 - Numa dada cadeia, um elemento L-crítico 

pode aparecer uma vez, no máximo. 

A seguir, veremos que a ordem entre dois elementos r-críticos 

a 11 a 2 está ligada ao aspecto da subvariedade w5(a. 1 ) ti Wu(a
2
). 

Definição III.2.12 - Sendo ct um elemento r- crítico com varie-

dade instável Wu(a), definimos como bordo 

topológico awu(a} a,.reunião dos bordos topológicos das varieda

des instáveis de cada um de seus pontos, como pontos singula -

res do campo restrito à cada folha, isto é (v. II.3) 

Definição III. 2. 13 

awu(a} =, U awu(x) 
xea 

O fecho topológico de Wu(a) será o con 

junto denotado e definido como segue: 

Analogamente, se definem aw5(a} e w8{a). 

Podemos, então, demonstrar as seguintes proposições: 

Proposição III.2.14 - Se f e sr~ a~ a são elementos I-críti

cos de gradtf tais que Wu(a} fiawu<S)F0, 

então existe uma cadeia de elementos I-críticos ligando a a B. 
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LpJ-ilação da resultado análogo para eJ-ementas hi-

perbólicas apJ-icado a uma folha F.,, com

x e Wu (a) n 3Wu (f3)

Como consequência, temos a porpasi.ção seguinte

Demonstração

Proposição 111.2.15 Se cne a2 sao elementos E-crz'ricos de

grad.X f, com f G St , temos:

ai 5. c!: < WU(a:) n Wu(a:) # g

Uma primeira conseqtlênci-a dos fatos acima é a segui.nte

Bii9299j=.ggg ]:11.2.16 ando f € Sr, as variedades i.nstãveis e

estáveis dos e].eventos }l-críticos de

grades f são mergu].nadas

9sngn:giE.EgÊga: Sai do fato destas variedades terem mergul-hajas

suas partes come)actas e que. ainda Wu Q8Wu ; g
(resp. ws n 3ws = g)

A importância da ordem relativa de doi-s elementos y -críticos

esta, afinal , demonstrada na ú].ti.ma proposição deste parágrafo,
a seguir:

Prooósi.cáo !!1*2.1f

r

Se cla , ai são elementos >1-críticos tais

a:/ clo= 1 e se Su(cÍ:) é uma seção trang.

versam. por um dorllínio fundamental Du(a:) (3e WU(cl!} , então tem -

8Ws (cl.} n Su(cl. ) = g
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Demonstração: Aplicação de resultado análogo para elementos hi

perbólicos aplicado a uma folha F , com 
:X: 

Como conseqüência, temos a porposição seguinte: 

Proposição III.2.15 Se a
1

~ a 2 sao elementos I-críticos de 

r gr ad 1: f , com f e S , temos : 

uma primeira conseqfiência dos fatos acima é a seguinte: 

Proposição III.2.16 - Quando f e Sr, as variedades instáveis e 

estáveis dos elementos I-críticos de 
~ • gradr f sao mergulhadas. 

Demonstração: Sai do fato destas variedades terem mergulhadas 

suas partes compactas e que , ainda Wu ri awu = % 

(resp. w8 n aw8 = [A). 

A importância da ordem relativa de dois elementos) -críticos .., 

está, afinal, demonstrada na última proposição deste parágrafo, 

a seguir: 

Proposição III.2.17 - Se a
0 , a

1 
sao elementos I-críticos tais 

a
1

/ a 0 = lese Su(a
1

) é uma seçao trans 
,.. u u ~ versal por um dorru.nio fundamental D (a 1 ) de W (a

1
), entao tem -

se, 
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esglgnÊiE92sãg: faz'se por redução ao absurdo, tomando-se x em

l)W'(ao) n S"(cll) e construindo, com base no que

aconteceria em FXr uma cadeia de comprimento 3. 2 ].içando a. a a:

rii. 3 }l famÍ].i.a tubular

Conta.quando no escapo de aplicar a técni.ca usada

por Pa[[s-$ma].e, definiremos as }l- famílias tubulares , apresen
tendo antes o que chamamos de flbraçÕes admi.ssívels.

29.Éi11;3:Êgg 11:1.3.]. - Sejam, portanto, f e Sr, ct elemento }l -crã.

Ligo de grado f que não seja um }l-poço.

i.sto ê, com u(a) Z. l. Olz+sw que a família de subvariedades

{v (x) }xeDu(a) é uma fibraçãa admiss3.veJ- relativamente a

Ws(u) se, e sÕ se, estiverem satisfeitas as seguintes condições

Í

DU(oc) é um domínio fundamental de Wu(a) ;

b. l-:.Ju x-!(x) = Su = seção transversa]. por Du;

(x) são subvariedades disjuntas e, para cada

x e Du, v' ) é um disco de dimensão s, mergulhado na

folha F,., cuja Interseção com WU(a) se faz, trans-
versal.mente, no único ponto x;

são contínuas as seguintes aplicações:

].a.) 'n : s' ->D', queacadaye7r(K} fazcor
resoander Q nonbo K e

d
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Demonstração: faz-se por redução ao absurdo, tomando-se x em 
s u aw (a 0 ) ll S (a 1 ) e construindo, com base no que 

aconteceria em Fx, uma cadeia de comprimento.::-. 2 ligando a. 0 a a. 1 • 

III.3 I - família tubular 

Continuando no escopo de aplicar a técnica usada 

por Palis-Smale, definiremos as I- famílias tubulares, apresen

tando antes o que chamamos de fibrações admissíveis. 

Definição III.3.1 - Sejam, portanto, f e Sr, a elemento l -cri 

isto 

tico de gradr f que não seja um I-poço, 

é, com u(a.) ~ 1. Diz~• que a família de subvariedades 
.. ~ ~ 

(x)} x e 0u (a} e uma fibraçao admissível relativamente a 

W5 (a) se, e só se, estiverem satisfeitas as seguintes condições: 

a. Du(a) é um domínio fundamental de Wu{a); 

b. 
_1 u 

'Ir (x) = S seção transversal por Du; 

_1 
e. as TI (x) sao subvariedades disjuntas e, para cada 

u _1 
x €D, TI{x) é um disco de dimensão s, mergulhado na 

folha F, cuja interseção com Wu(a) se faz, transx 
versalmente, no único ponto x; 

d. sao contínuas as seguintes aplicações: 

la.) 
U l 

+D, que a cada y e rr- (x} faz cor -

responder o ponto x e 



2a.) Su -..-. gr'asmanniana de Su, que a cada yev'!(x)

faz cora'espondel.' o subespaço tangente: T.,(v'l(x})

Defina.mos , ago!.'a a E-famz+].ia tubular'

]llS.11in.{SS9 111.3.2 - Sendo feS]' e cl um e]ementa ;-crl+ti.co qua].quer

de gr'adE f, dizemos que 'r = 'ts(a) é uma ;j-famz+]-ia tubu].a!' de Ws(ct),

onde 'r = {'rx}. xeNu satisfaz
a. Nu : NU(a) é uma Vízinhan

W'(a);

b. se xeG, 't$ = componente conexo de Ws(a)nFv a que x pel''vence
( =Ws(x) ) ;

e. se xeNu(a)-a e,então, ü nâo é um i-poço) tx : 0-tlv4},11, onde.U, . # . .n . L 'J
t =tl:(x) étalque +t(x) eDu(eomoeml1.3.3) L "J e

(y)}yeDU é uma fiar'ação admi.ssz've]. (111.3 .].) r'elativamen-

te a W'(a) . Aqui 4]t denota o f].uxo deter'minado por' gl'adE f

1=929g.ÊÊgg 111.3.3 - Se 'r : -ts(a) é uma 11-famz+]ia tubu].ar de Ws(a),
estão satisfeitas as seguintes pr'op!'iedades

i. pax'a cada xeN', tem-se que 'rx é uma subval.'iedade da fol-ha Fx;
ii.. 'tx encontra Ws(a) no Úni.eo ponto x e o faz tr'ansver'saliente

na fo].ha F. ;

iii. V = U.rx é uma vizinhança tubu]-a!.' fo].herda de WS(a} em Mm+p;

iv. São conta'nuas as seguintes ap].icaç8es

la. V -.---+ NU, que a cada ye'rx faz cor'r'esponder' xgNU e

2a. V ----...> gr'asmanniana de V, que a cada ye'r. faz cor'z.'es-

pondep o subespaço tangente T.,('t.) ;

v. +-t('rx) : T+t(x) ; par'a qual.quer tz0

j'ólheàda 3 1) a

2a.) Su---+ grasmanniana de Su, que a cada 

faz corresponder o subespaço tangente: 

Definimos, agora a 1-famÍlia tubular: 
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-1 y8'1T (x) 

-1 Ty(n (x)). 

Definição III.3.2 - Sendo fBSr e a um elemento I-crítico qualquer 

de gradr f, dizemos que 'r = ,:8
(a.) é uma I-iamília tubular de W5 (a), 

onde T = {,:x}. x€Nu satisfaz: 

a. Nu= Nu(a) é uma vizinhança tubular folheada (II.3.1) de a em 

Wu(a); 

b. se xea, 'ts = componente conexa de W8 (a)nFx a que x pertence 

(=W5 (x)); 

e. se x€Nu(al-a e,então, a nao é um l-poço, Tx = ~-t[n;!J, onde 

t = t~(x) é ta.l que $t(x) e Du (como em II.3.3) e 

{~-1 (y)}yenu é uma fibração admissível (III.3.1) relativamen

te a W5 (a). Aqui $t denota o fluxo determinado por gradt f. 

Proposição III.3.3 - Se T = T
8 (a) é uma I-família tubular de W8 (a), 

estão satisfeitas as seguintes propriedades: 

i. para cada x€Nu, tem-se que T é uma subvariedade da folha F; X X 

ii. Tx encontra W8 (a) no Único ponto x e o faz transversalmente 

na folha F ; 
X 

iii. V= Utx é uma vizinhança tubular folheada de Ws(o:) em M111+P; xeNu 

iv. São contínuas as seguintes aplicações: 

la. V--.. Nu, que a cada y8t faz corresponder xeNu e X 

2a. V--+ grasmanniana de V, que a cada y8t faz corresx 
pender o subespaço tangente T (t); y X 

v. •-t(tx) = T•t<x) ; para qualquer t20. 



Deixamos de expor' os fetal-hes destas piavas que usam,a-

].ém das definições, o X-].ema Como foi exposto em 11.3.5 (ii e iii)

}llSg.i!:!11S.gg 111.3 .4 - Um sistema de E-famx+].i.as tubular'es relativas

ãs variedades estáveis par'a f e um conjunto de )l-famx#].i.as tubul-a-

.tks : {.rs(ak)}..l,., ' onde al'''',aH são\ '' ;ÍskK '

os elementos ;l-críticos de gl'adll f e rs(ak) a )l-famxplia tubuJ-ap

rel-atiça a Ws(ak} Um tal sistema $e diz compatível se, e sÓ se

.!«'i : « - { :'«
l,] ..:t y x

De maneio'a anal.oga, define-se urn sistema de >1-famz#l-ias tubuJ-al'es
relativas às var'iedades instáveis para f

Estamos em condiçê5es de demonstrar um Teorema da }-fa-
mzP].i,a tubu].ar para 21-g].'adientes. Este ; o teorema centra]. deste

capa-tu]-o e depois de].e a técnica de Pauis-Smas.e ap].ica-se pa!.'a

demonst[.'a!.' a estabi].idade está'utura]. quase que ].ítera].mente

Teorema 1.[1.3.5 -- (da :-famí]-ia tubular'). Sendo feST' existe E:>Q

ta]. que: se geCT'(M, R) é tal que Íjg-fila'<c:, então g admite um sis

tema de )j-famÍ].ias: tubu]al.'es 'rkls cómpatz+ve]. e de for'ma que a sg.
guinte aplicação

t...J 'rk( f ) '..----------- wuEak(g)]
xeNuEal,.(f)]

que a cada ve'rl}(r) faz co:.'l.'esconde!' a \único ponto de tl:(r)nwuCaK(g)])
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Deixamos de expor os detalhes destas provas que usam,a

l~m das definiç6es, o A-lema como foi exposto em II.3.5 (ii e iii). 

Definição III.3.4 - Um sistema de I-famílias tubulares relativas 

às variedades estáveis para fé um conjunto de I-famÍlias tubula

res 

os elementos l-críticos de gradr f e T~(ak) a I-famÍlia tubular 

relativa a W8 (ak). Um tal sistema se diz compatível se, e só se 

'tiCTj 
X y 

De maneira análoga, define-se um sistema de I-famÍlias tubulares 

relativas às variedades instáveis para f. 

Estamos em condições de der:ionstrar um Teorema da 2-fa
mília tubular para L-gradientes. Este é o teorema central deste 

capítulo e depois dele a técnica de Palis-Smale aplica-se para 

demonstrar a estabilidade estrutural quase que literalmente. 

Teorema III.3.5 - (da !-família tubular). Sendo f8Sr existe e>O 

tal que: se geCr(M, R) é tal que llg-fllr<E, então g admite um si~ 

tema de I-famílias, tubulares Tk,s compatível e de forma que a se g 

guinte aplicação: 

'u -r~(f) 

xeNU[ak(f)J 

k ~ k( u que a cada y€Tx(f) faz corresponder o unico ponto de Tx f)nW [ak(g)J, 



e uma apJ-ilação de c].asse CT''l- em cada 't:](f)c'rf(f). A].ém disto, pg.

].'a um mesmo k, as subvar'iedades 'r;(g) variam continuamente, em c].ag
se Cl", com g e esta variação e unifol.'me enquanto em partes compac-
tas

2Sngg.Z.Ç=gSBg: na qua]. seguimos o esquema do Teor'ema da famx+].ia tubo
lal.' par'a Sistemas Dinâmi.cos ou Difeomoz'sismos dividindo-o em duas

etapas. A: em que se constp6i,por i-adução sabre as tiver'sas Cadeias

do diagl.'ama de fase, um sistema de }l-.faml#].ias tubular.'es pai.'a f; B:

em que se estende o pz.'acesso de i.ndução a uma vizint\onça de f em
C''(M, R)

Emana A: cansEI'ração, por indução, de um sistema compatíve]. de E-fa-

ma'].ias tubular'es par'a f - pa!.'a os }l-poços de g].'adE f, a }l-famz+].ía

tubu].a!.' é cansEI'vida de modo Único. Consideramos o diag!'ama de fase

e procedemos por' indução sobe'e a ordem dos e].ementas }l-cr'éticos em
r'e].ação aos }l-poços. Sendo kzl inteiro, suponhamos já construídas

as }-famÍ].ias tubular'es par'a todos os e].ementas 11-crzpticos em re].a-

ção aos quais os }l-poças tenham ordem g k-]. e que já estejam satis-
fez,tas as condições de compatibil-idade exigidas no Teor'ema. Tomamos,

a seguir', no diagl.'ama de fase, uma }j-sela ak imediatamente antes'i.or
a estas para as qual.s estejam construz+das as E-famzplias tubular.'es.

Começamos por' construir.' uma fiar'ação admissz+ve]. t'elativa a WS(a.,)

Tomamos uma vizinhança fol-geada Qk de ak (em Mm+p) que não encontre
nenhuma das vizinhanças Nu(cl.l) que servem de conjuntos de Índices
pa[.'a as >1-famÍ].ias já construídas -- eventua].mente, tenhamos que di-

mi.Ruir a].gumes das Nu(al) neste passo Em Q]..., eonsidez'erros um domz+-

nio fundamenta]. Du=Du(ak) e poz' Du uma seção Su=Su(ak) também contida
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é uma aplicação de classe Cr-l em cada T!(f)cT~(f). Além disto, pa 

ra um mesmo k, as subvariedades Tk(g) variam continuamente, em elas 
X -

se c1 , com g e esta variação é uniforme enquanto em partes compac-

tas. 

Demonstração: na qual seguimos o esquema do Teorema da família tub~ 

lar para Sistemas Dinâmicos ou Difeomorfismos dividindo-o em duas 

etapas. A: em que se constrôi,POr indução sobre as diversas cadeias 

do diagrama de fase, um sistema de I~famílias tubulares para f; B: 

em que se estende o processo de indução a uma vizinhança de f em 
Cr (M, R) . 

Etapa A: construção, por indução, de um sistema compatível de L-fa

mÍlias tubulares pa~a f - para os I-poços de gradE f, a f-famÍlia 

tubular é construida de modo Único. Consideramos o diagrama de fase 

e procedemos por indução sobre a ordem dos elementos r-críticos em 

relação aos I-poços. Sendo k~1 inteiro 5 suponhamos já construídas 

as I-famÍlias tubulares para todos os elementos I-críticos em rela

ção aos quais os l-poços tenham ordem s k-1 e que já estejam satis

feitas as condições de compatibilidade exigidas no Teorema. Tomamos, 

a seguir, no diagrama de fase, uma I-sela ªk imediatamente anterior 

a estas para as quais estejam construídas as I-famílias tubulares. 

Começamos por construir uma fibração admissível relativa a Ws(ak). 

Tomamos uma vizinhança folheada nk de ªk (em M171+P) que não encontre 

nenhuma das vizinhanças Nu(a.) que servem de conjuntos de Índices J 
para as L-famílias já construídas - eventualmente, tenhamos que di-

minuir algumas das Nu(aj) neste passo. Em ílk' consideremos um domí

nio fundamental Du=Du(ak) e por Du uma seção Su=Su(ak) também contida 



en\ Qk' Seja ak um eJ-ementas 21-criei.co ta]. que cck/ctk.]. : ] . Então,

pol.' 111.2.17, temos avós(ak.].)riso(ak) = g. ist:o é, bJS(ak.].} não se

acumula em Su't. Se defi.Rirmos, para cada xeWs(ak.l)nSU(uk)

Lx : 'rx'lnSu(ak) (111.1)

temos que

Lx : [componente conexo de x em Ws(ak.l)nFxJnSu(ak) (]-11.2)

donde conc].almas que

Lx e subvar'iedade de M"''i', contida em Fx (111.3)

(saLvaI.'iedade por'que 't:'l, sendo invari.ante pelo fluxo, ã transver
sal a S');

dím Lx : dim Tx'] + dim Su(uk) - dim [{ (llJ:.4)

Ot'a, poi' ii, em 111.3.3, temos que

#

Mm+p,

dim Fx - dim [Wu(ak.].)nFx]

u(ak.l)

E, de(]:11.4) e(111.5), tiramos

( 111 . 5 )

dÍm Lx : s(ak.l)

De (111.6) conc].uz'mos então que a dimensão de L. i.ndepende do parti

chiar xeWs(ak.l)nSu(ak) e que va].e a seguinte desigual-date

dim LX z s<ak) ) V xevWS(ak.].)nSu(ak) (111.7)

Sendo asse.m, se consider'ar'mos a vizinhança de t'Js(ak.l) ) dada por'

( 111 . 6 )

em ílk. Seja ªk um elementos I-crítico tal 
s u por III.2.17} temos aw (ak_1 )nS (ak) = 0. 

acumula em Su 11
• Se definirmos, para cada 

temos que: 

donde concluímos que 
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que ak/ªk-l = 1. Então, 

Isto é, t;,,J
8 (ak_1 ) "não se 

s u xeW (ak_1 )nS (ak): 

(III.l) 

Lx é subvariedade de Mm+p, contida em Fx (III.3) 

( . k-1 ... subvariedade porque Tx , sendo invariante pelo fluxo, e transver-

sal a Su); 

Ora, por ii, em III.3.3, temos que 

dim k-l:: 
t'x 

E, de (III.4) e (III.5), tiramos 

(III.4) 

(III.5) 

(III.6) 

De (III.6) concluímos então que a dimensão de Lx independe do parti 

s( u cular xew ªk-l)nS, (ak) e que vale a seguinte desigualdade 

(III.7) 

Sendo assim, se considerarmos a vizinhança de W8 (ak_1 ), dada por 
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H k-lV Tk-L
yeNu(ak.].) y

( 111 . 8 )

ande 'rk-J- é a >1-fama«].ia tubu].a!' re].atava a VJs(ak.l} } e se defi.ni.

y : 'ry n Su(ak) pa).'a y € Vk-]. n Su(ak) (111.9)

podemos impor' -- eventualmente dirnínuindo a vizinhança Nu(al...l )
ae xnaxces - que

i. Lv seja subva}.'iedade de F~,

i.i. di.m Ly : s(ak-].) - ]- à s(ak)

Pal.'a estas verificações, covém lembl'ar que, de inx'cio, ta

manos Su contida numa vizinhança tubu].a!' fo].herda Qk de ak e que a
enter'senão de cada fo].ha com esta vizinhança e um numer'o finito de
ba].as todas difeomorfas

Vejamos, agox'a, o que a$ subvar'iedades L., determinam no
domínio fundamental. Du(ü.,}

consider'amos, de inlPci.o, o caso em que xeVIS(ak.l)nDu(caIS(Qk.l)nSU)

e vejamos como é a interseção LxnDu. Afim-amos o seguinte

i. LxnDu e subvaz.'iedade de Fx;

i.i.. di.m(LxnDu)=dim Lx-s(ak)20
V xeWs(ak.].}nDu (111.11)

( rT T' ] n}

As afi.reações em (111.1].) são conseqÍíência da tl-'ansve!.'sa-

nidade em Fx das subvat'iedades l)unFx e tds(ak-].)nFx (cada componente
comera desta) e esta transversal.idade conseqtiêneia da posição ge-

ral de \ds(ak.l)) t'fu(ak} e !:'x e do fato de cada componente conexo de

Ws(ak.].)nFx se]-' invariante Feio f]uxo enquanto Du é tranversa]. ao
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onde ~k-l ia !-família tubular relativa a W8 (ak_1 ), e se defini

mos 

podemos impor eventualmente diminuindo a vizinhança Nu(~k-l) 

de Índices - que: 

i. Ly seja subvariedade de Fy 
(III.10) 

ii. dim Ly = s(ak-l) - 1 ~ s(ak). 

Para estas verificações, covém lembrar que, de início, to 

mamos Su contida num~ vizinhança tubular folheada ílk de nk e que a 

interseção de cada folha com esta vizinhança ·é um número finito de 

bolas todas difeomorfas. 

Vejamos, agora, o que as subvariedades L determinam no y 

domínio fundamental Du(nk)! 

~ s u s u consideramos, de inicio, o caso em que xew (ak_1 )nD (cW (ak_1 )nS) 

e vejamos como é a interseção L nDu. Afirmamos o seguinte: 
X 

(III.11) 

As afirm~ções em (III.11) sao conseqüência da transversa

lidade em Fx das subvariedades DunFx e W8 (ak_1 )nFx (cada componente 

conexa desta) e esta transversalidade é conseqüência da posição ge

ral de W8 (~k-l), Wu(ak) e Fx e do fato de cada componente conexa de 
s u -W (ak_1 )nFx ser invariante pelo fluxo enquanto D e tranversal ao 
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fluxo.

lçoes ( IJ.].]-l) paz'a pontos de

\J'(ak-].) e dada a variação C] -contz+nua das Subvar'iedades rl:'l (par

te iv da pl'oposj-çãc) 111.3.3) , ; possíve]. tomar Nu(ak.].) suficiente
mente pequena de modo que as transversalidades em questâosmantenham

(mais de uma vez consideramos as folhas cama discos em QI,..) quando
se fizer y per'col'r'ez' Vk-Indo (]-11.8). Assim, podemos z'eescrever as
pr'opr'iedades acima pai'a estes pontos, isto é

i. L.,nDu.:e subvariedade 't

:i: :í=:.li.=:':;:i:lili-...*,.: : .l *««*-:-»'

Par'a prosseguir, considez'erros dois casos: aquele em aue

dim(LynDu) = 0 e aque].e em que dím(LynDu)>0. Se dim(Lvnl)u) = o,
então dim Ly : s(ak) e isto significa que Lv tem a dimensão apro-
pl'fada papa par'tia.par de uma fiel'ação admissível. Tomamos , então

em s'(ak)nVk-]. estas Ly camofibr'as admi.ssz'fieis , definindo a pro:ac-

ção T da seguirlte foz'ma: se xeSu(ak)n\;k-].,

lr(x) = z, onde {z} = LynDu e xeLy (111.].3)

Se dim(LynDu) > 0, temos ainda que ':fibras'' estas subva-

riedades e, pa!'a isto, ].ançamos mão, novamente, das vizinhanças tu-

bular''es fo].geadas. Como, em hTS€1ak.l)nSu, a subvar'iedade WS(a.. .)nDU

e tr'ansversa]. âs folhas , podemos considez'ar. uma vizi.nhança tubu].ar

folheada (B].)p].) de Ws(ak-].)nDu em \#s(ak.].)nSu

Temos então, definida a projeção p].:BI -----+ \,7s(al...a )nDu,
cujas fíb!'as p].'(x) bati.sfazem ãs seguintes propr'i.idades

ver'i.fi.ca ccind&s

$

(11 1 .12)

fluxo. 

Estando 
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verificadas as condiç6es (III.11) para pontos de 
variação c1 -contínua das subvariedades Tk-l (par 

X -te iv da proposição III.3.3), é possível tomar Nu(ak_1 ) suficiente 
_ se mente pequena de modo que as transversalidades em questao mantenham 

(mais de uma vez consideramos as folhas como discos em ílk) quando 
se fizer y percorrer Vk_1 nDu (III.8). Assim, podemos reescrever as 
propriedades acima para estes pontos, isto é: 

(III.12) 

Para prosseguir, consideremos dois casos: aquele em que • dim(LynDu) ::: o e aquele em que dim(L oDu)>O. y ' 
Se dim(L nDu) y ' ::: o, 

então dim Ly ::: s ( ªk) e isto significa que Ly tem a dimensão apro-
priada para participar de uma fibração admissível. Tomamos, então, 
em Su(ak)oVk-l esta;LY corrofibras admissíveis, definindo a proje
ção~ da seguinte forma: se x8Su(ak)nVk-l' 

n(x) = z, onde {z} = LynDu e xeLY (III.13) 

Se dim(L nDu) > o, temos ainda que flfibrar" estas subvay 
riedades e, para isto, lançamos mão, novamente, das vizinhanças tu
bulares folheadas. Como, em W8 (ak_1 )nSu, a subvariedade Ws(ªk-l)nDu 
é· transversal às folhas, podemos considerar uma vizinhança tubular 
folheada (B1 ,p1 ) de W8 (ak_1 )nDu em Ws(ªk-l)nSu. 

Temos então, definida a projeção p1 :B1 --+ 
-1 cujas fibras p1 (x) satisfazem às seguintes propriedades: 



i. p]. (x) c Fx (por'que a proJeção é coerente
com a fo ]-heação , v . i1 . 3 . ]. } }

(!il.lq )

ií. dim plJ'(x) = dímEVJs(ak.])nSul-dimEÇJs(ük-].)nDul=

De ii em (111.14), vé-se q.ue a fibra plt(x) tem a dimen-
são excita par'a par'ticipar' de uma fib!'ação admissx+ve]. . PI'ecisamos

asar'a estender' esta fibraçâo a todo o Vk.].nSu e vamos faze-lo reeo=
Tendo outr'a vez às vizinhanças tubul-ar'es folheados. Coma Bt é traí:

ver'sal as folhas em Vk-lnSu$ e possível tomar' a vizinhança tubular

folheada (B,p) de B]. em Vk-lnSu(ak)
Novamente, diminuindo a vizinhança de z'ndices Nu(ük.l) ,

se fol' neeessar'io, podemos admitir' que para todo xeB estel3am satis-

feitas as seguintes condições

i. px : p l LxnB e um di.feomar'cismo de LxnB soba'e sua imagem

p(L'XnB)cBlnFXcWõ(ak-l)nFX;

ii. p(LxnDu) está suficientemente Cl-pr'6xímo de L'ís(ak-].>nDunFx

de fox'ma que a r'está.'ição p].X ; pl. l p(LEnDa) seja um difeomor-

fismo de p(LxnDu) sobre WS(ak.].)nDunFx' (1111.15)

Com auxz+].io dos difeomorfismos desci'itos aei-ma em

(]111.].5) conseguimos ''levantar" a fiar'ação dada por' p]. em B]. a to-
do o B de modo coerente. Pomos, afinal

lr: B .-.....+ B n D'

x .--.-'' [Px 'Plx'PI'P](x)

Verifica-se que esta 'K satisfaz as Condições r'equer'idas
nip uma fibz'açãa admissz'vel ria par'te . B de Su

s ( u )k

/

defi.

i. p~1 (x) e Fx (porque a projeção é coerente 

com a folheação, v.II.3.1), 

5_5 

ii. dim pi1
(x) = dim[Ws(ªk-l)oSu]-dim[W5 (ak-l)nDu]: 

:::: s ( ªk). 

(III.14) 

De ii em ( III .14), vê-se q_ue a fibra p~1 (x) tem a dimen

sao exata para participar de uma fibração admissível. Precisamos 

agora estender esta fibração à todo o vk_1nsu e vamos fazê-lo recor 

rendo outra vez às vizinhanças tubulares folheadas. Como B1 é trans 

... u ... .. --
versal as folhas em Vk_1ns, e possivel tomar a vizinhança tubular 

folheada (B,p) de B1 em Vk_1nSu(ak). 

Novamente, diminuindo a vizinhança de Índices Nu(ak_1 ), 

se for necessário, podemos admitir que para todo x8B estejam satis

feitas as seguintes condições: 

i. Px = p I LxnB é um difeomorfismo de LxnB sobre sua imagem 

p(LxnB)cB1 nFxc:W
8 (ak-l)nFx; 

ii. ( u) .. f . . Cl .. . .1 s ( ) Du F 
p LxnD esta su icientemente -proximo de w ªk-l n n x 

de forma 

fismo de 

que a restrição Pix = p1 ·1 p(LxnDu) 

u s u 
p(LxnD) sobre W (ak_1 )nD nFx. 

seja um difeomor

(III.15) 

Com auxílio dos difeomorfismos descritos acima em 

(III.15) conseguimos "levantar" a fibração dada por p1 em B1 a to

do o B de modo coerente. Pomos, afinal: 

B B " Du 'Ir : ----+- " 

Verifica-se que esta n satisfaz as condições requeridas 

para definir uma fibração admissível na parte_ 



Repetimos este processo em r'elação a todos os elementos

E-crz'tidos ak-] tais que ak/ak-].=] . Desta foz.'ma, construímos a fi.
bl'açâo admissz'veJ- numa reunião (fins.ta) de abetos di.$

juntas de Su(ak) do tipo BcVk-].nSU que chamamos de Bk.].. Açor'a,pa:.

gamos a considerar um e].ementa 11-crx'fico ak-2 taJ- que ak/ak.2=2. A

var'iedade estável Ws(ak-2) em Su(ak) sÓ pode acumular'-se em Bk-].
ora, em Bk-].) a fibz'ação que acabamos de consta'ui-r z.'esperta as >j-rg

mi:].ias tubu].ar'es dos ak.]. o quem pox' hipótese de indução, ja ga!'an-
te a compati.bilídade. Passamos agir'a a considerar' em Su o camplemeB.

tar de Bk-l onde o campo!'lamento de Vís(ak.2) per'mito-nos repetia.' o

pr'acesso de fiar'açâo utilizado em BV.l por nãó se acumular aí.
Procedendo desta fol'ma com todos o$ elementos al,..a de or

dem 2 em ].'ilação a ak} estendemos a pr'ojeção T a um ater'to Bk-luBk-2
de Sç;(ak). Este pr'acesso, se eantinuàdo, per'mire-nos definir' lr em

toda a seção Su visto que todo ponto de Du(ak) pel.'tende a a].goma

v/'(a) cam a ].oca].azado no diagl.'ama de grade f ente'e ak e os E'po'

Assim, fica construído o sistema compatz've]. de E-famílias
tubula!.'es pai'a f o que enter'r'a a etai)a A da demonstração.

EllgÊa B - deter'minaçãa do c - começamos tomando cn > D coma na pro-
posição ll.q.l de modo que, em CX'(M, R} , na.bola de centro f e I'aio

co esteja satisfeita a Q-estabilidade pa!.'a os )j-g!'adientes. Se g e2

t.á nesta bo].a, indicamos por ak(g) os elementos f-cl'ztieas de g!'adE
g. Retomando, agol.'a, o pr'acesso de indução da etapa A, vemos que

quanto aos }l-poços de g suas 21-farol'lias tubular'es ja estão definidas
e, em suas pal.'tes compactas, va!.'iam continuamente e de maneira uni-

dos
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Repetimos este processo em relação a todos os elementos 

r-críticos ªk-l tais que ak/ªk-l=l. Desta forma, construimos a fi 

bração admissível numa reunião (finita) de abetos dis 

juntos de Su(ak) do tipo BcVk_1 nsu que chamamos de Bk-l" Agora,pa~ 

samos a considerar um elemento X-crítico ªk-2 tal que crk/ak_2=2. A 

variedade estável W8 (ak_2 ) em Su(ak) só pode acumular-se em Bk_1 . 

Ora, em Bk_1 , a fibração que acabamos de construir respeita as I-f~ 
mÍlias tubulares dos ªk-l o que, por hipótese de indução, já garan

te a compatibilidade. Passamos agora a considerar em Suo compleme~ 

tarde Bk-l onde o comportamento de w8(ak_ 2 ) permite-nos repetir o 

processo de fibração utilizado em Bk-l por nãó se acumular aí. 

Procedendo desta forma com todos os elementos ªk-2 de or 

dem 2 em relação a ªk' estendemos a projeção~ a um aberto Bk_1 uBk_ 2 
de Se(ok). Este pro~esso, se continuãdo, permite-nos definir w em 

toda a seção Su visto que todo ponto de Du(ak) pertence a alguma 

W8 (a) com a localizado no diagrama de gradr f entre ªk e os I-po

ços. 

Assim, fica construido o sistema compatível de I-famÍlias 

tubulares para foque encerra a etapa A da demonstração. 

Etapa B - determinação do€ - começamos tomando e
0 

> O como na pro

posição II.4.1 de modo que, em Cr(M, R), na_bola de centro f e raio 

€
0 

esteja satisfeita a íl-estabilidade para os I-gradientes. Se g e~ 

tá nesta bola, indicamos por ak(g) os elementos !-críticos de gradt 

g. Retomando, agora, o processo de indução da etapa A, vemos que 

quanto aos r-poços de g suas I-famÍlias tubulares já estão definidas 

e, em suas partes compactas, variam continuamente e de maneira uni-



$7

t ome em c].asse C COH-t g

Sejam: então kZI e ek.]. > 0 tais que: se g est.; na bo].a
de cento'o f e l.'ai.o ck-]. em Cx"'(M, R), então

].? já estão construxPdas as )l-famz+].ias tubu].a}.'es par'a os elementos

}l-cpz'tacos de g em relação aos qual.s os E-poços tenham ordem
g k-l;

2? estão satisfeitas as condições do Teor'ema até este passo, bem

como a si.tuação de posição gel'a]. entre as val'iedades estáveis,

instáveis de elementos E-cr]'tidos em l.'e].ação aos quais os }l-pg
ços tenham ot'den s k-l e as falhas

Mostparemos que se pode tomar ck, 0<cVScl....l tal que se
Hg-fllr<ck o mesmo seja possz+vel até ordem k

Na etapa A} tomada a }l-sel.a ak(f) consider'amos uma vizi-

nhança tubu].ar' fo].herda Qk de ak e uma seção tl.'ansvel'sal Su(ak) poz'
um domx+nio fundamenta]. Du

Poi.s bem, começamos por' tomar 0<cksck-]. tal que, par'a
Êg-flôr'<ek estejam satisfez.tas as condições enunci..idas a seguir

j.. ak(g)cí2k) onde ak(g) ã a )j-seJ.a de gr'adE g cot'r'espondente a
ak(f) pel-o homeomo}.'fisco h de 11.4.].;

i.i. que S']:ak(f)] seja ainda seção transve!'sa] a gr'adr g pe].o do-
ma'nio fundamerlta].

Dutak(g)] : WuEak(g)]nSuEak(f)];

iii. que também as W'Eak-].(g)] não se acumu].em em SuEak(f)] -- Q

que é possa'vel pois as Wsrak-].(f)] não se acumulam en SuEük(f)]
e a$ W'Eak-].(g)] variam continuamente em suas par'tes compactas

com g -- onde os ak.l(f) são elementos }l-er'z'ricos de or'dem l em

]
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1 
fome em classe C com g. 

Sejam, entio k~1 e Ek-l > O tais que: se g está na bola 
. r( R -de centro f e raio E, 

1 em C M, ), entao: K-

19 já estão construídas as I-famílias tubulares para os elementos 

I-críticos de g em relaçio aos quais os I-poços tenham ordem 

s- k-1; 

29 estão satisfeitas as condições do Teorema até este passo, bem 

como a situação de posiçio geral entre as variedades estáveis, 

instáveis de elementos X-críticos em relação aos quais os r-p~ 
ços tenham ordem s k-1 e as folhas 

Mostraremos que se pode tomar Ek' O<EkS'Ek-l tal que se 

~g-fllr<e:k o mesmo SE;ja possível até ordem k. 

Na etapa A, tomada ar-sela ak(f) .consideramos· uma vizi

nhança tubular folheada ílk de ªk e uma seção transversal Su(ak) por 
um domínio fundamental Du. 

Pois bem, começamos por tomar O<Ek~Ek-l tal que, para 

lg-fgrce;k estejam satisfeitas as condiç5es enunciadas a seguir: 

i. ak(g)cílk' onde ak(g) é a I-sela de gradr g correspondente a 

ak(f) pelo homeomorfismo h de II.4.1; 

ii. que Su[ak(f)] seja ainda seção transversal a gradr g pelo do-

mínio fundamental 

u u u D [ak(g)J = W (ak(g)]nS (ak(f)]; 

iii. que também as W8 [ak_1 (g)J não se acumulem em Su(ak(f)] - o 

que é possível pois as W8 (ak_1(f)] não se acumulam em Su[ak(f)] 
s e as W (ak_1 (g)J variam continuamente em suas partes compactas 

com g - onde os ªk-l(f) são elementos I-críticos de ordem 1 em 



relação a ak e ak-l(g) seus cor'r'espon.dentes par'a gr'adE g

que SuEak(f)] esteljam satisfez-tas as hipóteses de posição gg.

ra]. entre WuEak(g)], \]srak.].(g)] e as folhas;
que esta situação de posição ger'al se cansei've por' i.tePação pâ
]-'a tempos positivos qual.squep -- istc} é possíve] graças a ]-iml.
tição unifor'me do À-lema (-E1.3.5) que val'ia continuamente com

pal'a levantar a fibpação de Wsrak.l(f)] a um abez.'to da seção
S', na etapa A, tomou-se uma vizinhança tubu].ar fo].geada (B,p}

em Vk-].nSu. Esta condição impe;e que B estella contida na vi-zi.-

nhança de WsEak.].(g)] fiel.'ada pela }l-famz+lia tubula!.' par'a todo
ãg-í!'';*; .

que B seca. vizi-nhança de WsEak.](g)]nSunVk.] em SunVk.]. e que
as 't"''(g) mantenham, em B, as transver'sal-idades ent!'e si exi.-

giras par'a as de f. Que sejam também mantidas as tr'ansvel'salí-

dades ente'e 'rk-l'(g) e WuEak.].(f)] em B e por item.'ação par'a te=
pos positivos pa!'a qual.quer' g com jjg-file'<c

A esta a]-tuna, se WsEak.].(f)]nSu tinha a dimensão aprapr'fada)
isto é, se

lv.

V

dím[WsEak.].(f)]nSunFx} = s(ak) ,

o mesmo se dar'á com g (pe].a hi.pótese de conservação das tr'ans-

ver'salidades) e, então, a fi.bração obtida da família 'tk-l(g)

pode ser tomada como fiar'anão admissível-. Se ao contrário, es-

ta dimensão fop > s(ak) ) pt'osseguimos introduzindo mais exigêg.

aias âs anterior'es e que, eventualmente, diminuam o ek(ck>0)
'h.
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relação a ªk e °'k-l(g) seus correspondentes para grad}: g. 

iv. que Su(ak(f)J estejam satisfeitas as hipóteses de posição g~ 

u s ( ral entre W [ak(g)J, W [ak-l g)J e as folhas; 

v. que esta situação de posição geral se conserve por iteração p~ 

ra tempos positivos quaisquer~ isto é possível graças à limi 

tação uniforme do À-lema (II.3.5) que varia continuamente com 

o campo; 

vi. para levantar a fibração de W8 [ak_1 (f)] a um aberto da seçao 
u S , na etapa A, tomou-se uma vizinhança tubular folheada (B,p) 

em Vk_1 nsu. Esta condição impõe que B esteja contida na vizi

nhança de W8
(nk_1 (g)] fibrada pela !-família tubular para todo 

1 g-f l I\::gk; 

. . . . s ( u u vii. que B seJa vizinhança de W [ak-l g)JnS nVk-l em S nVk-l e que 

as Tk-l{g) mantenham, em B, as transversalidades entre si exi

gidas para as de f. Que sejam também mantidas as transversali

dades entre Tk-l(g) e Wu[ak_1 (f)J em B e por iteração para tem 

pos positivos para qualquer g com Ug-fUr<E. 

A esta altura, se W8 [ak_1 (f)]nSu tinha a dimensão apropriada, 

isto é, se 

o mesmo se dará com g (pela hipótese de conservação das trans

versalidades) e, então, a fibração obtida da família Tk-l(g) 

pode ser tomada corno fibração admissível. Se ao contrário, es

ta dimensão for> s(ak), prosseguimos introduzindo mais exigê~ 

cias às anteriores e que, eventualmente, diminuam o Ek(Ek>O): 



vivi. a pr'ojeçâo p: B '------+ B]. c WSEak.l(f)]nSU quando l.'est!.'Íta a

W'rak-l(g)]nB é um difeomorfismo, par'a qualq.uer g, Hg-flôr'<ck
-- isto é passtve]. ainda pe].a variação C]'-conta'nua de

W'Eak-l(g) ] unifal'me nas partes compactas, este dífeomor'fi.s-

mo ser'á denotado par pP} papa. cada g. Isto e

Pg : P ] WsEak-l<g)]nB;(111.26)

ix. que WuEak(g)] esteja suficientemente Cl-pz.'Óxima de WUEai,..(f)]
em S' de for'ma que a i.mugem

: pgfWsEak-l(g)] n Wurak(g)] n B}(111.27)

esteja tão pr'6xima de WuCak-].(f)]nDu que a restri.çâo de
P[: B]. '--'----, WsEak-].(f)]nDu à imagem (+) em (111.27} seja ain-

da um dífeomoz.'filmo, Vg cam jjg-fjjr'<ck' Pomos, ente,o pl.g:pil(+)
Estabe].Caídas estas condições,tomada g ta]. que jjg-flr<ckl po'
demos definia.' em WsEak.].(g)]nSu uma fibpação admissível a pa=
ti.r daquela construída par'a f e que varie continuamente, em
c].asse C'L, com g, pondo

7rg: WsEak-l(g)]nSuEak(f) ]nB -------+ WSEak.l(g)]nWUCak(g)]nB

lrg : Pg''P];'P]'P (111.28)

Daqui, estendemos a fib].'ação Tçr a todo o ater'to B de Su, de
modo compatÇiel com as TZ(g), iÉk-l., que encontrem B, do mes

mo modo como fizemos com f, onde, ao invés de (B,p), usamos

(B, pgt'p)' Basta., par'a isto, verificar que (B,pal'.p) e tam

bém uma vizírlhança tubular.' folheada de Wsrak.l(g) ]nB em Su
Como o pr'acesso de indução e finito, chegamos a um c>0 par'a o
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viii. a projeção p: B---+ B1 e Ws[ªk-l(f)]nSu quando restrita a 

W8 [ak:-l (g) ]nB é um difeomorfismo, para qualquer g, ~g-fft" <e:k 

- isto é possível ainda pela variação c1-contínua de 

W8 [ak_1 (g)J uniforme nas partes compactas, este difeomorfis

mo será denotado por Pg, para cada g. Isto ê: 

(III.26) 

. u[ ( )] . . . 1 ~. Wu[ (f)J ix. que W ªkg esteJa suficientemente C -proxima de ªk 

em Su de forma que a imagem 

(+) = Pg{w5
[ak-l(g)] íl Wu[~k(g)] n B} (III.27) 

esteja tão próxima de W8 [ak_1 (f)JnDu que a restrição de 

p1 : B1 --+ W~[ak_1 (f)JnDu à imagem(+) em (III.27) seja ain

da um difeomorfismo, V:g com llg-flJr<t:k, Pomos, entã,a Pig=p1 j(+). 

Estabelecidas estas condiçaes,tomada g tal que ílg~flr<Ek' po

demos definir em W8 [ak-l(g)]nSu uma fibração admissível a pa~ 

tir daquela construída para f e que varie continuamente, em 
1 classe C , com g, pondo: 

wg: W8 [ak_1 (g)]nSu(ak(f)]nB---+ W9 [ak_1 (g)JnWu[ak(g)]nB 

-1 -1 w = p ºPl ºPiºP g g g (III.28) 

Daqui, estendemos a fibração wg a todo o aberto B de Su, de 
i . . modo compatviel com as T (g), 1.~k-l, que encontrem B, domes 

mo modo como fizemos com f, onde, ao invés de (B,p), usamos 

(B, p;1op). Basta, para isto, verificar que (B,p;1 op) é tam

bém uma vizinhança tubular folheada de W8 [ak_1 (g)]nB em Su. 

Como o processo de indução é finito, chegamos a um e>O para o 



qua.t isca satz$rexto o I'eor'ema 2l-famil-i-a tubular', c.q.d

Com este teorema, pr'atendemos mostrar que se feS;l, então,
grada f é est!'utura].mente estáve]. po!-' pequenas pertuz'baçl5es

de f. A esta a].tuna, ente,etanto, já podemos deduzir' o se-
gui.nte corolário

C(n:.Diário 111.3.6 - S:l é aberto em CT'(M, R)

2S29=.!:Ê=âSao: se resta e c>0 ê dado como no 'Teor'ema 111.3.5,
então a bola de centro f e i'aío' e em CT'(M, R) também está
em Stl.

111.4 a Construção do homeomor'físmo que

].eva tpajetorias do .E-gx'adiente de f nas trajetç;rias do ;j-gr'adiei
te de g ser'á feita por' um cume!'o finito de etapas) o que será pog.

síve]. graças às duas pl'oposições seguintes

!gare.gj:Sgg 111.4.]. - Sejam dados (Ui)lsiSS caber'tuta abex'ta de
Mm+P e n>0 um nÚmez''o r'eal positivo, então existe 6>0 tal que se
f6CT'(M, R) , com llflÍZ'<6, é possíve]. escrever

f ; f]. + .. + fs ) com (11:1:.2g)

ilfiilp< n e fi = C) em M-Ui, l s i g s (111.30)

2SEgBg!=ÊSão: Com efeito , basta tomar uma paY'tição da unidade

(Ài)].sisa subo!'danada ã cobez.'tuna dada e se M 2 max {li).:llr}, to-

mar' Q<6sTI/M. Definimos: pal'a i) lsiss, f.Í=Xzf, c.q.d
Ouse!.'va-se que, sendo satisfeitas as condições (llJ:.29) e

(111.30} ter'erros, par'a os E-gr'adientes que

gr'adE f = gl'adE f]. + ... + g.nade fs (111.31)
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qual está satisfeito o Teorema í-família tubular, c.q.d. 

r ~ Com este teorema, pretendemos mostrar que se feSL, entao, 

gradt fé estruturalmente estável por pequenas perturbações 

de f. A esta altura, entretanto, já podemos ded~zir o se

guinte corolário: 

Corolário III.3.6 - S~ é aberto em Cr(M, R). 

Demonstração: se f€S~ e e>O é dado como no Teorema III.3.5, 

então a bola de centro f e raio· e em Cr(M, R) também está 
r em si.:. 

III.4 Estabilidade Estrutural - a construção do homeomorfismo que 

leva trajetórias do *l-gradiente de f nas trajetórias do !-gradie~

te de g será feita por um número finito de etapas, o que· será po~ 

sível graças às duas proposições seguintes: 

Proposição III.4.1 - Sejam dados (Ui)lsiss cobertura aberta de 

w1+p e n>0 um número real positivo, então existe &>O tal que se 

f8Cr(M, R), com 0fffrca, i possível escrever: 

e f. = O em M-U., 1 si s s J. l 

(III.29) 

(III.30) 

Demonstraçãó: Com efeito) basta tornar uma partição da unidade 

(li)lsiss subordinada i cobertura dada 

mar 0<ôsn/M. Definimos~ parai, lsiss, 

to-

Observa-sequei sendo satisfeitas as condições (III.29) e 

(III.30) teremos, para os r-gradientes que: 

(III.31) 



6]

( r - ]. )

Igr'adE fil <n e gr'adE fi = 0 em M-Ui, ].sisa (111.32)

!=gEa:j=S32. 111.4.2 - Senda feS!" (1.[1.1.4) e + ofJ-uxo dado pol'

gl'adE f, existem n>0 e Qk=QkEak(f)]-vizinhanças tubu].ar'es fo].hea-
das dos e]ementos E-er]+ti.cos de f, k=].,. . . ,n e um intei.ro J>8 tai.s

(+j(Qk))OsjsJ seja eobel.'tuna de Mm+p (i11.33)
ISkgK

e pax'a cada g, com jjg-fjjr'<R, e cada k, lsksn se tenha

4)j(nk) c 'tgs n .tku j:o ...,J (11:1.34)

onde 't=õ é a vizinhança de WStak(g)] obtida como r'eunião das fí-
b['as da :l-famx+]ia tqbu].az' de gr'ad:l g; e, final.mente, se x,ye+.l(Qk)
então, rks(x} e .tku(y) se interceptam tr'ansve}.'salmente, num iónico

ponto) quer as fibt'as consíder'abas Tks(x) e .rku(y) pe].os pontos,

X e y, r'espeetivamente, sejam ambas z.'el-atiras â mesma função quer'

sejam r'elativas a duas funções quaisquer.' da bo].a de cena!'o f e

2SB92.!.Ê=ggão : ]nicia].mente , consider'amos n>o dado no Teorema 11-íg
mz+].ia tubu].ar' (111.3.5) r'elativamente à$ variedades estáveis e ins

táveís. Então, papa cada ak(f), seriam, . 'tls e .tfu as vizinhas
ças de WsCak(f)] e WuEak(f]] ) r'espectivamente. Então podemos tomar

uma vizinhança tubular fo].herda Qk de ak(f) ta]. que

j

,J'

k

em Qk as fiar'as de vls e .tk'u encontram-se (111.37)
t!'ansv e!' $á 3.hen ê ê

fTTT QÊ \
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<n e grad~ f. = O em M-U., lsiss .., l l 
(III. 32) 

Proposição III.4.2 - Sendo f€Sr (III.1.4) e~ ofluxo dado por 

gradr f, existem n>O e ílk=ílk[ak(f)J-vizinhanças tubulares folhea

das dos elementos }:-críticos de f, k=l, ••. ,n e um inteiro J>O tais 

que 

(~j(ílk))OsjsJ seja cobertura de ~+p 
lsk::;n 

e para ca,da g, com U g-fl!r <n, e cada k', lsksn se tenha: 

~ (n) ~ks ~ ~ku . O J '1' j uk e • g , , , g , J :: , • • • , 

(III.33) 

(III.34) 

ks ·.. s -onde Tg .e a vizinhança de W Eak(g)J obtida como reuniao das fi-

bras da !-família tqbular de gradr g; e, finalmente, se x,ye~.(ílk) 
J . 

então, -rk 8 (x) e·Tku(y) se interceptam transversalmente, num Único 

ponto, quer as fibras consideradas.Tks(x) e Tku(y) pelos pontos, 

~- e y, respectivamente, sejam ambas relativas à mesma função quer 

sejam relativas a duas funçSes quaisquer da bola de centro f e 

raio n. 

Demonstração: Inicialmente, consideramos n>O dado no Teorema !-f~ 
mÍlia tubular (III.3.5) relativamente às variedades estáveis e ins 

,,. • E ... d ( f) . • ks ku . . h. ta veis. ntao, para ca a <lk . , s.eJam, 't f e 't f as v1.zin ª!!. 

ças de W8 (e&k(f)] e Wu[ak(f)] , respectivamente. Então podemos tomar 

uma vizinhança tu~ular folheada ílk de ~k(f} tal que: 

·· - ks ku akcílkcílk (compacto)c'tf n'tg ; 

em ílk as fibras de 't~s e T~u encontram-se (III.37) 

transversalmente; 

(III.36) 



nl cansar'UIQds a$ szk} tei'erros que (@j(nk))j-0,i,..
e uma caber'tuna ater'ta da var'íedade compacta Mm+p (11:1.]. 1) donde

podemos extrair a subcobe!'tur'a fi.feita (+j(nk))j-0,1,. .. ,J ' para

um converti.ente inteira J>o. Como $] e um difeomor'fisco e as }l-fa-
mz+lias tubular'es sâo invar'jantes pe].o f].uxo, temos que

+j Ü*) . .*s

A,$$j.

i:0,J., . . . ,n ; Vk, lsksn,

e que, em +.l(ÕV),as fiel'as
sa].mente num mini.co ponto

Ot'a, como as fibr'as das E-fama'].ias tubu].al:'es variam Con-

tinuamente em c].asse Ct e esta Continuidade é unifoz'me nas pal'tes

compactas , é possz+ve]. considez'ar' r1>0, eventüa].mente menor que aqui

].e tomado no i.vício pelo Teorema da }l-famz+]-ia tubu].ar', de forma que
sendo g, ig-flôr'<R, de tenham satisfeitas as condições (]-li.34) e

(]:i1.35) no compacto :l=o +j(ãK)) par'a cada k, lsksn
Estamos, agir'a em condições de demonstrar o teorema cen-

to'al deste capz+tulo.

Teor'ema 111.4.3 (da Estabilidade Estrutural.) : Sendo regi', existe

c>0 ta]. que se jjg-flôr'<c, então grade f e gr'adE g são topos.ogieame3

te equi.va].entes. O homeomor'fisco que ].eva a$ tr'a5etdrias de g!'ad?
f nas de gl:'adE g pode sel' construí'do de modo a deixar invariantes
as fo].has.

2s!!ezlili=gsÊe.: A construção do homeomor'filmo é , for'ma].mente , a mes

iln de Pa].is S ale. Partimos da cobertu!"a (+.l(nk)) e do Tl>0 da pr'o-
posição ]:11.4.2. Na pr'aposi.ção 111.4.1 ,àonsidel'amos rl'=;;D-V > 0,donl& 6 v -

k$ (x) e 'rku(y)Tg ç @ cbllfqrxlh-l"'ph3Tn -}»B«q H ne+H-
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Assim construídas as ílk, teremos que (~.(ílk)). 0 1 · J. J•. , .... 
+ k""l, ••. ,n é uma cobertura aberta da variedade compacta Mm P (III.1.1) donde 

podemos extrair a subcobertura finita ($.(ílk)) .• 0 1 J , para J J t , ••• , 

k•l, ••• ,n um conveniente inteiro J>O. Como~. ê um difeomorfismo e as Í-faJ 
mÍlias tubulares sao invariantes pelo fluxo, temos que: 

$j(ílk) e T~s n T~u, j=O,l, •.• ,n , Vk, lsksn, 

e que, em q,j(ílk),as fibras -r}ª<x) e t~u(y) se encontram transver
salmente num Único ponto. 

Ora, como as fibras das I-famÍlias tubulares variam con
tinuamente em classe c1 e esta continuidade é uniforme nas partes 
compactas, é possív2l considerar n>O, eventüalmente menor que aqu~ 
le tomado no início pelo Teorema da r-f amíl·ia tubular' de forma que 
sendo g, lt-fllr <n, de tenham satisfeitas as condições (III. 34) e 

.J 
(III.35) no compacto LJ q,j(Õk)' para cada k, lsksn. 

j•O 

Estamos, agora em condições de demonstrar o teorema cen-
tral deste capítulo. 

Teorema III.4.3 (da Estabilidade Estrutural): Sendo f8Sr, existe 
E>O tal que se llg-fllr<e:, então gradr f e gradr g são topologicame!l 
te equivalentes. O homeomorfismo que leva as trajetórias de gradE 
f nas de gradt g pode ser construído de modo a deixar invariantes 
as folhas. 

Demonstração: A construção do homeomorfismo é, formalmente, ames-
ma de Palis-Smale. Partimos da cobertura (~.(Ok)) e do n>O da pro-.. . J 
posição III.4.2. Na proposição III.4.1,êonsideramos n'=.....!L > O,do~ n.J 



de tiramos 6>0 ta]. que se jjg-fIlE'<ç5, então se pode escr'ever

Z .. :jk 'OsjsJ
( 1 ll . 38 )

onde jjgjklr'< n e gjk
+j ( nk)

0 em M-W, onde W e um anel.'to tal que

0 modo como tomamos n' , nos mostra que, pal'a cada

09jOs'Jt lskOsn, a funçãojo, ko

f + . .ZI.. g-lkosjsjo'JK
ISkgkn

ai.nda dista de f menos que R, satisfazendo, portanto, ainda as con

díções da p!'oposição 111.4 .2. Pe].a tr'an sitividade da estabi].idade

está'utura]. basta tamêr, então, duas funções g].) g2 da bola de cen-

tro f e r'aio n e tais (lue g].-f : g2-f = Q em M-W, W aberto e

Q c j(nK)) j e k fixados OstjsJ, lsksn

Tomadas estas gl)g2 e construído o hameomopfi.smo de Mm+p

que leve trajet6rias de gl'adE gl nas de grade g2 fica demonstrado
Q Eeoz'éma

#

Este homeomor'filmo, por sua vez, ê consta'uÍda em duas

etapas por' meio de um fluxo conta.nuo (nãa necessari.agente um E-grâ.

ciente). chamamos de ytl, v2 os f].uxas definidos pelos }j-gradientes

de g]. e g2, i'espectivamente. Pomos

V = \--/ +.(Q,,) ( 111 . 3 9 )

sendo + o fluxo de gr'adr f É c].aro que V contém o saturado de VJ
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de tiramos 5>0 tal que se ílg-fUr<8, então se pode escrever 

g = f + l gjk' 
OsjsJ 

(III.38) 

l:!i.kSn 

onde li gjkfr < n' 

W e: <P j ( ílk ) • 

-e gjk = O em M-W, onde W e um aberto tal que 

O modo como tomamos nt, nos mostra que, para cada 

f + l g.k 
osjsjo J 
lSkSko 

ainda dista de f menos que n, satisfazendo, portanto, ainda as con 

diç3es da proposiçio III.4.2. Pela transitividade da estabili~ade 

estrutural basta tom?-r, então, dua·s funções g 1 , g 2 da bola de cen

tro f e raio n e tais que g1-f = g 2-f = O em M-W, W aberto e 

W e: ~j(ílk), j e k fixados O~jsJ, lsksn. 

Tomadas estas g
1

,g2 e construido o homeomorfismo de Mm+p 

que leve trajetórias de gradE g1 nas de gradr g2 fica demonstrado 

o teorema. 

Este homeomorfismo, por sua vez, é construído em duas 

etapas por meio de um fluxo contínuo (não necessariamente um I-gr~ 

àiente). Chamamo~ de,!,~~ os fluxos definidos pelos !-gradientes 

de g1 e g 2 , respectivamente. Pomos 

(III.39) 

sendo~ o fluxo de gradE f. ~ claro que V contém o saturado de W 



64

por W't ou Vz. O fl-uxo auxiliar é definido por'

t(x)3n'tKgurw2(x)l, $e xeV
k$

?

gl

&

'rÍI( x) ,Y (x)€

Ç...(x)
b

( lll .q o )

$© x©M-V

Verifica-se que Vt esta bem definido e é um f].uxo cantx+nuo em
Mm+p, ].evando (111.35) em canta. E, ainda, que se x não esta no

saturado de W, então Wtl(x) : Vt(x) = Vt(x). Defino-se, na pl.'i.mei

r'a etapas um homeomol'fismo ha : M -----+ M, pondo

h].(x) : .]im YtE'P]'t(x)], xeMm+pt->#ao
(lll.ql)

Verifica-se de maneio'a ana]oga a de Pauis-Sma].e, que hl está bem
+ n+ l S .e -' . .9# 'e-. ..p. . . . .#14definido e ê contínuo. Da mesma foz'ma, ve-se que

h].(x) : t]zm 'F]'EY.t(x)], xCI'Ím+p
(111.42}

está bem definido e é contz+nuo.

De(111.41) e(111.42) , mosto.'a-se que

hlWI : Çthl e Ri$t : 'RELI ' éter

isto é, h. é uín homeomorfismo (h. = (h.)'] ) e ].eva traljetÓri-as de

VI em traJet6rias de V. De maneio'a análoga, construímos h?:M ----+ M
].evando t].'ajetÓri.as de 9 em t!'ajetÕrias de Vz . O hameomor'fisco

pr'ocut'ado é composto destes dais. Isto enter'ra a demonstr'ação do

teo!'ena de estabi].idade está'utu!'a]., c .q.d
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por'!!! ou~~. O fluxo auxiliar é definido por: 

Tks[V~(x))nTku[i~(x)], se xev 
gl g2 

(III.40) 

2 
'!\Cx), se x€M-V 

Verifica-se q~e 'l!t está bem definido e é um fluxo contínuo em 

Mm+p, levando (III.35) em conta. E, ainda, que se x não está no 

saturado de W, então 'l!~(x) = 'l'~(x) = .'t(x). Define-se., na primei

ra etapa, um homeomorfismo h1 : M -i- M, pondo: 

(III.41) 

Verifica-se de maneira análoga à de Palis-Smale, que h1 está bem 

definido e é contínuo. Da mesma forma, vê-se que 

lim 'l!~[W_t(x)J, x€Mm+p 
t++eo 

está bem definido e é contínuo. 

De (III.41) e (III.42), mostra-se que 

e VteR. 

(III.42) 

-1 . 
Isto é, h1 é um homeomorfismo (h1 = (h1 ) ) e leva trajetórias de 

11,l • .. • - · .,. "' h M M r em traJetorias de 'l'. De maneira analoga, construimos 2 : ---+ 

levando trajetórias de f em trajetórias de , 2 . O homeomorfismo 

procurado é composto destes dois. Isto encerra a demonstração do 

teorema de estabilidade estrutural, c.q.d. 
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CAPITULO lv }-GRADIENTES EM DIBIENSÃ0 2

Neste capítu].o damas uma caracterização dos E-grada.

entes cujas singularidades seljam }l-simples num vibrado com

grupo estrutural discreto (0.2.2) de dimensão 2. A seguir, prg
vamos que tais funções formam um conjunto aberta e denso em

Cr(Ma , R) quando a folheação apresentar alguma folha compacta.
À proposi.ção seguinte é consequência imediata da Teorema de
Thom para latos [ 12 ] .

11. 9Pgg j:Ç ão IV.l - Sejam MZ variedade di.ferenciável conexo, com

parta. munida de uma fo].heação di.fereRciãve].
F a.e condimensão ].) ; J2(M2, R) o fi.brado dos

latos de 2e ordem de M2 em Ri WcJ2(M2, R) da

do por

ea2(m2,R) Íd(flFp)p:oed2(fIFp)p:o} r .];

onde Fn é a fo].ha de F por p. Então W é uma
subvariedade fechada de Jz(Mz, R) e. sendo

r»3, o conjunto das funções f e Cr(M2. R)

tais que j2r x W é aberto e denso em Cr(M2, R)

w : {j2fp

9S111991$Éãggg : I'r é subvariedade fechada pois se lj2f.e J2(M2, R}
e .(u,x,y) é uma carta ]oca]. de M2 ta]. que p e U, a folheação em

U seja dada por y = constante e T : J2(M2. R) -..--+ M2 seja
a projeção natural, então

CAP!TULO IV: 1-GRADIENTES EM DIMENSÃO 2 

Neste capítulo damos uma caracterização dos í-gradi 

entes cujas singularidades sejam l-simples num fibrado com 

grupo estrutural discreto (0.2.2) de dimensão 2. A seguir, pr~ 

vamos que tais funções formam um conjunto aberto e denso em 

Cr(M2 , R) quando a folheação apresentar alguma folha compacta. 

A proposição seguinte é conseqüência imediata do Teorema de 

Thom para jatos (12). 

Proposição IV.l - Sejam M2 variedade diferenciável conexa, co~ 

pacta, munida de uma folheação diferenciável 

F ~e condimensão· 1); J 2 (M2 , R) o fibrado dos 

jatos de 2! ordem de M2 em R1 WcJ 2 (M2 , R) da 

do por 

(VI.1) 

onde F é a folha de F por p. Então W é uma p 

subvariedade fechada de J 2 (M2 , R) e, sendo 

r~3, o conjunto das funções f € Cr(M2 , R) 
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tais que j 2 f 1 W é aberto e denso em Cr(M2
r R). 

Demonstraçã~ 

e JU,x,y} é uma carta local de M2 tal quepe u, a folheação em 
~~:-~ 

U seja dada por y = constante e ff: J 2 (M2 , R)---+ M2 seja 

a projeção natural, então 



Wnlr'Íb} = {j2çqea2(n2, R} l qeUegx(q) : gxx(q) 0 }

Então W é uma subvari.edade mergulhada, fechada de dimensão 6

do flbrado J2(H2 , R) cu:ja dimensão é 8. A parte final da pro-
posição IV.l é uma apli-cação do teorema que enunci-amos a se-

guir, cuja prova segue dos Teoremas de Transversal.i.jade que se
encontram em { 3] ;

Teorema gS. ]:ben Eã11g 'latos ( [12]) . Sejam X uma variedade (com

ou sem bordos de c].asse CT', pzl, Y uma variedade C2r+2, W uma

variedade C' '" (Y e w sem bordo) . Dada uma aplicação
G e CT'k(W; Jk(x,Y}) consideremos o conjunto

crG($,Y) : {fecr(x,Y} l jkr i G}

e admitamos que

{l} X,Y e W têm dimensão fi.feita

(2) r > max {dlm X + di.m Y - di.m JK(X,Y) ,k}

Nestas condições Cr(X,Y) é residia! (e portanto denso) em

Cx (X,Y} . Se X e tV são compactos, ou se X é compacto,

G = i : W --....+ Jk(X,Y) é ]nc].usa' e W ê fechada, então C:(X,Y)
é aberto.

Este teorema se aplica ao nossa caso, onde x = Mz e Y = R são

variedades C', WcJ2(M2, R) é uma subvariedade C" fechada e k=2

Consideremos,agora, o caso em que a folheação de Mz seja dada

por uma fíbraçâo com grupo estrutural discreto, isto é:

29É.IB&.ção iV.2 - Sejam : g : R ------ R atransl-anão g(x) = 27r,+X

Então W é uma subvariedade mergulhada, fechada de dimensão 6 

do fibrado J 2 (M.
2

, R) cuja dimensão é 8. A parte final da pro

posição IV.l é uma aplicação do teorema que enunciamos a se

guir, cuja prova segue dos Teoremas de Transversalidade que se 

encontram em f 3J; 

Teorema~ Thom 2ara jatos ([12]). Sejam X uma variedade (com 
...r- 2r+2 ou sem bordo} de classe ~ , r~l, Y uma variedade C , W uma 

variedade Cr-k (Y e W sem bordo). Dada uma aplicação 

G e Cr-k(W; Jk(X,Y)) consideremos o conjunto 

e admitamos que 

(1) X,Y e W têm dimensão finita 

k (2) r > max {dim X+ dim Y - dirn J {X,Y) ,k} 

Nestas condições C~(X,Y} é residual (e portanto denso) em 

Cr(X,Y). Se X e W são compactos, ou se X é compacto, 

G = i : W---+ Jk(X,Y) é inclusa- e W é fechada, então C~(X,Y) 

é aberto. 

Este teorema se aplica ao nosso caso, onde X= M2 e Y = R sao 
00 2 2 «> variedades C, WcJ (M, R) é uma subvariedade C fechada e k=2. 

Considerernos,agora, o caso em que a folheação de M2 seja dada 

por uma fibração com grupo estrutural discreto, isto é: 

Definição IV.2 - Sejam: g: R---+ R a translação g(x) = x + 2~, 
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V: SI ....+ SI um difeomorfismo de Dif"(SI) e $: rl (SL ) -.....+ Dif (sl')

o homomorflsmo do grupo fundamental vl (S]) em Dif"(S]'} defini-
do, como em (0.6) por tP(g) = V. Consideremos em RxSI a fo].hea-

ção F dada pe].a 2g projeção e a re].ação de equivalência dada
em (Q . 5}
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(x['t].}'v(x2't2) '6+' gneZ l x2'x].+2nv e t2-'yn(tl)

Na variedade quociente M2:REGI/'bí a fo].heaçâo F determina, por

passagem ao quociente, uma folheação ,FV que se dlz Induzida por
V. A fo].ha F de V obtida como quociente de F.=RxÍt} se diz fo-
lha relativa a t e indica-se por F

2g.É&n&çgg IV.3 - Se V: S]' .........» S]' é um difeomorfismo, tesa' e F4.

é a folha de FV, relativa a t, dlz Ft é uma folha trivial
se, e sÕ se, Ft admite uma vizinhança em Mz na qual a folheação
seja trivial.mente dada por um produto. Neste caso, dlz-se tam-
bém que t é tri.vlal.

Sendo qreDif"(S]) vamos distinguir três casos:

lç - V Inverte ã. glj=g!!.ggç.gg ' então V admite 2 pontos fixos

píqeS'. Os demais pontos periódicos, se existirem, são de pe-

ríodo 2 e formam um conjunto FluF2 em que cada Fi é um fechado
de cada um dos arcos de St-Íp,q} e são homeomorfos entre sl.

Os pontos não periódicos formam um conljunto enumerãve]. de pares

de arcos abertos cubos bordos são pontos perIÓdIcos con-

junto pode ser vazio. A Órbi.ta de cada ponto não periódico é for
nada por duas sequências monotõnlcas e tem como ü- e co-li.cites

Órbitas periódicas. Os pontos triviais (IV.3) neste caso são os

t

( IV . 2 }

'11: s 1
-+ s 1 um difeomorfismo de Dif

00 (s 1) e 

o homomorfismo do grupo fundamental ~1 cs 1) 
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tf>:Trl u}) -+ Dif
00

(s1 ) 

em Dif®(s 1) defini-

do, como em {0.6) por cfl(g) = 'Y. Consideremos em Rxs 1 a folhea-
"' -çao F dada pela 2! projeção e a relação de equivalência dada 

em (O. 5) : 

(IV. 2) 

Na variedade quociente M2=Rxs 1;~, a folheação F determina, por 

passagem ao quociente, uma folheação .F'Y que se diz induzida por 

11'. A folha F de 'f obtida como quociente de Ft=Rx{t} se diz fo

lha relativa ate indica-se por Ft. 

Definição IV. 3 - Se '11: sl. ---+- s 1 é um difeomorfismo, tes 1 e F t 
# 

é a folha de F, relativa a t, diz-se que Ft é uma folha .trivial 

se, e só se, Ft admite uma vizinhança em M
2

. na qual a folheação 

seja trivialmente dada por um produto. Neste caso, diz-se tam

bém que t é trivial. 

Sendo 1€Difm(S1) vamos distinguir três casos: 

19 - V inverte a orientação - então, admite 2 pontos fixos 

p,qes1 • Os demais pontos periôdicos, se existirem, são de pe

ríodo 2 e formam um conjunto F1uF2 em que c~da F1 é um fechado 

de cada um dos arcos de s1-{p,q} e são homeomorfos entre si. 

Os pontos não periódicos formam um conjunto enumerável de pares 

de arcos abertos cujos bordos são pontos periódicos - este con

junto pode ser vazio. A órbita de cada ponto não periódico é for 

mada por duas seqüências monotônicas e tem como a- e w-limites 

órbitas periódicas. Os pontos triviais (IV.3) neste caso são os 



6$

l/'...'lxt..\-'=' llau !)el lo(aZC05 F)i)lltQS F)erZÜ ICES {TUC! })eE'+-enÇ.3r.l ãC) in

tenor de Flu)'2 portâ11+-cl de nerjlod0 2}

2? - :t' P11$i!$!g;)11Ê. q 91=.}.Eil}.!:!Êg-(2 g !gE $111grg de !-citação racio-

!!e.} P/q (q>0. . e q in+uei.z'os pl-i.rios antze $i-) = então exi.ste,
r)elo menos. um !)antc} pex iÕdjco. Todos os pontos pe!-=í.Õdlco. To

dos os pontOS f)er'j.ãdícos são de Eles"l"odo q. ')s pontas tri.viris
sao, rlovamente, os não periódico:; {cujas õi-bits.s são f:o!-nadas

por q sequências mcilotâ11i.cas e o$ ü- e u-li.mitos são õrt)i+.as

periÕdi.casa e o11&üo$ Feri-Õdicos Interi.o!-es ao fechado dos pon
tos periódicos

3Ç' - W EI'esc!!'xra & orí.entacao e tens i:\i-Htl€210 g.S. 1:21:gggg à!.rabi.o:

ciaFla! est.alas CFT\ c-lãSS© . todas as ãF)i'-uds de V serão
defesas em SL

O= zesu].Lados sabre o difaon'az filmo de SI que estamos
usando nes'te cap.:tuta podem $er encontrados eaH [lo].

Verifica-se ai,nda que \F&ic ã sequei\Ce px'Gpl..'iedade

E=Çl1399.]=Sjlg iV.#a - Se 'g f)reserva a orienb-ação, CRbçãc} a Variedade

M' obtida como em IV,2 é o t:oro e $e V' l.}lverte a orientação en
tão M' é a qa:.x'afa de Kle:i.r}

129g.j;.P.&.ÊÊ-o IV.5 - Seja M2 uma vax-i.idade nemarniana ntunida de uma

fcnlheação (de codtnensão 1) . Se feCr(M2R} , ccm rz3, e se peM2

e um }lonto si.nqulax: E-simples de grade f, diz-se (:ue p é um poB
+.o ê:-quase Líder)ólíco se, e sÓ $e. estio-Crer bati.afeitas as se
quintos condlçcles enl p:

d(-FiFPlf) ' d2€fl}.)p= o ed3(Í IF'plp {lV.3}

pontos nao periódicos e pontos periódicos que pertençan ao in-

29 - ~ preserva a orientação~ ~em número 

nal p/q (q>O, p e q inteiros prirr1os entre si} então existe, 

pelo :menos, um ponto periódico. 'rodos os pontos periódico. To-

dos os pontos iÕ<licos são de período q. Os pontos triviais 

sio, novamente, os niio peri6dicos (cujas órbitas sao formadas 
por q sequências monotônicas e os a- e w-limites sao órbitas 

periódicas) e pontos periódicos interiores ao fechado dos po~ 

tos periódicos. 
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00 - -cional - corno estamos em classe C , todas as orbitas de 'f serao 

densas em 

Os resultados sob.re o difeomorfismo de s 1 
que estamos 

usando neste capítulo podem ser encontrados em [10]. 

Verifica-se ainda que vale a seguinte propriedade. 

Proposiçã9- IV.4 - Se~ preserva a orientação, então a variedade 
M2 obtida como em IV.2 é o toro e se 'r inverte a orientação en-

~ 2 ~ tao M e a garrafa de Klein. 

,., 
Definisz~? IV. 5 -- Seja M' uma variedade nemamian.:st munida de uma 

folheação (de codimensão l). Se feCr(M2 R) 1 com r~3, e se p€M2 

é um ponto singular E-simples de graàí~ f, diz-se que p é um por: 

to E-quase hiperb61ico se, e s6 se, estiverem satisfeitas as se 

guintes condições em p: 

(IV. 3) 



F'. lã a folha qz.!e passa por f).

Pg{.4:!1.4=$=:!o iV.6 - Selva M2 \.ariedade ob+.i.da como em i\.r.2 com a fo

111eação induzida por V e r'lu11ida de uma métrica teimar\mana bife

renciãvei.. Defí-Rimos duas classes de funções de Cr(bl2, R} , qual

GI' = {feCr(M,R) l grada f $ã admite singularidades 11-sine)ies}

e deíli-clip.lc>s SI'c:GI', E)ando ouc íl Sr $e. e s'3 se, feGr e satisfaz,
ainda.. âs segui.ates condições

j-. os pon+-os singulares de qradi: íl são X-jipe.rbÕiicos
eReCto, exentualE.n\ente, wm número 1l imita deles aue são zÇ-auase-
h l rFo r} ./; } i '"-n ;,

IÍ. os non'".os ;l'qucnse-hino!.!)õ.Liccls $ó apare
lhas trÊ.L-â.ais e, rlo mãKínc}, un em ada fcllF\a.

N& l n9uü(Jerl dn latos uti.lli.zada na f)ropc)si.gato IV.},
podemos clesc!."eve!- al!:umas d.-3st.as cü::d.içães da se(;cinto forma

E:gElgE=!=.$:eio [x.r.T - Se feGr e P é l.iR i.'ont.o si-nqular de grãdr f,

então p 8 )l-há.pc:"})õ].ico se, e $ã $e, ]'f'n«\'i(iV.!) . $e p ó tal

que l)'fPeW e z'=13, então p él cÇ'cluase-]li})erbÕ].ico se, e sÓ se

]'f ê. \{

». x.'e:.i.r:ica.ção é inedía+«a desde auc se considerara enn

torno de p coord,:nadas nas qual.s õ. En.Lheação seja dada como prg
:legião e erü J' {M=, R} a.s rest)ec+-i.va:s aardenadas admíssz'vais

o próximo +.Core:.-a dã mpla carac+.erizaçãc: dos T-qradieD
tes estrutur lliitcH'-.c estáveis ri G os c sos il! aUC o (ii.reornor-

onde F e a folha que passa por p. p 
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Definiç§o IV.6 - Seja M2 variedade obtida como em IV.2 com a fo 

lheação induzida por~ e munida de uma métrica reimanniana dife 

renciável. Definimos duas classes de funções de Cr(M2 , R), qua!!_ 

do r~J: 

Gr = { f€Cr (M, R) ! grad:i:: f só admite singularidades z-simples} 

r r e definimos S cG , pondo que se, e so se, f€Gr e satisfaz, 

ainda, às seguintes condições: 

i. os pontos singulares de gradr f sao r-hiperbÓlicos 

exceto, eventualmente, u1n número f 

hiperbólicos: 

to deles <me são I-quase-

ii. os pontos I perbÕlicos só aparecem em fo-

lhas triviais e, no mãximo, um em cada folha. 

Na linguagem dos jatos utilizada na proposiçio IV.l, 

podemos descrever alqumas d•2'.stas condições da seguinte forma: 

Proposi~ãC:_ IV. 7 -- Se feGr e p 

então pi !-hiperb6lico se, 

é um ;:)onto sinqular de grad- f, , . L 

que j 2f ew e se r~3, então pé I-quase-hiperbólico se 1 p 
~ 

e so se 

A verifica.ção é imediata desde f!Ue se considerem em 

torno de p coordenadas nas quais a folheação seja dada como pr9_ 
" jeção e em .,T.c ( , R) as respectivas coordenadas admissiveis. 

O próximo teorema uma caracterização dos I-gradie~ 

tes estruturalrnent.e estáveis em Gr nos casos ern crue o di.feomor-



7Ü

flsmo W aprescr\ta algum pclnto pe].'!ãdi.co (l? q 2Q}

'teorema IIV.8 - Sejam!: Ve{)i.f {s') cair a.Zquin ponf-o pe! i.Ódi,co, M2

o fi.brado cora ã flolheação !11duzida ;)o}. V ruuni(]o clc uma métrica

reimanl.cana di:Se renciãvel e íe(;r com x-?]]. Então qrads.. f ê es-
trutura!nen+-c es+,ãvel po! nertu.rbaç8es Cr c4u f se. e sé5 se.
fes'

Pg11]29ã$:gçao: eta a À:ent (Tue }r\ostrailos ue se feSr CFitão seu

}-gradiente é eg+-rutulalmente es+-ável. Com grei.+-o, seja dada

feS', considerei\os o número $>ü dado pelo ücGOICHR t.5.1 den mQ

do a garantir aue se q é tal que tlg-fl' <(5, então qeGr também e

a subvariedade v'(q} dos pontas singulares de qrad g varia coB
tinuamente en} classe CI''x com g.

Sejam p[' '- -, PkeVi (f> os ])Gritos s.trqulal'es X-quase hif)ez-bó].i.-

co$ de qrad11 f. cada Pll' l$1j$k, !)ode sel tomado como origem de

um sistemca de coordenadas (xj'sj) , definido enl U.i e de alado auc

i. ã flo.Lheaçao ert IJ 8 dada í)ela Í)rajeçao (x.t's.il"-"+s. ;

j.i. V'(flnU: ã dada [)elo çrãficc d.e uma funçâc- cl-l

sj ' slÍ(xj) , ('om s:(0} = s.l{0} = 0 e s;(0} z o;

iij-. os pon+-os de u.l tais que Fxx : 0 sâo dados })e].o grg

fico de un\a í:unção cr'2 x] : x. {s.i) ;

i.v'. en\ ul os al-áíli.cos de sj = :1(x]) e x.l = x.lesj} $ó
se erlcontrarl rla oriçcnl (ande o fazem t=ansversalmen

j-

t)imi.nui.Rido, se p:'eciso for, o $>0 de f)al''Lida, é pOSSa

vel indo!' oue, Dura a1ler+-o U c ue sela êlinda vizinhança de pú e
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fisrno 't' apresenta a ponto periódico (19 e 29). 

- 1 2 Teorema IV.8 - Sejam: ,eoif cs·) com algum ponto periódico, M 

o fibrado com a folheação induzida por 1§:' munido de uma métrica 

reimanniana di :renci e com r~3. Então gradr fé es-

truturalmente E:: 

r f€S . 

1 ~ r d f ~ por perturbaçoes C e se, e so se, 

Dem.onstraç_ão: etaEa A :em que mos trarn.os que .se feSr então seu 

!-gradiente~ estruturalmente estãvel. Com efeito, a dada 

f€Sr, consideremos o nGmero 6>0 dado pelo teorema I.5.1 de mo 

do a garantir que se g é tal que ljg-f!lr<ó, então g€Gr também e 

a subvariedade v1
(g) dos pontos singulares de gradr g varia con 

tinuamente em classe com g. 

Sejam p
1 , .. , , pkev1 

(f) os pontos singulares I-cruase hiperbóli-

cos de qrad~ f. Cada p., l~í - ~ ' J - , pode ser tomado como origem de 

um sistema de coordenadas (x. ,s.), definido em U. e de modo que: J J J 

i. a folheação em U? é dada pela projeção (x. , s . ) --+S . ; J J J J 

ii. v1 (f)nU! idada pelo grãfico de uma função cr-l J 

iii. 

s J' = s . ( x . ) , com s . (O) = s : (O) = O e s '.' (O) ;.e O ; J J ) J J 

os oontos de U! tais oue t , ~ 

-' 
f 

XX 
= O sao dados pelo gr~ 

f • ~ 40 ~ cr - 2 ( , ico ae uma ~unçao x. = x. s.,: 
J J J 

iv. em U~ os Gráficos de s. = s. (x.) ex.= x. (s.) só J . J J J J J J 
se encontram na origem (onde o fazern transversalmen 

te) • 

Diminuindo, se preciso for, o 6>0 de partida, i possI-

vel impor que, num aberto U. que seja ainda vizinhança de pJ. e J 



tal que UjcU: estejam bati.afeitas as scau:.H+ucs condições obra g
tal aue $g-flôr«õ

U.t CSbuÃ co:l+.Ido na vizinhança da folha (tr'ivial)

!)or f).i em aüe= à fol-heação seja dada r un\ produ-

to; o saturada (J)e.La foLFleação} de U.; não erlcontra

8 reunião dos aturados dos deK\ais UI., ]ç#lj:

ii. em cada Uj se tenha qxxxx0; as curvas gx'0 e gxx;0
sao, ainda,obt.idas con\n gráficos de funções, í.éter

cena,ando-se transve!.saliente e num único pane.o

C)bsetvamos ( ue e condição l.i ãntolica rUC

curva g x=D él t.FàDs\rc al ãs {o:.has.

{

j

J

P

?irados os tJ. satj.sfazendc: .as Gana:i.cães ncimeã. verias

que a$ pcnntcs de V (f ouc. f\ãcn estão na !.'eurliao dos U4 formam

wna reunião fl:cita de .arco)$ c(}!nnac&uç$ {co\n\ ou seno [)o!.-(ão} trans-

versal.s ãs ín.l,lias. Se]ja H \Ãn.a x.-i.zinhança tubular Ecl].herda destes

arcos. É FJossilvel in':})o: o'ue põ!'a ilç-ftlr<d (ancien o õ>0 pode ser

menor aue o tomado ante.ri.ornter\t.e} se tenha aue o$ pane-os de

V"(g) que não estão na reunlãc} dos LT: fo!-mam arcos corei.dos em
B e sãa ainda transvers. is ã$ folhas

ls'.o :lá made.ra que se q é hall que lg-f$'<d então qeSr
Fixamos, en+.ão, uma '-ual g e vamos consta!uir wn hapleonori?i.smo

h: M' .---.--+ M'r que leva as tx'ajetÓrias do }l-çraaient:e de f na$ do

2-qradien+ue de g

Pontos, de j.nz'cj- c}, h (P.i ) A seguir, definimos
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tal que UjcUj estejam satisfeitas as seguintes condições para g 

li fl'r " tal que gg- d <o: 

1 ~ U ~ es 
J 

por p. 
J 

contido na vizanhança da folha (trivial) 

em que a folheação seja dada um produ-

-to; o saturado (pela folheação) deu. nio encontra 
] 

a reunião dos saturados dos demais Uk, k~j; 

em cada Uj se tenha gxxx~O; as curvas gx=O e gxx=O 

são, ainda,obtidas corno gráficos de funções, inter 

ceptando-se transversalmente e num Único ponto 

P...; (g} • 
. J 

-Observamos que a cond.ição .ii 

curva a =O f transversal ãs f has. Jxx 

implica que, em u., a 
J 

Fixac1os os U. satisfazendo as condições acima, vemos 7 ... 
1.' ~ ~ -· que os pontos de V Cf; que nao estao na. reuniao dos U. formam 

J 
uma reunião finita de arcos compactos (com ou sem bordo) trans-

Seja B uma vizinhança tubular folheada destes 

arcos. t possível impor que para Ug- r<6 (onde o 6>0 pode ser 

menor que o tomado anteriormente) se tenha aue os pontos de 

v1 (g) que nao estão na reunião dos U. ·formam arcos contidos em 
J 

B e sao ainda transversais às folhas. 

- ~ '! nr - r Isto ja mostra que se g e tal que ug-fi~<ô entao g€S . 

Fixamos, então, uma g e vamos construir um homeomorfismo 
2 2 h: M ----.. M que leva as traj as do I-grad de f nas do 

l-gradiente de g. 

Pontos, de in:fcio, n.(g). A seguir, definimos ,_ J ' . 



uma correspondência entre ãs folha,s aue encc,ntrar'l UI pox meio de

um homeomorfisino auxilia: (}ue definir\os ent.re c>s arcos de í....=Q

e qxx;0. levando p:l ep- f).(q e de p-lodo que o sinal de fx e gX sgl
]a o n.esmo em [)c,fetos carresl)ardentes e que em cada extremo des-

tes arcas o homeamorfismo ]oreserve as fa].has. Esta correspondên-
cia entre a$ folhas e$''cabc].ccidâ$ para j=i.2, . , ,k determina \ima

aplicação hi Flama x'eunião fi.neta de al'cas de S! formados todos

por partos t=íyi.ais de %' e em seus .iterados (por V) . Pela cons-

trução, Ó e-.rí.d©HtQ que h e â :identidade nos boi'dos desses ar,cos.

Estendemos h ã toda o S" de':'inundo-a como ídentidõd.e no Comple-
mérltãz.' dest e $ Àx"co $ .

\,'o].bando a M- , de.5in]r'tos h em t]. levando a curva f =0

na curva qx;0, respeitandcn e col.'x'espondãncia entre as folhas es

tabeleci..da r)o]. $ © de torna (Tue fxx e ?xx terlha! o mesmo sina!
em pontos co.rrespondentes. idos dem:à.{s pane.os dc qUL(f) , defini-

mos h por\dc para cada pev"<í>

h(P} - V' (q)n(coi:lí)tenente conexo de ) ent BnF',.}

Estendemos h de vJ'(f} a +üoda z f)ela !-anão dc, rompi. imen+.o de ar

co. Pata i.sto, ok)servas\os aue Cada l-.conto p de M2-v!(f) pertence

ã um arco compac+-o de F:. cujo borda é formado por por\tos de

\r'L(f) . Caia efeito, ainda at.EC Fn nãa se:ja corlpac+-a ela T)l.'ementa

folhas compactas em seu fecho. F: estas, Gere-a:Rente; não sãa tri-

viais devendo, })or'"Lento, apresentar pontos em que V'etr} lhes re-

lia transversa!. .Xs demais p!.oprieüades recíueridas para h decor-
rem da cons+-!ração e do f tc de ser r 3

emana 3 - 1:o]nernc>s fgr' t.a]. que seu ;l-.gradiente se:la es

truturalmente estável t)or üel'tu)-baçBes Cr dp f e mosto.'elmo:: (2ue

}

l
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uma correspondãncia entre as folhas que encontram U. por meio de 
J 

um homeomorfismo auxiliar que definimos entre os arcos de f =O 
XX 

modo que o sinal de f e g se 
X X -

ja o mesmo em pontos correspondentes e que em cada extremo des-

tes arcos o homeomorfismo preserve as folhas. Esta correspondên

cia entre as folhas estabelecidas para j=l,2, •• rk determina uma 

aplicação h numa reunião finita de arcos de s1 formados todos 

por pontos s de~ e em seus iterados (por~}. Pela cons-

trução, é evidente que h é a identidade nos bordos desses arcos. 
' Estendemos h a todo o S~ definindo-o como identidade no comple-

mentar destes arcos. 

Voltando a 2 M , definimos hem U. levando a curva f =O J X 

na curva g =O, respeitando a correspondência entre as folhas es X 

tabelecida por h e de forma que fxx e gxx tenham o mesmo sinal 

em pontos correspondentes. Nos demais pontos de v1 
(f) , defini-

mos h pondo para cada ( f) : 

h(p) = v1 (g)n(componente conexa de p em BnF) p 
1 2 ~ Estendemos h de V (f) a toda M pela razao do comprimento de ar 

2 1 co. Para isto, observamos que cada ponto p de M -v~(f) pertence 

a um arco compacto de Fp cujo bordo é formado por pontos d.e 

,,l (f). e r · · · d F . t 1 r t v om e...:e.1-c:o, a1.n a que p nao seJa cornpac a e-a ap. esen a 

folhas compactas em seu fecho. E estas, certamente, não são tri

viais devendo, portanto, apresentar pontos em que v1 (f) lhes se

ja transversal. As demais propriedades requeridas para h decor

rem da construção e do fato de ser r~3. 

+ '3 t ~. - omemos fSGr tal que seu I-sradiente seja es 

truturalmente est~vel por oerturbaç~es Cr de f e mostremos que 



fQ$r. TomamosY'de nada uue esteja Bati.sfQi-ücã a ]lropnasiçãc ]t.5.].

e & Prof)piedade de estabi.].idade estru+.u!.a!. Na bola 13.(f} , de

ccp.buFO f e raio e, em (X"(l,6, R) -- 3t(í')cGtP -- tO nos, })e].a pro-
posição I'ç'.l, uma furlçlão g ta! (-rue ]29 $ w CDI Jz(M?, R) . Pela

)rcf)osição t\.[.7, x.,amos (}ue j ç @ \ siqni-fica ouc os f)antas sin

guJ-ares de grade q $e ccHS tit:\ierp de un nÓnlcrQ fi.ni.+-o de pontos

)l-Quase h.i.pera)olicos (CTue rlao, na res1lectiva folha, do tiPO

''fonte-poço':, isto g a- e u-limites cie txalletórias) e um núine-

].'0 fj.mito de arcas (!e rQnb.c:s Zp-hi})er}.)éticos. sendo, portarlto,

ca(i.ã arco do ti.!)o }l-fonte ou ;l-})oço (11.2.9) . í3eque-se, então,

<-vuc V"(f) contém") )cintos 1)]., ' ' ' 'n] cÍo tiFO ''fonte-poça rias r'es-

l)ec+-luas fo&hãs e que cada conlnoH8H&uc coRaRa de VL(f) - {pl,

pPk} e un z.'!.)OÇO o una Zr-J:: eü. '.lostx-ermos c e os i)or\tos pl,

pk são \'quase hiperLlóli.cos e auQ os câcNàis são 5'-hiperbã-
].aços .

Com efízito, se aJ,yu!'i F.t, içjsK, rlaa fosse 2.-Quase !il.

f)er})ólico, nodeJ-x'amo: tor\ã-.Lo como ot~3-qerl\ de unl si.stema de coar

danadas (U,x,y) no qual a í]a].heaçãu selva dada nor y = constan-

te e de moda (lue nenhu=i Ê): (i.. li> este:la em tl. Para a suficiente

mente pe(lueno e con uma esc-olh converti.ente de sinal., podería-

!!\os construir uma função qa pol meio de u11a !)e--turbação ]-ocas.

dO tiPO cix-= de modo que araclE qa apresentasse k+-2 partas sinqu-
].al'es do Kui.})o ''fonte-f)oço" e cnurE iç.v-fl < / Q íTue se!-ia absurdo.

Analoqan\ente, se p0€V:; (f) - {PI' . pk) 'asse u)n ponto si.ngular
nao :l-hiperboli.co, com uma ncà'tu"r})açaQ do ti;)o üx2 cansei-Diría-

mos umã fu11çaa c'ujo LÇ-çradien-ue +.ivesse tcnnbéin k-ç2 ?antas do ti-

7373 

t:>O 

f esr T y -. " t . t . . . . omamos'C.e moao que es eJa sa is ita a proposição I.5.1 

e a propriedade de estabilidade estrutural. Nabo 

centro f e raio r E, em C ' R) (0 tomamos, pela pro-
· - l f - 1 . 2 -r 2 ( 2 R) pos1.çao IV. , urna unçao g ta .... crue J g ® W em J M , . • Pela 

proposição I\! 7 • 2 T .. , vemos que J g ■ W significa aue os pontos si~ 

gulares de gradí g se constituem de um número finito de pontos 

I-ouase hiperb6licos (aue s~o, na respectiva folha, do tipo 

"fonte-poço", isto é a- e w-limites de trajetórias) .. e um nume-

ro finito de arcos de pontos I-hiperbólicos, sendo, portanto, 

cada arco do po )>fonte ou I-poço (II.2.9). Se.gue--se, então, 

v1 f f) t - t ' t. "..,. t crue , con en pon os p 1 , ... , pk. oo 1 po .con e-poço nas res-

pectivas folhas e que cada co~~onente conexa de v1 (f) -· {p
1

, •. 

• . , pk } e um I -poço ou 
t"' 

uma l -fonte. Mostrer.10s oue os pontos r 1 , 

... , pk são I-quase h.iperbólicos e aue os demais são I-hiperbõ

licos. 

Com e to se algum p., l~jsk, nao fosse !-quase h! J 
perbólico, poderíamos tomá-lo como oriqem de um sistema de coor 

denadas (U,x,y) no qual a folheação seja dada por y = constan

te e de modo que nenhum p 1 (i~j) esteja em U. Para o suficiente 

mente pequeno e com uma escolha converiiente de sinal, podería

mos construir uma função g por meio de uma perturbação local o: 

do tipo ax 3 de modo que gradE ga apresentasse k+2 pontos singu-

1 Analogamente, se p
0ev--(f) 

a absurdo. 

um ponto singular 

nao I-hiperbólico, com uma perturbação do tipo ax 2 construiría

mos urna função cujo I--gradiente tivesse também k+2 pontos do ti-



p'-''ru - \...çllç.calmos, portanto, (Tue os pontos singulares

de q!:adE f satisfazem à propri.edade i na definição IV.6 de Sr

Fi.nalmente. seja pl' iÉjçK, urn ponto Z-quase hiperbó-

].ico de f. Tentamos pj Corno ariqem de um sisa.enl.a de coordenadas

de uma carta (U,x,y} onde a folheaçâo seja dada por y = constar

te e de modo que nenhum outro r)i' iz], pertença a U. Dado a Su-

ficientemente pequeno e por mei.o de una ;)erturbação local do ti

PO f'$a' cara $a(x,y) = <x,y-u} podemcls ob+-er funções g. arbitra
piamente f)rõxi.mas de f rxa topos.oai,a Cr e para as anais o úni.co

ponto }-quase hi.perbãlico de U apareça na folha y=a, erlauanto os

demais coincidem com os de grade f. Isto no$ mostra que o qradr
f, por ser es+.ruturalnlent.e cs'Lavei, não pode al)rebentar 2 !)antas

pi#p:l na mesma folha ou algum n.i eJ'\ folha não +.).ivial. Isto en-
cerra a demonstração do +.eorema l\f.8
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"fontePO

Como colas qüencia das f)roÍ)osicoels IV.l e IV.7 e da se-

gui.n+uue observação: se uma folha de F' é não +.riv.ia!, então ela

e apl.'oxidado por folhas triviais, , demonstra-se por in-

termédio de perturbações locais dos ti.pos uLcil i.fados na etapa 13

da demonstração do b.coloria antes'iox', o sequinüce resu].Lado:

Teorema 11.9 - Se:ja.m: WeDif"(M2} com algum ponto periódico, M2 o

fiblado com a folheação induzida l)or W mini.do de uma métrica rie

manniana diferenciãvel. EHLção a classe Sr é aberta e densa er!\

C" (M«, R}, onde rz3
No caso de V não ter ponto periÕdi.co, a va-

riedade obtida em lv.2 é o toro e a folheação Fq, é t.al que toda
folha é densa en\ T'c. Para este casa, não são vãJ-idas os teoremas
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po "fonte-poço". Concluímos, portanto 1 que os pontos singulares 

de gradE f satisfazem à propriedade i na definição IV.6 de Sr. 

Finalmente, seja p., l~jsk, um ponto I-quase hiperbÓJ 
lico de f. Tomamos p. como origem de um sistema de coordenadas J 
de uma carta (U,x,y) onde a folheação seja dada por y = consta~ 

te e de nodo que nenhum outro p
1

, i.ej, pertença a U. Dado a. su

ficientemente pequeno e por meio de uma perturbaçio local do ti 

po f 0 ~, com~ (x,y) = (x,y-a) podemos obter funções g~ arbitr~ (l O\ 
,,, 

riamente próximas de f na topoloaia Cr e para as quais o Gnico 

ponto I-quase hiperbólico de U apareça na folha y=a, enquanto os 

demais coincidem com os de gradr f. Isto nos mostra que o gradr 

f, por ser estruturalmente estável, não pode apresentar 2 pontos 

P .•p. na mesma folha ou alaum n. em folha nio trivial. Isto en-J. J .. , J 

cerra a demonstração do teorema IV.8. 

Como conseqilªncia das proposiç5es IV.l e IV.7 e da se

guinte observaçio: se uma folha de F ~ nio trivial, então ela 

ê aproximado por folhas triviais, , demonstra-se por in-

termidio de perturbações locais dos tipos utilizados na etapa B 

da demonstração do teorema anterior, o seguinte resultado: 

Teorema II.9 - Sejam: o/€Dif
00

(M 2 ) com algum ponto periódico, M2 
o 

fibrado com a folheação induzida por 'f' munido de uma métrica rie 
- ~ r -manniana diferenciavel. Entao a classe S e aberta e densa em 

No caso de o/ nao ter ponto periódico, ava

riedade obtida em IV.2 é o toro e a folheação Fo/ é tal que toda 
2 ~ ~ ~ . folha é densa em T . Para este caso, nao sao vali.dos os teoremas 
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v. a.o l.aves di-sso, com técnicas análogas às l)á uti].iza
das, provámos o segui-nte resul'Gado

Teorema lv.!0 - Se fCGr. então grada f é estruturalmente estável

se, e só se \rl f é formado exclusivamente r)or f)antas i-hiperbó-
!ices. À classe das i:ur\ções cubos }l-çradien+.es são estrutural.men
te es+-ãvei.s nâo é densa em Cr(M2, R) , r>3

8EV ©

q

129111gBg.ltiljllÇ.âg - Seja x o camelo de valores de M' obtido como (quo-

ciente da camPO <1,0} en QxSI (sui)ensâo de 'r} . f=e feGr é ta]. que
j'r ií W em .JzeMz, R> . então o núfnero clc f)on+.os r)eM' tai.s que

fpeW é par. Cora\ Ceei.tc, })esta considerar a variação da sinal

dfP(XP} ; d(íirp)i,) (XD} ao lanço da va! iedade V''(p} dos pon-
tas singu].ares de grade f. }=n.tão. se ]2fnW,eg Sejam !),a pontos

distintos desta i.11telseção. I'or Freio de uma r)erturbação ].oral

do ti.fn f'$c! (cor'la a que utilizar\os rla etapa !3 da demonstração
do teorema IV.8) ein torno de un dest.es palitos, [)odelnos aproximar

f por funções cujos ;j-gradientes af)pese te11 0s pontos >1-(quase

hit)erbÓ].i.cas p e q ora em folhas dj,stint,as ora na mesma fo].ha de

vi.do à densidade de cada golf).a. Isto rlcJs:ra aue se {llradç f é es-

trutural.mente est've! seus pontas sina'usares têm auc ser 21-poços

ou !j-fontes. Argumento análogo ao do Eeorer':a IV.8 mostra auc es-
tes têm que ser }-hiner})olicos.

Reciprocamente, se Vt (f) é folrtado exclusivamente por

pontos :-h.i.perbÓ].i.cos , tor\amos uma vivi.nhança tubu].ar for\Cada
B de V" {f e um nlimera >C tal ({ue

lq- filr<c ::o 'V'L(qlcB e e aixlda transversal as folhas.
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IV.8 e IV.9. Ao invés disso, com 

das, provamos o seguinte resultado: 

cas análogas as já utiliza 

Teorema IV.10 - Se f€Gr, então gradr fé estruturalmente estável 

Se f e So~ se v1 
t,f1\ e- f.orm.ado l · f h · 1.-...:: exc usivamente por pontos l-.iper,~-

licos. A classe das funções cujos I-gradientes sao estruturalmen 
- - ~ Cr 2 R te estaveis nao e densa em (M, . ) , r~3. 

2 Qenions~ção - Seja X o campo de vetores de M obtido como quo-

ciente do campo (1,0) em Rxs 1 (supensâo de ,1. Se feGr i tal que 
2 2 2 - 2 j f i W em J {M, R), então o numero de pontos peM tais que 
2~ - -J r €W e par. Com efeito, basta considerar a variaçao do sinal p 

1 de df (X) = d(flr) (X} ao lonqo da variedade V~(p) dos p_on-p p ' p p p· -

tos singulares de gradt f. Ent~o, se j 2fnW•J sejam p,q pontos 

distintos desta interseção. Por meio de uma perturbação local 

do tipo fo<P (como a que utilizamos na etapa B da demonstração oi 

do teorema IV.8) ern torno de um destes pontos, podemos aproximar 

f f' - . í' d' t '°' por -unçoes cuJos l-gra ientes apresentem os pon os l-quase 

hiperbólicos p e q ora em folhas distintas ora na mesma folha de 

vido ã densidade de cada folha. Isto mostra que se gradI f ~ es

truturalmente est}vel seus pontos singulares têm que ser I-poços 

ou I-fontes. Argumento análogo ao do teore~a IV.8 mostra 0ue es

tes t~rn que ser I-hiperb6licos. 

Reciprocamente, se v1 (f) ã formado exclusivamente por 

pontos I-hiperbóU.cos, tomamos uma vizinhança tubular folheada 

l - l B de V (f) e um numero E>O ta que: 

lg-·f!l r <e:: ~ v1 
{g) cB e é ainda transversal as folhas. 
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Dada una ta]. função g, defirlirzos !\:\rll(f) ----..+ VI(q} , pondo para

PGV''(f) : h(P) = V'"(q)n(componente de p em BnFn) . Esbuã aplica-
ção $e enter\de a um hclmeomorfi.SP.to de MZ !)elo com!)Pimento de ar

co. Às verificações sendo análogas às da etaf)a À do tcolcrlã ly.8

Pina].mente, para mos+-rar nuc o conjunto das funções f

cujas :-gradientes são es+-ruturalmer\te estáveis não sâo densos,

basta mostrar. tendo em vista a f)reposição lv.l (Tuc exi.ste uma
função f ta]. que j2f ã \.. e j2fnwPç!

Seja (U, @) uma carta local de M2 e B: M' t&á.$=:=:--.':: ©

} . P {Uj =i. -3 ,3 ]xt -3 , 3 ];

ii. 4)(p)=(x,b/) e a folheação em rU é dada por y=constan-
.te';

iii. 8eCr(M2, R) e $ se anula fora de Ó'!(]-3,3Exl-3,3E>
© vale ! eD Ó'l( 11-2 ,2Ex ]-2,21:)=U.ctJ

Con\eçamas definindo geCr(M2 R> da seguinte maneira

Ó'' ( ]-3 , 3rx ]-3 .3t )

+ xy' -x] se neÓ'l(]-3,.3t).1:-3,3Í} e d)(p)=(x,y)

Temos,então, o seguinte

i. ]'g X W e

ii 'qF,, . izgP2 € 4v onde p#p2eUI sãa os })antas tais que

$(Pl} ; (0,-1} e ó(p?) : (0.Z}

Podemos, então, art.oxir'tar q pol.' u â função feCr(M2, R} ta]. que
'J 'l

ij'f ã W e j'fnwv@. c.o.d
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Dada uma tal função g, definimos h:V1 (f) ----+ v1 (g), pondo para 
l p€V ( f) : l h(p) = V (g)n(componente de p em BnF). Esta aplicap 

2 çao se estende a um homeomorfismo de M pe comprimento de ar 

co. As verificações sendo anãlogas ãs da etapa A do teorema IV.8. 

Finalmente, para mostrar ~ue o conjunto das funções f 

cujos I-gradientes são estruturalmente estáveis nao são densos, 

basta mostrar, tendo em vista a proposição IV.l crue existe uma 

funçio f tal que j 2f i W e j 2fnW•~-

aue: 

2 ') Seja (U, $} uma carta local de M. e 8: ML - R tais 

ii. ~(p)=(x,y) e a folheação em u·é dada por y=constan-

te; 

iii. S€Cr{M2 , R) e S se anula fora de $- 1 (]-3,3[x]-3,3[) 

e vale l em ~- 1 (J-2,2[x]-2,2[)=U
1
cu. 

Começamos definindo g€Cr(M2 , R) da seguinte maneira: 

g (p) 

-{º se p:$-1
(]-3,J[x]-3,3[) 

(B(p)(x + xy 2 -xJ se pe~- 1 CJ-3r3[~J-3,3() e $(p}=(x,y). 

Temos,então, o seguinte: 

sao os pontos tais que 

$(p
1

} = (0,-1) e $(p
2

) = (0,1). 

- - r 2 R 1 Podemosr entao, ar-roximar g por uma funçao feC (M, ) ta que 

J
.2f T w e ,2r w ~ l m YW J I: 11 vw ;;<!y,, , C • CJ • a • 
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