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O presente trabalho estd baseado em dois ar-
tigos de James A x (ver [1] e [2]) sbbre a agao do grupo de

Galois nos inversiveis de um anel de inteiros algebricos.

Seja K uma extensdo normal de dimensio fini-
ta dos racionais. Sejafﬁ o anel dos inteiros de K, U os inver

-

siveis de » C as raizes da unidade de K e E = U/ . Ee um
C .

grupo abeliano multiplicativo de poste r, onde r = numero de
Dirichlet de K. 0 grupo G = Gal(K,Q) opera de forma natural
sobre E, dande a E uma estrutura de ZG-médulo, de posto fini-
to sobre Z.

O objetivo do presente trabalho é estudar es
se Z6-modulo E, estudo que nos dara informagoes sobre os in -
versiveis de K.

No capitulo II estudamos E como ZG-médulo e
no capitulo IIi estudamos E localmente, ou seja como ZpG-médE
lo onde p € um primo arbitririo de Q, e Zp e o anel dos intei
ros p-adicos.

No estudo local aparece um problema formula-
do por Leopoldt [9] , qual seja: no caso de K ser uma extensao
abeliana de Q o posto do regulador p-adico (chamaremos Pp ao

tal posto) coincide com o nuUmero de Dirichlet p ?

Também esta naturalmente relacionado com (o}
estudo local do E, um prohlema que € uma generalizacao do 79

problema de Hilbert.



Hilbert propos o seguinte problema: se o e B
sdo numeros algébricos com a # 0 e 1, provar que se a' =g,entdo
Y € Ptranscendente ou racional.

Outra maneira de formular esse problema( que
passou a historia com o nome de 79 problema de Hilbert) é a se-
guinte: Se a, e a, sdo numeros algébricos e 1lg a, e lg azséo }i
nearmente dependentes sobre o corpo dos numeros - " alge-
bricos, entao sao linearmente dependentes sobre os racionais.

Gelfond resolveu o 79 problema de Hilbert em
1934, Uma generalizagao natural aparece quando temos um ‘- hUmero
arbitrario de elementos algébricos @y,...0 € uma valorizagdo
arbitraria ||. Suponhamos que os Gy,...,0 estejam nas condigs-
es nas quais é possivel definir o logaritmo com respeito a valo
rizagao ||. E verdade que se os 1g a; i = 1,...,n, sdo linear -
mente dependentes sobre o corpo dos numeros algébricos sdao tam-

bém linearmente dependentes sobre Q ? (ver [1}).

Mahler [10] respondeu afirmativamente a tal
pergunta @Que chamaremos conjetura de Ax) no caso n=2 e a valo-
rizagao uma valorizacdo nio arquimediana de Q.

Os dois casos de conjetura de Ax anteriormen
te mencionados (79 problema de Hilbert e teorema de Mahler) sio
os Unicos conhecidos atualmente.

O interessante & que a verdade da -eonjetura
de Ax implica a resposta afirmativa ao problema de Leopoldt men
cionado anteriormente.

Passaremos agora a fazer um resumo dos prin-

cipais resultados do trabalho.



0 Capitulo I consta de pré-requisitos, a maio
ria deles enunciados sem demonstragao.

Nas segoes II.1,II.2 e II.3 definimos a estru
tura do ZG-modulo E e provamos que E considerado com QG-modulo €
isomorfo a um ideal, que chamaremos I1', contido no ideal de au-
mentacao de ZG, e que coincide com o ideal de aumento no caso em
que a extensdo K & real.

Na secao II.u4, damos algumas aplicagoes; emn
em particular o teorema II.4.1 que no que segue sera uma ferra -
menta Util.

Na seccao II.5 estudamos ¢ problema do ZG-iso

morfismo entre E e I'. E bem conhecido o fato de que E ®,Q=1'8,Q

como QG-médulos naoy implica que E = I' como ZG-modulos. Na Segao

e . e
IT.5 {(necessariamente) estudamos numerosos exemplos e contra-exem-

e — e -

plos para esse problema. Em particular construimos um exemplo no

qual E e I' ndo sao isomorfos como ZG-modulos.

Na secao II.6 demonstramos alguns resultados

que nos serao uteis na secdo II.7.

Na secao II.7 demonstramos que E e I' sao ZG-
isomovfos no caso de que G = Gal (K,Q) seja um grupo ciclico de
ordem p, com p um primo tal que h(p) = 1 (h(p) = numero de clas-
ses de ideais do corpo ciclotémico p-ésimo). Demonstremos também
um resultado bastante mais fraco no caso de h(p) arbitrario.

As segdes III.1,III.2 e III.3 introduzem téc-

nicas e resultados que serao aplicados mais tarde.



Na segao III.4 cpnstruimos o analogo do I' e

o analogo do isomorfismo da secdo II.3 entre E ®, Qe I', ou se

ja um morfismo A_ entre E®_ 2z _ e A_ (E ®_ z_). Esse morfismo
P z p p z p

ndao sera injetor, em geral.

Na secao III.5 provamos que Ap e injetor se

e somente se o posto Ty do regulador p-adico é igual ao nimero

de Dirichlet r de K.

Na segao III.6 demonstramos alguns resulta -
dos parciais em torno da igualdade rp = r, em particular o teo-
rema II1.6.2 que afirma que rp = r no caso de que o grupo G te-
nha expoente € 4 ou 6.

As restrigoes sobre o expoente estao ligadas
ao fato de que sO conhecemos a validez da conjetura de Ax no ca
son = 2, ou seja no caso do teorema de Mahler [10]. Pela obser
vagao 3 se conhecessemos a validez da tal conjetura poderiamos
tirar conclusoes sobre a igualdade rp = r sem fazer restrigoes
sobre o expoente do grupo G.

Na segao III.7 demonstramos a conjetura de
Leopoldt num caso particular, usando um pegultado da teoria de

corpos de classes de Hilbert.



CAPITUTLDO T

Reuniremos aqui sem demonstragao, alguns resul
tados e definigoes que serdo de uso frequente no desenvolvimento

do trabalho.
SECAO I.1 PRE-REQUISITOS DE TEORIA DOS NUMEROS

DEFINIGAO I.1 Um corpo de nUmeros algébricos é uma extensdo K,al
gebrica finita dos racionais.

DEFINIQZO I.2 Chamam-se inteiros de K, aqueles elementos de K,que
verificam um polinomio de coeficiente inicial um e coeficientes
inteiros.

PROPRIEDADE I,71.1 Os inteiros de K formam um anel. Usualmente de

X

notaremos esse anel como
DEFINIGAO I.1.3 Chamam-se inversiveis de K, aqueles elementos de
& que possuem inverso em C{. Usualmente denotaremos esse grupo
multiplicativo como L. .
PROPRIEDADE I.1.2. As raizes da unidade contidas em K, sdo eie -
mentos de U . Ao subgrupo de \U formado pelas raizes da unidade
usuélmente o denotaremos por C. C &€ um grupo finito.

PROPRIEDADE I.1.3 Se dim K = n, existem exatamente n isomorfis-
mos diferentes de K, no ;%rpo dos numeros complexos (Esses iso -
morfismos deixam Q fixo).

DEFINIGAO I.1.4 Se 0 :K + C 'é um isomorfismo de K nos complexos,

dizemos que o é real se G(K) £ R.
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DEFINIGAO I.1.5 Se ¢ : K-+ C & um isomorfismo, entdo a aplica-
gao ¢: K+ C, ©o(a) = 0 (a), chama-se isomorfismo conjugado de
O.
Chamaremos s ao numero de isomorfismos reais e 2t ao numero de
isomorfismos complexos. E claro que n = s + 2t.
DEFINICAO I.1.6 O nuimero r = s + t - 1, chama-se numero de

Dirichlet da extensao X.

TEOREMA I.1.1 (Dirichlet)

. - - . !
Existem r inversiveis € tais que o grupo U= ¢ x <E >X. .. <E >,

onde C € o grupo finito das raizes da unidade contidas em K e

<e.> indica o grupo ciclico infinito gerado pelo inversivel € -
0 conjunto {ei i i=1l...r} chama-se um conjunto de inversiveis fun

damentais de K)

- i _ - e i isomorfis-
12" 9295415 Tg410 * 294424 O COTIUNtO dos 4

Seja agora o
mos de K em C, onde o; real para 1 < i < s.

Seja €1s--+ € 4 um conjunto de inversiveis fundamentais.

stt-
DEFINIGAO I.1.7 Chama-se matriz regulador de K a matriz

2
(e )| \

y 2
/lg]cl(ei)l,...,lglc.éel)|, lg|o l(el)] ,ee.51glo

St S+t
\

----------

oooooooooo

|

=
1]
e e,

\}glol(er)],.,.,1gics(er)|, lgh%+l(er)! ""’1g|°s+t(€r)|/

TEOREMA I.1.2 O posto da matriz R & igual a r, ¢ em consequéen-
cia ndo depende do conjunto dos inversiveis fundamentais escolhi

do.



DEFINICAO I.1.8 Dado x € K define-se

TPKQQ(X) = ol(x) + ... 4+ on(x)
Ny Q(x) = og,(x) o_(x) onde © 0_ sao os
5 1 Coeee . O 12000,
isomorfismos de K em C.
Usualmente indicaremos Tr e N simplesmente como Tr e N

K,Q K,Q
respectivamente.

PROPRIEDADE I.1.4 a) %x € K Tr (x) sao elementos de (.

e N
K,Q K,Q

b) Se a € Q, TPK,Q(a) = na e NK,Q(a) = g’

e’ TrK,Q(x+y) = Try Q(x) + Try Q(y)
3 2

N (x = N (x) . N (y)

K, %) = Ny q K,Q"Y

DEFINIGAO I.1.9 Chama-se discriminante de uma base {wl,...w }
de K sobre Q ao elemento de Q, det(TrK,Q(wiwj)1<i,j<h)°
Usaremos a notagao A(ml,...wn) para o tal discriminante.
PROPRIEDADE I.1.5 Dada uma base arbitraria de K sobre Q,

A(ml"'°wn) # 0.

DEFINIEAO I.1.10 Uma base de Cfsobre Z, chama-se uma base fun
damental de K(é& claro que toda base de (’ sobre Z & uma base de
K sobre Q)

PROPRIEDADE I.1.6 Dadas duas bases {wl,,,.,mn} e {wi,...,mﬁ }
fundamentais de K, se verifica A(wl’°°'wn) = A(mi,...,wé).

Essa propriedade & consequencia de uma propriedade mais geral

que afirma que dadas duas bases {ml,.,.wn} e {w',...,wé} de K
n
sobre Q de modo que w/ = ) Ci50; i=i,...n, entao

=1



s 8 =

1 . B L2
A(wlﬁ..o,wn) = (det(cij) A(wl,‘.° wn)

DEFINICAO I.1.11 O numero A(w ..wn) discriminante de uma base

1
fundamental de K, chama-se discriminante do corpo de nimeros al-
gebricos.

PROPRIEDADE I.1.7 Dada {wl,..,,wn} uma base de K sobre Q, se

ol"'“cn sao os isomorfismos de K em C, entao

- 2
A(wl,..,wn) = (det(oi(mj)))

PROPRIEDADE I.1.8 O anel () dos inteiros de K & up anel de Dede -

kind.

DEFINIGAO I.1.12 Dado um elemento p € Q, p primo, dizemos que

o ideal primo P esta sobre p se P/ﬁ% (onde {p & o ideal prin-

cipal’™= . de Cﬂgerado por p, e o simbolo P/(?P se deve entender

no sentido usual da divisibilidade de ideais em aneis de Dedekind).
Nas duas scguintes definigdes P & um primo que esta so-

bre p.

DEFINIGAO I.1.13 Chama-se grau de inércia de P ao numero fP =
= dim Yy, onde J_ = U/_ e F_ & o corpo finito com p elementos.
F, °P P P P

DEFINIGAO I.1.44 Chama-se indice de ramificacdc de P ao nimero

€ Jo) € +l i
e_ que verifica P P /0 , PPTE g
p o) P

PROPRIEDADE I.1.7 Para todo primo p € Q fixo vale que:

E e, fp z dimQ K,

onde P percorre o conjunto dos primos de (f que estao sobre p.
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DEFINIGAO I.1.5 Seja P um primo que estd sobre p. Define-se

f
N (P) = (p)
K 5 Q p p
onde (p) indica o ideal de Z gerado pelo primo p em Z.
ty tg

Para um ideal arbitrario A de L , A = P,”...P~ define-

se Ny Q(A) multiplicativamente.
?
{1‘) =
PROPRIEDADE I.1.8 Se a € \», NK,Q((G)) (NKBQ(G)),
Ny o(A) € um ideal de Z. Em consequéncia existe um nimero Ji intei
ro positivo tal que Ny Q(A) = (N ). Un tal ' chama~se norma abso-
, :

luta do : ideal A, e usaremos a notacde . = (A) ou (N =3 (A))

1 K,Q
PROPRIEDADE I.1.9

(A) = # (f)/ ) onde A € um ideal arbitrario de(j .

N
" K,Q i

DEFINIGAO I.1.16 Dois ideais A e B de O diz-se que estdo na mesma

>

classe de ideais de U se existem a e g € U tais que oA = BB

TEOREMA I.1.3 O numero, h, de classes de ideais de um corpo de ni

meros algébricos é finito.

PROPRIEDADE I.1.10 h = 1 se e somente se o anel C & um anel fatg

rial.

DEFINIGAO I.1.17 Seja h(p) e numero de classes de ideais do cor-
po Q(£) onde £ é uma raiz p-ésima primitiva da unidade. Um primo

P € Q diz-se regular se p X h(p).
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SEGAO I.2 PRE-REQUISITOS DE ANEIS DE GRUPOS E TEORIA DE REPRESENTACOES
A referi#:ia basica para essa pcrte sera [13]

Seja R um anel comutdtivo com unidade e seja V um modulo livre de
dimensao finita sobre R.
Usaremos a notagao GL(V) para indicar o grupo multiplicativo dos

R homomorfismos inversiveis de V em si mesmo.

DEFINIGAO I.2.1. Seja G um grupo finito arbitrario. Uma representagao de G

sobre R & um homomorfismo T : G GL(V)

0 nimero postoR V chama-se grau de representacao.

PROPRIEDADE I.2.1. A toda representagao T : G

GL(V) de grau n corres
ponde uma classe de equivalencia de representagoes matriciais, ou seja  uma

classe de equivalencia de aplicagoes T : G

GLn(R), onde GLn(R) indica

o grupo das matrizes n x n a coeficientes em R, inversiveis. Duas represen-

tagoes T,T' : G

GLn(R) dizem-se equivalentes ( u R-rquivalentes) se

S e GLn(R) tal que ¥g € G acontece que T(g) = ST'(g)S_l.

Dado um grupo G e um anel R comutativo com unidade consideremos
o conjunto das combinagoes lineares formais:

Y r(g)g onde r(g) € R. Dizemos que ) r(glg = ) r'(glg se e

Pee iee e
somente se r(g) = r'(g) ¥g € G. Dados dois elementos ) r(g)g = x e
geG

) s(g)g = y podemos definir

geG
x+y= ) (e(g)s(g)g

geG

xy = ) tlgg onde t(g) = ]  rhy) sy

£€6 h h,=g



- 11 -
DEFINIGAO I.2.2. Chama-se anel de grupo de G sobre R ao conjunto

RG = { ) r(glg : r(g) € R ¥g € G} RG com a soma e produto de
geq

finida anteriormente é um anel com unidade

TEOREMA I.2.1. Existe uma correspondencia hijetora entre as re-
presentagoes do grupo G sobre o anel R e os RG-modulos livres so

brec R de dimensao finita

DEMONSTRAGAO
Essa tal correspondencia esta dada da seguinte forma:
Dada T : 6 ——> GL(V), damos a V uma estrutura de RG-modulo da

seguinte forma ( ) r(glg) . v = ) 7r(g) T(g)(v) € V.
- g€0 geq

Um resultado util no 'caso de representagoes sobre um corpo e o

teorema de Maschke

TEOREMA I.2.2. (Maschke) Seja K um corpo e G um grupo finito.En

t3do KG € semi-simples se e somente se car K * |G].

Se sabemos que o anel KG € semisimples sabemos que todo M modulo
sobre KG € semisimples. Entdo temos informagacs sobre as repre -

sentacoes de G sobre K.

DEFINIGAO I.2.3. Chama-se morfismo de aumentagido ou fungdo in-

dice de RG ao seguinte morfismo de RG em R.

e (] r(gg = Y] r(g
geG geG
DEFINIGAO I.2.4. O Ker ¢ = { ) r(g)g : ) r(g) = 0} chama-se
geG geG
ideal de aumentagao de RG. Usualmente denotaremos esse ideal

como IR(ou I quando o anel esteja subentendido).
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PROPRIEDADE I.2.2. O conjunto {g - 1 : g € G} € uma R-base de

Iz sobre R, em particular dimp I, = |G| - 1

R
Vamos considerar rapidamente algumas propriedades

relacionadas com a extensao do anel de coeficientes.

Dada uma representagao inteira T : G > GLn(Z)

chamaremos TQ : G — GL_(Q) a fungdo i o T = 9 onde 1 & a

funcao inclusao i : GL_(Z)

> GLn(Q)

PROPRIEDADE I.2.3. Se chamarmos M(T) ao ZG-modulo associado a
representacao inteira T e M(T) ao QG-médulo associado a repre

sentagao racional TQ, temos que M(TQ) = Q @ZM, onde a estrutura
de QG-médulo de Q ®, M esta dada por g.(r ® m) = r ® gm.

Essa propriedade vale também se substituirmos Z por
um corpo arbitradrio K e Q por uma extensdo arbitraria L de K.
No caso de corpos temos uma ferramenta muito Util que

€ o teorema de Noether-Deuring
TEOREMA I.2.3. (Noether-Deuring)

Sejam M e N KG-modulos de dimensdo finita sobre K.En-
tao os FG-modulos F &MeF ® N sao isomorfos se e somente se M
e N sao isomorfos como KG-modulos.

Esse resultado ndo €& valido para o caso de Z e Q. Ou
seja existem 7-~representagoes G que como Q-representagdes sao iso
morfos mas nao sao isomorfos como Z-representagdes.

EXEMPLO I.2.1. (ver [4])

Seja G o grupo ciclico de dois elementos. Sejam as
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representagoes T : G ——> GLZ(Z) Uu: G ——> GL2(Z) definidas

sobre um gerador g de G da seguinte forma:

& 0 i1 1)
T(g) = Ulg) = k

\ 0 _l, 0 -1

E claro que T ~Q U (pois amhos tem o mesmo polinomio

mininal que tem s6 fatores lineares).
o B

Mas ndo existe uma matriz ( 3 tal que

Y §
a,B,Y,8 € Z e a§ - By = +1 e

SN L Y A E

Pois dessa igualdade tirariamos que
[« B \ ( a a ~B\>
b
k‘Y -8 Y Y-8

a By
Entao vy = 0, a = 28 logo det ( )= 28BS £ + 1.



cAPIT TUTLO IT

SECAO II.,1 A REPRESENTAGAO E

Seja k uma extensao de Galois de grau n. Suponhamos n

= s + 2t onde s @ 0o numero de #£i-isomorfismos reais de k e

2t e o numeroc de i-isomorfismos complexos agrupados em pa

res de automorfismos complexos conjugados (o(x + iy)

= o(x + 1y)). O numero de Dirichlet de k, cue chamaremos r &

igual a : r = s + t - 1. Como a extensdao k & normal, se exis

te o(automorfismo de x) tal que o(k)C R entdo 0(K)

"
A
»
73

Logo ¥ n automorfismo de k, n(k) = Kk € R, ou seja t

I
O

“
o
=

seja, 0s automorfismos ou sao todos reais ou nenhum e real.

un

Mo primeiro caso, r = n - 1, no segundo n e par e r

Consideremos ¢ anel dos inteiros de k, que chamaremos de
& e dentro dele o grupo multiplicativo dos inversiveis de &
que chamaremos «. C teorema de Dirichlet (ver Segap I.1.) ,

nos da a estrutura do grupo abeliano W

W= € x <eq> x ... x <g > onde o produto e produto di-
reto, € e o gruno finito das raizes da unidade contidas em«k,
r e exatamente o numero de Dirichlet de k e os <E1>,u ., <E >
sao grupos ciclicos infinitos com geradores €15 +ees2€ps cha-

mados inversiveis fundamentais.



- 15 =

Entdo o grupo E =‘J/( & um grupo livre de posto r. Se
ja G = Gal(x,&). Podemos dar a VY uma estrutura de ZG-modulo a
esquerda fazendo Yo € G e Y e 61, oe = o(e) 6 i (& claro que
a imagem de um inversivel por um automorfismo & um inversi
vel). E claro que isso define uma estrutura de ZG-modulo em
U, tal que € & um ZG-submddulo a esquerda de W. Logo o quo-
ciente E = kvh e um ZG-modulo que como Z-modulo e livre, de
tipo finito.

Esse ZG-modulo e entdao uma representagdo do grupo G, de

posto r = n - 1 ou - 1 de acordo com que 0 corpo k seja real

ST e

ou complexo,

SE¢A0 II.2 A REPRESENTAGAO I'

Seja o ZG-modulo 3 esquerda ZG ={ ¢ aco | aOGZ, o6G }.

oGG
Seja e€: ZG — Z o morfismo de aumentag&b - defimido como
e( Z a;o0) = I a_. ee morfismo de anéis sobrejetor. 0
066 66 ¢

Ker € @ um ideal bilateral de ZG, logo um ZG-modulo a esquer
da. Ainda mais e claro que uma Z-base de Ker € e {o-1|
06 G} (Ver 1.2). Entdo Ker € = I & uma representacgdo de G
de poston - 1.

Para definir a representacao I' consideramos:

a) kK real; entao I' I

b) k complexo. Se ¢ e o automorfismo de ccnjugacao definimos

I'={ T ao|ay6Z, 066G, Zag=0 azg=a__ &l
066G O 7 066 ¢ Tec
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I' @ um ideal a esquerda de ZG, pois de % agzo0 6 I' e T & G,

oGG
( = a0 y = E ato = I a qu = I a 1 = 0
oGG oGG ueG T neG T 'H
a = = a
T-](UC) (T']U)C -1y
LEMA II.2.1 dimZI' = r
Demonstracao
a) k real; nesse caso I'' =T er =n -1 e dim,I = n -1

b) « complexo. Messe caso consideramos os elementos de G ors

denados como segue: 1, Cs095 09Cs ..., O, O,C.

Se x 6 1I', x = a, + aéc +agoq + aio]c oo tao a;orc
com a = aé, vees AL a; e % (ai + a%) = 0; ou seja % a
=5 a: =0

X = a. + a_c + a1o] + a]o]c + ses F arorc com X a, = 0

By & = &) = By = ... - @,
x = ag(T+cy + ajoy(l+c) + ... + a0, (14c) = ay(oq-1)(1+c)
+a,(0,-1)(14c)

0s elementos (0]n1)(1+c), veey (0,-1)(1+c) sao Tivres sobre

r r r

pois se % a;(o;-1)(T+¢c) = 0 = (- £ a;) + (- I @)
i=1 i=1 i=1

tay0q + aq0yc + ... + @ 0.Cc , temos que Gy = ... = Q= 0.

i
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tao os elementos { (Oi'])(]+c) } e sao base de I', entao
15i%p

dim,I' = r.

c.q.d.

SEGAO II.3 A Q-EQUIVALENCIA DE E E I'
Vamos supor r > 0, No caso r = 0, ou seja o caso de uma
extensdo de grau 1, ou dos corpos imaginarios quadraticos, am
bas representacdoes se reduzem a representagao trivial e o pro
blema carece de sentido.
Observamos na Secdo II-2 que E e I' tem a mesma dimensao
sobre Z, Provaremos aqui um fato mais forte, isto e, que E e

I' sdo equivalentes como QG-modulos.

LEMA II.3.1 - 1' & L = I', como LG-modulos, onde L & uma ex

tensdao arbitraria de Q e I', se define em LG da mesma forma

L
que I' em ZG,

Demonstracgdo

I !

dimL(I' @Z L) = dimz r. E claro que dimLIé = r,

Seja a : I' x L — IL definida assim:

a (X ;95 , k) = Z(kai)gi

Essa aplicacao induz g IR L —s I'L, a (z 2,9, & k) =

= Z (ka;)g;. E claro que a & LG-linear. Provaremos que @ so-
brejetora. Um conjunto de L-geradores de I'L e formado por e-

lTementos da forma (gi-l)(]+c) onde os g; se escolhem adequada
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mente da mesma forma que antes. Mas @ claro que:

a((gi -c)(l +c¢c) ®1) = (91 = 1) (1 +¢c) e (gi-l)(1+c) e I'.

Logo a aplicacao o € sobrejetora. Como I' @i L e I'L tem a mes

ma dimensao, a & isomorfismo.

No caso real, a demonstragao @ parecida.

C.q.d.

TEOREMA II,3.1 - E €, Q=1 ®, @ como Qf-modulos a esquerda.

Demonstracao

Provaremos que E @i R=z=TI' @i IR como RG -modulos a esquerda,
onde R @ o corpo dos numeros reais. 0 teorema de Noether-Deu-
ring (ver I.2) nos assegura que se existe um isomorfismo como
PG -modulos entre E @i Re I 63 IR, existe um isomorfismo co-
mo QG -modulos entre E @i Q eI @% @ . Provaremos o teorema

provando que E @% IR e I' G% R sao isomorfos como RG-modulos

a IiR

Sejay : E X R—=—> IRG definida como segue :

y(e,r) = I (r 1g |0']u|)o onde u € U @ tal que no homomor-
o€EQ

fismo canonico U—> E, u -——> e. Y estd bem definida, isto @,

dados u; e u, tais que uy = &u, com g € €, entao

I (r g IU"]u]I)U = I (r g |0'1u2|)0
oG G OEG

Isso & claro pois |0-1(5)| = 1, y @ obviamente Tinear na se-
gunda variavel. Ma primeira temos:

| ) P
Y.e1ep,r) = X (r lIglo ](u]u2)|)c = I (r 1glo up.o

uy|)o
oGG oG
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2019 oy Do v 3 (r TaleT g (o = ylepr) +y(eyr)
o€G oGG -

onde Uy € um representante de e, e Uy de e,.

Existe entad ¢ : E ®, R —> RG que faz o diagrama

ExR —X 5 Rg comutativo, onde 6 @ o homomorfismo

canonico.

E @, R
Devemos comprovar que ¢ € um RG -morfismo. Evidentemente e

um R-morfismo. Precisamos comprovar que ¢ comuta com a acao

de G sobre F ﬁé IR.

Seja Tt € G

#(t(e @r)) =¢((re) ®r) = = (r 1glo 'wu|)o
OEG

Chamando o =1 temos que

 (r 1g|0-]ru|)o = % (r 1g|n']u])Tn =71 (r 1g|n']u|)n.
o€G neG n€G

Entdo ¢(t(e @ r)) = Td(e ® r)

Temos tambem que ¢(E @% R)C I IR = ideal de aumentacao de

R
RG  Pois se e : RE —» RE o homomorfismo de aumentacgao (Ver

I.2) temos que

(e v ¢) (e ®v) =p 3 1g|o'1u| = r lg I |o']u| =
oEG o€G
=rlg | T ou|l=r1g1 =0. Isto & consequencia do fato
o€G
que I o(u) = N(u) = *1dado que u & inversivel. Entao fi-
o€G

ca provado que ¢(I QZ R) < IR:
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No caso em que a extensao g seja real, I]p = Iﬁ . No caso com-

]
R
)o . Devemos comparar 1g|o']u| e

plexo queremos provar que b (1 @Z R) ¢ 1

ple@r) = & r (1a|o”"|
o€EG

1

Tg|(oc) "u|. Eles sdo evidentemente iguais, logo ¢(I®ZR)C:Ih.

Vamos provar agora que dimP(¢(E @Z R) » r. Para isso provare-

mos que ¢>(e1 & 1), ..., ¢(er ® 1) sao linearmente independen-

tes onde {e1}1<- sao as imagens pela projecdo canonica de

<Igr
um conjunto €1s wuvs E de inversiveis fundamentais de W,
Como ¢(ei ®1) = Z 1g |o ailo"], provar que ¢(ei ® 1) sao
UEG

Tinearmente independentes sobre R & 0 mesmo que provar que 0S

vetores de R = IRS+2t.
(1g Io]e-ils 1g IOZE_iI, cees g Ios“:il: g |OS+]€1’]9 ]g|os+]ce1.i,
., g los+tei|, 1g |os+tcei|) sao linearmente independentes

sobre IR, onde

b = {01’ cees Ogo 9541 Tg41C> -+ v Isrt2 Tg4¢C L.
Usando a notacao da Segao 1.1 » temos que provar que os ve-
tores

1 1
(Tyegs Toeg ons Tgey, I LITIRTITR I S 7 154t )

sao linearmente independentes sobre R.Mas do fato dos €; se-
rem inversiveis fundamentais deduz-se a independencia dos ve-
tores acima (Ver Segao I.1).

Como dﬁnﬁRIh =r, deduz-se que ¢ @ um RG-isomorfismo en-

tre £ ® Re I, . Como, pelo Lema II.3.1, I ® R ﬁ% Ik , Fi=

JA

ca demonstrado o teorema.
c.q.d.
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SECAO II, 4 ALGUMAS APLICAGOES

LEMA II.4,1, Sejam M e M, ZG-modulos Tivres de posto finito

~v

sobre Z. Entao M &&QI N ®, Q como QG-modulos se e somente

se existe um ZG-submodulo N, de M tal que N/N e finito e

0
M =N _ como ZG-modulos.

0
DEMONSTRAGCAO
Seja ¢y : M &% G —= N &2 @ um G-isomorfismo. Sabemos que

(Ver Segao 1.2)

dimQ(M R, Q) = dim,M = dim (N Gy Q) = dim,N

Sejam Mis wees My € Nyy Loy, Z-bases de M e N respectiva-

mente., Sabemos que m, ® 1, ..., my ® 1 e ny ® 1, ..., ng ® 1
sao Q-bases de ™ &i L oe N ® @ respectivamente, Entao:

Seja o € Z, multiplo comum de todos os denominadores dos rji

Seja Yy: M —> N definida assim:

Y (mi) = I (arji)nj
J=1
Seja a : N —> N a multiplicacdo por o € Z de elementos de N.

Entao o diagrama que aparece abaixo comuta

M @ziD.




Pois

(oz@])q;(mi(?)])z-(oc@])( g n. ® r

= g n., ® arsy = ( jg1 arin; ) ®1 = (v, ©1) (m; ® 7).

Em consequencia
(a@]) ol[)=d)o®1

Usando essa igualdade e o fato de que ¢ comuta com a operagao
de G sobre ¥ deduzimos facilmente que L tambem comuta com a

operacao de G sobre M.

m\

Como ¢y & isomorfismo e o ® 1 & injetora, deduzimos que v,
injetora.

Seja N, = Im(wo)c; N. Entao dimZNo = dimzwo(M) = dimZM =dimZM

Dai deduz-se imediatamente que todo elemento de N tem um mul-
tiplo que esta em No, ou seja N/N finito. Reciprocamente, se
)
existe by M —s NJC N, ZG-isomorfismo tal que N/N e fini-
0
to dim,M = dim,N, entdo Yo ® T : M ®Z€1 —=> N ®Ziﬂ e mono-
morfismo pois v, e, e @ considerado como Z-modulo & "flat".
i i = i R} ; o -1 i
Como d1m&(4 &, Q) d1mQ(N @, @), by € 1 @ um G-isomorfismo

) 3 B T
entre M @Z(& e M ®z Q.
c.q.d,.

Uma aplicagao deste resultado e da Q-equivalencia entre E e
I' @ o teorema seguinte que nos da alguma informacdo sobre a

estrutura de ZG-modulo E.

TEOREMA ITI.4.1. E contem um ZG-submodulo ciclico E tal que

09
E/EO e finito,



DEMONSTRAGAQ

Pelo Lema I1.4.1., I' & isomorfo a um submddulo de E, de in-
dice finito. Logo basta comprovar a afirmacao do teorema pa-
ra I'. Sabemos pelo Lema I1.3.1. que I Q, G e Ia € @G,

I € somando direto de QG (RG semisimples, pelo teorema de

Maschke, ver 1.2), Togo & principal, ou seja Ip = WG x  com

x 6 Ig. Como x 6 Id, existe r € Z tal que rx y 6 I e
Ié = QG(y/r) = QGy. E facil provar que @Gy = ZGy ®, @, como
QG-mdodulos. Entdo temos que I' ?, Q = 76y ®, @ como QG-modu-
los. Aplicando novamente o Lema IT.4.1. temos que I' contém

um ZG-submodulo ciclico de indice finito.

c.q.d.

SE¢AO II. S5, ESTUDO DE ALGUNS CASO0S PARTICULARES,

0 teorema II1.3.1 nos assegura que E e I' como QG-modulos
sao equivalentes, ou seja que exisie um QG-isomorfismo entre
E® QeI ®, Q. Um problema basico & saber se E e I sdo
ZG-equivalentes.,

Nesta segdo daremos alguns resultados e exemplos sobre o pro

blema de Z-equivaléncia de E e I'.

Seja [k:q

i

n

a) n

1. Nesse caso r = 0 e o problema carece de interesse,

b) n = 2. Temos duas possibilidades:

o
—
S
~
]

0 e teremos a mesma situacdo que antes.

o
N
S
-
]

1 (caso real). Nesse caso dizer que E e I' sio Q-
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equivalentes (pensados como representacoes matriciais),
quer dizer que sao iguais, logo sao Z-equivalentes.
c) n= 3. Nesse caso k & real e r = 2, e Gal(k,Q) = Z/3Z.Mais
tarde demonstraremos o Teorema II.7.1., do qual se deduz
que E = 1",
Provaremos agora a ZG-equivaléncia de E e I' diretamente.

Neste caso I' = I = { a(o-1) + b(6?-1) | a, b6 Z }

1

Z3 = {1, o, o2 } = Gal(x,&). A representacgdo matricial asso-
ciada a I e calculada como segue:

o (0 -1) = 0o -06=(%2-1)-(c-1)
- 1) = o -0 = = (o ~-1)

Logo a representagdo associada a I @ T(o) = (‘1 '])
1 0

Logo a representagdo matricial associada a E &:

11 %12
U(o) =
21 22
Sabemos que as matrizes T(o) e U(o) sio semelhantes . sobre
(T T V),

X
Procuramos um par de inteiros x]) tal que os vetores

2
X a aq ., X
{.( ]) 5 ( n ]2) ( ]) } sejam uma base de 22, ou
Xal 421 %90 X2

seja, tenham determinante igual a * 1, Messe caso, dado que 0

polindmio caracteristico de U & x% + x + 1 temos que

(a” a]z) N (0 -1) - (4 -1)
7 . onde a
.az] a22 1 -1 1 0

ultima equivaléncia @ obvia.

N
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Devemos achar entado Xy e X, inteiros tais que

Xy ApXy toagax,
det X = *]

g Ag1%y ¥ ¥y
X @1.X7 + Aq.X
1 1171 1272 } __ - =
det (x T ) = Xy (@p1XHapXp) = Xp(agyxytagxp)
2 21%1 22%2
— 2 2
CF AanXy t (Ag, magg)xgx, —ag,x;
Devemos resolver em numeros inteiros a equacdo diofantina
a?1x¥ + (a22 - a]])x]x? - a1]x§ = *]1, 0 discriminante dessa
forma quadratica @ D = (a22 - a”)2 + 4 PLPR
(311 a12) N (“] '1)
Do fato que tiramos a conclusao
a0 A, & 1 0
de que A1 T A, = -1 Da primeira equagao temos que
1892 = 31237 = 1
2 2 _ h
ayy toag, + 2 a171205 1
Entao
2 2
D=3z, * a7y - 2 agqa,, + 4 ag,3,) =

"

V-2 agqas, = 2 a3, + 4 ay5ay,

L]

Toda forma quadratica sobre Z de discriminante -3 @ equivalen
te a t(x2 + Xy + y2) (Ver [5] pag.135) e logo representa +1
ou (-1).

Deduzimos entao que existem esses numercs X] € X, ou seja,

T E.U'
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d) n = 4. Temos aqui duas alternativas:

"
L]

d]) s 0, t = 2 e entao r 1

d2) t O, s =4 e entdo r = 3 (caso real)

(d1) Nesse caso sabemos que E e I' sdo Q-equivalentes e de
posto 1, entdo se deduz que sdo Z-equivalentes. 0 grupo de Ga-
Tois, Gal(k,®) neste caso pode ser Z4 ou Z2 X ZZ; exemplos des
sas possibﬂidades, estao dados por Q(£), onde £ & uma raiz pri
mitiva de ordem 5, da unidade e Q(z), onde ¢z @ uma raiz primi-

tiva de ordem 23 da unidade (Ver [i5] pag.257).

(dz) Aqui aparece um primeiro caso no qual E f I' = I, Cons
truiremos dois exemplos, um no qual E yI' =1Tce Ga](Kﬂl)EZ/4Z
e outro no qual E f I'=1e Gal(k,R) = Z/97 % Z/ZZ

LEMA II,S5.1. Duas matrizes a coeficientes inteiros da forma

S1ag, Ay bio  byg
A =10 o -1 B = 0 -1
0 1 o / 1 0

sdao Z-equivalentes se e somente se a

DEMONSTRAGKO

12 ~ 213 ® by, - bys(mod2)

‘M %12 %13
- — = *
Seja C = Zo1 Zys Zyg tal que z.. 6 Z, det C 21 e

ij
\%31 %32 233 "G = LB

Entdo, escrevendo o produto
B I AN L R P ER N £ PRSP PR N CL ISP
00 T2y 25 73 |mlzy Zp, Zpg ff O 0 -
0 1 o0 o 1 o0

731 %32 %33 731 %32 %33

e calculando a primeira coluna de ambas matrizes produto t:



mos:
"2yt Bg9Zap t B949257 % 211
- 23] = =22.| entao
Zo1 ~Z31

Zy1 = 237 = 0. Como det C = +1, temos que z;, = 1. Podemos su

por z;, = 1. Temos tambem que (A2 + I)C = C(B2 + 1)
2 a3 -3y -(agy +oag;))
A2 + 1 =10 0 0 Temos entao que:
0 0 0
2 oagg m Ay, ~(ag, +agg) T 295 23
0 0 0 0 Z,, 223 ==
0 0 0 0 zg, _ 24y
L P 2 byg = byy  o(byy * bys)
= 0 Zos Zyg 0 0 0
| 0 z32 233 0 0 0

A primeira linha dos produtos & igual a:

(2, 2 z + z

20 (373 = 815) = zga(ay, + a73), 2 293 +
+ Zz

12
23373 = 315) - 234 (a7, + ay3))

e (2, b]3 - b12’ -(b]2 + b]3)) respectivamente.

2 295 % (ay3 = ayy) 2y, - (39, * ay3) 23, = byy - by,
2 zy3 *+ (ag3 = ayp) 253 = (ay, + 3ay3) 233 = =(by, + by3)
Se 2|(a]3 - a12) = 2|a13 t Ay, logo 2|b]3 - b]2.



Temos que
220 32 A E T PR T B R PR P
Zp3 233 (a3, * ay3) A\ ~(byp * byg) - 2 243

( Zop 237 )
Como e inversivel, existem y ., Y1, Yoqs
Z,g Z33 11 12 21

Y22 6 Z tais que
13 = ayp = Yyq(byg=byy) = 2Yqq2y, = Wy(byytbyz) - 2¥y52q3

~(agg%aq,) = Ypy(byg=byy) = 2Ypq2yy = Yyplbypthys) - 2¥55243

~

Logo se 2|b]3~b]2, entdo 2|a]3-a]2. Entdo A 5B implica que

= (b (mod 2).

13 = Ay 13~ Pyp)
Falta provar a reciproca, ou seja que se 213781, = (b]3-b]2)

(mod 2), entao A 5 B,

Z

T 299 233
Seja € = 0 0 -1 onde

0 1 0
212 = 1 ((bya = biy) + (a7, + 27,))

‘ 2 13 12 12 13
= -

213 = 5 (=(bgp + byg) + (333 - ay,))
Entao AC = CB; Zi9 e zy,5 Sao inteiros pois
ayg - a]2 = (b13 - b12) (mod 2)

c.q.d.
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LEMA II.5.2.

Seja G um grupo ciclico de ordem 4, Seja I = Ker ¢ a repre -
sentacao inteira associada ao ideal de aumentagcao. Entdo as
representagoes inteiras de G que sdo equivalentes sobre € com
I, se partem em duas classes de equiva]éncia sobre Z. Numa
classe estao Ker ¢ e todas indecomponiveis (como ZG-deu]os)
na outra todas as decomponiveis.
DEMONSTRACAO

Como o grupo G @ um grupo ciclico de ordem 4, as repre-
sentagoes de G ficam determinadas por matrizes lT=(a1.J-)]S1-<3

que verificam - I,a,. 6 Z, det A= %1, 1<j<3

iJ

Seja G={1,0,02903}, Ker € = {a](0-1)+a2(03-1)+a3(03>1)laiGZ}

Logo uma matriz associada a I, esta dada por

o(o-1) = o .o -(0-1) + (02—1)

g(oz-]) = 03 ~ 0= -(0=-1) + + (03_])
0(03-1) =1 -0 = -(0=1)
-1 -1 -1
Ou seja que uma tal matriz e B, = 1 0 0
0 1 0

Se B0 esta dada na base candnica (e1,e7,e3) consideramos a



By(fq) = = f

1
Bo(f2) = - f] - f2 + 2 f3
Bo(f3) = - f1 - f2 + f3
Entao
-1 -1 -1
B0 7 0 -1 -1 = B
0 2 1

Seja Ao uma matriz arbitraria a coeficientes inteiros equiva-
lente sobre Q com B.

A, @ B, entao Xp = Xg = -(A+1) (A2+1) (onde Xa indicara no
0

futuro o polinomio caracteristico de A). 1 a a
12 13
Entao A, tem o valor proprio -1, ou seja A, E’ 0 a,, a,3
(Ver Corolario 1.6.1), ' D a3, Ay
A9 Ang -1 -1
Seja A' = e B' =
q37 233 2
Sabemos que -(A+1) (x2+1) = (=1-2) Xpt = -(A+1) XB" Logo
_ _ 2
XA' = XBI = A7+ 1
o (0 -1> .
Entao A' 5B 2 1 0 = C' (Ver Corolario 1.6.2)

Em definitivo, temos que

-1 &, @

A 0 0 -1 - A
0 1 0
-1 by, by

B 0 0 -1 = B
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Aplicando o Lema II.5.1. temos que Aj 75 B se e somente se:

Ty = g3 2 512 - 813 (mod 2).

Para completar a demonstracdo do teorema so falta provar que

B 8 indecomponivel. Para isso precisamos saber como passarde
B a B.

1o\ [-1 -
-l

1 0 0 —1)
1 1 {1 0
Entao tomando

1 0o o0\
c =1{o0o 1 o0 temos que C™'BC = B

0 -1 1
10 -1
¢l = 0 0 -1 — B
0 1 0

Como consequéncia do Lema II.5,1. temos que B

N
o
o
l_‘

ou seja, B nao & decomponivel, o 1 0
c.q.d.
EXEMPLO II,5,1.
Sejam = 24 = 16, ¢ uma raiz primitiva de ordem 24 de 1.
[Q(z) :Ql = ¢(24) = 23 = 8 (Onde ¢ & a fungao de Euler)
: _ g 2 -1 -
d1mQ(C+ C-1) Q(z) =2 pois ¢° - (c+ ¢ )t + 1 0
Entdo temos que dide c+c']) = 4,
Q(z) -

o+ = 2 cos /g = 2 {lfCO;ﬂZ4 - ;::‘\%i>0(c+c-1)
' N/ a

-1
1 L2 Y ‘ Q
= 2 —_..'._.Z._ = 2+ /—2‘ = o

2
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Irr(g+g'],Q) = Irr(a,Q) = x4 - 4x% 4 7

Temos que as raizes de Irr(a,Q) sd@o x, =¢ 2+/7 Xop = = 2+/2Z,
Xq = \(2-/7, Xq = =\ 2-/2
?

XX, = Va4=-72 = /T = x2 - 2, Entac x, = x; - —

x? - 4x$ + 2 =0, logo _g/x] = x? - 4x4 entdo x5 = x? - 3x,
Seja o € Gal(Q(z+z™'),Q)  ol(xq) = xg
E facil verificar que o(x3) = X, = =Xy

,0)

Temos entao que 04 = Id é o grupo de Galois G=Gal(Q(c+zg

~L/42, 6= {1, o, o, o3 }. Também poderiamos ter deduzi-
do que G = 2/42 usando [14] pag.599.

1) sao Z[C+C—]] = Z[ Y2+/2] pelo seguinte

O0s inteiros de Qz+z”
raciocinio. Sejam ® os inteiros de Q(C+c-1). " E claro que:
Zigre™ o

Como os inteiros de Q(z) sdo Zlzl e Z[c]ﬂQ(c+g'])=Z[§+§'1]
se deduz que Z[ ¢+ g']] = 8

Um conjunto de inversiveis fundamentais de & esta dado por

= 2
_ 2
€2 - ] = ZX]
_ 2 .-

e seus inversos sao

-1

= 2 3
=11 - 14x] - 3x] +4xy

s o747
= - +<X]



oter) = 5 - g 0o
a(ey,) = = 7 +2 xf
o(eg) = 15 - 20xy - 4x§ + 6 x?
Uma verificacao imediata nos permite comprovar que
o(eq) = €] &
o(ey) = €5
o(eg) = - 5125283

Logo a representacao E, pensada como representagao matricial,

pode ser dada pela matriz 3 x 3 a coeficientes inteiros unimo

dular
-1 n -2
A = 0 -1 1
1 0 1

Provaremecs que A 7 Ker € para isso a levaremos a forma

AT 0 0 -1 com oy = Oy, impar (Ver Lema
0 1 0 11.5.2.)
Fazendo a mudanca de base f1 = e,
fZ = ey temos
f3 = ¢3
-1 G 1
~ 1 = i
A 7 0 -1 -2 = A
0 1 1
Seja agora 1 0 0 1 0 0
c= (o 1 1 ¢cl= 1o o -



3

1 0 0
clarc =10 o -1
0 1 1
% 0
= 0o ¢ -1
0 0
Como det C = +1
/-1 -1 0
AT 0 e -1
0 1 0

EXEMPLO II,5,2.

X4

Seja o polinomio f(x)

sao todas reais e iguais a

*

=
0 -1
0

0 1 1 0 0
-2 0 1 1 =
i 1 0 -1 0
logo pelo Lema II.5.2 temos que
A ~ Ker €.

z

? - - - .
5~ + 1 as raizes desse polinomio

o =y[5+/21 , a* = g 5-v21 , -a
i~ >

- Q
Como ao* =[25-21 =1, o* = o !. Consequentemente a exten -
4
= — 5+/21, _ =
sao K = Q¢ 4 ) = Q(a) @ normal de grau 4 sobre Q.
) - *
Como 1 = 5a° - u49 o I - 5o - a3 ou seja que a = 50 - a3
Cs automorfismos de K que deixam Q fixo sao
1 : 0 — O
o a_aa*za,-]=5a_a3=\/‘§—-__g__ﬁ
T i e s = = 5+ y/21
4
OT=T0 : QO =—> —u* = - El/'1 = - ba + a3 = a']

E claro entdo que Gal(x,Q)

R

Z/27 X 1j4. De acordo com [ 51,
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pag.200 os inteiros de w sao exatamente os elementos do anel
Z{al.
Cada automorfismo o, 1, or deixa fixo um subcorpo quadraticc
de g, logo para procurar inversiveis em Kk, ©0S procuramos nes-
ses corpos quadraticos.

Sejam FT, F0 e FTO os corpos fixos de o, T e ot respectivamen

te.

Foo= 0(/21) pois /2T = 20% = 5  (V2T) = 2(t(a))?-5 =-2a%-5,

Fc = 0(V7) = Q(a+a*) pois (a+a*)2 = a? + a*? + 2 = Ei%gl +
+ El;zi +2 =7 e o(a+a*) = o(a) + o(a*) =5 * o

: * * 2 *
For = (/%) = 0(a=a’) pois (a-a )’ =a+a % -2=5-2=3
* *
ot(a=-a ) = ot(a-0oa) = ot - Ta = - + Q4 = a - O
Consideremos entao em Fo = Q(/7) o inversivel e, = 3 + 3/7

e;1 =3 - 347

€, = 8 + 3(a+a*) = 8 + 3(a+5a-a3) = 38 4+ 18a - 3a3

- * : S
€0 = 8 - 3(ata’) = 8 - 3(6a-07) = 8 - 18a * 3o°
Consideremos agora em Fg, = Q(V3) o inversivel &y = 2 4 Vi)

-1 _ N
€3 =2-43
€q = 2 % /3= 2+ (a-a*) = 2 + (a-5a+u3) = 2 - 4o + o’

- * ~

63] =2-/35=2- (a-00 ) = 2 =~ (a-5a+a3) = 2 + 4o - a
Consideremos entdo em Q(a) o conjunto de inversiveis fundamen
tais E] = 0

+ 18a - 3a” = 8 + 3(a+a*)

™
~
|
(@8]

X
€ = 2 -4 + 0" =2 + (0-0 )
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Calcularemos agora a representagao matricial de G associada a

E : o(ey) = o(a) = L e;]
o(e;? = = €, pois €, 6 F0
* * * -1
0(53) =2+ 00 -0 =72 +0 -0a=2- (a-a ) = €3
1:(51) = - gq
T(Ez) = 8 + 3(tatta*) = 8 - 3(at+ta*) = e;]
i(e3) = 2 - (a-a%) = &:51

Uma representagao matricial associada a E @ entdo

-1 0 0 1 0 0
g = 0 1 0 T —> 0 -1 0 {(*)
0 0 -1 0 G -1

Calculemos agora uma representagao matricial associada a I

I = { a(o-1) + b(t-1) + c(ot-1) | a,b,c 6 Z }, 02 =1, 72 = 1
oT = TO

o(o-1) = 02 ~-ag=1=-0= - (0-1)

o(t-1) = ot - 0 = = - (o0-=1) + (o1 -1)

o(ot=1) = 1t -~ 0 = = - (o=1) + (71-1)

t(o-1) = 10 -~ 1 = - (t-1) + (ot-1)

(t-1) = = - (t-1)

t(ot-1) = 0 - 1 = (o-1) - (1-1)

Uma representacao matricial associada a I & entado

o — 0 0 1 T —> | =1 -1 -1 { =)
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As representacoes (*) e (**) sao equivalentes sobre Q. Por ou

tro lado provaremos diretamente que nao existe C = (Zij) com

det C = +1, z.. 6 Z tal que

ij

(7100 fzyy 2y, 243 RIS PR E AW L

0 1 0 221 222 223 = 22] 222 223 0 0 17

0 0 -1[\zgy 23, Z33 Z31  Z3p Zg3z[\0 1T 0

Pois teriamos

B B IS TS 29y  “Zpptiyy Ity
£ 299 Z23 | T “Zg1  "Zp1%Zy3 ~Zg1tZg,
“Z31 "%z, 133 “Z37  “Z3y3tZgzz "Z3yti3,

Da igualdade das segundas linhas tiramos que Zyp = 0, 22?=223.
das primeiras linhas Z15 = Z91 - 293 das terceiras 23?=z3] -
- 233:
Entao

2 B I B et < S
b = ¢ Z23 293
31 %317%33 %33

Z11  231°2%33
det C = det 0 0

Z31 23372233

Z11 "2z33 211 213
det = 22“3 det # *1,
-2z
237 33

"Z23

Em consequencia E % Ker e
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Para o caso n = 5 e em geral n = p com p primo, precisa-
mos estudar melhor o problema de Z-equivaléncia de matrizes ,

com polinomio caracteristico dado.

SEGAO II. 6. A Z-EQUIVALENCIA DE MATRIZES

Duas matrizes A e B 6 ?1n(Z) dizem-se Z-equivalentes AZB
se existe C 6 W (Z), C unimodular tal que A = ¢~ ac (Ver [12}
pag.49).
TEOREMA II.6.1.

Seja A © M (Z). Entdo A & Z-equivalente a uma matriz de

-

F
blocos da forma Ay A]2 “e A1p
0 A22 . A2p
| 0 0 e App |

Onde p e o numero de fatores irredutiveis de X, sobre Q, e os
xAii sdo irredutiveis sobre Q para 1<i¢p. (XT indicara o po-
Tinomio caracteristico da matriz T).

DEMONSTRAGAO

Faremos a demonstragao por indugao em p, onde p & 0 nimero de
fatores irredutiveis monicos de Xp-

Se p =1, ndo temos nada para demonstrar,

Suponhamos que o resultado estd provado para toda matriz B com
polinomio caracteristico XB com menos de p fatores irreduti -
veis monicos a coeficientes inteiros, e seja A uma matriz com
p fatores irredutiveis monicos a coeficientes inteiros, A G
€M (Z).

Seja g um fator irredutivel fixo de XA . XA = g.h



Seja © uma raiz de g e seja K = Q(0). Como g & irredutivel ,
gr g = dimQK = k. Seja K* o anel dos inteiros de K, e seja

{wys vuns w, } uma base fundamental de K* (i.e. todo o & K*
k

. Zjw; comz, 67 e wy, ..., w Uuma
=1

se escreve como o
i
base de K sobre Q).

0 sistema (A-61)x 0 tem alguma solucdo em K" (pois det(A-8I)

= XA(G) = g(6)h(6) = 0). Multiplicando uma solugdo fixa por
um inteiro adequado podemos achar x & K*" que verifica Ax=0x,

Iw'l
Seja agora uma matriz C G Hn k(Z) tal que x = Cw comw = ( :)
9 w'
e seja B 6 Mk k(Z) tal que 6w = Buw k

b

Entao

ACw = Ax = 6x = 6Cw = CBw entdo como 0s Wy sao linear-

mente independentes sobre Z, dessa igualdade deduzimos que

AC = CB (a)

Seja agora r¢kgn o posto de C. Existem matrizes U e V unimo-

dulares tais que V G Mk,k(z)’ Uue Mn n(Z), S & Mr,r(z) tais

2

que
c= U v (b)
0 0
s 0
com [ } G M k(Z)
0 © ?
-1 Ay A,
Seja agora U AU = - (c)
Ay Ay

com A, G Hr,r(Z)



Temos que

[s 0]
v (aplicando (c)
- e (b)).

Temos entao que
s 07 Ay A, s 0
VB = _“ Vv
0 0 A3 A4 0 0

T T Vv Vv
Ou seja chamando VB = { 1 2 ] e \ = [ 1 2}
T3 T4 | Vg Yy

temos que
s o} T T?} _ [A1S o] {V1 vz}
0 G T3 Ty A3S 0 V3 V4
Ou seja que A3SV] = 0 como S e V sdo inversiveis deduzimos

que A3 =0

Provaremos agora que XA = g

Ay A, S 0 s 0
G Vo= VB
0 A Jlo o 0 0



Entao temos que

ASa = 8Sa  (d)

Por outro lado Sg # 0 pois se So = 0 == g = 0. Entdg

0 s 0 0
Vo = . Usando (b) temos que x = Cuw u =0,
B

Entao XA](S) = 0. Temos que XA = XA1 XA4 = gh, g irredutivel.

Se g,XXA] existem polinomios R e S tais que Rg + S XA] =1

mas 8) = X 8) = 0. Entao . las gr r(X en-
g(e) A]( ) 9/x, las gr(g) = gr(X,,)

1
tao = X
g A7,
XA] e irredutivel mdnico a coeficientes inteiros. Por inducdo

se deduz o resultado do teorema.

c.q.d.
Agora estamos em condigGes de demonstrar um resultado sobre a
Z-equivaléncia de matrizes em Z com polinomio caracteristico

(e minimal) irredutivel sobre Q.

TEOREMA II.6.2.

Existe so um numero finito de classes de equivaléncia de ma-
trizes A € M (Z) tais que f(A) = 0, onde f @ um polinomio mo-
nico de grau n, com coeficientes inteiros, irredutivel sobre
Q. 0 numero de classes de equivaléncia @ o mesmo que o numero
de classes de ideais do anel Z[6l onde 6 & uma raiz arbitraria
de f.

DEMONSTRAGAO

Seja ® uma raig fixa de f.

Seja A uma matriz que verifica f(A) = 0, A G Mn(Z)
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Se X, e my indicam o polinomio caracteristico e minimal A, te
mos que X, =m, = f (como f(A) = 0 deduzimos que ma/fs ma s
como f e irredutivel mpy = f/XA, egr f = gr XA = q entao
My = XA = f).
Seja R = 7[0] e seja K = corpo de fracgodes de R,
0 sistema (A - 9l)x = 0 tem solucdo nao trivial em K" e logo
em R", pois det(A-61) = Xp(0) = f(0) = 0.

X1
Seja x = : com x; & R, uma tal solugdo.

Xn
Seja agora S, = Z[x1,...,xn] < R. Veremos que Sy e um idealde
R. Evidentemente & um subgrupo abeliano de R. Como 6x = Ax,
eSX ~ SX e como R = 7Z[6e], e claro que RSX CJSX, ou seja, SX
ideal de R.
0 que acontece se mudarmos o vetor proprio ? . Procuramos ver

que relagao existe entre SX e S onde x e y verificam ambos

\4

o

Ax = 6x, Ay = 8y, x,y 6 R". Como f @ irredutivel se deduz que
a raiz 6, de f e simples. Nai sai imediatamente que:
dim Ker(A-61) = 1. Em consequencia éxistem o e B & R tais que

ax = By, entao aSX = RS ou seja, que SX e Sy estao na mesma

y?
classe de ideais de R (Ver I.1. ).

Dessa forma definimos uma correspondéncia entre as matrizes A
6 Mn(Z) que verificam f(A) = 0 e as classes de ideais de R =
= Z[6], onde ® @ uma raiz fixada de f.

Essa correspondencia passa ao quociente modulo a relacdo de

1

Z-equivaléncia de matrizes de M (Z). Se B = UAU"" com U uni-

6Ux com Ux G R™.

modular, Se Ax = 6x com x € Rn, entao BUx

Logo os ideais Sx e SUXCZ R coincidem (passamos de uma hbase de
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um a uma base de outro por uma matriz unimodular a coeficien-
.tes inteiros).

Seja agora o uma classe de ideais de R. Seja S um ideal de R,
Sc R, SG.J.

Podemos achar elementos xq, ..., x € R tais que Z[x],...,xn]

= R. (Seja X1e..X,, uma base de S -sobre Z- com r < n.

0 X1
exi 8 A59%q * oA X entao (: = (A-91) .

0 Xr

como 0s X nao nao nulos det (A-9I) = 0. Entdo grlrr(e,Q < r<n,

e isso e absurde).

X
.1

Seja agora A 6 Mn(Z) tal que €x = Ax onde x = (i ). Dai
n

deduzimos que f(A)x = f(8)x = 0 e como 0S X; ... X, sao 11i-

nearmente independentes sobre Z, vamos ter que f(A) = 0.

Seja agora um outro ideal T de R, T¢C R, T ¢J. Escrevemos

T = Z[y],...,yn] e vamos ter outra matriz B, tal que 6y = By.
Além disso existem o, B € R tais que aS = BT. Entao (By1,..,
Byn) e (ax1,...,axn) sdo ambas bases de aS = BT. Em consequen
cia existe uma matriz unimodular U € Mn(Z)9 tal que By = Uax.
Temos entdo que BBy = 6By = BUax = albx = alUAx.

Mais BBy = BBy = BUax . Entdo UAx = BUx, mas U & inversivel,

logo (U-]BU~A)X 0. Como Xqs +eeaXy sao linearmente indepen-

~Tgy.

dentes sobre Z, deduzimos que A = U
Pela forma em que definimos as correspondéncias anteriores @

claro que sao uma inversa da outra ,

c.q.d.



- 48 -

Demonstraremos agora como corolarios, duas propriedades

anteriormente usadas.

COROLARIO II.6.1.
Seja A 6 1 _(Z) que possui um valor proprio inteiro a € Z, en-

tdo A e equivalente sobre Z a uma matriz cuja primeira coluna

at

NEMONSTRAGAO

Seja X, o polibomio caracteristico de A.

Entdo X, = (x-a) psp(x) ... p.(x) onde os p; sao irredutiveis
sobre Q. Pelo Teorema II.6.1. temos que A e equivalente sobre

Z a uma matriz da forma

A M My
0 A?g cw s A?r '
com X, = p; se i2 2
: : ii
o o0 N
Xp. . = (x - a). Entdo Ay € uma matriz escalar Ayy = (a).
11

COROLARIO ITI.6.2.

Todas as matrizes A G #,(Z) que verificam A 4+ 1 =0 sdo I-
equivalentes,

DEMONSTRAGAO

f(x) = x2 + 1 & Q-irredutivel, 0 anel Z[il (onde 12 ==-1) @
um anel euclidiano, logo principal, 10ogo o numero de classes
de ideais e 1,

c.q.d.



SEGQAO II.7. 0O CAS0 DE UMA EXTENSAO CICLICA

Seja K uma extensdo ciclica dos racionais (cu seja, Gal(K,Q)
€ um grupo ciclico).

Seja n = ordem do grupo de Galois. Seja h(n) = numero de clas
ses de ideais de O(cn)y onde ¢ @ uma raiz n-esima primitiva
da unidade (Ver £3] pag.325). fHo caso em que n @ prim® €
h(p) = 1 podemos assegurar a Z equivaléncia de E e I',

Neste teorema daremos uma demonstracdo diferente da demonstra
¢ao do [2] onde utiliza um teorema de Reiner € Diederichsen so-
bre a estrutura dos ZG-deulos onde G & ciclico de ordem pri-
mo (Ver [4] pag.502),

TEOREMA II,7.1.

Seja K uma extensdo ciclica de Q, onde |Gal(K,Q)| = p e h(p)=1
(p numero primo)., Entdo E & I' como Z&-mddulos.

DEMONSTRACGAC

Sejam A e B representacOes matriciais associadas a E e I' res
pectivamente. Gu seja, A e B sao A,E : G —s Hr(Z). Para dar
A e B basta conhecer as matrizes A(g) e £(g) onde g & um gera

dor do grupc ciclico @,

P

Seja A(g) = A_, ©(g) = B Ag»B,.6 1i.(Z).

Sabemos que AO “b Bo pelo teorema II.3.1. Precisamos provar

~

que A, B,. Do fato que A 5 B, se deduz que XAo = XBO = f,

Para aplicar o Teorema I11.6.2. precisamcs calcular XBO

Temos duas. possibilidades:

(a) p= 2. Messe caso r = 1 ou r = 0. A segunda alternativa ai
fora de nosso interesse. Podemos supor entdo que a exten-

sdo @ real e r = 1. Messe caso (o caso de posto 1) a Q-



(b)
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equivalencia obviamente implica a Z-equivalencia,

p impar. Nesse caso a extensao deve ser real, ou seja I'=

= 1.
I = { ay(o-1) + a,(c%-1) + ta_ o (P1A1) |a; 62}
1 2 e p-1 i
G=1{1, o, ..., oP1 )
o(o-1) = 02 -0 = - (0-1) + (02=])
0(02-1) = 03 - 0= - (0=-1) + + (03-])
o(0j~]) = oj+] =0 = - (0-1) + ...... + (oj+1-])
o(cp']-1) =1 -0= - (0g-1)
Podemos supor que
-1 -1 -1
1 0
By =1 0 1 . . Entdo & claro que XBo = Qp’
¢ 0 1 0

onde Qp & 0 p-esimo polinomio cicloténico , ou seja,
o = Xp"] + X5 "+ L0+ X+ T,

E um fato bem conhecido que ¢p e irredutivel sobre Q.
Entao tanto AO como_Bo verificam o p-ésime polinomio ci
G Mp_]

consequencia como estamos trabalhando nas hipoteses de

clotonico. Elas sdo também matrizes Ry»B (Z). Em

0

que h(p) = 1, Ao ~; Bys como consequéncia do Teorema IL

6.2.

¢.q.4d.
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Este resultado nos permite Tiquidar o problema da Z-equivalen
cia para todas as extensbes ciclicas de ordem primo p dos ra-
cionais com p < 19. Ou seja, para os primos 2, 3, 5, 7, 11,13,
17, 19 que sdo os Unicos primos menores que 100 para os quais
h(p) = 1.
Nao e sabido se existem um numero finito ou infinito de pri-
mos p, para os quais h(p) = 1.
No caso de um grupc ciclico de ordem primo arbitririo, pode-
mos assegurar que as representagoes dadas pelas matrizes Ao e
B, (como antes), verificam ambas o polindmio Qp = xP1 o xPr2y
+ ... + X+ 1 e uma dela tem uma matriz associada da forma

0 0 .. 1 0

Podemos entdao identificar a classe de ideais de Z[z] (com zP-
= 1, ¢ # 1), com a qual a classe das matrizes Z equivalentes
com B esta em correspondéncia biunivoca.

Resolveremos o problema da Z-equivaléncia de A, com B, se pu

n

dermos comprovar que a classe de ideais que corresponde a Al
coincide com a classe de ideais (conhecida) que corresponde a
BO. Nesse sentidc podemos enunciar o seguinte teorema.
TEOREMA II.7. 2.

Seja K uma extensdoc ciclica de ordem primo, de Q (dim,K = p)

Q

p>2. A representagao E & isomorfa sobre ZG com I' =1 . se e

somente se a classe de ideais de Z[z] (¢ raiz primitiva de
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ordem p de 1) associada a E de acordo com o Teorema 11.6.2.,
contéem a 7Z{zl. Em outras palavres, se essa classe de ideais
consta s0 de ideais principais.
DEMONSTRAGAD
De acordo com o teorema 1I.6.2 basta provar que.a classe de
Tdeais de Z{zl associada com I & a classe dos ideais princi-
pais. Sabemos que I est3d determinado (ver demonstragao doTeo
rema I1.7.1.) pela matriz

A S S

1 0 ... O

0 ¢0.. 1 0 /

Um vetor proprio correspondente ao vetor proprio ¢ dessa ma-

triz @
oo
gPre
P
X = . pois
4
1
-1 -1 =1 gP-e Pl
1 ' " =z como se compro
\ z
0 0 1 0 v \ 1

va imediatamente dado que:

A R e zigP iy 2 hel
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Olhando para a demonstracdo do Teorema I11.§.2. observamos que
a classe de ideais de Zlg] associada com I 2 a classe de jde-
ais que contém Z{l,g,czs...,gpngl, ou seja a classe dos ideais
principais,

c.q.d.



CAPITUTLO IIT

SECAO III.1 CORPOS CICLOTOMICOS
Seja p um primo arbitrario e seja & uma raiz primitiva
de ordem p?, de 1 (p>2).
0 polinomio ciclotomico ®pa(X) = Irr(&,0) se escreve co
mo
a

p- a-1, a-
o LX) = X1 _yp" (p-T)  yp
P xP -

1 a-1
(3'2)+... + XP +1.

Tambem sabemos dimg 0(E) = gr(¢® 1 (X)) = o(p?) =pa;up-1)
p
onde ¢ e a funcao de Fuler.

Sabemos tambem que @ a(X) = ] (X=€1) onde (m,n) in
o P (1,p®)=1
dica o maximo divisor comum entre m e n.

Fazendo na equacdao anterior X =1 temos

p= 1 (1-£')
(i,p2)=1

Indicaremos com € o conjunto dos inteiros de 0(g). Se

(i,p?) = 1 entio (1 - gi) e (1-¢&) sao associados em © pois

i-1

1-£ T+E+...+¢ e 0.

[ -

Se escolhemos j e %, tais que ji-+zpa =] (€1)J = & en-

|

-50-
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__...]"E=——L]"(E1.J=1+Ei+...+€(j=])i€€’-
1-¢' 1-¢’
Como ({i: (i,p?%) = 1}) = o(p?) = pa'](pu1), temos que
p = ¢e(1- €)pa=](9‘]) com € inversivel en O,

Seja agora um primo P de 0(&) que esta sobre p.
a-1 _
vp(p) = e = vp(e(1-5)P PNy L patTpgy y (1og)

onde e € o indice de ramificacao de P, ¢ Vp indica a valori-
zagao P-adica associada ao primo P.

Dessa igqualdade deduzimos que vp(1~£) # 0 e que e

|v

> pa'1(p-1). Como pa_](p-l) = dim0 Q(&), deduz-se que e

=1
= 277 (p=1) e que v,(1-8) = 1.
Sabemos que (ver I.1) se P1,...,Pt sao primos de 0(g)

que estao sobre p, o e; e f.

; sao seus respectivos indices de

ramificacao e graus de inercia, entao

t
= )
Z] e; fi = P2~ (p-1) = d1mQ 0(k).
Como ey = pa'](p-1) para todo i = 1,...,t temos que

t =1, ou seja

g = pp?  (0-1)

Usaremos também no futuro o fato que

a-1
f,e,...,eP (p=1)-1y

e uma base fundamental de 0(&) sobre Q. (ver [ 3] pg.327)
No caso a =1, precisaremos conhecer o discriminante do

corpo Q(&). Se D = discriminante de Q(&), usando a base fun-
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damental {5952,. ..,Ep_] } temos que D = det((Tr(£i+j)1<hj<p_])).
Se s 20 (mod p) o polindomio Irr(E%,q) = Xp°1+Xp'2+T..::X +
entao Tr(£%) = -1,
Se s = o0 (mod p) £5 = 1. Entdo Tr(g%) = dimQ Q(&) = p-1.

Definitivamente, temos que

p-1

2 _p-2 2

D= (-1) pP se p>2

No caso p=2, alguns resultados anteriores sio validos.
Seja & uma raiz de ordem 22 de 1. Suponhamos a>1. (o ca

so a=1 carece de interesse)

- _ w28 ; _ na-1
° L0 = Irr(e,0) = X2 41, dimy 0(g) = 2
2 H

Como antes temos que 2 se ramifica totalmente em 0(&).

Tambem podemos provar que uma base fundamental de Q(g)

esta dada por {I,E,..,,Ezanl']}.

SECAO III.2 ESTUDO DE UMA EXTENSAO PARTICULAR

Seja p, um primo arbitrario e seja K um corpo de numeros
algebricos que contém todas as raizes p-esimas de 1. Seja
a € K e consideremos L = corpo de decomposicao do polinomio

xP

-a. Vamos supor também que o & inversivel em K. (o inteiro
em K)
Vamos provar ¢ sequinte: L & uma extensao abeliana de K

e em K os unicos primos de K que eventualmente se ramificam
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sao aqueles que estdao sobre p € 0.

Seja W, € L um elemento que verifica wg = a. As raizes

da equacdo xP-o = 0 sio {wo,w Eyeuo,W gp']} onde £ e uma

(0] 0

raiz p-esima primitiva de um.

E claro que L = K(wo). Os automorfismos de L estao de-
terminados por seu valor em W, - Entao ¥ o € Gal(L,K) o(w0)=
- (o)
=g W

Temos entao uma aplicacao

n: Gal(L,K) —> Fp (Fp = grupo ciclico de ordem p)

E facil verificar que n & um homomorfismo do grupo mul-
tiplicativo Gal(L,K) no grupo aditivo Fp

Se n(g) =0 a(w,) = W entao o = Id, . Entao n @ inje
tora. Em consequencia o grupo Gal(L,K) e isomorfo a Fpou tri-
vial (isso acontece se LS € K).

Se a extensao e trivial (L =K) nenhum primo de K se ra-

mifica em L.

o~

No caso em que a extensao nao & trivial temos que Gal(L,K)
e isomorfo a Fp. Logo a extensao L & abeliana e dim, L = p.
Provaremos que nesse caso 0s unicos primos que eventual

mente se ramificam sao aqueles que estao sobre p.

.
Para isso calcularemos o discriminante da extensio k'
Seja uma base Xp e Xn arbitraria de L sobre K. Indica
remos com A(x] ++. X ) ao discriminante dessa base.
p-Ty _ (1), (3)42
A(],wo,...,w0 ) = jii (mo W, )

O<i<j<p-1

i D .
onde wé ) e wéJ) indicam os conjugados de W -



Entao
A(],wo,...gwg']) = I (W, g - o EJ)Z =
O<i<j<p-1
. i . 5
= i w5(51- 53)2 = wg i (€1- EJ).
0<i<j<p-1 - 0<i<j<p-1

Nessa expressao aparece o discriminante do corpo ciclo-

tomico p-@simo. Entdo (ver secgdo I11.1):

p-1
p=1y _ . r,_ 2 p-2
A(l,wo,...,wo ) = wo( 1) p se p>2
Seja aqora x'],...sxp uma base fundamental de L sobre K.
i . ;
Nesse caso W, = § uij xj com uij inteiros em K.
Se U = (uij) temos que

B(T,w s wP™h) = (det U)2

o A(x] ¥ ba xp_]) (ver secao I.1)

Os Gnicos primos de K que dividem A(],wo,...,wg’]) sao
aqueles que dividem p, entao os Gnicos nrimos de K que divi-
dem A(x],...,xp_]) sao aqueles que dividem p.

Pelo teorema de Dedekind (ver pa. 161 [15]) os unicos
primos de K que eventualmente se ramificam em L sio aqueles
que dividem p.

Mo caso p=2, se consideramos em L a base (1,7a) obser-

vamos que:
A(1,/a) = hq

Temos entao o mesmo resultado.
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SEGAO ITI.3 . ANALISE P-ADICO

Seja kiUm corpo com uma valorizacao discreta v com res-

peito a quafgé completo. (Ver [3] pa.253)

PROPRIEDADE III.3.1 A série § a, a €k converge se e
n=0

somente se v(an) —> 0,

PROPRIEDADE III.3.2 Seja a serie

¥ a:., € as series
, 1]
19\]"

1
(Y a;:) e § (7% a;:). Se para todo N >0 existe so
1 §j=1 M j=1 =1 1

um numero finito de pares (i,j) tais que v(aij)_zN, entao a

nes18 o

i

serie dupla converge e as series iteradas tambem e

( Z] aij) = Z (_Z] 3i;

d.. = )
i=1 j= J=

=1 1J i

s 8
nes- 8

i,
PROPRIEDADE III.3.3 0 conjunto dos x € k para os quais a s§
rie ) a x" converge ¢ da forma {x i v(x)>u} para algum € Z.

n

PROPRIEDADE III.3.4 Sejam f(x) = J a, x" gly) = ¥ b, y".
n=0 ' n=1

Se a f converge para {x {v(x)‘zu} e a g nara Yo € k tal que
v(bmAyZ) 21 ¥m>1 entdo a serie F(y) obtida substituindo
formalmente a g na f converge para ¥s € %, e ainda maisf%y0)=
= f(9(y,)).
' Seja agora a sequinte situacao: K um corpo de numeros
a]gﬁpricos e peE D um primo. P um primo de K que esta sobre
P.

Seja Vp a valorizacao P-adica de K. Seja e = vp(p) = in
dice de ramificacao de P. Seja DP o anel da valorizacao Vp -
E seja m um elemento primo do anel DP. Seja KP 0 completamen



- 56 -
to de K com resneito a valorizacao Vp - Seja Qp 0 corpo dos

numeros p-adicos.

Sejam em Kp as series

n
exp x = 1+ x4-...4~%r+ ‘s

Tg(1+x) = x - x2/2+-x3/3+-...+ (”])n-] x"/n

E claro que vy(n:) = {g} + [#%J * ..., onde [a] indicaa par
te inteira de . Ent3o vp(n!) = e([g] + ...) < en ) ’JE =
k=1 p

= 5?%. Entao temos que

n
Vp(ET) > n(vp(x) - =Ep).

Entao se vp (X) >B§T a serie exp x converge.

Reciprocamente se vP(X)-f —

Fazendo n =pS

vy s=1 s=2 _ ps—l _ e(n-1)
Vp(ni) = e(p + p + ... ¥ 1) =@ T = —%;7—1

n
Xy . _ e(n-1) _ e e e
Vp(fr) = n vy(x) '—jﬁj—l = n(vp(x 7)ot -1 2507

Entao a serie exp x nio converge.

Em consequéncia o conjunto de convergencia da série exp
esta dado por {x: vp(x)z_x} onde g = [557] + 1.
Vamos estudar o conjunto de convergencia da serie

n
Tog(1+x). Se vy(x) < 0 vP‘%T) =0 vp(x) = vp(n) < 05 Togo
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a serie 1g(1+x) nao converge.

Se vP(x)_il e n = pd ny com (n},r) = 1 temos que

g n=algp+ 1q n, > a g p (%)

Entao
x" ’ 1g n
VP(7T) = N ovp(x) - vp(n) = n Vp(x) - ea > n vP(x)- e D >
> n-e g n _ n(1 - e lg n)'
- Tg p n Tg p
n :
Como l%fﬂ == n — w temos que vp(%r) —> o se

n —> ». Entao 1g(1+x) converge se e somente se vP(x)zl
Shja A = {e ¢ Kp: € =1 (mod m)} entdo o conjunto de con
vergencia da sarie 19 z e exatamente A.
Temos entdo que 1g: A —s Kp -

Analogamente se B = {x g Kp: Vp(x) > &} temos que
exp: B — KP.

Queremos estudar a validez num corpo completo das proprieda-
des usuais da sarie 1g e exp.

E facil provar que se €9 5 €, € A entao ]g(Efk) =1lg e, +

1
+ 1g P isso e consequencia das propricdades formais da se
rie 1g.
Em geral nio podemos garantir que 1g € seja um elemento
de BP' @b Sa0 0s inteiros de Kp .
Vamos achar um subconjunto de A pPara o qual as 1imagens
do 1g estdo dentro de B, e ainda mais exp 1g € = g,
TEOREMA IIT.3.1 A aplicagao x —> exp x e um isomorfismo do

grupo aditivo B no grupo multiplicativo



Ac = le € A € =1 (mod WK)}.

0 isomorfismo inverso est3 dado por € —> g e, k= &fﬁj +1.
DEMONSTRA¢AO
Seja x € B, queremos provar que exp x € AK, ou seja que
vP(exp X=1) > «

n
Ou seja, basta provar que \)P(-ﬁ—r)il( ¥n>1 com vp(x)zK,

Seja s tal que pS <n<ps*!

Xn

vP(ﬁTJ - K =n vP(x) - vP(nl) - K >

> (n-1)k- e([g} + {j%] + ...+ {l%])

p
Mas
[ﬂ}+ +{_D_J<2+_n_+ +_Y_l_=ﬂ(-|+_]_+ + ])
¢ e 0 — e o @ « o o _"
p ps p p2 ps p p ps
Entao
1
n n n ;F; S n pS-1 b n pS-1
] - +{FJ§3(1_1)=5%ﬁ—ps=;§ﬁ
p
Como k > B%T temos que (se n > 1)
n s
Xy n-l)e _ en p>-1 _ o n _
Vplfr) -k 2 5 s T T 5120

Temos provado entdao que x —> exp x: B —> AK.

Utilizando a Fropriedade 111.3.4 temos que 1g exp x = x
¥ x € A_(isso & consequencia de que a serie obtida substi-
tuindo exp x em 1g € formalmente, d3 a identidade).

Tambem temos que exp(x+y) = exp x - exp y.

Queremos provar agora que € —> 1g € : AK —> B, ou seja



que se x e tal que Vp(x) >« Vp(5-) >k, ¥ n>1,
Se n=1 a propriedade se verifica trivialmente.

Em geral consideremos duas possibilidades

A igualdade (*) assegura que:

la n
vP(n) <e \C

Entao:

n |
) - 2 1)k e iR e (ney([Ey] 4 1) - e 280

Entao:

n
vP(XT)-K>(n-1)p_fT-e‘9"=ﬂ£_l[19p_19 "]10

pois a fungéo-%%jz e decrescente so t>2.

Tambem se verifica que V ¢ € e exp lg e = e. c.q.d.

Procuraremos agora os zeros do 1g. (ver [6] pg.258)
TEOREMA IIT. 3.2

Seja a aplicagao 1g: A —> KP s entao 1g € = 0 implica
que existe p° com s >0 que verifica eP® = 1.
DEMONSTRAGZO

Se Vp(ﬁ‘])ELK~ Como 1 € AK > la 1 =0 (por definigao), e
a fungao 1g @ injetora em Ae s resulta que e=1.

Provaremos que se vP(e-l)_zl existe s tal que v ePQJ).z

pl
2 % entao como de 1g € = 0 se deduz 1g eP® =1, pela observa-

¢ao anterior temos que ePS =1,
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Seja X, = epS - 1, entao

S+1 2

Xgep = € -1 = (x+1)P -1 - (Mixg + (D)xE+ .+ (g)xg

(onde (?) indica o numero combinatorio)

Vp((5)) = vp(pt) = vp((p=3)!) = vp(d!)

= e(vp(ph) = vy ((p=3)1) = v (§1))
Entao
e 0<j#p
w((%) =
0 Jj=p
Em consequéencia
VPO%+]) > min{e+vP(xs),e+2vP(xs),...,e+(p-1)vp(xs),pvp(xs)}

Entao vP(xs+]) > vp(xs). Entao existe s tal que vP(xs) b &

C.q.4d.

SEGAO IIT.4 A APLICA¢AO A

Seja g uma extensao algebrica normal finita, seja p um

elemento primo de Q e seja G = Gal(K,Q). Seja P um elemento

primo de K que esta sobre Q. Temos a seguinte situacao

Z ¢ “——s Qp > Zp

onde & sao os inteiros de K, KP e Qp 0s completamentos de K
e Q um respeito as valorizacoes P ¢ p-adicas respectivamente.

Zp 0s inteiros p-adicos e &% 0s inteiros P-adicos, Tp @ in-
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clusao canonica.

Uma generalizagao natural dos resultados do Cap.II nos

levaria a procurar um Zp G-morfismo entre os Zp G-modulos
Z G,.
E 8, D e P?p p

A estrutura de Zp G-modulo de E 8, Zp ¢ a natural.

A estrutura de Zp G-modulo de @ 65 € a sequinte: se

P/p
(ap) E & 9 e (%46 os(ag,) = (5(a _ Y Vs pes
P'P/p P/p P P'P/p g ](p) P/p
onde G: & —> 8P € o unico Z,-morfismo que faz o dia-

o (p)
grama abaixo comutativo

0:9’———>9’
T0-1(P) I l Tp

o .9, &

o~ 1(p) > Tp

No futuro usaremos a mesma notacao para ¢ e g.

No capitulo II construimos um QG-morfismo de E ®, Q usan
do o 1g. Agora faremos uma coisa parecida para construir um
morfismo de E ®, Zp usando 1g P-adico. Para isso precisamos
resolver alguns problemas téecnicos que tem origem no fato de
nao ser possivel definir o lcgaritmo P-adico em qualquer ele
mento de U.

Seja como antes U o grupo dos inversiveis de &, e ¢ 0

subgrupo das raizes da unidade de K.

; (N~1)pJc
Seja Ep = U onde N indica a norma absoluta de um
ideal primo P, que esta sobre P, € t e o menor inteiro que

verifica pt>¢ezl, sende e = indice de ramificagao de P.
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LEMA IIT.4.1

E =U/C =E como ZG-modulos.
DEMONSTRAGZO

Seja a: U — Ep € U definida assim

a(x) = X(N'-‘)Pt
E claro que o & unm homomorfismo sobrejetor de U em Ep consi-
derados como moduTos schbre 7G.

E claro também que o Ker o c C.

Seja z € C queremos provar que z(N-1)pt.q. Seja w =#(C)
(cardinalidade do C). Entao w = W pa onde p Two. Queremos
provar que w/(N-1)pt ou seja wol(N—l) e ac<t,

Seja Q(&) ¢ K onde £ & uma raiz primitiva de ordem p?

de 1. dimQ 0(g) = pa"](p-l). Como p se ramifica totalmente

o ALE)(ver TILT) eqrey g = P (p-T)/ey o = €. ou sesa

que pa-](p-l)/e <pt ou seja pa'](p=1) <pt, entao a<t.

Seja agora = {y |y" = 1 com (n,p) = 1} c ¢. Entao

FE(r) = W
Seja ¢: I — (&/P)* definida assim:
o(y) = y+7.
¢ € um morfismo injetor, Se Y+P = 1+P conm Yy £ 1, acontece
que Y"1 4 YTl 1 = 0. Como yk =1 (mod P)  resulta

que n =0 (mod P), ou seja P/n. Mas por hipotese o maximo di
visor comum entre n e P, € 1. Entao resulta que ¢ & injetora.
Dai temos que 7¥(F)/7#(€?/P)* = N-1. (ver secdo I.1)
c.q.

d.
Agora temos que Ep c U < Gt e podemos trabalhar em ED
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com o logaritmo P-adico que @ injetor.

LEMA III.4.2
. — g = e oo
lgp 0 Tp: Ep > p € uma funcao injetora.
DEMONSTRA¢AO

Apos o Teorema ITI.3.1 basta provar que vp(w—1)2.hf%i+
+ 1 =k, para todo w € Ene Sejaw = u(N=-1)p comy ¢y, e se
ja x = u(M-T)

Do fato de (O /P)* ter n-] elementos, deduz-se que
uN'] =1 (mod P). Existe entio o tal que vp(a)_go e x=1+am

(onde m € um elemento de K ta] que vy (m) = 1).

Entao temos que w-1 = xpt . (1+-an)Pt- 1

t
p t .
as (% ) (am) )

t
Vp(w=1) = Vp((1 +am)p” - 1)
Provaremos que para todo i>1 acontece que

t .
vp((5)(am ) > -2,

. t pt t e
Se i =p vp((am)P™) > p S

Se i <pt

t : t t
vp () (am) ) = vy () + ivp(am) > v ((R)) +1
: t t 2
agora se i # p p/(% ) entao:

t
Ve (%)) 2 vo(p) = e

Em consequéncia se j <pt

t s
vp((P ) (am)y > e 415 =T

Podemos agora entio definir um Zp S-homomorfismo
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E 8 ZI — o & (1)

A 3

da seguinte forma: sejam w € Ep e o € Zp

AK,p(w ® a) = (a ]qp Tp W)P/p
onde T, indica a inclusdo candnica K C—;;» Kp e lgp o loga-
ritmo em Kp - E obvio que A b e um Zp-morfismo. Precisamos
provar que comuta com a multiplicagao por um elemento de G,
ou seja

AK,p(o(w ®a)) =o¢ AK’p(w ® a).
Por um Tado

AK’p(o(w ® a)) = AK’p(c(w) ® a) = (a 1gp Tp ow)P/p.

Por outro lado

a*AK’p(w ® a) = g°(a 1qP Tp W)P/p =

= 1 = 1
(o(a gc-](P)TG—](P) W))p/p (a of 90_](P) To_]P W))p/p

Como temos que o diagrama seguinte comuta

1g 1,07 4
o (p) P
| o E
o ) lgPO‘rP c
P p
temos que o(lq _ T _ w) = la, T, ow.
o 1(P) o 1P PP

Em consequéncia: AK,p(c(w ® a)) = ¢ AK’p(w ® o).

Seja aqora Pep = postozp()\(Ep ®, Zp))‘

Sabemos que postoZ (Ep ®, Z

= = F =
; . p) postoZ Ep postoz.. r
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r = numero de dirichlet de K sobre Q.

E claro entac que r2re b

Estudar a injetividade de Ay 5 e equivalente a 'estudar

ém que casos acontece a igqualdade r = r. Veremos a relacao

K.p
de Pk,p €OM o posto do regulador p-adico.
No futuro indicaremos AK,p = Ap e rK,p = rp.

SEG¢A0 III.5 0 REGULADOR P-ADICO

Na mesma situacin que na secdao III.4 consideremos um pri
mo fixo P,» que esta sobre p.

Seja Uys...,u . uma Z-base de Ep.

DEFINIGAO III.5.1 Chama-se matriz requlador p-adico de K a

uma matriz Rp € Mn,r(eypo) definida assim:

Tap Tp Oquq 5 19p Tp Ol 5 s ovve, 19y To GqU )

[ Py P14 Py P02 s
R, = |1d5 Tp 0,Uq 5, 19y Ty Ooln , ... . s 10, Tn OoU
p P0 PO 271 P0 Po 2492 P0 PO 2%r

14, T, o uy, 19, T, © Urn s vee. 5, 1, Ty O U

\ Po P0 n’l PO P0 n- e P0 P0 n rJ

onde {o, ... o,} = Gal(K,Q).
DEFINIGAO III.5.2

rp = postoKP Rp
0

Provaremos que Fp ¢ exatamente igual a rp. Ou seja que a in-
jetividade da transformacao Ap » fica controlada pela matriz
regulador p-adico. No Capitulo II provamocs que a aplicacgao
¢: E 82 Q — QG & injetora dado que o posto do regﬂadorcnig
cide com o posto de E. Na situacao atual o problema da inje-

tividade de Ap e um problema em aberto, em particular a per-
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gunta de se rp = r para toda K extensao abeliana de Q e para
todo p primo, foi formulada por Leopoldt em [9].

TEOREMA III. 5.1

» T Tp

DEMONSTRAGAO

Vamos supor que as colunas

(19 T, Oqu:)
P0 Po 17

X, = . com 1

| A
| A
=1

sao base (sobre Kpo) das colunas de Rp.

Vamos provar nesse caso que os elementos Ap(u] ® 1),...

oA (us
p Vp

Se existem oS EREREL € Zp tais que

® 1) sao linearmente independentes sobre Zp.

Fp
121 o Ap(ui ® 1) = 0.

Temos que, multiplicando por o € G

p "p
° ] = = . .
o izl o Ap(u] ® 1) 0 121 o Ap(c(u1) ® 1)
Entao para todo o € G vale
;
0 = o. 1g T o U,
i=1 ! Po po |
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e isso e absurdo, a menos que e, =0 i= 1. Fp.
- A X . K. - - -
Dai que { p(u1 ® 1) Lﬁ‘i‘“p sao linearmente independentes
sobre Zp. Seja agora i >Fp » COmo 0s X, i = 19...,Fp , S30

base das colunas de Rp, existem B, € Kpys com 1<j<v , de

p 9
modo que para todo o € G se verifica

9 1, ocu, = )Y B.lg, 7T, 0 u. (2)
Po Po ' j=1 9 "o P J

Seja agora Gpo = {p € G: p(PO) = PO}.

Seja p € Gp, , pelas observacoes da secao III.4 resulta

que

p Ig T o u. = lg T pou, = 1g T P O U,
P0 PO i p(PO) p(Po) i PO P0 i

Entao:
g?
p 1g T o u, = lg T P O-uU, = B .
PO P i PO P =1

0 0 L J J

Aplicando agora p na iqualdade (2) temos aue

1qP Tp O u:) =

o "o J o o

"p
p(lgp tp o uy) =po( ] 8,
| 151
"p

= Z] 0(83-) ]ﬁp T, P O U,
0

2 ! J
J= G

Comparando as duas Ultimas expressoes e observando que fixan

do p e variando o obtemos todos os elementos de G, temos que
Fp Fp

Yop(B:) x: = ¥ 8. x..

j=1 N T SR

Resulta enta e € G ) = B..
ulta entao que ¥ p P, p(BJ) BJ
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Usando a teoria de Hilbert (ver [15] pg.175, Proposicgao
4-10-5) deduzimos que Bj € Qp.
Temos entao a igualdade (2) com Bj € Op‘
Seja aqora 6 € G arbitrario e apligvemos 6 na iqualdade

(2).

6(]_qIrJ T, O ui) = 1q8(P0) Te(Po) 9 o u, =

p
= 0 Z B. 1gp T, O uj) = .Z] Bj 196(P ) T6(p ) §] ouj
= Ji= 0 0
Seja agora P/p arbitrario e seja 0 tal que 6(P0) =P. A
igualdade anterior vale para todo o em particular para o= 51,

teremos entac que:

Em consequéencia os vetores Ap(u] ®1),...,Ap(u;¢)®1),kp(ui ®1)
sao linearmente dependentes sobre Qp, entao

postoZ (Ap(Ep 8 7)) =7

D zZ P P

c.q.d.

SECAO0 III.6 ALGUNS RESULTADOS PARCIAIS
TEOREMA III.6.1 Se r>2 ==> r.>2
DEMONSTRACAO
Se rp <2, considerando a linha da matriz Rp que corres-
ponde ao elemento Id € Gal(K,D), teriamos ¥ o € G e ¥ i,

121 <r que existem numeros B(o) € Kp, tais que

gy T, o u; = 8(0) la, T, u,
’s PO 1 PO PO i
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Aplicando a propriedade multiplicativa da fungcao loga-

ritmo (teorema III.3.1) concluimos que para todo o € G e
¥ € E vale
u b ¢
1g T, 0 U = B(o) 1g T u
p P Py P0
Sejam = ordem 0 e o # Id

2

o” u = B(o) 1gP0 T, O U = [B(o)]2 ]qpo Tp U

1g T
Po P 0

c 0

1g T u = Tlg T oMy = [B(c)]m 1g T, U
Po PO PO PO PC PO
Definitivamente [B(0)I™ = 1. ou seja que B(o) e algébrico so
bre Q. Entao usando o teorema de "ahler [10], que generaliza

o 79 problema de Hilbert ao caso p-idico, deduzimos que B(o)

deve ser racional. Ent3do B(o) ¥1 = e. Em consequencia

€

d

€
-

~
]

Q

o

il

1g T u
0 0 Po PO

usando o T=zma III.4.2 deduzimos que:
ou = ue, para todo wu £ Ep.

Entao os ZG-submodulos ciclicos de E tem posto 1 sobre Z,

D’
mas isso claramente esta em contradicdo com o Teorema II.4.]
exceto no caso r=1. c.q.d.

Na demonstracao do teorema antecrior foi essencialo fato
de que B(o) fosse multiplicativa em relacao 3 variavel o€ 4.

Nossa intencac & ageneralizar esse raciocinio, para isso pre-

cisamos, dada uma combinagao linear ) a(o) ]gp Tp Ou, =2
o€G o "o ¢

que os a(o) s& comportem razoavelmente com respeito a muiti-

plicacao em i\, Para isso precisaremos um resultado sobre ac
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idempotentes centrais, querermos expressa-los em funcgao dos ca

racteres do grupo. (ver teorema (33.8) pa.236 [4])
LEMA IITI.6.1

Seja Po um primo fixo de K que esta sobre p e seja 9 um
fecho alaebrico de Kpo+ Vamos supor que G = Gal(K,Q) &umgry
po abeliano. Suponhamos tambem que a extensao K/0 & real. Fn

tao se rp <r=n-1 existe um caractor x € 6 tal que

Y} x(o) 19, T, o0 u; =0
et Po Po '

e x nao & o caracter identicamente iqual a 1.
(6 = {x: &€ —> @: x(ay9,) = x(a7) x(g,)})
DEMONSTRAGAO

Seja a matriz R§ matriz transvosta do requlador p-adico.

Podemos pensar R; como uma transformacao linear

Rp: @" — o = Q"

Seja N ={(a ) ~n |a_ €EQ ) a_ 1lo, =
o’0&h6 o Y ?O o !

o
Q
I~

]
o
£ S
=
@
£

3
—

A

s . t, 0
E claro que u1mQN + d1mQ(Rp(Q )) = n.

H

Mas dimQRS(Q ) = rp_in-Z entao temos que dimoN > 2.
Seja agora no anel de Q6 o sesuinte ideal:
v(e) ={ ) a_o| } o lg, T, ou=0 ¥ ué€E.}
oec 9 oG ¢ Po ?0 P

Verificaremos aue V(&) @ um ideal

Se 8 €% e Y a_ o€ V(H)
o6 O
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Precisamos verificar entao que

Ja g Tgg T, ou=0 Yu€tE

oEG 6 'c "o o 4
Mas se consideramocs u = 6"1v com v € Ep temos que
J ooy Tap 1 0 07! v = o 4 lag 1, O
otG 06 o 0 0 cel 6 ‘o 0 0
= ) a_ g, T, p Vv =0
p€EG P Yo s

e @ssa iqualdade vale para todo v £ FU

i

Como QG & semi-simples e abelianc V(6) = Q G e,
® QG e

Pelo teorema 32.¢ da pg.236 de [4] temos que

e,:_]_

) xj(o) g.
|6 ¢6c
Como ey € V(G) os caracteres xJ associados a e verificam
J
Y xY(o) lg, T, o U, =0
o€G Po Pe '

Se o unico caracter que verifica a icualdade anterior @

racter identicamente iaual a 1, tercmos que:

V(&) = 2 6 e; onde e, = L ) o
o

|2 ] oEh

8 = 2 i = o

as Q G e Q ey, pois 7 ey ey Y v € G.
Em consequencia se (ac)oeﬁ € " resulta que:

) a_o E V(#).
okt ©

Entao ) a_ o= a ey a € Q, em consequencia temes que
€

(A )geg 8N = 3, = -%. ¥ ¢. Dai sai que dimg N =

1

0

i

& onde os e sao idempotentes ortogonais primitivos.

d

ca
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Podemos aqgora demonstrar o sequinte resultado.

TEOREMA III.6.2
Seja K uma cxtensac de Q abeliana real tal que

G = Gal(K,n)

e um grupo de expoente m, com m<4 ou m = 6. Entao q)=r=n-1
DEMONSTRAGAO

Deduzimos (aplicando ¢ lema II1.6.1) que existe um ca-
racter x € G ndao identicamente 1 que verifica

-

x(o) 1g T ou =0 Yu€e€tEk..
G Po po P

o

Como os polinomios ciclotomicos ¢] R ¢2 ,¢3 . ¢4 s ¢6 - tem

grau menor ou iqual a 2 e o grupo # tem expoente < 4 ou 6;ro

sulta que x(o)m =1 com m<4 ou 6, de onde se deduz que x(0)

esta contido, para todo o, numa extecnsao F de 0 de grau < 2.
Estudarcmos entaec dois casos diferentes

a) x(o) €0 ¥ o € G

Como sempre acontece que ) Tq Tp O U = 0 (isso ¢

consequencia de que I o u = Y u = +1 pois
K/Q
o€

. -
Mg @ = (M o(e))(VTPT o gaqy (1)pT oy

.) temos que

) (x(o)-1) ta, 1, o0 u=0 ¥ ué€t€E_.
oeq\ {1} Po po e

Dai deduzimos que existem inteiros a(o) nao todos nulos tais

que

T (ou)a(c)) = 0

(1
’s To oeG\ {1}
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Como em Ep 0 1qp 0 Tp e uma funcao injetora, temos que:
0 0

(*) = (cu)a(c) = 0 Y u€eE_.
G€G\ {1} P

Sabemos (Tcorema I1.4.1) que existe u € Ep tal que posuQZGu:
=r =n-1, mas isso @ contraditdorio com (*) pois sabemos qu=a
existe algum o, € 6N{1} tal que a(o,) # 0.
b) Existe § inteiro sobre 0 tal aue & ¢ 0
x(o)-1 = a(o) + b(o)8 com a(o),b(o) € Z.

Como antes deduzimos que

19, T (1 o) = g9, o (1 o))y (%)
o o oeG\ {1} o "o ofG\ {1}

igualdade que vaie para todo u € £, .
Se a(o) =0 ¥ o € G\ {1} terTamos (dado que §#0) guc

b(

1gP Tp (I o(u) O)) = 0 e como na parte (a) deduzimos

o o oRG\{l}
que b(o) =0 ¥ o € G\ {1} mas isso0 & absurdo pois o caracter

X nao € identicamente 1.

Existe ontac g, a(oo) # 0 e tambem gy b(o]) # 0. Has
nesse caso estariamos em contradicao com o teorema de Mahlcr
[10] pois o quaciente de dois TogarTtmos de nimeros algéhri-
cos p-adicos seria alaebrico nao racional.

c.q.4.
OBSERVAGCAO 1 0 teorema anterior pode ser provado em hipcte-
ses mais gerais, p.ex.:; ne caso que K seja tal que o subcorpe
maximal real de K seja uma extensao abeliana com arupo de fa
Tois de expoente < 4 ou 6.

Isso & consequéncia de que se K] e 0 corpc maximal real

e K, # K. Entao n = dimQ K & par e 4 = dim, Kj. Nesse caso se
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chamarinos rg € ry. 0s numeros de Dirichlet de K e K] teremos

que ry = ry =-%~ 1. Como pelo teorema III1.6.2 ry 0 r¢. ©
1 i° i

nao e dificil de provar que rK},p = rK’p'; teremos qmarKJ)=rK.

OBSERVACAO 2

0 teorema III.6.2 tambem poderia ser demonstrado (dessa
forma foi provado em [1]) usando um resultado de Minkowski
{111 sobre inversiveis numa extensao galoisiana dos racionais
(ver [11)

OBSERVAGAO 3

Vamos considerar uma valorizacao nao trivial dos racio-
nais que indicaremos com | |. (| | pode ser arquimediana ou
nao arquimediana). Seje € um fecho alagébrico do completamento
de 0 com respeito a valorizacao | |. Seja A = fecho algébrico
de 0 em Q. Sejam a. €A i=1...n tais que o logaritme
dos o esteja definido. (Mo caso de que a valorizacao seja
arquimediana o logaritmo € o logaritmo usual, e no caso nao
arquimediano o logaritmo € ¢ logaritmo p-adico)

CONJECTURA: Se 1q o i =1 ... n sao linearmente dependen-
tes sobre A entac sao linearmente dependentes scbre Q.

No caso n=2 e | | arquimediana @ o 70 problema de Hil-
bert. No caso n=2 ¢ | | ndo arquimediana @ o teorema de Mah
Ter [10]. Menhum outro caso & conhecido.

Se a conjectura fosse verdadeira para todo n, entao
rK,p = Iy para toda extensao K abeliana de Q e para todo pri
mo racional n € 0.

Da mesma forma que na observagao 1, podemos supor que a
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extensao K de 0 @ abeliana real.
Se K, p <a-1 = r usando o lema IIT.6.1 mostramos a exis
teéncia de um caracter x que verifica

) x(o) lay 1 ocu=0 VYué€E ,
ok G o o P

e de modo que x nao & identicamente igual a 1.

Vamos supor que x(o): o €6} ccra um corpo F. Seja t =
= dimQ F. (os elementos x(o) sao todos algébricos sobre n
pois x(cr)m = 1 ondem = o(g)).

Seja {x1,,..9xt} uma base integral de F sobre Q. Existem

entaoc inteiros a](o),...sat(o) tais que

x{(o)=1 = a](o) Xg e a,{o) x ai(c) €7 i=1,...,t, 0€G.

£

Temos entao que

2;(0) : £(9)
X4 19, T I o(u) oot xg lopoT i o(u)

D

"o "o ote\ {1} ‘o o0 oeG\ {1}

=

Existem entao racionais (ou inteiros) Myseevsly tais que

1q T n o(u)
Po Po cER\ {1}

onde b(o) = ny a](o) ooty at(c) b(o) € Z.
Como antes usando o resultado de %inkowski mencionado,

¢ 171, ou ¢ teorema II.4.1, deduzimos que b(o) = 0 para todo

"2 "y
] 2(o) + ... - ﬁT at(c)

Entao
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n n,
X(g) -1 = az(o)(- ﬁ% X1+ Xo) + ... 4 ag(o)(- ﬁf Xy + Xy)

Nesse caso dimQ F nao seria t.

SEQAO III.7 UM CASO ESPECIAL RESOLVIDO POR METODOS ALGEBRICOS
TEOREMA III.7.1 Seja p um primo ruoular, a um inteiro posi-
tivo, &, uma raiz primitiva pa-ésima da unidade e K = Q{&).
Entao r_ = r,

p

DEMONSTRAGAO

'] t
N" )p
= U(

Ep

bre p, @ t @ o menor inteiro que verifica pt >e = pam](p-l).

com N = N(P) P ideal primo que est3 s0

Na secao IIT.1 provamos que P = (1-£)& (onde & s3o os in

teiros de K.). Entdo N(P)

N(1-&). Na secao III.1 também pro

vamos que:
a-1
p o= (1-g)P (1)
- a—1( -1)
Em consequencia H(p) = (N(1-&))P P=1) Mas como p € 0

N(p) = ppa-1(p“])‘

Em definitive temos que N(P) = p. Sabemos tambam (secac III.1)

que e = pa'1(p-1) entao o menor inteirc que verifica pt >
p? - p?" 1.3 4. Entdo £, = u(N=-T)pt o y(p-T)p2

Sabemos que ﬂ1§'3 vamos supor que rD< r.

Se v],...,vr Sao um sistema do inversiveis fundamentais
a Tyna
~ n-1)n - - -
de &, enti3o v%- )i ,...,vﬁp 1)p ca0 uma bhasa de Epsobre¢,

, (p-1)p? et 3
Seja u, = V3 . Se rp <r existom a, € Zp nao todos nulegs

tais que:



r
CONS)

Como Zp € um anel local podemos supor

p-1 = p?
Chamaremos W, = Vi, entao Wi

para todo P/p.

que oy =1,

= Ui.

Nos elemantos W, podemos definir Tap pois vp(wi-1) > 1.

—

Isso @ consequéncia de que FF((&/p)*)

(vi+P)p'] = 1+P, ou seja we 1 (mod

= H(P) -1 = p-1.
P)

Temos entao substituindo em (1) que:

Temos agora a dificuldade de que

lqp Tp M, € DP

onde Dp e o anel da valorizacio Vp e
Existe um b>0 tal que

(3) pb lgp Tp Wy € p2 Dp para

0s elementos o; da relagao (2) sio de

tais que
; = b
(4) a; = a; (mod p Zp)
Temos entao que
[ r ai]
g, T W I w,
P P 1 j=2 1
)
= 19, T, w, + a., g, Ty w, =
PP]1.=21PP11.

Essa ultima expressio por (4) e (3) estd em p? D

Temos entao que

nao sabemos se

KP.

P

(ai-ai) ]qp T

P

a;

P

Entao

B
i
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(5) 19 Ty [wi g wi1J = px com x € D

Temos que p2x _(px))p} pois la exp px = pxda

H]
~
—
=

x
~
fl
ol
S|
~~—
—
bto]
x
)

\%
al

do que vp(px) >

_a-
y as = [B. - [P p-‘i)} -~
Meste casc k = me]]+-1 = Lf—*rgr——— +1 = p + 1

Vp(px) = e+ vy(x) > e = p? T(p-1) > p?"

D _. Em

No caso p=2 em (3) devemos substituir p2 DP por 2 b

(5) teriamos a validez da iqualdade com x € P Dy.

Nesse caso

Vp(pX) = e+vy(x) > 2 e =2 2870 2 2% 5 287 Ly L

Chamando entao y = exp(px) temos que y € Dy (secao III.3). Em
definitivo temos que se

a. roooa,
i _ ;B - /P
W) oz =W Tow, 1gp 2 = 195 )

r
z = 1, (w I
P T . j=p 1

Existe entdo pelo teorema II11.3.2 vy raiz da unidade em K

X

tal que

(6) Yz = yp con YPoa

Acontece que as raizes da unidade de ordenm uma potencia de p

em Kp sao da forma Tp N cam n raiz “a unidade em K. Seja Y

uma raiz da unidade de ordem pv com v >a temos a seguinte 51

tuagao
P 0(y) — [Q(v)]5
p 0(€) —s [0(8)],
P 3 ——s 0

P
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Como p = P ¢ p = P’ existe um unico divisor primo de Q(y) aque
esta sobre P.

Consideremos Irr(y,Q(&)), esse polinomio como polindmio
a coeficientes em [Q(£)], se fatoriza em tantos fatores irre

dutiveis come divisores de Q(y) estdo sobre P. Temos antao que

Tre(v,006)) = (B(x))™  onde 8 = Irr(y,iQ(£)] )
(para o anterior ver teorema 3 pg.271 [3])

Mas como vy € {Q(g)]p temos que R(x) = x-y. Entao

Irr(y,Q(8)) = (x-v)",
em consequencia y € Q(&).

Temos entao que vy = 1.(n) n =&

13

Ou seja que a igual

dade (6) se transforma em

(7) 'rP(E.i Zo) = yP com y € DP

Queremos provar que y = T, y_ com y € K = Q(&).

xP - gl 2

Consideremos o polinomic f(x) 0"

Seja L = ccrpo de particao de f sobre K.

Sabemos peles resuitados da sccdo I11.2 que os primos de
K que nao cstiao sobre p, ndo se ramificam em L. Sabemos tam-
bem que a extensio L de K & abeliana.

Entao o unice primo de K que poderia ramificar-se em L
@ P. Veremos que P também n3ac se ramifica.

Seja W, uma raiz arbitraria de f. Sabemos que L = K(wOL

Se Y € K nao temos nada para demonstrar.
-G
Em caso contrario temos que P = P]1

primes de L que est3ac sobre P, ¢ Pi corresponde a um fator

€y o T
Pt onde Pi $S30

irredutivel de xP - 61 z, sobre Kp (teorema 3 pg.271 [3]).
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Em KP o nolinomio xP - 51 zO s¢ fatoriza totalmente, en-

tao t=p, na decomposicao anterior.

p
Acora sabemos aue ) e. f. = dim, L = p entao e, =1
=L R K : i
i =1 ... p. Aplicando agora um resultado da teoria de corpos de clas

ses de Hilbert (teorema 131 pa.191 [8]) temos que [L:K]/h.
Como p Th (no caso a=1¢& a definicao de nrimo reqular,

no caso a >1 & um teorema de Iwasawa [7]) & [L:Kl = p ou 1,

temos que [L:K] = 1. Ou seja que (7) se transforma em 5120 =
= o’ com a € K
) . roa. . r o a,
£z =& (u, T w,') =€ '(vq T v-’)p°] = o”  a inversivel de K
0 1 5 1 5 1
Entao
_i!
£z, € uP U = inversiveis de K

Passando a ultima iqualdade ao auociente modulo as raizes de

unidade temos

n-1

P he e =P B = use

—
<!
—

MO H S

Como os V]""’Vr sao um conjunto de inversiveis fundamentais,

0s v1,...,Vr sao uma base de E, Tloqo

r a. r b.
vy v = (v )P
2 j=1
ou seja que 1 = b, p absurdo.

J
C.q=ds
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