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F Ã C 1 0

O pr'esente traba].ho está baseado em dois ar-

tigos de James A x (ver [1] e [2] ) sôbre a ação do grupo de
Galoís nos inver'sáveis de um anel de inteiros algebr':idos.

Seja K uma extensão normal de di.mensão fini-

ta dos r'acionai.s. Sejam) o anel dos inteiros de K, U os inver
sz+veis deck , Cas raízes da uni.dadede KeE =U, . Eé um

gr'upo abeliano multiplicativo de poBtlP z', onde r' : nÚmer'o de

Dir'ich].et de K. O gr'upo G = Ga].(K,Q) open'a de for'ma natural

sobre E, dando a E uma estrutura de ZG-módulo, de posto f
to sobre Z

C

lni

u ODJetxvo do pl-'esente tr'atalho é estudar es

se ZG-módulo E, estudo que nos dar'á i.nfor'mações soba'e
ver'sáveis de K

os In

ilu çapxtuzo IJ. estudamos E como ZG-modu].o e

no capítul-o 111 estudamos E localmente, ou seja como Z.G-mÓdu

].o onde p é um pr'i.mo arbitr'ári.o de Q, e Z. é o anel dos i.ntei
r'os p-adidos

No estudo local apor'ece um pr'oblema for'mula-

do por' Leopo]dt [9] , qual seja: no caso de K ser' uma extensão

abe].cana de Q o ponto do r'egulador' p-ãdico (chamar'emos r'. ao
tal posto) coincide com o nÚmer'o de Dirichlet r ?

Também está naturalmente relaci.onado eom o

estudo local do E, um pr'oblema que é uma genes'alização do 79
pr'oblema de Hilbert



Hilbert pr'opor o seguinte pr'oblema: se a e B

são números a]gébr'idos com cl / 0 e ]., pr'oval' que se aY =í3,então
y e tr'anscendente;ou racional

Outra manéir'a de formular' esse pr'oblema( que
passou a hi-stop'ia com o nome de 79 pr'ob].ema de Hilber't) é a se-

guinte: Se al e a2 são numeros a]gebr'ices e ]g al e ]g a2são ]..L
cear'mente dependentes soar'e o corpo dos números ' ' algé-
bricos, então são linear'mente dependentes soba'e os r'acionais

Ge[fond r'eso].veu o 79 pr'ob].ema de Hilbert em

193K. Uma genes'alízação natural apar'eee quando temos um número

ar'bítr'ár'io de elementos algébl:'ices a] , . . .an e uma valori.cação

ar'bits'ár'ia 1 1 . Suponhamos que os al). '')Cln estejam nas Condiçõ-
es nas quais é posszvel definir o logaritmo eom respei.to a velo

rização 1 1 . É ver'date que se os ]g a.í i- = 1,...,n, são ].i.Real' -
mente dependentes sobre o eor'po dos números algébr'ices são tam-
bém linearmente dependentes soar'e Q ? (ver [1'] )

Mah[er' [lO ] respondeu afirmativamente a tal

per'junta 6que chamar'emos conjetur'a de Ax) no caso n=2 e a valo-

r'ilação uma valorização não a:l:qu=iinbdiana. de Q.

Os dois casos de conjetura de Ax enter'iormen

te menti.onados (79 pr'oblema de Hilber't e teorema de Mahler) são

os Únicos conhecidos anualmente

O i.nteressante é que a verdade da eonjetura
de Ax impl-íea a resposta afia'motiva ao problema de Leopoldt men

ci.onado anteriormente

Passar'emos agir'a a fazer' um r'esumo dos pr'in-

cipais resu].tados do tl'atalho



O Capz'fulo l consta de pré-l.'equisitos, a maio

ria de].es enunciados sem demonstração.

Nas seçÕes 11.1,11.2 e 11.3 definimos a estou
tuta do ZG-módulo E e pr'ovamos que E consi.derado com QG-módulo é

isomol.'fo a um ideal, que chdlTlàY'emos I' , contido no ideal de au-

mentação de ZG, e que coinci.de dom o ideal de aumento no caso em

que a exte:irão K é real

Na seção ]-1.4, damos algumas aplicações; eW

em par'titular o teorema 11.4.1 que no que segue ser'á uma fer'r'a -
menta uti.l

Na secção 11.5 estudamos c' problema do ZG-i.sg

mor'fisco ent!'e E e I' . É bem conhecido o fato de que E ®z.Q:i'OzQ

como QG-mÓdul-os nãgvimplica que E = 1' como ZG-módulos. Na Seção

11 . 5 Q\ecessar'lamentei) estudamos numer'ocos exempl-os e contra-exem-

pl-os par'a esse pr'oblema. Em particular construímos um exemplo no
qual E e ]' não são isomor'fos como ZG-mÓdu].os

}la seção 11.6 demonstramos alguns resultados

que nos ser'ão uteis na seção 11.7

Na seção 11.7 demonstramos que E e I' são ZG-

isomo+fos no caso de que G = Gal (K,Q) seca um gr'upo cl-clico de

ordem p, com p um pr'imo tal que h(p) = 1 (h(p) = nÚmer'o de Clas-

ses de ideal.s do cor'po eiclotÓmico p-ési.mo). Demonstremos também

um r'esultado bastante mais fraco no caso de h(p) ar'bi.Erário.

As seções 111.1,111.2 e 111.3 intr'oduzem tec-

nicas e r'esultados que ser'ão aplicados mais tar'de
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Na seção lll.q cpnstr'uÍmos o análogo do I' e

o análogo do isomor'filmo da seção 11.3 ente'e E ®ç: Q e I' , ou SE.
jaummorfismoÀ entreE® z eX (E® z). Esse mor'fi.smo' P z P P z P
nao ser'ã injetor', em ger'al

Na seção 111.5 pr'ovamos que À. é injetor se

e somente se o p08to I'n do r'egulador' p-ádico é i.qual ao numel'o

de Dirá.ch].et r de K

lqa seção 111.6 demonstramos alguns resulta -

dos par'ci.ais em torno da igualdade ]'n = ].', em par'titular' o teo-
rema 111.6.2 que afi.rma que I'n = r' no caso de que o gr'upo G te-
nha expoente < 4 ou 6

As l.'está'ições soar'e o expoente estão ligadas

ao fato de que sÓ conhecemos a validez da conjetura de Ax no ca
se n = 2, ou seja no caso do teor'ema de ]íah]el.' [10] . Peia obter'

vação 3 se conhecêssemos a validez da tal conjetura podem-'Íamos

tir'ar' conclusões sobre a igual-date I'n = r sem fazer' r'est+içÕes
soez'e o expoente do gl-'upo G.

Na seção 111.7 demonstramos a conjetura de
Leopoldt num caso par'titular, usando um resultado da teor'ia de

cor'pos de classes de Hilber't



C A P f T U L O l

Re niz'amos aqui sem demonst;raç?ão, alguns reduz

tczdos e agir n does qae sez'ão de uso rreqzente no desenz;oZuÍment;o

do t;rczbaZ7zo

SEÇÃO 1. 1 PRÉ-REQUISITOS DE TEORIA DOS NÚMEROS

Z)ZPIN.rÇ.âo .r. :Z Um corpo de nÚmer'os algébr'idos é uma extensão K,ál
gébr'iea finita dos r'acionais

Z)#fTIV.ZÇÃO .r.2 Chamam-se intuir'os de K, aqueles elementos de K,que
ver'i.ficam um polinomio de coeficiente ini.cial um e coeficientes
inteiros

PRO.PR.Z#Z).4DE .r.]= :Z Os inteiros de K fol'mam um anel. Usualmente de
notaremos esse anel coro {ll'

Z)ZF]N-ZÇ'ÃO J. ]. 3 Chamam-se invel'sx+vei.s de K, aqueles elementos de

Ü que possuem invel.'se em (, . Usualmente denotam.'emos esse gr'upo
mu].tipo-icativo como L

PROPR.r#D.4Z)# J.].2. As ]'aÍzes da unidade contidas em K, são ele -

bentos de U . Ao subir'upo de U formado pelas ].'aÍzes da unidade

usualmente o denotar'amos por' C. C é um grupo finito.

PROPRJ#Z).4D# J. ]. 3 Se di.m K = n, existem exatamente n isomorfis-

mos difer'entes de K, no corpo dos números complexos (Esses iso -
mor'fismos deixam Q fixo)

Z)ZP-ZX.raio .r.]. 4 Se a :K -> C é um i

dizemos que a é real se a(K) (: R

Q

somorfismo de K complexos,nos



Z)É'F.rN.rÇÃO .Z'.:Z.5 Se a : K -+ C é um isomor'fi.smo, então a apli.ca-

ção ã: K -» C, 7(a) : B''Íã'}, chama-se isomor'fismo conjugado de

Chamar'amos s ao nÚmer'o de isomorfismos reais e 2t ao número de

isomor'sismos complexos. É claro que n : s + 2t

Z)#F.rN.ZÇ'ÃO .Z.Z.6 0 numero r' = s + t - 1, cham.a-se numer'o de

Dir'ichlet da extensão K

6

a

TEOREMA [. 1 . ] (DÍrichtet)

Existem r' inversíveis ei tais que o gr'upo L-l

onde CI é o grupo finito das r'al+zes da unidade contidas em K e

<ei> indica o gr'upo cx'cl-ico i.nfinito gez'ado pelo i.nversx'vel ei

O conjunto {ei: i.=1. . .r} Chama-se um conjunto de inver'sÍvei.s fun

damentais de K)

Seja açor'a a] ) ' ' 'aB 'a's+] ) as+].)' ' ' )as+ts66+t o conjunto dos isonnrfi.s

mos de K em C, onde a.i r'eal par'a 1 < i < s.

Seja el). . . c.stt-l um conjunto de inver'sáveis fundamentàís.1 '

Z)ZPÍX.rÇ'iO .Z. :Z. 7 Chama-se matriz regulador' de K a mata.'iz

'lgjat(cz)l)...,lgja.s(c].)l) lgjas+].(ez)l2,... lgjaS+t(ez)l2\,

R:i
/

\~.].gjat(er)l,...,lgjag(er.)l, lgjas+].(er)l2,... lgjas+t(er)l2

TEORES.4 .r..Z.2 0 posto da mata'iz R é igual a r', e em consequên-
cia não depende do conjunto dos inver'cíveis fundamentais escolhi
do



Z)ZFJ/V.rÇ'ÃO .r.IZ. é? Dado x € K define-se

TT'K,Q(x) ; al(x) + ... + a (x)

:~K,Q(x) : aa (x)

isomorfi.amos de K em C.

Usualmente indicar'erros TT'K,Q e NK,Q simplesmente como TT' e N
r'espectivamente

PROPR.r#Z).4Z)E .r.].4 a) vx G K TT'K,Q e NK,Q(x) são elementos deQ

b) Se a € Q, TTK,Q(a) : na e NK,Q(a) : an

c) Tr
K,Q(x+y) = Tz'K,Q(x) + TT'K,Q(y)

NK,Q(xy) : NK,Q(x) ' NK,Q(y)

Z)Xf'.ZX.rÇ'iO -r. Z. 9 Chama-se disco'iminente de uma base {ul). . ' co ]

de K soba'e Q ao elemento de Q, det(TT'K,Q(coiuj)l<í,j,ql)

Usar'amos a notação A(ul' . . .un) pal-'a o tal discriminante

PROPR.ZEZ).4Z)E .r. ]. 5 Dada uma base ar'bi.traria de K sobre Q

A(ul'...u ) / 0

Z)Ef'.r/VTÇi'O .r.IZ. IZO Uma base de {3 soba'e Z, chama-se uma base fun

damental de K(é clal.'o que toda base de O soba'e Z é uma basede

K soar'e Q)

PROPR[EZ)AZ)E .r.].6 Dadas duas basesÍul)...)u } eÍul9...)Un }

fundamentais de K, se ver'ifiea A(ul,...un) : A(u;.,...,ut)

Essa pl.'opr'i.edade é consequênci.a de uma pr'opr'iedade mais gex'al

que agir'ma que dadas duas bases {ul). ..Cona e {u3.)...}uà} de K

soba'e Q de modo que u:i = >1 cijuj i:is.'.n, então

)

n

ll

-.'''--'--' V].) ' ' '' -.''.--'' -''



(det(cij)' A(ul, Un)

Z)ZP.ZW.ZÇ'ilO .r.:Z. .Z:Z O número A(ul'. . un) disco'iminente de uma base
fundamental de K, chama-se disco'imi.nante do cor'po de Rumar'os al--
gébr'idos
PRO?RIEDAD sobre Q,K se

UH +aA9r A.rLA\A\-L L\A/].)OPO)UJ J \liLL X/\.4Uqv \.l\+

são os isomorfismos de K em C, então

(ul'''.con) :(det(aj.(uj))):Z
PROPRIZZ)ÁZ)# .r. :Z.8 0 anel (J dos i.nteiros de K e \nri anel de Dedo

ki.nd.

Z)FP.r]V.raio J.].72 Dado um elemento p € Q, p pr'imo, dizemos que

o idea[ pr'imo P está soba'e p se P/\./r. (onde t,:p é o idea]. ÉT'j,n-

ciPal'' . de C' ger'ado por' p, e o símbolo P/ i:n se deve entendem'

no sentido usual da di.vi.subi.].idade de ideais em aneis de Dedeki.nd)

Nas duas seguintes definições P é um pr'imo que está so-

a].)

bre p.

Z)EF.rN]Ç;ÃO J.]. ]3 Chama-se gr'au de iner'cia de P ao numer'o fn

>lP onde >lP : Õ/P e Fp é o col-'po finito com p elementos.

Z)ZTIX.ZÇ20 .r. .Z.#4 Chama-se Índice de ramificação de P ao nÚmer'o

e. que verifica P P /Õ , P'P+l XÚ

PROPRJ#Z).4Z)# -r. :Z. 7 Pal.'a todo primo p € Q fixo vale que

>l P fp : dimQ K)

onde P per'cor're o conjunto dos pr'amos de C: que estão sobre p

P



- y -

ZO .r.IZ. 5 Seja P um primo que está soar'e p. Define-se

mK,Q(p) : (P)rP
onde (p) inda-ca o ideal de Z gerado pel-o pr'imo p em Z.

t. t
Para um idea]. arbitr'ár'io A de t , A = P.]'...P's define-

' l q

(A) multiplicati.

DEFltjlÇ/

N valentese K,Q

PROPR.ZZD.40F .r..Z.8 Se a € Ü , NK,Q((a)) ; (NK,Q(a))

mK,Q(A) é um ideal de Z. Em consequênci.a existe um número .}.:' ante.{

r'o positivo tal que NK,Q(A) : (p'< ). Um tal.}! chama-se nor'ma abso-

luta do ideal A, e usar'emos a notação .N'' : ,,&'K,Q(A) ou (..V'=,)-1'(A))

PROPRIEDADE 1.1.9

JTK,Q(A) : # ( ily/A) onde A é um ideal ar'bitrár'io de l]

Z)#F.ZN.rÇÃO .Z.:Z.:Z6 Dois ideais A e B de e diz-se que estão :na mesma.

classe de ideais de g se existem ci e B € Ü tai.s que aA = 13B

TZORE'M.4 1.].3 0 numero, h, de classes de ideais de um cor'po de nÚ

mer'os algebr'idos é finito.

PROF/?[ZZ)AZ)# J.].]0 h = 1 se e somente se o anel <. é um ares fato

Z)EF]N]ÇÃO .r.].:Z7 Seja h(p) + nÚmer'o de cl-esses de ideais do cor

po Q(€1) onde E é uma raiz p-ésima pr'imitava da unidade. Um pr'i.ma

p G Q diz-se r'emular se p X Ih(p)



x + y =

Ê$G

SEÇÃO 1. 2 PRÉ-REQUISITOS DE ANÉIS DE GRUPOS E TEORIA DE REPRESENTAÇÕES

.4 re/ez'Z+t :ia básica pa2''a esscz p( z'üe sez'ã []3 ]

Seja R um anel cclnutdtivo com unidade e seja V \m iíx)dulo livre de
(]inensão finita sobre R.

Usar,eix)s a notação GL(V) par'a :inda-car o grupo multa.pli.cativo dos

R honoírorfisnos inversÍvei.s de V em si nnsno.

Z)#f'-ZN-ZÇHO ]. 2. :Z. Seja G lzn grupo finito mbi'u'ál'.

sobre R é um hoiminnrfisnn T : G GL(V)

O nlãnero pastor V chann-se grau de repr'esentação.

PROPR/ZDHDE .r.2.:Z. A toda r'epresentação T : G GL(V) de grau n co:ires

pondo \mn classe de aqui.valência de representações rnab'letais , ou seja unn

classe de equivalência de apl-ilações T : G GLn(R), onde GLn(R) indica

o grupo das nntrizes n x n a coefici-entes em R, inver'sáveis. Dumas r'epresen'

tições T,T' : G G\(R) dizenp-se equivalentes ( ü R-niuivalentes) se

S € GLn(R) tal que Vg € G acontece que T(g) = ST' (g)S

l)ado \m gr'upo G e um anel R comutati.vo com unidade consicien:nns

o conjunto das com)=inações linear.es fomnis :

>l ]-'(g)g onde r'(g) € R. Di.zeims que >1 r'(g)g = >1 r'(g)g se e
geG geG geG

somente se r(g) = 1''(g) Vg Ê G. l)aços dois eleimntos >1 r(g)g :x
g€G

>l s(g)g ; y podelms definir
g€G

(r'(g)+s(g) ) g

GUma representação den10

l

e

xy : E t(g)g ondet(g) = >1 r'(hl) s(h2)
geG hlh2:g



DEPJ//.rÇÃO .Z.2.2. Chama-se anel de gr'upo de G soar'e R ao conjunto

RG = { >1 ].'(g)g : I'(g) € R Vg C G} RG com a soma e pr'oduto óg
gCG

fmi.da anteriormente e' um anel com uni.dado

g'FOREM.4 .Z. 2. ]. Existe uma cor'respondencia bijetor'a entre as ]'e-

pr'esentaçÕes do gl'upo G sobre o ane] R e os RG-modu]os ]-ivl'es se
bre R de dimensão finita

DEMOlqSTRAÇÃO

Essa t;aZ coz'z'espondânc a esí;á dada da segui nt;e foz'ma

Dada T : G -----------.> GL(V), damos a V uma estrutura de RG-mÓdul-o da

seguinte for'ma.( E r(g)g) . v = >1 r(g) T(g)(v) eV
:eG gGG

Um resultado Üti.l no 'caso de r'epr'esenl:ações soar'e um cor'po e o

teor'ema de }laschke

TBOREM.4 J.2.2. rã/aochkeJ Seja K um cor'po e G um g

tão KG é semi-simples se e somente se caz' K / iGI

Se sabemos que o anel KG é semi-simples acabemos que todo M modelo

soba'e KG e semisimples. Então temos infol-'mações soba'e as r'epre '

tentações de G soba.'e K

Z)ZFÍNIÇÃO J. 2. 3. Chama-se mor'cismo de aumentação ou função ín-

dice de RG ao seguinte mor'fi.smo de RG em R

E: ( >1 r(g)g) = Vll I'(g)
geG geG

Z)#F.rNIÇÂO 1.2.4. O Ker' e = { E r(g)g : >1 I'(g) = 0} chama-se
g6G gCG

ideal- de aumentação de RG. Usualmente denotar'erros esse ideal

como IR(ou l quando o anel esteja subentendido)

finito Enr'uPO
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PROPR.ÍEZ)zâZ)Z .Z'.2.2. O conjunto {g - 1 : g G G} e uma R-base de

IR soar'e R, em par'ti.Guiar dimR IR : IGI - l

Vamos consi.durar r'apidamente algumas pr'opr'iedades

relacionadas com a extensão do ane]. de coefici.entes.

Dada uma r'epr'esentação i.ntcira T : G -

s TQ : G ---.----'> GLn(Q) a função i o T = TQ onde ié a

função inclusão i : GLn(Z)

chamaremo

PROPR.rEZ)i4Z)# .r. 2. 3. Se chamarmos ]'i(T) ao ZG-mÓdu].o assoei.ado à

I'epr'esentação intei.ra T e M(TQ) ao QG-módulo associado à r'epr'g.

tentação raciona]. TQ, temos que m(TQ) = Q ®Z14, onde a está'utura

de QG-módulo de Q ®Z M está dada por' g.(r ® m) = r' ® g

Essa pr'opriedade vale também se substituirmos Z por'

a['bits'ária K e Q por' uma extensão arbit].'ária L de K.

No caso de cor'pos temos uma fer'r'ementa muito Útil que
e o teor'ema de Noethep-Deuri.ng

TEOREMA 1. 2. 3. (Noethel'-Deus''tng)

m

um cor'PO

Sejam M e N KG-módulos de dimensão finita soba'e K.En

tão os FG-módulos F ®.,M e F ®., N são isomor'fos se e somente se M

e N são isomorfos como KG-mÓdu].os.

Esse resultado não é valido par'a o caso de Z e Q. Ou

seja existem z-repr'esentações G que como Q-r'epr'esentações são iso

mor'fos mas não são i.somorfos como Z-r'epr'esentações .
#XE/yPZ;0 .r. 2 . ] . rufar [ q] J

Se-la G o aruoo cíclico de dois elementos Sejam as
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r'epr'esentaçÕes T : G ----------> GL2(Z) U : G ------» GL2(z) definidas

sobre um ger'odor' g de G da seguinte forma
]. o\ 7].

r(g): 1 1 u(g)
o -l / \o

É claro que T ,-.n U (pois ambos tem o mesmo polin8mi.o
ue tem sÓ fatores lineares)

Mas não existe uma matriz l
\ 'Y

a,í3,y)6 € Z e ct(5

l o\. /a É3\ /c!

0 -1/ \'Y Ó/' \Y
Pois dessa igualdade ti].'ar'Íamos que

l

l

a

Y

Então y = 0, cl 213 logo det
a

0

B

6
2íl6 / + 1
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C A P l T U L O li

SEÇÃO ll.l A REPRESENTAÇÃO E

Seja k una extensão de Galois de grau n. Suponhamos

s + 2t onde s ê o tliimer'o de Q-isomorfismos reais de

2+.. ê o nijmero de :ü--isomorfismos complexos agrupados em pa-

res de automorfismos complexos conjugados ( ;(x + iy)
a(x + ly)). {) número de Dirichlet dc K, que chamaremos r

igual a : r = s + t - 1. Como a extensão k: ê normal, se exi:
te a(automorfismo de K) ta l que a(K)(. R então a(K) : '( c R.

LogoVn automorflsmo de K, n(K) = KCl{, ou seja t: 0, ou
seja, os atttomorfismos ou são todos )"Cais ou nenhum ê real

blo primeiro caso, r = n - 1 , no segundo n ê par e r : n

Consideremos o anel dos inteiros de K, que chamaremosde

(} e dentro dele o grupo multipl icativo dos inver'sáveis de O

que chamaremos Q. 0 teorema de Dirichlet(ver Seçãp l.l.)

nos õã a estrutura {lo grupo abeliano V.

U: Cx <el> x ... x <E:r> onde o produto ê produto d i
Feto, ül é o grupo finito das raizes da unidade contidas m K,

r ê exatamente o nilmet'o de Dir'ichlet de K e os <cl>P .. .,<E: >
são grupos cíclicos infinitos com gerador'es cl,...,cr' cha-
mados inverslveis fundamentais

2

)
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E:meão o grupo E = U/C ê um grupo livre de posto r. Sg
ja G = Gal(K,Ü). Podemos dar a U uma estrutura de ZG-módulo ã

esquerda fazendo Va G G e V € G t.J, ae : a(c) G U(ê dar'oque

a imagem de um inverslvel por um automorfismo ê um inversa

vel). E claro que isso define uma estrutura de ZG-módulo em

U , tal que C é um ZG-submõdulo ã esquer'da de U. Logo o quo-

ciente E = y/C ê um ZG-módulo que como Z-módulo é livre, de
ti po fi nit Q

Esse ZG-módulo é então uma representação do grupo G, de

posto r : n - l ou ; - l de acordo com que o corpo K seja r'ml

ou complexa

SEÇÃO 11. 2 A REPRESENTAÇÃO l

Seja o ZG-módulo ã esquerda ZG =ÍaÊG ãaa l aaGZ, aGG }
Seja e: ZG --» Z o morfismo de aumentação - definido como

e( ;. aa a) = ; a.. E: ê mot'filmo de anéis soba"ejetor. 0
aGG u ' aGG a

Ker' c: é um ideal bilateral de ZG, logo um ZG-módulo ã esquet

da.A índamaisêclaroque umaZ-basedeKereéÍa- l l

a G G } (Ver 1.2). Então Ker c = 1 ê uma repr'esentaçâo de G]

de pos to n - l

PaY'a definir' a representação I' consideramos

a ) K real ; e n tão l ' : l

b) K complexo. Se c ê o automorfismo de cenjugaçâo definimos

1 ' { E aa l aaG Z, a G G, = aa
aGG a ' aGG

0
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I' é um ideal ã esquerda de ZG, pois de }l aaa G I' e T ç G,
aGG

... '.a ) adG "a'' uàG :''u '''
: 0[ a

- 1pGG T U

av.l (UC) a(v-lp)c 'r'lu

Z;#/M.4 .Z'.r. 2. Z dim7 l ' = r

Demons tra ção

a) K real; nesse caso I' = le r = n - le djm7l= n -l
b) K complexo. nesse caso consideramos os elementos de G or:

denados como segue: 1, c,al, alc,..., ar' arc.

Se x G I', x: a.+ a.;c + alar + ajatc+...+ a.a,+ a;a,c ,

coma.: aà,..., a.: a; e q(a{ + a;) : 0; ou seja ê:aj :

X
a. + a.c + anal + alalc +

+ a n r' r'nm y a = n' r' r ' ' '''' ' ' r "

a o : ' a 1 - a 2 -...'ar

x : a.(l+c)'+ alar(l+c) + ... + a,a.(l+c): al(al-l)(l+c) +

+ a,(a.-l ) (l+c)

Os elementos (al-l)(l+c), ...,(a.-l)(l+c) são livres sobre Z;

pois se.iEla{(aj-l)(l+c) :o:( - j?ltaj) +( -jElai)c +

+alal + cllalc + :.. + qrarc , temos que al =

r
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tão os elementos { ( al-l)(l+ c) }
1 < i< r

sâo b a s e de I' , e ntâo

dimZ l ' : r

c. q . d

SEÇÃO11.3 A Q-EQUIVALÊNCIA OE E E I'

Vamos supor r > 0. No caso r = 0, ou seja o caso de uma

extensão de grau 1, ou dos corpos imaginários quadráticos, aD
bas representações se reduzem ã representação trivial e o pr'9
bl ema ca tece de se ntido

Observamos na Seção 11-2 que E e I' tem a mesma djmensâo

sobre Z. Provaremos aqui um fato mais for'te, isto é, que E e
I' são equivalentes como OG-módulos

zl#M4 .ZJ.3.Z - I' ez L a I'L como LG-módulos, onde L ê uma e3

tensão ar'bitrãr'ia de Q e I'L se define em LG da mesma for'ma
q ue I' em Z G.

Demonstração

diml( 1' (9Z L)

S ej a cl : l ' x

d 'iiu

L

ZI' : r. É cl a ro que diml IE : r
l.' defl n i da a ss {m

a ( E a.ig.i , k ) = E(ka.Í)g.i

Essa aplicação induza: I' al --$ 1'L' a(E a.igj ©k )

: E(ka.i)g.i' É claro que a-é LG-linear. Provaremo$ quem so-

brejetora. Um coiniunto de L-gel''adobes de I'i ê formado por e-

lementos da forma (g.i-l)(l+c) onde os g.i se escolhem adequada



mente da mesma forma que antes. fias ê claro que

a((gi - C)(l + c) & l) -(g.i - 1)(1 + c) e(g.i-l)(l+c) €1

Logo a aplicação a' é sobrejetora. Como I' e, L e I'. tem a mes

ma d imensão , a' ê { somorfi smo

FJo caso real, a demonstr.ação ê parecida

] 8

c . q . d .

eZ © como ©G-módulos ã esquerda

iha

TEOREMA 11.3.1

Demonstração

PT'ovaremos que E (\ ]R & 1' (2lZ IP como l?G -módulos ã esquerda,
onde 1? ê o cor'po dos números reais. 0 teorema de IKloether-Deu-

.ring (ver 1.2) nos assegura que se existe um isomorfismo como

]PG-módulos entre E az IRe I' (Slz IR,existe um isomorfismo co-
mo ÜG-módulos entre E eZ © e I' aZ Q. . Provaremos o teorema

provando que E ($êZ IR e I' (RZ R sâo isomorfos como RG-módulos

q

Seja y : E x R ---> R G def unida como segue
y(e,r) = E.(r' lg la'lul)aondeu eu ê tal queno homomor

fisco canónico U---> E, u --+ e. y esta bem definida, isto ê

dados ul e u2 tais que ul = eu2 com E e C, então

aCG(' lg ja'l«ll)a - aEG(' lg ja'lu21)a

Isso ê claro pois ja'l(e)1= 1. vê obviamente l.inear na se-
gunda variável. fla pr imeira temos

Y.eles,r) = !.(r lgja'l(ulu2)l)aaCG

3

E. (r lg ja'l ul'a'lu21) aaGG ' '
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aEG(' lg ja'lula)a + êIG(r' loja'lu21)a : y(el,r)+ y(e2,r)

ul é um representante de el e u2 de e2

Existe entaõ @ : E ®Z R --> PG que faz o diagrama

E x R FG comutativa, onde o ê o homomorfismo

ca no n ico

Devemos comprovar que + é um RG -morfismo. Evidentemente õ

um R- morflsmo. PT'ecisamos comprovar que 4) comuta com a açâo
de G sobre E m7 IR.

$(T(e © r)) = $((Te) ® r)

Chamando a = rQ temos que

acG(r lula'iTul)a = àG(r lgjrl'lul)Tn = 'rnãG(r lgjri'lul)n.

Então +(v(e ® r)) = vO(e G' r)

Temos também que @(E (% l?)c IR' IR - ideal de aumentaçâo de

]RG. Pois se c : RG --9 Rê o homomorfismo de aumentaçâo (Ver

1. 2) temos q ue

(c . 0) (e @ r)

Seja T

r lr

aeG ( r lg ja'l:« l)a

E. lg ja'l « l
a€G g n ja-l« l -

aCG

=r lg l aeG aul'r lg 1=0. lstoê consequência do fato

aêG(u) :N(u) = lidado que u ê inversTvel. Então fi-

ca provado que +(l e'Z p) C IR:
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fUo caso em que a extensão K: seja real, lzo

plexo queremos provar que Ó(l ®Z R) c IR

+(e e' r) = aeG r(loja'l l)a . Devemos comparar lgja'l.l

lgl(ac)'lul. Eles sâo evidentemente iguais, fogo +(]e'Z]R)cIR'
Vamos provar agir.a que dimR(4)(E «'Z ]R) à r. Para isso provare

mos que @(el &' l), ..., +(er e 1) sao linearmente independen-

tes onde {ejJl<.i r são as imagens pela projeçâo canónica de
um conjunto €1, ..., cr. de inversíveis fundamentais de U

Como +(ei ®l) =aeG lg lac ija'l, provar que $(e.ia 1) são
l inearmente independentes sobre R ê o mesmo que pr'oval' que os
vetores de ]? -: IRs+2t

ii . No caso com-

e

(lg laleil, lg ja2cil,..., lg lasejl, lg jas+le.il, lgjas+tcq},

, lg jas+teij' lg jas+tcc.il) sâo linearmente independentes

sob re IR , o nde

{al, ..., as' as+l, as+lc,..., as+t' as+tc }

Usando a notação da Seção 1.1 , temos que provar que os ve
topes

(llc:.i, l2€j, ''', lsd, '} ls+l'j' ..., '} ls+tcj, l ls+tc:{ )

sâo linearmente independentes sobre ]R.fias do fato dos e; se
rem inverslveis fundamenta is deduz-se a independência dos ve
topes ac ípa (Ver Seçâo l . l )

Como dlmIRIR : r, deduz-se que 4) õ um RG- ísomorfismo en

tre E ®Z ]Re IR ' Como, pelo Lema 11.3.1, 1 ®Z IR IÍG IR ' fi
ca demonstrado o teor.ema

c . q . d
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SEÇÃO 11.4 ALGUMAS APLICAÇÕES

Z}E/y.4 .r.r.4.:z. Sejam f'! e fl, ZG-módulos l ivres de posto finito

sobre Z. Então ] {x2 Z f] elZ Q como gG-módulos se e somente

se existe um ZG-submõdulo No de I'l tal que N/N. ê finito e
f-l = N. como ZG-mÕdul os

DE F.IO NSTRAÇÃ O

Seja Q : í,l ! Q ----+ N eZ Q um G- isomorfismo. Sabemos

(V er S eção 1.2)

dimQ(lq aZ ©) : dimZi'i - dim (bl «\ q) - d imZN

Sejam ml, ..., md e nl, ...,nd, Z-bases de M e N respectiva-

mente. Sabemos que ml a 1, ..., md G' le nl @' l,
são Q-bases de t.l e7 & e I'l e7 Q respectivamente

Q(mj &' l) - .iEI nj erj{ , l$igd e rjl G Q

Seja a G Z, múltiplo comum de todos os denominadores dos r

Seja 0o : 1:1 ----+ fl definida ass ím:

Q.(m.i ) - .E. (ar.i{ )n .i

Seja a : N ----> f{ a multipl icação por ct C Z de elementos de N
Então o d íagrama que aparece aba ixo comuta

J

q ue

r vv v - ' u

, nd ® l

Então

' z



22
P o 'i s

(c' 6' 1) Q(m.i a' l) :(aa' 1)( jdl nj ® rj.i) : jdl anj ® rjj

j:l nj ® arjj '( j91 a'j.inj) ® l:(q'. ® l)(mj a l)

Em co nsequência

(c* @' 1) . @ = W. ® l

Usando essa igualdade e o fato de que Q comuta com a operação

de G sobre ?4 deduz amos facilmente que @. também comuta com a
o pera çâo de G sabre M.

Como W õ isomorf esmo e a ® l õ injetora, deduzimos que Vn ê
inj etapa

Seja flo - Im(@o) c FJ. Então d ímZNo : dimZ+o(M) - dimZM : dimZN.

Daí deduz-se imed íatamente que todo elemento de fl tem um múl-

tiplo que esta em No' ou seja N/N. finito. Reciprocamente, se

existe +o : M --o No C N, ZG-isomorfjsmo tal que N/N. é fini-
to dimZFI - dimZN, então 0o ® 1 : t'l ®Z& ---> N ®Z© ê mono-

morfismo pois Wn é, e Qcons iderado como Z-módulo ê "flat''

Como dimC.(lti a'Z Q) - dimG(N ®Z G), q'o @' l ê um G-isomorf esmo
entre iq G'7 © e í'l ®7 (Q'

c . q . d

Uma apl ilação deste resultado e da Q-equivalênc ia entre E e

I' ê o teorema segu iate que nos dã alguma informação sobre a
estrutura de Z G-mÕd ul o E

T#OREMH .r.r.4.Z. E contêm um ZG-st bmõdulo c'lcl'ico En, tal que

E/r . ê finito
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DEtlOFISTRAÇAO

Pelo Lema 11.4.1., 1' ê isomorfo a um submõdulo de E, de ín-

dice finito. Logo basta comprovar a afia'mação do teorema pa-

ra I'. Sabemos peloLema 11.3.1. que I' OZQ©G ICCQG.
lql é somando direto de qIG (©G semisimples, pelo teorema de

f4aschke, ver 1.2), logo é principal, ou seja l: =QG x com

xGlá. ComoxGld,existercZtalquerx=yGI' e

li - ©G(y/r.) = QGy. É fãc il pr'oval que ©Gy a ZGy ®Z e, como

QG-módulos. Então temos que 1' 8Z Q = ZGy ®Z © como ©G-módu-

los. Aplicando novamente o Lema 11.4.1. temos que I' contêm

um ZG-submõdulo clcl ico de Índice finito

c .q . d

SENÃO 11. 5. ESTUDO DE ALGUNS CASOS PARTICULARES.

0 teorema 11.3. 1 nos assegura que E e I' como QG-módulos

são equivalentes, ou seja que existe um ©G-isomorfismo entre

ZG -e qul val ent es.

Nesta seção daremos alguns resultados e exemplos sobre o pro
bl ema de Z-equivalên cia de E e l-

Seja [ K:(Q] = n

a) n = 1. Nesse caso r = 0 e o problema carece de interesse
b) n = 2. Temos duas posslbil idades

bl) r = 0 e teremos a mesma situação que antes.
b2) r: l(caso real). Nesse caso dizer que E e I' sâo Q-



24

equivalentes (pensados como representações matriciaisl
quer' dizer que são iguais, logo são Z-equivalentes.

c) n : 3. ?4essecasoK é real e r'= 2, e Gal(K,Q) =Z, .$1ais
tar'de demonstraremos o Teor.ema 11.7.1., do qual se deduz

que E = 1'

Provaremos agora a ZG-equivalência de E e I' diretamente.

Neste caso I': 1:{ a(a-l) + b(a2.l) l a, b G Z }
Z3 : { 1, a, a2 } = Gal(K,Q). A r'epresentação matricial asso-
ciada a l é calc ula da como sega,ie

a (a - 1) = a2 . a : (a2 . ]) - (a

a (a2 . 1) - a3 . a - - (a - l)

Logo a representação associada a l ê T(a) = {'1 '1'l
\ l o /

Logo a r'epr'esentaçâo matricial associada a E ê

3Z

a 1 1 a 1 2

a 21 a 22
U(a)

Sabemos q ue as mat rezes T(a) e
(T = q

Procura mos um par de inteiro s

seja , ten ham determl na nte ig ua l

polinõmio carácter.estico de U ê

.(

ül uma aqui val ênc ia ê õb

9

l - l

0 -1

:: al l a 1 2

a 21 a 22

a 1 1 a 1 2

a 21 a 22
;

::

vi a

U(a) são semelhantes . sobre

tal q ue o s vetores

sejam uma base de Zz, ou

a :t 1 . fle s s e ca se , da do q u eo

x2 + x + l temos que

(': =)Z onde a



Devemos achar então xl e x2 inteiros tais que

#l xl allxl + al 2x2

det \ xp a?lxl + aooxo\ x2 a 21xl + a 22x 2

/' xl allxl + al 2x 2

x2 a21x 1 + a2 2x2

a 21 xl + (a 22 - all )xl x2 -- al 2xÍ

Devemos resolver' em números inteiros a equação djofantina

a21xl +(a22 - all)xlx2 - allxÊ = t1. 0 discriminante dessa

forma quadr'ãtjca ê D =(a22 - all)z + 4 a12a21

de que all + a22 : -l

a 1] a 22 ' al 2a 21 : l

anil + a5Z + 2 all a za

Então

D = a5Z. + a 21 - 2 alla22 + 4 a12a21

1 - 2 alia 22 - 2 alia 22 + 4 al 2a 21

(alla22 - a12a21) - 1 - 4 = -3

Do fato que
a 1 1 al 2

a 21 a 22
\ 1 0

- l - l

l

xl(a21xl+a22x2) - x2(allxl+a12x2)

tiramos a concl usão

Da primeira equação temos que

Toda forma quadrãtica sobre Z de discriminante -3 é equivalen

tea t(x2+ xy+y2)(Ver [5] pag.135) e Jogo representa +]
o u ( -1 )

Deduzimos então que existem esses nãmeras xl e x2, ou seja,
T -P ll



aJ n= 4. Temos aqui duas alternativas

dl) s : 0, t = 2 e então r : l
d2) t : 0, s = 4 e en tão r : 3 (ca se real)

(dl) Nesse caso sabemos que E e I' são Q-equivalentes e de

posto 1, então se deduz que sâo Z-equivalentes. 0 grupo de Ga-

lo is, Gal(K,©) neste caso pode ser Z4 ou Z2 x Z2; exemplos de:
sas possibilidades, estão dados por ©(e), onde € é uma raiz pr!
motiva de ordem 5, da unidade e Q(c), onde c ê uma raiz primi-
tiva de ordem 2a da un'idade (Ver [15] pag.257)

(d2) Aqui aparece um primeiro caso no qual E } I' = 1. Con!

truiremos dois exemplos, um no qual E 2' I' = 1 e Gal(K,Q)=Z/a7
e outro no qual E f I'= 1 e Gal(K,&) = z/2z * z/2z

Z}B/4a .rJ.5.]. Duas matrizes a coeficientes inteiros da forma

/-' ..: ..;\
a:lo o -ll

\ o ] o /

são Z-equivalentes se e somente se a12 - a13 # b12 - b13(mod 2)
DE F-lONST RAÇA O

b
1 2 1 3

B - 0 0

0 l 0

' 23

'33

E ntâo , escrevendo o poduto

'.: '.;v:.. :.: :-:\ /:.. :.: :.;v-. '.: '.:\
o o -lllzzl :zz :z3l=1:zl :2z :z3ll' o -ll
' - ' / \:;. :;, :::/ \z:. ::: :::

e calculando a primeira coluna de ambas matrizes pr'oduto t

z13
Seja C =

tal que zjj G Z, det C = 1l e
AC : CB
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mos

/-zll + a12z21 + a13z31'\ /-zll
l ':31 l ' I':zl
\ ::. / \-::-
z21 : z31: 0. Como det C = ül, temos que zll::tl. Podemos su
por zll : 1. Temos também que(A' + l)C

a13 ' a12 '(a12 + a13)\
0

0

então

C ( B 2 + l )

l

/

A2 Temos então que

2 al 3 ' al 2 '(a 1 2 + al 3 )
o o o
o o o

l zl 2 zl 3

0 z22 z23

0 z3 2 . z33

l zl 2 z13

0 z22 z23

0 z32 z33

2 bl 3
0

0

bl 2 -( bl 2 + b13)

0

0

A primeira l unha dos produtos é igual a

(2, 2 z12+ z22(a13 - a12) - z32(a12 + a13), 2 z13 +

+ z23(al 3 - al 2) - z3 3 (al 2 + a13))

e(2, b13 - b12' -(b12 + b13)) respectivamente.

2 zl 2 + (a 13 - al 2) z 22 (a 1 2 + al 3) z3 2 bl 3 - b 1 2

2 z13 + (a13 - a12) z23 (al 2 + al 3) z 33 (bl 2 + bl 3 )

Se 2 l(a 1 3 - al 2 ) ::+ 2ja13 + a12 logo 2 jb13 bl 2



lemos que

/ ::2 :3: \ r 'l; - 'l:
k z23 z33 ,l 1. '('1 2 + al

:: : l éi«--.l"i,.-j:'"-ll,-lz' 'z.
Y22 G Z tai s qu e

a13 ' a12 : Yll(b13-b12) - 2Yllz12 ' h2(blZ+b13) - ZY12z13

-(a13+a12) : Y21(b13-b12) - 2r21z12 ' Y22(b12+b13) - 2Y22z13

Logo se 2jb13-blZ' então 2ja13-a12' Então A 2' B implica que
a13 ' a12 = (b13 b12) (mod 2)

Falta provar a rec:íproca, ou seja que se a13'a12 =(b13-b12)
(mod 2), então A ; B

/l z12 z13

l o o -l
\ o l o

z12 = } ((b13 - b12) + (a12 + a]3))

13 ' Z(-(b12 + b13) +(a13 - a12))

Então AC = CB; z12 e z13 são inteiros pois

a13 ' a12 = (b13 - b12) (mod 2)

Como

Z

b13 - b12 - 2 z12 \

-(b12 + b13) - 2 z13/

Sej a onde

c .q
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LEMA 11.5.2.

Seja G um grupo cíclico de ordem 4. Seja 1 = Ker c a repv'e

sentação inteir'a associada ao ideal de aumentação. Então as
representações inteiras de G que são equivalentes sobre Çcom

1, se parteríi em duas classes de equivalênc ía sobre Z. Numa

classe estão Ker c e todas indecomponl'veia (como ZG-módulos)

na outr'a todas as decomponTvejs

DE ht ON STRAÇA O

Como o grupo G é um grupo cíclico de ordem 4, as repõe

tentações de G ficam deter'minadas por matrizes Â'=(aij) l<.i<3
N/l N

que verificam A' = 1. aij G Z, det A = tl. ISjS3

Seja G=ÍI,a,a2,a3}, Ker e =Íal(a-l)+a2(ao-l)+a3(a3.l) ja.iGZ}
Logo uma matriz associada a 1, esta dada por

a(a-]) : aZ - a : -(a-l) + (a2.l)

a(a'-l) : a' - a; -(a-l) +

a(a'-l) : 1 - a : -(a-l)

+ (a3.l)

- l - l - l

] o o

o l o

Se Bo esta dada na base canónica (el,e2'e3) consideramos
ba se

fl = el - e2 + e3

f. = e.
L

f3

00u seja que uma tal matriz ê B

a

e3

Então
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fl

fl - f2 + 2 f3

fl - f2 + f3

B.(fl) :

B f2)
B.(f3) :

Então

l

0

0

l

]

2 : )B. 2'

Seja Ao uma matriz arbitrária a coeficientes inteiros equiva-
lente sobre Q com B.

Ao'ãB, então XAn =XB : -(À+l)(À2+l) (onde XA ind icarã no

futur'o o polinõmio car'acterístico de A). /-l a12 a13\
Então Ao tem o valor próprio -l, ou seja AoZ 10 a22 a23 l
(Ver Corolário 1.6.1). \O a32 a33,/

a22 -23 'l

'3 2 '33 /

Sabemos que -(À+l ) (ÀZ+l )

XAi : XBi - Xc + l

f o
EntãoA' 2'B' 2' \1 0.l - C' (Ver Corolário 1.6.2)

l
=

9
.n

=

- 1

l
Se ja A ' e B '

1- À) XA -(À+l) XB Logo

': )
Em de finit ivo, temos q ue

-l Z12

A 7 1 ' '

1 6'1 2 6'1 3
o o - l

0 1 o



/\pl icando o Lema 11.5.1. temos que Ao Z B se e somente se

â'1 2 ' a13 z 6'12 ' 6'1 3 (mo d 2)

Para completar a demonstração do teorema sõ falta provar que

B ê indecomponível. Para isso precisamos saber como passarde
B a B

l

': l l .: 0

l

- 1

0l

E ntão tomando

0 0

1 0

- l l

temos que C'iBC = B

l o -l

o o -l l -B
o l o

C -l BC

0 -1

o - l
0

Como consequência do Lema 11.5.1. temos que B {'

o u sej a, B não õ de campo n:ível

c. q. d

EXEMPLO 11.5.1

Seja m = 24 : 16, ( uma raiz primitiva de ordem 24 de l

[Q(ç) :Q] : 4)(24) : 23 : 8 (Onde + ê a função de Eu]er)

dimQ((+ C'l) Q(t) -2 pois c2 .(ç+ c'l)ç+ 1: 0

Ente'o temos que d ímnQ( (+(;'1) = 4.
' Q(d

( + (-l : 2 cos 'ü/8 : 2 \jl+cosqí/4' ' V 2
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Irr((+c'l,Q): Irr(a,Q): x4 . 4x2 + 2

Temos que as ra:ízes de Irr(a,Q) são xl : V 2+#'

V'Í:7F

x f - 2. E ntão x3 : xl

X

x 2 .Yii7€

3

xlx3 ==

x{ - 4xii + 2 = o, logo -2/xl : x3 . 4xl então x3 : x3 - 3xl

Sej a a C Gal(Q(C+('1),Q)

É fácil verificar que a( x3)

Temos então que a4 : Id é- o grupo de Galois G=Gal(Q((+('1),Q)

= Z/4Z. G : { 1, a, a2, a3 }. Também poderíamos ter deduzi-

do que G = Z/4Z usando [14] pag.599

Os inteiros de (]c+c'l) são Z]c+c-l] : zlV'ãÍ711 pelo seguinte
r'aciocínio. Sejam e' os ante aros de Q((+('i). E claro que
Zt C+Ç' '] C 6

Como os intêiFos de Q(c) sâo Z[(] e Zt(]nQ(c+ç'l):Z]OC-l]

se deduz que Z[

Um conjunto de inver'sáveis fundamentais de ® esta dado por

el : 1 + 2xl + xi

c2 : 1 - 2xl

€o

a(xl) : x3

e seus inversos s ao

c;l: 1 1 - 14xl - 3xl! + 4x{

.;': - 7 ' ' * {

.;': - . * -*Í - :*{
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a(c[) : 5 - 6x] - xl

a(e 2) ; - 7 + 2 xl

a( c3 ) : 1 5 - 2exl - 4x:Í + 6 x:Í

Uma verificação imediata nos permite comprovar que

a(c)) : ei' %
a(c2) : c2'

a(c3) : - ci'eZe3

Logo a representação E, pensada como r'epresentaçâo matricial,
pode ser dada pela mata iz 3 x 3 a coeficientes inteiros unjmq

doía r

0

0

-1

0

Provaremos que P. para isso a l evaremos ã forma

-l a12 a13

Alto O -l com a13 ' a1 2 Impar (Ver L ema

1 1 . 5 . 2 . )

Fazendo a muda nça de base fl

f2

f3

A ''} l o -l -z
1 1

e2

el

e3

A

temos

Seja agora l o o

o -l o

l o o

o o -l

o l l
c -l



1 0
. -'--. - 'l ' .

Q

l

l

0

}

D

l

2

l

l

0

0

Como det C = +l

/''-l - l

A 'z l o o
0

0

l

0

] ogo pel o Lema 11. 5.2 temos que

A -v Ker E

EXEMPLO 11.5.2.

Seja o polinõmi o f(x)

são to da s reais e iguais

ra:ízes desse pol inõmio

C omo aoc+ =v 25-2Í 1 , a''' a-l C onsequentemente a exten

são K = Q( Y ZJáZ-t) = Q(a) ê normal de grau 4 sobre

Como 1= 5a2 .a4, a-l : 5a . a3 ou seja que

Os automorfismos de K que deixam Q fixo sâo
]

Q

3t
5aa a=

a

CIT=TO : a ---» -ct : . l/ .!-.:.!.=-L = - 5a + a'' = ct '

É claro então que Gal(K,Q) = Z/2Z x Z/2Z' De acordo com [ 5 ],

T



pag.200 os {ntejros de K sâo exatamente os elementos do anel

Cada automorfismo a, T, aT deixa fixo um subcorno quadrático
de K, logo para pr'ocultar inverslveis em k, os procuramos nes

ses corpos quadrãtic os

Sejam F.r' Fa e F.ta os corpos fixos de a, T e at respectivameB
te

F.[ : Q(-''Z:Í) po'is ,''7T : 2a2 . 5 .t(?'n') : 2(T(a))2.5 :-2cl2.5

Fa : Q('/7) : Q(a+a+) pois(a+a+)2=a2+a ?+ 2: â!#gli+

+ .!:f]. + 2 = 7 e a(a+a) : a(a) + a(a) : a+a

Fa,r : Q(.4') : Q(a-a'k) pois(a-a*)2 : a2+ cl'''2 . 2: 5

aT(a-a) : a't(a-aa): a'ra - Ta : -a 'Fa : u - a

Consideremos então em Fa : Q(-''7') o invet"sável e2 : 8 + 3.''7'

E:;' : 8 - 3./7

e2 :: 8 + 3(a+cl): 8 + 3(a+5c&-a'): 3 + 18a - 3a'

c21 = 8 - 3(a+a+) : 8 - 3(6a-a3) = 8 - 18a +' 3a3

Consideremos agora em F+{ : Q(V'3) o inversível é3 : 2 + V'3'

2

+

3

c3 : 2 + #'T: 2 + (a-a+) : 2 + (a-5a+a3) = 2 - 4cl + a3

c31 : 2 - 4' : ? - (a-a+) : 2 - (a-5cl+a3) : 2 + 4a - a3

Consideremos então em Q(a) o conjunto de invers:íveis fundameEI

tais c. = a

c, : 3 + ]8cl - 3ct' = 3 + 3(a+cl )

c3 : 2 ' 4a + cl' : 2 + (ü-a )
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Calcularemos agora a representação matricial (te G associada a

E : a(e)) : a(a) : a'l : eil
a( e,)

a( e3)

F? po'i s c2C=
a

+ +
=

+

(a-a ) : -'

T ( cl ) e
l

r ( €2 )

T (e3) 2

3('rü+Ta*) : 3 - 3(c*+a'':) : c;l

(a-a*) : c;l
Uma representação matricial associada a E ê então

. - ('i : .;) -,(i -: .; (*)

Calculemos agora uma representação matricial associada a l

1: { a(a-l) + b(t-l) + c(ar-l) l a,b,c G Z },az = 1, tz

aT = T(J

a( a- l )

a( t- l )

a(aT -l )

2a

aT

T

(a- l )

( a-l) + (av -l )

( a-l ) + (T-l)

T.(a-l ) : ta

T (v - l )

r(a'r-l) : a

(T-l ) + (aT-l)

( T -l )

(a-l) - (T-l)

alma representação matricial associada a l é então

a ----+ 1 0 0 1 1 T --+l-l -l -l l

o 1 0/ \l o o/
(**)



As repr'esentações(*) e(**) são equivalentes soar'e Q. Por oy

tro lado provaremos diretamente que não existe C:(zi.i) com

det C = t], z:: G Z ta] que

37

C = t 1 , z G

0 Z ] 1

0l Z

0 Z 3

.1

0

0

zl 2 z 1 3
z22 z 23

z3 2 z33

zll z12 :13v-] -l -l

z zl z 22 z23 ll o o l
z 31 z 32 z 33 / \ 0 10

Pois teríamos

- zl 1 " z 1 2 ' zl 3

z21 z 22 z23

-z31 - z 3 2 ' z33

'zl l -zll + zl 3 ' zl l+zl 2'

z21 'z 21 +z 23 'z 21 +z22

z31 'z31 +z33 'z31+z3 2

Da igualdade das segundas linhas tiramos que z21 = 0, z22:z23

das primeiras linhas z12 : zll - z13, das terceiras z32:z31
- Zo a

Então

zl l z l 'l - zl 3 zl 3

0 z23 z23
z 31 z 3 1''z 3 3 z 33

/r zll zll-2z13 z13

det 1 0 0 z 23
z31 z3]'2z33 z33

det C -z23 ddr zl
z 31

zl 1 - 2 zl 3

z31 '2z 33

:« «.ini :iiiil :::: '.' (:== :::) ,*-
Em consequência E É7 Ker e
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Para o caso n = 5 e em geral n = p com p pr'imo, pr'ecisa-
mos estudar' melhor o problema de Z-equivalência de matrizes ,
com po] inõmio carácter:estico dado

szçÃO li. 6. A Z-XQuiVALEnciA DE MATRIZES

Duas matrizes P. e B G 1ln(Z) dizem-se Z-equivalentes AZB
ge existe c G tln(Z), C unimodular tal que A: C'IBC(Ver tlz
pa g.49)

TEOREMA 11.6.1

Seja A G f4n(Z). Então A ê Z-equivalente a uma matriz de

blocos da forma l All A12 '. . AI P
0 A 22 ' . . " :P

Onde p é o nÜmer'o de fatores irredutíveis de XA sobre Q, e os

XAii sâo irr.edutlveis soba'e Q para l(iÉP. (X.T indicara o po-
linõmio carácter:estico da matriz T)
DE[']ONSTRAÇAO

Faremos a demonstração por indução em p, onde p é o número de

favores irredut'íve'is DÓRicos de XA

Se p = 1, não temos nada para demonstrar

Suponhamos que o resultado esta provado para toda matriz B com

pol inãmio característico XB com menos de p fatos'es irredutl -
veia mÕnicos a coeficientes inteiros, e seja /\ uma inatrjz com

p fatores irredutíveis mõnicos a coefic lentes inteiros, AG
G 11.( Z)

Seja g um fatos irredutível fixo de XA + XA : g.h

A0 0
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Seja o uma raiz de g e seja K : Q(o). Como g ê irredut:ível ,

gr g = dimOK = k. Seja Kk o anel dos inteiros de K, e seja

{ ul,..., uk } uma base fundamental de K+( i.e. todo cl G K'''

se esct'eve como a = F
z' , ' l l

Zcom Z e UniaU U9

l j ' 1 ' k

ba se de K sobre Q)

0 sistema (A-01)x = 0 tem alguma solução em Kn (pois det(A-OI)

- XÁ(0) : g(0)h(0): 0). flultipljcando uma solução fixa por
um ante'iro adequado podemos achar x G K'tn que ver ifica Ax=0x

to] \

Seja ago-r'a uma mata'iz C G f:in,k(Z) tal que x : Cu Como = 1 : 1
e seja B G M, ,(Z) tal que Ou = Ba \' k/
E ntão

ACu = Ax = 0x = 0Cu = Coco então como os u: sâo linear-

mente independentes sobre Z, dessa igualdade deduzimos que
AC : C B (a )

Seja agora r$k$n o posta de C. Existem matrizes U e V un ímo-

dulares tais que V Gllk,k(Z), U G f'tn,n(Z), S G I'lr,r(Z) tais
que s o

V
0 0 ( b)

'.« [ : : ] Ç f4n,k(Z )

Seja agora U'iAU
A3 A4

(c

com AI G tl,,r(Z)



Temos que

U-iAC=U'lCB; is al V plicando(a)e(b)), e,

U-IAC : U'lAUU -lC -. ', ]
A: A4 J

s o ]
V

0 0 (a pl ica n do (c)

e (b)).
Temos então que

0 0
's o

VB l:: :: l l : = 1 «
l:: : l VI V 2

L v3 v4
0u seja chamando VB e

temos que

l = 1 1 : = 1 AI S

A3S

VI V 2
.V3 V 4

0u seja que A3SVI : 0 como S e V são inve)"cíveis deduz imãs

que A3 = 0

PT'ovaremos agora que XAI : g

o l

que

r".

~ l a
Apl icando esse igualdade ao vetar u temas se Vco =l

LB

1 =' VB

A2

A4

S

0

a

B : : = ] «'.«, . [ : =] t=]



E ntão temos que

AIScl : 8Sa (d)

Por outro lado Sa ié 0 pois se Sa

9

0. E ntâo

Então XAI(8) : 0' Temos que XA : XAI XAa : gh, g irredutível

Se g,/'XAI existem pol inâmíos R e S tais que Rg + S XAI : l

mas g(0) : XAI(0) : 0. Então g/XA.' f'ias gr(g) : gr(XAI) en-

Usando (b) temos que x = co = U l l lVu

tão g = XAI

XAI ê irredutível módico a coeficientes inteiros. Por indução
se deduz o resultado do teorema

c. q . d

Agora estamos em condições de demonstrar um resultado sobre a

Z-equivalência de matrizes em Z com pol.inõmio característico
(e minimal) irredutível sobre Q

TEOREMA 11.6.2.

Existe sõ um número finito de classes de equivalência de ma-

ta'izes A G l-ln(Z) ta is que f(A) : 0, onde f é um pol inÕm to mõ-

nico de grau n, com coeficientes inteiros, irredutível sobre
Q. 0 numero de classes de equivalência ê o mesmo que o numero

de classes de ideais do anel Z[Q] onde 0 é uma raiz arbitrária
de f

DEl-lONSTRAÇÃO

Seja 0 uma rai l fixa de f

Seja A uma matriz que verifica f(A) = 0, A G fl.(Z)



Se XA e mA indicam o polinãmio característico e minimal A, tq

mosqtle XA:mA: f(comof(A) : 0 deduz imosquemA/f; mas

como fêirredutTvel mA: f/XA, egr'f:grXA: n então
mA : XA : f)

Seja R = Z]0] e seja K = corpo de fiações de R.

0 sistema(A -ol)x: 0 tem solução não trivial em l<n e logo

em R'', pois det(.A-01l: XA(0) : f(o) : 0

Seja agora Sx : Z]xl,.. .,Xn] ÇI R. Veremos que Sx é um ideal de
R. Evidentemente ê um subgrupo abel lado de R. Como 0x = Ax,

OSxGSxecomoR =Z]0], éclaroqueRSxCSx' ou seja, Sx
i d ea l d e R.

0 que acontece se mudarmos o vetou p)'õprio ? Procuramos ver

que relação existe entre Sx e S.v onde x e y verificam ambos

Ax = 0x, Ay = 0y, x,y G Rn. Como f ê irredut:ível se deduz que

a raiz 0, de f é s imples. r)ã Í sa i imed íatamente que

dimKKer(A-01\ = 1. Em consequência existem cl e í3 G R tais que

ax = By, então aSx : BSV' ou seja, que Sx e Sy estão na mesma

c l a s s e d e i d ea i s d e R ( V erl.l.)

Dessa forma defin lhos uma correspondência entre as matrizes A

G I'ln(Z) que verificam f(A) : 0 e as classes de ideais de R
= Z]0] , onde 0 õ unia r'a íz fixada de f

Essa correspondência passa ao quociente módulo a relação de

Z-equiva lêncja de matrizes de M.(Z). Se B = UAU'l com U uni-
modular. Se Ax = 0x com x G Rn, então BIJx = 0Ux com Ux G Rn

Logo os ideais Sx e SUxC R co incidem(passamos de uma base de

xl

Xn
Seja x = com x.i G R, uma tal solução.
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um a uma base de outro por uma matriz unimodular a coeficien-

tes i n tel ros)

Seja agora aw uma classe de ideais de R. Seja S um ideal de R,
SC R, s ÇJ

Podemos achar' elementos xl, . .., Xn G R ta is que Z]xl,...,Xn]

R.(Seja xl'..xr uma base de S -sobre Z- com r < n.

+ 5 . x en tãoir r ( A -01 )
0

0e x.i ü a {lxl +

como os x.i não não nulos det(A- 01) : 0. Entâb grlrr(0,Q)<. r< n,
e i s se ê a bs urde). / x. \

F . l !

Seja agora A G ?4n(Z) tal que ox= Ax onde x: \in.l

deduzimos que f(A)x : f(o)x: 0 e como os xl '.. Xn sao
near'mente independentes sobre Z, vamos ter que f(A) : 0

Seja agora um outro ideal T de R, TC R, T çJ'. Escrevemos

T : Ztyl,...,yn] e vamos ter outra matriz B, tal que 8y: By
Além disso existem a, B G R tais que aS = í3T. Então(Byl,..,

Byn) e(ax),...,axn) são ambas bases de aS : BT. Em consequen

cia ex êste uma matriz unimodular U G fqn(Z), tal que By = Uctx

Temos então que BBy = Oíiy = 0Uctx = ctUOx = aUAx

f4ais BBy = BBy = BUax . Então UAx = BUx, mas U é inverslvel,

logo (U'iBU-A)x : 0. Como xl, ...,Xn são l inearmente indepen-
dentes sobre Z, deduzimos que A = U''BU
Pela forma em que deflnjmos as correspondências anteriores é

cla ro que sâo uma Inversa da outra

Da:Í

c.q . d,
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Demonstraremos agir'a como corolários, duas propriedades
a nterior'me nte usa das

COROLÁRIO 11.6.1

Seja A G i'ln(Z) que possui um valor próprio l
tão A é equivalente sobre Z a uma matriz cuj

/ a

\ Õ

DEFIONSTRAÇÃO

Seja XA o polibõmio característico de/\

Então XA:(x-a) p2(x) ... p.(x) onde os p.i
sobre Q. Pelo Teorema 11.6.1. temos que A ê
Z a uma matriz da forma

A.ll AI 2 ' .. AI r

C

ntei ro a G Z , en-

a primeira coluna

são i r redutÍve { s

equiva] en te soar'e

se i> 2

XA.ll :(x - a). Então All é uma matriz escalar All
(a )

c . q . d

COROLÁRIO 11. 6.2.

Todas as matrizes A G i't2(Z) que ver'ificam A' + 1 : 0
equival entes

DEllONSTRAÇÃO

f(x): x2 + l ê Q-irredutível, o anel Z]i](onde i
um anel euc]jdiano, fogo principal , logo o nilmero de
de i deais ê l

9

sâ'o Z

-l ) ê
cl a ss es

c . q . d
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SEÇÃO 11. 7. O CASO DE UMA EXTENSÃO CÍCLICA

Seja K uma extensão cícl íca dos racionais (cu seja, Glal(K,Q}

é um gr.upo clcl ico)

Seja n = ordem do grupo de Galo is. Seja h(n) = niimer'o de claq

ses de ideais de 0((n), on'te Çn ê uma raiz n-êsima primitiva
da unidade (Ver t3t pag.325). ?qo caso em que n ê pr'jmo c
h(p) = 1 podemos assegurar a Z equivalência de E e I'

flecte teorema daremos uma demonstração diferente da demonstra

ção do [2] onde ut í] iza um teor'ema de Re iriQF d Diederichsen so-

bre a estrutura dos ZG-módulos onde G é cTcl ico de ordem pri-
mo (Ver i41 pag . 50;])

TEORES/IA 11. 7.1

Seja K uma extensão clcl ica de Q, onde IGal(K,Q)l
(p ni;mero pranto). Então E = 1' como ZG-módulos

DEi'lO hi STRA ÇAe

Sejam P\ ê B repr'esentações matriciais associadas a E e I' res

pectivamente. üu seja, A e B sâo /\,B : G ----> íl,(Z). Para dar
A e B bas+..a conhecer as matrizes A(g) e [(g) onde g ê um gera
do r do gr u pc cTcljc o G.

SejaA(g) :Ao' l?(g): B., Ao'Bo G lqr(Z)

Sabemos que Ao 'Q Bo pelo teor,ema 11.3.1. Precisamos provar

que Ao Z Bo' Do fato que.Ao Q Bo se deduz que XAo : XBo :f.
Para aplicar o Teorema 11.6.2. precisanics calcular X
Temo s dua s. possibll i da des

(a) p = ?. ?desse caso r : l ou r : 0. A segue(ia alter.nativa mi

fora de nosso interesse. Pocíemos supor então que a exten-

sâoéreal er: 1. flessecaso(ocaso depostos)a Q-

p e h( p)= l

Bo



equivalência obviamente {mpl ica a Z-equivalência.
(b) p Impar. flesse caso a extensão deve ser real, ou seja

46

{ al(a-l ) -F a2(aZ-l ) +
{ 1 , a, .. . , a P'l}

a(a-l) : a2 - a : - (a-l) + (a2.l)

a(a2.l) : a3 . a:: .(a-l)+... +(a3.l

+ a P-l (aP'l -l ) l a.i G Z }

a(aj.l ) : aj+l (a-l) + + (aj+l-l

a(aP'l -l) (a-l )

Podemos su pot' q ue

] - ] l

E ntâo ê cla ro que XB ©P'

onde 'Dn 3 G p-ésimo pollnõmio c íclotõnico , ou seja,
D-l ,,P - 2

© . : X P'i + XP'Z + ... + X + l

EI um fato bens conhec ido Gue Qn ê rredut:ível sobre Q

Então tanto Ao como Bo verificar: o p-8simo pol inõmio ci

clotÕnico. Elas sâo também matrizes /\o'Bo G HP-l(Z). Em

consequência como estamos tr'abalhando nas hipóteses de

que h(p) : 1, An -7 Bn, como consequência do Teorema IL
6 2

c . q . d



Este resultado nos permite l iquidar o problema da Z-equivalêD
cia para todas as extensões c:Ícl ices de ordem primo p dos ra-

cionais com p $ 19. 0u seja, para os primos ?, 3, 5, 7, 11, 13,

17, 19 que são os únicos primos menores que 100 para os quais
h ( P) : l

1*!ão ê sab ido se existem unl niimero finito ou infinito de pri-
mos p, pal"a os quais h(p)

hlo caso de um grupo cíclico de ordem prima arbitrário, pode-
mos assegurar que as r'epresentações dadas pelas matrizes A. e

Bo(como antes), verificam ambas o polinõmio $P : XP'l + XP-2+
+ ... + X + l e uma dela tem uma matriz associada da forma

B. = 1 O l

47

l l

] D

0 0

Podemos então identificar a classe de ideais de Z]t] (com (P:
= 1, ( # 1), cona a qual a classe das matrizes Z equivalentes

com Bn esta em correspondência biunlvoca

Resolveremos o problema da Z-equivalência de Ao com Bo se py
dermos comprovar' que a classe de ideais que corresponde a A,.
coincide com a classe de ideais (conhecida) que corresponde a

13o' Nesse sentido poder:los enunciar o seguinte teorema
TEOREMA li.?.2

Seja K uma extensão c:icl ica de ordem primo, de Q (dimnK : P)
p>2. A representação E é isomorfa sobre ZG com I' = 1 se e

somente se a classe de idem is de Zlcl (( raiz pt'imitava de
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ordem p de 1) associada a E de acordo

contêm a ZE1(3 . Em outras palavras, se
consta sÕ de id

DE f40FIS TRAÇAM

Dcn a Gordo C 0111 O

{dea +s de Z {(]

pais. Sa bemcls q

rema 1 1. 7.1 . } P

-l - l

cora o Teor'ema 11.6 .2. ,

es sa cl a s se de ideais
ea i s p rí nc i pa i s

Leal"ema li.6.2 basta pr'oval que.a classe- de
associada com l ê a classe dos ideais pritic i

le l esta determinado (ver demonstração dotei
lla ma t riz

-1

0

Bo =

Um vetou próprio correspondente ao vetar próprio C dessa ma

t ri z ê

(P'2
(P'3

po1 3

Ç

l

] - ]

1 0
l

ÇP'2

(P'3

como se compro

(

o o 1 0 / \ l

va imedia tamente da do que

- tP'2 - ÇP'3 - ... - ( - 1: t(ÇP'2): (P'l



49

Olhando para a demonstração do Teorema 11.6.2. observamos que
a classe de ideais de Z[(] associada cem l õ a classe de ide«
ais que contêm ZÍI ,(,( ,. ..,(P-2] , ou seja a classe dos ideais
p rí n c i pa i s .

c.q.d
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SEÇÃO 111.1 CORPOS CICLOTÕMICOS

Seja p um primo arbitrário e seja € uma raiz primitiva
de ot'dem pa, de l (p > 2)

0 polinõmio ciclotõmico Ooa(X): Irr(E,Q) se escreve co
mo

©P; (x)
Xpa'l (P-l ) (o- 2) +

a . l

+ xP' ' + l

Também sabemos dimQ 0(e) : qr(O..(X)): +(pa): pa-l(p-l)
onde + é a função de [uler

Sabemos também que ®pa(X) :(j,pa):l(X'€1) onde (m,n) iB
dica o máximo divisor comum entre m e n.

Fazendo na equação anterior X = 1 temos

P: . R (l-€1)
( { , P a ) :l

Indicaremos com O o conjunto dos inteiros de Q(E). Se
(i,pa): l então(l- ej) e(l- €1) são associadas em 8 pois

Se escolhemos j e t, tais que j i+ toa

l €
+ EI' : € a

( e{ )j en-
tão

50
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1 - € . 1 - ( €1'

1 - e' 1 - el

Como({i:({,pa) : l}) : +(pa) : pa'l(p-l), temos que

E:(l- e)pa'l(p-l) com E: .inversível en 8'.

Seja agora um primo P de 0(e) que esta sobre p.

vP(p): e : vp(e(l-€1)pa'l(P-l)) : pa-l(p-l) vP(l-e)

onde e é o Tnd ice de ramif icação de P, e vo indica a valor i-
zação P-ãd ica associada ao primo P

Dessa igualdade deduzimos que vP(l-E) # 0 e que e
pa'l(p-l). Como pa'l(p-l): dimr) Q(€1), deduz-se que e
pa'l(p-l ) e q ue vP(l- e) : 1

Sabemos que(ver 1.1) se PI,...,pt são primos de 0(E)
que estão sobre p, e Êj e !.i são seus respectivos índices de
ramificação e graus de inércia, então

j >ll e{ f.i : pa ' 1 ( P-l ) : di mQ Q ( e)

e.i = pa'i(p-l) para todo i= 1,...,t temos que
1 , ou s ej a

J

.&.

1 + €1' + (j-l ){ G 8

,t temos

ppa'l (P-l )

Usaremos tambi$n no futuro o fato que

{l , € ,. . . , ePa ' l (P- l )-l }

uma base fundamental de Q(€1) sobre Q.(ver [ 3] pg.327)
blo caso a = 1, precisaremos conhecer o discrjminante do

corPO Q(€1). Se D = cliscrímjnante de Q(e), usando a base f un
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ddmental {€1,€12,... eP-l} temos que D = det((Tr(El+'j)l<{,j<p-l)).
Se s Z 0(mod p) o pol inõmio Irr(es,Q) : xP'l+xP'2+'.. : X+ l
então Tr(€1s) : -l

Se s :o(mod p) es = 1. Então Tr(€1s) : dimQQ(e):p-l
Definiu vamen te, temos que

P -l

D : (-1)'"2' pP'2 se p >2

No caso p : 2, alguns resultados anterior.es são vãl idos

Seja E uma raiz de ordem 2a de 1. Suponhamos a >1.(o ca
se a : l carece de interesse )

. a - l

©2a(X) : Irr(e,0) : x2' ' + 1, dimQ Q(e) : 2a'l

Como antes temos que 2 se ramifica teta Imente em Q(e)

Também podemos provar que uma base fundamental de
es tã da da por {l , e, . .. ,€2a' l -l }

Q (e )

SEÇÃO 111. 2 ESTUDO DE UMA EXTENSÃO PARTICULAR

Seja p, um primo arbítr'anjo e seja K um corpo de niimeros

algébricos que contém todas as raízes p-ésimas de 1. Seja
cl € K e consideremos L = corpo de decomposição do polinõmio

x'-a. Vamos supor também que a é inversTvel em K. (a inteiro
em K)

Vamos provar o seguinte: L é uma extensão abeliana de K
e em K os únicos primos de K que eventualmente se ramificam
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o aq ueles que estão sobre p € Q

Seja wo € L um elemento que verifica w: = a. As raizes

da equação xP.a = 0 são {wo'wo ç,'..,wo eP'l} onde Eé uma

raiz p-es ima primitiva de um.

[ claro que L = K(wn). Os automorfismos de L estão de

term inados por seu valor em wO' Então \r a € Gal(L,K) a(wo)
en(a )w.

Temo

sa

K) nenhum de Kprl mo se ra

K

os en tao uma apll ca çao

n: Gal(L,K)(Fp : grupo clcl ico de ordem p)

É fácil verificar que n é um homomorfismo do grupo mul

típlicativo Gal(L,K) no grupo aditivo F.

Se n(a) :0 a(wo) :woentãoa; Idl Entãonéinjg.
topa. Em consequência agrupa Gal(L,K) ê isomorfo a F.ou tri
vi al (isso acontece se w. € K)

Se a e xte nsão õ trivia 1 ( L :
mifica em L

No caso em que a extensão não é tr.ivial temos queGal(L,K)

õ isomorfo a Fp' Logo a extensão L õ abeliana e dimK L : p
Provaremos que nesse caso os iónicos primos que eventual

mente se r'amjficam são aqueles que estão sobre p
Para isso calcularemos o discriminante da extensão Ç

Seja uma base xl '.. xP arbitrária de L sobre K. Indica
remos com Â(xl '.. xP) ao discriminante dessa base

Â(l,w.,...,wP'l) = 0.Sj«n.Sp-l(w({)-w(j))2

onde wál) e woj) ind.icem os conjugados
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A(l ,wo'
0.S'i<j.SP-l(wo ÊI' - w. ej)2

0.Sj<j.SP-l o(Ej - ej)Z: wo 0«.i<n.Sp-l(€1 ' ej)Z.

Nessa expressão aparece o discriminante do corpo ciclo
tõmico p-ésimo. Então(ver seção lll.l)

Â (l E-l) : ":(-1),w
P- l

'7'' P'': se D > 2

Seja aqorã xl'...,xo uma base fundamental de L sobre K

FJesse caso w: = }1 uij xj com uij inteiros em K.

Se U : (uj.i) temos que

A(l,wo''..,w.']) :(det U)2 A(xl '.. xp-l)(verseção l.l)

Os únicos primos de K que dividem A(l,w.,...,wP'l) são
aqueles que dividem p, então os únicos orimos de K que div i

dem A(xl,...,xP-l) são aqueles que dividem p
Pelo teor'ema de !)edekind (ver pa. 161 [15]) os iónicos

primos de K que eventualmente se ramificam em L são aqueles
que dividem p

?Jo cas o

vamos que
ser

(det U)2 A(xl

Z, se cons ideramos em L a base (l,v/ã) ob

A(l , ,''ã) : 4a

Temos então o mesmo resultado



SENÃO 111.3'=~ ANÁLISE P-ÂDICO

Seja k*.um corpo com uma valorização discreta v com res-

peito ã qual é completo.(Ver [3] pa.253)

PROPR.ZE'D.4Z)E J.r.Z.3.7 A série }l0 an an €

somente se v(an) --- 0

PRopR.ZEZ?.AO.F r.Z.r. 3. 2 Seja a série

k converge se e

ies
í,á:l ''ij

i:l:.(j>ll ajj) e j>ll(j>ll a.Íj). Se para todo N>0 existe sõ
um numero finito de pares(i,i) tais que v(a:.i)ZN, então a
série dupla convir'ge e as séries iteradas também e

e as ser

oo'a)coa)a)

.{:l ajj : {;ll(jlll 'jj) : j>ll(iEI 'ij)

PROPR.ZBD.4Z)E' .r.r.r.3.3 0 conjunto dos x € k para os quais a sé

n an xn convem.ge õ da forma {xiv(x)3lu} para alqumuGZ

PROPR.r#0.40Z .Z.Z.r.3.4 Sejam f(x) : n>10 an xn g(y) : .}l bn yn

SeafconvergeparaÍxjv(x)!u} eag paray.e k tal que
v(bm;ym) .Z u V n31 então a série F(y) obtida Substituindo

formalmente a g na f converge para yo € 1(, e ainda mais F(yo):
f(g(y.))

Seja agora a segu ante s ituação= K iiN corpo de números

algéQ.ricos e p € Q um primo. P um primo de K que esta sobre
P

Seja vP a valorização P-ãdica de K. Seja e = vP(p) = Í.!!
dice de ramificação de P. Seja DP o anel da valorização vo

E seja lr um elemento primo do anel Dp' Seja Kp o completame.g
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to de K com despe ito a valor.ilação vP' Seja Qn O CORPO dos
numeros p-adjcos

Sejam em Kp as séries

exp x = ] + x +

] g (l+x)

É claro q ue vp(n!

te intei ra de a. Então vp(n

iglt.. Então temos que

2
X I'Z. q. 'Ka 1'3 .çX=

+ (- 1 ) n'l xn/n

, onde [ a] indica a par

.'l#l ' ...) « '' .l 7)

n(vp(x) - Ê:T)

Então se vP(x) > e a série exp x converge

Reciprocamente se vP(x) -S e

vP(x)

Fazendo n = ps

vP (n :) e(ps'l + Ps-2 + + l )

n vP(x)
n(».(x) - f$) - Ía .S Fa-

Então a série exp x não convem'ge.

Em consequência o conjunto de convergência da série exp

esta dado por {x: vp(x)ZK} onde K = ]f;T] + l

Vamos estudar o conjunto de convergência da série

log(l+x). Se vP(x)50 vP(iÍ) : n vP(x) - vp(n).S0; logo
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y \ i '"x/ nao c onve rg e

vP(x).ZI e n : pa nl com (nl'F)

lg n = a lg p + lg nl .Z a lgp

ls eri e

l temos que

(*)
Então

: n vP(x) - vp(n) : n vP(x) - ea .Z n vP(x) - e -l-S--n .!

.: " ' ' -lt-t : n(l - e-.}g--g)
Comolan-»0 n-D.« temosquevp(-'F)->n se

n -> ®. Então lg(l+x) converge se e somente se vP(x).ZI
Shja A = {E: € Kp: e : ] (mod v)} então o conjuntodecon

vergencia da série lg z é exatamente A

Temos então que lg: A -> K.

Analogamente se B = {x € Kp: vP(x)3 ülf temos que
exp: B

Queremos estudar a valídez num corpo completo das pl''oprieda-
des us uaís da série lg e exp

E fãc il pt''oval que se €1 ' c2 € A então lg(elc2) : lg cl +
+ lg c2 ; isso ê consequência das propri(dades formais da sê
ríe lg

Em
geral nao podemos garantir que lg e seja um elemento

de OP' P são os inteiros de Kp

Vamos achar um subconjunto de A para o qual as imagens

do lg estão dentro de B, e ainda mais exp lg c = c.

TFORZ'ãg.4 .Z.r.Z.3.Z A aplicação x -ü. exp x é um ísomorfísmo do
grupo aditivo B no grupo multiplicativo



AK : {c € A: c = 1 (mod lrK)}

0 isomorfismo inverso esta dado por c:
DEMONSTRAÇÃO

Seja x € B , q uer amos provar que exp x € AK, ou seja que
vp(exp x-l) ! K

C)u s eja , b as ta p nova r q ue

Seja s tal que ps .S n < ps+l

»P($) - - : « «P(x)

.z (n-l)K- e(HI + l:;l +

V n1l com vP(x) Z K.

f,{a s

E ntão

'l$1't'$' + -.B
Ps t'' . { *

l

P

Como K .Z .iisT temos que (se n3 l)

+ $ p n

Ps Ps

5J?' - 7 tH : í$' '$ - ') z'
Temos provado então que x -> exp x: B

Utilizando a Propriedade 111.3.4 temos que lg exp x = x
y x € AK ( ISSO ê consequência de que a série obtida substi-

tu'indo exp x em lg c for.malmen'ce, dã a 'ident'idade)
Também temos que exp(x+y) = exp x . exp y

Queremos provar' agora que e B, ou seja

K

n
. 1X»p ('h )
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que se x é tal que vp(x)àK vp(ii-).àK. V n.1l
Se n = 1 a propriedade se ver'ifica trivialmente
Em geral consideremos duas possibilidades
(a) l .S n .S p-l

vP(x) - vP( n) vP(x) ! VP(X) .Z K
(b) n ZP .àZ

A ig ualda de (+) asseg ura q ue

"p(") : ' I'l-.F
E ntão:

Então

( n- l )K ( -- 1 ) ( bS.l

h-]) 'p5 - . -+ãl : 'gH:P 14Ç# - 4g.H .! o

pois a função -4#Ç-lt ê decrescente se t > 2

Também se verifica que V e G AK exp lg c: = e. .g.!.t:d.
Procuraremos agora os zeros do lg. (ver [6] pg.258)

TEOREMA 111. 3.2

Sej a a ap]i cação ]g: A Kp ' então l g
que existe ps com s.ZO que verifica c:Ps : l
DEMONSTRAÇÃO

vp(e-l).ZK. Como l € AK' lg 1: 0(por definição),e
a função lg é injetora em AK, resulta que e=]

Provaremos que se vP(c-l)ZI existe s tal que vP(c:Ps-l) .!
: K então como de lg e = 0 se deduz lg cPs : 1, pela observa-
ção anteri or temos que c:Ps : l

im p l íca
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Sej a x. = cPs - 1 , en tão

*S..: 'PS'l. :(xs'l)P . l:(P)x; '.(P)x2 .

(onde (j) indica o niimero combinatõrio)

'- ( g)*!

vP((P)) : vP(P!) - vP((P-j)

e(vP(p!) - vP((P-j)

vP(j ! )

Então

»-'':,, : {: : : = ' '

Em consequê ncia

vP(\+l) 3 mínÍe+vp(xs),e+2vp(xs) ,...,e+(p-l)vp(xs),pvp(xs)}

Então vP(xs+l) » vP(xs). Então existe s tal que vP(xs) .Z K
c .q . d

s#çÃo .r.r.z'.4 Á Ápz}.ra4ç'z'o À

Seja i uma extensão algébrica normal finita, seja p um

elemento primo de Q e seja G : Gal(K,Q). Seja P um elemento

primo de K que esta sobre Q. Temos a seguinte situação

'-í'=----' Kp ' aP

Z ç Q '- -', Qp 3 Zp

onde O são os inteiros de K, Kp e Qp os completamentos de K
e Q um respeito ãs valorizações P e p-ãdicas respectivamente.

TP
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u a u v bçlll\.plll\,a

Uma generalização natural dos resultados do Cap ll nos

levaria a procurar' um ZP G-morfismo entre os ZP G-módulos

' ': zp ' .9. 8.
A estrutura de ZP G-módulo de E oz ZP Õ a natural

A estrutura de ZP G-módulo de PoP 19'P e a seguinte:

(ap)p/p G P/P8P e ' Ç G a'(aP)P/P : (õ(aa-l(p)))P/p'
onde õ: O'.l(P) P e o único Zp'morfismo que faz o dia-
grama abaixo comutativa

cl

se

a

a'l(P)

e'

aP

No futuro usaremos a mesma notação para a e ã

No capitulo ll construímos um QG-morfismo de E 8, Q usam

do o lg. Agora faremos uma coisa parecida para construir um

morfísmo de E oz ZP usando lg P-ãdico. Par'a isso precisamos
resolver alguns pv'oblemas técnicos que tem origem no fato de

não ser possível definir o Jogar:i'tmo P-ãdico em qualquer ele
mento de U

Seja como antes u o grupo dos ínversíveis de O, e c o
subgrupo das raizes da unidade de K

Seja Ep : U(N'l)pt onde N .indica a norma absoluta de um

ideal primo P, que esta sobre p, e te o menor inteiro que
verifica p' > eZI, sendo e= índice de ramificação de P
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EP U/C
DEMONSTRAÇÃO

Sej a cl: U

0

r

como ZG-módulos

» Ep c U definida assim

cl(x ) : x (N- l )p t

ÉI claro que a õ um homomorfismo soba'eietor de U em E. consi-
derados como mÕdu:l'os sobre ZG.

Ê claro também que o Ker a c c.

Seja z € C queremos provar que z(N-l)pt : 1. Seja w =#(c)
(cardinal idade do C). Então w = wo pa onde p two' Quer'eras
provar que w/(N-l)Pt ou seja wo/(N-l) e a.St.

Seja Q(e) c K onde € ê uma raiz primitiva de or'dem pa
dimQ Q(e): pa'l(p-l). Como p se ramifica totalmente

emQ(e)(ver 111.1) eQ(e),Q : pa'l(p-l)/eK,Q :e. 0u seja
que pa'l(p-l)/e <pt ou seja pa-l(p-l) <pt, então a <t

Sejaagora r:lYIYn:l com(n,p):llcC. Então
#(r) : w

S ej a 4):

D

-> ( '3/P)+ definida assim:

$ ('r) = 'Y + í'

+ é um morfismo injetor. Se y+ P = 1 +P com y # 1, acontece

queYn-l+Yn-2++1:0. Comoyk=1(modP) resul+.a
que n : 0 (mod P), ou seja P/n. idas por hipótese o máximo d{
visor comum ente'e n e p, é 1. Então resulta que + õ inietora.

Oa:í temos que #(r)/?#(©/p)* : N-l. (ver seção l.l)
c . q . d .

Agor'a temos que Ep c U c O" e podemos trabalhar em E
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com o jogar:itmo P-ãdíco que é injetor
LEMA 111.4.2

lgpo rp: Ep -> P é uma função injetora
DEMONSTRAÇÃO

Após o Teorema 111.3.1 basta pr'oval que vP(w-l)
+ 1 = K, para todo w C Ep' Seja w = u(N-l)Pt com u €
j a x : u (N- 1 ) . '

Do fato de (e'/P)+ ter N-l elementos, deduz-se

uN-l : l (mod P). Existe então a ta l que vP(c!).!0 e
(onde lí é um elemento de K tal que vP(n) = 1)

Então temos que w-l = xpt. l:(l +alr)Pt

.]
se

que

+

vP (w- l ) vP((l + aT)Pt . l) ( Pit ) ( a«) { )
Provaremos que para todo i .! l acontece que

vP ( ( Pit ) ( alr )

vp((aTr)Pt) .Z Pt > e > --Ê
- P-

vP((Pt)(ax)i) : vP((Pt)) + iv.(aT)

P/( Pjt) e n tão=

vP((Pt))! vP(P)
se í < pt

vp((Pit)(ar) i) > e + l > --.!P-

Se { : Pt

Se i < p t

agora s e i # pt

t
! vp((R ) + l

Em conseq uência

Podemos agora então def unir' um Zn G-homomorf ismo



- 64 -

ÀK,p: Ep 0z Zp '- ./. 0'p (1)

da seguinte for'ma: sejam v/ € Ep e a € ZP

XK,p(w ® a) : (a lgP vP w)P/P

TP Indica a inclusão canónica K c---:iP Kp e lgP o Ioga
ritmo em Kp É Óbvio que ÀK,p é um Zp-morfismo. Precisamos
provar que comuta com a multiplicação por um elemento de G
ou seja

9

ÀK,p(a(w ® a)) : a ÀK,p(w ® a)

Por um lado

ÀK,p(a(w o a)) : ÀK,p(a(w) ® a):(a lgP vP aw)p/p
Por outr'o la do

(w ® a) = a'(a lgP rP w)P/P :

g .l(P)'ra-l(P) w))P/P:(ct a(lga.l(P) a'lP w))P/P
Como temos que o diagrama seguinte comuta

. .
a '(P )

(a(a l

. lg. o . .

temos quem(lq .l(P) a'lP) : lqP 'rP aw.

Em consequência: ÀK,p(a(w ® a)) = a ÀK,p(w 8 a)

Seja agora rK P : postoZp(À(Ep 8z ZP))

Sabemos que postoZ. (Eo 8z Zn) = posto7 E. = posto, EP }'' ' p' ' z P '''"Z r



r = niimero dc dirichlet de K sobre Q.

É claro então que r.: rK,p

Estudar a injetividade de ÀK,p é equivalente a estudar
em que casos acontece a igualdade r'K,p : r. Veremos a relação

rK,p com o posto do regulador p-ãdico.

No futuro indicaremos ÀK,p : ÀP e rK,p : rP
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SEÇÃO 111.5 0 REGULADOR P-ÃDICO

Na mesma situar'ÃQ que na seção 111.4 consideremos um pr{
mo fixo Po ' q ue es tã sobre p.

Sej a ul'...,Ur. uma Z-base de En
o#Z'.ZX.zç'jlo .rr.r.5.z Chama-se matriz regulador p-ãdico de K a

z Rp € Mn,r(O'Po) definida assim:

lgPotPoalul ' lgPoTPoalu 2 '

Rp : llçPorPoaZul ' lgPoTPoa2u2 '

lçlPoTPoanul ' lgPorPoanu2 '

onde {al ' . . an} : Gal (K,Q)
DEFINIÇÃO 111.5.2

g.o'P.'l"-

gp.'P.'2"-

, lgPotPoanur

rP postoKo Rp

Provaremos que FP é exatamente igual a rn' 0u seja que a in-
jetividade da transformação Xo ' fica controlada pela matriz
regulador p-ãdico. No Capitulo ll provámos que a aplicação
4): E oz Q -p' QG é inietora dado que o posto do regulador com

ode com o posto de E. Na situação atual o problema da inje-
tivídade de ÀP ê um problema em aberto, em particular a per'-

0
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junta de se rP : r para toda K extensão abeliana de
todo p primo, foi formulada por Leopo]dt em [9]
TEOREMA 111.5.1

P P
DEMONSTRAÇÃO

Vamos supor" que as col unam

lgP TP al u.i
0 0

Q e par'a

X l com 1 < 'i < }
- - P

lgP.'rP an ui
0 0

são base (sobre Kpo) das colunas de Rp

Vamos provar nesse caso que os elementos ÀP(ul
8 1) são linearmente incJependentes sobre

Se exjs tem ct.

® l),

zp

'arP ta i s que

rP

i EI a XP(uj ® l

Temos que, multiplicando por a € G

rP rP
jEI ai ÀP(ul ® 1): 0 : .EI a.i ÀP(a(u{) O l)

Eln tão pa ra todo a € G val e

FP

.!. 'j lg.o 'P. ' "{
0u seja que as colunas da matriz regulador', verificam

FP

.!. '. *, : '

1 )
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ssoéabsurdo,amenosquea:=0 i=1 ...F

Da:í que {ÀP(u.i ® l) l<i<7. são linearmente independentes

Seiaaqara i>FP' comoos x.i i = 1,...,i;P' são
base das colunas de Rp' existem Bj € Kpo' com llj.SFp'de
modo que para todo a € G se verifica

rD

]gPo 'rPo a ui : jlll Bj lg!'o tPo a uj (2)

Sej a agora Gpo : {p € G: P(po) : po}
Seja p € Gpo' pelas observações da seção 111.4 resulta

e l

que

qP. 'P. ' '{

Então
P(Po) tP(P.) p a ul lgPo TPo p a ui

PlgPo tPoaui :lgPoTPopa ui :jlll Bj Po rPopauj

Aplicando agora p na igualdade(2) temos que

rP

P(lgPo TPo a ui) : p(jlll Bj lqPo TPo a uj

r

' P

j =1 ( Bj ) lgPo tPo p a uj

Compor'ando as duas Ultimas expressões e observando que fi
do p e variando a obtetnos todos os elementos de cu, temos qu

' P

j 1l p(Bj ) xj

Resulta então que v P € Gp0

xan

Bj xj

Bj
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Usando a teoria de Hi]bert(ver 115] pg.175, Proposição

4-10- 5) deduzimos que Bj € Qp
Temos então a igualdade (2) con B: É; o.

Seja agora o G G arbitrário e apliq:lemos 0 na igualdade
( 2 )

0(1gPo rPo a ui) : lq0(Po) rO(Po) 0 a uí

rp Fo

o(jEI íij lgPo 'rP. a uj) : jXI Bj 0(P.) rO(P.) Oauj

Seja agora f)/p arbitrário e se.ja 0 tal que 0(P.) = p. Jq

igualdade anterior vale pat"a todo a em particular para a;: 0'l
teremos então que

9

lgPTpu.i :jlll Bj lgpTpuj 'i>i;p BjCQp

Em consequência os vetores ÀP(ul ®l), ..., ÀP(utP ®l),ÀP(u.i ®l)
são linearmente dependentes sobre Q., então

PÕstozp(Àp(Ep 0z Zp)) : Fp

rP

c . q . d .

SEÇÃO 111. 6 ALGUlqS RESULTADOS PARCIAIS

g'FOREM.4 .Z.r.r. 6..Z Se r >.2 =:-> r.. ?2
DEMONSTRAÇÃO

rP 2, considerando a linha da mata iZ Rn que corres-
ponde ao elemento Id G Gal(K,Q), terá'amos V o € (; e ir i

l .SÍ.Sr que existem niimeros B(a) G Kpn tais que

o ' o

3

B(a) laU T i,l{ ? P l
0 0
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Aplicando a propriedade multiplicativa da função loga-
ritmo(teorema 111.3.1) concluímos que para todo a G G e
V u € E. vala

lgP rP a u : B(a) lgP tP uo o o o
Seja m = ordem a e a # Id

lgP TP az u = í3(a) l g P rPo o o ' o [ B(a)] 2 rP u0

lgP. vP. u : lgP tP am !J = [ B(a)]m
o o ' a ' o

Definitivamente [B(a)]m : 1. 0u seja que B(a) é algébrico se
bre Q. Então usando o teorema de qatl]er [10] , que generaliza

o 7Q problema de Hilbert ao caso p-ãdico, deduzimos que B(a)
deve ser racional. Então B(a) : tl ; e. m consequência

l gP. rP. a u : lgP vP uo o ' o ' o

usando o l(:ma 111.4.2 deduzimos que

a u = u', pa ra todo u € E

Então os ZG-submõdulos c:Íclicos de En ' tem posto l sobre Z,
mas isso claramente esta em contradição com o Teorema ll.a.l

exce to no ca $o r :: 1. c .q.d
Na demonstr'ação do teorema anterior foi essencial o fato

de que í3(a) fosse multiplicativa em relação ã variável aç G.

flossa 'intenção õ general'azar esse ?'ac'iocl'nio, para isscJ pre-

cisamos, dada uma combinação linear >1 a(a) lgPo tPoaui :0
que os a(a) se compor'tem razoavelmente com despe íto a multi-
plicação em {.à. Para isso precisar'e:Tos uln resultado sobrc}

C

P
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ídempotentes centrais, querer'os expressa-los eln função dos ca
racteres do grupo.(ver' teorema(33.8) pq.236 [4])
LEMA 111.6.1

Seja Po urn pt'imo fixo de K que esta sobr'e p e seja Q un

fecho alqétur ico de Kpo' Vamos supor' que G = Gal(K,Q) é um gry.
po abel taro. Suponflamos também que a extensão K/0 õ real. En

tão se rP < r: n'l existe um carácter x G G tal que

aeG x(a) l gP tPo a u{ : 0

e x não é o carácter identicamente igual a l

(G::Íx: G ---> Q: x(ql92) : x(ql) x(g2)})

DEMONSTRAÇÃO

Seja a mata'iz Rnt mata iz trans-:testa do requlador p-ãd ico.
Podemos pensar' Rnt como uma transformação linear

R:: Qn

Seja FJ : {('-a)aGG l aa € l a P rP
0 0

E claro que dimQN + dimQ(Rt(Qn)) = n

fias djmQR:(ç21)) : rpán-2 então temos que dimQF:1:2
Seja agora no anel de QG o seguinte ideal

V(G):ÍaeGaaa aêC algPO'rooau:0 \rueEp}

Verificar'eras !e V(G) ê um ideal

Se 0 € G c }IG aa a € V(H)

a a = }1 aa 0 a : aeG cl - a.à. '.
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Precisamos ver:ificar então que

E ' ..
aeG Q 'a

Pias se consideramos u : 0'iv com v € Ep temos que

G 0'la aPo TPO a 0'l v : oenl cc0-laa

V u € E
D

rPo Q a v

>l. a. l g. :.
Pe Gu P ''1'0 }'=-

e essa 'iqualdadue vale p.ara todo v € [

Como s2G é gemi-simples e abeliano V(G) : Q G el o
© n G et onde o$ e.i são idempotentes ortogonais primitivos
Pelo teorema 33.8 da pg.236 de? Í4] temos que

e: : -Í+:- >1 xj(a) .
J IGI aêc

Como eí € V(G) os car'acteres xJ as!;ociados a e.i verificam

aeG xJ(a) lapa vP.. a L'

Se o {inico carácter que verifica a igualdade anterior

rãcter ide;at'ícamente 'igual a 1, teremos -que

V(G) : Q G el onde

D

8

e o ca

Fe
: : n .ê. '

Has Q G el = Q el ' pois T el : el V t € G.

E:m consequência se (aa)aeG € '{ resulta que

>l a. a G V(q)
a€G

cl € Q; em consequência terços que $eEntão Z

(aa)aeG € N -' aa
do

el

V a. Da:í s ai q ue l a b,s u r



Podemos agora dernonstr'ar o seguinte resultado
TEOREMA i11.6.2

Seja K uma extensão de Q abellana real tal que
G : Ga (K,''))

ê um grupo de expoente m, com m <4 ou ro

DEblONSTRAÇÀO

Deduzimos (apl icando o lema li1.6.1) que existe un ca-

rácter x € G não identicanerlte l que verifica

alga x(a) lgPO vP. a u : 0 V u € Ep

Como os pol inõmíos ciclotõmicos @l ' @2 ,$3' 4)4' $6' tem
grau menor ou igual a 2 e o grupo n tem expoente .S 4 ou (i; }'e

culta que x(a)m : l com m.S4 ou 6, de onde se deduz que x(a)

esta contido, para 'bodo a, mima êxtcHlsão F de Q de grau .S 2
Estlidarenos então dois casos diferentes

a) x(a) € n V a G

Cornosemprücacontecequc l lqP TP au
aeG ' o ' o

consequência de qu.: H a u : tlK/Q u : +l pois
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E ntão r = r = n-l.
P

('í s s o õ

K/Q u :(Í{K,Q(c))(N-l)Pt :(tl)(Õi-l)Pt

sendo u : c:(Í4-1)Pt.) temos que

}l (x(a)-l) lqP 'tP a 'l : 0 V u € EaeG \ {l} o o p

DaT deduzjmas qua existem inteiros a(a) não todos nulos ta is
q ue

-''. 'P. (.!.\ a (a)) :au
{ ] }

C



ê tililâ função injetora, temos que

(*) n (au)a(a) : 0 V u G E
aeG \ {l }

Sabemos (Teorema 11.4.1) quis existe u € E. tal que posto..ZGli=

= r = n-l, mas isso õ contraditõr'io clln (+) pois sabemos quc

existe algum ao € G \Íl} tal que a(ao) # 0.
b) Existe 6 inteiro soba'e 0 tal quc 6 g Q

x(a)-l : a(a)+ b(a)6 cora a(a),b(a) G Z
Como â ntes deduz amos que

lgPo vP.( RG\tl}(u)a(a)) : -6 1gPo 'p.(anG\tl}(u)b(a))(*)
igual da de q ue vale par'a to do u € E

Se a(a):0 Va € G\Íl} ter':íamos(dadoque ó#0) quc

lgPo 'tPo (anG\Íl} (u)b(a)) = 0 e como na parte (a) deduzimos

que b(a): 0 y aC G\Íl} mas isso a absurdo poisocarãctet-
x não Õ 'ide nt'icâMçan te l

Existe então ao: a(ao) # 0 e tambêmal: b(al) # 0. }4as

nesse caso estar'íamos em contradição com o teor.ema de f.lahler

[10] pois o quociente de dois loqarTtmos de rlümeros algébri-
cos p-ãdicos seria algébrico não racional
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(

n

Cano em E
P

'P

Oz?SFXVZÇ.ão .Z 0 teorema anterior pode ser' provado em hipõte.-

ses ma'is gera'is, p.ex.; no caso nuca K seja tal que o subcorpo

max imal real de K se.ia uma extensão abellana com grupo de Qa
l ois de expor n te < 4 ou (i

Isso õ consequência de que se KI e o cor'po maximal real

e KI # K. Então n = dimQ K é parei: dimn KI Nesse caso$e

dC Q



rK e rKI os números de Dirichlet de K e KI teremos

que rK: rKl: ?' I' Como pelo teorema 111.6.2 rK.,p : rKI e

não ê difícil de provar que rKI'p : rK,p ; teremos que rK,p:rK
0BSERV'.4çÃ0 2

0 teor'ema 111.6.2 tambÕnl pcderja ser demonstrado (dessa

fot'ma fo i provado en} [1]) usando um resti]tado de Mirikowskí

[11] SGJbFC invers:íveis numa extensão ga]ojsiana dos rac'zonais

(ver [ 1] )

OBSERVAÇÃO 3

Vamos considerar uma valorização não trivial dos racio-
nais que índicarelnos com 1. (1 1 pode ser arqujmediana ou

não ar'quimediana). Seja Q um fecho algébrico do completamente

de Q com respeito ã valorização . Seja A = fecho algébrico

(!eQerlQ. SejamcljeA i =] ... ntajsqueo logaritmo

dos a.i esteja definido. (flo caso de que a valorização seja
ar'quimediana o Jogar:ítmo õ o loqarT'mo usual, e no caso não

arquimediano r] Ioga.r:i tmo é o Jogar:í tmo p-ãdlco)

c'oJV.rzc'rux.4: Se ]ç a.i i = ] ... n são linearmente dependen-

tes sobre A então são linearmente dependentes sobre Q.

íla caso n:2 e ll arqujnediana e o 7o pv'oblema de Hil-

bert. fica caso n = 2 e 1 1 não arquinediarta ê o teorema de }iah
ler 1101 . flen})um outr'o caso ã conhecido

Se a conjectura fosse verdadeir'a par'a todo n, então

rK,p : rK para toda extensão K abeliana de Q e para todo or{
!no ra cjo nal p € 0

[)a me s ma fo rma

74
chamariuos

observação 1 , podemosque na supor a
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e xten são K de Q õ a bel ia na renal

n-l = r usando o lema i11.6.1 mostramos a exis
tência de um carácter x que vet-jfjca

aGG x(a) lgPo tPo a u : 0 V u € Ep '

e de modo que x não õ idcHt icamcntt] igual a l
Vamos supor que x(a): aeG} aQFã !im cor'oo F. Seja

dímQ F' (os elementos x(a) são todos algébricos sobre
pois x(ay'' : l onde m : o(a))

,xt} uma base irttegra] dc F sobre Q. Existem

então {nteir'os al(a),...,at(a) tais que

x(a)-l :al(a) xl F... +at(a) xt aiea)eZ
Temos -ntão que

mx{ a

a a) 1,...,t, a € G.

xl lgPo 'Po anG\ {lla(u) )(a) + + xt lqF. 'tPo aGG\ {lla(u) t(a)

E:xistem então raciona ís (ou inteiros) nl',..,nt tais que

lqP 'P !.. ,..a(u)b(a) : 0
' o ' o aeG \ {l }

ondeb(a):nl al(a)+...+ntat(a) b(a)GZ
Cano aíltes usando o resultado de :4'inkowsk'i rnenc'íonadun,

[1'], ou c teorema 11.4.1, deduzimos que b(a) = 0 para todo
a

fias Isso õ absurdo pois se nl # 0 temos que

al (a) a2(a) + a t(a)

Então
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x(a)-l:a2(a)(-iexl+x2)+... at(a)(- txl+xt)

Nesse caso dimQ F não seria t.

SEÇÃO 111. 7 UM CASO ESPECIAL RESOLVIDO POR MÉTODOS ALGÉBRICOS

T#OREiMÁ .r.Z'.Z'.7..Z Seja p um pr'imo r:.)guiar, a um ante ir'o pos'i-

tjvo, E, uma raiz pr'imítíva pa-êsina da unidade e K = Q(e)
Então r :: r

DEMOllSTRAÇÃO

r N- 1 } D '

Ep : Ut''''/t' com N = N(P) P ideal primo que esta se

bre p, e t õ o menor inteiro que verifica pt> e : pa-l(p-l)
Na seção 111.1 provámos que P =(1-e)O'(onde O' sãoos in

tenros de K.). Então N(P) : N( l-e). Na seção 111.1 tambémpro
vamos que

P : (l - e)pa'l ( n- l )c.

Em consequência f!(p) ;(fy(l-E))pa'l(p-l). M.s como p € q

N(P) : pP' ' ' (P- l )

Em dCf'iRitivun temos que hl(P) : p. Sabe'mos também (seção lll.l)

que e = pa'l(p-l) então o menor intoire que verifica pt >
pa . pa'l:õ a. Então E. = u(N-l)pt: U(P-l)Pa

Sabemos q!!e rP < r, vamos supor' que r'n < r
Se vl,. ..,vr são uln sistema de inver'sáveis fundamentais

de O', então vln'l)Pa,...,vrP'l)pa .ão uma base de E. soba'c

Seja u.i = vlP' i)pa. Se rP <r existem aj € zp não todos nulos
tai s que
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(]) .>ll ai lgP TP uj :0 par?i todo

ZP ê um anel local podemos supor' que al

Chamaremos w.i::: ví'i, então tvP' : u.i

Pios elementos w.i podemos definir lqP .pois vP(wi-l) .Z
Isso é consequência de que :#;((8/p)*) : i*](P) - ] : p-l. Então

(V.i+P)P'l : l+P, ou seara w.i l(":od p)
Temos então substituindo em (1) que

.illl ai lgP 'tP u.i : pa 1111 aí lqP TP w.i

Temos agora a dificuldade de que não sabemos se

lqP 'tp wj G Dp

onde Dp e o anel da valorização vP em Kp

Existe um b > 0 tal q ue

(3) pb lgp TP w.i € P2 Dp p.ara

Os elementos a.í da relação (2) são de 7P mas existem a.i € Z
t a i s q ue

r

r

P /P .

( 2 )

r

(4) a.i : a.i (mod pb zP)

Temos então quc

r

r

lg. .. [«. jn

lgp vP wl + .illZ ai lgP TP w.i ; .ill2 (al-a.i) lqP 'tP ç/i

Essa Última expressão por(4) e(3) esta em p2 Dn

Temos .então que

r
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F

l gP TP [w.i . n.
l =d

lg{(exo(px))P} pois lq exp px = pxda

com x € Dp

Temos que pzx = p(PX)

do que vP(px) .Z K

".:t. .:. : b$-] -.- ; P.!;#F:.U-].-

vP(PX) :e+vp(x).!e:pa'l(p-l)Zpa'l+l se p#2

No caso p : 2 em(3) devemos substituir p2 Dp por 23 Dp.
(5) ter:Íamos a validez da igualdade com x € p l)P

Nes s e cas o

vP(PX) : e + vP(x) .: 2 e ::: 2 2a'] = 2a .Z 2a'l

Chamando então y = exp(px) temos que y € Dp(seção 111.3).
defina tido temos que se

r a.: r a

'P (wj {n2 w{ ') zo : w] jn2 w.i

Existe então pelo teorema 111.3.2 y raiz da unidade em

tal q ue

b$].' a-l
P +

Em

lgp lgP yl''
P

(6) YZ = yP con yP'

Acontece que as raizes da unidade de ordem uma i)otência de l)

forma TP n cúiB n raiz :!a unidade em K. Seja y
uma raiz da unidade de ordem pv con v>a l;emos a seguinte si
tuação

P

P

P

o('v) -----. [ Q('v)] Õ

o(e) ---+ ! Q(e)] P

Q ------....+ Q'n
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P' existe uül Único divisor primo dc Q(y) que

0

Como p = P'' e

es tã soba-e P

Consideremos Irr(y,Q(€1)), esse pclinõmio coK-o pol inõmio

a coeficientes en ÍQ(oip se favor'iza em tantos fatores ir're
dutlveis como divisores de Q(y) estão sobre P. Temos então quc

Irr(y,0(ÉI)) : (B(x))m onde B : ]rr(y,[Q(e)].)
(para o anterior ver teorema 3 pg.271[3]

Pias como y G IQ(ei)]p temos que B(x) : x-y. Então

l t"r(y ,Q(e) ) : (x-Y)m,

em consequênci a y € Q(€1)

Temos então que Y : tP(n) n : €1l. 0u seja que a igual
dado (6) se transforma em

(7) Tp(€1l zo) : yP com y G Dp

Queremos provar que y = tP yo com yo É; K : Q(€1)

Consideremos o polinõmio f(x) = xP . €1l z

Se.ja L = ccr'pa de part ição de f sabre K
Sabemos pc:lcs resultados da seção 111.2 que o$ primos

K que não estão sobre p, dão se ramjr'icem em L. Sabemos ta
hõm que a extensão L de K õ a hel fada

Então o ünjcc primo de K que poderia ramjficar-se em l.
ã P. Veremos que P taml)Õm nãcJ se ranjfica

Seja wo uma ra iz arb ítrãr ia de f. Sabemos que L = K(wr.,).

Se wo G i< não temos fiada para dernonstra}.

Em caso contrario temos (lue P = Pll ... Ptt onde PI são
primos de L que estão sobre P, e Pj corresponde a um fai:ol"

irredutível de xP . EI zo sobre Kp(teor'ena 3 pg.271 [3])
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En Kp o nolinÕmio xP - CI zo se
tão t =n, na deconposjção anterior

Aclara sa})erros a1le >1 ej f.i = djmK L = p

p. /\plicando agora um resultado da teoria de corpos de clãs

ses de H[[bert(teoreraa 131 pa.191 18]) temos .lue]L:K]/]}

Como p th(no caso a = lé a definição de orimo regular

no caso a >1 Õ um teorema de ]wasa.\,/a[7]) e [L:K] = p ou

temos que [L:1<] = 1. 0u seja que(7) se tr'ansforma em Elz.
aP com a € K

r a:
e'z. : e'('-1 ! "j'

ratorjza totalmente en2

9

Pa' a inversive! ae K

Então

i nve rsTvei s de K

Passando ã ültjma igualdade ao quociente módulo as t"aTzes de
uni dade temos

(VI ! V{'i )p'l € ( U/C)P : E P
C

r a .

VI R Vjl € E por consta'ução, temos que
C

u/c

Como

€ EP

Como os vl'''.,vr são um conjunto de inverslveis fundamentais

os VI,.-.,Vr. são uma base de E, logo
r a . r b .

VI R VI' : ( .R. VIJ )o
' 2 l 'j =1 J

ou sej a q ue 1 = b: p abs u rdo.
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