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PREFACIO

OBJETIVO

No caso classico considera-se a equacao integral de

Fredholm de 22 espécie com niicleo hermitiano e continuo

: b ‘
(1) ax{t) = y{t} + I Ki{t,s)x{s}ds
a

onde sdo dados: AeC; yec([a,n]): xec([a.b] * [a,B5]) com K(t,s) =
= K(5,t) vt,se[a,b] e procura-se a fungdo incognita xec([a,b]).
Considera-se entao E = C£2€Ea,5]}, gque € o espago pré-hilbertiano
das fung&es continuas definidas em {%,5} a valores complexos, muni
do da norma L, e © operador k:X€E t— kx€E definido por ¥ te{é;hﬂ,
(kx) () = f: K(t,s)x(s)ds, que, diante das hipSteses feitas sobre
o nicleo X,& hermitiano e compacto.Sendo €An) a sequéncia dos auto
valores ni3o nulos de k e (eﬁ} a sequéncia ortonormal corresponden-
te de autovetores, o Teorema de Mercer nos diz que "Se o nucleo
hermitiano e continuo K é tal que o operador k por ele definido é
positiveo, entae K{t,s) = g knen€t} E;Tg} a série sendo absolutamen
te e uniformemente convergenie em {é,ﬁ] X E?,ﬁ]”.

0 objetivo deste trabalho é estudar a equacgao (I},

chegando as alternativas de Fredholm, bem como verificar a valida~

o



‘de do Teorema de Mercer no caso em que as fungdes X € y gque apare-
cem em (I} est3o definidas num espaco compacto X e tomam valores
num espag¢o de Hilbert H, sendo continuas, e com nucleoc K, que a ca
da par (t,s)€XxX associa caﬁtiﬂuémente Kf{t,s}, un operador de H,

que terd que ser de Hilbert-Schmidt,

MOTIVAGCAC

A metivagao para este problema foi alcancada pelo
nosso orientador Prof. Dr. Chaim Samuel Hénig aoc considerar siste-

nmas diferenciais da forma:

(1) Lyl = v' + ay = £
(F} rlyl =0

onde sdo dados fec([a,b]:;C");aec([a,b]:L(C™}; reL(c([a,b];C") ;™)
da forma Fly] = asy(a) + B+y{(b) com o,8€L(C") e procura-se a

funcao incognita yec(l}{ﬁaﬁﬂ;cn)@ .

Para tals sistemas vale o seguinte
- = n : -
Teorema: Se para cada f€C{[a,bl):C") o sistema (L) + (F) tem uma e

- o~ o . . ~ - oy
uma s& solugao, entdc existe uma fungdo G:[a,blx[a,b] —

(13

— L{C™), tal que: yec {ié,&};Cﬁ} solugao de (L}+(F}

£

&
£ = - ‘hf { - b
se, e somente se, ¥ t€la,b], yv{t) = f& G{t,.s)f(s)ds.

Admitindo-se satisfeita a hipStese do teorema acima

enunciado, bem como que o problema (L} + (F) & auto-adiunto,isto &,

oo

¥ utvec(l}ﬁﬁ,b};ﬁn} se F(#) = F(v) = 0, entdo (L{u]|v) = (uirlv])
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o produtc interno sende o de CL2€Ei&ﬁ;C ), o que ainda & equiva-

lente a dizer que G € hermitiano, transformamos o "problema de au-

to-valores" da resolucdo do sistema
=¥
LIyl -~ ay = f rec

rly] =0
no problema da resolugao da equa¢ao integrals
b

G{t,s)y(s}ds = gt}
a

(I1) y{t) - A

)

b
onde gt} = } G{t,s)f(s)ds
a

Se, para isto, desejarmos trabalhar com coordenadas, sendo

Gij:[épb}xfé,Bl —s £ as funcoes coordenadas de G,isto €&, tais que

v t,sela,b]x[a,b].G(t,s) = [Sij(tc5>}%gigaFYi=§§qta — Cy e aque
L31€n

¥ te{b,bj v{t) = {yigt}}lgign e kij o uperador integral de nucleo
Gij’ a equacao (II) di, entac, origem ao sistema:
, o
yo(t) = & ¥ (k..y.)(t) = qg.(t) 1 <i<n
1 331 LR DA 1

ou a equagac matricial
y{t) - Alky) () = glt)

onde k € a matriz de operadores (kij}ij'
O tratamento intrinseco do problema, isto &, a con-
siderac¢ao do nucleo G e k come operadores e nac como matrizes de o

peradores € sugerida, entac, pelo incoveniente de se trabalhar com

muitos indices o que fatalmente ocorre no devenvolvimento da teo-



-

ria quando trabalhamos com coordenadas, por exemplo ao se conside

rar autofuncoes para a matriz {kij}.

AP RESENTACAO

No Capitulo 1 apresentamos conceitos e resultados
de Andlise Funcional que serac utilizados, sendo os mais triviais
sem mencao explicita, nos capitulos subsequentes. Destacamos neste
capitulo o Teorema espectral para operadores hermitianos-compactos
definidos num espaco pré-hilbertiano e o Teorema de decompasigéa

polar de um operador compacto em espagos de Hilbert.

No Capitulo 2 apresentamos a teoria existente dos ©
peradores de Hilbert-Schmitd em espacos de Hilbert mara com base
nela chegarmos a uma definicdo de tais operadores em espacos pré-

hilbertianos, bem como aos resultados correspondentes.

No Capitulo 3 damos um conceito de somabilida-
de uniforme e o Teorema de Dini generalizado para familias somidve-
is, gue sac utilizados na demonstra§§0 do teorema que exibe uma ba
se ortonormal de CLZ(X;H} em termos de uma base de CL2{X), suposta
existente, e de uma base do espago de Hilbert H (X é compacto};Teg
minamos o capitulo apresentando os resultados correspondentes a0
caso continuo da representacao integral dos operadores de Hilbert-
Schmidt.

No Capitulo 4 apresentamos os resultados de que se

compoe © nosso ohjetivo.
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abreviado por o.n.} de E e {i 3} o uma familia de (€.

e Aoe o somavel == W AEA
}<§{E&%A <V tfsi
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- LT Tal TojagA
somavel.
. ¥ 5 . - .
1.2 -~ Seja {e_|a€a} um sistema o.n. de um espaco berti
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(1)} ¥ xEFE, a familia {x & } & somdvel e % = R
¥ £% (%3

2
% roe Av

) o
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AT« S |
GEA
¢ % 4 oo . !E e e T {2
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ortogonalis.

e} que um operador {simetrico, cguando ¥
e um espago reall A e positive, se, ¥ €8, (Axlx} > 0

TEOREMA ESPECTRAL PARA QPERAD(

1.6 -~ Teorema. Seja E um espago pré-hilbertiano (real ou comple-

X0} e A:E — E um operador hermitiano compacto com A F 0. Existe

uma sequéncia (finita ou infinita) de autovalores nao nulos de A e

uma sequéncia ortonormal f{e } de autovetores correspondentes, tal
3]
cue:
(Rv} contém todos os autovalores naoc nulos de A
¥n, [x | 2 x| e se (A ) & infinita, 1lim A | =0
31 nnd it 0 on
4o
VYXECE, Ax = I A (xle je =
1} n’ Tn
n
Vo, .veE, (Axily) = I XA x vy
s nim’a

Observacao: Nao explicitamos o conjunto onde varia o indice n  do
teorema anterior para abranger o caso finito = o in

nito

Pre-

L.7 - Seja A um operador hermitiano compacto de um £spaco
hilbertiano E. Entao A é positive, sse, todos o0s seus autovalores

sac positivos.

1.8 - Seja E um espaco de Hilbert. Dada uma sequéncia o.n. {e }
de E e (A ) com A R e lim kr = (. Fntao o operador A de E defi-
I n H

nE e

nido por Aen = X & € Zerc no complemento ortogonal do subespago
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gerado pela sequéncia (e,) é hermitianc compacto. (Além disso se

A 20 entdo, A € positivo).

1.9 - Seja E um espagobde Hilbert. Para todo operador compacto
positivo A de E, existe um operador compacto positivo B de E cal

1/2

que B? = A. (B é chamado raiz quadrada de A e indicado por A T

1.10 - Com as notagdes de 1.6, dado r€C, A#0 com ¥n A#Rn entao

Yy€E a equagdo (A-A)x = y tem uma e uma s6 solucdo x€E dada por:

(vie }

1 1 n

=Xyt 5 ) Ar TR ®a
13 Tk

a série convergindo em E.

1.1l - Com as notagdes de 1.6: dado um autovalor A0 do operador
A uma condigdo necessdria e suficiente para que a equacdc (A-A)x=y
tenha solugao € gue y seja ortogonal a todc autovetor de A associa
do a A. Neste caso as solugdes x da eguacdo acima sac da forma:
(vle,)
A #a® “n "

b
i
o
et
4
et
D]
St
§
b
L
o
4
3

)

onde z & qualquer autovetor associado a A(isto é Az = Az}, a série

convergindo em E.

DECOMPOSICAOC POLAR DE UM OPERADOR COMPACTO

1.12 - Teorema - Sejam Hy e Hz espacos de Hilbert e A: Hy

um operador compacto. Entdaoc A = U+T onde T:H1 e 31 é um operador

compacto positivo e U & uma isometria de T(HE} em H

R— H,}

20
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gvml
[X3]

!

prova: seja B = §*°&:HE s EE5 entao B como produto de operadores
compactos & compacto; além disso ¥ feH, ,(Bf{f) = (A®Af[f) =
= (Af|Af) > 0, .. B & positivo. Seja T o operador compacto positi-
vo de HE; tal que T? = B, caja’existéncia & garantida pelo resulta

1/2

do enunciado em 1.9. (0 operador T serd indicado T=(A%*A) =abs (A}) .

Comparando [Af] e ||Tf], temos:

Ing]’® = (af|af) = (a*af|f)

i

(T*£lf),

mas T sendo positivo, de acordc com 1.5¢) & hermitianc,..

EE

(T*€l£) = (rflrf) = ||TE°, . os operadores A e T sdac metricamente
! i

st

iguais, isto &, ¥ feH,, [Af] = [lT£].

Podemos agora definir U sobre a imagem de T; assim

se g&T{H}}, g=Tf com fe&l, colocamos por definicaoc Ug = Afeﬁzm U
estd bem definida, pois se g = Tf, = Tf,, entdo [a(f, - £l =
= ﬁ?(fz - fz§§§* 0, .% Af, = Af,. Além disso U & uma isometria,po-

is se g = Tf, temos [Ugll = Jas]] = [T = [gl.

i

1.13 - Definigdo. Com as notagdes de 1.12, a sequéncia dos autova
lores nac nulos de T = 8ps (A}, cuia existéneia & garantida por 1.6,

serd chamada "sequéncia caracteristica de A".

1.14 - Teorema: Se um operador A:B, ——s H,, A#0 & compacto, exis~

tem sequéncias o.n. (finitas ou nao} {eﬁ} e {fn} em H, e H, respec

3
&

tivamente e uma sequéncia (An} de nimeros reais, com kn > 6 &

lim XA = 0 quando {(A_) & infinita, tais que:
n+00 I n

VgeH, ,Ag = g X, €g§en}fn
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prova: por 1.12 A=UT onde T & um operador compacto positive; sejam
(A} e (e } as sequéncias de autovalores ndo nulos e autovetores
. ‘

correspondentes, respectivamente, do operador T, tais que ¥ g€H,,

&

L

Tg = ] X _(gle e conforme 1.6, Por 1.7. ¥ n,A_ > 0 e fazendo f =
n no- 41 53 It 3

f#

Gen, temos & tese.
Corolario: No teorema, se H) = H, = H e A:H — H & um operador
hermitiano compacto entac T=A e tomando U como a identidade vemos

que {kﬁ} é a sequéncia dos autovalores ndc nulos de A, e que

g R

vn,f = e e Ae = X & .
1 n 0 2 A

e
bk
P

1.15 - Tecrema: Se (eﬂ} e {fﬁ} forem sequéncias o.n., em Hy e

respectivamente e (X ) uma sequéncia de nimeros reais, com i > O

e lim A = 0, entdo existe um Gnico operador compacto AtH, —+ H,,
bt Bt al- ] 7 ”
tal que ¥ g@HE, Ag = X An{qéen}fne {Neste caso, {R%} & a sequéncia
o m 8 r
caracteristica de A.}
prova:
YgeH ., %iék (gle £ ll%c sup [a_|? %Eigie.ﬁzi foll® sup | _|?
19 &Xlq ' Tw 3 & 1 ] n
n=p psndyg n=p 13 %58
. a expressdo Ag = E Aﬁ(g&vn}fﬁ define Ag ¥ geH, e evidentemente,
41
AGL (H, ,H,) .
Para cada k€N definimos A%SL{EL;HQE por
§
¥ geH,, A g = | A (gle )f_
n=1
2 2
Ia-aped? = 7 22 [taled 1 s 4§ ltagle)|? < A2 |ql
k k4



R

> 0}

onde Ak*sup{kk+}: i

£

. como lim A, = 0, ||aA-A | = supll(a-2)gll s A, — ©
Kt 00 k k gggil k k

.» A como limite na norma deoperador de operadores de poste finito

é compacto, conforme 1l.4.c) e 1.4.4).

1.16 - Teorema: Se A€L(H,,H,) & compacto, entdo Al = sup A, on-
T n

de (kn} €& a sequéncia caracteristica de A.

prova:
1.14 ==> ¥ g€H,, Ag = ) xn(gien)fﬁ
n
laglf = ) A2 [(gle ) |? < sup a_ligl?, .~ l|a]] = sup ag] < sup 2
o no 0 fgll<1 no B
mas Ae_ = x £ , . lall= sup llagl z lae_ |l = a_ .. llall 2 sup A
o= Aafar IS e Ul linegll = 3y Il 2 sup o,

1.17 - Um operador AGL(HE,HZ} é compacto se, e somente se, & limi

te na norma de operador de operadores de postos finitos.
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CAPTTULDO Z

QPERADORES DE HILBERT-SCHMIDT

2.1 - NotagOes: para este capitulo usaremos as seguintes nota-

coes:

H, e H, espagos de Hilbert complexos;
s

S BN base o.n. de H,: (¥.§. a S s I8 s H, ;

(“1}1e1 ase o H, {ggfgeg base o.n. de H,:

E, F e G espagos pré-hilbertianos complexos;

L{E,F} espa¢c das aplicacgdes A, lineares e continuas de £ em

= svp lagi.

F, munido da norma {A
flail a4

OPERADORES DE HILBERT-SCHMIDT EM ESPACOS DE HILBERT

2.2 - Lema. Se AQL(E}’HZ}’ entao:

I .

I langlf = I 1 v i* = ] la
a1 iyl 1€J

prova: pela igualdade de Parseval, ¥ i€I, ﬂAniﬂz = E E{Aﬂi§$}§§2
ki
Sl langl? = Jiangden it = § Lo iatea [f o= ] A% P e con
H i 1,1 = 3 i

mo {ni)e(@j) sao quaisquer ,temos também a independéncia das bases.

-16~
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T b @, -
2.3 - Lema. Se AGL(H, ,H,) e iélﬁA“gi < +«, entao
Halls ¢ F llan, 2y 1/2
i€1
prova: ¥ geH,, {[Aglf 2 (Aglp)|® =] §(Q%A*¢§?¥2 <
]
<ol [ lia%w, i® = llgl® ] Hang [* 2 dlafl = sup i Agli <
J * el <1

A
ey
>~
oo

3
~

2.4 - Lema. Se AGL{HI,HZ) & compacto e (kﬁ) & a sequéncia carac-
teristica de A, entao:

7o lan, 2 = ] a2 (a soma podendo ser +w)
. i n
181 n

prova: com as notagoes de 1.14, temos

V geH,, Ag = g A taleDE, J.ose {6g) gen

& uma base o.n. de Hl que contém a sequéncia o.n. (en) vVenos gue
A¢£ = ( para todo ¢E diferente de todos os en,f.

lan 12 = T llae [ = [ llae II® = ] ]
2EA n a

2.5 - Teorema. Seia AEL(Hl,Hz). Sao equivalentes os seguintes e-
nunciados:

| |2 .
a) Para toda base o.n. (¢,) ., de H,, géAdAQQU < o
b} A & compacto e Z Ag < +w, onde {kn) & a sequéncia caracte~
n
ristica de A.
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c) Existem sequéncias o.n. {en) e (fn} em H1 e HZ respectiva-

mente e uma sequéncia (A ) satisfazendo A €R,A_ > 0 e ) k; < e,

n
tal que

V geH,, Aq = {5; An(q}en)fn

a) == b) seja (¢y),., uma base o.n. de H;; como EIIA¢£HZ < +w,te

Leh
mos que: existe uma sequéncia o.n. (en)C(¢P)£eA tal que A¢2 = 0 pa
ra todo ¢2 diferente de todos os e : definimos entao para cada
ke W* um operador A EL(H,,li,) por
{Aken

Aken

]

Aen se 1 <n<k

0 se n >k

i

Ak¢£ = ( para todos os @2 # e, ¥n

Pelo lema 2.3, temos [[A-A |? < ﬁéAH(AmAk)¢gﬁz = g H(A~Rk)enﬁ2 =

#

E lae I —— 0 quando k — +w
n>k+1l n

o A, como. limite em L(Hl,ﬁz) de operadores de posto finito, é com

pacto., O Lema 2.4 termina a vprova.

b} =% a) evidente a partir dos Lemas 2.4 e 2.2.

b} =%+ g} e ¢} == b) resultam imediatamente de 1.14 e 1.15,

Coroldrio. Nas hipSteses do teorema 1.15. Se | kg < +o , existe um
31
~QGnico operador AeL(Hi’HZ) satisfazendo as condic¢oes equivalentes a

cima enunciadas.

2.6 - Definigao. Um operador A€L(H,,H,) & de Hilbert-Schmidt de
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Hl em HZ se, &€ somente se, A satisfaz as candigées equivalentes do

Teorema 2.5. Indicaremos por H{H,,H,} o conjunto de tais ovperado-

I&
res e se H} = H, = H pomos H(H} = H(H,H); se Aeﬁfﬁl,Hz), escreve-
mos |{Alll = { ) ﬂA@Q&Z}lfz onde ($,) 40, € uma base o.n. qualquer
Lel
de Hl'

2.7 - Teorema. Seja ASH(HI,HZ)

a) ateH(n,,H,) e [[[all] = [[fa*|il.

b) H(H,,H,) é um espago vetorial e Helll € uma norma.

c} Se H é um espacgo de Hilbert, entao:

XeL (H,,H) == XoaeH (1 1) e [[[xoall] < [l|al].|Ix |

XEL(H,H,) == poXxeH (i1,H,) e [[[rox(i| < [ll[afil.{ x|

o [af < [lall

e) alll = (§ Ai)lf& onde (A ) € a sequéncia caracteristi-

provaz:

a) Imediata a partir do Lema 2.2 e da Definicao 2.6.

b} se A,BGH(HI,Hz) e ael

flanfil = [ § faang J2]1/2 = jal (3 liang 2] 172 = tal liall.

usando a desigqualdade de Minkowsky, temos:

/2 y1/2 1/2
Ha+Blll = [An. + B .%2} 2 ; { BN, 2} =
N N LR e N N R L
= {lalil + lliBll]; se [||nl]l] = 0, entac v ie€T, An, = 0 e como (n;) é

base o.n., A = 0.
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) [lxeall] = {Z xeany 1) < lixi L Hang 1) = [ixidladl
b3 1

a outra desigualdade & de prova analoga.
d) imediata a partir do lema 2.3 e definicao 2.€.

e) imediata a partir do lema 2.4 e definicao 2.6.

2.8 -~ Teorema. H(HI,HZ} é um espaco de Banach

prova: Seja (A“) uma sequéncia de Cauchy em H(HI‘HZ); pelo teorema

2.7.4) (An) & uma sequéncia de Cauchy em L(HI,HZ},J. q AGL(HI,HZE

L(H, ,H,)

tal que A A,.). ¥ g€ H , A g — Ag. Sendo I,CI, I fi-

1

nito, temos:

Iollang i = § l@imajnn f? = T im [ P =
iel, i€1, now P61, nw
= lim I lan lf < lim JJla_[[|? < +=, .0 ReH(H,,H,) como
n++® 161, oo n++w n

(An) & de Cauchy em H(HI'HZ)’ v e>0,9 NaeIN tal que

men 2> N = HIAn - Amﬂl < ejpara m > N_ temos,

i

(A=A )n. |* = lim {A =B In. P < €2
iegli mot o+ iegln 2! i

L]

2.9 - Teorema., Se F(HI'HZ) & © espaco dos operadores de nostos fi-
nito de Hl en Hz com a topologia de H(Hl,Hz),temos H{Hi,Hz} =
= ?!HI,Hzg.

prova: evidentemente H(HI’HZ) o) F{HI’HZ) e como pelo teorema 2.8.,

g(HI’HZ} é completo, H(HE'H2> 5] E?HI,HZ} ; reciprocamente se
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AeH(Hx,Hz} da demonstracae de que a) ==> b) no teorema 2.5.,.vemos
gue a sequéncia (Ak) de operadores de posto finito de HI em Hz ten
de a A na norma de H{HI,HZ) pois

laali® = 3 landoglft = 1 lne [ e -

2.10 - Lema. Se A,BEH(H,,H,), entdo ] (an,|Bn.)= ] (B*y.|a%y,)
— 172 jér Y zey 3 I
as familias sendo absolutamente somaveis e as Somas independentes

das bases (ni) e (wj).

prova: v ier, [(Aniani)! < l{AniB.ﬁBnill < ué—-({{milz +uBniH2}

R !(An |Bn) | < —%——- (ialll? + llislll*) e va,BeH (8, ,H,) a fami-

i€l
lia  [(an;[Bn;)],q; € absolutamente somavel.

l

é(ﬁm Bn,)= ] (An; w ) (¥ |Bn, >- Ztn [a¥ 7 }(B*w ln )- Z cs*w [a* vs)
iel i,]

e como as base o.n. {ni) e (wj}-séo Quaisquer,concluimos que as so

mas sao independentes delas.

2.11 - Definicdo. Se A,BeH(H,,H,) definimos (a]|B) = 1§A (Ao, [Bd,),

onde (¢ € uma base o.n. qualquer de Hl’

2) sen
2.12 -~ Teorema.

a) a funcdo que a cada par A,B&H(HI,BZ) associa (AIB}GC é
um produto interno em H(H,,H,), tal que (aln) = |||all]®.

b) Se A€H(H,.H,) e ¥V g€H , Ag = E A (gle )E_» onde (A))
(e ) e (f) sao como no Teorema 2.5.c) entao (A|B Z(Ae Ben).

c) A,BEH(HI,HZ)a(AlB) = (B¥|a%).
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da) H(Hl’HZ) é um éspagm de Hilbert.
prova: a) (Al|A) = X (Anilkﬂi) = ) HAﬁin = |||a]l|?
i€1 i€l

se a,beC, (aA|bB)

igx(aAniiani) = a.b g(AnitBni) = ab(A|B)

! (Bn [An)) = (B[A).
1

(B +A,|B) = §<<A1+hz>nilmi> = gcAlniang + gmzni'isni) =

]

(A|B) = ](an, [Bn,)
1

. = (A[[B) + (AZ{B).
b} Se (¢0) pan é uma base de H, que contém o sistema o.n.
(e ), entdo da representagao de A | ¥ g€H,, Ag = gln(glen)fn con-

c¢luimos que: -

A ¢£=0 para todos os ¢£ diferentes de todos os e,

. (AlB) = (Aé, |Bd,) = J(Ae |Be ).
oe ‘ QgA Zt 2 E nI n

c) imediata a partir do Lema 2.10 e definigao 2.1l.

d) imediata a' partir dos Teoremas 2.8 e 2.12a).

Comentario. As condigdes b) e c) do Teorema 2.5 nos dizem como ca-
racterizar um operador de Hilbert-Schmidt dentre os operadores com
pactos de L(Hl,Hz) pela sua representacac dada no Teorema l.14, e
os Teoremas 2.7e¢) e 2.12b) nos mostram como calcular a norma e ©

produto interno, respectivamente, em termos dessa representacao.

OPERADORES DE HILBERT-SCHMIDT EM ESPACOS PRE-HILBERTIANOS

-

2.13 - Notacao. Denotaremos por E o completado de E e por Aaex

tensao continua de A a E. Teremos A€L(E,F).
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Comentdrio. Precisamos da nocao de operador de Hilbert-

Schmidt em espacos pré-hilbertianos. A primeira idéia é definir:
"Se AEL(E,F)entio A & de Hilbert-Schmidt se, e somente se,A€L(E,F)"
Queremos, no entanto, que os operadores &g Hilbert~Schmidt formem
uma subclasse dos operadores compactos {cémc no caso de  espagos
completos, o que decorre da condigao b) do Teorema 2.5), © qué nao
acontece se usarmos a definicao acima, como mostra o seguinte exem
plo:

Sejia zg(‘m) o espago pré-hilbertiano das sequéncias guase nulas de
nimeros complexos, com produto interno (x|y) =Ai2mxi§i,onde

X = (Xi)iem Py = (yi)iem el; (W) sendo e = (6n,:) ;._eme 1; (), de-

' e

finimos 'A:lg(IN) e 13(11«1) por ¥ nélN, Re = -f- e se
N N xn :

x= ) xe ,Ax= )] =-—e . A é obviamente linear e hermitiano.
nep ™ono a2y B m -

a) A & continuo, pois

, » . 1/2
N’ N % . N b4 2
lax || = [a Xxnen}tlﬂi I Rell= [ ) (5 } .
~nul n=1 n=l
N y1/2 . 1/2 w 1/2 w 1/2
1 2 « 1 . 1
< = . Ix_| < —| =l oAl s D =
ngl n® | Lél n } [nzl nz] nglnz
b} A n3o & compactopois a sequéncia (%) g ONde:
Xy = Z e & limitada em lz(IN) ' pois HXNH= Z‘“;‘i‘ < E -3
n=] ’ n=1 n=10

| R e

no entanto, sendo AxN =

l B
i =T e a sequéncia (AX ) e “"{NZJNGIN

1

£ "/\ .
no espago de Hilbert 12 (IN) = l;(‘.N} das sequéncias de numeros com-

- 1 :
plexos de quadrado somavel e Ef\l-f} Neme 12(1N) - l;(IN) ,donde se con
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clui que (AXN}NGQJ nao admite subsequéncia convergente em 1;{3@.

c) ﬁeH(lz(XN))A

-~ s xn -
Se = J xe€l (N, AR = ) — e e como (e) & uma ba-
Ném T ¢ 2 Nem o n n’ néIN

se o.n. de lz(IN} ¢ X

(ke ) e ) i% < +e,pelo teorema 2.5c) e
- - neIN I
definigao 2.6 Aeﬁ(lz(ﬁﬂh

2.14 - Definicdo. Um operador AGL(E,F) é de HilbertQSchmidt -de E
em F se, e scmente se, A & compacto e Aeﬁ(ﬁ,?) de acordo com a de-
finigao 2.6.

indicaremos por H(E,F) o conjunto de tais operadores e se E=F po-

mos H(E,E} = H(E}.

|

Se A,BEH(E,F) escreveremos (A|B) = (A|B) e [||all] = HA]

2.15 - Teorema. Sejam A,BEH(E,F)

a) H(E,F) éZum espago vetorial.

b) (A|B) define um produto interno em H(E,F).

c) XEeL(F,G) ==>XoAeH (E,G) e ixoall] < [X] lalll
XEL(G,E) ==>RAoxeH (G,F) e |||aox|l] = |Ix| . [l{alll

a) llafl < [Hafll

prova: usando a propriedade universal das extensdes continuas,ou

seja "dado um operador A€L(E,F), existe um unico operador AeL(E,F)

-

Aol onde i :E — E & a imersao", demonstra-se fa-

it

tal que iFOA
cilmente:

’ A
(1) ael ==> gA = ah

AN .-
(i) A+B = A + B
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)
[
b0

- ; . yay
(111} XeL({Fr,G) ==» XoA

il
p-2
o
b

AN
(iv) X€L({G,E) == AoX

a) aeC ==» alMeH (E,F) pois aA & compacto e gi = aﬁeH(ﬁ,ﬁk.

- ~ -~ - -
A+BEH(E,F), pois A+B & compacto e A+B = A+BeH(E,F}.

b) as demonstragOes sao Obvias, por exemplo

v A, .A,,BEH(E,F), (A *a,|B) = <A?A2ié> =_(RIHRZsé)*-'(illémﬁz_lﬁ) =
= (A |B) + Uf&le)-

c) Se XEL(F,G), X0A & compacto como composto de um operador conti-

nuo X com um compacto A, e como égh = R0 pelo teorema 2.7c) fzh €
e HEF) elllxoalll = [lI%oal] = %Al < IXI AN = (| Al
dj usando o teorema 2.7d) Al :liﬁiyg‘ﬂlilﬂ_w Nail.

2.16 - Teorema. H(ét%) = H(ﬁ,ﬁ)
prova: Consideremos a imersao que é AeH(E,F) associa ieﬁ(ﬁ,ﬁ);como
Halll = ||2]l]' 2 menos das identificacdes habituais H(E,F) C H(E,F)
e como H(E,F) & completo temos H(é?%).c H(E,F) .
Reciprocameﬁte se AEH(E,F) de acordo com a condicdo c) do Teorema
2.5 existem sequéncias o.n. (én} e {fn) em E e F respectivamente e
uma sequéncia (A ) de nimeros reais€omi > 0 e ) ki < +o, tal que
n

¥ g€E, Ag = g k&(glén}gn.
para cada k€W seja Ay: E —» F definido por ¥ g€E, Ag =
= Elkn(g{én)fn e pela demoéstragéo de que a) == b} no Teorema
2sg vemos que |[[|a-a,[[|* = N H(A-Ak)énﬂz —» 0 quando k — 4+,

' n

Por outro lado como fneﬁ, para cada n, existe uma sequéncia (fn i)
¥

e 3
rhd

em F tal que £ ., ——
Tyl n

.
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Dado €>0 SKEIN tal que |[|A-Agll] < ~§-; consideremos entao a se-
quéncia de operadores Ag it E — F definidos por
L

K
¥ g€E, Ay ;g = nzxknég[en)fn’i que sao de posto finito,
o Ay ieﬁﬁE,F} para todo i; para cada 1 < n £ K 3Inena tal que
»

€

121 = £ .- f |l < —S—
g 2{Lr%)
nn

ol e seja I = max {Inena; l<ngK}

se ($£)28A for uma base de E que contém o sistema o.n. (én),.vemos
que AK¢2 = AK,I¢£ = 0 para todos os ¢2 diferentes de todos os e e
para todos os én para n > K, portanto,

K .
Wag-a, (M2 = T lhage-a, D& P = Lllag-2, e lf =
: Leh g n=1 ’
L fo Sarprer e Far—o e
= MNE - A f = X ~f RS 22— g
nep nm n n,l noy B n n,l a=1 n'Q(Ek;) .
1

. {HA~AK,iH[ < [lla-a il + [llag-a; ;I < € e levando em conta que
H(E,F)CH(E,F), concluimos que H(E,F) & denso em H(E,F), o que ter-
mina a prova.

Corolario. Se F(E,F) indica o espago dos operadores de posto fini-
to de E em F, entdo, pela demonstracdo do teorema, temos gue dado

AEH(E,F) e € > 0, existe A, ;E€F(E,F) satisfazendo lHA~AK IIH <€ ,
¥ 5

ou seja F(E,F) & denso em H(E,F) e . F(E,F) = H(E,F) = H(E,F).

2.17 - Lema. Se A:E —> F & um operador compacto, entao:

a) A(E) C F. |

b) se E = F entdo A e‘i,tém os mesmos autovalores nao nulos e os
" mesmos autovetores correspondentes a eles.

prova:
a) seja § = iﬁeﬁ(é) C F; existe uma sequéncia de Cauchy (xn) de
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®

E tal que X —E, X, AX ~gﬁfﬁﬁ =y e como (%) & limitada em E
e A & compacto, (ax ) admite uma subsequéncia convergente em F, .°
yEF . |

b) se 8€E & tal que Aé= A& com A#0, entdo pelo item a) ASEE, ..
8€E, ."Aé = A& o que significa que & também & autovetor de A cor-
respondente ao mesmo autovalor Xx; e como todos os autovetofes&resp.
autovalores) de A sdo autovetores (resp, autovalores) de i, seque

a igualdade.

2,18 -~ Tecreﬁa. Se A,BeH(E} com A hermitiano e (An) e (en) sao as

sequéncias de autovalores ndo nulos e dos autovetores corresponden

tes de A, tal que ¥ XE€E, Ax =‘Z Xn(xien)en dadas pelo Teorema 1.6,
n

B Mall = [fag)H2 = (10 ne, )72

b (A}B; & [ (he_|Be_}

Entao, .

prova: A hermitiano compacto acarreta‘i héimitiano compacto e pelo
corolario do Teorema 1.14 e Lema 2.17 vemos que a sequéncia (ln)
dos autovalores nao nulos de A & a sequéncia caracteristica de A,
e ¥ %€, Ax = ] A . (&le e . Posto isto,

a1 pelo neorens 2.761, temos llall = AN = (132) " *~(dae,17) "

b} pelo Teorema 2.12b) ,temos: (A|B) = (A]|B) = Z(Aen{Ben}q’
-~ n

2.19 - Teorema. Seja A€L(E), um operador hermitiano. Sao equivalen
tes:

a) AeH(E).
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b} A & compacto e E Xi < +o onde {kn} & a sequéncia dos autova-
T
lores nao nulos de A.

prova: a) ==> b} segue da definig&s'z,lé e do Teorema 2.18a).
b) === a)} pela definicao 2.14 basta mostrar que AGH (E)O que
& imediato levando-se em conta a condigao b) do Teorema 2.5 e a ob

servacgao na prova do Teorema anterior.

Comentdrio:o Teorema 2.19 nos di um critério para reconhecer‘um o=
perador de Hilbert-Schmidt dentre os operadores hermitianos e com-
pactos de L(E) através de sua representagao dada no Teorema 1.6, e
o Teorema 2.18 nos d& a norma e o produto internc em termos dessa
representagio.

Terminaremos o capitulo apresentando um teorema que

nos di uma = base para H(E,F) a partir de bases de F e F.

2.20 - Lema. Para cada par (f,e)€FxE definimos o operador f@e ' ;E —~
———y B pOr: ¥ ﬁeE, (f@e') (x) = (X}e)f, entao
a) ¥ (f,e)erxeE, f®@e'eH(E,F).

n =~ ¥ [ o
b) se £ ,f,€F e e ,e €E entdo (fu@ea]fsees) (fG]fB)éeB[ea)

c) Se (fa}aeA e (fs} sdo familias em F, (ea)aeA e.ﬂegl

BEB BEB

sao familias em E e (ka} e (ks) familias de n9® complexos tais que

(ka(faﬁea)) e (kg(faﬁeé))seB sao somaveis em H{E,F), entao

{ Z Ny f @e‘{ X X f @e )} 1A Yg(faifﬁ}(eﬁlaa), isto &, a familia
ueA %g% .

do segundo membro é somavel e vale a igualdade.

d} Se (fB)SGB e (e )aeA s3o sistemas ortonormais em F.e E, res-

GEA & um sistema ortonormal em H(E,F).
RGB

pectivamente, entao (f @e' )
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e} Se (f,e)erxE e Aaefl(E,F), entdao (A]f@e') = (Ae]f)

prova: a) f8e’ & de posto finito.
b} Se (Xﬁ}leﬂ é uma base o.n. de E, temos

N A /\i o /\y g o
= (£8e|fg0eh) = J((f @) (%)) | (£50e0) (X)) =

(f @e'|f . ®e
L REA

8!
zgh{<ﬁztea>fas(iz}e3>f8>)= (£4150) | (%yleg) (egl%y

{faxf3>(e81ea}.
c) imediata & partir de l.lc) e do item anterior.
d) imediata & partir do item b).

e} Se (XQ)QGA & base o.n. de E, temos

o~ - /’\\ = ._. 7
(A|fee') = (A&fgé') = Zﬁ{Aﬁzl(fse‘}(iﬁ)) = EZ {Aﬁzl(igfe)f} =
' 26
= zgﬁ[ﬁfkel¥z>xgjif)‘= {A zéA(e)xgkxzif} = (Ae|f) = (aelf).

2.21 - Teorema. Se (ea)meA e (EB)BGB sao bases o.n. dos espagos de
Hilbert Hy e H, respectivamente, entao (fsﬁe&) & base o.n. de

%GA
‘ €B
H(Hl IH2> -

prova: pelo item d) do Lema anterior, a familia (£g®e)), g é un
sistema o.n. de H(HI,Hz).'

Se AeH(HI,Hz) e ¥V 0€A, V¥ f€B8, {Affsﬁeé) = 0 entao pelo itém e} do
lgma anterior, (AanfB)'= (Aifsee&) =0; como (fy) é base o.n. de
H, temos V a€A, Ae, = 0 e portanto A=0. Como H(H, H,) & um espago

de Hilbert, concluimos a tese. ‘

. 2,22 = Cerolarl§. se (e,) ga © (fs)BGB sao bases o.n. dos espagos

pré-hilbertianos E e F, respectivamente, entao (fBOe
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se o.,n. de H{E,F}.

prova: fe_} e (f,] também sao bases ¢.n. de E e F, respectivamente,
it a g :

e {fg®e§} 5 base o.n. de H{E,F) pelo teorema, e como ¥ a,B

¥ S O N
fggea e H{E,}

seque a tese,

£
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CAPTTULDO 3

REPRESENTACAO INTEGRAL DE OPERADORES DE HILBERT-SCHMIDT

3.1 - Cbméntérib. 0O conceito de somabilidade uniforme, o Teorema

de Dini nara familias somidveis e o Teorema que exibe uma base o.n.
de CLz(X?H) a partir de uma base de CLZ(x)a.serem apresentadbs nes
te capitulo nos pareceram interessantes, bem como as suas amplitu-~
des maiores do que para nos servir neste trabalho. Além disso, ve-
rificamos outras propriedades para a somabilidade uniforme, como
por exemplo um critério de Cauchy, que nao foram apresentadas por

nao terem sido usadas.

TEOREMA DE DINI PARA FAMILIAS SOMAVEIS

3.2, - Definiggo. Seja X um conjunto e (Xk)keK uma familia de
funcées de X num espaco normado (E,|| ||). Diremos que a familia

(xk)hex é uniformemente somavel para a funcao x:X — E se, e so-
mente se, ¥ >0, stcx com Fc finito, tal que ¥ F'CK com F' finito

e FOF , temos ¥ sex || x{(s) - } xp (s) ] < e
€ LEF'

3.3 - Teorema. Se X & um espaco topoldgico e (%p) ek é uma fami-

lia de fungdes continuas de X num espaco normado (E,|| |[), uniforme

-3l -
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mente somavel para a funcdo x:X — E, entdo x & continua.

prova: seja s,€X;dado €>0, pela Definigao 3.2 8F = FCK com F fini

to, tal que ¥ s€xX, || x(s) - ] x&(s}ﬂ < Qém .
keF
Como a funcgao Z Xy & continua em s,, existe uma vizinhanga V&Q
ker
de 8, em X, tal que ¥ s€Vg , H Z %, (s} - X %, (s Eﬁ < —§m ¢ por
¢ 0 RéF © her & °

tanto V seVg |l x(s) ~ x(sx) |l s || x(s) - kE xp (s} +
erF

+ |l x, (8) - x, (s ) || + |l x, (s ) - x(s )] < €.
Z R ké? L \So I [ ng g \So o I

3.4 - Teorema. Se X & um espago pré-compacto e (Xp)pgep é uma fa-
milia de funcoes continuas de X em R, satisfazendo ¥ kek, vV s@x,
x&(s} > 0, e se existe uma funcao continua x:X — R,tal que ¥s€X,
x(s) = ] Xy, (s} entdo a familia (X,),q¢ é uniformemente  somidvel

REK
para a fungao x.

prova: dado €>0 para cada seX, existe-FSCK'com"FS finito, tal que
€

Ix{s) - x, (s} ] < .
&éys & -5

Pelas hipdteses de continuidade, existe uma vizinhanga Vg para ca-

da s€X, de s em X, tal que ¥ t€V,

[x(t) - x(s)] < —= e | x ()~ ] x(s)] « 5
3 lper, ® ke, ° |
Como X & pré-compacto existem s,,...,8_em X, tal que U V_.0 X.
: : . ; "o 1<ign °F
Seja F=F = U Fg,. V¥ t€X, &: tev, , portanto se F'CK com F'
€ 1gign -* i

finito e F'OF, temos:

¥ vl .
ix{t) - E w, (e} = x{t) - ¥oox, (t) g x(£) - z x, (£} =
ke * hert * REF .

i
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= |x(t) - ] x ()] < Ix(t) - x(s.)]| + |x(s,)- x, (s.)] =+
kEFs, k t * keési k4
+ | x, {s.) - x, (£) | < e. c.q.d.
keés. RL kegs. k

1

3.5 - Notagées. No que segue neste capitulo usaremos as seguin~

tes notagoes:

*X e Y espagos compactos, isto é,pré-compactos e de Hausdorff;
Hl' Hz e H espagos de Hilbert complexos;

(hl,i)iel base o.n. de ng‘(hz } base o.n. de Hz.

»itjed
€hk}heK base o.n. de H.
*C(X;H): espaco vetorial das fungoes continuas definidas em X 3§
valores em H; C(X) = C(X;C);
'Adﬁitiremos fixada uma medida positiva u sobre X, isto &, uma a
plicacdo linear de C{X) em €, satisfazendo VfeC(X) ,f20=su(f)20,
*Dada a funcao fe€C(X), por simplicidade, a integral de f sobre X
relativa a p, isto &, o nGmero complexo p(f), serd denotada por
[ f(s)ds sem referéncia explicita & medida u fixada.
'Aémitiremos também que u{X) = j 1 ds > 0 e que estd fixada uma
medida positiva sobre Y satisfaien&a a mesma condicao.
*Se x€C(X;H) denotaremos por j x{s)ds a integral da fungao X so-
bre X relativa a y, ou seia oxveicr de H, tal que ¥ hé€H,
éjxxis}d$§h) = j(x(s)ﬁh)ds cuja existéncia €& garantida pelo Teo

X
rema de Riesz.

~EnCL2€X:Hl}:espago C(X;Hl) munido do produto interno

Vx,yéC(X;Bl},(xEy)=j (x{s}fy(s)}ds;&m particular Cp, (X)=Cy, (X;€).

X
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b CLZ €Y;H2) .

3.6 - Observacdc -S6 usaremos as propriedades mals elementares

da integral ,razo pela qual nio as explicitaremes,referindo,no en-
tanto,o texto de N.Bourbaki (referéncia 3,da bibliografia deste ca
pitulo) . A seguir apresentaremos um Teorema que relaciona a somabi
lidade uniforme e a integragao.

3.7 - Teorema. Seja (xk)keK uma familia de C(X;H} uniformemente

somavel para x€C(X;H). Se I = x(s}ds e ¥ keK,I& = j xk(s)ds, en-

X X
tdo a familia (I},),g, € somdvel em H e ] I, =1I.
k&K
prova: Dado €>0 & ¥ = F CK com F finito, tal que ¥ F'OF com F' fi-
' ' . - €
nito e F'cKk, ¥ s€x, | x(s) &éF'x&(S)“ < T

¢
1- T rpli=ll | x(s)ds - I,x (s)ds f=1 5 (x(s) - )] x (syrdsl ¢
g ké?'&i | jx hés’ x ® X REFT ®

£
$ } Il xtsy ~ } x&(s)ﬁ ds < supl| x(s) - } x&(S)H piX) € €.
X REF’ s€X kEF*

EXISTENCIA DE BASE PARA Cj,, (X;H)

3.8. Teorema. Se existe uma base o.n. (ngle g, de Cr, (X}, entao a
familia {a&hk}ggg é uma base o.n. de CL2€X;H), onde ¥ éep, ¥ keK,
k

¥ o g€X, (n5h&}(s} = nﬁis}.hk.
prova: a) {“5;h&1£“62h&2} ='jx(“szh&1(5)gnszhhz(s)) ds =

= (hpy |hey) jx%l(s},n“{sms = (g Ihy,) (ng1lngy) = 8k vk, 85,05,

portanto a familia (nghg) é ortonormal.

56D
114

b} Seja xGCLZQX;H) e €>0; para cada keK seja xkeCL2(x7 defi
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nida por ¥ s€X, x,(s) = (x(s}fh&}.

¢) para cada s€X, x(s)€H e como (h,), o € base o.n. de H,te

oS ¢

| =x(s) i [{x(s) |h,) ] (s) |
&é R &é

d) Aplicando o Teorema 3.4 & familia €{xk;z)kGK e & fungao
| x||* obtemos uma somabilidade uniforme na igualdade em c), portan

tog F = F.CK com F finito, tal gue

ez

v sex , % | xtsy I - F Ix (83 1*) < =

REF

e} Pela condicdo (iv) do Teorema da base 1.2a} ,como ng)sap

é a base o.n. de Cyp, (X}, temos:

Dk
¥ ker,d 9kCQ com Dy finito,® ék&sé}éenk e € , tal que:

I =, - ) Ay g néﬂ < £ , onde |F| = nimero de elementos de F

86Dy 2|7
portanto, || {x, - by ndh | < —— .

ohe e Geéﬁ k,s Nedbpll < =
2 k-3

0 vsex, || k- 1 oxpny) @[t = ] x(s) - Lo Xe@nel

= || x(s) - {(x(s) |h yh f2 = || x(s) |2 - | (x(s) |h) |%2 =
b k"R ks ‘

i

| x(s) || - kzéxkis}fz, portanto peio item d),
er

sup || (x - Z x. h, ) (s) P < ~E-T~Tn portanto,
8€X Rk

Ix = 1 gl =]

2
it - 12 €
H{x x,h,} (s) [|*ds < - -
kEF & ké? k7R

X
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g} De e} e f) segue que:

lx = [ A snhlls |l x- x,;h, ll + |l {x- Ay, neihg il <€
gggk k,6767kE = 7 ézéyk‘&i her &5622;& R,$ 55&

e pela condigdo (iv) do Teorema 1.2a} concluimos a tese.
3.9 - Coroldric. Na hipdtese do teorema, a familia

) - :
{“5(hz,jghzti}}éen,iax,jes é uma base o.n. de CLZ(X’H(HI’HZ))‘

prova: imediata a partir do Teorema 2.21.

3.10 - Corolario. Se existem bases o.n. €n6)660 e (mv)veu de

Cinx} e CLz(Y}grespectivamente, entao a familia

'@

{(@v.na)éhz!J & uma base o.n. de CLZ(YxX;H(Hl,sz}.

hot.) ]
131)‘!?%
s

St oy

prova: por um corolédrio do Teorema de Stone-Weierstrass (&v.ﬁg)ggg

€ uma base o.n. de Cy, (¥YxX) (ver referéncia 2, da bibliografia desg
~

te capitulo), e pelc teorema segue o resultado.

3.11 - Lema. Para cada par (f,e)€FxE, definimos a funcgao:

. . ‘ - = '
p(ﬁ,e)' D4 ) — %{HE,HZE por: ¥ (t,s)eYXXf?{fye)ét,s) f{tigi{e(s})}"'.
Entao:

ay ¥ (f,e)eFxg, P(f$e>€§CL2(YXX;H{Hl,Hz)) = G
b} Se fl,fZGF e ez,est, §ntao }

{p P } £.8e! £ @e!

i E oA

[ (Er.e)(Ep0e0) g IR S A

prova:
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. — vy
(£,e)(EeS) = Pre oy (e us

a) seja €tae$0§€¥§XPHI?
=llftreets) '-f(epeels ) 'l < I (£t -£(t )@(e(s)e(s )l +

tlliseotets)~ets ) I+ [l |me) -2 ))0e(s RN

e -ste) . lletsr-ets ) Il +1l £0e ) (L] e(s)=ets ) || +

I £ -£(e ) -l e(s )|l e como e e f s3o continuas, seque a

tese.

b) (P P = | j {P £,s) P &, }dtd =
) ( (f}_,el)i (fziez}; ,!x Y (fl’el)( S)! (EZsez)( S> 8

- jxgy (£, (€18, (5) ' |£, (£)@e, (s) ) dtds 2Ll
= g EY (f1€t}§f2€t}3;(e2§s;;eggs)}&tds =
€§ (ezis)!eg<s)}ds). gg (flit)lfz(t))dt = €82£el)(f1!fz) -
200b (£10e] |£,0e)) .

Natagéa. Pelo lema anterior vemos que se (f,e)€FxE, hd uma corres-

pondéncia isométrica entre f@e'@H(E,F) e P )eCLZ(Yxx;H(Hl,HZ)).

{(f,e
No que segue neste trabalho, usaremos também f@e' para denotar a
funcao P(f,e}' ficando clarxo, pelo contexto, qual dos significados
estd sendo usado. Analogamente se e€F e hesé, h&e' denotara também
“a fungao de CLE(X;HQSI,HZ)E definida por ¥ s€X,(h@e') (s)=h@(e(s))"

Poste isto, podemos reenunciar os Corolirios 3.9 e 3.10 do Teorema

3.8.

3.12 - Corolirio. Se existe uma base (n,) de Cp,(X), entao:
e T [ GGD 2

( ) T o
¥ o
{Ns P2, 580y 1 s 5,5 = {(“ahz,j>@h1 i §h2,§®(”5h1,i}‘]
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& uma base o.n. de CLzéx;ﬁiﬁl,Rz)}‘

3.13 - Corolario. Se existem bases o.n. (ng) o, de CLZ(X} e.

(¢v)ve§ de CL2(¥§, entao:

gnéwv (hz

\
;@ hx,i’} = {‘“5"”‘24)@‘3’—\:?’1,1} )

€ uma base o.n. de CL2€YXX;H€H1,H2)}, ou seja existem bases (e ) =
- £ - . i < £ 3 o

{“ahz,j} e ¢ 6} ($§h1,1) de E e F tais que (Lssea) € uma base
de CLzéYxX;Hiﬁifﬂzi).

OPERADORES. DE HILBERT-SCHMIDT DEFINIDOS POR NOCLEOS CONTINUOS

3.14 - Comentdrio. Classicamente a motivagao para o estudo dos ¢

peradores de Hilbert-Schmidt & essencialmente o fato de que tais ¢
peradores quando definidos em certos espagos de fungOes sao exata-
rente aqueles que tem uma representacac integral com um niacleo de
quadrado integrdvel, mais precisamente se @ & um subconjunto mensu
rdvel de R" e L,{Q} & o espago das fungOes mensurdveis em @ e de
quadrado integrdvel ,a correspondéncia que a associa a cada
KGL2€RXQ) o operador RGH(LZ(Qsi definido por ¥ feLz(ﬂ), ¥ teQ,
(kf}ﬁt} = jnxét,s}f(s}és & um isomorfismo entre OS espacos LZ(QXQ}
e H(L,(R)) (ver referéncia 1, da bibliografia deste capitulo).Nao
estabeleceremos tal correspondéncia por via direta no nosso contex

to, por nao estarmos trabalhando com espacos completos,mas apresen -
taremos os resultados correspondentes ao caso continuo, ou sejamgv

existe uma inclusao isométrica i:CLZ{YXX;H(Hl,Hz)) — H{E,F) ;quais
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v 3 3 £ -
gquer que sejam as bases o.n. (ea}aeé de E e {fS‘SeB de F, a ami
3 v 8 = } e :
lia €f8@eaigg% & uma nase}igﬁ* de CLZ{Yxk,H(HI,Hz}) e de H(E,F} e
- A
finalmente H(E,F) = H(E,F} = CLz{YXX;H(HI,HZ}}.
3.15 ~ Lema. Seija KGCLW(YxX;L(Hl,Hz}}; consideremos para  cada
&

X€E, a funcao kx:Y — 52 definida por ¥ teY,(kx}(t}mjK(t,s)x{s)ds.
_ , X
a) ¥ x€E, kxéC{Y:Hz}.

b) sendo k a aplicacdo que a cada xE€E associa kx€F, temos:
kE€L(E,F}.
(Neste caso diremos que k & o operador definido pelo nicleo

K).

prova:

a) seja to€Y; como K & uniformemente continua em YxX, existem
vizinhancas U e V das diagonais de XxX e YXY, respectivamente, tais
que: (t,,t,)€V e (s,,s,)€U acarreta | K(ty,sy) - K(tz,sz)ﬂ < e.Poxr
tanto, para a vizinhanga de t_,V _ = {teY:{ta,t)ev}, temos: ¥ tev _,

¥ sex, || x(t,s) - K(to,s}u < €. Portanto, ¥ tevo,n kx(t)-kx(to)ﬂ“

=l j [K(t,s>~x<t ) |x(s)ds < J’ [k (e,8) -k (£ s ]| x(s) || @s <
X ot T S ° i

\ v/2¢ ¢ 1/2 ‘ /2
- 2 [ N
R N e L e

‘onde usamos a desigualdade de H8lder.

b) k & evidentemente linear. ¥x€E, |kx[[*= j Ikx ()}l 2at =
¥

) jyn éxK(t'S)X(S}dsﬁzdt y jggvgxn K(t,s) ||l xts) ]l &5}26t <
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R T gl T 1
$ 0 kK{t,s)l2asi.1 | lx(s)l]¥aside =
[y L] ixeotizaa]. [ [ xnzes]
= [ xee,sizasae] . j Ix(s)12as = IKIZ. [x]?.

portanto, k & continua e k|| < IR},

3.16 - Lema. Seja Fy = C_(Y;H,) 0O espago C(Y;H,) das fungoes con
tinvas de Y em Hz com a norma da convergéncia uniforme, ou seja,se

ver, llyll = sup) y(©) [l
tey

Pelo item al do lema anterior vemos que para cada X€E, kxeFli usa-
remos a notagao kl para o operador que a cada x€E associa klx =
= kxEFl, para ressaltar que o espago de chegada & F, e naoc F. Nes-

tas condigées temos que k,€L(E,F,).

prova: V¥ x€E, | klxﬁ = sup | kix(t}ﬁ = supl|| j K(t,s)x(s)ds| <
tey teyY X :

( ) -13../2
< lxll . osu [ Ixee,siras] .
cey - 1x J

3.17 - Teorema. Com as notagOes de 3.15 e 3.16. Se para cada par

(t,s)e€¥xxX, K(t,s)€L(H, H,) é compacto, entao kIeL<E,F1) é compacto.

prova: Sendo B a bola unitiria de CLz(X;Hl) =Ee B a bola unita-
ria de H,, usaremos o Teorema de Escoli para mostrar que k,B & re-
lativamente compacto em Fi'
a) EIB & equicontinuo. Da &emonstraqEO do Lema 3.15a}) vemos que

¥ tQSY,’v e > 0, gvo vizinhanga de ﬁc em ¥, tal que: ¥ x€E e ?teve,

i k!x€t}~k1x(t0)§ < || x|l u(x>§[2. €, portanto, ¥x€B, € te€v _,

/2

|k x(t)-kyxle )]l < w32, e, pois || x| £ 1 ou seja k,B & equi-
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continuo em to.

b} ¥ t ey,€k E){t } & relativamente compacto em HZ“ Mostraremos e-

guivalentemente que dado e>d, ®A CHZ com AE relativamente compac-
\;/ 3(&,\’3 \ \ﬁx&rﬁi& : (A{y\ &X\Q‘ X\ < &

to, tal que 4 y9¥%§§¥§@¥&é72""5'”

i} A fungéo que a cada s€X associa K(to’s)eL(Hl'HZ) & uniformemen-

te continuva em X, portanto, existe uma vizinhanca U da diagonal de
< . € .

XxX, tal que ¥ (s,,5,)€0, | X(t_,s,)-K(t ,s,)] < ;?;;TTE . Para ca

da séX consideremos a vizinhanca u, = {s'ex:(x,x')eu} de s, e co

mo X & pré-compacto existem SyreerS  em X,tal que U Vg.= X. Se

. . 1gisn  *
- ja C§ = 331 e Ck = Usk - ?Ci para k=2,...,n, portanto UC; = X
}Sl&k*l i<i<n
e ciacjag se i#3 e Vgeci’éxét@’S}"K{to'siggﬁﬁ?;ff?f para i=1,..,n.
u
" n
{ii) Seija AE = g(x)iiéﬁ g Kit =N }B rcomo por hipbtese K{ta,si)
iml

€ compacto, K{tg,ai}Bl é relativamente compactoc em Hz e portanto
Ag também.,

(111) v xeB, | j x(s)ds || < j Ix(s)las < Nxllue 2 ¢ w2,
C C

i i
1/2

{
portanto para 1 < i < n } x{s)ds € u{X)" B,
C

seda h_ = ? K{t - }{ { x{s)ds) € A .
x 1= jC}: €
(iv}‘vxes, gh - gkx}{to)g =

11
= ﬁ.z K(t { x(s)&é] -

¢
!
icy
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€

—& [ I x]
= x(s)llds g €.
u(x}l 2 }x

3.18 - Corolario. Com as notagoes do Teorema,o operador ke€L(E,F)

é compacto.

prova: a inclusac 1 de Fl eg ¥ & continua e k = i°k1‘

3.19 - Teorema. Com as notagbes de 3.15. Se X e Y s3o tais que e
xistem bases o.n. para CrL,(X) e Cp,(¥Y) e se KeCy,, (YxX:H (H{,H)))

entdo keH(,F) e k|l = || x|.

Prova: Sejam (em}ae& e {fg)aeﬁ bases o.n. de E e F, respectivamen-
1Y ~ - 5 i

te, tails que (fgaeu,ggg e base o.n. de CLZCYXX,K(HI,HZ}, cuja exis

téncia é garantida pelas hipOteses feitas e pelo corolario 3.13.En

tao,

lxliz= [ dxei2= ik lgg)12= I | [ tre, (0) g, (£))ae|? =

aBA & B a,B }Y
= L] ff
a,B8 Y

=] i} j (K(t,s) |£, ()@} (s))dsdt|2 = [|(K|gg8el)|? = [K[2.
0‘.,8 Y X @ ‘116 . 8 &

j(K(t,s}e (s} | £, (t))dsdt|2=
¥ o g

K{t,s}eaés}dSEES(t}}dt§z= ) §f

X a8 X

3.20 - Coroldrio. Se K., KzeCLZ(YXX;H(HI,HZE) definem o mesmo o-

perador k, entao KlzK2°

3.21 - Corolério. A aplicacao i que a cada KGCLE{YXX;H(HI,HZ))ag

socia 1i{K) = k&H(E,F) & uma isometria.

3.22 - Corolario. Se (ea)aeA e (fs} sao bases o.n. guaisquer

BEB
de E e F, respectivamente, entao (fgﬁe;} eA & uma base o.n. de
€8

H(E,F).
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prova: 3,21 == i:CinYxX;ﬁéﬁi,Hz}} —s H(E,F}) & uma isometria;

¥ oBA, ¥ 8€B, f @e;e CLZ{YxX;H(Hl,HZ}) e 2.22. fornece que a fami-

8

. . .
lia (fsaea)gg% e base o.n. de H{E,F}.

3.23 - Coroldrio. H(E,F) = H(E,F) = Cp (YxX:H(H ,H,)).

3.24 - Comentdrio. No caso classico demonstra-se que se

kec([a,b]x[a,b]) e ¥(t,s)ela,bl«[a,b] K(t,s) = K(s,t) o operador

hermitiano compacto k definido pelo nilcleo K é tal que ) Ai? +®,0n
32

de (%,) & a seguéncia dos autovalores ndo nulos de k (ver referén-

cia 1. da biblicografia do capituloil}’ﬂe acordo com o Teorema 2.19,
isto equivale a dizer que keH(CLz{Ea,Sj)}“Em vista disto,nd3o per
deriamos nada em generalidade se de inicio considerdssemos nacleos
K para os guais os operadores k correspondentes fossem de Hilbert-
Schmidt. O corolario 3.21 mostra, entao, que a menos da continuida
de, estamos trabalhando na situacao mais geral possivel ao congide

rar nieleos KSCLQ(YxX;H(Rl,HZ)}.

3,25 ~ Teorema. Dado K@CLz(YxX;H(Hl,HZ}), definimos K¥:¥x¥Y ~—*
r ke

Nestas condigoOes, temos:
a) K*GCLZ(XxY;ﬁ€HZ,Hi}} e k¥ = llx|.
Abi Se keH(E,F} & o operador de nicleo K, entdo existe

k*eH (F,E), que & o operador de nicleo K*,

c) Se X=Y e H1=H2, entio k = k* &= K = K¥* <o==b

e=> ¥ (t,s)EXxX, K(£,s) = fx(s,t)j*
b



Y.

(Neste casc temos V¥ (t,s)eX X, [[K(t,s)|li = llix(s,t) }I}.

rova: a) imediata d partir de 2.7a), que garante que:
22 L q

¥{t,s)eyvyX, H%K(tlS} Hf = iiix(t:S}*H% = IHK*(s't) Hi‘

¥ty

b} ¥ (x,y)€ExF , (kx|y) = (kx(t) ly(r))dt =

R e

¥
= j [I K(t,s}x(s)ds%y(t)?dt = j (x(s) |K(t,s)*y(t))dsdt =
v Uxg ; lyix

= j(x(s)f J K*(s,t)y(t)dt)ds = (x|k*y).
X Y

c) se k=k*, por 3.20, K=K¥

se K=K*, por definicdo, k=k*,

i
i
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CAPTTULD 4

0 TEOREMA DE MERCER

4.1 - NotagOes:
X espago compacto para o qual existe uma base o.n. de
CLz (X} v

H espaco de Hilbert complexo;

i

EQUACEO INTEGRAL DE FREDHOLM DE 22 ESPRCIE

Consideremos a equacd@o integral de Fredholm de 28 espécie

¥ oteX, Ax(t} = y{t) + f K{t,six(s}ds
X

onde sao dados A€L; yeE;YKECLzéxxX;H{E}}, K#0, K:K*, e procura-se
a func¢ao incdgnita x€E.

Sendo k o operador de nucleo K, definido por ¥ X€E, ¥teX,
(kxj{t} = EXK§tgs}x€s§ﬁ5, pelos Teoremas 3.19 e 3.20, vemos que
ke (E), Hixlll = [Ix]l, k#0 e k*=k. Seja entdo, (A ) a sequéncia
dos autovalores nac nulos de k e {ea} a sequéncia o.n. de autoveto

res correspondentes aos kn, dadas no Teorema 1.6, e tais que:
) -y -
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¥ x€E, kx = ] A _(xle e .
a 3 Tt 43

4.2 ~ Lema. ¥ t€X, ] 22lle (©){] % g f Hxtt,s) {||2ds.
A 0 o n ‘X

prova: V te€x, ke (t)eH, .. |l ke (t) |2 = (ke (t)|n;} |2
e?

n 161
N N
v oNem, | a2 e (02 = ] ilke ()2 = ] Jl(ke (t)[hg)|? =
n=1 n=l n=1 i8I
=3 I{ J K(t,s)e_(s)dsh,|]2= | IJQK(t'S;e (s) [h.yds|? = 2:208)
n,i 1} n,i % n i

ety

= nzii ’X(K{t,s}fhiaeé (s))ds|?2 = ﬁzig{xit,aﬁhige;)iz

e como (h,@e}) . & um sistema o.n. de Cyp, (X:H(H)), usando a desi-

b4

gualdade de Bessel, temos

ngi}(K€tP')§ﬁi®e;}[2 s e, 9l L, (XsH(m) jxﬁgK€tes}lH2§s

4.3 - Teorema. ¥ x€E, a série ) Hknixien)enﬂ é uniformemente con
¢

vergente em X, e .. a série kx = Z Rn(x{en)en converge uniformemen
i

te em X.

prova: Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o Lema 4.2, ¥te€X,
1/2 1 172
3, elepe ol < [ 1 e o0 {%l(xfen)lzl <

n=p n=p n=p
KKE 1}2 1/2
< [ [ ke, s) | ﬁgs? é Plixle 2] % | (x]e >[=} , on-
‘EX ﬁmp n J . nmp
msup | | 2as)
de M = sup | | |lIx(t,s) ] ds;
tEX i jX

4.4 - Coroldrioc. ¥ A€€, X#0, ¥ n AFA 5 ¥ YEE, a equagac Ax~kx=y
tem uma unica solugdo x€E dada por:
(yle )

¥V otex , x{t) = ~%~ y{t} + w%m LA —~u-5~—'eﬂ{t)
n A=Apn



-l T

a série sendo absolutamente e uniformemente convergente em X.

prova: 1.10 garante que existe uma Gnica solugdo x€E, dada por:

X = =gy + e é An ~»§:§;w~‘en a série converginde em E. Mas como
k=k* e Ax-kx=y, vem
(vle)) Mxle ) - (x]ke )
= = (xien}, donde pelo Teorema, segue
jas -
A An
a tese.

4.5 - Corolario. Se A€C é tal que an k=X, a equacao Ax~kx=y
o]
tem solugcao se, e somente se, yizybv z€E com kz=A%Z. Quando existem,

as solucoes sdo dadas por:

(ylem}
e en(t}+z€t)

-1
Viex, x(t) = ~§~ y(t) + =5 )

néno R“An

onde z é qualquer autovetor de E associado a A, a série convergin-

do absolutamente e uniformemente em X.

prova: andloga a de 4.4, & partir de 1.11.

O TEOREMA DE MERCER

4.6 ~ Teorema. A série Ki ﬁen(skgz converge uniformemente em X
n

Bty

para Hx(t,s) [l 2at.
X
prova: Pela definigdo 2.6, ¥(t,s)eX,X,|l|k(t,s)|||2= | éK(t,s)hiﬁz,
i6L
¢« pelo Teorema 3.7, de Dini, QK{tgs}hiﬂz € uniformemente somi

iel
vel para [[K(t,s)|[|? em X, X, .. usando os Teoremas 3.7 e 3.25.c)
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e o Teorema 4.3, temos V¥ s€X, Hx(t,s) |ll?ae = | jxﬁKét,s)hiﬁgﬁtw

[
%
J 181

S

( 1
= ] [(K(t,s)h |K(t,s)h)dt = [ | (k(s,t) (XK(t,s)h ]| h)at =
i61/x * * i1l x * ‘

} |
j = 1 kkesinJ(s) [n) =

= ] ( f K(s,t) [K(t,s)h Jat|n,
i i€1

i

s |
= 3 A, (K(+,s)h, e Je (s)|h A_(K(-,s)h, le ) (e_(s) |h;) =
lé:ég 1 ig}:g j+] 7 i
= 1 )
) ié{ g K“}X(K{r’s)higenér)}drx<en{s)lhi) =

f
B~
e

f

Rn€hij éxﬁés,r}en(r)ér) x-{en€s)ih )

=y

A o[te (s)ln)[? = g é Ailte (s)fn) |2 = [ a2 fle (s) [

iel

=

- ¥ osex, ] Allle (s) | = g Ik (t,s) [{* ds, .. pelo Teorema de Di-
n <X

ni, temos a tese,

- f
4.7. Coxolério. 1lim | |||[K(t,s) - [ A e (t)®e'(s)]|||2dt = 0 uni
T e Iy peyp o n =~
formemente para s€X.
{ N
prova: | Hx(e,sy - § Ao, (tree! (s) [i]2at =
X a=1 "
= j Hx(e,s) []|?at - Z AE le (s)||3que resulta pxr cdlculo direto,ou
X n=}
levando em conta que ¥ s€X, o sistema -1 (e {fﬂ@@é{s)} para
_ 1§en{s}§
1l £n <N, tal que e, (s) # 0, & o.n. em CLzéx;H{H}} e gue
e ()& e'(s) p
EK(*;S)% L -2 Em L = § {K{t,s){enét}@e;(s}}dt =
le )l 1 lle ()] x
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2200 L [ix(e,s)e (o) e (t))ar KKE
ERET
1 f ;
B e | fe (5} [K{s,t)e _(t))dt = A _,e aplicando que se (f )}
gie {S)E ‘E}X n § n nf B d n n@Nw
" N
é o.n. num espago pré-hilbertiano E e x€E, [x - | (x}fn}fnﬂ2 =
n=1
N
= x> - } é{x%fn}§2. Aplicando o Teorema a tese & imediata.
n=l .

4.8, Corolério. KaﬁknanQeg, a série convergindo em CLZ{XxX;ﬁ(H)).
e - :

]
prova: lim g - E Ae @'l =
Nt oo ael B2 B n

11 J [ e, 33 (t)de! (s) ||| “ata
= lim iy (S} - Aoe (tide'! (s tds =

Nerbom xfxg n=1 2 8 n

I ( N 2
= | lim} Hik(e,s) - § a e (ty@e’ (s) ] dt}ds = 0, onde usamos a

}{gﬁ‘_pgam ¥ a1 " on n =

convergéncia uniforme dada no colodrio anterior.

4.9 - Teorema (MERCER). Se o nficleo Hermitiano KECp, (XxX:H(H}) &
tal que o operador k, por ele definido, & positivo, e se além dis-
g0, sendo ghi}iex uma base o.n. de H, ele & tal que a fungao que a

cada t€X associa | éxét,t}hiéhi} é continua em X, entdo,
iel

¥ (t,s)€XxX, K(t,s) = ] A e (t)®e!(s),
n

a série convergindo absolutamente e uniformemente em X X.

prova: a} ¥ tex, K(t,t) 2 O.
Por absurdo, se Tt €X e mh,€H tal que (K(t,,to)hylhy} < 0, entdo e
xiste uma vizinhanca V de t, em X tal que ¥({t,s)eV,V,

R(K(t,s)h,lh,) < =8 < 0, onde Rz & usado para indicar a parte real




-5 -

de zeg; pelo Teorema de Urysohn, existe uma funcao x€C(X:B)J3)tal
que x(t )=1 e x(t)=0 V¥ t@V; consideremos entadc a funcao
X€C(X; [0,ho]), onde [0,h,]CH, definida por ¥ t€X, X(t) = x(t)h,;

(kX |X) = R(kXIR) = RE (k¥ (s) |X(s))ds =
' X

RJ } (K(s,t)x(t) |X(s)dtds = J j R(K(s,t) [x(t)ho]| x(s)hy)dtds =
XX X/ X

2
j J [?(K(s,t)holho)]x(t) x(s) dtds < -6 { j x(s)ds] < 0, o que
X/ X Lix

€ absurdo, pois por hipdtese k & positivo.

b) Dado um nimero finito Al, R AN de autovalores de k, entao

= N ~

KN L Z A ense; & o nicleo de um operador ky, que & positivo.
n=]

¥ X€E, (Elex) = (kx|x) - (klex), onde kN & o operador de nucleo

nzlknenﬁe;; mas, (kuxlx) = Jx(kNX(t)IX(t)) dt =

N
= by ' =
JX[ JX nﬁlkn(en(t)een(s) ) x(s) ds | x(t)} dt

N
" \
l anXJx{x(s)len(s)J[en(t)[x(t)} dsdt =

n=]
N B N "
= 7 an(xien)lz, portanto, (klex) = (kx|x) - ] knltx}en)l =
ne=j ns=l
= (k(x s g ) ‘ X - g X_e >2 0 onde x_ = (x|e )
{ nnlxnen i Nl n nJ ol 4 i o) n
c) ¥ tex, g )\nﬁen(t)ﬂ2 <M < 4o
-~
De a) e b) ¥ NeN, ¥ teX, K(t,t) - Ky(t,£) = K (t,t) 2 0, onde

N N
2
= u L l e - t) {h;) (h, £yl =
Ky nél)\nensen, & nglxn!,enm,. nglxn igﬂ(en( ) |By) (hyleg (o)
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. A t)@e (t) )h.|h, (X (t,t)h, [h)< [ (K(t,£)h, |h,),
igl[ngl (e, (t)@e_(t) )h |n, igl X pAng Pl By lhy

que por hipGtese é limitada por um numero M < +«,

d) ¥ (t,s)ex«X, K(t,s) =] A e (t)@e_ (s)’
n

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz; ¥ (t,s)€XxX

ngpihx e, (t)®e (s) '] = nsz“” en(t)HxH en(s)H <
1/2 1/2 1/2
A |l { \ () 2} mh/2 e_(s) ]
SENTRNR Draeo L negen]

2
© como pelo item c¢) ¥ se€x, a série | A |le (s)| converge,temos que
n

¥ s€X, a série | Anen(t)Qe (s) ' converge uniformemente em t€X, por

n
tanto, ¥ sex, |{lIk(t,s) - Z A e, (t)ee (s)'!V converge uniformemen
n=1
te em teX para |[||k(t,s) - ] Anen(t)@en(s)'iﬂz, .., pelo corolario
n

4.7, ! B 2 =
, Jxlhx(t,s) g A e, (t)@e (s)'[][” at

N
- 2
gl J Hk(t,s) = ] ax e (t)®e (s)']]|” dt = 0, e como ¥ s€Xx, a
N4 oo x n"l nn n
Pungsn hex lk(t,sy - AL, (B)8e (s)'|ll & continua, temos

n

¥ (t,s)EX«X , K(t,s) = g xnen(t)@en(s)‘

e) 5 Al e (t)l, converge uniformemente em X.
Pelo item anterior, ¥ tex, wier, (K(t't)hilhi) 2.208e)
= (K(t,t . 'y = ' '
(K(t,t) |h.@h, ") [ g Apen (t)8e_ (£)'[h oh, ) =

n

-] ey (t)ee (£) ' Ihiﬂhif) £.208), ) l“l(en(t)lhi)f2 , portanto,
n
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2
veex, [ A fle (&) = ] A,
o

! 57‘52:: § + i
L g ; (e () [h) | ) (R(t,t)h, [h)

5 Y i 181

e como por hipdtese esta Gltima soma & continua, do Teorema de Di-

. . , 2 ]
ni, segue que a série Anﬁ enit}§ converge uniformemente em X.
. 31 )

f) Pelo item anterior, levando em conta que V¥ (t,s)€X,X,

§ lix e (troe (s) "I < { % A e (6)] }1/‘ % A e ()] }1/2 '

n=p nep ﬂ”’p

resulta que zﬁikman{t}®e“{skgiﬂ converge uniformemente em X,X, por
)43

tanto

V(t,s}EX, X , K(t,s) = ] xnen<t>@en<s)’,
2

a série sendo absolutamente e uniformemente convergente em X, X.

4.10 - Teorema. Seija KeCLQ(XxX;ﬁ(E}}, tal que a tese do Teorema
&
de Mercer seija verificada. Entao,

z A e €t;§ é uniformemente convergente em X;

b) a fungdo que a t€X associa | (K(t,t)h |h,) & continua

igl1
em X;:
c) } A, < #o
12
prova: a) | [l|r e (t)®e (£ " =7 knﬁen{t)ézz
b3 i1

by Da demﬁnstr&g&e do item e) do Teorema anterior,

2 . ,
) Xngen(t}g - ZQK{t,t}h~§h{§; e como, pelo item anterior, a soma
n i6L =
) Aﬁ;e ()" & continua, segue o resultado.
n



C} Pelo item al,

Bt strng

X
f . Wz A »
m?}‘ Cle (el dae = § a_le | “"’E}k
R L Tnte n
0 b4 n o
4.11 - Coroldrio. Se o niclec hermitiano KECp (X.X;H(H)} & +al

gque o operador k, por ele definido, € positivo, entao saoc equiva-
lentes as seguintes proposicoes:

a) A funcd@o gque a cada t€X associa {K{tgt}hiﬁh.)Aé con-~

tehy

L &

1 €X

7

tinva em X.

ny . z . .
b) a série } knéénétﬁﬁ & uniformemente convergente em X.
n
. t -,
c) ¥ {(t,s)e€X, X, Ki{t,s} = ] Ae (t)@e (s) , a série conver-
L )

gindo absolutamente e uniformemente em X X.
prova: Imediata a partir de 4.10 e da demonstragao do Teorema 4.9.

Lo TR - & A $ 1 % b . oy 2
4.12 Exemplos. Seja £Z€E§} ¢ espaco de Hilbert das segquencias
L

4]

IR : v ;2 :
x o= (%) e €%, tais que |} ix_| < += munido do produtc inter-
n’ n@IN R
e g -
R " (o PR
no (xly) = ] x y_, e portanto da norma gx§2 = i Lolx ¢ e se
nel nen g«unm}_‘ B H

ia {e.).. .. a sua base candnica, onde e, = {§. )} .
ja ( 1}361& onica., i b 1,&‘!&@@

Para cada x82_ (W), seia Ax o operador de &, (W) defini-

2
do por ¥ y€L, (W), A_{y) = x.y = (x v ) .- Entao,
;g : T s 18 = 0
a) ¥ x€L, (W), A (s, (I}) e Ha i = =i,
: ? = . a8 z
4 1 o s
De fato, ¥ x€g, (), Hla_ |ll” = } ia_e.ll, = ] lx-ell, =
2 A TR A Sb ita
1=a 1=
o0
g:« § 12 i n?,
= L oixgl o= xS,
i=l -
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Portanto, o operador A que a cada XQ£Z{E€} assoclia Axeﬁéizéiw}}

Ds

uma inclusdc isométrica e toda funcac continua de X X em £,{I)

exemplo de um nicleo KeC(X«X;H (g, (WN}}.

1) ,
b} ¥ (t,s)ex, %, seja X{t,s} = ‘-:E-g €L, (INICH (L, (W)},
in 2
Winem
&3 5~ <
Portanto E {K{t,t}eiiei} = E %-w +® , o que mostra que as condi
i=1 ) i=1 =

cOes equivalentes do coroldrio 4,11 n3o se deduzem das  hiplteses

feitas nele.

cl! Se K&C{XKX;zl(ﬂﬂ} & tal que ¥ t,s€XxX, as coordenadas

de K(t,s) sic positivas, isto &, ¥ i€IN, €K€tgs}e£§ai§ > 0, entdo
- _

) €K{t,t}ei§ei} = gx(tptﬁﬁx é continua para t€X, e .., temos exem
im] '

plos de nficleos que satisfazem as condicdes equivalentes do corold

rio 4.11.

&

4.13 - Exemplo. Seja H = L,([a,k]) e A:[a,b] ~— € uma fungdo,sa

6

. 2 -
tisfazendo, ¥ (t,s}€la,b] , Alt,s. .)€ L _([a,b] ) e que a fungdo

2 . -
(t,s)ela,b] ‘v— A(t,s,-,-)eL,([a,b]") & continua.

Z
Para cada par €tfs}8§§,b} , seja K{t,s) o operador de H
definido por: ¥ h€H e "para guase todo" (expressao abreviada por

p.g.t) wela,b],

Eﬁ(t?skﬁgiu} == { Aft,s,u,v) *hi{v} dv
la

As hiplteses sobre A, foram feitas para que

2
¥eC (fa,b] :H(H)). De fato,



Y
; : . s 2
a) a integral acima existe, pois h€H e ¥ {t,s}ﬁ{é,b}

p.g.t. ué{%,ﬁ}, Aft,s,u, }E8H.
2
by ¥ (t,s)ela,b] . ¥ h@H, K(t,s)h€H, pois

# £ .
§ Eggt,s;hjiu;izﬁu = E | é Alt,s,u,v)hividv]idu <

2
g{A€t;s,u,v}§ Ihiv) | VE da <

A
ooty

< j' gtnct,s,u;v;zgdv} { §1h<v>§gdv au = |n)’-latt,s, )

“

c) ¥ (t,s)efa,b]l’, Kit,s)eH (H)

i m& b o 1 I8 F NEN
Seia €hg}ggaqum& ase o.n. de H; ¥ NEW ,
2 by z ’
Uxee,sy " = [ Ixte,singd = Jl(es)ngfhagl =
i=1 1,3

ft

j (t, s}h é&}*r (u}du{ =
1 3
{ . 2 . 2
= g | fA(t s,u,v)h, (V) h§<a§&v gu| = } gikét,s,‘,'}ihi®“§§ﬁ
i,i 4 i,
- 2
e como éhigh;}i ; & uma base o.n. de L,([a,b] ), temos que
o4 a3
ng‘itss} o= late,s, 9.
]
d) xec([a,b] ;H(H))
Com demonstracao andloga a do item anterior, temos:
¥ (t, s§p€%95§ﬁ;€ a, b; .
HIK(E,8) - K(to,s0) |l = HAlt,s,°,°) - Alt,,8¢," )| e pela hipdte-
gse obtemos a continuidade de X,
Posto isto, consideremos entac a equ&gée vetorial de

Fredholm de 22 espécie com nicleo XK.
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Fb
Axity = fit}y + ; K{t,slx{s}ds
a

Se quizermos trabalhar somente com funcdes a valores com
plexcs para recair nc caso classico para duas varidveis, teremos a
equacaoc

b
ity {u) = £{t} {u)} + f 5 A{t,s,u,vix{s} {(vidvds
. a ‘8

mas, pelas hipdteses feitas, vemos gue o niicleo A pode apresentar
descontinuidades nas variiveis u e v, caso no qual a redugdo ndo €

completa.

4.14 - Exemplo. a) Seja H = L,[c.d] e xec ([a,b)[c.d]%) .

Para cada ﬁ&{észg seja A(t) o operador de H defenido
- A - e
por: ¥ he€H, ¥ x€{c,d;, ZA(t}hj{x} = é Ki{t,x,vih{vidy.
<

Evidentemente ¥ he€H, A(t)heH e ¥ te€la.b], A{t) & linear e com cal-

culo analogo ao feitc em 4.13 c), temos que:

v tefa,b], Al(v)edH) e [[|a(x) mz = fﬂxgt,x,w izéxdy = 1K, , M

¥

%Ki:t:‘g"} - K{t0,°,”)!§, donde

2

e ¥ t,t, €fa,b], lllatt) - Aae){ll =

se conclui que AeC{[a,b] .H(H)).
b} Consideremos, ent3o, o problema diferencial
{Lﬂﬁi sut + Au = £ (u"{t) + A{t)ult) = £(r) para t€la,b])

ufa} = uib} = 0
onde sio dados fec([a,b]:H) e Aec([a,b] H(H))} definido como acima

e procura-se a funcgdc incégnita uecﬁzk{[§,53;3§. Admitindo que



=5 F

v fec([a,b];H) o problema admite uma e uma s3 solucdo, entdo exis-

te uma fungdo G:[a,bl.[a,b] — L{H), tal gque: y&ﬁii}éiészzﬁi é

b

solucao do problema se, e somente se, y{t} = j G{t,s}ds {ver tex~
i a

to do Prof. Chaim Samuel HSnig , "The abstrat Rieman-Stielties in-~

tegral and its aplications to Linear ‘Differential Equations with
generalized boundary conditions” — Notas do IME, USP, Sac Paulo,

1973} . Admitiremos ainda que Gec{[a,b]x[a,b]:H(H)).

¢} O problema acima é auto-adijunto se, e somente se

v u,vec{?) ([a,p} ;1) com u(a) = u(b) = via) = v(b) = 0 temos
(Llul [v) = (u|L[v]) o produte internoc sendo o de CLZ([é,b];E}, o
que & equivalente a dizer que G = G¥. Desenvolvendo EL[ﬁjlvi =

= (uiL{}]} e usando integraCac por partes, vemos que em termos do

nicleo X, a condicdo fica

¥ {t,xgy}ggagbzxi:c,ézz, K{t,x,y} = K{t,v,.x).

Desta forma transformamos o"problema de autovetores"™ da resolugao

do sistema

ufal = ulb} = 0

na equagdo vetorial de Fredholm de 22 espécie com nicles hermitia

no G e podemos, entdo, aplicar os resultados agqui obtidos.
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