
-i::'.:'. ...',:'....'.-..:..;h.-.-.

p rfo :â pt..g€1Êçg.E...f:4:194 p : Rê,põpÊ.s

Ã U'Â.{.0Rf$. #gã{ 5SF'ÃÇ0 9E i'l11ÊlfiÍ;T'

Samj ! ã$ arbex

Dj.sseriaçan.- üí)rebentada ao
Fingi:.i.''u\!Í:c de l:- {en\anca e

=st.:3 +.ã sf::ice Ü.:! L11Li.ve=sídaãe
(i(. $$o P.3uiü, para .s ohten-
( &O [:C:) 'PÍti.).}(} dcn l\lesa,rÜ em

í ã t ?!u8 'i:. j. ca

QgllEN'rÂDGR! Fi&<)F

Durante ã ela.bol.aÇSf) (este b.rak:aliso. ü n :tor
!ecebeu abalo finarl=e"ix-= dc' R.N.í.}.E. ,:==)!:t}.i\t.')s
FUN;rEC Fio .LO) e nç* i1,4. e F].!-;E}' COÍ!\.r$11iC} ].$4.''CT

S .RO [lA.t':,C: , 1 9 :'4 ->

' ;.l...-::' ' :':'

O TEOREMA 

sentada ao 
InstJ.tuto de Matemática e 

Es st:ica de;1 idade 
de São Paulo, para a obten-

çao de Mestre em 

t.:tca 

ORIENTADOR: PROF. DR~ CHA.IM SA.a.t.1UEL HÕNIG 

Durante a elaboraç~o deste trabalho, o autor 
recebeu apoio financeiro do B.N.D.E.,contratos 
FUNTEC nQ 100 e nQ l e FINEP convªnio 184 

+ SÃO PAULO, 1974 + 



P R E F Ã C l O

No caso clássico considera-se a equação integral. de

Fredholm de 2g espécie com núcleo hermltiano e contilnuo

(1) Àx(t} = y(t} + K(t,s)xl s)ds

onde são dados: xec; yec(l.a,bÜ) ; KeCCEa.bÜ x [a,b8} com K(t,s) -

= r.\s,t) vt,sega,b8 e procura-se a função incognita xec(Ea.bÜ).

Considera-se então E = Ci,?lEa,!)Ü} , que é o espaço pré-hilbertiano
das funções contínuas definidas em La,1:8 a valores complexos, munà.

do da norma L9 e o operador }=:xeE 9--..-& kxeE definido par v temi,})Ü ,

(kx} (t) : .f: K(t.s)x(slds, que, diante das hipóteses feitas sobre
o núcleo K,é hezmi.tíano e compacto,SendcP (À:l} a sequência dos auto

valores não nu].os de k e {e.) a sequêrici-a ortonolinal cor:'esponden-
te de autovetores, a Teorema de f4cfp-cF Ros diz que "$ê o nãaZeo

hera tíano canta'nuo K á t:aZ qua o ope!'ada? k po:' eZ,e de.finado ;

pasitzlpo, então K(t.s} : 1l À.nen(t} e:\Ís) a série sendo absoZutame3,

te e un{.fol'"?amante ao'iue:'g'ante é:m [a.hÜ " b,b]"

O objetiv'o deste trabalho '3 estudar a equação (1) ,

chegando às al-ternatívas {âe Fre(!hoint, bem como feri.ficar a valida-
l

P R E F Ã C 1 O 

OBJETIVO 

No caso clássico considera-se a equaçao integral de 

Fredholm de 2! espécie com núcleo hermitiano e contínuo 

(I) Àx(t) = y(t) + JbK(t,s)x(s)ds 
a 

onde sao dados: ).eC; yec ( [a ,b]) ; K€C ( [a ,b] x [a ,b]) com K(t,s} = 

= K(s,t} Vt,se[a,b] e procura-se a função incognita xec([a,b]). 

Considera-se então E= cL
2
{[a,b]), que é o espaço pré-hilbertiano 

das funções contínuas definidas em [a;b] a valores complexos, muni 

do da norma L2 e o operador k:xeE t---+ kx€E definido por V t.e[a,b], 

b 
(kx) (t) = Ía K{t,s}x(s)ds, que, diante das hipÓteses feitas sobre 

o núcleo K,é hermitiano e compacto.Sendo {À) a sequência dos auto 
n -

valores não nulos de k e {e) a sequência ortonormal corresponden-
n 

te de autovetores, o Teorema de Mercer nos diz que 

hermitiano e continuo K é tal que o operador k po:t' eíe definido é 

positivo, então K(t,s) = l X
0
e~(t) en(s) a série sendo absolutamen 

n • •• 

te e uniformemente eonvergente em Ll:1,b] x [a ,b] ". 

O objetivo deste trabalho é estudar a equaçao (I), 

chegando às alternativas de Fredholm, bem como verificar a valida-
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de do Teorema de MereCE no caso em que as funções x e y que apare-
cem em (l} estão definia s Riam espaço compacto X e tomam valores

n\lm espaço de Hi]bert H, sendo contzrntlas, e çom núc].eo K, que a ca

da par (t,sleXXX associa co=+.iHlüâRCRtc K t,s} F um o})orador de H,
que terá que ser de Hi.!bert-Sç-tlmidt,

MoTIvAçÃo

Ã. motivação para este problema foi a].dançada pelo

nossa orientador Prof. n!. . Chaim Samuel Hãniq ao consideram siste-
mas di.Êerenc 3.ais ã& forra

{L} L11iC : v: 'p Ã}, = f

u'} }' >]

onde são dados feC(Í-a.b] ;Cn> ;ÀCC(l.ü;E:D ;l,(Cala ; r'el(cedi bg ca rc':}
da forra r'B] = u'y(ã} +- Êi'b'(b} com aú,$Ct. Cn} e procura-se a

função incognit.a yeC(1) (BI,h:l ;C::) ' .

Para tais sis Chás vale o se?vinte

Teoze=g.: $e para cada íic.c€1'b,}8) :C') o sistema (L} p {P} tem uma e

\ma sé; solução: então existe wna f\!nçâa G: b,!Üx>,!ã -----

.---..+ L(Cn} , tai que: y Cillf (la.b..i :Cx} ê solução de (L)-P(}'}

se, e somente se, V te>.,b], yft /: G(t,slf(slds.

Àdmit.Indo-se satisfeita a hipótese do teorema acima

enunciado, hem como que c} problema {i,} + (E'} é auto-adl)unto,isto é,

'g u,vec(1)(la,b-l;cn} 6e F<ü} = F(v} : o, ent:.ão (LSq lv} = (uIL11qÜ}

de do Teorema de Mercer no caso em que as funções x e y que apare-

cem em 0:) estão definidas nu.m espaço compacto X e tornam valores 

num espaço de Hilbert H, sendo continuasf e com núcleo K, que a ca 

da par (t,s)exxx associa continuamente K{t,s), ~~ operador de H, 

que terá que ser de Hilbert-Schmidt~ 

MOTIVAÇÃO 

A motivação para este problema foi alcançada pelo 

nosso orientador Prof. Dr. Chaim Samuel Hõnig ao considerar siste­

mas diferenciais da forma: 

(L} L {y] - y' + Ay = f 

(F) 

da forrria a 

~ · · ,_ ec (1 ) ' r b., "" n ' funçao 1-ncogn1. 1...a y , Lª, ,J ; ... J • 

Para tais sistemas vale o seguinte 

Teorema •• ~e n .,,ec ( r: b-1 1 Cn) · t fL) + .(F\ t=m u'ma e _ para ca~.a L, • . '-ª, J, ; o s1s ema ,. , "" , _ 

urna só solução, então existe uma função G: [a,b]x [a,b] --+ 

n ( l) ,! ,r -i: !l ,-a, - ( ~ L(C ) , tal que: yec · tLa,bJ ,e ) e soluça.o de (L)+ F) 

se, e somente se, V te[a,b], y(t) = f~ G(t,s}f(s)ds. 

Admitindo-se satisfeita a hipótese do teorema acima 

enunciado, bem corno que o problema (L) + {F) é auto-adjunto,isto é, 



a produto iHt.ermo sendo o de CL2€Cx,bl ;Cn) , o auc airlda é equina
].ente a dizer que G e herniLciano, transformamos o "Tlrolllemü de au

to-va].ares" da reso].ração dc> sistema.

3

r'B'.J

à€€

no f-.*rob]en\a da resolução da equação integral.=

fb
(li} y(t) - À l G(t,sly(slds = q(t)

''f.'.a

c,nde q (t}
b
G (t .s} .F (slds

a

Se, para isto, desejarmos traba].har com coordenadas, senão

Gij: EapblxEa,bl -------F C a$ funções ccao!'danadas de G.isto é, tais (]ue

V t,seca,b]xEa,}:Í],(;(t.s} = IGij(t.slliKÍãa;Vi:ila.bÜ ------ c. e .lue

v Legal,bJ y(t) = (yi(t )l iÉn e kÍj o operador ir\teor.al de r\ücleo

GÍ{ , a equação (ll-} dã, então, oriqerl ao sistema

yí (t) - À ! (kiiyi) (t} = ai (t)
n

3

ou à equação matei.cia!

} (t) - À(ky> (t) = q(t}

onde k é a matriz de operadoreas (ki;}

O tratamento intrínseco do problema. isto é, a con-

sideração do núcleo G e k como operadores e nâo como matrizes de o

paradores é sugerida, então, De]-o incoveniente de se tFâbã].I'iãF çom
.Ü J-.'...',. '. .f.... .= .J '- -q ". -\ '"v.. .. -..r -~'.h'..'] .--'.b.-. .&- 'x . .'"'.'..."-'....,-. .... .,. .3 .'-.v"-'- ,....,,.'l .,'.-{ ,,.-..v.'.+.-,-. - . .H'.«,'. .'h.'.,i'ii-.
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, - n o produto interno sendo o de CL 2 ( Lª, bJ ; C ) , o crue ainda é equiva-

lente a dizer que G é her~itiano, transformamos o "nrohlema de au­

to-valores" da resoluçio do sistema 

... r -r , f iJL)'j - AY ::i: À€C 

,.. -, 

F LYJ = o 

no problema da resoluç~o da equaçâo integral: 

(II} 
fb 

y(t) - À j G{t,s)y{s)ds = g(t) 
J a 

onde g(t} = JbG(t,s}f(s)ds 
a 

Se, para isto, desejarmos trabalhar com coordenadas, sendo 

Gij: [a,b]x[?,b} --+ C as funções coordenadas de G,isto é, tais que 

V t,se[a,b]x[a,b] ,G(t,s) = (Gij (t,s>)1~:i~n;yi: [a,b] ---+- C, e que 
lS:J~n 

V tera,b-J y(t} = (y. (t)) 
1 

. e k .. o voerador intearal de núcleo ~ 1 ~1$n lJ . .. 

G .. , a equação (II) dá, então, origern ao sistema: 
l J 

n 
y.{t) - À l (k .. v.) (t) = qi(t) 

1 j=l lJ"J 
l s. i s. n 

ou a equaçao matricial 

y (t) - À (ky) (t) = q (t) 

onde k é a matriz de operadores (k .. ) ..• 
. l.J l.J 

O tratamento intrínseco do problema, isto é, a con­

sideração do núcleo G e k como operadores e nao como matrizes de o 

peradores é sugerida, então, pelo incoveniente de se trabalhar com 

muitos índices o que fatalmente ocorre no devenvolvimento da teo-
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ria quando tx'abalhamos com coordenadas, nOF exempJ-o ao se convide

rar autofunçÕes para a matriz (kii).

No Capa'tu].o l apresentamos conceitos e resultados

de Análise Funcional que serão uti].izados. sen(!o os mais triviais

sen! lnençao exn1-5:cita, nos capítulos subsequentes. Destacamos nest:e

capítulo o Teorema espectral para operadores hernit=ianos-compactos

definidos r\um esf)aça f)ré-hil})ex'piano e Q Teorema de decomposi.çao

pol-ar de um anerador comFnacta em espaços de íiilbert

No Capítu].o 2 aT)resentamos a teori.a existente dos o

geradores de flilbert-Scitmitd em espaços de 11ilbert r'ara com base

nela chegarmos a uma definição (!e tai.s operadores e'n espaços pré'

hi[bertianos , ben\ como aos res'\i].Lados cnrrespoladentes.

No caf)i'Lula 3 damos um conceito de sonabi.cida-

de uniforme e o Teorema de Di-ni qe1leral-azado para fannÍlias somálve-

is, que sâo utilizados na derlonst-l.ação clo t.coFcrlã que exibe uma l)a

se artonormal- de CL7(X;H} en termos de uma uuãsc de CL2(X} , suposta
existente, e de uma base do espaço de }li-lbert n (x é compacta) .Tet

migamos o capítu].o apresentando os resultados correspondentes üo

caso contínuo da representcacão inteqx'a]. dos operadores de Hil-bert-

No CaoÍtulo 4 anresentarnas os resultados de que se

compõe o nosso oblieti.vo.

-4-

ria quando trabalhamos com coordenadas, por exemplo ao se conside 

rar autofunções para a matriz 

,t\PRES~NTAÇÃO 

{k .. ) • 
J. J 

No Capítulo l apresentamos conceitos e resultados 

de Análise Funcional que serão utilizados, sendo os mais triviais 

sem rnençao explícita, nos capítulos subsequentes. Destacamos neste 

capitulo o Teorena espectral para operadores hermitianos-comoactos 

definidos num espaçd pré-hilbertiano e o Teorema de decomposi.ção 

polar de um operador compacto em espaços de Hilbert. 

No Capítulo 2 apresentamos a teoria existente dos o 

peradores de Hilbert-Schmitd em espaços de Hilbert nara com base 

nela chegarmos a uma definição de tais operadores em esnaços pre­

hilbertianos, bem como aos resultados correspondentes. 

No Capítulo 3 damos um conceito de somabilida-

de uniforme e o Teorema de Dini generalizado para famílias somãve­

is, que são utilizados na demonstração do teorema que exibe uma b~ 

se ortonormal de cL
2

{X;H) em termos de uma base de CL 2 (X), suposta 

existente, e de uma base do espaço de Hilbert H (X é compacto)~Te;:_ 

minamos o capitulo apresentando os resultados correspondentes ao 

caso contínuo da representação integral dos operadores de Hilbert­

Schmidt. 

No Capítulo 4 apresentamos os resultados de que se 

compoe o nosso objetivo. 
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çoes lineares e continuas de s eM F. V~lem as seguintes rroprieda-

des: 

b) 

d) 

e veL(F,F,) 

sao 

C' tr1 l 

l!A. - A 1 ----+ O I então A é cor11nacta (onde se B€L n -

creve1:1os 11 ,;, 
!! Bx W ~ 

a} Defini 

6 adjunta de A,sso, V x. 

b) ss:e{/ 

{ X Í 

e) Se E for um es ·-· 
f2:XO 1 S<J.() 

(i) A & hcrmitiana 

(iii) (Ax x)e m; v xeE 

" 11f~rn-1Jtlan() ~::;a.<) t'f~~E1.i.s {-~~ 

tovetores co~resiondentes a autovalores distintos 
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e} Defini 

TEORE ESPECTRAL rARA OPERADORES ffERAfITI . .1\NOS-C0f1PACTOS 

(real ou cornple-

xo) e A: E ----+ E Ul:l oncrador hermitiano connacto com l\ I O. 

uma sequªncia (finita ou infinita) de autovalores nJo nulos de A e 

uma sequência ortonornal (e ) de a utovetore:::; correspondentc,s, n 

c;ue: 

(A) conttn todos os autovalores nao nulos de A n 

Vn 1 t ' \ \ A J e n 
infinít;;t, lim I À 1 = O n 

n➔ +oo 

u eE . '<' ' ' ' • vX , [\X = 1., A LX ! e j e 
n n n e 

n 
vx,yeE, (Axlv) = E À x v--

.J- n 1rn 
n 

teorema anterior par~ aLran0er o caso finito~ o i11fi 

nito. 

1. 7 -· Seja A um operador hen'1i tiano cornr.acto de urn espaço 

hilbertiano E. Entáo A 6 positivo, sse, todos os seus autova es 

sao positivos. 

1.8 - Seja E um espaço de H.ilbert. Dada urria sequência o.n. (e } 
n 

de E e (À) com\ em e n n. 
lim À =-=- O. F:ntão o operad,ff ;\ de E defi-n. n+-+ oo 

nido por Ae - À e e zero no conplemento ortoqonal do s n n n 
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gerada pela sequência (en) é he=miLlanc> compacta. (Além disso se
à 0 então, P. é ly-ositivo}

]..9 - Seja E um espaço de Flilbert. Para todo operador conpacü-Q

positivo À de E. existe um o})erador compacto pasit:i.vo B de E +-a].

que ]3a = À. (B é chamado raiz quadrada de Ã. e Indicado por AI/Z}.

]..lO - Com as notações de 1.6, dado ÀeC, X#a com vn }#À. então
VyeE a equação (À-A.}x = y tem uma e u;t\ã sã solução x6E dada por:

1 . . j. ç. . (yjea.}* : -f-* * -t } *. :x:íl '.,
a série convergindo em E

]..].l - Com ãs notações de 1.6: dado um autora.Lar À?é0 dcn opera'3o:'

A uma condição necessária e suficient:e pal-'a que ã equação (À-Ê.>x=y

temi\a solução é que y se:ia ortoqona]. a todo autovetor de A associa

do a X. Neste caso a$ soluções x da equação acima são da forma

* : + * ''i- * "*» 4$j--- .. * *
onde z é qual.quer autovetor associado à À(isto é B.z = À2} , a st3rí.e
convergindo em E «

DECOJü@0SiÇÃ0 POLAR DE UM 0PEllÀDOR COMPACTO

1.12 - Teor.qllB. - Sejam HI e H2 espaços de Hilbert e A: HI """-"' }y!

um operador compacto. Então A = U.T onde T':H} -----» fil ê um operador
compacto positivo e U é u.ma isometria de T(H:} em H.

-12-

gerado pela sequência (en) é hermitiano compacto. (Além disso se 

À ~ O então, A é positivo). n 

1.9 - Seja E um espaço de Hilbert. Para todo operador compacto 

positivo A de E, existe um operador compacto positi.vo B de E tal 

que B2 = A. (B é chamado raiz quadrada de A e indicado por A112}. 

1.10 - Com as notações de 1.6, dado Ã€C, Ãi0 com Vn À;À n 
então 

Vy€E a equação (Ã-A)x = y tem uma e uma so solução xeE dada por: 

I À 
n 

a série convergindo em E. 

n e , 
n 

1.11 - com as notações de 1.6: dado um autovalor À;o do operador 

A uma condição necessária e suficiente para que a equaçao (Ã-A}x=y 

tenha solução é que y seja ortogonal a todo autovetor de A associa 

do a À.. Neste caso as soluções x da equaçao acima sao da forma: 

{y I e } 
--),-_ .... À_n._~ e n + z 

TI 

onde zé qualquer autovetor associado a À(isto e Az = ÀZ) 1 a sé.ri.e 

convergindo em E. 

DECOMPOSIÇÃO POLAR DE UM OPERl\DOR COMPACTO 

1.12 - Teorema - Sejam H1 e H2 espaços de Hilbert e A: H1 --+ H2 
um operador compacto. Então A"" U"T onde T:H1 --+ H1 é um operador 

compacto positivo e U e uma isometria de T(H 1) em H2 • 
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Prova: seja B = Ã+'A.:H! "-"---b Hl; então B como produto de operadores
compactos é compacto; além disso v feRI , Bíilt.} = (À+Àflí} H
= (ÀflÀr} à o, .'. B é positivo. Seja 'r o opera.daz' compacto positi--

vo de H!, tal que Tt = B, cuja cxisKuêHciã é garantida pei-o I'esuj-ta
do erlunciado eln 1.9. {o operador 'P se!«ã í.ndi-Gado T=(À+À} 1/2::::©b$(À} } .

Comparando ÜÀfl e li'rfg, te \os:

! a.fl2 ; {Af Fp.f) = {/A f lí} n:í l í} ,

mas T sendo positivo, de acordo con 1.5c) é f\erlitiano;.'.

(Taflf) = (ríl'rí} = lITfilZ, .'. os operadores À e T são metrican.ente

i.qual.s, i.sto é, v feRI' ll tll = ll'rf!.
Podemos agora defi.n!!. ÍJ sobre a imagem de T.'; asse.K!

se geV(ri!}, g Tf con feH!, colocamos nor definição tlq ÀfeF{2' L'

está bem devir\ida:. Foi-s :;e q = 1'f: = T'f2' e!''ao liÀ(í! - í2} !t

= li'P(fi -- f2) il ' O' .': Afl ! - Àf2' Ã.!éin isso U é amõ isomeLux'iã,pQ-

:is se g : Tf, :e«c; lluyli = !.P.fli = ll'rElI ç ilçll.

1.13 - Defini&=o. cair a$ notações de 1.12, a sequência ç3os autrDv13

].ares nãa Ru].o$ ãe T : abseÀ} , cuja cxisKLêlci8 é qa)-'antiga Dür }.e..

será cilamada "sequêrlc5.a caract.erÍsti.c'B de À"

]..14 - T'eoren\a: Se um operador #ã:Ei: -----+ H., .h#0 ê compact-o, exl-a-

tem sequências o.n. {finitas ou 11ão! {ebn/ e (En} em H. e ll2 -re$Fe:.
vivamente e unte sequênci-a (À.} de ntínleros real.s. com X. > C e

!im X.. = 0 quando (À.) é i11fi,feita, tais que:
t! -#+oo

v'yeH:,Àq à.{gle.}f.

-13-

erova: seja B = A*@A:H1 ...........+ H
1

; então B como produto de operadores 

compactos e compacto; além disso 

= (Af !AO ~ O, .\ B é positivo. Seja To operador compacto posit.i­

vo de H
1

, tal que T 2 = B, cuja existência é garantida pelo resulta 

do enunciado em 1.9.(o operador T será indicado T=(A*A) 112~bs{A)}. 

Comparando yAf I e l!Tf J, temos: 

mas T sendo positivo, de acordo com l.Sc) é hermitiano, :. 

(T 1 f!f) = (TflTf) =11Tf!j 2
, :. os operadores A eT são metricamente 

iguais, isto é, V feH 1 , l!Af!I = l!Tfj. 

Podemos agora definir U sobre a imagem de 'l'; assim 

se g€T(H1 ), g=Tf com feH 1 , colocamos por definição Ug = Afen 2 • 

está bem definida, pois se g = 'I'f 1 = •rf 2 , entao 

"" IIT(fl - f2) li = o, . . . Af 1 - Af 2 • Além disso u e uma isometria, po«~ 

i.s se g- = Tf, temos !Jug li 11?~!! l!Tf !I '! t! - ~J.. ,1 = '!::< ll g !! • 

1.13 - DefiniÇ;âo. Com as notações de 1.12, a sequência dos autova 

lores não nulos de 'r = abs (A) , cuja existência é garantida por 1. 6 .. 

ser~ chamada nsequ~ncia característica de A". 

1.14 - Teorema: Se um operador A:H
1

-----+ H
2

F ,l\.~O e compacto, 

tem sequências o.n. (finitas ou não) {e
11

) e {fn} em H1 e H2 respec 

tivamente e uma sequência (À ) de números reais, com 
n. 

lim À = O quando {À) é infinita, tais que: 
D n n-++oo 

VgEHl ,Ag - I 
n 

À o e 
n 



-Fava: pç)r !.!2 À=u'r onde T é um ope!..apor c-impacto pari.tive; sej !

(À.} e (e.} as sequências de a.u+-.ova.Lares não nu].os e autovetores;

ccjrrespondentes, respecti\lamente. do ape:'ado!.' T, duais cine V çeH!,

Tg= }1 Xn(qjenlen canfome 1.6. Por 1. 7. v n,X > O e fazendo fn =
= 9e., temos a tese

Corolário: No teorema, se H1 ; }{2 H e À:FI ---+ H e um operador
hermí.+-lado compacto então T A e tomando t.} c no a identidade vaDIos

que <À ) é a sequência dos autovalores nãc nulos de À, e que
Vn.f. = e e Ae = }, e

'' Ü 'a R'-' 'R' ©

ê

1.15 - Teorema: Se (Qn} e (fn} forem sequênc-ías o.n. ep\ HI e H;:.

respectivamente e (Xn a sequênci.a ãe números reais. com À >0
e lim À. = 0, CRKLão e:<i.ste wm Üni.co operadc]' coR\Dãcóuc] .A:l{. ---+ }}..;

ta! que v geH!, Àq = >1 À (91enlfn' \Nes+-e caso tÀn) 8 a sequélncÊa
característica de .\.}

vçeni' }llXn(qjen} all:ú sup IÀ.l: 1l çle )l:$ 11'jli' suF' ixni:n"P ' paus;q ' nnP " pÉuáq

'. ã expressão A'g = >1 Xni(glen\fn efine .Àq V geH]. e ev dentePlentc;
Àel(H. .117}

Para cada k N definimos A,ei'(F!! H2 por

v geil:, Akq ' }l.x.{qle.}r.

ll(À-Àk)'3$Z;nkpln gien l2ílã l i<çjenljaÉÃljjq';:

k

' prova: por 1.12 A=UT onde T é um operador compacto positivo; sejam 

(À) e (e} as sequências de autovalores não nulos e autovetores n n 

correspondentesff respectivamente, do operador Tff tais que V g€H 1 , 

Tg = l À (g!e )e conforme 1.6. Por 1.7. V n,À > O e fazendo n n n n n 
= Ue , temos a tese. n 

f n 

Corolário: No teorema, se H
1 

= H
2 

= H e A:H •----+ H é um operador 

hermi tiano compacto então T=A e tomando U como a idt~ntidad;; vemos 

que (A
0

) ~ a sequ~ncia dos autovalores nio nulos de A, 

Vn,f = e e Ae = À e. n n n n n 

e que 

1.15 - Teorema: Se (en) e {fn} forem sequências o.n. em H1 e 

respectivamente e O. ) uma sequência de números reais, com À > O n n 

e lim À = O, n n++oo 
então existe tnn Único operador compacto A:H1 

tal que v geH
1

, Ag = l 
n 

característica de A~} 

prova: 

AEL (H, ,H'>}. 
J. .~ 

À (g l e > f • n n n 

1 {g 1' e ) l 2 
. n , 

(Neste caso, (l ) 
n 

~ 

e a sequência 



onde Âk'suptÀk.t! ' ' - 0}

como li«: Âk : 0' llP'-/'kg : l:l::l(A-Aklgll $ Ak ----' 0

.'. A como ].imite na norma deoperador de í)peradclres de posto finito

é compacto, conforme ]-.4.c} e ]..4.d)

]..16 - Teorema: Se Ael(lll'fi2} e comoacto, então llAll ; suP Xn on
de (À.) é ã sequência c&FãcteFÍsLuicâ de À.

Xn(qjeu) fa

lla'il :ll.U ki'' ll s:P À«

ll;'ll ; li:Np, ll"gll à llA.. ll : À.

]..17 - Um operador Àel(lÍI'H2} e compacto se. e soment-e se, ê limo

te na norma de oneradol de operadores de postos finitos.

1.14 -» V qeH]

liAgllz À: l (gie ) I' llç il' ,

n llÃ.ll à suP 'R
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:. como lim Ak = O, llA-Akl = supll(A-Ak}gll ~ Ak - O 
k•+ 00 l&íl~l 

:. A como limite na norma deoperador de operadores de posto finito 

é compacto, conforme 1.4.c) e 1.4.d). 

1.16 - Teorema: 

de (Ã) é a sequência característica de A. n 

prova: 

mas Ae == À f , n n n 

1.14 ~ V geH 1 , Ag = I Àn{glen)fn 
n 

sup Àn on­
n 

sup À 
n n 

1.17 - Um operador AeL(H 1 ,H 2 ) é compacto se, e somente se, é limi 

te na norma de operador de operadores de postos finitos. 
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(}PERÂPORES aE ffíLBERT-S(HMIDT

W!?$gi;lggâ: para este capEtu].o usaremos as segui-ates Robçã-
çOê5:

}il e H? es!)aços de {Ti-!!ocr&t. co!:\nlexos;

(ni iel base o.n. de n!;($jljeJ basco.n. de H2;
E, F e G espaços prê"hilbc:rti.ar\os complexos:

i,(E,F') esoaço das )!icõçães ã.; !irlea.i-cs e cont31luas de g e''\

F, mini.da '!a rioFI'\a ll ll sup ll#Açll
ll ll l

0PERràDQR} S l)E HIL}3ERT--SCFÍ}'tTDll !iF.! ESnÀCOS !')E HILBEnT

Leia.a. Se Àe].,{H. ,PT} . e1ltão

i. llA',: l:
{©l '

i (Ãn: E llA*@:l :
j e.l '

as somas sendo independentes (!as bases (n{)e($ije nodenílo ser -'-"'

Prova: pela igualdztde de Parseval, V ie!, 1iÀtlzllZ = }1 leÀnÍÍ$i \ 2

llÀn.llz = >1.il(Ànil@j)la = IÇ.il< llJn @j)ia = llÀ+@jilz e ço

mo {n{)ee©;) sáo (]uaí-squer,ten\os també«\ a indo:'nendé1lcla das bases

]

C A P f T U L O 2 

OPERAVORES VE HILBERT-SCHMZVT 

2.1 - ~_:?_!ações: para este capítulo usaremos as seguintes 

çoes: 

H1 e H
2 

espaços de Hilbert com.nlexos, 

base o. n. de H 1 ; (\li) ; 1t.q base o. n. de H 2 ; J .; v ..... 

E, P e G espaços prª-hilbertianos complexos; 

nota-

L(E,F) espaço das aplicaç6es A, lineares e contínuas de E em 

F, munido da norma li A:! = sup l!Ag H. 
li g[! ~1 

OPERA.DORES DE HILBERT-SCHMID'l' EM ESPAÇOS DE HILBERT -----•-•o,--,ç-•~•- •--•-•-• ~--"'••• ~--•• • ••-'!'~e•••-•••••-"""''••••.....,__,,....., .... ~••--'"' .., ..... 

as somas sendo indenendentes das bases (n.)e(w.)e podendo ser +00 • 
< 1 J . 

prova: pela igualdade de Parseval, V i€I, 11 Anil! 2 = ~ l (Anil lJ.1 1) l :i: 
] . 

.*. i 11Anill 2 = ),ICl\ni!*j) 12 
::,e .l. ! (ni !;/•1/Jj) ] 2 = ~ !!A*iJij !1 2 e co-

1. 1,J 1.J J 

mo (ni)e(it,j) sao quaisquer,temos também a independência das bases. 

-16-



2 . 3

3

Len\a. Se A€1(Ell'l-i2} e ià,''p'n,ll: < +w, então

llp.ll $ ( }1 11A'){ la) i/z
ie! '

1:9yg.: v qen!, llP.all: l ieÀql@j} i: : j !(çlA*\l,j} 1: É

g llgll' }l liam'Pjll: : llÇll: EllA.-:ll: .'. ll"Íl; 11*1.: 11 á

' [:ã: "-:':]:':
2.4 - Lema. Se ÀeL{H, ,l{.) é compacto e (À.) é a sequência carão

terístíca de À, então:

i.e l 'lA'j
(a soma podendo ser '+n)

OFov&: com as notações de ]-.14. temos

v qeH!, Aq = 1l Àn(gjenlfn

(e n

os e

se (Ó 2) ÊeA

é lERa base o.n. de }ÍI que contém a sequência o.n

A+Z = 0 para todo 4)Z diferente de todos

i;l:i!"-:!i: lll.EE».$.n: : l } «..!!:

vemos qué

a

2.5 - Teorema. Sela Ael(ríl'H2) ' Sao equivalentes os seguintes e

a) Para toda base o.n. ($g.}ÊeA de }íl' teAllÀ$t iz < +'»;
b> À é compacto e >1 X: < +n, onde (Xn) ã a sequência carac+.e-

ri.ética de A.

então 

li A 1 ! s; ( l li An, 11 2
) 

1 
/ 

2 

iel -

prova : V- geH 
1 

, li Ag 112 = l l {Aq I iJJ j ) l 2 

J 

= ~ 1 (gjA*~;j) 1
2 $. 

J 

s: li g 112 i li A* 1j, j I? == 
J 

• 1 lA q ; li 

-17-

2.4 - ~- Se A€L(H
1

,n
2

) é compacto e (),n) é a sequência carac­

terística de A, então: 

(a soma podendo ser +oo) 

prova: com as notações de 1.14, temos 

V geHl, Ag = I AD(gjen)fn , :. se (•1>1eA 
n 

é uma base o.n. de H1 que contém a sequência o.n. 

A~ 1 = O para todo $ 1 diferente de todos os e , : • 
n 

(e) vemos 
n 

que 

2.5 - Teorema. Seja A€L(H
1

,H 2). são equivalentes os sequintes e­

nunciados: 

a) Para toda base o.n. ($ 1 ) 18A de 

b) A é compacto e l À~< +00 , onde 
n 

rística de A. 



c) Existem sequências o.n. {en} e (fn} em HI e H2 lespectiva-

mentc e uma sequênci-(a (Xn) sati.sfazendo Àne R.xn > 0 e >1 Ài < +m.
ta]. club

n

v qeil:, Aq }l Xn (q en) fn
&

a} :-::$p b) seja (4lt)!eA uma !)ase Q.n. de }tli como R.EAliÀ Ê t2 < +m.te
mos aue: existe uma sequênci-a o.n. (enlC(d) }ÊeA tal que À$! = 0 ng:

ra todo @Ê diferente de todos os en; definimos então para cada

ke Ibid um operador Akel(n1'll2} })or

ÍÀken ; Aen se l $ n $ k
'lÀken : 0 se n > k
tAÜ$P = 0 para todos os +ç # e. Vn

Pelo lema 2.3, temos liÀ-Aki' á g,} li(A-ÀKl®tll E l(À-Àk)enjj2

l IÀenjj2 --'.-.---+ 0 quando k -----, +w
nZk+L "

À, como limo.te em L(lÍI ,}!?} de operadores de posto finita, é com
pacto. O i,erra 2.4 termina a T'Fo\râ

b) :-:p a) evidente a parti-r dos Lemas 2.4 e 2.2

b) :-:> c} e c} -e' b} resultam imediatamente de ]-.]-4 e 1.15.

corolário. Nas hi)Óteses da teorerla 1.].5. Se }l À: < 'tw , existe \im

Único operador Àe](H! ,H2) s-atisfazendo as condições equi.va].entes a
R

2 * 6 l)efi.rlicão Urn ope!-a(]or Ae](H. ,H?} é de E]i].bert-Schmidt c!e

-18-

e} Existem sequências o.n. (en) e (fn) em H1 e H2 respectiva-

- f À2 < Á-. mente e uma sequencia (À) satisfazendo À e JR,À > O e l T=, 
n n n n 

11 

tal que 

V g€Hl, Aq = 2 À (qle >t n n n 
n 

a) ==> b) seja (~ 1 ) teA uma base o.n. de H1 ; como I llA<ti 1 !i 2 < +00 ,t~ 
tel1. 

mos que: existe uma sequência o.n. (en)C(<Pt>teA tal que A~ 2 = O oa 

ra todo <f>n diferente de todos os e · definimos então 
J'v n' 

para cada 

ke J.N* um operador AkeL(H 1 ,n 2) por 

r Ak en = Ae se 1 < n $ k n 

1v ::::: o se n > k 

Akcj): = o para todos os <P9.. -;. e Vn 
n 

Pelo lema 2. 3, temos li A-Ak !:2 
$. l li (A-Ak) 4> º 11 2 = l li (A-Ak) e !l 2 = 

Q..6A ~ n n 

= l !IAe ll 2 
- O quando k --+ +oo 

n?:k+l n 

••• A, como limite em L(Hl'H
2

) de operadores de posto finito, e com 

pacto. O Lema 2.4 termina a nrova. 

b) =~ a) evidente a partir dos Lemas 2.4 e 2.2. 

b) ~ e) e e) ==> b) resultam imediatamente de 1.14 e 1.15. 

Corolãrio. Nas hipóteses do teorema 1.15. Se l À
2 < + 00 , existe um n 

n 
único operador A€L(H1 ,H 2) satisfazendo as condições equivalentes~ 

cima enunciadas. 

2.6 - D~_f~nição. Um operador ABL(H 1 ,H 2} e de Hilbert-Schmidt de 



HI em H2 se. e somente se, À satisfaz as condições enuiva].entes da

Teorema 2.5. Indicaremos l)or Hem 'F{,) o conjunto de tais operado-

res e se H. =i{, =n pomos H(H} = H(H,Hl; seAeH(11.,H.), escreve-

de H.
-; i!"Ê! ; l.à. ]»*. onde (<bl,}ÊeA e uma base o.ri. qualquct'

2.7
Be.or.g!!B.. Seja A.eH(nl 'E{2}

a) Atem(H2'nl} e lllAlll lhA lll

b) H(lTlrH2} e um esnaç'-) v(ntorial e llÍ'lll é una morna.
c} Se }! é um espaço de }TilLert. então

Xel(H2'H) ;-o' xoAeH(nl.F!) e llixoAlll < lliAFll. llx li

XCL(H,HI) -+" ÀoxeH(fl,!i2} e ili/\oxliÍ < liiÀill.il x ll

} H À l á lllÀ lli

e) illÀlil
ca de

À:)*'' onde (X.) é a sequênci-a característí

a> Imedi.ata a partir do l,ema 2.2 e da Definição 2.6.

b) se A,BeH(}{.,H,} e ag(

lj;»l! :x:t;»-:u:l:/:: ; li: !".:!:l:/:: ; !!t"lti

usando a desiqua]da(]e de bli-nkowsky, temos

!:i"- : l,à:! -«:! :':' l} »«:n:l'':* l} --:ti:l-':
= lll.al l *

base o.n.,
li B iii 0, então V i€1, Ar\: 0 e coma (n.} ã

-19-

H1 em H2 se, e somente se, A satisfaz as condições equivalentes do 

Teorema 2.5. Indicaremos por H(H 1 ,H 2) o conjunto de tais onerado­

res e se H1 = H2 = H pomos H(H) = H(H,H}; se A€H(H
1

,H
2
), escreve­

mos lllAill = LIA UA<t>,_[! 2
)

112 
onde ($ 1 ).teA é uma base o.n. qualquer 

de H1 • 

2.7 - Te_o!_ema. Seja Aeff(H
1

,H
2

) 

a) A*eH{H 2 ,H 1 ) e !IIAIII = ll!A*II!. 
b) H (H

1 
,H

2
) é um espaço V(~torial e Ili • Ili e uma norMa. 

e) Se H é um espaço de Hilbert, entio: 

d) ~AI ~ !IIAIII 
e} ll!Alll = (t Ã 2 )

112 
onde O .. ) l n n e a seau~ncia caracteristi-,, 

prova: 

n 
ca de A. 

a) Imediata a nartir do Lema 2.2 e da Definição 2.6. 

b} se A,B€H(Hl,H2) e aec 

lllaAl!I = f l llaAn. !1 2
)

112 = ial [? l!Anill 2
)

112 
= !ai lllA!ll-

lieI 1 
1 

O, então V i€I, An. = O e como (n.) 
1 1 

base o.n., A= O. 

e 



.1

.) lllx.Àlll : l>i lixa«:} ii:l''' É iixl:l>1 1A.n:l
t i ' J \ i '

a outra desigualdade õ de prova análoga

d) imediata a parti.r do lona 2.3 e definição 2.(

e} imediata a partir do ]-ema 2.4 e definição 2.(:

Itx: , llAI

2.8 - Teorema. H(H.,H.) é um esr-aço de Bânach

Orava: Selva (An} uma sequência de Cauch\' em H(lll'tl2) ' pel'' tcolt'! .:í
2.7.d} (An) é uma sequência de Cauchy em L('11'1{2) ,.'. 13 Ae](HI't]2)

ta! que Au --::.!!.-i:-:.l!;!.!-> À,.'. v qc Hi ' Àng ----+ Ag. Sendo lia, li i ]-

nlto, temos:

E llAniil: = .}1. 1i(li.m À.)nili: = .>1, (li-= llÀ.n:il:)
iel! ' reli D'-m

(kim

; :!'" :':: }!».-:!i: ' l;!T.lll«.i11: « *"'
(Au) é de Cauchy em H(HI'n2} ' v c o,X Neeni tal que

mrnZNC:'+ ili - lll <c;param?Notemos.

il(A-Au)rlijZ = lim E IÍ-(Àn'À«}nilÍ e:

ÀeH (H 1 , }{ 2 )

'. Àa "---+ A em f{ (!i1 'll2)

2.9 - Teorema. Se F(H. ,H.) é o espaço dos operadores de Dose'':-s fi

Rito de HI em H2 com a topoloqia de H(HI.,H2) 'temos H(H!,HZ}
= f'ÍH: ,H,) .

orava: evidentemente H(H]'H2} 3 F(ft].rH2) e como pelo tenro?n.a 2.8. ,

f{(}i['H2) é completo, f{(H].,n2} 3 F(il]fH2} ; recíproca'Rente ':.{'

a outra desigualdade 6 de prova an~loga. 

d} imediata a partir do lema 2.3 e definição 2.E. 

e) imediata a partir do lem~ 2.4 e definição 2.6. 

prova: Seja (An} uma sequência de Cauchy em H(H 1 ,H 2); peln teon.'r'ia 

2. 7 .d) 

tal que A n 

nito, temos: 

í ier 1 

l!An. 11
2 = l li (lirn A }n.112 

l. . 81 n l 
l. l n-+oo 

= I (lim l!A n. !12) 
UH 1 

n.+oo n l 

= lim r li A n · 11
2 :S. lirn IIIA lll 2 < +oo, 

. 
A6H(H

1
,H

2
} . . 

n-++oo i0I 1 
n 1. n 

n-++<:>0 

(A
11

} é de Cauchy em H (H
1 

,H
2

) , V e:>O ,3 Nf.:€IN tal que 

m.,n ~ Ne: ~ ll!An - Am!II < e:;para m ~ Nc temos, 

l !l(A-A ) n. 112 = 1 im 
1·011 m l. n++w 

l li .(A -A ) n. 112 
·eT ll m 1 
l ~1 

== 

como 

2.9 - Teorema. Se F(H
1

,H
2

) é o espaço dos operadores de nostos fi·· 

nito de H
1 

em H2 com a topologia de H{H 1 ,H 2 ) ,temos 

= '(Hl,H2). 

e como pelo teorema 



2}

Aef{(}il'H2) da demonstração de que a) ::+' b) no teorema 2.5., vemos

que a sequência (Ak) de operadores de posto fi.nato de HI em H2 teB.
de a A na norma de H(HI,H7) pois

lllÀ-Akili i.eA l(À-Àx) tlÍ B nàk+l nll' -'t;;=.- 0

2.].a - Lenta. se A.,Bef{(nl'n2) , então xQ!(Ã'nilBvli} : jeJ B+»j IÀ++j}
as famz'].ias sendo absolutamente somáveis e as somas independentes

das bases (rl{ ) e (0; )

E:g11g.: v iel, l (ÀílilBni.} l $ 1ÍA.n. i.jjBr'tijl s --$--(11Ani.lz +ilBnj.ilz)

E.l(ÀniIBTli) l í '--#- (lllAlliz + llIBilia) e VAfBeH(nlrH2) a famí-

].ia [(Ani iBni)] ial é absolutamente somável.

.à:lAni. Inni.): (Àni. I'bi) ($j IBni.):.}l:lni IÀ*q'j} (B*q'j Ini):jei n*'pj iA*'bj)

e como as base o.n. (ni) e (+.Í} são quaisquer.conc].uímos que as sg
mas são índepFndentes delas.

l

2.11 - 2sgi:!!:!=çea. Se B.,BeH(H].pH2} definimos (AIBy

onde ($t)2eA e uma base o.n. qualquer de H]..
tàA (À+l. IB4'z) ,

2 . 3.2 - 'Peoxemà .

a) a função que a cada par A,Bef{(HlpH2) associa (AIB)CC é

um produto interno em H(H} ,H9} , tal que (AIÃ.) = lllAilla.

b} Se Àef{(H['H2) e V qeH]., Àg = }1 Àn(gjen)fnp onde (Xn}
(en) e (fn) são como no Teorema 2.5.c) ,então (ÀIB) : >1(AenlBen}.

c) À,BCt{(nl'u2)+'(AiB) =(B+lA+).
n

-21-

AeH(H1 ,H2) da demonstraçã0 de que a) ==> b) no teorema 2.5 .. , vemos 

que a sequência (Ak) de operadores de posto finito de H1 em H2 ten 

de a A na norma de H(H 1 ,H 2 ) pois 
2 

Ili A-Ak Ili 2 = l li {A-Ak) 4> .t 11 2 
"" l li Ae li k++oo O• 

teA n~k+l n · 

2.10 - Lema. Se A,BeH(H
1

,H
2
), então }: (An. jBn.) = }: (B*tp. !A*lJi.) 

ieI 1. 
1 jéJ J J 

as famílias sendo absolutamente somáveis e as somas independentes 

das bases (n.) e (1J,.). 
l. J 

prova: v ieI, 1 (AnilBni) 1 ~ l!Anil.llBnill s +<!1Anil2 +11Bnill
2 > 

:. l 1 (An. lBn.) 1 ~ ....L2 <111Alll 2 + IIIBlll 2
) e VA,BeH(H1 ,H 2 ) a famí-

ieI ·1 
1. • 

lia [(An. 1 Bn. >] . 81 é absolutamente somável. 
1. l. 1. 

e como as base o.n. (ni) e (tltj) são quaisquer,concluímos que asso 

mas são independentes delas • 
. ' 

2.11 - Definição. Se A,Beff(H 1 ,H2) def~nimos (A!Br = 

onde (4> 1 ) 16A é uma base o.n. qualquer de H1 • 

2 .. 12 - Teorema. 

a) a função que a cada par A,BeH(H 1 ,H 2 ) associa (AjB}eC 

um produto interno em H(H 1 ,H 2 ), tal que (AjA) = ll!A!llª• 

b} Se A€H{H1 .H 2) e V geH 1 , Ag = I À (gje )f , onde (À) 
n n n n n 

(en) e (fn) são como no Teorema 2.5.c) ,então (A!B) = }:(Aen!Ben). 
n 

-e 
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d) f{(H].rH2) e \nn espaço de Elilbert.

prova: a) (ÀIA)

l l

E.(À''\j.IA.n:) = .E.IIA.n:II' = IIIAIII:
ÍCI * ' Í8i '

se a,beC, (aAlbB} = } (aArliibBíli) : a'b i(ArliIBni) - ab(Als)

Q.ÍB} : ZI(Arli.IBrli) = }1 (EiÍ;lArh.) : (XTX)

(Ai+A.2 IB} ; }l((At+À2)rlilsnj.) - 11(ÀtniIBrti) + E(A2nliBnj.) =

: (AtlB) + {A2is}

b) Se (+1)ZeA é uma base de HI que contém o sistema o.n

(en) , então da representação de À . V geRIr Ag : }lXn(gjea)fn can

A 4)i.=0 para todos os +t diferentes de todos os en

(ÀiB) ; teA(A+ÊIB+l.) : neAeniBen)

c) imediata a partir do Lema 2.10 e definição 2.1]..
d} imediata a' partir dos Teoremas. 2.8 e 2.12a) .

Comentário.. Às condições b) e c) do 'Teorema 2.5 nos di.zem como ca-
racterizar um operador de Hi].bert-Schmidt dentre os operadores coU

pactos de L(H] ,n2) pela sua representação dada no Teorema 1.14, e
os Teoremas 2.7e) e 2.].2b} nos mostram como calcular a norma e o

produto interno, respectivamente, em termos dessa representação .

OPERADORES DE HILBERT-SCHMIDT EFI ESPAÇOS PRÉ-HILBERTl;\NOS

2.13 - Not!!gaQ. Denotaremos por E o completado de E e por A a eE
tensão contínua de A a E. Teremos Ael(E,F) .

-22-

prova: a) 

se a,beC, (aAlbB) = "" ab (AI B) 

CA1+A2lB> = 4«A1+A2> 11 i!Bni>.., 4<A1ni!Bni> + i<A2ni!Bni> = 
l l l 

= (A
1 

j B) + (A
2 

1 B) • 

b) Se ( ♦ 1 >teA é uma base de H1 que contém o sistema o.n. 

(en) , então da representação de A I V geH 1 , Ag = l"n (g I eu) fn con­
n 

cluímos que: 

A $9.,=0 para todos os ♦ 1 diferentes de todos os en 

• (AIB) = I (A♦ hlB♦ n) = ICAe ]Be). 
.• teA N N n n n 

e) imediata a partir do Lema 2.10 e definição 2.11. 

d) imediata a'partir dos Teorema~ 2.8 e 2.12a). 

Comentário. As condições b) e e) do Teorema 2.5 nos dizem como ca­

racterizar um operador de Hilbert-Schmidt dentre os operadores com 

pactos de L(H1 ,H2) pela sua representação dada no Teorema 1.14, e 

os Teoremas 2.7e) e 2.12b) nos mostram como calcular a norma e o 

produto interno, respectivamente, em termos dessa representação. 

OPERADORES DE HILBERT-SCHMIDT EM ESPAÇOS P~-HILBERTIANOS 

- -2.13 Not?ção. Denotaremos por E o completado de E e por A a ex 

tensão contínua de A a Ê. Teremos ÂeL(Ê,F). 



Comentári.o. Precisamos da noção de operador de Hilbert-

Schmidt em espaços pré'hi.lbertianos. À primeira ideia é definir:

"Se Àe](E,F)então A é de Hi].bert-Schmi.dt se. e somente se,Àel(EpF)T

Queremos. no entanto, que os operadores de Hílbert-Schnldt formem

uma subc].asse dos operadores compactos (Gamo no caso de espaços

completos, o que decorre da condição b) do Teorema 2.5} , o que não

acontece se usarmos a definição acima, como mostra o seguinte. exeU
Pi.o:

Seja l2(11{) o espaço pré-hilbertiano das sequências quase nu

números complexosr com produto interno (xjy) = .}1.xj.yi onde
{6©: " '

x :(xi)i6w ' y =(yi)i8wela(1{)Fsendõ en :(õn,ijiewe l2(H), de-
finimos 'A.:];(m) ------- ].;(m) por V nCW , A.en = l#! e se

x = }1.Xnen ' Àx : }. .i? ' A é obviamente li.near e hermltiano.Uu} " "'. nn}

contínuo, pois

1 /2

"" " ; «»l.z':*..«l « : «.}: ; .." :
-kl ?-Çn=ln'

1 / 2

.ilxll,.'.llAil $

.}: n

$ :-\
nnl n'

]. / 2 N

.!:i*.i:
1 /2

É .}:-b
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de

2

b) A não é compactQPpois a sequência (xN)N

H . r l 'l

no entanto, sendo AxN = E ;lt en' a sequência (Àxu)mew--Pln2lwaz{

no espaço de Hi.].bert l2(1{) : 1 (1Bi} das sequências de números com

1 / 2l N .

é Limitada em ].;(]N) l país lll$H=inll 'l
:'! H .

.!:}xN

-23-

Comentário. Precisamos da noçao de operado~ de Hilbert­

Schmidt em espaços pré-hilbertianos. A primeira idéia é definir~ 

"Se A€L(E,F}então A é de Hilbert-Schmidt se, e somente se,ÂeL(Ê,F)~ 

Queremos, no entanto, que os operadores de Hilbert-SchMidt formem 

uma subclasse dos operadores compactos (como no caso de espaços 

completos, o que decorre da condição b) do Teorema i.s), o que nao 

acontece se usarmos a definição acima, como mostra o seguinte. exe~ 

plo: 

Seja 12('.tN) o espaço pré-hilbertiano das sequências quase nulas de 

números complexos, com produto interno (xly) = I x.y. onde 
iel!l 1 1 

x = <xi> iam ' Y 

finimos 'A: 1~ (lN) 

N 
X = l X e , Ax 

n•l n n .. 

= (yi) iEHN el~ (lN);sendà en = (t5n,i) ieme 1~ (:N), de-

º en 
--+- 1 2 (lN) por V nelN , Aen = n e se 

N xn 
= l n en. A é obviamente linear e hermitiano. 

n=l 

a) A é contínuo, pois 

[ 

N _!_l l/2 

s. ! 2 • 
n=l n 

b) A não é com pacto,p:,is a sequência 

~ l o 
L rí""'8n é limitada em 1 2 (lN) 

n=l 

no entanto, sendo AxN = 
N 1 r ::Te ; a sequência 

n=ln n 
~ 

no espaço de Hilbert 12 (IN) = 1~ (:N) das sequências de números com-

plexos de quadrado somável e {f) NelN e 12 {lN) - 1~ (IN) ,donde se con 
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flui que (AxN)NOW nao admi-te subsequêncía convergente em L;(la}.

c} Âel{ (l, (w) }

Se Ê = NCWxnene12(IBl}, Àâ = Nã '-.=S e como (enlnGW

se o.n. de l2(nl} P Xn : (xjen) e .Êm l < +m/pelo teorema 2.5c} e

definição 2.6 J AeH(].2 (W).

2.].4 - Definição. Um operador Ael(E,F} é de Hllbert-Schmidt de E
é compacto e Âel{(E.F) de acordo com a deem F se, e som

fi.feição 2.6.

Indicaremos por H(E,F} o conjunto de tais operadores e se E=F po

mos H(E,E} = H(E).
Se A.,BeH(E.F) escreveremos(Aln)

bae

Àeste comPac 0 eS g

#

(ÂIÊ) e illÀlli = ilha.lll.

2.15 - Teorema. Se:Íam À,BeH(E,F)

a) H(E,F) é um espaço vetorial.

b) (AIB) define um produto Interno em f{(EpF) .
c} xel(F,G) -+xoÃ.Qff(E,G) e lllxo.Klil $ ilXll .lhA.lll

xel(G,E} :-»p.oxeH(G,F) e lliAoxlll & llxll .illAill

a lia.il É fila.Íll

orava: usando a propriedade universal das extensões contínuas,ou

seja "dado um operador Ael(E,F) , existe um único operador Ael(Ê,P)

tal que troa = AoiE onde iF:E ""--.> Ê é a imersão", demonstra-se fa-
cilmente

( i.) a6C :-:> aA = aÀ
,''\ » .

(ii) À+B = A + B

,A.
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clui que (AxN} NeIN nao admite subsequência convergente em 1~ (JN). 

e) ÂeH (1
2 

(]N)} 

Se x = }: x e e1 2 (JN), Âx = }: Xn e e como (e
11

) neIN é uma ba-
NSIN n n N0IN n n 

se o.n. de 1 2 (IN) , x = {x!e ) e l -\- < +00
1pelo teorema 2.5c) e 

n n ne:mn 

definição 2. 6 1 ÂeH Cl 2 (JN). 

2.14 - Definição. Um operador A€L(E,F) é de Hilbert-Schmidt de E 

em F se, e somente se, A é compacto e ÃeH(Ê,F) de acordo com a de­

finição 2.6. 

Indicaremos por H(E,F) o conjunto de tais operadores e se E=F po­

mos H(E,E) = H(E). 

Se A,Betf{E,F} escreveremos (A.!B) = {ÂIB> e ll!Alll = ll!Ãlll. 

2.15 - Teorema. Sejam A,BeH{E,F) 

a) H(E,F) é um espaço vetorial. 

b) (A!B) defipe um produto interno em H(E,F). 

e) X€L(F,G) ~XoAeff(E,G) e ll!XoAlil :S. llxll • lllAl!l 

X€L(G,E)' ==>AoXeff(G,F) e ll!AoX!ll ~ llxll • ll!Alll 

d) li A 1-1 ~ !IIA Ili 

prova: usando a propriedade universal das extensões continuas,ou 

seja 11 dado um operador A€L(E,F), existe um único operador ÂeL(Ê,F) 

tal que iFoA = ÂoiE onde iF:E-.. Ê é a imersão", demonstra-se fa­

cilmente: 
A A 

(i) aeC =:> aA = aA 

A A -

(:li) A+B = A + B 
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(ij.i} Xel (F ,G} :-+' XoÀ k X o Ã

(iv) Xel(G,E) :::+ ÀoX = À a X

a} acC -+ aAeH(E,F'} pois aA é compacto e aP. = aâoH(E,F)
A,+Bet{(E,F) , pois A+B é compacto e A+B = A+Bef{(E,F)

b) as demonstrações sâo Óbvias, por exemplo

v AI'A2'Beu(E,r') ,(A.l+Ã.2iB) = (ilÇh.2IB) = (À.t+p.2lÊ)=(AtlB)+(.hzlB)

: (ÀlIB} + (ÀzlB).
c) Se XeL{FTG) , XOÀ é compacto como composto de um operador contí-

.,*.... : .'"~.
nuo X com um compacto A, e co1110 XOA = RoÂ pelo teorema 2.7c) XOA e

e H(E,F) ejjjxoAÍjl = iii' lll : lllÊoÂlll'á lxÍ lllAlll =llXÍI lula.lll.

d) usando o teorema 2.7d) IÀll = llÀll S lllÀlil = lllAlll.
'''"h\. " .

2.].6 - Teorema. H(E,F) = H(E,F}

orova: Consideremos a Imersão que a Aeff(E,F) associ.a AeH(E,F) ;como

lllAÍll = IÍIÃllj'a menos das identifllcações habituais tf(E.,F} C H(ETF)
e como H(Ê,P} é completo temos f{(E,F> C H(E,F)

Reciprocamente se AeH{E,F) de acordo com a condição c> do Teorema

2.5 existem sequênci.as o.n. (ê.) e (Ê.) em Ê e Ê respectivamente e

uma sequênci.a (Xn) de números realscom Xn > 0 e ; À2 < +m, tal que

v geÊ, A.g = }1 Àn(gjên):n

Para cada Reli selva Ak: E --""p F definido por.V geE, Àkg

= } Àn(gjên)fn e pela demonstração de que a) -+' b) no Teorema

2.5 vemos que lhA-Aklil }l ll (À lla --'.-.+ a quando k ------+ +n.

Por outro lado demo fneFr para cada n, existe uma sequência (fn i}
em F tal que f. ; ----!-+ . .' n..x a

{iii) xeL(F,G) ~ 

(iv) xeL{G,E) =:;. 

,A_ 
XcA 

A 
AoX 

:f:: 

= 

-25-

... 
Ã X ô 

... ... 
A o X 

""" A A - ... 

a) aec ~ aAeH(E,F} pois aA e compacto e aA = aAeH(E,F). 

""' ~ - ..... - ... 
A+BeH(E,F), pois A+B e compacto e A+B = A+BeH{E,F). 

b) as demonstrações são óbvias, por exemplo 

v A1 ,A2 , Bett CE ,F) , (A1+A2 1 B) = (A~2
1 Ê) = <Ã

1 
+Ã2 l :â) = CÂ

1
1 B) + (Â2_ I :s) = 

= (Al jB) + (A.2 IB). 

e) Se xeL(F,G), xoA é compacto como composto de um operador contI-

"' - ,.... nuo X com um compacto A, e como XoA = foA pelo teorema 2.7c) XºA e 

e H(Ê,F) ell!XoA!II = 111,(o'AIII = IIIX0 Ãl!I" s ijxl IIIÂII! = llxll IIIAIII. 

d) usando o teorema 2.7d) IAII = l!ÃII ~ ll!ÃII! = ll!AIII. 

.............. ... -
2.16 - Teorema. H(E,F} = H(E,F) 

.. ..... 
prova: Consideremos a imersão que a AeH(E,F) associa AeH(E,F} 1como 

ll!Alll = IIIÃ[II' a menos das identif.icações habituais H(E.,F) C H(Ê,F) 
A A ~ - A 

e como H(E,F) é completo temos H{E,F) e H(E,F). 

Reciprocamente se AeH(Ê,F) de acordo com a condição e) do Teorema 

2.5 existem sequências o.n. (ê) e (f) em 
n n 

uma sequência (Àn) de números reais eom Àn 

v geÊ, Ag = I À (gjê }f . n n n 
n 

Ê e F respectivamente e 

> O e 2 À2 < +00 , tal que 
n n 

Para cada k€1N seja Ak: Ê----+ F definido por.V geÊ, Akg = 
k • . 

= Í À (glê )f e pela demonstração de que a) ~ b) no Teo~ema 
. n•l n n n 

2.5 vemos que ll!A-Aklll 2 = L li (A-Ak)ênll2 --+ O quando k __. +00
• 

. n 
Por outro lado éomo f eF, para cada n, existe uma sequência (f .) 

~n n,1 
F ... 

em F tal que f . -.--.. f. n,1 n 
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Dado e>0 aKeIN tal que lliÀ-ÀKill < ''7-- ; consideremos então a se-
quência de operadores ÃK { : E --...-> F definidos por

v gen, AK,ig : }l Àn(g ên)fn,i que são de posto fi.n3.to,

.'. AK,ieH(ETF) para todo ]; para cada ] á n S K a]ne]] tal que

i.z :-+llfn,i-fnil<;tc esejal=maxllnew; l KK}

se (+E) ÊeA for uma base de Ê que contém o sistema o.n. (ên) , vemos

que ÀK+Z : AK,l+Ê, 0 para todos os 4)P, diferentes de todos os ên e
para todos os ê. para n > K, portanto,

lllÀK'AK.ilil All(ÀK-AK,i)$tll: }.ll(ÀK-p'K,ilenjj: :

.l:!*L;. - *.'.,:«: : .}:*i i:.-'..:*: « .Í:*â a:-à . -f
'. lllÀ'AK,ilil g lllÀ-Àklli + lllAK-ÀK,.E lil < c e levando em conta que

H(E,F)CH(E,F} . conc].Hinos que H(E,F) é denso em f{(Ê,fi) , o que ter

mina a prova.

corolário. .Se F(E,F) indica o espaço tios operadores de posto fmi

to de E em F, então, pela derttonstração do teorema, temos que dado

ÀeH(E,F) e € > 0, existe AK,lef: (E,F) sa,:llsfazen(3o fila-A'K,illl c,
ou seja F(E,F} é denso em f{(E,F) e .'. F(E,F) = f{(E.F) = f{(E,F)

X

n

K

2.].7 - Lema. se A:E «----+ F é um operador compactos então:
a) Ã(É) C F

b) se E = F então A: e À têm os mesmos autova]ores não nu].os e
mesmos autovetores correspondentes a eles .

prova
a) seja y = ÀieÀ(E) C F; existe uma sequência de Cauchy (Xn}

-26-

Dado e:>O m<eIN tal que l!IA-AKIII < + ; consideremos então a se-

quência de operadores AK .: E-+ F definidos por 
K . , l. 

t;J g€E , AK • g = 
. , l 

l À {glê )f . que são de posto finito, 
n=l n n n,1. 

• \ AK . €H (E ,F) 
, l 

para todo i; para cada 1 ~ n s K 3! eJN tal que 
n 

i > I ~ li f . n n, :t 
- f jl < e: e seja I = max {I eJN ; l~n~K} 

n i 2 ( LÀ a) n 
n n 

se (~t) teA for uma base de E que contém o sistema o.n. (ê ) , .vemos 
n 

que AK~t = AK,I;t = O para todos os ~t diferentes de todos os ê
0 

e 

para todos os ê para n > K, portanto, 
n 

IIIA-AK,rlll s: IIIA-Aklll + lllAK-AK,illl < E e levando em conta que 

H(E,F)CH(Ê,F), concluímos que H(E,F) é denso em H{Ê,F), o que ter­

mina a prova. 

Corolário •. se F(E,F) indica o espaço dos operadores de posto fini­

to de E em F, então, pela demonstração do teorema, temos que dado 

AeH {Ê ,F) e E > O, existe AK 1eF (E ,F) satisfazendo l ll A-Al{ 1 111 < e , 
J - .. ,,,/", ~ ' ... A 

ou seja f{E,F) ~ denso em ff(E,F) e.: F(E,F) = ff(E,F) = ff{E,F). 

2.17 - Lema. Se A:E--+- Fé um operador compacto, então: 

a) Â(Ê) e F. 

b) se E 
A -= F então A e A têm os mesmos autovalores nao nulos e os 

mesmos autovet~res correspondentes a eles. 

prova: 
-- - - -a) seja y = AxeA(E) e F; existe uma sequência de Cauchy (xn) de 



E tal que Xn "'--'..--+ Ê, .'. Àx -.!-p ÀÊ = y e como {Xn} é limitada em E

e À é compacto, (Ax.) admite uma subsequênci.a convergente em F,
y€y

b) se êez é tal que A.ê= Xê com X7É0, então pelo Item a) Aêex,

êeE. .'.Aê = Àê o que significa que ê talTbém é autovetor de À cor-

respondente ao mesmo autovalor À; e como todos os autovetores.(resp
autova].odes) de A são autovetores (resp. autova].ares) de Ar segue

a igualdade

2.18 - Teaxema. Se À,BeH(E) com À hermltiano e (À.) e

sequências de autóvalores não nulos e dos autovetores correspondem

tes de A, tal que V xeE, Àx - E Xn(xjen)ea dadas pela Teorema 1.6,
Então,

.}
1 /2 [il Ae.]]:a

1/2a) 111 A.lll

b) (ÀiB)

OFOVà: À hermitiano compacto acarreta À hermitiano compacto e pelo

coro[ãrio do Teorema ]..].4 e Lema 2.].7. vemos que a sequência (Xn)
dos autova].ares não nu].os de À é a sequência característi.ca de A

e V 2eÊ, A.R = E Àn(R.jen)en' Posto isto,

(Ã.IÊ) : }l(AenIBen}

2.19 - Teorema. Seja Àel(E) , um operador hermitiano. são eqüivaleB.

a) pe].o Teorema 2.7e), temos lllAIÍI = lllÀill li lxl = }ll.ae.ll:
a.

f

«

n

AeH(E}a)

b) pe].o q'eorema 2.12b) ,temos: (ÀIB)

-27-

E tal que x 
n 

• •. Ax ·n Âx = y e como {x} é limitada em E 
n 

e A é compacto, (Ax ) admite uma subsequência convergente em F ,_ • •• 
n 

yeF. 

b) se êeÊ· é tal que Âê= Ãê com ÀFO, então pelo item a) ÂêeE, :. 

êeE, .".Aê = Ãê o que significa que ê também é autovetor de A cor­

respondente ao mesmo autovalor À; e como todos os autovetores.(resp • 
... 

autovalores) de A são autovetores (resp. autovalores) de A, segue 

a igualdade. 

2.18 - Teorema. se A,Beff(E) com A hermitiano e (A) e (e} sao as 
n n 

sequências de autovalores não nulos e dos autovetores corresponde~ 

tes de A, tal que V xeE, Ax =\'A (xle )e dadas pelo Teorema 1.6, 
1.. n n n 

Então, 

a} Ili A Ili = (I >-!Jl/2 = ( l li Aen 112Ji72 
n , 

b) (À I B) • l (J\ij :íae > n n n 

prova: A hermitiano compacto acarreta Â hermitiano compacto e pelo 

corolário do Teorema 1.14 e Lema 2.17.vemos que a sequência 

dos autovalores não nulos de A é a seq~ência característica de 
... 
A, 

e V xeÊ, Âx = r À (x.le )e • Posto isto, 
n n n / / 

a) pelo Teor em: 2 • 7 e) , temos Ili A Ili = 111 Ã 111 • [ ! •! J1 2=[!11Ae11 112
] 

1 2 

b) pelo Teorema 2 .12b) ,temos: (AI B) = (Â j Ê) = Í (Aen I Ben) • 
n 

2.19 - Teorema. Seja A€L(E), um operador hermitiano. são equivale~ 

tes: 

a) AeH(E). 
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b) A 8 compacto e

].ares não rlu].os de A

(X.} é a sequ8nci-a dos autora

Tava: a) :-+ b) seque da definição 2.]-4 e do TeoFCHta 2.18a)

b) -+' a) DeJ-a defi.feição 2.].4 basta mostrar que ÃEf{(Ê)o nuc

é imediato Levando-se em conta a condição b) do Teorema 2.5 e a ob

servaçâo na prova do Teorema anterior.

Comentário:o Teorema 2.19 no$ aá um critério para reconhecer um o-

perador dle ríÍlbert-Schmi.dt dentre os operadores herói.pianos e cop-

f)actos de L(E) através de sua representação dada no Teorema l.É3, e
o Teorema 2.18 nos óá a norma e o produto interno em termos (!ess:\

represerltacão.
Terminaremos o capítulo apresentando um teorema (iue

nos dá ullna base para ff(E,r) a parti.r de bases de E e F.

2.20 - Lema. Para cada par (f,ejeFxE definimos o operador f®e';E""'>

----+ F por: v xCE, (f®e') (x} = (Xje)f. então

a) V (f ,e} eF'xE f f®e 'eH (E ,F} .

b) se fa'f(3eF e ea'eBcE então(face;lfB8e;) :(falfÍ3)(eBjea}

c) Se(fa)CEGA e(fB)BCB são famílias em F,(ea)aGA e (eB)BeB

são famílias em E e oLu) e (ÀB) famílias de ngs comolexos tais que

(Xa(face:)caCA e (ÀB(ff38eé})BeB são somávei.s em H(E.F) , então

do segundo membro é somável e vale a igual-jade.

d} Se (f8)BeB e (ea)aCA são sistemas ortonormais em F e E. res

pectivamente, então (fB8e;)a8A é um sistema ortonormal em H(E,F')

l.ã.*.:.''ài.à.'-.'.''é} aOAXaTí3(falfB} (e8jaa) , isto é, a faREI-i-a
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b) A é compacto e t X2 < +00 onde (À) e a sequência dos autova-
l n n 
n 

lares não nulos de A. 

prova: a) ==> b) segue da definição 2.14 e do Teorema 2.18a). 

b) ---:-~ a) pela definição 2 .14 basta mostrar que ÂeH (Ê) o que 

é imediato levando-se em conta a condição b} do Teorema 2.5 e a ob 

servação na prova do Teorema anterior. 

Comentário:o Teorema 2.19 nos dá um critério para reconhecer um o­

perador de Hilbert-Schmidt dentre os operadores hermi tianos e com-­

pactos de L(E) através de sua representação dada no Teorema 1.6, e 

o Teorema 2.18 nos dá a norma e o produto interno em termos dessa 

representação. 
' 

Terminaremos o capítulo apresentando um teorema que 

nos dá urna base para H(E,F) a partir de bases de E e F. 

2.20 - Lema. Para cadá par (f,e)eFxE definimos o operador f@e';E-+­

---+ F por: V xeE, (f@e') (x) = (Xre)f, então 

a) V (f ,_e}eFxE, fSe 1 eH(E,F) é 

b) Se f(X, fe eF e eo: ,es eE então (f C1@e~ 1 f8 ®es) = (f(l l fB) (e$ 1 eª) 

e) Se (fa:}aeA e (f8 ) 86B sao famílias em F, (ect)aeA e (e8 ) 86B 

são famílias em E e (Àa} e (À$) famílias de n9 5 complexos tais que 

{Ã
0

(f
0

®e~)}aeA e (ÃS{f
8

@e8))BeB sao somáveis em H(E,F), então 

[ l À f @e' I l À 0 f 0 @e~))= l À X";(f !f 0 } (e8 !a), isto é, a família 
aGA a a a aeB µ µ µ aeA aµ a µ a 

$6B 
do segundo membro é somável e vale a igualdade. 

d) Se ( f 8) Se'B e (ea) aeA são sistemas ortonormais em F. ,e E, res­

pectivamente, então (fB@e~)C1GA é um sistema ortonormal em ff(E,F). 
8GB 
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e) Se (f,e)erRE e Ágil.(n,p) , então (Ajf8e') (A.ejf)

prova: a) f8e' é de posto fi-Rito.

b) Se (Rg,}X,eA e uma base o.n. de Ê. temos

(Í.e'&lÍBo'é) : (f=;:.;1 ''''"'ê) R.} l uBiàê) aP)

leal(2i.jea)íal(RZjeB)íB)l:(rajíB) 6A(ÊÊjea)(eBJÊI,)

: {fa fB) (eBjea)

c} imediata à partir de [.].c) e do item anterior.
d) imediata à partir do item b}

e) Se (ÊI,)ZGA é base o.n. de E, temos

'»i*...,. : .Âiü', : .à.lü.l .a', .:.,l : .à.lü,! ':.!.,'l :
l,e IÂt(ej:l.)21llíl : IÃ IA(ej21,}ÊÊ íl = (Âejf) : (Àejf)

2.21 - Teorema. Se (ea)a6A e (íB)Bes são bases o.n. dos espaços de

Hllbert n]. e n2 respectivamente. então (fg8eá.}$eA e base o.n. de
f{ (HI /H9)

nEOVã: pelo item d) do Lema anterior, a famÍ].la (fB8eá)a,B é um

sistema o .n. de f{ (H. ,i{,) .

$e ÀeH(HI'H2) e v aeÀ, v BeB, (AjtBee&) : a então pelo item é) do

].ema anterior, (AeajfB} = (AjfBOe&) =0; cc>mo (fB) é base o.n. de

Hp temos V cear Àea = 0 e portanto A=0. Como f{(HlpH2) é um espaço
de Hilbert, conclui.mos a tese.

2.22 - corolário. Se (eÜ)«QA e (fB)BeB são bases o.n. dos espaços
pré'hi].bertianos E e Fr respectivamente, então (fB8e:)aeA é uma bã.

e) Se (f,e)eFxE e Aeff~E,F), ent~o (Ajf@e') = (Aelf) 

prova: a) f@e' é de posto finito. 

b) Se (xt>teA é uma base o.n. de Ê, temos 

( 1 
.......,....... 1 ~ \" ~ .. 1 ~ ("' 

f 0 @e~ f 13@eà} = (f0 @e~ r 8@e 1p = t~! (f<l@e~) (xi) (f 80e 13 ) x 1) ~ 

= l lr<x1lea)f(ll <x1lea>fa>)= (falfa) l <x1lea} Cealx1> = 
teA teA 

= (falfa}Cealea}. 

e} imediata à partir de l.lc) e do item anterior. 

d) imediata à partir do item b) • 

... 
e) se (x1) teA é base o.n. de E, temos 
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(Alf@e') = (ÂI~') = l [Ãx1l (~') <i,,>), = I[ii1I (xtle>f) = 
18A 18A 

= 1!A(Â[(elx1>x1J!t) = [Â 1IA (elx1>x1lf) = (Ãe!f) = (Aelf). 

2.21 - Teorema. se (e
0

>aeA e Cfa>aeB são bases o.n. 

Hilbert H1 e H2 respectivamente, então (f8@e~) GA é 
ieB 

H(H1
,H2).

 

dos espaços de 

base o.n. de 

erova: pelo item d) do Lema anterior, a família (f 6@e~>a,B é um 

sistema o.n. de H{H1 ,H2). 

Se AeH(H1,H2> e V aeA, V aeB, (Al~@e~) = O então pelo item e) do 

lema anterior, (Aeét I f 13 ) = (A 1 ~à@e~) =O; como (f s> é base o .n. de 

H2 temos V aeA, Aea = O e portanto A=O. Como ff(H 1 ,H 2) é um espaço 

de Hilbert, conclu~mos a tese. 

, 2.22 - corolário. se (ea>aeA e (fs>BeB sao bases o.n. dos espaços 

pré-hilbertianos E e F, respectivamente, então (f8ee~>aeA é uma ba 
B&B 
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se o.n. de f{(E,F)

pr.ov.a: (eü} e (ffi\ tamhi$ sao bases o.n. de E e F', rest)activamente

.'. (fB®e& ã ba:le (-'.n. de « Ê,F) pelo teoresma. e cano V u,l! ,
e H (E ,I''}, SeíTU.i:' a t(?Se€

8 Q

E31í\J,lnG APTA Da CÀI'll-r!:jl.í" 2

}

2

3
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se o.n. de H{E,F). 

- ,._ 

E,!'_üV_~: (ec.l) e {f8
) também são bases o.n. de E e F, respectivamente, 

•. (f
6

®e~) ~ base o.n. de H(i,f) pelo teorema, e como Y a,B , 

f 0e' e ff(E,F), seque a tese. 
e ª 
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PtPKtSEWr8ÇÃO INTEGRAL PE OPERADORES DE HILBERT-SCHÁllDT

3&[ - Coméntária. O conceito de somabi].idade uniforme, o Teorema

de l)Ini rlãF& famílias somáveis e o 'teorema que exibe uma base o.n.

de CL2(X;H) à partir de uma base de CI.2(x) a serem apresentados neg.
te capa'Lula nos !)areceram interessantes, bem como as suas amplitu-

des rn\iliores do que para nos servir neste traba].ho. Além disso, ve-

rificamos outras proPri.edades para a somabilidade unifctrme, como

por exemplo um critério de Caucl\y, que não foram aoresentadas por

não terem sí.do usadas.

TEOREMA DE MINI PARA FAT'ltLIÀS SOF.DÁVEIS

3.2. - Defina.ção. Seja x um conjunto e {xk)k6K uma família de
funções de X num espaço formado (E.ll 11). Di.remos que a família

(xk).k8K é uniformemente somável para a função x:X ----+ E se, e so-

mente se, V c>0, aP.CK com F. finito, tal que V F'CX com F' fmi.to

e F'3Fc' tlemos V sCX ll x($) - 21 xk(s)il < c.

3.3 - Teorema. Se X é un espaço tonolóqlco e {xk)keK e uma famí

].i.a de funções contínuas de X num espaço formado (E, ll 11) , uniforme
3;1

CAPfTULO 

,, 
REPRESENTAÇÃO INTEGRAL VE OPERAVORES VE HILBERT-SCHMlVT 

3.1 - Com~ntário. o conceito de somabilidade uniforme, o Teorema 

de Dini nara famílias somáveis e o Teorema que exibe uma base o.n. 

de cL
2

(X;H) à partir de uma base de cL
2

(X) a serem apresentados ne~ 

te capítulo nos pareceram interessantes, bem como as suas amplitu­

des maiores do que para nos servir neste trabalho. Além disso, ve­

rificamos outras propriedades para a somabilidade uniforme, como 

por exemplo um critério de Cauchy, que não foram apresentadas por 

nao terem sido usadas. 

TEOREMA DE DINI PARA FAl\ffLIAS SOMÃVEIS 

3.2. - Definição. Seja X um conjunto e {xk)keK uma família de 

funções de X num espaço normado (E ,li li) . Diremos que a família 

{xk.)_k.eK é uniformemente somável para a função x:X---+ E se, e so-

mente se, V E>0, a F CJ( com F 
€ € 

e F'::>F , temos V sex li x{s) -
E 

finito, tal que V F'CJ( com F' finito 

l xk (s) li < E. 
keF' 

3.3 - Teorema. Se X é UM esnaço topológico e (xk)keK é uma famí­

lia de funções contínuas de X num espaço normado (E,11 li), uniforme 

-31-
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!R t SQRãXf©& paX'a & fUnÇ&Q XiX «----# Ef ente x e çuli$...Liiua

nova: seja soeX;dado c>0, pela Defina-ção 3.2 aFe = E'CK com F fina

to, tal que V $ex, li x(s) - , ;l. xk(s) ll < --e

(:omo a função har xk é contínua em se. existe uma vizinhança Vao

de s. em X, tal que V sevs., ll ker k(s) ' k©F xk(sQ} ll < -$'- , pot

tanto v sevs.. il x(s} - x(so} ll S li x(s) - kep xk(s) il +

+ llkàp k 'kQFxh(se)il+ Ilha.xh(s.) -x(s.)ll< c.

3.4 - Teorema. Se X é um espaço pré'compacto e (xklk8K e uma fa-

ma'li.a de funções contínuas de X emlB{, satisfazendo V keK, V seX,

xb(s) à 0, e se existe uma função contínua x:X ----.-- R,tal que VseX,

x($} : hàK xk(s} então a família (xk)kQK é uniformemente somável
para a função x.

nFov&: dado c>Q para cada seX, existe F CX com F$ finito, tal que

xh) - kã* xi:(s) l « -.}- .

Pelas hipóteses de continuidade, existe UHa vizinhança Vs para ca'
da sex. de s em x, bu&]« que v têV$

lxeH -xb)l<-i-- e ilzli,xh.(t} -h,ãvxkesjl'-T

cano X é pré-compacto existem $!#.;./ t! em X, tül que cUgnVB'D

Seja P = Fe = U<uF'si' V tex, Ü: tevsi' portanto 3e F'C.K COm Fe
flní.to e F'aF, temos:

ix(t) - .2...xb(tjl : x(t) - .11..xia(t} É x(t} - }l xk(t} *kep' ' kep' ia t} É x(t}

-32-

mente somável para a função x:X - E, então x é contínua. 

prova: seja s 0 €X;dado i:>O, pela Definição 3.2 :3:FE = FCK com F fini 

to, tal que V sex, 11 x(s) - l xk (s} li < 
keF 

e:: 

Como a função l xk é contínua em s 0 , existe urna vizinhança 
keF 

de s 0 em X, tal que V s€Vs , li l xk(s) - l X,i(s 0 ) li<+, 
0 keF kGF 

tanto V seV 5 , li x(s) - x(s 0 ) li s; li x(s) - l X1.. (s) li + 
0 k.SF i< 

3.4 - Teorema. Se X é um espaço pré-compacto e (xk>keK é uma fa­

mília de funções contínuas de X em IR, satisfazendo V keK, 

xk(s) ~ O, e se existe uma função continua x:X----+ lR,tal que Vsex, 

x(s) = l x,a(s} então a família (xk)keK é uniformemente 
keK 

para a função x. 

somável 

prova: dado E>O para cada sex, existe F CK com F finito, tal que 
s s 

Pelas hipóteses de continuidade, existe uma vizinhança V8 para ca­

da sex, de sem x, tal que V t€V 5 , 

lx(t) - x(s} 1 < + e 

Como X é pré-compacto existem sJ.,. ,; .; ,sn ~m X, tal que U V .;:> X. 
l~i1'.n filt 

Seja P = U F s . • Y tex, !li : teV s . , portanto se F 'CK com F ' 

l!iSn - 1 1 

finito e F'~F, temos: 
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lx(t} - . .E xb(t) l s lx(t} Íx(si.)l:.ê xk(si.) l +

xk (si} xk(t} 1 < € c.q.d

3.5 - yg$gÊgSg.. No que segue neste capítulo usaremos as seguln

tes notações:

'X e Y espaços compactos, isto é,pré-compactos e de Hausdorffi

Hlr E12 e H espaços de Hilbert complexos;

(hl,i)iel base o.n. de Hi;(h2,j)jaJ base o.n. de H2'
(hbJkeK base o.n. de H.

.C(X;H) : espaço vetoria]. das funções contínuas definidas em X q
valores em H; C(X) = C(X;Cl;

.Admitiremos filada uma medida positiva u sobre x, Isto é, uma â.
pl-i-cação linear de C(X) em C. satisfazendo VfeC(X} ,fx0:+y(flZO,

.Dada a função feC(x> , por si.mp]ici.dado, a integral. de f sobre X
relativa a u, isto é, a número complexo u(f) , será denotado por

l f(s)ds sem referência explícita â medida u fixada.
.A.dmi.tivemos taiíbém que u(X} = 1 l ds > G e que está fixada uma

n\edída positiva sobre Y satisfazendo a mesma condição.

.Se xec(x;n) denotaremos par l x(s)ds a i.ntegral da função x so-

bre X relativa a p, ou seja o vetar de H, ta]. que V heH.

(i x(sldslh) = 1 (x(s) Ih)':is cuja existência é garanti.da pelo Teg
rema d© Rj.esz.

L2(X;Hl> :espaço C(x;HI) munido do produto interno

vx.yec(x;RI) ,(xjy)=1(x(s} jy(s))ds;em partícu].ar CL2(Xl=CL2(X;e}

X

X

X
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= lx(t) - L Xi..(t) l S. !x(t) - x(s.) 1 + lx(s.)-}: x"-(s.) 1 + 
keF ~ l l kGFs- ~ l 6 i 1 

c.q.d. 

3.5 - Notaçõe~. No que segue neste capítulo usaremos as seguin­

tes notações: 

•X e Y espaços compactos, isto é,pré-compactos e de Hausdorff; 

H1 , H2 e H espaços de Hilbert complexos; 

(h1 ,i>ier base o.n. de H1 ; (h2 .j)jeJ base o.n. de H2 • 

(hk}keK base o.n. de H. 

•C(X;H): espaço vetorial das funções contínuas definidas em X ~ 

valores em H; C(X) = C(X;C); 

•Admitiremos fixada uma medida positiva u sobre X, isto é, uma~ .,.. 

plicação linear de C(X) em e, satisfazendo Yf€C(X) ,f~Q::::tr,µ(f)~O, 

•Dada a função f€C(X}, por simplicidade, a integral de f sobre X 

relativa aµ, isto é, o número complexo µ(f), será denotada por 

fxf(s)ds sem referência explícita à medida u fixada. 

•Admitiremos também que u(X) = fx l ds > O e que está fixada'uma 

medida positiva sobre Y satisfazendo a mesma condição. 

•s·e xec (X;H) denotaremos por f X x (s)ds a integral da função x so ... 

bre X relativa aµ, ou seja 

<J x(s}ds jh) • J (x(s) jh)ds 
· X X 
rema de Riesz. 

o vetor de H, tal que 

cuja existência é garantida pelo Teo 

•E=CL2 (X;H 1) :espaço C(X;H 1) munido do produto interno 

Vx,y€C (X ;H
1

) , (x I y) = f X (x (s) ! y (s)) ds;em particulal'." CL 2 (X) ==CL 2 (X ;e) • 
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'F = CL2(Y;H2}
3.6 - Observe.S.gg. -SÓ usaremos as propriedades mais elementares

da integral.,x'anão pela qual não as expZicitaremos,referindOrnQ en-
tanto,o texto de N.Bourbaki- (referência 3.da bibliografia deste câ
PÍtulo} . Â. seguir apresentaremos um 'teorema que relaciona a somab&.
].idade unifoz'me e a integração.

3.7 - Teorema. Seja (xk)k6K uma família de C(X;H} un3.fQnnlelnlente

somáve! para xec(x;n} . Se l H l.x(s)as e V keK.ik :

tão a famíli.a (lk)kaK é somável em H e keK lb ; l
nFOV&: Dado c>O :l F = F CK cam F finito, tal que V F'DF com F' fl.-

ni.to e F'cK, V seX, ii x(s) - b6P' k(S} IÍ < -- c:

lxxk(;lasii*ll l :(s} -kà..xk(s})dsl áBt- } rkll-ll
keP'

f

' l .ií ':';'

x(slds

h:..,xk ) li d; á .UPIÍ "('} kep' h (s) il .u (x} í c.

EXISTÊNCIA DE !3ÀSE PARA CT.., (X;H)

3.8. Teorema. Se existe uma base o.n. (rtÕ.}68D de CL2(X} , então a

famll].ia {n&hb Õgê é uma base o.n. de CL2(X;H) , onde V 6eDr V beK,
v seX, (niihb) ($) : n6 (s} .hE'

nfovã: a) (nõthktln ZhkZ) ; líx(Ttõihkl(sJlnâ2hkZ(s)) ds -

:(hhtihEz} l n81(s}.rd2(slds =(hktihk2)(nõilnõz : 6ki'kz'66i'ó2
portanto a família (n6hk) 66D é ortonormal.

b) Beija xeCL.(X;H} e e>0i para cada beK seja xkeCL2(x) defl

-34-

•F = CLz (Y ;Hz). 

3.6 - Observação -Só usaremos as pro?riedades mais elementares 

da integral,razão pela qual não as explicitaremos,referindo,no en­

tanto,o texto de N.Bourbaki {referência 3,da bibliografia deste ca 

pítulo). A seguir apresentaremos um Teorema que relaciona a somabi 

lidade uniforme e a integração. 

3.1 - Teorema. Seja {xk)keK uma família de C(X;H} uniformemente 

somável para xeC{X;H). Se I = fxx(s)ds e V keK,I~ = Jxxk(s)ds, en­

tão a família (Ik}keK é somável em H e l Ik = I. 
keK 

Erova: Dado c>0 3 F = F CK com F finito, tal que V F':>F com F' fi­
e 

nito e F'CK, V sex, li x(s) - i xk (s) li < µ(~) · 
Í:>SF V 

UI- t t1ili=U J x(s)ds - í f. Xi.(s)dsl}=I! Jv(x(s) - r xk{s))dsl :S. 

keF' x kaF' x K A keF' 
r 

~ J 11 x(s) - I xk. (s) li ds ~ supll x(s) - í xk (s) 11 .. µ (X) :s:: E$ 

X kGF' GSX keF' 

3.8. Teorema. Se existe uma base o.n. (nl$.>ô en de cL 2 (X), 

família {nahk)!i~ é uma pase o.n. de cL 2 (X;H), onde v ieo, 

v sex, (nó hk.) (s) = na (s} .hk.. 

prova: a) (1\~ 1h1z 1 1n52hk, 2 ) = f (n41hk 1 {s}lniS 2hft 2 {s)) ds • 

então a 

. --- X 

= (ht1lhk2> fxnõ1(s).T1,z{s}ds = (h,zllhk.2) (n51ln~2> = 6k1•k2•611•i2 

portanto a família (n~hk} 56D é ortonormal. 
keK. 

b) Seja xecL
2

(X;H) e E>O; para cada keK seja xkecL
2

(X} defi 
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ninfa por v sex, xkes} : (x(s)Ihk}

c) Para cada seX, x(s)eH e como (hk)kOK é base o.n. de U,tg

llx(.}ll: li(x(; IhPl: : kà&xi: )i:

d) Aplicando o 'PeDreIRa 3.4 à família (lxklalk6K e à função

11 xlla obtemos uma somabi].idade uniforme na igualdade em c) ,. portal.

toH F = FÊcK com F finito, tal que

V sQX , 1 11 xh} 11: - É;ll.lx.bll: « -Z'i/i'!T--

e} Pela condição (iv) do Teorema da base 1.2a} ,como (n6)8eo

é a base o.n. de CL9<Xlr temos:

v ber,x DkCD com Ok finito,g {Àk,6}6eDk e e ' al que

li xk ' ÕQI)k)' li < --...S--- , onde iPI = número de elementos de F

portanto, ll kQF(xh ' Õe211,Xk,õ n6)hall

f> v sex, ll {x - bg. xkhlz} (s} il* - ll x(s) - Eãp xk(s)hall: '

llx(s} - .E. {x(s)Ihklh ll: = lix(slll: ' .}l.lex(s)Ih)l: -bêp

li x(s} lla - . E.!xb(s} la , portanto pelo i.tem d) ,kêP '

;uP ll h' ' kà,xãKP ) 11: $ -2ÍU{Xf-
p r#

.à. *kh.ii' kàp khk} (s} li'as
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e) Para cada sex, x(s)eH e como (hk)kaK é base o.n. de H,t~ 

mos: 

d) Aplicando o Teorema 3. 4 à família ( 1 xk 12
) keK e à função 

I! x 11 2 obtemos uma somabilidade uniforme na igualdade em e) , , porta!}_ 

toa F = FeCK com F finito, tal que 

e) Pela condição (iv) do Teorema da base 1.2a) ,como <n,> 180 

é a base o.n. de cL2 {X), temos: 

V keF,~ DkCD com ok. finito,~ (Àk,i>õeDk e cºk, tal que: 

, onde IFI = número de elementos de F 

portanto, li l (xk - l Àk. 0 '\5) hk li < + • 
k.eF ISeDk , 

f) V sex, 11 (x - l x,...h..){s)ll 2 = li x(s) - l xk(s)h12!1
2 

• 

. kaF ~ ~ keF 

= li x (s) 11 2 
- li xk (s) 12

, portanto pelo item d) , 
k.61!' 

, portanto, 
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g} De e} e f) segue que

e peia condição (iv} do Teorema ]..2a} concluímos ã tese.

3.9 - Corolário. wa hipótese do teorema, a famíJ-ia

lrlÕ(h2.:i8ht'íljóen,iQI,jaJ e uma base o.n. de CL2(X;H{HlrH2)}

Fava: imediata à partir do Teorema 2.21.

3.].0 - g)solário. Se exi.atem bases o.n. (n6)66D e (©v)VCA! de

CL2(X} e CL2(Y') rre$pectivamente. então a família

l(@v'nÓ}(hZ,j®h!'i)IV.Õ é uma base o.n. de CL2(Y'(x;tÍenl'H2)}

orava : pol um coroa.ãri.o do q'eoxenta de Stone-weierstrass (#'v'n8} Xgg
é uma base o.n. de CLT(Y)çX) (ver referência 2. da bibliografia des
te capítulos , ê peJ-o teorema seque o resultado.

3.11 - Lema. Para cada par (fre)eE'xE, definimos a função:

p(f,e): Yxx -'--' H(nl'nZ} por: v(t,sle'rxX,P€1f,e)(t,sl:f(tl®<e(s}
Knt:ao:

$à».*k, óhk!{ . IÊ * - .à.*khki! * !'E. *''..ã:*».."'

g

a) V (f-eleFXE, P(f,eleCL2(YXX;H{HI'H2)} * G

b) Se fl'f2€F e eZ.'e2eE, então

f'(f!,el)ÍP(f2,e2).IG k E8e;jraoe l )
prova

g} De e) e f) segue que: 

e pela condição (iv) do Teorema 1.2a) concluímos a tese. 

3.9 - Corolário. Na hipótese do teorema, a família 

(n 0 (h 2 ,j®hl:i) )oeD,i&I,jGJ é uma base o.n. de CL 2 (X;H(H 1 ,H2)}. 

prova: imediata à partir do Teorema 2.21. 
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3.10 - Corolário. Se existem bases o.n. (n 0 ) 080 e (~v>veN de 

CL
2

(X} e cL
2

(Y) ,respectivamente, então a família 

[<wv.nô) (h2 ,/füi:i> )v.◊ é uma base o.n. de cL 2 (YxX;H(H 1 ,H 2)). 
l. , J 

prova: por um corolário do Teorema de Stone-Weierstrass (wv.nô)~~~ 

é uma base o.n. de Ct,.<Y~X) (ver referência ,2 6 da bibliografia des 
;;. 

te capítulo), e pelo teorema segue o resultado. 

3.11 - Lema. Para cada par (f,e)eFxE, definimos a função: 

P(f,e): YXX -- lf(H 1 ,H 2 ) por: V (t,s)€Y><X,P(f ,e) (t,s)==f(t)~(e(s)} '. 

Então: 

b) Se fl,f2€F e el,e2eE, então 

(p IP ' = l (f1~e1) (f2,e2>Jc 
Í f 1 ®e i i f 2 ee i lj 
l l . H(E,F) 

prova: 
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a) seja (ta'sQleYRX,lllP(f,c}(xc,S) - P(f,e}(to'So} ii

=lllf(tl®e(s} '-f(to)®e(se) 'lll s lli(í(t)-f(to)e(e(sl-e(se))'ll +

+lllí(to)a(e(sJ-e(se)} 'lil+ lil(gt)-f(toll®e(se) ' ll :-;-Z.ÊU.

i fet)-f(to) li'lt e(s)-e(s.) ll +l f(to) il. ll e(sl-eeso} ii '+

+ ll f(tj-f(ta)ll.jje(solll e como e e f são contzenuas, segue a

,el) IP(f2.e2)): .íXIÍy rP(fl.el) (t,s) ip(í2,e2)(tps)jotas H

IÍxJY (fl(tl®e!(s) ' If2(tl®e2(s) ')dtds ãli-g-Êk.à

/XIY <fl(t> If2(t}).(e2(s) jeEes)

le!(s)}ds). j(íi(t)Ifz(t))at =(e2je1leftjf2} *

P

}dtds

''20b) (rieeljí28e=1)

yggaçgS!. Pelo lema anteri-or vemos que se (f,e)eFxE, há uma corres-

pondência isométrica entre f®e'eH(E,F) e P(f,e)eCL2(YxX;lf(H!,H2) }'
NO que segue neste +-r-atalho, usaremos também f@e' para denotar a

função P(f,e) ' ficando claro, pelo contexto, qual dos siga fj.Gados

está sendo usado. Analogamente se eeE e hera, h®e' denotará também

a fünçâo de CL2(X;K(}il'H2j} definida poz V seX,{h®e') (s} h®(e(s)}

POstO j.sto, podemos reenunciar os Corolários 3.9 e 3.10 do TeoFCRc8

3 $

3.12 - carolári.o. Se exi.ste uma base (n6}6QO de CL.(X) . então:

'})õ,i,j : l(nõhz,j)®"t,i.'l : lh2,j®(x;ht,i.) '}
n 8 2

{j
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=lllf(t)8e(s) '-f(t }8e(s) 'UI i Ili (f(t}-f(t )@{e(s)-e(s }) 1 jll + o o o o 

+!flf(t )Q{e(s)-e(s )}'Ili+ lll("'1t)-f{t })@e(s } 1 !l1! 
2 • 201:J O O L •• :'-' O ' O ·, 

+ li f (t) -f (t
0

) li- li e (s
0

} li e como e e f são contínuas, segue a 

tese. 

b) (P(f )IP(f ))"= Jr J [p(f )(t,s) !P(f )(t,s)lntas = 1,el 2,e2 X y 1•e1 2,e2 }-

= fxfy (f 1 (t)~e
1 (s) 'lf

2
(t)@e

2
{s} •)dtds Z.ZObl 

= fxfy (f1 (t} lf2 (t)l.(e2 {s) le1 {s))dtds = 

r r =<;X (e 2 (s)!e1 (s})ds). Jy (f 1 (t)lf2 (t))dt = (e 2 ie1 )(f 1 !f2 ) = 

2,,. 2 O b J ( f '°' 1 j f ® , ) l,evel · 2 e 2 • 

Notação. Pelo lema anterior vemos que se (f,e)eFxE, há uma corres-

pondência isométrica entre f8e'eH(E,F) e P(f,e)ecL2 {YxX;H(H1 ,H2}}. 

No que segue neste trabalho§ usaremos também f@e' para denotar a 

função P(f,e)' ficando claro, pelo contexto, qual dos significados 

está sendo usado. Analogamente se eeE e h€H2, h@e' denotará também 

a função de Ct
2 

(X; H (H1 ,H 2 )) definida por '! sex, (h@e 1
) (s) =h@ (e ( s)) 1

• 

Posto isto, podemos reenunciar os Corolários 3.9 e 3.10 do Teorema 

3.8. 

3.12 - Corolário. Se existe uma base (T\s) ôeD 

= [(n 0h 2 ,j}Sh1 ,i•] 
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é unu base o.n. de CLZ(X;H(Ui'n2))

3.13 - Çgxi93=ã=j:g. Se exi.saem bases o.n. (716)6GD de CL2(X}

(Pv)vG&f de CL2(Y> , então

lnõÇ'.., (hz,j8 hl,i)l ; l(nõnz,jlO(Vvhi,i.} )

é uma base o.r!. de CL2(YXX;H(HI'li2)} ' ou seja existem bases (ea) B

: (nâh2,j} e (f8} = ($vlil,Í) de E e F' tais que (fB®e&) é uma base

CL2 (YxX : ff (l1l 'H2 ) }

©

OPERADORES DE B.Ei.BERT--$CgÍMlEDT DBTXNXDOS POR NÓCLnOS conTÍNuos

3.].4 - Comentário. Classicamente a motivação para o estudo dos g

peradores de Hi].bert-Schmidt é essencial.mente o fato de que tais g

peradares quando definidos em certos esf)aços de funções são exata-

mente aque].es que ten uma representação inteqra]. com um núcleo de

quadrado integrãve!, mai.s precisamente $e ç2 é um subconjunto mensg

rável deDi= e L2 Q} é o espaço das funções mensuráveis em í2 e de

quadrado inteqrãv'el,a correspondência que a associa a cada

KeL2(SINA) o operador kef{(L2(a}) deílinldo por V feL2(n} V teQ,
(kf} (t} = 1 K(t,s)f(s>ds é um isomorfismo entre os espaços Lo(çixQ)

e H(LpeQ}) (ver referência ]., da bibliografia d.este capÍtu].o} .Kãa
estabe].eceremos ta! correspondência por via direta rlo nosso cona;eã

to, por não esüuarmos trabalhando com espaços completos,mas apreseR
faremos os res\!].teclas correspondentes ao caso contínuo, ou sejamt

existe uma inclusão isométrica i:cL2(Yxx;H(}il'n2)} "-"p f{(E,F} ;quaíg.

Q
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e uma base o.n. de c12 (X;H(H 1 ,H 2)). 

3.13 - Corolário. Se existem bases o.n. (n 6 ) 660 de cL
2

(X) e• 

(Wv>ve~ de CL
2

(Y), então: 

(nÕIÍ'\l (h2./~ hi,i>) = (<nôh2,j)~(ifvhl,i} ') 

e uma base o.n. de c12 (YxX;H(H
1 

,H 2)), ou seja existem bases (e
0
) = 

= (n.rh2 .) e (fa) = (ijj h
1 

.) de E e F tais que (f
8
ee') é uma base 

u ,J µ V ,l ct . 

OPERADORES DE HILBERT-SCHMIDT DEFINIDOS POR NÚCLEOS CONT!NUOS 

3.14 - Comentário. Classicamente a motivação para o estudo dos o 

peradores de Hilbert-Schmidt é essencialmente o fato de que tais o 

peradores quando definidos em certos espaços de funções sao exata­

mente aqueles que tem uma representação integral com um núcleo de 

quadrado integrável, mais precisamente se n é um subconjunto mensu 

rável demn e L2 (íl) é o espaço das funções mensuráveis em íl e de 

quadrado integrável,a correspondência que a associa a cada 

K€L2 (ílxíl) o operador k€H(L2 (íl)) definido por V feL 2 (íl), V te0 1 

{kf) (t} = jílK(t,s)f(s)ds é um isomorfismo entre os espaços L2 (nxíl} 

e H(L2 (íl)) (ver referência 1, da bibliografia deste capítulo}.Não 

estabeleceremos tal correspondência por via direta no nosso conte~ 

to, por não estarmos trabalhando com espaços completos,mas apresen 

taremos os resultados correspondentes ao caso contínuo, ou sejam: 

existe uma inclusão isométrica i:CL 2 (YxX;H(H 1 ,H 2)}-+ H(E,F) ;quai~ 
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quer que sejam as bases o.n. (ealaCA de E e (f13}$eB de F, a famlÍ-

ll:.l::::i'"*~1::=1 ':;:8: :'.>;E;:l;ll ' " "'',,' '
3.15 - 11iS:!g.. Seja KeCL7(YXX;L(l1l'H2)) ; consideremos para cada

xeE, a função kx:Y -----+ n, definida por v teY. (kx) (tl:lK(t,s)x(slds

a} V xeE, kxeC(Y;H9}.

b} sendo k a aplicação que a cada xEE associ-a kxeF, temos:
keL<E.F} .

(Neste caso diremos que } é o operador definido pe].o núcleo

prova

a} seja toeY; como K é uni.fortemente contínua em YXX, exi.saem

vizinhanças U e V das diagonais de XXX e YXY, respectivamente,tais

que:(tl't2)eV e(s]'s2)eu acarreta ii K(t]'s].} - K(t2's2) ll < c.Pot

tanto, para a vizinhança de ta'Vo = {lteY:(to'tjeV}, temos: V Levo'

v sex, ll K(t,s) - beta.s) ll < e. Portanto. v teve'll kx(t) -kx(to) lln

ll lxlK(t.s)-K(tons).lx(slasll $ 1xlk<t,s)-K(to's)ll.ll x(s) ll d$ :

onde usamos a desigualdade de Hõlder.

b) k é evidentemente !inear. vxeE, llkxllz= i IÍkx(tlllzdt n

lv Jx(t:.s)x(s)dsliadt É l Í'l llK(t.s)ll .llx(slllasl dt S

[.Jxll K sl-K(to's) lla s L d' Y -l1/2t f llx(slii:dsl1/2 É ll .u(X)1/2 €

Y
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quer que sejam as bases o.n. (ea)~eA de E e (f8)SeB 

é uma base o.n. de CL
2

{YXX;H(H 1 ,H 2 )) 

de F, a famí­

e de H(E,F) e 

~ ~ 
= H (E ,F) = C1

2 
(YxX ;H (H

1 
,H

2
)) • 

3.15 - Lema. Seja Kec1,.,(YxX;L(H 1 ,H 2)); consideremos para cada .. 
xeE, a função kx:Y---+ H2 definida por V teY,(kx) (t}=J~(t,s)x(s)ds. 

a) V x€E, kx€C(Y;H 2). 

b} sendo k a aplicação que a cada xeE associa kxeF, temos: 

k€L (E ,F) • 

prova: 

{Neste caso diremos que k e o operador definido pelo núcleo 

K) • 

a) seja t 0 €Y; como K é uniformemente continua em yxx, existem 

vizinhanças U e V das diagonais de xxx e yxy, respectivamente,tais 

que: (t
1
,t

2
)€V e (s

1
,s

2
)eu acarreta H K(t

1
,s

1
) - K(t

2
,s

2
) li< E.Por 

tanto, para a vizinhança de t
0

,V
0 

= {teY:(t
0

,t)ev}, temos: V tev
0

, 

V sex, li K(t,s) - K(t
0

,s) li< e:. Portanto, V teV
0

,ll kx(t) -kx(t
0

} 11= 

=li fx[K(t,s)-K(t 0 ,s}]x(s)ds!I $ fx!!K{t,s)-K(t
0

,s)!l .. !I x(s) 11 ds ! 

~ [.Jx11 K(t,s)-K(to,s) li2dsf
12

[ Íx llx(slll'dsr
12 

s li xl!.u{x) 112 
E 

onde usamos a desigualdade de H8lder. 

b) k é evidentemente linear. Yx€E, !l kx 11 2 = f )1 kx ( t) !! 2 dt = 

= J li jf K(t,s)x(s)ds!12dt' Jf r J H K(t,s) li .11 x(s) li dsl 2
at s 

Y X yL X .., 



= [ Í Í li X(t,slll'asót . l llx<s)ll:ds - llKli: llxll:
L / Y/ X'' ' ' ''' J / X

Portanto, k é contínua e llKil s llKll.

3.16 - 111Êlnâ. Seja F'! = C.<Y;F{2) o espaço C(Y;H2} das furxções cog.
tínuas de Y em H9 com a norma da converqênci.a uniforme, ou se:ja.se

yer'i llvll : supjl y(t} ll.' üeY

Pelo i+-em a} do lema anterior vemos que para cada xeE, kxeFl; usa

remos a notação kl para o operador que ã cada xeE associa klx :

: kxeFlp para ressaltar que o espaço de chegada é F]. e não F. Nes-

tas condições tenns que klel(E,Fl}

prova: v xeE, Íi Kixli supll klx(t} ll = supll l K(t.s)x(sldsil s

suP 1 1 11 K(t,s) llzds
e©'? b« ê X

3.17 - Teorema. Com as notações de 3.15 e 3.16. Se para cada par

(t,s)eYxx. K(t,s)el(HI'H2} é compacto, então klel(E,FI) é compacto

Orava: Sendo B a bola unitária de CL2(X;HI = E e BI ã bola unitá-

ria de HI' usaremos Q Teorema de Ásco].i para mostrar que kIB é re'
!ativamente compacto em FI

a) kIB é equicontÍnuo. Da demonstração do Lema 3.15a} vemos que

v tOeYr V c > 0, HVO vizinhança de tO em Y. tal que: V xeE e VteVO'

il klx(t)-klx(ta) ll $ 1l xil u(X)i /2. c, portanto, vxeB, e teve'

11 k,x(t>-ktx(to>ÊI S y(xl1/2. e. pois llxli á l ou se:Ía klB é equi-

.l.r:. .f ilK(t,S>lladsÜ j llx(slll: t

3, / 2
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Portanto, k é contínua e !1 k!l .s; l!K ll. 

3.16 - Lema. Seja F1 -- C..,(Y;H 2) o espaço C(Y;H 2) das funções co~ 

tínuas de Y em H2 com a norma da convergência uniforme, ou seja,se 

yeF 1 I! y li = s up ~ y ( t) 11 • 
teY 

Pelo item a) do lema anterior vemos que para cada xeE, kxeF1 r usa-

remos a notação k 1 para o operador que a cada x€E associa k X = l 

= kxeF 1 , para ressaltar que o espaço de ch~gada é F 1 e não F. Nes­

tas condições temos que k 1€L(E,F1). 

prova: 

s llxll. 

= sup H Jf K ( t, s} x ( s) ds li 
teY X 

3.17 - Teorema. Com as notações de 3.15 e 3.16. Se para cada par 

(t,s)eYxX, K(t,s)eL(H
1

,H
2

) é compacto, então k
1
eL(E,F

1
) é compacto. 

prova: Sendo B a bola unitária de cL
2

(X;H1) = E e B1 a bola unitá­

ria de H1 , usaremos o Teorema de Ãscoli para mostrar que k 1B é re­

lativamente compacto em F1 • 

a) k
1

B é equicontinuo. Da demonstração do Lema 3.15a) vemos que 

V t
0

€Y, V E> O, gV
0 

vizinhança de t
0 

em Y, tal que: V x€E e Vt€V
0

, 

11 k1x(t)-k 1x(t
0

) li s li xi! 1-.dX) 112 • €, portanto, vxeB, e tev
0

, 

li k
1
x(t)-k 1x(t

0
) li~ µ(X) 112 • E, pois li xi!~ 1 ou seja k 1B é equi-



b} V toeY,(k13} (to} é relativamente compacto em H2' Mostraremos e
qui.valenteme

to, ta]. que

i) À função que a cada sCX associ.a K(ta'sJel(H].,H2} e uniformemen-
te contínua em X, portanto, existe uma vizinhança U da diagonal de

XxX, tal que V (sl's2leu, ll K(t.o'sll-K(to's2) ll < ii;.?.Í.Z.r ' Para ca
da sGX consi.detemos a vizi.nhança UTa : {s'eX:(x,x')eU} de s, e cg

mo X é pré-compacto exi-saem sl'..,Sn em Efta! que ISÜán V8i= X. Sg.

ja CI *Usi eCk;Usk ' ISUCk.l par 2....,n. portanto UCÍ nX

e ci.ncj=# se i.#j e vsecj.'llK(tt 'sl-Ket.,sÍ.>ll<1;i'l;l--Í7'f para i.H! , . . ,n.
($.1) Seja À. = u(X)'''. Z.feto'sÍ}B!;como por hil:ótese K(ta'si.}

é CQmpactor K(ta'si)BI é re].ativamente compacto em H2 e pc>rtante
À também.

/ r . J I" .(lã-i.} \! xeB, ll Í x(sldslÍ á Í Ílx(s)lias $ 1lxll.P(x)l/z É L.{xl1/2,/ c { j c .í

portantaparalS iÉn i x(s)doeu(x)*'' B.

seja hx ; illlK(to'si) ( l x(s)ds> e ã..

(i-v) vxeB, lih.. - (kx) (t.) ll

í.!i K(to'Silo..lcix(slasJ - 2. lcíK(to's)X(Sjasli É

l.'! '' llK(t.,'i)-Ket.,s} 11.11 xb) ll ds É ="i;;'Í7'T 'iix;ci }lÍds =

€

c{
Ü

contínuo em t. 
o 
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b) Y t
0
eY,(k1B) {t

0
) é relativamente compacto em H2 . Mostraremos e­

quivalentemente qu~ dado 8>0, :iJ1. CH 2 com A relativamente compac-
V )(~/~ ,::J h,(_A; . d(h.,l~x)(lc\J <E€. . . ..... 

to, tal que à;{;};i:i ,,,O(f~}tté~ < ~.-~~~ 

~-temtH p ~~!êé";OS/ OO'~S'.~#&f'ª1zf~• • 

i) A função que a cada sex associa K(t
0

,s)eL(H1 ,H 2) é uniformemen­

te contínua em X, portanto, existe uma vizinhança U da diagonal de 

X•X, tal que Y (s 1 ,s 2)eu, U K(t ,s 1)-K(t ,s 2) U < E 172 . Para ca 
o o u{X) 

da sex consideremos a vizinhança u = {s•ex:(x,x•)eu} de s, eco 
s 

mo X é pré-compacto existem s 1 , •• ,sn em X,tal que U V6 .= X. Se 
ls.is;n 1 

. ja Cl = Usi e Ck 

e c.nc.•J se ifj 
l J 

= U8 - uci para k=2, ••• ,n, portanto uci = X 
k lsi~k-1 l~i~n 

e T.fseci,IIK{t ,s)-K(to,s.)l!<--€~2 para iml, •• ,n. 
o l. (X':;.1.t. 

n lJ ; 

(ii) Seja A = u(X) l/Z & l K{t ,s.)B
1
;como por hipótese K{t ,s .. ) 

e: ·1 o 1 o 1. 
l"" 

é compacto, K{t
0

,si)B1 é relativamente compacto em H2 e portanto 

A também. 
€ 

(iii) vxeB, li J x(s)ds!I~ f !lx(s)!!ds $l!x!l.u(x) 112 
$. µ(X)

112
, 

Ci ~ Ci 
r 11~ 

portanto para l $ i 5 n J x(s)ds e µ(X}· L B1 e. 
l. 

n f 
seja h,... = }: K(t ,s.) ( 

1
. x(s)ds) 

... · ·1 ° :i. e l..., i 

(iv) vxeB, llhx - (kx} (t
0

) li = 

e A • 
€ 
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€ {

3.].8 - cox-o].ária. Com as notações do Teorema,o operador kel(E F}

xes>llds á €

orava: a inclusão l de FI em F é contínua e k = iokl'

3.19 - Teorema. Com as notações de 3.15. Se X e Y sâo tai.s que

xistem bases o.n. para CL2(X) e CL2(Y} e se KeCL2(YxX;H(HI/H2l}
então keH {E,F) e lli k ill = ll K li.

Prova: Sejam (eala8A e <fB)Bes bases o.n. de E e F, respectivamen-

te, taí.s que (fBOeálagA ê base a.n. de CL2CYxX;H(HIPH2} ' culpa exis
tência é garantida pel-as hipóteses feitas e pelo corolário 3.13.En
t.ao,

lllkllia Ê iKeajj2= }lE(keajfBil a,B J'!(kea(tllfB(t)}dtl2 =

IÍ.IK(t,slea<s)aslíB(tll(itlz= E lrxlY 's)ea($} 1f$(t})dsdtl2=

IVlx(K(t,s) ifBet)®ea(s))dsdtlZ li(Kjfe®ea} IZ = llKllZ

(t> lat lz=
Q

3.20 - Corolãrig. Se KI, K2€CL2(YxXFH(HI,H2)}
pecador k. então Kl=Kp'

3.2]. - çe:ieJ:ã:lg. À aplicação l que a cada KeCL2(YxX;H(H]..H2))ag.
soa.a i(K) = kef{(E,F) é uma isometria

âefi.riem GQ

3.22 - çgglg].ár].o. Se (ea)aCA e (f8}BeB são bases o.n. quaisquer
de E e F, respecti.valente. então (fB®e:lapa e uma base o.n. de
H (E,F)
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3.18 - Corolário. Com as notações do Teorema,o operador k€L(E,F) 

e compacto. 

prova: a inclusão ide F 1 
em Fé contínua e k = iok1

• 

3.19 - Teorema. Com as notações de 3.15. Se X e Y sao tais que e 

xistem bases o.n. para cL 2 (X) e CL 2 (Y) e se KecL 2 (YxX;H(H 1 ,H 2 )) , 

então keH (E,F) e 1!1 k 111 = li K 11. 

prova: Sejam (E\
1
}aeA e (f

8
)
88

B bas·es o.n. de E e F, respectivamen­

te, tais que (f
8

0e;>aeA é base o.n. de CL ,YxX;H(H 1 ,H 2), cuja exi~ 
8GB 

2 

tência e garantida pelas hipóteses feitas e pelo corolário 3.13.En 

tão, 

ll!k!B 1 == L llke
0
ll 2= ll(ke

0
!f8}! 2 = II JY(kea(t)lf6(t))dtl 2 = 

aeA a ,B a ,B 

3.20 - Corolário. Se K1 , K2ec12 (YxX;H(H 1 ,H 2 )) definem o mesmó o­

perador k, então K1=K2 • 

3.21 - Corolário. A aplicação i que a cada KecL 2 (YxX;H(H 1 ,H 2))a~ 

socia i(K) = k€H(E,F) e uma isometria. 

3.22 - Corolário. se (ea)aeA e (fs>aeB sao bases o.n. quaisquer 

de E e F, respectivamente, então (f
8

@e~}aeA é uma base o.n. de 
$ SB 

H (E ,F) • 
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prova: 3.21 -:+' i:CL2(YxX;H(HI'H2}) "-"'-+ f{(E,F) é uma isometria;

V aeA., V BeB, fG6e;e CL2(YxX;H(nl'n2)) e 2.22. fornece que a fama

lia (fB8e:)a64. é base o.n. de H(E,F}

23 - corolário. H(E,F) : t{(E,F} : CL2€YxX;H(HI'H;})3

3.24 - Comentário. No caso clássico demonstra-se que se

KeC(Ca.b]xLa,b]) e V(t.S}CCarblxjla,blrKCt.s) = a.\s,t} o operador

hermitiano compacto k definido pelo núcleo K é tal que }l À:< +nrog

de (Xn} é a sequência dos autova]ores não nu].os de k (ver referên-
ci.a 1. da bibliografia do capítulo l) .De acordo com o Teorema 2.19,

i.sto equivale a dizer que kef{(CL2( [a,bQ} ) . 'Em vi.sta di.stOrnão per.
devíamos nada em general.i.jade se cie início considerássemos núcleos

K para os quais os operadores k correspondentes fossem de Hilbert-
Schmidt. O coroa.ária 3.21 mostra, então, que a menos da continuidg.

de, estamos LuF&b&lhãRdo na situação mais geral !)ossível ao conaidg.

rar núcleos KeCL2(YxX;H(HlrH2) } '

3.25 - Teorema. Dado KeCL2(Y"X;é{(}il'H2)) , de.fi.Rimos K+:XxY -----+

""-'-'' f{(H2'Hl} por v (s,tlexx\', K+(s,t) = i.Ket,s)i

Nestas condições, temos:

a) K#ecL2(xxY;H{H2rfill} e llK+ll = IKll.
b} Se keH(E,F} e a operador (!e núcleo Kr então existe

k+eH(P.E) , que é o operador de núcleo K+

c) Se X=Y e H.-H., então k = k+ '+-::+ K = K+ 'a--l'"

-+-» V (t,s)eX,.X, K(t,s} = IK(s,t)L

-43-

V aeA, V S€B, f
6
ee;e cL 2

(YxX;H(H 1
,H 2)} e 2.22. fornece que a famí­

lia (f88e~)aSA é base o.n. de H{E,F). 
SSB 

3.23 - Corolário. H{Ê,F) 

3.24 - Comentário. No caso clássico demonstra-se que se 

KeC{ [a,bJx [a,b]) e V(t,s)e[a,b] x [a,b] ,K(t,s) = K(s,t) o operador 

hermitiano compacto k definido pelo núcleo K é tal que }: Xi< +00o,on 
n n -

de (Ãn) é a sequência dos autovalores não nulos de k (ver referên-

cia l. da bibliografia do capítulo 1) .De acordo com o Teorema 2.19, 

isto equivale a dizer que kett (CL 2 ( [a ,b])) • ·Em vista disto ,não peE_ 

<leríamos nada em generalidade se de início considerássemos núcleos 

K para os quais os operadores k correspondentes fossem de Hilbert­

Schmidt. O corolário 3.21 mostra, então, que a menos da continuida 

de, estamos trabalhando na situação mais geral possível ao conaide 

3.25 - Teorema. Dado KecL 2 (YxX;H(H1 ,H 2}), definimos K*:XxY---+ 

r 7* 
- H(H 2 ,H 1) por V (s,t)6XxY, K*(s,t) = LK(t,s)J 

Nestas condições, temos: 

b) Se keH(E,F) é o operador de núcleo K, então existe 

k*eH(F,E), que é o operador de núcleo K*. 

e) Se X=Y 
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(Neste case +-emo$ v(t.s)ex*x, llK(+-,slil= iK(s,tllll}.

orava: a} imediata à partir de 2.7a} , que garante que

v(t.sjeYxx, llK(t.s)ll= lliK(t,sl't li = lllK+(s,t)lll

b} v(x,y)eExF .(kxy) = 1(kx(tljy(t))dt=

= 1(x(s)i l K+(s,t)y(tldtlds =(xlk+y')

c} se k=k+, por 3.20. K=K+

se K=K+, por definição, k=k+

Y X ; JYJ XK(t,sjx(sldsjy(t)lat = Í l(x(s) iK(t,s)+y(t})dsdt =

Y
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111 111 Ili 111 (Neste caso temos V(t,s)€XxX, 11,K(t,s) 1.1 = l 1K(s,t) 11 ). 

prova: a} imediata à partir de 2.7a), que garante que: 

v ( t , s > eY x x , 111 K < t , s > 11 l = li l K ( t , s > * 1 li = !! 1 K * < s , t > l ll • 

b) Y (x,y)€ExF , (kxjy) = Jy {kx(t) jy(t))dt = 

• jy (J:i/(t,s)x(s)ds!y(t)Jdt = JYJX(x(s) !K(t,s)*y(t))dsdt = 

= J~x(s) ! JYK*(s,t)y(t)dt)ds = (x!k*y}. 

e) se k=k*, por 3.20, K=K* 

se K=K*, por definição, k=k*. 
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3. BOURBAKI, NICOLAS, "Integraçio - livre VI - fascicule XIIIº, 
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C Á P í T U L 0 4

4 .} No+-açoes

X espaço compac+uo pala o qual existe uma base o.n

CL:(X}
H espaço de }Íilbert complexo;

(hiliel base o.n. de !{

E = C!.. X;! }",{

d

EgU&ÇÃQ IE T$ÇR . F'REDlÍOL?.{ DE= 2g ESPÉCIE

Ccnsíde:eras a equação integral de E'redholm de 2ê espécie

V +ueX, Àx(t} = y(t:} + l K(t,slx(slds

onde são dad.os Àee; yeE; KeCL2(XxX;H(H}) , K/0, K K+, e px'oculta-se
a função irlcãçni+»a xeE.

Sendo k o onexador de núc].eo K, defi.ni.do oar V xeE, VteX,

(kx) (t> = Í Klt.s>x(slds, pelos Teoremas 3.3.9 e 3.20, vemcls que

keH(E}, illKlll llKil , k#0 e k+=k. Seca en+uão, (Xn} ã sequência

dos autovalores nâo nulos de k e {e.} a seque'leia o.n. de autovetg
res correspondentes ao$ X.. dadas no Teorema 1.6. e tais que:

X

.A K.

0  ©€ MeReEq

e A P r r u L o 4 

O TEOREMA VE MERCER 

4.1 - Notações: 

X espaço compacto para o qual existe uma base o.n. de 

CL2 (X} ; 

H espaço de Hilbert complexo; 

(hi)ieI base o.n. de H; 

E= Ct
2

(X;H). 

EQUAÇÃO INTEGRAL DE FREDHOLM DE 2§! ESP"t;CIE 

Consideremos a equaçao integral de Fredholm de 2ª espécie 

f 
V tex, lx(t) = y(t) + J K(t,s)x(s)ds 

X 

* onde sao dados À€C; yeE, KecL 2 (XxX;H(H)), K~O, K=K , e procura-se 

a função incógnita xeE. 

Sendo k o operaàor de núcleo K, definido por V xeE, Vt€X, 

= f K(t,s)x(s)ds, pelos Teoremas 3.19 e 3.20, vemos 
)X 

que (kx) (t) 

keH(E), lllk !li = IIK i! , k~O e k*=k. Seja então, {À ) a sequência 
n 

dos autovalores nao nulos de k e (e) a sequência o.n. de autoveto 
n 

res correspondentes aos À , dadas no Teorema 1.6, e tais que: 
n. 

-45-
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V xeE, kx À.<x e.}e.

4.2 - Lema. v teX, ) â ll e. (t) il IK (t,S} lll2ds

V teX, ke {tleH,
R '

N

11 ke(t} jjZ = êl }(ken(t> lni} l2 /

nul i.Q:(ke.(t} lhi) l:

lx ':je.{;la'lh,ll:- l l (t.;le.{sllh,)d;l: - :&:::à

} (K(t,sljhi®e.* {slldsl2 n E {K(t,.}jhi8en)IZ
+ '& {! * iX.

N N

en(+L} l 2 n }l.iike.l(t> IZ

e como (hiOe;ln í é um sistema o.n. de CL2(X;H(Hl} . usando a desi.-
qual.dado de Bessel, temos

n,i(K(t.')ihi e:Jl2 á llKCt.'lllêL2(x;H(n)) ' IÍxlil 's)jllzas

4.3 - Teorema, v xeE, a série l llxn(xjenlenjl é uniformemente coy.
vertente em X, e .'. a série kx l Xnexjen)en converge uniformemen

Fava: Usando a d.esigualdade dé Cauchy-Schwarz e o Lema 4.2,

f f \ã./2
de M : :-p Í }.lllKk..) llí:dslÊ:GX \ /X ;

4.4 - coJ['olã]{.o. V Àee, À#0, V n X#Àn; V yeE, a equação Xx
tem uma Única solução x8E dada por:

V tex , xet} : -"y-- yet} + --$-- >1 À. --!:l-:l!-- e. (t)Ã e a .. . RÂ -Ã...

} lll. (xje.}e. (tjll s

) lllaasl .l l(xjenlÍal /2 } l (xjen)

} llX.e.(Ull:u'8
: 'f } i (xjea) l:a"P

! /'2
É

llÍK {t .s
&

kx=y

-46-

\' { ' V xeE, kx =LA ,x\e )e. 
n n n n 

= I 1[ I K(t,s}e (s)dsjh.jlri ... t 1jfo«t,s}e (s) jh.)dsl 2 
• '\. v n 1. l. n 1 n,1 A n,1 X 

2.20e) 
st :C:.C.W,iP r 

I ! f (K ( t, s) l h. 6le 1 
{ s) ) ds 12 .. . Jx 1 n n • l. 

e como (h.®e') . é um sistema o.n. de cL 2 (X;H(H)), usando a desi-
1. n n,:i. 

gualdade de Bessel, temos 

4.3 - Teorema. V xeE, a série 2 !!À (xle )e li é uniformemente con 
n n n n 

vergente em X, e 

te em x. 

. ·. a série kx = l Ã (x ! e ) e converge uniformemen 
n n n n 

vtex, 

on-

4.4 - Corolário. V Ã€C, ÃFO, V n ÀFÀn; V yeE, a equaçao Ãx-kx=y 

tem uma única solução xeE dada por: 

v tex , x(t) = + y(t) + + I Ãn 
n 

e (t) n 
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a séri.e sendo abso].utamente e uniformemente convergente em X

nFQvâ: l.IQ garante que.existe uma Úni.ca solução xeE, dada por:
] ] . {yje.} ' '

x - --Í--y + ---Í-- À Xn .----);.::;(::-- a série corlverqlndc: em E. Mas como

k=k+ e À.x-kx=y, vem

(xjen} , donde pe].o Teorema, segue
n

4.5 - Corolário. Se >.ee é tal que zno:À=).n ' a equação Àx-kx=y
tem solução se. e somente se. y lz, V zCE com kz=À%. Quando exist;em

a$ soluções são dadas por:

f

F (y en);. =:-- e. (t} 'bz (t}n$n À-À
0 'R

onde z é qualquer autovetor de E associado a À, a série confie!-fin-
do absolutamente e uniformemente em X

vtex, x(t) = --:i-- y (t)

análoga ã de 4.4. ã partir de ]..]].

0 T90RElç4À DE MERCE2

4.6 - Teorema. À série } X: jje.{slll' converge uniformes\ente em X
para l lllK(t,s}.llZdt

orava: Pe].a definição 2.õ, v(t,s)ex*x,lllKet,s) lil2= 1 llK(t.s)h; l2,

..'. pelo Teorema 3.7. de mini, E IK(t.slhilli é uniformemente soma
vel para llK(t.s) alia em XxX, .'. usando os Teoremas 3.7 e 3.25.c)

X

a série sendo absolutamente e uniformemente convergente em x. 

prova: 1.10 garante 

1 1 > 
que existe uma única solução x€E, dada por: 

<y l e > 
À-Àn e

0 
a série convergindo em E. Mas como 

n 
X= ---;r-Y + -r- fi Àn 

k=k*·e Àx-kx=y, vem 

À - À 

a tese. 
n 

= (x!e), donde pelo Teorema, segue n 

4.5 - Corolário. Se À€C é tal que !3n :À=Ã , a equaçao Ãx-kx=y - o n
0 

tem solução se, e somente se, ylz, V zeE com kz=Ãi. Quando existem, 

as soluções sao dadas por: 

vtex, x(t} = l 
À 

y(t) + 1 
À 

e (t)+z(t) n 

onde zé qualquer autovetor de E associado a À, a série convergin­

do absolutamente e uniformemente em X. 

prova: análoga à de 4.4, à partir de 1.11. 

O TEOREJ\l!A DE MERCER 

4.6 - Teorema. A série l ). 2 lle (s)!! 2 converge uniformemente em X n n 

para fx!IIK(t,s).j\! 2dt. n 

prova: Pela definição 2.6, V{t,s)eXxX, !'i!K(t,s) 111 2= l. l!K{t,s)h.11 2 , 
i6I :i.. 

, • •• pelo Teorema 3. 7, de Dini, l li K (t, s) h. 11 2 é uniformemente somá 
HH 1 

vel para il!K{t,s) 11! 2 em XxX, :. usando os Teoremas 3.7 e 3.25.c) 



e o Teorema 4.a, ten\os v sex, .l lllKet,s} lllzdt = X lxi (+u,s)h.llzdt=

i.e .l(K(+-,slh:lKet.slhí.}dt ictfx(K(s.t)[K(t.s]hil] ijdt

i.elt .jxK(s'tlí-Ket,s)ni]at]hi.'t = E(KQK(..s)hj.]es) Ihi>

iêif n Àn(K(',slhj. en)en(sllhi) 1l nÀn(K(',s)hilen}(en(sllhi>

i©l n nilX(Ker,slhi en(r)}dr.(en($} 1ní}

iel n n(hil IXK(s'rICa(r)dr'} x -(en(sllhi)

iei à n l(enes>lhilla = :1 iei n en(sjihÍ}

V sCX , 21 Àâ ll e. (;} Í'

à. temos & tes

4.7. corolário. li.m l llK(t.s} - } À.e.(t}8e:(sjlllZdt n O uni
R->#® JX n&} L& - [ã w

fortemente pax-a sCX
N

Eglg: '.lliK(t.s} - üÇ.XRet.(tl®e:;(s) Íli2ót

J lllK(t,s} llladt - }l Àã lien<s)jj%que resulta pcr cálculo di.Feto,ou

15 n $ N. tal que en s) # Q, ê o.n. em CL2(x;H(R)) e que

bK(',sJI -ea(')e$ eil:(s)'l ! ÍX(K(t,sljen(tl®eá(s))dt =

n

Àâ jje.b) ll'

l IK (t .$} 1il: ds ,
X

.** nexo Teorêm& de Di.-

- } X.e. (t}8e: (s)n n nnw}.

llÍK (t .s} -

-48-

e o Teorema 4.3, temos V sex, 

( l J! (K(s,t)[K(t,s}h.]! h.)dt lllil 

ieI X 1. 
1 

= I f Jr K(s,t} [K(t,s)h.]dt[h. l = l (k[K(•,s)h.] (s) jh.} = 
i6I l X 1 1-J i6I 1 1 

= l [ l À (K(•,s)h. !e )e (s} Ih.)= I lÃ (K(•,s)h. le) (e (s) !h.) = ier, n n 1 n n 1 iSI n n 1· n n 1 

= L l À )( (K{r,s}h. !e (r))drx (e (s) jh.) = 
iEH n n X 1. n n 1 

= I I À (h. l f K(s,r)e (r)dr) x•(e (s)!h.) = 
i€I n n l. Jx n n l 

= I l À 2 i(e {s)!h.}! 2 = I I Ã 2 j{e (s)!h.)! 2 = l À2 l!en (s) 11
2 

n n 1 n n 1 n ieI n n i61 n 

= f l!!K(t,s) !H 2 ds, :. pelo Teorema de Di­
<K 

ni, temos a tese. 

11 7 e 1~ · 1-.m jf. jl1iK (t .s) ':lt • • oro . ar :i.o • "'" 1 • 
N-►+oo · X 

N 
t À e (t)®e 1 (s) li! 2dt • O uni l n n n ' 

n"'l 

formemente para sex. 

prova: lfx!IIK(t,s) - I À e (t)®e 1 (s) lll 2dt = 
l n n n 

U"" . 

N 
2 À 2 li e ( s) li 2, que resulta per cálculo direto ,ou . n n 

U""l 

levando em conta que V sex, o sistema para 

1 S n ~ N, tal que en(s} F O, é o.n. 

E\1 (.) e e~ (s) 1 l 

ll en <s> !1 f~ ll en (s > !! = 

t 

l ( K ( t , s ) ! e ( t) @e 1 
( s } ) d t = Jx n n 



.{

'.i

.ã:.âg.s.2.: ----J---l B K , ;) ., (;} l e. H) } dt g'=K:

He,,{s) IX(en(s>lK(s,t)enet>)dt = }.!t'e aplicando que se (fn}
é o..n. num espaço plé-h.i-lbertiano E e xeE, llx -

= lixlla f.} la . Aplicando o Teor'ema a tesa
©,m:Ã.

4.8. core-].ária. Kn IÀ ea8e;., a série convergindo em CL2€XxX;#(H)} .

E9w: :i" !Í ' .: .:....;tE:

N...Pm Jxlx (t,s) - }jixu:ea(tl®enCs) 111 dtds =

convergência uniforme dada no co].bário anterior

4.9 - Teorema (MERCAR) . Se o nÚc],eo 1lermiti.ano KeCL2(XxX;H(H}) é
tal que Q opera(ior k, por ele definido, é positivo, e se além dis-

so, sendo {hi)iel uma base a.r!. de H, ele é tal que a função que a
cada tex associa 1l K(t,tlh:lh:} é contínua em X, então,

{©l * '

v' (t,s)ex*x. K(+-.$} : 21 xnen(tloeâ.{s} ,

X{N...+@ IX K(t.s) - 1l Ànen<tj®e:.<s} lll'atjas n 0, onde usamos a

m

n 'e apxzcanao que se \tn; tiQW

(x l f.} í.ll '

Êmed3.ata.

a série convergindo abso].utamente e uniformemente em XxX

orava: a) v tCX, K(t.t) à a.

Por absurdo, se atoeX e #toeH tal que (K(to,tolholho) < 0, então g.

xisto uma vi-zi-nhança V de to em X t:ai que Vet.sleVxV,

R(K(t,slholho) < -ã < 0, onde Rz é usado para indicar a pare real

2.20e) l f o«t,s}e (s) !e {t))dt !:!,.! 
íl~ (s>l'x n • n 

l jr (e (s)IK(s,t)e (t))dt= 
!!e (s) li X n n 

Àn,e aplicando que se (fn)nem 
n 

N 
e o_.n. num espaço pré-hilbertiano E e x€E, lix - l ex I f > f li 2 

l 
n n 

n"" 
N 
l 1 (x!fn) 12

• Aplicando o Teorema a tese é imediata. 
n""l 

4.8. Corolãrio. K=Tl e ee' ln n n' 
n 

N 
prova: lim l!K - l À e ®e' 1!2 

N~+~ n=l n n n 
... 

f 
f N 

J
l l!lK(t,s) - l _" e (t)@e 1 (s) ll! 2

dtds = 
X X n~l n n n 

f r f N 2 ) 
= j ) lim )1 !IIK{t,s) - l À e (t}®e 1 (s) !li dt d~ • O, onde usamos a 

X'N~+m X n•l n n n 

convergência uniforme dada no coloário anterior. 

4 .9 - Teorema (MERCER). Se o núcleo Hermitiano Kec12 (XxX;H(H)) é 

tal que o operador k, por ele definido, é positivo, e se além dis­

so, sendo (hi)ieI uma base o.n. de H, ele é tal que a função que a 

cada tex associa I (K(t,t)h. jh.) é contínua em X, então, 
iSI l 1 

v ( t .. s) ex~ x , K ( t , s } = l " e ( t) ee 1 
{ s ) , 

n n n n 

a série convergindo absolutamente e uniformemente em XxX. 

erova: a} V t€Xu K(t,t) ?. O. 

Por absurdo, se 8t 0 eX e 3h- 0 eH tal que (K(t 0 ,t0 }h0 !h0 ) < O, então e 

xiste uma vizinh~nça V de t 0 em X tal que V(t,s)eVxV, 

R(K{t,s}h 0 jh 0 ) <-ó< O, onde Rz é usado para indicar a parte real 
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= l [ I À ( e ( t ) e ( t ) ' ) h . j h . ) = l ( K ( t , t ) h • 1 h • ) S. L ( K ( t , t ) h . 1 h . ) ,: 
ier n•l n n n l l ieI N l l ieI . l l 

que por hipótese é limitada por um nGmero M < +00 • 

d) V (t,s)€XxX, K(t,s) = ' À e (t)@e (s)' 
l n n 
n 

ela esigual ade de Cauchy-Schwarz; V (t,s)eXxX 

e como pelo ite 
2 

e) V sex, a série L À lle (s)!I converge,temos que 
n n 

t1 

V sex, a série L À e (t)@e (s)' converge uniformemente em tex, po~ 
n n 

l\ 
N 2 

tanto , V sex, 11 \K(t,s) - l À e (t)9e (s) 'Il i converge uniformeme!:_ 
1 n n n 

n"" 

t e e te par li K ( . ,s) - ' À e (t)@e (s) ' 111 2
, :. , pelo corolário 

l n n n 
n 

4 • 7 , f 111 K { t , s ) - ' >. e ( t) @e ( s) ' 11 I 
2 d t = 

X l n n n 
n 

= N 2 > >. e (t)@e (s) ' Ili dt = O, e como V sex, 
~ n n n 

n "' l 

.unçã o tex !ljK(t,s} - L Ànen (t)@e (s) ' Ili é contínua, t emos 
n 

e) 

V (t,s)€Xx X , K(t ,s) = l >. e ( t ) @e ( s ) ' 
n n n n 

' >. li e (t) 112 conv rg un iformem ~nte em X. /. n n 1 
n 

Pelo it ma t rio r , v tex, Vier, (K(t,t)h. jh.) 2 · 2º.tl. 
l l. 

-=- {K (t ,t) Ih. h . 
1

) = [ l À e ( t )8e (t) ' j h.~h. ') = 
l l J n n n l l 

n 

""l >..0 ( (t)@e (t) 
1 

jh .@h. _
1

) 
2..;-2.2.~,1,. l À l(e (t) Ih.) ~2 , portanto, 

n n n 1 1 n n 1 1 
n 

a 
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vtex, }l Xtijjenetli >1 n iã!!(en(t>lhill l <Ke&u,t)nílhi}

e como pol }lip8tese esta últi.na soma ó conbc:nua, do Teorema de !)i-

ni., segue que a série E Xnll en<t} il converge uniformemente em X

f} Pe].o item\ anterio!', levan<3o ent conta que V \t,sleXxX,

? jjjÀnen(t)®en(sl'l11 $ 1 À nllen<t.}ii li/Z l.RIPA (s)ll l!/Z
n*p ~n'p '

resulta que }lllX.e.{tl®e.(s) ' ili converge uni-firmemente em XxX, po=21 111x.e.{tl®e. (s) ' llR

V(t,$1€xxX , K(t,s) = /r À..e.{tX®e.{s)e' gk n.

série sendo absalutaíTwnte e un].firmemente convergente em XxX

4.].0 - Teorema. Se:ja KCC,.(XxX.; «(Hl} , ta! que a b-ese do Teor

de hlcFCQF selva verá.ficaria, Então,

a )l Xtljjen(t} Íl: é uniílormemente con-/ergenLue em X;

b} a função que a tex associa Et.(K(t,tlhÍ.Ihi Õ co
{©l ' '

#
a

a

atInaR

lgW: a 1l illx.e.{tjQe. k) ' lll

b) Da demonstração do item e) do 'Teorema anterior,

tljjenetljj2 u elK(t,+ulhilK } : e cclBO. pelo item anteri.or, a soma

.lle.(t) y: é ccntililua. seque o r=s'..1ltado

â
= ;1 x.lle. <tlll

-52-

2 

vtex , l À li e ( t) ti = n n 
t \ 1 Ih ; i 2 
l À l t(e (t)11.11 = 

n iel. . n l 
l (K(t,t)h. !h.) 

iSI 1 
l. n 

e corno por hipótese esta última soma 
~ 

contínua, do Teorema de Di-e 

ni, segue que a série l À r n ,1 ( t) 
ll2, 
ll converge uniformemente em X. 

n 

f) Pelo item anterior, levando em conta que Y (t,s)€XxX, 

r [ ';l 211 / 2: r ~ À I' ( ) '! 2 ) l / 2 
ll !À e (t)@e (s) 

1 !fl ~ > À l,1e (t) ll l. l nllen 
8 

1. J ' 
' n n n '• L n ! n . n"'p 

n=p nmp , 

resulta que f Ili ;\,.en (t)®en (s) t Ili converge uniformemente em XxX, pO!_ 
n 

tanto 

= l X e ( t) @e ( s } ' , 
n n n 

n 

a série sendo absolutamente e uniformemente convergente em XxX• 

4.10 - Teorema. Seja KeCL (XxX;H )} , tal que a tese do Teorema 
2 

de Mercer seja verificada. Então, 

a) l "nu en (t) li 2 
é uniformemente convergente em X; 

prova: 

n 

b} a função que a tex associa I {K{t,t) 
iElI 

em X; 

n 

lhi) é contínua 

b) Da demonstração do item e} do Teorema anterior, 

r À !!e (t>f' ... I(K(t,t)h. lh.) e CO'.mOu pelo item anterior, a sorna 
~ n 'CI l' 4 1 n 1~ 

f A He (tlH
2 

e contínua. seque o l nlª n , ~ ~ _ tado. 
n 



c} Pel-o i-tem a} , 1 ) x.lü:.(tlll'et =

11 À,: JXlle,(tlll'ãc - 11 À.Ee.il' * }l À.

4.11 - carolãri.o. Se o núc].eo }lexni.:.i.ano KeC:..{X*X N f{)} é +,a].

que o onerado!..' * por e].e defi-=i-do, 8 uosit:.Lvn. qHbuão sãa equina-'

lcQbLcs as sequin+-es proposições;

a) À função cque a cada teR dsscic{.R y {K t:.+-ltlÊlhi} Ó COn'
t11RIUã en X

b} a série }l ).niene&-lll: é uni.fo:mement:e convergen+ue em X

c) V (t,sleX.X, K(t,s} = >1 Ànenet ©en(::} ', a séri.e conver-
gindo a.hso].ue-amerlte e t.lnifarmemente em XxX

z'w

Imediata a parti.r (l.e 4.LO e da demcln$t!.'anão do Teorema 4.9

12 - Exemu os. Seja. Ê.Z(!N} o espaço de [Ti-!)ert (ía$ sequências

{xnlnG i taÉ-S que Z : s: < +'» pluni.do da pzad.uto i-eter-

no (xjy} áç xnyn' e nox+.anta da Dorme llxllZ l.ill :2 E'/'

]â {ei)i©W sua base canãnlca. onde eã Õi,n'!t©m

Pa!:a cada xg.t2(n{) , sela êÀ o ü?orador d.e .E: IN deCiDi.-

do por V yeÊ, (]N> . ,4.x(y) = x.y = {xnynln61N. ' Então,

a) v xc 2(E{) , xeH(E2 3 } !: xll:

oe fato, v xe!;em} . lllÀ,:ll ' H .À. iP-:;eili;

.à

2

E{«}

2 2
2

C} Pelo item a} , 
( 
l \ 
' l 
J X n 

t r 
i:e H 2 

= À ! l +- ', !' dt li \ '-, ,l n J X n 
n 
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~ 

Àn!l en(t) l! '"dt -

I À 11 í! 
2 

I = ~ e 11 = À 
n n 1' n 

n n 

4.11 - Corolãrio. Se o niicleo hermitiano K€CL
2

(XxX;H(H)) i tal 

que o operador k, por ele definido, é positivar ~ntão são equiva­

lentes as seguintes proposições.: 

a} A função que a cada tex associa 

tínua em X. 

r (K(t,t)h. Ih.) e con-
. ~I l' l 
:t tt:; 

~ \ ,. 112 ~ 
b) a serie L AnUe

0
(t)1 e uniformemente convergente em X. 

n ' 
e) Y (t,s)€XxX, K(t,s) • I À e (t)Qe (s) , a s~rie conver-, n n n 

n 
gindo absolutamente e uniformemente em XxX• 

orova: Imediata a partlr de 4.10 e da demonstração do Teorema 4.9. 

4.12 - Exem,2~_0s. Seja .t 2
(l:.N'} o esnaço de Hilbert das sequências 

1N x = rx) 0 t tais que ' n nSIN ·· ff 
< +00 rnun:Ldo do produto inter-

no 

ja 

... 
\ - 'l 11 
l x y , e portanto da norma ;! Xi!,, 

n- n ·"" 
U""l 

(e.) . ª -• a sua ba.se canônica, onde e. "" 
1 l.s,/ll'é . l, 

, e se 

Para cada xet
2 

{l'N) f seja. -P,x o operador de .t 2 (lN} defini­

do por V y€! 2 (JN), Ax (y) = x.y = (xnyn) neIN" ~ Então, 

a) Y xeJL, (lN), A eH(t (IN)) e 
.i.. X 2 

De fato, Y x€.t" {IN), .,_ !li I' / 2 "" ", A !l '" x•--



$4

Partanta; o opera(Sar P' que a cada xC z( associ.a ÀxeH(1.2(m)} é
uma inclusão isométl'i.ca e toda função cona.ínua de XxX em t2(l } é

exemplo de um núcleo KeC(X:.X;# 2 (1 )}

b} V t,sleX*X, seja X (t-.$)

Portanto }l (K(t,t)e;le;} = E } M '+" , Q que mostre (lue as conde:.

çõe$ equivalentes do corolário 4.!: nãa se deduzem d.as hipóteses

feã.t.as n.e.Le

,t) e; le XX{«}

c} Se KeC{XxX;Ê,{l!}) é ta! que 'f t,seXxX, as coar'aCHadas

ãe K(t,s} são positivas. ist.o é, v iem , {K(t.s)e{ e{ à 0, então

: (K(t,t>eílei) = llK(+-,tllli é cont11nua para +-eX, e .'., temos exe=

f>].os de núcleos que satisfazem. a$ condições equivalentes do caros.ã
rio 4.k}.

4.13 - =xemnlgl.. Seja H = L <&!f:l e À:Ía.}) .--.....+ € uma função,sg.

tisfazendcjr v {t,s>ela,b'r , ê.{t,s.'.'le L.([a.bla} e (lue & Eunçãcn

(t,sleC]a,bl p-----+ Ã,{t,s,.,.}CL,(ia.b] } 6 can.r.51nua

Para cada par (t,s)eCa,b] , seja Ket,s} o operador
definido po: : v han e "para quase todo" (expressão abreviada

P q t} uê b:,bl ,

E'E

p r

1){(t.sJl8(u) = 1 AÇt,s,u,vl'tl(v} dv

Às hi.pãteses sobre A, fclram feitas para que

XeC{«[a,!4 pH(H} } . De fato.

Portanto, o operador A que a cada xei 2 (JN ) associa AxeH U. 2 (IN)) 

uma inclusão isométrica e toda função contínua de XxX em t 2 (IN} 

exemplo de um núc 

.., 

€ t 2. { lN ) CH (J, 2 ( :N ) ) • 
nem 

Portanto l (K(t,t)e. !e.} = 
i..,l 1. 1 

1 =+~,o que mostra que as condi 

ções equivalentes do corolário 4.11 nao se deduzem das 

feitas nele. 

hipótese_s 

e) Se K€C{XxX;t 1 (JN)} é tal que V t,seXxX, as coordenadas 

de K(t,s) são positivas, isto é, V ieIN, {K(t.s}e. le.) ~ O. ,, 1. ' 1 • então 
"" .I (K(t,t)eilei) = l!K(t,t}!i 1 é contínua para tex, e:., temos exe~ 

1""1 

plos de núcleos que satisfazem as condições equivalentes do corolá 

rio 4.11. 

e uma função ,s~ 

e que a função 

i- ""! 2 
Para cada par (t,s)eLa,bJ , seja K(t,s) o operador de H 

definido por: v heH e "para quase todo" (expres 

p • q • t ) ue [a , b] , 

abreviada 

As hipóteses sobre A, foram feitas para que 

2 
K€C ({a ,b] ; H (H)) • De fato, 

por 



a} a integral acima existe. Dois !-LçlH e v <t,s)elü.blz e

ue } ,!:C , B.(t,s ,u, . }en

b} v {t.sleBà,bla. 'J heH, Ket,$1hen, F)oj.s

}(t,s]i']](uyÍ du n li l À.<t,s,u,v)h(«}ãvl'du á

$ il ÍIÀ(t,s,u,v} l.lh(v} iavl du É

li li*n,;,-,«} {''''l Í lí"{«} ;'«l..: * ! !!:.g»ü,;,.,.}!.:

c} v (t,slela,b..l , K (t.s>eH {H}

Selva (hi) ieW uma base o-n. de

lll-K(t,slll = E iK(trshiil = ll(K(t,s)h ihj i{«}

l[K(t,s]hi] (u)'} (u]du] m

l IA.(:,..u."lní.hü }''jhldv d-l' )l leA<t,:,',')lh:©njll'

e cano {h:®h;): . é uma base o.n. de L2(lõ,kÜ } . temos que

lllKet,s} Í 1 = ÍP.(t,s, ' , -} l

d} Kec{ [;,b]i: ;n' {H))

Com demonstração análoga ã do item anterior, temos:

V (t,s} . (to.Bole ia,bl2 .

IÍIKet.s) - K(to,So} lll : liA(t,s-','} - A(+-a,Sa.'.'>lÍ e pela hi.põte-
se obtemos a continuidade d.e K

Possuo 5.stc' , consi.d.Cremos ente

Fredholm de 28 esp8ci-e con\ [iúc3.co K

tQP

V

vetor$.al!equ ça,0 .&

a} a integral acima ste, S h€H e V ( t r S ) € r a , b l 2 
,_ ~ 

p • q • t . ue [a , b J , A ( t , s , u , • ) eH • 

b) v (t,s)e[a, 
2 

, K(t,s)heH, pois 

J 
2 r r 2 

[K(t,s)h]{u)I du~ j l J A(t,s,u,v)h )dv!·du s. 

2 

:S J( f !A(t,s,u,v) 1 • lh{v) jav) du 

~ I ( f ' 2 ' 
J !A(t,s,u,v) 1 dvj 

r. """z 
e) V (t,s}eLa,bJ , K(t,s)eH(H) 

2 
111-K < t , s > l l l = 

I l 
i. j 

li '12 « ' 11 2 ahr. .. ~A(t,s,. f •)d • 

' - 2 e como (h .~h.) . . e uma base o .n. de L2 ( [a 1 b] ) 1 temos que 
l. J l d 

d) K ec ( [ a , b] 
2 

; H ( H) ) 

Com demonstração análoga a do item anterior, temos: 

-5 

e 

'li ' - l'' 11 ! K(t,s) - K{t 0 ,s 0 ) ill = i1A{t,s,·,•) - A (t0 ,s0 ,. •, ·) !! e pela hipóte-

se obtemos a continuidade de K. 

Posto isto, consideremos então a equaçao vetorial 

Fredholm de 2ª com núcleo K. 



Àxet = f (t) '} l x(t,slx(slds
'f8

se qui.zermos tribal-har somen+ue cam funções a valores cog

ara recai.r no casca c].ássico pala duas variaxei.s, teremos aplenos pa

eqsuâç&o
fb fb

Rx(t;}(u) @ f(t}(u) + } l A(t,s,u.vlx(s}(vjdvds
'fa. 'f&

mas, pelas hipóteses feitas, vemos que a núcleo À pode apresentar
descontlnui.dados nas variáveis u e v, caso no qua! a !:edição não é

completa

4.14 - Exemplo. a) Seja H = Lai-c,(}nJ e Kec(Ca,b:lxBc,eflZ} .

Pal'a cada teE!,!g , seria À(t). o operado!' de H definido

por: v hen, v xelc.dj, llK(tlt\Jex} l K(t,x.y)h(yldy.

Evi.dentemente V heH, ÂCt)he e V teca.]q, p.{t) é linear e com cál-

cu!o anal.ogo ao eleito em 4.13 c) , temos que:

v te].a,h], À(t) H(H} e lllÀ(t) lli2 ; lrlKet,x.v} l dxdy n llK(t,'r'lll

e V t.t. eEa,!Ü, lhA(t} - Aet.} ili = llXet,.,.) - K(t:..'.'Jll, donde

se conclui. que Aec( >.,b] ,H (H} ) .

b} Consideremos , então, Q plobl-ema diferencia!

Íi,Õx] iu" + Ã.u = f {u"et} + A(hu)u(t) K feto para temi,bÜ)

lu(a} = u(b) : 0
onde são dados feC(B,bl;n) e AeC(Ía;bQ ;H( }} definido como aci.ma

função àncóqni.ta ueC(2) ( [a,}g ;H} . Ã.omitindo quee })X'0CUK'8 &

ÀX {t) ::;; f (t} 
"b 

+ f K(t,s)x(s)ds 
Ía 
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Se quizerrnos trabalhar somente com funções a valores com 

plexos para recair no caso clássico para duas variáveis, teremos a 

equaçao 

fb fº 
Ax(t) (u.) ""'f{t) (u) + , A{t,s,u,v}x(s) (v)dvds 

a •a 

mas, pelas hipóteses feitas, vemos que o núcleo A pode apresentar 

descontinuidades nas variáveis u e vf caso no qual a redução não é 

completa. 

Para cada te [a ,b] , seja 

por: V h€H, V xe[c,d], [A(t)h](x) 

o operador de H defenido 

K(t,x,y)h(y)dy. 

Evidentemente V heH, A(t)heH e V te[a,b], A(t) é linear e com cál­

culo análogo ao feito em 4.13 e), temos que: 

2 ff 2 2 
V te[a,b], A{t)eH(H) e ll!A(t) Ili = }) !K(t,x,y) ! dxdy :;a l!K(t,•,•)11 

e V t,t0 e[a,b], l!iA{t) - A(t 0 ) Ili= l!K(t,•,•) - K{t 0 ,•,•)I!, donde 

se conclui que A€C( Ql,b] ,tf(H)). 

b} Consideremos, então, o problema diferencial 

{

rt.[u] ~ u" + Au. = f 

u(a) z u(b) = O 

(u º (t) + A (t) u (t) ,,., f (t) para te [a ,b]) 

onde sao dados fec ( [a ,b] ;H} e A€C ( [a ,b] rH (H)) definido como acima 

e procura-se a função incógnita uec< 2) ([a,b] ;H). Admitindo que 



V feC(>..b] ;H) o problema admite uma e wma $ã solução, então exis-

te uma função c: E!,id*$3,};] -----.+ L(n} , ta! que: v'ecei} (b:,bIJ;H} é

so].ração do problema se. e somente se; y(t} K l G(t,slds (ver tex-

to do Prof. Chaim Samuel Hõni.q , "The abstrat: Rieman-Stieltjes In-

tegral and ]-ts aplicatians to }..i.cear "E)ifferentiaZ Equ ations \#ith
generalized boundary condiz.bons" -- Notas 8o aNtE, USP, são RaDIo,

1973} . Àdmi-ti-fenos a nda que Gec( [a.]<* 1.a.b];H(n})

c) O prob3-ema acl.ma é au'o-ad:junto se, e somente $e

v u,vec(z}(l-a,}Ü;H} com u(a} = u(b} = v<a) = v(b} = 0 temos

(LEÜ lv} = (ulL$C} o produto interno sendo o ãe ci.2(Ca,bl;n), o
que é aqui.valente a dizer que G = G+. Desenvolvendo (Lllq lv} B

= (u]LEv]) e usando i-nLcegl-ãção pGi:' partes; vemos que em ternas do

nÚc].eo K. a condição fica

V et.x.y18Ea.b.l:B,d12, K(t.x,y} = R"Ít.]/.x)

Desta forma transformamos o"problema de autovetores" da reso].uçao

&

8

u e'a}

ÀÜ n { ÀgC

u b} 0

na equação vetorÊal de Fredholm de 2g espéci.e com núcleo permitia
no G e podemos, então. ap13.ca!.' os resultados aqui obtidos.
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V fec{ [arb] ;H) o problema admite uma e uma só solução, então exis­

te luna função G: [a ,b] x [a ,b] .......-.+ L {H) , tal que. y€C (1) ( [a ,b] ;H) é 

solução do problema se, e soment~ se, y{t} = fb G(t,s)ds (ver tex-
J a 

to do Prof. Chaim Samuel Hõnig , "The abstrat Rieman-Stieltje$ in-

tegral and its aplications to Linear 'Differential Equ·ations with 

generalized boundary conditions" - Notas do IME, USP, são Paulo, 

1973). Admitiremos ainda que Gec([a,b]x[a,b];H(H)). 

e) O problema acima é auto-adjunto se, e somente se 

V u,vec< 2> ( [a,b] ;H) com u(a) = u(b) = v(a) = v(b) = O temos 

{L [u] jv) = (u l L [v]) o produto interno sendo o de cL
2 

( [a ,b] ;H) , o 

que é equivalente a dizer que G = G*. Desenvolvendo (L [u] lv) = 

~ (ulL[v]) e usando integração por partes, vemos que em termos do 

núcleo K, a condição fica 

V {t,x,y)e[a,b]x [c,d]
2

, K(t,x,y) = K(t,y,x}. 

Desta forma transformamos o"problema de autovetores" da resolução 

do sistema 

ÀU '-"" f 11.ec 

na equaçao vetorial de Fredholm de 2s espécie com núcleo hermitia 

no G e podemos, entãoy aplicar os resultados aqui obtidos. 

BIBLIOGRAFIA DO CAPÍTULO 4 

1. CHAIM SAMUEL HÕNIG, "ANÃLISE FUNCIONAL E APLICAÇÕES", volume II 

do Instituto de Matemática e Estatístic.iii, USP, 1970. 




	Página em branco



