EQUACOES INTEGRAIS DE
VOLTERRA-STIELTJES COM
NOCLEOS DESCONTINUOS

sami elias arbex

Tese apresentada ao Instituto de
Matematica e Estatistica da Uni-
versidade de Sao Paulo, para a
obtengao do Grau de Doutor em Ma

tematica

ORIENTADOR: PROF. DR. CHAIM SAMUEL HONIG

Durante parte do programa de doutoramento, o autor recebeu

apoio financeiro da FINEP, convénios 184/CT e IF 211 .

Novembro de 1976.

SAO PAULO

© N\



ABSTRACT

When we consider a general linear equation
y + Fy = £

in a Banach space E, i.e., y,feE and FeL(E), we have
no further results then the general ones unless we give some
fufther informations on E and/or F. We are interested in
the case where E is a space of functions on fa,bl,
specially functions which allow discontinuities (for instances
functions of bounded variations, functions of Lp class,
etc.) with values in a Banach space X.

Only when E = G_([a,b],X) (def. 1.6) do we have
a good representation theorem for the elements of L(E)

(theorem 2.10), by the use of the interior integral.

When F 1is a causal operator, i.e., (Fyj (t)

depends only on yi[ £7 we have
a,
t
(Fy) (6) = [» 4 K(t,0)y (o)
a

and K must belong to G, ([a,blx[a,bl, L(X)) (def. 2.17
and prop. 2.22) .
More generally we consider in this thesis Volterra-

Stieltjes integral equations of the form



t
() (0 - y(tg) + [o dK(t5)y(s) = £(0) - £ty
0

tefa,bl, .KeGX, f,yeG(la,b1,X)

The main problem of equation (K) is to proof the
existence of a resolvent R, i.e., a function
R: [a,b]lx [a,b]l —> L(X), such that the solution y of (K)
is given by

t
() Y0 = £(8) *R(t.tg)Ty(tg) = £(tg)1 = [+ d_R(t,5)£(s).
;
) 0
Generalizing the results of [H.1], we proof the

existence of the resolvent for KeG? (def. 3.2).

Our methods are completely different from the ones
used in [M], [H-id], [H-it] and T[H.11, in particular we
express the resolvent by é "Neumann Series" (3.22) .

In theorem 3.35 we obtain further a bicontinuous

(non linear) mapping between the kernels and the resolvents



INTRODUGKO

Consideremos a equagao linear geral y+Fy = f, on
de tanto o dado f como a incognita y pertencem a um espa
go de Banach (a ser especificado) de funcoes definidas num
intervalo ([a,b] e a valores num espago de Banach X e F
€ um operador linear e continuo nesse espaco de funcgoes. Que
remos considerar fungoes f e y, que possam apresentar des
continuidades e operadores F que admitam alguma representa
cao integral afim de termos mais resultados (e nao somente
os abstratos)

Podemos realizar o quadro acima, como em [H.11],
impondo que f e y pertengam ao espaco de Banach
G([a,bl,X) das funcoes regradas de [a,b] em X (ver def.
1.1), desde que, consideremos apenas os operadores
FeL(G(La,bl,X)) tais que para cada geG([a,bl,X), Fg 50
depehdé dos limites laterais de g, isto é, da classe de e-
quivalencia de g no espago quociente G(lfa,bl,X) (def. 1.6
b)),' ou seja, apenas o0s operadores
FeL(G(La,b1,X) , G([a,b1,X)); considerando o espaco
G.(lLa,bl,X) (def( 1.6 a)), isomorfo a G(la,bl,X) (prop.

1.7) e onde & mais facil trabalhar, temos, pelo teorema

(1)



2.10, que todo operador FeL{G_([a,b],X) ,G(la,b],X)) admi
te uma representagao, por meio da integral interior, com ni-
cleo KeGu([a,b]x a,bl, L(X)), e a nossa equacao se reduz
a

b ,
y(t) + jo dsK(t,s)y(s) = f(t), tela,bl
a

Se, como nas equagdes integrais de Volterra, nos restringir-
mos aos operadores F para os quais existe toe[a,b] tal
que para cada yeG.([a,b],X) e tela,b], (Fy)(t)eX so de-
pende de y no intervalo Ety.td, isto €, [ty.t] se tzt,
e [t,ty] se ts<t, (em particular, quando to=a F &
causal e quando t, =b F & anti-causal ou antecipati
vo), entao |

b
[ agxce.siyes) =
a

b t
= fo dK(t,s)Ixpy ¢7(s)y(s)] = 2 J d K(t,s)y(s)
a 0 ty

e podemos reescrever a equagao, absorvendo os sinais * no

nucleo, como

t
y(t) + Io dsK(t,s)y(s) = f(t), tela,b]

onde, para o problema continuar fazendo sentido é necessario

e suficiente qué KeGE([a,b]x fa,b]l, L(X)) (ver proposigao
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2.22). Explicitando os valores de y e f no ponto t0 e
continuando com as letras y e f para a solugao e o 2°
membro, respectivamente, obtemos a equacgdo

t

(K) y(8) - y(tg) + [+ dK(t,8)y(s) = £(t) - £(ty), tefa,bl -
to |

que € o principal objetivo do nosso estudo.

Podemos reduzir a casos particulares da equagao
(K), conforme [H.1], equagoes diferenciais lineares, equa
goes integro-diferenciais lineares, equagdes integrais linea
reS de Volterra e problemas de valor inicial para equagoes
diferenciais lineares com retardamento.

H.S.Wall e J.S. Mac-Nerney (ver ([W] e [M])
estudaram equagoes do tipo (K) com niucleos independentes
de t (i.e., X(t,s) = A(s)), continuos e de variagdo limi
tada, sendo, as solugdes, . fungdes continuas; a integral usa-
da, entao, foi a Riemann-Stieltjes habitual (ver observacgio
1.22). |

T. H. Hildebrandt, em [H-id], trabalhando também
com nucleos independentes de t, permite descontinuidades
para os nucleos e solugdes, sendo ambos de variagdao limita-
da; para isso, € usada uma generalizacao da integral de
Riemann-Stieltjes, a chamada integral de Young."

| D. B. Hinton, em [H-it], considera nlicleos K(t,s)
que .sao funcdes regradas na 12 varidvel e uniformemente de
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variagao limitada na 2@ varidvel, além de outras restrigoes;
as solugoes sao funcoes regradas e sao ‘usadas as integrais
de-Cauchy pela esquerda e pela direita.

C.S. Honig, em [H.1], considera niicleos K(t,s)
na classe G"0, i.s., que sao fungoes regradas na 12 varia-
vel, uniformemente de semivariacgdo limitada né 23 variavel e

tais que

lim sup SV [Kt] = 0, V sef[a,b] .

840 astsb LS~8.,s+8]

A integral usada € a integral interior, ou de Dushnik (def.
2.19) .

Nosso primeiro passo foi a identificacdo do espaco
GX dos nucleos K, para os quais a equagao (K) tem senti
do com f,yeG([a,bl,X); em seguida, damos exemplos de que
com KeGX pode nao valer-a existéncia e nem a unicidade de
solugao (3.1). Obtemos, entdo, quando KeGu, uim teorema
de existéncia e unicidade de solugdo (3.12); "nas mesmas hi
poteses, estabelecemos a existéncia e unicidade do fesolveﬁ-
te R de (K) (3.13) e que ReGX 63.20), fato que permi
te expressar a solugao do problema (K) em termos dos dados
to, y(to) e f e de R (ver 3.15). Como no caso classi-
cé, mostramos que o resolvente pode ser obtido como uma sé-
rie de niicleos iterados ("série de Neumann" - 3.22). Prova-
mos -que a correépondéncia que a KeG? associa Rer'_é con-
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tinua, injetora quando nos restringimos a nicleos normaliza-
dos (3.31) e bicontinua quando nos restringimos a nicleos
qué apresentam uma pequena regularidade adicional em torno
da diagonal a (3.35) .

Queremos observar que trabalhamos com a integral in
terior no sentido s<mples (def. 1.20), para mantermos a
condigao de K e R serem simplesmente regradas como fun
goes da 12 variivel obtida em GX, visto que, teriamos que
nos restringir a K e R regradas na 12 variavel, se, como
em [H.1], wusassemos a integral interior no sentido da defi
nicio 1.19. Além disso, € interessante notar que para K
pertencer a G?, sO impomos restrigcdes adicionais a Ker,
em torno da diagonal, o que nao ocorre em [H-it]l e [H.11],
que, para obterem a existéncia e unicidade de solucgdo, im-
poem condigdes adicionais sobre o niicleo em todo o quadrado
fa,blx[a,b]l; também, ndo fazemos as hipoteses de’ G? dire
tamente sobre o nicleo K, mas sim, sobre os regularizados
K™ e K~ (ver 2.20 e 3.4) .

Nossos resultados generalizam os de [H.1], sendo
que a condigﬁo- G? nao implica na continuidade do nicleo em
relagao a 22 variavel como a condicgao ¢4 13 apresentada.
Alsm disso, os métodos aqui usados sdo completamente distin
tos dos adotados em [M], [H-id],' [(H-it] e [H.1]; ao que

tudo indica, estamos com um desenvolvimento propicio ao tra-
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tamento dos problemas no infinito (to = to e problemas de
limites) .

Por fim, queremos agradecer a todos que contribui-
ram direta, ou indiretamente, para a execugao deste trabalho,
em particular ao nosso orientador Prof. Dr. Chaim Samuel

Hdnig.
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CAPTITULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos os conceitos basicos u
sados nos capitulos seguintes. As demonstracoes das proprie
dades referentes a funcdes regradas, funcdes de semivaria-
cdo limitada e a integral interior, podem ser encontradas em
[H.1], enquanto que as referentes aos conceitos "simples"
(fungoes simplesmente regradas e integral interior simples)
sao, em geral, coroiérios dos resultados correspondentes

aos conceitos habituais.

1.1 = NotagSes

Por R e € indicamos os corpos dos numeros reais €
complexos, respectivamente; para intervalos reais usamos as
notagoes habituais [a,bl,la,bl, etc. e por fFc,dd denotamos
o intervalo [c,d] se c<d, ou [d,c] se dsc.

Se AcR, A° indica o interior de A e XA:IR—e-]R a
-]~



funcdo caracteristicadeA,isto e, X, (t) =0 se t¢A e XA(t) =1
se tE€A.
Por ¥: R — IR indicamos é funcao de Heaviside, ou
s€ja, ¥ =X[g, 4er -
Se uma seqiiencia (tn)neIN converge a um ponto t num

espaco topologico T, escrevemos

T P
tn —a £t ou tn-——+ t,eseT=Re (tn)nem

tende a t e & crescente ou decrescente, escreveremos tn+tou
tn+t,respectivamente; analogamente §+0 indica que a varia-
vel real 6 decresce a zero.

Por X,Y,Z e W indicamos espagos de Banach sobre (
e por L(X,Y), o espago das transformagoes lineares e conti-
nuas de X em Y; L(X) =L(X,X) e Iy é o automorfismo idéentico
de X: como & usual indicamos com o mesmo simbolo [[uf| a nor
ma de um elemento u pertencente a quaisquer destes espacos;

também,se f:[a,b] — X & uma funcao limitada, escrevemos

>

| £1] = sup || £(t)]
a<tsb

Por D([a,bl), ou simplesmente D, indicamos o con-
junto das divisoes (ou particdes) do intervalo [a,bl,isto &, das se
quencias finitas d = (ti)OSiSn de pontos de [a,b], tais que

a=t. <t <...<t_ =b;escrevenos|d|=n, Ad= max {|t,-t, .|}
0 ) n - 1sis|dl 1 =T
indica que d2 ¢ mais fina

e se dl,dzev, d sdz ou dzzd

1 1’
que d;, isto &, que todo ponto da divisdo d; também & umpon

to de d2.



FUNCOES REGRADAS

1.2 - Definicao - Dizemos que uma fungao f:fa,bl — X € regra
da, e escrevemos f€G([a,bl,X), se para cada tela,bl e-
xiste o limite de f a direita de t, f(t,),e para cadat€la,b]

existe f(t_).

1.3 - Teorema - Dada f:[a,b]l — X, entao, as seguintes proprie
dades sao equivalentes:
a) fec(la,bl1,X).
b) f é limite uniforme de fungoes em escada.
c) Para cada e> 0, existe uma divisao
d={a =SO<51<"'<S|dJ =b} de [a,bl, tal que

sup | £(t)-£(s)|| <e para i=1,...,|d].

s. .<t,s<s.
i-1 7?2 i

prova - teorema 1.3.1 de [H.11.

1.4 - Corolario - Se f€G(fa,b],X), entao

a) Para cada € >0, os conjuntos
{tera,bl | |£(t)-£() ]| > €} e {t€la,bl | |£(0)-£(t) ]| > €]

sao finitos.
b) O conjunto dos pontos de [a,b] onde f & descontinua

€ contavel.

1.5 - Teorema - G([a,bl,X) & um espaco de Banach quando muni-

do da norma do supremo (|| f]l= sup |[£(t)] para f€G([a,bl,X))

a<t<b



prova - teorema I.3.6 de [H.1].

1.6 - Definicoes
a) Se f€G(l[a,bl,X), definimos a regularizada a esquer-
da de f, como a funcao f_:la,b]l] — X dada por f_(a) =0
e f_(t) =£f(t_) para t€la,bl; temos que f_€G(La,bl,¥
€ pomos

G-(la,b1,X) = {feG(lLa,b],X) | f_=f}

b) Por é([za,b:],x) indicamos o espaco quociente de G([a,b1,X)
pela relacao de equivalencia ~, definida para f,g€G([a,b],X),

por

f~g, se f(t-) =g(t-), Vt€la,b] e f(t4) =g(ty), Vt€la,bl.

1.7 = Proposicao - G_([a,b],X) & um subespaco fechadode G(fa,b1,X),

isomorfo a @([a,b],X) munido da norma quociente.
prova =~ 1.3.11 e 1.3.13 de [H.11.

FUN(;aES SIMPLESMENTE REGRADAS

1.8 - Definicao - Dizemos que uma fungao f:[a,b]l — L(W,X)é& sim
plesmente regrada, € €SCrevemos fGGO([a,b],L(W,X)),se,
para todo w€W, a funcao t€fa,b]l — (f-w)(t) = f(t)weX &

regrada.

1.9 - ProEgsigéo
a) G([a,bl,L(W,X))<G%Ta,bl,LW,X)).

b) Identificando X a L(C,X),temos G([a,b1,X) =G%Ta.,b1,L(C,X)).



Os exemplos seguintes mostram que a inclusao do i-

tem a) acima €, em geral, estrita.

1.10 - Exemplos
a) Seja X =€ e W = Ll([a,b]); entao, L(W,X) =L ([a,bl).

A funcgao f:t€la,b] — Ky €L_{la,bl) & tal que

$ €]
£66°(Ca,b1,L, ([a,b]) "), pois se ¢€L,([a,bl) e t€la,bl, entio,

b t
£00 =[x, () 40 ds = [ 409 as e e,

que & uma funcao continua de t. No entanto, se as<s<tsbh,
HE()-£(s) ], = HX]s,t]Ha>: 1, portanto, f nao admitindo ne
nhum dos limites laterais em qualquer ponto de f[a,bl, ndo &
regrada.

b) Seja X = €C e W = G_([a,bl,f) = G_([a,bl); neste caso
L(W,X) = BVO([a,b]), que & o espaco de Banach das funcoes de
variacao limitada definidas em [a,b]l e a valores complexos,
que valem zero em a, com a norma da variacao (ver teoremad
1.5.1 de [H.11). Consideremos a funcao f: [a,b]—ﬁ~BVO(Eub])
definida por f(a) = 0 e f(t) = X9a,t] para t€la,b]l. Entao,
£66°(ra,b1,G_(fa,bl)'), pois se g&G ([a,bl) e t€la,bl, te-
mos

¢b
£(t)g = [o g(s) dxg, ¢y(s) = e(a) - B(£)60

que & uma funcgdo regrada de t. No entanto,se a<s<t<b,

1, se t=bD

—-~ & :ll = =
HEC-£C) Il = Hxqg oyl = VEXg, ¢q] { 2. se t<b



~fy -

onde V é a variacaoc (ver observacgao 1.16 a)), portanto, vale

a mesma conclusao do exemplo anterior.

1.11 - Proposicao
a) Se fec®(ra,b1,L(W,X)), f é limitada.

b) GO([a,b],L(W,X)) € um espaco de Banach, quando mu-

nido da norma do supremo.

pgrova =

a) Decorre imediatamente do principio da limitacao u-
niforme, lembrando que toda funcao de G(La,b],X) € limitada

b) Seja (fn)n uma sequéncia de Gnmhyfmegﬂﬁ,b1J(w,KD.
Para cada t€la,bl, (fn(t))n ¢ uma sequéncia de Cauchy c¢m
L(W,X), que E completo, portanto existe f(t)€EL(W,X) tal que
£ (t) _L(W,X)

disso, para cada we€W, (fnw)n € uma sequéncia de Cauchy no es

f(t); donde fn(t)w wily f(t)w, para wEW. Alénm

paco de Banach G([a,b],X),eacondhunms<mx:fﬁﬁjﬂa,b]J(W,X)), e
usando novamente que (fn) € de Cauchy em dj([a,b1,L(W,X)), obtemos que

(fn)n converge a f na norma do supremo.

1.12 - Definicoes -

a) Se f€6°(La,bl,L(W,X)) definimos a regularizada - a
esquerda de £, como a funcao f_.: [a,b] — L(W,X), dada por
f_(a) =0 e se t€la,b]l e wé€W, f_(t)w = (f-w)(t.); (se tn+t,

(fw)(t.) =lim(£f-w)(t )= 1im f(t Jw e pelo teorema de Banach-
t tt n t_+t 1
n n

Steinhaus, temos que f_(t)EL(W,X)); usamos também a notagao



f(t-) =£f_(t); temos que f-GGO([a,bl,L(W,X)) € pomos
G (ra,b1,L(W,X)) = {fec®(ra,bl,L(W,X)) | f_=f}.
b) Por ég([a,b],L(W,X)) indicamos o espaco quociente

de GU([a,b],L(W,X)) pela relacao de equivaléncia ~O-, defini

da para f,g€G”(lLa,bl,L(W,X)) por

(f-w)(ty) = (g-w) (ts), Vt€la,bl
f~gg, se para cada wEW e

(f-w) () = (g-w) (t-), Yt€la,bl.

1.13 « Proposicao -
a) Identificando X a L(¢,X), temos

&C(Ca,b1,L(C,X) =G-([a,b1,X) e &°(fa,b1,L(¢,X)) =G(fa,b1,X)

b) G°(fa,bl,L(W,X)) & um subespaco fechado de

¢°(fa,bl,L(W,X)), isomorfo a ¢°(ra,b],L(W,X)) munido da nor

ma quociente.

FUNCOES DE SEMIVARIAGAO LIMITADA

1
1.14 - Definicdo =- Dada a fungaoc:fa,b]l — L(X,Y), definimos

a semivaricao de o em [a,b], SVia] =SV[ Lal, por

a,b]

SVLa] = sup SVd[u], onde se d€D(fa,bl) & uma divisao de [a,b]
devn

e d={a=t0<t1<...<t =b}, entao

ld|

fd|
sy lad = sup{llizl[oz(ti)—a(ti_l) ] -xi[| | xiGX,HxiH <1, i=l,...,]d}}.

Se SV[al < +o dizemos que o & de semivariagao limitado em [a,bl

e escrevemos o€SV([a,bl,L(X,Y)). Pomos,



SVO([a,b],L(X,Y)) = {a€SV(la,b],L(X,Y)) | a(a)=0}.

1.15 - Teorema - Seja o€SV(la,b],L(X,Y))
a) Se [c,dlcla,bl, entdao a€SV({c,d],L{X,Y)) e
SV[C,d][GJSESV[a,b][u]

b) A funcao t€fa,b] - SV, [@l€R, & crescente.

fa,t]
c) Se c€la,bl, entao SV{_a,b][:a] sS\:’[a,C]l’,cf:.',i+S\"[C,b]ifa]
d) o & limitada e ||la(t)]| < Hoa(a)ll—-“SV[.a cqted,
tefa,b].

e) SV([fa,bl,L(X,Y)) & um espago vetorial e a funcao

BESV([a,bl,L(X,Y)) > SV [BIER. & uma seminorma

La,bl
f) A seminorma acima € uma norma sobre SVO([a,b],L(X,Y)),

que o torna um espago de Banach.
prova - 1.3.1, I1.1.2 e I.3.3 de (H.2].

1.16 - Observacao - Sejaa:fa,b]l — X lembramos que
a) o é de variagdo limitada e escrevemos a€BVia,bl,X),

se

fd|
Vie]l = sup ) Ha(tj)-a(ti_l)n < 4o
del i=1 )

b) o € fracamente de variagao limitada, € €SCrevemos

0EBW([a,bl,X), se Wla]l =sup Wd[a] < +o_ onde, se de€D(la,bl)
del

id|
Wylad = sup{ || z Ai[a(ti)-—a(ti_l)]H | A;€C,

i=1

Al <1, il,...,d|}.
1



..9...
Identificando X a L{€,X), vemos que a€BW(la,bl1,X), sse,
a€SV(La,bl,L{€,X)) e, neste caso, SViai = BWial.

0 teorema seguinte relaciona os conceitos de variagao e se-
mivariacao limitada, enquanto o exemplo que o segue, mostra

a amplitude deste Gltimo conceito.

1.17 - Teorema -

a) BV(la,bl,X)ecG([a,b]1,X)

b) Se a€BV([a,bl,L(X,Y)), entao a€SV(La,b]l,L(X,Y)) e
SVlal < Vlal].

c) BV([a,bl,X') =8SV(la,b],L(X,€)),e se o€SV(fa,bl,L(X,T)),
SVial =Vial.

prova - 1.2.7 e 1.3.2 de [H.2].
1.18 - Exemplo ~ Seja xéGX' com xé 2 0. Definimos
a:la,b]l — L(X,L_(la,bl)) por a(t)x==<x,x6>xra t]E‘Lm([a,b])

para t€fa,bl e x€X, onde <x,xé>€¢ indica xg(x). Entao,

1
¢ uma divisao de [a,b]l e x;€X,|lx;|l =1, i=1,...,|d], temos

a€SV(La,b],L(X,L_(fa,bl))), pois se d=={a=t0<t <"'<t|d[=b}

|d] |d]

Il ) Ca(td-alt,_{)I=x. ]| = || } <x.,x!>x e s Xl
i1 1 =127 jz1 1o Tty .ty 0

‘e portanto SV[a] si|xéH.

No entanto, mesmo no sentido simples, a nao admite nenhum dos
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limites laterais em qualquer ponto de [a,bl, pois sc xEX &€
£ = |
tal que <x,x > # 0eass<tsb, entao Ha(t)x - a(s)x || =
= Jl<x,x.> = |<x,x'>| > 0; portanto a nio & ad
[ <x,xg X]s,t]”w | <x x> | . portanto o nic ¢ regrada,

¢ por 1.17 a), o nio & de variagao limitada.

A INTEGRAL INTERIOR

119 Definicao-Se a:fa,b]l — L(X,Y) ef:i[a,b] — X, a inte—

b
gral interior, ou de Dushnik, Joda(t)'f(t), ¢ defini-
a
da como

|d]
lim § la{t.)-a(t._;)1-f(EI)€Y,
dep i=1  * ok L

b
quando o limite existe, ou seja, joda(t)-f{t)==I€Y, se dado

(=4

e >0, existe uma divisao deeﬂ([a,b]), tal que se
dep(fa,bl) ,d 2d€ d=={a==t0 <ty <. <t‘d§::b}* entao
ld]

i izlta(ti) - a(t, )1-E(E) - I]l<e

8 ’ .
para qualquer escolha dos pontos gje]ti—l’tit’ para i=1l,...

.,ld|. Pomos ainda

a a b
J°da(t)'f(t) = 0 e JOda(t)'f(t} = —joda{t}°f(t).
a b a

120 Definicao-Se a:la,b] — L(X,Y) e f:{a,b]l — L(¥,X), de-
finimos a integral interior no sentido simples
JEda(t)-f(t), como o elemento de L(W,Y), se existir,tal que
;Zra cada we€W, {Ifda(t)-f(t)}(w)==ffdu(t){(f‘w)(t)], onde

a a
(few) (t) = {(t)weX para teEla,bl ¢ a integral do 2? membro d¢



ve existir em Y, no sentido da definicao anterior. Quando

W=(, identificando X a L(€,X), obtemos a definicao ante-

rior.

1.21 - Proposicao
a) Para a integral interior valem os enunciados habi-

tuais de bilinearidade.

b) Sejam a:la,bl — L(X,Y) ¢ f:Ta,b]l — LW, X). Se
b c
¢€la,bl, entao existe ﬁ’da(t)-f(t),sse,existem foda(t)-f(t)
b a a
e JOda(t)~f(t); neste caso, temos

&

b (ad b
Joda(t)-f(t) = Joda(t)-f(t) + foda(t)-f{t).

a a &

1.22 Observagao - Lembremos que a integral de Riemann-Stiel-
b
tjes habitual f da{(t)-{(t), para a:la,bl — L{X,Y) e
a
f:Ta,b] — X, €& definida como

|d]
A%fi“o izlta(tj) ~oa(ty )1-£(E )€Y, £ €0, 5.,

quando o limite existe em Y, sendo a diferenca em relacao a
definigdo 1.19, o modo como fazemos o limite das somas (aquil
para &d= max |t.-t. .| tendendo a zero), ¢ o fato de po-
. vl k| i i-1
131$;dl
dermos tomar os pontos gi no intervalo fechado [ti 1‘t4] (e
3 oL &y

nao somente en Jti*l’ti[ como em 1.19). A integral interior

generaliza a de Riemann-Stieltjes de acordo com ©O seguinte

1.23 Teorema - Sejam a:fa,b]l — L(X,Y) e f:{a,b} — X.
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b

b
a) Se existe J da{t)-f{t) entao existe [eda(t)-f(t) e
a a

as integrais coincidem.

b) Se a e f saoc limitadas e tais gue existe
b
[ Vel = W £ 8 e iste
chu(t,°l(1), cntao se o ou { ¢ continua, existe
a b
J da(t)«flt).
a

prova = Teoremas 1.1.1 e I1.1.2 de [H.11.

1.2h Observagae - Se a:fa,b]l — L(X,Y) e £:{a,b] — L(W,X),as

definigoes 1.19 e 1.20 dao origem a dois conceitos paraain

b
tegral interior joda(t)~f{t). Evidentemente ,a existencia da
a

integral no sentido forte (1.19) implica a sua existencia no

sentido simples; damos, a scguir, exemplos de pares de fun-

goes (a,f) para os quais os referidos conceitos difercm.Nos
- . - .

capitulos seguintes usamos sempre, o sentido simples para

a integral interior.

.25 - Exémglos

a) Scjam X, W e £ como no exemplo 1.10 a), Y=X=€¢ e
¢ b

Ja b1 (E)EL(E).Entd existe J do(t)+f(t)€EL; (fa bl
Ja.b: L

t
no sentido simples, pois se ¢€L]@a,b]),como f(t)¢=[ ¢(sjds,

o:t€la,b] — y

b a
temos que [oda(t)[(f-¢)(t)]==(f%ﬂ&g)=0, No entanto, se exis

b a
tisse [oda(t)*f(t) no sentido forte, teria que ser igual a
a

f(as)€L) (La,b1)'= 1L (la,b]), que, como foi visto, nao existe.

b) Sejam X, W e f como no exemplo 1.10 b), Y=X=§ e
b
artEla,b] — a{t) = tEL(() .Entac,existe fad&(t)'f(t)EG_([ﬁ,bD'
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no sentido simples ,pois se g€G-([a,bl),como f(t)g=glas)-g(ts),
b b

temos que ﬁ:da(t)[(f'g)(t)]=J (f'g)(t)dt=J (gla,)-g(ty)dter
a a a

que ¢ um funcional continuo de g€G.([a,b]). No entanto,

b

[oda(t)-f(t) nao existe no sentido forte, pois, se existis-

a b

se, seria igual a J X14 1:]thEBVO([a,b]), que nao € integravel ,
a 2

pois se d= {a= t, 1

tomando pontos £;-m;€1t; .t [ para i=1,...,|d|, entao, pa-

<t, < ...< tld[==b},é uma divisao de [a,b],

ra a diferenga das somas da funcao f, relativas adeP(la,bl])

e aos pontos n; e £i, na norma da variacao, temos

[lcglxja n; 1% IZlX]a g;1" ] = V[Elxh. «E-JAti] -

s
= 2¢| ) Ati| = 2(b-a) >0.
i=1



CAPITULO 2

ANALISE FUNDAMENTAL

Estabeleceremos, neste capitulo, os resultados ba-
sicos usados na abordagem do problema (X), no capitulo 3;es
sencialmente, sao eles, os referentes aos operadores k e T,
do ultimo paragrafo, que levam em conta a dependéncia da in
tegral interior em relagao aos extremos de integracao. O re
sultado fundamental para tal estudo, além, evidentemente do
teorema de existencia da integral interior (2.1), € o teore

ma de convergencia de Helly (2.2).

EXISTENCIA DA INTEGRAL INTERIOR

2.1 - Teorema - Se o€SV([a,b],L(X,Y)) e f€G(lLa,b],X) [respec.
fec%Tra,bl1,L(W,X)) , temos:

b
a) existe Fa(f) =.Joda(t)-f(t)€Y [respec. EL(W,Y)];
a
b) Fa(f) depende somente de f-, ou da classe de £ em
G(ra,b1,X) [respec. G°(L[a,bl,L(W,X))1];

-14 -
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c) |[F (DIl = svial [l ]] ;
d) FEL(G([a,b],X),Y) [respec. L(G(La,bl,L(W,X)),L(W,Y))]
e IFa|l= SVla]. |

prova:

i) Para fungoes regradas, com HFaH < SV[al em d),é o teo-
rema 1.4.12 de [H.1]; para obtermos a igualdade, tomamos uma di

visao d = {a-= t0<'t1< ees < t|d1 =h} e xi?ﬁi Hxﬂls 1, para i=1,.
..+,|dl; entdo a funcdo g:t€la,b] > ) X (t)x.€X e

i=1 o0t
regrada e |lgl s 1, portanto,

Id| Id] (b
Hizlfa(ti)-a(ti_l)l-xiﬂ - Hizljida(t)'x]ti_l’ti](t)xiﬂ -
b
= ||J°da(t)g(t)H = |IF, (eIl = lIF_Il, portanto SVLal s | ||.
a

ii) Para fungOes simplesmente regradas, os resultados sao
colorarios dos correspondentes para funcoes regradas, no entan-
to, demonstraremos diretamente o item d). Denotando, momenta-
neamente, por Fg o operador para este caso, pelo item c)
temos que FEGL(GG([a,b],L(W,X)),L(W,Y)) e IWZIISSV[QJ.Para ob
termos a igualdade, tomamos d€D([a,bl), xiex e g€G(lLa,b],X) co
mo em (i), e w(;ew4 com ||w(; || = 1;sendo f:t€[a,b] <, w g (t)ELW,X),
entdao £f€G°(La,bl,L(W,X)) e ||f]|s1,e para cada weW, com ||w|| <1,

temos :

’ b
(o] g (0] - o . -
IES 112 [ FS (E)]l = [ FS (dw ] = | f da(t)e<u,u!>g (t)]

b 4|
= J<w,wl>| ||J:da(t)-g(t)ﬂ= I<W,wg>!Higlfa(ti)"a(trd?in”’
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a Gltima igualdade decorrendo da demonstracao de (i) acima;
portanto |Fg||2|<w,wé>|SV[a], e como esta desigualdade vale

para todo weW,[w|<1 e |wl|l=1, obtemos ”FZ|IZSV[a].

0 TEOREMA DE HELLY E SUAS CONSEQUENCIAS

2.2 - Teorema de Helly-Seja (an)n uma sequencia em SV([a,bl,L(X,Y)),

satisfazendo

i) existe MER, tal que SV[an] <M, para todo nEN;
ii) existea:fa,b] — L(X,Y), tal que para cada t€la,b]

e x€X, an(t)x X, a(t)x.
Nestas condigoes, temos:

a) a€SV(La,b],L(X,Y)) e SVial< lim inf SVLa,]sM;
b nr+e b
b) Para cada fGG([a,b],X),Jo dan(t)-f(_t)—Y-» [ da(t)-£(t);

a a

b') Para cada f€G°([a,bl,L(W,X)),

b b

}>dan(t)-f(t) e } da(t)-£f(t) na topologia da convergencia
a a

simples de L(W,X), ou seja, para cada wEW,

b ¥ b
Jodan(t)-(f-w)(t) —— }>da(t)-(f-w)(t).

a a

prova - teorema 1.5.8 de [H.l1] e a desigualdade em a) decor
re de b), pelo teorema de Banach-Steinhaus, levando

em conta a igualdade em 2.1 d); b') decorre imediatamente de

b).

Introduzimos agora, o éspaco dos nucleos, que re-

presentam os operadores de L(G-([a,b],X), G(fc,dl],Y)) atra-
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vés da integral interior, conforme a proposigao 2.8 e o teo

rema 2.10, a seguir.

2.3 - Notagoes - Se K € uma fungao de duas variaveis, por exem
plo, K:(c,dIx[a,b] — L(X,Y), entao,para cada s€la,b],
denotamos por Ks’ a funcao de [c,d] em L(X,Y), definida por
Ks(t)= K(t,s), para todo t€[c,d]; da mesma forma, para cada
t€lc,dl, a funcao Kt:[a,bJ — L(X,Y) & tal que Kt(s)=K(t,sL
para todo s€fa,bl. Se [a',b'lela,b]l, a notagao
svggl,b.]tx(t,s)J =SV[aZb,][Kt], indica que t€[c,d] 8 fi-

. i N o - t )
xado e estamos calculando a semivariagao da funcao K~ no 1in

tervalo [a',b"'].

2.4 - Definicao - Por Gu([c,dJXEa,b],L(X,Y)), ou simplesmente
¢", quando ndo houver confusao, indicamos o espaco das fun-
coes K:[c,dlx[a,b]l — L(X,Y), que satisfazem as seguintes

propriedades:

a) K & simplesmente regrada como fungao da 12 variavel,
isto &, para cada s€l[a,b], KSGGO([c,d],L(X,Y)),
b) K & uniformemente de semivariacao limitada como fun

cdo da 22 variavel, isto &, para cada t€[c,d],

ktesv(ra,b1,L(X,Y)) e SVU[K] = sup SVIK'] < +w

cstsd
2.5 - Proposicao - ¢ € um espaco vetorial sobre ¢ e a fungao

KEGY —r SVu[KJGBg_é uma seminorma de GY.

prova - decorre das propriedades da semivariacao,enunciadas



no teorema 1.15.

2.6 - Definicdo - Se KE€G"([c,dIx[a,bl, L(X,Y)), definimos a

regularizada a esquerda de K, na 12 variavel,como sen
do a funcao K™ :[c,dlx[a,b]l — L(X,Y) tal que para‘ cada
s€fa,bl, (K7) = (K) €67 ([c,d1,L(X,Y)), isto &, K-(c,s) =0,
¥s€la,b]l e se (t,s)€lc,dlx[a,b]l e xEX, K™ (t,s) =K(t_,s)x (ou
(k) =x5).

2.7 - Proposicao - Se KeG", entio Kk ecY e se Ac[c,d] € um con-
junto sem interior (A°==¢), entao
sYUrk-71 = sup SVIKE™1 < sup  SVLK']
c<tsd telc,dl/A
prova - Da propria definicao, vem que K~ ¢ simplesmente re-
grada como fungao da 12 variavel e que (K")C =
= 0€SV(lfa,b],L(X,Y). Além disso, se t€lc,dl e (t,) € uma se
quéncia em Jc,d] tal que tn+t, entao, como KGGu, a - sequén-
t -
cia oy =K ™ satisfaz as hipoteses do teorema de Helly (2.2);

de fato, de 2.4 b) decorre que

t t
i) Kesv(ra,b1,L(X,Y)) e SVLK ™1<SV'[K]=M para todo
nEN; e de 2.4 a), decorre que
2 : t .
ii) para todo s€fa,b] e x€X, limK M(s)x= limK(t ,s)x=

t tnft tn+t
= K(t-,s)x =K ~(s)x.

Portanto, podemos concluir que:

* t
kt-€esv(ra,b1,L(X,Y)) e SVIK'~1<1lim inf SVIK ™)

n-r+o
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e como a desipualdade vale para toda sequencia tnft, toman-
do tnﬁ]c,d}/A, obtemos sup SV[Kt‘] < sup SV[Kt].
cst<d tele,dl/A
2.8 - Proposigao - Dado KeGY (Lc,dxla,bl,L(X,Y)), entaopara ca
da £€c%(ra,bl,L(W,X)) e t€lc,d], definimos (Fyf)(t) =

b
= JOdSK(t,s)-f(s). Nestas condigcoes, temos:
a

a) (FKf)(t) & um elemento bem definido de L(W,Y).

b) FKfGGO([c,d],L(W,Y)) e

b
(FKf)(t_) = IOdSK(t_,s)'f(s), ¥t€lc,d], e

a

]

b
ﬁ>dSK(t+,s)-f(s), ¥t€lc,dl.

a

(F £) (t,)

¢y el s skl £fl e NICFE)- ) < svITKTD £ |
d) FKeL(GO([a,bJ,L(w,X)), G“([c,d],L(w,Y))}, e
1= svUrKl.

prova
a) Como KGGu,anﬁqpnacmh.tﬂﬂ,bL KtGSV([a,b],L(W,Y));além
disso, fecY(ra,bl,L(W,X)) e, de 2.1. a), segue a existencia

da integral em L(W,Y).
b) Seja t€lc,d]l e (tn) uma sequéncia em Jc,d] tal que

t #t. Como naprova de 2.7, a sequéncia a = KD satisfaz as hi

poteses do teorema de Helly (2.2) e para cada s€fa,bl e WEW,
t

K n(s)w — Kt‘(s)w; portanto, podemos concluir que

b b
(FKf)(tn)w = JOdSK(tn,s)(f-w)(s) —a-JodsK(t_,s)(f-w)(s),

a a
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para todo weEW, e como a sequéncia tn¢t e qualquer,temos que
() (¢ )w—[ 3K(t-,s) (F)(s), ou seja  (Fgf)(t-) =
= I d k(t_,s) f(s). Procedendo analogamente, obtemos a for-
muf; para o 1imite a direita, concluindo que

Fy£€6 (Le,dl, LW, ).

c) segue imediatamente de 2.1 c) e do item anterior.

d) FK & obviamente linear; do item c) segue a continui-
dade e que NFKM < SyY[K]. Para obtermos a igualdade, consi-
deremos, para cada telc,d], o operador
Cy gec’(c,d],L(W,Y)) ~— g(t)EL(W,Y); entao, C, é linear e

continuo, uctn = 1e Ctol"K = FKt’ isto &, para cada

£66%(ra,bl,L(W,X)), (CeoFy) (£)= I dK(t,s)" .f(s)EL(W,Y).

Pelo teorema 2.1 d), temos que i1C oFKH —SV[K 1,por
tanto, HFKH= HCtH HFKHZ NCtoFKn =SV[K ], para todo t€lc,d],
e portanto HFKH > SVULK].

2.9 - Corolario - Tomando w==¢bna proposigdo acima e lembrando

que identificando X a L(¢,X), temos que.
fec9(la,b]l,L(C,X)), sse, £€G(ra,b1,X), obtemos um enunciado
analogo para f6G(la,bl,X), FKfGG([c,d],Y) e
FkGL(G([a,b],XLG([C,d],Y)).

2.10 - Teorema - Se FGL(G_([a,b],X),G([c,d],Y)) entao existe

KeGY([c,dlIxla,bl,L(X,Y)) tal que F=TFy.

prova - para cada (t,s)e[c,dJXEa,b] e x€X, definimos
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0 se s =a
K(t,s)x = e

F(x x)(t)EY se s #za.
la,s]

Provaremos que kec” e que F=Tp. De fato,

i) para cada (t,s)€lc,dIxla,bl, K(t,s)€EL(X,Y), pois

(e, s)x|l = HF(X]a,S]X)H < [IFHl ija,ijﬂ < JEI il
ii) K é simplesmente regrada como funcdo da 1% variavel,
pois, como F toma valores em G([c,dl,Y), da definicao de K
vem que: para cada s€fa,b]l e x€X, a funcao que a t€fc,dl]

associa K(t,s)x € Y & regrada.
1ii) K & uniformemente de semivariacao limitada na 22
1

variavel, pois, se t€lc,dl. d = {a=s,<s <...<5|d|==b} e

xiGX,uxiu <1, i=1,...,1dl, entao

el ¢ ¢ 1d|
"121[ (Si)~K (Si-l)]xi“ s ||F .Xlx]si—l’Si]xi i s TR

portanto, SVUCK] < |IFIl.

iv) F =FK. De fato, inicialmente, observamos que, pelo
teorema 2.1 c), a integral interior so depende da regulari-
zada a esquerda da funcdo integranda, € O operador FK, da-
do na proposicdo e colorario anteriores, & visto, aqui,como
um elemento de L(G-([a,bl,X), G(lc,d1,Y)). A jgualdade en-
tre F e FK decorre, agora, por estes operadores coincidirem
nos.elementos da forma X]a,ij’ s€fa,b] e x€X, ou seja, num

subconjunto total de G-(lfa,bl,X), isto &, o conjuntodas com
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binacoes lineares finitas dos elementos da forma Xa.s1% é
kb

denso em G-([a,bl,X).

2.11 - Observacao - No teorema acima, nao temos a unicidade de
representacdo, pois se gec?([c,dl,L(X,Y)) e

kec®(fc,d1xfa,b],L(X,Y)), entdo a fungdo quea (ts)jelc,dixia b1l

associa K(t,s) + g(t) € L(X,Y) também pertence a Y e

b b
I°ds[K(t,s)+g(t)]-f(s) = JOdSK(t,s)-f(s), vfeG(lfa,bl,X).
a

a

No entanto, impondo, aos elementbs de Gu, a condigao de nor
malizagao Ka=0, obtemos a unicidade requerida (notar que,no
teorema anterior, o nicleo que representa F verifica tal con
'digio); 218m disso, no espago dos elementos normalizados de
GY, a seminorma da proposigao 2.5 & uma norma que o torna um

espaco de Banach.

Entretanto, quando considerarmos operadores da for-
ma (kf)(t) = LidsK(t,s)'f(s),para fGGG([a,b],L(W,X))etG[aiﬂ,
o nicleo KEGU([a,blx[a,bl,L(X,Y)) devera ser tal que a fun-
gaot€la,b] +—r K(t,t)EL(X,Y) seja simplesmente regrada, e te
remos outras possibilidades, mais adequadas, de normaliza-
gao, dando o valor de K na diagonal; por exemplo, K(t,t)=0,
oﬁvK(t,t)EIx, ou ainda, por KA = g, onde
gGGO([a,b],L(X,Y)) & uma funcao fixada.

Deixamos esta questao em SUsSpenso, nao normalizan-

do os nucleos quando nao for necessario; no entanto,para al

guns resultados do capitulo 3, adotamos K(t,t) =0, por sim-
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plificar as nossas formulas e calculos.

0 TEOREMA DE BRAY

2.12 - Proposigao

Seia 0€SV([e,dl,L(X,Y)) e h€G'(lc,dIxl[a,bl,L(W,X)).
j

_ d
Para cada s€[a,b], definimos h(s) =Joda(t)-h(t,s)GL(w,Y).Eﬂ
[

tio heESV([a,b1,L(W,Y)) e

= t-
SV[a,b][h] < SV [al- sup SV[a,b][h ].

[c,d] S

prova - Pelo teorema 2.1, para cada sG[a,bJ,B(s) e um ele-
mento bem definido de L(W,Y), que so depende de h™.
Seja d = {a =S5 <S5y <. <S|d| =b} uma divisao de [a,b] ewiéll-»,

llw;l1s 1, para i=1,...,|d|. Entao, temos:

Idl _ -
ulzl[h(sl)"h{sl_l)J’Wi” =

d Idl .
Idida(t)[izl[h(t-,si)—h(t-,si_l)]-wi Il <

jdl
[c,d][“] sup | } [h(t"’si)_h(t"si—l)]'wi” s

< SV
c<t<d 1i=1
t< .
< SV[C,d][a] sup Sv[a,b][h 1, donde concluimos a
c<t<d
tese.
2.13 - Corolario - Sejam o e h nas condigoes da proposigao

acima, onde fazemos [c,d] =[a,b]l. Para cada s€lfa,b]l, defini
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mos

]

b
F de(t)-h(t,s).

s

hl(s) & }fda(t)~h(t,s) e hz(s)

a

Entao, hl,hzesvﬁa,bJ,L(w,Y)) e

Q (s) _ .
SV[hl] < SVial aiggb Sv[a,b] [VY(s-t-)h(t-,s)]
(s) -
SV[hZJ < SVlial aiggb SV[a,b] (y(t_-s)h(t_,s)]

prova - Se heGu, entao as fungoes (t,s) —- Y(t-s)h(t,s) e
(t,s) — Y(s-t)h(t,s) também pertencem a Gu; o Te-

sultado decorre da proposicgdo, observando-se que

s b

hl(s) = dea(t)h(t,s) = dea(t)[V(s—t)h(t,s)], e
a a
b b

hz(s) = JOda(t)h(t,s) = JOda(t)[V(t—s)h(t,s)].

S a

2.14 - Teorema de Bray - Seja q€SV([c,d],L(X,Y))
e heGcY(rc,dlxfa,bl,L(W,X)). Entdo,se g6¢°(ra,bl,L(Z,W)),
temos

b d d b
L:dsff:da(t)‘h(t,s)]-g(s) = IOda(t)EIOdSh(t,s}g(s)].

4 a

prova - A proposigao anterior e o teorema 2.1, garantem a e

xisténcia do 1° membro, e que ele resulta um opera-
dor linear e continuo de gGGO([a,b],L(Z,W)) em L(Z,Y).Analo
gamente,apoop. 2.8 e o teorema 2.1, permitem a mesma conclu-
sdo para o 2° membro. Para WEW e o€labl,se la,o| indica qual-

quer dos intervalos de extremos a € 0, temos:



b d d
JudS[Joda(t)-h(t,s)]-x (s)w = Iodu(t)-h(t,u)w +
a (o4 a,o c

d d
- Joda(t)-h(t,a)w = [oda(t)-[h(t,c)w-h(t,a)w] =
c

e
d b

= Joda(t)[[odsh(t,s)-x (s)wl,
c a la,o

o que garante a igualdade dos operadores para toda funcao re
grada de [a,b]l em W, ja que o subconjunto dos elementos da

forma XI Iw para o€la,bl e weW & total em G([a,bl,W).
a,o

Mas, se gGGG([a,b],L(Z,W)) entdo, para cada z€Z,

g-26G(fa,bl,W), e, portanto, segue a tese.

2.15 - Corolario - Nas hipoteses do teorema anterior, fazendo
[a,b]l =[c,d], temos

b s b b
J°d5[J°da(t)h(t,s)]g(s)=Joda(t)[F dsh(t,s)g(s)+h(t,t)g(t_)]
a a t

a

b b b t
fods[IOda(t)h(t,s)]g(s)=joda(t)[{odsh(t,s)g(s)~h(t,t)g(t+ﬁ.
a 5 a a

prova - usando o argumento e as notagoes da prova do colora
rio 2.13, o teorema de Bray e a definicao da inte-

gral, temos:

b b b
J;dhl(s)-g(s) = JOdS[JOda(t)[V(s-t)h(t,s)]}g(s) =

a a

b b
= Joda(t)[fvds[y(s—t)h(t,s)]-g(s)] =

a a

b b
= Joda(t)[JOdsh(t,s)-g(s)+h(t,t)g(t_)],

a k



e analogamente para a outra formula.

2.16 - Corolario - Nas condigoes do corclario 2.15, se a fun-
¢do t€f[a,bl— h(t,t)EL(W,X) ¢ simplesmente regrada,
podemos parcelar as integrais do 2° membro, obtendo

b s b b
des[foda(t)-h(t,s)]-g(s) =foda(t)[fodsh(t,s)-g{s)l +
t

a a a

b b b
+ IOda(t)-h(t,t)-g(tu),e IOdS[Ioda(t)-h(t,s)]'g(s) =

a a S

b t b
- foda(t)[fodsh(t,s)-g(s)J - Ioda(t)-h(t,t).g(t+).

a a

05 OPERADORES k e T

2.17 - Definicac - Por GX([a,b]x[a,b],L(X,Y)), ou simplesmen
te G}, indicamos o subespaco de G¥([a,blx[a,b],L(X,Y)) for

mado pelos elementos K, para os quais a fungao
KA:te[a,b] > K(t,t)EL(X,Y) & simplesmente regrada. A justi

ficativa para esta definicao esta na proposigao 2.22.

2.18 - Proposigao -
a) Se KEGY, entdo K & limitada e [||K|| ¢ HKAH4-SVUEK]‘
b) A fungdo KEG, ~ K|l =IK,]I +SVU'[KJER, & uma norma

sobre Gz,queotorna um espago de Banach. \

prova =

a) Para t,s€la,bl, temos:

1K e, S IKCE, I (E,5)=K (e, £ 1< K IISVIKT T < 1K, ISV KD

| (
St o? (D P
\() 5
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b) Levando em conta a proposicao 2.5, vemos que a fun

cao acima € a soma de duas seminormas, e, portanto, & uma se
. - . ~ U = u

minorma. Além disso, se KeG, e |liKjjl =0, entao SVT[K] =

= sup SV[Kt]==O, ou seja, para cada t€[a,b], Kt & cons-

ast<b t ¢
tante; mas, de HKA{P=O, vem que K (t) =0, portanto K~ = 0 e

II*1ll € uma norma sobre GZ.

Seja (K ) uma sequéncia de Cauchy em GZ. Pelo item
a), (Kn) também € de Cauchy na norma do sup, portanto, conver
ge uniformemente para uma funcao limitada K:[a,bIx[a,b] — L(X,Y);
em particular, para cada s€[a,b],(ggs — K, e(K&% — K, uni-
formemente em [a,bl, e, como G°([a,bl, L(X,Y)) e de Banach
na norma do sup, podemos concluir que para cada s€fa,b]
K, .K, €67 (La,b],L(X,Y)).

Aléem disso, dado € > 0, 3nO€DJ tal que

y S€

sup SV[(Kn*Km)t] < €, sempre que n,m zmn_, donde
d = {a =55< ... <s|d!==b} e x;€X,[jx; |l <1, para i=1,...,|d],
entao

d

t t ) .
”izlfKn-Km) (Si)‘(Kn-Km) (Si_l)J.xi”<:g, Vtela,bl, ¥m,nzng,
e fazendo m — +», obtemos

Id|

t I .
nizl[mn—K ) (si)-(}\n K.) (Si~l)] x.|l<e, Vte€la,bl, ¥ nzng,

e podemos concluir que KGGZ e Kn~—JuLHL+ K.
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2.19 - Definicdo - Se K€Gy([a,blx[a,b],L(X,Y)), por K e K

indicamos as funcoes de [a,blx[a,b]l em L(X,Y), de-

finidas para t,s€la,bl, por

K(t,s) se t=s K(t,t) se
K(t,s) = e e K(t,s) = e

K(t,t) se t<s K(t,s) se

2.20 - Proposicao - Se KGGX, temos:

= u
a) K,K € GA

b) Se (t,s) € la,blxfa,bl, entio

K(t_,s) se t>s KA(t_) se

K(t_,s) = e e K(t_,s) = e

KA(t_) se t<s K(t_,s) se

e, se (t,s) € [a,blx[a,b], temos:

K(t+,s) se tz2s KA(t+). se

K(t+,s) = o e g(t+,s) = e

KA(t+) se t<s K(t+,s) se

...t N t
c) Se t € [a,bl,

ty _ _ t
(K"1 = Sv[t,b][K ]

SVia . p1tK

t>s

t2s

t<s

prova - a) decorre de b) e c¢), que siao consequencias imedia-

tas das definicgoes.

2.21 - Proposicdo - Seja K € GZ([a,b]xta,b],L(X,Y))
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t, € [a,b]. Entio, temos:
a) para cada f € GO([a,b],L(W,X)) e t € [a,b], exis

t
te (kf)(t) = fo d K(t,s)-£(s) € L(W,Y) e Hkf] < sviika-l£_ ||

o

b) kf € ¢%(La,bl,L(W,Y)}) e

(b -
[o dsK(t_,s)'f(s) se t0<tsb, e

t
(k) (t_) = %
By
K“f; dsg(t_,s)-f(s) se a<tSto
¢ tb -
I; dSK(t+,s)-f(s) se tOSt<b, e
o
(k£) (t,) =
t
L-I° dsg(t+,s)‘f(s) se ast<t

a
c) k € L[Gc([a,b],L(w,X)), G“(ta,b],L(w,Y))] e

lx]] < sv¥rki.

prova -
a) Se t € [a,bl, como £ € G”([a,b],L(W,X)) e
K* € SV([a,bl,L(X,Y)), entdo £ € G(Ft_,t1,L(W,X)) e
kt € SV(EtO,tJ,L(X,Y)) e o teorema 2.1 garante a existencia

da integral em L(W,Y), e que

HCE) () 11 s SV (qCKTD =N [l o s SVILKD [I£_II
o] 0
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b) Segue de 2.8. b), levando em conta que

t b -
(kf) (t) = Jo dSK(t,s)°f(s) Jo dSK(t,s)-f(s),
& :

t
(o O

]

t
IRERCIBEION

t
(kf) (t) = "IEO d K(t,s)£(s)
s a

para ast<t_.

¢) segue imediatamente de a) e b).

2.22 - Proposicao - Seja K € Gu([a,b]x[a,b],L(X,Y)). Entao,

as seguintes propriedades sao equivalentes:

a) A funcao Kyt t € [a,b] — K(t,t) € L(X,Y) & sim

plesmente regrada.

b) Para cada t_ € [a,b] e f€ c(ra,b],L(W,X)), a

't -
funcao kf: t € [a,b] =+ (k£)(t) = Io dsK(t,s)'f(s)GL(W,Y)
t
& simplesmente regrada.

prova - Admitindo a), entao K € GX, e o item b) da proposi

cdo anterior garante a validade de b). Reciprocamente, se

vale b), tomando w_€ W e w' € W', com <w ,w'> # 0, en-
0 o o’ 0

tao para cada x € X, a funcao f: t€la,bl <°,wé>x€L(W1)

é tal que f € ¢%(la,bl,L(W,X)) e

t &
(k£) (1:)wo =IZ dSK(t,s)[<w0,w(',>x] = <w0,wé>(K(t,t)x-K(t,to) x),

o)
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que, por b), € uma funcao regrada de t € [a,bl; como KGGu,
a funcao t € fa,b]l r—> K(t,to)x tambem & regrada e podemos
concluir que t € [a,b] — K(t,t)x & regrada e como X € X

& qualquer, obtemos a).

2.23 - Proposigdo - Seja K §€ cz([a,b]x[a,b],L(x,Y)). Para
cada U € Gh([a,blxCa,bl,L(W.X)) e t.8 € [a,bl, de

finimos

t
(ty) (t,s) = Io doK(t,c)-U(c,s)
S

Nestas condicoes, temos:

a) para cada t,s € [a,bl, (TU)(t,s) & um elemento
bem definido de L(W,Y).

b) U € Gy(la,blxla,b],L(W,Y)) e

xulll s 2 svirkd- ol

¢) TeL[GX([a,be[a,b],L(w,X)),G”(ta,b}xta,b],L(w,Y))]
e |ltll = 2 svYrk1.

prova - a) se t,s € [a,bl, como xt € sv(fa,bl,L(X,Y)) e
u, € G%(ra,b1,L(W,X)), entdo, kt € sv(Es,t3,L(X,Y))
e Us € G°(Es,t3,L(W,X))., eo teorema 2.1 a) garante a exis

tencia da integral em L(W,Y).

i

b) (TU)(t,t) 0, portanto (TU), & simplesmente re
grada; a proposigio 2.21 garante que, para cada s € [a,bl,

(t0) ¢ € c9(ra,bl,L(W,Y)). Seja t € [a,bl, fixado; pelo co-
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rolario 2.13 (TU)t‘édesemivariagéo limitada em [a,t]l e em

ft,b] e, levando em conta a proposigao 2.7, temos:

SV, (gL (x0)F1 < sV JIKTIe sup sv(8)  [y(s-0 )U(o_,s)] <

acg<t [a,t]

[a,

¢ svUk1 sup SVIS) rv(s-o)U(o,s)] <
a<o<t 8,1

< svrkd € Jluyll + svirull = svUckl Jllulll.
Analogamente, SV[t,b][(TU)t] < sv¥ctki-|||ull], portanto
(t0)t € sv(la,bl,L(W,Y)) e
SV

t t t u |
[a’b]C(TU) 18V t][(TU) J+SV[t,b3[(tU) 1<2 svlikde||jull].

[a,

c) segue imediatamente de a) e b).

- ==



CAPITULO 3

EQUACOES INTEGRAIS DE VOLTERRA-STIELTJES

Estabeleceremos, neste capftulo, os resultados men-
cionados na introducdao, obtidos no estudo da equacao

t
(K) vy(t) -y(to) + Jl dSK(t,s)y(s) = f(t) - f(to), tela,bl,
0

onde sao dados toe[a,b], xeX, feG(lLa,b], X) e

KeGE([a,b]x[a,b] ,L(X)) e procuramos a solugao yeG(La,bl,X)

tal que y(to) = X.

Como KeGX, a proposicao 2.21 garante que para cada

t

geG(La,b],X), a fungao tela,bl = (kg)(t)==Io dSK(t,s)g(s)eX
to

¢ regrada, e o problema (K) tem sentido. No entanto, pode nao

valer a existencia e nem a unicidade de solugao, mesmo quan-

do X = €, como mostram os seguintes exemplos:

3.1 - Exemplos.

a) Seja K: [0,11x[0,1] —> Recl(C), definido para
_33_
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. 1 Vs Y S (o o
t,selG,1), por K(0,s) = 0 e K(t,s) = {1——,6) );'[O,tJ(b)’ se
0 < t < 1. Tomando 1ty = 0, £ =0 ¢ y(tO) = (1, a equagao
(K) se escreve COmoO

t
y(t) + Jc dSK(t,s)y(s) = 0, tel0,1],
0
que admite as solucoes Yy ¢ 0 e ¥y ® Xy09.17" £ interessan
te notar que K € regularizado a esquerda, isto &, K~ = K,
e que para cada te[0,17, 1im SV, ¢ 4 ¢q0K"] = 0.

§+0

b) Seja K: [a,blx[a,bl] — RcL(C), definido para
t,sela,b], por K(t,s) =0, se t s s ¢ K(t,s)=1, se t>s.
Se tyela,bl e yeG(La,bl,C), entao, pela definicao da inte

gral interior, temos

(aw]
wn
]
fab]
IA
-+
IA
(—'.

t
[ agKce.s)yes) =
t

0 - y(t_), se b

I\
-+
A%
o+

Dados xeC e feG(lLa,bl,C), a equagao (K) se escreve como
y(t) - y(t) - x = £(t) - f(to), se t » t e
y(t) - x = £(t) - f(to), se t < tg,

que admite solugao, sse, X * £(t) - f(to) = 0 para t>t,,

-

caso em que, evidentemente, a solugao nao € unica.

EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUGAO

Especificamos, a seguir, O conjunto dos ntcleos pa



ra os quais obtivemos um teorema de existencia e unicidade
de solucdo para o problema (K); nac fazemos as hipoteses di-

retamente sobre K, mas sim, sobre os regularizados a esquer

da K e K, E todos os resultados continuariam vali-
. - . y Ssel

dos, se trabalhassemos com regularizados a direita K &

e 2

K

3.2 - Definicoes \]\()*‘Qﬂ‘

a) Se KeGlAl([a,b]xta,b],L(X,Y)) e

= = = o ivisa P B

d {a Sg € S < .er < Syg) b} & uma divisao de f[a,bl,
indicamos por ¢ = c(K,d), o maximo entre oS NUMETOS

z

sup SV[S g ][Kt'] e sup SV[S . ][Kt‘3L

. < ) - ] > N ’ S - |

S5l t<sy i-1""1 Si-l<t<si s e 3

}j

§

para i =1, ..., |d| . SR

b) Por Gg([a,b] x[a,bl, L(X,Y), ou simplesmente G?,

indicamos o conjunto dos elementos KEGZ, para os quais exis
te uma divisao deD(la,b]), tal que c(K,d) <1, ou seja,

¢¥ = Bd onde se deD(La,bl) e a > 0,

1 deD 1
B¢ = {KeGY | c(K,d) < a}
o A ’

3.3 - Proposigao

u

a) Se deD(la,bl), a funcao KeGA

— C(K,d)eIR+ ¢

u

uma seminorma sobre GA
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b) Se KeGZ‘ e deD, entao W e Bg,
a > 0, Ty cY .

c 1 sao abertos em i

¢) Seja  KeGY; se dy,dyel e d, =z d entao

A” 2 1’

C(K,dz) < C(K,dl)

EI‘OVa:

a) Imediata, observando que a semivariacao é uma semi

u
norma, e que os operadores de G

y K7 K e K= K, sao

lineares.

b) Usando a proposigao 2.7, temos:

(kt-1 s sup SV [?t]
S. <t<s.
i-1 1

sup SV

. . ) .S
S5 <t<si [51—1’51] [51-1 1]

. sup SV, rkt7 < sv¥rk1 < KNI, para

S:_q.tl
Si_l<t<Si 1-1

i=1, ..., |dl; de modo analogo, obtemos a majoragao para
K, e portanto c(K,d) < 111Kl . Concluimos, entao, que a semi

~ d
norma, dada em a), é continua, donde, as bolas B , &~ 0,

- u : u
sao abertos em GA, assim como G1 .

c) decorre imediatamente da propriedade 1.15 a) da

semivariagao.

u

A & tal que existe uma divisao

3.4 - Proposicao - Se KeG
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d={a=s;5° ... <84, 7 b} de ([a,bl e um conjun-

to sem interior Ac [a,b], para oS quais, O maximo entre O0S

numeros
sup SV[s t][Kt] e sup SV[t g ][Kt],
teIi/A Ci-1’ teIi/A Ui
para i =1, ..., |dl, seja menor que 1, entao KeB?«:G?
prova: usando a proposigao 2.7, temos
=t =%
sup Svts g ][K ] =< sup SV[S s J[K 1 =
si_1<t<si i-1'71 teIi/A i-1’71
= sup SV, t][Kt] <1
tel /A 5i-1°
para i=1, ..., ldl, e analogamente para K
3.5 - Comentario - Consideremos o problema (K), reescrito de
modo a englobarmos a condicao inicial y(to) = X, ha

equagao, e isolarmos a incognita y mno 1% membro, oOu seja,

t
(K) y(t) = x + f(t) - f(to) - Jl dSK(t,s)y(s), telfa,bl,

0
que, ainda, podemos escrever sob a forma y = kfy, onde kf
é o operador que a cada yeG(la,bl,X) associa a fungao
kfy: fa,b] — X definida, para cada tela,bl, pelo 2° mem-
bro da equacao (K) acima; como KeGX([a,b]x (a,bl,L(X)) e

feG(la,bl,X), a proposigao 2.21 garante que kfyeG([a,b],X}.



; U ~ . ~ .
Provaremos que, se KeG;, entao existec uma potencia do opera
dor kf, que € uma contragao em G(fa,b),X): basta provar 1s

to, para a parte linear keL(G([a,bl,X)), de k., que & dada

f )
t
por (ky) (t) = Jo dSK(t,s)y(s), para yeG(la,bl,X) ¢
t
0

tefa,b] .

Como Ker([a,b]x [a,b), L(X)), podemos considerar
o operador k, mais geralmente, definido para
yeGO([a,b] , L(W,X)), e, pela proposigao 2.21,
keL(Go([a,b] , L(W,X))); a situagao anterior, resulta entao,
tomando W = €. Isto, nos sera util, para estabelecermos a
existéncia do resolvente, quando faremos W = X.

Sendo deD(l[a,bl) e c = c(K,d) < 1, dados na defi
n-ldlpidl

nicao de G?, mostraremos que K™yl = ¢ (n) Hytl ,
para n > idl e yeG®(fa,bl, L(W,X)), onde pldly & um

polinomio de grau no maximo |dl na variavel nelN; este re
sultado, sera obtido, avaliando-se separadamente as normas
de kny nos subintervalos de [a,bl, determinados pelos pon
tos de d e por t,.

Os lemas 3.7 e 3.9, que seguem, darao as leis de re

correncia, para os coeficientes e para o proprio operador Kk,

respectivamente, usadas na iteragao que farcmos de k.

3.6 - Definigao - Sejam L,ceR, L>0 e 0<c<1l., Para cada

j,nelN, n=1, definimos pj(n) ‘e Pj(n), por:



Pj(n)

p,(n)

pj (n)

Pj (n)

onde

3.7 -

BI’OVB:

=38~

=0, se j z2mn =z 1; po(n] = L™l se no21
9 —
=1L M 2(n—l), se n > 1 e
; i
. . .. n=j 2
= LJ+1cn-(J+l) ‘ ] 2 il, seg 2 < ] = n e
1j—1=1 llzl
j .
= 3 (q)p.(n), se j 2 0 e nz=1,
. i’Pi
i=0
(1) = T——%;——— & o coeficiente binomial de classe
SIGESS B
jb
Lema - Com as notagoOes acima, temos
a) IJpj_l(n) + cpj(n) = pj(n+1), j21 e nz1l.
j-1
b L P (n)] + cP.(n)=P.(n+1), j 21 e n2 1.
) (120 (] ) =Py (n+1),

k
c) Se IdlelN, y Po(n) < Cn-ldl P|dl(n), para
=0

ldl

< |dl < n, onde P & um polinomio de grau ldi-1.
a) A igualdade ¢ imediata, quando uma ou mais parce-
las sao iguais a zero; para n > j 2 2, temos
) , n=j+*1 12
L p. .(n) +cps(n) =1L [LJ <7y y il] +
-1 J ij-2=1 i=1
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; : -] 2
A ) Iy -
Lyt 1=t
+1 n-j*1 i2
LJ Cn J - 2 2 il = pJ (n+1)
SR 1=t
b) para j,n 2 1, temos
o - F £
Pp(n) = ({)p; (n) =
=0 L =0 1i=0 1 1
jzbo 3zt 9 j=1 .
= - J
j_z:—.() (glzi (1)) pi(n) iZO (j_+1) pi(n)’

e usando o item a) e que c:po(n) = po(n+l), vem que

j-1 j-1

g} j N
L (2_2__0 Pp(m) + ey =1 (L (i) p; ()

1
+ C

1] [aas S P

(D) (Lopym) + ey, (M) + e py(n) =

e
e
(=]

J -
(3) py(n) "4

1=0

_ ?g

j =
Lo (i+1) pi+1(n+1) + po(n+l) Pj(n+1)

c) Da definicao anterior, para n > |dl, vem que

tdl-1 n-|d|

n-|di ); py(n) = c

po(n) = ¢ (L c >3

(L c (n-1));



, . = ,
- 3 - R 3 ~-id]
pz(n) = B idl(L C!dIB ) 1* _ n-idl
i, =1
1
e para 2 < j < ldl <mn,
_ . T n-j
p.(n) = N | dl (L3+1 CId! (j+1) )
J i, =1
=1
tanto, pj(n) = cn—|d| ﬁj(n), para 0

< j <

-4]1 -

k4

(1343 (n—l)éig:}l)

1y
} i,), e, por
1=t

idl < n, once

Ej(n) ¢ um polinomio de grau j na variavel n.

Assim, se 0 £ k < |dl < n, temos
k k 2 k L
3 - —
Sopm - 3 1 (pgm =Y ) B
2=0 =0 i=0 =0 1=0
. ldli-1 %
-id Ly = d d
e T T Ol TLC O I A COR
=0 1=0
; -~ -
onde P‘d‘(n) ¢ um polinomio de grau td{-1, na variavel
n .

3.8 - Notagoes - Dados

seja d = {a = < s, <

1
c(K,d) < 1.

50
de (a,bl, tal que c =

temos divisoes d e d

1 2

respectivamente, tais que c(K,di) <

proposigao 3.3 c) ). Podemos supor, ainda, que d1 e d

tenham o mesmo numero de pontos,

cluimos alguns pontos numa das divisoes,

desigualdade acima e teremos

< S5

dos intervalos

c(K,d)

td, I = ld, | =

tyela,b] e xec‘f(ca,bj x [a,bl,L(X)),

= b} uma divisao

|dl|
Incluindo t

em d, ob

0
[a,t0] e [to,b],

i=1, 2 (ver

2

pois, se assim nao for, in-

o que nao altera a

fdl
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Para facilitar a indugao, que faremos, vamos inver-

ter a ordem da divisao d de [a,to], usando as seguintes

1
notagoes:
: 1 1 | o
dy = {ty =55 7 5y 7 Sid, | als
_ o2 2 2 - :
d, = {ty =55 <5y < < Sldzi b}
- 1 1 _
Il,j = [sj,sj_lj, IZ,j (s 2851 1 <3 s 4.1, e
L = sVY(K] = sup SV (ks

a<ts<hb a,b)

Lembramos, ainda, que se Ic¢ fa,bl & um intervalo,
1° indica o seu interior e se yeGO([a,b], L(W,X)) ,

[yl 1= iu¥lly(t)ll.
€

3.9 - Lema - Dados tpyela,b]l e KeGy(La,blx [a,bl, L(X)),
entao, se keL(G%(La,bl, L(W,X))) é o operador defini

do na proposigao 2.21, e com as notacoes acima, temos que pa

ra cada yeG®(fLa,bl,L(W,X)) e & =1,2,

H(ky)-1l o < clly-ll_o e
Is,1 Is,1
3-1 )
H(ky)_ng . <L iéllly_lko _-fC!Iy-HIO E 1<j<ld, | = Idzl
5 §,1 §,]

rova: Seja ych([a,b] , L(W,X))
prova

(0]

a) & =1. Se t€11,1

& Jsi,tot, entao, pela proposi



¢ao 2.21 b), usada com a= s1

1 temos

ty

(ky) (t.) = —l dsg(t-,s)y(s), e portanto,
sl
1

I (ky) (t=) 11 s SV (k-1 sup [iy_(s) Il =

. ELL sel®
’ 1,1

s sup SV, [K'"] iyl o

tEI(l),l 1,1 1. 9].
portanto ||(ky)_||IO < c Hy-HIO
151 L
Seja 1 <j s Id, 1. Se tel® . =13st,st 1, temos
1 1yj 3711
t
) (0 = [ 4 K(e.s)yes) =
t, ;
. S%-l j=1 (Si-1
= - |o d K(t.s)y(s) - ) bk d K(t,s)y(s),
t i=1 S:-t
1
e, usando 2.8 b) e 2.21 b), vem
1 1
-1 3 Eheaf St yciia.
(ky){tz) = =.}s d_K(t-,s)y(s) - ) | d_K(t_,s)y(s) ,
1 S~ i:l 1 5
3 34!

3=1
portanto, |l(ky) (t2)ll 5 SV, 0 RS M ot e Lb
L S8 it i
i}l
< c ly-_li ML y -1l
4, Io z y IO

e I (ky)-Il_
! 1,j i=1 ol

1,]
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b) Baseados nas mesmas proposicoes 2.8 b) e 2.21 b),

obtemos, analogamente, o resultado para & =2

3.10 - Teorema - Sejam tgefa,bl, KeG([a,blx[a,bl, L(X))
e deD(fa,bl]) com c=c(K,d) < 1. Entao, existe um
Pidl

polinomio , de grau fdi-1, tal que, para toda

yeGU([a,b] , L(W,X)), temos:
HkPy1 < MM pldlbey iy, para n > 14l

Erova:
a) Se yeG’(fa,bl, L(W,X)), temos

k
n =
ik an‘S . < .gl Py lly-ll o n2l, 1sksldl e 6=1, 2
s 3= 5,]
De fato, para n=1,
E | §
Hky Il s L iyl = P, (1) lly-ll.
I . o) k- ¢]
G’k J:l I6,j J=1 J I(S,j

pois Pi(l) = L, 120 .

Supondo a formula verdadeira para algum n=1, e usando o0s

lemas anteriores, temos:

™y, s

§,k j

i

o~ ®

P .(n) H(ky)-l_o
k-
1 ! Ts,j

izl

P [ T Lyl o +cllydlo |+
k- . O .
, k-J i=1 Is 4 Is,j

)
ff o~ R
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ko j-1
+ P . (n) clly.ll = § ¥ L P .(n)lly.l +
k-1 0 : . k- ©
Ig,1 =2 i=1 ’ Ts,i
k-1
+ '21 c Pk_j(n) HY_HIO . + C Po(n)llY_HIo =
j 6,3 5,k
kil [ % ]
= LP .(n)+cP, _.(m)] lly.l +
i=1 b oj=is1 %I k=1 g
k
v Pom) llydlo = LBy (m+1) dly.lio

8,k i=1 8,1

b) De a) e do lema 3.7 c), vem

' k k
Myl o8 jgl Py Iyl s b P g iyl =

5,5 =t <7
s fA-ldl Pldl(n)ilyll, para 1sk<ld,|, §=1,2 e n>ld|
portanto, k%Il = <™ M pldleny iy, s ar .
3.11 - Corolario - Dados toe[a,b], uelL(W,X),

£ec®(fa,bl, L(W,X)) e KeG¥([a,blxTla,bl,L(X)), e-
1 .

xiste uma e¢ uma s6 funcao yeGo([a,b] , L(W,X)), satisfazendo
. ,

y(t) = u + £(t) =~ f(to) - [o dSK(t,s)y(s), tela,b]
tO
prova: Pelo tedrema anterior, como Cn—ldl P'd'(n) —— ()

quando n—> +®, existe uma poténcia do operador k, que &
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uma contragao em GO([a,b] , L(W,X)), o que também vale para
o operador kf definido pelo 2° membro da equacao acima. O

resultado segue, entao, pelc teorema do ponto fixo de Banach.

3,12 - Corolario - Dados toe[a,b], xeX, feG(la,bl,X) e
KeG?([a,b]x [a,b]l, L(X)), existe uma e uma so funcao
yeG(La,bl,X) que € solugao do problema (K), isto &, tal que

t
y(t) = x + £(t) - f(tO] - I; dSK(t,s)y(s), tefa,b] ot

0

prova: decorre do corolario anterior, tomando W= € e pondo

u = X .

0 RESOLVENTE DE  (K)

3.13 - Corolario - Dado KeG)([a,blx[a,bl,L(X)), existeu
ma e uma so6 funcgao R: [a,blx[a,bl —* L(X), o re-
solvente de (K), tal que para cada “sela,b],

RseGo([a,b],L(X)) e

t
R(t,s) = Ix - jo dGK(t,U)R(O,S), t,sela,bl]
S

prova: para cada sefa,bl, R, & dada no corolario 3.11, on

de fazemos to =g, W=X, f=0 e us= IX .

3,14 - Observagao - Como no caso classico, queremos expressar
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a solugao do problema (K) em termos dos dados x e
f e do resolvente R. A proposigao seguinte mostra como ob
ter uma tal expressao, quando Rer, e os resultados que a

seguem, mostram que se KeG?, entao REGX .

3.15 - Proposicido - Sejam K,ReG\([a,blx[a,bl, L(X)) satis
A P

fazendo

t
(RM) R(t,s) = Iy - jo d_K(t,0)R(0,s), V¥ t,sela,b]
S

Entdo, dados tgyefa,bl, ueL(W,X) e £fec%(La,bl, LW,X)),
a funcio yeG%(la,bl,L(W,X)) definida, para cada tela,bl,
por
t
(p) y(t) = £(t) + R(t,ty) [u - £(td - Jo d_R(t,s)£(s)
t

0
& uma solucao do problema (K).

prova: definimos as fungoes Vv, ,Vy: [a,bl] — L(W,X), para
tefa,bl, por vl(t) = R(t,to)u e

t
V2(t) = f(t) - R(t,to)f(to) - }l dsR(t,s)f(s)
0

Como ReGX, a integral na expressao de Vv, é bem definida
e Vl,vzeGo([a.b] , L(W,X)). Além disso, temos que Vv e
solucao do problema homogeneo com condigao inicial wu, e V,
& solucao do problema nao homogéneo com condicgdo inicial ze-

ro, isto €,
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t
(1)  vy(t) =u - o dK(t,s)v,(s), V tela,bl, e
.'t S
0
t
(1) vy(8) = £(0) - £(t) - [ dK(E,8)vy(s), v tela.bl,

e, somando as equagdes acima membro a membro, concluimos que

y = v1+vzeG°([a,b],L(W,X)) & uma solucao do problema (K).

Prova de (i): fazemos s = t, em (R*) e compomos ambos

os membros com u.

Prova de (ii): substituindo R pelo 2° membro de (R*) na

definicao de v,, temos

' t
vz(t) = f(t) =~ f(to) + Jl dOK(t,O)R(O,to)f(tO) +
0
t it '
. Jo d [{o d_K(t,0)R(0,5)| £(s) s
s o
t S
0 .
usando o corolario 2.15 para calcular a ultima  integral e

!
lembrando que R(o,0) = IX’ obtemos (ii); de fato,

t
v,(t) = £(t) - £(ty) + Il doK(t,a)R(o,to)f(tO) +
0

t o
R Io dUK(t,o)[Jl d_R(0,5)€(s) - £(0)| = £(t) - £(tg)
‘ 0 0

) t o
i Io dcx(t,o)[f(o) - R(0,ty) £(ty) - f; dSR(o,s)f(s)]
0 0
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3.16 - Comentario - Nosso proximo passo & mostrar que se
KeGy([a,b) x [a,b] , L(X)), entao
ReGX([a,b]x[a,b], L(X)). Isto decorrera do fato de exis-
tir uma poténcia do operador T que é uma contracao em
G, (fa,bIxla,b] , L(W,X)), onde tel (GU(fa,bIxla,bl, L(¥,X)))
& definido na proposigao 2.23, por
t
() (t,s) = J; dgK(t,o){](o,s), para Uer e t,sefa,b].

Como qualquer poténcia ™y (n=1) €& nula na diagonal, a

GX—norma de t"U & dada por

™ol =IHTnU)AH + syl = sup SV[a b][(Tnu)t] .
a<t<b ?
Como KeG?, existe d= {a==s0 < Sy < aes < S yg = b} tal

que c=c(K,d) < 1, e usando a subaditividade da semivaria-

cao, obtemos, para sy ; S t =S, ,

-1

SV ("t s § sv [("p) by +
fa,bl i%j [sj_l,sj]

T
+ 5V, ][(TnU)t] + sv[t,si]E(T“U) 1

Si-1,t

majorando separadamente cada parcela do 29 membro e traba-
lhando sucessivamente abaixo (em [Sj-l'st para j < i e

em [si_l,t]) e acima da diagonal, obteremos, em 3.19 c), que

o s 14 ety o, para n o> 1dl e UGy ,

pldl

onde ¢ um polinomio de grau |dl-1
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¢ leha que segue fornece as leis de recorréncia que
usaremos no teorema 3.19, na jteracao do operador T. Nas par
tes (al) e (bl), tanto do lema como do teorema citados,
trabalharemos abaixo da diagonal, enquanto que, nas partes
(az) e (bz)’ estabeleceremos 0S resultados analogos acima
da diagonal; cumpre observar, que as provas de (al) e (32)

sio ligeiramente distintas.

3.17 - Notagbes - Para 3.18 e 3.19, fixamos as seguintes no-
tagoes:

KEG‘{([a$b] X [a’b] 3 L(X)); d = {a = SO < Sl < ¢ = @ < Sldl =b}

& uma divisdo de [a,bl, tal que ¢C = c(k,d) <1 ;

o _ . .
Ij [Sjul’sj] e Ij ]sj_l,sj[, para 1 s j s 1dl 3

L = SV'[K] = sup SV,

][Kt] :
a<tsb

a,b

Tel:(Gz([a,b]X [a,bl, L(W,X))) é o operador dado em 2.23 ;

se UeGX, SV. .[U 1 = sup_ SV; (ut-1, para i=z3j, com
1,] 8] J
tel:
i
1<i,j<id];
SV, 4 (U] = sup_ SV{D¥(t-s)U(t-,9)] e
e telg 1

SVi i 2[U-] = sup SV%S)[V(s-t-)U(t_,s)], para 1=<1isg idl

telg 1
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Lembramos que Y: R ——> R & a fungdo de Heaviside, i.e.,

V = X[0,+m]

3.18 - Lema - Se UeGE([a,b] x[a,b] ,L(W,X)), entao, com as

notacoes acima, temos:

a;) SV [(t0) 1 = ¢ svi,i'ltu“l, 1 < i< jdl .

i,i,1

a,) ~SVi i,2[(TU) ] < ¢ SVi’

3

i,zEU 1, 1 s i< |dl .

i-1 )
(u™1 + L Y Sv, .fu13l+

b,) SV. .{(tu) 1 s L SV
1 1,] k=j+1

2

i,i,1
+ C svi’jru'], 1< j < i< |dl

- - gt
b Sv. .C(tU < o + sv, .[u™1+
2)  LGEWTY s LSy LU ) L k=§+1 ;U7

+oc Svi,jtu‘], 1si<js 1dl

prova de a]) : Seja telg fixado e tn+t; Se seIi, s <t,

para n suficientemente grande temos que S <1T; assim,

i

tn
(1U) (t,,5) = J dgK(t,,0)U(0,5)
S

n

tn -
= J; dGK(tn,c)[V(t-o-)U(c,,s)]

S.
i x
= [o dGK(tn,G)[V(t—o_)U(c_,s)], portanto pelo teorema de
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Helly (2.2), temos

_ 55
(10) (t.,s) = [e ddk(t_,o)[V(t-c_)U(o_,s)]

s
Como Y(t_.-s) = 0, sse, s=zt, entao para todo sel.,, te-
mos
s T
Y(t.-s) (TU)(t.,s) = Y(t--s) Io dOK(tg,o)[V(t—c-)U(o~,s)] =
s

S
= {ol dGK(t_,o)[V(t~-s)V(t—0_)U(0_,s)] .
5

Pelo corolario 2.13, temos

sv§?)[V(t-¥s)(TU)(t-,s)] <
1

<sv, (kK51 swp sVEIY(o-s)Y(tms)Y(tm0)U(0L,8) ] s

I.
1 . <O<S. 1
Si-1 i

sc  oswp [1Y(t-0-)1 SV TV (oo-s)Y(tams)U(0l,8) 00 =
1

5. ,<0<S.
1~1 1

= ¢ sup svOSry(t_-s)V(o_-s)U(o_,8)] =

5;.p<0st 5
= C sup SV%S)[V(0-~S)U(0-,S)] s csv, . (U],
<ost i ¥se

Sji-1

a Gltima igualdade decorrendo do fato de se os<t, entao

y(t_~-s) = 0 == Y(o_-s) = 0. Tomando o sup para teI? 3

obtemos a tese.



prova de a,) : Seja telg, fixado; tomamos t tal que

) < < . a <5<
$1~1 t t e tn'ft com t <tn Entao, para t<s<s

temos

1}

s
(TU)(tn,S) = - f; dGK(tn,o)U(o,s)
n

it

s
- J{ d_K(t_ ,0)LY(0--T)U(0-,5)]

t
n

S
= - [o dog(tn,o)[V(o_-T)U(U,,s)], portanto, pelo teorema

de Helly, temos

s
(tU) (t-,s) = - F dog(t_,c)[y(ﬁ_—f)U(o_,s)] -

S.
1=}

S3
= - Iol dcg(t_,o)[V(s—o,)V(o_-f)U(a_,S)] .
Si_l ‘

Como .V(s4t_) = 0, sse, t>s, entao para todo séIi, temos

Y(s-t_) (tU) (t.,s) =

S .
= - Y(s-t.) Jol dcg(t_,c)[V(s—o_)V(o-~€)U(0_,s)]

S5j-1

Para avaliar a semivariacdo desta fungdo em relagao a sel.,

s TR & '
seja d {s; ;= 5

de Ii e wjew, IleH <1, =1, ..., 1d"[ 3

< g! < ,.. < 5! = g, ivisa
s{ S1dr) 51} uma divisao
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se w==(wj) e Ver, pomos
(s) td'l
SViTL [V(t,s)1 = 1l §  [V(t,si) = V(t,s5 ;)1 will
d', j=1 J J J
Nestas condicoes, procedendo como na prova da proposigao

2.12, obtemos:

(s)
Vv e [V(s-t-)(tU)(t-,s)] s
t. (s) —
< SVI [K""1 sup SV@ W [V(o--t)Y(s~0.)Y(s-t_)U{o_,s)] <
i S. Z0<s. y
i-1 i
— ( )
S c sup [1Y(o.-t) 1 {V(s 0.)Y(s-t.)U(0-,s)1] =
s <0<S.
i1~1 1
(s)
= Cc _ sup SVd, [V(s-0.)Y(s-t_)U(o.,s)] .
t<o<s,
i
e como a desigualdade vale para todo t tal que si~1<?<t”
vem
(s) y
Svd'nv[ (s-t ) (tU) (t.,s)] =
: (s)
< c inf _sup SV a'w [Y(s5~0-)Y(s-t.)U(o-,s)]

5. <t<t t<0<s1

e como para d' e w==(wj) fixados, a funcao de O,

( s)

d‘ o Y (s-0_ YY(s-t_)U(o-~,s)1, & continua a esquerda, ob-

temos

(s)

SV [V(s-t_) (tU) (t-,s)] <



(s)
< ¢ sup svd,w [V(s-o_)Y(s-t.)U{o-,s)] =
t50<si %

e

s)
< ¢ sup SVE [V(s~-o_)Y(s-t_)U(o_,s)1,

t<o<s. 1
T

mas, para t s o, Y(s-t.) = 0 ==s5 <t =9 Y(s-0.)

il
<o

portanto,

sup SV§?)[V(5~0_)V(s-t_)U(o_,s)] =

t<0<s. i
i
(s) -
=  sup SVI [V(s-o_)U(o-,s)1] s SVi i 2[U 1,
tso<si i v

(s) -
portanto, Svd,w [V(s-t.) (tU)(t-,s)] s cC SVi,i,ZEU ], e to-

mando o sup em relagcao a w e d', do lado esquerdo, e de

: - o
pois em relacaoc a teIi, obtemos a tese.

prova de by) : Sejam 1 < j < i = ldl e telg; para Ste,

temos
%j

(tU) (t, s) = I° d K(t , 0)U(o,s) +
s
i=1 Sk t
) jo d K(t,o)U(o,s) + [o d X(t,0)U(o,s)
: o g
k=j+h “Sp S3-1

Pelas proposicoes 2.8 b) e 2.21 b), temos

S s
(tU) (t,s) = [03 d K (t-,0)U(a,s) *
S
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1i-1 Sk Si —
+ ¥ jo d K(t.,0)U({o,s) + jo d K(t.,0)U(0,s)
n (6] (6]
k=3+1 Sk_.]_ Si"l

Pela proposicao 2.12 e corolario 2.13, temos

t_ (s)
SV .[(TU) 1 < L sup SVI. [Y(o_.-s)U(o.,s)] *+

I
J 0619 J
J
i-1

+ ¥ LSV jtu'] + SV

. (k®-1 sv, LtuTd s
k=j+1 ? i

I1 2]

i-1
<L SV, . [U1+1L § SV .[uU1+csv, (U1,
1,1,1 k=j+1 k,]J 1,]
tomando o Sup para teli, vem a tese. Convém mnotar que,

evidentemente, quando j = i-1, a somatoria no 2° membro da

desigualdade enunciada & igual a zero.

prova de b,) : analoga a de LIDR

3.19 - Teorema - Com as notacoes de 3.6 e 5.17, pafa todo in

teiro n =2 1, temos:

sup SV[S

<"yt <P (n) SV, , ,fUT), 1sis Idi
tﬁli 5

t] i,l

i-1°

a,) sup SV; (U731, 1s<is<ldl

(<"1 < Py(n) SV,
teIi 2

t,s.]

i 1,2

b,) Se 1< j<is|dl, sup va_[(T“U)t] <

teIi 3
- i a
s P. .(n) SV, . U1+ P. n) SV, .(U ]
) SVy o L P S
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b,) Se 1si <j=<ldl, sup SV "t s
tel. j
2
- izt -
Pi_j(n) 8V 4 TU T+ kzi Py_;(n) SV SIU]
o o s M1 ptdly iy, para o> 1dl, onde

pldl & um polinomio de grau |dl-1

As provas de az} e bz) sao exatamente analogas

as de al) e bl)

prova de 2)) : Seja 1 s i < |dl; para n=1, se tel.,, en

tio, usando o corolario 2.13 e lembrando que Po(l) = L, te

mos :

sV, [t < L sup sy [Y(o_-s)U(0.,s)] =
5;.1td 5., <0<t [si_l,t3

s Po(1) SV 4 4fU7]

Se a formula é valida para algum n 2 1, entao, usando o i-

tem al) do lema anterior e que ¢ PO(n) = Po(n+l), temos:

+1 .t -
sup SV r(e™* w1 < py(m) sV, . LL(TU) ] <
el (s q»td 0 i D

< ¢ Py(n) 8V LLU71 = Py(n+1) SVi,i’l[U-]

prova de b;) : Seja n=1 e 1<] <iz<{dl; se (t,s)elix Ij’




temos

dOK(t,o)U(o,s) +

n ° W
i v

(t)(t,s) = [

1-1 Sk ft
+ y J° d K(t,0)U(o,s) + | d K(t,o)U(o,s)
k=j+1 s 2 oy o
J k-1 i-1

Pela proposicao 2.12 e o corolario 2.13, temos

SV, [(xu)%1 < L SV, . (U1 +
j J’J,l
iil F. N
+ L SV. .[UT1 + L Sv. .[U"1,
k=j+1 k"] 1’3

tomando o sup para teIi e lembrando que P2(1)= L, £ 20

vem a tese.

Vamos supor que a formula seja valida para algum n 2z 1; fa

zendo SV

i

j,j,l[U ] SVj,j[U ], e usando 0s 1itens al) e bl)

do lema anterior e o lema 3.7 b), temos: se 1sj< i< jdi,

; +1,.t -
sup va_[(Tn DRSEER FRNC) SVj,j[(TU) ]+

teIi ]
i = -
+ P. SN =Ll U < P A sv. .[U 1 +
k=§+1 At P AR OSSR R G
% k-1 . 1
+ P. . (n) ( L SV, .[U 1+ ¢ SV, .[U 1) =
k=j+1 i-k sz L,] k,]
% kil - % -
= L P.  (n) SV i S c P, {n) 5% [Ul1 =
K=7+1 = 1-k 25 K=j i~k k]
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- L P, (n) sV, .[U7]+ c P. .(n) SV, .[UT] +
g=j k=L+1 k %] 2=j bk .
+ C Po(n) SV-i U] =
i*il i ",
- ( LP. (n)+cP. ,(n))sv, .U ]+
g=j  k=g+1 1-k i-% 2,3
+ Po(n+l) SVi,j{U ] = zzj P, _y(n*1) svg’j[u 1+
— i -
+ Po(n+1) Svi,j[U ] = sz Pi—l(n) SVZ,jEU ]
prova de c) : Seja UeGX e n > ldl; se tela,bl, entao

tel. para algum i, 1 s i < Idl . Assim,

2 I 1
SV[a,b][(T Uy 1 < - Ij

=1
sV, LMW sy fETW T
= j i-1°

ldl
fPn e 1 sV, L m

jeiei

+ SV
[t,si]

Tomando o supremo para teIi em cada parcela do 2° membro,
usando as majoragoes estabelecidas acima e observando que

sv. .[U"31, SV. . [U"1 e SV, . (U1 sdo < IV, obte

i,j §ogl ) i,i

mos

W i-1 i

La, j=1 k=j
{dl

+ 2P m) + ] i P, _; (M) UL
j=i+1 k=i
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e como no lema 3.7 c), para 1 <1 <|dl, a expressaoc entre
colchetes pode ser majorada, para n ~ fdil, por
cn_ld! Pidl(n), onde ptdl & um polinomio de grau Idi-1,
ou seja,

sV ce"yty < 1A pl iy o

[a,b]

Como para n 2z 1, (TnU)A 0, obtemos

et = swp SVp L LD Aol pldbeny o
ast< k

3.20 - Corolario - Dado KeG?([a,b] x[a,bl,L(X)), entao o
resolvente R de (K) cuja existéncia foi estabele-

cida em 3.13 & tal que ReG,([a,blx[a,bl, L(X))

prova: pelos teoremas anterior e do ponto fixo de Banach,

existe uma e uma s0 funcao SeGK([a,b]x [a,b]l, L(X)) tal que
t
S(t,s) = IX - Io dOK(t,o) S(o,s), V¥ t,sela,bl
s

Mas, pelo coroldario 3.13, o resolvente R de (X) € a uni-
ca funcao R: [a,blxT[la,bl —> L(X) tal que para cada

sefa,b], RSeGO([a,b],L(X)) e que verifica (R*); portanto,
como todo elemento de GX & simplesmente regrada COmO fun-

cio da 12 variavel, temos que R=S, donde Rer .

3.21 - Corolario - Se KeGj(fa,blx(a,bl,L(X)) & tal que

KA = 0, entao podemos concluir o teorema 3.10 a par-
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tir do 3.19

. - - a l
prova: definindo os nucleos iterados K( ) . K e

t
k(1) (¢,5) =J° dgK(")(t,O)K(O,S), para t,s<la,bl e n21,
S

entio a proposigao 2.23 garante que
k(™ ec¥(La,bl = [a,bl , L(X))
Além disso, temos que g (n) & o nucleo do operador

el (GY(La,bl xCa,bl, L(K,X))), isto g,

t
(t"u) (t,s) =[o dOK(n)(t,d)U(O,s), V nzl, UeG, e t,sela,bl.
S

De fato, para n =1, € a definicao de T; se a formula €
valida para algum n =2 1, usando que KA==O e o corolario 2.15,

venm
™y (e,s) = (AR(TU)) (t,s) =

s () N
: I; a_K (t,o)tj; 4 K(0,0)U(T,5)7 =

& td[{f (n) U =
[ atfax® oo e -

t
- [ ax ™D e oucns) . Ve, tsetanh)
S

Dado toeta,b], concluimos, da mesma forma, que K(n) e o

nucleo do operador K" el (6°(La,bl, L(W,X))), ou seja



t
(x"y) (v) =[1 dSK(n)(t,s)y(s), ¥ n>1, yeG®(La,bl ,L(W,XD,

0

tela,bl

)

. n
Assim, observando que T I e usando o teorema

X:
3.19 c¢), temos: se n > {dl e yeGG([a,b] , L(W,X)),

Iyl s sup SVp, TSP NIPA T
asts ’

t
< sup SV ("1 ) 1 iyl <
astgb La,b] X) L

n-idi

o MM pldhy g wyl = e p!

dleny nyll

fdi

onde P & um polinomio de grau Ildi-1 .

3.22 - Corolario - Seja KeGY(La,blx [a,bl , L(X))

a) Se UeGK([a,b] x [a,bl, L(W,X)), entao as séries

+00 40
yoomdui e g Ht™Ull sdo convergentes.
n=1 n=1
+co
b) R = Iy + ) (-1)" InIX , e se K, =0,
n=1
R = 1 Y -nn k™ 1o T S in-
= Iy - . (-1) (pelo item a), as series convergin
n:

do normalmente em GX ).

prova:
a) Pelo teorema 3.19 ¢), Hittull < cn-‘d‘Pld‘(n)‘HUlH,
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para n > |dl, que & o termo geral de uma seérie convergente,

pldl & um poli-

ja que UEGX 6 fixada, c = c(K,d) <1 e

nomio de grau |(d|-1 (que nao varia com n)
Pela proposigao 2.18, Ul < nit*ull, para n=1

e UeGﬁ, e segue o resultado para a norma do sup

n Ny

b) Seja S=I,+ y (-1

< eG‘g({a,b]XEa,b],L(X))'
n=1

X

Para t,sefa,bl, temos

t t
Ix - Jo dOK(t,o)S(o,s) = IX - jo dOK(t,o)IX +

] s
# 3? (-n™*t Jf d K(t,0) (t"1,)(0,8) =
n=1 s ¢ ’ X ,
= I, - (1Iy)(t,s)* +§° (-l)n+1(fn+11 Y(t.s) = 5(t,s)
X X ? n=1 X ? A 2 ]

portanto 5eGY satisfaz (R*), donde S = R.

A
Conforme a prova do lema anterior, se KA = 0 en-
tao TnIX = K(n) para n 2 1, e obtemos
+o
R=1, - § n" kM
n=1

DEPENDENCIA DA SOLUCAO EM RELAGCAO A0S DADGS

3,23 - Teorema = Se €m G?([a,bj x [a,bl , L(X)) induzimos &
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topologia de GE([a,b]x [a,b]l, L(X)), entac a aplica
cao KeGg I RKEGE € continua, onde Ry € o resolvente de

K .

Erova:
a) Para KeGﬁ, se TKeL(GX) é o operador de nucleo
K definido na proposi¢ao 2.23, entao, pelo item b) desta

proposigao, temos que:

T Ul s 2 SV'LKIMUI < 2 IKI WUl UeG

portanto, a aplicacao bilinear que a (K,U)eGXx GX associa

TKUeGX & continua, donde se conclui, por composigao de apli
cagoes continuas, que para cada n =21 a aplicacgao

u n u - -
p—
KeGA TKIXEGA e continua

b) Fixamos KoeGﬁ, dOeD([a,b]) com cg, = C(Ko,do) <1
| .
e LO > SV [KO]’

Seja relR, satisfazendo ¢, < r < 1. Como, pela proposicao

0
d -
3.3 b), Br0 e aberto em GZ, existe § > 0 tal que:
se KeGY MK =K.l <& ta K BdOcGu svUrK1 < L
eG, e 0 , entao B, 1 € 0

Assim, pelo teorema 3.19 c), se KeGX e HK-Kylll <8, exis
. T ldg | .
te um polinomio pLO,c(K,dO)’ que depende de LO e L(K,dOL
tal que

- n ldgl n-ldgl u

IHTKIJHI < PLO;C(K,dO)(n) c o, UeG,, n > ldgl:



S pldol 4i4; linémio obtido d p'dol 1
e LO’T inaica O pO inomio O 140 e Lovc(K’dO) ’ pe a

substituicao do coeficiente c(K,dO) por r, € observando

d
que C(K,do) < r (pois KeBrO), obtemos
n ldg | n-ldpl u
M Unb s Py oy ) - Iulll, UeG,, n > Idgl,
sempre que KEGX e K=Kyl <6
c) Seja € > 0; tomamos ng * idol O o0 b
e qp-jdgl _1dgl
Yl 2 B 0" (n) s ¢
L » T
Ay . jf n 0
Do corolario anterior, temos RK = IX + ok (-1) TK IX €
usando b}, vem
Il I n% Nt 1 "o
R, - R < T - T #
I\ KO n:]_ K X KO X
n
e n n 0 n Tl
5 (e, T T Iyl s § ot I,-t, I+ 2€,
n=n0 K X KO X n=1 K X E\O X
sempre que Ker e K = KOHl < &§. Usando a parte a), con

-
cluimos a tese.

3.2# - Corolario - Fixado toe[a,b], a aplicagéo, que a ca-
da terna
(u,f,K) « LOW,X) » 6%(ra,bl,L(W,X)) xGT([a,b]x ra,bj, L(X)) as

socia a unica solugio y = y(u,f K) e ¢°(ra,b1,L(W,X)) do pro
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blema (K), € continua ({onde em G? induzimos a topologia

u
de GA)
prova: Dada a terna (u,f,K) como acima, se RGGX ¢ o re-
solvente de (K), entao a proposigao 3.15 permite expressar
a solugao y do problema (X), por

t

y(t) = £(t) +R(t,t)lu-£(ty)] - k d R(t,s)f(s), tela,bl.

0
‘Usando o teorema anterior, € facil ver que cada parcela do
2° membro, como elemento de GO([a,bJ,L(W,X)), depende con-

tinuamente de  (u,f,K) e L(W,X) xG°([a,b],L(W,X)) x G‘i‘ .

3.25 - Proposicao - Sejam Kecg([a,b] x [a,bl , L(X)) e

feG%(fa,b1,L(W,X)) fixados. Pelo corolario 3.11, pa-
ra cada sela,b]l e u(s)eL(W,X), existe uma e uma s6
funcao y = yseGO([a,b],L(W,X)), que & solugao do problema
(K), ou seja

t

ys(t) = u(s) + f£(t) - £(s) - J; dOK(t,c) ys(o), Y te{a,b]
Nestas condigoes, se uaGO([a,b],L(w,X)) e
u-feSvV(La,bl,L(W,X)), entao, se y: [a,blx[a,bl — L(W,X)
é definida por y(t,s) = ys(t), temos que

yeGy(La,blx [a,bl, L(W,X))

prova: Nas hipoteses feitas, a fungao

(t,s)ela,blx[a,b] > u(s) + £(t) - £(s) e L(W,X) pertence
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a Gz . entao, pelos teoremas 3.19 ¢} e do ponto fixo de

Banach, existe uma € uma so funcgao Ser([a,b]x[a,b],L(W,XD,

satisfazendo
t

S(t,s) = u(s) + f(t) - £(s) - Io dOK(t,o)S(c,s), ¥ t,sefa,b]l.
s

Como SEGX, para cada sela,b], SSeGU(ia,b],L(W’X]) e sa-
tisfaz a equacdo do enunciado, portanto So = Vg donde

= u
8 y e yeGA .

3.26 - Observagoes

a) Se, na proposigao acima, exigimos que para cada
sefa,bl, a solugao ¥ deva assumir (no ponto s) um mes
mo valor inicial uoeL(w,X), isto &, se a fungao
ueGG({a,b],L(W,X)) & constante, entao as hipoteses se redu-

zem a feSV(l[a,bl,L{(W,X}]} .

b) Se, no problema (K}, nio explicitassemos 0s va-
lores de f e y mno instante inicial, ou seja, se o proble
ma fosse escrito, para cada sefa,b]l, como

t
ys(t) = f(t) - I; dGK(t,o)yS(o), tefa,bl ,
entio, na proposigao anterior teriamos u(s) = ys(s) = £(s),

e as hipoteses ficariam automaticamente verificadas.
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A EQUACAO DUAL

Dado KeG?([a,b3 x [a,bl , L{X)), normalizado por

i}

K

A 0, estabeleceremos que o resolvente R, de K, pode

ser caracterizado como sendo o unico elemento de
Gﬁ([a,b] x {a,bl ,L(X)) que satisfaz a equacao
1

(Re) R(t,s) = IX-*K(t,s) = fo dGR(t,o)K(o,s), ¥ t,sela,bl.
s

0 interesse desta equacgao, além de caracterizar o
resolvente, & o de apresentar o niicleo original K como so-

lugao de uma equagao de nicleo R.

3.27 - Definicao - Seja KGGX. Para cada UeGX e t,sela,b],

Tt
definimos (TU)(t,s) = [o d_U(t,0)K(,s) .
S

Pela proposigao 2.23 temos que TUeGX, TeL(GX) e

MTUI < 2 ol ki

3.28 - Proposigcao - Se KeG? e K, =0, entao existe uma

3 N - - u
potencia de T que € uma contragao em GA .

prova: de modo anialogo ac corolario 3.21, wusando que

(K(n))A =0 (n=1) e o corolario 2.15 para calcular as

poténcias de T, obtemos

T
(TnU)(t,5)==Io dOU(t,c)K(n)(o,s), vnxl, UEGX, t,sela,bl.
S
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Observando que k™ - -'HXIX (n = 1) e usando o teorema
3.19 ¢), venm
W <2 o ks 2 a-ldl pldl

(n) WU, =n > tdl,

pldl

onde ¢ um polinomio de grau |d[-1 .

3.29 - Observacdo - Com o método apresentado no teorema 3.19,

a proposicdo anterior poderia ser obtida sem a hipote

se de normalizacao sobre K.

0, entdao a tnica solu

3,30 - Proposigaoc - Se KeG? e KA

¢ao da equagao (R,) acima, é o resolvente R de K.

prova: Seja SeG,, definida por

t

S(t,s) = IX + K(t,s) - F dUR(t,o)K(o,s), ¥ t,sef[a,b]l .
s
_ t
Substituindo na €Xpressao, K(t,s) = - Io dTK(t,T)IX (pois
g5 “
t
KA = 0), e R(t,o) = IX - Io dTK(tsT)R(T,U) (R*), e usan-

o

do 2.15, obtemos

t t t
S(t,s) =Ixf'J; d_K(t,T)Iy + ﬁs dc[[; d K(t,T)R(t,0)IK(0,8) =

t
= IX - I; dTK(t’T)IX +

t .
- [o dTK(t,r) [—f: doR(r,o)K(o,s) + R(t,1)K(t,s)] =
s S
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il

t T .
= IX - f; dTK(t,T)[IX + K(t,s) - j; dGR(T,o)K(o,s)]

t
= IX - f; dTK(t,T)S(T,S)

i
el
@]

Portanto a funcgao SGGX & solugao de (R*), entao S

decorre a tese.

A CORRESPONDENCIA ENTRE K e R

Conforme vimos no teorema 3.23 a correspondencia que
a cada nicleo KeG‘i‘([a,b]x [a,bl, L(X)) associa o resolven-
te RKer([a,b]x fa,b]l ,L(X)) €& continua na topologia de
Gz. Veremos agora, que tal correspondencia, quando restrita
a nucleos normalizados, € injetora; posteriormente constata-
mos que, em geral, R nio pode ser caracterizado pelas mes-
mas propriedades de K, mas, que isto se verifica, quando
nos restringimos a nicleos que apresentam certa regularidade
adicional na diagonal; neste caso teremos a bicontinuidade

da correspondencia em questao.

3.31 - Proposicao - Dados toé[a,bl, xeX, feG(La,bl,X) e
' KeGg, se y = y(to,x,f,K) eG([La,bl,X) indica a solu

cao do problema (X) com tais dados, temos:

a) {y(to,x,f,K]e G(La,bl,X) teqs feG(La,bl,X)} =
= G(la,bl,X) . '
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; 7 ~U = 7 5 s - r - et
b) Se h"hszl sac normalizados pox (hl)A—(Kz)A—J

2

€ Y(toaxafax-l) = Y(toil\:sf1K2) H] v t C[a,b}, fCG([a,b:‘, 3 X) $

0
entao Kl = K2
¢} Se Kl,KzeGg sao normalizados como em b) e admi-
tem o0 mesmo resolvente ReGE, entao Kl = K?
prova:

a) Dada geG([a,bl,X), definindo f: [a,b]l —> X por
T
f(toj =0 e para t :to, f(t) = ~g(t)-*x-—[o dgK(t,s)g(s),
N :
entdo pela proposigdo 2.21, feG([a,bl,X) e €& imediato que

Y(tovxif;K) = g

b) Seja xeX fixado; para cada ty.tela,bl,

feG([a,bl,X) e 1i=1, 2, temos

y(ty.x.£,K) (1) =

t : ‘
= x + £(t) - £(ty) - [1 dSKi(t,s)'y(to,x,f,Ki)(s);
0
fazendo a diferenca membro a membro para i=1,2 e obser-
vando a hipotese e o item a), obtemos que
t
Io dS(Kl-Kz)(t,s)g(s)= 0, V¥ to,te{a,b} e V¥ geG(La,bl,X);
t
0
tomando g(s) ZveX ¢ levando em conta a hipotese de normali
zagcao vem que (Kl"Kz)(t*to)V =0, V t,tﬂe{a,b] e VY veX,

ou seja Kl = K2
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c) Se Kl,KzeGg admitem o mesmo resolvente ReGX, en

tio pela formula da proposigao 3.15, temos

yltq % f.K) (€)=

t
= f(t) + R(t,tO)[x = f(to)] - P dSR(t,s)f(s), v tela,bl,

Lo

portanto, as hipoteses do ftem b) estao verificadas, donde

3,32 - Observagao - Podemos nos perguntar se dado KeG?, o

resolvente R de K também pertence a G?. 0 exem-
plo simples que segue mostra que, mesmo quando X = € e que
tivessemos uma teoria que englobasse o €aso G?, seria im-
possivel caracterizar o conjunto dos resolventes pelas mes-
mas propriedades dos nicleos. Mais precisamente, existe um
ntucleo KeG?, que admite um resolvente ReGX, tal que: con
siderando R como um nucleo, entio para.o problema (R) po

de nio existir solugao e, quando existe, ela nao € unica.

3.33 - Exemplo - Definimos K: [a,blx[a,b] —> Rc L(C) por
K(t,s) = 0, se t<s ¢ K(t,s) = % , se t>s. En

tao, se UeGX e t,sela,b], temos

t .
} dOK(t,o)U(o,s) =
s



. . U : . ~u
Como KeG,, existe o resolvente Ref

1 G, de K, dado por
b
(R*) R(t,s) =1 - | dgK(t,O)R(O,S), ¥ t,sela,b]
5
Assim, Rft,s) =0, se T < s ¢ R(t,s) = 2 se t>s. Lxa
tamente como no exemplo 3.1 b), o problema
t
y(t) = x * £{t}) - f(to) - {c d R(t,s)y(s), tela,b],
ty.
admite soluciao yeG(lLa,bl,L), sse, x+ f(t.) - f(ty) = 0 pa
ra t > t,, caso em que ela nao € unica.
3.34 - Proposicao ~ Se 63 = GS({a,b]>:[a,bJ, L(X)) € o sub

espaco de Gz definido por

(;‘0‘ = (UeGY | ¥ €>0 3 deD(fa,b]) : c(U.d) <e}, temos:
u u
a) (s ccl
b) Se Kecg, entao para cada UGGZ’ TUEGE .
c) Se KeGg, cntao o resolvente RyeGg
Erova:

a) decorrc imediatamente da definigao 3.2

,u

b) Seja KeG, e UeG?; como (TU)A =0, a proposi-

=y (tU)Y(t-,8) se t > s e
¢ao 2.20 mostra que tU{tess) 1=
0 se L 2 8§,

ou seja, tU(t.,s) = ¥Y(t--s) (tU)(t-,s) ¢ analogamente,

TU(t-,s) = Y(s-ty(TU) (t_3) = y(s-t.)(tU){(t_,s). Entao, pe-



lo lcma 3.18 a;) c 32), obtemos que
c((tU),d) s c(K,d)tllull, para deD([a,bl), donde T”FGE
c¢) decorre imediatamente de b), observando

(R*) R =1, - 1R

- = u - u _ .
3.35 - Teorema - Se Gy, = {UeGy | U, = 0} ¢
GSI « {Ufcg | U, = Iy}, entdo a correspondcncia ¢

- U .
que a cada nucleo KeGOO associa o seu resolvente
'l

P(K) = RKGGSI é bijetora e bicontinua, na topologia de G,.

prova: A proposigao 3.31 c) e o teorema 3.23 garantem a injc

tividade e continuidade de %, respectivamente.

u

Gy

a) & € sobre. De fato, dado ReGgl, como GgIc

os teorema 3.19 c) e do ponto fixo de Banach permitem con-

" g - - u
cluir que existe uma e uma so fungao KEGA, tal que

E

K(t,s} = R(t,s) - I, + j d_R(t,0)K(v,s), t,sela,b] .

S
Entao, K, = 0 e pelo item b) da proposigao anterior, temos

que KeGgO. A equagao acima fornece

t

R(t,s) = IX + K(t,s) - jo dOR(t,O)K(O,SJ,
s

t.5ela,b] ;

R ¢ o resol-

que € (R,), e a proposigao 3.30 garante que

vente de K, portanto ¢ ¢é sobrejetora.
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U

’"1 1 - - s
; 0] . — (5 i a. PATE S aa e el D
b) GOI Gop ¢ continua para cada Relgy ¢
. . = e - .
sefa:bl, (&6 (R)),. = hS & dado, como acima, por
t -
i o do(-R(t,o))KS(o), v tela,bl

K (£) = Rg() =~ Ix = |

Sendo RleG? o resolvente de ~-R, @ proposigﬁo 3.15, apli~

cada para cada sela,bl, fornece

T
° dORl(t,o)RS(t), ¥ tefa,bl ,

Ks(t) = Rs(t) + Rl(t,s) o (s
e como R1e02 depende continuamente de R (teorema 5.23) »
- ¢ u )
conclulmos que KeGSO depende continuamente de ReGyy » T4

topologia de Gz ;
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