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ABSTRACT

When we consider a general linear equati.on

y + Fy B f

inaBanachspace E, i.e., y,fcE and F(L(E), we bate

no further resulta then the general ones unless we give soube

furtller informations on E and/or F. We are interested in

the case where E is a space of functions on [a,b],
specially functions which aliou discontinuities (for instances

functions of bounded variations, functions of L. class,
etc.) with values in a Banach sl)ace X.

OnJ-ywhen. E = G.([a,b],X) (def. 1.6) dowe cave

a good representation theorem for the elements of L(E)

Ctheorenl 2.10), by file use of the interior integral
When F is a causal operator, í.e., (Fy)(t)

dependa only on ylEa.tl' we have

(Fy) (t) = 1. dsK(t,a)y(a)

and K must belong to Gli([a,b]xEa,b],L(X)) (def. 2.17
and prop. 2.22)

More generally we consi.der in tais thesis Volterra-
Stieltjes integral equations of the form
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(K) y(t) - y(to) + Jt. dsK(t,s)y(s) = f(t) - f(to),'0

tcEa,b], .KcGli, f,ycG([a,b],X)

The main problem of equation (K) is to proof the
existence of a resolvent R, i.e., a functi.on

R: [a,b] x [a,b] "-'-'> L(X), such that the solution y of (K)
is given by

(j) y(t) n Í(t)+K(t,tO)[yCtO) -f(tO)] - it dSR(t,s)f(s)

Generali.zing the resu]ts of [H.]], we proof the

existence of the resolvent for KcCY (def. 3.2)
Our methods aH completely different from the ones

usei in [M], [H-id], [[i-it] and [H.]], in particu]arwe
express the resolvent by a ''Neumann Series'' (3.22)

In theorem 3.35 we obtai.n further a bicontinuous
(non linear) mapping between the kernels and the resolvents
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!NIKOOUÇ ÃQ

Consideremos a equação linear geral y+ Fy = f, o2

de tanto o dado f como a incógnita y pertencem a um esp&

ço de Banach (a ser especificado) de funções definidas num
i.nterva]o [a,b] e a va]ores num espaço de Banach X e F

é um operador linear e contx'nuo nesse espaço de funções. QuÊ.

remos consi.deram funções f e y, que possam apresentar de.!

continuidades e operadores F que admitam alguma representa.
ção integral afi.m de termos mais resultados (e não somente

os abstratos)

Podemos reagi.zar o. quadro acima, como em [11.1],
impondo que f e y pertençam ao espaço de Banach

G([a,b],X) das funções degradas de [a,b] em X (ver def
1.1) , desde que, consideremos apenas os operadores

Fc[(G(.[a,b],X)) tais que para cada gcG([a,b],X), Fg

dependa dos limites laterais de g. isto é, da classe de e-

quit'a]ência de g no espaço quoci.ente G([a.b],X) (def. 1.6

b) ), ou seja, apenas os operadores

Fc[(ê([a,b].X) , G([a,b],X)) ; considerando o espaço

G.([a.b],X) (def. 1.6 a)), i.somorfo a G([a,b],X) (prop.

1.7) e onde é mais fácil trabalhar, temos, pelo teorema

(i)



, que todo operador F(L(G.([a,b],X) ,G([a,b],X)) adml
te uma representação, por mei.a da nt;ega'at {tztePi02', com nã-

c].eo KcG"([a,bJx [a,b] , L(X)), e a nossa equação s.e reduz

2 10

a

rb
y(t) + 1. dsK(t,s)y(s) = f(t), tcEa.b]

Se, como nas equações i.ntegrai.s de Volterra, nos restringir-

mos aos operadores F para os quais existe tacha.b] tal
que para cada y(G.([a.b],X) e tcEa,b], (Fy)(t)cX sÓ de-

pende de y no i.nterva]o t]t0't], isto é. [t0,t] se Lato
e [t,tO] se isto (emparticular. quando tO-a F ã
causal e quando tO ; b F é ant -causal ou a?ztec'irai;2.
oo), então

I' dsK(t,s)y(s)

Ja dsK(t,s)[XEto,t](s)y(s)] u t J. dsK(t,s)y(s)

e podemos reescrever a equação, absorvendo os sinais t no
núcleo , como

y(t) + 1. d.K(t,s)y(s) H f(t), terá,b]

onde, para o problema continuar fazendo sentida é necessário

e suficiente que KcGll([a,bJx [a,b] , L(X)) (ver proposi.ção
( ij.)
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2.22). Explicitandoos valores de y e f noponto tO e
continuando com as letras y e f para a solução e o 2ç

membro, respectivamente , obtemos a equação

(K) r(t)-r(to) ' I' dsK(t,s)y(s) = í(t)-f(tO), t([a,b] .

que é o principal objetivo do nosso estudo.

Podemos reduzir a casos parti.culares da equação

CK) , conforme [H.]], equações diferencial.s ]ineares, equZ

ções integro-diferencial.s lineares , equações. integral.s linfa.g

res de Volterra e problemas de valor inicial para equações
diferenciais lineares com retardamento.

H.S.Wa]] e J.S.Mac-Nerney (ver [W] e [M])

estudaram equações do tipo (K) com núcleos i.ndependentes

de t (í.é., K(t.s) : A(s)), contz'nuas e de variação limo.
tada, sendo, as soluções, .funções contz'nuas; a integral usa-

da, então, foi a Riemann-Stieltjes habitual (ver observação

t

0

2 2)l

T. ]{. ]]i.]debrandt, em [H-id], traba]hando também

com núcleos independentes de t, permite deéc:antiguidades

para os núcleos e soluções, sendo ambos de variação limita-
da; para isso, é usada uma generalização da integral de

Riemann-Stieltjes, a chamada integral de Young

D . B. ]]inton, em [H-it]. considera ntiê]eos K(t.s)
que .são funções degradas na lê variável e uniformemente de



variação li.mitada na 2ê variável. além de outras restrições;

as soluções são funções .degradas e são usadas as integrais
de Cauchy pela esquerda e pela di.feita.

C. S. Hê5nig. em [H.]], considera nÚc]eos K(t.s)

na classe Gu0, i.é., que são funções degradas na l$ vara.á-
vel, uniformemente de semivariação l i.Ditada na 2ê variável e
tais que

[in asuPb SV[S-6,S+6]EKt] B 0, V scEa,b] .

A integral usada é a {nteg?aZ int;arear, ou de Duahnik (def.
& + .l p J

Nosso primeiro passo foi a identifi.cação do espaço

G= dos núcleos K, para os quais a equação (K) tem seno.i
do com f,ycG([a,b],X); em seguida, damos exemp]os de que

com KcGAu pode não valer a existência e nem a unicidade de
solução (3.1). Obtemos, então. quando KcG\t. uln teorema
de existência e unicidade de solução (3.12); "nas nesgas hi
póteses, estabelecemos a exi.stência e unicidade :do resolven-

te R de (K) (3.13) eque ReG: (3.2.0.), fatoquepernl
te expressar a solução do problema (K) em termos dos dados

to' y(to) e f ede R (ver3.1S). Comonocasoclãssi-
co, mostramos que o resolvente pode ser obtido doma uma sé-
rie de núcleos iterados (''série de Neumann'' - 3.22). Prová-

mos.que a correspondência que a KcGY associa Regi é con-



tínua, injetora quando nos restri.ngimos a núcleos normaliza-

dos (3.31) e bicontínua quando nos restringimos a núcleos
que apresentam uma pequena regularidade adicional em torno

da diagonal Â (3.35)

Queremos observar que trabalhamos com a integral i2:
temi.or no senti.do oempZee (def. 1.20), para mantermos a
condição de K e R serem simpZeament;e 2'egz'abas como fun

ções da 14 variável obtida em G:, vi.sto que, terz'amos que
nos restringir a K e R degradas na lê vara.ãvel, se, como

em [H.]], usássemos a integral interior no sentido da defi

nação 1.19. Além di.sso, é interessante notar que para K

pertencer a CT, sÓ imponos restrições adicionais a KcG:,
em torno da diagonal, o que não ocorre em [H-it] e [H.]],
que, para obterem a existência e unicidade de solução, i.m-

põem condições adiei.onais sobre o núcleo em todo o quadrado

[a,b]x [a,b]; também. não fazemos as hipóteses de GY dias.
temente sobre o núcleo K, mas sim, sobre os regularizados

K' e 5' (ver 2.20 e 3.4)
Nossos resultados genera]izam os de [H.]], sendo

que a conde.ção G\l não implica na continuidade do núcleo em
relação ã 2e vara.ãvel como a condição Gu0 lã apresentada.

Além di.sso, os métodos aqui usados são completamente distiB
tos dos adotados em [M], [H-id], [Hüit] e [H.]J; aoque

tudo i.ndica, estamos com um desenvolvimento propício ao tra-

(v)



tamento dos problemas no infinito (tn
limites) .

Por fi.m, queremos agradecer a todos que contribuí-

ram direta, ou i.ndi.retamente, para a execução deste trabalho,
em particular ao nosso orientador Prof. Dr. Chaim Samuel
Ht3ni.g

e problemas de
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CAPITULO l

PRELIMINARES

Neste capítulo apresentamos os conceitos básicos y.

fados nos capítulos seguintes. As demonstrações das proprig
dados referentes a funções degradas, funções de semivari.a-

ção limitada e ã integral interior, podem serencontradas em
[H.]], enquanto que as referentes aos conceitos ''simples''
(funções simplesmente Ferradas e integral interior simples)

são. em geral, corolários dos resultados correspondentes
aos conceitos hab i.tuais .

Notações

Por ]R e G i.ndicamos os corpos dos números reais e

complexos, respectivamente; para intervalos reais usamos as

notações habituais [a,b],]a,bt, etc. e por Éc,d] denotamos
o i.nterva]o [c,d] se c ( d, ou [d,c] se d«c

Se AGIR, AO indica o interior de A e XA: ]R---'» ]R a
l
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função caracterz+stica deA,isto é, XA(t) : 0 se tÊAe XA(t) :l
se teA.

Por y: ]R ---+ IH{ indícainos a função de }leaviside, ou

X[ 0 , .tm [

Se uma sequência (tn)neW con\reage a um ponto t nula
espaço topológi.co T, escrevemos

tn -J'' t ou tn ------ t, e se T =ãZ e (tn)neW

tende a t e é crescente ou decrescente, escreveremos tnttou

tn'kt,respectivamente; analogamente (S+0 indica que a variá-
vel real .S decresce a zero.

Por X,Y,Z e W indicalllos espaços de Banach sobre qi

e por L(X,Y), o espaço das transformações lineares e contí-

nuas de X em Y; L(X) :L(X,X) e IX õ o automorfismo idêntico
de X; como é usual,indicamos com o mesmo si.miolo llull a nol
ma de um elemento u pertencente a quaisquer destes espaços
também,se f:Ea,b] ----- X é uma função limitada, escrevemos

l f ll = suP il í(t)ll.
aKtÉb

>seja

Por 12([a,b]), ou simp]esmente P, indicam\os o con-

jullto das divisões (ou partições) c]o interva].o [a,b],isto é, das sg.

quências :finitas d= (ti)OgiÉn de pontos de [a,b], tais que

a:t0<tl<.'. <tn:b;escreveinosldj=n, Ad= maxtjti-tÍ.ll}

e se dl'd2€O, dled2 ou d2>dl' inda-ca que d2 é leais fina
que di' isto é, que todo ponto da divisão d] também é umpoB
to de d.
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FUNÇOES RE GRADAS

1.2 - .Pg!!.!!!.se9 ' Di.zenlos que uma função f:ta,b] ---+ X é }'egz'g

da, e escrevemos fGG([a,b],X), se para cada teca,bt e-
xiste o limite de f a direita de t, f(t+),e para cadatÉ;]a,b]
existe f(t.)

1. 3 Teorema - Dada f:Ea,b] ----> X, então, as seguintes proprig

dados são equivalentes
a) feG([a,b],X)
b) f é limite uniforme de funções em escada.
c) Para cada c > 0, existe uma divisão

d= {a =s0<st<'.'<sjdl ;b} dela,b], tal que

11 f(t) -f(s)il < e para i :l ,suP
si- l <t ,$ <s i

l úl

Prova teorema 1.3.1 de [1-1.1]

t.4 Corolário - Se fCG([a,b],X) , então

a) Para cada E > 0, os conjuntos

{teEa,bt l ll:e(t+)-í(t) ll > c} e {tG]a,b] l ll:E(t)-í(t-) ll > e}

s ão fj.Ritos .

b) O conjunto dos pontos de [a,b] onde f é descontínua
é contãvel

t.5 - Teorema - G([a,b],X) é um espaço de Banach quando muni-

do da norma do supremo (llíll = sup llí(t)ll parafeG(]-a,b],X)ü
a$tgb



roça - teorema 1. 3.6 de [H.]]

].6 Definições

a) Se fÉ;G([a,b],X) , defi.nimos a z'eguZa2'içada cz esquer-

da de f, como a função f.:Ea,b] porf.(a) =0

e f.(t) = f(t.) para tÉ;]a,b]; ten\os que f.eG([a,b],D
e pomos

G-([a,b],X) =tfeG([a,b],X) l f.=f}

b) Por G([a,b] ,X) indicamos o es})aço quociente de G([a,b],X)
pe[a re]ação de ec]uiva]ência -,, definida para f,gÉ;G([a ,b],X),

por

f-g, se f(t.) g(t.), VtG]a,b] e f(t+) g(t+), VteEa,b[

].7 - E.!:ep9:isca - G- ([a,b],X) é um subespaço fechadode G([a,b],X)

isomorfo a G([a,b],X) munido da norma quociente

rova - 1.3.1]. e 1.3.13 de [H.]]

FUNCOES SIMPLESMENTE REGRADAS

1.8 - .DÊLE.!21.São - Dizemos que uma função f:Ea,b] ---» L(W,X) é 8ig

pZesmen#e z'agrada, e escrevemos feG'([a,b],L(W,X)) , se,

para todo çveW, a função tGEa,b] ---* (f.w)(t) = f(t)wÉ;X é
regrada

1 .9 - .Enpegi.çã9

a) G([a,b],L(W,X))cG'([a,b],L(W,X)).

b) [denti.ficando X a L(G,X) ,tenns G([a,b],X) = Ga([a,b],L(([,X))



5

Os exemplos seguintes }llostran} que a inclusão do Í

tem a) acil!!a é, em geral: estrita

1 . 10 - Exempl os

a) Seja X = G e W = L].([a,b]); então, L(W,X) : Lm([a,b])

A função f:tala,b] ----* XEa,tlGL«([a,b]) é ta] que
figa([a,b],LI([a,b]) '), pois se (bela([a,b]) e tGEa,b], então

f(t)'b : Í x[,,t](s) 'b(s) ds : l 'b(s) ds G l:,

)

que é uma função conti'nua de t. No entanto, se aÉ s < t$b,

jlf(t)-f(s) ll. ; llXls,tlll« ; 1, portanto, f não admitindo ng
nhum dos limites ].aterais em qualquer ponto de [a,b], não é

regrada

b) Seja X : G e W = G.([a,b],G) : G.([a,b]); nestecaso

L(W,X) : BV.([a,b]), que é o espaço de Banach disfunções de
variação [imitada definidas em [a,b] e a valores comp]exos,

que valem zero em a, com a norma da variação (ver teorema

1.5.1 de [H.]]) . Consideremos a. função f: [a,b]---PBVn([a,b])

definida por f(a) : 0 e f(t) : X]a,t] para tGJa,b]. Então,
figa([a,b],G.CEa,b])'), pois.se geG.([a,b]) e tÉ;]a,b], te-
]BOS

# h

f(t)g = J' g(S) d X]a,t](S) : g(a+) - g(t.)GG

que é uma função regrada de t. No entanto, se a É s < t g b,
r 1, sc t = b

jlf(t)-f(s)ll:ilxls,tlll: V[Xls,tlJ:{ 2' se t.b
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onde Xr õ a variação (ver ot)sel'vação 1.]6 a)) , portanto. vale
!neslí\a coi)club;ão do exctnplo antel~ior

1.11 - Proposição

a) Se fÉ;Ga([a,b],L(W,X)) , f é limitada

b) Go([a,b],],(W,X)) é uln espaço de Banach, quando nlu

nado da norma do supremo.

rova

a) Decorre imedi.atanlente do princípio da l.imitação u-

niforme, ]eínbrando que toda função de G([a,b],X) é ]imitada.

b) Seja (fn)n uma sequência de Cauchy enl (I''([a,b],L(W,X))
Para cada tGi:a,b], (f..(t)). é unia sequência cle Cítuchy eni
L(W,X), que é comp]eto, portanto exi.ste f(t)G;L(W,X) ta] que
f.(t) I'(W'X) f(t); donde f.(t)w ---!-- f(t)w, para t-rÉ;W. Além

di.sso, para cada \çCW, (f:.w.)n é uma sequência de CaucllylloeE
paço de Banac}) G(í:a,b],X) , e conc]t.limos que fÉ;(y([a,b],L(W,X)), e

usilndo no\ríuwDtc que (fn) é de Cauchy eln (f([a,b],L(W,X)) , o])tciK)s quc

(f.). converge a f na Rotina do supremo

1 . ]2 - Definições -

a) Se fÉ;G"([a,b],L(W,X)) definimos a regular ;tarja à

eü'qm2''cede f, como a função f.: [a,b] --------- LCW,X), dada por

f.(a):0 e se tG]a,])] e weW, f.(t)w;(f'w)(t.); (se t,.tt,

(f'w) (t.) :J-iLm(í.w)(tn) : tilD :f(tn)w e pelo teorema de }3anach-n 'n

Steinhaus, temos que f-(t)GL(W,X)); usamos também a llotação



f(t-) ;f.(t); temos que f-eGa([a,b],L(W,X)) e pomos

GE?([a,b],L(W,X)) = {fÉ;Ga([a,b],L(W,X)) i f. :f}

7

b) Por êa([a,b],L(W,X)) indicamos o espaço quociente
de Ga([a,b],L(W,X)) peia re]ação de equiva]ênci-a defina

da para f,gÉ;Gu([a,b] ,L(W,X)) por

Í(f'w) (t+) : (g.w) (t+) , Vt€1a,bt

f-ag, se para cada wQV l e
1.(f.w) (t.) ; (g.w) (t.) , Vt€1a,b].

1 . 13 - E.Upas Í gão

a) Identificando X a L(q,X), temos

(g ([a ,b] ,L((E ,X) ) G-([a,b],x) e êa([a,b],L(ç,X)) G([a,b],X)

b) Gl?([a,b],L(W,X)) é um subespaço fechado de

Ga([a,b],LCW,X)), isomorfo a ãa([a,b],L(W,X)) munido da no.!
ma quociente

FUNÇOES DE SEFtlVARIAÇAO LIMITADA

H
Dada a função a:tDefinição

a semivarição de ct em [a,b]

1.14 - Definição - Dada a funçãoa:i.a,b] ---,- L(X,Y) , definimos

SVEcl] ; SVEa,blEcl], por

SVEa] : sup SVdEa], onde se dÉ;O([a,b]) é un\a divisão de [a,b]dcD '

e d = {a=t0<tl<''. <t Idl : b}, então

SVdEQ] : SUP{II.>1.[a(tI)-CE(tI.I) ]'XIII I XIeX,IIXj,IIÉI, I=1,... ,IdI}

Se SVEa] < +m dizemos que ct é de 8em uar anão Z{FMtaál eln [a,b]

e escrevemos a.eSV([a,b],L(X,Y)) . Pomos,
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([a ,b ] , L (X ,Y) ) {cEeSV([a,b] ,L(X,Y)) l cl(a)=0}

1.15 - Teorema - Seja aÉ;SV([a,b],L(X,Y))
a) SeEc,d]cEa,b], então aeSV([c,d],L(X,Y)) e

d[Ea] $ SVt a ,b ]Ecl]

b) A função terá,b] --, SVEa,tlEctJÉ;IR+ é crescente

c) Se cÉ;]a,bt, então SVEa,bl]]a] $ Safa,clEaj+SVÍc,bJra]
d) a é limitada e lla(t)ll É llct(a)ll+SVEa,tlEa.],

tGEa,b]
e) SV([a,b],L(X,Y)) ê um espaço vetori.al e a função

Í3€SV([a,b],L(X,Y)) '---' SVta,blEB]É; + é uma seminorma

f) A seminorma acima é uma norma sobre SVo([a,b],L(X,Y)),
que o torna um espaço de Banach

nova 1. 3. 1, 1.]..2 e 1 . 3. 3 de [1-1.2]

1.16 - gbls!.!gíãe. - Seja cl:Ea,b] ---+ X lembramos que

a) ct é de uaz'Cação Z2:mÍtada.e escrevemos ctÉ;BVÍ.a,b],X)

se

Id l

deD i=1 (tj.)-a(ti.:Pll <+m
VEa]

b) CE é .f-'acamente de oaz'#laç?ão Z?lm fada, e escrevemos

aeBW([a,b],X) , se ]V]a] =sun,]çdEa] < 'p", onde, se d€1)([a,b])

Idl

WdEa.] : stJPÍll jE]Ài]a(tj.)-ctCti-l)]ll l XiCC,IXil $1, i=l
)
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identificando X a L(G,X), vemos que aeBW([a,b],X), sse,

aeSV([a,b],L(C,X)) e, neste caso, SVEcl] B$vÍ. cx ]

O teorema segui.i\te relaciona os conceitos de val-cação. e se-

mivariação limitada, enquanto o exemplo que o segue, mostra
a amplitude deste último conceito.

].17 - Teorema -

a) BV([a ,b ] , X) cG([ a ,b] , X)

b) Se cteBV([a,])],L(X,Y)), então c-eSV([a,b],L(X,Y)) e
SV[ ci ] g Vt cl ] .

c) BV([a,b],X') = SV([a,b],L(X,Ç)),e se c!eSV(]]a,b],L(X,q])),

SVEcl ] = VEa]

prova 1.2.7 e 1.3.2 de [H.2]

1. 18 Exemplo Seja x,:eX' com x: ' 0' o o
Def:i.ninhos

a:]a,b] ---* ],(x,L.(]:a,b])) por a(t)x :<x,xl3>Xl:,,tl€1'm([a,b])

para tara,b] e xeX, onde <x,x:>CÇ indica x,i(x). Então

cleSV([a,b],L(X,L.([a,b]))), pois se d =Ía:t0<tl<...<t Idl:b}
é uma divisão de [a,b] e xtÉ;X,llxj ll $]., i=J,...,jdl, temos

dl lçt

li >llEcl(ti)-a(ti..l)]'xill xi'xo'xlti.t,tilll« ' llx.;ll

e portanto SV[ ci] $ 1l x. l

No entanto, mesmo no sentido simples, a não admi.te neNlul} dos



].irrites laterais em (!ualquer T)oito dc [a,b], í)ois sc xeX e

tal que <x,x:> / Oeass«tsb, então lla(t)x - 'l(s)xll

ll<x,xo>Xls,tlll« : l<x,xá> 1 > 0; portanto a não é regrada,
e por 1.]-7 a), cl não é de variação limitada

<x,xl> / 0 e

A IF{TEGRAL INTERfQR

}.19 Oefiniçqo-Se a:Ea,b] ---+ L(X,Y) ef:Ea,b] -"-'" X, a inte-

gral enter o.p, ou de DusAn.{k, I'daCt)'f(t), é def.in}.-
coTlloa

f:Ea.b]

l dl

úeo i1l (tj.)-a(tj..l)]'f(({)GY,
fb

qual(]o o limite existe, ou seja, I'da(t)'f(t) : leY, se cladc

c: > 0, existe uma divisão diGO([a,b]) , ta] que se

deD([a,b]),dzde d;Ía:t0 <tl <... <tjdj:b}, então

a

M
[ c. ( t ; )li:l ci (tj .l) ] 'f ( EI ;)

8

para qualqtler cscolllí! dos pontos EJGJti.l
, l dl . Pomos aillda

r'8.

1. da(t)'f(t) : 0
a

])ara i=l

b

da(t) 'f(t) : - I' dct(t)e f(t)

].20 Definição-Se a:Ea,b] ---' ].(X,Y) e f:Ea,b] --'- l,(}V,X) , de-
fina.!nos a integral interior no seno; do símpZeü

l.úa(t)'r(t) , coi.üo o elemento de ].(W,Y) , se exi-star,tal que

ra cada weW, ll.úa(t)'r(t)l(w) : IÇ'dcl(t)E(r'w)(t)3, onde
(f.w)(t) = J:(t)weX para terá,b] e a integral do 2' le)abro dg



ve cxistii' em Y, no sentido da definiçÉio anterior. Qua11(!o

Pi::ç, identificando X u l(ç,X), o!)tentos a definição antc-

i . 2 ] - Prof)os i çao

a) I'ara a intcfira] interior t'alem os enunciados t\a})i-

guais de bilineari(jade

[)) Sejam a:Ea,b] "--'" L(X,Y') e f:Ea,b] --''' l-(}#,X)
rb

c€1a,b[, ci\tão exi.ste i.da(t)'f(t) ,sse,existem
rb '3

e l.da(t)'f(t); i\este caso, telhas
e

Sc

f(t)

í(t) : I'aa(t)'í(t) ' I'aü(t)'r(t)

1.22 Observação ' !,cinbrcnlos ({ue a integral de Riemann-Stte].

tjes habitual l dcl(t)'f(t) , para a:Í]a,b] ---'- l.(X,V) c
f:ta,b] --..+ X, é definida como

ljm
Ad-+O

u(ti.l)]':f(€1i)eY: eieLtj-},tj],

quando o limo.te existe enl Y, sendo a di-ferem)ça eln relação a

definição 1.19, o íno(to como fazemos o lli111ite das somas (aqi-li

l)ara Ad; max lti-tj.JI ten(lendo a zero), c o fato de po-

derJnos tomar os pontos ei no intervalo fechado [ti-l.,ti] (e

não solílente cln ]tj..I'tit como ei11 1.19) A integral interi.or
generaliza a de Riemanjl-Stieltjcs de acordo com o seguinte

] .23 T eorema Sejam a: [a ,b] --""- l,(X,Y) e f a ,b ] ----F X



IS integl'ais coincidellt.

t)) Se o. e f são li.nlitildas c tais q\lc existe
rb
Í.du(t).f(t) , então se cx ot! í 8 contínua, ex:iate

i dc: (t) ' f(t)

a) Se existe dcE(t)'fCt), cíltão cxi.ste l.da(t)':f(t) e

12

]

nova ['eoremas i.].] e].,]..2 de ]:i{.]]

1.24 q.b.çcv.eçãg- Se ct:Ei!,b] ---- L(X,Y) e f:Ea,b] ----+ L(.W,X),as

defíni.ções 1.].9 e ]..20 dão origem a dois collcei.tos para a ip.

negral intcrioi- I'dci(t).:fCt) . Evidentemente,a existência da

illtegra] no senti.do forte (1.19) il\iÍ)fica a sua eMstêncía ilo

senti.do sil1lples; dados, & seguir, cxenlplos dc pares de fun-

ções (cl,f) para os (!ua:is os referidos conceitos diferem.Nos

capi'tolos seguintes usamos scnipl'c, o sent:i.do sii?lpl.cs para

a iiltcgral interior

b

a

1 . 25 - .Êles.m p;;t;os

a) Scjan} X, ]V e f colho no exemplo ].]a a), Y;X:Ç e

a:tGEa,b] --'. X]a;])](t)€1'(G).]:Deão exista l.l (ta(t) 'f(t)CLt([a ,bJy'r;} r f-

no sei\tido simp]es, pois se +É;L](]]a,b]),como f(t)$:1 +(s)(ts,
temos que I'da(t)[(f'4,)(t)] : Cf'ó)(a+)=0. No entanto, se cxig.
risse l.d.a(t)'f(t) no senti.do J.ort.e, teria qttc seT iguí1l a

f(a+)G],l([il,b]y: L.([a,b]) , que, como foi visto, não existe.

b) Sejam!] X, 1:/ e f como no exemplo 1.10 b), Y; X: Ç e

a:teca,b] ----- a(t) = t€1,(q:) .Então,emite l.aü(t) 'f(t)eG-([a,b]]y

F

a

b

a
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no sentido simples,]n:isso geG.([a,b]),como f(t)g=g(a+)-g(t+) ,
rb rb rb

temos que 1. da(t)[(f'g)(t)]=1 (f.g)(t)dt=1 (g(a+)-g(t.0)dtGC
'a Jâ Ja

que õ umfuncionalcontz'nuo de geG.([a,b]). No entanto,

i.da(t)'f(t) não existe no sentido forte, pois, se exi.stis-
' a rb' rD

se, será.a igual a l,Xla,tJdtCBV0(Ea,bl), quenãoé integrável.
pois se d= {a= t0< tl < ...<tjdl :b},e uma divã.são dera,b]
tomando pontos ei,niGltJ..I'ti[ para i:],... ,jdl, então, pa-
ra a diferença das somas da função f, re]ati.vas adio([a,b])

e aos pontos rii e ei, na nora:la da vara.ação, telhas

2. l '>1 'At: 1 = 2(b-a) > 0
l i: l ' !

lll*:,,.::«:- lil*:,,:::«:] : «[l11*«:,:::":V



CAPTTUL0 2

ANALISE FUlqDAlqEF{TAL

Estabeleceremos, neste capa'fulo, os resultados bá-

sicos usados na abordagem do problema (K), no capítulo 3;e2
sencialmente, são eles, os referentes aos operadores k e r,

do ultimo parágrafo, que levam ern conta a dependênci.a da iD.

tegral interior em relação aos extremos de integração. O rS

multado fundamental para tal estudo, além, evidentemente do

teorema de existênci.a da integral interior (2.1), é o teorg

ma de convergência de He]].y (2.2)

EXISTElqCIA DA INTEGRAL l NTERIOR

2.1 - Teorema - Se aeSV([a,b],L(X,Y)) e fGG([a,b],X) [respec

figa([a ,b ] ,L(W.X) ) , temos
rb

a) existe Fa(f) :. I' da(t)'f(t)eY [respec. É;L(W,Y)];
b) Fn(f) depende somente de f-, ou da classe de f em

ê([a,b],X) [respec. Ga([a,b],L(W,X))];
14
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c) llr. (í)ll g SVEa] llr. ll

d) aGL(G([a,b],X),Y)[respec. L(Ga([a,b],L(W,X)),L(W,Y))]

e lIF.ll : SVEa]

prova

i) Para funções degradas, .cona ljrall É SVEa] en\ d),é o teo-
rema 1.4.12 de [H.]]; para obtermos a igua]dade, tomamosuma di

visão d = {a= tO < tl <... < tldl :b} e xiGdl llxill s 1, para i:l
Id[; então a função g:terá,b] p----b }ltXJti.t,tj.](t)xj.ex é

regrada e llgll g 1, portanto,

lél Idl rb

ll }lEa(ti)-a(ti.])]'xill = ll E l.da(t)'xJti.I'ti](t)xill :

= ll l:'úa(t) g(t)ll : lira(g)ll g jlrall, portanto sv]a] s llPall

ii) Para funções simplesmente degradas, os resultados são

colorãrios dos correspondentes para funções degradas, no entan-
to, demonstraremos diretamente o item d) . Denotando, momen.ta-

neamente, por Fç o operador para este caso, pelo z'tem c)

temos que F:GL(Ga([a,b],LCW,x)),L(tV,Y)) e lIFall sSVEa].Para ob
termos a igua]dade, tomamos c]et)([a,b]), x:É;X e geG([a,b],X) cg

mo em (i.) , e w:eW' com llwoll : ];sendo f:tGEa,b] p-+ <',wl?g(t)€1(W,X),

então fÉ;Ga([a,b],L(W.X)) e jjfjls ],e para cada w€1V, com llwll s],
temos

e

IFallz llr=(r)ll llr:(r)wll ' til. da(t)'<w,w:>gct)ll

l<w,w;>1 ll I' da(t)'g(t)l : l<w/wi>1 ll E].[a(ti)-a(ti-])]xill

b
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a última igualdade decorrendo da demonstração de (i) acima;

portanto lIFall 2 l<w,w;>lSVCcE], e como esta desigualdade vale

para todo wr€1v,llwlls l e Hwoll =1, obtemos lIFl:llzSVEa]

O TEORE14A DE HELLY E SUAS CONSEQUENCIAS

2.2 - Teorema de Hellv - Seja (an)n uma sequência em SV([a,b] ,L(X,Y)) ,

satisfazendo

i) existe ]'íGR, ta] que SVEan] ghl, para todo neN;
ii) existeaEa,b] ----- L(X,Y) , ta] que para cada teca,b]

e xeX, a.(t)x --L- a(t)x

Nestas condições , temos

a) aeSV([a,b],L(X,Y)) e SV]a] g ]im,}:f SVEan] s I'l;

b) hza cada feG([a,b].X) ,I'dan(t)'f(t)--Zl+ I' da(t)'f(t);
b') Para cada rega([a,b],L(]V,X)),

rb rb
r.üdan(t)'f(t) '-"" f da(t)'f(t) na topologia da convergênciaJ. I' JaJ8. 'a

si.mples de L(IV,X) , ou seja, para cada wGIV

jbüan(t)'(Í.w) (t) --!' I' da(t) '(f'w)(t)a& ' 'a

orava - teorema 1.5.8 de [H.]] e a desigualdade em a) peco.!

re de b) , pelo teorema de Banacla-Steinhaus, levando

eln conta a igualdade em 2.1 d); b') decorre imediatamente de

)

b)

Introduzimos agora, o espaço dos núcleos, que re
am os operadores de ],(G.([a,b],X) , G([c,d],Y)) atra-
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vés da integral interior, conforme a proposição 2.8 e o teg

rema 2.].0, a seguir

z.3 - .y91Êse!: - Se K é uma função de duas variáveis, por exey.
p[o, K:Ec,d]xEa,b] ---- L(X,Y) , então,para cada sela,b],

denotamos por Kç' a função de [c,d] em L(X.Y) , definida por
K.(t) : K(t,s) , para todo teEc,dl; da mesma forma, para cada
tGEc,d], a função Kt:Ea,b] --+ L(X,Y) é tal que Kt(s)=K(t,s),

para todo seta,b]. Se [a',b']cEa,b], a notação

SVEa),b.]EK(t,s)] :SVEa',beltKt], indica que t€1c,d] é fi-
xado e estamos calculando a semivariação da função .K' no i::

terva[o [a',b'].

2.4 - .yS!!e!.ilg ' Por Gu([c,dJxEa,b],L(X,Y)) , ou simplesmente

Gu, quando não houver confusão, indicamos o espaço das fun-

ções K:Ec,dJx]a,b] ---+ L(X,Y), que bati.sfazem as seguintes

propriedades

a) K é simplesmente regrada como função da lg variável

isto é, para cada sGEa,b], KsGGa([c,d],L(X,Y)),
b) K é uniformemente de semi-variação limitada como fu2

ção da 2g variãve], isto é, para cada teEc,d],

KteSV([a,b],L(X,Y)) e SVuEK] = sup SV[Ktl<+m
cÉtgd

2.5 - !!gÉl9E.!.ÇÊg ' Gu é um espaço vetorial sobre Ç e a função

KeGu }......» SVuEKJ€1R. é uma seminorma de Gu

prova decorre das propriedades da seinivariação,enunciadas
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no teorema 1.15

2.6 - Definjçqg- Se KÉ;GU([c,d]xEa,b], L(X,Y)), definimos a

2'egzzZarizada a esqz..(ez'.ãa de K, na lê variável,como se3

do a função K':Ec,dJxEa,b] --"'p L(x,Y) tal que para cada

sGEa,b], (K')s: (Ks)-eGa([c,d],L(X,Y)), isto é, K'(c,s) :o,
VseEa,b] e se(t,s)G]c,d]xEa,b] e xGX, K'(t,s) :K(t.,s)X (OU

(K')' : K'')

2.7 - .Blgllgj.!.São - Se KeGUe então K'É;GU e se AcEc,d] é um con-

junto sem interior (Ao : g) , então

SVutK-] = suP SV'EKt-] 5
cçtÉd

suP SV[KU]
tGt c , d ] /A

nova - Da própria definição,vem que K' é sinplesmente re-

grada como função da lê variável e que (K')' :
= OeSV([a,b],L(X,Y). Além disso, se t€1c,d] e Ctn) é uma SS

quência em ]c,d] tal que tnFt, então, como KGGu, a sequên-
cia a. :Ktn satisfaz as hipóteses do teorema de llelly (2.2);
de fato, de 2.4 b) decorre que

i) KtneSV([a,b],L(X,Y)) e SV[Ktn] $ SVuEK] =M para todo
nC®; e de 2.4 a) , decorre que

ii) para todo sGEa,b] e xeX, limK'n(s)x: limK(tn's)x:t + t t. 4't
t . . t\ il

K(t.,s)x = K''(s)x. "

Portanto, podemos conclui.r que

Kt-eSV([a,b].L(X,Y)) e SV[Kt-] ç]im inf SV[K n]
D''>+oo
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e como a desigualdade vale para toda sequência tn'ft, toman

do tn€1c,d]/A, obtemos supd SV[Kt.] É teESUP]/A SV[Kc]

2.8 - PropQli.çgg ' Dado KÉ;Gu([c,d]xEa,b],L(X,Y)) , entãopara cg

da rega([a,b],L(IV,X)) e tÉ;Lc,d], definimos (FKf)(t) :
ph

I'dsK(t,s).í(s). Nestas condições, temos

a) (FKf)(t) é um elemento bem definido de L(IV,Y)
b) Fv.rega([c,d] ,L(W,Y)) e

rb

(FKf)(t-) : I'dsK(t.,s)'Í(s), vt€1c,d], e

(FKf) (t+) : f(s) , vteEc ,dt

c) lIFKÍll g SvuEKlllf.ll e ll(FKí)-ll g SVu]K'] jjf.
d) FK€1(Ga([a,b],L(w,X)), ca(rc,al,L(w,Y))l,

iirlt : sv"EK]
e

nova

a) Como KeGu,qntãqpam cada tala,b], KtCSV([a,b] ,L(W,Y) ) ;além

disso, rega([a,b],L(W,X)) e, de 2.1. a), segue a existência

da integral ab L(W ,Y)

b) Seja t€1c,d] e (tn) uma sequência em ]c,d] tal que

t.+t. Comonalx'ova de 2.7, a sequência an: Ktn satisfaz as hj.

poteses do teorema de Helly (2.2) e para cada sG]a,b] e weW.

Ktn(s)w ---.- Kt-(s)w; portanto, podemos conc].uir que

(FKf)(tn)w : Ja?dsK(tn's)(Í'w)(s) --"' I'dsK(t-,s) (f'w) (s) ,
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para todo w€1V., e como a sequência tntt é qualquer,temos que

(FKf)(t.)w:Í'dsK(t.,s)(f'w)(s), ou seja(FKf)(t):

: l.basK(t.,s)at(s) . Procedendo analogamente, obtemos a fór-
mula para o limite a direita, concluindo que

F.lega([c,d],L(W,Y)) .

c) segue imediatamente de 2.1 c) e do item anterior

d) Fv. é obviamente linear; do item c) segue a continua.-

dado e que ljFKll á svuEK]. Para obtermos a igualdade. consi-
deremos, para cada teEc,d], o operador

C.:geGa([c,d],L(W,Y)) '--- g(t)GL(W,Y); então, Ct é linear e

contínuo, jjCtjl : l e Ct'FK : FKtb isto é' para
cada

rega([a,b],L.(W,X)) , (ct'rK)(f):' I' dsK(t,s) 'f(s)CL(w,Y)

Pelo teorema 2.1 d) , temos que jjCt'FKtl :SV[K'],po]

tanto, llrKll llctll jjFKllz ltct'rKtt :svEKt], para todo teEc,d],

e portanto llrKll z SV"EK]..

2.9 - Corolárj.g - Tomando W : G na proposição acima e lembrando

que identificando X a L(Ç,x) , temos que

figa([a,b],L(G,x)), sse, feG([a,b],X), obtemos um enunciado

anãlago para f6G([a,b],X), FKfeG([c,d],Y) e

FREI(G([a ,b] , }9,G([c ,d] ,Y) )

2.10 - Teorema - Se F€1(G-([a,b],X),GCEc,d].Y)) então existe

KÉ;GU([c,d]xCa,b],L(x,Y)) tal que F :FK

nova para cada (t,s)eEc,d]xEa,b] e xeX, definimos
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0 se s = a

eKCt,s)x
F(X x) (t)GY se s ' a

]a,s ]

Provaremos que KÉ;Gu e que 1; = FK' De fato,

i) para Cada(t,s)CEc,dJxEa,b], K(t,s)€1(X,Y), pois

ljK(t,s)xll g llF(Xla,slx)ll É llrll llXla,slxll s llrlt llxll
n . .a "

j.i) K é simplesmente regrada como função da l2 variável,

pois,como F toma valores em G([c,d],Y) , da definição de K
vela que: para cada sela,b] e xex, a função que a tGEc,d]
associ.a K(t,s)x € Y é regrada

iii) K é uniformemente de semivariação limitada na 2=
variável, pois, se tetc,d], d:la:s0<st<..'<sjdl:b} e

x.iGX,tix.ill sl, i:l,...,Idl, então

11 g ljFll,
ll }llt/(si)-Kt(si.l)]xill g jjF

l = l

Idl

i=lXJsi-l'sj.]xÍ

portanto, SVutK] < jjPjl.

iv) F :Fv.' De fato. inicialmente. observamos que, pelo
teorema 2.1 c), a integral i.nterior só depende da regulari-

zada à esquerda da função integrando, e o operador FK' da-

do na proposição e colorãrio anteriores, é Visto, aqui,como
um elemento de L(G.([a,b],X) , G([c,d],y)). A igualdade en-

tre F e Fv decorre, agora, por estes operadores coincidirem

nos eles\entoa da foi'ma Xla,slx, seca,b] e xeX, ou seja., num
n rr. }.l YI içtn e. o contuntodas comdeto t; cz Zsubconj nto 99



22

.x e
binações [ineares finitas üos clculçlit.UD ua '-v''"" "'']a,s]
denso enl G.([a,b],X)

2.tl - Observaçqg ' No teorema acima, nãa temos a unicidade de

representação, pois se gela([c,d],L(X,y)) e

KGGu([c,d]xta,b],L(X,Y)) , então. a função quem(t3)CEc,d]xta,b]
associ.a K(t,s) + g(t) € L(X,Y) também pertence a G' e

E'astK(t,s)+g(t)l.í(s) : I'dsK(t,s)'Í(s), VfeG([a,b],X).

No entanto, impondo, aos elementos de Gu, a condição de nol

malização K,:0, obtemos a unicidade requerida (notar que,no
teorema anteri.or, o núcleo que representa F verifica tal co2

lição); além disso, no espaço dos elementos normalizados de
U . ...;..... Hn nrnnnq-irão 2.S é uma norma que otorna umGu, a seminorma d

espaço de Banach

Entretanto, quando considerarmos operadores da for

ma (kf)(t) : ÍtdsK(t,s) 'f(s) ,para figa([a,b],L(W,X))etGEa,b],
o núcleo KCGU([a,b]xEa,b],L(X,Y)) deverá ser tal que a fun-

çãoteEa,b] }"-"» K(t,t)€1(X,Y) seja simplesmente regrada, e tÊ.
remos outras possibilidades, mais adequadas, de normaliza-

ção, dando o valor de K na diagonal; por exemplo, K(t,t):0,

ou. K(t,t)=lV' ou ainda, por KA : g, onde

cega([a,b],L(X,Y)) é uma função fixada
Deixamos esta questão em suspenso, não normalizar

do os núcleos quando não for necessário; no entanto,para a.L
0t)K(t slmporadotamos+

3 ,capitul-odoresultados )+duns
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plificar as nossas fórmulas e cálculos

O TEOREMA DE BRAY

2 .1 2 - P roposi ç ao

Seja aeSV([c,d],L(X,Y)) e hEGu([c,dJxEa,b],L(I'r,X))
rd

Para cada sÉ;Ea,b], defina.mos i;(s) : I'da(t)'h(t,s)€1(W,Y)

tão i;CSV([a ,b] ,L(W,Y)) e

SVEa,blCh] g SVEc,dJEa]

C

.::ll.s"E,,«:Eht.l
orava - Pelo teorema 2.1, para cada sela,b],h(s) é um ele-

mento bem definido de LCW,Y) , que só depende de h

Seja data :s0 <sl <... < sjdl :b} uma divisão de [a,b] e\$.É;W,

llwjlts 1, para i:l,...,jdl. Então, tentos

Idl .
ll .E . [h(si) -h(si.l) ] 'will1=1

11 gj [h(t-,si)-h(t-,si.l)]'wj.1=.L: iil. da(t)

Idl

g svEc,dlEalcstpdtjiElEh(t-,sj.)-h(t-,sj..].)]'will g

g SVEc,dlEalcsuPd SVEa,blEht.], donde concluímos a
tese

2.13 - CoroláCjg - Sejam ci e h nas condições da proposição

aci.ma, onde fazemos [c,d] : [a,b]. Para cada seca,b], defina
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mos

hl(s) : J-;aa(t)'h(t,s) e h2(s)'a

Então, h. ,h.GSV([a,b],L(IV,Y)) eJ. Ü

SyEhl] g SVEa] supb SVEa)b] [y(s-t-)hCt.,s)]

SVEh2] g SVEa] aSUlb SVCs)b] [y(t-'s)h(t.,s)]

provo ' Se heGu, então as funções (t,s) --+ y(t-s)h(t,s)
(t,s) ---- y(s-t)]a(t,s) também pertencem a G'; o

multado decorre da proposi-ção, observando-se que
,s rb

hl(s) I'da(t)h(t,s) : E'aa(t)rv(s-t)h(t,s)l
,b rb

h2(s) : I'aa(t)h(t,s) : E'aa(t)rv(t-s)h(t,s)l

da(t) h(t,s)

e

re-

e

2.14 - Teorem! de Brav - Seja aeSV([c,d],L(X,Y))
e hGGu([c,d]xEa,b],L(W,X)). Então,se gGGu([a,b],.L(Z,W)) ,

temos

lbúsEl"ada(t)'h(t,s)I'g(s) : I'da(t)tl'ósh(t,s)g(s)l

nFOVã - A proposição anterior e o teorêma 2.1, garantem a E.

xistênci.a do lç membro, e que ele resulta um opera'

dor li.near e contínuo de gÉ;Ga([a,b],L(Z,W)) eln L(Z,Y) .Anata

lamente,apmp 2.8 e o teorema 2.1, permitem a mesma conclu-

são para o 2ç membro. Para weW eaeEab],se ja,al indica qual-
dnç Intervalos de extremos a e a , telaosquer
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l.dsEldda(t) 'hCt,s)]'Xja,al
rd

h(t,a)w : J'aa(t) 'Eh(t,a)w-h(t,a)w]

( s J 'tç 1} (t ,a)v '

. da(t)

r U. r .E
o que garante a igualdade dos operadores para todatulçao

grada de [a,b] em W, jã que o subconjunto dos elementos

forma X .w para aeEa,b] e wetV é total em G([a,b],}V)
l a ,al

1.{as, se cega([a,b],L(Z,W)) então, para cada zeZ,
c fín hl td) ê nnrtanto. segue a tese

. dsh (t , s) ' XI a ,al (s)w]
. da(t)[
C

)

Zg ) l
9

re

da

2.i5 - Corolário - Nas hipóteses do teorema anterior, fazendo

[a,b] = [c ,d] , temos

lbdsEl: da(t)h(t.s)Ig(s):j;bda(t) [l' dsh(t,s)g(s)+h(t,t)g(t.) ]

Íbds[ leda (t) h(t , s)]g (s) :Í'da(t)EI'dsh (t , s) g (s) :h (t , t) g (t+)].

orava - usando o argumento e as notações da prova do colorg.

rio 2.13, o teorema de Bray e a definição da inte-

gral , temos

,b rb

I'ahlm gb) : Ç
fb fb

l.úa(t)EI'dsEV (s't)h Ct ,s)] ' g(S) ]

l.aa(t) [Í'dsh(t ,s) 'g(s)+h(t ,t)g (t-) ]

X

9

d [ l .da (tS
) [y(s-t)h (t ,s) ]] g(s)
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e analogamente para a outra fórmula

2.16 - Corolár.ío - Nas condições do corolário 2.1S, se a fun-

ção tG]a,bJ--'- ]l(t,t)eLCIV,X) é simplesptente regrada,

podemos parcelar as integral.s do 2e men\bro, obtendo

lbúsr/a:(ia(t)'h(t,s)t'g(s) :falda(t)EI'ósh(t.s)'g(s)J +

+ l.da(t)'h(t,t)'g(t.), e I'(lsrlbda(t).h(t,s)I'g(s)

= 1.da(t)EI'dsh(t,s)'g(s)3 - Í'da(t)'h(t,t)'g(t+)

OS OPERADORES k e r

2.17 - Definicão - Por GT([a,b]x]a,b],LCX,Y)), ou simplesmeg.

te CT, indicamos o subespaço deGu([[a,bJxEa,b],L(X,Y»fq. /

nado pelos elementos K, para os quais a função

K.:tGEa,b] -+ K(t,t)€1(X,Y) é simplesmente regrada. A justa
ficativa para esta defina.ção esta na proposição 2.22

2.18 - Proposição -

a) Se KeGu, então K é ]i.mirada e jjKjj< jjKAjl +SVuEK]

b) A função KGGu }..-.-+ ljjKjll:ljKAjl + SVuEKJeR+ é uma norma
sobre G:, queotorna um espaço de Banach.

nova '

a) Para t,sela,b], temos: l

jjK(t,s)ll ( ljK(t,t) jj+jjK(t ,s)-K(t,t)ll« jjKAjj+SVtKt] « ljKAjj+SVuLK]. l
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) Levando em conta a proposição 2.5, ventos que a fun
çao acima é a soma de duas seininormas, e, portanto, éumase

mi.norma. Além disso, se KÉ;GX e ]]jKjjj:0, então SVuEK] =
: suP SV[KtJ=0, ou seja, para cada tÉ;Ea,b], Kt é cons-agtgb
tanto; mas, de llKAll:0, vem que Kt(t) =0, portanto Kt = 0 e
lll'lll é uma norma sobre Gy

Seja (Kn) uma sequência de Cauchy em GX. Pelo ítein
a), (Kn) também é de Cauchy na norma do sup,portanto,conte!

ge Lmifomlemente para uma função limitada K:Ea ,b]xEa,b] ---.- LCX,Y);

em parti.colar, para cada seca,b], (lq)s --'- Ks e (lh)Â --'- KA uni.-
firmemente em [a,b], e, como Ga([a,b], L(X.Y)) é de Banach

na norma do sup, podemos concluir que para cada sGEa,b]

Ks'KAÉ;G'([a,b],L(X,Y))

Além disso, dado c:>0, ]nnÉ;IN ta]. que

aÉtlb SV[(Kn-Km)'] < c:, sempre que n,m z no' donde , se
d = {a=s0< . ' <sjdl :b} e xiex,jlxijjÉI, para i:l,...,Idl,
então

b

UK€G eA

ll Id l [Kn-Km)t(si)-(Kn-Km) t(si-l)]' xill < c '

e fazendo m ----> +m , obtemos

11 dlt(Kn-K)t(si)-(Kn-K.)t(si-l)]'xill g c,

VteEa,b], Vm,nznn

Vt€1a,b], V nznn

e podemos concluir que Kn m:UL. K
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2.19 - Deflnlcão - Se KGGAu([a.b]xEa,b],L(X,Y)), por K e 5
i.ndicamos as funções de [a,bJxEa,b] em L(X,Y), de-

finidas para t,será,b], por

K(t,s) se t > s

K(t,t) se t < s

e

K(t,t) se t > s

= e

K(t,s) se t g s

K(t,s) e K(t , s)

2 . 20 - .B..[gpgg.!ção temos

]a,b]xEa,b], então

K(t..s) se t>s
e

KA(t.) se tKS

e, se (t.s) C [a,bERra,b]. temos:

'KA(t.) se t>s

e

KCt.,s) se tSs

K(t.,s) e 5(t.,s)

K(t+,s) se
= e

KA(t+) se

t>s 'KA(t+) se tzs
e

.K(t+,s) se t«s

Í$VEa,bJ[Kt] = SVEa,tJ[Kt], e

.SVra,bltKt] = SVEt,blEKt]

K(t+,s) e 5(t...,s)
t<s

c) Se t € [a,b],

orava - a) decorre de b) e c), que são consequências imedia

tas das defi.nações.

2. 2 ] Proposição Seja K G GAuCEa,bJxEa,b],L(X,Y))
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t. € [a,b]. Então, temos:

a) para cada f € G'([a,b],L(W,X)) e t € [a,b], exi:2

te (kf)(t) : I' dsK(t,s)'f(s) € L(W,Y) e llkflisSVuEK].llf.llJ + '

b) kf € G'([a,b] ,L(W,Y)) e

0

ÍJb dsÍ(t.,s)'f(s)'0
(kf)(t.)

.o dsS(t.,s)'f(s) se a«tstoa

t

b .

t dsK(t+,s)'f(s) se to<t<b, e
0

'J

(kf) (t.)
ft

.I'o dsK(t+,s)'f(s) se ast«to

c) k € bica(ra,bl,L(w,x))
[[kll g SVuEK]

Ga(ra,b3,L(w.Y))l e

roça

a) Se t € [a,b], como fe Ga([a,b],L(W.X)) e

Kt € SV([a.b].L(X,Y)), então f € Ga(Et.,t],L(W,X)) e

Kt G SV(Et.,t3,L(X,Y)) e o teorema 2.1 garante a existência
da integral em L(W,Y), e que

[[(kf)(t)]] g SVEto't3[Kt].jjf.]]Eto't] 5 SVuCK] ]jf.]]
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b) Segue de 2.8. b), levando em conta que

,t rb .

(kí)(t) : Í' dsK(t,s)'f(s) : I'o dsK(t.s)'f(s).

para to g t g b, e
rt

(kf)(t) ' -J;o dsK(t,s)'f(s) : -l'o dsK(t,s)'f(s).

para a g t É to'
c) segue imediatamente de a) e b)

2.22 - Proposição - Seja K € Gu([a,b]xEa,b],L(X,Y)). Então,
as seguintes propriedades são equivalentes:

a) A função KA: t € [a,b] '""--- K(t,t) € L(X,Y) ê siD
plesmente regrada.

b) Paracada taG [a,b] e figa([a,b],L(W,X)), a

função kf: t € [a,b] -"-' (kf)(t) : 1: dsK(t,s)'f(s)GL(W,Y)
t

0

é simplesmente regrada.

orava - Admitindo a), então K € GX, e o item b) da proposl
ção anterior garante a validade de b). Reciprocamente, se

vale b), tomando wo € W e wo € W', com <wo'wo> / 0, en-
tão para cada x € X, a função f: teta,b] -"-' <',w&>xGL(W,X)

é ta] que f € Ga([a.b],L(W,X)) e

(kf)(t)wo 'lÍt dsK(t,s)[<wo'wo>x] : «wo'wo>(K(t,t)x-K(t,tlx),
0
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que, por b), é uma função regrada de t G [a,b]; como KeGu,

a função t € [a,b] p'-"-+ K(t,to)x também ê regrada e podemos

concluir que t G [a,b] '"---- K(t,t)x é regrada e como x G X

é qualquer, obtemos a)

2.23 - p(e2zâ].s.âe - Seja K G G:([a,b]xEa,b],L(X,y)). Para

cada UG G:([a,b]"ta,b],L(W,X)) e t,s G [a,b], dg
finitos

(tU)(t,s) ' I' daK(t,a)'u(a,s)
' s

Nestas condições , temos :

a) para cada t,s € [a,b]. (tU)(t,s) é um elemento

bem defi.nado de L(W.Y)

b) 'ru € Gu([a,b]xEa,b],L(w,Y)) e

lll'rulll g 2 SVuEK]'lliUlll

c) 'tcLIC:(ta,hIRta,b3 ,L(w,x)) .cu(ta,b3xca.b3 ,t(w,v))l
. ll:tl : 2 SV'tK].

orava - a) se t,s G [a,b], como Kt € SV([a,b],L(x,Y)) e

U. € Gaita,b],L(w,X)), então, Kt € SV(Es,t],L(X,Y))

e U. C Ga(Es,t3,L(w,x))., e o teorema 2.1 a) garante a exiã
tência da integral em L(W.Y)

b) ('rU)(t,t) : o, portanto (tU)A é simplesmente rS

grada; a proposição 2.21 garante que, para cada s C [a,b],
t. l .F { .va..In : T)e 10 CO

('rU). € Ga([a,b],L(W,Y))
[ a,€tSeja l
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ro].aria 2.13 (xU)tédesemivariação limitada em [a,t] e em

[t,b] e, ]evando em conta a proposição 2.7, temos:

SVEa,tlt('tU)t] g SVta,tJ[Ktl'asaPt SV(s)tlry'(s'a.)U(a=,s)] g

K] suP. svf;lt3rv(s-a)u(a,s)t ga<a<t

ç SVutK] t llUAli + SVutU]] : SVutK] lllUlll

Analogamente, SVtt,bl[('tU)t] < svuEK].lllUlll , portanto

('rU)t € SV([a,b] ,L(W,Y)) e

SVCa,bJt(tU)tlsSVta.tlt ('tU)tJ+SVtt,bJC(TU)tJs2 SVuEK]. lllUlll

c) segue imediatamente de a) e b)

SVu[g



CAP ÍTUL0 3

Estabeleceremos, neste capa'tule, os resultados men

clonados na introdução, obti.dos no estudo da equação

(K) y(t) - y(to) d K (t , s) y( s)+ 0
St

f(t) f(tO) , tcEa,b] ,

onde são dados tncEa,b], xcX, fcG([a,b],X)

KcG:([a,b]xEa,b], L(X)) e procuramos a solução

tal que y(tO) : x

Como KeG:, a proposição 2.21 garante que para cada

gcG([a,b],X), a função tcEa,b] ->(kg)(t)= 1' dsK(t,s)g(s)cX

é regrada, e o problenta (K) tem sentido. No entanto,pode não
valer a existência e nem a unicidade de solução, mesmo quan-

do X = C, como mostram os seguintes exemplos

t

0

y(G([ a ,b] ,X)

\

\

\

3. 1 - Exemplos

a) Seja K: [0,11x[0,1] ----> ]íicl(C), definido para
- 33-
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t , s € [ 0 , 1 ]

u < t $ ].

por K(0,s) : 0 e K(t,s) ;(1-{)}:[0,t](s), se

Ton\ando tO : 0, f : o c y(tO) : C). a ecluaçao

(K) se escreve como

y(t) + I' d.K(t,s)y(s) : 0, tc[0,1],

que admite as soluções yl ; 0 e y2 : X]0,1]. É interessam
te notar que K e regularizado ã esquerda, isto é, K' : K,

e que para cada te[0,1], Õzm SVEt-6,t+ÕlEK'] ;0

t

0

b) Seja K: ta,b]xEa,b] '---> ]Rcl(C), definido para

t,sela,b], por KCt,s) : 0, se t g s e K(t,s):l, se t's.

Se tncta,b[ e ycG([a,b],C), então, pela definição da intÊ.
oral interior, temos

to dsK(t,s)y(s)

0, se a É t É t0' e

y(t.) , se b 2 t ' tO

Dados xcC e fcG([a,b],C), a equação (K) se escreve como

y(t)-y(t.)-x:f(t)-f(tO), se t'tO e

y(t) - x : f(t) - f(tO), se t É t0'

que admite solução, sse, x + f(t.) - f(tO) : 0 para
caso em que, evidentemente, a solução nao e unJ-ca

to

E XI

Especificados, a seguir, o conjunto dos núcleos pg.



ra os quais obtivemos um teorema de exi-stência e unicidade

de solução para o problema (K); não fazemos as hipóteses di-
retamente sobre K, mias sim, sobre os regularizados a esqui.!

da K' e K', e todos os resultados continuariam vali-

dos, se trabalhassemos com regularizados ã direita K e
K+

3Ç' .uo l ' l,b
«*= J .ç l.«T;c
a) Se KcGu([a,b]xEa,b],L(x,Y)) e ''+lfb>

d:Ía=s0<sl<.'.<sldl :b} éumadivisãodeta,bll.
indicamos por c : c(K,d), o máximo entre os numero

si-l<t<si SyEsi-t'silERt.] e sZ.suP< SVEsi-l'silo

3. 2 - De f i n i ç oes

para i : l } , l d l

b) Por G?([a,bJxEa,b], L(X,Y», ou simplesmente Gul'
indicamos o conjunto dos elementos KcGX, para os quais cxig.
te uma divisão dcD([a,b]), ta] que c(K,d) < 1, ou sela,

cY = U. Bd, onde se dcD([a,b]) e a > o,
" deO '

B: : {K'Gll l c(K,d) « al}

3.3 -'Els.Ê9.tl.íã.9

a) Se dct?([a,b]), a função KcGut--+ c(K,d)(]R+ é

uma seminorma sobre GT
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b) Se K(Gu e det), então

a > 0, c G! são abertos em GA

c(K,d) g illK./!

c) Seja KcG:; se

c(K,d2) 5 c(K,dl)

dl,d2cl) e d2 z dl' então

roça:

a) Imediata, observando que a semivariação é uma sem.}

norma,equeosoperadoresde GX, K'->R e K'->5, são
].ineares

b) Usando a proposição 2.7, temos

.l<t<si SVEsi-l'siJ[Kt'] s si.lut<sz SVEsi-l'sílEX']

suP SyEs tlEKt] É SvutK] g lllKlll, para
si-l't<s i '' i-l '''

i= 1, ..., Idl; de modo análogo, obtemos a majoraçao para

K, e portanto c(K,d) g lllKlll. Conclui'mos, então, que a semi

norma, dada em a), é contínua, donde, as bolas Bl;, a > 0,

são abertos em G:, assim como Glf

c) decorre imediatamente da propriedade l.IS a) da

semivariaçao.

3.4 - e1 9PolLçgg - Se é tal que existe uma divisão
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d= {a ; se ' ... < sldl :b} de [a,b] e um conjun'
to sem interior Ac [a,b], para os quais, o máximo entre os

numeros

tcli/A SyEsi-l'tlEKt] e túliPA SVEt,stl]Kt]
l

para i : l, , Idl, seja menor que 1, então

roça: usando a proposição 2.7, temos

s..luP<st SVtsi.I'siltKt'] g túliPA SVtsi-t'sil]Kt]

l.iPA svEsi-l'tlEKt] < l

, Idl, e analogamente para 5para i : l,

3.5 - Ê22Ei1113..L!.g ' Consideremos o problema (K) , reescrito de

modo a englobarmos a condição inicial y(tO) : x , na

equação, e isolarmos a incógnita y no IÇ membro, ou seja,

(K) y(t) : x + f(t) d K(t ,s)y(s)
S

tcEa ,b ],

que, ainda, podemos escrever sob a forma y = kfy, onde kf
é o operador que a cada ycG([a,b],X) associa a função

kfy: [a,b] "'--> X definida, para cada tcEa,b], pelo 2ç mem-

bro da equação (K) acima; como KcG:([a,b]x [a,b] .L(X)) e

fcG([a,b],X), a proposição 2.21 garante que kfycG([a,b].X)
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Provaremos que, se KcGT, então existe uííia potênci.a clo opor.!

dor k.r, que é uma contração cnl G([a,b],X); basta provar i.g
to, para a parte linear k(L(G([a,b],X)), de kf' que é dada

por (ky)(t) = 1: dsK(t,s)y(s), para ycG([a
t b],x) e]

0

te[ a,b ]

Como KcGT([a,b]x [a,b] , L(X)), podemos considerar

o operador k, mais geralmente, definido para

ycGa([a,b],L(w,X)), e, pela proposição 2.21,
k(L(Ga([a,b] , L(W,X))); a situação anterior, resulta então
tomando b\í = C. Isto, nos seta útil, para estabelecermos a

existência do resolvente, quando faremos W :X

Sendo dct)([a,b]) e c : c(K,d) < 1, dados na defi

nação de GY, mostraremos que llknyll g cn'ldlPidl(n) llyll ,
para n' Idl e ycGa([a,b],L(W,X)), onde Pldl(n) é um

polinõmio de grau no máximo Idl na variável ncW; este rg
sultado, seta obtido, avaliando-se separadamente as normas

de kny nos subintervalos de [a,b], determinados pelos poB

tos de d e por tn
Os lemas 3.7 e 3.9, que seguem, darão as leis de rg

coerência, para os coeficientes e para o proprio operador k

respectivamente, usadas na iteração que faremos de k

3.6 - .gS..!.!.n.!.Sâp. - Sejam L,ccR, L>0 e 0<c<1. Para cada

j,ncm, nzl, definimos pj(n) e PjCn), por



pj (n)

pl(n)

0, se j z n 2 1; pO(n) : Lcn'l, se n

L 2cn' 2(n-].) , se n > 1 e
1.n - i ' 2

Lj+lcn-(j'l) }' ... )l.il, se 2Éjsn e
i . . = 1 z. =i

1 - 1 x

i=0 (i)pi(n), se j 2 0 e

(j) : J' é ocoeficientebinomial de classe
' i : (j - i) :

l
l2n

J

Pj (n)

onde

i de

Lema - Com as notações acima, temos

a) Lpj-l(n) 'cpj(n) :pj(n'l), j à le nz l

j - l

b) L(l,EO Pt(n)l+ cPj(n):Pj(n+l). j > le n z l

c) Se Idlcm, lEOPI(n) gcn'ldl Pldl(n), para

Idl <n, onde pldl éumpolinõmiodegrau idl-l<0 g k

rova

a) A igualdade é imediata, quando uma ou mais parce

lassãoiguais a zero; para n > j 2 2, temos
Jl= IT L + \

Lpj-l(n)+cpj(n) :L ILjcn'j :.}l '. it:t tl'

l
-j+i



+C LL' C ' . Z. . -'' .Z. . 'lJ
:j -i:' :i: '

n-j+ 1 '2

Lj+i cn-j }l . ... }l.. il :pj(n+l)
ij -i: l :l

b) para j ,n 2 1, temos

lll -..«, : lÉI :l. .{,-:'«,

inO t=i(i)) pi(n) : J}O (i+l) pi(n)

ndo o Item a) e que cpO(n) : pO(n'l), vem que

L (l>lO PI(n)) ' cPj(n) : I' (Jllt (i.l) pi(n)) '

c Éo(i) pi(n):ill0 (iJI)(L pi(n) + cpi+l(n))+cp0(n)

.}l. (iiP pi..l("'D ' po("'1) : pj("'''D

c) l)a definição anterior, para n ' Idl, vem que

cn-ldl (L cldl'l); pt(n): cn'ldl(L cldl'2(n-l));

+1+l n

e usa

+

pO(n)
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n-ldl (L3 cldl'3 nE2 il) = cn'ld
i. : l

p2 (n) C l (L3 clÜ1'3
n-] ) (]l- 2 ) ;

2

e para 2 g j « Idl < n

n-J
cn-ldl fLj+t cldl - (i+t) }l'

' j - l

tanto, pj(n) : cn'ldl pj(n) , para
p.i(n) é um polinõmio dc grau j na

Assim\, se 0 g k < Idl < n,

i2

:3:. :Jpj (n)
e, po!

l

0 s j < Idl < n ,

variável n

tetBos

onde

k k [ .

tEo PI(n) : lho illo z) pi(n) .}. :l. .{,Fi(n) $

Idl-i }l.(1.) i;i(n) : ''''dl Play(")t:o i:o

onde Pldl(n) é umpolinõmio de grau idl-l, na variável
n

P'"' (n) ,

3.8 - BZSÊ.i29Z - Dados tocha,b] e KcG]Í([a,b]*Ea,b],L(X)),
seja d:ta:s0<sl« '''<sldl:b} umadivi.são

de [a,b], tal que c = c(K,d) < 1. Incluindo tO er'l d, ob.

temos divisões dt e d2 dos intervalos [a,tO] e [tO'b],
respectivamente, tais que c(K,di) g c(K,d) i:1-, 2 (ver

proposição 3.3 c) ). Podemos supor, ainda, que dl e d2
tenham o mesmo número de pontos, pois, se assim não for, in-

cluímos alguns pontos nun\a das divisões, o que não altera

desigualdade acima e teremos Idtl : Id21 g Idl
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Para facilitar a indução, que faremos, vamos inver

ter a ordem da divisão dl de [a,t0], usando as seguintes
notaçoes:

.*. : ;ã , ;} »

''. : .: « ;{ «
[ s} .sl .1 ] , l 2 ,j

dl

d2

l
t d

2
Id

a}

b}

l l ,j
l $ j g Idi e

L 2 SVuEK] = asusb SVta,bl]Kt]

Lembramos, ainda, que se ]c [a,b] é um intervalo

lo indica o seu interior e se ycGa([a,b] , L(IV,X))

llyll . = suP lly(t) ll
' teJ

)

3.g - !=Seg - Dados tocha,b] e KcGT([a,b]xEa,b],L(X))
então, se kc](Ga([a,b] , L(W,x))) é o operador defina

do na proposição 2.21, e com as notações acima, temos que pg

Facada ycGa([a,b],L(W.X)) e õ :1,2

ll(ky).ll.o g c lly-ll.o e

E iiy-iliõ,i. ty-lt:.j j'ldll:ld2}
É Ll E (ky) - 0l

õ , j

royg.: Seja ycGa([a,b] , L(W,X))

a) 6 : 1. Se tc ]o ,: : ]sl,tOt então , pela proposl



C/.l} u.i)clçza \#l/Jll c o]) hvnEva

ft0
(ky)(t.) = -1't dsK(t.,s)y(s), e portanto,

[(ky)(t.)]] sSVll,lEK''] s.l?,l(s)]l $

tcl?P. SVll,l [Kt-] ]]y.]]lo,l

l

t
][Ksv

l
l , l

portanto

Seja l«j g Idtl. Se tela,j :Jsi,si.l[, temos

ft

(ky)(t) = 1'to dsK(t,sly(s)

Ít dsK(t,s)y(s) - .}l I' I'i dsK(t,s)y(s),

e, usando 2.8 b) e 2.21 b) , verti

l

(ky)(t.) = - 1't dsK(t-,s)y(s) - }l I'i l dsK(t-,s)y(s) ,

j :i

portanto, ll(ky)(t.)ll s svlt,jrKt.3 11y.lllo j + j.}li y.lllo

j l
e ll(ky)-ll.o Sclly-ll,o +L .}l.lly.ll.o

[ i ,j ' l ,j ]-:i ' l ,i

c lly-llloll (ky) .ll 0l
l , ll , l
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b) Baseados nas mesmas proposições 2.8 b) e 2.21 b),
obtemos, analogamente, o resultado para 6 :2

3.10 - Teorema - Sejam tocha,b], KcG\l([a,b]xEa,b] ,L(X))
e dcí)([a,b]) com c=c(K,d) < 1. Então, existe um

po[inõmio p''', de grau ]d]-], ta]. que, para toda
ycG' ([ a ,b] , L(W,X) ) , temos:

llknyll g cn-ldl P Idl (n) llyll para n > Idl

Prova:

a) Se ycGa([a,b] , L(W,X))
k

j:t pk-j(")

, temos

llk''ylll 5

6,k
n>1, 1sk<ldl

De fato, para n - l,

k k

j :i pk-j (i)lll'yll:

pois P.i (].) -

Supondo a fÓrmul-a verdadeira para

].amas anteriores , temos :

llkn+lyll16,k g jkl Pk-j

algum n z 1, e usando os

(n) il (ky)-lllo,j

j:2 Pk"j(") ] :! Llir-lil.,. ' 'iiy.ii:. j] '
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k j . l

' Pk-l(n) cily-lllÓ,l j:2 i:l Pk-j(n)

k l

j=t c Pk-j(n) lly.lllo,j + c Po(n) lly.lllo,k

k-l , k .

i:i l j:}..t L Pk-j(") ''' c Pk-i(")j
11 y .ll +0l l

+ c Po(n) lly.lllo,k

k

i1l Pk-i(n+l) lly.lllo

b) l)e a) e do lema 3.7 c) , vem

k

l6,k j'i Pk-j (n)
llknyll

k

j=t Pk-j(n) llyll g

scn-ldl Pldl(n)l]y]], para ]sks]dl1, 6:].,2 e n>ldl

Portanto, llknyll s cn-ldl Pldl(n) llyll, n >ldl

3.11 - Corolário - Dados t.cEa,b], ucl(W.X),

figa([a,b].L(W,X)) e KcGu([a,b]xEa,b],L(X)), e-

xiste uma e uma sÕ função ycG'([a,b] , L(W,X)), satisfazendo

y(t) = u + f(t) - r(to) - it dsK(t,s)y(s), tcEa,b]
0

roço: Pelo teorema anterior, como cn-ldl Pldl(n) .-----> 0

quando n--->+", existe uma potênci.a do operador k, que é
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uma contrição em Ga([a,b] , L(W,x)), o que também vale para

o operador k.r definido pelo 2ç membro da equação acima. O
resultado segue, então, pelo teorema do ponto fixode Banach

3.12 - co!.g!.g..L1.2 ' Dados tncEa,b], xcx, fcG([a,b],X) e

KcGY([a,b] x [a,b] , L(X)), existe uma e uma sõ função

ycG([a,b],X) que é solução do problema (K) , isto é, tal que

y(t) = x + f(t) - f(to) d K(t,s)y(s)S
t([a,b]

prova: decorre do corolário anteri.or, tomando W:C e pondo

u = x .

O RESOLVE NTE DE (K)

ma e uma sÓ função R: [a,b]xEa,b] -'-'> L(X), O z'e'

soZüente de (K), tal que para cada sELa,b],

R.cGa([a,b] ,L(X)) e

rt

R(t,S) - lx ' is daK(t,a)R(a,s), t,s([a,b]

or'ova: para cada scEa,b], Rs é dada no corolário 3-.11, o2

de fazemos tO :s, w: x, f:0 e u: IX

0 b s e r ygçg.g Como no caso clássico, queremos expressar
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a solução do problema (K) em termos dos dados x e
f e do resolvente R. A proposição seguinte mostra como o.E

ter uma tal expressão, quando RcG:, e os resultados que a

seguem, mostram que se KcCT, então RcG:

fazendo

(R') R(t,s) ' ix ' jt düK(t,a)R(a,s), V t,scEa,b]

Então, dados tocha,b], ucl(W,X) e f(Ga([a,b]
a função ycGa([a,b] , L(W.X)) defina.da, para cada

por

(P)

, L(W.X)) ,

t([a,b]

rt

y(t) = f(t) + R(t,to)[u - f(to)] - 1. dsR(t,s)f(s)

é uma solução do problema (K)

orava! definimos as funções vl,v2: [a,b] --"-+ L(W.X), para

t([a,b], por vl(t) ' R(t,tO)u e

v2(t) : f(t) - R(t,to)f(to) - .[ dsR(t,s)f(s)

Como RcGT, a integral na expressão de v2 é bem defina.da
e. v.,v,cGa([a,b],L(W,X)). Além.disso, temos que v] e

solução do problema homogéneo com condição inicial u, e v2
:. Ln",ón:na'- '-,.m .-nndlcãn inicial ze-

é solução do

ro, isto é,

0

problema n
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(i) vl(t)
rt

I' dsK(t,s)ylCs), V tcEa,b]
'0

(ii) v2(t) : r(t) - f(to) - ft dsK(t,s)v2(s), v teia,b],

e. somando as equações acima membro a membro, concluímos que

y = vl+v2cGa([a,b],L(W.X)) é uma solução do problema (K).

Provade (i): fazemos s :t0 em (R') e compomos ambos

os membros com u.

Prova de (ii): substituindo R pelo 2e membro de (R') na

definição de v2 ' temos

0

v2(t) : f(t) - f(to) + it. daK(t,a)R(a,to)f(tO) +

'0 '

usando o corolário 2.15 para calcular a última integral e

lembrando que R(a,alÍ ; IX, obtemos (ii); de fato.

v2(t) ' f(t) - f(to) + it. daK(t,a)R(a,tO)f(tO) +'0

+
t
0 (t ,a) R(a , s) f(s)

to aaK(t,a)]]'to dsR(a,s)f(s) - f(a)] ' f(t) - f(tO) +

It K(t,a)if(a) - R(a,tO)f(tO) - ]a. dsR(a,s)f(s)]
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Comentário - Nosso proxima passo

KcGli([a,b] xEa,b] , L(X)), então

RcGY([a,b]xEa,b], L(X)). Isto decorrera do fato de exis-
tir uma potênci.a do operador T que é uma contrição enl

GT([a.b]xEa,b] , L(W,X)), onde Tcl(Gu([a,bJxta,b] , L(W,X)))
é definido na proposição 2.23, por

(rU)(t,s) = 1. d.K(t,a) u(a,s), para1 . a

Como qualquer potênci.a tnU Cnz 1) é nula na diagonal. a
Gu-norma de rnU é dada por

lllxnUlll B ll('tnU)A]] + SVut.tnU] B aSusb SVEa,bl[('tnU)t] .

semostrar quee

t
t,scEa,b]

Como K(G\l, existe d=ta=sO < sl < ''. < sldl :bl} tal
que cnc(K,d) < 1, e usando a subaditividade da semivaria-

ção, obtemos, para si.i s t g si '

SVEa,bl[(rnU)t] g tEj
[ (xnU)t] ..SVts EE

E

' SVtt,s:l[('nU)t] ;

majorando separadamente cada parcela do 2ç membro e traba-

lhando sucessivamente abaixo (em [sj-t'sj] para j « i e

em [s.i.I't]) e aci.ma da diagonal, obteremos,en1 3.19 c), que

lllxnUlll 5 cn-ídl Pldl(n) lllUlll, para n ' Idl

[ (tnU) t]sv
[s i-i,t

onde pldl é um polin6mio de grau idl -l



se

O lema que segue fornece as leis de recorrência que

usaremos no teorema 3.19, na iteração do operador 1. Nas pal

tes (a.) e (bl), tanto do ].ema como do teorema citados,
trabalharemos abaixo da diagonal, enquanto que, nas partes

(aa) e (b2), estabeleceremos os resultados análogos acima
da diagonal; cumpre observar, que as provas de (al) e (a2)
são ligeiramente distintas

=.. n... 'z IQ . K lq fixamos as seguintes no-3.1.7 - !e.!!Sgg
taçoes

KcGY([a,b]xEa,b],L(X)); d: {a:s0 <s]« .'.<Sldl:b}

éumadivi.sãode [a,b], talque c:c(K,d) < 1;

lj'Esj-l'sj] e lo:lsj-l'sj[. para tsjsldl

L 2 SVutK] = SUP. .SVEa.bltKt]astsb

.t€1(GU([a,b]xEa,b],L(W,X))) é oo

SVi,jEU'3 : suPo Syij [U'']' para i:j,

pera )dor dado em 2.23

com

lsi,j sldl;

évi,i.ttU'l : tule SV(s)[y(t.-s)U(t-.s)]
e

SVi.i,2[U'] : suão SVls)[y(s-t-)U(t-,s)]. para leis Idl



Lembramos que y: X{ -.---> n é a função de Heaviside, i.é.,

X[0,+m]

3.18 - .Llee. - Se UcGbl([a,b] x [a,b] ,L(W,X)), então, com as

notações acima , temos

al)

a2)

b:)

svi,i,l[('tu)'] s c svi,i.lEu'], is iÉ Idl

svi,i,2[('tu)'] g c svi,i,2Eu'], is is Idl
í.- l

K=j+t svk,jEu'l '

+ c sv: :ru'], l É j < i á Idl
a. + J

] +Usvi,j[(xu)'] g L svi,i.lr

l - l

svi,j[(tu)'] g L svj ,j ,2[u'] + L k:i+l svk,jru'l +b2)

+ c SVi,jEU'3, 1 g i < j É Idl

prova de al) : Seja t€1? fixadoe nt 'tt.
para n suficientemente grande temos que S<tn;

ftn
(rU)(tn's) : I' daK(tn'a)u(a,s)

S

s < t,

assim,

tn
' daK(tn'a)[y(t-a-)U(a- ,s)]
S

sj.
. ' dak(tn 'a)[y(t-a.)t}(a
S

,s) ] , portanto pelo teorema de



y CZ . Z) , temos

rs i
(tU)(t..s) : I' dak(t-,a)[y(t-a-)U(a.,s)]

J S

!''(t.-s) = 0, sse, szt, então para todo
mos

fsi .

y(t.-s)(tU)(t.,s) : y(t.-s) I' daK(t-,a)[y(t-a.)J S

; s

io 2. 13 , temos

SV(s)[y(t.-s) ('rU) (t.,s)] g
*i

sup SVÍs)[y(a.-s)y(t.-s)y(t-a.)U(a.,s)] g
si-l<a<si l

Pela(t-a-)l SVÍs)[y(a.-s)9'(t.-s)U(a:,s)]] :
s i-.t<a':s i 'j

= c sup svSs)EV(t.-s)v(a.-s)u(a.,s)3
sj.-l<agt l

c suP SVfs)[y(a.-s)U(a.,s)] g c SVi,i,lEU']
si-l<ast l

a Última igualdade decorrendo do fato de se ast. então
t(loly(t.-s) : 0 --> y(a

.' dak(t.,a)[y(t.-s)y(t-a.)U(a.,s)]

lle l].

Como

s) ]U(a

$

coral.ãrPelo

g c su

Tomandos) 0 . parasuP0

obtemos a tese
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4. n l nb.n

J

to teorema

de H

S
) ]

€l temosl

].visãouma

prova de a2) : Seja t(i\l, fixado; tomamos t

si-l ' i < t e tn+t com Í<tn' Então, para
temos

fs

(tU)(tn's) : ' I'l: daK(tn'a)U(a,s)n

rS

I' daK(tn'a)[y(a--t)U(a-;s)]
n

Is daK(tn'a)[y(a.-t)U(a.,s)]. portanto, pei-l

elly, temos

('tU)(t-,s) : - I' da!(t.,a)[y(a.-t)U(a.,s'i-l

't-l
Como y(s-t.) = 0, sse, t>s, entãopara todo s

9' (s - t.) ('tU) (t . , s)

y(s-t.) I' ' da!(t.,a)[9'(s-a.)y(a.-:í)U(a.,s)]
i-l

Para avaliar a semivariação desta função em relação .a scli

seja d' - {si-l : sÓ

de 1; e w4cW, llwj ll

S4

dali(t. ,a) [ y(s-a.) y(a.-í)U(a. ,s) ]

}S=

<<
< S ! d ' ll l

l d ' í1 ,lg



se w : Lw;J e \tb.ÂS puJ!!u

, . l d't

SVã?ÀEV(t,s)l : il jili [V(t,s=1) - V(t,s=1.t)] wjll

Nestas conde.ções, procedendo como na prova da propo
2 . 1 2 , obtemos

svli. )w [y(s-t.) c'tu) (t.,s) ]

sup SVl; :, [y(a.-i)y(s-a.)!''(s-t-)U(a.,s)] s
i-l'a'si

c sup [ly'(a--í)] sv.:, Lrv(s-a.)v(s-t.)u(a-,s)33
sj.-l<a<si

c sup svS.lwEV(s-a.)v(s-t.)u(a.,s)l
X

a desigualdade vale para todo t tal que

fs)
SVd' .w [ !'' (S-t.)

g c inf sup
si-l<t<t t<a<si

ecomopara d' e w:(wj) fixados, afunçãode a,

[y(s-a.)y(s-t.)U(a-,s)], é contínua a esquerda, ob-

- A nl rl c

slçao

g

S

g

vem

tg SV [K ]l

V \. \J lilv

) (TU) (t. ,s) ] g

[ y (s-a-) y(s-t-) U(a. ,s) ]

(s)
[ y (s



{ s J

5 c suP SVd,wEy(s-a.)y(s-t.)U(a.,s)] s
tÉa<s.i '

g c suP svÍ. ty'(s-a.)b''(s-t.)U(a.,s)],
tça<s . l

mas, para t s a, yCs-t.) : 0 --:» s « t -o y(s-a.)

portanto,

SV(s) [ y(s-a.) y(s-t.) U(a. ,s) ]
tsa<s: ' i

suP SV(s)[y(s-a.)U(a-,s)] g SVi,i,2[U'] ,
tsa<s. 'zl

portanto, svt..trv(s-t.)('tu)(t.,s)] s c svi,i,2[u'], e to-

mando o sup em relação a w e d', do lado esquerdo, e dg

pois em relação a tcli, obtemos at

prova debl): Sejam IK j <is Idl e tcl?; para s(lj'
temos

(tU)(t.s) ' I' daK(t.a)U(a,s) +
D

k:j+t lsk-t K(t,a)U(a,s) + Í' daK(t,a)U(a

Pel-as proposições 2.8 b) o 2.21 b) , temos

fsj

l

0 ,

ese

s)3

s)a)U(adaK(t +( 'rU) ( t s)
:

])l
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K-j+i lsk-t daK(t.,a)U(a,s) + I'z daK(t-,a)U(a,s)

Peia proposição 2.]-2 e coro]ario 2.]-3, temos

sup. SVÍj)EVh--gUb.,ql '

1- L

k:;': "«,j]"'] '

J

t ] 5sv [ ('tU)l
j

SV. .[U ] g

g L svi,i,lEu'] ' L k:l'l svk,jru'l ' c svi.,jtu'l,k =-i+l 'k ,j' ' ' ' l ,J

tomando o sup para tcl{, vem a tese. Convém notar que,
evidentemente, quando j : i-l, a somat6ria no 2ç membro da

desigualdade enunciada é igual a zero.

prova de b2) anãlaga ã de bl)

3.t9 - Teorema - Com as notações de 3.6 e 3.17, para todo in
toiro n z 1, temos:

al)

a2)

bl)

sul. SVtsj..I'tl[(tnU)t] ÉPO(n) SVi,i,lEU'], leis Idl

suP SVEt,sil[(TnU)t] g PO(n) SVi,i,2[U'], ]sig ]dl

Se ISj<i-S Idl, su? SVI.[('tnU)t]S
t'i{ 'j

i

Syj ,j ,lEU'] '' *:Z...: Pj..k(n)
[u ]sv

k ,j
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b2) Se lsi«js Idl, sul:SVljt(T''U)'lS
l - l

k:j. Pk-j.(n) svk,jru']Pj -i (n)
[u ] +'sv

j ,j , 2

c) lllTnUlll Scn-ldl Pldl(n) lliUlll, para n ' Idl, onde
pldl é um polinõmio de grau Idl-l

As provas de a2) e b2) são exatamente análogas

ãs de al) e bl)

prova de al) : Seja IS iÉ Idl; para n:l, se

tão, usando o coro]ãrio 2.13 e ]-embrando que PO(1)
AIOS

en

te

SVEsi.I'tl[(tU)t] L s. suP.t Sy(s).l,tlEy(a-'s)u(a-,s) gl ':l.t ''t sj.-: ,tl'' '' ' '' - ~

s PO(1) SVi,i,lEU ]

Se a fórmula é valida para algum n 2 1, então, usando

tem al) do ]-ema anterior e que c PO(n) : PO(n+l), temos

suP SVts: ],tl[(Tn''"lU)t] s PO(n) SVi,i,lt(tU)'] ÉtC-t.i l- l

s c PO(n) SVi,j.,tEU'] : PO(n+]) SVi,i,IEU ]

prova de bl) Seja n=1 e l É j « i g Idl ; se (t .s) ( l i " ij



temos
S

D
d.K(t,a)U(a,s) +0

S
(TU) (t ,s)

j.: l fsk . ..., . fti- 1. daK(t,a)u(a,s) + I' .
k=j+l Jsk.l ' JSi-l

Pela proposição 2.12 e o corolário 2.13, temos

d.K (t ,a)U(a ,s)

svl [('rU)t] 5 L SVj ,j ,lEU'] +

k-j't svx,jru'3 ' L svi,jtu ],

tomando o sup para t€1i e lembrando quc PI,(1):L, Ê 2(L
vem a tese

Vamos supor que a fórmula seja váli.da para algum n > 1; fg.

zendo SVj,j,tEU'l : Svj,jtU'l, e usando os itens al) e bl)
do lemaanteri.ore o lema 3.7b), temos: se lsj<i<ldl,

sut? SVI.[(Tn'lU)t] g Pi.j(n) SVj,jt(TU)'] '
t € 1 . ' j

k=j+t Pi-k(n) SVk,jt(TU)'] s c Pi-j(n) SVj,jEU'l +

l

k=j+t t'k

k:j'i l:j pi..*(") SVI,jEU'l ''' k:Ej ' pi..k:(") svK,jEu']

(n) (kllj L SVI,jEU'l '' c SVK,jEU'])



S9

[usv +

l ,j

[u ]

[u ]sv= 2

UU(G e6

l=j k:l+l L Pi.k(n) SVZ,jEU'l + :llj c Pi-l(n)

+ c Po(n) SVi

}l (k-l+l L Pi.k(n) c Pi-l(n)) SVI,,jtU

+ PO(n+l) svi,jru'3 : lllj Pi-l(n'l) svt,jru'3 ''

ll

+ PO(n+]) svi,jru ]
l

tEj Pi-l(n)

rovadec) : Seja UcGX e n' Idl; se tcEa,b], então

t(ll para algum i, l s i g Idl . Assim,

SVta,bl[('nU)t] g tllt SVljt('nU)t] + SVEsi.I't][('tnU)t] +

' SVEt,siJ[(:nU)t] + jldt l SVljt('tnU)t]

Tomando o supremo para tcli em cada parcela do 2Q membro,

usando as majorações estabelecidas acima e observando que

svi,jru'l, svi,i,lEU'] e SVi,i,2[U'] são g jllUlll, obtg
mos

[u ]e SVi .i .2

i-l i

SVEa,blt(tnU)t] g [jlli KEj pi-k(n) +

'F 2 PO(n) + jldll kli Pk-i(n)] jllUlll



60

e como no lema 3.7 c), para l g iÉ Idl, a expressão entre

colchetes pode ser majorada, para n > idl , por
cn-ldl Pldl(n), onde pldl é umpolinõmio de grau Idl-l,

ou seja,

SVEa,bJ[(VnU)t] É cn'ldl Pldl(n) lllUlil

Coiro para n z l, (tnU)A = O, obtemos

lllTnUlll = a.tgb SVEa,blt(tnU)t] $ cn'ldl Pldl(n) lliUlll

3.20 - .gg11olãrio - Dado KcG]f([a,b]'Ea,b] ,L(X)), então o

resolvente R de (K) cuja existência foi estabele-

ci.da em 3.13 é tal que RcG:([a,b]xEa,b], L(X))

roça: pelos teoremas anterior e do ponto fixo de Banach,

existe uma e uma sÓ função ScG:([a,b]x [a,b] , L(x)) tal que

S(t,s) : IX

Mas, pelo corolário 3.13, o resolveste R de (K) é a úni-

ca função R: [a,b]xEa,b] "'--> L(X) tal que para cada

seta,b], R.cGa([a,b],L(X)) e que verifica (R'); portanto,
demo todo elemento de G: é simplesmente regrada como fun-

ção da le variável, temos que R:S, donde REGA

d K(t,a) S (a ,sa
v t ,será ,b]

3.2t - Corolário - Se KcGT([a,b]"Ea,b],L(x)) é tal que
K. : 0, então podemos concluir o teorema 3.].0 a par'
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tir do 5.1y

roça: definindo os núcleos i.terados K(1) =K e

K(n'' l)(t,s) =1'i: daK(n)(t,a)K(a,s), para t,scEa,b] e nzl
então a proposição 2.23 garante que
K(n)cGu([a,b] " [a,b] , L(X))
Além disso, temos que K(n) 6 o núcleo do operador

Tn.L(Gu([a,bJxta,b] ,L(W,X))), isto e,

(rnU)(t,s) :l': daK(n)(t,a)u(a.s), V n>1, u(G: e t,s([a,b]

l)e fato, para n : 1, é a definição de 1; se a fórmula é

valida para algum n z l,usalxioque KA: 0 e o corolário 2.1S,
vem

(.tn'' IU)(t,s) :('tn('tU))(t,s)

p(J

' s
(t ,a) [ ' d.rK(a, r)U(t ,s)]

t axrjtaaK(n)(t,a)K(a,{)lu('t.s)S ' 't

(n+l)0
T

S
(t,'t)U('t,S), v UtGu, t,scEa,b]

Dado t.cEa,b], concluímos. da mesma forma, que Kt''i
núcleo do operador kncl (Ga([a,b] , L(W,X))), ou seja

e 0
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(kny)(t)=Ít dSK(n)(t,s)y(s), V nzl, y(Ga([a,b] ,L(W,XD,
J tO

t([a,b]

Assim, observando que ínlX = - K(n) e usando o teorema
3.19c), temos: se n ' Idl e ycGa([a,b],L(W,X)),

llknyll É agusb SVEa.bl[(K(n))t] ilyll s

astSb SVEa,bl[(rnlX)t] llyll

Idl Pldl(n) llllXlil llyll = cn'ldl Pldl(n) llyll

onde pldl é umpolinõmio de grau Idl-l

<<

3.22 - Corolário - Seja KcGT([a,b]xEa,b] ,L(X))

a) Se UcG:([a,b]"La,b] ,L(W,X)), então as séries

l llltnUlll e }l. ll't Ull são convergentes.n;l n:l

+ao

b) R:lX+ }l. (-1)nTnlX' e se KA:0'' n=l

1. - +n (-1)n K(n)
A n=l

do normalmente em G: )

fava

convergtn(pela

' 'X ' ' ' ' a

{tPm n) . as séries

lg c). lll,tnUlll scn-ldlpldl(n)jllUlll,



para n ' Idl , que é a termo geral de uma série convergente,

jãque UeG: é fixada, c : c(K,d) < 1 e pldl éumpoli.-
nõmio de grau Idl-l (que não vara.a com n)

Pela proposição 2.18, 1itr'Ull É lllxnUlil, para nzl

e segue o resultado para a norma do suP

b) Seja S:lX+ +" (-1)n tnlXcGu([a,b]'Ea.,b],L(X))n=l

Para t ,sc [ a ,b] , temos

daK(t,a)S(a,s) : lx - is daK(t,a)IX +

It daK(t,a)(TnlX)(a,s)

+oó

(l IX) (t , s) n=l (- 1) n' l(Xn'' IIX) (t , s ) S(t ,s) ,

portanto ScG: satisfaz (R'), donde S : R.

Conforme a prova do lema anteri-or, se

tão tnlV = - K(n) para n z 1, e obtemos

R - IX - }l. (-1)" K(n)" n=l

KA
D en

DEPE N DENÇ.

3.23 - Teorema - Se em C\l([a,b]*Ea,b] ,L(X))
s a
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topo[ogia de GT([a,b]x [a,b] , L(X)), então a aplica

ção KcGu t---> RKcGu e contínua, onde RK ã o resolvente de
K

nova:

a) Para KeG:, se 'tKcl(Gu) é o operadorde núcleo
K definido na proposição 2.23, então. pelo t'tem b) desta

proposição, temos que:

lll'tKUlll g 2 SVutKllllUlll ç 2 11lKlll lllUlll, UeG:

portanto, a aplicação bilinear que a (K,IJ)eGux Gu associ.a

TKUcGU é contínua, donde se conclui, por composição de apll.
cações contt'nuas, que para cada n 2 l a aplicação

K(G: f-.-> 'tn IX(Gu é contínua

b) Fixamos KOcGu, doca)([a,b]) com cO;c(K0'd0)<l

e LO > SVuEK0] ;

Seja ruIR. satisfazendo cO < r « 1. Como, pela proposição

3.3b), BTO éabertoem G:, existe Ó >0 tal que

se KcG: e lllK-KOll1 <6, então KcBTOcGu e SVutK] < LO

Assim, pelo teorema 3.19 c), se KeG: e lllK-KOlll '6, exiã

te um polinõmio PI, oi(K,dO)' que depende de LO e c(K,dO),
tal que

liltnK U iii ' PI. ol:(.,.O (") Ell U lll Idos ;



inda.ca o polinõmio obtido de PI. (lc(K,dO)' pela

substituição do coeficiente c(K,dO) por r, e observando

que c(K,dO) < r (pois KcBTo), obtemos

lll.t.ulll g Pí. ol(n) .rn'ld01 illUlll,K

sempre que REGI e lllK - Kolll < 6

(pois

Ido l ,

c) Seja e>0; tomamos n0>ldOI t.q

5 Cn-ldol .IdosP
+0Q
} T L r00

Do corolári.o anterior, temos RK : IX + nllt ('ly' tK IX

usando b), vem

''«« - ::'.:,, ' .}: ''.: :* 't. :*--' '

njn0 K Xlll 111 tnKO IXIII) 5 nO. tl K X'xK0 IXlll'2c

sempre que KcG:
cluÍmos a tese.

l

a) c01)ligando parte6Kolll
at< f !e

3.2Zt - Corola.[.io - Fixado tncEa,b], a aplicação, que a ca
da terna

(u,f.K) c](W,X) x Ga([a,b],L(W,X)) x Gu([a.b]x [a,b] , L(x)) aê.
;. v : vfxl.f K] . Ga([a.b],L(IV,X)) doprgsoluÇunlcaasacia 3
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blema (K), ê contínua (onde em C\l i.nduzimos a topologia

de C:l)

Fava: Dada a terna (u,f,K) como acima, se RcG: é o re-
solveste de (K) , então a proposição 3.15 permite expressar

a solução y do problema (K), por

y(t):f(t)+R(t,to)[u-f(to)] - I' dsR(t,s)f(s), tcEa,b].

Usando o teorema anterior, é :fácil ver que cada parcela do

2e membro, como e]emento de Ga([a,b],L(W,X)), depende con-
tinuamente de(u,f,K) € L(W,X) xGa([a,b],L(W,X)) x Gu

t

0

3.25 - proooslcão - Sejam KcGT([a,b]"Ea,b] ,L(X)) e

figa([a,b],L(W,X)) fixados. Pelo corolário 3.11, pa-
ra cada sc]a,b] e u(s)cl(W,X), existe unia e uma sõ

função y = yscGa([a,b],L(W.X)), que é solução do problema
(K) , ou seja

ys(t) : u(s) + í(t) - f(S) - I' daK(t,a) ys(a)

Nestas condições, se ucGa([a,b],L(W,X)) e
u-fcSV([a,b],L(W,X)), então, se y: [a,b]x [a,b] -"-'> L(W,X)

é definida por y(t,s) =ys(t), temos que

ycG:([a,b] x [a,b] , L(W,X))

t
V t c [ a ,b ]

.[gyg.: Nas hipóteses feitas, a função

(t,s)([a.b] x [a.b] -"''> u(s) + f(t) - f(s) ' L(W.X) pertence
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a Gu ; então, pe].os teoremas 3.19 c) e do ponto fi.xo de

Banach, exi-ste unia é uma sÓ função ScGu([a,b]"ra,b],L(W,X)),
satisfazendo

S(t,s) = u(s) + f(t) - f(S)
t
. d K(t,a)S(
. a '

Como ScCI, para cada scEa,b], SScGa([a,b],L(w,X)) e sa-
tisfaz a equação do enunciado, portanto Ss : ys' donde

S = y e y(G:

3 . 26 - Obse!.y.açgÊ.!

a) Se, na proposição acima, exigimos que para cada

será,b], a solução ys deva assumir (no ponto s) umme.g

mo valor inicial uOcl(W,X) , isto é, se a função
u.Ga([a.b],L(W,X)) é constante, então as hipóteses se redu-
zem a fcSV([a,b],L(W,X))

b) Se. no prob].ema (K), não explicitássemos os va-
lores de f e y no instante inicial, ou seja, se o problg

ma fosse escrito, para cada scEa,b], como

ys(t) : f(t) - IÍ' daK(t,a)ys(a), t'Ea,b] ,

então, na proposição anterior teríamos u(s) : ys(s)
h.i.Éteres ficariam automaticamente verificadas.

f(s) ]

ase
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A EQP4Ç411 111:81::

Dado KcGT([a,b]xEa,b] ,L(X)), normali.zado por

K. = 0, estabeleceremos que o resolvente R, dc K, pode
ser caracterizado como sendo o único elemento de

CT([a,b] xEa,b] ,L(X)) que satisfaz a equação

(R.) R(t,s) = 1.,.+K(t,s) - 1. d..R(t,a)K(a,s), v t,será,b]x "''''' J . 'ü
t

O interesse desta equação, além de caracterizar o
resolvente, é o de apresentar o núcleo ori.final K como so-

lução de uma equação de núcleo R.

3.27 - .12S.:E.!.!!.!.SÊg - Seja KeG:. Para cada UcG: e t,scEa.b],

definimos (ru)(t,s) : /; daU(t,a)K(a,s)

Pela proposição 2.23 temos que TUcG:, Tcl(Gu) e
lli TU 111 s 2 111 U 111 111 K lli

3.28 .E..rege.t.Ls.Êg - Se K(GT e KA = 0, então existe uma

potência de I' que é uma contração em GA

orava: de modo análogo ao corolário 3.21, usando que

(K(n)). = 0 (n 2 1) e o corolário 2.1S para calcular as
potências de T, obtemos

(rnu)(t,s):l' daU(t,a)K(n)(a,s), V nz i,
t ,scEa,b]
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Observando que K(n)

3. 19 c) , vem

llITnUillg2 11lUlli lllK(n)lllS2 cn'idl PEDI(n) illUlll, n > Idl
onde i'ldl é um polin8mio de grau Idl-l

.tn l (n z 1) e usando o teorema

3.29 - Observação - Com o método apresentado no teorema 3.19,

a proposição anterior poderia ser obtida sem a hipõtg.

se de normalização sobre K

ção da equação (R+) acima, é o resolveste R de K.

Fava: Seja scG:l, definida por

S(t,s) ; lx t K(t,s) - J' daR(t,a)K(a,s), v t,scEa.b]

Substi.traindo na expressão, dTK(t,'t)lx (pois

KA : o), e R(t,a) : lx ' it d.tK(t,T)R(t,a) (R'), e usan-

do 2.15, obtemos

C
ft

lx - is d.tK(t,'t)lx +

S(t,s) : IX -
t
: d.tK(t,'t)lx 'b

d.K(t , t) R(t ,a) ]K(a , s )

t rT

s ' ' s' dTK(t,T) [ - ; d.R(t,a)K(a,s) + R(t,T)K(T,s)]
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ix - is dvK(t,T)[[X + K(t,s) - I' daR(T,a)K(a,s)]

ix - it d.tK(t,'t)S('r,s)

Portanto a função
decorre a tese

solução de (R'), então

A CORRESPONDÊNCIA ENTRE K e R

Conforme vimos no teorema 3.23 a correspondência que

a cada núcleo KcGt([a,b] x [a,b] , L(X)) associa o resa]ven-

te RKcGu([a,b]x]a,b] ,L(X)) é cont]'nua na tipologia de
GT . Veremos agora, que tal correspondência, quando restrita
a núcleos normalizados, é injetora; posteriormente constata-

mos que, em geral, R não pode ser caracterizado pelas mes-

mas propriedades de K, mas, que i.sto se verifica, quando

nos restringidos a núcleos que apresentam Certa regularidade
adicional na diagonal; neste caso teremos a bicontinuidade

da correspondência em questão.

3.31 - .B.Laje.g..!.i.eS - Dados tocha,b], xcX, fcG([a,b],X) e

ção do problema (K) com tais dados, temos:

a) {y(tO,x,f,K)cGCta,b],X) t.q. fcG([a,b],X)}
G([a,b],X)
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b) Se KI'K2cGu são normalizados por (KI)A:(K2)A:0

e y(t0'x,f,KI) ; y(tO'x,f,K2), V tocha,b], fcG([a,b],X),
então K. = Ka

c) Se KI'K2cGu são normalizados como em'b) e admi-
tem o mesmo resolveste RcGT, então KI : K2

nova:

a) Dada gcG([a,b],X), definindo f: [a,b] "-'-+ X flor

f(to):o epara t#to' f(t)' -g(t)+x-l't.dsK(t,s)g(s),

então peia proposição 2:2]., fcG([a,b],X) e é imediato que

y(tn,x,f,K) : g

b) Seja x(X fixado; para cada to,t([a,b]
fcG([a,b] ,X) e i = 1, 2 , teRIas

y(to'x,f.Ki) (t)

I' dsKi(t,s) y('to,x,f,Ki)(s) ;

fazendo a diferença membro a membro para

vendo a hipótese e o i'tem a) , obtemos quc

I' ds(Kt-K2)Ct,s)g(s)=0, v t0'tcEa,b] e V g(G([a,b],X);
' to
tomando g(s) :vcx c levando em conta a hipótese de normali

zaçãovemque (Kl-K2)(t,tO)v:0, v t.tocha,b] e VvcX,

ou seja KI ' K2

0
x + f(t) - f(tO)

, 2 e obser-
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c) Se KI'K2cGu admitem o mesmo resolveste

tão pela fórmula da proposição 3.15, temos

y(to 'x,f,Ki) (t)

f(t) + R(t,tO)[x - f(to)] ' it dsR(t,s)f(s), V teia,b],

portanto, as hipóteses do item b) estão verificadas, donde
K. = K.

0

3.32 - g.g.!g..[!Ê.Sao - Podemos nos perguntar se dado KcG\l, o
resolv.ente R de K tambempertence a G;. O exem-

plo simples que segue mostra que, mesmo quando X : C e que
tivessemos uma teoria que englobasse o caso G;, seria im-

possível caracterizar o conjunto dos resolventcs pelas mes'

mas propriedades dos núcleos. Mais precisamente, existe um

liderando R como um núcleo, então para'o problema (R) Pg

de não existir solução e, quando existe, ela nao e unida.

3 . 3 3

tao,

Exemplo ' Definimos K: [a,b]x [a,b] '--"'> Rcl(C)

K(t,s) :0, se tÉS e K(t,s) :{, se t's

se UcG:l e t,s([a,b] , temos

por
En

ft K(t,a)U(a,s)

se t $ s , e

} u(t.,s), se t ' s
2
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Como existe o resolventc
rt

(Íi*) R(t,s) ; i- I' daK(t,a)R(a,s), V t,soa,b]/ $

J\ssim, f{(t.s) ; 0, se t É s e ]{(t,s) : 2 se

t8Hlente conto no exemplo 3.1 t)) , o problcmí!
rt

admite sol-ução ycG([a,b],C), sse, x+f(t-) -f(tO)

ra t > tn' caso em que ela nao c un-lca

y(t) : x ''' f(t) - f(tO) tO dSR(t,s)y(s), tara,b]

U de KA dilclo por

Exa

3 . 3 h

';:

Prooosicão - Se cE : GS([a,b]x]-a,b],L(x)) e a

espaço de Gu definido por

v t:,0 ] dct)([a,b]) : c(u,d)«c}, temos

sub

b) então para cada

então o resolveste

nova

a) decorre inlediatarnente da definição 3.2

b) Seja como ('tU) ,. : 0 , a propos3

(TU) (t - ,s) se t ' s

0 se t g s ,

x-U(t.,s) : b'(t.-s)(TU)(t-,s) e a)lalo8amente,

b/(s-t)(tU)(t.,s) : S/Cs-t.)(tu){lt.,s). Então, pe

UU(GK(G e0

Ção 2. 20 }llostra que rU (t. , s)

ou sela
'r Li ( t . , s)
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lo lcmé.l 3. 18 a ) 
1 obt emos 

c((-rU) ,J) s c ( K,d) lll Ulil , para dEV([a, bJ) , donde TU Ecg 

c) dec or re ime dia tamen t e de b ) , obser vando 

3-35 - Teorema Se u 
{U EC ~ 1 o } - coo = u"' = e 

cu 
1
0I = {UEG~ ui\ = IX} ' 

então a correspon<lên c in 

que cada núcleo u associa resolvente a KEGOO o seu 

é bijetora e bicontínua, na topologia de 

<P 

prova: A proposição 3.31 c) e o teo rema 3 . 23 garantem a in j~ 

tividade e continuidade de ~. respectivamente. 

a) ~ é sobre. De fato, dado 

os teorema 3.19 c) e <lo ponto fix o de Banach permitem con -

cluir que existe uma e uma só f un ção tal que 

K(t,s) = R(t,s) IX + f0t d
0

R(t, o)K( o , s), t,sE[a,bJ 
s 

Então, 

que 

K = O e pelo ítem b) da proposição anterior, temo s 
ti 

A equaçao acima fornece 

R(t,s) =IX+ K(t,s) - J: d
0

R(t, a )K (a ,s), t,sE[a,b J , 
s 

que é (R*), e a proposição 3 . 30 garante que R é o reso1-

vente <le K 
' 

portanto -~ e sobrejetora . 



b) 
-1 cu u ~ 

.. Pnrc1 cad:1 n rU 

cp : '0 1 
-4- Goo e con tin u:i. J\C , •01 e 

SE[a ,li] , (4>-l(R))s K - dado, nci nw, 
= e corno poT 

s 

V tda,b ] . 

a proposiç5o 3. 15 , apli-
Sendo 

cada par a cada s E [a, b J, for ne ce 

K
5

(t) "R
5

(t) + R
1
(t,s) - f d

0
1\(t,o)R5 (t), ~ tda,hl , 

s 

e como 
u R

1
eG

6 
depende continuamente de R (teorema 

depende continuamente de 
concluímos que 

topologia de 

3. 2 3) , 
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