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WOTACOES E WNOMENCLATURA

(‘\
°on

conjunto dos numeros complexos
X ;, Y : indicam sempre espagos de Banach
2 s & um conjunto aberto do espaco que estiver contido

o

A

interior do conjunto A
B(xO,R) : bola aberta de centro xO e raio R

B(xo,R) ¢ bola fechada de centro x0 e raio R

BS(O,R) bolas de uma familia de espacos indexados por s.

XP : produto cartesiano p vezes do conjunto X

Para uma N-upla de inteiros o = (al,...,uN)
o . ; . . oLl N
D™ : indica a derivada mixta Dl °’°DN
la| = o+, otoy
m(a) = min {ui, 1<i<N}
6 > o0 < 0.20., ; i=l,...,N
i i

az = a2 a2

- l.°. N
u = O(ta) <= D? u = 0 , guandoc tj =0 , Osk<aj para ca

da j, l<js<N
As palavras holomorfa e analitica sdo usadas como sindnimos
n — o o~ oy - ~ n
v’ —> v : indica convergencia uniforme das funcoes v pa
ra v
A frase "circulo um pouco maior que 1" significa uma bolade
raio maior que 1 de mesmo centro e contida no mesmo aberto

a da bola de raio 1 em questao.
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I NTRODUC ¢CALO

Em 1970 F. THeves [7] generalizou o Teorema de
Yamanaka - Ovcyannicov que procura solugoes do problema de
Cauchy

ga . F(u,t)

dt

u(e) = u°

dando uma versao nao-linear abstrata onde F(u,t) toma valores

numa escala de espacos de Banach.

Motivado na Teoria de Grupos de Lie infinito D.Pi-
sanelli [4],[5], quando procurava parametrizar um sub-grupo
dado por uma equagao a derivadas parciais, enunciou hipoOteses
equivalentes as de Treves, utilizando sua desigualdadé funda-
mental, que sera tratada no Cap.I. Isso trouxe as seguintes '
vantagens:

(a) verificar de maneira facil as hipdteses no segundo
membro de uma equagao do tipo Cauchy-Kovalegd/sky

(b) evitar o processo de quase-linearizagao usado por
outros autores (Treves-Niremberg).

Nesse trabalho, tratamos do problema de Goursat

o

Pe

u(t) = F(u,t) t e cN

u - u® =0(t%)

dando uma versdo ndo-linear abstrata onde F(u,t) toma valores
numa escala de espacos de Banach. Cabe salientar que esse pro
blema foi tratado por P. Duchateau [8] todavia sua demonstra-
¢ao nao nos satisfez como & mostrado nas ObservacgOes do Cap.

ITI. Assim, no teorema 1 do Cap.II,enunciamos e demonstramos



- P
condigoes suficientei)que F(u,t) deve obedecer, para que exis
ta uma Unica solugao u(t) analitica numa bola de cN com valo-
res na escala de Banach. Ainda no Cap. II mostramos que exis-
tem hipéteses equivalentes aquelas do Teorema 1l; como foi fei
to no §6 do Cap.III, isso traz vantagens na verificacgao das
hipdteses do segundo membro de algumas equagOes de Cauchy =

Goursat e evita-se o processo de quase-linearizacao usado por

P.Duchateau [8] .

No Cap. III construfmos os espacos de Banach HA >

H e para examinar qual a dependéncia que a solugao do

H
n n,A
problema de Goursat tem da condicdo inicial u®. Isso & também

aplicado nas equagOes de Cauchy-Goursat tratadas no § 6.

O Cap.0 & apenas a apresentacao de resultados de
fungoes analiticas de varias variaveis que serao usados nos ca
pitulos posteriores; da mesma forma o Cap. I trata de fungoes
G-analiticas de espa¢os de Banach em espag¢os de Banach com al-

gumas demonstracgoes.

No Apéndice estao colocadas algumas desigualdades '

numéricas nao usuais usadas na demonstrac¢ao de certos teoremas.

Tanto os problemas de Cauchy-Kovale#dsky tratado °
por Treves [7] gquanto o uso que D. Pisanelli [4] fez com suas

novas hipOtescs estdao contidas aqui como casos particulares.



Cc APITUTLDO 0

FUNGAO HOLOMORFA DE VARIAS VARIAVEIS COMPLEXAS

§1 - Definigao 1 - Seja f(zl,,.,,zn) uma funcao definida num
aberto § < C" e com valores num espago Y de Banach. Dizemos '

que f & uma fungao parcialmente holomorfa ou que tem derivada

parcial em reclagao a Zif (¥j, 1 < j £ n) num ponto !

(29

e} ~ e} o) ;-
1 rreer 2 ) € @ se a funcgao f(zl ’°"’Z"°'°’Zn) ; da varia

J
vel zj, for holomecrfa ([1] ,pag52) no ponto z? . Quando £ for
parcialmente holomorfa em relagao a zj (¥j, 1 < j £ n) em todo

ponto de @ dizemos que £ & holomorfa.

A derivada parcial de £ em relagao a 25 ¢ denotada '

por:
p ) - . +.a.,.°°,z ) = El2s ypesen.)
8% _ = 1im 1 J ] n 1 n
sz aj+0 "
J
Teorema 1 - ([11 , pag 63) - Seja f(zl,,..,zn) uma fun-

cao holomorfa de um aberto Q c c¢™ num espaco de Banach Y, com
0 € Q . Entao:
(a) £ tem derivadas parciais de todas as ordens e deri-

vadas parciais miftas independentes da ordem diferenciacao.

(b) £ & continua e limitada em todo conjunto compacto
de Q .

(c) se ||£(x)||] = M , para ||x|]| s Re p < R, entdo '

para ||x|| < p temos



1

Il
|[[£(x) - £(0) - § (£
k=1

] M 2
SXP)O kkll ad R(R-p) | 1]

§2 = Formulas de Cauchy para fungoes holomorfas de n varia-

vets complexas ([21, pag 20)

Seja f(zl,°°,,zn) uma funcao holomorfa de um a-
berto 0 < ¢* num espago de Banach Y. Come para as fungoes

de uma variavel complexa,demonstra-se ques

o § S
(0.1) £4250s cuy2D) o / 1 n’ s

. _..n 0 [o)
(2mi) leaeuxrn (tl Zl)°°°(tn zn)

l...dtn

onde Fj(lsjsn) & uma curva de Jordan fechada, retificavel,

orientada positivamente e gue limita um conjunto Dj tal que;

o o) e} o)
Dlx...XDn c Q e (zl,cn.,zn) € Dlxoachn

Ainda vale que

m o o . ;
0.5 9 E£(z ,ooa,zn)-mloavcmnn j f(tl,oo.,tn) ldt
) my mp P _,0ymy+l _,0ymy,+ 1
le °°°an (2mi) (tl ul) °oo(tn zn)
I' XoooXT
| m

1
mencionado acima.

onde m =m +.,”+mn e Pj(lsjsn) tem o mesme significado

§3 - Desigualdade de Cauchy e serie de Taylor ([6], pag 222)

Tomando-se uma fungao £ como no §2 teremos

m o) ()
1 3 f(zlagozn) . M YyeeoYy
] ] . - =
ml°“°°mn° Bzml avmn (2ﬂ)n dmlfl dmn+l
l o o © ﬁ-ln l o o o n

° uoth



onde Y5 @ o comprimento de Pj (l<j<n) e d. e a distancia

J
de z? a T'.
J d
M= sup ||£(t)]] t o= (tyreeerty)
tel

I' = le,,,xrn

No caso de Fj ser um circulo de raio rj (L<j<n)

temos a expressao usual,

A O e}
1 ¢ f(ul,onn,zn) . 1
(0.3 oty [ R C——
. &8 1 m — m
. - d7Z az_ " r 1 r "
I N L °"""n
Como consequéncia a s@rie multipla:
By o 1B o
o0 1 2 f(alpooo,zn) & ml -
z z m. ¢ m T ™ o (Zl"Zl) g..(Zn"Zn)
m=0 my+eootm =m L°°°""n° 1 n
% n azl s 5810 2
n
é absolutamente convergente no polidisco D,
D={ze¢cC”; |z,-23| < r., , lsjs<n}
J J
Segue-se entao a série de Taylor,
(0.4) f(zl'°°°’zn) =
m,. o o
_ 1 d t(zl”°°°’zn) o.M ) m_
- Z Z m. m ! o m (Zl"Zl) .,.(.g.l-z )
m=0 m,+...+m =m ~1°°°°""n° _ 1 n
1 n dzl .,,an

onde z e D.

Definigdo 2 ~ Chama~se polindomio m-homogéneo ou polind-
mio homogéneo de grau m de um 2spago de Banach X num espago
de Banach Y a restricao & diagonal de uma aplicagao m-linear

T Al
simétrica de X em Y.



Teorema 2 - ([11, pag 64) - Seja {P_(z;,2,)} ,, uma

sucessdo de polindmios homogéneos definidos em €2,

n
P (zy,2,) = g a, zj %, (a, e ¥ ; 1<js<n)

. 2 ~ .
com valores em Y e seja um aberto Q < C”. Entao as seguin-

tes proposicgoes sao equivalentes:

o]

(a) ) B & convergente em 0
n=0

(b) os termos Pn sao uniformemente limitados em cada

vizinhanga limitada Q_, com ﬁg e Qs

(c) cada ponto de § tem uma vizinhanga @ R, < Q,

1* 71

tal que

o0

Ly o eyl <
1



c APIT TULDO I

APLICAGOES G~ANALITICAS E APLICAQOES ANALITICAS DF

ESPAGOS DE BANACH EM ESPA(0OS DI BANACH

§1 - Aplicagoes G-analiticas

Defintgao 1 - Sejam X e Y espagos de Banach e £ (x)
uma aplicagao definida num aberto Q < X a valores em Y. Es-
sa aplicagao & chamada G-diferenciavel ou diferenciavel segun-

do Gateaux ou G~analitica se em cada ponto x e @ existir

f (x+eh) = £(x)
>

1lim
e~>0

;, ¥h € X

Esse limite & chamado diferencial de £ no ponto x relativo

ao acréscimo h e sera denctado por

sif ou 8F (&, h)

Dado um aberto Q, Q@ ¢ X, x ¢ @ e h e X representaremes por

D(x,h) = {e¢ ¢ C | (x+ah) e Q}

Lema ~ O conjunto D(x,h) & aberto em C.
De fato isso & verdade porque as aplicagoes produ-

to por um escalar e as translagOes sao continuas.

Teorema 1 - A aplicacdo f(x) de um aberto , Q c X,
em Y, com X e Y espagos de Banach, & G-analitica se e so-
mente se a aplicagao £ (x+oh) for holomorfa em D(x,h) para

todo x € § e h e X.

De fato se f(x) & G-analitica
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f(x+€oh+€h) - :(x+eoh)

§f(x+e h,h) = lim
e}
e=>0 €

logo £ (x+oh) & holomorfa em D(x,h). Para a condig&o sufi-

ciente basta observar cgue

df (x+ch) f (xteh) - f(x)

( ) = 1lim = §f(x,h)
do a=0 € y
Y e»0
Corolario ~ A fungao £ €& G-analitica em Q se e so-

mente se f(x+alhl+°°°+anhn) e holomorfa em D(x;hl,..,,hn) =

n

= {(ul,...,an) e C tal que (x+a.h +.u,+anhn) e 2} para to-

11
do hl’"“"hn de X e X de Q.

De fato isso & evidente pela definigao 1 do cap.0.

Teorema 2 ~ Se f(x)} & uma fungdo G-analitica entao

h
fixado hy e X a funcao Sx £ = Gf(x,hl) de Q em Y @&
G-analitica.
Pelo coroldrio anterior come £ & G-analitica en-

tao f(x+alhl+u2h2) e holomnorfa em D(x;h ,hz)

1

— 2 . r ,
D(x,hl,hz) = {(al,az) e C7 ; (xkulhl+a2h2) e N}

para todo h.,;h

pifiy € X e % e . Logo

2 M 19 . . B
8e By =% [dal i(x+°‘1h1”a1=o =
= {aa [aa £(xtoghytayh) ) Lol oo =
o B | ol Tl
)2
g et Elwigoba B .
7o, 90, 1M1 %aP2) Yo =0, =0

Defini¢do 2 - (a) S°f(x,h) = £(x)



(b) 6 £{x,h) = BF(x,B

(c) 8"£(x;hy:v.u,h ) =

-1
' f ‘{'}...--. 7 o 0o 11 n>u
(/ ’ & ? n- ]) 7 ZV

uma funcao G-analitica de unm

aberto @,  c X, em Y, com X e Y espagos de Banach. En-

do &5
taos;
(a) {5‘%—" f(:f;"r'oclhl-i-azhz)}a s 6f(x,hl)
1 1 "2
(b) {—-~§:1-— f(x+o,h.+.eta b )} =
Bal,,naan e | nn ml—.,.—un—o

B .
= 0 r(x;nl,..a,hn)

a —
o SRNC. SRS 4T - T U ) 1 e s
( ) {aaloenaan l n (X,l v o0 an O
dn
= {—-——r-i* f(}H—OLh) }cx=0
da

A demonstragéo dessas igualdades e evidente em vis-

ta da definijcao anterior.

$2 - Multilinearidade das diferenciais

Teorema 4 - A diferencial &f(x;h) e linear em h,

£ (ctokh) = (£) = oy f("&'*ak:”gi{”f(}{) = ke8f(x;h)

G a0
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(b) A funcgac f(x+o h1+a2h2) & holomorfa em D(x;hl,hz)

1

entao pelo Teorema 1 do cap.0 temos:

_ 5 f 5 f
£ (x+ta b +a,) = £(x) + “1(561)0 + az(é—&-;)O + ol ]al])
onde a = (o,,0,); | |o]| = max {|al|,|a2|}.
Tomando o, = a, temos o(||a|]) =o(|o;]) e por-

tanto 8 (x;h +h)) = lim 1 {£Lx+ay (hy+hy) I-f (x) } =

0y >0 %1
= Gf(x;hl) + 6£(x;h2).
Teorema 5 = (&) 6nf(x/hl,,e.,hn) & uma aplicagéo n-1i-

near siméirxica en hl’“"’hn'

(b) §"f(x;h) & um polindémio homogéneo de

grau n em h.

A simetria de Snf(x;hl,,,.,hn) segue da parte (b)
do teorema 2 deste cap. e da parte (a) do teorema 1 do cap.0.
A multilinearidade vem da parte (c) da definigao 2 e da linea-

h
ridade de Gvn f.

Coino an(x;h) = 8f(x;h,...,1) entac temos um po-

lindémio homogéneo de grau n em h.

§3 - Desenvolvimento de uma aplicagdao G-analitica em série.

Definigao 3 - (a) Diz-se que um subconjunto A de X
é estrelado se ax € A, para X € A e lal < 1, isto e,
oA © A, Yo ¢ C, |o] < 1.
(b) Uma estrela de x_ ¢ X em X & um
conjunto que pode ser descrito por X + A onde A & um con-

junto estrelado de X.
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Seja f(x) uma aplicagao G-analitica de §Q c X
em Y. Entao f(x+ah) ¢é holomorfa no aberto D(x,h). Para
X € e x+th numa estrela de x em § temos B(0,1) < D(x,h).
Para a fungéo £ (x+oh) temcs o desenvolvimento de Taylor num

circulo de raio um pouco maior que l:

s oo g'f
£(x+ah) = ] & [(=F(x+eh)] o =
=0 7 de n

O _ ™ £(x;h)

Il o~18
A

Para o = 1 temos o desenvolvimento de Taylor

ﬁ% 52 Eixsh)
0

(1.1) £ (x+h) =
n

|~ 8

Da formula de Cauchy temos

n ... _nb £ (x+tah) .
& flxih) = 33 IF o do

onde I & a circunferéncia de centro C e raio 1.

Supondo due para gqualquer estrela E de X, em
@, que contenha x_, e x_+h, tivermos | |£(x)|] < M, x ¢ E

ainda resultara a desigualdade de Cauchy

(1.2) [16™ £(x,h) || < B2e2mers = nt m

Teorema 6 - Seja Pn(x) uma sequéncia de polinomios

homogéneos de grau n20 definidos em ¥ e com valores em Y

[ee]

Supondo que D & o campo de convergéncia de f(x) = z Pn(x)
o n=0

e D =# @ teremos:

(a) B & estrelado
(b) f(x) & G-analitico em D

n

(c) 6 £(2,nh) = ni Pn(h)

(a) D & estrelado
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o

Seja % ¢ D. Existe Ay o [Ali > 1 tal que A;x € D,

[o) - .
porgue D e aberto. HMas

llpn(xlx) || <M, » ¥n20 pois A\yx e D e
I legoo = § ™ fjpeof] = | A1
P_(Ax) || = i P (x)]|]| = 12l .M
=0 B n=0 a n=0 |x " ¥

Logo ) P_(Ax) converge para [x] < |Al|, Segue
n=0

entao que para Ax, |A| < 1, e x e D . AD ¢ D. Como AD &

aberto e as homotetias sao homeomorfismos

AD < D, |A]<1

(b) £f(x) & G-analitico em D

. ° & ~
Seja X e D e h e X, temos entao

2

{1}xD(x;h) = {(ey,e,) e C° | (eg,e,h) e B}

Pelo teorema 2 do capitulo C teremos a convergencia

[eo]

uniforme de ) Pr(x+ah) numa vizinhan¢ga de cada ponto de
n=0

D{x,h). Tomando x' uma forma linear e continua de )( temos

ainda

o

x'( Z Pn(x+ah)) uniformemente convergente
n=0

logo x'of holomecrfa em D(x,h). Segue entao ([1] pag 52) que

f (x+oh) e holomorfa em D(x,h) e portanto G-analitico em D.

(c) 8™ £(0,h) = n? P_(h)

o

Como a série Z Pn(x+ah) converge uniformemente
n=0

em cada compacto de D(x,h) podemos derivar termo a termo.

Em particular
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n
~
A £ I = n ] == '
5 = £(an) } _, = 6" £(0,h) = n! P_(h)
a
§4 - Desigualdade fundamental
Teorema 7 - Seja £(x) uma aplicagac C-analitica nunm

aberto 2 < ¥ c¢om valores em Y. Tomemos xo e Q e

B(x_,R) < Q. Se sup | |E(x)|]| < » entdo para O0<p<R
O
xeB(xo,R)
n I\n
(1.3)]]8 f(xo;hl,“.,hn)H g sup | |£(x=) ] °||hl||,.. |hn||

p xeB(xO,R)

Tomemos p, 0<p<R, chamemos de Dp ao circulo fe-

chado de reio p/n de C e de Pp a circunferéncia. Vale a

h h
. ~ n 1 n . ~
inclusao D X...XD_ =D < D(X j=————/coe ;7 relativo a
0 p = Pp < PUGITIR TT e TTR_TT
bola B(xo;R) porgue tomando-ze € = (el,oonien)
h h
e e DY = ||e S S i S |1 < E+...+ & = p<R
o 1 TThyT] T 1] n'l = q n
h h
n 1 n
5 Eilxs = s =) =
LThy 11777 h |
n h h
) 1 n
= {5= f(x + €. * Lee ¥ E =
1 —r ( L TR T n||h||)}
1 . Do e_=0
l—ull_n
hl hn
f(x + o ceo + 0O )
1 TRy 11 n Trh 1]
=— ] 2 2 bty « =u Rl
(zZzmi) Fn OF eoe O
P
h h (2m L)
n 1 1 1
16" Ges iy oo i) | sup | |£(x) ||
|1y 1 a1 (2m) ™ (%)2...(5)2 xeB(x_,R)

n 5
Como 6§ f(x:za,...a € N—1liNeay €M &8, ;000;8
( 7 l n) ll i n



n Y
[18" £(xshyso.coh) || < 2 sup  [[£) [|=||hyl]..-]n ][]
p xeB(xO,R)
Corolario 1 - As diferenciais de uma aplicagao £ (x)

; . ~ n
G-analitica e localmente limitada sao continuas em OxX , n>1

Corolario 2 ~ As diferenciais de uma aplicacao £ (x)

, . ~ n
G-analitica e continua sao continuas em QxX , n21l.

§5 - Aplicagoes analiticas de Espagos de Banach em espagos de

Banach

Teorema 8 — Seja uma aplicagao £(x) definida em
Q ¢ X com valores em Y. Se f(x) e G-analitico e limitado

sobre B(xO,R) c  entao para x e B(Xo’%)

1im Exth) - £(x) - 6£(x,h) 1] -
[ 18] ]»0 A

Devido a desigualdade de Cauchy (1.2),

| |&" £(x_sh) || <nt M, onde 1M = sup__ ||fx) || e
o (o} XEB(XO,F)
e R R
(x,+h) e B(x_,R). Para | x“xo|| <3 e [|b]]| = 3

IA

||x+h—xo|] < |=x=x_[[+[[h]] ¢ R = (x+h) ¢ B(x_,R)

Temos entao para todo h

R=R_h __ 8| = B
B=g = Al =3
Logo ||8™ £(x;h) || < n! M ||x—xo|[ < g, como " £ & ho-
O £
mogénea de grau n vem ||&" £(x;h)|| < n! (%)n | 0] ™ M.

o
O desenvolvimento de Taylor, (l1.1l), fornece



£(x+h) = ) 18" £(x,h).
n20 nt
x+h) ~£ 7 Lo n 2o _ o, _2llhll
| | £(x+h) ~£(x) || < n£1 ont ..A_XO||h|| = MXO R3TThT]
41 Tinl)?
P 3 o
| | £(x+h) £ (x)=8£ (x,h) || < =3 TTRETT
Portanto lim Gt £ =0 ] - 5 com
[In][>0 et
JESNIEES

Existem varias definigdes de aplicagoes analiticas;
as definigbOes que seguem no contexto apresentado, isto &, f(x)
aplicacao de Q < X em Y, sao todas equivalentes [3]. Serao

demonstradas apenas algumas das equivaléncias.

Definigao 4 - Dizemos que f(x) & F-analitica ou tem

diferencial de Fréchet em Q se
(a) f(x) & G-analitica em
(b) 8£(x:;h) & uma funcac continua de h, ¥x € Q

| | £(x+h) —f (x) ~86£ (x,h) ||
[ Th]

= { para X € Q.

(c)

lim
hl |
hi|

| >0
| In]=0
zorn demonstrou em seu trabalho Derivatives and Fréchet
differentials, Bull.Amer.Soc., 52, 1946, cue as condigSes (a)
e (b) acarretam (c¢) .

E usual nessa definig¢ao incluir que &(x,h) deve ser
linear mas isso & superfluo en vista dec que foi provado no
B2 «

E imediato pela propria definigao que uma fungao F-ana-
litica & tambem G-analitica. O teorema £ e o Corolario 1 per-

mitem dizer que toda aplicagao G-analitica e localmente limi-

tada € F-analitica.
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Definig¢ao 5 = Dizemos que £(x) & H-analitica ou ana-

litica segundo #.7dille se £ & G-analitica e localmente limi-~
tada.

Ficou demonstrado entaoc que

H-analitica <==> F-analitica

Definigao 6 - Dizemos que £ & LF-analitica ou anali-

tica segundo L.Fantappié se para toda aplicagao ao =+ g(oa) ho-
lomorfa de « ¢ C com valores em §, a aplicagao a » f£(g{a))

¢ holomorfa.

Definigao 7 ~ Dizemos qgue £(x) & T-analitica ou ana-

iitica segundo A.Taylor se f & G-analitica e continua.

Definigao 8 - Dizemos que £(x) & ¥W—-analitica ou ana-

litica no sentidc de Weierstrass se para cada ponto X e

podemos associar uma sequéncia (Pn) de polindémios n-homo-

n=0

géneos e continuos de X em Y tal que Z Pn(h) converge
n=0

uniformemente para a aplicagao £ (x+h) em alguma bola

B(X,D) c e

Sabemos que uma aplicagdo f(x) G-analitica tem

desenvolvimento de Taylor
2
£(x+h) = ¥ = &" £(x;h)

Além disso se f(x) & localmente limitada, do Teorema 7, se-

gue a convergéncia uniforme de Z ;% Gn f(x:h) numa bola
n=0 °

B(x,p) ¢ e, do Corolario 1, so f(x:h) sao polinomios n-=ho-

mogéneos continuos. Logo
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f H-analitica <= f W-analitica
Em tudo gue segue uma aplicagéo f(x) de 0 c X

em Y & analitica se obedece a qualquer das definigoes 4, 5,

6, 7 ou 8.
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c APITUTLDO IT

UM PROBLEMA NAO-LINEAR ABSTRATO DE GOURSAT

§2 . 0 Problema de Goursct

Definigao - “hama-ze escala de espagos de Banach a uma

familia de espagos de Banach X_(0 < s < 1) tal gue:

(a) se s’ < s entao X_ & um subespago vetorial de X_,
3 w

(b) a injegao K, === X, e continua e tem norma < 1.
=
A norma em XS sera representada por || ||s .
Portanto || lls' < | ||S com 0 < s' <8 < 1,
Seja {Xs}0<ssl uma escala de espagos de Banach.
Para t em CN e o uma N-upla de inteiros o = (alaogo;aN) , COm

o, 2 1, considere o problema de Goursat,

i

o

Dy ult) = F(u,t)

(2.1)
u o= O(ta)
o Bl

onde D% = Dll ooooo Dmh e u = O(ta) se e soménte Sse D? u = 0
guando tj =0 se 0 £ k < aj para cada j, 1 < j < N.

Procuramos uma solugao u(t) gque seja analitica
em t e tome valores na escala de espagos de Banach dada. A fun

cao F é analitica em t e u no seguinte sentido que segue:

[oe]

(2.2) Flu,t) = = 5 ?p y (w)t , onde
14
p=0 A20
(a) X = (Alioa.,AN) & uma N-upla de inteiros com Ai > 0,
i=1,...,N e p & um nimero inteiro.
X _ M Ay

(b) " = tl 4 %o tN
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{c) ﬁp A(h) = FP A(h,..a,h) e para cada par de nineros
2 < 4

s ;, s' tal que 0O<s'<s<l F representa uma aplicagao

PeA
p~linear

. wF
p’)\ ° 1§S g XS!

Em particular para p = 0 e todo A F e X

o, s' *

corm 0<s'<1,

(2.3) Existem constantes C,r,n > 0 tais que para cada

s , s' (0<s<s'<l) & todo ul,.a.,up € XS temos

C - = A
e A e IR P T

" 546 ® <
Il p,x(ulr ’up)lls' = (S“s')

com m(a) = min(o,s;i=l,...,i) e [A]| = Al+,.°+AN

No caso p = 0 temos

IA

IENNT.

Entao devido a (2.3) a séerie

converge em X , uniformemente nos conjuntos abertos da forma

SV

{uex s ||lul] < x'} x {t e T ¢ |t] < n*}
com r' < r e n? < n.

Teorema 1 - Suponha que F(u,t) seja como definido em
(2.2) e que (2.3) esteja verificada. Entao existe uma unica
u(t) e um nimero A, 0<A<n, tal que para qualquer s, 0<s<l,
u(t) € a Unica solugao de (2.1) gque é analitica em t,

|t] < A(l-s) e toma valores no espago Lo
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Demonstragao - Comecemos por denotar

(2.4 u(t) = J ugt’
6=
; Jq 0 g
& o3 . i - « s px : 1"l N "N
Dt t —jl(jl lhan(jl al+L)n.jH(jN 1)°”(JN aN+l)tl ’“tN
Jp® Iyt j-a it 3-a
=T-.—:TI——)-T o5 o _(-j':T)'—Ot = GEDE t
J170% 7 2 et L »
onde ji! = jl.”,.ojmi
o ?
Fazendo Jj-o = 0 D% td = iﬁ%%Ll t9
Procedendo formalmente com (2 .4)
.0 (6+a) ® 0
D, u(t) = ) -~ t
s 650 oL 0-+o0,
Rearranjando (2.2)
Flu,8) = J J F B(u)tB =
p=0 Bz0 P’
=7 I F B(u,.,..,u)t8=
p=0 p>0 Fr
o) 1 P
= X Z FD;B( z ult)\ g oo z U.ptA )tB::
P=0 Bx0 T alay A 3Peg *
e : 1 P _
= 1 01 D 1 T, pugseeu p)tBH Py bk =
p=0 B=0 Alza \Pso A A
—3 X te z Fp B(u l;onupu p)
27
020 giali. . .4aP=e . A
onde 0<ps<m(0); isso porgue Al,,..,kp > o e entao
xi,.,.,xé > 1 para i = 1,...,p-
Logo
O ) (0+a) ® _
Dy u(e) = ) 0! 8+0

6=0
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= ¥ £9 ) Fp,B(u 17eeertl p) = F(u,t)
4=y g+AT+. .. +AP=p . 4

- 0
Comparando-se os coeficientes de t ohtemnos

0! : _
Yora - (0+a) - " ) " Fp,B(uAl'°°°’uAp)
(2.5) / BHA T+ . o o+ AT =0

Notamos entao que (2,5) determina os possiveis coe=

ficientes u 0za de u{t).

ei
A expressao recorrente dos Ug da portanto a uni=-

cidade de u(t).

Existeéncia

(2.6) Para todo A, A20 e todo s, 0<s<l provemos por indu-

cao que
1 r 010 _13—‘ IAl
[lay I < - =
e 2 2 2
onde § = ) s A =AY ... A5 e A é ume constante a de-

BT

terminar mais tarde, independente de s e de A.

Para A = o ternos

R o C
lluulls B EllFo,olls = al (las)m(a)
WML 2
Entao (2.6) & verdadeiro para Alal > (8§3 Coz,
2 2 2
onde o~ = al,.oaN,

Agora para gualquer inteiro k, existe somente um
nimero finito de multi-inteiros A tais que |A| < k. Pode-

mos entao ordenar o conjunto dos multi-inteiros X, com
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|A| < k, e realizar uma indugdo sobre k. Seja k um inteiro
positivo, k > |o|, e suponha que (2.6) valha para todo X tal
gue |A| < k. Mostraremos que (2.6) deve valer também para to-

dos os multi-inteiros A tais que || < k.

Seja A um multi-inteiro tal que |A| = k. Entao
por (2.5)
A=a) ! —
uy |1, < 59> : ) 1. (u)\lr“.,u)\p)HS
e R

De (2.3) vem para (0<s<s+e<l , €>0

5 | |F (u an sl <
prate. 4aPaa-g  PeBTR1TTTTY ol ls

¢ -p _-|B]
r©on
grats. +AP=r-q (%)

<

‘qulI|S+€°°°||uA5IIS+€

Pela hipotese de indugao

lluxllls+e°°' |uAp|ls+e =
1
B AN N R S | PO WY L
.\ Np P p ~S-€ =g
(85) (A7 <o oRyy) (AT - e oAg)

Rearranjando essa ultima desigualdade vem

[[u 4 ]] cool | || <
Al s+¢€ AP s+€
Ai+.,,+xg
< ©Pr 1 5 T L 5 2°(1_2m€) ] waes
(853) (Xlaookl)
A$+..,+A§
—L S . ]
e 2 ‘l-s-¢

P AL P
(85)F (A5...aB)

Portantoc obtemos



- A+ AP
1 n i A 1 1

AA=a) § N i ) ]

c
| u, || === Y - T [ °
47787 AR (o) 51 (8s)P (Aiog,xg)‘
D

atals, | #iPsien

Escolhamcos um € qgue dependes de B, Denotaremos

POr €. Isso sC & possivel se 0<s<s+e,<l e, devido a con-

8
digao (b) da definigac de escala de Banach, €g deve crescer
com B,
Sela ep = N=a =B +1)l_s(x ~0. -B.+1) °
1 71 "1 R ¥ A S |
o i Y % i & r:q == l“S o 1 =
Chamemos por convenien<cia €. T o -y P 1= l,...,N.
i i 71 P4
Portanto
EB < EB = l~g-g 2 l--s--eB —s l_(‘l_ < l=-<‘£ -
i R i =5 €8 S E:B_;
e @ apyW{a) o aaama(a)
ermia) 0 M N N e ke et )
R (lﬁs)m(a)
o a
. 1 o N
. (Al al Bl+l) on.(AN Oy BN+1)
- Oy o
(1=8) ~e..(l=s) ¥
-1 () "% "%
€g SRR
1 N
Obtemos entac
11, <
-8, B,
. €g i Ai+.a,+kg
7Y e [l M .
= ke ?)’C L It - P i P Zo(lwsée ) ]
1 i=1l (89) (Ai,.,xi) Bi
B tA i+ v voatdP=d  ~ax,
i i1 i

i::l,,' = a e ,]\‘T

Podemos observar gue a desigualdade acima tem no
segundo membro um produto de 1II séries.

Tomemos arenas uma delas,



=g -8,

e 1 1 Ale .. 4P

5. = i
zl - z - p° i P, 2 (1“n:€ ) =

Bj+x}+, #AP=n =g, (88)7 (Ay...hy) B
- - P il

= 1 EBai R Bi(1=”%e ) - l 'y I . 2

i allkee ¥ 3s)FP (Ar...AD)

By<ri-0, SEIEOL S NI

- - A8 8
_ oy B% A i 7iti 1
z1 - <§ 88. n l=s=-¢ ) Qﬁ ) 2
Bi_ l-al = Bl ‘1-‘(>\:L"‘ai"8j-'1'l)
(+1 o, =1
-a (Aj=a =B +1) © (A ~a, +1) 4
EB E— ~ < - ° ()\ -“'U,.""Bi-*l)
i | ‘i
(1-s) (1-5)
1 Ajmoy =By 1 )
R e ) = e .
l-s eBi (l—s)ki o;-B; o 1 )Al oy Bl
A.—0.=B.+1
i
Chamando Ai"aiusi =n
n n
il
( l l ) - (l + :";) < e
i = n+1l
Ai“disBL
1 - e
rogo A=) . Y
1 (1-s) "
Pcrtanto
27 (- +1>ai_l -8
y, < =& R Mt Sl ) (ne) e 1
i = S X s h.—0.-B.+1)
(1-5) i Bisxi“ai . i 7i i

Tomando-se A tal que nA > 2 entao



X - =1

.0, F i
J. < A 1 1 fAysd) ;s By 1
i~ S Ai & <X, = (Ai“d4“8i+l)
(1=~s) 171 T4 T
oy~ 1
S R O ORISR VRIS ; T
= o 2 &
2 - -
) (1-s) "t B <Xymay (MY
Pelo Lema 4 do apendice
A~ Uy =% - i
2 7O °()\imai-%l) O 4 B ﬁgoAAimai (Ai—ai+l)
Zi <~ 8 AL (A\.-a0.+1) & °© Ay
(1-s) * ol (1-s)
Finalmente
N . lAl=]a] Oy =2 Ol =2
A=a) b . (4e A 1 i
oyl < 45 o d5 AT (Apmogtl) « ws Lig=oggtl)
S (L-s)
Logo A deve ser tal que
O-a)t . (ae) alrl-lal m oy ~2 r 1, a M
3t C TN rir I Ahgmagtl) g TR
° S (1-3) i=1 (88)" A °
3 N ) I} o, =2
Alal , (32e) " -Cc (A ?)o A2e T (A, -0, +1) T
T AL j=p + 1
P i o.=2
Provemos gue LAX%lJ-AZ I (A.=a.,+1) = e limita-
] j=1 101
do para qualquer A.
ot I o,=2 N (A,=o.)! o, =2
LAX%L; Vom Ogetl) to= T —E A% a4l
4 =1 14 i=1 i 174 73
(k- )% 5 o, -2
T A Gymegr T =
1 o A - Ai >

= o - 1 i i 2 N S 2
(X —a, 1) .o, (A;-a;+1) (Ai-ai+l) . (xiwai+1) < 0

Portanto
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il 1 N o, =2
-‘-A—X-‘fi)—: A% T {h-e,#l) T g
] j=p 14
Finalmente
N
alol 5 (32¢) " ¢ 2
r
[ o]
Tomando-se A = min(% i / I‘N 5 )
C(32e)  «

A série } ust’ & uniformemente convergente no disco

|t| < A(l-s) e para cada t toma valores no disco de raio

r de XS. De fato,

6 ||
[l 2 ugt™ . < 2 [lugll, [£] =
O=2a 0 S 0 o' 's

>0
0|
_ r 1 Alt] | r . v 1 r N _r
= N2 (1) 5 §' L T3S RS =T
6>a (85) 6 (89) 0>a 6 (85) 8
Portanto para cada t, u(t) = ) uete, com |t| < A(l-s), to-
0=0
ma valores na bola de centro O e raio r de Xs'
$2 - Condigoes equivalentes ao problema de Goursat

Enunciaremos e demonstraremos hipoteses equivalen-
tes aquelas do Teorema 1 deste capitulo o que permitira pos-
teriormente aplicar em alguns exemplos sem usar processos de

"quase” linearizagao usados por outros autores.

Teorema &2 — Sejam as constantes nl ;s R e C tais

nl =1 -1

que O<nl<n , O<KR<xr e Cl = C(1 - 7;) (L - =)

Sejam também

(2) F(u,t) fungdo definida em U(O,R)X(|t|<nl) com
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valores em X = U X onde U(O,R) = J BS(O,R)
0<s<1 - 0<s<l

B, (0,R) = {u ; ||u||s < R}

(b) F(u,t) funcado G-analitica em BS(O,R)X(|t|<q)
com valores em X_, para todo s', 0<s'<s<l.
D
“1

(s=-s')

IN

() ||F(u,0) ], m(a)

para BS(O,R)X(|t|<nl) e todo s', 0<s'<s<l.

Entao essas condigbes sdo equivalentes as hipote-
ses do Teorema 1.

De fato ¢ imediato que (2.2) e (2.3) acarrctam a
hipotese (a) . O teorema 6 do capitulo 1 implica a hipOtese

(b) . Agora,

[ee] R A
P =
[P, t) [, < pgo AEOHFP")\(U)HSvlt |
A v 2 A
= F t + F (u) 1
Agoll onllgr €71 pzl Agoll oo (@ g [€7]

Majorando a primeira parcela,

A c N |}‘|_
A§0||F°'A||S'|t | < xgo Gsnm@ 1’ "
= . Z(E—l—)m= C .1,y
(1-s") (@) 3 M (1-s')™{0) .
n
A C ) N4 -N
g HE, a g le7] < - ')m(a)(l <)
Majorando a segunda parcela,
IS = A c v R ny, 1A
LI HE @]t < I @F 1 ) =
p=1 Azg PrA s (s=s)®(@) 27T H30 M



= C ° R/r o ('L - I]—l_.) -
- yym(a) 1-R/xr V n
s5=8S )
Portanto
i n1 =N ;=,l C
+ 7 . . R _ _R_ 3
I'F(u't)|ls“ . m() n) ) : m (o)

(s-s7)

Isso significa que (2.3) implica a hipotese (c).
Provemos agora que as hipoteses (a), (b) e (c)

acarretam as hipOteses do teorema 1 fazendo-se

- . " =R
C=¢Cy , n=n e r=~<

(=

Do fatoc da fungao F(u,t) scr G-analitica em

BS(O,R)X(|t|<nl) com valores em X, , para todo s',

0<s’<g<l, 2 de (l.1) vem:

Flu,8) = FL(0,0)+(w,0)] = § ] Sresh 6P 6} r0(0,0)5(u,0)]
p=0 Azp P ¢
Ond@ t = (tl;noo;tl\]) A = ()\li""i}\}}I) e
s 5*1 éxm
t t © o tN

O teorema 5 do capitulo I diz gue as diferenciais

sao aplicagoes multilincares, logo

F(u,t) = ; ¥ o o S B FL(0,0) 5 (usl 1)1
FiR plo afo BT AT 1 vexBy g O FLADUIFIRRL vn
Chamando a aplicagac p-linear
A1 P s ¥ Eoa =
BT Al Gu Gt FL(0,0):(uyl;...,1)] na variavel u de Fp,A(u)
terecmos
. - A
Fu,t) = J ) F (e como
p=0 A0 P’



no teorema 1.
se [|Jull,<® e |[t] < mn; ., para todo s',
23
0<s'<s<l vem da desigualdade de Cauchy que:

C

. _ L oo mes e gm 1 1
||EO,)\||SS - H)\ua (St FL(OpU);(er;’-ncrl)]Mju S o § m (o) | A
(s—5") ny
Analogamente se ||hi||S <R, i=1l,.0.,p a desi-

gualdade fundamental {(1.3) fornece
LSNP W [

11 - , :
llET £ & ¥ FL(0,0) 5 (hyyeenrhilsee D] <

I L ,
< 'f)’i‘ 'r_]'l—i—[ |I(SI‘; F[(O;O) ;(hl;noe,hp;-‘.,ouurl)llsq <

1 1 pf C
g § > [ag ] ool ln ]|

P nIAI P (s=s‘)m(a) 1'ls p''s
issc para s' e s,; 0<s'<sgs<l.

. P
Pelo Lema 1 do apendice o7 S oF

=|Al By -p
2 “lIng .-

||prx(h1""'hp)|ls’ 8 lhp'ls

Ficou portanto estabelecido (2.3) concluindo por-—

tanto a demonstragao.

§3 - Observagoes
(1) Seja o sistema

o

o u(t) = G{u,t)

[
(2.7) - "
u(t)-u (t) = 0(t™)

o - ~ g o o
onda u (t) & uma funcac analitica limitada em

D, = {tec; |t| < n} com valores em ¥, , com derivadas
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D uo(t) ; B 2 o, nulas na origemn.

B
t
Alsm disso suponhamos que G(u,t) esteja nas con-

dicoes do Teorema 2 €  sup ||uo(t)||l < p < R.
| £]<n

Messas condigées colocando u(t)—uo(t) = v (t)

D% v(t) = b% u(t

£
O sitema (2.7) fica entao

DY v(t) = GLv+u® () ,t] = F(v,t)

v(t) = 9(t™h)

Mas para ||v|| < R-p temos
ol = Hvsag @ 11, s il Tag @ (1, s [l ug e []4<R
portanto
i
IIF(V'It)I‘SV < ||G(u’t)llsv < nqg)m(a)

Entao existe uma Gnica fungao wu(t) analitica enm
|t] < A(l-3) com valores em XS solugao de (2.7). Os coe-
ficientes Ug do desenvolvimento de wu(t) em série, para
® # a, sao dados pela condigao inicial u’ (L) .

(2) No sistema (2.1) supusemos o tal que ai > 1,
i=l,...,N. Essa hipOtese nao faz o problema perder em genera=-
iidade, porque s< algum o for nulo a variavel ti pode

ser olhada como um parametro.
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cAprITUEL O IIT

ESPACOS DE BANACH DE SERIES FORMAIS E APLICA{OES

Seja {x.} uma escala de espagos de Banach.

0<s<l

Seja H o espago vetorial sobre C das séries formais

P2 ue Te onde u6 € X_ , 0<s<l
6=>0

® & uma N-upla de inteiros.

§ 1. 0 ESPAGO H,

Fixado A > 0 e o uma N-upla de inteiros nao negativos
seja

Hy={veH v= I u T e sup sup ||v(t)||s<w}
0<s<l | t|<A(1l-s)

2 ||u, t
02a

para todo s, 0<s<l , e todo t € Ds = {t € CN; |t|< & (1L - s)}.

Entao v(t) & uma funcdo, para cada s, que vai de D, em
X, expressa pela série

v(t) = I u, t

Por construcao a fungao v(t) & entao holomorfa.
Denotemos por

| [v]] = sup sup llvivy |l +»ven
0<s<1 | £] <A (1-8)



_37_

{3.1) | | || & uma norma para H, pois
@ vt e V¥ = swp s [t ]
0<s<l | t|<A(1-s)

Como X & um espago de Banach

it

b+ v @l = 1vhe + 2wl s [viwlg+ V3wl

2
sup ||(v1+v2)(t)||S < sup ||vl(t)l|S + sup | |vi(O) [
| t| <A (1-s) | £] <A (1-5) | t] <A (1-8)
1, .2 1 2 1 .2
v+ w2, < v, + 11930, vhv? e,
(B) ||kv|| =[kx| [[|v]] , k€C, veH,
(c) se ||v||= 0 entdo
v(t) = L u, t? = o para todo t, |t|< A (1 = s)
fza

0 < s <1l

Seja x' um operador linear e continuo

x' : X_ > C
(xfe v)(t) = X x'(ua)te = 0 , logo
0=a
X'(ug) =0 . ¥x' € X, . onde x; & o dual topoldgico

de X, . Do teorecma de Hahn-Banach([%] , pag 49) vem que

u, = 0 ; 6 2 o portanto

(3.2) H, @& um espaco de Banach

A

De fato seja (vn)n> uma sequéncia de Cauchy em HA’

1

Temos entao



-38_

[1v® () = V™) |] < e para n,m > n (e) , € >0
s

lt] <A (1 = s)

0 < s <1

Portanto, fixado s, como Xs & um espaco de Banach, a

o n . ~
sequencia (v )n>l converge uniformemente para uma fungao Vgr
holomorfa em DS a valores enm Xs' A holomorfia de vs decorre do
teorema de Weierstrass ([&] , 9.12.1).

Mostremos que os coeficientes de Yy nao dependem

de s.

~ n
> VS, em Ds" entao v —m2 Vv

n
]
Se s' < s, como v 2 & g

em D com valores em ¥ _, pois D ¢ D _ ;. Como X_ c X_, en-
S s S S S s

tao v, = vVv,, em D_. Pelo teorema de Hahn-Banach ([9],
pag 64) suas sériecs tem os mesmos coeficientes; isso acarreta

v, =V

& gt em Ds"

Seja entiac v a série formal cujos coeficientes sao '

os de vy - Temos
| [vP () - v(t)||s < e para n 2 n_(e)

[t] < A(1 - s)

¢ entao

n

[|v" ~ v|]| < € para todo n = n_(e)

) T n
Isso prova que v € H e que a sequencia (v )n>l con -

A

verge para V.



~

2 - 0 _ESPACO H_

Fixaco n, n>A seja

E_o= {u® e ,oul = ) ugTe e sup ||uo(t)||l<m}
02a |t]<n
onde por hipotese ug € Xl e a série
0,0 . . N
) ||uet Ill = para cada t e D = {t e C ;|t|<n}

840,

&5 fe) = P .-
Entac u (t) e uma fungao que vai de Dn em X, expressa

pela séerie

. - C @ o
Por construgac a fungcao u ' (t) e entao holomorfa.

Denotemos por

[P = sup [[u®(e)|]; + u° e Hy
lt|<n
Analogamente como em (3.1) e (3.2) || || & uma

norma para o espago Hn que €& também espagoe de Banach.

Tomemos agora uo(t) uma fungéo holomorfa e li-
mitada em Dn, com dorivadas DE uo(t) nulas na origem, pa-

ra PBzo, com valores em X,. Seja entao

o desenvolvimento de Taylor de u (t) em Dn° Da desigualdade

de Cauchy temos

||uo||. < —— , M = sup ][uo(t)||
p''l 15 “ |t|<n 1



Portanto para cada t, |t| < n

o
||

z ||ug = 1 <
0o
Assim sendo a série formal u° = I Ug Te pertence a
0 2o
H o
n
§3. 0 ESPACO DE H
n,A
Seja agora o espaco vetorial
H =H & H
n,A n A
- (e} o A
HoA = {u, v° + v,u” € Hoeve Hy}
Tomando-se comoO norma
(¢
Hall = max (][] [[v]D
Hn A é um espago de Banach pois o espago Hn ® HA é iscmorfo
14

§$4. E X EM P L O S

EXEMPLO 1 - Sejam, z € éf e |z| = max (|zj|)
l<j<p
1 ece |t| = max ([le) » By = {1 e c™ ¢|t| < s}, O0<s<l

1<j<n

Seja, também o uma n-upla de inteiros nao negativos com

m(oa) # 0. Denotando por

X_ = (e, cP) (0 < s < 1)

o

o espago de Banach das fungoes u de n variaveis complexas T com
B

P .
valores em C holomorfas com derivadas DT

u limitadas no disco °

B, com 0 < |g] < m(a), onde B = (Bl,uoc,sn) & uma n-upla de in-
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teiros nao negativos; com norma

[lull, = swp  max (122 w(n) |
s cp L -
TPs  0<|g|<m(a)
Chamemos de H® ao conjunto das fungoes w(t, 1) de

NN P .
N + n variaveis complexas holomorfas a valores em C com deriva

das DE w(t,t), 0 = |B|] < m(a) limitadas em B,
BA={(t,T)€CNan ;——LAﬂ—+|T|<1}
com Di (0,T) =0 , 6 # a . Definamos como norma
| |[w]]|= sup max (IDB w(t,T)]|)
B, 0<|B|sm(a) ©

O espago HA contruidoc a partir de {XS}O<S<1 se identh-

fica ao espacgo de Banach .

De fato seja v € H Associemos a v a fun -

I
cao holomorfa de N + n varidveis complexas
v(t,T) = I Ug (T) te

B>0

definida para t, |t| < A (1-8), e T , |t| < s, para todo 0<s<l

isto é -—lji——-+ |T] < 1 . Mas
A

08 v, < [lvell, < [lv]]

A o
em consequencia v € H .

” . O Ll
Reciprocamente seja w € H e tomemos M > 0 um limi-

B

T

tante de D, w(t,7) , 0 < |B| < m(a) .

Fixando |t| < 1 e desenvolvende w como uma sérieede

Taylor, (0.4) , vem que



1 S 0

w(t,T) = I Dt wW{0,T), Et

m=0 |6|=m @

6 = (91,00.;6N)

para t tal que |t| < A(1 - |T])

Denotando as fungoes de T

1 §] _
57 Dt w(0,T) = ue(T)

temos que u, sao fungdes nulas para 6 # a e para 0 = a sao
fungoes holomorfas na bola B, -
Mostremos ainda que ug (T) sao fungbes com derivadas 1li

mitadas de ordem B, 0 < |B| < m(a), com relagdo a T, em '

[t] <'s (0 < s < 1)

M
@] = o 1B w0 | 5 e g
0: [A(1-]|T])] [A(L - s)]

|DE g (tv)] = *~l7w | DE Di w(0,1)| < M x - LCHONSNY

& ca (-] ]y 1l®l [a (1-8)] @
para |T|<s.

Portanto
[lu ||, < =z . para 0z0 , 0<s<l

S [A(l-s)1!0]

Temos entac que Uy € X s 0<s<l, e que a serie formal
0
w= ) ugT converge em |t|<A(l-s) com valores em X . Como
8=

sup sup ||w(t)]|S < ® entdo w e H,
0<s<l |t|<A(1-s)

Enfim a aplicacao

H, -~ H

v o> ¢ (v)
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d)(V) (t,t) = V(trT)

(o]

uma isometria porgue

[l

sup sup  [|v(v) || =
0<s<I* | t]<A(1-8)

sup sup sup max (IDE v(t) (1) |) =
0<s<l |t|<A(1l-s) |T|<s 0<|B]|=sm(a)

!

sup max (luﬁ v(t) (1) ])
By 0<|B|=m(a)

Exemplo 2 - Saja H, © conjunto das fungoes uo(t,T)

de N4n variaveis complexas, holomorfas a valores em cP

com derivadas D? u®(t, 1), 02|B|sm(c) limitadas em

(| t]<n)x(|T]<1) munidaynorma

°ll =

| |u sup max ([DE o (t,1) )
(| E]<n)x(|t]<1) 0<|B|=zm(a)

Além disso Diuo(O;T) =0 , 02a

0 espago Hn construido a partir de X, _(definido

no exemplo 1) se identifica ao espago de Banach H,- A demons-

tragao & analoga aguzla do exemplo 1.

Ezemplo 3 ~ O espago H construido a partir da escala

n.A

{x_ .}

s Y oca<i (definida no exemplo 1) identifica-se ao espago de

Banach H/ x H* com a norma ||u|| = max(]|u°||. ||v|])

Exemplo 4 - %Seja o sistema de Goursat discutido na Obser
vagao 1 do Cap.II,

o —
Dt u(t) = G{u,t)

u - uo ez O(tu)

@ lembramos que uo(t) €& suposta analitica e limitada em Dn com

B

derivadas Dt

'] ; .
u (t) nulas na origem, para R = o, com valores em)&,



ey

Além disso sup [|uo(t)||l < p<ReG(u,t) estd nas condi -
| ] <n

cOes do teorema 2 do Cap. II. Nessas condigOes vimos que exis-

te um numero A > 0 tal que a fungao u(t) encontrada & analiti-

ca em |t] < A(L ~8) , 0 < s < 1, com valores em Xy -

A série formal u = 3% ug 4 3 U, 0 .
0 £a 020,
o ~ : o o .0
onde u(t) e a solugao do sistema dado e u (t) = I ue m .
0 £a.

pertence ao espagc Hn definido no §3.

yA

§5. SOLUCOES DO PROBLEMA DE GOURSAT

EM FUNGCAO DAS CONDIGOES INICIAIS

Nesse paragrafo utilizaremos os espagos de Banach cons
truidos nos paragrafos anteriores para examinar como a solu-
gdo u(t) depende da condicdo inicial u®(t) no problema abstra
to de Goursat.

Seja uma escala de espagos de Banach {xs}0<ssl e o sis-

tema de Goursat

D‘i‘_ u(t) = 7(u,t)
(3.3) ’

o o
u-u = 0(t")
com as seguintes hipoteses:

(a) w®

e Hn, isto &, u°(t) & uma fungdc analitica e 1li-
mitada em Dn com valores em Xl e com derivadas Diu(t) nulas na

origem, para 0 = o .

(b) F ¢ U(0,R) x Dn S
(12pE) >, )
onde X = iU XS @ U(0,R) = U BS {0 ,R)

0<s<1 0<sx<l



(c) F Bq(O,R) b4 Dn > X & G-analitica para todo
s'es, 0 <s'<s<1.
@ ||F,el] < g
(s«s“)m(a)
X
para ||u||g <R, |t] <n, 0<s'"<s =1
Tomemos u~ na bola
B, = («° e Hy ;[ 1°] <p ,0<p <R}
Chamando u - v (t) de v e tomando-se ||vllg < R-p temos
Hull, =l e = v+ vl <lluvl]_ + []v]], < p+R-p=R

Estamos, nortanto, nas condigaes do Teorema 2 e na Obser

vagao 1 do Cap. ;}existe entdao uma Unica solugdo u(t) que en

carada como série Formal & elemento de Hn A ¢ como no exemplo 4
r

onde
| ol
| &l -

A=min{——n—,/R 5 N }
2 C e a“(32e)"
Chamemos de a fungéo que vai dea Bp em Hn A tal que u(t),
¥

onde u = Y (u°) , & a solugdo do sistema (3.3) com condigdo ini-

; o
cial u .

U —— lp(uo) =u = u(uo)

Provemos que Yy & uma aplicacao analitica.

De fato a expressao racorrente dos u,, coeficientes do desenvol

6‘7

vimento de u em série, da a G-analiticidade dos mesmos como fur
~ o 0 -~ o :

¢ao de uy . onde u, sao os coeficientes do desenvolvimento de

o) S
u em serie, A % o .



O
||uo|| Tlu] ]
£ .
| A
n
. - o) o ~ . 7
logo as aplicagces u > u, sao lineares e continuas .

A aplicacdo u° —> uA(uo) & entao G-analitica porque &
a composta de uma linear e continua com uma G-analitica .
As aplicacgoes uy (uo)tx sdo G-analiticas no par (u°,t) pa-
ra |t|] < A(1 - s). Entao u(u®,t) = I u (uo)te & G-anali-

0
520
: 0
tica no par (u ,t) com valores em Xs’ como segues

devido a (2.6)

ug? || s 2o L2,
e (88) 0 1 - s
com ||uo|| < p
0 < s <1
6 =2 o
isso acarreta
o : 0 o, ,0
a0y [ sz uy €11, + 11 2 wge]lg
8=
0 ta
< @l + 2 [y @] <
0=0 =
e 3 8j
< 5 + I R - p. i ( A )e'i_,

0=0 e(SS)N 62 1l - s
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Tomando-se t tal gue |t| < A (1 - s)

llu(uo,t)||S < p + —B—:—Qﬁ——- ) 12 < p + —B—:—Bﬁ—-,SN<p+R-p
e (88) 6za0 © e (8S)
Portanto
(3.4) ||u@®, )], <R para 0 < s < 1
[l <o
[t] < A(L - s)
(3.5) ||u@®)]] < r para| [u®]| < p

De (3.4) e das definigoOes de analiticidade do Cap.I,

a fungdo u(u®,t) & analitica por ser G-analitica e limitada.Do

teorema 8 do Cap.l segue que

lut® + h,8) -~ u@®,8) - £ 6§ u (O,me®||. <r g (2Bl s
0 S

620 nx2 O“||uo||
para 8 < s < 1, ||b|] < p =||u®]] e cada t, |[t| < A(L - s)
Portanto
(3.6) |Ju@® + h) - u@® - 3 & u (u mr°[| =o(|[n]])
3 00 O

De (3.6) temos entao a G-analiticidade de y e consideran

do (3.5) temos a analiticidade de y .
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Para a funcao Yy podemos observar ainda que:
(1) & injetora porcue porque u 8O0 depende dos coefi-
cientes 0, 00, da expressao em série da condigao inicial;
(2) a inversa de Y €& continua por que do 83

[ &

||u|| = méx(||u0||,||V||) onde u = u’+v com v

O(ta) en-
tdo ||u°|| < ||ul|

(3) a diferencial de Y é injetora porgue,

} u =9 4 Y u w?yr? =

040, 0>a

u(uO)

0

=u’ + ) ue(uo)'.?6
6=0

diferenciando Y e calculando em t = 0 ven Gu(uo,h)°0 = h,
isto significa gue se hl # h2 entao 6u(ug,hl)°0#6u(uo,h?)°0°

Logoe 6y é injetora.

$6 = Aplicagao a um sistema nao Llinear de Cauchy-Goursat

Vamos agora aplicar os resultados do cap.LI e III

no sistema de Cauchv-Goursat,

B B
¢ u(z,t) = f(t,z,Dzlu,,.,,szu)
(3.7)
u(z,v)~u(z,t) = ot
onde t € CN, zZ € Cn, cera m(a) # 0, Bl = (Bi,...,B;) 1<izp,
0 < [BY] < m(a).

analitica nas variéveis complexas

\ LiH+nt =
(t,zl,.oo,zn,wl,o,,,wp) g C p guanéo |t| < n; zjl < 1,

Uy

A fungao f

§ = liassght 3 |Hi| < 2, 3= 1,...,p limitada por um namero
5150

~ o) - ;
A fungao u (z,t € analitica no par (z,t) com valores com-
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plexos e Dg uw’(0,2) = 0, 020. Além disso sup ||u®(t,2)|[<R;
[t ]<n
para |z| < 1.

Chamemos de X_ = H(Rﬂ,

=] b )

C) ao espago de Banach das
fungaes u com valores em C de n variaveis complexas, ho-

lomorfas com derivadas D. u(z), 0<|B| m(a), limitadas, onde

B, = {z e c? ; |z|<s}
z = max |z.|
l<jsn

[lull, = sup méx(lDS u(z)|) , 0<s<l

Bs  0<|B|m(a)

Seja agora a fungao F(u,t) tal que:
B %
F(u,t) (z) = £(t,z,D, u,.,.,DZ}u) com ||ul||_.<R, ||z]||<s, para
0<s<1.

Nessas condigoes

M

|F(u,t) (z)| < M <

(S-S")m(o’)
e pela desigualdade de Cauchy
B.
DY F(u.t) (2)] < S Mm(a)
4 o BT (s=s')”
(s=s")
para ||u||_<R, 0<|z|<s’'<s<l.
Portanto
M
HEwu,tnls, < e F(u,t) e X, , 0<s'<l

(S_Sv)m(a)

Usando o teorema 2 do cap.II e o paragrafo anterior
Temos ;

) - o) :
a aplicacao que a ||u’|l<p, 0<p<? associa a solu-

caoc u e (HaxHa) (do exemplo 3) €& analitica, injetora com in-

versa continua e de diferenciavel injetora.




§7 = Observagoes

(A) Wa revista Memoirs of American Mathematical Society
[3], P. Duchatean abordou o mesmo problema abstrato de Goursat,

(2.1), tratado por ndos no capitulo II,

DY u(t) = F(u,t)

[

u-u® = 0 (&%

com a hipOtese distinta agquela apresentada em (2.3), colocando

hipoteses mais fracas,

C

IIFPIA(hl,o..,np)Ilﬁ, < S Ta]

he)

-p _=|A
rP =12 [yl ]eee gl

(s=s

I N DY
(l“S')lal n

IN

-
NN
o,A''g?

Com assas hipéteses Duchateau tentou encontrar u(t)

analitica em || < A(l-s), 0<A<n, com valores no espago Xy
Chamando u(t) = } ust6 encontrou como expressao
620
recorrente
¥ 0
u = O;
o e
6!
u6+a = TB:ETT z F B(uxl,.,.,uxp) , 620

7
81+ 12y [+..o+ ]2 ] =]

Mo entanto a eXpres“"o é
F
0;0
[, =%
o, oo
03 ¢
Uotq = [0+a) T I T, pungseeesun,) 4 020

8+Al+.,o+kp=8

Por outro lado nao valem também as desigualdades:
|
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) (=) P L 5 = - 2
Al D ® s mlal-[8]+D)

|A1|+,..+|Ap|=ko—|a|~|8|

- 1 P I—
2Bl cap-palen 19172 o 4 —fafeny 10172
|8]<k =l o o

iss0 porque nao estac computadas todas as solugoOes inteiras

|8l < k=[] Ja que

¢

de |Al|+,,.+|Ap| =k ~|a|~]8]

ek e (3 sao nulti-indices.

Alluoo p

Finalmente a expressao

(A _~a)!
0 o|l=2 .2
*'x;?—— (ko—|oc|+l)| | kg
nao & limitada para todo Aot
A= (A peceasd )
o o4 ON
x| =k
o o
A =2 leeox !
o 04 Oy
De fato no caso MN=2
— ]
(XO o) . u|a|+l)|a!“2 FB - 1 .
Al 0 o) A (A =-1).co (A =0.+1)
e} ol 04 ol 1
k ~|a|+l
1 | o o 2
: - - e +A_ -lal+ny 1%l 22,
AOZ(Aoz l).,,()\02 al+l) 0y "0, o

3\

L1 . g 'Ioc|+1>“"I (go— (o] +4 )

o™ 1 “g f&

%

Fazendo Ao constante e AO -0

1 2
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- -2 .2
[*—%—?—— (KO"Ia|+l)|u| ko] >

Poritanto se esse tecorema estivesse demonstrado ele

englobaria o Teorema 1 do capitulo II ja que m(o) < |o| e

portanto

J. o .
(S“Sv)m(a) (S—S')lul

(B) O teorema 1 do capitulo II por noOs enunciado e de-

J

monstrado engloba os casos dos sistemas de Cauchy tratado por

&

Treves [7]1. Portanto &

aplicavel em alguns sistemas nao linea-

res abstratos de Cauchy-Xowalevsky.

0Os resultados obtidos nos capitulos II e III contém

como caso particular aqueles tratado por Pisanelli cm [4].



APENDICE

Neste apéndice estaoc as demonstrag¢oes de algumas
desigualdades usadas na prova dos teoremas dos capitulos an=-

teriores.
P
Lema 1 - ET < P

Por indugao observamos gue

3
P P | pP g Lp o bl o P
(p+1) s p: (p+l) p: P

Lema 2 - Seja p um inteiro positivo nao nulo. Para

todos os indices i>p, tem-se

i 2
i ) °(nl°'°np)

nl+,,.+np;L

=2 . (4g)P?

onde a soma & extendida a todas as solugoes da equagao

n,+...4n_ =4 e S = ) ;% .
5 pzl p

Por indugao € imediato que para p=1 & verdadeira.

Tomando p=2 tem-sc:

. ; -1 .
3 : * 2
n +£ =1 (nltnz) . mg-n (nz(;;nz))z - Zl (nz(;;nz)) =
il "2 Ll_* 2 nz—
i=1
= § b e ey
n2=1 2 2
Como (ﬁL v i:; )2 e @
2 2
i=1 i-1 i=1
1 : <
El (= + =) < 2 gl (5 + —F—s) =4 ] = <45
n,= 2 2 n2— n2 (1~n2) n2—l n2

para todo i=2,
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Para p>2, usandc a indugao,

) - T =
nl+ o «tN_=1 (nlonzg .1n_)
i 2 j 2 , -
- I (nJ}j) ! : (H—T%TH“) < (45)P72 45 =
nl+j=1 1 nzvn3+.,.+np—j 2 P
(ag)P71
. _ 1
Lema 3 ~ Para cada J = 1,2;c..,; B. < 5
I s(3+1) ¢
onde By = ) (é%)p d 5
+n°n—'L =. = e o o -
ny np | (nl np)

onde p assume todos os valores possiveis <7j.

De fato para

B 1 1 1
Bi= I 35=% <15
n,=1
1
2
B, = 1 ) (g7 L=l (h? -
p=l n.+...+n_=2 (0. canit ) 85 2
1 ¢ 1
1 1 1 1 1
= == {x ¥+ g=) = = ==
35 ‘4 88 S(l+2)2 98
Para j>2
J
1 1
B]: Z ~ (-8—5) 2:
p=1 nl+. A+n_=7j (nl...np)
e AR e S0 52
e 2 (38 ! : 2
7 p=1 nlﬁ.,.+np=j (nl.,.np)
Pelo lema anterior wvem
J ‘ 3 j
B £ 4% y (g%)p(48)p Ly y 2 }
4 4% p=r °% i“4s p=1 2P  j%2s



Mas
(§41) 2B, = (%+25+1)B. = 2 (1+2+L19B,
J 3 J j2 3
Como j>2
(3+1) B, = 32202
3728
B. Z ...___l'.....é__
I (3+1)“%s
Lema 4 — Para todo m = 1,;2;... tem-se
em B oD
S =m 2 ) == < 4
m n
n=1
De fato
— m 2n - 2m m-1. 2n 1 m
S =m2 J = 20 ] A =14 5
m n m n 2 m-
n=1 n=1
Para m>2 , L %
-1 2
3
Sm < 1 + Z‘ Sm—l
Usando indugao; S <4 logo 8 <4 j& que 8

€2

}_.I
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