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NOTAÇÔES E NOMENCLATURA 

conjunto dos numeros complexos 

- X Y: indicam sempre espaços de Banach 

- íl 
~ 

e um conjunto aberto do espaço que estiver contido 
o 

- A interior do conjunto A 

bola aberta de centro x e raio R 
o 

~ bola fechada de centro x e rai o R o 

- Bs(O , R) bolas de uma família de espaços indexados por s. 

- xP: produto cartesiano p vezes do conjunto X 

- Para uma N-upla de inteiros a= (a1 , ... ,aN) 

a ª1 ªN 
D : indica a derivada mixta D1 ... DN 

1 a 1 = a 1 + • • • + ªN 

m(a) = min {a . , l~i ~N} 
l 

0 ;::: a <=;!> e.;:::a . , i=l, .•. ,N 
l l 

2 
a 

< D~ u = O , quando t. = O , O~k< a . para ~ 
J J J 

da j, l$;j~N 

- As palavras holomorfa e analítica sao usadas como sinônimos 
n _,, 

- V -» V indica convergência uniforme das funções 
n 

V p~ 

ra v 

- A frase 11 círculo um pouco maior que l II significa uma bola de 

raio maior que 1 de mesmo centro e contida no mesmo aberto 

à àa bola de raio l em questão. 
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I N T R O D U Ç Ã O 

Em 1970 F. Tfieves [7] generalizou o Teorema de 

Yamanaka - Ovcyannicov que procura soluções do problema de 

Cauchy 

du 

dt 

u(b) 

=F(u,t) 

o = u 

dando uma versão não- linear abstrata onde F(u,t) toma valores 

numa escala de espaços de Banach. 

Motivado na Teoria de Grupos de Lie infinito D.Pi 

sanelli [ 4 J; [ 5 J, quando procurava parametrizar um sub-grupo 

dado por uma equação a derivadas parciais , enunciou hipóteses 

equivalentes às de Treves, utilizando sua desigualdade funda 

mental, que será tratada no Cap.I. Isso trouxe as seguintes ' 

vantagens: 

(a) verificar de maneira fácil as hipóteses no segundo 

membro de uma equação do tipo Cauchy-Kovale$r'\:fsky 

(b) evitar o processo de quase-linearização usado por 

outros autores (Treves-Niremberg). 

Nesse trabalho, tratamos· do problema de Goursat 

D~ u(t) = F(u,t) 

u - u 0 =O(tª ) 

dando uma versao não- linear abstrata onde F(u,t) toma valores 

numa escala de espaços de Banach. Cabe salientar que esse pr~ 

blema foi tratado por P. Duchateau [8] todavia sua demonstra

ção não nos satisfez como é mostrado nas Obse rvações do Cap. 

III. Assim, no t eorema 1 do - Cap.II,enunciamos e demonstramos 
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condições suficiente~que F(u,t) deve obedecer, para que exis 

ta uma Única solução u(t) analítica numa bola de CN com valo

res na escala de Banach. Ainda no Cap. II mostramos que exis

tem hipóteses equivalentes àquelas do Teorema l; como foi fei 

to no §6 do Cap.III, isso traz vantagens na verificação das 

hipóteses do segundo membro de algumas equações de Cauchy 

Goursat e evita- se o processo de quase - linearização usado por 

P.Duchateau [8] . 

No Cap. III construímos os espaços de Banach H6 , 

H e H A para examinar qual a dependência que a solução do n n,u 

problema de Goursat tem da condição inicial o u . Isso é também 

aplicado nas equaçoes de Cauchy-Goursat tratadas no§ 6. 

O Cap.O é apenas a apresentação de resultados de 

funções analíticas de várias variáveis que serão usados nos ca 

pítulos posteriores; da mesma forma o Cap. I trata de funções 

G- analíticas de espaços d e Banach em espaços as Banach com al

gumas demonstrações. 

No Apêndice estão colocadas algumas desigualdade s ' 

numéricas nao usuais usadas na demonstração de certos teoremas. 

Tanto os problemas de Cauchy-KovaleWsky tratado 

por Treves [7] quanto o uso que D. Pisanelli [4] fez com suas 

novas hipóteses estão contidas aqui corno casos particulares. 
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C A P 1 T U L O 0 

FUNÇÃO HOLOMORPA DE VÁRIAS VARIÁVEIS COMPLEXAS 

§1 - Definição 1 - Sej a f(z 1 r••• yZn) uma função definida num 

aberto íl e Cn e com valore s num espaço Y d e Banach. Dizemos 

que f é uma função parcialme nte holomorfa ou que tem derivada 

parcial em r e lação a z. 
J 

ponto 

se a função f(z 01 , ... ,z. f· ... ,zº) , da variá 
J n 

o 
vel zj, for holomorfa ([1] ,pag52) no ponto zj . Quando f for 

parcialmente holomorfa em r e lação a zj (Vj, 1 ~ j ~ n) e m todo 

ponto de íl dizemos que fé holomorfa. 

por : 

8f 
dZ, 

J 

A deriva da parcial de f em relaçã o a z. é denotada 1 

J 

= lim 
a.+O 

J a. 
J 

Teorema 1 - ([1] , pag 63) - Seja f(z 1 , ... ,zn) uma fun

ção holomorfa de um abe rto íl e Cn num espaço de Banach Y, com 

O e íl • Então: 

{a) f tem derivada s parciais de todas as ordens e deri 

vadas parciais midtas inde pendentes da ordem diferenciação. 

(b) fé continua e limitada em todo conjunto compacto 

d G íl . 

(e) se llf(x )II ~ M 1 para llxll ~ R e p < R, então 

para l lxl 1 < p temos 



1 1 f ( x ) - f ( O ) - I ( .ª-f._) x k 1 1 < M 1 1 x 1 1 2 
k =l a xk o R(R-p) 

§2 - Fórmulas de Cauchy para funções holomorfas de n variá 

veis complexas ([2], pág 20) 

Seja f (Zl po oo yZn ) urna função holomorfa de um a 

berto íl e Cn num e spaço de Banach Yº Como para as funções 

de uma variável complexapdemonstra- se que ~ 

onde e uma curva de J o rdan fechad a , retificãvel, 

orientada positivamente e que limita um conjunto D. 
J 

tal que , 

e 

A.inda vale que 

(O º 2) 

o o 
E n1x º º º xD n 

f(tl fOºoet ) 
/ n 

r x. oox f 
l m 

onde m = rn1+ººº+mn e f j (l ~j~n ) tem o mesmo significado 

mencionado acima. 

§3 - Desigualdade de Cau c hy e de Taylor ( [6], pág 222) 

Tomando-se urna funç ão f c omo n o § 2 teremos 

1 
m o o a f( zlº º ºz ) 

li m rnn li< 
" 1 .., n o Zl oooO Z 

D 



onde y . 
J 

de 
o z. a 
J 

e o comprimento de 

r . , 
J 

N = s up 1 1 f ( t ) 11 

tEf 

- 1 0 -

e d. 
J 

é a distância 

t = ( t 1 uºººftn) 

r = r 1 x º ººxfn 

No caso de r. ser um circulo de raio r. (1 ::;j ::; n) 
J J 

temos a expressao u s ual u 

(O. 3 ) 
1 < Mº ___ l __ _ 

Como consequência a. série múltipla g 

00 

I I 
m=O m1 + ••• +m =m n 

é absolutamente convergente no polidisco Dp 

Segue - se então a série de Taylor u 

= l l V l u 
O + + mlººººmnº m= m1 ººº mn=m 

m . ( º º ) a f z l // ... r zn 

rn1 m 
r " n oz1 ... ozn 

onde z E D. 

Definição 2 -· Chama-se polinômio m- homogêneo ou polinô

mio homogêneo de grau m de um espaço de Banach X num espaço 

de Banach Y a restrição à diagonal de uma aplicação m- linear 

simétrica de 
·n x' em Y . 
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Teorema 2 - ([ lJr pág 6 4 ) - Seja {Pn( z 1 ,z 2 )}n;::,:O urna 

s uces são de polinômios homogê neos definido s em c 2 , 

n 
I 

j=O 
a n . 

J 

n - J· 
z 

2 

com valores em ~ e s e ja um aberto 

tes pro posições são equivalentes ~ 

CX) 

(a) L 
n=O 

p 
n e convergente em 

(a n. 
J 

E y 

2 
íl e C º Então as seguin-

íl 

(b) o s termos p 
n sao uniformemente limitados e m cada 

vizinhança limitada íl0 u c om íl0 e ílº 

(e ) cada ponto de íl tem uma vi zinhança íl 1 , íl 1 e íl v 

tal q ue 

00 
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C A P 1 T U L O I 

APLICAÇÜES G-ANALÍTICAS E APLICAÇÜES ANALÍTICAS DE 

ESPAÇOS DE BANACH EM ESPAÇOS DE' BANACH 

§1 - Aplicações G- anal{ticas 

Definiç5o 1 - Sejam X e Y espaços de Banach e f(x) 

uma aplicação definida num aberto íl e X a valores em Y. Es

sa aplicação~ chamada G-dife renciáve l ou diferenciável segun

do Gâteaux ou G- analitica se em cada ponto x E íl existir 

lim f(x+Eh) - f(x) Vh E X 
E: 

Esse limite~ chamado diferencial de f n o ponto x relativo 

ao acréscimo h e s e rá denotado por 
1 

Dado um aberto íl ? íl e Xf x E íl e h E X representaremos por 

D (x ,h) = {a, E e 1 (x+ah) E .JV 

Lema ·- O conjunto D (xuh) é aberto em e. 

De fato isso é verdade porque as aplicações produ

to por um escalar e as translações são contínuas. 

Teorema 1 - A aplicação f (x ) de um aberto ílr íl e X 1 

em Y, com X e Y espaços de Banach , é G-analltica se e so

mente se a aplicação f(x+ah) for holomorfa em D(x,h) para 

todo x e íl e h E X. 

DG fato se f(x) é G- analítica 



lin 
c-+O 
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E: 

logo f(x+ah) ~ holornorfa em D(x,h). Para a condiç~o sufi 

ciente basta observar que 

(df (x+ah) ) 
da, a,=O 

_ lim f(x+ch) ~ f(x) = 
E: 

êf (x,h ) 

CoroZ~rio - A funç~o f ~ G-analiti.ca em íl se e so-

mente se e holomorfa e m D(x,h 1 , ••• ,h ) = 
- n 

tal que (x+a1h 1+. º .+a h ) E íl} n n 

do hl'ºº .,hn d e X e x de íl. 

para to-

De fato isso~ evidente pela definiç~o 1 do cap.Oº 

Teorema 2 - r;_; e f (x ) é uma função G·-analí tica então 
h 

fixado h 1 E X a f unç ~o 8x1 f = 6f(x,h1 ) de íl em Y ~ 

G-analitica. 

Pe lo corolário anterior como f é G-analítica en-

tão -e holomorfa em 

2 
E C , 

para. todo h 1 ,h2 E X e x E íl º Logo 

h2 hl h 
~. -2 d 

f (x+a1h 1 ) J - n ó 6 = o [da -
X X X 

1 ª1 ~ u 

a a 
f (x+alhl+a2h2 ) Jal=O}a2=0 = {~ [ã"a = 

') }_ ,._ 

Definição 2 - (a ) ô 0 f (x,h ) = f (x ) 

L 



a 1.,er to 

tão ~ 

• 
• 

(d ) d eno t amos 

v ••• , h ) 

1'eorema ,'3 - ']e jç1 f (x ) uma f unc;ão G·-analI tica d e ur:"! 

íl , íl e x 1 ere Y, com 

= cS'·:f (x,11
1

, ••• ,h ) .... n 

an 
( e ) { ----'-a a , o o .a a _,_ n 

e y espaço s de Banach. En-

., 

A dem0nstraç~o dessas igualdades e evidente e n v is -

ta d a definicão ~nter i or. ,, 

§2 - Multil inearidade das diferenciais 

Teor ema 1 - A Jiferencia l ôf (x;h ) 
.. 
e lin ear e:m h. 

De f ;1to 

Para }; i O 

ôf( x,kh ) 
f (x+o.kh ) ... f (x ) 

= l i n1 
a-+O 

a 

f ( ;"+akh ) ·-· f ( x ) = k " 1 irn · --'----''-----:.----
a k 

a-+O 
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então pelo Teorema 1 do cap.O temos ~ 

(a f ) a f 11 1 1 = f (x ) + a 1 z-;:.;-:- 0 + a? (~--) + o( a ) 
0 ""1 •. ºª2 o 

To::-nanéJo e por-

tanto 

n (b) ô f (x,h ) e um polin6mio homog~neo de 

grau n em h. 

A simetria de ônf(x ; h1 , ..• ,hn ) segue da parte (b ) 

do teorema 2 deste cap. e da parte (a ) do teorema 1 do cap.O. 

A multilinearidade vem da parte (e) da definição 2 e da linea~ 
h 

r idade de ô n f. 
}~ 

Cc, ::-::1O 
n 

ô f ( X , h ) = ô f ( X ; h ' • o o p !l ) então temos um po-

linÔmio homogêneo de grau n em h. 

§3 - Desenvolvimento de uma aplicação G-anaZ{tica em sirie. 

Definição 3 - (a) Diz- se que um subcon junto A de X 

ê estrelado se a x E A, para x E A .. e !a i s 1, isto e, 

aA e A, Ya e C1 ! a i s 1. 

(b) Uma es trela de 
~ 

x E X em X e um 
o 

conjunto que pode ser descrito por 

junto estrelado de X. 

x + A onde o 
... 

.A e um con-



Seja f(x) urna aplicação G-analítica de íl e X 

em Y. Então f (x+ah ) é holomorfa no aberto D(x,h). Para 

x e íl e x+h numa estrela de x em íl temos B (O,l) e D(x ,h ). 

Para a função f ( x+o,h ) temos o desenvolvime nto de Taylor num 

circulo de raio wn pouco maior que 1 ~ 

ex, n 
f (x+a.h ) E 

CI, = n~ n=0 
I 

n=O 

Para a.= 1 temos o desenvolvimento de Taylor 

( 1 .1) 
ex, 

f (x+h ) = I 
n=O 

l 
n v. 

n o f (x;h) 

Da fórmula de Cauchy temos 

on f (x·h ) = n~. J 
' 2TI l r 

f (x+ah) da 
n+l a. 

onde r e a circunferªncia de centro o e r a io 1. 

Supondo que para qualquer estrela E de X 
o 

em 

íl, que contenha X o 
e x +h, tivermos 

o 1 1 f ( X) 1 1 ~ M, X E E 

ainda resultará a desigualdade de Cau chy 

( 1. 2) 

Teorema 6 - Seja P (x) n uma sequência de polinômios 

homogfneos de grau n~O definidos em X e com valores em Y. 

Supondo que D e o campo de converg5ncia de 

o 
e D~~ teremos ~ 

(a) Õ ~ estrelado 

(b) f ( x ) e G-·analí tice ern D 

( e) on f ( O 1 h) - n~ P (h) n 

• ( a) D e estrelado 

f (x ) = 
00 

I p (x) n n=O 
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Seja 
o 

X E D. Existe 
o 

tal que À1x E D, 

porque 5 ~aberto.Mas 

00 

z: 
n==O 

!IP (Àx)II = n 

00 

I 

M 
X 

n=O 

pois 

IÀln IIP (x)II :,; n 

À X E D l 

00 

I 
n==O 

e 

Logo z: 
n=O 

P (À X ) 
n. 

converge para 1 À 1 < 1 À 1 1 • Segue 

então que para ÀX ; 1 À 1 :S 1 1 e 
o 

X E D 
o 

P ÀD e D. Como 
o 

ÀD 

aberto e as h omotetias são homeomorfismos 

(b) f ( x ) e G- analítico em 
o 
D 

Se ja x E 5 e h E X, temo s então 

Pelo teorema 2 do capítulo O teremos a convergência 
00 

uniforme de I 
n=O 

P ... ( x+ah ) 
1.\ 

numa vizinhança de cada ponto de 

D (x ,h). Tomando X 9 uma forma linear e continua de Y temos 

ainda 

00 

X 1 ( l 
n=O 

P (x+ah)) n uniformemente convergente 

logo xvof holomcrfa em D (x , h). Segue então ([1] pág 52) que 

f ( x+ah ) e holomorfa em D(x,h) 

= n ~ P (h) n 

00 

e portanto G-analítico em 
o 
D. 

Como a série I P (x+ah ) n converge uniformemente 
n=O 

em cada compacto de D (xvh ) podemos derivar termo a termo. 

Em particular 
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{~ f (ah)} O = 

dan a= 
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n ~ P (h) n 

§4 - Desigualdade fundamental 

Teorema ? - Seja f (x ) uma aplicaçã.o G-a.na.l í tica. nura 

aberto St e X COEI va lores em Y . 'I'or.1emos x E íl e o 

sup 11 f (x ) 1 1 < 00 então para O< p<R B ( x PR) e íl. Se o XEB (X ,R) 
o 

Tomemos p, O<p<R , chamemos de DP ao círculo fe-

chado de raio p/n de e e de r a circunfer~ncia. Vale a 
p 

inclusão 
h 1 h 

D (xc' 1 1 h~ 1 1 ' 0 0 0 
' 1 1 h: 1 1) relativo a D X • o o XD p p 

€ E 

an hl 
= { f (x + €1 + •• o 

ai:::lººººE: 1 lh1 II n 

hl 
f(x + a~ 

1lh111 
+ •• o 

1 .L 

= --- f ( ~ . ) n 2 2 
~7T l rn ª1 ª'n 

p 

n hl hl 1 
1 1 ó f ( x , 1 1 h 1 I 1 ' ••• ,, 1 1 hn 1 1 ) 1 1 ~ ( 2 7T) n 

+ € 

+ a 

E.+. o.+ E. = p<R 
n n 

h 

ll hn ll)} n 
n O i:::1=· • .=i:::n= 

h n 
11 hn I 1) n 

da,1 ••• dan 

n 
( 2 TT E_) 

n 

= 

p)2 p)2 
( - •• o ( -

s up I lf ( x) 11 
XEB(x ,R) 

o n n 
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r-

11 ôn f (x,h1 ,, º º º ,1.h ) 11 < n~ sup 11 f (x ) 11 º 11 h 1 11 °. 0 11 h 11 
n p XE B ( X i R) - n 

o 

Corolário 1 - As diferenciais de urna aplicação f (x ) 

G- analítica e localmente limitada são c ontinuas em n ílxx , n~ l 

Corolário 2 - As diferenciai s de urna aplic a ç ão f (x ) 

G-analíti ca e c ontinua são c ontínuas em ílxxn r n~l. 

§5 - Aplicações analíticas de Espaços de Banach em espaços de 

Banach 

Teorema 8 - Se j a uraa aplicação f (x ) defin ida em 

íl e X com valores em Y. Se f (x ) e G-analitico e limitado 

sobre 

11 ºn 

B ( x ,R) e íl 
o 

lirn 
1 lh l 1 ➔ 0 

Devido a 

f (X Ih ) 11 :;; n~ o 

então para. X E 

l l f (x+h ) - f ( x ) - ôf (x,, h) 11 
l l h l 1 

o 

des i gualdade de Ca uchy (1.2 ) , 

}"í ~ onde M = S U J2 1 1 f (x > 11 
X X o o XEB ( X ,F ) 

o 

R R 
(x +h ) E B (x , R ) • Para 11 x~x 11 :;; 2 e 1 111. 11 :;; 2 o o o 

ll x+h-x li :;; ll x-x ll + ll h ll :;; R > (x+h) E B ( x ,R) o o o 

Temo s então para t odo h 

h = R h 
2 l lh l 1 1 IFi l 1 = ~ 

Logo 1 l ôn f (x,h) 11 n: !": l lx - x 11 :;; R Cono ôn f :;; 1 ::;- o 
X o ,.. 

o 

mogene a de grau n vem 11 ôn f (x, h) 1 1 :;; n ºº (~ ) n 
R 1 l h l ln 

O desenvo lvimento de Taylo r, (1.1) ,, f ornece 

e 

e ho -

M 
X o 
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f (x+h) = L lon f( xvh) 
n;;-O n ~ 

co 

j I f ( x+ h) - f ( X) j 1 ~ I 
n=l 

11 f ( x-t h) -f (x ) - of (xph. ) 11 ~ 

. 2 
4 M !Ih!! 

XO 

R(R- 2llhll) 

2 11 hl 1 
R-2 Tfhll 

Portanto lim 
11 h 1 1 ➔o 

1!f(x+h) - f (x ) -o (xp h)11 = 0 
1 Ih! 1 

Existem virias definições de aplicaç õe s analiticas; 

as definições que seguem no contexto apresentad o, isto é, f (x ) 

aplicação de íl e X efil Y , são todas equivalentes [3] . Serão 

demonstradas apenas algumas das equivalências. 

Definição 4 - Dizemos que f(x) é F-analítica ou tem 

diferencial d e F'rechet em íl se 

(a) f( x ) e G-analitica em íl 

(b) of (x, h) é uma função continua de h, Vx E íl 

( c) lim 
I Ih ! !+O 
llhll ;,;O 

1 1 f ( x+ h) - f (X) - o f ( X , h) 1 1 = O 
1 Ih! 1 para X E íl. 

Z•lrn demonstrou em seu traba lho Derivatives a nd Fréchet 

differentials, Bul l.Amerº Soc.: 52, 1946 , que as condições (a) 

e (b) acarretam (e ) . 

ft usual nessa definição incluir q u e o (x,h) deve ser 

linear mas isso é supérfluo e n vista do que foi provado no 

É imediato p e la própria definição que uma função F-ana

litica e também G-analitica . O teorema 8 e o Corol~rio 1 per

r'.lite m di zer q ue ·toda aplicação G- analitica e l ocalmente limi

tada é F- analitica . 
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Definição 5 - Dizemos que f(x) ~ H- analitica ou ana-

1.Ítica segundo :ê: o:díJ. le se f é G- analitica e localmente limi

tadaº 

Ficou demonstrado então que 

H-analI tica < :> F-anal.1. tica 

Definição 6 - Dizemos que f é LF-analít:ica ou analí 

tica segundo LoFantappié se para toda aplicação a-+ g(a) ho

lomorfa de a e C com valores em íl, a aplicação a+ f (g(a )) 

é holomorfaº 

Definição 7 - Dizemos que f(x ) é T-analÍtica ou ana-

litica segundo AºTaylo r se f ~ G-analítica e contínuaº 

Definição 8 - Dizemos que f (x ) ~ w-analítica ou ana-

litica no sentido de Weierstrass se para cada ponto x e íl 

podemos associar urna sequência 

gêneos e contínuos de X em Y 

(P) de p __ olinômios n-homo -n n ~O 

tal que l p (h ) 
n~O n 

c onverge 

uniformemente para a aplicação f(x+h) 

B (x,p ) e ílº 

em alg·uma bola 

Sab emos que uma aplicação f(x) G- anal!tica tem 

desenvolvimento de Taylor 

00 

f (x+h) = L 
n=O 

Al~m disso se f (x) ~ localnente limitada, do Teo~erna 7, se-

gue a converg~ncia uniforme de 

B(x,p) e íl ep do Corolârio 1, 

mogeneos contínuosº Logo 

00 

\' _l_ on f(x,h) 
l n ' n=O º 

numa bola 

n o f (x,h) são polinomios n-ho-
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f H- analI tica < > f rr-7-a.nall tica 

Em tudo que s egue uma aplicação f (x ) de íl e X 

em Y e analítica se obedece a qualquGr das definições 4, 5, 

6, 7 ou 8 º 
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c A P Í TU LO II 

UM PROBLEMA NÃO-LINEAR ABSTRATO DE GOURSAT 

§2. O Problema de Goursat 

Definiç5o - Chama- se -· escala de espaços de Banach a uma 

familia de espaços de Banach X8 (0 < s si ) tal que~ 

(a) ses ' s s então X ~ um subespaço vetorial de X, s s 

(b) a injeção X 
s 
----> X 1 ~ continua e tem normas 1. 

s 

A norma em x8 será representada por 11 1 1 • s 

Portanto 11 11 , s 11 11 s s com O< s' s s s lº 

Seja {X5 }0<ssl uma escala de espaços de Banachº 

N 
Para tem C e a uma N=upla de inteiros a= (a1 uººº'ªN ) , com 

a . ~ 1, considere o problema de Goursat, 
l 

a onde D 

( 2 º 1) 

a 
= D 1 

1 

u (t) 

u 

e u = O (tª) se e somente se D~ u ·- O 
J 

quando t. = O se O s k < a. para cada j, 1 s j s N. 
J J 

Procuramos uma solução u(t) que seja analítica 

em te tome valores na escala de espaços de Banach dadaº A fun 

ção Fé analítica em teu no seguinte sentido que segueg 

(2. 2 ) F(u,t) = 

i = 

00 

p=O 11.~0 

F (u)tÀ , onde p,À 

inteiros com À. ~ 0 9 
l 

número inteiro. 
ÀN 

tN 
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(c) F À(h) :::: F À(h : ••·,h) 
P1 p; 

-e p a ra cada par de numeras 

S 1 SI tal que O<s '< ssl F p, À 
represe~ta urna aplicação 

p- linear 

Em particular para p = O e todo À 

COI:\ O< s 1 < 1 . 

F À E X 1 1 o, s 

(2 . 3) Exj_s·te~1 constantes C,r,n > O tais que para cada. 

s , s ' ( O< s< s 1 s l) e todo 

c om m ( a ) e 

No caso p = O temos 

11 F À 11 ~ o, s 

Então devido a (2.3 ) a série 

"" .f\. 
s 

temos 

converge em X81 , unifo rBemente nos conjuntos abertos da forma 

{ U E X 'i llull <rº } x{tEC F l t l <nr } 
s 

com r ' < r e n ' < n • 

Teorema 1 - Suponha que F (u;t) se j a como definido em 

(2.2) e que (2. 3 ) es tej a verificada. E:r. tão existe uma Única 

u ( t ) e um numero 6 1 O<~<n, tal que para qua lquer s, O<s<l p 

u(t) é a Única solução de (2 . 1) que e ana lítica em t, 

ltl < 6(1 - s) e toma v a lores no espaço X . 
s 
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Demonstração - Coflecemos por d e notar 

u ( t) = I 
0;:>:0', 

e u t e 

= 

onde j ! = j 1 . ' ... jN ~ 

Fazendo j-a = e 

Procedendo f o rmalmente c o m (2. 4 ) 

Rearranjando (2 o2) 

00 

F (u, t) = I I F 13 (u)t8 -
p=O f3;:>: o p, 

00 

I I B = F 13 (u, ... ru ) t = 
p=O f3;:>: o p, 

00 
À 1 

= I I F 8 ( I u t p o o o 

p=O f3;:>: o p , 1 À l 
À ;:>:a, 

00 

I' 
D 

À'" ;:>:a 

j-a t 

u 
Àp 

t"p) t 13 

onde Q$p $m(0 ) , is s o porque À1 ; ... ,ÀP ;:,: a e então 

À i, ... , À! ;:,: l para i == 1; ... , p. 

Logo 

Dª u ( t) = t u e+a = 

= 
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l F O ( u l ?o º • v u ) - F ( u, t) 
1 p,µ 1 ;P 

(3+À +º • • + ÀP=e /\ · . 

Cooparando-se os coeficientes d e t 8 obtemos 

e~ = (8 +o:) ~ 

F 
o,o 
~ 

Notamos então que (2.5 ) determina os possíveis coe

ficientes u 8 , e~o: de u{t). 

A expressão recorrente dos u 8 dá portanto a uni 

cidade de u(t) º 

Existência 

(2. 6 ) Para todo À r À2>:a e todo s, O<s<l provemos por indu-, 

-çao que 

00 

onde s = I 1 
1 /\

2 = À~ 
1 2 .L 

p= p 
e A e um~ constante a de -

terminar mais tarde, independente d.e s e de À. 

onde 2 
o: 

Para À = o: temos 

e 

Então (2 06) 
~ 

e verdadeiro para 

Agora para qualquer inteiro kr exi s te somente um 

número finito de multi-inteiros À tais que IÀI $ k. Pode

mos então ordenar o conjunto do s mul ti - inteiros À, com 
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I>. 1 s k.y e realiza.r urna induçã.o sobre k. Seja k um inteiro 

po sitivo r k > 1 a I f e s uponha que (2 • 6 ) valha para todo À tal 

que l>. I < k. Mostraremos que (2.6 ) deve valer também para to

dos os multi-inteiro s À tais que l >. I s k. 

Se ja À um multi - inteiro tal que l >. I = k. Então 

p o r (2.5 ) 

De (2 .3 ) v em para O<s<s+E s l , E>O 

s 

Pela hipótese de indução 

ll u 1 11 + ·•• ll u li ·+ s À SE Àp SE 

Rearranjando essa Ültima desigualdade vem 

ll u 1 11 + ... 11 u 11 + s 
À SE Àp SE 

p,- 1 
S r L---

( 8S ) p 

Portanto obtemos 



- 28 -

Escolhamos um E que àepende. d e 8. Denotaremos 

por EB, Isso s6 ~ possivel se O<s<s+E 6s1 e, devido a con

dição (b ) da def iniç~o de escala de Banachi EB deve crescer 

corn B. 

Seja 

Chanemos por conveniênc;ia 1 - s 
Ef3. = (.À .-a. - (3.+l) ' i = l, ••• ,N. 

l. l l. l 

Portanto 

EB s EB. > l - s-E 8 ~ 
l. 

1-s- E B. 
l 

1 
1-s- E · B . 

( À n 1-")m ( a ) (À n ..1..J)m(a) . 1 -a l-Pl-. .L . º º º N-aN- µN, .. 

- a"J 
e L 

º º º ...... B 
N 

( , )rn(a) .1. - s 

Obtemos en tão 

-a . - B. 
l .l 

N E8. n, 
l 11 [ 1 o l o (--A--) 

. l (SS)p ('l ,p)2 1 - s-En l i :::: , /\ i ... /\ 1 µ i 
B. +Ã. + ... +ÃI?=,À. -a. 

l l 1. l l 

• _, ~q 
1--.L; • o e f J:, 

l 

1 p 
À.+ ••• +À-. 

l l. 

Podemos observar q ue a des igualdade aciôa tem no 

segundo membro mn produto de i:J séries. 

Tomemos apenas urna delas, 

J 
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Pelo Le ma 3 do apê ndice 

O',. 

(À. - a. - B.+l) i 
l l l 

Cl . 
(1 - s ) l . 

a. - 1 
(À . - a.+l ) 1 

_..;;::1=--...:::1;__ ___ º ( À . "· a . - í3 . + l) 
O. l l l. 

( 1 - s ) l 

1 1 = -------0-----------À. - a. - B. 1 À. ~a.-B. 

Chamando 

(l - s ) l l l (l - _ ) l l l 
À.-a.-B.+l 

( 
l 

l l l 

1 n 
1 ) 

1 n 
= (1 + - ) < e n 

- n+l 

e 
À. - a. º 

(1 - s ) l l 

Porta nto 

- Bi l 
L (n l ,.) º 1À - -B +l) 

B À ' . a. . 
. $ . - a. l l. l 
l l l 

Tomando-se A tal que nA ~ 2 entio 

= 



= 
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I 
S . sÀ. - a. 

J.. l l 

À. -a .+ l 
2 l l 

-s. 1 
2 l o-----~= 

(À.·- a. = B . +l ) 
l J_ l 

>... - a . -· S . +l 
2 l l l. 

(À . - a.-(3.+l) 
l l l 

Pe lo Lema 4 do apêndice 

a .~1 
À i - ai ( À . - O', • + 1) l À . ·~ O', • 

a . - 2 
l (À .-a. +l) 

l l A _1 __ 1 ____ 
0 
___ 4 __ = 4e

0
A i 1 

l· s e . s À . (À. - cY,.+l) S · 
l (l - s) l l. l 

À . 
l ( 1 - s ) 

Finalrnen te 

Logo A deve s er tal que 

(3·2e)N°C 2 N ª1·- 2 
~---- (À - a) ~ À O rr (À. - a.+l ) 

r À~ i=l 1 1 

Provemos que (À - a)~ À2 
À'. 

N a . -2 
l II (À .-a.+l) 

. 1 l. l 1.= 

do para qualquer À. 

N a. - 2 
l II (À. ··a . +l) 

i==l l l 

N (À. -a. ) ~ 
= TI l l 

. 1 À. ~ 1 = l 

(À. - a.)! 2 a.-2 
l l l 
À, À.(À. - a. + l) = 

• D ]. ]. l 
l 

= 
1 a. À. ~ 

-,.-:---~-----.-- º (À. - a. +l) l º ( l ) L: 
(À. - a.+1) •• . À. 1 1 Ài - al.+l 

l l l 

Portanto 

À. 2 
s ( l. ) 

À. ·-a. +l 
l. l 

e limita-
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N a . -2 
l TI ( À . - a.+ 1) 

. l l l 1== 

Finalmente 

Alai ( 3 2e) N e 2 
~ a r 

la/; r Tomando- se t:, . (n ) = min 2 , 
C (32e )N 2 

a 

Eu te 
e> e _(Y, 

e uniformemente c onvergente no d i s co 

!ti < 6(1-s ) e para cada t toma valore s no di s co de raio 

r de X. De fato, 
s 

li l u 0 t 8 1 1 s 
e> s _a, 

r .cN = 
(8S )N ° 

r < r 
8N 

Po rtanto para cada t , u(t) = l u 0 t 8 , com ltl < 6(1-s ), to
e~a 

ma valores na bola de centro O e raio r de X8 • 

§ 2 - Condiçõe s equivalentes ao problema de Goursat 

Enunciaremos e demonstrare mo s hipóteses equivalen

tes ãquelas do Teo rema 1 deste cap itulo o que permitir~ pos 

teriormente ap licar em alguns e;-:emplos sem u sar processos d e 

" q uase" lineariza ç~o usados p o r outr o s autores. 

Teorema 2 - Se jam as c onstantes n n e e 
1 ' " 1 

tais 

que O< n 1 < n , O< R< r e 

Se jam também 

(a ) F (u ,t) 



valores em X = U X 
O< ss 1 8 
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onde U B (O, R ) 
s O< s ::;; l 

B ( O,R) == {u , llull < R } s s 

(b } F (u,t) função G-analitica em B 8 (0,R) x (l t l<7Ji) 

com valores em X 1 para todo s 1 , O< s ;< ssl º 
s 

( e) 
e 1 

para Bs (O,R) x (l t l<nl ) e todo s 1 , O<s 1 <s::s;lo 

Ent~o essas condiç6es são equivalentes as hip6te

ses do Teorema lº 

De fato é imediato que (2 o2 ) e (2 o3 ) acarr2ta.m a 

hip6tese (a ) º O teorema 6 do capítulo 1 implica a hip6tese 

(b ) • Agora, 

00 

1 1 F ( u' t ) 1 1 ' ~ s I I 11 F À (u ) 1 1 , 1 tÀ 1 = 
p=O À2:0 p, 5 

Major2.ndo a primeira pares la, 

e º (-1_1 
(1-s' ) m ( a ) nl 

l ·-
n 

I II F ÀII , l tÀ I s e (1 - n1 ) -N 
À2:0 o, s ( l - s' ) m (a ) n 

Ma jorando a segunda parcela, 

N 
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Portanto 

n 1 - N -1 
II F(u,t)II , s 

s e ( 1 - ~) ( 1 - ~) 
( 9 ) rn ( a ) n r s -s 

Isso significa que (2.3 ) implica a hipotese (e) . 

Provemos agora que as hip6teses (a ) , (b ) e (e ) 

acarretam as hip6teses do teoreT:La 1 fa ze nd o - se 

R 
e r = e 

Do fato da funç~o F (u,t) ser G-analitica em 

com v a lores em v 1 pé:i_ra todo ✓-~ s 'J 
S V 1 

0< s 1 <ssl, e de (1.1) v em: 

F ( u, t ) = F [ (O, O) + ( u , t ) ] = o~ o~F[(O,O ) , (u, t )J 

À= (11. 1 , ... ,\,1) e 

O teorema 5 do capitulo I d i z q ue as diferenc iais 

sao aplicaç6es mul ti lincares, logo 

F (u,t) = 

teremos 

Chamando a aplicação p - linear 

F (u ,t) -
00 

na variável u de F 1 (u) p, /\ 

- À L L F À (u) t como 
p=O À?: 0 p, 
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no teorema 1. 

Se il ull <R E:: l t l <n, ,paratodo s 9 , 
S L 

O<s 1 <ssl vem da desigualdade de Cauchy q ue: 

Analogamente se li h. 11 < Rri--1,º ºº'p adesi-
1 S 

gualdade funda mental (1 º 3 ) fornece 

li F À (hl, o • o ih ) 11 i == p , p s 

s :~ -fxT ll o~ F[ ( O;O ),(h11••0,hp,l,o o opl ) 11 sº s 
n 

issc para R 1 e S; O<s'<s s l. 

Pelo Lema 1 d o apêndice 

Ficou portanto es tabelec ido (2o3 ) concluindo por

tanto a demonstraçãoº 

§3 - Observaçõe s 

(1 ) Seja o s istema 

( 2 º 7) 

f D~ u (-t) = G (u, t ) 

~ u ( t ) - u 0 (t) - O ( tª) 

o u ( t ) é uma f unção analítica limitada. em 

N Dn = {t e e·; ltl < n} com valor0 s c m x1 , com der ivadas 
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D~ u 0 (t) ; S ~ ap nula s na origem. 

Além disso suponh amos quo G (u ;t) e ste j a nas con-

diç6es do Teorema 2 e sup 1 1 u o ( t ) 1 1 l < p < R. 
1 t i< n 

Nessas condiç6e s colocando u ( t ) - u 0 ( t ) = v ( t ) 

D~ v(t) = D~ u ( t ) 

portanto 

O s itema (2.7) fica então 

= G[v+u0 (t) ,t] = F(v,t) 

.Mas para 11v11 5 < R-p temo s 

e 1 
~ 

( 1 )m(a) s - s 

Ent~o existe uma Gnica função u( t ) analítica em 

1 t i < ~ ( 1 - s ) com valore s em X s oluç~o de (2. 7) . Os coe 
s 

fici e ntes do desenvo l vimento d ~ 

e t ª º são dados pela c ondição inicial 

(2 ) No sistema (2.1) supusemos 

u ( t ) em série v para 

o u ( t ) o 

a t a l que a. ~ 1, 
l 

i=l 1 ••• 1 N. Essa hip6tese nao faz o problema p e rder e m genera-

lidadev porque se algum a . 
l 

ser olhada corno um parâme tro. 

f or nulo a variável t. 
l 

pode 
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CAPÍTULO III 

ESPAÇOS DE BANACH DE SiRIES FORMAIS E APLICAÇÔES 

Seja {Xs}O<s~l uma escala d e espaços de Banach. 

Seja H o espaço vetorial sobre e das séries formais 

8:?:0 

-8 e uma N-upla de inteiros. 

§ 1. O ESPAÇO H6 

Fixado 6 > O e a urna N-upla de inteiros nao negativos 

seja 

H6 = {v € H, V = 

onde por hipótese a série 

L 1 1 ue te 1 1 s < (X) 

e~a 

e sup 

O<s<l 

sup ll v(t) I I <00 } s 
1 ti <6 (1-s) 

para todos, O<s<l , e todo te Ds - {te CN; lt l < 6 ( 1 - s)}. 

Então V (t) 
J 

e urna 

X expressa pela série s 

V (t) = í: ue 
8:?:a 

Por construção a 

Denotemos por 

11 vi 1 = sup 

O<s<l 

função, para cada s, que vai de D em 
s 

te 

função V ( t) e então holomorfa. 

Sup 1 1 Y ( t) 1 1 s 

1 ti <6 (1-s ) 
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11 1 I é _ uma norma para H6 pois 

sup 

O<s<l 

1 2 
sup 1 1 (v +v ) ( t) 11 

1 ti <6 (1-s ) 

~ 

Como X e um espaço d e Banach 
s 

s 

sup 11 (v1+v2 ) (t) 11 s s up 1 1 v 1 ( t) 1 1 + s 
sup 1 1 v 2 ( t) 11 

1 ti <6 (1- s) 1 ti<!:-. (1-s ) - 1 t i <ti (1-s ) 

(x ' • 

1 1 v1 + v 2 l l 5 

(b) llkvll =lkl llvll 

(e) se 1 !vi I= O e ntã o 

v(t) = E u 8 t 8 = O para todo ti I ti< 6 (1 - s) 

O < s < 1 

Se ja x' um operador linear e con tínuo 

xi 
o X --> e 

s 

V) ( t) = L x'(ue)t8 = o logo p 

e ~a 

. Vx' e X' . onde x' e o dual topológico ' s . s 

de X5 • Do teorema d e Hahn-Banach ( [ 9 J i pag 49 ) vem que 

portanto 

(3.2 ) H6 e um espaço de Banach 

De fato seja (vn)n~l urna sequ~ncia de Cauchy em H6 . 

Temos então 

s 
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1 1 vn ( t) - vm ( t) 1 1 < € 

s 
E: > o 

1 ti < 6 (1 - s) 

O < s < 1 

., 
Portanto 1 fixados , corno Xs e urn e s paço d e Banach r a 

sequência. (vn) n 2>: l conve rge unifor meme nte para uma função v sr 

holomorfa em D a valore s e:m X . A holomorfia de v decorre do s s s 

teorema de Weierstra ss ([ 6 ] ~ 9.12.1). 

Mostre mos que os coe ficientes de v8 nao dependem 

de s. 

Se s' < s , como v 11 - -~ v , em D , , e ntão vn - > v --,,, s s --> s 

e m D com valores em 1~ 9 pois D e D , • Como X e X e en-s s s s s s 

tão V 
s 

e m D . P8 lo teorema d e Hahn- Bana ch 
s 

( [ 9], 

pag 64) suas s ~rie s t e m os me smos coefici e ntes ; isso acarreta 

vs = v , em D , • s s 

Seja en t ão v a série formal c ujos coe ficientes s a o 

os de vs . Te mos 

1 1 vn ( t) - v ( t) 1 1 < E: para n ;;,: n ( €) s o 

e então 

1 1 vn ·- v 1 1 < € 

Isso prov a que v e H 
6 

verge para v. 

1 ti < 6 (1 - s) 

O < s < 1 

p a ra todo n 2': n (€) o 

n 
e que a sequ~ncia (v )n 2>: l con -



§2 - O ESPAÇO H 
n 

Fixa cio n, n>~ seja 

H {u o ._, = E :. ., 
' n 

onde por iüpótese "'..2 
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o I ~~'I'e u = e 
0ía 

o 
)~1 s érie E e a e 

para cada t E D 

Então u0 (t) e uma função que v ai fü~ 

pela série 

\/ = { -t: E d p ltl<n} 

expressa 

Por construção a funç~o u 0 (t) ~ ent~o holomarfa. 

Denotemos por 

1 luºl 1 - u0 E E 
n 

Analogame nte como em (3.1 ) e (3.2) 11 11 
~ 

e uma 

norma para o espaço H 
n 

que é taI~!bém espaço J.e Banach. 

T Uº(t) ornemos agora uma função holomorfa e li 

mitada em ºn' com dorivadas 

ra S:?:ap c om valores em x1 . Seja então 

u 0 (t ) = I u~te 
eia 

o desenvolvimento de Taylor de 

de Cauchy temos 

o u (t) 

r-11 
-10-I 
n 

nulas na origem, pa-

em D. Da desigualdade 
n 
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Portanto para cada tr I ti < n 

,., liº t 8 11 1 < 00 " ue 
8io: 

Assim sendo a s~rie formal u0 = E 

§3, O ESPAÇO DE H A n,u 

Seja agora o espaço vetorial 

Tomando-se como norma 

1 1 u 1 1 = max ( 1 1u0 1 1 ,. 11 v 11) 

e u T pertence a e 

~ 

HTlrõ e um espaço de Banach pois o espaço Hn ED H6 e isomorfo 

§4, E X EM P L.'O S 

EXEMPLO 1 - Sejamf z e e~ e I z l = max ( 1 z . 1 ) 
J 

-r e cn e 1 -r 1 = ma.x ( 1 -r -1 ) , B = { T e cn : 1 T 1 < s} , O< s $ l 
J s 

l :o; j ~n 

Seja 1 também a uma n·upla de inteiros não negativos com 

m{a) ~ O. Denotando por 

X = , .. (E1 cP) • .d . .- . 
s s· (O < s < 1) 

o espaço de Banac h das funções u de n variáveis complexas T com 

valores em CP holomorfas com derivadas D~ u limitadas no disco ' 

B 5 p com O$ !SI ~ m(a) 1 onde S = (S 1 , ... ,B n) é urna n-upla de in-
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teiros nao negativos, com norma 

1 1 u 1 1 ::, s 
max ( 1 0 8 u ( T) 1 ) 

T 
Os! Blsm(a) 

Chamemos de Hª ao conjunto d üs funções w(t,T) de 

p 
N + n variáveis complexas holomorfas a valores em C COI_Il deriva 

das o! w(t,t), O s IBI s m(a) limitadas em B6 

1 ti 

c om D~ (O 1 T) = O , 8 1- a • Definamos como norma 

llwll = sup 
B · 

6 

max ( I D B w ( t, T ) 1 ) 

O s I B I sm (a,) T 

O espaço H6 contruido a partir de { X8 }ü<s<l se ident'.b-

a fica ao espaço de Banach H . 

De fato seja v e H6 . Associemos ava fun -

çao holomorfa dú N + n variáveis complexas 

definida para t ,. 1 ti < 6 (l-s) ,, e T , 1-r l < s, para todo O<s<l 

isto e 1 ti + 1 T 1 < 1 . Mas 

!08 v(t,T)I < llv(t)II s llvll 
T S 

em consequência v e Hª . 

a Reciprocamente seja w e H e tomemos M > O um limi -

tante de D B w ( t, T) , O s I B I s m (a) . 
T 

Fixando !TI < 1 e desenvolvendo w como uma sérieede 

Taylor, (0 .4) , vem que 
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CX) 

te W ( t v T) E E 1 De W(O,T), -
m==O 1 e 1 =m e! t 

0 = (0 1 , ••• ,, 0N) 

para t tal que l tl < A(l - ITI) 

Denotando as funções de T 

1 0 e ! D t w ( o 1 T) = ue ( -r) 

temos que u0 são funções nulas para 8 r- a e para e~ a sao 

funções holomorfas na bola B1 . 

Mostremos ainda que u 8 (-r) sao funções com derivadas li 

mitadas de ordem Br Os IBI s m(a), com relação a T, em 

1 

para ITl<s . 

Portanto 

M 
~ 

[6(1-s)Jl01 

. M M 

r para e~a F O<s<l 

Ternos então que u 0 E X r O<s<l , e que a série formal 
s 

M 

w = 2 u 0T8 converge em I tl<6{1- s) com valores em x5 • Como 
e~a 

sup sup I I w ( t) 11 < 00 

O<s<l I t i <6 (1-s ) s 
então w E H6 

Enfim a aplicação 
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e uma isometria porque 

l lvl 1 = sup sup 11 v ( t) 11 = 
0<s<l' 1 ti <li (1-s ) s 

sup sup sup máx (!D~ v(t) (T) I> = 
0<s<l ltl<õ( l - s) ITi <s 0s lBl sm(a) 

= sup máx ( 1 o! v ( t) ( T) I ) 

B6' 0s lsl sm (ct) 

Exemplo 2 - Si::, ja H 
a 

o conjunto das funções o 
U ( t, T) 

de N+n variáveis complexas , holomorfas a valores em cP 

com derivadas D~ u0 (t 1 T) , 0 ~ IBl sm(a) limitadas em 

( 1 ti <n) x ( 1 T 1 <l) munid~rma 

11u0 1 1 = s up máx ( 1 DB L<o ( t1 T) 1 ) 
( 1 t 1 < n) x ( 1 T 1 < 1) Os 1 6 I sm (a) T 

Além disso 

O espo.ço Hn __ c_c_n_s_t_-r_u_í_ct_· o __ a__,._p_a_r_t_i_r_d_e __ x1 (definido 

no exemplo 1) se i dentifica ao espaço de Banach H. A demons a 

traç~o i análoga ãque la do exemplo 1. 

Exemplo 3 - O espaço H construido ã partir da escala n,6 

{Xs}~<ssl (definida no exemplo 1) identifica- se ao espaço de 

Banach Hd x Hª com a norma I lul 1 = max(I luºI I r I lvl 1) 

Exemplo 4 - Se ja o sistema de Goursat discutido na Obser 

vaçao 1 do Cap.II , 

{

D~ u(t) = G( u 1 t ) 

u - u 0 = O(tª) 

o - ~ e lembramos que u ( t ) e suposta analitica e limitada em D com 
n 

derivadas 0 8 u0 (t) nulas na origem1 para S ~ a, com valores emx. t · 1 
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Além disso sup I juº(t) 1 j 1 < p < R e G(u,t) está nas condi 

1 ti <n 

çoes do teorema 2 do Cap. II. Nessas condições vimos que exis 

te um número 6. > O tal que a funç ão u ( t) encontrada é anal.Í ti-

caem ltl < 6.(1 - s ) ! O < s < l p com valores em X, • 
s 

A série formal u -

_ o o Te 
onde u(t) e a soluçao do sistema dado eu (t) = E u 8 

pertence ao espaço H definido no §3. n, 6. 

§5. SOLUÇÔES DO PROBLEMA DE GOURSAT 

EM FUNÇÂO DAS CONDIÇÔES INICIAIS 

e r-a 

Nesse par~grafo utilizaremo s os espaços de Banach cons 

truídos nos parágrafos anteriores para examinar como a solu

ção u(t) depende d a condição inicial u0 (t) no problema abstra 

to de Goursa t. 
' 

Seja uma escala de espaços d e Banach {X }0 < 1 e o sis -s S$ 

tema de Goursat 

( 3. 3) (
D~ u(t) = F (u , t) 

o O'. u = u =~ (t) 

com as seguintes hipóteses ~ 

(a) u0 e H r isto ê., u0 (t) e urna função analítica e li 
n 

e mitada em ºn com v alores em x1 e com d e riva das Dtu(t) nulas na 

origemp para e ~ a . 

(b) F ~ U(O rR) x D --> X 
n 

(U r t.) ---> F (u , t) 

o nde X= iU X 
s G U ( 0 r R) = U B s ( 0 g R) 

O<s ::; l 
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(e) F : B (0 , R) x D 
s n ---> X v é G- analítica para todo 

s 

e 

( 9 )m(a) s - s 

11 ui 1 < R , s 1 ti < n f O < s' < s s; 1 

Tomemos u0 na bola 

B p = { u o € H~ , 1 1 u o 1 1 < p , O < P < R }· 

o 
Chamando u - u . ( t) de v e tomando - se 1 1 v 11 s < R- p temos 

l lul 1 =l lu ~ v + vi I s;l lu-vl lq + 1 lvl Is< p+R- p=R s s ~ 

Estamos 1 por tanto, nas condições do Teorema 2 e na Obser 

vação 1 do Cap º Ir; e xiste então uma Única solução u ( t) que e~ 

carada como série f ormal é elemento de H A r como no exemplo 4 
Tl r u 

onde 

6 = min { n 

2 
} 

Chamemos de t/J à função que vai d e B em H tal que u(t.), 
P n , .6 

onde u = t/J (uº) , é a solução do sistema (3. 3) com condição ini ·-

cial o u o 

l/i B 
p 

o u ---- > t/J(uº) = u = u(u0 ) 

Provemos que ljJ é urna apli c ação analitica . 

De fato a expressa o r e corrente dos u 8 , coe ficientes do dese nvol 

v i mento deu em s6rie , dá a G- analiticidade do s mesmos como fur 

~ o o çao de uÀ. 1 onde l\ sao os coeficientes do d e senvolvimento de 

u0 em sérier À ta . 
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Pela desigualdade dG Cauchy v 

1 1 u~ 11 :; 

n 

logo as aplicações u0 ---> u~ sao lineares e contínuas 

A a plicaç~o u0 ---> uÀ(uº) ~ ent~o G-analítica porque e 

a composta de uma linear e continua com uma G- analitica. 

A 1 . ~ ( º> À ~ ... . ( o ) s ap icaçoes uÀ u t sao G-anal1t1cas no par u 1 t pa-

1 I ( ~ o (ºe~ ~ ra .t < 6 1 - s). Entao u(u , t) = E u 0 u )t e G-anali-
0~O o tica no par (u ,t) com valores em X v como segue~ 
s 

devido a ·e 2. 6) 

com I I u O 1 1 < P 

O < s < 1 

e ~ a 

isso acarreta 

R - p 

e (8S /' 

1 

1 1 u (u0 r t) 1 1 s á fl E u0 t 8 1 1 s + 1 1 

81-a 

:; 11 uº ( t) 1 11 + 

< p + z: 
e~a 

R - P
.. N 

e (8S) 

< 

(- .A ) e u! I 
1 - s 
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Tornando -se t tál que ltl < 6 (1 - s ) 

1 1 u (u0 , t ) 1 1 s 
< 

Po rtanto 

( 3 . 4 ) 

p + R - p E _1_ < P + 
e~a. e2 -

para O < s < 1 

11 uº I I < P 

R - p 

e (8S)N 

1 ti < 6 (1 - s ) 

(3 .5 ) l lu(u0 ) 11 < R para I I u0 11 < p 

De (3.4 ) e das d e finiç6es de a naliticidade do Cap.I , 

- o ~ ... ... 
a funçao u(u ,t) e analitica por ser G-ana l1tica e limitada.Do 

teorema 8 do Cap.I segue que 

llu(u0 + h,t) ... u(u0 ,t) - E ô u 8 (u0 , h)t8 il 8 ~ R. 
e~o 

E ( 2 jjh!I ) r 

n~2 p- llu0 1 1 

para ô < s < 1 , 1 1 h 1 1 < p - 1 1u0 11 e cada t, 1 t 1 < 6 ( 1 - s) 

Portanto 

(3 . 6) l lu(u0 + h) - u(u0 ) - E ô u 8 (u0 rh ) T8 1 I =o (I lhl 1) 
e~o 

De (3 .6 ) te;:nos e ntão a G- analiticidade de ijJ e consideran 

do ( 3 . 5 ) temos a a. na l i ti cidade de ijJ • 
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Par a a funç ~o 1./J p odemos observa r ainda que ~ 

(1) é inj e tora porque porque u s6 depe nde d os coefi 

cientes e, eiap d a e x pressão em série da condição inicial , 

( 2 ) inversa c1e 1./J 
.,. 

contínua do 53 a e por que 

li u 11 = máx ( 1 1 u O 1 1 , 1 1 v 1 1 ) onde u = o u +v com V = o (tª) en-

tao 1 luºl 1 $ l lul 1 
( 3 ) diferenc.:i.. al de 1jJ 

.,. 
injetora a e porquer 

u(uº ) I r,e l 
- e - ue-_,_ + U (uu) T = 

eia 0 ;:,:a e 

o I o e 
-·· u + ue (u ) 'I' 

e~a 

d.i fere t1ciando 1./J e c alculand o ern t = O v e m o óu (u ,h) 0 0 = h , 

isto significa que se h 1 ~ h 2 e n tio 

L ogo óljJ é injetora. 

§s - Apli caç~o a um sis tema n~o linear de Cauchy - Goursat 

Vamos agora aplicar os resul t ados do cap. II e I II 

no sistema de Cauchy=Goursat ; 

81 (3 
Dtª u( z ,t ) = f(t,z,D u , •.. ,D Pu ) z z 

(3.7 ) 

onde com 

A fur,ção f e anal.Í tica nas v ariáveis complexas 

( ·t ,,, z ,., ·., J E cN+n+p ,~l'º ºº' ,Y,.1 1'ººº'\·: n P quand o l t l < n, l z,I < 1 .. 
J 

j = l, ... ,n 1 F . 1 < E , j = 1, •.. ;p limi. ta.d a por um número 
l 

A f unção o 
u ( z,t) e analitica no par (z ,t ) corn valores com-
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plexos e o! u0 (0, z ) = O, e~a. Al~m disso 

para I z 1 < 1. 

sup I luº(t,z) 1 l <R; 
it l<n 

Chamemos de X = H (S 1 C) ao esp aço de Banach das s s 

funções u com valores em C de n v ari ã v c is complexas, ho 

lomorfas com deriva.das Df3 u(z), O::-; ! SI m(a) , limitadas, o nde z 

z = rnáx I z . 1 

1 ::-;j ::-;n J 

1 !ui 1 s 
-· sup 

B 
s 

rnáx ( 1 D S u ( z ) 1 ) 
z 

O s I S 1 ::-;m ·( a) 

, O< s< l 

Seja agora a função F (u ., t) ·Lal q ue~ 

6 f3 . 
F (u, t ) ( z ) f ( , . .) 1. D f .1 ) -.. r.., z , 1.. 2 U;ººº' z 1..l com 

O< s< 1. 

Nessas condições 

I I' (u,t ) ( z ) 1 ::-; M < 
( ') m ( a ) s-s 

e pe la desigualdade de Cauchy 

para 1 1 u 1 1 s < R r O< 1 z 1 < s '< s ::-;l. 

Portanto 

e F (u , t ) E , O< s 1 < 1 

Usando a t e orema 2 d o cap.II e o parigrafo anterior 

temos; 

a aplicaç~o q u e a I luº I l<p , O<p< ~ associa a solu

cão u E (H xHª ) (do exemplo 3 ) é analític a, injetora com in
a 

versa continua e ~e d iferenciável injetora. 
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§? - Observações 

(A) Ha. r evista r,!emoi.rs of Ameri.can Hathematical Society 

[ 8 Jf P . Duchatean a b ordou o mesmo problema abstrato de Goursat, 

(2.1), tratado por n6s no capítulo II, 

Í D~ u(t) =- F (u, t) 

l u - u0 = O ( tª ) 

com a hip6tese distinta iqucla apresentada em (2.3 ), colocando 

hip6teses mais fracas, 

1 1 1 1 e - p - 1 À 1 
F À(hl, .. . ,h ) ' ~~ lal r ri 

Pr p s (s-s' ) 
ll h1 ll •• 0 llh li f., p s 

Com 8S sas hip6teses Duchateau tentou encontrar u(t) 

analítica em lt l < 6 (1 - s ), 0<6<n, com valores no espaço X • 
s 

recorrente 

Chamando u (t ) = I u 0t 8 encontrou como expressao 
0;?:0 

u 
a 

F = o,o 
a""!" 

e! 
( e+a ) ! 

No entanto a -- ~ exp res s ao e 

( e+a) ! I F O (uÀ l, ••• 1 UÀ ) p, µ p 
S+À 1+ ..• +Ã =0 p 

,. .. 

Por outro lado não valem tamb~rn as desigualdade s : 
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isso porque nao e stão computadas todas as soluções inteiras 

de IÀ1 1+ •.• +IÀ I = k - la l- lBI e IBI s k 0 - la l ji que p o 

~l'""ºiÀP e r s~o multi-indices. 

Finalmente a e xpressio 

À ! o 

~ 

nao e limitada para todo 

IÀ 1 = k o o 

De fato no caso N=2 

(k - la l+l ) la l- 2 \2 
o '·o 

À o 

o' 

1 1 1 k - 1 a 1 +l 2 ------'------º (À +:\ - j a j +l) a º ( o ) ~ 
À ( À - 1 ) ••• (À - a 1 +1) o 1 o 2 k 0 

0 2 º2 °2 

) 
Fazendo À cons tante e À ~ 00 

0 1 º2 
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➔ 00 

Portanto se esse tGorema estivesse demonstrado ele 

~nglobaria o Teorema 1 do capítulo II ji que m(a) s lal e 

portanto 

l 1 s 
(s - s')m (a) (s -s' ) l a, J 

(B) O teorema 1 do capitulo II por n6s enunciado e de

monstrado engloba os casos dos sistemas d e Cauchy tratado por 

Treves [7]. Portanto ~ aplic;vel em alguns sistemas n~o linea

res abstratos d e Cauchy-Kowalevsky. 

Os resultudos obtidos nos capítulos II e III contém 

c omo caso particular ~queles tratado por Pisane lli em [4]. 
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APÊNDICE 

Neste apêndice estão as demonstrações de algumas 

desigualdades u~adas na prova dos teoremas dos capítulos an

teriOrE::!S º 

Lema 1 -

Por indução observamos que 

(p+l ) p+l = 
(p+ 1) ! 

( p+ l ) p ( p+ 1 ) _ 
P ! (p+l) 

p+l 
- e 

Lema 2 - Se ja p um inteiro positivo nao nulo. Para 

todos os Índices i~p, tem-se 

onde 
~ 

extendida todas soluções da a soma e a as equaçao 
,, 

I l 
n 1 + º .• +np = ),, e s = . 

2 p~l p 

Por induç iio imediato p=l 
~ 

verdadeiraº e que para e 

Tomando tern-sG~ 

i 2 
(n ( i-n ) ) 

2 2 
= 

= 
i=l 

\ ( ..l + --:-1-) 2 
l n 1.-n 

n =l 2 2 
2 

Como ( __l_ 1 2 o - i-n ) ~ 

n2 2 

i - 1 
(..l_ 1 2 i-1 

l 1 
i-1 

1 I + i-n) ~ 2 I (- + ? ) = 4 I 2 ~ 4S 
n2 2 n =l 2 n =l n2 (i - n 2 ) - n =l n2 2 2 2 

para todo i ~2 . 
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Para p>2, usando a indução, 

= I 
n ,., +n 3+ ••• +n =j ,:, p 

= (4 S ) p-l 

Le ma 3 - Para cada 

onde B. = 
J I 

n 1+ • . . +n =j p 

1 
2 

(n1 ... n ) p 

~ (4s) p - 2 4S = 

B . s 
J 

1 

S (j+l) 2 

onde p assume todos os valores possíveis s j. 

B2 = 

De fato pará 

1 
l 8S 

P-1=1 

2 
I 

l 1 = -=- < 8S - 4S 

I (l)P 

p=l n 1+ ••. +np= 2 
8S 

1 

(n1 ... np 

= 1 ( 1 + l) < 1 1 
8S 4 8S - S (l+ 2 ) 2 = 9S 

Para j>2 

1 

) 2 

B. = 
J 

1 
(8S) ------,-2 = 

(n1 ... np) 

l j 1 =-=-- I (-)P 
. 2 l 88 J p= 

.2 

I ~ + _. ( )2 n 1 , ••• n-J n 1 ... n 
- p p 

Pelo lema anterior vem 

l (l) 2 = + = 
8S 22 8S 



e: = rn ..., 
m 

Para 

Mas 

2 
(j+l) B. 

J 

Como j>2 
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(j+1) 2B. 
J 

1 
B. s 2 

J (j+l) S 

Lema 4 - Pa~a todo m = 1,2, .. . 

De fato 

m 2n -m I 2 = 
n=l n 

m 3 
m>2 1 --1 $: .-, m- ,:, 

s 
m 

m 

- m = rn 2 

2m 2-m[-
rn 

s 
m 

+ 

rn 

I 
n=l 

m-1 2n 
I -] 

n=l n 

usando induç~o; s m- l s 4 logo S s 4 
m 

tem-se 

l 1 m s = + 2 m- 1 m- 1 

já q u e e 
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