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INTRODUÇÃO

Essas notas apresentam a].gins aspectos algébrlco-

'geométricos de uma teoria ãe Equações a í)Crivadas Parciais.

Alguns fatos relevantes da 'Teoria $ão apresentadc>s

de fonnta Int!'lnseca, fazendo uso da linguagem dos latos, das

Variedades Flbradas e dos Flbrados Vetorlals. iiã, em dados mo

mentes, meta tentativa consciente de nossa parte, de estabelg

cer [[ames com aspectos c].ãss].cos das equações a derivadas
parciais

/uslmp no prxmezro capituiof estabelecemos a llngug

geit! e as definições dos conceitos peru.Rentes ao nosso ob3e
to ãe estudo.

Em seguida, no segundo capítulo, apresentamos um

Teorema de Existência de Soluções de lni! Sistema de Equações
a Dexi.varias Pazcials.

Finalmente, o terceiro capítulo representa uma t.en-
tatlva de aplicação das Idéias até então desenvolvidas, no

tratamento de um Teorema clássico, devido a Llouvllle.

O Teorema de Llouvllle trata das transformações coD.
fontes do IR.'} e do SJ .

Tal problema, até onde nos é dado saber, pode ser rg

solvldo por técnicas de Geometria Di.ferenclal, utilizando b3
secamente o Teorema de Dupla.

O aspecto mais Inten âe ta]. prob].emassaate e que,



ao considerarmos as transfonüações confonnes do ]R', obtemos

a c],asse das fwlçües anal.lEIGas. Pox outro lado, ao nos colo
calmos em ]Rn para n 2 3, obtemos que as transformações

confonnes "dependem" de um "número finito" de funções.
Procuramos tratar o prob].eiüta como um problema de e-

quações a de=lvadas parciais.
Tentando se!' mais explícitos, nossa linha de ação fol

a aegulnte:

Impondo soez'e um dlfeomorflsmo local do IRx' ou do

Sn a condição de "confonnidade", fomos levados a um S.E.D.P

e. portanto, a indagar sobre üs soluções ãe ta]. sistema. Ll-

nearizando este S.E.D.P., obtivemos wn S.E.D.P. abordãve]. pg
lo Instrulwntal intloduzldo nas capítulos anteriores, o que

nos pennltlu caractere-zar algebrlcamente o que ocorre no prg

bICHa com a mudança de dimensão n= 2; n 2 3.

Flnalinente, conseguiu-se voltar, na situação n 2 3r

do sistema llnearlzado para o InIcIal e, em última emãllse.

descrever-lhe as soluções.
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CAPITULO l

SISTEMA DE EQUAÇÕES A DERIVADAS PARCIAIS

$-1 - VARA EDAOE OE LATOS

O nosso primeiro objetivo, õ introduzir rapidamen-

te a linguagem, que, independentemente da sua importância em

diversos ramos da.Geometria, mostrou-se adequada ao estudo
geométrico dos Sistemas de Equações a Derivadas Parciais.

No que segue as variedades são supostas de classe
C' bem como as aplicações entre elas

DEFINIÇÃO DE UM JATO DE ORDEM k

Sejam M, N variedades, x0€M, y0€N, f, g aplicações

diferenciáveis definidas em uma vizinhança de xO a valores

em N tais que f(xO) : g(xO) : yO

Tomemos cartas (U, X",

que x0€U, y0€V

(V, YI', ,Yn) tal

. l .



As aplicações f e g são então representadas por slg.

temas de funções numéricas fJ(XI'...,Xm) e gJ(XI'.'',Xm) P2
ra j=1,...,n

DEFINIÇÃO 1 - Dizemos que f e g são equi.valentes a ordem k

em xn se as funções fJ, gJ tem as mesmas derivadas parciais

ütê ordem k, no ponto x0' para todo j=1,...,n.

É fácil:verá.fi.car, que essa definição não depende
das cartas utilizadas, bem como é uma relação de equi.valên-

cia no conjunto das aplicações definidas em uma vizinhança

de xO a valores em N tal que f(xO) ;y0

DEFINIÇÃO 2 - Uma classe de equivalência denomina-se um ja

to de ordem k de 1'4 en N, de fonte xO e alvo yO

de ordem k de bí em N seta de-dnus jatos0 coj'}.iu!'lto

notado por JK(M,N)

Se f é uma apl-icação di:ferenciãvel definida em uma

vizinhança de x em M, seu jato de ordem k seta denotado por

l)enotaremos as aplicações, que a um jato XÉ;JK(M,N)

associa sua fonte e::seu al-Vo por a e B respectivamente

cl:Jk(b{,N) ------....- M: B:Jk(M,N) -----'-.» N

x -------.-- cl ( x) X --------.- B(X)

Se f: UcB! ----..-.» N; U aberto, f diferenciãvel-; denota
remos
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Jkf: U ------... Jk(M,N) : Jkf(x) ':'
Temos então cloJKf :]].,; Í3.JKf : fr

Se h,keN: h $k podemos construir uma sobrejeção CZ

\

nonlca

Ph: Jk(M,N) ------- Jh(M,N)

pois se duas aplicações são equivalentes a ordem k elas o

são a ordem h. Observemos que pl.'ph : pl,' Ê É h Kk

Podemos agora, dotar JK(M.N) de uma estrutura deva

cidade diferenciãvel

Consideremos (U,Xt ,

b4 e N respectivamente
(V,YI , . . . ,Yn) cartas de

Seja

Wi,v : {XCJk(M,N): a(X)GU"B(X)GV}

Antes de prosseguirmos, uma observação sabre nota

çao

Para cada 0 KI Ék (Ê,kÉ;N) deno.faremos por lx' a se

(il'. .,il,) de naturais ta] que ]- É ilÉ

Se XGJk(M,N) , logo X ..-J:(X)f;denotaremos

querela

;;j:lil.;!-;l;lli(a(X) ) , para j =1 , . . . ,n
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Ê clamo que PJ,(X) não depende da função tal que

X : JK(x)f

l

Seja r o niimero de aplicações PJI, (quando j e ll' vg:
riam)

Denotemos por SK,V a bijeção
k .k !JxVx llRrSu;v VU

definida por

sE,v(x) : (a(x),B(x), P (x)Z
!

)

Sk,V' Wk,V -----.-, ]Rntn''r é injetora, Sk,V(Wk,V) é aberto enl
mm+' n. + T

Por definição (Wk,V;Sk,V) é uma carta local de
Jk(M,N)

É claro que todas as cartas locais que obtemos deg.

ta maneira são duas a duas e -compatíveis e que seus domí-

nios cobrem Jk(M,N) . Portanto, temos uma estrutura diferen-

ciãvel para JK(M,N)

Verifica-se também, que cair essa estrutura as apll.

cações a, íi, ph, Jkf, antcTioTHeH'Le definidas, são diferen-
ciáveis

No que segue Jk(M,N) será sempre supostainunidade?.
ta estrutura



Uma outra noção, da qual teremos necessidade é a de
variedade vibrada

OE.Ell11iç4Q. 3 - üia ua,/úedade á,éb,fada é uma tripla <M,N,p> onde

M, N são variedades diferenciáveis de dimensão m e n respeE

tivamente e p: M -------b N diferenci.ãvel de posto n em todo poB
to de M.

Pela Forma Local das Subinersões podemos traduzir a

definição acima do seguinte modo:

VxeM ;l cartas (U,r); (V,s) de M, N respectivamente, tal que

xÉ;U, p(U) =V e o seguinte diagrama co)luta

U ...l-.- Rm , ]RnxRm'n

I' .:)I" o''j'çãd
V .-..-.........+ ]RnS

A variedade N é a base davariedade vibrada <M,N,p>.

A aplicação p, denominada aplicação vibrada, é aberta. l)eng

taremos Mb :p'l(b) para todo beN. Mb é uma subvariedade re-
gular e fechada de M de dimensão m-n, denominada fibra so-
bre b.

DEFIN[ÇA0 4 - (Secção ].oca]) Seja <b{,N,p> uma variedade fi-
brada; uma secção local de <M,N,p> é uma aplicação diferen-

ciãvel f: VcN -----+ M, V aberto':de N tal que p'f : IV
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Denotarenios Jk(M,N,p) au mais simplesmente JkM o

o subconjunto de JK(N,M) dos k latos das secções local.s de
<$1 , N , P>

PROPOSIÇÃO ! - Jk(M,N,p) é uma st.ib-variedade de Jk(N,M)

DEMONSTRAÇÃO - Seja XGJkM. Considere-se uma carta fibrada
(U,r) de M cujo domínio contém x=a(X). Existe uma carta
(V,s) de N tal que V::; p(U) e que s.p :ç'r

Seja agora a carta (W},U' Sk,U) construída a pal
tir de (U,r) e (V,s) como anteriormente. Ê claro que XeW;.V

e que t é o número das aplicações DJI,quando j>n SkU,V(WV,Uíl'JkM)

é uma sub-va.piedade de RmFn+r difeamorfa ao aberto r(U)xlIRt

de IRmtt

O difeolnorfismo S},U: Wk,U --+ r(U)xIRt nãa é senão
que a restrição Sk,UCWk,UnJkM) da projeção canónica

(XI'.. .Xn'YI' ' ''Ym''''X.l,) ---"-- (YI'
de .RnxJRmxRr'tx.Kt sobre ]RmxIRt

Verifica-se que <Jkb{,N,a> e <Jkh4,M,B> são varieda-

des fibradas, quando JkM esta muni.da da estrutura diferen-

cial de:fina acima, assim como <JkM,JXL,ph> onde ph:JkM --..-'- Jit\ó

(hKk) é a sobrejeção canónica.

Observemos também que JuM é isomorfo a M e no que
entificaremos J'M e Midsegue

)
XY g



Com esta identificação se tem p; :B (kz0)

Utilizaremos as seguintes convenções:

J'IM:N e pkl =cl e p l :IN

l)esta maneira JkM

intei.ros K e l tais que k 2 l à -l

definidas para todos

$-2 - F } ORAI)OS VETAR tA! $

Consideremos N unia variedade diferenciãvel , M um

conjunto não vazio e n : M ----b N uma apli.cação.

Se bGN, denominaremos Mh :T'L(b) de fibra aci.ma de
b

DEFIN leÃO 1 - Ca/t,;Ca ve,,Co,e,éa€1 de (Zélnemão m óob4e M - Uma carta ve

toro.al de dilaensão m sobre b{ é um par (U,4)) onde U é um a-

berto de N e (b: TT'l(U) ..-----..- Ux.[Rm lona bijeção ta] que

lí (+'l (b , h) ) b,' VbeU, VheJRn.

l (b)h)
#

2
Q.b)



Ou dito de outra forma o seguinte diagrama é comutativa

U

---É.-- u*m"

U

proa canónica

Denotemos por tb a bijeção; tb: ]Rm --....""'" Mb tal que

tb (h) ; 4''' (b,h)

DEFINIÇÃO ?l -(Compatibilidade das cartas vetoriais) - duas cartas

vetoriag CU,4*); (U',+') sobre M são compatíveis se ]] uma a-

plicação diferenciãvel À: UnU' -----& GL(m,lIR) tal que para tg

do beUnU' se tem que tb ; tb'X(b)

Esboçando tal situação numa figura telhas

À(b)
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isto e temos a comutatividade do seguinte diagrama

Esta camutatividade em particular implica que as e2

truturas vetoriais transportadas para Mb por tb e tb sãa as
nie s mas

DEFINIÇÃO 3 - Um atlas vetorial sobre M é uma família

'4 ; 'l(ui'4'i):ict.}
f

de cartas vetoriais duas a duas compatível.s, tal que

U.'K''(Ui) :: M.iGI '

l)ois atlas vetoriais sobre M são equivalentes se sua
união é ainda um at].as vetorial sobre M.

Dar uma estrutura de fi.brado vetorial sobre bÍé dar

uma classe de equivalência de atlas vetoriais. A vara-idade

N, então,denomina-se base, o conjunto M o espaço fibrado e

a apli.cação T a projeção da estrutura fibrada

''Exemplo'' - Um exemplo trivial de vibrado vetorial é o ci.
lindro sobre S'
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Onde @ é a aplicação ''endireita a calha''

Podemos agora dotar M de uma estrutura de varieda-

de compatível com a estrutura de vibrado.

Tomemos (U,@) uma carta de }{(-Ü: U ---* Ü(U)clR:') e sg

uma carta vetoria]. de M definida sobre o mesmo a-ja (U,+)
bento U,

Definimos x: n-'l(U) ----p lIRnxIRm da seguinte maneira

Seja XGv'* (U) e b : lr(X) então

X(X) : (@(b) ,tbl(X))GRnxRm

É claro que X é bijetora e X('ü'l(U))cRnxmm é aberto.
Por definição (lr'l(U),X) é uma carta local sobrem.

também que os domínios das cartas construídas desteÉ c].ara



modo recobrem M ,

SÕ resta portanto alastrar que a mudança de cartas

é diferencíãvel

Seja portanto (F'l(U),x); (n-'l(ül),X) tal que

1-] (U) n.ü'l(ii) # g.

Seja XGx'l(U)nlr'l(Ü) é: b *7r(X) .'. X(xli:(X(b),tbl(X»

i(x): : (i(b): ,ilbi(X))

A passagem X(b) --v--.- !(b) é diferenciãvel pois N é
variedade.

Por outro lado tb :ib'X(b).'.tbl =X'i(b)'ib

Nuas por hipótese À: UnÜ -..-.--.- GL(m,]R) é diferenciã-

vel, como a inversão em GL(m,IR) é diferenciãvel temo que a

passagem t;l(X) .--if'..- ibl (X) é diferenciãve].
a passagem X(x) ---lr-.-..- i(X) é diferenciãvel.

Portanto o conjunto das cartas construído acima é

um aulas diferenciãvel sobre M logo define ;tema estrutura de

variedade diferencíãvel, sobre M.

Verifica-se que, com esta estrutura, a projeçao u

é diferenciãvel e que seu posto em todo ponto de M é igual

a dimensão de N logo <b{,N,v> é uma variedade fi.brada, Mb é

uma sub-variedade. regular e fechada de M e as aplicações tb
s ão di feonlorfismos
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Considereiüos agora, um vibrada vetorial <E,N,p>.DÊ

notemos por n a di-menção de N e por H+n! a dimensão de E com

a estrutura de variedade defina acima

l)ROPOSICAO 1 - Seja JkE a -variedade de jatos de secções de

<E,N.p>

<JkE,N,a> possui uma estrutura de vibrado vetorial

campativel com a estrutura de variedade de JKE.

jj!!jj999STRACÂO - Se beN, denetaremcls J:E : a'l (b)

Seja a; \rcN -----+ E uma secção local de <E,N,í)>

o(x)eE.

E fibra de <E,N,p>, VxeV

Elas E-x possui uma estrutura de ]R-eg.

paço vetorial
Portanto se (a+a'): VcN -------.- E são seS

ções locais padeiros definir (a+a') : VcN-E:(a+o')(x) :ü(í)+a'(x)

Se ÀG]R podemos de-Emir

(Àa): VcN ----.* E: (Àa)(x) ' Àa(x)

Mas p' (ata') ; IV A p'(Àa) * IV

Par outro Inda, sejam a: T, a:, 't' secçcles

<E,N,p> definidas numa vizinhança de xc-N tal que

.}. : .}.- « ':'

de

então



1 3

Jli(.''-:) ,!'.'-''.') k JÀ J XX Jka . Y : .Jk.r' x' '' ' ' x'

pode

X + Y : J1l(a+'r) A ÀX

É fácil ver que cam estas operações JKE se torna

m-espaço vetorial

Vamos agora definir um atlas vetorial sobre JkE

Sejam (V,XI,...Xn) uma carta local de N e (V,+) u-
a vetorial de E

um

kartma

Seja XGJkE: X=Jkr.r.a: ü:V'cN -----+ E, secção local
tal que aCX)GV é V' vivi.nhança de cl(X)

A secção a fica determinada por m-funções numéri-

k
X : Ja(x)'



abeira qu

}4

fJ de ecas a

$

t

É claro

4,(a(X')) :: (X' ,fi(X{,.:.,XÚ),... ,fm(XI'...,X;)), VX'eV'

de coordeíiadas (xi
É claro que $(1a(.X)) independe da secção a tal que

P

X = J;a.

Seja S Q nÍimero de sequências Cll,j) = Cil'...,it'i)
al que lslçk, ii,...,it,'jCN, Ogils .. SiZ; isi É

Se (iZ,j) é Dirá tal sequência, denotemos

!= : fj (a(X))
DX'Z

que PJI independe da secção a tal que

É claro tambérri que temos

l
Í (x X

! n

(x) : l

PJ . (X+y) H pJ . (x) + p2 li!

X€R

Definimos então a aplicação

ct-l(V) ----+ Vx.RmxlIRs

Xea-l(V)

X(X) Ca(a (X) ) ,

P
!!

PJ . (X)Ê
)

i



Ê fácil verificar que X é bijctora e que se

(a,h)eVxiF+s a.x't(a,h) = a

logo Ca'l(V),x) é lJDla carta vetorial sobre JkE. Demanstra-

se também, sem muitas dificuldades, que todas cartas veto-
riais construidas desta maneira sãa duas a duas compatíveis.
[nduzimos deste modo unia estrutura de fibrada vetoria]. so-

bre JKE. Verifica-se que esta estrutura de vibrado induz sg

bre Jx'E uma estrutura de variedade que é a mesma definida no
S !

$-3 - F.EIXO E GERAIS :.QE FUI.!ÇÕES D.IEÇ.RE:!Ç14V.E.H

SOBRE UHA VAR { EDA8E

Seja U um aberto de M e denotentos por F(U) a ãlge-

bra real das funções diferenciáveis de U em Re por 't14 a tg
pologia de }i.

DEFINIÇÃO 1 - Chamamos feixe $ de germes de funções diferem

ci.ãveis sabre M a uma fami+].ia de conjuntos, 'indexada na to-

polagia de M, tal que VUerM 4'U:4'(U) é um sub-conjtlnta de
F(U) satisfazendo os segui!\tes axiomas

i) U,VG'tMAVcU -+ (Vf) (fG4)(U) '--'-'+ f IVe+(V))

ii) Ue'tMAU : :e,Ui: UiC'rh{ -"'' .(Vf)(feF(U) A

A flU.ie+(U.i) Vivi --..* feÕ(U))
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O colljunto ê(U) é o conjuntc} das secções sobrem do
feixe ©, Se f ê uiva $ücçãa de '9 diremos que f pertence a #

c escreverenes fe©

DEFINIÇÃO 2 - $e $ é um feixe ãe germes de funções diferen-

ciávei.s sobre M e $e para toda aberto U de M +(U) é um ideal

de F(U), isto ê,

i) @(U)eF(U) é un! subgrupo I'elativamente a adição em

F ({J) ;

ij.) (Vf)(Vg)(fe@([j)«gGF(U) ---' g':fÉ$(1;)

diremos que $ é um feixe de ideais de germes de funções difg
{eãClãV81$.

Se par outra lado tivermos talilbém que para Mdo aÊ?-{

]U vizinhança de. a e 3 f].....,fseó(U) tal que para todo beU
para toda f tãefinida numa viziníhança dc b: se ] W vizinhan-
ça de b tal que ílV pertence ac ideal gerado por

fl IV, . . . , fs IV

diremos então qiie $ ê um feixe de ideais ãe germes de fun-

ções diferem(iãveis localmente de tipo finita. As funções

fl,....f. formam um sistema de geradores de ê sobre U.

EXEMPLO - Seja }{ urEIa variedade e N uma sub-variedade regu-
lar fecha,da de M

(VU) (UÇTM --' +(U) :

F (U) se LJiõN = $

{ feF(U) :flUnN : 0} se UnN 8 çb .
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Verifica-se fao.Ingente que a fall11'lia © asse.m cons-
tituída é um feixe de ideais de gerKtes de funções diferen-

ci.ãveis e mais é um feixe de ideais de germes de funções di

ferenciáveis. localmente da tipo finito.

Com efeito, considere-se o seguinte

.!uÊIBA - Seja U um aberto convexo de ]Rn e seja aGU.

Soja f: U --+Dt. feC'. Nessas condições existem funções difg

renciãveis gl'...,gn: U --+ Real que V)eU $e tens

f(x) B f(a) + E (xZ-aZ).gt(k),

P$UQg$.raÇÃo VxeU; [a , x] ' {&+t (x-a) ü s t s llcU. Seja

d'x: [0.1] «""''m: 'b3.(t) - f(a+t(x-a))Z\. A.

4,k é derivável e +{(t) ' df(a+t(x-'a))(x-a).

Pelo teclrema fundamental da calculo se tem

4, C].) - + (o) $;(t)dt

f(x) - f(a) + [ll.Ei .ig€1 (a't(x-a))'(xJj-az)]at
a

f(x) B f(a) + } Cxx-aX) 'gl(x)

onde
gl(x) (a+t(x-a)).dt



voltando ao nosso exemplo. seja aGlç{ se agN coIRo N

é fechada em M ] um aberto.U quc contém a e não intercepta

N. Seja f16@(U) tal que fl ' I' Para fado bGU e paratoda fu2:
ção f definida numa vizinhança de b ] w vizinhança de b (ba
ta tomar o domínio de f interceptado com U) tal qm ílWC@(IV)

e ] V vizinhança de b (basta tomar VnW) tal que ílV perteg

ce ao ideal gerada por íllV.

Par outro lado, se a6N, como N € sub-variedade re

guiar. 13 uma carta (U,XI,...,Xm) de M. cujo domínio contém

XI(a) B ...- Xn(a) ' 0, tal que (UnN. XllUnN, ...,Xnl(UnN)
é lnaa carta de N e X] IUnN-:0 para j>n. Do-lema precedente segue que

)?+l, . . . ,)'m, constituem lm sistema de geradores de (b sobre U

KIFINICA0 3 - Sejam f e g duas hmções reais diferenciáveis sobre wüabel

to U de M. Dizenns que :E e g são ectu].valentes em a se e].as coincidem eMt

algema viziiüança de a.
É fãcit verifica que a relação acena é um relação de equi-

vd.ência soar'e o conjtmto das funções reais , definidas e diferenciáveis

slibte um H.zií)dança de a. A classe de equivalência de tma tal fxxlção €

denota-se por (f)a e denoM-na-se gente de f em a.

Denotaremos por Fa conjunto de germes em a, de. tuE

ções reais diferenciáveis sobre uma vizinhança de a. Fa poã
sui uma estrutura natural de IHl-ãlgebra.

Seja @ um feixe sobre M; denotaremos por. +a o con
a das secções de @ definidas sobre uma v.i

D

de germesjunto
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zinhança de a

gARe.!}.!.ç4Q..! - As condições seguintes são equiva].entes

1) + é um feixe de i.deai.s de germes de funções di.foren-
ciãveis .

2) Para todo aeM +a é um ideal de Fa'

!!glg!.!.SA0 2 - As condições seguintes são equivalentes:

+ é um feixe de- ideais de germes de funções diferem
ciãveis ].oralmente de tipo fmi.to.
Pata todo aeM, as seguintes proposições estão veri-
ficadas

i) +a é üdeãdeal de Fa'

i.i) 3 uma. rizinhaüça Ua de a e fl'....fs6F(Ua) tai.s
que para todo b6Ua os gemles (fl)b'...,(fs)b gÊ
ram o i.dual 4-b'

As demonstrações dessas proposi.iões serão deixadas
a cargo do ].eitor. [Ver !]

S-4 SISTEMA OE EQUAÇÕES A ÜEnlv4p4s .p4B:çJ.:8.u

Classicameltte, entendemos um sistema de equações a

derivadas parciais , como: por exemplo . relação:s:'!fu:hcülbi:Éi;do

tipo:.
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FI(x,y., z,p,q,r,s,t)

F2(x,y,z,p,q,r,s,t)

Onde FI'F2 são funções diferenciáveis definidas ]lula

aberto UçlIRe . Uma solução de tal sistema seria uma função dl
ferenciável Z: VclHla --..- R, tal que para todo (.x,y) de V se

ten que

Cx.y, .z(x,y) , zx(k, y) , Zy(x, y) , zxx(x, y) ,zyy(X'y))eU
e

FI(z,y,x.zx'zy'zxx'zxy'zyy) : 0

F2(z ,y ,x, zx' zy ' zxx' zxy' zyy)

É clara taiabém que se zn;gGF(U) , z é solução de

fFl+ gF2, i.é, fFl+gF2 ' 0, y(x,y)GDom Z

Mudando a notação 9

pl(x,y,z,
a z a 2 z l)2z
57' 51r' ãX®'

F2(i,y,z, }P' STW'

é o que comumente surge, na literatura clássica, como deno-
tando um sistema de equações a derivadas parciais de ordem

2, onde z = z(x,#) é uma solução de tal sistema
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Vamos agora, tentar olhar as considerações acirra

sob um novo ângulo .

Seja <IR3,]Rz,lr> a vibração canónica do IR2

a: V ---+ ]R': a(x,y) = (x.y),z(x,y)) é uma secção
local dessa vibração.

Consideremos a. variedade J2(]Rz,]R3) e a sub-varie-

dade Ja(]Ra,lIRa,v) , dos jatos de ordem 2 das secções locais.

Em particu].ar,

J2aCJz(jIR 3,n.a,v) e J2X,Y)a : (x,y,z,zx'zy'zxx'zky'zyy)

Consideremos uma carta (U,X,Y,Z,U,V,W,P,Q) de

Jz(]Rs,IR.z,x) cair Jza e .U. Sem perda de generalidade podemos

supor que o contra-domlanio da parametrização aci.ma seja o g:

bento do IRo onde as-funções FI F2 estão definid.as. Podemos

então ''transportar'' essas funções para o aberto

UcJ ' (lm' , ]R' ,lr)

Seja 0 o feixe de ideais de germes de.funções difg
renciãveis sobre U, gerado por FI F2

E claro que 4) é um feixe de ideais de germes de ft!!
ções diferenciáveis localmente de tipo finito, sobre U,eque
a partir dele recuperamos o sistema .dado inicialmente

, Tais considerações ''meti.vam'' a seguinte definição

intrz'nseca de sistema de equações a derivadas parciais (em
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abrevidadc} S,.E.D.P..) de lordelni k, assim comia a dcfi-nação dc

solução dc um S.E.D.P

Seja <M,N,p> uma variedade fibrada e seja JI'M a vg:
piedade dos latos de ordem k das secções .locais de <M,N,p>

Seja U uln aberto de J"M.

OEljjNjç4g..l - Um S.E.D.P. de ordem k, definido sobre U é uil\

feixe + de ideais de germes de funções diferenciáveis local
mente de tipo finito sobre U.,

DEFINIÇÃO Z - Um jato integral de um S.E.D.P. $ definido sg
bre U é um lato XÉ;U tal que para toda função real''.ydefinida

e diferenciãve]. sobre uma vizinhança de X e pertencente a 4)

se tem PCX) =0. í)enotaremos J@ o conjunto dos latos ante'

orais de $.

DEFINIÇÃO 3 - Uma solução de @ é uma secção a de <M,N,p>

definida sobre ulx aberto U de ct(,UJcN (a: JitM --'» N: ..a(IX) '.x

onde X=J:f) tal que J;peJO, VXGU.

Sejam FI'..- ,Fs funções difereltciãveis de U em lIR ;
seja + a feixe de i.duais de germes de funções diferendáveis

sobre U gerado por FI'...,Fs' Portarlto + é S.E.D.P

Se tolnarlnos coordenadas locais

(XI, . . . ,Xn,YI, . . . ,Ym, .. . ,Pil,'..)
então ilha seccão .f de <M.l{.o> ê uma solução de Ó se e somen
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te se

.x5,Íi Ui, . . .Xn), . . .:#(/, . . .jb. . . .;ilit?;Ü?- Cx-l . . .#'), . . . ) -0
para todo XeDom(.f) e todo a=1, ,s

Donde, fetais l.ma vez. a relação entre a ''definição''

clássica de um S.E.D.P. e a definição do texto.

$-5 PROLONGAMENTO DE UM S . E ..D . P

Convide-remos uma variedade vibrada <M,N,p>. Sejam

(.U,XI,... ,Xn) uma carta local de N e U ujlt aberto de JkM tal

que aCU)cU.

DEFINIÇÃO 1 - Seja FeF(.U); a dera.veda formal de F relativa
mente a Xx é a aplicação

axip:l,{':l- cn -.-, m.:

definida por

i
X F(X) :a # ;:lrr (Jl: (x) f) a(x)

onde x = J:lli)f.
Está claro que esta definição não depende da

ção f que representa X

./

sec
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LEMA l

a) 3} (Fl+F2)
xil

X Fa F
# 2# l

n a iCFIF2) ,:.;i:': * ':';:':
DEMONSTRAÇÃO FI ''' F2€F(U)

axiu:'Fpa) : ISt(-ri'rp o, ( X)

onde X :J:+(1)f

14',:''$''.':', ',,1.1*, .t':'$'1l..*, *

'. l7L-a:CJ$a)} a, : agir:Cn .. a;j-r:U)

u a lpp m : j;$Qlrpokx:DI.CD : l;?alcJ:lorzc&ml.

ÍFIGJ$fl;hCF:OIÍ:O ' F2GJ$O :IFIO$ 1.a)

': «, 1;;:.:1 «, * *:.« í,}:-:l '«

OBSERVAÇÃO Compc\rtmlento relativamente a mudança de cartas

Seja (ill,...,in) um outro sistema de coordenada lg
cais sobre U.
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Seja .g-L- : a:: a }natriz de mudança de coordenadasn-rl tJ

$ : ,}:':. .â,

.'. ;:' : :i;,:;,*j,
Agora façamos üm pequeno parentesis

Vamos supor por um momento, que quizessemos resol

ver, por exelüp].o, um S.E.]).P. de ordem 2

'':u, '', z, g, $, ;;, .gã, .gg) 0

.':a. '., z, g, $, {;, .gg, êg) 0

l.Jma pratica clássica heurística, corriqueira, é teg

taTmos resolver um ou.t:to ,sistema, obtido do anterior deri-

vando. Isto ê tentariaos :l'e,solver:.o.sistema abaixo o qual de-
noininaremos de prolongado 'da sistema Idado.
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F. (x, y, z, p, q, r. s, t)

F2(.xt y, z, p, q, r, s, t)

3=}(x, y. z, p; q, r, s, t)

8F.
--ll:ê(x, y, z, p, q, r, s. t)

:=g(x, y, z, p, q, r, s, t)ax

ll?(x, y, z. p, q, r, s, t)

Vamos dar um exemplo da praticabilidade do método

ac ima .

Seja a seguinte questão

Quais são os difeomorfislaos ]ocais do ]R2 cuja diferencial
é uma isometria em cada ponto?

f: UcIRZ ---» ]RZ: <dfphldfph> : <hyh>, VpeU} VhG]R2

Tal questão nos leva imediatamente ao seguinte S.E.D.P

.4€.<.e.af2
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Se considerarmos o ''prolongamento do sistema aci

ma obteremos o seguinte sistema

axl- azfl-+
axl axlaxl

DzfDf
0+

4.ee*<.a2f2

l)2fl
axiaxi

P+

úã.4.4.<Ü.€4.4*<.eÉ
af2 âf2

afl a2fl. . af2 32f2
.X'"ÇK*@'-8%

O que nos leva a concluir que

axiãxi
82fl

ax2ax2
3zf' 82f2

8zfl

,x2,x:l

32f2
axi ax2

82f2
aX2aXI
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Mas como sabemos, pelo teorema de Shwarz que

32fl 8zfl â2f2 Dzf2

Conclui'mos que f é a restrição de uma isometria a

fim do ]R2

Tais considerações justificam a definição de deri-
vada faTlnal, dada na início, assim como motivaram a seguin-

te definição formal de prolongamento de um S.E.P

Seja 4) UDI S.E.D.P. definido sobre um aberto UcJa'M.

Cansíderemos FI ,... ,F. um sistema de geradores locais defi-
nidos num aberto U'cLI tal que cl(U') esteja contido num doma

nio U de uma carta CU,Xi,... ,X") de N.

Para cada XClp:l ll't(iu') denotamos do Wx o ideal de

FX gerado por IFa'pl+llX'laXtFülX para a:l,...,S; .inl,... ,n

Do que foi visto antes, QX não depende dos gerado-
res local.s F. ,..- ,F., nem das coordenadas locais X',... ,X"

Denotaremos por p+ a família +x: xclpt+il'i(u')
É imedi.ato ({ue p+ é um S.E.D.P. de ordem k+l defi-

nido sobre o aberto lp{ ll't(u')cJt+i



DEFINICA0 2 - O objeta p4) acima construído denomina-se pro
longamentoi de 0.

glêBBYÂÇ.PLO - Por recorrência defi.nimos pZ+ : PCpZ'l+) quando

E agora a propriedade que esperaríamos que fosse vgl
lida.

e.Bge.g!.!.ÇAg..! - Uma secção f de <M,N,p> é uma solução de + se

e somente se é uma solução de p+.

][!!yQN$.!.]!4ÇAQ - Seja f secção de <M,N,p> com f sendo so]uçã
de +

f: VcN ---> M onde V é um aberto de N contido em

a (U) tal que J:feJ"ó . VxGV

onde Jkq) é o conjunto dos jatos integrais de +.

Jk$ : {X6U: VF definida numa vizinhança de X e perten
feixe + se tem que f(X) = 0}

Seja fe+ .'. F(Jkxf) -0 .'. ai:F(Jkx'lf)

Como p4) é gerado }pelas funções FopÍ+l, aXtF quando

escorre + e i=1,...,n, segue que f é solução de p+.

Reciprocamenteí"doma 4lcp+ é imediato que toda saiu

0, Vi=1,...,n
X$...E''

29

0

Gente ao

F P

k
que
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ção de p4) é solução de @.

Considerações sobre p+

de existência de solução para @

poder dar critérios

S-6 l DENT l F l CAÇÃO FUNDAMEtITA}

Neste parágrafo, nos tornaremos algo técnico.Intrg

duziremos uma maquinaria algébrica que nos permitira, mai.s

adiante tratar dos sistemas de equações a derivadas parciais,

completamente integrãvei.s. Esta ãlgebra esta ligada a ideia

do prolongamento, isto é, ''derivar'' o sistema

Introduziremos um prolongamento algébrico e estabg

leceremos a conexão entre este novo prolongamen.to e o pro'

longamente definido anteriormente. Tal conexão , que poderíg.
mos denominar algébrico-geométrico, será feita por intermé-
dio de uma identificação, por isso mesmo, denominada Identl.

fixação Fundamental , entre espaços vetori.ais

Seremos levados também, a construção de um espaço

vetorial, no texto denotado por CV(+), que jogara um rele-
vante papel de ''controle'' de uln S.E.D.P

Consideremos as vara.idades fibradas

<M,N,p>; '(JkM.Jk-IM,pk.l>.

Sej a X.eJ"M; denotemosX.GJkM
0

espaço tangente a
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J''NI no ponto Xn

Seja A$0 : (.pk.l)'.l(pk.l(XO)) a fibra de

<JkM , Jk-IM , pk.l>

sobre o ponto XO e denotelnos Qx0

Denotaremos TXOJx'M para l z k em lugar

de y = ptl(xo)' Em particular TXOJOM:TB(Xn)M.

Denotareinos também MX em vez de Ma(X), e se aeN;Ta
o tangellte a N no ponto a e por Tn seu dual

Se 0 É Ê É k denotaremos QI'0 o espaço tangente a fi-
bra (pl.l)'l(P2.l(Pk(XO))) da variedade fibrada

<JÊM , J Ê ' 1 , PÊ . l>

O nosso objetivo é definir olha in.jeção canónica T

de Qk0 exln Ta®QkOI onde a :a(XO)

PROPOSICA0 1 - Se k 2 1 a seguinte sequência é excita

(dPk-l)x.

0 espaç

-+

Zde T M onY

k JkM0 Q!. -+ T
xo

k-!T. J 0
0

RACHO - Trivial

Seja XCA;j0 e f: VcN ----+ M uma secção local de õ{,N,p>
tal que aev e x =J5r

Consideremos a aplicação Jk-lf: V -...-+ Jk-IM tal que

DEMONST

Jk-lf(x) k-l f. Então*J X
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CdJk-lf)a: Ta

Em coordenadas locais temos

Se (XI,...,Xn,Yn+l,...,Ym,

local de Jk-IM, defina.da numa vizinhança de

x' : pll-iUd : p{.IU)

a aplicação Jk-lf é representada por

) é uma carta

x -.- (xl, ,Xn,f"'l(XI ,f") , . . . ,:PCxl , azÍj «i , . . .P
3Xil . . . aXl-R-

e sua diferencial ein a por

r"*-'«,13 ,1 ; 131*' * ;:!.:1H1,131*. *
Í. at''irj -l1;*: ,f.r=, . ; *:l

onde E'Z significa soma relativamente a todos

lx' : (i.]'.. . ,i].) tal que 0 g i]. g .. . É il Én e l É Z <k-l

Portanto, esta verificado que (dJk-lf). não depen
de da secção f ta].

Denotareínas dX = d(Jk-lf),
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dXeT;®TXnJK'JNI.

Observemos que

üu-dxP l;iliba :: j:Lt ,{llitPik-i ,ia) - p:k.-i,:UP ] l;l-lx'
l

'u-a.'''l;'QÇ

efinimos uma aplicação diferenciável

À: AkX0 -'-- Ta8Qk01: À(X) : dX- dXo

l

'}.
Ein coordenadas locais temos

:"'l :{. l 'ik-l,iu)-pilk-l,:ud

0 se iÊlk

J

!

concluímos

x( ) :.p:tml

..-rk.rk-l : = l
k
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't4)*. : :::«*:','(qLl*.
Portanto temos a segui.nte

E..BP.!gâl.Ç.8:g....Z - T: Qk0 ---- Ta®Qk0.l (k 2 i) acima definida é ip:
jetora

DEFINICAO 1 - A aplicação linear, v: Qk0 ---+ Ta8QXOI (k 2: 1) é
denominada identificação fundamental

lterando a processo acima descrito nÓs podemos ob-

ter uma sequência de identificação

Q{. - ';'Q$-: ----
k2T*80 : : \-

X
B

0k
® Xa 0

Onde ®zTj: denota l-cópias tensoriais de T;

Cada unia dessas identificações seta denominada i-

dentificação fundamental e não ha.vendo possibilidade de cop:

fusão será denotado por r

Se 1. é uln inteiro positivo zl,denotaremos Sx'Ta' o

produto simétrico de l.-cópias de T;, isto é, o conjunto das
formas P,-lineares simétricas soba-e Tn+. Denotaremos a opera

ção produto simétrico por ©

!!glgE!.ÇA0 3 ' A imagem de Q$0 pela i.dentificação fundamen-

tal esta contida em SITa8Qknl :Ckzl, kzZ) Se Ê :k a.iden-

tificação fundamental é wn isomarfismo de Qk0 em SkTa8TXoMXo
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DEMONSTRAÇÃO - Tomemos então a forma

'(") q-'"d' « : }l;e:lk $ xo

T(v) : t}.IClk-l,i , . . . ,iz(dXil)a8' '.o(dxü)aoj;jj"jpl(x)

ra afirmação segue então do fato que

e simétrico relativamente a il'. . .,il

irei

identifi.car T (V) a

afirmação

A pr

, i 1 , . . . , i z

Logo pode

íê-' ik-l,i:,...,:EUXiJ,0...0UXi/,]0l;i.! lplu)

Para t = k se tem então

T (v) : E:
'zl

de onde segue a segunda

CASOS PART l CULARE S :

1) Seja <E,M,p> um fibrado vetorial e seja XGJkE.

Sabemos que a seguinte sequêulcia é exata

l l[dx ®i ak .8(dX k)all a la
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o --..* Qkx ---...- Txlkl{ ápE-.p

Denotemos a =cl(X) ; então a sequência (''induzidas nu

fibras'')

k-l M + OTXJ

o -- Qkx --...* TxJ:M --- «*.:-*" - -

e excita

Com efeito, i.sto resulta da comutatividade

guinte diagrama

do se

+

k
TXJaf{

k
TXJ

Hpk-,' X lk
rx'J;

k-l
TX.J

Hp{.i) x

Consideremos o caso que X::0 (elemento neutro de

Em tal caso, denotaremos Ak em vez de A}. Podemos en-
tão identificar canonicamente:

"*,:' : .!.; .{ k T E = E
X a

A identificação fundamental fornece

Ak - T:®Ak-la

e por outro lado, temos um isomorfisiüo
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Ak - Sk(T*)OE' a' a

Temos então a sequência exata de vibrados vetoriais

0 ---- Sk(T+)8E ----- JkE

11) Suponhamos k = 1 e seja XeJIM.

Denotemos a =a(X) e X:Jlf, onde f é uma secção de

<bl,N,p>, definida numa vizinhança de a, X =df a

X: Ta '--- Tf(a)

Por outro lado p.f = IV ---'" dPf(a)'dfa ITa

Denotemos b = f(a)

Sej a YCJ'l.{ tal que pà(x) : pl (Y)

Y - XÉ;T +8T. b{a D a

Portanto a todo par (x,Y)ç;J'MXJ'M tal que pã(x)
pO(Y) associamos ?-kGTa8Tbl'la

Inversamente, seja XeJiM, a =a.(X)

SÉ;Ta8TbMa' Consideremos a aplicação

B(X) Seja

X + S: Ta ---» Toma

Se tem que Cdp)b(X+S) : IT. logo existe YÉ;J'M e é Único;tal
que 7 = X+S, com cl(Y) = a, Ei(Y) = b.

Resulta dessas Considerações que Ail esta canonica-

C
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mente munido duma estrutura afim sobre Ta+8TbMa

$- 7 -

Sejam <E,N,f)> um fibrado vetorial, U um aberto de
JKE e FÉ;F(U)

DEFINIÇÃO 1 - Dizemos que F é linear se para todo XGU a reê.

trição de F a fibra J:(X)E é linear

DEFINIÇÃO 2 - Seja + t-im S.E.D.P. definido sobre U, dizemos

que $ é um sistema linear se cada secção de @ é liHicaT

Dessas definições e do que procede temos imediata-

mente a seguinte

PROPOSIÇÃO 1 - + é um S.E.D.P. linear ---» seu prolongamento

p$ e também linear

OBSERy.p\ç:8o - É fácil ver que a definição acima engloba o que
''entendemos'' classicamente por um S.E.D.P. linear

$-8 - O ESPACE VETORIAL ÊX.(.É}

Sejam <M,N,p> uma variedade fibrada, UcJkM um abe.[

to e 4) um S.E.D.P

!.EE..!.N..!.gAO 1 - XeJkM --- CX(@) : {veQklvF = 0, VFe@}. Imediata-
mente temos

E.Bglgj..!.ÇAgJ - CX(+) é um subespaço vetorial de Q;i
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OBSERVACAO ] - Se veCX(@) e FÉ;@ então \rF nâo depende se não
que dos termos de ordem 2 k de F

Em coordenadas ].o cais

Sejam (x,y,p) coordenadas locais numa vizinhança de
X eln U.

então v se escreve como

Logo, se vGCX(@) e FG#) temos:

i:i*i4 X

1 : *1 1 '*,
O[SSERVAÇAQ. 2 - E c].aro que estamos tornando coiro definiçãode

espaço tangente a finta variedade, o conjunto das derivações,

[ver 5], e re]embramos que Q; ê o espaço tangente a variedg:

de A;, como vimos no parágrafo 6.

E.!gele.!.g.81...Z - Sejam FI'. ' ' ,Fp um sistema de geradores lo-
cais de @, definido numa vizinhança de XeJ@. Então dizer

que vÉ;CX(+) é equivalente a dizer que vFs :0 para s:l...p.

;j2EMÇINêljjl8:ÇÃO - É evidente que se veCX(d)) então vFs : 0; para

s:l...p. Reciprocamente, seja H uma função numérica diferem:
ciãvel, definida numa vizinhança de X

Sabemos que



v(HFs) : H(x)v(Fs) ' Fs(x)v(n)

(propriedade das derivações [ver S])

Como v'(Fs):0 e Fs(X):0 segue que v(HFs):0 p
todo s =]....P.

Como FI'' ' ' ,Fp é um sistema de geradores para $-Tg.
mas que VFG$ v(F) :0 .'. veCX(+). []

PROPOSIÇÃO 3 - Se XeJ$ então existe uma vizinhança Wde X em

J4) tal que

dim CX'(+) É dim CX($) para todo X'€1V

Eg - Seja r o posto da matriz

onde FI'' ' ',FP stema de geradores de $ numa vizinhas:
ça de X.

!'or continuidade da função determinante, existe u-

ma vizinhança IV' de X tal que para todo X'etv' se temquepog.
to de

*.] ; ,'ã

aTa

DEMONSTlmÇ

W = IV ' nJ+Seja
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Então é claro que X'6tV --"' dim CX'(4') É dim CX(q')

PROPOSICA0 4 - Seja XeJ+ e. denotemos por BX o conjunto dos
jatos integrais X de p$ que se projetam sobre X, isto é,

Pk (í) :x

Se BX : 'b (+ conjunto vazio), então B.r é uma sub-vg:
piedade de Jk+IM, difeomorfa a uln espaço euclidiano cuja di

menção é igual a de CÍ(p+)

:Pg!©DêlB8ÇÃO - Seta deixada a cargo do feitor. [Ver l]

$-9 UMA DEFINIÇÃO ALGÉBRICA DE PROLONGAMENTO

DEFINICAO ] - Sejam E,V,W três espaços vetari.íris de dimen-

são finita sobre unt corpo K e seja j uma injeção de E em
V$'8W.

Um prolongamento de <E,J,V*8W> étma tripla '(n',jZ'j?
onde E' é ulli espaço vetorial sobre K, jZ é uma injeção deE'

em V'QE e j3 uma injeção de E' em S'(V')8çV tal que o diagrg:

E'

S2 (V') ®W

] 3

8V+®W

iv*oj
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onde ié à injeção canónica, comete e que

E([v+0j)'j2)3 '[([v.0j)(V'8E)]ni(Sz(V')0W)

Q$$gBy4:ç:8g - Introduzimos a noção abstrata acima. porque em

seguida estabeleceremos uma conexão entre ela e a nação de

prolongamento de S..E.D.P. introduzida anteriormente

Tal conexão passara a ter tremenda importância do

ponto de vista prático, isto é, ''calcular coisas".

Além do mais no capítulo 111 daremos uma outra de-

finição de prol.ongamento de espaço vetarial. que não ê se-
não que uma interpretação num caso concreto, no qual estará

mos especiallHiente interessados, da situação acima

Acredit.amos que $em as noções aci.ma, a aludida de-

finição do capa'tule 111 feri.a não natural e por assim dizer.
magica

Finalmente observamos que no estabelecimento da d.i
ãn. -inaará nanel fundamental a ''Identificação Fundata conexo

mental''

p.Jlglgg..!.ç;89J - (Unicidade) - Se <F',j;.ji> e <E',j2.j3> são

prolongamentos de <E,j ,V'8w> então existe um isomarfismo de
espaço vetorial, h: F' --p E' tal que os seguintes diagramas
são comutativas.
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F ' -.--...-.,- E ' F ' .....-...-.+ E'

\
v*8p S'(V')8W

A demonstração seta deixada a carga do leitor

Esta proposição exprime a unicidade do prolongame
to módulo isomorfismo

PROPOSICA0 2 - Sejam n,v,w,j como na definição 1. Existe Q
prolongamento de <E ,j ,V'8w>

DEMONSTltAÇAO - Seja E' o sobe

/ \ / j 3
l

n

2

e

2

pEentão

espaço

i:([V* j) (V'BE) anis'(V')®W) de OV'8W.

Sejam j2 e jS a$ injeções de E' em V*8E
S'(V')@yV respectivamente. definidas por

(IV+Oj)'j2 * IE. e i'j3 ; IE.

Portanto <E',j2-j3> é um prolongamento de <E,j.V'õW>

Denatareutos por pE o prolongamento de <E,j,V
Se i.dentificarmas

E uj(E) ; V*6E :(lv'0j) (V'8E)c®V'8W

S' (V*) eW = Í (S' (V*) 8Wc8V'8W

I''l;''+ a:n \ . r C z' r't/+' \ atll'''l
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O prolongamento pE é assim identificado a um subeâ.

paço de V+®E. (Será dessa forma que daremos a definição no
capítulo lll)

Se jl é a injeção canónica de pE em V+®E, denotarg.

mos p2E o prolongamento de <pn,jl.v+OE> opor recorrência d!

fmi-se pnE, k 2 0 por

DEFINIÇÃO 2 - pOE =E e pk:p(pk-lE)

k z 1 --> pk.E : (V+8pk-IE)n(S2(V')Opk'2E)

onde p''LE n Wdef

PROPOSIÇÃO 3 kz l se tem que

pkE : (Sk'l(V')®W)n®V*QE

(Obs. - Sk(V) , V espaço vetorial, denota a k-ésina potência
simétrica).

DEMONSTRAÇÃO - Será deixada a cargo do leitor.

Podemos agora enunciar

(conexão entre as definições de prolongam

Seja XCJ+ e seja ÍGJ(p+) tal que p: l(i)

TEOREMA ente)

Então

7 k.l
cÍ(p+) : 'r;8cx(4'))ó(s'(T;)8QX ')

J
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onde x = a(X)

Ou di.to de outra modo; tendo ein conta as noções a
cima

O espaço vetorial Ci(p+) ê o prolongamento de

<CX(+),'t,T;j8Q$'1>

onde T é a identificação fundamental restrita a CX(+).

DEMONTST!!&ÇAO - Denotemos por 't2 a identi.ficação fundamental

de Qk+l en S2(TX)ÜQk'l e por jS sua restrição a CÍ(p+).Cona
truímos agora UHi& inj eção

jz: Cx(p+) -"''' T;':Cx#

Para. tanto, seja FI'...,Fp utn sistema de geradores
de + em uma vizinhança de X

Temos:

} '
ll

k+].0 se i.ÉI

:.:. ';?!---oi';'
l k+].S $e i€1

'aPJ kl

onde lk : lk+l-li}

seja vcQ11'l ::l:'i**: i4Li*.



Observemos que (de acordo com a proposição 2 do Pg.

rãgrafa 8) veCÍ(p+) ''-'' v(8zFs) : 0,

fixação ftlndamental é

.(«) ' ii:tl:* «xj').õl';ll''lx'

Logo se v'eCX(p+) então, de acordo com a observação
acima,

«oi'J ' ii:eik,il;;$1 - o; :-:,...,p'

logo

i : *::iúbi"*"'

trição a Cii(p+) da identificação fundamental de Q} ' em

grama
c5i(p+)

SZ(T;)OQ

] 2
'!':®Cv(+)

2

[
l --.i--- ;T;eQ}':
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e cõmutativo .

Portanto;

i'i 3 ((R(P+)) clT.8T (T;8CX(+)) ni (S2 (T;) OQ$

ou le'panda-se eln conta as identificações feitas, após a prg
posição 2, mais acima,

cÍcP+) c ('r;8cx(+)) n(s2 (T;) eQlj'i

ara inclusão contrária, seja

IT;8'r (T;0CX($)) ni (S2 (T;) 0Q}'n

l

P

:1' 4 :}.;'i*':,::,:: *::,....*::,..(itJ*.
index'=pj:.t(X)collle.lk . . 'e.k-l : e

j j
kl

! i2!
ll ll l

À«{* (4] *'.*'.'
para todo il tal que rlJk ' EJk-l : : onde lk+l é a (b+l)-

upla ordenada de Nk+l fornada de il'i2 e de elementos de
,k-l

Co.nsideremos o vetar tangente
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:i::' **:14 ]:
.J

Portanto,

'i'?' 'i 'i*Gi}
posto que

i;;i*,:iil;i «*«, .

Logo (a proposição 2, parágrafo 8) UecÍ(p+) e

mos por construção )nesao que i.'j3(U) :v. [Ver [ ou 3]

OBSj8yAç4g - A denicnstl'anão acima, é algo complicada,mas pg
daríamos eficaz'á-la estritamente do post.o de vista de um prg

bICHa algébrico, no sentido que, controladas todos os para'
metros, com un pouco mais ou menos de paciência,conseguimos
fazer

te-

Por outro lado, não faremos uso dela, no que segue.

O resultado do teorema, como jã ressaltamos, é ex-

tremamente importante, importânci.a que é difx+cil explicitar.

e que percebemos na ''pratica''

Esperamos aue alguns aspectos dessa intportância,fj.
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que evidenciada no capítu]o ].ll

Se me permitem a analogia, a conexão acima, será.a

algo similar a conexão entre a defina.çâo de derivada da cál
cula e as regras de derivação



CAPÍTULO ll

Neste capítulo, apresentarenos \ma generalização do
teorema clãssi.co de Frobenius e em seguida uma aplicação deê.

ta generalização para demonstração de um teorema de existêB
cia de soluções de um S.E.D.P. completamente integrãvel

$-1

TEOREMA- 1 - Sejam vl'...,Va formas diferenciáveis de grau l
sobre uma variedade [{ e sejam GI'...,Gb funções reais, defj.
lidas e diferenciáveis sobre U

Seja UO um ponto de U tal que GI(UO) ' '''Gb(UO) 'Q

Se as seguintes condições estiverem verificadas

1) dvl'....dva' dGI'..'.dGb' pertencem ao ideal da ãlgg
bra exteri.ar sobre U gerado por vl' '. . ,va e GI'' ' ' ,Gb'

se
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2) As formas vn; a;l...a, são li.nearmente independentes
em U.

Então existe um único germe de sub-variedade NI'em

Un. de dimensão n ndiH U - a, tal que as formas diferenciais

bem,como as :funções induzidas sobre N]. respectivamente pe-

los vl'.'.,va' GI'...,Gb se anulam. Além da mais se XI''-'
.,Xn são funções reais definidas numa vivi.nhança de UO ta].

que vl'....va' dXI'....dXn são linearmente i.ndependentes em

U0' então XI'...,X i.nduzem coordenadas locais sobre NI nu
ma vizinhança de Un'

DEMONSTRAÇAg - Seta feita em três etap

(1) Seja <V,wl'...,wa'XI'. ..,Xn> uma carta local de U, numa

vizinhança de UO tal que vl'...,va' dXI'.,.,dXn sejamlinea11.

mente independentes ein U0' Podemos s.upor Xi(UO)-0,i-l.. . .,n

Numa vizinhança de UO podemos escrever

A'tdW + T B .dxV iaa lt

onde Al; e B! são funções diferenciáveis numa vizinhança de
uo

Agora. segundo a escolha dos Xi e a condição (a) a

mâtri.z (Al:) é inversível huna vizinhança de UO logo substi-
tuindo v. pot' uma combinação linear de v.t' tenda como coefi
cientes funções convenientes, podemos supor que v..Y se expr.l



me:

(1 .1) va ; dlfa + } F:dXi.

Calculemos então dva

1l! g ",*«: . ! g
V.r - 21 F:,dX.i, portanto temos:

g «.«*:':!, l-1lg .{- g .il.g
)

dva

FJdX
!

B

qdva dXiAdXj

Observe que dXj.AdXj n.ão perterlce aü ideal gerado pelos va'

GB' logo o dXiAdXj (i<j) sendo indepelldentes t.CH03 segundo
(1)

(1.2) -!g.i*!g.i*g-g
são funções diferenciáveis.

Analogamen"ce temos :

«. . !g «.. 11-! ê 'i.al«:

AàiBaB
B

Õ

e

(1.3) aGB
awT

i GEF +

BBt j
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Cli) - Unicidade de NI

Suponha que exi.st.a uma sub-variedade NI de dimen-
são n, de U, contendo Un e satisfazendo as condições do e-

nunciado. Existem funções numéricas XI'... ,Xn' definidas nE

na vizinhança de UO tais que v!,...,va'dXI'... -dXn formam bZ

se de Tara. De acordo com as condições importas a NI e argg

mantos de dimensão, dxl.,''.,dXn formam uma base Tâo(NI) e
por consequência os Xi induzem coordenadas locais em NI nu-

ma vizinhança de UO, lago a Última afirmação do teorema es-
tá demonstrada.

Tome)nos agora as funções WI''..,Wa' definidas numa

vizinhança de UO de modo que WI'...,Wa' XI'...,Xn formem um

sistema de coo!'duladas locais sobre uma vizini\Raça V de UO

A sub-variedade NI seta então determinada pelas equações

Wa ' fa(X); a-l,...,a.

De acorda com (1.1), f:<fl'.,.,fa> deve satisfa
zer aa S.E.8.P

(1.4) ri(ím) ,x)

Fixemos x e seja tG(-c ,e) suficientemente pequeno

Seja
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Ea(t) : :Ía(tX)

dga (tx)
=

Z
: E *: -4;=

1 1
XiFz(ga(t),tX)

dg
xiri(ga(t)+

Í
,TX)

(1.5)

boas o sistema (].S) admite uma ]inica so].ução numa

vizinhança de 0. Lago temos ã unicidade de }ql'

(111) 1ixistência de í'll

Seja fÁ(X;t) a solução de (1.5), deí?unida cume '.'i-
zinhança de 0 eln llnxIR. Existe c > ü ê uma vizinhança }V de 0

em ]lln tai.s qua f. esteja de:finita para xeW e eCt Pode
mos supor, eventual.mente reduzindo W, que c =1. Defininos g
ma sub-variedade NI de U.

Pelas equações

t'ía = fü(X,l)

}.mostremos que NI satisfaz nossas condições.

Seja hB(t) ; GB(f(X,t),tX)

.l:& (f(x,t) ,tx) ::g (x.t) ? Kan .táxi.



dx.
-af (X,t) - E .5}(=' -ãt'- ' ZI Fa(f(X,t),tX)Xi

lago

XiBi'j (í(X, t) .tx)hj (t) .

Caíra hB(0) ' 0, o sistema precedente tem uma {inica
solução que é h.:: 0

Portanto, CB induz em NI a aplicação identicamente
nula, para todo 8. Tomemos agora

k3(t) : i;a(x,t) ..r3(í(x,t),tx).

Cano fa(X,0) '0, para todo X. temos de açor
(1 . 5)

;i u.u''
para todo X, Ioga k:(0) ' 0.

Analclgamente caldo para }\B' temos

E tX:AlzB(f(X,t) ,tX)G

-Er:l(r(x,t) ,tx) ;;ê(f(x.t) .tx) + ;;Ê (f(x,t) .tx) a

df

E
l

do con

)

(f(x t) tx)
Bj . B

a (x,t)
l

-Ze(t) : }l ';k} '
T



: apJ

] Xj 'ivx:'Çf(X.t),tX)

)urro lado, cBlwi : o

. !j:a . E c:(t,x)k:l(t)

c}(X,t)

P

Por consequência, k:(t) : 0, a;l....,a, logo, de a-
cordo com (1.1) as va' aal,...,a. induzem em NI asfor'!üas ny:
laS.

S-z SISTEMAS COHPLETÃHENTE INTEGRÁVE!$

Retamehos agora a linguagem do capa'Lula l

Denotemos então por + um .feixe de ideais de germes

de funções diferenci.âveis sobre uma variedade U. Denotemos

por j#: {v6UIF(v)a0} para toda secção F de + defina.da numa

vizinhança de v

.gE.E.!.y.!.Slêg..! - Díremas que o feixe + é completo em vOGj$ se

fada função real definida e diferenciãvel sobre uma vizinhas

ça de vO e que se anula na i.ntersecção de seu doma'nio de dÊ.
finição con j+ é uma secção de + em uma vizinhança de vO

gg!!.y..!.ÊA0 2 - Diremos que + Õ regular en vO se existe tma v.}

zinhança !i de vO e secções fl'.. ,,ande +.definidas em Utaís
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que

1) dfl'.,. ,dfn são i.ndependentes em todo ponto de U

2) J+nU é a conjunto dos pontos X de U tais que

fl(X) ' ...fn(X) - 0

Em parti.calar J+nU é uma sub-variedade de U

eB.glg.i.l..ç:89J. - Se $ é regular em vO então ele é completo em

LEMA 1 - Seja H a subespaço de IRn+m consta.Cuido pe-

las n+m-uplas CXI'.-..Xn+n) tais que XI ' ... :X = 0

Seja f uma função diferenciãve] de Kn'+Hi em R ta].

que fIHn 0. Então existem funções diferenciávei.s gl'...,gn
de Rntm un ]R tais que

vO

f(XI'...,Xn.....)
n

i1l l i(Xl-''',Xn+m)

Este é um resu]tado standard do cá].cHIa

Voltemos então aa teorema

Sejam :f].,...,fn funções satisfazendo as condições

da definição 2. Existe uma vizinhança V de vO, sobre a qual
as fi estão definidas e funções diferenciáveis Xl:....,Xn'oE
de n+m =dimensão de U. tais que(V,fl'...,fn'Xl+...,Xn) se-
ja uma carta de U em v0' Seja f: W --+ m, uma função diferem
clave! sobre uma Vizinhança W de vO tal que flWnJ+ nO. Exij.
te uma vizinhança U de vn. UcVnW, tal que
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Cfl'...,fn'XI'...,Xin): U "-+ ©(U)c .Rn+m

Podemos supor +(U) = ]Rn+m e cair assim nas condições dc le

na 1. Logo existem funções gi: U -""'» IR; iu].... . .n, , diferem'
ciãveis, tais que:

{lu
n

iEi(íj. l u) g i

Logo ílU é.uma secção de +.

de ordem k, definido sobre

um aberto [{ da variedade das jaxLos de ordem k, das secções

de uma variedade vibrada <M,N,p>

Diz-se que + é completamente integrãvel en X09J41

Seja + um $.E.D

1) c. (+) = {o}

2) A imagem de J(p+) por
J+.

3) @ é completo em X0'

OBSERVAÇÃO 1 - Na realidade, deveríamos:;;di:zer que um S.E.D.

P. 4) é completamente integrãvel se ;P:x'+ é ;tomplétamente intg.

griTeI, segundo a definição acima para algum 1, pois na prZ
teca'. muitos exeraplos de sistemas completamente integravezs
;.. óh+-i':lnq nrótnnannrla lnn dado'; sistema. Pór:uma questão de

0

S

uma vizinhança de XO em
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simplicidade, MÜHtcFCHios 3 definição acirra, e ilnplicitalnen-

te adotaremos esta Última, na terminológi.ã

EXEMPLO l - O leitor pode facilmente verificar que a S.E.D.

P.; p4), obtido pelo prolongamento do sistena + obtido noprg.

bICHa de saber quais são os difeomorfismos do Ró cuja difg
rencial em cada ponto é uma isometria, resolvido no capa'tu-

].o anterior, é um S.E.D.P. comp].etamente integrável

l

$-3 SOLUÇÕES DE UM S.E.D.P CaltPLETAMENTE i NTEGRÃVEL

O objetivo deste parágrafo g demonstrar o segui.nte

TEOREMA 1 - Seja 4) um S.E.D.P., completamente integrável em

X0€J+. Então existe una solução f de +, em a(XO). Al-ém dis-

so a germe de f eú aCX0) esta unicamente determinado.

Para a demonstração: teremos necessidade tias obsel

vações seguintes

Sejam <M,N,p> uma variedade .vibrada e f uma secção

de.<M,N,p> definida sobre o aberto U de N. É imediato que
f(U) é uma sub-variedade regular de fq.

A seguinte propriedade caracteriza todas sub-varie
dados de M que são da forma f(U) , onde f:, U ---+ M é..uma sec.-

ção de <M.N,p>.

.PROPOSIÇÃO l Seja N. unia sub-variedade de M



i3ntão Nl:f(U) onde f: U----M é uma secção de

<M.N,p> se e somente se p: NI '-"'p N é i.njetora e

dPX: 'rXNI '-'- Tp(X)NI

é um isamorfismo VXGN.

DEMONSTRAM:AQ - Trivial. Nü que segue identificaremas um seç
ção f com f(U) .

!BQ.l?Q.$!.QAP.3 - Seja F uma secção de <JkM,N.a> tal que
FcB-l(V) onde V é o domz#nio de uma carta <X,Y,p> de JkM. As

seguintes condições são equivalentes:

[) Existe DIRÁ secção f de <1{,}{,p> ta]. que JKf

2) As faenas diferenciais induzidas sobre F por

Pl:ldXi' j-i, ,m; 1=0: . . . ,k-l

são identicamente nulas (m = din! lq dim N)

DEMONSTiiACÂO

(1) ---. (2) - Seja +: F --. JKM a injeção canónica

Sabeiaüs que F: induz um isomorfismo, que denotare-

mos ainda por F, de um aberto V(N em F, logo um isomorfismo
F+: AtF --+ ÂIV. Se F= Jlcf, f: V ......> M uma secção de <M,N,p},
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F' .+' (wj . )Êi ; d(Pil'+'F) - }(Pil .''b'F)dXj. :

f aíj } at+tíjf 8fJ ) â"''fJ

1«« ..«1 - ! ='í---'a-m'": , '
r'.p'(u'ill) : o. logo +'wJTI :o.

(2) ---- (1) - Consideremos a secção f: V ---+ M, f - B'F, de

<M,N,p>. Para todo XeV. f(X)=B(F(X)) e dfj H dF3 logo

jlí: pkF. Por indução, se adnitirmos Jlf -piF, is 1< k. Te-

FL« "« «'{..« . .l;yml.'{..' : aXil...aXil logo at.r'l

Por (2) SRbCTitOS que

dCPtz'P)
! ' }(Pil .'F)dXi

ã z'''i:rj

axil...axilaxi vi'j

j '*:. - .tl...:.' F : jkr

Postos estes resu].todos, retomemos o Teorema l

DEiç©NSTRAÇAO DO TEOREhü l

Considere-se (Fa)aeS' um sistema de geradores de +

numa vizinhança de XO (S conjunto finito).



Pela definição de CX0(+) e da conde.ção (1) da dera.
feição (3) do parágrafo (2), o sistema ].inear$

j $(XP : o! kl

a S

qdnitp uma única solução, â saber E]Tk' 0. Portanto a matriz
1-=-..Z-l é de posto máxima (igual ao nome?a do PJlk) CHI X0' lg.
japiKJ
go, pe].o toerema das funções implz'citas. existe t.im subcon-

junto S'c$ tal que o sistema

Fa(X,Y,'..,PJk) : 0, a6S'

admite uaa Única so].ução em Plk

B
i

numa vizinhança de XO robseive que

zinhança V de pil.l(XO))
Definimos então

esta definida ntEln vi

.{* : 'i* -
sobre a vizinhança U; Cpk-l)'l(V). de X0' Os +Jk se anulam

numa vizinhança de XO em J4}, ].ogo, @ sendo completo, os +Ík
sãa secções de + (numa vizinhança de XO.) Por outro lado,sg
ja + o feixe {ie ideais gerado por 4'Jk sobre U. É claro que
este feixe é regular portanto completo em X0' Por constru-

k'Pk-l.
Í
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ção de P, as restri.ções dos F. (aeS') a J+ sãa nulas, logo

os Fa' aeS' são secções de © numa vizinhança V de X0' .:P;or.:

taiÍto, soba'e V' os +ik e as FB (BePSS') forTnam um sistema de
geradores de ®.

Por outro lado, sobre uma vi.zinhança de Xn,

j Ài À3 Q# k-l - a
#@,k ll ! lJ

e uma secção de $

Con efeito

'i*-: , :.}*-: , : aio*K-l ,j ' 'k-p )

'lt-l.j,i " "rt-i,i'':-P) - oi.ü*k-i,j''i"lt-l,j)'pk'

;i';*-:,:
é uma secção de p+, fogo pe].a condição (2) da definição (3)
da parãgra:fo 2, a função

;á";*-: , :
se anula sobre uma vizinhança de XO em J+, logo, (b senão coB
pleto cnn XO' esta função é uma secção de + numa vizinhança
de X.
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Para e·GC5s' (complementar de S' em S) seja q, 13 a fu_g 

çao ob tida po r 4>a = F6 (X,Y, ••• ,P~k-l 'x:\). 
f ~ i ~ Mostra-s e de orma analoga a anterior que a#~B e~ 

ma secção de • numa vizinhança de x0 . 

Do que procede, resulta que podemo s encontrar uma 

vizinhanç a v0cv, de x0 , sobre a qual temos: 

(I) 

Sej ~ LJ a sub-variedade de v0 , definida pe l as equa-

çoes 

Entio LJ t em uma carta (X,Y, ... ,Pjk-l). 
I 

Seja vj (t~k-1) a restrição de wJi (conforme proposição 2 
It I 

anterio r) a U, isto i, 
. . . k 

VJk-1 = dPJ, -1- tcwJk-1 ºPk-l)d.X. 
I IK Í I. , i 1 
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E claro que o~ v~2,(X0) sao independentes e temo s 

= -

dvjk-1 
I 

n 
V o AdX. -

IÃ, 1 

Donde se deduz tendo em conta as relaçõe s ( I ) e do 

fato que~ é a restriçã~ de F8 a 

ideal de AU gerado por vj e ~0 • 

I x. µ 

U. que os dvJ II pertencem ao 
I Ã, 

Ca lculamos dq,8: 

d~ e ' 
a <P a 

dX. + l 
i!;l-2 

ª4>e dPj + l t~1 
é)4>ª 

dPjk-1 a rr.- l. • aPJ It j aPJ k- 1 l 1 J I 
li I 1 

ª<Pe é)4> • a4i e 
pJ tdX. = l - dX. + í .e.~J-2 _JL VJ + l i ist~z -...--

. X i apJ .t I i i j aPJ I i 1 a i J 
I l 9. 

= í )' 
J Ik - 1 



-«i..}P*; «{-: q.".:}..l

Mas

g'} Ç '

:k-l ''i*-:
Po:rtanto

''. : } .::
l

3 ++

#"l$apJ ig

* ,,3.-: dL"-i*-: .k-l .dxj)ll

Observamos que

PJk-l,idxi

Portanto

d+B E
3

Portanto, d@Q pertence aa idea]. de A.U gerado por

$B e vll,' Portanto, vll, e 4)B satisfazem as condições do Teg
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rema 1, parágrafo anterior CFrobenius)

Existe então uu! germe de sub-variedade NI em XO de
codinensão igüa[ ao número dos vlil,, e um {inico, sobre o qua].

os vJI, induzem formas nulas ç..os +B funções nulas. Pela prg
posição 3, exi.ste uma secção f de <M,N,p> tal que NI : J"f

É imediato que f é uma solução ãe 4) em cl(IX0). Áunicidade de
f segue da unicidade de NI

COROLÁRIO - Seja + um S.E.l).P., de .ordem k, defi.nado sobre

um aberto U de JI''M. Suponhamos que

].) CXC+) - 0 para todo XeJÓ

2) pk+l: J(P+) """' J+' é sobrejetora

3) + é regular em todo ponto de J$.

Então para todo XeJ4) exi.ste um único germe de sola

ção, fx em x : d(X)

OBSERVAÇÃO 1 - A condição (2) do corolário acima é necessá-

ria. Com efeito se XeJ+ e se f é uma solução de $ em cl(X)

então X = J:(X)f
Mas

Jl;'l }) '" p © X -E': o:l}, o

OBSERVAÇÃO 2 - Seja + o S.E.D.P. de ordem l sobre lIRn gera

do por

,m, j nl,...,nF CX,V) , ÀP
j E



isto e, o sistema

aYX

axj

Seja vGCX('}) onde XeJ+,

,Ym)

>l }l E} -;Êll €1} = v(Pi-rl) : o, isto é v:oJ A o':i

Logo, para todo XeJ+ se tem CX(@)

Por outro lado, as funções PÀ -F: são independen

tes, logo J$ é na vizinhança de todo ponto X de J+ uma sub-

vari.idade de Jllltm+n cuja codimensão é m-n, portanto + ê rg.

guiar em todo ponto de J+. O prolongamento P+ de + é gerado

por

,},, - lliH ,i.
Se a condição (12) do corolário precedente esta ve-

rificada então por todo jato integral de + deve haver um jg.

to integral de P4). Portanto XepÍ(J(P4))) se e somente

aF"

<''*' * à

tramos uma condição equivalente
aFx 8Fx aFÀ

#'*' 'i <'*''?'''*'' : q'*'

l (x)pT(x)

( X) F! (B (X) )+
n
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Donde se deduz o teorema clássico sobreos S.E.D.P

completamente integrãveis

''O S.E.D.P. + tem uma solução e uma unica comaco2

lição inicial YX(0) ; aX se e somente se

axj ': l, *:,' ,*«.

Se esta condição está satisfeita, as soluções de $
são obtidas pela integração de um sistema de equações dife-
renciais ardinãrias



CÀPíT.[lLO 111

AS TransfornuçÕes Conforme do Zi"

$[ - ?gwgg:gtpee!.:ge.]4e.

}üo cine segue. as variedades serão supostas C f cg
mexas de dimensão finita

Seja M uma va=ledade e f m d]feolnlorf]smo ].oca].
sobre lá. Denotaremos Q ãonlíni.o de f pür u(f) e seu coE

junto de valores por V(f}.

Se wc=U(f) denotaremos restrição de f a w.por flw

Dado um outro di.feomorfismo local g de $í ãi.remos que gof

esta deflni.do se V(f)n U(g) # g

/

Se gof está definido temos por definição

gef = (çlU(ç) n V(f)) o(flf'l(V(f) õ U(g))

DEPiNlçÃQ..l - Um contjunto i' de dlfeomorfismos locais ãe M,
d3.z-se um pseudo grupo de tlansfonttaçÕes de M se

1) Se f,ger e gof esta defl.nidoentão gof(I'

2) f€1' --....> f''tcF

l\ Ã nlicacãc aê t:l.cada M üs'tãcHi r
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4) Se f€1' e wcU (f) é un aberto então fjwcl'

5} Dado um difeomo=fJ.smo local f de }4 se para todo pon-

to pcU(f) existe uma vizinhança W de p. WcU(f) ta].
que fi\Ncl' então f€1'

i)X11Jli1lçÃQ..Z - tlm pseudo grupo de transformações I' diz-se

transltivo quando dados p,q(M existe f€1' tal que f(p)=q.

Uma vez introduzida a noção de pseudo-grupo de

transfonnaç8es estamos Interessados em estudar em particular
um desses objetos ,

O assim chamado pseudo-grupo das transformações oon
forme ão 13R

DEE118]lÇ8Q..3 - Seja f: U çEtn .....+ IEln um dlfeomorflsmo.

Dizemos que f ig confonne se a diferencial de f

em cada ponto p de U é uma semelhança. ].ér dfncGcGLGi,]R)

para todo ponto p de U, onde G é o suba!'upo de Lle das

semelhanças àe GL {nfllt) .

Ou ainda, dito àe Exma fauna mais técnica, existe

).(fl: U(f) ---'»n., À(f) dlferenciãvel; t.q. para todo p de

U(f) se tem <df.h.df.k> = À.(f)(p) <hík>rh.kcaP (<f> de-

nota o produto ]ntenio usual. do ]R") .

Estabelecida esta definição, denotemas Dlf(R'') o
conjunto dos d[feomorf[smas [oca[s de ]R''. seja:

].' = {fcD]f(]111): pciJ(f) "-""'+ <dfnh.dfnh> -- X(p)<hrh> : hcIRn }
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g iElediâtG veEiflcar que I' assim construindo é {nn

pseudó grupo de transfótmaçÕes: trahsítlva.

por outro lado; analisando a conde.ção <dfphrdfph>
(p) <h ,h> ; temos:

hcRn, B = {e].f...í } base.canónica de ]Rn;

X

q ]

«díp ' .ph )'h,h' -''' E j :aíi

22 (ãxÀ i
'j

.}: ':i* € . < «:'*,:, ***::

':i: € . <' ","'':: t *::
.,k } '

atl.sÍazern um $ . E.D.P ,

+ .

Bem. mas esse é eKatanente o oblieto de estudo . : dâ

teoria ãos Pseudo-grupos de Lied i..:é:estudar os pseudo-gru-

pos de transfonuaç8es cujos e].ementoa são as soluções de wn
sistema de equações a derívada8 parciais.

Pata definirmos a noção de pseudo gzupó de Lie: reLÊ

Hemos algumas noções da teoria do :latos.
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.p$pi11i;çgQ.J - composição ãe latos .

Sejam M, Nr P três variedade diíerencíãvei8f 9e

jam xüeBlr yOeNP zO Pf sejam flr f2 duas apllcaçoes dl-
ferenci.ãvei. de M em calque fl(xO) =f2(xQ) 'yO e

8el)âm enfim gl a g2 ãuaõ aplicações diferenctávets de N
em P tai.sque gley0) *92{yO) *z0' Se fl e f2 8aoe'
quí.valentes aorãen k em yO então glafl e g2of2 são
equivalentes a ardem k aü xa '

lsao no pe=mlta definir uma lei. dõ cülüpa&ição

jk(K.W) x i3Ktw,p) -"''» 3k(M.p)

eX'##) --+ Y.:X

que a todo par (kft:) € 3k(K,N) x jk(w,p)
{ly) i associa lln elaalento de ij'(K+P)

d fi.Rido do quinta n ão

x - 3:(xlfi

tal que B(x) ':

ãenotüdó=po!' YX

y - jaH;)g ---' ky n

Eat.a leí de cc> po lçaa verá.fi.ca as seguintes

prieãüdeB:

pto

1) Se aa produta8 'x e Zy estão deflni.dose i.é 8(X) -

®a(y) e B(y) eü(z'} enEãao p=odutoü {Z'ylX e
Z(yX) estão defina.dos e (ZY)X=zÍYX) .

2) Sedenotanüos lkv ojatod odes k noPontO x dag:
plj.cação identidade ãêi variedade ã qual x pe:tende te-
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remos as seguintes Identidades:

: :te;x,* X

3) $e kBl:e se X.{e .Y são latos de ordem k

produto YX :esta definido então

pkl NX) = pkl(n pk U}

um lato Xtjk(M,u) gera dito ínversível se exista!

um lato Yejx.(N,M} tal blue

vx - xü (x) e: i: xv *::iBtx)

O lato Y denomina-se o Inverso ãe x e é clamo

que se X é ]nversíve]. o bato lave:sa é ünlco. Eventualmen-
te denotarelüios o Inverso de x por x '

Seja kz ]. e f wna aplicação díferenclãvel defi-

nida sobre lar\ aberto dc M ã valores en N t.q. x = ix f;

se X é íbver:cível a farei.ari. P:l(x} é inveréíve]. logc} a
matriz jacübiaxa ãe f no pontc} x é inverslvel logo f é
um dlfeomorílBno de \lma vi.zlnhança de .x sobre uma vi.zínhaB

ça de y : fex).
Reciprocamente, se f é um dlfeoxaorfj.smo ãe wna vl

zlnhançz! de x se»re uma vizinhança de .y: e $e x : ix Í
então x é i.nver8lvel anta vez que f admite uma J.nvetsa g

' ;e c.l.'-«:- y : :j;g t.m- W ; lk; XY:: l*

R seguinte prados:lçãQteiÊõsLogo

e
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pnoposiçÃQ.]
va3.entes,

Pa!'a k z } as segulntea afirmações são equí

1)

3)

4)

X é um lato inver61.vel

O lato p. (x) ê ]nve=azeve].

X ê o bato de wí d]feomorf]sno ].ocas

Toda aplicação difeienciável f t.q. x=
feomolfi.smo ]oca]. Huna vizinhança de x.

': . é um ãi.

aá havíamos visto que jx(M,M) , o conljunto d08 ja
tos de ordem k com alvo e fonte em M admite uma estrutura
de variedade dlferenci.aTeI.

Denotemos por 3''(n) e j''(tqrFq) o conjunto doa k-j3;
tos Invers11vels.

É fácil ver que 3X(W) é um aberto de jX(M,M) (g

se por exemplo a f\ração determi,cante) lago uma sub rleda-
da. Ver]f].ca-se taitlbém que <jK(M), MXM, GX 8> é uma '?a"
I'3.idade fi.brada,

Dado um pseudo grupo I' de transfonltaçÕesr denota

remos ljnl' o conjunto dos k fitos de elementos de I'

P$11111glçgQj. - Um subconjunto G c iiK(M) dlz
dJ.fe=encíãvel $e:

grupõlde

1) Se: x.YeG e o produto XY esta defi.Rido então

2) Se XeG então x'JcG
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3)

4)

G admi.te uma estrutura de gub-variedade de ]K(M)

que a aplicação axB: G ---..> MX M é uma floração.

Selva À(G) cGX G a Imagem Inversa da di.agõnal de

pela aplicação

G x G ---+ M x M

tal

(&,Y) ---b (a(X) , B (Y) }

Então A(G) é wnâ sub variedade regular de G xGO

a ap].lcação:

{X;y) c A (G) '-"-> XYeG é diferenciãvel.

5) À aplicação Xe(i -..-..+ x-l.G é di.ferenciãvel.

Obseni'ação: É laed].ato que ]kM ã IDili grupólde diferencia

nspiu:ic8Q...g. pseudo grupo transltÊvo r de difeonloríis-

mo ].OCal8 de M ãlz-se lun pseudo gn.i.po de Tnj© tx'anslU.vo de

ordem k se:

1) jkr é lm grupoide díferenci.ãvel.

2) f(F'õ--+V xeU(f), j:fcjkr .

Obsenremos que (2) ãlz que Q pseudo grupo r e o
'qn a.,:HoÃB,R ã derivadas

conjunto da
narcíai.s.

sistensoluçõesS
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Retomemos agora

de Liegrupo0

{f(Dif(]p-n) : <df..h,df.k> = À(p)<h,k>}P ' P

PROPOSIÇÃO 2 - Afirmamos que I' é um pseud
tlansitivo de ordem ].

(Sabemos que I' é de ordem l por que estamos a priori as-

sumindo que I' é "caracterizado" pelo S.E.D.P

$ :g:e ",: *',.
que é de ordem l)

Demonstrámos então, prlmelzamente que j LF é

qrupó[de d[í:erenc]ãve]..

As condições 1) 2) são de verificação Imediata

= {TcGL(n,]R) : T é uma semel-hança}

É um fato bem conhecido que Gç; é um sub grupo de
Li.e de GL (n, R) .

Seja 4): jl{.Rn) .....>JRnx.RnxGL(n.IR.) tal que

+(X) ; (ü(X).B(X).[V]) onde [T] é a matriz da apJ-ilação

linear pertencente a L(T (X) üin''rÍI(X) } nada por X

0 é diferenciãvel poi.s suas componentes são dífe
renciãveis

UR}

4) é obviamente bijetora.

Em cada ponto XcjiüJRn verifica-se fao.Imente em

coordenadas que a matei.z jacobiana de 4) é inversÍve]. (ma-
triz i.densidade)



Portanto + é um difeonorfismo local;

to, e como é bijetora, um difeomorfismo global

Por outro lado, 4)(jii'} : .Un XHn

1)

2)

É claro que $(jlí') cIRnxJRnxGS pela própria defini-

ção de r

Dado um elemento (arbrETl} cjRnx.!Rn xGÊ ele é a Ima-

gem por $ do lato de UMa trarlsfer:í!\ação afim do ]R'' que

pertence a i',

]ltn xIRn x Gs c $ (jir)
Podemos então transportar para Jtl' a estrutura

variedade ãe :RnxWn x G. .

Passemos então a considerar J'LI' cam esta estrutu-

de Nazi.eãade.

ãe

: :jl'r ..,.-+ :E?'xdnx Gs g um àlíeomorfismo

jir ......+ IEtn x]IRn xGs lr ]Rn xIRn

X ----> {a(X),B(X),[T]) ---+ (a(X),B(X))

é uma submersão.

'. a,.B: jZr -.-->JRnxjRn é uma fibx'ação

X -----> (a (X) ; Í! (X) )



eren\os agoi'a A(j'r)

A(jlr) : {(X,Y) € jii. xjll' : cl(X) = B(Y)}

Logo o produto XY esta definido para todo elemen-
to de A(j'r)

l

Por outro lado sabemos que A(j'í') é uma subvarig
dado regular de jlr x jir

Ã. aplicação A(jll') .-."-> jli'

(X ,Y) ---+' XY

raramente dlferenciãvel
Em cooz.ãen das:

(X.Y) € A (j'LI') ;

a (X) = x = Í3(Y) = 9{y)

XY = j:l fog

X +-+(a(X),B(X),[T]) +-->(x,ftx).[dfx])

Y .+--> (a(Y)pB(Y),[S]) 'õ'"> (y,g(y},[dgy])

YX .+-+ (a(XY) .B(X,Y) ,[S]'E']]) '«'-'p (x,gof(x) ,[d(gof)x])

De forma análoga a aplicação jJi' ..-.......> jli'

79

lConsiã

e c

l

!l f g3 ci(X)=x a(Y)=y



é diferenci.ãve].. Em coordenadas

X .+--> (a (X) , B (X) , [T] }

x : j (x} f '"'-+ (x,f(x) ,[dfx])

x-l' .4--> (f(x)íxítãfxl'l)

+

+$pn ãomeqnntraãa aue I'tr é \3.]ü q:Z"t3-Bem, com Isso

p81de dlfe:enciãvel.

A condição 2) da definição
transitlvc} é de verificação ilÉediata.

l.e, fcF ""-> %' xcU(f) Óif(i F,

i.3.eãepseudode gruPO

definiçãopor

Por outro lado. dado um lato de j I' ele é lato de

uma t=ãFis formação afim de r

Logo Q pse
ãe l,íe transítivõ

pseudo ';rufoCG íõn es eüdo gruPO

nEPin;çÃQ..Z - Se fcDI.f(IRn), diremos que f é \llíla trans-

formação conílonne própria se f é co!\forme e preserva a

orientação l.eP

f: U.Wn --.....> f(U) cIRn F

pcU(f) "'--> <dfph.rdfpk> }.(f)(p)'q\.k> vh.kÉIR e detEdfp] >0

Denotemcs I''
?\ .

{feolf (m;') l f é conforme própri-a)



PKQPqgj;Ç$Q.3 1'+ é um pseudo grupo de Lie transltivo

pqmQRgtEBÇgg: É UMa repetição da demonstração anterior

a observação que

G: =.[T( GL(n,n.) l T é uma semelhança propria}

é um sub grupo de Líe de GL(n,:lR)

G+ G n det'l(n++) .

$2 Pseudo Grupos llrjlg.g}.Ê4yç?s IDííni teslmals

Associado a um pseudo grupo de Lle transltlvo exis-

te um objeto a].gébrico, denominado pseudo grupo de Lie Infl-

nltesimal, que desempenha na teoria dos pseudos grupos de

L[e. papel análogo a aque]-e da Á].febra de Lie na teoria dos

grupos de Lle

DEFltqlCÃO 1 - Seja M uma variedade e I' um pseudo grupode

transformações sabre M.

Uma família â l-parâmetro de elementos de I' é iDnla

aplicação f: Q ---+ M. onde í2cMXDI é um aberto, satisfa-
zendo as seguintes condições;

].) f é diferenclãvel

2) 1 = {tcR i ]xc)4 (x,f)cQ} é wtt intervalo aberto conten
do o zero.
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3) V teJ- ã aplicação ft: U(ft) '--->V(ft) tal que

ft(x) :: f(x,t) é wm elemento de r' e em particular fCJ
é a identidade ãe U(f....)

gE11BJlçÃ0 2 - Seja I' um pseudo grupo de Lie transltivo de
ordem k sobre }4. Dizemos que wm campo de velares É), dg.

finado sobre um aberto UcM é wma transformação infini-tesi-

ma]. (ou um I'-campo de velares) se para todo xcU existe

uma vizinhalnça w de x (wcu) , e uma famíl-la a l-parâmetro

de elementos de r+ (ft)t(I' definida sobre W tal que
OIW é um campo de velozes deduzido de ft l.e 8(x)

luxxlt:0 onde fx: :jcl- '---+ M tal que fX(t) : f(xpt)

oenotemos por 0(!') o con:junto dos r-campos de vg

onde

Cores.

Para a constzuçao do objeto a].qébrlco que estamos

interessados, intzoduzizemos a noção de feixe ãe Álgebras de
i.ie sobre ]ãlata +?arieãaãe

pglglEllÊÃ0 3 - Seja M uma variedade e denotemos por TM sua

topologia

Um feixe sobre M é um pa!

ti.sfazenão;
VcUC'rM>> Sg

1} F ã uma função com domínio 'rM

2) V V,Uc'tM' \V'U lt;: F(U} -"--+ F(V}
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F(U) ' M

4)

5)

V U,V,Wc 'tM' W'VcU ---...+ RU : Rwo v

Se (Va)a(l ã un recobrlmento aberta de Uc'tM e se pa'

ra cada Vu existe um e].ementa aacF(Va) ta]. que

RyanyB(af3) qual.squer sejam os elementos
ct,13cl então existe um único elemento a eF'(U) tal que

: a~ pala todo u(l

VV Ü (anV a
$

a

EZe!!El!:g - Feixe de Campo de vetores.

Seja M uma variedade e TM sua topoloqi.a

U(tm ----+ F(U) : {0 l 8 é um campo de velares em tJ}

e vcu --«-p R:! E'(u) "-'-> F(v) l iitl(0) ; OIV

É Imediato que <F, <R;; V(U(tM>> acima definido é
wi feixe sob re H

PglJl#.;lÇ4Q..A - Seja

Dizemos que

gêbrica se

].) Para cada UctMI F(U) esta munido desta estrutura.

2) Para cada V,Uc tM:Vcuf R: é um homomorflsmo desta
estrutura.

feixe feixee

álgebra de LieF(U)exemplo eNo e

>>Vctj € 'r<l', < M
\lm fei.xe

de llt\a estrutura a].-



cada R: ã un\ homomorfi mü de ãlgebrõ de Líe
Ta]. feixe passa então a se! denominado tlm feixe de

ãlgebras de Lle

Passe os ãe atar íei.xe sobre f

DEFINIÇÃO 5 - Seja F \lm feixe sobre M.

Os elementos de F(tJ) serão denominados secções do
feixe sobre ü.

Às aplicações RU serão denominadas de restrição a

DEFINIÇÃO 6 - Germes de llm íei.xe. Seja F um feixe sobe'e M,

x(MP alía2 duas secções definidas nlnDa vizinhança de x.

Dlzemosque al e a) temomesmoqermeem x se

existe Vx CTM ta! que a].l Vx : a2i Vk
E'acllmente se mostra que esta legação é de equlva:

].ência em cada ponto x(M. Denoteirlos por Fx o canljunto

das classes de equivalência em x

seja F= tl F, e p:F""-+'M aprojeçaocang
xcM

Rica.

<F,p> denomina-se fibrado dos gerentes duo feixe
p denomina-se projeção.

Fv = p'L(x) denontina-se fibra do feixe, xcM
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Se o fei.xe esta munido de uma est!.utura a].gébrlca
esta irlduz no 1lelxe do gentes estrutura análoga.

Na definição seguinte, M denota uma .variedade TM

o. flblado tangente. +: TM ---> Bi a prõjeção deste fiblado

e j":n'b{ (ou slmpl-esmente jx'r) a f]brado vetor]a]. dos la-
tos de ordem k de secções ].orais ão flbrado tangente.

2E!!EgçãQ...Z - Um pseudQ grupo de L]e ]nf]n]tesi.ma]. de ordem

k sobre M é um feixe O de campos de velares sobre M sg
tisfazenão:

1)

2)

3)

4)

a é um feixe de á].febras de Lle

Um campo cle velares 0 definido sobre um aberto UeM ê

uma secção de O (OcF(U)) $e e somente se jkvOcjkO

para todo xcU, onde jKO é o conjunto dos latos de ol
dem k das secções de O

:ikO é um sub flbrada vetorlal de jkvm

À aplicação pk: ijkO .....-> T'M é sobrejetora

j:. --' .'*}

Pg!:BglÇÃ0 8 - Sejam I' lIDa pseudo grupo de Lle transltlvo de

ordem k e O(1') o conjunto de seus I'-campos.

Oenotemos E(1') o gub fibzado vetoría]. de jlçVBI ag.
o ao grtlpóíde jK]'. [ver 6] [9]

Dizemos que I' é reqular se l.KO(F} ; E(1')

sociad



PRoposIçÃo l - Os pseudo grupos de Lie transitlvas I'; I'

das transfonnações conformes, e o das confonaes propllas reg.
pectivainnnte são regulares.

+

Dennnstração: [ve.v 6]

Ã guisa de colüten+.alto, poderíamos dizer que se r é

um pseudo grupo de Lle transltlxro então O(r) é wn feixe de

ã].gebra8 de Líe. Quando este feixe étm:pseudo g!'upo de Lle
i.nfinltesina]? A resposta [6] é quando I' é regular.

Poderíamos ai.nda, colocar a pergunta recíproca.

E)ado wn p3eudo grupo de Llef Infinltesã.mal Qí e-

xiste um pseudo grupo de Lie I' de modo que O(]') = e?
A resposta é afinnativa, podemos construir o pseudo

grupo' I' por um processo de i.ntegração (I'l'obenlus) , análo-

go ao da obtenção de um grupo ãe Lie a partir de sua ãlgebra

[ ver 6] [9 ]

Por esse processo, podemos estudar os pseudo grupos
de Líe transitlvos e regulares, estudando seu pseudo gruPO

de Lle Inflnltesimal associado.

Voltemos então ao nosso pseudo grupo de Lle I' de

ãifeomorflsmos conformei do m'' .

Seja ü(1') = {0 l 8 é um r-campal de vetores}

o (x) = }1 oJ' (x)
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Seja. (ft)t uma família a um parâmetro de elemeD.

r Calque 01 (x) = (;Íl;fil(x))t:o onde ít:tos âe onde

í:l'' ; í. (*)

Derivando re].at]vatente a t a re]ação

*i:4 ", *'',.
optem s :

ã

*i:lé ?) .:. (4) .:. (â; :(d \;)t:O 6Jk'

:E:iÊtÃ 't) :. ':**'*; (â 't) .:.] jx

:!:'<
l

'** * K ' ',J jk

üõk aoj
'ãi- ''' 'ãi-- ójK '

fg' ãxj
(j # k)

8Gn

a n

Come observamos, pelo calculo anterior,':: a construção

de O(r) a liattit de T é um processo de llnearização.



Assim em rlos$o casar r á {fcDtf(]Rb : f ã cobro:rme},

é regido p.lo S.E.D.P. + { .}: {g- ' {;; : IÓjk

LLnearizando, obtivemos o S.E.D.p

©

Por um lado, ê claro que buodo e].evento ãe e(r) 8

wüa solução ãe 4, * Seta que toda solução ãe i é um ele-
mento de O(r)? l.e. serãque + ãetermJ-na O(r)? Esta é

exatamente uma das conde.iões Imbutlda na definição de pseu-

da grupo de Li.e Influi.tesa.mal transltivo. Neste caso Isso é
verdade

'remos a seguinte

pw)poslçêQ. 2 - Se I' é o pseudo grupo de Lle daü transforme:

ções conformes então o COn:jUntO dos f-CaFiPOS e(1') é Wn
pseudo grupo de Lie transítlvo Iníllnlteslmal

Demonstração! [ver é] [9 ] [:[' é regu]az]

PROPOSIÇÃO 3 - O(r+) ê um pseuão grupo de Lle translti.vo,

ãn! É n mesmo argumento da proposição l. [ I''DexlionStr

regulará

à



Obsenração 1: G S.E.D.P $ é mui.tas vezes denominado a

equação de Lle" de Q(1')i como veremos ibals adi.ante, 'i é
cólnpletamente IHitegrável.

Nomencl.at;u;lq: Denomi.naremos Q(I'} onde r é a pseudo gnlpo

de Lie das coníonrles, de Pseudo Grupo ]nf]n]tes]inn]. Confor-

$3 - datas Iníllni.to de Campos de VetQTQ$

4...4]:ggbg.R.de Lle de SI.nge! Star!\ber

Sejam lq uma variedade e xcM. Consideremos então

o seguinte conjunto:

(j: ü 1 0 é um campo de veto!'es nula vizinhança de x}

Consideremos agora as seguintes operações sobre Dx

X

(j n)X X ---> :jmH(8+rl} i.e jx6 + jxri

:H). x D ----> Dx x

(À , j;Ê 8) -'---> :jx j..e m e©

X jx0 * jx À8

É [íttediato que <+,'> tornam Dv. um ]R.
vetoríal

espaço



.o ]. lchete de Lle

Sejam X,Y(DxP ]'Õgo

[x.v] *. :i;Eoi'0:3'

Ê IDi11a verificação imediata que a !ilação acima esta

unida(Inâepende dos representantes)

Portanto. tendo-se em carita o que acima

}D
X

Y - jxa2

I'RQpo$11CÃO 1 - DX é uma ãlgebla de Lle

PggigiÇêQ..Z - D! .=. {XcDx : X = ];8 ''- :j:o : o} ; ken;e

PROPOSIÇÃO 2

(filtração [11]

PnOPOSXÇÃ0 3 - [Dkx'Dl]cDx+l, k.j»-l. tver

!@!EgggjÇÃ0 4 - Dlr'L/.O e I'xM onde TXM ê o espaço

te ã M em x (lsomorfi.smo de espaço vetorlais) .

11]

l +(x)T MD$DewoaBtz'a, 'x

.kn g D,.* o'xl,oO,...,ok,

-1
x /00 X

X

tançen
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E c3-ara que essa aplicação independe de replesentaE
e tanbéín qu

#(X + ]') = $(X) + +(Y}

#(À K) = x $ex}

+(x) = o 'e'-> 8(x) = o 'e-'> j:e H a -l"'''» Od; .

relia vcrlcM e seja 6 wn campo tal que 8(x)=v.

Seja X = jx 8 .'. '}(x) : v .'. 4) é 90b

tcs

1)

D 1 ; D-l = T M

': /K.. .} x /.a :'

D=E'lNICÃ03:- gk ; {jk+iOi jk0;0} onde Q éumcam-
deí? " '

po de velares definido numa vizinhança de x(M. (M-va=ieda-

É claro que gR' é tJm ]R'espaço vetorlal

!#91glgçÃ0 5 - gk e l.S+l(TxM , TXM) (kz C) ( lsomorflsmo

de espaço vetorlals) onde l.!+l(q'xM. 'TxF!) é o conjunto
das aplJ.cações k+l-lineares simétricas .

g " = 'r.M
def x

.pk: ÇÍk * T.M ..-, gk-l definida por
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.k+l .
onde X : ]x ü

v. Então #k esta bem definida e

k [X,v](X,x)@

representantes)S

vetorial)ãe espaço

n

Wn CaliÇTG tal

é bi-linear

ggggêg&#êçãc: Seja <XI'...rxh> uma cara-a de M n\DIrIa vi.zl
nhança de x.

t ; : *!: '' <
:','; -! } ..*g--*$

$k ..tá ben definida {lndepende di

Clarilmente + é bi-linear.

2 - g9 B L(TxMfTxM) (iSOmOrflSm0

Sel)a : gO -..-> L (TxM,TxM)

x : > $(x}

tal cine a matriz de #(x) na base

kj E1 8 ,n ]

* i'-:.

U) é [$U)]Í;t-tâ;- (x)]
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3io : j:a 8(x)

ClaranenLe + é linear e in:jetora

Por outro lado, úp é sob=ejetora.

rcL:('rM,Txl{) temos ['rJí a .l }
{Ê' *}

pois se

].ogo basta to

ínã:' 8 satisfazendo:

l i.: :':
Se.ia então al8 logo #(X)

i.EMÀ 3 - Se:ja Àk: gk

Xk (x) (v} = Ük (x,v)

Lk n*« ,g
k-l

Sendo @k= gk x T.M -.--> gk'l a aplicação deflnl

ãê âe acordo coa lema 2.

:nego XK .ã \m !uonomorí]smo (].Ideal ínjetora)

P WQ g$yBÇãQ Xk é linear

Po!' ou'tra 3.aãõÊ

xk(x} -0 -+ Àk(x) (v) =ü v v

\ .*.*,3>eã',Q
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Ü V ifj /l. p. . .xk (# }

jRv o = 0; {+) nog ãlz que

xk (x) Xk ig l.njetora

Seja +k: gk ---- l.k+l(T M,TxM} definida ão se

auinte modo:

$k(x) (vlrv2r'''fvk+.l) : ÀO Xk-l xk(x) (vl' vk+].)

Pelas lemas se tem que +k e3tã bem definida é ii

near e injetora e Inclusive a expt'e6sao algébrica de +n' é

a $egulnte

+k(x)(vl'...vk+l) : jO [a Vl] V2] ..' Vk+l]

e V].r .vk+l são campas tais que

vj; j = 1...k+l

Agora afírnn que a aplicação

+k(x) : rxMX...x'f M ---+ Tx ' k+l simêtrJ.ca

k+!
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iEi:$çge: .indução sobre k

+l(X) : 'TxM x TxM "-"+ M

+l(x) (vl'v2) : jx [[0 Vl] V2]

bia.s pela identi.dado de Jacobl temos:

[[8 V[] V2] + [EV2 8] V].] + [tV] V2] e]

!4aS [VI V2] : Oí pois como independe dos

podemos supor' o seguinte. Seja <U, Xt,...Xn> \Bllta

}4 tal que xcU. Como v].rv2cTxM temos

«::} «}Ê l * ; «: :} «í

se yeu então vi(v) = }1 viãef i :

":'*' .;. } «Ídef i

.'. tomando V]r V2 desse modo temas [V]. V2]

[V2 0] ; - [0rV2]

'. [CQ VI ],Vo] : [Eg v9]rv.]

'. Jorro vz]:v2] : jo [co,v2] vi]

... $1(X)(vl'v2) : @l(X)(v2'vl) .

campos

carta de<i),- x >?



Agora suponhamos que

[[6pVl] . .. 'Vl] . .. Vj] . .. Vk]

[0.vl] ...Vj] ...Vl] ...Vk] V1'3Sk

por outro ].ado

[ ... [8 Vl] ... ] Vk] Vk+l] : [EY Vk] Vk+l]

[EYfVk+].] Vk] * [ ..- [8 Vl] ... ] Vk+l] Vk]

Logo pela hípãtese de Indução segue imediatamente

'l:-v

$k (x} {v].;

4lkeçk) c--+ l.k+l (T,M,r,M)

k
(X) (v. . 1'k+z vk+].)

Lk+l(TxM,Tx)d)

relia XEVcMp ãbcEtor uc3{", vizinhança d
tal que (V,U,$) ã wna parametrização com 4i(x) :e

Denotemos $ por (x].f.. xn).

Oenotemos por

{Êt * '''âl *} ;.,-'.'

éaplicaçãoqueagoraS

a base de T M;

Le Lk+l(T.M,T.M)
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':k.':

âs coordenadas do vetar L(eÍ '.. el ) na base {el''' en}.

Seja 0 :: }l 01 8 o campo tal queemcoordenadas

lsi].+..E+lk+tgn l '.. Ík+l ll

all ' . . ll.....b ( ]E{, escol.hídos convenientemente

Seja :Í=jl:+Z0. Êclaroque jll0::0 .'. xcg

É c]aro tilnbém que cona escol.has convenientes dos

se tepl +k(x} - L

gk ~ l.k+l(TxM,TxM)

g891gg.j!!;Ã0 6 - Dkx/Dk+]. ' gk (Igcrüorflsmo de espaço
X

!B$BgBgtraçao: .a seguinte sequêncJ.a é excita:

o >..-+ ok+l --l+R nk llb. gk --....+ o

0

a
ll xk+l

vetou.d.)

ÊQ
}



kl-l 88(x) : jR e XX

*.K': »;l '' jx'''ie * G -.* *..k'''i

k
g =

:/Dk+!
X

l.k+l(TxM,TxM)

A, esta a],tux'a. ãchi

seguinte dúvida do leitor!

.='i 4.= :ão neeessãrla a

porque foram introduzidos os abjetos algebrlcos acz
mâ?

Bem [.]Mã HãBQl-vâ de abordar' a teoria dos pseudo grg

pos ãe Lle 3.níi.nltesi.mais tlansltlvos é estudar a ãlgebta
de Lle de slüger-gternbezg [8] [9] que Ihe es+.ã assocla-

os ob:jetüs algéb lcós acima,. estão inti.lamente Zisg:

dos ã e sa ãlgebra de Lle

Por outro lado, hã uma celta naturali.ãaàe no su='gl-

nento desses objetos:

Seja H :Hx'

Da= {jOe l o é wn campo de valores numa vlzlnhançade OcEtn}

o ; «el,...6n.; 8i; v. un --.-,w

R
}(jo a', G



j= .'

' 1...1.. ax. ...ax.

j. Q' n

(8r(o)i (p11(o})t; (pi.j(o})i;j; ...(píl ..ik(o))ii..ik

. jo

(9r(0) l } (P:l(o))íin ;
lr=1 ' lr=i

jo0 Rnx tClp') x L:(mn)x...x l.E(mn)x

ê. primeira vista, nãü parece claro, que se possa iB

traduzir em :iRn v. L(mn) x ...xLT(Etn) x ... um colchete de Líe,

pertlnerlte.
Mas é issor num certo sentido, que se consegue fa-

E nesse sentido as pzopüslçÕes anteriores são extra

h'.:hk a)ql' ' ' axik

Decote
! 'k

importantes

, x i. X
g



Esboçando dc uma maneira mais geral, sej

vêrledade. XQci4? TxGM o espaço tangente

sl('TxóM) a i-ésima potência si.métri.ca de
T., R

Denotemos 5(T., }q) H 'F sJ('rX.Mlí demonstra-se
xQ''' j:0

que s('rx..tM) ?ossul una estrutura "natural" de m-álgebra
unitária comutativa.

g(TxnM) denomina-se ãlgebra das séries Eormai.s do

espaço vetorial 'TxOM .

Seja T; }{ o dual dc TXÜf{. Í)CHQ&uC-Se

onjuntc de derivações

Ver [9]; [1D] . [].11]

D('TxnM) é lama ãlgeb!'a de

l)emünstra-se que D(Txó) é isomorfo como espaço vg

toro.al a TxOM$ B(TxOM) ver [9] [10] [11]
Por meio desse lsomorfismo i.nãuz-se uma estrutura

de ãlgebrõ! de Lie ocre TxOM ® S{TxOM} '

F'inalmente, demonstra-se que essa ãlgebra de Lle é

i.somorfa a Dxó ' t9] , [10] 1:].1] .

A.ssim lí qk fica munido de uma estrutura de

álgebxa de Lle i.somorfa a Dx0 ;
Existe em porttlguês llm tlatanlent

N&

C

Lie

sistemáticoÓ

[10]acima;eei.tas veraf ã. =maçoe s

0(T Õ
xO

de Ê{TÊ
M)

xO



$4 - Análise da ãJ.mansão âo Escudo Grupo Infínítesllnal

Voltemos atola ã considera! O um pseudo grupo de
LJ.e traí.sitivo, ínfinltesi,mal sobre }i,

Para cada x(M consideremos

1) 0. a fibra do feixe G

OX= {ge mes de campos de \rctoTcs (lb Ü numa vizinhança de x}

2) Lx(0) * {j;0 i 6cGx}

Claramente Lx(O} ê milita sub-ãlgebla de Lle de

E89999jÇÃO 1 - Sendo M caneca, se x,x'cM então L,(Q)
E Lx' (e) (lsolnorflsmo de álgebra de Lie) .

Esboço âa demonstração

Seja e um campo de vetores de Q, definido numa

vizinhança de x ta]. que 0 é deduzido de uma famãllla a

l-parâmetro +t de F, onde I' ã opseudoglupo de Lie
transltlvo, gerado PO.r O? segundo o teorema de correspon-
dência citado, a guisa de cclmentári.o, anterionnente.

Seja f(I' tal que f(x) = x'

Então o campo de vetores, deduzido da fama.lia a

l-parâlmtro, Q+ = fod) of't, coincide cem df(0) numa



}Q2

vizinhança ãe x'.
l,ogc> df(0) é um campo de velares d-e Q e a apll'

cação 8 "'--> df(0} induz orfismo de ãlgebxa de Líe

de Lx(Q) sobre Lx'(O) [ver 6]

DcnotcHios L,(O) = L;

Então temos L-l :: L ' LO ' Lk 3

p-""':Cg' : ' Lk/::.k:*: ''b '(/»E:.l {*''' 'k/.*.: Ê''''

ser Identificado a lnn sub espaço de Dx/Dk+l) '

í)enctenos

$k .:.%. Lk+l(TxM'TxM)

PRDPOSlçÃ0 3 - L = lr gk (lsolmorílsmü de álgebra de Lle)

[ ver 9] [10] [ 11]

gEljljE:j=ÃO 1 - Seja X7 c tE l(-rx 'TxM) xulíl sub espaço veto'

real. Seja F € 1.:+2(TxM,TxM}

Para cada vc T.M denotemos por F(V) a aplica

çao
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F (\ ) : Txt'i T b! ---+ 'F E

k+l vezes

P(V)(Vlf. . Vk+l) : F(Vp VI'... Vk+l)

Entende-se por prolongamento de v, ao espaço veta

PV {F c l,!'+2(TxM,TxM} F' (v) (V V vc T,lq}

Obse=vaçag: Efta definição pode a primeira vista parecer a:l
tlflclal, mas ela ê extremamente "natural" no contexto, eb.

é o correspondente algébrico d& noção de prolongamento de llm
s.E.D.P. [lp©r 5ç capítu]ü ]]

Pl10POSlçÃ0 4 - Seja fq uma variedade, o um pseuda

de Lle Infi.nitesi:iRaI, trünsítivo sobre M.

Então $k+l ç põk

-k+3.
g {j:''': . : :i!':. 0 8 ' 8,:}

Õk ; {jK'''iü X

Seja Xegk+l; pe].a lsornorfismo da proposição 5

x : +k+l(X); tal que

Ók'tl (X) (hl'., hk+2) : jx Í: [8 rVl] V2] Vk+2]



}Ü4

onde X = j:+Z 0 : {8 e.OX) e Vlr'* Vk+2

tal que: Vj(x) :hj; i:)....k'+2

h(TxM '-"''> X(h) 9' +k+l(X) (h)

onde +k+l(X)(h) : TxMx... x g' M -"-+ TM

k+l vezes

Õk+l(x) (h) (hl'.. hk..bl) : +k+Z(x)

X(h) egk V hcTxM

PROPOSIÇÃO..$ - Dlmensã

] ko: gko B {o}

Deawns 'tx'aÇ&o :

k.
se G"C = {0} então ÕK {ül}

gk+l S pgk e p Õk0 : {0}

Seja lík0: 1, .......> ikOO kQ(X)

jkoox = {jk00 l 0.Qx}

kó .
ã

rj.al,

(h,

ãe L e0

eplmorflsmo7q e

$ao calÊPos;

tal que

e somente se

V k z ko pois

j*' .;X j; '

de espaço veto



}'or oat.!'o ].aão

vko (x) .í*a''': 0 . õ*Q
X

Logo por Indução f segue i.medlatzimente que

Vj l logo jx0 j0;0 V jzl
Ko+j Ko'+j-

3 X

jx Kõ é um lsonnrflsmü

dimensão fiülta

A !'ecíproca ê Imediata

é de dimensão finita. L é de

TEIOREMA 1 - Seja F o pseudo grupo das transformações con

forme do =tn. Seja O(r) o pseudo grupo de Lte Iní?inítesl

Então as fibras ão feixe a(F) são de dimensão fi

nata para todo n z3 +

L(00) : I'O é de dimensão finita para nz3

Da = {0 1 0 é um F-campo numa vizinhança de zeros

Lo : j a. o'oo}

Façamos a demonstração para



aã sabemos que as equações de DO sao:

õ' : {j: ' l '''.

Pg0 - {Te L2.(n.3 IR3) l Tlx) cÕ0 V xcB.3}g

p(p$0} = {TcL3€n3 :R3) l T(x) ePÕ0 V xc:R3}.5

O nos õ objetivo é provar que p(pÕ0) ; {O} .

se:iam 13 : {el?e2/e3} base canõrilca de B.o
-G.T € P(Pü')

À lç3.éla ê demonstrar que T(ej.'ejpek)
q' i,j,x = 1,21l .

T {x} {y) : ]R3 ---+ n.3

Sabemcls qee: 'r(x)(y) = T(y)(x} e que a matriz de

y) ='elativamente a base B; [T(x)(y)]B' é da forma

r ê b c't

nJ 'l / .\ /..\ e :

1. axl: : 8x2 ãx3

[T(x} {y) ]B = -b ã ã

-c -ã &

?

Q

(y) ) <u fv>cl ('F (x )<'r (x) (y) (u} ,v> + <u,

Sej an



onde <,> dcDiotã o produto íBtcl=io usual

Logo temos:

tx(T(e2)(e3}) : a(T(e2) (e3))<el'el>

<T(e2)(e3)(e].) ,el> + <e.I'T(e2)(e3)(el)>

<l'(e2)(e3)(e].) relê '+ <T(e2)(el)(el) ,e3>

<T(e2)(e].)(el) ,e3> + <el'T(e3)(el) {e2)>

<T(e2)(el)(el),e3> + <el'T(e3)(el)(e2)>

+ <T(e3) (el)(el)fe2> - <T(e3}(el)(el)re2>

<'r(e2) (e],}(e]) ,e3> - <'?(e3) (e]}(e].) ,e2>

Q (T (el } (el ) ) <e)fe <> a

<el'T(el) {e2) (e3)> : 0

Anal.õgamente

<e2'T(el) (e2)(e3)> : <e3'T'eel)(e2)(e3)>

Por outro lado, temos as seguintes equações

<'r (e]) (e].) (el) .el>

<T (el) (el) (e2) ,e2>

<'r(e]) (e].) (e3) ,e3>

i



<T (e2) (e2) (e]) ,e].>

<'r(e2) (e2) (e2),e2>

<T (e2) (e2) (e3) ,e3>

X

À
}

{e
2

à

<'F (e3) (e3) (e]) re].>

<'r(e3) (e3) (e2) fe2>

<T {e3) (e3) (e3) ,e3>

11!

<T (el} (e2) (el) .el> : {0

<T (el) (e2) (e2) re2>

<T {el) (e2) (e3) fe3>

V

<'r (e2) (e3) (el) ,el>

<T (e2) (e3) (e2} ,e2>

<Tee2) {e3) (e3) re3>

<T(e]) (e3) (e]) ,e].>

<T (el) (e3) (e2) re2> ; a

<T(el) (e3) (e3) ,e3>

Coiitbi.nando a 3ê linha de (11) com a seçíunda linha

de (lll} tenws :



<l' ( e . )Z (e)) ,e3> '} <T(e3) (e3}(e2) re2>

2 X H a<e2'e3>

Comblnanda as sete equações acima segue ímediatameâ

LT(e,) (e.ã)] = [0] v i,j = 1,2P3te que

<l' (el) (ej} (ek) ,el> v j., ji.k, 1 = 1 ,2 ,3

I'(el'ej'ek) V j.,ij .k H 1,2,3

T - Q

P(PõQ) » {0}

Õ]' . PÕ0 .''"''» PÕI c P(Pg0}

g2 . Põl . P(Põ0)

.2g

Pela proposição :antes'lor, (ploposlção 5) segue que
1,. é de dimensão ftni.ta.

Obserxames final-mente que o que íol essenci.al na dg

monstração acima. além das propriedades de T, foi podennos
contar cam 3 vetore8 0z'toaormais.



?oEtãHxto a demonstração acima pode ser facllmerlte

fonnüllzaãa para todo n > 3

n(n-l)
dj.m .' + 3.

2
(n E 3)

Deiaonstr&çao: gQ ''a. « jgo : o,
ll

2
\

\

2 \

\

'\

X '\

aol
axn

[.

X a- -- - ... ..b

;:»:l. ,,' :
\ / }

\ . l

*~,' ;

/ \

- c' ~À

,' \ c
!

t

} /

b''

-... !

as matei.zes da forma acém ca:'acte=izam Jàe

gO ê a ãlçebra àe Lle da subgrupo das semelhanças çg
Fado pelo g!'upo ortogonal juntamente com as homote-

dlm -' 2
Q

!,Z$ãA 3



Seja Í.(mn.gO) : {T: nn .....-+ gO : líneares}

L {ntn êO) ...-.-..> 1.2(Rn,:Uln)

T -......b g: ]Rn xJRn ..-.-+ =tn : $(x,y) = T(x)y

Seja a: t(:a?',80) ---b L2{:n?,:atn)

'F ---# 3T

onde al'(x,!') = T(xly - 'r(y)x

onde ti.(mn,:atn) = {bi-linda):' anel-slmgtrlca}

Cünsi.ãezemos então a seguinte sequência

(1) 0 "''-> PÕ ""'+ L(Etn,ÕO) ..--+. L7(]Rn.:R.n}

Àfl:lEnHos que é exala:

a) pg : !(er a pclr defJ.lllção de p#0

b) a: L(n.n;Õ0) -> L2(.]Rn,]Rn} é sübrejetora.

Com efeito:

Seja o(n) {Tci.(n.n,]Rn) l Tt+T=0}

-Ü ' :Õ' 3 0€n)



1}2

1. (1Rn, $u} 3 j. (:Rn .O(n) )

a(L(]!tn,ÕD)} D ê(L(Btn. Q(n))

Agora vamos mostrar que

a: l,(mn.o(n)) "'-+ i.ÍI(:i#' ,n."} é soblejetora

(11) - a = po(n) '-'-> L(:Rn, o(n}) '-'L'' LÊ.(Xfn,atn) ""-+ 0

e exala.

pata) : 0 -- t;rlvial

po(n) % Ker ê ' deflniçãa de po(n}

}ü$ dln L(aln, o(n}) = !É-!E=J:2.
2

dím l.Í.{Rn :ap) = ãin

di.m À2 :Rrl+ ; 2.jn-l)
á

din [-Ê:(]Rn,Rn) := 2

(11) é exala

(!) é exala

)

Ü aàãin +)día L (n.n , g

-..» L? (]P .]Rn)
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dlm pÕ0 = dlm L(nn.$O) - dím LÍ(nn,ntn)

al.« pê ' nlL:-- '- « -

n2 (n-]. )

Come gl c pgÕ e
L. : ã-i õo © gz

obtemos

dim L. $ (n+l) {n+2 )
2

l,Bóia 4 - .ã equação de IJic de Q(1') é "completamente ante'

grãve].".

l.e, seja

l 'iÇ*êg:' upu

g=- = ... = g:-- (nz 3)

a equação de Lie de Q(r) então p+ ê completamente Iate
grãve]..

DelnonstlacêQ: Tendo-se em conta as IdentiflcaéÕes Impllcl
tas, denotemos:

j'o(r) ' j' o ' EI

que sabemos ser um sub flbrado 'vetorial.



(Po: slniplicldade ãe notação estamos =o].orando (1') : G}

Consideremos então pE: c .i'vln'' c prolongannento. j2vm-P E }

de EI

Ã.flnüamos que pEI é um sub f]brado vetori.a]. .
Con efeito:

Seja lril : j20 .....-> jto --.-b 0 ã projeção canónica

como PE.i = j'i© temas que

Por outro Lado, se a(]Rn então temos & sequência

}2 PEW l!

a ...-...> (Pg0)a = Ker lrÍ i(pEt)a """'> (pEI)a ""'-> j:io -'-+ o

Logo as íÍbras tem a mesma dim

PE1l é um sub flbradü veto!'lal ,

Por outro ],aâo, seja 'a:: ]36 ..,......b l)28 ---> 0 ã prg
jeção canónica.

como PEI 3 j3ü temos que lr:: P2EI
a.

Mas, fibra por fibra, P'Ell se pro.jota sobre PEI

Seja i \nl\ lato i.ntegral de pEI que se pEojet
sobre xr lato Integral de EI

Ck(pE[) - i)Cx(E].}

e

a
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Mas C E. Ci(PEJ.} P õ : {o}

pEI é comp]e+.anen+-e integrãve].

Então todo lato de pEI é lato de uma única solu+
ção além disso PE: = j' Q

i'or outro lado, tenda em conta a sequência

(1) temos que

dlm {PE[)a : dl.m (põu)a + dim {E].)a

.F e.{E=U + ] + -
=U P\ -n - 'b'

;: n' - n + 2 + 4n : l (n2 + 3n + 2)

4 (n+l) (n-F2)

di;!\ PE! { (n+l} (n+2)

{lsomorfi.smo de ãlgebla de Lle)

PpglgBltracãa: Seja üu) - j:lo

É c].aro que © á um homomorfl mo ãe ãlgebra de Líe

E cla o que @ é sob=ejetor (pela construção de

LO)



Pcr outro lado @ é inietor. pois
. 9 ?

j'; - -"-'' ji ' ; ji "

Como pEa e completamente Integrável e pEI
todo lato determina um único gente de sol-ração

8 = R (germes

por outro l.apor dlm OO : l (n.tl) (n+2}

Como lgtn é conexos dím Gx ' dlm gO

LQgõi faz sentido a segui-nte:

V x.U :

OzpiEgicÃg - dlm O(!"} : dlm ÜO

?oztanto, voltlanão flrialnlente ao te rema temos que

6(1') ã de "tipo finito" í.e, aadõ fibra tem dimensão fi.nl
ta.

ÊI mais

i dlm o(I'} : } (n+l) (n+2} l

PRQpggJjç4Q.6 - Se n :2 dJ.m G(I'}

Se:ja então r = {feDlf(1{2) iÍ é conformei

D(1') = {o i 8 - 1' campal

Portanto os S.E,D.P associados se reduzem a



a02

}

aQ2
' { :Ê:e .<:*':* ;

Ü

$

Assim a equação de Li-e de Q(F) se reduz as equa-

ções de Cauchy-Riemann. Portanto as soluções de $ sãa os

ca:mãos analÍti.cos. Ora; é bem conhecido que os gentes de fu2:

ç3es anal.leIGas em um ponto do plano complexo formam \unl espg;

çc} vetor]&]. de dimensão infinita.

Poz'tanto obtivüHios o surpreendente i'esu].todo:

soluções "l=rdependentes" para n: 2 e apenas um numero fInA
to E)ara n ? 3

+ .8: € .< : *',*O $.E.D.P. s&ni. te iBxr in i.tas

O próximo passos seria tentar encontrar as soluç:3es

pala da!. uma descrição completa das transformações conforme
do :R", (n z 3}

Portanto daqui para frente admitiremos sempre n 2 3

$5 gglg111gggrlhiações çpgnê:çxiç$p :nvers8es no ]Rn

!jlãE:X:jÇÃO 1 - Para cada p(lü?'P reli!++r considere-se a se
gulnte transformação:



[r : ]R.n ....>Rn : i! (Q) = Q', sendo Q' caracterizado por

I(Q-P)IIQ'-P}I =E'2AQ' € {'X: XERn /. X=P + t(Q-P) : tÉn.H.}

P

'Fal transfonüação âenonü.na-se umâ Inversão de cen

trc} P e zaío

Figura l

\

\- Q:\
'\

'lH\\ ê
tg' ... /

'e r '>

ê,s inversões $ãü transformações cc! Interessa.ates

propriedades geométrica. O leitor in+-eressado poderá por e)el!

p[õ ver [3]

Como $e observa. as inversÕe não e tão global-menu-e

deflnldüs, l.e, s;eus cento'os são pontos sirlgulares,

l,E;MA 1 - Expressão em coordenadas

Denotemos (xuP-.., xl{) as coo

Senão
n

,!: *j'j então



,}: [*,
2 Õr (x X

+ e
j.... ,:.:n 8. 2(x

'j5

PE11:giÇÃ0 2 - Denomlnaremos, a index-sao de centro ü e ralo

1, ii;(x} = jEi ' 3 e i.nvelsão standard ão Htn.

!!Bgl111ÊIÇXO l am .rP' r2' ]P: ]Rn ".-..+ltn

a translação que leva a orlgelm em P
a homotetla de razão r2

a Inversão de centro P e raJ.a

Então :; : :. ' «.: . :à . :;:
Demonstração: Trivial.

gBglgêlÇX0 2 - As Inversões 6ãõ tzansfonnaçÕes conforme lo

cais. Dito de outro modo, as inversões são elementos de

2Eg999&:199ão: É wm cã]cu]o d].feto que não reproduziremos a
qul

Como havíamos visto .ante dormente, o pseudo gz'uPO
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Infá.nlteslmal, confonne O(F) é wn objeto a].gébri.co razoa-

velmente comp].içado: um :feixe de gelnies de ãlgeb='a de Lle

regido pela equaçãc} de LI.e +. Oxaf no parágrafo 4f ante-
rior, obtivemos ã Informação da finitude da dimensão de

D(1') , come também o va].or explíci.to desta ãi.mansão é pór'
tanto natural: tenta!' encontrar uma base de uma fibra.

Pe$quisanão nessa IÍHhar aliás linha de infindáveis
cá].aulas , obtivemaã um resultado que consideramos surpreen'
dente. Cada uma das fiLE s de O(I'} é gerada pela localiza-

ção de uma mesma base global. Dl+«o de outl'o motor a equação
de Lle de O(1')}

d:i
Q+

Í
]

l B

lira.+'E'b fn.F9} 1 gnlllcê;es globais líneannente inda

pendentes

Portanto, podemos Identificar O(1') a uma ã].febra

de Lie de Campo de velares sabre o IR''

A. partir de então batlzamos Q(1') de Álgebra de
Lie Confonne do n=" .

gbgg:=gÊão 1: É clamo que jã temos [n(n+l) + ].] soluções

d ...g: . * * ,
ãx3 ' axã.

axl ''' axn

a],orai.s de A
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que são os "campeã de semelhanças" da ã].bebi.a de Lle do gru-

PO de Lle da semelhanças Z:É!!!CJ=ee., portanto temos necessidâ
de de mais n campos para con[p]etaz uma base. (É c].aro que

a ã[gebxa de Líe das seme].danças e düs semelhanças prõpxlas
calhei.dem)

TEOREMA:::l Iates

çÕe8 da equação de Lle

. 8J'> ; 1. = 1.. .n

campos C" sobre 3tn são soou

61 ; 2xlx2

x2n

81

+

ol

o:l : 2x2xl
2
n

82

+

+
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Í 6l-: : 2x.-l'xl

2kn-].'x2
8n-l

n i Xn *i - *; x2
n

On-l : 2x..I'x.

e

õu ãe ío:ma übtev3.aãa:

ol j#: 2xlxje3 + a + x2 - k#l

nemonstraçia: 'rrlvl&l. Um calculo dlreto,

PROPO$1CÃO 1 - A: fallÚ11a (Oí)l:l..n d

cima é ].Inearmente Independente

p$!BQrlstrêçãQ: Tli:vlal

2

campose

2x .n-&
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PROPOSIÇÃO::2 - Denotelttos L Í
2

+ 3.= Ê,
tllna.'l:: ,bas

da ãlgebra de Lle de campos de valores, do grupo de Lle das
semelhanças próprias.

', : [Í'.}l::]
: [Í'*Jl::, {.,}l::]

Onde [ ] é a notação standard de espaço vetorlal

eDenotemos
[Í',}:,:]

gerada.

Então l.r ; Ls © l

Demonstração: TrIvIal

!8QlgglÇêg..l :" l.r Identifica-se "cai\onicamente" a O(r) no

sentido que em cada ponto xcaf}, a restrição da bale

{Ll; 8J; ].sisa,; ].sjsn} a uma. vizinhança de x e uma base

de ex e reclprocamerlte wtt campo que pertença a 0x se ex
prime como a restrição a uma vizinhança de x de uma contbl-

nação [lnear g].oba] de {L+,0.i}, ou ainda alto de outro
Nodo, todo campo local sé estende de manei.ra Única a um cam-

po g].oral.

PS!!g gÊ11gçêg: Trivial. (tgo passo mais delicado, o da exten-

são, utIlIze um argumento de analltlclãade, observe que os
campos {L] ,8.i} são analíticos)
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Ç»ggg11gção 2: Tuba D que fizemos âHtcz'iozntenteP vale para
ü(F'r) e uos leva a!

Obg.giElgção 3: Poderíamos taittbém na p!'oposição 4 utllizax wlt

argumento de unicidade de solução.

paQ?o$;ÇÃQ.l 0(1'+) B 0(1')

DemQBgç€4ç$g É uma verificação direta

QbgggllBSão 3: Denomínanos LI' ãe "álgebra de Lie confonne
do Xn" e frequentemente não dlstlngulreinos Lr e e(1')

$?

ObsenraçãQ..}: O].fazemos Sn como variedade Rlemanniana com

a ilétrlca Induzida dü IBtn+]. e com sua orientação natural.

nBpiwxç8Q..l - Seja f: tl(f) c Sn "'.....> Sn, um dlíeomürflsmo
local. i)Iremos que f é coníonne se sua diferencial. em cada

ponto e uma semelhança i-.ef

3 1 (f) : U (f} "'--> self tal que

dfp p f(p) P ' pk> * X(f} (p)<hrk>

Em partícula ! diremos que f é uma ç2111gglle.-E=g

orla se ela preservar orientação.
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Posta esta definição, consideremos a segtli.nte para
metrlzação de s''

Projeção estereogrãflca

\

e

Denotemos x = (xl'.. x

X n +(çl; X2 : <X,X>

Portanto temos a pa=ametrlzaç

(n

(n+l

fn

ao



!2$

«': l ;.

2 xl
?

1 + x'

2 xl
i ... ,.2

1 - x2
?Çn+l

x2 + x'

Observação }: Ã.través da plojeção estereogrãílca, Identifi.ca
mÕS ãtn COm lm aberto de S".

DEFINIÇÃO 2 Oenotemos u = (Õ, , - l} ; (0,. .].) € Sn

«":: -;':lll:l
l-1

!X Õ(©) - ©8

}i (o) (") =2 -. {D

Ü

Li (Ü) (-"}G

ià(q') (çx' [n+l) ' (ÇI'

Em notação matricial

[':,--- [..p n l
ol ? f' ( l

çi-l
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Oerlomlnamos lnl($): Sn "--> Sn de

standard do sn. slubo='dJ.Dada a $.

inversão

gBglgêlÇÃO 1 - A ínvelsão standard d0 5n é um dlfeomorfls

Demanatracão: Trívia].

Denomlnaremos sanelhançõ de Sn a todas apll

Í( # m ---, L ;

jonae .LS: Btn -.-> Etn é:uma:
l.semelhança Ls(n) B n

caçoes LS: sn --....+ Sn

DEFIHICÃ0 4

orientação.

L$: Sn ..-.-> Sn di.z-se própri.a 9e preso;iVã: a

p'R0?0$:i
semel-danças de Sn são transformação;s;'êo2:

29B299ÊZleçgg: q'rlvial

Dlf (Sn) o conjunto dos difeomorflsmos locais de Sn

Debatemos lsr = {fcDif(Sn) l f é canforme} (n22)

.SI.+ : {f(Dlf(Sn) l f é conforme próprla}

glBgggglçÃO l SI.; SI'+ são pseuão grupos de Lie tran8ltl
vos z'egulares.
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í)elüónstração: sez.ã deixada a ca::'go do leitor, Observaremos

apenas que SF e SF't são "conte'aladas" pelo mesmo S.E.D.P.
que I'. (a plojcção cstcreogrã:Fica é con11omte) . :tomando por

püralmtrizaçÕes de Sn a projeção estereogzãfica, a demons-

tração é tina repetição da demonstração feita nc parágrafo l

PROp©$:çÃ0 2 G(SI'); (8(sr+)} o= con:junto dos Si'-campos

($r+ cüinpas) é tm pseuão grupo de l.le transe.tive i.nflnitesl.

Deãnnatz'ação: É o zünsmo argwnento que O€1') é um pseudo

grupo de Lie IREI.nitesi.mal

PROpoSI(:Ã0 3 - (n23) g(Sr} ; Q<SI'+) e L$1' ' L$1'+ * LI'' 0(1')

(u i.dentlflcação tomada no sentido da proposição 4, pax'ágrÊ:

fo 6) .

Dçpepgiç:!igçgp: Trivial,
Observ4çãü 1: Perceba que fada .t an formação conforme do

B.n. j,dentlflcando-se seu domínio de definição com wn aber-

to da Sn é uma transformação conforme do Sn, l.e,

r+ -.P sr+
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5a üa earama ãe Rã.chexã Pal í

Sejam G lnn grupo de Lle conexo e M uma variada

de C' de dlinnnsão fi.nata. Denotemos par 2 Q elemento neB
tro ãe G.

Qg11j[ggÇÃO [ - Uma G-transforxülação g]oba]. cobre M é \DIRÁ

ap[[cação diíelenc]ãve]., $,

®: G x M «'--> F4.

atisfazeado üs seguintes condições :

(1) P(M "'-4'' $(e,P) H p . (i.dentldade}

(2) glhcGÂpcM ----> @(gh,p) =: @tg,+(h,p)} {assoclatlvldade)

Pg!!g.gçêg..2. -- Seja )((M) um campo de velares sobre M, de
dílnçensão fi.alta.

ÍUM campo x(x( } díz-se comp]eto se e].e admite um
fIltRo global. 5..e,

] $: 1Rx M '-"+ M; áiferenclável, tal que

(1) 4(Q,P) ; P

(2) $ (s+tíP) = ' + (s ,+ (t,P) }

(3) :ã% +(t,p) = x(+(t,p))

Oenotemos Di.fg(M) o grupo algébri.co de todos dl

feomox'flslnos globais de M.



}3C

'rBaRZBiÃ - (Falai ) - Seja 1, wilü.ãlgebz'ü ãe Líe de campos

de vetou'es Eobt'e M, L àe dlHQHsãül finita.

Então as seguintes condições são equilialentes:

(1) Todo L(L é eolnpletõ

{2) a COnjUntO ãos CmhiPaS

â].febra dü Lie l..

(3) Existe \!m grupo ãe Lie conexo, G e uma G-transíonna-

çãõ global sobre Mr ó tal que:

a} q ---+' @. ê um l.samorf3.smo de G sobre sua imagem

cm Dlfg(M}. Onde 4',,: F4 '--->M

P '""""> 4) {g,P)

b) relia ç a ãlçiebxa de Líe da campos Invarl
ãj.Feita ãe G.

Ã. aplicação ++: G ....--> i.

L : :- $' (L)

ande $+(L)P ' 6õP(L )

onde +P.: G ---> Id : óP(g) B +(g,P)

ê um lsomorflsÁo de ãlgeb='a ãe Lie.

i;ei. completos &que

â

ggÊâçãa ].: i)enotareliws G(M) c Dlfg

lo is morflsme g i"'-'F Ón

Pala â demonstração deste Teor'ema ver !14]

(M) ãeIraagemã
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$9 - Um Tearemü de Llouville

o objetivo deste parágrafo é demonstEaz um teorema
c].áss]co, deva.do a Liouv]].].e

Prí.melramente. observemos que jã demonstramos a $e
gulnte:

PROPO$1CÃO ]. - Seja SF = {feDlf(s2) l f é conformei

En+.ão Sr é um pseudo grupo de Lie transltlvo e o

pseudo grupo de Lle, Inflniteslmal O(SI') é de dimensão in-

fJ.feita. [prop. 2 571 i:proP. 12 $4] .

Analogamente para Sr

Exame.Hemos e) tãa õ caso n 2 3.

'; '*':"' -"' '';-', : [Í',}:::; .{'*y:::]

ILtJz:}. iã a base dos campos de seme].dança sobre

01 * ]#l 2xixjej

?

*à* *Í' '*

gbgg111Cgção 1: É claro q\ié ago='a, estamos considerando

(XIP x2f''' xn) como a$ coordenadas da parametrização de

S'' pela pLuojeção estereogzáflca, +, Introduzida no pará-
grafo 7

Chamêunaos a atençãc} do leJ.tor. que daqui para frente,

utillzareiaos esta Idenb.ífi.cação por ü Indistintamente



TB<)R=ÕãÃ, 1 - Gs campos i;lf L.)r.. Lç 930 completas e mais,

seus fluxos globais sãa ç-onstituíéog ãe seme].danças plãprlas

do $".

A, denonstração ãe sa proposição é simplesf falemos

apenas WHi aso ;e ücE'edil-íliins qu cüm isco o leítol' percebem'ã

ü que estamos Feri õndü e provara facilmente os outros cas08.

É claro quc na escolha cone!'eta ãe I'lf... Llr nÕ$
os tõmainlos ãa forma íaals simples possível.

À:s$in, seja LI E Lsr

L.: Sn ....->Tsn tal q e ] e repz'esentado pela íliê

.:. , [; .';

((ip.:. Çn+l) ""'-p (-C2r CI' 0'... 0)

Seja então +: ]R. x Sn ---....> Sn

'l"l:



Claramente, @ é \nn grupo ã um parâmetro

Por auto'o lado:

sen t -ccls t

C08 t -Sen t
dÕ (1

Ü

+

.ç.+l.88

(t,ç)
0 ... G

0

-â{(t,C) u(-6entcl - CQ9 tC2; post l--sentc2' 0)

P'' ' ;: - ;'» ';a
sen t (l + cos t (2

''3
LI(+(t.Ç)

(

n+3.

(-sen tCI ca$ t(a . cõ8 tÇ. sen tz;2 f 0 F 0)

--Ê{ (t,Ç) B LI(+lt,o)

1,1 é completo e caracterizado por seiüelbarlças do $n,
no sentido que ele é necessali-õmente deduzido de famí-

li.as a l-pa='âmetto de semelhanças sobre o Sn ,

À demonstração nos outros casos é uma br3.ncadei.za
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Deixaremos o ].citar brincar sozinho

TEORBlü 2 - (Caracterização dos Campos Q..... Õ.! ,

Os campo

'* * ,}'* '.*.*,', . .: * *Í - *}. <' ':
sobre Sn são completos e seus fluxos globais (+t)t
tal.s que para t #O

(i. H l . . .n}

:l : (L: . làW} . t:).
üu seja um produto cujo os favores são uma semelhanças a

inversão star(3ard, outra seme].dança.

Observação 2: Observe que es'a Ú].tina afirmação é o resulta
do central desse Teorema, i.e, pura abtelmos os campos

8tr... n t nÜC)S que tomar Ei c Ssai:iaíti te, x/otol'©s tangen-
tes a "cunhas" toda ela ãonstltuíãa de i.nversão tmndard mg

aula semelhançels.

A priõrlr jâ sabemos que todo campo de Q($r+) é

coiüpleto pois S:: é compacta.

t)emonstração: Procuramos n-ílluxos globais

$k:nxSn ....-> Sn:+ket,x) = <+kllt,x),... +l:(t,x)>i knl...n

que são soluções dos n-slstenas de: equàçõe dífe=en
cá.aj,s:
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$ - : . ..:'' - .h
+k(o,x) * x .

Por razões técnicas e psicológicas , mudemos esses

sistemas por 9lstemas equivalentes e também a notação:

Seja: yk: .RXSn .---» Sn: yk(t,x) k
(t ,x) ><v:l (t ,x) , n

k k
yl ' yk

k
yk

(+)

:i* '*{,:] ' {
Bem, considerações geométricas e a simetria da este

raP pennltlz'am Integ!'ar esses sistemas.
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aP13.cação 4.: Zm .. Sn -..-+ S' +ba]. que

8

Ü

}

Õ

Q

seno-t}

(1

+ {t, ç)
CÕS(-t)

gene-t)

S

bn+l.-(-u.i
t;em as segulltes propriedades

(1) +ea,ã) = (

{2} $ ($+t,o = $(s , $ (t.o )

(3} Pa!-a cada tc . +t: Sn "'--> Sn : @t(o
+.z:álibi nnação confomle própria do $''

(4} Para cada t€1iR, @t: -n

$. = 1,; ü 1l;(+) o Ll;

Oelnonstraçãü {1). (2), {3) são Imediatas

Pára provar (4) exprimiremos $t em c(ordenada
FarümCS pOr sj.mpllçídade o calculo pa='ca n: 3 e O

leia-or veria.cara para n em geral.

Seja então:

S

$ (t.o é uma

se exp1lme por

l D 0

ü cos(-t) -9en(-t}

0 sen(-t) cos(-t)

S3 ---+ $3 : $t{o



Por si.mplíciãade, denotemos a cose-t) ; b=sen(-t)

$(tío = (C].P (2' a(3 'b(4' b(3+aç14)

Agora olhelüas a exp:'estão de $(t,C) em coordena-

'''1
l+x2

2x2

].-x'l
': ' ::?

{',o : l-?; , -3.Z, ' 2:h'l+x' l+x' l+x'

ndo para Zij

2xl

'l 1 + x2 +b2x3 + a(l-x2)

2x2

'2 1 + x2 +b2x:t + a(l-x2)

?

C2

Ç3

bCl-x2) b.2x3
l+x2 ' l+x2

2a2x - b ( l--x3
y3 2 + a(].-x3



S.ahenão que a' + b' 2. obtemos

,,.: ;:: : '''; .

v'3 * 'É'l:d. .,.. .Z.!àlaà- (-u
[bx3 + (]+a)]

.8. a V

Pülta=to obtiqvenüs

2}

3)

Omita hcmotetía de razão b

Uma i.nxerão de ccBb.FO i'= (D,o,-(].+a)} e

U ia reflexão RK3 aa !onça do hiperplano y3 :0

l:andei-sê em canta a proposição l do parágrafo 5,

@. : '.} ' **; ' ', ' ».: . ::à ' .;* ' %
b

Dbservaçáo 3: Perceba que hã aqui wma sut]].eza relativas.en-

te ã orientação, se b> 0 comem:!mGg Com a homotetia llbí se

b Si) colíteÇãmos COm a hOmotetia H.b '

Esta nlüdânça ãe anais acarretará coro o leitor ve-

rtftcalã rapidamente t ia simetrização do centro da i.nversão

que passara ã ser (9.0, (!+a))
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Finalíílente se b=(} é fácil verificar que übtex'e-

rros a Identidade ou ã inversão standard composta com uma
translação.

Enfim essas ouse:vaçoes sãü também motivadas

fato que queremos }íb' llb-l confonnes próprias.

pelo

E,EB{À 2: Agora padeiros ex]b]r as so].rações dos sistemas (+)
on(le a nnatrlz 4){t,ç) joga lnlí! papel de "Integrante 1lnlver-
sa]." do sistema

Seja então yk! :ut x Sn ........> Sn ta]. que em coorde-

yk(t.x) k k
(t.X) ,Z (t,x} >y R

2 xl

t) . 2K,, + cos {-+-) (l1 + x'' + sen(

2 x.

1 + x' + sen(-t) ' 2xk + cos(-t)(l-x')

y!.l(t,x} n ;:.F 2 +se 2Xk-locos(.t) {l-x2}

+

(t,X)k
cos (-t).2x.. - sen(-t) (]..-x':)

1 + K2 + sen(-t} - 2xt,. + cos(-t)(l-x2)

&



1 + x' + sen(-t)'2xk't cos(-t)(l

yX(Gpx) = {x].p x2í''' xn)

Por outro lado, se :j # k então:

1: k (-t) (].-x2)) k k
dt (l+x'+sen( '2xk+cos('t)(i :y] yk

9enü +.emcs :

[sen(
- ----- ---- +

ã

t ocas(-t).2xk - sen(-t)(]-x2)]2
ã

] ] [cQS(-t).2xk - sen(-t}(]-x2)]2
} * } . '

n(-t) '2xi.. + sen(-t) '2xV ' x2 + sen2(-t) .4xÍ
2

a.

x2 )

2 ) ](}t} 2x. + 8,

+
se

22
+ sen(-tl'2Ji:k + cos( -t) {l-x')

+
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' 2

cog(-t) (l-x2) + cos(-t) (l-x2) .x2
+ +

.z

cos(-t)(l-x2) sen(-t) .2xk + cos(-t)(l-x2)2

]. . l Ecos(-t)'2xk - ben(-t) (]-xz)]z .
2 ' 2 2 'a

* { : . "?7:':f.' '<::r,rrf ':t'-:l4: *

+ 4. . [s$n2:(-'+} :(]--?ç2} 2 +2ços2 ( };(;.:?c2.)2:]a

*} :-} - { ** - *::

1 1 1 í:cos(-t).2xk - sen('t) (]-x2)]2 l2 ' 2 2 'a

+ -+ [2€ + {€1-*2)2 - { - { x4 - x2]2 2 2

1 .
2
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Has 2x{ + { (l-x2)2 - { - ê' x4 . };2

; :< * 4 - *: . { *' - { - { *' - *: : :*i - :*:

:*Í - :*: ; :i* :*Í

Ecos(-t).2xk ' sen(-t) (] x2)]2 - j.#k 2x2

ã'

(vl:): - }lk ' '
yk: =t x Sn .-.--> Sn, é a famÍ].la que procurávamos. Lo
qo o teorema 2 é con equência düs lemas 1; 2.

8.r... . são coalpletos e seus fluxos globais ão
fo!'Irados da Inversão standard composta com semel-danças

PFocuFRFGHLos agora estabelecer â termirioloçia de

uma vez por todas,

TEORE]ÉiA 3 - Às t=ansfonnações como mes elementares dü :i:lt"

(n 2 3}

LEMA. 1 - Sejam $k:IRn ,...-.+Dtn. k=1...n, obtidas =io teg
rema ante:ri.or. Oenotando a cos(-t} b se11(-t}, @" se

expressa em coordenadas como:
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2(1+a}
'l b

bxl

+k : l .

l+a) + 2.(i+q: (-1)
+ ( ].+a) ]

jik j)2+ (bxk+ (l+a))2

bx
n

(bx + (b {Z
j#K

( ].+a) }

Demonstração: 'FI'ivi.al

bEBa 2 - (exp!'estão geométrica) $k : nb-l o Rxko

(assxmlndo b>a) Onde pk;(O,.'(-l- -a), .. 0); r:/2(1+a)
1 ... k ,k+l..]]

Rxk: IR '......>Urt : Rxk(x]'.. xk''' xn) = (x]...f 'xk''' xn)

Deiüonstxação: TrIvIal.

(b < OP análogo ver observação 3 anterior)
(b::O, " '' '' " ': )

LEMA 3 -' $K, en! ceordehaãas,: é transfonnação conforme

prÓPZ'j.ca dü :m'', menos no geu ponto singular.

         
,)*  + (bxk

+ (l+a})'

    bxí   
,}* (bx.)2 'F üh. + (].+a) ) 2
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Demonstração; Tri.viam

!.EBãA 4 - Seja @k : Rxk o !rk ; ]Et n

Então @l.. é \uxt\ã transformação Conforme. propria do
Rn menos o seu ponto singular

Delwonstração: Tr]x']a].

»* : «** ' :a : *** ' :,* ' «,: . :à '
-1
Pk

"lc 'Pk '6. ' '* ; (l+a) , ...)
k

'** ' *,2 lir2 Q RXk

'* : :õ* ' *.: ' «** . :à ' ';=
n$wQp:piçgêçãg: Trivi.al-

!.EMÀ. 6 - Denotemos Sk ; Rxt.. o IÜ

Então sl.. é wma transforlüação conforune própria do

lIRa menos seu ponta singular.

Demonstração: 'Frlvlal.

DEFllNlçÃO. 1 - Denominamos as transÍlormaçoes Sk de Tidas

farlnuções do :R'



}45

Pg!:!g!eÃ0 2 - õlzuntereiuas a terminologia quando transportar
Rias SV parti S:;

AgO.ra podemos passai' as conc].usães

gBg9991ÊÇji0 2 - A ãlgebra de Lle Q(S]'+) é uma ã].febra dela.e

de campos de velares sobre Sn e seu conjunto de gez'adorei
é cõmP].eto.

PRDPO$1ÇÃ0 3 g

Existe um grupo de Lie Conexo, G e uma G-tx'ans

fonnação g].oba]. sobre Sn; +; tal quC

(1) G=G(Sn) =1+g l+ç: Sn--->Sn : $g(t) *+(g,o}
(2) G a Q(sl'+)

À partir de adorar não dlstlngulrenlos, como grupos

della G c G(Sn). Denomlnüremos G(Sn). de .grppg.
Llouvllle

Benotemos x(sr+) o conjunto ãos dl:feomorflsmos

f E Otf(S") obtJ.âos pela localização ãos IÍQolROFn$Hlos glo-
bais que pertencem a G(Sn)

g!!gEggglÇ49.4 - À($r+) é un pseudo g:upü de lle transltlvo.

Este é um xesu].tadõ standard da Teorl.a dos Pseudo

Grupos de Lie; l.e, G conjunto dos difeomorfismos sobre alta

variedade M, obtidos pe]a ]oca].lzação da ação transltJ.va
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g].oral de lm grupo de Lle sõbze M e um pselido grupo dc Lle
Ver [ 7] [ ].uü ]

PROPOR;jçÃ0 5 - a(x(sl'+)) é \ulri pseudo grupo de Lle InftnltS.
Sinal e 0(À(S]'+) ) = Q(S]'+}

}!!!glgegiÊxigçãg: 'Frlv'ial

Ê'ROPOSICÃ0 $ - À($r't) = Sr" .

Esta proposição é consequência de um Tcot©mar nao

trivial, da teoria âos pseudo grupos de Lie transltlvos que

relaci.ona pseudos grupos que possuem o mesmo pseudo gruPO ÍB
flnltesima]..

'raltlk>ém pode ser obtida conblnando-se wü teorema de
Ehresnünn e unm teorema de Falais t6] [7] [4] [9] .

TROPELIA 4 - o grupo de Liauv]].le é geradc} pelas sen Ihanças

próprias © pelas transfonnaçÕes conforme elementares.

(].} Usaremos toda as Identlfi.cações naturais, necessárias,
feitas anteriormente.

(2) consideremos a seguinte decomposição ãe 6(SI'"r}

O(S['+) * tLl] © ... + [L],] 9 [8].] © .. @ [0n]

(3) Considelelilos os segue.ates grupos â l-parâmetro
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# (Li) : ]R x [Lj.] -..--b G(sn)

$(LI)(t) = exp t LI

$(e.i): in x [Õ..i] ---:.> G(Sn) l s 3 s n

+ (61) (t) = exP t E)'.i

$abenns que 4)(Li)(m) cG(Sn) ã um sub grupo de Lle
constituindo de semelhanças pzóprlas .

Sabemos que +(0j)(n) cG(Sn) é um sub grupo de Lie
const[tuJldo de seme].danças próprias e transformações cnn
fonnn e].ementares .

(4)

(5)

(6) Consideremos a segui.nte aplicação:

$; o($r+) '-'-» GJ(Sn) : x(e(sr+) "'-> x=illJ.tlLi + itjoj
---» $ (x)

1=1 exp tlLI ' jx exp tjOj

É um fato bem conheci.da que + ê âlferenclãvel e

d$0: O{SI'+) ""'"+ TeG(Sn) :: O(SI'+); dÓ0 :' lo($1.+)

Logo $ é \lm dlfeomorflsmo local; 4): VO '-"'» V

gcVe ""-> g = @(X) = 'F exp tJ.LI ' 1]. exp tj03 para

Ê

a].grama sequência <t., t[' t].,.. tn >

g pez'tende ao sxJb yl'upo de G(Sn) gerado por V.
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Como G(Sn) é conexo, Ve gela G{Sn)

Portar.tO C(Sn) ig gex'ado por semelhanças próprias

e transformações conforme e].emcntales .

GOhêEG;

Obsenraçã ; Para os resultados da teoria de Glupüs de Lle

utl].izaãos na demonstração ae]!íla ver [12] 1113] [14]

tvültcHog ag ra ao n sso p!'ablema inicial.

Este problema era na realidade. resolver o S.E.D.P

. { .}:e.<- *;;* '«; ;,
Cam a hipótese det [-ãt-] > 0 consegu]itns achar

toda as soluções,que são geladas pelas se el lanças próprias

e pelas t!:ansfonnaçi5e3 conforme elementares.

Ê,s outras soluções só vão iferlr pela orientação.

i3€det íl

Logo temos

Te rema de Llalavílle - (Uma fonaulação moderna)

t) conjunto das trõnsfonnaçÕes confü3me do ux' (nà3}

g um pseuào gruPO dc Lie de tipo finito, gexaâo pelas seme-

lhanças e pela in.versão standard.

Teoreltü de Llouvllle - O c/onjunto das transformações confor-

me do. $n (nl23) é wn pseudo grupo de Lleí de tipo flBlxuo

gerado peias seme].danças e peia ]nvergão stanãald,
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Resumindo nossos resultados temos

(1) As transformações conforme do ]R2 são homeomorflsmõs

anal.3.tacos.

(2)

(3)

A,s transfonüações com'orbe do ]Rn (n > 3) são as sede
Ihanças afins, a Inversão standard e produtos das ante-

riores CRI qualquer ordem\.

Se f é uma transfonnação confoníte, local do :IRn (n23)

e se U(f) é conexo então f pro]onga-se a todo ]Rn

e neste caso é ]J.Real ou p!'o].onça-se a todo ]Rn menos

um ponto no qual é sJ.nqular
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