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INTRODUCAO

Essas notas apresentam alguns aspectos algébrico-
~geométricos de uma teoria de EquagSeé a Derivadas Parciais.

Alguns fatos relevantes da Teoria s3o apresentados
de forma intrinseca, fazendo uso da linguagem dos jatos, das
Variedades Fibradas e dos Fibrados Vetoriais. Ha, em dados mo
mentos, uma tentativa consciente de nossa parte, de estabele
cer liames com aspectos classicos das equagbGes a derivadas
parclais.

Assim, no primeirc capitulo, estabelecemos a lingua
gem e as definigbes dos conceitos pertinentes ao nosso obje-
to de estudo.

Em seguida, no segundo capitulo, apresentamos um
Teorema de Existéncia de Solugoes de um Sistema de Equacgoes
a Derivadas Parciaig.

Finalmente, o terceiro capitulo representa uma ten-
tativa de aplica¢ao das idéias até entio desenvolvidas, no
tratamento de um Teorema Classico, devido a Liouville.

O Teorema de Liouville trata das transformagoes con

formes do R° e do S .

Tal problema, até onde nos & dado saber, pode ser re
solvido por téecnicas de Geometria Diferencial, utilizando ba

sicamente o Teorema de Dupin.

O aspecto mais interessante de tal problema & que,



ao considerarmos as transformacgoes conformes do ]RZ, obtemos
a classe das fungdes analiticas. Por outro lado, ao nos colo
carmos em R® para n = 3, obtemos que as trans formagoes
conformes "dependem” de um "“numero finiteo" de fungoes.

Procuramos tratar o problema como um problema de e-
quagoes a derivadas parciais.

Tentando ser mais explicitos, nossa linha de agao foi
a seguinte:

Impondo sobre um difeomorfisme local do ®? ou do
s" a condigdo de "conformidade", fomos levados a um S.E.D.P.
e, portanto, a indagar sobre as solugOes de tal sistema. Li-
nearizando este S.E.D.P., obtivemos um S$.E.D.P. abordavel pe
lo instrumental introduzido nos capitulos anteriores, o gue
nos permitiu caracterizar algebricamente o que ocorre no pro
blema com a mudanga de dimensdao n=2; nz 3.

Finalmente, conseguiu-se voltar, na situacdo nz2 3,
do sistema linearié%do para o inicial e, em Gltima analise,

descrever-lhe as solugdes.
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CAPTTULO I

SISTEMA DE EQUACOES A DERIVADAS PARCIAIS

§-1 - VARIEDADE DE JATOS

O nosso primeiro objetivo, € introduzir rapidamen-
te a linguagem, que, independentemente da sua importancia em
diversos ramos da Geometria, mostrou-se adequada ao estudo

geométrico dos Sistemas de EquacgGes a Derivadas Parciais.

No que segue as variedades sao supostas de classe

o0 . ~
C bem como as aplicacgoes entre elas.

DEFINICAO DE UM JATO DE ORDEM k

Sejam M, N variedades, XOGM, yOGN, f, g aplicacces

diferenciaveis definidas em uma vizinhanca de x, a valores

0
em N tais que f(xo) =g(x0) =Yg

Tomemos cartas (U, Xl,...,Xm), (v, Yl,...,Yn) tal

que xOGU, yOGV.



As aplicacoes f e g sio entao representadas por sis
temas de funcoes numéricas fJ(XI,...,Xm) e gj(Xl,...,Xm) pa

ra j=l,...,n.

DEFINIGAO 1 - Dizemos que f e g sao equivalentes a ordem Kk

em x, S& as funcoes fj, gJ tem as mesmas derivadas parciais
até ordem k, no ponto x,» para todo j=1,...,0.

£ facil verificar, que essa definicao nao depende

das cartas utilizadas, bem como €& uma relagao de equivalen-
cia no conjunto das aplicacoes definidas em uma vizinhanga

de x, a valores em N tal que f(x0)==yg.

DEFINICAO 2 - Uma classe de equivaléncia denomina-se um ja-

to de ordem k de M em N, de fonte Xg © alvo Yo

0 conjunto dos jatos de ordem k de M em N sera de-

notado por Jk(M,N),

Se f & uma aplicacao diferenciavel definida em uma
vizinhanca de x em M, seu jato de ordem k sera denotado por

k
ot

Denotaremos as aplicacoes, que a um jato XGJK(M,N)
associa sua fonte e seu alvo por a e B respectivamente
a:Jk(M,N} — M: B:Jk(M,N) —— N

X —— a(X) X — B(X)

Se f: UcM — N: U aberto, f diferenciavel; denota

remos



T U — TNy TREx) = i

k

Temos entao aoka=;LU; BoJ’f==f{

Se h,kéN: h <k podemos construir uma sobrejecao ca
nonica

of s KNy — s,

pois se duas aplicacoes sao equivalentes a ordem k elas o

sao a ordem h. Observemos que pzvp§==p§, 2 <h <k.

Podemos agora, dotar Jk(M,N) de uma estrutura de va

ridade diferenciavel.

Consideremos (U,Xl,...,Xm); (V,Yl,...,Yn)cartasde

M e N respectivamente.

Seja

Uy " {X“k(M’N): * (X)6UAB (X) €V}

Antes de prosseguirmos, uma observacao sobre nota-

cao.

/

Para cada 0 <2 <k (¢,k€N) denotaremos por it a se-

A
In
Joet ®
A
=

quencia (11,...,12) de naturais tal que 1 <ip <. g <

Se XSJk(M,N), logo X==J§(X)f;denotaremos

pJ (X) = — 2" ) —~—(a(X)), para j=1,...,n.
T axt1...ax¢ B o




riam).

definida

XN

E claro que P32(X) niao depende da funcao tal que
' T

.

X=J £.

a(X)F

Seja r o nimero de aplicacgoes PJQ (quando j e * va

I
. k P
Denotemos por SU y 2 bijecao
k .,k T
SUqu MU,V — UxVxR

por

k r —_ I Y 3 j
SU,E\I(}\) - {G(X_) ,8(X) 3 = =" ,PTQ'(X) g 2 ')

k mtnty =

/ . k k -
wuiv — R ¢ injetora, SU,V(WU,V) e aberto em
_ k x _ 1

& uma carta local de

Por definicao (W 1S e
cao (Wy yiSy,v)

E claro que todas as cartas locais que obtemos des

) . P o0 . . -
ta maneira sao duas a duas e —compativels e gue seus doml-~

nios cobrem Jk(M,N). Portanto, temos uma estrutura diferen-

cidvel para JS(M.NJ.

Verifica-se também, que com essa estrutura as apli

1
- k k . .. - . -
cagoes a, B, Py J f, anteriormente definidas, sac diferen-

ciaveis.

1
No que segue JK(M,N} sera sempre supostamunida des

ta estrutura.



Uma outra nocado, da qual teremos necessidade € a de

variedade fibrada.

DEFINICAO 3 = Uma variedade §ibrada & uma tripla <M,N,p> onde
M, N sdo variedades diferenciaveis de dimensao m e n respec

tivamente e p: M — N diferenciavel de posto n em todo pon

to de M.

Pela Forma Local das Submersoes podemos traduzir a

definicao acima do seguinte modo:

¥xEM 1 cartas (U,r); (V,s) de M, N respectivamente, tal que

x€U, p(U) =V e o seguinte diagrama comuta

U ____I;__)_ lRm - ]Rnxmm-n

Jp D 11r (projecao)

Vg R’

A variedade N & a base da variedade fibrada <M,N,p>.
A aplicac¢ao p, denominada aplicacgao fibrada, ¢ aberta. Deno
taremos Mb =p”l(b) para todo bEN. Mb ¢ uma subvariedade re-

gular e fechada de M de dimensao m-n, denominada fibra so-

bre b.

DEFINICAO 4 - (Seccdo local) Seja <M,N,p> uma variedade fi-

brada; uma seccao local de <M,N,p> & uma aplicagao diferen-

ciavel f: VeN —= M, V aberto de N tal que pof =1y.



Denotaremos J (M,N,p) ou mais simplesmente JkM o]
o subconjunto de JK(N,M) dos k jatos das seccoes locais de

<M,N,p>.

PROPOSICAO 1 - JX(M,N,p) & uma sub-variedade de JX(N,M).

DEMONSTRACAO - Seja XQJkM. Considere-se uma carta fibrada

(U,r) de M cujo dominio contém x =a(X). Existe wuma carta
(V,s) de N tal que V=p(U) € que Sop =Tmer.

k - .
SV,U) construlida a par

tir de (U,r) e (V,s) como anteriormente. E claro que xew§ v

Seja agora a carta (wi’ﬁ,

e que t & o nimero das aplicacgoes Digqumkb fﬁlsgnﬂwéJﬁjH@

¢ uma sub-variedade de R™™T 3ifeomorfa ao abertor(U)xﬂf
de Pm+t

‘r

0 difeomorfismo S%,U: W;’ﬁ — r(U)xngl nio € senao

que a restricao bV' (W nJKM} da projecao canonica
. j j
(Xi,s‘i‘\ﬂ,Y—i,anaYmss-aX R,) S (Yl,.ao\{m,otax R,,...)

I ‘ I

r-t

de RU'<R™ R xR sobre RPxmE.

Verifica-se que <JkM,N,a> e <JkM,M,8> sao varieda-

des fibradas, quando JkM esta munida da estrutura diferen-
W
C1al defina acima, assim como <JkM 5kM p§> ondegﬁl 5u-»-iﬁw

(h<k) € a sobrejecao canonica.

Observemos também que JOM e isomorfo a M e no que

segue identificaremos 7% e M.



Com esta identificacao se ten pg =g (k=0).
Utilizaremos as seguintes convencoes:

-1ee _ k _ -1 _
J M=N e Py =o€ p_3 =1,

Desta maneira JkM e pivestéo definidas para todos

inteiros K e & tais que k=2 > -1,

§-2 - FIBRADOS VETORIAIS

Consideremos N uma variedade diferenciavel, M

conjunto nao vazio € m: M — N uma aplicacgao.

Se bEN, denominaremos My =ﬂ-1(b) de fibra acima

bt

DEFINICAO 1 - Carta vetornial de dimensac m sobre M - Uma carta

torial de dimensdo m sobre M & um par (U,¢) onde U & um

berto de N e ¢: v"l(U) —— UxR™ uma bijecao tal que

’n(¢>"1(b,h)) = b, VbEU, VheR™.

777,
m

A0 |

N\

\

o o)
R

S

un

de

ve



Ou dito de outra forma o seguinte diagrama & comutativo.

Trul ~—~—¢—+ UX]Rm

|
. ) l proj. canonica

1U

i

}

U U

Denotemos por t, a bijecao; tb:fmm —— My tal que

t, (h) =67 (b,h).

DEFINICAO 2 -(Compatibilidade das cartas vetoriais) - duas cartas

vetorias (U,¢); (U',¢') sobre M s3io compativeis se 3 uma a-
plicacdo diferenciavel A: UnU' —= GL(m,R) tal que para to

do bEUnU' se tem que ty, =tgox(b).

Esbogando tal situacao numa figura temos

&

N
\\
N
NN
\\?a
N

i
0
N
DI

NN
NN
e

",
L
e Sl
.

-,
e

N
B | i =
NN

L
e

P el

S

///_/A

o -0 e we

(:ud-w-#-ﬂ-l(
x

Y Loy %
'///: l :/ //)/,/ // /, / /tz
'// / GL(m,R) : /é NV /2;/’;
' '/,»‘/ g / //, 7 /"ii
3/14 &4 ‘n L i //’/ /_,:/‘,_.//i




-9 -
isto &, temos a comutatividade do seguinte diagrama:

My

t, %
Eﬂl A(b) mm

Esta comutatividade em particular implica que as es

truturas vetoriais transportadas para My por ty e tg sao as

mesmas .

DEFINICAO 3 - Um atlas vetorial sobre M & uma familia

{
A = i(Ui,¢i):i€I}

de cartas vetoriais duas a duas compativeis, tal que

U ) =M.
161

Dois atlas vetoriais scbre M sao equivalentes se sua

unidaoc € ainda um atlas vetorial sobre M.

Dar uma estrutura de fibrado vetorial sobre Me dar
uma classe de equivalencia de atlas vetoriais. A variedade
N, entdo,denomina-se base, o conjunto M o espaco fibrado e

a aplicacao m a projecao da estrutura fibrada.

"Exemplo" - Um exemplo.trivial de fibrado vetorial € o ci-

Tindro sobre 8.



+ . R,
T i 1
1 T ?
i t §
$ ¢ 1
g 1 H 5
H
+“ t : '1
§ % 1
t H §
t ¥ 1
t % €
H ¥ ¥
t $ ¥
s ¢ ' t
] . — [
Fa : N S]— t 7
: s S
H H H
1 ¥ t
X : ¥ Y t
e ] t
% 1 1
[ H '
] % t
¥ ¥ t
i H H
3 H §
H $ 1
1 § 1
% 3 i
H t ¥
e 1 i
? - t H
¥ 1 1
] i t
¥
§

Onde ¢ @ a aplicacido "endireita a calha'.

e}

ot

@

(oW

s
b

Podemos agora dotar M de uma estrutura de va

de compativel com a estrutura de fibrado.

Tomemos (U,y) uma carta de N(y: U — w(U)cﬁgﬁ e se
ja (U,¢) uma carta vetorial de M definida sobre o mesmo a-
berto U.

Definimos ¥x: wnl(U) — RUxR™ da seguinte maneira

Seja XEﬂ-l(U) e b=7(X) entao
X(X) = (p(b) .ty  (0)ER R

E claro que y € bijetora e X(ﬂ‘l(U))CHg%dRm e aberto.

Por definicao (w~1(U),X) & uma carta local sobre M.
E claro também que os dominios das cartas construidas deste



modo recobrem M.

So resta portanto mostrar que a mudanca de cartas

¢ diferenciavel.
t i -1 DS P
Seja portanto (m ~(U),x); (r ~(U),x) tal que

w Ly HO) 2 0.

Seja Xer (W ar L (@) e b=w(X) 5 x()=(x(b), g (X)

X0 = (k). E 0.

A passagem y(b) —w— x(b) & diferenciavel pois N é
variedade.

_ ] - -1 -1 .
i ~ P 3 = & = o
Por outro lado ty =ty x(b)..tb x T (b) ty .

Mas por hipotese A: Unl —— GL(m,RR) & diferencia-
vel, como a inversdao em GL(m,R) & diferenciavel temo que a
passagem tgl(X} —gu+>E;1[X) e diferenciavel.

. a passagem y(x) —— x(X) & diferenciavel.

Portanto o conjunto das cartas construido acima €
um atlas diferenciavel sobre M logo define uma estrutura de

variedade diferenciavel sobre M.

Verifica~-se que, com esta estrutura, a projecao m
& diferenciavel e que seu posto em todo ponto de M & igual
a dimensio de N logo <M,N,7> & uma variedade fibrada, My e
uma sub-variedade_fegulér ¢ fechada de M e as apiica§5es ty

sao difeomorfismos.



e

i

Consideremos agora, um

-
ES

dimensao de N e

4

notemes por 1 po

a estrutura de variedade defina acim

4
1

PROPOSICAD

<E,N,p>.

n+m a dimensao de

2

fibrado vetorial <E,N,p>.De

E

p &

Conm

- Seja JXE a variedade de jatos de secgOes de

kL . . .
<J"E,N,a> possuil uma estrutura de fibrado vetorial

compativel com a estrutura de varied

DEMONSTRACAO - Se bEN, denctaremos J§5:=a‘

Seja 0: VeN — E
Ev » 3
£ asDOG = 4 .
= . { v
3 ¥
3 H A
: 3 R fibra de
H H X
DL 5 s
H H ;:
i foed 5 Mas B, p
H 1] P ¥ p.4
k4 i e H
1 H . paco vetoria
X N )

o]

coes
_ Se AEIR podemos definir

(ro): VeN — E: (Ao) (x

Mas pe{o+to') =1Y A po(ho)

Por outro lado, sejam o, T,
<E,N,p> definidas numa vizinhanga de

kO’
X

k’J
X

‘ L
X

J J J =

A

ade de JkE.

Ly,

G(X)EEX

<E.N,p>, Wx€V.

) = Ao(x).

ot

v’

¥

o', T

T secgoes

xEN tal que

JkT
x

H

uma seccao local de <E,N,p>.

ossui uma estrutura de R-es

Portanto se (ot¢'): VeN — B sao sec

locais podemos definir (o+tc¢'): VeN-E: (o+o') (x) = o(x)+o' (x].



- 13 =

J§(0+T) = J§(0*+T’) AJEXO = JiAG‘ 2. X = chzxY = JiT
podemos definir
X+Y = JK(o+1) A AX = T

Portando definimos sobre JiE duas operagdes.

- ,! o~ k
E facil ver que com estas operagoes JXE se torna um

RR-espago vetorial.

Vamos agora definir um atlas vetorial sobre JkE.

Sejam (V,Xl,...xn) uma carta local de N e (V,¢) u-

ma carta vetorial de E.

‘ 7

ot

<

. =

N
\§
D\

N
v
l S IO G /
R //,:

Seja X€JkB: X==J§(X)c: o:V'eN — E, seccao local
tal que o(X)EV & V' vizinhanga de a(X].

A secgao ¢ fica determinada por m-fungoes numeri-
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cas fJ a n-varidveis de maneira que

o(o(X')) = (X',f (?ii.;‘,x'),,,.,fm{xis.ﬁiﬁxg)}a yX'EV’

de coordenadas (XJ,...,X').

E claroc que ¢(o(X)) independe da secgao o tal que

X =J§c¢

Seja S o nimero de sequéncias (I%,j) = (ips---»iz.J

tal que 1s2 <k, il,,&.siz,jEN, 0 siq_s.,e sig; i<j<mn.

Se (Ig,j) & uma tal sequéncia, denotemos

L

3x~1...3X 2

E claro que p/ independe da seccac ¢ tal que X = Jk c.
2 - d(x)

4.

I claroc também que temos

§ rvae
Pjg(x.x)

i

pd (x) + P, (¥)
Il IR

pd (a0

it

PJQ(X}; AER
!

Definimos entao a aplicacgao
v o (V) — VXR™xRS

X€a L (V) x==J§(X)c

x(X) = (¢cc(acx3),,..,Pig(X)s.a.)
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E facil verificar que y & bijetora e que se

(a,h)eVxE*S qoxl(a,h) = a

logo (anl(V),x) § uma carta vetorial sobre JkE. Demonstra-

se também, sem muitas dificuldades, que todas cartas veto-

riais construidas desta maneira -sao duas a duas compativeis.

Induzimos deste modo uma estrutura de fibrado vetorial so-

bre JYE. Verifica-se que esta estrutura de fibrado induz so
k

bre J°E uma estrutura de variedade que & a mesma definida no

§-1.

§-3 - FEIXE DE GERMES DE FUNgaES DIFERENCIAVEILS

SOBRE UMA VARIEDADE

Seja U um aberto d@ M e denotemos por F(U) a alge-
bra real das funcées diferenciaveis de U em Re por 7y a to

pologia de M.

DEFINICAO 1 - Chamamos feixe ¢ de germes de fungGes diferen

ciaveis sobre M a uma familia de conjuntos, indexada na to-
pologia de M, tal que VUSTM ¢U==¢(U) & um sub-conjunto de

F(U) satisfazendo os seguintes axiomas:

i) U,VEtaVel == (VE) (£60(U) — £[VEH(V))

ii) UGt AU = U U.: U.€t
M7 gert 1

A £]U,€4(U;) ViET — £E4(U)).

Yhams ﬁVf)(fGF(U) A
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0 conjunto ¢{U) é o conjuntc das secgGes sobreUdo
feixe 6. Se f & uma seccdo de & diremos que f pertence a ¢

¢ escreveremos fE9.

DEFINICAO 2 - Se ¢ & um feixe de germes de fungdes diferen-

ciidveis sobre M e se para todo aberto U de M ¢(U) & um ideal
de F(U), isto &,
i) ¢(U)<F(U) & um subgrupo relativamente a adicao em
F(U);
ii) (Vf) (¥g) (£€¢ (U)Ag€F(U) — gefE$(U)
diremos que ¢ & um feixe de ideais de germes de funcoes dife
rencidveis.

Se por outro lado tivermos também que para todo a&€M
3U vizinhanca de a & 4 fi,...,fse¢(§} tal que para todo bEL,
para toda £ definida numa vizinhanca de b, se 3 W vizinhan-
ga de b tal que f!?'pertence ac ideal gerado por
diremos entdc que & & um feixe de ideais de germes de fun-
goes diferenciiveis localmente de tipo finito. As fungoes

fl,é..,fs formam um sistema de geradores de ¢ sobre U.

EXEMPLO - Seja M uma variedade e N uma sub-variedade regu-

lar fechada de M
F{U) se UnN =4¢
¢ (U’ETM' — $(U) =

{FEF(U):£{UnN =0} se UnN=¢.
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Verifica-se facilmente que a familia ¢ assim cons-
tituida & um feixe de ideais de germes de fungdes diferen-
ciaveis e mais & um feixe de ideais de germes de fungdes di

ferenciaveis localmente do tipo finito.
Com efeito, considere-se o seguinte:
LEMA - Seja U um aberto convexo de R" e seja a€U.
Seja f: U — R, f6C". Nessas condicdes existem fungdes dife
renciaveis Byoewerfpt U - R tal que ¥xEU se tem

£(x) = £(a) + ‘rfl(xi-ai)»gicx). |

DEMONSTRAGCAQ - V¥x€U; [a,x] ={a+t(x~-a): 0<tsl}cU. Seja

b

[0,L] —=IR: ék(t) = f(g+t(x-a))
Oy ¢ derivavel e ¢5(t) = df(a+t(x-a))(x-a).

Pelo teorema fundamental do cdlculo se tem

. i
$(1) - $(0) = [0 pLlt)dt

1 .
.. £(x) = f(a)i-L){ % gg; (a+t{x~a))-(x%-a1)]dt
i

i=1

' m . . " .
ot £(x) = £(a) + _zocxl-al)eg-‘(x)
i=v

onde :
i Loge
- g (x) = [ N {(a+t{x-a}) -dt.
0 i

- o -



Véltando 20 nosso exemplo, seja a6M se a¢N como N
& fechado em M 3 um asberte U que contém a e nao intercepta
N. Seia f15¢(U) tal que fl= 1. Para todo DEU e para toda fun
¢do f definida numa vizinhanga de b 3 W vizinhanga de b (bas
ta tomar o dominio de f interceptado com U) tal que f|WEH(W)
e 3 V vizinhanca de b (basta fomar V=W) tal que f£|V perten
ce ao ideal gerado por fllV. |

Por outro lado, se a@N, como N € sub-variedade re-
~gular, 3 uma carta (U,xl,..‘,xm) de M, cujo dominio contém
a, xX*(a) =...=X"(a) = 0, tal que (UoN, x1uaN, ..., X*1(UaN)
€ uma carta de N e X |UaN =0 para j>n. Do lema pi‘ecedente segue que

+1 . . A
i ,...,x@, constituem um sistema de geradores de ¢ sobre U.

L . -0.- !
DEFINICAO 3 - Sejam £ e g duas funcdes reais diferencifveis sobre umaber

to U de M. Dizemos que f e g sdo equivalentes em a S€ elas coincidem em
alguma vizinhanca de a.

f facii verificar que a relagdo acima & uma relagao de equi-
valéncia sobre o conjunto~das funcoes reais, definidas e diferenciaveis
sobive uma vizinhanca de a. A classe de equivaléncia de uma tal fungao £
denota-se por (f), e denomina-se germe de f em a.

7 Denotaremos por Fa conjunté de germes eﬁ a, de fun
goes reais diferencidveis sobre uma vizinhanga de a. F, pos

sui uma estrutura natural de R-dlgebra.

. Seja ¢ um feixe sobre M; denotaremos por ¢, O con-

-

junto de germes em a das seccdes de ¢ definidas sobre uma vi
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zinhanga de a.

PROPOSICAO 1 - As condigdes seguintes sao equivalentes:

1) ¢ € um feixe de ideais de germes de funcgOes diferen-

ciaveis.

2) Para todo a€M ¢ é um ideal de Fo

PROPOSICA0 2 - As condigdes seguintes sdo equivalentesﬁ

1 - ¢ &um feixe de ideais de germes de fungdes diferen
cidveis localmente de tipo finito.
2 - Para todo AGM, as seguintes proposicOes estdo veri-
ficadas
i) ¢, © umcideal de Fa‘
ii) 3 uma vizinhanga U, de a e fl""’fseF(Ua) tais
que para_todo b_GUa 0S germes (fl)b"“’(fs)b ge

Tam ¢ idea1'¢b.

As demonstragGes dessas proposigles serdo deixadas

a cargo do leitor. [Ver 1].

§-4 - SISTEMA DE EQUACOES A DERIVADAS PARCIALS

Classicamente, entendemos um sistema de equagdes a
derivadas parciais, como por exemplo, relagdes funciomais do

tipo:-
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Fl(xv‘f: z,p,q,r,s,'i:) = 0

u
(an

FZ(x,y,z,p,q,r,s,t)

Onde F,,F, sdo fungdes diferenciaveis definidas num
aberto UcIR®. Uma solugado de tal sistema seria uma fungdo di
ferenciavel Z: VeR? — R, tal que para todo (x,y) de V.  se

tem que

(x.Y,Z(x,Y),zX(xay),zy(x,Y),zxx(x,y),zxy(x,y),zyy(x,y))GU

F1€23Y7 X, in zy! ZXX’ ny! Zy.y)

FZ(Z,.Y,X,ZX’ ZY’ZXX,ZXY,ZYY) = 0

£ claro também que se f;g€F(U), Z & solugao de
£F, + gF,, i.e, £F, + gF, = 0, ¥(x,y)€Ebom Z.

Mudando a notagao,

9z 29z 3%z 3% Bz,
Fl(xy)’azs axr a’y, ax§s 'axayg "‘"""i’ay ) 0
F. (% pz 3z 3%z 2% 322) «
2 Xs¥Ys Zs 3_’}(7 ay7 a'x'ﬂ’ 3xay9 ayi

é o que comumente surge, na literatura classica, como deno=
tando um sistema de equacdes a derivadas parciais de ordem

2, onde z =1z(x,¥) & uma solugdo de tal sistema.



Vamos agora, tentar olhar as consideracoes acima

sob um novo angulo.

Seja <R?®,R?,m> a fibracdo canonica do IR?

Jo0: V— R o(x,y) = (x,y),z2(x,y)) € uma seccao

local dessa fibracao.

Consideremos a variedade J?(IR?,IR®) e a sub-varie-

dade J*(IRR®*,R*,n), dos jatos de ordem 2 das seccoes locais.
Em particular,

2 2 3 2 2 -
J UGJ (IR ,]R ,'") e J(X,Y)G“ (xv,y,z,ZX,Zystx,Zvazyy)'

Consideremos uma carta (U,X,Y,Z,U,V,W,P,Q) de
J?(R®,R?,7) com J%¢ e U. Sem perda de generalidade podemos
supor que o contra-dominio da parametrizacao acima seja o a
berto do IR® onde as. funcées Fl F2 estao definidas. Podemos
entdo ''transportar' essas fungdes para o aberto

UcJ?2 (IR3,R2,7m).
Seja ¢ o feixe de ideais de germes de fungoes dife

renciaveis sobre U, gerado por F, F,.

E claro que ¢ & um feixe de ideais de germes de fun
coes diferenciaveis localmente de tipo finito, sobre U,e que

a partir dele recuperamos o sistema dado inicialmente.

Tais consideragoes "motivam' a seguinte definicao

intrinseca de sistema de equacoes a derivadas parciais (em
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abrevidado 5.2.D.P.) de ordem k, assim como a definicao de

solucao de um S.E.D.P.

Seja <M,N,p> uma variedade fibrada e seja JkM a va

riedade dos jatos de ordem k das seccoes locais de <M,N,p>.

Seja U um aberto de JkM.

DEFINICAO 1 - Um S.E.D.P. de ordem k, definido sobre U e um

feixe ¢ de ideéais de germes de funcoes diferenciaveis local

mente de tipo finito sobre U.

DEFINICAO 2 - Um jato integral de um S.E.D.P. ¢ definido so

bre U & um jato XEU tal que para toda funcgao fealvjdefinida
e diferenciivel sobre uma vizinhanca de X e pertencente a ¢
se tem F(X) =0. Denotaremos J¢ o conjunto dos jatos inte-

grais de ¢.

DEFINICAO 3 - Uma solugdo de ¢ & uma secgao o de <M,N,p>

definida sobrs um aberto U de a(lUjecN (a: JkM - N: o(X) = x
onde‘X==J§f) tal que J§0€J¢, ¥xEeU.

Sejam Fy,...,F_ fungdes diferenciaveis de U em IR ;
seja ¢ o feixe de ideais de germes de fungoes diferencidveis

sobre U gerado por Fy,...,F . Portanto ¢ & S.E.D.P.

Se tomarmos coordenadas locais

LT S 'L I, -

I

(X 2...)

entao uma seccao £ de <M,N,p> € uma solugao de ¢ se e somen
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te se

& 9 J
pa(xl,...,xn),fl(xl,...xn),..,.f’."(xl,...x“),...-—ii—g-.—r X5 .. 0™),..0) =0
| axtL. .. 5% e

para todo X€EDom(f) e todo a=1,...,s.

Donde, mais uma vez, a relacao entre a "definigao"

classica de um S.E.D.P. e a definicao do texto.

§-5 - PROLONGAMENTO DE UM S.E.D.P.

Consideremes uma variedade fibrada <M,N,p>. Sejam
(U,Xl,...,Xn) uma carta local de N e U um aberto de JkM tal

que a(l)cU.

DEFINICAO 1 - Seja FEF(U); a derivada formal de F relativa-
mente a X* & a aplicacgéo

. -] '
DX, {pf’l} (U) — TR:

definida por

Xi

%
Oy

_ )
F(X) = {—;;{F Uy ()

f)a(X)

_ -k+1
onde X-—Ja(x)f.

Esta claro que esta definigdo ndo depende da sec-

cao f que representa X.



- 24 -

LEMA 1 -

N |
aj 3# (Fl*‘FZ) = 3# F, + 23 FZ

N
Xi 3 = X X4
b) 8yt (F Fy) = Fiay Fp+ Fpdy'hy

DEMONSTRACAO - F; + F,€F(U)

L, +F,) (0 = (53 (y+Fy) 58D
: i

o (X)
onde X==J§z§)f
+ [3_;‘%—{(32(31‘;15))1}&@(1 = ai_ip;cx; + 0y 1F, (X).
b 8% (E R 00 - [fgic?ﬂ"'z) (Jf;f)ja@ - [gf—(;(ﬁlcf;f)}vztﬁef))]a -
- [r 0§25, @50 + 7y ORI, (J‘;fn]a(x).

(0 (a;‘in] (X) +F, (0 (aijir«‘l] .

OBSERVACAO - Comportamento relativamente a mudancga de cartas

-] v
Seja (X‘,...,Xn) um outro sistema de coordenadas 1o

cais sobre U.



j

L .. OR \ '
Seja —=r =a,. a matriz de mudanca de coordenadas

Az
.8 . ‘g N
Xt jE1 i axd
i n J
. X _ X
. = 8# F - -Xz 1J # e

Agora fagamos um pequeno paréntesis:

Vamos supor por um momento, que quizessemos resol-

ver, por exemplo, um S.E.D.P. de ordem 2

- 8% 2L 37 d%1  d%1
B (G Y. 2, 5% 590 3% axer av?) T ¢
85Z 97 23%Z 327 3%, _
er(x’ Y» 7, axs 'é"Y‘s B‘YZ; axava 3?2) = 0

Uma pratica clissica heuristica, corriqueira, € ten
tarmos resolver um outro sistema, obtido do anterior deri-
cando. Isto & tentarmos resolver<351stema abaixo o qual de-

nominaremos de prolongado do 51stema dado.
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’F]‘(X% Y. Z, Py 4, T, S, t) =0
F(x, ¥, 2, P, 4, T, 5, t) =0
oF, |

-5 (X, ¥, 2, P, 4, T, 5, t) =0
OF,

'W(X’.Y! Z, P, q, 1T, S, t) = 0
3F2'

'—a'-x—(x1 Y Z, D, q, r, S, t) =0
oF,

LW(X' Y! Z, P, C{, Ty S, t) = 0

Vamos dar um exemplo da praticabilidade do método

acima.

Seja a seguinte questao:
Quais sdo os difeomorfismos locais do R? cuja diferencial

é uma isometria em cada ponto?

f: UcR? — R?: <dfph,dfph> = <h,h>, VpEU, VhER?.

Tal questdo nos leva imediatamente ao seguinte S.E.D.P.

; o,
) Jagl af, ag? 282 _
3X; X, 3K, 3%,

—
~——
Qs
=
[y
Nt
»
+
——
Qjal
h
38
P
N
i
ot
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Se considerarmos o '"prolongamento’ do sistema aci-

ma obteremos o seguinte sistema

1

(o1 92¢l  ag? peg? .
aX; 3X[9%; * 9%, 9K[X,
oft, 0262 | ag? a2l
3] 3X, %, * 3%, 9X,5%;
o2f1 ort ol azel | 92e2 5e2 a6l pegl .
BXISX}‘ 3,X2 BXI BXIBXZ 3X13X1 QYZ 9 aXlaXZ
Y 2 2
a2f of , aft 9%2fl | are? ag? af? a2l
3X,0%; 90X, T 9X] 3X,3X, * 3X,3%; 9X,, * %] 9X,0K,
of! __af' | af?  ag?
3%, 3%, 3%, " 3X, X, 5%,
o' el | ag? 262
3X; BX;0%; 9%, 9%,0%,
0 que nos leva a concluir que
a2 gl a2l 322 022 _ |
X, 0X] T BX,8X, T aX;aX; T 3X,3%,
e X2 A & A 12 %
axlax? 2X%aX,  ax ax? ax“ax!
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Mas como sabemos, pelo teorema de Shwarz que

S L A L A 12 &
1.2 2417 1..2 72 o1

X 9X 9X"9X 9X 93X 3X" 98X

Concluimos que f & a restricao de uma isometria a-

fim do R?.

Tais consideracdes justificam a definigao de deri-
vada formal, dada no inicio, assim como motivaram a seguin-

te definicao formal de prolongamento de um S.E.P.

Seja ¢ um S.E.D.P. definido sobre um aberto UCJkM.
Consideremos Flﬁ..{,FS um sistema de geradores locais defi-

nidos num aberto U'cl tal que a(U') esteja contido num domi

nio U de uma carta (U,Xl,...,Xn) de N.

Para cada Xe(p§+1

k+1

]-%(U‘) denotamos do Yy o ideal de
i

X _ -
FX gerado por [Faopk ]X,[B# Fu]x para o=1l,...,5; i=l,...,n

Do que foi visto antes, ¥y nao depende dos gerado-

. 1 n
nem das coordenadas locais X ,...,X .

...]_ ;
Denotaremos por p¢ a familia Uy Xe[p§+1) (ay.

res locais Fl""’Fs’

£ imediato que p$ & um S.E.D.P. de ordem k+1 defi-

nido sobre o aberto [p§+l]_l(U')cJ§+l.
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DEFINICAD 2 - O objeto p¢ acima construido denomina-se pro-

longamento de ¢.

OBSERVAGAO - Por recorréncia definimos p"¢ éP(p2"1¢) quando

L2 2.

E agora a propriedade que esperariamos que fosse va

lida.

PROPOSICAO 1 - Uma secgio f de <M,N,p> & uma solucdo de ¢ se

e somente se € uma solugao de p¢.

- DEMONSTRACAO

Seja f seccao de <M,N,p> com f sendo solucao

de ¢

.. f: VeN — M onde V € um aberto de N contido enm

Keeske, wxev

i) tal J
a( ) tal que =

onde Jk¢ € o conjunto dos jatos integrais de ¢.

¥
Jk¢ = {XelU: VF definida numa vizinhanga de X e pertencente ao

feixe ¢ se tem que F(X) =0}.
. : K CoaXE kel
Seja f€¢ .. F(fo) =0 .% 3# F(_JX f)

’ (—EIF(Jif)] =0, Vi=1,...,n.
3X x

a - k+1 Xi
Como p¢ e gerado pelas fungoes Fopk ; 8# F quando

F percorre ¢ ¢ i=1,...,n, segue que f € solucao de p¢.

Reciprocamente como ¢cpd & imediato que toda solu-



cao de p¢ € solugao de ¢.

' /)

2L/
.. Consideracoes sobre p¢ poderﬁ nos dar critérios

de existéncia de solugao para ¢.

§-6 - IDENTIFICAQRO FUNDAMENTAL

Neste paragrafo, nos tornaremos algo técnico.Intro
duziremos uma maquinaria algébrica que nos permitira, -mais
adiante tratar dos sistemas de equacoes a derivadas parciais,
completamente integraveis. Esta algebra estd ligada a idéia

do prolongamento, isto €, ''derivar'" o sistema.

Introduziremos um prolongamento algébrico e estabe
leceremos a conexao entre este novo prolongamento € o Ppro-
longamento definido anteriormente. Tal conexao, que poderig
mos denominar algébrico-geométrico, sera feita por intermé-
dio de uma identificacao, ﬁor isso mesmo, denominada Identi

ficacao Fundamental, entre espacos vetoriais.

Seremos levados também, a construcao de um €spago
vetorial, no texto denotado por CX(¢), que jogard um rele-

vante papel de '"controle'" de um S.E.D.P.
Consideremos as variedades fibradas

<M,N,p>; <JkM,Jk_1M,p§_1>.

Seja XOGJkM; denotemos TXOJkM o espago tangente a



JkM no ponto XO.

Seja A§O==(p§_1)—l(pﬁ_l(xo)) a fibra de

<JkM,Jk_1M,p§_1>

k _ k
sobre o ponto XO e denotemos QXO"'TXOAXO’
Denotaremos TXOJQM para 2 2k em lugar de TYJRM on-

= K : , 0. .
de vy DQ(XO)’ Em particular TXOJ Mz*fB(XO)M

Denotaremos também M, em vez de M e se a€N;T
£

a(X)’ a
0 espaco tangente a N no ponto a e por T* seu dual.

Se 0 <2 <k denotaremos QXO 0 espago tangente a fi-

bra (pk l) (pg l(o (X })) da variedade fibrada

L 2=
<J MaJ ’pQ,"'].

0 nosso objetivo & definir uma injecio candnica =

de Q§0 em T;®Q§61 onde a=fa(X0).

PROPOSICAO 1 - Se k=1 a seguinte sequéncia & exata

DEMONSTRACAO - Trivial.

'Seja X€A§O e f: VeN — M uma seccao local de <M,N,p>

tal que ag€V e X==J§f.

Consideremos a aplicacao JL Leo v o g1y tal que

k 1

f(x) f£f. Entao



k-1 Lo k-1
Em c¢oordenadas locais temos:
Se (Xl,..,,XH,Yn+1,...,Ym,...,PJR,...) & uma carta

B I
local de JX 1Ms definida numa vizinhanca de

.k k
X' = pf_1(Xp) = pp_ (X

a aplicacgio 75k g representada por:

2.3
X (AL e 2 f.()‘l"“.xrﬁ,...)
, axtl, .. ox*2

e sua diferencial em a por

kel (8] Yo B ofa8)) (Lo
W) - e 18 (),
Lxtla) Lix axM ataydIx

j=n+1l

onde 2‘2 significa soma relativamente a todos
I

it . (iys--»i,) tal que 0<ij<...<i,<nelspsk-1l.

Portanto, esta verificado que (dJkul

de da seccao £ tal que J§f==x.

), nao depen-

Denotaremos dX = d(J¥ 1)

a



k k-1

Observemos que

(dde)(aX] = [pJ 1_()0 pkﬂ'(xn[

"

J—n+1 g 1 5P’

k 1

. k-1
- *
. dX~- dX ET*eQy .
Assim definimos uma aplicacdo diferenciavel
. 4k : k-1, - -
A AXO — T;@QXO PA(X) = dX - dX.

~ Seja

- ) L
T @y s Oy f;@Q§01

0

Em coordenadas locais temos

m

x(....,pik(X),é..)= Yoo kl (x)-PJk1 (xo){

s

j=n+1 Ik P k 1
0 se iEIk
) 9 _
o) B - .
Rl _
k0 ( 3 ] se '16‘IkAIk_1,i"I
oP k 1

Donde concluimos:



Portanto temos a seguinte

PROPOS!QRO 2 - T Q§0 — T;®Q§al (k> 1) acima definida € in

jetora.

DEFINICAO 1 - A aplicacao linear, t: Q§O e T;8Q§-1 (k=1 é

denominada identificacdo fundamental.

Iterando o processo acima descrito noés podemos ob-

ter uma sequencia de identificacao

k

k k
QXO R T;@QX

-1 L sank ) ranl
. . — B Ta@Q}(O —_— .. = @ TaQQXO.

Onde QZT; denota f-copias tensoriais de T;.

Cada uma dessas identificacoes sera denominada i-
dentificacdo fundamental e nao havendo possibilidade de con

fusao sera denotado por T.

5 = . . . %

Se £ & um inteiro positivo =1,denotaremos S T;, o
produto simétrico de f-copias de T, isto é, o conjunto das
formas f-lineares simétricas sobre T;. Denotaremos a opera-

cao produto simétrico por @.

PROPOSIGAD 3 - A imagem de Q§O pela identificacao fundamen-

tal esta contida em 82T28Q§6£ (k=1, k=22). Se £ =k a iden-

Ko
T3 8Ty Mxg

tificacao fundamental € um isomorfismo de Q§O em S
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DEMONSTRACAO - Tomemos entio a forma

t(v) guando v = Z'E‘k 3
ko1t op) X,

‘ 3
. HCRERRIC )a@[_.__

et = T, ] :
..., 2% ol pi(x)
T

Ik—z

A primeira afirmagao segue entio do fato que

EjK_g ) . € simétrico relativamente a il""’ig'
I 1,954 451
L 2
Logo podemos identificar w(v) a
- ; d
e, [(dX, ) 6...0(dX, ) ]8[—-—.——~.}
= =& . . i,"a i,"a j k
L S SUDUR IS 1 % BPIk—z 0y (X)
Para 2 =k se tem entio
: i i
t(v) = £] ; [dX l)a@...e(dx k)aj[*ﬁ*J
.Ll--. k BYJ a

de onde segue a segunda afirmacio.

CASOS PARTICULARES:

I) Seja <E,M,p> um fibrado vetorial e seja XGJkE.

Sabemos que a seguinte sequéncia & exata:



X (doy +) -
XJRM k-1"X, TXJR In = o.

O—d)-Ql;(——rT

Denotemos a =o(X): entao a sequencia ("induzidas nas

fibras")

,JkM — T,J
a

k k-1
0—»QX——+TX XaM-—-)-O

e exata.

Com efeito, isto resulta da comutatividade do se-

guinte diagrama: .
k
dp e
X k. deyoq)x k-1
Qp — TyI M - T J. "M
|
o
(doy 1) -
TXJkM k-1"X, TXJk Ly

Consideremos o caso que X =0 (elemento mneutro de

JSE)' Em tal caso, denotaremos Ak em vez de Ai. Podemos en-
tao identificar canonicamente:

ke oK, RK LK. N

IXJaE-JaE, QX"A : TXE-Ea.

A identificacao fundamental fornece:

A¥ T;@Ak“ 1

e por outro lado, temos um isomorfismo



k K oo
AT — ST(T*)BE,.

Temos entao a sequéncia exata de fibrados vetoriais

| - Sk(T*)@E e TEB 7%1g .

IT) Suponhamos k=1 e seja erlm.

Denotemos a =a(X) e X==Jif, onde f & uma seccgao de

<M,N,p>, definida numa vizinhanca de a, )~(=:dfa

Por outro lado po£’=1V “*‘dpf(a)°dfa =1T

a

Denotemos b = f(a).

Seja YEJ'M tal que pé(X} =pé(Y)

V _ Yo%
Y AGFaSTbMa,

Portanto a todo par (X,Y)EJ'MXJ'M tal que pé(X) B

_ 1 Py VY * 4
= pO(Y) associamos Y XETaQTbMa.

Inversamente, seja XEJlM, =a(X) e b=8(X). Seja

SGT;@TbMa. Consideremos a aplicacao
X+ 8S: Ta — TbMa;
Se tem que (dp)b(i+8) =lf logo existe YEJ'M e € Unico;tal
a
que Y =X+S, com oY) =a, g(Y) =b.

. - 1 on .
Resulta dessas consideracoes que A, esta canonica-

X



mente munido duma estrutura afim sobre T;@TbMa.

§-7 - SISTEMAS LINEARES DE EQUAQGES A DERIVADAS PARCIAILS

Sejam <E,N,p> um fibrado vetorial, U um aberto de

5B e FEF(U).

DEFINICAO 1 - Dizemos que F & linear se para todo XEU a res

.- . k = gy
: b
tricao de F a fibra J (X)E € linear.

DEFINICAD 2 - Seja ¢ um S.E.D.P. definido sobre U, dizemos

que ¢ € um sistema linear se cada seccao de ¢ €& limear.

Dessas definicoes e do que procede temos imediata-

mente a seguinte

PROPOS!EAO 1 - ¢ & um S.E.D.P. linear — seu prolongamento

pé & também linear.

OBSERVACAO - E facil ver que a definicao acima engloba o que

"entendemos" classicamente por um S.E.D.P. linear.

§-8 - 0 ESPACO VETORIAL Ex(¢)

Sejam <M,N,p> uma variedade fibrada, UchM um aber

to e & um S.E.D.P.

pEFINIGRO 1 - XeTM — Cy () = (veQy|vF =0, VFEs}. Imediata-

mente temos:

PROPOSICAO 1 - CX(¢) & um subespago vetorial de Qi.




OBSERVACAO 1 - Se vEC,(¢) e FE$ entdo vF ndo depende se ndo

que dos termos de ordem > k de F.
Em coordenadas locais:

Sejam (x,y,p) coordenadas locais numa vizinhanga de

X em U.

K ~
Se VEQX entao v se escreve Como:

i (8
szgjk[J)'
Ik I7'aP Kk X

I

Logo, se VGCX(¢) e FE¢ temos:

vE = E:ng{m§§_](x) = 0.
Ik I~ lap

OBSERVACAQO 2 - B claro que estamos tomando como definicaode

espaco tangente a uma variedade, o conjunto das derivacoes,
k = .
Lver 51, e relembramos que QX € o espaco tangente a varieda

de Ay, como vimos no paragrafo 6.

PROPOSICAD 2 - Sejam F

1”"’Fp um sistema de geradores lo-
cais de ¢, definido numa vizinhanca de X€J¢. Entao dizer

que VGCX(¢) € equivalente a dizer que VFS =( para s=1l...p.

DEMONSTRACAO - E evidente que se v€Cy(¢) entdo vF, =0; para

s=1...p. Reciprocamente, seja H uma funcao numérica diferen

ciavel, definida numa vizinhanca de X.

Sabemos que:
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V(HFS) = H(X)V(FS)~+PS(X)V(H)

(propriedade das derivacoes [ver 51).

Como V(FS) =0 e FS(X):=0 segue que V(HFS) =0 para

todo s=1...p.

Como Fy,...,F € um sistema de geradores para ¢.Te

p
mos que VYFE) v(F) =0 .°. v€CX(¢). g

PROPOSICAD 3 - Se X6€J¢ entdo existe uma vizinhanga Wde X em

J¢ tal que
dim CY'(¢) < dim CX(¢) para todo X'EW.
DEMONSTRACAO - Seja r o posto da matriz

[{gg;i}x]’

1

onde Fl”"’Fp ¢ um sistema de geradores de ¢ numa vizinhan

ca de X.

Por continuidade da funcao determinante, existe u-
ma vizinhanca W' de X tal que para todo X'€W' se temque pos

to de
oF
s
)l
1

Seja W=W'nJ¢.



= A1 =

Entao € claro que X'€W — dim CX,(¢)Eédim CX(¢).

PROPOSICAO 4 - Seja X&J¢ e denotemos por B, o conjunto dos

X
jatos integrais X de p¢ que se projetam sobre X, isto &,
k+1 3
Pk (X) =X.

Se By # ¢ (¢ conjunto vazio), entao BX € uma sub-va

k+1

riedade de J° "M, difeomorfa a um espago euclidiano cuja di

mensao € igual a de Cz(p¢)

DEMONSTRACAQ ~ Sera deixada a cérgo do leitor. [Ver 117.

§-9 - UMA DEFINICAO ALGEBRICA DE PROLONGAMENTO

DEFINICAD 1 - Sejam E,V,W trés espacos vetoriais de dimen-

sao finita sobre um corpo K e seja j uma injecdo de E em

V*eW.

Um prolongamento de <E,J,V*@W> éuma tripla <E'd i
onde E' & um espaco vetorial sobre K, i, € uma injecao de BE'
em V*BE e j3 uma injecao de E' em SZ(V*)QW tal que o diagra

ma

E' 2 . V*QE

'3 \;:) llv*@j

.2
SE(Ur)eW — gVreW



onde i & a injecdo canonica, comute e que

[ (1y203)5,) 1= [(1483) (V*6E) 1ni (5 (V*) 6W)

OBSERVACAOQ - Introduzimos a nocao abstrata acima, porque em

seguida estabeleceremos uma conexao entre ela e a nogao de

prolongamento de S.E.D.P. introduzida anteriormente.

Tal conexdo passara a ter tremenda importancia do

ponto de vista pratico, isto &, 'calcular coisas".

Além do mais no capitulo III daremos uma outra de-
finicdo de prolongamento de espaco vetorial, que nao e se-
nao que uma interpretagao num caso concreto, no qual estare

mos especialmente interessados, da situagdo acima.

Acreditamos que sem as nogdes acima, a aludida de-
finicdo do capitulo III seria ndo natural e por assim dizer,
magica.

Finalmente observamos que no estabelecimento da di

ta conexdo, jogara papel fundamental a “Identificacao Funda

mental'.

PROPOSICAO 1 - (Unicidade) - Se <F',jj,j§> e <E',j,.jz> sao

prolongamentos de <E,j,V*8W> entao existe um isomorfismo de
espago vetorial, h: F' — E' tal que os seguintes diagramas

sao comutativos.
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F' e BV F' s B
B\ /5 3\ /s
V*@F s?v+)ew

A demonstragdo sera deixada a cargo do leitor.

Esta proposicdo exprime a unicidade do prolongamen

to modulo isomorfismo.

PROPOSICAD 2 - Sejam E,V,W,j como na definigid 1. Existe o

prolongamento de <E,j,V*8W>.

DEMONSTRACAO ~ Seja E' o subespaco

2
[(ly. 3)(V*OE) 1niS%(v*)ew) de 6V*eW.
Sejam j, e j; as injecOes de E' em V*BE e en

Sz(V*)®W respectivamente, definidas por:
(1V*®j)oj2 = 1E' € i°§3 = lE"

Portanto <E',j,,j,> € um prolongamento de <E,j,V*eW>.

Denotaremos por pE o prolongamento de <E,j,V*@W>.

Se identificarmos:

' 2
E=j(E); V'6E= (1,.8j) (V*8E)cOV*8HW

2
SZ(V*)8W = i (S (V*)BWcBV*oW.

entio pE = (V*@E)a(S2(V*)eW).
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0 prolongamento pE & assim identificado a um subes
paco de V*@E. (Sera dessa forma que daremos a definigcao no

capitulo III).

Se jl & a injecao canonica de pE em V*BE, denotare

1

mos pZE o prolongamento de <pE,j  ,V*@E> e por recorréncia de

fini-se pkE, k20 por

DEFINICAD 2 - p95==E e pk==p(pk"15)

e k21— pkE = (v*apk'lﬁ)n(SZ(V*)ka"ZE)

onde p'lﬁ = W,
def

PROPOSICAC 3 - Se k=1 se tem que

k
PKg = (s¥*1(v*)ew)aev*eE.

(Obs. - Sk{V), V espago vetorial, denota a k-8sima poténcia

simétrica).

DEMONSTRACAO - Sera deixada a cargo do leitor.

Podemos agora enunciar

TEOREMA - (conexdo entre as definigoes de prolongamento) .

k+1

Seja X€J¢ e seja X€J(p¢) tal que py (X) = X.

Entao:

: k.
C4(P4) = T6C, (9))n(s” (T3)80y™H)
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onde x=a(X).

Ou dite de outro modo; tendo em conta as nocgdes a-

cima:
0 espégo vetorial Cg(p¢) € o prolongamento de
k-1
&
<CX(¢),1,TXQQX >
onde Tt & a identificacdo fundamental restrita a Cx(¢).

DEMONSTRACAO - Denotemos por t2 a identificagao fundamental

de Q§+l'em SZ(Ti)3Q§~1 € por j3 sua restrigiao a Ci(p¢).Con§

truimos agora uma injecio

gt Cy(p#) — TExCyg.

Para tanto, seja Fl,,..,Fp um sistema de geradores

de ¢ em uma vizinhanca de X.

. . Temos:

i s s S,.pl
e, F = + — D + t o P
# - oX ; sy~ {i} rvoapd, 1t
1
) 0 se iEIk+l
1080 ——o—(3iF ) =
Py S oy k+l k_  k+l
I g se i€l onde 1" =1 -{i}
aplk

Seja veqfic"'l Coov o= ngﬂ( 33 } r
. Ih+1 I apIk+1 X
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Observemos que (de acordo com a proposicac 2 do pa

ragrafo 8) VECi(pé) ¢*~V(3§FS} =0, s=1,...,pD.

Ora sabemos que a imagem de v em T;@Q§ pela identi

ficacdo fundamental &

I »1 a0’

I

el raxiy o2
v = DEd 1,05 x-

Logo se veci(p¢) entio, de acordo com a observagao

acima,
< ’ aF
v(3iF ) = §'el, {—~$i} = 0; s=1,...,DP.
g s .!{ . } 3 3 3
logo
CIrEdy {—i%—}saxié)
Ik 17,1 Bplk

e por consequéncia T(V)ET;8€X(¢}. Tomemos entao porvjzzareg

trigao a Ci(p¢) da identificag¢dao fundamental de Q§+1 em

T;qu. Logo pela propria definicao de jz,j3 temos que o dia

grama: _ ;
Cg(p$) ——— T18Cy (¢)

j3 IV;ST

£ yA
;- k-1 i k-1
g (T;)gqx i eT;eQ

X
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& comutativo.

Portanto;

.. P B k-1

1°33((X(p¢’))ClTﬁ@T(szcx(¢))nl(S (TX)QQX s
X

ou levando-se em conta as identificac¢des feitas, apos a pro

posigcao 2, mais acima,
Cy(pd) (T 8C (¢))n(sz(T*)er'1
\P %2 -x ) S

Para inclusdoe contraria, seja

k=1

VEly, 87T (T38Cy (6)) ni(s%(T#)6Qk
K.

. | 3 i i, 3
s 0+ V = ) .z E 1-""; k-1 . i (d.X )aéd(}( )&@ ("""3""“‘“)1’1
D R ID St I SRS T 3pIk-1

N i _
onde X pk_l(X) com gIk"I 1 . L
R siasdy

¥ nd [-i_} 6C, ()
kiRl Jx X
I Ik
para todo i1 tal que njk = gjk—l onde 1k+1 e a (b+1)-
I I ,iz,il

upla ordenada de Nk+1

k-1,

formada de il’iz e de elementos de

Consideremos o vetor tangente
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v= A e }i
> N
K11 iapikﬂ
k+1
de QX . _
" Portanto, |
. ¢ 9F
U(alF ) = Z'F;} (———-.;5—-} = 0
4 s k b
Ik I BpIk
posto que
P
yred. {-—*-)ec (4) .
Ik .4 Bka x

Logo (a proposigdo 2, paragrafo 8) UeCy(p¢) e te-

mos por construcio mesmo que io33(U3='v. [Ver 1 ou 31.

OBSERVACAO - A demonstragdo acima, & algo complicada,mas po
derfamos encari-la estritamente do ponto de vista de um pro
blema algébrico, no sentido que, controlados todos os para-

metros, com um pouco mais ou menos de paciéncia,conseguimos

fazer.
Por outro lado, ndo faremos uso dela, no que Segue.

0 resultado do teorema, COmMO ja ressaltamos, e ex-
tremamente importante, importidncia que & dificil explicitar,

e que percebemos na "pratica".

Esperamos que alguns aspectos dessa importancia,fi



que evidenciada no capitulo III.

Se me permitem a analogia, a conexdo acima, seria
algo similar a conexdo entre a definicio de derivada do cal

culo e as regras de derivagao.



CAPTITULO II

SISTEMAS COMPLETAMENTE INTEGRAVEIS

Neste capitulo, apresentaremosxmm.generalizagéo do
teorema clissico de Frobenius e em seguida uma aplicacao des
ta generalizagio para demonstragdo de um teorema de existén

cia de solucdes de um S.E.D.P. completamente integravel.

§-1 - UMA GENERAL!ZACAO DO TEOREMA DE FROBENIUS

TEOREMA. 1 - Sejam VisesesVy formas diferencidveis de grau 1
sobre uma variedade U e sejam Gl""’Gb fungoes reais, defi

nidas e diferenciaveis sobre U.
Seja Uy um ponto de U tal que GI(UO)= ..‘Gb(U0)==&
Se as seguintes condigoes estiverem verificadas:

1) dvy,...,dv,, dGy,...,dG, pertencem ao ideal da alge

bra exterior sobre U gerado por ViseeesVy € ql’f"’GU

=50~



2) As formas Vs o=1l...a, sao linearmente independentes

em UO’

Entdo existe um Unico germe de sub-variedade Nl,em
Ugs de dimensdo n=dim U-a, tal que as formas diferenciais
bem como as fungoes induzidas sobre Ny respectivamente pe-
los ViseossVos Gl,...,Gb se anulam. Além do mais se Xl""
<X sao fungoes reais definidas numa vizinhanga de U, tal
QU Vi,eoe,V,, dxl,..,,an sao linearmente independentes en

UO’ entao xl,...,xn induzem coordenadas locais scbre N1 nu-

ma vizinhanca de Uy-

DEMONSTRACAQC - Sera feita em trés etapas.

(I) Seja <V,w1,...,wa,xl..,.,xn> uma carta local de U, numa
vizinhanca de U0 §a1 quUE Vy,eeesVp, dKl,.,.,an sejam linear:

mente independentes em UO‘ Podemos supor Xi(U0)=0,i=l,...,n

Numa vizinhanca de UO podemos escrever:
. T o i
v, = E A dW_ + ;1 B dX,

Y = s ;e s o s
onde Ag e Bc sdo funcoes diferencidveis numa vizinhanga de

Uy
Agora, segundo a escolha dos X, e a condigao (a) a
matriz (A;) & inversivel numa vizinhanca de U0 logo substi=-

tuindo v, por uma combinag@o linear de v_, tendo como coefi

cientes fungoes convenientes, podemos supor que vV Se expri



me:

L au i
(1.1) v, dwg:§§ ngxi

Calculemos entao dvg:

¢ i

aFi

’ . 3F
dv_ = E dr;hdii - E[Z -§'-- dw, AdX, *7 T dX adX,

= - j‘ = = ®
Mas dw_ = v )} Fraxj, portanto temos:

aFt

|

Z ; 5 [y BF 5 OF, ;] OFy OF .
_— v Adx ¥ gu» F “ mmn § iy oy o dX, adX,
T w? ? 1<3[ Vo ¢ j 92 ] ]
Observe que dXiAéX§ ndo pertence ao ideal gerado pelos Vv,
GB’ logo o© dXiAde (i<j) sendo independentes temos segundo
{I).
ot . aFl . aFt oF? .
(1.2) - =l Fle§ =2 e o9- . % = aJiBg
S BWT T 3 §wT T aij Bii g 5]
onde Aéjs sdo funcoes diferenciaveis.
Analogamente temos:
3G 3G
4G, = § =L v_+ J|-] £ Pl+Blax
B8 3 3wT L § §w1 T Bfi i
e
' 3G . 3G .
2 B L1 B _ ij
(1.3) - § =t F_+ = ¥ B;’G..
= w, T azi :}}; B 1
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(II) - Unicidade de N1

Suponha que exista uma sub-variedade Nl de dimen-
sao n, de U, contendo U, ¢ satisfazendo as condicoes do e-
nunciado. Existem funcdes numéricas Xl,...,Xn, definidés nu
ma vizinhanca de UO tais que vl,...,va,Xm,...,an:&nmam ba
se de Téou. De acordo com as coﬁéigaes impostas a N1 e argu
mentos de dimensdo, Xm,.,.,an formam uma base TﬁO(Nl) e
por consequéncia os Xi induzem coordenadas locais em N1 nu-

ma vizinhanca de UO’ logo a @ltima afirmacdo do teorema es-

ta demonstrada.

Tomemos agora as fungoes wl,...,wg, definidas numa

vizinhanca de U, de modo que Wy,...,W xl,,..,xn formem um

a'}
sistema de coordenadas locais sobre uma vizinhanga V de UO.
A sub-variedade N1 serd entio determinada pelas equagoes

Wo = fU(X); o=1l,...,4a.

De acordo com (1.1), f==<f1,..,,fa> de#e satisfa-

zer ao S.E.D.P.

(1.4) s = FL(E(X),X).

Fixemos x e seja t€(-e,e), suficientemente pequeno.

Seja
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gG(t) = fg(tX}

dge ; afs(tX) i
SR P e > cund SRS Rl

8

dg :
ot ] XiFé(gG(t) ,TX) = 0
=

(1.5) .

(g, (0) = 0.

Mas o sistema (1.5) admite uma Gnica solugio numa

vizinhanga de 0. Logo temos a unicidade de N,.
(III) Existéncia de ﬁi

Seja fd(K;t) a solugdo de {1.5), definida nume vi-
zinhanga de 0 em R'xR. Existe € >0 & uma vizinhanga W de 0
em R" tais que £ esteja definida para x€W e t&l-e,e]. Pode
mos supor, eventualmente reduzindo W, que e€=1. Definimos u

ma sub-variedade Nl de U.

Pelas equacdes
W= fcix,l)f

Mostremos que N, satisfaz nossas condigGes.

i

Seja hﬁ(t} = Ga(f(X,t},tX)

dhs EGB 3f6 BGB A

T (t) = 1 T (£(X,) ,tX) ¢ (X,i)é‘z o (£(tX), X)Xy

¢4 g i i
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ora

df 8f dX. .

g2 (X)) = | ayZ e = ] F(£(X,1), X)X,

1 i i
logo
dhg i 26, - 3G
= L TIFG(E(X, 1), tX) = (£(X,t),tX) + =92 (£(X,t),tX)| =
1 a g 1

= 1§ %o, oon, (1.
iy L8 j
Como h6(0)= 0, o sistema precedente tem uma Unica

soluga2o que €& h6==ﬁ.

Portanto, GB induz em Nl a aplicagi@o identicamente

nula, para todo B. Tomemos agora

ki(tj . 2% (X,t) + FE(£(X,t),tX)
o ‘§¥; ? o LAl S

Como fG(X,G)'so, para todo X, temos de acordo com

(1.5)

s (X,0) =0,
1

para todo X, logo ki(ﬂ)‘= 0.

Analogamente como para h,, temos

B

aict y y |
K] - Ty v Jjig
- (t) g ackt-bjésthAc (£(X,t),tX) G (£(X,t) ,tX)



rui G =

onde

. 3§d
-cgcxgt) = -7 X, 9 (£(X,t),tX).
J

j Bwt
Por outre lado, GB'NI = 0

. o . T i
< IE E Cq(t’x)ki’(t)i

Por consequéncia, k§(t)= 0, o=1,...,a, logo, de a-

cordo com (1.1) os Vo o=1,...,a, induzem en NI as formas nu

las.

§-2 - SISTEMAS COMPLETAMENTE INTEGRAVEIS

Retomenios agora a linguagem do capitulo I.

Denotemos entdo por ¢ um feixe de ideais de germes
de fungoes diferenciaveis sobre uma variedade U. Denotemos
por j¢ = {vE€U|F(v)=0} para toda secgao F de ¢ definida numa

vizinhanca de v.

DEFINICAO 1 - Diremos que o feixe ¢ & completo em v,Ej¢ se
toda funcfo real definida e diferenciavel sobre uma vizinhan
ca de v, € que se anula na intersecgido de seu dominio de de

finicao com j¢ € uma seccao de ¢ em uma vizinhanga de L

DEFINICAQ 2 - Diremos que ¢ & regular em v, se existe uma vi

zinhanca U de v, e seccoes fl,...,fnrka¢,definidas emi}tais



que:
s L} dfl""’dfn sao independentes em todo ponto de U.

2) J¢nU & o conjunto dos pontos X de U tais que

fl(X) = '°'fn(X) = 0.

Em particular J¢nU & uma sub-variedade de U.

PROPOSICAOD 1 - Se ¢ & regular em Vg entao ele & completo em

vy
LEMA 1 = Seja H o subespago de R constituido pe-
las n+m-uplas (Xl,....X

n+m) tais que X1= =xna0.

Seja f uma fungio diferenciivel de R™™ em R tal
que f|H= 0. Entéo existem fungoes diferencidveis Byoeeos8y

+ .
de R"™ em m tais que

f(X X

oﬁ,X ) g» 1,b:a,n+m)o

1°° n+

] ‘M ]

i lxigi(x

Este & um resultado standard do calculo.

Voltemos entio ao teorema:

Sejam f£,,...,f, funcoes satisfazendo as condigoes
da definigdo 2. Existe uma vizinhanca V de vy, sobre a qual
as £, estdo definidas e fungGes diferenciidveis Xyseee,X 00
de n+m =dimensao de U, tais due (V,fl,,..,fn,xl,...ixm) se-
ja uma carta de U em vye Seja £: W — IR, uma fungao diferen
cidvel sobre uma vizinhanga W de vy tal que £flWnJ¢ = 0. Exis

te uma vizinhanga U de vy UeVaW, tal que
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&

b= (Ep e £ X ae e X)) U = p(U)e R

seja um difeomorfismo de U sobre uma bola aberta "de RM™.

Podemos supor Y(U) = i

e cair assim nas condigdes do le-
ma 1. Logo existem fungGes g;" U — IR; i=1,...,n, diferen-

ciaveis, tais que:

n
flu = § (£.|Wg;.
i=p 4t

Logo f|U & uma seccdo de ¢.

DEFINICAD 3 - Seja ¢ um S.E.D.P. de ordem k, definido sobre
um aberto U da variedade dos jatos de ordem k, das secgoes

de uma variedade fibrada <M,N,p>.

Diz-se que ¢ & completamente integravel em X 8J¢

se

D & (4) = (0

k+1

2) A imagem de J(p¢) por py € uma vizinhanga de X, em

Jé.
3) ¢ €& completo em X,.

OBSERVACAO 1 - Na realidade, deverfamos ‘dizer que um S.E.D.

P. ¢ é completamente integravel se'p&¢ & completamente inte
gravel, segundo a definicéo acima para algum %, pois na pra
tica, muitos exemplos de sistemas completamente integraveis

sao obtidos prolongando um dado sistema. Por uma questdo de



simplicidade, manteremos a definicao acima, e implicitamen-

te adotaremos esta ultima, na terminologia.

EXE&PLO 1l - 0 leitor pode facilmente.verificar que o S.E.D.
P.; p¢, obtido pelo prolongamento do sistema ¢ obtidoxxiprg
blema de saber quais s3o os difeomorfismos do RZ cuja dife
rencial em cada ponto & uma isometria, resolvido no capitu- -

lo anterior, € um S.E.D.P. completamente integravel.

§-3 - SOLUCOES DE UM S.E.D.P. COMPLETAMENTE INTEGRAVEL

0 objetivo deste paragrafo & demonstrar o seguinte

TEOREMA 1 - Seja ¢ um S.E.D.P., completamente integravel em
XOSJQ. Entdo existe uma solucdo f de ¢, em a(XO}. Além dis-

so o germe de f em a(XO) esta unicamente determinado.

Para a demonstragao, teremos necessidade das obser

vagbes seguintes:

Sejam <M,N,p> uma variedade fibrada e f uma secgao
de <M,N,p> definida sobre o aberto U de N. £ imediato que

f(U) & uma sub-variedade regular de M.

A seguinte propriedade caracteriza todas sub-varie
dades de M que sdao da forma f(U), onde f: U — M & uma sec-

¢ao de <M,N,p>.

PROPOSICAO 1 - Seja N, uma sub-variedade de M.
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Entdo N, = f(U) onde f: U —~ M & uma secciao de

<M,N,p> se e somente se p: N; — N € injetora e

*

dpxz TXN1 — Tp(X)Nl

€ um isomorfismo ¥X€N1.

DEMONSTRACAOC - Trivial. No que segue identificaremos um sec

cao £ com £(U).

PROPOSIQEO 2 - Seja F uma seccao de <3kM,N,a> tal que

k

ch"I(V) onde V &€ o dominio de uma carta <X,Y,p> de J M. As

seguintes condicGes sao equivalentes:
1) Existe uma seccao f de <M,N,p> tal que F==ka.

2) As formas diferenciais induzidas sobre F por

j == j _.? j 7°: . = -
glg dng g Pgéxi, 3 1§aea,m, ga G,sac,k }4‘

sdo identicamente nulas {m=dim M- dim N).

DEMONSTRACAO

(1) — (2) - Seja ¢: F «*-Jkﬁ a injecdo candnica.

Sabemos que F induz um isomorfismo, que denotare-

mos ainda por F, de um aberto VeN em F, logo um isomorfismo

F¥*. Al k

F — AIV. Se P=.T'f, f: V — M uma seccdo de <M,N,p>,

entao
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F*o¢*[w32) d(leo¢e§)-§(P;2 epeF)dX, =
& z

,i
LAY

af’ .
] - —] - i ——edX, =
axtl. . . axl% g axtl, .. axteaxt 2

1]

s F*op*(wjz) = 0, logo ¢*wjg'=0.
1 I

(2) — (1) - Consideremos a secgao f: V —+ M, f = BeF, de

<M,N,p>. Para todo XeV, £(X) =8(F(X)) e dfj = dFj logo

jlf==p§F. Por indugdo, se admitirmos sz'=p§F, 1s2<k. Te-

mos .
. ¥ ¢ 2

3 j > £
P’ eF = ; ~ logo d(P’ of) =d . o
* axtl, . axte p* axt1. . .axt2

Por {2) sabemos que

’.jo = J o
a(PIz F) Z(P . . F)dxi

i I7,1
: gt*ie]
C. Pl oF = — —r, Vi,]
17,4 axtl, . laxtrax

) k . X
c GV = pf oF L F = §Cf.

Postos estes resultados, retomemos o Teorema 1.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1:

Considere-se (Fg) seg» um sistema de geradores de ¢

numa vizinhanca de XO (S conjunto finito).
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Pela definicao de CXO(¢} e da condicho (1) da defi

nicao (3) do pardgrafo (2), o sistema linear

. BFﬁ
} &l —=(xp) = 0, c€s
TE 9l
I

admite uma unica solucao, 2 saber §§k= 0. Portanto a matriz

5

—Z2.| & de posto maximo (igual ao numerc do P%k3 em X5, 1o

J
GPIk

go, pelo toerema das funcbes implicitas, existe um subcon-

junto S§%cS tal que o sistema

i j P B
FQ‘X’Y""*?Tk) 0, &S

i

admite uma Unica solugdo em Pik:

pj 2‘95 (X’Y’.,,%Pj s)
Ik Ik Ik 1

numa vizinhanca de XG {observe que @i% esta definida numa vi

zinhanga V de pi_lixo)).

Definamos entio
ioo pl i ook
¢ = P “ Y %Py
Ik 1k Ik k-1
sobre a vizinhanga U’==(p§§_1}_1(‘i!)s de Xg- Os ¢%k se anulam
numa vizinhanga de XO em Jé, logo, ¢ sendo completo, OS ¢§k
sio seccSes de ¢ (numa vizinhanca de X,.} Por outro lado,se
ja ﬁ o feixe de ideais gerado por ¢%k sobre U. E claro que

este feixe & regular portanto completo em XO. Por constru-~
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céo de ¢, as restricdes dos P (c€5') a Jy sao nulas, 1logo
0s FU, o€S? sao sec¢oOes de ¢ numa vizinhanga V de XO‘ Por-
tanto, sobre V os ¢%k e 0s FB (SGPSS‘) formam um sistema de

geradofes de ¢.

Por outro lado, scobre uma vizinhanga de XO’

ia iA
¥ x-1 . -0 -
#hgk=1 5 Tivpk-1

€ uma secgao de §.

Com efeito:

ik 3 r A i, k
3¢ 1. =y 9yl = (P7y = 8, (07 _q epp_q)) -
# Ik 1§j IL\ I,i Ik l‘i Ik l'j,i # Ik l,j k l
A i k j o i k+1
- P =0 (075 epp L)) = (00T 4 <8V depy .
Ik l,j.i #- Ik l,i k-1 A Ik l,j # Ik 17‘ k
Ora

i Y.
aﬁQ)Il(“l s 3§¢Ik"17;
s 3 3

€ uma secglo de po, logo pela condicdo (2) da definicado (3)

do paragrafo 2, a funcio

J.A i,
TR S

se anula sobre uma vizinhanga de X, em J¢, logo, ¢ sendo com

0
pleto em X, esta fun¢do € uma secgiao de ¢ numa vizinhanga

de XO.
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Para SGCSS’ {complementar de S'" em S) seja ¢B;1fug
a3 7 = F ) JK -
¢ao obtida por ¢8 PB(X’Y""’PIk"l’XIk)“
Mostra-sc de forma andloga a anterior que a;¢8 € u
ma seccgao de ¢ numa vizinhanga de XO’

Do que procede, resulta que podemos encontrar uma

vizinhanca VOcV, de X,, sobre a qual temos:

thh - 3yt = 7 at F. (mod ¢5)
# Ik-l,j # Ik-l,i S IK—l,i,j 8 Ik
(I) 1
i 3 il o
(305 = ; B,"F, (mod ¢Ik).
Seja U a sub-variedade de VO, definida pelas equa-
goes
i b o
pl, -wJ °op = 0,
rk Ik k-1

Entao U tem uma carta (X,Y,...,PJk_I).
i

Seja sz {(25k-1) a restrigao de wji (conforme proposigao 2
I I

anterior) a U, isto €,

J oo oapd J =
v dp’ Z PY£ _dX; se L < k-2,
| : R S |
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= T Lan 1 -~ .
E claro que os v“(XO) sao independentes e temos

dvj = - de AdX. = vj AdX. se £ <k-2
i % i 3 t E Rl M
e
™ g1 |
vak—l = z z ] .._.....I_.........L].L vnzAdx -
I in b apnz I
I

« 3 3 o5 i X
A"y -3, )dX. adX.,
# Ik l,i # Ik 1.j b i

Donde se deduz tendo em conta as relagoes (I) e do

fato que ¢ € a restricao de F

a U, que os dv? pertencem ao
B Il
ideal de AU gerado por le e ¢8.
I

Calculamos d¢B:

3¢ 36 . 20 :
g S T B J t B J
- dx. + — apJ + e @PY
B g oX; "1 s msE~2 ap) 1t § E~1 ap) il
g 1 k-1

d¢

I
26 Y 3,
= B ax. s —8 le +Z ) Q4. X PJldX.
1 aX j e<k-2 9pd, 1* 137 esk-29p), 1™ 1
1 IL Il
a¢
; B
=] et dP
k-1
j E—l apd I
I rk~1
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34 30 30
T : f =) B 4 y g ¥, de.
j oask-2 90?1V 1 Xy 5 gek-2 pI, M)
I I
3¢ .
+1 o APy
Jogk-1 BPIk_} I
Mas ,
3 P . :
¢B+y ' cd)B PJ - ald) _E Ei ___EE‘@___ PJ
0%; 5 gdkez opd, 1h,i 0 PR F jkenapdy ) k-1 5
I 1
Portanto
-i—z Bi(p +
3 Esz 2 BPJ i e
36 . .
) B (aply -1 Pl 99
k-1 ap 1 A S
J,1 (k-1

Observamos que

Portanto,

o % 5 i
dog = LI —5 vie L %ty
jopeoepd, 101
1

Portanto, d¢8 pertence ao ideal de AU gerado poT

j ]
¢B e v, Portanto, VIQ

e ¢B satlsfaZQm as condicoes do Teo
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rema 1, paragrafoc anterior (Frobenius).

Existe entao um germe de sub-variedade N, em X, de

codimensao igual ao nimero dos v%z, e um unico, sobre o qual

B

0s vig induzem formas nulas e os ¢, fungdes nulas. Pela pro
posicao 3, existe uma secgao f de <M,N,p> tal que N, = ka.
E imediato que f € uma solugao de ¢ em a(X,) - Aunicidade de
f segue da unicidade de Nl'
COROLARIO - Seja ¢ um S.E.D.P., de ordem k, definido sobre

um aberto U de JkM. Suponhamos que
1) CX(¢) = () para todo X€J¢
2) p£+1: J(P¢) — J¢‘é sobreje{ora

3) ¢ & regular em todo ponté de J¢.

Entdao para todo X€J¢ existe um unico germe de solu

cao, fx em x =d(X).

OBSERVACAO 1 - A condicdo (2) do coroldrio acima € necessa-

ria. Com efeito se X€Jd e se £ & uma solugao de ¢ em o (X)

- _ -k
Gntao X -‘Ja(x)fa
Mas

FET(PO) .7, X = p§+1(J§z§()f).

k+1

Ja(X)

OBSERVACAO 2 - Seja ¢ o S.E.D.P. de ordem 1 sobre R" gera-

do por

P;‘ - Fg‘(x,y), A=1,...,m, §=1,0..,0
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isto €, o sistema

oY

A
X,
j

F (X ;,XH;Y Y ) = 0.

1,'& 1,-Ga,m

Seja VGCX(¢) onde XEJo,

= ; E; g%g E? = V(p;—F;) = 0, isto € v=0.
] j

Logo, para todo XEJ¢ se tem.CY(¢) =0.

Por outro lado, as fungoes P? »F? sao independen-
tes, logo J¢ & na vizinhanga de todo ponto X de J¢ uma sub-
variedade de JIR™™ cuja codimensiao & m-n, portanto ¢ € TE
gular em todo ponto de J¢. O prolongamento Py de ¢ & gerado

por

Q2
b
« 5
Qi
1

b

pte
-

i
%]
ks

4o

sl |
H

o

=

Se a condicdo (2) do corolario precedente esta ve-
rificada entdo por todo jato integral de ¢ deve haver um ja

to integral de P¢. Portanto XGp%(J(P¢)) se e somente

3B} 3}
s (0 + ] 5y (0PI
1 n n

& simétrico em 1 e j. Substituindo P?(X) por F?(B(X)) encon

tramos uma condicao equivalente:

ap* BFA 5Er  aF}

- i . j n
%, (X)*-z (X)F (B(X)) = 5 -1 5-Y-i!][;mFi(s(m.
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Donde se deduz o teorema classico sobre os S.E.D.P.

completamente integraveis.

"O S.E.D.P. ¢ tem uma solugao e uma Unica coma con

digcao inicial YA(O) =a, se e somente se

=

A A A A
oF. oF. oF, - oF~
i n i n a g
+z F. =g~ = = §+Z F. -—Y_l, Vi,j, A",
BXj q J 9 n 8~j g 10 n

Se esta condigao esta satisfeita, as solugdes de ¢

sdo obtidas pela integracdo de um sistema de equacoes dife-

renciais ordinarias.



capfTULO IIX

As Transformagoes Conforme do IR

§1 - Pseudo-Grupos de Lie

No que segue, as variedades seraoc supostas C&, co
nexas de dimensao finita.

Seja M uma variedade e f um difeomorfismo local
sobre M. Denotaremos o dominic de £ por U(f)] e seu con
junto de valores por V().

Se wcU(f) denotaremos & restrigao de £ a W \égr flw .

2

Dado um outro difeomorfismo local ¢ de M diremos que gof
r"

estd definido se VI(f)nUlg) # ¢ .

Se gof estd definido temos por definigao

gof = (glU(g) n V(£)) o (E1£ 1 (V(E) n UG))

DEFINICEC 1 - Um conjuntc T de difeomorfismos locals de N,

diz~se um pseudo grupo de transformagoes de M se

1) Se f,gef e gof esti definido entdo gofel .

1

2) fel' —> £ ~el' .

3) A aplicacao idéntica de M estd em T .



4y 8e fel' e wcU(f)

(s

um aberto entao flwel .

5) Dado um difeomorfismo local £ de M se para todo pon-
to peU(f) existe uma vizinhanca W de p, WcU(f) tal

que fliWwel' entac fel

DEFINICAO 2 - Um pseudo grupo de transformagoes [ diz-se

transitivo quando dados p,gqeM existe feI' tal que f(p)=q.

Uma vez introduzida a nog'éo de pseudo~grupo de
transformacoes estamos interessados em estudar em particular
um desses objetos.

0 assim chamado pseudo-grupc das transfofmagoes con

forme do r .

DEFINICKO 3 - Seja f: UelR® —> R', um difeomorfismo.

Dizemos que f & conforme se a diferencial de £
em cada ponto p de U & uma semelhang¢a. I.E&, dfpchGL {n,1R)
para todo ponto p de U, onde G & o subgrupo de Lie das
semelhangas de GL(n,IR) .

Ou ainda, dito de uma forma mais técnica, existe
A{f): U(f) —> IR, A(f) diferenciavel, t.q. para todo p de
U(f) se tem <df h,af k> = A(£)(p) <h,k>, hkeR' (<,> de-
nota o produto interno usual do r") .

Estabelecida esta definicdo, denotemos Dif(R") o

conjunto dos difeomorfismos locais de re, Seja:

I' = {£eDif (Y): peU(f) —> <af h,df h> = A (p)<h,h>: helR” }



£ imediato verificar que [ assim construido & um

pseudo grupo de transformagbes transitivo.
" por outro lado, analisandc a condigdo <dfph;dfph>=
.= A{p}<h,h>; temos:

heﬁfﬂ B8 = {el,..., en} base cancnica de mes

.. h=7]h,
3 3
<df_h,df h>=A(p)<h,h> <> J (] == dx; )" =1 P tax)
. 3=1 3=1 °%y i=1

n i i i n
oY ocr L3 axax =2 (ax,)” .
=1 3,k %5 xk 3 0F i=1
n i i n
gt af 2
(] 45 . =) axax, =1 (dx,)
Aj%k 1£1 T Ly O
.. 3 et agt L Lo )
‘ 121 ij LR S ik }

Eer%aa%séselementos_de__ﬁ__satisfaéem uﬁbs.E.D.P,

¢ .
Bem, mas esse & exatamente o objeto de estudo da
teoria dos Pseudo-grupos de Lie, i.é estudar os pseudo=-gru=-
pos de transformagoes cuqu elementos‘sﬁé as solugoes de um

sistema de equagdes a derivadas parciais.

Para definirmos a nogao de pseudo grupo de Lie retg

memos algumas nogoes da teoria dos jatos.
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DEFINICAO 4 - Composiciao de jatos.

Sejam M, B, P trés variedades diferencifveis, se-
jam xgeM, yoeN, 2z eP, sejam £,, £, duas aplicagtes di-~
fgreac;aveis de M em N tal gue fl(xg) = fzixﬁ),x Yo ©
sejam enfim g, e 9, duas aplicacdes diferenciaveis de N
em P tais que gl(yo) w3 gzéyg) = Zye Se f1 e f, sao e-
guivalentes a ordem k em Y5 entio glefl e gchz Sa0
equivalentes a ordem k em xﬁ.

Iss0 nos permite definir uma lei de composigéc

* o x $Fm,p) —> 3m,p)
{(X.¥} —> ¥X

gue a todo par {X.,Y) e jk (M,H) x jkize';?) tal que B(x) =
= o{¥), associa um elemento de “jkw (4,7} denotado por YX
definido do seguinte modo

K R -

X & wm . N
X = Jem Y= Jawy9 XY = 3o x) {(gf} |

Esta lel de comsii;;&e verifica as seguintes pro-
priedades:

1) BSe os produtos ¥YX e 2y estdc definidos, i.é Bxg) =
= a(y) e B({y) = alz) entéc os produtos (zy)x e
Z(YX) estdo definidos e (ylx=zlyrx) .

ES

2) Se denotarmos ii o jatoc de ordem k mno ponto x da a

plicag@o identidade da variedade a gual x pertence te-
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remos as seguintes identidades:

X1* =
(%)

LK

Lﬁ(X)X =%

Q ¥
w
(]

3) Se k21 ese X e Y sdo jatos de ordem k - t.q. ©

produto YX estd definido entao

ok trx) = o5 (1) pY(x) .

Um jato ijk(M,N) seri dito inversivel se existir

um jato Yejkéﬁ,x} tal que
k k
¥X = I . e . Xy =1
o {X) : B {XE)

O jato Y denomina-se o inverso de X € é claro
que se X & inversivel o jato inverso & Gnico. Eventualmen-
te denotéramos'o.inve?so de ‘x-lﬁor . |

Seja k2l e »f uma éplicagﬁé diféréﬁciével defi-
nida sobre um aberto de M a valaies enm 'ﬁ‘-t.q. X = jz £3
se X é'inveréiVel a fortiori o?(x? & inversivel 1logo a
matriz jacobiana de f no ponto X & inversivel logo f &
um difeomorfismo de uﬁa vizinhéngé'de »ﬁ sobre uma vizinhan
ca de y = £{x).

Reciprocamente, se f & um difeomorfismo de uma vi

kg

zinhanca de x sobre uma vizinhanca de y e se X ¥ jx

entio X & inversivel uma vez gque £ admite uma inversa ¢

e se colocarmos Y = j§ g temos Y¥X = Ik; Xy = Ik .

Logo temos a seguinte proposicio. .
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PROPOSICAO 1 - Para kz 1 as seguintes afirmagoes sao equi-

valentes.

1) X é um jato inversivel.

2§ 0O jato pi(x) & inversivel.

3) X é o jato de um difeomorfismoc local.

K¢ & um di

4) Toda aplicagdo diferencidvel f t.g. X = Iy

feomorfismo local numa vizinhanca de x.

J& haviamos visto que jk(M,&), o conjunto dos ja-
tos de ordem k com élvo e fonte em M admite uma estrutura
de variedade diferencifvel.

Denotemos por jk(M)c:jk(M,M) o conjunto dos k-ja
tos inversiveis. |

E facil ver gue jk(M) € um abertoc de jk(M,M) (u
se por exemplo a funcio determinante) loge uma sub-varieda-
de. Verifica-se também que <jk(M), MxM, ax B> € uma va~-

riedade fibrada.

Dade um pseudo grupo I de transformagoes, denota-

remos jkr o conjunto dos k-jatos de elementos de T.

DEFINICAC 5 ~ Um subeconjunto Gc:jk(M) diz-se um grupdide

diferenciavel se:

1) Se X,YeG e o produto XY estd definido entdo ¥XveG .

2) Se XeG entio X TeG .
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3) G admite uma estrutura de sub-variedade de jk(M) tal

que a aplicagao axB: G —> Mx M & uma fibragao.

4) Seja A{G) cGxG a imagem inversa da diagonal de M XM

. pela aplicagdo

GxG—> MXH
(&:Y) """ (a(X) ¥ BtY)} D

Entdo A(G) & uma sub variedade regular de G XxG e

a aplicagao:

{X,¥) e AlG) —> XYeG & diferenciavel.

5) A aplicagio XeG — x"leg & aiferencidvel.

Observacdo: £ imediato que jkﬁ & um grupdide diferencia-

vel.

DEFINICEO 6 - Um pseudo grupo tramsitivo T de di feomorfis-

mo locais de M diz-se um pseudo grupo de Lie transitivo de
ordem Kk se:

1) jkr & um grupbide diferenciavel.

k

xfejkr.

2) fel &= ¥ xecU(f), 3

Observemos que (2} diz gue o pseudoc grupo r & o
conjunto das solugoes de um sistema de equagbes a derivadas

parciais.



Retomemos agora I = feDif(IRn):<dfph,dfpk> = X(p)<h,k>} .

PROPOSICAO 2 - Afirmamos que [ & um pseudo grupo de Lie

transitivo de ordem 1.
(Sabemos que ' & de ordem 1 por gue estamos a priori as-
sumindo que T € “caracterizado" pelo S5.E.D.P.

n i . §
o {32 e,
i=1 %3 *x

jk
que & de ordem 1).

~ P .1 =
Demonstremos entao, primeiramente que 33T & um

grupside diferenciavel.

As condigcoes 1) 2} sdo de verificacdo imediata.
Seja G, = {TeGL(n,R): T & uma semelhangal .

E um fato bem conhecido que G € um sub grupo de

s
Lie de GL(n,R) .
. . n n n
Seia ¢: 1T (IR} = IR xR x%XGL{n,R) tal que
$(X) = (a(X),B(X),.[T]) onde [T] & a matriz da aplicacao

linear pertencente a L(T E?) definida por X.

w®,
o (X) B (X)

¢ & diferencidvel pois suas componentes sac dife-
renciaveis.
¢ € obviamente bijetora.
1 _n p— :
Em cada ponto Xej IR verifica-se facilmente em

coordenadas que a matriz jacobiana de ¢ & inversivel (ma-

triz identidade).



Portanto ¢ & um difeomorfismo local, em cada pon-

to, e como & bijetora, um difeomorfismo global.

Por outro lado. ¢(jzf)==ﬁ¥1xﬂf‘xgsa

1) £ claro que ¢(j1T3cB51XEfLXGQ pela propria defini-

=

¢ao de T.

2) Dado um elemento {a,b,[T]1} eﬂf‘xzﬁnf<Gq ele € a2 ima-

gem por ¢ do jato de uma transformagéo afim do g gue

pertence a T.

1

L. mExmUxG_ e (3D .
=

Podemos entaoc transportar para JlF a estrutura
i n n,_ .
de variedade de TR XIR X GS .

- ) 1.
Passemos entdo a considerar J I com esta estrutu-

ra de variedade.

g $ ijlfz le ~ué=K?X§?x{%; & um difeomorfismo
kil
USSR xG, —> R X

X —> (a{X),B(X},[T]) — (a(X),B(X))
& uma submersao.

» w}a 0 2] - - s -
Lo axB: 35T —> R xR & uma fibragéao.

X —> (a(¥},.B(X)) .
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. - AP
Consideremos agora A(j 1)

; , 1 ,
&(jlf} = {(X,¥) e 3T lef :alX) = B(M)} .

Logo o produto XY estd definido para todo elemen-

to de A(jlr)

Por outro lado sabemos gue A(jlr} € uma subvarie

dade regular de jIFx jLF

A aplicacao A(jlf) —— le
{(X,Y) —» XV

& claramente diferenciavel.

Em coordenadas:

1 1

.1
{(X,Y) e A(§J°T); X = : =
€A 3a’(X)=X

al¥}) = x = B(Y) = gly)

0. XY = 32 fog

Y

X &> (a(X),B{(X),[T]) <= (x,f(X).[dfx})
Y «=> (a(Y),B(Y),[S8]) <« (y,q(y),tdqyl)

XY = ¥YX <> (a(XY),B(X,Y),[S]-[T]) <> (x,90f(x),[d(gof) 1).

De forma anadloga a aplicacao j1F — jlr

X —s x 1



& diferenciivel. Em coordenadas

X <> (a(X),8(X),LT])
+
£ —> (x,£(x),[a£,])

=

3
alX)

ot Y- (f(x),x,{dij°l; )

: . .1 -
Bem, com isso fica demonstrado que J ' e um gru~

pbide diferenciavel.

A condicdo 2) da definig@o de pseudo-grupo de Lie

transitivo é de verificagao imediata.
I.e, fef —> ¥ xeU(£) jofej T, por definigdo.
Por ocutre lado, dado um jato de j I' ele é jato de
uma transformagao afim de T.

Logo o pseudo grupc das conformes € um pseudoc grupo

de Lie transitivo .

DEFINICAC 7 - Se feBif(Egﬁ, diremos que f € uma trans-

formagao conforme propria se f & conforme e  preserva a

orientacac 1i.e,

£: UeRY — £(U) cR" ;

It

peU(f) —> <df§1,dfpk> MEY (p)<h ,k> ¥hikeRe det[dfp]f>0.

t

Denotemos T' {£eDif(R™ | £ & conforme proprial.



PROPOSIGAO 3 -~ r* & um pseudo grupo de Lie transitivo.

Demonstracdo: £ uma repeticaoc da demonstragac anterior com

a observagao que:
G; = {Te GL(n,®R) | T & uma semelhanca proprial
é um sub grupo de Lie de GL(n,IR)

¢t = 6 det_l(iR
8 s

§2 -~ Pseudo Grupos de Lie Transitivos Infinitesimais

Associado a um psgeudo grupo de Lie transitivo exis-
te um objeto algébrico, denominado pseudo grupo de Lie Infi-
nitesimal, qgue desempenha na teoria dos pseudos grupos de
Lie, papel andlogo a aquele da Algebra de Lie na teoria dos

grupos de Lie.

DEFINICAO 1 - Seja M uma variedade e I um pseudo grupo de

transformacoes sobre M.

Uma famflia a l-parametro de elementos de T & uma
aplicagdec f: Q —> M, onde f¢MxIR & um aberto, satisfa-

zendo as seguintes condicoes:
1y £ & diferenciavel.

2) I = {teR| 3xeM | (x,f)eQ} €& um intervalo aberto conten-

do o zero.



3) ¥ tel a aplicagao £,: U(£

" —3 V{f ) tal que

»
ftix} = f{x,t) & um elemento de I e em particular £,
€ a identidade de Uifg} .

-DEFINICEO 2 - Seja I um pseudo grupo de Lie transitivo de

ordem k sobre M. Dizemos que um campo de vetores 6, de

-

finido sobre um aberto UcM & uma transformacao infinitesi-
mal {ou um T-campo de vetores) se para todo =xeU existe
uma vizinhanga W de x (WcU), e uma familia a l-parametrc
£.3, -

t tel’
6|W & um campo de vetores deduzido de f i.e gi{x) =

t
af . .
= [zﬁjjtzﬁ onde fx: jeI —> M tal que f (%) = £(x,t) .

de elementos de T, ({ definida sobre W tal que

Denotemos por 8(I') o conjunto dos ['=-campos de ve

tores.,

Para a construgac do objeto algébrico gue estamos
interessados, introduziremos a nocdc de feixe de Algebras de

Lie sobre uma variedade.

DEFINICAO 3 - Seja M uma variedade e denctemos por T sua

M
topologia.
Um feixe sobre M & um par <F, <R3; VcUerM>> sa
tisfazendo:

1} F & uma funcao com dominio Tye

2y ¥ V,UETM, Vel — Rg: FIU} —> F(V)



.
= }_ £
By Fluyr ¢ YTy

3 U Vv U

{ € =
Se (Va’aez e um recobrimento aberto de U&TM e se pa-
ra cada Vcg existe um elemento 0, € F(Va) tal que
Vg VB

i - I'd . n
Rvanvs‘ga) Rvanvg‘gs) guaisquer sejam os  elementos

a,Bel entao existe um Unico elemento o e F(U) tal que

RU {g) =« para todo ael .

Va a

Exemplo - Feixe de Campoc de vetores.

Seja M uma vafiedade e Ty sua topologia

Uety, —> F(U) = {6 | 6 & um campo de vetores em U}

¢ F(U) — F(V) | Rg(e)

i

U,V et,, e Vel =3 R3

- 8iv .

E imediato gque <F, <R3; VeUet,>> acima definido &

um feixe sobre M.

DEFINICKO 4 - Seja  <F, <R3: VeUer,>>  unm feixe.

Dizemos que esse feixe & feixe de uma estrutura al-

gébrica se:

1)

2)

Para cada UeTM, F{U) estad munido desta estrutura.

Para cada V,Ue 1y : VeU, Rg & um homomorfismo  desta

estrutura.

No exemplo acima cada F(U) & uma algebra de Lie e
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cada RU

» & um homomorfismo de algebra de Lie.

Tal feixe passa entao a ser denominado um feixe de

dlgebras de Lie.

Passemos a denotar feixe sobre M por F.

DEFINICAO 5 -~ Seja F um feixe scbre M.

Os elementos de F(U) serdo denominados secgoes do

feixe sobre U.
As aplicacgoes Rg serac denominadas de restrigao a

Rg{c} = olVv .

DEFINICAC 6 - Germes de um feixe. Seja F um feixe sobre N,

XeM, G140, duas secgbes definidas numa vizinhanga de X.
Dizemos que o, e 62 tem O mesmo germe em X s€
: o, | =01 V,_ .
existe V, €Ty tal gque 1 | Vg 51 Yy

Facilmente se mostra que esta relacac é de equiva-
l8ncia em cada ponto xeM. Denotemos por F © conjunto

das classes de equivaléncia em Xx.

seja F= | F, e p: F —> M a projecac cand
XeM
nica.
<F,p> denomina-se fibrado dos germes do feixe.

p denomina-se projecao.

%} denomina-se fibra do feixe, xeM .



Se o feixe estd munido de uma estrutura algébrica

esta induz no feixe do germes estrutura analoga.

Na definigao sequinte, M denota uma variedade TM
o, fibrado tangente, ¢: TM —> M a projecao deste fibrado
e jkTM (ou simplesmente jkT) o fibrado vetorial dos 'jav

tos de ordem k de secgoes locais do fibrado tangente.

DEFINICAO 7 - Um pseudo grupo de Lie infinitesimal de ordem

k sobre M & um feixe © de campos de vetores sobre M sa

tisfazendo:
1) © é um feixe de dlgebras de Lie.

2} Um campo de vetores 6 definido sobre um abertc UeM é&
uma secgao de - © (6¢F(U)) se e somente se jie:zfie
parautodo xeU, onde jké & o conjunto dos jatos de or
dem k das secgbes de © .

k

3) 376 & um sub fibrado vetorial de 3°TM .

4) A aplicacao pk: jke-——> TM € sobrejetora

jie — 9 (x} .

DEFINICEQ 8 -~ Sejam I um pseudo grupo de Lie transitivo de

ordem k e ©(I') o conjunto de seus TI'~campos.

Denotemos E(I'} o sub fibrado vetorial de jkTM as
sociado ao grupbdide ij. [ver 6] [9]

Dizemos que T €& regular se jkG(T) = E(T) .
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PROPOSICEOC 1 - Os pseudo grupos de Lie transitivos T T

das transformacdes conformes, e o das conformes préprias res

pectivamente sao regulares.

Demonstracao: [ver 6] .

A quisa de comentdrio, poderiamos dizer que se r é
um pseudo grupc de Lie transitivo entio 6(I'}) € um feixe de
dlgebras de Lie. Quan&é este feixe € um pseudo grupo de Lie
infinitesimal? A resposta [6] & quando T & regular.

Poderiamos ainda, colocar a pergunta reciproca.

Dado wm pseudo grupo de Lie, infinitesimal ©, e~
xiste um pseudo grupo de Lie T de modo que o({ry = o7

A resposta é afirmativa, podemos construir o pseudo
grupo I por um processo de integracdo (Frobenius), analo-
go ad da obtencao de um grupo de Lie a partir de sua algebra
[ver 61 {91 .

Por esse processo, podemos estudar os pseudo grupos
de Lie transitivos e regulares, estudando seu pseudo grupo

de Lie infinitesimal associado.

Voltemos entdo ao nosso pseudo grupo de Lie T de

, ) n
difeonorfismos conformes do IR .

Seja ©o(r) ={8 | 8 & um TI-campo de vetores}
n
cLoe = § et = .

i=1
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Seija {ft)t uma familia a um parametro de elemen
i d i
2 tal { = (== (x =
tos de T tal que 0" (x) {&t ft‘X}}tso onde £,

w

Derivando relativamente a t a relacéo

n 3k gl
" 3‘3 = 284k
i=1 9%y 9%y ]
cbtemos:
9 ek Y gl Y
E t

ra e e Moy e e (4
lL(EE Exj)t=0 {Bxk)t=94'[3xj}t=0(dt Bxk) =0} (dt)t)t=053k'

i
. [ 2 a4 i 3 d i
e T e £ } B §. +6. ., =2 {un £ ) B ] = o6
izliaxj dt “tfe=0 4 7 %13 Bx Gt Tt/ e=0 ik
n  .,i i
e y {éﬁm 8, o+ %ﬁhz. 8y ] = a8 .
i1=1 %4 k K J J
k 3
36 30
"‘ t:-n-—-an-+w2&6 7
a 5 Bxk jk
s 5 k
30 | 28 .
O A
3% > (3 # k)
2ot _ 202 _ _ 26"
xl x2 | axn

Como observamos, pelo cilculo anterior, a construgao

de ©(I') a partir de T & um processo de linearizagado.
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Assim em noOsSsS0 ¢aso, 'ﬁ{feDif{E§5: f & conforme},
- n A 3
- _ , 3f of
i OED < = T . —_—— = i3 e
& regido pelo S.E.D.P ® { 5£1 exj 33y ka;k ‘

Linearizando, obtivemos o S.E.D.P.

; k
287 . 238 .
( Mot S0 37k
— k i
¢ _
aet _ _ 20"
- ax”

=

Por um lado, & claro que todo elemento de e(?) é
uma solugdo de & . Serd que toda solugdo de § & um ele-
mento de O(I')? I.e, serd que ¢ determina ©(I')? Esta &
exatamente uma das condigtes imbutida na definicao de pseu-
do grupo de Lieiiafinitesiﬁal transitivo. Neste caso isso &€

verdade.

Temos a seguinte:

PROPOSICEGC 2 - Se ' & o pseudo grupo de Lie das transforma

¢oes conformes entic o conjunto dos TI=-campos ©(I) 2 um

pseudo grupo de Lie transitivo infinitesimal.

Demonstracdo: [ver 61 [9]1. (T & regular]

PROPOSICAO 3 - -6{T+) & um pseudo grupo de Lie transitivo,

infinitesimal,

- ~ +
Demonstracao: B o mesmo argumento da proposigac 1. [T

{1

regular] .
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Observacao 1: O S.E.D.P ¢ & muitas vezes denominado a

“eguagac de Lie" de ©O(l'}. Como veremos mais adiante, $ &

completamente integravel.

Nomenclatura: Denominaremos O(I'} onde T & o pseudo grupo
de Lie das conformes, de Pseudo Grupo Infinitesimal Confor-

ma.

§3 - Jatos Infinite de Campos de Vetores

A Algebra de Lie de Singer-Sternberg

Sejam M uma variedade e xeM. Consideremos ent&o

O seguinte conjunto:

Dx = {jf 9% 6 & um campo de vetores numa vizinhanca de x}.

Consideremos agora as sequintes operagoes sobre Dx:

2 D XD e D
b4 % 2

<%0 , 0 &P , -] s - L
(3,8, 3, n) —> 3, (6+n) ice 3.0 + Jon =3 (6+n)
=z R X Dx s Dx
, o , oo ) L0 oa®
(A, 3,0 —> J A0 i.e Aj 8= 3, A6,
E imediato que <+,*> tornam D um IR, espago

vetorial.



' (x,¥1 d:f jxiel, 5

£ uma verificacdo imediata que a relagdo acima estd

bem definida (independe dos representantes) .

Portanto, tendo-se em conta o que acima estda dito,

temos:s

PROPOSICEOC 1 - D_ & uma algebra de Lie.

¥
DEFINICKO 2 - DF = {XeD, : X = 3764 3506 = 0} ; Kk e IN;
X Aof % b4 o4 - 7
-1
D g D -3
X ger *
sk -1 .0 k
PROPOSICRO 2 - [} D. = {0} ; D =D "5D.5,..9D Dcss o
k==l ¥ X Tx X x

(filtragao [111]

PROPOSICEO 3 - [D};,Di] cD}i+l, X,js-1. [ver 10.11]

~1 : 3 _
PROPOSICRO 4 D, /50 = T M onde TM & o espago tangen

b4

tea M em x {isomorfismo de espago vetoriais) .

Demonstracaoc: ¢: n;l — TXM : ¢$(X) = 6(x) onde X =

LS

3x5.
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E claro gue essa aplicagdo independe de representan
tes e também gue
1) (X + X)) = ¢(X) + $(¥)

2} ¢(AX) = A¢{X)

3) $(X) = 0 4> B(x) = 0 <> ﬁgtés 0 BeDg )

Seja veT M e seja 0 um campo tal que 6(x)=v.

Seja X = jZe . $(X) =v  .°. ¢ & sobre

e a1
e'. - },&— = DX = T M &
/Ker @ /DG
X
DEFINICED 3 - qk‘ = {j§+16 ! jie = 0} onde © & um cam-
def N

po de vetores definido numa vizinhanca de xeM. (M-varieda-

de}
E claro que gk ¢ um MR-espago vetorial.

PROPOSICEC 5 - gk = Lz+1thM"TxM) (k> 0) { isomorfismo

de espago vetoriais) onde L§+1(TXM, TXM) & o conjunto

das aplicagoes k+l-lineares simétricas.

LEMA 1 - Seja ¥or g x T M —>g - definida por:



@k{}{:VE = {}‘i;“] =

um campo tal gque

£ bi-linear.

Demonstracac:

nhanca de X.

o

[ v]
it
En.&
it v

o

£6,nl =
. deresnd
. . 4
e b

Claramente ¢

LEMA 2 - g°

Seja

tal gue a matriz de 4 {X}

onde % =o0{X}

8

[

k

vix) = v.

3x£§,?} onde

Seja <X ,5..,Xn}

i

ox,

i{TXM,TxH}

1

a s
i

esti bem definida

ni P
axi
éﬁf& .
xi ij
1t (x) ol .
Bxlcx 1...33 k

Entao

k

j50 =0

b 4

e

v é

esti bem definida e

uma carta de M numa vizi

{independe dos representantes) .

& bi-linear.

Y
¢a g f“‘} L (TXM’TXM)

¥ = §(X)

11a base

{isomorfismo de espago vetorial)
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3

. 5 .G
onde X = 3 0: 3 0= 6(x) =0.

Claramente ¢ & linear e injetora.

Por outro lado, ¢ & sobrejetora, pois se
LA ] : = . -
,czg‘Txﬁngh) temos ETJ{ 5 1 } (aij)" logo basta to
Bxi [ -

mar @ satisfazendo:

36+

= = a

LR ij

foneh

| otx) =0 .

Seja entao X = J°6 logo $(X) =T .

LEMA 3 - Seja N g —s N¢r g5
A (v = R,
Sendo &k: gk x T M ==> k-1 aplica¢ao defini-

da de acordo com o lema Z.

Entac Ak & um monomorfismo (linear injetora).

k

Demonstracaco: Claramente A~ & linear

Por ocutro lado:

k+1 .3
3 8 (%)
). =0

k Kok ior e % o i
ARy =0=>= \“(X) (V) =0 ¥ v —> ) (= n T
{ axéax 1,¢.axik J

i,ilo s ‘:Lk_
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3k+1 ej |
o s ] 1 iz} = § * I T I R, (%)
sxtax L.k’ ¢ 1 £
Como X = j§+15 e §§€52 0; (*) nos diz que

. Rk & injetora.

it
Low ]

e x=0 .. @ =0 —x

Demonstracao da Proposicac 5

b .
k, ko ket

Seja $ : g (TXM,TXH} definida do se-

guinte modo:

0 k-1

@k(x) (vllvzf""vké_l} = }\ = e @ k ;\k{X} {vlito .Vk+1)

Pelos lemas se tem gue ék estd bem definida & 1i

=

- s ~ - k
near e injetora e inclusive a esXpressaoc algébrica de ¢ e

a seguinte:

le
b4

k .5 . :
¢ (X} (‘vl,..‘vk‘%'}.) = 3 {-ao L‘a Vlj JZ} s o %k"}l}

3
onde X = j§+*e e Vl""vk+l sao campos tais que:

Volx) = v.; 3 = lo..k+l .
3€ } vj 3

Agora afirmo que a aplicagao:

() : T Mx...xT M —> T M ; & kel simétrica .

k+1




Demongtracaoc: Indugao scbre k.

_ . i . ‘
k=11: o67(X) : TxM X TXM . TxM
¢l(x)(v v,) = 30 [fe v, 1 v.]
1772 3 1 27 °

Mas pela identidade de Jacobi temos:

[re Vl] V2] + [[V2 61 VI] + E[V1 VZ] 61 =0

HMag [Vl sz = 0, pois comoc independe dos
1

campos

podemos supor o seguinte. Seja <U, X ,.,.Xn>r uma carta de

M tal gue =eU. Como vl,vzeszM temos

] = 1 8 ¢ 2 3
KV == L 7 = 5 7 = l A\ =
1 i i dxi % 2 {1 axi -
, . ~ I . |
Se vyeU entao Vl(y) = k Vi 3%
' def i iy
‘ 2 2
Voly) = v —=— |
277 ges 1 L X |
e tomando Vl, V2 desse modo temos [Vl V2] = 0
{VZ 861 = - [6,V2] .
s 2 [Le vljlvz] = [{9 Vz]'vl}
g 3% tre vo1v,1 = 5% tre,v.1 v.3
e X 1 2 % T2 1

1 _ 1
R (X)(vl,vz) = ¢ (X}(VZ’VI) s



{
&l

AN

i

Agora suponhamos gue

ro... cis,vlj“,,.'vi} S P

13"‘ ij ¥ i,jsk .

’_""E ¢ € & Ea’vlj ¢ 3 = Vj} 2 o = V
Por ocutro lado

{ s & 8 Ee Vl} & = @ j ij V

eyl = (LY VI ¥

k+l] =

= [[¥,V 1v,1=10 ... (8 Vll cos 1V 3 Vk] .

k+l k k+1

Logo pela hipdtese de inducao segue imediatamente

que

< o oKy
¢ {X}(vw’én ‘?i s 2 & ngoe Vk,%‘}_)“@ (AE{vl;e: Vj...vi,:a Vk+l)
ey o¥ (*) e Lk+1’T M

Mostremos agora gque essa aplicagao & sobre
k+l -
LS (Txﬁpixz‘i) &

Seja  xeVcM, aberto, Uck®, vizinhanga de zero

tal que (V,U,$) @& uma parametrizagdo com ¢(x) =0 .

Denotemos ¢ pox (Xl"‘ xn},

Denotemos por  {le,,.. en} a base de T M;
[ o | 5 A
T R segundo a carta acima.
xl i ax
¥* Bl ox

Seja Le k+l(T M,T_M) .



Denotenocs

L{&a 2 e = 8, } = {.L: (e Fes e,; }Z’?i. ;{ln(e feoes e, )}
ii ipe1 iy Aes1 i, e+t
as coordenadas do vetor Lie, ,.. e } na base {e,,.. el
iy Lre1 E N

Seja 0 =) 91‘5%*, o campo tal que em coordenadas
i

i ) -,
8 (xl"‘ hn)

b i
S L a, R Xy vaw X L™ (e, ,.. e, )
., ]-1 & e S il j. i &
1sil+s.e%ik+lgﬁ k+1 k+1 i k+1
ondea a; , e IR, ascolhidos convenientemente.
1 oree g
Seja t==3§+io. E claro gue jie = 0 . % xegk.

E claro também gue com escolhas convenientes dos
3 = k =
ai i se tem o (X)) =L .
177" "k+1

. k _  k+l,,
£ s g = LS (TxMyTxﬁ) =

PROPOSICAC 6 - o~ « gk {isomorfismo de espaco vetorial).
x/Dk+l ¢
x

Demonstracao: A seguinte sequéncia & exata:

ﬁw
0 >=—> D§+l s ﬁz e Y gk 3



s ‘*_ i '!‘.
onde 'ﬂ'k{}{.} =7 & = ¥ = 3

N _ tk+l .
& a Dx’lsk‘f‘l = g - LS (TngTxM) e

. ;
A esta altufg, achamos valida, se n3o necessaria a

sequinte divida do leitor:

Porgue foram introduzidos os objetos algébricos aci

ma?

Bem uma maneira de aborxdar a teoria dos pseudo gru
pos de Lie infinitesimais rransitivos & estudar a  algebra
de Lie de Singer-Sternberg (8] [%] que 1he esta associa-
da:

0s objetos algébﬁiccs scima, estio intimamente liga

dos a essa algebra de Lie.

Por outro lado, ha uma certa naturalidade no surgi-
mento desses obljetos:

Seja H =®" .

DQ = {j;e [ § & um campo de vetores numa vizinhanca de G_EIRn}

§ = <6%,..,060>; 87: Vg ®? —> R
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L@ r =
Jg ©
. I r . nenl k. r
= (6%, L0),.., 2o, [£2 @), o[ty }_
{ 2y Ay (0%, 0%, "7 J1,5  (9%qy -9y Sy dy
r akex
Penotemos: By ..i T X, ...9%
1 k
. I S
< % 396 =
= (0%(0); (PT(0)),: (1. (O)), .; a.,(Pi ;. (0], s xe)
<z = 3 ;1.53 lo- k "'l"ik
‘*. jgeg‘;
I 1 I in
= (0% 5 (PI(0))y poee (P {0))i _ sis }
irm}_ irﬁl 1 k l”lk =i
. PR, o S . 25 DA,
& = jGBEE KL@{)XLS(E)X;;»XLS{E)K«.;

2 primeira vista, naoc parece claro, que se possa in
troduzir em IR » LC&n)x..,xLz(Eﬁ)x.‘,
pertinente.

um colchete de Lie,
zer&

E

E&T

Mas & isso, num certo sentido, gque se consegue

fa-
nesse sentido as propusicoes anteriores sao extre
mamente importantes.
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Esbogando de uma maneira mais geral, seja M uma

variedade, x.eM, T, M . o espago tangente.
3] XQ : 3

Tomemos SliTxQﬁ} a i-Esima poténcia simétyrica de
T, M .
*4
o

Denotemos S(TXQM) = -7 SJ(TXGM), demonstra-se
j=0

gue §(Txgﬁ) possui uma estrutura "natural® de MR-algebra

unitiria comutativa.

é(Tng) denomina~se Algebra das séries formais do

espaco vetorial TXGE .

Setia Txaﬁ o dual de TXQE. Denote-se D(Txoﬁ} o

conjunto de derivagbes de S(T) M).

G

Ver [S1; [16] « [117 .

D{Txaﬁ) & uma algebra de Lie.
Demonstra-se que D(Txg} & isomorfo como espago ve
torial a Tx M ® §(TXOM) ver [9]1 [101 (111 .

Por meio desse isomorfismo induz-se uma estrutura

de Algebra de Lie sobre Ty M & §(TXQM} .

Finalmente, demonstra-se gue essa flgebra de Lie &

isomorfa a DxG . rel . [101 [113 .

feed

Agzim w gk fica munido de uma estrutura de

=1
Algebra de Lie isomorfa a D

=

X
Existe em portugués um tratamento sistemdtico  das

afirmacbes feitas acima, ver [10] .



§4 - Andlise da dimensac dJdo Pseudo Grupo Infinitesimal

Conforme

Voltemos agora a considerar © um pseudo grupo de
Lie transitivo, infinitesimal sobre M.

Para cada xeM consideremos:
1} 8 a fibra do feizxe 6.

b4

Sx= {germes de campos de vetores de 6 numa vizinhanga de x}.

= 2 % 3}
2) Lx(e} {}xﬁl GEE‘K”

Claramente L (8) & uma sub=-Zlgebra de Lie de D, .

PROPOSICAO 1 - Sendo ™M conexa, se x,%'eM entdo L, (8) =

= Lx‘(e} {isomorfismo de &dlgebra de Lie) .

Esbogo da demonstracio:

Seja 6 um campo de vetores de 0, definido numa
vizinhanga de x tal que ¢ € deduzido de uma familia a
l-parametro ¢, de T, onde T & o pseudo grupo de Lie
transitivo, gerado por ©, segundo o teorema de correspon-

déncia citado, a guisa de comentdrio, anteriormente.
Seja fel' tal que £({x)=x°.

Entao o campo de vetores, deduzido da familia a

l-parametro, wt = fc>¢to fcl, coincide com 4f (8) numa



vizinhanga de x'.
Logo df(8) & um campo de vetores de © e a apli-
cagao g —> df(e} induz um isomorfismo de &lgebra de Lie

A ] i 3
de LX(G; sobre Lx,{e, fver 61 .

% k
9) =L; L =1La .
Denotemos Lx(ﬁ} L; Ly Dx
Entd3o temos L_; =L 2Ly 2 ..o Ly 2 ...
v, .k .
PROPOSICEO 2 ~ L s DS (i.e pode
Lk/Lk x/pk+l b ’ Lk/L
+1 b4 k+1
5 5 , _ . K
ser identificado a um sub espago de Dxfak+l} :
b4
: ; ~k
Denotemos: g = Lk/_
L+
‘ F ~k _u k+1,..
. g == L (T M,T M)
PROPOSICAO 3 - L = 1 §k (isomorfismo de algebra de Lie)
k=-1
[ver 91 [10]1 [11] .
" k+1
DEFINICAEO 1 - Seja V < Ls (TXM,TxM) um sub espago veto-
rial. Seja F‘st+2{? M,T M} .
s 3 ¥
Para cada v«zTXM denotemos por F{v} a aplica-



Flv): TM ... T .M —> T M

(9 P8

"

=

k+1 vezes

F(v)(vl,.,, Vk+1) = F(v, Vyreos vk+l) .

Entende—-se por prolongamento de V, ao espago veto

rial:

} k2 . Firuke ,
PV = {Fe¢ Ls (TXM’TXM} ¢ Flv)eV ¥ VETXM} .

Observacac: Esta definicBo pode a primeira vista parecer ar

tificial, mas ela é extremamente "natural"” no contéxto, ela
& o correspondente algébrico da nogao de prolongamento de um

S.E.D.P. [ver §9 capitulo I .

PROPOSICRO 4 - Seja M uma variedade, 6 um pseudo grupe

de Lie infinitesimal, transitivo sobre M.

Entao §k+1 < p§k
§k+1 = 'j§+26 : jx+18 =0 : B¢ Sx}
gk = {ji*ls : jie =0: 68c0,) .
Seija Xe§k+l; pelc isomorfismo da proposigao 5
X = ¢k+1(x); tal gue
¢ (.. by, o) = 300 eee [0,V13 VT wen Vo]



- 5 i , ~
onde X = » g : {ee;ex; = Vl,.e Vk+2 530 Campos,;
tal que: Vj{x} = hj: j=1l...k+2
. her M —s x(h) = ¢°TH00 ()
k+1 ,
onde & {(X) {h) : TXH=<..,x Txﬁ — TXH tal gque

~ F
~F

k+1 vezes

k+1 _ L k+1l, ;
$ (X)(h)(hy,.. By ) =67 T(X}(h,.. hy pq)

~k

%x(h) €G ¥ heT M ijp%kg

PROPOSICRO 5 ~ Dimensao de L & finita se e somente se

Ko

Demonstraqéo:

K s -
Se g C - {0} entio g = {0} ¥ k 2k, pois

. _ k
FlecpgF e p50={0}.

k ' k k
Seda 'ﬂ‘O:L-—-s‘vaS ;ﬁG(X);ﬁj 8; X =3 8
x X
k k
0e0 ; onde 3 06 = {3 O | 8e0_ 1Y .
x % -

=

£ claro que & um epimorfismo de espago veto-

rial.



Por outro lado:

k k katl K ka+l
p 4 o

Logo por indugao, segue lmediatamente que

kotd gti-l . kat]
jxc 6eg O v 321  logo jx" 6=0 Wizl
. , . . kg .
T 3xe = 0 . s X = 0 o . W ¢ um isomorfismo.
kﬂ = -~ =
Como i ex e de dimensao finita, L e de

dimensao finita.

2 reciproca é imesdiata.

TEOREMA 1 - Seja .F o pseudo grupo das trans formagdes con-
forme do R". Seja O(') o pseudo grupo de Lie infinitesi-

mal associado.

~

Entic as fibras do feiwxe 6(I') sao de dimensao fi-

nita para todo n z3.

LEMA 1 - L{GQ) = Ly é de dimens&o finita para nz 3 .
0, = {8 | 8 & um T-campo numa vizinhanga de zero} .

o

Ly =3 8 = {Jﬂe | eeeo} .

Facamos a demonstragao para n = 3 .



J& sabemos que as equagdes de 8, saos

a
3 k " -
J%%—-+%§—-=e (3 # k) (elepi=0 s
k g J ' .
\3613362:393 - lyzﬁ?zzps
axl 3x2 3x3 ‘ 1 2 3
50 = %l ! =
g = {350 8egy A j,8 =0}
p0 = (Te l2(R,RY) | T(x) €50 ¥ xeR )
~0 § 3 3, ~ .
pi{pg ) = {Te Litﬁ",ﬁ; | T (x) epd® ¥ xeR} .
O nosso objetivo & provar gue p(y%g} = {0} .
Sejam = £ = {el,ez,e3} base candnica de IR3;
~0
Teplpg )
A idéia & demonstrar  gue T(ei,ej,ek) = 0
¥ irjik = 1,2,3 .
Sejam x,yelR3 T{x} {y):fifi?3 -—~=>]R3 »

Sabemos que: T(x)(y) = T(y)(x) e gque a matriz de

T(x,y) relativamente a base B8; [T(x)(y}ls, & da forma

é b cl
{T{x)(y)}6 = j=b a 4 _ ou

- =4 a

<T(x) (y) (u) ,v> + <u,T{x) (y)(v)>

]

a{T{x) (y)i<u,v>



onde

I

<

- 107 -

,> denota o0 produtoc interno usual.

Loge temos:
G(T(eg)(eB}) = a{T{ez){eB})<el,el> =

= <T(ez)(83)(el},el> + <elfT(ez)(eB)(el)>

]

<T(e2)(e3)(el),el> + <T(e2)(el)(el)fe3>
- <T(ez}(el)(el),e3> + <51,T(e3}(e1)(ez}>
= - <T(e2)(el)(e1),es> % <el,T(63>(el)(ez)>

4+ <T(93)(el)(él},ez> - <T{e3}(el}(el};ez>

]
]

< Yl Y o : {z { 3

]
!

G(Tiei)ie1}}<ez,§3> =
<elgT(el)€e2}(e3)> = 0 .

Analogamente

<e2,T(el)(e2}(e3)> = <e3,T(el)(e2)(e3)> =0 .
Por outro lado, temos as seguintes equacoes:

{ <Tley) (eg) () e > = A

1

<T(el)(ez)(e3)peg> = X



<Tle,) (e,) (e4) 04> = = A

11 <T(e,) (e,) (ey) rey> = = X
L <rie,) (ey) (o) ey = = A
<T(e3)(e3)(el),el> = - X

III <T(33)(e3}(ez),e2> = = A
<T(e3){e3)(e3),e3> = = A

<T(el)€e22(el},el> = 0

v <T{e1)(e2}(e2):ez> =0
<T(el)(e2)ie3),é3> = {

[ <T(e,) (e,) (e)) ,&y> = 0

v { <T(e2){e3)iez}.ez> = 0

i
o)

j <T{El) (33} (el) ’e}.>

]
o

Vi l <T(e1)(e3}(e2},ez>

Combinando a 32 linha de {(II) com a segunda linha

de {(III} temos:



<Tle,) (e,) (eg) 25> + <Tle,) (eq4) (e,) ye > = = 2]

e - 2A = g<e

+F = . 5 A=
e, 0 A G

Zf

Combinando as sete equagdes acima segue imediatamen

te que [T(ei)(ej)] = (0] ¥i,j=1,2,3
5 . <T(ei)(ej)(ek},ei> = ¥ i,jik,8 = 1,2,3

e . T(ei’ej'éh} = 0 ¥ i,j.;k=1,2,3

3
i
>

Como gt ¢ pg° —>pgt ¢ ppE")

=2 -1 -0
g7 « pg c pipg )

Pela proposicao anterior, (proposicao 5) segue que

L & de dimensao finita.

Observamos finalmente gue o gue foi essencial na de
monstracao acima, além das propriedades de T, foi podermos

contar com 3 vetores ortonormais.
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Portanto a demonstracao acima pode ser facilmente

formalizada para todc n>3 .

LEMA 2 - aim §° = Eig—éé + 1 (nz3) .
e -0 .1 N 0
Demonstragac: g = {3Ge | 8eBy A 3456 = 0}
C el el a0t - -
bx, 8%, 7 %, W BTy >
172 n 37 7 1
\ N
= H "“a’ N 7 !
z2 ~ H \\ 7 t
Loz |~ | | o
= X ~ t = i N7
0 (l \\ t f // ~ :
~ ¥ g
i - ! i 7 b o
~ g /7 \rl
36n 38n L f>\“}
L §§£ “““““““““““ ox_ Al € o
n
v e as matrizes da forma acima caracterizam j%e
. §0 & a Algebra de Lie do subgrupo das semelhancas ge

rado pelo grupo ortogonal juntamente com as homote-

tias

. aim §° = BIB7L) o a0

LEMA 3 - _ dim pg = n




Demonstracao:
seja  L(E",§%) = {(1: ® —> 5% : lineares)
LR, 5% —s 128D, ®Y

T — T R xR? = R : F(x,y) = Ty .

Seja  3: “mni%(}) — -‘.i(mﬁgmn)

G e 3T
cnde 9T (x,v) = T{xjy - T{yix

onde L (E{n,m‘n} = {pi-linear anti-simétrical

™R

(1) 0 =+ pg§ = L{IR ,{:,?Q) s inmn,mn) -3 0 .

Afirmamos gue & exata:

a) p§0 = Ker 9 por definicido de p§9

b)  9: i.(?fgng%e) —_— Li(.mn,‘mn) é sobrejetora.

Com efeito:

Seja of(n) = {7 «-:i.(I‘Rn,mn) l ‘}_‘t + T = 0}

~0
- g = of{nj



- F12 .=

c LR, E% s LB, o)

LRY, 5D > 3 (LB, o)) .

Agora vamos mogtrar gue:

3: L'(Rn,ain}} > Lg(ﬁn ,E{n} & sobrejetora .

(1) . 0 =potn) — L(E®, o)) -2 L3R, WY — 0
€ exata.
poin) = 0 — trivial .
po(n) = Ker @ — definigdo de poin} .
‘ 2
Mas  dim L(E®, o(n)) = 2»%15’—
dim L2 (®",®%) = din A2 ®O* ¢ B

2. n% _ nin-1)

dim AT IR 5
. aim L2 (®",®") = o (n-1)
e 2 A F 2
. (II) & exata
P {(I) & exata .

Mas  dim L(®®,5%) = dim Ker 3 + dim Im 3



. aim pg° = aim L(R",§) - ain L] (R°, ")
. 2
Lo dim §§§ =0 (n-1) ., _n(o-d) _
2 2
< dim.péo = n
Como §l c pée e Ly= 5leg’e gl obtemos
3
dim L, < § {(n+1) (n+2)

LEMA 4 -~ A equacdc de Lie de ©6(T'} & “completamente inte-

gravel®.

( 3t 57 ,
+ = { (1 3)
- ij axi
@:—3
1 n
906" . o8
t-‘a‘;—“ 5 5 = "ax (nzg)
1 i

a equacdo de Lie de ©O(I') entdo p¢ & completamente inte-

gravel.

Demonstracdo: Tendo-se em conta as identificagtes implici-

tas, denotemos:

5= 3tem = 3te=5, 3tm”

que sabemos ser um sub fibrado vetorial.



{(Por simplicidade de notagio estamos colocando ©(I) = 6} .

Consideremos entao PE, ¢ éZTTRn ¢ prolongamento
de El .

Afirmamos que PE; & um sub fibrado wvetorial.

Com efelto:

Sed 2 .2 L1 , . -

Seja P 3 e — §T 0 —F § a projecg¢ao canonica.

.2 2 .1 _

Como pEl 5> §°9 temos gue "y yEl ——p 170 —> 0
& exata.

Por outro lado, se a<R' ent3o temos a sequéncia
exata

0 = (P%O)a = ey ':!i { (pEl}a SO, {?El}a —3 4

Logc as fibras tem a mesma dimenséo.

. pEl & um sub fibrado vetorial.

Por outro lado, seja wg: 4°¢ ~—» §°6-—> 0 a pro
jegdo canodnica.

Como PE; > j3@ temos que 'ﬁ’i: ?ZEI N §29 =i

& exata.

Mas, fibra por fibra, PgEl se projeta sobre PE,.

Seja % wum jato integral de PE; dque se projeta

sobre x, Jjato integral de El

e

. % Cg(pEl) = ?Cxxﬁlj .



Mas C E

9E}_

it
i
o)

™Y

<

33

completamente integravel.

Entao todo jato de pE, & jato de uma Gnica

¢ao além disso pE,

= 30,

Por cutro lado, tendo em conta a sequencia

(1)

temos que:

dim (pE,),

= fim (§§O)a + dim (E)),

ft

B}t

in+1}! {n+2)

dim pEl

%

% {n+l) (n+2)

Demonstracao: Seja

E claro que

E claro que

t‘*l
L

-]

p{8}) = g

6 .

R
Dy

<
CU?

¢ sobrejetor {pela construgao

P
<3
Smpast

solu-

exatsa

um homomorfismo de algebra de Lie.

de



Por outro iado ¥ & injetor, pois

.2 " .
w8} = P(n) —> a8 =3,n~—> 1
G 0

g = jén .

[ V]

Como pE, & completamente integravel e pE, = %0

todo jato determina um Gnico germe de solugao
y 8 = n {germe)} .

Por outro lado, dim 89 = % {n+1) (n+2) .

Coms B & conexo, dim Sx = dim eg ¥ xeIRT .

Logo, faz sentido a seguinte:

DEFINI - dim 8{(I'}) = dim ee .

portanto, voltando finalmente ao teorema temos gue
8(r) & de "tipo finito" 1i.e, cada fibra tem dimensdo fini
ta.

£ mais

! . i .
| dim 8{l') = % {n+l) (n+2)
L

PROPOSICAC 6 -~ Se n=2 dim 8(T) =

= o9

Seja entac I = {f¢ Dif{E@} | £ & conforme}

B(1)

it

{6 | 8 ~ T campol .

Portanto os S.E.D.P. associados se reduzem a:



1 2
- 5 . ; %Q_., 4 %ﬁ.ﬂ = 0
é v ﬁfi ) £t - ) ; ) dxz 62‘;1
‘ s Bx ax, " T4k’
K o T A Fas
861 . 362
6X1 sz

Assim a eguagdo de Lie de ©O(I'}) se reduz as equa-
¢Oes de Cauchy-Riemann. Portanto as solugdes de ¢ sdo o0s
campos analiticos. Ora, € bem conhecido que os germes de fun
¢Oes analiticas em um ponto do planc complexo formam um espa

co vetorial de dimensao infinita.

Portanto obtivemos © surpreendente resultado:

O S.E.D.P. ¢ 121 - - iﬁzz A8; ~ admite infinitas

solugoes “"independentes” para n=2 e apenas um nimero fini

to para nz 3 .

O proximo passo, seria tentar encontrar as solucodes

para dar uma descricgao completa das transformagdes conforme

do . (nz3)

Portantc dagui para frente admitiremos sempre n 2 3.

- 2, - n
§5 - Transformacoes Geométricas - Inversces no R

DEFINICAO 1 - Para cada psﬁﬁ, relR, .« considere-se a se-

guinte transformacgao:



r

A
p

I (Q) = Q', sendo Q' caracterizado por:

| (@-B) | ]Q"-P)| =22 A 0% e {X: xeR" A X=P + €(0-P) :teR, 1} .

Tal transformacio denomina-se uma inversao de cen-

tyro P e zraio ¥ .

Figura I

As inversbes sao transformacdes com  interessantes
propriedades geométrica. O leitor interessado podera por exem

plo ver [3] .

Como se observa, as inversdes nac estao globalmente

definidas, i.e, seus centros sao pontos singulares.

LEMA 1 - Expressac em coordenadas:

Denctemnos (xi,...; xg} as coordenadas do ponto P.

n
Sendo X = | X.e. entio
4=1 3 1
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DEFINIQKD 2 - Denominaremos , a inversioc de centro 0 e raio

131 X
1, Ié(x) = ~§—j- o e, de inversao standard do
B T
X,
=1 J
PROPOSICAO 1 - Sejam 1., H ., 1%: m* —s g?
: ~ & 72 B

a translagao que leva a origem em P

a homotetia de razio r2

a Inversdo de centro P e raio r .

liO "fml -

Entao 4 f=7 om 3 0 I
= r 0 P

Demonstracao: Trivial,

PROPOSICAO 2 - As inversdes mdo transformagbes conforme

cais. Dito de outro modo, as inversdes sio elementos de

Demonstragao: £ um cilculo direto que ndo reproduziremos

qui.

§6 - a §lgebra de Lie Conforme do W

Lo-

a—

Como haviamos visto anteriormente, o pseudo grupo



infinitesimal, conforme ©O(r'} & um cbieto algébrico razoa-
velmente complicado: um feixe de germes de dlgebra de  Lie
regido pela equagao de Lie $. Ora, no paragrafo 4, ante-
rior, obtivemos a informagaoc da finitude da dimené&o de
@(r), como também o valor explicito desta dimensaoc €& por-
tanto natural tentar encontrai'uma base de uma fibra.
Pesquisando nessa linha, alids linha de infindaveis
cdlculos, obtivemos um resultado que consideramcs surpreen-
dente. Cada uma das fibras de ©(I') & gerada pela localiza-
qéo de uma mesma base global. Dito de outro modo, a:eqﬁagée -

de Lie de 6(T):

.
i 3
3 286- _ e & &
_ 8%y ¥ 9%y 0 1 #3
@ o
Y
3% e 3%
. 1 n

admite %t(n+l)(n+2}3 solugbes globais linearmente inde
pendentes.
Portanto, podemos'iﬁentificar' ©(r) a uma &lgebra

de Lie de Campo de vetores sobre o r .

A partir de entd3c batizamos ©(I) de Klgebra  de

Lie Conforme do Rn .

Observagac 1: E claro que ja& temos {Eﬁgi;l + 1] solucoes
i 3
ae™ , 287 _ ,
_ f 3%, * X, ¢ 143
globais de & o
aet 26"
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gue saoc os "campos de semelhancas” da algebra de Lie do gru-
po de Lie das semelhancas prdprias, portants temos necessida
de de mais n campos para completar uma base. (B claro que

a algebra de Lie das semelhangas e das semelhancas préérias

coincidem)

TEOREMA 1 - Os seguintes n campos C  sobre ®' sdo solu

goes da equagdo de Lie § .

_ i i i. . -
81'—<91' 62,,. 6n>' i’-l‘¢.n
[ .1 2 2 2
el 1+ xl : xz cew xn
1
62 = 2x1x2
el 4
61 = 2¥x._%
3 173
01 ~ ' B
[ Bn = lexn
[ 2
Gl _-szxl
2 _ 2 _ 2 _ L o2
82 = 1 4+ xz xl s ew xn
62 { "
B3 TR,
G2 ~
L8, = 2gzxn

s 0 e W
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® e W

=1
o) " T 2%%y
n-l = 2 °
| 8, an_l X,
en~l |
n=1 _ 2 2 _ .2 .2
en"'l = l + .4 l d\l Xz e e e xn
n=1 _
{ Bn 2% 1%,
¢ n _ A
Bl 2% ®y

3
sn = :. + x = x:’ e s &5 & = x2 e
{ i n=1
Ou de forma abreviada:
6, = ] 2x.x.e, + (1 + xz - 3 ?2}3 i=1l,.. n .
i i%3%3 7 0 i ‘)€1 '

354 k#i

Demonstracac: Trivial. Um cdlculeo direto.

PROPOSICEO 1 - A famflia (8 de campos de vetores

v i=l..n
cima € linearmente independente.

Demonstracao: Trivial.
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£ ] a (
PROPOSICEO 2 - Denotemos iLi}lgign(n+l)+-l= . uma base
3

da algebra de Lie de campos de vetores, do grupo de Lie das

semelhancas prdprias.

L |
Denoctemos Lg = [{Li}:ﬁ ] e 1 = [(ej}é-l] .

£ fi
Denotemos £; = [{L } % {e } ] .
r ey U5y

Onde [ ] é a notag@o standard de espago vetorial

gaerado.

Entao L

f
r&«.
@

Demonetracdo: Trivial.

PROPOSICAC 4 - LT identifica-se "canonicamente® a ©(I') no

sentido gue em cada ponto xeﬁfﬂ a regtrigEO da base
{L; Gj: Igi<f; l<jsn} & uma vizinhanca de x & uma base
de ex e reciprocamente um campo gue pertenga a Gx se ex-
prime como a resti:ig:’éo a uma:vizinhamga de x de uma combl-~-
nagao linear global de {Li’ej}' ou ainda dito de outro

modo, todo campo local sé estende de maneira Unica a um cam-

po global.

Demonstracao: Trivial (No passo mais delicado, o da exten=-

sao, utilize um argumento de analiticidade, observe que os

campos :'{Li}ej} sdo analiticos) .



Observaczo 2: Tudo o que fizemos anteriormente, vale para

8(F+) e nos leva a:

Observacao 3: Poderfiamos também na proposigdao 4 utilizar um

argumento de unicidade de solugao.

PROPOSICEO 5 - 6(r") = 6(r) .

Demonstracao: E uma verificacao direta.

Observacao 3: Dencminamos Ly de "Algebra de Lie conforme

do " e frequentemente nao distinguiremos L e{ry .

T e

§7 - TransformacBes Conforme do g"

Observacao l: Olharemos Sn como variedade Riemanniana com

1

a métrica induzida do ®¥' & com sua orientagdo natural.

DEFINICEO 1 - Seja £: U(f)c§ -—> s®, um difeomorfismo

local. Diremos que £ & conforme se sua diferencial em cada

ponto & uma semelhanga 1i.e,

7 A(fy: U{f) —> 1R, tal que

ag : T S —s T
\? p

n
g"' =3 <d4af h,df k> = AE j<h,k> .
‘ f{p) D ¥ v (£) {p) 7

Em particular, diremos que £ & uma conforme pré-

pria se ela preservar orientacgao.



Posta esta definicdo, consideremos a seguinte para-
e n ’
metrizagaoc de 5 :

Projecao estereografica

-

"‘(E}i" C

: » n
Denotemos X = (X,,.. x JeIR ; ¢ 1 n+1

n

} €8

por Yz x = Y(g); x? = <K, R>

=

Portanto temos a parametrizagao <s™« {=}, >

1
x:
1
1+ §n+l
[ 3
n 1+ En+l

Explicitando:



2%,
z = =
i i +'x2
-1 . ~ zxi
¥ 3 ?;i = 5
1 + =
* 2
{gs }.ﬁ K“
n+l 1+x‘2
Onde :«izzxzf**xz ..,+x2 .
2 n

Observacio 1: Através da projecio estereografica, identifica-

mos Rn com um abertoc de Sgg

DEFINICKO 2 - Denotemos @ = (0,..., =1); === (0,..1) ¢ g%,

(g re—> TL(P) =¥ ToTgov

Séja Ié{’é’): Sn e Sng 4 Zé({s‘)} () = ==

1 = =
| T W) (=) =

s 1 . — » — %
= e v Ig($) (Cz!iﬁo Eﬁ‘i‘l) = (El;.acp §“+l} ®

Em notagdo matricial:

1 o} i‘
S T _ “
‘LO(Q’) (glfﬁc- Cn+1) - . ‘.
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Denominamos Ié(¢): % —s 5T ge inversao

standard do Sn; subordinada a .

PROPOSICAO 1 ~ A inversio standard do 5" & um difeomorfis-

mo conforme.

Demonsg tracao: Trivial.

n

DEFINIGAO 3 - Denominaremos semelhanca de S a todas apli-

L # o s LS woLBow'l

= n n
cagdes  L°:

w0
e

n n ;
2 onde LS:IR >R e uma = .=

!semelhanga v L¥(w) = o ,

DEFINICEO 4 - 1%: g - gP - diz-se prépria se 3pfé§€§§é'a'

orientacéo.

PROPOSICAO 3 - As semelhancas de 8" sio transformagbes ‘con

forme,

Demonstracac: Trivial.

(Dif (") o conjunto dos difeomorfismos locais de S°
Denotemos {SI' = {feDif(s™) | £ & conforme} (n22)

{SP+ = {f e pif (8™ | £ & conforme préprial .

PROPOSICAO 1 ~ SI; SI'"  sdo pseudo grupos de Lie transiti-

vos regulares,
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Demonstracao: Seria deixada a cargo do leitor. Observaremos

apenas que ST e sr¥ é%g “controladas® pelo mesmo S.E.D.P.
que T. (a projegdc estereogradfica & conforme}. Tomando por
paraﬁetrizagSes dge s" a projecao estersogrifica, a aeﬁ@ns-
tragio & uma repeti¢dc da demonstragdo feita no paragrafo 1

para T.

pROPOSICKO 2 - o(sI'); (8(sTh)) o= conjunto dos ST-campos

(sr* campos) & um pseudo grupo de Lie transitivo infiﬁitesi

- mal,

Demonstracio: B o mesmo argumento que O(I') & um pseudo

grupo de Lie infiniteéimal.

PROPOSICRO 3 - (n23) O(ST) =0(sI™) = Ly =1L_ , = Lp=0(I)
| sr

(+ identificacgio tomada no sentido da proposigdo 4, paragra

fo 6} .
Bemonstracao: Trivial.

Observacio 1l: Perceba que toda transformagao conforme do

®", identificando-se seu dominio de definigao com um aber-

to do 8" & uma transformagdo conforme do s, i.e,
' == ST

rt —s srt
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§8 - Um Peorema de Richard Palais

Sejam G um grupo de Lie conexo e M uma varieda-

de C° de dimensfo finita. Denotemos por e o elemento neu

tro de G.

DEFINICEO 1 - Uma G-transformag@ic global sobre M & uma

aplicacao diferencifivel, ¢,

p: GXM —> M,
satisfazendo as seguintes condigdes:
(1) peM ~=> ¢(e,p) = p - (identidade)

(2) 9g,heGarpeM —> §(gh,p) = ¢{g,¢(h,p)) {associatividade)

DEFINICEC 2 - Seja x(M) um campo de vetores sobre M, de

dimensao finita.

Um campo xey (M) diz-se completo se ele admite um
fluxo global. i.e,

3 ¢: RxM —> M, diferencidvel, tal que
(1) ¢(0,p) =p

(2} dis+t,p) = ¢(s,6{t,p)}

(3) 5% ¢(t,p) = X(4(t,p))

Denotemos DifI(M) o grupo algébrico de todos di-

feomorfismos globais de M.



TEQREMA - ({Palais) -~ Seja | uma &lgebra de Lie de campos

de vetores sobre M, L de dimensac finita.
Entao as seguintes condigGes sac equivalentes:
{1) Todo Lel & completo

{2) O conjunto dos campos Lel gque sac completos geram a

algebra de Lie L.

{(3) Existe um grupc de Lie conexc, G e uma G-transforma-

¢cdoc global scbre M, ¢ tal que:

a) g —>» ¢g & um isomorfismo de G scbre sua imagem

em pif%(M). Onde bt M —> M
p = ¢{g,p]

b) Seja G a Algebra de Lie de campos invariantes a

direita de G.
s E )
A aplicacao ¢ ¢« G —> L
L > ¢ {L)
onde ¢ (L) =8¢P(L)
P e
: P. g ees M : &P - )
onde  ¢%: G M ¢ (g) = ¢(g,p)
& um isomorfismc de Algebra de Lie.

Notacdo 1l: Denotaremos G{M) < pif%(M) a imagem de G pe-

lo isomorfismo g s ¢g .

Para a demonstragao deste Teorema ver [4]7 .



§8% - Um Teorema de Licuville

O objetivo deste pardgrafo é demonstrar um teorema

cléssico, devido a Liouville.

Primeiramente, observemos que ja demonstramos a se-

guinte:

PROPOSIGKO 1 - Seja ST = {f ¢Dif(S%) | £ & conforme} .

Entao SI' & um pseudo grupo de Lie transitivo e o
pseudo grupo de Lie, infinitesimal 6(SI') & de dimensio in-~
finita. [prop. 2 §71 [prop. 12 §47 .

Analogamente para sr.

Examinemos entac o caso n = 3.

+ r 2 n
Ja sabemos que ({sr ) = {{Li} ; {8i} } .
L =1 i=1
\ n
{L4) € a base dosg campos de semelhanca sobre §
=1
2 2
6, = 2x.x.e. + {1 + x, - X'} e .
i jgi 17373 X i k;i k i

Cbservacado 1l: B claro gque agora, estamos considerando

(%90 %,,... x ) como as coordenadas da  parametrizagio de
st pela projecao estereografica, ¢, introduzida no para-

grafo 7. ' '

Chamamos a atengdoc do leitor, gue daqul para frente,

utilizaremos esta identificagdo por ¢ indistintamente.



TEOREMA 1 - Os campos L,, Lo,... Ly s3o completos e maisg,
B £ 4

seus fluxos globais s3c constitufdos de semelhancas proprias

do Sn.

A demonstracido dessa proposicdc é simples, faremos
apenas um casc e acreditamos que com isso o leitor percebera

o que estamos pensando e provard facilmente os outros casos.

£ claro que na escolha concreta de L,,... Lo+ nos

os tomamos da forma mais simples possivel.

Assim, sejsa ng LSF :

L,: s® —s 78" tal que Ly & representado pela ma
triz:
0 =1 0 5. 0O
L= |l 0 0.0
6 0 0 ... 0
{élf‘si En"i”l} ‘mﬁ? {m%;zf Eli G'--o G} Y
Seja entio ¢: R x ST —> s”
cos £ =sen t 0 ... 0] | Ty )
sen t cos t g ... 0 y
‘i’(t?:‘) = s
. g 3 1 s 6 2 0 8
0 0 0 «.. 1} [®n+1
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Claramente, ¢ € um grupo a um parametro.

Por outro lado:

~sen t -cos t 0 ... O] Ty
CQS t _Sen t ﬂ % & & G 2
24 , : ® - s s
oy =] S S
0 ... O 0 ... 0 *
[ 0 ceev. 0 ... 0] |5nt1
. 3¢ = {- - . —
O T (t,z) { sen t g, cos ti,; cost ,-—senti,, 0..0)

-3¢

Por outro lado:

0 =1 ... 01 ‘mccst?;l - sen tr,;

I G A sentz;l-i»costt‘;z
Ly(#(t,5)) = : -
; . ta
0 0 ... 0] .
CE
n+l

{~sen tcl - CO8 tgg, cos t;l - gen t§2, Groc. 0)

a3t {tp;,) = L1(¢itr§})

Ll é completo e caracterizado por semelhancas do Sﬁ,
no sentido gque ele & necessariamente deduzido de fami-

lias a 1l-parametro de semelhancas sobre o g .

A demonstragdo nos outros casos @ uma brincadeira



andloga. Deixaremos o leitor brincar sozinho.

TEOREMA 2 - (Caracterizagdo dos Campos  8,,... 8 |

n
0s campos
si = ¥ inx.e. + (1 + xi - ¥ X§}ei (1=1...n)
o S ki -
sobre S8° sio completos e seus fluxos globais {¢i} a0

£t
tais gque para t#0

i _ i i . =i
by = {Lg o Ij(y) o Ls}t
ou seja um produto cujo os fatores sao uma semelhanga, a

inversao standard, outra semelhanga.

Observacic 2: Observe que esta Giltima afirmag3c & o resulta

do central aesse'Teérema, i.e2, para obtermos ©8 campos
61,... Bﬂ temos gue tomar necessariamente, vetores tangen-
tes a "curvas" toda ela constituida de inversac standard mo
dulo semelhancas.

A pridri, 33 sabemos gue todo campo de a(srh) é

n

completo pois 8 & compacta.

Demonstracac: Procuramos n-fluxos globais

6K imxS® > 5 6N (e,x) = <¢§:(t,x>,.“ @i(t,x):»; k=1...n

gque =30 solugbes dos n-sistemas de equagbes diferen-

clais:



k
=_=..==2¢l -

-
wE

LQ-

&

il

o

~
s
]
[
=

20, < &,

it

k
aé |
B R I Tk
dt i#k

o5 (0,%x) = x . ,

Por razbes técnicas e psicoldgicas, mudemos esses

sistemas por sistemas equivalentes e também a notagao:

Seja: yk:]R x 1 = g7 yk(t,x) = <y§(t,x),.,. yg(t,x)>

Ck
b v .y
dt 1 'k
k
kK=1...n { dyjiy}f.yk
at 3 k
(&) E
Lk
dy
kefoe op?- 1 oh?] -3
. at i#k 4

Bem, consideracoes geométricas e a simetria da esfe

ra, permitiram integrar esses sistemas.



LEMA 1 -~ A aplicagao ¢: IR x i g™ +al gue:
1 0 ... 0 0 0 IRRTE
plt,0) = | 0 0 0 :
: 1 cos (=t) =-sen(-t) '
0 4 sen {~t) cos (~t) | fn‘i-lu

tem as seguintes propriedades:
(1) ¢(o,5) =2

(2} ¢(s+t,8) =ds , $(t,5))

§ — oh N \ ;
{3} Paxa cada telR, q‘;t: g = 5 ¢>t(§; = ${t,T}

 ccecmn e B ~ o n

transformacao conforme propria do S
i - . ks 3 £ a-sn _ ﬂn
{4} Para cads telR, ¢t: §° = g se exprime por

& -1 i -
= i I £450% O L .
b T g O S0V s

Demonstragac (1), (2), (3) sao imediatas

& uma

Para provar (4) exprimiremos ¢t em coordenadas.

Faremos por simplicidade o calculo para n=3 e

e

ieitor verificarad para n em geral.
o3

Seda ant

1 0 0 0 ]
0 1 0 0
bpi 33 S ’53 : @t{i; =
0 0 cos(~-t) =-sen(-t)
0 ¢ sen{-t) cos (~t) ]
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Por simplicidade, denotemos

. e p{t,z)

i

a=cos{-t):

b=gen (-=t)

Agora olhemos a expressdo de ¢{t,f) em coordena-
das
2}{1 5
L, = 5
1 l+x2
2%, v o o1
Ly, = 5 1 1+C4
1+x
Ly = sz ; X, = )
Loex? 3 T IR
4
2 _ .2 2 2
X7 o= oxy ot ox, 4+ 3 ]
. . le 2x2 as 2%, b{lmxzi b~2x3 a(l_xz)
SR AT b Rl R S ¥ 7}
i+x 1+x™ 1+x 1+x 14+x 1+x
. Voltando para IRB
g = 2x1
Voorex® apoxg vaex®)
v = 2x2 :
4 1-%x2-+b2x34~ail~x2)

W]

ang'» b{l-x™)

y 3
3 l‘+x2-&b2x3%=a(1~xz; %



Sabendo gus a + b =1 obtemos:
L 2(1+a) I
¥y = e ® . EN
1 b b2xZ +b2x2 + (bx, + (1+a))?
1 Z 3
g - 2(lta) b,
2 T b .22 .22 - 2
- b xy + b xS + (bx, + (1+a))
s 5 5 € = .*. = +
. (1+a) 2{i+a} {bXB (1+a) ]
vy = gty B T 3
b7xy +b x, + (bxy + (1+a})
Portanto obtivemos:
1} Uma homotetia de razao b
Z) Uma  inversao de centro P = {(0,0,-(1+4a)) e raio

3) Uma reflexao R, ao longo do hiperplanc Yy, = 0
Ry Iz 3

B

X Tendo-se em conta a proposicdo 1 do paragrafo 5,

1 e -
th = { T
Py oy O RXS 0 r? o Hrz o IG 5’ "o 0 Hb .
B

ObservacBo 3: Perceba gue hd agui uma sutileza relativamen-

te i orientacio, se b=0 comegamos com a homotetia H,, se
b <0 comegamos com a homotetis H“b .

Esta mudanca de sinais acarretara como o leitor ve-
rificari rapidamente uma simetrizacdo do centro da inversao

que passarid a ser (0.0, {1+a)) .



Finalmente se b=0 & facil verificar que obtere-
mos a identidade ou a inversiZo standard composta com uma

translacao.

Enfim essas observagoes sio também motivadas  pelo

fato que gqueremos Hy s anl conformes proprias.

LEMA 2: Agora podemos exibir as solugbes dos sistemas (%)

onde a matriz ¢(t,f) joga um papel de “integrante univer-

gsal® do sistema.

1,
Seja entdo vy : IR x s" = g™ ga1 que em coorde-

nadas:

v (%) = <y§<t,x),.,,-y§<t,x;>

. 2%
y&it,x) = % 1 3
. 14 x” +sen(-t)-2x, + cos{~t) {1-x°)
2%,
Y};(t,X} = 5 £ ) 5
' i-%x“*—sen(»t)*Zxki-sas{“t)(i-x 3
) 2%
k -
Y.y lErx) = 5 o 5
L+ x%x 4 sen(-t)-2x <+ cos{=t) (1-x7)

k

cosimt)-zxk - sen(wt)(lmxz)

1+ x° + sen (-t) - 2x + cos (~t) (1-x")

k
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ZX_

{t,x} = == —~
, ) , Z
l“&K‘4*Séni*t}‘22k'?6ﬁ$§*t)(1"x }

b j

By

b - ]

£

k _ .
e = ¥ {(0,x) = {le Xzisg, Xﬁ} = x .

Por outro lado, se Jj#k entdo:

ay§ - ij€wcas(~t}°2gk4~sen(st}(l=x2)§ . %
T 2 A — 3.3 T ¥y 7 Yy
dt {1+ % -+sen(~t)52xk4-ces(°t)(1~x 1) _
] ) Z P 4 P
Denctemos: a=1+x" + sen(=t;~22k + cos{=t) {1-x7)

Ent&o:
. , g 2 v
dyF Esen(=t}52xk + cos{=t){(1-x"}1-a
= § EX
. 2
at a

[fcos(-t) 2%, - sen(»t}(imxz}ﬁé

2
a

o
[cos (~t) - 2%, - sen (~t) (1-x%) 12

2
a

i
Podf bt
4

32 = E
2

{cos(ﬂt}ezxk - sen(»t)(l“xz)}4
3

£

a

+ 2z +
2

W

seniaﬁ}-Zxk

i 2 Z
+ sen(*t}azxk‘ € o+ senéi“t)~éx

=
4

a



ey

+

sen{-t)-2x, cos{»t}{lmnz}

B

3

e L2 - N
cos{=t){l-%") + cos{-t){l-x")-x"

a2

cos{»t)(l*xz) sen(~t)‘2xk~ecos(-t)(l~x2)2

a2

1 fcos({~t)<2x, - sen{~t)€1—x2}}2

k
= 3 . -5 o+
a
1 {cosziﬁt}«éxi e 3 senz{wt)-éxi}
E 2

1. isenziat}(lwleg + casz(mt}{l~x2)23

%JPJ
]

i
et
f
B ot
W
§

4
Yok
i

[oos (-t) - 2%, - sen (~t) {1-x%) 1%

o
Mg

+

+

i

N e



Mas 2xk 4+ = (1®x3}2 -5 = % ;4 - x? =

.2 L _ .z . 1.4 _1_1.4_ 2 _.,.2_ 5.2

= zxk + 5 o+ 53X 5 5 X ®o= 2x, 2% *
Mas in -2%% = § 232

i¥k
. 2

ok {ces{*t}ixk=sen(~i:}(l-—x2)}"—= ) 2x§
. e 1,1 _ i7k
L. 4 2 2

at 5%

k

dy - s
& k lr !ki 3 ‘K2§
coo R lhe (92 - 1 7]

at 2 | K 1A L

. 7 a , .
e s R:IR x g% =3 g , & a familia que procuravamos. Lo-
g E

go o© teorema 2 & consequéncia dos lemas 1; 2.
Lo 61,.., 8, sao completos e seus fluxos globais sao

formados da inversado standard composta com semelhangas.

Procuraremos agora estabelecer a terminologia de

uma vez por todas.
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