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CAPTTULD O

PRELIMINARES SOBRE 0 ESTUDO

DA ANALISE DE TRAJETORIAS

O objetivo deste trabalho & apresentar de uma for-
ma clara, os conceitos basicos 'da andlise de trajetdrias
("path analysis"). Para tanto, nos primeiros capitulos dare
Temos um enfoque das idéias gerais e das contribuigdes exis
tentes até agora na literatura. Num capitulo final daremos
de forma detalhada alguns'exemplos de aplicagdo da analise
de trajetorias em problemas das mais diversas areas,para que
o leitor possa avaliar concretamente a importancia deste mé
todo estatistico. Todavia, antes de iniciarmos a apresenta-
¢do do método, faremos uma breve apresentacdo de alguns da-
dos, assinalando o desenvolvimento da analise de trajeto-
rias desde seus dias iniciais, até o momento.

0 geneticista Sewall Wright foi o precursor da ana
lise de trajetorias, com trabalhos apresentados a partir de
de 1918,

Wright introduziu a técnica da andlise de trajetd-
rias a partir de diagramas genéticos, envolvendo sistemasde
cruzamentos. Em 1921, publicou um artigo sintetizando todas
suas idéias e nesse mesmo ano, publicou um artigo com apli-
cacoes na genética. De uma forma inédita, Wright. confirmou
nessas aplicacOes, a utilidade da analise de trajetorias ao
verificar que alguns resultados previamente conhecidos so-
bre sistemas de endocruzamento obtidos por procedimentos a-
ritméticos muito complicados coincidiam com os resultados ob



tidos a partir da aplicacdo do método por ele'propbsto.

Além disso, Wright encontrou resultados ainda nao
conhecidos nessa época sobre outros sistemas de endocruza-
mento, por serem impossiveis de se obter sem a técnica da a
nalise de trajetorias.

Apesar de um grande €xito inicial, a andlise de tra
jetorias sofreu algumas criticas por parte de alguns geneti
cistas e estatlstlcos.

~ Uma das criticas formuladas, partiu de Niles em
1922 e 1923, que ndo concordava com as idéias envolvendo al
gumas variaveis como causas e outras variaveis como efeitos.
Esta critica foi respondida por Wright em 1923. Em 1934 Wri
ght apresentou um artigo englobando todas contribuicOes e-
xistentes, e apresentou algumas correcoes das aplicacgoes.

Uma outra critica apareceu em 1954, por parte de
Tukey. Tukey iniciou seu trabalho, dividindo a anadlisede da
dos em analise deséritiva, tangencial e funcional. Com essa
classificagd@o, Tukey considerou o coeficiente de correlagio
como uma medida descritiva, e o coeficiente de regressao co
mo uma medida funcional. A critica formulada por Tukey, foi
relativa 3 utilizacdo do coeficiente de correlagao na apli-
cacdo do método da anilise de trajetorias. Em algumas apli-
cacOes da analise, era calculado o coeficiente de correla-
gao de Pearson entre as variaveis, e a partir das leis da a
nalise de trajetdrias eram encontrados os efeitos diretos
ou indiretos. Tukey considerou incorreto determinar a par-
tir de uma medida descritiva uma medida funcional,porque os
efeitos diretos e indiretos sdo coeficientes de regressio
padronizados e produtos destes. Tukey sugeriu uma analisede
trajetorias formulada em termos da anilise de regressao,tal
como € considerada atualmente.

Em 1956, L1 apresentou na 11teratura uma exposigao



detalhada da andlise de trajetorias, juntamente com aplica-
¢Oes na genética.

A partir da metade da década de 50, a analise de
trajetorias comecou a ser utilizada com frequéncia pelos pes
quisadores de Ciéncias Humanas, para interpretar sistemas
causais. Assim, temos o trabalho de Simon em 1954, e os tra
balhos de Blalock em 1960, 1961 e 1962.

Em 1959, Turner e Stevens consideraram os sistemas
causais interpretados pela andlise de trajetdrias como ca-
sos especiais de 'regressdo miltipla.

Em sociologia, também devemos citar as contribui-
goes de Duncan em 1966, de Blau e Duncan em 1967 e de Land
em 1969.
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CAPTTULO 1

INTRODUCAD

1.1 - 0 METODO DA ANALISE DE TRAJETORIAS

Para a aplicagao da analise de trajetdrias,nds pre
cisamos inicialmente considerar um diagrama de trajetérias,
associado as variaveis do problema em questdo.

Este diagrama 'é constituido pelo pesquisador consi
derando algumas varidveis como efeitos e outras variaveis @
mo causas, baseado nas consideracdes tedricas da area de a-

plicacao.

Na figura (1.1), temos um exemplo de diagrama de

trajetorias.

1?2

v FIGURA (1.1)



Com uma notagao que levaremos até ao final deste
trabalho, denotaremos os coeficientes de trajetorias por
pij’
dice j esta associado a variavel causa.

onde o indice i esta associado a variavel efeito eo in

Em correspondéncia ao diagrama de trajetorias, as-
sociamos a cada seta unidirecional um coeficiente de traje-
toria e a cada seta bidirecional um coeficiente de correla-
cao. A

A cada diagrama de trajetdrias associamos um con-
junto de equacgoes de regressdo linear, onde cada variavel e
feito sera uma variavel dependente no modelo de regressao.

A relacdo entre os coeficientes de trajetorias e os
coeficientes de regressao € obtida escrevendo cada equacio
de regressao do modelo em duas formas equivalentes.

Isto e:
) m
(1.1) Xp = aq + 2 BoiXi te
. i=1
m
(1.2) Zo = L Poi* Pouly>
i=1 :
onde
Xi —ui
(1.3) Zi = = , 1=1,...,m
i
(1.4) e = IPOUZU
Br: O-
01 "1 :
(1.5) Poi 5g , i=1,2,...,m.

No exemplo dado pelo diagrama de trajetorias da fi
gura (1.1), temos:



Zg = P3Lly*P31Z1*P3yly

(1.6) Z

Z Z Z

4 % PyzlatPyolo*PyiltPy 2y,

5 % P5gly*P53lstPsply*tPg1Z Py Ly

Todas as suposicoes envolvidas sao conhecidas da
teoria geral de Modelos Lineares.

Os coeficientes de trajetdria definidos em (1.5)me
dem o efeito direto de uma variavel sobre outra variavel.

A interpretacao de sistemas causais por meio de a-
nalise de trajetdorias se torna mais eficiente porque pode-
mos decompor a influéncia de uma variavel sobre outra varia
vel em efeitos diretos, efeitos indiretos e outros.

Algumas dificuldades podem aparecer na aplicacgdo
desta técnica quando o sistema casual nio é bem determinado.

Podemos interpretar o coeficiente de trajetoria a
partir da expressao (1.5). Desta maneira o quadrado do coe-
ficiente de trajetoria mede a proporcdo da variancia da va-
riavel dependente para a qual a variivel independente & di-
retamente responsavel., Neste sentido pode ser chamado coefi
ciente de determinacao.

1.2 - ESTIMAQAO DOS COEFICIENTES DE TRAJETORIA

Um estimador sugerido para o coeficiente de traje-
téria € dado por:
. S -
(1.7) pOi = —-S—E)—-BOi, 1=1,...,m.
Notamos que este estimador nao depende da unidade
fisica na qual a varjével'xi esta medida, sendo esta uma di
ferenga basica com o estimador do coeficiente de regressao.



Com o exemplo numérico dade aqui, queremos chamar
a atengao do leitor, para a diferenca entre a andlise de tra
jetorias, e a analise de regressdo linear multipla comum,as
sinalando as vantagens da analise de trajetdrias na inter-
pretacao e medidas das relacdes causais.

Vamos considerar os dois conjuntos de dados apre-
sentados nas tabelas 1 e 2, e vamos supor que XO seja combi

nacao linear de Xl e Xz nos dois casos:

TABELA 1 TABELA 2
X0 combinagao linear de Xl e X2
X, X, X, X, Xy X,
4,36 17 3 2,26 10 3
3,20 11 5 2,60 9 5
5,62 18 6 6,22 20 6
6,26 18 8 5,96 17 8
4,82 10 11 5,12 11 11
5,48 9 14 8,18 18 14
9,10 20 15 8,50 18 15
9,16 17 18 9,16 17 18
1%, = 48 [X, =120JX,=80 | JX, = 48 JX, =120 )X, = 80
X, = 6 X, =15 X, =10 X, = 6 X, = 15 X, = 10
2 . 2 o 2 . 2 . 2 - 2
sy = 4 s]=16 s7=25 | s2=5,92 s8] =16 §5 = 25
Sy = 2 S, = 4 S,= 5| 5,=2,433 5, = 4 8, ™" 5
Spp = 4.8 §,,=8,0 8,,=0 | 5. = 8 s/ ,=11 §,,= 10
Ty © 0,6 r12=0,8 T,,= 0 r01=0,822 r02=0,904 r12=0,5
Temos :
(1.8) Xg = By *BpyXy * Bpaky



O0s estimadores dos minimos quadrados dos coeficien
tes de regressao para os dados das tabelas 1 e 2 coinciden
e sao: '

= 0,30; B

a, = ~-1,7: Bys

1 = 0,32,

Bo1
Uma conclusdo inicial & que as influéncias de X, e

X2 em XO sao as mesmas para os dois casos.

Mas na forma reduzida, encontramos as sequintes e-
quagoes para os dados das tabelas 1 e 2, respectivamente.

Z

[

0,60Z, + 0,80Z

2
+ 0,657622

0 1

0,49322

(1.9)

L}

Z

0 1

Os estimadores dos coeficientes de trajetérias, di
ferem para os dois conjuntos de dados.

A diferenga & dada pelo fato de que na primeira ta
bela, as variaveis X, e X, nao sao correlacionadas, e na sg
gunda tabela Xl e X2 sao variaveis correlacionadas.

As figuras (1.2) e (1.3) representam as relacdes
causais dadas nas tabelas 1 e 2, respectivamente.

24 . ' %5
\
X0 | r2=0,5 X
~*”5T;;/;’ 0,6576
X2 X2 .
FIGURA (1.2) FIGURA (1.3)

Para os dados da tabela 1, os estimadores dos coe-
ficientes de trajetoria coincidem com o coeficientel de cor-
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relagio de Pearson entre as variaveis:

It

r =P 0,60
(1.10) 01

T

-~

02 - Po2

= 0,80

Para os dados da tabela 2, temos as relagoes:

a.im Ty = Byt TiaBgy = 0,4932+(0,5)(0,6576)
ou
Tor = 9,82
(1.12) T, = BogtTogPer = 0.6576+(0,5)(0,4932)
ou
Tgp = 0,9042

Em (1.11), verificamos que:
§01 =0,4932 mede a influéncia direta de X1 em X;.

rlZﬁOZ = (05)(0,6576) = 0,3288 mede a influéncia da variavel
Xl em XO atraves de Xz,

1.3 - 0 TEOREMA FUNDAMENTAL DA ANALISE DE TRAJETORIAS

Podemos escrever o coeficiente de correlagao de
Pearson entre Xj e Xj’ por:

- 1
(1.13) T =

n
i kzlzikzjk

onde n representa o numero de observagoes.

De acordo com as equagOes de regressao associadas
a um diagrama, temos:

(1.14) Cr.. =)D
q
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onde q cobre todas as varidveis associadas ds possiveis tra
jetorias entre as variaveis X, e Xj;

Assim,num diagrama de trajetoria, o coeficiente de
correlacdo de Pearson entre duas varidveis ¢ obtido toman-
do-se todos os trajetos possiveis entre as variaveis consi-
deradas e tomando-se os produtos entre os valores numéricos
dos estimadores dos coeficientes envolvidos ao longo de ca-
da trajeto.

Por exemplo, no diagrama (1.1), temos:

(1.15) T35 = PggT34 *Ps3 " Psa¥y3 *Ps1T1se

lembrando que o residuo nio é correlacionado com as varia-

veis independentes da equacgdo de regressao.

Também:

+

+

PgaPasP32 * P5aPgT12P31 *PsaPas * PsaPgiPzaT12”

-

P5aPg1Psy
Uma observacio importante a considerar € que se ti

vermos mais do que uma correlagdo em um dos diagramas, soO-
mente uma pode ser usada em um trajeto particular.

Um caso importante de (1.14) é considerado quando
i=j e & conhecido como formula para a determinagao comple-

“ta de X.:
i

Ty

(1.17) r.., = 1= g 05 qiq

Desenvolvendo:

= 7 = A>2 s Ly 2
(1.18) T A g piq e 2 2 P 'Piq"

ii 2 | 3
q.q" q qq



- 2 =

onde q e q' (q'> q) incluem todas as varidveis aleatorias
envolvidas, sejam ou nao residuais.
Por (1.18) determinamos o estimador do coeficiente

de trajetoria residual.

1.4 - UMA INTERPRETAQAO PARA A FORMULA DA DETERMINAQRO

COMPLETA

Seja o diagrama:

X, X,
p12 la
Pa3
X P43 X
" 3 »| *1
2m
X
m
FIGURA (1.4)
o
(1.19) Z, = ) PyiLy * P12,

i=2
Por (1.18), temos:

- m'mﬂ
pi;*21 1 P

(1.20) 1= Py Tsq +P2
J j=2 k=j+1 1371k jk  Fla

Multiplicando~-se por var(Xl), temos :



n
- =2
(1.21) var(Xl) var(Xl)_Z itH
j=2
11
* 2 var(X;) P+ :D + var (X;)p
522 k=j+1 1j¥1k jk la
Entao:
(PROPORGAO) (PROPORGAO)
DADA DI- DEVIDO AS
maniagho) | [BETAUBNIZ| | INIRGGL| rmovongio
(1.22) |TOTAL DE| = | ¢ +# |DEVIDO AO
X TIMADORES ENTRE AS RESTDUO
1 DOS COEFI VARIAVEIS :
CIENTIE S DE INDEPEN
| TRAJET O RILA | _ DENTES |

1.5 - DECOMPOSIgI‘iO DOS EFEITOS NA ANALISE DE TRAJETGRIAS

A partir do teorema fundamental da analise de tra-
jetdrias, ndés podemos decompor a correlagido entre uma varii
vel dependente e uma variavel independente em efeito direto
e efeitos indiretos. O primeiro €& medido pela estimativa do
coeficiente de trajetoria correspondente e a soma dos outros
€ obtido por diferencga.

Assim, no diagrama dado em (1.4), o efeito direto

da variavel X, em X, €& dado por p,,. O efeito indireto sera
dado por Tyg = plZ’ onde r12 € determinado a partir do teore

ma fundamental.

Na expressao (1.16), temos:

(1.23) ﬁSS e o efeito direto da variavel Xy na variavel Xg

(1.24) g

T35 P53 “P51P31* P51 12P32*P5 P32 P57 12P 37
+

*P5qPg2P32 P5aPg2T12P31 P5gPys
+PggPgyP3oT 19+ PgaPy Py S€TE 0 efeito indi
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reto de X3 em X¢ através de .outras varia-
veis.

A expressao (1.24) mostra que o efeito indireto to
tal € a soma de efeitos indiretos correspondentes as traje-

torias entre X3 e XS'

Além dos efeitos indiretos e efeitos diretos, te-
mos os efeitos residuais determinados pelos estimadores dos

coeficientes de trajetoria residuais obtidos a partir de
(1.18).

1.6 - ESTIMADOR DO COEFICIENTE DE TRAJETGRIA RESIDUAL

Consideremos novamente o modelo de regressao dado
em (1.19) associado ao diagrama da figura (1.4).

Neste exemplo, podemos escrever o estimador do coe
ficiente de trajetoria residual por:

Plu LoP13T 15

(1.25) 52 = -
' j

e~

~

ou P,, =/I-R%, onde R? & o coeficiente de correlagdo multi
pla.

Aqui, aparece o coeficiente de correlagdo multipla
R?, porque:

P1si .. Z..Zl.-nZ1
b g oak. §1711
- ___]-2 i=1
(1.26) R = -

] Zy4-nif

i=1

onde n € o numero de observacgoes, €

fbna

n
) X..-X.) (X, .~X
2813‘121( 54 J)( 13" %)

(1.27) R?2 = I
nSf



1.7 - COMENTAR!OS

0 coeficiente de trajetorias & igual ao coeficien
te de correlacio quando se trata de um modelo de Tegressao
simples.

Assih, vale a desigualdade:

{1.29) -1 < i3 <1

Quando temos modelos de regressao multiplas, os es
timadores dos coeficientes de trajetdorias podem estar fora
do intervalo [-1,+1].

Quando temos casos como este, o efeito direto de u
ma variavel Xj em uma variavel X;, deve ser compensado pe-
los efeitos indiretos através de outros fatores, isto &, es
ses efeitos devem ser de sinal oposto ao sinal de ﬁij'

1.8 - UM DIAGRAMA ADEQUADO

Para um pesquisador verificar se um diagrama de tra
jetérias & adequado, basta comparar os valores das correla-
¢oes calculadas a partir dos dados, com as correlagoes cal-
culadas a partir do teorema fundamental da andlise de traje
torias.

0 diagrama sera adequado se as correlacoes forem i
guais.

Tomamos como exemplo, o diagrama de trajetorias a-
baixo:



X1 0,310 Xy - 0,753

L]

0,516

0,224

0,818
xw.

FIGURA (1.5)

0 coeficiente de corfelagéo de Pearson T4 e igual
a 0,332,

Pelo teorema fundamental, podemos escrever:
(1.30) Ty = PygaPia* Pyzlyz ™ (0,224 (0,516) + (0,440) (0,455)
ou
Tyg =.0,315

Analogamente Tig =0,326 pelo teorema fundamental e
Tyg = 0,322 determinado a partir dos dados. '

Qutras comparagées, por exemplo Tocs revelam dis-
crepancias muito pequenas (ndo maiores que 0,001).

Notamos entao que o diagrama € adequado.

- [ -



CAPTITULO II

ANALISE DE TRAJETORIAS EM

MODELOS DE REGRESSAO SIMPLES

2.1 - 0 MODELO

Vamos considerar agora um modelo de regressido sim-
ples, associado ao diagrama da figura (2.1)

Xy || X
1 Py 2

FIGURA (2.1)

(2.1) X2 = a4-BX1+ €

ao qual fazemos corresponder o seguinte modelo da trajeto-
ria: ‘ '

(2.2) Z2 = p2121+pZaZa

onde
Ay 7k
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=________._.__...1 1= =
Zi g , 1=1,2 e‘pZaZa €

2.2 - ESTiMAQﬁ-\O DOS COEFICIENTES DE TRAJETORIAS

Os estimadores dos minimos quadrados dos parametros o eB sao

dados por:
(2.3) : a = X,-8%
n - -
LX) (X
(2.4) e

L (7%

Pela expressdo dada em (1.7), podemos escrever um estimador
do coeficiente de trajetoria Py da seguinte forma:

n — -
L 0937%) (Xg57%)

(2.5) By =

n -, - 2'
X,.-%, X,;-X,
\/i-z-l( 1377k 2 )

Vemos que 1321 =Toys isto €, o estimador do coeficiente de
trajetoria coincide numericamente com a estimativa do coeficiente de cor
relagdo de Pearson entre as variaveis X, e X,

Podemos também estimar p,; aplicando diretamente o método dos
minimos quadrados na equagdo de trajetoria (2.2).

Neste caso obtemos para estimador de Dyp 2 expressao abaixo:

) (4t
(2.6) Pry =
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Observamos que as expressoes (2.6) e (2.5) sao idénticas. Is
to mostra que neste caso os estimadores de minimos quadrados gozam da
propriedade de invarifncia a qual & satisfeita pelos estimadores de mi-
xima verossimilhanga.

0 estimador do coeficiente de trajetoria residual € obtido u
sando a formula da determinagdo completa. Portanto,

2.3 - DISTRIBUICAO AMOSTRAL DE P, _QUANDO X, E X, SAO VARIAVEIS

I
ALEATORIAS

Vamos supor que as varidveis aleatorias X, e X, tenham uma
distribuig¢ao normal bivariada com média
Y

e matriz de covariancia
. (01 “1”29%2]
9291P21 02 J

Desde qué 13-21 coincide com o estimador do coeficiente de cor
relacdo de Pearson, a distribuigdo amostral de 1321 € aquela do estima-
dor do coeficiente de correlagdo.

Devemos considerar dois casos: Pyp =0 ou pyy #0.

2.3.1 - DISTRTIBUICAO AMOSTRAL DE P, quando p,, =0

Sejam N observacbes independentes dadas por ()(1:'1 ’XZI)’ “uagnag
(XlN’XZN) ,ou na forma Veto?ial 2(;, ...,2(;‘], onde cada vetor )SI, i=1,...,N
tem uma distribuicdo Tormal bivariada N(u,z).

Segundo Anderson (i1, se Py; =Ppy =0, a funcdo densidade de
probabilidade de f)21 € dada por: ‘
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r[-lz-(N-l)] ‘(1~_§§1)(N;4)
r[5o-2]

(2.8) £(Py) =

A estatistica T, dada abaixo, tem uma distribuicgao
t de Student com N-Z graus de liberdade.

(2.9) T =

Assim, hipotese do tipo Hy: p,q =0 contra alterna-
tivas do tipo Ha: Py1 #0, Pyq 0 ou.p21< 0, podem ser testa
das da maneira usual. '

2.3.2 - Distribuicdo de ,,, quando p,; #0

Da mesma maneira anterior, sejam N observagoes in-
dependentes Xy, ..., Xg, cada com uma distribui¢do normal bi
variada N(g,Z).

Também por Anderson [11, P,y quando p,y #0, tem u-
ma distribuicdo dada pela densidade: ’ '

02, 2 '12“ 2 %.‘(“’3) o
R 27 “(1-py)~ (-p3) © (2py1B21)  (n+a
(2.10)  £(,y) = - L2 [
, (n-2)im a=0 . 77

onde n = N-1.
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A funcgdo distribuigdo € dada por:

(2.11) F(ry) = Plry, <7} =-F(rOiN,plz)

Essa fungdo distribuicdo foi tabulada por F.N. Da-
vid (1938), para
N = 3(1)25, 50, 100, 200, 400

ry = —1(0,05)1.
Assim pafa %gstar HO: 821 =p0.contra Ha: Dy > 0gs
rejeitamos HO se pziﬁiru;fe ry € determinado a partir da ta

bela de David por meio da . relagao

1-F(r0|N,p0) = q,

Para alternativas do tipo Py * Py © p21<lpo, 0 pro
cedimento € analogo. '
A partir da tabela de David, também podemos deter-

minar a fungao poder do teste e construir regioes de confi-
-anga para p,; . '

2.h - DISTRIBUIGAO DO ESTIMADOR DE p,, QUANDO xl.NEB 3

VARIAVEL ALEATGRIA

Vamos supor que X, tem distribuicdo normal com mé-
dia p e variancia ¢® e Xy € uma variavel nd@o aleatoria.
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Se usarmos como estimador de Ppq> aquele definido
em (2.5), nao podemos determinar a sua distribuicdo amostral
da mesma maneira exposta na secgao (2.3), porque neste caso
ﬁ21 nao pode ser considerado um estimador do coeficiente de
correlacdo de uma distribuicido normal bivariada.

A distribuicdo amostral de ﬁ21, neste caso deve ser

obtida usando apenas o fato de que X, & uma variavel aleatd
ria com distribuicdo normal. '

Para este caso, Klemmack, D.L., e outros [10] suge
riram como estimador de Ppqy» @ expressiao abaixo:

S -
(2.12) By = ——— B
. SSE
n—z
onde
2 G N2
e Sl izl(xli—xl) ’

B € o estimador dos minimos quadrados de B, SSE é a soma dos
quadrados residual e n & o numero de observacdes.

Embora neste artigo nio seja discutido a distribui
¢ao amostral de 551, esta pode ser obtida por meio de trans
formagao de variaveis.

Podemos escrever estimador do coeficiente de traje
toria ﬁ;l, na forma:
. . /n=2X, * (X;-X,1)
2 nS , /SSE

(2.13) 7
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onde
( \ 1 R \
X1 21 1
%12 Xy2 L
X o= » Xy = » 1=
\XIHJ \sz (1)
e
X,-X.1) = 1 X, -X )
Xpn(XpmXp1) = ) X3 (X, -X)).
i=1 i
Considere os seguintes fatos:
Se 32 tem distribuicaoe N(uzl, {Uz), u2==a+BX1, eﬂtéo

Kz‘izl tem distribuigdo N(0,%), onde

- PR . _ 0%(n-1)
z— (cij)Q 19:’#1,2,.--,11, Gij = "——"———Il—-—:——-,

para i=j e o,.=-0%/n para i #J. (Apéndice 1).

ij

Se X tem distribuig¢do N(u,%),entdo Z= DX tem distri
buigao N(Du, DID') onde D & uma matriz qxp de rank gs<n (Sear
le [141]). ‘

Entao gli(xz-izl)tem distribuicdo N(0,X;ZX;) onde:

(*¥) - Usaremos no decorrer deste trabalho, a notagao acima para produto
escalar de vetoxes.



P a %
X3LX, = X X ;
S1701 j=1 13 i=1 11 ij
Como

n ‘ , a -

.Z Xlicij = (le—Xl), j=1,2,...,n,

i#]
temos:

s gaim BICLE

(2.14) lelj iz Xy 40 i3 = 09 51

Logo, gl-(gz—izl) tem distribuicdo N(O,nozsi).

Como U==§1'(§Z-izl)//ﬁ 08, tem distribuigdo N(0,1)
e V=S5SE/0” tem distribuicdo x2_, ndo central (Searle [1u1)
e Ue V sao independentes (Apéndice 1), entdo

T = U/V/V/o2

tem uma distribuigao t de Student com (n-2) graus de liber-
dade. ' -

Poftanto,
oS =%
(2.15) ' T vn P5q

tem distribuicao de Student com (n—Z)'graus de liberdade.

Assim para testar H,: Pyq = (0 contra alternativasda

0 ;
forma Ha: Poq =0, Py >0 9u.p21< 0, usamos a estatistica T

dada acima.



- CAPTTULO 3

ANALISE DE TRAJETORIAS EM MODELOS

DE REGRESSAO0 MOLTIPLA

3.1 - 0 MODELO

Seja o-modelo de regressdo linear miltipla associa
do ao diagrama da figura (3.1):

FIGURA (3.1)

-25=



(3.1) Xo = @y * 1 Bg;Xj*e,

ou
Xy = X& g,
onde
( 4 3 ¢ ]
Xo1 1 X4y Xx1 By €1
X2 L Xyp +e0 X9 Bo1 €y
%o = T . B = A
Xon 1 X, s B €
["0n, BEERSPRRRER Box) L€n
e n € o numero de observagoes.

K equagdo de regressao (3.1) fazemos corresponder
o seguinte modelo de trajetoria:

k
(3.2) Zo = L PoiZi *Pouly:
1=1
onde
X; - il
7., = , 1i=0,1,....k
i Si
e
pOuZu e

Ou,



onde
291 214
o = Loz= |
£ R

{Pox,

( \
Pouul

LPOUZUIIJ

3.2 -~ ESTIMACAO DOS CGEFICIENTES DE TRAJETORIA -

Os estimadores de minimos quadrados dos coeficien-
tes de regressao em (3.1) sdo as solucdes das equagdes nor-
mais abaixo: k

ol n n 148 . (n ]
P G o E . Ol 12 XA
r %Xl} § 2j %ij o § 0j
n L n - n
Xogo XS ¥X 0Xn: wos 2K XK . X, .X
, ; 1j % 1j % 15723 % 1j7kj 801 % 15705
(3.3) ~ =
b, ! e, il
X, . )X .X. . cea JXI L B OX, X,
k k Ok kj“o
FECE A 1k U0k 1 kIT05)

Usando a expressao (1.7) os estimadores dos coefi-
cientes de trajetoria Py; tem a seguinte forma:
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S.
~ 1 B
(3.4) Poi 5,

0i° i=1,...,k.

De maneira andloga aquela considerada no capitulo
IT, nos obtemos o estimador do coeficiente de trajetdria re
sidual por meio da expressdo:

k k k

(3.5) ﬁoﬁ = a7 58- +*2 ) ) ﬁOjﬁOerZ

i=1 ") g=1 e=j4l

Podemos, também estimar os coeficientes de trajetd
ria Py; Ppelo método de minimos quadrados aplicado diretamen
te ao modelo de trajetdria (3.2).

De acordo com demonstragoes feitas no apéndice 2,
observamos que coincidem com aqueles obtidos pelo método a-
cima exposto.

Portanto os estimadores de minimos quadrados gozam
neste caso da propriedade de invariancia que € satisfeitape
los estimadores de maxima verossimilhanga.

0 estimador de trajetdria residual & obtido da mes
ma maneira anterior. o

3.3 = RELAQl-\O ENTRE 0S COEFICIENTES DE TRAJETGRIA E 0S

COEFICIENTES DE CORRELACAO PARCIAIS

Consideremos agora, o modelo de regressdo na for-

ma:
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k
(3.6) E(XpIXpaeeen Xy ) = jélsoi.qﬁi"

onde as variaveis Xy Xis veen X sdo variaveis aleatorias
com uma distribuicao normal multivariada dada por:

IZI—l/Z =1/2(X~-u) 'Z-‘l(x—u)
(3.7) F(Xn X, 5eee,X) . e X-u X-u
onde
(v ) o " ‘
. o 151 o
K = s ,:} - . , z - 10 11 s 1k
kxk‘ Lukd : Loko ckl c’-kkJ
e
Boi.qi = Poi.l2...(i-1)(i+1)...k ° 1=1’i."k'

sao coeficientes de regressao parciais.

0 erro da regressao linear € dado por:

(3.8) (Bou.qu¥u’? . = %o.12.. .k

onde E(X) 15  3J) =0 evar (X5 45 ) = 9.12...k

Podemos escrever o coeficiente de regressao parcial
na forma abaixo '

(3.9) 901.12...(i-1) (i+1)...k

Boi1z... (i-1) (i+1) ...k ~ T, _
' i.12....(i-1) (i+1)...k



= %0 =

(APENDICE 3)

Assim podemos escrever o coeficiente de trajetoria

por:

©0i.12...(i-1) (i+1)...k 93

(3.10) Poi

2
95.12.... (G- @i+ ...k %0
Desde que,

90i.12...(i-1) (i*+1)...k ~
= 90,12, .. (B-1) (141) .. K0 %3, 1200 L (G-1) (+1) . kP01 120 L (1-1) (B41) . L K
(apéndice 3), entdo:

99.12...(-1) GG+1)...k Ci

Bn-
039 12, G-1) (E*D).. .k %0

(3.11) P0i.12...(i-1) (i+1)...k

ou,

90.12...(i~1) (i+1)...k

o
0
(3.12) Pp: = P x s ps
' 0i 01.12...(1-1)(i+1)...k 0i.12...(E-1)(E+1).. .k
.
i
2 o N s ~ - g
Sendo RO(lZ.,.k) o coeficiente de correlacao multi

pla entre a variavel XO e as variaveis Xl,Xz,..u,Xk, temos:

90.12...%

(3.13) 1~ = (Apéndice 4)

Assim,
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¥

1RG (12, .. (i-1) (ixD) .. .K
(3.14) gy = \ 1_R2( G- (el).-1) P0i,12... (i-1) (i+1) ...k
J 1R (12, (G-1) 1) ... K

Em particular para i=1, encontramos:

-R2 '
P Roces.. )

- 2 |
1-R (23...%)

(3.15)

Po1 Po1.2%...k

Ou, relacionando o coeficiente de trajetoria Poy
com os coeficientes de correlagdo parciais:

(3.16) (1-pg) (=05, 20 - - (1P, 23, . (k1)

Py © P01.23...k

a2 2 ZIN

(1-p19) =Py 5. 2) - (1P, 23, .. (k1))
OBSERVACAO: As expréés&es (3.15) e (3.16) foram obtidas ape-
nas para comprovagéo,dé§ae que elas se acham no artigo de

Wright [17].

3.4 - MODELOS DE TRAJETORIA QUANDO AS VARIAVEIS INDEPENDEN-

TES SA0 MAO CORRELAC!ONADAS

Seja agora um modelo de trajetdria associado ao dia

grama dado na figura (3.1), também com as variaveis X,,X;,.

.,Xk consideradas como variiveis aleatdrias com uma dis-

tribuicdo normal multivariada, mas com as variaveis indepen
dentes nao-correlacionadas entre si.

Neste caso os coeficientes de trajetdoria pg;, coin
cidem com os coeficientes de correlacao Poi (Apendice 5).1s
to significa que toda influéncia de cada uma das variaveis
causa sobre a variavel efeito & medida pelo coeficiente de
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trajetdéria. Portanto os estimadores dos coeficientes de tra
jetoria Pyi sao dados por Toio estimadores dos coeficientes
de correlagao. ‘

Resta agora encontrar um estimador para o coeficien
te de trajetoria residual Poy-

Para isto, noés vamos desenvolver certas relagoes
que serdo importantes para a obtencao do estimador do coefi
ciente de trajetoria residual.

A partir da equacao de trajetéria (3.2),podemos es

crever:

, k
(3.17) var(Z,) = var(izlpOiZi+p0uZu},
ou

4
P =1-Zp,.p.
Ou 521 02 0i.
Sendo C==(pij), (i,j=0,1,...,k), a matriz de corre
lagao e Cij (i,j=0,1,...,k) seus cofatores, podemos escre-

ver.

X
(3.18) |C] = det(C) = Z PoiCos

Desde que BOi.qi = c‘C /0 C00 (apendice 3) pode-
mosS escrever:

0.0 C,.

0 01
(3.19) pz. =1+ ] 2 O
Og i1 999;  Cpo 0i
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Qu,

k
# ¥ GCpubnx
), 00 isg 0i% 01 1
Pou C C

[}

(3.20)

o)

pois—p00 = 1.

Assim, temos a partir de (3.18):

det (C) ¢l

(3.21) i = i
pu COO C00

Como podemos escrever o coeficiente de

L Casbpsos
0 00 i=o 0 0%

correlacao

« 2 a -n2 =
multipla RO(lZ...k) pelarexpressao 1 RO(lZ...k) ICI/COO,eg

tao podemos escrever:

e
(3.22) T Poy = 17 Ro(1z2...1)

Como estimador do coeficiente de trajetoria resi-

dual pou, temos:

R k
Xno - N T
. ‘ jZI( 037 i21801.q1-13

)2
(3.23) Poy = = : )
Y (Xgs-X)?
j=1 07 %)
pois
o p2 - 2
1-Rig2. .00 = So.12...%/50



Bn: . .X..)7%
;21 01.qi’ij

Os estimadores dos coeficientes de regressao Bosi.qi
sdo obtidos pelo método de minimos quadrados. '

3.5 - DISTRIBUIGAO AMOSTRAL DE .

Temos dois casos a considerar: o'primeiro é quando
as variaveis independentes sao nao correlacionadas entre si
e o segundo € quando as variadveis independentes sao correla
cionadas entre si. - '

Para o primeiro caso vimos que o coeficiente de tra
jetdria Pgi coincide com o coeficiente de correlagao Poi da
distribuicao marginal de X, e Xi.

Por outro lado, se

L

1
}S:.
4y
tem distribuicao N(u, I) com
Uy %11 Zp3
13: ez:r.
Uy Zo1 %22

tem distribuigao marginal de X, é N(gl, 211) (Anderson [11).

Portanto dentro da suposi¢ao de normalidade, a dis
tribuicao amostral de ﬁoi coincide com a distribuigao amos-
tral do estimador do coeficiente de correlagao de uma dis-
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tribuicao bivariada normal. Esta distribuicao foi apresenta
da no capitulo 2 desta monografia.

Para o segundo caso, vimos que o coeficiente de tra
jetoria estd relacionado com os coeficientes de correlacgao
parciais por meio da expressao (3.16).

Sabemos também que os coeficientes de correlacao
Parciails Pg; 12 ., (i<1)(i+l)...k S2° coeficientes de corre-

e Xi dados X.,X,

lagao de distribuicées condicionais de X 122>

TS T T PIL T

Por outro lado se

0

Xy
§=
. X,
tem distribuicdo N(u, %) com
U Fyy %43
B: e ¥ = .
U, .
=& Loy g3

entdo a distribuicfo condicional de X; dado X, =x, € normal

com média

o1 -
Uy * EgpZys(Xpmuy)
e matriz de covariancia

-1
211 7 Z328022
(Anderson [11).

Portanto dentro da suposigcao de normalidade, a dis
tribuicao amostral do estimador de cada coeficiente de cor-
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relacdo parcial esta completamente determinada.

No entanto a distribuicdo .do estimador do coefici-
ente de trajetoria para este caso, nao € apresentada na 1li-
teratura citada neste trabalho.



CAPTTULO 4

APLICAGOES

k.1 - APLiCAQéES DA ANALISE DE TRAJETORIAS EM GENETICA

A andlise de trajet6rias € utilizada emgenéticana
determinacdo das varias relagOes existentes entre os pais e
seus descendentes, e na determinacdo das relagOes existen-
tes entre cruzamentos de individuos correlacionados.

De uma maneira suscinta, encontramos todos esses re
sultados em Li [12], capitulos 13 e 14.

Apenas citando um exemplo, sem entrar em detalhes,
das relacoes existentes entre os pais e seus descendentes,
que estdo apresentados no livro acima citado, tomamos a tra
jetoria do zigoto determinado pela unido de dois gametas.

0 zigoto & considerado como linearmente, completa-
mente e igualmente determinado pela uniao de dois gametas.
Esta relacgao pode ser representada pelo esquema causal sim-
ples (figura 4.1):

4/’“”“E_“““\n.

FIGURA ( 4.1)
3T



e

Z (zigoto) = g (esperma) + g, (ovo)

Desde que Z € igualmente determinado por g; € g, pa

ra genes autossomais, os dois coeficientes, um do ovo para
o zigoto e o outro do esperma para o zigoto devemser iguais.
Usando a notacao de Wright, seja a o coeficiente de trajeto
ria do gameta (ovo ou esperma) para o zigoto e seja F o coe
ficiente de correlacio entre os gametas. Pela formula da de
terminagao completa (1.18), temos:

(4.1) 2a? + 2a’F =1
Assim,
(4.2) 2? = ‘2‘(?[11’13)‘“
e
1
8 2(1+F

Assim encontramos por meio de uma aplicagdo da ani
lise de trajetdria uma gelacgdo genética importante.

h,2 - APL%CAQAO DA ANALISE DE.-TRAJETORIAS NO ESTUDO DE IN-

FLUENCIA DE ALGUNS FATORES SOBRE A TAXA SALARIAL DE

PESSOAL ESPECIALIZADO DAS INDOSTRIAS DE Sib PAULO

A pesquisa foi baseada em uma amostra de 22.587 tra
balhadores especializados em 688 indlstrias tomadas em1l se
tores mais produtivos de Sao Paulo.
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Foram estudados 0S seguintes fatores:

1. Educacao (E), medida por meio de uma escala propor-

e anos de‘escolaridade.
1 (I) medida por umaes

cional ao nimero d

2. Nivel da influéencia ocupaciona

cala proporcional a uma hierarquia estabelecidanaem

presa.
Tdade (A), medida em anos.

Anos no trabalho atual (J).
uma variavel contro
das varidveis pelosetor con

5,

4. Tempo de servigo (58)-
5

6 le incluida pa-

Setor Industrial:
ra determinar OS efeitos
siderado.

de trajetorias para medir

Foi utilizada a analise
descritos,na taxa salarial

s dos fatores acima
medida pela somd de todos ©0s

elo numero de horas que ©

as influéncia

(W) do pessoal especializado,
eficios dividido p

salarios e ben
funcionirio trabalhou pard a ind
onsiderado é dado p

Gstria durante O ano.

0 modelo causal € elo diagrama de

trajetorias abaixo:
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BEste modelo foi construido a partir de fatos conhe
cidos ou supostos pelo pesquisador. Assim, o nivel de influ
éncia ocupacional (I) foi considerado como tendo um efeito
direto na varidvel dependente. A educacdo (E) foi considera
da como uma varidvel independente tomada como medida de com
peténcia treinada, afectando diretamente o saldrio e também
indiretamente em razao de sua posicao na empresa.A idade (A)
foi considerada como uma varifZvel indicando uma experiéncia
geral tendo efeito direto e indiretos através da posicao na
empresa e da experifncia no trabalho.

0 tempo de servico (S) também foi considerado como
uma varidvel indspendente tendc wesmo tipo de efeitos que a
idade.

A variZvel snos no trabalho atual (J) foi conside-
rada como tendc apenss efeitc direto scbre o salario.

Un sumédrio ¢etalhado de toda andlise de trajetorias

8
esta apresentado na tabela (4. 3) és paginas 41 e 42.

Notamos que para a amostra total, os efeitos dire-
tos maiores sobre a taxa salarial (W), szo devido a educa-
cao (pWE==0,329) e ao nivel de influéncia ocupac;ondl(pw1==
= 0,323).

Em termos de maiores efeitos totais, temos a educa
'géo (nWE==0,459}, nivel de influéncia ocupacional (WWI
= 0,323} e a idade (myp = 0,314). Notamos tgmbém, que o tem-
po de servige e os anos de trabalho atual temefeitos totais



EFEITO TOTAL

EFEITO DIRETO

EFEITO

TAMANHO

SETOR |VARIAVEL 1| DA i-6sima BA 1-Esima
" |VARTAVEL (m ) !vARTAVEL (p ) |TNPIRETOIDA AMOSTRA
N i’ . Wi
, T 0,325 0,323 : 22.587
T0D0S J -0.059 -0,059 .
0s A 0,314 0,258 0,056
£ 0,459 0,329 0,130
SETORES 5 0,047 0,068 0,022
_ I 0,316 0,316 - 1.341
PRODUCAL ] 0,103 -0,103 -
0E A 0,258 0,249 0,027
E 0,482 0.347 0,135
ALIYMENTOS s -0,033 0,007 -0,040
1 9,253 0,253 - 183
VESTIARIO ] -0,107 0,107 -
e A 0,167 0,158 0,009
SAPATOS E 0.541 0.433 0.108
s 0,168 0,240 0,072
I 0,343 0,343 - 1.578
3 6,014 0,014 )
TEXTETS A 0.310 0.272 0,038
E 0,426 0,279 0,147
5 -0,056 -0,062 0,006
I 0,311 0,311 , 1,418
] 0,094 0,094 .
QUIMICOS A 0,358 9,221 0,085
£ 0,529 0,369 0,161
5 0,104 0,048 0,056
I 0,457 0,457 - 1.354
j 0,014 -0,014 i
FA??@SEU A 0,314 0,187 0,117
E 0,386 0.220 0,166
S —D)Olg “0;042 05023
) I 0,307 0,307 - 530
PRODUTOS ] 0,015 -0,015 .- |
0E A 0.363 0,296 0,067
E 0,431 0,284 0,147
PAPEL s -0,004 0,023 0,027

continua



EFETTO TOTAL | BFETTO DIRETO
SETOR  |VARIAVEL 1| DA i-ésima | DA i-ésima | [UITO | TATENIO
VARIAVEL (T ) |VARTAVEL (P ) :
(V5N 1
I 0,381 a, 361 - 335
VIDRD J -Dj 024 —D) 024 -
E A 0,256 0,196 0,080
- g 0,510 0, 363 0,142
CIMENTO s 0,035 -0,003 0,032
I 0,321 0,321 - 2.561
3 0,047 -0, 047 -
METAILS A 0,305 0, 260 0,045
£ 0,537 0,386 0,151
5 0,094 0,113 -0,019
I 0,422 0, 422 - 2.282
EQULFAREN J 0,026 0,026 -
0 A 0,347 0,253 0,094
£ 0,463 0, 309 0,154
MECANICO 5 0,058 0,065 -0,007
I 0,360 0, 360 - 3.620
EQUIPAREN J 0,044 -0, 084 5
0 A 0,345 0,274 -0,071
£ 0,509 0,351 0,158
ELETRICO 5 0,118 0,126 -0,007
| I 0,301 g, 301 - 7.853
VETCULOS 3 -0,011 -0,011 .
MOTORIZA- A 0,336 0,274 0,026
- E 0,333 0,297 0,096
s 0,102 0,078 0,024

muito pequenos (w

WS

Portanto, a influéncia ocupacional, a educagio e a

onde i #1,J,A,E,S.

TABELA (4.1)

=0,047 e 7

Wy = ~0,059).

idade sao determinantes poderosos dos niveis salariais das

industrias brasileiras.

A educacao tem a maior influéncia sobre o

salario

porque além do efeito direto, hd um efeito indireto através
da variavel I (0,130).
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salirios ﬁoid:d: témbem tem um substanciy, efeito total nos
Bk, & e Or?ostra total: Verificamos que seu efeito in
Brsin mamst ,056, sendo positivo através do nivel de influ

pacional e negativo através da experiéncia de tra-

balho atual.

As 2143 e . o
analises feitos com os varios setores indus-

triaj

Veld;:izp;::;ntam resultados anélogos. A educagdo é a varia

Siiian i inf1Ufnf? nos seu? efeitos totais. Depois seguem O

B o o 'Een?la ocupacional, a idade, o tempo de servi-
periéncia no trabalho atual.

S um setor industrial apresenta resultados dife-

rentes: . -
: a indiustria de vestudrios e sapatos.

Neste setor a influéncia ocupacional e a idade tem
mas o tempo de ser-

um efej
ito menor que nos demais setores,

Vico .
€0 possui um efeito maior.

TUDO DA SEGREGACAQ

4.3 . " '
APLICAGAO DA ANALISE DR TRAJETORIAS NO ES

RESTDENCIAL NAS CIDADES NORTE-AMERICANAS

a utilizando como unidades amostrais

Aqui a analise foi feit
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149 cidades norte-americanas com populagoes maiores que 50.000
habitantes em 1960 e com um minimo de 2.500 nao-brancos,sen
do 95% cu mais, negros.

Foram estudados os seguintes fatores:

. Diferenciacao em rendas

°

Diferenciacao em empregos
Porcentagem de nao-brancos
Nimero de nzo-brancos

;oW N

. Diferenciacio no crescimento entre as populagoes de
brancos e nao-brancos.

Os fatores diferenciagdo em rendas e por diferen-
ciagio em empregos foram medidos por indices adequados e co
nhecidos na sociologia. '

A diferenciacdo no crescimento das populagoes bran
cas e nao-brancas, foi medida pelas diferencas entre as ta-
xas de crescimento dos brancos e dos negros entre 1950 e
1960. Essas taxas foram consideradas como razoes da popula-
¢ao nao-branca (branca) em 1960 para a populagdo nao-branca
(branca) em 1950. A populacdo nZo-branca £oi  considerada
com a transformacado logaritmo e o tamanho relativo foi con-
siderado pela poercentagem de nao-brances na populagao total
de cada cidade.

A analise de trajetdrias foi realizada para medir
as influéncias desses fatores na segregacdo residencial (6).

0 modelo causal considerado & dado na pigina seguin
te. o

0 modelo causal foi proposto pelos socidlogos a par
tir de uma série de consideragGes, e trés hipoteses forames
tipuladas:

1? - As diferentes posicoes sociais entre os brancos e
os negros sao fatores que afetam a segregagao resi



\0,4.9 (0,67)
\ 0,16 (-0,30)

0,55
(0,67)

0,027

(0,04)
4
0,04 0
(0,08) -
5

FIGURA 4.3 - 0Os coeficientes entre parénteses sao relativos
as cidades sulistas.

dencial.

2° - Os tamanhos absolutos e relativos das populagdes ne
gras tém efeitos importantes na segregacio.

39 - A taxa de crescimento da populagdo negra relativa-
mente 3 taxa de crescimento da populagdo branca a-
feta a segregacdo.

Os resultados sac apresentados na tabela (4.2) a-
presentada na pagina seguinte.

De uma analise geral dos resultados concluimos que
a segregacao residencial € grandemente influenciada pelas di
ferentes posigOes sociais entre brancos e hegros.



EFEITO “EFEITO EFEITO

H = e <

YARIAVEL DEPENDENTE TOTAL- DIRETO INDIRETO

Diferenga am rendas . . . . 3,27 (6,25) 0,27 (0,25)

Diferenca em empregos . . . 0,25 (0,32% 0,32 (0,25) -0,07 {0,09)

Porcentagem nao-branca. . . | 0,10 (-0,04) 0,16 (-0,30) -0,08 (0,14)

Nimero de nao-brancos . . . | 0,13 (0,08} 0,20 (0,35) -0,12 (-0,17)

Diferenga de crescimenta | g 58 (9,18} 0,10 (0,11) -0,21 (0,06)
brancos/nac-brancos

TABELA (4.2) - EFEITOS DE VARIOS FATORES NA SEGREGAGCAD
; RESIDENCIAL .
(a) regido nao-sul: 78 cidades; regi&o sul: 71 cidades.
(b) Os resultados em parénteses nas tabelas dadas sdo para a
regido sul.

Assim como nos outros exemplos, pelo fato de se tra
tarem de modelos éomplexos, de acordo com o3 resultados do
capitulo 3 nio podemos reélizar testes de hipoteses para ve
rificar se alguns coeficientes sdo significativamente dife-
rentes de zero ou naoc.



APENDICE 1

1.1 ~ PROPOSICAO 1 - "Se X, tem distribuicao N(uzl;Inoz),eg
tao gz-i 1 tem uma distribuigo N(0,2), onde Z==(dij),i,j=

=1,2,¢0.,0 €

i o o?(n-1)
g ij < N
_— ) o
ara 1= ey B e f .
par j e 013 =~ bara i#j
Como X, - X,1 & uma combinagdo linear de variaveis

~2
aleatbrias distribuidas normalmente, entdo também tera uma

distribuicdo normal. Notamos também que sua média & igual ao
vetor nulo.

Agora verificaremos que a matriz de covariancia e
dada na forma acima.

Seja oii==var(XZi-i2). Desenvolvendo, temos:
(A1.1) var(xzi-iz) = var(XZi)*-var(iz)-Z cov(XZi,iz)

Sabemos que cov(XZi,Xz)==E(X21X2)-E(X21)E(X2) e co

mo (X "’XZn) & uma amostra aleatdoria, podemos escrever:

217"
a3 N % )
(A1.2)  E(Xy;X,) E{E(X21X21+...+Xzi+.qu2iX2n)}

N 2 2
“i‘{u2+uZ+-.o+Ex2i+ .-.+U2}

ou

| e .. g
(A1.3) D B(X,.X,) = ud el

o T~
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Assim,
o _ a2
(A1'4) COV(XZi,XZ) = '——n—-
Substituindo-se em (Al.1l):
. 2 2 2
_ i _ 2,0 ,0° _ o°(n-1)
(Al1.5) var(X2i Xz) g= 2 = =
Também,
= E(Xpy- 40 B (Xy5-45)
Entdo podemos estrever:
A S @R s
( 1-7) _ Uij - "'T’ l#]$
pois
_ » - g2
B(Xy5-X5) (Xp5-X)) = -
e

B(XZi-iz) = E(xzj-iz) = 0

1.2 - PROPOSICAO 2 - "Considerando X, com distribuigdo

2
N(XB, o%I_) e

X, como vetor ndo aleatorio, as estatisticas U e Vdadas por

U= X;*(X,-X,1)//n 0S; e

2
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- 2 P - v =] ' 2
V = SSE/o* = }SZ[In X(X X) X ]Xz/o
sao independentes, onde:
( ) (X, ) (X )
L Xy, X1 X1
b M Xi2 Xy2
X = e ; ¥’1 = Ll ; 32 =

:g;_ Xan \xlnj sznj

" Para demoﬁstrarmés,essa proposicdo, vamos utilizar
o seguinte fato: se X tem-distribuigao N(u, V), entao X'AX
e BX a0 distribuidas independentemente, se e somente se
BVA = 0 (Searle [151).

Entéq eSCYrevemos:

21
1 . 101 ... 1 ,
(A1.8) U = (-% ,1)[ ) :
mosy - WYa Xigoee Xyl
XZn
ou
(A1.9) y =1 (-%,,1)X'X,
/ﬁosl -
Fazemos entdo:
(A1.10) B = —L (%, )X
~ - /naoS
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Logo:

(A1.11) U = §§2
Como Xz tem uma distribuicao N(Xg,ozIn) e podemos
escrever SSE==§§A§2, onde
A= it -xxexixes,
o2 DB

temos:
(A1.12) BVA = 1 (—il,l)X'(In—X(X'X)—1X‘) = 0

Jﬁosl -

Portanto, U e V s3ao independentes.



APENDICE 2

PROPRIEDADE DE INVARIANCIA DOS ESTIMADORES DE

MINIMOS QUADRADOS DOS COEFICIENTES DE TRAJETORIA

Em correspondéncia ao modelo de regressao (3.1) da
do no capitulo 3, determinamos os estimadores deminimosqug
drados dos coeficientes de regressao a partir das equacgoes
normais abaixo '

( n n n (V. (n )
X X ceeee )X o X
R EtR Mg 8] |

By 1, Boagty - ooyt o] [

iz 23X Xy X eoe X X 1B XX,

C(A2.1) i 1j i 1j i 13723 i 157kj 01| _ i 13703

n n n . A n

X . iRy s wwaeses }Ris X X, .
% kj ;Xk) 1j ; kj ) BOkJ % kj OJ‘

Seja W, o determinante da matriz obtida substituin
do-se a i-ésima coluna da matriz X'X pelo vetor coluna X‘go
e seja W=det(X'X). Pela regra de Cramer, temos:

wl * Wiel . .
. (A2.2) 1 = Ta BOj. = "“T’_“; lr‘l,...,k.

(o3

A partir da expressao (1.7),teremos estimadores dos
B Y=
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coeficientes de trajetoria Pyg» na forma:

W. S.
~ _ i+l i ~
poi - w » _——6_7 1-1’: ,k
Ou,
X X X
BoAXp g By DXy
2
Zle Xxlj Xxljxoj. Zleij
‘ e -
. S; Zij Zijxlj...}jxijoj...Zij
0i = 8,
0 | n ZX]J Zle. XXkJ
2
lej zxkj ‘Xxljxlj 2 IJXkJ
2
ZXkJ Zijle XxljxkJ .ZXkJ.

Aplicando as propriedades usuais dos determinantes,

n2x§j-(2x1j) % e .nZlexoj-lejxoj . .nixijlj-pcijXU
nleszj-ixljixzj .. .n)"xzjxoj-szjz)_coj_..nz)(zjxkj-ZXZJ. Exkj

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

nlX XTI .ﬁZinxoj{xkj}jxoj D - (0 )7

0 n2x§j~c2x1j)2 ws .nZlexzj-}jxlj szj s .n§x~1jxk:_j-2x1j2>g‘j
nZleXZj—EXIjZXZj . .nﬁxgj-szj) L .nixzjxkjf-z)czj Exkj

--------------------------------------------------------

DR AR I 0 S R R .nleij -y

Aplicando agora o método de minimos quadrados dire

tamente no modelo de trajetdria (3.2), determinamos os esti

madores dos coeficientes de trajetdoria a partir das equacoes

normais abaixo
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e 2 ”; ~ '\
1275025255+ 'Zzljzkj) Bor| (2% 03]
- R
(A2.6) 12952930255+ - 229503 | |Poz| = |1Z25% 031

Pela regra de Cramer, fazendo V=det(Z'Z). e Vic>dg
terminante da matriz obtida substituindo-se a i-&sima colu-

na da matriz Z'Z pelo vetor Z' ZO’ encontramos:

2 /a2
nSl/S1 nSlZ/SISZ"'nslo/SISO"'nSlk/Slsk

nslz/sls2 nS%/Sz ...nSZO/SZS (. 1S, /5,8,
2
5 - “Slk/slsk nSZK/SZSk’ ‘nSkO/SkSO nSy/Sy
0i L
NSE/ST  0S),/5)5y. . 0S| 5/S)S, . IS /5y

onde
X..-X.
I = Y »
Zfl "'_§£'—’ Lieoook
e

Entao,

2 /a2
nS 2/8182 nS /SZ...nS ./SZS....nS k/SZSk

. °

ou,



- Bl o

2
B3 DSyg e My eeuliByy,
2
1S, NS5 L..nS,q...nS,y
1 e, s
2 2 2 2 s 2
) SqS2+++52 15,52, ...52 nS,, S, ...nSy .. .S
(A2.8) By, -
2
: 21_ : nSS DS),...nS) ;.S
S:55. .. 2
152+ Sk nS;, nS3...nSy...nSy
2
BS;, TSy ...nS;;...nSE

Observamos que as expressoes (AZ2.8) e (A2.5) sao i
dénticas, mostrando assim que os estimadores de minimos qua
drados dos coeficientes de trajetdrias gozam de proprieda-
de de invariancia. | ‘



APENDICE 3

A3.1 - ﬁELAQBO ENTRE COEFICIENTES DE CORRELAQKO PARCIAIS E

COEFICIENTES DE CORRELAQRO DE ORDEM ZERO

Sejam XO,Xl,...,Xk varidveis aleatdrias comuma dis
tribuig¢ao normal multivariada.

.
|71 1 «1
' . ~=(X=-u)'E " (X-u)
(A3.1) f(XO’XI”"’xk) ¥ g e 274 0 ° il
(Zﬂ)f?p
onde
3 3 ¢ ' 3
X, (ug %0 %01 *** %ok
4y udc L %10 .%11 %1k
X = sou =y )= . . .
%3 §e3 °k0 k1 k]
ou poderiamos escrever:
X ~ N(u, )

Seja C a matriz dos coeficientes de correlagdo po-
pulacionais:

~55-
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( .
Lo Por Poz vt Pok
| P1o 1 Pz e Pk
(A302) C I (A ¢ e 8 0 5 8 8 6 8 e & @
Pro Px1 - Px2 3

Consideramos Ci' como o cofator do (i,j)-€simo ele
mento da matriz simétrica C, sendo |C| o determinante da ma

triz C.

O cofator Cij pode ser escrito por:

o (a1 i%d
(A3.3) | G5 = (-1) M50

onde IMijl € o menor da matriz C.

Definimos"'p01 2%, .k COmo o coeficiente de correla

cao parcial de Xo.e Xl dados XZ’XS""’Xk fixas, na forma:

Co1

177
(Coo Cq1) "

(A3.4) P01.23...k =

Assim, por exemplo,

Cy2 B P127P13 Po3

p = e =
23 egy ot (eeip) (oedy)

}1/2

P12.3 € o coeficiente de correlagao paréial de X,

e XZ com X3 fixado.

A3.2 - REGRESSAO PARCIAL LINEAR

Seja o modelo dado na forma:



= B7 =

(A3.5) E(XOlX]_’XZ"”’Xk) = BOl.qu]_“"BOZ-qZXz*- tee +80k.quk’ '

onde XO’Xl""’Xk sio variaveis aleatdérias com uma distri-
. buicdo normal multivariada dada em (A3.1).

Em (A3.5), consideramos:

(A3.6) Boj.qj = Poj.12...(j-1).(5+1)...k

Podemos escrever (AS.S) na forma:
(A3.7) Xo-= Bor.qi¥1* + * Pok.qkk

Consideramos o reésiduo por:
(A3.8) X0.12...k = xof-g(x0|x1,...,xk)
ou

E(XplXpee X)) # Xg 32, ..k = %o
onde
E(Xp 12...80 = O

e

= 2 .
12...% =BG 2,00

N

var(Xy 45, ) = O

Supondo agora as- (k+1) varidveis aleatdrias X,,X;,
...,Xk com uma distribuicao normal multivariada, temos:



et

' E(X,|Xy,00.,X j K . X,

» 0' 1 k 0
(A3.9) 2. § 0 3
99 3=1700 93

Podemos escrever os coeficientes de regressdo par-

ciais quando regredimos X, em Xj com as outras (k-2) variid-

veils fixas, na forma

C

- ! d .
dily . 2
Bl - TRt s T

A3.3 - RELAGAO ENTRE A VARIANCIA RESIDUAL COM O COEFICIENTE DE

REGRESSAO PARCIAL

Vimos qué
y Tyl .
var(Xg 12...%) *9.12...k

ou

2 = : - 29 -
0'0'12.'.k = E[{XO E(Xolxl’nol,Xk)} ]

(varigncia residual em torno da TEegressao) .

Dai,
. » . 2 k 2
(A3.11) o5 12.. % " E[{XO Jleoj qu }
Desenvolvendo:
, r ) :
(A3.12) 99.12...% = E[Xy(X,- Z 303 quJ)

o LXK (X Y Bas o :Xi) ]
52160J-QJ i %o jZIBoJ;qJ i1



- Como o segundo produto &€ igual a zero, temos:

k
2 = - j
(A3.13) %.12...k = %07 ,L,%0j.q5%0;

A3.h - RELAGOES ENTRE AS VARIANCIAS, AS REGRESSOES E AS

CORRELAGOES DE DIFERENTES ORDENS

De (ASJS). e (A‘Si:;l,());,,p}odemos escrever:

(A3.15) - "

Do mesmo modo,

| ) C
(A3.16) cov(X X qn) = 4% -}r;ln-

L.qe’

Quando 2 =m, temos
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como foi visto em (AS,IS).

Também podemos escrever

(A3.17) cov(X o2

» X ) Bzm.r Mm.r

L.1° M.

- ) 1 = 1 2
(A3.18) # cov(Xz r xm r) K Bmz.raz.r

(A3.19) fC°Y(¥z,rr%§,f?'f,pnm,r°z.r°m.r

o '.'11‘ <

" Podemos escrever, algumas outras relagdes:

e 90, q T Song- P Por L)

Em particular:
i e o) | °1 0 (1 Po1)

Observamos que ‘em (AS 20), o indice gq-1 significa
um conjunto de q varlavels excluindo X

Da expressao (Astzo),_temos.
(A3.22)

P Rg R | "y
%0.q-1 = %0.q-1-21"P02-q-1)

Aplicando-5e sucessivamente (A3.20), temos:
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&
oy - 2 2 _s2 A2
S 95.12.. % = %0 (1005 (106 (11 .10 05 (k-2 . -1+ (TP01. 2. .1
Portanto:
“532 k ' :
o s e o -t '.2 -2 k
(A3.24)  —====== 0 -pp) P02.1) - 1 PGk.12. .. (k-1)
0
ou
L

(A3.25) 0.12...k _ LCI

‘ 08. 00

Uma relacio para a covaridncia entre X, e X; para
X, fixado, pode ser escrita por:
%k k1

%

(A3.26) © %51.kx T %01

Também, pela definicdo de coeficiente de regressao

parcial, temos

=z 2
(A3.27) Bis.k = %93i5.%/%.x

Para outras relagoes, ver Kendall [91. . .



APENDICE 4

4,1 - COEFICIENTE DE CORRELAQI-\O MOLTIPLA

Considerando as mesmas variaveis aleatorias Xgs%qs
...,Xk vistas no apéndice 3, juntamente com suas Trespecti-
vas suposicdes, definimos por coeficiente de correlacao mﬁl
tiplo RO(I...k) entre XOAe Xl""’xk a:

(Ad.1) .1‘R<2)(1..“,‘1<)g= 96.1...%/%0"
onde 08.1...k foi definida no apéndice 3.

Também:
({\4-2) 0<R?2<1.

Vimos também que

90.12.. .k~ B(Xg 12, . %)
e que |
Ecxé.lz...k)"ﬁ(xo Xo.12...%)

Desde que E(Xo.lz...k)==0’ temos:

(A4.3)  0f 35, g = var(Xg 5., 1) = covXgXg 15,10
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Considerando agora a correlagdo entre X, e sua es-
perancga condicional

E(X |X1’°"’ X = XXy 12,k

nos encontramos:

‘ A_,cov(X X ')

‘ 1/2
{var XO var(XO XO 12. k)}

var XO “cov(xo 0.12. k)

) ' 177
‘,0.12;,.k"2 °°V(x X5.12...10 ]

Sk
op b } “Roc12...%

(A4.5)

Também poiémos eécréver de (Ad.1) e (A3.24) que:

(M.6) 1Ry g9 " 7¥H‘ = (1“901)(1 Poz.1) Pk 1. . (k1))



APENDICE 5

5.1 - 0 COEFICIENTE DE,TRAJETGRIAS E O COEFICIENTE DE CORRELACAO DE

ORDEM ZERO, QUANDO AS VARIAVEIS INDEPENDENTES NAO SAO INTER-

CORRELAC | ONADAS

Vamos considerar agora uma regressdo linear da variavel X,
nas varidveis aleatStiaé’Xl,Xz,...,Xk. Considerando as va-
riadveis independentes como ndo correlacionadas entre si.

A matriz de correlagdo aparece na forma:

O T 3 !
1 Po1 Poz ve-er Pok

P10 1 0 - 0 ,.j 0

(A5.1) . C.= Pag O 1 0 ... 0
P10 0 .0 0 ... 1 J

Notamos que

(A5.2) Coo = (-1)°

[
"
oot
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Pig 0 O
Ppp 1 0
= o131
Cop = (-1) pgp 0 1
Prg 0 0
pp 1 0 0
pZOO_OO
..__.:_2
Cop = (-1) pgg O 1 0
peg 0 0 O
Logo:
1
1
_ 1
e (115
Cop = (-1) 70y
0
pmlO....O
Pyg 0 1 0 0...0
o valpen 00 0 0 ... 0
Cyz = (-1)%| 30
o4 © 0 1 0 ... 0
P © 0 0 0...1

Dai, teremos:

- 85 o

0
0
.0l T "P1o
.1
. 0
.. 0
.0
|
0
= P20
1

= - 7 = e
(-1) 7pyqdet (D) = -py
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P10 1 00 ..... 0 |
pZO 0.1 0 ..... 0
0

_ o1 Kjp 0 01 0...
COk = (-1) (730

© e 08P eto 0 e0e0000 600 O

oo 0 0 0 0...0

= (-1 ) det(D) = -py

Assim, concluimos que:

(A5.3) ' COj = -poj, para j=1,2,...,k

Como o coeficiente de trajetoria & dado por:

0. a Cp s
.=—;—1— b 3 d . -=-——Q— 0
pOJ 9 B'oj.q;) on.e BOJ.qJ , oj COO
temos:
) ;’CO‘
03 Coo
Por (A5.2) e (A5.3), teremos:
pOj = _(~p0j)? j=1,2,...,k.
Ou:
(A5.4) pOj s poj’ j=1,...,k.
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