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CAPÍTULO O

PRELIMINARES SOBRA O ESTUDO

DA ANALISE ÓE TRAIETÕRIAS

O objetivo deste trabalho é apresentar de uma for-
ma clara, os conceitos básicos da analise d.e trajetõrias
C''path analysis''). Para tanto, nos primeiros capítulos daTE.
remos um enfoque das idéias gerais e das contribuições exi.!
tentes até agora na literatura. Num capz'fulo final daremos
de forma detalhada alguns e;templos de aplicação da analise
de trajetórias em problaaas das mai.s diversas áreas,pam que
o leitor possa aval.iar concretamente a importância d.este mé
todo estatístico. Todavia, antes de iniciarmos a apresenta-
ção do método. faremos uma breve apresentação de alguns da-
dos, assinalando o desenvolvimento da análise de trajetó-
rias desde seus di.as iniciais, até o momento.

o geneticista Sewal]. wright foi o precursor da anal
liso de trajetórias, com trabalhos apresentados a partir de
de 1918.

Wright introduziu a técnica da analise de trajetó-
ri.as a partir de diagramas genéticos, envolvendo sistemasde
cruzamentos. Em 1921, publicou um artigo sintetizando todas
suas i.déias e nesse mesmo ano, publicou um artigo com apli-
cações na genética. De uma forma inédita, Wright confirmou
nessas aplicações, a utilidade da analise de trajetÓrias ao
verificar que alguns resultados previamente conhecidos so-
bre sistemas de endocruzamento obtidos por procedimentos a-
ritméticos muito complicados coincidiam com os resta.todos ob



tidos a partir da aplicação do método por ele proposto.
Além disso, Wright encontrou resultados ainda não

conhecidos nessa época sobre outros sistemas de endocruza-
menta, por serem impossi'vais de se .obter sem a técnica da a
nãlise de trajetórias.

Apesar de um grande êxito inicial, a análise de tr2
jetórias sofreu algumas cri+ticas por parte de alguns genet.i
cismas e estatísticos.

Uma das crz'ti.cas formuladas, partiu de files em

1922 e 1923, que não concordava com as idéias envolvendo a.L
guias pari.ãveis como causas e outras variáveis como efeitos.
Esta .crítica foi respondida por IVri.ght em 1923. Em 1934 Wr.}
ght apresentou um artigo englobando todas contribuições e-
xistentes , e apresentou algumas correções das aplicações.

Uma outra crítica apareceu em 1954, por parte de
Tukey. Tukey iniciou seu traba]ho. dividindo a anã],isede da
dos em analise desci'itiva, tangencial e funcional. Com essa
classificação, Tukey considerou o coeficiente de correlação
como uma medida descritiva, e o coeficiente de regressão cg
mo uma medida funcional. A crz'teca formulada por Tukey, foi
re[ativa ã uti].ização do coefi.ciente de corre]ação na ap]i-
cação do método da analise de trajetÓrias. Em algumas apli-
cações da analise, era calculado o coeficiente de correla-
ção de Pearson entre as variáveis, e a partir das leis dâ 3.
nãlise de trajetórias eram encontrados os efeitos diretos
ou indiretos. Tukey considerou incorreto determinar a par-
tir de uma medida descritiva uma medida funcional,porque os
e:feitos diremos e inda.Fetos são coeficientes de regressão
padroni.zados e produtos destes. Tukey sugeriu uma anãlisede
trajetórias formulada em termos da analise de regressão,tal
como é considerada atualmente.

Em 1956, Li apresentou na literatura uma exposição



detalhada da anãli.se de trajetórias, juntamente com aplica
ções na genética

A parti.r da metade da década de 50, a analise de
trajetõrias começou a ser utilizada com frequência pelos peZ
quisadores de Ci.ências Humanas, para interpretar si.stemas
causais. Assim, temos o trabalho de Simon em 1954, e os tra
balhos de Blalock em 1960, 1961 e 1962

Em 1959, Turner e Stevens consideraram os sistemas
causais interpretados pela analise de trajetõrias como ca-
sos especiais de l.!regressão múltipla

Em soa.elogia, também devemos citar as contribui-
ções de Duncan em 1966, de Blau e Duncan em 1967 e de Land
en 1969 .
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CAPITULO l

IFITRO DUÇÃO

1.1 - 0 MÉTODO DA ANÁLISE DE TRAJETÓRIAS

Para a aplicação da análise de trajetórias,nós prg.
casamos inicialmente considerar uln diagrama de trajetõrias,
associado ãs variáveis do problema em questão.

Este diagrama 'é constituz+do pelo pesquisador consí
gerando a].guias vara.áveis como efeitos e outras variáveis a)
ino causas, baseado nas considerações teóricas da área de a-
plicação.

Na figura (1.1) , temos um exemplo de diagrama de
trajetórias.

FIGURA (1.1)
5



Com uma notação que levaremos até ao final deste
trabalho, denotaremos os coeficientes de trajet6rias por
p;-i , onde o Índice i esta associado ã variável efeito e o l+n

di.ce j está associado à variável causa

Em correspondência ao diagrama de trajetÓrias, as
sociamos a cada seta unida.regional um coeficiente de traje
tãri.a e a cada seta bidireci.anal um coeficiente de correia
Çao

A cada diagrama de trajetÓri.as associamos um con-
junto de equações de regressão linear, onde cada variável e
feito seta uma variável dependente no modelo de regressão.

A relação entre os coeficientes de trajetÓrias eos
coeficientes de regressão é obtida escrevendo cada equação
de regressão do modelo em duas formas equivalentes.

Isto é

(1 .1) xo al + illlBOiXi + c

zo i=lPOÍ +.POuZu'

onde

(1. 3) z .
l

X. -u.
1 1

a i
, i:l , ,Jn

(1 .4) POuZu

(1 . 5) --E!!ã---l:l.-, i=1,2,...,mPOi

No exemplo dado pela diagrama de trajetórias da f.{
aura (1 . 1) , temas
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Z3 : P32Z2+P31Zl+P 3uZu

Z4 : P43Z3+P42Z2'pP41Zl+'P4vZv(1. 6)

zs P 5 4 Z4 +P 5 3 Z 3 +P 5 2 Z 2+P S IZ l +P 5wZ.v

Todas as suposições envolvi.das são conhecidas da
teoria geral de Mode].os Lineares

Os coefi.cientes de trajetóri.a definidos em (1.5) it
dem o efeito direto de uma variável sobre outra variável

A interpretação de sistema.s causais por meio de a-
nalise de trajetóri.as se torna mais efici.ente porque pode-
mos decompor a influênci.a de uma variável sobre outra varia
vel em efeitos diremos, efeitos indiretos e outros.

Algumas di.faculdades podem aparecer na aplicação
desta técnica quando o sistema casual não é bem determinado

Podemos interpretar o caefici.ente de trajetória a

partir da expressão (1.5). Desta maneira o quadrado do coe-
fi.ciente de trajetÓria mede a. proporção da variância da va-
riável dependente para a qual a variável independente é di.-
retamente responsável. Neste sentido pode ser chamado coef.}
ciente de determi.nação.

] . 2 ESTIMAÇÃO DOS COEFICIENTES DE TRAJETÓRIA

Um esticador sugeri.do para o coeficiente de traje
teria é dado por

(1 . 7)
S

.'oi
i

Poi : 1= ,'ln

Notamos que este estimados não depende da unidade
física na qual a var.lavei X: está medida, sendo esta uma di.
ferença básica com o está.mador do coeficiente de regressão.
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Com o exemplo numérico dado aqui, queremos chamar
a atenção do leitor, para a diferença entre a anãlisede tr2
jetõrias, e a aná]ise de regressão ].inear múltipla comum,al.
sinalando as vantagens da análise de trajetÓrias na inter-
pretação e medidas das relações causais

Vamos considerar o$ dois conjuntos de dados apõe'
sentados nas tabelas l e 2, e vamos supor que XO seja comb.i
nação linear de XI e X? nos dois casos

TABELA l TABELA 2

XO cotnbinação linear de XI e X2

4,36
3 ,20
5 ,62
6,26
4,82
5,48
9 ,10
9 , 1 6

17

11

18

18

10

9

20

17

3

5

6

8

11

14
IS
18

2 ,26

2 ,60

6 ,22

5 ,96

5 ,12

8 ,18

8 ,50

9 , 1 6

10

9

20

17

11

18

18

17

3

5

6

8

1 1

14
15

18

Exo : 48 Exi : 120Ex2 ' 80

XO ; 6 XI : 15 X2 : lO

sã : 4 sí : ló s; : 2s

SO : 2 SI : 4 S2 : 5

S01 : 4f8 S12:8p0 S12: 0

r01 : OP6 r12:0P8 r12: O

>lxo : 48 }lxt -i20 >lx2 : 80

XO : 6 XI ; 15 X2 : lO

sã = 5,92 sí = ió sã = 25

S0;2p433 S 1 : 4 S 2'- 5

S02: ll S12: lO

r01'0»822 r02:0P904 r12:0P5

$01 : 8

Temos

(1 . 8) XO : al + í301XI + É302X2
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Os está.dadores dos mi+nimos quadrados dos coeficieg
tes de regressão para os dados das tabelas l e 2 coincidem
e sao

cil -1 ,7 ; BO l : 0 ,30 ;. B02 0 ,32

Uma conclusão inicial é que as in:fluências de XI e
X2 em Xo são as mesmas para os dois casos

1,1as na forma reduzida, encontramos as seque.ates e-
quações para os dados das tabelas l e 2, respectivamente.

(1 .9)
ZO : 0,60ZI + 0,80Z2

ZO : 0,4932ZI + 0,6576Z2

Os esticadores dos coeficientes de trajetórias, d.i
ferem para os dois conjuntos de dados.

A diferença é dada pelo fato de que na primeira tg.
bela, as variáveis X. e Xo não são correlaci.anadas, e na sg
funda tabela XI e X) são variáveis correlacionada.s.

As figuras (1.2) e (1.3) representam as relações
causais dadas nas tabelas l e 2, respectivamente

xl xl
0,60 0 ,4932

q-,*' 0 ,6576

FIGUR.h (1.2) FIGURA (1.3)

Para os dados da tabela 1, os estimadores dos coe
ficientes de trajetÓría coincidem cam 03 coeficiente:.de cor
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relação de Pearson entre as variáveis

r01 ; P01 : o.,60

r02 : P02 : 0,80

Para os dados da tabela 2, temos as relações

(l . lo)

(1 .11)

ou

r01 : p01+r12p02 0 ,493 2+ (0 ,5) (0 ,6576)

r01 : !:!:!!

r02 : P02+r02p01 : 0,6576+(0,5)(0,4932)(1 .12)

ou

r.. = 0.9042'02

Em (1.11), verificamos que

p01 :0,4932 mede a influência direta de XI em XO

r12p02 : (05)(0,6576) : 0,3288 mede a influência da variável
XI em XO através de X2

O TEORES.IA FUFIDAMENTAL DA ANÁLISE DE TRAJETÓRIAS

Podemos escrever o coeficiente de correlação
Pearson entre X.i e X.i, por

de

n

k::z:kzjt

onde n representa o numero de observações.

De acordo com as equações de regressão associadas
a um di.agrama, temos

CI .i4)

(1 .1 3)

'j.j : i piq'jq'



3.1

onde q cobre todas as variáveis associadas ãs possíveis tr2
jetórias entre as variáveis X.i e X

Assim,num diagrama de trajetÓria, o coeficiente dc
correlação de Pearson entre duas variáveis é obtido toluan-
da-se todos os trajetos possíveis entre as variáveis consi-
deradas e tornando-se o$ produtos entre os valores numéricos
dos esticadores dos coeficieJites envolvidas ao longo de ca-
da trajeto.

Por exemplo, no diagrama (1.1) , temos

]

CI.IS) r35 p54r34 + p53 + p52r23 +p51r13'

lembrando que o resíduo não é correlacionado com as
veia independentes da equação de regressão..

varia

Também

(1.16) r35 p53 +p51p31 + p51r12p32 + p52p32 +p52r12p31 +

+ p54p42p32 + $54p42r12p31 +p54p43 } $S4p41p32r12+

+ P54P41P3].'

Uma observação importante a considerar é que se t.{
vermos mais do que uma correlação em uln dos diagramas, so-
mente uma pode ser usada em um,trajeto particular.

Um caso i.mportante de (1.14) é considerado quando
i=j e é conhecido colho fórn\ula para a determina.ção comple-
ta de X.l

(1 .17) rii : 1 = E $iqriq
Des ellvolvendo

(1 .18)
rij. = 1 = q píq ' 2 }l . $iq qq'piq''



onde q e q' (q'> q) incluem todas as variável.s aleatórias
envolvidas, sejam ou nãa residuais.

Por (1.18) determinamos o esticador do coeficiente
de trajetÓria residual

umA l!!ÇBPKETAÇAO PARA A FóRmuLA OA ocrcKliiNAÇ8g
COMPLETA

Sej a o diagrama

12

P2n

FIGURA (1.4)

(1.19) ZI : j.EZPliZi + PlaZa

Por (1 . ].8) , temos

(1.20) 1 = rll B j>12 ij ''' 2jEZ k:j+l ljplkrjk

Flultiplican.do-se por var(XI) , temos
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(1. 21) var(XI) "a,UPj l,$ 1j

in m

+ 2 var(XI)jE2 k:j+3. ljpltrjk+ var(XI)$'a
Então

PROPORÇÃO
DADA Dl-
RBTAMENTE
PELOS ES-
'TiiÍADaRES
DOS COBRI
CIEN :B S DE
mAJEr6 RIA

PROPORÇÃO
DEVIDO ÃS
INTERIOR-
-RELAÇÕES
ENTRE AS
VARIÁVEIS

INDEPEN
DENTES

ÍVARIAÇAO'I
(1.22) ITOVAL DXI

1. x: J
fPKOPOKÇÃO'l

+ lnEViOO Ao!
l RESÍDUO l
\ /

+

1 . 5 !ÇIÇp#?9$.!Ç40 00s EFEITos nA ANÁusE OE TKAICjgBJA

A parti.r do teorema fundamental da análise de tra-
jetõrias, nõs podemos decompor a correlação entre uma variêl
vel dependente e uma variável independente em efeito direto
e efeitos indiretos. O primeiro é medido pela estimativa do
coeficiente de trajetÓria correspondente e a soma dos outros
ê obti.do por diferença

Assim, no diagrama dado em (1.4) , o e:feito direto
da variável. X2 em XI é dado por p12' O efeito indireto será
dado por r12 'p12, onde r12 é determinado a partir do teorÊ
ma fundamental

Na expressão (1 . 16) , temos

p53 é o efeito di.Feto da variável X3 navariãvel X5.

r35'$S3 : p51$31+p51r12Íi32+p52p32+Ê52r12$31 +

+p54p42p32+p54p42r12p31Fp54p43 +

+p54p41p32r12+p54p41p31 será o efeito inda

(1. 23)

(1. 24)
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Feto de X.z em X: através de .outras varia
fieis

A expressão (1.24) mostra que o efeito indireto tg
tal é a soma de efeitos indiretos correspondentes ãs traje-
tõrias entre X. e X.

Além dos efei.tos indiretos e efeitos diremos, te-
mos os efeitos residuais determinados pelos está.Dadores dos
coeficientes de trajetÓria residuais obtidos a partir de
(1.18)

ESTICADOR DO COEFICIENTE DE TRAJETÓRIA RESIDUAL

Consideremos novamente o modelo de regressão dado
em (1.19) associado ao diagrama da figura C1.4)

Neste exemplo, podemos escrever a estimados do cog
ficiente de trajetÓri.a residual por

(1.25)
m

' j:z lj ij

ou plu :l/I':R'T, onde R2 é o coeficiente de correlação mÜlt.L
pla

$:.

Aqui, aparece o coeficiente de correlação múltipla
R:, porque:

m n

jlz :j i:i'jizlj.-"z:Í
n

i=lZlj.-n21

(1 .26) Ra

onde n é o número de observações, e
m n

(1.27) Rz =
nS.z
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e daÍ,

(1 . 28) Rz
Jn

;!:$:j'l:

COMENTAR l OS

O coeficiente de trajetórias é igual ao coefiéie2.
te de correlação quando se trata de um modelo de regressão
simples.

Assim, vale a desigualdade

(1. 29) ' pij : l

Quando temos modelos de regressão múltiplas, os eâ
timadores dos coeficientes de trajetórias podem estar fora
do interva[o [-í,+]].

Quando temos casos cabo este, o efeito direto de U
ma variável X: em uma variável X; , deve ser compensado pe-
los efeitos indiretos através de outros fatares, isto é, e!
ses efeitos devem ser de sinal oposto ao sinal de $i.i

UM DIAGRAMA AOKQUAOO

Para um pesquisador verificar se um dia.grama de tq.
jetõrias é adequado, basta comparar os valores das correla-
ções calculadas a partir dos dados, cole as correlações cal-
culadas a parti.r do teorema fundamental da analise de trajo.
terias.

O diagrama seta adequado se as correlações forem l
guais.

Tomamos como exemplo, o di.agrama de trajetórias a-
baixo



16

XU

X

F~;,.\,,',
\.,".. ...=F]

0,3 10

0,5 1 ól 0 , 2 7.

0,224

0,281

0,818

O coeficiente de correlação de Pearson r14 e i.gual
0,332

Pelo teorema fundamental , podemos escrever

(i.30) r14 : p42u'12+ p43r'13 '(0,224)(0,516) +(0,440)(0.455)

( 1 5 )FIGURA

a

rla = 0,315

Analogamente r15 : 0,326 pelo teorema fundamental e
r15 : 0,322 determinado a partir dos dados.

Outras comparações, por exemplo r25'. revelam dis-
crepâncias muito pequenas (não maiores que 0,001)

Notamos então que o diagrama é adequado



CAPITULO ll

ANALISE DE TRAIETaRIAS EM

MODELOS DE REGRESSÃO SIMPLES

2.1 - O MODELO

Vamos consi.deram ágata um modelo de regressão si.m
pies, associ.ado ao diagrama da figura (2.1)

q -:: -lf?
FIGURA (2.1)

(2.1) X2 : a + É3XI + c

ao qual fazemos corresponder o seguinte modelo da trajetó
ria

(2. 2)

onde

Z2 : P21ZI + P2aZa

17
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x. - x.
Zi : - 1 1 , z=1,2 e P2aZa

ESTIMAÇÃO üos coerlÇIEBTES DE TRAJETaRiAS

Os estinladores dos mz+niinos quadrados dos parâmetros ct e íi são
dados por:

(2.3)

n

:E:(xzi-\) (\.i-\)
(2.4)

>l. (\.i-\.) 'i-l

Pela expressão dada em (1.7) , podeains escrever lm estiJnador

do coeficiente de trajetória p21 da seguinte ronda:

n

:E: «2i.'xP «li-b.)
n n

' iil: (xli.-h.) ' . E: (x2i-x2) '

(2.5) P21

Velhos que $21 :r21' isto é, o estiinador do coeficiente de
trajetÕria coincide nunericamiente com a estimativa do coeficiente de co!

relação de Pearson entre as variáveis XI e X2
Podemos taixbém estimar Pn aplicando diretainente o método dos

mínimos quadrados na equação de trajetÓria (2. 2)

Neste caso ot;temos para estiimdor de p21 a expressão abaixo :

n

i>llzliz2i
n

:!:'Í:
P21



19

Observaiins que as expressões (2.6) e (2.5) são idênticas. l.g
to lmstra que neste caso os estiimdores de mínimos quadrados gozam da
propriedade de invariância a qual é satisfeita pelos esticadores de mã-
xiJm verossimilhança.

0 estiimdor do coeficiente de trajetória residual é obtido .g
sande a fõrnu]a da (]etenM.nação comi)lera . Portanto ,

(2.7) P2a

2.3 - DISTRIBUIÇÃO AMOSTRAL DE 6.. QUANDO X. E X. SÃO VARIÁVEIS

ALEATÓRIAS

Vamos supor que as variãwis aleatórias \. e X2 tenham
distribuição nonml bivari.ada com medi.a

lu.l
E l l

e matriz de cavariância

E ' l:z'lpzi
ala2p12

2a
2

Desde que Íi)l coincide com o está.andor do coefici.ente de cor

relação de Pearson, a distribuição annstral de Íi21 é aquela do estica-
dor do coeficiente de conelação.

!.bvelnos considerar dois casos: p21 : 0 ou p21 # 0.
2.3.1 DIS'IRIBUIÇAO AbO$.1B4Ç PE Õo. quando p4. =0

Sejan N observações independentes dadas por (Xi] 'X2]), . . .,
(XIN'X2N) ,ou na fo:rena vetorial $, . . . ,!;, onde cada vetar Xi' i:l,.
tem lzm distribuição 'i)orminl bivafiada N(u,x)

)

N

Segtmdo Andetson [1] , se p21 : p21
probabilidade de Í;21 é dada por:

0, a ftmção densidade de
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(z. Í($2P : U-ÕáP 2

A estati'ética T, dada abri.xo, tem uma distribuição
t de Student com N-2 .graus de liberdade.

'N-2 $21
(2 . 9)

Assim, hipótese do tipo H0: p21 : 0 contra alterna-
ti.vas do tiPO Ha: P21 #'lD, P21 > 0 ou p21< 0, podem ser testa.
das da mare ira usual .

2. 3. 2 !j111:+çribuiçã:o 4g Ê.21.l luanda E.21 ?É D

Da mesma maneira anterior, sejam N observações in-

vari.ada N (u , E)

Também por Anderson [1], p21 quando p21 # 0, tem.u
ma distribuição dada pela densidade:

P.iQ '®2P: '? j.!:içar--'fg

onde n = N-l
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A função distribuição é dada por

(2.11) FETO) PÍr12 g r0} : F(r0IN,p12)

Essa função distribuição foi tabulada por F.N. Da
vid (19.38), para

P21 ' P12 : 0 (0,1) 0,9

N = 3(1) 25, 50, 100, 200, 400

rO : -1 (0,0S) l

Assim para testar H0: p21 : pO .contra Ha: P21 > po'
rejeitamos HO se p2i #!.t0''l-.é rO é .deterninada a partir da tg
be].a de Dava.d por meio da-relação

l-F(r0IN,pO) : a

Para alternativas do tipo p21 # pO e p21< 00' o prg
sedimento é análogo.

A partir da tabela de David, também podemos deter-
minar a função poder do teste e construir regiões de confi-
ança para p21'

\

OISTRIBUIÇÃO OO ESTIMAOOR OE P.. QUANOO X, NÃ$ F

VARIÁVEL ALEATÓRIA

Vamos supor que X? tem distribuição normal com mé
dia p e variância az. e X. é uma variável não aleatória
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Se usarmos como esticador de p?l , aquele definido
em (2.5) , não podemos determi.nar a sua distribui.ção amosti'al
da mesma maneira exposta na secção (2.3) , porque neste caso
p21 não pode ser consi.durado um esticador do coeficiente de
correlação de uma distribuição normal bivariada

A.distribuição amostral de Õ9. , neste caso deve ser
obtida usando apenas o fato de que X? é uma variável aleató
ria com distribuição normal

Para este caso, K]emmack, D.L., e outros [ío] suga
riram como está.nadar de p21 , .a expressão abaixo:

(2.12) -%;ê

onde

.. n

1; 1' i1lulj.-íP',

B é o estirador dos mt'nimos.quadrados de B, SSE é a somados
quadrados residual e n é o numero de observações

Embora neste artigo não seja discutido a distribui
ção amostral de $;]., esta pode ser obtida por meio de trans
formação de variáveis.

Podemos escrever está.nadar do coeficiente de traja
teria Õ;l, na forma

(2.13) ''ii:z3i'(b T21)
'' nS.ÉSSE
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onde

r*::] í*::]

*:.J L*:«. l

e

3l'(}Z-X21) : iE:xii(xZi-i2)'(')

Considere os seguintes fatos

Se X2 tem distribuição N(u21, 1a2), u2 :a+Bxl'
X2-X21 tem di.atribuição N(0,E), onde

então

hall), i,jn1,2,. ..,n, a:: = --g3.(n-.l)a. } 1 ! T}

i=j e aij':-ai/n para i#J. (Apêndice l)

Se X tem distribuição N(u,E) , então Z= DX tem di.stri
buição N(D!, Diili') onde D é uma matriz qxp de rank qsn (cear
le [iç])

Então Xlf (X2-Í21) tem distribuição N(0,}jXXI) onde

(+) - Usaremos no decorrer deste trabalho, a notação acíha para produz
escalar de vetozes

para

0
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n

; !."::j
n

i!'ixli"ij

Como

n

iljtxliaj.j az(Xlj-il), j:1,2, ,n

temos

(2.14)
n

;!:x:,
n

tElxli'ij ,.':sÍ

Logo, x].'.(x2-í21) tem distri.buição N(o,nazs31)

Como U = XI'(X2-R21)/ii6 aSI tem distribuição N(0,1)
e VISSE/a2 tem distribuição Xz.? não central (Sear]e [1+])
e U e V são independentes (Apêndi.ce 1), então

T : U//'F7a'r

tem uma distri.buição t de Student com (n-2) graus de liber
dado

Portanto,

(2. 15)

tem distribuição de Student com (n-2) graus de liberdade.

Assim'para .testar H0: p21 : 0 contra alternativasda
forma Ha: P21;0, P21>0 ou p21<0, usamos a estatl+stica T
dada aci.ma



CA'PTTUL0 3

ANALISE DE TRAIETÜRIAS EM MODELOS

DE REGRESSÃO MÚLTIPLA

O MODELO

Seja o modelo de regressão linear múltipla associ.a
do ao diagrama da figura (3.1)

Xu

FIGURA C3.1)
2S
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ou

k

al + .!iBOiXi f cxo

3.o : XÊ ''' EI,

onde

x01

X02

'l xll
l X12

xkl'

Xk2

al

B01

cl

e2

3o

"o-J l# xi. ..l '&

e n é o número de observações.

À equação de regressão (3.1) fazemos corresponder
o seguinte nodelo de trajetõria

n .'Ok.
e

(3. 2) zo
k

i=lPOj.Zi + POuZ.M'

onde

e

zi - --2S--J..-, i.:o,i ,k

0u,
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;o : zP ' SI

onde

z01' '':: ... '*:.] . Í-':' ÍPOuZul

3o
+.

ZOn. .'l. ... 'kn. [».*J [-..'«

3 . 2 .Efl.!#AÇAO üos coEFicIENTES DC 'TRAJETORiAÜ

Os estímadares de mi'nimos quadrados dos coeficien
tes de regressão em (3.1) são as soluções das equações nor
mais abaixo:

" . {xtj ;X2j

n

;xijxkj ool

n

n

;x:j xo j(3. 3)

n

BOk.

n

Usando a expressão (1.7) os estimadares dos coefi
cientes de trajetória pOi tem a seguinte forma
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s.l
se(3.4) POi Boi' i:.l k

l)e maneira análoga aquela considerada no capi'tule
11, nós obtemos a esticador do coeficiente de trajetõria rg
sidual por meio da. expressão :

(3.5) $0Ü l;i:,ã, ' ::-: Õoj$oltjl

Podemos, também estimar os coefi.cientes de trajetÁ
ria pOj. pelo método de úz'Rimos quadradas aplicado diretamen
te ao modelo de trajetõria (3.2)

De acordo com demonstrações feitas no apêndice 2.
observamos que coincidem com aqueles obtidos pelo método a-
cima exposto.

Portanto os esticadores de mínimos quadrados gozam
neste caso da propriedade de invariância que é satisfeitapg
los estimadolés de máxima verossimilhança.

O está.nadar de trajetÓria regi.dual é obtido da mes
ma maneira anterior

3.3 - }lP814. Ç QS

gq!.E:} q:I E NT Ç$ ; OE.CO;R;R;E;Ç8Ç4Q ê39141 $

Consideremos agora o modelo de regressão na for
ma
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k

'xk) : j.}lloOI.q/i.'
(3 .6) E(XojXí'

onde as variáveis Xn, X. , ..., X.b são variáveis aleatórias
com uma distri.bui.ção normal multivaríada dada por:

(3.7) f(x0'xl'. ,xk) :: IH' e'i/2(}-!)'t'i(3-!)

onde

'lb 'xo' 'u0 a00 a01

a10 all
aOk

alk

xk. .uk. ak0 akl akk

BOi.qi ' BOi:.12..;(i-l)(i+l)...k. ' z:l,
são coeficientes de regressão parciais.

O erro da regressão linear é dado por

k,

(3.8) (Bou.quXti) : XO.12.. .k

onde E(XO.12...k) : 0 e var(XO.12...k) : a:.12....k

Podemos escrever o coeficiente de regressão parcial
na forma abaixo

(3.9) BOi.12
a01 .12. :.. (i }) (j:!i): ::}
a;.12....(i=1) (i+l)...k

(i-l) (i+l)
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(APÊNDICE 3)

Assim podemos escrever o coeficiente de trajetõria
par:

(3. 10)
,« : lll:::ll:lll

k ai

k aO

Desde que,

aOi.12... (j.-l) (i+l)...k

'o.12. .. (í*i:) (i jti..lkfgi:li2 '(i=li.) (i+l) . . ,k'pO1. 12 . (i-l) (i+l) . . .k

(apêndice 3), então

0.n) poi ' '::.i2..::0:E(ii'''tl'l.x 'o poi.tz...@-DQ'D...t

ou

'o . lz . . . (i:}) (PI)

ai.12 . . . (i-l) (.i+l) . . .k
(3.12) POi Poj. .12 . . . (i-l) (i+l) . . .k

Sendo Rãrlz...k) o coeficiente de correlação múlt.}
pla entre a vara.ãvel XO e as variáveis XI'X2,.. . 'Xk' temos

aÕ 12...k (Apêndi.cê 4)
aÕ

(3. 1 3)

Assim
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0.i© poi:viE: (i-l) (i+l)! . .lk) pO1.12. . .(i-l)(i+l) . . .k
(i-l) (i'''l) . . .k)

''' t

Em particular para i:l , encontra.mos

Po1.23...k(3. 15) P01

Ou, relacionando o coeficiente de trajetõri.a p01
com os coeficientes de correlação parciais:

(3.16) P01 : PO1.23...k

OBSERVWO: As expressões (3.15) e (3.16) foram obtidas ape-
nas para comprovação,dada.e; que elas se acham no artigo de
tVri ght [ 1 7]

mooELos OE TnAiEróniA QUANDO AS VAnIÀVEi$ 1N.l!.ç.p.Ç:Jlp.!x

TES SAO blAO CO RRE LAC } ONADAS

Seja agora um modelo de trajetória associado ao di.g
grama dado na figura (3.1) , também com as variáveis Xe,XI'

,X.. consideradas como variáveis aleatórias com uma dis-
tribuição normal multivariada, mas con! as variáveis indepep.
dentes não-correlacionadas entre si

Neste caso os coeficientes de trajetõria pOi' caia
lidem com os coeficientes de correlação pOi(Apêndice 5).1ã
to signifi.ca que toda influên.cia de cada uma das variáveis
causa sobre a variável. efei.to é medida pelo coeficiente de
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trajetória. Portanto os esticadores dos coeficientes de trZ
jetória pOi são dados por rOi, estinadores dos coeficientes
de correlação.

Resta agora encontrar um estimados para o coeficien
te de trajetória residual pou

Para isto, nós vamos desenvolver certas relações
que senão importantes. para a obtenção do estiinador do coefi
ciente de trajetõria residual

A partir da equação de trajetória (3.2) ,podemos e2
prever

f k \f K \

var(zO) : vara.Elpoizi'pouzul ,
(3. 17)

ou

PÕ-
k

i>llpoípoi

Sendo C= (p;.).(i,j=0,Z,...,k), a matriz de corra
lação e CI.i(i,j=0,1,:..,k) seus cofatores, podemos escre-
ver

(3.18) l cl det(C)
k

i>lopoicoi

Desde que 00i.(ii
mos escrever:

aOCOi/aiC00 (.apêndice 3) pode

(3.19)
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0u,

k

coo + i>licoipoi
(3.20) pãu

k

i>locoipoi

pois P00
Assim, temos a partir de (3 . 18)

( 3. 21) -ã..:'%f'
lcl

Como podemos escrever o coeficiente de correlação
multipla Ra(12...k) pela expressão l-Râ(12...k) : ICI/C00'eg
tão podemos. escrever :

(3. 22) l k)0 (12

Como esticador do coeficiente de trajetória resi
dual Pn.., temos

n k

iE : U(jj -:!i'oi:qi:xij) :
n

j:i xoj-\):

(3. 23) POa

pois

k) : SO.12

e
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«SÓ.12
n k

j =1 (XOj 'i>llBo i

Os está.Radares dos coefici.entes de regressão BOi.qi'
são obtidos pelo método de mínimos quadrados.

3 . 5 DiSTRI B UiÇAO AI'iOSTRAL DE ê.

Temos doi.s casos a consi.deram: o primeiro é quando
as variáveis independentes são não correlacionadas entre si
e o segundo é quando as variáveis independentes são correia
cionadas entre si

Para o primeiro caso vimos que o coe.ficiente de trg
jetõria pOi coincide com o coeficiente de correlação pOi da
distribuição marginal de XO e Xi'

Por outro lado: se

A.a

tem distribuição N(u, E) com

Ell

E21

tem distribuição margina] de XI é N(yl' }]ll) (Anderson [1])
Portanto dentro da suposição de normalidade, a diã

tribuição amostral de pOi coincide com a distribuição amos-
tral do esticador do coeficiente de correlação de uma di.s-
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tribuição bivariada normal. Esta distri.buição foi apresenta
da no capa'tule 2 desta monografia

Para o segundo caso, virmos que o coeficiente de tra
jetória esta relacionado com os coefici.entes de correlação
parciais por meio da expressão (3.16)

Sabemos também que os coeficientes de correlação

parciais pOi..12...(i-il)(i+l)...k são coeficientes de corre-
].ação de distribuições condicional.s de XO e Xi dados XI'X2,

\r '\r \r

'"i-l '"i+l'''''"k
Por outro ].ad.o se

X

tem distribui.ção N(l.ui:. E.Í ;ilgn

:l . ; - 1111 1111
então a di.atribuição coridici.anal de X. dado Xo
com média

x. é normal

yi ''' E22 ;z$(12-!z)
e matriz de covariância

. :

Ell - E12E2;= 21

(Anderson [1 ])

Portanto dentro da suposição de normal i.dade, a dis
tribuição amostral .do estirador de cada coeficiente de cor-
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relação parcial esta completamente determinada
No entanto a distribuição -do estimados do coefici

ente de trajetõri.a para este caso, não é apresentada na li
teratura citada neste trabalho.



CAPÍTULO 4

APLICAÇÕES

4 . 1 APLICAÇÕES ÜA ANAbjSÇ.p! IB4:!gjóKIAS En CKNErLÇ4:

A analise de trajetórias é utilizada emgenéticana
determinação das varias re].ações existentes entre os pais e
seus descendentes, e na determi.nação das relações existen-
tes entre cruzamentos de indivz'duos correlacionados

De uma maneira suscinta, encontramos todos esses re
su[tados em LiEa2], capl'tu]os 13 e 14.

Apenas citando um exemplo, sem entrar em detalhes ,

das relações exis.tentes entre os pais e seus descendentes,
que estão apresentados no livro acima citado, tomamos a tra
jetória do zigoto determinado pela união de dois gavetas.

O zigoto é considerado como linearmente, completa-
mente e igualmente determinado pela união de dois gametas
Esta relação pode ser represa.n'tada pelo esquema causal sim-
ples (figura 4. 1)

FIGURA ( 4.1)
37
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Z (Zj.anOtO) gl (esp.erma) + g2 (ovo)

Desde que Z é igualmente determinado por gl e g2 pl
ra genes auto$somais, os dois coefici.entes, um do ovo para
o zigoto e o outro do esperma para o zigoto devemser iguais.
tlsando a notação de wright, seja l o coeficiente de trajetê
ria do gameta (ovo ou esperma) para o zigoto e seja F a coS
ficiente de correlação entre os gametas. Pela fórmula da dÊ
terminação completa (1.18) , temos:

(4.1) 2a; + 2azF = l

Assim,

(4 . 2)

e

Assim encontramos por meio de uma aplicação da anal

lide de trajetóri.a uma. gelação genética importante

4.2 - APLICAÇÃO DA AFIÁLISE DE.TRAJETÓRIAS NQ ESTUDO DE IN-

FLUENCIA DÊ ALGUM:$ FATORES SOBRE Â TAXA SALARIAL DE

PESSOAL ESPECIALIZADO DAS ltIDÚSTRIAS DE SÃO PAULO

A pesquisa foi baseada em uma amostra de 22.587 tra
ba[hadores especia]izados em 688 i.ndÚstrias tomadas em]]. se
toros mais produtivos de São Paulo.





Acãx3 sa].aria].
l,iÍve] de inf]uênci.a ocupacional.
aRaS nG ETâ19nxlho a.tuas.

educação
t.antro de servi.ço

Estes modelo íoi construído a i)arte.r de fatos cõnhe
cidos ou supostas pelo pesquisador. Asse)a, o nível de influ
ência ocupaci.on.al (1) Íloi. ccJRsiàoTãdo como tendo uln efeito
direto na variável depelldente. A ed.ucaçãa (E) foi considera:
da como uilla varia;vel independente toiaada coIRo medida de com
potência treinada, afe'ando díre+-agente o salário e também

indiretamente em razão ãe $ua posição na emp'lesa.A ida.de (A)
foi considerada como u.nla variável inda.cardo unia experiência
geral tendo efeito di..Teta e in.diremos através d.a posição na
empresa e da experiência }io :rabalho

O +-elupo de serviço (S) também foi consi.durado corria

uma variável ind9pellderite tendo !-lesma tipo de efei'tos q.ue a
idade

A pari.aval anos no trabalho atttal (J) foi. convide
roda como tende apenas efei+-c direto sobre o salário.

Uíü sumário êc'''cd].buda ãe toda analise de trajetórias
esta apresentaluo na 'tabela (4.1) às paginas 41 e 42.

Notamos que para a amostra total, os e:Feitos dire-
tas maiores sabre a tal:a sa]alia]. .(V/), são devido ã educa-
ção (pl.IE : 0,329) e ae nz'vel de influência ocupam;tonal (pWI ;
: 0 , 323)

Em termos de ma.lotes efeitos totais, temos a educa
ção (lrlVE'0,459), nível dac influência ocupacional Cn'WI :
= 0,323) e a idade (.K.iVA"0'314). Notamos também, que o tem-
po de serviço e os anos de trabalho atual telnefeitos totais
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'T'' ! ÉFÉITÚIÕTPI T EFEITO DIRETO
iVAKiÁVEL íi DA.í-éslrna l DA.í-ésirna

ivAniÁx.rel (v.,. ) :VARiÁvel cpu})

SETOR EFEITO TAMANHO
iNOinETOinA AMOSTRA

os
SETORES

9,323

0,314
0,459
D,047

0,323
D,Ü59
D,258
0,329
Ü,C69

22..587

0,058
0,130
0,022

PRODUÇÃO

DE

ALIMENTOS

Ü,316
0,103
D,2S8
0,4ê2
0,033

0,316
0,103
D,249
0,347
Q,OQ7

1.341

D,027
0,135
0,040

VESTtJÁRiQ
e

SAPATOS

G,253
0,1C7
D,167

D,253
B,107
D,158
0,433
D,240

183

0,009
0,108
0,072

0,343
C,014
0,31Q
D,426

Q,343
0,e14
Q,272
D,27g
D,062

1.578

TÊXTEIS

l
J
A
E
S

l
J
A
E
S

Í
J
A
E
S

0,311
0,094
B,356
B,52g
0,1C4

D,3}1,
0,094
Ü,221
0,369
B,D48

1.418

Químicos

Q,457
0,014
0,314
Ü;386

Ü,457

D,!97
B,220
'0,042

1.354
rAÍRíwcEu

TACOS 0, 117
,186

0,023

PRODUTOS

DE

PAPEL

Q,3Q7
0,015
0,363
D.43t
O,OQ4

0,3C7

Q,296
D,284
0,023

530

B,067
0,147
0,027

contínua
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""'«« : .llllllí:lill, =i=n: ::: ::ç. '.;m.QI ! '' ''' ' ''UÍ

SETOR

E

CIMENTO

Q,381
B,024
0,25B
0,510
0,035

0, 381
0,024

D,363
B,ÜD3

335

0,060
0,142
D.G32

i

0,32i
0,047
D,3Q5
0,537
0,094

0,321
0,047
0,280
0,386
0, 113

2.561

METAIS 0,045
0, 151
0,019S

EQUIPAMEN

TO

MECÂNICO

0,422
D,Ü26
Ü,347
0,463

0,422
0,026
0,253
0,30g
Q,065

2.282

0,094
0,154
0,007 lm

eQuiPAmEN

TO

ELÉTRICO

D,360
0,044
0,345
0,509

0,36Ü
0,044
0,274
D,351
G, 126

3.620

-0,071
8,15B
0,007

veículos
MOTORIZA-

D,301
0,Dll
0,336
0,393
0,1C2

0,301

0;274
0,297
0. Q78

7.853

D,026

Ü,024

onde i ú l,J,A,E,S
TABELA (4.1)

muito pequenos (lr@S 0 ,047 e lílVJ 0 ,059)

Portanto, a influência ocupacional, a educação e a
idade são determinantes poderosos dos níveis salariais das
industrias brasileiras

A educação tem a maior irxfluência sobre o salário
porque além do efeito direto, hã um efeito indireto através
da variável 1 (0,130)

IS
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149 cidades norte-a)üericanas com populações maiores que 50
habi.tantos em 1{)60 e com um mz+n.imo de 2.500 não-brancos
do 95% GU mais, nenaros

Param estudados os seguintes fatores:
1 . Diferenciação em rendas
2 . Diferenciação em empregos
3. .Percentagem de não-brancos
4. Número de não:brancos
5. Diferenciação no crescimento entre as populações

brancos e não-brancos

000
sen

de

Os fatores di:ferenciação em rendas e por diferen-
ciação em empregos foram medidos por z'ndices adequados e cg.
nhecidos na sociologia.

A diferenciação ho crescimento das populações brag
cas e não-brancas, foi medida pelas diferenças entre as ta-
xas de crescimento. dos brancas e dos negros entre 1950 e
1960. Essas taxas fOTaiR consideradas cano razões da popula-
ção não-branca (branca) em 1960 para a população não-branca
Cbranca) em 1950. A população não-branca foi considerada
com a transformação ]ogarítmo e o tamanha re].ativo foi con-
siderado pela. percentagem de não-brancos na população total
de cada cidade

A analise de trajetõtias :foi realizada para medir
as influências desses favores na segregação residencial (6)

O modelo causal considerado é dado na página seguin
te

O modelo causal foi proposto pelos sociólogos apal
tir de uma série de considerações, e três hipóteses foramej.
tipuladas:

lç As diferentes posições sociais entre os brancos e
os negros são fa.teres que a.fetal a segregação res.l
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0,49 (0,67)

g,lg..!=g:jo

®Q t9
.'z90 S

S
g(0,67)

D,027

(0,04)

o,Bõ
(0.55)

B.Q4

0,27
(0,25)

.0. 38 (-0,07)

FIGURA 4.3 Ds coeficientes entre parênteses são ro].atívos
à$ cidades suli.star.

dencial

2ç

3ç

Os tamanhos absolutos e relativos das populações ng
aras têm efeitos importantes na segregação.
A taxa de crescimento da população negra relativa-
mente à taxa de crescimento da população branca a-
feta a segregação.

Os resu].todos são apresentados na tabela (4.2) a-
presentada na pagina seguinte

De uma analise geral dos resultados conclut'mos que
a segregação residencial é grandemente influenciada pelas di
ferentes posições faciais entre brancos .e negros
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VARIÁVEL DEPENDErjTE

Diferença em rendas
Dífai'ençõ em empregos

Po.rcentagem não-branca.
Número de não-brancos

D:Lferença de crescimento
brancos/üéo-brancos

TABELA C4 2) - EFEITOS DE VÁRIOS FATORES NA SEGREGAÇÃO
RESIDENCIAL

Ca] região nãõ,'sul: 78 cldadüsi rogiãa sul1: 71 cldados.
Cb) Os resultados em parênteses nas tabelas dadas são para a

região sul.

0,27 (ü,25H 0,27 (0,25)
0.25 [0,321 0,32 (0,25)l

o.io (-o,04] o,is (-0,30)l
o,13 co,oo] 0,20 (o, 35)l

-o,oõ co,lõ] o,lo (o,ll)l -o,'21 co,os)

EFEITO
TOTAL

EFEITO
DiRETÜ

EFEITO
INO1RETO

0,07 (0,0g)
0,08 (0,14)
0',12 (-0, 17]

Assim como nos outros exemplos, pelo fato de se trZ
tarem de modelos complexos, de acordo com os resultados do
capítulo 3 não podemos realizar testes de hipóteses para vg
rificar se alguns coeficientes são significativamente dife-
rentes de zero ou não.



APENDiCE l

1.1 - .ElgEgi.!.ÇAO 1 - ''Se X2 tem distribuição N(u21,lnaz),e2.
tão X2 -k21 tem uma distribuição N(0,E), onde E = (aij),i,j:
=1,2, . .. ,n e

a2 (n-l
'i.j ' n

para i'j e aij ;''iÍ para i#j''
Como X. - R.l é uma combinação linear de variáveis

aleatórias distribuídas normalmente, então também teta uma

distribuição normal. Notamos também que sua média é igual ao
vetar nulo

Agora verificarenos que a matriz de covariância é
dada na forma acima

Seja aii atar(X2i-Í2) . Desenvolvendo, temos

(AI.l) varCX2jl-i2) : var(X2i) + var(í2) 2 cov(X2i 'X2)

Sabemos que cov(X2i':l2) : E(XZiÍ2)-E.(XZI)E(R2) e cg
,X2n) é uma amostra aleatória, podemos escrever

E(X2iÍ2) : liE(X2iX21+' ' '+X2i+'«tX2iX2n)}.

: }{«Ê * «ã . . . . ' '*;: *

mo (X21''

(AI . 2)

ou

(AI . 3) E(X2ií2)
47



Assim

'ov(X2j.,i2) ; -Ç
Substituindo-se em (A]. . l)

"'tCx2i-i2) : '' '-Ç-- 2-$- : -g:-r--

Também,

aij : cov(X2i-Í2,X2j-i2) : E(XZi-RZ)(X2j

E(X2i-R2) ECX2j -Rz)

Então podemos esêréver

'ij : --Ç-, ij'j

.2
;q/.Lr :} \ /.n. ::;B \ . U

}

l

2i 2 zj 2 n

(AI . 4)

(AI . 5)

(AI . 6) í2)

(AI . 7 )

pois

E(x2j,-R2) : E(x2j-Rz)

.E.Bg!!â!.ÊA0 2 - ''Considerando X2 com distribuição

N(XB, a'l.) e
- 11

ill como vetou não a],eatório, as estatísticas U e Vdadas por

U : 11' (}2-í21)/,6 aSI e
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SSE/a2 X2[ [n-X(X 'X) 'lX ' ]X2/az

são independentes, onde

í: *::] f*::'] í*:*

: *:: ; }: : *t: ; !: : T?:

it xl. Xln .X2n

Para deüoüstT4?übs essa proposição, vamos uti.lizar
o seguinte fato: se X tem.distribui,ção N(y, V), então X'AX
e BX são distribu.Idas independentemente, se e somente se
BVA = 0 (Sear]e [15])

Então escrevemos

X21

X2n

(AI . 8) ( -íl 'l)./lias l

1 1
Xll X12

ou

(A1.9) u : 7iitsl('xl'l)x'lz

Fazemos então

(AI . IO)
.:É<(-i: ,D x '



se

(AI.ll)

escrever

BX.
-- h

Como X2 tem uma distribuição N(XB,a:ln) e
SSE = XjlAX2' onde

J.[ [..x(x ' x) 'ix ' ]

podemos

temos

CAt.i2) BVA : )i-l---(-il'l)x' (ln-X(X'X)'lX'

Portanto, U e V são independentes



APENDICt 2

PROPRIEDADE DE INVARIÂNCIA DOS ESTIMADORES DE

MÍNIMOS QUADMMS DOS ÇOEEIÇIENTES DE TRAIETÜRIA

Em correspondência ao modelo de regressão (3.1) dâ
do no capítulo 3, determinamos os estimadores de ma'nimos quZ
doados dos coeficientes de regressão a partir das equações
normais abaixo

n

}xtj ;,
n

} x: j xo j
n n ..: R n ll.

}xljxkj BOI(A2 . 1)

n n n
BOk

n

l;"*.*..
Seja W; o determinante da matriz obtida substituir:

do-se a i-ésima coluna da matei.z X'X pelo vetou coluna X'ln
e seja W=det(X'X) . Pela regra de Cramer, temos::

-4p-, i.: : -!ç;.-; :::,(A2 . 2) ,k

A partir da expressão (1.7) ,teremos está.madoTes dos
51
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coeficientes de trajetória pnÍ, na forma

(A2 . 3) Õoí : Jli;i- :5.L, i:i, .. .,k

0u,

,Exoj

Exi. j xo j

,Exkj

>lxijxkj

sá >lxtj ExtjxÍj
n EXlj

}lxij - }lxÊj

>lxkj Exkjxlj

+

R

}lxkjxOj'''>lxéj
Exij ' ' ' >lxkj

>lxij xlj ' '. 'Exij xtj

>lxij xXj ' ' ' >lxÉj

(A2 . 4) POi

Aplicando as propriedades usuais dos determinantes,
temo s

nExjjj - C>l\.? ' . . .n>jxlj Xoj ->lh.j 4oj ' ' '"llxkj xij ->lh.j >lxlj

n>j\.j x2j -Exij Ex2j ' ' 'nEx2j xOj -Ex2j >lxoj ' - n>jx2j xkj ->lx2j >lxkj

nE\.jxkj'>lxl j }lxkj ' . .n>jxkjxoi '>lxXj >lxoj ' . .n>jq:j - (}lxkj) : i

n>jxÍj - (>lxt? ' .. .nExijx2j-Exij ExZj ' . .n>jh.jxk3 -llxijllxkj

n>jxlj xZj -jlxlj Ex2j ' ' 'nljx;j ' (>lx2j ) ' ' ' ' n>jx2j xkj -llx2j }lxkj

4

y '':
s.l

'0

nljxlj xkj -llxij }lxkj . n>jx2j xkj -ExZj }lxkj n>j4j -(>lxk? '

Aplicando agora o método de mz'nimos quadrados dirá
temente RO modelo de trai.etária (3.2), determinamos os est.{
dadores dos coeficientes de trajetória a partirdes equações
normais abaixo
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EZÍJE'ij:Zj ' . .}l'ijzkjl ÍÕOil IE:lj:Ojl
>l:2j:ljll'Zj ' ' .>lz2jzkj l lõOZI : l >1'2jzOj l

.>lzkj zij >lzkj zZj ' ' ' }lzkjJ tõotJ l>lztj zojJ

(A2 . 6)

Pela regra de Cramer, fazendo V = det(Z'Z). e V: o dÊ
terminante da matriz obtida substituindo-se a i-ési.ma colu-
na da matriz Z'Z pelo vetar Z'Zn, encontramos

V
$0i : --#'-, i=1,2 k ou

nSÍ/S: nS12/SIS2' . .nS10/SISO ' . .nSlk/SISk

a12/sls2 'úã/s; . . .M20/s2sO. . .m2k/s2sk

inskÚ'SISO:: :#&4z\';:::+$Éb.a/$t$o' ; ;"sÍ/sÍ:

! BÍ/$Í zS12/SIS2 ' ' 'Wlj/SISj . . 'Mlk/SISk

nS].2/SISA nsâ/S; . . .nS2j/S2Sj ' . 'nS2k/S2Sk

POi

nSlk/SISk -S2k/S2Sk' ' 'm\j/SkSj
.ílâ . /S. S . . . .nSz/

onde

zfí '
xn-Rí

n

nsgh : }ll(xgj.-íX)(xhi.-íh)

Então.
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nsÍ ns12'..nslo'..nsttl
M12 nS; ...nS20...nS2k

l

sÍ-:sis$1...:. Mlk M2k' ' 'iSk0 ' ' 'llSÍ
(A2.8) ÊOi

l

sisa...sÍ
nSI nS12'..nSli'..nSlk
M12 lsã'''naZI...nsZt

InSik nS2k'''nSkj.'..nSÊ

Observamos que as expressões (A2.8) e, (A2.5) são .i
dênticas, mostrando assim que os esticadores de mínimos qug
doados dos coeficientes de trajetórias gozam de proprieda-
de de invariância.



APÊNDICE 3

A 3 . 1 - RELACAO ENTBÊ..ÇQg.FIIÇIIIIIIJI$..Pg ÇAQ. P411ql41.g.I

COEFICI.ATES OE ÇORREgÇAO BE.ORDEM ZERO

Sejam X0'XI'...,Xk variáveis
tribuição normal multivariada

aleatórias com uma dis

l

C2v) }'7P
Í

(A3 . 1) f(xo'xl, ,xk)
,E - l(X-u)

onde

xo'

xl

uO

ul

a00 a01
a10 .all

aOk

alk

**j L«*, .ak0 akl akk

ou poderíamos escrever

N(!, >1)

Seja C a matriz dos coeficientes de correlação po
pulacionai.s:

5S
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l P01 P02

l P12

POk

Plk

l

(A3 . 2) C

Pkl Pk2

Consideramos C:; como o cofator do (i,j)-ésimo elg
mento da matriz simétríc; C, sendo ICI o determinante da mg

Ctriz

O cofator Ci.i pede ser escrito por

CAS . s) Ci.j n (-1)Z'jIMijl ,

onde IM.i jl é o menor da matriz C.

Definimos p0],.23..;.k cama o coeficiente de correia
ção parcial de XO.. e X!. dadü$. X2,X3,... ,Xk fixas, na forma

c01

(coo cll)
(A3 . 4) PO1.23. k

Assim, por exemplo ,

C12

(Cll C22)

P12'P13 P23

{ (l-p;ls) (l-p;3) }
P12.3

p12.3 é o coeficiente de correlação parcial de XI
e xo com Xz fixado.
A3.2 - REGRESSÃO PARCIAL LINEAR

Seja o nndelo dado na foram
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(A3 . 5) E 0o l \. , X2 , ,Xk) : BOI.ql\.+B02.q2X2+ o]..qkxk'

onde XO,XI'..-,Xk são variáveis aleatórias com uma distri
buição normal multivariada dada em (A3.1)

Em (A3 . 5) , consideramos

CAS.ó) BOj.qj : Boj.12...(j-l).(j+l)...k

Podemos escrever (A3.5) na forma

(A3.7) Xo ' Bo].q]X]. 'p:.'i:.. '#'BOk.qkXk

Considerado:s o rêS.ídUO poí

(A3 . 8)

ou

XO.'i2 .k ' xó - E(XojXt, .xk)

E(Xo i XI ' . . . , xk) .+.xo . 12 xo

onde

E(XO . 12 . . .k)

e

var(XO.12...k) : az.12 E (X8 . 12 . . .k)

Supondo agora as (k+l) variáveis aleatórias X0'XI'
,XI,. com uma distribuição normal multivariada, temos:
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E ao l xl '
aO

(A3 . 9) XP : -,}:a +
Podemos escrever os coeficientes de regressão par

dais quando regredimos XO em .X.i com as outras (k-2) varia
vais :fixas , na fa rma

@.3 . 10 ) Ooj lãj h
A3 . 3 - REUCÃO ENTRE A VARI4NCI4; 1\Ç$;1Py4;Ç; ÇQH: Q;;:ÇQÇEIÇI ÇNTÊ..PFI

REGRE$SAQ PARE !AL

Vimos que

v4r(XO.12.l.k) ' aO.12...k
ou

'8.lz ErtX0-E(Xo l XI ' . l . ,Xk) } 2 ]

(variância residual em torno da regressão)
DaÍ,

(A3'. ll ) aO.12
k

: Ettxo'jEiÕoj'qjxj]:]

Desenvolvendo

(A3 . 1 2)
k

' Eixo(xo-jll:Boj
k k

jlieoj. qj xj(xo-j E10oj ' qjxj) ]
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Como o segundo produto 5 igual a zero temos

(A3 . 1 3) aO.12...k 'ã
k

j li0oj .qjaOj

A 3 . 4 - .81Ç$ÇÕES ENTRE..4$....y8&!:ê!!Çj4g.:AS REGRCS$ÕE$ 1.41

conKCL8çõES oe :üi rER NT'e$;1.ünoENS

Oe (.A3 13jll;e (A:ài?:l.o);l., )ro4éhos escrever

(A3 . 14 )
# l:: {-Xf3v'

d'ã.llilã.fl#! : ;ã
H

?:Q:.+2 . :J:! '. } i }..': l l
(lcl-coo)

coo

As s i, m ;

(A3 . 1 5) 'ã.iz

Do ]nesmo modo,

(A3.16) cov(XZ.ql,'Xm.qm) : atam

Quando ! = n, temos

a2- = a'm.q n



como fõi visto em CAS.iS) .

Também podemos .escrever

(AS.i7) civ:( l.r'xa;.r) ' BI«.ra,i.r

(A3 . 1.8j .eo#(:Ç#!f:; ?C»:+;t:) : , Bml, . rai .r

C.À3 . iq : .+p+ã1l l:i::. ?Ü;;li: !!'i; ':i,m .,'l . ''n .,

A3.5

p 4éÚ :#.i l++$i:$Üli$+;1+-t!& ::,:*óx,çõ.; :

@'. ''? liyli :!ió llil#l$ iç:@:íii:ilp
EM'ÉütiiéÜiãp'l

GÁ ':2D {' ;:; . ;Íl::ãl:'$::fq;(i-p8p

Obsetvaüos que ::ê#, (IAâf20)., o índ

un conljunto de q -vau:ãv ij il &#cluindo XI

Da expressão (A3t.20), .temos

(A3.22) aâ.q-l ' ao.q-l-z(i-pâz.q-l)

Aplicando-ie sucessivamente (A3. 20)

significallçe q

, temos

!'f
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g, aÕ.12. . .k : aê(t'pât) (i-p0(k-i) .k) 0-õo(k-Z) . (k-l)k) ' '(l-pâ1.2. . .k)

Portanto

(AS. 24) -!a'tii:.=:X'- : (i Pãl) (l-pâZ.l)' ' ' (l-pâk.12...(k-l))
'0

ou

aã.i2
.ã.

(A3 . 25)

Uma relação para a covariância entre Xn e XI
Xi.. fixado, pode sef oscfita pot:

para

(A3 . 26) a01.k ' «OI
aOk akl

'é

Também., pela definição de coeficiente de regressão
parcial , temos

(A3 . 27) Bij .k : aj.j

Para outras relações, ver Kenda]1 [9]



APÊNDICE 4

COEFICIENTE ÜE CORRELAÇÃO maLTiPL4.

Cons:iderando a:$ nésnas variáveis aleatórias X0'XI'
,XI,. vis'cas no apêndice 3, .juntamente con suas respecti-

vas suposições, definimos apor Coeficiente de correlação múl
tiplo RO(l. ..k) .entre XO e XI' '' ' ,Xk a

(A4 . 1) i-Kã(i:l.?k) '. '0.i
2onde l k foi -definida no apêndice 3

Tambén

CA4 . 2 ) 0 g RZ g l

Vimos também que

'0.i2...k : '(xã.ZZ...t)
e que

E(x8 . lz .k) : E(XO XO .12 .k)

Desde que E(XO.12 .k) ' 0, temos

(A4.3) aã.12...k ' var(XO.12...k) : cov(X0'X0.12...k)
-62



a corTeIagora a corre.Laçao entre .xO e
perança condicional

E(XolXt+'.'.,xk) - xO.xO.12...k
nos encontranos

rA4 . a ;-::: :: ,..ç?\t:!:Tq.;l$:i:;@ ;l!:.:k)
{'+f;?'Ó v"l?i';tÓl:Z. . .k' '

.W;!': o:;i ':õtiÇ à:.xo.lz . . .P
1;,; í ; :fõr%ÍWP$1; 1;:; ãliil;;l l lil),,:''

tlsaüdd.: 44 ; $ : ':;#qaêma$:: ê+êreve,

' '''::...,.

I'üübéü.:poóqna9, +É.ç#ever de (A4.1) e (A3.24) que:

(w i-lÜI...Ú :; 4a- +{(;'',?âP' -.ÕZ.P . ..a-.ãk.t.. .a-n'

Considerando Xentre sua esa acho

!

[

5 )



APENDICE 5

5.1 - Q.COEFICIENTE DE=,TRAJETÜRtAS E O COEFICIENTE DE CORRELAÇÃO DE

ORDEM.ZERO, QUANDO ÂS' VARIÁVEIS INDEPENDENTES NÃO SÃO INTER-

CORRELAC i alaDAS

Vaans tansijãerãf 49ora..tmn re©'estão linear da variável Xn
nas variãúeís alem'tõ:li4$::::iiX2+.' ' ' 'Xk' Considerando as va-
riáveis indepo.naeatqs:l.::êQlüa üãa comi'elacíonpdas entre si

A matri2j.::dé :lÉqF;ç1lti ãQ:. :áp4Tece ná forma

1:: àdiÉ: poz

plo 4.; '
@ l

POk
0

0

0 l

CAS . l)

PkO O l.O

Notamos que

l
1' 0

coo : (-lj;'l l
B

0
l

(A5 . 2)
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l 'io ' '
P20 1 0

(-1) l P30 0 1

0

0

0

l

c01 P10

PkO O O

P10 l o o

P20 0 .Q 0

c02 : (-1)'ipso o l o

0

PkO O . O O

Logo

l
1 0

c02 : (-1)5p20i 1 . i : 'p20

' ' . :{
P10 l o ..

P20 0 1 0 0'

cos : (-i)3lpso o o o o
P40 0 0 1 0

0

0

ol : (-1)7p30det(1) : -pSO
0

PkO O O O O l

DaÍ. teremos
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0l
P10

00P20

0 00 0P30cOk : (-1)k C-l) k(-1) k+lpkOdetCI) kO

Assim, concluí.mos que :

COj : -pOj' para j=1.2, ... ,k

Como o coeficiente de trajetõria é dado por

Poj aO Boj.qj onde BOj.qj ' ' 'aj ':00

(A5 . 3)

temos

Por (A5 . 2) e (A5 . 3) , teremos

Poj j :1 ,2,...,k

0u

(A5 . 4)
poj : poj' j:l, '. . ,k
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