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P R E F Ã C l O

A origem deste traba].ho se deve aos seminários so-

bre "-\dada,eaó da.s OZÍe/tencx.a,(ó" n\lnistrados por Àlberto Azeve

do, segundo tratamento atribuído a R. Berger, quando da rea-

gi.cação do ]:]] curso de Verão, durante os meses de janeiro e
fevereiro de 1974, no Instituto de Matemática e Estatística
da Uni.versidade de são Pauta

Àtz'avós da noção do conceito de di.ferencíal em

anéis comutativos, i.ntroduzido por P. Cartier, em [3],se ini.

ci.ou e se desenvolveu a teoria sobre ''o mãdu,eo da.s d.C6eAen-

c,ia,éó" cuja ap].ilação, de iTlodo geral, é usada no estudo de

extensões de corpos e na teoria do i)anta simples de varieda-

des algébricas(Critério .Jacobiano}

Neste presente traba].ho, no$ citemos ao estudo dos

módulos das diferenciais e suas aplicações ern extensões de

corpos do tipo fmi.to, e no proh].ema de extensões de corpos

que admitem proa.ongamento de feri.vagões, aqui chamadas de ex

tensões separáveis
-T -



No cap31tulo 1, encontramos resultados básicos para

o desenvolvimento deste trabalhos apresentamos Q conceito de

derivação e suas propriedades fundanentai.s, e desenvolvemos

um pequena estuda sobre o prolongamento de uma derivação de-
finida num corpo.

No capítulo lJ:, introduzimos o corcel.to de ''de,t,Cva

ção cinZvc44a.8" de um anel camutativo À, e, Consequentemente,

Q conceito de ''nada,Co daó d.Cáe,tens,éa,Có''. Mclstramos a existên

cia e uni.cidade (a menos de A-isomorfi.senos) do módulo das dl

ferencials (proposiçl3es 2.1.1 e 2.]..2} e damos exemplos bãsi
cos de dera.vaçães universal.s. À seguir, desenvo].temos um e$

tudo sobre extensões uni'ç-ersais de derivações, com o objeti-

vo maior de recairrnos numa nova prova de existência do módu-

lo das diferenciais (teoreméi 2.5.1) , através da qual, uma no

va expressão para o módulo das difererLciais se apresenta e

se justlfi.ca por sua uti.lidado prã'ica na obtenção de resu-

mos que apresentamos nos capítu].os que seguem.

Cano aplicação do naódu].o das díferenci.ai.s. desen-

volvemos, no cap1ltulo 111, um estudo sobre extensões de cor-

pos do tipo finito. Introduzimos. i.ni.cia].mente, o conceito

de inseparabi.!idade de uma extensão do tipo fi.Rito, seguindo

de perto o tratamento dado por P. Car+üüier. em [3], e por S.

5uzuki, em í1911 . Obtemos, a seguir, critéri.os que caracteri-

zam a$ extensões a].gébrícas separáveis do tiPO finito (teore

ma 3.2.1} e, mais geralmente, extensões al(}ébricas separave].



mente geradas da tipo fmi.to (teo!-erra 3.2.2> . Damos uma ca-

ractere.zaçãa dcls corpos perfeit.os (teorema 3.2.3} e apresen-
tamos wn resultado ({ue deter-mina ã dimensão do módulo das di.

ferenciais quando se +urabalha çom extensl3es de corpos do ti-
po fi.Rito e de característica diferente de zero (tec>rema

3.2.4) . Fazemos um estudo sobre o número mínimo de geradores
de uma extensão do tll)o finito (teorema 3.2.5} e conc].vimos

esta parte do trabalho, com um resultado (teorema 3.2.6} que
nos dá condições necessárias e sufici.entes para que uma ex-

tensão de corpos do TIPO fj.Rito seja separave].mente gerada

No capítulo IV, seguindo o tratamento dado Í)or Y

Nakai, em [7], resolvemos o problema geral do pro].onqamente

de derivações (teorema 4.1.].) . Desenvolvemos, em se(cuida. wn

estudo soba.e extensões Separáveis de corpos. e conseguimos,
através do teorema 4.2.2. relacionar nosso trabalho com re-
sultados obti.dos por S. MacLane, em [6].

Ma4.ey Maptd,ia
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Em +.oão este trabalho, todos as anel.s serão supor'
tos comutativos com elemento unidade denotado por 1, e todos
o$ nlõdu].os serão unitários.

} . } - Oe á,i }tlçõeó

Seja A um anel. e seja M um À-módulo.

]..!.]. - Uma aplicação D: A -----> M diz-se uma derivação de A a

valores em M, se D satisfaz ãs seguintes propriedades:

Dl: (Vx,yeÀ} (1)(x-py} = Dx+Dy)

D2 : (Vx . yeA) (D (x+"y} xOy+yOx)

{Jmü vez fixado o À-módulo M, nos referi.remos a uma

dóri.vaçãa de À a va].ares ein M, cano sí«mp].esmente un\a deriva-

ção de À.

1.]..2 - Uma dóri.fiação de A a valores em M que se anula num

subanel P de À, diz-8e uma p'-dera.vagão de A.

Der(À,I'í) = {D: /ã -..-..+ M ; !) é uma derlvaçao}

Dera(À,ly) = tE): A .--+ M : D é uma F-derívaçao}

-:q -
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P.leoa-ZedacÍeó da4 Z)e/t.Cygçõeó

1.2.1 - Se D: À --» M é uma derivação, o conjunto dos elemen-

tos de A anulados por D é um subane] de A com e].ementa unida-
de ''.L

À demonstração é trivla].. []

]..2.2 - Se D: A. --+ M é uma dera.vação, então (Vne]], n>0)
(VXeÀ)(D(Xn) = nxn'IDx)

À demonstração segue fácil.mente por Indução sobre o
natural n. O

1.2.3 - Seriam D].: A -+ M. D2: A -""+ M duas P-derivações
À: M ---» N wn homomorfi.smo de A-mÕdu].os. Então:

a) DI + D2: À "-"+ M defi.nada por (vxeA) ((Dl+D2) (xj=Olx+D2x}
é uma P-derivação.

b) Se aeA, aD!: A --+ M definida por (vxeA) ((aD]} (xl:aD].x) é
uma P-derivação

c} ÀoDl: A -...+ N é uma P-derivação.

À demonstração segue trívialmente das defina.ções. O

í . 3 - 0b.s e4vacõeó

e

]..3.]. - Toda P-derivação D: À --+ M é P-].inear.

1.3.2 - Se A é um anel primo, então a Única derivação de À a
valores num À-mÓdu].o M, é a derivação trivial, Isto é, a dera
vaçao que ceva todo e].ementa de À, no e].ementa zero de M.

]..3.3 - Se P é o subanel primo de A, então toda derivação
D: À ---p M é uma P-derivação
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]..3.4 - Se a caractexistica de Ã é p#0, então toda derivação
D: A ---+ M é uma [ÀPl-dera.vagão.

]..3.5 - Der<À,M} com as operações definidas em 1.2.3, a} e b),

é um À-módulo e Dele(À,M} ã um submódulo do À-nlÓdula Der(À,M}.
]..3.6 - À defina.çâo de uma P-dera.Feição pode ser generalizada
do seguinte modo:

Selim $: P ---- À um hontomorfismo de anéis com +(1) = 1

e M um À-módulo. Uma derivação D: À ---+ M diz P-deriva
çâo de À se (VxeP}(D(@(x)=o}

Notemos que A. é uma P-ãlqebra se defíni.amos x.a n

H +(x)a para todo x em P e todo a em À.

Usaremos de agora em di.ante esta definição. Se xeP.

escreveremos Dx signifi.canela D(çp(x} ) . Também, sempre que es-
crevermos "o anel A é uma P-ãlqebra", estaremos supor\do a e-

xistência de um homomot'f&smo de anui-s $: P --b A ta! que $(].}=

Logo, uma derivação D: A --+ M é uma P-derivação de
À em M. se D é P

1.4 - Exemp,eoó de Pe4.xvaçõe6

1.4.1 - Seja D: À --.+ À uma derivação, e R : ÀtXI'....X.] o a-

nel de polínâmios a n indetermi-nadas. Sendo a a ênupla (i. ,ia,

,ln} com xjelipara todo j=1,...,n. e Ma(x} = xtl,...xln,sg
ja f = }1 aa Ma(X)eR. Denotaremos por fO a palinõmío

}l D(a.)M.(x)eR.
€x

a
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Um cã]cu].o dlreto nos mostra que a aplicação D:R.--+R

definida por (Vier) (Df=fD) , é uma dóri.vação que estende D, is
to é, ta]. que DJA = D.

]..4.2 - Sejam À um anel e R = À]:ÍXiJiei] o anel de polínõmlos
nas indeterminadas xi i.ndexadas por um conjunto de índices l

Pala cada iel, denotemos por Si = {X.: jei e j/i.}, e por
Ri ' A[Sj.]. Então R = RitXi] é um ane! de po].Inõmlos a uma in

determinada sobre o anel Ri' Se f : }l aix{ e RiCxi ], denotarg

mos por fxi ou aXi c} pollnõmlo 2' ajxÍ'leR. Um cá].cu].o atleta
nos mostra que a aplicação D: R ----...+ R definida por (Vier) (Dfn

= --ãi:) é uma Ri-dera.vação. Denotaremos tal derivação por D

ou --TÉ:--. Tem-se que Di(xj) ; óij ' Também,DI e D2 nos mostram
que Di(lel} é Unlcnuente determi.nada pelas conde.çÕes de que

é trIvIal em A e de que sati.sfaz Di(xj) : õij para jei

No caso particular de R = À[X] tem-se que D,f = f',
onde f' indica a derivada usual de um poli.nómio.

1.4.3 À ....--+ M uma derivação e seja S um sistema mul

tlplicati.vo de À. Sendo AS o anel. das fraç6es de À a denomina

dox'es em S. e MS o ÀS-módulo das rEaçÕes de À a denominadores

em S. a aplicação A: A$-""-''MS definida por (vxc.R} (vscs} (A($} =
:!!:11=-xDs } é uma derivação. '

Mostraremos que Â está bem definida. Sejam x,x'Q À,
S,s'GS com ? = fr; logo exi.ste s"eS ta]. que s"(s'x-sx'> = 0 ;
portanto 0 = D(o} = D(s"(s'x-sx'))=(s'x-sx')Os"+s"(s'Dx+xDs'

-sDx'-x'Ds) ; multiplicando-se por ss's" temos que:

l
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0=s"(Ss's"s'Dx+s(s"s'x)Ds' - SS's"sDx' - s'Cs"sx')Ds; desde

que s"s'x n $"gx', vemqu 0 n $"(SS'$"$'DX + $eS"$X') Ds'

- ss's"sDx' ' s;(S"S'x)Ds} , is&Lo e, 0 = (S")Z((s')Z(sDx-

-xDs) - sz(s'l)x' - x'Ds'llFcomo (s"lhes seque que sDx-xDs :

s'Dx'-x'0s' . Isto é, A(Ê} n &(}F}.

Uh calculo dlreto nos nlostxa que Â satisfaz D]. e D2.

No caso particular em que À é lnn domíni.o de integra.

dado, e M é um k-módulo onde k é o corpo de fraçães de À, en-

tão A: k -.....-+ M defi.ni.da por (vxeÀ} (vye.à+) <A($) = --)(231;;$BX-} ê

\nata derivação de k que prolonga D. Mais ainda, Â é a Úrilca de

ri.vaçâo de k que estende D. De fato, seja A' : k --....-> M uma ex-

tensão de D; logo <vXeÀ} (Vye.R'b} vale:Dx = A'X = A' (y:} = Dx +

+ li Ó'y : y Â'(?} + ? Dy; portanto y A' (t} = Dx - ? Dy,de an-

de segue que A' (:) = --):1131;;;9)-- = Â<$1> ; logo A' ; A.

7 . 5 - 2933;!aS.ç.gÉ. Âne.e de }:'a,C,inâm,ioó

Teaaema 7.S.! - Seja À tim anel. e se]!a R = ÀreX.}.el] o zinel
de pollnâmios nas indeterminadas X{ , i.CI. Sendo D: R..----+ M lama

derivação de R a valores num R-módulo M, vale: (Vier) (Df = fl)+

* 2i {Ê- 'xJ
X

l)emonó.t,tacão

Seja feR; logo exi.ste um ni3mero finito de índetermi.

nadas que notaremos por XI' ..., Xn ta! que real:Xi' ..'. xn].

Seja g = a x?!, ..., Xqt} um monõmiO de f, onde aCÀ e qí€1N Pã.
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ra 1=1,2,...,n. Então

Dg = D(alX?l

- ,' * ' :, *?:..
: ,' * ::: ' ": *l:.
: ,' * ::: + DX.

aD(X?l.Xqn + x:')n

xqi ..

xqi'l
X

XqnD(Xqi} nn l

Estendendo por linearidade vem a tese. O

Uma consequência imediata deste teorema é dada pelo

11.g.3.g=eã'lt..io 7.5. - Seja D0: À .----..p M uma derivação de À a va].a-

res num R-módulo M, onde R = ArÍxi]iel]. Seja {miliOI uitn fa-
mi].ia de elementos de H.Então existe uma úni.ca derivação

D: R ..-..--+ M que prol.onça l)a' isto é, tal que DO : nIA f e ta].
que (víel) (DXi = mi} . Ela é dada por (Vier) (Df=foa + Zêê.-mi)

1 . 6 -

!g.g=!glg.Í.ó.7 - Seljam k um corpo, K : k(x.,...,x.) uma exten-

são de k do tipo fi.nato,l): k -.---.-- M uma derivação de k a

va].ares num K-espaço vetoría]. M, e mlr.. .r mn elementos de M.
Seja ainda, {fÀ} um sistema de geradores do i.dual das rela-

ções a].qébricas bati.sfeltas por xl'.. . rxR sobre k. Então,exig
te uma derivação A: K ..----+ M que estende D se, e somente se

(1) f?(xl'...,xnl+ }l.--ãÊ--'mi ; 0 para todo À



a f. af.

(--ã-;Íà-- i.ndica --!i--(x!,'.-,xnl} . /Ai.nda mai.s , se (1) for
tísfelta. A é determinada de modo único.

Demo n.s,t.'ta(czo

?

Seja Ã: K .-----+ M wna dóri.vagão de K qtxe estende D

nas Condições exigidas. Então. procedendo-se analogamente ã
demonstração do teorema 1.5.1, vale

(Vgekrxl' .. . ,xn .l}(&(g(xt' . . . .xn)) -:!:; '*,,
Como A0=0. fÀ (XI '

,n. vem que

0 para todo X. e Ax
X para l=1,

íá!'-%E-='mi = 0 para todo À

Regi.procamente, suponhamos que valha (l} . Definimos
. r X ] -..-..-+ M nOFn '

(VgekCXI ' . . - ,xn ]) <A' (q {x! ,
F\ il ..

.x.)) : g"(x!,..., )+:ylmilê.--)

A' esta bem definida pai.s se q,flekEXI'..., n] com g(xl '
..,xn) : f<xl'...;xn} , toma-se h=y-f e tem-se que h(x. .

..x*) = 0; da hipótese(!} vem que hD(xl'...,x )+.}.miai-=o,
e imediatamente seque cue ''i

!g

J.sta é, 6'(q(x!,...,xn)} = Â'(f(xl'....,xn}) - Claramente d.' é

uma derivação de kE]xt'... ,xn] que estende D e é ta]. que Alxin
para todo i=i,.,.,n. Também.Â' é Única Restar pnnd:
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ções, ]ã aue toda derivação A" de krxl'.. ,xn] que estende D

é dada por (vqekrxl'...,xn])(A"(q(xl'....xn)}'gO(xl'...,xn} +

+ : ;xiÂ'xj.) e,portanto, (vgekrxl'...,Xnl}(A"(q(xl'...,Xn) :

n gD(XI'...,Xn) + }l ;91-- mi = A'(g(XI'...,Xn)).isto é, A'' = a'

Do exemplo ]..4.3 seque que exJ.ste uma única deriva-
ção A: K -.---+ M que estende A'. Logo existe uma única deriva-

ção A: k -..--+ M que estende D nas condições pedidas. D

aoúoó,(cao l.á. J - Sejam k um corpo, K=k(x) uma extensão sim-

ples de k, D: k -.-.--» M uma derivação de k a va].ares num K-espã
ço ve toria]. M .

(a) se x é transcendente sobre k, existe uma derivação de K

em M que estende [); mais precisamente, para cada meM existe

uma Úni.ca derivaçãc> A de K em M que estende D e ta! que
Ax = n.

(b) Se x é alqébriCQ separãve]. sobre k, existe uma única de
rivação de K em M que estende D.

(c} se k tem característi.ca p#0, e se x é puramente insepa-

rável sobre k. então, sendo n o menor natural. (nàl) tal que

Xr ek, D admite uma derivação A de K em M que estes.de D se, e

somente se, o(xP') = 0; neste caso Ax pode ser tomado arbi.tra
piamente em M.

P

Z? cm o }t4 ,t4ação

(a) Como x é transcendente sobre k, então se geK]){] é tal
que q(x) = 0, tem-se que g = 0
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Para cada meM, tem se tli.vialmente que OD(xl+m a-: -

M 0 e o resultado seque irledíatamente do teorema 1.6.]..
(b) Se:ja fekEx] o polin€5mia nÊi:li.mal de x sobre k. Neste ca-

sa. f gez'a o ídea! das relações alqébri.cas $a+uisfeltãs por x
Colmo f' (EIXO, a expressão fD(x)'pnf'(x) se anui.a para um Único

meM. precisamente para m=-g-;l$}. Do teorema i.6.]. segue fácil.
mente que existe uma Única dera.vaçao Á:K----+M que estende D e
é tal que .bxnn .

(c) Sendo y=xPn. sabe-se que o palinõmlo mini.ma! de x sobre

k é f=xP'-y € KÍI)q e tem-se aue f gera o ideal das relações
algébri.cas bati.afeitas por x. iTambém. fD(x):Oy e f' (x)=o; lo-

go a expressão f'(x) pmf'ex} 0 é satisfeita se, e sÓ se, Dy=0
e. neste caso m pode ser tomado arbitrariamente. O resu].Lado

segue então, Imedia+.amante do teorema 1.6.1. O

!.g.P.3.Ênl...l...=.É.,:.! - Se:jam k um corpo', K uma extensão de k, M # (o)

um K-espaço vetorial e D: k ----.-+ M uma derivação

(a) Se k tem caracterís+-iça zero, existe A: K .-----. M deriva-

ção de K que estende D de tai modo que se x é transcendente
sobre k, Ax # 0

(b} Se k tcm característJ.ca p # 0, e se KPc k. existe deri-

vação A: K -.-.--+ M que estende D de ta! moda que se xFk, Ax#O.

i?emoy4..{4aç'ío

(a) Considerando = {(K',D') :lC' é um corpo Intermediári.a

entre k e K, D' : K' -----..+ M derivação que estende 1)}, vemos que



n # + e r} é Indutivo por prolongamento. Logo, pelo lerru de

Zorn. exi.ste ($i, O) elemento maximal de r}. Se K#K, seja yeK,

vgK. Considerando a extensão R(v) de K,e observando que a ca-

racterística de K é fera, segue pe].a proposição anterior que

existe õ: R(y) -..--+ M feri.vação que prolonga D e que,portanto,
prolonga D. Chegamos a um absurdo jã que (K. D) é maxíma].. Lo

go K = K. Da parte (a} da proposição acima. é claro que pode-

mos tomar uma derivação A: K ---.--+ M que estende D e tal que
Ax#0 se xcK é transcendente sobre k

(b} Do mesmo modo que em (a} , consideremos o conjunto n e

seja (K, D) um elemento maximal de rl. Se K # K, seja xeK, xdK

e tomemos a extensão R(x) de K. Como KPc k, xPCkc K e. portal:
to x é puramente inseparável sobre K. Como D(xPl=O jã que a

característica de k é p, segue pe].a parte (c) da proposição
anterior que existe 6:R(x) -----+ M derivação que prolonga D e

que portanto estende D. Chegamos a um absurdo e. logo, K = K.

Se yeK é tal que y P k. como yPek. temos que o poJ.i.nõmlo mInI

mal de y sobre k é xP-yP; Logo pe].a demonstração da parte (c)

da proposição anterior, segue que uma derivação A: K -.-.-+M que
estende D. pode ser tomada de ta]. modo que Ay # 0. B

golu}.eã/L'tlo l .ó. - Sejam K um corpo com características p #O e
M # (0} um K-espaço vetorial. O conjunto de todos os elemen-

tos de K tais que Dx = 0 para toda dóri.vação D: K --.--+ M é exa
temente Kr



2.S.ee.EA;3:«ç ã .

Ohvj.agente (VxeKP) (i)x=0} . Suponhamos então aue exls

te xcK-KP com Dx;0 Para toda dóri.vagão de K. Consídereitms L =

= Kl"(x} ; temos x pu-parente iriseparãvel sobre KP f)oís xPeKP e

temos XêKp; logo, pe].a pa:'te (b) do teorema 1.6.2, exi.ste 6

derivação de L tal que $y = Q para todo yeKP e ta! que Õx # o.
Chegamos a \nn absurdo já que Dx=0 pala toda derivação de K. E
o corola!.io está provado. D

gg=!g=ÊgJLZa f.Ó.g - Sejam k um corPO, K uma extensão de k, e M#
#(0) um K-espaço vetorá.al

(a} Se a caracterljstica de k é zela, ü conjunto dos elemen-

tos de K tais que Dx=o para toda k-de!.i.vação D: K -----+ M,é o
fecho algébrico de k em f{.

(b} $e a característica é P}'p''', u çur1lUnto üos elementos de

K anulados f)or toda k-derívaçaa D: K -...---+ M e k(KF}

(a) Se:ja xeK a].gébrj.co sobre k e seja íeKD]] o po].Inõmlo ml

nimal de x sobre k; pela proposição ]..a.! seque que i)x=-Ê:l-$}
paz'a toda k-derivação 1): j( ---,. M. Como Dy=0 para todo yek, vem

que f'(xl=0 e,portanto, Dx=ü pa!'a todo k-dex.ovação de K.

Reciprocamente, sel)a xCK com Dx=0 para todo k-deri-

vação D de K. Se x for transcendente sobre k; pela parte {a}

do teorema 1.6.2.existe D;K.-..-+M urna k-de].ovação de K tal que

Dx # 0, Q auc é absu.!'do :lá ({ue Dx = 0 para toda k-mexi.vaçao



X2

d K

(b) a demonstração é análoga a do corolário ]..6.1. []

.e1929É.iÉ:Ç.g.g....!..ó. Z - Beijam k um carpa, K = k({xX}À6A) , K/k uma

extensão transcendente pura. D: k ....--+ M uma derivação de k a

va].ares num K-espaço vetoríal M. e {mÀJxeA unu famjllia de ele

Bentos de M. Então existe uma Única dera.vaçâo A:K ----.+ M aue
estende D tal que (VXeA}(Axl=m})

29et.K4.44 «ç ã'

O resultado vem de modo anal.ogo à demonstração do

teorema ]..6.2, Usando-se o lema de Zorn e a proposição ]..6.1,
parte (a) . []

!39Zg=!.:ÉÊ3g...!..!=.éi.==2 - Se K/k é uma extensão de corpos algébrica

separáve]., então, para todo K-espaço vetori.al M, toda deriva-

ção de k a valores em M pode ser prol.oRÇada a uma dóri.vação
de K a valores em M.

Demo 414ação

Usando-se o ].ema de Zorn e a proposição ]..6.]., par
te (b) , a deJnonstração é análoga a do teorema ]..6.2. Ü



UOOULOS DA$ D !F[RENC FA l S

0e/t,é vacãcá Upt,é ve,'{6 a,Có

Sejam A,P anéis. À uma P-á]qebra, M um À-mõdu].o

?g:.á4:B.:ç:çao 2. r . - Uma derivação uni.v'erga! de

À sobre P é uma P-derivação de À, d: À ....-- M,

ta3. que para todo A-nlÕdulo N. $e D: A --+. N é
wna P-dóri.vação de A, então exls+-e um único

homomorfi.smo Ài M ....-..-. N de A.-!nódulos que tor

].ado, comutativa, isto é, D = Àod.

2g.á=i=!!=Éte.g....?. f .g - E)iz'se que d= A ----- M é uma derivação unJ.-

venal de À, se d é uma derivação universal de À sobre P, onde

P é o anel primo de À.

.E3cEzê.=i.tãe 2 . r 1 - $e d: À -----.-+ M e a; A ....-.-..+ N são duas deriva

çoe$ universais de À sobre P. então existe um isomorfismo

.À.: M ----. N de À-módulos taZ que Àcld = a

Oemanófa.anão

Da definição 2.i.l, existem dois homomorfismos de À-
k3



k4

X' tal que Àod=3 e À'oa=d;portanto a = (ÀoÀ')od

.b e d=(À'oÀ)od; como lm e IN sâo os únicosAFIA' ' 'N ---
- l.I'' homamorfismos de A-módulos tais que d=JMad

À -------T--------F M e a=].Noa, seque que À'oÀ=IM e ÀoÀ':].N Pig
to é, X é um i.soltnrflsmo de À-módulos. Ü

?49po .6 .é ç:ãa

P
Existe uma feri.vação uni.versam. de À sobe'à

qglp o nó .taaçãa

Consideremos o À-rtlÓdulo Ml= À 8 À (MI é um A-módu].o

se defininnos a. (x8y} = axOy para quaisquer a,x.yeA) , e Ma o

A-submÓdulo de MI gerado pecos e].ementas do tiPO 18xy - x6y

-y8x para todo x,y em À. Seja M = MI/M2 e seja d: À ....--+ M de

finada por (vxeA) (dx=iêÍ = classe mÕdu].o Mp determinada pe].o
elemento ].®x de M.).

d é wna dóri.vação un]versa]. de À sobre P. Temos que

(vx,ye.h} (dCx+y} = ..w\À'.y) : ].®x+]®y = ]8x+l®y = dx+dy) :

(vx,ye.h) (dxy = iãiy = x8y+)©x©x = iÕ7+? i 17]1Õ?) +

+ y{.L8X) n X(16y) + y(]lêÍ) = xdy + ydx)

(vxep) (dx = Íã; = x(161) = x(iãíi} = xd]. = 0}

logo d é uma P-derivação. Seja agora D: A -..--+ N uma P-dóri.va-

ção a valores num A-mÓdu].o N; a ap].icaçao V: AxÀ ----+ N defina

da por (Vx,yeA) (q'(x,y) = xDy) é F:-bi.].inear jã que D é P-].íne-

ar; logo pela propriedade universal. do produto tensoria].,exis

f

f



te um Único homomorfisnlo de P-m6dulcls À': P.@nA '-"-""p N tal que
(Vx,yeA.) (À' (x®y>=xDy) ; À' é tün:bén um homomorfi.smo de À-módu-

los ]á que (va,x,yeA) (À: (a(x®y} = ).'Cax®y} = (ax>Dy = a(xDy)=

= aÀ'(x®y) ) ; coma(Vx,yeÊ-)o. '(l@xy-x®y Dxy-xDy-yDx=0) ,

seque que M2c:Ker(À'} e. portanto. À' induz o homomorfismo de

N À-módulos À: p] ..---.-.+ N definido por (Vêem.>

IÀ (Àã X'm) ; À satisfaz a$ condições exigidas

M pois, (VxeÀ}((Àod}(x} = À(!ãil) = À'(l®x} =

= Dx}, is+ço é, Xod = D: também, sendo

Àl: M -----+ N um homomorfismo de À-mÓdu].os tal que À,od=Àod= D.

temas que (vx,yeA} (ÀI(x®y} = À. o{(]©:/)) = x).l(]lãç} = xÀ!(dy)
: x(Àlod)(y) =x(Àod)(y) = xÀ(dy} = xÀej®y) n À(x(!6iy})

B )t(X®y)) , iStO é, À. = À

E a propasi.ção está provam 8&

0

À
d

W

gg.Ól=É:!.=iSao g. f.3 - Se d: À --.....+ M é uma derivação universal de

À sobre P. Q elemento da é denominado "difere!\cial de a", e

M ê denomi.nado "módulo das di.ferenciais de À sobre P", ou "illó

dolo das P-diferenciais de .\" e será cienot.ado po-p D(ÀiP} .Se P

ê o subanel prima de A., diz-se sin\plesmente que M é um "módu-
lo das diferencial.s de /A"

Às proposições acima nos mostram aue o módulo das

diferenciais pode ser ca-racterizado, a Renas de isomorfismos,
por uma propriedade universal

Plo Pg $ 4:Ç.za 2 . F . 3 $e d À -----+ O(ÀIP} é uma derivação univer



sa]. de A sobre P, então D(ÀIP> é gerado por dÀ = {dx:xeÀ}. i.s
to é, 0(AIP) = P.d.R.

!s:Kg.ní4egça.

Seja M+ = ÀdA e seja d+: À -....-...p M+ defi.nada por
(VxeA) (d+a=da) ; pela propriedade universal de d. exí.ste um ú-

nico homomorflsmo de À-mÓdu].os À: bí -----+ M+ tal que Àod = d+ ;

sendo 1: M+ ---.--F M a Inclusão canónica, então d=iod+ = io(Àod)=

= (ioÀ)ad; como in é Q único homomorfismo de A-rnÓdu].os ta].

que d n IMad, segue que ioÀ = ].M' e. portanto, Í é também so-
brejetora; ].ogo M = M+. O

É!.ê.g.g.!jlg.Ç.ao 2. }. - Sendo M, N, À-módulos, e denotando por

Fiam(M,N) = {6: M ---.--.+ N: â é À-linear), então, d: À ....-..+ M é u-

ma derivação universal de À sobre P se. e somente se, a apli-
cação +: Flor(M,N) ----+ Dera(À N} definida por (VX e Hom(M, N))

(+(À) = À.d) é um isomorfismo de À-módulos. Lago, temos que

Uom(D(Àlp}, N) = Derp(À N) como A-módulos.

gê.ê.g:3.!11Êao 2. 7 .2 - Um caso particular da observação anterior

ê dado quando N = K é wtt carro, e D(KIP) é um K-espaço veto-

ri.al de dimensão finita. Temos então que Dera(KpK) = D(Klp)+
onde D(KIPl+ Indica Q dual do K-espaço vetorial D(KIP) . Neste

caso, Dera(KPx)K = n(Klp) . iStO é, se aeK. a di.ferencial de a.
da, se Identifica a um elemento do espaço dual das P

iões de K que assumem valores em K; assim se D: K .---.+ K é DIrIa

P-derivação de K, Da = < da, D >. Usualmente Q conceito de dl



ferenci.a} é i.ntroduzldc d©s&üâ nwrleira; por exemplo, se V é u-

ma variedade di.ferenclável,a diferencial !oral num ponto de v

ê o espaço dua! do espaço dos vatoles têlngen+-es ã variedade

no dado ponto. Dali $ex atribui-do a O(AIPO o nome de rtlódulo
a&$ d3,ílerencj.a3.s

g.g=!.e::!11g$a.o ?.f 3 - Se k é um corPO e K é uma extensãc} de

k. então uma derivação universal de K sobre k tem cc>mo núcleo.

o fecho algébrico de k em K, se a caract;erÍstica de k é zero;
se a característ:ica de k é !) # 0, então o núcleo de uma deri-

vação unive!'sal de K sobre k, é k(KP} . Este resultado segue
do corolário 1.6.2

? . g E x;empa gÓ .g.Ê...Ç.g.}Zvaçãe Univ e.t.ã a,ió

P,toooóiçao 2.Z.? - Seja P um anel e A = PE{X.}..,] o anel. de

po].inómias nas indeterminadas Xi' le!. Então O(ÀIP) é um À-mó
pulo IJ.t/re cujas bases têm a mesma cardo.nalÉdade de !.

Pemonó cação

Seja M um À-módulo ].{vre cclm "i" geradores e seja

(ÁXi }ie! uma base de M.

Considez'erros a aplicação d: À -----...+ M definida por:se

aaMcl(X} e A, en+.ão df = !.iR-- AX,

Um calculo direto nos mostra que d e uma P

ção. Mais ainda, d é uma derivação universal sobre P; de fato.

X



se D: A ----+ N é uma P-dóri.vação de À a valores dum À-módulo $

então (VfeÀ) (DÍ = rD + }l af AXi) ; como D é trív]a]. em P,segue
que (vfeÀ) (Dí=: .g.}- Axi) ; ora.existe um Úni N

co homomorfi.smo À de À-iT]ódu]os ta]. D ..,/' I'

que )t<AX{) =DX; para todoi€1 e,c].a ,,,/' l
A' M- O AAX.

mente À.d = D. d iOI l

Oeste modo temos que D(Aipo é um A-it\óculo livre ten

da por base {dxiJiGI uma vez que(Vi€1)(dxi=Axi) .[]

O teorema que seque nos dã um resultado q
cllmente da proposição acima

l

X

ã

rtomorfi.smo À de Ã.-iTIÓdu]os ta] n ,/' t

(aXi} :uxi para todo]€1e,c].a ,// XA' M- O AAX.
À'd = D. d i01 l

Oeste inadu t.eittus que o(Alp) é um A-mõQU.LO .Livre ten

' base {dxiJiGI uma vez que(Vi€1)(dxi=Axi) .[]
O teorema que seque nos dã um resultado que vem fa-

lte a px'vpusi.ção acima.

rü 2.2.7 - Seja P um anel.. Então,PC{XiJi61] = PE{Vj]jea]
'-ãlgebras se. e somente se. l e J têm a mesma cardinali

Chamemos AnPE{Xi.}l€1] e BnPE{Yj\jQJ-l ' Num sentido a
tração é trivial. Suponhamos então que À=B e tomemos

----+ n(níp} = À ----+ B lnn lsomorfi.smo.sejam d e a deri-

ÀI À' vações ani.verbais e observemos que Atum S-
1 + módulo através de + e Bé um A-módulo através

-....> D(AIP) de Q-t. Pe.La propriedade universal. de d e a,

que existe À homomarfismo de À-módulos, e existe À' ho-

i.smo de B-módulos tais que Àad=a.ó e X'.a=d.+'l; logo

'a=a e (À'.À).d=d; Gamo io(BIP) e io(AJP) são os Únj.cos

fismos tai.s que 3.O(BIP)'a a e iO(Alp>'d:d seque que

À

e

Tecia.ema 2.2.7 - Seja P um anel.. Então,PC{XiJi61] = PE{Vj]jea]
coiro P-ãlgebras se. e somente se. l e J têm a mesma cardinali
d de

? epg B4 :ç4q$ ã o

Chamemos AnPE{Xi.}t€1] e BnPE{YjJJQJ]' Num sentido a
demonstração é trivial. Suponhamos então que À=B e tomemos

B -----=---+ D(BÍP} +: À ----.+ B \lm isomorfismo.Sejam d e a deri-

l À l iÀ ' vaçoes ani.verbais e observemos que A é um S-
i l 'l módulo através de + e B é um A-módulo através

A ---..-.......-> D(AIP) de 4)-t. Pela propriedade universal. de d e a.

segue que existe À homomarfismo de À-módulos, e existe À' ho-

momorfi.smo de B-módulos tais que Àad=a.ó e X'.a=d.+'l; logo

(À.À'}.'a=a e (À'.À).d d; Gamo ID(BIP) e ID(AIP) são os Únj.cos

lsorrnrfismos tai.s que 3.O(ÕIP)'a;a e iO(A.lp>'d:d seque que



À'À' ;ln(BIP) e k''À = LO(AIP) e, pol'{ anta,. n(ÀIP) e o(Blp)
Da proposição temos ue D AIPO e n(BIP são módulos livres,

O(ÀIP} = ©AdX; ei)<SIP) ©B3V': n ©Ã.aY. ]áqueÀuBF tam

bém. D(AIPO = n(SIP} como A-inõdulos: então,a cardinalidade de

suas bases como A-mÕdui.os é a magna. istcl é, l e J têm a mes-

ma cardina].idade. Ü

!=11.g.EgÊ.:e:S.g! Z.2.11 - Sejam P, À, R amai.s, À uma P-álgebra, R u-

ma À-âlqebra (consequentemente uma P-âiqebra} ,d: R ---* D(nlP)
uma derivação uni.vexsal, RdÀ o R-submõdulo de o(njp) qe!-ado

peias a].ementas do +uii)o da CQn aeA, e @; oePIP> --+ n(pip)/naÀ

o homoitnrfi.smo canónico de R-módulos. Entoo D(PÍAl=o(Rlp)/RaÀ
e a=$.d é uma activação uni.verbal de R sobre Ã

P em a K 6 ,txaç (ia

Cla.lamente a=ó d é wna À-dóri

vagão de R. Mostremos que a

satisfaz a propz iedade unlver
R --------- D(nlp} .------. nenlp)/nóÀ ::
i d ó sa!. Para i.sta, della A wmaA-

l dóri-vação de R a va].ox'es num

R-mãdu].o hl; como A é também u

ma P-derivação de R. então exi.ste um Único homomorfismo À' de

R-módulos tal que À'.d = Z\; como (VAGA) (À' (dali(À'.d} (a)=Aa =

=0) , segue que RdAcKel-o.') e, portanbLo, X' induz um hoiltomoz'-

cismo de R-módulos X ta]. que ('gxCD(R P)}(Àx=).'x}, i.sto é,

À'=À.#. À bati.afaz as conde-cães exi-qi.das pois ó'a=x.(q''!} =

= (À.$}.d = À'.d = A; também,senda \: :o(plp}/naÀ-----.--M um honn

À

M

ÀÂ
À '
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morfismo de R-módulos tal que ÀI'a=Àoa=A,tem-se que (ÀI'$}.dj=

=(À'+}.d; COMO d é \xnla del'ovação universal. então À..4)nÀ.Ó e,

portanto,(vxeo(RIP))(Àt;=(Àt'4J} (x)=(x.+lx =À;) ,Isto é xl=À.Ü

uma observação interessante é que dados os anéis

PcAcR e d: R -..---p D(R P) , uma derivação unive3:sal de R sobre P.

não é verdade que aIA: À "".---p AdA selva uma derivação universal
de A sobre P, coma mostra o segui.nte exemp].a: Sejam P= Z.: cor
po dos inteiros módulo P (p>1 primo) , R=P[XleÀnP[XPJ=RP. Sen-

do d: R -.-.--+ O(RIPA uma derivação universal. de R sobre P. temos

que (VfeA) {df=0) ]á que dada feÀ, existe qeR um f=qP; logo

dIA=0. Mas, se 3: à. -----+ D(ÀIP) é uma derivação universal. de À

sobre P, temos pela proposi.çã0 2.2.]. que D(AIP) é um A-módulo

].ivre de posto ].. Logo alar a

Um casa particu].ar da proposição é dado quando se

considera o A-mõdu].a (A8 À) /ÀI onde Z é o anel. dos Inteiros e

AI é Q À-submódulo de À 8 À gerado pelos elementos do TIPO
1 8Xy - X®y - y®x para x.y em À. Pe].a proposição 2.1.2, D(À)n

- (À : A) /À].. À proposição acima nos díz que se P é um anel. e
À uma P-álgebra, então D(Àlp) = D(À)/AdP onde d é uma deriva-
ção universal. de À.

g . 3 vaçâeó

Far'eras agora um pequena estudo sabre extensões uni.-

verbais de derivações que culminará numa rlova prova da existên
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cla do rílÓdulc das diferencial.s. Esta E)rot/a. embota })estante se

fistícada tem como vantac;em obter xuHê expressão pãE:'a o módulo

das diíex'enciai-s que será de grande uti.!i.dado em aplicações fy:
Luras, cona veremos no próxima capa'ulo

Z)e.á,[n,éção 2.3.7 - Sejam À,R anéis M um A-!nódulo, e ó: A --..--.+ R

wlt homomorfismo de anéis. Uma extensão uni.ver-

sa! de 6 a R é uma derivação A: R -----+ N de R a
valores num R-módulo N. cam as propriec3ades:

El: A é uma extensão de 6, i.sto é, existe um ho

mamorfismo À.: M --......-+ N de A.-módulos tal que

E2: Se Q ê um R-módulo e D: R ----+ Q é uma feri.

vação de R que é uma extensão de õ a R, então existe \Dn Único

homomorfi,smo (; N ----+ Q de R-!nódulos tal que eoA = D

É COr\\rQHi©HtC observar que G R-módulo N é também um

A-módulo através de @, definindo-se {Va À) (VneN} {a.n=+(a)n)

P4ap0,5lÇao 2.3.} - Sejam ã..R anéis, M wn À-módulo, N, N. R-mÓ

duros . +: À .......-.-p R hc]momorfismo de a!].êis, 8= À ..-.---- M uma dóri

vação de À. Se Â: R .--.--+ N e A: R -..--.+ N sao duas extensões u-

niversais de õ ã R, então existe um isomorfismo (: N --.-....p N de

R-ml3dulos tal que A n el.Ã. Corlsequentemenbue N = N.

Oeman {4aS.ao

À demonstração é análoga à da proposição 2.1.1. Q

À proposição acima rios mo$+-ra aue no caso de existir



tensÃc} de 8

Sel)a agora D: S -«----* Q olha derix.;aç:ãa de S num S-mÓdu

lo Q, que seja uma extensac} de -S a S; !o c cxlst.c CL honomor-

fisnlo de A-módulos tal (!ue ctoê=Do0; portanto üoEÇ=(DoV)o$,isto

é, DoqJ é uma derivação de R que eüstende é; coma 6 é uma exten-

são unJ.verbal de {5 ã R, seque ('riuc existe uln Único B, homomor-

fismo de R-módulos ta! que BaA=t)oV, isto é, D ê também uma ex

tensão de A a S; mas Ã é un\a extensão universal de A a S; la-

go exi.ste um Úni.co y, homon\ctrfismo de 5-rtlÓdulos tal aue yoA :

= D, e a demcFnstraçao esta concluilda. [.}

P.ll=ÊZg=!.{$.ao Z i.4 - SejalTI A,R anéis.R uma À-ãlqebra e 6:F---.--(0)

a derivação trivial.. Então, d; ie .---..-.+ RdR é unia extensão uni.-

venal de 6 a R se. e somente $e. d é un.}a derivação UHiiversdl
ãe R scbr À*

ZJenlon4 {a.açao

A demonstl-açao seque irrlediatanlelite se o})servirmos

que toda derivação de R a valores nuiTI R-nlÓduio, aue é uma ex-

tensão da derivação trlvia! de À, é unia A-derivação de R. e
reco.Fracamente. ü

1:3U.g=1.4.ç.ao Z..3.5 - Se:lanl A, R, $ anéis, R uma A-ãlqebra, S u-

S -----!!---. SAS ma R-á].febra. Se Á é un\a extensão urli.verbal

. d .,.,.. de uma dóri.vagão universal d de R sobre A,enR :L : D(R/A)
l tão Â ê umeà dóri\ração un iver sal de S sobre A

À ---------(0) Demaxtó.t4açãa(0}

O resultado seque ílacilmen+u das })rof)osiçÕes 2.3.3 e
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2.3.4 . B

2 . 4 Exemo.Coó de E3 et õeó Un.Cve,tóaló da De4,évacãeó

.[lg.E.g=!=g:S.ao 2.4. - Sejam A um anel, 6: A -----b À6À uma deriva-

ção de A e R = AEÍxlJlel]. Tomemos N+ = O RAxi um R
].lvre com base {ÂXZlz€1' e consideremos o R-irlÓdu].o

ii d' N N:(R ® À6A)©N+.A aplicação A:R -----p N definia

I' por, se f = } acima(x)eR, então

f'-- ..» »-::.l;ll":l;l'l'=1 ' } q ":, ; -' -"-;'

a

t)emonó,t/tacão

(a} A é uma derivação de R:

i} Sejam f = êl acima(X) e g = } Dama(X) , f,qeR.

A(f+g) = (}1 (Ma(X}66(aa+ba)) , 21 --j!'(g.!Z} ÁXl}

( ;l(Ma(xl8õaa) + 21(Fqa(XJ86ba} , }l g;t Axi +

+ }l ;#; Axi) : (11(ma(x)e au } Ê;; Axi} +

+ (E(Ma(X)6é;ba) #; AXj.) = Af + Aq

ii) Sendo f = axjjZ.. .Xan e g : bxili...xnn a.beÀ, vem que
A(f.q) = A(abX?]+b].... Xan+bn ,

(X?l+bl...Xan+bn 6 óab. }l ;::lS Axi} =

(Xal+bl.. Xan+bn 8 (a6b-tbõa) ,

Logo
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' 'g'i)'**} ; (,x?:...xíl- *?:...*'': * â' '

* '*!:. . .*:- *;*. . .*:- ' ';, : ;-h '*: *
' , ? & »*:, : :.:T:...::"*'', } q »*:; *

.+ g(X?l...Xan®8a, zr 3f AXI) : fAq +- qAf

Por linearidade segue que (Víl,geR) (Â(fq) = fA9 + qAf)

/

(b} A é uma ext.então de 6 a R

R ---.ê--...- N

À --.l-.-.-A'À

à

Sendo 1: À ---.+ R a i.oclusão canõni.ca. e X defi

ninfa por (VxeA6A) (Xx = (l®x,a)) , temos que X é

um homamarfisnlo de A-módulos e que À.aã=Aoí já

que (VxeÀ} ((À'ã} (x) =À('Sx) = (l®õx ,0}} e que

(VxeÀ}((A.j.}(x) = Ax =(l®6x,o)}

az a propriedade universal.

Q Se:ja D uma derivação de R num R-iTIÕdu].o Q

que é wna extensão de (5 â R; 3.oqo existe

'l / '/ 6 homomo!'fi.smo d.e À-n\ãdulos tal aue Bo6 =
R ' -..---::-# N

t .f /ê % D.i.. Consideremosaaplicação
il IÀ/ Q: RxÀ6A----,Qdeílinidapor

À 6 A6À/ (VfeR}(VxeÀ6À){Ê(í-x) = fOx); verifica-se
elacilinente que e é À-bi.linear; logo edis

te um homomorf].smo de A-mÓdu].os u:R ® AÕÃ. ------ Q tal que

(Vier) (VxCÀâA} { (í18x} = f8x) ; y é também tm homomorfisino de

R-módu].os pois (Vf,reR) (vxcÃ8À} (U<r(f©x} }=U(!f®xl=erf)Qx =

= r {fOx} = ru (f®x) }

sa&j.sÍIÂ

À

D
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Por outro lado seja V: N"' : ®RÀX{ --.----- Q o úni.co ho-

momorfi.sma de R-módulos tal aue (Vivi) (v(ÂX:) = DX:) .Desse mo

do obtemos o homomorfisn\c de R-módulos €1: N ----.-+ Q defina.do

por (Vier) (vxe.4dA} (V(ri)i€1 famíli.a (quase nu].a de e].ementas

de R) (e(fOx, } rj.AXi} = fOx + Í riDxi)
( satisfaz as concii.çÓes exigi.das. De fato, se

21 auMct(x)eR, temos Df = fD + l af AXl; logo

(€10Â)(f) = e(a(Ma(X)®6aa), }l {:f AXI) = ÉI(Ma(X)'(0o8) (aa)) +

+ l af DXX ; a(Ma(X)Dact) + 21 .l.f DXj. : fO + l .g.;i i)xj. : Df;

portanto (oA = D. Mostremos agora a unia.date de e;para isto,

seja e: N ---..--+ Q um homomorfismo de R-módulos ta]. aue eoA=€1oA=

= D; ora, se (f®x, )jriAXi)eN corri feR, xeAç5À e (rj.)iCI família

Quase nucas de e].ementas de R,temos que exi.stem (ailj.€1 ,
(Bj.)i.ei famíl i.as Quase nu].as de elementos de A tal que

i ' ' i - ' lÀ(21 Bióül) ; (f®x, ;l rjAxj} ; logo ÉI(f®x, ãl rjÀXj> =

EoÀttEBI'5aj.) = 21Bj.(EoÀoó) (aj.) = E8j.(iaAoJ.} (aj.) = iBj.(ooj.) (aj.)

: IBj.Oaj. ' j.8j.(eoA) (ai) = }Bj.{çoAoi} (aj.) = 21Bj.(Coxo'5) (aj.} =

: ÍBi(eoÀ) ((5ai) = (oÀ(}lBIÓcxj.) = ((f®x, 11riAXÍ) ;portanto
E a propasi.ção esta provada. a '

Notemos agora aue das proposi.ções 2.3.5 e 2.4 .1 de

corre Imediatamente a pxoposiçã0 2.2.!, aue nos diz que

d:R=AE{XilielJ----"* eRdXi definida por {vfcn) {df= f .Ê.f dXi> é

#



uma dóri.vaçâo univei"sal de R sobre A

.E.3g.goó-lição Z.'f.2 - Seliant A u;n anel., í \nn sistema mula.iplicati

vo de À.D: ,A .----«p M = ÀDÀ uinü (ierivüçâo e $: À ---"--"+ Àç= o hoitn-

morfi.smo ccaRõRi.co de anéis, j.sto é, (vaCA) (óa = -.:Ç-) . zn+.ão,a

derivação à: P'S "--""'+ MS definida pOr (VXeÀ} (V$eS} (À(--'Ê- n

* 5Dx'xDS ) é uma ex&uensão uni.versam de 1) a Ào

Demo nó /.tac ao

Â e \nna ex'Lensao de D. De fato, seja X a homomorfis

A'$ ""'"-----... M mo canÕni.co de módulos, Isto é, (Vme ) (Xm=tl;

IÍ t temos que'(VACA)(Àoo)(a) = }.Oa = -ge--} e que

À {Vaezã} ((Aa@} (a} = Á(6a) = A(--g=---} = --qÊ--; ].o-

À ----.............,. M qo Àol) = Ao$

Â satisfaz a prof)ri.idade universo! das extensões u-

niversais. Para is+uo.della D uma derivação de AS a valores nwn

ÀS-módulo }!, D \.uívta extensão de D a Às ;
:oqo. existe e homomorfi.smo de A-moda

los ta! aue 6ol) = i)aó; clbservenos que

Vae;q} (V € } (e (alnj=a.8p.l=$(a) .üm=---$--8m}

Tan\bélu, $e in. m'C\l e s,s'eS com :l = r,

então existe $"eS tal ou© s"($'m-sm'} =

; OM; aplicando g seque cTuc l:?-8(s'm-sm');

= (:h; ].oqo QN = 1:T-(]::i-ürr! - }en\'l; multipli.cardo por ]' vem

que % : Ê.Q-- - :+ 8m' , í.;to é, tam = :à-e:"' . Po'ie"*'; então de-

finir a aplicação ( por (Vmelq} (uses) (({:) = ---1-- 8nt} e é fácil

N

Ã M
$ $

$

ÀÓ

BÀ M
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ver que € é um homomorfismo de Às-módulos. Temos aue €10A=D.De

fato, observando-se que (uses) (o--à-- = -- ãro(--ii--)) , segue que

(VACA.) (vses} va].e i5 (--ã--) =Õ(--i--' --à--) = --Í-Õ('-à-) +--à--Õ(--Í--)

-à--Õ (-i-) - (--Ê-) --àEÕ (-1-) ; --ê- H.$} (a} - (--i-) -b-(ÕoW (s)
= --à--(8oD) (al---g-r(Ooo} (s) = €1(-Da ...g.ys ) : €1( st)a-aDS )

= ((A(-'g--)) : (€1aA) (--i-}

el é o Único homomorfismo de ÀS-módulos tal que D =
= €10A. De fato, seja E: MS "----+ N um AS-homomorfi.smo de mÓdu-

Los ta]. que EoA=€10A=Í5, e mostremos que €1=ê;. Para isto, basta

mostrarmos que {VmeM) (e(--Ç!--} = €1(--$1--}) . Seja mgM = ADA} logo

existem x].,..''xt' ylty2'''',yteA tais que m = >1 xjDyj;então

êl(-.}-) = (!ox) (m) = s;l xj.(}lox) (oV:> : ,21lxi.(EloXoD} bi)

- :!:*:':.''*' '':, -"li:**':..; .+- *z:*,..+-; -
; j.}ltxj.(5o(b) (yj.) = }1 xj.(eo0) (yj.) l xi8(Dyj.) = Q( ! xJ.Dyi)=

H 8(m) = €1(--F-l; logo [ = ( e a proposição esta provada. O

Co.to.Cã,t,éo 2 . 4 . 2 Sejam À,P anéis, A uma P-ãlgebra e S um sis

tema mu].ti.plicativo de À. Então {D(Àlp} }S é um mÓdu].o das dlfe

rena.ais de ÀS sobre P. Precisamente. D(ÀslP) : {D(Àlp) }q
Demo tó,(,tacão

oeiiuo a uma aerlvaçao uníversa]. de A se

AS---"'::-----+ {D(AIP)}S bre P, Â uma extensão universal de d a

l d . . Às' e $ohomomorfi.smocanõnicode a-
À !:" + D(A.IP)
t ' nê]s, o resu].taco seque imediatamente a

l través da proposição 2.3.5. []
P ( 0}''''''''-''''"'''''''''''''-'...&



(jma n ovü '; ex p4 eó ,s ãon " a4c oó mó düeoã da-& dllKeA,enc,(a,éó

Lc.ma 2.S. f - Sejam À,R.S anui.s, .4c R. P. c S, # um homoi'wnrfisino

S -----ê..--... ã sabrejetc'r d.e anéis ta]. aüe ólÀ IÀ' e ó uma
de! ilação de A- a valores num À-módulo M. Assu-

mimos que A: R -+ N = RAR seja uma extensão

. univer sa ]. de 8 a R . Senda R=Ker i# } e ii=N//aAn ,

J.i ent.ãa.

À ----.!à.-...--- M a) 13 ã um S-módu],o;

b) À aplicação A: S --.-.----+ N definida por: (se $eS e +(r\=s pa

ra rQR, então As câ(ç$(r]} n AI.' = c].asse res:ldua de Ar mó-

dulo RAn} é tINa extensão unl.versül de {S a S.

Demonóea.anão

Observemos prln\ei.í'amante que Ã est-ã bem definida F3g

is se r, FIAR são tais c;ue Ü r} : $ rl : então r-rlen e, por-
tanto, A(r-:.'.)eRã:n. isto é, Ã7 H a'lh

a) Se:lam r, deR e x- xleN tais que Q(!"}

terrlos então aue r'-rlen e x-x.ARAR, t)e x-x.eRAm segue que

exi.s+-em y].''.. ynen e Qn,'-., eR tais qle x-x].:.t.aiAyi

logo rx-r].x] : r<x-x.>-ü(r-r]yx. = r:Z.üi.âyi+(r-r]lx]..SeB

doxl = 1 8 Az.eNanãe <vi ].,....n1(5i;zi R}.(r-rljxl;

u''P,ãl*B:':: *- 'L:;-::':>B:*: ' :!.::":]u-'F6:] 3á

que Â é \lma derivaçã de n. Portant rx'rlx! =r.t.CLiÂyj.+

ã

n

Z



l At(r-r].)Bj.zj.] - x11J.zi l-(r-rl)Bi], de onde vem que

'x''lxleRA-. i.;to é, K ; ;:lX;
Com i.sta tudo, mostramos aue tem sentido se definir

uma operação.,de SXR em É por: (se nCN e seS, sendo reR ta].

que +(r) = a, então s.R = íã) . Vem agora facilmente que com

esta operação ,N é wn s-rr6dulo

b} =nâi.ca por i: À --.-.--- R a inclusão canónica, e por
q: N ----.-.+ N o homomorfismo canónico

i) Ã é uma feri.vação de S pois

(Vx,yeR)Ã(+(x)+@(y)) = Ã(+(x+y}) = Ã"Íi;:i;r = Xi + Ay =

a A(+(X)} + Ã( (y)), e

(Vx,yeR)Ã@xl+(y)) = 6($(xyl} = Ã=7' ; xzxy+yax =

= iij'byAx = +(x} :\y+$(y)mx' = $(x) Ã(+(y} )+ó(y)Ã(@(x) )

i.l) À é uma extensão de 6 a S

S ----ÉL.......> N Como A é uma extensão de õ a R, vem que exi.s-

+l lq te À homomorfi.smo de À-módulos tal que Xoó =
' A t =Aoi.OefinimosÀ:M--------+Npor (Vêem)

(ím = XR) , isto é, il = aoX; evidentemente X é

ii À um homomorfismo de À-módu].os. Também, (\laCA)

A. 6 M vale (51o6}(a) =il(6a) =T'{8ã} = (Àoa)ta}

=(aox/\a) Ãã = À(Õ(a)) = (Ão(óoi.)}(a}, i.sto
é, iaâ = Aa(qai.) e, portanto Ã é uma extensão de ó a S

lli) Ã satisfaz a propriedade universal das extensa un3.vexes

ê



Seja D uma derivação de S ã valores em

tlm S--mÓclu.Lo Q ( ue e uma extensão de 6

a S;logo,exi.s+üe y un hcFnlanlorfismo de À-

mãd.aios +üal que roã = Do(q>ai) . Daqui

\rcM i.med&ãtamünte üue a de.rivação DO$

e umê extensão de ê a R. Cano A e uma

extensão uni.versa! de 6 a R, seja [ o
Único homonlorfismo de R-módulos tal aue

eoAnDo®.Selva xeRAn. ist.O ép x = } r:8X, onde
4-] 'h J"

(vj.=1,...,}l)(r;eR) (x:eN} ; temos então

que €1(x) = 21 ri( oó}(x.} : xXI.rj.(Doó}(xi} = ãl.rj.o(õçxj.)}=o;

logo PARI crer(ÉI)e. portanto,podemos definir a apli.cação
€ : ã --------. Q por (VrlCl! ( ã n (n), j.sta é, IOq (. aá que

(VreR}(e($er).Ê) = €1(Íã} m e(1'n} n r€1n H r.Ei H Óerlt(ã}, se

que fácil.mente (!ue [ é um homonarfisnn de S-módulos

(oÃ n D pOj.s(VreR}(OÍ$(1'j} =(E)o#}(r =(€1aA}(rl=
= e(Ar} = e(Ã;) = ç(Ã(+Ír) (êloÃ>(@Í-rl}).

( é o laico homomorflsmo cie S-nódulos Ku31 que (oA=D.

De fato, se:ja u: N -.------+ Q um hononlorílismo de S-mÓdu.Los tal que

OÂ oA n D; logo Uo8.O# = Ê:OÂQ@ = Doél: CC-mo Aoó = qoA , vem

que (UaqjoA n (eOqloA n Do$; mãs Oo$ é umâ extensão de õ a R,e

â é uma extensão UDi\pcFsãi. de 6 a R; LOGO, uoq = eoq e. portam
tO, P n E. G

@

á
n

$

R

A -=--+ M

P4 a Pa.si ( ão 11. 5 . F
'F+"P"q--++0U"B'dU #& ...l"-lqBV»0PqVP.eÜ+'. Sejam À,R anui.s, i\c R e 6 À ----# ©w,&8Ã, Um&



vaçao de À. Então, existe uma extensão universal de ó a R

Demanó.{,tacão

R ----!:---+ RAR Selva {xxlieJ: um conjunto de geradores para R sg

+ bre A. , is to é , R=Ar{ xl l} lel ]] . Sendo S=ÀC{ xi .f lel ],

consideremos +:S ---.--, R o Único homomorfismo de
S ' S6S . .

''' À-mõdu].os tal que (Vier) (+(Xi)=xi) . PeJ-a propo-
j. l lição 2.4 .1 sabemos que a derivação A: s -.---....-.--...F

A ---.-Ê-..-- M (S®A6Àl©( © RÂXi)} defi.ni.da por: (se f =

}aaMc!(X)eS então Âf:(a(Ma(X}86aa) ,E;:Í a.xt)) é g
ma extensão uni.versam. de 6 a $; ].embremos que © RAX. Indica

um R-módu].o li.vre com base {AXlJlel

fiquemos por í(x)=2jaama(x)eK se fn;lauMQCX)es. Pe].a lema, segue
que N é um R-módulo e que A: R .----.+ N defi.ninfa por {vf(x)eR)
(A(f(x)) = XF = classe resíduo de feS módulc, Sana é uma exten-
são universal de 6 a R. B

LCPtlâ Z 5.2 - Sejam D:A -..---+ M uma derivação, r} um ideal de À, e

{fÀ}ÀeA um sistema de geradores de n. Então ÀDn=nDA +- ÉIÀDÍ.
gÊWO {4ação

Sejam fCn e (aÀ))tCA uma família quase nula de elemen

tos de À tal que f )laÀfÀ' Como Of = !aÀDfÀ + ;líXoaX' então

portanto Dn c (nDA + ;lÀOíX) e, ].oqo Àon c

32

dex'á

ã

ÀDf
À

--Ê--..* M

Df e (nDÀ +

c (nOÀ + EÀDíX)
Ã

Por outro ].ada, é claro que }lÀOíX c ÀDn; também,
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(VACA.) (VÀ.}ÍfÀDa : D(fÀa) - aD X\CADA e, E)cFrtanto,(VaeÀifDa =

= 1 aÀ(fADa)CADA, Isto é, nt)À cÀDt ; aqo(RDÀ + ;l ÀDfÀ € ADn

E Q Lema está prc,v'üda. []

'Feaaema z.$.=1. - sejam À,R ané s ccm ÊnAElexÍ.}iCIJ's*ALÍxlil€1"T,
+; S --..--+ R o homomorfisnto de A-âl(Febras dual cine (Viela ($(X:)n

-x:) ,n =Ker(@) , {fÀ}).eÂ um sistema de (;eradore= de n, .@.RAXÉ.

um R-mociu]o ].ivre com k)ase {AX:\l€1 e A: $ ------ 1©!RÂX{ a dóri
vação de S defi.ninfa i)or (VíeS) (Af= ;.3f AXx) , En+uão valei©ã * '~i '

( © RAx: } /anal.
ieji " X ''\

l

0(R/À)

t)11:111g.51.!.É!.g$ao : Pela proposição anterior sabemos que a de

R ----g-....+eOSÃX*)/SÃn] finita por (vf(xleR) { (f(x)> a ?tf = clãs
t se residia de ilr módulo $ 71n) é uma exten

1 - são universal de ó a Rr aqui. © $AX+ é um
S -----=---.+ ©SAX: i€1 l

t { ' S-nódUIOliVreCcJmbaSeÍAXlJi61'eilde-

il fluida f)or (vfes} Aí:çaf AX3.) ó uma ex
À --.-.-:.....--..- {Cl} tensão urliv-crsa]. Je 8 â S. CoHr3 6 é a de-

rivação t-rivial de À, segue da !)xoposi-çã0 2,3.5 que 3 é uma
del'i-vação uni-verbal de R sobre À.

Seja g c} hol110morfisno sobre:jetor de s-rnãdulos tal que

.€1RÃxi(vi-el} {e(Zlxl) = Axj.}, is'-uQ é- se (sj.)ie, é

't0 uma famíli.a quase nula de eleme11tos de s,eg

©SAX. tão, $ EslÃXi) " ;sj.'AXj. ' Él+(si)AXj. ;lego

@
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vemos que

(i} Ker (8) :: nÃ$ .

Observemos que nasce:1aiAxi.= (ailiCI é wna família qug.

se nula de n}, já que n é um i.dual de S. Se x = }siÂXj.Crer(Q),
i$(sj.)Axi. = o; logo (vj.el) 'b(sj.)=o, j.sto é {vi.el}

(Bj. Crer(@)=R} e, portanto, xertÂS. Mostramos com isso que
Ker(6) c nA$. É claro que vale nÃS crer(8) . Logo nAS = Ker(6}

(ií} RIAS ç SÂn

Esta inclusão vem i.medlatamente do ].ema 2.5.2 já que

n é um ideal de S, A é wna dera.vação de S e, f)ortanto SÀn=QAs+

(ii1} 6 (sÃn)

Seja xeSÂRt como SAn=nAS 'b ;lSÂÍI, vclrl cine x = x. +x.

com xleKer(6) = nÂS e x2 - :aÀAfÀ onde (aÀ)ÀCA e uma família
quase nula de elementos de $. Então

8(x) = 0( laXÃTX} = À4,(aÀ)Q(ÃfÀ)

eÀKafX, j.sto é, 8(sÃn} cêlR fx

Por outro ].ado, se y = }rÀAfÀ e {nófÀ' onde (rÀ)ÀCA

ê uma fama.lia quase nula de elementos de R, sendo (sÀ)ÀeA em S

âx,>
ã; (aÀ)Q( l

' ' À



tal que $ sX = x >. para todo ).,e s.: ' D $e rX = 0, ent.ão, se

àsXAfl' vemQue $X n y. Come XeÇ$ÃfÀ'$!'} segue que

c8 $Ãn> 9 0 resultado está p!.'ovado.

Oeste '-odo, pm',mos defi.ni.r Õ ; ( @ SÃX:)/sÂn

j.c: "i ' : :

aula XnÂíX) . x.'cR lidei.Iment.e qua é um isomorfisma ãe S-m.õdu-

!os. Observando-se que,pelo lema 2.5.1, © SÂx*/s.An é um R-i11Ó
{é3y .b '

pulo, onde. se r R e $ $ é ta! (lue $esjKr, então (vXC © SAX:)
{eY '

(r.x = sx}, seque que vxe @ silx:) (li(x . =i(ãi> = Õ($=) =

n s.i(;) * $(s)$(;} = ['($e;1}, j.st:o é,g ê un i.samorfismo de

R-módulos.

{€:

Fínaãmente. sendo d: R Í @ R.ÂX.)/{RAfÀ a deriva
{©} ' Ã "

ção defi.nã.da Pa.v {vfeS} Cd(f(x} }=Xy=clas

se resíduo de f nlãdu o RÂf).},temos que
õo8=d,já que (vf€5) êal}(f(x})=g(Af) n

l;'?'Xf> = '?'i='?Í'Í?'r = li? f (x) ) . coma

a é uma dei i-vagão universal de R sobre

A, ent-ãa v'enl i.meãia+uamente que d também

é uma de!. i-vaçào univ"el- sa! de R sobre À

e,}nxv+uanta n(R/À.) nÃx3/'11nAÍX' O{©{ " ã "

Çii.!.iZ{.él:iç=É.ji!...!= 5.:..! - sejam À , R anéis com R-À LÍxj. li: e...J ,r:À LÍxj. }te:i]
ó Q homomarfíslno de A-álqebras tal qtle (Vi.el} (d)(x:} = x.}

À?*'*)/:
4. "

3 ©sÃx ,!/gÃ-R =:=---- :: :-:== :AV.

Ê

$

{ã
$

&

Ê



{fÀ}ÀeA um sistema de geradores de

n = Ker(dl} , S um sistema mu].tiplica

tive de R e @ RAX. um R-mÓdu].o li-
;N iel 'L

vrc com base {AXlJi€1' Então

n(nsÍ;'') : ÍioiKsAx0/xnsArx

onde, O RSÂXi siqrlifica

:E:-:':;':'; : ';?'?-'**',
ÀRSAfÀ si'!ni.fi-ca >1 RS(!®AfÀ} :

i/açâo de nA' defina.da por @feT}

@

T ----4.------. @ nÁX.

?"*?'i"'*

À ;;---- (f) >

: RS@XRÁfÀ'e A é a dez

(ór : { ;t- Axj.)

Feno n.ó,C4acão

Pelo teorema sabeptos que a : R -------.-..» N definida nor

(VfeT} (a(f(x)} = Af = classe lesidua de Âf módulo ;IRAI.} é

un\a derivação universal de R sobre À.
À

Das proposições 2.4 .2 e 2.3.5 temos aue l):R. ..-.-...-+ N.o D

definida por (vf.qeT com f(x)CR e T(x)e$} (D(É--Ç3.}.. :
'q (x}

(x) Àf - f (x) 2\8 -
-"--"-"--'--":--:--=ic-- e uma derivação universal. de RS sobre À.

Conto RS R N : NS através do isomorfi.sno O:NS"-"»RSRN

tal auc (VneN) (uses)(eíg) = à n}, seque i.medianamente que

a derivação D: Rq ---'-'--'-p Rq 8 N defi.ninfa pol' OoD = D, iStO é.tal



que VÍ,çC'r com f x e Ç x S (i](i'-lfl->=ãíÍ'àyv® ç(xj'EF-e(x}2;iã}
é +.a!!tbên uma ãer vagão uni.vezsa} áe Rc soba-e Â

Ccnsj.ãeranão-se a gequênçàa exatã

{";* ''c :S::'*: -&Í"**;/{*'*: -- ;';
onde iê a inc usão çaní5ni.ça e % o homomox-eismc ç'an(único; se

gue que também ê exatõ ã s quãnç ã

«. g {«': -'-'j#' ;: ? ;*?:«*.;

e po! tanta,

(0>

D(R$/Â) » g. @ H *<R. 8< © RãX.>}/P. © FR&f.\" ' a o R iel i '' E' Ê $1''''À'

através do isomorfjsmo G definido oor (V!-eR {VseS} (V(rj.}i€1
famÍ3.ia cFuãsc nu].êi de elemen'uos R} {ê(: $ .r :iq

} © 2'-: ê*.
V { '' '

Lago, G co:oiá!'i.o está p}.-o,w-ado: mais ainda, uma de-

ra-fiação unitrersai ãe R. sobre :â é dada Fcjr

ã: R; -- Í » *;/,X,}'?:;J:;: , .,' 3.ell .A

definida For d GoD, Cclnl ã i.de:lf-ificação de l®âx: com /}X: ,

iel, temos que {VfÍxleR} (vaxCxles} (d({-$$1-} ; q(X}Âíl-f(x)A(
'Ç (x} ' (q (x} } :

Um caso Fa!-ti.Guiar deste corolário é dado fiando R

é \nit anel de i.ntegridade e }: seu GarFO de fIaçÕes. Neste caso

S =R-{0} e DeKjõ.} =f© KAXi}/TRAÍA; tamhérn; una dex"ixfação uni.-

n



veK'$a& â K --------+ l) (K À) e dada por

(ví,qer com f(x} ,g(xjeR e q(x)#O) (ó(i'l:i} ; {g xãz

Assumimos que K/k seja uma extensão de corpos, k

com característica p#0, e recordemos d noção de p-base de K/k

Diz-se que XcK é um conjunto p-independente de K sobre k. se

todo subconjunto fi.Rito {xl'..'. n} X é p-independente sobre

k. isto é, os pn mon<5mlos xiln.....x;ln(o K j.a < P. q:lr...,n)
sãa linearmente í.ndependentes sobre k(KP) ; ainda mai.s, X cK é

p'independente de K sobre k se, e semente se pa!'a todo X' $ X,

k(KP) (X') # k(KF'} (X) . Dlz-se que x é uma p-base de K sobre k,

se X é p-independente sobre k e K = k(KP) (x}

Co/to,eaaAO.2.5.Z - Seja K/k uma extensão de corpos, k com ca-

racterxPstica p#0. Sendo {xij:€1 uma p'base de K sobre k, e d
uma derivação universal de K sobre k, então D<K,/k) é um K-es-

paçc} vetorial com base {dxili€1

Temos que D(K/k} = D<K/k(KP}) pois d(k(KPl} = (O) e,

pela proposi.çâo 2.2.2. D(K/k(KP>) = D(K/k)/Kd(k(KP) . Chamámos

S = k(KP} [eXilíe "I um anel de poli.riâmios }aas indetermi.nadas

(XiJiel e observemos uue K k(KP} [eKilieJJ k(KP} ({]xiliCt) ja

que {xillêX é uma p-base de K sobre k e que para todo ie].,xq é
algébrico sclbre k(KP}

Pelo teorema 2.5.1,temos que D{K/k(KP) }=l© KAxi1''21KATX



lelKÃXJ" dj.ca \.uirt K'espaço vetou-iaj. cam base {Axj,}ie! -

A: S --"-"-"-- © KAX. é ã derivação de S definida por;

{vfe { í * {t- AX.}>; * {íxlx:Â

um si.stema de geradores de Ker($) onde $: s -..-.-..--, K é Q homo-

morfismo de k(KPl-ãlqebx.as tal que ('flel} {+eXjl;x:) . Ora, é

fácil ver que Ker @ é gera(ãa po-r Eili l onde fi-XP-xiC-c. Mas
temos que

á

AÍ, - F

Laço; temos que D{K/k(KPl} = ® KAX: e. pox-'tanto

D(K/k} é un K-espaço ve+uoria3. com base de catdinalidade i-qua!

ã çardinalidade âe !. Cano {dx:lj.CI gera {)(K./'k} como K'espaço

veLarIa!, seque ue taxi)IC.i conStitu wna base dé D(K/'k} . Ü

; uil-*11)
* ''-FÍ---'- Âx* : o.k



CÁPfTULO !!!

Â Ê'u Cacos:s .W,IJlqgçu-.2)..28.$...y.E.!:B-NÇ ! A l S A E XT E N S OES

DE CO RIOS DO TIP O F IN !TG

3.? - ama Exíe êgio de Cü,tpa.s do ÍZpc

[ ,C n,éÍ o

Sendo k um cclrpo e f: v --.---.--- W um homomorfismo de k

espaços veto):tais, inda.cal.erros por Nç e c.: o núcleo e o conú-

cleo de f. l-especti.lamente. Se }?f e Cç ti-verem dimensão fi.Di-

ta sobre k. escrevelemo$ 6{f) = f=Í:kJ - Oqr:k]

LCníü 3.!. - Se:lam k um torpor f= -v -----, w, q: W .----.-, T homomor

flsmos de k-esoaços \rCtOFi.ãis tais (lue Nf' Nq/ Cf e Ca tenham
dimensão finita. Se h n gof então Nh e Ch são k-espaços veto-
ríais de dimensão finihca e õ(h) 6{q} '' 6(f}

t)amor {.tacão

É fácil ve:' que NçcNh e que f(Nh} c feV} . seja
z: Ng """-' Cf Q homomorfisma de k-espaços vetoriais deíli.ni.do

por (VneNq} (R' n =n f(Vl} ;cHxLão Ker(7l=f(vjnNg e Tr(Nq);Nq/f(y}
4G



Sendo \ç,w'eV; CQr:l (v?-3,ç:leF(',-') , \.;eJ- IHc:üjàt,3FlcDP»© f ue (t-vv-yw;>e

heV) qo Fc>demos. defií\ir õ ho ! na!'í'ispc} de k-espaços x/ctçn-

rais' }'; CÉ '---"--'--' cF DO-r (voei'Õ('Yew'íf(\f> )=çw-tule\fl} ; ê fácil ver

{Jue Ker(v1=}4Ç.''{(:':) e qi.ic -t'ÍCÍl:'.l<w;}/heV} .Ê çLalc que se t,t'e
eT com (t-t'lehev} , en+uâa (b--.t'lC.] W) ; Logo podemos definir o

epimarfismc de k-espaços vetoriais p: Ch * cq por (VteT}
{P(t'th(Vj=+u+q(W) ; vela fao.Inerte-e ' üe Ker(pl=ç(\i}/h(V) . Lclqo,

indicando Í)Gr i. a inclusão canãni.ca, ten\os aluc é exala a se-

quência de k-esf)aços urCtOFiâ.Ls

(Ü} 'TN -.«.:+ Ê4 N''''''--'--->
f h cf ch P''' c.] "----, (o}

Cano i4h Nf : ' (HF:>c N$ e ÍQq e !;f +u'ãln di«pensão flini-
ta sobre }=. então ih ' \nn k-esÍ)aço vetorial de dimensão fi.na-

ta; també i Ch e üm n'esflãço \fetos i de di.HCHi$ão finita l)ã

(]ue Ch/'') (Cfj = É){C} } c Cç e (iue Cci e Ci +.em dimensão ílinita se

bre k

Laço ã seç4ugncia exala da k-espaços vetariais de

dimensões fmi.tas, ac.i11\a, nos diz { e iatamente que

i[wf ; Ç] - >:. : ).]i *- :]ç. ; K:] - } : ; };:] '- >!.. : x] - >, : x]]

is+-o é, 6 <h} $(f} -+ $(h} . U

LeP?a 3. f.g Sü k e ur.! cora)o. e f; v: ----.-+ i-J e üm homcmürfisi110

de k-espaços veEorials, copa NÍ e Cf de dirlensães fini+.as se

bre k. erltâo õ (í; é in\;.lriante i)or extensão de escaiares.

COH5j.dCFCF'iOS d S (!UCriCl= (tXã-.(3
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(ü} -» uf -'=:'-'' v --=1:-' h] --'!!'-' cf ------- {o}

onde i é incllusão canónica e q Q hQmOFiiOFfisHO canónico de k-
espaços vetou'i.ais.

Sendc> K um corpo co kçK, temos aue +-ambém ó excita
a sequência da H-espaços vetoxi.ais:

k ' k k k -K ® Nf: --.lgl-p R $ V' ---l!=gg.-. K @ w&gS-* K ® Cf '-'------- (0)

Logo, {K ® tv#€1< @ f(V>} = K © Cf' j.sto é C18f : K k Cf' 'rarTbém,

'iOÍ : * ÍI ~;. c-. @ ; :';J:4;D-,:x] . @ ? 'P:*]«B:.:K:i, ;ç
que que (f) ; 6(1®f} e o ].ena está Brotado. D

$eliam Pc !<cl corpos onde !:' ã G corpo prEmIa de K.In
daremos D{K} = 1)(K/;'} e O(L} n o(]./p}

Sendo dK: K --------, un(K} e i)L; !' -''--------* i)(L} duas deE'i.va

çães universais, consideremos a aplicação ].-bi!].cear

$: LxlleK} --------- D{L} deíli.ninfa por: ($e (Ê,âR,kleLxD(K) , então

©(Ê,dKk> - ZdLx' ' L'oço exi.ste um hoHONot'fisHcn de L-espaços v9

LxD(K} --.-G D{L} tox".*ai.s que seta denontado por $. , . defini-

do por; (se (teãl8i C L®oeK}, então=

óK,L(g ® dKk} : talk)

Indicaremos por [JK,L o núcleo de $K L

L @ D(K}
k

Lefna 3. .3 - Sejam KcLc M polpas. P o coL-pa primo de L e su-

ponhamos aue C@ L e NR'L sejam espaços vetorials de dimensão
finita sobre LI e que C$ ' NL ,.T sejam espaços vc'co!'i&is de
dimensão finita sobre )t. Então

a) âÍ$K,L> : E)(n/K} :Ll-0'íK.i:LJ
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}'} â(@X;!,} 't âe@:.,,M} ; ã<4'K,}:}

ã} O esuitado é i.Hlêdi.ã+uo se ob ervarmos que ].me$K.L} Kd''''&''L .é' à.,i

e cine; pela proçlosiçãü 2.2*2. tcR'io$ B(í://K} i){K}/}Çdl.

b} },embrenos que M © (L © D{K a bl {K e consideremos

M © B (L} --.gã-ál o (m}

Temos pe lema 13.Z.2 que ç5(18#K ]..} : â(4lK L} ; também,

óE,,).O(!©@K;L} $K.Ni' Âpltçêindo-se o ].ema 3.ã.!. o t'esuitado se
gue Êmedíatõmente, Ü

Teú,tema 3. ! . f - $e L/K é UHa ext;então de corpos de dimensão fi-

nita. então }qK,L e O(L/X} têm í)os+,o firlltc} como L'esf)aços veto
x' j.aÊ $ © 'ç&ãe

[0(L,/K) ;i-.]-R{K.L=L'Í : gr.K bhF. i,

:, indica Q q!--au de txanscedênc

Assumindo que Q teolena seja v'e:'padeiro para duas exten

iões do tipo fina.tc, f4/L. L/K, Q i,erra 3.1.3 nos diz que

>'(f'I/K} :M,j- 8NK,M:IQ=( IO(L/X} :L.I- J:K,E.:J= ).[ ( [h(H/L} ;Fq.2' DqI., M:#a>

Coma g! .Ktr.rx! = gr.Kt!. .L .+ ç]. ,i,tr.ht, então temos auc o teorema
+uambén é ve!.dããeilc} pala ${,/K. boga. ã p!-ova deste temi'ema se !'e

duz ao caso em que !./K ã uma extensivo =i-moles. L (x}

Se x for txansçenden+çe u alqéb!-i.ca separãvel sobre K.
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o nH,L '' /' ue lato, seljõ. z = À j@dKkj g L®B(K com[-=] * '' ' H

d>K,i,(z} M 0, j.stcl &'.rÊi.dLki = 0; can('- d: K -...----. L ® D(K} defi

nada par (VkeK) ((!x'::@'lKk> é \.lna dexivnção de K a valores no L
espaço \©LcoFiâ! L @ D(H} , então. pela Prof'osi.ção l.$.i., exis-

te uma derivação ã: !, --------- L ® D(K} que estende d; seja a a

D K} poli:on\olfis:lo de L-espaços; veta:'tais tal

iü que aadi, = ã} temos então aue

o = a(j! .tj.'3Lk.\ = z1l!-tj.íaodL} (ki.)

: Zfi.axj. ' j.:ã, Êj. (i®óRki.}

K

g
!Ji kl ® dXl=. ; loco : G !porLuan+uo NK L-

©

(0>

Se x fox- t!'clHSGCEd !!+,c $u})re K. tc! o$ qUe !q,- , :

(0} e gl .Kt= . L = 1: banhar.ID(:(x/K) =Kex]]] = 1, pe].o coro
latia 2.5.i; ],oço o teorema é at,isolei.ti

Se x fo:' alçéb!'ica se)x.'e K, :=oFlo Hrx:l:X(MINI, pela

proposição 2.5.j. t.amos ue D(L/R} n L.\x/LAf. OElde LÀX indica

um L-espaço vetorial de di. \ensâc .L, /]: x:X] -«-,...---.» !,íqX é a K-de

rivação de Ki.}€1 definida poi. {'gç=i-iJ;:] (âq q;(xlõ.X} , e f ê o pg
].inãmio mi.minta! de x sc:JTC K

Se x for alç4h!.'ica sepal-aval sobe-e K, '-uelFr\C$ %lJe

D(L/K} = {C?} ]ã que f'(x} # 0 NH.!. = {0} e qr.wLcz'.L = Q; !o

go Q teorema é s8tá.Efeito
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se L/'K flor uma exí.ensãü aLçéhri,ca inseparável, sabe

mos exÍsti.!- y€1 ta! aue K(y}/'K é algébrica separável ( e por-

+.anta nes+ua extensão o teorenlõ ê veréadei.!.ü} e L,''K(y} g wmã

extensão do tipo f :!ite pux'amerlte i.nsepal-ãveã. . ?odemos ,portal.
to, supor' x puramente i.nsepü!'aval sobre K e ta.L ({ue xgK e

xPeK, onde p Ind câ ã cax'ac+»er$1stiça ãe K. 'remos que D(L/K} n'

= 1.,AX já que í' (x} = (xP-xP} . (x} ; C). e qiue qi-.Kt:r.L = ü. ncg

trela»s então que l.NK L:LJ ' !' i'ara i,st.a. seca {xX}Xe/ uma p-

base c3e H/'LP; !oqo {xX' x\X 1: e uma p'base de L/LP

. baque x#Keciue =HP(x {xA}ÀC;v; desdequeLP=

: : KP(xP> e que xF # KP. {x ;xF}Àe.;\ é una p-base de
K/K}'. Àp].içando-se Q Gaiola:.-io 2.5.2. --emcl$ que

D D(L} (= D(L/LP/; e un i,'esp:ãço v tox'i.al com uma ba-

se dada por {8:., xl\; dl xiXe.\ e que ü(X} (= D(K/'"KP ) >

D é UR'l K'espaço vitoria! com Hmã base dada por

{dK x> ; dK xP}Xe.\ desde qne $i::,L*il.©D(K} -------,. D{L} é

tal- club üX.i,(l®dkxX} ; di, xl ?ai.a todo À, e 'lue $K,i.(!®dKxP);

= dLxP : 0' temas aue !~íK L=L(! dk e, p03:-tãn+bQ: iqK,L:Ln ;!
E Q +.eQrema esta provâdcE. Q

$

K

DeÍlx,éção 3.?.! - Se L,'''K ã \nna extensão de corpos 4o +Li.po fi'

mito, chama-se i-nseparab].cidade de L/R,e En8i.ca-se poz insl/&,

â dim.ensao de Pil., T coma L-espaço :ve+-o:.'ial
F

Co.l,o,ga,R,{o $.f.! - Seja L/K una ex&censãa de cürpc$s da Lc pa fi

ni.to. Então xa].e
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a} 0 $ Zns &.:'K ':: '«

b} !n$ L/K H iO(L,/'K) .i'..j ' ':''.. tr. L

Demonó{.Ração

\ama consequenc$.a imediata âo teorema 3.Z .!. ]]

C13'/tc-Íã/e..(l.o {J..J. - Se)am K c L c:h! corFns e !4/K uma exte11sâo do

tipo fmi-to. Entãc} Ins L/H $ 1ns .\{/K e, consecluent mente
['b(L/K} :L] $ >(m/K} :PÜ

Temos que H/H é do -u.!PO Íj.=âtc},e portanto M/L e L/K

sãa também do hLiPO fmi.to. Laço, o tc:oz:ema ].!.l nos diz cine

D(M/L) , D{M/K) ; XX,lq- rÍL,M sao M'espaçc's vetoriexis de dimens-

ão fmi.ta.. e aue E){L/K} , NH,'. são L-csÍ)aços veüuaxials de di-
zer!são f{.dita . Consi.deremcls então

l®$K,E.. g

N X.L'

s >K,.K,h

K
-:lÊa,.. 'p:}

N Nk $ }< , L X.M

K,L

!ns M,/K . U

COMO éK,r.l : $1,MO(]' ® ÓK,,} , Luar\os que

bém, N. @ é: , : b{ ® NK..L' l)fILa demonstração do !ema 3.1.2.ig.

toé,M®NK,E;'Ng.M ;ma$ iu®NK,: B'Ü ' $K..; }(; logo

I'..] S LNH ,.:T: N]], j.ôLhO é, InS L/X á

't&m-

.E.:3:g;!eê.3xKg..{.J..J - Se].}n K c L :: I'{ cornos e f4/K uma extensâa do

tiPO finito. Então .[ns }4/'X É ]:]s ].,/K + :lns bl/l,.



4?

Pemolt.sÍ4ação

Seja ã: M ---------+ D(M/K/ una âei'iva\-ac. Univ'cE sã! de M

sobre K. Pei-a p!.oi)osi-çãa 2.2.2, temos que D(>t//L) = D{M/K}/$ídl

Como M/K é uma extensão do tá.po fini+-o, t mos pe Q teorema

3.!.1 que jD(m/K} :F'Ü < @ e. po-Planto IUdL:M:l < m . !nqo.

[bem/t.}: M bem/K> :$Ç - 3iaL;FU

Convide!-e=tos a apiicaçãa 11-bi llneai- $ ;MxD(L/Kl----.f.tdl

defí.ninfa pol (se ,d,Ê,}eMxi){L/K então @(m,d,l} = E!©g} , onde

di é uma derÍU'açâo uni-verbal de i,, Loac}, exi.ste un epí.morei.s-

mo de }W-espaços ve+...axial..s #: M ® D(L/K} ---....----,.. Mâl definido por

<$(m © di.,Â} % ilüX. soem ® tle (M ? O(L/Kll} . Temos então:

B.ed ] $ y'! @ D{L/R} =M.I = >(L/I':} :!...I

Conc].Hinos então aue
L

l o (M/ }~) l /'i,};nÜ + SL:'ll! É .0(::'1/Ll:rIJ + b {i,/x} : L]

COi10 qT -L,tx- ,?'i ; nl-'

çue inledi+.a.í:lente. U

T -" ' , - :.. opos}.çao sef?" hÇ n r) : '

3,Z - (? !.lãdu,íL" da,s Ox' »l K {a.ó !? [:xfe?tsoz:5 #e íoa.o05 dc

c-,i ÜO l:,iWi (8

Neste c8E)Ítula. de ãço!-'a ep diante; no.s ãt.cremos ao

estudo de alqui s resu3.p-aços sobre ex+cen$ões Je co!-})os do t-ipo

íi.Rito. Ê coRvcRicRF-e ( ue se diova: nc ent.cinto, .-!ue alguns dcls

resultados for lados nesta })arte do KcraLa.Eito estão ):c\ralos
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f)ara extensões r\ào rtecessari.ameace do :if)o !ini.to. como é o
caso d t cã-en\a 3.2.].

2.g:áj:!dado 3 ?. - Se:la L/K uma extensão de corpos. l)iz-se que

L/K é uma extensão separa\relmente qer.!da quando existe \nt\a ba

$e de transcendência separante {xÀ}ÀC,R 6e L/K, i.sto é,

L/K({xÀ}À Ã) é wba cxóu nsão alqébri.ca separãveLe K((XÀ}ÀCA)/K
é uma extensão transcendente ouro

T€04.e.ma 3.? r - sejan] Kcl coi-pos. Se L/H é uma extensão alqé

bElGa separãvel, então U(L/K) = (0) . Reciprocamente,sendo L/K
uma extensão do :i.!)o ti.ni.t;o, se D(L/K} = (O) erltão ]./K é uma

extensão algébrica sef)arável

t) n a nó íxaçao

Suponlanos L,/K alqéb--ica separãvel, e seja

d: L ------b D(L/K) uma derivação universo!. Consideremos um ele-

mento xCL e fCKE]3<] o Rali.nãmi.o) ntini a} de x sobre H; como x é

ãlqék)rico seFaráveZ. Lemes f(x} = 0 e f' (x} # 0. Temos então

0 dQ df(x} =fu(Xl+-f'(x]!x f'(x)dxjãauedé+urivia].

sobre K; como f' (x} # 0, vem que dx = 0. bacio (%'x€1) (dx=0) ,

j.sto é, 0(L/K} = (0}

Reciprocamente. stlponhamos L/K dc} ti,po fi-Dito e

O(L/K} = (0} f como ins L/K = bn(L/K):!d - qr.K tr. L e

Ins L/K ? G, enb-ão q= .K tr.L = 0, isto é; L/K é uma extensão

a].gébrica. e !ns L/K = 0. suF-)on1lanos por absur o aue exista

yel. }'ÊK com y algébrico insef)arável. sobre K; laço, sendo



-Q 9-

ÇCi;LX] o r)clinãn o mini.i::a! de }' se:-re K, te :os íey ;o e íl' {y'F;

. =0. nra, Ki.r.i = K(],'} e então, pcj.o Leo!"ena 2.s,l
l D(X y /'K} = REVI!'\:;/Xçv}/:í onde XlylAl: indica =n XÍyl-

Keç esP ç9 vc acne-i.8.} de ãinen ã ã-. e &f=í:(}:lÃy ; logo,

[O(Ker}/K} :X{V}..] = ]- e: p'='rtanto;lns X y)/K = .L ]ã

tr- Re\'} = O. coiro i./H é óo tipo fj-dito, a

corolário 3,1.2 ncs diz que ins L/}< Z !ns FÍy)/K; lo-
go Ins L./H E 1, o que 4 absuzrdo poi.s InS i,/K = 0. 8

K

iU.!!:lljl:ç.ge.....$.::.g.., f - .& segunda afirmação üc} t©oz-ena 3 .2 .! é fal-

sa se $u)armas aue L/K nâo eja una extensão dc} tii)o fi.ni.to

Pcx' exemplo.se K for üm corpo não )effeito, con cãF&ct.8Fil3buj.cà

p # a, temos auê K # Ki' '''$ KE:' S
nm0

O{L/H} = {0} jã aue L=LP, e.no entanto, L/X nâo é una extensão

a gébri.ca sepõráve.!

n-R

CoJlc.eã/t.(c 3.F,! - Uma extensão de col-!)o$ L/K do +-i-po fmi.to e

algébrica se})õ.ráve} se, e somente se. Dele <L;L 0

Sabemos que ue! x€1.u} a u€1/K}', através da observa-

ção 2.].-2. Como D(L/K> é un L-espõ.ço vetou.âa de dS.pensão firxi.

ta, então D l./K; # a B(L/K} . C i.'©8ui't.Bã0 cegue aqo!.'a i.nediata-
NCR'-ç© da teor'ema 3,2,}. 9

(CJnÉ.É{,%LÁO...:.=f .? - Sejam Kc i.. co!})o$, L/K una extensão ão t}.po

fina.+-o, {x ,-.-,x.} c!.., e d: L ------+ D(i,//K\ uma 8eriv-acho univ'er



$a!. Então o(L/K} = 11:l'óxj. se. e somente se.!,/K(a-].....,xn) é
uma extensão algébrica sepaxãve].

ã

P e m o }t .s ,f .t a cão

Seja ru = x(x. , . . . ,x.} . O ret;ult.ado é imediato se ob

servirmos que LdM = Z Ldxi poi.s d é tiivia! sobre K, que

D(L/M) = D(L./K}/Ldf~{ através da proposição 2.2.2. e que D(L/M}

= (0) se, e somente se. L/M é uma cx'-cQRsão algébrica separã-

vel, segundo o teorema 3.2.].. O

n

TeoaeP7a 3.É1.2 - Seja L/K uma extensão de corpos do tj-PO fmi

to. Então L/H é uma extensão separam'e].mente gerada se, e se
mente se. Ins L/K = C.

Z) Qm o aó ,C ,q. ac ao

S;oponha.mos L/K secar velptenÊ.e gerada e {x] ,

cl uma base de +-!.-ansceãênc-i.a sei)prante. Como [./K(xl .

uma extensão alqébrá.ca sepalâvel, sendo d: L --.----~ o(L.,/K> uma

dóri\ração =niversa!. então, fle;.o corolário 3.2.2, 1){L/K} H

Logo :E)<L/K) ;!n ç 1l e. pari,ar\to :n$ L/K = 0 ]ã

tr. L e ins L/K = 3)(X./x) =L;l - gr.K tr. L à 0

Reciprocamente. su!)on amas :ns L/K = 0, e, portan-

to, seja r. = ID{L./K) ;L}.j= qr.KLr. L. Senil d: L -...--.. o(L/'K) u-

ma dóri:\,-açãa luni,xrersã].. ent.ãc D(L/H) n LdL; ].QÇQ existe {x. ,

, xn} cl. tal aue D(L/'K} = ©:Ldxi. isto é {dxil!,i$n é u-

n



na base de C :,':'K} como L'es?aço \:etoriai-. Tersos que {x:
, } é :.iFna base de tra sced.ênci.a seda:an.te ãe }.;/K. Oe

ando >! = Kex ,:.-:x.} , t.c:TDS então cue

DÍ},/?.{) = C ,''K},''i,dN = Í © LÕx:.&' ; L'3x:
=} ''' 4n'} '

n

'f

fatCP,

].oçe D{L/g} = {O} e; portanto L./F5 é una extensão algébrica sg
parãve!; mais ainãaf x: r-,,, saa al-?eb:'imanente indepen-

detessob:eKpoisgx'..tr, L=n, Logo {xl? ,-,, } 4wma

base àe t='anscendênci.a será:'an'-ce de L/K; e. portanto, L/K é

una extensão separam'elnente ?elaãa. g

(c,,toeãx.ll,c 3-g:$ - Selar Kr- LC H cora:los, M/R umõ. extensão ão

ti?o fmi.+-o e L/R una extensão se grave.!mero-e gerada. En+-ão

ins. L/K = .íns )l/K

Otncn.â{ acac

Temos que ins L.''K á !ns M,'/X pe3.c corola!-ío 3.},2. A

proposãçãc} 3,:,i nos ãi.z cue i=.$ M/K á !nis L/K '+ ins H/L. Ca-

no ?elo teolepa antes''i.cr ins ?{/L = :), ent:ao ins H/K á IREI/K

LAÇO ins L/K = Ins M,/K. Ü

P,'LopoólÇão 3-2,? - Seja Í;/K =nõ. ext : são de corpos epal'ave!

Dente ?eraãa. ão +-i.po finito. e sela d= i, --.-..-----+ D(l,/K} ilha de

rivação unàversa!. {x, , '.-, } CL é uma base de txansceden

cia separante âe L/K se, e sc>mente se {dx. ,..,,dx } ã uma ba

se de D<L/K} como L'espaço vitoria:



$2

Suponhamos {x. , . . . ,x.} unia case de transce(iênci.a se

parente d L//H, ê seja p! : x(xl' ''-;xj.} , Temos en+uào que L/M
e uma ext.então a],çgbrica sef)a:ãvel e, po:-tanto. que D(L/f'i} <0}

pelo teorema 3.2,1. Como O(i./f4 (L/K}./l.dM, ent,ão D(L/K) %

= Ldm = 21 i,dx: :lã que d é t!. i.via! sobre K. Mas pelo +-eolema

arxteriot +uemas que llLS L/K = O e que. portanto, >€1/K} :L] =

qr.K tr.L = n. Laqc! {dxl' ....(ãxn} é uí!\ü )ase do L-espaço veta
real O(L/K}

ê

n

l

ReciprGcan\ente, suponhamos táxi , . . , ,dx.} uma i.-base

de D(L/K) . C} teorema 13.2.2 nos üi.z cyue :rls L/K = Q, isto é,

gr.K tr. L = [D(L/K} :lL] = n. O restultado v'em agora da demons-
tração da recíproca da mesmo teoxeina 3.2.:. C

Ca40Zaa,.f.o 3,2.d - Sejam KC L cair)cs cclF} :, = K(x. ,...,x.) . Se

L/K é uma exeerlsão $epaE'ãvelmenhçe çe-rê.dã, então pode-se ex-

trair de {x],. . - } uma base de transcedénÃcia sei)amante

ZJcmü K ,t,t acho

Sendo ã: L ------.+ D(L/K\ uma dóri.\ração uni.v'e!'sal, sa-

bemos aue {dxl'. ..,dxn} qe:'a i){L/H) ccnNO L-es aço 'ietarial;lg

qo existe {dxm. , . . * dxmk} c {dx}, . . . ,dxn} r-ãj. que {dxnl]., '

.ãxm.k' e uma L-base de D{L/K} . ],.açc. {xm: . ' . ;xmk' ' 'x!'
,Xrtli é umõ, base de transcedênci.a será:ante de L/}<;pela prg

pos[v-ão ],2.2. Ü



ca4õ,(ã.,t.iü 3.g.3 - Sela L/X lERIa axt.c11.são de cor }a$ seFaravelmen

+be ge!'ada. e se:lâ d:L ------ D{L./K} ur\a dera.fiação lnivex sa}.. Se

{xÀ}ÀeÂ é pax&be de uma base óe tE'ansce &ncia separante. então

{dxX ÀeA é \nna ílami-lia de elutentüs dc D(L./K} . Linearmente i.n-
dependenite sobre L. Recip!'ocamente se do 1/1< õo tipo f=iilito e

{dxl , . . . ,dx.}cD(L/K üm con:junto Linearmente i.ndependante so-

bre L, então 4.xl'.' ''xn}(L é um con:lurlto alqeh i-carente inde-
penden+he scb!-'e K, que íãz parte de u.í:\à t=:a (ie hçyãR$ccl\dêHciã

separante de L,''K
PewoK.s/#.açãa

Ê una consequênçi-õ ime(ti-üca d.] }lropos: çao 3.2.2, n

33

Copa.(ã4,ic 3.g.8 - Sejali} i,/K una ü'x ei sgc (i co):pos do tipo f-

mi-to separave]men+-e gerada. e d,: !, -----.* ']Í].//H} urll dei. ilação y.

nivc!.-$a!, Se l.ãxl ;. ..,d .}c =ti,/H} t.= t.iit] c- nltrlto l$.zteax-n\erre

indepenãen+ue sob:e L: então {x: ,. . . ,x.} =. T. e u corllurnta a.Lye--

bri.camen+çe independente sclb=e K
,L

0 e m o }t 6 ,C ,ç, ã Ç ã'o

il zmed ato o resui+çaciü. Ü

(}bóe,q.vagão $.2.2 - Q co).olãrio }.;l.!:: ; fõi.s:) $e i../H rlàc} fnr ti-

na extensão sepaEaxre.Imlente '3eiadn. f;ül: 'exala:)llo, :leia K üm cclr

po nao perfez.to. de p.ãíãctQ=i.$tjcü í=. # {}. (=ç;rtpi.dai'eixos z K-.Xt ,

f ; XP-zeKIX,{, ? un corpo de r :iz.e$ d. f sEnIl)x'c K, xeN +-&.L ({ue

xP = z e i. ;; K{K} . Temos, po:tant.ü, (7üq i.,/'l{ e una xt:cr\sã(> al -

yêbi.ica e aue f é o poli-nomio ni.!!ill\.all de x .:logre H« T'ainbérn, co



mG Kl:X.j:x!{(x nÍ, a i.'e''):rç::!u.a 2,5.i zlO ãi; que D(L/X} é um L'espg
ÇC' vetar'ia]. de =j.iU nSg-l ].. Pa:C caZ-ülâ,:j.o 1.5.3, üx#O :lá cine

Kgg LP (XP) -- 1:;(=} = }(. Lago ãz 8 !ma i,-base de D(l,/K} e,
no en+uanta: x é )qe=ll..}:::iGO so}):'e !{

C)5.Se.'tLlaÇ:,f:.L.i..:.Z.3 - À ='=CjlP OCa ão c-o:o:.afia 3.2.5 ê falsa eln

qex'al. Por exem})io, se)a L K(X} cl:!de x el transcendente SO-

E)re X. K calma çazacEer':lstj.ca P # Ü. Então z xP '-Ganhem e

transcendenÊ.e solo e ::, logo é ;:!.i€1e)ricame; te index)endente scl-

b!-e X. Nc eDtãritO c3Z dxP = 0 a; pO!.'Üa.nto,dz Bâon ã !i.ne ámen
Le i.ndependente sobre K

- Se:lant i.,/K un18 extens.ão de co='Pas do buipo f

ilito, X cora caracce:'ilst:i-ca ze!'c, d= i, . Í){X.,/K) LHtd dóri.va

ção unixversai. }=r\+üãc {xJ '* ' ' ,xi.} CL é alqebíi.comente í.ndepen-

dente sob:.c }: se; ü soln=nt,e uc:, (dx.;...,dx.} CD{L/H) é um

onliuntn ].i.Real'!neiite i.nüepenãente sobre L.
ã

Co #l a/ a,h- { =; g . 7

Pe o,ló,f&a ção

Ob er-.'ando--se que tcdü extensão de corpos (.ie carác-

ter!ética zero $ sep&i'&velncrte qeradõ, e que '-cda base de

tE'arlSCCRãcriciã de t,/K e taiubem unã )âse cle tra!'isC=edência será

unte. o resta:Lado :.rcü'Ê +.!'].'xrÍã.LNc=tc dõ nrOPclsj.ÇaC} 3.2.1. O

::l!:g.EÊÉ.$.Çau' 3.f.11 - Seja.n =/R un; xtensão de cai-pos da &üipo

finito, K con dali'ache!.:st.Lcõ =c--o. d= L --------+ B{L/'K) um.l de:i.-

vagão unive:sal, =, xl,..., ':.ej.,. Então,d= € 1l !..dx: , se,e sa-,
].k

seja.n =/x



mente se, z é algébl'ico sobre Kexl . ,x }' n

Demos.sÍa,acho

Seja dz e êl Ldxi' Se dz = 0, então z é algiÊbrico
sobre K, f)elo corolário 1.6.2. Logo podemos supor, sem perda

de general.i.Jade. que dxl' . . . ,dxn são ].Inearmente Independen-

tes sobre L. Da hipótese temos que dxlp. .,dxHI dz são linear
mente dependentes sobre 1,. Logo, através do coral-aria 3.2.7.

vem (}ue x].,.. ., são a].qebricamente independentes sobre K, e
que x].,.-',xn' z são alqebricamente de})endentes sobre K. e,
portanto, z é a].qébrico sobre K(xl '...,x.)

Rcciprocan\ente, seja z a].qébrico sobre K(xl ,...,x.}

Se x{ é alçebri,co sobre K para i-l,. . .,n, então z e algébrico
sobre K e. portanto dz = 0 pelo corolário 1.6.2. Podemos en-

tão suf)or, sem perda de generalidade.aue xl'... 'x sejam alga.
})ricamente indepen(lentes sobre K. Da hipótese, xl ,... ,x., z

são algebricamente dependentes sobre K. Logo temos que dx} ,

.dxn são ].inearmente independentes sobre L..e dxl' . . ,dxn' dz

são linearmente dependentes sobre L e.portanto,dze E Ldxx ' D

Oaremos a segui.r. um teores\a ({ue vira caracterizar

un\ cc>rf)o perfez.to. [)ara i.sto premi-somos do

Ü

Lema 3.Z,7 - Sejam K um corpo perfeito, l./K urna extensão do

tipo finito, x] ,...,xn€1, d: L ---.---.-- D(L/K) uma derivação uni-
versal. Se dxl ' .. ..dx... sãa linearmente independentes sobre L.
então, x. , . - . , . são a].qebricaiuente indeoendentes sobre K.



i)emon.5.€1,tÜ( ão

Suponhamos, oc]. absu.rda. auQ x. . - - . .xn sejam a],qe-

bricamente dependentes sobre K seja. pox-tânLco, feK[X. ,
,Xnl; f # G, f COm Q mC:]on].' gx-aU '-bOLa.! possa"ve!, f(X, ,

'.'h . G. T.:«o: -t;- que 0 ;def(x:,.'.,*.}}
+ {Ü-- dx:+- . .. F {Í- dxrl; como d é tZ'j-vj.a} sobre K.

j.:!:;':- 'ã;'j. : o; ].'qo g.}- - ;;e;'1-'.',*.} ; ' p-' i,:i,...,.

:lã que dx. , . . .;dxn sãc linear-atente independentes sobre L. Se-

ja }'j. ; $)1 (xj.,'-.,xn} e KixZ'.,.:Xn] para i.=].,....n; coma o

g!'au -Lota! de Fj. é menor aue o grau total de f para i=1; ...n

seque então que F. = 0 paria l=L....,i}. !:ogo feR[X '.

Colam R é parECi.t , entala exi-st ç XÍXZ,...,Xn] tal que
f = gP com q(x.,...,En} - 0, Q qüe é absurdo dada â asco
üe f. U

f

Ç

r

&

.i..Êg/aSeS...?-=!..J. - Seja K Um corpo. En'-Lâo. X '3 perfeit:o se. e SQ

mente se, toda ex+»ensãa de çox'?o= E,/K do xc].PC Íj.Ritun é separa
velntent.e ge!'ada

!gP.qB}.{t 'Çã '

Suponhamos K pe!-feito, e sela i,/K una ex+uensão de

corpos arbit!'ária, do tipo fj.nitc}. boga; Feia j.eltta ian+.prior,

temos que {D(l,/K} =L.j Ê çr.X t.v. L e; po}.tanto !ns L/K = 0. Lo

go. L/K é uma extensão separaveimen{.e gerada pelo teorema
3 2 2



lieciprocanlente, su})tenhamos R con. caracterl+stica p#0,

e por absurdo. seja. K não pei-feito; torleinos então yeK-KT' e

considerei\os r{ um corpo de raizes de f = XF)-yeK[X] sobre K ,

xeN com xll=z, e L = Kex) . T'en\os que L/K e uma enter\sao da ti.

po finito aue não é separaveLraente gerada já aue i,/X é a].gé-

brica não separãvel, o que contradiz a hipótese. Logo K é pet
lICito. U

Seja K um corpo com caractere'ética f)#O. Recordemos

que, se L/K é uma extensão de corpos do ti-po finito, sendo

M = K{LP) , então í,/>1 é uma extensão puramente i.nseFlarãvel e

exi.ste medi (m à 0) tal que bL:m] = pm; m é definido como sen-

do o p-grau de L/K. Tanlbénl, lembrerrias que se L/K é alqébri..ca

separãve]. e puramente inseparável, então L = K.

Pita.ÉloâUaa 3.2.3 - Sejam L/K uma extensão de cora)os puramente

insef)arável, {xÀ}ÀCAc L, K com característica p#0ra:L--.+4){L/'K)

Unia derivação universal. Se L = K({xX}ÀeA) então D(L/K) -

i.LdxÀ' Reciprocamente. a].ém das hipóteses i.niciais, sendo
À©Ã ''

L/K do ti.po finito e J\=Í].,...,n}, se D(L/K} = }1.Ldxi' então
L = K (x] . ...,x.)

n

2g:HO.n].{l.gç.ãg

A pri.Freira afirmação é Imedi.ata jã auc K({xÀ}ÀeA}

: K [txX}Xe/l] e d é trivial eln K

Seja. então,D(L/K} = Ldxl+...+Ldxn e consideremos



M ; K(xl' ....xn} . Temos ue O(:,/'Bl} = b€1./g}/'LdÍ'l da propasi.ção

2.2,2 e. Do:.'tariÊ:.C:,O(L/M} = C} jã aue LdN = f i,dX. = O(L/K);
% © $ '"-

i-ogo, pelo +»eorenla 3.2.1, L,./f,{ é tina extensão algébrica seda!'ã

vel já a\!e i./$,{ é dc tj.pc f n t ; iras L./f'i ã pu-ran\ente inseparã-

vej- poi- hipótese. Logo L = 1 = K(xl'...,xn} . a

lLS.e4.ÇnU...{.l-# - Se:jam !../X uma ex+uensão dc tiPO fi11ito, K com

caractere.stic:a p # D, d: L --.-..--+ D{L/K} umâ dex'i\ração uni.ve!'sa!

de L sob!'e K, e {xl'..-.Xn} CL, Então l)(L/K} n © Ldx: se: e

'',mente 5e, L n © K€1;Pliq h:} onde N.(x} n xY!..*X="
' .

f 0SVi <Pr
l M: 'Í - . '. .'. '.'í"]

2ÉIEW&y:Ç@lu

Seja M=K(L;') e suponhãlc5 {i./K} = © Ldx:. Clara-

mente L/$} é una extensão pt!lamente i.nseparãv'el. f-tas D{L/M} =

= P(L/K)/Ldõl e Ld$1 % (g} ; e; en+-ãc .D(L/}t)UD(L/Kl= © Ldx. . Le-
go L = jt!(xl' ' -.,xn} peia ?:-oposi.ção anteri.ar, ccjxxs3.detemos a-

çor'a MIMO E: M.i;M0 'Xl!.} Ç M2;''! 'X2} Ç ' ' ' ! Mn;l'ln-l {xn) = L. Tem'!cs

q=e xj.ÊMj..l:){(xl'...'xi-l) para todo i=!,...,n; de fato. se

por absurdo x e)ii-.L ; então dxj.e ÉI $dxk ]ã que d ê +ni-i.v'i.a]. se

bre K{LP) = $q; 3-oço, dx. À.L x o au 'ê absurdo jã aue; pc'r

hiPÓteSe. dX ;. -,dXr! são }ií-iearnente indQDcl'i(aceites sobre L.

Tentos. também, claramente ,ouc xF'8H: .E' Lo?o o üoiin8mic mj,nj.-

xj. sot'x-e >!:i.} é f: - xP-xT, p!:L:?'ij.-!J ; P * '!m; mj.-l-
base cie M:/M{.. é dada pol' {Z,xj.'.-:,XP'l} pãl'a todo i=!.

n. Coasequentemen+ue. ÍE,:r'ãJ ; r re uma M--base de L,/H e da

l

â



depor {x.t...xln : 0 s v: < p, ]. $ isn}
L n e K(LP)M..(x}.

Reciprocamente, suponhamos L = O K(LP}Mv(x) , portal

to [L: K(LP]] = pn e L = K(LI)) (x] ,...,xn) Logo D(L/Kl= }1 Maxi

i:.::'.:.:.;'!"l;l« :l:',=:. :: iit::: 1)}:*::" =:: '111=::1
[b(L/l<) :L] = m ?í n, então [L:MÜ = pm ?í pn. o que é absurdo.Lo
qo D(L/K) = 0 Kdx,. []

Cair.o.Ca/i.,(lo 3.2.8 - Seja L/K uma extensão de corpos do tipo fi-

nito, K com característica p / o. Então QD(L/K) :L] é Igual ao

p'grau de L/K e gr.K tr.L s p-grau de L/K

V

n

}Z

v: < p, ]. $ i g n} Logo

O primeiro resultado é uma consequência imediata do

teorema anterior. O segundo resu].Lado decorre de uma apli.ca-
ção direta da primeira afirmação deste corolário e do fato
que [ns L/K z 0. 1]

Co/Lota/c.i.o 3.2.9 - Seja L/K uma exterlsão de corpos do tipo fi-

nito, K com característica p # 0. Então L/K é separavelmente

gerada se. e somente se. (p-grau de L/K) = qr.K tr. L.

Demos ,t,tacão

Decorre i.medianamente da primeira afirmação do coro
lári.o anterior. e do teorema 3.2.2. []



.l:tgilg:â.3:Ç$g- 3.:.;l.=J. - $elan L/K üna ente sãa ãe polpas do tiPO

fl.n!&uo, R con caZ'acre:'estica P # Q), x!'X2'''''xn- z e L,d:L----*
--------- D(L./X/ uma .:feri. :õçac uni.ve: sal de L scbze g. En+.ão

se; e somente se. z € X{LF'} <x: ;

F

yemanó{,tacão

suponhamos que dz e l Ldx: , Se dz:C; então ZeKe:..P>

peia calo.iãrí-o }.6.2. Lclgc-; podemos Suf)o: sem perda ãe venera

lidado que dxl' . . : ,dx. são .Li.!!eõlmente i.!Ldepenãentes sobre i.;

sejam xni'+! ''';Xn€1 taj.s que {cix!,.,.,dxn;...;dxm} seja uma :lJ-

base (ãe D(L/K} . O teorema andei.io: nos áiz; então; que

Ê. = v p(K M {x]; ]-oqo z = o$'üt<!; vj.... xT"..,x:lm onde

(V l,...,n} VQKvâ<P}(a.o,...v eLP{Kll; e; ?o!'tanto,

n

m

X.-t X
!

W

e

as..l:« **x'...,;
\.} .t VXl 3 x;"} 'i';j; :o9'

:

}
V<P !i3.Ká,

. . ;,::'j -: . x:n - 0 pala +»o'ão 3=n+-i,...,

m. jã que dz e } i,dxi e {dxi:.,.,dxm é uma i,-base de D{L/K}

mas (Vi=!,...;m} (v O $ 'oi < P} xll'...x:lm sãc: 3.i.Realmente i-nde

pendentes sobrem; ogo v] a.ú u ; O pala {=1,...,m e

0 É vj. < p; portanto,(vj=n+i,*.,,n){Vi=1,...,m} (V Q $ v: {P}

J '-m '- n
tem-se 'e.: ; 0 ou av. v =0; laço zeK(LP) {x.,..:,x }

Recip::ocamente, se:ja € K(LP} (X.L,...,X=} ; logo e-

F



xistem f,gCK(LP)[X].,....Xn] talquez= .J.. . , com

g(x].,...,Xn) ?é 0. Como d é trivial sobre K(LP) r segue imedia-
tamente que dz e } Ldxi. []

Lembremos agora, o Teorema da E].ementa primivo: Se-

ja L/K uma extensão de corpos algébrica tal que L = K(xl '..

,Xn) e xi. é algébrico separãvel para todo i=2,...,n. Então,
existe ECL tal que L = K(e} . ([10] pp.167 e 168}

Teo.tema 3.2.5 - Sejam L/K uma extensão de corpos do tipo fim

to, e n = gr.x tr.L. Então:

a} Se [ns L/K = 0, L pode ser obtido de K pe].a adjunçãa

de (n+].) elementos de L, e pe].o menos n elementos são
necessários.

b) Se Ins L/K = m > 0, L pode ser obtido de K pela adjuE
çãc} de (n+m) elementos de L e exatamente n+m elemen-
t $ sã necõssãx&os.

27emgn ,ç4ação :

a} Pelo teorema 3.2.2 temos que L/K é uma extensão sepa-

rãve].; também, [D(L/K) :L] = n = gr.K tr. L. Seja, então, {xl'
., } uma base de transcendência separante de L/K; ].ogo

L/K(xl ' . . . ,Xn) é uma extensão a].qébrica separãvel e,portanto,
pe].o teorema do e].ementa primitivo, exí.ste zgl tal que

L'K(x].....fxn)(z) jã que L/K é do tí-pa finito. Também. se

L=K(y].,...,yt} então, evi.dentemente, D(L/K} = .2 Idyi;como't @'Ê



i:D(L/'K} :L.l : n; então; t à n: E o Eesultâda esta provado.

b} Ncsbç8 caso te:ncs ci.ai'ãlnente.qüe l:o(n/}:> ;Ll;;H4-Ei e que

$e L;K(y:, . . . 'y+.) .então band'm. >Íastremos;Íris,q:ie exi.ste

çonjun+ço de n+-n gerõdox:es de D(L/K} çon\o L-espaço 'uetori.a!.pa

ra Isto;seja lIdE. . ,. . ,dXn', *. rdXD-hR} lunã L-base de D{L/K) .En-

tão,pelo colam.alia 3,2.2. temos que i./Fex!,. 'xn4-m} é !DIrIa e:

tensão a.Lgébri.ca separãv'eã. Laço qr,X t:! .x<xl - '' ''xn+m; n ]a
que çr,Kti. .L=n: Assim.podemos supor sen pe:-da de çenerali.dado

que xl' . . . .xn são algebri.comente {?-idepend.entes sobre K;e.po!'-

tanto.que (RI í' ''rxR} e wmã b.aSe de +c!'ãnsç©HdãHci.ã ãe L/K. Lo

go,©hamandc M;H(x.c' , . . ,xD} ,temos que L/M 8 urra ex+.eRsao algé-

brica. sela T xeL:x é alTébi'icc seFatãvei sobe"e N} :c},a!.agen-

te '? é \lR ccx')C e KcMcTcj,; Onde 'r/3{ ê ünã ex+Lensaa a3,gãb:'j.ca

se?õl'aTeI e i../T ê u ã ext-então pui.'amenbce in$epã!'ãt'e.{ ;peic} t.eo

rema do eie ente ?x-imita.v'o +bencs entãc} que exi.ste z L ta]. que

T=B{(z} . T'ambên;sahe=os que D(L/'Tl=Üe!./'K)/LãT =<n+n /Ld'r,

onde d iHdiu-ã imã dera.vagão URãvê:-$â]. ée L =Cb}.-e K; CGNc: X, :
.a'+B.. '. &

,xFeVf segue que D<L/'T} ne 1 ÍJ4X'}/LÓT ê, pOI't:ãnhüO; D{L/"Fl=
''.T' '{ u8 '

:ln ax:l onde 13 indaga l a eej-'j-\:anão unj-versam. de L soba-e

T. Conto L/T é uma ex+uensão puranenhue i.nsepa:àve!;e do &Lj.!© f]

ni.to,então,peia p:oposiÇãc} 3.2.4, L=TÇxn''',,xn'm} - Logo i, =

-mexi'''''xn'z}(Xn:-l'-:',xn..rml;K(x!... . 'xn-pn'z> . }'inaZmen'-üe;

consi.detemos a exte=sãQ !qexn+".L'z}/M; cano xn,}3. ê akqêblico s9
bre N, e z ê a].gébrÍco sepá:ãve} sclbre $e, então, o teo!'ema do

elemento prj.mi&ui\PO no çfa-unte a exístêncj.a de ( (x=t!,z} çl

tai. qüe B{(xn.+l'z);8{<€1} .Lc,qa,E,=K<xl' ' ' ' ,xi-L'xn+-li, ' ' ';xn+m'e} e

$2
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obtivemos asslml n+m geradores de L/K Ü

Terminal-eras este capítu].o com o teorema que nos aá

o resultado fundantenta]. da caracterização de uma extensão se-

paravelmente gerada do tiT)o finito.

Lembremos, para tanto, de um resu].todo geral que

nos diz aue se uma extensão de corpos de caractere'stica p # 0,

L/K, é separavelmente gerada, então os corpos K e LP são lide

aumente di.sjuntos sobre KÍ). ([11],pp. ]].]. e 1].2)

Tco,tema 3.2.6 - Seja L/K uma extensão de corpos do tipo fim

to, K com característica p # 0. As seguintes condições são e
quivalentes:

a) L/K é separavelmente gerada

b) Ins L/K = 0

c} Para todo corpo M ta]. aue K cf.l CL, M/K é wna extensão
separavelmente gerada

d) K e LP são linearmente di.sjuntos sobre KP

Demon4=Ç4açào

O resu].Lado geral acima enunciado nos diz que:

(a) -+ (d); aue (a) +-+ (b) , vem do teorema 3.2.2; trivi.au-

mente temos que (c) :-+ (a) . flostremos então que (b) -:+ (c)

e que (d) -+ (b) , terei.Dando, asse.n\, a prova deste teorema.

Seja M CQrpor com KC MCL, e suponhamos Ins L/K = 0.

Como 0 s Ins M/K c Ins L/K = 0, então Ins M/K = 0 e,portanto,



-6 4-,

b3/K é separa\.:e],Rente negada. pei.o teorema ].:.2. 1..oqo {h},n(c}

Mostremos; çue <d) -;# (b} . i'ara i.s&uo, se a Ó uma de

:- j-x/açao uni'rersal de L sobre K: seja {dx!:...,dxn} uma L-base

de D L/K},onde x..''',xn € Â''ve,-ifiouenos cuc x].'.' ,xn são al
gebrlcanente i dependentes sobre K,de onde virá que çr.x,tr.L à
? i]n(L/K} :L] e; portantc>, auc íns L/K = C

Suponhamos, ent.ão, pol- absurdo, que xl'...,xn se)am

lqebricamen+*e dependentes sobre K. seja íiex]-xl ,...,X.], f#0 ,

f çom RlenQr grau ta+ça]. poss$1\rel +-alí que fex!:...,xn} = 1). Logo

d(f(xl'...,xF} = C: j.sEGa, r {.t.dx 0, jáqued é trivia!
sobre K. Como dx: , , . , ,dx. são àinealnente independentes soba.-e

L. vem aüe {vi=},....n><3t ' af , ...xn)=O} e. portant-c,dâ
da à escolha de f, g.{-- :: D para todo i=]., . . , ,n, Consequen+hemen

te. +-enws que exi.stc ç KilxP... .:XlÍi!, ç#0 tai que f=ç. seja

21a CE(X'} . Gamo para +-c'3o g , ãa xP €1 e ãlacET'ta(xPl=o, se-
gue que {Ha xF } é u ! ca! unto ãe e}.emen+Los de LP Li.nearmente

depend &Le sclhre E; ]ã q e g#O; !c.}ço. como X e :.P são ].i.Real-

mente dÉsjun+.os SCb-re }Ç' ; segue que {f.!.:(xP} }í: e um ca=3un&uo de

e.iementcis ãe L!; }i.nealmer;.+çe dependentes sabre HP; !cqo exi,s+ue

uma famjlíi.a {ha} de elementos =ão Lados n=Zo$ de K , +ua} OUQ

pOrtãnt'3,ç-Om }b.}'Ê..<Xl=ü, o clüe é1 5surdo. dada

ã escolha de $i . B

;la.K.(xp}Ü

b ( xi' } =(}
a

g aa

5;!!É.jl:l:va({zü S.g.4 - L essência.L a hi-Í)ãtese de çue ]./K seja do

tipo fj.Rito oa:"a aue va].ha ã -:+' (a} no temi'ena an+-Crio! .Pot'

eram?.!o: seja K un ccir})un pe!-feÊ'-cc} ãe caracter51stj-ca P#0, e



L = U K(X'' ) . Clarament.e {x} é uma base de transcendência de

L/K e, portanto qr.K tr.L : 1; se, por absurdo existir {y}, uma

base de transcendêncJ.a separante de L/K, então telrtos que L/K(y)
é uma extensão algébrica separãvel; logo temos que L/K(X,y) é
uma extensão aJ.gébri.ca separáve]., mas que também é, uma exten-

são puramente i.nseparáve].; portanto, L=K(X,y} e consequentemen-

te, [L:K(x) ] < n, o que é absurdo. Chegamos então aue L/K não é
uma extensão separavelmente gerada; mas LP e K são linearmente

di.sjuntos sobre KP, evidentemente. ]ã aue KP = K

'.n
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g i'POBRE:MA oo PnoLO.y.ÇU.rl.E.y..p..p.[ ocn l VAçoES

@ . ! 0 Tco,tema Gea.a.ê

Sejam R,S,T anéis, S uma R-ã].febra, T uma S-ãlqebra

O teorema aue vira a seguir dará uma condição neles

séria e sufici.ente para que uma R-derivação de S a va].ares em

um dado T-mÓdu].o M possa $er pro.Longada a uma R-derivação de T
a v'dores em M.

Indicaremos par dS:S ---+ D(S/R} e por dTR:T ......+ D('r/R}
duas derivações universais.

Considerando a ap].icação T-bilinear © :TxD($/R) -...-.----F

------- D(T/R} definida pari (se(t,d:x)eTxl)($/R) , então $(t.d:x) =

td.;x} , garantimos a existência de um homonorfismo de T-módu].os,

TxD(S/R) © D(T/R) que será denotado por $R:S,T ' defina.-

do por: (se (t8d;x) € r ? o(s/R} , então
'*;:,.'' , '!*, ; {*,

Indicarerlos por NR:S,T o núcleo

de $R.S.T r e por DR:S,T Q conÚclea de $R:S,T

$

6$

T © D(S/R)
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Tenros assim. a scíTuiHtc se( venci.a enxãtâ

(0) ---, NR ;S .T .--.L-- T$0(S/R} --!-!.:-:L!-, 0('r/R} --$- DR:s,T --'------- (Q}

onde ié a inclusão canc5nica e q o llCtl:\OR\OFfiS \o canónico de n\Ó

pulos.

'l:ei'\os buãp\bépt ({ue DR,S,T ' D('F/S) . :iá que DJV/s)

= D(r/R)/'FdTRS e que $R:s,r(TRD(S/R)) = rdl:s.

Te04ema 4. 7. 1 - Sejam S un\a !q-á]çe])ra e ']" uma s-ã].febra.t,11tão,

f)ara aualauer T-módulo rl, toda ft-çierivaçao de S a valores enl M
pode ser estendida a UDtã R-derivação de T' a va].ares em 14 se, e

é i.r:jetora

b) 'P ® D(S/R} é lsomorfo, coIRo T-rlãdulo. a um somar

do direto de D(T/R)
$

?g:pgp443:4çãa

Suponhamos aue toda R-derivacãe de S a v'alteres em

Qualquer T-ml3dulo M possa ser prolongada a urt\a R-derivação de

T a va].OI'es en I'{. Seja z M >1(+.i®ãKxi} um elemento de T?D(S/R)

tal que $R.S.T(zl - 0. isto é, itj.üVxj = 0. Como a aplicação
A; S ------+ T®D(S/R) definida por (VxeS} (Ax l®d:x) é uma R-dera'
\ração de S a valores no T-nlÓdu].o T®D(S/R) seque, da hipótese,

que existe uma R-derivação A: T ---..-.----- T?D(S/R) aue estende A;lg
qo. existe uín honmmorfisnlo u, de T-mÕdu]cis, ta]. que aod; = A

como Ç tj.dTR xÍ - 0, então temos que

X

Z



a(}tj.dTRxj.) : Etj.(aoóvn) (xi) : ftiÃxi. ={ ' " ' 3. ' * " i

{tiAxi = }ltj.(l®dRxz) jâ que xies para

rà todo í; portanto Eti8d;XÍ.nO e +R:S,T

T 6 D(S/R} é injetora. Também, ao$R:S.T ]'TeD(S/R)

pois se Eti.ea5xi € Too(s/n) , então ao R:$,Teitj.8dlxl) =

'!.:'$*:'' }::'«.'$' ''::' ; }',;", ' }'*.:.'5'::' - }'.@g":
já que xles para todo í. Logo a sequência excita

(aod=)
$

@ R!$ .T
----+ T ® D (S/R) -----::-:-:-l-:-.. O(T/R) ----- DR;S ,T --"-'.-. (O)

ci.nde e. portanto, D(T/R} = [T'$D{S/R) ] © DR:S,Tfe T 8 D(S/R)
é i.somorílo a um somando direta de D(T/R)

Reciprocamente, suponhamos vã].Idas (a) e (b) e supg

nhamos M um T-módu].o e A:S -..-.--.+ M uma R-derivação de S. Então

T ---:--h D('r/R) existe um Úni.co homomorflsmo À

M .-b..--.-..=-- TOD(S/R) ].os induzido naturalmente por À,

i.sto é, se z = }ltiod5xi e veo(s/n} , então a(z} = itix(d5xi)
Como por hipótese,T8D(S/R) é lsomorfo a um sentando díreto de

D(T/R) , e +R:S,T e injetora, então existe um T-subespaço veta
riam u, de D(T/R} tal que D(T/R) =(Td;S©U). Logo, existe um hg
momorfismo a de T-espaços vetoriaís que estende a ta]. que.se

..w+l./ de S-rtlódulos ta! que Àod: = A.
'PR:S,T Seja a Q homomorfismo de T-mÓdu-

&

$



;ltj.dmRxl C dR$ e yeU, então ;€21tj,dVKxj.'+y) = 11À(tj.®dSRxá.) . Cona!:.

detemos A = aodF; temos então que (VxeS} (a.x=(üodTRlx* c!(dTRx}

= ae!®d;x} = (ÀodÊx =Ax) , isto g, l\ é uma R-derivação de

que prolonga A. O

Co,toeã,t.do 4. ?. í - Sejam s,R anéis, T um corpos s uma R-á].fe-

bra. T uma S-ã].febra. Então, taxa qual.quer T-espaço vetorial
M, toda R-derivação de S ã valores em M pode ser estendi.da a

uma R-derivaçãc} de T se. e somente se. $R:S,T e irljetora.

Pemon ,C4-açtío

E uma consequência i-media+ua do teclrema anterior, se

[embrarinos (lue todo subespaço vetori-a]. de um espaço vetoria]
M. e um somando di.Feto de M. C

Coa.a.êã,t,io d.í.2 - Se:lam R,s anéis. T um corpo, S uma R-ã].fe-

bra. T uma S-á].çek=râ.. Então 1lala qualquer T-espaço vetaria]. M.
toda R-dóri.vagão de S a va].ares en FT B)de sêt esbcendida de u-

ma Úni.ca maneira a uma R-derivação de T $e, e son\ent.e, ÓR:$,T
é um isamorflisrno ãe T-espaços çretori.ais

DemonóZ4-aÇãa

Temc>s, clãraRenbue, que @R.S,T é sobrelie+-ora. se, e

somente se, OR:S,'F D(T'/S) = (0)

Suponhamos que }Jara Qualquer T-espaço vetorial M,to

da R-derivação de S possa ser prolcllqada & tINa Única R-deriva

ção de T. (] teorema anterior i.Aos diz que $R.S,T é i.n:letola.Cg
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mo uma derivação universal de T sobre S prol.onça a derivação

nula de S, e como por hipótese, existe uma úni.ca derivação

que prolonga a dóri.vação nula, segue (Tue ai = 0 e, portanto

D(q'/S) = (0) . Logo +R:S,T e um isomorfismo.

Reciprocamente. suponhamos que +R:S,T seja um i.so-
morfisma e consideremos d: S ----..+ M uma R-derivação de S a va-

].ares num T-espaço vetorial M. Como +R:S,T e injetora, Q coro
lírio anteri.or nos di.z que exi,ste uma R-dera.vaçao de T, A=T-bM

que pro].onça d. Mostremos que Ã é a Única R-dera.vação de T

que prolonga d. Consi.detemos, para isto, A; T ..--.-..+ M uma R-de-

rivação de T que prolonga d. Sejam À, À: D(T/R) --«+ M os Úni-

cas homomorfismos de T-espaços vetoriais tais que Àadvn = A e

XodTR = A. Se teT, então dTKt C 'PdTS jã que sendo +R:S,T sobre-
lletora, (0} = O('r/S) = D(T/R)/TdTRSi ]-oqo dTRt = .;1.tidTRxj. onde

neT e x$eS para i:l,...,n; temos então que At = (Rodar) (t)
n ..'. a .. n .' 'n

= x( 21 tj.ó:lxj.) = }1 tj.(ilodTR) (xz} : 1l tj.Axj. = }1.tj.axj.{.*k ' ' ' {*} ' ' ' i*! ' ' í*}

; .21.ti.Âxj. = E.ti.(xoaVn} (xj.) = x(.21.tj.avKxi} = ÀodTR(t) = At,i.g{»l ' ' {«}

to é, ZI = A. 0

.g:

n
Kd=x,)- À (.21. ': T''$

É?b493:vagão:4.].r - No teorema 4.1.1 se 'F não for um torpor o

fato de 4IR:S,V ser inJetora não implica que toda R-feri.vagão
de S possa ser prol.ongada a uma R-derivação de 'F. Por exemplo,

seja R um corpo de característica p#2. e sejam S = R[X:] e

T = R[X]. A aplicação +R;S,T' T8D(S/R) -------> D(T/R) é definida

por +R;S,T(t6dSXa) : 2XtdlX e é claramente um i.somorfismo. NO
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entanto; ã f?--dóri-vagão, d: S -------«...* T definida, por = (se fe$,

df n ---Íà:--} não pc:de ser estendida ê ima dex-ivaçãc ãe T pci-s
d(Xi) = 2Xt x = !

@ . 2 Ex an& & sepae.alia,Íá

!.g.á:i:2=É.Ç.ão 4.2. - Una ex-ccRsão cie CQI'r)os L/}( di-z-se parãp Z

se i)az'a qualquer L-espaço ve+uol'iai M, '-boda de:'ilação D:K ----+ M

})ode $er prolongada â uma de:'ivüçâo Ã: L ---.--.-p M.

'l'co.itÊtpã -$.2. - Seja L/K un8 extensão de co!'Pos do ücá-po fini-

to. Então. L/K é seÍ)ai.ãve.E se, e or\en+ce se. L/K ê] sei)arável.
n\ente gerada

9emon.s,e.tacão

1.)ocorre i.HediãtãRcüite Úo teca:-ena 3,2.2 e cio corola

rio 4.1.}. 0

0É)óe4.yqÊao.4:2:? - Se L/'K far u lâ exten ãro (ãe coz'Fos nao (ão

+uipo Lcin].ta. o +.ea-rema ante*rior é falso. Fox' e;templo, se.la K

un} carPc: perfeito com c31'dcLce!-j,s-bica p#c;© seja Lml. !K(XP )

Jâ verificamos, atr xés da ouse!-vaçSo 3,2,4 que L//R nâo é uma

extensão se!)arar'elnente gerada. iJo entarlt.o, cano X $ perfez.to

a Única de!'ovação de K é a tx-iui.al e. consequente ente. ÍFode

ser prolongada a tara dóri\ração de L ã derivação Ruía)

P402oó,irão 4 . g . Í Sejam XcMcl cora)os Se L/H e %/K são e>=ten
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iões separáveis, eEitão L/K ê umã extensão separãve].. Se L/K é

separave[, então M/K Lambem e sef)arável.

Pçmon.s{,tacão

Decorre imedi.atamente da definição 4.2 .]. a

P4.0p94;:cação 4 2.2 - Se L/K é uma extensão separave].mente gera

da. então L/K é uma extensão separáve].

Pemoit.b,t,tacão

Decorre imediatamente dos coral.árias 1.6.2, ]..6.3 e

da proposição anterior. []

11?4p.p944:ç4g 4.Z.3 - Se K é um corpo perfez.to, então toda exten

são de corpos L/K é separáve].

Pemonó ç49ç4o

Se K tem caracterÍsti.ca zero, o resu].todo vem ime-

di.atamente através do teorema ]..6.2 (a} . Se a caractere'ética

de Kfor p#O- entãoK =KP; logos(K) =(0) e. portanto $, ,
cb 9 ',h--í

é injetora. O resu].Lado, agora, segue da coro]ãrío 4.1.1. []

P4apo.s.íçãa 4:2.4 - se L/K for uma extensão de corpos algébri-

ca separãvel,para qualquer L-espaço vetori.a! M,toda derivação

de K a va].ares em M pode ser prol-oRÇada de um {inico modo,a u-

ma derivação de L. Reciprocamente, se L/K for uma extensão de

corpos do tipo finito, então, se para qualquer L-espaço veto-

rial M, toda derivação de K a valores em M })uder $er prolonga

l



da de um ãp co s-lodo a üínã ãer i\;:aça de =, então L./'K é alçcb:.:i

ca sopa: ével

Deco=1-e faca-3-inerte: J.a Í'x'o)adição 4,Z,2; do =o:o.Lâ

!. i.a 4.i.2 e da temi-ena .3.2,}: 8

Ã n-ronclsi.çac (lüe segue -.-i=á âõr :.in lesuita6 aue qe

ne:.aZ].za ü ã )arte d Frei)osição 3.2.].

Pa-opor.içãü 4.11.$ - Se L,./X é \nn ext nsâc de Garfos separaveZ

ne:te gerada, e se {x:,f*e,% é tna base de transce=ãênci.a sopa

=âR;-ce de L,''X, então {ãLx;:.}l\C/:. é una :.;-base ãe D(L/X)

Pçn & ..\tição

seja : K<1.xà. À Ã e considere un$; como no in3.cia
deste ca)iltl1lc;. a sequência exala

(c} -----' 8K:i,i:L '®o(n/R> ""'f oÍI,,,'Íi} -'--3-'+ DK;K L

Cano i,/'M é a:yéb].'ic-a separáve3.. te QS que Ng.r,; :=ÍC} ne.La

?rc;Posição 4.:.2 e ?eio coro!.ãri.o 4,i..2; tan)ém i)(L/i'2} ; {D}

pej-o teorema ]].!,]-: !.aço. ©X:?.?,. é un i.scno=íâ.smo ãe L-espa-
ços veÊ-unl.'iãi$; e temos \ie L (M/K> = D{L/X> , aura, ?q/K ã üna

extensão transcendente i.)u:. ai logo: D(l\{/'K ê un rt'espaçc} vito-

ria.t con una L)ase dada })o!.' {dõ'xÀ à Ã e; consequentemente
L©D(FI/'K} e D(T./}=} são L'espaço:s ''.'etoriai.s cor base de ca!-di.nã

lidaãe ].qual ã ca:ã na da$c fl. ?oi- oüt:-c !ado 3a (ue

X

N

€a
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D(L/i1} = (0} e que D(L/lq} = D(L/K)/LdKM. vem que l)(L/K)=1.d:M=

XCALdixX pois ó11 é trivial sobre K. Portanto {d:xX}XCA é u'
ma L-base de D (L/K} . []

2.g.á=É:2=g:ç.ão 4.2.Z - Seja K um corpo com característica p#0. Diz

se que uma eKt;então de corpos L/K pr'esel'tla a p-Ítzdependá?zc a

$e para todo conjunto XcK p-index)endente em K, X também e p
independente em L.

Lembremos.que dado um corpo K com característica p#
#O, um conjunto XcK di.z-se "p-independente em K", se X é um

con:junto p-independente de K sobre KP. Também, diz-se que X é

uma "p-base de K" se X é uma p-base de K sobre KP

O teorema que daremos a seguir virá caracterizar as

extensões separáveis.

[co,'tctpTa 4.2.2 - Seja K um corpo com caractere.stica p#0, e se-

:Ía L/K uma extensão de corpos. são equiva].entes as segui.ates

condições:

a} L/K é separáve].

b) L/K preserva a p-independência

c) i.P e K são ].inearmente disjuntor sobre KP

Dçygnó.t4açãa

(a) --!'' (k)}. Suponhamos, por absurdo, aue L/K não

preserva a p'independência; logo, existe X = {xÀ}ÀeÁc:K' X wna



p-base áe X õE nüe x ngo é !)-iFlóel-:e=cí=11te elnl. e,

polta11+uo, existe xeX t.al aue x8i.,P{X-Íxl} , SabePas pej-c catalã

x-io 2.5-2; ac© D g e ü H-espace\eb,Ol-íã! con urra ba:e dada

?a!' LãKx\'.\e.\ ; corsa.de!-anos ; íltâo; c horítono}.'físnlo de K-esoa-

cos vetou'i.ãi.$f À: D(}i} ------+ L taj- q\ie À(d:,:x\ = i- e ÀÍdkxX} : 0'

$e x} # x çom ÀCÃ: .Q del i-'t:açao .;s de K a u'alc:es e! L defi,ninfa

pox á * ÀcdR adi ite un F=.-olo11qanerito,por hi?Õ&Lese; a lllma dóri

vagão Ã de : :Como x€1.,?<X-eKl} ;e!-àtàa ex sten {x: ; . , .,x.}c:X-fIEl

Xn]. í#C tai.s fine x = fex.!,'..,xn]; ]-oçc 8x
a. c} que é ak: uzdo })oi.s Âx = Ãx i. Portar

to L,,'F )reste.va a p"-á.rldenendênciã.

e feL?ÍX â

{b} -© ia} . Seja } = {x;.:LACA urlõ p-base ãe K. Como

X é ?--ande?en(e te epl K e; pc!' hipótese; L/K prever'';a a p-ií!-

cie?evidência. existe \: = {F: j .a:c:' ta: (!ue X;LEY e unã p-base d.e
i., Temos, ?e:o coz-olã:-i.= 2,3.2; que !)(L} é nn l-'espaço v©to-

ri.a}. çouííi !nâ base (cada pol {ãLxã'): ÁutãLyi'j.eE' sejari pl :.u! L--
espaço vetou.'ia} e 5; X -------* % una {ãe!'ivaçãc} 4e K. e consi-óerq

n.as o honc>na:.-fi.s:no den L-es ) ços vetoriaâs À: D(L} --------....F M ta!

(!ue À(dluxÀ} = Âx}, e À(ãLy;> = ü !)ara ).eÂ e i !,Seja Â:l. --.--.-- M
a feri-vagão ã L definida »or Â }odT.: temos au se keK, en-

tacexistenk!,.-:, neRex:;''.,ixtalqek 2 ki'x{ :lâ
que X = KI'!x} ; .Logo Ak = .\od, ( > ki'x.}

.L .&'. ii i!

E.::* {;: *:} ; .;l.*!'::
! n ! " :' ' i. n !

dera.vagão dc !., que este de A. ?crLa11to, L,/X é se arável

n

:.K7 X
W

Pà ( à. L k

ê ( à kÍx:}'].©
Âh, is+.o é, á. é urna
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(a} -+ (c) . Mostremos que K e LP são linearmente

disjuntor sobre Kf', isto é, para todo conjunto Ycl, a indepeQ
dência ].inear de Y sobre K i.mp]ica na i.ndependênci.a ].inear de

YP sobre K. Para tanto. se:ja X = (x]..''', }cl um conjunto li
nearmente independente sobre K. Se. por absurdo, XP far ].i-

nearmentç dependente sobre K, seja, então, m, o menor natural

(0 <msn) ta].que êl ã:x?= 0, coma.eKparai=].,...,m e
inl ' ' ' m-].

am # 0; podemos evidentemente, supor am ; 1. Logo E xldLai:0

já que aLaR'dLl;0. Ora,

como L/K é separável, pelo corolário 4.1.2, temos que +., , é

i.n:jetora; portanto, }l xP dKat = 0. Logo, dada à escolha de

m. temos que (xÍ,..'' XP.lJcl é linearmente independerlte So-

bre K e. portanto, dKai : 0 para i=].,2....,m(i.8] p.2].) ; con-

sequentemente, peia observação 2.]..3. aÍeKP para i=1,... ..,m.

Sendo BI'B2'''''BmCK tais que Bm : ], BP = al pai'a i:].,...,m,

temos então auc f BPxP = 0, Isto é ;l Bixi : 0 onde Bm ; l,o

que é absurdo poi.s {xl' ....xm} é ].Inearmente independente
bre K. Logo, K e LP são ].inearmente di.sjuntos sobre KP

(c} H (a) . Seja D: K ---«---.-+ M uma derivação de K a

va].ares num L-espaço vetoria]. M. Sendo {x).}ÀêA uma base do
KP.espaço vetoria]. LP, X também é uma base do K-espaço veto-
ria], K[LP] já que, por hipótese. K e LP são li.nearmente di.s-

juntos sobre KP; logo, para cada par cl,BeA, temos que
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xaxB; >laaBÀxX orlde (acl6X)ÀeA é unia família quase nula de ele-
mentos de KP. Consideremos, agora a at)]i-cação D: K[LP] --.-.----.+ M

ta]. que, se z = }1 bixi e K[LP] com bieK. xieX para i=].,..,n

então oz :: :l x;Db; ; é c].aro que se z,yeKtLP], D(z+yl=Dz+Dy

també[u, sendo z = 21 bixi e y ' .}l cjxj elementos de K[LP] ,

bl'cieK' xiex para i.:l,...,n. temos que õ(zy)=$( }1 bicjxixj);

ÀbicjaijÀxX) ; i {,XD(bica)aijÀxÀ} jã que aijÀCKP para

i,ii=i ,...,n .ÀeA; logo ,

f

{«}
n

$

i5(zy} a l bio(cj)aijÀxÀ + i,j,Àcjo(bijaj.jÀxÀ '

11:biD(cj)xixj + ;;l:cjD(bi)xixj ; zDy + yDz

Temos, pa]tanto, que existe D, derivação de K[LP]

que estende D. Pelo exem!)]o ]..4.3. sabemos existir uma deriva
ção A de K (LP} que estende D. Como LPcK{LP) , o teorema 1.6.2.

(b} r\os diz aue existe uma derivação A de L aue estende A. Lg

gor existe uma derivação A (ie L que estende D. e, portanto,

L/K é separáve]. []

$
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