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Emt ll9 foi desenvolvido um método

que permitiu c].assificar os campos estruturalnente está
vens om variedades de dimensão 2. }ío que soguet vamos

ap].l.car o mesmo método para classificar os campos ost\iqA

dos en [3]; estes campos serão.definidos no $ 2e. A fim
de tornar mais. c].aras as idéias uti].izadas9 vamos resu
tü[r neste $ as técnicas e].aboradab op] l..iJ. O ].actor
não famí].larízado com sistemas dinâmicos poderá const=Q.

tar [bl} que ja Q a rofarencia c].ássíca sobro D assunto)
ou ainda [5] qUa Q ulnla obra naus. àtua]. e mais detalhada.
M2 indicará uma variedade dífõt'anciávo]. de classe Ca',CCU

pacto) conexo Q de dimensão 2. Resto parágrafos os cam

pos serão de ê].asse C: r »l.

Ventos estudar Inlci.almontol om vax:i
campos astruttna].monte estáveis

que .nãa D.Qâ93igD M.m :ÊasbBdaa) ou soja} campos em

que:

2idades M )

]. siügularídados são todas hí

parb6[[cas (e portanto sÓ há um numero f]níto de].astpo]s
são lso].abas e i':z é compacta);

2 - não há traletÓrlas conectando B

las (vor a definlç:ãq do conexão de solas no $ 2Q);

Em [ 1], foi desenvolvido um método 

que permitiu classificar os campos estruturalmente está-

ve.is em variedades dê dimensão 2. No que segue, vamos 
, 

aplicar~ mesmo metodo para classificar os campos estud,a 

dos em[3]; estes campos serão,def'inidos no§ 20. A fim 

de tornar mais. claras as idéias utili1adas, vamos resu-
) 

mir neste § as técnicas _.elaboradas ein [i]. O leitor 
- À ,, 

nao familiarizado com sistemas dinamicos podera consul, 

tar [ u], que já é a refer;ncia elássica sÔbre o assunto, 

ou ainda [5J que é uma obra ma1~ átual e mais detalhada. 

M2 indicará uma variedade di~erenciãvel de classe c<P,com 
,. 

pacta, conexa e d~ dimensão 2. Neste parágrafo, os cam-

pos serão de classe cr, r ~ l. 
Vamos estudar inicialmente, em varJ. 

egades M2 o;r;I,en:!;ÁJe!s, campos estruturalmente estáveis 
L ·- ~? 

... . , . 
que mul llQ§,SúE(ID .w..1-.:t.u ,testm,da,s, ou seja, campos em 

que: 

- A 1 - as s1:õgularidades sao todas hi-

perbólicas (e portanto só há um nú.mero finito delas, pois 

são isoladas e 1{2 , compacta); 

2 - não há trajetórias conectando e 

las (ver a definiç:~~ de conexão de selas no § 20); 
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3 - o Conjunto « - Limite (o - llt©.

te) de qual.quer trajet6ria é f.ornado por uma síngularlda
de.

Tais campos serão conotados por XP'
Seja -rZ (X2) o conjunto das síngula

rídades do XP. Teremos

-('L(xe) ='{«1) «'2) ''') P9al)a"2'''9 s)olgo2)''' ql'

onde o$ «1 são fontes) os a'"'l são solas e os üol são po»

ços. onúmerop qseráindicado~por X(xg) o Ó
chamado caractere.stida do Etüor do campo XE,' É c].&ro que

s8 Xg está definido en M29 devemos tor X(Xg) : .X (M2), QB

de ')6 (}!2) indICa a caracçepíbtlea de Bulir da varíeda

demo (ver [6],cap. 111). Se xê-n.(Xg)) l;s (x) e
Wu (x) tzldicarão rêspoctívamQnte as variedades estável Q

Instáve]. de x. Em.n.(Xg) está definida a seguinte rola
ção de ordem pare-íal:

x € yé:::+\lu (x) r"\ Ws (y) # ÇÓ .

A xm caúlpo Xg assoclalaos im gráfico
(complexo celular orientado tmldllaonsíonal) G(Xe) da se»
gul-nte fama: o$ vértices da gráfico serão os elementos

5 

; - o conjunto o< - limite ( w - lim.1 

te) de qualquer trajetória é formado por uma singularida-

de. 

1'ais campos serão denotados por Xg• 

Seja .íl (Xg) o conjunto das singula

ridades de Xg• Teremos 

/'\ (X ) - j o( °" o( <r (j cr s w w w l 
.J.J.- g -\ l' 2' ••• , P, l' z•••, ' l' zt••• qi 

onde os o<1 sã.o f:ontes, os <Y 1, são selas e os w 1 são po

qos. o número p - ! + q será indicado ,Por 'X, (~~) e , 

chamado característi-êa de Euler do campo Xg• 1t claro que 

se Xg está definido em M2 , devemos ter X (Xg) = X. (M2), OJl 

de X, (M2) indica a caracier!s tica de ~ulêr da varieda-
~ l ~ • 

de M2 (ver [6], cap. III). Se x ~ 1l (Xg), ws (x) e 

wu (x) '\indicarão l'espectivamente as variedades estável e 
\ 

instável de x. Em n (Xg) está definida a seguinte rela-

ção de ordem pare1al: 

A t:Un c~mpo x1 associamos um gráfico 
' 

(complexo celUlar orientado unidimensional) G(X1) da se-

guinte forma: os vértices do gráfico serão os elementos 
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de .r'L(x,) o sÓ haverá algum!!a aresta ulnindo \nl vórtice x

a outro vértice y (orientada de x para y) se x s y9 x ?4y
o não exj.stÜ z C ..r}(x,) tal quIS z:?é:xt z?êy e XSZSy;
neste Caso para- doternlnaf o R'ÚIQfo de arestas unl.ndo x a

y, decolaPomos wu (x) -ex} e lls (y) - {.y} em gws eolü-

ponontos conexas:

\.lu (x) (x) , CI : l ou 2

C

UW J

\gi (y')w; © - 'tv) l C2 : ]. ou 2

e haverá tantas arestas lmlndo x a y quantos forem os
papos (J) k) com

wlÍ (*) n \fê Q) # ÇZ5 .

O gráfícb G (X2) asslia obti.do á Cano

xo q possuo as seguintes propriedades:

Grz l dão há arestas unindo lma

fonte a lw poço! a não óor no casa om qln Xg 6 0 Campo na
esfera S2 cujas ú.l]câs s]ngü].arldades são. lma jante no
po].o norte a tn poço no polo sül 8 inste caso o ©'áflco ó
formada apenas pela aresta qxn os une.

~ 

6 

de Jl<Xg) e só haverá alg~a aresta unindo um vértice x 

a outro vértice y (orientada de x para y) se x ~ y, x /; "1 

e não exi~tir z ~ ..0.(Xg) tal que z #- x, z /=- y e x ~z !:-Y; 

neste caso para. determinar o número de arestas unindo x a 

y, decompomos wu (x) - { x} e ws (y) - {1} em suas com ... 

ponentes conexas: 
ª1 

= U w3 (x) 

j = 1 
e 

= \J w: (y) 

k = 1 

, ' 

e ~avera tantas arestas unindo x a y quantos forem os 

pare,~ ( j, k) com 

wi; (x} n w: <r) # <j) • 

O grát'icb G (Xg) assim obtido é cone

xo, possue as seguintes propritdades: 

Gr l ~ h' t 1 d . g . . ... nao . a ares as un n o uma 

ror,.te à um poço, a não ser no caso em que Xg é o campo na 

esfera s2 cujas Úr.ictls singularidades são. ~J fonte no 

polo nor,te e um poço no polo sul e neste caso o gràfico é 

fo11riiado. ap~nas pela aresta que os une. 
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Grp 2 ag afastas ou partelü do lm8

fonte o chegam a lma se]al oa partem de xma so].a o chogan

8 iaa poço (com a exooção 3á oleada en Grg l).

Gr. 3 m eaâa gela há oxatanonb
duas arestas que ehogan o duas ql» part61ae

Note=se que) na rea].Idades o gráfICo
é forlaado oxeltwlvamonte pelas arestas laenclonadas en

GI'p 3t a nao Soft avidentelaan'be) no caso do campo polo
norte » polo sul iu esfera.

Baseados no que g falto alü [2], podemaB

ac?eseentar laalõ llifarauç3es ao gráfICo de lm Campo Xg)
destacando certos subconjuntos t Chamados .gea.]3]B&9Ê ÃI.g&l.a

.gliiÓ.@.s qlH podem ser dos seguintes ttpost

:

T l P 0 1 B

denotado bi) J; k) lg
con a coiivençao

B., j; k, ]:B, i; :, k4

7 

Grg 2 - as arestas ou partem de uma 

fonte e chegam a uma sela, ou partem de uma sela e chegam 

a um poço (com a exceção já citada em Grg 1). 

. , 
Gr 3 - •~ cada sela ha 

g 
exatamente 

duas arestas que chegam e duas que partem. 

Note-$e que, na realidade, p 
, 

grafico 
, 
e formado exclusivamente pelas arestas mencionadas 

,. 
·.rrg 3, a não stn;, evidentemente, no caso do campo 

norte - pQlo slil na esfera. 

em 

polo 

Baseados no que , feito em [2], podemcs 
' , 

acrescen~ar mais informações ao grafico de um campo 

destac~do certos subconjuntos, chamados ,QQQ3J1Dtps 

CJÂOQI, que p-odem ser dos seguintes tipos: 

T I P O 1 : 

... 
<Tz com a eonvençao 

@., j; lt, y= ~' 1; 1, k_) 

w 



T l P 0 2 t

a...t,d. [i; J, kg
com a convenção

b; J, k]

T l p o 3 !

denotado [[t m; ]l]

com a CDnvonçao

P, «; q : @, :; 4

8 

T I P O 2 t 

o( 

i 
... 

com a convençao 

k 

TIPO 3: 

l m 
denot

1

~do [1, m; nJ 
N 

com a convenQao 

~' m; nJ = En, l; ~ 
n 

w 
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Os conlurltos dlstiiiguldos ten lma in

terpretação geométrica muito importante:! o].es correspondem

às fronteiras das regiões canonícas definidas ela [2], qtn
sao as componentes. conexas do CQmP].omontar em relação à va

rtelàade do conjunto formado pe].as singularidades e pelos
pontos das pari.odad6s i.nvarlantes das selas.

Duas arestas de lm conltüto dlstlng\il

do9 \ma chegando a uma sela a outra partindo da mesma sola
são altas ag.s.PÊ.l.ada.a (q9s$.e conjmto). Assim sendo! n\an

Conjunto distinguido [ll j; kt 1] sao associadas as ares

tas [ Q k Q as arestas J e ].; num conjunto [i; J, k] são

a$$ociadas as arestas l 6 J e as arestas ia;k e nlm eon

Jlmto [l, m; n] são associadas as apostas l e n o as a s»
tas. m e n.

Nos oonlxmtos distinguidos também te

Elos 8 noção de .Ra.ERs; Ãa .a=gS&a.8 .âd.iaSan&Sa: nxm com lato

[[9 J; kt ].] sao adjacentes a$ arestas ie j) j e 1, 1 o
k) k e {; num conjunto ]í; 3) k] são adjacentes 3 e k o

mm eonllmto []., m; n] são adlacoQtos l Q m; como vemos) a
aresta Incídbnte na fonte num eonlwlto distingui.do do tipo

2 e a aposta incidente no .poço num conllmto distinguido do
tipo 3 não são levadas an consideração na noção de adjacen
cía de at'estas.

9 

Os conjuntos distinguidos têm uma in

terpreta~ão geom,triea muito importante: >eles correspondem 
. ' 

às fronteira~ das regiões canônicas definidas em [2], que 

sã~ as componentes. conexas do cQmplementar: em relação à va-

riepade do conjunto formado pelas singularidades e 

poqtos aas variedades invariantes das selas • 
.l 

pelos 

Duas arestas de um conjunto distingq,1 

do, uma chegando a uma sela e outra partindo da mesma 

são dl tas a,u_oc;t1das {~ess.e conjmto). Assim sendo, 
,·, '' ,, .-

crn~unto dtsting~ido [1·, j; k, 1] são associadas as 

tas 1 e k e as ~re~tas j e l; num conjunto [1; j, k J 
J 

sela 

num 

ares-
... 

sao 

&J$Ociadas as arestas 1 e j e as arestas 1 e'k e num con-
'"1 f ~ • 

j~to [1, m; nJ são associadas as arestas 1 e n e as ares-

tas. m e n. 
" , 

Nos conjuntos d~s:tinguidos tambem ·te ... 

mos a noção de parei "1il areustaf a43açeQt,3: num conjmto 

[1, j; k, 1] são adjacentes as arestas 1 e j, j e 1, l e 

k, k e 1; num conjunto [1; j, k] são adjacen,tes j e k e 

num conjunto [1, m; n] são adjacentes l em; como vemos, a 

aresta 1ncid.'9nte na fonte num c·onjunto distinguido do tipo 

2 e a aresta ~ncidenté no .P~º num conjunto distinguido do 
i 

tipo 3 não são levadas em consideração na noção de adjacên-

cia de arestas. 
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Os conjuntos distinguidos devolü sempre

ser oríehtadost significando esta orlont&ção quis em cada
vértice aé laa conjunto dIstInguIdo devemos ter xm sentido
de rotação bela definido onde as alta.8 .ad..iâÊan&&a do coR

!paço qtn são Incidentes nesse vértice; esta orientação ó
dadas assln+lando ela cada vértice da figura p].ana que
representa o conjunto dlstlnglaldo o sentido da rotação ao
redor dessa vértlca) de tal foóna que ela se realize abra»

vés da região de[[ni.fada po].as arestas do conjunto (nlw
eonlunto dIstInguIdo do tipo 2 (3) tal região é deUalta
da apenas pelas arestas que não Incidem na fonte (no poça)+

Isto eozrespanderás na varíedadol a lma rotação realizam »
dQ-s8 a'través d4 região canónica qtn dóu origem ao eonJxm»

to distinguido. Cano 8 rotação s6 onvo].verá as arestas ad»
3aeentess devem ser lgnoradass para efeito da oriontaçioga
atesta Incidente na fonte num conjwito do tipo 2 e a Inca
dente no poço nlm eonãlmto do tipo 3. exemplos do conltU.
tos ilístlnglü.dos orlantado$ :

i':

$:1 1

10 

Os conjuntos distinguidos devem sempre 

ser orientados, significando esta orientação que, em cada 

vértice de um conjunto d1st.1nguido devemos ter um sentido 

de rota9ão bem definido entre as ~.tu ad~açent11 do con 
,), .. , "" , 

3:Qn~o que sao incidentes nesse vertice; esta orientaçao e 

dada,. assinf.ltjl!ldo-se em cada.vértice da f'i~ura plana que 
., ' . i 

rep1"esenta o conjuntp distinguidó o sentido da rotação ao 

, "· 
redor dess,e vartice, de tal t'oiima que ela se realize atra-

, .. ( 
ves da regi.ao delimitada pelas ares.tas do conjunto num 

conjunto dist'1nguido do tipo 2 (3) ·tal região é del1a1ta-
i . .. .. 

da apenas pelas arestas que não incidem na fonte (no poço); 
,, 

1,tp corresponder,, na variedade, a úma rotação realizan -

4Ô-•• através da região canônica que déu origem ao conjun-
, 

d 

to distinguido. Co~o a :rotação só envolverá· as arestas ad-

jacent,s., devem ser ignoradas, para efeito da orientação,a 

aresta incidente na fonte num conjunto do tipo 2 e a 1nc1-

dent19 no poço num con4unto do tipo 3. Exemplos de conjt.11 
Jj ' 

tos disting.ui,dos ·orientado~: 
o( 

j 

i 

k 
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Como observação final. com re].ação a
oríontação9 notar quB9 fixado o sentido de rotação om

im dos vér+.,lceé de laa éonllnto dlstlng:ü.do9 automática
Dente fICa dado o sentido de rotação no$ outros várt4-eos

\Jtllizando o conceito de conjwlto a8.

tlnguldo e as noções ã. ole ltgadast definimos \m x=á:i
.aQ ÉI.a&lna3il.d.Q associado lm campo Xg como sendo ou o

gráf'eo «o de S2 (correspondente ao Campo an S2 quão tem

xxna tanto no polo norte e iw poÇO no polo sul) ou então

im gráfico G (X2) ãla\talento cala l corto ziÚaero de con
limbos distinga.dos tais qtB:.

GDe 1 = Toda aresta do G (Xg) per-
tence a exatamq:zlte dois eonjwltos distinguidos 9 eaa
oxeaêão da Ineldqpto na fcülto em lm conjunto dIstInguI
do do tipo 2 e da- 3.ncl.dente no poço ela lm conjunto dls»
tlnguldo do tipo 3s q\iq pertencem a laa so+

GD, 2 F A aresta Incidente na fonte
em qtnlqtnF eonjimto distinguido do tipo 2 á a Única 8

resta qtn Incide nessa fonte; o mogno ocorre eom a ares-
ta Incidente no poço em qxaalqulor conjunto dista.nguldo do

TIPO 3.

\.

GDp 3 n Sa' dois cozi3unt09 dlstl1lgill

11 

' Como observa~ão final com ;elação a 

orientação, n~~ar que, fixado o sen~ido de rotaqão em 
, ,-'f~ 

uo dos vertice~ de um éonjunto disting_u:1.do, automatica -

mente fica dado o senti,do de rotação nos outros vértices. 

U'f;;ili~ando o conceito de conjW1to d.11 
l 

t1ngu1do ~· as noções à. e1, ligadas, definim.os um crátt 
~-

.QQ ,U.§ttng~ associado r Unt campo Xg COr.10 sendo ou O 

gráfico ~w de s2 (corres~ondente ao campo em s2 que tem 

uma fonte no polo ll~:Ç,'ie e um poço n.~ polo sul) ou então 

um gráfico G (Xg) j~tamente com um certo número de con

juntos distinguidos tais quet. 
. ' 

.•. 

tenc• a exatamtt:nte dois conj.untos distinguidos, com 
! i 

excetão da inctle...nte pa tonté em~ conjunto distingui-
,,,_ - h ~, . , ~ 1 

do do ,1po 2 e da· in<ftdente no poço em um e onjunto dis-
"" ' ~ 

tinguido do tipo 3, q• pertencem a urn só. 
,fJ, 

%' 
·1'' 

GDg 2 r A aresta inciq,ente na fonte 
} ; . 

em qualquer conjUQ·to dist:Í.ng·uido do tipp 2 é a única a'!" 

resta que incide ne,$a foate; o mesmo ocorre com a ares

'ª incidente 1'º poço em qualquer conj~~o distinguido do 
,.,. , . 

e , 

tipo 3. 

GDg 3 - Se· <}ois conjunto, distingqJ. 
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dos tâm em comum 12n par do apostas associadas então ates
Coincidem.

GD. b o om um vértice !ncl.dom

vários eQn3unxuos dlstinguidost eles podem SQr escritos
en ordena eÍe].lca

Dll D2} ...? Dp-l9 Dp

onde Dt temi iaw aresta Comia:ü cona Di.] e outra cola D]+].

(OP+l : DI ) Do : OP) sendo estas arestas Ineldon'hs no

vártl.ee Ola calstdoração o adlae fitos lma à outra Golão a

.rüstas de Di. Aqui não davam sot consideradas as a es»
tas Irei.dentes na farte em xm conjunto do tipo 2 e no

poço em wi conlxnto do tipo 3.

GDa. 5 Conjuntos distinguidos ng

dom ser orientados coerozlte Boato) Isto át podem sor orl
enfados da ta]. forma que) elü cada vértices na sl.unção

deter.tta en GD:g bl a orientação de cada DI. Induz no sou
par de arestas adjacentes Incidentes no vértice, um sen»
tJ.do de rotação que é, o laosmo para i= 1) 2) ...l P.

Tendo em vista a Interpretação goozRR

trICa dos eoniuntos dí.stlnguldos) dado lm campo Xg sõ
há xgaa forlaa poé8Íy61 do associar a ele tw gráfico díg«

b

}

12 

dos têm em comum urn par de arestas associadas então eles 

co1nc1.dem. 

GDg 4 - ~ua.ndo em um vértice incidem 

v&rios conjuntos distinguidos, eles podem ser 

em ordem c!clica 

escritos 

on4:, D1 telll uma aresta comum com Di-l e outra com D1+1 

Cl>p+l = D1 , D0 = DP) sendo estas arestas incidentes no 
, .. ... 

vertice em consideraçao e adjacentes uma a outra como a-

.restas de D1. Aqui não devem ser consi<jleradas as ares

tas incidentes na fonte em um conjunto do tipo 2 e no 

poqo em w conjuPtO do tipo 3. 

GDg 5 - os COlljuntos distinguidos p.Q 

l' 
dem ser orientados coerentemente, isto é, podem ser ori-

entados de tal torma que, em cada vertice, na situaqão 

descr,~ ta em G!>g 4, a orientaçã:o de e.ada D1 induz no seu 

par de arestas adj.ac.entes incidentes no vértice, um sen

tido de rotagã·o qu~ & o mesmo para i = 1, 2, ••• , p. 
•'1 

Tendo em V:ista a int~rpretação geofflÍ 
j 

trica dos conjuntos distinguidos, ~ado um campo Xg 
, 

so 
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tlnguldos o qual seta denotado Gq' (Xg).
Para í].ustrar a noção do grár]c o d].2

tlnguldo vamos considerar o seguinte exemplo em Sz:

O gfafieo distinguido associado &
este Campo ten quatro con3wltos díst].nguldos! Eatõ;cg )

[b, d; o, f], Ca, d; e9 g] ê Íh; f) g] que estão podre'
sentados na figura seguinte con as suas orientações:

13 

tinguido, o qual serà denotado G* (Xg). 

Para ilustrar a noção de grái'ic o d~ 

tinguido vamos considerar o seguinte exemplo em s2: 

Oi 

O gráfico distinguido associado a 

este c•mpo t~m quatro conjuntos distinguidos: [a, b; e] , 

[b, d; e, r]~ [a, d; e, gJ e [h; r, gJ que estão repre

sentados na fig'ura seguinte com as suas orientações, 



zb

'<1 "'(2

H
ã a

q
©

?
(J.C

Notamos qual por oxemplol no vértice
C(l9 incidem tios eonjxmtos distingui.dos qln podola ser

escritos na ordem Cíclica [a, b; c] , [b, d; a) f] , 8

[e) d; e) gÜ } vorlfieando GDgb e que temos a$ rotaçoes
a-..-.b) b-..+d o d--- 8 verificando GDg 5. Anal.ogaa8nta se
pode verificar estas prop?iedades nos outros vértt.cas.

Dois campos X a Y em M2 sao .g9nl3aaõ

.agÜ quando existe \m holaoonaorfismo da M2 que ].ova as trlR

30t6rlas do X nas tralet6rlas de Y (X'vY).
Dais g?áfloos distingui.dos G+ (Xe)

o G4' (Y.) são ísomorfos qlmndo forem isomorfos como cotar

14 

Gí Oz ~ 
c 

Notemos que, por exemplo, no vértice 

o<1, incidem tres conjuntos dis~:tnguidos que podem ser 

escritos na ordem e{olica [a, b; ?] , [b, d; e, t] , e 

[a-, d; e, gJ , verificando GDg4 e que temos as rotações 

a-b, b--d e d--a verificando GDg 5. Analog~nte se 

pode Vérifi.car estas propriedádes nos outros vértices. 
' 

Dois campos X e Y em M2 são conjuga 
~ quando existe um homeomorfismo de M2 que leva as tr& 

jetórias de X nas trajetórias de Y (X rv Y). 

Dois gráficos distinguidos 

e G* (Yg) ... 1 sao somorf'os quando forem isomorfos como cem-
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p[oxos ce].azares or]entados9 devendo o ]somorfisno prosqE

var os conlualbos distinguidos (GI' (Xe) /v G'P (Ya)).

Um tewena Importante para & classtfl
Cação é o sega.nte!

T l
g

#X ...,v Y -i:-> G
g

(X ) r''x.r G'b (Y )g g

A demanstraçêo desta tooroma consiste
ftmdalaentalmento na definição do homoomorflsmo do M2 que

].eva as trajetorlas dó Xg nas de Yg e essa definição é
análoga à construção do hmoomorí'isco que á falta 8a [;ã,
razão peia qun]. este tooraaaa aão é demonstrado on [1].

Uma voz demonstrado este teorolüat o

problema de class.ifleaç.ão dos campos Xg se trazisforaa no
problema da classificação dos gráficos distinguidos

G'p (X.).
Rasta9 no azitantol unam polgtnta l.n»

portanto 8 sor respondldat $e caistrulrlüos lm gráfico dl.8

ttnguldo abstratamante) pode garantir que êle é o grá
óleo dtstlllguldo associado a algum caRDo ? Para respaD

der 8 esta pergxmta9 danos as seguintes definlçÕest

B.f
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plexos celulares orientados, devendo o isomorfismo prese 

var os conjuntos distinguidos (G* (Xg) rv G * (Yg)). 

Um teorema importante para a classifi 

caqão & o seguinte: 

T 1 : X ,v Y .~ o* (X ) N a* (Y ) 
g g g "C""."7' g g 

A. demonstraqijo deste teorema consiste 

fundamentalmente na definição do homeomorfismo de M2 que 

leva as trajetórias de Xg nas de Yg e essa detini~ão é 

an,loga à consti-ugão do homeomo.rfismo que é feita em [ 2], 

razão pela qual este teorema não é demonstrado em [1]. 
Uma vez demonstrado este teorema, o 

problema de class.ificaç.ão dos c~pos Xg se transf'orm.a no 

problema de classificação dos gr,fieos distinguidos 

G* (X
8

). 

Resta, no entant,;,, uma pergunta 111-
, 

portante a ser respondidat se construirmos um grafico d1Jl 
A , , 

tinguido abstratamente, pode-se garantir que ele e o gra-

tico dist1ngu1do associado a algum CaJDpo ? Para respo.D 
i,, 
it'· 

der a esta pergunta, damos as seguintes definições: 

lg - Ym aá::100 a11t1nguiflo 1bst;rato 
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/\. 8 im complexo Celular orientado unidínenstonal Cone

xot com verti.ces om Ues nÍveisl os do prítaeü'o nl.vel
Chamados fontes) os do segundo chalaados selas e os do
terceiro poçosl se11do as arestas o?contadas do xaaa fonte
para lma se].a ou de tzaa se].a para lw poços da tal torna
qtn am cada so].a haja duas arestas que chogan e deus
qin panela (a somente estas quatro), juitalüento con xm

Certo nÚimro do sld)eozl31mtos do /\a, dos tipos l9 2 e 3
3á coagtdorado.s) que serão os conitmtos distinguidos 8

que devem voríflear as condíçoes GDg l & GDg 5. O
gráfico .'<co fozuado apenas por lma aresta tambéaa será
considerado lm gráfico distingui.do abstrato. Po? oxe©

Plh o gráfico distinguido abstrato correspondente ao
exemplo dado anterlorlaanto sofá!

a'2
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/\ é um complexo celular orientado unidimensional cone
g 

xo, com vértices em tx-es n!veis, os do primeiro 
I 

nivel 

chamados fontes, os do segundo chamados selas e os do 

terceiro poços, sendo as arestas orientadas de uma f'onte 
j 

para uma sela ou q.e uma sela para um poço, de tal f'orma 

que em cada sela haja duas are~tas que chegam e duas 
' 71 

que partem (e somente estas·· quatro), juntamente com um 

certo número da subconjuntos de Â g, dos tipos 1, 2 e 3 
, ' ~ . 

ja considerados, que sei-ao os conjuntos distinguidos e 

que dev~m verificar às condições GDg 1 a GDg 5. O 

gráf'ico -o<W formado apenas por uma aresta tàmbém será 

consider~do um gráfico distinguido abstrato. Por exe.m 
, . . 

plo, o g_raf'ico dis~1ngu.1do abstrato corr•spondente ao 
, 

exemplo dado anteriormente sera: 

wl 
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Jimtalaento com os mognos conjuntos dista.nguidos Já etb8
dos.

2g - se P? q 6 s são raspoctivanan
to os números do fontes9 se].as Q poços da /l\gt o nixme

ro'l>' (Ag) : p - q + 9 Q chamado característica do Euler
de /\e.

3, gráfico dístlnglü.do abstrato

JAg O dito xâa].t.záxat em M2 se exista lm calado Xg am M2

tal qw G'P (Xg) = /\a'
O resultado Central demonstrado en

[1] é o seguinte:

rg z: /\g é wü.izávez om M2e'X(.Ag)='X(M2).

A demonstração deste teorelaa á feita

en [1] por meio de xma série da reduçoos qtm transformam

a raall.zabílldade da /\ a ala M2 na do «(o em S2.

Os teoremas ]. 8 2 transtornam o pro-

blema do ela.sslfícação da calüpos no problena de elassiCI

Cação dos gráficos didti1lgu]dos 8bsbatos, mas este ú].tl
mo prob].oma não oforeee nenhuma d]ficu].dado pois há taa

proeasso do decisão qln perníte Construir todos os gráfí
cog distinguidos abstratos.

17 

juntamente com os mesmos conjuntos distinguidos já cit.a 

dos. 

2g - Se p, q e s são respectivamen

te os ntin.eros de fontes, selas e poços de /\ g, o nume

ro 'X,( Âg) = p - q + s é chamado característica de Euler 

de Âg• 
3g - Um grtr1co distinguido abstrato 

/\ g & dito r9a,l;J.zúoJ. em M2 s.e existe um eamp-0 Xg em M2 

tal que G* (Xg) = /\ ~· 
1 

O resu1tado central demonstrado em 

[1] é o seguinte: 

Tg 2: /\ g é realizável em M2 # X ( Ag)= 'X(M2). 

A demonstração deste teorema & teita 

em [~] por meio de urna série de. requções que transformam 

a realizabilidade de A g em M2 na. do o< w em s2• · 

Os tao~amas 1 e 2 transformam o pro

blema de cla,ssiticação dcs campos no problema de classitJ. 

·cac;ão dos griticos distinguidos '-bstratos, mas este Últi

mo problema não oferece nenhuma di-ficuldade pois há· um 

processo de decisão qúe permite. cónstrui~ todos os gráti-
, 

cos distinguidos abstratos. 
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Vamos mostrar agora corso podo s8r tr.ã

fado o caso om que l-Í'' é .QxlBD&álgl9 Iras o campo X pode

ter Órbitas fechadas hiperbólicas; mais precisamente) tra
ta»se do c].assiflcar campos om. que:

#

1 - as s3.ngularl.dados 8 as Órbitas ílg

chadâs são todas hiporb6].loas (o portanto s6 há um nÚme=

ro fInIto palas).

4

$

2 não há tralat6rias conectando se
].as.

3 junto « limite ({o - lÍBIa,

ta) de qua].quer Ua50t6rla ou á formado por lma slngularí
dado ou é uma Órbita fechada.

Associamos a testes campos gráficos qa

flnldos de maneira s,omolhünto &o$ gráficos G (Xe,) nos
quais aparecer" tambán vértices do tipo « L correspondentes

a Órbitas fachadas que sao fonbeÉ Q do tipo w't correspon-

dentes 8 Órbitas fachadas qln são poç;os. Os gráficos co

nexos obtidos satisfazem as propriedades Grg 1} 2 o 3 com

re].anão as arestas qxn não iBcídela em lm «l ou em lm

w 1. Ela re].anão a estas navo$ vertíees á preciso acroscqD

tar a seguinte probrí.edadei

18 

Vamos mostrar agora corto pode ser tr.1, 

tado o caso em que 1-f é gr;lentável., mas o campo X pode . . . 

ter Órbitas fechadas hiperbólicas; mais precisamente, tra

ta-se de classificar campos em que: 

l - as singularidades e as Órbitas t.a 
l 

chadas são todas hiperbólicas (e portanto só há um núme-

ro finito delas). 

2 - não há trajetórias cone,ctando se-

las. 

3 - O conjunto « - limite ( w - 11D\i 

te) de qualquer trajetória ou• formado por uma singulari

dade ou é uma Órbita fechada. 

. , 
Assooiamo.s a. estes campos grafices d.a 

finidos de maneira s.emelha,nte aos· gráficos G (Xg) nos 

quais aparecein também v,rtice,s do tipo o< 1 correspondentes 
, - l a orbitas fechada$ que sao fontes, e do tipo w correspon-,. . 

dentes a Órbitas fechadas que são poç,os. Os gráficos co

nexos obtidos satisfazem as propriedades Grg 1, 2 e 3 com 

relação às arestas que não incidem em um o< 1 ou em um 
1 -e, ... ., , 

w • ;l;l,fm ~~a~ào a este,a novo,s vertices e preciso acresce.n 

tar a seg·uinte proprj.edade: 
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Gr h pode haver apostas de um

« ]' para \m a' ] lm w ou um col Q tangem de um « para \m

a ]'; se ha duas apostas entra um «l e \m ul'9 entãotH.
ta campo no toro Tz que nao possuí outras singela
rldades ou órbitas fachadas a não SQr o « ]. 8 0 iol em

questão.

Verifica ainda que!

l - lma aresta o('L w'L significa quo9

em M2t « l é ü l ].!matam \m anal e que toda tra3at6ría
Contida bossa anel esplrala s6 de - 'L para 'J'.

2 sta « 'tb significa que)

em M2t « ] lImIta um disco) soado w a Úlíca slngularlda»
do no sau Intorlor Q qxw boda tpajot6rla contida nesse
disco ospira].a se de « l para w ; analogamente para lxüa

aresta

3 M2 e orientávo].t as cln'
vas fachadas om Mz possuoh dois lados; as apostas Incidq}
tos eua um«x (wl) podem sor divididas am dois grupos
correspondentes à ihcidêncla em cada um dos lados da 6z

bitax::faca)àda na vat'ladad ; a cuirva«l (wl) deseonacta }P

19 

, Gr 4 ~ p9de haver arestas de um 

0< 
1 para um cr- , um w ou um w l e ta:nbém de um r:t para um 

~ 1 ; se há duas arestas efit]."e um o<. 1 e um w
1 , então tJzl 

ta-se do campo n-o toro T2 que não possui outras singula

ridades ou Órbitas fechada~ a não ser o « 1 e o w
1 em 

questão. 

Verifica-se ainda que: 

l - uma aresta (X 
1 w 1 significa que, 

em M2, o<: 1 e w 1 limitam um anel e que toda trajetória 

contida nesse anel espirala-sa de ~ 1 para w 1 • 

2 - uma aresta °' 1 w significa que, 

em M2, o< 1 limita um disco, sendo w a única singularida

de no seu interior. e que toda tr:;ajetória contida nesse 

disco espirala~$e de C><. 1 para w ; analogamente para uma 

aresta « w 1• 

3·- como M2 é orientá7e1, as cur -

vas fechad,a:s elll M2 possuem. dois laijos; .~s arestas incid~ 

tes em um « 1 ( w1) podem ser divid.1das em dois grupos, 

cor]."espo~~entes à inc.idência em cada um dos lados da Ó.lo 

bita\ fee~a na variettade; a curva« 1 ( w 
1) desconecta li-



se e soante sel rota.rondo do gráfico as afastas (sam

os vértices) do cada lm dos dois grupos ci.fados (mantem

do do outro)i obt ] se ian novo gráfico desconexos

Oofinlnos tambéla canjwltog distla

guídoss corrospondõntos as fronteiras das Componentes qÊ
coxas do complementar om relação a variedade do conjtm»
to formado patas s]ngu].ap]dades} pe].os pontos das Ór]3Ú

tas fechadas e pa].os pontos das variedades invari.antes
das solas. relemos então:

a) conjuntos distinguidos dos ti
pos 1) 2 e 3 0nde9 eventual.mentor o c< ou o o ou ambos

foram substituídos) rospoctívamonto! por xale « L ou lm

b) conjlmtos dj.stinguldos reduxzidos

a lm& Única aposta okl'co, «wl ou o<.luÃ.

As c3.nco propriedades da deflní

ção de gráfICo distinguido sofram as seguintes nodlft
eaçoBs:

pos 2 Q 3.

20 

se e somente se, retirando-se do gráfico as arestas (sem 

os vértices) de· cada um dos dois grupos citados (manten

do-se as do outro), obtem-se um novo gráfico desconexo. 

Definimos também conjuntos distin-
\., 

1 • ' ' 

guidos, correspondentes as fronteiras das componentes CJ2 

... ' n,xas do complementar em re1a.çao a variedade do conjun-
, 

to formado pelas singularidades, pelos pontos das orb1 

tas fecpadas e ~ios pontos das variedades invariantes 

das selas. Teremos então: 

a) conjuntos distinguidos dos ti

pos 1, 2 e :; onde, eventualmente, o o<. ou o w ou amb.os 

f'oram substituidos, respectivamente, por um o< 1 ou um 

wl. 

b) conjuntos distinguidos reduzidos 

a uma única aresta o<..1w, 0<. w1 ou o<. 1w1. 

As cinco propriedades da 'defini

ção de gráfico distinguido sofrem as seguintes moditi-
... 

caçoes: 

GD 1 - incluir todos os novos ti-

pos 2 e :;. 
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GD 2 = tnc].ulr o tipo 2 Qm que a w

foi substltuj.do por.um wl a Q tIpO 3 em que o«foi sullg

tituído por uin « ; não se deve Incluir aqui o tipo 2
em que o « foi substituído por um '<J" pois podem ocorrer
outras apostas incidentes nesse «. xl Correspondentes ao
outro lado da curva fachada na variedade; pa].o mesmo

laotlvot aãQ se deva Incluir o tipo 3 am que o Q fol
substituído por um cü l.

GD 3 = som modifl.caçbas

GD b conjuntos distinguidos íncl»

dentes Qm um «]- ( {.o 1) tambor podem ser divididos om

dois grupos9 cm'?ospondantos a incídancía om cada ia=!i dog
lados da Órbita fachada na variedade (ana].ogamente ao que

Já foi feito para as afastas) o então em lm vértice
« ]( w ]') a ordem cÍc].!ca devo $ar tomada separadanonto

para cada wa desses dois grupos de conjwitos distingui

dos (d8 acordo com GDg b) se precisamos ordenar ua das

sos grupos sg ela for formado por mais da um conjlmto

dist.!neuido).

#

G.D 5 roseentar qual on ID.a véptl

ce « ] ( w 1), na situação descrita am GO h, a vorl.fica
ção da igual.dado dos sentidos de rotação das afastas íljd..
alentos nesse vartíca também deve sor falta separadamente
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GD 2 - incluir o t.ipo 2 em qu.e o w 

foi substituido por, um w 1 e o tipo 3 em que o o< foi sub.i 

tituido por um oe 1 ; nio se - d,ve incluir aqui o tipo 2 

em que o o<. foi substituido p,or um o< 1 pois podem ocorrer 

outras arestas incidentes nesse o<. 1 , correspondentes ao 

outro lado da curva fechada na variedade; pelo mesmo 

motivo, ~ se deve incluir o ti.po 3 em que o "-l foi 

substituido por um wl. 

GD 3 - sem modificações 

GD 4 - o~ conju:1tos distinguidos inci-

deptes em um « 1 ( w 1 ) também podem ser divididos em 

; : ' ,,,. 
,dois grupos, e Ol.'l'éspondentes a ineidencia. em cada. um dos 

J . . 

/ lados d~ 6rbita fechada na variedad~ (analogamente ao que 

jà :foi feito para as arestas) e então em um vértice 

« 1 ( w 1) a ordem e!elica deve ser tomada separadamen~ 

para eada um desses dois grupos de conjuntos distingut

do~ (de acordo com ODg 4, só p:recisamos ordenar uin des

ses grupos se ele for formado por mais de um conjunto 

dist_inRuido). 

GD 5 - acrescentar que, em um vérti

ce o< 1 ( w 1), na sit~ção descrita em GD 4, a verifie.1, 

gão qa igualdade dos sentidos de rotação das arestas 1n:;1 
\ 

gentés ness'e vértice também deve ser feita separadamente 



para os dois grupos d6 arestas9 exigindo se) porelb que
osso sentido sala o nosso nos dois grupos.

O TI Continua verdadeiro cona as. mos

mas dofinlçBes do Campos conjugados o gráficos dlsttngt41

dos lsoDaorfos; novanonta a demonstração não e dada om

[].] pois e aná].oga a qt» é feita om [2je
Definindo-se tambbém neste caso gráfl»

eo di.stínguido abstrato (co].orando os «l no mesmo nÍva].
dos « o as ül no dos o ) o Considerando as mesmas no-

ções de ca=actori.stioa do Euler (as órbitas fechadas não
Influem) 8 de gráfico di.st]ngu]do abstrato real.lzável) o

T2 Contínua válido) como 6 demonstrado em [:1]) o qi» to.E
mina a c].asse.f]cação destas campos.

Vamos e:iamlnar agora o Caso om que
M2 BaÊ e oríentávo]. e o campo..B99.. possuí orbltas fec1lA

das. Considerando o seguinte exanplo no plano prolotivo
p2.:l
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, 
para os dois grupos de arestas, exigindo-se, porem, que 

esse sentido seja o mesmo nos dois grupos. 

O Tl continua verdadeiro com as mes

mas definições de campos co~jugados e gr'ficos distinguj. 
... ... , 

dos isomorfos; novamente a demonstraçao nao e dada em 

[ 1 J pois é análoga à que , feita em [ 2 ]. 

Definindo-se também neste caso gráfi• 

co distinguido abstrato (colocando os';>( 1 no mesmo n!vel 

dos 0< e os f.A.i 
1 no dos w ) e considerando as mesmas n~ 

qões de caracteristica de Euler (as 6rbi tas fechadas não 

influem) e de gráfico distinguido abstrato realizável, o 

TZ continua válido, como, demonstrado em [1], o que te~ 

mina a classificação destes campos. 

Vamos examinar agora o caso em que 
2 , , . .. , 

M w, e orientavel e o campo ..!ll.Q.. possui orbitas :f'ecb& 

da•• Considerando o seguinte exemplo no plano projetivo 
p2: ,. 

d 
w 

d 
a b a 

d 



no qual o campo tem apenas tios s]ngu].arldades! lm c'< l
ian ç' e lm a-) e levando em conta a i.nterpretação goo+

métrtea dos çon3untos dlstínguidost vemos qln e neeoss8.

rlo Introduzir lm novo tipo de conjunto disçinguldot o

TIPO &:

Êste tipo do conllmto distinguido p9
do sor obtido do tiDO l Identificando sa as duas solas
o por Isso lerá rêprosentado can a mesma notação. No

exelap[.a dado no p].ano projetlvo9 o gráfico di.stíngul»
do assoelado possui. apenas dois conjuntos dlstinguJ.post
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no qual o campo tem apenas tres singularidades: um o<. , 

um v e um w e levando em conta a interpretação geo-
, , , 

metrica dos Qonjuntos distinguidos, vemos que ·e necess.1, 

rio introduzir um novo tipo de conjunto distinguido, o 

tipo 4: 

a b 

e d 

w 

~ste tipo de conjun~o distingµt.do PJ! 

de ser obtido do tipo l identificando-se as duas selas 

e por isso se.rá representado cotn a mesma notação. No 
, . 

exempl.o dado no plano pr~.3etivo, ;0 gráfico distingui-

do associado possui apenas dois conjuntos distinguidos, 
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ambos do tipo b: [a) b; c) d] o [a) b; dS c] ..

As propriedades GDg ]. e 2 contlnuan vá
lidas SQm nonhxma alteração; a GDE,, 3 tanbéml ressaltando
se no entanto qun no conjunto distinguido [a9 b; ct lg ü
tipo bt sao associadas apenas as arestas a o c e as arosn

tas b o d; a propriedade GDg b continua válida desde qln}
num vertlco çr om que Incida lm conjunto dlsÉlnguldo do
tipo bt orbe possa aparecer duas vazas na ozdon eÍe].]
ca ao redor desse vértice e observando também que no

con3imto dá.stinguldo [&) b; ct a] do tiPO b são Bala»
contes apertas a$ apostas a o b) b e d) d e c) c e a. Para
1].ustrar esta laodificação en GDg b conslderonos o seguín-
to exomp].o9 ainda am P2:
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ambos do tipo 4: [a, b; c, d] e [a, b; d, e],~ 

As propriedades GDg 1 e 2 continuam VÁ 

lidas sem nenhuma alteração; a GDg 3 também, ressaltando

se no entanto que no conjunto distinguido [a, b;' e, ~ do 

tipo 4, são associadas apenas as arestas a e e e as ares

tas b e d; a propriedade GDg 4 continua válida desde que, 

num vértice cr' em que incida um conjunto distinguido do 

tipo 4, este possa aparecer duas vezes na ordem cícli

ca ao redor desse vértice e observando-se também que no 

conjunto d!st1ngu1do [ a, b; e, ~l do tipo 4 são adja-

centes apenas as arestas a e b, b e d, d e c, c e a. Para 

ilustrar esta modificação em GDg 4 consideremos o seguin

te exemplo, ainda em p2: 

a e( b a 

d 
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A ordem cíclica dos conjlmtos dístlngi41

dos ao redor do al e a segui.nte: ja! b; c9 (iÜ9 bb) f;clha9

Ba, b; cl (q) [a) e; d, hJ. A propriedade GOg S.gãg. tem
signiln[cado qualadc' M2 nã0 6 0rientáve]. po].s os Conjuntos

do tioo Ü .gã2 podem ser orientados.
Definindo-se gráfico dlstl.nguído abbsn

trato ].3vando en conta as modiflcacbas Introduzidas nas

propriedades quõ earactarízam os gráficos distingulãos! os
teoremas ]. e 2 continuam verdadeiros (Et]) .

inínalnentol em vista dos casos já esta
dados, toxina SQ fácil esttd.ar os campos .Q.Qn Órbitas fa
chapas em variedades M2 .Da.Q orlontávels. Apenas salienta

mos que) tendo em vista a não oriõhtabi].Idade do Mc9 podem

ocorrer orlD]t&s fachadas eom ânoD8$ um ].adoi todos os con

3lmtos dá.stínguldos incidentes em wn vértice corresponder

to a waa ta]. 6tbíta.doVon ser colocados em ordem cÍclIca,
deixando do exIstIr a divlÉãb em dois grupos9 pois a curva
s6 têfa um lado.
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A ordem ciclica dos conjuntos distingtü,. 

dos ao redor de <r1 é a segui::ite: [ a, b; e, aJ, (p, f;c,h], 

~, b; e, d], [a, e; d, h]. A propriedade GDg 5 não tem 

significado qu~ndo M2 não é orientável pois os conjuntos 

do tioo 4 ~. podam ser orientados. 

Definindo-se gráfico distinguido abs

trato l9vando em conta às modifica~ões introduzidas nas 

propriedades quê c~r~cterizam os gráficos distingui1os, os 

· teoremas l e 2 continuam verdadeiros <[1]). 
final~ente; em vista dos casos jà estu

dados, tor.11a..;s.e, tác11· estudar os· campos ~ Órbitas te-
- .• . . .' . ' '. t~. J. 

chadas em·varied.~des M2 lW2 orientáveis. Apenas salient.a 

mos que, tend~enivista a não orientabilidade de M2, podem 

ocorrer prhitas f.êchadas com· anenas· um lados todos os con-
. . . . . . , 

juntos distinguidos incidentes em um vertice corresponden-
. . 

te. a ur.1a ·tal Ó;rb:tta .:devem ser colocados em ordem cíclica, 

deixando.de existir a divisã;0 ~m dois grupos, pois a curva 

s6 tem urn lado. 



S 2e - WFINIÇÃO DOS alalaNTos QUASE-aE

NÉR100S: $1NGULÂRIDAll®S9 ÓnBI,

TAS FEC]UDA$ E CONEXÕES DE SE-

LAS. CALDOS QUASE-GENÉRICOS.
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§ 2Q - DEFINIÇÃO DOS EI.3MENTOS ~UASE-Gj 

~ICOS: SINGULARIDADES, ÔRBl 

TAS FECHADAS E CONEXOES DE SE

LAS. CAMPOS QUASE-GENJfRicos. 
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]. inição do singularidade quase

generi.ca do tipo se].a-no.

Em [3] 9 pg 18-lg ) encontramos a do

fin[ção do lma s]ngu]aridade do tipo se].a n61 dado xm

campo X de crassa Cr9 r 3'29 am Mz} XDaa singu].arldade p
do X é dita ima so].a-nÓt se a derivada da X no ponto pt

U(o} tem lm único valor próprio nu].o. Além dlsso9 sen
do v]. o vedor .proPi'ío associado ao va].or propío nulo e

v2 o vetou próprio associado ao valor próprio nao nu].ol
exige que .a sêguxlda derivada de X no ponto p a na dl

ração de v] t tenha pr03oçao sobro v]. para]a].a a v2
nao nuca. Dependendo do sína] do va].OI próprio nao nu].o9

poder'eras tol unia sola nte ou toma sal-a=poço. Da dofii\l

ção acima resu].ta a seguinte confíg\nação para as trajo
toro.as do X nas vizinhanças do \wa sela

sal-aüpoço SQ].a

ZT 

1 - Definição de singularidade quase

genérica do tipo sela-nó. 

Em [ 3 J , pg 18-19 , encontramos a de

finição de uma singularidade do tipo sela nó: dado um 

campo X de classe cr, r ~2, em M2, uma singularidade p 

de X é dita uma sela~nó, se a derivada de X no ponto P, 

DXp, tem um único valor próprio nulo. Além disso, sen

do v1 o vetor '-PrÓp1•io associado ao valor prÓpio nulo e 
. ·,. , ... 

v2 o vetor proprio associado ao valor proprio nao nulo, 

exige-se que ,a segunda derivada de X no ponto pena di• 

ração de v1 , tenha projeção sobre v1 paralela a v2 

não nula. Dependendo do sinal do valor próprio não nulo, 

poderemos te.r uma sela-fonte ·ou uma sela-poço. Da defit\1 

ção acima resulta a seguinte configuração para as traje-
, , 

torias de X nas vizinhanças de uma sela-no: 

\ 
t 

sela.;..poço sela-fonte 
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[fotemos que a variedade estável, de

lma se]a-poço Q bídimansiona]. Q com bordo Q qu0 8 Instá
vo[ é un]d]mens]ona]. Q com bordo. Dua].]aonte para 8 seca

-fonte.

2 1nlçãó de singularidade quase
genérica do tipo foco

A definição do xzna singularidade do

tipo foco oito encontra $o eaa [3g9 pg 3z
dalüontel trata de uma singu].arídade p de \m campo X
do c]asso Cr, r a b, em M2, ta]. que a derivada do X no

ponto p9 DXPI tom traço a' s: o Q dot8rmlnanto 6)''O (Is-
to acarreta que o$ va]ores propr]os de ])üçln são ImagínáH

rios pu2ros). Oe ac:rdo com [3] é possível doNnír una
transforznção de Poincaré g : lo --- i, onde loC l sao
arcos gemi transversais ao campo 6 cola extremos

S(x)

28 

Notemos que a variedade estável de 
, , 

uma sela-poço e bidimensional e com bordo e que a insta-
, 

vel e 1.midimensional a com bordo. Dualmente para a sela 

-fonte. 

2 - Definiçãô de singularidade quase-
, 

generica do tipo f.oc°""'composto. 

A definição de uma singularidade do 

tipo foco-compo,to encontra-se em [3], pg 32-33• ResUD\1 

damente, trata-~e de uma singularidade p de um campo X 
i 

de classe cr, r !~ A, em M2 , tal que a derivada de X no 

ponto p, DXP' tem traço <r = O e determinante À 7 o ( is

to acarreta que os valores pr6prios de ~ são imaginá

rios puros). De acÔrdo com [3] é poss!vel definir uma 

transformação d~ Poincaré ~· : I 0 - I, onde I
0 

e I 
,.. 

sao 

arcos semi-abertos transversais ao campo e com extremos 

em p: 

I 

p 
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Bxigo=se ainda na definição qua

Ç t3) (n) 7é O. Dependendo do sinal do ? (3) (p) p04R

mos ter xaa foconeomposto estave], ou instável. Da defíi13.

ção aclmat resulta a soguínte confia\nação para as t?a
JotÓrías de X nas vizinhanças de xm foco osso:

ostávot instável.
3 flnlç.ão de conexão de solas

quase-ganertca.
/

tina conaxao de se].as é uma tralot6d.a

do \w campo X de c].asse Gr) r :3. 21 em M2) cujo con31tD

to -< i.Dita é formado por lwa sola ou lma sela

im$mo acontecendo ean o c') ta) não sendo essa txa.

Jot6ria intorlor à variedade ]nvar]ante bidimensional. da

s8].a e Assim senão! nos exemplos seguintes .nãQ tomos

conexões de solas ( a'a indica \ma sola-moço)!
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Exige-se ainda na definição que 

f (3) (p)-/: o. Dependendo do sinal de f <3) (p) pod.l, 
. , , D 

mos ter um r~o-composto estavel ou instavel. a definj., 

qão acim~, resulta a seguinte configuração para as tra

jetórias de ·1;: nas vizinhanças de um foco-composto: 

\ 

" .· astavel· 

quase-genérica •. 

instável 

3 - Definição de conexão de selas 

Um 
- , , 

a cone-xao de selas e uma trajetor.ta 

de um campo X de classe or, r ~ 2, em 1-{2, cujo conjl.Ul 
, ·. , 

to o( -limite e formado p.or uma sela ou uma sela-no, o 

mesmo acontecendo cpm o w -limite, não sendo essa tr.a 
, ., 

j~toria inter•ior a varie<iade invariante bidimensional da 

sela--ná. Assim sendo, nos e:x:emplos seguintes .Di,g temos 

conexões de selas C cr'CA; indica uma sela-T)oço): 
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Uha conexão do se].as é dita .gjiê:89:gs.-

.aézJ:aB se colecta duas SQ].as diferentes ou se auto-cau.

ta tona Üzlea s;ela p 8 0 traço da aplicação DXP não e nu.
lo.

3xe:mp]os dõ coaox.Õas de se].a quasowgB

nérlcas:

traço ok«< o

/'

traç. DXa.. >' '

wl 

1 
;' 

o(l 
e;-

--!'! 

(J"W 

O( 
-:i: .,, 

~2 

o(2 

0-(4} 

O( 1 o( 2 

O( 4 

Uma conexão de selas ~ dita sum:;e-ge
k-, 

nerica se conecta duas selas diferentes ou se auto-cCl'lll 
. ,o,·,:-;-, 

ta uma única s~ela p e o traço da. aplicação D¾ não é nu
t 

3xe·mplos de conexões de sela quase-u 
, 

nericas: 

. 

_J:a: . . .) 

~tr 
traço DXO" ,. O 



31

Exemplos de conexões de selas que .aãa
são quaso=genérícas:

Definição de Órbitas fechadas
quase gonéri.cas.

A definição de tma 8rbt.ta fechada

quase enerlca encontra [3js pg 6-7 . Resumídalüon»

tos trata d'e tma Órbita fechada àR do um campo X de
c].asse Cr, r =z 39 Qm M29 ta]. que) para a transfortqâ
ção de Poincará 'R'' : ].--- ]], onde ]oC ]l são arcos a

hortos transversais a X por lm ponho pe: 8t ) tenhamos:

,Ü'(p) = le 'R'(Z)(p).#O .u 'r(p) :-l o(n'2)(p)#O

O prllneílo caso .corresponde a una cxR.

va con dois ].idos que é orbíta]iaenta semí távo].t isto

31 

~ N 

Exemplos de eonexoes de selas que Jli.Q. 

são quase•genéricas: 

(J' 

., 
quase-generieas. 

4 - Definiçã:o de Órbitas fechadas 

A def'iniç.ão de uma Órbita fechada 

quase-genéri?a encontra-se em [3 J, pg 6-7 • Resumidamen

te, trata-se d'e uma Órbita fechada f de um campo X de 

classe cr, r ~ 3, em M2 , tal que, para a transfornm 

ção de Poincaré 1r' : !
0
-- I, onde I 0 C I são arcos a

bertos transversais a X por um ponto pE f , tenhamos: 

O primeil'o caso 
1
eorresponde a uma Cl.1%, 

va com dois lados qu,e é orbitalnenta semi-estáve1, isto 
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á ostávõl do um dos ]ados e instave]. do outro!

6rbtta semí-estável
O segundo Caso eõrresponde a lma CRIE

va eaa aDoRas xlÚ ].ado (qulB portanto s6 pode ocorrer qtqD

do }P não é oríentávet) e qw é ]nstáve] ou ostávo].9

dependendo do sinal. do ( 'Ü' 2) J (p).

5 » Campos quase nárícos.
Nesta secção daronos apenas lma l

adia Intuitiva do qtn sela. iaa Campo q18ase»genérleol aql
Bando as deílt içBõs para o$ parágrafos seguintes. Tra»

tan7so do leampos on M21 ql» dtferaa dos ostrutlualnezito
estai.o]s apenas. oa lua det&].ho: é perlaitida a preson-

e].alaanto quase+:genérico. Â importância
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&, estável de ~ dos lados e instável de outro: 

/ 

Órbita semi-estável 
· o segundo caso e brres ponde a uma cqc 

va com apjjlnas "1- lado (que ,portanto só pode ocorrer qt19iD 

do ti- não. é orientável) e que é instável ou est,vel, 

dependendo do sinal de ( 1r 2 ) <3> (p). 

5 - Campos quase~genéricos. 

Nesta s,oção daremos apenas uma 1-
, " , 

dfl,a 1ntui'f:1va do que seja .. um· campo quase-generico, deJ. 
:t K '. . 

"'.'' tt 1. . . I 

xando as dpti~tg:ões para os paragrafos seguintes. Tra-. . ,/ 

tam1se de ~am~bs em M2 , <1;ue difereltl: dos estruturalmente 
,, \:,,_ 

estáv.eis apen~" _ ea Uttt detalhe: é permitida a presen-

qa de w,. e um s·ó elemento qiiase-,;geil,rico. A importância 
' 1 



do estudo de tais ealapos e devida aos resultados obtl

.o, em [3].

, 
do e~t\ido d$· :tais c.ampos e devida aos resultados obti-

dos em[3]." 



$ y - CLASSIFICAÇÃOI EM VXR13DA:)E$ ORI

ENTÁVBIS, D0$ CA}P0$ QuaSE

CO$ Golf ®a SELA-N6 3 SEM ÓRBITAS

FECHADAS .
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§ ~ - CLASSIFICAÇlO, EM Và:."illDA::lES ORI

ENTjVEIS, DOS CAMPOS ~UASE-GEI®il 

COS COM UMA SELA- NÓ 3 SEM ÕRBITAS 



Nesta parágrafo vamos fazer a c].asql
ficarão dos campos quase idos em que o elamonte

quase gangrico é do tipo sela 6. Vamos estudar apenas

o caÉoda so].a-poço (que safa reprosantada por o'óo)) 3á
que o da saia fonte á dua]. 6 aná].ogo. Supozldo g:Ma
3ázgtl vamos estudar os campos X do classe Cr (r>- 2)
q-tn .nãe agÊ93igB .êxhtkaa .ÊggbaãâÂ o nos quais :

]. una 8 1ma s6 singularidade do

TIPO se]a=poço; as doma]s síngu].armados são todas hl
perb6llcas (o portanto s6 há lm nÚa ro finito delas);

2 não há traletÓrlas conectando

so].a3;

3 0 conjunto -( 8 (o -llM.te)
de qualquer tra3et6rla é forlaado por xma singlüarldado.

'Fal.s campos serão decotados por

'b 6'ai +

A laa campos X a,u assoeialaos lm g31:á

fico G (X a,o ) definido de manalra selüalhazlte aos grálX
eos G (XP) oaa as segui.ates rQssa].va3 para a sela
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Neste pãrágraf'o vamos fazer a classJ. 

ticaQão dos campos quase-genéricos em que o elemente 

quase-gen~rieo é do tipo sela-nó. Vamos estudar apenas 

o câsoda sela-poço (que será representada por crw), já 

que o. da sela fonte , dual e análogo. Supondo M2 u11n

távpl, vamos estudar os campos X de classe cr ( r ~ 2) 

que lW2 ;gpssugm órbitas ~§&Àft9&D e nos quais: 

1 - há ur.ia e um.a só singularidade de 

tipo sela-poço; as demais singularidades são todas hi

perbólicas (e portanto só há um número finito delas); 

2 - não há trajetórias conectando 

selas; 

3 - o conjunto o<.-limite (w -limite) 
, , 

de qualquer trajetoria e formado por uma singularidade. 

Tais campos serão denotados por 

X G'W. 

A um campos X a-'W associamos um gr.Í 

fico G (X o-w) deti~1do de maneira semelhante aos gráf1 

eos G (Xg) com as seguintes ressalvas para a sela-poc;o: 
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a singularidade deve ser conql

dotada com dois conportanontos d]sttntos: ora somos.cante

ao de waa se].a9 onda 'J$ (c'«)) - {a'n.} tela duas eotaponen-

tes conexas (eorraspondentes ao bordo do I'J$ ( ç'n ) como

so].a ) Q ''u (a'«.; ) - {a'J} apenas cena, ora se

[hanta a w] poço cuja variedade estável. Q o interior de
W$ ( a'w ). Assim sendo) é poss1lvel a seguinte situação!

..#

noto que }lá xxw aresta k ligando 'q. a cra embora

exista a" ta]. qtn 1. -< aeaüo) o qtao não podia acontecer
nos gráficos G (Xe). Isto ocoxvo pois k Incide om o-úo q2
mo tiso].&n o 3 GOlãO "poço". Para ofolto de referencia c1lâ.

narala09 as ar08tas qun ehogan a a'õo como tls8l8" do a
festas bordo (pois Correspondam ao bordo de w$ ( a'm )) o

aa arestas que chegam a
.Z2.êZaZ (pois eãbão eontldas ao btori.or do Ws ( a-co )).

a"&J Q01a0 tipoçeit de
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a - esta singularidade deve ser consJ. 

derada com dois co~portamentos distintos: ora semelhante 

ao de uma sela, onde 1.1 8 
( o-w) - { c:rw J tem duas componen

tes conexas ( correspondentes ao bordo de ws ( <r w ) como 

sela-ooço) e ~:!u (<:rw) - {<rw} apenas ma, ora seme-
, , 

lhante a Utl ·poço cuja variedade estavel e o interior de 

ws ( -:rw ). Assim sendo, é possível a seguinte situa~ão: 

, 
note-se q_ue há unia arest.a k ligando ~ a o-w embora 

exista O" tal que °1. ~ <r~ o-w, o que não podia acontecer 

nos gràficos G (Xg) •. Isto ocorre pois k incide em O-<AJ C.Q 

A 

mo "selan e 3 c,omo 11poço" • Para efeito de referencia eh& 

maremos as arestas que chegam a 0-'4) como t•selatt de a

restas bordo (pois c()?'réspondem ao bordo de W8 ( O"'Gv ) ) e 

aa arestas que chégam a <re.J o.omo npoçe" de aresta§ 2.n:te 

r19r1~ (pois estio contidas nó interior de W8 ( crw )). 
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É claro que de a'úo s6 parte \ma arostq Correspondente a
Wu ( ç"ú ). Do qtw fo] d3.to cones.uo=se qlB cada sala eon

trl.btn para o gráfico eon qlutro arestasl Golão nos calados

X,s o que a sela Contribua con tres9 sazldo estas a$
Únicas arestas present03 em G (X r., ).

b » outra partlcularldada devida à
presença da SQ].a oçol e que na =o].anão x :e y defini-
da no conllarito ..(').., (X q-a) das singularidades de X .TW t
9 possível. ocorrer aa < aüo zlão trlvlalnontot já que a
traletória

xma Cone)cã.o de selas; Isto corresponderá a ocorrem

c[a de lm ].aço no gráfico: é. a Úni.ea poss]b]].idade da to]
mos lma aposta lmlndo xm vértice x a lm vartlce y eom

x B y. Dizem08 qtB q"we a'u não trlvíalmento pols9 nos

campos Xet x € x pois Wu (x) /"'\ \fs (x) = {x} 9 ao passo

qw aqui.t no exõmp].o eonslderado9 VJu(a'J)n Ws(FO)=Wu(5w).
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g claro que de O"'W só parte uma aresta, correspondente a 

wu ( cs-~ ) ~ Do que toi dito eonclue-se qu, cada sela con

tribua para o gr&tico com quatro arestas, como nos campa; 

Xg, e que a sela-p~o contribue cor.1 tres, sendo estas as 

únicas arestas presentes em G (X <rw ). 

b - outra particularidade devida ' a 

presença da sela-poço, & que na r,elação x ~ '1 defini

da no conjunto ..11.. (X q-(A.)) das singularidades de X c-w , 

é possível ocorrer 

trajetória 

~ , 
O"A> ~ <rw nao trivialmente, ja que a 

O'w 

• , .,. , ' A 

nao e uma conexao de selas; isto correspondera a ocorren-
, . , , 

eia de um laço no graf'ico: e.a unica possibilidade de te:, 

mos Ut'la aresta unindo Ulll vértice x a um vertice.., com 

x .: y. Dizemos que O"'w ~ <rw não trivialmente pois, nos 

c•111pos xg, x ~ x ,pois wu (x) li W8 (x) = { x} , ao passo 

que aqui, no exemplo considerado, wu( Q"w ) () w8 (~w )=wu( G"w ). 
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O gráfico conexo G (X,r(o ) obtido PQ8

sue as seguintes propriedades:
Gr. . l arestas tmíndo larga

U'.' - {AÚ

fonte a \m poço Q nem arestas interiores Raiado \ma fonte à
sela

Gr a.ü 2 arestas ou partam do uma

fonte o chegam a uma solar ou partan do uma sela Q chegam a

um poços ou alndat

a em de lama sela e chegam a se
la (arestas interiwes) .

\

b tela da latia fonte 6 chegam &

sola (arestas bordo) (há exatanonte duas arestas deste

TIPO).

c tem da sela o e chegam ou a
IDa poço OU a prÉppr3.a sola oço (neste Ú.tino Caso 8 ares
ta será wlâ aposta interi.or) (há una Q s6 lma aposta de lw

destes dois t[pos} os quais se .exc].uam mutuanante).

GPa..o 3 em cada se].a há exatalaonto
duas arestas que chegan 8 duas qtn partem; da so].a poço pa&

}.

O g~áfico conexo G (Xr.rw ) obtido po,1 

sue as seguintes propriedades: 

Grcrw 1 .,. não há arestas unindo uma 

' fonte a um poço e nem arestas interiores unindo uma fonte a 

sela-poço. 

Gr o-vJ 2 - as arestas ou partem de uma 

fonte e chegam a um.a sela, ou partem de uma sela e chegam a 

um poço,. ou ainda: 

' a - partem de uma sela e chegam a se-

la-poço (arestas interiores). 

b - partem de uma fonte e chegam i 
sela-poço (arestas bordo} (hà exatamente duas arestas deste 

tipo). 

c - partem da sela-poço e chegam ou a 
' , ( , um pooo ou a propria sela-poço neste último caso a ares-

ta será uma are.s ta interior) (há uma e só uma aresta de 

destes dois tipos, os quais se.excluem mutuamente). 

um 

Gr <r(.J 3 -. em cada sela há exatamente 

duas arestas que chegam e duas que partem; da sela poqo P&tl 
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te a anãs uma afasta (Grr..J2c) , a ela chegam oxatanente

duas apostas bordo (Gra...i2b) e nada SQ pode afü'mar
com relação ao namoro de arestas interi.orou que n8].a ÍB
cedem (Gr.,.,2a e c).

sar que as arestas bordo qln chegam 8 s8].a poço se po-

dem vir do fontes, enquanto as interloros sÓ podem vir
do setas (ou wna da própria se].a»poço e as demais do
Selas).

podemos frlComo complaxmntação

Os novos conjuntos distinguidos que
destacaremos nos gráficos G (Xaw) podem ser obtidos
daqueles 3á considerados nos gráficos G (Xg) por un
dos seguintes processos:

a) sub:stltiH.r xma sela por lEDa se

la=poço;

b) sübstltuU' tan poço por \ma se
la

c) Identificar \ma sela comi la:n po-

ços slB)stttu]ndo os dois por wna uníca se].a
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te aT)enas uma aresta ( Gr o-w 2c), a ela chegam exatamente 

duas arestas bordo ( Gr crw 2b) e nada se pode afirmar 

com relação ao numero de arestas interiores que nela 1n 
cidem ( Gr~w 2a e c) •. 

Como complementação podemos fr1-
' , 

sar que as arestas bordo que chegam a sela-poco so po-

dem vir de fontes, enquanto as interiores só podem vir 

de selas ( ou uma da própria sela.poço e as demais de 

selas). 

Os novos conjuntos distinguidos que 

destacara.mos nos gráficos G (X <J'(I.J) podem ser obtidos 

daqueles já considerados nos ~ráficos G (Xg) por um 

dos seguintes processos: 

a) substituir uma sela por uma se-

b) substituir um poço por uma se• 

e) identificar uma sela com um po

ço, substituindo os dois por uma única sela-poço. 



Resu].tam então os seguintes tipos de

de eailuntw distinga.post (sio váttdas as manas nota

çães e eoaveaçÕ8s dadas para os gráficos G (xB))t

T l P 0 1

[i, J; k, i]

3; k,' g 3; k, l]

Resultam então os seguintes tipes de 

de curn311111a,s distinguidos, (são válidas as mesmas nota-

9ie1 e eenTen,ies dadas para os gráficos G (X1)), 

f I P O 1 

B o( e o< 

cr 

w 



j; k, ig J; k,J

T l P O 2

3, v4
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D o( 

k 

T IP O 2 

A o< B o< e oc. 

1 1 

k j 

O"W 



3
C

b, «; -] : '« F, «;g

Com ro].anão à$ s.ubstltulçÕes e éden

ti.fteaQoos qln üao foram real.l.fada ) notar que) nlaa tipo

2s nao é possível substituir o G' p6r ID:n o'w e n8m

l.dentlficar o J" con o w laantQ.ndo as duas arestas

(J e k) pois aa qualquer um dos dois Casos haveria duas
arestas partindo do aü- t o que na0 8 possível.; por ou-
tro ].ado9 n'alt! tIpO 39 nao é p;ossÍvol substituir o Q pol
tm s"w pois no poço de wn conjunto dJ.stl.nguido do tIpO 3

s6 pode inCIdIr wüa afasta a num a'«, íneidena pe].o monos

tios (as duas arestas bordo e a qqe parte do ]"«)). A

lém dtssot laa conjunto dlStl-nguido do TIPO

T I p o 
A o< B o<. e ex. 

m [1, m; n] l ~, m; n] lom @-, m; ~ 

T. 
<rw 

n n 

w 

Com relac.ão às substituições e 1den

t1f1cat;Ões que não foram realizadas, notar que, num tipo 

- , . 
2, r1ao e possivel substituir o cr- por um o-w e nem 

identificar o a" com o w mante.ndo as duas arestas 

(j e k) pois em qualquer um dos dois casos haveria .duas 

arestas partindo do (T'w , o que não é possível; por ou

tro lado, n"'lm tipo 3, não é p·oss!vel substituir o w por 

um ~w pois no .poqo de um conjunto distinguido do tipo 3 

só pode incidir uma aresta e num TIN incidem pelo menos 

tres (as duas arest.as bordo e a qu,e parte do T"w). A

lém d-isso, um conjunto disti-nguido do tipo 



eorrosponde 8 identificação da sola eom o poço DtM TIPO
3 nanteüdo a aresta n se pode ocorrer RtM8 variedade
aãe ortentávet (eompal'ar eon o tipo b nas varledad8s nio

wientávois no S l ) .

Nos calados X ao ta?nbom os eonluli»

t08 distinguidos correspondem as ?rónteíras das eonpono8

tes eolnxas do comp].exaontar am ro].ação a va íedade do
eoalwtto formado pe[as s]ngla].ar]dadas! poços pontos das
variedades Invariantes das se.las9 polos pontos da varie-
dade Instável d& sola poço e pelos pontos do ba'do da
vürledade estávot da se].a poço.

Nos conjuntos dlstl.nguldos dos grata

oos G (Xa-E., ) tomos a rosna noção de arestas assai.abas

qxu ilÓt dada para 03 caDapos XPt devendo ser Incluídas no

1 

n 

t 

. ' -corresponde a identifieaçao da sela com o poço num tipo 

3 ~ntendo a aresta n só pode ocorrer numa variedad• 

ãl oriént&vel (comparar com o tipo 4 nas variedades não 

ori~ntáveis no§ l ). 

Nos campos X O"W também os eonjun

toe distinguidos correspondem às trónteiras das eompone.11 
,.. ' tes conexas do complementar em relagao a variedade do 

coll~urito formado pelas singularidades, pelos pontes das 

variedad-es invariantes das selas, pelos pontos da var1,

dadtp 1.ristáv•l da sela-poço e pelos pontos do bordo da 

variectadé estável da sela-poço. 

Nos conjuntos d.1st1nguidos dos grát1 

co• G·',(1'. O"w-> temos a mesma noção d:e arestas associadas 

q119 toi dada para os campos X g, devendo ser inclui.das no 



Conceito \aüa®-testa bordo qua chega 8 sol-a poço a a a=

resta que parto do].a. Âssilü sendo) nos conjuntos dlstí.D

guldos ll9 J; kl ]] dos tipos ] A a ]. D são assocíaw
das as arestas i e. k e as arestas J Q 1; nun conllmtodl&

tlnguldo [!s J; kl .] ) dõ tipo l EI são associadas ape-
nas as apostas l e k; nun conluntõ distinguido [!; Js k]
de tlP.o 2 Â ou 2 B sao assoc3.idas as arestas í o 3 Q as
arestas l e k; nlm conjunto dlstJnguldo [í; jt .]do tIRe
2 CI são associadas a$ arestas ! o J o num conjimto dls«
tlnguldo [l) m; n] de tipo 3 A ou 3 B são associadas as
arestas l B n o as a.Festas m o n; Dlw TIPO 3 C não há
arestas associadas.

Antas de fa].amos ela arestas adia

Centos a em orientação dos conjuntos distinguidos! vamos

fazer a].gtanas observações sobro & auto gabão da lma qâ
la oco!'ro nos con3lmtos tipo ]. D e 2 C; temos

ires possibilidades: ou a auto-.ligação pertence a doía
eonjwltos distinguidos do tipo 2 C} ou pertence 8 xan do
tipo l D e a lm do tipo 2 a ou pertence a dois do tipo
.&'.'.'.l.''v+

No pl'lnol.rõ casos ela que a auto

ção portonc0 8 doía coR31gc:lhos dj.stingUidos do TIPO 2 C)
o gráfico reduzir $eea9 obt'lgatoríamente ao seguinte
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.. 
conceito umaaresta bordo que chega a sela-poço e a a-

resta qu9 parte dela. Assim sendo, nos conjuntos distiJl 

guidos [1, j; k,, l] dos tipos 1 A a 1 D são associa -

das as arestâs i e k e as are.stas j e l; num conjunto di.l, 

tinguido [1, j; k, .] , dó tipo l E, são associadas ape

nas as arestas i e k; num conjunto distinguido [ 1; j, k] 

de tip:o 2 A o~ 2 B são associadas as arestas i e j e as 

arestas i e k; num .conjunto distinguido [1; j, .]do tipo 

Z e, são associada~ as arestas 1 e j e num conjunto dis

tinguido [1, m; nJ de tipo 3 A 011 3 B são associadas as 

arestas l e n e as arestas m e n; num tipo 3 C não há 

arestas associadas. 

Antes de fa1armos em arestas adja

centes e em orientação dos eo~juntos distinguidos, vamos 

fazer algumas observações sobre à auto-ligação de ma s,a 
, 

la-no que ocorre nos conjuntps tipo l D e 2 C; temos 

~res possibilidades: ou a auto-ligação pertence a dois 

conjuntos distinguidos do tipo 2 e, ou pertence a um do 

tipo 1 D e a um do tipo 2 O ou pertence a dois do tipo 

1 º· 
No primeiro caso, em que a auto-lia 

c;ão pertenee a dois conjuntos d~stinguidos dÔ tipo 2 e, 

o gráfico reduzir-se..-á, obriga.t~riamente ao seguinte 
'l 



«2o<l

qin é real.izáve]. eu $z. Para si.npllflear a definição de
gráfico dlstingü.dq este gráfico, denotado 'X].' 0'W-«2 ss
rá considerado a parte nossa definição.

No segundo caso) am qu0 8 auto

ção pertence a xm conjunto do tipo ]. D e 8 1m do tiPO 2Ct
o disco delimitado pel-a auto ligação ('p) (na variedade) e
qln contém a fonte do Conjunto 2 Ct estafa sempre Contida
no disco que é de].In'atado pelas outras Eras arestas do
eonllmto do TIPO ], D e que contem a região canbníea ear}
rospondente a este caijunto. Con relação a esta observa

Qãol é íüteeossante notar que, os dois gráficos dados a

(+) abras.o 4o ]inguagom: g que ].imita disco ou é culta fe=
ehad& é a auto ligação u {o«;}
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vW 

, , 2 ... 
que e realizavel em S. Para. simplificar a definiçao de 

grático distinguido, este gráfico, denotado o( - <rW-fl{ s.1 1 , 2 
, ' ... 

ra considerado a parte nessa definiçao. 

No segundo caso, em que a auto-liga 

ção pertence a um conjunto do tipo 1 D e a um do tipo 2c, 

o disco delimitado pela auto-ligação <•) (na variedade) e 

que co~t-'m a fonte do conjunto 2 e, -estará sempre contida 

no disco que, delitritado pelas outras tres arestas do 
, .. ,,. 

conjunto de tipo 1 D e que contem a regiao canonica cor-

respondente a este conjunto. Com relação a esta observ4 

c;ão, , inte:.vessante notar que, os dois gráficos dados a 

---------------<•) abuso de 11Ilguagem: o que limita di.sco ou é curva fe,,. 
cha.dà , a auto-ligação u lo-M>} 
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soguír são associados ao laesmo calado em Sc;

d2

neste exomp].o a auto gação 1 . pertence aos conlwltos dja

tlWuídos [í) j; ks 1] e [a; i,.] e em sZ o disco delimita
do por l Q qua Contem a fonte q. Ola seu Interior esta eQB

tido ho disco de].Imitado por í9 J e k e que Contém a ra

seguir são associados ao mesmo campo em s2; 

k 

o( 
2 
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O"'w 

l 

neste exemplo a auto-ligação 1 pertence aos conjuntos dj,a . . 
t1ngu1dos [ 1, j; k, l] e [a; l, • 1 e em s2 o disco delim1t.A 

do por l e 4'18 contê"m a fonte °l. em seu interior est_á con 
, 

tido h.o d·1sco del1m1.tado por 1, j e k e que contem a re-



U

Blão eanonica corrospondonto ao Conjunto []9 j; kt ]. ].
Aflrtaamos qin9 Hoste segundo casos

nao e necessário orientar o conlwlto do tipo 2 Ct polst

como queremos o mesmo sentido dq r.oração enfie as a -es
tas ao rotor do vértice a'«.} , a orientação do con3tmto

2 C sarja obrígatori.aponte induzida pe].a do l D.
Como im Conjunto de tipo 2 C s6 po=

de aparecer Baste caso e no Bateria definitivamente
nunca será necessário ortentá-lo.

Final.nente} -con ro].ação ao forcei»
ro easo9 en que a auto=].i.gaçao pertence a dois con3xin

tos do tipo l DI vadios apenas observar que) aa varloda
de9 tanto ela pode ].tIRItar dlsco9 como no axolüplo $o=
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gião canônica correspondente ao conjunto [ 1, j; k, 1 ] • 

Afirmamos que, neste segundo caso, 

• ' ' 1 e nao e necessario or entar o conjunto do tipo 2 , pois, 

como quer,mos o mesmo sentido de rotação entte as ares-
..... r >>; 

tas ao redor do vértice o-'w, a orientação do conjunto 

2 C seria obrigatoriamente induzida pela do 1 D. 

Como um conjunto de tipo 2 e só po

de aparecer neste caso e no anterior, definitivamente 

nunca será necessário orientá-lo. 

Fin•lmenie,-com relação ao tercei• 

ro caso, em que a auto-ligação pertence a dois conj'q,O 

tos do tipo 1 n, vainos apenas observar que, na varieda-

4•, tanto ela pode limitar disco, como no exemplo se

guinte em s2 : 
\ ~ ~l 
)! 

1,1 
\.~\\.. 

Oj_ 
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Como taribém pode nao ].Imitar disco) como votámos mais
adi.ante nun! exemplo no toro Tc.

Tendo em vista estas observaçoas e

].onbrando que a noção de arestas adjacentes á introduzi.»

da para ser u:b]].lzada na orientação dos conjuntos dlstlü

guídos definimos os seguintes .EalRê Ãa .azeâta.8 .aã..iaSaa-

.Sa8: nlw conjwito distinguido de TIPO ]. A) ] B9 ]. C ou
l B são adjacentes 4s duas apostas incldontos 8m cada

verti.co; nlm conjunto [l9 J; k) 1] do tios l D são adia
abates 8s afastas l e 39 l A k e 1; n'lDn conjw)to dísn

tl.nguído [1; 3s k] de TIPO 2 A ou 2 B são adjacentes as
afastas J B k; n\am conjunto distingui.do do TIPO 2 C não
definimos apostas adlacontas e nlaai coniimto distinguido

[l,n;n]dotipo3Aou3B ou]l,m; .] dotlPO 3C
são adjacentes as arestas ]. a m.

Os conjuntos distinguidos destacados

nxaa gráfico G (Xaw) ) &ÊB .9XgÊ$â.2 Ã2E, BS. &12QÊ. 2..g, de

ven sempre s8r orionbdos9 significando esta orienta
çao qln9 em cada vértice de lm Conjunto dIstInguIdo de-o9.

mos ter ian s6ntldo do rotação bem definido entro as .alba

&a& .âê.].BSSa&Sâ. do ciQnjunto que sao incidentes nesse vér

tlcQ; o:sta orientação Q dada assinalando
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como tarnbém pode não limitar disco, como veremos mais 

adiante num exemplo no toro T2• 

Tendo em vista estas observações e 

lembrando que a noção de arestas adjacentes é introduzi

da para ser utilizada na orientação dos conjuntos disti.n 

guidos definimos os seguintes IM\J.:§.§ .Wil 1;cs;,at1s ,l.djagen

.taa: num conjunto distinguido de tipo 1 A,,. 1 B, l C ou 

1 E são adjacentes a,s duas arestas incidentes em cada 

vértice; num conjunto [i, j; k, 1] do tipo 1 D são adja

centes as arestas 1 e j, j e k, k e i; num conjunto d1s

ttngu1.do [1; j, k] de tipo 2 A ou 2 B são adjacentes as 

arestas j e k; num conjunto distinguido do tipo 2 e não 

definimos arestas adjacentes e num conjunto distinguido 

[ 1, m; n] de tipo 3 A ou 3 B ou [ 1, m; .] de tipo 3 e 

são adjacentes as arestas 1 em. 

Os conjuntos distinguidos destacados 

num gráfico G (XG"'w), .SUUD .;gçocio 4Qi à ;t;i,_t?Q,S LJ, de

vem sempre ser orientados, significando esta orienta

·ção que, em cada vértice de um conjunto distinguido devt. 

mos ter um sentido de rota~ão bem definido entre as J1t.U 

.tu fsUaçenj;e~. do cqnjunto que são incidentes nesse vér-
1 , . 

tice,; esta orientação & dada assinalando-se em cada 
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vértice da figura plana que representa o conjunto dístla
guião o sentido da ro.balão ao redor desse vértice) de ta].
forma qua e]a se. roa].ize at=aves da rogíao delimitada po-
].as arestas do conjunto (nlm tipo l D) apenas para efeito
de a$s]na].ar a rotação, considerar a região dollmi.tapa a
penas pelas ires arestas distintas da auto gabão; alga

TIPO 2 A ou 2 B (3 A ou 3 B) tal região é delimitada a
penas palas arestas que não incidem na fonte (no poÇO));

Isto corresponderá, na varledade9 a cana rotação realizam
do-se através da roglão canBnl.ea qx» dou o?lgom ao cona\ÀB

to distinga.do. Como a rotação se onvol.verá as arestas 4ã

3acentess dov8P se.r Ignoradas) para Grei.to da orientação,
a auto gaçao nlan tipo 1 0 a a aposta incidente na fonte
(poço) n\m tipo 2 A ou 2 B (3 A ou 3 B). É Claro que a
qui tambén9 flácido o sentido de .rotação em lw dos vártl
ees do x2D conjunto dístinguldo9 automaticamente fica dado

o sentido do rotação nos outros vértices.
Utí].]zando o conee]to da conjunto d].g

t[.ngli]do Q as noçi.es a e]e ].ígadas definimos um .gxáíâ.a2

laa campo X«w como sendo ou o gl:á.

óleo ':'{ ].' aW''(2 Ola S2 ou então lm gráfico G (Xa.co) 3tU

taaiento com uü certa nÚlüero de conjuntos dlstíngtddos bJs
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vértice da figura plana que representa o conjunto distin

guidp o sentido da rQtação ao rsªor desse vértice, de tal 

forma que ela se realize através da região delimitada pe

las arestas do conjunto (num tipo l D, apenas para efeito 

de a~sinalar a rotação, considerar a região delimitada a

penas pelas tres arestas distintas da auto-ligação; num 

tipo 2 A ou 2 B (3 A ou 3 B) tal região é delimitada a

penas pelas arestas que não incidem na fonte (no po~o)); 

isto corresponderá, na variedade, a uma rotação realizan-
~,.-

do-se através da região canônica que deu oiigem ao conjUJl 
. . . . . . - , i 

to distinguido. C.PJ?lº a rotaqao so. envolvera as arestas "4 

jacentes, deVeJn se:r ignorada$, para efeito da orientaQão, 
. . 

a auto-ligaqão num tipo l D e a aresta incidente na fonte 

(po~o) núm tipo 2 A ou 2 B (3 A ou 3 B). li claro que a

qui também, fliaçlo o sentido dE:3 ,rotação em um dos vérti 
,• 'ca"'~ ~ e > 

ces de um conjunto distinguj;do, automáticamente fica dado 

o sentido de rotação nos o~t,os vértices. 

Util.i2ando o conceito de conjunto di,a 
' 

'\:inguido e a.s noções a ele ligadas d,e!'inimos um 
, 

graticp 
,, 

d.ist~pguj.go associado a um campo X G"W como sendo ou o gr,Á 

t~co o< l~ .o-~;;. c(z em 82 0'1· então ~ gráfico G (XO"'W) 3111 
~ . 

·. . . . , . 

tamente com um certo numei:o de conjuntos distinguidos 1a'8 
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que:' )

GDaü..., ]. n aná].oga a GDg ]9 exe].uin»
do 0 3 C por na.o haver poço nesta conjlmto.

GD a-...J 2 ná].oga a GDg 21 também

exe[uíndo-se 0 3 C pa].o mesmo motivo.

GDa..ao 3 anal.oga a GOg 3.

GDC..u 1+ oga 8 GDg b) cola as
seguintes ressalvast

a o ocorra lma auto

ção Inca.dando na sela=poço tomos duas possibilidades

(ja qtn o «].'c"o-'<2 está sendo considerado a par-
te):

l o ligação pertence a

eon3wlto distínglü.do de tipo l D 8 a um do tipo 2 C:nq&

te caso o c.anjxÍlto do tipo 2 C não deve ser incIDIdo
na ordola cÍeli.ea ao redor de O"w.

2 0 ].Ilação pertence a dois

eoiilüntos do tipo ]. D8- neste capot como a varlodado á

,/

50 

GD o-w 1 - análoga a GDg 1, excluin

do-s, o tipo 3 C por não haver poço neste conjunto. 

GD (TV:, 2 - a~áloga a GDg 2, 

excluindo-se o 3 C pelo mesmo motivo. 

GD 0-W 3 - análoga a GDg 3. 

, 
tambem 

GD <rw 4 - análoga a GDg 4, e om as 

seguintes ressalvas: 

a - quando ocorre uma auto-liga -

9ão inc:19-indo na sela-poço temos duas possibilidades 

( já que o «; 1 - <tw- ·~ 2 está sendo considerado à par

te): 

l - a auto ligação pertence a um 

conjunto d1st1ng,uido de ti.po 1 D e a um de tipo 2 C:ne.a 
/ 

i ' 

f . -te caso o c.onjunto do tipo 2 e nao deve ser ineluido 

~a ordem c!clica ao redor de crw. 

2 ... a auto ligação pertence a dois 

conjuntos do tipo 1 Di neste caso, corr.o a variedade 
, 
e 



5i

OTi.êntáve].s & auto gaçao corresponde a una curva fec!\â

da .a@. .ã9i.g. lad.2ê. na variedade; procedenos então de laa»

Beira selao].cante ao qua fol feito no. parágrafo IQ para
a$ orbital fechadas com dois ].adost;;os Conjuntos dista,B

puídos Incidentes no aw devera sdr dIvIdIdos om dois grua

pos! coar'ospondent9s à incidência de cada lm dos lados
da .auto-llBaç$o na variedade e então no vértice cro a
ordem cÍêlíea deve ser tacada separadalüonte para cada xan

desses grupos de Conjuntos distinguidos (lembrar qu» só
precisamos ordenar lm desses grupos se elo for formado

por laals da im olalaento).
b » êon ra].ação a adjacencla não do«

vela sar cansídêrados as afastas Incidentes na fonte (po-

ç,o) nqn tl.po 2 A ou 2 B (3 A ou 3 B) e nela a auto-liga

ção !nw tipo l O (notar que xm típó 2 C nxmca ocorrerá
Huna éden eÍo].lea).

P

GDO....üo 5 0go a.GDg 5) acrescan»
tendo q.uõ! fixam vé=.ti.ca a"o ) iu .slttnçao descrita ela

GDaü b9 item a21 a verificação da lg'maldade dos senti
dos do rota.ção das arestas Incidentes nosso vértice tgü
õém deve ser falta soparadünente data as dois grupos do
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orientável, a auto-lig,ção corresponde a uma curva fec}:\a 
' 

da .SUD hu ·1&121 na variedade; prooed~mos então de ma-

neira semelhante ao que foi feito no parágrafo lg para 

as 6rbitas fechadas com dois ~ados t- •OS conjuntos distiJ;& 
l 

guidos incidentes no <rw devem ser divididos em dois gru-

. ' "" pos, corr•sp(?ndent~.~ à incidencia de cada um dos lados 
N. . ~ . , 

da auto-liga~~º na variedade e .entao no vertice o-(.,,.; a 

ordem c!elica deve ser tomada ·separadàmente para cada um 

desses grup:os de conjuntos distinguidos (lembrar que só 

prec1samos ordenar um de$ses grupos se ele f'or 

por mais de um elemento). 

formado 

... ' /ll 
b - com. relaçao a adjacencia não de-

vem ser considerados as arestas incidentes na fonte (po

ç,o) n\]Jll tip·o 2 A ou 2 B (3 4 ou 3 B) e nem a auto-liga-
i .. 

çao na tipo 1 D {notar que um tipé 2 e nunca 
, 

ocorrera 

numa ordem cíclica). 

~D a-w ? - an'-logo a. GDg 5, acresoen-
, j_ N 

tando-se que, num ver.tice O"(A.), na ,situaçao descrita em 

GD o-w 4, ftem a2, a veriticaçãc da igualdade dos senti

d os de rotação ·das arestas incidentes nesse Vértice ta.m 

bém deve ser t~i ta separadàment• Jj'ara os d ois grupos de 



arestas (correspondentes a Incldencla de cada xm dos la
dos da auto ligação na vartedqde) exigindo-ses poremt que
esse sentido seja o mesmo nos dois grupos.

Tendo Ola vista & IQtorpretacão gaome

trica dos conlxxatos distínguldos9 dado lm campo X a(o s6

há ima forlaa possível de associar a ele :\m gráfico dlstí.D

guxJndo! o qual se.rá denotado G'P (X aü ).
Para lluütrar a noção de gráfico dls

tlnguldo9 vamos eonsldera= o seguinte exemplo em S2:
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arest\~s (correspondente, à incid~ncia de cada um dos la-
,, 

dos da auto-liga~ão na varied,de) exigindo-se, porém, que 

esse sentido seja o mesmo nos dois grupos. 

Tendo em vista a iq.terpretacão geomé

~·trica dos conjuntos distinguidos, dado um campo X O"w só 

há uma forma possfvel ~e associar a ele um gráfico d1st1J;a 

guido, o qual se,ri denoi;ado o* (X r:rw ) • 

Para ilustrar a noção de gr&fico dis

tinguido, vamos considerar o seguinte exemplo em s2 : 

uz 

w 



0 gráfico distinguido associado a as

te campo tom os seguintes conjuntos distinguidos:

[,, '; ., 4 , b, '; .,.], k, :; », d,
[', .; -, '], B, :; ., l] . [J; :,.]

A verificação de GDa'u b e 5 se faz
do nai tpa análoga ao qlaa fol feito no oxeúiplo do campo

Xe. Notemos apenas qtn ao vértice a"a incidem quatro con
juntos d[..st]nguídos) o$ qua]st oxc].u]do o do t].p0 2 Ct pn
den ser escritos na seguinte opõem eÍc].íca

E õ; et , [e, í';.d,J , [q g; c, Z], verlf'lcm-
do GD . h.

a ibaao zl:u$t a;:gxv;o :o seglunte ; x8 »
:#

plo no toro T'21
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O gráfico distinguido associado a es

te campo tem os seguintes C()njuntos distinguidos: 

[a, b; e, 4]' [e, r; d,.]' [:r, g; h, i] ' 

[b, a; h, 1J, ~' gt e., 1] e· ·[3;·· 1,, .] • 

A verificação de GD r.rw 4 e 5 se f'az 
,. 

de maneira anJloga ao que foi feito no exemplo do campo .,, 

Xg• Notemos apenas que no vérttce <rw incidem quatro con-

juntos di:stinguidos, os quais, exeluido o do tipo 2 e, PJ2 
' dem ser escritos na seguinte ordem cíclica 

[a, b; e, d] , [ e, t;. d,~I , [ e, g; e, 1], verifican

do GD (J"t.>J u. 
, , 

Tambem e ilustrativo o seguinte exem-

plQ no toro 'l-2a 
í 



5Ü5h 
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0 gráfico associado a este calapo e!

eam os Conjuntos dlstínglúdos [a, e; d,.], [b, e; dt g]t

[b} f; e, 8] e [&! f; c9.] qw estão roM'osontados na
figura segtü.ate eom as suas orientações:
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O gráfico associado a este campo é: 

e 
f 

com os conjunto$ distinguidos [a, e; d,.], [b, e; d, g ], 

[bt t; e 1] ' . 

e ( a, f; c,.] que estão representados na 

figura seguinte eom as suas orientações: 

o( o( 

'J' cr c 
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Neste exemplo á interessante fazermos

a verificação completa de GDa.a b e 51 no vértlco « íncí
dela os quatro conllmtos dlsti.nguldos) qlae podem sor escol

tos na ordem Cíclica Ga)e;a).] ,[b,o;dtg]l

[bt f; c) g] ) [a) f; c9.] verificando GDcrco h Q tomos

as rotações a ---+ol e --- b ---- verlfi.cqB

do GDG..ÓO 5, No vértice g' tomos a ordem cÍclIca
[a,a;ó.,..],[a,t;c,.], >,f;c,g],[b,e;d,g]
e as rotaçõoé d --- c --.-.b o b -- No vértí
ce a'o 9 de um dos ].idos da auto ligação telüos a ordem

cÍcliCa [a9 a; ds.] ) [bl a; d) g ]e as rotações Q -----'dt
d---o ao passo que do outro lado tomos a ordem

[b9 f; c9 g] ) [aj f; .c9.] e as rotaçoas f-----.c Q c -..--.--f;

observar que os senti.dos de rotação são os mesmos nos dd.s
].aços da auto ação.

Tomos para os campos X a.w as mesmas

definições do campos Conjugados o de gráficos distingui

dos tsomorfos que topam dadas para os caEapos Xg} sendo
ainda vá].]do o

T ].:a'ü X 'J Ya..w++G (Xaw )"' G'P (Yrw )
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Neste exemplo é interessante fazermos 

a verifica~ão completa de GD CTúJ 4 e 5: no vértice o<. inci

dem os. quatro conjuntos distinguidos, que podem ser escri 

tos na ordem cíclica [a, e; d, .. ] , [ b, e; d, gJ, 
[ b, f; o, gJ , [ a, f; e,. J verificando GDcrw 4 e temos 

as rota.ç·ões a - e, e - b, b - r e f - a verifieaJJ 

do GD<rw 5<t No vértice <:r temos a. ordem e{olica 

[a, e; d,. J, [a., t; e,.J, [b, f; e, g ], [b, ,e; d, g] 

e as rotações d -a, a --- e, e - b e b -- d. No vérti

ce <r·w , d~ um dos lados da auto ligação temos a ordem 

cíclica [a·, e; d,.] , (b, e; d, g Je as rotações e --- d, 
d~ e ao passo que- do outro lado temos a ordem 

[b, t; e, g] , [a, t; :e,.] e as rotações f-c e e --f; 

observar que os· sentldos de rotação são os mesmos nos dols 

lados da auto-ligação. 

Temos para os campos X <:r.w as mesmas 

definições de campos conjugados e de gráficos distingui -

dos isomorfos que foram dadas para os campos Xg, 

ainda v&lido o 

sendo 
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Navamênte & demonstração deste teore»

ma consiste fundanonta].laonto na definição do homoonorfís

mo de M2 que ].eva as trajotorias de X «oo nas de Y r..) e
essa defín[ção é ana].oga à construção que e feita O]ü [2]
e om [3] , pag 29 a 3? ) razão pela qual não faremos a

demonstração aqui.

Uma vez demonstrado orbe teoremas o

problema de elas,sifícação dos Campos X a'ü se transfoE.
lüa no prob].ema de Classificação dos gráficos distinguidos

G'P (X a.w ).l mag navamonte surge a perglmta! se construir,
m09 1m gráfico d'l.stlnguido abs'bliatalüQnt81 podo se garan

tir que e]o á. o gráfico distinguido associado a a].giba caü

po X CU ? Para responder a testa. perguntai damos as se

gulntes definições:

],..:.: + um gráfico distinguido abs=

trato é definido do mar ira análoga ao Ag) co].otan
do-se o a"w num nível tnternedtárlo ezltrà as selas e os

poQos+

2 a'í. - a caractaristica do Eu].er

2(f (Aew) á éa].cu].ada da mesma forma que X ( /\g) e porta.D
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Novamente a demonstração deste teore

DJa consiste fundamentalmente na definição do homeomorfis

mo de M2 que leva as trajetórias de X a-w nas de Y c-w e 
,.u 

... , , ' - , [] essa definiçao e analoga a eonstruçao que e feita em 2 

e em [ 3] , pag 29 a 32 , razão pela qual não faremos a 

demonstraeão aqui. 

Uma vez. demonstrado este teorema, o 

problema de clas,si't'ieação dos campos X crw se transf'o,t 

ma no problema de elassitica~ão dos gráficos distinguidos 

G* (X crw ),, mas novamente S'Ul"ge a pergunta: se construi.t, 

mos um gráfico d·istingu1do abstratamente, pode-se garan

tir que ele é o gráfico distinguido associado a algum ea,m 

90 X <TóJ ? Para responder a esta. pergunta, damos as se

guintes definições: 

1 o-w .. um gráfico distinguido abs

trato é definido de manêira an&loga ao A g, colocan

do-se o <rw num nível intermed1Írio antrê as selas e os 

poeos. 

2 cr w - a ea~acteris tiea da Euler 

X, ( A'J'w) é calculada da mesma forma que X ( /\ g) e porta,n 
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to .a .aa].a-.ZQ@ .aãe .ini].IÜ. W Eb.IQ.a.

3 rw ftnição de gráfico dlstin
puído âbs'uF8to real.izáve]. igual. a que fol dada para o$

gráficos /\g '

O resu].fado central. posto parágrafo o

dado polo

Ta. 2 . .A é roa:Uzáv.l om M2++x,(A.'u) :X (M2)

a Ideia da de'nonstração

que faremos 8 a negus.nta: dado taxi gráfico distinguido eom

IDEia seta o) a g].o associaramos um gráfico distingui
do da mesma característica do Euler, nas com todos os véx
ti.ces generi.eos) que Q roa].izávo]. om M2 sa e fomento se o
gráfico dado Inicialmente o fora Mas a roa]izabí].Idade do

qráfi.co coü vértices genártew está provam' em LiJ Q @
tão o problet3a Q$'ua resolvido.

Do acBrao com ISl} lama 3.2, pg- 19)

dado un campo Xgw em M29 existem lma vizinhança N de
a-w em M2 a x3:n eanpo Y om M2 tais que a Única slngularl»
dado de X s-w em N Q o c"w e as Únicas s]ngu].aridades de

ú+'.-. .' '. '.óp.''' '.''.' . .'. ''..'. .'.''.-'. ' :n -l -.'.' '. '.'.' ' ' '-.'. 'l .- .'.'.-'..:'..'.....': :.'-=.-. ..-11'.'.'- «;.:'B -='.- n'.'. '.+2..-.ü..'' ''&euA'.'.'.b.';ei..'l3'' ' .' .#-b .iÜm

ig.

Y a 8

8
+
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... , 
3 crw - definiQao de grafico distin-

guido abstrato realizável igual à que foi dada para os 

gráficos /\ g. 

O resultado central deste parágrafo é 

dado pelo 

Demonstr4gãot a idéia da de,ionstração 

que faremos ê a seguinte: dado um gráfico disttnguido com 

uma sela-9oço, a ele associaremos um gráfico distingui

do da mesma earacteristioa de Euler, mas com todos os v~,t 

tices genéricos, que é realiz&vel em M2 se e somente se o 

gráfico dado inicialmente o for, Mas a realizabilidade do 

~rático com vértices gen,riêos está provada em [ 1] e en 
; 
'N , 

tao o proble11a esta resolvido. 

De a,cÔ,rdo eom [3], lema 3.2, pg. 19, 

dado um campo X <:rw em M2, existem wn.a vizinhança N de 

o-w em M2 EP um campo Y em M2 tais que a única singulari

dade de X :1'"<:ü em N é o à-w e as únicas singularidades de 

Y em N são uma sela e wn. pocoi é claro que um tal cam-
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PO Y podo sor obtido sem alterar o campo X ro fora da

N e qua portanto Y é lm Campo do tipo Xg'
A situação eorrespondonte a asco lama

nos gráficos associados aos campos e a seguinte!
aresta

/

obrlg

Assim sendol dado xan gráfico /\«W l

é[o será .real.]záve]. em M2 se o sonante se o gráfico /\ g
obtl.do dela trocando-sa convanientomanto o CÉO por lw
o" e taa üo o ru (Dbsorvar qun A«oo Agtem a me$1aa

earaetoristica de Eulor). Mas para o A R o eg 2 Já fol
provado e isto resolvo o probloHaa.

. ;. ' Para conc].uir a demonstração resta

apenas mostrar como obter A g a partir da /\ «w: mantáa»

go todos o$ yártlces q t a'o üo Q todas as arestas qln

aão lüci:dom oü 6'd ; Q ao. é substituído por dali 6' e um

(A) ; aparece 12aa afasta obrigatória .g ) ligando o novo

/p' n'ç nómó 1 ) ! nn n ógt R Qua llzavan o Q''(A) a vértices '4
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po Y pode ser obtido sem alterar o campo X uw fora de 

'.N e que portanto Y é um campo do tipo Xg• 

A situação correspondente a este lema 

nos gráficos associados aos campos é a seguinte: 

w 

1 j i 

k 

o 

k 

aresta, 
/ obrigatoria 

j 

Assim sendo, dado uo gráfico /\ <:rw , 

ele será ·realizável em M2 se e somente se o gráfico /\ g 

obtido dele trocando-se convenientemente o uw por um 
li 

a- e um w o for ( observar que /\ o-w e Â g tem a mesma 

earactel'istica de Eül.er). Mas para o A g o Tg 2 já toi 

pro,:t:t,do e isto resolve o problema. 

,_ 

1 Para concluir a demonstração resta 

apenas mc;,strar com-0 obter /\ g a partir de /\ Q"'w: mantém

se todos os V$rtices « , c:r e w e todas as arestas que 

não incidem em o-w ; o a-w, & substitui.do por um cr e um 

(JJ; aparece t®.a aresta obrigatória J2, ligando o novo 

<r ao novo w ; as .arestas que ligavam o <:rW a vértices o<. 
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ou w passarão a ligar esses vértices ao novo c" Q as que

].lgavam o 7(o a vértices a' passarão a ligar esses vértl.
ces ao novo Q ; no Caso da auto=]ígação) e].a corrosponde-

IDlla outra aresta ligando o novo G"' ao novo w além

da obra.gatoria. Os novos conjuntos distinguidos são obtl
dos da sagulnta nanoiDa:

1 - nantém os conjuntos distingui

dos qtn não incidem am g"ui .

2 Conjuntos distinguidos in(il

dentes em 'rw corresponderão novos conjuntos distl1lgujpdoq

obtidos de acordo can o seguinte esquelua (Indica
a nova aresta obrigatoria !igando o a e o cO que substt»

tU.ram o a'o ) !
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- , 
ou w passará.o a ligar esses vertices ao novo r::r a as que 

, - , 
ligavam o -rtw a v-ertioes cr passara.o a ligar esses vert.1, 

ces ao novo w ; no caso da auto-ligação, ela corresponde

r& a uma outra aresta ligando o novo v ao novo w além 

da obrigatória. Os novos conjuntos distinguidos são obti

dos da seguinte maneira: 

1 - mantém-se os conjuntos distingui

dos que não inoidem em (J"'uJ • 

2 - aos conjuntos distinguidos incl 

dentes em 7w corresponderão novos conjuntos distinguidos, 

" obtidos de acordo com o seguinte esquema (indica-se com _g 
, 

a nova aresta obrigatoria ligando o ,,. e o w que substi-

tuiram o -:rc:.v ) : 

fi" 1 ui / 

/ 

~ 
/ 

i 

~ 
y 

""1 Wl w <r (JJ UJ 
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t

61 

o( 

(j 

w w 

~ e( 

·-- ._........, 

i 1 1 

(j"' C"w ('j' 

I 

j k j k/o o j 

<iw w j w 

o< o( 

- lom l m l m 1 

ã"w 
\ 

<:rw 

n n 'º o 
\ 

' Wl wl w 



62

A pax'tlr das existentes antori.orlaon

te podemos ver quais sao as orientações e ordens eÍc].l
eas que devem sar tgaadas a fila de que o gráfico IAg ob
tido satisfaça as condições GDg b e 5.
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A partir das existentes anteriormen

te podemos ver quais são as orientações e ordens c{cl.Ji 

cas que devem ser t Pttladas a fim de que o gráf'ic o Â g ob

tido satisfaça às condições GDg 4 e 5. 
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$ ÜO SSIFICAÇÃOt BM VHilBDADBS 0RiqB

!Á[mIS, DOS CAMPOS QUASE-GB]]ÉR]COS

COM tm FOCO CO)GOSTO a MM üIBITÀS

BECIUDA$.

§ 4'2 - CLASSIFICAÇ.IO, EM VARIEDADES ORIEJi 

TÍVEIS, DOS CAMPOS QUASE·GEffltRICOS 

COM UM FOCO COMPOSTO E SEM ÓRBITÀS 

FECHADAS. 



;;:l.. !: .

Neste parágrafo vamos fazer a classe

flcaQão dos campos quase-ganoricos em que o elemento quase
gonerleo Q do tiPO foconcomposto. Supondo }i: .QEl11D&álâllvB

mos estudar os campos X de c].asse Ci') r 3 & que aãQ .B9g.glBt

.â=üi.saa !gçhadas e nos quais!

]. n há uma o urna s6 singu].aridade

do TIPO foco+couaposto; as demais singularidades são todas
h[.porb6].ocas (e portanto s6 há ula nÚnloro finito delas);

2 + não há trajatoplas conectando s.g

las;

3 onjuxlto « -ll«'lte (w

de qualquer trajetoría é formado por umâ singularidade.

Tai.s c8DT'os serão raprosentados por

Dê acordo eom [3]) cena 3.].2t Pg. 3b9

dado um campo Xf em M29 existem uma vízl.nhança N do foco
Composto em }12 o um campo Y om M2 tais que a wiica slngul&

rldaâo de Xf am N Q o foco+composto e a púnica singu].arj&.d3
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Neste parágrafo vamos fazer a classi

ficac:ão dos campos quase-genéricos em que o elemento quas.

gen,rico é do 'tipo foco-composto. Supondo ~ g;r3.entáve1,v.1 
; 

1 

mos estudar os campos X de classe cr, r ~ u que w PP§UBJI 

6:c:tl1ta, tec;hagaa e nos quais, 

, , 
1 - há uma e uma so singularidade 

do tipo t'oeo•com:posto; as demais singularidades são todas 

hiperbólicas (e portanto só há um número finito delas); 

... , , 
2 - nao ha trajetorias conectando SA 

las; 

3 - o conjunto o( -lirri te (w -limite) 

de qualquer trajetória é formado por umà singularidade. 

Tais eamnos serão representados por 

De acÔrdo com [3], lema 3.12, pg. 34, 

dado um campo Xr em v.2 , existem uma vizinhança N do foco

composto em M2 e um campo Y em M2 tais que a única singuJ..a 

ridade de Xr em N é o foo<;-composto e a única singularidade 
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do Y em N é wna fonte ou la:n Foco dependendo da natureza

do foco (ínstávot ou estável); é e]aro que \m ta]. campo

y pode ser obtido sela alterar o camPO Xf fora de N Q qtn

portant.o Y é un Campo do TIPO Xg'
Assim sondou para afeito de c].assífl

eaçãot o comportamento de lw fwo Composto Instável (o$tá-
ve],) é idêntico ao do xma tonto (poço) e portanto classlfl

car os campos Xf 8 Classificar os cantos Xg e Isto fol rql
to en IZI.

de Y em N é uma fonte ou um poco dependendo da 

do foco (instável ou estável); & claro que um tal 

6; 

natureza 

campo 

Y pode ser obtido sem aiterar o campo Xr fora de N e que 

portant.o Y é um campo do tipo Xg• 

Asstm sendo, para efeito de class1f'1 

cação, o comportamento de um foco composto inst&vel (está

vel) & idêntico ao de uma fonte (poço) e portanto class1f'1 

oar os campos Xf' é cl.assif'icar os campos Xg e isto foi fe,1 

to em [1]. 
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$ 5o » CIÂS$1FlcAÇÃO9 EM VARIBDADBS aria.g

TÁVqI$, OO$ CAWO$ QUAL'GB}ÍátICO$
COM Ua COMO M WLÂS B SRM ât-
BITAS FBCHADÂS.
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§ 5g - OLASSIFICAÇlO, EM VAR'.ral>ADBS ORIE.!! 

Tiv~as, DOS CAMPOS QUASE*QEqaicos 

COM UMA CONEXIO DE SELAS E SEM ÓR

BITAS FECHADAS. 
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Neste pa?ágrafo canos fazer a classe»

flcação dos calados quase nárioos om qln o a].evento qluse
genérico é xma conexão de so].as.
mo$ ast\alar os campos X de classe Cr < r » 2) qln .nãg B2a

.8]H© .Üh&ta.a .ÉeSbadaa e nos quais :

Supondo !@ ozü.estável,

]. » as singularidades sao todas blpez

b6ll.cas (e portanto s6 há un número fi.Dito datas).

2 = há waa a uma s8 conexão de so].as

(qw pode sor lma auto-conexão).

3 onlulnto « llmjnto ( co - lilü.

to) de qln].qtwr trajot6ria ou é í'ornado por uma slngularídâ
de ou é a auto-conexão (#) (se esta ocorrer).

Tais caiüpos . serão decotados por Xe.

Antes de laostrarmos como associar xm

gráfico a la=n vamp.o Xc e nec:essárlo .fazer algwis eoanntárlos
sobro as auto-coüoxõos. Como M2 Q ortentávo].9 una aüo-cozo

('p) abuso 4o llpguagem: e a auto conqxgo u 4a"lí
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Neste parágrafo vamos fazer a elassi

fica~ão dos campos quase-genéricos em que o elemento quase

genérico é Ull'la conexão de selas. Supondo M2 Q~ientáv11, va-
~ 

mos estudar os campos X de classe cr ( r :;, 2) que .Di,Q ».21-

1111m Ól:btt·aa ,t1cbA41a e nos quais: 

... 
1 - as singularidades sao todas hipe~ 

bÓlicas (e portanto só há um número finito delas). 

, , N 

2 - ha uma e uma so conexao de selas 

(que pode ser uma auto-conexão). 

3 - o conjunto .()( -limite ( w - litl\1 

te) de qualquer trajetória ou é tormado por uma singularid,i 

de ou é a auto-conexão (*) (se esta ocorrer). 

Tais campos. serão denotados por Xc,. 

Antef de mo$trarmos como associar um 

'r· 1 y ' ' 1 r· · 1 t' gra co a um camp.o ·-e e necessar o . a.zer a guns comn arios 

sobre as auto-conexões. Como M2 é orientável, uma auto-cona 
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xão é uma curva fechada (+) com dois ].aços e comporta

um desses ].aços como atrator ou repu].sor do trajetÓrtas vl
zl1lhas9 dopsndondo do sinal do traço da derivada do campo

em seus pontos (var a def]niç;o de coziéxão do se].as ae $ 2%

Íteta 3, o também [SÜ); assim sendo, á necessário dar as
autoconoxões \m tratamento anal.ogo ao dado as 6rbttas fec1l&

das tio $ 1a, pois alas podem se comportar de wn dos lados ®.
no una tonto ou um poço do dímansão ]..

Â um campo Xe associamos lm gráfico
G (X.) dêfínldo do laano]ra seue].haste aos gráficos G (Xe)
com as seguintes ressalvas para a conexão de solas:

a virtude da Conexão de selas o

xl$tonto, à relação x € y, doftnlda no cona\mto -11} (Xc)das
singu[ar[dades de Xe9 podo deixar de ser ima re].acho de or
dem por .DaQ sor transiÇiva, éoEao üo ox©mplo:

('p) abuso do llngtugom: chuva fechada é a auto-Conexão u -la.l
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- , . ( ) xao e uma curva fechada * com dois lados e comporta-se de 
! 

, 
um desses la.dos como atrator ou repuls,or de trajetorias vi-

zinhas, dependendo do sinal do traço da derivada do campo 

em seus pontos (ver a definição de conexão de selas n0 § 212, 

f tem 3, e tan:tl,)•m [3]); assim sendo, é necessário dar 
.. 
as 

,.. . , ' , 
autoconexoes um tratamento analogo ao dado as orbitas fecl\a 

das no § 12, põ1s elas podem se comportar de urt1 dos lados ~ · 

mo uma fonte ou um poço de dimensão 1. 

A um campo X
0 

associamos um gráfico 

G (X
0

) definido de maneira semelhante aos gráficos G (Xg) 

com as seguintes ressalvas para a conexão de selas: 

a - em virtude da conexão de selas e

xi~tente, a rela~ão x ~ y, definida no conjunto ..íl (X0 )das 

singularidades de Xc, pode deixar de ser uma rela~ão de or

dem por .Di.a, ser transi-çiva, como no exemplo: 

<•) abuso de linguagem: curva fechada é a auto-conexão u ~Q"} 
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e-a qw bobos «l #'''2 , ''<1 :ç aZ , al ç a2 ' "as '''l # a2

(amlogamontq, ul #o2' a'l ÇG'2 ' a2 «"\. , Elas alÁ wl );
é c].aro que Isto sõ pode ocorrer envolvendo as solas eonect&

das. Blü vlrttM.e disto) para a construção do gráfico G (Xe) a
CFeseentamos a$ seguintes oxceçoes em relação as regras da»

das para a construção do G (XP):

l p SQ oeoner '< < rl 9 GI < G'2 e

''< € c2 ' hv'rá inatas ''( -''"a]. , C1--«2 "''a' .

2 » se ocorrer al < (r2 ) a'2 x< co

al q ''; t haverá arestas al---a2 9 a2'''o e al--a

o( 

2 

GJ 
2 
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em que temos « 1 f «2 , o<1 ~ 0""1 , 0"'1 ~ o-2 , mas °"l / ü2 
(ana.logamen\!, w1 ;t. w2 , O"" 1 ~ Ci"'z , cr2 ~ W:t , mas rJí A w1 ) ; 
, , 
e claro que isto so pode ocorrer envolvendo as selas eoneeta 

das. Em virtude: d!sto, para a construção do gráfico G (X
0

) a

crescentamos as S$guintes exceções em. relação às regras da

das para a construção de G (Xg): 

1 r se oeo~er o< ~ o-1 , ªi ~ <r 2 e 

e< ·s._ · n-
2 

, haverá ares-tas ~ · - a- , v - (J' e « -<1" • 
.... \1-. · · ··•. .1 1 2 2 

2 - sa ocorrer <r1 ~ °z , (J"' 2 ~ ~ e 

°i ~ w , nave:á areststS °i -<r2 , <r2-w e 0"1-w • 
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P ortazito pode ocos'er 8

outra paptleu].andados devida a
possibilidade do ocorrência da iaaa auto-eoaexãot é qua para
8 sela a' auto-conectada tarecos a'.<a- não trlvialmonta)pois

Wu (c') /l lís (a') = Wu (6') = ws (a') ;

Isto coxvesponder.á a oeorrencla do un laço no gráfico: é a

'Úl]ea possíb]].Idade de ternos uma aposta unindo im vártt-
ee x a lm verti.ea y eom x : y.

e Já vlm03, uma auto-comxão

eomporta+se do \m dos lad;os Como atTator ao repulsor do trB
Jet6rl.as vlztnhas. Bstabeloco os então a seguinte eonven
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Portanto pode ocorrer t 

V: 
°i----"-------➔ 2 

°i 
cr 

2 

b - outra particularidade, devida ' a 
;,,. - , 

possibilidade de ocorréncia de uma auto-conexáo, e que para 

a sela <r auto-conectada teremos rr~cr não trivialmente,pois 

wu < e; > n ws < <r > = wu < (j > = ws < a- > ; 
, ' A , , 

isto corresponder.a a ocorrencia de um laço no graticos e a 

, . 
, 

unica possibilidade de termos uma aresta unindo um verti-

ce x. a um vértice y com x = y. 

e .... como já vimos, uma auto-conexão 

comporta-se de um dos lados c0nto -.trator ao repulsor de tra 

jetórias vizinhas. Estabelecemos então a seguinte conven-
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ção: sempre que om um campo Xc oco?r8r XBna auto onaxao que

se Comporta do xm dos lados Como atrator (repulsor) do tra
Jet6rl.as, no gráfico G Ok) faremos) além do laço corro.g

pendente, ula verti.eo or ('dal) no qual. tncídlrão as arestas
eorrespondentos à representação das trajotorias Guio cona\iD,

to to - ]!mito (,. - ].ími.ta) é a auto.-conexão. É c].aro guio

\m tal vértice se comportará como \m vértice (ol(«1) que

ocorre nos gráficos associados aos campos com orbttas fect\â

das qxn foram estudados no $ 1o (naaís proclsatnonte as área

tas Incidentes num vértice 'oCI(da ) corrospondela as aros
tas de lm dos dois grupos eüi que foram divididas as ares»
tas Incldontes nwa c..;(«1) no $ 1o, poi.s a auto-Conexão $6
é atrator (repu].sor) de lm dos lados). .Atén disso) como es

se vértieo é introduzido artif]eia].menta! nãó inf].alfa
Característica do Eu].er do gpáf'íco.

o gráfico G (Xe) assim obtido será
conexo se não ocorrer a auto-Conexão ou $o esta existir nas
nao desconoctar M2; s8 há uma auto conexão que dasconecta }P

o gráfico não será conexo (to á dus componentes). Atou

dissot G (Xe) possuo as saguinbas proprlodades:
Gr. ]. não ha arestas xmíndo

fonte a laa poço;
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ção: sempre qua em um campo X
0 

ocorrer uma auto-conexão que 

se comporta de um dos lados como atrator (repulsor) de tra

jetórias, no gráfico G (Xc) te~emos, além do laço corre.a 

pondente, um vértice w; ( o1.;}) no qual inc1d1,rão as arestas 
' iN , correspondentes a representaçao das trajetorias cujo conjtJ.!l 

to u.> - limite (oi. - limite) é a auto-conexão. g claro que 

um tal vértice se comportará como um vértice w 1
(«

1 ) que 
1 

ocorre nos gráficos ·associados aos campos com Órbitas fecqa 

das que foram estudados no § 10 (mais precisamente as are.a 

tas incidentes Il:um vértice wJ ( 4) correspondem às ares

tas de um dos dois grupos em que foram divididas as ares

tas incidentes num J <~1) no § 10, pois a auto-conexão só 

& atrator (re.pulsor) de um dos lados). Além disso, como es-
, , ... , 

se vertice e introduzido artificialmente, naô influira na 
, 

caracter1stica de Euler do grafico. 

O grá.fieo G (Xe) assim obtido 
, 

sera 

conexo se não ocorrer a auto-conexão ou se esta existir mas 

não desconectar 1-12; se há uma auto-cQnexão que desconecta ti-
o gráfico não será conexo ( ter~ duas componentes). 

disso, G (X
0

) possua as segu,intes propriedades: 

1 - não há arestas mindo 

fonte a um poço; 

, 
Alem 
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Grr., 2 apostas QU partem de lma

fonte (qu9 podo $er o ül ) Q Chegam a wu sola) ou partos

de una sola Q chegam a lm poço (que pode ser o alá: ) e .azâsi.
.aaaaatS. .l®â: de]a$ parte do lma se].a e chaga a \ma se].a (qlB
podo ser a mesma).

Gre 3 em Cada sela há exatanente
duas arestas que chegam e duas q.uo parten.

Note que na realidade o gráfico
é forlaado excluslvalaente pelas afastas mencionadas em Grc3.

eon re].ação as Eras pro-

priedades anteriores podo ocorrer a seguinte .gzÊs$aÊ: (com
parar eon o estudo dos calapos eon orb]tas fechadas no $ ].o):

se. a auto-conexão s.e eanporta de lm d® lados cona atrator

(repu[sor) o se em M2 e].a ]]míta ]m dIsCo que ten wm fon
te « (um poço io) Como Ú:üea síngulaTídade do Xc no sou lata

rtor9 do tal forma que toda tr830t6rla conta.da nosso disco
8spírala torta '« para a auto-êonoxão (da auto-epno

3çãio para o poço 4'0 ))então no g:ráfíco G (XC) haverá wa a-

re:sta «-.ui$"ÇI..-ao ) , que será a Única aposta Incidente
nesses dois vértices.

q.
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Grc 2 - as arestas ou partem de uma 

tonte ( que pode ser o ex.:} ) e chegam a uma se la, ou partem 

de uma sela e chegam a um poço (que pode ser o w;) e prec1 

smnte JIDfl delas parte de uma sela e chega a uma sela (que 

pode ser a mesma). 

Gr 3 - em cada sela há exatamente 
e 

duas aresta~ que chegam e duas que partem. 

Note-se q~e na realidade J 
, 

gratico 

é formado exclusivamente pelas arestas mencionadas em Gr0 3. 

OBSSBVA.ÇlO: com relação- às tres pro

priedades anteriores p·ode oeorrer a seguinte 1meçi12: (com

para-, com o estu4o dos campos com Órbitas fechadas no § 10): 

se. a aut►.conexão se comporta de um déS lados como atrator 

(repulsor) e se em M2 ela limit• um. disco que tem uma fon

te o< (um poço w) como única singularidade de Xc no seu inta 

rior, de tal forma que toda trajetória contida nesse disco 
e, 

espira-la-se da fonte o< para a auto-conexão (da auto-c~ne

xãb para. o poç.o w ),então no _gráfico G (Xc) haverá uma a-

re"sta o<.- w~ 'Ç'-w ) , q~ será a única aresta incidente 
, . 

nes-ses dois vertices. 
~ , 1 
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Nos gráficos G (XC) podem ocorrer os

seguintes tipos de conjwltos dlstinguidost

[í, 3; k, l]

[J, :; :, k]

3

b, «; -]

bm, z; -]
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Nos gràficos G (Xc) podem ocorrer os 

seguintes tipos de conjuntos distinguidos: 

o( 

1 

[i, j; k, 1] 

Oj_ cr 2 li 

O, i; 1, k] 

w 

2 3 

1 ~' m; n] m 
ti li 

[m, l; n] 

n 
j 

w 
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c; 4

J ; c; k9 :]
[J,
P,

Í; c; 1, 4
*]1,

[j, !; c; *, :]
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• 

4 5 
o( 

[1; e; 3, k] [1, m; e; n] 

1 

e 
<J"'l crz 

G'"l e °2 
n 

w 

6 « 

[1, 3; e; k, 1] 
1 [3, .i; 

li 

1, k_] <T2 e; 
li 

0"'1 e [1, 3; e; 1, k] 
[l, i; 

li 

k 1 e; k, 1 J 
w 



7

[í, j; e; kt l]

8

b, J; c; b ]]

10 d 11 4
b] b]

l

0].
©

7 

8 

9 o(. 

i 

cr 

j 

w 

G" 1 

w 

~; e; 3] 
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10 d.. 11 cxla-

[1] [1] 
1 1 

wl w 
G"' 
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É preciso acroscantar al.nda que nos

conjuntos distinguidos do tipos l9 2 e 3) ou o -c OU O o

podem ser substi.tuidos respectivamente polo 9(«l ou o«l aqB
do que a substituição do um donos exc].ui a possibi].Idade de
substituição do outro. Para efeito do referencia os eal3tiD

tos distinguidos assim obtidos serão donotados pop l «l )

lwa. l 2..{} l 2.o} 9 3.rl 8 3.;} (e Claro qun nos outros tÁ
pos do conlulito distinguido ta]. sübstítta.ção não pode s8r

feita pois a Conexão 3á aparece neles).

Nos campos X. ta,mbém os con3u1ltos di.â
tinguídos cwraspondom a$ fronteiras das colaponontos cone
xas do complementar em relação a variedade do conlxmto fa'
nado peias stngu].arídados e paios pontos das variedades in
variantes das selas.

Nos conjlmtos distingui.dos dos gráríw

eos G (X.\) temos a mesma noção do afastas associ.idas quão

fol dada para os campos Xa.' Assim sendot nos eon3'lutos dl.a
tinguldos dos tipos is 2 0 3 (o nos em qtw o « foj. substl'kB

tdo pelo «}ou o w polo (o} ) são associadas as nasmas a

Festas já citadas nos canpoé xR' liam conjwto [i; c; J, kÜ!
do TIPO b9 são associadas í 6 c) í e J, e Q k; nlw eonjwito

[[, la; e; n] de ti.po 5 são associadas ]. e c9 e e nl n e n;
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t preciso acrescentar ainda que nos 

conjtµ1tos distinguidos de tipos 1, 2 e 3, ou o « ou o w 

podem ser substi tuiq.os re.spectivam.ente pelo ~ ou w; , se.11 

do que a substituição de um deles exclui a possibilidade de 
A 

substituição do outro. Para efeito de referencia os conju.u 

tos distinguidos assim ootidos serão denotados por 1 0(1 , 
a-

1 wl , 2 oel , 2wl , 3 «l e 3 .1 (é claro que nos outros ti 
~ ~ 7 ~ ~~ 

pos de conjunto distinguido tal substituição não pode ser 

feita pois a conexão j& aparece neles). 

Nos campos X também os conjuntos di.l 
e 

' tinguidos correspondem as fronteiras das componentes cone-

. - ' xas do complementar em relaçao a variedade do conjunto for-

mado pelas singularidades e pelos pontos das variedades in

varian.tes das selas. 

Nos conjunt.os disting~dos dos gráfi• 

cos G (Xc) temos a mesma noçio de arestas associadas que 

foi dada para os campos _:X:g• Assim sendo, nos conjuntos di.a 

tinguidós dos tipos 1, 2 e 3 (e nos em que o o< foi substit.» 

ido pelo o<J. ou o w pelo '°d") sã~ associadas as mesmas a

restas já citadas nos c•pos Xg• Num conjunto [1; c; j, k], 

do tipo 4, são ass ociad'&S 1 é e, 1 e j, e e k; num conjunto 

[1, m; e; n] de tipo 5 são associadas l e e, e e n, m e n; 
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num conjlmto ]!) j; c; k9 :l] de tipo 6 são associadas l o ct
j Q cl c e k) c Q ].; num conjunto ]i) J; c; k! !] de tiPO 7
ou8sãoassocíadas lok9 3 0c) cel; nxm conjimto

E; c; jÜdotipo9 sãoassociadas ie cl c o 3 e num tipo
[o ou ].]. não há arestas associadas.

Tomos nesses conjimtos distinguidos os

seguintes .Da=âg Ãa .aEâgbâ.S .ad].aÊan&a8: num tipo l9 2 e 3 (e

nos em qua o o( fo] subst]tu]do pe].o «rl ou o a pelo W;' )9ão
adjacentes os mesmos patos de arestas já oleadas para o$ cqD

pos Xe; nun conjunto li; c; 3) ]€11 9 do tipo b) sao adjacen»
tes c e k) k Q J) j o c; num conjunto i].) m; o; ndae tiPO 5

são adjacentes l Q ct c Q m, m o 1; nula con3unto]í,j;e;k l]
de tipo 61 são adjacentes ie j) k e ].; nlm eonjlmto

[it j; c; k :l:] da tipo 7 são adjacentes as duas arestas in
cl.dentes om cada vortíee; DtB:a con31mto atstingulaoÜí)J;c;k)il
do tipo 8sãoadjacontes [e j).j o].} ]e k) ke ].; alga

conllnto dl.stlngui.do de tôPO 9) 10 0u ]]. não definimos ares
tas adjacentes.

Os Conjuntos distinguidos dos tIPos 9t

].O e ll não precisam ser orientados pois suas arestas per-
tencem oxc].uslvamento a elos Os demais conjuntos dlstln

gü.dos destacados nula gráfico G (Xc)t devam sempre ser orl»
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num conjunto [!, j; c; k, 1] de tipo 6 são associadas 1 e c, 

j e c, e e k, c e l; nun conjunto f!, j; e; k, f] de tipo 7 
' 

ou 8 são associadas i e k, j e c, e e l; num conjunto 

(!; e; j] de tipo 9 são associadas i e c, e e j e num tipo 

10 ou 11 não há arestas associadas. 

Temos nesses conjuntos distinguidos os 

seguintes pa;ca§ ~ AU§.tlà.a a,djaçentes: num tipo l, 2 e 3 (e 

nos em que o oc foi substituido pelo o<; ou o w pelo w; )são 
, 

adjacentes os mesmos pares de arestas ja citadas para os cq 

pos Xg; nu~ conjunto~; e; j, ~, do tipo 4, são adjacen

tes e e k, k e j, j e e; num conjunto [1, m; e; 1!) de tipo 5 

são adjacentes 1 e e, q e m, m e l; num conjunto~,j ;c;k,1] 

de tipo 6, são adjacentes i e j, k e l; num. conjunto 

[1., j; e; k, 1] de tipo 7 são adjacentes as duas arestas in

cidentes em cada vertice; pum conjunto distinguido[_i,j;c;k,~ 

de tipo 8 são adjacentes i é j,. j e 1, 1 e k, k e 1; num 

conjunto distingu:i.do de tipo 9, 10 ou 11 não definimos ares

tas adjacentes. 

Os co:qjuntos distinguidos dos tipos 9, 

10 e 11 não precisam ser o,rient~dos pois ~uas arestas per

tencem exclusi-vamente a eles,. Os demais conjuntos distin

guidos destacados num gr&:f"ico G (Xc), devem sempre ser ori-
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entadoss significando esta orientação quot a cada vértice
de lm conjwito dIstInguIdo devemos ter \an sentido do rota

ção ben definido entre as .alaÊ&a.â .84..iaaan&eê, do con3imto

que são Ineldentos nessa vértice; esta orientação e dada

ass[na[ando cada várttce da figura p].ana que repto
senta o conjunto distinguido o sentido da rotação ao re-
dor denso vért]ee) de ta] forma que e]a $e real.izo abra«
vgs da região da].imitada palas afastas do conjunto (num

tipo 21 2..(l 9 2.ul o Ü (3,3.i , 3wl o 5) tal roglão á de-
].Imitada aporias palas apostas qu» não Incidem na fonte

(poço); alga tipo 6t cons3.dopar duas ragioes do].imitadas PS.

los pares do arestas adjacentes e indepandantes lma da ou

tra para efeito de orientação; nlm tipo 8 considerar a ro
grão delimitada apenas pelas afastas distintas da auto-
conxão) ; Isto corresponderá). Ra varledadel 8 1wa rotação
roa].lzando-se através da região eanoniea qxae dou origem ao

conllnto distinguido. Como a rotação se onvo].verá as aresn
tas adlacentes9 devam $er Ignoradas para efeito de orien-

tação, 8 aresta que incide na fonte (poço) nlm ti.po 2)2dl,

2a]. e b (393,( 1 ) 3üoJ.e 5) e a conexão nos ti.pos 6 o 8.
Uti].içando o conceito do cona'luto di3

tingu[do Q as noções a e].e ]i.gados) doa.Hinos uai gxáÉj.
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entados, significando esta orientação que, em cada vértice 
\ 

de um conjunto distinguido devemos ter um sentido de rota

ção bem definido entre as arestas 1431gente1 do conjunto 

que são incidentes nesse vértice; esta orientação é dada 
! 

assinalando-se em cada v&rtice da figura plana que repre-

senta o conjunto distinguido o sentido da rotação ao re-
, 

dor defse vertioe, de tal forma que ela se realize atra-• . 
',~ 

vés da região delimitada pelas arestas do conjunto (num 

tipo 2, 2 1 , 2 1 e Li. ( :;, 3 1 , 3 1 e 5) tal região & de-
~~ ~~ ~~ w~ 

limitada apenas pelas arestas que não incidem na fonte 

(po~o); num tipo 6, considerar duas regiões delimitadas PA 

los pares de arestas adjacentes e independentes uma da ou

tra para ef~ito de orientação~ num tipo 8 considerar a re

gião delimitada apenas pelas arestas distintas da auto

e one:xão); isto corresponderá,_ na variedade, a uma rotac:ão 
, ... 11-

realirando-se atraves da regiao oanoniea que deu origem ao .. , , 
conjunto distinguido. e omo a rotagao so envolvera as ares-

t~s adjacente·s, devem ser ignoradas, para efeito de orien

tação, a aresta que incide na fonte (poço) num tipo 2,2ot1, 
(j 

2,_,l e 4 (3,3 1 , 3w..). e 5) e a conexão n•os tipos 6 e 8. 
\AI (i"' o( <i"' V 

Uti1izando o conceito de conjunto di.a 

tinguido e as noções a e1e ligadas, definimos um 1rít:1-
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associado a un campo Xc Como sendo ula grá-

fleo G (Xc) 3umtalaonto con ulü Corto nÚnro de Conjuntos
dlsti.ngW.dos tais que :

GDc l Toda aresta de G (Xc) porten
ee a oxatalnonta dois eonjlmtos dlsti.nguldos} com exeeção

da Incidente na fonte (no poço) num Conjunto tipo 2t z«t. l

2to} e b (3, S«ã, , 3..}} o 5)) da conexão nim tipo 6 ou
8 o de todas a$ arestas de um tipo 9) 10 ou 11) que pertos
eem a \#a 90.

P

GD. 2 a afasta Incidente na fonte
(no poço) em qua].quer Conjunto distínglaldo do tipo 2? 2«it
2o[ ou b (3t 3.1 ) 3..o]. ou 5) á a únICa aresta pula Inca
de nossa fonte (nesse poço).

GDe 3 anal.oga a GDg 3.

GDc b análoga a GDg ü9 eom as se
gulntes obsonrações:

a relação a adjacencla não de

vem sor Consideradas a aresta Incidente na fonte (no poço

n\aa tiPO 2) 2«}. ) 2«r e & (3) 3,.(]. 9 3w]. e 5) e a co-
aeJção nlm tipo 6 ou 8.

b onlunto do tipo 91 10 ou ll
turca ocorrerá nulas a'dem eÍc].!ea pois suas arestas são
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, 
J:.Q sli§ti;gguigp associado a um campo Xc como sendo um gra-

f'ico G (JCc) juntamente core um certo número de 

distinguidos tais que: 

conjuntos 

GDc 1 - Toda aresta de G (Xc) perten-

ce a exatamente dois conjuntos distinguidos, com exceção 

da incidente na fonte (no poço) f!um conjunto tipo 2, 20(~, 

2wl e 4 (3, 3:x l , 3wl e 5), da conexão num tipo 6 ou 
~ ~ -~ 

8 e de todas as arest-s de um tipo 9, 10 ou ll, que perte.n 
, 

cem a upi so. 
,. 

GDc 2 - a aresta incidente na fonte 

(no poço) em qualquer conjunto distinguido do tipo 2, 2o<1, 
(f 

2"' l ou 4 (3, 3 ... 1 , 3,"1 ou 5) é a única aresta que 1nc1-
-fJ" ""'J" ....,o- ·. 

de QeSsa fonte (nesse poço). 

GD0 3 - análog~ a GDg 3. 

GDc 4 - análog~ a GDg 4, com as se-

guintes observações: 
- A H a - com relaçao a adjacencia ~o de-

vem ser consideradas a aresta incidente na fonte (no poçd 

num tipo 2, 2«1 , 2 v.,l e 4 (3, 3 1 , 3wl e 5) e a co-
- ~ O- «~ v 

nexão num tipo 6 ou 8. 

b - um conjunto do tipo 99 10 ou 11 

nunca ocQrrerá numa ordem cíclica pois suas arestas -sao 
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a$ unícas Incidentes on sons vértices.

GDc 5 = anal.oga a GDg 5.

Tendo elü vista a interpretação gaomé

trica dos eonlimtos dlstinguídosl dado \w campo Xc. s8 há

forma possÍva[ do associar a e].o xm gráfico distingui

do! o qual se!"á denotado G'B (Xc).
Para i].ustrar & noção de gráfico dlâ

tlnBuído vamos consldetar os sega.ntes exomplost

].) Em S21

80 

, . , 
as unicas incidentes efil seus vertices. 

/ 

GDc 5 - analoga a GDg 5. 

Tendo em vista a interpretação geomé

trica dos conjuntos distinguidos, dado um campo Xc. só há 

uma forma poss!vel de associar a ele um gráfico distingui

do, o qual serâ denotado o* (Xc)• 

Para ilustrar a noção de gráfico diA 

tinguido vamos considerar os seguintes exemplos: 

1) Em s2 , 
oq_ 
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eom os conjuntos distinguidos [a9 b; c; d9 a] )[a, b; o]
[l) n; f)d] )[l)k; n])[jgk; g) f], [i; g, h]
bn, J; ., -] .

2) Em sz!

''<}

Cola o$ conlwtos dlsti.ngulld:os [i} 3; c; nt 1], [1, j; k,l] ,

[-; *, «] , [.; -, .] . P; ,, $

81 

com os conjuntos distinguidos [ a, b; e; d, e J ,[ a, b; o] , 

[1, n; r, d] , [1, k; m], [j, k; g, r] , [1; g, h] e 

[n, j; e, h] • 

a: 1 

p 

o{l 
(f' 

o 

q 

com os conjuntos distinguidos [i, j; e; m, 1], [ 1, j; k,1] , 
[ n; k, m] , [ o; P,, qJ e [r; P, ~ 
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3) Em T2

O gráfICo associado a este calado seta

82 

O gr&tico associado a este campo será 

w 
wl 

o( 
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eom os conjuntos distinguidos [as b; e9 d] ) Er) b; c; esaq

. [., '; :].
Temos para os campos Xc as laesmas de»

flnlQ6es de campos conjugados e do gráficos distinguidos

lsomorfos que foram dadas para os ealapos Xg) sendo ainda
válj.do o

Tc ]. : ]% .'' Y($;:à G'P (Xc) v G'P (Ye)

Navalaonte a demansuação deite teore

nã Consiste fundamental.monte na definição do holaooülorfls»

no do M2 que leva as trajet6rías de Xc nas de Yc o essa
definição é análoga à Construção que á falta ela [2] e em

[3]t pg 1+2 a &5 8 razão pela qlul não faremos a delüoastr.B

Ção aqa..
ilha vaz dolaonstrado este teoremas o

prob[ona de c].assíficação dos cama.os Xe se transforlüa no
problelaa de classificação doã gtaficos distinguidos G'(Xe))
mas navatadnte stugo a porguntat se construi=nos xm gráfí=
eo distinguido abstr&talnentet pode garantir qln ele Ó
o gráfico distinguido associado a algtan campo Xc ? Para
t'esponder a testa perguntai dados as seguintes defl.nlcões:
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com os conjuntos distinguidos [a, b; e, d] , [t, b; e; e,~ 

e [ a, f'; g J. 
Temos para os campos Xe as mesmas de

fini<:ões de campos conjugados e de gráficos distinguidos 

isomorfos que foram dadas para os campos Xg, sendo ainda 

válido o 

Novamente a demonstração deste teore

má consiste fundamentalmente na definição do homeomorfis-

mo de M2 que leva as trajet6rias de X0 nas de Y0 e 

- , '1- ' ... , [ J ~etinigao e ana oga a eonstruça.o que e feita em 2 e 

essa 

em 

' [ 3 J, pg l.i2 a 45 , razão pela qual não faremos a demonstr.1 

ç·ão aqui. 

Uma vez demonst~ado este teorema, o 

problema de claS•$1:t'icação dos camp:os Xe se transforma no 

problema de clas-siticação dos gráficos distinguidos a* (X0 ), 

rnas novaménte surge a pergun~at se construi:rtnos um 
, 

grafi-
, 
e e o distinguido •bstrs.tamentet, pode,-se garantir que ele 

o gráfiéo distinguido associado a algum campo Xc ? Para 

responder a esta perguntat damos as ·seguinte,, def1n1eões: 
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lc - lm gráfico distinguido abstrato
/\c e definido de laane].ra aná].oga ao /\g'

2e ' 8 earaetarl.sti.ca de Ed.or )(P (Ac)

á ea].eu].ada da norma forma que X(A.); ].embrar que .D
l na qaracteÇ

.P:"

3e ' definição de /\c real. závól l-
, r'ea].izávot.

O resultado Central deste
g.: à .. '/\

parágrü

fo Ó dado pelo

Te 2 - Ae e raaUzával 8m M2é-g'X.CAc) : X' (M2)

A = Wão há auto-Conexão.

A tdáia da demonstração neste caso ó

a laoslaa q e fól usada no T rw 2t ou sejam dado tm gráfi»

co /f\ ó, 8 ele associaromos xm gráfico /\g cananau ea=aekg
rist[ea de Eu[erl que é real.ízavo] a]a M2 se o saaenb se o

g.?áflco /\. dado inicial.mente o fà'; Iras a realizabílídade

d0 8réfleo A g está provada ala [1] e então o problema oü
tá.regolvtdo.

Â Conexão de selas pode ser eliminada

ut[[[zando a técnica tuua]., que consiste en perturbar o
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lc - ·um gráfico distinguido abstrato 

/\ e é definido de maneira an,1 og·a ao /\ g ~ 
2c - a caracteristica de Euler X (A0 ) 

é calculada da mesma forma. que X ( A. g) ; lembrar que .Q 

o<<f 1. .12 w; Dit! totlmm DA qaracta;c1st1,ga. 
·· 30 - definição de A realizável i-

gual à de /\ g realizáve1. e 

O resultado central deste 
, 

paragra.-

to é dado pelo 

Demonstragip: 
A - Não h& auto-eo,nexão. 

A idéia da demonstração neste caso é 

a mesma q-u,e toi usada no 1 <rw 2, ou seja, dado um gráfi

co /\ e' a e1e. associaremos um gráfico Ag eon mesma earacta 

ristica de Euler, que ê realizáve1 em M2 se e somente ·se o 

g.ráfico /\ e dad9 inic.ialmente o f'ór; mas a realizabilidade 

de>" grftieo /\ g está provada em [1 J e então o problema e.a 

tá ,resolvido. 

A conexão de selas pode ser eliminada 

utiliu•ndo-se a técnica usual, que consiste em perturbar o 
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campo nlwa vizinhança tubu].l

[u' da egneXão de se].as.

U ao redor de oonto re gB

da fo.lta a perturbação toro

. o "figo ''=1 .« [5]\Iras (ver a secção
'-.si'

85 

• campo numa vizinhança tubular U ao redor de um oonto reg,u 

lar da c9ne~io cie s.elas. 

w 

<r l ,_ ...... ---+----------l-----' 

u 

Depois de fe.ita a perturbação tere-
' ~ 

mos (v!r a s·ecçio u de [3] e o artigo VJ:I em [5] >. 
w 

u 
o( 
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Portanto a conexão de se].as fol ell

minada e o novo campo eotncide com o campo Xc fora da U
sendo portanto lm campo do tipo XR'

Cano consequoncla) podemos obter im

gráfico /\ a partir de \m l/\. fazendo basicalüonte 8 SO

gente construção:
g

E].imínaramos a conexão do selas oxa»

ml.nando todas as eomblnaç6es possíveis de conjuntos dis
tíngu[dos em que o].as aparecem!

a conexão pertence a dois con

J latos do tiPO 71
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Portanto a cone~ao de selas foi eli-

minada e o novo campo coincide eom o campo X
0 

fora de 

sendo portanto um campo do tipo Xg• 

gr,fico /\ a partir 
g 

guinte construção: 

Cij_ 
C· 

a 

o( 

A 

Como consequencia, podemos obter 

de um A e fazendo basicamente a 

UJ 

b b 

CTz 
a· 

~ 

()( 

u 

um 

se-

Eliminaremos a conexão de selas exa

minando todas as combinações possíveis de conjuntos dis

tinguidos em qu.e elas aparecem: 

l - a conexão pertence a dois con ... 

juntos do tipo 7: 
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/\ . e obtido da seguinte lüaneíra: mqD

tóp..se toags as apostas de /\ e eon exeoção da Conexão e
todos o$ con.juntos distinga.dos com õxeeção dos dois do tl

po 7 qun estão sendo caEisídefados. A conexão á substitui

da pe].as arestas ç]. 9 c2 B os dois eaijuntos ©.stinguldos

pelos Eras Seguintes! [af b; dl c2]) [fl e2; el) e] e

conexão pertence a eoallntos

di.9tlnguldos dos tipos 7 e b::

\

+

K

)

w 
2 Wi 
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/\ é obtido da s.eguinte maneira, mlJW 
g 

té,r,se to~ts as arestas de /\ 
0 

com excecão da conexão e 
\. 

todos os eontuntos distinguidos com exeeçJo dos dois do t.1 
... ... , 

po 7 que estaç s,ndo conside1'fàdos. A conexeo e substitui-
. \ 

da pelas arestas.~1 e c2 e O$ dois c~juntos distinguidos 

pelos tres se·guintes, [a; b; d, e2], [t, c2; c1 , e] e 

~2' lt h, 1]., 
i 

2 - a. conexão pertence a 

diirt;inguidos dos tipos 7 e tu 
; ~ 

conjuntos 
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A cano)cão é substltu3.da por e]. e c2 e

os conjuntos por [a) b; q cZ]9Ehs c2; cl) o] e
[ht e2; f, g].

3 0nexão pertence a conjuntos

distinguido dos tipos 7 e 5:
análogo ao anterior!

88 

Wi Wi 

A conexão é substi tuida por c1 ~ cz e 

os conjuntos por [a, b; d, c1],[b, c2 ; c1, e] 

[ h, c2; f, g ]. 

3 - a conexão pertence a 

distinguido dos tipos 7 e 5: 

análogo ao anterior: 

e 

conjuntos 
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Conexão partenco a Conjuntos

distinguidos dos tIPos & Q 5:

w 
1 

4 -· a conexão pertence a 

distinguidos dos tipos 4 e 5: 

Jí 
\ 

a: 
1 

89 

conjuntos 

<1z 
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A Conexão é substituída por q. e c2 e

[q b; c9 d] l [g, e2, el, d] eos eonjlutos por

B, ':;. ,,].
conexão pertence 8 dois con31n»

tos do tipo b:

A Conexão á sübstitulda por cl e c2

e o$ conjwtos por [a, el; f, d] ) [a) cl; c2, e] e

[-; .:, ']..

conexão pertence a dois conjunw

tos do tiPO 5t
análogo ao autoria't
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A conexão & substituida por °J. e c2 e 

os conjuntos por [ a, b; e, d] , [ g, c2 , 01, d] • e 

~' cz; e 'r J. 
5 - a conexão pertence a dois conj-qn-

tos do tipo 4: 
d 

o<.l 

a 
t e t 

w a-2 w 6"2 <i. --z . 

<r· 
b 

~2 
e 

2 

e e 

- , . 

A conexa o e substj. tuida por c1 e c.2 

e os conjuntos por [ a, c1; f, d J , [ a, c1 ; c2, e] e 

[b; cz, t]. 

6 - a conexão pertence a dois conjun-

tos do tipo 5: 
/ 

analogo ao anteriort 



conexão pertence a um conjunto

do tipo 6

d 

e 

do tipo 6: 

1 
e 

d 

e 
2 

91 

e 

7 - a conexão pertence a um conj.unto 

1 

k 

w 
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A conexão á substltu3.da por cl o c2

e o conjmto por [J! c].; e2) k] e [ít el; e2, l].

B » Há auto-colnxão.

Â Idéta essencial.monte é a mosma9 PR

rem ao se fazer a perturbação do !aano]ra anal.oga ao can

se At aparece tara orbita fachada; supo1lhamos que a auto

Conexão da se].a a' nlm campo Xe sola) de un dos lados}
ll.mito do tralet6rlas (o caso « it.alto .g análogo):

Depois de falta a perturbação toE9.
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A 
... , 

conexao e substituida por c1 e 

e o conjtmto por [3, c1 ; c2 , k J e [1, c1 ; c2, 1]. 

B - Há auto-conexão. 

A idéia essencialm.en~e é a mesma, pJ2 

rém, ao se fazer a · perturbação de maneira análoga ao ca .. 

so A, aparece um.a Órbita fechada; suponham.os que a auto-

conexão da sela a- num campo X0 seja, de um dos lados, 

w - limite de trajet6ria.s (o caso oc. - limite é análogo): 

. o( 

Depo_is de feita a perturbação tera 

mos: 
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Notar qua, após a perturbaçãot

nova separatrlz instável de a toa para co - ].Imite
pita estável. c.4 , qu» é também w - llM.te das t aletó

cr . 

D( 

Notar que, após a perturbação, a 

nova separatriz 1:i:stáve1 de cr tem para w - limite a ór

bita estável wj , qua é tambem w - limite das trajetó -

93 
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Elas que antes da peTtlubação tinham para w - llH.te a
aixto»Çonexao+

No gráfico a Órblb fechada do calado

perturbado será o próprio {dal(ou dal) que 3á havia si.do
Introduzido artificialmente.

O novo A será então obtido do.Ac u-
tl].lzanão a portinha:ção acha. Bxaminonos todos os casos
possÍvoist

]. o-conexão pertence a xaü

eonllmto do tá.PO 81

a) a auto xão corresponde

..d.,Ç

94 

rias que antes da perturbação tinham para w - liaite a 

aut o-:gonexão. 

No gráfico a 6rbita fechada do campo 

perturbado será o próprio wJ(ou ot.;) que já havia sido 

intll'odUido artificialmente. 

O novo /\ será então obtido do Ac u-

tilizando a perturbação acima. lxaminemos todos os casos 

p~ssive1st 

1 - a auto-conexão pertence a 

conjunto do tipo 8: 

a) a auto-conexão corresponde a um 

w 
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./\ é obtido da seglünta lüaneírat ma.B

télü-se todas as arestas do Á . (Inclusive as Incldonbs em
da

todos os conjuntos dlstilBuldos (Inelu

sito os l.ncidentos elü o(rl) com excoção do tiPO 8 que está
sendo considerado; a Conexão Q substituída por e]. o e2 o o

con3ulnto por B) 3; b e:jl o BcZ; cl iq .
b conexão earresponda a iw

aç] : análogo ao antoria':

d.} qw .nã.2r aa, Mama) can exeeção

autoncoaexão

) com

auto! Conexão pe=tonoe a lm

31mto do tiPO 9:
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/\ é obtido da seguinte maneira: ma.o 

tém-se todas as arestas de J\ 
0 

(inclusive as incidentes em 

o( l que JlÜ t§tão ZfJPl'tUH1ntada1 a ;tirnmal com exceção da 
<r 

auto-conexão e e todos os conjuntos distinguidos (inclu-

sive os incidentes em o1.;-) com exceção do tipo 8 que está 
... , 

sendo considerado; a conexao e substituida por c1 e c2 e o 

conjunto por [!, j; k, c:J e ~ 2 ; c1 , 5J • 
b - a auto conexão corresponde a um 

wj : análogo ao anterior:, 

w 

2 - a auto·' conexão pertence a um con-

junto do t1p,o 9: 
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auto conexão corresponde a

f

A a\lto conexão á substituída por

e]. e e2 e o conáurlto por [1; 3, el ] a [c2; á) cl].

b = 8 auto-ccuioxao col'responda a lam

CO .! : aná].oeo ao anterior:

96 

a - a auto conexão corresponde a um 

o( 

• 

w 

A auto conexão é substituida por 

c1 e c2 e o conjunto por [1; j, c1 J e [c2 ; j, c1 J. 
b - a auto-conexão corresponde a um 

W i : análogo ao anterior: 

o<. 

1 1 

(f" (j" 

j j 

• 
wl w wl 

fj' (j 
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Tanto no caso A como no caso B) podo

mos v8r) a partir das êxls+.entes antarlorimntot quais são
as orlentaçoes e ordens cÍc].loas que devam so= tonadas a
fim do que o grá.fico obtido satl.sfaça as candiçbes GD b a

5 (no caso B o campo corresponde a um Campo Xa que adnlte
a presença do wna Órbita fechada; estes campos foran astullâ
dos no $ ].o).

97 

Tanto no caso A cor.10 no caso B, pode

mos ver, a partir das existentes anteriormente, quais 

as orientações e ordens e !clicas que devem ser tomadas 

... 
sao 

a 

, ' ... 4 
fim de que o grafico obtido satisfaça as condiçoes GD e 

5 (no caso B o campo corresponde a um campo X que admite 
g 

a presença de uma Órbita fechada; estes campos foram estud.,a 

dos no § 10). 
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S 6o CLASSIFICAÇÃO) BM VARIEDADES O«

RIBNTÁVEIS, DO$ CAMPOS QUASE

}lÉRICOS COM UMA ÓRBITA FBCIUDA

QUASE-GB]ÜRICA B $BM amAS aI-

BITAS FBCIUDAS.

98 

§ 6A - CLASSIFICAQIO, EM VARIEDADES O

RIBiff1VEIS, DOS CAMPOS QúASE-G! 

NlfRICOS COM UMA ÓRBITA PBCHA.DA 

QUASE-GEdRICA E SBM OU'rRAS óB

BITAS FECHADAS. 
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Nesta parágrafo vamos fazer a classif.l

cação dos campos quase=ganérlcos Ola qln o filamento quase
feérico é lama Órbita fechada quase geziáplca. Supondo gÊ...2=l

Âatá=at, vamos estuda' os campos X do classe Cr, r >z 3, qtn
.nãQ .E9g.8]iân .Ó=bl&aS EeSbadW .blaaxbâttsaa o nos quais

1 - há ima e xma s6p Órbita fachada)

ql» é quase=gonértca; as slngul.artdades são todas hlporb61.i

ca$ (o portanto s6 há laa número finito delas);

2 há tralet6rías conectando

3 » o conjunto '( mire (w

te) da qualquer tra3etoria ou á formado por xma s]ngu].árida.
do ou á a Órbita fechada qtmso genérica.

Tais ealapos serão conotados por Xd.{o '
Vamos apenas Indicar Quão podo ser

í'alta a classifíoação9 3á qxn o processo é Intelralaonto ai=iá

logo ao dos Casos anterl.Ocos.

De acordo cm ]S], lom (2.b)t Pg 9 )
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Neste parágrafo vamos fazer a class1t1 

cação dos campos quase-genéricos em Q.U$ o elemento quase-u 

n&rico é uma Órbi t.a fechada quase-genérica. Supondo M2 ort

·,n;tável, vamos estudar os campos X de c1asse cr, r ~ 3, que 
.. ,, , 1 

lllJ2 ~Q§§wtm orbitaa techad,aa biuorboliçaa e nos qua s 

l - há uma e uma só Órbita fechada, 

que é quase-gen&rica; as singularidades são todas hiperbÓU 

cas (e portanto só há um número finito delas); 

- , , 
2 - nao ha trajetorias conectando se-

las; 

3 - o conjunto « - limite ( w - limi-

) 
, , 

te de qualquer trajetoria ou e formado por uma singularid,a 

de ou• a Órbita fechada quase-genérica. 

Tais canipos serão denotados por Xot.W • 

Vamos apenas indicar como pode ser 

feita a classificação, já que o processo é inteiramente aqÍ 

logo ao dos casos anteriOl!'es. 

De acordo com [ 3], lema. (2.4), pg 9 , 
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dado \Ba Campo X«úo om M2) existem laca vizinhança R da

Órbita «o on M2 e dali Campo Y on M2 tais qln! X é homoomQ=

fa a im anol9 sendo slu fronteira fa'laada por duas cw"ras
fechadas CI o C29 a laICa singularidade de X«(o en N ó a
Órbita «(o e as 'Üilcas singularidades d© Y 8n N são duas

Órbitas fechadas hlporb6llcas, lma estável e una Inata

# e]a=o qln xm ta]. eanpa Y p

obtida sem alto=ar o campo X ..((o fora do N.

$8?

100 

dado um campo Xcxw em M2, existem uma vizinhanqa N da 

Órbita C(W em M2 e um campo Y em M2 tais que: N é homeomo.r, 

ta a um anel, sendo sua fronteira formada por duas curvas 

fechadas c1 e c2 , a única singularidade de X°'"' em N é a 

Órbita o<.w e as únicas singular.idades de Y em N são duas 
, , , 
orbitas fechadas hiperbolicas, uma estavel • uma 

, 
insta-

velt 

g claro que um tal eUtpo Y pode ser 

obtida sem alterar o caapo X Ili( w fora de N. 
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Isto sugere Imediatamente Como elass.l
ficar tais Campos! a eles associ.amos \aa gráfico G (X ,(.,./ )
cujos célticos sã0 8s s]ngu].arídades de loco o ao qiu].
acrescentamos laaís 2 vértices: lm «wl Correspondente ao

].ado instável. de dw e xa:a dAJal correspondente ao lado egtiá
vel. Na vara.idade estes dois várttcos e rrespondom as
duas 6rbttas genéricas 3á mencionadas 8 como estas duas
dellnattam laa anel no Interior do qtnl não há slngularlda «
post sempre haverá (no novo oanpo) laa conjunto distinguido

«JaUI (ver Órbitas fachadas no parágrafo Z) . Portantos
nos gráficos distinguidos aparecem apenas o$ eonlixntos d3.a

ttnguldos já nonclorudos no tratamento das Órbitas fecha»
das no parágrafo ].e. É iziterossante ressaltar apenas quer
se a clava «w não deseoaacta M2 (o oxenplo típi.co pode
sor obtl.do no toro T2) a 6rbi.ta «w pode ser con5untü q e
co to do xma üesna trajot6rla. Isto vat eorTesponder

8 conjuntos distinguidos oaa qtn o d .9 o (D fopan substitÜ.

dos polo o<.! e co: . Na roalidadel no tor'o T2 elclste ta
Campo qin não possuí outras 6rb]tas fechadas ou stagu].an-
dados a não ser xwa 6rbtta «w .
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Isto sugere imediatamente como class1 

ficar tais campos: a eles associamos um grátieo G (X ~w ) 

, - X cujos vertices sao as singularidades de c(W e ao qual 

acrescentamos mais 2 vértices: um ~! correspondente ae 

lado instável de «w e um wJ correspondente ao lado •st.í 
vel. la variedade estes do~s vértices correspondem às 
duas 6rbitas genéricas já mencionadas e como estas duas 

delimitam um anel no interior do qual nio há singularida -

des, sempre haverá (no novo campo) um conjunto distinguido 

()(;w.<.1 (ver 6rbitas fechadas no parágrafo 1). Portante, 
, 

nos gratieos distinguidos aparecem apenas os conjuntos di,a 
, , 

tinguidos ja mencionados no tratamento das orbitas fecha-

das no parágrafo 10. !! interessante ressaltar apenas que, 

se a curva « w não desconecta M2 ( o exemplo típico poda 

ser obtido no toro !2) a Órbita o(<.o pode ser conjunte 0( e 

W - limite de uma mesma trajetória. Isto vai corresponder 

a conjuntos distinguidos. em que o°'.! o w foram substituJ. 

dos pelo o<'! e w! . Na realidade, no toro ! 2 existe a - , campo que na.o possui outras orbitas fechadas ou singulari-

dades a não ser uma 6rbita o(W. 
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S 70 » BXIBNSÃO DA CLASSIFICÀÇ109 BM

VARIEDAIB$ QRIBRIÁVBl$s AOB

CAI@OS QUASE-4BIÜRICO$ COM ÓR-

Bl!AS FBmDAS GBllÉRICAS.
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§ 70 - U1.'8IfSIO DA CLASSIFICAÇIO, IM 

VARIEDADES ORIEN!ÍVEIS, AOS 

CAMPOS QUASI-GlfNitRIOOS COM ÕR-. 
BITAS FECHADAS GENÊlCAS. 

' 



Não há prata,eaaoate nada de nova 8

s8 fazer nesta caso 3á que tais orbltas não Interfere
eon os olowlitos qlusengenérleos! baeta eanslderarl en oa«
da eas.o! novos tipos do conltmtos distinguidos aos quais
os vértices o{ são s\Bastltüldos por vertlees «.]' e/ou OB

vgrttcos w por w ]; a ana]]se re]at]va ao o].eneato qiuse»
genári.eo não sa 8lte=a o a relativa &os vértices « l e

foi feita no parágrafo IQ para 6rbttas few
obadas.
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Não h& praticam.ente nada de nove a 

se fazer neste caso, j& que tàis Órbitas não interferem 
, 

com os ele•ntos quase-genericost basta considerar, em C&• 

da cas.o, novos tipos de conjuntos distingui.d os nos quais 

es vértices· oc são substituidos por v&rtices cx. 1 e/ou 01 

v,rtices w por w 1 ; • · an&lise relativa ao elemento quase-
, 1 .. , 1 gener eo nao se altera e a· rela.tiva aos vertices « e 

w 1 é a que foi feita no p,rágrafo lQ para &rbitas fe-

chadas. 
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BnBRSÃO DA CIA8$1FICAÇXO AOg

CA)@OS QUAL.4BNÉRICOS BH VA-

RIE'NAUS Wio @t,IBRIÁVBl$.
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§ 80 - El't$Hsl0 DA CJ;.ASSIFICAÇIO AOS 

c~os QUASB-GEDBICOS IM VA

RllÚ)ADES RIO ORIBft.!VBIS. 
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Valem as nesmag obsorvaç6os feitas
ao parágrafo ]o para o Caso não ortentáve]. caa as e8üin»
tes pa=tleiü.arldades para eaãa Gago:

A) ge].a

A a'ubo=].tgação de tara sela
ser ima Culta eon iaa ].ado s6. Tomos qw aeresoontar então

un novo tipo de eon3tnto dlstln8aldot (qug pode ou não e...

corre? alba dado ealüpo)

$egtn xh! ennplo de xaa ealapot ao pla»
no proletlve P2, ozide acorre xaa eanlunto distinguido do t!»
PO [ D en q]n a Rabo-].]gaçio á ima GuITa de an lado s6t
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Valem as mesmas observações feitas 

no parágrafo 1a para o caso não orientável com as segllin

tes particularidades para cada casot 

A) sela-nó 

A auto-ligagio de uma sela-nó pode 

ser uma curva com um lado só. Temos que acrescentar então 

um novo t~pe de conjunto distinguido, (que pode ou não ► , 
correr num dado campo) 

l 

Segue tim exemple de um campo, no pla

no projetiv.;> P2, onde ocorre um conjunto di;stinguido do ti-
l) 

... , , po 1 · · em Cl'8 a auto-ligaçao e maa curva de um lado sei 
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1«

B) Foco - eanposto
Nada a aereseentu

.!

C) Conexão do so].as

Temos mais dois tipos de eonjultos d].a
tlagd.post (qw podem ou não orar?e alba dado eanpo)
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a 

crw 

o( 

B) Foco - composto 
! 

Nada a acrescentar 

C) Conexão de selas 

Temos mais dois tipos de conjmtos 414 

tinguidos t ( que podem ou não ocorrer num dado campo) 
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Aléaü dlsso9 8 auto-Conexão pode ger

baba Curva ean; x8a lado sos não fimelanando cano atrator ou
repulsor? Chão no seguinte onnplo en pc:

':' ;: . .' ::i' :

' .-.;:!

; : l ; ; l

o( 

(lz 

w 

Al&m disso, a auto-conexão pode 

uma cqrva cora um lado s6, ~o funcionando com.o atrator 

repulsor, como no seguinte exemplo •• P21 

ser 

ou 
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w 

D) Órbita fechada quaee-ge~&rica. 

Neste caso a Órbita pode ser uma curYa 

com ~ lado s6, que de acordo com [3 ], lema · (2.6) ~ pág_ 13 , 

comporta-se, para efeito de -c1ass1f'icac;ão, como uma 
, 
orbita 

, 
fechada gener1ca. 
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