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§ 12 - INTRODUgXO, CLASSIFICAGXO
DOS CAMPOS  GENERICOS




Em{ll], foi desenvolvido um método
que permitiu classificar os campos estruturalmente esta-
veis em variedades de dimensao 2, No que segue, vamos
aplicar o mesmo método para classificar os campos estudg
dos enm [?1; estes campos serao .definidos no § 29, A fim
de torngr“mais claras as idéias utilizadas, vamos resu-
mir neste § as técnicas elaboradas em‘[i]. 0 leitor
nao familiarizado com sistemasfdinamiccs poderé consul
tar [A] que j4 é a referencia cléssica sobre o assunto,
ou ainda fﬁ] que & uma obra mals atual e mais detalhada.,
MZ indicara uma variedade diferenciavel de classe C sconm
pacta, conexa e‘dg dimensdo 2, Neste paragrafo, os cam-
pos serao de classe C% r=1l.

Vamos Qstudar inicialmente, em varl

e@ades MZ

is, campos estruturalmente  estaveis

que pao ngg_uam.gxhitas.ﬁgshﬁd_§, ou seja, campos em

que:

1 - as singularidades sao todas hi-
perbblicas (e portanto sd hid um nfmero finito delas,pois

Il?

sao isoladas e é compacta);

2 - nao ha trajetdrias conectando @

las (ver a definig§q~de conexao de selas no § 29)3




&

3 - o eonjunto o« - limite (w - 1limi
te) de qualquer trajetéoria & formado por uma singularida-

de,

Tais campos serao denotados por Xg.
Seja (L (X,) o conjunto das singula-

ridades de Xg. Teremos

-O—(Xg) ={x l, d 2, oc-,°<p’ 0’1’0‘2'00’0-3,601,‘02,0..(0(1}

onde os %y sao fontes, os d“i séo selas e 0s w, sao po-
¢os, O nimero p - s + q sera indicado por xX (X ) ) é
chamado caracter{stiéa de Euler do campo x E ‘claro que
se X, estd definido em M2, devemos ter X(Xg) X (M), on
de X (3 indica a ca,racpgrfstica de Euler da varieda-
de M2 (ver [6], cap. IIT). Se xe L (X), WS (x) e
WY (x) """'k‘-indicariio‘ respectivamente as variedades estéivel o
instavel de x. Em ﬂ%xg) esta definida a seguinte rela-

cao de ordem parcial:
x <y (x) N us (y) 4 ¢ .

A un campo X, associamos um grafico
~ (complexo celular .orientadof unidimensional) G(Xg) da se-

guinte forma: os vértices do grafico serdao os elementos




de JCL(X ) e sb haverd alguma aresta unindo um vertice x
a outro vértice y (orientada de x para y) se X <= 7, x;éy
e nao existir z € .().(X ) tal que z:,é.x, 27 @ X<Z<Y}
neste caso para.determinar o ntmero de arestas unindo x a
y, decompomos wu (x) - {x} e WS (y) i {y} em suas com-

ponentes conexas:
Cl

WY (x) ‘, {x} = U W? (x) , G=1lou2

1]

lou?

‘ ¢
v o -{g) U o . o

e haverd tantas arestas unindo x a y quantos forem o0s

par%s (3, k) com

WY (x) ﬂ ws cy) # Qs ;

0 graficob G (X,) assim obtido é cone-

‘X0 @ possue as seguintes ‘propriedades:

Gr, 1 - nio hd arestas unindo uma
fonte a um pogo, a ndp ser no caso em que Xg & o campo na
esfera S2 cujas tricas singularidades sao uma fonte no
polo norte ¢ um poco no polo sul e neste caso o grafico &

formado apenas pela aresta que os une,




Grg 2 - as arestas ou partem de uma
fonte e chegam a uma sela, ou partem de uma sela & chegam

a um poco (com a excecdo j& citada em Grg 1).

Grg 3 - em cada sela ha exatamente
duas arestas que chegam e duas que partem,
'\ Note-se que, na realidade, o grafico
e formado exclusivamente pelas arestas mencionadas 3» em
Grg‘ 3, a ndo ser, evidentemente, no caso do campo polo.
norte - polo sul na esfera.

Baseados no que & feito em [2], podemcs

acrescentar mais inf ormagoes ao grifico de um campo Xgs

destacando certes subconjuntos, chamados

mm, que podem ser dos seguintes tipos:

TIPO 1

‘denotado B., 3 Kk, }J

com a convengao

i, 35k, U=[3, 15 1, ¥




TIPO 2

o(
i denotado 135 35 k]
o com a convengao
IV Jx s 0, x| = [15 % 4]
w
TIPO 3¢

denotg&o [1, m3 ﬁ]

com a convencao

[1, ms n] = [m, 1; nf




Os conjuntos distiﬁguidos tem uma in-
terpretacao geométrica muito 1mportante-féles correspondem
as fronteiras das regides canonicas definidas em {2] que
sao as componentes conexasg do camplemsntar em relaqao a va-
riepade do conjunto formado pelas singularidades e pelos

pontos das varledades invariantes das selas.

Duas arestas de um conjunto distingyl
do, urma chegando a uma sela e outra partindo da mesma sela
sao ditas aggg_;aggs (nesse conjmnto), Assim sendo, num
conjunto distinguido [1, i3 ky 11 sao associadas as ares-
tas 1 e k e as arestas j e 13 num conjunto [}, 3y k:] sao
a§§ociadas as»ares?as ieje as arestas 1 e’k e nun  con-
jdnto [}, ms n] sao associadas as arestas 1 e n e as ares-
tas m e n,

| Nos conjuntos distinguidos também te-
mos a nocao de pares de arestas ,ad,iag_am'_e_s num co:ijmto
[1, I3 k, 1] sap adjacentes as arestas 1 e j, J o1, 1 e
k, k e 1 num conjunto [},kj, k] sao adjacentes Jek e
mam conjunto [i, m3 n] sao adjacentes 1 e m{ como vemos, a
aresta incidéente na fonte num conjunto distinguido do tipo
2 @ a aresta ;ncidente no pogco num conjunto distinguido do
tipo 3 nao sao levadas em consideracgdao na nogao de adjacen—

cia de arestase.
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Os conjuntos distinguldos devem sempre
ser orientados, significando esta orientag§omque, em cada
vértice de wm conjunto distinguido devemos ter um sentido
de rotagdo bem definido entre as arestas adiacentes do cop
junto que sdo 1ncidentes nesse vértice; esta orientagao é
-dada, assinglando»ss em cada vertiee da figura plana que
~ representa 0 conjuntp distinguido o sentido da rotacao ao
redcr desse vertice, de tal forma que ela se realize atra=
vés da regiao delimitada pelas arestas do eon;}unte ;(num
conjunto distinguido do tipo 2 (3) tal regido & dolin:lta-
da apenas pelas arestas que nas incidem na fonte (no pogo)s
1st9 corz'espondara, na variedade, a uma rotacdo realizan -
dq—se atraves da regiao canonica que deu origem ao econjun-
to distinguidc. Como a rotaqao 8b envolvera as arestas ad-
jacantes, devem ser ignoradas, para efeito da orientagao,a
' arosta incidente na fonte num conjunto do tipo 2 e a inci-
dentg no pogc nun conjunto do tipo 3. Examples de conjup
tos distinguidos orientados-
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cgmb observagdo final com‘relaqio a
orientagao, ng¢ar que, fixado o sentido de rotacao em
un dos vért 1ces de um ¢onjunto distinguido, automatica -
mente fica dado o sentido de rotagdo nos outros vértiges.

Utiii?andO»b conceito de conjunto dig
tinguido e as nogoes a ele 1igadas, definimos um Zrafi
ggiglgsiagnldg assoclado a um campo X como sendoou ©
gracho~q&Jde s (coxrsspondente ao campo em g2 que tenm
uma fonte no polo noyté e um poqo'no polo sul) ou entao
um grafico G (x ) juntamenta com um certo nimero de con-

Juntos distinguidos tais qus'

GD 1= Toda aresta de G (Xg) per-
tencg a exatamente dois conjuntas distinguidos, com
exzecao da incfgapte na fonte em um conjunto distiugui-
do do tipo 20 da 1ncidente no pogo em um conjunto dis~-

tinguido do tipo 3, Qﬁg pa:tencam a un sb.

!

GDg 2 r A aresta incidenta na fonte
em qualquer conjunto distinguido do tipo 2 é a tinica a-
resta que incide nessa fonte, 0 mesSmo ocorre com a ares-
§a 1ncidenta no pogo em QUBIQuer conjunto distinguido do

tipo 3

, GDg 3 - Sa dois conjuntos distingul




dos tem em comum um par de arestas assocladas entao eles

coincidem,

GD, L - “uando em um vértice incidem
virios conjuntos distinguidos, eles podem ser escritos

em ordem ciclica

Dl’ DZ’ s0909 Dp"'l’ Dp

onde Di tem uma aresta comum com Dy ; e outra com Dyyuq

(Dp4q = D, , D= Dp) sendo estas arestas incidentes no
vértice em consideracio e adjacentes uma a outra como a-
restas de Dj. Aqul ndo devem ser consideradas as ares-
tas incidentes na fonte em um conjunto do tipo 2 e no

pogo em wa conjwmto do tipo 3,

GDg 5 = 08 cpnjuntos distinguidos po
dem ser arientadgs coerentemente, isto 8, podem ser ori-
entados de tal forma que, em cada vértice, na situacdo
deserita em GD, L, a orientagdo de cada Dy induz no seu
par de arestas adjacentes incldentes no vértice, um sen-

tido de rotagao que é;o mesmo para 1= 1, 2,'..., P.
o :
Tendo em vista a interpretacdo geomd

. } ra
“trica dos conjuntos distinguidos, dado um campo‘xg 80

hd uma forma possiyel de assoclar a ele wn grafico dis-
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tinguido, o qual serd denotado G* (Xg).
Para ilustrar a nocdo de grifico dig

tinguldo vamos considerar o seguinte exsmplo em 82s

2

0 gréfico distinguldo associado a
aste campo tem quatro conjuntos distinguidos: [aybse]
[b,rd; 8, f}; ay dj 9, g] e [ﬁ; f, g] que estao repre-

sentados na figura seguinte com as suas orientagéa&:




1k

a h

a Gz
¢ f g
Wy -

Notemos qus, por exemplo, no vértice
X1, incidem tres conjuntos disrzigvinguidos que podem  ser
escritos na orden ciclica [ﬁ,-b;igl y [b, d; e, r] > e
[2, jd; 9, g:] y Verificando Gngh e Que temos as  rotagdes
a--.b, b-«d e d-ea verificando GDg 5, Analcgam‘ente se
pode verificar estas propriedades ncs outros vértices,

Dois campes %Y on M s conjuea
dos quando existe um homeomorfismo de M2 que leva as tra
Jatorias de X nas trajetorias de Y (X Y),

Dois graficos distinguides G* (Xg)

e G* (‘Yg) sao isomorfos quando forem isomorfos como com=
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plexos celulares orientados, devendo o isomorfismo preser

var os conjuntos distinguidos (G* (Xg)fﬂ/ ¢* (Yg)).

Um teorema importante para a classifi

cagdo & o seguinte:
T1: XAY&ese* x)ve* (¥
g g g g) g)

A demonstragéo deste teo#ama consiste
fundamentalmente na definiq&o doghomeomorfisms»&e M2 que
leva as trajetdrias de X, nas de Y, e essa definicdo &
aniloga 2 canst:uqao do homeomorfismo que & feita ém{:2],
razdo pela qual este teorema ndo & demons trado em [1}.

Una vez demonstrado este teorema, o
problema de elassificag&o\dos campos Xg se transforma no
problema de classificacado dos graficos - distinguidos
¢* (X |

Resta, no entanto, uma pergunta in-
portante a ser respondlda: se censtruirmos um grafico dig
tinguido abstratamente, pode-se garantir que ele & o gra-
fico distinguido associado a algum campo ? Para respop

der a esta pergunta, damos as seguintes definigees~
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/\g é un complexo celular orientado unidimensional cone-
X0, com vértices em tros niveié, os do primeiro nivel
chamados fontes, os do segundo chamados selas e 0s do
terceiro pogos, sendo as arestas orientadas de uma fonte
para uma sela ou de uma sela para um pogo, de tal forma
que em cada sela haja duas arastas que chegam e duas
que partem (e somente estas quatro), juntamente com  um
certo numero de subconjuntos de /\g’ dos tipos l,2e 3
ia consideradas, gue serao os conjuntos distinguidos e
que devem verificar as condigdes GD, 1 a GD, 5, Y
grifico «(w formado apenas por uma aresta também  sera
eonsidergdo wn grafico distinguido abstrato, Por exenq
plo, o grifico distinguldo abstrato correspondente  ao

exemplo dado anteriormente seras
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Juntamente com os mesmos conjuntos distinguidos 14 citg
dos.

2g - Se py g @8 sao respectivaman-
te os niumeros de fontes, selas e pogos ds /\g, 0 nume-
ro%(/\g) = p-q+ 8 & chamado caracteristica de Euler
de /\g.

3, - Un grifico distinguldo abstrate
/\g § dito realizival em M2 se existe um campo Xg em M2

i K =

tal que G* (Xg) /\g'

0 resultado central demonstrado enm
[1] & o seguinte: 4

TZ:/\

. . & realizhvel en M2 &X (A =N,

A demonstracio deste teorema & felta
em [1] por meio de uma série de reducoes que transformam
a realizabilidade de A g om M2 n‘aAdo xw em 82,

Os teoremas 1 e 2 transformam o pro-
blema de clas‘s;fi‘cagife des campos no problema de classifi
"cagdo dos grificos distinguidos abstratos, mas este 4lti-
mo problema nio oferece nenhuma dificuldade pois hd  um
processo de de\cisé’;o que permite construir todos os grafi-

Eos distinguidos abstratos.
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Vamos mostrar agora como pode ser trg
tado o caso em que 12 4 orientavel, mas o campo X  pode
ter orbitas fechadas hiperb®licas; mais precisamente, tra-

ta-se de classificar campos em que:

1 - as singularidades e as orbitas fe
i
chadas sao todas hiperbdlicas (e portanto sd hd um  nime-
ro finito delas). ;
2 - nao ha trajetdrias conectando se-

las.,

3 - 0 conjunto « - limite (w- 1lim}
te) de qualquer trajetdria ou & formado por uma singulari-

dade ou @ uma brbita fechada,

Associamos a estes campos graficos de

finidos de maneira semelhante aos grificos G (X,) nos

1 correspondentes

a Orbitas fschada§ que sao fantagwé do tipo wl correspon-

quais aparecer também vértices do tipo «

dentes a 6rbit§s fechadas que sao §ogbs. Os graficos co-
nexos obtidos satisfazem as propriedades Grg l1, 2 e 3 com
relacao as arestas que nao iggidam,em um «1 ou em um
wl. Em relagio a estes novos vériices & preciso acrescepn

tar a seguinte propriedade:
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Gr I} - pode haver arestas de um

o T para um & , um w ou unm wl e também de wn & para um

1

. i , 1 -
« 13 se hi duas arestas entre un x* e um wo, entdotm

ta=se do campo no toro 72 que nio possul outras singula-
ridades ou drbitas fechadas a nao ser o « 1 e o wl em
questao,

Verifica-se ainda ques

1l - uma aresta o(l w significa que,
em M2, 1 owl 1imitam un anel e que toda trajetodria

‘eontida nesse anel espirala=-se de = 1 para wl.

2 = uma aresta dlw significa que,
om M7, 1 limita um disco, sendo w a fnica singularida-
de no seu interior e que toda trajetbria contida nesse
disco espirala-se de : para w 3 analogamente, para uma
aresta « wl'; |

3 = como M & orientavel, as cur -
vas fachadas em M2 possuem dois lados, as arestas ineciden
tes em umecl (wr ) podem ser divididas em dois gmpas,
corres pondentes a incidencia em cada un dos lados da ez

L

bita' fase da na variedadej a curvaocl (w ) desconecta M
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se e somante se, retirando-se do grifico as arestas (sem
oé vértices) de cada um dos dois grupos citados (manten-
do-se as do outro), obten-se um novo gréfico desconexo.

| Definimosvgambém conjuntos distin-
guldos, corrésﬁnndﬁnﬁes as fronfeiras das componentes co
nexas do complemantar em'rela§§o a variedade do éonjuné
to formado pelas singularidades, pelos pontos das 6rh1
tas fecbadas e pslés pontos das variedadgs invariantes

das selas. Teremos entgo:

a) conjuntos distinguidos dos  ti~-
pos 1, 2 e 3 ondé, eventualmente, 0 &« ou o w ou ambos
foram substltuldos, respectivamente, por um lou mm
wl,

b) conjuntos distinguidos reduzidos

a uma fnica aresta olw, oswl ou o< lut,

As cinco propriedades da ‘defini-
¢do de grifico distinguido sofrem as seguintes modifi-
cacdes:

GD 1 - incluir todos os noves  ti-
pos 2 & 3,
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GD 2 = inclulr o tipo 2 em qus o w
fol substituido por, um wl e o tipo % em que o« fol suhg
tituido por um o;l;‘gég se deve ineluir aqui o tipo 2
em qus o « fol substituldo pbr un o(l pois podem ocorrer
outras arestas incidentes nasse o(l, correspondentes ao
outro lado da curva fechada na variedade, pelo mesmo
motivo, pao se deve incluir o tipo 3 em que o «  fol
substitufdo por um azla

GD 3 - sem modificacgbes

GD Iy - os conjmtos distinguidos inci-
dentes em um «1 (wl tambdm podem ser divididos em

féois grupos, correspondentes a incidencia em cada um dos

lados da Srbita fechada na variedade (analogamente ao que
J& foi feito para as arestas) e entdo em um vértice
«lwl a ordem ciclica deve ser tomada separadaments
para cada un daéses dois grupos de conjuntos distingui-
dos (de acordo com GD, L, s6 preecisamos ordenar um deé—
se§ grupos se ele for formado por mais de‘um csnjqntp
distinguido), ‘

’ GD 5 - acrescentar que, em um vérti-
co xt (w 1), na situacao descrita em GD L, a verifica
¢ao da lgualdade dos sentidos de rstagao das arestas ingl

dentes nesse vartice tambem deve ser feita separadamente




para os dols grupos de arestas, exigindo-se, porém, que
esse sentido seja o mesmo nos dois grupose.

0 Tl continua verdadeiro com as mes~-
mas definigBes de campos conjugados e graficos distingul
dos isomorfos; novamente a demonstragao nao & dada em
[1] pois & andloga & que & feita em [2].

Definindo-se também neste caso grafi-
¢o distinguido abstrato (colocando os x1 no mesmo nivel
dos x e 0s w1 no dos @ ) e considerando as mesmas no-
¢des de caracteristica de Euler (as brbitas fechadas nao
inflvem) e de grafico distiﬂguido abstrato realizavel, o
T2 continua valido, como é demonstrado en [i], o que ter
mina a classificagdo destes campos.

Vamos examinar agora o caso em que
M2 pRo é orientdvel e o campo ndo possul Srbitas fecha
das. Considerando o seguinte examplo no plano projetive
P2,
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no qual o campo tem apenas tres singularidades: wm o< ,
wn & e um «w e levando em conta a interpretacao geo-
métrica dos conjuntos distinguidos, veﬁos que é necessi
rio introduzir um nove tipo de conjunto distinguido, o
tipo l: |

ﬁste tipo de conjunto distinguide Po
de ser obtido do tipo 1 identificando—se as duas selas
e por issb'sara-represenﬁada com a mesma notacao, No
exemplo dado no plane,préjéfive, o grafico distingui-
do assbaiadp possul apenas dois conjuntos distinguidos,
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ambos do tipo Lt [a, b3 c, d] e [a, b3 4, c](;

f As propriedades GD, 1 e 2 continuam va
lidas sem nenhuma alteracgdo; a GD, 3 também, ressaltando-
se no entanto que no conjunto distinguido [a, bj ¢, d] &
tipo L, sao associadas apenas as arestas a @ ¢ e as ares-
tas b e d; a propriedade GD, L continua vilida desde que,
num vértice o em que incida um conjunto distinguide do
tipo Li, este possa aparecer duas vezes na ordem cic11-
¢a ao redor desse virtice s cbsesvando-se também que  mo
conjunto distinguido [a, bs e, &: do tipo 4 sao adja=-
centes apenas as arestas a e b, be 4, d e c, ¢c o a, Para
ilustrar esta modificagd@o em GDp li consideremos o seguin=-

te exemplo, ainda em P2:
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‘ A ordem ciclica dos conjuntos distingul
dos ao redor de 0j é a seguinte: [a, bs ¢, é], [?, f;c,ﬁ],
[?, b3 ¢, é], Eg,‘e;'d, ﬁ]. A proprisdade GDg 5 nao  tem
significadovquando M2 ﬁéo é orientivel pois os conjuntos
do tipo h.gag podem ser orientados.
Definindo—se grafico distinguido  abs-
trato 1evandofsﬁvconta as modificacdes introduzidas nas
'prcpriedadesxqué;cargctebizam os grificos distinguidos, os
“teoremas 1 e é'écntinuam’verdadeiros (Eﬂ).
| tinalmente, em vista dos casos J4 estu-
dados, torna—se facil estudar os campos|ggm arhitas fo-
chadas em variedades MZ ggg orientaveis. Apenas salientsg
- mos que, tendo em vista a nao Orientabilidade de MZ, podem
ocorrer drbitas fechadas com:aaanas um lados todos os con-
juntbs distihguidos~inciﬁehteé em um vértice corresponden-
te a uﬁa»tal orbita devem sér colocados em ordem ciclica,
deixanddfde*sxiStir a divisdo em dols grupos, pois a curva

sb6 tem um lado,
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§ 2¢ - DEFINIGXO DOS ELZMENTOS QUASE-GE
NERIC0S: SINGULARIDADES, GRBL
TAS FECHADAS E CONEXUES DE  SE-
LAS, CAMPOS QUASE-GENERICOS,




1 - Definicao de singularidade quase-
gendrica do tipo sela-nod.

Em [3] s DPE 18-19 , encontramos a de~
finicao de uma singularidade do tipo sela nd: dado um
campo X dé,classe CTy r =2, enm MZ, uma singularidade p
de X é dita uma sela-nd, se a derivada de X no ponto p,
DXjy tem um ;ﬁnico valor proprio nulo, Além disso, sen-
dovy o vetor proprio associado ao valor propio nulo e
v, o vetor proprio associado ao valor proprio ndo nulo,
exige-ce que‘élsegunda derivada de X no ponto p e na di=-
Tegdo de vy , ﬁénha’prejeqéo sobre vy paralela a Vo
nao nula., Dependendo do sinal do valor proprio nao nulo,
poderemos ter uma sela-fonte ou uma sela-pog¢o., Da definj
cao acima resulta a segulnte configuracao para as traje-

térias de X nas vizinhancas de uma sela-nd:

%

sela-pogo sela=fonte
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Notemos que a variedade estavel de
uma sela-pogo & bidimensional e com bordo e que a insta-
vel 6 unidimensiqnal e com bordo, Dualmente para a sela

~fonte,

2 - Definicdo de singularidade quase-
genérica do tipo foco-composto,

A definicao de uma singularidade do
tipo foco-compo?to encontra-se em [3], pg 32-%3. Resumi
damente, trata-.ée de uma singularidade p de um campo X
de classé er, ra L, em MZ, tal que a derivada de X no
ponto p, DX, tem trago o = O e determinante A >0 (1s-
to acarreta que ’Aos valores proprios de DX, sdao imagina-
rios puros), De :aci\)r’do com [3] 4 possivel definir uma
transformacao de Poincaré ?° Io,— I, onde I, C I sdo
arcos seml-abertos transversais ao campo e com extremos

em pg
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Exige-se ainda na definicac que
(3) (p) pode

mos ter um foco-composto estivel ou instivel. Da defini

© {3) (p) # 0, Dependendo do sinal de | 0

cao acima, resulta a seguinte configuracéo para as tra-

jetdrias de X nas vizinhancas de wn foco-compostos

estivel - instével
3 - Definigéo de conexao de  selas
quase-generica,

' Uma conexdo de selas & uma trajetéria
de um campo X de classe Gr, r =2 2y em MZ, cujo conjuy
to o -limite & formado por uma sela ou uma sela-nd, o
mesmo acontecendo com o & -limite, ndo sendo essa tra
jetdria interior a variedade invariante bidimensional da
sela-nd, Assim seﬁdb, nos exemplos seguintes pnag  temos

conexdes de selas ( T"w indica uma sela-vnogo):




‘i":l
, G‘
. ik ,
o<1 w | Q(2
? i Tw
0(2
Tw
e el - X
3 I Ty
-
Uma conexdo de selas & dita guase-ge-
nérica se conecta duas selas diferentes ou se auto-corag

ta uma nica sela p e o traco da aplicagdo DX, ndo é nu-
leo, % ;

EZxeomplos de conexdes de sela quase-gg
2
nericas:

traco DX

<0 0
i trago DXG, >
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Exemplos de conexoes de selas que [ao

sdo quase-gendricas:

i - Definicao de érbitas fechadas
quase-gendricas.

A definicdo de uma drbita fechada
quase-ganériga encontra-se em [‘;’], pg 6-7 . Resumidamen-
te, trata-se de uma érbita fechada X de um campo X de
classe CT, r = 3, em MZ, tal que, para a transforma
cdo de Poincaré T I, I, onde I,C I sdo arcos a-

bertos transversais a X por um ponto p& f s tenhamos:
I : S &)
MTr=10 T?® Ey#0 ou Tp) =1 6 (W3 (p)t0

O primeiro caso corresponde a uma cur

va com dois lados que & orbitalnents semi—estével, isto




8, estivel de um dos lados e instivel de outro:

v
brbita semi-estivel
'O segundo caso corresponde a uma cur

va com ap,enas mg lado (que portanto sb pode ocorrer quEn

do M2 nao & orientavsl) 8 que ? %nstaVel ou estavel,
3

dependendo do sinal de (T 2y (p)e

' § = Campos quase-genéricos,

Nesta secqﬁe daremos apenas uma 1i-
dgia 1ntuitiva do que seja un campo quasa-generiee, dal
xando as dafinigoes para os paragrafos seguintes, Tra-
tamTSe de campos enm Mz, que diferem dos estruturalmente
estgv,eis apeng-a‘ em un detalhe: & permitida a presen=

ga de um e um sb elemento quase-genérico. A importancia
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do estudo de tais campos é devida aos resultados obti-

dos em [3] .




3L

§ %@ - CLASSIFICAGAO, EM VARIEZDADES ORI~
ENTAVEIS, DOS CAMPOS QUASE-GENERI
COS COM UMA SELA-NG = SEM ORBITAS
FECHADAS,
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Neste paragrafo vamos fazer a classi
ficagdo dos campos quase-genéricos em que o elemente
quase-genirico § do tipo sela-nd, Vamos estudar apenas
o casoda sela-poco (que seréd representada por o°w), 34
quefb;d»a sela fonte § dual e andlego., Supondo M2 erien-
_tém, vamos estudar os campos X de classe C* (r>=2)

que nao possuem drhitas fechadas e nos quais:

1 - hid una e uma s6 singularidade do
tiﬁa sela-pogo} as demais singularidades sao todas hi-

perbdlicas (e portanto s hi um nfmero finito delas);

2 - nao ha trajetérias conectando

selas;

3 - 0 conjunto =<=limite (w -limite)

de qualquer trajetdria & formado por uma singularidade,

Tais ecampos serao denotados por
X

Cw *
A wm campos X . assoclamos wm gri
fico G (X .., ) definido de maneira semelhante aos grifi

cos G (Xg) gom as seguintes ressalvas para & sela-pogo:




a - esta singularidade deve ser consj]
derada com dois comportamentos distintos: ora semelhante
ao de uma sela, onde W® (Tw) - {_crw} tem duas componen-
tes conexas (correspondentes ao bordo de WS (Tw ) como
%sela—:mqm) e MY (cw) - {Wd} apenas una, ora  seme-
lhante a umfpo:go cuja variedade estivel & o interior de

WS ( w ), Assim sendo, & possivel a seguinte situacao:

note-se que hd wma aresta k 1ligando =4 a Tw embora
exista o tal que o4 S$Ts0w,y O que nao podia acontecer
nos graficos G (Xg). xIstvo ocorre pols k incide em ow o
mo "sela" e J como '"pogo', Para efeito de referencia cha
maremos as arestas que chegam a JTw como "sela" de a-
restas bordo (pols correspondem ao bordo de W° (0w )) e
as arestas que chegam a U« como "poge" de arestas inte
riores (pols estdo contidas no interior de WS ( cw )),




E elaro que de aw sb parte uma aresta, correspondente a
WU (gw), Do que foli dito conclue-se que cada sela con-
tribue para o grifico com quatro arestas, como nos campos
Xg, ';e que a sela-poco contribue com tres, sendo estas as

finicas arestas presentes em G (X o ).

b - outra particularidade devida a
presenca da sela-pogo, & que na relacas x =< y defini-
da no conjunto (L (X 4, ) das singularidaéas de X g o s
é possivel ocorrer ow < gw nao trivialmente, ji que a

trajetoria

ow

nao & uma conexio de selas; 1sto correspondera a ocorren-
cia de wm lago no grafico: & a {nica possibilidade de ter
mos una aresta unindo um vértice x a um vertice y com
X = y, Dizemos que Tw < gw nao trivialmente poils, nos
campos Kgs X & X pois WY (x) N WS (3) = {x} , a0 passo

que aqui, no exemplo considerado, WHTw )N WS (gw)=w(sw),
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0 gréfico conexo G (X ) obtido pog

sue as segulntes propriedades:?
Gr,-., 1 - nao ha arestas unindo  uma
fonte a um pogo e nem arestas interiores unindo uma fonte a

éela-pogo.

Gr s 2 - as arestas ou partem de uma
fonte e chegam a uma sela, ou partem de uma sela e chegam a

um pogo, ou aindas

N
a - partem de uma sela e chegam a se~

la-poco (arestas interiores),

b - partem de uma fonte e chegam &
sela-pogo (arestas bordo) (hi exatamente duas arestas deste
tipo). |

¢ - partem da sela-pogec e chegam ou a
um poco ou & prépria sela-pogo (neste filtimo caso a  ares-
ta serid uma aresta interior) (héd uma e sb uma aresta de um

destes dois tipos, os quals se excluem mutuamente).

Gr,. 3 - em cada sela hd exatamente

duas arestas que chegam e duas‘que partem; da sela pogo pax

)
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te anenas uma aresta (Gr, 2c¢c), a ela chegam exatamente
duas arestas bordo (Gr, , 2b) e nada se pode afirmar
com relacdo ao numero de arestas interiores que nela ip
cidem (Gr_, 2a e ¢)..

Como complementacao podemos fri-
sar que as arestas bordo qus cheganm a sela-poco sb po-
dem vir de fahtes, enquanto as interiores sd podem vir
de selas (ou uma da propria sela-pogo e as demais de
selas),

Os novos conjuntos distinguidos que
destacaremos nos grafices G (X ¢,) podem ser obtidos
daqueles j& considerados nos graficos G (Xg) por um

dos seguintes processoss

a) substituir uma sela por uma se-

la=pogo}

b) substituir um pogo por uma  se-
la=-pogos

¢) identificar uma sela com um po-

g0, substituindo os dois por uma tnica sela-pogo.




ho

Resultam entao os seguintes tipes de
de conjuntos distinguldos: (sao validas as mesmas nota-

¢bes e convengdes dadas para os graficos G (Xg))e

"PIPO 1
A o4
1 i
a % [1, 35 x, 1]
k
w







C «
a [y s o] O By w]
T

,vn

w : w

Com relacio &s substituicbes e iden-
tificacdes que nao foram realizadas, notar qus, num tipo
2, nao & possivel substituir o G por wn Tw e nem
identificar o O com o « mantendo as duas arestas
(3 o k) pbis en qualquer um dos dols casos haveria duas
~ arestas partindo do w4 © que nao é possivel; por ou-
tro lado, num tipo 3, ndo & possivel substituir o w por
um Tw pois no poco de um conjunto distinguido do tipo 3
s0 pode ineidir wa aresta e num ¥ incidem pelo menos
tres (as duas arestas bordo e a que parte do Tw), A-

1ém disso, um conjunto distinguido do tipo
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corresponde a identificacao da sela com o pogo num tipo
3 mantendo a aresta n sd pode ocorrer numa variedade
pip orientivel (comparar com o tipo li nas variedades naéo
orientdveis no § 1 ),

Nos campos X 5, também os conjun-
~ tos distinguidos correspondenm as fronteiras das componepn
tes conexas do complementar em relacio a variedade  do
congungc formado pelas Singularidadés, pelos pontes das
varieéédas invariantes das selas, pelos pontos da varie-
dade instével da sela-pogo e pelos pontos'dé bardo  da
variedade estavel da sela-bogo.

A Nos csnjuntos‘distinguidos dos grafi
coaHGj(icrg,) temos a mesma nocao de arestas associadas

quﬁ,fbi dada para os campos Xg, devendo ser incluidas no
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conceito unaaresta bordo que chega a sela-pogo e a a-
resta que parte dela., Assim sendo, nos conjuntes distip
'guidos [}, 33 k,'i] dos tipos 1 A a 1 D sao associa -
das as arestds 1 e k e as arestas j e 1; num conjuntodig
tinguido [1, i3 ky .} , do tipo 1 E, sao associadas ape-
nas as arestas 1 e k; num conjunto distinguido [1; h k]
de tipo 2 A ou 2 B sap associadas as arestas 1 e jJ e as
arastas 1 e kj num conjunte distinguido [}; Js {]ds tipe
2 C, sdo associadas as arestas 1 e J e num conjunto dis-
tinguido [1, m} AJ de tipo 3 A ou 3 B sao assocladas as
arestas 1 e n @ as arestas m e nj num tipo 3C ndo  ha
arestas associadas.

Antes de falarmos em arestas adja-

centes e em orientacao dos conjuntos distinguidos, vamos

fazer algumas observagbes sobre a auto-ligacdo de uma sg
1la-nd que ocorre nos consuhtas tipo 1 D ¢ 2 Cj temos
tres possibilidades: ou a auto-ligagdo pertence a dois
conjuntos distinguidos do tipo 2 C, ou pertence a um do
tipo 1 D e a wm do tipo 2 C ou psrtence a dois do tipo
1 D,

No primeiro casc§ em que a auto-ligg
cao pertence a dois conjuntos dgstinguidos do tipo 2 C,

o grafico reduzir-se-4, obrigatoriamente ao seguinte
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que & realizdvel em g%, Para simplificar a definicdo de
gréfico distinguldo, este grafico, denotado o;-TW-X, sg
r4 considerado a parte nessa definicao.

No segundo caso, em que & auto-ligg‘
céio pertence a um conjunto do tipo 1l D e a um do tipo 2C,
o disco delimitado pela auto-ligacdo (*) (na variedade) e
que contém a fonte do conjunto 2 C, wstard sempre contida
no disco que é deliritado pelas outras tres arestas  do
cénjunto de tipo 1 D e que contém a regiao cangnica cbr-
respondente a este conjunto, Com relacao a esta observg

cdo, & interessante notar que, os dois gréficos dadoes a

(%) abuso de linguagem: © que limita disco ou é curva fe-
chada é a auto-ligacao U {cud
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seguir sdo associados ao mesmo campo em S2;

neste exemplo a auto-,-ligag&p 1 pertence aos conjuntos dig
tinguidos [1, i3 ky Al:] e [a; 1,.] e em 82 0 disco delimitg
do por le que éonté’m a fonte °§. em seu interior estd con

tido no disco delimitado por 1, j e k o que contém a  re-
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gigo canonica correspondente ao conjunto [1, 33 ky 1 ].

Afirmamos que, neste segundo caso,
nao é necessadrio orientar o conjunto do tipo 2 C, pois,
como queremos o mesmo sentido de :ptaqﬁofent;e as ares-
tas ao redor do vértice cw, a érientagaokdo conjunto
2 C seria obrigatoriamente induzida pela do 1 D,

Como um conjunto de tipo 2 C sb po-
de aparecer neste caso e no dn#erier, definitivamente
nunca seré necessario orianté—lo,

Finalmente,gcbm relacao ao tercei-
ro caso, em que a auto-ligagao pertence a dois conjwy
tos do tipo 1 b, vanos épenas observar que, na varieda-
de, tanto ela pode limitar disco, como no exemplo se-
guﬁn?e\gm s2:s

£
A
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como também pode nao limitar disco, como Veremos mais
adiante num exemplo no toro TZ.

Tendo em vista estas observagoes e
jembrando que a nocdo de arestas adjacentes é introduzi-
da para ser utilizada na orientacao dos conjuntos distip
guidos definimos os seguintes pares de arestas adlacen-
tas: num conjunto distinguido de tipo 1.4, 1B, 1C ou
1 E sao adjacentes as duas arestas incidéntes em cada
vértice; num conjunto [;, i3 k, i] do tipo 1 D sao adja-
centes as arestas 1 e j, j e ky, ko i3 nun conjunto dis-
tinguido [;, 3y k] de tipo 2 A ou 2 B sao adjacentes as
definimos arestas adjacentes e num conjunto distinguido
[1, m; d] de tipo 3 A ou 3 B ouiil, m; «| de tiba 3C
sao adjacentes as arestas 1 e m,

Os cenjuntes distinguidos destacados
num gréfico G (X.,), Som excecdo dos de tipos 2 C, de-
vem sempre ser orientades, significando esté orienta-
‘ga0 que, em cada vértice de um conjuntofdisiinguiéo deve
mos ter um sentido de rotagdo bem definido entre as ares
&ggiagjagggxgg do conjunto que sao incidentes nesse vér-

tice, esta orientacao é dada assinalando-se em cada
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vértice da figura plana que representa o conjunto distin-
guidg o sentido da rotacio ao redor desse vértice, de tal
forma que ela se realize através da regiao delimitada pe-
las arestas do»eonjunto-(num tipo 1 D, apenas para efeito
de assinalar a rotagao, considerar a regilao delimitada a-
penas pelas tres arestas distintas da auto—ligagac, num
tipo 2Ao0u2B (34 0u3 B) tal regiao é delimitada a-
penas pelas arestas que nao incidem na fonte (no paco)),
isto correspondera, na variedade, a uma rotacdo realizan-
do-se através da regiao cananica que desu origem ao aonjun
to distinguido. Como a rotaqao so envolvera as arestas ad
3acentes, devem ser ignoradas, para efeito da orientaqae,
a auto—ligaqac num tipo 1 D e a aresta incidente na fonte
(poga) num tipa 2Aouz2B (3 A ou 3 B), E claro que a-
qui tambem, ixado o sentido de rotaqao em um dos  vérti
ces de um conjunto distinguido, automaticamente fica dado
o sentido de rctaqaa nos outros vertices.

Utilizando o conceito de conjunto dig
pinguido e as ncgoes a ele ligadas deflnimcs um gxaxigg
gigjigggiﬁg associado a um campo X &5 como sendo ou o gna
fico °<1* 0‘@ °‘~2 em S2 ou entao un gréfico ¢ (X)) jun

tamente com um cer,te nume::o de conjuntos distinguidos tais
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que:

GD_,, 1 - andloga a GD, 1, excluin-

do-se o tipo 3 C por nao haver pogo neste conjunto,

GD g, 2 - andloga a GD, 2, também

excluindo-se o 3 C pelo mesmo mdtivo.
GD..., 3 - analoga a GDg Ze

 GDgy; U - andloga a GD, L, com as
seguintes ressalvas:

a = quando ocorre uma  auto-liga -
qﬁp incigindo ha sela-pOéo temos duas possibilidades
(jé.que 0 Xq-Tw=-x, esté sénd_o considerado a  par-
te): |

1 - a aute ligacao pertence a un
conjunto‘distingnido de tipo 1 Deaunde tipo 2 C:neg
te caso ogqﬁjégto do tipo 2 C n2o deve ser incluido
na ordem,c£¢lica ao redor de Tw. V

| 2 - a auto ligacao pertence a dois

conjuntos do tipo 1 D: neste caso, coro a variedade &
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orientével, a auto-liggqéo corresponde a uma curva fecha
da gom dois lados na variédade; procedemos entao de ma-
neira semelhante ao que fol feito no parégrafc 12 para
as orbitas fechadas com dois lados: os conjuntos distip
guidos incidentes no ow devem ser divididos em dois gru-
pos, ccrraspgnden§g§ka ineidencia de cada um dos lados
da auto-ligacio na variedade e entdo no vértice 9w a
ordem ciclica deve ser to&ada’separadamente para cada um
desses grupos de conjuntos distinguidcs (lembrar que sbo
precisamos ordenar um desses grupés se ele for formado
por mais de um elemento).

b - com relagao a adjacgncia nao de?
vem ser considerados as arestaé‘incidentes na fonte (po-
qo) num tipo 2 A ou 2 B (2 A ou 3 B) e nem a auto-liga-
qao num tipo 1 D (notar que um tipﬁ 2 C nunca ocorrera

numa ordem cfclica).

G9<7a>5;' andlogo a GD; 5, acrescen-
tando-se que, num vérticsmrgs,‘na;si%uagéo descrita em
GD .. L, {tem a2, a verificagéo da igualdade dos senti-
dos de rotacio das arestas incidentes nesse vértice tap

bém deve ser feita separadamente para os dois grupos de
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arestas (correspondentes a 1ncidencia de cada um dos la-
dos da auto—ligaqao na v.ariedade) exigindo-se, porem, que
esse sentido seja o mesmo nos dois grupos,.

Tendo em vista a interpretacao geomé-
_trica dos conjuntos distinguidos, dadoh un campo X g 8d
ha uma forma possivel de associar a ele um grafico distin
guido, o qual sera denotado ¢* Xy )e

Para ilustrar a nogao de grafico dis-

tinguido, vamos considerar o seguinte exemplo em s2s
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0 grafico distinguido associado a es-

te campo tem os seguintes conjuntos distinguidos:
[ay b5 ¢, d], [e) £5 a,.], [£y &5 b, 1],

[by a5 b, 1], [o, 5 ¢, 1] o [45 15.] .

A verificacdo de GD,, , L e 5 se faz
de maneira analoga ao que fol feito no exemplo do campo
Xge Notemos a;ﬁ_e-nas que no ?ér’tice Gw incidem quatro con-
Juntos distinguidos, os quais, excluido o do tipo 2 C, po

dem ser escritos na seguinte ordem ciclica

[a, b; Cy d] '] [e’ f;.d,o] y [e, g3 Cy 1]’ verifican=-
do GD Tw e

Também & ilustrativo o seguinte exem-

plo no toro T2




5k
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0 gréfico associado a este campo é:

com os conjuntos distinguildos [a, e3 d,.], [ﬁ, e; 4, g],

[b, £3 ¢, g] e {a,{f; c,.] que estao representados na
figura seguinte com as suas orientagoes:
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Neste exemplo & interessante fazermos
a verificacdo completa de GD . L e 5: no vértice « inci-
dem os quatro conjuntos distinguidos, que podem ser ascri
tos na ordem ciclica ]:a, e; d,.] . [b, e dy g],
[b, £3 c, g] R [a, f3 c,,.] verificando GD ., L4 e temos
as rotagbes a-—+-ey, 8 —by, b——fef—a verificap
do GD,, 5. No vértice ¢ temos a ordem ciclica
[aa e dv-]'a. an it} c‘_,._]‘, [b, f5 cy 8 ], [b1 e; d, g]
o as rotagdes d —a, & —Cy ¢ —b e b ——d, No vérti-
ce dw , de um dos lados da auto ligagao temos a ordem
ciclica ’[.a‘, a3 dye ]', [b, o3 dy g ]-e as rotagdes e —= 4,
d—=e ao -paéso que do outro lado  temos a ordem
[by £5 ¢y g] '[a; £3 1c,~.j,e as rotacbes f——c e ¢ —1}
observar que os sentidos de rotagdo sdo os mesmos nos dds
lados da auto-ligacdo.

Temos para os campos X o, as mesmas
definicbes de campos conjugados e de graficos distingul -
dos isomorfos que foram dadas para os campos X, sendo

g
ainda valido o

T’J“wl' Xc‘wm YG’?G (XG‘w)NG (Ycrw)
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Novamente a demonstragéo» deste teore-
ma consiste fundamentalmente na definicao do homeomorfis-
mip de M2 gue leva as trajetbrias de X ow nas de Yoo, @
;Ss'a definicio & andloga 3 construcdo que § feita em |[2]
e em [3]', pag 29 é. 32 , razao pela qual nao faremos a
demonstracio aqui,

| Uma vez demonstrado este teorema, ©
problema de g:las—si’ficagéb dos campos X ., Se transfop
ma no preblema de classificacio dos graficos 'dist\ingﬁidos
¢* (x Tw )y mas novamente surge a perguntas se ceﬁstruir.
mos um grafico distinguido abstiatamenﬁe, pbdé-se garan-
tir que ele & o grafico distinguido associado a algun cag
vo X ., ? Para responder a esta pergunta, damos as se-
guintes definicdes: |

1., - umgrafico distinguldo abs-
trato & definido de »nianéﬁ.ra andloga ao Ag, colocan-
do-se o Tw num nivel intermediirio entre as selas e os

POCOS,

2 o = @ caracteristica de Euler

X (Aa'w) é ¢alculada da mesma forma que X(/\g) e portan
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to 5 sela-poco ndo influl na caracteristica.

3 5 - definicdo de grifico distin-
guido abstrato realizdvel igual a que fol dada para 0s
graficos /\g.

0 pesultado central dests paragrafo &
dado pelo

: 4 Y % 4 : ; 2 = . Z
T 2 - /\cme realizavel em M (==>X(/\m) X (M2),

Demonstracio: a 1déia da demonstragao
que faremos & a seguinte: dado um gréfico distinguido com
uma sela-pogo, a ele assoclaremos um gréficc distingui-
do da mesma caracteristica de Eulsr, mas com todos os var
tiees genéricos,'que-é realizivel en MZ se e somente se ©
grafico dado inicialmente o for, Mas a realizabilidade do
grafico com vértices genericos esta provada en [1} en
tao o problena asta resolvido.

De acar&o,cbm [3], loma 3.2, pPE- 19,
dado um campo X o, em*MZ, exlstem uma vizinhanga N de
Tw em M e um campo ¥ em M2 tals que a tnica singulari-
dade de X ~,, em N & 0 cw e as (nicas singularidades de

Y em N sio uma sela e um pocos é claro que um tal cam-
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po Y pode ser obtido sem alterar o campo X ;o fora de
N o qus portanto Y § um campo do tipo X,.
‘ A situacao correspondents a este lema

nos graficos associados aos campos § a seguinte:

w
aresta
//*' obrigatoria
jo
— —e ol
i 3
Tx

Assim sendo, dado wn gréfico /\dﬁa’
ole serid realizivel em M® se e somente se o gréfico A s
obtido dele trocando-se convenientements o cw por um
¢ eum w o for (oiﬁ’sarvar que N, 0 /\g tem a mesma
caracteristica de Euler). Mas para o /\g oTg 2 ia fol
prcggdo @ isto resolve o problema, ‘
%i\ . Para concluir a demonstragio  resta
apenas m@strar’ cpmo"roﬁter A g @ partir des /\ Tw? mantém-
se todos os vértices ,‘ GCe W o todas as arestas que
nio incidem em 0w 3 0 Ow & substituido por un G e mwn
(0 } aparece uma aresta obrigatdria o , ligando o  mnovo

G° ao novo w ; as arestas que ligavam o TW a vértices «
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ou w passarao a ligar esses vértices ao novo S @ as qus
ligavam o Jw a vértices ¢ passarao a ligar esses vérti
ces ao novo w § no caso da auto-ligacao, ela corresponde-
r4d a wma outra aresta ligando o novo G ao novo «w aldm
da ohrigatéria. 0Os novos conjuntos distinguidos sao obti=-

dos da segulinte maneiras

1 - mantém-se os conjuntos distingui-

dos que nao incidem em dTuw .,

2 - aos conjuntos distinguldos inc}
dentes em 7w corresponderao novos conjuntos distinguidos,
obtidos de acordo com o segulnte esquema (indica-se com 9

a nova aresta obrigatéria ligando o ¥ e o w Qque substi-

tuiram o Tw )¢
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A partir das existentes anteriormen-
te podemos ver quais sao as orientagoes e ordens cicll
cas que devem ser tomadas a fim de que © gréfico /\g ob-

tido satisfaga as condigdes GDy L e 5.
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§ e - 'cmssxsxcaqzo, EM VARIEDADES ORIEN
TAVEIS, DOS CAMPOS QUASE-GENERICOS
COM UM FOCO COMPOSTO E SEM ORBITAS
FECHADAS,




6L

Neste pardgrafo vamos fazer a classi-
ficacao dos éampos quase—genéricos em que o elemento quasg
gendrico & do tipo foco-composto. Supondo MZ grientivel,va
mos estudar os campés X de classe Cf, r > I que pag possuam
frbitas fechadas e nos quais:

1 - h& una e uma sb singularidade
do tipo foco-compostoj as demais singularidades sao todas

hiperbblicas (e portanto sbd hé um nimero finito delas);

> - nao hé trajetérias conectando sg

lass

3 = o conjunto « =lirite (w =1limite)

de qualquer trajetéria ¢ formado por uma singularidade,

Tais camros serao representados por
Xeo |
De acordo com [ 3], lema 3.12, pe. 3L,
dado um campo X, em MZ, existem uma vizinhanca N do foco-
composto em MZ g um campo Y em MZ tais que a tnica singula

ridade de X, em N 4 o foco-composto e a unica singularidade
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de Y em N é uma fonte ou um poco dependendo da natureza
do foco (instivel ou estivel); & claro que um tal campo

Y pode ser obtldo sem alterar o campo Xf fora de N e que
portanto ¥ é um campo do tipo X,.

Assim sendo, para efeito de classifi
cacdo, o comportamento de um foco composto instavel (esta-
vel) & {déntico ao de uma fonte (pogo) e pcrtanto classifi
car os campos X, é classificar os campos X, e isto fol fel
toem[iL
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§ 52 - CLASSIFICAGXO, EM VARIEDADES ORIEN
TAVEIS, DOS CAMPOS QUASE-GENERICOS
COM TMA CONEXXO DE SELAS E SBM OR-
BITAS FECHADAS,
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Neste paragrafo vamos fazer a elassi-
ficacdo dos campos quase-gendricos em que o elemento quase-
gendrico & uma conexio de selas, Supondo M2 ontivel, va-

mos estudar os campos X de classe CT ( r > 2) que nao pos-

adag e nos quaise

1 - as singularidades sao todas hiper

bblicas (e portanto sb hid um nimero finito delas).

2 - hid uma e uma sb conexao de selas

(que pode ser uma auto-conexao).

=0 conjunt‘o ® -1limite ( w - 1limi
ta) de qualquer trajetbria ou é formado por uma singularida

de ou é a auto-cnnaxao (*) (SG esta DGOB.‘I‘@I‘).

Tais campos serdo denotades por X,.
Antes de mostrarmos como associar um
gréfico a um campo X, & necessrio fazer alguns comsntarios

sobre as auto-conexoes. Como M2 § orientével, uma auto-cong

(*) abuso de linguag§M: é a auto conexao U {7 }
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%30 & uma curvé fechada (*) com dois lados e comporta-se de
um desses lados como atrator ou repulsor de tfajetérias vi-
zinhas, depsndendo do sinal do trago da derivada do  campo
em seus pontos (ver a definicao de conexao de selas n® § 29,
ftem 3, o tamhém [j]); assim sendo, & necessério dar as
autoconex%es'um}tratamento anilogo ao dado as drbitas fecha
das no § 12, pois elas podem se comportar de wa dos lados ¢@
mo uma fonté.ou um poqé de dimensao 1,
| A um campo X, associamos um grafico
G (XC) definido de maneira semelhante aos gréficos. G (Xg)

com as segulntes ressalvas para a conexao de selas:

~a - em virtude da conexao de selas e-
xistente, a relacdo x =< y, definida no conjunto-fl(xc)das
singularidades de X,, pode deixar de ser uma relacdo de or-

dem por pao ser transitiva, como ro exemplo:

(*) abuso de linguagem: curva fechada & a auto-conexio u {c}




69

em que temos oy 7£°<2 y X9 K03 4909 £05 mas =9 % G,
(analogamente w, #£w,, T, S0, » 0 Swy , mas o-i# w, );
é claro que isto sb pode ocorrer envolvendo as selas conecta
das, Em virﬁuda-d%stb, para a construcao do gr_éﬁco G (Xc) a-
crescentamos as ségﬁintes excecoes emf relacao 53 regras da-

das para a construcao de G (Xg)f:

1 - se ocorrer XK, 9 5,0‘2 °

X & Q".Z ,»‘l}av‘er.a aragtas n(-—.-ci ’ 6'1—--6‘2 ) q"f"'aé .

“ 2 - se ocorrer @ <O, , T,S W e
3 5 4 " .
Gfl ST w |, havafa arestas M0y Tp—W 8 G—=W .
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Portanto pode ocorrer:

a E -

b - outra particularidade, devida a
possibilidade de ocorr'éncia de uma auto-conexao, é que para

a sela ¢ auto-conectada teremos 0°<G nao trivialmente,pois

WR ()N WS (¢) = Wh(a)= WS (a) ;
1sto corresponderd 3 ocorréncia de um lago no grafico: & a
{nica possibilidade de termos uma aresta unindo um  vérti-

ce x a um vartice y com x = V.

¢ - como j& vimos, uma auto-conexao
comporta-se de um dos lados como atrator ao repulsor de tra

jetdrias vizinhas. Estabelecemos entao a seguinte conven-
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¢cA0: sempre que em um campo X, ocorrer uma auto-conexao que
se comporta de um dos lados como atrator (repulsor) de tra-
jetdrias, no grafico G (X,) teremos, além do lago correg
pondente, um vértice u%}(a%}) no qual incidirdo as arestas
correspondentes a representacio das trajetdrias cujo conjwn
to w - limite (= - limite) § a auto~conex§o.‘ﬁ claro que
um tal vértice se cqmportaré como um vértice wr () que
ocorre nos gréficos assocliados aos campos com orbitas fecha
das que foram estudados no § 12 (mais precisamente as areg
tas incidentes num vértice w1 (k) correspondem as ares-
tas de um dos dois grupos em que foram divididas as ares-
tas incidentes num w* (=) no § 19, pols a auto-conexao sb
8 atrator (repulsor) de um dos lados). Além disso, como es-
se vértice § introduzido artificialmente, ndd influird na
caracteristica de Euler do grafico.

0 grafico G (Xb) assim obtido sera
CONexo Se Nao ocorrer a auto-conexao ou se esta existir mas
nao descpnactar M°; se hé umg—auta—cpnexio que desconecta M
o grafico ndo serd conexo (teré duas componentes). Além
disso, G (X,) possue as seguintes propriedades:

Gr, 1 - nio ha arestas windo  uma

fonte a um pogoj
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Gr. 2 - as arestas ou partem de uma

c
fonte (que pode ser o ug:.) e chegam a uma sela, ou partem
de uma sela e chegam a um pogo (que pode ser 6 wéf) e preci
Samento uma delas parte de uma sela e chega a uma sela (que
pode ser a mesma).
Gr, 3 - em cada sela h&é exatamente
duas arestas que chegam e duas que partem,
“ Note-se que na realidade »  grafico
& formado exclusivamente pelas arestas mencionadas em Gr 3.

OBSERVACXO: com relacdo as tres pro-

g ol

priedades anteriores pode ocorrer a seguinte s (com-

parar com o estudo dos campos com t':rbitas fechadas no § 192):
Se a aute—conexao se comporta de un dos lados como atrator
(repulsm-) o se em M ola 11m1ta um disco que tem uma fon-
te (um poco w) como imica singularidade de X, no seu intg
rior, da tal forma que toda tra:];ataria con-tida nesse disco
espirala—se da fonte &« para a auto—conaxao (da auto-epne-

xa0 para. © poco w ),en‘bas no grafico G (X, ) haverd uma a-
resta oc—-w;(dg.—-*w ), que serd a tnica aresta incidente

nesses dois vértices.
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Nos gréficos G (¥X,) podem ocorrer os

seguintes tipos de conjuntos distinguidos:




Yo

a1l

COR
L IIPJ

o

7L
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B preciso acrescentar ainda que  nos
conjuntos distinguidos de tipos 1, 2 e 3, ou o =< ou o W
podem' ser substituidos respectivamente pelo xg: ou w?:, sep
do que a substituicdo de um deles exclui a possibilidade de
substituiclo do outro. Para efeito de referencia os conjun
tos distinguidos assim obtidos serao denotados por 1 L s
1 1 y 2 1 s 2, 1,3 193 1 (é elaro que nos outros ti
pos de conjunto distinguido tal substituicdc nao pode  ser
feita pois a conexdo J& aparece nelss). ,

Nos campos X também os eanjmztes dis
tinguidos eorresnondem as frontes.ras das componentes cone-
xas do complementar em relacao a variedade do conjunto for-
mado pelas singularidades e pelos pontos das variedades in-
varién.tes das selas.

Nos conjuntos distinguidos dos grafi-
cos G (X,) temos a mésma nogao de arestas associadas  que
fol dada para os camnos :‘->X-g, Assin é,endo, nos conjvuntos dis
tinguidos dos tipos 1, 2 @ 3 (e nos em que o <X foi substity
1do pelo ] ou o w pelo w] ) sdo assocladas as mesmas  a-
restas ja citadas nos campos xg. Num conjunto [:L, cs 3, k],
do tipo li, sio assocladas 1 e ¢, 1 e 3§, ¢ 8 k3 ﬁw‘cenjunto

[1,- m§ cj n] de tipo 5 s&o associadas 1ec, c en, me nj
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num conjunto [é, i3 e; ky i] de tipo 6 sao associadas 1 e c,
jec,coek,ce l; numconjunto [}, 33 e3 ky é] de tipo 7
ou 8 s@o associadas 1 e k, J e ¢, c e 13 num conjunto
[}; c3 i] de tipo 9 si3o assocladas 1 ecy ¢c e §J e num tlpo
10 ou 11 ndo had arestas associadas,
Temos nesses conjuntos distinguldos os

seguintes pares de arestas adjacentesgs: num tipo 1, 2 e 3 (e
nos em que o & fol substituido pelo e’(o?: ou o w pelo w3} )sdo
adjacentes os mesmos pares de arestas j& citadas para os cap
pos X $ nun conjunto [;, e 3, @] , do tipo li, sdao adjacen=-
tes ¢c e k, k @ jy, § @ c; num conjunto (i, m; Cp qdée tipo 5
sao adjacentes 1 gcycemme 13 num conjuntc[%,j,c;k,#]
de tipo 6, sdao adjacentes 1 e j, k @ 13 num eonjumto
[}, s e k, 1} de tipo 7 sao adjacentes as duas arestas in-
cidentes em cada vertice, num ccnjunto distinguido[},:,c,k i}
de tipo 8 sio adjacentes i e j,_l_g_l, lek, keis num
conjmto distingujdo de tipo 9, 10 ou 11 nao definimcs ares-
tas adjacentes,

| 0s conjuntos distinguidos dos tipos 9,
10 e 11 nAo precisam ser orientados pols suas arestas per-
tencem.axclusivgmente a eles, Os demais céhjuntos distin-

guldos destacados num gréfico G (X,), devem sempre ser ori-
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entados, significando esta orientagao que, em cada vartice
- de um conjuﬁto distinguido devemos ter um sentido de rota-
cao bem definido entre as arestas adjacentes do conjunto
que sio incldentes nesse vért%ce; esta orientacdo é dada
assinalando-se em cada vérticéfda figura plana que repre-
senta.b conjunto distinguido o sentido da rotagado ac  re-
dor desse vértice, de tal forma que ela se realize atra-
vés da@regiée delimitada pelas arestas do conjunto (num

_ \ o 2 o
tipo 2, 2“01- v 2.1 © L (3,3“% , 3wé e 5) tal regiao & de

T

1imitada apenas pelas arestas que nao incidem na fonte
(poco); num tipo 6, considerar duas regioes delimitadas pg
los pares de arestas adjacentes e independentes uma da ou-
tra para efeito de orientagéeg num tipo 8 considerar a re-
giao delimitada apenas pelas arestas distintaS‘da auto-
comexao); isto carreSpbndefé,?na variedade, a uma rotagdo
realizando-se através da regiao canonica que deu origem ao
conjunto distinguidc. Como a rotagao sb enyolveré as ares-
tas adjacenté-s, d‘evem ser ignoradas, para efeito de orien-
tggio, a aresta que incide na fonte (po¢co) num tipo 2,2&;,
260%. e i (3,3"‘«]: y ng_le 5) e a conexao nos tipos 6 e 8,
Utilizando o conceito de conjunto dig
tinguido e as nocoes a ele ligadas, definimos um grafi-
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20 distinguido associado a um campo Xc como sendo um gra-
fico G (X,) juntamente com um certo nimero de  conjuntos
distinguldos tails que: |

GD, 1 - Toda aresta de G (X,) perten-
ce a exatamente dois conjuntos distinguidos, com eXCcegao
da incidente na fonte (no poco) num conjunto tipo 2, 2“%_,
2“’0]: e L (3, 3xk 2 3wl e 5), da conexao num tipo 6 ou
8 e de todas as arestgs de um tipo 9, 10 ou 11, que pertepn
cem a um sb, v

| GD, 2 - a aresta incidente na fonte
(no pogo) em qualquer conjunto distinguido do tipo 2, gxi,
241 oul (3 3.1 4 3,1 ou5) § a finica aresta que inei-
de nessa fonte (nesse pogo).
@D, 3 - andloga a GDg 3,

GDo L - andloga a GDg L, com as  se~
guintes observagoes: y. |

a - com relagdo a adjge%ncia_aﬁs de-
vem ser consideradas a aresta incidanta na fonte (né poc;@
num tipo 2, 20‘%’ y 2oL o Lt (3, 3%:} , 3w3&_ e 5) e a co-
nexao num tipo 6 ou 8,

| b - um econjunto do tipo 9, 10 ou 11

nunca ocorrerd numa ordem ciclica pois suas arestas sao

i,




as tnicas incidentes em seus veértices.

GDe 5 - analoga a GDg 5.

Tendo em vista a interpretacao geomé-
trica dos conjuntos distinguidos, dado um campo X, sd hé
uma forma possivel de associar a ele um gréfico distingui-
do, o qual serd denotado G* (X,),

Para ilustrar a nocdoc de grafico dig

tinguldo vamos considerar os seguintés exemplos:

1) BEm 8%
o
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com os conjuntos distinguidbs [a, b ¢35 d, e:],[a, b3 o] ’
[1, n5 £, 4] , [1, 15 m] [3» %5 €, £] 5 [15 & n] o
[n’ 33 e h]

2) Em 82:

ool of conjuntos distingwines [L, 35 e3 m, 1], [1, 35 k1],

[n3 &, m] , [o By a] e [*5 »y 4
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0 grifico associado a este campo sera
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com os conjuntes distinguidos [a, b3 e, d]| , [f, b5 ¢; e,d
e [a, £3 gj.

Temos para os campos X, as mesmas de-
finicoes de éampos conjugados e de graficos distinguidos
;somorfos que foram dedas para 0s campos Xg, sendo  ainda

vélido o
T, 1: X~ YE=G6" (X))~ 6% (%)

Novamente a demonstragdo deste teocre-
ma consiste fundamentalmente na definigae do homeomorfis-
mo de M® que leva as trajetdrias de X, nas de ¥, e  essa
definigdo & andloga a construgdo que & feita em [2] e em
i[S], pg L2 a U5 , razao pela qual nao faremos a demonstrag
cao aqui, | |

Uma vez demonstrado este teorema, o
problema de classificagée»dos campos-xc‘sa/transforma no
préblema'de classificagao dos Qréficas distinguidos G*(Xe),
mas novaménte surge a pergunta: se construirmos um grafi-
co distinguido abstratamente, pode-se garantir que ele &
o grafieco distihguido~asso¢ia&o-a élgum campo X ? Para

iesponder a esta pergunta, damos as -seguintes definicoes:
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1, - wm grifico distinguido abstrato
/\c & definido de maneira an_élog'a ao /\g.

2c - a caract‘eristiéa de EulerX(/\c)
é calculada da mesma forma que XA ); lembrar que g +)
«q} e 0wl nio inflven na mumsa |

‘ 3 - definigdo de -/\c realizivel i-

gual a de A p realizével.

0 resultado central deste  paragra-
fo & dado pelo

1, 2 - /\, & realizével en =X ) = X 02

A - N§.r} hé auto-conexao.

A 1381ia da demonstracdc neste caso @
a mesma que fol usada no 7 Tw 2y Ou seja, dado um gréfi-
co /\ ot 8 ele associaremos um grafico /\ can mesma caractg
ristica de Euler, que é realizivel em MZ Se e somente se o
grafico Ac dadg inicialmente o fér; mas a realizabilidade
do grafico A g @sté provada em [1] e entao o problema eg
t4 resolvido,
g A conexao de selas pode ser eliminada

utilizando-se a técnica usual, que consiste em perturbar o
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- campo numa vizinhanca tubular U ao redor de um ponto regu

lar da conexao de selas.

Depols de feita a perturbacao tere-
mos (ver a seccao L de [3] e o artigo VIT em [5]):




Portanto a conexao de selas fol eli-
minada e © novo campo coincide com o campo Xc fora de U

sendo portanto um campo do tipo Xge

. ~
Como consequencia, podemos obter um

grafico /\g a partir de um /\e fazendo basicamente a se-

guinte construcio:

W W
b b
c
Qi : - | .
T, 7
a
«

Eliminaremos a conexao de selas exa-
minando todas as combinacdes possiveis de conjuntos  dis-
tinguidos em que elas aparecems

1 - a conexao pertence a dois con-
jutos do tipo T3
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/\g & obtido da seguinte maneira: map

o com excecao da conexao e

tém-se todas as arestas de
tcéos os conjuntos distinguidos com excaqgo dos dois do ti
po 7 que estdo sendo considerados. A eonéxéa é substitui-
da pelas arésééségl 8 cp @ oé'dois conjuntos distinguidos
pelos ﬁres seguintes: [a, bs dy cz]; [f, ez3 C3» e]_ e
k2) &3 b, 1],

3 2 - a conexao pertence a conjuntos

distinguidos dos tipos 7 e Ls
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A conexao é substituida por ¢ e cz e

os conjuntos por [2s b5 4y cll,[h, o5 €19 e] e
[hy ez5 f, g].

3 - a conexao pertence a conjuntos
distinguido dos tipos 7 e 5¢

andlogo ao anteriors
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Ly = a conexdo pertence a conjuntos

distinguidos dos tipos L e 5:
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A conexao & substituida por ¢; e ¢, e
os conjuntos por [a, b3 ¢y d] y [g, Cpy C19 d:]~ e

Ega Corie ,f]'.

5 - a conexao pertence a dois conjun-

tos do tipo lL:

A conexao & substituida por ¢; e ¢
e os conjuntos por [a, e1s Ly di], [a, €13 Cp e] [
[bs ez, £

6 - a 6onex§o.pertence a dois conjun-
tos do tipo 5t

analogo ao anterior:




21

7 - a conexao pertence a um conjunto

Ho




92

A conexio é substituida por ¢y & ¢p

e o conjunto por [;},-; cy3 Cps k] e [1, eq3 ¢ 1].

B - Hi auto-conexao,

’ A 1déia essencialmente é a mesma, pg
rém, ao se fazer a perturbacao de maneira aniloga ao ca~
so A, aparece uma ‘6rbita» fechadaj suponhamos que a auto-
conexao da sela o num campo X, seja, de um dos lados,

W - limite de trajetbrias (o caso x - limite & andlogo):

Depols de feita a perturbagdo terg

nos
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, Notar que, apods a perturbaqae, a
nova saparatriz instavel de o tem para w - limite a or-

bita estével wg: s que é também w - limite das trajetd -
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rias que antes da perturbaco tinham para w - limite  a
auto-conexao,

No grafico a brbita fechada do campeo
perturbado serd o piéprio wl(ou =) que jé havia  sido
introduzido artificialmente,

0 novo /A seré entdo obtido do/\c u-
tilizando a perturbacdo acima, Examinemos todos os casos
possiveis:

1-48 auto-conexao pertence a m
conjunto do tipo 8: |

a) a auto-éonexﬁo corresponde a um

1
x5t
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/\ é obtido da seguinte maneira: map
tém-se todas as arestas da /\ o (inclusive as incldentes em
o 1 que nio estio representadas na fizura) com excegdo da
auto-conexio ¢ e todos os conjuntos distinguidos (inclu-
sive os incidentes em o(a:.l‘) com excecao do tipo 8 que esta

sendo considerado; a conexao & substituida por ¢; e c, e ©
conjunto por EL, 33 k, c]:] e ’E’:Z; L) 1] .

b - a auto conexdo corresponde a wm

wq% ¢+ andlogo ao anteriors

2 - a auto' conexao psrtence a um con-

junto do tipo 9:
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a - a auto conexao corresponde a um

i d

Qs

A auto conexdo § substitulda por
ey e ¢y 9 o conjunto por [14 3y &4 ] e {cas j,‘c]_].

b - a auto-conexao corresponde a um

&)é’: andlogo ao antarior:
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Tanto no caso A como no caso B, pode-
mos ver, a partir das existeﬁtes anteriormente, quais sao
as orientagdes e ordens cfclicas que d evem ser tomadas a
fim de que o grafico obtido satisfaga as condicdes GD L e
5 (no caso B o campo corresponde a un campd Xg que admite
a presenca de uma #rbita fechadaj estes campos foram estuda

dos no § 19),
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§ 62 - CLASSIFICAGKO, EM VARTEDADES O-
RIENTAVEIS, DOS CAMPOS QUASE-GE
NERICOS COM UMA ORBITA FECHADA
QUASE-GENSRICA E SEM OUTRAS OR-
BITAS FECHADAS,
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Neste pardgrafo vamos fazer a classifi
cacao dos campos quase—genéricas em que ©° e;emante quase~-ge
nérico & uma érbita fechada quase-gendrica. Supondo MZ ori-
antével, vamos estudar os campos X de classe C*,r > 3, que

ndo possuem Brbitas fechadas hiperbdlicas e nos quais

1 - h uma e uma sb brbita  fechada,
que é quase-gendricaj as singularidades sido todas hiperbdli

cas (e portanto sb hia un nimero finito delas);

2 - ndo hd trajetorias conectando se-

las;

3 - 0 conjunto & - limite (W - 1imi-
te) de qualquer trajetoria ou é formado por uma singularida

de ou 8 a Orbita fechada quase-gendrica.

Tais campos serao denotados por X_ , .

Vamos aﬁanas indicar como pode ser
feita a classificacdo, j& que o processo & inteiramente ani
logo ao dos casos anteriores,

De acordo com [3], lema (2.4), Pg 9 ,
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dado um campo X, em M2, existem uma vizinhanca N da
érbita %« em M2 @ um campo Y em MZ tais que: N é homeomor
fa a um anel, sendo sua fronteira formada por duas curvas
fechadas C; e Cyy a fmica singularidade de X, em N é a
drbita <*w e as fmicas singularidades de Y em N sao duas
érbitas fechadas hiperbblicas, uma estivel ¢ uma  insta-

vels

E elaro que um tal eampe Y pode  ser

obtida sem alterar o campo X _ , fora de N,
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Isto sugere imediatamente como classji
ficar tais campos: a eles associamos um grafico G (X occiri)
cujos vértices sio as singularidades de X,, e ao  qual
acrescentamos mais 2 vértices: um ol% coires;;ondente 'ae
lado instdvel de oW e um wl correspondente ao lado esti
vel. Na variedade estes doils vértices correspondem 3;
‘duas brbitas gendricas j& mencionadas e como estas  duas
delimitam um anel no interior do qual ndo hd singularida -
des, sempre haverad (no novo campo) um conjunto distinguide
N‘\J,'w,(l (ver orbitas fechadas no parigrafo 1). Portante,
nos graficos distinguidos aparecem apenas os conjuntos dig
tinguidos j& mencionados no tratamento das érbitas fecha-
das nb pardgrafo 12, E interessante ressaltar apenas que,
se a curva &w nio desconecta M2 (o exemplo tipico pode
ser oi:tido no toro T2) a brbita «w pode ser conjunte X e
W - limite de una mesma trajetéria. Isto val corresponder
a con;}uptos distinguldos em que o X ¢ o W foram sa}}a‘gtiﬂi;u;
dos pelo -«’ize ’vwf; o Na realidade, no toro T2 existe um
campo que nao possul outras érbitas fechadas ou singulari-

dades a nido ser uma drbita xw,
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§ 7¢ - EXTENSXO DA CLASSIFICAGXO, BM
VARIEDADES ORIENTAVEIS,  AO8
CAMPOS QUASE-GENERICOS COM OR-
BITAS FECHADAS GENERICAS,
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Nao hi praticamente nada de nove a
se fazer neste caso, j& que tals érbitas nao  interferem
com os élamantos quase-gendrices: basta considerar, em ca-
da caso, ﬁevos tipos de conjuntos distinguides nos quais
os vértices .43 saé»suhstitaidos por vértices =1 o/ou os
vSrtiees w por,aJl; aianélise relativa ao eiananta quase-
gendrico ndo se altera e a relativa aos vértices x?1 e
wl é a que fol feita no pardgrafo 1° para orbitas fo-

chadas.
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§ 82 - EXTBNSXO DA CLASSIFICAGKO AOS
CAMPOS QUASE-GENERICOS EM VA-
RIEDADES NEO ORIENTAVEIS,
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Valem as mesmas observagoes feitas
no paragrafo 12 para o caso nao orientivel com as segain-

tes partieularidades para cada caso:

A) sela-nd

A auto-ligagdo de uma sela-nd  pode
ser uma curva com um lado sd, Temos que acrescentar entao
um novo tipe de conjunto disigingnida: (que pode ou nao o~

correr num dado campo)

Segue um exemple de um campo, no pla-
no projetive PZ, onde ocorre um cenjunto distinguide do t1-

po 1 D em que a auto-ligacao & uma curva de um lado sé:
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B) Foco - composto

Nada a acrescentar

C) Conexao de selas
Temos mais dois tipos de conjuntos dig

tinguidos: (qus podem ou nZo ocorrer num dado campo)




107

- Além disso, a auto-conexio pode  ser
uma curva com um lado s, nao fmcibnando como atrator ou

répulso:, como no seguinte exemplo em P?,
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D) orbita fechada quase-genérica.

Neste caso a orbita pode ser uma curva
com um lado s, que de acordo com [3], lema (2.6), pag 13,
comporta-se, para efeito de classificacdo, como uma orbita

fechada genérica,
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