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INTRODUÇÃO 

O presente trabalho aborda alguns aspectos da teoria de eq~ 

ções fW1.cionais não lineares envolvendo operadores monótonos nwn espaço de 

Banach. A teoria de operadores monótonos, histàricamente, tem sua genese em 

alguns resultados especiais obtidos por Vainberg nv.m tT'O.balho sêbre opera~ 

res tipo gradiente, publicado por volta de 1950; tais resultados foram apr~ 

sentados no contexto da teoria de métodos variacionais para o estudo de op~ 

radores não lineares. 

Kacurovskii, investigando os resultados obtidos por Vainberg, 

deu definição explicita de operador monótono definido num espaço de Bçrnach 

com valôres no seu dual, e obteve algwnas propriedades simples dêste opera­

dor. Esta teori a asswniu sua grande importância quando Vainberg anunciou n~ 

ma nota o t eorema de ponto fixo para operador monótono satisfazendo uma con 

dição de Lipschitz nwn espaço de Hilbert. O primeiro passo importante e cru 

cial no desenvo lvimento da teoria de operadores monótonos foi dado, entre­

tanto, por Minty que estendeu o teorema de Zarantonello - Vainberg para op~ 

rador não linear continuo em 1962, explorando hàbilmente wna relação de mo­

notonici dade induzida no espaço H x H pelo produto interno do espaço de Hil 

bert. Iniciou-se assim uma nova teoria que constitui um dos tópicos mais 

importantes na teoria de análise funcional não linear. 

Browder provou posteriormente o teorema de Minty sob as hip~ 

teses mais fracas de monotonicidade e de continuidade impostas ao operador 

T; prosseguindo intensa inves tigação sôbre a teoria de operadores monótonos, 

enfraquecendo cada vez mais as hipóteses assumidas, obteve os resultados 

mais gerais. Procurando aplicar sua teoria à resolução do problema de equa­

ções diferenciais parciais, conseguiu êle sucessivas generalizações da mes­

ma aumentando-lhe o campo de aplicabilidade. 

Além dos autores acima citados, contribuiram ainda pa,ra o d~ 

senvolvimento desta teoria, Brezis, Figueiredo, Granas, Ha:t'tman, Pe tryshyn, 

Stampacchia, Lions, Strauss e muitos outros. 

O fator dominante na investigação foi a aplicabilidade da 

teoria à re solução de problemas tais como: problemas de valor contôrno do 
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tipo elitico ou parabólico, problemas de equa.ções funcionais não lineares, 

problemas de equações integrais, etc. 

Sob o ponto de vista construtivo, Petryshyn deu grande con­

tribuição ao problema constru.tivo da existência de soluções da equação fU?:!_ 

cional não linear Tx = f, no âmbito da teoria geral de operadores P-compa~ 

tos, culminando com o desenvolvimento da teoria de métodos projecionais 

que são PS-solubilidade e PP-solubilidade. Uma significativa generalização 

desta teoria f oi feita por êle em recentes pesquisas. 

Após esta breve nota histórica da teoria de equaçoes funci~ 

na~s não lineares, apresentaremos sucintamente o conteúdo do nosso t~aba­

lho, tendo em vista que explanações mais completas são dadas na introdução 

de cada capitulo. No Capitulo I, iniciamos com alguns conceitos fundcunen­

tais e definições que se encontram em análise funcional que julgamos indi~ 

pensáveis para o desenvolvimento dos capitulos subsequentes. Nêle são da­

das as definições de espaços estritamente convexos e uniformemente conve­

xos e suas propriedades fundamentais, bem como wna breve noção de topolo­

gia fraca e de espaço reflexivo. O Capitulo II considera o problema da e­

xistência de solução da equação do tipo Tx = Sx que foi inspirado no trab~ 

lho de Petryshyn. Dadas as muitas generalizações verificadas nos Últimos 

tempos na teoria de operadores monótonos por Browder, Brezis e Sibony, mo~ 

tramos, mediante a conjugação adequada da teoria dos p'I'incipios de ponto 

fixo, de wn lado, e da teoria de operadores monótonos, de outro, a existên 

CJ'ia de solução da equa.ção Tx = Sx. Além do mais, sob hipótese adicional i~ 

posta a T, obtivemos mais resultados sôbre a existência de solução daquela 
-equ.açao. 

O Capitulo III é devotado à extensão dos resultados obtidos 

no capitulo precedente; nêle são considerados os dois tipos de operadores, 

semicontrativos e fracamente semicontrativos. As duas classes dêstes oper~ 

dores, que constituem as classes de operadores mais gerais que a de opero­

dores compactos, foram introduzidas por Browder que mostrou os teoremas de 

existência de pontos fixos dêstes operadores num espaço de Banach unifo1'TT1~ 

mente convexo. Êstes teoremas de ponto fixo e os teoremas fundcunentais de 

operadores monótonos num espaço de Hilbert condu.2iram-nos a resultados 

mais gerais concernentes à equação Tx = Fx. Ao tentar estender êstes resul 
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tados ao âmbito de espaço de Bcmach, fomos forçados a definir os dois novos 

tipos de operadores, a saber: Operadores semi'lipschitzianos e fracamente se 

milipschitzianos . 

A introdução àês tes operadores nos pel"mitiu estender e fortÇ!;_ 

lecer os resultados sôbr e a exis tência de solução da equação Tx = Fx, nwn 

espaço de Banach wiiformemente convexo. 

fio Capitulo IV tratamos do problema do método de super reg°"'­

larização elitica com respeito a operadore s semimonótonos e pseudomonótonos. 

O método de super regularização elitica foi introduzido por Browder e B.Ton 

nwna tentativa de englobar os diversos métodos de aproximação do tipo Galer 

kin e o método de regularização elitica. Explorcmdo sistemàticamente as téc 

n~cas desenvolvidas , provamos então que, sob certas hipóteses, uma solução 

v eia equação Tv = w é obtida como limite fraco de uma certa sequência {Qu } 
E: 

em X, onde T e um operador semimonótono ou pseudomonóton.o. O problema da ob 

tenção de uma solução v da equação Tv = w em X como Limite forte da equação 

apmximante é também discutido . (Para maior detalhe sôbre êste método, ver 

a introdução do capitulo IV). 

No Capitulo V, dedicamo-nos ao problema de desigualdades va­

riacionais não lineares envolvendo operador pseudomonótono. Tratamos nêle 

ainda do prob lema de aproximação das soluções daquelas desigualdade$. Um 

dos nossos objetivos neste capitulo consiste na extensão de alguns result~ 

aos sôbre desigualdades, obtidos por Browder para operador monótono hemi­

continuo. Por outro lado, dirigimos os nossos esforços no sentido de obter 

algwn resultado sôbre a aproximação de solução da desigualdade variacional 

não l inear, que nos conduziram a um resultado desejado. 

O Capitulo VI é devotado ao teorema de Leray - Schauder pa­

ra G - operador. G - operador foi introduzido e investigado por D.G.de Fi­

gueir edo que mostrou o t eorema de existência de ponto fixo dêste operador. 

Devido a êste t eorema, obtivemos o teorema de Leray - Schauder para G - o­

perador, e algumas consequências e aplicações. 

Quanto a aplicações desta teoria de equações funcionais não 

lineares em wn espaço de Banach (particularmente, espaços LP, espaços de 

Sobolev, etc.) à resolução de equações diferenciais parciais, recomendamos 

ao leitor o Capitulo II de 1 26 1 e o Capitulo IV de i 16 1, 



CAP!'l'ULO I 

PRELBfI!IARES 

Este cap-Í-tuZo introdutóPio contém algwuJ conceitos e teoremas de 

anáiise funcional indispensáveis, a nosso ver, para o desenvolvimento dos capi­

tulos subsequentes. Focalizamos a nossa atenção especial em tôrno das proprie<½, 

des da acmrpaaidade dos conjwitos convexos fechados num espaço de Ba:nach refl,e:t:!:_ 

voe das propriedades geomérncas de wn espaço uniformemente convexo. 

Ao 1,ado dê.ates, são postos em evidência al,gumas propriedades fwt_ 

damentais de uma sequência limitada num espaço de Banach refl-erivo e destaca­

dos certos resultados importantes concernentes aos espaços de dünensão finita. 

Os resultados fundamentais, que são bem conhecidos, serão, apenas., enunciados 

sem demonstrações, pois, são encontrados fàcil-mente em Ótimos Livros de a:náliss 

funcional. Os resultados importantes que poderã.o ser encontrados sõmente em al­

guns Livros avançados ou em revistas matemáticas especializadas estão devidamen 

te indicados na bibliografia. 

1. l. Convexidade. 

Seja X wn espaço vetoPiaL real. O segmento de reta que zme dais 

pontas x e y em X é o coajunto àe todos os pontos da fom1a t:c + sy com t e a as 

números reais nã.o negativos tais que t + s _ = 1., ou equivalentemente, o conjunto 

de todos os pontos tx + (1 - t)y com t real satisfazendo O ~ t ~ 1. 

Um subconjunto C de X é convexo se, sempre que x e y per-tenaem a 

C, o segmento de reta que une :e e y está contido em e. Um conjunto unitm"Ía,wna 

subvariedade Linear, um segmento de reta são exempZos- de conjuntos conve:s:oJJ. ~ 

viamente, um subespaço vetorial é conve:co; uma combina.çãD U.near finita de con­

j untoa conve;x;os é i.Q71 conjunto convexo. 

· Como X é convexo, se C é' um subconjunto de X, a farrrí,Ua ds todos 

os- subconjuntos convexos que contém C é não vazia. A intersecção dos rnsmbro8 
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desta família é o menor conjunto convexo que contém C e é denominada envoltória 

convexa de C. 

1.2. Espaços de Banach estritamente convexo e uniformemente convexo. 

Um espaço de Banach X é estritamente convexo, se dado um par de 

vetores X e y em X satisfazendo 1 ix + Y 11 = l lx 11 + 1 IY 11 tem-se x = ky ou 

y = kx, k > o. Equivalentemente, X é eE;tritamente convexo se quaisquer que se-

jam x e y em X com 1 Jxl i - 1 IYI 1 - 1., XI y., tem-se - -

j I tx + (1 - t) y 1 / < 1, para O < t < 1 . 

Em outras palavras, X é estritamente convexo, se quaisquer que 

sejam dois pontos distintos x e y sôbre a esfera unitária com centro na origem, 

por mais próximos que êles estejam um do outro, o ponto médio dn segmento que 

une x e y não pertence à esfera. 

Um espaço de Banach X é uniformemente convexo se para cada E>O 

existe um 6 = 6 (E)> O tal que para todo x e y em X com 

ll xl l = IIYI I = 1 e 1 1 x - YI 1 > E 

tem-se: 

1
, 1 X + y ' 2- ii <1-ó (E), 

Clarkson provou que todo espaço de Banach uniformemente convexo 

e estritamente convexo, 

Como wn exemplo de espaço uniformemente convexo temos: todo es­

paço de Hilbert é uniformemente convexo. tum resultado bem conhecido o fato 

de que para 1 < p < oo os espaços lp de tôdas sequências de números reais (ou 

complexos) (a1, a2, ••. , ªn' ... ) tais que 

"' 
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- uniformemente convexos. CLo.rkson 121 ! sao . 
Do mesmo modo, para 1 < p < 00 

J os espaços if (K) de tôdas as fun 
- Lebesgue mensuráveis, definidas çoes \J - quase tôda po.rte em K, tais que 

\.1 < 00 

são uniformemente convexos. CLarkson f2? \ . Decorre disto que o espaço de Sobo­

lev Ef1,P (G), G wn aberto de If, munido da no1'71la 

e uniformemente convexo. 

Os espaços i 1, l
00

, c0 e L1 (K) bem como o espaço C(K) de tôdas as 

funções continuas definidas em K com a norma da convergência unifo1'11le não são 

uniformemente convexos. Mais detalhes sôbre as propriedades do espaço uniforme­

mente convexo, o Leitor poderá encontrá-Los em CLo.rkson \27 \ e Opiai f40\ • 

Obs.: c0 é o espaço de tôdas as sequências (on) em Z,
00 

tais que ºn-+ O quando 

n -+ 00 • 

1.3. Espaços duais e topologia fraca. 

Ao lado da topologia métrica, induzida pela norma num espaço de 

Banach X, chamada topologia forte de X, destaca-se uma outra topo'logia em X, 

chamada a topologia fraca de X, que é muito importante em nosso trabalho. 

Seja X wn espaço de Banach. Denotemos por X' o seu espaço dual, 

i .é, o espaço vetorial de todos os funcionais lineares continu.os definidos em 

X. Se fé um elemento de X', denotemos por (f,x) o valor que f assume em x p~ 

ra um elemento x em X. O espaço vetorial X' munido com a norma usual 

llfll = sup {\(f,:c)\; llxll < 1} 

-
e um espaço de Banach. 

Por meio do espaço X', podemos introduzir a topologia fraca em 

X como segue: dados E> O e wn número finito de elementos f 1, f 2, ..• , fn de 

X', consideremos 
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Verifica-se fàcilment~ que a farrríiia B de todos os conjuntos 

~ (f1, f 2, ... , fn), define uma base de vizinhanças de zero no espaço veto-

rial X, quando (f1, ..• , fn) varia sôbre a fa,mÍ,lia de todos os subconjuntos 

finitos de X' e E sôbre o conjunto .dos números reais estritamente positivos. 

A topologia definida pela base B de vizinhanças de zero em X 
e chamada a topologia fraca de X, e é usualmente denotada por o(X,X'J. 

Sabe-se que a topologia fraca de X é a topologia menos fina. 

de X tal que cada funcional f em X' é continuo. e claro que a topologia fra 

ca é menos fina que a topologia forte de X. Uma sequência {xn} de elementos 

de X converge fracamente para x em X se e somente se o 

para cada f em X ', e denotamo-la por x ........s. x . n o 

Teorema 1.1. TÔda sequência (fortemente) convergente é fr~ 

aamente convergente. Tôda sequência fracamente convergente é limitada. 

Teorema 1. 2. Se X é de dimensão finita, a convergência foE._ 

te é equivalente a convergência fraca. 

O espaço X munido da. topologia fraca é um espaço vetorial lo 

calmente convexo. Um subconjunto de X é dito fracamente fechado (resp, fra­

camente compacto, fracamente aberto, fracamente limitado, etc.) se êle é fe 

chado (resp. compacto, aberto, limitado, etc.) com respeito à topologia fra 

ca de X. Observa-se que todo subconjunto fracamente fechado é fechado em X 

mas, a reciproca não é verda.deira. 

Teorema 1. :3. (Mazu:t'). Todo subconjunto convexo fechado de 

um espaço de Banach é necessàriamente fracamente fechado. 

Teorema 1. 4. Seja C wn subconjunto de um espaço de Bana.eh 

X. Para que C seja limitado (fortemente) é necessário e suficiente que C se 

ja fracamente limitado. 
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Cumpre salientar o fato de que se X é wn espaço de Hilbert com 

o produto inter-no ( 

dêste produto interno. 

, ), o seu espaço dual X' é identificado por meio 

Topologia fraca I de X': No espaço dual X' de wn espaço de 

Banach X, vamos introduzir wna topologia do seguinte modo: da.dos E> O e wn 

nwnero finito de elementos x 1, ... , xn de X, consideremos a familia de con­

juntos da, forma 

Esta familia é wna base de vizinhanças de zero em X', que de 

fine a topologia chamada a topologia fraca 'de X'. Uma sequência {f} d.e n 
X' converge fracamente 'para f se e sàmente se o 

para todo x em X. 

1.4. Espaços reflexivos. 

Em vista da existência de inúmeras publicações excelentes so 

bre análise funcional onde se encontram a definição, as propriedades eleme'!!:,_ 

tares e os exemplos de espaços reflexivos, omitimos aqui d.e men~oná-las, 

restringimo-nos, apenas, a mencionar as suas propriedades fundamentais, sem 

demonstrá-las. As propriedades fundamentais dos espaços reflexivos são ins­

trwnentos indispensáveis no desenvolvimento dos capitulas subsequentes. 

Teorema 1. 5. (Mil'man, Pettis). Todo espaço de Banach uni 

formemente convexo é reflexivo. 

Teorema 1, 6. (Bourbaki). Um espaço de Banach X é refle:r:i-

vo se e sÕmente se sua bola unitária é fracamente compacpa. 

Teorema 1. 7. Todo espaço de Banach de dimensão finita 

reflexivo. Todo espaço de Hilbert é reflexivo. 
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Teorema 1. 8. (Smu.lyan, EberZein). Um espaço de Banach X é re 

flexivo se e sõmente se tôda sequência limitada de elementos de X contém uma 

subsequência que é fracamente convergente. 

Como consequência imediata dos teoremas 1.3. e 1.6., temos 

Teorema 1.9. Nwn espaço de Banach X reflexivo, todo subcon-

junto convexo fechado e limitado de X é fracamente corrrpacto. 

Há um fato conhecido a observar: é que, em geral, a topologia 

.fraca no espaço dual X' de um espaço de Banach X, é mais fina que a topologia 

fraca I em X'. Contudo, se X e reflexivo, estas duas topologias coincidem. 

1.5. Espaços vetoriais de dimensão finita. 

Nesta secção mencionamos sÕmente os teoremas fundamentais sÔbre 

os espaços vetoriais de dimensão finita cujas demonstrações sem.o omitidas. 

Teorema 1. 10. Seja X wn espaço vetor>ial corrrplexo normado de 

dimensão finita. Então, 

(a) X é isomorfo a~, onde n é a dimensão de X. 

(b) Todo funcional ZineQ.1;' sÔbre X é continuo. 

(c) X é um espaço de Banach reflexivo. 

(d) O espaço dual X' de X é wn espaço de Banach refle:civo de di 
-mensao n. 

1.6. Propriedade de intersecção finita. 

Uma familia [f de conjwitos tem a propriedade de intersecção fi 

nita se e sÕmente se a intersecção dos membros de cada suhfam{.Zia finita de :J 
é não vazia. 

Teorema 1.11. Um espaço topológico X é compacto se e sõmente 

se tôda familia [f de conjuntos fec1zados em X que tem a propriedade de inter 

secção finita tem a intersecção não vazia, 



CAPÍTULO II 

ESTUDO DA EXISTENCIA DE SOLUÇÕES DA EQUAÇÃO DO TIPO Tx = Sx 

2.1. Introdução. 

A teoria de pontos fixos de um operador não linea:I' definido nwn 

espaço de Banach reflexivo (particularmente, num espaço de Hilbert) recebeu 

grande impulso nos Últimos tempos, tendo em vista sua aplicabilidade flexivel 

não só na teoria da existência de soluções de equações funcionais não lineares 

num espaço de Banach, como, também, no estudo de problemas de equações difere~ 

ciais parciais. 

Ao lado do teorema do ponto fixo de BroWJJer para o operador co~ 

t{nuo num espaço de dimensão finita, destacam-se os teoremas, agora clássicos, 

de pontos fixos de Schauder para operadores não linea:I'es compactos, e fracame~ 

te continuas num espaço de Banach reflexivo. 

Recentemente, Petryshyn fêz investigação intensiva sôbre a elas 
-se de operadores nao linea:I'es P-compactos definidos em espaços de Banach com a 

propriedade (n) que inclui, entre outros operadores não lineares, os operado-
ª res compactos; e mostrou, então, o teorema de existência de pontos fixos paI"a 

operador P-compacto sob certa condição imposta sôbre êste operador na frontei­

ra de uma bola fecha.da, obtendo, da{, como consequência dêste teorema, muitos 

dos teoremas famosos de pontos fixos conhecidos. 

Browder deu enriquecimento maior à teoria de pontos fixos consi 

derando, num espaço de Banach uniformemente convexo, os operadores semicontra­

tivos e fracamente semicontrativos; esta teoria, de um modo geral, tem por fi­

nalidade o estudo da equação do tipo acretivo, bem como, a obtenção de solu­

ções periódicas de uma certa equação diferencial. 

Por meio da extensão e do uso adequado da teoria de pontos fi­

xos, Kamaiovskii, usando um princípio variacional, dedicou-se aos primeiros es 

tudos da existência da equação funcional, não linear, do tipo Tx = Sx, onde T 

é um operador compacto e Sé um operador tipo potencial. 
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Em recentes pesquisas, Petryshyn estendeu os resultados de Kacu. 

rovskii generalizando os principias de pontos fixos de Schauder e Shimbrot eu 

sando vários resultados obtidos por Browder, Minty e outros autores sôbre os~ 

peradores de tipo monotônico. Petryshyn provou, assim a existência de solução 

da equação do tipo Tx = Sx, onde o operador Sé wn dos operadores compactos 

(completamente continuo ou fracamente cont{nuo) e T é operador de X em X', foE._ 

temente monótono ou operador satisfazendo k-condição. 

A equação funcional não linear do tipo Tx = Sx aparece frequen­

temente no estudo da teoria das equações diferenciais ordinárias como também 

das equações diferenciais parciais, o que justifica plenamente o estudo da 

existência de soluções desta equação. 

O nosso objetivo principal neste capitulo é, então, estudar e 

estender os estudos da existência da solução da equação do tipo Sx = Tx num es 

paço de Banach reflexivo, considerando uma classe de operadores muito gerais 

mediante a conjugação adequada da teoria de pontos fixos e da teoria de opera­

dores tipo monotônico, tendo em vista o surto de desenvolvimento verificado na 

teoria dos operadores monótonos nos Últimos tempos. 

Veremos então que, sob certas hipóteses, é possivel realiza.X" es 

te estudo graças aos teoremas obtidos recentemente por Brezis e Sibony, que as 

seguram a bijetividade de um operador tipo monotônico Te uma certa espécie de 

continuidade do operador T-1
• 

2.2. Definições e Teorema da existência de soiução da. equação Tx = Sx. 

Esta secção começa com algumas definições de operadores não li­

nea.X"es definidos em wn espaço de Banach X com valÔres em seu espaço dual X'.Os 

teoremas clássicos de pontos fizos que serão utilizados no decorrer da. demons­

tração do nosso teorema principal são enW'l.ciados, sem demonstrações. 

Sejam X um espaço de Banach, X' o seu espaço dual; pa.X"a x em X 

e w em X', denotemos por ( , ) a forma bilinear canônica da dualidade en 

tre X e X', i.é, (w,x) indica o valor que o elemento w asswne em x. 

Diremos que uma aplicação T, definida nwn subconjunto D(T) de X 

e tomando seus vaiôres no espaço dual X', é um operador monótono de X em X' se 

(Tx - Ty, X - y) > 0 
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para todo x e y em D(T). 

Uma aplicação T de X em X' é fracamente continua se x ---"'-X (fra 
n -

aamente) em X imp Zica Tx __,,_ Tx ( fracamente) em X'. T é demicont-inua se x---+ x n n 
(fortemente) em X implica Tx __,,_ Tx (fracamente) em X '. n 

T é hemicont-Ínua se T é continuo de cada segmento de reta em X, 

com topologia forte, e com valor em X', com topologia fraca. 

T é uma aplicação compacta se T é continua e Leva um conjunto 

limitado de X nwn conjunto relativamente compacto de X'. 

T é completamente contí.nu.a se x -~ x em X implica Tx~Tx em n n 
X,. 

Vamos enunciar agora alguns teoremas clássicos importantes que 

serão utilizados em nosso trabalho subsequente. 

Cwnpre observar que, se X é unifo1"111emente convexo, Logo, estri-

tamente convexo, e se Sé um subconjunto convexo nao vazio de uma esfera de 

raio r, o conjunto S se reduz a wn único ponto, i.é, Sé o conjunto unitário. 

Teorema 2.1. (Schauder). Seja X wn espaço de Banach reflexi-

vo, e seja B uma bola fechada de raio r em X. Se T é um operador compacto de r 

Br em Br, então, T tem wn ponto fixo em Br. 

Teorema 2. 2. (Schauder). Sejam X um espaço de Banach refiexi 

vo, B uma bola fechada de raio r em X. Se T é wn operador fracamente continuo 
1' 

de B em B, então, T tem um ponto fixo emª~· r r .. 

Teorema 2. 3. (Rothe). Se T é um operador compacto de B em X r 

tal que T(aBr) C Br, então, T tem um ponto fixo em Br. 

do d 
, ~ d. . (Tx , x) Um opera r T e X em X e ~to coerc~vo se--~-

11 x 11 

-+ 00 

do li xli -+<X>. 

Observa-se que se Te monótono e coercivo existe wna fwição 

real c(r) com a(r)-+ ex, quando r + ex, tal que, 

r Tx, x; > a r 1 1 x 1 1 ; • 1 1 x 1 1 , 
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bastando para isso toma:t' 

c(r) = inf 
i jx j i=r 11 x 11 

(Tx,x) 

A seguir enunciemos o teorema fundamentai em que se baseiam as 

provas dos teoremas subsequentes, 

Teorema 2. 4, (Browder). Seja T X -+ X', onde X e wn espaço 

de Banach refZexivo. Suponhamos que, 

a) T é hemicontinuo em X. 

b) T é monótono, i.é, (Tx - Ty, x - y) > O, pa:t'a todo x e y em X. 

a) T é coercivo. 

Então, T é sobrejetor, T(X) = X'. 

Teorema 2.5. Seja X um espaço de Banach refZexivo, estrita-

mente convexo, e seja T: X-+ X' wn operador hemicontinuo taZ que: 

(2,1.) ( Tx - Ty , x - y) ~ m ( 1 1 x 1 1 - 1 1 y 1 1 ) 
2 

, com m > O. 

Então, T é bijetor (1-1 e sôbre), e T-l é monótono, Limitado e hemicontinuo 

deX'emX. 

Demonstração: 1. T é sobrejetor: em vista do teorema 2,4.,é 

suficiente mostrar que T é monótono e coercivo. Com efeito, 

i) T é monótono: (Tx - Ty, x - y) ~ m(I lxl 1 - 1 IYI 1>
2 

~O, 

para todo x e y em X, desde quem> O. 

ii) T é coercivo: de fato, ponto y = O em (2.1.), vem, 

( Tx - TO , x - O) > m 1 1 x 1 1
2 

, 

o que aca.rreta 

(Tx,x) > (TO,x) + mi lxl 12 
> (- 1 ITOI 1 + mi lxl IJ , l lxl 1, 

Logo, 



Portanto, 

(Tx,x) > (-117'011 + m i lxl IJ, 
i !xi 1 

( Tx' x) -+ 00 , quando 1 1 x 11 
1 lxl 1 
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2. T é injetor (unicidade): inicialmente, vamos mostrar que 

Tu= w se e sàmente se (Tv - w, v - u) ~ O, para todo vem X. Ora, se Tu= w, 

pela monotonicidade de T, vem, (Tv - Tu, v - u) > O, para todo vem X. 

Reciprocamente, se (Tv - w, v - u) > O para todo vem X, tome­

mos vt = u + tz com t > O, e obtemos (Tvt - w, tz) ~ O; da{, cancelando o fa-

tor t > O, vem (Tvt - w, z) ~ O. Contudo, pela hemicontinuida.de de T, temos 

Tvt -+ Tu q'uando t -+ o+, e consequentemente, (Tvt - w, z) -+ (Tu - w, z). Se­

gue-se que (Tu - w, z) > O, o que acarreta Tu= w. Agora, para v em X, o con o 

junto Sv 
o 

= {uEX; (Tv - w, v - u) ~ O} é wn semiespaço fechado e convexo o o 

de X. Dêste fato juntamente com a observação acima deduz-se que o conjunto S 

das soluções de Tu= w é dado por S = Q Sv I o qual é fechado e convexo. 
o o 

Por outro lado, o conjunto das soluções de Tu= w está contido 

numa esfera de X. De fato, seu e v são duas soluções de Tu= w, ou seja, se 

Tu= Tv = w, resulta que 

O = (Tu - Tv, u - v) > m([[ull - l lvllJ 2
• 

Deduz-se dai. que 11 u 11 = 11 v 11, o que mostra que u e v estão numa mesma esfe­

ra em X. Como X é estritamente convexo, e como as soluções de Tu= w estão si_ 

tuadas nwna mesma esfera de X, e ainda, pelo fato de que o conjunto das solu­

ções de Tu= w e convexo, deduz-se que êste conjunto se -;eduz a um único ele­

mento. Logo, u = v. 

J. T-1 é hemicont-Ínuo de X' em X. Com efeito, seja w -+ w em n 
X'. Como T é sôbre existem uma sequência {xn} e um elemento x em X tais que 

w = Tx -+ w = Tx. n n 

Por outro lado, pondo y = O em (2.1.), obtemos, 
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1 \ Tx - TO 11 > m 11 x \ I • 

Donde, 

o que mostra que T-l leva wn conjwzto limitado de X' nwn conjunto Limitado de 

X. Como a sequência {w} é limitada em X', entã.o, pela observaçã.o acima, in­n 

ferimos que a sequência {xn} é limitada em X. Tendo em vista que X é reflexi­

vo, conclui-se que existe uma subsequência {x} ainda denotada por {x} tal n n 
que :x .......,. y em X. Logo, x = y e x -- x, o que mostro a hemicontinuidade de T-! n n 

Agora estamos nwna posição de enunciar o seguinte teorema de 

existência. 

Teorema 2. 6. Sejam X wn espaço de Banach refie:r.ivo e estrita 

mente convexo, e T: X-+ X' um operador hemicontlnuo tal que, 

(2.2.) 2 
( Tx - Ty, x - Y) ~ m ( 1 1 x 1 1 - 1 1 Y 11 ) , 

para todo x e y em X. Seja C uma aplicação completamente continua tal que 

1/m ( Cx - TO) leva wna bola fechada B numa bola fechada B , com r > r '. Exis r r 

te, então, wn elemento x em B tal que Tx = Cx. o r o o 

Prova: Graças ao 

sÔbre) e T-l é hemicontinuo de X' 

Seja 2 um elemento 

teorema 2.5. (anterior), T é bijetor (1-1 e 

em X. (logo, T é demicontinuo). 

de Br fixado aPbitràriamente. Como Cz está 

em X' e T é bijetor, existe um e um só elemento x em X tal que Tx = Cz, ou se 

. -1 
Ja, x = T Cz. Vamos mostrar que para cada z em Br, o elemento corresponden-

te x = T-l Cz pertente à bola Br. De fato, pond.o y = O em (2.2.), obtemos 

2 
(Tx - TO, x) ~ m \ \ x \ \ • 

Disto e da hipótese do teorema resulta que, 



- 13 -

, 1XI i
2 ~ 1/m (Tx - TO, xJ = 1/m (Cz - TO, x) ~ , ll/m (Cz - TO) 11 

~ r' , 1x 1 ,. Segue-se que ,x . 1 ~ r' < r, o que mostra que x está em Br. Por 

tanto, o -1 -operador T C e um operador de B em B. 
l' r 

-1 .. i1ostremos agora que T C e um operador fracamente continuo 

de B emª~· Com efeito, seja x ~ x, então Cx -+ Cx, pois C é completamen r ,.. n n -
~ -1 .. te cont~nua. Levando em conta que T e demicontinuo, segue-se que 

r-1cx -...:,.. T- 1cx, o que prova que T- 1c é fracamente continuo de B em B~. Lo n r L 

go, pelo teorema 2.2. de ponto fixo de Schauder, existe um elemento x em o 

B tal que T- 1Cx = x r o o ' ou seja, Tx
0 

-

Corolá:r>io 2.1. Seja T 

que 

Cx . o 

X-+ X' um operador demicontinuo tal 

( Tx - Ty, x - y J ~ k 1 \ x - y \ i 2 , 

para todo x e y em X. Seja C uma aplicação completamente continua tal que 

1/k (Cx - TO) leva a bola B de X nwna bola B , com r' < r. Então, existe r l' 

um elemento x em B tal que Tx = Cx. o r o o 

2.3. Mais Pesultados sôbre a equação do tipo Tx = Cx. 

Esta seção é dedicada a wna generalização do problema acima 

proposto, onde se considera um operador hemiconti.nuo T de X' satisfazendo a 

condição 

( Tx - Ty, x - Y) ~ { b ( 1 1 x 11 J - b ( 1 i Y 1 1 J} • ( 1 1 x 1 1 - 1 l Y 1 1 ) , 

onde b é wna função real com certas propriedades. 

Prova-se inicialmente dois lemas auxiliares, um com respeito 

à função b e outro referente à convergência forte de wna sequência num es~ 

ço uniformemente convexo, a fim de provar o teorema de existência e unicida 

de da solução de equação Tx = w, com w em X', bem como continuidade, monoto 

nicidade e limitabilidade do seu inverso r 1. 
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Com êste teorema em mãos, podemos resolver o problema da e:i=is 

têneia de soluções da equação do tipo Tx = Cx, onde agora C é wna aplioação 

compacta. 

Teorema 2.7. Seja X um espaço de Brmach uniformemente conve 

xo. Seja T X-+ X' wn operador hemioont-inuo satisfazendo 

(X) ( Tx - Ty, X - Y) > { b ( i \ X \ \ ) - b ( \ i Y \ \ )} ( \ \ X \ \ - \ \ Y \ \ ) 

d X d b .. R+ R t . t t l para to o x e y em , on e -+ , es r-itamen e cresoen e ta que 

b(r)-+ ~, quando r-+ ~. 

Então, para todo w em X' existe u em X únioo tal que Tu= w. 
-1 ~ ~ 

Além do mais, T e monotono, limitado e continuo de X' em X. 

Como wn exemplo de wn operador não linear T que satisfaz a 

condição (X) podemos menoionaI' o operador fortemente monótono 

( Tx - Ty, x - y) > e ( \ \ x \ \ - \ \ y \ \ ) 
2 

, o > O 

definido por Browder. (Neste oaso, a função b é dada por b(\ \xi\) = o\ \xi\). 
Antes, porém, vamos mostrar dois lemas Úteis que serão utili­

zados na demonstração do teorema 2.7 • • 

Lema 2.1. Seja b: R+-+ R, estr>itamente crescente veT'ifican­

do {b(r.) - b(r)} (r. - r)-+ O, quando j-+ 00 • Então, r.-+ r quando j + m, 
J J J 

Prova 

Verifioa-se fàoilmente que {r.} é limitada. Suponhamos que J . 

r.~ r, quando j + m, Sendo {r.} limitada, podemos extrair wna subsequência 
J J 

{rk} tal que rk + t / r e b(rk) + b(r). 

Agora, sendo t / r, temos, t < r ou t > r. Se t < r mstem 

wn número real s, satisfazendo t < s < r, e wn inteiro N tais que rk s s pg_ 

ra todo k ~ N. Dai resulta que b(rk) ~ b(s) < b (r). Como b(rk) + b(r) qUCZ?? 

do k-+ =, segue-se imediatamente que b(r) ~ b(s) < b(r), ou seja, 
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b(r) < b(r), o que é um absurdo. 

Do mesmo modo, mostra-se que t >ré irrrpossivci. Logo, t = r 

e, temos, r. + r. 
J 

Lema 2.2. Se X é wn espaço de Banach uniformemente convexo, 

e x ~ x e 11 x 1 1 + 11 x \ 1, então, x -+ x. n n n 

Prova 

Pelo teorema de Hahn-Banach, existe um elemento w em X', com 

w I O, t a l, que (w, x) = \ 1 w 11 1 1 x 1 1, 

Como, por hipótese, x ~ x, resulta que (w, x + x) + 2(w,x). 
n n 

Mas,de wn Lado, temos, 

pois, por hipótes e, j lxnl 1 -► 1 lxl 1- Portanto, l lxn + xi 1 + 21 lxl 1, ou seja, 

1 1 x + x 1 1/2 + 11 x 11- Por outro lado, sem perda de generalidade, podemos su 
n 

por, pela dilatação própria ou contração, que I lx) 1 ~ 1 e i lxl 1 = 1. 

Se x + x, podemos achar wna sub-sequência ainda denotada 
n 

por {xn} tal que I lxn - xi 1 ~E. Pel,a convexidade uniforme de X, deduz-se 

que 

(2.3.) 

Porém, pelo que foi visto acima, temos I lx + x[ 1/2 + l lxl i= n 

= l; consequentemente, fazendo n + 00 na reZação (2.3.), teriamos 1 < 1, o 

que é uma contradição. Logo xn + x. 

Demonstração do teorema 2.7. 

Em vista do t eorema 2.4., para proVG.Y' a pr->~meira parte êêste 

teorema, e suficiente mostrar que T é monótono e coercivo. 
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1. T ·é sobrejetor (existência): segundo a observação acima, 

para isso basta mostra;r que T é monótono e coercivo. Com efeito, 

( Tx - Ty, x - y J ~ { b ( 11 x 1 1 J - b ( 1 i Y 11 J } , ( i I x 1 1 - 1 1 Y I l J ~ O , 

pois b é estritamente crescente, o que mostra a monotonicidade de T. Pondo 

y = O na expressão acima, obtemos 

(Tx - TO, x) > {b(I lxl IJ - b(I 1011n • l lxl 1. 

Donde, 

(Tx,x) > {b([ [xi IJ - 1 [TOI 1 - b(OJ} • 1 lxl 1, 

ou seja, 

( Tx, X)/ [ i X [ [ > b ( [ [ X 1 1 J - K, 

onde K = 1 1 TO 1 [ + b (O) , 

Assim., (Tx.,xJ/1 lx l 1 -+ 00 , quando I [xi 1 -+ a, , tendo em vista 

que b ( I I x i I J -+ a, quando I I x 11 -+ 00 
• 

2. T é injetor (unicidade): mostremos inicialmente que o con 

junto das soluções de Tx = w é convexo e fechado de X. De fato, já vimos an­

teriormente que 

"Tx = w é equivalente a (Ty - w, y - x) > O" ., 

para todo y em X. Fixado y em X, o conjunto 
o 

> O} 

é wn semiespaço fechado convexo de X. Logo, o conjunto C das soluções de 

Tx = w é dqdo por e= r-:} e ., o que mostro que C é convexo e fec'hado. yoex' Yo 
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Feito ~sso, seja Tx1 = Tx2, e suponha.mos que ; lx1 ! ; > 

Temos, então, 

O ( m T J { b ( b ( , . J} ( , ' ' i 1 \ ' 1 J = J.Xl - x2, xl - x2 ?. xl J - ,1 x 2 1I • 11x; : 1 - i X21 1 . 

Como b e estritamente crescente, temos, 

Pelo lema 2.1., 1[x1 1 1 = i \x2 : : , o que mostra que o conjunto 

das soluções e wn conjunto convexo fechado situado sôbre wna esfera de X. Co­

mo por hipótese X é estritamente convexo, decorre, da{, conforme a observação 

feita no inicio sôbre uniformidade convexo de X, que o conjunto C se reduz a 

wn so ponto. Logo, x
1 

= x
2

. 

3. T-l é monótono, limitado e cont{nuo. 

Com efeito, seja Tx = w com I Jw 11 ,:: M. Temos, 

(Tx - TO, x) = (w - TO, x) > (b(J JxJ IJ - b(O)J. J lxl 1-

Donde, 

1 J W \ 1 > (b ( i j x J J) - b (O) - i J TO I J ) , 

ou seja, 

b ( 1 J x j [ J ,:: M + b (O) + J i TO J 1, 

o que acarreta 1 \xi [ < K com K dependendo de I Jwl J. Segue-se que i JT-
1wi i ,:: K, 

o que mostra que T-l leva conjunto limitado de X' nwn conjunto limitado de X. 

-1 - 4 - -:-,_ A fim de provar que T e cont~nuo, seja w + w; como Te soore, n 

existem wna sequência {x} e wn elemento x em X tais que w = Tx e w = Tx. n n n 

Temos, então, w = Tx + Tx = w. Como {w} é limitada e T-l leva limitada nu-n n n 

ma limitada de X, resulta que {x} é limitada em X. Assim, pela reflexividade n 

• 



- 18 -

de X, existe wna subsequência ainda denotada por {x} tal que x ~ y em X. 
n n 

-1 -1 Contudo, x = T w ~ y = T w = x; Zogo, x = y e obtemos 
n n 

x ---!,, x (fracamente). n 

Queremos, agora, mostrar que x ➔ x. Com efeito, sabendo-se 
n 

Tx ➔ Tx, e ainda, x ~ x, obtemos disso que, 
n n 

Aplicando, agora, novamente, o Lema 2.1., temos 

Consequentemente, j á que x ~ x, pelo Zema 2.1.,., deduz-se que 
n 

x + x (for temente), n 

-1 o que mostra a continuidade de T • 

Graças ao teorema 2.?., podemos provar agora o teorema de exis 

tência das soluções da equação do tipo Tx = Cx, onde T é wn operador que apa­

rece no referido teorema. 

Teor ema 2. 8. Seja X um espaço de Banach uniformemente conve-

xo . Seja T X ➔ X' um operador hemicont{nuo tal que, 

( '1.'x - Ty, x - Y) > { b ( / 1 x 1 1 J - b ( 1 1 Y 1 1 )} • 1 1 X 1 1-1 i Y ; ; J, 

par a todo x e y em X, onde b e uma função real estritamente crescente de R+ 

em R tal que b(r ) ➔ 00 quando r ➔ oo. Seja C wna aplicação compacta de Br em 

X' tal que C(aB J e T(B ). Existe, então, um elemento x
0 

em B ta l que r r r 

Tx = Cx . o o 

Prova 

Pelo t eor ema 2.7., Te biun{voco e sôbre, e, t em o operador 
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. -1 ., 
~nverso T cont~nuo de X' em X. Como B é um conjwito Limitado em X, e sendo r 

C wna aplicação compacta, a sua imagem C(B) é relativamente compacta em X'. r 

d T-1 ., T-lC(B ) ~ 7_ • Seno cont~nuo, e rel,Ut~vamente compacto em X, Consequentemente, r 
-1 ~ T C e wn operador compacto de Br em X. 

-1 PeLa hipótese, C(aBr} C T(Br), o que acarreta T C(aBr)c. Br, 

peLa biunivocidade de T. PeLo teorema 2,3. de ponto fixo de Rothe, existe wn 

elemento x em B taL que T-1cx = x, ou se~a, Tx = Cx. o r o o v o o 

Teorema 2.9. Asswnimos as mesmas hipóteses do teorema ante­

rior para o operador T mais a hipótese adicional de que T é homogêneo de grau 

1, isto é, T(kx) = k.Tx. 

< I ITxl 1 

Seja C wna aplicação compacta de Br em X' taL que ] !Cxl I < 

para algwn x em aB. r 

Existe, então, wn elemento x
0 

em Br taL que Tx
0 

= Cx
0

. 

Demonstração: 

Na demonstração do teorema anterior, já temos mostrado que 

-1 ~ 
T C e wn operador compacto de Br em X. 

Logo, peLo teorema de ponto fixo de Petryshyn, é suficiente 
7 7 - -1 mostrar que se para a~gwn e~emento x de aB a equaçao T Cx = oz é satisfei-

r 
t - -1 a, entao a ~ 1. Com efeito, T Cx = ax implica Cx = To.x, graças à biunivoci 

dade de T. PeLa homogeneidade de T, temos Cx = aTx. 

Logo, i I Cx 11 = 1 a 1 1 1 Tx 1 1, donde , I I Cx I I = 1 a 1 
I ITxl 1 

.. 
< 1, devido a 

hipótese do teorema. Consequentemente, existe um elemento x
0 

em Br taZ que 

T
-lr( ., 

yx
0 

= x
0

, ou seja, Tx
0 

= Cx
0

, o que quer~amos provar. 
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2.4. Operador monótono complexo, finitamente continuo e o estudo da equaçao 

Tx = Cx. 

A seçao e devotada ao estudo de um novo tipo de operador nã.o U 

near T, chamado operador monótono complexo, finitamente continuo de X em X', 

originalmente definido por Browder. Iniaia-se com a definição dêste operador 

e, a seguir, prova-se wn teorema que assegura, sob certa hipótese, que T é bi-
-1 .. ., 

jetor e que seu inverso T e aont~nuo de X' em X. 

Devido ao resultado profundo e refinado dêste teorema, exibimos 

aqui, sua demonstração aompleta, baseando-se fundamentalmente nos trabalhos de 

Browder, publicados em diversas revistas espeaializadas. 

A seguir, provamos, aomo uma aplicação dêste teorema, um teore­

ma da existênaia da solução da. equação do tipo Tx = Cx, onde T é um operador 

aa~a referido, e C um operador aompaato. 

Diz-se que T: X+ X' é Wl1 operador monótono complexo se, para 

todo subaonj unto limitado B de X existe wna função real a8 : R+ + R, aontinua. 

e estritamente arescente com aB{O) = O tal que 

(2. 4. ) 

para todo x e y em B. 

Dizemos que T é finitamente continuo se T é continuo de todo 

subespaço F de dimensão finita de X com topologia forte no espaço X' aom top9.. 

fogia fraaa. 

Teorema 2. 10. Seja X wn espaço de Banach reflexivo. Seja 

T: X+ X' wn operador monótono complexo, finitamente continuo e aoeraivo. En 

tão, T é bijetor (1-1 e sôbre) e tem inverso continuo T-l de X' em X. 

Paria demonstrari o teorema vamos provar iniaialmente o seguinte 

lema. 

Lema 2. 3, Seja
1

j~fftf-~t.ff!..,..~anach de dimensão finita. Se 
T X+ X' é monótono comple~~ oeraivo, então T é bijetor e bicontinuo. 
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Prova: 

a) T é injetor: com efeito, seja Tx = Ty, então temos, 

o - i r Tx - Ty, x - y; 1 > c i II x y 1 1 ; . 

Como c8 é estritamente crescente e c8 (0) = O, obtemos I lx - YI 1 = O, ou seja, 

X= y, 

b) T é sobrejetor: observamos, primeiro, que T-l é wn opera­

dor limitado, i.é, leva um suhconjunto limitado de T(X) num subconjunto limi­
+ 

tado de X. Com efeito, como T é coercivo, existe wna função real q de R em R 

tal que q(r)-+ 00 com r-+ 00 , e, 

q( i lx \ l), llxli < l (Tx,x) I < IITxll • llxl! 

e 

q ( 1 1 X i 1 ) < 1 i Tx J 1 ~ M 1 , 

o que acarreta I ix 11 ~ M, 

Provemos agora que T é wn operador fechado. Ora, seja Tu. em 
J 

T(C), onde C é wn conjunto fechado de X, tal que w. =Tu.-+ w em X'. Como 
J J 

{w .} é limitada em X', pela observação acima, a sequência {u.} é limitada em 
J J 

X, i.é, {u.} está contida num conjunto limitado S de X. 
J 

Temos, então, 

(2.5.) 

Como {Tuj} é convergente em X', e {uj} é limitada em X, o pri­

meiro membro de (2.5,) tende a zero quando j,k-+ m. 

Como c8 é crescente e c8 (0) = O, deduz-se que I luj - ukl 1-+ O 

quando j,K-+ 00 , ou seja, {u.} é wna sequência de Cauchy em X. 
J 
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Como X é compLeto (dimenBão de X é finita), e sendo C fecrza.do, 

segue-se que u . -+ u e u E C. 
J 

Como X é de dimensão finita, T é continuo, o que acarreta 

Tu.-+ Tu= w. Consequentemente, w~T(C), e concLui-se que T(C) é fecrza.do em X'. 
J 

Em partiauLar, nota-se que T(X) é fechado em X'. 

Como T é um operador biunivoco e continuo de X em X' com dim X= 

= dim X' < 00 , pelo teorema da in.variança de dominio de -~~ T é wn opera­

dor aberto de X em X', i.é, Leva wn conjunto aberto de X nwn conjunto aberto 

de X'. Segue-se que T(X) é aberto em X'. Como X' é conexo , e Lembrando que 

T(X) é fechado e aberto ao mesmo tempo, temos T(X) = X'. 

Prova do teorema 2.10. 

Para provar que T(X) = X', observa-se que é suficiente mostrar 

que O E. T(X ), pois, caso contrário, basta considerar o operador Twx = Tx - w 

com w em T(X ) , e notar que Tw tem as mesmas propriedades que T. 

Seja ~ a fam{Lia de subespaços F de dimensão finita de X, or­

denada por inciusão. Sejam jF: F-+ X a injeção naturaL de F em X, e 

J.F, : X ' -+ F ', t t d . a ranspos a e Jp• 

Consideremos, agora, 

f.. I v...C 
, C.,..C,~T .. ~'"""" 

que e um operador monótono compLe~e coercivo, pois, bastando para isso obser 

var que, 

(2.6.) 

para todo u e vem F. 

PeLo Lema 2.3. existe wn eLemento uF em F tai que TFuF = O. Pe-

ia coercividade de TF, temos, 



- 23 -

ou seja, 

q r 1 1 UF 1 1 J • 1 1 UF 1 1 < o • 

Lembrando que q(r) 

te M, independente de F, tal que, 

-+ 00 , quando r -+ oo , então, existe wn constan 

para todo F em~ e TFuF = O. 

Para FE~, seja VF = {uF; F
0
a=F, TFuF = O}. 

o 

Observe-se que VF e BM(O), onde BM(O) e a bo la fechada de raio 
o 

M em X. Seja f/F 
o 

o fecho (fraco ) de VF. Observando que a bola BM(O) é fraca­
o 

mente compacta, em virtude da reflexividade de X, e que a familia {VF}, F
0

E~, 
o 

tem a propriedade de intersecção finita, deduz-se que o conjunto 

Ç) 
o 

isto e, existe wn elemento u
0 

em nvF. Queremos mostra:!' que Tu
0 

= O. Paz,a 
o 

isso, sejam F e F1 em ~ tal que FC Fl" Então, 

(2.?.) 

Mas, 

> c B ( 11 uF - uF 11 J , 
1 
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pois, uF e tal que TuF = O e i[uFII < M. 

Donde, 

(2.8.) 

Considerando, agora, a função q de v de X definida por: 

temos, segundo a relação (2.8.), q(v) 2 O, e q é fracamente semicontinua infe­

rior em VF. Resulta, dai, que q(v) ~ O em VF, e, consequentemente, q(u
0

) 2 O, 

ou seja, 

(2.9.) 

Seja F contendo u
0

• Como TuF = TyA-p = O, vem, 

o que imp Uca u = u . 
F o Sejam, agora, v um elemento qualquer de X, e F contendo 

ambos u e v. Então, o 

donde, Tu = O, po~s, v é arbitrário. Segue-se que DET(X). o 
-1 .. 

Naturalmente, T é biunívoco. Resta, apenas, provar que T , e 
' . 

continuo de X' em X. Seja w . -+ w em X', assim que existe uma sequência ' {u.} , em 
J . J 

X tal que Tuj= wj. Como na demonstração do lema 2.3., mostra-se que existe wna 

subsequência ainda denotada por {u.} tal que u. ~ u em X. Per outro lado, T 
J J o 

sendo sôbre, existe vem X tal que w = Tv. Como w. =Tu.-+ w = Tv, -para provar 
J J 

• 



a continuidade de T-1, basta mostrar que u = v. Com efeito, 
o 

1 (w. - w, u. - v) 1 = \(Tu. - Tv, 
J J J 

u. - v) \ > ., 
" 

Tendo que Tu.= w. - w-+ O eu.-+ u
0

, deduz-se que 
J J J 

quando j-+ ~. Logo, pela propriedade de 0
8

, temos u
0 

= v. 
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Aplicando o teorema 2.10., obtemos sob certa hipótese, o se­

guinte teorema da existência da equação do tipo Tx = Cx. 

r~;<,<; cA ..... 
Teorema 2.11. Seja T : X -+ X' um operado!' monótong> f1,,,nita-

mente continuo e coercivo. Seja C um operador compacto de B~lem X' tal que, 

para um subconjunto limitado B, suficientemente grande, qualquer que seja x 

em B, d8 ( 1 Cy - TO, x 1 ) ~ r para todo y em B r' onde d
8 

é a função inversa 

de 0 8 • Então, existe um elemento x
0 

em Br tal que Tx
0 

= Cx
0

• 

Demonstração: 

Pelo teorema 2.1~., o operador T é bijetor e tem inverso T-l 

continuo de X' em X. Seja y um elemento arbitràriamente fixado em B. Notan 
r -

do-se que T é bijetor e Cy é um elemento de X', dedu.2-se que existe um ú:ni-

co elemento x em X tal que Tx = Cy, 

um elemento de B. De fato, tomando r 

. -1 ou seJa, x = T Cy. -Mostremos que x e 

B que contém x e y, vem 

1 (Tx - Ty, x - Y) 1 ,:: c8 ( 11 x - Y 11 J • 

Pondo y = O e denotando por d8 a função inversa de 0 8, obtemos 



tremas que 

Logo, x está em Br, e o operador T-1c aplica de Br 

T- 1c e~ um d t d B B opera or compac o e em . r r 
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em B. Mos r 

~ -1 J 4 

~ claro que T C e cont~nuo. Se B é um subconjunto limitado r 

de X, a únagem de B pela C é relativa.mente compacto de X', tendo em vista r 

que C é wn operador compacto. Como T-l é continuo, êie Leva um conjunto re­

lativamente compacto num conjunto relativamente compacto. 

Logo, T-1c é um operador compacto de B em B. Pelo teorema r e 

2,1, de ponto fixo de Schauder, existe um elemento x 1 em Br tal que 

-1 T Cx1 = x 1, ou seja, Tx1 = Cx1. 



CAPÍTULO III 

EXTENSÃO DOS RESULTADOS CONCERNEN~ES À EQUAÇÃO Tx = Fx. 

3,1. Introduçã.o 

O presente capitulo é devotado à extensão dos resultados já 

obtidos no capitulo II, referente ao problema da existência da. solução da. 

equação do tipo Tx = Fx, onde F, ao invés de wn operador compacto, será o­

perador pertencente a duas classes de operadores muito mais gerais introdu 

zida.s por Browder, a saber: os operadores semicontrativos e fracamente se­

micontrativos. 

O trabalho de extensão baseia-se nos teoremas de ponto fi:r:o 

obtidos na obra de Browder 1 19 1- Para tal propósito foram introduzida.s no 

vas aplicações que recebem os nomes de aplicações semi-Lipschitzianas e 

fracamente semi-Lipschitzianas. 

3,2. Definições e Extensões Referentes à Equação Tx = Fx 

Esta seção começa com as definições de dois novos tipos de 

operadores não lineares, não compactos, introduzidos por Browder, a saber: 

operadores semicontrativos e fracamente contrativos. 

O objetivo principal nesta seçã.o é estender e fortalecer os 

resultados obtidos sôbre a equação Tx = Fx, pelo mesmo procedimento adota­

do no capitulo anterior, porém, com operador F acima mencionado. 

Sejam X um espaço de Banach real, e C um subconjunto conve­

xo fechado e Umi tado de X. 

Seja q: R+ ~Ruma funçã.o continua estritamente crescente 

com q{O) = O e q(r) +~quando r ~ ~. Uma aplicação J (não linear) de X 

em X' é chamada. ap Ucaçã.o de dualidade para alguma função guia q se: 

(Jx,x) = I IJx ll . llxll, IIJxll = q(llxll). 

Exemplo 1: Se X= H é um espaço de Hilbert, então uma apl'f 



- 28 -

cação identidade I = J é wna aplicação de dualidade de Hem H. (Oba.: o dual 

de H é identificado por meio do produto interno de H). 

Exemplo 2: Tomemos X= rf(Gi, l < p < w, onde G é wn aberto 

de If-. A aplicação J de rf(G) em Lq(G) dada por x + :i? - 1 (sinal x) e wna 

aplicação de dualidade de iP (G) em Lq (G), onde 1/p + 1/q = 1. (Obs.: o espa­

ço Lq(G) é o dual do rf(G)). 

São conhecidas as seguintes propriedades de J: 

a. Se X é reflexivo, então, J é uma apli~ação hemicontinua de X em X', e ain 

da, ela é sobrejetora. 

b. J é uma aplicação monótona maximal e semicont{nua superiormente com X' 

topologia fraca. 

c. Para cada x em X, Jx é um subconjunto fechado convexo de X',; se X' é es.­

tritamente convexo, então J é uma aplicação univalente, e ela e determi­

nada unicamente pela função guia q. Se J
0 

é uma aplicação de dualidade 

que corresponde à função q, e se q(r) é uma aplicação não negativa de o ' 

R+ em R, estritamente crescente tal que q(O) = O e q(r) 

r + ~, então a aplicação J de X em X' dada por 

Jx := q ( 1 1 X 1 1 ) 

qo(llx ll J 
J_x 

V 

é uma aplicação de dualidade, associada à fu.nção q. 

quando 

d. Se X' é uniformemente convexo, então J é uma aplicação continua de X em 
X,. 

e. ~ ~ -1 ~ Se X e unifomement~ convexo, entao J é cont~nu.a de X' em X; se 

(J:c - J:c, x - x) + O para wn elemento x em X, , então, x -+ x em X. n . _ n _. . . _ . n· - . 
f. Do teorema de Hahn-Banach, segue-se que todo espaço de Banach tem aplf 

~ caçao J. 

Um operador não linear T de X em X' é completamente continuo 

se xn ~ x em X implica Txn-+ Tx em X'. 

Seja e um subconjunto convexo fechado e limitado de X. Diz-se 



que wn operador F 

X X ➔ e ta z, que: 

i. 

ii. 

iii. 
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C ➔ C é semicontrativo se existe uma apl,icaçã.o S X X 

F(x) = S(x,x) para cada x em e. 
- -Para cada x fixado em X, S(. ,x) e nao expansiva. 

Para cada x fixado em X, S(x,.) e compZ,etamente continua. 

Além do mais, dizemos que F é fracamente semicontrativo se: 

i. F(x) = S(x,x) para cada X em C. 

- -1,1,. Para cada X fixado em X, S(. ,x) e nao expansiva 

iii. Para cada X fixado em X, S(x,.) e compacta. 

Vamos enunciar dois teoremas de ponto fixo em qu.2 se baseia o 

nosso trabal,ho. 

Teorema 3.1. (Browder 119 IJ. Seja X um espaço de Banach r~ 

flexivo para o qual existe uma aplicação de dualidade J, fracamente continua, 

de X em X' para algwna função guia q. Seja Fuma aplicação semicontrativa de 

X em X' que l,eva wn subconjunto convexo fechado e "limitado C de X em C. En­

tão, F tem um ponto fixo em C. 

Teorema 3.2. (Browder 119 IJ. Seja X um espaço de Banach re 

flexivo para o qual existe uma aplicação de dualidade J fracamente continua 

de X em X' para alguma função guia q. Seja F uma aplicação fracamente semi­

contrativa de Cem e. Suponhamos que (I - F)(C) é fechado em X. Então, F tem 

um ponto fixo em C. 

Queremos salientar o fato de que o teorema 3.1. é deduzido do 

teorema 3.2. com o auxí.lio de um lema que envolve a propriedade de um oper~ 

dor semi-J-monótono. E, ainda, na demonstração do teorema 3.2., o autor uti­

liza o teorema clássico de ponto fixo de Schauder paPa operador compacto. 

Sejam T uma aplicaçã.o de X em X', J uma aplicação de dualida­

de de X em X'. Diz-se que T é J-monotônica se para todo x e y em X, 

(Tx - Ty, J(x - y)) > O. 

Seja s1 uma aplicação de X x X em X, onde X é um espaço de Banach. Diz-se 
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que s1 é semi-J-monótona se: 

i. Para cada x fixado em X~ s1 (.,x) é continua e J-monótona. 

ii. Para cada x fixado em X, s1(x,.) e completamente continua. 

Um operador A de Cem X é demicompacto se dada uma sequência 

limitada {xn} em C e se a sequência {xn - Axn} converge, então existe uma 

subsequência {x } que é convergente. 
m 

Teorema 3.3. (Zarantonello). Seja Hum espaço de Hilbert, 

e suponhamos que T é um operador demicontinuo de Hem H satisfazendo: 

2 r Tx - Ty, x - y > ~ e 1 1 x - y 1 1 , 

com c > O, para todo x e y em H. Então, T é bijetor e tem inverso T-l con­

tinuo de H em H. 

Teorema 3.4. Sejam H wn espaço de Hilbert, e C um subconjl-l!!.. 

to convexo fechado e l imitado de H. 

Seja T : H _.. H uma aplicação demicontinua tal que existe 

K .: 1 para o qual 

(3.1.) (Tx - Ty, x - y) > K I lx - y 11 2 

para todo x e y em H. 

§eja F wna aplicação fracamente semicontrativa de Cem C. Su 
-1 - - - -1 -

ponhamos que T {C) C C. Suponhamos que (I - T F) (C) e • fechado em H, ou, 

-1 -T F e demicompacta e F continua. 

Existe então, um elemento x
0 

em C tal que Tx
0 

= Fx
0

• 

Demonstração: 

Vamos assumir aqu~ que o dual do espaço H é identificado com 

H por meio do produto interno. 

1. Pelo teorema 3.3., T é bijetor e tem seu inverso T-l conti 
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-1 nuo de Hem H; para x e y em H, e pondo-seu= Tx e v = Ty, obtemos, x=T u 

-1 e y = T v. 

Da relação (3.1.) obtemos 

(3. 2.) 11 x - Y 1 1 · < 1/K 1 1 Tx - Ty 11 , ou 

para todo u e vem H. 

2. O nosso objetivo agora é provar que T-1F é fraaamente se­

micontrativa de Cem C. Para tai fim, consideremos a aplicação T-1s, onde S 

é a aplicação que aparece na definição de fracamente semicontrativa de F. 
Observa-se que, em virtude da hipótese T-l (C) C C, T-l S é uma aplicação de 

-1 ~ X x X em C. Pomos agora s1 = T S. Como F e fracconente semicontrativa temos 

Fx = S(x,x) para cada x em e. Consequentemente 

para cada x em C. 

Mostremos que para cada x fixado em H, s1 (.,x) é não e:r:pansi 

va, enquanto s1 (x,.) é compacta. Com efeito, em vista da relação (3.2.), re 

suita 

< 1/K I Js(y,x) - S(z,x) 11 ~ 1/K I Jy-z 11 :S I Jy-z 11 , 

tendo em conta que K ~ 1. Donde, para cada x fixado em H, s1(.,x) é não e~ 
pansiva. 

Por outro Lado, sabe-se que a aplicação S(x,.) ieva wn con-
- .'1 - .., junto Limitado num conjunto relativconente compacto em H. Como T e cont~-
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nuo de H em h, cone lui-se q:A.e 1'- l S (:::, . ) Zevc. u1,1 ccr.j un. to :-'.r:i t ado num ccnju!:_ 
7 • • - -1 ( ) t o 1°e "at-z,va.mente compacto 2m H. Portanto, a ap l i.caçao T S :::, . = 

fixado, é wr.a apZicação compacta . 

Como, por hipótese, 7'-l (C) C C e F é wr.a. a::; i ~:cação de C --: e, 

se_g"u~-se_q}!-e 2 api,ic!!__ção T- 1F é wna ap Zicaçào e.e C e:.1 C. Logo, a c;:;? 7,-:,c:;.r:.. 10 

T- 1F é fraccr.;ente semicontrativa. 

Se supomos a primeira hipótese de que (I - T-1FJ(C) é fecha­

ao, então, peío teorema 3.2., T- 1F tem wn ponto fi=o x
0 

em C, i . é, T- 1F=
0 

= 

= .,.. ou seja, 'l.'x = Fx . -o• o o 

Se, em vez disso, assumimos que 'l'-lF é demicor.:pacta e c0n.t~> 

nua, então provaremos que (I - T- 1FJ(C) é fecJ,ado err: ll. Com ejei-;;,o, seja 

-1 - - ., 
y E: (I - T F)(CJ, entao existe uma sequencia {x.} em C taZ cue ::;. - T -Fx. 

J . J i 

- 1 
~ y . Sendo 1 ? àemicompacta, existe wna subseq~ência ainàa denotada por 

{x.} taZ que x~ .... z
0

, e em virtude àe C ser fechado, z 
J u o 

t t . L' F " z - T-1F~ supos a con ~nua, ~x. ~ z
0

. uegue-se que _ = 
J o o 

(; - T-1FJ(z J = y, o que mostra que y e (I - T-1FJ (C). 
o 

está em C. Cc.'7".0 

~
0 

em C tai que 

Assim, novamente , peZo teore~a 3.2., conc Zu{mos que e:::-:-ste 

Tx = Fx, e a prova do teorema está compZeta . 
o o 

CoroZário 3 . 1. Sejam li wn espaço de Hilbert, C um suacon-

junto convexa fec;, ado e limitado . Seja T : H .... if ur.1a ap'licação hemicontinua 

tal que existe k > 1 taZ que 

( :5 . 3.) ( k ' ' ' 12 Tx - Ty, x - y) > 1 i X - Y l 1 , 

para todo x e y em H. 

Seja F uma ap"licação semicontrativa àe C em C. Suponhamos que 

j_ -l {C) C C. 

Existe, então, um eZemento x em C taZ que Tx = Fx. o o o 
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Prova: 

Tendo em vista o teorema 3.1, de ponto fixo para aplicação se 

micontrativa, é suficiente mostrar que a aplicação 

para cada x fixado em H, é completamente continua, já que no decorrer da de­

monstração do teorema anterior, foi provado que s1 (.,x) é não expansiva e 

-1 que T F aplica de C em e. 
Ora, seja x ~ x em H. Como S(x,.) é completamente conti-n o 

nua, por hipótese, resulta que S(x,x) + S(x,x ). Seque-se dai que n o 
-1 -1 -1 T S(x,x) + T S(x,x ), pela continuidade de T . n o 

Assim, pelo teorema 3.1., existe wn elemento z
0 

em C tal que 

Tz = Fz , o o 

Queremos chamar a atenção do leitor ao fato de que o nosso e~ 

tudo da equação Tx = Fx nesta seção, até o presente momento, se limitou ao 

âmbito do espaço de Hilbert. Para que nós pudéssemos sair desta situação, 

precisamos introduzir o nôvo tipo de aplicações que definiremos a seguir. 

Sejam X wn espaço de Banach reflexivo, C um suhconjwito conve 

xo fechado e limitado de X, C' wn suhconjunto convexo fechado limitado de X'. 

Diz-se que uma aplicação não lineaI' F de X em X' é semi-lips­

chitziana se F leva Cem C', e existe uma aplicação S de X x X em C' tal que: 

~- Fx = S(x,x) para cada x em C. 
~ -ii. Para cada x fixado em X, S(.,~) e Lipschitziana de razao 1, 

~ 

isto e, 

1 jS(y,x) - S(z,x) l lx,:: 1 IY - zl IX' 

iii. S(x,.) é completamente continua, para cada x fixado em X, 

Além do mais, dizemos que Fé fracamente semi-Lipschitziana 

se F leva e em C' tal que: 
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i. Fx = S(x,x) para cada x em C. 

ii. PaPa cada x fixado em X, S(.,x) e Lipschitziana de -razao 1. 

iii, Para cada x fixado em X., S(x,.) 
J 

e compacta. 

Teorema 3. 5. Seja X um espaço de Banach reflexivo. Se T é wn 

operador finitamente continuo de X em X' tal que 

(3. 4.) ( Tx - Ty, X - y) > m 2 l lx - YI 1 , 

J -1 J 4 então, Te bijetor, e o operador inverso T e cont~nuo de X' em X. 

Prova: 

Observa-se, inicialmente, o fato de que a hipótese da coercivi 

dade de Testá ausente neste teorema, Acontece, porém, que esta hipótese pode 

ser obtida a partir da relação (3.4.). 

Com efeito, pondo y = O em (3.4.),vem 

( Tx - TO, x) > m 11 x 11 2 

Disto decorre que, 

(Tx,x) > (TO,x) +m l!xl1 2 
> (-IITDII +m llxllJ llxll • 

Logo, 

(Tx,x) 

i lxl 1 

> (-11 TO 11 + m 1 1 x 11 J 

Conclui-se que 

(Tx.,x) 

1 lxl 1 
-+ C0 , quando 1 lx l 1 -+ 00 • 

Chega-se com isso à conclusão 4e que T é wn operador finitame?:_ 
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te continuo e coercivo satisfazendo (3.4.). Como a demonstração dêste teorema 

é análoga à prova do teorema 2.10., pág. 22 e 23, deixa.mos de dar aqui a sua 

demonstração. 

Teorema 3.6. Sejam X wn espaço de Banach reflexivo para o 

qual existe wna aplicação de dualidade J, fracamente continua, de X em X' pa­

ra alguma função guia q, Bruma bola fechada de raio r. 

Seja T wn operador finitamente continuo de X em X' satisfazen­

do 

(3. 5. J ( Tx - Ty, X - y) > m 1 1 X - y I i 2, m > 1 , 

para todo x e y em X. 

Seja Fuma aplicação semi-Lipschitziana tal que a aplicação 

1/m (Fx - TO) leva B nwna bola fechada B , de raio r' de X' com r' < r. Su-
r r 

ponhamos que B , C T(B ) . r r 

Existe, então, um elemento x
0 

em Br tal que Tx
0 

= Fx
0

• 

Demonstração: 

- -1 Queremos provar que a aplicaçao T F e uma aplicação semicon-

trativa de B em B. r r 

1. -1 
T F aplica de Br em Br. Com efeito, pelo teorema 3.5., T 

é bijetor e tem inverso T-l continuo de X ' em X. Para x e y em X, vamos pôr 

-1 1 
u = Tx e v = Ty, e temos, x = T u e y = T- v. 

Da relação (3.5.) deduz-se que 

(3.6.) 11 x - y Í i < 1/m 11 Tx - Ty 1 1 = 1/m 1 1 u - v 11, 

para todo u e vem X'. 

Sejam z um elemento arbitràriamente fixado em Br' Fz o elemen-

to correspondente dez pela F em X'. Sendo T bijetor de X em X', existe wn 
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Único elemento x em X tal que Tx = Fz, ou seja, -1 
x = T Fz. 

Mostremos que x está em Br. De fato, pondo y = D em (3.5.), vem 

ii xl 12 
< 1/m (Tx - To, x) = 1/m (Fz - TO.J x) < 

< 1/m I IFz - TOj i I lx i \ < r' 11xl 1 , 

graças a hipótese de que 1/m (Fz - TO) Leva Br em Br'. 

Donde, deduz-se que I lx l j ~ r' ~ r, o que resulta que x está em 

2. Mostremos.Jagora, que T-1F é semicontrativa de B em B • 
r r 

Inicialmente, verificamos que, pondo u = S(x.Jw) e v = S(y,w) em (3.6.), com 

x,y e w em X, obtemos 

( 3. 7. ) 

Seja a aplicação Sl = 
-1 T S de X x X em X, onde S é a aplica-

- aparece na definição de semi-Lipschitziana de F. vê-se, imediatamente, çao que 

que s1 aplica de X x X em Br, po1,s, por hipótese, B r' e T(Br).J o que implica, 

pela biunivocidade de T, que 

Mostremos que, para cada w fixado em X, s1(.,w) e nao expansi­

va, enquanto que s1(w,.) é completamente continua. Com efeito, 

< 1/m 11 S ( x .J w) - S ( y, w) 1 i < 1/m 11 x - y 11 < 11 x - Y 11 .J 

o que mostra que s1( . .Jw) é não expansiva. 
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Por outro lado, seja xn _.,. x, então, pela continuidade completa 

àe S(w,.J, S(w,x) ~ S(w,x). Então, como T-l é continuo, temos 
n 

-1 -1 T S(w,x) + T S(w,x) . 
n 

Logo, s1(w, .) e completamente continua. 

-1 Assim, pelo teorema 3.1. de ponto fixo de Browder, T F tem lQ1l 

-1 ponto fixo X em e, i.e, T Fx = X, ou seja, Txo = Fx. o o o o 

Teorema 3.7. Sob as mesmas hipóteses do teorema anterior para 

o espaço X, para o operador T, e para a bola fechada Br, seja Fuma aplicação 

fracamente semi-Lipschitziana e continua tal que a aplicação 1/m (Fx - TO) le 

va B numa bola fechada B , de X' com r' < r. r r 

Suponhamos que B ,C T(B) e que T-1F seja demicompacta. Exis 
r r 

te, então, um elemento x em B tal que Tx = Fx. o r o o 

Prova: 

Vamos provar que a aplicação T- 1F é uma aplicação fracamente 

semicontrativa de B em B , r r 

Já foi provado que a aplicação T-1F aplica de Br em Br e que 

a aplicação definida por s1 = T-1s aplica de X x X em Br tem a propriedade de 

que, para cada w fixado em X, S(.,w) é não expansiva. 

Assim sendo, resta apenas mostrar que s1(x,.) é wna aplicação 

compacta para cada x fixado em X. 

Para isso observa-se que, como S(x,.) é uma aplicação compac­

ta, ela Leva wn conjunto limitado nwn conjunto relativamente compacto; como 

T-l é continua, deduz-se que ela leva wn conjunto relativamente compacto nwn 

-1 
conjunto relativamente compacto. Assim, conclui-se que T S(x,.) = s1(x~.) 

leva um conjunto limitado num conjunto relativamente compacto, do que resul­

ta que s1(x,.) é uma aplicação compacta. 
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-1 - . De aaôrdo aom as hipóteses do teorema, nota-se que T Fedem:!:,_ 
aompaata e aontinua. Consequentemente, aonforme o que vimos no deaorrer da de 

- -1 -monstraçao do teorema 3.4., aonalui-se que (I - T P) (B
2
,) e feahado. 

Logo, apliaando o teorema 3,2. de ponto fixo de Browder, exis­
te um elemento x

0 
em Br tal que T-1Fx

0 
= x

0
, ou seja, Tx

0 
= Fx

0 

r 



CAP1TULO IV 

SÔBRE O M&TODO DE SUPER-REGULARIZAÇÃO EL1TICA ENVOLVENDO UM OPERADOR SEMIMONCr­
TONO. 

4.1. Introdução 

Este cap-Ítu7-o é devotado ao método de super-regula.rização ei-íti_ 

aa que consiste numa nova téaniaa para estabelecer a existência de soluções de 

equações funoionais não lineares nwn ·espaço de Bana.ah refLe:r:ivo X envolvendo 

operadores monótonos T de X no seu espaço dual X'. 

As equações funaionais não lineares nwn espaço de Banach surgem 

frequentemente na teoria de equações diferenciais parciais, entre as quais d.e~ 

tacam-se : os problemas de valor contôrno de tipo el{tiao, parabólico ou hiper­

bólioo, a equação de onda, bem como alguns tipos de equaçoes integrais não li­
neares. 

Com respeito ao problema da aproximação de soluções da equação 

na.o linear, existem diversos métodos utilizados por vários autores, por exem­

plo, reaentemente, Petryshyn tem se dedicado intensamente ao estudo da PS - so 

Zuhilidade da equação Tx = w oom o objetivo de dar uma demonstração aonstruti­

va da existência e unicidade desta equaçao. Além do mais, Lions e Strauss têm 

dado ultimamente algwnas contribuições ao problema da existência através do mé 

todo de regularização el-ítica para resolução de diversos tipos de equações. 

O método de super-regulari2ação etitica foi introdu2ido por 

Browder e B.Ton na tentativa de englob<i.I' os vários métodos de tipo Galerkin e 

outras técnioas de regulari2ação et{tiaa. 

O nosso objetivo principal neste capitulo é dediaanno-nos ao mé 

todo de super-regularização el{tiaa envolvendo, em ve2 de um operador monótono 

demicont-Ínuo, dois tipos de operadores mais gera.is, à saber: operadores semimo 

nótonos e pseudomonótonos. 

Em swna, queremos tratar o método de super-regulanzação ez..í.ti­
oa a fim de obter a existência de solução da. equação não Zinear Tx = li)_, onde T 

será um operador não linear semimonótono ou pseudomónÕtono de X em X'. 
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Antes, porém, daremos sucintamente aZgumas explicações do nosso 

procedimento. Dado um espaço (auxiZiar) de Banach reflexivo Y (em particular, 

wn espaço de HiZbert), seja Q wna apZicação linear continua de Y em X taZ qu.e 

Q(Y) é denso em X. Dêste modo, o espaço Y pode ser considerado como espaço i­

merso peZa Q no espaço X. Considera-se, então, uma apZicação monótona (auxi­

liar ou perturbação ) de Y em Y', sujeita a certas hipóteses. 

Podemos exibir gràficamente o seguinte esquema: 

T 
X--------r T(Q(Y)) C X' 

Q 

M 
y ----------- Y ' 

Para cada e:> O, considera-se a equação aproximante em Y' 

EMu + Q'TQu = Q'w e: e: , 

com w em T(Q(Y)), a qual é resoZvida em Y. Depois, mostra-se que a sequência 

de aproximações imersas {Qu } em X converge fracamente (ou fortemente, sob hi 
e: • 
J 

póteses suplementares) para wn eZemento vem X, onde v será wna solução da e­

quação Tv = w. 

Vamos dar aqui um exemplo concreto da situação acima. Seja G 

um subconjunto aberto Limitado de Ifl- satisfazendo a condição uniforme do cone 

(i.é,G é um subconjunto aberto Limitado suficientemente reguLar).Consiaeremos 

os espaços de SoboZev Ef1,P(G) e J<-, 2(G) e tomemos X= Ef1,P(G) e Y = J<-, 2(G). 

1 1 k - m O teorema de imersão de Sobolev afirma que se p > 2 - n , m < k, então 

,f, 2 {G) é denso em Ef1,Pra) e Q é uma aplicação linear compacta. 
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4.2. Operador semimonótono e Teoremas 

Sejam X um espaço de Banacn reftexivo, X' o seu espaço dual. Um 

operador T de X em X' é semimonótono se existe uma apZicação S de X x X em X' 
tai que: 

1. Tx = S(x,x) para cada x em X. 

2. Para cada x fixado em X, apticação S(x,.) - continua de X (com a topolo-a e 

gia fraca) em X' (com a topoZogia forte). 

J. Para cada x fixado em X, a apiicação S(. ,x) -monótona e hemicont-Ínua. e 

Devemos salientar o fato de que a atasse de opera.dores semimo­

nótonos e a generaZização da cZasse de operadores monótonos hemicontinuos, 

pois, todo operador hemicontinuo T de X em X' é semimonótono com S(x,y) = Tx 

para todo x e y em X. Por esta razão, a ctasse de operadores semimonótonos 

contém, além de outros, operadores continuos, compactos, compZetamente con­

tínuos, demicontinuos, Lipschitzianos, fracamente continuos, quase monótonos, 

opera.dores introduzidos por J.Lions e J.Leray, etc, 

Diz-se que um operador M de X em X' é firmemente coercivo se 

para cada x em X, tivermos (Mx - Mx , x - x J/1 [x - x 11 -+ 00 , quando o o o o 

i lx - x 11 -+ 00 

o 

Observa-se que wn operador firmemente coercivo é coercivo. 

Estamos agora numa posição de enunciar e provar o nosso teore 

ma fundamental envolvendo operador semimonótono. Antes, porém, vamos enzmcia.P 

dois teoremas auxiliares para o nosso teorema. 

Teorema 4. 1. (Browder [16 [J. Seja X wn espaço de Banach re 

flexivo. Se T é wn operador semimonótono e coercivo de X em X', então, T é 
sobrejetor, i.é, T(X) = X'. 

Teorema 4.2. Seja X wn espaço de Banach reflerivo. Se T é 
wn operador monótono hemicontinuo de X em X', então, paro x em X e w em X', o 
as seguintes desiguatdades são equivaientes: 

(1) (Tx - w, x - x
0

) ~ O para todo x em X. 

(2) (Tx
0 

- w, x - x
0

) ~ O para todo x em X. 
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Teorema 4. 3. Sejam X um espaço de Banach refl,exivo., Tum op~ 

radar semimonótono coercivo de X em X'. Sejam Y wn espaço de Banach reflexivo 

(em particular., espaço de Hilbert), M wn operador monótono hemicontinuo e fir­

memente coercivo de Y em Y', Q uma aplicação linear continua de Y em X tal que 

Q(Y) é denso em X. Suponhamos que o operador Q'TQ é semimonótono de Y em Y' e 

que I IS(O,Qu) j I é limitado quando 1 !ui I + 00 
• Temos, então., 

1) Para cada w em X' e E > O., existe ao menos uma solução u em Y da equação 
E 

(4.1.) e:.Mu + Q 'TQu = Q 'w 
E E 

2) Existe wna constante B tal que I IQuEj 1 ~ B para todo E > O, onde 

B = má:c ( 11 Q 11 C., f ( i lw 11 J ) • 

3) Para todo E. + O, QuE. ~ v em X, então, Tv = w, onde uE. é uma solução da 
J J J 

-equaçao (4.1.) com w em T(Q(Y}), 

4) T é sobrejetor; se T é injetor, então, QuE. converge a uma Única solução 
J 

-v da equaçao Tv = w. 

Demonstração de 1): Por hipótese, o operador Q'TQ é semimonó 

tono de Y em Y'., e M é um operador monótono hemicont{nuo firmemente coercivo 

de Y em Y '. Então., o operador K = d1 + Q 'TQ é um operador semimonótono de Y em 

Y'. Por outro lado, temos, 

(Ku,u) = E(Mu,u) + (Q'TQu,u) = E(Mu,u) + (TQu,Qu). 

Usando a monotonicidade de S(.,x) em sua p:r>imeira variável, pa­

ra cada x fixado em X, obtemos 

(TQu,Qu) = (S(Qu,Qu) - S(O,Qu) , Qu - O) + (S(O,Qu),Qu) > (S(O,Qu).,Qu) > 

~ - 11 sr o., Qu) 1 1 i I Q 1 1 1 1 u 1 1-
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Donde, 

(4.2.) (Ku,u) ~dMu,u) - JJS(O,Qu)JJ IIQII l lull, 

Como, por hipótese, M é coercivo, i.é, (Mu,uJ/ 1 lul 1 ➔ 00 , 

quando i 1u l 1 ➔ 00,e I IS(O,Qu) 11 é limitado quando I juj 1 ➔ 00,resuZ.ta, pela 

relação (4.2.), que 

(Ku,u) 

l lul 1 

+ oo , quando 1 1 u 1 1 + oo, 

ou seja, K é wn operador semimonótono coercivo de Y em Y'. PeZ.o teorema 4.1., 

K é efetivamente sobrejetor, i.é, K(Y) = Y'. 

Decorre da{ que para cada w em X' e e:> O, a equação aproxima~ 

te 

EMu + Q'TQu = Q'w 
E: E: 

tem peZ.o menos wna solução u em Y, o que prova a primeira parte do teorema. 
e: 

Demonstração de 2): Consideremos a equação aproximante, 

(4.3.) r.Mu + Q 'TQu = Q 'w , 
E: E: 

com w em X', a qual. tem, conforme a primeira parte,uma solução u em Y.Que­
e: 

remos mostrar que, existe wn constante B tal. que I jQuE:j 1 ~ B para todo e:> O. 

Com efeito, aplicando conbos os Z.ados da equação (4.3.) num elemento u ,obtemos 
E: 

(4.4.) e:(Mu, u) + (Q'TQu, u) = (Q'w, u) 
e: e: E: e: e: 

Como M é coercivo, existe C > O tal. que para I lx 11 ~ C, temos, 

(4. 5.) (Mx,x) > O 
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Para E> O para qual I Ju 1 1 < C, pela iinearidade e continuidade de Q, 
E 

obtemosJ 

Por outro Lado, para E >0 para quai II Qu 1 1 ~ C II QI I, 
E 

teriamos, j Jucl 1 ~ C. Segundo a relação (4.5.), se I luE 11 ~ C, então, 

(Mu , u ) > º· E E -

Portanto, da relação (4.4.), deduz-se que 

( 4. 6.) 

Como T é coercivo, existe wna função d(r) de R+ em R tai que 

d(r) ~ 00 com r ~ 00 , tal que 

( Tx, x) > d ( \ \ x 1 \ J , 1 \ x 11 , 

para todo x em X. Em particular, temos 

(4.?.) ( TQu , Qu ) > d ( 1 1 Qu 1 1 J • 1 \ Qu 11, E E - E E 

Das relações (4.6.) e (4.?.), obtemos, 

o que acarreta 

( 4. 8.) 

onde f(r) = sup {t; d(t) ~ r} , e vê-se que fé uma função finita crescen­

te de R+ em R, já que d(t) é finita quando t é finita. 

Juntando (4,5.f e (4.8,), obtemos, 
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para todo E > O, e a prova da segunda parte do teorema está aorrrpZeta. 

Demonstração de 3): Vamos provar que seu 
€. 

é solução da apr~ 

ximante (auja existênaia é assegurada pela pa:t>te 1), 
J 

E .Mu + Q'TQu = Q'w 
J E. €. 

J J 
, 

com w em T(Q(Y)), e se pa:t>a E.+ O, Qu ~vem X, então, Tv = w. 
J E. 

J 

Em outras palavras, isto equivle a afirmação de que Qu 
€. 
J 

converge fracamente a uma solução v da equação Tv = w. 

Como X é reflexivo e I IQu 11 é uniformemente limitado para 
E 

todo e > O, podemos supor que Qu = V • ~ V , quando e . + O; vamos 
Ej J O J 

mostrar que v
0 

é uma soluçãp da equação Tv
0 

= w. 

Com efeito, seja x wn elemento arbitrário do subconjunto Q(Y) 

de X (de modo que existe y em Y tal que x = Q(y). 

Pela monotoniaidade de S(., z) em sua primeira variável, para 

aada j, obtemos, 

(4.9.) 

notando que Q' 

(S(x,v.)-w, x-v.) = (S(x,v.)-S(v.,v.), x-v.) + 
J J J J J J 

+ (S(v.,v.)-w, x-v.) > (S(v.,v.)-w, x-vJ.) = 
J J J - J J 

= (TV . - w, 
J 

x-v.) 
J 

= (Q'TQu - Q'w, y-u ) 
E:. E:., 
J J 

é linear ex= Q(y) e v~= Qu 
J E, 

J 



e que . 

e 

obtemos, 

(4.10.) 

Observando que u é wna soZu.ção da equação 
E • 
J 

t .Mu. + Q'TQu = Q'w , 
J E • E • 

J J 

Q'TQu - Q'w =- e .Mu 
E • J t' 

, 
J J 

y - u 
t. 

= (u 
t. 

- y) 

J J 

(S(x,v.) - w, x - v.) > e. (Mu , u - y) 
J J - J t. t. 

J J 
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Como S(2,.) é compZetamente aont{nu.a em sua segunda variável, 

e v. __::.. v, obtemos, 
J o 

S(x,v.) + S(x,v) e 
J o 

(S(x,v.)-w, x-v.) + (S(x,v )-w, x-v
0

) 
J J o 

Logo, 

(4.11.) (S(x,v )-1.J, x-v) 
o o 

> Um sup e .(Mu , u - y) 
J t, E• 

J J 

Como M é firmemente coePaivo, i.é, 

(Mx-My, x-y)/1lx-y11 + 00
, se I lx-y 11 + 00 

, 

existe e >0, dependendo de y, tai que, 

(4.12.) (Mu , u 
t • E• 
J J 

- y) ~ O, paPa I lu 11 > C, 
tj 



e temos, 

(4.13.) (S(x,v )-w, x-v) > o. 
o o -

Para 1 1 u e:. - y 1 1 < C, pela monotonicida.de de M, temos, 
J 
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(Mu , u - y) = 
e: . e: • (Mu - My, u - y)+(My, u - y > 

E, e: . e: . 

donde, 

(4.14.) 

Logo, 

(4.15.) 

J J J J J 

> (My, u - y), e 
E• 
J 

(S(x,v )-w, x-v) > lim sup e:. (My, u -y) = o 
o o J e:. 

(S(x, v
0

)-w, x-v) > O, 
o -

J 

para todo x em Q{Y). 

Mostremos, agora, que a relaçã,o (4.15.) é verificada paz,a to­

do x em X. Com efeito, S(.,2) é hemicont-inua de X em X' para 2 fixado; logo 

ela é demicont-inua, ou seja, se x + x em X, então, S(x ,2) -.:::. s(x,z). 
n n 

Por outro lado, por hipótese, Q(Y) é denso em X. Logo, se x é wn elemento , 
qualquer de X, existe wna sequência {x} em Q(Y) tal que x + x; e . aZém do n n 

mais, cada eZemento x deve satisfazer, 
n 

(S(x ,V )-w, X -V) > 0 
n o n o 

devido à relação (4.15.). 

Pe ia demicontinuidade de S ( . , v ) , deduz-se que o 

S(x , V ) ~ sr:c, V ) 
n o o 
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Donde, 

(4.16.) (S(x,v )-w, x-v) = lim (S(~ v )_.,, ) o 
O O 

..., , - w, X -V > 
n o n o -

Logo, combinando as relações (4.15.) e (4.16.) chega-se a conclusão de que, 

(4.1?.) (S(x,v )-w, x-v) > O 
o o -

para todo x em X. 

Como T é semimonótono, a aplicação x ~ S(x v) é monótona e , o 

hemicontinua. Consequentemente, em virtude do teorema 4.2, a relação (4.17.) 

implica 

(S(v, V )-w, ~V)> o 
o o o 

para todo x em X, ou equivalentemente, 

(Tv -w x-v) > o o , o -

para todo x em X, o que acarreta Tv = w. 
o 

4.J. SÔbre convergência forte da sequência {Qu}. ------~-'----~------''----__:~€-

Temos visto na secção anterior que a sequência aproximante 

{Qu } converge fracamente a uma solução da equação Tv = w. 
e: 

Tendo em vista que, numa determinada situação, há necessida.de 

da convergência forte de wna sequência aproximante, provaremos, nesta sec­

ção, sob as hipóteses adicionais, que a sequência aproximante {Qu} conver­e: 
ge fortemente a uma solução v da equação Tv = w. 

Um operador T de X em X' é firmemente monótono, se para cada 

b > O, existe uma função qb de R+ em R, estritamente crescente, com qb(O) 

= O, tal que 
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(4.18.) 

para todo x e y em X satisfazendo 1 \x i 1 < b e I IYI 1 ~ b • 

Teorema 4. 4, Sejam X wn espaço de Banach uniformemente CO:!:_ 

vexo, T wn operador semimonótono coercivo, firmemente monótono de X em X'. 
Sejam Y wn esp~ço de Banach (auxiliar) reflexivo, M wn operador monótono 
hemicont{nuo, firmemente coercivo de Y em Y', Q uma aplicação linear e con­
tinua de Y em X tal que Q(Y) é denso em X. Suponhamos que Q'TQ é semimonóto 
no de Y em Y '. 

Temos, então, 

a) Para cada E >0, existe pelo menos uma solução u em Y da 
e: -equaçao aproximante 

(4.19.) e:~Ju + Q'TQu ~ Q'w 
e: e: 

para cada w em X'. 

b) Existe wn constante B tal que I IQue: j 1 ~ B para todo E> O. 

c) Para cada w, T é sobrejetor, i.é, existe uma solução da 
equação TV= w. As soluções desta equação estão situadas nwna esfera em X. 

d) Escolhendo-se uma solução u da equação (4.19.) (que e: • 
J 

existe pela a)), para cada e: . > 
J 

O e w em T(Q(Y)), então, Que:. converge 
J 

fortemente a uma solução v
0 

da equação TV0 = w, quando e: • + o • 
J 

Prova de a). Seja K = e: M + Q'TQ. Vimos já na demonstração 

do teorema anterior que K é semimonótono de Y em Y'. 
Em virtude do teorema 4,1, para provar a existência de solu-

- -çao da equaçao 
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(4.20.) EMu + Q'TQu = Q'w 
E E 

, 

para cada E > O e w em X', resta apenas mostrar que K é coercivo. 

Donde, 

(Ku,u) 

1 lul 1 

Com efeito, sendo T firmemente monótono, t emos 

(Ku,u)=E(Mu,u)+ (TQu,Qu)=E(Mu,u)+(TQu-TO, Qu- O)+(TO,Qu) > 

,:: E(Mu,u)+(TO,Qu) ,:: - I ITO I 1 1 IQ I 1 1 iul 1 + E(Mu,u). 

(Ku, u) 

l lul 1 
(Mu,u) - 1 ITO I 1 1 IQI 1 
1 lul 1 

Como (Mu,u) -+oo, quando llull -+ 00, deduz-se que, 
1 lul 1 

-+ "" , quando 1 1 u 1 1 -+ 00, o que mostra que K é coercivo. 

Prova de b). 

O fato de que II Qu 11 e limitado para todo E > O j á foi prova 
E 

do no teorema anterior. 

Prova de c) • 

Sendo Tum operador semimonótono e coercivo, pelo teorema 

4.1, T é sobrejetor. 

T · ... se u e v são duas sol-11,,.Ões da equa,._ão Se Tu.= v = w, ~.e, - Y 

Tx = IJ, seja b = máx <l lul 1, 1 lvl IJ. 
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Então, 

pe'l,a monotonicidade firme de T, 

Tendo em vista que qb(r) > O parar> O, deduz-se que 

1 1 lul 1 - 1 lvl 1 1= O, ou seja, 1 lu l 1 = l lvl 1, o que mostra que as soluções 

da equação Tv = w, para cada w em X', estão situadas numa esfera com centro 

na origem em X. 

Prova de d). 

Já foi provado no teorema anterior que Qu converge fraaamen 
e:. -
J 

te a uma solução da equaçao Tv = w, e:.+ O, com w em T(Q(Y)). Vamos mostI'QI' 
J 

+ v, quando e:. + O, e que v é wna solução de Tv = w. 
J 

agora que Que: . 
J 

Com efeito, desde que w está em T(Q(Y) ), existe wn elemento 

vem Q(Y) tal que w = Tv. Sendo v, por sua vêz, elemento de Q(Y), existe wn 

y em Y tal que V= Q(y ) . 

Seja u uma sol:w.;ão da equaçao 
e: • 
J 

(4,21 . ) e: .Mu + Q 'TQu = Q 'w 
J e: . e:. 

J J 

Levando em conta que v = Q(y) com y em Y, podemos escrever 

w = Tv = TQy, obtemos, 

(4.22.) e: .My + Q 'TQy = e: l,fy + Q 'w 
J J 

Subtraindo-se a relação (4,22,) da relação (4.21.), temos 

(4,23,) e: .(Mu - My) + Q ' ( TQu 
J e:. e:. 

J J 

TQy) = e: l,fy 
J 
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Aplicando-se ambos os membros da equação (4.23.) nwn elemento 
(u - y), obtemos 

e: • 
J 

(4.24.) e:.(Mu - My, u - y) + (TQu - TQy, Que:. - Qy) -J e:. e: . e: 
J J j J 

= E.(My,y - u ). 
J e: • 

J 

Por outro lado, como T é monótono, da relação (4.24.) resulta 

que 

(Mu - My, u - y) < 
e:. e:. 
J J 

(My, y - u J < 11 My 1 1 
e: • 
J 

1 iy-u 11 , e: • 
J 

Donde, 

(Mu - My, u 
e: • e: • 
J J 

-y)/jju -yij 
e: • 
J 

< li My i j < ""· 

Tendo em vista que M é firmemente coercivo, deduz-se dai que 

(4. 25.) 

Retomando a relação (4.24.), e tendo em mãos a monotonicidade 

de M e a re,Zação ( 4. 25.), obtemos 

quando e: • -+ O . 
J 

(TQu 
e: • 
J 

- TQy, Qu - Qy) 
E. 
J 

< e:.(My, y - u ) < 
J e: . 

J 

1 1 y - u 11 < e: • j I My 11 e -+ o 
e: • J 
J 

6 / 
Pondo b = máx ( 1. 1_.9U_·t .: 11, 11 Qy 11 ) , e observando que T é firme-

- J 
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mente monótono, vem 

qb ( 1 11 Que: . 1 1 - 11 Qy l l 1) < 
J 

(TQu - TQy,Qu - Qy) -+ O 
E:j Ej 

com e:. ➔ O. 
J 

Como q é estritamente crescente com qb(O) = O, segue-se que 

1iQue:_II-+ ÍIQYl 1 = l lvl l -
J 

Graças ao lema 2.2. (Cap. II), segue-se que QuE.-+ vem X, e 
J 

temos Tv = w, já que v e uma solução da equa.çã.o Tv = w. 

4.4. Definição e Teoremas Concernentes a Operador Pseudo-Monótono; Teorema 

de Existência. 

Esta seção é devotada aos teorem:i.s concernentes a um opera­

dor pseudomonótono, e ao teorema de sobrejetividade dêste operador. Al,guns 

dêstes teoremas mostram que o operador pseudomonótono é a e:r:tensão dos op!!:_ 

radares hemicontinua e semimonótono anteriormente estuda.dos. 

Sejam X um espaço de l3anach reflerivo, X' o seu espaço dua.t. 
Um operador T de X em X' é pseudomonótono se êle verifica as dua.s seguintes 

propriedades: 

1. Se {xk} é wna sequência em X que converge fraaamente -pa­

ra wn elemento x em X com o 

então, temos 

para todo :e em X. 

2. Para todo y em X, a apl.icaçã.o :r: + (T:l:,z - y) é limitada 
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inferio:rmente sÔbre subconjuntos Umitados de X. 

Teorema 4. 5. 

aplicação pseudomonótona. 
Tôda aplicação monótona hemiaontinua Te uma 

Prova 

Seja x ~ x em X com lim sup (Tx , x - x
0

) < O. PeLa. mono-n o n n 

tonicidade de T, temos 

Logo, 

o que acarreta que existe 

(4.26.) 

Sejam x wn elemento qualquer em X, e y 

t E [O,lj . Pela monotonicidade de T, temos 

e vem 

(4. 27.) 

< t (Tx, x - x). n o 

= (1 - t)x 
o + tx com 

Tendo em vista que xn ~ x
0

, passando ao limite em (4.27.), 

quando n -+ (X) , obtemos 
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t(T(x - tx + tx), x - x) < t Lim inf (Tx, x - x) o o o - n O , 

em virtude da reiação (4.26.). Canceiando· o fator t > o, e passando ao Limi­
+ 

te quando t 4 O , e Lembrando que T é hemicontinuo, obtemos 

tendo em conta que x ~ x. 
n o 

Mostremos agora que pcu>a y em X, a apLicação x 4 (Tx, x - y) 

é Zimitada inferiormente sôbre os subconjuntos de X. Com efeito, peia mono~ 

nicida.de de T, obtemos 

(Tx, x - y) > (Ty, x - y) > - 1 ITy 11 1 lx - Y 11 > K fote) 

desde que x percorra num subconjunto Zimitado de X. 

Logo, T é pseudomonótona. 

Teorema 4. 6. Todo operador T semimonótono é um operador 

pseudomonótono. 

Prova 

Seja x ~ x em X com Lim sup (Tx, x - x) < O; como T é 
n o n n o -

semimonótono, existe uma apZicação S de X x X em X', tai que, para cada x 

fixado em X, a apLicação S (.,x) é monótona e hemicontinua, enquanto S (~,.) 

é compLetamente continua. Vamos mostrar que (Tx
0

, x
0 

- x) ~ Lim inf (Txn, 

xn - x), para todo x em X. 

Como x ~ x e S(x . ) é compfotamente continua, segue-se 
n o o' 

que S ( x , x ) 4 s ( x x ) . Pe ia mono tonicidade de S em seu primeiro argwnento, 
o n o' o 

temos 

(s(~ x) x - ~) > (S(x
0
,xn), xn - x

0
) 

"'n' n ' n "'o 



Donde, 

X ) = 0, o 

( 4. 28.) 

Passando ao Limite quando n -+ co , te;;10s 

lim (S(x , x ), x - x) = O n n n o 
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lim sup (Tx, x -n n 

Sejam x um elemento qualquer em X, e z = (1 - t)x + tx com t s [0,1]. Pela o 

monotonicidade de Sem sua ~v~ariável, temos 

e 

X), X - x) < t(S(x ,x ), X - - x). n o - n n o 

Em vista da relação (4.28.) e Zim (S(x
0 

sando a.o Umi te quando n -+ co , vem 

t(S(x - tx + tx, x ), x - x)) <tlim inf (S(x ,x ), x - x)). o o n O nn o 

Cancelando t > O, e passando ao limite quando n -+ "' ,) resul-

ta 

sahendo-se que x ~ x • n o 

Logo, 
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para todo x em X, o que quer-íamos mostrar~ 

Mostremos agora que pal"a x 7 • -
, y em , a ap "1,caçao x ... ( Tx, x-y) 

é "l-imitada inferiormente sôbre os subconjuntos "limitados~- x ~ ~ •t 
~ • vom eJ e1, o, 

pel,a monotonicidade de Sem seu p'Pimeiro argumento, 

(4.29.) (Tx, x - y) = (S(x,x), x - y) ~ (S(y,x), x - y) 

Como S(y,.) é oompZetamente continua., e X é reflexivo, fogo compacta, el,a 

Leva u;11 sv.hoonjunto "limitado de X num subconjunto Umi,tado de X'. Conse­

qv..en temente, 

semp:t>e que x varia num subconjunto limitado de X. 

Por outro Zado, 

sempre que x pe!'oorre nwn subconjunto "limitado de X. 

Retomando a reZação (4.29.), obtemos 

(Tx, x - y) > (S(y,x), x - y) > -1 ls(y,x) 111 lx - y II > e, 

desde que x pe!'corra um subconjunto limitado de X .. Logo, a apUaação 

r:; ➔ (T:;;, x - y), aom y em X, é Zimitado infe'Piol'l1lente sÔbre os suhconjuntos 

li~itados de X, o que completa a prova do teorema. 

ConfoPTT1e os teoremas ante'Piores, vê-se que a classe de opera­

do10es pseudomonótonos constitui uma alasse muito extensa, pois, contém, en­

tre outros, os operadores tais como: operadores aonttnuos, fracamente conti­

mw.s, con-:pactos, demiaont-Ínuos, semimonótonos, quase monó_tonos, etc. 

Teorema 4. ? • Seja X um espaço de Banach de dimensão finita. 
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Um operador T de X em X' é pseudomonótono se e sÕmente se T é continuo. 

Prova 

Naturalmente3 todo operador continv.o é pseudomonótono. Reci­
procamente, seja Tum operador pseudomonótono de X em X' com dim X< m. Se 
ja xn ~ x

0 
em X com lim sup (Txn, xn - x

0
) ~ o. 

Mos tremas que { Tx } é Umi tado. Com n 

se limitado, podemos extrair uma 

efeito, se {Txn} não fÔ2._ 

subsequên~a ainda denotada por {x } tal 
n 

que x + x , n o 1 ITx) 1 + oo e y , n = Txn/ 1 1 Tx n 11 + y eom I I y 1 1 = 1. 

Seja z um elemento em X; como {x } é limitada em X, devido à n 

segunda condição de pseudomonotonicidade de T, obtemos 

K < (Tx, X - z) - n n 

Dividindo por I ITxnl I e passando ao limite quando n-+ 00
, vem 

0 < (y, X - z), o 

para todo z em X, o que aca'Pl'eta y = O, conduzindo-nos a uma contradição. 
Vamos agora mostra.I' que Tx -+ Tx (continuidade de T). Com 

' ' n o 

efeito, se isso não fÔsse verificado, poder-fomos extrair uma subsequên~a 
ainda denotada por {x } tal que x -+ x e T:.: -+ w I Tx . (obs.: Tx -+ w, n n o n o n 

porque Tx é limitado em espaço de dimensão finita). 
n 

Donde, 

Pela pseudomonotonicidade de T, temos 

(Tx, x - x) < lim inf(Txn, xn - x) = (w, 
o o 

é wna contradição. para todo x em X, aaaI'I'etando Tx0 = w, 0 que 

X - X) 
o 
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Logo, T é continuo de X em X'. 

Teorema 4. 8. Se T é um operador pseudomonótono e A é wn op~ 
rador monótono hemicontinuo de X em X', então, a soma S = T + A é wn opera­
dor pseudomonótono. 

Demonstração: Seja x _.,.. x em X com Um sup(Sx_,x -x )< O n o ,. n o -
Pela monotonicidade de A, temos 

(A.'.l\1' X - X ) > (Axo, X - X ) n o n o 

Donde, (Txn, xo) = (Sxn, xn - X ) - (Axn, X - X ) < X n o n o 

< (Sxn, xn - X ) - (Axo, xn - xo). o 

Segue-se que 

1 • (T xn - ... 
0

) < Um su.n (Sxn, xn - x0 ) ~ O , "un sup xn, ... I:' 

ou. seja, 

Como T é pseu.domonótono, resu.Lta que, 

( Xº
_ x) < Lim inf (Txn, xn - x) Tx

0
, = o 

para todo x em X. 
Consequentemente, 

e vem 
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lin: sup (A::cn, xn - x
0

) < o. 
·\ . : 

Sendo A pseudomonótono, ·'! em virtude do teôriema 4, 5. , deaorrie que 

Zim inf (A::c, x - x) n n ' 

para todo x em X. Logo, 

para todo x em X, o que mostra a primeira parte da definição de pseudomono­
toniaidade. 

A demonstroção da segunda parte da definição de pseudomono~ 
nioidade de S será deixada a cargo do Zeitor por ser imediata. 

A fim de provar o teorem~ de sbb~ejetividade da operador pse~ 
domonótono, vamos · enunaiar o seguinte t~oremt:t 1de sobrejetividade de um ope­
rador aontlnuo. 

, , . 
rll 

.. .t 
Teorema 4.9. Se Te wn operador aonttnuo e aoercivo de um 

espaço de Banaah X de dimensão finita em X', então T é sobrejetor, i.é, 
T(X) = X'. 

Teorema 4.10. Se T é um operador pseudomonótono e aoercivo 
de um espaço de Banaah reftexivo separável X em X', então, T é sobrejetor. 

Demonstração: Se T é pseudomonótono de X em X', vamos mos­
trar- que para todo w em X', existe um eZemen-if x em X tal que Tx = w. Note­
-se que é suficiente mostrar que O está em T(X), pois, caso aontrá.rio, bas­
ta aonsideroar o operador Tw = Tx - w, com w em X', e observar que Tw tem as 

mesmas propriedades qus as de T. 
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Seja {pn} wna sequência crescente de subespaços de dimensão fi 

nita de X, ordenada por inclusão, tal que UFn = X. Sejam jF a injeção can§_ 
n 

nica de Fn em X, e jf a sua sobrejeção adjunta de X' sôbre F'. Para cada 
n n 

Fn, seja TF a aplicação de Fn em F', definida por 
n n 

que é wn operador pseudomonótono de F em F'. Como dimensão de F e finita, n n n 

pelo teorema 4.7., TF 
n 

é continuo de F sôbre F '. 

Para x e y em F, temos n 

n n 

(jF TjF x, y) = (TjF x, jF y) = (Tx,y), 
n n n n 

Pela coercividade de T, obtemos 

(TF x, x) = (Tx,x) > c(I lxl IJ I lx l 1 
n 

onde e é uma função de R+ em R tal que c(r) + 00
, quando r-+"". Concluúnos 

assim que o operador TF é um operador continuo e coercivo de Fn em F~. Lo­
n 

go, pelo teorema 4.9., TF é sobrejetor, 
n 

tal que TF xF = O. 
n n 

Segue-se que 

i. é, existe wna solução xF 
n 

em F n 

Logo, devido à propriedade de o(r) de que c(r) + 00
, quando r + 

00

, deduz-se 

que existe wna constante K tal que I lxp 1 1 .'.: K, qualquer que seja n. 
n 
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Portanto, pela refl,exi12_ida~ de X,_ podemos supor que existe 

wna subsequência ainda denotada por {x } tal, que x _::,.. x em x Por conse 
F F o ' n n 

guinte, temos 

já que TF 
n 

lim sup (TxF, xF - x) = 
n n ° 

e continuo em F. 
n 

lim sup (TF xF, xF - x
0

) ~ O 
n n n 

Como T é pseudomonótono, resulta que, para todo x em X, 

(Txo, Xº - x) < l,im inf (TxF, XF - x) = l,im inf (TF XF, XF - x) = o, 
n n n n n 

desde que T F xF = O para todo n. 
n n 

Segue-se dai. que Tx
0 

= O o que implica O e: T(X), e a prova do 

teorema está compieta. 

4.5. Sôbre o método de super-regularização eií.tica envol,vendo operador pseudg_ 

monótono. 

Tendo sido obtido o teorema da sobrejetividade para o operador 

pseudomonótono na seção anterior, estamos, nesta seção, nwna posição de inve!!_ 

tigar o método de super-regulax'ização elí.tica envoivendo operador pseudomonó­

tono. 

Teorema 4.11. Sejam X wn .e2pa o de Bana7h refl~xivo (em par-
~,, w,.J,M., p,~<A.lo"M,O"'-'>\O e - _.)(. .1-N"'-_..x. I ('...clA.C ... '-'C) 

ticular, Hilbert))~ Jperado~ monót'B'~ iconti.nuo, firmemente coercivo 

de Y em Y ', Q wna aplicação linear conti.nua de Y em X tal, que Q ( Y) é denso em 

X. Suponhamos que Q 'TQ é wn operador pseudomonótono de Y em Y' e que 1 1 TQy 1 1 

e limitado para I IY 11 -+- 00 
• 

Temos enta.o: 

1. · Para ca.da w em X' e e >O, existe ao menos wna soiução xe: em Y da equaçao. 
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(4.30.) e:M:r: + Q'TQ;r; = Q'w 
E E 

2. Existe wn constante 8 tal que I IQx i 1 ~ 8 para todo e:> O, 
E 

Se, para E -+ O, Q;r; ~ x em X, então Tx = w, aom w em X', onde x é n e:n o o e:n 

uma. solução da equação (4.JO.). 

4. Se T é injetora, então Qx converge fracamente para uma única soZuçéío x 
En O 

-da equaçao Tx 
O 

= w. 

Prova de 1. 

Por hipótese, o operador Q'TQ é pseudomonótono de Y em Y' e M 
é wn operador monótono hemicontlnuo de Y em Y', 

Pelo teorema 4.8., o operador K =EM+ Q'TQ, para E> O, é um 
operador pseudomonótono de Y em Y'. 

e temos, 

Mostremos, agora, que K é coercivo. Com efeito, 

(Ky,y} = dMy,y} + (TQy,Qy) 

(Ky,y} 

1 IYI 1 

= E (My,y) + (TQy,Qy) 

1 IY I I l lYI 1 
ZE (My,y) -1ITQy11 

1 IYI 1 
I IQI I 

Como, por hipótese, 11 TQy 11 é Limitado e (My,y) -+ CIO quando I lY 11 -+ '"' , se­
i IYI 1 

gue-se que 

(Ky,y) -+ CIO , quando I IYI 1 + CIO • 

1 lYI l 

Finalmente, temos ooncZuldo que K é um operador pseudomonótono 
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aoerc:ivo de Y em Y'. Portanto, pelo teorema 4.10., a equaçao (4.30,) em Y' 

tem pelo menos wna solução xe: em Y, o que prova a pcu>te 1 • • 

Prova de 2. 

A demonstração de que I IQxe: I I é uniformement e limitado para 

todo e:> O, é análoga à que foi feita na prova da parte 2. do teorema 4.3., 

já que, por hipótese, T é aoeraivo e M é monótono firmemente aoeraivo. 

Prova de 3. 

Vamos provar que se x é uma solução (que existe pela parte 
e: -1.) da. equaçao aproximante 

e: Mx n e: n 
= Q'w 

aom w em X', e se e:n -+ O, QX ~ x em X, entã.o T::c = w, o que equivaie a 
n o o 

afirma:r que Qx aonverge fracamente para uma solução x
0 

da equação Tx
0 

= w, 
e:n 

quando e:n -+ O. 

Como X é reflexivo e I jQx 11 é uniformemente limitado, pel,a 
e:n 

parte 2., podemos supor, sem perda de general,idade, que Q.xe:n = zn ~ x0 qJ.la!! 

do e:n-+ O; assim sendo, queremos provar que Tx
0 

= w. Sem perda de general,idg_ 

de, podemos supor que w = o, pois, aaso aontrário, aonsideran,amos operador 

Tw = T - w, o qual tem a mesma propriedade que T. 

Seja x um elemento arbitrário do subaonjunto Q(y) de X (dêste 

modo existe y em Y tal que x = Q(y)). 

(4.33.) 

Por aonstrução, x é uma solução da equação 
e:n 
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Aplicando ambos os memb'l'os da equaçao ( 4. 3 3. J nwn elemento :e - y, obtemos 
E 

ou seja 

Logo, 

(4. 34.) 

n 

.. 

7,. (T z - :e) = - 1:.i.:m H'' 1- E (Mz , :X: - y) un sup 2 n' n s-, n E 
n En 

Vamos mostrar que Um ~ E (Mz , z - ~) > o. 
n En En 

De fato, como M é firmemente coe'l'civo, e:dste wn constante C 
f ~ -

(que déprJnde de y) tai que 'para I i:cE 11 ~ e, temos 
n 

Para 11.:z: - y 11 < e, temos pela monotonim.dad/J ~ "1, 
En 

(Mz E ' :& E , - y) 
n n 

,. 



por aonseguinte, 

lim ~ e:n(Mxe:, x - y) > 
n e:n • 

Levando em aonta a relação (4.34.), segue-se que 

(4.35.) 

para a: em Q(Y). 

lim sup (Tz, z - x) < o n n 
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- y) ~ o. 

Notando que Q (Y) é denso em X, e T é limitado, temos 

para todo x em X. 

Logo, em partiaular, lim sup (Tzn, zn - x
0

) ~ O. 

Como T é pseudomonótono e z ~ x , resulta que n o 

(4.36.) ( m ... ...) < z,,·m ,,"nf (Tzn, zn - :r:) , .LXO, ..,O - .., " " 

para todo x em X. 

Mas, 

(4,37,) • ( - x) < lim sup (Tzn, zn - :r:) Um -i.nf Tzn, zn 

Logo, 

< o 

Pen-a todo x em X, o que aaarreta T:r:
0 

= O. 

< o. 
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Prova de 4. 

Por hipótese., T é pseudomonótono coercivo de X em x, s 
outro 'lado, T 

e:_ -+ o. 

., ~ _ • e, por 
e 1-1, entao, a equaçao Tx = w tem uma única so"lução quando 

n 

Do mesmo modo como foi provado anteriormente no teorema 4.4, 

concernente ao método de super regu"larização e"lítica envo"lvendo operador se­

mimonótono, podemos provar, sob hipóteses adicionais, que a sequência {Qx} 
E 

imersa em X converge fortemente em X a wna so"lução da equação Tx = w. Por e!!_ 

ta razão, "limitamo-nos, apenas, a enunciar o teorema concernente à converg~ 

eia da sequência { Qx } , cuja demonstração não será dada aqui, 
E 

Teorema 4.12. Sejam X um espaço de Banach uniformemente ªº!! 
vexo e separáve"l, Tum operador pseudomonótono "limitado, coercivo e firmemf!!:_ 

te monótono de X em X'. Sejam Y wn espaço (au:r:iUar) de Banach reflerivo, M 

wn operador monótono hemicontinuo firmemente coercivo de Y em Y ', Q wna aplf:.. 

cação "linear e eont-Ínua de Y em X ta"l que Q(Y) é denso em X. Suponhamos que 

Q 'TQ é wn operador pseudomonótono de Y em Y' e que I ITQy 11 é "limitado para 

11 Y 1 1 -+ "' • 

1. Para cada e: > o, existe pe "lo menos uma solução x e: em Y da equação 

(4.30.), para cada w em X'. 

2 1 1 1 Que: 11 _< B para todo e: > O· , Existe wn constante B ta~ que 

7 E ~ (,,.11-ia e,...,,·sten-eia é assemrr•ada em 1. ) , da 
~. scoZhendo-se wna soZuçao x ~--.., wV ~-

4. 

e:n 

X , t- a sequência {Qx } 
equação (4. 30. ), para cada e:n > O e w em , en ao., e:n 

wna Solução xo da equação Txo = w, quando e:n -+ O. 
converge fortemente a 

T é sobrejetor; para 

situada.s numa esfera 

cada. w em X , , as so luçÕes da equação Tx = w estão 

com centro na origem em X. 



CAPÍTUW V 

P1'obLema de Desigualdade Variacionais Não Lir}eares. Problema de Aproximação 
l:V, 

5.1. Introdução 

Êste breve capí.tuio está dividido em duas secções. A primeira se5:. 

ção é devotada a uma cfosse de problema denominada desigualdades va:riacionais nao 

LineQ'I'es, envolvendo operador pseudomonótono. A segunda secção é dedicada a wn 

teorema da aproximação das soluções dêstes problemas. 

Em poucas pafovras, tentaremos dar al,gwnas explicações sôbre êste 

problema. Sejcon X wn espaço de Banach reflexivo, X' o seu espaço dual,, Dados 

um operador não Unea'I' pseudomonótono de X em X', wna função própria• conve::a 

semicontí.nua inferiormente de 

pomos a determinar os elementos 

X em 

X o 

(-00,00], e wn elemento w 

em C para os quais 

para todo x em C, onde C e um subconjunto convexo de X. 

em X', nós p~ 

Este problema é uma extensão de vá.rios problemas não Zineaztes,pois, 

se C é wn subconjunto convexo fechado e f é a função indicatri:r: ( isto é, 
' f ::: O sÔbre C, e f = 00, fora de C), o problema se tom.a a teoria de desigua]:_ 

d.ades monótonos sôbre conjuntos convexos, enquanto que se f = O e C = X, tere 

moe o estudo da equação do tipo Tx = w o 

5. 2. Desigualdades Variacionais Não Lineares Envolvendo Operador Pseudomonótono. 

Sejam X um espaço de Banach reflexivo, X' seu espaço conjugado. 

Uma função f de X em (-oo, ..,] é convexa se para cada par de elementos :r: e y 

em X e para t em [o, 1], tivemos 

f(t:r + (1 - t)y) ~ tf(x) + (1 - t)f(y) 

f J semi conttnua. inferionnente em x 
O 

de X se pa1'a todo a em R com a<f(:r: ) 
o 

*Uma função f semi-continua inferiormente de X em (~,..,] é pl'Ópria se f t ""• 
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. te 1,QT/a vizinhança 
e:,;1,B 

V de x taZ que a < f(x)_, pca'a x em V • 
o 

Eqiiivalentemente, f é semicontínua inferiormente em X se o ac)junto 

A= {x e X; a< f(x)} 

é aberto para todo a em R. 

Lerrma 5. 1. (Bra,;der) 

finita, T wna aplicação cont{nua de 

cxmdnua inferiormente de X em 

Sejam X um espaço de Banach de dimensão 

X em X 1, f wna funçã.o cronvexa semi 

~ com f(O) = O. Seja B wna bola fe-

ahada de raio R em X. 

Então, dado w em X', existe X 
o em B tal que 

(Tx - w, x - x)..:. f(x) - f(x
0

) o o 

para x em B. 

Prova: Considerando a aplicação x -+ Tx - w, podemos supor sem 

pel"da de generalidade, que w = O. Se a afirmação do Lema fÔsse falsa, então 

Pal'a cada y em B existir-ta wn elemento x em B tal que 

(Ty, y - x) > f(x) - f(y} • 

Par>a um x fixado em B, o conjunto 

(5.1.) {y E X: (T y, y - x) > f(x} - f(y)} 

e aberto em B, graças à semi continuidade inferior de 

Como B é compacto, podemos achar wn conjunto finito 

qUe os eonj un tos 

. . . , 

k :: l 

uk = {y E B; (Ty, y - xk) > f(xk) - f(y)}, 

( 
' . . . , n, formam wna cobertura de) B. 

( 
f , 

x} em B tal. 
n 



' 

- 70 -

Seja {q 1, • • • , qn} uma pa1>ti ção da unidade em B subordinada a esta cobert;u:ra, 

d.e modo que pa1>a todo y em B, O ~ qk(y) ~ 1, q
1

(y) + .. . + qn(y) = 1 e 

supp. qkC.Uk, k = 1, • • • , n. (supp. q_k indica o suporte de qk) 

Definimos 

Como q(y) é uma combinação Unear convexa dos xk com coeficientes continuas, re 

su"lta que q é uma apticaçâo continua de B em B. 

Pel,o teorema d.e ponto fixo de Bro'Ul,)er, q tem ponto fixo y 1 em B, 

q(yl) =y1 • 

Para y em B, 

(Ty, y-q(y)) 

Mas, f e convexa, e vem 

j(q (y)) 

Assim, para todo y em B, 

(5.2.) (Ty, y - q(y)) > f(q(y)) - f(y) 

Em paPticutar, tomando y = y 
1 

(ponto fixo de q) em ( 5• 
2
·)' vem 

o que é wna contradição. 

isto e, 

Lema 5. 2. 
de um dorrrlnio con1>e::o D(T) ds X 

Sej~ T uma apticação 
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em X' contendo a origem., f uma -l"'un,.ão conve""a ..3_ x em ( .7 f(O) o 
J ' y ... ue --., coj com = ., 

B wna bol,a fechada de raio R com centro na origem. 

va&; w em X', suponhamos que para x em D(T) com I lxl j = R., 

(5. 3.) (Tx - w, x) + f(x) > O 

se x
0 

em B n D(T) e wna sol,ução do sistema de desiguaLdades 

(Tx - W., X - y) < f(y) - f( X ) 
o o - o ., 

para todo y em D(T)nB., então 

forte de desigual,dades 
e :r: satisfaz o sistema o 

(5.4.) (Tx - w., x - y) < f(y) - f(x) 
o o - o 

para todo y em D(T). 

Prova: Pondo y = O em (5. 4.), resuita 

(Tx - w, x) + f(x) < O 
o o o -

mais 

11 11 R SeJ·a y em D(T). Existe, então, Da relação (5.3.)., segue-se que :r:
0 

< • 

t > O tal, que o el,emento Yt =· (1 - t) x
0 

+ ty pertence a B, enquanto., pel,a 

conve::cidade de D(T)., Yt pertence a D(T). 

Fazendo y = yt em (5.4.)., obtemos 

t(Tx - w., x - y) 2. f(yt) - f(:r:) ~ t(f(y) - f(:r:o)) 
o o 

Cancelando t > O, temos 

de Banach refleri 110 separável.' 
l S • x wn espaço 

Teorema 5. • eJam , f uma junÇa.o semi~ 
l • • tada de X em X , 

T uma aplicação, pseud.omonotona 1.nn 
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t-ínua inferior convexa de X em (-"', a,J com f(O) = o. Supcmha:mJs que para 
wn elemento i., em X' existe wn b 7 -1": h a o"ª J ec ada B de raio R com centro na 
origem em X tal que 

(Tx - w, x) + f(x) > o 

para todo ::e em a B. 

Então, existe X 
o em B tal que 

para todo x em X. 

Prova: Como vimos, anteriormente, podemos supor, sem perda de 

generalidade, que w = O. Seja {Fn} wna sequência crescente de subespaços 

de dimensão finita tal que X =UF. n Para cada F , n 

canônica de F n em X, j~ a sobrejeção adjW1.ta de 

sejam jn wna injeção 

X' sÔbre F '. 
ii 

Para cada F, n seja T n 
a aplicação de F em F ' definida por n n 

T =J''TJ' 
n n n ' 

que é uma aplicação pseudomonótona de 

continua, pois dim F < "'· n 

em F'. n 

Para x e y em Fn, temos 

(T x, y) = (Tx, y) 
n 

Pelo teorema 4. 7., T n 

A Zém do mais, para x em F n com 

brando que T n é con t-ínua de F ,:z 

· ' ' 1 R temos (T x,x) + f(x) > O. Le!!!, i IXi = , n 
em F , e que dim F n < "", pe 'lo lema 5. 1. , 

r, 

ta 7 que pa1'a todo x em Bf\F..,. e:riste x em F n B " ,. 
n n 

(5.5.) 
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Aplicando lema 5.2., obtemos 0 sistema de de . s-igua ldade m- ·s .ç: 
""'" J orte, 

( 5 . 6. ) 
x em F n • 

Como x está em n 
da de generalidade 

B para todo n e X _ , e ref'lexivo de 
que existe wna sub ~ . , po moe a.ssumir sem per 

sequeno-ia e.inda. denot da a por {xn} taZ que 
x ~ x em X. 

n o 

Sendo T limitada e X ~X 
n o' vem 

Zim sup (Tx, x - x) < O 
n n 0 

Pela pseudomonotonioidade de T, segue-se que 

(Tx, x - x) < Zi . f ( o o - m -in Tx , x - x) n n 

para t odo x em x. 
Por hipótese, UF = X z n , e pe a semicontinuida.de inferior de f, 

f(x
0

) 2. Um inf f (x ) < oo n 

Da relação (5.6.), segue-se que 

Observando que UF 
n 

para todo x em X. 

(Tx ., x - x) < f(x) - f(x ) x em UF o o - o' n 

~ 

e denso em X, oonolu-Ímos que 

Teorema 5. 2. Sejam X em espaço de Banach ref1,erivo separáveZ, 

T uma aplicação densamente definida de X em X' com domínio conve:ro 

D(T) =UF * n , f 
wna aplicação convexa semicontínua inferioffllente de X em 

* {F } 
n 

D n 

é uma sequência arescen te de subespaços de dimenstll> finita tal que 

= X. 
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(-CD, CD] com f(O) = O. Suponhamos que T = A + L, onde 

a) A e uma aplicaçao pseudomonótona 7-imitada de x em X'. 

- wna ap 7-icação 7-inear monótona fechada densamente b) L e definida de X em X' 
tendo a propriedade que se para um dado elemento X em X com f(x ) fini o o -to e cada constante K > O existe uma constante MK > o tal que 

para todo x em D(L) ÍI D(L ') n {x ; f(x) ~ K}, 

de D(L). 
então x é um eZ.emento o 

e) Dado w em X' existe wna bo?,a fechada B de raio R com centro na ori­

gem tal. que para x em D(T) = D(L) com 11 xi 1 = R, 

( 5. ?. ) (Tx - w, x) + f(x) > O 

En tão,existe wn elemento x
0 

em D(T) com l lx
0
1 I < R t al que 

para todo x em D(T). 

Prova: 

neralidade, que w = O. 

mensao finita de X 

Como vimos anteri ormente, podemos supor, sem perda de 

Seja {Fn} a sequênda crescente de subespaços de 

tal que 

UF = X e D(T} =UFn. 
n 

g~ 

di-

:L 
d.o teorema 5 . .1., para cada Fn, visto na prova 

eriste 
De acôrdo com o que temos 

um elemento xn em B nF n 

(5.8,} 

_,_ F temos 
tal que, para t ouv x em n' 

Sendo X reflexivo, B é fracamente compacto em X. Como está em B pa­xn 
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ra aada n, segue-se que existe um ub -a s sequencia tal, que x ~ x em X e 
está em XO 

B 11 11 n ° aom xo ~ R. Usando tema 5. 2., obtemos 11 x 
O 

11 < R. Pro-
varemos que x está em D(T). Com efeito- • 

o , BeJa x wn elemento qualquer de 
D(LJ(l D(L')n{x; f(x) ~k}, e seja F um ub de .-

n 8 espaço X que contem x. 
Para todo 

( 5,9 .) 

F -:J F rr-- n, 
o 

tem-se 

(T X, X - x) = n n (A X, X - :r:) + (L X X - ~) f() ( n n n' n ... ~ x - f xn) 

é uma solução, em BnF , 
n da. desigualdade ( 5. 8,). 

Pondo x = O em (5.9.), vemos que 

(5.ZO .J f( X ) < - ( A X X ) - (L X 
n - n' n n' 

em virtude de A e L serem Umi tados. 

Todo x estando em B, pela semicontinuidade inferior de f, segue-se que n 
f(x ) é limitada inferiormente por -k

1
(R). Logo, em vista da (5.10.), f(x) n n 

é uniformemente limitada, e disso resulta que f(x ) é finita. o 
Tendo em vis ta que f( x) < K e 11 xn 11 ~ R, e L sendo monótona Linear, da 

relação (5.9.), obtemos 

(L X) > (L x x ) + f(x ) - f(x) + (Axn, xn - x) > 
xn, n' n n 

> - K (R)(I lxll + R) - K?.. - MK (llxll + 1) . 
- 3 

ou seja, 



Sendo x ~ x resulta que, n o' 

Pela hipótese (b) do teorema, deduz-se que x está em 

Tendo xn ~ x0 e T sendo limitada, segue-~e que 

lim sup (Tx, x - x) < o 
n n o 

Sendo T pseudomonótona, resulta que 

(5.11.) (Tx, x - x) < lim inf (Tx, x - x) 
o o n n 

para todo x em D(T) = UF . 
n 

Mas, por outro lado, conforme a relação (5.8), temos 

D(L) = D(T). 

(Tx, x - x) < f(x) - f(x ), 
n n - n x em F 

n 

Finalmente, da relação (5.11), obtemos 

(T x, x - x) < f(x) - f(x) 
o o - o 

para todo x em D(T), o que quer-íamos provar. 

5. J. Problemas de Existências e Aproximação. 

- ?ô -

O nosso objetivo nesta secção é tratar o problema de existênaia e 

da aproximação de soluções de desigualdades variaaionais não lineaz,es envolvendo 

operador pseudomonótono. 

Mediante o uso adequado de wna ap'liaação de dualidade J de X 

em X' , provaI'emos o seguinte resultado da aproximação de soluções. 

~""L}c-'V"'-"f~Lt-12.. L,•,v,.1.,..:..)(.0, 

Teorema 5. J. Sejam X um espaço de BanaaW r:eflt:Zxiw, J uma apli 

aação de dualidade de X em X' para wna função guia q, T l41I operador pse~ 

-



domonótono limitado., f-i-Prn~meJi-t~~a. e firmemente monótono de 
f uma fi01.ção própria convexa semicontinua inferiormente de X em 

X em 

(-00, 
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X', e 

00] . Se 

Jam lJ e 1J elementos arbi trãrios em X'. o Suponhamos que a desigualdade 

(5.12.) 

para x em X, 

Então, temos : 

(Tx - w x - x) _< f(x) - +'(x ) o , o .) o 

tem pelo menos wna solução x. o 

{a) Se para cada e> O, pomos T = T + cJ, 
E: 

a desigualdade variaoional, 

(5.13.) (T w - w , x - x) < f(x) - f(x) 
€:E:€: E: - E: 

pal'a todo x em X J tem uma solução x 
E: 

em X, onde w = w + e: w • 
E: o 

(b) Escolhendo-se E:k ~ O, a nequência de so luçÕes {x } das desigualdades, 
E:k 

(5.13.) ac-z.,ma converge fortemente a uma solução X o da desigualdade (5.12.) 

(Tx - 1,7., x - x) < f{x) - f( x J o o - o 

Além do mais, x é unicamente caracterizado como a única solução da desigual~ o 
de vari acional 

(J X - W X - X)~ 0, o o" o 
x em X. 

A fim de provar o teorema., vamos inicialmente, prova1' o seguinte Lema. 

Lema 5. J. Sejam X wn espaço de Banach reflexivo, T um oper~ 
dor pseudomonôtono Limitado de X em X', f uma função prÓpria convexa semi 

cont-ínua inferiormente de X em (-a,., 00
] • 

Se é uma sequência em X' tal que wk ~ W0 , e se, para cada k, 

uma solução da. desigualdade 

(5,14.) (T~ - w x - x) < f(x) - f(xk), wk k' k -
x em X, 



tal que 

(5.15.) 

(5.16.) 

xk-!> x o' então ~· 
""o e uma solução da desigualdade 

(Tx - w x ) ( o o' 0 - x .::_ f x) - f(x) 
o 

Prova do Lema 5. 3, 

Por nipótese, cada xk satisfaz 
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para x em X. Como , por hipótese, X é reflexivo e xk ~ x em x resul 
o , 

ta que a sequência {x } é u,,.,,,·t da x k ,,,,.,, a em , 

l-1ais wna vez, sendo T limitado, resulta que 

Pela pseudomonotonicidade de T, obtemos 

(Tx, x - x) < lim inf (Txk, xk - x) 
o o -

com x em X. Logo, usando a relação (5.16.) acarreta 

(Tx - lJ 
o o' 

, 

x em X, 
., 

o que quenamos provar. 

Prova do Teorema 5, 3. 

Em vista das infomações que tivemos nos capltulos anteriores 

com respeito a uma aplicação de dualidade J, podemos afirmar que ela é monót9.. 

na, coerciva, hemicont-Ínua de X em X'. Pela coercividade de J, existe wna 

função real d(r) com d(r) -+ 00 quando r -+ m, tal. que 

(5.17.) ( J x, x) ~ d ( \ \ x 1 1 J l \ x \ i , x em X. 
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,.
0

.,.,.
0 

,; _f'irrriemente coereivo floro, T e c:oereivoJ existe uma função real 

e(r) cor. c(r) ➔ ~ quando r ~ ~ taZ que 

(5.18.) (Tx, x) > c ( !x : iJ lx 

Pe'la semicontinuidade inferior de f : resulta que f é li'f"!itada inferiormente 
sõbre con/untos limitados de X. l:ssin, é fáei'l d.e ver>, que existe um constan. 

te •r tal que 

(5.19.) > - !1 

';raças º·'"' relações (5.17. J, (5.18.) e (5.19.), obtemos, 

(5.20.) (T x,x) + J(::;} :::: (Tx,x) + dJx,x) + f(x) ~t(d(: \xi IJ + c(i lxl [ )-M) l l x l 1 
e: 

Agora Zembrando 7ue e( , .x1 IJ-+ 00 e d([ !xi IJ -+"" quando I ixl i -+-
00 é sufi 

ciente escolher R suficientemente gr>ande a fim de que tenhamos a reiaçã.o. 

(5.21.) (T x - w x) + f(x) > O e; E, 

para todo x em üB8, onde BR é wna bota fechada de ra~o R. Aplicando o 

teorema b, I. de existênc:--~a de desigualdade var>iacional envolvendo operador 
rseudo monótono que já é do nosso conhecimento, podemos concluir que a desi­
gualdade var>iacional 

(5.22.) 

tem uma solução X 
e: 

em X para cada. w 
e: 

Prova de b. 

em 

Por hipótese, a d.esiguaidade 

X' , o que prova a parte (a). 

( Tx - t.v, X - X) < f (X) - f( X ) ) o o - ,J o 



tem pelo menos wna solunão x 
-Y l' 0 que nos pemi te ea areve1' 
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ou 

(5.23, ) 

Por outro lado, pela relação (5.22,), temos 

(5. 24. ) 

Adicionando as relações (5 23 ) rc 2 ) 
• • e ", 4, , membro a membro, obtemos 

ou equivalente, 

(5. 25.) 

Pela monotonicidade de T 
J, vem 

Donde, 

Serréà9 .. / 1(_,firrng~~ segue-se que a famítia {x t} é uniformemente li_ 

mitada em X. Sendo J uma aplicação monótona hemicontínua coerciva e Umita 

da paz,a uma função guia q estritconente crescente, existe uma única solução z
0 

da desigualdade 

(5.26,) 
x em X. 
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Esaolhendo-se uma subsequênaia {x } 
Ek da fcomlia de soluções {x .. }, uniformeme~ 

te Zimitada, correspondente a uma sequ.ênaia .. k ➔ o, vamos mostrar que a se _ 

quênaia âssim escolhida {x } converge fo1'temente a x em x e que x .-

. Ek o o 
uma solução de (5.~5.}, 

e 

Com efeito, sendo J reflexivo e limitada em X, 

em X. ., 

Sabemos, por outro lado, que cada x satisfaz a desigualdade 
Ek 

Como {x } é uniformemente limitada em X e J leva wn conjunto limitado num 
Ek 

conjunto limitado segue-se que 

Como x ___),. x
1 

em 
Ek 

.-
X, aplicando o lema 5.3, !'esulta, imediatll1Tlente, que x1 e 

uma solução de desigualdade variaaional, 

x em X • 

Retoma:ndo a 1'elação ( 5. 25.) e substituindo-se nela x1 por :t:0 , vem 

(5.27.) 

... 

- Tx o' 

- X ) 
o 

B, 
Sendo T firmemente monótono, pondo M = m,fx= (IJs¾-k l 1, l lx0 I IJ, resulta que 

(5.28~) 



onde K1/rJ é wna fW'lção real estritamente aresaente de 

Mas, por outro lado, temos 

(5.29.) (w - Jx X 
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1' > o 

- X) =: (w Jx ., X - X) + (w - Jx , x1 - x ) o o' r. k o o o ek 1 o o o 

Como, por hipótese, 

vem, 

Contudo, 

do k -+ O). 

Consequentemente, 

(w 
o - Jx xl - X ) < o o' o 

K,_, ( 11 x - x 11) 2 ek (w - Jx x - x ) 
,-. ek o o o' r.k 1 

segue-se que r.k(w - Jx, x - x)-+ O, quan-
o o Ek 1 

Em virtude da pPopriedade da função KW segue-se que 

isto é, x 
Ek 

Lembrundo que 

-+ x (fortemente) . 
o 

1 lx - x 11 -+- O 
Ek o 

é so Zução da desigualdade 

x em X, resulta que 

x1 = x
0

, ou equivalentemente, x
0 

é wna solução da desigualdade 

(Tx
0 

- w, x - x ) < f(x) - f(x) 
o - o 

~x· em X, o que completa a pI'oVa do teorema. 



CAPÍTULO VI 

Teorema de Ler>ay-Sahaudel' p<:-1'ª G-operadnr. 

6, 1. Introdução. 

Este aapítulo é devotado fundamentalmente ao teó1'éf1ia de Lero:y­

Schauder para e-operador. Em reaentes pesquisa.s, D. à. de Figueirédó introduziu 

e invest·igou uma c lasse de C-operador,es num espaço de Banaah real, e obteve,, é_!! 

tão, de.q fa investigaçao, o teorema de ponto fixo para G-operador, que foi utit-J:. 

zado para t irar alguns teoremas de ponto fixo dé vários autores (Schaudei',Rothe, 

Petr>yshyn, ... J, isto porque, os G~operadores inc:Zuem, entre outros, os oper~ 

res aompaatos e quase-eompactos. 

O nosso objetivo é, então, obter o teorema de Lertzy-Schaurkr Pf!, 

ra G-operador com o au.nZio do teorema de pémto fixo aaima :referido, e deduzir; 

como ca.sos espeeiais do nosso teorema, os teoremas de Leray-Schauder para ôpe~ 

dores P-oompactos e oompaotos. O teol'ema de Le:ray-Sahauder pcil'à P-aompàcto foi 

reaentemente obtido por T.Tuaker na sua dissertação apresentada a Universidade 

de Chicago. Como ap'lieações do nosso teorema, obtivemos wn teorema de e~etên_ 

aia para G-opel'ador, e deduzimos, dentro de certá.8 hipóteses, wn teorema ds PO!l 

to fixo para G-c-operador. 

6. 2. Teorema de Leray-Sahauder paz,a O-operador_. 

Seja X um espaço de Sanaàn réat com a propriedade (n 1) ~ 

é, existem wna sequênaia {Xn} de subespa.ços de dimensã.o finità dé X, 

sequênaia de projeções lineares {Pn} , defi,rzidas em X; tais que: 

PX=X n n 
, n = 1,2, ••• 

ox 1 IPnl 1 1 n = 1;2, 
== X < , ••• , 

n 

PP,=P. para n > j 
....;,; 

n J J 

isto 

e uma 
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os espaços 

espaços de 

utiiizados 

de Hilbert, o espaço e( , a b ' ) p 

B h b 
J·- , _ 1 , os espaços L , z .'.:. p < 00, 08 

anac com wna ase monotona de Schaw:J.e _ 
J • ~ r, e gPande numero d& espaços 

na prati.ca, tem a propriedade (n 1 (B d . . 
J 1 • l'aiJ er e Ague1-redo, 1281) . 

Um opePado1' A e P-aompaato se P A - ., 

do n grande e se para wn aonstante p 
n e aon t1-nuo em X para to 

n 

xn em X a sequênaia {P A::c - v::c } 
> O e wna sequênaia limitada { xn} aom 

n n n · n aonve1'ge, então, existe uma subseqúên-

da convergente 

quando m -+ 00 • 

{x} 
m e wn elemento x em X tais que :r: -+ X 

m 

Seja X wn espaço de Banaah aom a propriedade 

oonjunto fechado aonvexo limi tado de X. 

Um opePador T de C em X é dito G-ope:rador se: 

(i) P T : cnx -+ X é cont{nuo paPa todo n. 
n n n 

e P Ax -+ Ax 
m m 

e wn sub 

(ii) A solubi lida.de de P nT::c = ::e em Xn, para quase todo n, implica a sol!!_ 

bitidade de Tx = x em X. 

Teorema 6.1. (FigueiPedo ,28 j) Num espaço de Banach reflexivo 

separãve l X, os seguintes operodores T de C ern X sao G-operadores: aom­

pletamente continuo, aompacto, fraacunente cont-Ínuo e não expansivo. 

Teorema 6.2. (Figueiredo l2Bj) Nwn espaço de Banach separável 

com a p1'opr-iedade (n
1
), todo P-aompacto é um G-operador. 

Seja C wn subconjunto aonvexo fechado e limitado de X, e su 

ponhamos que a origem O está no interior de C. Recordemos aqui que uma aplic~ 

ção de dualidade J de X em X1 para wna função guia q. - é a ap'lica.ção de[";_ 

nida por: 

(Jx, x) = ,, Jxl l ll xll , 

Sabe-se que J e uma aplicação monótona, hemicont-Ínua e limitada de X em X 1 • 

Teorema 6. 3, (Figueiredo j28 I) Sejcon X wn espaço de Banach de 

d . - f' 't q wna .f'1=r>a-~o gu~·a, T wn operodor cont-ínuo de C em X. 
1-mensao 1.-ni. a, ; .... "Y ,., 
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Suponhamos que para todo x em ac existe um elemento v' em X' tal que 

( x, V 1
) = 1 / • 

1 
/ 1 

1 X 1 , q ( 1 X 1
1 

1 ) , (T ') x, v ~ l :x/) q( /l xl l ). 

Entao, existe um elemento x0 em C tal que Tx - x 
o - o' 

Lema 6.1. 

então, para todo x em 
Se X é um espaço de B h anac com a propriedade 

X, a seguinte inclusão se verifica: 

(6.1.) P'(Jx) C Jx • 
n 

Prova: Para x em X 
n' seja u' wn elemento qualquer de Jx. 

Temos, enteio, 

(6. 2.) 

Desta relação (6.2.) resulta que 

(6.J,) I IP' u' II > q(l lxll J 
n -

Mas, por outro lado, 

(6.4.) '. p IU / 1 ' < 
, 1 n , 1 / IP~ / / llu' /1 < ' lu' il =q( /lx:1) 

De (6.3.) e (6.4.J, vem 

Pelas relações (6.2.) e (6.5.), juntamente com a definição da aplicação da 

dualid.a.de J, obtemos, P 'u' e Jx. Logo, P ' ( Jx) C Jx • 
n n 

Teorema 6.4. (Figueiredo l2B i) 

com a propriedade (n
1
J, T wn O-operador de C 

lidade de X em X' para uma função guia q. 

Sejam X um espaço de Banach 

em X, J wna aplicação de ~ 

Suponhamos que a origem O está 
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no interior de "n "/ \., ,. 
n 

para todo n exceto nwn nlQ17ero finito de n. Se 

( Tx, J X) < ! 1 X 1 1 q ( 1 X ) , 

para todo x na fronteira ac de e, então, T tem wn ponto fixo x em C, o Tx = x o o 

Agora estamos em condições de enwiciar e provar o seguinte teo­
rema de Lera~1-Schaude r para G-operador e obter a'lgumas consequências dêste teo­
rema. 

Teorema 6. 5. Sedam X wn espaço de Banach de dimensão infinita 
com propriedade (n

1
), Br wna bo?,a fechada de raio r com centro na origem 

em X, C(x,t) wn operador de 

tal que 

(G
1

) C(x , t) 

nuo em x e 

E x [0,1] -+ X r 

é e-operador em x para cada t em [ 0,1 ] ; P e e cont{­n 

t, s imu Uane amen te, onde x em X e t em n 

C(x,t) t x para x em aB e t em 
2" 

(G
3

) C(x,0) satisfaz a condição: 

(C(x,0), Jx) < \l :c! [ q( 1ix!!J 

[ 0,1 ] . 

[ 0,1 J. 

para todo x em aB 
I' 

- · l ento x em B tal que C(x1,1) = x1, En tao, e:r::-z,s te wn e em 1 r 

Suponhamos, por absurdo, que não existe nenhum Demons traçaE,_: 
1) Consequentemente, pela (ii) da elemento x

1 
em Br tal que C(xl, = x1 · 

- p c(x 1) = x nao tem soZ.ução em Bf"I Xn P~ definição de e-operador, a equaçao n ' 
(ii) da definiçãD n. Combinando a hipótese (G2) do teorema e 

de 
ra todo 

O-operador, tem solução em a 8 .{I Xn, a equação PnC(x,t) = x nao 
para todo n, 
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e t em [ 0,1]. 

Portanto, para cada n, podemos encontrar e: > o, tal que, 
n 

(6.6,) 1 lx - P C(xJ t) 11 = e > O 
n n 

para todo (x, t) em F = (B X {l}J UraB X ;:0,1]; 
1' 1' 

Feito isso, seja gn a função continua de 

definida. por: 

g (x) 
n 

onde k < min (r, E J-. 
n 

B í) 
1' 

r 
l ( 

=z ( 

X -+ (B X { 1}) u ( ôB 
n 1" 1' 

1' X 1) se l lxl 1 r-k < , 

1" X 1 
(r - ! : XI l )) , I X 

X '=0,1]) 

r>-k 

se r-k < l lx 11 < r 

Deste modo, a aplicação P C g : B n X -+ X é wna aplicação continua num 
n n r n n 

espaço X 
n 

de dimensão finita, assim que, pelo teorema 6. 3., P e g n n tem um 

ponto fixo X o 
em B (r X, isto é, a equa~ão P C a (x} = x 

1' n ~- n vn tem wna solução, 

sempre que a condição: 

x .; q( , lx i /) 

esteja satisfeita para todo x em as nx 
1' n 

Com efeito, se x está em 

de que g (x) = (x,O) 
n 

ôB n X J 
1' n então 1 X : i = Y1 . , , i, e 

e P C g (x) = P C(xJOJ . 
n n n 

Seja y ' em Jx e X', e pomos V 
1 = y '/X nJ de modo que 

X' Temos, então, n' 

temos, pe Za definição 

v' é wn elemento de 
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(p C ( X O) y ') = n , , 

= ( C ( :C' O) ' p ~y 1
) ~ 1 / X 1 1 q ( 1 / X ) Í ) 

graças à hipõtes e ( G 3) do teor>ema e ao lema 6. z. . 
-Logo, a equaçao 

tem wna so luçã.o 

(6.?.) 

:e 
o em B (l X pa1'a cada n, 

1' n isto e., 

P e o (x
0

J = x
0 n vn 

J.fas, vamos mostr>ar que isto nos conduz a wna contradição. 
em B (7 X r n tal que P e a rx J = :e , n vn o o então, ter-íamos 

ou r - k < 

De fato, 

19 Ca.so: Se 1 1x
0

11 < 1' - k., então, pela d.E finição de 

(6.8.) 
rx r= 

(x ) - ( o 1) p e g (x ) =P e ( --º-gn - r - k 
, e r - k 

, 
o n n o n 

1) 

Logo., notando que 
1' X o 

1' - k. está em B , 
1' 

e usando a relação (6. 8. J., vem 

r :e o 
Pn e ( r - k ' 1)1 1 = li 

0 que é wna contradição, de acôrdo com a re'lação (6.6.) 

gn, vem 

- -o 

29 Caso: Se r - k < \ lx
0
! 1 ~ r, então, segundo a definição de 

vem 

g (:::) 
n o 

!' X 
o 
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Logo, peia reiação (6.9.), e obser-vando que 
2" X 

o 
1 1 1 1 
! IX 1 1 

' o ' 
está em B r segue-se que: 

0 que, novamente, acarreta wna contradição pela re taça~o (6. 6. J. A · ssim, a prova 
do teorema está completa. 

6. 3. Consequências e Aplicações. 

Como dissemos na introdução, os seguintes teoremas são casos es 

peciais do nosso teorema 6. 5. , conforme veremos abaixo. 

Teorema 6. 6. (Tuaker>J . Sejcon X wn espaço de Banach de dimen 

são infinita com a propriedade (n
1

J, C(x, tJ wn operador de 

tal que 

(P
1
J C(x, t) é P- compacto em x para cada t. 

p e é con.t{nuo em x e t , 
n 

simultaneamente, onde x em X e n 
t em [o, 1] . 

[o, 1~ temos x - P C(:r; , t ) 
(P 2) Se para X em aB n X e tn em n n n n 

n r n 

então existe subsequência t -+ t tal que X - p e (:r;,t)-+0 
wna m m m 

m 

C(x, t) ;tx para todo X em aB e t em [0,1]. 
1' (p 3) 

limitado satisfazendo a condição 
é wn operador P-compacto 

PaPa todo x em aB r 

(C(x, OJ, Jx) < . !x i I q(I lxl IJ 

= O 



Então, existe z.on e Z.emento x1 em B 
1' 

- 90 -

tal que C(:z: 1) = ,,. 
1' ""1• 

Prova: 

dt;1', 

Pelo teorema 6. 2., todo ,J_ 
ope:rauvr P-compacto é wn G-opel'!!_ 

Teorema 6. 7. (Leray-Schaude""). s · 
i- eJam X wn espaço de Banach de 

dimensao infinita com ( IT1), C(x., t) wn oper>ador compacto de 

tal que 

C(x, t) é compacto em :r; para cada t, e uniformemente continua 

em t com respeito a X em wn conjunto Umitado. 

C(x, t) ;t X para todo :r; em aB e t em [0,1]. 
1' 

C(x,O) =x para todo :r: em as e wn :r: em B • 
o l' o :r 

Então, e:r::is te l47l e Z.emen to x 1 
em B tal que 

1' 

Prova: t suficiente verificar a condição (G3) do teorema 6.5., 

já que todo operador compacto é um G-operador. 

Com efeito, para :r:: em aBr 

(C(:r::,O), Jx) = (x
0

, Jx) 

\ 

= 
1 
lx 11 1 IJxl 1 ~ 11 :r:I I q(I l:r:I IJ , 

o 

pois 

Teorema 6. 8 • 

:r: em aB 
l' 

e I IJxl 1 = q( 1 lxl IJ, 

G- do de B1' em X, e A 
Sejcun T um opera r 

tro O-operador de sr em X. Suponhcunos que: 

um~ 
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(a) E:r:iste uma aplicação crx, tJ -

que e G-operado1' em x para dada t e uni 
t aom respeito a :r: em formemente aont{nua em 

B • 
1' 

(b) C(x, O) = Tx e C( J x, 1 = Ax. 

( e) C(x,t) I x para x em aB e t em r [o, 1] . 

(d) T satisfaz a condição: 

(C(x,O), Jx) = (T:x, J:x) ~ 1 lxl I q( llxl I J 

para todo X em aB • 
l' 

Então, existe um elemento X 1 em B tal que 
l' 

( i. é,, A tem um ponto fi:r:o em B ) 
r 

Prova: Basta observar que tôdas as hipóteses do teorema 6. 5.sã.o 

verificada.s para operador A neste teorema. 

Sob a hipótese adicional sôbre G-operador T, obtemos, aomo c.onsequência do teo 

rema 6. 5., um teorema de ponto fixo para êste operador. Precisamente, se T é 

t,n G-operador homogêneo, i. é., se T(tx) = t Tx com t em [o, 1], então vale 

o seguinte teorema. 

Teorema 6. 9. Seja T um e-operador homogêneo de B r em X. 

Se, paro todo x em aB , temos 
r 

(6.10. J (Tx, J:r:) ~ li :r:I I q( 1 i:r:11 J 

Então, T tem wn ponto fi:r:o x
0 

em Bi'. 

I ni&iaünente, podemos supor que T não tem ponto 
Demonstraçao: • 

então, a é!onclusdo do teorema e au~ 
fi:co em aB pois se existisse tal ponto, 

"' r 
maticamente verifiâadct. 
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t ciaro que se 

em [0,1] 
T é G-aperador homogên.io então 

/ J é wn G-operado1' oom t tT 

Definimos agora a ap7-icação e por: 

C(x,t) = t. Tx 

oom t em [0,1] . Vamos mostrar que as hipóteses (G
1

) , (G
2
J e (G

3
) do teo­

rema 6. 5. são efetivamente verificadas para aplicação e. 
Com efeito, conforme a observação acima, tT sendo wn G-operador, segue-se 
que a hipótese (G1) é verificada. 

Para verificar a hipótese (G~ é suficiente notar que, para todo x em ôB r' 

(C(:c,O), J:c) = (O,Jx) =O~ 1 lxl 1 1 [Jxj 1 = l lxl I q( I lxl IJ, 

desde que q é wna função estritamente crescente e q(O) = O. 

Mostremos agora que a hipótese (G
3
) é verificada, ou seja, 

C (X, t) = t .Tx I X 

para todo x em aBr e t em [O, 1] • 
é., se C(:c,t) = t Tx = x para x em 

De fato, se isso n.ão fÔsse verda.de, i. 

'd B e t em [O, 1] , te ri.amos: 
1' 

19 Caso: 
-, · t m - O o que é wn absurdo, S~ t = 0 imp_i,'l,CQ .L:C = X - , 

pois, x estando em aBr' vem 

29 Caso: Se t em [o, 1] 

X I o • 

com t / O, 1, tem9s 
1 

1 
T:r: :: =- x e t 

(Tx, J:c) 
1 

= t (x, J:r;) > 1 lxl 1 

(B.lO.) deste teorema. 

q(jlxllJ, para t I 1, 0 que viola a hipótese 
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t = 1, impUcana C(x, t) = Tx == :e, e x seria um ponto fixo de T em 

0 que é impossíveZ, pois, admitimos no inicio de que T não tem ponto fi:r:o 

em aB • r 
Logo, pelo teorema 6.5., existe wn elemento x1 
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