
ALGUMAS APLICAÇÕES DO AXIOMA DA 

REGULARIDADE NA AXIOMÁTICA DE 

ZERMELO-FRAENKEL

Tese apresentada ao Instituto de Matemática e 

Estatística da Universidade de São Paulo para a 

obtenção do grau de Doutor em Matemática.

Jacob Zimbarg Sobrinho

ZM- T

DEDALUS-Acervo-IME
Algumas aplicacoos do axioma do regularidade na axiomalico de Zermelo-Fraenkel /QA12.T

Z71a
e.2

000 2087

1970



AGRAD ECIMEN TO

Desejo expressar a mais profunda gratidão à 

pessoa que orientou a presente tese, ao prof. Edison 

Farah, da Universidade de S. Paulo.

Talvez seja redundante dizer que oprof.Farah 

muito me influenciou em minha formação matemática: a 

sua sensibilidade estética e o apego ao rigor matemá-

tico foram decisivos para que eu encetasse o estudo 

dos Fundamentos da Matemática. Além desta influência 

científica, cumpre-me ressaltar o aspecto humano: as 

palavras de estímulo que o prof. Farah me dispensou e 

a confiança em mim depositada é que permitiram  a con-

clusão do presente trabalho, o qual foi feito inteira 

me nte sob a sua supervisão e orientação em S.Paulo, a 

partir de 1968.

Gostaria de agradecer ao prof.Newton C.A. da 

Costa, também da Universidade de S.Paulo, que se deu 

ao trabalho de examinar ao microscópio algumas  

ções desta tese, fazendo inúmeras críticas e suges-

tões, levantando novos problemas, enfim, colocando 

sob luz inteiramente nova aspectos que passaram total 

mente desapercebidos ao autor; além  do mais, o prof. 

New ton conseguiu-me transmitir uma grande dose do seu 

entusiasmo para a consecução deste trabalho, bem como 

abrir perspectivas para atividades ulteriores.

por-

0 autor



7

PREFÁCIO

Neste trabalho, estudamos certas questões re-

ferentes ao sistema axiomático de Zermelo-Fraenkel 

(Cf. [l]da bibliografia). Designaremos, de modo siste 

mático, por ZF o referido sistema sem o Axioma da Es 

colha e por ZF + AE, o sistema que se obtém de ZF acres 

centando o axioma em apreço.

Passaremos a descrever os principais proble-

mas por nós tratados.

Em  algumas axiomáticas do tipo Zermelo-Fraen-

kel (como, por exemplo, em [l]) postulasse a existén- 

cia do conjunto vazio. Provamos não ser isto necessá 

rio; porém, evidentemente, foram modificadas as formu-

lações usuais dos Axiomas da Regularidade e Infinida 

de, já que as mesmas fazem uso explícito da existência 

do conjunto vazio. A questão nos foi proposta por Edi-

son Farah.

Em  [4], Edison Farah apresenta uma nova axio-

mática, ZF', da Teoria dos Conjuntos, provando essen-

cialmente que, se ZF for consistente, então ZF1 também 

o será. É fácil ver que ZF' é pelo menos tão forte 

quanto ZF+AE. Nesta tese, demonstramos, diretamen-

são, de fato, equivalentes.te, que ZF

(Êste mesmo  resultado foi demonstrado, por outro pro-

cesso, por Newton C.A. da Costa utilizando métodos de 

[3] e certas relações entre os sistemas de 

Fraenkel e de Bernays-Gõcle 1

e ZF + AE

Zermelo-

(Cf. [l] e [6])) . 0 mesmo

se aplica a um outro sistema proposto por Edison Farah
(ver [3]) .
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Em  [8], Azriel Lévy 

mas de Escolha Múltipla, Z(n) 

natural maior ou igual a l) e

dado um conjunto não vazio C de conjuntos não 

zios, existe uma função que escolhe de cada conjunto 

pertencente a C uma parte não vazia contendo no má  

ximo n elementos. Z(oo) enuncia-se analogamente;a- 

penas não se impõe limite superior as cardinalidades 

das partes finitas escolhidas.

enunciou os chamados Axio 

(n sendo um

Z(oo). Z(n) afirma que,

numero

va -

Lévy demonstrou que Z(n) é equivalente ao 

Axioma da Escolha em ZF, mesmo  sem o Axioma da Regu 

laridade. Construiu, também, um modelo do tipo 

Fraenkel-Mostowski, no qual é válido Z(oo), mas nao 

vale o Axioma da Escolha (e forçosamente não são vali 

dos também os Axiomas de Extensionalidade e Regulari-

dade, este último  na sua formulação comum ).

de

Provamos que, em ZF, o Axioma da Escolha e 

equivalente a Z(od), fazendo uso essencial do Axioma  

de Regularidade.

demonstramos que o Axioma da Es- 

ZF, à seguinte proposição:

Todo conjunto que admite uma ordem total (i= 

e totalmente ordenável), admite também  urna boa or

Finalmente,

colha é equivalente, em

e. ,

dem o

0 resultado precedente foi obtido mediante 

o emprego do Axioma de Regularidade. Conjecturamos
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que este axioma é imprescindível para a obtenção des-

sa equivalência.

Em  nossa exposição, para torná-la mais colo-

rida, empregamos sistemática e conscientemente, di-

versos abusos de linguagem, muitos dos quais são de 

uso corrente na Literatura (v.g., embora em  

não existam classes no sentido considerado, por exem-

plo, no sistema de;Bernays-Gòdel [6], muitas 

nos referimos à classe dos ordinais, á classe univer-

sal, etc.). 0 leitor não terá dificuldade em verifi-

car de que modo se pode formular em  

ciado em que se fazem referencias a classes ou se co-

metem outros abusos de linguagem.

Rigorosamente falando, ZF+ AE é um sistema 

de primeira ordem, ou seja, tem como lógica subjacen-

te um cálculo funcional de primeira ordem aplicado, 

simples, com igualdade (ver, por exemplo, [2] ).

ZF + AE

vezes

ZF + AE um enun-



1 
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§ 1. Terminologia e Notação

Nesta introdução faremos um resumo das princi 

pais notações e convenções, bem como de certas 

a serem empregadas no decorrer da exposição.

noçoes

A linguagem  que utilizaremos não e uma lin-

guagem formal; contudo, alguns símbolos das linguagens 

formalizadas corriqueiramente encontradas na Literatu-

ra serão por nós empregados como abreviações taquigrá- 

ficas. Tais são eles:

— (implica), — (equivalente), A (e) , V 

(ou), — 1 (não), = (igualdade), V (para todo con-

junto), 3 (existe um conjunto), 3!(existe um e ape-

nas um conjunto). Além destes, aparece o símbolo es-

pecífico da Teoria dos Conjuntos, o símbolo de perti-

nência £ . Por comodidade, usaremos o símbolo + para 

denotar a negação da relação de igualdade e £ , a da 

relação de pertinência.

Além dos sinais acima introduzidos, o discur-

so matemático contará com a presença de letras,que se-

manticamente serão interpretadas como conjuntos ou cias 

ses: minúsculas ou maiusculas; gregas, latinas ou gó-

ticas; e afetadas ou não de índices.

símbolosPoder-se-á convencionar que certos 

denotam a mesma  entidade no decorrer de toda exposição

e temos, então, as assim chamadas constantes da teoria:
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o 0 (zero) representará o conjunto sem 

o conjunto vazio e a letra V representara a classe de 

todos elementos ou a classe universal.

ele mentos ou

Outra convenção a ser adotada se refere 

relativizaçáo de quantif icadores . Como exemplo , letras 

gregas minúsculas que aparecerem no contexto 

pensados como conjuntos extraídos da classe dos ordi-

nais (que daqui por diante denotaremos por 

precisamente, se F for uma fórmula da Teoria dos Con 

sempre que aparecerem expressões do tipo

a

serão

OR), Mais

(1)juntos

3 a F(a) V OCF(a) ,ou

leiam-se elas como

3 a (a € OR a F(a) ) e V ct (a c OR —- F(a) )

a € OR é e 1 i -respectivamente. Notar que a expressão 
minável, podendo ser substituída por qualquer formula

que define ordinal (v. [5]

Para que se aumente a clareza do texto, intro 

duzir-se-ão as definições que servirão de abreviações

(1) Fórmula do cálculo funcional de primeira ordem a- 
plicado, simples, com igualdade e tendo como úni-
co símbolo relacional específico €. .

(2) Cump re-nos assinàlar aqui que outras expressões 
envolvendo símbolos denotando classes sao tam 
bém elimináveis, podendo, 
mo no contexto de uma teoria de Conjuntos sem cias 
ses próprias: assim

pois, serem usadas mes-

xdV (x perten 
ser substituída

a expressão
ce a classe universal) pode 
3 y(x£ y) , x = V (x

por
é igual a classe universal) 

x è x, etc.se substitui por
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sugestivas de expressões que aparecem com relativa fre 

quencia. Aproveitamos a oportunidade para exibir as 

mais usuais, ficando porém a legitimidade de algumas 

delas somente assegurada como consequências dos axio-

mas da teoria. Limitar-nos-emos, pois, tão somente a 

introduzir definições, sem a menor preocupação de se-

rem as mesmas justificadas ou não, o que ficará pospos 

to para depois:

deve ser lido como Mx está contido em  Aw, 

significando que todo elemento de x o é também de A.Em 

símbolos,

x Ç A:

V y (y €. x — y € A )x £ A 2
def

X = U A: ler-se-á como "X é a reunião de 

significando que os elementos de X são aqueles e so-

mente aqueles que pertencem a algum membro de A.. Em

AI1«

outras palavras:

V y (y e X —X = U A = 3 z(y e z az e A))
def

x = HA : ou "x é a intersecção de AM sigr .fi-

cando que x é constituído pelos elementos comuns aos 

mem bros de A se A e não vazio ou x é a classe univer-

sal em caso contrário.

Vz(zeA — - yez)).o,fx = n a = e x

x - 'p y: leia-se Mx é o conjunto das 

Queremos com isto dizer que x é constituído 

por todos os conjuntos contidos em y, ou seja:

(x e V a V z (z £ y — zQx))e

partes

de y".

)p y =x
def
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Outras definições serão introduzidas no decor 

rer da exposição, na medida das necessidades.

Mediante definição contextuai, faremos uso das 

assim chamadas descrições, cuja introdução e feita a- 

través do operador 2 (iota). Vejamos como se intro-

duz uma descrição: suponhamos que F(X;c^ ... n 

ja uma formula em que a variável X .possua 

cias livres; suponhamos, ainda Tnais., teníha sido 

monstrada a lojnmoaiba

c ) se-

ocorren-

de -

31 X F(X; c )

Pode-se, então, considerar dai por diante o

termo

2xF(X; C )• • i n

como denotando aquela classe X que satisfaz a formula

cl’ • * ' ,cn*

Seja F(x;c_,.... c ) uma fórmula e suponhamos 
1 n

ter sido demonstrado que

3! y [y£V A Vx[ x.íly —

F, mantidos fixos os parâmetros

iFv(x,; cc .̂, . . • i

Então, o conjunto y de todos os elementos x Tfcaifas que 

c ) (ondeF(x; pensados 

de -

devem serC1 ’ * # ’ Cn
como nomes de conjuntos fixos ou parâmetros) sera

• i n

notado por

{x . F(x, c ,̂ . . . ,

É claro que a notação que acabamos de introduzir é abre 
viação do seguinte termo:

c ) } . 
n f



15

<=„>]>•l y (y & v aVx[ F(x;x e y , . . • »

Faremos, a seguir 

noção de aplicação bem como dos conceitos que lhe são 

correlatos. É clássico considerar-se uma aplicação co 

mo um conjunto de pares ordenados satisfazendo a cer-

A maneira ma  is comum  de se 

e devida a Ku-

um ligeiro retrospecto da

tas condições adicionais, 

introduzir o conceito de par ordenado

No entanto, qualquer definição de par orde 

nado deve satisfazer âs seguintes condições:

ratowski.

[x,yeV —  ̂3 z (z = < x,y> ) ] , 

(2) V x , x ' , y, y ' [<x,y > = < x1 ,y»>

(1) V x,y

x=x’A y=y*].

Pela notação <x,y> estamos designando o par ordena-

do de x e y: x será o primeiro e y o segundo elemen 

to do par <x,y >. É claro que (2) garante que esses 

elementos são univocamente determinados e assim a ter 

minologia dada se justifica.

A definição de par ordenado de 

tiliza a noção de binário de x e y que é o conjunto:

Kuratowst- : u

= j\.} = (t ; t{ x V tx,y
def

x= y, esse binário será mais suges 

o conjunto unitário de x (ou

No caso de termos

detivamente chamado de 

y); a notação será

x}.{x}={x,xj=jt:t
def
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Uma  vez estabelecidas estas noções, a defini-

ção de par ordenado será

(Kuratowski).Oc,y> =
dof

Seja f£V. Diremos que f é uma relação 

funcional ou aplicação se

(1) \/z[z£f —  3x,y (z = < x , y > ) ]

(2) V x ,y, y' ;[ <x*y> £ f a <£ £ —* •1-w = y

O conjunto dos primeiros elementos de pares 

ordenados que compõe uma aplicação será seu domínio:

{x : 3 y (<x,y> £ f) } ’dom f
def

o conjunto dos segundos elementos será o contradomínio
u

da mesma; assim, se f denota a relaçao oposta a

<y , x > £ f) ) , usar- 

se-á a notação bastante sugestiva para o contradominio 

que economiza a introdução de símbolos novos:

f
f def ^X’y ( <x-y > €. g(i .e.

o

\r-- 3x ( < x ,y > £ f ) |.'dom f
def

Sendo f uma relação funcional, x £ dom f e A 

uma classe qualquer, teremos as seguintes notações:

d=f ^y ( <X’y> £ í),f x

{y : 3 x(x £ A a y = f *x)f A
def
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f*Af *x será o valor que f assume em x e 

gem de A por f. Observamos que a notação y = f*x 

per si já implica que x€ domf mas f*A nao força es-

tar A £ dom f.

sera a ima-

de

u

Se dom f = x e dom f£A, a notação

f € X A

significará que f é uma aplicação de domínio x cora 

valores em A. Em particular,

dom  f yf £

forma elegante de se dizer que f é uma aplicação.e uma

§ 2. 0 sistema axiomático ZF.

Compõo-se o sistema axiomático ZF 

axiomas e um esquema de axiomas.

de

Tais são eles:

Esq uema da Substi 1. u_lção :

c ) uma fórmula na qualSendo F(x,y;C|i **
as variáveis x e y possuem ocorrências livres e tal 

que a variável b nao possui ocorrências livres em F,'' 

a seguinte formula faz parte do esquema (sendo portan-

to um dos axiomas):

• » n
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Vx 3JyF(x,y;c1, ... ,c) __,,.Va3bVy (yE.b ' n 

- 
Axioma da Extensionalidade: 

VA,B (Vx(xE:A- xE:.B)-.... A= B). 

Axioma da Reunião: 

Vx3yVt (tEy - 32: (t'-z" zE:x)). 

Axioma do Coin,j,111,mt@ ,das Pa rt.e s : 

Vx3y\/t (tfy -- Vu(uE.t __. u c x l ) . 
. 

Axioma da Infinidade: 

31 (3x(xe:I)A'v'x (x€.I - 3y(xf.y/\ yEI))). 

Axioma da Regularidade: 

V A ( 3 X ( X E. A ) - 3 X ( X €. A /\ V y ( y E., X - y 4 A ) ) ) 

Observaçoos:: 

(1) A fórmula F(x,y; c
1
, .•.. 1,,c) que apare 

n - 
ce no esquema de Substituiçijo, pode possuir ocorren- 

cias livres de variáveis outras que , . 
x e y; as uni- 

cas qu~ o fazem devem no entanto figurar entre as 

vari&veis c1, ... ,cn e ser~o referidas como par~me- 

tros. Os parimetros devem intuitivamente ser pensa- 

dos como nomes de conjuntos mantidos fixos através 

do argumento (sendo a fÓnmula F'(x,y; c
1
, ... ,cn) cons 
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truida a partir dos mesmos e dos slmbolos primitivos 

da Teoria). A melhor imagem que o autor encontrou dos 

parimetros e a de que eles deve ser considerados como 

constantes provisorias. 

(2) A c o nd i c a o imposta a fornmla F' no Es- 

quema da Substituic;io seri mais sucintamente chamada 

de "y · . - un i v o c i da de restrita de F": 

Vx 3yF(x,y;c
1
, ,c

0
)" Vx,y,y'(F(x,y;c1, ... ,c0) 

/\ F(x,y' ;cl' ,cn) - y = y'). 

Sendo x c a , o un i c o y t a I que F(x,y;c1, ... ,c0) estara 

na F-imagem de a e ye O F-valor de x. Com esta termi- 

nologia, o Esquema da Substituic;io ler-se-i: 

Se F for y-uni v o ca em sentido restri to e a 

um conjunto, entao existe o conjunto F-imagem de a. 

Observar que a y-univocidade de F e somente 

exigida para a interpretac;io dos parimetros do contex- 

to e nio para todas as interpretac;oes possiveis UuG 

mesmos. 

(3) Notar que a formulic;io dos axiomas nao 

Pre~Supoe de modo algum a existencia do conjunto va- 

zio. Os unicos conjuntos cuja existencia e explicita 
e diret - ·uo amente implicada pelos axiomas sao os conJ - 

tos d d A a os pelo Axioma de Infinidade e mesmo estes con- 
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juntos não possuem  obrigatoriamente o vazio como 

bro.

mem-

consequencias 

A primeira delas será o utilis

Passaremos agora a derivar as 

imediatas dos Axiomas, 

simo esquema Jque assim se enuncia:

Sendo F(x;c^,...,c^) uma fórmula na qual as 

únicas variáveis possuindo ocorrências livres

e sendo b uma variável 'distinta de 

-a ;s*e igual inibe {Eomnuiala

sao

xX 1 ? • • • * cn
e dos parâmetros faráci” ■ • ) cn'1
parte do esquema.:

Va[3 c ) ) — 3 bVx [x£b -x (x£ a A F'(x ;e^ , . .

x £ a A F (x;

• i n

••’Cn)]] ■Cl’-

Em outras palavras, se fixados parâmetros , cC11
existir x € a tal que F, então será possível separar

n’• i •

a parte constituída pelos elementos de a satisfazendo 

Referir-nos-emos a tal esquema como o Esquema de 

Separação das partes não vazias ou

F.

ES

c ) uma fórmu- 

xQ£a tal que 

x ) a fórmula dada por

Demonstração: Seja F(x;c^,.. 

la, a um conjunto e digamos que exista 

Seja G(x,y;c1,..

(F(x; c^ , • . •, c ) A y=x) v (—. F(x; c^ , . .

• i n

F. • j c n o

c ) a  y = x ) . n o• i

c ) e pela n
con-

Segue claramente que V x 3 ! y G(x ,y; c^ , . . 

aplicação do esquema de Substituição, obtem-se o
• ?

junto b com as propriedades desejadas.
QED
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Teorema 2.1: Sejam u,v conjuntos quaisquer, 

f uma aplicação, z o primeiro elemento de um par 

f e X um conjunto ao qual z pertence, 

conjuntos existem :

de

Os seguintes

(a) {u,v} < u , V >
o

e dom  f

e

(b) dom f , f

(c) f 'z f *X.e

Dividiremos a demonstração desse teore- 

Primeiraniente demonstraremos

Demonstração :

ma em duas partes, 

existem conjuntos cora ma is de um elemento e depois exa

que

. minaremos os casos supra citados.

31 3a,b [a, b € I A a + b] .Lema 2.1.1:

Demon stração: Seja I qualquer conjunto dado 

Axioma de Infinidade. Temos então:pelo

I nã o é vazio,(a)

Vx [x ei —  3 y (x £ y £1) ] .(b)

Seja a um elemento de I (o qual existe devido

Reciocinando pelo método de redução ao absurdo, 

vamos supor que a é o único elemento de I. Por (b), 

] y (a £ y U) e como I possui apenas um elemento 

gue-se que o elemento y tal que a £ y € I é a. Donde

a

(a))

se-

a £ a

Pelo Axioma de Regularidade,

3 x [x £ I AVy [ y£ x 4 I]J .—  r
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Isto quer dizer que I possui um elemento que e disjun- 

Èsse elemento somente pode ser 

e a é disjunto de I, portanto

a fe IOra,to de I. a .

a 4 a •
A contradição aparece devido ao fato de havermos 

posto I como sendo o conjunto unitário de a»

su-

QED

A existência dos conjuntos mencionados 

casos (a) - (c) do Teorema 2.1 pode ser obtida espe-

cializando-se o Esquema da Substituição as seguintes 

situações:

nos

(a) As fórmulas F , F onde o 

qual se substituem os elementos é qualquer conjunto I 

satisfazendo às condições do Axioma de Infinidade (o 

sentido do símbolo = é óbvio)•

conjunto do

F(x,y*,a,u,v) = (x ± a a y = u) v (x^a a y = v) . 

F2(x,y;a1u,v)= (x + a A y = {u\ ) v (x = a a y = {u,v) ) .

É claro que estamos supondo que a 6 1, Obtem-se assim 

os conjuntos |u,vj e <u,v >, respectivamente, e pa-

ra demonstrá-lo, precisamos fazer uso do Lema 2.1.1.

(b) Às fórmulas F„, F„ e F^, onde o conjun-
3 4 5

to do qual se substituem os elementos é a aplicação f: 

F^(x,y;z) s 3u, v(x= <u, v > a  y=x) v (-, 3u,v(x= <x,y >)

A y = z), da qual se extraidom f;

L I
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F4(x,y;z,f) = 3u,v(x= <u ,v >a y= <v,u >)v (—> ]u,v 

<u,v >)a  y = 3w
o
f; e finalmente

Fj_(x,y;z,f)= 3u,v(x= <u,v> a y=v) v (— » 3u,v

(x=<u,v>)a y = Z (< z,w> £ f))
w

(x= ( t = <W  , Z > A < Z , W  > e f)),

obtendo-se

que produz dom f.

(c) Para se demonstrar a existência de f*z,

dividir-se-á o procedimento em duas etapas. Na primei 

ra, aplicaremos o esquema de Substituição no caso es-

pecial de termos a fórmula Fg, sendo o conjunto do

qual se substituem  os elementos a aplicação f.

Fç(x,y; z, f) = x = x a 3u (<z,u>€.fA y = u).

É fácil verificar que desta maneira obtemos o conjunto 

7u(<z,u>€. f). Num a segunda etapa,apli 

ca-se o axioma de Reunião ao conjunto ^y  ̂e tira-se 

então que f°z 

cação f, existe o valor f°z que f assume no con-

junto z pertencente ao dom f.

Terminando o Teorema, seja X um conjunto ao 

qual pertence um elemento do domínio de f (em parti-

cular, podemos tomar z como sendo este elemento). De 

mon.atremos que a imagem de X por f é um conjunto. 

Basta substituir os elementos da intersecção do dom f 

com X pelos elementos y que são correspondentes de x 

pela seguinte fórmula:

F^(x,y; f,z) = (xe dom f a y = f’x)v (x ^dom f A y = f'z). 

Mas notemos o seguinte: precisamos mostrar ainda que 

a intersecção do domínio de f com X ó um conjunto.

onde y

Portanto, para toda a apli-
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caso de se ter a formulaIsto sai do ES *0 00

F0 (x; dom f) = x £ dom f .8

Separa-se então a parte de X constituída pelos elemen-

tos que estão no dom f e isso é possível 

zcX.

virtude deem

QED

Para terminarmos este parágrafo, façamos algu
1ingua-■as observações relativas a alguns abusos de

no enunciado do Teorema 2.1)gera. Quando dizemos (v.g. ,

que "o conjunto x existe", o que queremos dizer e que
c pode-se npara uma dada fórmula F e conjuntos ci ’ • • • »

provar que

lu [u£V a Vy [ y ••1cn)]] •£ u F(y;x = v-
Podemos também referip-nos a esse fato dizendo: 
junto

"o con

(y: Ffy; C1.......... Cn) )

existe" ou
(y: F('y;

Por exemplo, no caso (a) do Teorema 2.1 

seguinte proposição:

t = u Vt - v] .

não deverá encontrar dificuldades para

estamos

que tais e tais conjuntos exis

• ,,Cn) }v-
e um conjunto, 
estávamos provando a

3 1 w Vt [t

Enfim, o leitor 
precisar 

provando 
tem.

V u, v £ w

em todos os casos (a) - (c) o que
quando dizemos
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§ 3» A existência do conjunto vazio

Como  já havíamos anteriormente observado, os 

Axiomas de ZF não pressupõem a existência do conjunto 

vazio. Usualmente na Literatura, o que se faz para 

se derivar que OeV é, ou postular diretamente a e- 

xistência do 0, ou embutir o 0 no conjunto fornecido 

pelo Axioma de Infinidade, ou ainda não exigir no Es-

quema de Substituição que

V X 3! y F(x,y; c ) .c  ̂, . .

No lugar do Esquema de Substituição, colocaríamos,por 

exemplo, um esquema do seguinte tipo:

• ? n

[HV X,y,y c )Cn^ A F^x,y'’

V a3 bVy [ y£ b

[ x e a A F(x,y;c1, . . . ,cn>]] .

x,y;c1,...,

y = y']

C^ , • • • 1 n

3 x

fà-A existência do conjunto vazio ficaria 

cilmente assegurada tomando-se para F no Esquema de 

Substituição, a fórmula

x 4= x A x = y.

Quando, porém, eliminamos essas alternati-

vas, a existência do conjunto vazio talvez não seja 

tão imediata. A substituição de elementos através de 

nosso Esquema é, por assim dizer, estrita, isto é,da-

do um conjunto não vazio, após cada uso de um  dos Axio
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mas do Esquema de Substituição, os elementos do 

junto

junto resultante continua sendo não vazio, 

que todas as operações fornecidas pelos Axiomas, 

geral não produzem o conjunto vazio.

Bem, para se demonstrar que 

te autor fez uso do Axioma de Regularidade e nossa con

con

ficam substituídos por outros elementos e o con

É fácil ver

em

0 £ V, o presen-

jectura é que o mesmo e absolutamente necessário nes- 

Este problema nos foi proposto por Edi-te projeto, 

son Farah.

Antes de iniciarmos a demonstração, daremos 

algumas definições que são úteis nas considerações a 

seguir:

Definição 3.1: Seja x um conjunto. As expressões 

guintes servirão como definições:

se-

= def-3y (y£x)

3 y (y € x) .

x = 0

x * 0 "def

Observemos que o símbolo 0 que em inúmeros 

da Literatura denota o conjunto vazio não tem signifi 

cado isoladamente nesta tese. 0 que se tem e a 

pressão x = 0 ou x + 0 consideradas em bloco; como 

já vimos, o símbolo denotando o conjunto vazio 

constante 0.

textos

ex-

e a

Ainda dentro desta definição, se x e y fo-

rem conjuntos quaisquer, colocaremos.
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x H y = 0 — • 3 z (z £ x A z £ y)
“ def

x 0 y + 0 (x n y = 0) .
def '

A primeira expressão será lida como x é dis.junto de y. 

É claro que se 0 £ V, então

= 0 —  fl {x,y} 0.x n y

No que segue, I denotará um conjunto,mantido 

fixo, e satisfazendo as condições do Axioma de Infini 

da de :

(1) 1+0

(2) Vx [ x £ I — ► (x £ y € I) ].3 y

Definição 3,2: Seja X uma parte de I. 
iremos associar o conjunto denotado por 

finido pela seguinte expressão:

A X, 

X+ que é de-

a (x £ X v X n (I « X) = 0)\X = : x £ I

X ± I.no caso de

IX

no caso de ser X igual a I. A expressão I ~ X es-

ta designando o conjunto

4 X }(x:X £ I A

e está definida somente no caso em que I ~ X + 0, ou
seja 3 x(x£lAX+ X).
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Cum pre-nos assinalar que a existência do con 

se justifica aplicando-se o ^0, o Axioma  

I 4= 0* Passamos

junto X+

de Regularidade e mais o fato de que 

agora a enumerar algumas consequências imediatas 

definição, cuja verificação ficará a cargo do leitor:

ES

da

Teorema 3.2:

(1) Vx [xí I — X £ X+ £ I ]

(2) VX [xg I — X£ X ]

(3) V X, Y [ X£Y£I —- X+£Y + ]

= I: VX [X l] •(4) I + = X+ —— X

Notemos que a operação que associa o conjun-

to X+ ao conjunto X^I está definida para todas as 

partes de I. Caso estivesse demonstrada a existência 

do conjunto vazio, poderíamos, em particular, aplicar 

-f"-aquela operação ao 0 e neste caso obteríamos o conjun 

to dos elementos de I que lhe são disjuntos.

Ora, a existência de tal conjunto está asse-

gurada (pelo ES,0, o Axioma de Regularidade e mais a 

hipótese de que I 4= 0) , independentemente da existên-

cia ou não do 0. Por abuso de notação, ainda denota-

remos tal conjunto por 0+ e temos, então, a seguinte 

definição:
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Definição 3.3:

*}•= (x: x €. I a x n I°+
Definição 3.4: Seja P(f) a seguinte fórmula:

dom fP(f) = dom f A dom f í "Jp I A 0+ C dom f Af edef

VX [ X £ dom f — X+ £ dom f V f 'X = 0+]a  Vg [g£fA

—«- X+€.domgVf‘X=0+]-^Vx [0+ £ dom g A X € dom g

= f ].&

Uma  primeira observação é que

{<0

3 f P(f). 

0+>}.

Basta tomar

f + i

A seguir, verifica-se que

Vf [P(f) — fejfiPiPiPíJ.

Portanto, pelo ES,£0 existe o conjunto

{f : P(f)] .P

Teorema 3.5: Vf £ P Vx,Y£ dom  f [xSYvYSx].

Em outras palavras, a relação de inclusão res 

trita a pares de elementos do domf (sendo f£P) é 

uma relação de ordem total.

Dem onstração: A prova do Teorema será subdi-

vidida em vários Lemas. Estaremos sempre supondo ser 
f um elemento de P.=
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0+ £ X ] .Vx [x £ dom f —Lema 3.5.1:

Prova: Seja gGf a função definida por

{ : 0+ C x].<X, f *X >g

É claro que 0+G dom g. Por outro lado, se 

X  ̂dom g e f * X  ̂0+ , então X+ G dom  f e 0+ í X Q  X+ . 

Portanto X+ £ dom  g e pela minimalidade de f, g=f. 

Isso prova o Lema.
QED

Lema 3.5.2: Seja X um elemento do dom f 

satisfazendo à seguinte condição:

Vy [ytdom f AÍÍX-* Y+ £ X ].

Então,
Vy [y  Ê dom f —- Y £ X VX £ Y 1.

Demonstração: Seja g 9 f dado por

= { < Y , f * Y > : Y í X v X+Ç Y>.g

SejaPelo Lema 3.5.1, 0+G X

agora Y G dom  g tal que 

que Y+€ domg, teremos  

tos:

e portanto 0+ G dom g. 

f*Y ^ 0+. Se demonstrarmos

f. Verifiquemos os fa-g

(1) Y+ e dom f

Claro, pois feP, Y £ dom f e f*Y ^ 0+.

(2) Y £ X v X G Y .
+

Segue do fato de YGdomg.
+
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Examinaremos as tres possibilidades, que 

as únicas possíveis, tendo-se em vista (2):

sao

Y  ̂X: então, pela hipótese feita sobre X, 

Y Ç x.

Caso (a)

+

Caso (b) Y = e a fortiori X Ç Y .= XX: segue que Y+
+++

Caso (c) X Ç Y: YÇY  , por transitividade 

X Ç Y .

con-como
+

clui-se que
++

De qualquer maneira, o que se prova e que

Y ç X v X ç Y
+++

Y+ e dom  g e portanto f =o que acarreta g-
QED

Lema 3.5.3:

Y £ X ] .V X, Y [ X,Y £ dom  f A Yf X — *■
* +

Demo nstração: Seja 

| < X , f ‘ X > : V Y [Y£ domfA Y|X

Novamente, g9f. Pelo Lema 1
çao vazia. Seja Xe dom g tal que f*X  ̂0 . 

que X+ £ dom  g e para terminarmos a demonstração,

Mas esta afirmação será de

]}•Y 9 Xg = +

0+C domg por implica-
Segue 

ve-

rifiquemos que X+e dom g. 

monstrada se e somente se

Y Ç X ] .
+ +

V Y [ Y £ dom f A YC  x
* +
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Y £ dom f tal que Y c x .r +

dom f satisfazendo as condições

Como XSeja pois 

elemento do 

Lema 3.5.2, temos

do
e um

somente as alternativas

X ç Y.YÇX ou +

A última  delas é impossível pois estamos supondo 

Examinaremos os dois casos:

que

Y c X . 
^ +

Y Ç X; logo Y^Ç X QX+ 

Y C X .

Caso (a): e por transitivida-

de ,
+ +

Caso (b): Y = X; portanto Y+ 
Y £ X .

X e a fortiori
+

+ +

De qualquer forma, se 

e o que se tem é

X £ dom g A f 0 X £ 0 então Y Q X
+ +

e = f •
QED

Estamos em condições de demonstrar o Teorema 

Seja feP e Xedomf. Pelo Lema 3.5.3,3.5. tem-se

V Y [ Y £ dom f Y £ X ] .a  Y £ X
+ I

Combinando este fato com o Lema 3.5.2,tem-se í
V  Y [ Y £ d om  f Y£ X v X £ y  ].

f

íMas X £X+, e portanto

VY [ Y 6 dom f — - Y £ X V XG yL

t

:
I

QED :
:■

?
:

f
I
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Definição 3.6: Se.ja Q(f) a seguinte fórmula: 

P(f) a f = f a I i dom  f a V X [X,X t dom f —

(f ' X ) = f • X ] .
•1- +

Podemos provar que 3 f Q(f) . Basta tomar f corno sen-

A f im de ver if i car aie a cunçã o 

tisfaz à fórmula 0, um dos passos necessários ó mos-

trar que 0+ £ (0 ) ,. Suponhamos, então, que 0+=(0+)+. 

Pela parte (4) do Teorema 3.2, tem-se que 0+ 

mo I 4 0, podemos tomar x€l. Pelo axioma de Infinida-

de, é possível encontrar y tal que x£y€l «Segue pois 

que y fi I 4= 0i já que x pertence a esta intersecção. 

Da definição de 0+, tem-se pois que y 4 0+ e portan-

to yi 1, o que é uma contradição.

Um  outro fato imediato e

V f [ Q(f) —  P(f) ] .
Sstamos pois em condições de aplicar o SS  

específico de termos a fórmula Q(f) e o conjunto P, 

obtendo-se, pois, o conjunto denotado ainda por Q:

Q = (í: Q(f)} •
Demonstremos agora o importante Teorema:

Teorema 3.7: Seja feQ. A relação de inclusão 

restrita a pares de elementos do dorn f é uma boa ordem.

Q(f) s def

do sa-

I. Co-

:io caso40

Demo nstração: !3m vista de QçP, segue do Te o 

inclusão restrita a pares de eleraon-ro ma que a

tos Q  é uma ordem total.Resta-nos provar que todo sub-
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conjunto não vazio do domf possui elemento minimal 

em relação à inclusão. A demonstração será subdividi 

da em lemas, em todos eles ficando admitido que f é 

um elemento arbitrariamente fixado em Q.

Vx[f‘x = 0+ — - X+£ dom f ] .

f'X =

Lema 3.7.1;

Dem onstração: Suponhamos que 

f£Q,

0+ e

X+ £ dom f . ComoX,

(f‘X+)+ = f*X = o+ .

Sabemos que f°X+ C dom f (já que f = f e portanto 

f * X+ £ dom f = dom f) ; logo 0+ Q  f * X+ . Ora ,

0+ÇfX+Ç(f'X+)+ = f‘X CU .

Segue daí que 

f = f) e f'X = 0+,

f é bijetora(já quef °X+ = o+.
tem-se que

Como

f8X = f8X + ’

e portanto, X = X+. Pela parte (4) do Teorema 3.2,

X = I, logo I € dom f, o que contradiz a hipótese de 

f£Q (vide definição de Q) . A conclusão 

X+4-domf então se impõe.

de que

QED

Lema 3.7.2:

V X [ X € dom f a X ± 0+ —  3 Y [ Y £ dom  f A Y+ = x] ] .

SejaDemonstração:

v 3 Y [y £ dom  f A Y+ = X ] }.{ <X,f'X > : X = °+g =
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É claro que gç f. Mais ainda, 0+€ dom g. Seja 

X £ dom g tal que f*X ^ 0+ . Então X+£ dom f, pois

satisfaz à condiçãof € P. Logo, x+

3 Y [ Y £ dom f a Y+ = X+] ,

bastando tomar Y como o próprio X. Segue daí então que 

X+£ dom g e portanto f.S QED

: Vx [x.X £ dom f 
— 1 +

f‘X ÇfxlLema 3.7.3 +

Demonstração: Sejam X e X+ elementos do

f*x M •+
f£Q, logo f = f e portanto f*X£domf, e pelo Le-

ma 3.7.2, para algum Y £ dam f e Y =
u

de f ser igual a f, podemos escrever

dom f . MasPelo Lema 3.7.1., sabemos que

f'X.Em vista

f * Y = X.
+

Segue, então, que

X = (f * Y ) = f ’ Y. *
+ + +

0 fato de que f*X Ç f * X é então óbvio pelas seguin-

tes fórmulas:

f‘X = f * f * Y = Y £ Y = f'X.
++

QED

Vx, Y [x, Y £ dom f A X£Y —  í ”YÇf *x].Lema 3.7.4:

Dem onstração: Seja X um elemento do dom  f (que 

seréí mantido fixo) e consideremos a função g dada por

= {<Y,f‘Y> : Y % X v f’Y ÇfX}.6
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É claro que se g existe, g Çf . A existência

de g ficará, contudo, assegurada somente apos termos 

provado, que 0+ £ dom g (neste caso a formula que defi 

ne g é satisfeita pelo par <0+,fc0+> e portanto es

tamos em condições a aplicar ES,.

f "0 ç f “XSe o elemento fixo X = 0 , então

<0 ,f°0 > G  g. Se X £0 , 0 Ç X pelo Le 

ma 3.5.1. Ainda nesse caso a conclusão é a mesma. Por

e portanto

tanto 0+ £ dom g.

Seja Ye dom g tal que f°Y^0+. Então 

Y+ £ dom f (pois f£ P) e para terminar a demonstração, 

precisamos mostrar que Y+£ dom g. Como Y £ dom g,

Y 9 X v f ° Y Qf'X,
*

Se Y^ X, pelo Lema 3.5.3 

Y+^X., Y+£ dom g. Se

fCY Çf*X

Y ç X. Setem-se que

f*Y = f°X e a fortioriy+ = x,

o que ainda mostra estar Y+ em dom g. De 

qualquer forma, Y  ̂X — ► Y+£ dom S* Agora, se 

f'Y£f°X, teremos, pelo Lema 3.7.3, que

+

f *Y £ f’YQf*X,+

já que Y e Y+ pertencem ao dom f. De qualquer forma, 

conseguimos provar que Y+ £ dom g, i.e.,

Vy [ Y € dom g A f °Y + 0+ — Y+ dom g ] ,

o que implica ser f = g, o que termina a demonstração 

do lema.

OED
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Vx [x £ dom f —  X £ f *0 ] .
+

Lema 3.7.5:

Demo nstraçã o: Seja X £ domf . Em  consequência

de dom f = dom f ,

[Y £ dom f a f*Y = X ] .3 Y

f*Y = X. PeloSeja Y um elemento do dom f tal que 

Lema 3.5.1, temos que* 0 Q Y e portanto pelo Lema

3.7.4 , f ’YÇ  f *0 . xsfo .Logo

QED

Lema 5.7.6: VlJl [jZi ±m. Ç  domf —

Demonstraçã o: Sabemos que, sendo UL um subcon 

junto de um conjunto totalmente ordenado, é também to-

talmente ordenado pela restrição da relação de inclu-

são a pares de elementos de (J\ .

Portanto, dizer-se que U Ol £ U\- 

que dizer que uv. possui elemento maximal.

Suponhamos que tal não seja o caso., i.e. .

e o mesmo

Vxeui 3 Yta , X? Y.
T

f*0 , pelo Lema 3.7.5.É claro que

Seja

= {<x,f°x> : 3 y  e ui, xçy}.

Temos que g-f e mostremos que € dom g. 

Sendo ui ^ 0, 3Y (Y€.ui). Para tal Y, 0+ç Y pelo Le-

ma 3.5.1. Logo 0+£ dom g.

S
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i
Suponhamos que X€dom  g e f* X  ̂0+. Segue en 

tão que X € dom f (pois f €. P) e X está incluído 

algum elemento de w- . Com o (A. não possui elemento ma  

ximal e é totalmente ordenado pela relação de inclu-

são, então existe Y tal que

!
em

X % Y £ uv .

Pelo Lema 3.5.3 segue que

X çyeoi ,

ou seja, X+6 domg. Segue daí que g

<j
Bem, como f = f, f’0+e dom íf = domg. Pelo 

que acabamos de mostrar, existe Y e dom tf tal que

f.

f *0 '9 Y ■£ (A .
+

Pelo Lema 3.7.5, Y<=f'0+, o que implica f*0^

Mas como foi estabelecido acima, f*0+4 ^ e chega- 

se portanto a uma contradição. Logo U = (Jl.

= Y£tA,

QED

Finalmente estamos em condições de provar o

Teorema 3.7.

Seja ir um subconjunto não vazio do dom f . Se

= (f'X : xcfr}.Ul

Sendo <Jl ± 0 e (A ç dom f, segue que 01 possui ele 

mento maximal pela relação de inclusão.

onde X £̂ fc- . Mostremos que 

Ora, seja Y £ ir . En-

tão f°Y^f°X , pela maximalidade de f°X . Mas f = f o ’ 1 o

Denotemos

f *Xtal elemento por 

X é elemento miniinal de tr „
o’

o
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f9(f#X )Ç f*(f*y) ee pelo Lema 3.7.4,

X c y.o~ *

portanto

QED

Daremos agora a definição do conjunto õ) que 

para as nossas finalidades, desempenhara a mesma  fun-

ção do conjunto dos números naturais.

0 conjunto (D é definido pe-Definição 5.8:

la seguinte fórmula:

= x] }.W = (x: 3f [f£Q Af°0

existênciaCom o de costume, precisamos justificar a

Ela decorre dos seguintes fatos:deste conjunto.

tú  ̂ , pois {_ < 0+ , 0+> } €. Q(1) e portan-

to 0 £ a) .

(2) 0)  ̂JPI, já que todo elemento satisfa-

zendo à fórmula que define Cú está no contradominio 

de alguma função de Q e sabemos que o contradominio 

de qualquer destas funções é constituído de

segue que 0) existe.

po

de 1. De (1), (2) e ES ±0’

goza das seguin-Teorema_5.9: 0 conjunto d)

tes propriedades:

(1) 0 £ (D.+
(2) V X [ X ê. uj —- X £Õ) a x^X

+

(3) Voi[ui£cõ A 0+ £ (A A V X [x €. UI — X €. ir ] —

].* +

co ]ui =
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Demonstração de (l): Basta observar que 
{ <0+, 0+> > ÊQ

e olhar para a definição de 0) .

Dem onstração de (2): Para provarmos (2), va-

mos introduzir uma definição e logo após provemos uma  

série de Lemas.

Definição 3.10: Seja f uma função de 

Definiremos o conjunto f+ pela fórmula abaixo:

f =í<x,(fx) > : Xtdomf }ll í <(f’0 ) ,0 >\.

Q. i

Ma is uma vez, precisaraos justificar a existência 

f+ e isto se faz aplicando-se o Esquema de Substitui 

ção no caso particular em que se tem a fórmula

de

3 u,w [ x = <u,w> AW £ ^ I A y = < u , w+ > ] .

Naturalmente, o conjunto do qual se substituem os ele 

mentos é f. Desta maneira o^tém-ee <o conjunto 

se designara por A e dado por

q ue

A = { <X,(fX) > : X € dom f } .

Se chamarmos de B o conjunto { <(f*0+)+,0+ > j

qual certamente existe pelo Teorema 2.1), então é fá 

cil demonstrar que f =U(A,B\ e assim a existência 

de f encontra-se amplamente justificada.

(o

Lema 3.9.1: Seja f uma função de Q. Uma das 

alternativas abaixo é, então, válida:
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l<0+-0+>}(i) , ( 0 ) > , < ( 0 ) , 0 >\. + + + + + + Jf+ = {f = <0e

ou

f + {<0+’°+>} 

u (<ot,(fot)t> ,

í <Y , f ' Y > : Y £ dom f V 
l + +

< (f *0 ) ,0 >\.

{<0+’°+>} 

í<0 ,(0 ) > , <(0 )
l + + + +

Suponhamos que f£Q e f 4=-^<0+,0+> j. Nosso

meiro passo será verificar que o conjunto
í <Y , f * Y > : Y £ dom 
1 + +

(ii) fe í U+

, é claroDemonstraçã o: Se f

que °+>}.f

pri-

existe.

f 4= |<0+,0+> j , tem-se que f*0+ 4= 0+. 

Isto porque, estando f em P, não existe nenhum gcf

f °0
+ +

3 Y [ Y,Y £ dom f a Y = f-0 J .
+ + +

(y : Y,Y £ dom f ] * 0

e portanto existe, pelo ES  

car que o conjunto

Como

tal não se daria. Pe-ta 1 que g £ Q; caso 

lo Lema 3.7,2,

0

Logo

É fácil agora verif-

{ < Y,jT Y > : Y,Y+ £ dom f } 

também existe, já que este conjunto provém de

(y : Y,Y £ dom f}

pela substituição de Y por <Y,f°Y>.

Pela definição de f tem-se
+ ’

(<X,(frX)+> :X£domf}u {<( f ' 0+ ) + , 0+ > }f
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Se desejarmos mostrar a igualdade de (2), é suficiente 

provar que

j<X, (f *X)+.> : X G dom f 

<Y+ ,f #,Y > : Y G dom f

}■

í *\Ku í < 0 , ( f • 0 )
+ ’ + J

Sabemos que dado XGdom f, as únicas alterna 

tivas, pelo Lema 3.7.2, são:

(a) X = 0

<b) 3 Y [Y,Y £ dom f a Y = X 1 -

Temos que

<X,(f’X) > = <0 , (f *0 ) > .
7 + + + +

X = 0
+

Ainda mais, se existe Y tal que Y, Y+ £. dom f, conclui 

rem os do fato de que f € Q que

Y —  (f °X) = (f * Y )
+ + + +

f • YX

ou seja

X = Y < X,(f* X) > = < Y ,f°Y>
+ + +

As equivalências acima provam que

}|<X,(f’X) + > : X G  d om  f

= ^<Y+,f‘Y> : Y+Ê dom f j, 

o que termina a demonstração de (ii).

QED
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Lema 3.9.2: Sendo f €. Q' tem-se: 

( i) f 
, 

aplicação. e uma 
+ 

( i i) dom f = dom f u {(fºO+ )+} ç f I. 
+ 

(iii) 
u 

dom f = dom f . 
+ + 

Demonstração: Seja f E. Q. No caso de termos 

f = { < O+, O+> } , a. expressão de f + dada no Lema 3. 9.1 

, 
e suficiente para nos convencermos de (i)-(iii). 

Vamos então supor que 

ra mostrarmos que 

que, por definição ., 

f é uma a plicação, observemos 
+ 

Se então demonstrarmos que 

V X [ X f: dom f ---
teremos alcançado o nosso objetivo, uma vez que os 

conjuntos 

{ <X, ( f •X)+ > : X f dom f } e 

sao claramente aplicações e a reunião de duas aplica

ções de domínios disjuntos é uma a plicação. 
u 

Suponhamos que ( f • O ) f dom f . 
+ + 

Ora, f = f, 

V 

portanto dom f == dom f, donde se conclui que 

(f·o ) E. dom f. 
+ + 

Pelo Teorema 3 .2 (1) e Lema 3.7 . 5, tem-se: 

(f•o ) ç fºO ç (f "O ) 
+ + + + + 
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e portanto, (fºO ) = fºO = I, logo I E. dom f o que + + + 
contraria o fato de estar f em Q. 

A demonstração que acabamos de dar faz saltar 
aos olhos que 

Finalizando o lema, provemos que 
IJ 

'1om f 
+ 

= dom f 
+ 

Em vista da definição 3.10 de f 
+ 

e do Lema 
3.9º1, é suficiente mostra r que 

{X+: X, X+ E. dom f } = l f • Y : Y + E. dom f } · 

Seja , pois, X um elemento de dom f tal que 
X E. dom f. Coloquemos Y = fºX . Como sabemos, + + ..., ( f º X ) 

+ + 
- f ºX , desde que 

• 
f E Q. Como dom f = dom f e 

... 
y €domf• f • X E. dom f, temos que (fºX ) E. dom f, ou seja, + + + 

Resumindo, temos y = fºX com y e y no dom f. Mas 
+ + u 

~ f = f, portanto X = fºY o que demonstra a inclusao + 

l X+ : X, X f. dom f } ç l f . y = y E. dom f } . + + 

Para nos convencermos da inc~usã o oposta, con
sideremos um elemento Y t a l que Y, Y E. dom f . Freeis! + 
mos mostrar que fºY = X onde X, X E dom f. Se ja + + 
X = f"Y o Então + 

X = (f º Y) = f º Y 
+ + 

o que prova estarem X e X no dom f . Isto termina ª • + 
demonstração do Lema. 

QED 



45

Lema 3.9.3: Sendo f £Q, tem-se:

(i) 0 € dom f
+ +

( ii) Vx [x £ dom f X £ dom f v f* X = 0 ] 
+ • + + +

Vg [ g ç A 0 £ dom g A V X[x £ dom g(ili)

'*]■X £ dom  g V f’ X = 0 1 
+ ° + +J e

Demonstração: Que 0+£ dom f+ pode ser visto 

dadas no Lema 3.9.1.nas expressões de f

Provemos (ii). Seja X £ dom f . Com  um pouco 

de reflexão sobre o enunciado do Lema 3.9.1, ficaremos 

convencidos de que as alternativas que serão expostas 

são as únicas possíveis e a verificação de uma  

exclui todas as outras:

delas

{<°+,°+>}
* X = (0 ) = X ,+ + + +

f *X = X £ dom f .

Caso 1: e X = 0f +

Rn tão f i. e.

+++

{ <0 0+ > j e X

f "X

= (0 ) . + +Caso 2: f

Então 0 .+

* {<0+-°+>) f" Y 4= 0 .e XCaso 3: = Y+-

Neste caso, Y = X £ dom f. Como f#X^0 
’ + +

f €. P, segue que X+£ dom  f Q dom f + , pelo Lema  

3.9.2, parte (ii). Logo X C dom f.

f onde
+

e

+
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f * j<0+,0+>} e X

Segue então que Y = f’0 e portanto

Y = (f’0 )
+ +

f 4= {<0+,0+>^ e X

Ê claro então que f*0+  ̂0+, pois que f nao 

admite nenhum subconjunto próprio que esteja

ein P. Logo f *X  ̂0 e X £ dom f Ç. dom f .
+ + +

f * Y = 0 .Caso 4: V onde
+

X f * X = 0 .i . e.
+ 1 + +

Caso 5: 0 .

f k { <0 ,0 >1 e X = (f'0 ) .
I + + J + +

Segue que f * X= 0 .

Caso 6:

+

0 exame de todos estes casos prova (ii).

Provemos (iii). Suponhamos ser g^f uma

aplicação tal que:

(a) 0 €. dom g

(b) V X [ X € dom g X £ d om  g V f * X = 0 ] .
+ ° + +

É necessário provar que g = . A fim de faze-lo,

usaremos o princípio geral que diz: dadas duas apli-

cações ^ se uma está eontida na outra e seus domínios 

são iguais, elas coincidem. Como

í(f'o+U’
dom f \J f(f-0+) 9 dom g.

Consideremos a aplicação h dada pela seguin

dom f dom f U
+

provemos que

te expressão:

{ <X,f *X > : X £ dom g } .h
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Tem-se que 0+ 0. dom g, 

tal que f*X^O+. No caso de se ter 

da definição de f + que

logo 0  ̂£ dom h. Seja X € dom g 

f' X = °+- segue
+

0 9 f'X 9 (f * X) = f 'X 
+ + +

0
+

(f#X)+ = I e dom f, o que contradizf'Xou seja, 

tar f em Q.

X €. dom g o que prova estar X+ 

e portanto dom f 9 dom g.

es-

Logo f 'X  ̂0+ e pela condição (b),

em dom h. Logo f = h

Para concluir, mostremos que (f'0+)+€.dom g. 

Ora , f * 0 e dom f, logo f *0+ t dom  g. Pela condição 

se provarmos que( b) ,

f *(f'0 ) ± 0 
+ + +

teremos terminado a demonstração.

f *(f * 0 ) = 0 . Sendo
+ + +

f#0 6 dom f, pela definição de f+, tem-se:

Suponhamos que

0 = f•(f•0 ) = (f'(í•0 )) = (0 )
4- + • + + + + +

o que é manifestamente contraditório,já que neste e.. —  *. >

= (0 ) = 
+ +

I £ dom f0
+

e isto não se dá já que fé P.

Dem onstramos então que g9f+ e dom g= dom f+ 

f .o que prova ser g +

QED

V f [ f £ Q —  f £ P ] ■.Lema 3.9.4:

Demo nstração: Imediata a partir dos Leraas

3.9.2 e 3.9.3. QED
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Vf [ f 6 Q f = f ] .+ + JLenia 3.9.5:

Demonstração: Consideremos os dois casos se-

guintes :

J<0+,0+>} .
Então a demonstração é imediata a partir 

Lema 3.9.1, parte (i).

Caso 1: f

do

Caso 2:

Pela parte {iii) do Lema 3.9.2, dom if = dom f - Para
■+ 4-u

se estabelecer que f •= 1f , basta provar que

Vx.[xedomf — f "(f -X) = X ] .

Sendo X € dom f , tem-se pelo Lema 3.9.1 os seguintes 

casos:

+

(a) X = 0+

(b) X = (f’0 )
+ +

(c) 3 Y íY, Y e dom f A X

f 'X = (f‘0 )+ + +

= °+,
ff '•((£• 0 ) =
+ H- -rf

f * (f*0 ) = *0 e portan 
+ + + + -

XSe °+> e

= f * (f'0 )
+ + +
f#(f*X) = X. 

+ +

(f*0 )

f #f* X

ou seja,

to

entãoX rx = r(f*0 ) = o 
+ + + + +

(ro )+ +

Se e por-1+ +
f'0 X.tanto + ++ +

Resta-nos examinar o caso em que existe Y £ dom f 

que Y+ G. dom f e X 

tremos que Z £ dom f .

tal

Coloquemos Z = f*Y . Mos  
Mas isto é claro, já que f = f e
Y .
+

+
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Z =(f*Y ) = f *Y £ dom f Ç dom  f.
+ + +

= f * Z, pela Parte (ii) do Lemaf *ZZ ,Z e dom  f ,

Seguem, pois, as igualdades:

Com o
+ +

3.9.1 .

f *X = f *Y f'Y = Z
++ ++

e

f’Z f * f * Yf ’ f ’ X f *Z X= Y
+++ ++ +

ou se ja , u
f *f *X f = f .X. Portanto

+ ++ +

QED

Vf [ f & Q —  I £ dom f ] .Lema 3.9.6:

Dèmon straçã o: No caso de ser f = |<0+,0+> j- i 

a conclusão é obvia uma vez que sabemos que

0+,(0+)+M e f+={<0+,(0+)+> , <(0+) + ,0+>| .

f * {<o+,o+>|. Da defi-Cons i de reinos o caso em que 

nição de f+, tira-se que

{(ro+M •dom f dom f U+

I $ dom f

1 * (f * 0 ) .+ +

Suponhamos que o contrário aconteça, isto é,

e para finalizar o Lema, prova-Como f t Q ,

remos que

= (f‘0 ) .
+ +

I

Com o I$ dom f e f'0 £ dom f, teremos forçosamente
+

f‘0 % (f'0 ) = I
+ r + +
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isto é, I ~ f*0+ ± 0. Seja 

de Infinidade, existe y tal que

X€l~f'0 . Pelo Axioma

x e y £ I

e portanto y 0 I  ̂0 jáxé membro comum  a y e I. Pe

la definição de (f*0 ) , y t (f’0 ) e
+ + + +

y €. f * 0+. Mostremos agora que y^O • Isso provém da 

definição- de 0 que estabelece ser

y éi,como

°+ = { z : = 0 }z €. I a z n I

y O I 4= 0.e ainda do fato de que

doSabemos y pertencer a algum elemento 

dom  f e este não poder ser 0 .

onde Y, Y £ dom  f . Como dom f é bem ordenado 
+

relação de inclusão, tomemos o menor destes elementos. 

Então y £ Y+ e Y, Y+ £ dom f .

Chegaremos a uma contradição pelas seguintes

Pelo Lema 5.7.2, y£Y+ 

pela

considerações:

| z: zeY v (zGIazA (I ~ Y) = 0)}.Y

Mas Y í f * 0+ , pelo Lema 3.7.5, portanto I f’0 í I"Y, 

logo x £ I ~ Y o que significa que y n (í - Y) = 0 

y 4- Y. Logo y 4 Y+ o que é uma contradição. Portan-

to (ro+) + 4= i.

e

QE D

V x [Lema 3.9.7: X,X £ dom f —  
+ +

(rx ) = f-x] .
+ + + +
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Demo nstração: Sejam X e X+ 

dom  f+. Pela parte (ii) do Lema 3.9.2, sabemos que

dom f

elementos do

dom f
+

Provemos inicialmente que X 4 (f‘0 )+. De fato, se 

teremos X^ €. dom f, já que a possibilida 

(f#0+)+ = X é impossível pela parte (4)

X = (f#0 )
+ +

de de X =
+

do Teorema 3.2.

Pela maximalidade de f*0+ no dom  f e pela 

parte (l) do Teorema 3.2, poderemos escrever:

(f *0 ) = XQX Ç f *0 Q (f *0 ) .
+ + + + + +

Logo X = X+ 

o Lema 3.9.6.

I, ou seja Itdom f 

Portanto tem-se

+ o que contradiz

x 4= (f*o+)+ ° 9ue im”
plica estar X no dom f .

+

Examinaremos os dois seguintes casos:

Caso 1: X % f#0 . Então, pelo Lema 3.5.3, f*0+

X+ £ dom f , já que 

f#0 % (f#0 ) .

Tendo-se, porém, X, X+£ dom f +, 

gue pela parte (ii) do Lema 3.9.1.

(f * X ) = f*x
+ +

e

ass im

se-

que

e portanto

f #X.(f-X ) = (f'X) =
+ + + + +
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e pela parte (ii)

=0 e portan- 
+

Por outro lado,

X = (f#0 )
+ + +

do Lema 3.9.1

(f#X )
+ +

Caso 2: X = f*0 . Então
+

f *X
+ +

= (0 ) .
+

fX=f"(f#0 )=(f'(f"0 )) = (o ) . 
+ + + + + + +

(f'X )
+ + +

to

f *x.Logo
+ QED

Vf [ f e. Q — - f+£ Q ).Lema 3.9.8:

Demonstração: É consequência imediata dos Le-

mas 3.9.4 a 3.9.7.

Estamos agora em condições de provar a parte 

(2) do Teorema 3.9. Seja X um elemento de u) . 

definição 3.8., deve existir f €. Q tal que f'0 

Consideremos agora a função f . Pelo Lema 3.9.8,

f £ Q. Pelo Lema 3.9.1, fO = (fO ) =X .
+ + + + + +

X £ (5.

Pela

X.

Logo

+

Sabemos também que X  ̂X . Se X 

X = I G. dom f, o que contradiz o fato de que

X , então 

f € Q.

Provemos agora parte (3) do Teorema 3.9. 

Seja Ul um subconjunto de CO tal que

V x [ x e uv — xtui] .
remos uso dos seguintes Lemas:

0+£ Ul e

Queremos provar que uv = U) cFa

Vf,g [f,g£Q -—dom f Ç dom g v 

dom g Ç dom f].

Demonstração: Temos dois casos a considerar:

Lema 3.9.9:
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g' 0+ £ dom f .Caso 1:

: X € dom g 1 .É cia 

a defi- 

X £ dom h e

f*X  ̂0 , então X € dom h. É claro que X+£ dom f e 

para finalizar, mostremòs que X+€. dom g. Km  vista de 

X €. dom g e g £ Q , provaremos que X+ €. dom g se pro- 

g*X £ . Com efeito, se g*X =

se que X = g*0+ (pois g = g) e isto contradiz a hi-

pótese feita no Caso 1, já que X€dom  f.

íSeja, então, h = 
ro que 0+ e dom h e h ■= f.

\<X,f*X > *
Logo, pelo ES^

nição de h se justifica e provemos que se

+

°+- tem-varmos que

Do que acabamos de provar, concluimos que h=f 

e pela definição de h dom f  ̂dom g.

g’0+ £ dom f.

dom g dom f 

3 X [ X £ dom g a X  ̂dom f ] ,

Caso 2:

Suponhamos isto e,

Um  tal X é forçosamente distinto de g*0+ e de 0+. Pe-

lo Lema 3.7.2, existe Ye dom g tal que Y+

Teorema 3.7, a relação de inclusão bem ordena dom f e 

portanto, tomando um Y minimal teremos

X e Y  ̂dom.f.
+

Mas se Y £ dom f e Y £ dom f tem-se
+

f'0 .

X. le L c

Y€ dom f, Y
+

que

f * Y = 0 ou ainda Y
++

é elemento maxi-

g* 0 Ç f‘0 .
+ +

f *0Como g*0+(L dom f e 

mal, pelo Lema 3.7.5, tem-se que
+

Podemos

escrever:
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YÇ  Y ç g * 0 Çf*0 = Y, 
+ + +

isto é, Y - Y+
contradição•

I e portanto I £ dom g, o que 

Logo dom g Ç dom f.

e

uma
QED

Lema 3.9.10: Vf,g£Q [dom g Ç dom f -

g * 0 £ d om f ] .

Demonstração: Basta analisar a prova do Lema

3.9.9. QED

Lema 3.9.11: 0 conjunto U) e totalmente or-

denado pela relação de inclusão.

Demonstração: Sejam X e Y elementos de u)

Então existem aplicações f e g em Q tais que 

f*0+ = X e g*0+ = Y. Sem perda de generalidade, va 

mos assumir que dom gÇ dom f; este fato é consequên-

cia do Lema 3.9.9. Segue, pelo Lema 3.9.10 que

é maximal, tem-se
+

f’0Y e dom f e como Y £ X.
QED

Lema 3.9.12: 0 conjunto to ê bem ordenado pe 

la relação de inclusão.

Dem onstração: Seja CR um subconjunto não va 

zio de to . Queremos provar que LR possui elemento mi 

nimal. Seja X £ LR . Como  Xeto , tem-se que, para uma

Ora , dom f n 01 ^0 

dom f é bem ordenado pela relação de inclusão. Seja

aplicação f€Q, f’0 = X. e
+
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Xq o elemento minimal deste conjunto. Provaremos

é elemento minimal de Ot . Com  efeito, seja Y um

6 0+ = Y. Pelos Lemas 

3.9.9 e 3.9.10, temos dois casos a considerar:

que

elemento de us. e g Q. tal que

Caso 1: f ‘ 0+ £ d om g . 

Teremos então

X £ f’0 ç g* 0 = Y,
o + +

isto e, X c Y.
o

Caso 2: g*0 £ dom f.

Y & (Já e X e elemento minimalComo g*0+ = 

do dom f que pertence a 01 , tem-se que Xq
o

Ç Y.

QED

V f [ f £ Q — dom f £ J) ] .Lema 3.9.13:

De  monstraç ã o: Seja f um elemento de Q e consi

{<x,rx> : xe ú ] .
de reinos

h

hí f e 0 d dom h, a definição de h se justifi- 

Se X £ dom h e f’X ^ 0 , então 

remos provar que X € (jO .

Com o
4

X & dom f. Que-ca. +

X c o) . LogoBem , X £ dom h e por conseguinte

X. Consideremos a apli-g'0+ =

g , que pelo Lema 3.9.8 

pela definição de

g e Q tal queexiste

Ten-s*pertence a Q.caça o

queS+

(g'0 ) = X
° + + +

g#o
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o que mostra estar X+ em ío . Logo h = f e portan-
to dom f £ o) . QED

Provaremos agora a parte (3) do Teorema 3.9. 

Seja (A £ co tal que

o e ui a  V x fx eiA.+ L

Se Ul fôsse 'distinto de co 
X e õõ ~ ui

—  X € Ul 1 . + J

, então existe o menor dos

ja que

Seja f^Q tal que f*0+ 

segue que X  ̂0 ; pelo Lema 3.7.2, 

X. Ora, Y£Y =

3.9.13 4 Y £ (0

0) e bem ordenado pela inclusão.

X. Com o 0 € 01 e X 4- (A , 
+ T

existe Y £ dom f

tal que Y+ 

tanto, pelo Lema  

de X, Y £ Ul . P.ela hipótese feita sobre l/l , Y £01 e 

portanto X devera f orçosa.mente estar em Ul .

Xe Y £ dom f, por- 

e pela minimalidade

QED

Lema 3.10:

Va3A [|a}£A *Vy[y£A — Uy£A ] A 

VB [[a} £ Ba  V X [ x £ B U x £ B ] —A s B ]] .

Demo nstração: Introduziremos a seguinte de-

finição:

Definição 3.11: Seja X £ co . 0 conjunto de-

se define como:notado por WX

CO = j Y:X l
e X £ co^, a definição acima se justi- 

Provaremos agora o seguinte Lema:

YQX}.Ye oj A

Como Cu.,. £ COX
f ica .
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Vx [ x = wxu(x+}j-Xe 0)Lema 3.10.1: 03

+

Demonstraça o: A inclusão

wx u (M - “x+
e imediata. Demonstremos a inclusão oposta; seja Ye d) 

Y G X+ . Se õix,

nado pela relação de inclusão, tera-se 

lado, se Y ^ X+, tem-se

0) é to tal mente orde-tal que como

X £ Y. Por outro

x § Y 5 X+ .

Sejam f e g elementos de Q tais que f’0+ = Y 

e g-0+=X+. Pelo Lema 3.9.9, dom f S dom g v dom g £ 

dom f. Como f*0+£ dom g, segue pelo Lema 3.9.10 

dom f£ dom g. Temos pois X, 

o que contraria o Lema 3.5.3.

que

X+, Y € dom f e X£Y£X+

QED

Consideremos a fórmula F(X,y; a, 03 ) dada por: 

3 f [f 6

A f0 = {a} a Vy [y +c dom í

f-y = U f*Y ]
+ J

dom fF(X,y; a,u)) = Xe u) a V a dom f 03
X

f *x.* J =

Demonstremos que

\/x [xtw — 3! y F(X,y; a, 03 ) ].

Seja (R = | X : X € 03 a 3!yF(X,y)|. Como «. S 0)

0+ e ol  , a definição de Ul se justifica.

Suponhamos que X £ tR . Logo existe f satisfa-

zendo às condições explicitadas na fórmula F(X,y).

i e

É
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fácil então ver que a função definida porg

{ X+, Ufx )

tem por domínio a) (pelo Lema 3.10.1) e 

condições da fórmula F(X,y) enunciadas para 

f. Portanto se temos F(X,y), teremos F(X , U y) .

f Ug

satisfaz as 

a função

Para se verificar a unicidade do F - correspon 

observemos que se gj e uma fun 

ção satisfazendo as exigências de F(X,y), tem-se

dente do elemento X + »

g;x = fX = y
ir “x =(«pois X £ CR e portanto f) .g

Logo

= U g-x = UfX = Uy = g'X+elx+
e portanto a unicidade está verificada.

Pelo Teorema 3.9 parte (3), Ul = co e por-

tanto

Vx £ CD 3 !y F(X,y) .

Coloquemos

{y: 3 X [Xtoi

A existe pelo Esquema de Substituição e obviamente sa-

tisfaz as condições requeridas.

F(X,y)] } •A A

Para finalizar, seja B um conjunto satisfazen

do às condições:

V y [ y £ B — Uy £ B ].w £ B A

Seja
£= {X: X£WA3y[y£BA F(X,y)] } .
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0 e Ar , a definição de Ar se justifica.

y satisfazer a fórmula

U y 6 B

Com o 9 ãí e 

No caso de X pertencer a fo- e

F(X,y),

F(X+1 U y), concluimos que 

desde que 

A Ç B.

e comoLogo
X € Ar . Portanto Ar = ^ e

y € B.tem-se que

+
3 X [ X Ê ú> A F(X,y) ] | ,A = { y: teremos

QED

0 fechoDefinição 5.12: Seja a um conjunto, 

transitivo de a (denotado por Ta) é conjunto que

satisfaz às seguintes condições:

(1) a 6 Ta

(2) Vx [ x e Ta —■

(3) Vb [ BÇTa /\ a 6 B a Vx [ x £ B

x 9Ta]

x £ B ] —B = Ta] .

Intuitivamente falando, Ta poderia ser 

presentado pela seguinte expressão infinita:

re-

UauUUM a u . . .Ta U a U

fecho transitivo de um conjunto 

como memb ro, contém os
o que significa que o 

contém este conjunto 

do conjunto, os 

sim por diante; ainda mais,

membros

membros dos membros do conjunto e 

a cláusula (3) da

as-

defini-

estasdos conjuntos comçáo nos diz ser Ta o menor 

propriedades.

de um con-Teorema 3.13: 0 fecho transitivo

junto existe e é único.

conjunto. Seja A
Demonstração: Seja a um
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_a pelo Teorema 3.11.Coassociado a
o único conjunto 

loquemos
Ta = U A .

a 6 Ta . Se x £ Ta, existe y£A 
x 9 Uy. Como U y £ A, U y 9 U A = 

xçlJyCTa o que prova que x9Ta.

B9 Ta um conjunto tal que 

V x [ x £ B —*• x £ B ] . Consideremos o conjunto

a €. B) e se x £ B, x 9 B e por 

o que implica U x £ (PB. Logo

(a}£A,Como 

x £ y. Logo 

Portanto,
tal que

Ta.
a £ B eSeja
V B.Tem

se (a| £ V B (pois 

U x ç (JPB= Btanto
VB satisfaz ás condições:

{a} £ VB.

V x [ x £ IP B —- Ux £ )P B ] .

Ta = UA Ç UlfB = B,Pelo Teorema anterior, 

ou se ja , Ta 9 B.

Logo Ta = B.

A unicidade de Ta é consequência imediata da 

cláusula (3) da definição de fecho transitivo, a qual 

diz ser Ta o menor conjunto tal que (l) e (2).
QED

Teorema 3.14: 0£V.

Demonstração: Seja x um conjunto, Tx seu 

Pelo Axiomafecho transitivo. Como x£Tx, 

de Regularidade,

Tx * 0.

3 y (y G Tx A y 0 Tx = 0) .
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Mas se y £Tx, teremos y<=Tx, portanto 

y a Tx = y, logo y = jÔ, Portanto

3y(yeVAy = 0)

o que significa que
Oev.

QED.

Faremos algumas observações finais:

(l) Se analisarmos a demonstração, verificare 

mos que fundamentalmente foram feitos dois passos; de- 

monstrou-se que:

(a) 0 fecho transitivo de um conjunto existe.

(b) Vx [0£Tx ] .

0 autor demonstrou ainda que a proposição (b) 

não e derivável dos Axiomas de ZF sem Regularidade

não implica o Axioma de Regula-

e

ZF +. (b)por sua vez

ridade .

(2) Na construção do fecho transitivo não 

usou o Axioma da Escolha.

se

(3) Existem modelos de ZF - Reg que não 

suem conjuntos infinitos. Assim, o Axioma de Infinida-

de aqui introduzido somente implica a existência 

conjuntos infinitos em presença do Axioma de Regulari-

dade. 0 autor conjectura ser este Axioma o mais 

dos Axiomas de Infinidade que podem ser formulados 

linguagem aqui empregada.

pos-

de

curto

na
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§ 4. 0 sistema ZF* coincide com ZF + AE

0 objetivo deste parágrafo e estudar ma  is 

fundo a estrutura da classe universal em presença 

Axioma de Regularidade. Será provado que a classe V e 

a união dos conjuntos R  

tra forma de expressar este fato é dizer que o univer-

so de conjuntos coincide com a classe dos conjuntos re 

guiares.

a

do

Ou-onde CX e um ordinal»a »

Esta formulação, equivalente ao Axioma de Re-

gularidade, fornece informações preciosas sobre V,alem

devede mostrar com clareza cristalina que o Axioma 

;er considerado como.um princípio verdadeiro na Teoria 

dos Conjuntos. Logo após, a título de aplicação 

monstraremos que o sistema axiomático 

por Edison Farah, é equivalente ao sistema de Zermelo-

de -

ZF! introduzido

Fraenkel enriquecido pelo Axioma da Escolha.

é um sistema axiomático bas-

tante elegante, já que nele aparecem sintetizados 

um único esquema, os axiomas de Reunião, Escolha 

Esquema de Substituição. Edison Farah demonstrou que 

é pelo menos tão forte quanto o sistema de Zerme 

lo-Fraenkel mais o Axioma da Escolha. Conjecturou-se, 

ainda, ser

uma vez que um princípio de escolha para agregados de 

classes transparecia claramente como consequência dos 

Axiomas. Êste princípio não parecia ser consequência 

do Axioma da Escolha.

i0 sistema ZF

em

e o

ZF'

ZF’ estritamente mais forte que ZF + AE,
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Bem, o presente autor demonstrou ser falsa a 

conjectura e que, de fato, ZF* e ZF+AE são equiva-

lentes, mas para isto é necessário lançar mão da estru 

tura mais rica e manejável do universo de conjuntos re 

guiares. A questão de saber se o Axioma de Regularida-

de é essencial para estabelecer a equivalência, permane 

ce em aberto.

Uma ordem total é um conjunto A satisfazendo

as seguintes condições:

(e quando < x,y> €. A, usaremos a notação 

x A y) .

(1) A ç v x V

(2) V x,y (xAy

(3) V

yAx) .

x,y,z (xAyAz

(4) V x,y,u,v ((xAu V uAx) A (yAv V vAy) —

y V yAx)) .

xAz) .

(xAy V x

Se A for uma ordem total, designaremos por
u

dom  A e dom  A os seguintes conjuntos:

xAy ] , dom  A = {y:

Diremos ainda que A é uma ordem total sobre z se
u

dom  A u dom  A = z, no caso de possuir z mais de um ele-

mento, ou, se A = 0 em caso contrário,

3 x xAy |.3ydom  A =

sobreSendo z um conjunto, a classe das ordens totais 

z ainda forma um conjunto que será denotado por OT(z)o

Com  o auxílio do Axioma dos UItrafiltros(i.e*, 

todo filtro sobre um conjunto pode ser estendido a um
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ultra-filtro), deraonstra-se que

V* (OT(z) + O).

contexto de uma teoria de conjuntos 

não é válido assumir a proposição 

Posto isto, chamaremos de OT a

Gomo estamos no 

sem escolha, acima

classecomo teorema.

(z : 0T(z) ± 0 }.OT =

Dentre as ordens totais, merecem especial a- 

tenção as assim chamadas boas ordens. 0 conjunto tV 

será uma boa ordem sobre z se

(1) W £ OT(z),

(2) Vx [o * X £ z xtfy))] .•— 3 x(x fc X A V y (x + y 6 X

A cláusula (2) nos diz que todo subconjunto não vazio 

de um conjunto bem ordenado admite elemento 

(na boa ordem em
minimal

questão). As notações introduzidas 

no caso de ordens totais sugerem as seguintes nota-

ções para as boas ordens:

BO(z) - |W : W é boa ordem sobre z )

{z : BOUH  O} .BO

A proposição BO = V é obviamente equivalen 

te ao Axioma da Escolha (Zermelo) .

Ordinais são conjuntos transitivos e bem or-

denados pela relação de pertinência. Mais precisamen-

te, um conjunto x é um ordinal se,
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(1) Tx = xu|x]

(2) £ n (xxx) e BO(x) onde £ e a classe dos pares
<u,v> tais que u e v.

Os ordinais formam  uma classe (própria) que denotare-

mos por OR. Esta classe encontra-se bem ordenada pe-

la relação £ ou  ̂que, no caso, coincidem.

Com o consequência deste fato, dada uma classe 

não vazia X de ordinais, existe um único elemento €-mi 

nimal pertencente a X. Como  X é bem ordenado pela re-

lação  ̂, o elemento minimal de X será 0 X. Assim,

2 (z£XaVx(z x̂CX — ► z €. x) ) . 
z

n x =
Em  oposição ao elemento minimal de uma classe 

X de ordinais, podemos considerar o supremo de 

conjunto x de ordinais; é o menor ordinal que 

ou iguala a cada um dos ordinais de x. Dada a nature

um

supera

za especial da relação de ordem, demonstra-se que
x €. V) é

o

(o qual sempre existe sesupremo de x 

junto U x.

o con-

Ordinais podem ser sucessores ou limites, 

ordinal cc e sucessor de outro ordinal /3 se

+ 1.

Um

a = p uffi} = J3
Um  ordinal X e limite se não fór sucessor, 

caracterizar se um ordinal é sucessor ou não pelas pro 

priedades do supremo de seus membros; assim,

Podemos
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U a £ a,

U \ i x, 

U x = .̂

CC e sucessor

é limite

X. e limite

Para finalizar esta pequena recordação de nú-

meros ordinais,enunciaremos o Esquema de Definição por

InduçãoRecorrência Transfinita e os Princípios de

F(x,y; c )Transfinita. No que segue, 

G(x;

e
C! * * *

c ) serão fórmulas tais que x e y ocorrem
n

c  ̂...

livres em F e x ocorre livre em G;
n

c sao even-
Ci

Tem-se, então, que os seguintes es~
n

tuais parâmetros, 

quemas são consequência de

Esquema de Definição por Recorrência Transfi-

ZF:

nita:

Vc,...c IVx
1 n

3!y F(x , y;c x...c )

V a 3 ! f (f e av a V i 

F(ft! , f• 1 ;( l e a cr.

Principio de Indução Transfinita (fraco):

Vc. ...c (G(0;c,...c )a V a (G( a ;
1 n 1 n

c )
C1

V x. (\=Uxa VHU^^
n

G( a +1 *, c. ... c )) a 
1 n

G( 5 ; . c )) G  ( \ *, .c ))

Vcc (G( a ; •c ))).
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Princípio de Indução Transfinita (forte)

V c ..'.c (V a ( V í ( 5 £ a 1 n .c ))—  G( l ;

V a (G(a ; .c ))).— - G  ( a ; .c ))

Nós não daremos aqui as demonstrações destes 

teoremas, as quais decorrem das definições de 

na is.

ordi-

conjuntosNo que segue, iremos introduzir os 

que irão desempenhar um papel central em todasRa as

considerações subsequentes. Para definirmos rigorosa-

mente estes conjuntos, lançaremos mão de uma especiali 

zação do Esquema de Definição por Recorrência Transfi-

referidosnita . Mas antes disso, adiantemos que os 

conjuntos satisfazem às condições:

W , R R U PR , 
a 0 a ’

U Ry U p U Ry se 
5eX *

R
a+l

x. i U xRx = 5

As tres equações acima podem ser sintetizadas na 

guinte fórmula:

se -

U R r U  ̂UR r eo:

Admitindo-se que os conjuntos R^ satisfaçam  

a esta última  equação, provemos as seguintes proprieda 

des:
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Vo:, ja [ a £ p — RLema 4.1: o
a

Demonstração: (Por indução transfinita forte).

Seja G(p) a fórmula

V a [ a e )i —  Ra % R  <3 ]

Admitamos que

V S [ 5 £ p —V a (a £ s a >- R 5—*- R j

Queremos demonstrar Seja ra iur.m <©jrd ima 1

quer menor que /3 - Emita'©

rgiELa!—

LJ R 
Uf> b

£ IJ «;•Ra Ç U R R bU P '(• "

R^ = Rp, , teríamosR £ Rb . Se a Jou seja,

u -f> U R t= R R a'
|€/iSc-Jiitp»

Chegaremos a uma contradiçãoV Ra - Ra •
mostrarmos que

i .e. , se

V X (^x ^x)

Se )pxçx, Vx - Vx e Portanto ^pxi e um  
conjunto que viola o Axioma de Regularidade.

Teorema 4.2: V x 3 a (x tR  ̂) .

Demo nstração: Façamos algumas observações pre 

liminares. Uma propriedade definida por uma formula 

(com ou sem parâmetros) é dita hereditária 

o conjunto x se tivermos

F(x) para
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3 y (y £ x a F(y)).F (x)

A propriedade será dita universalmente hereditária 

for hereditária para todos os conjuntos. 0 que 

propomos a demonstrar, como consequência do Axioma de 

Regularidade, é que as únicas propriedades universalmen  

te hereditárias são as triviais, ou seja, aquelas 

nao se verificam para nenhum conjunto:

se

nos

que

Vx (F(x) — V z — i F(z)•3y(y€.x a F(y) ))■

De fato, suponhamos que F é universalmente he 

reditária e exista zeV tal que F(z) . Seja

{ x : x € Tz A F(x) } .A

Então A  ̂0, visto que z £Tz. Por outro lado, pelo 

Axioma de Regularidade, existe x£A tal que xnA = 0. 

Como x eTz, x 9 Tz e como F é hereditária para 

do fato de se ter F(x) segue que

x,

3 y (y £ x a F(y)).

Mas y £ Tx e portanto y £ A donde se conclui 

yexHA e isto quer dizer que xflA  ̂0, o que e uma  

contradição. Logo, V z — iF(z).

que

provarmos 4.2,Em  vista do que foi dito, para 

basta mostrar que a propriedade

V a(x 4- Ra)

é universalmente hereditária.
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Suponhamos que não. Então, seja x um conjun 

to que verifica a propriedade e

V y (yex 3 ftiyeRp.)).

Consideremos a função f que é dada por

f = {<y.r> : r= n ^; y£Rp) * yex}
Seja a = U f*x. Em vis-Então, dom f = x e f*x Q.0R.

X Ç U Rp 
Uoi *

ta de 4.1 Portanto

f U 8 
. 5ta

*3 so U R - = R ,
U V r $ (X+l Sg .cc

U R\ ~
X £ 5Seoc

Va(x i l^, ).Mas isto contradiz
QED

Vamos, então, definir os conjuntos R^. e 

faremos aplicando o Esquema de definição por recorrên-

cia transfinita.

o

Seja F(x,y) a seguinte fórmula:

dom  x
V a ,y = U dom  x iu )p U dom x) vF(x,y) = (x e

dom  x(x $ V a y —  -.

É claro que a seguinte sentença é um teorema: 

V x 3 ! F(x,y).

Segue imediatamente do Esquema de definição por recor 

rencia transfinita que

Voc3!f (f £ “v a V | (Ua- F(fU,
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Introduzamos a notação pa para designar a única função 
f satisfazendo a fórmula acima, i.e.

pn = l f (feav* Vi u
u def I

F(f [i, f-I ))).c a

Mostremos que as funções p^ 

compatíveis, i.e.

são mútuamente

V Pa £/V‘p ( a ^ pa i

Com efeito, se a e fb são ordinais tais que OC e, te

desde queA- dom /y3
dom = a £ /3

domremos que

= dom

5 £ a . Como  § e dom fSeja f = Pft T ea e

Pfl satisfaz à condição segue que 

é um ordinal arbitrário de OC . 

tem-se f = p a . Que

F(f fI , f * 5 ) onde §

Pela unicidade de p a 

segue claramente, então, das fórmulas

Pa = ' =/V •a £

Como  as funções são duas a duas compará-

veis por inclusão, eliminaremos seus índices e passare-

mos a utilizar a notação , com a convenção de que

temos em mente o termo

ao

Pescrevermos

\ ))•p'l = l z(3 fHhfi A Z =

Colocaremos então, por definição, o conjunto

P‘ a •R oc def
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ou ainda

Ra= 2z ( 3 ft ( oc ej3 1%' a))•A Z

ou finalmente

Z z ( 3 fi ]f (fe^V A 5 e J3 —-

p(ftí, f’5)) A ocep A

R a
z = f * a) •

Falta agora demonstrar a seguinte fórmula:

- U U IRRa RS. » f %e ale.a
a partir da definição dos R a'

Da definição da função p,Seja a um ordinal.

temos que

f (pr oc,p* a).

Da definição de F, segue que

(X = VJ domP^ Oi 

U dom p f a

U \J domp f a 

U p3 * £ „ tem-se então queComo
lt a

U p - i o ip Uf'í •
Ua

e yv i = Ri

a =
Icoc

P’a - Ra
fórmula procurada se impõe. 

Observemos que

Por outro lado e portanto a

Rq = {0 ^ pois

U u ip0 = M-u VR = ^ Xo 5 0 u
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Temos ainda que

uU RR , =oc+l R Ç = Ra u fRau pi tca+l

(os R^ são crescentes).

?ea+l

U Ry 
Uo&L
Finalmente, quando X é um ordinal limite, a

já que R a

formula geral dos R^ nos fornece a igualdade:

U u U R
“ UX 5RX x •

UX

poderiam serObservemos que os conjuntos R^ 

definidos da seguinte maneira:

? u»(»}R R le ao Ha

Preferimos a forma do texto pelo fato da mesma tornar 

ma  is explícito o fato de que os R   ̂

deia crescente de conjuntos.

Para terminar esta introdução, definamos  

classe R dos conjuntos regulares como sendo a 

constituída pelos conjuntos x tais que

formam  uma ca-

a

c 1 i • >e

3 a (x € Ra) .

Teorema 4.2 nos diz então que V=R e esta proposição 

e por sua vez equivalente ao Axioma de Regularidade.

Passemos a descrever o sistema ZF : para de-

pois demonstrarmos sua equivalência com

0 sistema ZF* possui os mesmos símbolos logi- 

cos, variáveis e constantes predicativas que ZF. Seus 

Axiomas são os de Extensiona1idade Infinidade,Existen-

ZF + AE.
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cia do conjunto das partes, Regularidade e um Esquema 

que, entre outras coisas, desempenhara o papel do Es-

quema de Substituição. É possível derivar rapidamente 

os Axiomas de Reunião e da Escolha a partir destes 

Axiomas.

Para podermos enunciar o Esquema de ZF1 , 

cessitamos de algumas definições:

ne -

. c_ ) uma fór- 

Dire-

Definição 4.5: Seja F(x,y: 

mula em que x e y possuem ocorrências livres, 

mos que F é x-univoca se,

]V X , X' , y [ F (x , y *, c  ̂ . c ) a F(x',y;c..c ) — - x=x'1 * n

Observação: Sempre que, na formulação de

F é x-unívoca , havere

uma

sentença, usarmos a expressão 

mos de ter em mente que a referida expressão serve co-

mo abreviação da seguinte fórmula:

V ,y [F(x,y) a F(x',y) — ^X , X 1 X

. c ) uma f orDefinição 4.4: Sendo F(x, 

mula em que as variáveis x e y possuem 

livres e m um conjunto qualquer, diremos que o con-

junto m' é um F-.correspondente de m se forem verifi-

cadas as condições:

ocorrencias

(1) V y (y £ m 1 — - 3u,x (xeu£m a F(x,y; c  ̂. . .c )) * 

x, u, y (x £ u £ m a F (x, y; c  ̂. .. c  ̂— *■

3íy(F(x,y ; c1.. .c ) a y£m

(2) V

)).
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Com  estas definições, estamos habilitadosa des 

crever o esquema que completa a Axiomática de ZF T :

uma fórmula contendo o- 

a seguinte sentença é um

Sendo F(x,y;c,...c ) 1 n
x e y,correncias livres de

Axioma:

v ,...c1 n
(F é x-unívoca — V m 3m' (m' é

F-correspondente de m) ) ,

Bem, provemos que o referido esquema e um teo-

rema de ZF+AE. Para tanto, admitamos que F(x,y) (com 

ou sem parâmetros) seja uma fórmula x-unívoca e seja m
A

um conjunto qualquer. Precisamos demonstrar a existên-

cia de um F-correspondente de m.

Consideremos dois casos:

3 yF(x ,y) | = 0.Caso 1 :  ̂x: x € U m a

Neste caso, o único F-correspondente de m é o 

próprio vazio, como é fácil de ver pelas definições.

3 y F(x,y) } 4 0.Caso 2 :  ̂x: x G \J m a

Sendo x e U m e y um conjunto tal que

F(x,y) , tem-se que

U : y£R$ H°-
pois V = R. Para cada x £ 1) m tal que 

demos considerar o menor OC tal que

3 y F(x,y) po-

3 y (F(x , y) A y £ R a) 

e portanto definiremos a função

f= ( : C( = n { 5 :3y(F(x,y)A y£Rj )}} .<X, a > :
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dom f S U mÉ claro então que e podemos considerar

ft = U dom f.

J3 é o menor dos ordinais que supera ou iguala a cada 

um dos ordinais do contradomínio de f. Como  os con-

juntos Ra são crescentes (Lema 4.1), temos

V x (x e U 3 y(F(x,y) a y £ Rp )) .3 y F(x,y)m  A

Usando o Axioma da Escolha, é possível achar 

uma função g tal que

O RP
g e * Rp A g e 

Dnde T é um ordinal. Seja

T T ,

{g"  ̂••
ÍS T,))}.

(x £ U m A F(x,g*  ̂) A V T| (F (X , g * T[)-+-3 xm

A existência do conjunto m  

rada pelo Axioma de Substituição. Provemos que m' 

um F-correspondente de m, ou seja, verifiquemos que

(l) V y (y £ m

está clararaente assegu-

e

3 u,x (x £ u £ m a  F(x,y)) .

De fato, se yem’, existem x e 5 tais que

x £ U m, y = g' ? e F (x , g ° | ) .

Se xeUm, 3 u (x £ u e m) . Se y = g'Í e 

F(x,g*I) então F(x,y). Logo,

3 u(x £ u G m A F(x,y)),

(1) .o que verifica



77

(2) V x,u,y (x € u £ m a F (x, y) 3 ! y (y e. m'A F(x,y)) ) .

Sejam x,uey conjuntos tais que

F(x,y).

xcUm e como 3 y F(x,y), 3 y(F(x,y)A y£ R»3 ) •

x £ u £ m e

Então, 
Logo

{ q : q e T A F(x,g- TI ) } + 0, 

é uma bijeção de T sobre Rft . Seja

?=n[ T| : T] £ T A F(xtg'-n ) }

já que g

Segue daí que

F(x,g’£)A V n (F(x,g*Ti ) — I £ Ti )

ou seja, g* | e m'. Logo, provamos que

3 y (F ( x , y) a y £ m ' ) .

fosse um elemento de m' tal que

onde 5 1 €. T • Com o nós

5' s i .

Se y'

F(x,y'),entã o y' = g* l ’ i
temos F(x,g*5), deduz-se que 

E e portanto

Por simetria. 

Como  g é uma função,5 = 5'.
g* S = S* E' i i.e., y = y* o que prova que

3 ! y (F (x , y) A y e m ' ) .

(l) e (2) estão verificadas, m* éLogo, como 

um F-correspondente de m.
QED

Observação: Com o o Axioma da Escolha e um  

teorema de ZF» , seria inútil tentar demonstrar a equi
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valência de ZF com ZF' . 0 melhor resultado possível e 

pois a equivalência de ZF1 

foi demonstrado.

ZF + AE, que e o quecom

§ 5. Duas proposições equivalentes ao Axioma
da Escolha

Neste parágrafo, daremos duas proposições que 

equivalem  ao Axioma da Escolha no sistema de Zermelo- 

A primeira delas, formulada por Levy 

diz que, dada uma família de conjuntos não 

sios, é possível encontrar uma função que escolhe 

cada conjunto um subconjunto finito não vazio (não se 

tendo um limite superior finito para as cardinalida-

des dos conjuntos escolhidos).

Vam os dar uma formulação mais precisa desta 

proposição, a qual se denotará p©tr 

uma definição:

Fraenkel. em

[8], va -

de

Antes, porem,AF.

Definição 5.1: Um  conjunto x e finito se

]f 3 n (n G. to a' f 6nx A f £X n) .

Então, colocaremos

AF = V A ( V x(x G A — x =)= 0) — ►

3 g (g£A V aVx (O 1= g'xQx a g*x e finito))).

0 que talvez seja interessante nesta equiva-

lência é que Levy demonstrou ser esse Axioma estrita-
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teoriamente ma  is fraco que o Axioma da Escolha numa  

de conjuntos com indivíduos. Lançando mao dos métodos 

de Fraenkel-Mostowski, Lévy construiu um modelo onde e 

valida a negação do AE mas que verifica AF. Isto mos-

tra serem os Axiomas de Regularidade e Extensionalida-

de essenciais para a demonstração, a qual não 

portanto, ser feita de maneira ingénua.

pode,

Antes de enunciarmos a segunda proposição va-

mos resumir alguns resultados conhecidos, 

que OT e a classe dos conjuntos totalmente 

e BO a classe dos conjuntos bem ordenáveis.

É claro que

Relembremos

ordenáveis

BO Ç OT.

Nesta linguagem, o célebre teorema de Zermelo

fica
AE —— BO = V.

Como  a proposição OT  = V é consequência 

Axioma dos UItraf i 1 tros, e este por sua vez nao impli-

do

ca o Axioma da Escolha (Halpern), tem-se que se
é também consis tento, 

também teremos a

e

consistente, ZF + OT  = V + BO  £ V 

Portanto, se ZF é consistente, 

sistencia de

con-

ZF + BO Ç OT.í
impe—acontece sePoderíamos perguntar o que 

sermos a ZF a condição

OT = BO.

A resposta é ZF + OT = BO h BO = V,

e portanto, verifica-se



80

ZF 1* AE OT = BOo

A proposição a qual queremos demonstrar equi-

valente ao Axioma da Escolha pode ser escrita como

V x (OT  (x) ± 0 B0(x) + 0),

OU

V x (0T(x) 4= 0 B0(x) ± 0).

Passemos a demonstrar a equivalência entre AE  

É claro que AE implica trivialmente AF e, por 

tanto, resta-nos provar que

e AF.

ZF + AF F AE.

A demonstração será subdividida em Lemas, al- 

çuns dos quais tendo também  aplicações na demonstração 

da equivalência de AE com OT

Lema 5.2: Seja  ̂um conjunto de aplicações

BOo

tais que

V f (fel — dom f e a +1).

Seja G G°“V tal que

—  G°l £ OT ( { f“ l : f e"3})).vm g a

Então, OT O) + 0.

(3,g ;S)
Além disso, existe uma fórmula 

tal que a seguinte sentença é um teorema;

fi>Ds.u 'V AiG<ea v A V % í l aV7,G?a

?}>G"í e OT ( { f * l : f £ 

A $ l (7 ,G;S)) ] .
3 ! S(S e OT (1)

Demon stração:Definamos S como sendo o conjunto
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S = |<f,g>:f,g€.3 a (3 1(f a

f * § (G  * $ ) gr I ) v f  ̂g) j- .

Mostremos que S é uma ordem total sobre 3 , verifican- 

do-se as condições (1)— (4) da definição:

(1) Vf (-*f Sf).

f S f , então é claro 

f 5 f. Logo,

De fato, se tivéssemos 

que não seria o caso de termos

3 l(f \ l = f r 5 a f- 5 (G‘S) r 5 )..

G* \ e por sua vez uma ordem total e portantoMas

- r5te:*)rs.
Logo , — i f S f .

(2) Vf,g (fSg -,gSf).

Sef S g. A g S f . 

g £ f •

gr 5 a g-i (g * 1)f*i). 

g'5 * fi

Suponhamos que se tenha 

então não é possível ter-sef % g Portanto

3 *(fr&

Segue então que 

ter f £ g .

o que viola o fato de se

Suponhamos que se tenha £ , t \ tais que

f f s = g r i a f r n f TI A f 5 (G* 5 )g*S A= g

g" T| (S’ T| )f ■ TI •

fM g‘ 1, então e portanto não se tem

rj £ 5 . Por—
Se U ^
f f T| •= g \ TI • Analogamente se prova que
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tanto, !, Tira-se, então, que= TI •

g- 5 (G  * i )f • x ,f*5 ( g  ’ I )g*5 A

o que contradiz ser G' Ç uma ordem total.

(3) Vf,g (f,ge^J a f±g —- fSgv gSf).

Sendo f,g funções distintas de J ,a fim de 

verificarmos que f e g são comparáveis (segundo S) , 
consideremos o caso em que se tenha 'i tal que

fí * g'l •

Podemos supor que i é o menor dos ordinais com  

propriedade, i.e. f T 1 = g T i . Com o G* % e uma or-

dem total, teremos

esta

f’l (G“l )g* 5 v *l (G#l )f • S6

e portanto, conforme o caso, ter-se-á respectivamente 

fSg v gSf. Se não existisse l tal que 

como as aplicações f e g são distintas, deveremos 

ter £  ̂g v g £f. De qualquer forma, a conclusão se 

impõe .

* g‘i ,

(4) V f,g,h (fSg a gSh — >- ST S !h) .

Com efeito, se f Sg a gSh, pela proprieda-

de (2) não podemos ter f = h. Pela (3) segue

Suponhamos que se tenha h S f

então

iSh V h S f .que. 

portanto

e

f S g S h S f.

Como  é impossível acontecer f£g£h£f, duas destas 

aplicações diferem de valor em algum ordinal e seja £
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o menor dos ordinais em que tal se dá. É fácil 

cluir que neste caso se tem

possível. Logo — • hSf e portanto somos forçados 

ter f S h .

con-

f * l (G# l ) f ° I o que e im

a

A fórmula que descreve a ordem total S em ter-

mos de 1 e G é

$ x( 3, G; S) = V

( 3 l (f T 5 = gf i A<f*i ,g*5 >€GÍ)vfCg))).

3f,g (x = <f,g> Af,g £7ax (x € S

QED

Corolário 5.3: Vx (BO(x) =)= 0 OT  ( x) jé 0). 
Além disso, existe uma fórmula £ ^(W;A) tal que a se-

guinte sentença é um teorema de ZF:

Vx,# (W 6 BO(x) 3 ! A (AeOT(px)A $2(W;A))).

Demonstração: Seja W uma boa ordem sobre 

Sabemos que existe um único ordinal a e uma única
fY u Xx A h €. a e

x.

a-

plicação h tal que h €.

Vi , ti  e a(h'ÍWh'Ti i £ TI ).

Isto porque tôda boa ordem tem o mesmo  tipo de ordem de 

um ordinal. Seja k a aplicação de |p x 

tal que

aisobre

k={<X,f> : X £ x A f e°2

h’5 £ X)}.

a V§(ri= i
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É claro que k*X é a função composta de h com a fun-

ção característica de X.

Como h é uma bijeção e a aplicação que a 

cada parte de um conjunto associa sua função caracte- 

rística é bijetora, segue então que k é também 

jetora.

bi-

Aplicando-se o Lema 5.2 no caso especial 

G a função constante tal que

em

 ̂ = al eque

G = { <1 , { <0,1 >} > : í £ a

deduz-se a existência de uma ordem total S sobre o con 

junto

-)T (CC2 )  ̂o, tem-se
al . aiMas e equipotente a 

OT (fx) * 0.

$ 2 (W;A) é

f X e como

A fórmula e a seguinte:

$2(W;A)h  3 a(W £ B0(a) A V Z(Z t A — *• 3 x , X, Y , h , k , a ,

G,S(Z = <X,Y>a X,Y t J) xAh £ ttx a h£X 

Vi , T) (<h‘ 1 , h‘ T) > £ W

k e ** x íal ,) ,A V x„f (k'x= f —- VI (fl = i —

h’l £ X)) a  G = ■’{<! , | '00,0. >'} >

, G; S) A < k' X, k ° Y > £ S))v —. 3a(W£B0(a)A

a a

5 t ti  £ a ) A

" % e *

A = 0).
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Corolário 5,4: V x (OT(x)  ̂0 — OTÍBOÍx)) ̂O)«

$3(A; E ) talAlém disso, existe uma fórmula 

que a seguinte sentença é um teorema de ZF:

Va,x(A £ OT(x) — 3 ! E ( XZeOT (BO(x)) A 3̂(A;E))).

Demo nstração: Consideraremos apenas o caso em  

que x é um conjunto e BO(x)  ̂0. Seja A uma ordem 

total sobre x e seja h a aplicação definida por

{ < W,f > : (W e B0(x) A 3/3 (f£

VI, TI 6 P (f *i W  f • n ~ l £ TI )))} .

f <LXp AP X Ah =

A função h associa a cada boa ordem sobre x a única bi 

jeção de x sobre um conveniente ordinal que preserva 

as relações de ordem. Pode-se demonstrar que a pró-

pria função h é também uma bijeção de domínio B0(x).

Aplicando-se o Lema 5.2 no caso especial em  

que "5 = dom h e G é a função dada por

G = A >:jl * a),

3 f (f € dom h a dom f = p>)  ̂, 

se a existência de uma ordem total sôbre , i.e.

0T(1) f 0. Mas Tr é equipotente a B0(x) (pela a-

plicação h), portanto 0T(B0(x))  ̂0.

<{>  ̂(A;£ ) que utilizaremos é a

deduz-onde a =

A fórmula

seguinte:
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$ 3 (A ; E ) = 3x (A£0T(x )a V z  ( z £ E

1,G,S (z  = <W1,W2>a  W1,W2€BO(y) a

( U^y: p £ a}) a  V W,f(h'W 

VI, TI 6 dom f ( <f" 5 , f ’ TI > £ W ■*-*- 

7= h*BO(y) A G = {< fi , A > : fie 0t

^(7, G;S) A ( <W1 

h’W2> £ S)) )v

3 y’wi,w2’h’a’

BO(y)h £

S £ TI ) A

> -

> £ H <h-wr 

3 x ((A* OTCx Ia  52 = O) .

,w2

QED

Lema 5.5: V x x ,A ,A (A £ OT(x )A 1 O 1 o o

OT(x u x,) + 0).O 1

Além disto, existe uma fórmula ©^(A ,A_;A)’ 14 o 1
tal que a seguinte sentença é um teorema de ZF:

Vx ,x_ ,À ,A (A €. 0T(x ) A A € OTÍx, ) 
o 11 o 1 o o 1 1

3!A(A eOT(x u x. ) A Í (A ,A ;A)))» o 1 14 o 1

Demo nstração; Sejam A^ e A^ ordens totais

sobre x e x. . Definamos uma relação A sobre x U x.o 1 Y o 1
da seguinte maneira:

o1

Aj.€ 0T(x )

<u,v >: (u,vÊx a uA v) v 
’ ’ o o

(uGx A v €. x. ~ x ) V (u, v £x. ~ x A uAo lo lo lv)}-

A £0T(xqU x^) que é por- 

$4(Ao’A1;A)

É rotineiro verificar-se que 

tanto não vazio» A fórmula pode ser a
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seguinte:

4(Ao,Al ; A)~ ]xo,x1(Ao6 0T(xo) A A1COT(x1)a

V z (z €. A —3 u , v ( z = < u , v > a  

( ( u , v e x o

(u,v e x^

3 x , x. (A eOT(x ) a  A £ OT(x ) A A = 0) . 
o 1 o o 1 1

A uA v) v (u € X AVÍ X ~ X ) Vl oo o

/ uA v)))))V o 1~ X

QED

Observação: No caso de termos duas boas 

respectivamente sobre xq e x 

anterior nos garante que se W for tal que

então W será uma ordem total sobre x u x,.
o 1

facil demonstrar que W é algo mais que uma ordem 

de fato, W é também uma boa ordem.

Assim, emendando-se duas ordens totais 

tem-se uma ordem total; 

dens obtem-se uma boa ordem.

or-

dens W e W o lema
1’1o

Contudo, e

to-

tal ,

ob-

emendando-se duas boas

Lema 5.6:

Vfa (f,Gea v a V H g-? eoT(f-?)) —  

OT(Uf*a) 4 o).

Vf,G, aíf,Geav a V5(g -? £B0(í'?)) —  

bo ( Uf*a ) 4 o).
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4: - (G; Z ) taloAlém disto, existe uma fórmula 

que as seguintes sentenças sao teoremas de ZF:

Vf ,G, a(f ,G £ “v A Vê(G"5 € OT(f ■ I )--*■ 

3 :£(EeOT(Uf* Cc )'a <j>_(G;£))).

Vf,G,a(f,G£aV a Vs(G'l £ BO(f • l )-- 

3! E( E fc B0( Uf’ a ) A $5(G; E))).

Demonstração: Sejam 

mo domínio CX; iremos supor que

aplicações de me -jf e G

Vide a — G ‘ l £ OT ( f ‘ l

U f * a .3onstruaanos, então, uma ordejn t<oítal sobre

Antes disto, faremos na demonstração do
x dU f* a , deno-

pre-

sente Lema, a seguinte convenção: se 

taremos por

• * 6 r • j .̂

Com  isto, definiremos o conjunto Z pela fórmula:

Ed [<X,Í> ;x,ytUí

(Ix = ?y a x(Gdx)y))}.

( \ • € l V
x y

a a

Queremos provar agora dois seguintes fatos:

(1) Se V l (G-lj £ OT(f d )) então EeOT(Uf*a).

V§(G’l£ HO(fl)) então E eDO(Uf'a ).• (2) Se
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Provemos (1).

(a) <x,x > £ Y1

então ter-se-á<x,x> £ 5EDe fato, se

x(G' £ )x.
x

isto é impossível.G* 5Mas sendo uma ordem total, x

(b) <x,y> e E <y,x>4 T.

Se <x,y> e <y,x> ê  L , do fato de na o se 

x(G‘ Ç )y e y(G* E )x (já que G* \ é
XX x

conclui-se que ^ r\ .x y
1 não se tem <y,x> £ E e se y

nao se tem <x,y> €. E . Logo não se tem 

o que prova (b).

poder ter 

uma ordem total), No entan-

lt o, se
x

 ̂y e E X 
<xj>i <y,x> €. E

< x , z > £ E .(c) < x , y> , < y,z > £ E — «-

Com efeito, admita-se <x,y> e <y,z> 

lia vários casos a considerar:

em

e . se Ç, =|V J v
x(G' ix).

£ Í> = ^ então % £ E> ©x y z x z
portanto < x , z > £. 5_] . Analogamente se ^x = ^y G E» z en

tão % e Gx z
* z’

cia restrita a ordinais, segue que 
to < x , z > £- E! .

x ( G * § ) y (G0 l ) z
X ^ X

< x , y > e E , Se ^

tem-se e portanto •u

seja

e portanto <x,z>íll . Finalmente se

pela propriedade transitiva da pertinên-

e portan-l e lX z

< x ,y > £ Eou <y,x>eE. 

x,y€.f*a» há tres possibilidades

£.Uf*0C, então(d) Se x,y

De fato, se
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5 e \ 
y x

<y,x> e £.
< y,x > £ ^ con 

y(o’ 5 x)x.

I e l . Se 1 ^ ,ter-se-apara

respectivamente <x,y> £ IZ ou

ter-se-á <x,y>

oux y X y
Caso

£ H***-V ou

x(G' 5 )y xforme ocorra a alternativa 

De qualquer forma, (d) segue.

ou

conelui-se que 2_. é umaDe (a) - (d) ordem

total .

Provemos (2). Para tanto, é suficiente de -

monstrar que

Vx(o 4= x £ U f * a — *- 3 x(x £ X /A Vy(jc 4 y G X — »~ 

< x,y > € Zi ) )) .

U f * a . SeCom  efeito, seja X uma parte não vazia de

ja
^ = fl \T:3u (u £Xa u £ f * 7 ) } .

(É claro que se pode tomar a intersecção acima pois

x £ U f*a).que X é não vazio e

ser unitário e igual aNo caso de X Hf * 1 

então x será Ei -minimal em X.

X n f ‘i possuir mais de um ele-

mento e x G’£ -minimal em Xnf‘| , segue da defini 

ção de 2_j que x e também Ui -minimal (em X) . De qual-

quer modo, X sempre possui o elemento Z -minimal con-

tanto que V§(G*5 £ R0(f*5 )). Logo, (2) se impòe .

No caso de
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A fórmula 6 (G; ZH ) poderá ser a seguinte:
O

$5(G;Z:) = 3f, a(f,GcaV a Ví (G'Ç e OT(f ‘ ? ))a  

V z(z £ YZ 3x,y(x,y£f*CXA z=<x,y>A

•7 } e n{7: y tf*7})v(( 0 \7 :

( n (7 :
x (G ’ n {7 : xef- 7 V )y)))) V

X ef

■ 7}= n {7:yef7} Ax £f

—.3f,a(f,G£aVA V ^ (G ’ | €. OT(f § )) A 

E = o). QED

Lema 5.7: V A,x,y(A £ 0T(x) A 0 =): y & x A y 

finito — - A o (y x y) fe B0(y) ) .

Além disto, existe uma fórmula 

que a sentença seguinte é um teorema de

V A,x,y,z (A € 0T(x) a  0 ^ y £ x Ay é finito —*-

3 z ( z e y a  <£ g (A, y; z))) .

e

$ 6(A,y;z) tai

ZF:

0 Lema acima nos diz que se um conjunto íor 

totalmente ordenado, a restrição de toda ordem 

desse conjunto a qualquer de suas partes finitas é uma  

boa ordem. Este fato é bastante intuitivo e de demons-

tração simples; omiti-la-emos.

total

§6(A,y;z) é aUma  das possíveis formulas

seguinte:
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y é finito A3 x( A £ 0T(x) A 0 £ y £ x a

(z £ y a Vu (z t  u £ y —

$6(A,y;z) =

(y = {A v 

<z, u> £• A) )) —, 3 x (A fe. OT (x) AV

= o).e finito A zOiy^x Ay
QED

Antes de finalizarmos a demonstração do nos-

so teorema, façamos uma convenção.

x in-1

formula de ZF contendo livres as variáveis
e podendo ou não possuir parâmetros 

Suponhamos tenha sido provada a

Seja

*(v )• i

uma

e yx , . . . , x . o n-1
adicionais. 

te fórmula (em ZF):

seguiti-

3: y §:(tc
oVx .o

Podemos então considerar o termo

2 $ (x ... x ;y) .uy o n-1

Pode acontecer que, no decorrer de uma demons 

tração, seja necessário definir várias vezes conjuntos 

por meio de fórmulas e para cada aplicação da defini-

ção precisarmos introduzir uma variável (exemplo: 

caso acima, ó necessário utilizar a variável 

denotar o $ -correspondente de x .

no

y para 

). Afim de. . x
o n-1

um numero elevadoevitar a introdução deselegante de 

de variáveis, usaremos a 

operador.

própria fórmula $ 
Assim, será utilizada a notação

como um
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$(x )x in-1

para designar o único y tal que $ (x xn-liy)‘
o’ ‘ '• í

$ (x 2 $ (X . . . X ; y) .y o n-1)x in-1

É claro que pelo contexto, será possível discernir quan 

do $ é usadii como fórmula e quando é usada como 

rador.

ope-

Com a notação introduzida acima 

guintes consequências das definições e Lemas que 

aqui ja provamos:

temos as se- 

até

(1) A £ OT( U U A ) —- 3 x(A £ OT(x)) .
WeBO(UUw) — 3 x(WtBO(x)).

(2) W £ BO ( U U W) — $ 0W £ 0T( )p UU W)

(3) A £ 0T( UU A) —- $ A £ OT(BO( UU A) ) .
« 3

(4) A £ OT(UUa ) a A, £ OT(UUa , ) —
o o 1 1
$ , ( A , A ) £ OT(UU A U U U A ) .

4 o 1 o 1

W £ B0( UU W ) A w e B0( UU W_ )
o o 1 1
* (W ,W.)£BO(UUw u UU W ) .

4 o 1 o 1

(5) f ,G £ “ V A VE(G"íe OT (f S )) —-

$,.G £ 0T( U f* a) .

f ,G £ “

$ G £ BO( U f *0C ) ■
5

V S(G’S e BO(f0I )) —V A
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(6) A60T(UU a)a 0 + UUa  

$ 6(A,y)£ y.

é finito — *-A y

ZF+AF (- V CC ( BO(R a) + O) . 

Com o é fácil de ver, estabelecido este fato, o teore-

ma da boa ordem segue imediatamente, 

qualquer, pelo Teorema 4.2, x €. Rp , para algum J3 , Con 

clui-se que

Provemos agora que

De fato, dado x

UUr /s s c „ - Ç Ra i^l 5 J*5P + iRx 9 1 %

Pondo a = j^+l, tem-se

x£ R a BO( R ) * 0.cx

Portanto B0(x) + 0 o que implica então que

Para demonstrarmos que V ot (B0(R )  ̂0),usa 

remos o Princípio de Indução Transfinita (forte). Ad-

mitamos então que

BO = V.

V/3 (/3C ct B0(Rp ) 4= 0) ,

Cabe-nos provar que tal hipótese acarreta ser

B0(R ) 4 0. a
Usando o axioma AF e tendo em conta que cada 

um dos membros do conjunto { BO(Rp): fie a 

vazio, deduz-se a existência de uma aplicação H que 

satisfaz às propriedades:

> e na o

A V/3(0 + H°  ̂£ B0(Rj$) A H °fiH e aV é finito)o
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Vem os claramente que a função H seleciona, pa 

CC  , um subconjunto finito e não vazio 

boas ordens de Rp>. Nosso próximo passo será provar a 

existência de uma função K tal que a cada Be. a asso-

cia uma única boa ordem de Rp . Faremos isto, utili-

zando o Esquema de definição por recorrência transfini 

ta .

I £ra cada de

Seja @  (x,y;H) a seguinte fórmula de ZF (com

parâmetro H):

dom  x
(«)(*.y;H) = (x& V a dom  x €. dom H a

dom  x V A domxtdom H a y=OXdom  x))v — ■ (x £

Então V x 3.' y 0(x,y;H) e pelo Esquema de definição por 

recorrência transfinita,

V/131K (K6P V A V 5 (@(K f 5 , K ' 5 ; H) ) ) .

No que segue, chamaremos de K ao termo 

satisfaz ao segundo membro da equação:

’K

* v a  ̂  ̂( (h) (z f  ̂,z' $ ; II))).?c.

Antes de inais nada, verifiquemos um fato 

qual já nos familiarizamos:

do

Mi , p ( 5 s fi — KS 6 K/j)(7)

(i.e. os são crescentes).

seja l ^ fi T) um elemento qualDe fato e
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K  ̂, tira-sedefinição dede l ■ »aquer
• k /!"

, esta

®((Kpr 5 ) t Ti , (Kp r 5 )-Ti ;H).

; H).

fórmula é equivalente aT] £ IComo

elemento arbitrário de £ ,

é a unica
Finalmente como A 

como
aplicação que satisfaz a condição

e um

tem domínio S e comokjb  r ? K ç

V T| ( T| £ 5 —** (h )ÍíKj T T]

Ky3 h = K | . A conclusão de '( 7) é entãosegue que 

imediata a partir das fórmulas:

K| = KjJ T ! S Kp .

NÓs nos propomos a provar

V/3 (fi í a. — Vl ( | e p ■— K ^(8) e. BO ( R |))).

Isto será feito pelo Princípio de Indução 

transfinita mediante a seguinte hipótese:

Vç ( l £ p £ a —-V TI (K-ç -q £ B0(R1] ) ) ) .

V \ (U/i —1- Kp^£B0(Rç))Queremos provar que

supondo /3 9 cx . Seja £ 

Vejamos o que ó Kp£. Ora 

/$ão de domínio ? 

tanto l £ domH.

um elemento arbitrário de fi .
é uma aplica-

e í £ a (pois?£p-CX)e 

Olhando-se para a definição de ® ,

Kp r i
por

verifica-se então que

k ^ i =$6($3$4 ((k ^ r i ),$2$5 (Kp r s )> , H ’ l ) .
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(Kj-, f I ) * T] = K’ r; €. BO(R )Agora, se T[ €. £ ,

(vide (4) e hipótese de indução). Portanto, de (5) ti-

ra-se que

$ (Kj* r l ) Ê B0( U R r| > •
Tl^-Í

De (2) tira-se que

<L§_ (K«, r E ) tOT( U R-q).
^ 0 ' T)£l

Como BOQOT, conclui-se de (4) que

$4( 4»5(Kp \ l ) , $ 9 $5 (Kj3 t l )) t OT ( U 

U U R n) = OT(R I ) .

r\el Rt 1

riei

De (3) vem

$3 4>4 ( í>5 (K/b r S ), 4> 245 (K/j r l )) £ OT(BO(R|)).

tem-se de (6)0 ± H‘S - BO(R | )H" lComo e finito e

que

K>S= $g( 4>3$4(4>5 (Kp r 5 ),

4 2 $5 (1\ft r 5 )) , H- I ) £ BO(Rç)..

Assim provamos (8). Em particular, concluimos

(9) Vct(Seoc — Ka‘ i £ BO(Rj)) . 

De (5), novamente, temos então

(10) $> _ K G B0( U »l).
5 a Ua
Iremos agora enunciar o seguinte lema:
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Lema 5.8:

ZF + AF h Vx (BO(x) 4= 0 —* BO( px) * O) .

Admitindo-o como verdadeiro, podemos imediata 

mente provar que BO(R a) 4= 0. De fato, de (10) segue 

que
BO( U R„ ) * 0. 

Ha *
W £B0( U R* ) . 

° Ha

Seja

í> U é bem orde-Pelo Lema 5.8, concluimos que 

nável. Seja ÍE0C

u« r U ip -U R 
* (t GC

V. <L B0( V3 Ur J.
1 4 ?ea 1

Como Rcx = r|'£CX

$ (W ,,W) £ BOÍ® .K)) e portanto B0(Ra) 4= 0.segue que

Provemos então o lema 5.8.

Seja x um conjunto bem ordenável e W uma boa 

ordem sobre x: pertence então a 0T('jpx).

remos o conjunto  ̂(p x ~ 1. É uma consequência de 

a existência de uma aplicação H tal que

V A V X(0 4 H' X S X A H  * X é finito)). 

Seja f a aplicação que satisfaz à equação:

{ <xt $6( §2W,H'X) > : 04XÇ^)x }

Conside

AF

(TPPx - 1)
(H G

f

É claro então que

(|p)px ~ 1)
V X (f'X GX) .f £ V A

Que p x é bem ordenável pode-se deduzir do seguinte
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teorema:

Teorema 5,9: (Zermelo)

V A V X(f*X £ X) BO(e) ± 0)c

Demon s traça o: Seja z um conjunto e f uma apli 

cação definida no conjunto das partes não vazias de z 

tal que V X(f*X£X). Seja F(x,y;f) a seguinte fórmu 

la :

V A y=f’(z~domx))v ((x £<*om XV 

v (z ~ dom x) 4- dom f) a y = z).

dom xF(x,y;f) = (x e

Então é claro que V x 3! yF(x,y) e pelo 

Esquema de definição por recorrência transfinita, de-

duz-se que

Va 3!g (g e a V a V i (F (g f 5 , g * S ))) •

Introduzamos a notação para indicarga
2t(t£a V a VI (F(t \l, t'l ))),

onde Cl é um ordinal qualquer. Provemos os seguintes 

fatos:

V a (g é injetora v(1 1 )

Com efeito, seja a um ordinal tal que g 

seja injetora e consideremos dois ordinais 5 e T\ tais 

S a "h

na o

e U t \ «

F(sar 11 ’ sáT,)*
Por hipótese tem-seque
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ur ti  * oa
então X e dom f e pela definiSe X = z " dom g

ção de F, 6^ "0
-z“jg* Consequentemente

= f*X£X, ou seja Sa11 £ z

e portantoMas I 6 T]

6

a contradição é imediata se levarmos em conta que

•1 = gan-
u

Segue daí que X = z - dom gaf ^ = 0 e portanto X dom f 

tendo-se p.ois, que

soc

ga^ = z.

(21) V a, p ( a s J3 S ,cx“ S,p ■)-

De fato, seja fo = gp f a* Como se tem 

Vi (F(gp UlgJii)),

em particular ter-se-á _

V! F(hf! , h*l )).

Pela unidade de ea ’ segue

h = gpf a - gp.6 = a

(3’) Va, p (at p A z dom g ^ U dom gp —►

V I Udom g^t dom gp

Se a €p> e z não pertence aos contradomí- 

e gp , então ambas, 

jetoras (por (!*))• Usando (21), 

dom g = a % P = dom Sl3 » log° g„ % g/3

).

nios de são in-g a g a e g P 
tein-se sa~eP

ou seja

mas
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dom ga + dom gp .

(4') A classe A dos ordinais a tais que ztdomg forT oc
ma um conjunto.

Seja G(X,oc; f,z) a seguinte fórmula:

G(X,oc ) = X = dom g^.

Mostremos que para todo X 9 z existe no máximo um OC  

tal que G( X , oc) . Se tivermos XÇz a G(X, a) a G(X, J* ) * 

concluimos que z  ̂dom  pois z^. z. Logo,

z $ dom g  ̂u dom

De (3') e da igualdade dom  g^= domgp segue quea=/*.

Utilizando-se o Esquema de Substituição no ca

so especial de se ter a fórmula G(X, a) e sendo t5 oz
conjunto do qual se substituem elementos, conclui-se 

que

Sp •

]X(XÇZ A G(X, oc)) } €. V.(a :A

( 5 ' ) V v ( T = U A — - z  ̂d om g Y ) •

Sabemos que a reunião de um conjunto de ordi-

nais e o supremo dos ordinais deste conjunto e e por-

tanto um ordinal. Estamos chamando de X à reunião

de a .
u —

Suponhamos que z e. dom  g^* Então existe OteY

tal que 

por-

Mas se (X Ç. T , existe 

De (2) segue que g  ̂ç g*  ̂e

ou seja z £ dom g . Mas is-
V>
pois

tal que g T =
OC é/^ÇA e p  ̂t '

z.

gp ' a= g T oc = z,

to contradiz o fato de pertencer a A,

tanto
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( p e A ■*— domgfl).

(61) dom g = z.T
T e A.A partir de (51), sabemos que Mas

sendo Y o supremo dos ordinais de A, segue 

Y + .1 <t A e portanto z G dom g

que

Como gT & ê'r + i i 
conc1uimos

Y*l’
\T\ .z { dom g^+ ^ e dom g 

«que4

d om
T+J 

Como se tem F(g

f Y*i z) i conclui-se da definição

e*y>it= z‘
portanto F(g

T +1
de

r+i
F que z - dom g \ T = dom gt Y = o. Mas dom g 

z S: dom g
VT+lr.+ iu

z~dom gy  = ‘0,i.e. ou seja T*
Ç z. Sadom gj.

Pela (5), z Í dom g^,por

Para finalizar, mostremos que 

bemos que dom g^ ^ z U | z] .
v;

tanto *dom g^ - z•

- Estamos em posição de mostrar que z 

ser bem ordenado. De (1 • ) e (5') temos que

Tem-se então que z = dom g^ •

pode

g T e ín

jetora. De (C1) concluimos que seu contradomínio e

z. Logo, como domg^,= Y , teremos que 

bijeção de T sobre z e portanto B0(z) 4 0-

e umaer

QED

Isto finaliza a demonstração do teorema

ZF + AF 1 B0 = V.

Passaremos agora a demonstrar o último Teo- 

que e o seguinte:

feorema 5.10: ZF + DO = OT [ DO = V.

renu\ desta tese

I^nons traça o : É suficiente mostrar que

V a(no(Ra) ^ 0).
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Isto sera feito pelo Principio de Indução Transfinita; ' 

suponhamos entáo que

Vjs < p(n) BO(Rp) + 0) .e a

0 que desejamos demonstrar como consequência de (ll) é 

que B0(Ra)4= 0. Antes de mais nada, algumas defini 

ções :

Definiçáo 5.11: Seja W uma boa ordem sobre 

Xo Pela restrição de W  a y nós estamos, naturalmente 

designando a intersecção Wn(yxy). A notação de que 

faremos uso para denotar este conjunto é W  T y.

É claro que

(12) V W , x, y (W £ B0( x) —*■ tf f y € B0(y n x)) .

(13) V W,x,y(W £ B0(x) a yQx

Definição 5.12: Seja p um ordinal e W

Diremos que W è uma boa ordem

wTy B0(y)) .

uma

boa ordem sobre
crescente se

VI , uWv) .u , v (u £ R| A

As seguintes afirmações são consequências ime 

dia tas das definições:

v Q RTI £
■n

(14) V p ( B0( Rb  ) ± 0

(15) Vp ,W1,W2(W1,W2£ BO(Rp) A wx,w2

4= W2 — 3 ! í ( l £ J5

= W n í Ur a W, l Ip U R 4 l p U R -n )) . 
2 riel Ti 1 Sei n 2 Sei

3 W(W eBO(Rp) a  W é crescen-
te)).

crescente A

A W
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No caso de termos duas boas ordens distintas 

e crescentes e sobre Rp , denotaremos por

2 ( i ta a w, í Ur  
l 1 r,£i n

w. \ r> U RU wo t" P U bJ.
1 1 TI 6? 71 2 1 T| ei 11

# /
um elemento arbitra-

wj u Ri(wl,w2) =

Definição 5.15: Seja (3 

0C (o mesmo  ordinal fixado «e satisfazendo a fórrio de

Definimosmula (11)). 

tal que

como sendo © ooTi jwitoP

|<W1,W2>: BO(Rq ) a Vj_,V2 crescentes aEP
Wx + W2a 3l (?= i(WltW2) a <»jf f ,

T|

^3 ^2 (WJ Urw2r f 4RT,
lies

)) .> €
t \

Explanação: Se e W são boas ordens cres

centes distintas de Rjj, segue de (15) que existe um

as restrições de

coincidem, mas as restrições das mes-

único 5 ( = iíW^,W2)).tal que

e W 2 a
W1

U R

f U
T] 65

são distintas. Sejamas

w = w { Ur = wj Ur .
1 r,eS n 2 ti  ê ? ^

W é então uma boa ordem. Por (2), $> W  £0T( p LJ R,, )
2 • ^ *1 T]es

(3), $ 3 $2W  £0T(B0( p \Jv R^)) . Com oe por

w, { í>Ur J»0I' V3 U r ,,
,, . V*

B0( Vd R« ) estas restrições 

Em L o colocaremos o

e pertencem a sao
^3 ~ comparáveis. parP
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<W^,Wo > na inesma ordem que as respectivas

aparecem eni

restr1-

a f u Ma"'*Rnçoes

Lema 5.14:

V/i( p crescente^)).— HpCOT ([W: We B0(Rj3) a We a

Demo nstraça o: Verificaremos as quatro condi-

ções de ordem total: Vi

—• < W,W > ê C/3 .

Por definição de X7j fb .

—» ( < wL ,t\;2 > , < w2,w1 > e C/3 ) .

< wx,w2 > e <v2,w1> e IZp,

(a)

(b)

Com efeito, se

e Wf> são distintos. 

Se ja £ i(W2,W1)i(WrW2)

w0 f U R- .
2 TI ti 11V U R 

1 nei *
w

<* l-w2>6 M’ tem-seComo 1

6«2 r f Us » „u ><wi V
<W2’W1>6 M

f rie^

, tem-seComo

Maw-2 f P^|R2'

M2»
> e< w

não é uma ordem total o queConcluimos que 

e uma contradição.
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—  < tf ,tf > t,W2> , <W 2-W 3> e  ̂

\ e

(c) <w 1

Tj os ordinais respectivamente

i(W9,W^). Enteio é claro que 

é igual ao menor deles. Examinemos as possi

Sejam

i(K ,W2) eiguais a

i<VV
bilidades seguintes:

(i) l = ■n-

Das hipóteses e da definição de 2_i $ tem-se

que

. r Y3 U R't , W_ \ 'f U R ~r
1 ‘ 7eS 1 -2 & lei J

w í p U R^r> e f $ (w t
3 t J 3^1

U R> , <w2. p< w

U R-r).

$ (W í U R^r ) é uma '©.rdejn total e
3 2 1 Tá J

i(W^,W^) = 5 ; segue portanto que

< w: i f

* Mas

' ] w3 r ? u RR r^. > £17tiJtS

R -r )1Ití
<W e E/â-o que quer dizer que

(ii) \ t TI

= li(WNeste caso, teremos e

< W [ p U R , , tf, f 
1 . ] 2

I> e V-
Ma 8
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W f \p U R 
2 6 1í\

ç ií  J r . ç v f Ur
2 4 2 701 1 =1 l

w3r u r i ‘lei
Logo,

Rt  = W.íp U R~ .
7el ^ J 6 7e$ ~w2t r U

Por substituição direta na fórmula acima, ob-

tem-se

$34>2 (w r ufPU W f vo U R 
3 5 le?

R-t ),
lú }

> £< w R~j ,? i

n< Wl’W3>o que implica P •em

(iii) Tl €. s .

A demonstração é simétrica de (ii) e sera omi 

tida. De (i) - (iii) concluimos (c).

(d) W ,W0 £ BO(Kyj) ,A W x if. W 2 A W X,W2

( < v.,̂ v/., > £ Cp v < w2, w1> e.Hp).

De fato, sejam dadas e W 0

as condições de (d). Seja

I .1 (W, ,W0) e W

crescente

satisfazendo

W f U R
1 tig .1 V1

VS w e uma ordem total, os elementosCom o

w r vo U r  «
2 5 T!£? '

W f p U R-
1 Se? ^

e



108

$ _ $0 W  - comparáveis. 

Provamos por

Logo, por definição 

- comparave is .

desao

Esao

que 23 p e uma ordem(a) - (d)

total.

Definição 5,15: NKo que segue, iremos fixar 

como sendo as seguintes funções:f e G

f = (</», > A CJlp= {tf: WeBO( Rp) a: fò € a

n-tf crescente

G = {<fi, Efl > : /i a a )

Por (ll) e (14) temos

V/3 ( p

V/i(/3

(16) f/3 * 0) .e a

(17) G'Ji € 0T (f * J3 ) ) .e a

De (16), (17) e (5) tira-se que

$ 5g  e ot ( U f * a ) .(18)

Isto quer dizer que o conjunto

^W: 3 p (J3 e a A tfeBO(Rp) a tf é cres-

pode ser totalmente ordenado. Com o B0 = 

este conjunto pode ser bem ordenado e sejalxT

U f * a •

cente)j 

= 0T, 

uma boa ordem  de
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Sendo fi e 0^ denotemos por V/j9

(que existe pois

o elemento

f 9p> £ 0). Af */}UT-minimal de 

aplicação g, definida por

: /36 Ot |{<ft , Wp >g
■3 v

escolhe para cada ft €. 0C uma boa ordem do Rp. Con-

cluímos por (5) que

Lg£B0( U Rfí ) 
5 /*ea '

e de (2) vem que

$ §
2 5

Ê0T()P U Ra ), 
/Be a 'g

p U R *5 pea J 
mente, como

pode ser totalmente ordenado. Nova-i . e .

)p U R  3
6 pe.a p

ordem que poderemos denotar por

admite uma boaBO = OT,

W.

Por (4), concluímos que

^ ( $ g,W) 6 BO( U Rp U p U Rn )
45 Pea y 0 /Be a 1

= BO (R a ) .

B0(R a) + 0.Isto quer dizer que

QED
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APÊ NDICE I

Nos sistemas de Teoria dos Conjuntos do 

de Bernays-Gode1 (Cf. [6]), pode-se formular o 

da Boa Ordem  de "modo global" ou de "modo local" 

em consequência, há as formulações equivalentes do Axio 

ma da Escolha).

tipo 

Teorema  

(e,

ordená-Formulação local: Todo conjunto é bem
vel .

bemFormulação global: A classe universal e

ordenáve1.

Sabe-se que a segunda formulação é estritamen- 

te mais forte do que a primeira.

Nosso resultado sobre a equivalência entre 

ZF, vale também para o

de Bernays-Gõdel sem escolha; é verdadeira, pois, 

proposiçã o:

AE

sistemae BO = OT, no sistema
a

Teorema 1: No sistema de Bernays-Gode1, sem o

Axioma E, tem-se
BO — BO = OT.V

De maneira semelhante, existe uma formulação

Gõdel-Bernayslocal evidente de Z(cd ) no sistema  de 

e pode-se provar o

Teorema 2: No sistema de Gode1-Bernays, sem o 

Axioma E, a formulação local de Z(od ) é equivalente 

á formulação local do Axioma da Escolha.

Observação 1: Os resultados precedentes rela-
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tiva a ZF e ao sistema de Godel-Bernays (sem o Axioma  

E), permanecem válidos mesmo  que se admita a existên-

cia de átomos, desde que se formule de modo apropria-

do o Axioma da Regularidade.

Vários problemas originados pela nossa tese, 

permanecem abertos. Citaremos, a seguir, os que 

parecem mais importantes.

nos.

(sem  

M V é bem ordé

Problema 1: No sistema de Godel-Bernays 

escolha), é válida a equivalência entre 

nável" e "Se uma classe fõr linearmente ordenável, en-

tão ela é bem ordenável"?

Problema 2: A equivalência, entre as proposi-

ções acima é verdadeira no sistema de Kelley-Morse 

(Cf. [7], apendice), sem o Axioma da Escolha?

js consistente com os pos- 

NF de Quine (ver [9] e [ 10] ) ? (Em caso po-

sitivo, não seria equivalente ao Axioma da Escolha,ten 

do-se em vista um resultado de Specker [1l] ?)

Problema 3: BO  = OT

tulados de

Problema 4: Em  ZF é válida a implicação BO = 

(Questão análoga pode-se propor para sis-

temas d© tipo de Bernays-Gõdel).

OT — AR?

'Observação 2: Problemas còmo os ptecedentes 

podem ser formuladas com referencia a certos sistemas

fortes de teoria dos conjuntíos, Domo <os propostos por

à TeoriaNewton C.A. da Costa, para servirem de base 

das Categorias (ver, por exemplo*, os seguintes traba-

lhos desse autor: On two systems of set theory

A 68,' NQ 1 , pp. 95-99

Proc.

Koninkl. Ned. Ak. Wetenschappen,
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(1965) , Un nouveau système formei sugffèré par í.)ed(.c.f:cr, 

C.R. Acad. Sc. Paris, A 265, pp. 85-88 (1967) e 

set theory suggested by Dedecker and Ehresmann,

On a

Proc.

pp. 880-888 (1969)).Japan Academy, 45, NQ 10
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APÊN DICE II

Neste Apendice resumimos alguns resultados ob 

tidos por nós e pelo Professor Newton C.A. da Costa, e 

que tencionamos desenvolver e publicar futuramente.

Seja ZF o sistema de teoria dos conjuntos 

do livro de Cohen ([l] ):*, ZF é >eqíui'val<e.nsbe a nosso sis 
tema ZF com o Axioma 'da EscoITia. ZF* denota ZF sem

o Axioma -da Regularidade.

Em  ZF*,

rio se houver uma sequencia infinita

e x

um conjunto x denomina-se extraordina

x1,x9,.

. vSabe-se que, no sis

. . ,x
n’ *•• i

tal que x^€x, x9 € x 

tema em apreço, o Axioma da Regularidade e equivalente
1’ X3 2 1 * ‘

à inexistência de conjuntos extraordinários.

Um  conjunto x tal que x = ^x}, chama-se um  

indivíduo de Quine. Evidentemente, todo indivíduo de 

Quine é um conjunto extraordinário.

Teorema 1: Se ZF for consistente,

+ 3 x(x = {x^)ZF*

também é consistente.

Demo nstração (esboço): Seja M um modelo de ZF.

A partir de M vamos construir um modelo M* com as se-

guintes propriedades: (l) Universo de M ? Universo de

(2)  ̂M * CM  
tinencia;

ou seja, mudamo s a relação de per- 

(3) M 1 (: ZF* + 3 x(x = íx }) .

Podemos supor, sem perda de genera1idade,que 

M é um modelo Standard:

\ I . £ \
Universo de MÇV  a Xf x, y € Universo de M(x ‘ y — *xey; .
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Nestas condições, 0) é absoluto:

0) Ç Universo de M e cu e M .
=

Em CO podemos definir a seguinte relação £*: 

(1) V X e cu (— ix£* 1); (2) Vx £ (1) (x £'0

(3) Vx£(u (x>1 

da expansão diádica

x = 0);

V y G u> (y £’x 

de x)).

y e elemento

(Nota: A expansão diádica de x, x , é de-
finida da seguinte forma:

V12 v2 V r
+ • • • + 2+ 2x

onde
>... > '»,r̂ 0.

Então, os elementos da expansão diádica de x são

V
Se x for um conjunto qualquer, denotaremos 

por p *(x) o seguinte conjunto:

»1 > V2 > V2

.)^2 ’ •• r

posto (rank) finitoj*.)p(x) -{y: y S x A y e de

sa " )P * ^ ^ sjB * » 
Se ' €

Façamos: S 0) e on-o
de a e jò designam ordinais.

M' = U S
OCfcOR 
a

da seguinte maneira: se

a i

podemos definir £ ..
M

X  ̂M  ' y def

def X í w A x GM ' A xey-

y £ w *
entãox €. co A x £ ’ y; se y t “ >então

x £ M' y

plesmente (cometendo-se um abuso de linguagem), M* é 

ZF* + 3 x (x é indivíduo de Quine) .

Prova-se, então, que > ou, sim-

um modelo de
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Te ore ma__2Se ZF f ór consistente, então

ZF* + “Existe um conjunto finito de indivíduos 

também é consistente.

de

-Quine*

Te o re ma 5: Se ZF for consistente, então não 

se pode demonstrar a existência do conjunto vazio em  

nosso sistema ZF + AE, sem o Axioma da Regularidade.

Dem onstração (esboço): De fato, pelo Teore-

ma 1, se ZF for consistente, ZF* + 3 x (x é um indi-
víduo de Quine) também o será.. Neste último, defina~

onde x é uri, Sa =J
indivíduo de Quine e p (t) denota o conjunto das 

partes não vazias de t. A partir de S^ , facilmente 

se pode construir um modelo de ZF + AE sem regulari-

dade, no qual não há conjunto vazio, ou seja, no qual 

V X 3 y (y tx).

lx) 6mos: S o

se tem:

Teorema 4: 0 sistema ZF + AE (AE conveniente-

mente formulado), sem o Axioma da Regularidade, pos-

sui um modelo finito.

Demo nstração (esboço). Com  efeito, o mode-

lo do teorema precedente é finito.

É interessante observar que ZF + AE, sem  

Axioma da Regularidade, encerra o Axioma do 

to..,; não obstante, possui modelo finito. É claro que 

o fato se explica pelas propr iedadesdrum tanto surpre 

endentes, a primeira vista, dos conjuntos extraordiná 

rios.

o

Infini-

0 teorema precedente evidencia, por outro la 

do, o papel relevante do Axioma da R-egularidade 

demonstração da existência do vazio em ZF: sem esse

na
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axioma, não se pode fazer tal demonstração.

Teorema 5: A negação do Axioma da Regularida-

de é compatível com os axiomas de ZF* , se este último 

for consistente.

Demonstração: Se ZF* for consistente * então 

ZF também é (Von Neumann); logo, pelo teorema 1,

+ 3x(x=|xJ)ZF*

3x (x ={x} )e consistente. Ora, como o postulado

acarreta, em ZF*, a negação do Axioma da Regularidade,

(0 presente 

por Ber-

é consistente.ZF* + —» ARsegue-se que 

teorema foi demonstrado, por outro método, 

nays).

Corolário: 0 Axioma da Regularidade é indepen 

dente dos outros postulados de ZF.

Um  conjunto extraordinário x diz-se normal

n > 0, tais que

e 0 = x .n

se nao existem x xx , . . . , xn’o 1
x e x , 11 ’ n n-1x G x, o G X G Xxi X2o’

vale a implicação:ZF*Teorema 6: Em

3x (x é um3x (x é um conjunto extraordinário) 

conjunto extraordinário normal).

As considerações anteriores sugerem vários 

problemas. Por exemplo:

Problema 1: Se acrescentarmos a ZF* o postula-

do
3x Vy (y

mal), o novo sistema, 
tório, se ZF* o for?

é um conjunto extraordinário

assim obtido, será não contradi-

nor-G  x —  y
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Problema 2: 0 sistema ZF + AE, descrito nesta 

tese, sem o Axioma da Regularidade, possui, aparente - 

mente, um modelo intuitivo (informal), no qual só e- 

xistem conjuntos extraordinários. Poder-se-ia intro-

duzir um postulado que exprimisse que o novo sistema  

possui modelo infinito, composto somente por 

tos extraordinários normais?

conjun

É claro que os resultados deste apendice con 

venientemente adaptados, valem para outras axiomáti-

cas da teoria de conjuntos, como, por exemplo, a de 

Godel-Bernays ([6]).




