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A oric:::em c1e,,te tral1::~1ho 0· o e2t,.;.d0 r,roro i: to f: mj:n e e.o Frof. 

Roberto Goste., r1elo2 Frofs.tT .F. L,:fon e l .... f;Ii~&li da::~ l1ceb:r-o.;:-; ten­

Forie.1, ,:;i:w.étrics e eY.terior àe r:tÓduJ.02 linet:. ri..1ente to; .. o1ocizac1os. 

Dec,c1e c.nts.o. vÚrj_o:-~ tr,;b,.:.J hor:~ :'.'. ocre o bsr:unto for,.un r-•uhJ.ic8.dOf"•. IJe ou­

tro li;.do, o estudo n~ui &:pre~0 entctc1o es~ú lonce oe"·t~.s idéü, ::. De f,3-

-:0,fui m1.;.ito r::.:.rid2,mente Jevr,do a con:,:i(ierar rn·oblema2 d.e ál:-:-ebrrt li­

_neur co::1 to_polocü .. ~~ qu.aü.:;quer e n oec-cob:rir nue n~o exi:::-tir;_ pré:tica-
- ' 

mer,te bj_bJ. io5rhfi:: .. sob:re o~ módulos to r:o1 ór·icos •. o presente trabaJ.ho 

começ~ com mddulos tó1oló~icos sem se dete~ no e~tudo dos anéis topo­

lÓ['icos por já existir unw .. e.xtenr:>,~ .. bi bliocrEJfir:-.. sobre este tema, por 

exemplo (KJ] , [K2] , [r 3] , [K4] , , [3] , [w~ , [w 2] , ['N 3J , ['t14] 
e [.v5J entre mui to$ ·outros. A maior }}arte do conteúdo , dos Capítulos 

1, 2 e 3 são generalfzaçõe.s bastante simples d-e construções análogas 

nas categorias dos EVT, grupor5 abelianos toi:;olÓt:j.cos e módulos. Mui­

tas questões n~o foram abordadas, entre estas s~o dignas ~e destaque: 

(a) Estudo õ.e ei:-imorfisrno$, moI::iomorfi~~mos, núcleos, imctg-er..s, etc. np, 

Cc..,tegori& cios módulos to11olÓgicos; (b) !:IÓdulos rnetrizáveis e norma. -

do~, ; (e) 1tlcebr2. muJ tiJ.jnear to110J Ó;ica- E:s·t;e rroblem~?. é tratado em 

li:-::'i.e 1: 0 01:::_p. 4 ue (co] . ~ob:re o'..:t::::·r;:- L1'--~8~'tõe2. naturais, como o G[l­

cu1o ::::;iferenci&l e -1~ Cohomolo::;üi~co:n~:cg:.ü esqoçoE, r1J.c.i.ner:tures de 

teori;:;, ~'. que, 11or fé,1t.a totG.1 de rr~otivi:,_ção, fj_cé~r2.1Il redu~·;ià.os a meros 

e e:-: envo1 vimer:,.tos formt:.i! ' , incoLriJ,J e to s e sem objetivo vi: í v'el, n~.zão pe-

] 1 ~ f . , /, . . -~ qu2 nao ori::.E 1nc.L v:i.cto,.: a_q_F.1. 

L'Lt:re c..s- du::.1. ::-; · tendêncié,,~: 01,ost::-.if·. 8FJ5,.,;._int.eP:, (JQ) NÊ.'.o demor1~tr-e.r, nem 

definir n,<d~ qi,;.e e s t :i.ve~~r.;e cier:i..orn:;t:rado e d.efi nicio ns. literatura; ( 2Q) 

"Jemoc::-,t:r·ar e defini:r t:1do de novo, O re::::,.il tc.~do foi :.;_iT:. t;, certa due.J j_da -
1 · ' 7 ' • 't · J · r · · ' t d . t c ... e C. t:: c.r•j_tt.:.:.:-' io, por exe:.r:1:_o, e inu ·1 .. c..:.e.1nJ.:r· l)rocu. o, so1r.a ire 2., 

] . ·t · · ., t· - . t· - ,, - 7 t l' . . , t l!Ill : e.:::: u·,ou lVO f, e _lJI"OJe·.·ivos O. e !J.OOl~---9~' ·010 O[lCOS J8. QUC' 8~'. 82 

conceito~• 2'.:o clefinid"o ::, n,.~:-· cate.;-orL,.F· ,: . .;t,~rê.'.i:: , _1:-c r i::, to o fiz c-.rei:::~F 
- + r,roc.u uO. 

. . 

Grande r,2.rte do p:rese~t.e tJ--::!.b::, lho {<p:r·ovei ta 0 1° rG'~:u té:.c:oÊ :-:-:.1)re-
1.: c-ntc:,.dos em [AJ) 

. t ., . -. -1, 1 ·t A 'ªt" t :?.'10 ~-' :.: '•:1:e c of~, ,~ ,..: nuo o Iné.:.1 ::: ,ü.t~:' ..:,&c~ve o v.1"1 • ..,. , c~ue. e ir: .eir;:,mer: -e 

' d ~ ' l . , _pcrem. esta 11ov8. :i:.·c. 2-ç-1-.;~o . e ,e:1 ID::ii ,-: 

con;;:·ti i_.; _,ÍCto r'.~e :re:":.:'.~,J t.:..,dof,; c;us ds1., conheci...;. quc.:-.ndo d a 1:~il,lic:~ .. :_:~o d.e 
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[Ai] · e [A2] • I~este Cap. 4 . dou uma definição de dualidade para mÓduJ.oa 
topolÓgicoa,sovre um ·anel unitário comutativo localmente compact~1 e 
são demonstrados os dois resultados mais interessantes 'deste traba­

lho~ o teorem5. àe cJ.ub.l idé:..de d~ Pontrj:c,[uim parE-. módulos l·ocalmente 
comp,,.ct o s e o J)rinci:pal resul t,J w de [e: :,] pé:;;.ra ::1:Ódulo:..:: se:pt;.rados. Um:.,. 
outra inovação em ~elé::.çb.o a [AJ} é o •Jé~ }) . 2 ,ond e :e:ão definidos con­
juntos egui libr,:,_dos e cor.junt os convexos. o CLJ:p. 1 · &presenta :pouca~ 
novi.de.de~, em relação a [A1] · ; 8.pen:-1~ o ~~ r·es,J.l t,.~dos b,{sico s sobre ,y,Jo ­
c icntei:; na co.tegoria dor: móüulos to10IÓ;.:::icos e, por. razões de compJ.e­
ticidade, v,h·ios res u1tc.dos inicL.:i:c; c~ue :::Io eer:eru] L '.é;_:;•Ões triviais 

· ü.e resu1 tn.dos bem conhecidos na teorie .. elementur dos [;ru._po,; topolÓi_·i­
co::. · O:: Cap. 3 e 5 eet:;:o betdcs.L1cnte contido2 em rA] c:orn a .ÚnicF.: ex-. [l ~ . 'lt . e;- l " r.: ( • , • , l . . t ~ . -f' ) cc ,~· a o no 1). ;J.no -~ c..o G<-'.f • J o 1)r1nc1pio ar, _irr1.1. c.ç2.o un1..:o:rme • · 

Seri:; impossível a:3-:rc:decer aqui tode.s c.2 r:escoas que ,ae uma for­
êH~ ou de 01.;_tra,con~-ribui'!:'rim J:"'t;r:;.~ r.ünhr.:. formé.::,ç:ão durante o ,'; meus estu -
- - b l 1 ~ , t 1 I t . t + . - "' t 't . ~ t c o ,~ Qe :1c11<.lre ct<.,o e llP mes r:::~u.o :::o :ne 1 1;;.~o (1.e h;r, ~m:;;. 1ca e t,;S G. -

tL,t.icé: d::. Univer~--icl:-:d.e r.e s:Io Ft: lllo, ::-;em se ·68. ir em injustos esaue­

especia J mente tlf.:' 

A o •:.3 Fro.f s. C frr.1d j d o L. S. Dir::i.n, Wa1 c~.Y :r· r.:. 01 ivo. e CarJ os E. e.e 
:!'.yY":', i -10:r.' h1':'.ve:r•<;m. inüic s.do e m vt:::i:::.s 01-ortuniúE1.<.ies e. melbor i irec;ITo _a 
t, e g1 ü r ncH3 rr. eu s e ~'tu a o s • 
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U(A) é o conjunto dos elementos inversíveis do ànel unitârío A 
(pg. 1). 

[M] é o submóuulo do A-mÓàulo X gerado por Me X (pg. 1). 

llomA(X,Y) é o conjunto das aplicações A-lineares do A-módulo X no 
· A-módulo Y. 

LA(X,Y) é o conjunto das aplicações A-lineares contínuas do A-módu 

lo topoiÓ5ico X no A-módulo topológico Y (p~. 5). 
s ~ é a a._vlicação ( sendo X um A-módulo) de X>< X em X deLinida por 

(x,y)~x + y . (pg. 5). 

ªx é a aplicação (sendo X um A-módulo) de X~OC em X deiiri.ida por 

(X, y ) ~ X - y ( pg • 5 ) • 

Px é a aplicação ( senà.o X um A-módulo) de A x X em X de_finida por 

(ft,x) t-+Ã.x (pg. 5). 

<m) .ver pg. 9. 
,._, 

TT XA . é o J.UÓdulo topolÓ5ic'o produto da família . (XÁ)ÃE/\ de mÓdu-
Ã~A , . · ) 

los_ topologicos ( pg. 10 • ~ . 
X" é . Àu XA 110 caso parti,cular XÀ ~ X para todo "E /\ ( :pg. 10 ~. 

À~ X>. é _ o produto da família (X}.)ÀE/\ . de módulos. 
,..., 
@x~ é o módulo topológico soma direta da famíi'ia (XAh.e/\ de 

)..<[;{\ , , ) 
moduloa topologicos (pg. 17. 

, 
e ri.o caso particular XÀ = X para todoÃEA (pg. ~7),,. 

é a soma direta da f'amília (XÀ)ÁEA de módulos. 

li é o conjunto dos números inteiros. 

Z é o anel dos números inteiro~. 

Q é o corpo dos números racionais. 

R é o corpo dos n:úmero.s · reais. 

C é o corpo dos números complexos. 

J (x,y) é o J-segmento de extremos x e y (pg. 35). 

IBx é o conjunto de todas. as partes limitadas de um A-módulo t :op~ 
lógico · X · (pg~ · 44). · . 

é o conjunto de todas as partes compactas de um A-módulo topo­
lógico X (pg. 50). 



i'x é o conjunto de todas as partes finitas de um. A-módulo topo­
lógico X ' (pg. 44). 

gf"(X,Y) 

g,6 (X, Y) 

f';(B,V) 

Le;(X, Y) 

ou yX é o conjunto de todas as aplicações de X em Y. 
ver pg. ,48. : 

ver pg •. 4.7. 
, é LA (X, Y) munido da<=, -topologia (pg. 49). 

r ( B, V) Ver pg. 4 9 • 

'\)X' '\}~, "'"~ ver pg. 51 • 
. 

IV 

To.p é a categoria cujos objetos são os espaços topologicoe e. cu-

jos morfismos são as funções contínuas. 

~A é a categoria cujos objetos são os A-módulos e cujos morria-

mos são as aplicações A-lineares. 

l,~oct. Top A ver Pb. 5. 

GALO (ou ~z) e _!!&(z) ver :Põ• oo. 

l'üLi.J ·ver pg. 66 •. -A 

G~, Ã* ver pg. 69. 

n°[ X,A*] ou Ii o é o alilllador de H (pg. 70) ~ 

X • , X~ ,_70 '\:,,J ver pg. • 

V (S, V) 

Ge:,(11,Y) 

ver pg. 85. 
ver pg. 85. 

o5(T,Y) ou Cs ver pg. 87. 

Z(f) ver pg. ó7. 



0Al ITCLO l. 

AS CvhSíRU~u::s .ii'UJ:4_ljiJ...i:J~T.àIS 

l~A GAT.c.GORI.a i)OS X.ODULOS TOF0LOGI00S. 

1.1.Def'inição de um módulo topológico. 

-As definições de anel unitário e modulo adotadas aqui são respecti~ 

va.mente as de [B1] e [B2] • Se A é um anel unitário, X é um _ A.:..módu..: 

lo e M é um subconjunto qualquer de X, indicaremos por U(A) ó grupo · 

multiplicativo doa elementos inversíveis de A e por [M] o . eubmódltl.o 

de x· gerado por M. 
.. 

Definição 1.1.1. Chama-se anel topológico um conjunt9. A munido de 

uma estrutura de anel e de uma topologia satisfazendo oe axiomas , 

seguint_ea: 

(AT1 ) A aplicação (~,y)....., x - y de A>cA e~ .A é contínua. 

(AT11 ) A.aplicação (x,y)._..xy ,de A>c:A em A é contínua. 

Diz-se que UJ1la estrutura de anei e uma topologia sobre um conjunto 

A são com,Pa·tíveis se elas satisfazem .os axiomas ~AT1 ) e (~T11). O 

axioma (AT11 )(levando em consideração (AT1 )} é equivalente aos dois 

seguintes: 

(aT118 ) 1·ara todo s.EA, as apl~cações x....,ax e .x..,.:x:a a.e A em A sao 

contínuas no ponto x = O. , . , 
(ATIIb) A aplicação (x,y)l.~xy de AxA. em·A e continua no ponto (0,0) , 

A justificação deste fato é o seguinte: 

Le~ l .l. 2. Sejam .ts, .il ~~- G três grui:ios abelianos topológicos e 

b : ExF-. G uma aplicação Z-.bilinear ;,. Bntão b é contínua se e só se 

se verií'ic8.lll as três.: condições seguintes: 

{B1 ) Para cada .xeE, · a aplicação parcial b(.x,-): ~,-+G definida 

12or :(t-+b(x,y) é contínua no ponto y = O. 

(B2 ) l?ara cada y EF~ a a;plicação parcial b(-:,Y) : E~ G definida 

~ x 1-> b(x,y) é contínua .no ponto· x = o. 
(J33) b é contínua ·no ponto (0,0). 

Resulta imediatamente da identidade 
b ( X, y ) - b '(:X:' , y' ) = b ( X - X' , y') + b ( X 1 

, Y. - y 1 ) + b ( X - X' ,'Y - Y 1 ) • 1 



2 
Dos axiomas (ATr),(ATIIa) e (ATilb) se d.eduz um sistema de condi 
ções nec·essárias e sui'icientes que deve verificar o filtro~ das vi­
zinhanças de o' em um anel A para definir sobre A uma t9pologia com­
patível com sua estrutura de anel;P:J deve satisfazer os axiomas se­
guintes: 

(G.à1 ) l ·ara cada UE~ , existe V E~ tal que V + V e U. 

(GA11 ) I-ara cada U E6':> ,tem-se - u E6?>. 
(AV1 ) l-ara ca<ia a E A e cada V et?J , existe 'i/ E.6:)' ttl que aW e V e 
Wa e v. 
(AV11 ) I-ara cada V E~ , existe W E. ó3 tal que WR e. ·V. 

l'co que segue (salvo advertência em contrário) a expressão "anel tC;! 

pológico significa uanel unitário t~polÓgico" e a expresaãO ,i,.A._.módu!­
lo topológico" significa "A-módulo a . esquerda topológico" • . Freguen­
itemente· a expressão "Sejam A um anel topológico e X~ A-módulo Uo- . 
lógico" será abreviada por "Seja •x um A-módulo topológico". 

ç· 

.iJeí'iuição 1.1.3. Seja a um b.!iel to~c,lÔti,l.Co. Um A-móõ.ulo t_opolÓ6 ico 
é Uiil A-móuulo (a esquerda) X munido de uma ·topologia compatível com, 

sua estrutura de gru.po _abeliano e satisfazendo o axioma seé!,uinte: 
(.MT) A aplicação (À,x)..._ Âx a.e ' Ax..{ em~ é. contínua. 

Dado um 8.llel topoló~ico A, diz-se que uma estrutura de A-módulo e 
uma topologia sobre um conjunto X são com.I)at'iveis se a topolo~ia é 
compatível com a estrutura de grupo abeliano de X e se veri~ica o 
~io.ma (.MT), neste co.~o se diz .frequentement.e que a topologia é com­
patível com a estrutura de A~módulo de X. 

. . 

Em virtude do lema 1.1.2. o axioma (lli·:r) 'é equivalente aos três axio-
mas s~guintes: 

(luT1) Iara todo x EX, a aplica.ç~o '.X~Àx ã.e A em X~ continua no 
ponto À= o. . . . . 
(u11) :farà t.odo À E _ A, ~- ."'.k>licação x t-+ Â :x. de .X: em X é contínua. LO 

ponto x = o. . 
(MTiII) A a}>lico.ção. (À, x) ~ Âx de Ax Á em X s oontí:uua uo pont.o ,(O, v). 

DeQuz-se um siste~a ü.e '-=vut:lições necessárias e sui.·icientea que deve 
veri1·icc1r o filtro fh das vi:,d nhanças de · O em um A-módulo .i: para ue­
finir sobre X uma topologia compatível com sua estrutura de A-módu~ 



3 
lo, b) deve ea.tisí·azer, alem doe axiomas (G.'1

1
) e (GA

11
), os EU:io­

mas seguintes: ·, 

(MV I) Fara cada x 0 E X e cada V E 63 , existe uma vizirihança S de O 
em A tal que Sx

0 
e V. 

(MV11 ) l·ara cada À 0 EA e cad~ V€ f2; , existe wE63 tal. que /\0 W e v. 

(N~V III) :Fa.ra cada V E t7J , existe uma vizinhança S de O em A. e W Et?J 

tais que SW e v. 

Uma forma bastante frequente de definir uma topologia sobre um A-mó­
dulo X (A senào um anel topológico dado) é dar ;uma _base~ do fil -

· tro das vizinhanças deO em X, o sistema de condições necessárias e 

su.ficientes que dev_e verií'ioar ó3 l)ara definir ·uma to.pologia · compa­

tível com a estrutura de A-módulo de X é constituído pelos a:ziomas 
( IYIV l) , ( _MV II), ( .hlV III), ( G.AI}. e o axioma (Gil.II) é suba ti tuído. pelo axi.~ 
oma 

( GAiI) :Para cada UE 0 , existe V E. (rJ tal que -V e _,U. 

Próposi __ qjio 1.1.4º Se :f é uma. aplicação A-linear de um A-módulo to;po-

1Ó6ico X em ~ A-mó.dulo to;polóe,ico Y, elltão :f é con·tínua se e s6 se 

fé contínua em um. ponto • 

.E: um caso particular da prop.23 de [B4] , eh 3, § 2, nQ8. 1 

~eID.iJlos d.e mcSdulos t..opo1Ógicos 

(1) Todo espaço vetorial topológico sobre R (resp. C) é um R 

(resp. C)-móduJ.o topológico. 

(2) Se f.:> é uma base de filtro sobre um anel A, formada de ideais 
biláteros então (h é um sistema fundamental de vizinhanças de Opa~ 
ra uma topologia compatível com a estru.tura. de gru.po aditivo de A 

pois ~ satisfaz obvia.zn.ente os axiomas ( GA1 ) e ( GA11). Como ~ tam­

bém satisí'az os axiomas (AV1 ) e .(AV11 ) resulta que esta topologia é 
compatível com a estrutura de anel de A.Nestas condições sejam X um 

A-módulo e (à' um.a p~se -de .filtro sobre X formada por sub-módulos~ 

então {?J' é um sistema fundamental de vizinhanças de O para uma topo­

logi·a compatível ·com a estru.t~a de gru.po de x. t trivial a verifi­

cação dos axiomas (híT11) ~ (ruT11·1 )", donde esta topologi& sobre X é 
compatível com a estrutura de A-módulo . se e só se verifica o axioma 

J 

( MT 1) ( que pode e e verificar ou não; cfr. corol .-l. 3. 9. ) • · Um caso 

particular do que precede, em que o axioma (lliT1) ae verifica é quan-
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do~ é·o conjunto d.e todos os aubmÓà.ulos da .forma aX com a perc.o::n-

rendo 0 • Em questões ·de Álgebra Comutativa e Geometria Al;ébrica 

( cf·r. [G] ) ap~rece frequentemente o seguinte caso particular da'' 

construção anterior: fixado um ideal a de A o conJ·unto &> é .forma-- , 
do pelas potências an (n E; N ,- n ~ l), sendo ó?J' então o conjunto dos . 

submÓdulos do tipo ~nx. Estas topologiaa sobre anéis (resp. módulos) 

que. admitem um sistema fundamental de vizinhanças de .O .formada por 

icieais (resp. submÓdulos) são em geral conhecidas pelo nome de topo-

logías lineares. 

(3) Se A é um anel topológico e X é um A-módulo, 

patível com a estrutura de A-módulo de X; : se b é 

· ta sobre X, e~tão Sé compatível com a estrutura 

então 
, 
e com-

a topologia àiscre­

de A-módulo de X 

se e só se para cada X€ X, o anulador de x em A é aberto em,A (e~ 

particular, se .X: possui um elemen·to livre, S é compatível c_om a ~s­

trutura -de A-módulo de X se e só se A é discreto). Se A é àiscreto 

e 't" é uma topologia compatível com à estrutura de grupo abeliano de 

.X:, então rr é compatível com a estrutura de A-módulo d.e X .se e só se 

se verifica o axioma ( .MT II), poi-a como a ~ discreto a verif'icação 

àos axiomas (MTj) e (ld•:rj11) é trivial. Em. particular, todo grupo abe 

liano topológico é um Z-mÓdulo topológico quando Zé munido da topo­

logia discreta, pois neste cas~ a verificação do axioma (MT11) tam­

bém é trivie.l (indução a partir dos axiomas (GA1 ) e (GA11 )). 

~roposição 1.1.5. Sejam X~ A-módulo topológico, e:( E A ~-b E X. 

A aplicação · x ~ «x. +- b de X ~ X é contínua.Se oc E U(A), então es -

ta aplicação é u.m homeomorfism_2.. 

A primeira afirmação segue do axioma (MTiI) e da prop.i.1.4 •• 

Se <X E U(A) então x+.oêix - <x-◄ b , é a inversa ã.a aplicação Xi...>«x +b ·. I 

Corolário 1.1.,.6~ ~ H é um conjunto aberto (resp. fechado) de um A­

-módulo topológico X, e_ptã_.2, . O( ·w é a.berto_j resp • . :fechado). par.a. cada. 

~ - E U{A). Se K é um sub-conjunto compacto (resp. conexo) de X,~ 

tão o( K é ~ompacto ( resp. conexo) para todo ex E A •. I 

Q_bservaçã.9 .:· Sejam X-um A-módulo topológico, e< um elemento . do cent:r,o 

de A e hei<: X-+X a aplicação definida por x~o(x. Da prop-Jl..1.5. 

segue que se O( E ·U {A), e1{tão hO( é um isomorfismo de mÓdul.os topoló 

-gicos,lllB.s a recíproca não é verdadeira como most~ o exemplo segu.im 

te. Seja A o anel das funções complexas contínuas definid~s no in -
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tervalo [o, i] de R mwua.a da topologia dei'ini<ia pela norma 

li f li ~
0

~up,I±' ( .x) 1 • Se a . e b são dois números reais tais que O <a~:c><l, 
'"X~.J.. . . 

seja X o iüeal de A formado pelas funções de A que sã~ nuJ.ae no i..!! 
tervalo [o, b] • Mostremos que se o< E .A é a í'unção x ..,__. x - a., então 
a aplicação hoc : x ~ X defi.c:1ida por .f 1-+ o<:f é um homeomorfismo A-li­
near de X sobre X, embora o: €f. U(a). Com e1·eito, é claro que h0( é , 
bijetora e contínua, é su.ficiente provar que h<X é aberta. Sejam,_pa­

ra cada número real r > O, B a bola de centro O e raio r em À e . r 
Vr = X f"\:Br' com.o {V) 0 é um sistema fundamental de vizjnbanças r r> · 
de zero em X basta provar que h O< ( V r) é uma vizj ubança de zero em 

. X para caô.a r :> O ( cfr. [:a
4
] , ch.3, § 2, n28~ prop.24.). ]lixado r > O, 

seja a um número real tal que v < s < r(b - a), mostremos que ~ · 

h« (Vr) .:::, V
8

• De fa·to, se g E V
5

, en.tão g E X e llgll < s. De outro , 

lado, a função í' : [0,1] ~ C de:finida por f'(x) = O se o~x~·b . . e 

f(x)' ::; g(x)/o< (x) se b~x ~l é obvi~ente contínua, donde f' E X. 

Além disso, é claro que o<. f = g; basta então provar ,,qu'e f E Vr o 

que resulta da escolha de s: 

fl fll = sup 1 :r(x) r = sup liú.tlL ~ 
b<x~l b<x~ d(x) 

sup lg(x)l · =··' IJg li 
b<x...,<l b - a b - a 

< e 

b - a 
< r. 

Seja .A um anel topológico :fixado. A classe dos A-módul.os topoló­
gicos com as aplicações a-lineares oont_ín-µas como morf'ismos é uma . 

categoria, adi ti -va qu.t;i se:cá indicada por Mod TopA' os isomorfismos 

nesta categoria são então os homeomorfismos A-lineares. S·e X e Y aão 

dois objetos de Jãod To~Â' o conjunto das apiicações A-lineares con­

tínuas de X em Y será indicada por LA(X,Y). 
1~ota9Õe~.: Se X é um A-móO.ul.o, indicaremos frequentement.e por s X , 

·ªx e P.x: as respectivas aplicações: 
ªx : (.x,y) E x x xi--+ x + y e x. 

: ( x, y) E X X X~ .x - y E X e 

Sejam A.,B dois e.néia topológicos e~ um homomorfismo contínuo 

do anel B .no ru:i.el A. :Para todo A-módulo topológico X a lei externa 

p': E x_X ~ X definida por (~,x) ._,.. e_(~)x = Px(x>(f-,),x) def'ine uma 

· estrutura de B-módulo topológico sobre X dita associada a~ e à es­

trutura de A-módulo· topológico de X. De fato, a aplicação p' é con­
.tínua pois a aplicação '? ~ id. : B X X ~ A X X ' é contínua e 

p' .:: P,x o ( e·x id) · • 



1.2. Submóauloa, · componentes conexas, submóuulos densos e aubmó -

dulos abertos. 
I 
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Sejam X um A-módulo topológico e S um submódulo de X.~s restrições 

das aplicações ªx e P.x a S x S e .A>< S respectivamente são contí­

nuas o que prova que a topologia iuciuzida ·sobre S pela topologia 

de X é collipatível com a estrutura de A-módulo üe S; a estrutura de 
.A-módulo tupológico assim -cie:tinida sobre S é dita induziã.a pela de 

X. Salvo advertência em contrário,quando considerarmos um submódu­

lo S de X como um A-módulo topológico, será sempre esta~ estrutu­

ra consiüeraàa. As três proposições que seguem traduzem para os mó 

. d-...u.os topológicos resultados collheciâos para os grupos topológicos 

(cfr. [B4] , ~2). 
lroposição 1.2.1. Sej~ S um submÓdulo de w~ a-mótiu.lo topológico X. 

Tem-se então 

(a) D i'echo S de S é um submódulo (i'echado) áe X, em particular o 

i'10cno h ~ S = { 0) é um sutw.óci.ulo de X. 

(b) ~ S -~ local.illeút,;;: i'E.:C.i..i.b..u.V uu.m pou·to, e1.1.t,ão S é i ·ecgado. 

(e) S· é al>erto (~.SJ?4 Ci.iscreto) se e só se S possui um ponto int·e-­

rior (resp. isolado). 

(d) ~e Sé aberto 2 então Sé fechado. 

(a)_ C:om eí'eito," as aplicações s 1C e Px são por hipótese contí­

nuas e como sX(SxS) _e S . e P.x(AxS) e~- resulta: 

ã . .,..(Sx S) = ã.r(s,ts) e s;r(SxS) e S 
-4. .b. A 

P.x_(A-:><S) = Px(A,<S) c · px(A><S) e s 

.as afirmações {b),(c) · e (d) são válidas para grupos topológi -

cos. 1 

J:roposiçã.o 1.2.2. Seja X~ A-m.Ódulo c tOpolÓgico. Tem-se então 

(a) Se X é conexo, então X~ gerado por cada vizjnbança de o. 

(b) A com_ponen·te con~xa_· K o.e ú é um submódulo fechado de X; a coru-

11onente cqnexa <!_e um :ponto x E X é o subconjunto x + K.. 

A afirmação : (a) segu.e das partes (e) e (d) da prop.1.2.l. Co-,. 

mo (b) vale para grupos topológicos, K é um subgrupo fechado de X 

e pelo corol .l .1. 6 •. para todo ~ E A o conjunto À k. é conexo e c.omo 

o E ÀK ,para todo À E A resulta 'Ã~ C .b. para todo Â E t. 1 

. I-ro;posição 1.2.3. Se;ja S um sublllÓdulo denso de um A-módulo t.opoló- . 

~ico X.§.! ti é gerado por caú~ vizinnança üe· O~ S, ent-ã~ X é ge-
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rado ;por c.9-da _yízinhança de O em X. 1 

Seja X um A-módulo, para cada x E X indicamos por j : A ➔ X a apli-~ X 
caçao A-linear definida por Â 1-+ Â x. Par& todo submódulo S de X e 
todo x E X, seja 

I(S,x) = { À E AI Àx E S} 
t claro que I(S,x) = j-~ (S) = j-1 (Sr"Ax) donde resulta que I(S,x) , _ X X 
e Ulll ideal de A e I(S,x) =Ase e só se x E s. 
Proposição 1.2.4. Sejam S um submÓdulo aberto próprio de um A-módu­
lo topológico X ex E (s. Então I(S,x) é um ideal aberto ;próprio 
de A. 

Como S é abert·o, S é uma vizinhança de O em X e por (M'.D~) a __ . 
a.r,licação jx: A ➔ X é A-linear contínua, donde ji (S) = I(S,x) é 
uma vizinhança de O em A o que acarreta (prop.1.2.1.(c)) ·que I(S,xL 
é aberto. Como x ~ S resulta 1 ~ I(S,x). 1 

Proposição 1.2.5. Seja A um anel UI1itário toriolÓgico, as condições 
seguintes são equivalentes: 
( i) A não possuj.. id.eais .abertos próprios • . 
(ii) Toda vizinhança de O~ A gera A como ideal. 
( iii) Nenhum •. A-módulo topológico X .:e2ssui· submÓdulos abertos pró .:.. 
prios ( eín ;particu.lar, todo A-módulo topológico· X é·>gerado por qual­
quer vizinhança de O, · donde segue que o úni.co A...::m.Ódulo topológico 
discreto é (O)). 

A implicação (i)* (ii) segue imediatamente da prop.1~2.1.(c). 
( ii-) * ( iii): Suponhamos que . ex·iste um A-módulo topológico X que pos­
sui · um submÓdulo aberto J;rÓprio S. Exis:t;e então x E [se pela p~op. 
1.2.4. o conjunto V= I(S,x) é um ideal aberto próprio de A. A hi -
pótese (ii) acarreta em consequência que [v] - = A, de outro laào é 
claro que [v] = V portanto I(S,x) = A o que é absurdo. 
(iii) * (i) ~ Basta aplicar (iii) no caso X= A. 1 

O resultado seguinte dá dois exemplos de anéis topológicos que 
satisfazem as condições equivalentes da prop.1.2.5. e dois exemplos 
de anéis que não as satisfaze·m. 
Corolário 1.2.6. (12) Seja A um anel unitário topológico ·possuindo 
uma d~s propriedades seeuintes: 
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(a) · O E Ü(A) (b) A é conexo 

Nestas condiçqes,' A satisfaz as condições equivalentes da prop.l,. 2 .5. 
(2Q) Se a toEologia de A é discreta ou linear não caótica, então 
A não sa~!~f~as condições eguivalentes da prop.1.2.5 •• 

(1 2
) . Se I é um ideal aberto de A, então a condição (a) impli-. 

ca que I f'\ U (A) 1- f6 donde I = A. 

(22) De fato, nos doís casos A possui ideais abertos próprios. 1 

Exemplo Se K indica indiferentemente R ou e e T é um espaço topo­
lógico, o anel A= C(T,K) das aplicações contínuas de Tem K muni­
da topologia definida pelas semi-normas 

J>.K= f ~ sup j f(t) J 
t EK. 

onde: K, percorre os compactos de T, é um anel topológico que satis 
faz a ~ondição (a) do corolário anterior. De fato, se W ê uma vizi­
nhança de O em A existem compactos K1 , ••• ,Kn _e números reais positi­
vos o( 1 , ••• ,c<n tais que 

ny'(K.,c<.)CW 
l~i~n 1 1 

onde V (Ki,O(i) = 1 ~.E C(T,K) 1 pK (f) < oci} • Se o( é um número real 
i ' 

tal que O< O(< irµ' <X :i. e f : T ~ K é a função definida por f ( t) = O( 

para todo t E T~ então f E 0 ·v (Ki ,O(i) C W donde f E 'H I". U(A). 
Definiçã0 7 1.2.7. Sejam X um A-módulo e L um subconjunto de X tal 
que O f/:. L. Um submÓdulo S de X é dito L-max:i,.mal se satisfaz as con­
dições seguintes: 

(12) Sr'\ L = ~ 

(22) Ses• é um subm.Ódulo de X, Se S' e S'f""\ L = ~ então S'= s. 
Proposição 1.2.8. Sejam X~ A-módulo topológico e tL um subconjun­
to de X tal aue O~ L. Então, todo submÓdulo aberto S de X tal que 
S ('"\ L = ~ eetá<icontido num submódulo aberto S0 ~ X oue é L-maximal. 

O conjunto qr à.os s;bmÓdulos . W de X tais que S e W e W A L = ~ 
é não vazio pois S E 91· ·• t fácil ver · que CJf , ordenado por inclusãq 
é indut:i:-vo, e então. pelo. lema de Zorn possui um elemento maximal S

0 
-1 

Observação No caso· particular em que A e X são discretos e O f. L, 
o resultado anterior acarreta .. que sempre existe um submódulo de X 
que é L-maximal. De fato, ·basta tomar S· = lo} • Particularizando 
ainda mais, tomando , X= A e L = {1} obtemos _ o teorema: de Krull so­
bre existência de ideais maximais de um anel unitário. 
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Sej.ám X ~ A-módulo topológico separado e M um subconjunto 

não vazio de I;. Indicamos por ( M) o conjunto de todas as somas , 
~ Àx.x , onde (),x)xE M é uma família de elementos de · A tal que· a 
XEM 
família (À .x) M e' á 1 e ~ t ult d x x E som ve •• om estas :m.otaçoes emos o res a o 
seguinte: 

Proposição 1. 2. 9. (a) [1~] é o menor submódu.lo fechado de X que con­
teirl. M. 
(b) · (M) é um submÓdulo de X. 
(c) [MJc(M)c[Mj (;portanto! . ~ [MJ é conexo, então (M) é conexo). 
(d) (M) é fechado se e só se (M) = [MJ . 

A afirmação (a) é trivial. Mostremos (b), de 
nQ 5 prop. 6 resulta . que ( M) é um subgrupo de X. 
u E A, se z = L. À .x, então a família (/\ .x) EM ,- . XE~ X X 

a homotetia hp. : X ➔ X definida por y 1-+ p. y é A-linear contínua re­
sulta (loc. cit. prop. 5) que a família (hf:(Àx.x))XErM·= ·. (,u-).x: x)xEM 

é somável 

(c) sendo 

e é fácil ver que esta. soma é fJ.X. · A primeira inclusão de 
Óbvia provemos a segunda. Se z = L Àx.x é um elemento de 

(M)' 
finito 

então para cada vizinhança 
Fn dê s M tal ·oue "'Â .x -y . • L X • 

xEF ' 

xE:M 
V de O em X existe um subconjunto 
z € V para todo F tal que Fé um 

subconjun~o finito • de M contendo F0 , . o que proya que 
A afirmação (d) resu:l.ta imediat&mente de (c). 1 · 

Exemplos 
(1) Em g eral, se ·tem..(M] /. (MJ ,mesmo se A e X são separados (não 
discretos) como mostra o exemplo: A~ Q, X= R e M = {1}; .é clar~ 
que [M] ~ Q e [M} = ~ 
(2) Em geral, (M) I [M] (i.é. (M) não é fechado) me smo quando M é 
um cpnjunto infinito como mostra o seguinte exemplo: sejam A= R e 
X = C( (0,1)) .munido da norma !lf'IJ = ,suplf(x)I • :Para todo n EN, n>O 

· . · · - O~x~l 
indicamo's com fn à ·r~str:i.ção a .(o,1J .dá função x ~ xn, f 0 = l e se­
ja M.~ lfnl n?o}. _Tem- se então (M)I X, mas pelo teorema Stone~ 
-Weiertrass: [MJ = X. 

l.J. Produtos e topologias iniciais nos mód,ulos topológicos. 
Definição 1.3.1. Seja (XÀ)ÀEA uma família de A-módulos topológi 
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cos. Chama-se ~reduto da família (Xx)ÃE:/\ a um par (P, (1TÃh .. EA) ve­

rificando as ~ondições· seguintes: 

(FMTl) P é um A-módulo topológico e 7T). é uma aplicação- A-linear ·con­

tínua d e P em X ~ , para cada >. € A . 

(PMT2) Para todo A-módulo topológico Y e para toda família (fÀh,E./\ ., 

onde fX é 'Ullla aplicação A-linear contínua de Y em X~, existe uma 

Única aplicação A-linear contínua f de Y em P, tornando comutativo 

o diagrama 

y 

(ÀE/\) 

, , . . , 

Proposição 1. 3. 2. O produto existe e e ronco a menos de isomorfis -

CPmos na cate~oria Mod Top A. 

~ Indicamos por (P', (1t)) ÀE!\) o produto da família _(X>.).XE/\ reali­

~zado na categoria ModA' então P' é um A-módulo e, . paxa cada índice A, 
::,::.,, --
gTT "'- ~ uma aplicação A-linear de . P' em X À • . Ind_iquemos por P o .A,-mó-

~ulo P'· munido da topologia rc produto das topologias dos Xi\, então 

c=(P, ('ITÀ)ÀE/\) é o produto da . família (X.\)),E/\ · na categoria Top, don-
U> . 

~e segue· que 7r;>._ é uma aplicação contínua de P em Xi\., para e.ada ín-

dice À • Da existência de prod:utos nas c_ategorias ModA e To;p, segu~ 

imediatam~nte que se verifica a condição (PMT2) 1 portanto só falta 

verificar a primeira ~firmação da condição (PMTl), isto é, que "t" é 

compatível com a estrutura de A-módulo de P'. Como o produto existe 

na categoria dos grupos topológicos, 'C' · é compatível com .a estrutura 

de grupo(abeliano) de P', sendo portanto suficiente verificar os 

axiomas (MT1), (MT11) e (MTi:i:r) o que_ resulta imediatamente da défi­

nição de 'Cedo fato de ser X~ um A-módulo topológico para cada .Índi-

ce À ~ 1 

Notação No que segue indicaremos com o símbolo -.. TTx1,. 
ÃE:A 

o :produto em Mod To;pA da família ( X">. ))..E/\ • Quando todos os X). são 

idênticos a um mesmo A-módulo - to~o:1,ógico X, . o •produt<:> é indicado pe­

lo símbolo 

Se o conjunto de índices À é finito e Card(/\) = n, escrevemos sim-
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plesmente 

.-vll 
X . 

Lema 1. 3 • 3 • Sejam G um A-módulo topológico, T ~ A-módulo e u: T·-. G 

uma · aplicação A-linear • .A topologia imaeem recíproca por u da topolo­

gia . de G, isto é 

é compatível com a estrutura de A-módulo de T. 

Mostremos que sT é contínua no ponto (x
0 

,y
0

) E T.xT. Sejam u\V) 

uma vizinhança (aberta) de sT(x
0 

,Yo) = x
0 

- y
0

, v
1 

= V - u(x
0 

- Yo) 

e v2 uma vizinhança simétrica de O em G tal que v2 
+ v2 

e v
1

• Então 

a continuidade de sT resulta da relaç&o 

. . ST t [ X O + ü~ ( V 2 ~ )< [Yo + ü 1 
( V 2 )] } C Ü

4 
(V) 

De forma análoga, Pf é contínua no ponto ( /\
0

, x
0

) E Ax T, pois• se v:1,(v) 

é uma vizinhança (aberta) de pT(),
0

,x
0

) =,\:~x0 , então u(\,x
0

_) . =À
0

u(x
0

) 

E V . e a continuid&de de pG implica que existem u.n:.a vizinhança S de 

À 0 em A e uma vizinhança W de u(x0 ) · em G tais que pG(Sx'N) = SW e V 

doncJ. e resulta pT(Sxu-'(R))c ú~(V). I ..-· 

Fro1:osição l.J.4. Sejam (X))ÀE/\ uma família de A-módulos topológicos 

X ~ A-módulo e, para cad& Índice À , seja fÀ uma aplicaçãó A-linear 

de X ~ XÀ. Têm-se então as asserções seguintes::. 

(a) A menos fina das topologia·s sobre X •gue torna. contínuas todas às 

a plicações, fÀ, é uma to1.ologia 't' compatível com a estrutura de A-mó­

dulo à.e X. ~ 
(b) Se f: x~F =TI.X'\ é a aplicação produto.da família (fÀ) (i.e. 

- . ~fA ~ -----------. ---------
f é a aplicação determinada pela família (f,) por (FMT2),' donde :f(x) 

= (f>,(x))ÃE/\ iiara todo x E X) eütão (com a notação do lema 1.3.3.) 

'r = 'tf(P) = 'tf(P.f"'\ ~(.X)) 

(c) S e 8À é um sistema fund a mental -de viz inha nças de O em XÀ, ~ 

conjuntos da fo rma n . f 1 
(V ) 

1,,,- '/'w À• À.. 
-::,. l.~J..I. l. l. 

formam um s istema fundamental de "t -vizinha nça s de O~ X, (Ài)l~i~n 

sendo uma s equência· :ç'ini t ·a de elementos· de /\ , e para todo Índice i, 

V um conjunto qualquer de ~ i\• À- .:.=.__;;_-;.,;:~_..;.;.._......__.... __ . 

i . : 
A afirmação (b) resul~a de [B3] , c h .-1~ §4, prop.3; de (b) e 

do lema 1.3.3. resulta (a); finalmente (c) segue ·de (a). 1 

Corolário 1.3.5. Suponhamos que os A-módulos XÂ são· sepa:rados. En-



tão as 

(i) rc 
(ii) 
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condições seguintes são equivalentes: 
, . 

e separada. 

F·ara cada x I O ~ X, existe ÀE /\ tal gue f 11 (x) / O. 1 

Corolário 1.3.6. Sejam A um anel topológico, X~ A-módulo e ('!"'À)ÀEA 

uma família de topologias compatíveis com a estrutura de A-módulo de 

X. Então 
'"(" = SUJ) 't" í\ 

. , ~~~ . 

é compativel com a estrutura de A-módulo de_X. 

Indiquemos com X À o A-módulo X munido da topológia 't À ; por de-

_ finição "t é a topologia menos fina sobre X que torna contínuas todas 

as aplicações i~ = id.: X-+XÃ. Como iÀ. é A-linear, o resultado se­

gue da pro p .1. 3. 4 • , (a) • 1 

Definição l.J.7. A topologia'T da prop.l.J.4. é chamada topologia ini­

cial de X em Mod TopA para a família· de aplicações A-lineares (fÀ)~EA· 

Exemplo Sejam A um anel topológico, Y \mi. A-móqulo topológico, X um 

A-módulo e 5J um subconjunto de HomA(X,Y). Para todo subconjunto fi­

nito F de~ - e para cada vi zinhança V de O e~ Y, con~ideremos o con­

junto N(F, V) dos x E · X tais que f(x) E V para tod_a f E F (i.e.N(F, V) 

= .nf~(V)). Então o conjunto6 dos co:qju.ntos N(F,V), onde F percor-
fEF O 

re os · subconjuntos finitos de~ . e V percorre as. vizinhanças de O em 

Y; é um sistema fundamental de vizinhanças de O, ·para uma ·topologia 

~A(Y,SJ) sobre X compatível com a estrutura de_ A-módulo. De fato, bas­

ta aplicar a prop.l.J.4. com/\ =5J e x ·Ã = Y para todoÀEÂ, então 

(rA (Y ,Q ) é precisamente a topologia inicial de X em Mod TopA para o 

sistema fJ de aplicações como resulta. da definição de <S3 e da parte 

(e) da prop.l.J.4 •• 

Corolário 1.3.8. O limite projetivo existe em Mod TopA (e é único a 

menos de isomorfismos) 

Seja (Xoc,f()(~) um sistema projetivo de A-módulos topológicos. Se­

jam X = lim X o< (algébrico) e f cx : · X ➔ Xc< a aplicação A-linear canôni-
~ . . . . . 

ca. cons:i,d_e::remos. sob.re X a topologia ri: inicial para a família de apli 

cações (f~). Então X munido de 't:' é um A- módulo topológico e para todo 

O( tem-se fcx: E. LA (X, XOC'). Sejam _Y u,m .A-módulo ·topológico qualquer e ge< 

uma aplicação A-linear contínua de Y em . XO( tal que a rela~ão o<~ (3 im­

plique gr:x = fo:~ o g~ . Pelo caso algébrico existe um~ única aplicação .A­

linear g de Y em X tornando comutativo o diagrama 



g 
X«< O( y 

foc.'j ............. ~ 
~ 

X 
p&ra todo o< • A continuidade de g resulta imediatam~nte 

vidade do diagrama e da parte . (b) da prop.1.3.4 •• 1 
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da comutati-

Corolário 1.3.9. Sejam A um anel topológico e X~ A-módulo. Então 

existe uma topologia q> compatível com a estrutura de A-módulo 'de X 

g_ue é a mais fina das topologias compatíveis com a estrutura de A-mó­
dulo de X • .. 

A coleção de todas as topologias compatíveis com a estrutura de 

A-módulo de X é não vazia pois a topologia caótica lhe pertence e o 

supremo i desta col~ção é compatível com a estrutura de A-módulo ~e 

X pelo corol.1.3.6 •• 1 

Definição l.J.10. Sejam A um anel topológico e X um A~módulo. A to­

pologia <p do corol .l. 3 .9. sobre X é chamada · topolog:fá A-fina para X. 

X é dito módulo A-fino se X é um A-módulo münido da topologia A..:fina. 

Proposiçã_9 l.J.11. ,Sejam A um anel topológico, X~ A-módulo e "r 

uma topologia com:pat~vel ·com a estrutura d.e A-módulo de X. As condi­

ções seguintes aãõ equivalentes: 

( i) '1:" é a topologia A-fina pa.ra X. 

(ii) Fara- todo A-módulo toEolÓgico Y, se tem HomA(X,Y) =.LA(X,Y). 

A implicação (i) ~ (ii) resulta imediatamente da def .l.J.10. e 

do l~ma l.J.J •• Reciprocamente, se X0 é 9 módulo X munido da topolo­

gia A-fina, como por hipótese HomA(X,X 0 ) = LA(X,X0 ), resulta em par­

ticular que a aplicação idêntica lx : X~ X0 é contínua. 1 

Exemplos 
(1) Se A é· um anel topológico, então, A considerado como A-módulo 

topológico é A-fino pois se Y é um A-módulo topológico arbitrário e 

f E HomA(A;Y) então f _ é· da forma À~Ày (onde y = f(l)), donde f é 

contínua. por (MTj) -e: a conclus_ão segue .da prop.l .J .11 •• 

(2) Sejam A= R ou C e .X um espaço normado sobre A. Mostremos que 

se X é A-fino, então dimAX <ao.• Com efeito, _suponhamos por absurdo 

que dim X =oO,. então, pela. prop.l'.J.11., basta construir uma forma 

A-linea~ descontínua. Seja ( el )lE r uma. base de X tal que · lle11l = 1 

para todo índice1; a hipótese sobre a dimensão de X acarreta que e­

xiste uma aplicação injetora j . : N➔ f e a apiicação fE HomA(X,A) 



14 definida pelas relações 

f(e1) = j~(j) para todo 1 E j(N) 
f(el) = O para todo 1 E í- j(N) 

não é contínua pois a imagem por f do conjunto limitado L = { e
1 
l .íE-- r} 

C .S1(0) é o subconjunto N de A. A recíproca da afirmação acima, a 
saber 

dimAX<:QO ~ X é A-fino 
é também verdadeira, üaremos uma demonstração deste fato no Carol. 
1.5.6 •• 

(3) No fim- deste capítulo, veremos um exemplo bastante natural de 
topologia A-fina sobre um A-módulo (Teor.1.5.4.) • 

1.4. · Topologias finais, soma diret~ e auociente nos módulos topoló-
gicos 

Lema 1.4.1. Sejam (Z,~) um espaço topológico, Tum conjunto não va­
zio,_ -~ uma família de topologias sopre o conjunto T ~ 0-0 :;: sup~ • 
Se g ·: Z ➔ T é uma aplicação -i.: - cr - contínua · para t9dá· &- E(; , en 

. tão g é '"C" - o; - contínua. 
Ve~ [B.3] , ch •. l, §2, nQJ, prop.4. I 

Proposição 1·.4. 2. S~jam_ ( X·),})d!:/\ uma família de A-módulos topológi­
~' X ~ A-módulo e paro. cad5: •À E/\. , seja f). uma aplicação A-linear 
de X~~ X. 
(lQ) :Existe .uma topologia 'C sobre X ·que é a mais fina da~ to:pologias 
compatíveis ·com a estrutura de A-módulo de X· que torna contínuas to_ 
das as aplicaç6es : f~. 

( 2Q) suponhamos ~ munido da topologia 't"' de ( 1 Q). Então, para todo 
A-módulo topológico Y e pa ra · toda aplicação A-linear g de X~ Y~ as 
condições seguintes: 
(i) g é contínua. 
(ii) g o fÀ é contínua para todo À€/\. 
são _equivalentes. 

(12) Seja~ a coleção de toda.s as topologias compatíveis com a 
estrutura âe A-módulo de X tais que f:>, ·seja contínua para cada Índi­
ce ). ;. 1,; é não vazia pois contem a topologia caótica sobre X, Felo 
corol .l. J. 6., o supremo rr d& c0le9ã_o b é uma topologia, compatível 
com a estrutura de . A-mÓduló de · X e do lema 1.4.1. resulta _que f~ é 
contínua (quando X está mur1ido d~ topológi~ 'l:') para todo Índice À • 
(2Q) A implicação (i)~(ii) sendo trivial, mostremos (ii)~(i).Com 
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a notação do lema l.J.3.,provar aue g é contínua equivale a demons-

trarª inclusã9 "t"g(Y) c-'t". Pelo lema 1.3.J., 't"" (Y) é compatível 
. g l 

com a estrutura de A-módulo de X, então basta ver oue ."(' (Y) torna 
, . g 

continuas toda~ as a~licações fÀ (pois então teremos 'tg(Y) E 0 , 
dond~ segue a inclusao acima): Seja W € tg(Y), existe um aberto U 

em Y tal que W = g1 (U), e então 
-1 -.f 1 -1 

f À ( w) = f ;\ ( g ( u)) = ( g o fÀ ) ( u ). 

é µm conjunto aberto em X::\ (para .cadá "A.e/\) já que por (ii), go f~ 

é co.ntínua para todo Índice À • IJ 

_Definição 1.4.3. A·t~logia . 't da prop.1.4.2. é chamada topologia 

final de X em Mod TopA para a família de aplicações A-lineares 

(f~)ÃEA. 

Corolário 1.4.4. O limite indutivo existe em Mod TopA (e _é único a 

menos de isomorfismoê). 

Sejam (X~, f~a) um sistema indutivo de A-módulos topológicos, 

X o limite indutivo (algébri6o) deste sistema. e, par,· cada Índice~, 

fo< a aplicação A-linear canônica de X~ em X. Munindo X da topólogia 

final ein Mod To:pA p&ra a família de aplicações (fcx) resulta que X 

é um A-módulo topológico e que as aplicações f~ são contínuas. Se Y 

é um A-módulo topológico arbit~ário e, para cada Índice O(, g« é uma 

aplicação A-linear contínua dé Xo< em Y tal que a relaçãe o<~ (3 acar­

reta g<i.= g~o fr;C>(, então (pelo _caso algébri~o) existe uma única apli­

cação A~linear g de X .em Y tornando comutativo o ·diagraina · 

gO( 
xcx--- Y 

fO( 1 / ?f 

"' ' .,, . ✓g 
/ 

( para. todo o< ) 

X 

e g é contínua pela prop .1.4. 2 ~, ( 22) já que p_or hipótese g o Íoc = got. 

é contínua para todo Índice <X • 1 

Veremos a seguir duas caracterizações ~a .topologia A-fina sobre ·um 

A-módul~ (cfr. Def~i-.J.10) em ·termos da noção. de topologia final. No 

enunciado do resultado s~guinte usamos as seguintes notações: se X 

é um A-módulo, _, para cada x E. X indicamos por jx a aplicação de A 

em X definida poF Â ~ .).x,' por~ o conjunto dos àubmódul9s de X e 

por u
3 

a inclusão S e X para S E 4S • · 
Proposição· 1.4.5. Sejam A um anel topológico, X um A-módulo e consi 



deremas as três . topologias seguintes: 
(12) <!' é a toRologia A-fina para x. 
(22) ~.,éa topologia final de X em Mod 
cações A-lineares (j ) 

, X X Ex• 
( 32) cr e a topologia final à.e X em Mod 
cações A-lineares ( u5 ) S€ 0 , cada ·s E ~ 
por t . 
Então ~ = ~ == o- • 

TopA para 

TopA Eara 
munido da 
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a família de apli-

a família de apli-
topologia induzida 

· .l!: claro que "t' e q, de outro lado o- sendo compatível com a es-
trutura de A-módulo de X, o axioma (MT1) e a prop.1:1.3. acaITetam 
que <T torna contínua a aplicação j para cada x E X e como 't ·é a mais • X 
fina ·das topologias compatíveis com a estrutura de A-módulo de X pos-
suindo esta propriedade resulta o- e '"t • Fin~lmente,: ~ torna· cont! , -
nuas todas as inclusões u8 quando Sé munido da topologia induzida 
por p , portanto . a definição de cr implica q> e O- • 1 

Definição 1.4.6. Seja (X))í\E/\ uma família de A-módulos topológicos. 
Cha ma-:se soma direta da família ( X~.) ÀEJ\ , a um p~ · ( S, ( j À) )o.E/\ ) veri­
ficando ·as condições seguintes: 
( SMT_l) S é um A-módulo topológico e j ').. é .uma aplicação A-linear con­
tínua de XÀ em S, para cada ÀE 1>. 
(SMT2) Para todo A-módulo topológico Y e para toda família (f~.)Ã E/\ 
tal que fÀ -é uma apl icação A-linea r contínua de XÀ em Y, existe uma 
única aplica,ção A-linear contínua f de S em ~ ,· tornando comutativo o 
dia grama f~ 

XÃ---Y 
. 1 / -:r 
J). ~ ,,,..-/-f ( À E/\) 

s,,, 

Propo s ição 1.4.7. A soma direta existe e é única a menos de isomor­
fismos n a categoria Mod TopA. 

Sej a m (X,.)). E/\ uma fa.111Ília de A-módulos topológicos, @/\xÃ a 
soma direta· da f amília (x,.) em ModA e jÀ a injeção ca nônica de x;À 
em © x . • Indiquemos com· S o ~Ódu.lo EB X'}.. munido da topologia final ÀE/\ À · . . )..€:/\ 

em Mod TopA para a f&mÍliá de aplicações (jÀ)ÀEÃ; da prop.1.4.2.(l•) 
resulta que o par (S,(j1.)ÃE/\) ·s a tisfa z a condição (SMTl). Seja Y um 
A-módulo topológico arbitrário e seja, para ca da Índice Â, . f/\ uma 
aplic~ção A-linear contínua de X~ em Y. A existênc~a de somas diretas 
na categ oria ModA implica que exis te uma única aplicação A-.linear f 



de Sem Y tornando 

para todo Índice e 
, 
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c~mutativo o diagrama de (SMT2), is~o é fÃ = fo j~ 

como f). é contínua para todo Índice À, d~ :prop. 
, ; 

1.4.2.,(22), segue que f e contínua. 1 

Notações: . No que segue indicaremos com 

a soma direta e.m Mod TopA dia família ( X~) À(:/\. Quando todos os X À. 

são idênticos a um mesmo A-módulo topológico X, a soma direta da fa­

mília (X>)ÃE/\ é indicada com 

Lema 1.4.8. Sejam (X_,)À~/\ u.ma família de A-módulos topológicos,., -
j À : XÀ ~ ffA Xf-

"" 
( re s p. 1i À : TT X A4 ~ X,\) 

f f/\ r . 
a injeção (resp~ projeção) 

canônica, Y um A-módulo topológico e f). E 
(V ~ 

para .to do ), E/\ • Se f : ffi X). ➔ Y ( re s p • g 
- - I\E/\. -

Y -~ IJ/\x~) é uma apli-

cação A-linear étorn9-ndo comutativo o diagrama 

,..., / 

fÀ 
----> y 

.,,,?f 
/"-f . 

EBx 
fEA f 

resp. 

então f (respo g) é cohtínua • 

. , Pelá . . d~finição de · soma direta ( ~esp. produto) em Mod A: f ( resp. 

g) é a única aplicação A-linear tal que f). = f o jÀ (resp. g~ =rr;.og) 

para todo Índice À. De ~utro lado, pela 'co?tinuidade das fÃ (resp. 

gÀ) e por (SMT2) (resp. (FMT_2)) existe uma única aplicação A-linear 

cont_ínua f
1 

(resp. g1 ) tal que f;. = f 1oj~ (resp. gÀ = 'TT"Àog1 ) para 

todo índic~À. Então f e f 1 (resp. g e g1 ) são A-lineares e tornam 

comutativos os respectivos diagramas acima, donde f = f 1 (resp. g 

= g
1

) po.rtanto f (re~p. g) é contínua. ·1 

Proposição 1.4.9º Sejam (X-.>)). EA 
rv • . 

uma família de A-módulos topoló-

gicos, j : X ~ - EB XÀ e rru : 
f- f>'- . Àf; /\ - / 

Tem se então as asserções seguintes: 
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(a) .A.s_a:plicações e 

X f" , são contínuas. 
/V 

Em ;particular, · ~ X ,i é 
N 

separado para todo Índice).., então TT X}. e 
)~A 

(b) ,EBx.\ ~ um submÓdulo denso em n.x:, . 
~XÀ são se:parados. 
~EA 

Af;/\ ~(/\ /\ 

(e) Se o conjunto/\ de . Índices é finito, então 

(d) · Se X~ é um módulo A-fino (cfr. Def.l.J.10.) para todo Índice À, 
rv 

então _$X'\ é um módulo A-fino. 
AEA I\ -

(a) Fixado um Índice f f: /\ , para todo ). E/\ consideremos as apli 

cações <fA : Xf- -J---XÀ definidas por <.f /1- = id. e <f.l. = O se ~ I ~ . As 

aplicações Cf). sendo A-lineares contínu&s, ex'iste por (PMT2) uma úni­

ca aplicação A-1 inear contínua ~ f'-- tornando comutativo o d_iagrama 

Cf). 
XÀ ~ Xf 

1í).f .,, ✓; 
.rv JC.- 'f'-

( À E/\) 

TT X 
vE/\ 'I 

e maie g/A(x) _ = (<fl(x'))ÀEA= ( ~,,,_,.x)ÀéA, o aue prova a comutativida de 

. gf-. , ,,.,.,. 
xlA. ~ - TTx'I) 

• ,- - 'J E,(\ J~l .,,?J 
/V - .,, ,,,, id. 

©x 
v<::,/\ v 

do diagrama 

Da continuidade fe g~ e do lema 1.4.8. segu: que 

é contínua o que prova que a _topologia de ©x-.) 
'Yt/\ . 

id.: 

é mais fina que.ª 

,V . . . . 

topologia induzida por nx~ sobre EBx~. Resulta do que precede 
v(:/\ '!)E/\ · rv /'V 

que se X" é separado para cada índice À, então TTx, e ffix i\ são 
" . . ~f:./\ " l\E/\ 

se;arados. Finalmente, fixado um· índice J,tf. /\ , para todo?~/\ consi-

derem_os as 'aplicações. ~À: Xj\ ➔ XI'- definidas por i'f- = id. e "r'Ã ~ O 

se ~ / f- .• As aplicações "/J~ · sendo A-lineares contínuas, a condição 

(SMT2) implica que existe uma única aplicãção A-linear contínua pf­

tornando comutativo o diagrama 
'\V,\. 

X~ ~ Xf-

J 
.,,-, 

QI->. /'" p 
(V / l'-
EBx 

vE/\ ..; 

(ÀE/\) . 



e como P/J-((:x.y\lE_t\) ~~i\,(xv) ="ff(xf) = xf-' resulta que 

rrul ( $X>.)· ' 
r /\ E(\ 
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p = 

IA-

( b) O conjunto ~ dos conjuntos da forma Jfvi\ tais ·que V"J.. é um 
11E /\ 

aberto de Xi\ para todo Índice· À e V;. = X ,l. · ~l vo para um número fi-

nito de Índices, é wna base de abertos de TTx 1 e é claro que para 

todo UE&!) se tem 
}.E/\ li 

(c) Suponhamos _que /\ = (1,n) , como $x. = TTx. , basta ver 
rv ~~i~l'\-1 -1~i~1'1.]. 

que ~Xi satisfaz a c·ondição ( SMT2). Dado um A-módulo topológico 
~~l.~'tl "" 

Y e aplicações fi de Xi em Y (l~i~n), a aplicação f'º: TTx. ~ Y 
◄-~"-~1'-l. 

definida por f(x1 ,.~.,x) = .Lf.(x.) é contínua. De fato, ·se V--é 
n l~i~n 1 1 

. . 
uma vizinhança de O em Y, existe uma outra vizinhança U de O em Y : 

. ~ 

tal que U ~ ••• + U e V e a continuidade de ti implica-· que existe 

uma vizinhança W. de O em X. tal que f. (W . ) e U parã.· cada índice i. 
l. 1 1 1 .· 

n ~ Então· f ( w.) e u + ••••• . + u e v. 
~~ i~'ti.l. . 

(d) Indicamos com F 6 módulo EB X?. 
. ').,~/\ 

munido da topologia A-fina, da 

prop.1.J ·.11. e da hipótese fe~ta sobre os .x'1 resulta que jÀ 
, 
e um~ 

aplicação (A-linear) contínua de X/\ em F para todo Índice À , eco-

mo o diagrama 

é comutativo resulta, 

nua. 1 

XÀ ~ F 

j~i ~- (ÀtÂ) 

EBx 
fé/\ ,,,. 

pelo lema 1.4.8., ·que id.: 

rv 

EBxu ~F é c.ontí 
fJ- E/\ ' 

Observações (1) A recíproca da asserção (e) é falsa, basta tomar 

um.a família infinita . tal que todos os módulos excepto um se redu-zem 

a (O). 
( 2) -No caso da soma direta, a afirmação do lema 1.4 .8. é _ consequêm.-

cia direta da prop. l.4.2.,(2Q·) • . . 
(3) SeJ·a (X.) . ·. uma família finita . de A-módulos topológicos e 

1 l~.i~n. _ . 

seja para 
, 

submódulo 

um submódulo de X .• Indicamos por Mo 
. . i -

munido da topologia induzida p"or $xi. 
~ 



Então, se tem 

Com efeito, notando j ♦· a O t d ,., 
,. . . r-Yi ompos a a inclusao Mi e 

canonica J.: Xi-; E9x é cla·r Im J' • . . e Ct\ M 
l. l\~b~-n p, . o que Q7 
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Xi com a injeção 

e da definição 
l l. "'f'"" J? 

de M segue que ji é uma aplicação (A-linear) contínua de Mi em M.Da 

definição 1,:,4.6. resulta que jf é uma aplicação (A-linear) contínua 

de Mi em EB M e como o diagrama 
1~r~~ P 

/V 

é com_utativo, do lema 1 4 8 s gu 1.· d • r1\ M M ' · tí · • • • , e e que 7 • w p -,. e c o n nua • ~ ¼~~ 
Inversamente, se ~i : TTx ~ X. é· a projeção canônic_a e --rr~ é a 

i~f~" p l. . 1. 

restrição de n. 
l. 

a M (o que faz sentido pela.prop.l~,·4.9.,(c)) tem-

se Im·Ttl =Mi' donde 1ri_ é uma aplicação (A-linear) contínua de M 

sobre Mi• A definição l.J.l. acarreta que ?Ti é uma aplicação (A-li 

near) contínua de TTM .sobre M. e como o diagrama 
. 1~f'fY1 P l. · 

n'. 
'-1. < .M 

,V 

é comutativo, o lema 1.4.8. imp~ica que id.: M -+TIM = 
"~~~p 

contínua. 

, 
e 

1 

(4) Sejam ( x,_)~ EA uma _família de A~mÓdulos topológicos, jÀ • 1 

a lll-1 
jeção canônica de Xi em ©xu.. .e X'.,_ o módulo Im jÀ munido da topo-

- . f €:t\ r- . . 
logia induzida por ixf . Então jÀ é um isomorfismo ( de A-módulos 

topológicos) de X" ~obre X'À • Com efeito, é claro que j~ é uma bi­

jeção A-~inéar cont_ínua d,e X~ sobre X~ . , mostremos que j_:i1 é c.ontí­

nua. Fixado um índio.é /A é A , cohsiderem?s a família ("'1;.) de aplica -

ções 'definidas na demonstração da prop.1.4 .9., (a); existe então uma 

única aplicação A-linear contínua· "" tal que_· "f'.A = '\}'o j À para cada 

Índice À, e é claro .que "o/ f Xf- = j~ 12ortanto Sf- é contínua para ca-

da Índice r E/\ • 
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ExiSt e uma diferença bastante grande entre as estruturas iniciais e 
as finais em Mpd TopA, no sentido seguinte: para obter uma t .opologia 
inicial em Mod TopA basta tomar a topologia inicial em ·Top e està é 
comp~tível com a estrutura de. A-módulo (prop.l.J.4.(a)). Já não acon­
tece o mesmo com as topologias finais que produzem (com os mesmos da­
dos) resultados diferentes. em Mod TopA e em Top, a topologia final 
em Top é (sempre mais fina) em geral estritamente mais fina que a 
topologia final em Mod Top como mostra o seguinte exemplo. Sejam . . ---__,;~A 
A um anel topológico que não possui ideais abertos próprios, X um A-
módulo e S um submódulo de X munido de uma topologia cr compatível 

. com a estrutura de A-módulo de S. Sejam .então úJ e ""C' as topologias 
finais de X para a inclusão S C X em Top e Mod TopA respectiva­
mente. t fácil ver ( [B

3] ,ch.1, §2, n24,prop.8) que SEW ; ·de ou­
tro lado da prop.1.2.5. resulta que S (/:. t , donde '1: ~w. Este tipo 
de problemas torna difícil de obter uma descrição das topologias f~­
nais em Mod TopA (no sentido da prop.l.J.4.(c)). Forém ·há um caso 
particular importante em que esta descrição é. simple~·, . isto é o que 
afirma o seguinte: 
Lema 1.4.10. Sejam X um A-módulo topológico, Y ~ A-módulo,. fuma 
aplicação A-linear de X sobre Y, ~ a topologia final de Y ~ 
Mod TopA E :~ f e & a topologia final de Y ·~ Top para f. Então 
c:r = 't • 

Antes de começar a demo:astraç~o, · observemos que como por defi-
nição ç < · } <!' = l V e Y I i ( V) é aberto em X 
o lema 1.4 .10. dá efetivamente uma descrição de ·T. 

Como a- é m.ais fina que "[. é suficiente provar que cr é compa­
tível com a estrutura de A-modulo de ·Y, para tanto vamos ter que u­
sar uma expressão de cr com~ qual seja mais fácil trabalhar. Seja 

w . = ~ f ( V) e Y I v· é aberto em x} 
então vamos mostrar que .O- = úJ e que W é compa tível com a estrutu -
ra de A-módulo de Y. · 
(lQ) Mostremos que ·.tr = W ~ Seja H = Ker f, ent.ão dado V E a- , co­
mo f.é sobrejetora existe um subconjunto G de X tal ~ue V= f(G) = 
f(G + H) donde (por definição ·de cr) fi(f(G ·+ H)) é aberto em X e 
como f~(f(G + H)) = G +- H · resulta que G + H é aberto em~, portanto 
V = f ( G + H) é a ima.gem por f de um abe·rto de ~ o que implica VEw. 
Inversamente, dado V E w · existe um aberto W de X tal que f( 'N) = V. 
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Como W é aberto, W + H é aberto e como w + H = ff(f(W)) = f 1(V) re-

sulta que [i ( V) é aberto em X, donde V E o- , o que prova que o- =1 w. 
No que segue consideraremos Y munido d~ topologia o- = ·w , da de:t' ini­

ção . de O- segue que f é contínua ( e de a- = w segue que f é aberta, 

este fato não vai ser usüdo n~sta prova). 

( 2Q) W é compatÍ•iel com a estrutura de erupo abeliano de Y. Basta 

verificar que o conjunto~ dos f(V) de w tais que O E f(V) satis -

faz os axiomas ( GA:i) e ( GAII). 

Verificação de ( GA1): Dado f ( V) E 6J resulta que V é aberto em X e 

existe X 0 E V tal que f (x0 ) = O.,. Como a .coleção das vizinhanças aber-

_ tas de x 0 satisfaz (GA1), existe uma vizinhança aberta U de x 0 tal 

que U + U e V. Então f(U) E~ e f(U) + f(U) e f(V). 

Verificação de (GAI:I): De novo a relação f(V) Eó-2.J implica que· V ·é, 
aberto em X e existe x0 E X tal que f(x 0 ) =O.Como a coleção das vi~ 

zinhanças abertas de x 0 satisfaz. ( GA_11 ), existe uma vizinhança aber-

ta U de x 0 tal que -U e v. Então f(U) E 6J e -:f(U) ~ . f(...;U) e f(V). 

(32) w é compatível com a estrutura de A-módulo de Y. Vamos verifi­

car os axiomas ( MT 1), ( MT11) e ( MT III)• 

(MTj) Dado y
0

E Y, mostremos .que a aplicação q>: ÀE Ai-+Ãy0 EY é con­

tínua. De fato, como· fé .sobrejetora existe x()E X tal. que f(x 0 ) = Yo• 
Como a aplicação"} : ).. É. A~ Àx

0
,E X é contínua, a continuidade de (f' . 

segue da relação q> = f º't'. 
( MT II) Dado í\E A, mostremos que a aplicação cp : · y E Y ~ '\1 E Y é con­

tínua. Como ·a- é a topologia final de Y em Top para f,resulta (cfr. 

[B
3

] , ch.1, §2, n24, prop.6): 
' ' .,,:: íO f , t , ( 1 4 1 1 ) ~ e continua,~ , o e con 1nua •• o •• 

A continuidade da aplica ção "f: · x E. X~ ~0 x e X e a comutatividade 

do diagrama i-' 
X X 

~i 
<p 

tf 
y ~ y 

mostram que <pof é contínua, donde por (1.4.10.1.) resulta que Cf· é 
, . 

continua . 
(Il'IT II'r) A aplica ção Py é contínua no ponto ( O, O). Da da uma vizinhan 

ça v de o em y, a continuida de · de. f . acarreta que f-\ V) é uma vizi -

nhança de o em X e. como Px '.é contínua em ( O, O), existem um.a vizinhan 

ça s de o em A e uma viz inhança abe rta W de O em X tais que 

Px ( s >< w) = s w e i \ v) ( 1. 4 .1 o. 2. ) 
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Como f (W) ' e uma vizinhança de O em Y, a comutatividade do diagrama 

AxX Px > X 

id .xf ! ~f 
Py 

Ax.Y -, Y 

e a relação (1.4.10.2.) implicam que Py(Sxf(W)) e V. 1 

A ªFlicação mais importante do lema 1.4.10. é a def~nição de quoci­

entes na ca.tegoria dos A-módulos topológicos • 

. Jroposição 1.4.11. Sejam X~ A-módulo topológico, S um submódulo 

de X, 7t : X ➔ X/S a aplicação canônica e "t' a topologia final de 

X/S em Mod ToEA para a aplicação n. Tem-se então 

(a) X/S munido de '~ é um A-módulo topológico. 

(b) ·'1; = 1 v e X/S/ n\ V) é aberto em ~} = { TC (U) 1 u é aberto em x} . 
(e) Se~ é um sistema fundamental de vizinhanças de O~ X, então 

7r ( ~ ) é um sistema fundwnental de vizinhanç.as de O ' ~m X/S. 

(d) A apl tca ção 7\' é A-linear cont ínua e aberta. 

(e) X/S ·é separado (resp. discreto) se e só s·e S é .fechado ( resp. 

aberto) em X-. 
(f) Se Y é um A-módulo topolóe,ico ar"ti'itrário e f é uma aplicação 

A-line&r cont ínua de X em Y tal que se ·Rer f, então existe uma úni­

ca aplicação A~linea r contínua f* de X/S · em. Y qu e torna comutativo 

o di2.grama 
X f ')o y 

1 

/,,,, 
7t / f 

w· ,,/ * 
X/S 

A afirmação (a) segue da prop.1.4.2.,(lº) e as afirmações (b), 

(e) e (d) resultam imed.i_atamente do lema 1.4.10 •• As duas afirma -

ções . (e) são válidas para grupos abelianos .topológicos. A existência 

e unicidade da aplicc:. ç·ãó A-linear _f*· tal que f = f*o1t resul:;a do ca 

so aigéb;rico pela b.i_pótese S e Rer f. A conti.nuidade de f~ segue da 

definição de 1°C', d& comutativ:i.dade do díagrb.ma e da continuidade de 
-1 , 

f. co·m efeito, se V . é. um aberto de Y, provar que f *(V) e aberto em 

X/S equivale a mostrar qu~ 1t'1.(f~·(V)) é aberto em X o· aue é evidente 
1 1 -~ - --1 

pois da relação f = f* o'Tt ségu.e que ~ (f* (V)) = ( f*o-n:) ( V) ·= f ( V) 

oue é aberto pois fé contínua. I 



24 Definição 1.4.12. Com as not~ç~oes dQ 1 1 h A 'd = ~ prop •• 4. o.,c ama-se -mo u-
lo topológico guociente de X por S ao A-módulo topológico obttdo µiu­
nindo o A-módulo X/S da topologia "e. 

Se X e Y são A-módulos topológicos e f : X ..... y é uma aJ;-licação A-li 
near contínua, à prop.1.4.11~, (f) per~ite associar afuma aplica­
çãó A-linear contínua bijetora (dita associada a f) . ' 

f : X/Ker f -+ Im f 
que em geral não é bicontínua. Esta observação motiva a seguinte: 
Definição 1.4.13. Diz-se que uma aplicação A-linear contínua f de 

·um A-módulo topológico X em um A-módulo topológico Y é um morfismo 
• estrito de X em Y, ~e a aplicação A-linear contínua bijetora .f de 

X/Ker f sobre· Im f ,. é:l.S s ouiada a f, é um isomorfismo de A-módulos to-•' polÓgicos. (i.e. fé bicontínua) 

Como caso particular da prop.24 de [B
4

] , .ch.3, §2, nº8, se tem o 
resultado: 
Proposição 1.4.14. Seja fuma aplicação A-linear contínua de um A­
-módulo to}olÓgico X em um A-módulo topológico Y, as três proposi -/~ 

çoes seguintes são ~guivalentes: 
' (i) fé um morfismo .es trito.· 

(ii) f é ·uma aplica ção aberta de X sobre Im f •. 
(iii) A imagem por f de toda vizinhança de O em X é uma vizinhança 
de O~ Im f • 1 

1.5. Módulo topológico livre s obre um conjunto. 
Definição 1.5.1. Sejam A um anel topológico e Tum conjunto. Chama­
-se A-módulo topológ ico livre sobre T (abreviado no que segue por 
A-m.t.l. sobre T) a um par (L,j) tal que: 
(MTLl) L é um A-módulo toi;olÓg ico e ~ : T ~ L é uma aplicação de 
comjuntos. -
(MTL2) Para todo A-módulo topológico X e pªra toda aplicação de 
conjuntos u : T ~ X, · existe uma Única aplic&ção A-linear contínua u¼ 
de L ·em· X tornando comutativo o diagrama 

T~ ·x · 

l 
1f 

j / ~/ u* 
/ 

L 



Propüsição 1.5.2. Sejam A um anel topológico e Tum conjunto. 
-se as proposições seguintes: . 

(a) Se (L,.j) é um A:...m.t.1. sobre T, então j é injetora: e j(T) 
L como A-módulo. 
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Têm-

(b) Se (L,j) ~ (L',j') 

único isomorfismo j* 
(c) Existe um A-m.t.l. 

~ão dois A-m.t.l. sobre T, então existe um 

L -:)o L' tal aue j' = j ~ o j • 

sobre T. 
Sejam s e t dois elementos d-istintos de T e X um A-módulo t .opo­

lÓgico possuindo pelo menos dois pontos x e y. Define-se u : T~ X 
por u(:s) = x, u(t) = y e u(t') = O se t' I s,t. Por (MTL2) existe 

.uma aplicação A-linear contínua u* de L em X tal que u = u*oj, e 
então de j(s) = j(t) resultaria x = u(s) = u*(j(s)) = u*(j(t)) = 
u(t) = y o que é ab"Surdo, port~nto j é injetora. Seja X o ·submÓdu..­
lo de L gerado por j(T) e seja ia inclusio X e L; por (MTL2), ~xis­
te uma (única) aplicação A-linear (contínua) j* que torna comutativo 
o diagrama 

e portant'o j*j X = o que acarreta a comutatividade do diagrama 

T --41 
jl /•j* . 
. L 

Pela unicidade exigida em (MTL2) resulta ioj* = 11 o que prova que 
i é sobrejetora. Fica assim provado (a). 
Por (MTL2) existem aplicações A-lineares_contínu.as j*: L~L• e 
j* : L • ~ L tais que j * o j = j' e j~_o j' = . j • Como j ( T ) e j' ( T) ge -
ram L e L' respectivamente, resulta que. j* · e j* são isomorfismos 
recíprocos de A-módulos ·topolÓgic.os o que prova (b). 
o par (L, j ), or-.de L = Ã(T) e j : T ➔ L é a aplicação definida por 
t ~ e = ( t' ) . T . sati$faz a condição . (MTLl). Sejam X .um A-módulo t . ºst SE · ·. · 
topológico eu: T~X · uma aplicação. Consideramos a família (At)tET 

·· c.ef in'ida por At = A para tod~ Índice t e para todo t E T, seja 
ft : At -7' X a aplicação de~inida . por ft(oc) = · O( .u(t). Como X satis­
faz O axioma (MT1), a aplicação ·ft é contínua para cada Índice t, 
donde ( por ( SMT2)), existe uma única aplicação A-1.inear contínua u* 
de L = Ã(T) em X tornando comutativo o diagrama 



Em particular, para todo 1.'nd1.·_ce t u1 · ~ ,' res tam as relaçoes: 

u(t) = ft(l) = u*(jt(l))· = u*(et) = u*(j(t)) 
o que prova que o diagrama 

T u>-X 
·1 1'( 
J t / "u* 
Ã(T) 
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é comutativo. A unic·idade deu* resulta da relação u*(et) ~ u(t). _ 
para todo Índice t e do fato de ( et) tE T ser uma base de A( T) • 1 

Uma família (at)tET de elementos de um A-módulo topológico X deter­
mina (pela prop.1.5.3.,(c)) uma aplicação A-linear contínua 

U • A~(•r) X *. -➔ 
pela relação. u*( et )· = ªt para todo Índice t. Nestas condições dir­
-se-á que u* . é a aplicação determinada pela· família (at )tE T • 

Definição 1.5.J. Um A-módulo topolÓgicO x· é dito topolOgicamente li­
vre se existe uma família ( ªt )tE: T de elemento_s de X . tal que a 
aplicação u*: Ã(T4 X. determina.da pela família (at)tET é um iso­
morfismo de A-módulos topológicos (i.e. um homeomorfismo A-linear). 
A família ( ªt )t E T é chamada, neste caso, bas e topológica de X. 

Observação Todo módulo topolOgicamente livre é livre mas a recípro­
ca é falsa. Sejam T uni conjunto não vazio finito, A um anel topológi­
co não caótico e X o A~módulo topológico obtido munindo A(T) = A T 
d . ' · . R lt. . ·t 1 . . d ~(T) - ÃT ~ ' a topologia caotica. esu a que a opo ogia e a - nao e 

' . - . t .d b ·(· ) d A ( T ) 1 . -caotJ,.ca e portanto para o a ase · 'ªt t E. T e a ap 1.caçao. por 
ela determinada 

T 
u* ·: X ~x 

é uma bijeção A-linear contínua que não é aberta. 

Teorema l.5.4. Se X é µm A-módulo topológico, então se têm as propo­
sições seguintes: 
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(a) Se (at)tE T é uma base de X, são equivalentes as condições: 
( i) ( ) , -

ªt t E: T ' e um.a base to }OlÓgica de X. 
( ii) p t ara . odo A-módulo topológico Y e para t .oda famíi ia (bt )t E T. 
de elementos de Y a 1 · ~ 1 , ap 1caça? A- inear f : X~ Y definida por 

f ( L. Àtªt) . = L\ bt 
tET tET 

é contínua ((Àt)t . ET percorrendo as famílias de SUfcirte finito de 
elementos de A). 

( b) S X ' t ' e e opologicamente livre, então para todo_j\-mÓduló topoló-
gico Y, se tem 

e em parti cuJ. ar: 
Hom . (X, Y) 

A 

(~) Toda base (algébrica) de X é uma base topológica de X. 

(~) A topologia de X é A-fina (cfr. Def.l.J.10.) 

(a), (i.)'~ (ii). Sejam u : T ➔ .X e v : : T ➔Y as aplicações 

definidas por u(t) = ªt e v(t) ~ bt para todo Índi9e t. Seu* e 

v* . são as aplicações determinadas por (at)tÊT e (bt)tET res-
I,ect i vamente, então 

, 
claro diagrama e que o 

X 

u 
Ã(T) T f 

·~ 

y 

é comutativo e em particular .. v = fo u*. Para_ todo aberto U de . Y, 
o conjunto v1 (U) é aberto em Ã~ T) e ·como · a condição ( i) implica que 

u* é um homeomorfismo, resuJ.ta que o conjunto 

f-1 ( U ) = ·u * ( V*◄ ( U )') 

é aberto eui X, donde f · .é contínua. 
(ii)~ (i). Seja u _: . T~X a aplicaçã~ definida por u(t) = ªt para 
todo índice t e most.remos que ·(X,u) é um A-m.t.l. sobre T. Com efei­

to, é claro que ·(X,u) sa:tisfaz (MTLl) e da condição (ii) segue que 
(X,u) satisfaz (MTL2h Então, da .prop.1.5.2.·, {b) resulta que existe 
um isomorfismo (único) de À-módulos topológicos u-)f : I(T 4 X tor-· 

nando comutativo o diagrama 
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T u X 
--~➔ 

e . como u*(et) = 

ção determinada 

(at ) t E T é uma 
(b) Seja.m Y um 

ªt para todo Índice t, 

pela família . ( ªt) t E T 

base to~olÓgica de X. 

resulta que u* é a aplica~ 

sendo u* um isomorfismo , 

A-módulo topológico e g E Hom( X, Y). Sejam ( ªt) te T 

uma base topolÓgic~ de X e (b) f '1 · d 1 t d Y de .... t t E T a am1. 1.a e e emen os e -

_finida por bt = g~at) para todo Índice t. Por (a), a aplicação 

f : X~ Y definida por 

f( L. Àtªt) = 2_ :\tbt. 
tET tE:T ·· 

é .(.A..:..linear) contínua e é claro que ~(at) =- bt para todo Índice t. 

Como ( ªt) t E. T é uma base (algébrica) de X e as aplicações f e g 

são A-lineares e tomam o mesmo valor bt no ponto ªt,. para todo Índi 

ce t, ·resulta que f = g, donde g é contínua. 

(O:) Seja (a't)tET uma base de X, por (a)- b2.sta mostrar que se Y é 

um .h.-módu_lo topológico arbitrário e (bt)te T fuma família qualquer 

de elementos de Y, a·_aplicação ..A-line~r f : X ➔ Y definida por 

f ( ~ ~tªt ) = :t Àt b . 
tET . tET -e 

é contínua. ·ora, f E HomA(X,Y) e pelo que precede, fE LA(X,Y). 

((3) Resulta de (b) e da prop.l.J.lJ. --1 

Corolário 1.5.5. Se X é um A~módulo topológico, então as condições 

s eguintes são equivalentes: 

(i) X é topologicamente livre. 

(ii) X é livre (no sentido algébrico) e A_-fino. 

A imp+icação (i)~ (ii) segue do teor.1.5.4.,(b); inversamente 

como X é livre exis_te· uma b&se (at)te T. de X e ent,ão a aplicação A-
. ' . - ( T) . X ' b . . t. d d --f E H ( v Ã ( T) ) 

linear continua u* ; A ~ · e 1Je ora, cn e u* omA .J .. , = 

= LA(x,x(T)). 1. 

Corolário 1. 5 .6. Se A = R .Q..Y C e X é um A-es paço normado,: ent_ão as 

seguintes condiçõe s são equivalentes: 
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( i i ) d im A X = n , < oo . 

A implicação ( i) ~ ( ii) foi . provada no exemplo 2 que segue à 

prop.1.3.11 •• Rec1procamente, .pela condição (ii) existe uma base fi~ 

nita (ai)l~i(n de x ·e por um teorema de Tychonoff, a aplicação A-li 

. . n X 
near u* : A ~ 

habitual An para 
determinada por (ai)l~Un (usamos .aqui a notação 

z.T = i(T) quando Card(T) = n) é um isomD-rfismo. 1 

Observações (1) Se A é separe.do e (at)tET é uma base to;polÓgica 

'de X, então (at)tET é topológicamente livre. De fato, sejam _sET, 

Mo submÓdulo gerad~ por (at)t/s e F ={ (Àt)tETE A(T)I ~s.= O}, . 
Como a aplicação u*: Ã(Tl➔ X determinada por (at)tET é um iso.mor-

- -
fismo e Fé fechado resulta que u*(F) ~ M é fechado em X e ªs~ M = M 

. ( 2) Se ( X :>i) À E/\ f uma família de · A-módulos topológicos, em geral, 

a topologia de © X À é estri tament.e mais fina que-' a induzida sobre 
· ~EA 

EB X"'\ pela de :;-r X" como mostra o exemplo seguinte: tomemos A= N, 
Aa ~ ~~ . 

A = X>. = R para toqo )..e/\ e indiquemos com P o espaço R(.N) munido 

da topologia induzida por RN e por H. o esJ>aço R(M) munido d& topolo­

gia definida pelo produto esca1ar 

(x,y) = L x.y . 
i~O 1 1 

t claro que F = H e então 

H = B(N) então para toda 

c~ção 

basta ver que H / R(N). Com efeito, se 
. ' 

família (an)riEN de elementos _ de _ H, a apli 

'""(N) . . 
u* ·: . R = H ~ ~ 

determinada por _ (an)nEN seria contínua P, que é falso como se vê t .o­

mando ªn = nen (en = C,\un)mE K ). 



CAPITULO 2 

80NJUNTOS EQUILIBRADOS, CONVEXOS . 
E LIMITADOS. MODULOS LOCALMENTE LDíIITADOS. 

2.1~ Conjuntos equilibrados. 

·Definição 2.1.1. Chama-se anel equilibrado a um anel unitário topo­
lógico A (não necessàriamente comutativo) que satisfaz as duas condi­

·ções seguintes: 

(El) OEU(A). 

(E2) 

que 

-if-
J::;xiste um sistema fundamental "" de vizinhanças de O em A tal 

v2 
== V. V e V para ca<ia V E 1' *. 

Lema 2.1.2. Seja A um anel eouilibrado, então 
(a) Existe um sistema fundamental V- de vizinhanças fechadas de. O em 
A tal que V == V. V e _ V para cada V E"" . . 
(b) Par& cada vizinhança T de O em A, existem p..E U(A) f'\ T e SE'\} 

tais que . Sf-C T. 
(a) . De fato, dada uma vizinhança W d.e O em A, existe uma vizi­

nhança fec_ho.da U de O em A tal que U e· W e existe V E 1'* tal que 
V e U. Da inclusão v2 e V e da continuidade do produto -em A, segue 

-2 - - - - -que V = V. V. e V e e omo V e U = U resulta V e W. 
(b) A condição (El) implica que exis te ~E U(-A)I"' T. Pela continui­
dade d9 produto em A no ponto (O,f-,) exi~tem uma vizinhança S' de O 
em A e uma vizinhança ·s 11 

· de 'fi.. era A tais que S' S" e T e em part icu­
lar S 'r, e T. Por (a), existe S E "\) tal que S e S' donde S ,-.. e T. 1 

Defi~ição 2.1.J. Sejam A um anel equilibrado, Suma vizinhança de O 
em A e X um A-módulo t .o:polÓgico. Diz-se que um subconjunto não va 
zio E de X é S-~ilibrado se SE e E. O vaz io é S-equilibrado. 

Com as notações da definição anterior, é claro que s e um subconjunto 
1!: de X é S-eouilibrado, então E é -S-equilibrado; a reunião e a in -.. . 
terseção de uma família qualquer de partes S-equilibradas .de X, são 
partes S-eouilibrad&s de X. Se Pé um subconjunto _de X, então o con­
junto 8

8
(;) interseção de todos os conjuntos -~-equilibrap.os que 
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contem I ' é um . conjunto S-equilibré:.do que contem F· e é claro aue g

5 
(P) 

é o menor conj~to S-equilibrudo que contem p. O conjunto bs (F) 7he­

ma-se S-envol vente eauilibrada de P, as propriedaàes s.eguintes da 

envolvente equilibre.da são evidentes: 

(lQ) Toda parte F de X possui .S-envolvente equilibrada. 

( 2º) Uma parte de X é S-e_quilibrada se e só se coincide com sua S-en­

vol vente eouilibrada. 

(JQ) Par~ toda parte F não vazia de X, a S-envolvente equilibrad~ · 

de p · contem o zero; mais geralmente, toda parte S-equilibr&da não va•• 

zia de X, contem o zero. 

(4º) Se Se T são duas vizinhanças de o em A tais que Se T, então 

todo conjunto T-equilibrado é S-equilibrado e portanto &
8

(F) e: 
&,T(F) para qualqu_er parte F de X. 

Quando P = {x} , escrevemos G5
(x) e:::n. vez de G

3
(lx} )~ ... . · , 

Proposição 2.1.4. Sejam A um anel eouilibrado, I'\)* o sistema funda-

mental de vizinhanças de O em A da cbndição (E2)(cfr. Def.2.1.1.) 1 

SE~* e X ~ .A-módulo topológico. Têm-se então c..S 1ttoposições se­

guintes: 

(a) G3 (F) = S.PuF parC;. toda parte P de X. 

(b) Se K é uma. parte compacta de X, então a S-envolvente equilibra­

da de K é. compacta sempre aue S seja compa cta ·. 

As relações S(s1iuP) = s 2F-"us1· c S~vSPc SPuP mostram que 

SI'V P é uma paí·te· S-equilibrada de X contendo P e se E é uma parte 

S-er;uil ibr2.d.a que cont~m P, então SPv P e SEU E e- E o que prova (a). 

De outro lado SK é compacto por ser imagem contínua do compacto SxK 

e então &,
8

(K) = SKuK é compacto. li 

Iroposição 2 .1. 5. Sej~ A um anel equilibrado, S uma vizinhança qual-­

guer de o em A, X ~ A-módulo topológico e .P um subconjunto de X. En -~ 

tão: 
(a) Existe um subconjunto "Yl.3 (P) de X possuindo as duas propriedades 

seguintes: -

(Nl) ·. 11s(P) é um S-:-eauilibr&do e 7l3(;p)c F. 

(N2) 'n (:F) é O maiór conjunto S-eouilibrado contido em P. s ,;:_~::.::;.;::.=.~~--- . 

(b) ·11, (P) = 0 se ·e só se O$ P. s ----- ' 
(c) Ses é fechaca, ent~o vale a implicação 

' 

p é fechado =?"11.s(F) é í'echado. 

( d / . X E nS ( P ) se e s Ó se t S ( X ) C P • 



32 
(a) Definind o O conjunto 'n (P) como sendo a reunião de todas 

as partes S-equilibradas c t·a·S · on i áS em F, a verificação das proprie-
dades (Nl) e (N2) é trivial. , 

(b) Da (3~) das propriedades evid~ntes da envolvente equilibrada re-
sulta que ns (:f) I yj im:pl ica . o E il (F) · 'Yl ( ) se obte,n . s e como , "s F e :p, .u .. 

oeP; inversamente, se O E P, como {o} é S-equilibrado, a condição 
(N2) ~carreta que {o}_:= Tis(F), donde '}l3(p) / 0. . 
(c) Como ,1S(T) e S-equilibrado e S é feclj.ado resulta que 17. (P) 
'S ·1·b ~-- S e -equi 1 rado; de outro l a do como p é fechado, 1l

8
(p) e p e então 

por (N2) resulta n3(p) = 11s(P). 

(d) Se x E: 'ns(F), então 'n3(P) é ura conjunto S-equilibrado que con­
·tem {x} , donde 6S(x) C n 3 (p) e portanto . t

3
(x) e P. Inversamente, 

se ~s(x) e P, por (N2) resulta Gs(x) e ns(P), donde X E -n,s(P)_ •. 9 

* Corolário 2.1.6. Sejam A, 1J· ,s ~ X como na prop.2.1.4. e seja P 
um subconjunto de X • . Então x E n S (F°) se e só se Sx U {x} e P. 

Segue da prop.2.1.4.,(a) e da prop.2.1.5.,(d). g· 

Definição 2.1.7. Sejam A,S,X e P como na prop~2.l.5 •• 0 conjunto 
n 8 (P) é. ch.8.Illado ntl.'cleo S-eauilibrado de P. 

. . 1 

t claro que P é ·s-equilibrado se e,só · se P = 11.s(P) = g,8 (F)~ 

Proposição 2.1.8 • . Sejam A um anel eouilibrado, X um A-módulo to:20 -
lógico e1.9- o sistema fundamental construido no lema 2.1.2.,(a). Então 
~ara cada viztnhança V de O ~ X, existe SE"& tal que 'Yl S ( V) é uma 
vizinhança de O~ X. 

Dada uma vizinhança V de O em X, . pelo axioma (MTIII) existem 
uma vizinhança W de O em X e uma vizinhanç~ T de O em A tais que 
TW e V. Fel.o lema 2 .1. 2., (b) existem f"- .E U(A)A T e S e1J- tais que 
S/A c .T. De f- E T segue /A~V e: V e como f,- é. inversível resulta que 1u..W 
é uma vizinhança de o em · X, então é suficiente provar que r_w e 11_8 (v). 
Seja x E p..W, usarem()s . o c.oro.l. 2 gl ~ 6. pa_ra mostrar que X E rzS (V)~ De 
x Ep.W e · V segue {x} C V. De c.utro lado, x =rw com w E. W, logo Sx = 
S(p..w) · = (Sf)w e Tw e. ~W e V e portanto Sx v\x} e V. 1 . 

Até agora não foi utilizado o sistema f1µ1damental 1' construido no le­
ma 2.1.2., (a) pois a pa rte (b) deste le.fa e a prop-.2.1.8. poderiam 
ter sido demonstrados para o sistema1" da condição (E2). No resultado 
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seguinte vamos ~saro 1 2 1 

ema • .2. e a prop.2.1.8. combinados com a 
Parte (c) da prop.2.1 5 · • . - - .,..1, 

. • • 0 que vai exigir trabalhar com o s1.stema;v 
do lema 2. 1. 2., (a). Fara si· m 1 · f · · 

_gue a expressão 
Pi 1.car a linguaeem convencionaremos 

"V é eouilibrado" 
significa que 

11Existe S E "Q. t.c.l que v , v ~ _ ~ S-eguilibrado': 

Sejam A um anel equilibrado, X um A-módulo topolÓgi?o, L e M duas 

partes de X. Diz-se que L absorve M se existe uma vizinhança S de O 

.em A tal que (S - {o} )~M CL. Diz-se que L é absorvente se L absor­

ve toda parte reduzida a um ponto (i.e. para cada x e X existe wna 

vizinhança Sx de O e~ A tal que (Sx - {o}).x e L.t· claro qu~ se L· 

é absorvente, então L absorve ~o} donde o E L e em consequência a 

condição de L ser absorvente pode se~ expressada assim: para cada 

x E X existe uma vizinh&nça S de O em A tal ·que S .xc L. Vamos usar 
X X ;· 

esta noção no caso particular em que L é uma vizinhança de O em X pa-

~a dar a seguinte formul~ção equivalente do axioma (MT1); 

Toda vizinhança de O em X é absorvente. 

IT01-osição 2 .1.9. Sejam A um 'anel eguil'ibrado e X um A-módulo. Têm­

- s e as s ei~intes afirma ç5es : 

(lQ) Se X é um A-módulo topolÓgic~, entã o ex iste um sistema fundamen­

t al <S'.) d e vizinhança s fechada s de O em X tal que: 

(Ml) Todo conjunto V E 6:, é eauilibrado e absorvente. 

( M2 ) Fara ca da V E ~ e par a c a ã a : À E A, existe W E 63 tal que 

Ã.W CV. 

(MJ) Para cada V E~ , exis te W E~ t a l que W 4 W e V. 

( 2Q) . Inversamente, s e j a. 6".J uma base de , filtro sobre X satisfazendo 

a s condições (:M1),(M2) 2 (MJ). Então existe uma única topologia so­

~ X, compa tível com.a estrutura de A-módulo, e para a qual 63 é um 

sis t ema fundamental . de vizinh;'.nça s de O.~ 

(lQ) Se ja ~ 6 conju_n..to de todas a s vizinhanças fechada s e equi­

l ibradas de o em x, ·mostremos que 6-, é um sistema fundamental de vi z i­

nh&n ça s de o. Dada uma viztnha~ça · arbitrária· w de O em X, existe uma 

vizinhança fe cha da W' de O em X t a l que W' C W e . pela prop. 2.1.8. e­

x i s te s E~ t al que v = ~ 8 (W') é uma vizinhança de O em X e como w• 
é fechada , peJa prop.2.1.5.,(c) re sulta que V é .fecha da . E; , claro oue 
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V é S-equílibrada portanto V E 63 . e como v e W' e W resulta V e W. 
O axioma (MT') · 1· . r, imp ica que toda vizinhança de O em X é absorvente,em 
particular todo · -elemento de ~ é absorvente, portanto f?J. satisfaz· 

1

a. 
condição (Ml) • A condição (M2) equivale a ( MT' ) e é cJ.aro que ~ sa-. f d. ~ ( . II tis .az a con içao M3), pois e s ta traduz a continuidade da aplicação 
sx· 
(2º) Inversamente, seja 6J uma base de flltro sobre .X satisfazendo 
as condições (Ml), (M2) e (MJ). A. condição (Ml) mostra que O E V para 
cada V E (0 • De fato ~ é não vazio e não contem o conjuniio vazio, 
donde, para cada VEt'J se tem V/~ e como V é equilibrada resulta 
O E V. Dado VE&>, tomando .À= -1 em (M2), resulta que existe '/{€:63 
tal que -WC V, o que jw1to à condição (M3) !Ilostra que t0 é U.ID r:!is­
tema fundamental de ·vizinhança.s de O :para uma topologia sobre X co,m­
patível com a estruture. de grupo abeliano de X. Esta topoloEia · é com­
patível com a estrutura de A-módulo de X pois (MT1) resulta de (Ml) ; 
(MT11 ) é equivalente a (M2) e finalmente (MT

111
) se verifica pois da •­

da uma vizinhança W de O em X, · existe V E~ .tal que ;- V e W e como V 
é equ.il i brada, existe S E 1" tal que SV C V e W. i} 

Exertplos . 

(1) Os c6rpos R e C são exemplos de aneis equilibrados. 
( 2) Se K indica indiferentemente R ou C e· T é um espaço topológtco 
compa cto ; o anel A= C(T,K) múnido da topologia definida pela nor-
m; li f 11 = su1-ilf(x)/· é U1ll anel equilibrado. · · · 

XE T . 

(J) No caso K = C o exemplo anterior é'um cl:.i.so particular do seguin­
te: Seja A um.a álgebra d.e Banach (i.e. A é um e-espaço de Banach mu­
nido de uma multiplicação com elemento id~ntidade ~, verificando as 
condições: llxyjj~llxllllYII e li ell = 1) ent_ão . · ~ e é inversível em 

1 . · l A e li ~e li = ~ ~ O se n ➔ oo o qu~ mostr.a que se verifica e. con-
diçã.o ( El). Seja, para ca da inteiro n > O, Vn a bola fechada de cem..:.. 
t:r-o O e ra_io 1/n, entã~ a coleção dos V n ( n E N e n >O) é . um siste­
ma fund a mental de vizinh~nças de O e s~ f, g E V n então li f li~ 1/n e 
11g11~1/n donde llfin~lltll-Ugll ~ l/n2

~ 1/n, o que prova que se verj.fi­
ca a · condição (E2). 
(4) o anel A do exemplo que s·egue.à prop.1.-2.6. satisfaz obviamelit õ3 
a condição (El); para verificar a condição (E2) basta tom~r, por 
exem:plo, ~* com.o sena o o conju.µto de to.das as int~rs eções finitas c.1-e 
conjuntos da forma tl (K,et) com K compacto de · T. e O<~ l. 
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( 5) Se · é um, aberto de Rn, então A = c(.Q.) é um anel equilibrado 
(ex. anterior) Seja x - · Lloc(fi) ~ . : - p o espaço das funçoes p-localmente 
integráveis ·em n' então X e' um A m 'a,,, . rne A f E X . i - o .I..U..O pois se ,- . e , en-
tão <f f E X. :De fato, indicando comµ_, a medida de Lebesgue sobre n_ , 
se K é u.in compacto de Q e cK = supj <p(x) IP, então 

J 1 'f (X )f (x) 1 !> dr : ºK f jf (x lJP dr- < o<> 
K K 

Mostremos que X é um A-módulo topológico, pe.ra tanto indicamos com 
W' (K,E.) o conjunto das funções f E X tais que li fll K ~ f. e com 
W(K,°') o conjunto das funções c.p E A tais quefftf!~p~ sr: l<f (x)j~ E. 

· _Se <f0 E A, a aplicação de
1
X em X definida por í ' H-· q:>

0 
f é contínua 

pois se lfitfol\K I O, então f E W' ( K, f/li<fcllK) implica que (fo f' .. E: W' (K, é) 
o que prova (MTj)• Fixado f

0
E X, a aplicação <f~lpf

0 
de A em X é-

cont Ínua pois se 1( f0 1! K I O e IX~ til fcll -l K , então, '(' E W(R,o<) . p, P, . 
implica 'f fvEW ' (K,t), donde segue (MT11 ). Finalm.e:rite, _se c.pE W( K,-.~ 

e f E. W' (K,fÊ.) então. {f f E W' ( K,E) o que prova (MTIII)(este exemplo 
é um caso pa rticula r de um "Il -planeur ,: , cf r. · . l C] ) • 

2 . 2 . Conjuntos convexos e conjuntos estrelados 

Definição 2.2º1. Sej a m A um an;l topológico, X um A-módulo e J um 

s ubconjunto de A s a tisfa zendo a s três co;ndj.ç0es seguintes: 
(Cl) O E J e 1 E J. 
(C2) A translação de A definida por À~ 1 -À aplica J so'bre J. 

(C3) J é conexo. 

Nes tas condições 
(a) Sejam x,y e X; chama-se J-segmento de extremos x e y ao conjunto 

J(x,y) ={Âx ·+ (1 -À)yl ~ e·J·} 
(b) Seja ~ U e V dois s ubconjuntos não vazios de X tais que U C:: V. 
Diz-se que V é J-estrela do em relação a ·u, s e para ca da u EU e para 
ca da. v E v, se tem J(u,v] e V. Em. particuia r, s e U = V, se diz que V 
é J-convexo·. Por def i :qiç&o, o conjunto ~;a zio é .;r~convexo. 

Exemplos 
(1) No caso A= R e J = (0?1), . s~ têm a s noções habituais de seg-

mento (fechado) e convexida de. 
(2) Sejam A p- e e J ={oc'+ if.>lo~oc, 1 ·e lf.>I~ 1} ~ent ão~ claro qu e 
J Sbtis~a z às três condições (Cl),(C2) e (C3) da Def . 2 ~2.1. 



(3) Sejam K um· espace to l' · 
, - . po ogico compacto, A o anel das funções 

complexas continuas def'inidas e K· • d · · · 
. . , . m muni o da topologia definida p~-

la norma llflj ==t~klf(t)j e j a injeção canônica de e em A. Se J. é 

o subcon'j'unto de C do 1 · exemp O•anterior, então é fácil ver que j(J) 

é um subconjunto de A que satisfaz as três condições (Cl),(C2) . e 

(C3) da Def.2.2.1 •• 

( 4) Se A é uma álgebra de Banach de elemento unidade. e o conjunto 

J == { Àe I ÀE R e O.$À~l} satisfaz as condições (Cl), (~;) e (C3); pa­

ra todo A-módulo as noções de J-segmento e J-convexidade coincidem 

com as habituais já que todo A-móaulo pode. ser considerado um C-mô.,;. 

· du.lo por meio da isometria À E e~ )i e E. A • 

Proposição 2.2.2 • . Sejam A,J ~ X como na Def~2.2.l., então 

(a) Sejam (UÀ)Àt~ ~ (V~)ÀEA duas famílias de subconjuntos de X tais 
, 

aue V'A e J-estrelado em re1gção. a ui\ (]ara cada índice Ã ) e su:po -

nhamos que a interseção U da família (UA) é não vazia~ Então, a in­

terse9ão V da família (VÃ) é J-estreladc.. eni relação a U. Em parti­

cv.lar, interseção de J-convexos é <-T-convexo. 

(b) Se v1 e v2 são J-~strelados em rela ção a u1 ~ u2 respecti­

v1.:.mente, então v1 + v2 é J-est:r·elado e~ relação a u1 + u2 • Mais ge­

ralmente~ ~ A é comutativo, i;xv1 + r,v2 . é J-3 s trelado em relªção a 

oC'Ul + ~u 2 , para todo C(,~E Ao Em particular,~. V1 2. V2 são J-conve­

~, então ~l ~ V 2 é J-convexo e se A é conrn.tati-:v-o então · cXV1 -t f> V 2 

é J-convexo I,ara todo ot, ~ E A. m 

Proposição 2.2.J. Sejam A,J ~ X como na Def.2e2.l •• Sejam Y um A-mó­

dulo e fuma aplicação A-linea r de X~ Y. Então 

(a) A imagem por f de um J-segmento de X _é um J-segmento de Y, mais 

J)reci samer.te, ~ x
1

,x
2

E X então f(J(x1 ,x2)),= J(f(x1 ),f(x2 )J . 
(b) . Se um subconjunto V de X é J-estrelado em relação a um subconjun­

to não vazio U de X, então f(V) é J-es trela do em relação a f(U); ~ 

J)articular, ~ -;-é .J-convexo, então f(V,) é J-convexo. 

(e) Se ~lill subconjunto W de Y é J-estr ela do em relação a um subcoD.,ju~-

to não va zio z de y ~ f-1 ( z) é não va zio, então f-
1 (w) é J-estrelado 

1 , ~ -1 ( ) , 
em relação a f- (Z); em particular,~ W ~ J-convexo, ent.ao f W e 

J-:--convexo. 
A afirmação (a) s egue da Def.2.2.1. e a s afirmações (b) e (c) 

' 



.1 ·o f.' U .l i é~P.1 Ü e ( u. ) • 1 

UÀ e 

( . \ 

1/ 
V := ÁTIVÀ ~ J-_estre1üdo em reL.19r;o a u = lTf/\u). ( ~ X =À TTE/\X ~ ) • 

( l j_) V'\ é J·-e:::~trelcdo ei"' ·"'e] ,-.r~() .• , '"'= l , ·d· l 
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" - · · " ·• -CÃ.~_g u À , IJaré.. cL>.c é:. in ice /\ • 
Em pé!rticular, ~· é ,T-convexo se e •··o' '·e V· e' J c>-,da i'n·---- - .. ., ;;:, ~ - -convexo r,aru ~ 

ciice À • -
e n

14
(U) =Uf'­

lnversa:-nen­

e da 1;ro.r. 

l.o cuso do~ e~,r-~ço~i vetorú.:.is r-e~ü, t:. noç·~o êe cor.vexido.de .{. defini­

u:.,:.., r r'.r.·t.ir de certo·~-: "cor:vexoL: b~.si_cos" (or; ~.,ecmr~nto:-.:) p1.:.is 'vJIJ sep.­

lí'.d1to. f~ o cu1,j1,nto convexo füc..i ;·: ~·imrles po:;;r.-;Íve1. Se E é uw e.:,páço 

vet.or :i.u1 re~l e r:~:!'.'Lc Cc,fü: 1-:.ir de 11ontos x ,y E ·2; ina1cc.mo:3 ror .f á 

( J 
xy 

:trl j c2.ç~o de O, J em E def l1;irh·. 11<..'T' 1 ➔ À x ... ( 1 - i\)y, entto o sec;;er. -

t o (feché,cJo) de extremos x e:,' é L:. im:c,p;em ée- (c;,1) por fxy e um 

:;1iteonj;J.nto V de r~ é convexo quut:do contem u::: im::.,..gens de f,1) por to-

dt~ f; L.S Lr.J·.ic2.ç:Õe2 f tois oue x ,y E: V. A defin:idfo 2 . 2 .1. repP-te e,.: -.c xy . -
te i;,t·oee :-, f;c .111t.:.s apreseritando o sec·;_,iut(~ u~-:r-ecto det:18.t:, radJveJ: não é 
PVitlente (rir}m m.esrr,o verdude, úm ::;, el''::11) que um s egmento sej.i convexo. 
,#, f' ' · ·1 .. ~ .. ~ ' . "' .., . . n t t a r. e;c1. dc.:.r wné.. c onti.1ç1:10 necess2.r1;:; e ~,u ... 1r,1e e parE:. que o o seg-

mento sej~ convexo: 

::> e jun A e J 

::' e:, :ünb~2 srro eox i..vaJ ente ;:1: 

(i) J J J -c0nveKo . 

como n~ Def . 2 . 2 . 1. , ---- condições 

(i:i) .. r :...u·c. cüd..:, A-mód_;lo X, t.od<2 ,T -~;eç:mento d.e I É ,T-conve :<o. 

(i)'~(:Li) Sejum X u.m ,K-mód1.üo e x,y E X ; moi}tremo.s aue se u.v 

E: J (x, yJ entto J[u,v) C J(x,yJ. Cor· efeito, u == oc'x_+ (1 -«)y, v = 

~ ;~ -f-- (1 - f-> )y com O(,~ E._;; ::_Jort;..;.r;to fé' '-' í\ E: ... T, entt::.o À u + (] -A)v = 

p..x +~y 0.nde f ,.: Àoc· t (l -À)~- e f-1
=~ À(l -oc) 4 (] -À)(l - f:> ). -~ 'ime-

.. · 1 1 -~e ·1t, l· i - 1· Y"' 1 1·) ·•·f~ · --11"· · u ~.,. , .. u ::. to VeJ:i.l'ic::..r· c;'Je /A ,:: __ -:- f ; u ()! ro c-l.U .r •C . 1. ., ,.:, ., l ,.:;!. ,- e'· ' 

lt(i c de r or (C2) s ecue f- 1
"" 1 - f- E <.T . Ent:::o Au + (1 -À)v .--:-. ~ X + 

+ (J -f)Y 
( i :i.) -9 ( i) 

J O (
1
•~Je 1i rov:.::. ('_.ue Àu +- (1 -À_;v E ,T lx,y) • CO!í: f-'- E: • 

:~e j,, r1 ~,~E '-T e mostremos que Jlo(,.ç-i,)c .. -:- , isto é, ~-~e i\E:: / 



A,J e X co:no na lJef.2. ? .l. Seu 0 um surJco::; junto 
Z, ent~o os conjuntos 

l(6.cc{v .cxlucv 
1f,/::::lvcx1rcv 

~ nao v~zios pois ·x ~ sao 

entilo_: 

e V~ J-estrelHdo em reJ~ç~o a U} 
e V é J-con1iex<i} 

pe r ten~e a ambos . Da prop.2.2.2·., (&) 

vazio àe 

resulta 

( .1 ç) C cor.junto ~(1;) :.:. nv é ,J-eHt.rel. c::.do em. , , . .... :-- -:, r.r .• Vt rf!, u re l.u-.,.c:.o ~ 

( 2 º ~ C c o ri junto· 1 (:: ) o.: ('\ V é J - e o n vexo • 
Vf::"' 

- ~' , . , ] ,ç- ) , h.1.ern •.ll~' ~;o , e e s.ro que ,,L( U (resp . r(u)) "J o :7!enor conjunto J-e~-

tr·elc...do (res1,, . J-convexo) que contem l'.; o conjw:to .L(U) (resp.f(C.')) 
t:11::.: mi:.!.-Se J - e::.,treJa (rt2~' J..'• ,T-convexo) gerada (.2_) r,or U. Como r(U) é 
,J-cor1vexo e U C r (U) , ·rí~:sult c., oue í( U) é J-estrela do em rel8.çâo a 

C, doLde resulLa ~( r) C r(1J). 

3ejc. A u:n 6.nel toro1 ó~_ico e :-;e jw:I! J 1 e J 2 doi s s,lbconjuntos de 

A q~ e s~tisfazem a s condiç3e s (Cl),(~2) e (CJ). Se J1 C J 2, ent~~ pa ­
r·i.:.. todo i·~-mÓdulo X, f; e tem J1 (x,y)c J 2[x,!) quaisquer oue sejam x,y 
€. X, ó or:u e, t.od~ conjunto J 

2
-convex o é _tc.:.rnbém J 1-convexo. Em p,irticu -

lar,. s e il. é ~.,.m anel topó1 Óg ico que contem R corno s ubane1 e se J e A 

satü;f::...z b.t, c.:ondições (CJ.),(82) e (CJ) e aind1:.:.. (o,1JcJ, ent8'.o todo 
s1Âbconj:mto <J-c.:onvexo de um 1~-módulo X é convexo no sei.tido h&bitual 
ern X f' i.::.I'L é:. e s trutura. de R-e:.5JJi:~ç o vetoria l sobre X obti.da. por restri­

ção de, e c~ c -: 1 •·.·l"nC , :. t., t.A. e. .... ,:.- • 

0b~erv ~ ~~
0 ,, t ) o· o (=.•ste ~2 n~n !o~ us~da a ·conriição (CJ) irnros t~ ~o-- '--'~•<, .t,m ( · • v 

bre J nem n u. re~J. i d.L ... d e ::::. t'o roJ og i...:. ue A; es to. ;.: hipÓ teses s e.ra.o u s~ .. tL::: ~.:: 



JS 

Jroposiç~o 2.}.l. · - Se j am A e ,J e o rr: o n r) f 2 2 1 , -~~ a ie • -• •• e 
é u.r:: ;..-moóu.lo tcq,olÓ[.,1·co •. ,-... ~ 
-···- · _ .l:',ll1,hO 

oue X 

(a) Touo J-segmPnto de ·< ' · · - - , e conexo. 
(b \,, T.odo · b :..-:u con ~ .. , nto J-ccr1vexo dü ,'f. ' e conexo. 

3E:ij8.m x,y Ex 

x rercorre V. 1 

•'• . 
::;e1 L m '' P J. C . · .. . f' ,.._ ') } ·,r ' 'd l •• ..::. OillO lkl ve · .e.. , . •. . • , ,_ ~ r,-~no u_. o .L.. ,, . 

t,.1_)-

Se 

~ e :n relu 1; :..:.o :...:. ~; 

. . . • • . . . r- . p " •. , J , .... ~ . b . t . z. 
; · .. !:JLcill -=~,< e 1. corno r, h .. , t~ L • .:: • .-- •• 12 ., ,,.,. 1.,0.1s :-,u·conJur, o ,-; ue ,., 

' U.1 t.:--.cl u seguinte V;:ci ,, ú::·· c0mcó,, ri. r.ot , ... ,)Io .~· (L, rnJ defir,ich, por 

li.O Y'C-

J(r,,MJ ~ LJ,J(x,yJ 
tx,Y)E:LxM 

J rcpo ~=d,/7o 2.J.3. ~>ej é:1.m A,J ~ X co:·,;6 nc, urop.2.J.2. e V ·.un sübcor.. .j: .... r~-

to de X, tl-c?~. trcJ.c:.do em. reJ ~<,~:!o ~~ u'.·;! subconjunto U de X de ínterio-r 

ni;o v c, z io. :~·;1;pon.h:.:.mos gue J (L, l\': J é ht.é'!•·to sempre aue L e M o são. En- ' 

t~fo~ o interior V de V é J-~trelado em rel<::.ção ao inteTior U àe U. 

A hipót.ese de V ser J-ef;treludo em ::re1ução a U acL~rret;_ .. h re1a<.;ão 

J(tj, vJ e: V, cue jvrrLE:.dc, b.O L:.to de J(U-, vJ ser aberto, irq:il ÍCf-:. oue 

,; [Ü , v J e v . 1 

Jel'jr,.i,-.i.':_o 2.J.4. ~: ej1:11: .A.,"J. e X ccr:i::., m .• rrop.2.3.2. Dh:-se que X é um 
--;..:_.::.~ 
A-1::óuu lo J-loc:::-Jmen te c onvexo t.: e exii:,te ,:;.::, f ' 1i't-em.:. f\ ,r:ci:c;.::1ent 2..J de vi-. , 

J-: e 

cm~vex o J -- l 0 e ,t1 :r e 11 t e 
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De forma análog'a se pode. definir módulo J-localmente estrelado. 
Fxemplos 

(1) O caso clássico que inspira.a Def.2.J.4. : A= R, J =(o,1) ex 
um R-espEÇO J.ocalmente convexo. ~ 
( 2) · SeJ·am A e J como na Def.2.2.1. Se X ' ' ' e um A-modulo topologico e 
a tor:ologia de X é 1 ine2r ( i. e. existe um sisteme. fundamental de vi-
zinhanças de O em X form&do por submódulos, cfr. Ex.(-2) logo após a 

prop.1.1.4.) entio X é J-localmentB convexo, pois todo submódulo é 
J-convexo. 

(3) Sejam A uma álgebra de Banach de elemento unidade e e J o con­
. jm1to dos Àe com À real e compreendido entre O e 1. Então A é J­

localmente convexo pois. se . indicamos com Br a bola (aberta) de cen­

tro O e raio r, então (B) é um sistema fundamental de vizinhan-. r r>O 
ça.s J-convexas de O. De fato, como foi observa.do no ex.(2) que segue 

a Def.2.2.1., neste caso as noç5es de J-convexidade e de convexidade 
no sentido habitual -coincidem, e é claro que B r 
vexo ~e A como R-espaço norm&.do. 

, 
e um conjunto con-

(4) . Sejam A e J como na Def .2.2.1. e SUJ:or.Jiam~s que A é J-localmen-

te convexo. Vamos mostrar que é pcssível construir sobre cada A-mó- ! 
dulo X, uma topologia J-localmer..te convexa a partir de um conjunto 
não vazio de formas lineares sobre X. ~·e .fato, seja íJ um subconjun­

to não vazio do dual (algébrico) HomA(~,A) de X; j~ vimos (exemplo 
que segue à Def.l.J.7., do qual usamos as notações) que a-~opologia 
<TA (A, l; ) é compatível. com a estruturéi de A-módulo de X. Como A é 
J-localmente convexo, resulta que o conjunto~ dos conjwitos do ti-

po 

N(F, V) = nf-1 (v) 
fEF · · 

onde F percorre . ós subconjuntos finitos de· SJ e V percorre um sist_e -

m& fundamental de vizinhanças J-convexas de O em A, é (pelas prop. 
2.2~-3., (c) e prop.2.2.2., (a)) uru sistema fundamental de vizinha..,.1ç2.s 

J-convexas - de O em X. 
(5) De modo mais geral, · sendo A e J como na Def .2.2.1., se (X•)) J,E/\ 

é uma família de A-m6dulos J.;..localmente convex:os,X é um A-módulo e 
f~ ~ uma aplicação· A-linear d_e X em X~ , par8. cada Índice Ã , entã o a 

topologia inicial "C de X epi Mod ToPA para a família de aplicações 

A-lineares (fÃ)iEA é J-localmente convexa. Com efeito, seja ~Ã um 
sistema fundamental de vizinhanças J-convexas de O em XÀ, para ca da 
Índice À; então pela prop.l.J.4.(c), os conjuntos da forma· 
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' 
formam um ·sfstemá. fundàmental d e "t -vizinhanças 

X (pelas prop.2.2.3., (c) e prop.2.2.2., (a)) 
J-convexas de O em 

Acabamos esta secção · com a vers~ao do teorema do ponto fixo de Mar -

koíf-Kakutani para mo'du1 1 1 . .os océ:. mente convexos ( a prova sendo pra-

ticamente ª mesma, cfr. [B6] , Ap.). Sejam A um anel comutativo (uni­

tário) topológico e J um subconjunto de A que verific~-: -~1J~· das con­

dições (Cl),(C2) e (C3) da Def.2.2.1., a condição seguinte: 

(MK) Fara cada n e N, n>O, a equação em A: 

possui um.a solução 

n ex = 1 

<X' n E J _t_a_l__.g_u_e O está no fecho do conjunto 

\ <Xn j n E X e . n > O } • 

Nos quatro exemplos QUe seguem à Def.2.2.1., o conju~to J satisfaz a 

condição (MK). 

Lema 2~3~5. Sejam A um anel comutativo topológico; J um subconjunto 

de A satis.fc;_zendo as condições (CJ. ), (C2), (C3) ~ (MK); X~ A-móduJ.o 

~ V um subconjunto J-:--convexo de X. Então, para todo n E N, n >O, se 

(xi ) 1~~~ é uma família de .elementos de V, se tem Ot'n (x1 + ••• + 

+ xn) E V. 

A prova, por indução, é trivial no caso n = 1. Seja ri-;>l, e su­

ponhamos por hipótese de indução 

z = ex n-l ( x1 + • • • 4 xn-l ) E V 

t claro que (n - 1 )dn + O(n =- .l, como . « n E J éi hipótese de V ser ,J­

convexo junto as relações z E V e xn E V, acarretam (n - 1 )Q'nz + 

+ ~nxn E V, o que ~caba a demonstraçho pois por ser A comutativo, se 

tem: (n - l)~nz + O(nxn = (n l)oc'n.~n-l(xr + ••• + xn-1) +«nxn = 

O( n ( xl ~ • • • + xn ) • 1 

~ 2.).6. Sejam x ·~ A-módulo topológico, K um subconj'J.!lto quase­

-compacto de x e L um subconj 'J.nto quase-compacto de A, então 

(a) Para cada vizinhança y de O em X, existe :uma vizinhança S de O 

~ A tal que SK e V. 

( b) F·ara cada vizinhança V ~ O em X, existe uma :vizinhança W de O 

e V. 
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(a) Fara ·todo XE X, a aplicação Px é contínua no ponto (O,x) 

'=' A X X, donde,, d8.da. uma vizinhança V de O em X, existem uma vizi,nhan­
ça Sx de O em A. e uma ~izinhança Ux de x em X, Ux aberto>tal que 
Px(Sxx· Ux) == SxUx C: •V• Como K é ·quase-compacto, exist.e um subconjunt.o 
fini~o F de K tal · que (U ) · é uma subcobertura de (U ) ~K e en-. . XXEF xx~ 
tão S == n S é Ulii.a vizinhança de O em A e é cl~ro que SI< C V. XE}"I X 

(b) Mesmo raciocínio que em (a). 1 

Observação Com a linguagem que será introduzida na Def.2.4.1., a par-
·. te (a) do lema 2.3.6. diz que num módulo t .opolÓgico, todo quase-com­

pacto é 1 imi têido. A parte (b) do lema 2. 3. 6. será bastante útil nos 
Cap. 3, 4 .· e 5. 
ProposiçÍio 2. J. 7. Sejam A um anel comutativo topológico, _ J. um subcon­
junto de A satisfazendo as condições ( Cl), ( C2), ( C3) ~ (MK), X ~ A-mó 
dulo topológico separado, K um subc~njunto compacto J-convexo de X~ r um conjunto de apl.ict:1.çÕes · A-lineares de X ~ X, d1.{as- a duas. permu­
táveis que aplicam K ~ K e tal que para cada ~E r, ujK é contÍnufu 
Então, existe um ponto x

0 
E K tal g_ue u(x 0 ) == x 0 para cadá. u E r . 

. Fara cada n;:::,,, O e pa.ra cada u E r , seja 
· n-1 · u == ex ( lx + u .. • •. • + u ) n n -

então, co:no A é comutativo, · un E EndA (X~. ·ne outro lado, como u(K) e K 
para CE.da· x E K se tem: x,u(x), ••• ,u\1-'(x) E K e então a J-convexida­
de de K junto ao lema -2.J.5. implica un(x) E K, d.onde resulta que 
un (K) C K. Como a restrição a K _de cada u E r é contínua, segue que 
un(K é contínua. Seja 

rl = lu( 1 ~u( 2 )o ••• ou(t) 
nl n2 nt 

U (l), ••• ,u(t) =-r • t n n >O ) --.;; ' ' l' • •• , t ? 
) 

entgo é ficil verificar as seg~intes proprjedades: 
(a) v,w E r;_ ~ VGW :::; wov. 
(b) V E rl ~ vlK é contínua e v(K)C K. 

Seja ~ 0 conjunto dos v(K) para v percorrendo r1 , é claro que 6'J é 
não vazio e ~ (Ê 0 . ; ·de outro lado, se . v, w E r1 , como u = vow = wov 
resulta ·por (b): u(K') e. v(:k) f"'\ w(K) o que mostra que ~ é uma bas e 
de filtro sobre K. Como X é separado e os conjuntos de 6'J são compa c­
tos resulta que e s tes são fechados em K; se'ndo ~ uma base de filtro 
~'tem a propriedade da i~terseção finit a , donde I = n B I ~ • · BE~ 

Mos tremos que para todo xE.I, : se tem u(x) == x ·para: cada u EÍ.Gc,rn efei 
to dado x € r, pa r e. cada n € N. n O se tem u~ (K) E 6, __ a.on,ge -- ~--E._ ... _ .. 



43 un(K), portanto· existe YE K tal que x =. un ( y ) = O( n ( y + u ( y ) -+ ••• + 
n-1 · · 

+ u · (y) ), donde u(x) = Ofn(u(y) + u 2(y) 4- ••• + un(y)) o que implica 

u(x) - x_= C( (un(y) - y)E« K' . n n 
onde K' é a imagem de K 1 1· ~ -. pe a ap icaçao sX de XxX em X definida por 
(a,b)~ ª - b. ·Como sX é contínua, K' é compacto. Seja V uma vizinhan­
ça· de O em X, pelo lema 2.3.6.,(a), existe uma vizinhanças de O em 
A tal que SK' C V e como por (MI<), O é aderent..e ao conjunto dos Q' n 
(n E N, n> O), existe m EN, m> O tal que O( E S ·donde . m ' 

u (X) - X == O( m ( um ( y) - y) E V 

o que prova que u(x) - x E V . para cada vizinhança V de o em X e como 
X é separado resultá u(x) = x. 1 

2 .4 • Conjuntos 1 imita dos . Módulos localmente 1 imi t .ados . 
Definição 2.4.1. Sejam A um anel topológico e X um ~~módulo topoló­
gico. Um subconjunto B de X é dito limitado se para . cada vizinhança 
V de o· em X, existe uma vizinhança S de O em A t al que SB ::: V. Diz­
se que X é localmente limitado se X possui uma vizinhança de O limi­
tada. 

Os conjun_tos finitos são limitados ( pelà continuidade de Px); no ca­
so pé:.!.rticular em que o anel Á é discreto, qualqu~r subconjunto de 
qualquer A-módulo top~lÓgico é limitado o que mostra que neste caso 
especial (do qual os grupos abel i anos - topológ icos é um caso particu­
lar) esta noção é completam.ente inútil. Mas em qualquer 9utro caso , 
isto é, quando o anel topológico de base não for discreto, a noç,ão 
de conjunto limitado é bá.stante interessante pois permite, entre ou­
tras coisas , definir todas as topolog ias g·ue vão nos interessar s o -
bre um módulo de aplicações lineares cónt.ínuas de um módulo topológi­
co e·m outro como veremos no Cap.3 .O resú.l t ad.o seguinte reune as pro­
priedc:1.des mais simples dos conjuntos limitados: 
1:_roposição 2.4.2. : ~eja X~ A-módulo topológico, então 
(a ) Todo subconjunto quase-compa cto de X é limitado. 
(b) ~ y é um A-módulo topológico, ué uma aplicação A-l"inear contí­

.!l_Ua de x em y e B é um subconjunto. lim.itado de X, então u(B) é um 
~bconji.l.nto 1 imitado ·de Y • 
(e) s B B são subconjuntos liJ1itados cie X, · então B1 u B2 e ~ 1~ - 2 
Bl ~ B2 são limitados. 
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{d) Se B é u.m , subconJ·unto llJll. i·ta,cio de X "'B ' b · t 1· ·t 

_ , 1\ e um su conJun o l.JU a-
do de X para todo ,À E;: A. 

(e) Se X0 é um submÓduJ.o de X~ B e: X
0

, então B é li::n-itado em X
0 

se 
e só se B é limitado em X. 

(f) , Se B. é limitado em X, eritã~ B é limitado em x. 
(g) }odo_ .s~?c'!.1;-Junto de um conjunto limitado em X, é limitado em X. ( 

(a) to lema 2.J.6.,(a). (b) Se-V é uma vizinha~ça de O em Y, 

ex·iste uma vizinhança U de O em X tal que u(U) e V e como B é limi­

tado, existe uma vizinhança S de O em A tal que SB eu, donde s.u(B) 

CV. (e) Dada uma vizinhança V de o · em X, existe um.à outra vizinhan­

ça W de O em X tal que W +WC V; de outro lado existe uma ·vizinhan­

S de O em A tal que SBl e W e SB2 e w. Então S(B1UB2) e WC V e 

S(B1 + B2 ) C W + W e V. (d) tum caso particular de (b). {e)·segué 

imediatamente da definição de topOlogia induzida. (f) Dada ·uma vizi-

. nha:riça V de O em · X, seja U uma vizinhança fechada de O em X tal que 

U e V, então existe uma vizinhança S de O em A tal qµ_e · SB e: U, donde 

pela continuidade d~ Px resulta sB :::: Px(Sx B) e Px(S.->ir:B) e Px(S~B) 

e U ·= U e V. (g) t i~ediato a partir da Def.~~4.l. 1 

Dado tL"Il A-módulo topológico X, . podemos associar os seguintes conjun-
tos de s.ubconjuntos de X: 

!Bx {Bc X 1 B 
, 

limi tc:;;.do} = e .. 
[Fx = .l FC X 1 f!' 

, 
finito} • e 

[K 1 
= { R C X 1 R 

, 
compacto} X e • 

Com estas notaç5es, se tem: 

Corolário 2.4 .J. Se X é sepa·rado, então, ~X , IFX e IK.x são bo:r'noJ.o­

gias sobre X. 

IFX é uma .cobertura de X, é claro que· ~Xc ~X e de (a) e (g) da 

prop.2.4.2. resulta IKx·C [BX, d~nde,_ ~X . e !BX ~ã~ coberturas de X. 

l!: evidente. que 1Fx e Kf ~ão hereditárias e [BX é hereditária por (g) .. 

Finalmente, as três classes são estáve~s para a reunião finita; para 

FX e KX é evidente e para IB:x segue da prop.2.4.2., (e). li 

' 2 4 4 _(a) Um 11·-módulo localment e limitado possui um s isteu Corolario • • • .11. -

ma fundament al de viz inhanças limitadas de O. 

(b) Todo A-módulo loca lmente compa cto é localment..e limitado. 
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(e) 

_ c r.corol.2.4.7. 
Todo A-módulo compacto é limitado. ( f ) 
(a) . Segu,e da p:rop_ .2.4.2., (g)·,· (b) e (c) ult d 2 2 .•. res am a prop. .A. • (a)• 

Corolário 2.4.5. Se X e' um A-mo'duJ.o 1 1 ,..., oca mente limitado, entao 
(a) 

(b) 
Todo submÓdulo de X é localemente limitado. 
T d . d 

·.'1· o a l.Illagem e X por um morfismo estrito é locaimente limitada. ~ 
A afirmação (a) segue da prop.2.4.2.,(e) e a afirmação (b) resul­

ta da prop.2.4.2.,(b) e da prop.1.4.14.,(iii). 1 

· Proposição 2 .4 .6. Seja A um anel topológico separado verificando a. 
condição 

O E U(A) (*) 
e seja X um A-módulo tor,olÓgico separado. Nestas condições se têm B.S 

seguintes asserções: 

(lQ) Para todo xE·X- {o}'. o conjunto U(A).x ={~x·I ÀEU(A)} não é 
limitado em X. 
(2Q) As condições seguintes são equivalentes: 

(i) V é uma vizinhança limitada de O~- X. 
(ii) V é uma vizinhança de O~ X e o c,onjunto 6)V = {Av I ÀEU(A)} 

é um sistem2, fund5.Illental àe vizinhanças de O em X. 
(3º) O Único submÓdulo limit G.do de . X é (O). · . · 
( 4 º) Parh toda vizinhança V de O em X~ se tem X · ::: LJ ÂV·. 

,\E:U(A) 
(lQ) Como X é separado, existe uma vizinhança U de O em X tal 

que x e¼. U, então para toda vizinhança S de O em A existe, pela conai­
ção (*), À E St"'\U(A), donde · À-\: U(A) o que im;lica x = À .X\x <t: 
S.U(A).x • 
( 2Q) ( i) 9 ( ii.) Todo · elemento de t0 V é uma vizinhança de O em X ( pe -
la :prop.1.1.5.). De outro lado, se U é ·umél. vizinhança arbitrária de O 
em X, como V é limitada, existe uma vi zinha nça S de O em A tal que SV 
eu, e c oino a cor.dição (*) imr,-lica que exis te -ÀE SAU(A), resulta 

.\v ·c u •. 
( ii) y ( i) Dadc~ uma vizinha nça U de O em X, exis tem uma vizinhanç~ S 
de o em A e uma vizinhança W d.e O em X tc.1.is . que SW e U. For ( ii), exié -
t e i\e U(A) ta1 que ~V e 'N., donde S(ÃV) e SW eu. Como T = S~ é uma 
vizinhança de O em A (pois À E U(A)) r e.sulta S(i\V) " = (SÃ)V:::. TVC U. 
(JQ) Sej i:.t Xo um submódulo limitado de X e suponhamos por absurdo 
que x

0 
/ (o). Então exis te x E X. 0 , x I O e por (1 ç ) o conjunto 
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U(A).x não é limit~do em X. Mas de outro lado U(A).xc X e como 
X ' 1. · 0 

' 
o e im1.tad-o _ (em X). a prop.2.4.2.,(g) acarreta aue U(A).x é l 1i-

mitado em X o que é absurdo. , 

(4Q) Seja V uma vizinhança de o' em 
existe uma vizinhança S de o em A 

existe À E S"U(A), donde Ax E v 

X. Se x E X, pelo axioma (MTj) 

t~l que Sx e V. Pela condição (*) 
o que implica x E À-1 V e l__J V. S] 

- fEU(i) 

Corolário 2.4.7. s · A , ~ 4 um anel topologico sep&rado verificando a 
.92ndição 

O E U(A) 
Tem-se então: 

(a) O conjunto U(A) (como subconjunto do A-módulo topolÓgic0 A) .não 
é limitado. 

( b) O Único A-módulo (topológico) compacto é . (O). 

A afirmação (a) resulta de aplicar (19) da prop. anterior no ca-­
so particular X== A ex= 1. A asserção (b) segue do-'·corol.2.4.4 .. ,(c ) 
e da .proposição precedente, ( 3º). 1 

Observa ções (1) Como A não é suposto comut é:l. tivo, em rigor deveríamos 
. ' 

completar a Def.2.4.1. no caso p~rticul~r .em que X é um ideal de A e 

f alar em .subconjuntos de X limitados à direita e à esquerda e definir 

como subconjunto Jimit&do de X, aquele que é limitado à · esquerda e 

à él. irei.ta si..1J1ultâ~eamente (cfr. [B4] , ex.12, §6). 

(2) No Corol.2 . 4.4.,(b) e (e) não é necess Jria a hipÓte~e de que os 
módulos s ejam separados, i.e. es tes result a.dos valem pa ra módulos q_ua ­

se-cornpa.ctos e "localmente quase-compacto_s 11
• 

(3) Um subconjunto L de um A-módulo topológico X é limit&.do se ele é 

abs orvido por toda viz inhança p.e O em X. 



CAF·ITULO 3 

Al'LICAÇCES LTN}:ARES CONT INDAS 

3 .1.. O A-módulo tor,olÓgico Le, ( X, y) 

Da secção .3.1. à 3.6. (inclusive) A indica um anel (unitário) comt;.ta ,, 

. tivo topológico. Se X e Y são dois A-módulos topológicos, ÀEA e ur 

v são elemer.tos de LA(X,Y), consideramos as duas aplicações seguin•ve ~: 

u + v : X ➔ Y, defjnjda por x~u(x) + v(x) 

~-u : X~ Y, definj_dé:. por x ~ À. u(x) 

t cl&ro que u .f- v é A-linear e que J. u é aditiva, como A é comutati •­

vo resulta que À .u é também A-linear. A aplj_cáção u _, + · v é contínua 

pois se V é uma vizinhança de O em Y, existe um.e. vizinhança W de O em 

Y tal· ·que 'li +- W e V; corno u e v são cont Ínuas existe uma vizinhança 

U de O em X tal que u(U) e 'li e v(U) e W donde (u + v)(U) e V. A apJ.i­

cação À.ué contínua pois é comr,osta a.e · u (contínua) com a homote­

tia de Y· de razão À que é cor ... tínu& pelo 'axioma. (Il!T11 ). Em definitivo 

temos 

}. • u, u + v E LA (X, Y) 

donde segue: 

~ J .1.1. Se X e Y são dois A-mÓduJ.os topológicos, ent&o o conjun -

to LA(X,Y) muniào das leis de composição (u,v)~u -t v e (À,u)~À.u 

é um A-módulo. 1 

Sejam X um conjunto qualquer, S um conjunto de partes de. X e Y um 

g:rup..o abeliano topológico notado aditivo.D1ente. O conjunto 'o/(X,Y) de 

todéis as a:rlicE:.çÕes de X em Y está munido de uma estrutura de grupo 

abeliano aditivo p.r9d.uto das estrutura.~ de gru:i::o de seus f'n tores 

(_pois 9f (X, Y) = n y·x _com yx ·= y para cada X E X). Fara cada BE G 
. xEX. 

e cada vizinhança V de O em Y ,. seja r;< B, V) . o conjunto das u E 97( X1 Y) 

téds que u(B) e V e indiquemos por ·~ o conjunto dos conjunt'os do ti­

po Ç(B,V) quando ·:B percorre <Se V percorre o filtro das·vizinhanças 

de o em y. t: cla ro entg_o que o cor ... junto 6?> dê.:.s interseçõe s finit as d e 

conjuntos de 'B é um.a base de filtro sobre gi( X, Y )-. Mostrerr:os 0ue 6'3 

-



satisfaz os axiomas 

(GAII)). 
(GAI) e (G '•• )( ll,.rr na· r 1 . d ea 1 ade 

' 

( G A1 ) '.:.i e B E 6 e v é · uma 

' neste caso vale 

Vizinhança d 

ça W de O em Y tal que w e O em Y, e:;.ciste- uma viziriha:.-i •-

'--e 
4 W e V· dond r: ( ) 

· o que mostra que v sat. fr . ' e o B, 'N ~ Ç(B, W) e: Ç(B, V) 

te que~ satisfaz O ax.1.~s az(o ax)ioma (GAI) donde segue imediatamen-

. oma GA 

( GAII) Resulta das identid d . I f• 
a es. º(E )- V) = - r(B V) t d 

conjunto finito F de Índices: o i • e pa.ra o o 

1
. 

·-[nÇ(Bi'Vi)J=n(-r
0
(B.,v.)J (' ·à 

. E F . 1 1 = )~(Bi,-Vi) ! 

1 lEF 
1 

to 1 . i E F . t. 
po og:;.a t sobre tff ( X, Y) co.T!pc-, - · .Resulta então que ex1.· ste , 

uma unica 

tível com a estrutura de 
1 

grupo abeliano de o/(X,Y) tal que f:) e um .:; 

sistema fundamental de ,,,_ -v1.· z1.·nha.nçar- · '• 

" - º de O "'st~ t 1 · rr- · ' · " 
º .ü e.. o:po. agia i., sera· e .:,.-:,. 1: 

mada topologia da convergência un · f 
'' 

:---:--:--.......;;.:;~.::....~::-=~J";.~e~~~!21.~o~r~m~e~s~o~b~r~e~a~s ~Et e s d e. S ( e·,) (1 -· ;; 

-topologia) sobre g:i(X,Y). Se M é ~ subconjunto qualq·u.er de 97(x, ~- ; ,; 

chama-se E5 -topologia sobre M à topoJ.ogia induzida s,qbre M :;>ela ~:: .. ~-

tor.·ologia sobre rm(X Y) o ~ · _,. ' 
, ~..- , • g:r.ti._po abelihl1;o ~P(X,Y) munido da !~-·t:o-

pologia e um grupo abeliano topológico que é indicc.do pela notaç:Io 

gr6 (X,Y). 
1, 
i; 

Se X é um. conjunto, ~ é um A-módulo 7 li E ·A, u E ,Z::, (X
9 
Y) e ;Lu é ~- ~ 

aplicação de X em Y definida por x 1-::>- ;\ • u( x), é claro que a lei ext ,~~:· -;; 

na (A,u)~,1u define, sobre o grupo abe'liano fP°(X,Y)
9 

uma estrut·:.U"s. i' 

de A-módulo. ,. 

Proposição 3.1.2. · Sej8.ID. X um conjunto, 6 ~8on.junto de r:>artes d~ 
1 

X,Y ~ A-módulo topológico e M ~ submÓdulo de ff?(X 1Y). Então a(-:, -

-topologia sobre M ]OSsui as propriedades seguintes: 

(lQ) É compatível com a estrutura de grupo abeliano de M. 

(2º) Satisfaz os axiomas (MT11) ~ (MT 111). 
(JQ) Satisf&.z o axiomEi. · (MTj) se e só se u(B) é limita.dó ern Y, _P.2,~f:: 

c2.da u E M e narh cada B E 6 • - -·_;_,;; ___ . 

· J... .1.,.)rimeira afirmação sendo trivial, mostr~mos a segunda. Fi.;-~aétc 
1 

À0 e A, mostremos que a aplicação u E M 1-► /;/'lu E M é contínua. Dcldos 1 
I· 

BE G e . uma vizinhança v de o em Y, como por hipótese a a:plicaçeo / 

Y E. Y ~ -~oY E y é contínua, existe uma vizinhaaça W de O Giil Y tal -::_1~•:: j: 

y E v(:?1;>- )._
0 
y E v, · donde segue q_J?-e u E MA =o(B, W) --:> i\.., u E. MA Ç(B, V) o j 

que prova (l\'!Tr'-
1
). Mostremo~ que P~,·! é contínua eI!l (o,o). Sejam BE S, 1

1

! 
h. 't: , ,_,, . 

e V uma vizinhança · de o em y. Como por .1po ,ese Py e com.,1.nua, e:-::1.s--

tem uma vizinhança s e.e o em A e um8. vizinha nça W de O em Y tais o_uc 

sw :::: Py ( s x w) e v, donde resulta imed:.atame:::it e que pM ( S x (MnÇ(B1. w) ) .~ 

__,___ - -- --
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C MI""\ Ç(B,'v), o que prova (MT 111 ). Vejam.os finaJ.mente a terceira as-
serção, suponhamos que s .e verifica o •axi~ma (MT') seJ·a:m ·u e M. e ' · · · I ' · o , :Boe 6 e ·mostremos que u

0 (B0 ) é limitado. Dada uma vizinhança V' de 
O em Y, o conjunto M f"\ Ç(B0 , V) é : uma vizinhança de o em ~ e como a 
aplic_ação · ÀE A...+-~.110 E M é· por hipótese contínua, · existe uma vizi­
nhança S de O em A tal. que :.\ E S implica À u

0 
E ·MI"'\ Ç(B

0
, V), o que 

acarreta S.u0 (B0 ) e V. Inversamente, mostremos que se. a imagem de 
qualquer elemento de G por qualquer aplicação de M é limitada, en -
tão se verifica o axioma (1'.IT I) .. Fixado u

0 
E M e dados BE E5 e uma 

vizinhança V de O em Y, como por hipótese u
0 

( B) é li:ni tado, exist.e 
um.a vizinhança. S de O em A tal que S. u

0 
( B) e V o que ~xprime que se 

ÀE S, então À u 0 E 111 f"\ Ç(B, V), portanto vale (MTj) • 1 

Corolhrio 3.1.3. Sejam A um anel topológico comuta tivo, :iÇ ~ Y dois 
A-módulos topológicos e (5 um conjunto de partes limitadas de X ( i.e. a e IBX). Então a e,· -topologia s ·obr

0

e L ( X, Y) é compatível com a es-A r· tru~ura d~ ~-m_ód_ulo de LA ( X! Y). · . 

· A •;estriç,ão a LA(X,Y) das .leis ~e· composição de . gí(X,Y) são as .. 
leis de composição consideradas no lema 3.1.1. portanto, LA(X,Y) é 
um submÓdulo de .Sf'(X,Y) ~ Então o cor4>1~r-io resulta à.a · proposição an-
terior e· da prop.2.4.2·., (b) .• 1 · 

Notações: O A-módulo LA (X, Y) munido da · e,-topologia, será indicado 
por 

e para cada BE (õ . e cada yizinhança · v de O em J, a interseçio de 
L ( X Y) com o conJ·unto · r (B, V) será indicádà por A ' · · o . . . · . · r(B, V). · . . . _ · 
Desta forma, o A'.-"mÓdulo .topolÓg°ico Le, ( X, Y) possui um sistema funda­
menfal de vizinhanças de O, formado por t 'odas as interseções finitas 
de conjuntos da forma . r(B,V), com B percorrendo e, e V percorrendo 
o filtro· das vizinha~ças ·de O em Y ( ou ·uma base ·deste filtro). 
os ca_sos mais importantes de · <õ -topologia são os seguintes: 

(12) Quando e, é o conjunto Fx de todas as partes finitas de X, a 
(5 -topologia sobre LA(X,Y) é dita top6logia da convergência simples. 



( 22) Quando G . é o conjunto 

E5 -topo~ogia·'. sobre _LA (X, y) 
pacta·. . · · 
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IKX de todas as partes compactas .de X, a , 
e chamada topologia da convergência pom-

( 3
2

) . Quando <5 é o c.onjunto IBx de todas as partes limitadas de X, a 
6 -topologia sobre LA(X,Y) é chamada topologia da convergência li­. mitada. 

Observa ções (1) 
lação 

Se~ é estável para a reunião finita, então are-

n n 
r( ~ Bi' V) e ('\r(Bi' V) 

1.=l i=l 
implica que o conjunto dos r(B,V) (para B percorrendo S e~ percor-

. , rendo o í ' iltro das vizinhanças de o em Y) é um sistema fundamental .· 
. . 

de vizinhanças de O em Le; ( X, Y). :t o que acontece nos caso·s ~ = IF X' 
G = KX e e= IBx (prop.2.4.2.,(c)). 

( 2) A E, -topologia sobre LA ( X, Y) não muda quando se ,-substitui o con­
junto 6 pelo conjunto <=5' das reuniões finit a s de elementos de (25 , 
ou peio conjunto e," dos subconjuntos .de elementos de E,. 
(3) O caso particula r A· = z. Se X é um ~módulo topológ ico, então 
todo s ubconjunto de X é limita do e portanto se 6 é UlI'. conjunto qual-

' . quer de partes de X, então, .paria t.odo Z-,mÓdulo topológico Y, o coro]. 
3 .1. 3. aca rreta que a G -topolog ia é sempre compatível com a estrutu -
ra de Z-mÓdulo de Lz(X~Y). De modo mais geral, as· considerações ante­
riores valem sempre que A seja um anel topológico discret.o. 

J.2. Condição pa r a gue Le;(X,Y) seja_ separa do. 
Definição 3. 2 ~l. Diz- s e que um . s ubconjunto T -de um A-módulo topoló­
gico X é total s e o subrn.Ódulo fechado gerad,o por T é idêntico a X 
(i.e. se 6 conjunto das combinações 1in~ares de elementos de T for 
denso_ em X). 

Propo.s ição 3.2.2. Sejam X~ Y dois A-módulos topológicos, Y separa­
do e seja 6 um con junto d€! pa~tes ljmitadas de X t al que a reunião 
R dos · conjuntos â.e G é total e1:1 X. Então L~ ( X, Y) é s epa r a do. 

Se ja u I o um elementa de Le,(X,Y). Como Ré totàl em X, exis te 
x 0 e R t a l qu.e u(x~) /. O e como Y é separ a do, existe um.e. vizinhança 
V de o em y tal que u(x0 ) f$. V. Então, par a ca da BE e5 tal· que X

0
E B 

s e tem u ~ r ( :B, V) • 1 
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Corolário J.2~3. 

ra cada A-módulo 

L{F (X, Y) ·, . 

S Y 
, , , 

~ ~~ A-modul.o topologico separado, então :pa-

topológico X, os A-módulos topológicos 

X 
são separados. 1 

LIK ( X, Y) e L18 ( X, Y) 
X X 

3.3. Condição para que Les(X,Y) seja J-localmente convexo. 

Proposição J.3.1. Seja Y EE! A-módulo J-localmente convexo . (Def. 

2.3.4.) • Então Le, (X, Y) é um A-módulo J-localmente convexo, para ca ­

da A-rn.Óãulo topológico X e para cada cor.junto 6 de partes limita-

. das de X. 

Se V é Ul1lB. vizinhança J-convexa de O em Y, então 

vizinhança J-convexà. de O em Le, ( X, Y) para cada BE E, • 

3.4. Fartes limitadas de L~(X,Y) •. 

r(B, V)" é uma 

1 

Proposição 3 .4 .1. Sejam X ~ Y dois A-módulos topolÓ_gicos, €5 um con­

junt~ de partes 1 imitadas de X ~ H um subconjunto de 1 6 ( X, Y), ent.ão 

são eciuivalentes as condiç5es seguintes: 

(i) H é um subconjunto limitado de L5(X;Y). 

(ii) Para toda vizinhança V de O em Y-, o conjunto 

ve todo ·B E E, . 
ueH 

A condição (i) eqµivale a dizer que para todo B e<5 e para to­

da vizinhança V de O em Y, existe uma vizinhança S de O em A tal que 

SB e u-1 (v) para todo u EH, e isto é precisamente (ii). 1 

3. 5. Partes eguicontínuas de L G (X,Y_). 

Não voltaremos sobre a definição e as considerações gerais sobre equj 

continui~ade em grupos topológicos (Qfr. [B5] e [Hu] ). Nesta secçãc 

é cômodo introduzir al~as notaç5es. • Seja X um A-módulo t _opolÓgico, 

entüo indicamos por 

~X = conjunto das vi?.inhanças de o em x. 

1 

"'°x = cónjunto_ das vizinhanças limitadas de o em X. 

F 
'\)-X = conjur1t~ das vizinhanças fechadas de O em X. 

ou é va~ 
' 

( 

t claro que ~ é u.m.a base do filtro '\}X; o conjunto ~ 

zio ou também é uma base do filtro ~e• u 



Se Y é um ·outro. A-módulo topológico e P (resp.Q) é um subconjunto 
qualquer de X '(resp.Y) então notamos 

I . • . 

r(F,Q) = {u E LA(X,Y) j u(P) e Q} 
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O resultado seguinte é trivial, ápenas reune várias formas (não mui t .o 
difer,entes) de expressl!:l.r a eq~icontinuidade. 

Proposição 3~5.1. Sejwn X~ Y dóis A-módulos to;polÓgicos, 6j um sis­
tema fundamental de vizinhanças de o~ Y ~Hum subconjunto de 

LA(X,Y). As condições seguintes são eauivé:!.1entes: 
(i) I1 é eauicontínuo. 
(ii) H é eauicontínuo em o • 

. ( iii) Pa,ra cada vizinhcmç~ V de O ~ Y, existe uma vizinhança U de 

O~ X tal gue HC r(U,V). 

( iii' ) rara cada V E ~ , existe umt:J. vizinhança U de O em X tal o-ue 
Hcr(u,v). 
(iv) · Fara cada VEf.>, o conjunto nu-1 (V) é urna vizinhança de O 

uEH 
em X. 1 

Definição 3.5.2. Diz-se que (Y,") é um A-par admissível se Y é um 

A-módulo localmente limitado ·e "'° é um sistema fundamental de vizi­
nhançus limitadas de - O em Y,oa tis:f::...zendo, a seguinte condição: 

(V.E) Pa~a cada (V,W)E~x1J; exis te n E.N, · n~l (que depende só do· 
pur ordenado (V,W)) t í:!l que y~ V*ny~ w. 
Um A-módulo loca lmente. limitado Y é dito ac!_missível, se· existe um sis~ 

tema :fundamenti.il "" de vizinhanças li;:ni tadas de O. em Y tal que (Y ,'\)) 

é urn par a dmissível. 

t f.:cil ver que os Z-mÓdu.los Rn e Rn/'1!1 ~ão a dmissíveis. Os dois re­
sultados que seguem exibem outros exemplos_ de pares e módulos admis-

, . 
s1.ve1.s. 

Proposição 3.5.3. Sej<.!.-'A um 1::1nel unitJrio comuta tivo topológico que 

satisfaz a. condição: j 
, l 

; 

(C) Pa ra c &fü, vizinhança ;3 de O~ A, existe nE N tal ·aue 1/nES. · 
Então, ~ara todo A-módulo loca lmente l:i.mitado Y, o par (Y,'\)L) é ·J 

. , . , · y 1 
~dm.iss ível . (ern particular todo espaço norm~do e admissivel). f 

su_ponhamos por absurdo qu'e existe um par (V, W) de vizinhança s 'f 
limit adt~s de o em Y t a l qu'e p;ra todo m É N, m~l existe ~mE Y veri~

1
/ 

ficando as relações zm * V e m2m_ E W. Seja Z ={m~m I m E N e m~ 1}; _; J j 

, z em 'l' e' 11·m1·t~' dP e' sufi' ci•ent_e T1rova r .q'...l.e Z nã o ,;r
1
1 e claro que " e como ., - - .r: 

/ 
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é limitado. se· Z fosse limitado, para cá.d.é:! vizinhança U de O em Y 
, . 

existe umà vizinhança 0 1 de O em A tal que U' z e U; e ~m part.icul~r, 

para U · = V existe uma vizinhança .-v• de O em A tal que V' Z e V. De ou­

tro l _ado, pela condiç_ão ( e), existe n E N tal que 1/n E V', donde, 

pela inclusão anterior resultaria 

1 n (mzm) e V para cada m E N 

donde 1 
· -(nz) = z EV o que é absurdo. ■ 

n n n E 

Exemplos: Os corpos Q,R,C e o anel C(T,K) do exemplo que segue ao 

corol.1.2.6.,: s&.tisfazem àbviamente a condição (C) da prop.J.5 • .3 •• 

Proposição 3.5.4. Sejam A um anel unitário comutativo topológico, Y 
. , 

~ A-módulo munido de uma métrica d tal que a topologia associada a 

d é compatível com a estrutura de A-módulo de Y. Se d satisfaz a con­

dição 

d(ny,O) = n.d(y~O) para todo y eY,· n E ff 

então. Y é admissível, . se Y for localmente limitado. 

Seja, para todo real positivo r, Br = {y E Y I d{y,O)<r} e se­

ja ~ o conjunto das Br com r E . R, r > o. Então, é fácil verificar que 

(Y,~) é ~-.:m par admissível .• 1 

Lema J.5.5. Sejam X e Y dois A-móduJos topologicos e 6 um conju.."1t0 

de partes limita das de X tal que 

IFX C G> 
Tem-se então: 

,,.\F -
(lº) Se X0 é uma parte não v.azia de. X e V e Vy , entao r ( X0 , V:) é 

fechado em L~ (X, Y). 

( 22) · se H é um subconjunto de LA (X, Y), as. condições seguintes são 

eauivalentes: 

·-. (i) H é eauico~tínu.a. 

· ( ii) He> é eguicontínua (HE, é o fecho de H na <S -topologia). 

(iii) 
. ( 1 Q) 

HIFX é eguicontínua~ 

Fa ra · cada x e X, a a plicação 

fx: LIF (X,)'.:)~Y 
X 

definida por u~~(x) é contínua ·pois ~=;e W é uma vizinhança de O em .. 

y se t em f (r({x\,w)) = w. Como V é fecha da por hipótese , da conti-
' X ! 1 

nuida de de fx segue que r({x},v) = f; (V) é -fechado em·LFX(X,Y) 



para cada x E X, donde resulta que o· conjunto 

r(x
0 ,V) = f\r({x},v) 

X~ Xº 
é fechado em LF (X,Y) e porta~to em L<õ(X,Y). 

X . 

( 2.2 ) A relação IF' X e Q5 acarreta H e: HG e F/F X , donde ( iii)-=;> ( ii) 
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~ (i). Para mostra:,:- que (i)=?(iii) aplica.mos a condição (iii') da 
prop • 3 • 5 .1 • com ~ = "'~ . • Dada ·um.e::. vizinhança fechada V de o em Y, 
existe por (i), -~ª vizinhança U de O em X tal que ~ C r(u, V) e en­
tão, por (lQ ), H X e r(u, v). 1 

Lema 3.5.6. Sejam X~ A-módulo topológico e (Y/\)) um par admissível 
Então, :para cada vizinhc-.nça U de O ~ X e para cada V E~ , o co·n -
junto E= í(U,V) é eguicontinuo eu LA(X,Y). 

Suponhamos por absurdo que E nã·o é equicontínuo, pela prop. 3. 5 J. 
(iii') se tem então: 

~xiste V0 E~ tal que E q: r(w, V~) para c~da vizinhança W de O 
em X • (1) 

Pela condiç~o . (VE) da Def .J.5.2., ao par (V
0

, V) corresponde n E. 'R, 
n~l tal que 

nz -~ V para ca,.da - z ~ V
0 ( 2) 

S . '/;1' • • h d O X t 1 11{ ~n.1 W U t-eJc:. , uma v1z1n ança e em a que , + • • --r • .• + e , en ao por 
(1) existem u E E . e x. E W tais que u(x) Ê V0 , donde por (2), n.u(x) 
~ V o que é absurdo pois nxE 'li+.~.+ 'NC U e portanto .n.u(x)= 
= u(nx) E u(U) e V pois u E E. 1 

Lema J.5.7. Com a s mesmas hipóteses ·e notações· do lema 3 .• 5.6., para 
cada v·e 1\9- , se tem ,r(X,V) = (O), ~ Y é. separado. 

Supo~hamos · por absurdo que existe N" E"\} tal que í(X, V) -/ {O), 
então existem u E f(X,V) ex .E X .tais que z = u(x)E V -{o}. Sendo 
Y separado - e. z / O, existe W E~ tci.l que z 4 W. Seja n E N, n ~l o 
inteiro que correspo.nde ao par (W,V) p~la condição (VE) da Def.3.5.2 •• 
:Então ny ~ V para cada y EÊ W, donde nz 'I: V o que é absurdo pois nz = 
= nu ('x ) = ú ( nx ) E ú (X) C V. 1 

Observações (1) Seja (Y,~) um. par admiss!vel e suponhamos que a topo 
logia de · y não é c_aótica, entb'.o Y * ~ . Suponhamos por absurdo que 
y fé 'f . Dado V E"' arbitrário, ao par ( V, Y) córresponde h E B, n~ 1 
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tal que y ~ V implica ny ~ Y, donde e V = ~ e portanto 1) = {y} e 
como .'\9- é . um ~;istema . fundamental de vizinhanças de O em Y, resul til:i . 
que Y é cà.ótico·contra· o suposto. 
(2) A noção de par admissível (:Óef.J.5.2.) e suas propriedades assi­
nalad,as nos lemas J.5.6. e 3.5.7., assim como o lema J.5.5., serão 
ut_ilizadas na prova .da prop. 5 .1. 5. que exibe exemplos de módulos de 
aplicaç'ões lineares contínuas localmente compact.as, e no cal).5 para ' 
obter o princípio da limitação uniforme. 1 
Propos ição J.5.8. Sejam X~ Y dois A-módulos topológicos e Hum. sub­
conjunto de LA(X,Y). g H é eguicontínuo, então H ~ limitado em 

• Le; ( X, Y) para todo cor~junto não vazio 5 de partes 1 imitadas de X • 
Pela prop.J .4 .1., basta ver que para t .oda vizinhança V de O em 

Y, o conjunto n u-l ( V) absorve todo B E 6 , o que . é evidente pois UE H 
pela prop.J.5.1. o conjunto nu-1 (V) é uma vizinhança de ·o em X e ueH 
portanto absorve toda parte limitada de X. 1 

Corolário 3.5.9. Se X é um A-módulo Jocalmente limitado e (Y,""' é 
~ A-par admissível, então LES(X, Y) é localmente limitado para cada 
E5 tal gue e5 f'\~X / ~- . 

Com_ efeito, sej'am U uma vizinhança J.imit.uda de O em X tal que 
UE E5 e seja V E~ , então r(u, V) é 1:l.IIla" vizinhança de O em L<5(X, Y), 
é equicontínua _pelo lema J.5.6. e é então limitada pela prop.J.5.8.I 

J.6. Alguns isomorfismos ca..nônicos. 
Propo8ição J.6.1. Sejam A um anel topológico comutativo eES um con­
junte de partes compactas de· A tal que 1 Jrnrtence à reunião dos ele­
mentos de e,. Então para todo A-módulo X, existe um isomorfismo de 
A-módulostopoló~icos: X~ Le-(A,X). · 

Toda aplicação A-linear ne A em X 'é da forma k :At-+Àx (onde x . X 
é o valor_ du aplica ção .em 1) e kx é contínua pelo axioma (MTi) don-

de 1 A( A, X) = HomA ( A, X) . o . que mostra que a aplicação f de X em LG(A, X) 
definida .por x 1-+k~ "':é uma bijeção A-linear •. Da.dos L E E:, e uma vizi­
nl)ança V de O em X. ~xiste (lema 2.J.6.·, (b)) uma vizinhança W de O em 
X tal que LW e V , donde f(W) e ~ (J;i, V) o que prova qu_e f é contínua • 
.l<"ina.lmente, se U é. uma viz'inhança de O ei:n X, por hipótese existe L E 
~ t é!.l que 1 e L e então f-1 (í(L,U))c .- u, donde f-l é co~tínua. 1 
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Froposiç~o J.~_. ·2. Sejam (X>,)>..E/\ uma família de_ A-módulos· topolÓgi­~' X EE! _. A-mo9-ulo, .fÃ_ um.a aplicação A-linear de ~À ~ X para cada Índice~ , e,À um conjunto de :eartes li.mi tadas de X" pára cada Í~di­ce Â e · ~ = U f, ( 6'1). Indicamé>s com X o A-módulo X munido da topo-~A n n . . _ _ logia· final em Mod T6:eA para a família de aplicações (f). )~EA • Então -para cada A-módulo topológico Y, ~ E, -topologia sob~e LA(X,Y) é a to-pologia inicial em Mod TopA para a família de aplicações A-lineares 

N . 4\: LA ( X, y) _. L E,Ã ( XÃ, y) 
definida por u .-+uof>. • 

Sejam~ a topologia inicial em rfiod TopA sobre LA(X,Y) para a fa­mília de aplicações (4,>~)À E/\, 6-!>"C o sistema fundamental de ~ --vizi -nhanças de O dado pe·la prop.l.J.4.,(c) e~~ o sist.ema fundamental de vizinhanças de O para a ES -topoloeia formado pelas in~erseções fi­nitas de conjuntos do tipo r(B, V) com B percorrendo G:, e V perc.or­rendo o filtro das vizinhanças de O em Y. Então, as ~ipóteses feitas, acarretam imediat.amente que 63~ ~ 6õe,_ ·. 1 

Corolário 3.6.3. Seja.-n (X~):.\EA uma família de A-módulos topológicos, ~~ um c-onjunto de Fartes limitadas de ~~ pará cada Índice À , 
jl'- : x,._ --"lo- Àf,..x À a inje,ão canônica e <$ ; À'-;d j;\ ( E¾l. Então, para 
todo A-!119<!:u.lo topôlÓgicó Y, ~xiste um isomorfismo de A-módulos topo -~1. og1.cos 

Aplicando a 

para todo Índice À, obtemos uma f &..mÍlia de aplicações A-lineares con tínuas :· 
~ cpu.: LE,S ( .. $-XÀ, Y) ..,. Le,. (Xf", Y) 

1 . ÀEA . ~ _· 
U t-+UOjf'-

donde ( D~f .1. 3 .1 º) :r.esul t.a que existe 1X/'.llª única aplicação A-linear contínua ~ qµ.e torná comuta tivo o diagrama . . g,~ ~ 1~ (Xu, Y) <: . LE, ( q:7 XÀ, Y) ~,,,. r- . · . · À f:A 

~ trÍ .t"/i" 
TIL~ (XÃ,Y) 
ÀEA 1.:7).. 

--- --
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A aplicação i' . é injetora pois · ~(u) = O i~plica o = p (f(u)) = 
= f~(u) =. u_ojf- para. ~odoJJ-fA, donde, pela condição (Skr2) da De:f. 
1.4.6., resultá ·u = O. A aplicação 4> :é sobrejetora pois seu" E 
L<ôÀ (XÀ,Y) para todo Índice À , ,pcfr (SMT2) existe uma Ú.niéa ~plicação 
u E ~A ( .\j X",Y) tal. que u~ = _uojA para todo Índice À , donde 

P ( u) = ( uÀ )ÀE/\ • Mostremos que ~ é aberta, é cli:;_ro_ que isto equi­
vale a pr2,var que a topologia T , imagem recíproca por ~ da topo­

logiá · a e ÂTILe,À(X>,,Y), é mais fina que a S-topologia. Pelo lema 
. . -l.J.3., 't é compatível com a estr1Ãtura de A-módulo de LA( ~X1,Y) 

ÀEI\ " -e torna cp contínua, portanto 't 'torna contínua. a ap] ica ção ~À = 

= p ~o~ para todo Índice /\ • Pela prop. 3. 6. 2., a E, -topologifl, é a 
menos fina das topologias que tornam contínuas i;odas as aplicações 
~À ,. donde 1: é mais fina que a G-topologia. 1 

Proposição 3.6.4-. Sejam (Y"},.)')..E/\ uma família de A-mól1Dos topológicos 
Y ~ A-,mÓdulo e g). uma aplicação A-linea r de .Y ~ Y). para cad'a ín-~ dice À. Indicamos com Y ~ A-módulo Y munido da topologia inicial em 
Mod TopA . pa r a a f amíli~ de aplicG.çÕes (gx h E/\ • Então, para todo A­
módulo topológico X e _para todo conjunto•E5 d.é partes limitadas de X, 
a e -to1,ologia s obre L,. (X,Y) é a topologià inicial em Mod TopA para . .11. 

a f e..mÍlia ·de aplicações A-linec.:..res: 
- ci>x: 1À(x,Y) ~ Le,(x,Y>J 

definide. por u ~g).ou. 
A dernons traçi;o é inteiramente análoga à da prop.3.6;2. · • 1 

Corolá rio J.6.5. Sejam 5,}~)À~A uma família ·de A-módulos topológicos 
.§:, para todo JJ--E-A, n:r,: "TJY1-, ~ yf a projêção canônica. Então, para 
todo _ A-mÓduio topológico · X e para todo ~onj'i;.nto E, de partes. limita­
das de x, exis te um isomorfismo de A-módulos topológicos: 

,Pá.l"U 

- t ,V 

1~(~ ,->.1:;?Ã) z,...~Le; (X, Y,.) ,., ,_ 
~plicando a prop.J •. 6.4. ·no caso particulêir Y = -À-~;?À e gÀ = 7tÃ 

todo índice À · , obtemos urna :f~ÍJ.ia de aplicaçÕe$ A-lineares con-
tínuas 

(fEÀ) 



58 doride resul tr..:. que existe uma únicé::. aplicação A-linear contínua ~ que 
torna comutativo o di&grama: 

<I, ,-.J · 

le (x, Yj,C.) < /A 16 ( X, TT y ,;l.) 

t 
/ ~~~ 

,_ 1'tt ·~,, ;_ 
TT . ~ '% 
~E//-'6 ( X, y i>i) 

A prova de que ½ é bijetor& e hJcontínuc:. é análoga à feita na demons­
tr·açí;'io do corol.3.6.J. !I 

3.7. Extensão de aplicc~çõe s line<:;.res contínuas. 
, Esta secçr;:o reune, mel ho:rc,_ndo um pouco, resultados que ~e encon- . 

tramem [A1] e [A2] • Como trab&lhamos em condições bLstan~e ge~ais 
nossos resultados m~is interesswite s são apenas condições suficientes 
paru obter formas fracas do teorema Hahn-Bana.ch. Uma forma dife·rente 
de tratar o problema da extensão de ·aplicações lineares contínuas, se 
ria impor hipóteses suplementares sobre os anéis e módulos e tentar 
obter resultados mais próximos dó teorema de Hahn-Banach; um exemplo 
interessante nesta direção se encontra em [rJ. 

( a) Toros 
Definição 3.7.1. Sejam A um anel unitáiio topológico (não necessária- 1 

mente comutativo) e ffi_, uma categoria de A-módulos topológicos (à es- : -a . . querda). Um toro de m_A é um . objet.o T de mA que possui• a proprieda- : 
de deguinte: Se X é um objeto de mA, .F é um submÓdulo fechado de X, . 
x E X ""(F e u é umc. ap1icação A-linear contínua de F em T, então exis - . 
te uma aplicação A-linear contínua u de X em T t .al que ü é uma exten­
ção deu e ü(x) I O. 

Exemplos ·ae toros 
(1) .. Tomando A = Z com a topologia dis creta e filz como sendo a ca­
tegoria .do_s grupos abelianos localmente compa ctos, é conhecido ( e di­
fícil de provar, c~r.. [HRJ, ch.6, cor?l.24 .. 12.) que T = R/Z é um to-
ro de 'fiz• ( O nome ·de "toroº ·pa r a o· <>bjet.o da Def. 3 .-7,.1. é inspirado ~ 
neste exemplo). · 
(2) Seja A = R ou C e s eja ]}A .a . c a teg oria dos A-eSpl;iÇOS normados. . . , 

' teorema de Ha hn-Banach que A e um toro da cat e-
Segue imediatamente do 

g '.)ria 'ffiA • 
( 3) Se A é um corpo e 1].A 

, 
e a c a tegoria dos e s p a ços veto~iais sobre · 

..:. --
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A, se pode considerar ·1!}.A como uma categoria de A-módulos t 'opolÓgi-
cos onde todas as to:PQlog-ias são discretas. t claro que todo obj_et.o 
I (O) de mA -~ um toro de j(lA •.· . 

Com as notaç_ões da Def.). 7 .1., é claro que se X é sepL-rado e I (O), 
então para 'todo toro Te para todo X E X!> XI o, existe uma aplicação 
A-linear contínua de X em T que não se anula em x. s~ H é um subcon­
junto não . vazio de X, indicamos com Hº[ XP T], ou mais simplesmente com 
Ho · d .... h ' · ' .... ( ) quan o nao a perigo ae . confusao, o subconjunto-de LA X,T: 

. 1 
1 
1 
t 

! 

\ ' 

{ v E LA (X, T) 1 H e Kerv } 
· Se A é comutativo, Hº é um submÓdulo de LA ( X, T). Tem-se sempre a in- ·1 

clus ão H e n Ker V ' e se T é sepa rado, então H e n Ker V• 
vtHº vEHº . 

Froposiç2.o 3.7.2. Sejam A~ 'n'\A como na Def.3.7.1., então para to­
do objeto T ~ JrlA, as condições seguintes s ão equivalentes: 
( i ) T é um toro d e iY\. A • 

(ii) . ·Para todo módulo X de m A ~ ~ra todo submÓdulo fechado F de X 
as duas condições seguintes es tão verificadas: 
(a) 0.

0
Ker v = F. 

ve:F. · 
• (b) Toda aplica.ção u E LA(l!\T), admite uma extensão ÜE LA(X~T) • .. 

Fara mostrar que ( i) implica ( i .i) b E:!.sta provar a inclusão F ::) n Ker v~ Dado x E X r"\(F 11 se w é a a:plicaç~o nula de F -em T, existe 
vE Fº 
por (i) uma extens8'.o w (: LA(X,T) de w tal que w(x) I o. e co::no WE F 0 , 

1:-esul ta x ~ r"\ oKer Yo Reclprocwnente < ii) implica ( i). ·com as nota-~ v~ F-
ções da Def.J.7.1~, ·por (b) .existe uma ex~ensão Ü E LA(X,T) deu. Se 
Ü(x) = o, da relação (a) segue . que existe v E F 0 t .al que :v(x) / O e 
entã o. ü = ü + v é uma extensão de u que ·não se anula em x. pj 

Corolário 3.7.3º Sejam _A ~ "nlA como na Defo).7.1. e seja Tum t .oro 
de m Ent~o :r1ara -todo mo'dUlo se:ne..rado X de 1n._A. se t _em :.-..A• e:.., ,&. ,s: • 

:··i n Ker V= 

VELA (X,T) 
(O). &} 

1 
~A como ·na Def.J.7.1. e seJ·a Tum tor o •1 Proposição 3.7.4. Sejam A~ ~ _ 

sepa rado de 'IDA. Se X é um A-módulo em mA' s .é um submÓdulo de X l 
ex Ex, então x E S se e só se u(x) = O p~ra ·toda UE s 0 ,. 



De fato, S C ,\ Ker u, pois T é sepirado. Inversament.e, 
ues0 

se 
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x ~ S, a apliéaç·ão nula de s em T 

near contínua v de X em T tal . q~e 
se extende em uma aplicação A-Ii­
v(x) I o, donde X ~ ·n Ker u. D 

uESº 

(b) Módulos topológicos formalmente injetivos e t.oros. 
Lema J.7.5. Sejam x1 ~ A-módulo topológico, ½~A-módulo topoló­
gico separado completo, s1 (resp·. s2 ) um submÓdulo denso de x

1 
(resp. 

x2 ). Então, toda aplicC:;.çã_o ue LA(s1 ,s
2

) se extende de modo único em 
uma aplicação ÜE LA(X1 ,x2). 

De [B4] , ch.J, §3, prop.5, segue que existe uma representação 
contínua ü de JS_ em x2 extendendo u que é únj_ca. t suficiente ent~o, 
mostrar que 

u(i\x) = À .ü(x) para todo À E A, x E x
1 

o que equivale a mostrar que a aplicG.ção ü : A x 1S_ ~ x
2 

definida por 
(~,x)~ Ü(~x) - ~-~(x) é nula, ou ainda, pelo prin~Ípio da extensão 
das id_entifü;.des ( [B3] , ch.l, §8, nºl) a provar que ü é contínua, o 
que é evidente pois } 

Ü .:: sX o~ {Ü o p,r ) x(py o (.id x Ü )1 o f::. 
. 2 l 1~1 ·"' 2 . 'J 

(onde A(v) = (v,v)) port~nto ü é uma c.orn1iosi~ão de aplicé..çÕes contí­
nuas. 1 

Corolário J. 7 .6. Sejam x1 ~ A-módulo topológico, ½ ~ A-módulo se­
parado completo, S um submÓdulo denso de x1 • Então, toda· &..:plica.ção 
u E LA ( S, x2 ) se extende de forma Úni-ca em uma aplicação uE LA ( ~~ X2 ),!m 

Definição J. 7. 7. Sejam A wn anel topológico e 'lli-·A uma categoria de 
A-módulos topológicos. Um .objeto formalmente ir-jetivo de 'ffiA é um 
ob.jeto I d·e mA g_ue _possui & propriedade seguinte: para todo objeto 
X de 1n,A, · pa ra tod◊ submÓd~lo Y de X e pa ra tod~ aplicaçto u E 
LA(Y~I), existe : umá extensuo .ÜE LA(X,I) de Uo 

Dado um anel topológico _A,. qu~lque~ A-módulo injetivo (no sentido al­
gébrico) munido di . topologia caótica, é· um objeto formalmente injeti­
vo de Mod TopA. 
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Proposiç~o 3. 7_.8. se. jam A e -m co D f 3 7 7 E t- t d t - - - _ ~ A mo na e • • • • • ;n ao, o o o-
ro se:para.do completo de m.A, é um ob,jeto formalmente . injetivo 'de 

'ffiA. 
Segue imediatamente do c·orol.3.7.6. 1 

(e) Os módulos üe, ( X, G) ( Construç•ão de t .oros I). 

Sejam A um anel topológico (uni.tário), X um A-módulo topológico 

e G um gruro abelié.;.no topológico not.u.do aditivc..mente. Indic.amos com 

O(X,G)·o grupo abeliano formado pelas aplicações Z.-:1ineires contínuas 

. de X em G • .Munimos O(X,G) de uma estrutura. de A-módulo à direita (es­

tamos supondo que X ·é um A-mÓdul o à esquerda) pondo, par&. todo À E A 

e u E O(X, G): 

(À*u)(x) = u(Àx) po.ra todo x E X 

FarEi.· definir uma · estrutura topológica sobre O( X, G) consideremos um 

conjunto E, de partes limitadas de X satisfázendo as condições seguin 
tes: 

(.El) · rara todo BE 6 e ;p~ru todo À E A, existe B' E G tal que 

ÀB e B'. 

(E2) Para todo B e e, , existem B' E E5 ·e uma vizinhança S de O em -
A tais que SE e B' • 

Se P (resp. Q) é um subconjunto de· x·(resp. G) seja 

r ( p' Q) = l u E o ( x, G) r u ( p) e Q} . 
e consideremos o conjunto 6) das interseções finitas de conjuntos do 

tipo r(B, V), onde .B percorre E, e V percorre o filtro das vizinh~,m-

ças c).e O em G. ~ Verifica-se imediatamente que ~ é uma base ·de filtro 

e que o filtro ~ 6 erado por ~ , determina uma t_opologia compat.ível 

com a estrutura de gTil'po de O(X,G). 

Com estas notações temos: 

Pro_posição · 3. 7 .9. Existe uma úr.ica topologia compatível com a est..ru­

tura de A-módulo à direi ta. de O( X:, G), e para esta topologia 'U, é o fil 

tro das vi-zinhanças de O • 

. Fel.o que prece~e, é. Euí':i!ciente ve:rificar a continuidade da o_pera­

ç~o externa (À, u)~ ~*u, o que resulta imediaté!.Ill.ente das condições 

( El ) . e ( E2) • IJ . 

O A-mÓdill:O à .direita O(X,G) munido de:. topologia da prop.J.7.9. 
(que será chamada <2,-topologia).e indicado com Oe;(X,G). Com estas 

notações- temos o resultado:· 
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Troposíção 3 • 7 .10 • Se a reuni.ao dos conjuntos de E, é t .otal em X e 

G é separado, então Ge(X,G) é separado. 

Se u E O~(X, G) e u I O, .ª hipótese sobre <e; e· a condj_ção (El) 

acarretam que existem BeE, e x ·E B tais que u(x) I o, donde resul­

ta que existe llllla vizinhança.V de o em G tal que u(x) E$ V e portan­

to u Ej: í(B,V)~ [i 

O resultado próximo vai. ser especialmente útil no capítulo 4: 

Froposição J.7.11. Sejam . A um anel topológico, X~ A-módulo topoló­

gico localmente · compacto e G um grupo abeliano topológico separado. 

· :2ntão OIKX ( X, G) é um_ A-módulo to_polóeico sepo.rado. _ 

Com efeito, KX verifica obviamente a condição (El) e verif~cp 

também a condição ( E2) pois se B é 1.una parte compacta de X, basta 

considerar uma vizinhanç~ compacta B' de O em X, como B é limitado, 

existe uma vizinhança S de O em A t .a·1 que SB C B'. 1 
.". 

~ejam A um anel topolÓgiéo sepa.rado e mA uma categoria de A­

móclulos topológicos. Todo objeto X de mA possui de maneira natural, 

umu e s trutura de Z-mÓdulo topológico ( c:fr~ fim do ex. ( 3) antes da 

prop.l .1. 5.) que ind.icamos por X
0 

• A cç~eç~o dos X 
O 

tais que X é 

um :cJ.Ódulo . de mA, com as aplicações Z.-lin.eares contínuas como morfis­

mos é UID<i. ~ategoria q.ue indic~~s com '11"\.(z)• I~di~éun~s com Ad o 

anel A muniao da estrutura canonica de A-modu.lo a direita (como sem-

pre se não há advertência especial,estamos supondo que os objetos 

de m A são módulos à e sguerda) .O r\l81ll tado seguinte permite, em cer­

to~ casos' construir um toro de mA quando se conhece um toro de m ( z) 

( ou u.rn toro de i.una categoria qu·e contém ~( Z) como subcategoria ple-

na). 

Teorema J.7.12. Sejam A um anel topológico, 1ltA uma categoria de A­

-mÓáulos topolÓ5 icos e (5 um conjunto de partes comp~ctas de A verifi­

ca ndo as c~ndições ( El) ~ ( E2) e contendo t.odas as ;part_es fíni tas de 

A. Seja Tum toro de: m(Z)~. Entr;o, ~·oe,(Ad,T) é um objeto de 11l.A, 

O<E:,(Ad,T) é um toro de 1!)..A• , · _ 

De fato, sejam X um módulo ~e. TilA, F um submodulo fech&do de X, 

x
0 

um elememto de X A CF- e u uma aplicação A-linear cont.ínua de F 

em Oe (Ad,T). Define- se uma aplicação Z-linea r contínua 'X,. : F..+T 

por y~u(y)(l) e como T é um toro de ?].(Z)' exíst__: uma _a plicação 

Z-linear· contínua X : X ~T que extende 'X, t .al que X, (x0 ) / O. Pa ra 
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Cá.da .: e x, seja jx: A -+ X a aplicação definida por À~ Ax; _é claro 

que X0 jx E 0e;(Ad,T)_ para cada x E X. Mostremos que a aplicação 

u: X -+O<.-:;(Ad,T) 

X~ ~jX 

é ~a · aplicação A-linear contínua que extende u e tal que Ü(x
0

) I o. 
t cl&..ro que Ü é aditiva, para todo x e X e O< '= A se tem Ü(oc x) = 

= ºL.*Ü(x) pois para todo ÀEA_ se tem Ü(O(x)(Â) = {'X,ojoex)(À) =· 

= X((Àcx)x) = (X,ojx)(À«) =(ü(x')) (À«) =(ct*Ü(x))(,\) esta Última 

iguc;;.lda de resultando do fato de Ad ser um A-módulo à direi ta. Mostre.-- , , 
mo2 que u e contin~a. Seja r(E,V) uma vizinhança de O em Oe,(Ad,T)7 
·a continuidade de X acarreta que existe uma vizinhança W de O em X 

tal que X (W) CV. De outro lado, como E é compacto (pois ~-C(KX) 

segue do lema 2.3.6.(b) que existe uma vizinhança U de O em X tal· que 

EU C W o que implica a inclusão Ü{U) C r(E,V), · logo Ü é c·ontÍnua. 

Para ·todo y E F e · oce A temos Ü(y)(OC) = ( 'X oj )(~) = X (ocy) :::: X(~y)= 
y . 

= u(<ly)(l) = (CX*u(y))(l) = u(y)(OC:) , o que prova qu~, .. a restrição de 

Ü a E' é u. Finalmente Ü(x 0
) 1 ·0 1;ois u(x0 )(1) = ()'._ojx )(1) = 

= 'X,(x~) I 0 •. 1 º 

SerJ Útil mais adiante (Teor·. 4.J.l·!) ter um enunciado ligeira­

mente mais g eral do Teor.J.7.12., a dem~nstração sendo pràticamente 

a mesma. 
' Teorema. 3.7.12,. Sejam A, mA !:_ G, como no Teor. J.7.12.·.seja 

t{; uma Cc.tegoria de grupos a.belihnOS topológicos tal que 'filcz) 
uma s ubc&tegoria plena T de ~ e s e ja T um toro de~ • Ent~o, ~ 
Oe5(Ad,T) é um objeto de ·m.A, OE,(Ad,T) é um toro de tnA. 1 

, 
e 

(d) UÓdulos tor;olÓ~icos formn.lmente ;projetivos. ( Construção de toros II) 

Definição J.7.13. Sejam.A um anel topológ ico em.A uma ce.tegoria de 

A-módulos topológicos . ·Um objeto formalmente projetivo de 1n A é um 

objeto p de- m_A: que _possui a propriedade seguinte: se X e Y são · 

dois objetos a rbitrá~ios 'de mA, .P é uma a plicação } . ..:.linear contí -

nuu d~ X s obre Y. e fé uma aplica ção A-linear contínua de F em Y, en­

tão exis te uma aplic.ação A-linea r contínua g . de P em X, to·rnando comu-

f Se te e ~
1 são· duéts cà teg o:ri as , 

1Jlena de C6 quando: (lº) todo objeto 
~ , . a /t7/ X,Y sao objetos arbitr~rios e~ , 

di::::_.se que 'tt 1
é uma subcategoria 

de ~
1 

é U+n objeto de e& ;(22) Se 

então ct,'("X.,Y) = ~ (X~Y). 
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tativo o diagrama 

t cl::.:.ro que na c2.tegoria Mod Top A exü:=, tem objetos formalmente proje­

tivos, pois todo J.i.-módulo ·topolàgicamente livre (cf'r •. Def .1.5.J.) é 

formalmente projetivo. Mais geralmente, se p é urn A-módulo projetivo 

(no ·sentido algébrico), então P munid9 da topologia A-fina ( cfr .Def. 

1.3.10.) é formalmente projetivo em Mod TopA. 

Até ao :':L--n. desta secção vamos trabá.lhar em uma categoria m A 

de módulos topológicos sobre um anel comutativo topológico A, ·na qual 

as seguintes 

GonJição (A) 

to de m A. 

condiç5es est~o verificadas: 

Todo submÓdulo fechEA.do de um módulo de 'filA'. ~ um obje-

Condição (E) QU.aisauer ·que sejam os objetos X,Y defil~ e qualquer 

que seja o grupo abeliano topológico G,a continuidade de uma aplica~ 

ção A~li:ilear f : X ➔~ (Y, G) acarreta a continuidade da aplicação 
,.., 

(necessari amente A-linear) deduzida de f, f Y -..(\(_ (X,G) definida 
. X . . 

por y ~ ( x t+ f ( x) ( y) ) • 

Observaçã9: Não está dito na Cond.(B) que o módulo OK (X,G) seja 
X 

um A-módulo topológico, certamente é um Z-mÓdulo ·topológico (pela 

prop 0 3.1.2. aplicada no caso X= X, Y = G, E?= KX e M = O(X,G». Se 

X é loca lmente compa cto, então a prop.3.7.11. implica que OK (X,G) é 
X 

um A-módulo topolÓgico.(Naturalmente, t44do o aue precede vale para 

OIK (Y,G)). 
y . 

Fara.simplificar as notações, no que segue indicamos com Ok(Z,Y) 

o A-módulo OK ( z·, Y). · 
z 

Teorema 3.7.14. Sejam A·um anel comu.t a tivo topológico, mA uma ca­

tegoria ç.3 A-módulos topológicos sat i sfazendo as condições (A) e (B), 

T um toro de 'Ylt_(Z) tal que: · 

. Ok(Z,T). é um objeto ~e- mA, J_?a r~ cada objeto Z de m_A ; 

p um objeto fornalmente pr0jetivo de 1l1.A tb.l que exis te uma aplica­

çu.o A-linea r contínua u de P sobre A. EritÜo, Ok( P,T) é um toro de ffi.A 

verifiquemo13 a cond.(b) da prop. 3.7.2 •• Sejam. X um objeto deW.A 
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F um s ubmÓduJ.o fechado de X e f : F ➔Ok(P,T) uma aplicação A-linear 
contínua. A aplicação 

C : Ok(X,T) ~ok(F,T) 

.w~wlF 

• j 

é A-linear -c~ntínuu e é sobrejetora pois T é um toro de 'l11.(z)• Pela 
cond.(A), F e um objeto de mA, donde, l)ela cond.(B), a aplicação , 
deduzida de f: ~ f : P ~ Ok ( F, T ) 

pi-.(y.-.f(y)(p)) 

é (A-linear) contínuc:.. Sendo P formalmente projetivo, existe uma 
aplicação A-linear contínu& g tornando comutativo o diagrama: 

.,,. p 

, ., .,,.g,. .,,. ., Jr 
Ok(X,T) e,. Ok(F,T) 

Da aplicação g, graças~ cond.(B), s~ deduz uma aplicação A-linear 
contínua 

g : X __.,. Ok ( P, T )_ 

X.,._.. (p~ g(p)(X)) 

que ex tende f pois se y E F, então para todo p E P, se tem 

g(y)(p) = g(p)(y) = (g(p )J F)(y) = ((cog)(p) J (y) = f(p)(y) = 

= f(y)(p). 

Verifiq_uemos a cond.(a) d a prop. 3.7.2 • .'Seja ]' um submÓdulo fecha do 

de um. módulo X de '!!!, A e mo E-tremo s qn e· dado x
0 
E · ~ f"\ LF e:x;üste uma 

é:..plicação .A-linear contínua v de X em Ok(P,T) que se anula sobre F e 

tal que v(xo) I o. Como T é um toro de m(Z)' exist.e XE. O(_X,T) que 
se anula sobre F e tal que X (x0 ) I O. Se jx: A~X é a ~plicação 

À~À x , definimos a aplicação v de X em Ok(P,T) por x ~xojxou,, 
estu apl icação é A-linear (pois A é cbmutativo),é contlnu~ (de fa~o, 

consider a~do uma- vizinhança de O em Ok(P,T) d_o tipo r(R, V), como 
u(K) é um compacto de A -~xiste pelo lema 2.J.6., (b), uma vizinhança 
w de ·· o em X tal que u(K). W e ')[1 

( V) e ent.~o, x E W implica v(x) E 

f(K,V)) e ·se anula s~bre F pois se y E F, temos 

( 'X,o·j o.u){p) :: X(:u(p).y) = O pois u(p).y E F e XIF = O 
y : . . 

Finalmente, v(x 0 .) = .X. o jx o u ·1 . O; de 
o 

toio pEPtP.rÍamos ('X,oj:içou)(p)-= 
o 

fato, se não fosse assim, para 

)(.(u(p)~xff) = O o que é absurdo 

pois u sendo sobreJetora, existe P0 E P .-tal que u(p0 ) = 1, · donde re­
sult aria 'X, (x

0
) = O, contràriamente à definiçto de-X _ • i 
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O teorema· anterior é uma var1· ante .do Teor. 3.7.12. e como este,admi-
te uma ligeira; generalização cuja demonstração é prà.ticamente a mes-

• j 

ma que a do Teor. 3 • .7 .14., por isto não a repetiremos. · . 

Teorema J.7.14'. Sejam A, '!nA,p.-.!:. u como no Teor~J.7.14. Seja ~ ~ 
categ,oria de grupos abelianos· to,12olÓgicos tc:..l que m ( ) é uma subca-

. [_/J - z 
tegoria ;plena de i:t> e seja T um toro de ~ tal gue 

Ok( Z,T) é um objeto ·de 1J1 A' ;para cada objeto .Z de m A• 
:Então ·ok(P,T) é um toro de 1n A. _ tH 

As formas originais de nossos resultados de extensão de aplicações 

· srr.o os teoremas 3. 7 .12. · e 3. 7 .14., porém não são diretament.e aplicá­

veis no caBo particular que temos em mente que é quando mA é a ca­

tegoria MLCA dos A-módulos localmente compactos e T = R/Z. Com efe'i­

to, R/Z é um toro da categoria GALC dos grupos a"telianós localmente 

compactos (cfr. exemplo (1), logo após a Def. J.7.1.) mas nITo é, em 

geral, um toro da categoria N.iLC(Z) (pois em geral R/~ não é um obje­

to desta cat egoriu). Por es_té.i razão é que enunciamos as formas ~odi­

ficad~s 3. 7 .12'. e 3. 7~14'. que est~o ·entr.o inspiradas no exemplo: 

1!}.A = MLCA' ~ = GALC e T = R/& º 

Sendo evidente _que a categoria ):v1LCA. se.tisfaz a cond.(A), mostre­

mos que também satisfaz a conde(B), 

Lema 3.7 • .;I..5. Sejam A um anel comutativ; topológico, X~ A-módulo 

to1,ol.Ógico, G uni gru.120 abeliano topológico e Y ~ A-módulo localmen­

te compacto. Se f ·é ~a aplicação A-linear contínua de X ~Ok(Y,G), 

ent~o a aplicaçio (A-linear) deduzida de f: 

f : Y ~ Ok ( X9 G) 

yH>- (x H>f(x)(y)) 

é contínua. 
Seja h XxY -.+-G a aplicação definidB. por (x,y)~ f(x)(y). Pa­

ra a e X e·b E Y fixados, a continuidade na origem das aplicações 

_parciais x H> h(x, b) e y ~ h( a,y) é tri viàl e a continuidade de h no 

ponto ( o, o') resulta d.a compacidade local de Y e da continuidade de f 
. -

donde h ·é contínua~ -~'cTost:i:·emos _que f é contínua. Sejam K um compacto 

de x. e V uma v_i:dnhança. de O em G, . l1 sendo contínua no ponto (x, O) E 

x x y para todo x e K, existe uma vizinhança _aberta V/(x) de x em X e 

uma vizinhança W'(x) de O •em Y tais que 
. h ( w ( X ) X w' ( X ) ) e V . para to d o X E K (*) 

Seja (W(xj) )1~j~n uma subcobertura finita da cobertura abe:--ta 
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(Vl(x))xe.K de K e seja W;: {)w,(x.), então de(,~) segue ~ ·, 

f ( w ) e::: r ( K, v ). Ul :· j J . 

Corolário 3 7 16 s • • • ejr..m A um anêl comutativo topológico e P um obje-
to formalmente projetivo da c~tegoria MLC tal que existe uma apli­

_c.§:Ção A-line&r contínua de _P sobre A. fut~o p* = ok(F,R/Z) é um toro 
de. MLC A• ( F* é também sep~rudo e completo). 

Arliquemoe o teor. 3.7.14'. ·no caso particular mA;: MLCA, 

~ ~ GALC. e T = R/Z. Como já ~oi dito. B/Z é um toro de GALC (cfr. . . -
(HR] , corol , 24.12.), além dise-o :para cada objeto Z de ric ,Ok(Z,R/Z) , . , ,, -A . 

. e um A-modulo to:pologico ( prop. J. 7 .11.) e é locc;.lmente compacto 

(cfr. [ER] ,teor. 2.3.15. e 23.17.) dor.de resultá. que Ok(Z,R/Z) é um 
objeto de I\"!LCA. 1 

Observação Se A é um anel (unitário) comutativo localmente compa.cto 

então A)r = Ok (A, R/Z) é um toro de . MLC A, isto pode se1:. demoP..strado a 
partir do Teor. 3.7.12!. ou tomando F =Ano cerol. j.7.16. (A sendo 

topológicamente livre é formalmente pr~jetivo em Mod TopA e portan­

to em quaJ.quer subcategoria de Mod To;pA). Este resultado se encaixa. 
muito mel.hor no contexto do capítulo 4. que aqui e por isto é aí qµ.e 

aparece o enunciado (Teor. 4.3.1.). 

J.e. Endomorfismos contínuoE de um A-módulo locaJ.mente limitado. 

Sejam A um anel comutativo topológico e X um A-módulo topológico. In­

dicéiID.os por EA(X) o anel LA(X,X) dos A-endomorfismos contínuos de X; 
é claro que a lei de composição EA ( X) X X~ X definida por 

(u,x)~ u(x) determina sobre X uma estrutura de · EA (X)-mÓdulo. Se 6" 
é um conjunto de partes limi tê.das de X, indicamos. com Ee, ( X) o A-mó 

dulo topológico L~ ( X, X)_. No resultado eeguinte, para simplificar, 

escrevemos E em vez de E~ (X). 
X 

Proposição 3 .8 .1. s _e_jam A_ um anel comutativo to;pg!Óg~co e X um A-mó -
d~lo locálmente limitado. Têm-se as asserções seguintes: 

(a) E é um anel· to11olÓgico. 

(b) X é um E-módulo topolócicó. 
(a) Iarél v fixado em E, as aplic~çÕes fv e gv de. E em E de -

finidEts por u~ uov e u~ vou respectivamente 1 s[_o contínuas no pon­

to u =o.Com efeito, se :B é uma parte li.!nitada _de X ·e V é_uma vizi­
nhança de o em X, v(B) é uma parte limitada de X e v-

1
(v) é uma vizi-

/. 
r 
:; 



nhança de O em X, donde 
, . 

fv( r(v(B), V)). é r(B, V) e 

De outro lado, como X é localmente limita.do 

limitada W de O em X, ·ctonde L. = LJ u(B) e 
uEr(B, W) 
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existe uma vizinhança 

um conjunto limitado em 

X e então as relações u E r(L, V) e v E r(B, W) implicam uov E: r(B, V) 

o ·que _prova que a aplicação (u,v)~ uov é contínua· em (0,0). 

(b) · As aplicações ;.1arciais sendo obviamente contínuas, .mostremos 

que a a_pli~~ção Ex X ~X· definida _por (u,x) ~ u(x )" é contínua no 

ponto (O,O). Dada uma vizir.hança V de O em X, seja W um.G. vizinhança 

limi t e dé.:. de O em X, então é claro que as relações u e r(w, V) e x E W 

implicam u(x) E V. 1 

ProJ>N, ição J.8.2. Sejam A,X ~ .E colI!o na J>ro;p. J.8.1 •• Seja G um gru-

110 abeliano topológico. Então, são egui valentes as se97.1int.es asserçõe:o 

( i) Existe um homomorfismo contínuo de grupos h : G, ~ E. 

( ii) Existe uma aplicação Z-bil inear .contínua 'ir : G x X-+ X gue · é A- i 1 

-linear na segunda v~riável e verifica a condição seguinte: Para to-

da viz inhança V de O ~ X e pura todo con·junto limi taão B ~ X, exis -
. l'tJ 

te umü v.izinbança Q de O ~ G t tü que. h(·Q x B) e V. 

(i) ~ (ii) Definimos h _por h(g,x)·: 'h(g)(x), é cluro que h é -%-bilinear e A-linear na segundü variável. A continuidade de h resul-

ta da comutatividade do diaerama 

GxX hxid. .E.XX 

~J 
. X 

onde a flecha vertical é contínua pela pr~p. J.8.1.,(b). Dadas uma 

vizinhança · V de o em X ~ \lID.á parte limitada B de X, então r(B, V) é 

uma -vizinhança de O em E e como h é contínua, existe uma vizinhança -Q de o e.:n -G tal que h(Q) e r(B, V) ou seja h(Q x B) e: v. 
,-J 

(ii)* (i) Para cad~ g E: 8, def'ine-s e _h(g ) : x~x por x~h(€,x); 

é claro que h(g) E E paro. todó g E G e que h é um homomorfismo de 

Fl·nalmente h é contínuo pois se V ? urna vizinhança de C em X crupos. 
e B é um conjunto limitad~ de X, ·existe por .hipótese ·uma vizinhança 

Q de o em G tal qúe h(QXB) e: V o que .equivale a h(Q) e r(E, V)o l'i 



. CAT·1TULO 4 

DUALIDADE SOBRE UM, ANEL UNITÁRIO 
COMUTATIVO LOCALMENTE COMPACTO 

Em todo este capítulo A é um anel unitário comutativo 
localmente compacto (UCLC) e todo A-módulo topológico é (salvo advertência em contrário) separado. 

4 .1. O dua.l ·de um módulo to;polÓgico. • 
~ste cupí tulo é constituído essencie...lmente pelos enunciados e demons­
trações dos resultados resumidos em [A

3
] • A idéia básica consiste em 

munir o grupo de caracteres A* do anel A de uma estrutura de·A-mÓdu­
lo topológico e definir o dual de um A-módulo topológico X_como sen -
do o A-módulo das aplicações A-lineares contínuas de X em A* (cujos 
e] ementas são chamados A-cc:iracteres de X). Bsta definição generaliza 
simul.tâneamente as noções de ·dual idade nos e~paços . nohnados e nos 
l;ru.pos. ab.elianos topológicos. O~, resul tàdos mais interessantes dest_e 
capítulo são o teorema de dualidade de ~ontrjaguin para módulos local­
mente compactos (Teor. 4.3.13.) e o Teor. 4.4.2. que permite reduzir 
o problema de caracterizar os módulos topológicos cujos elementos são 
sepürados pelos seus A-caracteres, ao mesmo· :problema para grupos abe­
lianos topológicos (que é estudado em [cR] ). O resultado que está na 
base destes dois teoremas é o lema 4.3.7., cujo enunciado foi sugeri­
do pela prova do Teor. 3.7.12 •• 

Outras teorias de dualidade são possíveis dependendo .da catego,;.. 
ria de módulos topológicos na_ qual se trabalhe, um exemplo disto se 
encontra em [.M] • 

Para todo grupo abe],._iano topológico G indicamos com G* o dual 
(na ca.tegoria dos grupos abelie.nos topológicos) de G, isto é, com as 
notações introduzidas ~o Cap.J (3.7.,(c)). temos . G* = 9r{n(G,R/Z), os 

. 
~ 

elementos· de G* sãO: ·çhamádos c.aractereé de G. O símbolo A* indica o 
dual d.o anel A ( cons~derado como grupo abeliano loca.lment.e compacto) 
munido da estrutura de A-módulo- topolót:·ico dada pela prop. 3. 7..11., is­
to é, 

A* = o.. . ( A, R/Z) · 
-IKA . 

com a lei de composiçio (Ã,u)E A~A*~ À*uE àef'iniàa por 
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( À* u) (oc) - u(À«) para tod.o o< E A. · Desta· ·fo:rma ·A* é um··A-mÓculo topo­

. lÓgico localmente compacto . ( cfr. (HR] , Teor. 2.3 .15.) 

Indicamos c·om :rvlLC A· ( resp. GALG) a categoria dos A-módulos ( resp. 

grupos B.bel_ianos) topológicos loc·almente compactos com a i:õ aplicações 

A ( resp. Z )-lineares .cont Ínuas· _ como rr.orfi_smos. 

Em todo o que segue,~ C é um gru:eo abeliano (ou anel, módulo) 

tol!ológico, ·e s crevemos Ok(G,R/Z) en:. vez de n.., . (G,R/Z); de modo geral 
-u,:_ G 

o Índi_ce k em um módulo de aplicaçõe ~, indica rá gue e s te foi mur.ido da 

topologia da convergênciC;;. uniforme sobre tod~l" a 3 p é;.rtes co:rr:.pa ctas . 

·Definição 4.1.1. Seja A um n.nel UCLC. r·ara 

X, chama-se ~ de X, o A-mÓduJ.o 

X 
O = LA ( X, A*) • 

todo A-módulo topolÓeico 

Se G_ é um conjunto 

munido da topologia 

é chama do E, - ·dual 

não vaz.io de l)<.ã.rtes limitadas de X, o A~mÓdulo X• 

da convergênciu uniforme s obre as p~rtes de E5, 
de X e é ind icado em g eraJ., com: .-

X~ = Le( X,A*). 

Os elementos de x• são chamad.os A-cara cteres de X. 

,.. l 
L'.X ernr ... os . 

(1) No c a so A = Z, X localmente compacto e 6 = . IKX se tem A*~ .R/Z 

e entã o X~ é o ·aual de X no sentido da teoria de_ Fontrjaguin. 

( 2) No cas o A = R (resp . C), X loca lmente convexo, é f á cil ver q_ue 

ex i s te um i s omorf i s mo de R (res p. ()-es:paç os vetoriais topolóe icos 

ffO!. R (res p. A~- C) e x• é então i s omorfo ao dual de X no sentido be."" 

bitua l dn teoria dos espa ços -localmente convexos. 

o objetivo da s eguinte d efiniçã o é a noç v.o · d_e anulador que já foi 

u s ad a , em um c aso ma i s g.eral, na p rop. J.7. 2 •• 
Defiúição 4.1.2. Se j a Hum subconjunto não v a zio de um A-módulo 

1óe:ico X, indicamos com· Hº[x,A*J, ou mai s s implesmente Hº quando 

houver perig o de conf usão, o subconjunto de x•: 
_. _ · · { u E x•J H e Ker u } 

HO é chama do anula d~r de Hem Xº. 

topo-
~ nao 

t cl a ro que Hº é um s ubmÓdulo de x·, tem- s e H e n Ker V donde s e­

veHº 

1 
1 

l,'Ue que Hº = ( H)º • Se H = (o), ent: o Hº = •· , ~ X mas a reciproca ne.o v ~ 
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le em geral (cfr. corol. 4.3.5.). Ho é um submÓàulo fechado d·e XÊ, 

para todo conjúnto 6 de ·partes limitadas tais que {x} ~E, para .to­

do x E H. Com efeito, se u • Hº 1 . existe y e H tal que u(y) -/ o e 

portanto existe uma vizinhança simétrica. V de O em A tal que u(y) É 

V. Bntão u + r ( {y} 'V_)· é uma vizinhança de u em XG e é claro que 

u 4- r ( { y} , V) C e H o • 

4.2. Dual de uma soma direta. Aplicação transposta e dual de um 

guociente. · 

Sejam LXÀh.EJ\ uma _família de A-módulos topológicos, 

jf'- : Xf- ~ if,/~ a injeção canônica; Gp- um conjunto não vazio de 

partes limitadas de Xf e E', a reunião dos conjuntos jf-(<25}'-) · (f-EÂ). 

Com estas notações, temos: 

Proposição 4.2.1. Existe um isomorfismo de A-módulos to;polÓgicos: 

l"V l"V 

e €9 x,)~ :- n (x>)e" 
ÀE/\ ç, Àf:A n 

f um caso particular do corol.J.6.J •• ~fl 

Sej~ X e Y dois A-m.Ódulos topológicos, t E LA(X,Y), 6 um conjunto 

não vazio de partes limitadus de X e '): == f( E;) · ={f(B) f B E\Õ} , -~ 

claro que.~ é um conjunto de partes li~itadas . de Y. A todo u E y• , 

ctSSociamos a aplicação composta uof Ex• definindo deste modo um.e 

a1Jlicação ft: Y'X ~ Xê por ft(u) = uof. Esta aplicação ft é chama­

da transnosta de f, é claro que ft é A-linear e que Ker_ft _ = 

= (Im f)º[Y,A*], donde resulta que se fé sobrejetora então ft é in~ 

jetora. A aplicação ft é contínua pois para todo BE E, e toda vizi­

nhança V de O em A* se tem ft(r(f(B),V))°cr(B,V). Vamos usar estas 

considerações para determinar o dual de um· quociente por um submÓdu­

lo fechado. Sejam X um A-módulo tópolÓgico, F um submÓdu.lo fechado 

de X e p : X-. X/F a aplicação cànonica. ·Para todo conjunto não vazio 

G o.e parteG limitadas de X, seja e\ = p((S) = lp(B) 1 B e6}. 
Com estas notações · t _emos · o re~u.1 tado séguinte: · 

Proposição 4. 2. 2. E.xj_~te urri isomorfismo de A-módulos topol_Ó~icos: 

(X/F)~ ~ Fo 
. ç.,q 

- t ( / .). • , f 
Mostremos que a aplicaçao p : X F e,-+ x 6 e um isomor ismo 

. q 

de (X/F)Ê, sobre Fº. Para todo u E F 0 se t~m FC Ker. u, -portanto 
. q 
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(prop.1.4 .ll ~t ( f')) .existe .um único A-caráter ü de X/F t.al que- · u = 
= Üop donde P Çü) == u. o que mostra q_ue Fºc Im _pt e como a inclu,­

são inversa é evident·e, · resulta que _p t aplica (_X/F) (5 ·sobre Fº .' 

Como .P é sobrejetora, resulta .·qu~ pt é injetora • .Fin~lmente, :pt é 
abertá.,pois se B'E G e V é uma vizinhança de o em A* , exis:te BE . q 
6' tal que .P(B) =- B'j para u E FOf"'\ r(B, V) existe um A-caráter u de 

X/F tal que u = Üop e então ü E f(B', V) o que acarr~ta u = p t (Ü) E 
pt(í.(B' .,V)), donde resulta: 

Pt(í(B', V)) :) FOI'"'\ r(B, V). 1 

4. 3. A dualids.de _nos módulos loc 2,_1 mente com;pactos . 

Todos os result4dos des te§ sto bem. conhecidos quando A Z 

pois neste ca so são parte d a. teoria de dualídE::de de Pontrjaeuin.Não 

se pretende aqui dar novat~ demon::.otrações neste ca~10, mas ao contrá­
rio, u2ar os resrutados conhecidos no c.sso A= Z para obter resulta­
do~, p2.r:::. A anel UCLC e A / z. De ~, ta forma os re;;;v.l tadO$ ser~o váli­

dos P~!ª todo anel UCLC. A p~ssaeem do caso A= Z a o caso A qual.­
quer é fe·i ta pelo lema 4. 3. 7. cujo enunciado é sugerido pela prova 
do seguinte result&do do tipo Hahn-Bunach que é 1;.rrt caso particular 

do Teor. J.7.12'.(cfr..[HR] ,cerol.· 24.12._). 
Teorema 4. J .1. Seja A um an el UCLC. Se ..f é. um ::mbmÓdulo fechado de­
~ A-módulo localmente com12a cto X, x e Xi'"\ [F · e u é um A-carát.er 
de F, então existe um A-cb..ráter Ü de X oue extende u e tal aue 

Ü(x) -/- o.(em outr2.s palavra s, A* é um toro da cateeoria MLCA). 
l:lo corol.24.12. de [HR] segue que T = R/Z é um toro -da catego­

ria ~ = GALC que contém MLC( Z) como subcategoria plena, portanto 
o res ultado é um ca.so _p&rticuió.r do Teor. ?•7.12~' com mA = IvILSA e 

E, = IKA • 1 

Corolário 4.3.2. 3eja A ··um anel UGLC. Se X é um .A.-módulo localmente 
co.:npncto, S. é um ~rnbmÓdulo de X !;_ x E X, então x E S se e só . se 

u(x) == o ~ara todo u_e· s 0 .• 

~:et:,--ue imediatamente do Teor. 4. 3 .1. e da prop. 

Corolário 4 • 3 • .3 • Seja A um. anel UCL"C • 3 e F _é_Uffi __ F-_, u_b_m_o_'d_u_l_o_f_e_c_h_a_d_o 

de um A-módulo locai.mente compacto X !:. 6 _é_un_1 _c_o_n_,J,._·un_t_o"-u_·1 e_·_,P.,_e1..;..;.' ..;.r_t_e..;.s 

]imitadas de F, então existe um isomorfismo de A-mÓduJ.os topolÓgi-
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FG,::: X5/Fº 
Seja f : X~ ➔ Fe; a e.p1ica.ção definida por f(u) = uf F', então 

, . o . 
pelo teor. 4.J.l. f e sobrejetora., De outro lc.do .Ker f =- F , por-

-tanto a aplicação f tornando comútativo o diagrruna 

• .t• • 

X~ .1 ➔ Fe 

i /r 
X6 /Fº 

é uma bijeção A-linear que é contínua pois 

tos de (2, e 1\, ••• , Vn sITo viz inha.nç :.~s de o 

~ se B1 , •• ~, Bn s& o conjun-

em A*. , se tem por defi-

.nição de f: n n 

f(n r(B . ,V . )) C n r(B . ,V.) 
. l 1 1 . 1 1 1 
1.= . 1= 

o que prova. que fé contínua., donde f 

de, do teor. 4.3.1. segue 

é contínua. Como na. real:i..da-

n n 

f( (lr(Bi' Vi)) 
i=l 

= n r(Bi'Vi)) 
i -=l 

resulta (prop. 1.4.14.) que fé um morfismo e s trito, donde f 
isomorfismo. 1 

, . 
e um . 

Corolário 4.J.4. Sejam A um anel UCLC e ' F _um submÓdulo fechado de __ 

~ A-mÓduJ,o localmente com;pa cto X. Um s~bconjunto T de F · é t .ot.al em 

F se e só se TO :=: FO • 

:t: claro que s ·e T é tot~l _então TO = FO • Inversa.mente, suponb.a­

mos que TO= FO e que :r não é totaJ em F, então [T] = G ~ F, por­

t a nto existe z E F f'"\ Ca e pelo teor. 4 º J ol º exis te um A-caráter 1-:! 

dez: que e:xtende o A-caráter nulo de ·G e não se anula no ponto z • 

.Então u E To e u (f; Fo o que é absurào . m 

CorolÚrio ,4.3ª5" Se jam A um anel UCLC , X~ A-módulo loca lmente com­

pa cto e E um subcon 1-;J.nto . não vazio de X. Então H == (O) se e s omente 

se HQ = x• ·• 
Se x E H e x / · O, o A-c~ráter (nulo ) de (O) se extende a um A­

-carÚ-ter u de X ·que não se anul a em x, · donde u. f= Hº .• li 

A implicação: H O = X • 9 E =- · (O) é e qui Vé:.l ent.e -à r el açZo 

n Ker u = (O) (*) 

uéX • 
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De fa.to, X E n :Ker u, então chamando H ao conjunto {x} , a 
u~ ?[• j 

rela~ão precedente 

portanto H = (O) 

d.iz que u e Ho pé.ira cada u E X• , d0nd.e Ho = x• 

(O) = n Ker u = 
uex· 

o que jmpJ.içe. x 
nKer u :> H 

UEHº 

= O. Inversament.e, de (*) resulta: 

e portanto H = (O), donde H = (O). 

Sej&.m A um anel UCLC, X um A-mÓduJo t.o:volÓgico e e5 v..m conjunto 

de J)artes limita.dar_:; de X verificando a condição 

U B = X (C) 
BE6 

Para todo x E X se considera ,i ,i:plicação w(x) : XÉ5 ~ A* definida 

por u ~ u( x), é claro que estu ::.=,p1 ic e.çã.o é A-linear e que a .cond:i, 

ção ( C) implica que W( x) é contínua. C(;>nstruimos desta form.a uma apli-

... 
caçao 

x~w(x) 

QU(~ é. evidentemente A~linear. Da prop. J.5.8. segue que toda parte 

equicontínua de x• é uma parte limitada. de X':t para todo conjunto 

não vazio c:::t' de partes J.imi t~das de X. Mostremos que se ES' é um con-
. . 

junto não vazio ele partes equicontínuas ide X• , então w é uma aplica-

ção contírma de X em LG' (X<; ,A*). Com efeito, consideremos uma vizi­

nhança de· O em LG'' (Xe, ,A*) do tipo f (B', V) onde B' E E,' e V é uma 

vizinhança de O ere ft .; como B' é equicontínua existe uma · vizinhança 

W de O em X tc:.l que u(W) C V para todo u E B' o que equivale à rela­

ção ~(W) C r(B', V). Dó. definiçITo de w resulta 

Ker W = n Ler u 
. ú.EXe . · 

e então, o corol. 4.J.5. implica que se X é localmente compacto, en­

tão w é injetora. 

Bm resumo provamos ·· o resultado seguinte: 

Ir-oposição 4.J.6. Seje..m A um anel UCLC, · X um A-módulo topológico, E, 
-

um conjunto de partes. 1 imito.das de X tal aue 

UB==X 
BEE? 

e e' u.m conjunto não v a zio de. partes eguicontínuas de 

arJ ica.ção 
W X -,.. ( X~ ) E>' 

x~(ui-,.,u(x)) 

.. 
X • . Então, a 

é /i-líneéir contínua . Se X é localmente com11ci.cto~então W é 'injetora .. -s.l 
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No C8.SO particular das topoJ.00;ias da convergência uniforme so -

· bre todas as pa:rtes compactas, vamos provar o lema oue permite "t:ri~:ns- . 
. ' - t '. 

., portar" à categoria MLCA os principais resultados da teoria da dua-

lide .. de em ~' em particular o teorema de dualidade a.e Fontrjaguin 

(T eor, 4.3.lJ.) 

Sejam A um anel UCLC e_ X um A-módulo topológico, notamos * (resp. 

0 _)alei externa de cap.3, (J.7.,(c)), que define a éstrutura de A.­

módulo sobre A* (resp. x*); em outras palavras, para todo Àe A e 

"t' E A* (res.p. 'X, Ex*), "*'t: (res:p.À0'X) é o element:o de A* (res_p. 

x*) ckfinid-o ·l}Or ( À*"'t) (oO · =- 't" (ÀIX) :p8.ra todo ex e A ( res .P. ( À 0 X )(x) = 

;:: X (Àx) para todo x E X). Como j[ foi. dito, o fato de ser A local -

::uent e compact-o junto à prop. J. 7 .11., acarreta que A* é um A-módulo 

tofolócico. Se X não é localmente compacto, entüo ~X não satisfaz· 

nece i, sc.riG,"11 ~nte a condi~-ão ( E2) de 3. 7., (e), donde a lei externa 0 

~ ' . ' ' 1 alm ..., 1 nao e ne ee~· ar1.am.ente continua. Se X ~ oc~ ente compacto, ent2.o pe a 

0
, , *, . , 

_pro:p .. 3. 7 .11., a lei externa • e .cont1.nué:. e X e um A-modulo topo-

16g ico (Jocalmente compa cto, cfr. [HR] ,th. 23.15.). 
A aplica ção <p : A*~ a/Z def inida por ""C ~ "t"(l) é obviamente 

Z-lineé~r contínua, donde resulta que para todo u E X• se tem u = 

== lf o u e x* , o que mos tra que temos um& aplicação 

.f X : u E X •~ u E X* _ 

rara construir a apl ica,; ão inversa de f x· vamos repetir neste caso 

:pc-,_rt icular, um.a construção feita com todos os detalhes ( qu~ não de­

s envolveremos novamente aqui) n a prova do Teor. 3.7.12 •• , Para todo 

x E X, not.::.mo s j a aplicação d e A em X definida por À~ À x; é cla-

x* * ro qu e "X, oj..,. E A pa ra todo X E X • Verifica-se f a cilmente que pa-.. * ra todo 'X, E X , a apl ica çã.o 

'X. : x E X ~ 'X,ojx E A* 
é A- linear. e us ando o lema 2.).6.,(b) como no . Teor. 3'.7.12., resulta 

,V ~ 
que X é contínua, donde X é um A-carf1ter de X • .Deduz- s e então, 

* N • : X.EX -~ - 'X,E X 

De acordo com a conveT.1 ç ão d e notação da pg .7O escrevemos x; em ve z 

d e ~e~· · no próx i rt10 resu.l t ado. 
·"l\.x 

::i:.iema 4 .J. 7. Sej am A um a n e-1 UCLC e X u:n A-módulo to_polóeico (nã o ne­

c e s sari e...mente se pa r.ado). Tem- s e eYitão, a 's seguintes a s se rções : 

r 1 o 'I ~ ., ·- 111 1· e O (" ~o "' " \. - I 11. 0 ct .:;_ ~ .... ;;s -ç.. ......, 
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fx ue x•~u.E x* 
isx : l,E x*t-+ 'XE x• 

1-,ão j_F omorfü=mos recíprocos d e A-.::nÓdulos ~ 
( 2Q) Se X~ 1 1 t . ~ ~ oca men e comp~~t2, ent a o as aplica çoes 

:fx UE . .. 
Xk ~ :,1 E x* 

e .. 
b X : xe x*~ X,E x:• 

k 

::;D o i:',omo:r·f i smor.; recíprocos de A-módulos to:pol. Ógicos . 

( 1 Q) D~ f a to, é cla.r _o q_ue f X é ;:.;_di tiva, rc.ost:remos que f X é 
A-ho-:nogenea, i.e., f X(Àu) ==À0fz (u) p ::!.I'ê, todo ÀE A, u E x• • Pa r& 
"t o e. o x E X, ~,. e tem ( À 0 f ( u ) )( x ) == f X ( u ) ( À x ) -=- u ( À x ) ( 1 ) = 
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'1 ' X == ("*u(x))(l) = (("1; )(x))(l):.:: (fX(Av))( x ), portanto fX J A-1in8ar. 
seo;e ime d iat a..--nente que 

e g1~ofx ==lx• 

donde resulta que fx e e-~ 8ão bij é tora s e q_u e Bx- é A-linear. 
}. 

( 22 ) I a ra. prova r que f X é con t Ínua cons ideremos un1a v i zinh2.nça de 
O em X* da forma r(K, V), onde E. é um compacto de X e V é uma v1z1.­
nhbnça de O em R/Z. Como o conjunto r<l1),v) é uma viz inhe.nç~ de O 
em A1- , r e s ulta que r(K, r( {1}, V)) _ é ~a v izinhança de O em x; e a 
rela ção 

fx(í( K,r({1\, V) ))C r(K, V) 
.... , , . - f-1 , , mos tra enta o que f X e continua . Pa.ra prova r que tx - X e_ continua 

cons ide r amo s 'JJJla v izinhanç a de O em x• do tip o í(K, '\)), onde K é 
k 

um comp a cto de X e '\} é uma vi z i riJ1an ç a d e O em A* • Ex i s tem então 
conjuntos compa c t os H1 , ••• ,Hn em A e vizinha nç as v1 , ••• , V~ de O em 

R/ Z t .1 i s qu e 
f\r(.H

1
,Vi) C · '\}. 

1,üín 
(1) 

De ou t ro l ado, par a todo i = 1,2, ••• ,n, o conj_unto í(K, Vi) é uma 
v izi~..h:::n ç a de o em x* , e então a compa cidade d e Ei j unto a o lema 
2 .J. 6 ., (b) ,a carreta qu e exis t em vi z inhançar::l 'U..1 , ... ;'U,.n de O em x* 
t e ie que 

H ,(i)\l·. e r(K, V . ) 
l. - 1. . l 

o c onjunto U., i n terseç ~o dos 'U.i ) é 
e como a s r elaçõ es (1 ) e ( 2 ) irl1pl icam. 

, , m e continu a . ra 

pa ra todo i = 1, 2, ••• ,n ( 2 ) 

ent~o UI!la vLünhanç a d e O em x* 
g X('U,) C f (K, '\}), res ul t .a que 

~ 0 mr 4 3 8 '~ e J· am A um anel UCLC e X um A- mÓd~lo t opolÓr i co. Têm---e re, a º • • ~ _ _ ~ 

- se as a s s erç5es se5ui nte s : 



(a) Se X é localmente compacto, então x;- é localmente compacto. 

(b) Se X é compacto,• então x; é discreto. 

( ) Se X 'dº t ... • ' 
~ c e 1.scre o, entao Xi.: e compc.cto. 
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. Este resultado é conseqUênci'a do mesmo resuJ.t ado no caso A= Z 

([1-m] ·, , Th.23.15. e 2J.17'~) e do lema 4.3.7.,(22). I 

ll'eorema 4.J.9. Sejam A um anel UCLC e F um GubmÓdulo.fechado de um 

A-módulo localmente compa cto X. Então~ existe um isomorfismo de ~ó­

dulos topol6gicos 

. ( X/F); ~ F O 

Seja .P : X ~x/F a · aplicação C,;.nÔnica. Como X é localmente com­

pacto e F é fechado, o conjunto {.P(K) 1 :K é compa cto em X} é ·o con­

j unto de todas as pc~rtes compa ctas de X/F, portanto o resultado se­

gue da prop. 4.2.l. •• 1 

Corolá.rio 4.3.10. Se j am A 1.i.In anel UCLC e M um submÓàillo aberto de um 

A-módulo localmente compu.cto X. Então l\':O é um submÓdulo com.pa cto de 

X
• 

k • 
Como M é aberto, X/M ·é discreto, donde ( X/M)~ ~ MO é compacto. 1 

Corolário 4.3.11. Sejam A um anel UCLC nãO discret.o e XunrA-mÓdu.lo 

localmente compacto, ent~o: 

(a) 

(b) 

Se X 

Se X 

(a) é 

é discreto, então X não possui elementos livres. 
I ~ • ~ 1 
e comJ2acto, entao X nao possui element.os i vres. 

trivia l e (b) resulta de (a) e do Teor. 4.3º8.·. 1 

Proposição 4.3.12. Se A é um anel unitário comy.t.at.ivo com_pact.o, en­

tão a topologia ·de A é linear (isto é, A póssui um s i stema fundamen­

t a l de vizínha.nças de O .formada :por ideais ). 

o caso A discret o sendo trivial pode~os supor que A não é discre­

to, então Ã'it- é um A-módulo discreto. Para todo u E A* , se ja Wu = 

= { À E A f·Ã*u = O}, · ~ntão· o conjunto f.a·s interseções finitas de ideais , 

da fU)D.Íli a ( W
1
)-c: E A* é um sisteme. fu ndamental de vizinh&nças de O 

para umEt topol ogia ~ com.p c:.t::fvel com a e ~trutura de anel de A. Como 

A* é l_;.__TJ'l A-módulo discreto; a continuidade d as l;.plicações ~ ~ :\* u 

2.ct{rreta que Wu é. t.; berto, donde ~ é menos fina que e. top.olog ia ori­

r:: intl de A. Finalmente , de· [nR] , · coral. 24 .1 2 ., re·sul~a que n W = 
..__ . u€ A* u 



- n Ker u = (O) 
UEA* 
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r ,ortanto ~ é :-~e:pu rB.d.a e então ( indic~:ndo com A~ 

o ê:nel A mur.idQ da toi-;o} ocia ~ ) u. 

homeomorfismo. 1 
i,plicação idêntica A -+ A'1 

, 
e UJ!. 

'.l'eoremtê~ - 4.J.13. • . 1 

SeJQ A um enel UClC. ·•· 1 J.,w r.nu ctO, ;pa:r·a todo A-módulo local- ; 
.o.8nte ccm1:,acto X, a a1ü icação .céinÔnic2 

w · . . -r ~ ( x·)· 
2i. . .k k 

x~(u.-+u(x)) 
é U:Jl isomorfismo de A-módulos to,r:•o1Ói;) co :-.' . 

A a_Ti}icação f x·~ ,r* , 1 1 4 1 7 (2°) 1,,.,.. 1·!=-0""'0r .t. • X : . , .c~ e, _pe o ema • ..,. • • , _ , ;lJ.U. ., = .K 
fi,;l::l.o de A-mÓduJ os tor olóc i cos, portc.mto indu z um isomorfi12no de A-
-módulos torolÓciicos 

f; .xi-*-;..- ( :(;)°~ 
x~xofx 

})elo Teor. 4 • .3.8., x; é localmente coillpLl.cto e entho p_~_lo lema 4.J.7.., 
(29) res ulta que a aplicaç5o 

. . ( ·)* (. • ,. e;..,... xk ~ - xk,,_ "' ... k ... .r\ 

é i Jnt ü,omorfi:.:,m.o de A-mód.ulo t: to11olÓLicos . A aplicaç&o canônica 
W

1
: x~ x*"" é, rielq teoremc..i de duo..liéi:;.de de Pontrjaguin ( [HR] ,Th. 

24 .8. ), um ü:omorfismo d.e grµpos topolócicos, e neste c aso é de f'a-e. 
to um isou_orfism.o de A-módulo:.-: topológ icos . Então, para mostrar quew é 
u.:n. isomorfismo é suficiente verj_fi.c2r ::i. co.n~utntividade do diat;rama: 

X- úJ ( x •)· 
► k k 

w'_I f 'k -r-* gx; 
X** ~X ( x:.•)* · . > ·-k 

l~e f;:.to, r.; e .x EX, entüo w(x) é a a plicaç~o u~u(x) e 
(gx• o f...,..ow') (x) é a a:rl icação -u.._. xef~~ o · ju, onàe x = W

1(JC) é a apli-
k .t.. 

caç~o- 'X .....,..X(x) e ju: A-..xk• é de.finidl:.. · por Ã~"-u. A verificação 
d ..-:. cori1vt ativifü,.c e do diaer ama a.cime. s e reduz a provar que u(x)(O() = 
= ( x o ·rx 9 ju) (o<) p (i!_'a todo CX E A, o que é trivial: (x o f' X o ju )(«) =-
= (xofx )(c.xu) =_x ((fo·o<. u ) = ((fo«u)( x ) = ((«u)(x))(J) = 
.:: ( O( * ·u ( X ) ) ( 1 ) = U ( X ) ( ()( ) • -1 

veremo ~: a ::.1egi;ir várias con s equêncié:!S do- Teor. 4. 3 .13., começamos 
com a rec Í proc 2. do corol. 4.J.10. 

t 
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Corol~rio 4.3.14. Sejam A um anel UCLC e Muni submÓdulo fechado de 
um A-módulo 102alment.e compacto X tal que MO é compacto. Então M4 é 
aberto. 

Como M é fechado, pelo Te.or; 4.J.9. resulta 
. o • 

do M , compacto resulta que (X/M)k é compa cto o_ 
Teor. 4.3.8. que ((X/M)~)~ é discreto. Cooo X/M 
to (por ser M fechado), o Teor. 4.3.13. acarreta 
donde M é aberto. 1 

( X/M)~ '::! MO e sen­

que implica, pelo l 
, 1 
e locsimente compac- Í 
que ·J<'./M é discreto, j 

Corol ário 4.3.15. Sejam A um anel UCLC, X~ A-módulo localmente 
-compacto e 1 um submÓdulo de X• t a l que :pa r a todo x e X, x I O 
existe u E i ·- tal que u(x) / O. Então, :f é den8o em X~ • . 

Pelo Teor. 4.3.13. temos 

. .fº = xº[x;,A*J = {w(x) E (:{;)• f x E n -t er u } 
. u~~ 

e como a hipótese feita sobre .X equivale a n Ker u = (O) resul- ' 
Ô O UE~ .-

ta que l = (O), donde ( X ) = (O). Então, o resultado segue do 
~or. ·4.3.1. pois se existe uE x1;/'"\(Í , então o A-caráter nulo de 
X s e extende a um A-caráter 'rJ de~{ que não s e anula em u e por -
t anto ?J I O o que é e.bsurdo pois 1'/ E ( ~ · )0 = (O). 1 

1 

Se X .é um A-módulo localmente co:mp<.{cto e H ~ um subconj1.mto de 
X, seja li= l-x.e x*f HC J<erx}. Com as notações do lema: 4.J.7., é 

o ~ ,.., o cla ro que f X(H ) C II e em geral gX(H) 4 ~ . Se H é um submÓdulo 

de X, então neste caso gx(H) C H0 o que implica que 

f (Hº) = H X . 
. --g (H) = H o · e 

X 
IV , , * i.e. H e um s ubmodulo de X • 

com x.0 
o· submótiulo (de (X{)~) 

-1 ( , ima.e;~m por W onde ·w e o 

Sé X é. um ~ubrnÓdulo de x.;, . indicamos 

1º [x:{, A~] · ; que identificamos a sua 
i s omorfis mo canônico do Teor. 4.Jol3~ 

então 
Iº _= {xE xi u(x) = O p&ra todo uEI} . . . o , . , • Fa ra todo suboonj1..lnto H de X, H e U1Il. s ubmodulo de~' o anulador 

( Hº)º. de Hº será n,otado H0O • 
Propos ição 4.3.16. Seja A U.!Il anel UCLC. Se Fé um submÓdulo fechado 
de u..'D. A-módulo loc:;llmente com;pact<:, X, então F = pOO. 

Seja y E F, provar q_ue y E pOO cq"J.ivale · a verificar que u(y) = O 

para todo u E F O , o que é evidente pela definição· de F
0

, donde F C­
~;,OO. Inversamente, ~,e xÊF, o Teor. 4.J.1. B.carreta que o · A-caráter . ... 
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n-.::.J.o de .F ·se extend.e a um A-carlter u. de X que· - · 1 · _ ne.o se anu a em x, 
d onde u. E F O e x .d: F O O . · ,.. I '. - ~ . o que prova~ 1nclusao inversa. 

Teorema 4 • 3 .1 7 • ~3eja A um arie-1 UCLC. Se F é u:n submÓdulo fech2.do de 
~ A-módulo localmente c6mpacto X, então existe um iso::norfizmo de A-

, ;Jul t , . . -mo~ oe opolocicos! 

F• ~ x.•/FO 
k K 

De fato, pelo Teor. 4.3.9., ·temos (.x:;/Fº)k ~ FOO e então a 
prop. 4.J.16. implica que F ~ (x;/FO)~ e o resuJ.ta~o seeue do Teor. 
4.3.13. 1 ' 

Observaç·Ões (1) Se . no corol. 4.3.15. sul:;lstituimos a hipótese. de~ 
ser um submÓd'J.lo pela hipótese de 1 ser apenas um subconjunto, en -
t - 1 ... , ~ , • . ao a cone use.o e que .;ic e total em Xk. Com efeito, baste. ·aplicar o 
corol. 4.3.15. ao submÓdulo gerado por l: . 
( 2) 

dual 

nicJ.o. 

O lema 4.3.7. mostra que n a catecoria MLCA se pode definir o 
~e um objeto X como send9 o dual x* de X na categoria GALC, mu­
da estrutura de A-módulo topológico d.ada pela prop. J.7.11 •• 

( 3) Usando mé todof., da teoria de categorias e funtores em (N] se de-
monstra o's result:1dos seguintes : 

' 
(a) Se (G . ) . EI é um sistema indutivo de grupos abelianos localmen-

1 1 · * * te comnactos corr..pactamente aerados, entio (lim G.) ~ lim G. (Th.4 .6.) . .L' . u . ~ J. ~ l. . 
(b) ::e (G.). E I é um sistema projetivo de grupos abelial!los local -

l. 1 . . * * 
mente comp2.ctos compa ctamente gerados, então (li.m G. ) ~ lim G .. 

~ 1. ~ 1. 
('.rh. 4.7.). 
(c) Se (Gi)i E I é um sistema induti:vo (resp. projetivo) de grupos 
abelianos localmente compactos compactamente cerados, então 

(lim G. ).**"" lim G. (resp. (lime;,)**..- lim G.) (Carol" 4.8.) 
~J.. ~1 ~l. . ~1 

l'~este trabalho se comt:ça por provar o teorema de dualidade para gru-
po:; ábelianos loc:?Jmente- com1Jactos· compactam.ente gerados ( consequên­
cia da prOJ?o 4.20) e erit~o a asserção (e) resulta de (a) e (b). Tam- i 

1 ,, 
bém é demonstrado que -todo . grupo abeliano localmente compacto~ li.mi- ! 
te indutivo de grupo$ abelianos localme'nte compactos compe.ctamente I: 

g r? raà.os de maneira q_ue o teorema a·e dualidade resulta. como caso par- 1 
ticular da asserção (e) (coral. 4_.9_.). Nossos métodos não parecem in­
dicados para extender e s te:ê: resulta.do r;; para os módulos topolóeicos, 
a .razão principal é que a consideração do bidual é mais delicada no 
cas o doe módulos to_pológ·icos que nos c r ur,os abelianos topolÓe;icos 

( e f r. Obs • ( 3 ) , P5. 50 ) 



4.4. Existêncié:! de A-caracteres . 
Nos coJ OC<'µJlOS no_vé.illlent e no caso cera]., isto é, A é um anel UCLC 

1 
e X é um A-módulo topológ ico separado arbitrário. Existem, para o 
dual X• de X, váriê3.s po:~si bilidacJe s nottveis > a saber: 
(a) 7{ • = (O) (c:t:r. [r-rn] ;23.32.). 
(b) x• -1 (O) mas existe x E~, x -1 O tal que u(x) = o para todo uEX~ 
(e) Os A-·.câra.cteres de X sep8.ram or; elementos de X (i.e. para c ada 
x Ê X, x -1 O, exis te u Ex• tal .que u(x) I o). 
Em [H], pg.254- 255 se encontra um exemplo (com A= Z) onde X satis ­
fe.z a condiç&.o {b), mas exis te um sub-Z-mÓdulo fechado F de X tal que 

_F e X/F verificam a condiç~o ( c). O :r·es ul te.do s eguinte mos tra duas 
cond ições triviaJm8nte equivalentes à condição (c). 
Proros ição 4 .4 .1. Sej am A um c.i.nel UCLC e X um A-módulo tor,olÓgico , se­
para.do. As condiçces se6--u intes s ão equivalentes: 
( i) . Os A-cGr a cteres Ue X separam os elemento s de X. 

(ii) n Ker u = (O). 
UE x• 

( · ·· ) A 11.· ~ .... w X -----(x6•)• '1.· · t p todocn 1.1._1. . . a:p Cb.ça o canon1.ca : _ ~ e nJ e ora a ra o -
junto E5 verificando as hipóteses da propº 4 o3 .6 •• 

De fato, Ker w = n Ker u. 1 
' uex• 

No que segue fü:mo s l,1 0'1.illl.t:..G caracterizações dos A-m.Ód~os topoló-
g ico~ ( s ep;::rados )' que · verificam a condição ( c), menos evidentes que 

a pro:p. 4 .4 ol •. O primeir o passo nes ta direção é o resultado seguin­
te que é uma cons equência da :primeira parte do lema 4.J.7. do qual 
1;-.tilizamos as notações. 
Teorema 4 .4. 2. Sejam A um anel UCLC, X um A-módulo topológico sepa-
ro do e x

0
_e X, x

0 
/ o. As condiçõe s s eô7.üntes s ão equivalentes: 

( i) Exic:te X E: x* t a l que X (x 0 ) I O. 
{ii}' Exis te 1l é X• t P..l que u(x0 ·) I O. 

(i) ~{ii): Sej8._ U. = gx(Ã.), _então u(x0 ) = 'X,ojx
0 

-1 O pois 

( X o j ) e 1 ) = X < x:
0 

·) I o por. ( i ) ., . Xo . . 
( ii) ~ ( i): o conjunto { x

0
} é ume part e limita da de X portanto, se 

G = {{ x
0
}}, então x6 é u.r:1 A-módulo to:polÓgico e é fácil ver que a 

aplica ç:ão i': Xe2, ·- / A* definida por u~u(x0 ) _ é A-linear .contínua, 

donde "\/)E ( XG )• (1) 

1 4 3 7 to : A*~ R/Z a r~pli c~ 0 ão ~linear contí-Se j a , como no _ ema • • ., T ~ 

1 

f 
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nua. definida por 't~'t'(l). Fela primeira parte· do lema , 4. 3. 7 •. a apli-
cação f X e bijetora,. donde t-odo t E X -if- é da forma u = (lo u para 
e:J.g1..:un u E X• e en:tão a relação 

se escreve 

o que equivale à 

X (x 0 ) ,.. O pura todo X E x* 
1 

<p ( U ( x
0 

)) :: 

relação: 

• • O pard todo u E X 

Im ,p e Ker <.p (2) 
Apliquemos agora a primeira 11arte do lema L 1 7 

~ .. .., . . • ao A-módulo tOJ)OlÓ-
gico Xe , , resulta que a aplicação 

f X• : ( XÉ; ) • ~ ( X<5 )"~ 
. 6 

é um isomorfismo de A-módulos. De (1) 
se -

gue f :{~ ('1') == <f o"f' E ( Jte yJt- e . de ( 2) 
~ = O o_ q_ue é absurdo. 1 

e da definição 
resUl ta f • 

~6 

de f v • . .,,_G 
('\f) = O, dbnde · , 

O resultado .. seguinte é consequência do Teor. 4.,4 .2. e do Th. 1 
de [cR] • Antes damos a seguinte (cfr. [cn] ,Pe-375): 
Definição 4 .4. 3. Um subconjunto G de u..-,n. erupo · a bel ia.no topológico X 
(nota.do aditivamente) é chamado , grande se existe uma. família fini­

t a ( xi )1~i,n de ele~entos de X tEtl que 

X e ( x1 + G) u ... u (_x
11 

+ G) 
Se n ~ lf, n > O e S é um subconjunto· de um grupo abeliano X, no­

tado aditivamente, s e usa a notação nS p,-)ra. indicar o subconjunto 
L s. deXcomSi=Sp::i.ratodoi==l,2, ••• ,n. 

l~i,n 1 

Teorema 4,..4 .4 º Sejam A um anel. UCLC, X~ A-módulo to:polÓgico separa-
do e - x 0 E X, x 0 I o. As condições seauintes 

Existe · u E .X• tal oue u(x 0 ) I O. 

Exi ~te 'X,E x* -tal _gue 'X,(x 0 ) I o. 

são eauivalentes: 
1 

(i) 
(ii) 

(iii) E.x.iGte uma vizinhança V de . O ~ X _t_al ___ q __ u_e V é um conjunto 

grande ex 4 6V. . 
,,, A equivalência .~ntre . (i) e (ii) é 9 Teor. 4.4.J. e a equivalên­

cia entre (ii) e (iii·) é o Thol de [cR] º 1 

Da prop. 4.4.1. e do Teor. 4.4~4. resu~ta entio: 

Teorema_4.4.5. Sej(l!ll A UI!l anel UCLC e X~ ~-móavio topológico sepa- [ 
rado. As condições seguintes são egui valentes: 1. 

f 



( i) Os A-caracteres de X separam os eJ. ementes de X. 
( ii) Os cars.cteres d'e X sepa ram os elementos de X. 
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( ili) Para cada x e X, x I O existe umu vizinhança Vx ~ O em X~ .9ue Vx é um conjunto grande e x Ef 6Vx. 
( i v) ' A a.:plicaçÜo c~riônica W : X~ ( Xe,) • · é injetora para todo con­j~~ (:; verificando . as hipótes es da rirop. 4.3.6 •.. · 

(v) n Ker u = (O) •• 
UE x• 

---

1 

L 



·cAP1TULO 5 

APLICAÇnEs CONT1NUAS EM UM MÓDULO TOPOLÓGICO. 
1 

5.1. Estruturas al~ébricas e topológicas 

Sejam Tum: espaço topológico, A um anel topológico e Y um A-módulo 
.topológico. Indicamos com C(T,Y) o conjunto das aplicações contí -

nuas de T em Y. Dadas f,gE C(T,Y) e Ae: A, definem-se as aplicações 

f + g : T -,. Y e í\ f : T ~ Y pelas relações seguintes: . , 

{ 

( f + g) ( t) = f ( t) t g ( t) para cada t E T 
. (L} 

(~f)(t) = À.f(t) para e.a.da t E T. 

r/i:ostremos que f + g e Àf são elementos de C(T,Y). Para provar a 

continuidade de f + g . começamos por mostrar q:µ.e pela definição· de 

produto de espaços topolÓf;icos, existe uma única função contínua 

f x g : T-+ Yx Y que torna comutativa o dÍagr~a: 
y 

t~ 
Y><Y ~ - '"- - - T 

·i~ 
(onde as flechas verticais eão as projeç5es) e por definiçi6 

(fx g)(t) = (f(t.),g(t)) _paru todo t-E T. Então, a comutat.ividad_e do 

dit,.grama 

·T fxg ~ Y><Y 

~i+ 
y 

( onde a _flecha vertical é & • adição em Y) p:rova que f + g é contínua. 

Icr,1. :prov1:tr a continuid.ttde de · À f se poderia proceder de maneira aná-

loga; f,ub:3tituinà.o no raciocínio anterior o produto YxY por AxY /! 

~ - l e n funç:o g pela função ~ . : .T ~ A definida por À (t) = À para to-: 

do t e T. I'l:::..s é mais flcil observar que . se h, : Y _.. Y é a · aplicação f 
" ! y t:t À y 2 ~mt2 g À f = h, o f 1 donde A f . é cOntínua. Ficr, aef:im prova-;. 
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Proposição 5.1.1. As leis de com;eosição . (L) determinam sobre C(T,Y) 

estrutura. de A-mÓ"dulo. 1 

Se P é uma parte de T e Q é uma parte de Y, indi.camos com V(P,Q) o 
conjunto das f e C(T, Y) ta.is que f(P) e Q. Seja .6 um conjunto não 
vazio de partes compactas de Te consideremos o conjunto 

·a.3 = \V(S,V)I se6 e V é uma vizinhança de O em Y} 
'Seja ~ o conjunto dç.s interseções finitas de conj~tos de 'tJ . Com 
estas notações temos o seguinte resultado: 

.Propos ição 5.1.2, Exist.e uma unica tor:ologia ~ sobre C(T,Y) gue é 
comE~tível com a estrutura de A-módulo de C(T,Y) tal que (0 é •um sis­
tema fundal!lental de ~ -vizinhanças de o. 

A P.rova se apoia em várias considerações do cap. 3 ( 3 .• 1.) do qual 
utiliza.mos as notações. Em primeiro lugar observamos que C(T,Y) com 
~s leis de composição (L) é um submÓdulo de ' 9f' (T, Y). Seja ~ a topo­
logia j_nduzida. sobre C(T, Y) pela <2' -to11ologia sobre -' 'gf (T, Y), então 
como todos os conjuntos de G5 são compàctos, pela prop. 3.1.2. é a 
prop. 2.4.2.(a) resulta que~ é co:npatível com a estrutura de A-mó­
dulo de C_(T,Y). A relação f;,(S, V) A C(T,Y) = '. V (S, V) para cada 
S E (o e :para cade. vizinhança V de O em, Y, m6stra que d& é um siste - : 
ma fundamental de "G -vi:zinhança de O em C(T, Y). 1 l 

Not2.çãó A topolo&;iéi. a.a :rro.:p. 5 .1. 2. é chamada E, ·-topologia sobre 
e ( T, Y). o A-módulo e ( T, Y) munido dei::,ta topologia. será indicada por 

Ce,_(T,Y) 

Quando e · é o conjunto de todas .as p~rtes -finitas (resp. compactas) 
de T usaremos a notaçio Cf(T,Y) (resp. Ck(T,Y)). 

1 

1 

l ,. 

Obse!'vaxões (1) O uso ,für prop. 3 .1. 2., (3Q) na verificação de (!IITJ) 1 
na. prova dà prop. 5 .1. 2 ~ mostra que a exigência de todos os conjuntos[ 

1 
de e (,erem compacto~ é _natura~ .• 
( 2) No caso particular de T s er um A-módulo to1)olÓgico ( ~,empre su­
pondo. (5 formr:,.do po; partes corp.pê.i.ctas de T) _se tem: 

Ce(T~Y)f'\ LA(T,Y) ;,, Le,(T,Y). 

Em outras palavras, a 5 -topologia sobre C(T,Y) indu?: sobre LA(T,Y) l 

fl. <=, -topoloeiE., isto resulta da identidade evidente j: 
I· U(S.V)QL.(T,Y) = r(s,V) .... 



rari:"'. crtda S E G e cadn vizinhs.nça V de o em y •· · 
( 3) Se ~ é uni conjunto · de I-'arteG c.om_ps.~tas de T que contém todas 

. . 
reêiuzifüw D. um ponto de _T e Y é ~-1 ep1.;.r8.do, então Ce-(T,Y) 
De fa.to, se u E C(T, Y) ·e u / o, existe t E T tel q_ue 

:, . 
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1 
i 

, 1 

e l 

u( t) I O, }Jort.s.nto exi:.c;te umn vizinh:·:.nçu V de o em Y tal que 
donde u. ~ V ( {t}, V). 

i 
1 

u(t)i$V, i 
i 
! 

No r~ l='ul tüdo sr:\;uinte indicP .... ios com gf :t< X, Y) o conjunto 

·quando ~ é o conjunto de todas as partes finitas d~ X. 

1 
1 

o/5 ( X, y) 1 

PropoSi<;ílo '5.1.J. Se X e Y dio dois A-módulos topolÓçicos, então 

•LA(X,Y) é um ~;uinu.Ódulo fecha do de Cf(X,Y), ~ Y é sep6.rado. :t 
Seja {Y J E X n fam:Ílü~ definida por Y = Y para ca.da x E X, en

1 

X X - X . , ,1 tno é claro que 5Ji f ( X, Y) = TT · Y • Para. simplificar a notação in.cli.! 
XE X X . . ·1 

camas })Or P o A-módulo Ç}ff(X, Y); seja J)ara cada x E X, '7f x a uplica'j 

ç:o canônica de P sobre Y x = Y, isto· é f ~ f (x). Se px é a restrição '.~ 
de 7T a C(X,Y), então p.x: Cf(X,Y)-+Y é A-linear contínua. Dados i! 

x,y e7:x e ÀE A, considerernoz o3 conjuri~os: '1 

então 

.Rx, y = { f e e e X, Y ) 1 f < x + y ) - f e x ) . - f e y ) = 

H, __ == { f .E C ( X, Y) 1 À • f (X) ,;_ f (.À x ) · = 0 } 
"' .J\. ' as 'igualdades: 

o} : i 

:,! 
i:I 
'i ·,1 

f(x + y) - f(x) ~ f(y) = 

À• f ( X ) - f (À X ) = À• p ( f ) 

Px+y(f) ..: px(f). - Py(f). = (px,._y­

P"_./f) :::: (À.px - 1\\x)(f) 

Px - .Py )( f) i 
• 1 1 

X 

ncc,rretam 

-sao aubconjuntos fecha-

e H = (\ H°\ 
(À' x)E Ax X /\,X 

s ubcónjunto:s feclJado s de Cf ( X, Y) o ·~ue irn.pl ic~ que 

é fechr .. do em 

• 

' l 
1-i 

1; 
1 : r , 

ll :• 

1. 

H 
CorolÚrio 5.1.4. Seja_m_. X _e Y dois A-módulos e 3"...l.l?or..h.s.m.os a".le Y é se-: ,1 _ .. - ,,:1 

d - t~ ·· cor:J··Li.nto ~ de. p:,,_,...te s com.,.,, tr. t ,.,, ... de X conten-,' .1 l)2tr·: .. o. ..::,D c~o, ,r,nr~ cc:u a _ - \:J _ - ...... ,. ~ ,· .. · 
- i ' ! 

l ..O 



ao tod~s as p&rtez finitas de X, 
C~ ( X, Y). 1 

localmente_ co~pacto. 
( l ) -~ v- ç d. ... 

) ~ ,.-.. e lSCTe vO' II! -é com1,,:;.cto º 

(e) ~ Z.E G , entüo M 
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(a) 3ej:::. ve1} e consiaeremo~ o conjunto E= f(U,V). Como ue 
~ , rer.;ul tn que E é -uma. vi~1,inhança de O em M; de outro 1 ado sendo U 
1uno. vi:;:·, inh::1nçu. de O em X:, pelo lema .3. 5 .6. resu.lto. que E J equi~ontí-

l~i110. nomo e-:::: ~on+.eç,.., tod"-:-; ~e J) t,., ,. ·.c-·n·-t ,=l X 1 - - ~ - -- ""' e.- ci."-' u.r ._...., .i.:1,i.;aê v.e , o _eraa acar-
reta que o fecho E' de E em i;1 é equicontínuo donde sét··u.e que E' ~ e um 

- · + · ., ç • crx v' ,... v ç ... d -~'..H)conJ1ui..,o equ1con,;1nuo ue \.1 ... 1 ,,, 1;0:mo Á e com:pé1. c•.o, para ca. ·a xE 
X, o conjunto E'{x) ==- _{u(x)f u E E'} tem fecho_ compacto em Y. Final­
nente, ,1-;s sendo fechado em:·,:, _pelo corol • . 5 .. 1 .. 4.,resulta que E' é fe­
chado em _·c5 ( X, y) e como todo conj,u1to d·;e G é compacto, resulta que 
E' é: fechado em Ck( X, Y). Pelo teorema de Ascoli resulta que E•· é um 
subconj,unto compacto de ck{ X, y)' donde Ei é um sµbconju.nto compacto l 
de c~(X,Y) e então E' . é uma vizinhança compacta ·de O em M. 1 
(b) o conjunto U == { o} é ;,,una vizinhança de O em X, e como li?J contém 

1
. 

tochis as ,IKi.rter; finitas de X resul tr:. que UE 6 , :portanto dado V E ('J. 
o raciocínio feito em (a) m.of;tra que . o fecho E' em :til do conjunto_ ! 
r (U, V), é com11, ... cto em Mo Enti;Ío o rer:~_ul t aa.o ::c:ep:i.e das relações eviden. ! 
tes; M = í (U, V) C _3f C Mo 
(e) Como· X E (2; , o conj i;.nto i ( X, V) é ,u.lil::~ vizin..11.ança de O em M pB.r a 
t ofü-!, _ V E '\) , o result 0.do r.:;ec;u.e ent~o do ],ema .3. 5. 7 •• 1 

5.2. · Funções ue __ C(T., .Y) a""J.e se unu.1 o..m. sobre um subconjunto de To 
Se jain T VJ11 espaço _ to_polÓeico, A u m anel topológico e Y U.lJ'l. A-mó-

. ' · . . ,... d - ..o r: ("" .. , ' ' . t d - ,., dulo to r olor: ico, ent:::.o aac .1. ~ 0 .. :, xi cml.Dli,,~o~ con1un -o e anUJ.aç r-;.o 
:J.e f uo Eubcon j v.nto Z(f) d p es.paç·o ·toyoJ.Ógico T, formá.do pelos t tais 
que f ( t) = o e se ·s é um ~,uoconjunto qualauer de T, definimo~, 

c
5

(T,Y) = {f E C(T 1 Y)f S ~ Z(_f)} •. 

Seja s0 a interseç:o ê.,1 farnÍlia ( Z(f)) f E 0 ('i' y)!' t claro .., s ~ - ' , ,. que 
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e r T -- ' . S .. \ 7 r 1 e que 
..l 

T que cont-ém S n .,._ t t' -4 . ~ ..,,. ..; :porvan o con em ;,ambem S, ,,No res,tlt2.do segu.int.e es-
creveremos c8 : em vez ·de c

8 
( T, Y), · 

Frono3icão 5 ~ 2 ,1. Sejam T ;;,m espaço to;polóeico 1 . Y. ~ A-módulo topo-
, r •. • ~ 

.... oeiico separao.o e õ um conj·;ill.to de partes com.vacta.s de T conten_do to-

das ~s partes finitas de T 0 

·Têm-se então. 
(a) Pc..ra todo su.bconj-u.nto s de T, c

5 
é um su.bmÓdulo fechado de 

,-, (m v) 
V~ J..,.J.. • 

( ·o) s ~ 1,"\ e G s; ""ao d · b · · a 1n t · - "" e ~ · t"' __ .r: - - ois . su conJu.n-i:;os . Ae l · a1s aue G ~ '-' v, en ao 

e = ..... G vF. 
(e) As condições seç,üntes ( sobre T e Y) s~o . eCT1.ü valentes:. 

( i ) 
( 1.·.: ) 
\ .J.. ,, 

(ii:i) 

= Cr i.tüTil ica G == H • 
.1 

toa.o subco:mju...:.'1.to S de T 1 se tem S -= sO • 

_I_;~_-.r_b._-_t_o_d_o_s_u._b_c..:..o~n_..j'--u.n_t_o;;..._f_e_c_h..:..&c..d..;:..o r d.e T e to ô.o x E L F, 

f e C;;,· tal que f(x) -/O, 
~ -

(iv) Se x E T _§. f(x) = O 11e.ra todo fE Cc:: então xE s • .... 

existe 

( v) Se l•~ ~ G são sµbconjw1tos feche.dos a.e T tais gue CF = 

tão l!~ = G ~ 

en-

(a) 
, .. 

Se f ~ CS então existe x E S tal que :f(x) 1- O e como Y e 

existe w·11a yizin...ri.ança V de O em Y tal que O$ N = f(x) 4 V1 sepc,.rado 

donde resulta 

(b) g suficiente prova,r que Cf! C. CG o que é imediato :pois se f E CG 

então Z(f) .:, G e sendo Y sepa;ado resulta que Z(f) :) G donde f E· CG. 
( e ) ( i) :;;> ( ii) A incl u~ ão c

5
ç C CS s·egue. de S C S O 2 Inversament.e ~ 

se f e Ó~. entio ·f E e~, donde · 
;:j - ;:;i n .! 

. . z"{··.<:-\ - i z-( 17\ ·= sº 1 
u.J../- 1 u \ c..,/ 
. ge_ Gs . 

0 que :prova- que f fé C~ô, · em conseqv.ência c5 = Gso .. Da condição { i) re -
- _,;:,_ ..,. o 

Fv.lte, ent~o ·(§) = (S.~) Ov. .seja S = S , . 

( ii) =? ( iii) f(x) = Ô pare. toõ.e. t: E C:b' 

p6tesi de F ser iechádo) 1 rela~io 

eauivale .' 

. x é n Z( f) ·= ·Fo = F = F 
f E: CF · 

(usando (ii) e~ hi-

(iii)~(iv) A c'..Sserçao (b) im.pJ.ica q_ue CS = ·c8, .. donde s. c~:md.içJo 
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f ( x) = O r,e.ra tods. f E Cc: ... 

equivale éJ. : f (x) -- O' para t.ofür f e C7, . Então, se x* s, a. 
,J 

( iii) UC E-.rretaria é'. exts t ência de [, e ºs t a l que g (x) I Q 

condição 
, 

o que e 
éa. bsv.rdo. 

(iv)* (v) Bê.Sta ver que FC G. Se x E . F, en tão f(x) = O pura tod h 

f E GF 8 como C.F =: CG res i,;J. ta f ( x )) z= O pan1 todo f E CG , o que ro r 

(iv) implica xe G = Gc. 

( v) ~ ( i.) Pela asserção (b) temos C; G = CG e CE = CR então de. · i­

guald.ade CG = C\r resulta CG == cg , donde por ( v). s egue 7; = H. 1 

·obs ervação Q.u.ando· T é comp.h :tamente· re6 u.1:ar, G; é o conj·unto r1e to­

das <";:0: r,ttrtes comp;1cta~ · de '.i.' e A = Y == R 011 Ct va1e u:n r ez-uJ.tado me. i s 

forte que a asserção (a) da prop~5.2.l . : Se I é um idec.l fech~do de 

Ce,(T,Y) então existe um Único s1-fbconjunto fechado F
1 

de T t2.l que 

I = CF (T,Y) (cf'r. [e] ,Pl'Op.1 .. 2.)& · 
I . 

i " 

5 • 3 • 31:~~ Õ e. s e on t Í.::nua s e .s omé'~ direta fln it ~- . 

P1~011os içã ~ 5. 3 .. 1 . Sejai.-n T vru es1)aço~ to_r;ol Ó~:,: i cü; ~ um con junto de 

rx_;.:r•t es. comr..1,:J, c t ~i S de T c ontendo t od.,: s as .f i'~rte s f initas de l' e (Y. ) ,,.._·r;, 
- 1 l.sr.;.L" 

Ul l1.b. f ,imÍ l ü , fin i t a ciE A- mó uul o :::_ t o pn_lÓ,:) CG~" . 3nt ITo exü,te "0Jn i SO!,lOY-

f j_-~ dq A-mó dulo :.; to colóc; i co:c; 

Fu rc=1 . 1 . .. . t ~ s i m~ 11 Jcar a s no ·açoes ind ique□oe c o~ Y a ~orna direta 

Y . 
1 

01;.e pel a p :,,:-,op.1.4., 9 .,,(c) co incid e com o prod1.;_to · TI Yi. A 
iEF 

d ef ine 1.1m.b. aplic tt.ç t o 

Y ➔ Y­
i 

~ : C( T ,Y) -➔ $ 
iE F 

C(T,Y.) 
1 

; ;o r fr-'JSP( "lt'iof)iE p• Esta apl ice.ção '\JI _é obv i a m.ent e A-linear, a lém 

dic so da· propr i cdade·,unive r sol - do pr oduto do2 esp t1ç o s topol6e icos 

r y , . s e.gue ·q.ue _#'IIJ é b i.j e t ora . i'fo~, trerno ~~ qu e 
'i ' iE J!' ..., - 1 ,-

'"\/1 : Cr::( T 1Y ) ➔· G9 c~(T/{.) 
'r ~ iEF '7 1 

_,V 

é •.J.:n ho:rie omort'is mo. Consiclereinos um~: vi z Llh c:tn ç ::~ d e O em ©. c~(T,Y.) 
iE F \;,.l' 1 
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ãa. forma TT 'NJ. com wi . .:::; t \V(S.,. -,V.,_~) (onde st. E E5 e vti· 

iE.li' · J-(t.;n (_:i) 1.,J. l,.;. i 

é 1.una vizinhança de o· em Y i }. 3e ~ 1 é o co1:. j ,mto a.:a s reuniões fini-

d 
. r.~ . ,....,,, r:-:::,,. 

t2,s 0 e con~untos de 'O , B ,~ -to_::oJ ogià coinc:ide com a 'CJ -to;:olo-

gia e como S = l) st ·j e G-' :r·e s-Lü t:.:t q·,;. e r,::.r2. 

. •. v = n( n v .). 
'e..F 1,,v -~ ,.)t.J. {..._ ....... r, ..... .nv 

o conjunto '7( SJ V.) é u..:-nri vi .zinh.anç.:.::l de o err. CG (T, Y) e é fácil ver 

'\, f; ( r7(•.~-1V),.) r-. TTE ___ "'..·.· • 0 i"\l1 , , que 'f v ,_; _ .. , 11"" , que _pro:vl-i que ,.. e cront J .YJU8. . Se j u. 17, i 
l ~, 

• J . ~ f;_p . . J.caç a o 

ca:nônics. a e Y . em• Y, 
l 

,. - t 1 • ..e:. '" - ,., . . en ~uo :ptir8- oc.:.o i ,e;- ~ c.e:r 1n1.1;10,.:: UJJJ.ã 

1 ine:3.:-ci.d 2 .. à.e ele 1'z i c.:.carret 2- que <pi é A-lj ni=.~ ::.r, 

t ,... . . .. ' d n . C ( T Y) con 1.n,1.:1 po12 p8.r:.:. v .. m,;. VJ.z1-nn~U!Ç&. e v em 6 , 
com S EG, e V:::· T1 V. (onde V. fJ uma vizi:ri..r1:s.n-

iEF- 1. 1 . 

tem '-f1 (V(s,vi)) e \7(s,v). A coridição (s1cr2) da 

df . _,.. ~ . 1 · . 6 .. ,. ,,.,,, "'.,. 

e iniçuo ae so.m::i. 1~iret2. J.Jlf ler, que exi~i te D..111,:, ur:1.cB. é.l.P..LlCHÇao A - ..Ll.-

near con"J"Ínu:a q> to:rns.nü'o conutati vo . o dif.10 r2,.ma,; 
cpj 

----'!➔► c5 (':rfY) 
;;r' 

canônicn. 

5.,1 . A estr-..1.tUY-Ci de C~(~ ,.A. )-_.mÓrJ1;J.o toi'olÓgico de Ce,(T,Y). 

Se j 2<m r 1..1m es l)EÇ o to .roJ.Ó.t5ico, ~ v-1n co.nj ,mto ele .P'-i~te s comp2 .. cta ;:,; 

ele T cf.H~ contJm tod.e.2 F, ::::: _pn:rte .c,. fir.itox- <le T, li um e.nel tor,olÓ0 ico e 
, 'l l t ] ,. . I"' ,... J ,-.. e I rn ... ) y lJ~l J\-!JlOi.tU .. O . 0110 oglCOo '<[.). }J~'OJ)a :..~ ..... ,..:. ., j'r0Vc;;.ffi0t~ que ~\·.._,I , e em 

}iF,1·t i c1ü i.:T ce, CC, A), . 6 1..:.m. A ..... módul o to 10). Ógico. 3e ~ E C e,C'.T, A) e 

f e ~;e:5('i', Y) ri eftni;uci::; umét upJicc;.ç: i!o lp .f : T ...>,iry pela relação 

(L') · (~ .f)(t) = .(f(t).f(t) pc.:r·r, todo t E '.l' 
- ' . . t ' . . ,.. ,, . ~ . t ~ 1 ( ' 

er.•t;1o co:n ~l!'.l rt:. CJ.OClillO J.n, ei:ra;nen· .. e éi.n.8-0CO R O I ei O e.'!l J • . • US:.:lll(lO 

;.J. r:r.·o J_:iriedr~ü.e ur,ivers ,ü do :produto d.0,0 üF_pa ços tor,oló,:;ico-..•· A e Y e 8. 

cor,tj.r,, l.ifü-.de d a 3Iilícnção 1:y: i.\XY-?-Y) re~mltE: q-.....e ~.-r E . C(.T,Y). 
- -r· . ' - -, y~ ,- --11·c~--~ ~; e ,:: te. f O rmn fie.::. (i 9 .,. 1 n 1 n.:, t,.i:...1- , ,J.:..·· . •'. l'_,' c..o 



• 

qu.e possu t 

~~ 5.4 .. l., 

P Cs(TsA)x Ce,-(T , Y) ~ Ge(T,Y) 

('P, f) 1->- l4> .. f 

as J?ro_priedades segutnt e s: 

p é 2--b:tlinear eont :Ínu2. - _____ -;....... _____ ..;.......;,; 
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Sendo e vi.d eni;e t a 1:i;.;_rt!ir · de ( L 1 ) , qu~ p é Z- bi linE:.r8.:r, mo ::· tn;Ll02' 

, •. 
C.1 ~G 1') L' •'o.r,_t"t11_"~., •1 

') r t -+ 1 · 1 1 -
_- .r: "' " - ... ..... , ~ ;-:', . s. an~o h'.p_J.cemos o. _ema -d.t.2 • • 

' nd :i ,.., ( ,..., ' .. , · a ,ó = .... r m , 

.,!;_,.g_,2__ j_§.l?_ bl/ !. ,~iz:ar.o ,oa,;: G,'.J..,A.}, mostremos Q"J.e a· &.pJ'icB.Ç6.0 l)r 

d~ Ce; (T:, Y) ne10. mesmo defirifd2. p0r :f •~ ~oºX é eontÍnfü_;_ em f = O,. 

Dado V ( l<.,. V.), onde K E-E3 e V é :.ún:J v :r:zinhanç-õ. de o em Y, como Cfb (l<) 

é corn.pHcto existe, relo lema 1.,.3.6.i(b}, uma vjiz:i.nhanç-;3 W de 0 em Y 

.ta.l q::e ~(K), .. W e Vi d.onde: se·gu.e :p 1·• (V(K,Vi)) C \l(E, V)º 

LI co,,.,dj c~o (~ \ • l;'j ",(.•-"do f E C1 ,..., 'Y.' mo •-t·· .,,,·.,oc• J''º ~- ...,,,J-i C':c ... :-;o ,-," 
.::..!;...___ J.. l . -~ ~- ••'1"" 2 j • · 1 ••• e..,.._. Q! ' \ .!. f . ;' ti . • . 'J ....,.1..,. .,,., ( • 1.-1: - · d. '-• J!-' ..L. ct .! .....,_ t" . 

de Ce,( T ,A) eiTl :;e(T~-rY) definidé, por 'f t-+(flt~f0 
é c·ontínu2, em· (f> := o. 

Sejam F E 6 , e V um2. vizinh..'J.l'1~-~~ à.e C em. Y t entuo f 0 (L) é .co::np8.cto e 

1:-iortanto J .imit"tdo. Bxiste eliti:'.o uma. vLd1ihan~-a L d:e O em A. t:=-..1 que 

L.f0 ('J<) C. V, donde i~esulta 

p 11 (V(.i:-.,L)) C V(1'.,V) 

A co_~~s~o. (B3
): 11 é c:0:r.t{ri.11.;;,;, em (0.,0). Com efeito, ~ºe EE6 e V é 

u11,,! vL'. in.haii,;:a ê.e C ern Y, t:i contü:cüdn.de da fJ_ pJj_cF.:.çJo Py acarreta 

,,.:rw. vi::: i 11111:;;. !:1.Ç r:. • l 

e; V, ,londe f~ec. :..1.e 

Tr· o I)º e, j .... "."' o · ·.; º 1., • ~ • -- ... _· .. -- ~;- . ... , ~-

~ 8 O c!-;1 A e umr, vi ztnhança W de O 

p(V(;,:,L) ~ 'v(K, w)) e V(k, V) . 1 
em Y 

(L) 
, 

e de p e 

5.4~1 •• (b) De (a) que 

·"' ~'TA) é um =:mel to1.)olÓ[lco, _portanto o resultado 13ecue de lemu 
. ..., ~-, - ' .... 

'.) .4 .1 •• 1 
~ 

'\ ' d J ' ~ 
Triru. todo tt e A, conF 1 · e remo::. a ::,.p J..CHÇ éW À : 'I -~ A õe.f inifü,. _por 



5 r::; O · r · ' 1· · ~ _ .. ;:, • ~J..nc .1 l;J. o (, '.:- 1Jn ·k; ç_: .. o v. r; i f o ry.w.c. 
Teoren:;_,.a 5,.5 .. 1. 1'0 }JJ'.;inc1~ ... r.,1·0 u":::,,, 11·r.n1··1· :,-_:_~'.:---.. 1.o ''""l•p ,..,.,,E,) r:: ' ·, _.,,, 1' ,,...., o• ·r •· · \ - • 1., • _ 1).., , l O ... m, . .,QJ ,. -,,, ~ . .,,'-', · -~•-· .J, . -

ço de, l3[J_ire, Y un A--mÓdulo to i,oJ c)0 ic.o, (B ) w uri2. :-:eo"Jência de ... - - ., . .n .nE .1111 -~-~------

_2.Q_!~jurr~os fechcd.o::, e J.imitado~: de Y e H \;.m: suheonJ·unto de C('l\ Y; ci.;c 
~- ------~--'-..,_; - -

~'>lt.i:.d'.'.:l z (..'- condiy?-'.o: 

( I Tj ) 
. )1..., m € N t r::.l oue II ( i. ) ~ {f ( t ) 1 -f E E} ,5 B n .. 

V de,: T cont4'rn F.m· r.berto não Vc"i:Z,io ·: t;.:.l 

E(V) = { f(t.) ,. t E V e :f E H} 
.. 
e V de 

tni.s que 

.... 
ri.w.o conc;idere.!Eos o con-

Fn --{_tE v!f(t)E 

n 
.f E F 

( 
T'T l ) • n\ ,. '1 •· ,-, 
..tJ . .J lL.;;•.L.l.Cc, 

o que prova que V 

Sqndo ,-
l...'JTL 1/ e s p,;ç 0.: d e I3aLre 

o 

. o 
ex:i.s-te v E N tc:l qu.e ?'#· -/ 0 e então o con-

~-
ji.U;tO V - !,' 

--'y n,,..;,o v n,,:10 cor-atido eu: Y. Por defj_niç~.o 

F'v te '.no- • f( t) E B'1 j)«_r,; c&da t E V e p:;.:T.H c;,c:.a f E H, ~ . ,,.... 
H (V) C. B°" 1 donde I1 ('v') é J. ir:d t,Ao .. 1 

ou seja 

de 

normado e 

( Lll' ) sup !lf(t)li < .-,e 

.fEH 

v,.-, •t-~o r: __ .:·;-....._ t{ ccccn c.be:rto não v::,L'.iO V de T, exj._~::tem um subcon:i_unto ;:;ber --~:~!- t .:,- ~ -~ - ~ 

t.o não v~;.zio V de V -~~9:.~~onstante M t.al que 11 f ( t )H ~ M., _para cada 
~,., 

f e H e cad~ te v. --· Aplj_quernos o Teor.5. 5 .1 .. tomando oom.o :Bn a b,:üa fechada de cen­

tro o e r8.J.o n E Nf então é c1ttro . 0,1;,e ~ condiçã·o (LV') im:plica a con-
' . .... 
QlÇU.0 

vu.:::.:1.0 

(LU) fro Teor.5 .. 5 .. 1 •• óomo no Teor. 5.~).l., ph.ra cada ~berto 11ao -· v a.e T, exü.:tem tntão u:n · 2.b1::rto r.~o va~io V coetído em V e \, E 

l'{ t u.ü., c.yu e 
,.., , . 11 ~, ~ )11' ..,. • \ , , TT H(V; e L.., , ou se,Jci. 1 r \. •~ · ~ v ra:cc:. c ,io:u. í E ,"'1 l'? c;::;_da 

;v 

t E V. 1 



93 

Lem.t:-. 5 • 5 • 3 • -- Se;'··"' . ..,._ ,, m_ A-.mo' r.11'.-.J. o .. e l " . ·· · · l,. "L. . 
o./ ... wu .1. ~ _ - , ,.; >,to OL1CO ~ v uma Vl%:l:r,r,e.nça . 1m1.-

w a:: l_J (V -~ y) 

é Ulllé:. vizinr~an_ça li.!:!!it 2~,9:~. de O em Y9 _.E;:;; ra cz.oa pa rte .r:ão ve.::::u.J. G c:c, , º 

'.:'o:aw V é 2berto e V - y "" \X - J; !:-~ E V J é hol';! e ornorfo :.! v ~ ◊-­
conj1.:.ntl".> V - Y é ~.1berto r ru'r.:, cafü1. y E ;;, · do.nde W ,§ ;:, be r to. Como O = 

= ::f - Y ~; V - Y .1:<~-rr:. Cf~ô . .s y E . G,., . r·e s·;;l t t=,, r,ue W é war ... vizinh2._-r1ça rle o., 

Seja D ·1..1.n1.é~ vizinh::m:;u 1-<rbit.:rá:r5,::..:. UQ O err; Y, ent,ão exis te 1J.m.<:; viz:L -

-:1b:::n.ç(• U' de O em Y t&..l que U'+ U' C' lJ . Como V é l trr:i.t2.ú~. ex i a?te i;.m:.:. 

to, dúdos >. E -: e z E W, exiute y E G t:i l q 1.Áe ~ E V - y, donde z == 

:::. x - y com. x. E V e entto À 7, == Ax- + À (-,;:r) E sv + sv eu•+ U.' e I:,, [: 

ta e 2imJtricR tal que WC U, 

e ~-~e j~. fl Hm ':r:Jhconjunt o: de L , (X,.Y:r). Se exis-te 1;.rnc::. 2equência (3 ) .. ,e•' '' - - -"'· ________ ___.___ n ~,- '~-.. 

' "1· · · 1'1·i'ni:;n~ --o c: f'e"h"'-·, r- -··e· ,,~ "'"·.·t-',.•f~,"Cln·do- .. COT'~in~o· 
C,. 8 v. L- . . ~--xo." __ ._·::._ c>.Cl~,,, O: V , ..::.;:;_:.;;':_~' --'-·"-' '-·, 8. '" "' - ',,: '--- • 

(lü) ?é:.r,~ C,:d,:: x E X, exis te rn E 1f t,~.1 cu~ Il (x) = \u(x) 1 u E H} C "·' 

E~ nt:'.o H é lt,,1itc~do H::n Le(X~Y) .J.X•,:c~ cadri. con'i 1.mto e TIGO V3.ZÍO d~ x ::::]'· 

Go:~,o l)n E~ .:.::,f:rh todo 11 E M, re:-.:ultu que J\
1 

é (lJ.I!l :-:-. Vl í_H.Ilf1ançc,. 

<1e O u:i Y) .fechwL: n limitcdH e como vale a condição ('Ln) podemos 

o.i:J.íca r o Teo,r,. 5.5 .. 1. e.O a1:H:!!·•t,o d'::o vazio Xo Existe entto tun E.ber";_;,..) 

n ~o- Vtlzio 'i contido em X e existe 'l)é N t ais q_ue H e r (x~B..,). Se .o,;.:=; 
rV ..,, 

X, en:k ;.o o result:.1õ.o segue imed i ;.?,tLl.rriente · do lellla .3.5.6. e .:!E;. prcp., 
,"'1,,# .-t,,J. , "/·~ """' .,.,, A, ,..,. 

3 . .,5.R •• Se O €f. X, C(.:>mo X f ~1 existe a.E X -e e:?1tao X' = X - a= 

= l x - a 1 :x E, X} é wna vi.::.'.Ü"..:hm1çu de O em X. A condição ( C) ac<~r:re•~ 

t;;_ a exi stência- d (~. UE'\} 1 U ~':bert a e ~- irr.ét-:r·ic;:;,, tal que E\J C U1 do::> 

d e H C r(. X, U) .. De ou.tro lé:,JlO é fácil ver que 

N . " . '· f ( X, U ) C r ( x: W ). , o n.d e W =- '-,i ( U 
- ..-.r'Y u·) 

• ,, t- • 
Sendo U ::lberta, r3~me·~r::tc;i e 

"' J. 1··h'-' nç" 1 mi t &.dn d e O em Y 
- J . , , i..... U, ......., . ~ r e x 1

, w J e q1.ie W C V, ct·ou de 

l).,;;;_ 1_,., 

li·:nit::..:.ua, })elo 1.crnt:;, 5o5.J .. , W é uma vi~• 

e _pela · conõ:içZo (e)', exis te V E V t sJ. 
...., . 

r"fv., V1 T',•, c, .;~·cl1 • 0, "'oec• I~.,,..ecedente"' r e"'"'' 
\.,..:l_ ' ,{ ♦ ..J. • N - ~J.:l • ;_.t. ...,_ "',) I .,,_ ....... •- .._,,.._l..!. ~• 

. IV 

•. ,. ucr·rv.'t v)·• ,:., enbG'.o. de novo o re~,: -..: .. ltado· se_~c-.. ue ào lema 
"·ª .u . \ j\ ' ,. -

I.).1.-,.~ól) • ') r:; 8 ~ ~ _}O.,'fl QO [~ 
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_., ·r•ol .''1·1· O r.· h e: e• • ..,. -" -· } y· 
•Jo-. . ,_,_ .. J • ..1,.:.>. 0e J r:.m .·i.. 1;.rn er~ l):..:.ço , ... 0 .:..;Fff;c.;.c:1, 1J.:J;. e2 P~ .... ç_o_n_o_r_."fil_·•é.._· ~ 

H ~,m r~:;.bconjunto de J;-' ( Z., Y) t ~; l clre 

( 1u, ) S'!_l:i::, n f ( x) 11 < oe 
fE H 

r;ntão, sup li fjl < OQ . • 
f Eff 

n~cl-ic::mdo eom ~ o conj't;:ito r1 e toõ.aF &.e." viz:inr.LG.11ç:;.,s l t:ni t:::.d. :·~::· 

ô.e 1 1 2)(:;18 pTo.:::· .. J.~i .J., (Y,~) é. u·: _prtr 

(Y,'~)- satisL.~-. :.., cDuc.iç:'.:o ( G) clR. pr.ot. 

1 imi.b.;.U.8 e.s t{ co1üifh, :'ti v1n;,, 1:iol:, :·.:'ber"t; ;__ __ . 
i:! l,c..,1 n fc,r]l i.::.0::, de ce1·t::::--o O e 

loco o e o ri j ·v1.n t o 

Y.'8 io n E i'ir 

á.8 rro r .. 
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