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A origem derte trabelho € o ertudo yrorostc =z mim e =0 Frof.
Roberto Coste, peloz Profs.J.F. Lafon e A. Eicali das 21

vorisl, simetrice e exterior de mdduloc linearmente topo

.osizados,
Decde entZo, virios trsbulhos sobre o watunto forum iubliczdos, Le ou=

tro ludo, 0o estudo anui apreventado estd lonse destes idéicz. De fa-
Ty L5 mhlfo rapidamente levedo a conziderar probleﬁas de Zl-ebra 1li-
nesr com to}olot"0 quaisguer e a deccobrir nue nfo existia pratics-—
mente bitliografic solre os méddlos topoldsices.. 0 presente trabalho
comegs com modulos to;01dricos sem se deter no estudo dos anéis topo-
1dgicos por jd4 existir wms extensa bibliografis cobre este tema,
exenplo [ig] o [K] o [r3] o [E]er [B] + [M] » [ » [73] - ["‘]
e [WS entre muitos outros. A maior parte do conteddo dos Capitulos
1, 2 e 3 sZo generalizac¢les bastante simples de construgoes anilogas
~nas categorias dos EVT, grupos abelisnos topol’gJCOu e médulos, Mui-
tes questBes nfo foram sbordadas, entre estas sfo dignas Ce destague:

N e - § Ao 2 . r . N
(a) LStUdQ de epimorfismos, monomorfismos, nucleosz, imagerns, etc. ns

cgfego dos médulos topoldszicos; (b) Mdédulos metrizdveis e norma —
doss; (¢ ﬂl sebre multilinear topoldsica-~este problems € tratado em

3urte ne Cép. 4 de [Cd] . Sobre ouvtras questles naturais,como o -
culo Difererncial e.sa Cohomologiagconveguil esbogos rudimerntures de

teoriae gue,vor feltu total de motivag ao Ticarum red”,looq & meros

cezenvolvimertos torm91<,1“co npletos sam objetivo vizivel, razZo pe-
1¢ qual ndo foram incluidos agui.

L& redacfo deste trubtulho tentei zchar um ponto de eguil ibrio
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definir nada que estivesoce demonstrado e defixido nz literatura; (2¢)

Denorstrar e definir tudo de novo, 0 resultudo foli ums certa dualjﬂa-

N - N & . £ - - . - .
de de critlrio, por exemplo, ¢ inutil definir produto, soms diretsz,

e
x Ly - by = ) o 3 - 3 "‘»"‘ o - r 3 4 3

limites indutivos e projetivos de nodulos toioldgsicoe Jo gue estes

conceitos slo definidos nur categorius jeruir, pcr isto o fiz apenas

207 cusoe Mmeis utilicados que =uo & soma d
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Tyl

dircta e o produto.

Grande nzrte do presente tyotalho sproveilta o¢ resuliteados zZpre—
’ -

centodos em [&J ,porém esta nova reda¢fo € benm mais complets em vi-

[ 4 . .
ecetacivel o Cip. 4,que € inteiramente

r:.‘:

viow mupsclosycendo o meis

conctitiiido de resultados cue devconheciu quando da putlicacfo de
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compuctos e o principal resultaio de
outra inovsgdo en relags

demonstrados os dois resultados mais interessantes deste traba-

0 teorema de¢ duzlidude de Fontrj-guim pars médulos localmente
(Hq para mddulos sepurados. Ums
& E&ﬁ 0 Cap. 290nde szo definidos con-

juntos equilitrudos e cornjunios convexos. O Cup. 1 apresenta pouces
novidades em relagZo a [Aﬂ y apenas os resultados bdsicos sobre auo-
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’ INDICE by SIMBOLUS V!

U(A) ¢é o conjunto dos elementos inversiveis do anel unitédrio A
(pg. 1).
[M] é o submédulo do A-méaulo X gerado por M € X (pg. 1).
Hom,(X,Y) € o coujunto das aplicagdes A-lineares do A-mddulo X no
A-médulo Y.
LA(X,Y) € o conjunto das aplicagbes A-lineares continuas do A-mddu
lo topoldgico X no A-mddulo topoldgico ¥ (pse 5).
' € o aplicagao (sendo X um A-mddulo) de Xx X em X definida por
(X,5)>%x 4y . (pge 5) o s
EX é a eplicagdo (sendo £ um A-moaulo) de XxX em X ae:cln:a.da por
(XYl x -~y (pge 5)e
Px € a gplicagdo (sendo X um A-médulo) de Ax X em X definida por
(A, x)F>Ax  (pge 5)e o

<M> Ver D&+ Ye

AU& ¢ o wddulo topoldgico produto da femilia (X )aeap de médu-
A i
los copologlcos (pg. 10 }w

s

3;:’/\ é )\E\XA no caso particular LA = X para todo Ae N (pg. 10).
L

TTX é o produto da familia (X,) de médulos.
Ae/\ ' AMAEA. ~

Ae/\xh - é o médulo topoldgico soma direta da familia (X,laea de
nodulos topoldgicos (pge 17). '

E(A) é Aé%x no caso particular .XX—T- X pare todo A& N (pg. 17).
& ; :

¢ a soma Gireta da familia (XA)JI\Q/\ de mddulos.

©
e

AEA

N ¢é o conjunto dos nimeros inteiros.

4 & o enel dos numeros inteiros.

Q@ ¢ o corpo dos numercs racioneis.

R ¢ o corpo dos nimeros reais. :

€ ¢ o corpo Gos nimercs complexos.,
J[k,j] é o J-segmento de extremos x e y (p&e 35).

By € o conjunto de todas as partes limitadas de um A-mddulo topo—

18gico-X (pgs 44)e

é o conjunto de todas as partes compactas de um A-médulo topo-
14gico X (pg. 50).
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¥y € o conjunto de todas as partes finites de um A-médulo topo-
1égico X' (pg. 44). | !

F(X,Y) ou X & o conjunto de todas as aplicag¢des de X em Y,
?G(Xiy) ver Pgor4807 '

(B, V) ver pg..47.
Lg(X%Y) é L,(X,Y) munido da S ~topologia (pg. 49).
T(B,V) ver pg. 49. o

L F
’\)X’ ,\}X’ @X ver ch 51.

Egg € a categoria cujos objetos s&o os espagos topoldgicos e cu—
jos morfismos sdo as fungles continuas. . ) .
Mod , € a categoria cujos objetos sdo os A-médulos e cujos morfis-~
. mos s80 as aplicagOes A-lineares.
hod TORA VEer PLe Do '
GALC (ow MLug) e MLC gy VeX Pee 0L,
E&EA ver pg. bo.

¥ ' A ver P& 69, 

HO{X,A*] ‘ou B2 & o suulador de H (pg.‘70);
x° ’ Xé, ver pg. TC. ' |
V(5,7) ver pge 85.

Gy (1y¥) ver pg. 85.

CS(T,Y) ou Cgq ver pg. &7.

Z(f) ver PEe OTe




CAT ITCLO 1

AS CUNSTRU(UIS FUNLALHTAIS
NA CAToGORIA DOS MODULGS TCEGLOGICUS .

l.1l.Definicao de um mddulo topoldgico.

. As definigles de anel unitdrio e mddulo adotadas agui sao respecti-
vemente as de [Bl] e [52] o Se 4 é um anel unitdrio, X é um A-médu-
lo e M é um subconjunto qualquer de X, indicaremos por U(A) o grupo-
multiplicativo dos elementos inversiveis de A e por [M] o.submddulo

ée X gerado por M,
Definiggo 1.1.1. L,hama—se anel topologlco um con3unto A munldo de
uma estrutura de anel e de uma topologia satisfazendo oe axiomes -

seguintes:

(AT_) A aplicacio (X,y)r»X = ¥y de AxA em A é continua.
I N . " ’ . r

(ATII) A aplicacBo (X,y)rw Xy de A4 em A € continua,.

Diz-se que uma estrutura de anel e uma toyologia sobre um conjunto:
A sio compativeis se elas satisfazem os axiomas (AT ) e (ATII)

axioma (ATIJ_)(leVando em consideracsao (AT} )) é equlvalente aos deis
seguintes: :

(Al‘lI ) lTara todo a€ 4, as apllczigoes Xpipr 86X € X X8 de A em A so
continuas no ponto x = Q. '

.(ATIIb) A aplicagio (x,y)ts xy de AxA em A & continua no ponto (o 0).
4 justifieacgdo deste fato € o seguinte: :

Lema l.1.2. Sejan E,F e:G trés 2rupos abelianos topoldgicos e

b : ExPF-» (¢ wra aplicagho Z-bilinear » &nt80 b & continua se e sd se

se Verific‘am as treés: condicles seguintes:

(B ) Para cada XE€E, a apllcagao parcial b(x,=-)
por y+»b(x,¥y) £ continua no ponto y = O.
(}32)‘Para cade y €F, a aplicac8o parc1a1 b(-,¥) : E-» G definida
por x+»b(x,y) € continue no ponto x = O.

P -+ G definida

(133) b é continua mo ponto (C,0).

Resulta imediatamente da identidade
b(X,y) - b(x',¥y') = b(x - x',¥) + b(x',y =¥ ) + b(x -x',y-y). §
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IIa) e (ATIlb) se deduz um sistema Ge condi -
goes necessarlas e suficientes que deve verificar o f:.ltro&) des vi-
zinhangas de O em um gnel A para definir sobre A uma topologia com—

patlvel con sua estruturs de anel ; Q) deve satisfazer os axiomas se~
guintes;

(GAI) tara cada U € 63 y existe V& d tal que V ¢+ Vc U.

(GApg) Tara cada Ue(d ,tem-se - U dd . ,

(AVI) tare caia a € A e cada v ebd y existe W e ) tal que eV C V e
Wa C V.

(AVII) Fars cada Ve 63 , existe W& ) tal que W¥ C 'V,

LUos axiomas (A’.D )y (AT

lio gue segue (salvo adverténcia em contrério) a expressio "anel tos

_polégico significa "anel unitdrio tc;polégico“ e & expressio -“A—go’ﬁ_m—
lo topoldégico" significa "A-médulo & esquerda -‘bopolégico"..Frequen-

Zemente a expressdo "Sejam A um anel topoldgico e X um A-médulo to-

logico" serd abreviada por "Seja X _u_l__m A-médulo topoldgico".

ﬁei‘inigé’.o l.1.3. Seja & um anel topyoldgico. Um.“ A-mddulo topoldsico
é wi A-méaulo (a esquerda) X munido de uma topologia compativel com:

sua estrutura de grupo abeliano e satisfazendo o axioma seguinte:
(LT) A eplicagfo (A,x)r» AX e 'Ax4£ em X é continua.

Dado um anel topolégico 4, diz-se que uma estruturs de A-mdédulo e

umns, topologia sobre um conjunto X sdo compativeis se a topoloxia é
compativel com a estrutura de grupo abeliano de X e se verifica o
uxioma (MI), meste caso se diz frequentemente que a topologia é com=
pativel com a estrutura de A-médulo de X. '

Em virtude do lema 1.1.2. 0 axioma (M) é equlvalente a0s trés axio-
mus s=gulntes.

(LI}) lars todo x €X, a apllcagao 7\»)\x de A em X & continua no
ponto A= (. : ‘

(k2 ) Fara todo A€ A, & %».Llcagao xu_y?\x de X em X é continua ro
ronto x = (C.

(M’f I) A splicag&o (7\ x)r—:,lx de Axc£L em X € coutiuuda uo “ponto: ©y Qe

Deduz-se um sistema ue wuulgoes necessarlas e sulclentes gue deve
veriricar o f:.ltrogj) das vizinhan¢as de ¢ em wm A-médulo X rara ue-
finir sobre X uma topologia compativel com sua estrutura de A-mddu-




3
lo, 55 deve Satlﬂi&zer, alem dos axiomas (GA ) e ((:AII), 08 axio-
mas seguintes:

(MVI) Fara cada x,€X e cada VE (D , existe uma vizinhanga S de O
em & tal que Sx C V,

(MVII) Fara cgda 7\0611 e cadé VE‘&)) , €xlste Wé@ tal que AOWC. v,

(MVIII) Pare cada V€D , existe uma vizinhange S de C em A e Weld
tais que SW C V, |

Ume forma bastante frequente de definir uma topologia sobre um A-mé-
dulo X (A sendo um anel topoldgico dado) & dar uma base 6> do fil -
" tro das vizinbancgas deQ em X, o sistema de condigae‘s necessé:ias e
suiicientes que deve verificar 6?) para definir uma topologia compa-
tivel com a estrutura de A-mSdulo de X é constituido pelos axiomas
(Irlvl),(EVII),(MVIII),(GAI),,@ o axioma (GAII) é substituido pelo axi-
ona : _ .

(GA:'[I) Para cada U€6D , existe V e tal que =V cu.

Proposicio 1.1.4. Se £ & uma aplicacfio A-limear de um A-médulo topo-
1dgico X em um A-mddulo topoldgico Y, enté’.o £ é continue se e 86 se

[ 4

£ é continua em um ponto.

E um caso particular da prop.23 de [ 4] , ch 3,§ 2, ned8,

sxemplos de mddules topoldgicos

(1) Todo espago vetorial topologlco sobre R (resp. C) € um R
(resp. C)-médulo topoldgico.
(2) Se 5 & uma base de filtro sobre um anel A, formada de ideais
bildteros entéo &5 ¢ um sistema fundamental de vizinhancas de O pa-
ra ume topologia compativel com a estrutura de grupo aditivo de 4
pois 65 satisfaz obvismente os axiomas (GAi) e (GAII). como 6 tam—
bém satisfaz os axiomas (AV ) e (AV'I) resulta que esta topologia é
compativel com e estrutura de anel de A.lestas condigGes sejam X um
A-médulo e 65 ums, base -de filtro sobre X formada por sub-mddulos,
entao Qf é um sistema fundamental de vizinhengas de 0 para umsa topo-
logia compativel com a estrutura de grupo de X. E trivial a verifi-
cagio dos axiomas (MTiI) e (mmili), donde esta topologia: sobre X é
compativel com a estrutura de A-mdédulo se e 8l se verifica o axioma
(MTi) (gue pode se verificar ou mdo, cfr, corol.l.3.9.f.'Um caso
particular do que precede, em que o axioma (MTi) se verifica é quan-




4
ao 65 é o conjunto de todos os submédulos da forma aX com & percoxn-
rendo 6 . i queStoes de flgebra Comutativa e Geometria Algebrlca
(efr, Bﬂ ) aparece frequentemente o seguinte caso particular da’
construggo anterior: fixado um ideal & de Ay, o conjunto 6> & forma-
do pelas poténcias 8" (n & N, nzl), sendo (> entdo o conjunto dos
subméduleos do tipo a"X. Estas topologias sobre anéis (resp. médulos)
que admitem um sistema fundamental de vizinbangas de .0 formada por
iceais (resp. submdédulos) sio em geral conhecidas pelo nome de topo-
logias lineares.

(3) Se A4 é um anel topoldégico e X é um A-médulo, entéo {ﬁ,K} é com-
_patlvel com a estrutura de A-médulo de X; 8se $ éa topologia discre-
te sobre X, entdo O & compativel com a estrutura de A-mddulo de X

se e 86 se para cada x € X, o anulador de x em A é aberto em.A (em

particular, se X possui um elemenio livre, § & compativel com a es-
truturs de A-médulo de X se e sd se A ¢ discreto). Se A ¢ discreto

e T € uma topologia compativel com a estrutura de grupo abeliano de
X, entdo T é compativel com a estrutura de A-mddulo de X se e s0 se
se verifica o axioma (MT'I), pois como A & discreto & verificacgdo
Gos axiomas (MT') 2 (MIIII) é trivial. Em partlcular, todo grupo ebe
liano topologlco é um Z-médulo topoldgico quando Z é munido da topo-
logia dlscreta, pois neste caso a verificagio do axioma (MT ) tam—
bém é triviel (indugSo a partir dos axiomas (uA ) e (GAli))‘

Froposicdo 1.1.5. Sejam X um A-mddulo topolégico, X € A e b & X,

A eplicacdo X+ &X + b de X em X é continua.Se & e U(A),entdo es -

ta aplicacdo € vm homeomorfismo.

A primeira afirmagio segue do axioma (MT} ) 2 da prop.l.1.4..

Se « € U{(4A) entdo x»d*x - o'y, é a :unersa aa apllcagao Xr> XX 4D ﬁ

Corolédrio 1.1.6. Se W é um conjunto aberto (resp. fechado) de um A-

-médulo topoldgico X, entdo o'W & sberto (resp. fechado) para cada

X € U{a). Se K é um sub-conjunto compacto (resp. comexo) de X, en—

tzo oK & compacto (resp. conexo) pare todo X € A. [

Observacio ' Sejam X um A-médulo topolégico, X um elemenio do centro

de A e hy : XX & eplicag8o definida por X > ®X. Da propel.l.5.

segue que se & € U(4), entfo hy é um isomorfismo de mddulos topold
icos,mas a reciproca néo é verdadeira como mostra o exemplo seguinm
te. Seja A o anel des fungdes camplexés continuas definidss no in -




tervalo \[0,'1] de R munida da topologia definida pela norma
Well = suple(x) |
seja £ 0 1ldeal de A formado pelas fungdes de A que s3o nulas no in
tervalo [O,b] + biostremos que se X € A é a fungdo X +» x - 8, entdo
& aplicag8o hy : X— X definida por £+ of é um homeomorfismo A-1li-
near de X sobre X, embora o & U(a). Com eieito, é claro que ho €
bijetora e continua, é suficiente provar que hy é abéerta. Sejem, pa-
re. cada numero real r>0, Br a bola de centro O e raio r em A e

V.= XMB,, como '(Vr)r>o
de zero em X basta provar que ho((Vr) é uma vizinhanga de zero em
. X para cedéa r>0 (cfr. [34] sch.3, § 2, ned, prop.24.). Fixado r>(
seja & um nUmero real tal que U<s<r(b -~ a), mostremos que .

ho (V) D Vyo De fato, se g€ V,, entdo g € X e [jgl|<s. De outro’
lado, a fungzo f : [O,lj ~» ¢ definida por £f(x) = 0 se 0KLxX<b . . e
f(x) = g(x)/X(x) se b<x <1l é obviamente continus, donde f € X,
Além disso, € claro que Xf = g; basta ents8o provar _gué fev, o

« Se & e b sdo dois nimercs reais tais que C<a<b«l,

¢ um sistema fundamental de vizinhangas

que resulta da escolha de s: '

"f” = sup !f(x)? = sup.'..éif_‘"ill_ £ sup lg(x)l .. el < 8 < &
b<xgl _b<:xsl ‘o((x) <zl b -.a " b-a b - &

Seja 4 um anel %opoldsico fixedo. A classe dos A-mddulos topold-
gicos com as aplicegles a-lineares continuas como morfismos € uma .
categoria__aditiya gue Sexd indiceda por lod TOEA, 08 isomorfismos
nesta categoria edo e:gtéo o8 homecmorfismos A-lineares. Se X e Y s8o0
dois ob,jeto-s de od TOEA, o conjunto das apiigagaes A-lineares con—
tinuas de X em Y serd indicada porxr L, (%Y). o
NotagBes: Se X é um A-mddulo, indicaremos frequentemente por SX 5
.?'sx e py as respectivas aplicagdes : '
8y * (2,5) € XxXw—» x ¢y €K

8¢ ¢ (X, y) €EX>xXr»x-y €X e Py

Sejam A,B dois enéis topolégicos e @ um homomorfismo continuo

: A,x) €A Xv>Ax X ,

do anel B no aael A. Fara todo A-médulo topoldgico X a lei externs
P': Bx X—>X definida por (P,x) = e(P)x = pX(Q(fb),x) define ums
estrutura de B-mddulo topoldgico sobre X dita associada & 9 e & es~
trutura de A-mddulo topoldgico de X. De fato, & aplicacl8o p' é con-
tinua pois a aplicagBo @>id : BX X-—= AX X 'é continua e

p' = pgo (@>id) . ‘
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1’2‘,bubm°°ulos:'Componeutes conexass, submdaulos dengos e submd -
dulos abertos.

{

Sejam X um 4-médulo topoldgico e S um subuédulo de X.as restrigdes
das aplicaQSes_EX e py a 8> 5 e 4> S respectivamente sgo conti-
nuas 0 que prova que a btopologia induzida sobre S pela topologia
de X & cowpativel com a estrusura de a-médulo ae S; a estrutura de
i~médulo tupoldgico assim <erinida sobre S é dita induzida pela de
L. $alvo advertéuncia em countririo,quando counsidersrmes um submédu~
lo S de X como um A-médulo topoldgico, eerd seupre esta & estrutu-
ra considerada. As trés proposigdes que seguem traduzem para o0s md
_dulos topoldgicos resultados coihecidos pars 08 Lrupos topoldgicos
(cfr. [34] g Tl

Troposicio 1.2.1. Sejs S um_submbdulo de wa A-mddulo topoldgico X.
Ten—-se enbtzo _ )
(a) © Techo S de S é um submdédulo (techado) de X, em particular o
feecno L de S = {C} & um subwéaulo de X.

(b) Se¢ 5 & localmeite feChauu nuld pouto, entso S & fechado.

(c¢) & & aberto (resp.uiscreto) se e 80 se S poesui um ponto inte~-
rior (resp. isolado). '

(d) Se S & sberto, entdo S ¢ fechado.

(&) Com efeito, as aplicagles Ek e Py sfio por hipdtese conti-
nuas e como Ts'x(SxS)_C S. e pK(AxS) C 8 resulta: '
§X(§x§) = §,5XB) 5 (5xs) 8
px_(Axé—) = py(£<3) C py(ax8) C 8
as afirmacdes (b),{c) ~ e (d) s8o védlidas para grupos ;oQolégi'~

cos. §

FroposicBo 1.2.2. Seja X um aA-médulo: topoldgico, Tem—se ent8o

(a) Se X é conexo, entSo X é gerado por cada vizinbanga de U.

(b) A componente comexa K de O é um submdédulo fechado de X; & com—

ponente copexs de um pouto x € X é o subconjunto x + K.

& aefirmecdo.(a) segue das partes (c) e (d) da prop.l.2.1. Co=-
mo (b) vale para gfﬁpos-topolégicos, K é um suvbgrupo fechado de X
e pelo corol.l.l.6. para todo A€ A o conjunto Ak € CONexo & como
0 € A\K:para todo A€ A resulta AKC k para todo Aea. B

Froposic8c 1l.2.3. Seja S un subwddulo denso de um A-mddulo topold—.

gico X. Se S ¢ gerado por cadsa viginuanga ae O em S,-entﬁg X é ge~




rado por cada vizinhsnca de O em X.

# i

Seja X um A-mdédulo, para eada x € X indicamos por j_ : A>Xa apli-
cagéo A-linear definida por A k> Ax. Fars todo submodulo S de X e
todo x € X, seja

I(S,x) {leA[)xes}
E clarc que I(sS,x) = (S) ’4 (SN Ax) donde resulta que I(S,x)
é uw ideal de A e I(s, x) = A se e sd se x € S,

Froposig&o 1.2.4. Sejam S um submédulo sberto préprio de um A-mddu-

lo toroldgico X e x € Cs. Entgo I(S,x) é um ideal saberto prdéprio
ge A.

Como S & aberto, S é uma vizinhanga de O em X e por (ME!) a .
aplicagio gt A—> X é A-linear continua, donde 34 (8) = I(s,x) é

uma vizinhange de O em A o que acarreta (prop.l.2.1.(c)) que I(S,x),
€ aberto. Como x ¢ S resulta 1 & I(S,x). O

Proposigdo 1.2.5. Seja A um anel unitdrio topoldgico, as condic¢des

seguintes sfdo equivalentes:

(i) A n8o possui_idesis abertos préprios

(ii) Tode vizinhanca de O em A gera A como ideal,

(1ii) Nenhum.A-médulo topoldgico X possui submddulos abertos prd -

prios ( em particular, todo A-médulo topoldgico X é&igerado por qual-
guer vizinhanca de 0, donde segue que o Vnico A-mddulo tdpolégico
discreto é (0)).

A implicagdo (i) => (ii) segue imediatsmente da prop.l 2.l s{e)s
(i1)=»(1ii): Suponhamos que existe um A-médulo topoldgico X que pos-
sui um submédulo aberto yprdprio S. Existe entfo x €1ES e pela prop.

1.2.4. o conjunto V = I(S,x) é um ideal aberto prdprio de A. A hi -
pétese (ii) acarreta em consequéneia que [V]- = A, de outro lado é
claro que [V] =V poftanto I(S,x) = A o gue é absurdo.

(iii) = (i) : Basta aplicar (iii) no caso X = A. B

0 resultado éeéuinte dé dois exemplos de anéis topoldgicos gue
satisfazem as condigaes egquivalentes da prop.l.2.5. e dois exemplos
de anéis que nSo as satisfazem. "

Corolédrio 1.2.6. (19) Seja A um anel unitdrio topoldgico possuindo

wme, _deas propriedades seguintes:
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'(a?' 0 € v(ﬂ) ; (b) A € conexo
Nestas condicles,

A satisfaz as condicBes equivalentes da prop.l.2.5.
(22) Se g topologia de A é discreta ou linear nSo cadtica, entfo
A n8o satisfaz as condicdes eguivalentes da prop.l.2.5. .

(12) Se I ¢é um ideal sberto de A, ent8o a condicdo (a) impli-
ce que INU(A) # & donde I = a4,

(22) De fato, nos dois casos 4 possui ideais abertos prdéprics. @§

Exemplo Se K indica indiferentemente R ou C e T & um espago topo-
1dgico, o anel 4 = C(T,K) das aplicagdes continuas de T em K muni-
. da topologia definida pelas semi-normas

Pyt fi——)tseu%;l f(t)l

onde: K. percorre os compactos de T, é um anel topolégico‘que sétis
faz a condig¢io (a) do coroldrio anterior, De fato, se W & uma vizi-
hhanga de O em A existem compactos Kl""’Kn-e nfimeros reais positie
VoS dl""’“n. tais que

m V(Ki’di)c W

‘ 1€isn
onde V (Ki,ui) = {f_;‘_e C(T,K)l .pK‘(f) < c(i} . Se o é um ndmero real
tal que .O<0(<.ir_1f0(i ef « T ;-3»11{ é a fungBo definida por f(t) = &
para todo t € T} entdo fEO'V(Ki,o(i) € W donde £€ WM U(4).
Definigfc-1.2.7. Sejam X um A-médulo e L um subconjunto de X tal
que O & L. Um submddulo S de X é dito L-meximal se satisfaz as con-
digbes seguintes:
(12) SAL =g | |
(22) Se S' é um submddulo de X, SC S' e S' L =& entdo S'= S,
Proposigdo 1.2.8. Sejam X um A-médulo topoldgico e:L um subconjun-
to de X tal gue O ¢ L. Ent8o, todo submddulo aberto S de X tal gue

SAL = g estdocontido num submddulo aberto S, de X que & L-maximal.
O conjunto F dos submbdulos W de X tais que SC We WAL =g
néo vazio pois S € P , B fdcil ver que F, ordenado por inclusiq

(1218

D~

indutivo, e entfo pelo. lema de Zorn possui um elemento maximal Se ¥

Observagdo No caso‘pafticular em gque A e X s&o discretos e 0 ¢ L,

0 resultado anterior acarqetafqpe sempre existe um submddulo de X
que ¢ L-maximal. De fato, basta tomar § = {O} . Particularizando
ainda mais, tamendo - X = A e L = {l} obtemos o teorema- de Krull so-
bre existéncia de ideais maximeis de um anel unitdrio.




: 9
Sej‘am X um A-médulo topoldgico separado e M um subconjunto
nao vazlo de X. Indicamos por <M> o conjunto de todas as somas ,

le.x » onde (}X)XEM é uma familia de elementos de A tal que a
xelM

familia (AX‘X)XEM ¢ somdvel. Com estas motagdes temos o resultado

seguinte:

Froposigéo 1.2.9. (a) ﬁ é o menor submddulo fechado de X que con-
tem M.

(v) - {M) & um submddulo de X.

() [N‘]C<M>C[N] (portanto, se [MJ é conexo, ent#o <M> é conexo).,
(d) M> é fechado se e s se <M> = [M] .

A afirmag@o (a) é triviel. Mostremos (b), de [34] » ch, 3, §5,
ne5 prop. 6 resulta que <M> é um subgrupo de X. Seja z € <M> e
P‘EA’ se z = ZX .X, entfo a familia (A_.x)

, - xep® X _
a homotetia h,,k: X—=>X definida por y = Wy é A-linear continuez re-
sulta (loc. cit. prop. 5) que a familia (hﬁ(xx'x))xefu:'_(f*le x)xeM
é somével e é fécil ver que esta soma & MX A primeira inclusdo de
(¢) sendo dbvie provemos a segunda. Se z =ZAx.x é un elemento de

N . . XEM . -
<M> , entdo para cada vizinkanga V de O .em X existe um subconjunto
finito P, dé: M tal que 2. A_.x - z € V para todo F tal que F & um
, XEP c ’
subconjunto finito de M contendo F, , 0 gque prova gue [M}f\(z + V) #4

A afirmacgdo (4) resulta imediatumente de (c). [§

V d I d
e
x€M somave‘l e gomo

Exemplos

(1) Em geral, se tem [M] # (M] ymesmo se A e X sio separados (nfo
discretos) como mostra o exemplo: A :VQ,’ X=ReM-= {l};.qé claro

——

que [M] = Q e [M] = R.

——

(2) Em geral, <M> # [M] (i.é. <M> nio & fechado) mesmo quando M §é

um conjunto infinito como mostra o seguinte exemplo: sejam A = R e

X = C([O,l]) munido da norma ”fu = -suplf(x)[ . Fara todo n€ N, n>0
. R ' ‘ - 08xg1 :

indicamos com f_ & restrigéo a .[0,1] ds fungﬁé xp-;-xn, f, =1 e se-
ja M .= {fn‘ ny O} . Tem-se entdo <M> # X, mas pelo tenrema. Stone-
~Weiertrass: [u] = X. -

| 1.3. Produtos e topologias iniciais nos mddulos topoldgicos,

Definigao 1.3.1., Seja (X)\)Re/\ uma femilia de A-mddulos topoldgi -




| | 10
cos. Chama-se produto da famflia (Xy)aea & um par (B, (Mp)aen) Ve-
rificando &s condig¢Ges seguintes:

(FMI1) P € um A-médulo topoldgico e Ty é uma eplica¢@o A-linear ‘con-
tinua de P em X, , para cada A€A,

(PMT2) Para todo A-médulo topoldgico Y e para toda familia (f))aeA)
onde Iy é:ama aplicagdo A-linear continuma de Y em X, existe uma

tnica aplicag8o A-linear contf{nua f de Y em P, tornando comutativo

o diagrama
A 2

g e Y

X
B T it (AeA)
Pé.

Proposiciao 1.3.2. O produto existe e é Unico a menos de isomorfis -
mos_na categoria Mod TopA |

s

Indicamos por (P',(T;)xeA) © produto da familia (XAlAEAlreallr
zado na categoria EQQA, entdo P' é um A-médulo e, pare ceda indlceA.
"\ € uma aplicagdo A-linear de P' em X; . Indiquemos por P o A-mb~
;gﬂulo P* munido de topologia T produto das topdlogias dos X,, ent3o
ciE'(ﬁA)}e/\) é o produto da familia (X )xea na cetegoria Top, don-
ﬂ%e segue que My é uma aplicagdo continua de P em X,, para cada in-

dice A, Da existéncia de produtos nas categorias EQQA e Top, segue
imediatamente que se verifica a condigge (PMT2), portanto sé falta
verificar a prlmelra aflrmagao da condig8o (PMT1l), isto é, que T é
compativel com a estrutura de A-mddulo de P'. Como o produto existe
na categoria dos grupos topoldgicos, T € compatlvel com a estrutura
de grupo (abeliano) de P', sendo portaento suficiente verificar os
axiomas (MT 1y (MT ) e (MT 'I) 0 que resulta imediatamente da defi-
nicao de T e do fato de ser Xh\um A—modulo topologlco para cada indi-

ce A . B

Y3108

0

NotacBo No gue segue indicaremos com o sfmbolo

lnd

J 1 xa
o produto em Mod To EA da familia (Xk)kef\ Quando todos os Xy s&o
idénticos a um mesmo A-mddulo: topologlco X, o produto € indicado pe-
lo simbolo o

EA'

Se o conjunto de indices N é finito e Card(N\) = n, escrevemos sim-
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plesmente
~ L
P X : i
Sejam G um A~médulo topoldgico, T um A-mddulo e u:T-»G
una eplicacao A-linear, A topologia imsgem reciproca por u da topolo-
gia  de G, isto & '

Lema 1.3.3.

T, (G) = {u'1 U)l U é aberto em G}
é COJatlvel com & estrutura de A-~médulo de T.

Mostremos que sT é continua no ponto (xo,yb) € TxT. Sejam U(V)
uma vizinhanga (aberta) de Sp(Xey¥o) = Xo = Yoy Vg =V - u(Xg — Yo )
e V2 uma vizinhanga simétrice de O em G tal gue V2 + V2<: Vl' Entdo
& continuidade de §T resulta de relagdo
_ {[x +u(V )]»x[:yo + ul(v )]}Cu(v)
De forme analoga, py é continua no ponto (A,,x,) € AxT, pois se BHV)
é uma vizivhanga (aberta) de pp(d,,%,) -A o %o, entdo u(A,xg ). = A, ulx,)
€ V.e a continuidade de Pg implice gue existem uma VlZlnnanga S de
A, em A e uma vizinhanga W de u(x,) em G tais que pG(Svcﬂ) =SWc V
donde resulta pT(Sxﬁ1('N))c ﬁﬁ(V). & "

Iroposigfo 1.3.4. Sejam (X5)aepn une familia de A-mdédulos topoldgicos

X um A-médulo e, parz cada indice A, seja f) uma eplicacido A-linezr

de X em Xy. T8m-se_entBo_as assergSes seguintes:

(a) A menos fina das topologias sobre X .gue torns continuas todas 2s

aplicagdes- fy, € ume tojologia T compativel com a estrutura de A-md -
dulo de X. | _ | -
(b) Se £ : X—P —-TTXA é a aplicac3o produto. da familia (f,) (i.e.

féa apllCa(‘aO determlnada pela familia (f4) por (EMT2), donde f(x)

= (f3(x))yp para todo x € X) entdo (com & notagdo do lema 1.3.3.)
T = T(P) =THPAL(X))
(¢) se 63, é um sistema fundsmental de vizinhancas de O em X5 , 08

() f-;\.(v}\__)
1 1

conjuntos da forms

lsish

formam um sistems fundsmental de -t -vizinhangas de O em X, (A )

. l<ign
sendo uma seguéncia finita de elementos de N\ , e para tcdo 1ndlce i,

V. um conjunto gualguer de A -

A, A | .
2 A afirmagfo (b) resulta de [B] ch.,l, §4, prop.3; de (b) e
do lemas 1.3.3. resulta (a), flnalmente (c) segue de (a). B

Coroldrio 1.3.5. Suponhamos gue 0s A-médulos X sfo separados. En-
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tao_as condigoes seguintes sZo eguivalentes:
(i) T € separada.

(i1) Fara cada x # 0 em X, existe A€A tal que fy(x) # O.

Corolério 1.3.6. Sejam A um znel topoldgico, X um A-médulo e (Ty)reA
uma_familia de topologias compativeis com a estrutura de A-mdédulo de
X. Entéo

é compativel com a estrutura de A-mdédulo de X.

Indiguemos com Xy o A-médulo X munido da topolégia T ; por de-
_finigéo’c é a topologia menos fina sobre X que torna continuas todas
as aplicacgdes i7\ = 1id.: X—=X,. Como i, é A-linear, o resultado se-
gue da prop.l.3.4.,(a). @

DefinigZo 1.3.7. A topologia T da prop.l.3.4. é chamada topologia ini-
cial de X em Mod Top, para a femilia de aplicacBes A-lineares (f3 )xea-

Exemplo Sejam A um anel topoldgico, Y wm A-mddulo topoldgico, X um
A~-médulo e ¥ um subconjunto de HomA(X Y). Para todo subconjunto fi-
nito F de E e para cada v141nhanga V de O em Y, conséideremos o con-
junto N(F,V) dos x & X tais gue f(x) € V para toda f& F (i.e.N(F,V)
-fgf (V)). Entfo o oonmmto(b dos conjuntos N(F,V), onde F percor-
re 0S subconjuntos finitos deQ e V percorre as vizinhangas de O em
Y, é um sistema fundamental de vizinhang:és de 0O, para uma topologia
Y E) sobre X compativel com a_estrutura de A-médulo. De fato, bas-
ta aplicar a prop.l.3.4. com N\ = «8 e X3 = Y para todo Ae/\, entdo
o, (Y, ﬂ ) é precisamente a topologla inicial de X em Mod TOEA para o
81stema Q de aplicag¢des como resultsa da definigdo de 63 e aa parte
(c) da prop.l.3.4. .
Coroldrio 1.3.8. O limite pro;,etlvo ex:Lste em Mod Top, (e é vnico a

menos de isomorfismos)

Seja (Xa,fu@) um sistema projetivo de A-médulos topoldgicos. Se-
jam X = llm X (algebrlco)‘ e f : X —>X,a aplicaglo A-linear candni-~
ca. ConSJ.deJ:‘emos sobre X a topologia T inicial para a familia de apli-
cagdes (fg). Entfo X munido de T é um A-mdédulo t0polégico_e para todo
% tem-se f, € L, (X,Xq) . Sejam ¥ um A-médulo topoldgico qualquer e gy
uma aplicagdo A—llnear continua de Y em Xy tal que a relagéo a'<(5 im-
plique gy = ML Pelo caso algébrico existe uma unica aplicagdo A-
linear g de Y em X tornando comutativo o dlagrama
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1.
para todoo . A continuldade de g resulta imediatampnte da comutati-
vidade do diagrama e da parte (b) da prop.l.3.4.. B

§9£9¥é£19 1.3.9. Sejam A um anel topoldgico e X um A-mddulo. Entéo
existe uma topologia & compativel com a estrutura de A-mddulo-de X

gue é a mais fina das topologias compativeis com a estrutura de A—mo—
dulec de X,

A colegdo de todas as topologias compativeis com a estrutura de
A-médulo de X é ndo vazia pois = topologia cadtica lhe pertence e o

supremo ¢ desta cole¢fo é compativel com a estrutura de A-médulo, de
X pelo corol.l.3.6. . B '

Definig8o 1.3.10. Sejam A um anel topoldgico e X um A-médulo. A to-
pologia & do corol.l.3.9. sobre X é cheamada topologia A-fina para X.
X é dito mdduwlo A~fino se X é um A-mddulo munido da topologia A-fina.

Proposicfo 1.3.11. Sejam A um anel topoldgico, X um A-médulo e T

uma topologia compativel com a estrutura de A-mdédulo de X. As condi-

cdes seguintes a0 ecguivalentes:
(i) T € a topologia A-fina para X.
(ii) Fara todo A-mddulo topoldgico Y, se tem HomA(X,Y) =_LA(X’Y)-
A implicag8o (i) =3»(ii) resulta imediatamente da def.1.3.10. e

do lema 1.3.3..Reciprocamente, se X, é o mddulo X munido da topolo-
gia A-fina, como por hipdtese HQmA(X,XO) = LA(X,XO), resulta em par-
ticular gque a aplicag@o idéntica 1y : X—>X, ¢ continua. [

Exemploé , _
(1) Se A & um anel topoldgico, entZo, A considerado como A-mddulo

topoldgico é A-fino pois se Y é um A-médulo topoldgico arbitrdrio e
f € Hom, (A;Y) entio f é da forma A+»Ay (onde y = f(1)), donde f é
contlnua por (MT') e a conclusao segue .da prop.l.3.11. .

(2) Sejam A = R ou ¢ e X um espago normado sobre A. Mostremos que
se X.é A-fino, éntad dlnm}i(oo, Com efeito, suponhamos por absurdo
gque dim

A :
A~linear descontinuva. Seja (ex)ver- uma. base de X tal que'ﬂe‘"= 1l

X =00, entfo, pela.prop.l.3.ll., basta construir uma forma '

pars todo indice ¥ ; a hipdtese sobre a dimensZo de X acarreta que e-
xiste uma aplicagd@o injetora j.: N—>T e a aplicagiéo fe&HomA(X,A)
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definide pelas relecdes
~, :
f(e‘) = J (¥) para todo Y e j(N)
’ f(eT) =0 para todo Yy e[ - j(N) . -
nao € continua pois a imagem por £ do conjunto limitado L = { eﬂ ‘Sﬁ'r}
+ 4 reciproce da afirmacio acima, a

dimAX<°0 = X é A-fino
é também verdadeira,

azremos uma demonstragdo deste fato no Corel.
10506. o :

(3) No fizzl- deste capitulo, veremos wum exemplo bastante natural de
topologia A-fina sobre um A-mddulo (Teor.1.5.4.) .

l.4. Topologias finais, soma diretsz e gquociente nos mddulos tépolo’—

gicos
Lema 1.4.1. BSejam (Z,T) um espago topoldgico, T um conjunto nio va-
_z__ii),_"g uma familia de topologias sobre o conjunto T e g, = sup’G .
Se & + Z—>T é ume aplicaclo T- ¢ - continua para toda G e€B , en
.80 g € T ~ O, - continua. ' '

Ver [BI_:,] » chel, §2, ne3, prop.4. B

Projposig:ﬁo 1.4.2, Seg’am.-(XX)Ae/\ uma_familia de A-médulos topoldgi-
cos, X um A-médulo e para cada AE€A , seja fy uma aplicacio A-linear
de X em X. '

(1e) Existe uma topologia T sobre X que & z mais fina das topologias

compativeis com a estrutura de A-médulo de X gque torna continuas to_
das as aplicagbes.f . '

(29) guponhamos X munido da toypologia T de (19). Entdo, para todo

4-médulo topoldgico Y e purs toda apiicagao A-linsar g de X em Y, as
condicdes seguintes: ’

(1) g & continua,

(ii) go fy & continua para todo A €A,

s&o eguivalentes,

(1¢9) Seja 6 a colegé{o de todas as topologias compztiveis com s
estrutura de A—médu'l'b de X tais que T4 seja continue para cadz {ndi-
ce X ;. B ¢ nfo vazia pois contem & topologia cadtica sobre X, Felo
00501.1.3.6., 0 supremo T da colega_o B & um= topologia compativel
com & estrutura de,A-—méddlo de X e do lema 1.4.1. resulta que f5 €
continua (quando X estd munido dea topologia T ) para todo indice A .
(22) A implicag8o (i) =>(dii) sendo trivial, mostremos (ii) = (i).Com
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a notagao do lema 1.3, 3., provar que g é continua equivale a demons-

trar a inclusfo T (Y) C-T . Pelo lema 1.3.3., q:g(Y) é compatlvel

com a estrutura de A-médulo de X, ent3o bzsta ver gue 'Cg(Y) torna

continues todas as aplicacgles f3 (pois entdo teremos ’Cg(Y) e® ,
donde segue & 1nclusao acima). Seja W € ’C’ (Y), existe um aberto U
em ¥ tal que W = (U), e entao
500 = £ (1) = (8o %) ()
wm conaunto aberto em X, (para cada A€/\) jé que por (ii), &o T,
é continua para todo Indice A . B

(0118

_Definicfo 1.4.3. A toplogia. T da prop.l.4.2. é chamada topologia
finel de X em Mod Top, para a familig de aplicagdes A-lineares
(fadreA . ' _
Coroldrio l.4.4. O limite indutivo existe em Mod Top, (e ’é ﬁnig:o &
menos de isomorfismosd).

Sejam (Xy, f@d) um sistema indutivo de A-mddulos topoldgicos,
X o limite indutivo (algébric¢o) deste sistema e, paré cada indicex,
fx a aplicagdo A-linear canbnica de Xi em X. Munindo X da topélogie
final em Mod Top, Fara a familis de aplicag'é_'es (fx) resulta que X
¢ um A-médulo topoldgico e que as aplicagdes fo sfo continuas. Se Y
& un s-mddulo topoldgico arbitrério 'e,v para cada indice &, g4 € uma
eplicacio A-linear continua de Xy em Y tal que a relacde <3 acar=
reta gy= gpo fﬂ“, entac (pelo caso algebrlco) existe uma Unica aplie

cacdao A-linear g de X em Y tornando comutativo o diagrama

X . ,
£ l ot (para todo &)
X

e g € continua pela propel 4. 2.,(20) jé que por hipltese geo fy = g,
é continua para todo IndiceX . §g

Veremos e seguir duas caracterizac;Ses da topologia A-fina sobre um
A-médulo (cfr. Def;i'.B.lO) em termos da noggo. de topologia final. No
enunciado do resultado seguinte usamos as seguintes notagdes: se X
¢ um A-mddulo,.para cada X € X indicamos por j, @& aplicagdo de 4

em X definida po¥® 7\v——>7\x,. poris 0 conjunto dos submdédulos de X e
por By & inclus8o S C X para S & B '
Proposigao 1.4.5. Sejam A um anel topoldgico, X um A—modulo e consi
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deremos as trés topologias seguintes:

(12) £ a togologia A-fina para X,

(22) T <€ a topologia final de X em Mod Top, para a famflia de apli-

cacoes A-lineares (jx)xéx'

(32) o € a topologia final ge X em Mod Top, para a familia de apli-
cagoes A-lineares (

uS)SE'S , cada S€ '3 munido da topologia induzida

Entdo =T =0

'E claro que T c P ; de outro lado o sendo compativel com a es-
trutura de A-mddulo de X, o axioma (MT}) e a prop.l.l.3. acarretam
que @ torna continua a aplicacfo Jx para cada x € X e como T € a mais
fina das topologias compativeis com a estrutura de A-mddulo de X pos-
suindo esta propriedade resulta o c T . Finglmentey P torna conti. -
nuas todas as inclusdes Ug quando S € munido da topologia induzida
por $ , portanto a definiclio de ¢ implica dco , |

Definig8o 1.4.6. Seja (XX)P\G/\ uma familia de A-mddulos topoldgicos.
Chema-se soma direta da familia (Xa)reA s @& um par (S, (Ix)ren) veri-
ficando 'as condi¢des seguintes:

(SMT1) S é um A-médulo topoldgico e j, é uma aplicag8o A-linear con-
tinua de X, em S, para cade AeEN .

(SMI2) Para todo A-mddulo topoldgico Y e para toda familig (fadaen
tal que f;\,é uma aplicagdo A~linear continua de Xy em Y, existe uma
Unica aplicagdo A-linear continua f de S em Y, tornando comutative o

diagrama £
A
- :/.?
h, o (hen
s 7 S

ProposicZo l.4.7. A soma direta existe e € Unica a menos de isomor-

fismos na categoria Mod TOQA.
Sejam (X;)aep wme familia de A-modulos topoldgicos, ,@/\XA a

soma direta da familia (Xh) em Mod, e j a inje¢do candnica de XA

em @le. Indiquemos com S o médulo A@\Xl munido da topologia final
AEA : - ' 7 ' €
em Mod Top, para & familda de aplicagdes (jy)aep 5 da prop.l.4.2,.(18)

resulta que o par (S,(j;‘);\é,\ ) satisfaz a condigdo (SMT1l). Seja Y um
A-médulo topoldgico arbitrdrio e seja, para cada indice 7\, -fk uma
aplicagéo A-linear continua de Xy em Y. A existénc:}a de somas diretas
na categoria Mod, implica que existe uma Unica aplicag@o A-linear f
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de S em Y tornando comutatlvo o diagrama de (SMT2), isto € Ty = fo ja

para todo 1ndlce e como fa € continua para todo indice A, da prop.
1leluBupfoe), segue que f é continua, f§

Notagoes: No que segue indicaremos com

D x,

AEA

o soma direta em MNod Pop, da familia (X)) A » Quando todos os Xy
sao identicos a um mesme A-médulo topoldgico X, a soma direta da fa-
milia (Xj)y¢p € indicada com

. ()
X

Lema 1.4.8. Sejam (Xa)daep uma familia de A-modulos topolégicos,- .

~

J)\ 3 XA PL?AX}" (resp. ™ F’g\xr—yxﬂ) a injecdo (resp. irojég’a"o-)

candénica, Y um A-mdaulo topoldgico e fy € LA(XA,Y) (re'sp‘ -8\ & LA(Y,XA]

[ L ~
para todo AeA. Se £ : %XA—?Y (resp. g + Y —> ;gga) é umz apli-

cacgo A-linear:tornando comutativo o diagrama

12 S &
X?‘ ——:7- Y . . : X)\é—""—“/Y
3,\\1 _ respe. W)T j,’/g .
. - - o Tix,
peé?\x p.e/\ P

entéo f (resp. &) é cohtinua.

. Pela. definigdo de soma direta (resp produto) em ModA, ;‘ (resp.
g) é a uUnica aplicagéo A-linear tal que fA = f£oj, (resp. gy =T og)
para todo {ndice A . De putro lado, pela contlnuldade das Ty (resp.
gh) e por (SMT2) (resp. (IMT.?)) existe uma Unica aplicac&o A-linear
continua £ (resp. gl) tal que fp = fy0 dp (resp. g3 = Mo gl) para
todo 1I1d10€A . Entdo £ e fl (resp. g e gl) 840 A-lineares e tornam
comutativos 0S respec‘tlvos diasgramas acima, donde f = fl (resp. g

gl) portanto f (resp. g) é continua. ﬁ

Proposicio 1.4.9, Sejam (Xy)yep 2ma familia de A-médulos topold-
~ ’ S

: . . X > X, e ™, : T1x, > X, as aplicacdes candnicas
81008, Ju P T NNA = T en A TH

Tem—se entSo as assergdes seguintes:
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~ ~
(a) 4As aplicagles id : Px, —> Tlx, ; cx, BPx, 25 TTx, e
ANA AT A r T Bp f”-i'%\‘\ AEAA =

4

F rod
P/* = ,L|(%XA). :A?;\X;\‘—? X,M , s88o continuas. Em particular, se Xi é

~
separado para todo indice A, entio ﬂ\xz e A@XA sdo separados.
€A - €A

b X, é :
(b) A?A A £ um submédulo denso em A@AX’\ .

[od ~
(c¢) Se o conjunto A de indices é finito, entdo A@Xx = ATG-/{X'\ .
€

(d) - Se Xl & um mddulo A-fino (cfr. Def.1.3.10.) para todo fndiceld,

entao @XA é um modulo A-ilno.

(a) Fixado um indice /ué/\ para todo Ae/N consideremos as apli-

cagdes P, 3 X,_,_-a— Xy definidas por LP = id. e Y, = 0 se Z%F- . AS
aplicagoes ({’7\ sendo A-lineares contlnuas, existe por (PMT2) uma ini-
ca aplicagio A-linear continua 3/& tornando comutativo o dliagrama

P2
% o AeN)
T'va
VEA

& mals gpt.(x)-z (D1 en= (8}‘#-}{)36,\ 0 aue prova a comutatividade
do diagrama . - g . T |

X, ~— 11X
; m SN ¥
,fj/ cfa. o (ReN)
D x ,
Ve v r~
Dz continnidade @e g, e do lema 1.4.8. segue que id.: @.X -—>T—¥Xv
x vE VEA
é continua o gue prova gue a topologia de @X ¢ mais fina que a

veN Y
| : v
topologia induzida por TTX sobre @X\z . Resulta do gue precede

que se Xg é separado para chda. 1ndlce7\ entzo TTXA e ;\%\X’\ s2o

separados. Finalmente, fixado um indice ‘I/Lé/'\ para todo Ae A\ consi-
deremos as ‘aplicagdes “{/A XA«.-;»X# definidas por '\}/ = id. e V3= 0
se A ;4/11. . As apllcagoes ’\PA sendo A-lineares contlnuas, a condlqao
(SMT2) implica que ex1ste uma Ynica aplicagdo A-linear continua }3#
tornando comutativo o diagrama

Y, x,

£
by L% (Aen).
N |
Dx,
VEA
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e como p, ((

l( l* xv)?;e/\) Z‘%(x\,) —'\ﬁk(xﬁ) = ’.(I*’ resulta que p"L:‘

(b) © con;;unto ® dos conjuntos da forma T‘-VA tais -que Vy é um
aberto de XR para todo indice A e V) = XA salvo para um numero fi-
nito de indices, é uma base de abertos de TTXA e é claro que para

todo U&6d se tem Uf\(@XA ) # 4.

(e) Suponhamos que /\ [1 n] , como é}?x = , basta ver
*<l<"(\_ 4(.1(7\_
que 4;Tl§ satisfaz a condig&o (SMT2). Dado um A-médulo topoldgico
1% A
Y e aplicagoes f; de Xy em Y (1<i<n), a aplicagédo f7: ;eri-%>'Y
AgLEn
definida por f(x, yesesX, ) = z:;f {3 ) ¢ continua. De fato, 'se V€
1£ig<n

uma vizinhanga de O em Y, existe uma outra vizinhanga U de O em Y
N
tal que U + .%o + UC V e a contindidade de f; implica que existe
uma vizinhanga W; de O em X, tal que f,(W,)C U para cada indice 1i.
N _
Entfo £(TIW,)c U 4+ ... + UC V.
g ignt :

(d) 1Indicamos com F o mddulo JQBXA munido da topologla A-fina, da
eA

prop.l.3.11. e da hlpotese feita sobre 08 X resulta ague Jy é uma
aplicag&o (A—llnear) continua de X3 em 'F para todo indiced, e co-

mo o dlagrama ; :
X;}—’F.

J'A,L/iz. C(AeN)

é comutativo resulta, pelo lema 1.4.8., que id.: GE%? —F & conti
; €
nua. § i

Obsefvagaes (1) A reciproca da assercgio (c¢) é falsa, basta tomar

uma familia infinita tal que todos os méduvlos excepto um se reduzem

a (0). . |
(2) .No caso da soma direta, a afirmacdo do lema 1.4,.8. é.consequén%

* cia direta da prop. 1.4.2.,(22). : :
(3) Sega (X, )1<l<n umza familia flpltd de A-mddulos topoldgicos e
N

seja para cada Indice 1, M um submodulo de X

i Indicamos por M o

7~

Submodulo @M de @ X5 munido da topolegia induzida por @Kl,

445 < 4&'1("”1 e A-J_SM
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Entao, se tem

Com efeito, notando J’ a8 composta ds inclus8o M, € X; com a injegao

candnica 35 @X € claro gue Im it c @M e da definiggo
%fs'n Agp n P

é uma apllcaQaO (A~linear) contlnua de M; em M.Da
definigdo 1 4 6. resulta que J* é uma aplicacfo (A-linear) cont:mua

de M segue que 34

de Ml em @M € como o dlagrama
1spem P 5

M-————zs-M

3¢ ///” (1§i€n)

4<f41.\ P

~ .
é comutativo, do lema 1. 4.8., segue que id?tlﬁgi\’lpﬁm é continua.

Inversamente, se L TTXP—-;—X ¢ a projegao candnica eTr'. é a
{(f(h

restricdo de T, a M (o que faz sentldo pela .prop.l. 4.9.,(c)) tem~
se Im-Tt'i = Mi , donde ?r'i € uma aplicacg8o (A-linear) continua de M
sobre M;+ A definigZo 1.3.1. acarreta que 7t} ¢ uma aplicagdo (A-1i
near) continua de ﬁM sobre M. e como o diagrams

4 4$?(“ Tr‘l-
M é—-——-—- R

R 7 ? / (1si_5n)

é comutativo, o lema 1.4.8. implica que id.: M —=IM_ = Mp é
_ 4{7&%.’9 $1"""

[ 4 ]
continua. |

(4) Sejam (Xl)z\e/\ ums famll:aa de A-médulos topologlcos, iy a in-
jegfo candnica de X?\ em @X‘u e X4 o modulo Im jq munido da topo-

logia induzida por A_X'[,,, . Entfo ‘,’])\ é um isomorfismo (de A-médulos
topolégicos) de Xy sobre X% . Com efeito, ¢ claro que jy € uma bi-
jegdo A-linéar contlnua de X» sobre XY , mostremos que 3:11 é conti-
nua, Fixado um indice p.é/\ consideremos a familia (Y¥,) de aplica -
¢Ses definidas na demonstracio da prop.l.4.9.,(a); existe entfo uma
Unica aplicagf@o A-linear continua ’\{J tal que ’\h Vo ja para cada
indice A, e é claro que ’\PIX}& = JF_ portanto JI“' é continua para ca-
da indice IAE/\ . |
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Existe umg diferenga bastante grande entre as estrutures iniciais e
as finais em Mpd Top,, no sentido seguinte: para obter uma topologisa
inicial em EQQ_EQQA basta tomar a topologia inicial em Top e esta &
compativel com g estruturs de. A-mddulo (prop.l.3.4.(a)). J4 nfo acon-
tece o mesmo com as topologias finais que produzem (com oS mesmos da -
dos) res%ltados diferentes.em Mod Top, e em Top, a topologia final
em Top ¢ (sempre meis fina) em geral estritamente mais fina que a
topqlogia final em Mod TogA como mostra o seguinte exemplo. Sejam
A um anel topoldgico que nfo possui ideais abertos préprios, X um A-
médulo e S um submddulo de X munido de uma topologia O compativel
.com a estrutura de A-mddulo de S. Sejam entfo W e T as topologias
finais de X para a inclusgio SC X em Top e liod TORA respectiva-
mente. £ fdcil ver ( [BBJ yehed, §2, ne4,prop.8) que S€W ;-de qu-
tro lado da prop.l.2.5. resulta que S& T , donde T Fw ., Este tipo
de problemas torna dificil de obter uma descricdo das topdlogias fi-
neis em Mod TopA (no sentido da pro§.1.3.4.(c)). Porég-hé um caso
particular importante em que esta descricdo é. simples, isto é o que
afirma o seguinte: |
Lema 1.4.10. Sejam X um A-mddulo topoldgico, Y um A-mdédulo, £ uma
aplicagdo A-linear &e'X'sobre.Y,ft a topologias finsl de Y em .
Mod Top, peva f e o a topologia final de Y em Top para f. Entfo
g =T, ' ' )

Antes de comegar a demomstrag¢dco , observemos gue como por defi-
nicgo : 4 . ' .
0‘-={ VC Yl £ (V) é aberto em.X}

0 lema 1.4.10. dé efetivamente uma descrigfo de T,

Como @ & mais fina que T- é suficiente provar que O §& compe~
tivel com a estrutura de A-mdédulo de Y, para tanto vamos ter que u=
sar ume expressdo de U com & qual seja meis fdcil trabalhar. Seja

w ._={f(v:) C Y| V¢ aberto enm X}
entdo vamos mostrar gue O = W e gue W é compativel com a estrutu -
ra de A-mééulo de Y, - _
(12) Mostremos que & = W, Seja H = Ker f, entfo dado Ve o , co-
mo f.é& sobrejetora existe um subconjunto G de X tal gue V = £f(G) =
f(G + H) donde (por definigéo de o ) fg(f(G-+ E)) é aberto em X e
como f*(f(c + H)) = G + H resulta que G + H & aberto em X, portanto
V =1(G + H) é a imagen por T de um aberto de X o que implica Vew.,
Inversamente, dzdo V€w existe um aberto W de X tal gue f£(W) = V.
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Como W & aberto, W+ H & aberto e como W + H = £ (£(W)) = f'4(V) re~
sulta gue £ (V) & aberto em X, donde VE G , o gue prova gque T =,
No que segue consideraremos Y munido dz topologia © =w , da defini-
¢éo . de O segue que £ € contfnua (e de O = W segue gue f é aberta,
este fato nfo vai ser usudo nesta prova).

(22) w € compativel com a estrutura de grupo sbeliano de Y. Basta
verificar que o conjunto 6 dos f(V) de @ tais que 0 € £(V) satis -
faz os axiomas (GA') e (GA!

).
II )
Verlflcagao de (GA'I): Dedo £(V) €635 resulta que V é aberto em X e

existe X, € V tal que f(x,) = 0..Como a coleg8o das vizinhangas aber-
.tas de x, satisfaz (GA'I), existe uma vizinhanga aberta U de x, tal
que U + U c V. EntZo f(U)€6 e fFf(U) + £(U) < £(V). |
Verificagdo de (GA .,) De novo a relacdo f(V)<6> implica que V € °
eberto em X e ex:.st‘e x,€ X tal que f(x,) = O. Como a colegZo das vVi=
zinhangas abertas de X, satisfaz (GA' ), existe umz vizinhanga aber-
te U de x, tal gque -U c V. Entdo f(U)e&b e —-f(U) = £(<U) < £(V).
(39) w € compativel com a estrutura de 4-médulo de Y. Vamos verifi-
car os axiomas (MT') (MT! I) e (MTIII) . '
(IVEL‘I) Dado y, € Y, mostremos gque a aplicag8o © : A€ Ay €Y é con-
tinua. De fato, como f & sobrejetora existe X, € X tal que f(x,) = Yo
Como a aplicagdo :Ae Ar>»Ax € X é continuea, a continuidade de ¢ .

segue da relagéo @ = fov.
(MT'I) Dado }\ € A, mostremos que a aplicagdo p:ye Yr»Ay € Y é con-
tinua., Como « é a topologia final de Y em Top para f,resulta (cfr,
[}33] ch.i, §2, no4, prop.6): -

tp é continua <> (.POf é contlnua (1.4.10. 1 )
A continuidade da apliceagéo \)/ X € Xi——)-R x € X e a comutatividade :
do diagrama ' :

b

T

Y
——
; |
_e

o e b

"

mostram que (Pof é pontinua,_ donde por _(1'4°10°1') resulta que CP é

continua.

(MTY )
ITT
ca Vde OemY, & contlnuldade de f acarreta que £ (V) é uma vizi -

A apl].Cu(}dO Py & continua no ponto (0,0). Dada uma vizinhan 4

nhanca de 0 em X e como PX & continua em (0,0), existem uma vizinhan -

¢a 5 de O em A e uma vizinhanga aberta N de O em X tais que

py(Sx<iW) = sWe f Yty (a.a.10.20)
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Como £(W) € uma vizinhanga de 0 em Y, a comutatividade do diagrama

' i

AxX _.Eg;, X

id.xf i \Lf
Py

AY ——35 Y
e a relagdo (1.4.10.2.) implicam que pY(S <f(W))c v. B

A aprlicagdo mais importante do lema 1.4.1C. é a definigdo de quoci-
entes na categoria dos A-mddulos topoldgicos.

.Froposigdo 1.4.11. Sejam X um A-mddulo topoldgico, S um submédulo
de X, 7t : X—>X/S a aplicagBo canbnica e <t a topologia final de

X/S em Mod Top, pare a aplicagdo 7t . Tem-se entdo
(a) X/S munido deyxr ¢ um A-mddulo topoldgico. - ,
(p) T = {V CZX/S[ Y(Vv) é averto em X} &ﬂ(U) U é aberto em X} g
(c) Se 63 é um sistema fundamental de vigzinhancas de O em X, entdo
TF(GB ) é um sistems fundsmental de vizinhengas de C em X/S.

(d) A aplicaglo ™ é A-lineasr continua e zberta.

(e) X/s @ separado (resp. discreto) se e sd se S € fechedo (resp.

aberto) em X.
(f) Se Y é um A-mddulo topoldgico arbitrdrio e £ é ums aplicaco

i-linear continua de X em Y tal gue SC Ker f, entfo existe ume Uni-

ca aplicacBo A-linear continua fy de X/S em Y gue torna comutativo

o diegrama

X-—i—a 4
g | ,;i
V://' * .
X/S
A afirmacio (a) segue da prop.l.4.2.,(12) e as afirmagdes (b),
(¢) e (d) resultam imediatamente do lema 1.4.10. . As duas afirma -
¢cdes- (e) sdo vélidas para grupos abellanos topoldgicos. A existéncia
e unicidade da apllcagao A-linear f* tal gue £ = f,0T resul¥a do ca
so algébrico pela hipdtese S € ker f. 4 continuidade de fyx segue da
definicéo de T , d&a tomutatividade do diagruma e dd continuidade de
f. Com efeito, se V'€ um aberto de 3 provar que f*(V) é aberto em
X/S equivazle a mostrar que (£ (V)) aberto em X gAque é gxidente
pois da relacgdo f = fy°oT segue que 1t(i (V)) (f*an) (V) = £ (V)

oue € aberto pois f € continua. §
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Definigao 1.4.12. Com as notagdes da prop.l.4.10,,chama-se A-mddu—

lo topoldgico quoci

- : ente de X por S ac A-mddulo topoldgico obtido mu~
nindo o A-médulo X/S gg topologia T ‘ '

Se X e Y sdo A-médulos topolééicos e f

_ : X—Y € uma aglicacfo A-1i
near continua, a prop.l.s.11.

«s (f) permite associar a f uma aplica-
¢ao A-linear continua bijetors (dita associada a f)

f: X/Ker £ — Im f
que em geral nio é bicontinua. Esta observagio motiva a seguinte:
Definig&o 1.4.,13. Diz-se que uma aplicagfo A-linear continua f de
" um A—médulo topoldgico X em um A-mdaulo topoldgico Y é um morfismo
estrito de X em Y, se a aplicagdo A-linear continua bijetora‘f de
X/Ker f sobre Im f, assocviada a f, & um isomorfismo de A-mddulos fb—
polégicos. (i.e. f & bicontinua) ' P '

Como caso particular da prop.24 de [B4] » ch.3, §2, 198, se tem o
resultado: ' -

Proposicdo 1.4.14. Sejae f ums aplicagdo A-linear continua de um A-
-médulo topoldgico X em um A-mddulo topoldégico ¥, as trés proposi -

gOes seguintes sio eguivalentes:

(i) f é um morfismo estrito .

(i1) f & uma aplicacfo aberts de X sobre Im f ..

(1ii) A imagem por f de toda vizinhanca de O em X é uma vizinhanca
de Oem Im £ , B '

1.5, Mddulo topoldgico livre sobre um conjunto.

Definigdo 1.5.1., Sejam A um anel topoldgico e T wam conjunto. Chamg-
-se A-mddulo topoldgico livre sobre T (abreviado no que segue por
A-m.t.l. sobre T) a um par (L,j) tal gque:

(MTL1) L é um A-mddulo topoldgico e j : T— L & uma aplicagdo de

comjuntos.: : _ o
(MTL2) Para todo A-médulo topoldgico X e para toda aplicacgdo de
Conjuntds u: T—>X, existe uma dnica aplica¢8o A-linear continus u
de L em X tornando comutativo o diagrama

*

T ST
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Sejam 4 um anel topoldgico e T um conjunto. Tém-

Proposiggo 1,5.2.

—se_as proposicdes Seguintes:

(a) Se (L,§) é um A~m.%.1. sobre s
L como A-médulo,

]

entfo j € injetorz e j(T) gera

(b) Se (L,j) e (L',j') sio dois A-m.t.l., sobre T, entfo existe um
dnico isomorfismo 3*

: L—=>L' tal gue j' = j;o Je
(c) Existe um A-m.t.l. sobre T.

Sejam s e t dois elementos distintos de T e X um A-mddulo topo -
loglco possuindo pelo menos dois pontos x e y. Deflne-se u: T—>X
por u(s) = x, u(t) =y e u(t') = 0 se t' # s,t. Por (MIL2) existe
Juma aplicaggo A-linesr continua Uyx de L em X tal que u = uyoj, e
enté&o de j(s) = j(t) resultaria x = u(s) = ug(j(s)) = uijg(t)) =
u(t) = © que € absurdo, portanto j é injetora. Seja X o submédu-
lo de L gerado por j(T) e seja 4 a inclusZo X C L; por (MIL2), exis-

te uma (Unica) aplicagfo A-linear (contlnua) iy que torna comutativo
o diagrama

T u—ia XL
. P
J\L // Jdy
, re

L

e portanto j* X = 1X' o} qﬁe acarreta a comutatividade do diagrama

p _d. 1,

i} /’13*

L

Pela unicidade exigida em (MTL2) resulta iajy = lL' 0 gue prova que
i € sobrejetora. Fica assim provzdo (a). ' ‘
Por (MTL2) existem aplicagOes A-lineares continuas Iy ¢ L>L' e

Jx ¢ L'— L tais que j#o J = 3" e joid' =.j. Como j(T) e j'(T) ge -
ram L e L' respectivamente, resulta que, Jy e 3* sdo isomorfismos
rec1procos de A-médulos topoldgicos o que prova (b).

0 par (L,j), onde L = x(T) j + T>L é a aplicagBo definida por
t>e, :-(Sst)se5T _satisfaz a condigfo .(MTL1l). Sejam X um A-médaulo
topoldgico e u ¢ T—»X uma aplicagBo. Consideramos a familia (A.t)teT
definida por A, = A para todg indice t e para todo teT, seja
I A —>Xa aplicagfo deﬁinida_por fth) =X.su(t)., Como X satis-
faz o axioma (MT ), a aplicagéio'ft é continua para cada indice t,
donde (por (SMTE)). existe uma tvnica apllcagao A-linear continua Uy

de L = K(T) em X tornando comutatlvo o diagrama
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i By

(D)

Em particulsr, para todo indice t, resultam as relagdes:

B(E) = £0(1) = w3, (1)) = uyle,) = u(i(s))
0 que prova que o dlagrama

P ot F

; %

l( 7 ¥
T

x

é comutatlvo. A unicidade de uy resulta da relaglo u*(e Y = u(t) .

para todo 1nd10e t e do fato de (ey)

te ST uma base de A,T fI

Uma familis (at)tEET de elementos de um A-médulo topoldgico X deter-
mina (pela prop.l.5.2.,(c)) uma aplicagdo A-linear continua

u_x_ H K(II-.—)———';— X

rela relagéo u*(ei)'= a, rpara todo indice t. Nestas condigdes dir-

—se—é'que Uy é a aplicacfo determinada pela familia (at)tEET .

DefinigZo 1.5.3. Unm A-médulo‘topolégicd X é dito topoldsicamente 1i-

vre se existe uma fam{lia (2y) e q de elementos de X tal que a
aplicagdo uy @ K(T) { determinada pela familia (at)tEET é um iso-
morfismo de A-mddulos topaloglcos (i.e. um homeomorfismo A-linear),
A familia (at)teET é chamada, neste céaso, base topoldgica de X.

ObservagfBo Todo médulo topoldgiczmente livre é livre mas a recipro-

ca € falsa, Sejam T um conjunto n&o vazio finito, A um anel topoldgi -

co ndo cadtico e X o A~modulo t0pologlco obtido munindo A(T) A T

4

da tOpologla cadtica. Resulta que atopologln de K(T) = KT ngo é
cadtica e portanto para toda base. Gat)teaT de A( ) a aplicagg@o por

ela determinada

Uy Kq—e»x

€ uma bije¢Bo A-linear continua que nfo & aberta.

Teorema 1.5.4. Se X ¢ mm A-médulo topoldgico, entfo se tém as propo-

sicdes seguintes:
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(a) Se (at)te!r € _uma base de X, sio equivalentes as condigGes:

(i) (at)te:T . é uma base topoldgica de X. A !
(ii) Para todo A-mddulo topoldgico Y e para toda familia (bt)telr
de elementos de Y, g aplicagéo A-linezr f : X—>Y definida por

£( 2 ha) = 2 \b

tET t&Tt
t’tep Dercorrendo as familias de suporte finito de

é continua ((A )

elementos de A).

(b) BSe X é topoldgicemente livre, entfo para todo A-médulo topold-
gico Y, se tem

LA(X,Y) = HomA(X,Y)
e em particular:

(x) ZToda base (algébrica) de X é uma base topoldgica de X.
(ﬁ) A topologia de X é A-fina (cfr. Def.1.3.10.) ;

‘(a), (i)=>(ii). Sejamu : T—=>X e vVv.: T>Y as aplicagoes
definidas por u(t)

=a, e v(t) = b, para todo indice t. Se uy e
Vy - S80 as aplicagOes determinadas por (“t)teET e (bt)tEET res-

rectivamente, entgo é claro que o diagrama

é comutativo e em particular. . ?‘— fo Uy o }ara todo aberto U de.Y,
o conjunto v*(U) é aberto em X e ‘como’ & condlgao (i) implica que

Uy é um homeomorflsmo, resulta que o conjunto
£(U) = u oV (U))

€ aberto en X, donde f é contlnua. _ 5
(11)=;.(1)_ Seja u :.T—>X a apllcaqéq definida por u(t) = a, para :
todo indice t e mostremos que (X,u) é um A-m.t.l. sobre T. Com efei-
to, & claro que (X,u) saktisfaz (MIL1) e da condigBo (ii) segue que

(X,u) satisfaz (MTL2); Ent8o, da prop.l.5.2.,(b) resulta que existe
um isomorfismo (Unico) de A-médulos topologlcos ux_: .1 T—e; X tor-

nando comutativo o dlagr&ma
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| o

£(T)

e . como u*(et) = a; paera todo indice t, resulta que Uy
gao determinada pela familia (atyteﬂf; éendo*u*lmaisomorfismo )
(at)teﬂf € uma base topoldgica de X. J

(b) . Sejem Y um A-médulo topoldgico e g € Hom(X,Y). Sejam (at)teljj

r - .
€ a aplica-

uma base topoldgica de X e (byliep @ fam{ilia de elementos de Y de-
.finida por bt = gla ) para todo indice t. Por (a), a aplicagdo’
f : X—=>Y definide por

I

é (A-lipnear) continuaz e é claro que f(ay) = by para todo indice t.
Como (at)teaT ¢ uma base (algebrlea) de X e as apllcagoes feg
sZ0 A-lineares e tomem o mesmo valor bt no pento at' pare todo indd
ce t, resulta que £ = g, donde g é continua. '
(X) Seja (a't)tET uma base de X, por (a) beasta mostrar que se Y é
um A-médulo topolégiéo arbitririo e (b )icp é_uma familia qualquer
de elementos de Y, a apllcdqao A—llnear f : X=2Y definida por

E: Atat ZZ: A b

tEET tel
é continua. Ora, f € Hbm (K Y) e pelo que precede, fe L, (X X))«
() Resulta de (b) e da prop.l.3.11, . B

Corolédrio 1.5.5. Se X é um A-mddulo topoldgico, entzo as condicOes

seguintes sdo equivalentes:

(i) X & topologicamente livre.

(ii) X é 1ivre (no sentido dlgebrlco) 8 A—flno. |
A implicagdo (i) = (ii) segue do teor.l.5. 4.,(b); inversamente

como X & livre ex1ste uma base (at)tesT de X e entZo a aplicacgo A

(T T))

linear continua Uy ¢ <y X - € bijetora, donde UQQE'HOQA(aaK

= 1,(x, 5.

Coroldrio 1.5.6. Se A = R_gg Ce X & um A-espago normado{ entzZo as
seguintes condicdes s@o equivalentes:




(i) X € a-fing.

(ii) dimAX = n<od,

A implicag8o (i) =»(ii) foi provada no exemplo 2 que segue &
prop.l.3.11. 'Re°1PI‘QC&mente, .pela condigfBo (ii) existe uma base fi-

nita (ai)lsi»{n de X e por um teorema de Tychonoff, a aplicagdo A-1i

. . g
near Uy ! AT — X determi 5 - ~
s *1 n T oop rr(“%?ada por (a;)ci4n (usa:mos agui a notagéo
habitual A™ para X° =X quando Cerd(T) = n) é um isomeorfismo. 8

Cbservagoes (1) Se A é separado e (a.)i g ¢ uma base topoldgica

"de X, entdo (ay); ¢ topoldgicamente livre. De fat?é)sejam_se’r,
Subm’du.l = . =
M o édulo gerado por (a, wly ® F {()\t)te'ﬂe A I ?‘s. O}’ P

Como & aplicagao Uy i K(T_)__> X determinada por (at)teT é um isomor-
fismo e F é fechado resulta que u*(F) =M ¢é fechado em X e a < M=x
(2) Se (XA)AC-’./\ é vme familia de A-médulos topoldgicos, em geral,
a topologia de %AXA ¢ estritemente mais fina que’a induzida sobre
~ : .
5 'rr 5 . / =
%X) pela de Aa\X3 como mostra o exemplo seguinte: tomemos A= N,
A =Xy = R para todo A€ A e indiquemos cgm P o espago R(N) munido
da topolOgié induzida por ﬁN e por H.o esSpago R(N) munido dz topolo-
gia definida pelo produto escalar o
<Xsy> = Z Xi¥4 (x = ‘.(xi) y ¥ T (Yi))
120 = s
L o ~(N)
E claro que F = H e entdo basta ver que H # R
H = 'ﬁ(N) entSo para toda familia (a ) gy 9e elementos de H, a apli-

. Com efeito, se
caggo .
u R = H—>H

i i Inu 3 s m vé to-
determinada por (an)nél‘l seria continua o que e ‘fal 0 ccmo se )

mendo a, =.ne, (e, = (snm)me X )

ST e LT




CAPITULO 2

CONJUNTOS EQUILIBRADOS, CONVEXOS |
E LIMITADOS. MODULOS LOCALMENTE LIMITADOS.

2 el s Cbnjuntos equilibradds.
‘Definic¢do 2.1.1. Chama-se anel equilibrado a um anel unitario topo-
1égico A (nfo necessiriamente comutativo) que satisfaz as duas condi-
"gOes seguintes:

(E1) oe U(a). .

(E2) Ixiste um 31stema fundamental W} de vizinhangas de O em A tal
que »Vz = V.VC V para cada V & v* ' '

Lema 2.1.2. Seja A um znel ecuilibrado, entdo
(a) Existe um sistema fundemental ¥ de v1z1nhan<;:as fechadas de .0 em

A tel que V° = V.Vc V para cada Ve,
(b) Fara cada v121n_hanga T de O em A, ex:Lstem lu.e U(A) M T e Se‘\}'

tais que SI“C T

(a)  De fato, dada uma vizinhanca W de O em A, existe uma vizi-
nhanga fechada U de O em A tal que U c W e existe Ve U™ tal que
VEC U. Da inclusio VQ;: V e da continuidade do produto .em A, segue
que V2 = V.V.c v 'e como VC U = U resulta VC W.
(b) A condigfo (El) implica que existe fLG:UQA)/\ T. Pela continui-
dade do produto em A no ponto ((L/L) exictem uma vizinhanca S' de O

em A e uma vizinhanga S" de fA. em A tals que S'S"cC T e em particu-
lar S'I“CT Por (a), existe S € V  tal que S € S' dornde S’u.c T. @&

Definico 2.1.3. Sejam A um anél equilibrado, S uma vizinhanga de O
em A e X um A-mddulo topoldgico. Diz-se que um subconjunto n€o va -

zio E de X & S-equilibrado se SEC E. O vazio é S-eguilibrado.

Com &s notagBes da definigéo anterior, é claro que se um subconjunto
K de X € S-equilibrado, entfo E £ S-equilibrado; a reunifio e a in -
tersecdo de uma familia qualguer de partes S—equilibradas .de X, s3o
partes S-equilibradas de X. Se P é um subconjunto de X, entdo o con-
Junto gS(P) interseg@o de todos os conjuntos S-equilibrados gue

Ve 7 &
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equilibredo que contem F e é claro que gs(fﬁ

e o0 menor congunto S—-equilibrado gue contem P, O conjunto éS(P) cha-
ma-se S-envolvente eaquilibradu ;

contem ¥ € um conjunto S-

’

de P, as propriedades seguintes da
envolvente equilibruda s3o evidentes:

(12)

Toda purte F de X possui S—envolvente eguilibrada. |

(22) Uma parte de X é S-equilibrada se e sé se coincide com sua S-en- |

volvente eouilibrada.

(32) Fare toda purte F nfo vazia de X, a S-envolvente equilibrada

de P contem o zero; mais geralmente, toda parte S-equilibradz nfio va--

zia de X, contem o zero. )

(42) Se S e T sdo duas vizinhangas de ¢ em A tais que S T, entZo

‘todo conjunto T-equilibrado é S-equilibrado e portanto & .(P)
éT(P) para qualquer parte F de X. >

Quando P = {x} , €screvemos 8 (x) en vez de (g ({.})

Froposicgo 2.1.4. Sejam A um anel eguilibrado, GJ* 0 sistema funde-—

mental de vizinhancas de O em A da condig8o (E2)(cfr. Def.2.1.1.},

Sésqs*_g X um .A-moédulo topoldgico. Tém-se entdo us proposigdes se-

guintes: -

(a) é,S(P) = S.PUF parz toda parte P de X.

(b) Se k € uma parte compacta de X, entfo & S-envolvente eguilibra-

da de K € compacte sempre gue S seja compactza.

As relagbes S(SFuP) = SEP(U SFc SPwiSPc SPUP mostram gue
SPUP & uma patte S-equilibrada de X contendo P e se E é uma parte
S-equilibrada gque contem P, entzo SPL;P:i SEUEC E o gue prova (a).
De outro lado SK é compucto por ser imagem continua do compacto SxK
e entfo éS(K) = SKUK €& compacto. [§

Troposicio 2.1.5. Sejam A um anel equilibrado, S uma vizinhanca gusal-

guer de 0 em 4, £ um A-médulo topoldgico e.P um subconjunio de X. En--
t3o: | . '
(a) Existe um subconjunto WlS(P) de X possuindo as duas propriedades

seguintes:

(N1) M. ( P) é um S—eguilibrado e ?15(})(: B,

(K2) m (I) ¢ o mzidr conjunto S-eguilibrado contido em P.
(o) ’)’lS(P) = ¢ se e so se O€§'P.

(¢c) Se s & fechadas, entéo vale & implicacdo

p & fechado :$r413(P) é fechado.
(d) x E'ﬂvs(P) se e sé_se E-S(X)C: P. :
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Defi

ot fiindo o conjunto M (P) como sendo a reunifio de todas
as parte S-equﬂlbraads contldas em P, a verificag8o das proprie-
dades (N1) e (N2) & trivig:, !
() Da (31% das Proprledades evidentes da envolvente equlllbrdda re-
sulta que Tl (F) # ¢ implice.o el 5(F) e como M 5(P) € F, se obtem
o€ P; 1nversa,mente, se 0 € F, como {o} S-—equ1llb1”dd0| a condigdo
(N2) acarreta que { }LTL (F), donde My (P) # 4. '
(c) Como ﬂS(P) e S-—equlllbrado e S € fechado resulta que T {?)
€ S-equilibrado; de outro lado como P € fechado, T (F s(P) TP e enbao
por (N2) resulta 'n s(F) = T _(F) s(P).
(d Se x & 'TZ )s entao (i (P) é un con;unto S-equilibrado gque con-
“tem {X} donde (X)C ,n’ (P) e portanto (x)c_ P. Inversamente,
se é (x)c P, por (I\l2) resulta é (x)ch (1:), donde x &€ 'n P). |

= . P *

Corolario 2.l.6. Sejam 4, v y9 e X como na prop.2.1. 4. e se;a P

um subconjunto de X. Entfo xeﬂ (P) se e s se qu {x}c P.
Segue da prop.2.1.4.,(a) e da Prop.2.1. 5.,(d}.

Definig8o 2.1.7. Sejam A,S5,X e P como na prop.2.l1.5..0 conjunto
M 4(P) é chumado nicleo S-egquilibrado de P.

% claro que P é'S—equ:’Llib’rado se e.s0 se P = nS(P) = éS(P);

Proposicdo 2.1.8., Sejam A um anel eouilibrado, X um A-médulo topo -

1égico e} o sistems fundamental construido no lema 2,1.2.,(a). EntZo

para cada vizinhanga V de C em X, existe S e ta1 que M (V) ¢ uma
vizinhanca de O em X. ‘ '

Dada uma vizinhanca V de 0 en X pelo axioma (MTIII) existem
uma vizinhanga W de O em X e uma vizinhanga T de O em A tais que
™ c V. Pelo lema 2.1.2.,(b) existem IueU(A)r\T e Se?.'ljL tais que
S,uc T. De e T segue fuv Ve como W €. inversivel resulta que W
€ uma vizinhanca de O em X, entZo € suficiente provar que luW cN (V\.
Seja X E;LW usaremos o corol Palsb s para mostrar gue x € n (V)
XEMW C V segue {x} C V. De outro lado, wcom we W, logo Sx =
S({-&W) (Sp.)w cTwcIWcCcV e pOI‘tal’l’tO Sx v (‘} cV. i

Até agora nfo foi utilizado o sistema fundamental'\a' construido no le-

Da 2,1.2.,(a) pois a parte (b) deste 1eéna e & prop.2.1.8. poderiam
ter sido demonstrados para o sistema F3a condigdo (E2). No resultado

——
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seguinte vamos usar o lemg 2, 1.2. e a prop.2.1.8. combinados com a

parte (¢) da prop.2.1.5, ¢ que vai exigir trabalhar com o 31stemaq}
do lema 2.1.2.,(a).

gue a expresszo

Fara 51lelflcar a linguagem convericionaremos

"V ¢ equilibrado™

significa que

"Existe S€V tal gue V & S-equilibrado”

Sejam A um anel eguilibrado, X um A-médulo topoldgico, L e M duas
partes de X. Diz-se que L absorve M se existe uma %izinhanga S de ¢
.em A tal que (S - {O} )M € L. Diz-se que L é absorvente se L absor-
ve toda parte reduzida a um ponto (i.e. para cada.x:e X existe uma
vizinhanga S de O em A tal que (S - { }) X € L.E claro que se L-

é dbsorverte, entdo L absorve {O} donde O € L e em consequéncia a
condigfo de L ser absorvente pode ser expressada assim: para cada

x € X existe uma vigzinhanca Sx de O em A tal que Sx'%‘: L. Vamos usar
esta nogdo no caso particular em gue L é uma vizinhaﬁga de O em X pa-

ra dar a seguinte formulac8o equivalente do axioma (MTi):

Toda vizinhancga de O em X é absorvente.

<

Prolocigﬁo 2.,1.9, Sejam A um anel eguilibrado e X um A-médulo. Tém-

-Se &S scgulnbeb afirmacoes:

(19) Se X é um A-moédulo topoldgico, entdo existe um sistema fundamen-

tal @ de vizinhancas fechzdas de O em X tal que:
(ML) Todo conjunto VE(ED ¢ equilibrado e absorvente.
(M2) Fara cada Ve 65 e pars cuda A € A4, existe We @ tal que
AW C V. . |
(M3) Para cada V e@ , existe WesDd tal que W + Wc V.
(22) Inversamente, seja 65 uma base de. filtro sobre X satisfazendo

65 condicSes (ML), (M2) e (M3). Entfo existe uma Unica topologia so-
bre X, compativel com a estrutura de A-médulo, e para & qual.&5 & um

sistema fundamental. de vizinhong¢as de Ca
(12) Seja 65 0. conjunto de todas as vizinhangas fechadas e equi-

libradas de C em X, mostremos que 5 é um sistema fundamental de vizi-
nhencas de 0. Dada uma vizinhanga srbitrdria W de O em X, existe uma
vizinhanga fechada W' de O em X tal que W'<C W e pela prop.2.1.8. e-
xiste S EEQS tal que V = 415(W‘) é uma vizinhanga de O em X e como W*
é fechada, pela prop.2.l.5.,(c) resulta que V é fechada. % claro que

T T 1 i ki
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V é S-equilibrada portanto Vv E@ e como V€ W ¢ W resulta Ve
U axlens (NT ) implice que toda vizinhanga de O em X & absorvente, em

particular tOdO elemento de & ¢ absorvente, portanto £ satisfaz a

condlgaq (M), A condigéo (M2) equivale a (MT'I) e & claro que 6 sa-

tisfez & condigdo (M3), pois esta traduz a continuidade da aplicacSo

Sye

(2¢) Inversamente, seja 60 una base de filtro sobre .X satisfazendo
as condigdes (ML), (M2) e (M3). 4 condigBo {(Ml) mostra que GE V para
cada'V€563 . De fato ) ¢ néo vazio e n3o contem o conjunto vazio,
donde, para cadsg V<:53 se tem V# @ e como V & equilibrade results

0 & V. Dado VE@ y tomando A = -1 em (M2), resulta que existe Wehd
tal que -WCV, o que junto & condig8o (M3) mostra que63 é um sis-
teme fundamental de- vizinhengas de O para uma topologia sobre X com~
pativel com a estruturs de grupo gbeliano de X. Esta topojorle ¢ com~
retivel com a estrutura de A-mddulo de X pois (MT') resulta de (M1);
(MT ) € eguivalente a (M2) e finalmente (MTIII) se verifica pois da-
da uma vizinhanga W de C em X, existe VGS{) tal que’VC W e como V

¢ equilibrada, existe S€1Y tal que SVC VcC W. 5

Exemplos

(1) 0Os corpos R e C sdo exemplos de aneis equilibrados.
(2) Se K indica indiferentemente R ou C ¢ T & um especo topoldgico
compacto , o anel A = C(T,K) munido de tOpolog:La definida pela nor-

ma ”i‘” ——xsu%)l x)! ¢ um anel equilibrado.
<

(3) No caso E = ¢ o exemplo anterior & um caso rarticular do seguin-
te: Seja A uma Zlgebra de Banszch (i.es A é um C~espago de Banach mu-
nido de uma multiplicacao c_o'm' elemento identidade e, verificendo as
condigdes: ||xy|l<| x|y} e |lell = 1) entdo. ‘—%-e é inversivel em
4 e ” ___e” = 2 >0 sen>e o que mostre que se verifica & con-
digdo (El). Seja, pera cada inteiro n>C, V, @& bola fechada de cen-
tro 0 e raio 1/n, entéo a colegdo dos V (n€ N e n>0) é um siste-
ma fundemental de vizinhangas de O e se f‘,g & V entdo [' f”\ 1/n e
lell< 1/n donde ”fg”(“f” [g”‘il/n < 1/n, 0 que prova gue se verifi.
ce a'condigdo (E2).. :

(4) © anel A do exemplo que s'egue.é. Prop.l 2.6, satisfaz obviamenta
& condig8o (El); para verificar a condigdo (E2) basta tomar, por
exemplo,'\S’ como sendo o conjunto de todas as interse¢des finitas de
conjuntos da forma V (X,®) com K compacto de T e é«’Sl.

e —.
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Se Q 4 . e -
(5) © um aberto de R, entSo 4 = C(2) é um anel eguilibrado

ex. anterior). Se; R Y N
( . © ), Seja X = Lp ) o espago das fungces p-localmente
integrdveis em §) ; :

entéo X é um A-mddulo pois se Ye A . e f€ X, en~

tZo Lp’f E X. De fato, indicando com & a medida de Lebesgue sobre 52 ’
a K e um ¢ ;=
se ompacto de L) ¢ cy = siplﬁf’(x) =

Jletlr ap < o fjrcoioap < oo

, entdo

’ o, K
MOSt_I‘eIHOS que X e um A-mddulo topoldgico, pars tanto indicamos com
W' (K,£) o conjunte des fungdes £ € X tais oue ”f” Lt e com

W(K,%) o conjunto das funges Qe 4 tais queﬁ@!!Kp’: slﬁp'tp(x)léi .
' Se @, & A, a aplicacio de X em X definida por Tr>@ £ "€ continua _
pois SGIE%HK # 0, entfo £ & W'(K, E/!mnK) implica que ¢, f.€ W'(K,g)
o que prova (MP}). Fixado fy € X, & aplicaglo Qe>@Pf, de 4 em X &

continua pois se H‘f"”p,K £0 e u‘éi“faig ;11{ ' eble, (Pé' W(K,)

implice @ £, € W'(X,€), donde segue (MTL;). Finaluwente, se @€ W(X,7E)
e £ € W (kN9 ent?:io_(?f € W'(K,€) o que prova (MT'III)(este exemplo
¢ um caso particular de um "f2 -planeur”,cfr,,'{C] Yo

2.2. Conjuntos convexos e conjuntos estrelados

DefinigHo 2.2.1, Sejam A um anel topoldgico, X um A-mddulo e J um
subconjunto de A satisfazendo as trés condigles seguintes:

(1) 0€J e 1&€4. .

(C2) A translacBo de A definida por Ar» 1 -A aplica J sobre J.

(C3) J é conexo.

Nestas condigdes

(a) Sejam x,y € X; chama-se J-gsegmento. de extremos x e y &o conjunto

J[x,y] _—,{)x o —A)#’MGJ} |

(b) Sejam U e V dois subconjuntos ndo vazios de X tais que U< V.

Diz-se que V é J-estrelado em relago a'U, se para cada u € U e para
cada v & V, se tem J[u,v) c V. En particular, se U = V, se diz gue V
é J-convexo. Por definigfo, o conjunto vazio € J-convexo.

Exempl 0S

(1) Nocaso A =R e J = [Oplj, se tém as ‘nogﬁes habituais de seg-
mento (fechado) e convexidade. | _
(2) Sejams =€ e J :{,0("’ iflosx€< 1 e H‘bls 1} , entdo é claro oue
J sutisfaz as trés condigdes(Cl),(C2) e (C3) da ;De.f'.'.2.2.1. |

E—— . e
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(3) ©Sejam K um espaco topoldgico compacto; A o anel das fungoes

complexaslcontinuas defihidas em K munido da topologia definida pg-
la no?ma “f||=ti;§|f(t)l e Jjea injegﬁo candnica de C em A. Se J'g

o subconjunto de € do exemplo-anterior, entfo & fdcil ver que j(J)

¢ um subconjunto de & que satisfaz as trés condigdes (Cl),(C2). e
(c3) da Def.2.2.1. , -

(4) Se A é uma £lgebra de Banach de elemento unidadé e, o conjunto

J ={Ae |A€R e OSA{‘-l} sutisfaz as condigles (01),(52) e (C3); pa-
ra todo A-médulo as nogdes de J~segmento e J-convexidade coincidem
ol 89 habituais jéd que todo A-mdculo pode ser considerado um C-mé-
"dulo por meio da isometria AeC+> Aee A .

Proposicdo 2.2.2. Sejem A4,J ¢ X como na Def.2.2.1., entdo
(a) Sejam (Uplyea & (Vadyea Guas familias de subconjuntos de X tais

que Vy € J-estrelado em relecio. e Up(pura cada indice A ) g supo -

nhemos gue & intersegfo U da familia (Up) € rnfo vazia. Entéo, a in-

tersegdo V da familia (Vy) € J-estrelade em relacfo a U. Em parti-

cvlar, intersecdo de J-convexos € J-convexo.

U1 e & U2 resEggié-

4

a
vumente, entao‘Vl + V2 e J-estrelado em relacao a U1 + U2. M?ls ge-
ralmente, se A é comutativo, sxvl % ﬁVé' € J-zstrelado em relacgo a
aUl + ﬁUg.TEara todo u,(&e&ﬂa Em particular, EE-Vl B V2 sa0 J-conve-—
%05, entfo V, + V, é J-convexo e se A ¢ comutativo entdo - &V + BV,

é J-convexo para todo o,p € 4. i

(p) Se Vv e TV, sdo J-estrelados em relacgZo
1

FProposicio 2.2.3. Sejam 4,J g X comg na Def.2.2.,1.. Sejem ¥ um g—;é—
dulo e f ums aplicacio A-linear de X em Y. Enigo
segmento de X é um J-segmento de Y, mais

(a) A imagem por f de um J-
precisumerte, se xl;xgéE X entZo f(J[xl,xgj);= J[f(Xl)sf(Xz)] 8
(b) Se um subconjunto V de X & J-gstrelado em relacfio a um subconjun-

to nf¥o vezio U de X, entSo f(V) € J-estrelado em relacdo a f(U); em

_ - »
particular, se V & J-convexo, entao £(V) € J-convexo.

I W de Y € J-estrelado em relagdo a um subconjun-
Y

(¢) Se um subconjunto

W) é J-estrelado

to ngo vazio 2 de Y e f‘l(z) é n3o vazio, entao T

L . m =1 .
em relacio a f“l(z); em varticular, se W ¢ J-gonvexo, entao T (W) €

J-convexo.

4 afirmacgio (a) segue da Def.2.2.1. e as-afirmaQEes (b) e (c)




resultam de (), ﬂ

TT0L0sicE0 2,7.4.

SGL (I{A)AE/\ amyg femilia de s-mddulos e sejain,

v Uae vy u‘()C’)HJUHLO.. nto vuzios de X, tais gue
7 MAIENE i

A c "A « rttao sin ecuivulentes
1

rars calso indice

es condi¢Oes sepuintec:

PN ’

(i) ATJ\ £ J-estreledo em relugfo a U = T, ( em % = TTx,
TR AEN — Aen A
(id) Vo é J*estrelado em relacio g

UA » para cuds Indice A.
o ] . r I
gm particular, V é J-convexo se e 14 se V} € J~-convexo paru cada in-
dice A .

Q‘\ } 3 T o . 3 .\':'.' 2 . . 4o~ e B v
- V‘-:'Ja ‘,u & projecao de % sobre Ly entac T, (-;) £ V,u_ e 7:/“([1, »U[y_
.donde a 1mp]1edgm (i) = (i1) resulta ds pI oll.L.2.J.,(b) Inversamen-
te, comno V :AO )‘(VA) e UJ = m'ﬂ';\ LA), e i,}ol,,g_‘__‘?_,(c) e da IiTOF »

2:2.245(2) Begue g J.ﬂzgllca;gﬁlo (11):'7(1). E

I 4

o cuso dos evpacos vetorisis rewis wo nogzo de convexidude & defini-
di. w purtir de certos "corvexos bisicos” (G& 5egmentdé) pols um seg-
rento. € o conjunto convexo muin eimples possivel. Se £ & um eiPpaco
vetorial reul e yury cade pur de pontos X,y € & indicamos jor fx &
rlicag¢Zo de [C ?} em E definidzs por Ar> Az o (1 -Adly, entfio o se;men—
to (rfechado) de extremos x e y & w« imzgem Ce [G,I] ror fx e um
subconjunto V de © é‘convexo ouando contem ws imugens de u IJ por to-
duss a8 uplicacdes fxy tais que x,y € V. 4 definigfo 2.2. 1. repete eu-
te processc . mes apresentundo o seguinte wspecto dessgradiavel: nZo €
evidente (rnem mesmo verdude, em geral) gue um seghento seja convexo.
féeil dur uma condicfo necessériu e suficiente parez que todo seg-
mento sejo convexo:
Iroposigfio 2.2,5. Sejum 4 e J como ne Def.2.2.1,, entéo us condigdes

<

esaintes s8o egaivalentes:

(1) J é J-cuavexo.
- - = . ’
(ii). Tarw cads A-mdédalo X, todo J-segsmento de X € J-convexo.

-

%(11) Sejum X um A-médulo e X,y € X; mostremos gue se u,v
S J[ J enlio J[lz v] C J[x,y). Cor efelto, u =&«x 4+ (1 -y, v =
6 o ’\1 - ﬁ)y com & [’)E 3 '-)o*‘tuz;'t;o ce Ae d, =ntfo Au + (1 -:/\)v =
}Af +IU‘3 onde p = k“.* (7 ..)‘)(;. e ‘u A1l -x) + (2 ./\ (1 -—[‘5). S ime -
divto veriricar gue I_A ; de outro lado por (i) remaltz Me .,
donde por (C2) segue fk’; _ /A €J. intie Au 4+ (1 =A)v =AY 4
+ (1 -PL}y con Me& J o gue provam gue Au + (1 -Alv e z"f X,.‘y’]' . ‘
(i_i}#(i) Sejen & ,(BéJ e mostremos que J[«.\@)CJ, isto &, se Ae .
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sntet -Al . '
sntiio Aoe 4 (1 AP e do Ko 4-mdauio
= (1,0) e .92 = (0,1) & livrae, ¢

! :O(c—:“T + (1 <a)e

2 ,
A" o conjunto {el,ez} , omnde

Consideremos os elementos

a
) = de d —(3 5
£0OMmo “, (7) e J Tresult G Qu d. v ( .3 ( )eg ’
F X e J €185 ) e como per (1i), ¢ el,en]

e J—=CCliveXxo, temos Jiu V]C
A e se tem A 3-_’92] 0 gue zcarretz gue purs todo
Joo 82 tem Au+ (1 Ay e iTe .
“L*17%, ) € por definicfio de u e v en-

tEo: _
Z[)\M ) Aﬂ]ﬁ[a 1 —0) 4 (1 -h)(2 ré} 2 € Iepre,)

T . rjt '-1‘_‘:.:-5 t ,/
j---u- tc r 0 t‘fl te A e T 1L 1 :IJ I\ = X e-] + \-] - A}e,, klna;Je

)

!‘J

Ca

Sejum A,Jd e X como na lef, 2

(62N

+<els Se U ¢ um subconjuute nSo vezi

N
o)
o
‘o
@

7, entio os conjuntos

¢ - {V CXlUCV e V& Joestraludo en relagfo & U }
i‘-” CXfUcCVv e v& J-—conv’exo}
520 nfio vuzios pois ‘X pertence a ambos. Ds Prop.2.2.2,, (&) resulta
entio:

3

(1¢) € conjunto 2.(v) = | W & Joestrelado em relagto a I,
Ve€
V22 ¢ conjunto T {U) : (n\J € J-convexo.
Ve

além disgso, € clauro que 2(U) (resp. I(U)) ¢ o menor conjunto J-es
treludo (resp. J-convexo) gue contem U; o conjunto 2 (U) (reSp.r{C}}
(

0) por U. Come [(U) &

Attt — et rar—

chemu~se J-estrela (reop J-convexo) gerads
J-convexo e U C [{U), resultu oue [(U) é J-—estrelazdo em relagio a
C, donde resulta 2 (U)c [ (U).

Seja 4 um anel topoldcico e sejum Jy e J, dois subconjuntos de
A gue sutisfazem as condigoes (CL),(22) e (C3). Se ch: Jn, entZo pa-
"« todo i-mddulo X, se tem Jl{ ,y](: g [x,yJ qUALSQUEL pUE Sgjem X,y
€ X, donde,todb conjunto Jz-convexo é tumbem.Jl-conver. Em purticu-
ler, se 4 ¢ um asnel topoldgico aue contem R como subanel e se J C A
saticfuz us condigdes (C1),(C2) e (C3) e ainda [ﬁ i]C:J entZo todo
Schonjuntg J=convexo de um a-médulo X € convexo no sentide habitual
em X purs o estrutura de R-espago vetorial sobre X obtids por restri-

§&0 de esculares,

% ) & o i z=de ai (C imposta o~
Cbuervaalo &m todo este §2 nfo fol uszda a con Q%O (C3) imgo 0
M . ~

. o rie de A: estus hipdteses serSo usudes
bre J nem nu reslidude a topologiv de aj estus hipote ¥

<y e : -
& seguir,




Las
N )

Zede \:-C?L\z’(—,‘;'{.idi‘.de o=z "71(3(1117 0s

toyold, icos

Troposicio 2.% ' .
LoR: 5io 2.3.1, §§1§E A e J como na Def.2.2.1. e suponhamos oue X
é um A-m0dulo toioldgico,

e W

(a) Todo J-zegmento de

™
.E‘J‘Ll/(_lo

£ € conexo,
(b) Todo subconiunto J-ceornvexo de ¥

€ couexog.

Sejull X,y &€ X e toa restricfo o J dw apticucfo Ai» 1 -4 co-
mo ¥ € continua de (C2) e (U3)
e

o
gsegue que o grifico ¢ da splicegdo
¢ conexo, Como J[x,y] € a imagem de % yelu apliczcio corntinus

(A,PL) : :LXr’.\":)An’ +,u,y X
resalte (al. Seja Voum corjunto d~convexo, e V € nfo vizio, exicte i
a €V e ent@o (b) segue de (a) 54 cue V é & reuniflo do: segmertos
ngﬁrKJ guandao X percorre VvV, B

Iropoeigro 2.3.2. Sejem kg J como na Def.2.2.1., X um A-nddulo to-
i Py ¥ i & . s . ¥ . - 55
rpolodco e U,V dois subconjuntos nfic vezios de X tais que H C V. Se
’ T . A 4 v o ~ H Lo kT o s - e -~ ¥
V e J—estreludo em relucic u U, entiio V é J-gstrelzdo en relezgiio & i

s e - T 4 e -
o perticulur, e V € J-convexo, entio ¥V ¢ J-convexo.

Tera culu A€ J, seju £y 2 AxX > L . aplicagfo detftinid. por

fx 44>A ® 4+ (1 "A)y. Como V & J-coteeludo em relagfo a U, £) eplias

!ut

UxV em V, . portunto, como & ¢ continua .uplice Ux V em ¥y O gue rrovi

-——
e

ade V é d-sstrelado em relavio o U .

Sejem 4,0 €@ 4 COMO N Detf.2.7.1. e 1,% dols subeconjuntos de Xy no re-

sl tedo Segu_inte Vil =er cémcfj:ﬂ e} }'.Ot-'u'-f_;'f":() ol [L,MJ definide por

o) = Uafss]

x,¥)e LxM

treposicTo 2.3.3. Sejam 4,J € X COom0 N& LT0Pelele2. € YV am subconjuiie
to de X, J-eotrelado em relugfo & wr subconjunto U de X de interior

no voazio. Suponhiumos que J(L,M) é vbérto sempre gue L ¢ M o_s@o. En-|
t80 o interior V de V é J-evtrelado em relugao ag interior 0 ge U. E

*2

A hipdtese de V ser J-estrelado em *elugdo a U acarrets a relageo
L ,V](: Vv, cuve juntada &o feto de J[L V] ser aberto, implica aue
o

Yy Yy 2 i r
Bz oo s B T X CORIO Ni TTr0Le2e3ele Diz—se gue L e
L)e-f-]-rl.ll.ir\é.lo _,_-.3.4. L,L.Jc_,ﬂ. ﬂ,J e C . e . ° . . q

A-uddulo J-loculmente convexo =€ exisgte un cistemn Mundumental de vi-

. e Pewrndo wer coriubtos J-convexo: z-ze que i &
sinkung:: de ¢ ez &, formedo poX €< 1 juntos convexos. Uii-ze que £ €

. LN Tvwn m -~ ~ 1 >
J-leenlmertie convexo guando o € o pédulo J-leenlmente convexa,
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De forme endloga se pode definir mddulo J-localmente estrelado.

Fxemplos . t
(1) O caso cldssico que inspira & Def.2,3.4., : A = R,-J:=EL1] e X
um R-espago localmente convexo. '

(2) . Sejem A e J como na Def.2.2.1. Se X & um A-mddulo topoldgico e

a torologia de X € linear (i.e. existe um sisteme fundsmental de vi-
zinhangas de O em X formado por submdédulos, cfr. Ex.(z) logo apbs a
prop.l.1.4.) entio X & J-localmente convexo, pois tode submddulo €
- J=convexo,

(3) Sejam A uma Zlgebra de Banach de elemento unidade e e d o con-
" junto dos Ae com A real e compreendido entre O e 1. EntZo A é J-
locelmente convexo pois se. indicamos com B. & bola (aberta) de cen-~
tro O e raio r, entio (Br)r>0 é um si;tema fundzamental de yizinhan—
¢as J-convexas de O. De fato, como foi observado no ex.(2) gue segue
a Def.2.2.1., neste caso as nogoes de J-convexidzde e de convexidade
no sentido habitual coincidem, e € claro gque B, é um conjunto con-
vexo de A como R-espago normzdo. ' .

(4) .Sejam A e J como na Def.2.2.1. e suponhamos que A & J-localmen-
te convexo. Vamos mostrar que € pcssivel construir sobre cada A-mé-
dulo X, uma topologia J-localmente convexa a partir de um conjunto
nfo vazio de formas lineares sobre X. ﬁe fato, seja um subconjun-
to ndo vazio co dual (algébrico) HomA(X,A) de X; jé vimos (exemplo
que segue a Def.1.3.7., do gual usamoe as notagdes) que a topologia
OA(A,EB) é compativei com a estrutura de A-mddulo de X. Como A é
J-localmente convexo, resulta que o conjunto 65 dos conjuntos do ti-

PO
wer, ) = Vel

fer- :
onde F percorre.os subconjuntos finitos de &~ e YV percorre um siste-
ma fundamental de vizinhangas J-convexas de O em A, é (pelas prop.
2.2:3.,(c) e prop.2.2.2.,(a)) uw sistema Tundamental de vizinhanges
J-convexas de 0 em X.
(5) De modo mais geral, sendo A e J como na Def.2.2.1., se (X?JAELH
¢ ums familie de A-mddulos J-localmente convexos,X € um A-mdduio e
Y ¢ uma aplicagBo A-linear de X em Xy » parz cada indice A, ento a
topologia inicial T de X em Mod Top, para a familia de aplicagdes
A-lineares (fl)ﬁéA é J-localmente convexa. Com efeito, seja 551 um
sistema fundamental de vizinhangas J-convexas de O em X3 , para cada
indice A ; entfo pela prop.l.3.4.(c), os conjuntes da forma
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formam um ‘sistema fundamentsl de T -vizinhangas J-convexzs de O e;n
X (pelas prop.2.2.3.,(c) e prop.2.2.2.,(a))

o [3 23 = \~ ' . Lag
pcabamos esta secgao com a versdo do teorema do ponto fixo de Mar -

koff-Kakutani para médulos locslmente convexos (a prova sendo pra-

ticamente a mesma, cfr, [136] Ap ). Sejam A& um anel comutativo (uni-

tério) topolégico e J um subconjunto de 4 que verifica, além das con-
digdes (C1),(C2) e (C3) da Def.2.2.1., a condigio seguinte:

(Mk) Para cada n€ N, n>0, a equagdo em A:
nK =1

possui uma soluggo & & J tal gue O estd no fecho do conjunto |

&(X | nex e n>o0}.

Nos quatro exemplos gue seguem 4 Def.2.2.1., © congunto J satisfaz a
condig8o (MK). '

Lema 2.3.5. Sejam A um anel comutatlvo topoldgico; J um subconjunto
de A satisfuzendo as condigdes (Cl),(C2), C}) e (MK); X um A-modul.o
e V. um subconjunto J-convexo de X. Entgo, paI‘d todo n& N, n>0, se

. - a 2 a v t Xq ese +
(1)l<1'>$n & ums familis de elomentos de V, se tem o(( |

+x )&V, _
A prova, por induggo, g trivizl no caso n = 1. Seja n>l, e su-

ponhamos por hlpotese de 1ndugdo

B claro que (n - 1), +0( =1, como X € J & hiptese de V ser J-

convexo junto as rpldgoes ze V. e Xy 6 V, acarretam (n - 1)0( 2 +

ro x € V, o que acaba a demonstragao pois por ser A comutativo, se
n ;

tem: (n - 1)0(nz'+ o %, = (n - 1)o, n__l(h ces + xn_l) X x, =

°(n(X1+ ..‘.+Xn).

Lema 2.3;6. Sejem X um A-médulo topoldgico, K um subconjunto guase-

—compzcto de X ¢ L um subconj unto quabe-compacto de A, entao
(a) Paraz czda vizinhenca V de O em ey ex1ate wma vizinhanca S de O

em A tal gue SK C V.
(b) pars cads vizinhanga V de O em X, existe uma vizinhanga W de O

=1 e LW C V.
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(a) Para todo X&€ X, & aplicacfo Py é continua no ponto (0,x)

€ AXxX, donde, dada uma vizinhanga V de O em X, existem uma vizinhan-

ca DX de 0 em A" e uma vizinhanga U de x em X, U, aberto,tal que’
X(S ' ) =8 xYx € -V. Como K & quase-—compacto, existe um subconjunto

finito F de K ‘tal que (Ux)xeF € uma subcobertura de (Ux)xFK e en-
t3o S x‘ GI:I‘SX é uma vizinhanga de O em A e & cluro que SKC V.

(b) Mesmo raciocinio que em (e). @

Observagso Com a linguagem que ser4 introduzida na Def. 2.4,1., a par-
_te (&) do lema 2.3.6. diz que num mdédulo topoldgico, todo quase-com~—
pacto € limitedo. A parte (b) do lema 2.3.6. serf bastante ¥til nos
Cap.3,4 e 5, ' .
Proposigfo 2.3.7. Sejam A um anel comutativo topolégico,_J. um subcon-
Junto de A satisfazendo as condicSes (C1),(c2),(C3) e (MK), X um A-mé
dulo topoldgico separado, K um subcongunto compacto J~-convexo de X e
[ um conjunto de apllcagoeq A-linezres de X em X, dugs. a duas. permu-
tdveis que aplicam K em K e tal que para cada ue [ , ulk & coatinua
Entfo, existe um ponto Xo € K tal gue u(x,) = x, para cada ue [,
Fara cada n>0 e pars cada uefl , seja

Ty =0 (L b U L h w4y
entZo, como A & comuta‘tivo,'un € End (X) De outro lado, como u(K)c K
para ccda X € K se tem: x,u(x),...,u"‘ Hx)e kK e entfo a J-convexida-
de de K junto ao lema -2.3.5. implica u, (x)e K, donde resulta que

u (K) C K. Como a restricgo a K de cada uel é contlnua, segue que

!K é continue « Seja

Fl ={u(12:u(2)o ...o.uz(lt) I u(%),..-’u(t)er i t'nl""’n't>0}

" Dy t

entéZo é fTdcil verificar as seguintes propriedades:

(a) v WEr = VeW = WoV,

(b)) v e F :3> v[k é continua e V(K)C K
Seja 6 o con,]unto dos v(K) para v percorrendo rl’ € claro que O?J é
no vazio e G &6 ; de outro lado, se v,w € ] » como u = vew = wev
resulta -pOI' (b): u(k) € v(K) Mw(K) o que mostra que &) é uma base
de filtro sobre X, Como X é separado e os conjuntos de & s3o compac-
tos, resulta que estes sZo fechzdos em K; sendo§) uma base de filtro

> tem a propriedade da Jntersegao finita, donde I —Bl &\B g .
€

Mostremos que para todo x€I, .se tem u(x) = x ’pgré cada u €f,Gom efei
to dado x & I, pars cada n & N, 0 se tem u (K)&€E) donde xeg
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(K) ortanto = =
y P existe YEK tal que x = w (y) =0 (Y + uly) + euuw

+ u (y)), donde u(x) -a’(u(y) + uz(y) + ees + WNY)) o que implica

u(x) -~ x. = (u(y)-Y)Efo'
orde K' é g imagem de K pelsa aplicaggo s SX de XxX em X definida por
(ay D) a - b, Como Sy € continua, K' & compacto. Seja V uma vizinhan-
¢a'de O em X, pelo lems 2,3, 6.,(a), existe uma vizinhanca S de 0 em
A tal que SK'C V e como por (MK), O é aderente zo conjunto dos &
(n€ N, n>0), existe m&€N, m>0 tal que & € S, donde
' u(X)-X-fY(u(y)—y)EV

0 gue prova que u(x) - x € v . para cade vizinhanca V de 0 em X e como
X é separzdo results u(x) = x, @

2.4. Conjuntos limitados. Médulos localmente limitddos.

DefinicZo 2.4.1., Sejem A um anel topolégico e X um A—modulo topold-
gico. Um subconjunto B de X € dito limitado se para.cada vizinhanga
V de 0 em X, existe uma vizinhanca S de 0 em A tal que SB = V. Diz-

se que X € localmente limitado se X possul uma vizinhanga de 0 limi-
tada.

Os conguntos finitos s&o llmltados (pela contlnuldade de PX)’ no ca-
S0 partlcular em que o anel A é discreto, qualquer subconjunto de
qualquer A-modulo t0pologlco € limitado o que mostra que neste caso
especial (do qual os grupos abelianos topoldgicos é um caso particu-
lar) esta nogdo é completemente indtil., Mas em qualguer outro caso,
isto é, quando o anel topoldgico de base nfio for discreto, a nogéo

de conjunto limitado é bastante interessante pois permite, entre ou-
tras coisas, definir todas as topologias gue vdo nos interessar so -
bre um médulo de aplicagdes lineares continuas de um médulo topoldgi-
co em outro como veremos no Cap.3 .0 resultado seguinte reune as pro-
Priedades mais simples dos conjuntos limitados:

Proposicfio 2.4.2. 'Seja X um A-médulo topoldgico, entdo

(a) Todo subconjunto guase-compacto de X € limitado.

(b) Se Y & um A-médulo topoldgico, u & uma aplicagéq A-linear conti-
Iz de X em Y ¢ B é um subconjunto limitado de X, entao u{B) € um

Subconjunto limitado de Y.

(e) Se Bl e Bg sho subconjuntos limitados de‘X,'entao B1L1B2 e
B+ B, s8o limitados.
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(d) Se B € um subconjunto limitado de X, AB & um subconjunto limite-
do de X para todo A € 4,

S 5 'd f >~ - '.‘
(e) 'Se X, ¢ um submédulo de XeBc X, entdo B § linitado em X. se
e S0 se B é limitado em X.

0 ==

(f) Se B 4 ¢ limitado em X, entfo B é limitado em X.

(g) Todo §3Pcon3unto de um conjunto limitado em X, € limitado em X.
(2) E o lema 2.3.6.,(a). (b) Se V & uma vizinhanga de O em Y,
existe uma vizinhanga U de 0 em X tal que W(U) C V e como B é limi-
tado, existe uma vizinhanga S de 0 em A tal que SB C U, donde S.u(B)
C V. (¢) Dada uma vizinhanga V de O em X, existe ﬁma.outra vizinhan-
ca Wde O em X tal que W + W C V; de outro lado existe uma vizinhan-

S de O em A tal gque SBjC We SB, C W. Ent&o S(BluB2)C WCV e

S(Bl + B2) C W+ W V. (d) % un caso particular de (b). (e) Segusé
imediatamente da definigdo de topologia induzida, (f) Dada uma vizi-
nhangs V de © em X, seja U uma vizinhanga fechada de 0. em X tal gue
UC V, entfo existe uma vizinhanca S de O em A tal qué'SBcz U, donde
pela continuidade de p, resulta SB = py(SxB) C py(S5xB) € py(SxB)
CU=U0Uc V., (g) E imediato a partir da Def 2,4,1. B

Dado um A-médulo topoldgico X, podemos associar os seguintes conjun=-
tos de subconjuntos de X:

By = {BC X | B & limitedo} .
| Fy =\iFC'X | Fé finito}.
“x = {R(: X| R é compacto} ’

Com estas notagOes, se tem:

Corolério 2.4.3. Se X & separado, entfo, B, , Fy e K} s8o bornolo-
gilas sobre X. '

Fy & uma cobertura de X, ¢ claro que Fy C lK)'c e de (a) e (g) da
prop 2otk 2. resulta thz BX ’ donde, Kk_ e BX sZo coberturas de X.

E evidente que FX e Kk s8o heredltarlas e B é heredltarla por (g)

Flnalmente, as trés classes sZo estaveis para a reunifo finita; para

Fy e Ki ¢ evidente e para By segue d& prop.2.4. 2.9{c). B

Corolério 2.4.4., (a) Un f-mddulo localmente limitado possui um sists.
ma fundamental de vizinhancas limitadas de O.
(b) Todo A-mddulo localmente compacto é locelmente limitado.
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(c¢) Todo

A-mddulo compacto € limitado. (cfr.corol.2.4.7. )
(a) :Segue da Prop.2.4.2.,(g); (b) e (c¢) resultam da Prop.2.4.2.

(a). B

Coroldrio 2.4.5. Se X é um A~modu]o locelmente llmltddo, entzo

(a) Todo submédulo de X & localemente limitzdo,

(b) Toda imsgem de X por um morfismo estrito é localmente limitazda.
A afirmag8o (a) segue da pProp.2.4.2.,(e) e a afirmagfio (b) resul-

ta da prop.2.4.2.,(b) e da prop.le.4.24.,(iii). @

Proposigfio 2.4.6. Seja A um anel topoldgico separado verificando z

condigZo

0e€ u(a) - (%)
_c_a__sga_ X um A-médulo toroldgico separado. Nestas condlgoes se tém as
seguintes assercodes: A
(12) Para todo x& X - {O} y 0 conjunto U(A).x ={)x'i /\GU(A)} nio &
llmltado emn X, : '

(292) As condlgoes segulntes sfo eguivalentes:

(i) V é uma vizinhanca limitada de O em X,

(ii) V € uma vizinhanca de 0 em X e o conjunto &V = {AVI AEU(A}}
¢ um sistems fundamental de. v1zlnhangd5 de O em X.
(32) 0 vnico submédulo limitzdo de. X ¢ (0).

(42) Para_toda vizinhanga V de O em }L se tem X -—U?\V
AeU(A)

(12) Como X € separadc, existe umae vizinhanga U de ¢ em X tal

que x ¢ U, entdo para toda v1zlnhanga S de O em A ex1ste, pela condi-
¢ao ), A€ SAU(A), donde - ?t & U(A) 0 que implica X 7\.)\‘.1: =
S.U(A).x .

(20) (i) =p(4i) Todo elemento de 65‘,, é uma vizinhanga de O em X (pe-
la prop.1.1.5.). De outro lado, se U & uma vizinhanca arbitrdriz de 0
em X, como V é limitade, existe uma vizinhanga S de O em A tal que SV
C U, e come a cordlc,ao (%) implica que existe A& SAU(A), results
Ave u, - o

(i1)=> (i) Deds uma vizinhanga U de O em X, existem ums vizinhangs S
de O'em 4 e ums vizinhenca W de O em X tais que SW C U, Por (ii),exis -
te A€ U(a) tedl que AV C W, donde S(AV)<C SW C U, Como T = 52 € uma
vizinhancz de O em A (pois A € U(4)) resulta S(AV) = (SA)V = TVe U.
(32) seju X4 um submédulo limitzdo de X e suponhemos por absurdo
que X, # (0). Entdo existe x € Xs s X 7‘ 0 e por (12) o conjunto

4

1
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:x ?aé ¢ limitado em X. Mas de outro lado U(A).xC X, , e como
Xo € limitado (em X) & Prop.2.4.2
mitado em X o que é absurdo,

G(4a)
«»(g) acarreta que U(A).x & li-

(49) beja_V'uma vizinhanga de 0 em X. Se x € X, pelo axioma (MT!)

" el _ S o I
existe uma vizinhanga S de O em 4 tal que Sx C V. Pela condigZo (3¢)

existe A€ SAU(A), donde Ax € V o que implica xe X'vc | )Hv, i
FEU(A)

Coroldrio 2.4.7.

Seja A um anel topoldgico sepsrado verificando a
condig8o :

0€ U(4)
Tem-se entfio:

(a) O conjunto U(A) (como subconjunto do A-mddulo topoldgice A) naoc
¢ limitado. |

(b) O Ynico A-mddulo (topoldgico) compacto & (0).

A afirmagdo (a) resulta de aplicar (19) da prop. anterior no ca-
so particular X = A e x = 1, 4 assercdo (b) segue do corol.2.4.4.,(c)
e da proposicio precedente,(32)., B

Cbservagdes (1) Como A ndo é suposto comututivo, em rigor deveriamos

completar a Def,2.4.1. no caso purticul?r,em que X é um ideal de A e

falar em subconjuntos de X limitados & direita e & esquerda e definir
como subconjunto limitado de X, aquele que € limitado & - esquerda e

3 direita simultdneamente (cfr. [34] , ex.12, §6).

(2) Do Corol.2.4.4.,(b) e (c) ndo é necessdria a hipdtese de que os

médulos sejam separados, i.e. estes resultzdos valem para médulos gqua~-

se-compactos e "localmente quase-compactos”.

(3) Um subconjunto L de um A-médulo topoldégico X € limitedo se ele &

absorvido por toda vizinhanga de O em X.

e —————— A —



CAFITULO 3

APLICAGCES LINEARES CONTINUAS

3.1. 0 4-médwla topoldgico Le (X,Y)

De secgao 3.l. a 3.6. (inclusive) A4 indica um anel (unitdrio) comutz -
oz L4 . = ~ - . . 3

tivo topologice. Se X e Y sZo dois i-médulos topoldgicos, A& A e v,

<

sao elemertos de LA(X,Y), consideramos as dues gplicagles seguinies:

u+ v : X->Y, definida por x> u(x) + v(x)
A-u : X—=>Y, definide por x r» A.u(x)
E claro gue u + v é A-linear e que .A.u é aditiva, como 4 é comutati-
vo resultz gue A.u é também 4-linear. 4 aplicacio u + v é continua
pois se V € ume vizinhanga de C em Y, existe ume vizinhanca W de C em
Y tal que W +# W € V; como u e v sao continuas existe uma vizinhanga
7 de 0 em X tal que u(U)c W e v(U) ¢ W donde (u 4+ v){U)c V. 4 apli-~
cago A.u é cortinua pois € composta de u (continua) com a homote-
tia de Y de razdo A gue ¢ centinua pelo‘axioma (MTiI)' Em definitivo
temos
Au, u+ v € LA(X,Y)

donde segue:

Lems 3.1.1., Se X e Y sfo dois A-médulos_toypoldgicos, entio o conjun=

to LA(X,Y) munido das leis de composicdo (u,v)H»ru 4+ v e (A, u) = A.u

€ um s-médulo. @

Sejam X um conjunto gualguer, S um conjunto de partes de X e ¥ um

grupo abeliano topolégiéo notado zditivemente., O conjunto F(X,Y) de

todus as aplicagdes de X em Y estd munido de uma estrutura de grupo

abeliano aditivo produto,das estruturas de gruro de seus fatores

(pois HF(X,Y) = TETXYK com Y, = Y para cada X € X). Fara cada B€ &S
X

e culda vizinhanga V de O em Y, seja [4{(B,V) o conjunto das ue€ ge(X,Y)
tuis que u(B) € V e indigquemos por B o conjunto dos conjuntos do ti-
PO E{B,V) quando'B percorre & e V percorre o filtro das vizinhangas
de C em Y. £ claro entZo gque o conjunto & aus intersegOes finitas de

conjuntos de © ¢ uma bvase de filtro sobre @GF(X,Y). Mostremos aue {§)




- gatisfaz os axiomas (gy A

) e i » .
(GAII))' : I (G2 II)(nd» realidade, neste caso vale

(GA7) Se BES e V & ume vipimm, . |
5 ‘;{} de O em Y tal que = Vizinhange de 0 em Y, existe uma vizirhaa- |
o223 que W 4 W V, donde (B W) + C(B,%) ¢ F(B V)

‘ e mostra que : , S o\ Ps o\ Py

o qu Q satisfaz ¢ axioms (

. GA.) donde segue imediatamen-
te Que 3 satisfaz 0 axioma (Ga.) 64 g a

(GAII) Resulta das identidades: (B
conjunto finito F de {ndices:

- [ m T;(Bi’vi)] = m(._ Q(Bivvi)} - (-\‘}G(Bi”vi)

;= V) = - (B, V). e para todo

izeF
Resulta entdo que existe uma dnica topologia T sobre CF(X,Y) compai~
tivel com a estrutura de grupo sbelisno de (@(X,Y) tal que &5 & wn
sistema fundamental de T -vizinhancas de 0. Esta topologiaT serd. can |
mada topologia da convergéncia uniforme sobre as partes de & (enF ~
-topologia) sobre #(X,Y). Se M é um subconjunto quelquer de €7 (X, ¥
chama-se & -topologia sobre M & topologia induzida sobre M pela &5 -
torologia sobre P (X,Y). 0 grupo abeliano GP(X,Y) munido da & ~to-
pologia & um grupo abeliano topoldgico que € indicedo pela notacEc |

grg (X,Y). ' :

Se X & um conjunto, Y é um A-médulo, A€ A, u& F(XY) edm ¢

aplicagdo de X em Y definide por X~ A.u(x), € claroc que a lei e:rt,
na (A,u)»Au define, sobre o grupo abeliano F(X,Y), uma estrutursz
de A-mddulo. N .

fr 4 okc)
Proposicdo 3.1.2. Sejemn X um coniunto, & wu_sonjunto de partes d2
%,Y um A-médulo topoldgico e M um submédulo de G7(%,Y). Entdo a (5 -

-topologia sobre M possul as propriedades seguintes:
(1°) £ compativel com a estrutura de grupo abeliano de M.

(22) Satisfaz os axiomas (MT’II) g (MIyrp)e S ) i
(3¢) Satisfuz o axioma (MP}) se € S0 S€ u(B) ¢ Limitedo em ¥, puta

—— ¢ ' |
ceda u € M e pars cada B € S . , o
al, mostremcs a segunda. Fixadce

& primeire afirmagfo sendo trivi ) w X & contimz. Dados
o g WS M>2u & M é continue. Dado
7‘06 A, mostremos queé 2 aplicagao 4 € M40 & X
- . Y
be e ums vizinhanga V de O em &, ) )
¥ E?l—r’x ‘e Yy é continua, oxicte ums viziphanga W de O em Y tal B
y € \'V-=>A9§ e Vv, donde segue que U & M(’\S(B,‘ﬂ’):}}?\ﬁu € NAF(B,V) o
¢ ’ y wi B { . Sejam B & LD
que prova (MT!.). Mostremog Qque Py © con*t.;lr'ma em .(O,’O) 'UJ ="
eV ' ‘nlrIl;nfga'de 0 em Y. Como por hipobese py € CONVINUE, €48=
uma vizi ;
2 A e
tem i anas(leoem N N .
SwW uma(VIélr)lh :;l donde resulta imediatanente gue pM(SX(Ivan(Bg_\‘.))__- |
= py SxW) C Vv,

E

como por hipdtese a aplicagad

ums vizinhanga W de 0 em Y tais gue |
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! II) Vejamos finalmente a terceira as-
sergao, Suponhamos que se verifica o axioma (N’T ), sejam u,E M e
B, € & e mostremos que u (Bg)

C M I (B, V), o gue prova (MT!

i

€ limitado. Dada uma v1zlnhanga V'de
OemY, o conjunto M F(BO,V) é -uma vizinhanga de O em M e como a
apllcmCdO AG Al—-*h.u € M € por hipdtese continua,  existe uma vizi-
nhanga S de 0 em A tal que A& S implica Xu = Mf'\r(Bo,V), 0 que
- acarreta S Uy (B ) V. Inversamente, mostremos que se a imagem de
gual quer elemento de & por qualquer aplicagdo de M é limitada, en -
tdo se verifica o axioms (MI'y). Fixado u,& M e dados BE & e uma
vizinhanga V de 0 em Y, como por hlpotese Uye(B) € limitado, existe
“uma vizinhanga S de 0 em 4 tal que S.uy,(B)C V o que exprime que se

" A€ S, ent3o Au,e€ uA L(B,V), portanto vale (ury). @

Corolério 3.1.3. Sejam A um anel topoldgico comutativo, X e Y dois
A-mddulos topoldgicos e &S unm conjunto de partes limitadas de X (i.e.

GCIB )o Entio a & -topologia sobre L (X,Y) é compativel COm a es-—
trutura de A—modulo de LA(X Y ),

A restrig,ao a L (X Y) das leis de compos:.gao de P (X,Y) sdo as .
leis de composigao cons:.deradas no lema 3.l.l. portanto, A(X Y) é
un submédulo de GF(X,Y). Entdo o coroIarlo resulte da proposn.gao an-

terior e da prop.2.4.2.,(b).

Notagdes: 0 A-médulo LA(X,Y) munido da & -topologia, serd indicado
por : : '

Lg(X’Y)

e para cada Beg e cada vizinhanga’ V de O em Y, a 1ntersegao de
L (X, Y) com o conjunto- F (B, V) serd indicada por

| r(s,v).
Desta forma, 0 A—modulo topologlco Ig (X,Y) possui um sistema funda-
mental de vizinhangas de 0, formado por todas as interse¢Ces finitas
de conjuntos du forma. r(B,V), com B percorrendo © e V percorrendo
o fiitro- das vizinnal_'qgas ‘de O em Y (ou uma base deste filtro).
Os casos mails importéntes de’ S -topologia sao 08 seguintes:

(12) Quando © € o conjunto Fy de todas as partes finitas de X, a

S -topologia sobre LA(X,Y) é dita topologia da convergéncisa simples. |




(32) Quando & ¢ o conjunto B, de todus
S -topologia sobre L
" mitada,

as partes limitadas de X, a
4(X%Y) é chamads topologia da convergéncia 1i-

Observagles (1) se & & estdvel para a reunifo finita, entSo a re-
lacgZo )

n
i=1l i=1

implica que o conjunto dos I (B,V) (para B percorrendo © e V. percor-
rendo o filtro das vizinhangas de O em Y) & um sistema fundamentai
de vizinhangass de O em Lg(X,Y)., £ o qﬁe acontece nos casos & = F
S = Ky ¢ &= By (prop.2.4.2.,(c)). .

(2) A& -~-topologia sobre LA(X,Y)'nﬁo mude. quando se substitui o con-
junto & pelo conjunto»GEldas reunides finitas de elementos de & 5
ou pelo conjunto & dos subconjuntos de elementos de & .

(3) © caso particular 4 = Z. Se X & um Z-médulo topoldgico, entdo
todo subconjunto de X & limitado e portanto se © & um conjunto qual-
quer de partes de X, entZo, .para todo Z-médulo topoldgico Y, o corol
3el.3. acarreta que a &S -topologia & sempre compativel com a estrutu -
ra de Z-mddulo de LZ(X,Y). De modo mais geral, as' consideracgdes ante -

X!

riores valem sempre que A seja um anel topoldgico discreto.

3.2, CondicZo para que Lg(X,Y) seja separado.

Definig&o 3.2.1. Diz-se que um subconjunto T .de um A-mddulo topold-
gico X é total se o submddulo fechado gerado por T é idéntico a X
(i.e. se o conjuhto das combinagOes lineares de elementos de T for
denso em X). .

Proposigfo 3.2.2. §gi§§ X e Y dois A-médulos topoldgicos, Y separa-
do e seja®™ um conjunto de partes limitudss de X tal gue a reuniso
R dos'conjuntos'&e S € totel em X. Entfo L (X,Y) € separado.

Seja u # O um elementa de L (X,Y). Como R & total em X, existe
Xo€ R tal que u(x,) # 0 e como Y & separado, existe ums vizinhanca
Vde O em Y tal que u(x,) € V. Entdo, para cadsa BEG tal que x € B
se tem u & I'(B,V). ' ' :
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Corolsario 3.2,3. Se Y € um A-mdulo topoldzico separado, entfo pa—

ra_cada A—modulo topeldgico X, o0s A-médulos topoldgicos
w (X,Y) , IKX(X yY) - _LBX(X,Y)

sBo separados - B

{

3.3. Condigfio para gue g (X,Y) seja J-localmente convexo.
Proposigdo 3.3.1. Seja Y um A-médulo J-localmente convexo . (Def.,

2.3.4.). EntZ0 I g (X,Y) € ur A-mddulo J-loczlmente convexo, para Cs-

da A-médulo topoldgico X e para cada corjunto © de pertes limita-
- das de X.

Se V é uma vizinhance J-convexa de O em Y, entZo [ (B,V) é uma
vizinhunga J-convexa de C em Lg(X,Y) para cada BES . §

3.4. TPartes limitadas de L (X,Y).

ProposicBo 3.4.1. Sejam X e Y dois A-mddulos tOpologlco S um con-

junto de partes limitadas de X e H um subconjunto de LG(K,Y), entZo
sio equivalentes as condicdes seguintes: '

(i) H € um subconjunto limitado de Lg(X,Y). _
(ii) Para toda vizinhanca V de O em Y, o conjunto { \u-_l(V_-)'gzbsor-
' ue H

ve todo B € &S .

A condigZo (i) equivale & dizer gue para todo B € &S e para to-
da vizinhanga V de O em Y, existe uma vizinhanga 5 de O em A tal que !
SB C u—l(V) para todo u € H, e isto é precisamente (ii).

3.5. Partes equicorit:fnuas de Lg(X, Y). ‘

NS0 voltaremos sobre a definigZo e as consideragdes gerais sobre equn
contlnuldade em grupos topoldgicos (cfr. [BS] e [Hu] ). Nesta secgac:
é comodo introduzir algumas notagdes. Seja X um A-mddulo topoldgico,

entfo indicemos por

’\)X = conjunto das vizinhangas de O em X
Lo |
3, = conjunto das vizinhangas limitadas de O em X.

X

F
'\)'X = congu.nto das v1¢1nhangas fechadas de 0 em X.

£ claro que ﬂi é ume base do filtro '\) 0 conjunto ’\% ou € va-f*

zio ou também é uma base do filtro '0,'(. ' ‘ |

L L T S—

ol




Se Y € um outro. A-modulo topoldgico e F (resp.?) é um subconjunto
qualquer de X (resp, Y) entfo mnotamos

(e, Q)-{uEL (X,Y) | w(®) e q} .

| O resultado seguinte €& trivial, apenas reune vdrias formes (nfo muito
diferentes) de expressar a equicontinuidade.

 Proposig@o 3.5.1. Sejum X e Y dois A-mbdulos topoldgicos, € um sis-

teme fundamental de vizinhancas de 0 em Y e H um subconjunto de

L (X Y). As condigBes seguintes sfo eguivzlentes:
(1) II é eaquicontinuo.

i

(ii) H € equicontinuo em 0.

-(iii) Pera cada vizinhunge V de O em Y, existe uma vizinhanca U de
0 em X tal que HC I(U,V). |
(iii') Para cuda Ve D, existe uma vizinhanca U de 0 em X tal gue
Hc r(u,v). _ |
(iv) Para cada VG&) y 0 conjunto mu (V) é uma vizinhanca de O |

uEe H )

en X. @

Definigdo 3,5.2. Diz-se que (Y2)) é um A-par sdmissivel se Y € um
A-médulo localmente limitado ¢ " & um sistema fundamentzl de vizi- |
nhangeas limitadas de- O em Y,satisfuzendo, a seguinte condigzo:
(VE) Para cada (V,W)eVOxV;, existe n €N, npl (que depende sé do

par ordenudo (V,W)) tel que y& V=>ny & W.

Um A-médulo loczlmente limitado Y é dito admissivel, se existe um sis-
tema fundamentazl > de vizinhanges limitadas de O.em Y tal que (Y “\3)

€ um par zdmissivel.

|
£ ficil ver que os Z«»modujos ) SRS R /Zrl sfo admissiveis. Os dois re- é
sultados que seguem eXxibem outros exemplos de pares e médulos admis-
siveiss , .
Proposicfo 3.5.3. Sejz 4 um anel unitdrio comutativo topoldgico gque

satisfuz a condigfo: ‘

(C) -Para ceds vizinhanca 5 de O em 4, existe n€ N tal que 1/n€sS.
Entfo, para todo A-médulo locszlmente limitado Y, o par (Y,AYE) é
sdmissivel (em particular todo espago normado € admissivel), ]

Sugonhamos por absurdo que existe um par (V,W) de vizinhangas

limitedes de O em Y tal gue para todo m € N, mZ1 existe z, €Y veri-‘
ficando as relagdes z § V e mz € W. Seja 2 {mz. |meNemnz1};

& clero gque Z € W e como W é limitada € suficiente provar .gue Z nio .;v;

I

e
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é llmltado. Se . Z fosse limitado, para cada vizinhanga U de O em Y
existe uma v151nhanga U' de O em A tal que U'Z C U; e em partlcular,
para U = V existe uma vizinhanga- V' de O em A tal gque V'Z C V., De ou-
tro lado, pele condigfo (C), existe n € N tal que 1/n € V', donde,
pela inclusdo anterior resultaris

< (mz_) € V para cada m€ N

1 . .
donde -4 (nz, ) =z &€V o gue é absurdo. [

_Exemglos: Os corpos Q,R,C¢ e o anel C(T,K) do exemplo gue sSegue ao
corol.l.2.6., satisfazem Obviamente a condigfo (C) da prop.3.5e¢3. o

Proposicio 3.5.4. Sejem A um anel unitdrio comutativo topoldgico, Y

um A-médulo munido de umz métrica 4 tal que a topologia associada a
d é compativel com a estrutura de A-médulo de Y. Se d satisfaz a con-
digZo

d(ny,0) = n.d(y,0) pura todo y€¥; n € R
entao i ¢ admissivel, .se Y for 100d1mente limitado.
Seja, para todo real positivo r, B {y = Yl d(y,O)(r} e se-
ja '\} 0 congunto das B com T &€ R, r>O. EntZo, € fdcil verificar que
(Y,\}) é um par adm1951vel | '

Lema 3.5. 5, Sejam X e Y dois A-modul os topologlcos e C‘5 um conjunto

de partes limitedas de X tal que

m‘XCG—s

Tem-se entfo: P

(12) Se X, ¢ ume parte n8o vazia de X e V € '\}Y , entao l"(Xo,V‘) é
Iechado em LG(X Y). , '

(22) Se H é um subcongunto de L, (X,Y), as condigdes seguintes sfo

eguivalentes:

. (1) HE equicontinua.

S

(ii) BT € equicon.finua (ﬁg é& o fecho de H na & -topologia).
4 =F. ’ e .
(iii) H X & equicontinua.
- (12) Parz cuda x € X, a aplicagéo
f: LFX(X,X) — ¥
definida por u;-yu(x) & continuz pois se W é ume vizinhanga de O em
Y, se tem f (F({X} Ww)) = W. Como V é fechada por hlpotese, da conti-

--l
n\dladde de fx Segue que r({X} V) x (V) e fec}lt&do em' LE‘X(X’Y)




54
para cada X € X, donde resulta que o conjunto

T (%) = [ \r(fxd, v :
xe€ X,
é Ifechado em LIF (X, Y) e portanto em Lg (X,Y).

' _F
(22) A T81ano ¥y C & acarreta HC HGC R , donde (iii)=3»(ii)

- =>(i). Para mostrar que (i)=>(iii) aplicamos a condiggo (iii') da
PT6P-3-501- com 0 = '\9‘?. Daeda ume vizinhanga fechads V de O em Y
existe por (i), uma vizinhanca U de O em X tal que HC I (U,V) e en-
t8o, por (12), H X r(u,v). B

Lema 3.5.6. Sejem X um A-médulo topoldgico e (Y Y 3) un par adm:.ssurel
}_.ntc.o, ;para ceda v1a1nhcnga U de O em X e para cada VE'\} , 0 con —

jun t =T (U, V) € eguicontinuo en LA(X T

Suponhemos por absurdo que E ngo é equlcontlnuo, pela Prop.3.5..
(iii') se tem entZo: ' ]

Existe VOG’\9' tal que E¢ I"_(W,V@ ) para cada vizinhanca W de O
em X . (1)
Pela condig¢go.(VE) da Def.3.5. 2., ao par (V4 V) corresponde n € N,
nZzl tal que : : '

' nz ¢ V para cada z &V, (2)

Sej= W ume vizinhanga de O em X tal que W + ..‘1?’.. + W cU, entZo por
(1) existem W € E e x € W tais gue u(x) & V,, donde por (2), n.u(x)
& V o que & absurdo pois nx€ W+ .3, + W U e portanto n.u(x)=
= u(nx) € u(U) ¢ V pois u € E. E

Lema 3.5.7. Com as mesmas hipéteses e notucSes do lema 3.5.6., para
cade VeE %, se se tem [(X,V) = (0), se Y é.separado.

Su‘pohhamo por absurdo que existe Ve tal que T (X,V) # (0),
entzo existem u € (X, V) e X € X tais que z = u(x)e V —{O} . Sendo
Y separzdo-e z # 0, ex1ste "1619' tal que z & W. Seja n€ N, nz2l o
inteiro que correSp_o‘nde ao par (W,V) pela condig8o (VE) da Def.3.5.2..
EntZo ny & V para cada y & W, donde nz ¢ V o que € absurdo pois nz =
= mu(x) = u(nx) € W) C V. f§

S St

Observagdes (1) Seja (Y,) um par admissivel e suponhamos que a topo-
logia de 'Y ndo € cadtica, entZo Y ¢"} . Suponhamos por absurdo que
Y E'ﬂ « Dado V E’\& mbl’crarlo, ao par (V,Y) cOrre3ponde h&€ N, n>1
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tal que y q-; V implica ny ¢ Y, donde CV % e portento V¥ = {Y} e

como. 19 e um s;stema fundamental de vizinhancas de 0 em Xy resulta

que Y & cadtico contra o suposto.

(2) A nogio de par admissivel (Def,3.5.3.) e suas propriedades assi-

' naladas nos lemas 3.5.6, e 3, 5.7., assim como o lema 3.5. 5., sergo
utilizadas na prova da Prop.>5.1.5. que exibe exemplos de mddulos de

' aplica¢des lineares continuas localmente compactes, e no cap.5 para

obter o principio das limita¢Zo uniforme.

Proposigio 3.5.8. Sejam X e Y dois A-médulos topoldgicos e H um cub-

conjunto de L,(X,Y). Se H é equicontinuo, entSo H ¢ limitado em

.Lg (X,Y) para todo conjunto nSo vazio © de partes limitadas de X .

Pela prop.3.4, 1., basta ver que para toda v121nhanga V de O em
Y, o conjunto mu (V) absorve todo B € C'5 o que é evidente pois

pela prop.3.5.1. o conjunto ‘ ‘ l(V) € uma vizinhanca de O em X e

portanto absorve toda parte lllIIltd,da. de X.

Corolério 3.5.9. Se X € un A-médulo localmente limitado e (xn» &
um A-par admissivel, entdo LG(X Y) é localmente limitado para cada
S tal que 8(\'\3 # 6.

Com efeito, sejam U ums vizinhanca dimituda de O em X tal que

Ve S e seja ved y entdo [ (U,V) é uma vizinhanca de O em Ls(X,Y)

é equlcontlnua pelo lema 3.5.6. e ¢ entfo limitada pela prop.3.5.8.8

3.6, 4lguns isomorfismos candnicos.

Proposicdo 3.6.,1, Sejam A um anel topologlco comutdtlvo e 6 umn con-
Juntc de partes compactas de A tal que 1 _'pertence 2 reunifio dos ele-

mentos de 6 . Ent3o para todo A-mddulo X, existe um isomorfismo de

A-mdédulos topoldsicos: X o2 L (A,X).

_ Toda aplicag@io A-linear de 4 em X & da forma k, :Ar>Ax (onde x
é o valor da aplicagfo em 1) e k é contlnua pelo ax10ma (M’T.l ) don-
de LA(A X) HomA(A X). o que mostra que a aplicagéo f de X em Lg(A,X)
definida .por x F>k € uma bijegdo A-linear. Dados L€ & e uma vizi-
nhanga V de O em X existe (lema 2.3.6.,(b)) ums vizinhanga W de O em
X tal que LW V , donde £(W) e IN(L,V) o que prova que f & continua.
Finzlmente, se U & uma v1zinhan<;a de 0 em X, por hipldtese existe L &
& tal que 1 € L e entdo £ (I"(L U))C U, donde f -1 & contlnua. 2|

%
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Froposiczo 3.63.’2. Sejam (Xp)reA wma familiz de A-médulos topoldei-

cos, .X um . A-modulo, fA uma aplicacdo A-linear de X) em X para cada
indice A, S, w conjunto de partes limitadas de X, pira cadz fndi-
cere S =/\%/{ fA(S3). Indicamés com tf_g. A-médulo X munido da topo-

"~ logiz final em Mod T&pA Para & familia de aplicacdes (fa)aeA . Entio
. Rara cada A-mdédulo topoldeico Y, a &S -topologia sobre LA('}E',Y) € a to-
bologia inicial em Mogd Top, para a fumilia de aplicacdes A~lineares
- ! ,
{97\: L,(X,Y) -)LGA(XA,Y)
definida por u»uef, ,

l ~
. Sejam G a topologia inicial em Mod Top, sobre L,(X,Y) parz a fz-
4 . . ~ A A

milia de aplicagoes (‘Px)l €N 65’6 o sistema fundamentzl de C-vizi -

nhangas de O dado pels Prop.l.3.4.,(c) e 636 0 sistema fundamental

de vizinhangas de © para a & ~topologia formado belas intersegQes fi-
nitas de conjuntos do tipo [(B,V) com B percorrendo & o V percor-

rendo o filtro das ‘Vizinhancas de 0 em Y. EntZo, as lr_i__ip'éteses feitas,

acarretam imediztamente que 63»\6 = 65@ - & |

Corolario 3.6.3. Sejam (Xplrepn vme fumilia de A-médulos topoldgicos,
Sa um conjunto de partes limitadas de Xy Dbara cada indice A ,

- : 4 3 - . [aed "~ 1] a = - . 't~
J}L X"L A%\YA a2 _injecgo candnica e G ALGJAJA(GA) Entao, para

todo A-—;néd_i_;lo tojpéiégico Y, existe um isomorfismo de A-médulos topo-
logicos : ® 3 ~
Ig( Dx,,Y) % TIn o (x,,Y) .
St v Aen Sa A _
[ ndd
Aplicendo a prop.3.6.2. no caso particular X = ;\%\X) e fy = 33

para todo indice A , obtemos uma familia de aplicagBes A-lineares con

I : L (@X Y) > L (X Y-) ' ( G/\)

ui—-buO,jI“ '
donde (Defvl.3415 ) reéulta que existe uma Unica aplicacSo A-linear
continua & que torns comutativo o diagrama

L X, V) <L 1 ( P x,,Y)

e/"( i i (? Aea N

~ T’AT Ae"’?
A?LGA(XA’Y)

4
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A aplicacio iJ é injetora pois $Hu) =0 iinplica O = pu(P(u)) =
= §F(-u) = \ut.o;jﬁL para todoMéA, donde, pela condigZo (SMTZ2) da Def.
1.4.6., resultd u = Q. 4 aplicacZo @ € sobrejetora pois se U, €
LG,\(XA’Y) para todo indice A ,por (SMT2) existe uma Uniéa aplicacfo

u € L,( Ael\X”Y) tal. que U = Uej, paru todo fndice A , donde

@ (u) = (ul)ﬂel\ » Mostremos gue @ é aberts, & claro gque isto equi-
vale a provar que a topologia T , imagem reciproca por § da topo-
logia de ,\TJ\L C'S;\(XA’Y)’ é mais fina que a & -topologia. Pelo lemsa
4 I ’ l ) ’ Y
1.3.3., T ¢ compativel com a estrutura de A-modulo de LA( 39 XA,Y)
€A

7 iy ~
-e torns @ continua, portanto T torna conti{nus a aplicacgao @A =

= p)‘oé rara todo indice A « Yela prop.3.6.2., a & -topologia §é a
menos fina das topologias que tornam continuas todas as aplicac@es

§A v donéde T € mais fina que a G—topologia. &

Proposicio 3.6.4. Sejam (YA)AGA una familia de A-mddulos topoldzicos

Y um A~médulo e €3 uwma aplicacfo A~linear de Y em Yy para cada in-

dice A . Indicamos com Y 9 A-mdédulo Y munido dua topologia inicial em
Mod Top, »para u familiz de aplicacdes (gi)a €A - EntZo, para todo A~
médulo topoldgico X e paras todo conjunto & de partes limitzdas de b
a & ~topologia sobre LA(X,?) € & topologia inicial em Mod TopA pars
a femilia de aplicacdes A-linesres: '

$,: L(%Y) - Lg(xY,)
definida por U > giou.

A demonstracBo é inteiramente angloga & da prop.3.6.2. . !

quolério'j.6.5. Se jam (Y'A)M_A unz _familia de A-mddulos torvoldgicos
e, para todo HGA’ 1l'r 2 ATJ\YA_’YF a_projeg¢Zo cendnica. Entfo, para

todo A-mddulo topoldgico X e para todo conjunto S de partes limita-

das de X, existe um isomorfismo de A-mddulos topoldgzicos:
L~ 8 A
X TIY) S T = (X,Yy)
Lg (& J i) == le (51,

Aylicando a prop.3.6.4. no ceso particular Y = ATJ;YA e gy =T,

para todo indice A, obtemos uma familia de aplicagdes A-lineares con-

tinugs o~ | .
E}‘:F P Ig (& 1) = Lg (6,%)  (neN)
| U T o "

TR




dornde results gue exis
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ol = i |
te uma Ynice aplicagfo A-linear continua ‘i’ que |
torna comutativo o diagrama: ' |
l. . ) i

Lg ('X,YF) &‘ L (X, ﬁYA)

AN
~ ?{*T é.'_ - é

A prova de que & € bijetors e bicontinue & andloga & feitz na demons-
tragao dO COI'Ol-_3.6.3. }; |

3.7. IExtenszo de aplicegles lineares continuss.

\ Esta secgZo reune, melhorznde unm pouco, resultados gue se encon-
tram em [Al] e [A2] » Como trabelhzmos em condicBes bestante gerais
nossos resultados muis interessantes sio epenas condigSes suficientes
pars obter formas fracas do teorema Hahn-Benzch. Uma formé-diferente
de tratar o problema da extensSo de -aplicagSes lineares continuas, se
ria impor hipdteses suplementares sobre os andis e médulos e tentar
obte; resultados meis préximos do teorema de Hahn-Bznach; um exemplo
interessante nesta diregfo se encontra em [I] .

(a) Toros _ | |
Defipnicdo 3.7.l. Sejam £ um anel unité?io topoldgico (nZo necessdria-|
mente ecomutativo) e quA'uma categoria de A-médulos topoldgicos (& es-
guerdu ), Um.ﬁggg de Iﬂn,é um. objeto T de Tﬂn que possui- a proprieda—%
de deguinte: Se X € um objeto de M, F & un submddulo fechado de X, :
X € Xr\CF e u é ume aplicac¢8o A-linear continua de F em T, entZo exis-|
te uma aplicagfo A-linear continua W de X em T tal que U € uma exten- é
¢do de u e U(x) # 0 . “

it Bt

zxemplos de toros

(1) Tomando A = Z com_é topologia discreta e 'ﬂlz como sendo a ca-
tegoria dos grupos abelianos localmente compactos, € conhecido (e di-
ficil de provar, cfr. [HR] , ch.s, corol.24,12.) que T = R/Z € um to-
ro de ’Ulz. (O nome de "toro" parz o objeto da Def.3.7.1. € inspirado
neste exemplo). - :

(2) Seja A =RouC Ce sejg 11}A.a.categoria dos A-espagos normados,
Segue imediatamente do teorema de Hahn-Banach que A € um toro da cate |

gorie 1I}A'

(3) Se A € um corpo efﬂﬁﬂ ¢ a categoria dos espagos vetoriais sobre
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A, se pode considerar ﬂ?l Como uma categoriz de A-mddulos topolégi—
cos onde todas as t°P°1081&q sfo discretas. £ claro que todo objeto

# (0) de mA € um toro de mA.

Com as notag¢des da Def.3,7. 1., é claro que se X & sepurado e # (0),

ent&o para todo toro T € pare todo x € X, x # 0, existe uma aplicaggo

A-linear continua de X em T que nao se anula em X, Se H é um subcon-

Junto nao vazio de X, indicamos com HO{X,T] ou mais simplesmente com

Ho quando nZo hd perigo de. confuszo, o subconjunto-de L (X,T):
{ver, x| Hcxerv)}

Se A é comutativo, HO & u.m submddulo de LA(X,T). Tem-se sempre g in- -

clusgo HC/ ) Ker v y € se T é separado, entfo BHcl ) Xer Ve
v€H® vehH® '

Proposiczo 3.7.2. Sejam A e m como na fef.3,7.1., entZo para to-
do objeto T de 'W\,A, as condlcoes segu:mte&a s3o equlvalen‘tes'

(i) T € um toro de mA. |

(ii)  -Para todo mddulo X de mA e para todo submddulo fechado F de X
as_duas condigles seguintes estZo verificadas:

a { \ Ker v = B,
( )veF? ;

(b) Toda aplicucio u e LA(F,T), admite'uma extensio UE L (X T).
Para'mo.strar gque (i) implica (ii) bazsta provar e 1nclusao P2

{ VKer v. Dado xG XﬁCI‘, se w & a aplicugfo nula de F -em T, existe
vE 9
por (i) uma extensZo wWwc L (K,T) de w tzl que W(x) # 0.e como we FS,

results x¢f \ oKer v, Reciprocmente (ii) implica (i). ‘Com as nota-

¢o0es da Def. 3 7 l., por (b).existe uma extensao ue L (X,T) de w. Se
T(x) = 0, da relacfo (a) segue que existe v & Fo tal qgue v(x) ¥ 0 e
entfo U = W + v & uma extensfo de u que nZo se anula em X. @

Cox:élério 3.7.3. Sejem A e ’TT\ como na Def, 3eT7els € seja T uvm toro
_de 'Y__T__L . _c,ntao, para todo modulo seperado X de ’W\A, se tem

m Kerv=(0) @]

Proposigd@o 3.7.4. Sejam A e mA como na Def.3.7.1l. e seja T um toro

separado de TH,. Se X € um A-médulo em T, S ¢ un submddulo de X
exXEX entfoxe& S se e 5§ se u(x) = 0 pura toda ue SO,
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De fato, 5 c mOKer u, pois T ¢ sepirado. Inversamente, se
ues

x & 5, a aplicagBo nile de S em T se extende em uma aplicagéio A-li-

near continua v de X em T tel. que v(x) # 0, donde x & m Ker u.
, ue se

(b) Mdédulos topoldgicos Formulmente injetivos e toros.
Lema 3.7.5. Sejam X, um A-médulo topoldgico, X, um A-médulo topold-
gico separado completo, S, (resp. 52) um submdédulo denso de X (resp.

Xz). Entgo, todz aplicecio u e LA(Sl’SZ) se _extende de modo Vnico em
uma aplicacfo U & LA(XI’X2)'

De [B4] » -¢h.3, §3, prop.5, segue que existe uma representacfo

[ d — i~
continua u de Xl em X2 extendendo u que € iinica. £ suficiente entzo,
mostrar que "

W(Ax) = AT(x) para todo Aea, xe X

0 que equivale a mostrar que a aplicagZo U : AxX —> X, definide por
(A,x) > u(Ax) ~ A.u(x) € nula, ou aindz, pele principio de extensZo
das identidades ( [133] + ch.l, §8, n%l) a provar que § & contimua, o
que é evidente pois

i =%,0{(Wep, })x|p, o (.idxﬁ)]}OA
2y { ) [":2 ;

(onde A(v) = (vyv)) portanto U é uma composicBo de aplicagdes conti-
nuas. & -

Corolério 3.7.6. Sejam X, um A-médulo topoldgico, X, wm A-médulo se-
parzdo completo, S um submddulo denso de X; . Ent8o, toda aplicagio
u e LA(S,X2) se _extende de forms Unica em uma gplicag'éo ﬁéLA(Xl:X22,E§

Definig’éic; FaTaTls Sejam A um anel topoldgico e m'A ume, categoria de

A-médulos topoldgicos. Um objeto formalmente irjetivo de ’I_r_\.A ¢ um

ocbjeto I de mA que possul & propriedade seguinte: para todo objeto

X de mA’- para todo submédulo Y de X e para toda aplicacfo u &
LA(Y,I), existe wuma extensfo U & LA(X,I) de u.

Dado um anel topoldgico 4, qualguer A-mddulo injetivo (no sentido al-
gébrico) munido d2 topologia cadtica, é um objeto formalmente injeti-

vo de Mod TOEA. )
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froposigeo 3'7’-8_- Sejsm A e m como na Def,3.7. 7..Ent210, todo to- .
g

ro separado completo de m um objeto formulmente. injetivo de
’mA" ]

Segue imediatamente do corol.3.7.6.

(c.) 0Os mddulos Og (X,G) (Construcfo de toros I).

Sejam A um anel topoldgico (unitédrio), X um A-mddulo topologico
e G um gruro abeliuzno topoldgico notudo aditivamente. Indicamos com
0(%,G) o grupo abeliano formado pelas aplicacBes 2Z-lineczres continuas
. de X em G, Munimos 0(X,G) de uma estrutura de A-médulo & direitz (es- |
tamos supondo que X ¢ um A-mddulo & esguerda) pondo, parz todo A€ A ‘
eue€e 0(XG):

(A% u)(x) = u(dx) para todo x € X ,
Fera definir uma estrutura tcpologlca sobre 0(X,G) consideremos um
conjunto & de partes limitzdas de X satisfazendo as condigdes seguin-
tes: | 7
(El) - Para todo BE S e peru todo A& 4, existe B'€ (S tzl que
ABCB'. ,
(E2) Para todo Be€ & , existem B'e (S e ume vizinhance S de 0 em
A tzis que SBC B'.’ . '

Se P (resp. Q) € um subconjunto de' X (resp. G) seja
| r(2,9) ={veoxe | ur) caq}

e consideremos o conjunto 6> dus intersec¢des finitas de conJuntos do

tipo [(B,V), onde B percorre & e V percorre o filtro das vizinhen-
cas de O em G.-Verifica-se imediztamente gue 63 & uma base de filtro :
e que o filtroU; gerado por 65 , determina uma topologia compativel

com a estrutura de grupo de 0(%,G). - : - :

Com estas notagles temos: ]
Propos:.gao-3.7.9. Ex1ste uma Unica topologla compativel com a est;ru-—f;

turs de A-mddulo % direita de O(X,G), e parz esta topologially € o 111-‘
tro das vizinhancas de 0.

[
A

'Pelo que precede, & suficiente verificar a continuidade da opera-
cfo externsa (],u);-y?\*u, o que resulta imediatzmente das condiges
(E1) e (E2).

0 A-médulo & direita 0(X,G) munido d& topologia da Prop.3.7.9.
(que serd chemada & -topologia).e indicado com O0g(X,G). Com estas

notacdes temos o resultadoy

T~
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Iroposicao 3.7.10. Se a reunifio dos conjuntos de & & total em X e
G € separado, entio 0x(X,G) € separedo, B

Se u € 0gg(X,G) e u # o, a hipdtese sobre & e & condigio (ﬁ)
acarretam que existem Be€ & e X € B tais que u(x) # 0, donde resul-

ta que existe uma vizinhanga V de 0 em G tal que u(x) & V e portan-
to u & MN(B,V), E

0 resultado préximo vai.ser especialmente Util no capitulo 4:
Froposicao 3.7.11. Sejum. A um anel topoldgico, X vm A-modulo topold-
gico localmente - compacto e G um grupo abelisno topoldgico separzdo.

" Zntdo O{KX(X’G) ¢ um A-médulo topoldgico seperado. .

Com _efeito, Ky verifics obviamente a condig¢Zo (El) e verifica
também a condigfio (E2) pois se B € uma parte compacta de X, basta
considerar uma vizinhange compuctz B' de O em X, como B é'-limit'ado,
existe uma vizinhanga S de O em A4 t2l que SBC B'. :

Sejam & um anel topoldgico separado e mA uma ogtegoria de A-
médulos topoldgicos. Todo objeto X de T, possui de maneira natural,
uns estrutura de Z-mddulo topoldgico (cfr. fim Go ex.(3) antes da
prop.l.1.5.) gue indiczmos por X, « A coleglo dos X, tais que X €
um modulo de TTLA. com as d.PliCo.Qae:: Z~lineares continuzs como morfis-
mos & ums categoria gue indicamos com ’n'\, Z)'. Indicamos com Ag ©
enel A munido da estrutura candnica de A-mddulo & direita (como sem-—
pre se n3o hd adverténcia especial,estamos supondo gue os objetos
de m s%o médulos & esquerda).0 resultade seguinte permite, em cer-
tos Ca::()b construir um toro dem quando se conhece um toro de m(z)

(ou un toro de uma categoria que contem 1&§(Z) como subcategorla rle-
na). ' -

Teorema 3.7.12. Sejam A um anel topolégico, ATL umz categoria de A-
-médulos topolo icos e & um conjunto de partes comp¢ctas de A verifi-

cando &5 condlgoes (El) e (E2) e contendo todas as partes finitas de
A, Seja T um toro de m(z

Oz (4.,T) € um toro de M ,-
&S\ d A* . _
De fato, sejem X um médulo de mA, F um submodu;o fechado de X,

); Entdo, se Og(ﬂd,T) € um objeto de Tﬂ.

X, um elememto de X f\CF‘ e u uma upli_cagﬁo A-linear continua de F
em Ogy (A4,T). Define-se uma apliczcfio Z-linear continua 'x‘ : F T
por yw» u(y)(l) e como T é um toro de m(z), existe uma aplicaggo

Z-linear continua X‘ X »T gue extende 7% tal que X(X ) # 0. Para
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_ * A—>YXa aplicagio definida por Aw»Ax; é claro
s Xojx € OG,-(AdvT). bara cada x € X. Mostremos que a aplica-(;ﬁo

- Ui X > 0g(Ag,T)
X > ijx

é uma. aplicag@o A-linear continus que extende u e tal gue u(xg) # 0.
E clero que U € aditiva, para todo x& X e X €A se tem Ul x) =
= o(_’-x-ﬁ(x) pois para todo A€ A se tem TEx)(A) = (‘Zo'j“ J(A) =
= X ((Aoe)x) = (iojx)(l‘\ix) = [TJ.(X‘)] (Ax) = [o( -)(-ﬁ(x)] (A)xesta dltima
iguszldude resultando do fato de A, ser um A-médulo a direita, Mostre-
mos gue u & contim_):a. Seja r(B,V) uma vizinhanca de O em QG(Ad!T))
"a continu:;t_dade de Y acarreta que existe uma vizinhanca W de 0 em X
tal que X (W) C V. De outro lado, como B é compacto (pois S CKy)
segus do lema 2.3.6.(b) gue existe ume vizinhanga U de O em X tal’ que
BUC W o que implica a inclusfo W(U) € IM(B,V), logo u é continuz.
Para todo y € F e XE A temos u(y)(x) = (')‘('_o,jy)(ot) = x_(dy) = Yly)=
u(@y) (1) = (A¥u(y))(l) = u(y)() , o que prova que.a restrigZo de
a P € u. Pinalmente u(x,) # 0 pois u(xy)(1) = (inxo)(l) =

caeda X € X, seja ‘jx

el I

Yixe) # 0. B

I

Serd Util meis adiante (Teor. 4.3.1.) ter um enunciasdo ligeira-
mente mais geral do Teor.3.7.l2., & demonstracdo sendo praticamente
a mesma. _ ‘ : ‘

Teorema 3.7.12'. Sejam 4, ’Y_T_LA e & como no Teor. 3.7.12..Seja
¢, uma cutegoria de grupos sbelimnos topoldgices tal gue ™ (2)
ume. subcutegoria plena'f' de ‘-g e geja T um toro de C@ . EntZo, se

[

Og(ad,‘l‘) é um objeto de "D_’_LA,. Og(Ad"T) & um toro de ’)_’B_A.

(a) NMSdulos topoldgicos formzlmente projetivos.(Construcio detarosII)

Definig'éo 3,7.13. Sejam A um anel topoldgico e mA uma categoria de

A-médulos topoldgicos. Um objeto formelmente . projetive de mA é um

—p—

objeto P de mA-’ que possul a propriedade seguinte: se X e Y sdo -

dois objetod arbitre'.r}ios de :mA’ P ._é ume aplica¢fio A-linear conti -

nua de X sobre Y e T & uma aplicagfdo A-linear continua de P em Y, en-

s e T

t30 existe umz aplicagZo A-linezr continua g de P em X, tornando comu- |

' ; /., .
‘i‘ se € e fé’ s80 duas categorias, diz-se que ‘6 e uma subcategoria
, I 4 - o
rlena de (g guande:{12) todo objeto de €' s um objeto de "g ;(22) Se
] N / ~ / s S
X,Y sfo objetos arbitririos de & , ento %(K,*Y) = G(5Y).
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tativo o dizgrama

p
x—E5

¥ cluzro que na categoris Mod TopA existem objefos formulmente proje-
tivos, pois todo 4-médulo topoldgicemente livre (cfr.. Def.l.5.3.) é
formalmente projetivo. Mais geralmente, se P ¢ um A-mdédulo projetivo
(no ‘'sentido algébrico), entfo P munido da topologia A-fina (cfr.Def. |
1.3,10.) € formalmente projetivo em Mod Top,. )

_ Até mo Tim desta secgSo vemos trabalhar em uma categoria ?I}A
de mbdulos topoldgicos sobre um anel comutativo topoldgico A, na qual |
g seguintes condigdes estfo verificadas: T .
condicZo (A) Todo submddulo fechado de um médulo de 'E}A, é um obje-
to de T_{_LA. ;

Condigao (B) Quaisguer que sejam 0os objetos X,Y gg’n}k e gqualguer
gue seja o grupo abeliano topolégico G,a continuidade de uma aplica-—
c8o A~linear f : X -+OKy(Y,G) gcarrets o continuidade da aplicag®o

(necessarismente A-linear) deduzida de f, T : Y -=(y (X,6) definida
por Yy (xrf(x)(¥1). | ' %

Observacag: Nic estd dito nea Cond.(B).que o.médulo qKX(X,G) seja

um A-mddilo topoldzico, certamente € um Z-médulo topoldgico (pela
Propo.3.l.2. aplicada no caso X=% Y =G, S = KX e M = 0(%,G). Se
¥ & locslmente compacto, entfio a prop.3.7.11. implica que Oy (x,6) é

um A-médulo topoldgico.(Naturzlmente, tmdo o que precede vale para
O, (¥26))- |

Fara.simplificar as notacbes, no gue segue indicamos com Ok(Z,Y}
o A-glédulo OKZ(Z',Y),.. '

Teorema J.f.l4. Sejam A um anel comutativo topoldgice, ’nlA ume ca-

tegoria de A~-mddulos topoldgicos satisfazendo as condicdes (4) e (B),
T um toro de 11!(5) tal que:

Ok(Z,T) é um objeto de 1I}A’ pars cada objeto Z de TBTA;'
P um objeto formslmente projetivo de 'D}A tal que existe uma aplica-

guo A-linear continua u gg P sobre A. EntZo, Ok(P,T) é um foro de‘ﬂlAf

Verifiquemos & cond.(b) da prop. 3.7.2..Sejam X um objeto de?ﬂh




. €5
F um submédulo fechado de X e f : F ~»>0, (P,T) uma eplicagZo A-linear
continua. A aplicacfo |
e o Ok(X,T)—-»Ok(F,T) ' ‘
Wiy w|F
€ A-linear continua e € sobrejetorz pois T & um toro de m(i). Pels=
cond,(4), F & unm obj_eto de mA’ donde, pela cond.(B), a aplicagZo.
deduzide de f: ~ -
f:P-»0 (F ik

p+> (¥ > £(y)(p))
é (n—llnegr) continuz, Sendo P formalmente projetivo, existe ums
aplicagZo A-linear continua g tornando comutztivo o diuagrema:
. p
s E
<" i
0, (X,?) — ¢, (F,T)

De aplicagZo g, gragas & cond.(B), se deduz uma apllcagdo A-linear
continua

-

§ : X — 0, (P,1)
X (P glp)(x))
gue extende f pois se y € F, entao para todo p € P, se tem
E)(2) = (@) = (@I R - [(co'gnp)] () = E(p)(y) =
= f(y)(p). ' |
VerlflouemOb a cond,{(a) da prop. L Py o 2..Se,)a F um submédulo fechado
de um médulo X de mA e mostremos que dado X € X f\tr existe uma
aplicag@o A-linear continua v de X em Ok(P,T) gue se anula sobre F e
tal que v(x,) # O. Como T é um toro de ’m(z), existe Y& O(_X,T) que
se anula sobre F e tal gue %X (x,) # 0. Se Jei A—>X g a aplicaggo
1!—-}7&, definimos a aplicagdo v de X em Ok(P T) por x > Xaa ou,
estu aplicacizo € A~-linear (pois A é COmutathO),e continua (de fato,
congiderando uma vizinhanga de O em Ok(P T) do tipo [ (X%,V), como
w(K) é um compucto de A existe pelo lema 2.3.6.,(b), uma vizinhanca
W de' 0 em X tal que u(K).W € (V) e entfo, x € W implica v(x)&
F(XK,V)) e se anula sobre F pois se y € F, temos
( Xeijyeuw)(p) = X(u(p)y) = 0 pois u(p)ye F e X[F=
Finalmente, v(x,) =-X° jx: w # 0; de fato, se nﬁo fosse assim, para
todo p € P terfamos ('X,ij: wj(p) = Y (u(plex,) = 0 0 que & absurdo

pois u sendo sobrejetorsz, existe p°€ P tal que u(po) =1, 'donde re—
sultaria ¥ (x,) = 0, contrdrismente & deflnlg o de- ’X, .
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0 teorema-anteriorlé uma variente do Teor. 3.7.12. e como estey admi~
te uma ligeira generalizagfo cuja demonstragfio & priticamente a mes-
ma que & do Teor, 3.7.14.,por isto nfo a repetiremos. . |
Teorema 3.7.14'., Sejem A,’E}A,ng u como no Teor,3.7.14. Seja ¢ ume
categoria de £TUpos abelianOS'ﬁopolégicos tzl que 'Hl(z) € uma_subca-
tegoria plena de Qﬁ e seja T um toro de 6 tal que '

0,(Z2,T) € um objeto de TILA, pzra cada objeto .z de Ml
Entzo 0, (P,T) € um toro de m,..

A_.

As formas originais de nossos resultados de extensio de aplicagdes
"sto os teoremes 3.7.12. e 3.7.14., porém nSo sfo diretemente aplicd-
veis no caso particular que temos em mente que é quando ’DLA éa ca-
tegoria MLC, dos A-médulos localmente compzctos e T = R/Z. Com efei-
to, R/Z é um toro da categoria GALC dos grupos abelianos localmente
compactos (cfr. exemplo (1), logo apds & Def. 3.7.l.) mas nZo &, em
geral, um toro da categoria Eég(z) (pois em geral R/?.héo é um obje-
to desta categoriz). Por estu razio € gque enunciamos as formas modi—
ficadas 3.7.12% e 3.7.14'. ﬁue estZo entfo inspiradas no exemplo:
Mm, =me,, =6iC e T =R/Z.

Sendo evidente gque a categoria MLC, satisfaz a cond,(4), mostre-

A

mos gue tambeém satisfaz a cond,.(B), _ -
Lewa 3.7.15. Sejam A um anel comutativo topoldgico, X um A-mddulo

topoldégico, G um _grupo abeliano topoldgico e Y um A-médulo localmen-

te compacto, Se T € uma aplicacBo A-linear continua de X em 0y (Y,G),
entdo a aplicacdo (A-linear) deduzida de f:
T:Y—=>0,(X06)

yr (x = 1(x)(y))

¢ continua.
Seja h : XxY -G a aplicagdo definida por (X,y)=>f(x)(y). Pa-
ra s € Xe be Y fixados, a continuidade na origem das aplicagoes

parcizis x+= h(x,b) e y+> h(a,y) é trivial e & continuidade de h no
vonto (0,0) resulta da'ébmpacidade local de Y e da continuidsade de T
donde h € cont{muu, Mostremos gue T & continua. Sejam K um compacto
de X e V uma vizinhsznga de O em G, h sendoe continua no ponto (x,0)&
XxY para todo x& K, existe uma vizinhanga aberta W(x) de x em X e
uma vizinhanca W'(x) de Q em Y tais que

| h(w(x)»x w'(x)) ¢ V para todo xe K ()

Seja (W(Xj))lstn uma subcobertura finita da c?bértura a?erta

¢
,:‘
1§
E
|
f
|
i
i
i
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(W(x))
X

d
”orolario 3.7.16. Sedjam A um anel comutativo topoldgico e P um obje-
to formalmente projetivo da cabegorla MLCA tal que existe uma zpli-
cag&o A-linesr continua de T sobre 4. Intde P¥ = 0 (P R/Z) & um toro
de WLC e (P* & tambdm separado e completo).

. Al11QHGMO° 0 teor. 3.7.14', no caso particular 771 = ELQA .
€ - GALC e T = R/Z. Como j4 foi dito, B/Z € um toro de GALC (cfr,
EHR] corol.24.12.), além disso para cade objeto Z de MILC Ok(Z R/Z)
.€ um A-mddulo topoldgico (prop. 3.7.11,) e € locelmente coépacto
(cfr. [.R] teor. 23.15, e 23,17.) donde resulta que 0y (Z, R/Z) ¢ um

objeto de MLCA

Observacéio Se 4 € um anel (unitério) comutativo localmente compacto
entZo A¥ = 0, (A R/Z) € um toro de MLC isto pode ser demonstrado &
partir do Teor. 3.7.12%. ou tomendo I = A no corol. 3 7.16. (A sendo
topologicamente livre é formalmente projetivo em Mod Top, € portan-
to em gualquer subcategoria de Med Top ). Este resultado se encaixz
muito melhor no contexto do cﬁpltu;o 4 que agui e por isto é ai gue
aparece 0 enuncizdo (Teor. 4.3.1.).

3.8. Endomorfismos continuos de um A-mddulo localmente limitado.

Sejam A um anel comutativo topoldgico e X um A-mddulo topoldgico. In-
dicemos por E, (X) o anel L (X,X) dos A-endomorfismos continuos de X;

€ claro que a lel de comp081gao EA(X)xiX—90( definida por

(u,x) > u(x) determina sobre X uma estrutura de'EA(X)-médulo. se &

¢ um conjunto de partes limitudas de X, indicamos com EG;(X) o A-md
dulo topologlco LGB(X’ ). No resultado seguinte, para simplificar,

escrevemos E em vez de EiB (X))
X

Proposic8o 3 8.1. Sejem A um anel comutativo topoldgico e X um A-mg -

dule localmente llmltado. Tém-se as aqsergoes sesguintes:

(a) E &€ um anel topoldgico.

(b) X € um E-mdédulo topoldgicod.

(a) Fara v fixado em E, as aplicagfes £ e g, de E em E de-

. ~ £
finidas por uk>» wev e UW» vou respectivamente, S&O continuas no pon-

to uw = Q. Com efeito, se B é uma parte limiteda de X e v é ‘uma vigi-
nhanca de 0 em X, v(B) é uma parte limitada de i e v (V) é uma vizi-

g 4¢ K e sejaw= mw’(xj), entdio de (¥) segue T(W)C M(K,VLE
, _ 4 :

b
4

S ORERSTE

T S S e e e e
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nhangs de O em X, donde

£AMV(E)L VI C M(B,Y) e g3,V (y))c r(BV)

De outro lado, como X € localmente limitado existe uma vizinhanga

limitada W de O em X, donde L = \_J u(B) ¢ um conjunto limitado em
' u€el(B,v)

X e entSo as relagdes ue [(L,V) e ve M(B,W) implicam ueve M(B,V)

0 que prova que a aplicagdo (w,V)r> uev ¢ continua em (0,0).

(b) As aplicagaes parciais sendo obviamente continuss, mostremos

que a aplicaglo Ex X -»X definida por (u,x)w> u(x) é continua no

ponto (0,0). Dada uma vizinhanca V de O em X, seja W ume vizinhange

limitsde de © em X, entSo € claro que as relagdes u€ MN(W,V) e x& W

implicam u(x) € v, B -

ProposicZo 3.8.2. Sejam A,X e E como na prop. 3.8.1..Seja G um gru-
po abeliano topoldgico. EntZo,s8o equivalentes as seguintes assercoes

(i) FExiste um homomorfismo continuc de grupos h : G - E. |

(ii) Existe uma aplicagto Z-bilinear continua B : Gx X X que € A- |

~linear na segunda varidvel e verifica a condicao seguinte: Para to-
do vizinhangs V de O em X e pura todo con;lunto limitado B em X, exis-
te wma viginhanga @ de O em G £l gue h(QxB) c V.
(i) :7 (ii) Definimos T por Blg,x) = n(eg)(x), € cluro que T &
Z-bilinear e A-linear na segunda varidvel, A contlnuldade de h resul-
ta da comutatividade do disgrama

'h
Cx X ----—-——Md

Sl

onde a flecha vertical é continua pela Prope. 3.8.1.,(b). Dzdas uma
v1zlnhanga V de 0 em X e uma parte limitzda B de X, entdo [ (B,V) ¢
uma- vizinhanga de O em E e como h é contlnua, existe upa vizinhanga
Q de 0 em ¢ tal que h(Q) C (B, V) ou seja ( QxB)c V.

(ii) =» (i) PFara cads g € G, define-se h(g) : XX por x> h(g,x),
& claro que h(g) € E peru todo § € G e que h é um homomorfismo de
£TUPOS . Finalmente h € con”clnuo pois se V g uma vizinhanga de C em X

e B é um conjunto limitado de X, "existe por ‘hipdtese uma vizinhanga
Q de 0 em G tal que D(QxB) € V o que equivale & h(Q) < F(B,V). |



‘CAYITULO 4 f

DUALIDADE SOBRE UM ANEL UNITARIO
COMUTATIVO LOCALMENTE COMPACTO

Em todo este capitulo A & um =anel unitdrio comutativo
_ %ocalmente compaeto (UCLC) e todo A-modulo topologico
¢ (salvo adverténcia em contrdrio) separado.

L4

4.1, O dual de um mddulo topoldgica.

Este capitulo ¢ constituido essencialmente pelos enunciados e demons—
trugOes dos resultados resumidos em [A3] . A idéia bdsica consiste em
munir o grupo de caracteres AF do anel A de ume estrutura de ‘A-mddu-
lo topoldgico e definir o duel de um A-mddulo topoldgico X como sen -
do o &-mdédulo das aplicages A-lineares continuss de X em 4% (cujos
elementos sZo chamados A-caracteres de X). Esta definicZo generaliza
simulténeamente as nogoes de -dualidade nos espagos normados e nos
grupos. abelianos topoldégicos. 0s resultados mais interessantes déste
capitulo sHo o teorema de dualidade de Fontrjaguin para mddulos local=-
mente compactos (Teor. 4.3.13.) e o Teor. 4.4.2. que permite reduzir
o] problemé de caracterizar os mdédulos fopolégicos cujos elementos szo
separados‘pelos seus A-caracteres, ao mesmo problema para grupos abe~
lianos topoldgicos (que é estudado em [CR] )« 0 resultado que estf na
base destes dois teoremas € o lema 4.3.7., cujo enunciado foi sugeri-
do pela prova do Teor. 3.7.l12. .

Outras teorias de dualidade sZo possiveis dependendo da catego=
ria de médulos topoldgicos na qual se trabalhe, um exemplo disto se
encontra em [M] . '

Para todo grupo abeliano topoldgico G indicamos com &¥ o dual
(na categoria dos grupos abelienos topoldégicos) de G, isto &, com as
notagdes introduzidas no Cap.3 (3e7e,(c)), temos ¥ = Ok (G,R/Z), os
' T

elementos de G¥ 830 ‘chamados caracteres de G. 0 simbolo A indica o
dual do anel A (considerado como grupo abelianc localmente compacto)
munido da estrutura de A—médulo-tqpqlégico dada pela prop. 3.7.1l.,is-
to €, : ' .
* - o (4A,R/Z)
A" = ]
%, 4

com & lei de composigio (A,u) e Axﬁ*l—-> A¥u e Aﬁi’ . definida por .
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(Axu)(x) = ()@() para todo X € A, Desta forma 4% & un A-méaulo topo-

"16gico locelmente compacto  (cfr. [hP] Teor. 23.15.) i
Indicamos com MLC, (resp. GALC) a categoria dos A-médulos (resp.

£Tupos abeliahos) topoldgicos localmente compactos com as splicagdes

A (re P. Z) lineares gontinuas como morfismos.,
' Em todo o que segue, se C € um grupo dbellqno (ou anel, médulo)
topologlco, escrevenos 0, (G,R/Z) em vez de qKG(J,R/Z); de modo geral

’ 0 . C e . . ¥ .o
o Indice k em um mddulo de splicacBes indicard que este foi munido da

topelogia da convergéncis uniforme sobre toduas zs psrtes compactas.

Definicfio 4.1.1. Seja A um anel UCLJ. Fera todo A-médulo topoldgico
X, chema-se dual de X, o A-mddulo |
X® = 1,(X %),

Se @5 ¢ um conjunto nZo vazio de purtes limitadas de X, © A-modulo x*
munido da topologia da convergénciu uniforme sobre as partes de &S %
¢ chamado & -dual de X e é indicado em geral,com:

ig = Lg(%,4%).

Os elementos de X' sio chamados A~caracteres de X.

Exemplos-
ten A*” R/2

(1) Wo ceso A = %, X localmente compacto e (9 =IKX se
e entio XG§ ¢ o dual de X no sentido da teoria de Fontrjaguin. -

(2) MNo caso A = R (resp. €), X localmente convexo, & fZcil ver gue

existe um isomorfismo de R (resp. €)-espa¢os vetoriais topoldgicos ;
Aﬁm:ﬁ (resp. fﬁ: €) e X* & entdo isomorfo so dual de X no sentido hew §
bitusl dao teoria dos espagos localmente convexos. S

O objetivo da seguinte definigZo € a nogfo-de anulador que jé& foi
usadsz, em um caso mais gerzl, na prop. 3.7.2. . |
ueflnlgao 4,1.2, Seja H um subconjunto naoc vazio de um A-mbdulo topo-
lO"lCO X, indicamos com H [X A ] ou mais simplesmente g9 quando nzo |
houver perigo de confusao, 0 subconjunto de x*

{ < XlIiC Kerll}
5o e.chamado anulgdor de Hem X° .

£ claro gue g% & um submbdulo de X* , tem-se Ec [ )| Ker v donde se-
veH°
gue que g% = (H)° . se H = (0), entlo H® = x° mas a reciproca ndo va-|



~le em geral (cfr. corol. 4.3.5.). H? & un submbdulo fechado de ig
para todo conaun‘bo S de partes limitadas tais gue {x}66 para. to-
do x € H. Com efeito, se ué& H? , existe vy € H tal que u(y) # 0 e
portanto existe umg v_lglnhanga simétrics V de 0 em A tal que u(y)€&
V. Entdo u + r({y},v_) € umz vizinhanca de u em XE__-.; e é claro gue

u 4 F({y},v) C CH"

4.2. Dual de uma soma direta. Aplicacdo tran5posta e dual de um

quociente.
. Sejam (Xp)aea wma famflia de A-médulos topoldgicos,

jF_ : Xf* ‘_}@XR a injeg¢ao candnicay G um conjunto nso vazio de

partes limitzdas de X"Jl e G‘é a reunizo dos conjuntos JF(G ) (’LGA)
Com estas notacdes, temos:

Proposicio 4.2.1, Existe um isomorfismo de A-mdédulos topolégicos:

(B Ry = TT(x,Q@A

£ um caso pchrtlculdr do corol.3.6.3.. {3

Sejem X ¢ Y dois A-mbdulos topoldgicos, f € I,(X,Y), & um conjunto
nzo vazio de partes limitadus de X e i il ( G2) )-={f(B) | BECS} .
claro gue. ‘\" ¢ um conjunto de partes .'l_ir'nitadas_d.e Y. 4 todoue Y*,
=8sociamos a apllcagao composta uef € X° definindo deste modo uma i
- aplicagido f ch —> Xg por £t (u) = uef., Esta aplicagdo ft & chama-

da transposta de f, é clatro que £¥ & A-linear e que Ker_ft_ = ]
= (Im f)o[Y A*] donde resulta que se f € sobrejetora entZo £% & ino |

jetora. 4 aplicacgdo TR co'n'tinua pois para todo B €S e toda vizi-

nhanca V de 0 em 2¥ se tem £t U"(f(B) v)) € M(B,V). Vamos usar estas

consideracdes para determinar o dual de um quociente por um submddu-

lo fechado. Sejam X um A-médulo tonologlco, F um submddulo fechado

de XZ ep: X-=>X/F a apllcagao csnénics. Para todo conjunto nao vazio

&S de partes limitadas de X, seja gq (&) = {p(B)l B EG}

Com estas notagdes temos o resultado seguinte: ;

Proposicio 4.2.2. Existe un isomorfismo de A-mddulos topoldgicos:

(%/F)g = F°

Mostremos que a aplicagZo pt: (X/F)'e-—a Xé ¢ um isomorfismo

: @ S ' _ |

de (;{/“}é sobre F2 . Fara todo u € F® se tem ¥ C Ker u, -portanto
~q
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(prop.l.4. 110,(‘f)) existe um vnico A—-carater T de X/F tal que -u =.
= TWoep donde p (11) W 0 que mostra oue F" °c In p e como a inclu,-

sfo inversa & ev:Ldente, resulta que p apllca (X/F)G 'sobre FO "

Como p € sobrejetors, resulta que pt é injetora. Finalmente, p°’ &

aberté, pois T= Be(x e V¢ una vizinhanca de O em AX , existe BE&
& tal que p(B) = B' para n & FOM F(B,V) existe um A-cariter W de
X/F tal que u = Uep e entdo ue (B',V) o que acarreta u = pt(ﬁ)e
P (F(B V)), donde resulta.

p'(M(3',7)) D FON (B, 7).

4.3. A dualidsde nos mddulos locszlmente compactos.,

Todos os resultudos deste § sZo0 bem conhecidos gquando A = 2
pols neste caso s8o0 parte da teorisz de dualidzde de Pontrjaguin, Nao
se pretende agqui der novas demonctragdes neste caso, mas =0 contri-
rio, uzar os resultudos conhecidos no caso &4 = Z para obter resulta-
dog parz A anel UCLC e A # Z, Destz forma o3 resultzdos serio vali-
dos pura todo anel UCLC. A pussagem do cazso A = Z @0 caso A gqual.-—

quer € feita pelo lema 4.3.7. cujo enunciado & sugerido pela prove
do seguinte resultado do tipo Hehn-Bunzch gue é wum caso perticular
do Teors 3.7.,12'.(cfr. [:{R] ycorol. 24.12.).

Teorema 4.3.1, Seje A um anel UCLC. Se F ¢é um submdédulo fechado de-

va A-mdédulo localmente compscto X, x € X(\[F' eu € um A-cardter

de F, ent8o existe um A-ceriter u de X gue extende u e tal gue
u(x) # 0.(em outrss palavras, A¥ & um toro da cztegoria MLCA).

Do corol.24.12. de [HR] segue que T = R/Z ¢é um toro.da catego-
ria %- GALC que contém g_/l_l__g(z) como subcategoria plens, portanto
o resultado é um caso perticular do Teor. 3.7,12! com M, = yre, “e

A
S =K

Corolirio 4.3.2, 35eja A um anel UCLC. Se X € um A-mddulo localmente
compuacto, S.€ um submédulo de X e x € X, entfo x& S se e sé_se

u(x) = 0 Edra todo u € 50, _
Cegue imediatamente do Teor. 4.3.1. e da prop. 3.7.4. . @

Coroldrio 4.3.3. Seja 4 um. anel UCLC, Se F ¢ um submddulo fechado
de um A-mdédulo localmente compacto X e & ¢é um conjunto de partes
limitadas de F, entfo existe um isomorfismo de A-mdduwlos topoldgi-

co&ig
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Fg ~ Xg/F° :
Seja 1 : ig—a-F@ a aplicagZo definida por f(u; = u[, . entdo
pelo teor. 4.3.1. £ € sobrejetora, De outro lado Ker f = F° s POTr-
tanto a apllc 2c20 f tornando comutzativo o diagrama

@ -+
Ig——> Tg
l ////;
- @
XGS /Fo
’ N o ~ . 7 . ! ~
¢ uma bijecZo A-linear que é continua pois se Bl"""Bn 5&£0 conjun=-

tos de % e Vl"”’vn st0 vizinhancas de ¢ em i*. , Se tem por defi-
.nicgo de f:

f(ﬂ [ (B;,V,)) C ﬂ F(B;,7;)
i=}
o que prova que T é continua, donde T & continua. Como na realida-
de, do teor. 4.3.1. seg%e

n
f( g:}r(Bi’Vi)) = g:} r(Bi’Vi))

resulta (prop. 1.4.14.) que T é um morfismo estrito, donde F éum.
isomorfismo. §

Coroldario 4.3.4. Sejw A um anel UCLC e F um submédulo fechado de.
um A-médulo localmente compscto X. Um subcon;)unto T de ¥ € total em
Foeesose‘ro—f‘o _
£ claro que se T é total entao T . Inversamente, suponhes~

mos que 10 =F0 ¢ gue T nao é total em F, entao [T] G § F, por-

tanto existe z € F r'\,EG e pelo teor. 4.3.1. existe um A-carater u

L FO
de Z que extende o A-cardter mulo de G e nfo se anula no ponto z.
intio u€ T2 e uw& F® o que é absurdo. [

AT M

Coroldrio #.3.5. Sejam A um anel Uu,v, X um A-médulo localmente com-—

pacto e H um subconjunto nfo vazio de X. Entdo H = (0) se e somente
se B9 = x° . E

Se xg& H e x #£.0, 0 A~curdter (riulo) de (0) se extende a um A-
—cariter u de X gue ndo se anula em X, donde u ¢ 5 . 5

QObservagBo A implica agdo: BC = x%=» 1 =(0) é equivalente & relagio

(M ker u = (0} @
nex® o



T4

De fato, feja X & mol:{er u, entfo chamendo H ao conjunto {x} s B
ue X° ' '

’ i
relagzo precedente Ciz que u €& H9 purs cada u € X*, dende HO = X°
portante H = (0) o gque implice x = O, Inversamente, de (¥%) resulta:

(0) =f Yrer w={ Ykeru D H e portanto H = (0), donde H = (0).
nex’® ue 1Y

' Sejem A um anel UCLC, X um 4s-mddulo topoldgico e S un conjunto
de partes limitudas de X verificando a2 condig&o

L)s=x (c)
Be S

- 3 . i @ e e
Para todo x € X se congidera a aplicagao ax) : XE"" A* definida

(4 . ~ . .
por ursu(x), e claro gue esta apliczgao ¢ A-linear e que z .condl -

¢Zo (C) implica que &(x) & continua. Construimos desta forma umaz apli-

cagao
W : x-,-LA(}:é;',A*)

X >0 {(X)

gue é. evidentemente A-linear. Da prop. 31.5.8. segue que toda parte
equicontinua de X* ¢é uma parte limitada de X;I para todo conjunto
nao vaziocz' de partes limitadas de X. Mostremos gue se 5' é um con~-
junto nio vazio de partes equicontinuas de £, entdo w & uma aplica-
cZ0 contfnua de X em LG:(Xé,A*)Q com efeito, consideremos uma vizi-
nhanga de 0 em Lt (Xé,A*) do tipo [ (B',V) onde B' e e vV & una
vizinbance de O er A% .; como B' é equicontinua existe uma vizinhanga
W de 0 em X tzl gue u{(W) € V para todo u &€ B' o que equivele & rela-
oo (W) C T(B',V). Da defini¢Zo de w resulta -

ker & = m Ker u

| ueXx® _

e entSo, o corol. 4.3.5. implica que se X é localmente compacto, en—

BB S A e ST

tio w € injetoraz. .
Fm resume provamos-o resultado seguinte: {
Froposiclo 4.3.6. BSegjam A uc anel UCLC, X um A-médulo topoldgico, &

um conjunto de partes. limitsdas de X tal que
ﬁu B =X
5 . BES |
. o~ . & ’_.- = ~
e @’ um conjunto nac Vazlo de. partes equlcontinuas de X . EZntzo, 2

ayl icagao

- ~ i : ) ;“
Q) : K'—?(}:C’é)gt : . :
x> {ur>u(x)) - ' g
é s-linecr contipua. Se X € localmente compacto,ento w & injetora. 8

y
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Y €3 05 3 . P . vk . ) 4 %
No cuso purticular das topologias da convergénciz uniforme so -

bre todas as partes compuctas, vamos provar o lema gue permite "trens-

POTtaT".é categoria MLC' oS principais resultados de teoria da dua-
lidade em GALC, em partlcular 0 teorema de duglidade de Fontrjaguin
(Teors 4.3.13.)

Sejam A um anel UCLC e X um A-mddulo topoldgico, notamos ¥ (resp.
® ) a lei externa de cap.3, (3.7.,(c), que define & éstrutura de A-
- médulo sobre A% (resp. X*}; em outras palavras, para todo Ae 4o e
Te A% (resp. XE ), Axt (resp.A@%) é o elemento de 2% (resp.
x¥) definido por (A¥T)(«K) = T(AX) pars todo A€ A (resp.(A®Y )(x)=
:_7((RX) pars todo x € X). Como jZ foi dito, o fato de ser A locel -
mente compacto junto & prop. 3.7.1l., zcarreta que ¥ ¢ un a-mddulo
topoldgico. Se X n2o € localmente compacto, entio Ky nZo satisfaz-
necessaricmente a condicfo (E2) de 3.7.,(c), donde a lei externa ©
nio é necevariamente continua. Se ¥ € localmente compacto, entZo pela
LI0Ps 3.7.11., & lel externa ¢ continua e X* g um._,A;mo'dulo topo-
18gico (locelmente compacto, cfr. [HR] ,th. 23.15.). |

A aplicagio (p : &> r/z definida por ‘c!-—a-"r(l) é otviamente
Z-linear continua, donde resulta gue para todo u € X° se tem 1 =
-—(Pa u e X* sy 0 gue mostra gque temos uma apllcagao

fX cu€ X' 0 € x* ]
Fara construir a aplicaqgo inversa de fX vamos repetir neste csaso
particular, uma construgdo feita com todos os detalhes (que nzo de-
senvolveremos novumente agui) na prova do Teor, 3;7.12..fPara todo
x € X, notzmos ,3 a aplicacgo de A em X definida por )\b—sv;\x; € cla-
ro que Y ej, € A* para todo Y& 3{* . Verifica-se facilmente que pa-
ra todo Y € Xﬁ', a aplicag¢do . . .
'X: x € X l'—P-'KGjXEA*

& A-linear e usando o lema 2.3.6.,(b) como no. Teor. 3.7.12., resulta
gque 'Y, ¢ continua, donde :i é um A-cars ter de X. Deduz-se entio,
uma aplicacfo o '
‘ By ¢ X,E?X*E*”ﬁ* 7(‘5 x*

. -~ . o
De acordo com a convenndo de notag¢ao da pg.70 escrevemos Xk em Verw

de ng ‘no préxime resultado.
X

S ——

AR o

Lema 4.3.7. 3Sejam A um anel UCLC e X um A-mddulo topolégico (n%o0 ne- |

cessarizmente separado). Tem-se entdo, as seguintes sssergles:

(19) As aplicagdes




fyiue ivrie x*

’ P . ~ * 24 (-] !
550 iaomorfi”mos reciprocos de A-mddulos.

(22) S5e X ¢ localmente compza cto, entZo as aplicacdes

fﬁ: n € §“~+, = X*

%,
XE KT Y€ g

4

e 3y 3 . L2 = : »
Sto_ivomorficmos reciprocos de A-médulos topoldzicos.,

[ 4

= . L4 . .
(12) De fato, ¢ clero que f, & sditive, mostremos que f.

| X x °
A~homogenea, i.e., Yj\u) A@f )  pura todo A€ A, u€ X° . Parz
tode X € X, =e tem (7\." fu,:)(x\ = B, (u)(Ax) = u(Ax)(1) =

= (A¥u(x))(1) = ((AL)(X»(l) (L=JAL))(X), portanto f. é A-linear,
Dse definigdes de fy € £y segue 1med1atamonte que ' ’
f' = o 5 =
tx08x =1y e gx oy = 1y

donde reswlta que fy e gy <8o bijetoras e gue g, & A-linear.

X
(2¢) Fara provar gue f ¢ continus consideremos umarvizinhanga de
0 em XX da forma (K, v), onde K & um compacto de X e V & uma vizi-
nhznga de O em R/Z . Como o conjunto r({l},V) ¢ uma vizinhanca de O
em AY yresulta que F(K,F({l}sv)) € uma vizinhanca de 0 em X£ e a
relagdo : '

£ (F(&, T({25, V) 1K, V)

mostra entdo que-fX € continua. Pare provar que'gx = %}

consideramos uma viginhanca de O em X; do tipo [ (X,"}), onde K ¢

L4 r
e continua

_ 3 .~ e
um compacto de X e V€ uma vizinhanga de O em A" ., Existem entzo
conjuntos compactos Hl,...,hn
R/Z tais que

f\er é S\ (1)

De outro lado, pers todo i = 1524 svnylis O conjunto F(K,Vi) € uma

em A e vizinhancas Vl,...,Vh de O em

vizinhzngg de O em X* , € entZo a compacidade de Hi Junto ac lema
2.3.6,,(b) acarrets gue existem vizinhangas TLl,,.,,QLn de O em X

tels gue ' -
. Hi@uic I"(_K,Vi) para todo i = 1,2,...,0 (2)

0 conjunto‘LL,interqégﬁo dos TLi) ¢ entfo uma vizinhanca de O em ¥
e como &as relagoeg (1) e (2) 1mp11cam gxﬂiL)(Z M (X,V), resulta que

orema 4,3.8, Uejam A um anel UCLC e X um A-mddulo topolégico. TEm-
e

sserc0es seguintes:

A ——



77

3\ e '_.' P [ ] V
(a) Se X e locealmente compacto, entdo X € localmente compacto.
P i I 4 ; o~ ;

(b) Se X & compacto,-entZo X£ & discreto.

) Se X € disc: S0 X° & -

(c Se e discreto, entao X,_ € compucto.

¥

iste resulﬁado é consequéncia do mesmo resultszdo no caso A = Z
([ER] /4 Th.23.15. e 23.17.) e do lema 4.3.7.,(22).

Teorema 4.3.9. Sejam A um anel UCLC e F un submédulo fechado de um

& o~ e . - -
A-m8dulo localmente compacto X. Entfo, existe um isomorfismo de 6~

dulos topoldgicos

\d 0
q ~ R
(X/F)y =3
= . -~ . - Ld ™~ . 3 L4 N
Seje p s X -»%X/F a aplicagdo canonica. Como X e localmente com-
4 s P . - ’
pacto e B € fechado, o conjunto {p(l‘x) | ¥ é compacto em X—} é o con-
junto de todas as purtes compactas de X/F, portanto o resultado Sé~

gue da prop. 4.2.2.. §

{ o - ~ - s s e o
Corolaric 4.3.10. Jejam A um znel UCLC e M um submddilo aberto de um

A-médulo localmente compucto X. Entao %0 & ur submddulo compacto de

L
k ’ . . : L ] P4
Como M & aberto, X/M & discreto, donde (X/M), ~ M~ ¢ compacto. 2

Coroldrio 4.3.11. Sejam A um znel UCLC mSo discreto e X um A-médule
locslmente compacto, entdo: ' _
(a) Se X ¢& discreto, entSo X nio possui elementog livres.

(v) Se X ¢ compacto, entZo X® nSoc possui elementos livres.
(a) é trivial e (b) results de (a)‘ e do Teor. 4.3.8.. B

ProposicBo 4.3.12. Se A é um anel unitdrio comytativo compacto, en-

t30 a topologia de A & linear {(isto é, A possui um sistema fundamen-— i

tul de vizinhancas de 0 formada por ideais). ;
"0 caso A discreto sendo trivial pcodemos supor que A ndo é discre-

to, entdo 2¥* & un 4-mddulo discreto. Para todo u e ¥

y Seja wu =
= {AGA [fA¥u = O } , entdo o conjunto das intersecdes finiteas de ideais
dz Temiliz (WuhxeAﬁT & um sistems fundzmental de vizinhangas de C
pera uma topologia © compztivel com & estrutura de enel de A. Como
a¥ & vwm A-mddulo discreto; a continuidade das cplicagdes A F» A% u

y & =bex donde B €& s fina que a topologia ori
ccarreta que “u ¢ zberto, donae ¢ menos finz que 2 topologla ori-

zingl de A. Finalmente, de [HR] s corol, 24.12,, resulta gue le;é*wu =
; Ca u




e gor v

(0)
uegA

rortanto ¢

o anel A munido da
homecomorfisng.

Teorems 4.3.13,

topologia @)

Se;a A um znel UEIO,
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’ ~ . - -
e sepurada e entzo (indicuzndo com A

sylicacio idéntice 4 > hog € un

Entgo, todo A-mddulo local- |

nente cempacto X, & aplicacSo candnica

para

W

x> (uru(x))
é um lqomorf*%mo de A-rmddulos to o] oricos.

)L"_"(-}H:

. |
X ;
|

A aplic g . Al
- I %g o_fX K-4>}
fismo de A-modulos topoldeicos,

¢, pelo lema 4.3.7.,(29), um isomor — |
portanto induz um isomorfismo de A-

-mécdulos toypeldgicos
% ¥ ey
fx: 4 '—";'(A{k)
X Ec:f,
X
P Teors 443484, )k ¢ localmente coupuzcto e entfo pe =lo lema 4.3.7., |
°¢ ) resulta gue a splicacfo 5
*
f'_*r'- (X) w—}(kl‘
X
é um izomorfismo de A-mdduloe topoldsicos. A aplicagfo candnica
w': x> x*¥ é, releo teorems de dusl 1aede de Ponirjeguin ([HR] 8 T

24.8.), um ivomorfismo de grupos topol O”lCO», e neste czso € de fa—

to um lCOﬂOTilmmO de A-mddulos bLopoldgicos. _ntao,para mostrar gquew €

un isomorfisme & suficiente v rificar &

cozutatividade do dia Srans:
x —2s (%)%
Y
l ,P% Tgx'
XX, (o
e futo, se x € X, entdo w(x) € a aplicagﬁo urru(x) e
(gX' of ew(x) & a 11cagc~0 U xaf  ©d,s onde ¥ = w(x) &2 apri- |
a A §
i I’.
acno x "-E"X(X) e ju: A '—PXL ¢ definig “por 'A}—-)-Au. A verj_fj_ca(;ﬁo '
B ’
de comutatividade do ﬂiwé”umd acime se reduz a provar gue u{x)(X) g
= (% o_"f,{_oju)(ﬂ{) para todo X € A, 0 que € trivial: (Xef o ju)(&,’) = r
(X ofy)(xu) (Qootu) = (Poeetu)(x) = (@u)(x))(1) :
= (Xxu(x))(1) = u(x)(«). &
Veremo: e seguir vdrias consequéncius do Teor. 4.3.13., comegamos
com @ reciprocs do corol. 4.3.10. '
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Corolério 4.3.14. Sejam A um anel UCLC e M um submddulo fechado de

- um A-médulo logalmente compacto X tal que M9 & compacto. Entdo M, €
gberto. - : '
Como M € fechsdo, pelo Teor. 4 3.9. resulte (K/N)k ~ M° ¢ cen~
do M© compacto resulta que (X/“J é compacto o que implica, pelo
Teor. 4.3.8. que ((X/M)S )k é dlscreto. Como X/M ¢ localmente compac«—z

to (por ser M fechado), o Teor. 4.3.13, acarreta que X/M & discreto,
donde M é aberto.

i
i
i
i
|
!
|
{
I
I
|

Corolério 4.3.15. Sejam A um anel UCLC, X um A-mddulo localmente
-compacto e £ um submddulo de X*® tal que parzs todo x € X, x # O
existe u€ X 12l que u(x) # 0. EntZo, % ¢ denco em XI:' .

Pelo Teor. 4.3.13, temos

‘};o: %O[X}:,A*] = {w(x) = (1{}:)' l X € @Ler u }

e como a hipdtese feits sobre £ equivale = * Ker u = (0) resul-

u
ta gque %O = (0), donde (% )o= (0). Ent3c, o reesultado segue do
Teor. 4.3.1. pois se existe u€& X]'f\cg , entio o A-cardter nulo de
X se extende a um A-cardter T de _-Lk que. ngo se anulz em U e pPoOr -
tanto M # 0 o que §é ‘ebsurdo pois ’?e(% )o = {6} g

e -

Se X.é um A~médulo localmente compactc e H ¢ um subconjunto de

X, seja it {'X,e X*l Ha Kerx} Com as notagoes do lemz 4,3.7., €
claro que fX(}TO)E T e em geral g_){(n) d H . Se H é um submddulo

de X, entZo neste caso gX(H)C H® 0 que implica que‘

g (H) = H® e £ (HO) =
*

:
{

fad
i.e. H é un submédulo de X . Se X & um submodulo de Xk’ indicamos |
com 37, o submouulo (de (X )k) EG[ A*] s que identificamos a sua _‘
imggem por w” ( onde W € o is somorfismo candnico do Teor. 4.3.134 |
entfo

{xe x| u(x) = 0 para todo uei}
Fara todo subconmnto H de X, H® & um submddulo de Xk, o] anu"ador
(89)° de H® serd notado HO9.

ProposicZo 4.3.16. Seja A um anel UCLC. Se F € um submédulo fechado |
FOO )

de um A-médulo localmente éompucto X, entao F =

Seja y € ¥, provar gque y € FOO ¢g yaivale: a w,rlflcar que u(y) = o
para todo u € FO y O Qque é evidente pels deflnlgao de F°, donde F C *
99, Inversamente, se x € F, o Teor. 4.3.1. acarreta que o A-cardter |

4



nilo de F se extende a3 um A~

cariter u de X que nZo se anula em 2
donde u € FO ¢ x ¢ §0O

0 gue prova a inclusZo inversa. [

Ieorema 4.3.17. Seja A um anel UCLC, Se F € um submddulo fechado de
i :

um A-modulo localmente coémpacto X, ent3o existe um isomorfizmo de A~
~médulos topoldsicos:

F; % /F°
- De fato, pelo Teor. 4.3. 9., ‘temos (Y'/Fo)' ~ FO9 ¢ entZo =

prop. 4.3.16. implica gue F 22 (X /?0 e 0 resultado segue do Teor.
4.3.13. @

Observagoes (1) Se no corol, 4.3.,15. substituimos & hipdtese de ¥
’ . s
ser um submddulo pela hipdtese de F ser apenas um subconjunto, en -

tZo & conclusZo § que.%' € total em Xi. Com efeito, bastz aplicar o
corol. 4.3.15. ao submddulo gerado por X . .

(2) 0 lema 4.3.7. mostra gue na categoria MLC se pode definir o
dual de um objeto X como sendo o duzl X*' de X na categoria GALC, mu-
nide. da estrutura de A-mddulo topoldgico dada pela prope 3.7.11l. .
(3) Usando métodos da teoria de categorias e funtores em EN] se de-|
monstra os resultados seguintes: '
(a) Se (0 )161 x
te compact0o corpactamente gerados, entio (11m G. ) llm G3 (Th.4.6.)
(b) e (Gl ieT e um sistema projetivo de grupoq a?:llamos local — |
mente compzctos compactdmente cgerados, entzo (%&p Gi) o] %&g G:'.
(1B 4eTe s o |
(c) Se (65)5e1 € um sistema indutivo (resp. projetivo) de grupos
abeliznos locelmente compeactos compactamente gerados, entfo

(1im G. )**k' lim G. (resp. (llm Gy ) *%v llm G4 ) (Corol. 4.8.)
— — 1
Neste trabaWho se comeca por provar o} teoremd de dualldade Para gru-

¢ um sistema indutivo de grupos abell¢no% lOCdlmen-j

poss abelianos locslmente compactos compuctamente gerados (conseguén-
cia da prop. 4.2.) e entZo a assercio (c) resulta de (a) e (b). Tam-
bém € demonstrado que todo. grupo abeliano localmente compacto & limi-

te indutivo de grupos abelianos localmente compactos compactamente
gersdos de maneirs que o teorema de dualidade resulta como caso par-
ticular da asser¢io (¢) {corol. 4.9.). Nossos métodos nZo parecen in-|
dicados para extender estes resultados para os mddulos topoldgicos,

5
’ !
& razio principel é gque a considera¢Zo do bidual € mzis delicada no %
caso dos mddulos topoldgicos gue nos grupos abelianos topoldgicos |

T . . i
{(cfr. Obs.(3), Ps.50) Y
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4.4, Existénciz de A-caracteres,

Nos colocsmos novsmente no caso gersl, isto €y A ¢é um anel UCLC

e X € um A-mddulo topoldgico separzdo arbitrério. Zxistem, para o
dual X de X, virias possibilidades notc.vels,a saber:
(a) X" = (0) (cfr. [ﬁR] v 22e32, J,
(b) X # (0) mas existe x € % x # 0 tal que u(x) 0 para todo uex*
(¢) Os A-caracteres de X %enuzam 05 elementos de X (i.e. para cada
x€ X x #0, existe ue& X°* tal gue u(x) Z0)e

[F] s Pg.254-235 se encontra um exemplo (com A = Z) onde X satis-—
fez a condigZo (b), mas existe um sub-z-mddulo fechudo F de X tal que
TF e X/F wverificam a condicfo (c). 0 resultado seguinte mostra duss
condi¢Ges trivialmente equivalentes 3 condicBo (c).
Proposi¢fo 4.4.1. Sejam A um anel UCLCT e X um A-médulo topoldgico. se-
parsdo. As condigCes seguintes sZo eguivalentes:

(i) -0s A-czracteres de X separam os e] ementos de X.

(ii) m Ker u = (0).

uve X°*

5 - ~ "~ . ° - 3
(iii). A aplicagio candnica w : X +>(Xg)® € injetora pars todo con- |

junto & verificando as hipdteses da pro_po 4:3.60 &

T ueXx*

No qﬁe segue demos ulgumes caracterizagles dos A-mdédulos topold-
gicos (separados) que verificam s condig¢3o (e), menos evidentes que
a Prop. 4.4,1l.. 0 primeiro pusso nesta diregf8o é o resultado seguine
te que € uma conbequencla da primeira parte do lema 4.3.7. do quel
wtilizamos as notagoes. .
Teorema 4.4.2, Sejam A un_anel UCLC, X um A-mdaulo topoldsico sepa-
rado e xoé Xy X, # 0. 45 condlgoe seguintes sfo equivalentes:
(i) Exicte Y € X¥ tal que X (x,) # O.
(i1} Existe u € X° tal gue u(xy) # O.

(i) = (ii): Seja u = gX('X), ent8o u(xgy) = 'Xijo # 0 pois

(,'Xo.j 21 = A (x;) # 0 por (i)e

(ii)#(l): ¢ conjunto {xo} § uma parte limitada de X portanto, se

& {xo}},entgo Xé é um A-mddulo topoldgico e é fdcil ver gque a
aplicacfo :\P . :{é-- - a¥ Gefinida por ub» u(x,) € A-linear continua,
donde Y e (Xé ¥* (1)

* < o 13 anpn - 1 ) f
Seju, como no lema 4.3.7., ¢ : A" — R/Z a wplicacfio Z-linear conti-

AT AT e e L T, T



g2
) Fela primeiras perte do lems 4.3.7. a apli-
Ccagao fX é blaeto*a, donde todo Y e x¥ ¢ da forma 4 =@ou para
clgum u € x° e entlo a relagdo ’

nua definida por TH>»T{(1),

| X(‘(o) = 0 para todo Y & x*
Se espreve

(P (11()~°)) = 0 para todo u € X
o gue equivale 3 relagao
Imy C Ker ¢ (2)

Apl i.quemos agora a primeira pzrte do lems (e3.7. a0 A-médulo topold-
gico Xé s Tresulta que & aplicacio

: . ® \e +® ¥
) . fxé . (XG) —)(1(6)
é um isomorfismo de A~-mddulos. De (1) e as defini¢Bo de foe se -

gue f- o (W) =Po ’\[JG(XG ® e de (2) resulta f . W) = Gdtmde-'
= O o cue € absurdo, & .

O resultado .seguinte ¢ consequéncia do Teor. 4. A 2. ¢ do Th, 1
de [CR] o Antes damos a seguinte (cfr. [LR] s PE. 375):
Defln}_g_w__ 4.4,3. Unm oubcon;]unto G de um grupo abeliano topoldgico X
(notsdo aditivamente) € chamado . grande se existe uma familia fini-
ta (x. )1<1<n de elementos de X tal que ‘ .

Xeo(x + 6o ... u(xl + G)

SeneN, n»0 e S € um subconjunto de um grupo abeliano X, no-

tado aditivamente, se usa a notacEo nS pars indicar o subconjuntoe

Z S de X com 5; = E para t0do i = 1,2,40ey4l
lsisn *

Teorema 4v4.4, Sejam A um anel UCLC, X um A-médulo topoldgico separa-

do e x, € X, xo # 0. A5 condigBes seguintes sfo equivalentes:
(i) Existe u e€ X° tal cue u(x,) # 0.
(ii) ZExiste X € X® tal que % (xq) # O.
(iii) Existe uma vizinhénga V de O em X tsl que V € um conjunto
grande e x & 6V, |

_ A equivaléncia entre. (i) e (ii) € ¢ Teor. 4.4.3. e a eguivaelén~
cia entre (ii) e (iii) €é o Th.l de [CR]

Da prop. 4.4.1. e do Teor. 4.4:4, resulta entdo:
Teorema 4.4.5. Sejaum A um anel UCLC e X um A-mddulo topoldgico sepa-

rado. As condicOes seguintes sfo equivalentes:

o i g,
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(1)
(ii)
(iil) Pera cada x e X, x # 0 existe ums vizinhangs V, de 0 em X tal
gue V. é um conjunto grande e X EE 6V, .

(iv) "A aplicacio candnica w : -?(fg) - € injetora para todo con-
junto & verificande as hipdteses da prop. 4.3.6..

m Ker u = (Q),

.uex®

A-caracteres de X sepgram os elementos de X,
i ‘ {
carscteres de X separam 0$ elementos de X, g

7 |
[ K O]

e



CAPITULO 5

APLICAGUES CONTINUAS EM UM MODULO TOPOLGOGICO.

Sele. Estruturas algébricas e topoldgicas

Sejem T um espago topoldgico, A um anel topoldgico e Y um A-mdulo
.topoldgico. Indicamos com C(T,Y) o conjunto das aplicagdes cont{ —
nuas de T em Y. Dadas f,g& C(T,Y) ¢ A€ A, definem-se as aplicagdes
f+g:T—=>Ye Af : T—>Y pelas relacoes seguintes: ) '
- (f + g)(t) = £(t) + g(t) para cada t € T
s (A£)(t) = A.f(t). para czda t € T.
lMostremos que f + g e Af sSo0 elementos de C(T,Y). Fara provar a
contiruidade de f ¢ g comegamos por mostrar que pela definigao-de
produto de espagos topoldgicos, existe uma Unica fung¢do continus
fxg : T—=>Y¥xY que tornu comutativa o diagrama:

(onde ass flechas verticais s30 as projecdes) e por definicZo |
(fx g)(t) = (£(%),g(t)) parz todo t+ € T, Entio, a comutatividade do

dizgrama

\1

] % . [ 4
(onde a flecha ve*tlcal ¢ o adicfo em Y) vrova gque f 4+ g é continue,

'1

Fera provar a continuidade de ‘AT se poderia proceder de maneira ana—-(

loga, substituinée no rac:oc:mlo anterior o produto YxY por AxY

~F

e & fun¢fo g pela fungdo A : ‘E[‘ — A deTinida por J\(t) A para to..

do t € T. Wes € mdis ficil observar gue. se hy : Y»Y é a-aplicacio
; s ontl £ = h.e f, donde ATf.é continua. Fica assim prova

4
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| Propesiczo 5.,1.1. 'As leis de composicfo (L) determlnam sobre C(T,Y)
umz_estrutura de A-mddulo. e &

|

Se F £ uma parte de T e Q € uma parte de Y, indicamos com WV (P,Q) o
conjunto das £ € C(T,Y) tais que f(FP) C Q. Sej2.© um conjunto ndo
vazio de partes conmpactas de T e consideremos o conjunto
D = {V(S V)|se€eS e v.& una vizinhange de O em Y}
'Seg& o0 conjunto dgs intersecdes finitas de conjuntos de rﬂ « Com
estas notagdes temos o seguinte resultado:
JProposic8o 5.1.2, Existe uma Unics topologia B sobre C(T,Y) gue é |
compativel com a estrutura de a-mddulo de C(T,Y) tal que §3 € um sis—?
temg fundemental de s -vi7inhanga= de O, | : 5
A prova se gpols em virias consideracdes do cap. 3 (3.1) do quaL

utilizamos &s notagdes, Em prlmelro lugar observamos que c(T,Y) com |
«s leis de composigSo (L) é um submnddulo de ¥ (T,Y). Seja © = topo-,
logie induzida sobre CG(T,Y) pela @-uopologla sobre 9? (T,Y), entzo |
como todos os conjuntos de & sZo compactos, pela DPrope. 3.1.2. € a
prop. 2.4.2.(a) resulta que 6 §& compativel com a estrutura de A-md-
dulo de C(T,Y). A relagiio [ (S,V)n C(2,Y) =. V(S,V) pera cada

se S e pere cads vizinhanga V de 0 em' Y, mostra que 65 & um 31ste-
ma funddmental de B -vizinhanga de O em c(T, Y) ﬁ

Notogab A topologiz da props. 5.1.2. € chamada 6-—topologia sobre

C(T,Y). 0 A-mddulo C(T,Y) munido desta topologiz serd indicadaz por
| g (TyY)

Quando S € o conjunto de todas as partes finitas (resp. compactas) _

de T usaremos a notagzo Cf(T,Y) (resp. Ck(T,Y)).

ObseTvagdes (1) O uso:da prope 3.1.2.,(32) na verificagiio de (MT'I) \‘
na prova da.prop. 5.1.2., mostra que a exigéneia de todos os conjuntos

de & seren ccmpactoU é natural.
(2) DNo caso de‘thdldT‘ de T ser um A-modulo topoldsico (sempre su-
pondo S formado por partes compuctas de T) se tem:

Em outras p@lavras, a & -topologia sobre C(T,Y) induz sobre L (T,Y)
e 3 ~topologia, isto resulta da identidade evldenfe ‘

(S, V)L, (T,Y) = [M(5V) ,
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perz cala 5€ S e cada vizinhengs V de O em Y. | |
o ' 4 o R .

(3) ¢S € unm conjunto de partes compe

ctas de T que contém todes
as partes

‘ reduzidas & um ponto de T e Y € sepurado, entZo Cg(T,Y) €
sepurado. De fato, se u € C(T,‘Y)ile n 7, EREShS + ¥ Bl g
u(t) # 0, portento existe umn iVizirJ,hf‘:.nc;a Ve CemY tal que u(t)d V,
donde v & V¥V ({t} 5 Vb ' I

|
!
x
]

é

o I‘_F:’E%‘Lllt?_léio seguinte indicamos com S}Ff(X,Y) o conjunto %(X,Y)
quando S ¢ 0 conjunto de todas as partes finitas de X, f
Proposico 5.1.3. Se X e Y 3o dois A-mddulos topoldzicos, entdo
-LA(X,Y) € wr submddulo fechado de Ce(X,Y), se Y é separado.

> fa s
Seja (Y){)KEX o familic definids por L

t%o € claro que ?f(X,Y) = T;X Y _ . Parz simplificar a notagfo indi
x : i

= Y para cada x € Xy en

[y

7 o - ' - - i |
cemos por P o A-modulo Cﬁ;(x,y); s5eja para cada x € X, “n'x a aplica.
¢Zo candnica de P sobre Y =7, isto € > f(x). Se P, é a restriclo |
de w_ a C(%4Y), entdo p_ : Cf(X,Y)-—)-Y ¢ A~-linear continua. Dados

. A &4
X, y&€ -X e A€ A, consideremos o35 conjunios: : i
E

Xy ¥ {fe (%) | £(x + ¥) - £(x) - £(y) = 0}

Hy , = {f€ oxnY) | Ae00) = £@Ax) = 0}
o~ . ? v
entao &5 igualdades:

H

flx 4 y) - £lx) = £{y) = p, () = p () - p () = (3.~ P, - p ()
Acf(x) - £Ax) = Aup (£) = pa (f) = (A.p_ - 1y, ()
acorretan I
jw] = s = —_ :

X, ¥ LT (px+y Py Py) |

ﬁA,x = Ker (A_,pX _.Pﬂx),

¢ como Y € separado results que B ¥ e H) - sZo subconjuntos fecha- |
' g 132 §

dos de ci;(:x:,‘f),' donde , i

R = //\ R e = r\ B
: (%,7)€ XxX a4 A, x)€ Ax X Ay X

o~

2o subconjuntos fechudos de Cf(X,Y) 0 gue implieca que

' LA(){,Y) = RAH
é fech:do em Ce(%Y) o & '

v

-«

Se~

Coroldirio S5.1.4. Sejam X e Y dois A-mddulos e suponhsmes gue Y

&
e
parsde. zntfo, pars cada corjunto G de purtes compuctar de X conten—

e e ————————————— 51 .
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finitas de X, L,(%Y) é um submédulo fechado de
i

PropozigZo 5.1.5. Sejsm X um*A-médulo topoidsico, (Y,B) wn A-pEr
admissivel (cfr. Def. 3.5.2.) onde Y € suposzto compuctc, © un _con-
junto de parites compactay de X conitendo todzs uz purtes finitas de X
e M = Lgg(4Y). T8m-ve e¢ntfo a8 pesercgdes seguintes:
(2)  Se existe wms vizivhungs U de ¢ em X tal gue UES , entio ¥ ¢
localmente compactio,
(b) Se X ¢ discreto, entlo i € compucto.
(e) 3e i & disereto.

¢ ceonjunto L =1

Y, ¢
Eé , resuliac gue B € ums vizinhanga de 0 em M; de outro iado sendo U
ums vizirhuanga de O em X, pelo lema 2.5.6. resulis que E & eqniéonti-
no. Come & contém todas as partcs finitas de X, o lema 3.5.5, acar-
reta gue o fecho E' de £ em M é equicontinuo donde séizue que E' € um
-z2ubcenjunto equieonﬁinuo de C(X;Y), Como Y € compscto, para ceda X&

X, o conjunto E'(x) =

nente, L' sendo fechado em
chado em'C§5(X,Y} e como todo
' € fechado em CkaQY). Pelo

subcongun+o compucto
de cg(x,” e entdo
(b)

todus

0 conjunto U

E!
ta

as partes fini

o racioccinio

¢ b,V & compacte em M. intho o resultado segue das relaldes evidena
tes: = (U,V)C 3 C M.

(¢) Como X€@&, o conjunto [(XV) ¢ pm Vialﬁﬂ&ﬁC” de 0 em M par=z
.toda,_ ve , 0 resultudo segue enb:_':.o de lema 3.5.7.. @

feito em

3, pelo co*ol.[B,l,é.,resulta gque E' é fe-
conjunto &g (= ¢ compacto, resulta gue

teorems de Agcoli resulta que EV € um

de C, (F;Y), donde Ef ¢ um subconjunto compacto
& ums vizinhsnca compzcta de O em M,

wma vizinhanga de 0 em X, e como © contén

resulta gue UES, a3

T

—

rd
} é
s de X portento dade V&
(= m I do conjunto

5.) mostra gue o fecho

5.2. Fungoes de C(T, 1) gue se_anulam scbre um subconjunto de T
Sejam T um egpagc bOpOléﬁiCO, 4 um gnel topoldgico & Y um A~ S
inlo'tololégico, entzo dade T éfu- .Y ) chamsmos conjunte de anuiasqso
de £ ao zubeconjunto Z(f) 4o espago 't topoldgico T, formado peles t tais
que £(t) = ¢ e se 5 é um subconjunto gqualguer de T, de finimos
Co(2,Y) ={f e c(r,¥)! sc i},
Sejo 8@ o interseg¢lfo ¢a familia (2(£))¢ g o 7‘--Y};‘Y B claro que

i
|
!
{
i
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(4]

C5(T,Y) ¢ um submédulo de C(%,Y), que 5;€ S

N

({428

CS_’(T,'_Y') e que se Y
’1- -
I gue contem S

separado, entie 52 & um subconjurto fechzdd de

@

rortente contém também S,.Ko resmlizdo seguinte es~
creversmos Cg . em vez de CS‘L’K)

Proposiceo 5.2.1. Ssjem T um espago topoidgico,. Y vm A-mddulo topo-
16gico separado e 35 um conjunto de vartes compactas de T coniendo to-

das as partes finitas de T

4~ e

T8m-se entzo.

g todo subconjunto 5 de T, Cg ¢ um submddulc fechado de

(b) Se F e G szc dois . subconjunios de T tais gue GE F C G, entio

= ¢ P
CG \’l:‘
(c) As condicdes seguintes (sobre T ¢ ¥) sZo eguivslentes
(i) "¢, = C,, implica G = H.
¢ s & v ;i‘ 3 3 o
(ii} Tara vodo svpcomjunioc S de T, g¢ tem S = 87 .
(1iD Psra todo subconjunto fechedo F de T 2 todo XEtF? gxlove

x) = © psra tedo £& Cc entdo x& S.

en-

G s8o stibeconjuntos fechedos Ge T tais gue Cp = Cn,

. ~s 5 o ' [ d
(a) Se £ € C; entBo existe x& S 331 que f(x) #0 e como ¥ ¢
- i - -~ - r N [T Y ar
sepurado existe wna vizinhencs V de ¢ em ¥ tai gue 0% ¥ -—_f{x, + ¥V,
donde resulisz

(p) £ suficiente provsr gue ¢, < Uz o

~~ D
O 9
L
©
- O
.
™
Q‘g},-h
L
-
A"
[ep]
X @
i;{(n
6:5
co
m
mzm‘
Q
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o
° 5
n o
o8
Qo
1
H
[0}
O)Ef)
D
6
2
(DD
p“‘-',’.
O
(V)]
DL
M

g Cg . L
o gue prova-gue ¥ & Cg 50 2m conseguencia Cg = CSQ .Da condigdo {i) re-
sulte ent8o (S) = (S"‘i ov.sejs S = S¥ , .
T 3 £ ! vivale {usand ii) ¢ g hi-
(ii) = (411} £(x) = 0 para tode £ € C, eguivale {usando (ii) ;

pétese de F sexr fechedo) a relageo

" " Z(f) = F =F =7
. 1&CF .
' . S (3 ips cue C. = O—. 3dond condick
(iii)=>(iv) 4 assergao (v) implice gque Cg = Cg, domde a condiglo




f(x) = 0 pars tode f & Cq

eguivale s: f{x)

= O para tods f & C JEntfo, se xé& 3, s condiclo
(ii1) acerretariz = existéncia de g 5;5-_ Cg tal oque g(x ) £ Q o que €

absurdo, .
(iv}=ir (v)} Busts ver que F € 0. Se x & F, entlo f(x) = 0 psra tods
f& iy e como Cp = C, resulia f{(x} = 0 pura todo f < C

. 'J . G ,
(iv) mpllxa ¥&E G = G

(v) = (i) Pela assercio (b) temos Cy =CFg & Cp=0Cp entfo da di-
gualdade _CG = C’H resulta C(‘;*‘ = Cﬁ , Gomnde por (v) segue G = H, ﬁ

Chservacio Quande T é completamente regsular, & & o conjunto de to-

das av partes compuictas - de T e A =Y = R ou ¢, vale un resu dtedo mais

que a assercZo {a) da prop.5.2.1l.: Se I é um ideal fechzdo de
4

ao existe um uUnice subconjunto fechzdo F

Nt s de T tal gque
T,Y} (cfr. [C] ,prop.l.2.).

I

5a3 Aﬂ'LJ.ccg:'es continuas e somg direta finitsz.

Proposicgo 5.3.1. Sejam T vm espago topoldsico, 3 um conjunte de

i 1£.-’:E’
ns, antio existe um izomor-

purtes. compactas de T contendo todas as partes Tinitas de T e (Y.,
s

wne, familis figita de A~mdduloz tepoldei

fismo de r-mdtulen toreldricesn
o el

~ el
: i | ied
Fura simplificar as notagCes indiguemos com Y a coma direta
& ) e
é..B V. gue pela prop.l.d. 9.,(0) coincide com ¢ produto I Yi. A
1€F ier *
aplicagdo cendnics

define ums aplicagéo

a1 C(T,Y) @ (TY)

ok,

F

o T2 ?Tief)i& Pe Ests aplicsgio "“{a ¢ obviamente A-linear, além

dicmo da propriecdade. universsl do produto dou espacos topoldgicos

(Y. )y Seeue que A & vigjetora. _Hostrencs que
‘\gf : C.;(TY)"-*’@ Cg(TE )
ier
& um homeomorfisme. Conslderemos uma viginhanga ae C em @ Cc(T,Y;;)

i€

T T ——— e ——



an forma i { W, com W, = mV\S_tigV*i) (onde Sf.Q@ e ¥
iep . 1€ten(y ATt 31

n f o ) o o
¢ uma vizinhanga de 0 em Y ) oF= Cﬁ 0 conjunto das reunieges fini~
. ) - v i~ el - - . v
as de conjuntos de & y B Q -torologia coincide com a (‘5 -topolo-
£ia e como S = LJ %3 @(’E resulta gue pars

V= ?( ﬁ

& hEn Q;}

v'ﬂi'-ﬁrm_n_ga_ de O em ,Y) e é facil ver

Wa @3’ (T
E b ow que prove que MY ¢ cantinua. Seju N ;
EF -

(Do

i
ecio candnicas de Y, em Y, entio parz todo i EF definimes uma

é A-line:.r,

POT W b-» P, ou. A linearidade de %, uzcarretz gue @,
— A B
’ P N . e n : -
nlém disso @ ¢ continua poic paru ums vizinhance de O em Cgg(T,Y)
¢a forma ¥W'(5,V) com S &@} e V="T1T1 v, (onde v ¢ uma vigzinhan-
.

i€
ge de G oem Y ) se tem (P (W(5,Vy)) € V(5,V). & condigzo (SKT2) da

% . e = iy - B . & . ) . ~ -
definiczZo de soma direts implice gue existe umz Gnice aplicugzo A-li-

near conivinus C{B tornando comutativeo o diwgramas:

ie? -
onde = flecha vertical € a aplicacio candnica, Verifico-sw imedista-
-1
mente gque WY =@ . g

S.4. A estratura de Cg(T,4 mmédzzlo‘ tojoldgico de C(T,Y).
1 topal

- ! . 5
Sejam T um es S ORRLonica, (= um conjunto de purtes compazctac

de T gue contém todas sy partes finituno de P, 4 uwr znel toreldgico e
v am A-médunlo topoldgico. Ta prodPes Sel.2s provemoe gue C@;(T,‘f}, e em
sarticnlur Cg (T ,A,,_é uwm A~mddulo ’co:_:-o_légieo. Se @ € Cggll,a) e

-

& (_;@(421} definimds uma aplicecBo .f ¢ T -»Y pela relagfo
(Tv) (@ It} = {.g{t}.f(i

ertio com um reciocinio inteiramente un

1,;:1.’-{ todo T € T
oga ao Teito em 5.1.{usundo

\

/

29
-n
<4

o prouvriednde universal do produto down espacos toroldgiceos- A e Y e a

tiruidede da ovlicaglfo Iy ¢ AXY =®Y) resulta que =
continunidade aa 2% Iy ,
Nevts forma fieca definida vme aplicageo



a1

(@i’f> E__‘% ‘-?ef
gue possul as propriedades seguintes:

g - o
Lema S.4.1. p € Z-bilinear continue.

endo evidente, a yartir de (L'}, que p € Z-bilinear, mo-treLos
qué p € contima} pzrs tanto spliecsmosa

o lema l.l.2. &
4 condigio (bl,‘. fizade @,€ G(T,A), mostremos que & aplicagfo p°
ae C@(TJWY} pele mesmo definida por £ W«?Q,;E’ é contipus em £ = 0.
pado ¥ (¥,V), onde x&$S e V £ ums vizinbanga de 0 em Y,como @ (X}
& compucto existe, pelo lema 2.3.6.,(b), wme viizinkancz W de O em ¥
tal

gue %{P Jo.W € V, donde segue p(T(K,W)) < VK, V)

4 condicgt (B?}‘-: Fixado T, & C(T,¥), mottremos gue & aplicaczo p"
(T,5) em Tg(T,Y) definide por @ 9.5, & continua emw ¢ = C.
Seijzm K € % e V ume viginhanca de C em Y, entfo fgolL) é compazcto e
ortento limitudo. Sxiste entio uma yialrman'a L de O em A tal oue
L.fa(k) C V, donde resulta
P (T (5,1)) © F(k,V)

o - G Y ’ 3 o3 = = : o
A condicoo (B3}: p é contimuz em (0,0). Com efelto, ©e eSS eV é

1 i 3 N s | PN el Yo oY 3 - b3 e -6y
ume viwinhanga de € em L, &« continuidnde da aplicagao Py scarrets

gue existem wnz vizinhsngs I de O en A e wnn vizinhange W de ©C em ¥
i * Tond = : : 3 o
1niw gne LW €V, Jonde segue p(W(E,L) = U(X,¥)) © V(¥ Ve B

o a8 ]" n S DS JEJ ‘-o.} G’i - g um cond W]"fl 0 ;’ie
il {,j;_‘,m . B 6‘1:-“"._';..59‘”‘ [t - O \--L:_O_g a 116 C

mvbes comusctes de T comtendo todas &35 partes finitas de T, A um

L i
] \ & .
el Loyﬁﬁégica e Y um A»mégulo topoldiico, ntTo:

Y = oo e 2. L . " T ek “""" \ - Ay r e £ e
{z) G@(T,A} munido dag leis de compoigao (L) e (LT) & uma A~ e
bra topoldgica.

- - 4 ) N , . —_ 7 - - M
(b) C‘@;fi‘,‘f} runido do primeira das leis de composSiQao (L) e Ge p €
" } - & .
un G‘@(T,A)wmécmlo topoldgico.
(=) cata bomur ¥ = A no lema S.d.lee (b) De (a) segure que

JA) é' um anel top ¢ico, portanto o recsultado segue de lema

L
Forg todo k&€ A, cON¥ jderemos o =plicacio A: T A definida por

X(t} A pura todo t & T, figad ‘f“'._i":icia ssedim um homomorfismo de anéis
L IX " ’
i 1 A-»Cgg(Ty A) por A» £ ffcil ver que i é injetivo e conti-

wuo,. Foro todo hernddunlo 1;0;,\010;_-;?.00 Y, a eatrutura de A-mddulo toro -

¢ g

4 cehra e (T,Y) obtida por restricie a A dos essalares CgylT 4 )
16sico sobra Lgglds 5 &\

I S N e [ -
4 preciunmente & entrutur: da prop. Sel.2. o



. , . 3 o4 - . o s
5ehe QO rrivcivico Az limd aono uniforme.
Teorems 5.5.L. (0 principio dz limitsgfo uniforme) Zejun T um eipi-
- Ld . < |
¢o de Boire, Y um A-médulo topoldgico, (.b )ueﬁ ume seguéncia de
c:onjun'tor—.. fechodos e limitados de Y e H um subconjunto de C{T,Y) cuc

sntiufaw & condigfo:

) 1-:11”__@;;@_11 t & T exicte me N tzl que H(H) = {f(t} i & L}C B ..
e ~

e B e el
n

;i‘;n't;';o, cada aberto nho vario V de: T contim um zberto nfo vazic V bol

oe 0 conjuntos

M\ 1 latd
mvy ={r(t)lteV ¢ reu}
afo em ¥ {wmnis

o - « -
e Jdiwmi

je7]
]

i G b s prele e - o P 7
recicamente, burs cals zberto nze vazio V

1

.
A
- . o
tem um aberto nuo vasio V conitido em V e ve R tais que

,‘-'4
5w} 5'1‘ | r:*!-

do o sberto nfo vazio V, pexrc crndr n € W, concideremos o con-

= {_ﬁc-e vif(t)e B_ pors cadx f& H

n
Jomo B & feclindo e as £ & 17 «Zo continues, results que o cenjunto
PEA
—~1 “ o . . E E ~1
£f77(8.) ¢ fochado, donde 2 = V M f77(B_)) é fezchado en
_.{ E 0 X1 Tl 7 }Z RS

<i
b
H

todo ne®¥, Se t € V, enlélo &

e i
tel que H{(t) ¢ B , donde t & T o gue prova que V :u F .
n ' re X

]
Sando V um espace de Baire existe ve& B ¢ l,l cue ¥, # € e entZo o con-
~ @
junte V = T

ndicfo (IU) implics que exi

2!
It
=

. & um aberto nic vario contido em V Por éefinigfo de
Py temew £(i)& By pars cada t & V e para cada ¥ &€ I, ou zeja
dond

A
3(V) € limitsdo. B

o & = ~ e m- " . : Foan ~
coraldric 5.%.2. Sejap T uwm esprgoo de Paire, ¥ WN eSpuco NOTMads €
s ~ (42 T V4

11 ur subconjunto de J(T,Y) oue satiafuz gz condigdo:

(Luv) ' snp“f(t)” < 60 para cc,o t & T

Card

to nio vazio V de V e ura constante M tai qu.e Hf(‘c}HS M, parz ca
P A
fe e / Cdd t € Ve
Apliquemos o Teor.5.5.l. tomando como B & bala fechada de cen-
N
/

A‘J

,htuo, para cala sberto ngo varzio V de T, existem wm subconjunio sber-
I3

f

tro 0 e raio n € K, en 1830 ¢ claro. gue & condigdo (ILU') implica a con-

gicle (LU) do Teor.5.5.1..Como no Teors 5¢5.1., para cada aberto ni
vario V de T

H

£

, existem entzo um sbherto rno vazio v’ contido em V e V&
(y Ty < E\, g DU EEju Hf‘(t )E[\{\} pare cedu T € H e cula

J

o



Lema 5.5.3. Sejum ¥ um A-médvlo ioypoldsico e V uma viginhenca 1imi-

) - & .
tsda, aberta e gimétrica de O em Y., Intio o conjunto

W o= L,? (V o~ ¥)

U

J ‘<'.,. u
¢ ume viginhence limitads de 0 em Y, psra ceds parte nSo vasis G d¢ V.
Somo V € gherto e V- y = §A - ¥ | V § é homeomorfo v V, o
onjunte V - ¥y § sherto para cada y & {}, ‘donde § ¢ sberte, Somo O =

= e 2 N 5 i e s o v i + v - e 14 i, i & = ,
=¥ -~y &€V~ ¥y pura cals y € Gg.results cue W e waa vizinbanga de ¢,
i %]

e ja U wmea vizdr

hunes arbitrdric de O ex ¥, entdc existe ums vizi -

nhange U' de O em ¥ tal gue U'¢ U © U, Come V € limitede existe umw
,v:i.r_.im.‘n&.u;a 2 de O em A tal gue 3V € U', moutremos que SW C U, De fu-
to, Gédos AECS e & W, exivte y € ¢ tul que 2z & V ~ ¥, dende z =

= w - ycom XEVeentlc Az =Ax 4 A{~y) & SV 4 SVC U4+ Ut C U.§,

Tropocicio B.5.4. Dejam X um A- nrj dulo de Buire;
miss s.;_ml (cfr, Dela 3,5.,2,,)
4.3

t . o2 ¥ e R T o ;
(u Fore cada VIZLNAETIICE

ta ¢ cimdtrice

e e
e =edi. H um subconjvute de Lﬁf?{,}‘;}"}q S »
ce vizinhsncas fechudas de N , satisfazendo a condige
(IU) TFers ﬂ(}'_ x € X, existe m & W t=l cue (x) =4

- 7 £ roRs o 2 Fi A
entfo H € 1initado em L (4, Y) puras cuda conjunto

FA -
pez 1initadas de X

. \ —.— ’ Fa )
J0mo b g’f} palre todo n€ N, resulte que &, € (vme viginnange
FHE
de C em Y) fechsde e limitcds e como vale & condigﬁ'o (1U1) podemes
gglicar o Teor. 5.5.1. @0 aberio nio vazio ¥, Existe entfo wm aberic

o~ o T . i . e Bl P o
nio vezio X contido em X e existe V& N tais que HC F(X,Byl). Se. 0

Pad u - . . - - -

X, eubfo ¢ resultado segue imedistamente do lemz 3.5.6. & & Prope
i o T . .:(v i o 2l

3.5.8..5¢ 0 & X, comoe X 7 g existe a ¥ e entdo X' = X - a =

rud - - .
= ‘S.x -alxe X} & uma virinhancu de O em X, A condigf@o (C) acurre-
aoa e:;iwtr?nr‘ja- da U E’*& U sberta e simétrice tal gue By,C T
de HC (X,U). De ontro lado € fdcil ver gue

rXuic ka;W)- , onde W = k__,j (U - ufal))
' QEF\:.},U)

-

[ i

L e
18 B ~

i N . c = . ’ .
Sendo U sherts, oimétricn e limituda, pelo leme 5065e3sy W-e uma vi-
sinhenca limitada de 0 em ¥ e pela condicfo (C), existe V E'\}

ok
."xx
bt

7 5 s e b - . . -
que ¥ € K.) dgorde M(X',%) € IM{X*,V). Das imclusdes precedentes reswd
te H O g‘( ‘f% V) e enbio de novo o recultado segue do lemz .5.6,. e d=

pPYODe 3”5.,8” B ‘

1%
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i L . . - § G i ; . .
Soroldrio %.54%. Sejem X um evpreo de Dapuch, ¥ Ws efpuio NOr mefio e
4 wm subconjunto de L(Z, Y} tul que

LUt ) el < pira cado ¥ € .

SR
| fe H
¥nbEo, SUD H f” < 0o, .
fell
Indicando com ”@ o ceniunto de todes & vizdnhengas ! tmitadas

5 * & - ,, -~ ’ o g y .
de Y, pels proy. 2.5.3., (¥,) & wr par sdmiccivel ¢ € claro aue

b \ - - -~ & - 4 2 - 2 o e
(Y,'\S‘; sgtisfae « coudigto (¢) dz proy. 5.5.4. pois toda vizinbenge

« IR la .« - 5 o - Ao 3y (v I £y
Timiteds estd contids om wme bolen obert. de centro C. Apilcemor 4
5.5¢4, tom=rdo cono 33-,-1 = Loln fochade de certro € e

2

” . o . = ~ - e o
-npl, € claro aue u condigfo (LU Voimyplics u eqndicfo (1LU7) dz prorp.

1., logoe o coniunte 1 ¢ 1:‘x,mi'£-r-3»i.o em Ly (4, Y). B
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