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Fazemos aqui a u(post.ção de artigos( ]Z+]s(51, Ü8]) que tratada sôbre
& Lebe3gue me!\istlrabilidade dos conjuntos do ]ê!.is do ponto do vl.sta dos

f\xndamenbos da lmte]32ática. Q trabalho se divide 8m duas parteso alia px'l.
nieil"a iaostr'a!«e)}tos qu.e a proposição t'todo conjt]11to de )..ábs 6 ]lebosgue

MéHSUPáÜo],it á consistente cora os axiomas da teor']a Zerme].o-Frâenke].ÍZF)

de cclnjuntos «t axi.oma da esc811]a pa!'a í'aalÍ].las 'enumeráveís. Na segue.da

veremos que uln a,xlonla aaPeo!'ia das jogoss o axioma da datorm:i.naçãos im
p].ica, a, proposição acimaJ

Ã pl.'irei.ra. parte se ba..sela sobretudo DO artigo ãa Robe-r't M. 8o].o

vay n. tlA m.odaü. of sat ory ..L.n w]eh every set of real.s is lebesgua

m:3as12rable"9 Alm. of Flui;h. 92 nn1 (2970) pp3.=55. É. demonstração do teg.
reina. principa..l exi :e vá.rios 3)réurequísitos. Supomos con adn
âa a, teoria ZF' de eonjtxntüs9 el®a11do aqui s15mente algemas noç88s InpoÉ
tanbasp das qual.s í'átomos uso espeeia'lmanto, tais como foz'elng o eclns

truçomes d© uodealos. N;o entramos9 porgm9 ©m todos os' do'balheBs sobrotl

do o$ táelü.cos. O mate:ramal do a='figo proppiamalbe ditos Q's''uQ sim é trai
tacló oxÊensivaai.tente e em debalde.,

Esta parte .d]scorro soh:í'e tzin çema bastante comp].exo} rlec} ern por-
]uenores e i.nseri.do no seio da teoria dos conjuntos: Ne].a (liaionstra

um resu].gado es3ncÍfi.co was esta demoastz'anão c:xi.ge nluitÓs resultados

in.portantos e gerais da tecbri.a g]oba].. }Ía. redaçâo do tuba.]b.c> t].v'amos

ooMcl dlrotx'iz. a. }})'eüeupaçao da axpli.eibar a ínbui.çãó do qtle eslava se;g

do í'eltoe» sem.pre que pois:Ívo]9 usar uma, ].ingtn.gem s:i.mp].es. 'A ídáia'; é

a. de que o. maio,z' m5mero i]o ]nt;eressados} i.n.dependente c]a si.a p(arEícu.].a.r

:sgiecia,lidado em ha:temabicap pudesse tar aeesE;o CQm }'a:l.a.tiv'a í'aai118a

de ao que aqui. é dlíssnrtado. ]íestü primeira parte! sâ.mpa.l.ficar(}üecino a

Z=i.}igtiat;em) nâo Q tarei'ü fg.ctt. Deva.do â co:upZaxi.da.àa !'eí'ermas para.
ch Ê;a,r' õ.o ren.l]?.t;ad.o í'ina]9 o ].altos zlão habituado geria d-P apfer.der'p

[i?].t:ci!).!.+üH.'i' ep:e:'nte 9 iuu.j.'b(} soi)ze te{)z-j.'a (l.o s CDn='lu.\]'t.o]5.
8

.L, Fazemos aqui a exposj_ção de a:rtj_gos ( [~J,C,] 9 [8]_) que tratam sÔbr~ 

a lebeSg-ua--mensurabj_lidade dos conjuntos de h .is do ponto ele vista dos 

f11.ndamentos da matemática º O t:rabalb.o se divide em duas partes~ Na pri 

mei.ra mostraremos qu.e a proposição tr todo conjunto de r rl':i. s é Lebe~g:i,1.e'\.., 
. ".r,, p • 

mensurailiBlu e e01'.ls1.ste:nte com os axiomas da, teor:l.a Zermelo-Frãenke].(Z!i') 

de conjuntos i · aJr.ioma ~ - . -da eacolha para fanrllias ~).m.w1eraveis Na. segunda 

v·eren10s qre um axioma. t1a\teoria dos jogos~ o axioma da determ:'Lnação ~ :lm 

plica, a., proposiçfü> acimaº 

A primei:r:;i._ parte se ba.seia sobretu.do no ar1~igo da Robert M., Solo

in wich ever y set of real s 1 s Lebe sgus, 

mea.surableit 9 A.nn ... of Ma .• tho 92 nºl ·c1970) ppl=55o A demonstração do te.2, 

rema,. pri _:nctpa.J. exige vá:c•io s pré.,,-requi stto So Supomos conheci= 

d.a. .. e;. teoria ZF de ~ônjun'.to sji expondo aqui sÔmE)nte algumas noções impo1: 

tantes~ da.s qv.als faremos uso e speciailme.nte ~ tal~ como fo:rci.ng e cons= 

t.ruções de modêlos,, Nã o ent:ramos j porém ~ em todos os detalhe:aJ sobretu. 

dn o s téenico s ~ O ~ter i.al do artigo p~cÔ:priamerd:;e clito i êste sim· é t r!! 

tado erten si,raru.ente e em detalheº 

Es-ca par.t;e . discorre só'bre um -tema. bastante complexo i rj_co era por=

merJ.o:re s e inse:-cido no reio da teoria dos conjuntos., Nela demonstra=·se 

u..rn resu.l·'·e,do ,especificc · ,).TID, S esta demoBstração SJ{5. ge muitos resu1ta·dos 

· ~ 1111)orte . .nte s ·c:1 gHrai s da tethrta. global o , Na .. r tad8,çâo do t::ra.ba.lb.o ti v'emo s 

como di1~etx,iz. a preocupação de explicitar a int.uj_(;ão do que estava se.u 

do f'e5.toej se.1rtp1"e que pos::~:fvel, usar uma. ling1-1.agem sj_mple so A i déia 

a .. d::. que o .maior núme ro de .'.i.ntere ssado s ~ :1.ndependent.e da sua partj_c-u,lar 

<~-~.;3;p.eciàlid::ade mn ma.temáti~a !r pude sse ter acesso com rele.tiva :raeilicl.a-

de ao que aquJ é d:1. ssertadon Nesta. primi:.ü:r·a parte!: s:lmp·? t:í:icar(me ::=:mo a 

('·bega.-r a.o :í.~esu..J.·cado f:l.naJ.<; o le:lto·::- não habituado t arta 
• • 

.t ..... _,_..r,!1 . +·.,.:;.r .. "t~r,1L':-.r .. c~ 11T1;.:i.tc sÕ1n"•ei teo·_•xa d.o s .on~1w:rl r [:~ 



'# .-é! -.

C:i'ei.o mesínü que a olç:pas3.çâo cc;mpl(3ta9 detalhada 8 com motivaçi3os do tg.

am dar:!;& tn,t bom J.ivro de inbrotjução â be03'!a dos con.juntos9 di.rígido a~

teoria de IRcldGn],os cole aplicaçümes a. .análises Q que :fugia'i.a a:o olsp:frito
da pxnesen'be disser''baça'o de mestrado. ])Qüst& man.eira a Pari;e l não g

pri m nte a'cessÍvel ao !ei.go em 'beoz'i.a. dos conjuntos, ]].ao capresQn.taD;

do porémp 'gra.zicies dií'iculdades a. q\xem tctih& a.o menos conheci.meht;os in
brodubÓT'iüs do assun.to.,

O mesa.o não acünbece con a Parta i1. ,6.1i D te.tn.a é mai.s espec]a].i-
za.do G independente de escapo .da: teoria. Foiu.n.cls })ortanto possível dar

a êi.e i\m t;l'atamento ie3hor:' no f3enbi.do da dll'etrS.z do si.inplicidüde ea

pasma.. aBEG]'it)TF].QH.t©. Achamos )]le$1110 qu.e a: axi.stência d.e um axioma. que

lupa.]ca- ]m ]loba sgtte-censura.bili.dada d.os . cozajuntos de rabis daspartaría
!ntore;sse .ÜJ.:pior aos ngo coi].ju.n.Lista.s do qua ]ni11 prob].ema do eonslstênei.a

x'o].EÚ.Íva, com. os 8xioHcn.s de ZF. É a..ssi ] proposiba]. a d]fe]'on.ça. do ].Inguã.
geut emp!'egada. 71es-ta pa.x'te9 qu3 01xslderamos acesso-vel a qua.lqueur íntew

!'e }s sad{) .

O Lema. da segtx11.da- parte d closoDvcllvido a pãx"bi.r {i-os a,rtigos:

; a;n !ycio]sk! "On bhe a.xi.OD] of detarmi.naíbexaess"l ]hnd. Ma-t;h. Lll (i96b)
tw, pp 205-ZZb..

and S.. Évriei'cp;k:owski : "on the T.ebcsgueüicasurabi].i-ty alar the axíoHI of

deEermi.n.ata]]ess "9 ]f'u::]d.. i,íath, L]V( a96b) pp 67-7]..

resta.u-in.os stú.i.ental' ai.nda .que as duas paralfes são IncíapendeJatas uma
da. ül:t'b3'ct.

z. AJ-gume,s i)a.laxrras $ob:rQ ü É.©.OHE! da. Eiebe:rainaçãc] (,K)

R um prob].oma aJ.n.da anil!'to cn. confiistennci.a do axioijla da datem'mi!'tíam-

çâlo(var pa.g. safa.ra. o seu en.u11.a$.ado) co.n os a:ü.oma.s de ZP'. C3.brando Jan

}®'eialsk! e H. 6kolnhal.is em. [Õ'] g. wou.T axi-olK can be {!ollsi.ão!; un,s res-
t!'lctloli of the elassi-C+l. n.oti.ozl of a set l adixng Lbo & szn.aliar ui"lÍ'p'er'suma

:3ay oí' det }rmi.n.ed sets9 whiic:t) i:'9í'],oc''u fsoiaü plqrsâca.]. !nbui'ti.ons ?hlcth

al-e not :íu.].f].]]ed by the {l].asse.ca]. fsebs(e.g., papado: ].cal ã-scornpositã.li%

o:f bife Ép]aer are eZâ.minaboãa !)y (A)) Ou.r' a:.xã.on cou]i] b© considerei as
:=n ax5.ool p;.dd d to Ehc c].a.íls:i.(,n:í. s::t [.2ltlaç'li/ (!].;li.ird.n..< bhGJ ex.i.si;coice of a. l

c:re 1 o mesmo q119 

--<?
detalhada e com motivações do te 

n'º. rl.B•Y•tr.-> 1.1.lt'! !)O.l'i.'1 .·L :t·v.,.=_1 o a'_,;,, 1.· .·t1+·,-,,,_. o~·u_ç,,c;;,). a·, ·l-eo1•ia C~JO e• conJ·uV'l'-o s d~ .,,. .; gi· a"'o a J.U _,,._ _,_ C!. •. -L - '7 1., •- ~ - ,'"- U -• C. • '"' • -.UI; i ).J.-J-

.,,· .. .• :J()"\ ,..J 1 · r...~ "':. • ., • ; c.e or1a ne li.10üEL,.os cora a.-p 1caçoes a. _analJ.se, o que fu.g1.J::u1 aio e:sp:trito 
1 " • "-' •v d t~ da p1:Gsor1Ge uJ.sser taçao de mest:r'ado n Desta maneira a. Pe.-rte I nao e pr.2, 

a.·e e ssi,tel ao leigo em. teo:cj_a dos co:njuntos 9 não apr.ce sente.n 

do porém 1) 'g~ré1.:ndt:.s diflc.111dades a cu.em tenha ao menos conhecimentos :tn~•· 

O me sm.o não aco:nt,eco com a Pa.J'.'te IIº A1i o tema é maj_::; errpectali= 

zado e :indepe.nde.n.te do e seÔ:po c'i.e. .. tetln.:ia,, Foi--no s portanto po ssivel dar 
A 4 · a. 01.e:: um tratamento Hme1hor11 no sent. J.do dL. diretr-iz de stmplicidade e.;i; 

posta. ante :i.'i. .. rm.ian.te ., Aehamos mesmo que a., ex:1.stência de um. axioma qu.e 

implic•;i~ na, I.ebe-sgue~mm1.s1.u•ab:tlic1ad.e d.os .eonjuntos de 1"eais despertaria 

t "' . in e:r~ s se ma10:r- con.Juntj_sta.s do que um problema_ da cons:lstência. 

relativa com os a,:rcJ.oma f.; de Z1T ., Ê a,_ssirn propD sita1 a diferença de li:ng-u91;, 

gm11. em:p:r(-Jgada.. nes:ta parte, qne cons1.dera.mos acessfvel a q:ua.1qu.e:r inte«=-

:ressa;doº 

O tem2. da ~egurn:1a pc1.rt e é de serrvo l vido a pár.t i :r dos a,rt :i.go s-i 

w.nd s .~ $'1JJierc:2.; Jmwski ~ tto:.n t.he Lebe sgu.emeasurabili ty a.·nd the axiorn of 

d.f-1:t e:rm:l'nt::1..tene-ss it 9 F'und.-- Math" LIV( 1961.J.) PP 67- 7L, 
... .1 _., , ,.., ..: d ~ . Uesta-·n.os saJ_:Le.rrta:t· ai.nó.a q·ue as a.uas pa:n::es sao .1..n e:penaen:r.es uma 

da, outra.o 

Algumas ·JaJas.n:·8.s s0·b:re o A::Ki.oma da. Dete:rminação 

E,- - 1 • ., h ' · t; " l ~ • .... -,.,.a d.;.'-', o.·i ,;;, ·:•,e-n. m1· l1a=· -~ um prob.,.ama aina.a. e .. :~n-·co a consJ_s···enc· a. o.o a.1 .. :it,,11. '•" -~ __ 

"' -.. • ·1 .-r·• C' .. J d ·r çao( rer pe.gº 4-.:;i:i;.e.:ra, o seu enun.c:i.ado.,1 com os. a,XJ.omas üe 1.41
1 º .,:u ;a.n o van 

:M.ye:te: slr.i e I º Gi.:e1nhaus em [6] ;; 11·cru.1-- a:idom ea:n bc!: c.o.nsidere as re s,» 

t,1':Í (;':;J.on cif the cla~sl&-1 n.otlo:n of a set J.ea;1.1ing t o a srn.allwr u i,rersu.m~ 

f ,; • - d t 1 • 4-. ,, ., 1... o . ½ '(7'S.; a• J·r·•--, ,1-~1·c,H c' Tifbir•i-1 say o: . .' ú.e·cBrm1.ne· se s;i W.r.1.:-LC :\.I re:Lt.ê';'t, S lnç1 pu~ ... ,.e ..! •••. ll,L.:. •• v · , ,J • • \., . 

dec ompo sittas 



o].as$ o:t' gota satisfying (A) and bhe classlcal a:){i.oi&vd.bhout tule axioxn

oí' choice) .

saio resu]bados já Conhecidos(v'er' [Zl] ) os següintes9 a'lom do qua #
vail].o s nlo strêlrg

l (A) --» it'rodo uibconjunto de um espaço métrico separavel tem a pro
priadade de Bàire'f'.

(ã) --». J]Tüc]o espaç.o ülábr]co scpaTáve] não ail:umeráve]. contch lm con-
ljunto pompa«cto perfoibo. t!

(A)---''p "Pa?a 'cada í'a.mÍ.li.a. de conjuil#üs I' tal qtae é # F9 IT'l .< :SLa.

;i:\ :X.l < 2 .*i.st-:fu-çh e«giba."
..h

Pür@Último, agradeço aogprof. Jacob ZíErtbarg 80bririho9 mQU orion#-
ta.dor para. mestrado) pe].a d]sí)oníbi.],idade e aüençâo ({ua ue dedicc>tts du

I'a:nte o gradar'n desta dissertaçano.

#
q

-3-
cla-ss o:ê' se t s satj_sfying (A) and the classica.l axiom°tvJ.ithout the aod.om 

oi' cholee),, 

sio r-esu1tados já conhecj_dos(v-e r [h}) t' 

os seguintes~ a,lem do que • 

vamos mo st;:ra ri 
~ • p 

subc on junto de u..m e s:paço metr 1.co separavel tem a pro "" 

pr.':Ledade de .FJe.:1. r e 1~., 

C~.J , .. ,.,...i"' n•:rodo a spaç.o mét:ctco sepaxâvel nio 011:uü1erá:vel contêm um con=

ju.nto com.pa.cto pe:rfe:tto º r9 

(.t.,J ~ vr ·pa,:ra . t;Ôd.a. famfl:La.. rle co11jun&ts F tal que 
1( 

l t) \ ) !> '°!',- i \..,, -x .. ' ~: ":>_·_ · • , .f.> "' •hlh· f1 
"" , q r._ e;x."J_ s.cai ~ unçao e sc·o _ ª " 

X €:I~' 

3º Por Úl timo ~ agradeço a,.o profº ~Tacob Z:l.mba~rg Sobrinho~ meu or:ient 

tador pa:ra. mer"'t:r-1J,.do, pela d:i.spontbilida;de ·e B.ttenção que me· dedj.cou~ dy 

:ra.nte o prepar o de sta d:tsse1"'cação,, 
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Usa.!'ai oí} aqui. a.s segLt:l.n.ta s la.otaÇ5es:

;3F' para á toorl-a. Zor lü].o nkel de Ganiu!:Áõs scm o aJü.ona da asco'lha.
A. para o ii.Ki.oiin da. osctÓltxa.

E!) pa-::'a o pri11cÍ.p].o das esaüülllàs ãepan.de>ntos.

Bota. o objõ'bi.vo dQsLbâ paz'te deiíions'bx'al" o seguinte teoremas ao qual
{l.o s I'eÍ'eri-Tunas CCIHO .teor'ema lp!'IncIDa.h

[!®àB$yàg. Se exi.sbe ]zm. modo;].o eram.;síb]vo enx !nel'aval de ZF: 'F .a.B +, nQld, sbn

[m c üz dj-;n].ü foftornonteEínacessíve].tl então a=U. ste um mod;lo bra.rtsltivo
dn Zlf' 4' ED. on.de vü.le q.ue todo conjunto dê r'eals á Inbosgtze

Essa:. primeira parte está dlvãdi.da em 5 sega'es.

}la senão !9 a. partir de lm! dado aiodâlo M(de base) transítivo emz-

alorã.v'el do ;a'+'.Aa fa.!:amos a. déserlçâo cle um novo UOdQnlO if(e=den.sâo) tr-a:n

sá.'bico de 2W'l'AE ta] qUe N wP M. O Hodca]ü ]g g obti.do por mei.o de uma ..lia
guagalü pa.mi.ficaria: que definíreinos., Mosto'cromos que a noção cle verdade

em !í está li.ga.da ã. noç]âo de forcing. O objetivo (lesta saçao lIXo á fazer

um estudo corztploto e detalha.do do assunto em pausa maa sln espoeíflcar

a coloca.r ©lTU .ordoü a,lEnHas idéias fundanlenbais q.ue a col strução do mo

dolo do be:aroma.. pr'ínoipal çlzlvolx om. Assim sendas laultos dos resultados
cibad013 11ão serão diolnomg;Fados. Tais resultados Foram sâo bastante eo-
23hacidü $ © I'àci.lln].e.{xta enconbpávai ;s n.a bi.blã.og!'a.fía dada,.

Na s çao ]]t daremos a desc!'i.ção das O]rt;ens$es d.o mndê].o de base

caju :se?rão usadas na:s a mais sgç8es. A desci'içâo nâo é co!!stwltiva9 cg.
nlo rH. sacão l9 m8.s sim :feita abz-alrés de pz'apz'í dados. Mostrarenlos a e

qniu'aleaELeia. entre os dois )recessos de obter oxbe13.sãos? os da:s. sega es

A. scçãü ]]] s®. di.árido. ewi tre s subseç8es. ÍC ! ilZ,À ::e desanvo].vo

a.Íg'tm.s x'esu].'t;idos de oaráte:r irastx'umwlta] soabl'Q fiZ'brü $ genéricos(ãaf.L
n:í.dos een !=). Ew !!i.,B se aá a de brigão c]o um mod81o ].i!!portante9 oxb{3B.

X e

- 4# -

U f:.\a'.1. E3rno s riqu.1 a .. s segu:l.n.te s notaçõe S! 

ZF' pare, á teorta. Ze:r•melo=•I<'x·,~íte.nkeJ. de conjundrb s sem -o aJr..i.oma da. escÔl ha. 

,:iara o ax:t.uJ.riJ.:.,. 

·)-·rhicf,.-io -:i , •• ]_ d Ji;D pfl.:ra o ./ --·· -- .17'•· C,1.aG e seo .. nas c:pen.d.ente So 

Se1•á .. o_ o- jeti vo desta parte demonstrar o segu.1.nte teorema~ ao qual 

no s r .:t·e~r.i rem s como . t eorem.a p:r.·ln-cdpHl'.i 

'.E]LQ.B.fil:'La~- .Se ex}. 5i;;e u,m modêlo transítd.vo em:.1merá·vel de ZF: -t· .~E + "e1ô. st·..e 
um card:'.b.1&·1 :fortemente :1.na-eess:Lve111 então ex:lste um modâlo tre.nsitivo 

p ~ dB Z:ft' + p.;n. onde va.Ie que todo conjunto der rea:ls e Lebesgu.e.,.mensur•a.vel 0 

fl.!}'.:·:.ta·. primet :ca. parte está~ div:td:i.da. em 5 
. ., 

seçoes., .. 

Wa. se-ção I -, a . :part:tr áe um dado :modêJ.o M(d~l base:) transitivo enu= 

mex·áv·el de ZF1+·11'iE fa~&emos a. descriç,io de ·w11 novo modÊilo tHffiKte.nsão) tra)n, 
'."'li ~ y s.itiv•o de ZJ:ít·.AE: ta.J~ qu.e N : M .• O modelo l\J e obttdo po~e medo ck1 uma li,!1 

,~ guagem· ra.mii .. icadE.t que de:.fini.1:emos6 Mnstra1·emos que a :noçao de verdade 

em N está ligada à. nnção dB foróing., Ó objetivo de~·t~a seção não á 1·aze:r 

um e stl:tdo completo e de ta.lhe.do elo assun·co em pauta mas slrn especificar 

e S!'Olo,~ar Hm ordmn algumas ü .. éias.· fv_ndam.entais que a const1'llção do mo-· 

dê°lo do teo:rem.a. pr:J.nc:i.:pa.l t3nv o1vem" Asstm s{-n1doíi muitos a.os resultados 

Nat seção J.I d remo }3 de scrt çãc.:i das ex-'ce>nsçe~s do modêlo de bitise 
ffl ~ rtl ~r I"" • .., e )mo serao usadas r.1as dema:l.s seçoes., A descz·içao x1ao e constru.ti,va~ c2. 

ele propriedades ,, Mostrarem.os a. e-· 
.. ç,.,. 'bt "-- ,.., ª ~,· . quivalenc:la em;:te os d.ois processos de o. er exvo:nsoes'i 05 a.a,s, sec;oes 

A.. seção III se d i ví.de - em trê-s su.b f;e çõe s,, gm IIL,1\ se de s<-n.1vo1Ye 

,f' • • • ""b • · 1 · li' • f ·· ,.,~ .lgu.:ns :t.:'esul-tad0s de c-arF.i.te:c 1.n,<.rcru.mar1ta1. so rr1 f:i ___ ·cros gener1.co,.:, ., úE.n: .h 

L ".(los c:3m I1) º H'.m. J. .U ,. D se d,{ a 1,:i !3C~d çao de um moct(~lo J1.11po:r--tan.t e ~ e:.B:ten_ 









de + : + e#
(a) 6e 'b=uev ou +au.o v eintãopõeto+' :mux5..P(u),J'(v)}
(bi ae +'= .À(v) ent;o prato + = itax 'Í7, .f(v)3

põsbo de A, sendo o prato de ê: e e igual a zero)

(c) se 4=''t'xr então 8sbo +' = pôsto'V'

(d) oe += Vv 'X ent;o põoto + = maxi.pâatox'P
(e) ae @= '3'tv:i'+''(vj.) então prato + = max'i «

3. IÉ sabbido que é possível embbutir \Ê em M. Anàlog&menbe, como bemol

\ma, quantidade enuíaeráve]. de símbolos em :gM(A)l podemos asaocial' & cada

fÓrmilla + de êqa(A) um Único corljunto: o llÚmero de Gõdel de {} p anota-

do por f"+n . Asse.m fazemos áelK(A) G }a. E claro também que Cota Gbdeliza-
çao pode ser feita de maneira a que tenhamos i;g c..gU(A) c- M A
seguir faremos u o aê te fato piora definir funçoeo Cujos domínios estão

em \êÜ(A).

b :' 'H«F

( chwliüreuoo 7 de

p6bdo X9

, b,unto I'r

4. A função Talo!'izaçao.

])aqui para a frentes nesta seçaop a social'enoo ao predicado A um co

;junto a tal q.ue leal = 7 6 Oral. Baeta maneira fica canÕnicamente aooociado

ao predicado A o s8u pasto 7

Para cada «G ®Rl" definiremos !.g. 9 o conjunto dos 'bêrmoa de posto

<. q CiOfiDla'Ü©iS pel-a l:i.ngnagem bghl(A)

To = b !p.4: Í.t: t é tênao de g'H(A) À .f (t)<''(5
Se + é uma oei3tença limitada de i!? M(A) ent;o

aà$g o PÕal;o de + e ié o comprimento de +' («G©@. e i.e "3 ). Noo pares
<e(, i'> consideremos a. seguillte re].açao 4 de ordem:

<q,i> <<'ê,3.> se q'</3,0u, '« :'G. e i.<.j
A seguir defina.remos a função vaIA (valorização)!: VAIA temi pal'a doutJDio

Q conjunto daa oenbençan ]-i.mitadà de igH(A) e pal'n contradoiú,io o coB,

jmto 'ÍO,l\ .' fumos defi.nir vala(r+') por ind1lçao em or( © ).
(a) Pri.mei.ro vamos de:tinir vala(Í'tlG b:= ) e va].A(rtl© t2'\ ) simultâ-

neamente9 onde t]. e.t2 sãd termos de B)M(A). ])i.vidinos em trio c&80BP s.ã
fundo os p06tos d,os bermas:

' 

de e\> . : . -e-
(a) se 4> ~ u~v entâo pôsto <p · -- mc1x Íf(l).) 9 J' ·(v)} 

(b) se 4, e:= A(v) ·-- max t 1 9 f ( v· ) J ( ch~maremos 1 d.e 
. . . 

pôsto de A 'J sendo o pôs to el e E.o e ~ ig1.uü ét zero) 

(e} 

(d) 

se ql ;c=: ~\ \v 

se tp = '\(-' v X 

então !JÔs "'ç.o q:> --

então pô~to {> 
pôsto 'f' 

== max f pôsto '{.,. 

~ :::e max 1 . ôl 

9 pÔ$~0 ')C} 
~ôsto Y} 

3º t sabia.o que é possi ve1 embutir ';i, em :M . Anàlogamen t e j como temos 

· uma quaüti dade enumerável de símbolos · em ~M(A) 9 · podemos associar a cada 

fórmula ~ de · ~YI(A) um Único· c onjunto : o núm~ro de GBdel de ~ ~ anota

do por r <V, º Assi m fazer.o.os ~r/A) ~ M. É clc1r o ·também que esta . GBdeliza

ção pode ser f eita de maneira a y_ue t enhamos ~ ~~(A) ~ Mu A 

seguir faremos uso dis te fa t o para definir funç~es cujos domíni os est;o 

~ ~ 4~ A funçao valorizaçao. 

· Daqui para a fren te» nesta seçã.o ~ associaremos ao pred
1

icad0 A um con -
jun t;o a t al que UH il = ( G · Oll\11. Des t a maneira fica canôriicamente associ ado , 

ao predicado A o seu pÔsto l , 
Para cada eJ. G (JJ~M definiremos ~ ~ o conjunto dos t êrmos de -pôsto 

<. oe defin'.t'.reis pela li.nguagem ~lW( A) ~ 
1I1

0 "" Çi '.r~ "= ít: t é têrrao de ~M(A) A J (t)<.0<.~ 

Se t'; é uma sentença l i mité1da de ~ M(A) ent~o ,9rJ_,1)~i,?_ on•-
% k 

d~ o pôsto de ~ e i é o c omprimento de '1 (\X'= OR e i -"= vJ) . No s pares 

( ~~ i) consideremos a , seguinte relação f de ordem~ 

1 

A seguir definiremos a funç ão valA (valoriz1-tção)º Val A tem para domíni o 

o conjunto das sentenças J.:i.mi t &das de ~f1(A) e para contradorm.~io o con. 

juntot0 9 l ' ~, · Vamos de·finir \ralA('í<p~) por indução em o:r.( 4:> ),, 

(a) Primeiro vamos definir yaiA (' t 1 G. t 2-'\) e valA(Ft1 ~ t 2' ) simultâ= 

neame:nte 9 onde t 1 e t 2 são têrmos de 1?M(A ) º Di vidi1,11os em t rês casos 9 s e 

gundo os pol~tos d.os têrmos i 



t
= © .;cam m é M então

vaA(''tle t;' ) = mp {lvalA(r"tlHd) : n e m}
(ggiba: sai +àe 'V sâo sentenças Zimlbadas de} 8'M(A)s usaremos a notação.

vaIA(r+' 'e->\rn) . i.com: d: sogulnte} significado:
go; vã.ã( t'+n)::l+ vaJ..A.( r:'+""n ) = o(moda) meão va:IA(t'+''e-'YI = l

se: vaJzá r4''t ) +- vala( ':'\+"' ) : l(moda:) alitâo val.&(r4«-- ''pl) = O

Frei'Crinas usar: aquela notação porque ela. traduz melhor' a marturalidade

da definição..-lGada vez. que ella aparecer na= dofixüção que estamos dan.dose

devo»se compreenda la segundo esta. nota, para que a Indução fique lega.

ti.nada: )

vaca(ftlat2n )l.? ínf \vaIA(ç"uetl'e'»u et; ) 8 u«irei
t2 s:$«vi~'r(vl) então
vala( ntlé t2n ) ' vala(r'Y(tZ)n )

va].A( t:tlBt;, ) = ilü' {lvailA(Cu etle...pxk(u)''i) : u € T«..\
(ij.)

» sa t. = n c'om m e M então

veÚ.A(Ít].e t2 ) : sup {valA(t'E;HEIN ) :. n e m}

veLhA( rtlZ t; ) = íJ:lf {vaIA(ru e tl''$-> u e t.n )

t2 = 'j.,êvi'x+"(vj.) antro

vaJ.A( Gele.t;:) = aup l,va].A(runutl A '-r (u)n ) : u e r«!

(onde vaia(íugll. A v (u)n ) = Mn tvaa.A.(rua tln )9 vaIA(
vala(rtÍZtZn .) = IM {va:IA(r etl+-»'+'(u)') : u

-.\

'V(u)n )] )

( i5. 1 )

Rasto éüm vala(rt#Bt2n) = vaIA(rt2'' tln ) que jd. foi daH.nado en
(1).. Para: tlc t2 temos também dois casos,a considerar:

+ se t,.; = @- com n e M !então

vaIA(rt16 t2n ) : sup Í.vala(fEIa á')
se tZ = $/àvi'V(vj.) entãlo

vala(ralé t2n) :' suP {vaIA(rtlB u A'l'' (u)n ) :!

(b) Da#'iniremos agora vaIA(k(t)) .onde t g te'rmo de

qla t = in eom m e M então

. . «}

m

<1) .f <~ fct2_> ~ ot -

.,.., se? t 2 . = fil com m Cis M então 

vá.lA ( r t 1 C:: t 2 ) = · sup, l vaJ.A( 't1~ !i') ;; n E m 1 
(~: Se, <p e 'I' são sentença.s ]imitadas de: ~M(A), usaremos. a motaçã.si 

vaJ.A (' <!> ~> o/1 ) ~om o seguint-e; signif'ieadoi 

se. vàL.l( r q:>.,) + va.IA ( í'+"'~) =. O( modZ) então vailA ( f' e_\)~'>~) :;;:; 1 

se, va.~ r<f),) + valA( r'+',) =. l(mod.2) então ~alA('<t'~"°'f-'1 ) = O 

Prei'enmo·s usar.' aquela. notaçã.o porque ela. traduz melhor ai. mmturalidada 

da. deí'inição., . Cada. vez que e'.ra apaJ:'eeer na, def'inição que estamos. dando~ 

deve-se compreendê-la segundo esta,. nota,._j para que a indução fique lefi 

timadaa) 

~ailA(ít1~tl) = inf \valA(íue.ti<-->u Et~ ) i: v_·E:Ta&} 

- se t 2 = ~~v1't(v1 ) e•ntão 

valA(_f.t]~ t; ); = valA ( ''r' (t1 )
1 

) 

va.J.A(ftl~tz') = iri_f lva.:lA(~u.E.t14->'t- (u)'): u~T~r 
<11) f <til == .f<t2 > = Ô<:'.. 

' . 

""' se: t 2 = ,m c·om m G M ET-ntãto 

ve;.1A(ít1 ê t 2 ) ::: sup {va-lA('g~tl) ~. ·n ~ m} 

valiA ( ítli~ t 2 ) = inf l valA ('u E: t 1~ u ~ t2 ) : u E: T~ \ 

sei t 2 = )\ ~ v i'r (vi ) _ entã.o 

valA ( rtl E: ,tz ) = sup t va1A ( Fu ~ tl A 't' (uj"') : u e: T Ol ! 
(onde · va1A:(íu~t

1 
A 't' (uf') = min tvaJ.1/i'u~ tl ), valA(r't'(u), )) ) 

valÀ ('ti~ tl ) = inf ·-{va,l A crtt 6- tl ~'>"t'(u)') ~ u É:, ~o( l 
( 111) ~ ~ Í.J.t-1) > .f ( tg_) = ~ 

Nêste cacSp va tA('tÍJ~t2
1 ) = valA('JG2 ,~t~) que já. foi defiy{ido em• 

( i) º' P~~a: t
1

e. t 2 temos também (!ois casos . a considerar~ 

,,., se t;
2 

= m, com rn e- M então 

valA crtl' ti ) = sup l valA crtl ~ .!!., ) : n é' m} 

.... se t 2: = >\p,vi'f'(vi) enté,:0 

,l · ·e r t · ' ) - í l ( Ft ,..,,, ~ ( )., ) · e. T l va.: A 1 ~ -c2 - - sup lva_ A . i~ u " T u· · ~ u. -r., l 

(b) Detfinir em.os agora valA(i( tY) onde t é têrmo de :;r;M(A) º 

= se t = .m. com m ~ M então 



11 se me a:

va].A(rA(t)n ) = sup ].vaZA(rtelÍn) : nea.]'
Tendo doa.nado vala !us sentenças atõmlcas9 contlmiemos a deí'ínt»

ção pai'al as de compriment;o nai.or do que l :

(c) val.(r'l+') = 1 - wal.(r+"t)

(d) vaIA(rõ' v''Pn) = max4valA(F'+l ) 9 vala(l"'k')}
(a) vala(ç'J'ÉviÓ (vi)') i mp ÍjvaXA(t"'+(u)') : u e Te}

vaIA(rA(U)n ) =

t = >lw.vÍ 4'(vl) a.:S;: '} 'se

5. . A.funçaõ denotaç&go o modelo N

A. função denotação nb, tom para d0113Í'nio o conjunto dos termos de

DA por induçãlo nos l)ostns dos tenpDos. 8upoilltmmos que os; vailoTos do DA
sâo coiüecidos para t'amos de po'sto < q ., Chamam'erros l\(TP) dê V» (P<«)

%ja t terno de: :ql(,ã) e. .f'(t) g
(a) sa 'ü = n , m é M então DA(t) = m
(b) se: t É âaévÍ+'(vÍ) então DA(t) : ÍDA(s) i s,6'k 'A vala(r'>(s)n)=1}

À imagem de um te'rmo de

Com estas notações, temos tudo para deí'lnlr M:

»: }g.«"~ ; bd:«nA'':'
Pela, definição de D.&fica claro que M ç N.
Não faremos a. demonstração de que N á Bode'lo do ZF(ver [b] e [1] )

A noção de vendado em N tem nxtrelta. relação eom a. função vala' Vé se

fàcilmente que. uma sentença. lllaltadq + de: $M(A) á verdadeira em N se:

e stí se hall ('+'') = 1.

Mostraremos aquip a, tz'belo de axemplo9 que o axi.oma da escolha 'vR
le ew N&

Seja n G N, então eM-sta t,. termo de gM(.ü) tal que n = DA(t). Sg.

ja «=/(t). Éclaroquo unem 8 mCT'e.\c M? lr bn :éSerléM9
i rlpn : 8.«W.}eM 'j IÍrvn 8 vl variávaáaleM gire')i'b', rn' }rv' 'lem
e po rtanto o p!'adubo ca=tesi.ano dêstes conjuntos á elemento de M9 bem

Como o conjunto F das partem finitas do produto cartesiano. É fác]].

iq(A) por nA c.Lama:Fomos da g:ol!.Çaçãq dq],alho.

:-, {1 se mea: 
valA (r A(m) ) = 

a se,.,m 4,a 
- se t = >f ~vi <t, (vi) entao 

;alA('A(t)""') = sup lvalA(ít~n..,) :; néa.J 

Tendo definido valA na.s sentenças ·atÔmicas 9 continuamos a d.e!rini= 

ção paral as de comprimento maior do que l r. 

5 º .A.. funçaõ denotaçã.o e o modêlo N 

, p,., t"" t d~- · .i. A.. :..unç!;'Lo deno açao D':A ·am para. onu.nio o conjunto dos- t~rm9s de 

~M(A) ~ ~u seja~ a1 ~ 1TQt. e pa:rm. c-ontradominio . o universoº. Definir,! 
et.E . 

DA por indução nos post.os dos têrmos., SU.p~mhamos que os: valÔres de DA 

são c:onhecidos para tê-rmos de pÔsto < °' o• Chamaremos JJIK(Tta) de: ~13- (13<~) 

Saja t . têrmo de ~(A) e_ Í( t), = Ol g 

(a) se: t : mi· , m_ é M entã.o DA(~) = m 

(b) se, t = >\~vi (f(v1 ) então DA(t) = [DA(s) : s, ei.Toe'. A vaJ.A(r-4' (s),)=1} 

À imagem de um têrmo de ~(A) po:rr DA chamaremos de denotação do têrmoo 

Com estas notaçõea temos tudo para definir N: 

N ~ L) _MV <ic = L)_MD A ( T°' ) . 
ai e Ul.C ~t.OK-

Pelat definição de n4
fica claro que M ç. No 

Não fare.mo s a, demmss-traçã.o de que N é modêlo de ZF(ver (41 e (11 ) 

A noç_âo de verdade em N tem . ~xtrei ta. relaçao. com a:. função valA" V~~-se 

fàcilmente que uma sentença. limitad~ <\> de: ~M(A) é ve~dadeira: :em N se? 

e só se vaJ.A (ft\)1
) = L, 

R . l ~ Mostraremos aqui~ a. t1tu o de exe_mplo~ que o a.xioma da escolha v~ 

leem N:t 

S.eja n E N, então exista t,. têrmo de ~M(.ã) tal que n = DA(t)., S& 

ja ~ :::: J ( t) ; É claro que {m E: M g_ m ~ T'~ 1 E M j li-)'h, g (!J i ~} ~ M9 

i r:3~ 1 ~-f,lt<ll..}'=M 9 írv1, g v1 var:i:ávej_s;l~M dre~t~'"', ,-.,.., /'v'"I JEM 

e: po r'tanto o produto ca.rtesiano dêstes conjuntos é elemento de. Mj bem 

como o conjunto F das partes finitas do produto cartesiano., É :eá.cil 



ver que se pode adotaz' convançoes tais que ] r't"'t B t € T'e] C I' 9 @ poE
tanto 9 po!' separação teremos que l rt"l : t € Vq.l € M. Como AE vale em

M êste conjunto possui \lma. boa ordem em M (om particular em N)

Observemos tahb(;m quem corno bBM(A) possui áinltos predlcadoss a

função va]Â restrita a sentenças ]im]tadas do po'st;o menor ou igual. &.. q.
pode ser descrita por meio de lma í'Ó'rmula '\t''(v#) do àÊu(A) de pasto aZ

com uma variáve] ].lvre de tal modo (Ilha a denotação .do termo ã v.i.I'''(vl)

é uma í'unção da if(os vl deven ser pensados como paToS). Desta: mesma fo.g

maa. e usando este: fato, a função DA restrita a T.( é lma função do ing
d610 N.

Voltemos ao n € N i.nlelal. Sa n € M então n g bem ordenávet trio!

alment;e. Seja então t = )1«vi+'(vi;).-- Logo

n = DA(t) = ÍD(s) : s.e P«, /''- vala('+(J)= 1 .}

seja N = }rs"ç : s € :r.t A val(+' (s)l= 1 IÍ . DX é uma função sobrejetêl
ra de N em n. Elü N consideremos a relação de equivalência = (e N) tal

que s : s' se e stÍ se DA(s) = Da(s'). ]g é bem ordene;vol eln N pelas
obseivaç;6e:s p!'ellminaras e portanto R/= taübám o é! e se consagra-o: uma

bijeçâo em N, de ]11/: sobre nl da. !aanoi.ra zn.t;ural. Logo existe uma boa.

ordem em N para.n.

6. Foral:lg

IJm conjunto de sgna3;aâg.g (de forcing) P é um Pc M parda.Imente

ordalm.do por inelusãlo. A segui.r definir'anos a relação \t- entra elemeD:

tos. de P e sentenças limitadas do 8pM(AI Se p 11- + dlz:.se que D far
sa..ê.=. A definição será feita por indução em or( +' )..

(a) Pr[noí!.o fai'amos a definição si.mu].tâneR de p \b t] e t2 e p \\'' t].H t2

onde t]. é: t2 selo. termos de :eM(A)) dividindo au três casos qeguxndo os
postos dos termos:

(i) :fl$:).{ /:C%} :.«
se t?, = .% 9 m € M então

P l\"' .tl G t2: se p \b tln» B para algum n em
p IF t[H t2 se para:todo u G Toc p t\' ue t]. se e só sa

p \b u € t;.

- u -
ver que se parle adot a r convenç.Õe s t a is que l t"" t:'" :-: t .:;. T-' ~] '= F , ei 

tanto j por separação teremos que· l rt., ~ t e T~} e M., Como .A:E vale em 

M êste com.junto possui i.rma-. boa ordem em M (em particular em N) 

Observemos também quej como iM(A) possui dinitos predicados 9 a 

função val.A. restrita a sentenças· limitadas de pÔsto menor ou igual a. ~ 

pode .ser descrita por meio de uma :rórmula 'f'(v
1

) de ~M(.A'.'.) de pÔsto oc . 

com uma variável livre de tal modo que a deno.ta.çã,o do têrmo >l~v/Y<v
1

) 

é uma funçijo de: N(os v1 devem ser pensados como pares)o Desta mesma. fo,!: 

ma. e usando âste, fato~ a.. :função DJt restrita. a. TOl é uma. função do m.2, 
.,. 

. delo N" 

~ p p 
Voltemos ao n (: N inicial., Se 11 e M entao n e bem ordenavel triv,! _. 

almente., Seja então t = )\otv 1 <P (v 1) º Logo 

n = D
1
lt) = [ D( s) ~- s. é- T°' /\ valA( r4) ( s}) = 1 } · 

Seja N = { is' ~ s_; ~ Tel A val(<P ( s))= l 5 º DA:. é uma ~unção sobrejetf 

ra de N em n., Em N consideremos a relação de equivalêneiR = (E- N) -ca·l 

que s :: sº se e só se DA( s) = Da ( s') º w· é bem ordemfvel em N pelas 
/) . p 

obse:r1Taç:.õe.s preliminares e portanto N/::. tambem o e i e se consegue, uma 

bijeção em N~ de N/ .::. sÔbre n, dR maneira:. na.turaL., Logo ex:t ste uma boa. 

ordem.em N para. nD 

6., Forcing 

Um conjunto de condiç§_~ (de forcing) P 
p 

e um P e M parcia1lmente 

ordenado por inclusão., A seguir definiremos a. relação 1\- entre eleme,?2 

tos.. de P e sentenças limitadas de ~M(A~ º Se p 1\- 4 diz se que p fo__r, 

ça ~º A definição será feita por i ndução em or( cp ).., 
(~) Primeiro faremos a de:tinlção sí,nmltâne~ de p \\- t 1 E. t 2 e P \\,,- t 1~ t 2 

onde t
1 

e • t
2 

são têrmos de ;lA) 9 'dividindo em trê-s casos segundo os 

postos dos têrmos: 

< i) .tt"~~ _.i, .f t t.2 ) = ~ 
= se t 

2 
:: ,m j m e M entã,o 

p l\- ,t l ~ tz 

p 1\- t 1 ~ t 2 

se 

se 

P \~ t
1 
~ n pare .. algum n E: rn 

para . t odo u e- T Ol p, l\.,- u E. t 1 
t> 

se e so se 



se t2 = )lq,vi&(vÍ) então

p \b t[ e t2 se p \\'' 'ê (t],)
p\F t[Nwt2 SQ paratodoueTa Ptbuêt].seesase

P \h u é tp

\
-42 -

( lj. )

se tP = a ) m e M então

p 11" tle t2 se pl\b 2 mutl para aü.g'tam ne m
p l\" t]. H:t2 se pa!'a tod.o u G T« p lb u6. t]. se e

P l\' u éÍp

tZ : ãqvj.4'(vS) on'bão

P.l\" tle tZ se p\F u8tl e p 11- Ó(u) para algum u ê]«

p lb 't]. nN t2 se para todo u -é T& p tt"' u et]. ga o sÓ se
p lb 'fila)

(ill) /(tl) ?: /.(;t:) .

Haste caso p \F 'ülk t2 se; p lk t2Nw tl qua foi doflü.do en (1)
se t2 e n 9 m 6 M então

p \\' t] € t2 go p \b t].H = pa.ra algum nê n
se t2 = H«,vi4(vi) eintão

p lb tl e t2 se para.algum uer.{ p:\k' uz tl o p lb +(u)
(b) &)ja t: termo de \!:lÜ(A). i)efi.nli'onbs agora, p If- A(t):

SQI t É g, , m G M alitão

p IF A (Ul} se: (a e- àívjA(vJ)) € p

se t :; Xü..v: @'(v:) então

p l\- A(.t) se pa:ra algum ne Ms \\n)l < nla.x']7,W,]. p Ít"' 3,'" t
p lb .&(&)

gelam + e '\P sentenças ].imitadass ente.08

(c) p lt- 1+ se pai'a todo p' >v p não vad.e que ptlF +'
(d)plb + v'V se plÇ4' c'u. pll" 'V

(e) p!!'' 3'evl4(vS.) , se p \f- 4'(u) paira algum termo u GT
Assim estai compõe;ba. a. definíç:o da I'elaçâo \P .,

Uma jade:ia ipn B n e co 11 c P á cilamada soquQnncia completa de
condições se pala' tôda. sentença G b%4(A)9 aaãste n e w tal que

pn \b '» ou pn \p n ©

«

0

e

se para todo u E: T 
. O(. p U- u é t 1 sa e só se 

( ii) 

= se tz = fi1 9 

p \\- u é t 2 

.l..tt--3:) ::..J' ... JJ:; 2) - °' 
me M então 

se pi \\-- Q ~~ t 1 par•a a?lgum n ~ m 

se pa:ra todo u 6 'f~ p H- u e. t 1 se e só se 

p 1\- u E. '2 
... se, t 2 = t!~vi q>(v1 ) ent;ão 

p \\-- t 1 é t 2 se p \~ u ~ t 1 e 

p H .. 't 1 ,;:, t 2 se para todo u 6 T li.: 

p \t- <P Cu) para algum u e. TI\( 

p 1\- u <: t
1 

sa e só se 

p ll- q}{u) 

C.iii) Íl¼.L~ ... 
Neste caso p: \~· ti1 ~ t 2 se, p 1\- t 2 ~ ·;;1 que f'oi definido em (i) 

= se t 2 = m. 9 . m '1 M então 

p \\- t 1 &; t 2 · se p . \\- t 1 ~ n, pa:ra algum n € m 

= se t 2 = )\c:t(.vi q>(v1
) · então 

p 1\-- t 1 é t 2 sa para algum •. ll~Ti:t P ' \\- u ~ t 1 e p Ir <Í>(u) 

(b) Seja t; têrmo de ~(A)., Defin1.remos . agora p \{- A( th 

= se'. t = fil ~ m G M então 

p ll- A (fill Se' (fil €.. )lrv it(v j)) <=. p 

= se t = ,1ti1.. v . 'P ( v . ) então 
J J 

p \\- A(t) se pa,ra algum n E M9 \\n\l < max} l ~O(.._] pi\- n~t e-_,. _ 

P \l- AÚÜ · 

Sejam cp e 'f sentenças limitadas'} então~ 

(e) p \l- , <fJ se para todo pº ~ p não vaJ.e que pj \\- <p 

( d) p \\- q) V 'Y se p \~ ti> ou p l(- "\1-' • 

(eJ pU- 3c<.v
1
~(v1 ) se p \l- f(u) para algum têrmo u E=T~ º 

As.s:l.m está complett::i,. a, def:J..nição da relação \\- º 

Uma cadeia · lPn 3 n ~ 1,.v J e. P é cb.amada, sequência completa de 

condições se para,. tÔda.. sent;ença ~ & 4/A)., exd.ste n E: u., t;a•l q_ue 



Os segui.nãos lemas estabelecem as propr'vedadas mais i)nportantos de
eond[ç6os e a re].açao entre forcing e a verdade do modâ]o W. Não va-

mos demonsbPar nQnlllm(VQr [ 1]). Vamos semente: dm' indicaçomes. sobre as

demonstz'aç6es.

llEMAl: Se p. o wm. condição e + UH&t sentença li.xültada de 8M(A)s anta.o
zlãlo vale que pi:::tb Ó e; p\\- 'l Õ

- ])emonstração imediata da doam.ção de W' .

l,EMê12: Se p Q p'' Ê:o condlçÕes9 + e lama sentoqça limitada de :&M(A)

pt ) p e p lt" & então pi lt'' +' .

str'açã;o. poí' indução em or( + ).

l©W13: 6e p Q éondíçao Q + sentença liini.fada de :g'M(A)) enbâo existo
p' > p tal que pt. l\'' 4 ou pl lk' "\l3) .

straçao imediata. da de:flnição de \t- .

liBMAb: Exi.ste uma sequência completa (pO,P, 9p2+ ''')
nstraçâo .usasse o fa:bo de M ser emHmeráve].. Enulael'a.-se as soE;

1=%çaB llnltadas. de gK(A) e p)'ocede-se por Ind-ração unindo o lama anta
Flor.

m4; 5: Uma sontonça: ]ín]tada '} e" ê%(A) g verdadeira n ]V se Q sÓ se

para a;lgum n € u.AJ pn í'orça. +.
straçâo por Indução om or'( + ).

0'bsorvamos por ultimo que Abodüs as noções defihldas nesta subseção

s:o formalizáveis om ZF com paz'ametpos A Q M.

{3 -- • 3 -
0s seguintes. l ema.s estabelecem as propriedades mais impoTtantes de 

condições e a rela~ão entre forcing e· a verdada do modêlo No Não va? 

mos demo:sstra,r nenhum(ver ( 11)" Vamos somen·te0 dair indieaçõe s:, sÔbre a;_s; 

demonstraç_õe s ,, 

LEMA'.l~ Se p , é ,,uma, condiçã,o e e\> umaL sentença. li1ni tada. de ~M{'A)°~ entâ'..o 

não vale que pi . \\-- 'P e: p \\- ~ 4> " 

- Demonstração :imediata. da definição de \\- ,, 

LE.MA2; Se p e p.1H são condições~ 4> é uma sente!lça limitada de· ~M(A:J 

p 9 ~ p e p Ir ~ então P" 1\--- e\:> 

= Demonstra:Çã,o . po; indução em or( ~ ) " 

LEMA3~ Se p é condição e <p sentença limitada de ~ M(A) i então exista 

p 1 ? p t;al que p' 1\- ~ · ou p Y \\- , 4> ,, 
°" Demonstração imedia ta. da definição de \\- ~ 

LEMAhg Ex-1 ste uma sequência completa (p0 3 
Pi '1 P2 .~ º º " ) 

=- Na. demonstraç_ão . usa~se o fato de M ser enumeráveL Enumera-se as se.a 

limit--:adas .. de ~M(A) e proceda=-se por indução usando o lema ant,2 

IBMA5i Uma sentença, limitada <p <=- ~'tt(A) é verdadeira em JV se e SÓ se 

para algum n <= IÂÍ p
11 

força. ~º 

= Demonstração por ·indução em or( <\l) º 
Obseru-a,mos por 1Íltimo que tÔdas as noções definidas nesta subseção 

são formalizáveis em ZF com parâmetros A e Me 
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[. g Cano sempre }] Q um nodê].o standaBdt .trans]tivo Q emumerávo] de ZFÍ

P6 M9 llç' # + xm conjunto parcial-mente ordenado(aqui também os elo
mentes de P são c1lamados de condiç8os) com ordem reflexlva4 e $ € M..
l)a.ramos inicialmente algunas definições.

Duas condições são ÊggtQ3JãÍjleis se e=d.ste uma condição mais forra

( P ) que extensa ambas, ou seja, p9q: e P sâo conpat:Ívois se 3 r «t P
calque p9q<. r.- í3e duas aol.diçÕos l:lão são eonpatÍveis diz=se que são In:
couDâtlrvei s.

Um Conjunto X É pÊIÉlé dgnU se
(1) P € K A. "(i eEP' Al! P .aq --» peX
(2) Pe p --» JqeX (P <q}

(h conjunto G G P g um $.};1i!"o M-gongrlco se:

(1) p9q6 G --» 3: reG (plq € r)
(2) peG A peP A pü4q -» peG
(3) x s P + x ê M, x denso -''» x r\ G # é'.

Cano M g ellumergvel, para bodo p eP' existo um fi.lera M enárico

G tal qua pe G. .Com ofeito9 seja ÍXÍ Ê l ewl tina e11umeração dos X de8

sos em P :9 X e M. Tomos então que existe p].eX]. tanque p].>P p9 existo

P2.êX2 com p2 ) plt. e por indução se consegue 'uma sequências p 4 pl<. p2É 'ó''

pléxl' Fazemos.: G=Íqef' : 31õ w( qspÍ)3.

Z..]$i Seja G un fi]tro M enáz']co em P . ]]Jat5o existe tum modé].o Mta] d©
ZF', standard e transitivo que $e caracteriza pelas seguintes propriedgl
des:

(].) M- g MÜG]

(Z)gC € MEGA

(3) Se M} é um modelo stands!'d e transitivo de ZF tal que M ç M' @

GG M3 então M[GÜ ç M' .

Mais adiante nostraremos que dada uiva linguagem ramificado e xnina

e](tensão N da M construí/da através da ].inguagom9 se Consegue um filtro

sâo comnat íveis se

II~ ~ensões do modêlo M: 
, 

filtros genarico s 

lo 
,P ... p 

como sempre Me um modelo standa:sd, transitivo e enumeravel de 

Ç> E. M9 P 'f?. cJ> um conjunto parcialmente ordenado(aqui também os ele

mentos de P são chamados de condiçÕe s) eom ordem reflexiva:., e ~ e. M.,,. 

Daremos inicialmente algu.mas definiçõesº 

Duas condições são compatíveis se en ste um.a condição mais fortEf 

( ~) que extenda ambas, ou seja~ p,q, E: P são compatíveis se '3 r e P 

talque p,q·~ r ~ Se duas cor...diçÕes 11.ão são compatíveis diz-se que são !!! 

conipativei.§~ 

Um conjunto X ~ P 
t> 
e denso se: 

( 1) p ~ E. " q ei 'P I\ p -' q -, p e. X 

( 2) p. & \'> --::, .3 q <i. X ( p , q) 

Um con~unto G Çi P t> • " • e um filtro M~gen~r1co se: 

( 1) p 9 q Ei G ~ 3- r E. G ( pi q· , r) 

(2.) p e. G A p é ? /\ p ~ q -> p E G-

( 3) X~ 'P jl X & M~ X denso ~ .X f\ G '/, </; º 

Como M é enumerável 1 para todo p ~ •\) .existe um filtro M-genéri.co 

G taJ_ que p E: G., ,C'om efelto., seja ! x1· : i e wJ uma enu.meração dos X de!! 

sos em ~ ., X E Mo Temos entã,o que existe pl e, X1 talque pl ~ pj existe 

p2 E. x2 com Pz ~ PJ_ e por indução se consegue uma sequência~ p ~ pl ( Pz ' º <> ·o 

p1 <:: x1 ., Fazemos G = f q & P g 3 i e w ( q ~ p1 ) J º 

2 ~ Seja G um filtro M-genérico em P º Então existe um modêlo M(G] ãe 

ZF 9 standard e transitivo que se caracteriza. pelas seguintes propried.§;;. 

desg 

(1) M S M(G] 

(2) G ~ M(G1 

~ A ~ 

· (3) Se M' e u..m i;nodelo standard e transitivo _l.,\e Zf tal que M f Mv ~ 

(,G M~ entio M[G1 e; M 9 º 

Mais adiante mostraremos que dada uma linguagem ramificada e uma 

extensão N de M construída através da linguagem 9 se consegue um filt~ro 



- 41n.

genári.co G no conjunto de condições determinado pela linguagem ramlfln

Cada tal que N = MÜG); e .vi.ee versas dado Gr se constrál ulnla linguagem

ramificado. ta] que o N 2' }{ constou:Ído por o].a satisfaz N = M[G]. Asse.
miúdos no momentos Casto resu].fado é claro que M[G] satisfaz as seguintes,

propriedades:
(b) O axi.oma da escoalh& vale 6m }©]

(5) Os ordlnais de MtGlsão omt;agente os ardina:ls da M.

M o G determinam e lma. li.nguagem igM(a) .2 i;ê Passamos a doscrever9

b!'evenentee }; lq4(o).
# Os sálaibolos primitivos sãa os.de !g leais um predicado amaria s

a a.s seguintes constantes:. g. (o nome de G) e para: cada m € M 9
n é !gu(G) (o nome de m)..

As denni.s noções da lílrlguagem tân a mesma. ãefinlçao como em ':Í) 9

acrescentando-sep é claros a fórmula atonmica S(x) (x variável ou bons
tanto de btu(G) ).

As fÓrmu].as eD.x70].x/onda predicados de b& são interpretadas em Mi.G]

da. maneira Óbvia. S á interpretado como soguêg

MtG] b S(x) se e só se x G
(A voz'dada no modelo tem a definição usual)

De novo aqui portamos fazer corresponder a cada fórmula de }gM(C)

um conjunto de }l (seu n9 de GõdeJ.) e assim tôdas as propriedades sine.á

bicas relevantes em :bM(G) são expressaveis am M.

b t)a

expressáve].
.P M.

Forcing

Sela + una sentença de }ÊM(G) e p eP. Dizemos que ILglg=s3..ê..9 em

sÍ.miolos p lt- $ se existe um filtro }í»genár'i.eo G ba]. que p a.Ge
Mtja3 P + . É c'lato que se G GP um flltz'o M genérico Qm P o MtüÜ P (f
ente.o + á í'orçado por a].gum p; € G.

'todos os ].amas de farei.zlg da seção l valem também a(!ui. Suponlm

mo$ que +'(Vl9. .:vn) é xma fÓruM-].a de bgiK(a), então existe uma fórmula:' J- 9 .L'L

'tt'''(vogvi9' . . 9Vn), de EG tal que

Mtb 'Y'eP9x].s'..9xn) se á sd se p IÇ- $' (X].s.-.9Xn)

p • .., 

generico G no conjunto d~ condiçoes determinado pela linguagem rami 1 

cada tal que N = M (G); e vice versa~ dado G se constr ·i uma linguagem 

ramificada. tal que o N ';;? M construído por ela satisfaz N = M[G]., AsS!!, 

mindo 9 no .rp.omento 9 êste resultado é claro que M[G) satis:faz· as · seguinte s 

propriedade si 

(4) O aJü01na da escÔlha vale em Mó] 

(5) Os ordlnais de M(O] s~o exatamente o·s ~rdinais de Mo 

M e G determinam e uma. linguagem ~M(G) ;;; ~ ., Passamos a descrever4ç 

br~vemente I{ '. igM( G) ,, 

i Os s:fmbolos primitivos são os de ~ 
. p 

:mais um predicado una.·rio 

e as seguintes constantes~ Q,_ (o nome de G) e para: cada m G M ~ 

.m é iM(G) (o nome de m) ,, 

s 

As demais noções da linguagem têm a mesma. definição como em ~ 9 

acrescentando-se)) é cla.ro~ a fÔrm11la atômica S(:,c) (x variável ou eons= 

tanta de . ~M(G) )º 

A.s fórmulas emrol vendo predicados de ~ são j_nterpretadas em MlG] 

da maneira Óbvia., S é interpretado como segui~ 

M[G] \::: S(x) 
I? 

se e s.o se x t: M 

(A vexdade no modêlo tem a definição usua,1) 

Da novo aqui podemos fazer corresponder a cada fórmula· de ~M( G) 

um conjunto de M ( seu nº de GõdeJ.) é assim tÔdas as- propriedades sintí 

ticas relevantes em iM(G) são expressáveis am Mo 

4,, Forcing~ 

Seja 4> uma sentença de ~M(G) e p ~ Po Dizemos que 1lm.Í.9..!Gª 4? .~ em 

símbolos p I\· c:\> se e:hrf ste um filtro M-genérico G tal que p G G e 

M[G) F tp . É claro que se G é um filtro M=genérico em P e M[G] I= t 
então <j) é forçado por algum p: G Gº 

Todos os lemas de forcing da seção I valem também aquL suponha ....,, 

mos que ~ ( v 1 ~ º º ~ v n) é 

°"t' (-çy 
O

\) v l P., º ~ v n )_ de ~ 

I? \.Ô 
uma formula . de - oo ~ " · M(G); entao existe uma formula, 

tal qu.e 

- I? I? Portanto a nor:ao à.e forcing e expressave l em Mo 
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5ü9# Bquiva]ância dos processos de extendar nodâ]os das seçÕes ]. o ].]:

Soja G fi].tro M enerlco.. Vamos expender a linguagem b8M(O) a uma

[ínguagom $éí(a) qze nos- data un modâ]o N ; M peão nótodo déselivo].v]=.
do Da senão ]. Mostrareüü.os que ]] ;: !ç]]IG].

IÊ Ãa): possui ós mesmos predicados e Constantes do iSK(C). Seus s:íg.
bolos lÓgIcos .são oÃ:usuais mais os s].mbolos ]aQ p'k para cada «..eM..
Toadas as demais noções são também as usuais para linguagens ramífícadas.*

N á entoa o .Conjunta das denotaçQes doé tear'HOS de $)gl(G). ác].aro que
vagem ;;l (Z) Mgc- N e (2) @ Q N . pol'tanto M[G] ç:N. A outra ]nc]Z
são gai do fat.o que N taulbgm satisfaz una condição de m]nimi].idade i
gua]. à dó Uf(}:1lf Como mostraremos a. seguir.

Seja }i$. modelo transitivo .de ZF tal que M ç N' e=.G G N'9HDomons-

traremos por indução em « que D(T<) € N''s '#@. Como

N= 1...JwD(Tq) teremosquo N GNt.

(a) :l« é Q. Né:ste câ.$o T< : 'P e trivíalmente D(TO) e N'

.(b) o(v«+.i) = í){TeC) {Ji x € »eM Q l\xll = Qr ! \Jlx : 3 ulu&i fórmula com uma
variável ].ívfe colrl paranebros emD(Te) tal quer é

ndescTitolt por ela {

Por Indução b(TV) G. N'-. E c].eígó que Íx : x G M o llxl =X3 G N . O cone.
junto dos mÍmero$ d.o G6de] das f6rmu]as com uma variável ].ivre9 com pà
rámetros ênl D(Td ) por rac.i.oeÍ.nio análogo ao .da páginalO (pa!"a o eonjuE.

toldos niâmeros de G8del dos t c, T.Y) pertence a Nt (D(Tc) e N' e N' é
trahs[.tido. Todos os outros componentes das fgrmu].as s5o embutÍ.vais em

M@C. N'.).. Por substitüição9 o xÍ].Elmo conju-nto da união acima pertenço

a Nt. Po!"tanto.D(T«.t!) â N+.
(c) 6eja$À ord]na] ]ini-te. Pe].o visto na pagina ].O, o$ T« 9 q <'À 9 i)g
])EM ser considerados eomd'elementos de }a.' Logo al função que a.ssocía. oé

a 'Fi= pertence a N'. Observando que O(VX) : .temo(v<) é fácil ver que

D(Td.) 6-Ntp' Vq 4.À ---» ]X'F.a) eN'.
' Olu9 qas UCO] á ta]. que.:M c. Nulo G. e MtGJ9 ].ogo N G 14üGlle por
tanto MÍG]Ê= N.

-<6-
5., Equivalêncj_a dos processos de extender modêlos das seções I e II 

S.e ja G- fiitro M-genérico,, Vamos extender a l~nguagem ~M(G) a uma 

linguagem ~M(G) qu.e mos- dará um modêlo N ~ M pelo mJt.odo desenvolv:i=

do na seção I º Mostraremos que N :;:;: M (G] º 

~~G) possui os mesmos predicados e e-onsta·ntes de ~M(G)., Seus sí.m_ 

bolos lÓgicos sio o.s. usuais mais os s:fmbolos 3~e l\.t para cada 0(.6Mo

TÔdas a .s demais noções são também as usuais para lingua.gens ramificadasº 

N é' entio o _ conjunto dB, s denotaçqe s dos têrmo s de i 1/ G) º Éc laro que 

valem g (l) · M s;;; N e (2) ~ G N ., portanto M [G1 6: N., A outra incly 

são sai do tato qÚ.e · li também satisfaz uma eondj_çã-o de minimilida.de i = 

gual i de M[G]" como mostraremos a.. seguil"o 

Seja N' modêlo transitivo de ZF tal que M ç N9 e G e N' 9 Demons,,.,, 

traremos por indução em el que D(Toe,) € N'" V, ot..- º cromo 

N = U MD( T~) teremos que N ~ N' º 
o.! 6 01ffi' 

Ol := ºº Nê,ste ca.so Te(. = </J e trivialmente -D(T0 ) e N 2 (a) 

D(~-t:1 ) .= D!TQ() Ut_ x i_ ~ ~M e l\x\\ =O{! U ~x i 3 uraai. fórmula 

variável livre com parâmetros emD(T~) tal 

com um.m 
p 

quex a 

ºdescriton por ela! 

Por indução D(T~) t;;. Nw º É c laro que { x ~ x G M e li xll =O( j G N-t º O con=-
• p p -p 

j~--c;o dos nu.meros de G·6del das formulas co~ uma variavel lj.v1 .. e 1 com P.§t 

râmetros em D{T ~) ~ por raciocínio análogo ao da r,áginalO (para o conjll!l 

t o dos números de Gõ·del dos t ,;, TI:\') pertence a l'ifi (D(T~) e Nff e NY 

tra-nsititwoº Todos os outros C"omponentes das; fórmulas são embutíveis em 

M ~ N1 )0 Por substituição~ o Último conjunto da. união acima pertence 

a. !IP,, Porta.n.to _D(~+l) ~ l\Iv º 

(e) Seja ?\ ordinal limite., Pelo visto na. :pagina 10~ os Tot ~ O{ "-Ã, P.Q? 

DEM ser c·onsidera.dos como elementos de M" Logo a. função que a.iSsocia · Gt. 

cL T ot. pertence a. Nuº Obser ·vando que D(T)) = U D(T~) é fáeil ver que 
OI.~ À 

D(T'9l.) G Nº j °V~ t À -':> D(T;) é I'P º 

Or0.!.9 mas M[G1 é tal que ,M ~ M lG1 e G- ê M(GJ ~ logo N ~ M[GJe por-

tanto M [GJ = No 
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Seja N extensão do M obti.da a partir de uma. linguagem ramlfícada

ig'M(A)1l: $e.ja .P € M conjunto de condições. sejam }xi : ieu3 e

iiÓ!-.::. l cw i onlzmera.ç8e.s respectivas dos densos de P Q das sentenças

limitadas do gK(A) (M á exnmerãve]) . Existe uma sequeA1lcia comp].ota da
condições (pospl9p2s'''') ta]- que pi € Xji (oseo].he«se po e Xos pÕ deck
de êo9 Ó que sempre á possível. da. definição de denso Q dos ].amas do

forcing; depois escol.he po tal que p! decide © ].;. XI denso in

placa. que .existe p] » p].9 p]..é )çl9 -e portanto p]. decido }ll. e assin
pol' diante).

Ê fácil constatar que. G é um filtro M«.-genérico. A sequência complg.

ta (posp].}'''.) G Nl%].ogQ,.G € N. Então, pe]a minima].idade dos

doi s mbdâlos 9 N e wfa] em relação as propriedades (1) M É w»M tG]
Q (2). G C N,M[C[1] temos que, }]tG] = N Q

6; .Ém MtC] os va].an ós seguintes fatos, dos quais faremos uso !ns p!'on

]ü.Úas seç8es ]aa'gemente, sen mais jusbifi.cán]os ou exp].celta los nele:g
sâ.piamente.

(1) Sdu J' conjunto, ucMt©] se é : s(Í se á dg.E(nrit:Ível em X8M(G)9 ou
wja9 se é sÓ se existe uma i'grmu]a & e gÍ((G) com uma, s8 vaa'lavei ]&
vretalque mtaÜb Ó(x) seesóse u=x

(2) 6éi &.CMÍIG] e AÉ M9 aüravás ab melado da seção l se pode constrg;
il' uma extensão. de .M} M' ) que automâ.ti.eameJlte satisí'az as soguíntes pTlg.

priedades;

(a.) M Ç. Mt

(b') A G M%

(c) 60 M't é um modelo standard 8.4ransibi.vo de ZF com ]tlis c. Mn

então A:«G.M":eiM' $ M"!

usaremos a notação mtA] para um ta] Mt . E e]aro que M[A] É M8G].

(3) Exlstü uma fórmula +(XÍygz) do gn(c) 'tal que .:

(a) Mlià H + (:bysz)
(b) Se utalb $(x,y,z) e m(GJl: 4(x,ysz'l) então z = zí

-4~
Seja N extensão de M obtida a ~artir de uma linguagem ramificada 

iM{A) º Seja P <i M conjunto de condições., Sejam f x1· : i ~ w J e 

\<l> 1 : i Ei.~ l enumerações respectivas dos densos de P e das sentenças 

limitadas de ~M(A) (M é enumerável)·.,, EXiste uma sequência completa de 

condições (p
0

~p
1 jp2 p,.,,,) tal que pi ~x1 ... ('escolhe..,·se p

0
<i:: x;~ p6 dec1: 

b p " 1 d ,.. . . ... de- ~ 09 o que sempre e passive a . dex1n1çao de denso e., dos lemas de 

forcing; depois escolhe--s~ Pi ~ p
0 

tal que Pi decide 4) 1; x1 denso im. 

plica. que . e:iriste p1 ~ Pi 7 ~J. ~ x11 e portanto p1 deeida ~ 1 , e a!Zsim 

por diante). 

Seja 

i :fácil constatar que G é um filtro M- genrtirieo., A sequência complit_ 

·ta (p
0

;iP
1

,., ,,.,) C: N, logo G E. No Então , pela .minimalidade dos 

doi s modêlos ') N e M[GJ em relação à -s propriedades (1 ) M ~ N,M (G] 

6º Em M(G] os -va,lem os seguintes fatos~ dos quais faremos uso nas prÔ= 

xi)Jj'as seções -lairgamente, sem mais justificá~1os ou explicitá=lOS nece>~, 
'"' . ' saxiamen -ce., . 

(1) Se/u. I conjunto~ ué. Mf&J se e só se ê des~:ritÍ~1 em ~M(G) ll ou. 

seja 9 se e só se existe uma formula 4> E- ~f/G) com lllllçl.:. só va\1'.'iável 11 
vre talqu.e 

p 

se e so se u:::: '.'ií. 

(2.) Se, A., M(G] e A~ N9 através do método da seção I se pode constry 

ir uma extensão de N, Mº, qu e automàticamente satisfaz as seguintes pr_!. 

:priedades~ 

(a.) M ~ Mi 

(b) A 6 M~ 

(e) Se Mn é um modêlo standard e transitivo de ZF com 11:9 S:. M" 

então A·~ M" e, M9 ~ M"., 

Usaremos a notação MtA) para um tà.l MV., Ê claro que M[AJ ~ M [G] º 

( 3) Existe' UJUçt fÓr~ula. ~( x 7y 9z) de ~M( G) ,tal que : 

(a) M[G) F= cp (Xsy,z.) --> :.se G.-M A, y ~ M 

(b) Se ;M[G1 F q) (x,y,z.)' e M[G) F 4> (x,y 9 z--ij) então z = zn 



{e) Seja A c. M9 A € Ut]c] cantão

mrt9 » +'(x,A,z) -» z e MCA]

(d) íhja A como em (e) e z G )®l Bnt:o

m8dl\ t- +(x)A9z)<--> MtA3 b 4'(x9A9z)

(e) utA] = Íz 8 ] xeM (müD I' '+ (x,A,z))3 .

4t-
(e) Se ja A~ M~ A e M(G] então 

M[Q1 \'=- ~(JC~A., z ) -=> z e M(A1 

( d ) Seja A c omo em (e) e z E Mii Ent ão 

M [G1 r- q:>(x.,A~z ) .e::-> MlA] \= q) (x~A'i)z) 

(e) Ml).l = {z ~ '3 x ~ M ( M(G) r- 4> (x,A,z))j . 



[[[ Um modõ].o ]lnDortanto 4q .

A AZRul18 ].chás se'bre filtr.os genéricos

Se3axn PI.9PP ê M conjuntos, pax'cia].mente ordenados ])or ordem reflow

xi.va < , < clq.

!JgMAl: Seja "'\+"' : Pl:+>P2 unu bljeção que preserva a rdom~ Então GÊ Pll

á tlm f]].tr'o }{ onéri.30 em PI se Q sá se ''Y(6) e um filtro M genérico em

P2' Aj.nda anj-s U]g] = UEV,'(C)] .

®HaOs ntheros (1)f9 (2)f, (3)f abaixo sa referem às condições da defl.
nação de fiZEra M ilenáríeo. S ja G cu PI fi].tro M nárico Qm PI' Mos

tra.J'eras que '\r(6) ÜP2 é filtro M-genérico em P2'

(]-)f'\+'"(P]} g.Xt'(Pz) « '\t'(G) --> P].!P2e G' -'-» 3 p3e G(pltp2 <.P3) '--»

'Y'(PI)s''r(P2) 4 ''r(P3)
(2)f '''t''(P].) <- '''r(Pz) ó'l'''(G) --» P] á.Pà G G ---+ P].a G "'pY{'P].)e'\'r(G)

Pa.i'a (3)r bzüstraz'amos que XÇP] á denso em P]. «o'''+'(X) á denso em PZ'
Os !!t;her'os (1).d9(2)d abaixo s8 !"eferem às condições da. definição de ãn=
julho denso« 8e:ja X denso em Pl:

(1)d '''r (P]) >\r(P2) e Y{X) -...p P]» P2e X --» P].e X"+'Y''(Pt)e'H"(X)
(2)d ''r(Pí3'é P2 --» P].é PI -"'> g P2e'X (PI é P2) --'>'H'''(PZ)e '\'r(X) Q

\+''' (pr) é''Y(p2}
A rocipl'oca Q aldlc'gaó

(3)Í'Y(X) dela.se âe11i Pà "''» X d.3nso de Pi G a X #g
'\t"( a) n 'H'''(x) # ©

A recípt'oea: do ]alüa 'á a]]á].oga ]Í ]b$d#fi&ü& ver que MÜG] = Mtt''t<O)]
t'0 -- .. -- .... . . . Z' . .óM .

Deí'i.nicÉio:ã SuponluHnüs Ple P2 Q que a ordem +do PI é. a resta"ição da OI'+

dem do P2' illâlsta- ca.se dizemos q.ue P]. êl cofiinl em P2 $e para todo pePZ,

existe q Q PI ta,]. qlae p ( q

i.EMA2: Seja Pjcofin.al em P2 e seja G unn pfílbro)4genápico am P2' EMbão

G n P]. 8 uri í$,í'ittroAéenertco om P]' A í'unção '\r dada. por''\+'''(G) = Gr\ P].

e cttaa híJ.eção do conitmto dos í'i-lbl'os M-gel:dpi.cos en P2 com o cona\;©to

. , Sejam P1 ,P,_, e :M conju.:õ.tos, parcialmente ordene.dos por ordem refle-
c. • 

Xi ~J'a. ' ~ ~ 6: M,, · 

LEMA.l i Seja '-1"" ~ P1 :.._,,P
2 

u.ma bijeção que preserva a fiYrdem., Então G!:i pJ!-
p f. ,p p " ., . p 

e um .i l tro M=ge:ne:rico em P1 se e so se 'I"'(~) e um filtro M-generico em 

P,, ., Jtinda mais MfGJ = Mtt· ," (e}.)]., 
e. 

~~Os nÚmeros (1):r~ (2)f~ (3)f' abaixo se ref-arem às condições da def1, 

nição de .t11t:ro M~genérico·o Seja. G ç.. P1 filtro M-genérieo em P
1

., Mos

t.raremos que '1"'(~) ~ P2 é filtro M-genérico em Pzº 

(J.)f ~'1 .... (P1:~~.Y(Pz) ~ "o/(G) ~ P1,Pz~ G'- --=> 3 P3~ CHP1sPz ~p3). -"'> 

't'(pl),'-\"''(pz) ~ 'f'(p3) 

f2)f "-Y<P1 ) ~ Y<P2 ) ér'r'(G") - > P1 {Pz = G -~ Pi= a -=,,'t'°fPi>e- 'Y~<i) 
Para (3)f ro.ost:r·aremos que X ~P1 é denso em P1 4:---> 'r' (X) é denso em Pzº 

Os. n-ê'unero .~i (l)díl (2 \ 1 abaixo se referem às condições da:. defintção de do:U 

ju.rrto denso ,, Seja. X denso em P1 g 

(l)d "'¾'(p1) )'-\""(p2 ) 6- "'r(X) -i? P1 ~ Pz6:X -iJ' P1 e. X'~ Y<P1 )_E-- -Y<x) 

(2) d '\✓(pi))~ p 2 .-nl_;, P1E: p 1 ~"'? 3 Pz (: X (' P1 " P2) --9 Y( Pz)E: '-1-"(X) e 

Y° (p1.) f 't"(p2t 

(3)/'·r OO denso t em P2 ··➔ X d.enso de Pi ~ G ê\ X 'I- ~ - > 

Y< G) (\ 'f'( X) ~ fá" 

J' ' • v P i> ~f:.:~:-}:i.A Í, •1 [ Y( )1 A. :r-ec:tp:r•ocat d.o lema e a.naloga, "' E J:Y!J'W'#'"'J.!U1W ver que M 1.GJ ~ M ' 1 G "' 

))ef:JJnxão.~ Suponhamos Pl e;. P2 e que a ordem -de P1 é a restrição da or

dem de Pzº 1q'ê:ste · caso dizemos q_ue -p~l é wJnal ew P2 se para todo p~ Pz 

extste q_ ~ P1 ta.1 que p ( qº 

Y,T.i''MA··.?! 0 e· J0

'"' n o"'-'iva l em -n • G •• .,, fth _.,:,•1 · .... oMg- 'V\et>""'J.,..O 8"' p r;,_,.:-,a""o ~ - -- ii}: . ª ,. l e i. ..t .. d. J.l!., r z e SeJa. :, 1.J..llJ. •.,-j.J. ·e.!. e .......... _.., .ul 2º .l!ll!!u 

p ~ - ,P • ... ""\JJ ""\.V( \ G ni P~, e um l4',fi1t::r.o generico em P, º A funçao 1 dada por , G, == G (\ P1 L i 

~ p 
e uma ·txtjeção do con

0
jltt1to dos fil-t:ro s M=generlco-s em P2 0ora o conju.,j.to 



dos filtros M genéricos en P].. Ainda mais M[O[ = mt'V(a)] .

29g.B í)euonstrareiaos. abãlx.o que G aPI é lm filtro M-,ganéríco om PI'

(].)f P]9p2 G G f\P]. -'=» ] p3éG (plsp24 P3)

Como P]. é cox'il)a]. eln ?à o conjunto X abaixo á denso em P>:

K = ip6PZ : p é íncompatfvel com p3 ou existe p':c PiCp3.<p' 4 p;) t
PDpt;auto x aG # g' aPI (pzlpà.ep')

(2=)í. Pa$Pb G G qP]. 9: P]G P]ii -» P] «i c'aP].

(3)r seja k-çPZ denso em P]' como P]. g eofinal em Pài

Xt = iip:épâ. : 3 pleX {lpsá p.)3 Q denso am P29 logo XiâG ?é @..

So:ja p éXI G7 » 3pl ã.X(p8'é p) ---> p'éXnG . como XGPl9 então

Pv &- Xa(G nPI).

sejam GlvGZ f].Zeros M genérleoa om PZ' Mostrar'amos que 'xt(gZ) #'xt'(CZ)

Seja. pé G].9 p4.GZ (se não o:ãsH.r faz:-se o mesmo pari.ocÍil:í.o para pega
P '# GI ) »

Fàzãm.os XP. = }p'G PZ : :pi á 5-mconpaEtÍvel con p ou pl? p}

xPé' }{ .e é denso on Pà. coIRo P]. é coí'mal em P2s XPQ P]. é denso em PI..
)4as a2f']iPi} Como viiüos. acima.9, á fi].tpo }q nárlco em PI' sêja-

q G (XP:n PI) n(G2:nPlls Bitao q 4 GI' Portanto q& C2,nPi e q4 GlqPI »
ou seja:9 'v'(az) / 'xt''(az). Mosto'amos assim que 'V' á injetora. Mostremos
agoz'a.. qTI.e 'V' é sobrejotor'a:

63a [! um í'í].tro M ico em PI.. Façamos

G ; Íp ê pa : '3 qG- H (p á q')'t

(} é filtro M-,g !iérico om P2' (a única. condição que não é de verifica -

ção dlx'e'bá. g a. 'bereeira. condiçamo9 onde usa se o fato de (iue se X Q doB

se eül Pb então XaP, é denso om PI)

Como- & o:caem é refle)(idas H G: GnP]õ: Soja p G GnP].i então exista
q [-i ta& q.ue p g,q9. mas ]] é fi].tro e portanto q €1ío Ou soja
li = Gí\í'. =V(H) e'V é sob:rojetora»

á trivial ver que m]c]} = Mt'V(C)] (G e 'xt«O) sâo equiconstiutÍ.voas).

viaja. P = Pi.v P>. P pareia].mente ordenado como segue:
$u <b].9Pá). 9 6pâ.9pã) e p então

9
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dos filtros M, .. genérfcos em P1 ., · Ainda mais M[G] = M[~(G)] º 

Qemi Demonstraremos. abaixo que G f\Pl é um filtro M- genérico em Plº 

(l)f Pi~Pz ~ GI\P1 ....-.--; 3P3 1::G (p1 ~Pz~P3 ) 
4> IP e.tom.o P1 e coí'inal . em. P2 o conjunto X aba:Lxo a denso em P2i 

X = f P, P2 ~ p é :t:m:corrrpa.tf.vel com p3 ou existe p''~ P
1 
(~ í p 9 , p;) J 

Pb tP.tt-t.n_:to X () G ,t {ti' __...-,. ::t p ~ G: G· t\ P ( p p · ~ p v) ~';) -- ,, 1 1'-2""' ' 

(ê)f' P1 ~pi2 G.G·rtP1 ~~ P1 ~P1;-> Pi~ C:' f\P1 

(3):e Serja X.~Pl dezi.so em PJ." Como P1 é eofine.1 em Pz 
X' = S p € P ~ 3 pº 6- X ( pª '- ·p.) \ é denso em P2 ~ log_ o xu (j G -;é 0o-l 2 

Seja p ~ XºI\ G ==)' 3 pv·é. X('pur~ p) -.'> pu G X()G ., Como X ~P
1

j ·então 

p 9 G xn (GnPl)"' ·· 

$.ejam G
1

~G
2 

filtros M~,genéricos em P2 ., MostraTemos que 'r(t1) r,t"'(-'(G2 )a 

Seja. P!é G
1 

~ p ~- G2 ( se m.o exi s:tJ.r fa,z ... ·se o mesmo raciocin.i.o para p e. a2 , 

P éfe ª1 ),, 

-- · · X :::: Ç B - p o P • tf 1 ~· l fa.7-i:em.os:. ·•p·· l p G 2- :; p e imcompai: _ve_ com p ou p ' -:, p J · 

XP~ M e é denso em Pzo Como . pl é eofinal em P2~ Xpf) pil é denso em plº' 

Mas u2 ()P1 , como vimos. Rcirn1:L,n é filtro M-genérico em P10 Seja 

q· é Or.pF\ P1) f\ (G2:nP1 }, :§ntã.o q f. G.1'., Porte,nto q6 G2l) P
1 

e q·4 G1 <'\ P1 j 

ou seja~ 'f"'(C.1 ) t- "t'(G2 )º Mostramos assim que ·'Y é injetora., Mostremos 

agora qu.e 'V é sobrejetora~ 

~a H um filtro M-genér:ico em P1 ., Fa.çamo s 

G = Í p é P2 ~ '3 qG H ( p 6. q) l 
G é f:i..ltro · M=ge:nerico em P2 ., (a. Ún:lea" cond~ção que não é d.e verifi.ca = 

ção dj_retà é a terceira. condj_ção\l onde usa- se o fato da que se X é de,!l 

s:> .... m P2 entii.o X (1 P
1 

é denso em P1 ) 

C'Omo a~ordem é reflexiva.5> H Ç,0.r')P1 ~ Seja p G G('\P1 ., então exista 

q €- H tti-~; que p ,rh mas H é .f.j_lt:ro e portanto q EH., Ou sej~ 

:H == G f) P
1 

· =_'r"(H) e "t' é sob:rejetora,, 

É trivial ve:r que M[G) = M['t'(c-)J {G e "~(G) são e·quicon.strut!vais)., 



pz pz>q «pi)pà'> «--> pzíp{ a: pz<pã

iEM&3.g Seja. G tjm fi]tro ]{.-genérico em P. ibt;o G = G.t XGp onde G.

um í'litro Mngenep]co em P]. a G2 e um. fiZEra mi]al] mgenár'lco om Pà (ou s
seja m]b] = m&ai]faZ])» Recilproea.mente, se GI á t]m f3.1tro ]q-genéri.co

em P], e G2 g um. fiZEra U[GZI :gener]co em P2 então G].-x G2 e um ÍT].tro M
gonápíco em P. '

Eeg: GI : l p e'PI & 3 qe P2 (<p9q'>eG) i
G ; iq 6p2 : g pe pl (<p9q>e G)}

Trlvlálmente G ç.GI x G2' vajamoa. a rccilprocalB

Soja <p9q>G G].}ç G2' Então e=d.stop qt G, P29 pvc PI talsque < p9qi.>é Ga
<p' tq> 6G. au filtro ]nlp].lea que exísi;e <p9''!q+'.> eG tal que
<ptP,q> 9 .<'p9qt> Ú <ptf)q't> . ILogo <p9q> g <'pttlqa>e portanto <'psq>e G.

140stremos que G]. á um fiZEra M-gonárieo em PI' (1)f Q (2)f são @;
ti.sfeítas trivial.monte. Seja X denso em, P19 XGM. Enxüão Xx PP. á denso

om P o portanto GQXxP2 / #9 ou soja9 GlnX # g Q a candiçâo (3)f tam-
bém á sa.ti sfeíta,

}[ostremas a.gola. que G2 e u]n fí]tro MtOa] -genérico en P2' Novamente

(1)f e (2)f saio s blsfeitas trivi-almeilte.. Bela X « MtaiP denso en PZ'
Embalo e=xi.ste 'uma f'árnmlã +(x) de l:gh(G) tal qu-e

uÜaal b Ó'(x) <'--> x = x
Pelar no ssa.s h.ípóbe se s va.lem:

}iÜGl] h 3-!x&'(x) a }]8Gl] k:' ''Íx('F(x)""»x á donsc' em P2).

Bejal portanto p].e G]. qu-e í'orça essas duas sentenças.. Façamos

Xi = Í.<psq>eP : p e incompatível com p]. ou (pl<p Q p lb q'e.X)

X? á denso e}71 P. Gom. aí'eit;os

( ].)n#Ê$gZ P' pq' >gl>p&<'Ppq '> e Xi

(a) p} incompatlpvel com pl "'''D pt ineonpatÍval cüm pl

(b) plá PSP' -'g'' p' força as. seguintes santençasi
(i) X á denso eln Pp

(j.i) q a.X

{ j.ij.) q á qi

ç3 uol.tanto: pi \Ç- q.!6X. Lc)ge <'F-'uq8> (i X
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LE.1111:.,'3:t Seja. n um filtro M=genérico em P., Então G = G
1 

·x G
2 

onde G
1 

um filtro M=genêrico em P-1 e G2 é um. filtro M(G:i1 =genérico em P2 (_ou s 

se .;ja. M:[GJ =- M [G1)Ca21) ., Rec:i.proca.mente i se G•1 é um filtro M=genérico 

em P1 e G2 é um. fil1";ro M[G
1
1 .,,,genél"ico em P

2 
então G

1
x G

2 
é um filtro 11 

p • 
gener1co e.m p., 

G l ~ l P e, P l :;. 3 q (f P ~ (<p' cr) ~ G) ! 
Gz == t q ~ P 2 = ~ P ~ P 1 << P j q> ' G) l 

TriviaJ.mente G· Ç.,G"i x G2 º 'VejamoS: a reciproca: 

Seja (p 9 <1",~ G1 x. u2 º E.ntã.o enstem q•R G. P2 j p~'lii P
1 

taisque·< p9qª)E- 60: 

<Pª \)q) ..-;.G ., G :fi ltro i mplica~. que existe (pç',jq•tt) E:-G ta:l qu.e 

..i'pu ~_q) ~ (p~q') ~ <P" ilq") " Logo (p 9 q) ~ <P" ,q:".>e portanto <P'jg) e G., 

Mostremos que G1 é um filtro M=genérico em P1., (1):r e· (2)f são 8§!. 

"' p tj_sfeitas t:rivialmente ,, Seja.X denso em• P1 'j XGM., Entao XxP2 e densn 

em P e :portanto G 1) X)tP2 -/- flJ:9 ou se-jà. 9 er
1 

n X '# f6 e a-. condiç-ão (3)f tam= 
.P . p t - · • 

be.m e sa.tj_sfeita. ,., 

Mostre:m.o,s a.go1--a~ que G2 é um f'i:l.tro MtGi] - genérico em P2 ,, Novament·e 

(l)f' e (2)fnBão saJ:;isf'e_itas triv:talmente., Seja. X~ M_[GJJ denso em P2 o 

F.ntã.o existe uma fórmula.. 1 ( x ) de ~ 1/ G) tal que . __ ..... .. . ___ _ _ 

M (G°l) \~ (\') (x.) <-> X =- X 

Pelas, nossa.s hipóteses valem;; 

_Seja.L portanto P1,IIE: G
1 

que força essa-1:i duas sentenças,,,. Fa,.çamos 

x.u = l-< p 91 q) E; P ~ p t; :incompatível com p1 ou ( p1 , p e p I~- q·6. X) 
p 

x_q e den.so em P,, Com ef'ei t;og 

( l)a. < pti jjq u > ~ (pí)c,t) é x~ 

(a) r;: i.neompat:í'.vel com p1 --... --;;, 

{b) p
1 

i p ~ p 9 ..,,_...,11, pu força as. seguintes sentençasi 

(i) X é den~o em P? 
'·-

(ii) q~X 

(lii ) q_ ~q_R 

(-) portanto .. p 9 \\-- q~~:;c , Logo < p u'yq 1 )- ~ x'•o 
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(21)d Soja <'p' 9q'> e P. 8e p' á incompatível. con p]. ontgo Zp'9q'> eXI
e va].e (2)d' Supolilumos que existe p tàl que plsp' g p' Então p força. as
seguintes sentem.ças:i

(i) X á denso em PP

(ii) ql 6 Pp

@j.j.1.) 3 q cx (q' 4 q)

formemos o pai'<p9q) ta:l que qiá q e qa.X.. Asse.n p tt" q'G.X ! pleP 9
<p19ql> Ç <'p)q> e <p9q:>eXP. Como forcing á exprossaval Qm Ms X+ eM;

mas, G é um f]].tro }{ nerico e portanto G QXt =# g., Soja «'p9q>eG r\X'.

Assim p9pl«à GI e portanto são compatíveis. ]Logo pl'G p e P l\'"' q:êXs ou
seja q. é. G2a X 9 o que ternina de demonstrar a terceira Condição para
í'i].troa

Vejamos a recjlproca. Seja GI filtro M co en PI a G2 filtro

M(G[l enerieo em P2' }40stremos que G].x G2 e um :fi.].tro M norlco om P..
A:s condições (1).f o (2)f são de verlf'ilação imediata. Seja X ê M

denso em P. Fa.çcamos

Xi = 1.q'GPz : 3PeGI(<Pvq'> eX)l} .

CJ[aramente X: 6 m(]al] . }ãostrenaos que XI é denso em P2'

(].)d q'à'q'âxt pega. (<p9q '>éX) 9 lnas<'p9q'> >z <'plq>9 eX
e denso e portanto <'p9qg> G X --> qieXt.

(2)d Seja q e P2' Façamos

Xq.; }PePI g Bq'GPZ(q(q:',\ {p9q'>6 X)} .

XqG M claramente. Mostreizos qu-e Xq é denso em Pl:

(1)d pt ).p éXq --» p'6 Xq trivla:Melate
(2:)a pedi -» .Zp9q> € P 9 X denso em P 3<'ppgq'> e X tal que

Z'psq'> ( <PI)q'> '-» P$P' A P' eXq '

Logo e:leste p 6 G].nXq' Sela qi € P2s q'<,q7 e «psq't> e Xo Então
qZ.qv e q! eXI , o que tax'mina. de pl'oval que X' é denso em P2'

Seja q é X' QG2' Entâlo oxisEe- pêGI (<'p?q> 6X)---» <'ppql>eXn(G].XG2)

lJa.qui para latente su,poremos que P]. e P2 possuem um elenonto nlnl
mala O. Esta hipotese 11ão tira a general.idade d-o que vimos :fazendo pois

se P é um conjunto parcial.medite ordenador P é cofilul em P U}O} (V papão.(P)

- .i. :2. _, 

(ê)d Se-j°a (pu ~q 9 > e, P .., Se píl é incompat:fvel com p1 então <P 1 
9 qu) E. xu 

e vale (2) dº SU.ponhamos que existe p tal que p1 ~p 9 ~ p .. Então p força as 

seguintes sentença s ~ 

(i) X é denso em P2 

(ii) qtt G P
2 

[H ii) ;tqG.X ( q e, q) 

formemos o par < p ?q) ta.l que q·9 i q e q G- X .. Assim p \\- q· G.X 9 p1 ~ P 9 

(p' ílq\,· , <pjq) e <:p 9q'> G xv., Como forcing é e _xpressável em M9 x' e.M;· 

maS> G é um filtro M=genérico e portanto G f\ xu ;t fl,., Seja <(p 9 q) E G f1X'. º 

Assim p 9 p1 e. G1 e portanto sã:o compatíveis ., Logo p
1

, p e p 1\-- q '6- X9 ou 

seja q f; G2 0 X 9 o que termina de demonstrar a terceira condição para .. 

. filtro .. 
,, p 

Vej amos a reciproca\º Seja G1 f:.i.ltro M-generico em P1 e G2 filtro 

r, " . /.) p 

M"Gl] ..,generico em P2 ., Mostremos que G1 x G2 e um flltro M=-generico .em Po, 

As c ondições (l)'f e ( 2) f são de verificação imediataº Seja X E M 

denso em p,, Façam.os 

X 9 = l q· G. p 2 ~ 3 p E G·1 ( < p ~ q., E: X) J o 

Claramente Xº G :M(GiJ f) Mostremos que XR é denso em Pzo 
( 1) d q ~ ~ q E. X u -'> .3 p E: G l . ( < p 9 q ) ~ X) \) mas .( p ~ q' ) '?..., ( p \) q "l 9 e X 

é denso e portan t o < p 9 q 9 ) ~ X _-> q u di X 8 " 

(ê)él. Seja q~PZº Façamos 

xq = I P ~ P l g 3 q i E: P z < q ~ q•u A < P 9 q ff > ~ x) } º 

t> 

XqE: M claramente,, Mostremos que Xq e denso em P
1

~ 

(l)d P 9 ?_ p 6:Xq -~ pi - Xq trivialmente 

(2)d p e P1 -> .(.p~cr> 6 P 9 X dens.o em p., --;:i, 3<p:9 íl°q 9> e X- tal que 

.( p ~ q) ' ( p u ~ q o)' ~ p ~ p u . /\ p o é Xq, ,., 

Logo e:idste p <f: G
1 
n Xq " Seja q 8 G Pzj q:{ q ~ e (p 9 q·9 ) .é:. X,, Então . 

q ( q 'I e q O .a Xº~ o que termina. de provar que X9 é denso em P2 o 

Seja q ~ x~ f)G2 ,, Então ex.is.te· p aG-1 ( (p 11 q) EXJ - -:> (pjq' )éX()(G1 XGz:} 

Da._qui para frente suporamos que P1 e P2 possuem um elemento mini= 

malg Oo Eata hipótese não tira a generalidade do que vimos fazendo poi $ 

se P é u~l con,junt~ parcialmen:te o:;:-denado 9 P é cofina.l em P U t O j ( V P G P':i"O~p)., 



O [ema 2 di.z que P' Q PulOS sâo oquiva].entes para o que nos .interessa
aqui.

[:EUAb.: Sejan P = P]X ]2P + lama sentença o p :< p].!p2>eP. ( + é: senta.

ça de b;qi(C) para a].gum G = C].x GZ .+a]. que p õG. É ímportanto nota.r qua
Êste; G: á ].ivre, ou seja, não í'i.xado)

Se <'p].:sp2> lt'' "M G] ]b $' " altão ./p].9O> ]t''' "MÚGl] h +'"''
.12993. &iponhamos (}ue nâo.. Bntgo exl.sto <'pispà:> » <plsD > tal que

(X) ZPi,Pà> \\"' "}4tGl3 h' -'' + ."
Seja G' filtro M náríco em P tãl que <p3.)pà> e G'. Tomos então polo
lema Z: G' = G.i.XGà e vale MÚai]. }=.-1 (+ (por (1))'. : Seja 8ll lm fil--

tro ntü.iÍ] enér]co em pZ ta-.L que pzeaâ:. pê].o ].ema. 3 0ixe! é Mugoné

rico G pçCjxCã' . Porta-nto, pala hipótese" Mtail\ b i+ e chegamos
a, lama contradição.

q

t

q

Í

B liVngõe s co].ap.san.tes e descrição do modelo

Seja À / O um ordinal de M. Seja P.a o conjunto das funções f
tais que d.olnfç UA./, eom contra,doatÍ!!io À e l ft finito. rh e parcialme;E
to; ordenado por inc].usao.,

seja G um fi].tro M-gonéi'íca om P/a então i.JG = F á uma flziiçao9

F 8w > 9 soba'ejetâra. Com efeito, provados que doam = W . Se'ja He.uJ

então o conjunto

h: : Íí' pa : -''h"Í3
é den.se em pa p portanto exi.ste f G Xnn G9 ou- seja? n ê dDmF.

Privemos que F' á í'unção: se.jam<ln,q>, ('n9/3'> € F) 8Rxbâo exá.saem

fgg eG pais que <n)d. > € f e <n9 /B'> G g. C'nmo (} e í'litros seja h»fsg

então <n9«> U <'n9/3 > G. h . Como h é função temos quem «. =/f3 '

f'movemos que F á sobrejetorag seja « G À , então o conjunto

x« :fté,Pa ; ] n'> '''«n,«.> 6 h) \

á denso em Pa 9 ].ogo XVr\G.?l g 9 ou seja-p existe ne co ta]. que
F(n) = «

[)e F :lu -».a ser' sobrejetora segue q.ue À á emmergve]. 8m MtG.J.
rqn !mn m A nín nva 'l Aln.l-A-A 't=T A u-,h..=.L'.nn .=.,. /'4 nü-n- -nn=n.

9

- 2'3 -
O lema . 2 diz que P' e PtJlO) são equivalentes para o que nos :lnteressa 

aquio 

LEMA4; Sejam P = P1 )( P2 ') <\) uma. sentença e p = < p1 5>Pz ') e: P" ( <p é, sent!t 

ça. de ~/G) pa.ra algum G = G1 )( o-2 i'"al que p 6 G" t importante notar que 

,ste: G\ é J.ivrej ou seja.\) não fixa.d.o) 

Se <P1.~P2 ) 1\- "M G1 H- cp n então .<('p1 90) 1\- nM[G{] F tp "',, 
)~t ·aupon..he.n10s que 11.ão() Então existe <p1~Pz> ~ ( ·p1,o> tal que 

(1) <Pi,1Pz) \\- "M[G0 \-- -, q:> " 'º 

Seja GU filtro M=genérico em p tál que <Pi,Pz> ~ QW., Temos então pelo 

l ema. 3:· G9 :;;: ª1 )(. Gz e va,le M[Gi J F-.., c:p (por (l)Jlo Seja ~2 um fil= .. 

tro M(Gi]=gené:rico em P2 tal que Pz:E: G2., . Pelo lema. 3 Gi ><G:!E é M=gené 

rico e p Ei ªi X Gz' ., Portanto~ pela hipótese . M(Gfl \= 4> e chegamo: , 

a. uma. contra.dtçãoº 

Se.j a À -/- O um ordj_nal de M<') Sej,a . P.,, o conjunto das funções f 

t ais que domf, w 7 com contradomínio Â e ( f \ finitoª P,-i 
t> e parcialmen 

. . .... 
t~ ordenado por inclusao~ 

p ,., u p .... Seja G um n.ltro M-generico em P" enta.o G = F e uma:. funçao 1 

F ~ vv -> À i sobrejetôra., Com e.feito~ provemos que domF = w "' Seja n e. w 

então o conjunto 

2S1. = l fé PA ~. n <H!lomf' ~ 
p 

e denso em P;t ·51 portanto existe f ~ Xn n G.., ou seja:'.!1 n 6. dbmFo 

Pnovemo s que F' é função~ . se,jam ( n~ O<. ) ~ (n, f,) > ~ F ,i . entã.o existem 

então <n, o.! > U ( n \l 13 > G. h º C'omo h é função temos que~ ac = ~ ,, 

f>rovemos que F é sobre,jetorai seja ot & li. 'il então o conjunto 

X~ = f fG P;t ~ :S 11. é- w (('n 9 0<..) ~ h) \ 

é denso em P À ? logo X~ llG _t- 0 , ou seja., existe n 6- w tal que 

F(n) = o( " 

De F ~ u.r _..,, ;t ser sobrejeto:ra segue que ;t é em.:i.merável em M(GJ" 
• p ,f' Ainda mais~ e poss1vel ob t e r F a . par t ir de: G c omo segue: 



G' = ) f 6 PÀ

Poz'tanto M[G) = M].V13

]»gliEi;gão: Dizemos que F 8 \-o-...> À 8 uma função colapsante M=gonérlca sa

F provem de un f!].tro M-.gonerlco on Pa. como descrito acima.

IEMAlg Seja F :. w -» .À uma função co]apsante M genári.ca. EhCão ox].ste

s-.G. \.u 9 sç M'tF] ta] que MtF] = Mt.S].

11»g:: fazemos F cõdlí'ícar s pondo

s = IÍ 2n3n : F(n) ( F(m) i .
É claro qie $ M[F]. Mosto'6os agora que Fé Mfs:3. Vamos. defInIr'

uma relação# de equivalência ax.l en (n .. Se m)n e to 9 diremos que m N n
se e s8 se 2113mé s e Zm3ne-s (ou seja, se F(n) = F'(n)). g c].aro quem

pertence: a Mts0 . Portanto o conjunto A = \a,4o tambéatÓe+rteuco a MFs].
Consideremc s. em A a« seguinte re].anão .( do ordem. So [m[)9tla] GA

((]m[) = classe de equivalência de n) então i]mB< ['n] se o só se 2il3m# a.

(se Ftn)< F(n)). F' i.nduz uma função F! : (A)<.>u» <À,<> que é bij3
topa. e que preserva a ordem. Logo ZAs<.> á bem ordenador e portanto

bem ordenado om mZjsJ. Seja p'ti: A-» '( um isomorfismo de <As <' > eom

<&. $ 9<> 9 Ft'é MCs]. Ft' e)nisto porque MÍsÜé nodâlo do ZF+AE.

A fulnção Fna(FV)'lt X-õ a( é claramente a identidade. Como a l-.
dantldade pertence a MtsJe Ftíé. M(s] temos que F'e Mrs3.Portanto F G MÍlsÜ.

Ouse:nra.çaQ: So G é um filtro M generlco em PÀ ) F :; L) G e sç;w.y
s eMt]P] como aelna9 temos as seguintes igxmJ-dados que serão importantesi
no decorrer do trabalho:

mta] = Mtp] = MÜ6 ] .

e queligam lm ttTQ&]ti(s) a um fi].tro genérico.

Vamos definir o conjurÀ© Pi. p'a GP o conjunta"das funções f 'pais
que doar G À x'o 9 contradomínio de f é À 9 \# l fxMto e f(<.q,9n>) < k

(onde fizer sentido). Consi.detemos P )' parcial.mento ordem)ado por Inclusão.

llW{A2: Seja G um filtro M !co m Pa.. Seja. O <'(<À.. ])efinimos

f.:,( : w-»q por foC = j<'ngp'> ,: } << q 9n>s/3>3 € (!}. Ehtãa f iá sobro.
Hom. Ânn'lnn'n g da. h:lllc15es oo]aosantes aonár] eas í'ellas no !vício de.g

e

L .;= n =r+

-..?4-
(}! = I f ~ PA • f G F ! 4 

• 

Portanto M(GJ = M(F] º 

Dafinição: Dizemos que F ~ W->.À 
p 

função colapsante M-genérica e uma se: 
, . , . 

F provem de um filtro M-gener1c·o em PÃ como descrito acima.o 

LEMAl: Seja F : . w -> À uma. função colapsante M-genérica., Então existe . 

s.. '- w ., s ~ MÍF] tal que M[F) ::: M (S]o 

Y!!fil: fazemos F codificar s pondo 

s. = ( 2~m : F(n) ~ F(m) l Çj 

É ·claro que s 6. M[F]., Most:rmos agora que Fé M[s]., Vamos. definiF 

uma relaçãoi de equiv•alê-ncia N em w .., . Se m,n <=- ~., diremos que m N n 

se e só se 2~mE- s e znl_3nE- s ( ou seja, se F(n) = F(m) )'., É cla·ro que N 

• pertence? a · M(s]., Portanto o conjunto A ::: W /f\l tambémptrtem.ce . a M fs],, 

C'onsidere'rac s em A a_ seguinte relaç~o <:::: de ordem., Se [m),[n) E .lt 

((m) = classe de equivalência de m) então lm1 < f n] se e só se 2.~mf s., 

( se Ff m)< F(n).) ,. F induz uma. função Fw : (A.,<.)-.), < ÀJ<), que é bija 

tora. e que preserva a ordem., Logo (..Ar;<.) é bem ordenàdo 9 e portanto 

bem ordenado em M[s]a Seja Fu~ A-'> a( um isomorfismo de (A')< ) com 

·(o< 0 
9 .(.) ., F"G M(s)., F" e::d ste porque M(s1é modêlo de ZF+AE,, 

A função F"e(F º )"''-l~ À ~"> 0c'. é claramente a identidadeº Como a i =- . 

dentidade pertence ·a M[s]e F"é-M[s] .temos que F vE M[sl,Portanto FG- M(sJo 

~ p 1-' u 
Qbserva,.ç?;._o: Se G e um filtro Mmgenerico em PÃ 9 F ::: G e s Ç; w 3 

se- M[F.J como aeimar; temos as seguintes igualdades que serão importantes; 

no decorrer do trabalho: 

M(G-) = :ti(F] = M [S ] ,, 

e queligam um. "real"( s) a um filtro genéricoº 

Vamos definir o conjun1t> P,., pi\ é ·O conjunto das funções f tais· 

que domf G. À ,e w '). contradomínio de f é ). ~ \f l finito e f(<~ ,n)) ( <lc:. 

( onde .fizer sent_ido) º Consideremos P Ã parcialmente orde11.ado por inclusãoº 

LEMA2i Seja G um filtro M=genérico em P~,,. Seja. O <. 0{,< ,\ o• Definimos 

fc<_t w ->o< por f~:;:; {(11 <; ~ ) - ~t<<O( ~n►r;,'a)j e GJ.., Então· f é sobre., 

ç i~ ( v • p 1" 
~.~ .Analoga a. das fimçoes Q.Olapsan ces _gener j ca s feitas no in cio deJ! 



': ,4. +3 +

ta subseção..

corola.RIO: í3eja G um filtro M nerico em Pa'. Ent;ão À< itxm8G]

])em3. Para todo « 9 o '( «< a9 fq. : t.D -» q. é sobrelet6ra Q :f« € 1'iCG].

Portanto l « l : :\'oM(IG] \V«e,a,s OC. # o, do onde segue que a. { je'.r'ta.]

No qu-e segue M será um modelo transitlvo e emDmeravol do ZF + "E«
xisto um cal'dlna] forteimnbe ]nace ssÍlve].tt

( I' é fortemente ImcessÍvel se

(1) Aüy e \AI < \t'\ -> mapa <-ã'

(il.) N' <. y -» 21K' < y )
Seja .r'lP € }1 fortemente ilncess:Ível em M. Com a. notação anterior9

seja G um fi].tro M ico om p"a.. Clumaremos N = M(G). Vamos mo.g

t,= qú; .n : N.w .
ii,RUAS: Seja l G M9 l S Pa. Suporlhamos que qlnisquer dois elenentos dls

tintos do l sao incompatz/fieis. Então, em M9 l tam mardi11âlidade menor

que .n . Ma.is precisamente, existo um 7< -Q. tal que ICPI
Dom: ]'elo lema. de Zorn podemos asstmã:r l maximal(n om M vale o axioma
da esc81M.).

Befinlnos uma sequência de ordinaís {'ÍÍ : íew\ í'acendo:o que WP

segue: ?0 = w .

supo11taamos ?l definido e 7i < -Q.. .

p l ç: 6)Í(7j.xw'cZi) ( 6>Í g partes í'inatas).S, .!. -l- n

l $ max(W37i) P7il z. .a.
Seja haJ:/l. como l á maxlmal nas famílias dos subconjuntos de P

Cujos elementos são dois a dois !11:eompatílv'oisp existe fhe is fh comPB.

tÍvell com h.

fhe p'a ''''+' .S À.h ''a .tal quejê.huíhe ?À .". Então

n é p] i e Àh e obtido coIRo acima } 1 = \ PIÍI 'c "rl''

Portanto o. su$: À h< -'Q' .( -n.. é inacessível).

'-«::;,H:ll,:l:l«:le:i:':.,::.; . ... -?t''': %J, z« :,?=q'
' ' .

Como .Q g ina.cassa.Volt 7w<..a . Mosbrenos que l G P w.

Suponlmmos quenão. Soja g G l9 ge p7'ú . Soja g' a r'estria:o d.©

0

\

ta subseçãoº 

COROLÀRIO; Seja G um filtro M-genérico em pÀ,, Então i\. ~ ~M[G] 0 

~ 

~~- Para todo IJ(, j O < °' < À 9 f<t. 2 w -.> "<. é sobrejetôra e f4< f: M(G ] ,, 

Portanto. 1 °' l = st' 0 M (G1 
11 '7 ot. ~ 'A 9 Ol f. O j de onde segue que À -! fC]~GJ 

No que segue M será. um modêlo transitivo e enumerável de ZF + "E* 

xi ste um cardinal fortemente inacessível"º 

( '( é fortemente inacessive l se · 

( i) A ~ '( e · \ A\ < \ l( \ -> supA · <.. >{ 

< ii) i('' 4 ~ _,, _ z·il1 ~ r > 

Seja. .n ~ M fortemente ina:cessf vel em M,, Com a notação anterior 11 

seja Cr um filtro M- genérico em p.n o• Chamarem.os N = M(GJ, Vamos mo.2, 

N 
trar que n = i'C 1 º 

LEMA3~ Seja I E M'.í) I f P 4 ,.. suponhamos que quaisquer doi _s elementos dis= 

tintos de I são incompatíveisº Então? em Mj I temmardi.nàlidade menor 

· que .n º Mais precisamentej existe um l < 4 tal que I, pf " 

Q~g Pelo lema. de Zorn podemos assumiir I maximal(• em M vale o axioma 

da escÔlha),, 

Gefinimos uma sequência de ordinais \ 11 g ie:.w1 faz-endo~o que fll/ 

segue~ 

Suponhamos 7.1 definido e 11 < ..Q. _ º 
l· -

P ::i.. ~ (Pc.( 1. ~ \ .U 11.1.) ( (?f é partes flnitas) 
. .t l 1 

-,· \P 
11

1· ~ maJr( w 1 z i) -> \ \i}1
1 

\ 1... ..aº 
Seja hi!: P;f i,, Como I é maximal nas fam.Ílias dos subconjuntos de p · 

cujos elementos são do:i.s a dois in"t.ompat:fveis)) existe fh 6. I ~ fh compll 

tível c om h,, 

:r: (i p..Q. -=:V 3 À "- -R. t al que 
h h 

\
~ h . Ji íl " 'b ' ºd l Àh ~ t=- P e h e o ta o 

hUfh é P~h º • Então 

como acima } ·1 == \ Pl 1 \ 

Portanto o su1,. í'l h ,t,, ,_Q ( .n. é inacess:fvel)o 
hEP 1 - ,\_ J ) 

Fazemos ? • = max( sup f h11 in º 
J. + 1 h4: p 1 i . . . 

· •' ' P' 1 . 1 · Assim e v erde.de que nE- i mp ica em 
1 . 

f,. 6 P' i+ 1 0 Seja 7 w =. supit'1 º a . J.~W 
lw 

Como ..Q. é ine.cess!ve l~ ?"" ~ .n.. º Mostremos que I ~ P º 

suponhamos quenãoº Se j a g dê: I ~ g f. ·p'?w º Seja gª a restrição del 



g a q'w x\u:ã: Como doma/nlo de g 8 flnito9 gté p?n para algum n. Pop
consta'ração existe um gn eP iU'ló l compatz/vol com gt. Mas gtt não é com.-

pa.e:Ívol com g (g9g" CI)., Então existe <«9n> 6 doma rldomg" com

g(<«,n>) ié g"(<e,n)'). como '<'q,n> e.dome'' ) < <'Zm.l< 7t'' ''

Pe].a dafinlção da g'P g(<'«tn>) = gt(<'C,n>) # g"(<'qgn>). O que contra:
di.z o fato(Ê gl e g't: serem compat:Íveis. Logo i € Pz'o.

corolário; 3Ca.m = .n.

29U: Como já sabemos que ..r'L g: i(.T (corolário do lama 2)) basta nostrar
que se f 8 w -->.{'L9 f G N entala f tli$o é sobrejet8ra. Seja po uma conde

ção que força qu.e f g (.o -»-.fl.. a função. Seja n e to. Consideremos o coE..

junto Cn : ÍP € Pa: P >po Q i) força algum valor para f(n).}
Soja 1. uma subi'anÍ.lia. deck maxímal em relação a incoinpa:biblldade dois
a,. aDIa de seus elementos. Pelo lema li.l < -1'Z . Seja

?n : max (supif(n) & t(n) í'orçado por algtzm p de in 3s 7n-t)
onde fa:z se a convenção que ? ]. :-O. Exltâo9 .como -.Q é Inacess:ível )n'( 'f\'

Deaba ma.Eleita se con.segue unn seque'meia 7o <- ÍI ''< ''' 7n :á" ''' . De

..Q ílm..cessível segue que '7 = sup 7n '( -f''L '. Então e)d.ste} ac', 7< e 'C -.f2-
n «i.0 "

qtxe llâo á atingido pela f.,
(para: mai.c,r formalização coxa'roubar

com a demonstraçlío do lema h abaixo)

Seja GÀ = C.aFa . Clalumente Pa= PARRA onde

RÀ B ÍÍ'ep'n: doer a «xto= g ! Logos pelo lemaj3 da:, subseção As
GÀ \C G' onde G À é.f]].tro M eneri-co em PÀ e Gt á um filtro }lIGa.Íu

genál'ica em R ''\ .,

]l,ilM/LÜ.: Saia« f € N lma. funçãlo) =a : c© --» ©@ d Então para alg'um 7 < -r'Ç

f G mBa-tJ

f <x;,y> : N b 'b(x,r) l .
Soja pde G tal que po\\'"' "ii<'xsy> : + (xgy)3 á função de üA) em QB '"

Sela n {'o $ dizemos que p cepo decide. o valor de f(n) separa .al}

gwa ordinal .À de }{ p W-' +(E.PÀ). como p oxtende po í3 po fol'ça que :f é

funçao9 o opclinal 'à fica unâlvocament;e determirlado nor D e n. Mas feN

g a 1 w x \.-V º Como dominio de g é finito 9 g w ~ p'n para algu.rn n ,, Po:r.· 

N lm1 , - -
con struçao existe um g 11 e P · 1) I compat1.vel com g '" Mas g" nao e com ... , 

pat.Ível com g (g ,g1t t::IL, Nntão existe <ô< 9 n) G domg ()domg" com 

g((C>l 9 n)) ~ g"( <"<:. ~n>).. Gomo <oç'in) es .domg" , °<. <.1 1
< "'l w a • 

n+ 

PeJ.a .. definição de g 8 , g (<O( jn)) = g n ( <o<..lin>) -1, gn ( <ct1>n>) º O que contr~ 

dlz: o fato rn g' e g"' serem compatíveisº 

coRo LKR10 g J'Ct = n 
~~ Gomo jrr sa.bemo"s que .n. ~ t_1; ( corolá:rio do lema 2) 9 basta mostrar 

que se f ~ w ~'>-n..~ f ~ I{ então f nij.o é sobrejetôra ,, Seja p
0 

uma condi, 

N ~ ~ çao que força que f g <.,\) ·--"> _q_ e: funça.o.,, Seja n 6 w ., Consideremos o con. 

junto Cn = ( P \S P.n ~ p ~ p
0 

e p f9rça algum valor para f(n) J 
Seja I uma subfamília. deC maximal em relação à incompa:hiblidade dois 

n · n 

a,. doi@ de seus elementos ., Pelo lema. \rn \ < ..n. º Seja 

? n ~ max ( sup{f(n) _ ~ f (n) f orçado por algum p de 1
11 

) l1 t n=-l) 

onde faz-se a convenção que z..,,l =- o"' El'ltão~ como -1'1 é inacessível ln<...!"'\, 

De s.-'ca maneira se consegue uma sequência 7
0 
~ 11 ~ "., 0 

5 1'n ~ º '"" º De: 

...q_ 1na.cessível- ~ague que 7 = sup 1 4. .n. .,. Então existe, O( j 1 < ~ <- -Q. 
n <=-'-1.) n .. 

,,,, I' 

que nao e at1.ngido pela f .. 

(para .maior formalização confrontar 

com a demonstração do l ema. h abaixo) 

Seja ·a À = G n·:pÃ {; Claramente Pn ~ P)'. x R )1 onde 

R '1' ~ { í' -E. P .flg domf () · Ol x w = fi1 ! ,,, Logo l¾ pelo l ema3 ela, sub seção lt 9 

G = G >. 'z< G ~ onde G À é. filtro M=genér:lco em P i\ e Gt é um fi ltro M [G ~J = 

.f' • R À generico em • ~ 

LEMA4~ Se;ja: f ~ N uma. função j f ~ w _,,, @R " Então para algum 2 < ~ 

f e. M[G"f] ,, 

Qfilrl.i 

Seja /p (x 11 y) uma. f órmula 

i' = t < x,jy > â N F 

de 'd,M ( G) tal que 

<p( X1Y ) J º 
Seja p -E: G tal que 

o 

Seja n ~ uJ ;· 

gulil ordinal t1 de 

p
0

\\- u1<'X~Y>:! t <x~ jl·)j é função de w em Oll '" 

diz-amos que p ~ p declde o valor de f( n) separa a i .,._, 
. o 

M p \\- ~ (g~ .À}º Como p extend.e p
0 

e p 0 força ~e f -é 

funqão, o ordinal. ~ fica univocamerrt;e dete:t'minado uor i) e n., Mas f E- N..,., 



Pn ê G e

fin). Seja

Canil peP"a: p)po e: p decido :f(n)!
Seja in uma subfan:Í]ia de Cn maxi.ma]. om relação a ín.pompa:blbllldade dois
a. dois de :gls e].eül.entes. Pe]-o ].ema3 exista 7. < ..a ba] que ]. c--- ]Í'n.

Seja- Z : su3):7n ', Então V n. ew) Iras;.PÍ . Para todo p elas p e:içtexnda

ph e portanüuo p.6 P? . post!'ar'erros que se n «LU.4.) então existe qaGz
ta]. que q decide f(n). De fatos seja Xh ç p'a tal que peXn se e se sea

(ID p é i.ncompatí.vel- com p,\

(2) Se p á compatível con! po então p ê po

(3) s9 p 3pn então p ceei.cle f(n)
(&) E3e p? po então PJ q para alga.m qeln

Veremos agora que Xn e denso em P'n':

(1)d P' » P € Xn ---o' P'( Xn tri-vialmente
(2)n Seja peP'rl'. se.p e incompatível com Po enba.o peXn' f;e p e co8

pau.vel com po9 seja p]. '> Papo' Como p].) po 9 existe pZ»pi. ta]. que p2,

decide f(zayP ].ogo p2a ©h. Da maad.zna:lldade de in sài que e)d.ste D3€1n

cümpat$va[ com p2' Soja pÜ.>P ])%9p2 ' Então pbà:po 9 pb.>pZ 9 ou seja

pb.decide f(n)9 p&2P]P13 eln e portanto PbGXn 9 PbzpP '
Como X. é- M o G á lml filtro M genérico ein P a, existe P e G./\Xn'

como.poe' G 9 p e po são compüt:ovais. Então (2) Rcàrreba:. p )po' #ZD

a.carreta'. que existe q éln9 PPqs e portanto q(.G. Covil.o in ç, P: segue
qeGi' e? por definição q decide f(n). Ou soja9 pü:ra todo n (deter'!n3:.

na se 1. e X.) existe lm qeG? tal que q decide f(n). F'Ortanto bebias

que f= jj<'ns.a> g 3qeGZ {qW- +(B,À.))3 ptz salas ta-MÚG7.7.
CQROI.ÁRIOg Seja SGll'un subconjunto de w . Ente'o sei.!Ca73 paz'a algum }< -a

Dem:. A função caraóterx/sti.ca de :s 'e equieollstrutz/ve]. com s.

:i.Emü5: pejam m \nal modelo transitivo e ellumei'ável, P l um conjunto de

condições. Seja. .f2. G M tal que

M }= 't:.(zé' fortemente inaeessÍve]. e a cardinalldade de P é menor que...n'
Saia G uxEt.,.f]].tro M í.cn em P-. Então .Q,. e fortemente ilneessgvel on

gÊg: (j.) O:R# -: ©n®iüd. i.ogo se &ç-Q em MBC13então AÇ.Q. en M.

--'Z :+ -u

GIXti:\: QRÃI } logo para todo n e. (o 9 existe pe GJ que decidaPo ~ G e 

ftn)., Seja 

--2~

@RM= ORN , logo para todo n e. w , e.xi ste p e G que decide 

Cn::: Í P € pA i P ~ p
0 

e p · decida f{n) 1 
Seja ln uma subfamilia de Cn maximal em relação à.1. incompa-:hib:tlidade dois 

a .. dois de s'-'us elementos., Pelo 1ema3 existe f < ...a. ta1. q·ue I t;;;; / n 0 n n 

Se 0ja I = sup1 ln <>· Então "ri n E. w In.S. pf ., Para todo p e.'Inj p extende 

1 1 
p;

0 
e portanto p 6. P · " Mo .s:trarerno s que se n te::: 1.-u então existe q:E. G 

o 

tal que q dec i de f{n) ., De fato~ seja. X ,; p,.J'l ta·l que p G Xn se e só sei 
n 

t> ' f' 

{ 1) p e in.compativel com p
0 

'2 ) ,9 ( N t . Se p·e compat~vel com p
0 

entao p ~ p
0 

( 3.) .Se p ~Po então p decide f(n) 

(ü) Se p, Po e.ntão P? q para algum q-ein 
-p 

Veremos agora que .x e denso em p.n.;: 
n 

(1) d P~ ~ P a Xn -=o.J:> p 3 li Xn t; ri'\rialmente 
p 

) .cl.. t' ,., entãm p e.Xnº Se p e co_m 
(2 d Seja p e P .., &p e incompat .tvel com p

0 
. t /' 
PR J. vel com p

0 9 seja P.1 )' P~ p 0 º Como pl ~ p0 9 eXi ste Pz? P.1 tal que Pz 

decide f{.11) íl Jogo Pz e !t1,1 º Da. maJdmrtlidade de I 11 sài que eJd ste p
3 

E ln 

eompati vel com Pzº Seja P.4 ~ p3jPz ,, Então P4 ~ p
0 9 P411- Pz 9 ou seja, 

p4- decide f(n)íl Pi ,)Pz ia I e portanto p4eix 9 p4~P º 
LJ. :::> n n 

cromo Xn G M e G é u.ru filtro ~-genérico em P -n, existe p ~ G _rrx"h O · 

Cbmo _p
0
~G íl p e p

0 
são compat:fveis"' Entã.o (2) ac'kr reta,. p)p

0
., tlf> 

a.carreta•. que existe q- EioI
11

j p ~ q , ..e :portanto q·€. G... Como In. ç., P 1 seguei 

que qE ai' e: por definição q decide f'(n) t) Ou se ,ja~ pa:ra todo n ( determf 

na-se I e X , existe um qE!C} t:al que q deéide f(n),, POrtanto temos 
n :n 

que _ f = l ( n 9 .À> g .3 q E. G l ( q· . \ \= cp ( 111 ~ ) ) 1 ~ll se j a 71 · f G M [G 1 ] o • 

COROIJtRIO ~ Seja s <= líí -um subconjun:co de u.J º Entã o s G M [G 1] paJ?a· algum } < ..a. 
1·" · 

.., ~ t " t· d ,9 • ' t .f' l 
~i. A x unçao cara e er1 s · J.ca e s e equiconsT-r1.:r 1 ve com So 

ô p 

LE.:MA5: Sejam M um modélo tran sitivo e enumeravel~ PE= M um conjunto de 

condiçÕesQ Seja .J."l. -s, M tal que 

M \= vt' _Cl é fortemente inacessível e a cardinalid.~lde de P é menor qu.é . ..n 1 

S · G f'i]~ M,=ge .... e"·1" 1· .. ~•º em P ~ Então n ·é fortemente inace ssfüvel em .eJa UJ11~, .. _ .cro LJ. ~ -e.. 

MfG} 
11§'}~: ( i) o:rr/'i -== OR'M [&j º Logo se ·/.\: ç; -R em M[P, ]então A~ .n em ~~-º 



-2P-
Ehtao o BUFA em }HtG] e o mesEno (!uo em M e portanto menor do que -rz pois
.12 é í'ortemenbe õzmcessÍ.vel em M

(i.i.) Seja f em :blÜG]. Para que .Q. seja foTterHQBte !nacessível em

MÜG] e necassgrio que (ZÍ')}!Üd< .1.L Não faremos a dem.onstraÇão com n

poeta.. ])cremos um esbôço da demonstração.

Pensemos em (3\ {o Como um con.junto de denotações do termos(que

expressam os subconjuntos de 3( ).
PI'suei!'o demonstra que se o posto de tais termos foram todos

menores do que alga. o( <-Q, então (2« )M8iiJZ.i.Z. (aqui se usa Inclusin
ve o atam (i)).

])ePoiSt Ubi].lzâDrlO o teorema de 1.6wunheim Skolen e o fato de que

lpl < -.a. 9 demonstra se quem para. cada té:ruas cuja denotaçao á un suba
conjunto â.e jtÀ l t um termo) com mesinlil danotaçao9 calque o sau põs-
tó á menor do que tm certo '« ( -.Q (sendo que se eHicoDtTa um «. que ].l

mata o pôsto de todos os tgrlnos).
]lsto, enbâo9 terra (na a, demos.stração.

GolIQI,bRIOs {thlja sé F{ un sl=ibconjunto de w . Então ..Q. 6 inacessível. om

}4(sl.- Q conjunto As = Ít c- : ta- b{(s].Í e enumex'âvel em N,

í)em: Pelo corolas'io do lema. Zli ex3.ste }. < .r] ta]. que SG.MKGlJe Portanto

Mesa c- }írG] . DO lema (5)$ -r'L e i-rlacess:ível- em }ltGIJt a. fortiorÍ 'n. ã

inacessível ela MCs). Eleva a. cardi11ialidade de As em m]: ]. ..í2. Inacess{.
vel e .r'L = jU.i$ !np;liga. em que (o < -1'L e portanto o< < -(Z.. ]qas:. então 'kl

á e!!mae:sável om N

isola 'í\ uma permílta.ção de u.i.).l 'TT 6 M. ])efinamos 'n.K g

por «.+(h)(<'d 9]») = h(<':zs'R(n)>) .

Então R'#. é xJm automorflsmo de p"n! '«ü«.óM.

(de 'H 4.(h) = Í<'ÜZ9'« -](n),/3> 8 <«9n96 6hb é fácil ver que E.« é

biletara e que preserva a ordem)

Ass[n9 pe].o ]em.a. ]. se (} G um f].ltro Mmgenorico em P '' então

'N,.:(G) também o á e m'ig] : ME7w(a)J.
Seja + urna féz'Em.ia do Lgbt(G) J:lão a:)xrolvendo G. }$ostraremos que

"ÍÍ', . i, .L --n.-.,.'l+.:,Hn iaan f:ien Claro) a partir dã.
p lb 'F 9se e #

- -29- 

Então o supA em MfG] é o mesmo que em Me portanto menor do que ..n.. pois 

..12 é í'ortemente ina.cess:f ve l em M 

( ii) Seja / .t. n.. em M[G J Para que .Q seja fortemente inacessível em 

M [G1 é nece ssário que (zit\ MfGJ~ _a,. ., Não faremos a demonstração com .... 

A N 

ple ta.., Daremo s wn esboço da. demonstraçaoº 

Pensemo s em (?{ sl:1) como um con j unto de denota.ções de têrmos(que 

À 

expre s sam os subconj-qntos de.~) ., 
~ A 

P:i:>imelro demonstra =se que se o post? de tais termos forem todos 

menores do que algum o<. ~ ..Q então (2sC )M [Q}L .n.. (aqui se usa inclusi=· 

ve o item (i) ),., 

De:po ls., utiliz:ando o teorema de LthJi::!nheim-Skolem e -o :fato de que 

_) P( < ...a. ~ demonstra •-" se que , para. c ada tê:rmo s cuja denotação é um sub~ 

c onjunt o de 5\i\ e:icist e u m. tê:rmo, com mesma denotação~ talque o seu pÔs= 

to é menor do qu e um ce rto O( ~ ..fL ( s endo que se encontra um o( que 11 

~- ... ) 
m1ta o posto de todos os te rmos " 

l sto j então~ term ma a. demonstração " 

COROI,1\RIO:: Se .ia s G N um subcon junto de w ,, . Então ..n. é i nacessível em 

M(s1 º O conjunto As = l t <;,.. w z te:; M(s] j é enumer ável em N., 

~: Pelo corolário do l ema Lp existe ~ <. .n.. ta i que SG;.M(.á.1J., Portanto 

M(s) ~ M(GJ º Do lema (5)~_ç1, é inaces sí vel em MÇG1 ] 7 a . fortiori ..n.. é: 

in.a.cesst'vel em M[s)"' Seja ~ a. cardinalida.de de As em M[sJ., .n.. inacessi 

. .\ N 
,rel e n = J 'l imp;J!ica. em que c..v < .. .n, e portanto o<. < ~'l.. º Ma.s; então ~ 

,p " 
e em.11.11eravel em N, 

Seja 1\ uma. pe:rmuta.ção de u.,; 1 TT e M., Definamos ils{ t P..P- ~> P $2.. 

por Í\~(h)'c<ot ~n>) = h(<ct~ Ti(n))) º 

t "' Ti "' · .;;,i d P .... Q.. <'f'(' M 
- En ao '' * um automor.1. .smo e . ~ \\ ,!,!;,G · " 

(de 1T*(h) = Í (OG,~q =l(n) 9 (.3 ): /w,~n :1 ~)6-h-) é fáci l ver que Tr4~ é 

bljetora e que preserva a ordem) 

Assim, pelo lema.. l=A:} se G é um fl l tro M.,.,genér ico em P .rz então 

1f ,:,(G) também o é e Nl_G] = M[ lf*(G.Qo 

Se ja q:> uma fÓrmu.1a de ~riG) não e :r.nro l vendo G" :Mostraremos que 

p 1\- <.p se e só se lÇ(p) H- cp j resultado que fica cla r o a partir de1. 



sebo-late cadeia de provo sifões equivalente s=

( ].) p IF" @
(2) V G í'litro M-generi.co em p'a com PGG tem sq MI.tÜF 4'

(3) Como 4 não envo].va au e M©] = U[X#(16)8 segue qu) Y Q filtro
M-genético om P. "n com p êG tem'«se M['K4.(G)] k (P'

(Ü.) 'K,P á automorflsmo} logo 'V 'R',p(G) filtro M-gonái'lco om p'' com

'K#(p) G R,.:(G) tom-se Mt.Ti*(c)l\ b '}

(5) 'R *:(p) IF- Õ
(observo-sQ qu.e G á fila;ro M genérico se Q s8 se r,k(G) o ({} Q que pé'G:

se Q sÓ se 'K":p(P)G 'ÍC#(G))

LEiü6: Seja. + wüa sentença de 'i6M(a) não elRrolv8udo Ci? $ê;la.O o alemo2;

to nlninal"de p'n'. Então O decide 4 .
112elü: Hipolüamos que não. ]l:Deão existem p].9pZ e p'a' tal.s qua pl \t' +

Q pZ]V "'\ & Podemo achar uma permutação 'K do lo tal-qpe p]. o T:#(pZ)
'be13jmm domínios disjlmtos. pa].os l/Isto antes? p2 \t'' ''\ +. se e ão se

'Tr#(pZ) \\- -'t 4 -. Fias pl e 'tC#(pZ) são compatz/vais poi.}! tem dona.M.os

dj.sjurbs o) coBRo .PI W" + a: 'K+(PZ) l\- 1 + tentos tamTDi(h qua pl a lr+(PZ)
galo incomwltíveis.. lista contraclíçgo prova..a. pese.

- aq -

c - IJ@.J.gweme:,.iuEg:;Êg;Bl;9.:

será. o objetivo dos'''u& subseção dünor).s.tra.r o segulnl,e

IEllK)Rjü@-l8 Sja f 8 l.xo --> {l® , f e., N . Bubão existe lnm :E'litro M['f] ene

ri.ca GÍ aln p"'q tal que N = mCíl)ÊGq .,

CAIR)]lMllO8 !:oja s % btg 9 seN. Então oxlsLbo IHm filtro i4tâ.Í=genárico G!

em P que N: = UtdÜG-] ..

s Q a í'unção característica de s são equlco.nst!'utí'tlPis.

Na. vel'dada o q.u-e usaremos nos resultados f'íluls á ]$ste co?o].apto.

É âle que pennite amp].iar Q modelo de base a: un modelo tue contém o rg.
a]. s,

lt.EMuh2: íb3a « na,l d'3 M« Beija /&

. seg-1,,1.inte cadei a de proP,o sições equivalentes:: 

( 1) p · li- (/) 

(2) V G· 

(3) Como 

filtro lVI-genéxico em P ..n.. com p G G tem-sE1 M[GJ 1= · 'V 
<'.p não envolve G e MP] = M [11::,:C G)] segue qu l( G 

M [ 1T * ( G) ) \== {\) M ., • p-lt G t . -gen erico em com. p G l' em-se 
' 

.... :2,q -

filtrro 

(4) TI* é àutomorf isn10i, logo ~ 7T *(G) fTltro M-genérico em Pn. c om 

tem- se M(TT*(G-)j ~ ~) 

(5) 1' *( p) lt- d> 

( ob serve-se que G· é filtro M-ge.nérico se e só se lf,.JG) o<.\> e que p~ Q'. 

se e só s·e T\.* (p ) G i'Ç( G)) 

LE!•IA6~ Seja. q> uma sentença de ~riG) não envolvendo G~ Se ;fa .O o e,J..~men 

to ml nima.l de P.s1. ., Entã o O decide ~ º 

De..m,i SU.ponhamos que nãoº Eh tão e x istem r>i!>Pz (!; p,$l. ta: !. s qufl p1 \\- ~ 

e Pz \\~ 1 ~ º Podemo ache.,r um~ permutação Tr de w ta1(.lJJ.e p1 e Tr * (p2 ) 

t; enham domi nto s di sjuntosQ Pelos 1risto· antesj Pz \ \- , ~ se e s.o 
1 

se 

\\*(p2 ) \\- , <4> ., . Ma s p
1 

e 

d l s j unbs e 1 c omo _ p1 \\-. t:\J 

1t;.(p2 } são compativeis J.)Oj_;:. têm domínios 

e, lT,,,, ( p2 ) l\- -:-1 ~ temos t;ambl~ que· p1 
e TÇ(:p2

) 

"" . t ,f' • "' t 1• d . "' 1-
sa..o 1.ncompa ~J..ve:1.so, 1:,;s a correra 1.çao pr ova. a. ·vese .. 

p 
\ 

Sara o objetivo desta. subseção de.monstr a..r o segui11 J,e 

(y 
TE'ORE)YlAlg Sja f ~ w ~:;.. OJR , f &> l\f º En:cão existe um fj_ 1 tro Mf:rJ - gené-

rlco c-u em P ..I'2 tal que N = M[f]J:] º 

COROL.(H.JOg Seja s~ v" $) s.E: N., Então exi s'ce um filtroM[.'il,f.,.gené:rico G? 

em P taJ..que l\J = M [ s][G '] " 

.Q§!!P s e a funr;ão. ca1"ac t e:r:f st ica de s são equico.nstru.t Í'i.fÜS,, 

p A Ç 

Na.. verdade o que u sar emo s no s re sult ados fina.is P <)ste corolarioo 

1 " 

" "'· · t 1 · o mode~lo d. e 1'. d ~-1 1 o ,._ o re 
E ele que permi e amp 1.a.,r :'>ase a·. um mo _e_ o eu.e e m.,em ..... 

al s ,, 

I..EVJAZ~ Seja ac mn ordlna.1 "<~ lL Se ja. /~ o c8.rd:l.na.1 de aL. em 1'1 .- Seja 
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F : w "-'' a( lama í'unção cola.plante M DÓrIca. Então elite uma função

co].apsante M-Ée11ár]ca G : w-»/6 ta.]. que MÍp]] = MÍG].Vale a «'ec,\'proeê

29g.: Seja '\P' 8 «->/3 uma b.tjeçaos '\+'" G M; façamos 'Y'' B P« --'> lb3, 9

-r+(f) = '1«n)'X+'(a)> : <'n9.À> 6 í.l . '\r'p Q uma bíjeçâo que preserva
a. ordem. O lema segue açor'a do lomalnA.

li,afaz: Seja « ula ordinal.. Seja F g w -» 'r una. função co3:apsante M-92
nérica. Define se FlsFp : (.o -a« por:

FI(n)=F(2n) ; F2(n) =F(2n +]) .

Bubão FI e F2 sao funções co]apsantes M-gener]ea e M[Fl] enár]ca. ros

pectlvamente, Regi.procamante9 sejam. FlIF2 : UA} -a « ful:46es cola®saE;

tes M gelnárlca. e PlrFll gexnérlcal respectlvamentet Se defl11imos F : w-»'(

por F'(Zn):FI(n) ; F(2nl-l)=F2(n)
então F á fun.çâo colapsanto M enáríca. Nos dois casos tomos

}ib'] = U[Fz,V2] : *:rVajb'z] '
l)emi Seja. '\+''': ?q--'p rk.x P« .uma bi:loção defi11ida por

'l''(h) : <hlgh2> com hl(n) : h(2n) e; h2(n) : h(2ml) .

Seja G o fiZEra M co em Pu associado a F. Então ]De].o lema l

'\t''(G.) e alia filtro M co em P« #' Pq '. Pelo lema 3 = G].xG2

onde GI e tnm i'litro M nárieo em P« e .Gà. g um filtro Mijall-generl,
co em P« . DÜ. dofiníçâo de ''Y fi-ca. claro que

tJ G[ : F]. e traz. : F2 '
Rec31procainentes sejam G]. e G2 a.ssociados a FI e F2 respectivamente.

Então polo lema 3-A GlxGZ él M náríco em Pex, P< .; Dofínlmos a bl
jeçâo { : Püx Pq

q(<'hlph2>) : h 9 onde h(2n) = hl(n) e h(2ml) = lb(n) .
Então f' =''-Z e 'f(GtKG2) á un fl.ltro M-genérico em P«... Novamente

fica claro que i.JV' (GI Gp:) = F .

C:omo vólaos F e ZFlsF2 > sao eq.ulconstrutÍvai.s 8 portanto

UOV] = UtPi9FZ'3 A u].tiüm igualdade á decorr8ncia do lema 3

[i.amai: seja « ]Jm ordína]9 « > to , « é M. seja G um fi].tro M-geno]:l,

co am q+l. Então existe 13xna h-nção eolapsante M-genérica F : co
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F ; w - '<. uma função colapsante M=genérica., Então exite um.a função 

colapsante M=genérica G ~ ~ _,. fo ta.l que 

llim1,: Seja '-V g ot. -> i?, uma. hijeção 9 Y G 

"'Y*(r) ·= )(n1'-}"(;\)),: <nj.A> <6- r},, 'f'* 
a~ ordem,, O lema · segue agora do lema l-Ao 

M(:r] = M[G J, Yc9\e a v-ee,(p,ro1:.e . 

* M; façamos 'r :i ~--,. P/l , 

., b'j "" e uma:. · 1 eçao que preserva. 

LEMAb: Seja ~ um ordinal,, Seja. F g w -~ O( uma,. função _eo:j:'apsante M-g,! 
IP • ner1ca.,, Define-se 1',19F2 i w -:, "' por: 

F
1

Cn) := F(2n) ; y
2

(n) = F(2n + I.) ., 

Então · F 1 e F 2 são :funções colapsantes M-gerié~lca_ e M[F11 -genérica re s= 

funções colapsan, 

tas M=genérica, e M[F11=genérj_cai respectivamente~ Se defj.nimos F i w -":t ~ 

por F(Zn) = F (n) . . 1 

então F é função colaçi--s.ante M=genérica., Nos dois ca.sos temos 

M [F] = 1Vl [ F l ~ F 2 l = M [F ~[F 21 o 

Demi. Seja.. '-\" ~ Pne -> P«. ~ Poe uma bijeção d$:finida por 

't'(h) = <h1 !l~) com 111 (n) :a:: h(2n) e, h2 (n) = h(2n+l) º 

Seja G o filt r o M-genérico em P ot associado a . F,, Então pelo lem.a 1-A ~ 

'f'(G) é-lilll filtro M=genérico em P
0
, _x PC( o· Pelo lema 3-A 't'(G) = G1 " G2 

/;) ~l t,> [• ,? onde a1 e u:m fj_ltro M=gene:rico em P ~ e G
2

. e um filtro M G
1

.\ =gener!, 

co em P ~ " Da~ deftniçâ'.to de ~ fica. claro que 

e ., 

Recipr ocamente, sejam G1 e G2 associados a F'1. e F2 respectivamenteº 

En-tã.o pelo l ema 3=A Gr)( G2 é M=genérico em P°'~ Pli( º ' Definimos a bi= 

j eção tf : Poc x ~ ._::) P °' por 

'-f ((h
1

?Jh
2
)) = h 'J onde h(2n) = _h

1 
(n) e h(2rrrl) = h.

2
(n) º 

Entã,o f ~ 1-1=1 e f (G1l<G2 ) é um filtro M=gen.érico em Pct º Novamente 

fica claro que _ U f (G1 G2 ) = F º ~ 

C:Omo v·timos F e ( F1 <JF2 ) são equiconstrutí.veis e portam.to 

M[F'] = M[F1 ,FzJº A Última. igualdade 4 deeorrência do lema 3-A,,, 

LEMAlu Seja. ol um ordinal~ ~ ~ vv 9 « é M., Seja G um filtro M-genér!, · 
Cl(+l , ... ,, . 

co em P º En:tao e11::t ste. uma função colapsante M=gener1.ca F g w _..,, ~ 



tal que nkG] = MÜVJ. Rec31procamente9 4e F ? \.u. ..-»% á uma. função co»
].a:psante M ca então existe um f]]tro M genái'i.co G e]a P«+] ta]. que
utü] = nb'J .
Demo P?i.moiramenteprovaremos o gema supondo que « á alnlnoráve]. em M.

!)epois faremos o caso geral..,

Sendo 'z enuinerável existe uma bijeção 'W'' : w --> ( (oc+l)-ÍOÍ) xw
'''V e M e ta]. que 'Xr(2n) = <« ,n> . Soja f(n) a primeira componente

de 'W(n). Então qP:«.i --»(«+1) -iO3 o Y(Zn) =ü' V''ncw.
13eja Pt a colação de funções tais que heP! se e sá se &omfGWs

contradom:Íkilo de h ç, & , \h\ é í'lni.to e h(n) < V(n) (onde fizer sentido)
Pg ordem.a.do por Inclusão.

Seja fe P«+l;l a função que esta.beleee a seguinte correspondância=

{ }-o' Í."V 9 tem para contTãdoHtdnío Pi. Triviahnente esta flznção é i3;

jetora e .preserva a ordem., Também é' sobbrejetora pois se h e'P' 9 f = h-íxt''l
á c].altamente a contrai.magoa do h.

Seja P" o segui.nte subconjunto de P.':

heP+' se o sá se heP' e V'nêuJ(2nedomhçD.2w-l e doma).,

E claro que p'+ á cofizu]. em P'. Vanos estabe].ecer uma bijeç5o de P" com

Pq, em M. Para tantos sejas

;-:l.<'ya,Yz'ys': b'z< t'i(«. . 'g:.«\
seja. '\+-.i ..T s; M ta] que (].) <y2s &''13> \--'» ''q'' ( y P 'Í2) 8'S)

á lama bljoçãü de X'lx « com «. sempre que O < 8'lS 6'( , DefIHiJElos
''K.pti : p?t-;>P« por 'x+il(h) 3 Dç\O -> « onde

o = {m e «.) : 2nl,2m-tl € doma\ e 'V":(h)(m) : 'V'( 'P(2wl)?h(2w'l)91«2m))
Da bijeçâo (1) sai. que 'V" á lma bijeção. qUe 'Y" preserva a ordem

é fácil ver. Assim temos os. seguintes resultados:

Se G GP um. :Íi]tro }q enérico em # pe].o ]ema ].=A 6 0 visto acima: 9

exi.ste um fi].tro M generico em P: ta] que wÍG] = }ltG:J .

- p'' á cofina] em P'. Portanto) pe].o lema Z '= MI.C'Í\ ptÜ .. No

valente ]n].o lema l elü.ste G" í'il'uTO M ico em P..( tal que

mEC'a p'g = M BC".3.

Tomando í'irm.Imente . F = i.JO" vemos que iHt1:(3 = }íDV,3 ) ou sejam fica.
denlon.gerado o leRIa ])ara. o caso 'É enuuueráxrel
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-3'1-
tal que Mfü] = M[F],, Reciprocamente 9 Je F "!' 1.1v_-i)<ll 

lapsante M-genérica então existe um filtro M-genérico 

I> N 

e uma-. f'unçao co 

~+l G em P tal que 

M'[G] = M[F) 0 

" ,P ~: Primetramenteprovaremos o lema supondo que ~ a. enumeravel em M0 

Depois faremos o caso geraL0 
I 

Sendo ()( enumerável eXiste uma bijeção 'Y:: vJ -> ( (~ +1)-~0}) X \.V 

~ Ei M e tal que ~(2n) = <°" ,n> º Seja f (n) a, primeira componente 

de °'4'(n)" Então ~ ~ vJ ->(°' +l) - l OJ e ~ (2n) = ~ v' n ~ u.,., 

Seja pv a coleção de funções tais que h ~ pu se e só se 41.omf "- lV<o 

contradomínio de h Ç, ôt. j \ h\ é finito e h(n) <. ~(n) (onde fizer sentido) 

pu or dena.do por j_nclusão º 
• i:>(+l . "" A SeJa f G P ~ a, funçao que esta.belece a seguinte correspondencia~ 

! ~ · { º ~ <J tem. para contradom:Ínio P',, Trivialmente esta função é iB, 

jetora e .p:reserva a ordem., Também é sobrejetora pots se h e:-p• 9 f = ho"r'""'1 

é claramente a contre.ilmagem de h~ 

Seja P" o segulnte subconjunto de P.« ~ 

h E. ptt se e só se h e. P 1 e 't n ~ u..> ( Zn & domh. -::, Zn+ l ~ domh )o 

É claro que pn é e o final em pv ., Va..mo s estabelecer uma bijeção de P" com 

P ee e:m M., Para tanto, seja~ ..... 

5-= t <d"1~Y2~ ~3'> = ~2< ~l~°" e i3<<><1 
Se j a, ~ .. : s, -> O< , 'f-' 9 

4 M :!;al que ( 1) < Y 2 , ~ 3 > \--'> "t' 9 
( i 1 , )í 2, ~ 3) 

é uma bi j eçãm de ~ 
1 

><. ct. com «. sempre que O < ~ 1 ~ O( .. Definimos 

""'\.y ti ; P" _,..,, p e( por '-t" " ( h) : D <; w -> O<. onde 

. D = { m é w i 2m.~2m+l e do~h 1 e 1f" •~(h)(m) = 'f,' t( f (2m+·l) ,h(2m+l) ,H(2m)) 

Da, bijeção (1) sai qua '-Y rr é uma bijeçãoº Que "t"" preserva. a ordem 

é fácil ver,, Assim temos os seguintes resultados: 
/J f ] '! • . #, +l 1 ] 1 A ·• t i = Se G e um · i ~tro M=generico em r , pe o .ama _ ... _i-1. e o ,ns o a.e ma, 5J 

ex:1 ste um filtro M=genérico em P3 tal que M[G] = M[G~ º 

"" P" é co:final em pv ,, Portanto, pelo lema. 2=A M[cPJ = M[Gij() P"] o • No = 
p • .. ,,. te peJo lema ] 11 e-.n~+e G" 1r.:1·J.tro ·~1=gener:i.co em P,,,. ~ a.men . · .. =,(-1. ....... ~" ~ r -, tal que 

, 

M [ a 1 n P'0 = M [ G-" J, 
"" Tome.ndo finalmente F = U G" vemos que M[aj ::: M [FJ ·~ ou seja~ fica 

. !) 

d.emonstrRdo o l ema para. o caso oi. e.numeravel., 



Passemos agora ao caso geral.. Sola G um filtro Mngonéplco om P«+!

Paul c («+1)x «. ( po:hs '# fGPe'i-J', f(..ípsn>) <' /3 onde fizer' sentido)9
mas («+1)x'0«g <x0+Íelx"«, g «Qx"« 'o

(un isomopfismo natural- levaria f ú(«'fl)'r'o« no par <' íl..,»«) 9g '>

onde g á obtida. de f l }ql x\o da maneira natural., ousejas
g(n) = f( <'% ,n>) ).

Assim tenros um isomorfismo P«"PI ""' P« x P% .. Pe].o lama 3nA e' pelo

vlsl;o sabre funções co]apsantes. genérica;s9 existe ]]ma função eo].apsante

M ea FI : i.o -» q e u.m filtro MtFtJ-genarlco GI em Pv bal q'ue

Mt0] ; ubJÜoi]

P(z].o .].ema 3 8]ã.s+uQH F2sF3 : w -» .« f'unç6os colapsantos M 8 MtrZ3=gÊ,
maricas respectivamente com i =: .

M[Fl] ; nETJ6F:9 , ou seja

wtc] : )4]]vâlpsBl]
Usando novamente o isomorfismo P«'FI 'u Pa {. P« e: o lema 3«A im reGI.prol

ca.s encontra»se um filtro UtVZ3 -genérico GZI em !)$+] e:

nBaJ ; «EFzãGazj!

F2 e :f\lnçâo cola:plante e porta.nto «' é. enumeravel em MiVZ] o. 'Pelo caso

paa'titular visto ante:s existe uma ftlnçao eolapsante uÕFià

FJ. g w -o « tal que

"Bc] ; "Üv33Bz3 : "t'zjF'b] l,;
Novamente o lema 3 ,nos per]zlte juntar F2 e FÜ. !].uma Única função oo=
[a-plante: M-genérica. F g {.D -» q. ta]. que

uta] : uP'à6vb] : Mb]
A recíproca se prova analogamente.

]lEMA58 gaja,. 'q G Ms q. >p to . Sejam F].9F2 : {D -» o< f'mlçÕos Colei)sana'

te;s, M e U[VX3 enáricas respectivamente. Seja:. seda } s G. M[FIJo: ]!11'bia'

existe u..una função colapsante F : uo -» 'N generl.ca. s8b!'e M(s3 com

M [s©F] = M8Fl9F2] .

])Dm: Começa!'erros desc!'evento um certo subeonjmto Pll cofinal em P«x P'«
DefiM.mos entãos
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" ~ 1 Passemos agora ao caso geral., Seja G um filtro M••generico em P ., 

Po<.+I e. («+l)xtAJ ( r.o. V f ~ p°' + l , ) _ Ol. po~s ~ í\ < ~ 7n) < (!:) onde fizer sentido) :;i 

mas (Ol+l)><lVot ~ 111!1< 1A.>+l~J>1w ~ ~ 0<.,x1.Uat X. ~ôl 

( uin i s.omorfi smo natural l~varia f G <~ + 1 ) /( t.0 0c: no par < :r I C("' u.J ~ g ) 

p \ onde g e obtida:. de f ç da maneira natural., ouseja_,. l~)l<'-0 , 

Assim temos um isomorfismo 

visto · s.Ôbre :funções colapsantes., genérica.si existe u.ma função colapsante 

M-genérica F l g w -> <1' e um :filtro M (F'il -genéric~ G1 em P "" tal que 

M[GJ = M[F)[G~-

p • nericas respectivamente com 

M[F1J = M[FzJÍF~ 

M[G J = M1Fz](F3~ 1] 

'li ou seja. 

Usando novamente o i somo rfi smo p" + 1 ~ P 1(. P <\'.: 'ai. · 

ca 9 encorrtra.,.,se um :filtro MfF'z1-genérico Gz,_ em 

M[G] ~ M [F J(G21 

e, o, lema 3=A na. recÍprQ; 

p~+l e, 

t> ,. ~ /.} º D .., F2 e 1unça.o cola .. psante e portanto O( e . enu.meravel em M F2J º ' Pfflo caso 

particular ·vt sto ante:s exi s.te uma.. função colapsante M J}'à) ...,genérica. 

F4. ~ w ~:, o< tal que 

M~J ~ M[lf21fGJ ~ M[F2)[Fl.t) 0 

/) N Novament:e o lema., 3=C .nos. pe:rmi~e junta!!' F2 e F
14 

numa. unicai. funçao eo,,., 

la.psa:nte, M=genérica- F ~ w· -:;, O( tal que 

M(G] = MIF2)6\~ : M[F] 

A recíproca se prova ar.i.àlogamenteo 

· LEMA5g Seja .. (:l( E M~ Ol ~ w ,, Sejam F1 ?Fz : w -'> O< funções col~~psa:n.t

te,g, M e M[Fi) =genéricas respectivamente e· S.e;le;_ S(; @It , s G. M[F1Jo, Então, 

existe um.a função colapsante F ~ \.v -""> ~ genérica,. sÔbre M(s] com 

M [s]µrl = Mir1 5JF2J " 
De_m,~. c·omeçaremos des.crevendo um certo subconjunto P:r cofinal em P'"<x P'<I(: º 

Definimos então~ 



<'hlsl1l2b G PI se Q sÓ se domhl = doma:i2 = n para a].gula n e u) 3+

6e <'hlgh2'> G PI 9 chacal'entes l(Zhlgl)2'>) = domh]. . Bela G! lm filtro
M rico em PI ' Então exi.ste um par da í'unç6es 3'isFlà gw-'>« (qUe

provém de fi].tios genéricos ea! Pq G']. Q GZ tais que Gt = GbKG})
''" a' : ql< "j.l-,pãl-.>: « 'S

Fixamos da. seguinte maneira wna definição do se ulvl'3 :

.Àe s '--> MP'il b +(à.) onde 4' é una f'írmula.de '!Ç(FI). pg

lo lema. 3uA F']. e F2 datem'mii:)am ]]m f!],tro Muge drlco G]. em p« x p..r'
Seja, G = G].n PI ' Peão ].ema 2-A G g fi].tro M gon.épico em P... Temos8

}ít'O] : }iBGz] : WilVitFzq .
Sola. '\t'' lum fórmulas dó yu(G) bal que

uEa[ k l+'Cà.) +-» wp'Z] k' +(.a)
(note que s G MtFa] c- M(G]] e portanto ta:l \t'' ex.l.sbe9; alnda9

pode ser do tiPO 'IM[F]] # (+ f!: pois F]. e desce'itÍve]. a pal:'tlr de G)

iÜJo lema Ü-A, se <'hl91b> , <'ha',}b> G' PI ';meão

Zhi,hz) W' '''r(.À ) é--s <'hlJb''> \l 'V'(.À) .
T»aba.llw.:remo s em Mts] . Defi.üiremo.s uma. sequência de subeon.lula.bo s.

de Pl9 ÍAq\ poB' induça.o transfizü.ta« A ídgia. g z'eu: ir nos A a,. todas
as condições quem zlâo pertence.ndo &t G9 Katrapalham" a. fato de que
s À : MBalj= ''r(à)3

(1) peão se p lb'W'(.à) o: À #. s (2.G, ©ãP)

p If- "'l'''r( À ) e? 2 6 s,

(2) Seja « = /b'F 1 . p © A«. se para algum subcozilunto denso X do

P].P X ç !-{,' tôda extensão de p 8m X esta em Ap .

(3( Seja « ordína]. ].imite. Bütãa A« = (.../ JIP
r. } /)4« '

Papa as IAw\ va-lom os seguintes. fatosB

(.ã.l) Se p; ü Aúc' .e p:á q então q 6 A.( . .A dGnmonstraçã} e por índuçãoa
(1) « = O 9 á trivia.l

(2) « = /3 + ].. Seja X É Pl9 Xe M9 X denso ta]. L-ae- toda exteB
são de p em X está em An,' ü4a.s q».p ©- toada e)çbensão da q também o é

de p e portanto q 6 A,,.

(3) « ordina]. lImIte. p G .A... -D p.ú- A4, algo:" 4 <« . poT'
!ndução9 se q> p entãlo q ç. A. --» q e-.ã t)q

- ~ 3 -(hr7h2) G P:[ se e só se domhi =--= doml12 :;:;: n para algum n G. w 
Se < h 151 h2 ) ~ P1 5 chamaremos . J..(<'h1 ,>h2>) = domh

1 
., Seja G9 um filtro 

"' . p ..., "' M=gener1~0 em -1 " Entao exi ste um par de funçoe s F i 9 F2 g; w -~ e( ( que? 
·provém de filtro s genéricos em P~ G1 e l 
com Gª ~ l ( Fi\ n í)F2\n) g n 3 

Fixemos da. seguinte maneira u.ma defini.ção de s ~ Ivl [F'i~ : 
onde <{) é u.ma fo_r-rmula _ de ~ (F ) Pa ·M - 1 ., . -

lo lema. 3-A F 1 e F 2 determinam um :filtro M=genc-}rico G
1 

em P"' ~ P "<' º 

Seja, G = G
1 
n P

1 
º Pelo lema 2-.ã. G é filtro M=gt)-x:i.érico em P1 t> · Temos~ 

M[G 1 ::: M [G.1) = Mf F ~[F 21 G 

Se j1:t "'t-1 

uma fÓrmuJ.a· dó ~ M( G) tal que 

M[Gl \r:, ~(a) ~'> M[li'xJ l- <p( À) 

(note- se que s ~ M1l 11 G. M( G J e- portanto tal '-Y' exJ ste :i; a,:tnda~ 
pode ser do tipo nM[F1J t,;: <f n, pois. F1 é desc1--itfvel a pa-rtir de- G) 

Pe:lo lema, /..i:=A 9 se < h15 h2 ) ~ < h1 .~ ~) <= P 1! então 

< h1 ~h2) \\- 't' (4) ~ -('h1 ~~-) li-- "JJ(4) . ., 
Trabaih.a.;re.mos em M{sJ ., Defíniremos uma_ sequ~?nc:t_a; de S1ibconju:ntos. 

\ \ . d ,., 1• '""i . t A' id,? . ,, . . A de P19 ( A.:t llOF 1.n, uçao ·(;ransI m a.., .ti'. eia. e remur nos A~ 1,;odas 

a.s condições que,i não pertencendo a:_ G- ~ n-atrapalham 11 o fato de que 

s = ~ ). ~ M (G] I= 't'( ià) j 
(1) p <G Ao se p Ir 'f'( ~) 8; /\ f,- s ( À G. oEfí) ou 

p l~7'r'(À}. e~ /lé-s. . 

( 2::) Se j a. o( ~ p-+ l º p G .A: 1><. se pa-.ra.J. aü.gum subcon i unto denso X de 

P
1 

ll X. G Mj · tÔda. e:;rtensão de p em X estê'. em A(> • 

( 3( Seja o{ ordinal lirni te,, Et1tão A°' = U f.t.15 /~ i, «. . 
Para. os. \ A , 1 ~ra l em os seguinte s, f atos~ ( ~) . 

(Al) Se p. '- A O(. _e p ,~ q então q r;: A°' ., -A demonst:ra:çã,1 ê poT indução ~ 

( 1) ~ -~· o 
,? 

trivial íi e 

(Z-' ,i O( = f> -1- lo- Seja X 

são de p em X está em Ar-, 1:1 j'Ma.s 

de p, e portanto q '- A~,, 

~ plj Xe M~ X denso tal . "'d ~·10: ·co a exten 

( 3) o( o :rd.i nal 1imi te" p €- A l>t. - :, p G- A 16 a.lgu-1J1 /:> . « ~ 0 Po:ir. 

induçã.o ~ se q ~ p então q e.; A ,n-.-:J --"> q E- /1 ,;x u 



(A2) 8e- .4<« então A4:. c- A<

Ébja « = /B'F 1.: Seja p G AP 9 então por (AI) Yq»P (qeAp ).

Toma.lado paz'a. conjunto denso Q pr6prío PI temos então que p € A..( '

No Caso do « ser ordlnal llmibo sa! da proprla definição de A:.:K

(,R13) Bela p = Zhlgh2> ) q : «hlgll3> a supozlhamos p9q'e PI'. Então
p ã A « se e só se q G A.(.

A domonst].açâb é por indução:
(1) « = O é trivia.l

<2) a- = A + ].; . ü.zpoxalm.mos p G A« . íáa X um denso do PI tal
qlie \f pt)P9 p8GX entala pt6 A/BO

Falhamos X$ a i <'agb> 6 PI 8 <a..9b>g i.ncompatÍvol com '/hit1l3'> ou
<' asb> á incompatível. com.Z hlgll2 7 ou

dapb» }/}llsh3> e ;3<''nü:,b'> G X(«agb'> ? p)
Mosbranes a seguir qu.e Xi é denso oln P.:

(1)d Se <'a)b;'' é X' e <'al9:bl> 7 <'a,b> o cínico caso a ommãnal'

é <'a.,b> > <h]sll3> Neste: caso Z:i].sb].» ).Z'h].pJl3'> . f3e <'agb''> € X

@ .dali''> ) p então ./a].pbB.> » .Za.3bB,> e portanto Zalgb!:> € X ©

<algb'> > p .. Logo <'a-Z,bi'> G X? ..

(Z)d :seja <a.sb) 6 PI '. Se <'a.9b'> á in<omt)at:fvê]. com p ou.q: então
<a.sb> e X".. :h.poxlhamos. então (Fie .Z a.9b> g compatível com p e q. Po=

tanto existe: <'a]sb]'> ba] que <a.].Pbl'> >p <L9b '> , <'!\)]l3> e.e©.stu
b2 taJ. que Zah.:b2. > »<a,b'> D <'!\.sll2> .

X. é denso., 8êja então </ajplbl2>é X com <'a$gb2::'> a <'alsb2>.

]Í claro que .(a.ã.)b].> >. <'hl)h.3 '> ! <'a3lgb2 '> >, 4',;áhll9:!i2> e

<'a8»b'2'> 6 X.. Como «aâsbl'> >. Za.:9b> e .Zaà,bh''>e X' 'm.le
taaíi)em pa3:a Xe; a. segunda condição de con:junto denso.

Soja agora. q!) q 9 ql G .K » q! = <agb> .. Então Qlü.sebo: <"agbi> e XI

<asb' > > p. Portanto pol' hilÉdtese (vez' (2) acima) .Z'a)b'> G A,Ó .- Poz'

hipi5tose de indução temos que ..<a.,'bs > € AA «---» .< á,õ ) G- A7\

ot! seja.s. toada. extensão qf (= <a,b>) de q eol X pel:'ten.ce a A . }Çost:?a

mos, asse.w que -q € A., .

A. recípi'oca é igtÃa.] 0

(A2) Se 

Be,j a e~ = (6 + L, Seja. p G A~ ~ -entij.o por (Al) V q,~ p (q·_e A.t8 },,;, 
Tomando p" ra conjunto ·a.enso o próprio P1 temos então que p G A"'º 

No caso de e<. se:r ordinal limi te sai da própria, definição de /l.;4' 

(â:3) Seja. p :::: (b.1 ,>hz) ~ q =<'h
1

?)h
3

) a suponhamos p ,q·~ P
1

,,. Então 
p 

p t: A oe se e so se q <: Ao<. " 

r,- · ""p id ·~ ... ctemons-craçao e por .. n u.çao~ 

( 1) O(_ ·- O é tri viaJ. . 

( 2) OL. -- (6 ➔• 1 ., &'uponham.o s p G A e<. ., Sja X um denso da P 
1 tal 

qüe \f p~ ;?J p ll p 1 G X então pr G Ar,, ,, 

Fa.Lça.mos x:.1 ~- t <'a~~)b> G P1 -~ < a.'ilb)é incompatíve l com <'h1 ~~) ou 

< a 9b) é incompatível c om<' h11 h2 7 ou 

('al>b) ~ ,(h
1

~>h
3

) e 3 (a,.,b') G X(<'a.l)b 9 ) ~ p) 

Mostramos a segui1~ que X 6 é denso em P1: 

(l)d Se ( R~b l éf. x.~ e .(a.1 ~)b1 > ~ <' a -; b> o Único ca.so a examinar 

é < a. 9 b > ~ < hr~,113_) • Iifeste: caso ,( ªt l> b 1 ") ~ f h 1 ,>-h3
, o • Se < a.'ll b u > é:' X 

e <.a.~b~) ~ p antã.o -~ª-i;,i bu ,> 4- ~a-;)bu ) e portanto "ªI'llh º> €. X'. e 

<.e...1 cpbu > ~ p º togo < a,1 ~b1 > G X9 ,, 

( 2.) (:. . .,, b P S < b' " · t P 1 t"' d 1:2.aJa ,,__ a.9 ) ~ 
1
, ,, . .. e: ª ·í) ., e- 11:1<:ompa .J.Vê .. com p ou . q· en -am) 

~ ~ p <aí)b) e X" .,. Supon .. h.amos,.enta.o que .,<8 . .i.~1b> e compat1vel co~ p e q., PO.!: 

tanto exista ( a
1

~, b1 '> tal que < a 1 í)b1 ) ~ (e;_í) b > j <11:t\9~ ') e) exista 

b2; ta.l que /.. ª1 ¼·bz. > ~ < ª~ b "> ,> <. 1½_ ~hz) º 

X: é densoº. Seja exitão <aj 9)b 1 z )> G X com <' ª1:~bz-:> ~ <a151bz) e 

f claro que < a-1_,b1 ) ❖ < h1 '.Jh3 ')> , < ªIíib~ ';, ~ .{ ,4;hJ!íi-h2 ) e 

.( a1 ~b ~ 
2 
') G X .'" Como . <a19 b1 ,- i .( a.•~ b) e < ai_~h:r ") e x~ valei 

tamoém para Xª a segunda condição de conjunto denso" 

Seja agora q-~~ q 'i) q_ 1 Gi X 'a' q 5 =:: ,<a 9b> .,. Entã.o e1r.iste: <"e.í)b 5 > é x:í) 
<:a.í)b')> :3- p,, Po:rtanto por h:lpÓtese (ver (ê) a.cima) L a.,b') G A~.,. Poll:" 

hipótese dé :Lndução temos que ,.,(_a.ib~ > E· At1- <--::> < á.~b) G- A/ô 

ou seja.~, tÔde_ extensão qq (=·<a~b>) de q em X pertence a A ., Most:rra.= 

moa assim que q E Ao< " 
,ç? • p 

/l. :rec1proca e :.lguaJ . ., 



. . 'õb
Cimo PI e eon.jeito de )ã9 14[sllg ítlodé]o do ZF e oiBF4rsJe classe en

mfs]) exista um ordinal J tal que A.J = Aá.+l '
F'ür fim deí']niremos um conjunto .Z ta]. líquo G G 2: @ tal que ne--

z[][:tema. condição final' em re].aç5o a. s esteja em ã: :.
.â = p, - A,

A seguia' da:remo s al-gramas pr'oprledades, de -á:l-

(ZI) G G 2.

Suponklêimos que não. Então ezisbe p) e G 9 p' & A/S lpal2,. algum .,

Tomemos o men.op p para. o qual. ;] p ( GnAp, -. G'raramente /5 # O 9 pois

em MFG] s, = Í À. : 'V"( a ) i .-: tM.mbgm g claro que /3 não é ordlnal li.mira
pois êste fa.to eontradi!"ia a su.a mira.ma]idado ( À orai.na.] ].i.mire -..-»

A> n- ).::À Aà. )í Então' /3 :: y't 1 :; 8õ p a.a». e:d.sta X ç Pls X € Mp

X deinsa e tal que v pt> pP pt € X se tQaM que pl € Af o G á ÍT].tro M»

Boné'rico poi'tanto e)d.ste q a GQX ó Logo p, e q sâo compat:Ívels. Seja;.

}li .> i)9q: ) pl € G . Ma.s, entãlo p' '© X de onde pq á A.F ) o que cont1lâ

Q

dlz a minímali.dado de /3 .

(.: Z) .Seja.. p 6 2 seja X denso do Plt Xe }l. Então. md.sta pi)
PB € .2.nX com Pi }P .

Gbüo p4.Aá..Ft } existe piêp tal que ple X e pt# A.f a'
pol.'bento p8 € .2 QX.

(.1.3) Seja p 6 Z. . Então exi.ste em fll-tro M-gexlárico G' am P\ tal

que p'áG' e s;t.X: M[G']\' q'''Íà.) b

Como M g enumel'ável seja fXi : i ú w3 Ilha e!!umeraçâo dos de2

sos d.e M. Construímos uim sequGancia crescelato (polpl91b?-l..) de elomo2:

tos de 2:. ta]. que po :' p e pj. G Xi.}l 9 o que e possível por ( 2).

Fazemos: Gi = \ x e PI : 3 n {x<pa) 3 e6'ÊÊãá filtro:M-eeng
rico que bati.afaz a propriedade.

(íb.) Seja p, © .Z . Seja q;<p .,. Enl;ão q e ZI.

So q #.Z. então e:Klste «' ta,J. que q € A « Q portantos como

p>z q pof'' ('AI) p,a A« .

(25) G é um filtro }irsl-genérica em 21.

Como G: á um filtro M enér:i.co am ?l e G cZ , as c].áusu].as (].)f

...:. 3 5 .. 
·como P

1 
_é conjunto de M, Mfs]é modêlo de ZF e 01ifi[s]é classe em 

M [s], e:idste um ordinal J tal que A ,s = .i\5+1 "' 

P'or fim definiremos um conjunto .Z. tal ~que G e::.. Z. e-: tal que ne-· 
~ p ~ < nhu.ma. condiç-ao rima" ·em relaçao a. s esteja em ~ ~-

✓, p . I\' 
,c;_ = 1 = .ti. ó 

A seguir da;:-emo s algumas prppriedade:s, de ~., 

Suponha.mos que não., En.-tão e xi stff P' ê G ~ pi 6-. Ar, para. algum o· 

~romemos o menor ~ para o qual 3 p € CH)A/b ,; · C:larar.aente· ~ ~ O , pois 

em M[G] s, = f ,;\,. : '-1,... ( a ) ~ " 1~ambém é _claro que ~ não é ordinal limite, 

pois êste fa.to co:n:tradiria a sua minimalidade ( À ordi nal limite -> 

A>- = lJ A. 'li ) Q Então ~ ::: y + 1 "' Se Pé ~ - e:ici.s.te v· e pl~ )\ E. M~ .t\. -
){ '- ), 

X denso e ·tal qTte \'/ pg ~ p~ P' € X se 
, A 
-cem que PªG At " G 

l' filtro M= e 

genér1co pox•ta nto e:r.1. ste q G G () X ., Logo pi e q são compat:f.veis., S.eja:. 

IJ º ~ p~q, ~ pu 6 G e Mas., então p 9 E.-. X de onde p ij =- A/t 9 o que contr~ 

diz a,. minima·lül,:1.de de ~ ., 

(Z 2 ) S.eja., p /!:; 1.. " S~ja X denso de P1 , X E: :M., Então erl st;e pu > 

p O e. L ri X e ora p 9 ~ p o • 

Gomo p 4 Aó+l 9 existe p ~ ~ p ta1l que pij e X e pg /p.. A J a 

· portanto p 8 e :i n X,, 

CL 3) Se j a. p· é- ~ ,, Então existe em filtro M- genérico Gº em P1 tBJl 

que p ~ G u e s = l À ~ M[G v) 1= 4' { à. ) ~ 

Como M é enumeráve 1 se j ~ ç X. : i E:- w J uma enumera:.ção dos de,U l i 

sos de M., Construimos uma. seq_uê.ncta. crescente (p
0

~:p1 ~Pz;i c,~~ ) de _e l emeg 
"'f" l-' t' ( ) tos de ~- tal que p

0 
= p e pi ~ Xi+l ~ o que e possivel por 2 -o 

Fa,zamos · C.P = . 1 x é P1 ~ =\ n ( x, p
11

) } e. <i é filtro_ M-gené-

rico que satisfaz _a propriedade"' 

( t: ~.) Seja p, e Z. " Seja q· ~ p "' Então q E: Z... , 

Se q f.- .~ entã o exl ste ci< tal que q· E. A ~ e portanto, como 

p ~ q pOf' 

(2:. 5) G é U.lll f iltro MfsJ ... gàné:ri.co em 1:" 

Como r:. é um i'iI'-ro M=gsnér-ico em P1 e e- e.. -Z. '.9 a-s- cláusulas (l_)f 



-34-
(Z)f aa defi1lçao de filtro são trivíalmente varlí'iradas. xrelamos (3).P

Seja X denso de Z 9 X € }íÍ.sJ. Suponhamos por absurdo que x /l G = f

Fi.Remos uma fgrnlula de ê;%(s) 9 +'l 9 que defina X on M5.sl9 ou $g
ja.9 qÍ tal que

u\ls] k {' l(x) <

Formemos Iliba '''Z: de EgM(a') (GI e '\rl livres) talquo para todo Gf
fllEro M en.ético em F'l. se tenha. g.

}lÜG'] \-- Xt"i; .ú s,' = ê Àe Q® b MÚG'] \- 'tt-(à) b então.

s' á conjunto e =! X' G Mts'Jtal que +l(X')
(2) X' ç:, .2.í é (ielaso9 onde .2' é obtido ap].ica=

do a dofiníçao de 'Z dentro de MrsB].
(3) XÍ â GI = g.

Pelas nossas hipóteses : MkG] b. YI seja:. p G G tal que p \\- VZ'
Como G c- 21 , P © 21. Do X denso om ZI sal que e)ü.sta qe.X, q>p

(logo q If- 'WI). Seja G' (agora fixo) um filtro M-gen;ri.eo em P]. ta].
q.ue q © Gi e

g' = { À QR :, mBG'l) h 'Y''(a) } = s (G' eM.sto por (ZÜ)).
Como s';s, 9 na ]lotaçâo da desci'lçâo de VI taro)üos Xt = X

(poial' eMGs'] , X6 1qEs] , Pies.i] )$s:lS G +'l(X'),'. 4'Z(X)-"'»X:X')
e tambêh .Z' J i, .Z .

Ma.s q G X.r\G# = X! nGI / g e: portanto 'VI Q fa].se em MCGf] ., Q que: é

absurdo pol s, já vim.os que q e G' e q lt- VI'.

Sela. Pk o. seguinte suSonjunto de P« 9 cofina14 em P.< :

h GP!: sie e sÓ se h6 })« e doma = n paz'dalgum n ést..u

(ã6) Ehi MrsJ) ã é lsomorí'o a Pã.(.

I':paballuar'emo s dentro de Mt]s].

[.e]1]bramos que se <'h])h2 > G P]. então ].(<h].9h2>) : domh. Sâ--

jam p)e 2:t l(p) = k 9 p=<hl9:h2> e
SP = Í'(agb> eZ. 8 <'a)b> » -(h].ph2> e doma.= ]ü#l!

âomhl : dolillt2 Q d.oma = d.oml) 9 portanto se <'a.9b '> é: Sn. tem

a = h]. 1-/ 'i <' kgp>3 algum /3 < «

b - hZ (-; { Z.ls:, y > 3 algum y < «.

ee (Z)f da defin.ção de filtro são trivialmente verificadasº ifejamos 3) 

Seja X denso de Z 11 X G M[sJ,, Suponhamos por ah-surdo que X (\ G ~ º 

Fixem.os uma fórmula de ~( s) ,; <p 1 9 que defina X. em Mí::s] , ou s_2 

ja.9 ~t tal que 

M'[s] F <.p 1 (x) <-'> :x: = X º 

Formemos uma. Y 
1 

de ~M(Gu) (G' e: Y 
1 

liv:re:s) talque para. todo 011 , 
,. 

filtro M-ge:nerico em. PI se tenha . :. 

M(G ª] \: v(I <:--> (1) Se s} ~ { À ta. O.E i, M(G 0J \-= "i..,,..( ~) J então· 

si é conjnuto e 3 ! Xl e:- M[suJtal que <f> :éxv) 

(2) xu ç ;i,. e é denso'.) onde ;r O é: o·bt·,ido aplicag 

do a definição de Z. dentro de M [s 0 ] º 

( 3) x 0 n ª' = ~" 

Pe,la.s no asas htpÓtese s · M [G] j:::. "4-í º Seja. p G G tal que p \\- c+'r" 
Como G· ~ :Z: , p G. 2:. º De X denso em Z. sai que exista- q G x~. q· ~ p 

(logo q 1\- "'\V1 )º Se·jaG 9 ( agora fixo) um filtro M-genérico em Pr tal 

que q· E.o Gº e 

sº =. { À ~OB g M[GYJ 1: 'f( ;\,) J ::: s ( G8 e,.xd. ste po·r . (L 4) )o 

c ·omo s,ª ~ s 7 na rtotação da descrição de '"'4-'1 te::remos X' = X 

(pois X• e. M [s 0] ~ X G M[sJ ~ M [s.0] . = Mfs.:"~ e q:> l (X 9 ) A lp l (X) ~ X=X:9 ) 

'!"' -r-1 "5" e tambem ~ ::,; " 

Ma.s q ~ Xl'\G 8 = X9 (\G- 8 t- fÕ e, portanto "\.f-1
1 é falso em M(GY]_., O que, é? 

• ,9 , 

absurdo po l· S; ja vimos que q cie. G' e q Ir '\(--'1 "' 

Seja. ps o · seguinte su~onjunto de P~ j cofinal l em P"" i . Q( ' 

h G: P ~ re e só se h é- P ~ e domh = n para algum n 6 l..,V 

(L6) Em M[sJ 1 1. é isomorfo a P~., 

Trabalha.remos dentro d e Mf s J., 

" 

Lembram.os que se < h.1 $h2 ) G P1 então l(<h1 ,h2?) - domh., Se= 

j am pi e:. 1:. ~ 1 ( p) == k 9 p = < h1 ~-:h2 '> e 

SP = f < a ~b "> E.- z_ ~ <a,ib) ~ (h1 ~.h2 ') e doma .= k➔·l ~ 
. domh

1 =- domh2 e doma= domb 

a. = h1 U 1. < k ~ /3 > ] 
b ... hz U f <. k, 'i ) ; 

KlOrtanto s .. 

algum 

algum 

tem--se 



-?ã..

Aasã,-« \SP\ 2 l«xa.\ Ü:;:l'C\ polo q') "> . Logo existe 'P"

bijeção de SD sâbl'e « Seja p 6- .21 9 l(p) = n. Podemos acham'' pi(=p\ixi)
Og.ig.i compi<p e l(pi) = i seja.t (p) in-»« tal que

.X' (P)(ij) H tt';:(pj.PI.li ' Desta manei.I'a X' 2-» I'.k . Vê-ae eom f'aei.-
].idade que À ê bijetora e que .prece!"ra a ordem, o que demonstra <2:6)

Podemos agora demonstrar o lema 5,.

Seja ;t (G) a i.magala de G 8m P'.t Por (f5), (216) e lema l-A l

temos nt.G] = UiHRol! = MísãÍX(G)8 . Ainda maio, T(G) é um filtro M(8)-

genérico em P.; Portanto, se F = dX(a), então F é iuaia funç;o co].ap-
eanbe MÍsl-ge'néz'iea de ]o s8b]'e « Como temos c].araln.ente que

attg[P'.] Ktqt'r(G)] = U8G]
o ],ema 5 fica demon8t!'adõ .

Demonstl'açao do teorema l-C

T.EOR.ENml : Seja f :co-» OR + f' € N .Então exi.ste um filtro Mi:f:j-gen.g

rico Gt em p'n" ta]. que N = Ht.iE]i8Gl] .
Beija G t.iui í'i]t]'o M-gexaérieo em p'a ba]. que N ]uit.a3. pc:.o lema

4-B f € BiZ.aõl} pax'a algum /3< .rz (GÉ'' = GO pÕ). Tomemos a.} z- /3 Seja

q =/b+2 . Sendo R'c= }f € p'n' ; doiMâ<a'Kw) = ÇJ}, temos cla-
z'utente \Àm isomox'filmo p"n E P'( x R'c . ]Entno, pe]o ].ema 3-A,

N = Meti«]tGZ] onde G'( é filtro M ético emP'< e GI é tm filtro

M[[G«]-genérbo em R'( . Va].e também q.ue P« ! Pê'"} xpa.}i e portanto
MÜG'c3 ; wBaa*:jEp] onde I' :w-»ptZ é í'unç;o colapoante wEaõ'z]
genérica. Peão ].ema 2-C, Como l/SI = }/b'rl-l , existe F2 : t'o

co;lapsante M [GP+ l] -g.i.:éri.ca tal que nLGP''Z16'Õ ; n&G'S'l]i8'23

Do ].ema 4-C existe FI : w-» /3 eolapsante M.-genérica tal que

uBa0''a] gõ' wBc']] = uEF:irp2] ' pX'v:lw-->A H . wÍPz]
genéz'ãoaÉ3 reopectivamenbe. .A.p]icandó agoz'tt o gema 5-(J eooi f no ]-usar dê

s encontra-oe \H]DP. ft]nçao co]ap6ante U[PJ oa FR g L» -> /'3 t&].

-- «8[F33 - "P'iãP':3 - "t.".J
Peão [em,a 4-C exma'be aé , fi].tro MÜfJ-geriérieo em iE4'+l ta] qu.e

Ui.r]$P:l] = Mtí]8Gâ3 . rezo ]ema 3-C existe G2 fi].tro $trfl rlêx'ico em P<

-3~~.,. 
pois ~ ~ LO º Lo go exis te 11-"P 

~ bijeçao de S sôbre C( º Sej a p G L 9 p 

0 f i ~ .cl COm p . ' p e 1 ( p . ) = i O S 'e j a 
1. l. 

·X ( p )( j) "" ~ (p. 1 ) ,. Des t a maneira D . J.,.,. ,:.' .. J 
lidade qu.e ,'.{' é b1.jetora e q11e pr eserva 

Podemos agora demonstrar o lema 5-º 

l{p) ~ n º Podemos achar p .(=p\ i><i) 
l. 

;r ( p ) . ~ n - > O( t al q u. e 

X ; :Z - > P ~ º V-ê-se c om faci= 

a ordem p o que demonstra (.f:6) , 

Sej a ;t(G) a i ma gem de G em P º"'- º Por (l:5 ) 9 (1.6) e l ema 1-A ~ 

temos .M[GJ ·= Iví[sJfü] :a:, rvifoJ[X(G)] _ º Ainda mais ~ 'i\(G) é um filtro M\ s] 

genérico em P~ " Portanto ~ ·se F = U)( ( G) 1, en t ã o F é uma f unção cel ap= ' 

a ante Mfs1=genério a de LV sôbre O( º Como temos clar amente que 

MtsJ~1
] ~ M [s][Y( G )] ~ rvr [GJ := iVI[Fl 9F2 J 

o lema 5 fica demonstTadoo 

TEOREMAl : Seja f ~ UJ -"> OR ~ f E N º Então exis te um f 'il tro Mtf] -·gen é_ 

rico G9 em P.n. tal que 1'! :;;;: ·1VI[f)[G11J" ' . 

Seja G u.m filtro r/I- genérico em p ..a. tal q_ue N =- M [G ] º pE::o lema 

4=~8 f ~ M[G t>J para e.lgum pi ~ -Q ( GP = Gn pf>) º Teimemos w ~ ;; º Se j a 

o<,'. :e;: /!) + 2 C> Sendo R~ - } f € :P .n. ; i:lonLf /\ ( cJ< x w ) = yf } 1 t emos ela= 

r amen-te um · somorfismo p-n ~ p"< " R"' • Então\) pelo lema J=A v 

N .::,; M [G~j[G;j on fü~ G ~ é filtro M-genérico em P e(. e G1 é 1.un :filtro 

ro[ Gºl] =gérH~1.~.o em R "' º Va1é também q1.le P « ~ pi6-+ 
1x P !3+ l e _portanto 

lVí[G-~ J ;::; M[G f3 ~·j[:&' j onde F 1 g w--,.13-1-1 é f1..1-nção c ol aps~nte M[G"~1J-
genérica º Pelo lema 2~~c 1 com.o )f,>) = lf-, +·11 I' e~iste F2 : tu - > ,A 
co-lapsante M[Gf1{- 1J ~~~e:nérica t a l que 1VI[G"~ 1J& •~,:-.: M[GIS+ J]l,F2] º 

Do lema 4 C existe F1 ~ lJJ --:. ~ colapsante 1VI genérica t al que 

M[G ~t-l] --- M)!1] " Logo M[G~] = 1VI[w1[F2J ? -F1 ). F2 i w - ':.> ~ M e M[F{1 --
genéricas res:peeti vamexrte º Apl ica:ndo a gora o lema 5~0 com f n o lugar de 

s encontra-se wnP .. :função colapsante M[fJ =genérica F 
3 -t al 

que 

Pelo l ema 4-C exj. s te G2 v f'il tro M [:f] =genérico em pf,{,, l t a l que 

M[f)~ 31 ~"' M.[f ][G2} º l'elu lema 3·~0 e:x:is·te G2 filtro M [f l -genérico· em P '( 



bal que mjljXaj3 = UErJÉG2'] Restamindo;

«mBD-"M8p3] '"C' ] . "WFcD:3-" ,
G2 mllí]- genérico eu. P« e GI UBü«] -..'enéz'ico em R '<

Peia recíproca do ].ema 3 te o] , filtro. mtfj-genérico
(F''' : P'':X R'C ) -tal q.u;

mtrJÍGs] = nbr,a2,aa.:l ; N c

3?'

em P'-a-

tal que M[fJ[G2} ·= 1Yi [f]fJ21 º Resumindo : - 3~ -

1YI[f][C:.~) .= M ~'][F 3] ~ M[ G °'] e M [f][GJ{i ,~ N 9 

G2 M [;rJ~-~ genér i c o em P ~ e G1 M [G º~] -:~e:nérico em R ~ º · 

Pela recíproc a do lema 3=A existe Gf 9 filtro MLf'] =ge:nérico em P ~ 
(',) 

,::.:: P ô<.)( R o<. ) t al qu.e 

M[f]fG'] ~ IvI }t9G2 1' G1] ~ N Coqodo 



IV ].lanog..&..Q..g.QDggltg.dg.39al. 8:leBtázlo

A - Sôbre borelianos

Nesta, seçâo iremos admitir o axioma da asco'lha para famílias onu
merávels, bem como os demais aJüomas de ZF

Def[niç:$jo: Qáüg;Ka para bore].lado s:

Seja }r, : i wq tina oi):uneração arlbmétíca de ©: seja J:wxuo-', uA}

ta.l que J(Z'a,b>) = 2a(2b +. l). Os borellanos. podem ser elassi.fÍGados
segundo "!dvels de complexidade" Q desta maneira os colocamos em corrqg,

Donde'agia com lama sequência d© ordinaís:

zero Q formado po].os interva].os fechados de extremidades râ
ciol)ais,,

O n:fve]. i' 'p ]. á formado peias uní8bs e complementos dos e].Quantos
(to nz've]. 7 ( 7 e ©©).

Sa ,À á ordina] ].imitei o zl:fve]. IÀ á uzli.ão dos nz/fieis ppocodentos.

])arenas lma. definição para codigo de borelianos por !ilduçao no nÍ

ve[ de eomp].exi.dado dos bore]ianos.
Sendo (y .função) 8 {.o -» w 9 diremos que

(1) ó( codifica: [ri)rj] se «(O) =0(moda) 9 «.(1) = 1 9 «.(2) =i
(2.) Supoiahamos q\ze a'i codifica BI 9 i L ; então aZ codifica a

tJ..BÍ se ó((O) =].(nodo) e 0((J(ill)) : '«l(1).
!'e.o '

(3) $upon1lauos que /5 Codifica. B9 «{0) = 2(nada) 8 zZ(m'].) = /3('n).
Então «' codifica o coKiplemento de B.,

(h) k cedi-fica B semente nas condições de (1) a; (3).

Qs tre's lemas abaixo se demo1lsbl'awpor Indução nos nÍvoís de compl:g,

cidade dos borelianos.:

LEMAli Suponhamos que o< cod.li'ica. B]. e B2' Então BI + B2

iÃMA28 Todo bol'aliado á codificado por a].gum «. .

l.EMA3: Todo cona\unto codificado por a].gum « é boreliano.

0

-
IV - Q_odi~~cação de borelianos e oco ceito 

A~ SÔbre borelianos 

Nesta seção iremos admitir o a-xloma da escÔlha para familias enu-

" meraveis, bem como os demais axiomas de ZFo 

Definição~ CÓdi_gg_ pa.ra borelianos: 

Seja Ir1 : i <= w \ uma enumera.,ção aritmética: de ®,. Se·ja J ~ I.O)(W -"'> w 

ta.J. que· J(.(a , b)) := 2ª·(2.b + 1),,, Os borelianos, podem ser classificai.dos 

segundo "n:Íve:ts - de complexidade" e desta maneira:. os coloca.mos em corre~, 

pondênci8: ~om uma sequência de ord.inai s: 

"" O n:f\rel zero é formado pelos intervalos fechados de extremidades r!_ 

= O n:fvel t_ + 1 é formado pelas uniô'es e complementos dos elementos 

do nivel ? ( 1 <=- 01\)., 
' 

Se,\ é ordinal limite, o n:fv~l i\ é união dos níveis precedentes,. 

Da.remos. lWJ.a definição para cÓdigo de borelianos por indução no ní. 

vel de complexi dade dos borelianos., 

Sendo O( função, a::' :: w -:::, w 9 diremos que 

(1) ~ codificat [r19 rj] se c{( O) =. O(mod3) , ô((l) = i , 0((2) = j 

(?) suponhamos que <i i codifica. Bi , i 6 LA.) ; então ~ codifica. a 

U B
1 

se ôl,( O) =. l(mod3) e Ol(J(iil)) ::: ac 1 (1)., 
i:EW 

( 3) Supo.nhamos que (> codifica;_ B 7 a( ( O) ::. Z(moa,1) e ~ (n¾· l) = /3 ('n) º 

Então o< codifica o complemento de B,, 

(L~) - ô<C codifica. B s.Ômente nas condições de (1) a;_ (3)., 

1. "" ;i i 1 Os tres lemas abaixo se demonstrampor induçao nos n:ive s de comp !t 

xidade dos borelia:nos.! 

LEMAh suponhamos que O<'. codifica B
1 

e B2 ,, Então B1 -- · B2 ,... () 

.LEMA2g Todo boreliano e codificado por algum Oé..v 

() . 
LEJYIA3: Todo conjunto codificado por algum o( e boreliano., 



to de 11m bo:::'eli.ano :B e + (N ,n)(x.PI) :: +'(''(,n)(x), otl sela ,

Õ (04,n)- codifica o próprio B.

(contlhua-se a leitura na observação l da mesmei página)

to se á a sequência vazia). Defíni.mos uma Mçâo +' :Gwmbxw .--> '"t.O

(1) n H O então (+ ('< 9n) = 'C
(2) ]n >0 ? ent;o sn pé g . Digamos que o eoiaprimentü de sn é k. Se

ja sm o segmento ]n]ci.a]. de sD9 de comprimento k=].s Q seja Ê o último111 ' .. üz

eleiuento de s. (é clâ?'CJ qua m < n)«

(2.1) +' (« Pm)(O) =. o(moda). Bubão + («.)n) é a função idêntica
HGDt8:!ZI.Ãl&.

(2.2) 4' ( ó(sm)(O) = ].(moda). E:Deão @ («. )n)(x) ; +' (« )m)(J(rsx))

(Z.3) + ('( 9n)(O) = 2(nodo). Então + ('é in)(x) ; 4' (« pn)(n-l)

Jxí-iA.IB So «. codifica um borelíano então para tod.o n +('< ,n) codií'íca
um bo@eli.ano.

Pgg;g Por indução om 1l :

(1) n = O 'e tritria.l
(2) n > O . seja m < n como !aa deí'inição acima. Por hipótese de induz

Galo + ('< Pm) codíí'ica uín boreliano.

(a) M +'(''< Pm)(O) = O(moda) então +('< )m) codifica um interva].o
fecln,:do de extremidades raeioiu.ís e 4' (« )n) : O codifica:, o IB

ferva.].o.Z O,O].

(b) 80 +'(a 9m)(O}. : l(moda) então 4'(« ,m) codifica: un boz"eliano

do tiPO B = LJ B, @ $(«sn){J(rsx)) ::+' (e.)n)(x)) ou sgl
laço '

ja;, +(a )n) codifica 4íHlt#glMl@#1116 Bq,-

Q,b.in=!!i:!sãg LS 110 ca.se (b) os 4'(« 9n) com z] e A.: ond.e m é :fixo e

8 0 segmolito iiü.clal- de sn é sm 3 (logo n < n), são có
digas para. todos os Bi ta:i.s que LIBj. á codificada por + (a tm)9 cap.o

to de um bo:r.el i ano B e d? (°' ~m){x•rl) - q> ( Ol 1,n){x); o t1 seja ll 

t~ ( Ol 9 n)· codifica o próprio B-º 

(ccintinua-ee a leitur a na observaç;6 1 da mesma página) 

• p " • i ) f <v to s
0 

e a sequencia. vaz _a º _ De· inimos uma funçào 

como segue: 

(1 ) n ~ O e:ntã.o ~ ( "< , n) = ~ 

(Z) n >O ., então s:ü ~ 0 " D:lgamos que o comprimento de sn é k,. Se

ja sm o segmen;co inicia~ de sn9 de comprimento k .... 1 9 e seja .r. o Último 

elemento de s ( é cla.ro · que, m .( n) ., 
. 11 

(2.,1) <P (« ~m)(O) ::. O(m.od3)., Então /p (ti:: ,n) é a_ função idêntica ..,. 

mente, 11ula0 

(2o2) (?.( ~ <Jm)(O ) :.:. l(mod3) ,, Então (p ( fJ<.. 11 n).( x) -- ~ ( e\:'. ,m)(J(rj~)) 

( :m· e.w) 

{2.,,3) ~ ( ac ,m)(O) ::. 2(mod3)., Então ~ (Cl , n)(x) = 1 (C( 7mHw·l) 

-(x 6 u>) 

LElv1Al!.g _Se rx... codifica. um borelia-no então para todo n q:> ( ~ ,n) codifica 

um b ó"re lia:no,, 

Qeim Por indução em n : 

( 1 ) n = O p e t:civiaJ. 

(2) n > O ., q.e ja m < n como na definição a.cimaº Por hipótese de indu

ção o/ ( D< ,m) .codifica. um boreliano ., 

(a.) fie <p (O( ,m)(O) ::. O(mod3) ent ã o f (O<'. sm.) e-odifica u.m intervalo 

fech~;do de ext remidades 11 aciorJ.aís e (p (o.é ~n) .::. O codifica,, o i,U 

tervalo [ 0;i0],, 

(b) Se ~ a ílm)(O) .::. l(mod3) então ~ ( ol ílm ) codifica, um boreliano 

do tipo B =: U B. e ~(O(~m)(.J(r , x)) == t (~,n)(x) íl ou 5§; 
,- ié w 1 

ja), cp(°' , n) cod1Sica '~ B'l,~ 

Q!,s~y_~fü2 l~ n o m;i~so ( b) os q' (O{ ~:n) com n G .A onde m é :fixo e 
m 

Am :::: f n ez_. w ~ o segmento ini.cia.1 de sn é: sm J (]ogo m < n), são có-

digos para. todos os, Bi taiis _que lJn1 é codifj_cada. por cp ( « ~m)\'J como 



-q4-
nostra o soguln'çe : n Am .--» Sn = si;R"X'n> (!:n concatonado a=.
rn) para algum rne w . Logo +(o< 9n) codifica o boroltano Br..
E reciprocamentos para cada í Gco e:d.ste- nla Alü tal que sn.="sn l>
e: portanto (Ü(a ,nj.) comi.fi.ca Bi '

No caso (c') os +(«.}n)) com n € Am são todos igual.s3 pois índeu

pendem do Último elemento da, sequência Sn'

gbggglCggêo 2 : A observação l junto com o caso (a) nos mostram que

+ (« ).) nos permite recuperar os borellanos a partir dos quais B á
constzuÍdo9 onde B á o bore].íano# codificado põr l< .

TEOREMAS: EM.ste un prodl.Gado 'TTi. , AI( od) que á equiproVavel com o
conceito it q. comi.fica IDln borelianott.

Dem. Sela /b : to . Definimos lema função /b ; to-» ('o por
-'-.= <'/3(a) !... 9 /3(n-l)">Ã(n) ' ' '....
/'ja' ÂI(«) = ?«F) gn(4'(&sp=(n))

Supo11hamos que c( codifica. um borelianos de nível d.e complexidade

7o'. Quereütos demonstrar então AI( '« ). suponhamos por absurdo que exl.g

te P:w que V ne. w (+(«sP(n))) # o. ]» sua definição 9
v'erros que ã é uma função crescente e que $e +(''( s/b (n)) codifica lm
boroliano da l11Ívol 7 , + (« s/5 (m)) cadiflca IM bote'líano da nível ?t

e n < m então ?'.< $ .

'V n 6 w ( +(« ,Ã'(n))) / o significa que +(a ,.6{n)) não codifl..

l-füFX:l

= o')

ea: intox«;ralos do eJÜI'emidades ra.cíonais (nJ.vol O) para no!)hum n. Mas eU

%âo, se chamar 7v.., o Índice do nfvet ao qual. perbonee o borelí3:
no codificado por +'( óz )/b (n))v 'Conseguimos tma carte;ia docrescante iníji.

Riba' Ío .> 7]. '>7ZI >:.-.,. 9 o que á imposszvol em presença do aid.oma

dat regu].aridade.

Rega.pr'ocamente. Se a(. nao codifica nonlium bor'elíano podemos cohs+

frui.r tma: í\ração P : u' -»w tal que V n é; n' (©(a 9Ã(b):) nâo eod&..

laica. ngZl]!tnl bol?e].i8no) . Definimos por induçãoz

/3(0) = 0 ( 9ê(0)) = 't )

Supoxlhamos /5 do=finido ate n-l e seja /b (n-l) bal. que

mostra o seguinte ,, 
" -n e A ~ s = s ~ -r > m . n m n 

para algum rn e: w " Logo 'P("< 'i)n) codifica 

E reciprocamente 9 para cada i G w e:E.ste· n <6: Am 
i 

e, portanto cp ( rx. ,ini) codifica 1\ ., 

( sm concatena 

o boreliano B º 
rn 

tal que s = s ...-<' i > n1 m 

No caso (e·) os t'(o(,n), com n & Ara são todos igua-1s~ pois inda-
/) ~ . 

pendem do ultimo elemento da ... sequencia s· º n 

Observação g, ·: A observação 1 junto com o ca.so (a) nos mostram que 

~ {O( 1 o) nos permite recuperar os borelianos a . pa-rti•r dos quais B 

construÍdoj onde B é o bo:r.elianolJ codifica~do por a(,. 

,{I 

e 

TEOREMJ.\5g Ex.iste um predicadolTi - j . A1(0(.) que é equipro'f1ável com o 

conceito u oç codifica um boreliano" r, 

~" Seja (b ~ W -:-> w ., Definimos uma função · ~ w -"> w por 

S; = < fAO-.)-; ~ º º rv f-; (n-1)'> 
°it(n) 

Seja A
1 

( O( ) - '(/f ) 3 n ( q> ( ól ~ ~ ( n) ) = O-) 

suponhamos que G\;'. codifica um borelianos de n:f vel de complexidade 

1_ 
0 

.., . Queremos demonstrar então A1 ( t1<'. ) ., Suponhamos ~or absurdo que exi~ 

te fo: w-,w tal que 'v' n G- w ( e\> ( ~ ,fo (n))) r, O., Da'. sua. definição 'i 

°'remos que ~ é uma função crescente e que se cp (~ ,{> (n)) c-odi:fica um 

boreliano de n:f vel 1 9 cp ( ti:'. ., (5 (m)) codifica um bore:liano de ni'v-el ~ v 

"" 1 ~ 
e n < m entao i -< t º 

-~ n é- w (_ f ( ~ '.Y 1 (n))) #, O significa. que q> ( tX e; [& ( n)): não codif!,_ 

ea, inte-r.-, alos da extremidades raciona.is· (n:f.vel O) para nenhum nº Ma.s ª!!. 

ito .., se chamar-mos de 7 o· Índice do nf vel ao qual pertence o borelia. , n - -

no codifica.do po:r <P ( ol 9 "f, (n)) 9 ·conseguimos uma. cade;ia decrescente inf_t 

nit& 1
0

)'·11 '> 1 z > ,, .,.,, , o que é impossível em. presença do a·xioma 

da.1. regularidade º 

~ ~ b d . Reciprocamente., Se ô( nao codi:fica. nenhum o:reliano po amos cohs= 

truir· umal fun_ção /J : u., --;, vV ta-1 q1Je V n G (,>..) ( cf:> ( IX rv fo (n)J nâío codl,. 

fica. nfuh:um boreliano)" Definimos por induçãoi 

suponha.mos ~ - definido até n=l e- se;ja f-' (n-1) ta,i1 que 



-'4a «
@Çq,/3 (n)) não Codifica. Então P(«lê (n)) É, O(moda) (porque se lIXo
codificam'i.a.).

(a) se }'(«',.ê(n)) © l(moda) então para. algum r G devemos ter

+(as A(n))(;(rpx))9 co!!si.gerada com :função em x, nâo cedi:íl.ca!.. Seja

m td. que <.P(O),.. P(n l)ir> ; sm ' Oeí'3.ni.mos então /B em n:
é(n) : I' (dest:a manei.ra #,(n+l) = m).

(b) ae +<'<9.Õ(n)) = 2(mc,d3)9 levando-se em canta o caso (c) da

obsenraç:o [9 bas"ca9 por examp].of fazer /'3(n) = O . (llestQ ea:se

/:(n+].) = m onde sm ; <'/3(0)s/b(1)9....p/3(n-l)9o-.>)
Asse-m pal'a a í'unção /3 :w -, 'o deí'unida acima, V He t.o, 'ê(x,Õ(ü..')i

11ão codifica boreliano e portanto Vln € to (p<& ,X'(n)) / Q) W's se
não, pa:ra algum n +;( ad, /6(n)) codiflcaria. o intervalo [o)o] .

!Hma6 : Seja x um real. Hxisxbe um predica;do ari'tmgtíeo A&( 0/P/3 9x)
tal que A&( o(9/2) )x) e verdadeiro se 6 sÓ se

aZ : t.o ..-> to codifi.ca um boreliano

/3': w -o ...o é: tal que /õ(n) = 1 se e sÓ se x pe:r'benze ao bg.

reliano codificado por &(<9n)9 /3(n) :::D se Q
sÓ se x nâo })ertence e,o bore].ía110 codificado por

4' (a ,n).
Dam: Podemos descreve AI. coIRo segue:

(1) aiponhanas qua ê(«,n)(o) = O(moda). Seja +(Xsn)(1) = ís
4'(«-)n)(z) : j . Então /b(n) : ]. se e só se x e frÍ9pjl

(2) Suponlumos que +('( )n)(Q) = 1(moda). Soja j> a sequ8ncla de como

X)riniento ] cujo lh.íco e].ementa á j. ])efi.Hinos f : LO -» co por

{'(ngj) = m se e s8 se i

sm = sç;'''< j '> Então /3(n) : l se e só se par'a. alglmmj

é.(Y (n,j)) : l . (note-se que q(n,j) > n)
(3) Suponhamos qu.e + («' !n)(O) = 2(moda). nhtão./3(n) = 1 se e sá se

ê( P(n,o)) = o.

(Ü.) P (n) = O c'u l ('tneW )

Fica. claro que o pr'Galgado Ah(e v/B )x9) á arj-tmétlco e qu-e ®
8' W-a.o aatiní'az aa oondi.ç8eo do lema para /6 então A4(«,y,x) vale

-4 
<P ( ct, ~ f (n)) não codifica., Ehtão 4> ( oi.. s"% (11)) _ É. 0(mod3) (porque se na.o 

codifica.ria.)º· 

(a) se q:> (ot '.11,;s (n)) ~ l(mod3) ru:rtão para algum r s w devemos ter 

cp ( Ol ., (Ô (n)) ( J( r)l JC)), considerada. com função em xíl nã.o codiftca•,,. Seja 

m tal que < /3 ( O ) ll º ,, ,, > /3 ( n-1) ~ r > = sm ., Definimos então f.; em n ~ 

f.> (n) = r (desta maneira. ;?:> (n+·l) = m)., 

(b) ®ie ip(c<.iji;(n))::, 2(ruod3), levando-se em conta. o caso (e) dai 

obse.rvação 1~- basta, .. por exemplo, fazer (3 (n) :::: O ., (ne-ste ca:so 

j!(n+l) = m onde sm = < (5 (O)~~ (1 ) ,-, ., ., ~ !3(n-l) ,o->) 
Assim pa.ra. a :função ft ; w -"> w definida a~ima, V n"'" w,, tp (ol<sf.,(lt.,)...' 

n~.o codifica boreliano e portanto V n e w ( 42 ( ôl , fo (n)) ~ O)_ pois se 

nãoj paira a.f-gum n ~( ~, ib(n)) c-odif'icaria. o intervalo [OlO] ô 

LEMA6 g Seja x u.m real., Existe um predicado aritméJcico A
4
( oi. ')f.> ,x) 

( ) 
t> /) 

tal que A4. º' 'j f-> '.lx e verdadeiro se e so se 

ot : w -'> w codifica mn boreliano 

/?>: w --;, v,.) é, tal que fa (n) = 1 se e só ·se :xi· pertence> ao b.Q. 

:reli ano codifi ca:.do por 4) ( a<.. 9 :n) , /3 (n) =O se e 

s.Ó se :m não pertence ao boreliano codifica.do por 

~m; Podemos descreve A1, como segue~ 
t..f. 

(1) suponhamos que (l) ( o<. ~n)(O) =. O(mod3 ) º Seja cp ( o( ~n)(l.) ·= i~ 

cp { D(. , n)( 2) = j ., Então . f-,( n) == 1 se e só se x <S- . [ri, r j l 
(2.) suponhamos que <P ( e<. ,n)(O) .:: l(m.od3) º Seja.< j > a. sequênciat de 

· t 1 • " • J ' "' • D· ef1· nimo s· LO : w -"> I...<.) primen -o CUJO urnco e .emenco e J.. l 

ú' 

se e so se - . "" ) ,. sm = sh < J ') ,, Entao /3 (n = 1 se e so se para. algum. j 

('/ ( 'f {n 9 j)) = 1 º (note-se que lf {n~ j) > n) 

por 

t> 

(3) Suponhamos que ·d? (r.Jt ,>.n)(O):: 2(mod3)., E11tão _~(n) = 1 se e so se 

f.;( tf (n ,O)) ::: O .. 

(L~) f.; (n) == O ou 1 ( Y n é w ) 
FiccL c-la.ro que o predicado A/J(óé ~ f_; ,x~) é aT:ttmético e qtte se 
l.)J--;>t.0 satisfaz a_s condições~ do lema para(~ então A4 (ct.9ysx) -ve,le 0 



Supola]lamos agol'a blue x ç$ z'ea]., .{. codifica tim bbore].lado, y'' como acima p

yt; ç.D ..-P x.u á tal qu A&(X.j y'',x). Mostraremos qud /' = )" . 8upo-'

11hamos que não. Então para algun..:n b' l (n) ?é y (n). Dlgaaos; que sn tem.

comprímenbo !'... Podados definir uma í'unçãoc Ó : w -> to con assoguinües

propriedade.:
(1) á (r)b= n

(2) 8e m 2.r então y(i(m))!#' >J(g(u)).
O conhecimento de s.s jun];o com o que impõe a condição (].) deter

mina. o vü.or de J' eli O)],...+Tn],3 (ou sela ÓI O,is.},,,:g:].S. é tala
Wa % <'Ó (O)s(S(1)!;.', (5(r'''l)>):. ; f3.manos 'S em 'irtml»..i} por'

indução no m cla condição (2),
Como para m = r' , pa].o visto anima, a: condição (2) está satlsfoi«

ta, seja m .>'v' ta:l que. y(.i(m)) # .y' ( á (n))õ' Blúão,. ên primeiro ].ugap

+'{ a.,3 (m))(.0) á o(üiod3)s poi'que se não! poT (1) da definição de Ah
8' ( i(m)) : ã' :'( i(m)),

6o «., 3'(m))(O) : ].(moda) ; papal ao menos lma e)etenâão Bk - :de

sg(m)) .de cano.rimentc} m+]. pomos y(k) # b' '(k). Então escolhamós â(m)
taJ. qu.e 8(mq-l} =k (ou sejas 5(m) á o Último elelaenbo da\ seque'agia sk).

86 Ó(«.]á(n))(O) : 2(moda) e y( â(n)) / à'''(á (m)) :;então Da-

na tôda. oMensão de s.i(m)9 y Q 8' ca]cu].aços no SQU g.ndiee serão di:.
forente$s em partícula!'S xn.& notação do Úlbi.mo parágrafo) .ÍP (k) gl & '(k)

e a definição dada acima para Ó (u) está boa. (ver observação 1, Caso(c.}l;.
Portanto .b :w -»to assim daf3.nidat satisfaz (1): e (2) acima!. Já

vamos que b'(:5<m)) # y'( i(m)) V mzZ r i.Dapli-ca. em

+{« ,g' (m))(o) # o Ym » r.

% }(«.sÓ(m.)(o) = O pwa &lgl mo< p então é(«,á n);)

wl'i.a &. í'tenção nula.. para. todo íü mo pela.. definição dê #' .. .IDgo

Vn( }( ''d91(h):) # O) $ óu: seja! AI(«) g Í'atso.l oaíl sai ãue''&::ldo
codii'ica. -11en1l:um boroa.iano9. o que contradi.z. nossa! .hipi3tesa. Portanto

vaomuA7t EM.atem predicados 'rl Á2( q.sx} e; A3(,'z 9X) que são equl
r\srg'xrn'i g eom oa Seguinte s con,eeZto ss

!
y X

Suponhamos agora ql).e x é r eal 9 ~ c odifica 11m boreliano 9 ')f' ~omo acima ~-

'l{ 1 
; v-., .-.,.· w é tal qu Al/ ti...,, lf ~- 'J x) º Mostraremos qua )/ v = Y ,, 6'U.p0- · . 

hhamos que nã.0., El1tão para a.lgum·. n ~ª(n) i- ~ (n)o D1gam.os, que· sn tem 

comprimento r ., ,. Podemos definir u.r11a função ó : w -;> w com asseguintas 

propriedade,~ 

-
(1) á(r) -=n 

(2) Sem . . ~ r . então j(b(m)) -;!' ~ 9 (b(M))., 

O conhecimento de sn·ll junto c_om. o que impõe a. condição _(l) deter

mina. o valor de ó em Í O, lj º eo 9 1? ... 1 ) ( ou ·seja ~ J f-0'" ~" n n r-1) é tal 

que 5í:1 = (J{O), J (l;~.,.°"" '5(r ... 1)))0 _· Definamos J em 1 r~r+l~.,., 0 } poir 

indução no m ela condição (2)" 

C'omo para .m ::;. r , pelo visto a.cima.si e,; çond:tção (2) · está sat1sf"ei-· 

· -ca. 9 seja m~.r t;al que ~ f.8(m)) t- ir'i{.f(m)),, Então~ . em p:rimei:ro- luga:ir 

q;> ( 0<.~ $ {m.))(.O). t O-(mod3), porque · se :não~ por (1) da definição de A
4 

~ ( G{m)) = ~ _8 ( &(m))~ 
·~ o 

Sa <plct ii l(m))(O) :::. l(mod3) ·> para1_ao menos uma. extensão sk de 

" 
st(m)' _de comp_rirae.rrco m+l temos ~(k) t- ~ 6 (k)., Então escolhemos á(m) 

-(;: (" )I? t,> A ) 

tal qu.e o (m+l) =k (ou sej&..9 õ (..m e ·o ultimo elemento da.t sequencia sk · a 

Se 4)(~ .,$(m))(O)::. 2(mod3.) e Y.< .S(m)) 1 Y'(S(m)) . então pa.-

ra tÔda., e:Ktensão de sJ(m), ?f e, _ ~ 3 calcu.la.do.s n.o seu_ Índice serão d! 

fe:r.-ente$~ em part1cula,r 9 :na· no·ta.ção do Último pa:rágrafo, .f ( k) t. 25' 0 (k} 

e a definição dada acima para ó (rn) está boa., (ver 0bservai.ção lj caso-(c.JJ ,, 

Portantq__ ... ó ~ w ➔t.Q as,::iim definidaL Sfüt;i sfaz ( 1) e 

·v,imos que "'<J (m)) # ~' ( i(m)) \fm ~ T impl:tcai. em 

,h - I 
"( ( ~ ~<5 (m))(O) -1, O 'rf' m ~ r., 

(2') 

Se ~ ( ~ ~ S (t·o <;,)(O) :;;:; O para algum . m < r então tp ( tt: ')X (m):) 
. o 

s.e1"ia a função :rr.u.la .. pa.ra. todo m ~ m0 pela. definição dSJ P º Logo 

V n:( tf;> ( at. ~ X {h)) :/, O) 1 ou· sejaJ.~ .t;.T( °') é falsoº na&' sai que Oé não 

. codifica, -nenhum bo:reliano'9 . o que contra.diz: nossa1 hipótese., Portanto 

" 
1 

TE0REMA7~ E;xi stem. predj_ce,dos 1f 1 A2 ( O( 9X) 
"' que sao e-qu.i~~ 

. pü."ovávei s com. OI:t seguintes concei to f:3~ 



(1) e codifica xzm borellano e x é B« (onda B«' á o boroliano codl.
í'lendo.por k')

(2) .« cod:ifíca um bborellnno e x 4B

]299:. Defíni.Elos A2(« !x) como sebo-o:

A2(o(+X) : (Vp)(Ah( «9/3sX) ---» /3(0) É !) A AI(<.)
C].altamente Ap Q a}. Sejam k o código do wm bote!!aao9 x llm ?oal

e là'':(D-»to eoüio ]lo ].ema anbarlor. Então A2(«9x) vale $e e s(5 se
b' (o) : ]. . Mas y(o) = 1 . Ainda mais Y(ó) = 1 se e se se x pertence
ao bolnelíano codií'i.Gado por ê(« 90). Mas +'('e 90) = e ., Portanto

A2(OC lx) se e. $o se «- codific&u um bore]ian.o e x pertence a â].e.
Pa:ra. A:; se proceide al:Üaogamente. Definimos:

A3(«.SX) = <'É )(+'(«,/39B) = 0) A AI(q.).
con013éRiO: Existem predicados ''n:l A.h( «'!ê ) }: A5{'e ;/3) que sâo aqui
proválvais ao$ segulnbo s coneaitos:

(1) B.c (u BP

(2) B.c = Bê

]lE)4A8: Gaja +(« .) ml pred]ea.do IÍ]. Seja M ub modal.o trnn.sitlvo de m'...

Seja 'x : \D -» w uli e:t.ornenl;o d.e M. Elxtão M P '+(« ) $e G sá se +'('«)
é UM teoraiua de ZF .,

2ÊUS +(« ) é p:radicado'n ll se e só sê &.{l« ) : V f'V(«. }f) onde a$ f
sgo nlmç8a.s {i.e W em W e::l'' á um predicado al'itmótico.

Querermos clemows-Luar a.ssim que \' r'V'('q sf) <-» M P V Í'V( «.,f).

A imp[i-Cação . iv']a.].. Pa.ra. a: recÍpr'oca. basta mostrar qua
(1): M f a'''to então X('vsf) }l9 M k' ')((«.9fl)

( X aritmético)9 Com oí'oitos sup nt mü$ que Q:xi.sta í' & ww ta:]. q'ue

-n'\t''(« 9f). Fa.ze'ndo ''\'XP(ac sf) : .Z(a.sí') o usando o result;Elmo a.ci.ma sa

Chega. ag }4 h. 3 f-l'x+''(«.9í')) au sala, M P n'V:f'\P(:K9g') 9 Q Wnnostra.
a. recíp?oea

(1) $a clemonstba por inda Qgo no Comprimento de '%p X

0

'7'l

Tomos ã\4q.s situa:çõo s a. considerar s]mu].tâneamonte:

<a) M e N f:ão modé].as transitivos de ZF+jSD e M a-N
(lb) }4 g lna niodélo t:P&Hsi'-uivo do zl'+ED e N g o u.ni.verso dos conliun.

e 

-.,i:.i
(1) Ol. codlfica. um borelia:i;io e 1c G B~ (onde . B K é o boreliano oodl, 

ficado por O<' ) 

(2) «, cod,if:tca. mo. boreliano e x e! B 

Def-inimo s A2( O(. , x) como ·segue i 

A2 f ex ,:ir) =.. (Vp) (ALt( ot. " f> ~ x) -'> f.> (o) 

~ 

Clara.mente A? e 
'-. . 

·rr i . 
1., Sejam "-' o cÓdigo -de um box-elianol) x um real 

(/ ~ w -:, w como no lema anter:torº Éntão Az-( o.t, x) vaJ.e se e só se 

)5 (O) :z l .. Ma.s ?f (O) ~ 1 ., Ainda. mais ~ (O) = J. se e só se :l!!. pertence 

a o borel:i.ano codificado por <j) ( ~ 90 )o Ma.s q, (O( 11 0) =· o.e º' Portanto 

A2 (0l. :1~zr) se e _ só se °'- codifica~ um boreliano e :x; pertence a êleº 

Para. C\ "· . 

.&
3 

se procerle anaJ.ogamente., Definimo S·:t . 

C:OROIÁRIO;; 

A3 ( i:!é . :i x) =. {~ )( tp ( ó<. <J ~ <) :&r) -> (!> ( O ) = O ) A Al ( O(. } º 

Existem predicados 1T i Ai} O( e;~ ) , A5 ( ~ 1 f-> ) que são e;qu! 

,9 • 

p.irovave:i. s aos seguln-i;e s conceitos: 

(l) -~ ~ ~ B,4\ 

(2) B Gil = Bf.> 

L.EM.A:fü S.eja cp (~) um predica.do 1f i., Seja M um modêlo tra.nsitivo de Z:f+"'.., . 

Seja Ol : w -..::-;, w um elemento de M .. Então · M \=. 1 ( o<. ) s:e e só se q)( ~ ) 

é' um teorema. de ZF., 

DQm~ 4>(0( ) é predicado 1T i se e só se 4,'> (o<) = V f'{J(o<_ ~f} onde e1.s f 

são funções de IAJ em W e 't.1 é UJ:71 p:i'.'edica.do ar:1.tmético., 
1 

Queremos demO'tt&t r ar a.ss:.i.m que ' V f~(~ it' ) <-> M F V f--+1( ~ ~]'." )., 

A implicação -;,- é t r:iv-ial., Para. e_; recip!l'."oca. basta mostrar que 

(.1) -s.e :e .s~ w w · então A.(6' llf) -> ;Jf1 ~ M~ M \= ')((ti<. ~f.r.) 

( )t aritmético)~ cnm. e feito~ suponhamo s que exlsta f G ww tal que 

-('t'( ôl ~;f)., Fa.ze'ndo .. ., '~ ( ~ . ~f) =. J[ (a.~f ) e - usando o· resu.J.tgdo acima sa 

chegat a;_ M ~ - =f f, '4'( O( 9 f) , ou s,e_ja\J M \= -. Y f "\y(t;{ ,f) ~ o que mostra. 

q' 

a. rec1.proca 

(1) se demonstra por lndu gão no comprimento de -~ 'f. 

Temos du,a.s st tua.,.ções a•. considerar· s:lmultânearae-nte-: 

(a.) M- e· N são modêlo-~ t:r. .i.n.sitivos de ZF+ED · e M ~ N 

(b) M é uJn modê lo tre.:ns:l t :l. 1.ro dH Z:F'+ ED e N é o un:1 verso dos e onJtm. , ... 



tos (onde vale AB)

glJta: B]) g abreviação para. o princ:ópio das esc81has dependentost sôbre

o .quà] í'a,daremos a.diante. Ela pa.rtlcu]a?s um resu].fado que dümanstraron

mos á que E]) Q equ]va.].ente a.o alidoiza d&. esmo"llu pax'a famílias enwnerü«
'reis.

VEonmw9: sêjmi B4 Q N como om (a) ou (b) aci.ma. Sêjara .'49/3 e( CD]M O
x € $iM. Então as seguintes proposiçoos va.].em em.M sa valerem am N :

(1) « codií'i.ca. lm boreliano

(Z) «' Codifica um boro:Liant) B.c e xa B,.

(31} zy 9/3 codificam bol'elialnos Q B« = B7s

l!&gB O ealio (a) sà] fàc]]mente do caso (b). Caso (b) segue do ].oma 8 e
dos teoremas 5 Q 7..

9kgsi3[agâ92: 9. t60TQUcã 9 Implica 8m que a eox'respondéncia BM« t-». BN
é biunÍvoca entro os bore].i.anos de M Q uma CGFLb&. subeo].eçgo dos bote'-

lla3 0s em N (os que têm Códigos em M). E:sta córrespo11de'nela possizi a SÊ..

gaiata propt']edade !mbui'a]. Seja }{ 6 N modê]os brans].ttvos de ZF'+Bb,

Se:la V o ulü-verso dos conjuntos. seja. B- bope].ian.o em M e soja: BN9 Bv os
eoz'regi)oildenbas bo:belialaos em N e V rospoctivamente.. }!bteüo Bv é o bollÊ

].i.ano QaDI V correspondente &o bor'elia110 Bm de N.

Algumas vazas identifica:remos os bore]ian.os d-o }4 con a].gins boro»
li.an.os ' de !i atrüv'ás desta soFT'e spondQancia'. Te)nporariamonte ado'baremo s

a. segui.nto nota.çâo :. SQ B á borelíano de M9 QSCTOVQUCnS B para o boren
liaxto cor!'esmo!!dente em m.

ii:eÉàaii;sãa: Seja C .boraliano am N. Dizemos que C é raclona.l sobro M $e

C = !3Nw para al.gul Código ad G b!.. Po3.a parto (2) do 'toorenna 9 o ,bo?alia
no em M oor'raspondon.te a c g então CâRrü.

A s8gu]x' . verificarem.0 3 qu.e a.].gamas prol)r'iodadase operaçoe9 süo

p egafvada;s pela função B \

(1) As apara:ç8es booloanas sgo preserx/idas.

tos (onde vale AE!) 

N_O,Bl~ ED é- a.ibre:via.ção para,. o pril10:fpio das escÔlhas dependentes, SÔb:re 

o _qual falaremos a.diante., Em _pa:rticula:r, um resultado que áémons.trare .. , 
t> p A ,? t> 

mos e que ED e equiva.lente a.o axioma da. esc-olha pa1"a· fanulias enurnera:.-

TEORE!l:tA,9: Se-j'am M e N çomo em (a) ou (b_) aeimao Sejam . OC.'Jfo G t AJU:J ) M 
M ,,, i .... 

x- e. i · ., Entao as seguintes p:roposiç~es valem em M se valerem em N ; 

(1) q'. codifica um boreliano 

(ê) ot codifica u.m boreliano Bcc a 

(]) ~ ~ {?; cndifiçam· boreli~nos e Btt ~ B,,3 

~: O ca,so (a..) sa:t :fàcülmente do caso (b) º Ca.so (b) segue do lema. 8 e 

dos te·oremas 5 e '7,, 

Q.p~~Y..filW: 9. taçn•ema'. 9 implica · em que a . co:rrespondência;. B~ \-~'> B! 

é biunívoca:. en:i;ra os boreliam.o s de ·M e uma certa, subcoleção dos bove

lianos em :N' (os que têm c-Ódigos em M) .. Esta correspondência possui a S,i:t 

guin'ce propriedade natural., Se.ja_ :M G ir modêlos t:ransi-ttvos de ZF+~ 
. . 

Seja V o universo dos conjuntos.,. S<3ja. B borelian? e~ M e seja,. B~, Bv os 

J .,, ,.,, I? b . 
correspondentes bo:tJelianos em N e V res.pec·t-;ivamenceo, EhGau.o Bv e o or~ 

15-ano em. V correspondente ao _ bore 1.iano :S.w- de N,, 

.A1guma,s vê.z:es :J.den-tifica:remos os borelianos de M com alguns bore,e 

,p - de. • ,,, . , , 
ltanos de N atr aves desta co:crespon encie;., Terapora.r1amence a·do·caremos 

~ I? * 
a. segu.inte :nota.J;ao ~- se B. e boreliano de· M, escrevemos B para.1. o bore.,., 

l ian.o ·correspondente em N., 

~~g;~ Seja e ,boreliano em N,, Dizemos que e é rfil?.i.Q!l~J. SÔbre M se 

N . . "a. C = B ot para. a;J.gurn co .ig o ~ ~ M .. . PeJ.a parte (2) do te:orema 9· o bo:reli~ 

no em M corTesponden.te a p • N M e e encao e n li . ., 

N ,\l 

A seguir verificaremos que algumas propriedadese oper~çoes sao 

pre se1~v·ad~.:s pela f,'unç-Êí'o B \=--:> B~., 

IBJ.',7.i.-\10 :: 

I. "" (1) As.. ope:ra:.gões booleanas são preservadas., 

- -, 



-q6-
(Zt) Saia f .An.l lula, o saque'nela do borolíanos de M9 oom ÍAnt c M.

Então (nnAn)* : nxÜ, (L)nAn):''.= amai
(3') A relação .R g B á preservada

{[b) .à re].açâó A ü g. á p?enervada.

29 : (1) Coagido!'amos por' exemplo a intepse€4ao., l)lidos A.pB borel&anos

em }.{ com códigos 1« ê /b rospeetivamente9 se constroi. fà.ciumenta de qá.

e: /3. tam codlgo,: y' para. $A.h B an )4 e A'P/l B'# em NY.Logo
( A. hB)+ e A'BÓ ]34'

(?) A11iÍlogo ao (1).
l3 $ «) .&OB = B . Pe].o teoraia 9 é (1) dêste lema tomos (3).
( [D G].aro do t oremn 9.

]ll n AS seguintes oporaçoes Ol;Wnoçges sã-a prever'wpaüas:

(1) Jnterlor
(2) +tA'baz'to

(3) Fêeho (':)
(Ü.) '+tFQCll&d0't

(5) "Com'Pac'bo"

29Eâ. .{l) A = 'R +» A st.).}(rl© 8 p)s.ã Q e-l (r',s).É .B\
(Z) A á; abert;o HÕ ,# = . 'i''

Q

(3) Â =i,® - '< R-A ?

(1}) A é í'achado <

(5) A come)a.ct0 4-D B. = A e pa:Pa. a:lgum N e.n. B. c. '(nN9X'3.

i1111 » 8ajan rPs 6®M. Bubão (rsé)'k = (rgs) $. çr)sÜ'P (P9

;Çr,s) : O { í]t,u] 8 r < b -ç u < é ; t,u € el\

[r,s] :': r ! n e{« ZI

(No'i;esse que do fato da que t.U}L uD® Mõ. que: QM » CêN)

]lV H Se:Ja /A a. medida de Lobesgtie.. seja B um borollano dó: y.

çã.o abso].uba..

€)

é

sl $

9

E:h'b8o

-4('.)- . 
-(Z) Seja fi¾~i ) uma o $equêneia de borelianos de M,, com (An1 G Mo· 

Então ( n A )* - n A* ( u ,Pi )>'6 := V 1i•ri nn l"l n ~ n n . 
e;) A relru;ão A B 

p 

pre se:rv:a.da., ~ e 

( ü) A re lação 

( 1) . . "' b J;Je.1~1,.: · . Consideremos por exemplo a ::i.,n·cerseaçao,.,, Da.elos:: A.9 :B oreliainos 

em M com cÓd:lgo s o<. e /b :re specd;ivamente , se c011.strÓi :re . .cilmente de ~ 

e:, (6 um código · 'i para A.A B em M e A*·n B* em N.., Logo 

( A /'i B)* = A* /l B* 
p 

(2) JlnaJ.og.o ao (1)., 

(3) A S B <-> A V B = B ., PeJ.o teorema 9 é (l) dêste lema temos (3) º 

(~) ·claro do te,orema, 9., 
II .,., .As s.egntntes ope:ra.,çÕe s ou noqDes são preserwa:élas-i 

f} 

( 1)- Interior ( "':""') 

{2) n'Abe~::to 

(3 ) :wêcho (7 ) 

(ü) ~1J?Erc.hado 11 . 

( 5 ) l.i•c Offii)a:c"G. 0 li 

9 r 
~g (1) -~ ~- 1f ~~~ A ~ U,J ( r~ s) g 1"~ s G Q 

(Z) A é,. ab.eTtO <:-';i .rr. :::_ . '?. 

,:;.-, 

<3> Ã ::: -~ .... ~ 
A :o;; A (Lt) A 

() 

f'e:ehad.o e <-> 

(5) A compacto .é-)) A -= A e pa:c.a.. algum .N ~ w A~ ( - N,H] º 

IIl ·~ S.e1jam. r~s G 11
\ Então ( --, ·)* - e~.-,-. s) J.!IS :-- J.l. ~ . rrj s]*'' =-( r!I s] ; 

~ r\ *· = { rj <P 

Qfila)~ {r\js) = U ~ '(tsu.1 t r < t; ~ u <. s; t ·l) u <: Q·J 
r r 5) lB:j :=. n f tr~l/n~ s+l/n) ~ n €. w 1 
. ~r1 ::";'. -rr~r] ,, 

J.V = S.eja. f a. medida: de Lebe sgue l:'. S:e ja B um boreliano de ~'lo Et1tio 
I' 

;✓: (B) - h (B""~) " o_ u seJ·'a .,, . medidf:l. de Lebesgue em bo:reliai:no s e ur.n.a :n.o=-~tf - ;vw. ,, , , 



}A;:D]. B B á a u11íão de um ]rli;mox'o =flni.to do Ititalvalas abortos dlBjun-

;os com extremidades racionais.

Digamos z'l < sl « r2 < s2g ;.. g rn < sn e B :L"'/(rlssl) taE;
to em M como em W.. Bhtâo /x (B) = 'Z-(sl'«rt) que é

abso].utü.
' {-l .L #

C.laramanto existem semente uua quantidade e!!umerave]. de Conjuntos

lo pipo considerado ilo ca.se ].; Seja. } Wn i !i eco.Í tzlma. enumeração destas,
3m M.,

3]iÉD2: B compacto:

r-,;, qu. /"C© = IM A n)
].uta. na ste caso .

=ASOZ: B aberto:

É c].ara de /'\ çlB) : suplP(wn)
GÊ.;l©&: B (!ualquer:

/4~n(BI) suP: li/Á.(K) : K condão'bos' K É B e K ractonaJ. m;bre M 3 É

.g w.p' ? A(K) : K compacta', K ÇB$ @ iÇ xneioml sBbpe' Wlj = /'ziN{B )
Por outro la.do!

#M<B) : íxü' ê.,4.(u) ! u abe="tn) B É u e u tücio1]811 sãtaro i.ib Z

? Inf ?.,/k(u) 8 tJ Mento,: ]3# ç U e U x'acioru..l sabre N.Í = /AN(B'p)
!b.s duas desigualdades sal que /P}4(B) . = //'4N(B#)

(,ronoJI,aria: "Conjunto de medida mala l é Inda noção &bsolut&o

n

o que prova que

B Â nocâo deeB;SBlçadE=snxa
rea..]. alga.tórlo

E:eja B G; M . então é clax'o qu-e B e Huna. á]gebrü. d Book.e erü M sa

8 sÓ se B Q Inda a,]gebra. do Book.a 110 mundo real.. 14a:s B ilude ser (ampla'«.

ta orn M .sem ser Completa no mundo rea:ls pois podenn Yiaver subconjuntos

s c. B,tai.s qu.o sups imo esteja daflnldos mas s + M. oizemos que é !4u

Comi)lota, se se sg se M b B é eomplota.
Seja ag03:'8B é: M tma á].febra. do Büole e h : B -> 2 \lm homoluorfismo

(não riecessàriamont.a h G M). í)izamos que h á M-conFIe'bamenLue aditivo SU

sempre que s ç B 9 s,a M e: supsexlste om :a enbgo H(suas) : suP }lh(t) & te sã
-p.i..}..mn. .q-. Dór.'? Rmqn ( 'paRtI) 13S\)a.l ejn IB :M

~AOOl 
.? ... ,. 

: B e a uniao de um numero finito de interva 

; o·s com extremidades racionais ,, 

Digamos r 1 < s1
, 

to em M c omo em N ., E-.ntão 

r,., / S-:. ... < " ~- º < r < s, · e 
e..., e. -n n 

n 
)A ( B ) = L ( s .. =ri ) que é 

1=1 1 

s ab rto d 

D. 

B = ~ ( r 1 9 s1 ) 
J..=1 . 

ab sol.uta.o 

C:laramente e xistem somente uma. quantidade enumerável de conjuntos 

:lo tj_po considerado no caso 1, Seja. S W ~ ri e: w Z uma. enumeração dê·ste s, 
l n J 

:'i:A002: B compacto~ · 

Ta.mos, quH jt(B) = inf {f.(W~) ~ B f. Wn1 o que prove. que )--<- é abs.sL. 

luta na ste cas.o ,, 

GASí,-[5~ B aberto: 

t' claro de /-\ (B) ~ sup l fa (Wn) ~ ~n ç. B J 
CASOli~ B qualquer: 

f M(Bl = su.p; ( )-1-00 t K compa.c1co ~r K f B e K racionaü soôre M J ~ 
j sup· l ft(K) ~ K compacto-9 K S B* e; K y,ra.cional SÔbra: Nj ~ ,AN(B•'') " 

Por outro lado~ 

/AM(B) ::e: inf (/✓<-(U) : U abe:ri-;o~ B ~ U e U ra.eicinail sÕbre M) ~ 

~ :l.nf [fa(U,) 3 U abe~.,to~ B* f U e U raclona.l soinr.e N J = ~ N{B*) ., 

De~s dua.s de.s.igualdades sai que J-1iB) - = f\~-(B*) 

COROWUO~ uconjux1to de medida nula.U é uma noção absoluta,~ 

Seja B G M º Então é claro que B é u..IT!a álgebra de Boole em M se p 

- p -e- so se B e uma alg(?bra .. de Boole .no mundo r 'eal,,. Mas B pode ser ,,omple=--_ 

ta. em M sem ser completa. no mundo real~ pois podem r,a:'ire:e Sü.bconjuntos 

s ~ E tais qu~ su.ps n5~o esteja definido 51 mas s t Mo Dizemos que B é M=· 

~ Q 

<JOm:pletai. se se so se M \:= B e comp1eta·.o 

Seja agor,9B G: :M. um.a. álgeb~t'.'a de Boole e h ~ B -> 2. um homomorfismo 

(não necessàriame.nte h <;;;. M)o Diz.e:mos que h é M=e;ompletamente aditivo se: 

sempre que s..- e B ~ s. Gr: M e, suji!Sex.i.ste em B então H( gupa.) = sup f h( t) ?.; te: s} 1 

Sejal m '=. M á· geb,:,a; de Boole" Beja, ~ R ordem :usual em B ~ 



-4f-
bl g. b2 se Q sá. se bl v b2 : b2 ' soja p o coilj\mbo dbs elementos não:
!iu].o$ emB. Mínimos p:con a ordem 4 inversa a 4 & bZ4bZ se e.$ó
se b2 $ bl'

IElíA].: Seja, h & B -» 2 um homomorflsmo }$ncomlpletamente a,ditlvo. .Ehn

tão G = ?b.aBI h(b) = 1 3 ,áun filtro M-gonári.co eu p. RncÍ-
proeamente) sa G é tam fi].tro M gellári.co em Ps ah{.i ste IÍni.eo homomorflsma'

h ! B --+ z taJ. qtae . G« = }b ê B É !Xb) = zl)

.:2âmgSêja h :. B. lum homorunrfismo e G ü .l bê B B ntbB = lj .l)e
Mon Empenos que G á filtro M genertcos

<ll.)Í blgb2iê G cp h(bl'\b2) = h(bl)Ah(b2) b2é Ma
bllAb2 'É blgb2- 1sb2 «abra'b2 q

(2)f bl« b2 é G! "''> bl » b2 htba.) 2. h(b2) . Mas.hib;J = !e
poz'tan't;o h(bll) = 1 .

(3)r Seja X denso em Ps X M. Mosl;Faremos que supB(X) Êã lb'

Suponhamos que não. Então oxisba b > O ta]. que XAb ..= O; ; 1/ xe X.

Ma.s X e densos porta11to exista xo e X9..xo» b9 ou- sejam :no á bs. ou soja
b .A xn,= x,. # 0 (0 'F P)

Goma h .á M letamente! aditivo .fenos; h(x) = 1 pa:ra! algum ke X«

Portanto x a. G hX.
Seja. G ÉI P' filtro Mngenérico., Betão, por s ti-afazer (].)f e (Z')j.

da definição do fi.Zero M ená!'lco: 9 Db na termino]ogi&l usu.a:]. da teoria
de iÍ].cobras de Boo]osá uln fi].tro en Bo É'. conhec-ido o segulnta í'atou pà
ra B ál[gobz'a de ]3t)o]eB,

çtSeija U f[[tPO Qm ]3.. Mntãa. U eu].trafllt!'o se e $o S.Q V b)CB Sa
tem que b)a U ou bP € U..t'

8'ja b.. e. B- mtã'lg $:.,::, 1ip e p. )t;. 'u b+ }':. ;:.o 3 8ãí
denso em P. ,Po t anta Vbo.e B9 )iib.â G' # g ) o q\ieÍmpllca quoã Yb)aB
b G G ou bc é.C, , ou seja.s G é uzürariztroêjem in.,

snn.do G ;ultraf11tro9 se h :. B ---» 2 e a! :fünçao earacberÍs'oca da

G anta.o h é homoüaorfiwlo. Veremos qu-e h é Mncom.pBebamenbe: aditivo.. $ê:-

ja S ÇB 9 $ 6 x 9 süP©: h@ 'ãQueremos: hos:trai que h(to) : stop'2.h(b}

BÜ.si;a. provar pa.ra to ; ].Bi''' por que se: não í'Qr9 sub sEitaS.- seá s;
' #+

q

. -~r-
"' bl: , . b2 se e so . se b1 v .b2 = h2 " Seja ... P o conjunto dbs elementos nã.o, 

rmlos em B,, · Muni!'llos P' com a. ordem ~ j_nversa. a.. , . g b
1 
~ b

2 
() 

se .e .so 

se bz ~ b1 ., 

LEMIU; SBja. h ~ B·~> Z um homomorfismo M=completamente aditivo0 E'n-

tão G = t b, '° B ~ h( b). = 1 J é um filtro M-genéricO· em P., Re.eI= 

procamemtej se a· é um filtro M-.. genérico em P~ ~\cl·ste Únj_co homomorfismo·, 

h g B -> 2 taJ. que G ::: t b E B i 1!i( b) =- 1 ) 

.. ll~,nuSB ja h ~ B. ~~ 2 um homomorfismo e G = ~, b é B g H«·bl •- l ~ ºº~ • 
Monmrbraremo s.. que G é fi J.'q:ro M=genér±co ::; 

(l).:r bl?bz e G e: h(bJ.A b2_) :::: h(bl) A h(b~) --;. º1:" bz 6 ª _;_º Mars 

bll./\ b2 ~ b 1 ~ b2 -'.) bl :i·P2, ~ bl'.J\ bz. " 

('2'.)f b r ~ b2 é a-~ -':l bl ~ bz --') h(b].) ~ h(bz) ., Mas . h(b2') = l e 

por-tanto h(b 1J ::: 1 " 

(3')r Seja. X denso ·em P9 X G '.M., Mostraremos que supB(X) = lbº 

Süponha,mo s que nãoº Então e:id st~ b ) O tal que :m 1\ b = 0 ' ~ V :ge_ x·º 

Ma.s }ré denso j portanto e-xiste: x
0 
~ X, x

0 
~ b~ ou seja.~- :x;:

0 
~ b 9. ou seja 

b A ""' = X · ..,. ·o (Oi k P) 
""0; ~o r 'f' 

t? 
eomo h .e M-c-ompl etamente, aditivo temos; h( :m.) = 1 para, e..J,gum :XE X"' 

Portant;o 1rr G· G f')X ., 

S:eja .. G f P) íil'i;ro j.VI-genértco., E'ntã.o ~ por sat1 sfaze:r. ( 1) f e (2) f 

da definição de ftltro M-genérico ~i D\ na te:rminologiat usual da. t:eoria 

de~ álgebras de Boole ';)é um filtro em Bo, 1f conhec:i.do o seguinte fato~ p~ 

ra B álgebra de Bboleg, 

u Se"jB,. U f:J,.ltno em B.,. E:ntão. U é.ult rafilt ro se e 

tem que b) G U ou b? e Ua,1
' 

' ' p 

so se 

Y"bJ) G' ;. 0 ~i o que:j_mplica que 
o 

ou bc (:. 6 ,i ou seja.~ G é: u H;ra.filtro em Bo b G. G 

t> 
e 

p IV ~ .P, J • 

Sendo G _ultra•fj_ l t ro )' se- h ~. B ~ 2 e e.1 fu_nçao rrarac -ce:ri s G i ca tj.EP. 

G et.ntã.o h é homomorfj_sm,o,.., Veremos que h é M"" compruetamente: ad'itivo.,. Se:--

j a1 s ç B s s ~ IJ j _ sup'i = ·ir
0

, º Querer110 s, me strar que- hCc 0 ) ~ sup1 t_ h( t ) g,t G sJ 

B:a.sta. pro,ra:( .. 



por 6 .yfIB - to.Í No:ste caso temos8; ''qq
h(iB) , h(tc,,) V h(].B-to;) = mP( il h(t) & 'Ee SllV }h(l.B- ta)j\.

Como y t e. S 9 t á to; -» h(t) g h(to), !,: h(].B-to) = (h(ti3?)e
temos que mP( }h(t) !, t cS.l Uih(in : mP ih(t) & taS3Vh(!B'tola
ou seja h(to]} '{ h(]B-t(P = su.p'êh(t) t te Stv h(]B onde:

b([B- t@) /\ s];tP ?]à(t) :. tê S'} = Q' (hX]tb))e = h(].B- to)
Logo h(to) = suP,} h('t)
S'uPonnos. ent;!o

e:õjal X = êla. € P ; aÍ b para a].gum b € S} õ irei é denso em P. C:om

ç2:Í'eito 3.

(1)1d. a:2-} all é'K '--a a21< al. á b) êulgum b G S ---'> a aX
(2:)a Seja x © P (]( #' O).,. Cünlo supS ' in y x A t /' O para ad.glm té: S.

Entala x ,A t e. X e x « x A.t,.
Sólido X denso em P e X € &í teü).os que: Ga X # # @. Logo end.sba

6 8 con! a Éb. C:amo hflal) = 1 temos que h(b) H 1. De b G Se

saj. que h.(tn:) = suP,} h(t)

iÍa' pll'6ld.mo ].emü supomos 'balnbélü qu-e B á !4ncomple't;a

]HMA2g gaja, @ uma. sentença de gM(a) (G liví'e). Enbâo eldste bo#.B tal
que se G é uui filtro ?4 genérico em P' e h :, B --> Z é o homomorí'Esmo

sue[ado {[ana. ]) então i,[ÍG] k 4 se esÓ se h(ba) = 1 . Mais ainda9 b;.
a: 'un31vocaxbo.Üto. detormll:m.cio por

Soja' $ = }b é P g. b tt'-4' \ Curto :farol.ng é e)(pros$sa.vel em

M, s é M . iáa. lJh. = supôs (com a. convenç:.o de sup 12í : O). 8e S = g: o lg
nia. é c]&tpo. ?odaz110s porbantó a.ss\2m5.r S # g. ]qost;reinos .qtZe ba \l-'' (} .Êu

poillumos que !:!âoi então eãste e e- P ínl que O <' e (' ba: (bQ< c') o
a 'l\- n +, Como bcp = suas 9 e:!d-sto bl e S com b2 A c #.g. Ma.s o:Deão

e $ blue d portanto bTA c'l\- -.t.P .: lias bl \t-+ ])ois'ble 8. Coülo

blJ l« l)\A c te;]'erros ba)]ibéDa bIA c \t"' (> . ... Essa eonbl'adição laostra q'ua

b. tF- @

se? h(bo) ; l então bo.e cl ó: portanbo9 como bo ll'- Ó Lemos MÜCIJ k {+'
Bebi.proeamente, se M[G] h l# 9. existo: bl ê SAG. l.ogo h(bl9 : 1 ü
p.ortanto h(b.) = l

Q

h( ]nnt. ): ll

h(t)

g t € s;'SsuP

. : ] -,Ü

h(t.) l0

por s vi lB u"." t o j ,, Necs.te.: caso temo Sl. - 4 'i -

h(lB ) ,:::: h( t Q) \f h(lB-:to) = oop ( ( h ( t) ::: -te s~v th<.¾l"''ª tO'.))) o 

Gomo Vt € 5-i j) t ~ t
0

: -'> h ( t ) ~ h(t
0

.) . li . h(lB•- tu:) ~ ( h( t
0
} )e 

temos qu.e sup( ( h( t) ;:, t ~ s J u ( h( l B-to f ~ ) :=: S11.p l h f t,) ~; t ~ sJ Vh{la-.·co,) 

ou seja,_ h(t
0

} \( h(1B--t
0

} ::; sv..p1 {h(t ) : t f: s}v h(~--c0 ) onde: 

? } . e h( 113 .... tb) /\ s;i;tp h( t) i; . t E. S = 0 1 ( h{ t 6)) = h ( 1rJ·~ t
0

_) 

. Logo h( t;
0

) = sup l h(t) g t € . fft ~ 

Supomos. entfi:o ti 
O 

~ J_B º 

Sejai X - ôJ. G P ~ a·~ b para .:Ügum b f: S} " Jt é denso em P º C'om 

( ~))d ªz} ªJL <: :ir ~ Bz:! ªr ( b1 aTgum b e: 3' ~-... 81 G X 

( .2:) d Se:j a 1~ Er P ( JC t1 O) •> · C'omo sup S =- 1B 9 :i~. /\ t /! O para a:.lgur;n -t <f S~ 

E. . .• ,.., . . . . -,1· - .,;I " • t XlGB.O :x:: A 'G a A e x. ,, x ,, ,,. 

Sendo X denso . em. P e X ~ &d tem os que: G /\ X i f .fé., Logo e~. st;e 

Ô.!. GG ~ b GS com a fb<> C:omo h(a) ,: ...... 1 t emo s que '.h(b) - L , D'e b G $ é 

h(t
0

) ::;.: 1. sa.i qu.e h( t
0

) = supi? h(t;) r, t·,b s ~ o 

No PJJ."Ómmo le:m.a._ supomos também que B é M- completa•., 

g;ue se G é um filtro M=-genérico em. P e-.· h ;, B -=> 2 
(,l 

e o h..o momorfi s..rno a;~ 

sociado {lema~ 1) então 1 º Mai s a;inda-, b·· 
º' 

" ,, Ih 
e, uni vocai.11.aíhte. det,BrminaJ_do pm ... . t º 

ll~in~. Seja. S ~ (_ b G P- i . b H- f.P 1 " Cümo 

M!l S é' M · º ~a. hb. ~ su.pS ( cum a:. con.vençã.o de sup 0 = O)" Se S = fó' o 1.§ 

ma. é cla.•roo Podemos po1"tantó a.ssu.nür S ,é !i1:º Mostremos _que b0 \~- cf> 0811 
' . 

ponha.mos que não 9. entiLo eJGi. ste e E- P t-.a.1 que O < e { b
0

, (b
0 
~ e,) a 

e~ \\- , <P º Como b
0

, == supS ·; existe b 17 ~ s· com b 1 /\ e f- ~" · Ma:s então 

e ~ b11
. ,, e e, po:('t;-anto byA. C' \\= .., ~? º ' Mas b

1 
\\-· tp pois; b1, 'é S., Corno · 

b): 4 bi A. e ·'•e::remos também b1 ;, e- \\- cp .,. I!rsta c o:nt:radi<;ão mostra qu~ 

b
0

. 1~ 4> . · 
Sei h{'b

0
) = l e:.ntã.0 h

0
_é: G é ' port~.nto 51 como b

0
.II- éP temo·s M[G] ti::: cp 

Re:ciprocame.nt e!! se :M[G] ~ ~ ~- axj_ ste, b 1 ~ S/\ Go Logo h (b :J/> =- 1 e· 

p.ort;anto h( b
0

) ~ l 



Mos;brejo.s agora. a un.!.ci.dada. Supontmmos qme existe bl tal qua

i4lawJ \= (} 4---b h(bl) l -queremos, mostrar' que bl. ü ba.» $o nãos seja
b2 À bld bo # O . Pa.pa. todo G talhos h.(bl): = h(b..) = \ralo.F xrordade de?

+ e:ül }íta]] po.í'tanto h(b2) b O . }.ías b2 # Q Impl.i,ca. que wüst.e G

fil;t3'0 M gonérlco com b € G @ a.$sÊnl» pa.ra o h relata.va a. GastiQ G 'bevÍ'

am.os h(b2) = 1 s, o que á impoSs:fv'el.. i.ogcJ bl: bo',-

1211€3:Xli:;.S;gl2.: UIP .€99À x á 3â11e&!ã:üa..êlb.=g..® s8 e'la n;o pm'tencu a nonllum

borü].cano de u©d.i.d&l nula. racional sonbyG- }!.

]íOto sa qlie $e x 8 aJ.e.ai;apto sonbr'e Mp çmtã:o x é M (Prova: K< f

-» l.x3 g bore]ia:no de medida. ntz].a raeiona-]. sobre U Q eanbondo x)

i.WÍü3: Quase todos os reais saio a].ea'LÍrIos sobre )q. (Cbn] eí'altos os ]r@

ai.s i:]ão a].eat(5ri.os formara uín box'eli.ano dQ medi.da nula)

EÊIU: l onun[eráveJ. --u (ZÉT')M ez].w]orával. Assllílpodaro::! eliuznora!' os b.g

ro[i.azxos do med]cia.. 11u].a.. raciona.ib, se'bpe: M numa. seqtl.ânc'ia mOP]V].9 . . . .XB

tão R: é a].eatÓri.ü sabe'e i/í nnG e se se ]( # U N, .. Ma.s U N. Q um b.g
j.eu ''' iéw ''

re].iülno do ü .ed.ída. ]lu]..a..,

Saía Ba a á]].}#abra. dos. bnl'alIaDos de }4 m6duta o ídea,l dt)s Conjuntos.

d# medida nu].a. ]!ntao Ba e ua].a. alga)ra. de IBoolo completa. e sa'bã.s:fa:z a
condição. da ccã.doía onumeráve]. Ve:r [2] para ãoinonstra.ç8Í?s.

Bm Bi consigo:rã ge o:etlnjunta de Cona ç6as P = Bà: êOÍ-l É claro

que o$ e]onlen.tos, de BI .SD.o e].&ssBS do gq.uiva.loüneia. Dois. conjuntos BT

@ b2 são equiva]en.tas, $o esose ])l A. bZ tan medida nula.. 60 [óD ó.P
((b'] cla,sse: da equivaleünclü dê b)9 pensamos a. condiç#a b azo dizenn
do x eb .

A ordem em P á a. !neura:l a par'blr do que jat viiuos fazend08 [b] <1]bR3

s@ e soP SQ bÍ'e h quase' sempre (ouwja9. b':b tam medida 11ulal)..

!iEOREil'U&: il3cl.sta cor!"e.spondêE.cia. bi'unívoca. c&110nDic&. ent:re o s real s;

alga.tgrios sôbre !q Q os !toltomorí'asnos Mueorttplebamwite a.dítlvos de BZ'

]29g.8 M)ja. h um laomonorfisma Mnconl?]ebalnente a.altivos h ! ]3]j--'» }0,]./.
Fa.çaino s-B

b'o

a

x. = x =ÍrêQ ã b(l(rs qo)) = l

Mostremos agora a 
- !ro

um.:i.c-i_dade., Supo:nhannos q_ue existe b
1 

ta1 que 

M [c<j F ~ <r--'> h(b1 ). ;::;: 1.. ·O._,u.eremos, líi1OC',l.-ra.•n_, a~1_0- -~-r- ~ b s "' -, • .:uv .,._ _., v .,_, . o," f e· :n.1-1-o'il seJa 

b? ,J, b
1 

tÔ-
{_ bo t- o o Pa.Ea todo r• temo S1 h( b1 ): h(b

1
) Và.10.Jl ,,arda.de ._;,· •= --o 

<p e:m. M[G) '). po.:rtanto h(b
2

) ~ o o Mas bz 1- o impilJ.cai. que extl. ste G 

amos h( b ) - 1 o C"I""" ., • p ·1 . -- •= • 1 -.1.V·º e :u11poss:1ve.1.o Logo . c.. 

Il,r;í!J,&.çj_.e.~ Um ~li :w. é ~zr1. .... o §.t?b..r~...J~ oo êl&. não peTtencB a nenhum 

borel ia.no fü:'l medidat nü.la, :rai.c.i.o.nal sÔbre, M., 

Note-se que se :K "e ale.a:tÓrio sÔbre M~ H:.ntã,o x t M (Prova~ :mG M 

......:~ l x 3 é borelta:ho de medida. rm.ia raci-ona,1 sÔbre M. e contando x) º 

d€r: 

LgMl'¼:3i Qua:se todos os reais são aleatórios sôbre M., (C'om e,fe:lto, o s 1·~ 

a.is :não aJ.eatÓ.rios fo.rmam um borelüum de · medlda rru.la) 

Q_~g- M e:numeráve,l ----;., ( 2 st
'! )M enu.me ráve 1..,. A:.s:simpod.em.o s enuro.erEJ1r os b.Q. 

Felian.os de med:lda.. nula. :cacio:nai s, sÔb:rte:: M numa. s.eq·Ltênc'i& N0 ~iN1 ,, <> Q,, .,f.!}_:n 

-tã_o ~ é aleatório sÔbre M se e só se x i U W:}_ ,, Ma.E1 U N'.'l é m11 b.9.. 
i E:w i ew .1. 

reliaLn.O de iIIC➔dida. nuJ,a,, 

Seija B
1 

a á.J,gj'!ab~1'."ai. dos borelia.no.a de M módulo o idea.l dos- C!Onjuntos. 
.,.. p ,,. ele medida nu.la.o Entao B

1 
e um.a. alg:13:bre). de Boole completa e ss.ti sfa.z a. 

condição. d.a. ca. e-lia enw.nerável; Ve·.c [2.] pa.ra demo:ns-trações,, 

Em BJ; considera--se o conjurrco .de condições 

que os elementos, de B
1 

_ s.io classes de eg_uivalência:_,, Dol s conjunt;-o :s; UI 

e: · :B
2 

!:,ão equi\ralente ~:t se .e, oo ~e . 111 A. b2 t·em med:lda.. nula,,. 8.e [b) GP 

(('bJ cla.sse: de: equj.va.J.ên~ia. de b ) ';) pen.samo s a,. condiç~o b como dizen= 

do x ~b " 

/1. ordem em P é a. natural a parti:;~- do que jà1 v:i.mos fa-zendoi [b] -f [b ~] 

quase- semp:re (ou.seja, b 1 b tera medida nu..J.a.i)o , 

TEORElvJA'--t.• '1:,::i-rista v.ma. corre.spondên.cia.. biunívoca. canônica. ent:re os rea1i s: 

""l1..:>"',·.{4 0Qr:·1.o ~l s-~_b.1.,.,e ·_,ui' e - e~ . W1 1 ' t o,. ~;;c.,v _ ~ V .l'l 0$ f_\\UJ'U0ffi0r.l.lffil1QS fJ:o COffip .. ffC0:r.J1ff1'.J.-e 

~t Saja. h um homomor.f1 smo M-comple.ta1í.1en-te a.diti·vo'li 

Fa.çamo s.,g 

a1.di tj_vo s de Blº 

h ~ B12----"> LO ~l}º 



L18D[.A, a. f x31é ]z]m corte d© ])edekínd à eaquez'da e ]rraciona]. em Q.

EEa;: l$ (1.>: x /. g : Como h((-m,'o)) u] para a].gum n 8«) temor

h((-4,@)) é l pala (-"M,''') = sup?(-h,',) : n ew ,: Logo -ne. W»
(2) x / el!: como n(g) = O$e g = i.nf'?(n,'0) : l.i nó«,q temos q.ue

h((n,«O))Ç:=: :0 pal'a algum n e üo . Logo n # x..

(3) r2.,blêQ , r2< !"1a xl:"-> 1'2e x : Como (rl,-p) g (r29-o) 9

'h((x'l.q ):) é l -'-» 'Ú.((1'2,")) = 1 .

(4) x g ia:'ráei.anal g- Seja r € Q::,-; .ent o \] ]r!] = ['SiJ . Como

} rill'? in:ÇI.(r'-l/n,b+l/n),:né'o Í e h(?lr3> = o, te;e«-oe, p'l:'' 'Xg.«
b üw , h((z'-]./ü,n]/n)). = O. . MaB,então r -; ]./n e x«-» r + i/n e.x

Poz'tango k 71ão é t;t® corte de .Dedekínd oentl'ado eln z'

LEMA,bb : Se.ja A. ióu borê]iün.o faciona]. sobbre mê. lliltao #'e A se e a6 .se

h(.A) = 1.

Dem: 8ieja .C B }.o? i \N.-'» l.u : « e.odlfica al-gum bboreliano } . Seja
À .l ó. óR def'i.lido coma pegue

(1) SL cedi.fica;pela caco l então 2.(W. ) =0

(2) se « óódi.Êi.ca pela caço 2 então ,à(«) e supÍIRG«j.)+z
(3)gg : ãooairicagpezolgc'30 3 então À.('d )Ê= À(P)'+ l

(finde, \ioouoa a.s notações que aparecem na de:fi.feição de código):

Eeel'ememea .àW paz'a a.reãativi.zaçao de )a. & M.

S<?li.a !gi«. e W tam e(5d:ã-go para A.. Faremos a demonstração ão lema por

índuçãç,; em ÀM{« ). (Rate-ae ue ÀM(a:.:):é Ql# C. o© , e amai.m a i.nduçãQ.

é legítima mesmo que # + BX)

.l) hm(«) O õe e s6 e A é intervalo de êxtr'Cuidados raclonaiB,
di.gamó$ :A = [rt,r:i'] . Bits;Q x 6 A &» hÍÍ]l'i'.o)) = 1 e B:

h((r;lj+)) = 9 4--> h('Ír:,..])
2) b\iponhamoa., qBe A = {..?AÍ ?.AI codificados por oe'i' Então xêA ne

e s(3 se. IÊã X & A.i para algum i. Cc)mo

.À (« ) = dupla(«j.)n 3 , por indução x 6 Aj. <-> h(Ai) = 1 -+ }L(A»l.
Üee[[:p:úocamente. üe h(A) B.]-+ para algum i. ber.emon h(AI ) = 1 e então 9
pela cadeia de +qtl.íva18ueiãta acima K G A.

3) l3e A: = BÇ , B codificado po=' /3 :p 'bemol que xe A«

-5{-,, 
um Cl)r~t e da Derlek ~nd à 

-!5f-
a ~ x e e8 querda e irracional em Qº 

Dem~ '(1) x f . f,6 ~ Como h((-00 9 ~)) ~1 para algum ne w temos 
' ' 

h( ( =-:n~oo)) -· 1 pois (.,., (;<) 9 oD) - ~-u.pi (.-n 9 ~) g n eu.., J º LogÔ -n é Lu \ 

(2 ) x·_ I- Q Como h(.0) = O e 0 _;;,; infl (n~ oO) g · &'JGw) ·temos qt.1e 

h( (ni <?O) ) C:;~ O po:ra algum n E: w Q Logo n 'P ~e.. · 

(3 1 r-2 9r 1 €:-Q ~ :~·2 < rJ~ G x _--> r 2 e x : Coro.o (:r1 ~·v0) S ( r 2 ~ ,'Ó) 9 

h ( ( r 
1 

9'~ , ) ) ::: l -·~ h (( 1· 2 9 o0 )) e:: 1 º 

·. (4) xé ir:rac io:n~l ~ Sejar ~Q 9 então lt r~.1 :-:: [ ç;J J º Como 

~ r ~ ~ tnt t(:r-l/:n~rJ ... 1/n ) ~ gn .E.:w 1 e h( L:r )) ;:.:; º~ te~emOS9 par a algi.,l.ITl 

h &W 1 h (( r..,,,1/n ~r~l/ n)) = O º Mas , então :J;> ~.:- 1/n··G x<r-~ r .,,. · 1/n G- .x 

.Portamfio :k 11ão é ~ corte de Dedek;i:nd centrado ern r~ 

LEl\'IA b ~ Se, a A 11.m borelian.o r acional · sôbr.e M º E.n-'cão ',t .e A se e s ó se 

b:( .A ) ~ 1. 

' 
~i Se j a ~ c odifica algum borel.i an o } º Seja 

( 1) S.t at, ccDdiftca pelo c aso ~ J~ entao À. ( O( ) ~· O 

( 2) 

(3 ) 

So 

~e 

'X. 

« 

. J.. -t.'."' coc.ix1.ca pel o 

codifií! a pelo 

~ caso <') 
e. entao 

caso . .3 e:n:tão 

À e~, 
ít (ot ) 

""' 

-
~up f /4 (Oéi) + l J 
À( ,6 ) + l 

( ona.e n.sf-lmos as :notações que apar ecem na de:fini ção de código)° 
. ' . J}'I 

Eec•rememos À para. a r.eili.ativiza.ção de A a M. 
' , 

Scl;_i-a al ~ M um c Ó'dt go par a Aº Faremos a demonstração a,o 1ema :por . 
' 

:tnduçã/ em )(1f.( e* ) ~ (Note-se que À W\ 0,t:':) e QJt'VJ: '1 OR. 1 e assim a indt1çãq_ 

~ 1 egí time. mesmo qu~ p, f M) º 

1i ) ;:~M( ~ ) :::: O se e só se A é i ntervalo de e:irtremidades racionais~ 

digamo __ t A :: [r. ~ r ,l º En·tio · x e .A· ~), h( ( :r. p <X.:;,)) = 1 e · ~ 
~ l. J J. 

h~ ( r :j J~ )) . -~ ) <--:;, h(L ri g :~ j }.) = l º 

2 ) Su.ponh amo s ç1qe A_=== ,. Y~t 9_ Ai cod:'.lficarlos por oej_º Então xé:A se 

~ ~ A. para alglUil io Como 
:t. 

À (_ô!. ) _=: ~ llP, 1}. («i ). ~ 11 r• por indução x G Ai<.~> h (Ai) -- 1 °=~ h( A~l º 
,,, 

n''?cfp:c·Ócameirte \, SfJ h(A):;â _li- para algum iteremos_ h(A.1 ) ~ l e en'tao ~ .--

- pela ead~i a de ~quival~nci~s a cima g GA. 

J ) pe A. ::::. Bc~ Y B ooà.if:icado po::c 1'3 9 temos que x é, A <---> x. 4:- B 



,ü:4 À ( « )

q:->. ' h(A )

+ 1 , poz'..;i.nduçáo teria.08 que X # B 'n» b.(B) H 0

üoatreüos?jagora que x é a].eatd!'ia sôbre M. Seja N tlm Conjunto de
medi.da nu].ã rabi.anal. s8bt'e M. Então x & H se e s6 oe h(ÍN]) = ]. . Mao

[m13 ::: ó om;Bi e par;tango h([x3) : o
Vejamos agok'a a reCÍproCa d.o teorema. Seja :x aleatório a$bbre H,

Def=i,Dê-ge hx. : B3. .-->lO,ll $ol" hx<GA]) = 1 se e s6 ae xeA
(A:z'a(,iona]. s(3bfe IM)'. hx está bbem definido. Com efeito, pejam Al9 A2
borélianobi racionhi.s a6bre M tais q.ue ÍAX] :'21 A2l' Então /t(AJd.AZ)=o:.
de onde x #.AZ.6.A2: .. Logo x 61 AI«--? x 6.A2'

tM-.entnoeràve].mente aditivo :
.é©.

o$.i ) :fn. ..e h(A.) : oA3: k ... n ÂA
&&; :: .J:

A demonatz'agua clQ que. h.,.: é BI completamente aditivo é baseada no #

s@Uj.Dte :lona (Í2], Pg. 61)'

!,b]â]M, é g Seja B wma á]gebi'a de ]Boa]e comp].eta tàue satisí'az B Condição

da cadeia eniaüarávQI. Seja S câ B. .gnt'uo S tem wn aubeonjunto enumera

ye[;S.l$;t:a]. q.u. \,f' S ü vS.
Se;jà$gS S BJg ijgS$a !aEI. Como hx é :fl -bamenbe adibiva

hx(vS) >.vi.hx('t) } &e.s3 . Para obbter a outz'a desigualdade, aplica
moe ó .].ema c. eu M pai"ü Bãl.. Beija So 'â S , So enumez'áve]. em M tal .qüe

VS. = vS . Como h.,. é 1; M-ent ex'àve].mente adi.ti.va

hx(VS) * h?::(VS.) B v3.hx(t) 8 teso.nlÍv}l-x(t) : te'S
I'o!'tan:bo bX(VS) :Vihx(t) ã üc S! e p3«0v'amos {àue hx é Bü-completame2:
'bç: adi'bi'vü

h(' C) .h:. )
n=l

= hx(VSó)
(t)X

seja M, BI como üté agora Seja x rena a].eu6Ópi0 88bre M 8 G o íi3.

trn, aaéoéi,ado :a ]ç (abra'#é- d© hx) -eu :Bl;. :É cla='g cine x e MCh] . país a,i.g;

dap [emb=r'anâc) ..o ]em.a ] o ]euàb do teorema aclmaP é e].ÜTO qtae se ®

é u il mod8].-o tran81 tive de ZPt4.E. 9 co x H e ]l/l$ NI eiltao G e Mpãe og.
cle wEa]) .â R . IEsereve:'enoss, como no'taçaop Mtx] .para nEGa. En'bao temos

l7çce JqtxJé .o modê].o transitivo miníma] de Z]F+AE ta]. que Mr3(] 3 b'1 6 xeMCIK]

Te'©REü+Z{E Seja } tma sentença de ben(x). :En-t;ãb existe um bore].lado A)

.. :um,0 • I\ ( tJt. ) .~ )i ( (3 ) +: 1 9 por ., induç â.o -1:; em.os g_ue 

~> h(A) :::: J." 

-g-.2-
)( f B 4~ h(B) :::; O 

lVíostrernos ago:ca q_u.e x é al.eatório _sôb:re lVL Seja N um conjun-'c:;o de 

meâ.:tda :nula rae;tonal sôbre J\L Então x & N se e só se h([NJ) = l º Mas_ .... 

lN] _ .. O ~m B1 e I)õ:ct tmto h(.[N}) ~ O º 

Ve j~mos agora a reciproca do teorema ª Seja x aleat6rio s3br e Mº 

por 

(A rac.i o:nal sÔ1-Yr-e Ni)º hx está .bem definidoº Com ef'eitor sejam A1 v A2 , 

borelianos ~ . r~.cio:nais sSbre lV[ tais que f A1J ~ L A2l º Errtão /J- (A1Ll A2 )=0,v 

é Mn ~m1.iUD.er3yelmente adi tiv-a -~ 
«) 

e-;;: O <__,,~ h ( A ) ::.: O f n <-=';) Ü h ( A ) = O 
n ,n: .. l n 

·A demonstraçÜo de que hx é M- completamen-te adttiva é baseada no e 

s egut nte 1-ema ( [2]\l pgº 6i} 

LEMA e ~ Seja B u.ma álgebra· de Boole completa que satisfaz a conãiç'io 

da ce.deia e:nume:câv·el º Seja S ~ Bº Ent ~ ao ::3 tem iJ.m · subconjt.mtc enumer á= .. 

·1.rel S tal C!US V S .... Vs o - · oº · 

Seja S ~ BJ ~ S ~- M º Como h,. é finitamente adttiva 
~ ~ 

h;(v~) ~ Ví KJX(t) ~- t,€-~} () Para obte:c· a out:ra des i gualdade, aplica= 
1 
1 mos ó -lema e: em 1\/l para :s1. Seja S ~ · S " S enumerável em lVI tal o ' o - . q_rJle 

/ S
0 

::;.: Vs º Como hx é M~-e11umerà:velme11 -'1;e adi.tiva · 

h ( V S )' ~; h. (. V so) e;,; V< hx( t) " t (g S 1~ ~ V) h.,) t) g ·t G- S l x x 1 .. o l -7_ _,, J 
.Por tan't,> hx( V S) ~ V[ h:/ t) :; t f ~ 3 e provamos que hx é lVI- completame!l_ · 

te aditivaQ 

Seja M9 · B1 como até agara º Seja x rea1 aletit6.X'io aôbre M e G o fi.l 

'trq ass )cd.ado a x ( atravé d1~ hx) em B1 º Ê claro qne x \ti'. M[H--] º Mais aiB_ 

d~.s• lem·brando o lema l·~B e o lemab d.o ~teorema aei~a 9 é olb.:t'O que se N. 

é u il modelo transi t;i.vo de ZF H\-E ~ oo:ni x é1 N e ](f. ~ N ~ então i} e M !> de on . 

·d e. M [G) 6: l~ º Escrev·eremos 11 como n o tação~ M [x 1 para M[G] º Então temos 

fte H[xJ é o :modêlo ·transltivo minimal de ZF+AE tal q_ue M[x1;: :M e xE.lVI[xJ 

~ · ULID.a s nten ça de 
ea . 

Entao c-:.:xiste um. b o:eeli ano A~ 



racional a8bre M tal qua paz'a todo x aleatório aol)tle H tonosi
Mexi b.Ó «--> x é A .

Dem: Sejam hx : Bl""'+2 8 Gx ! o homomorfà.omo e o filtro respectiva
mente deterninadda pgr x. como BaCx] ' uBoxl! e x ê expreesável ela WÍl3g

a.partir de BI e ai 1, podemos achar t a sentença i$1 de 'bbH(Gx)tal que
para. todo x alem'bótio s8bbl'e M IF8le:

«[x] P + «-- «ÜG::] t:' 'F'
Pelo ].ena 2-B existe um elemento bb. & Ba , nao dependendo de x, bal

que pax'a todcl x alem'bário aé3bbre M val-e:

MÜGx] P' +''.ó-a hx(bo) ; l

gLeja QI € w i.o tãm eÓd-igo para lnn bÓF8]iazio em M Cuja c].abre de e-

quivalência é bbn' Seja A o bbore].cano codificado por aÍ no m\l1ldo r'eal ,
Então, IÉ)elo leio.a. b do teorema 4-B

h.(bb.) = 1 A» x 6 A

-r3-

a.q.d.

r acional sôbre M tal ·qulit par a todo x alea i ob -

Demg Sejam hx g B1 ~ 2 e Gx. 9 o homomorf.· amo e o f11 t ro respecti V'! . 

mente determinadds pc,n· xº Como 1\11 qc] ;:;; M [Gx 1 e x é expressáv~l em M(x] 

a. part~r de Bi e Gx . ~ podemos a~ha:r uma sentença 4l1 de ~li Gx )tal que . . 

par a . todo x aleatório sqb:re lVI vale: 
. 1 

M[x] I= ~ <~ m[Gx] F 4> 
,.., 

Pel o lema 2--B e:n:iste um elemento b
0 

é: B1 j nao dependendo de x 1 tal.,_ 

que para todo x aleatório sôl;>re M vale:; 

M [Gxl \= e+> 1 ~? hx(bo ) ~ l 

&eja Oi. e w w mn código para um boreliano em M cuja classe de e- •. 

qui valência é b
0

• Se j a A o boreliano codificado por ~ no mundo real ~ _ 

Entã.o 9 pelo lema b do teorema 4- B 



V

Seja © um modê].o t!'anoitivo enluinez'aTeI(3e Z.F+AE+ttQxistQ \nJn eardinal in.â
CQssÍvo].'t. Soja ..n.. inacessível em BI. Seja p'Q' coDlo aias;ea. Seja

G um fi].tpo M-genéz'ico em p"a" Fazemos R É uíla3. Seja t }Jn real de N.

L.AMAI .: Quina todos os I'Caia da N sao aleatórios s8bl'e mÍ.bJ. Precislà
mente : existe B e F$ 'b â]. que

W = B 6 bbore]iano de medida nu].a e x e N aJR é aleatório oõbbz'e bt

«

Dem!#: Pe].o coroa.ária do ].ema 4 da seçao ]i]-B (25d')RtEt] é enunex'áve]..

em H. O resto dtâ demonFitraç;lo é anglo.go à demos.sbraçao do lema 3 da SE.

çao IV-B.

]2Sgãaj;Ügi2: IJm eonjBK-i;o x e. H é M-R-âefi.nível se e nóse existe um real.

'b G. RP tm elemento y 4,. H e uma fórmula +'(vllv2Pv3) de #M(G) não en
volvendo G tal q.ue x é o Único z e- N para o q.ual b (t,y,z)

LllBÜ.A2 ; Seja U um conjunto de I'Quis em N que é M.,R-d.efinÍveJ-. Ihbao
lí U é lebbesguae+aienouráveJ-

]29a:: Fíxemoo uma f6rmH-a: +](v]..v2'v3), !am elemento x G-- M e tm Pea]. b

de N tais q.ue paràyC tcnhahoa ab:: 41(x,tPy) se e aó ae yo'U.
Doando (}l const;ru51noa tma fórmula 2(vl,v29v3) tal que pal'a y éN
tenhamos W h' Õ2(xjtPy-} se e sóse yé;U.

Seja HI ' ]]rü] . Pe]o coroa.apto do.lema 5 de senão lll-B, -í'L á 1-

nacesa:íve] em ©.f ' Pe].o teorelma l da oeção lll-C, exiobe um í'litro M].-

geziérico G]. em p'Q tal que !$ = WJ.]Cl] Façamos xl= <'xPt>. Então xleH}

e existe \ a fórmu].a +3(vl,v2) de 'iq{.(Oi) não envol-vendo al taZ que
para todo y C; W'l vale ;

(1) N 1:: 4':(x. ,y) '4

Tod08 08 rç3su].tad.os (da senão ]]].) q.ue vü].em pEâl'a o par'dN9M.,>va

].ema também pa='a<'N,ml> 1)0io q hip6teae8 feibaa pura'( mlH> também aao.

Bati.afeitas por <X,MI) .

Beija t 6- 11 aleatório s8bbre iv!].. Pelo teó3'ema l de lll-C existe tlm

fil-bro MI.'\.tl épica Cf.t '!.m P n tal que

~ 
V ,~ ~ao do t~or.!:,_am :e_riri~_Effh 

Se ja M um modél o transitivo enumer áYel de ZF+-AE+11 existe um car dinal tn!_ . .. 

cessí,rel 11 o Seja ,Ji,., i nacessível em Mo Seja p..Q.. como fü1'teso Se ja ·. 

G um f iltro M- g 1:.:mé:rico em P 4
º ~'azernos N ,.-;; M(G-J º Seja t l.llíl real de N º 

LEM,Al z Quass t odos os reais de j.íf são aleatórios sôbr e Mlt.Jº Precisa- ·· -:-::r.-c 

men t;e :: exi s te J} ~ N -t~l Ql,le 

N F B é boreliano de medi da n!J.la e x ~ Iil () lR é aleatório · s ôbre Tu1 .... 

<-=> :x: ~ :e º 

Pel o eorolário do ] a ema 4- da seção III-13 · 1 ( 2Jt .... )M [ -t] é enumerável. 

em Nº O resto da demotistray;a 
~ ~ ~ """' 

é analogo a demons--'Graçao do lema 3 da s~ .. : 

-t ~ N 9 um e.l emen to y 6- M e uma ·fór mula f ( v1 11 v 2 9 1.r
3

) de 

- volvendo G. tal q_ue X é O único Z é' N pa1~a O qual :N F 

..;iM( G) não en · -

e_\") (t 9y 9 z) 

LEMA2 : Se ja U . 1 conjunto de :ceais em N que é 11/I~·•fil- d.efj_nívelº Ent;o 

N \::: . U é l e be sgue-mensuráv ~J.. º 

Dem~ F:ixemos um.a. fórmula q>1 (v1 ~v2 j)v
3

) 9 um. elemento :x. 6: M e um real t, ., 

de N tais q_ue p ara y <:. N tenhamos N \::::-. cp 1 (:x~t?y) se e só se y~ ·u ., 

Usando <fJ1 cons- ruímos uma fórmul a · 4'2 ( v1 s,v2 9 v .3) tal que para y G. N . 

$2 (X9t 9y ) tenhamos N F- ,, 
se e so s e y & u. 

Se ja M1 := M[t J º Pelo c or olário do lema 5 de seção III-B 9 ...n.. é i = 

nacess í v el em M1 º PeJ.o teorema 1 da seção 111·-C,. existe um fi1 tro W.11- ,. 

genéri c o G-
1 

em }? J1. tal g_ue N == m1 [G11 º Façamos x1 "" /. x 1 t)º Então :x1 6M]: 

e existe uma f'ch m.1.le. t
3

(v1 1-~·2 ) de ~
11 

(G1 ) ·não envolvendo G1 t al que. 

para todo y e M v.ale : 

( 1 ) N F cp J ( x
1 

? y ) ·~-.:> y € U 

T,odos os resultados ( d::1 seção III) q_u e valem para o par ,(l\1 11\1.) va-

lema também. pari;:1. < N ~M1) pois ?iS hipóteses fej.tas para( N ,M ) t ambém são 

satisfeitas por <N ~M1)º 

Sej a t (E;, N aleatÓ~<-i o s ôb:ce M1 º ~e;io teorema J_ de III~,C existe u.m ,, 

filtro M1 l t } ~ger.1 érico ~,-t e:,rn P ..n. tal qu.e ~ 



N : U:Í]tJGGt] . l .:l.-j@. - s"ç'

Ai.nda pe]-a ooro]-apto do ]-ema 5 de ill-Bp ..f'L g inacessível em W3.Í]t]. P2

[o ].ema 6;de ]]].--B, como 43(vt,v2) é uma sentença que nãõ envolvo Gt'
e considerando qlae N é uma exteaoao de H].ttJt temos:

(a:) ãg R b +3(xz,t.) < 4'3(xl,l)
Como fQ?ong é expressa'oe]. no modêlo$jde saída, existe uma fórmula

+'4(v].)v2) ã.e àt e um elemento x2 (que .pode aer tomado cano <'%]., rl>)
bal que g

e'

(3) o; \\- +3(3a:.,:&) <-» uztt] bM +4(x2,t)
Pp].o teorema 4 de ]:V--B e;cisne um bo.I'Caiado B, racional. sôbre HI tal que..

para. todo y aleab.t5rio s3bl'e lE] .temos:

MXtxa b -+4 x2;,y) <'-"'o y e :B ,

Seja 'KL o bborel-luzia de N co!'reBpondente a IB. Então BI ; B â N '
i,ogoi se b G' N e a].eat6fio s8bl'ç3 MI temos:

'{4') -UiÍI.t) H 4'4(x2,t) « o ta BI

Chameúoe de (5) a equiva].êneia € G U < t &BI {'Vt e' N aleatório

a$bbi'e M]). (5) é obtido de (1), (2), 1(3:) e (4). Seja U.&B]. a dií'Ê;,
Terça si,mét$iea de U e .Bn.; Então (5) diz que

(6') U A BI G i,t6 N : .t não é aleatóri.o sôbre ml l{
Pe].Q loHla l desta seç;o o lado direi'l;o de (6) é um boreliàzio de mg.

diria nu].a.llaüa .significa. que ll é lebben$ue-úensul'aval em R.

2e:g13;!i;l:gala: Dizemos que x é g:ggl!:BaiXeI .p ptllc tir .de ui,.a :gç:(i}39qq\i:!::.$1e.OI di

n:gi;ê, (em R) ae existe uma f' ;uo"-b OR , f e ã e \ma f6lnula +(vl,v2)
dé % tpl q.ue V'p e N

w b +(x,í') 4

D].zómos que x po sui. bÊi=gg;3;1êz:3;ggi92.=gs. uma pl'opriedade P oe cada membro

d.o;aeu facho'tl'anaitivo possui a prbpriedude P.
]Hg13;g.ig.g11go modelo : Seja }ylÜ o conjunto dos eles.entes hereditàriamente

doía:i-D:íveig a pal''Ei:' de uua sequêneíu de ordinaia em N. (logo H]. '; N).Se
x é hez'edíbàriai«ente defin:Íve]. a partir d.e tina sequência de ordinai69

dil'eio.oa que x é ]iDS0]t.

1.16NU.3& ]íl é tm modelo trangi.fito de Z:F. :Existe unia fórmula ©o(vl,v2)

A:i.nd. a p elo corolário do lema 5 de III-B~ ..n ~ inacessível em M1Lt ]. P.2:, __ ..: 

io lema 6 de I I L-B~ como 1
3

C\t1 ,v-2 ) é w-na sen-tença-que n~o en·v-olve Gt 9 

e c ons i derando que N é urna ex·censão - de M1ft.J, temos: 

( 2 ) N r:: ~ 3 ( x1 r ~) <~-> O \\- 'P J ( :b v .!) 

Como fQí::'cing ê expressável no modêlo de saí d·a ~ existe uma fórmula 

q) 
4

(-v1 , :q2 ) de ~' e nm elemen t o x2 (que pode ser tomado como (,c:11 .n.>) 

tal que :: 

( 3 ) O . \ ~ ~ J ( 4 P t ) <-"> M1 (-t 1 F- cp LI~ ( X2 ? "t ) 

P!tf o t e orema 4 d~ IV••·B e;x:iste um boreliano B II r acional sôbre 1\11 tal que, 

para todo - alea t_Óri o s ôbre M1 t emos; 

lVI1[Y.l \: q:> 4 ( x2 vY) <--::> y é B º 

Seja -8i_ ú ·borelie.no de N coz·respondente a B. Eu-tão B1 ~- B () N º 

Lúgo 9 se t ,,. N é aleatório s ôbre M1 temos~ 

·( 4-) Ml [-t) F q? 4 ( :K
2 v t ) <~ . t G B1 

Chamemos de (5 ) t1 equivalênci a t G u <-.-..:> t ~ Bl { Vt, & N aleatório 

s~bre M:L )º (-5 ) 
,,. 

ob ti. a.o de ( lL { 2 ) j (3) (4-L Se;ja U À B1 di fe e e a ..... 
renç a s :Lmé trürn. de U e B1 º · Entã o { 5 ) diz qt).e: 

r 6) U l1 Bl -~ i't 6 N ~ t não é aleatório sôbre 1vr1 ~ 
~ · Pe . . o l ema l. des ta s eçao o l a do di re:i:-to de (6) é um bore1iano de m@ 

d · .. da n uJ. a º Isto s igntft c a que U é lebest,ue-mensurá.vel em N' º 

;Q~!1!L~..2.~ Dtz emos q_ue x é d e11Eiye1 __ uLJ-~.r-~.ir d~~- ~ .!!~?:A ~~<2L~ , 

. ~ (em W) s e <-ndste um.a f g w ~ OR I' f 6 N e tma fór mula <p(v11 v 2J 

d e :& . 1 , 11 N ·i;a qu.e 1( y e 

N ~ ~ ( y;, f) <--=-"'"» y e:; X " 

Dizemos que x possu··. !}~~a f1:.amen~~ uma pr opriedade P se cada membro 

do seu f icho traueitiv0 pos s v i a prbpried~de P. · 

~d~@e>: Se_j a :tJ1 o conjunto dos e l emen~tos heredi tàriamente 

def:Lnfvei.s a pa:rtir de uma s e quência de or dinais em Nº (logo N~ ~ N )o Se 

x ê hereditâria1,,m1te def:tn:ív el a p artir de uma sequência de ordinais» 

di:t·emos q_ue x é HDSON º 



-F6-
ie á ta]. que pux'a bodo..x aRI oxiute f e,x, f 1 1»-+ in. e x é o tin.l

)o y é: X]. tal que N b o(y,f)
)em: .É fáci]. demonstrar po!' indução no p88to dos conliuato que ae x é

anl conjunto líDSOlt e x ÇNI então x e XI' Bate fato Dera usado abaixo.
Paí3semoo à verificação doa axiomas:

(]-) jgZ]k929];glialidade : Extenaionalidade vale em R. N]. Ç N t é tranal.
fito e vale hereditariedade em NI logo extensa.oralidade galé em R]..
(2) ê3alEe&i;i11ii;SSg. : :formalmente, o esquema de subeiitui.ç;o é dado por:

V x 3'u +(x,y;cl,'' ' ,cnl :n' Vy(y&m'«--» gx(xem A. +(x,y;cl,..,Çn)))

Seja. +(x,y;cl'.-,,cn) ê Si&'H(G)., m,cl'.... ezi 6 RI Seja
m' p 'ÍXeNZ $ 3 x(xe m '- 'b"l'(x,y;QI'...,c,) l}

é Claro que a' G H]. . Como todos on parâmetros que definem u' sao
lí])SON oegué que m' é }íDSON. liogO m' 6 NI'
(3)

Seja. \z eR].Ç ]!btao+ pol' raciocínios, anal.ocos aüs acin& tenor' que

=::711tZ:;lP:ly

#: :Í*' ';:: *'' «3'' ";
(4) 'pBig9, :

Seja u e H].. Novamente LJu ç. NI \Ju é H])SOW.

(5) 1ü:E'ini.g:g:çl9.: w 6 WI

(6) Bs.slàl;e=i;.ÊggÊ.:. a expresoao 4 forlual dêste exioina é

Vx(3 $('y6x) --> ã tÀ(y ax A -a3 z(z eyA zc x)))
Como R. -Ç !í fica claro que se x'egularidtide nao valem e eíü XI nao

ria em ]lv qtae e modelo de Z.F.

líiogtFãTem08 que a proposição "todo cora junto de reais é lebbe.oguw mengu

Fáv6].ii vale em HI' IDeste maneira teremos provado também que A.E nao va].e
em W..

HI e R àao conjuntos e pax'a toã.o .y e N]. existe f : (.»-» ©R ta].
que y é defilaíve], ü l)artir de :E'. Então é poÉ3síve]. de:fénix' uúa função

àe R. em N que & Cada y üs60cia \ma f cod'"boina. Seja +o(v].,v2) 6 âe
uma fórmu].n que úeBcrev& taJ- função. Bb particular' teremos que

Kk (Ç'o(l},:f) seea6aey&aNI f6'Hp f:w-»C)R ey é

vale

é }iDSOH , logo

le l tal que pê:lra todo __ x cS. N1 
exif:>te ;f E:. N, f r e» ....ip o 

~o y G. N1 .. ·tal que N J=. 4'_
0

(y9:f) 

De:m.g :8 fácil demonstrar por induyão no pôsto dos conjuntos que ee ~ é 

J.nl conjunto HDS0N e x t;.N1 
então x e: N1 º 11.:ate fato será usado abaixo .. 

Passemos à verificaç~o dos axiomas: 

(l) ~nalide.d~ : Extensionalidade vale em No N
1

, N 9 .iq é trans! . 

·tliro e vale hereditariedade em N1 logo extensiona.lidade vale em N1 º 

(2 ) S~~ê..1.~1~:i,ç~.2,.; formalmente, o esquema de substituição é dado por: 

't X 3 ! u cp ( X s y; e 1 ? o o o 1 ºn) ~:> V m 3 ! m q V y ( y G, m' <-l> a X ( X E:. m A <p ( X 9 y; e 1 p "' o ? '1n) ) ) 

Sej~ ~(x~y;c1 9 •• 09cn) é: ~M(GJ ~ m,cl'°ºq c11 
G N1 • Seja 

· mq = (Yélif1 ~ :3 x(:xem A <t> 1 (x~y;c1 70º"9cn)} · 

é cla:ro que i N m G . 1 º 
~ 

Como todos os parâmetros que definem m' sao 

HDSON segue que me é HDSON. Logo m I G. N1 
º 

( 3) _Qgn j_ L!!!,~2·- das Pf~!.te § g 

Se~ja_ u. ~ N1 ~ }}ntã.o j por raciocínios análogos aos acima temo &' que 
· " 

N . . ... , : . ·., ' 

(Pu 1 
e-::. 1 x Gi N1 · : x ~ u .J ·G, N 1 

( 4 ) ·~jo ! 

Seja u E: N
1

• Novamente U u Ç. N1 9 U u é HDSON • 

. ( 6 } H~ular~dadE:__:. a expressão ;/// formal dêste a:zj.oma é: 

y x( ~ JX(y ~-X) •-.!) ~ 1;1.(y ~ X .-\ ,, 3 z ( z e:. y A z iE; x))) . 

~ ~ 
f ica claro que se reguli;j,rid,ade nao valesse ero. N1 nao 

valeria em N9 que é modêlo de ZF .. 

nn-.::)straremos que a p roposição " t odo conjunto de reais é lebesguw mensu•-

,. 
,., "' 

:r-av-01" vale em 1'\ º Deste maneira teremos :p:rcr'lado tambem que AE nao val~ . 

em N1. 
~ N1 e N sao con juntos e para todo y E N1 existe f g w '.-"> OR tal 

iue y é definível a par·tir de f. Então é possí11·e1 definir u.ma .função 

- e N1 
em N qu.e a C;ada y b.ss.ocia ~.una f conf ·acimaº Seja 4>

0
(1t1 ~v2 ) é ~ .... 

t:uo.a fó rmula qv.e descr~.·nra tal fun~ão. Em particular tersmos que 

I' 

e 



detiníve]. a partir de f

L18:MA4 : q'oda real de 8 © tôda eeqüência de oz'dinaia aa ..gW pertence a XI'
Dem: O ].ema é basbanbe c.].ê4ro; naa neceasibando demonstração exp].Íciba.

LmA5 : sPa. h ;'''---,"z ; l ew . E«tã. bew:.
29n: Tz'abbalhamos em R. Seja x e NÍ.'$Definimos a seguir. a função

y: NI »OR . Se eNI então y(x) é o menor ordinal :lÀ tal q.üe

para alga« f : {.o -..o ,,{ x é o úzii.CQ y tai quem +'o(yif').
Seja d = supÍâ' (h(n)) ; n ew\l. Consideremos.twa bboa ordem Pg,

z'a o oonjuxito \ {6N g f : t.o -ns -xS

Se;la f. : ü n» q o menor f: (eom retaão à boa ordem:) tal que h(n)

única y b&]. que #e(y,f) (b(n) é definido por +0(fDPy) é fn é Q uo -
no=' que define h(n.))..

Bela i w-'-? ©W bal qeu g(2n3n) =fm(:i) e.seÊr/ 2a3n
então g(F) =.O.

C].arauente h é definível- de Ífm. .:-: n e.(o 1 9 .que por 8ua ve8 é defl
nível de g. Logo h é deiotnível de Lama eequêncía d.e ordinaie. .Par hípó

tear h G R[ 9 Logo h ê ]f.] .

1.1EaU.6 : O AIE pare famílias entnnàrá'yeis$é equi.va].ente: BO pl'incidia
Pgg8 Seja X # # tam eon:junto, R uma z'elaçao binária en X.tal que
( Vx &X)(g yek)(xRy) . Suponh.ando g:ue AE vale. .:0efâ.Damos pcr indução

uma função h : w uü X !ai que Vne W(h(n)Rh(n+l)>.
X # g seja x. 6 X . F@zêmo h(O) n X..

Seja Xo ;. {l.y e X i.xo R y \ .. eaêÓlbê'-sp x], ç

h(1) H x]..' Suponhamo b defina.do em {lO,Z,:...,n'b . SeJ.ü

$X ;n }y 6 X : h(n)Ry3 . .Encolhe se xn+]. € Xn e: !'az'-aé h(n+l): »]Eb-.+l

.ié Claro que h as im definida satisfaz :o prime.ZPãoêEn.

Poz'= outro lado pejam XO'X].t '... PXD'... conjun.t06 nao vadios e goH

ja . X ; .(-J.Xn. ' Suponhamos que vale an. -l)eflnimoo $8ê liiüa funçaQI.ea(Q.üa.o" -,-.' F'., $É' 'g:.. Hi..â;'f:
[ha pa:'a & faní]ia Í](n : n el 3 através da aeguãnbe :z'ilação bináz'ia R

ED.

-5+-

g
{
!
Y
.D

Se x,y.aX então )íRy se e 6 8e papa algum. HG'çO

definível a p~rtir de f. 

LEN.LA4 : Todo real de N e tôda sequência de ordinais de · N pertence a 

. ~g O lema é bastante c.l,~ro ~ nã·o necessitando demonstra1_.tão explícitaº 

LEMA5 ! S~Ja h ; l\J ~ N1 ~ h f: N º Então h ~ N1 , 

11:!!¼; Trabalhamos em I~ º -Seja x e Ni .. Definim·os a seguir• a função 

y ~ N1 ....:...'> OR • Se · x G N1 então ~ ( x) ~ o menor ordinal /\ tal qLte 

para algum f : W ~ A x é o t1uico y tal que <P O (y ~f L. 

~? j a o(. -- su.? 1 ~ ( h ( n ) ) :: n G w \ • Consideremos uma boa ordem p~ 

:ra o conjunto t tGN ~· f : w ~., o(~ 

Seja f :w-., e< o menor ·f (c_om relaão à boa ordem) . taJ. que h(n) é o 
n ,. 

único y tal que ·4; 0 (y 11 f) (h(n) é definido por tp0 (fn 9 y) é ·fn é o me 

nor q~e define h(n)) º 

S~ja g ~ w ""!'>f' O!i ·ta1 qeu g(2m3n) ~ fm(rl) ~ se 1· ,J 2m3n 
~ 

então g(r) o,, 

:l "' 

Clar amente h é definível de ( f~ g m G-- <A) 1 ~ qu.e por sua vez é defi . 

nível de g. Logo h é definível de uma se4uência de ordinaisº Por hipó

tese h ~ N1 i l()gp h <i: Nl" 

LEMA6 O AE para f amÍJ.ias enumeráy-eis é equivalente ao princípio ED., . . 

D~m.g Seja X I 0 µm conjunto 1 R. uma relação binária em X tal qu.e 
~ 1~ 

( Vx ~x)(;;J y é-X)(xRy)º Suponhamos que AE Yaleº Defi namos · pE:":r indução 

- · função . h s ()J ~~ X tal · que 1 n G-. vJ(h(n}fU1(n·l·l) )" 
' ' 

/ X e/: 0 seja x ~ X º Fazemos h(O) =< x º 
o o 

Seja X0 -- { y ~ X : . x0 · R y} º escàlhe-s~ x1 &;: X0 e faz-se 

h(l) == x1 .- Su.ponhamos h definido em t_ O ~l 9 ., º. ~n. ~ • Seja 

Y'n ::= f y G X ~ h( n )Ry j º Escolhe-:se . xntJ. e Xn e faz-se h(ntl) ;.;. xi.l?*l · 

J cla ro que h as sim definida s~tisfaz o prinoípio EDº 
,., 

Por outro lado. sejam X s x1 s • º º 9X 9 º º º conjuntos nao vazios e se= o . n 
ja X = U X º Su:ponhe.rnos que vale EDº ·Definimos 

ncaw n 
uma. í'unção esaô 

. -
lha pa:t'a a famíiü .i. [xn : n &w~ atra v'és da seguinte' ·relação binária R 

em Xg 

então . :r.Ry 
.. 

s e e so se pa'.ra algum. n e-v..J x e X e n 
. ' 
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y e Xn+l ' É claro que R Bati.afaz (VxeX)(3yeX)(xRy). Logo 0 pr12
e5.pio. daé esc81hao dependent.es a:fi]'ma a existênci.a de função eoeo].ba

como queríamos.

LXPIU7 : ED vale em N.

22n: Seja X rJ #aun conjunto de.RI e R 6 NI lama relação bbinária en X
g)@o no ]ema anterior. AE va].e em 1l logo eü.ste mina h g ai '--» X , h aR

tal quegV'x 6 w(<b(n),$ h(xl+l)>eR). Pelo cena 5 h C R].. l-ogo 1:0 vale
em W.q

[,EMA8.: Seja A $ Rlq Então., em N, A é M-R-definíve]..
])em: I'odenos expor A funçãoü :f :w -» OR 9 pois se para. tôdas tais

funções va].er o gema .e se A € RI f8r qualquer então êZÕ é definíve]. a

partir de uma f :l:w J: que é M-Rndefiníve].. Logo A Lamlbéu

é M-R-definíve]..

Seja ent;o : f t \.o -+ ©R 9 f NI' Pe].o ].oma ]]l-B-4p f G H[Gt]

,con \..u g: 7 < ..Q.. e 7=gZàt 1. Pelos lemas lll-e-4 e lll-B-l exi.g,

te .a ]'ea]. ta]. que f € mCs3 1. oÊjque demonstra o ].erra.

L:EãU.9 : Eh Nl! todo conjlJnto de real é Lebesgue-mensurável.

Demo ,t;eja A ç R1l! r A 6' ]fl ' Pe].ó ].em.a azitêrior A. é M-R inível
en W;. Feio ]ema 2;deita seçao A çg ]ebbesgue-mensuráve], em N. Portanto .g

xiatem bore[ianoa B eC em W, o;\n.limo de medida nu].a, talo que

Sejam%q']p « 2 e6digoe ;pax'a B e a em N. ]F?ivia].mente aC].? q. 2 G NI'
Pe[o Lema 4 desta seçào N e NI têm 06 mesmos retiis. ]'e].o teorema ]V-A

iz'l. e' «.2 Codificam B 6 C em }1l t.ambém. Claramente B.i6 A g C va].e
em Na .. Do ].ema IV } C tem medida nula em NI' Portanto Aé
[ebesgue-,m.enauráve]. em W, ó

-5 
t cl.aro que R sa·tisfaz (Vxe,.X)(::{ y~X)(xRy)º Logo 

cípio.Ô;~S escôlhas dependentes afirma a existência de função escÔl.ha 

como queríamosº 

LEMA?: ~D vale em N1 
Dem: Sejâ. X ,i 9f _um conjunto de-N1 e R Gi N1 uma .relação ·binária em X 

"@11,i.O no lema anterior º AE -vale em N logo existe um.a h : UJ --:i:, X s h S N. 

tal que >fx e:w((h( nJr h(n+l))<=R)º Pelo lema 5 h € N1 º Logo ED vale 

em Nl _º 

LElr!AG : Se ja A e N~º Então~ em 
J.. 

Demg Podemos s upor A f unção f :W -.> OR s pois se para tÔdas t~is 

funções -valer o J..ero.a e se A € N1 f ôr qualg_uer então êle é definí-vel a 

:par•iíir de uma :f .: w ~> OR J 

é M-=eli=definÍYel.º 

que é M-lR-definíveL, Logo A iambém 

· Se j a então · f ; w ......,. «»R ~ f '=: N_1 Q Pelo lema III=B~-4 P f é: M[G "I] 

,; 

(mm w ~ I <. .. r:t,, e 1 = · z 9 
. t-· l ª Pelos lemas . III=0=4 e III-B'.""1 exi!_. 

te ,s r ea1 te.~ q_ue f ~ l\.11(s1 9 o q_ue demonstr a o lemaº 

LE1VIA9 ~ Em N19 ·todo con junt o de r eai s é Lebesgue- mensu:riihrel e 
' N 

~!!.g Seja A ~ 1fl. 
1 ~. · A G N1 º Pelo lema. anterior A é 1VI~~R- defin.ível 

' ~ p /) 

em N~ Pelo lema· 2 desta se,.;ao A e lebesgu.e-·mensuravel em, ·N º Portanto .!?. 

xi s t em borelianos B eC em N9 o últimc de medida nula 9 tais que 

B.ÂAEO 

Sejam ot1 ,, ô( 2 códi gos para :B e C em N º ~rivialme:nte «. ,l li ~ 2 <== Nlº 

P('/10 1ema _4 desta seção N e N1 ·têm os mesmos reais~ Pelo teorema IY-A- 9 

ot l 0 C<'...2 c odifi c am ·:a e e em N1 t_ambém.o Cl aramente B A A f e v ale 

®m N1 º Do lema I V=A- 10 s O tem medj_da nu.l a em N
1 

º Por-tanto A é 

1ebeagi;.e-mensurá:\Yel em N1 º 



P A R T E ll

];bata pal'te, m08trareinos que o axiozia da deter'mi.nação impli.oa
na Lebengu.e mezlsurabbi].idade de todos os aubbconjuntoe da x'üta.

Ho q,ue segue. confio usual,iü dQ]QiDtü o conjunttl) dos niânel'os nata

x'eiá.a; se n-q en'baO n.níg, 1, 2, ...,:n Í]W . ... ilpl'oãu'ta
)]li.!notável ) .

IDaremoa seigulro vária.a ãeí'i.m.íçoeo.

Seja n. natu='ü. e Pçnf o C Emapeno de GZ.(1'). o se iate jâ8o de
(ioi jo.dadores ]] e 11: 1 e ]llt -deveu eon çruil' uma sequência

(x].l x21 :ó.:.?) com Riem: i.e(o v, esaolb.endo alternadamente bêrmon co2.
oecub:ivoa da. sequência. ] t36co].ho 08 têlmoa de Índice Ímpar e ll os

d.g! :Índice par. Cada jogüdoz' conhece Ps x-lP . .p x..n quando vai Caco

xm' l ga.JllaEI se (xl!: x2?: ''') G.P. ] ganlxa .?e {x.,"ê,«I'b '+ F'

lh\a: .g!:llg=111291::.2 pal'n o jogado!' l no jôgo tin.(p) ó ua.a flunção \'e
tal q.ue

ou9, em Qutx'a l\otaç808

:? ; \=J .p"* --..> «
m = 0

onde fazemos a dorJveiiçáo de m=.O (ienobax' o conjlxnto .vazios a menor
de menção expreíssa em eorl-l;rár:i,o.

l31tuiti.lamente é uma funç;Q. quc em cada "vez" de l jogar "eodo-
Ih©n eÀ SUa :logadà, ou seja, tlm c:lt.em.ente. de n que será o pr(5ximo têr'-
'mn

m ::. O (xl, -K2«
l

xj.'i I'- .j

do por l através ãe. Y' faB com que a oequêneia final. per'berlça a. PPs.!
ja qual. f8r a maneira de ;vogal' de ll.

.É claro que ve1]em defilaiçoes aná].o.ga para estratégia e eatl'at.Ê

gi.a vede:'dota 'ilo iiogador ]]. e,n G.(P).

Gn(P) di-z exist;e lama eatrabégia vencido:'a. pa-

P A R. '.II E II 

!t.-Bsrta :parte~ mostrai·emos que o axioma de. de-tern.i.naç~o j_mpli0a 

na .Lebesgu.e=mens~rabili.dade de 'todos o s subconjuJ'}tos da reta º 

No que segu.e 9 como u,sual 9 W d.e11ota o conjunto dos ruimeros natu. = 

r~:is; se n~ w en·tão n ~ ( Op J. 11 2 9 º º º ll n=l J; nuJ =· n x n ~ º º º (:produto 

e1::uJ.m.e.rável) º 

Da.remoe ü ffü segu:1.1-. 0 vári,fü» õ.ef'iniçÕeso 

S_ejia :u. natur al. e P'r n~º Chamax·~'}mos d.e GtJ.(F) . o seguinte jÔgo de 
~•.;.::.~= 

doie jogudóres I e II: I e II de·ifem con~11.rui+· i..im.a sequência 

( x1 ~ · x:2 9 º º º ) com xi e 'Af, i 6 w 9', esc..o.lh.~ndo al te.rll'.J.adamente ·J;.êrmos con 

si8ot:rt:l vos da ::1eq1iênci aº I escolhe os têr.moa d.e Índice Í mpar e II ós 

de :Í.:ridioe parº Cada jogadór conb.eüe P s x1 ~ º " • 9 xm-l q_u-ando vai esco 

l:b.er xmº I ganha se ( :x:1 , x 2 ~1 ººº ) e.P a :ff i.a nh 4' .qe ( ::( ◄ >x~, · • · ) 4:. P · 

tirt.\a. ~":. pa.:ra o _joga.dor I no jÔgo G:f.-
4
(P) é LUIU;\ i)inção 'f 

'a.l q_u,e 

------- - ~ g m l?o l ( xl i X2 1•, ., º º i• x2m) 

orn~, ®m ou.tr.a notação g 

,lf- ~ Ô n 2m ...,.,_..,~ n 
m =O : 

f p,zemos a dornrn~wão de m,::: O denotar o ~onjunto _-vaz io 9 a menos 
~ de ru.en9ao expressa em eont rárJo º 

"' Intui tbramEmte é uma f nç ao. que em óada ºvez " de I j ogar II eseo-: 

lhe" ç1 sua joge.a.a~ ou seja~ um el em.ento. a.e n que será o próxi mo ·t~r .... 
" - ,.., .. 

:mn ô.a seq.uencia n 

lp di~-se estraté.e;2:,a v~ced?,~. para o jogad_or I se o jÔgo g jog~ 

do por I atr-av-és cie ~f faz oom qne a sequênej_a final - pe •·t;e:nç a a P 9 s_e 

ja Qual f Ôr a maneira de jogar de IIº 

· E claJco que valem def'iniçÕes m;i~1logas para estratégia e estraté 

gia vencedora do jogador I I ~m Gn (P). 

Gn(P) dtz=s e ~'É~nad.o s e exis ·t. e uma estra,.tégia vencedora pa•-



ra algum doa jogaaorea. +6,0,-
Abrevioremoa por (le,\ & seguinte aentençai

'ylg.; "Pal"a todo PGnw , G.(}'') é deter'ni.nado".

Cón cata notação {iÇP é o axioma da determinação (pQr extra o :

;:::ll=,:.;:':1 :.i:i:=i':iill:l: ::l,...;.ü==. ..
tl'o jôgo poaiei.anal Infi.Dito a8bpe conjmtoa no táxi.mo entmerávole

que definido a aeguix'.

Sejamg

(i.) M um espaço topológi.co não vazio no máximo inumerável.

(ii.).S G. HKMX ....= H naQ vadio, fechado na to.polagia produto

chamaremos de sequência finita d:g:::prgçp. p::::::pçllpiag+vel às

(.nb.,*m2' '' nn) com miG M pal'a ao quais existe (q.'b2,.'') 6S
tal que n]: m].P a2: m2p '''f Éh: mn' Chamaremos de Pn o oon$unto de
t8dao ao seq.uênciaa'.permissÍveio de ordem. n.

Com cata notação , sejam aindag

(ij..j.) a' 8 ]=! pn ----» Íi,ii3
( j.v) 4) : s

A quádruplo (HpS,J, +) determina um jôgo G ( +) de doía jogada.

res ]- e ll como segue.

[, e ]]] devem con6bruir tma sequência de S e;gof)]Bendo conaeouti-

vamente m].lm29'' em H, a enésima escolha sendo fei'ba por l 6e

a (m['m21''.,1%.])= 1 e por il e J(n]....laln.])= ll..(onde(nt,...,nb..].)
é o aégütento já con frui'do)l, O jôgo deve aer levam.o de maneira 8 que

cada segmento finito coils-bruÍdo seja uma sequência perdi az'vê].. Aaainl

como S é fechado, a sequência final pertencerá a S. IÉ olal.o que em eg.
da etapa curta jogador' conhece (m,s,J, 4' ) e o aegmónto construído. No

final o jogador ]] paga ao jogê3.daox' ] o va].or de + ca].cu].ada na sbH

quêricia obxüid& no jôgo. .É tlm jôgo maia geral que o antes'iop G.(P)
(SBRélo êste um caso parti.cu].ar cíe G(+ ) como moaéraremos mala a note).

Por exemplo, o oi-guificado d,e vencer em G( ©) é bem difex'ente do de

Gn(P). Eízl G(+ ) um mesmo jogíàdor, em duma jogadas distintas., pode gg
nlnna m)An Am ,'in .Qa nnr mã \%iHl-Mn 'nn;!m+lr'a/'\ -lnA')lnfqB't?pü IF%nT$'P\m Amua'lnA -+vHH

9 9

ra algum doa jogadoresº 

Abreviaremos por o2-n a seguinte sentença; 

·cfl ~ · "Para todo P '- n w 9 Gn. ( P) é determ1.nado 11 
n . 

Com esta notação Jt2 ê o axioma da determinação 
11 \(P~~o 9.l3 «J ~ G2 (P) é deter111inado"L 

(por xtens 

. '(\u t• ,4a,.- +e 
A demonstração do resultado principal proposto~verá um o -

·tro jÔgo posicional infinito sôbre conjuntos no máximo enumeráveis 

que definimos a seguir a 

Sej am~ 

( i) ~ M um espaço topológico nao vazio no máximo enumerátrelo 

( i:i,) s -~ M ><. lVLi< º º º = MIA.) não vazio 11 fechado na to_pologia produto 

chamaremos de ~quênci-ª.finita de_ordem n perniiss!ve1_ às 

( m1 9 m2 j º ., " mn) com mi E- M para as quais existe ( 81 ". s2 , º º º ) .. S 
-

tal que Hl ~ m1 ~ ti2= m.2 ~ • ".° 9 11n= mn" Chamaremos de Pn o congunto de 

tôdas as $equências ' permissíveis de orde.mnº 

.Com 

( ii.i) 

(iv) 

~ esta notaçao, sejam aíndag 

J : Ô P -'> f I » II } 
,h n==O n 
't' : s _., JR. 

A quádrupla (MjS,J 9 ~) determina 

res I e II como segue. 
. 

um 

... ' 

•- .. -. _ I e II deYem construir uma s ·equencia 
' 

·"' Jogo 

de s 

G ( 4:> ) de dois jogado -
e.§.oolbendo conseouti-

yamente m1 ,m29 .~. em M9 a enésima escolha sendo feita por I se 

J (m19.m2 p º 09 m:p-l )= I e por II se J(m1 ,. •• ,mn-l )::::: II _. ( onde(m.111 ,,.,., 9 mn-l) 

é Ó segmento já construído) ~ O jÔgo deve ser levado. de maneira a que 

cada segmento finito construía.o seja uma sequência permissívelº Assim, 

c omo S é fechado 9 a sequênc·ia final pertencerá a S º t · ola:ro que em oa -
da etapa c8da jogador conhece (M 9 S 7 Jp t) e o segmento construído. No 

final o jogador II paga ao j oga.dor I o valor de .t calculada n~ SE: "' 

quêncta obtida no jÔgo. l um jÔgo mais geral que. o anterior Gn(P) .. 

{ sandq êste um c aso particular d.e G( ~ ) como mostraremos mais a (inante) º 

Por exemplo!/ o significado de vencer em G( <P) é bem diferente do de 

G·n(P)o Em G('P) um.mesmo jogadorp em duas jogadas distintas.» pode g_!! 

nhar mais em uma do que em outrap podendo inclusive haver empa e 9 ~u-



wel -õ..

do depende de + e das conveDç08B qu+ forem fettBB . qgüato &Q paio

to (por exemplo, 8e +'(lül,n2P''' )<0 quem ganha ó 11, Be

+ (iül,n2p...)>0 q.uem ganha é 1. Por'tanto. apelar de o coneeíto do
g,g$g:g&É83:g: ser o meado já dado (aimp].esmente qne J deve ser' levado oa

conta Da sua deflni.ção), o conceito de g:ÊjlÊ92111ÊgSgg. de um Jôgo G(+ )
é diferente. Assim teremogp sendo

,A, ;:.{a(: S;l(ml.,..., m.) ePn : J('al,...,Pn) .= X3'
ou ae.ja, A é ç} Conjunto de estratégias do jogador l

}

P é o con.junto das estratégias d.e ll,

sendo IT : AXB tal q.ue 'F('« ,/4 ) é a aeq.uência obti.da pelo

da v ! AXB "">R tal que v.+ = +o'U' , di.remos y.ue o jogo G(+)

é+deterni.nado 'quando sup ilnBí v+ (« ,ê) . 4znf .Íup v.P ('y,/b)
Para anal.coar intuitivamente a dafin3.çaa d.evemoB obbservar que í2

fimoo para o ijogador il e supremos para o jogador l correspondem àa

suas muelhoFes. jogadas". O .ijõgo es'tar determinado e.ignifica então que

a "melhor jogada'' para ambbos jogadores está bbem deter'minada, tndepen -
denso das "particularidades" de cada. jôgo (que aão ].evad06 en conta na

mudança de. ardem em que :aa "melhores" estratégias são exqmínadas).
Abrevia!'em.os pox' %f a seguinte aenbença:

gt "godo jôgo G( + ) obti.do de (H,S,J, #) como acima á determi.na-

P HP; l=?(mZ,. .,mn)ê Pn ; a(ni'..,%) = ii

do"

Para chegar ao reau].tudo proposto oeguiremo.p. o seguinte esquema
de teoremas g

3) Se existe sub-conjmto d.e R não Lebesgue-mensurável então exi.s

Ee...4 Ét.O,1'3 com ,,#<#(X) :: O e ##( XC ) = O (olhe ./(+ é a medi.-.
da i.nteri.or)

© Ç--, VXçBO,ZI tem-se Á+(X)>0 ou ,/ç(XC),> O

do depende de ~ e das conven9Õ s q or 

to ( por exemplo~· se cp (m111 m2 9 ~ º ) < O 'iuem ganh I e 

<f> (m1?m2 9 ººº)>O quem ganha é I ~ Portanto P apesar de o conee1.to d 

estrat~gia ser o mesmo já dado { simplesmente c1ue J deve ser levado e 

conta na sua def i n i ção) 9 o conceito de de~~in~ç_ão de l.lill jÔgo . G( \b ) 
, diferente. Assim teremos 9 sendo 

A e;;:__ s· a<. : Ô ( m1 ~ º º º 11 mn ) <=- P n ; J. ( m1 ~ • º fl ~ Iªn ) ."'~- I } -> M 1 n~o 
ou se_ja 9 A é o qonjunto de estratégi.as do jogad<>r I 

ô 
n=O 

(ml llººº9mn) é p g J (mljoeo9m) n n = II ) 

)3 é o c onjunto das estrat~gias de II~ 

sendo 1T g A x B -~ S ta~ que ·\Í( Cé. 9 fa ) é a sequência obtida pelo 

jÔgo G( ep) onde I joga atrav és de ~ e II através de fJ 9 e sendo a :LE, 

da v <() f A i<. B ~ JR tal que v "P "= <p ,e, 1T II diremos y_ue o jÔgo G( cf' } 
· é ·dete.rminado quando sup inf v 'P ( Gt j ~) ~ tnf sup v ~ ( O('.'. ~ f,) 

C< ~ A ,'?>e-B . ,., /ô E B Kti:Á 
p·ara analisar i ntui tivamente a definiçao devemos o·bservar que ÍE, 

fimos para .o j ogador II e supremos :para o jogador· I correspondem às 

~ O _jógo estar determi na.do s _ignifica entao que 

a "melhor jogada" para ambos jogador e s está bem determinads.~ indepen -

dendo das "particularidades" de c ada. jÔgo (que são levados em cont a na 

mudança de ordem em que as 11 melhores 11 e stratégias ~ sao examinadas) • . 
--·· Abreviar emos 

1"': "Todo jÔgo 

cio" º 

por Íª seguinte sentença: 

G( q) ) ob 't;ido de (M,SwJ ~ 'J)) eomo ac i ma é determina-

Para chegar ao result ado proposto s eguiremo,s , o segui nte esquema 

de teoremasg 

.1 ),__ J)'?. ~> .J/.,;, 
2) cÍLw -<-~ 'tJ-

~ 3) Se existe sub-conjunto de~ 

t~ . _X~ ~{O~lj com /<.;,,.( X) = O e 

da interior) 

nao Lebesgue-mensurável entao exis -· 

4) ~ -~ Ir/ X <::.[0~11 t em- se /ie,.(X) .> O ou /11. (xº) > O 



elêli!..L seja A Ç: .21'0, vou mostrar cine existe. B ç,l,ideal que Gw(B)
ser determinado implica' en GP(A) se!' determixlado, ou 6ejaj qu'3 a tâ.
d.a estratégia vencedora de G uo(B) corresponde Dübt2TtãIHODtC lama estro

ténia vencedora de G2(A).

B = .Ar L.) ,}.(:al's2's3'''')é u4Jto: s2n»2 9 n; 1,2,3P. 3'

(:Bc L= (Ac )z U l.(ax'sa,83'.:.l:'.,)é wü:. s2n-l» 2' n: z,2,3,...3
onde ( .C)Ü, é::ó.' ':s complementar em ao e ( .aL\ea"Ppmceono
Gw(B) é determinado, onponbüinios que exista 0' estratégia vencedor'a :p2
ra Q :jogado!' !p ezltao:

o'': C2 Í(dz''z,'...,.a.)

é estratégia vencedora para o jogador :i no jôgo G2(A).

.:]::Ê] Seja nÇ tO'nSeguindo o mean.[l princz'bio vamos determinar m.

A Ç 2w tal ,qug G2(A) determinado (B) determinado.
A ideia intuitiva pura construir Ap é usar 06 'têxmos das equêE.

ci.as de B (q.ue oão zlth.ergo naturais) como Índices "contador'ea" de ntãaE.

ros ]. dao sequências de A. .Ê.s6im devemos "excluir:' das posaibbil-landes

de eaêÕlha dos jogadores sequências de 2 com infinitos l paio es6 tem
mQS 06 na'buruia para "contar número ].i'.- Para .&anbo co].ocaren.os elB A

o conjwlto ;

PO a Í (6llB2P ' ':' ) € 2 t'o í .3 fina.toé n ew com a2n: O '\

e co].ocaremos no (A''";)2 o conjunto:

io = 1(aZ'a2,''')e 2w : 3 fi.nitoa néo com s2n.+l ;o !
Convide)-'enjoa agora a função :

- (poU io)

(Slg92,''' ) \"'-'''> (ml?n2,''' )

A partir' 'de 0', teremos (iue 0''= r { (ol,...,62n)

c.

} @ UJ.Ju0

se j a vou mos t rar que exis t e 

ser determinado implica em G· ,:,(A) ser deterininad.o 9 ou s ej a~ q:1,;i. e a t_§_ 
~ . 

de. estratégia vencedora de G u.,(B) corresponde na t uralmente uma es tr.§. 

tfgia vencedora de G2(A). 

Seja 

B ~ A u .t (s1 iS2iS3va •o) é' UJ(,i.)g s 2:n1' 2 9· n ;;::; 1 ~2 93~0 H 1 
(BC ) ~ (AC ) U )l (s1 1s 9 · s,s G º u ) é': t,J"' g s 2 J~ 2? n= l 'i2~ 3i G •• 

2 
w Z Lo i .) n- . J 

~ ev..i'c,er· e"'-t.-< , 
( e) ,, ·, t ( l., ) \."!'f co~1 f'Iª IY\C' 

onde ., ltJ e o .______--:==r oomp_emen ar em w e º -2, e.--, º .,omo 

G w (:B) é deJr,erminado 9 suponhumos qu e exis t a (t est:r-a t égia vencedora P.~ 

r~ o jogador Jj entio: 

0"" g Ü [( $ls,S2~S6ooí1S2:n) · ; Si e<-<.:> j -;:> L,u 

n=O 

A partir de _ <r 9 teremos que -(j u :a; uj \ "° J ~ } 
\.-/ ( s1 i • u , . 1 s2n) ~ · s . ~ 2 

n=O - · 1 · · 

é estratégia vencedora para o jogador I no jÔgo G2(A). 

Y-~J Se,ja B ~ w';' Seguindo o mesmo princí1,io vamos determinar um 

A idéia intuitiva para construir AP é usar os- têrmos das sequê~ 

cias de B ( q_tle são números naturais) c.omo Índj~ces ºcontadores" de núni~ 

ros 1 das seq_uêncj_as de Aº Assim dev·emos 11 excluir;1 das possibilidades 

o.e escôlha dos jogadores sequênc.:.ç\S de 2 r; om infi nitos 1 pois só tem 

mos os na·~ur'1.is para II contar ntúneros 1 n º Para ·tan t o colocaremos em A 

o conjunto~ 

P0 ~.-.: { ( s11 s 21 º º ~ ) ~ 2 w i 3 finitos n i-W com s 2n= O~ 

e colocaremos no (Aº) 2 o conjunto: 

1 0 ~ f (s1 .,s 2 ro ºª)e 2w : 3 fi,nitos n~w com s 2n+l ;::;Q ~ 
Consideremos agor a a funçaog 

f: 
w wv.> 

2 - (P0Vr0 ) ~ 

onde 



]\. é o nlíuoro de l euneeoutlvee a8 poaiç0+8 :íüpili'ee $i#ü&.;lõüd.ü

meÍjl'a pool.ção du- sequência (B].f82P' '') (pensando o jôgo G2tA) &
sér folhado, é o nlímero de eoco]btis ]. conaeeutivDS feitas pela Jg,

dador l).

m2..é.. Q nlímero dl. l conoecutivoo nas posições parJB8: a::partíx' do ponto
- 4.H .

onde tenha aparecido o primeil'o zero nas poaiçÓesipares em (8].P829'
m\ é o nt3met'o de l -eonoecutivoe nas püsiçoes Ímpares a partir da pool

ção 2(ml+ m2) + 2 (lue é lma poaiçao Corre:3pündenbo a um zero (pe-
].a maneira Gamo m, foi, escolhido).

mJ. é o número de l conseçutí.vos nas .pool.çoes pares a partir da posição

2(mlt'ü2't m3) 'P 3 e assim por diante.

.F aç amo s :

A= f''l (B) L./ Po e teremos

cedoria para o jogador l nb ij8gç) G2(A).
])enl"em08 que à' seguia'be função 0'' :lerá . estratégia \rcHcedox'8 para o jg,

a or l no j3gó G{.,(B):

$''t Çi { G"1,"2;''.,m2.)
tal que. G'; «o/3oá/ ocde CO

/. . t... \ - ... , ...Z. ...-> {.AIX {,.D
(ml'm2,Ü!-iü2n) .Lmj.e w ! ''''

com Z((m].p..,pn2n))':(n,81 onde DP 3E-. 2ni+2n

e S = (si, oã.., Bâ, ...) é tuna equ81rxeio. ãe: w que caIRei.de abé o tê=
!Tlo de Índice 2?l. com (ml 9

P: Imy nl';'o 'i(sZ, s2 b..;a2P) tsiê23

.on /3Q(m, ?))= f''i(s)in onde:d'' f'l(l.} = (81 s2F'3' -:jl),

*'":-s ... f'-:b)l. : b:, ..;l ..~
& : lal /3 ..--» W
« (f''i(õ)l,ó) = k onde k é o menor n\ímez'o i.nteiro -t;ü. qüe

G'(r i(.g)Im+2k) : o, ou seja, k é o nÚmel'o de l óõúaeeuti.vuo
}lan p08içoea Ílmpnres a pari;iz' da X)osiçao m.

(Aç)2 ; f'l o'0-í.(

)

m
1 

o número de .L corie o t -. 

melra posição da seqÍJ.ênci a (s·1 .s2 s, º .º º) (pensando po jÔgo G2 A) 

ser form.ado 9 ~ o número de escolhas 1 consecutiv:Qs fe itas pel o j_ 

gador I) º 
p /} , .... 

m~ ___ e_ o. numero à: 1 c onsecutivos nas p osiçoes · pa:c~~J;), a.,,:,partir do ponto 

onde tenha apa~·ecido o pri meiro ze::co nas posiçÕe~·Í1iares em ( s1 is2 9• º ,, ) 

m, ~ o n6mero de 1 c onsecutivos nas pos i ç~es ím~ares a partir da posi-
.1 

ção 2(m1+ m2 ) r. 2 que é uma posição correspondente a um zero (pe-

_la maneir a c ~mQ m2 f oi escolhido)º 

m é o número de 1 conseçutivos nas -posi çÕ es pares a partir da posição 4. 

Façamos~ 

A~ f-l (B) ~.J P0 e t er emos 

(Aª ) 0 = f-1 ( ( B e ) ) u I 
(.; . 4> 1) 

seja (1 g Ô Ç (s1 ~'s 2 ?" º º ~s2..., ): s . G. 2} -p 2 
n=O l ~ i 

c edor a para o j ogador I no j~g9 G2 (A)º 

uma estratégia ven 

Teremos que a' seguinte função (r' será . estratégia vencedor a. para o jo 

gador ·1 

(r._'g 

com 

e S - o o o ) 

mo de Índice 2:n. c-om ( m1 s º º º < m2n) º 

w 

QQ 

I m ~ ..,_.,,,.., n ~ 
0 

Í ( s1 ~ s2 s ;: º "~ s2p.) g si ~ 2 } 

c om /3<.J. mr s)) ~"' :r=1 ( s )\m 

temos · q_ue f-1 _( s) )m = ( s1 º º º ~ Sn. \ 

et: i Im. f ~ w 

O( (f=1 ( s) ~til) ::-:: k m1de k é o meno r n i.úne:r.o inteiro tal ql.le 

(f'' C-r:=1 (_s )f m. + 2k) ;,:; o~ 01.,1 seje.~ k é o :número de 1 óo,,'.seeutivos 

nas posiçÕea Ímpares a parttr da posição mº 

o .têr 

o o o) s; · 



C..mo d'' é ostÉatégia vencedora püx"a } Ju8üdop l #a 3 '
oiae fmi.taa que vao ando eatuda&aa pai'a ne deter'minar Q valor ã

ad Calculado molas, aão tais que existe unha sequêD.eia de í''"t(IB) que
Coincide com elas no au segmen'oo inicial.. Por ou'bí'o lado «, é tal

q.ue í'i.xuci.alia à maneira de :f eln calda oelgaeDto i11ielal de R sequ,ên +

oia í-ii(a)Im e pol'tanino a sequência final Cairá :en B, ou seja 6'Íg
estratégia veneedox'a l)al"a o jogador l no jôgo GüJ (B)

se-G2(A) r8l" bal que existo. está'atégia vencedor'a pára o jogador'
ll , .racioei11a-Be analogamente.

'p"T

"«mm : á. --- g
iliêii:i:..l Esta parte da aemon8t!'ação é trivial porque 'f P s w': G«.(P)
é uJm joga G( 4') determiziado por (M, S. J; @') ond.e

M = {.D , S = LOw

i l s8 n xar par

L ll se Ei fÕr Ímpar

+ 8 S --.» 'iR é tal que

.t---..---' \

1.=:i::l:J Seja dad) (M9 S- J'$+). Pal'a mo trai que Zo inpllca em

que ;ste ;jôgo é deter'minado, bbaota mostrar que c} jôgo (M, SP J , '+.)

é detend.nado V réR, onde +',. é a fmç;o característica do eozljmto

X.= Í(SI, a2,)e'S.: +(sl: a2, ...))::'&
Com oí'eito, já vi.moo q.ue cl jôgo G( @) é deter:'minada se

(t)..,T{ .ã:lÊ ''} hC , /3 ) :,àE'lE «s6uE V+ ( « ,/3 )

Tenda também que G( (}r) é determinado se

ü. '- P'(z) ,« l«í '$,(« ,/b )«j'n:l "A. V.F,(« ,/3)

onde É, é o Conjunto de eatratégi.aB de l« :tanto em q{.ê ) como em G( 4'..i
(Note-oe que tlnaa estratégia aé depende de S e J .que nao os Elesmos noa
dois jogos)

IB é o CQnjl.luto d.ç} eatx-atégias de li

Vou mostrar então quê (2)

+ (sl, s2, .) = ]- ae (BI, s2, ''') 6 P

- ]- se (BI, a2. ..õ') + P

e

e ias fini. tas que ve,o a.endo estuda'! as pa:ra - e dete:rminar o val 

Al ~ . "' . .,p= l ( ) ~ calmüado nelas 9 sao taj .. s qu.e ex1.ste ume. seq_uen.~1.e. de J. .B que 

coinc i d@ com e1.as :n.o SêU segrnanto inicià1 º Por 011:tro lado Ol é ta.1 

que f r.mcd.ona à maneira de :f em cada. seg:cael'.rto inicial . de uma seqLiên = 

eia f=:l(s)}m e :p0rtar.r1;O a -se qu.ê:noia fil.1al cairá em 13 ~ ou seja (}'' á 

estratégia vencedora para o jogador :( no jÔgo G~1 (B ) º 

Se G2 (A) :fôr -'Gal que exista estratégia vencedora para o jogador 

II~ racioci11.a.~· se anàlogamente º 

TEOREMA 2 

-~~:J . .., " Esta par te ela demonst::raçao e tri vi.al porque 

é um jÔ[!;O G( q>) determi nado po:r (lVI~ S ~ J 1 <P) onde 

s ::= w t,.\) 

... { 1, ... se n fôr par 
.i. . .l · se :n fÔr í mpar 

e . é tal que 

se (sl· ª2~ O()o)é P. · 

l se ( s 1 1• s 2 s º ,, º ) f. P. 

f°"" ":?} Se~ia d.ad.·') (M 9 S 1• J s q:, )o Para mos t rar · qu.e Jll.l) ~mplica em 

que ês·te jÔgo é de ·termi:nado, b asta mostrar qu.e o jÔgo (M 1i S ~ J ~ CP, ) 
r 

é determinado . V r e: :t 5, onde q>:r é a fw1ção .caract~r ística do c.onj11.nto 

Xr ""' ( (s19 s 2 ~ ººº) ~ S_ ~ <? (s1 . s 2 ~ ººº)~r ) 

Com efeito~ já yimos que o jÔgo G( 4) ) é à.eterminado se 

( l) sup . inf v, ·( Ol , f-> ) = inf su.:p V d,> ( o(, 9 f ) 
~ .. . d~ A fb€1B · f6ê B ~e. A 

Temos também qu.e G( Cf>r- ) é determinado se 

( 2 ) st.:1.P tn_f V~ ( Ol s f-'_ ) ~~: inf sup V lf> ( o{_ P i-> ) 
ot6 A ~'4r B r .66 ~ «'=A~ r 

ond.e -~~ é 6 con,j unto de · estratégias de I ~ tanto e~n· _G;·_Lçp ) .como em (¼{ 4> r ~ 
(lx.rote=se que 1xm.a estratégia s ó de;pen de d.e S e J g_ue são os mesmos -n,os 

d1Jis j ogos) 

B ~ o .con j un t n da estrat,gi as de IIº 

~ Vou mostr ar en t ao qtÂe ( 2) -p( l L 



-4f-
Sejan B éS. o( &.A e P+ B. ltao te)a08 ql&+

'+,(.)
l 6e +(B) )]'

O se q' (a) <x'
(eon reR b

f
P''t-t'.,;wX,2;.. ''/.p ( '<,/3) ...ey:í =:3. Vf,( 'Z,ê ) "'l.m l . O

V Y'& © . (3)
8jQtaçao: daqui para fx"ente cABaz'em06 a seguinte notaça03

;«aeuXF=lÊ ''+,(«,ê)
ISr ; .i.nbf.su? -V+.( « ; /3)

/3a Bo(6 A 'r

" ;.;yÍÂ?lE v+( '',, /u
is :; 2.:Ê;:i. v+( 'c;l3)

Com cota xlotaçao, temia o seguizlte
L.mU.: (i) Slr = Q «D SI Z r

(ii) r>k-->V.tk(«!É',) )# V+ («1,/3) V.(«9/b)éAxB
A demonstração é: natural levando-se em conta (3).

COR0]1Ált10: (i) Slr = =L.«-> SI >pT

({i) r > k --» Slk >p Slr

e ISk.» ISr
ç}.biilerJrpçãQ: Anal.logamente vale qub ISr = 1 +» IS >pr e

ISr = O $n> IS <' a: .

V+,(«..Õ ) = +',('K( 'c.,P))
l ao +('r(a . P)) .+ Vf(«,P »l:"
O -e +(n (d ,./3)) = V+(«../3 kr

e

Demclngtraçãoüde (2) ---> (1)
Temas como hipótese : Slr

Do catolário, parte (i.i),

8) S].P = 1 \' rG h

b) Sl]« :: O \r ré.R

iSr 'f ]'G R.

segue q.ue u:istem aumente tl'ês posei.bbi.lido

e., .. 

=;) OJ: se 

l se 

qJ( s )~ r 

<:\>{s)< r 

Por tanto sup inf V f ( ô( 9 ~ ) 
o< ti A foêB r 

V re:ri º ( 3 ) 

.( com r " lR ) 

cp { 1\( a 1· f>)) ~ vf ( ~ 1• ,,g 1} :r 

'P crr ( O{ ~ /3)) . ; "~ ( ti<. I' ~ }.(r 

~g_g daqui para frente t..rnaremos a seg1 .. ünte .notação~ 

Sir ·- ~up i nf v4> ( « ~ f>) 
<Jt&A~11,B r 

ISr ""'- inf "t ( rx s [o) 
.. 

s u:p . 
(b<!: BD<~ A . r 

SJ. -- sup inf V~ ( O(, f y 
. <X e A fo~B 

IS =:: i nf sup v4> ( o<.. ~(3 ) 
-/:,_,;, 13 /X6~ 

..., 
Com es t a notaçao ~ temos o s egu.inte 

LEM/U ( i ) Sir ~ O <--) SI < r 

(ii) r)k --,,\/~k(Oér;f,) ? ·_ V~
1
} o(,~fo ). "f/ _{ci( 9 (? )eAxB 

A dem6nstx·ação é nature.1 l evando- se em .conta ( 3) º 

OOROLÁlt.IO ~ ( i) Si r = 1 <-> SI l, r 

( ii) r ) k -+ Slk l, Si r 

e I Sk ~ ISr 

9J?.~arva.ção:: Ar.t_àJ.ogam.en te va1e qu~ ISr ::::: l é'-'> I S ~ r e 

I S:c :::: O ~> I S < :r. 

Q_emo~t1~ação de . Jl:l~.0) g_ 

Temos _como hipótese : Sir ,.::: I Sr 'f r<;; IR. 

Do corolários parte ( :i.i)~ segue que · existem somente três·possib:i.lida 

des: 

a, ) Slr ~- l 

-b) Sir ;:: O 



o) 3 rO6X tal qti+ Sll'+l l('Foro
slr = O 'V r >q

se a), pelo corolário parte (i) então sl >r Vier
SI e + ao e, anàlogamentel )2 ando a obaervaçao. IS
si - is .

Se b), pela parte (i.) do corolário teremos S.l <r Y''
e, anà].ogamente, IS = n.o ---» SI := IS.

Se o), pela parte (i.) do co;'olári.Q teremos Si»i V

Sl<r V r>r0 9 ou a:i.npleomente SlbvrO e Sls<rO
SI B rO ' Analogamente, IS = z'O e SI : llS

e portanto
=: '+ ao P ou ae;ja,

:" € @ -+ s,i

e portanto

M.,irem.' .g.,';'que (#n-'> G( '#,) 'V'reR ,:

canoa aoaunir que J(gl ' s 8n) - {llsaennforrpírpar
pois se isso não fâr vex'dado .pod.enjoa construir o.utür.o jôgo equiva].ente

a G( +r) onde isso va].ha adicionado-se \;@ elemento ,A extx'a al ]K e í2

zelndõ modificações convenientes de 6 e Xi. que. forcem oa jogadores

a escolher )# aemp!'e que n ó fõr a aua vez de jogam:' em G( 4'r).
C)ouo M é no máximo enluueráve].,- seja f : M un:evoca.

Seja (sl, ..., aU) sequência í'i.Dita pez'mi.ooível- de elementos de
]lEi chaiítax'eiiioa

T(s. , ...:-, s. ) m M : J (mZ, m2, ...)e S 'com'

sl - ]&l, ..', sn : mn ' an..tl

])ada rGR, vamQH construir tw P G w'' tal q.ue .GW(P) determina do "'-»
G( @.) deberminad.o.

p 7 xl:Fx2,: ;;.)e u'; (f'l(x:), f'l(x:), Ó..)Ux.'i U .Í (x:,
é w'"g. k é par e f'lexk) '+T(f'l(xl), ...., }''l(xk-l)) I'

pc = Í(x]., x2, .,.) 6 w"8 (f''X(xz3, f'l(x2). ...)ÍS - xr i

U Í(x[, ..., xk' ''')e cowl k ínpa!' e f'a'(xk)'é tP(f'J-(x].),...
pomo í' é bi.uní«oca, V (a., s., ...) G S existe único

}

.)é

(f''t'xk.

r 

Sir = O Y. ;i:- > r,0 

Se e.) 9 pelo ·co·rolé.rio parte (i) então SI~r lf r <=i e port anto 

:. SI ~ "1' oo 

SI=: ISº 

e 1 anàlogamente~ usando a observação. IS~~ oo P ou aeja 9 

Se b) 7 pela parte ( i ) do corolário teremos SI < r 
e 9 anàlogamente~ IS=""'°'° 

Se e) 9 pela parte ( i.) do corolário teremos SI ':3, r 'v' r ~ r 0 e 

SI< r V- r > ro ~ ou simpt esment_e SI ~r0 e SI~ r 0 e portan·to 

SI ~ r 0 . º Análogamente~ IS~ r 0 e SI = IS 

Mostremos agora que Jl,-0-➔ G( 4\.) V r e B. º 

( ) S I se n fôr par Vamos assumir que J s1 ~ Gºº~ sn =l II se n fôr-Ímpar 

pois se isso :não fÔr verde.de ~podemos oonstruir ou.it;t'O jÔgo equiYalente 

a G( ~ :r ) onde isso valha adicio:nado=·se l'JY. el emento jt extra a M e f!: 

zendõ·••se modi ficaç ees convenientes · de S e Xr que . f orcem os jogadores 

a escolher / s empre que não fÔr a sua vez de jogar em G( cf>rL 
Como 1\1 . é no máximo enumerável~· seja f : M ~w biuní.vocaº 

Seja (_s 1 ~ º ~ º ~ s .n) sequência f i nita permissível de elementos àe 

Mi chamaremos 

com 

s ~ m n n 

Dada . r e:IR~ : vamos ·construi r um P , wl,J,) tal que ,G·IAJ(P ) de-termina do -,;> 

G( ~ r) determinadoº 

p - _f (xl~ x2P ººº)~ UJwg (f- l(xl)s, i .. ··l(x2)1' "ºº?e-X~} U ( (xl~' x21l"ºi){\<···)t: 

~ wv"\ k é par e f..,.1 (x
1
~)4:T.(f-1 (x

1
), .ºº" .f' ·f-1 (xk_

1
)) } 

pC ::â: l ( x1 s x2 9 º •• ) <:- w \,1,) :: ( f =l ( x1 ~ s• _:f- l ( x2 ) ~ º º º ) G s --.. Xr ) U 

\) ( (xj_, ••• , xk, ••• ) .s ww , k ímpar e :r-1 ( xk )f' 'l'(C1 ( x,_), ••• , (:f-hk-l ~ 
Como f é bümívoca 9 V (s1 P s 2 P º º º) G S existe tin i o 



(x]., x21 '';') 6 {..Ow ta]. qti.e (8]9 o2' ''')$# {f''L<x].)+ f''t(3e2). ...) .
Aaaim, uma eotrabé©.a Z , por exemplo, do jo'!apor 11 en G( +'r) é do
'pipo:

, n o ?lr l(x].)t .;..+ f'l'(x2n+l)) pex'miaaéve]. : xiGtnJ--pw
bal que

(r'Z(xX>1' ., Í''l(X2D+l)p '6(f'l(xt),: , f'l(x2n.tl)) é permiaaével
rtanto & ela Corresponde natal'al

mede.e..lma estratégia,'ride ll em Ga(P) pela manei.}ã tlêmo P fói deten-
mi.nado.

z'; C.J. :l (:*]., .. ,
.Bi -' v

$ermieBívell \

8+(xl, . ,lxan 1) = fJ6(f'l'(xt):;' , f''l(x2ntl))

Note--oe que a iinposiçao de (f'l(xl), .., 9 f'l(x2n.FI)) oer permiaaé-
ve]. nac, pira a generalidade de Zl9 pois podemos nos .rest!'ingir às

oequênci,aa fi.ni.tao (xl, . . .} x2W.l)". qüe tenham. Bá.do obb-

'ti.dao dentro do jôgo Gb(P). E nes'te caso, a Hc8HQiTa como :Foram cons-
bFuídos P e PC exclui. aeq.uênciaõ (xl, .., x2n+l) ( o,u ülesmQ de t51ti.

mo Índico par) qu.e nãÕ sejam do tipo importo.
Seja agora 0''i-eotratég:La verlced.')ra para l em Gw(P).

0' : .Ç). } (:'\ ..; x2.) +-xj..:w.l --, u.,
Ent;o, V egtralégia de ll 'sm Gq(P), q.fiando i joga através de d"'' D

sequência í'ine]. obbbid.a f'ica em P. A C/corresponde 13abuz'almente, de

maneira anal-oga à feita an'beriol'mera'bep uma eotx'a'tégi-a. g) de ll

.m G( +.);
r'8 '\=J } ( í'i(xXb:..!::Ü í-t(x2zi) ) gemi.saível i )[3.ew3 »W

tal que r(í''l(xl),..., f'l(x2n) ) : f'lo C'(xl,..., x2n)
Rüvamenbe -obaervamoo que í-l. 6"''(xl;' ' . ,x2n) e T(í''i(x3.) , . . ,f'l(x2n))
2çAas mesmas raz13eo já citadas an'''üerioríüenbe.

Aasin, V ê estratégia de zí ém a((br) se l joga at!'avos de Q'l

chega:'ão ac} filial. a tema equência (í''l(xl), f'l(x2),...) e' S tal que

!

0 p) 0 Ç'

xj.ew e (f''](xl),..., :f-l(x2n+l))

Assim 9 urna estratégia ? ~ por exemplo j! do jo ,..~a dor .iI em G( <p 
1
J é do 

tipo : 

;i;: ' n½-1 O ( ( f-l.(xl) • . . " • f-l(x2n+-l)) 
. • .r -perm::t.ss~ve;.L 

o Q e s· o o o 9 

e p1.0rtanto a ela corresponde natural 

permissível 1 -::, W 

2:' 1( x1 Y " ºº ~ x211 1 ) =.: f t,~ (f--1 (x1 )~ 

~ ( -1( ) -ªl( · · ·)\ 
Note-se que a i mposiçao de :f x1 » v º 9 9 f x2n -1dl; 1 ser permi ssiíf-

vel n"s.o t ira a gen~ralidade de ~ 1 
:.i pois podemos nos restringir às 

'· 

sequências finj.tas ( x19 º º º> x211+1 r_ ·que tenham sido ob

tidas dentro a.o_. jÔgo Gtu ( P) º E n este cas o 1 a m.anetra oomo f oram cons-

t " T' PC l . " . ( .) ( " . 
· ~•tüdos r e exc_ u1. s equencias x1 ~ 9 º º P x2n+,l 0,u mesmo a.e uJ. "lii 

mo Í ndice par ) g_u.e nãÕ sejam do tipo i mpostoº 

Seja agora. 0'
1
-e s .tratégia v-enced ~1 ra para I em G~( P) º 

O"'' g (º) <i ( x1 s; ~ º º s x2 ) g x.J <; w l ~ 1,Ai 
)r_ 0 1 n 1. J 

Então ,. _\f ~r:/trat;égi a de II em G ¼ (P) \' quando_ 1 j oga a·tr a-vés de (f'( e. 

se q_uênc t a final obt:i.d.a fica em P º A rt1 corresponde naturalmente 9 de 

· maneir a análoga à. f' e i·ta an t erior mente» uma estr at êgis. cf de II 
"l 

· g~:.~,a~ mesmas .r azões j á c i t adas an t eriormente º 

Asstro. 9 '1 ~ e str atégie. de II ém G( cf> r) se I j oga at ra,rés de (i'1 

chegarão ao final a mna sequênc:Ji.a ( f- · ( x1 ) ~ .("'1 (:K
2

) ~ ~., º ) é- s t al q~e 



S i..1::) ·, :1t 

<>'-- G A /3~ J; 

a~u i a dem.:mstracào ,_h)r se·L ... , ~ u.m resultad0 da anapl~ ... se , 

TEOREMA 1 

-eor€-.ma varr.os constr:x:i.):- um ,1 ôgo do ·tipo 

e se fôr o jogador II o vencedor 

Se._ia · 1 ~n"'ª ~e n. úmeros_ racj._0né.üs t ats J se e.~ u 1; •. \_, •• _ "· • . _ 

.,,,. 
{ 1) ·s:-

~ -....... 7 
n:._l 

Se ;i ;.=i 0 conj1mt o_ fo:cruado pelos sub-conjug 

tos 
a e b 

:racionatB . 

{ b 11 · , ('J •: a:·1·1 ei·• , .. ,.... 
\,.; _,A.. 1. -"~- -' 

indica a medida de Lebesg~e 

de"' -·- a1"~:w.os ~ lr . .. ., e ono t, . • . ·•' ~J) e r"Ill. l B 8 i>t e .L e, pO - p ~ 
de -t·"' . - ··-~--.-· .. -·-:- . s1 será ano t.edo J. k d -es I e II detei;: 

"ºdas as sequencJ.as K ,. dois joga o.1. · . ,. go en ,.re 
ConsiderE:mos o segtür .. te Jº 

X ~ [o ,L) dado: 
Pelo c:on ,jw·:1to 



[[ e co].he ]iu con.j]].nto S2 6 B;.2 com SP (n S4

l encolhe t.uü coniju11bo slà é.. IBÀ% caia S) G. S,,

e as im por diante até que oa jogado!'ea fQ:-nela \-ma seqi:Ignota permita

Sn É X eH'halo l ganha

S' .f'") g. ÇIX' .n'bã. :tl gwnlb-.

Robe-se que por (bb) il:l Sn é unitáz'io e portanto.. exatame1lte twa.. n=.[
d.as duna inc].usoea acontece.

Se

H * Ç;JO Bk 'que é no. máximo enumeráve]. por (.&)

S é o conjunto de t8dao as oequênciao pernissíveis

T {;lp :8:} s: liá par
empa!'

(} : S-bK é. composta das seguin$ee í'uóçOes;

Í iS tal quê i (sO,8].+1,:.:):T= k:O k

. Z':Eo,l3--.»R t.i q« ]'(*) :il.:i ::
x € X
':.} x.

Assim 1%P i.aplica que l ou ll tenha 11E].a estratégia vencedor'a. Aoaim,
8m vista de (1), o teorema segue da segiii.nte pz,oposíç;ios

(i) Se ]- tem uma Catre:tégi.a v.n odor:à enb;o

,,,zg x) >z-rl ,'111;1 {a ': 2 :'2:,)
(ii) Se ll tem una estratégi.a vencedor'a então

.. a©

/4(XC) $ 'Hul (1 2'2n.l).
Mesmo aabbendo que algtam doo jogadores tem uma est!'atéêía veneÉ.

dox'a aa possibbilidadea de eoc61ha nas varina etÉàpae d.o jôgo sad', e.m

princilpio, demasiado com.plexaB para oe podem' fazêl' õ:flrüaçoea a reJ'-

peito de suas medidas. Por isco faremG99 abravéa de 3 lemas prclà.ali.

Dares, reatriçoea na áfQol'e de. pos8ibi]idadeo do. jôgo. ]!da I'esbz'i,ngi.
renda à esc81bas que i)08Bam ter Duas medidas aontro].adio de ;maneira

L( 

I 

e 

escolb.e um c on j un to 

esüolhe um c onjm'.l.'t@ 

assim por dian te 

óO 

Se .n 
n::.::-,1 

o'1:I 

. Se ( - \ 

até 

s 
n 

(.-':t ,:> . ,n 

s 2 

s.) 
:i, 

que 

e 

e -~ 

G B.2 norn e~ 
~ ~t 

'.- '-'2 ·J. 
t,;- B :_i oom. sJ ç s2 _,_, 

os jDg ado es f or.mero 
,. 

:perrrr'. s& u.rna sequencia 

X e:ntao I ganhaº 

e ~ X en ·r- i:lt) II tsanlu.iv 
,, n~l 

Note- se que por (b) 11 
n==l 

sn e uni J:Gário e po-rtanto exatamente UJll8 
. ,v 

das duas i nclusoes acontece º 

~ste ·é D.lD. jÔgo dµ ttpo ( M~S~J· 1, ~ ) gndc➔ • 

U<=O p "· ) M -· · Bk q_ue e no max::i..mo enumerável :por (.a 
k:;::0 .. 

S é o crnnjunto a.e tôdas as sequências permissíveis~ 

J (·sfk) t I se k, par 
=(11 E?e k é iro.par 

~ g S -Yli?. é composta das seguintes funçdes: 
00 

A (x) :;, ) 1
1 

se x é X 
( - s e x ~ Xº 

Assim t impli.ca que I ou II tenha um.a $Stratégia vencedora,, Ass:Lmj 

em vista. de (1) 9 o t :e orema segue da seguinte proposição g 

( i) Se I tem· uma esti-:atégia vencedor:~ então 
QIQ 

"j<_,} X} ·~ r1 , bh (l - 2 r 2:n) 

( ii) Se II tem ume. ..... -· estrat6gia vencedora entao 

fr (.1 ·- 2r2. ·1)" n::i::l. n-•. 

Il'Iesmo sabendo que algum dos jogadores tem uma estrate#';Ía veric~ 
> 

dora as possibilidades de eso&lha n as várias etapas do jÕgo sic, em 
. princípio~ demasiado complexas para se potle:r fazer afirmações a :1--e.!'-· 

peito d.e suas me a.idas fl Por isso faremos~ a·través de 3 lemas pr.c.i.:1:ml 

nares 9 restrições na ártore de . pQssi bJ .. l:idades· do. jÔgo º Ncis res.~ring_t 

remos à escÔlhas que possam t er · suas -medidas controladas de ;carleira 



a que tens o ao fü.nal em oonluizto A ta! qu+'ise l v8aee 6X$
8e ll vence A Ç Xu. Será ü'bravia de A que padereuoo f'u80r afilsa9;+e
a8bre a medida de X ou do X'";.

l,ema 1 : Seja (SO,SI'...,Sn.l) € Pn.l e Bela 'Z tJniêi função de

Pz! em IBn+l tal que z"(Rln) ( Rn Xf'Rjné. Pn' onde ajn*(Rõ'a);t..
(em particular Z' pode aer t,l:üL3 estratégia ). Então .3 uma sequência

finita S;l+. ..p Sn -e Bh com Sn ( Sn.]. ta]. q.ue

/x( }gi{ '6(se',..,s..:,si) ) >
>p/« (Sn.l)(1 - 2rn) e mais ai.nda, oe conjuntos

Z' (SOf. . 9SD.llSI) Bao dioãuáüjiintos.

(Farem06 a demonstração, ao fi.nal da demonstração do teorema 4).

Seja agora Z 1, \..../ P2k +livtal que

Z' (ROP...9R2k) g R2k uma eütz'atégia para o jogador l
Imaginem.o que cada ve2; que ll ;Ioga êle.. fgg., .au.9 êsc81ha entre

aa posoibi].idades dadas pelo leria l e q.ue o joga:dor i joga segundo Z

Ueremoo }nuaa árvore de posaibi.].idades d.e jôgo do seguinte tipos:;.

'\

: ..: z' {ai') ===
R= Ê, -«.

;«.:,=:! :,;'-Í.? -;
:.;::;c:i: lll:l'a- Jn '-«,-.-..--...

;'":$11 :: :11:
''''pj --a:p{).=='' 'J- %-;.,%,

/,*'
se -- B {lso ) ----- se

TO

a que tenhamos ao i na m o un 

se II vence A~ x0 . Será através de A qu -poder a faz r afi 
sôbre a medida de X ou do 

Lems;:,. _ _.l,: Seja (S0 ps1 ~ºººYsn_1 ) -· e Pn-l e seja~ uma função de 

Pn em Bn -tl tal que ~(R(n) ç; Rn 'fRfné Pny onde Rfn~ (R© 9 R1 r ... 1,Rn) 

( em particular ~ pode ser uma estratégia ) º Então 3 uma sequênc i a 

fini ta 

,U( ~ 
/ J..;,:;l 

e s 
- 11-l tal que 

· ) Ji, ( sn-l) ( l - 2r n) 

?; (SOYºôº 9 Sn-l~S~) 

e ma:is ainda 9 os conjuntos 

s;o dis M j~ntosº 

(Faremos a demonstraçe.o, ao fj.nal da demonstração· do 1;eorema 4) º 

' Sej~ agora ~ g 

~ ( R0 p º º ~ R2k ) . Í: 

e.:, u 
k=O 

R 2k uma 

B2k•rlr~tal qu.e 

para o jogador Iº 

Imaginemos que cada vez que II joga êl.e.- f _~_?i.- .su_ª êseôlha entJ:'.e. 

as possi bili dade s dadas pelo l ema 1 e g_ue o jogador I joga segundo 7:d_ 

Teremos uma árv-ore de possibiJ_idades de jÔgo do seguinte ttpo::{ 

R 

/º 
so ~ e; < so ) -=- so s i 

2 º º º 

"'TO 



Obauurelaoe do AO B Z(S0}. ÀI se:'ã B $o.kag ;#+ a' ç+b&QU.L#dÜ

poasíveia esc8].ha8 de lll (õeguDdo o l,ema 1)1 u pürblr do Z'{.SO). Ro
e)templo acima A. : (JZ'(ni) tJZ'<ss') <J Z(Pt). A2 gera a txntba- = 1 i:J : =i) 4 '1 'íh'

l ,l .'l i;: l :i €1 $ .L

dao eacê]haa .de ] feitas na posição:. 5 a partia'.de tÕdaa aa poaaikb.].i
jades de esc81ha de ]] na punição 4. No exemp].o acima

A, : 1....) Z (Ri) \.) &(Sj ) L,; Z (Pi). .E amai.m por diante. FormalÍ
'c i 2 i:2 i 2 ' ''

z ando. a notação teremos g

Seja: 1 , : f''''J P. .u #: \.-f 71w;l .»- ( \..,) Pn) tal q.ue
n=].

G

:l: Ho,si, .s.:;) :iNo, ,s«-i,s=)
onde a imagem é conotruida a partir do Lema l (ou seja

/« l.g Z (se,...,s,.i,s=) )/1(s..Z) (i 2r.) ' oa

Z(SO,...,Sn-X'Sn.) aão d].sjmtos).

i- :....,:« 'b

In
C

:: l z (se,'6 (se))
(s 0 ')

).?-ar(SO,...,S2(n-l)
,'S2 (n-l ) t Z ( SO f ,S2(n-l)) )

a (s., r. . l S2n )a
'9"2D(s OP' '

Com essa notação temia o
Lema 2 â

(j.) # (An) >z z'l

(j.j.) Anal ÇAn

(-Faremos a demoontração no:fim do teorelüa 4>

l,ema 3 .Vpê A= r) ILn :g' êstrtité8ia .ÓP para o jogador ]ll tal

qiüe se l joga põr meio de Z, e ll poz' mento de 0= e"tao

vas don jogam.o!'ea. (demonstração depois)

i-l

Oha ~remo de A 

possíveis escôlhas de II ( s egtu1do o e ~ ). 1::t pttr r d s0 ), 

exemplo acimc1 Al =.: LJ ~(Ri) Ui (Si) U ?;"(Ti ).. A,., será a t.m ... "' 
i 1 i r i ·; l e. 

das escôlhas de I feitas na ·pos i ção"_ 5 a partir de tôdas as possilül -
dades de· escÔlha de II n~ posição ·4º No exemplo acima 

~ z U -g; (R1 ) \J ~(si.) U ?; (Ti). E assim por diante. Forma i · 
i 2 i 2 i 2 

zando. a notaç~o teremos: 

Seja: p 
n-1 (P ( Ü Pn) tal q_1;_e 

n==l 

onde a i magem, construida a partir do Lema 1 (ou seja 
m . 

i·ú.. ~_) G', (s0 p•qSn_1 1S
1

) ~ f:(Sn_1 ) (l - 2r
0

) e os 
1~1 n 

G ( So ~ .. oi sn=l 1 s i) são disjuntos L 
n 

Defini mosf 

Assim 

~ Com esta notaçao temos o 

Lema 2 g 
11 

( t ) f ( An) ~ rl , n 
A CA n-i-1 - n 

( 1 - 2r2 . ) 
1 

,., 
(Faremos a demosnt raçao no fim do teorema 4). 

Cá 

--

L~ma 3 ~ _V 'p (i:. A::;: 01 An ,::( estratégia ~ parbl o jogador II · te.l 

que se I joga por meio de ~ e II por meio de 
00 °r 
() sn ~ tP 2 

7 

n:.::l J 
vae dos jogadoresª 

onde (S17 S2iº"º) denotam as escôlhas sucessi 

(demonstraç;o depois) 



(&) se & é ma eatraté ia vendedora pür'8 l +ntio Y0"'eetntí81ü ü

j
LI - .L

tas por a' e & l teremos que p e X.
Portanto, pelo Lema 3

JL = /"\ A.
{l-+.:L

acima peilo Lema 2 temos

,'': ' 3., ".' ; ,:' J
segue ..,/i..(X)2P r]. t:]. ( 1 2r2j.}

(b) Se & é esttat;agia veücedol'a para ll então teremos o resulta-

do /&+(XCj bijlrT ( 1 - 2r2n-l) at!'avos de real.tadoo málogoa aoa doa
\.õ'm/ a 1/ É% l

;./') Sn! ande Sn 8âo aB eacolhaa ouooouivüs do l o llpf'el.

c.q.d.

2W ge!!x.aiêg;Jg;: :+8m.aJ:. :

Vampo definir os Conjuntos S' por indução

Suç)onhanç)d que S],... ,S]] (;i. 2z O) já estuijam de:finidoo. Conslderemoa

o coújun'ba

n

S:g li(se,. ,s..x,s:) (.: ê (''.\)
então R.i bontén lam eubbconjunto. P)nj) ;> 2: Sn l de

\{ ; me$rQ :

â (P) < .S(Rj) ! á(Sn-l

baJ q.ue: ,4(P) >,A (Sn.l). ::'.

Pei\paB 1) á(P) .< 1/2n

2} P pode }3c=' tomado como união finita de interva].os de. extx'e.

mid.artes I'acionais .

3) J«P)'> rl'
a:+ão 13 um conjunto

6 (.#.)i.q.

fn-l' rn

t.i q-e/ nj'Í:}' n *i' .x'n e que

portam'bo per'vence a IBn'

ljest;e maneira de:E'inimoa consecutivamente oa têrmoo dá se.quência SI,S2,

até -;.m S: onde JÁA (Rm) { ;'H (Sn.l).rn
n n

:]

( a) s i · é um eet 
00 

II 9 r p J - n sn9 onde 
n~l · 

tas pc;r ~ e &· ? teremos 

Portatit o 9 pelo Lem~ 3 
Qq 

.h ::-: () · A e. Xº 
-· ri~l P - ~ 

que 

.... vr g do· 
.... 

s S áO ªª eeoÔlhas suceeu:1iva d l e II, :n 

?6 X.o 

eº q. d. 

( b) Se i é estratégia vencedora pa;ra II então teremos o resulta-
r 

d.o 1(!~_( xº ) ~ TT ( 1 ·~ 2r 2n - l) através de resultados análogos a os doa 
· n°.c:l 

.liemús 2 e 3. 

~ 
D~ Q.P_§_.t~a.~ao d~...fiema_l: 

Vam~s defi nir os conjuntos Si por induç ão º 
n 

Suponhamos que jÍ est~jam defi ni dqs. Consideremoa 
n n· 

o conjunto 
. ~~ . .:: sn-1 "1 A1ÍÂIÃ _ 

••v11{ffJ'lfl ,· ··· ·· 0 ~l(s0 , • •• ,sn-l's
1

) ( ~ t ( .f. ) ') 
~ ~ 1 n 

~ entao R.j contém um subconjunto . P 

. ~-
il 1 e_:· mc:1·tro ~ 

l 

~(P) <-__ J(Rj) ~ 
..... ~--

tiil q_ue /1(P))j{(Sn=l). r n 

TenÇ)S:: l) ô (J:1) ~ l /2n 

2), P pode se:c tomado corno união finita de intervalos cfe. extre

midades r~ciona i s. 

3) /!..( .P)) r 1 .. r2· º ºº ºrn-1" rn l 

E:i1tão 3 um conjunto sj·H e. P ·t; al_ qt.ile j< (Sj~1 ) 
n n 

o • u 

ptlrtanto pertence a Bn º 

Dc-Jste manetra definimos consec utj_vamente os têrmos di:1. se.quência s1 ~ s2 ~. º . 

até ums~ n 

n n 
onde u (Rm) f 2-J.l {S 1 ) , r 

/ / " n- Xl 



x(ç) .' ' ; '.,\. . ã.i:
< 2. /(6n.l).rn

/( S.?Z (SO....,Sn.I'S: ) )» #(Sn.l).(1 - 2rn)
Ã -" .ae

Ctjmo pak"o todo j =.],.2,..d.P m ' ]' tenda

(se, .,s..:,si'+z) s. sJ+i Ê s.-i' ' }9 z: (sot...,s: )
. 4 a'='X l .

pegue que üs conjuntos Z(se,..., Sn.l, Sn ) a;o disjuntor c.+.d

,p:ü..P %o<

+

(iã.) An.+l = \..........; '8 (SO,..., S2(n.}l)) ( .Ãn é consequência
(SO, - . . ,S2(n.p1) 6 1nrn

dil"eta do Lem.a l.

(i) PI'imeiro nostral'eüoo: que todÓa OB conju31t08 Z'(SOP'. .. pS2R) qUO â
pal"Caem em An ao dísjtx11too (paira um n fixo). Exís'tem doida c'as08

a canal.deram". dada duas equêneias (SO,...,S2n) (sO,..., S2n) i)o=
tencente a I'Ç

1. SO: SOP. P S2n-l :: S2n.]. e S2n:#S2n Bando queêste9úl
tin08 sl;Ó membl'oa dietintoÉ do cola junto IZ. (SO, . . . t S2n.l) (].embzB.

nQO que Z, é estratégia para o jogador l e que po!"tanto

S2nt,] : Z(S2(n-l)). Nêste caso 'tem08 pelo -Lema l dil'etamente que

(SO,..., S2n-]., S2n) n Z (SO,. ., S2n..l, S2n) =

2. Caso geral:

para ê te caBO pz'acede.remos por indução.:: Note-se que pura
recua-se êm (ã.) .

Suponhamos por indução que

'Z.(Ro,..',R2(n 1)) n 'Z (né....,R2(n-i))

x'f(RO,..::R2(n-l))s- (R09:...,R2(n-l))é lz..l
Sejam ,(SO,...,S2n), (SO,...,S2n) e in
Do Lema ]. temor

Z (SO,...,S2n) C- S2n C+ '% (SO,..., S2(n.-].)) e

Z(SO, ., S:ln) Ê.S;. Ç: E(SO.,:. , S2(n-l))

J'. "m 

f< sé: ( So," .. ,sn-1 's! ) ) >,:. /<<sn-1). (1 - 2 n l 
Como pa:r·a todo j :;:;: _ l ~2 9 " .; º 9 · m .:.. 1 ·temos . 

'7 f s . s · 0 j+l) e j + l , -~ 1 i 
10 , O~ººº 9 n=el v ºn - Sn . ~ Sn-·l ~ ~ ?; ( So f º ó º li S ) 

i l.;:::l 1 
segue que os conjunto0 b(s0 fl0 °" 9 s:n-•lp sn ) são disjl;mto c,, t~tf,. 

Demonstração do Lema 2g 

( ii) A~~l e.= l__} ?; (SOP°"11 S2(11-tl)) ' 
p A • e consequenc1a . 

(S()9 ~ º º iS2(n-1,.l) G T~+l 

direta do Lema lº 

parecem em An são dis ju:nt:os ( parê:i um n ftxo) º 

a considerar~ dadas duas sequêne5.as (sO·p º. º 7 S2n ·, 

Existem dois c'asos 
o i 

(S09 ºº~9 s2n) pa~ 
·:tencentes a 1!~ g · 

Q 

14 s
0

_::::: s s ~ -'- '1 
· O 9 º º º s- 2:n .. ~1 ·- s2n~J. e s2n . ..,. s2n sendo . q11e êstes 11J:. 

timos s;;_o membros distint os do conjunto l~ (S0 p º º º 1 s2n-•l) (lembr~ 
? ., . ' /, mo,s que {O e es'tra·tegia para o jogador I e que po:x·tantç) 

s2n,t;l · =:: 1;' ( s2 (n=l)) º Nêste caso -i;emos pelo Lema 1 diretament-e qc~e 
(S0 9 "ººv s2n-l 9 s2n) /) 'éb(So~• co 9 S211 _.1 ~ s;0 ) -· q> º 

2 º Caso -geral: 

p1;1ra êst,e Gaso procederemos p or indução. Note-se que p1;;1ra E. - . ...:_J;.., , 

· reoai-se em ( i). 

Suponhalli'os por indução que 

e'; (R0 ~· •• ., 9 R2(n- l)) . () ?; (R~p oq R; (n=l)) ~ f) 

V (Ro9 oo ·o~R2(n=l))9 (R~JººoSR;(n~l))G I~
1 

o 

) 
q ' ) n Sej am· -( s0 9 ~ • º 9 s2n ~ { s0 9 •• _ º 1 s2n ~ I ~ 

Do Lema 1 temos 

?; ( s0 ~ ••• 9 s2:n) e s2n e.. 6' ( s0 ? º º • 9 82(11_--~l )) e - -
o o Q ,, 

V 

~ (S0 9 "º . 51 
e ) s;;, s2n e... b ( s0 ~ • • º .,, 32 (n~l)) 
0 2n ' -



• 

; 

1 
·' 
1 

1 

Sur; 
·' 

}. . .,,. ' ,; , 

., 
r -·-

, ,) • - _L_ "' ) é '- , . 
'-· 1.t r .J.. ~ 

r •, : / ' \ -,1,l~/ '' H , . ., ..._ \. ' . .. n I 

2:r ) 
2 

T~mo s qr; e 

• s s · n , '•O '' ' " ''l '? ) G- T::,,--11 o 
a 

Coro '"' , "7' ·· S e, ) s ~c d -: s 1·untos dois êi do:i.s teru-' s q·•e para 
V ' 1 S (,:;, \ o ;, ,; 0 J ,:, 2 ( Y.) t J. ) éi .L ' L -.., ..,_ 

~ ,3('\ J J • ' ,, s,, ' .a .+ 
\., .::O .- -,-

as un i oes correspondent es 

tctmbc;m. s e :.:•:q d i ~ J un ·t. as . 

Po:r'·ti.J..n t o: 
1 

r 
1 



e asaila

(a) >Z .l>' ).4(Z(So,...,SPn)).( l

{SO'.. .S2n)6 1nZ

os Z'(SO9...!S2n) sao disjllltoo

74.(An)'(X 2r2(n+Ü)) >"lrZ'!3i (l

-.+Ç

2r2(il+ll; '= (b) + copo

(1 - 2r2(n+].))

(1 - 23'2(n+ü) ) '

rl (1 - 2rÍ) .c.q.d

PggQDg$1lação do l,emaE3g

Seja F e /' l An' Como os conjuntos Z (SOI (eom (SO,.

G ln8 ) s;o d.:sii\entoo para un n fixos vamos chupar de (SOP,...,S2n) &
laica sequência de lnB pax'a a qual p € ã((SO9 ...9 Sln))

G'pÉsg,,..,. SP2(n -l) )ê'(sP;.,'.; S!(n-l)))= S2n Fuga ne.1.2,..-';

E claro que pe/"\SP\ se aB eac6].hüs Sn eao feitas por meio de Z' e Ó.,

e como .S(sn) 1/2
n

V n temos Sn' c.q.d.

ili. 

(a) ~ 5 jl( ~ ( so ~ . , 1 s2n) ) . 

{ s0 p º • s2n ), I~ 

os G(s0 ~ º º . :, s2n ) são d i s j untos 

.... J 

(b ) ~, / { . l, __) . ~ (SO Pº º »S2n ~ • {l - 2r2(n+l)) ~ 
( s O 1 • • ~ s 2n ) e J ~ 

. o/( (An J' ( l - 2r 2(n <-1 J J ~ G1 Q; {1 2r2 i )] • (1 - 2r2(n-,..1)).,. 

.n-tl 
~ r 1 TT ( 1 ~ 2r i ) 

i=l 

~ 

.c oq_,dº 

Demon stra:i.ªº do Lema 3 g 

Sej a 
<>C 

pen An. Como os conjunt os b (Sopoo • ~S2n ) ( c om {so~ "· · ~s2n)G 
.n ;;;;:l 

- G · I ~ . ) são d~s juntos para um n fixo 9 vamos chê:t:ruar d~ ( s5 ~ ., .. r S~n ) a 

únic a s equênc i a de In~ par a a qual p <= ?;.( ( s5 \l º •• 11 S~n)) • 

Suponhamo s .que ~ é uma estra t êf!;ia paré.l o jogador I I tal que 

(rp~SÕ P ºº 9· sP2(n -l ) )~<sEpo oq s~ ( n=l))) ~ s~n par a n =_lv2 i oe-:-
~ ~ :E claro que p ~ n $1'\ s e as e scÔlháS Sn são fei tc1s :vor meio de ~ e V p 9 

n:;l 

e c omo < ..... 
n 

1/2 Vn temos 
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