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Í:ste traba].ho teia seus dois p!.'inleil.'os capítulos de-

dicado ao estudo de pontos cr'éticos, baseado no ].ivro í'l*ÍGRSE THEIO-

RY" de Jo]ln !íi.].nor

Ho eapztulo 3 que é o último, passei ao estudo de

subvariedades crz«tidas não degenerada. /\s tentati.vas são sempre no

sentido copiar' o que se sabe para ponto crz+ti.co, par'a o caso em

questão. Percebe-se que coisa ainda está bastante vaga e e fãci].

enunci-ar'mos questões sem termos resposta

!'Jo texto foi usa.do técnicas elementares de homoto

pia. Usei a].gumes v:lhes resu].fados fol'tes sem demonstração, procB
pardo eon-Lodo deixaxn be=1 c].apo as condições que per'Jni.tias o seu
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CAPITULO l

Seja M uma var'iedade cl-asse C", e f: M -+ R uma fun

ção de classe C". l~ía vizinhança de um ponto podemos expl'essas a

função f I'el-atava a um sistema de coor'denadas, i-sto é, por' f passa
mos a entender x''of, onde x significa um sistema de coordenadas.

Vejamos que em al-gumes situações e possível obter.'mos um si.stema de

coordenadas em que a função f se expl.'essa de marleipa } . tente si.m-
oles.

Dizemos que P € M ã um ponto cz.'ético de f se

i. = 1, 2, ..., n.

pal'a algum sistema de pool-'danadas x = (xl} ...) Xn). Se (yl) ...!

yn) e um outro sistema de coar'penadas em uma vizinhança de P) então
pela r'egr'a da cadeia, vel'ificamos que

ay. l ' '
j.i p

Deste modo o contei-to de ponto cr'ético independc do sistema de coar'
penadas

i = ].. 2 . , n.

Dado dois vetores pel.'tendentes ao pl-ano tangente ao

ponto P) que inda.daremos por' VP) WP G TMp) defina-se füÜ(Vp)Wp) :
= Vn(Wf) , onde ]'J e' qua].quer extensão diferenciáve]. de W. em uma vi
zinhança de P. Relativo a um si.stema de odor'penadas vem:

(wf)

r'epr'isenta as componentes de W.

",'"' ::,{::":''' Ê '":Ê , ::,{::":''' ":''';& *
l

CAPfTULO I 

00 Seja M uma variedade classe C , e f: M-+ Ruma fun 

1 e°". çao de casse Na vizinhança de um ponto podemos expressar a 

função f relativa a um sistema de coordenadas, isto é, por f pass~ 

mos a entender x- 1of, onde x significa um sistema de coordenadas. 

Vejamos que em algumas situações é possível obtermos um sistema de 

coordenadas em que a função f se expressa de maneira :t ,; tante sim-

ples. 

Dizemos que p·e M é um ponto crítico de f se: 

af 
ax 

.L p 
= o i = 1, 2, ..• , n. 

para algum sistema de coordenadas x = (x1 , ... , xn). Se (y1 , ... , 

y) é um outro sistema de coordenadas em uma vizinhança de P, então n 
pela regra da cadeia, verificamos que: 

:~ 1 = o i p 
l = 1, 2, •••, n. 

Deste modo o conceito de ponto crítico independe do sistema de coor ..... 
denadas. 

Dado dois vetores pertencentes ao plano tangente ao 

ponto P, que indicaremos por Vp' Wp e ™p' defini-se f**(Vp,Wp) = 
= V (Wf), onde W é qualquer extensão diferenciável de W em uma vi-p p 
zinhança de P. Relativo a um sistema de coordenadas vem: 

(Wf) = 

onde W. representa as componentes de W. 1 

V (Wf) p 
n 

= l V • ( p ) w • ( p ) li d 2 f 
· · l 1 J dXJ.axi p i,J= 

+ 

-1-



2

- n aíl awj l
''' ::,É::~õ'''''Tq p' "b p

Se P e um ponto crz+tico de f vemos então que

fãü(Vp'Wp) : j.,j: V.(P) V7i(P)

D2f

a x j. a x j

a) f++(Ve We):(f++(We)\'e) b)füü(Vp'Wp) independe da extensão d VJ.
Donde concluímos que f++ é uma bem defi.ninfa forma bi

linear simétrica.

Dado uma forma H bilinear' simãtr'ica s8br'e um espaço

vetorial V, chama-se Índice de H a máxima dimensão do subespaço) nc

qual H e negativo defina-do. Chama-se nula.dade de fí a dimensão do

subespaço vetar'ial for'made pelos vetar'es w ta.L que H(v,w) = 0 par'a
todo v C V

].,l =.L '

+i}.+ ... -+ . .. 'N S

IJjn ponto cr'itieo P e chamado nao degener'ado se e so-
;a 't' D 1 7m

.-EFÊí--- 'n )
1 ]

é não singular. E=ste conceito independe do sistema de coor'danadas.

LEi'iA 0-1 - relia P G ]{ um ponto cl'Ítico fÊÊ tem z+ndice nu].o se
e somente se P e não degenel'ado.

PROVA : a cal.'go do leitor

LEl~qA 0-2 - Seja f uma C" função em uma convexa vizinhança vizJ.

nhança V de 0 no Rn, com f(0) = 0. Então f pode ser' escrita na fol'-

ma f(xl,...,x)= .>1.xigi(xl'...,Xn) par'a convenientes C" funções
g; defi.ninfas em V{ com

gi( o )
. af (O)
' 8x{

x ) i df(txl'
' n' Jn

men-te se) a.

l

F'ROVA f(x]., ,tx.)
dt :
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Se Pé um ponto crítico de f vemos então que: 

n a2f 
f.,.*(V ,w) = l V.CP) W.(P) ax ax 

A p p i 'j =l l l i j 

a) f**(V 8 We)=(f**(We,Ve} b)f**(Vp,Wp) independe da extensão d W. 

Donde conclúirnos que f** é urna bem definida forma bi-

linear simétrica. 

Dado uma forma H bilinear simétrica sôbre um espaço 

vetorial V, chama-se Índice de H a máxima dimensão do subespaço, nc 

qual H é negativo definido. Chama-se nulidade de H à dimensão do 

subespaço vetorial formado pelos vetores w tal que H(v,w) = O para 

todo v e V, 

Um ponto crítico Pé ~ chamado nao degenerado se e so-

mente se, a matriz 
a2 f (----(P)) ax. ax. ]. J 

-e nao singular. Este conceito independe do sistema de coordenadas. 

LEMA 0-1 - Seja P 8 M um ponto crítico f** tem Índice nulo se 

e somente se Pé não degenerado. 

PROVA: a cargo do leitor. 
00 

LEMA 0-2 - Seja fuma C função em uma convexa vizinhança vizi 

nhança V de O no Rn, com f(O) =O.Então f pode ser escrita na for-

ma f(x1 , ... ,xn) 

g. definidas em 
l 

PROVA 

n 
= Ix.g.(x1 , ... ,x) . l l l n 1= 
V. com 

l 

g. (o) 
l 

• 00 ~ para convenientes C funçoes 

dt 
dt = 



0

l

Deste modo Lemos gi(xl)-. ,x)= 1 lr(txz'-..)txn) dt.

, o) d-t ; -Í=

n

(t,<].,. . . , t.{n) xí dt : E xi af (txl'. ,txn)dt
0 . l

e gl(0 }

c.Q.D.

l.E11A 1-3 (110RSE) - Seja P um ponto cr'ético não degenel.'ado

de f. Então existe um si.stema de coor'danadas local (YI ,. . . , .) defi.-

Rido em uma vizinhança \Í de P com YI.(P) = 0 par'a todo i tal que f =

= f(P) -(Y])Z - ... -(YX)Z +(YX].].)Z + ...+(Yn)Z par'a os pontos de

uma vizinhança V de P e À g o Índice de f..ü no pcnto P

PROVA - Vamos admitir' que f(P) = 0. Seja (XI'. .. )x )

um sistema de pool.'penadas qualquer. Pelo lema 0-2 existem funções

g.i tal que
n

f(x 1' , ) = j>1 xi gi(xl'.'' ,x )

em uma convexa vizinhança de(xl(P), . .. , Xn(P)) que podemos supor
sel-' a OI'agem do R''

Comogj.(0 , ..., 0) ;-a-;-(0), entãogi(0 , ..., 0) :0

Agol.'a ap]i.quemos o ]-ema 0-2 pal'a cada uma das funções gi que clara-
mente satisfa.zem as hipóteses do lema

Logo gi =.1>jnxjnj.j(x]., ' ' . , Xn)) donde conclui.mos que

. P . ,~ P (hij+h.j)
rt':]., '''' i j.,j:Zxi"jnj.j'':' :i,j:i'':i':j 2

= --.Ll--7-.--J.L , então f(xl'''''x ) = 1 xÍxjHij' onde os
H. .

]-]

consta.quem uma matriz simét].'ica. Mosto'erros como é possível diagoni-
zal' esta matriz.

Por indução, admitamos que existe um sistema de odor'

, u.), ta]. quepenadas (u. ,

1 
af (O ax. 

l 
o) dt = (O) 

C.Q.D. 

LEMA 1-3 (MORSE) - Seja Pum ponto crítico nao degenerado 

de f. Então existe um sistema de coordenadas local (Y1 , ... ,Yn) defi-

nido em uma vizinhança V de P com Y1 (P) = O para todo i tal que f = 

= f(P) -(Y1 ) 2 - ••• - (Y).) 2 + (Yl:l-l) '.?. + ••• + (Yn) 2 para os pontos de 

uma vizinhança V de P e A~ o Índice de fJ* no ponto P. 

PROVA - Vamos admitir que f(P) = O. Seja (x1 , . .. ,xn) 

um sistema de coordenadas qualquer. Pelo lema 0-2 existem funções 

g. tal que 
l 

em uma convexa vizinhança de(x1 (P), 

ser a origem do Rn. 

... ' x (P)) que podemos supor n 

Como g . ( O , ••• , O) 
l 

Agora apliquemos o lema 0-2 para 

a~ = - - (O), então g.(O , ... ,O)= O. d ?C. l 
l 

cada uma das funções gi que clara-

mente satisfazem as hipóteses do lema. 
n 

Logo g. = I x.h .. (x1 , ... x ), donde concluimos que 
1 j=l J lJ n 

n n (h. . + h .. ) 
, ( ) \" l] l] L x.x.h .. x = L x.x. 2 i,j=l l J l] i,j=l l J 

h .. + h .. n 
Seja H .. = lJ Jl 

l] 2 , então f(x1 , ... ,x) = I x.x.H .. , onde os H .. 
n i,j=l l] l] l] 

constituem uma matriz simétrica. Mostremos como é possível diagoni-

zar esta matriz. 

Por indução, admitamos que existe um sistema de coor 

denadas (u1 , ... , un)' tal que 
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f(ul' ... , Un) , ::«:Ê-: '''; ;~l:j.':j"j.:j]-,l >r' ' '

I'mostremos que existe um si.stema de coar'danadas tal que esta ex

pr'estão selva valida pal'a r'

Se Hv.v.. e igual a zero, podemos fazer uma mudança li.neal' nas

n-l'+l- ultimas cooz.'danadas de modo que Hr.r. se.ia di-fe!.'ente de zero. ]-s
to é possa-vel pela não singular'idade da mata'iz. Basta vel' como os

H.i . val.'iam quando mudamos de s ç-stema de odor'danadas

Seja (vl' ...9 v ) n funções defi.nadas do seguinte modo:

v. = u. i ?É r
1 1

A matei.z Jacobiana será
l o

av 3 « a v

o l

":., : /in,.l -« * :?, Hr.r. ( u]. ,

uiFiir(u].,

Pois temos --7-:J. : Óij pa].'a i/ ]'. Logo o deter.'mirante da ma-
triz jacobiana sez'a igual ao pl'oduto dos elementos da diagonal e po=

d'v
tanto valerá --l!--Jl:..... Mas esta der'ivada pa!.'cia] ca].colada na or'agem vg.

le rr que sabemos sez.' di-repente de zero. Logo pelo teor-'ema das
funções inversas, (vl' .. . , v ) cansei-tui um sistema de coar'penadas

Se substituirmos os vj na expressão:

f(vl, ...,) =tvÍ:t ...,:bv;+ Z>r,vivjHij

encontramos a expr'estão de f no sistema de coordenadas (v.L) . . ' 'v.\)
Logo exi.ste um si.stema de coar'penadas (y] ,. . . , yn) tal que

í(v) ; -vâ. - . . . - vi: 'h vi.tl. ... 't vf.

JÜãâ .F,n'nn n eoan-isto mntn<7?
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n . . . , ±u;_ 1 + l u.u.H ... 
l. J·>rl J l] 
' -

Mostremos que existe um sistema de coordenadas tal que esta ex 

pressão seja válida parar. 

Se H é igual a zero, podemos fazer uma mudança linear nas 
rr 

n-r+l Últimas coordenadas de modo que Hrr seja diferente de zero. Is 

to é possível pela não singularidade da matriz. Basta ver como os 

H .. variam quando mudamos de Ststema de coordenadas. 
l] 

Seja (v1 , ... , vn) n funções definidas do seguinte modo: 

V r 

V. : U. 
l l 

= 118rr-1 [ 

A matriz Jacobiana será: 

I 

o 

Ô T. 

i f. r 

n 
I 

i=r 

I 

Pois temos _...,....2:._ = ô . . para i # r. Logo o determinante da ma-
<nJ.. lJ 

triz jacobiana será 
a 'v 

J 
igual ao produto dos elementos da diagonal e po~ 

- r tanto valera -~-:à_ • Mas esta derivada parcial calculada na origem va 

le~ 
rr 

r 
que sabemos ser diferente de zero. Logo pelo teorema das 

funções inversas, (v1 , ... , v) constitui um sistema de coordenadas. n 
Se substituirmos os v. na expressao: 

l 
n 

•• Q ' 
V ) n = ± v2 ± 1 ... ' ± v? + l v.v.H .. 

l i,j>r l J l] 

encontramos a expressao de f no sistema de coordenadas Cv 1 , ... ,va). 

Logo existe um sistema de coordenadas (y1 , ... , Yn) tal que: 

t - . t t . 
nn era a Seguin e ma r1z: 

• • • + y2. n 
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Logo fÜÉ tem Índice K. Como por hipótese f$:Ü tem 5.ndi.ce À, en.tão, K
tem i.ndice X . C . Q.D .

Um grupo de difeomol'filmo a l-parametr'o de uma variedade

M é uma aplicação de classe C" +: RKM --> M tal qu-e

1) par'a cada t € R a aplicação +t: M "'> M definida por' 'bt(g)
4)(t ,g) g um di.feomorfismo de }i em l{.

2) pal'a todo t,s G R nos temos +t+$ ; 'bt 'bs.

Dado um grupo de díf.aomorfismo a l-pa3-'ametro de }'l, nos dÊ

fmi.mos um campo de vetou-'es X em }{ da segui.nte maneio.'a

f(+h(q)) - f(q)
X (f) = lj.m
q h--O h

par'a toda função f defi.ninfa em uma vi.zinl-Lança de q com valores reais.

Êste campo de. vetores X g chamado o Campo ger'ado do gr'upo.

LEF{A 1-4 - Um campo de vetores C" em }l que se anula fol'a de um

conjunto compacto K C M da Ol-'icem a um único gl'upo de difeomor'fisco

a ]--par'âmetro, sen(io o campo dado o gerado do gr'upo de difeomorfismo.

a l-paz âmetro pr'ocur'ado .

PROVA: Dada uma C" curva t ---» c(t) em }'l sabemos que o vetou.' VE.

mocidade ---gê--e 1'lc(t) c definido pel-a identi.dado

fc(h + t) - fc(t)
--98---u) : ].i.m

h-+ O

Seja + o gl.'upo de d:ifeomor'fismo a l-parâmetro dc iq pl'ocupado.

Pal.'a cada g fixado a cul-'va t ---» $t(g) satisfaz a equação dizer'enciaJ-
d$*(g)

b w v

=:='

+2

-5-

-2 

-2 
+2 

+2 

Logo f** tem Índice K. Como por hipótese f** tem Índice À, então 5 K 

tem Índice À. C. Q.D. 

Um grupo de difeomorfismo a 1-parâmetro de uma variedade 

_,,. • - 00 

Me uma aplicaçao ce classe C $: R•M-+ M tal que: 

1) para cada t 8 R a aplicação $t: M-+ M definida por ~t(g) = 

= ~(t~) um difeomorfismo de M em M. 

2) para todo t;s 8 R nós temos ~t+s = ~t O ~s. 

Dado um grupo de dí foomorfismo a 1-parâmetro de M, nós de 

finimos um campo de vetores X em 11 da seguinte maneira 

X (f) = q lim 

para tôda função f definida em uma vizinhança de q com valores reais. 

fste campo de vetores X é chamado o campo gerado do grupo. 
00 

LEMA 1-4- - Um campo de vetores C em M que se anula fora de um 

conjunto compacto K CM da origem a um Único grupo de difeomorfismo 

a 1-parâmetro, sendo o campo dado o gerado do grupo de difeomorfismo. 

a 1-parâmetro procurado. 

PROVA: Dada uma C
00 

curva t-+ c(t) em 11 sabemos que o vetor ve 

locidade de dt 8 Mc(t) é definido pela identidade: 

= lim 
h+O 

fc(h + t) - fc(t) 

h 

Seja~ o grupo de dileomorfismo a 1-parâmetro de M procurado. 

Para cada g fixado a curva t-+ ~t(g) satisfaz a equação diferencial 

d~t(g) 
rl+ = x~+<g>· 
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Com a condição i.nicial- +o(g) : g

Isto é verdade desde que

d$t(g) . ]:ím f(+t+h(g) - f($t(g) ].im Í('Ph(P) - f(P)
---à':f-- (f) : i;:ti

onde P : #t(q) d$*(g)
Logo -:l=-;Í-- 'f) = Xp(f) : X$ (g)(f)

Mas e bem conhecido que esta equação di.ferencia], ]-oralmente tem uma

única solução que -depende di-fel.'encialmente das condicães iniciais.

Então, l)ara cada ponto de }!, existe uma vizinhcança U e um

número €1 > 0 tal que a equação difet'encial-

d@t(g)
t-- : x.>t(g) ' 'pa(g) - g

tem uma única C" solução par'a g C u e ltl < c

O conjunto compacto K pode ser' coberto por um numero fmi

to de tai.s vizinhanças U. Denotam.'amos e.> 0 o menor' dos coz.'l'esponde=

tes e. Definindo-sc $t(g) = g pal'a g 4 K, segue quc a equação di.-

ferencía[ tem uma Úni.ca so].ução q)t(g) definida para t < co e tg
do g C M. Esta solução e C" como uma função de ambas as var'dáveis

A].ém do mais se itl, s , t+s < Elo então $t+S : q't o $s

Se Itl < EO/2 $t'i'l '+ M e um d:ifeomorfisrno.
Resta definir' Ot pal-'a modu].o de t maior ou igual a €1o/2

Qualquer número t pode sel' expr'essa na for'ma t = K.([o/2) + r' com

IT'l < cJ/2 e K um intuir'o. Se K > 0 defi-Rimos

$t ; q)cQ/2 o $€0/2 o o #e /2 0 0r

onde a transformação q)e./2 e interada K vêzos. Se K < 0 e somente nS
cessar'io o].har $e /2 por' $-eo/2 enter'ado -K vezes. l:ntão Qt e definia
par'a todo va].or de t

É faca-l- verificam.' quc $ indepcnde do particular €0' Para
ver'i.ficar' que $...... = 0.F o $. basta escr'evert+s ''t ' 's

0

Com a condição inicial ~ 0
(g) = g. 

Isto é verdade desde que 

onde P == qit (q). 

Logo 

lim 
h+O 

, f) = X (f) = X~ ( )(f). 
p 't't .g 
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Mas e bem conhecido que esta equaçao diferencial, localmente tem uma 

Única solução que depende diferencialmente das condições iniciais. 

Então, para cada ponto de M, existe uma vizinhança U e um 

-
numero~> O tal que a equaçao diferencial 

= 

tem uma Única C
00 

solução para g CU e !ti < e. 

O conjunto compacto K pode ser coberto por um número fini 

to de tais vizinhanças U. Denotaremos e: > 
o 

O o menor dos correspondeg_ 

tes ~- Definindo-se qit(g) = g para g $ K, segue que a equação di-

ferencial tem uma Única solução qit(g) definida para !ti < e: 0 e t~ 

do g e M, Esta solução é C
00 

como uma função de ambas as variáveis. 

Além do mais se ltl, !si, lt+sl < r, 0 então qit+s =•to qi 8 • 

Se ltl < r, 0 /2 </Jt.M + M é um difeomorfismo. 

Resta definir </Jt para módulo de t maior ou igual a r, 0 /2. 

Qualquer número t pode ser expresso na forma t = K.(r,
0
/2) + r com 

lrl < e: 0 /2 e K um inteiro. Se K > O definimos: 

o 

onde a transformação qi~ 12 é interada K v~zes. Se K <O~ somente ne 
o 

cessário olhar Qr,
0

/ 2 por •-r,o/ 2 interado -K vêzes. Então </Jt é definid 

para todo valor de t. 

É facÍl verificar que 9 independe do particular r, 0 • Para 

verificar que 9 = </l basta escrever: t+s t s 
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t = K e- 12 1 .., o + rl 

e observar que Q -a+b - -;,b+a 

s = K2 ( 0 /2 + r 2 

lal,lbl,la+bl < ~o 

Vejamos alguns resultados , sôbre CW - Complexo: 

Toda variedade separável tem o mesmo tipo de homotopia de 

um enumerável C\:l - Complexo. Ver papel ( 1) . Para nôs as variedades 

são separáveis pela própria definição. 

Sejam X e Y dois espaços topológicos e f: X-+Y urna função 

contínua de X em Y. Esta função induz um homomorfismo dos grupos de 

homotopia de X nos grupos d e homotopia de Y. 

Seja f~ o homomorfismo induzido por f de nn(X) em nn(Y). Whitehead 

demonstrou que se X e Y são dominádos por CW - Complexos 2 f* :w (X)• n n 
-+ wn(Y) é um isomorfismo para todo n, ent~o f ê uma equivalência de 

homotopia (2). 1 
Seja X. urna sequência de espaços tal qu e X. C X. 1 e a a-

i l l+ 
00 

plicação inclusão é contínua. Seja X= U X .• Define-se sôbre X a se 
. 1 l i= 

guinte topologia: Um conjunto é ab erto se~ sornent ~ se a intersecção 

dêle com cada X. é um aberto de X .. É equivalent 8 dizer que X tem a 
l l 

mais fina topologia na qual tôd~s as inclusões são contínuas. 

LEMA : 1-5 - Seja X e {X.} 1....onforme definição ac ima e X de 
l 

Larsdo:fif. Se K C X é um compacto então existe um Índice n tal que 

-PROVA: Seja X. = X. 1 , K. Vamos supor que nao existam tal que 
l l 

x' ·-. K. Além do mais rn . tomemqs X' '°" X' se não escolhemos uma subse m+l~ 
quência que satisfaz a condiÇQO acima. 

Seja uma sequência obtida da seguinte maneira.x1 8 x1 
e X' x X' 1 . Esta sequ~ncia constitui um con xm m m m-

junto fechado, pois a intersecção com cada Xi é um número finito de 

pontos logo fechado pois o Espaço é de Hansdorff. Como o espaço é co 

- · { } t um ponto limite que terá que ser algum x. pacto a sequencia xi em n 

Mas pela mesma razão, a sequência menos xn é fechado logo é absurdo 
1 

x ser ponto limite. Logo isto mostra que é impossível Xi distintos. 
n 

C.Q.D. 



dEllA 1-6 - Sejam {Xj} e {Yl} X e Y confol.'me acima. Seja g :X -r

-- Y uma apli-cação conta«nua de modo que a tRIagem de }:i.= g Xz esta
contida em Y; . Se g: ; uma aqui-va113ncia de homotopia e X e Y são do

minados por' C\.-./ Conlpl-exc.s então g é uma equiva1-13ncia dc honotopia.

PR\OVA: liostl.CELas que g induz isoH-loTfismos nos gl'tipos de homto-

Dado $.: S::--+ Y, como $.(S':) e' um compacto, pe]-o gema ].-5

131e est; contido em a].gum Y.i. Desde que g{ ; X.i ---"» Y{ e uma equivalem.

ci.a de homotopia! existe Yn: Sn ---> XZ tal que gZ o Yn e homotopiéo a

'Pn' Logo gãjYnl: l0nl onde $n r'ep!-'isenta a classe de homotopia de
$.. .isto mostra que g.f e soba'en '.-'.... 'n

y :S''-+X de macio que goYn ê homotõpico a anlicacão constam

S'i;iP*":;l; :;J=-1 ; . 1:1, 5 i':!::;: : ,ii:':senil:i;=.V!;';!.=*;-i:*e:.gl:'=
pacto, H(Snxl) E um compacto de Y e pol.'tan-:o est; contido em algum

Y: . 14as y.(Sn) é um compacto de X logo esta contido cm algum X:

Seja i. = :nax (lio9 jZ). Temos gi: Xi '--'> Yi que por' hipótese ; Unia

equiva].8ncica de homotopia. Como gOYn ; homotopico a apl-icaçao cons-

tante en Yi) implica que 'y.l é também homotopico a aplicação corlstan
te. Logo aj: e injetora.

Concluímos então, quc g induz isomorfismos nos grupos de

homotopi-a par'a todo n. Pc].o -t:eorema de \'/h.i.tehead segue o l.'esultado.

Sejam 1'7]. e \~J2 C\í - Comp.nexos qual.squcr. Qualquer' apli-ca-

ção de t'71 crn W2 e homotopica a uma aplicação ce]u]ar. Êste resu].fa-
do ê uma conscqu8ncia do teor'ema da exter85o de homotopia (2)

AJ-gumes vezes e uti]. termos umü estrutura Rienlanniana co-
bre a variedade

LEI'íA 1-7 - Sôbre qualquer var'iedade C" podemos defi-ni.r uma me-
a Riemanniana

PROVA: Cada ponto p G i{ esta contido em um ater'to coordenado.

Podemos defi.nir em cada ponto dêste anel.'to uma métrica no plano tan-
gente a êste Ponto simo].esmente impondo que a ap].icacão coordenada é

8

copia

trio
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LEMA 1-6 - Seja:m {X.} e {Y.} X e Y conforme acima. Seja g :X+ 
l l 

+ Y uma aplicação contínua de modo que a imagem de É'1. = g X. está 
l 

contida em Y .. Se g. é uma equivalência de homotopia e X e Y são do 
l l 

minados por CW - Complexos ent~o g é uma equivalência de homotopia. 

PROVA: Ifostrernos que g induz isomorfismos nos grupos de homo-

topia. 

Dado <Pn: S:-:-+ Yj corno qin(Sn) é um compacto, pelo lema 1--5 

êle está contido em algum Yi. Desde que gi: Xi-+ Yi é uma equivale~ 

eia de homotopia~ existe Y: Sn-+ X. tal que g. o Y é hornotópiéo a n i i n 

~n· Logo g~jYnj= jçnl onde i<Pnl representa a classe de homotopia de 

9n• Isto mostra que g~ é sôbre. 
Dado y :Sn+X de modo a'lue goy é homotópico a aolicacão constan ,.i - n . - , -

te,ist0 é: gnjy- 1 = IºJ s.xiste uma l]omotopi,, H:SnxI -+ nY t.g.l qu,~ 
H(S,f') = g o Ynn'e HC.,,1) e a aplicaçao constante. Corno S xI e com-

n - -pacto, H(S xI) e urr. compacto de Y e portan~o esta contido em algum 

( ,,.,n) ... - . Y .. Mas y e um compacto de X logo esta contido em algum X .. 
Jo n· J1 

Seja i = max (j
0

, j 1 ). Temos gi: Xi-+ Yi que por hipótese é uma 

equivalência de homotopia. Como goy é homotópico a aplicação cons-n 
tante em Y., implica que y também homotópico a aplicação constan 

l l1 

te. Logo g* é injetora. n 
Concluímos então, que g induz isomorfismos nos grupos de 

homotopia para todo n. Pelo teorema de Whitehead segue o resultado. 

Sejo.m w1 e w2 CW - Complexos quaisquer. Qualquer aplica-

çao de w1 cm w2 é homotópica à uma aplicação celular. Êste resulta-

do é uma consequência do teorema da exters~o de homotopia (2). 

Algumas 

bre a variedade. 

-vezes é Útil termos uma estrutura Riemanniana s3-

LEYlA 1-7 - SÔbre qualquer variedade C00 podemos definir uma mé-

trica Riemanniana. 

PROVA: Cada ponto p e M está contido em um aberto coordenado. 

Podemos definir em cada ponto dêste aberto uma métrica no plano tan-

gente a êste ponto simplesmente impondo que a aplicação coordenada é 



uma isometria. O que necessitamos ; definia.' a métrica em todos os pl-Ê

Dc)s tangentes de modo qüe seja diferenci:vel-

S.;ja uma caber'tul'a dc i'í por' abertos caos'danados , indexa-

dos em um c:Dnjunto ].. T'3da vca]'iedade, saben]c's se].' um espaço meti-'ieo,

logo e um espaço pãl'a-compacto. Com relação a cobertur'a dada-, existe

uma pa].'tição da urli.dada {$. }iC.[ supor'ditada a esta caber'tuta
Par-l cada ponto p G f'T definimos

q VP}WP > : .>1. +i(P) < VPSIVP > i

signo'ica o produto csca].ar revi.do ao i-ésimo sistema dc coordena.das,

va[endo zer'o se p não pel't:enecr a 8]-e

Êste somado rio é bem definido pois pa.l-'a cada ponto sa].vo

um nÚmer'o fi.Rito todos são nulos. E alar'ardente isl:o E um produto es-

câ].a].'

9

onde

REFERÊNCIAS

(1)

( 2 )

On spaces having the homotopy tape at a C'J -

Comp[-ex; Trens. Amor. [']at]x. Soc. , Vo1.90 (]-959)

P .P . 272-'280

J.[i.Whitehead ''Come)inatos'ia] }iomotopy'' , Bu]].etin at The .Ainer'i

can [,{athematica]. Society, Vo1. 55 (].949) p.p.
213 -« 245

John Mi.Inox
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urna isometria. O que necessitamos é definir a métrica em todos os pl~ 

nos tangentes de modo qu0 seja diferenciável. 

Seja uma cobertura de M por abertos coordenados, indexa-

dos em um conjunto I. T3da variedade, sabemos ser um espaço métrico, 

logo é · um espaço paracomp·acto. Com relação à cobertura dada, existe 

uma partição da unidade {4>,}. 01 subordinada à estn cobertura. 
1. lv 

Para cada ponto p e M definimos: 

= I ~-CP) < vp,wp > 1. i8I 1 onde < >. 
1. 

signir.ica o produto escalar devido ao i-ésimo sistema de coordenadas, 

valendo zero se p não pertencer a êle. 

Êste somatório é bem definido pois para cada ponto salvo 

um número finito todos são nulos. E claramente isto é um produto es-

calar. 
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(1) - John Milnor - On spaces having the homotopy type ata CW -

Complex, Trans. Am.er. Math. Soe., Vol.90 (1959) 

( 2) ·- J, H. Whi tehead 11 Combinatorial Hornotopy 11
, Bulletin at The Ameri-

~an Mathematical Society, Vol. 55 (1949) p.p. 

213 -· 245. 



CAPITULO il

i'! sempre seta uma '/ari.idade C" e f= i'{ ----> R uma C" função.

Seja lla : f'l(-«, a'l

Neste capz+tulo estudar'amos o comportamento de uma va.pi.eda

de junto a um por\to crlrti.co não degenerado.

T[=GREi']A 2-1-= sc:ja f: Ê't ---.> R urna função C" ta]. que f'lja,t'l

sejca compacto e não contem)a pontos cl'éticos .:e f. Então f:a ; difeo-

morfo a }'íb. Ale:n do mais }la g um retrato de defol'mação dc :'lb. Sc

f'l' ]â, ]. e compacto e não contém pontos cra«ficas pal.'a todo c > a en-

tão l~l' e um retrato dc deformação dc PI.
PROVA: D::fine-sc em i/L uma métrica Riemanni.ana. Em cada

ponto P G f''Lra,bl seja o vetar (gl'ad f)p definido pol' < (grau f)PTX>
= X(f) par'a todo X ê TN:., onde < > é o produto escol.ar em TFt]..,' Se
olbia3'mos a expressão dêste campo de vetou'es relativo a um sistema dc

odor'penadas, ',rcl'canos que 3]-e 3 difel.'encha.L. Êste ecampo e dizer'ente de

ze].'o em f'lta,b.l , pois não cxisteln pontos críticos em f'l ja,bj. Seja

f'l(:L,b] ---' R a função definida poxn P(P) = ;---(gi;ãd IÍ)n;(À--- -,n
Esta função, pelo ]:=na de Tietze difel.'ena.ãve]., pode ser cxtendida

direi'cRciãve].utente de modo que seu supor'tc seja uma compacta vizi.nhan
l .l..p" ''+ .t

ça de f" LJ'a b'l

Seja o c campo P .gz.'ad f. É um campo diferenciável- em ll que

se anula for'a de um compacto. Lcl8o estamos nas condições dc aplicar'

o ].GIBA 1-4. ';cja $ o EI.'upo de di.f.30morfismos a um pal'amctr'o gerado

pelo campo acima. Di.go que a aplicação t '---> f($t(q) 1; um.l isometria
par'a todo q C it) pois

d f($t(g)) d#'t(g)
gl-'a(i l > = < .\, gl'a

Seja óa.b' { '"'} fq: êste difeorn03.'fi.smo lava }.!'a defeomol.'fi-
namente sôbre }{

Define-sc uma família dc aolicaç8es a 1 - pa].'âmetro

d f +.L><
dt

b

CAPÍTULO II 

M sempre será uma variedade C
00 

e f: M-+ Ruma C00 função. 
-1 .... 

= f (~~ro5 a_!. 

Neste capítulo 8Studaremos o comportamento de uma varieda 

de junto a um ponto crítico não degenerado. 

TEOREMA 2-1: Seja f: M-+ Ruma função C00 tal que f- 1 1aJtl 
seJa compacto e não contenha pontos críticos ~e f. Então Mª 5 difeo-

morfo a Mb. Além do mais Mª é um retrato de deformação de l,1b. Se 

f- 1 [.a,c} é compacto e não contém pontos críticos para todo c.:.. a en-

tão Mª & um retrato de deformaç~o de M. 

PROVA: Define-se em M uma métrica Riemanniana. Em cada 

-1 r· -ponto P 8 f _a,bj seJa o vetor (grad f)p definido por< (grad f)p,X>= 

= X(f) para todo X e TM , P' onde< > 6 o produto escalar em TM. Se p 
olharmos a expressão dêste campo de vetores relativo a um sistema de 

coordenadas, veremos que êle é diferencial. Êste campo é diferente de 
-1 -1 ·- ... zero em f la,b), pois não existem pontos criticas em f ja 5 bj. Seja 

-1( . ) - 1 P: f :1,b .. · --+ R a funçao definida por p (P) = -<--,.----=--=--------(grad f) ,(grad f) > p p 
Esta função, pelo lema de Tietze diferenci~vel, pode ser extendida 

diferenciavelmente de modo que seu suporte seja uma compacta vizinhan 

ça de f-· 1 ca,b~l 
Seja o c campo , . grad f. É um campo diferenciável em M que 

se anula fora de um compacto, Logo estamos nas condições de aplicar 

o lema 1-4. Seja cjJ o grupo de difeomorfismos a um par~metro gerado 

pelo campo acima. Dir;o que a aplicação t-+ f(cpt(q) 5 uma isometria 

para todo q e M, pois 

= < , grad f > = < X, grad f > = + 1 . 

Seja cjla-b: M-+ M: êste difeomorfismo leva Mª defeomorfi-

t -b Mb camen e so re - . 

Define-se uma família de aplicações a 1 - par~metro: 



!'.t' '{ Mb

se É (g) S a

1. $t(a f(g)) sc a : f(g) : b

Elltão zn. c a tentidade, e rn e =. retração dc ilb -.-.> fÍa Deste modo

[qa 8 um l...trato dJC deformação (]e }TD

Sun=ntlamos agol.'a que f'lra,cl e con'lpacto e não contenha

pontos c].'éticos para fado c > ca. Par'a cada c > a estamos nas hipotc.

scs acima post.anta pcndemos conseguia' uma homotopia r't =ntr'e ã i(icnti
dado dü }4c ---.+ r.{c .:.; a rctraçãc, ;-!c -.-:.. }.ía. Se eonsidel.'al'mos cnutro valor.'

c. > a CFitãc na intc].'secção i'tC {] MCI os campos gr'adientcs Coincidem

e por'tanto a homotop:i-a rt(g) est; bcn defi.nada nos pontos g de 1{ in-
dependente. Jçe valor'es c qu':! f(g) 5. c. Deste modo I'la e un retra-
to de defo].'m.lçâo (]c }{ .

Um bom exempJ-o pal-'a motivar a demonstração de nosso proa.L

mo teor'cna ; tom.a3.'ncs I'{ cano sendo o tol.'o e f ã função al-tul'a. Veja

o ponto cl'l+tico l

z't(8) :l $
f

FIGURA l

TEOREi~lA 2-2 - Seja f: i{ --> R uma função C" ü p um não dc-

genel-'ado ponto cl.'óptico com 5.ndice À. Sclla f(P) : C e suponha que exi2

te EI tal que í'3'fC - c, C+c] c com.pacto e não ccnt81n outl.'o ponto cri
rico além de P. Então 1lC+c tem o mesmo tipo de homotopia da adjunção
de itc'ÉI eom uma célula de dimensão À
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= !f g 

<Pt(a~f(g)) 

se f (g) < a 

se a ::_ f (g) < b 

-Então r o e é1 · :entidade, e r 1 
- - b a e a retraçao de M -+ M. Deste modo 

-1[ - - -Suponhamos agora que f a,cl e compacto e nao contenha 

pontos críticos para todo c > a, Para cada e> a estamos nas hipóte-

ses acima portanto podemos conseguir uma homotopia rt entre a idcnt! 

e c - c a dade de M -+ M e a retraçao .M -+ M . Se considerarmos outro valor 

c 1 > a então na intersecção Me n Mel os campos gradientes coincidem 

e portanto a homotopia rt(g) est~ bem definida nos pontos g de M in-

dependente .. '.:cf valores c q_w:~ f(g) < e. Deste modo 

to de deformação de M. 

a -M e UJTl retra,-

Um bom exemplo para motivar a demonstração de nosso pr6x! 

mo teorena é tomarmos M como sendo o toro e f a função altura. Veja 

.. . 1 o ponto critico . 

FIGURA 1 

TEOREMA 2-2 - Seja f: M -+ R uma função C00 e p um não de-

generado ponto crítico com Índice À. Seja f(P) = C e suponha que exis 

te E; tal que f-1 (c - e:, C+e:] é compacto e não contém outro ponto crí 

. .. - Cte; . . . -
tico alem de P. tntao M tem o mesmo tipo de homotopia da adJunçao 

de Me-E; com uma c~lula de dimensão À. 
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PRC)VA: l~J(3s construí.]'.amos uma nova função F que coincide

cola f fora de uma vizinhança de P e s(3 tem P como ponto cl-'z+tico nes-

ta vizinhança. A vizint\onça onde sez'a al-gerado o valor de f est; in-

dicado na fiE. 3 por EI e abaixo temos um esboço das novcas cur'vas de
Diva.L de F. fig. (2)

#'

lli Hb :F.. faP pPP

- =' :=;''' ~=::===

FIGURA 2

Como P Õ um ponto cr'z+tico não degenel'ado e f tem Ín

doce À junto de P, existe um sistema de coar'dentadas em .uma certa vi-

zinhança de p tal- que f = C - pil - ... - pz + p2+ + ... + ug. Claama-

r'celas de V a vizinhança na qual esta expressão 8 v.;lida

Seja c t=1- que f'll.C - e, C + cl seja compacto e a i.macem

de V com t'e].anão ao sistema de coordenadas contenha a bo].ca dc z.'cai.o

SejaeÀ=ÍxGv uil+...+u21 epÀ+i=.'.:Un:0}
+ pf = c }. Se x C éÀ então

+ o = C -- e . i.ogo eÀ esta contido
portanto éÀ =Íx G ex Pil +

f(X) : C - pÍ - ... - uf + 0 +

cm f'l(-m, c - c l

t)evemos mostrar' que MC+e tem o mesmo tipo de homotopi.a

MC-eua,eX onde (b e a óbvia .:plicação de eX em ilC- c
iqo aber'to f(U) que ; uma vizinhança da oz'i-gem en Rr\, temos

a fig.(3) ilustrativa

Se.ja F definida da seguinte manar'a: F coincide eom f fo-

ra de uma vizinhança E : {x C Ui pil +...+ p? +2( p2+].+...+uz) : 2c}

Podemos ver que E é uma vizinhança de ex

-12-

PROVA: Nós construiremos uma nova função F que coincide 

com f fora de uma vizinhança de P e s6 tem P como ponto crítico nes-

ta vizinhança. A vizinhança onde seri alterado o valor de f est~ in-

dicado na fig. 3 por E1 e abaixo temos um esboço das novas curvas de 

nível de F. fig. ( 2). 

c+s + 

.. 

I 
í 
' 

. ·••' -- ----+ _ _, . 
-..,,..,.,,.,. ..., .... -· . __ ,, 

-- ·.·:._., . " 
·:.._.:/"' 

c=2s 

FIGURA 2 

c+s 

c-s 

Como Pé um ponto crítico não degenerado e f tem í~ 

dice À junto de P, existe um sistema de coordenadas em·uma certa vi-

• • • + Chama-

remos de V a vizinhança na qual esta e~pressão vilida. 

Seja e tal que f~ 1(c - e, C + eJ seJa compacto e a imagem 

de V com relação ao sistema de coordenadas contenha a bola de raio 

S . À eJ a e = {x e V 1 

, t e·À { º· eÀI, por-;::an o = x e:: 

f(x) = C - µ 2 -1 - µi_- + o + 
-1 . em f ( - 00 , e - s 1 . 

µ2 + ... + µ2 < 1 À 

+ µ2 
X1 = € } • Se X 

..• +O=C-e, 

B 

e 
e 
. À e 

µÀ+ 1 = 

então: 

=µ=O} n 

·À -Logo e esta contido 

C+c Devemos mostrar que M tem o mesmo tipo de homotopia 
. À 

a obvia aplicação de e 

No aberto f(U) que~ uma vizinhança da origem em Rn, temos 

a fig.(3) ilustrativa. 

Seja F definida da seguinte maneira: F coincide com f fo-

ra de uma vizinhança E= {x 8 uj µf + ... + wf +2 ( µf 41 + ..• +µ~) 2s}. 

P - .. h À odemos ver que E e uma vizin ança de e . 



13

- -)\ Á\.:
ü..::: : : 1:1 : '

\

./ B

Ç

,u X)
'"'. 'q..''

"\ '\

\

-..'\
\

''-.. '\

\

=C+c
f=c+e

FIGURA 3

Seja p: R+ ---'- R+ tal que }i(0) é maior' do que É: , u(]-')

pal'a I'' > 2e e -l < pi(1.') : 0.

Isto acarreta que a função p se poder'a se anular par'a va'
lotes de I' > E

S.j; r' : f - -(-il * ... '- -Í -'' 2(-{....:-'- ... ''' -â .l Pe":.:::'t';
de ç=(u{ F ... + Ul!) e n = Pl!+i + ... + uz vem:

f - u (e + 2n ) : C - € + n - u(e + :n)

Temos que F'l(-«, C + c"i : f'l(-m, C + c']

Se pG í:'l(-«, C+ e] então f(P) :C + c. Como F:f'/enque

F(P) .! C + e logo f'l'(-m, c + cJ C F-l'(-w

Seja P € F'l(-m, C + e l logo F(P) .:C + e. Se f(P) > C + c i.$

to intplica que -C + n > e. =nt:ão 2e < 2(-e + n) 5. € + 2rl . Isto impl-i

ca que o ponto esta fol.'a de B. Pias se ele está for'a de E f = F. Logo

f(P) 5. C + e , donde segue a igual-dado

-13-

=C+e 

~\,, ( u l s ••• , u À) 
·---------t------~'·~'-,.'"':''~~-:--*~...;.~~..;.,;-+---....J~-----~ . .,, ,., / 

/ . 
,/ //,., 

,-' ~,.. 

----·--1----- ~--- , .. 
-->•-•~~·-· -·- ----

f = -------- --·· ··-· -_-_-_...,,_-: ___ _ 

' " ,, 
· ,,~ f=C-e 

'\. '" ' . ,.:· 
f=C+e '--f =C 

FIGURA 3 

Seja R+ R+ tal µ(O) .A do µ(r) o µ: -+ que e maior que e ' = 

para r > 2e e -1 < µ(r) < o. -
Isto acarreta função - poderá anular que a µ so se parava-

lores der> E• 

••• + µ2)) para pontos n -de E.Chamando 
de t, = ( µ 2 + + µ2) e = 2 + + µ2 vem: 

1 À n µ )..+ l n 
F = f - µ([, + 2n) = e - t, + n µ([, + ~- n) . 

Temos -1 e e1 -1 e e). que F ( -oo + = f (-oo, + 

Se p 8 f- 1 (- 00 , C + e) então f(P) < C +E.Como F < f vem que 

F(P) < 
-1 C + e logo f (- 00

5 C + 
.. -1 ,, 

e: J e r e - 00 '.) e + s J . 
Seja P 8 r- 1 (-ro, C + e j logo F ( P) _.:. C + e • Se f ( P) > C + e is-

to implica que -E; + n > e. Então 2e < 2 (-E, + n) < E, + 2n . Isto impli-

ca que o ponto está fora de E. Mas se êle está fora de E f = F. Logo 

f(P) < C + e, donde segue a igualdade. 
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F so tem P como ponto crítico na vizinhança E. 
Note que: 

a.F = ~ - ·· l - µ 1 (t;, + ín) < O 

---- --él n = 1 -- 2µ'<s + 2ri) ?-. 1 

ar ar 
Desde que dF :: -- -d~ + · -d ri ela só será nula se de- e dn f or,31.1 n 1-1 las a; a n ', 

simultaneamente. Mas isto s6 se dá na origem, logo Pi o iinico ponto 

crítico. 

Consideremos a regiâo r-1 (c -E~ C Ej, Sabemos q~e 

e -:- t} e 

f- 1 [e -
- -1 [ ] compacto entao F C - E, C + E 

que F- 1 (-oo, C - s):)f··.1(-00, C -· s ). 

. -lf .... -
E; ' e + E J . Como f e - E ' e + E J e 

também é compacto. 

De sde que F(I-') = f ( P ) - µ(O)< C -· e: e ntão f-l[C-e:, C~e:] 
nao tem pontos críticos. Fe l o teorema 2-1 r- 1 (- 00 ~ C - e:J tem o mesmo 

tipo de homotopia que F- 1 (- 00 : C + EJ. Logo basta mostrar que 

1 -1 - " F- (- 00 , C - e:] t e m o m8 smo tipo de h omotopia qu e f (- 00 , C - e:j U e. 

Seja F -.. C-e: - -1 - C-e: (-m , C - E:j = M U H ond e H é o fecho de F (- 00 , C - e::j-M • ·:1 

-," e H e E pois 
a:: o logo F ( Q) < F ( P ) < e - e: . \- -a: < 

', 

Os pontos de: !-:! - essencialment e de 3 tipos: S2.0, 

1) - Pontos µ 1 

2) Pontos ·tais que f(g) = C ··· r,(g) -:- n(g) > C t;,(g) > e: de on- 1 

·J 
1 

de concluimos e:~ t;,(g) < n(g) + e:. 1 

3) Pontos em que f(g) = C - s + n < C - e: o que implica em n + e:< 

< s . Ver fig. ( 4) • 

2 
CASO 1 

CASO 3 

FIGURA 4 



Pêu'a cada caso temos as I'espectivas homotopias

C.ãSO 1. rt(UI, ... uD) :(pi, ... uX' tli)...l, -.., tpn). r't Õcon-
ti.nua e esta definida em i'!C- cU:] con va].teres en 14C-(JV H p(ara todo t=

pois: Se g ten coor-danadas (p!, ..., u )

['(I't(g)): ]i(Pl: ,..:; uX' tP>.+i'... ,u):C-,e(g)+t'n(g)-p(((g)+2t'n(g))5.
= C-E(g) + n(og) - P([+ 2t'n) .

Como H(t + 2t'n) : iJ(e + 2n) .então: -P(e + 2t'n) : -H((+2vt) c por'tan-

to C-ÉI(g)-tn(g)-p(e+2t'n) S C--((g)tn(g)-p({1+2n) : C - c. Caso 2- seja

r't(UI, ...: Pn) :(}il, ,.. ,HÀ' St PÀ+l, '.., St Hn) onde

st : t + (l-t)(S-Tc-)1/2. rt 8 una aplicação dc i"EC-cU }T nêle própl'io
pelos mesmas a.rEulnentos do c.:lso 1. Geometricamente:. isto 8 a pl'ojeção

na ]Li.pel-'bol-e f = C - E:

IJo conjunto dos i)oitos deste caso 2 nos temos

0 (T)-c- : 1. Sc .o lir:litc desta expressão --Ê'g-- exi.star quando € ten-
de a c, e n tende ü zero, Éi].e estar'a co;npi'fendido entre 0 c ].. l.!as

sc(y!, ..., u) tende e(pi' ...: li>, 0, S ... 0) então o limite de

StPi. : 0 ] > À.. logo r!;ío impor.'ta qual a limite !:$

l.anos então q'ue r'.r nc ponto en q-.ie € = c foi. dcf
o li.mi.te c coincidiu cor. a honlol:opta anteriormente definida

:AS0 3 - Quandc n + c : E) ia. = .1 íd=!ntidade. É fácil ver que nos

pcntos onde n -'- € = EI a 1lonlotopia coincide com a do caso 2
.[sto c]arüí.lente conc]ui d demonstração.

Se f"l(C) cone:l-n K pontos crilti::os não degencr'idos, com

z+ndices Xi ' , .. , Àk r'espectívarnentc, a demonstração c idêntica. i'lon-

tra-se neste c.lsc que i'lC+c tcm o mesmo tipo de homotopia quc

i.,!C-c U=:.. eXi tj;Z ex2 U . .. lj$ e k
'v'ejamos 2 ].fainas l.'efel.'entes a adllunção de cé].filas en espa.

Ços topos-cgicos

i.Ei-íA 2-3: Sejam $. c $. duas apl-ilações homotopicas da esfer'a
e)' enl X. Ent:c a aplicação identidade eJn X sc estende a uma equiva-

lência de homotopia 1<: x IJ.e''' -"---> bl ''

€

i'ni-ao como
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Para cada caso temos as respectivas homotopias. 

pois: Se g terr. coordenadas ( µ, '., ... , µ ) 
l n 

F(rt(g)) = F(µl, ' •• 5 µÀ 'J tµÀ+l 'º .. ,µn)=C-·i;(g)+t2n(g)-µ(i;(g)+2t 2n(g))~ 
? 

.::._ C-i;(g) + n(g) - µ(!;+ 2t-n). 
2 

Comoµ(!;+ 2tLn) .::._ µ(!; + 2n) então: -µ(!; + 2t n) < -µ(i;+2n) e portan-

to .::._ C-i;(g)+~(g)-µ(i;+2n) < C - E- Caso 2- seja 

onde: 
. H nele proprio 

pelos mesmos argumentos do caso 1. Geometricamente~ isto & a projeção 

na hiperbole f = C - E. 

-No conjunto dos pontos deste caso 2 nos temos 

1. Se o limite desta expressão SL existir quando i; ten-
n 

de a E, entende a zero, ~lc estari compreendido entre O e 1. Mas 

se (µ
1

, ••• 5 µn) tende 2: (µ 1 '.J ·••;µ",O; O, •• O) então o limite de 

Stµ. = O 
l. 

!;-E: logo não importa qual o limite n 
Temos entâo que rt no ponto em que i; = E foi definido como 

o limite e coincidiu com a homotopia anteriormente definida. 

CASO 3 Quando n + e < i;, r. u identidade. f f~cil ver que nos 
l: 

pontos onde TT + e = i; a homotopia coincide com a do caso 2. 

Isto claramente conclui a demonstração. 
··l .. Se f (C) contem K pontos criticas não degenerados, com 

Índices :x. 1 , ••• j Àk respectivamente, a demonstração~ identica. Mos-

tra-se neste case que MC+e tem o mesmo tipo de homotopia que 

e Àl U,A_ eÀ 2 U u· Y,;_ , •• Ç) 
Àk,. 

e - . 

Vejamos 2 lemas referentes a adjunção d0 células em espa~ 

ços topológicos. 

LEMA 2·-3: Sejam 9 e cp duas aplicações homotópicas da esfera O 1 
À ·~ 

e em X. Então a aplicaç~o identidade em X se estende a uma equiva-

lência de homotopia K: X~ eÀ - X~ e:x.. 
, O 1 



PROVA: Define-se K pelas fórmulas
K(x) : x x

K(tp) = 2tn 0 < t < 1/2

K(tu) = (>2.2t(P) 1/2 ! t 5. l

l)o mesmo n.odo define-se d; x \l.eX -----+ x \loeX

d(x) = x x g X

d(tu) = 2tn 0 < t < ]./2 H € é/'

d(tp) = Q2t.l~p) 1/2 : t S. l p C à/'

!~lcstas fo!.'mulas il'S e a homotopia ligando $O a QI
Estas apli.cações estão bem definidas nos espaços adjuntos. \regamos cg
mo está defir\ida K o d

K Q d (x) = x x G X

K o d (tp) : tFtp 0 < t < 1/i-}

K o d (tp) = $2.çt(p) l/t} :t : 1/2

K o d (tu) = $2t.l(u) ]-/2 : : ].

:..'ejamos que I'( o d e honopica a identi.dado

Seja a homotópia H(x,s) definida pol-'

H(x,s) =x xCX 0 <s< ].

!Í(tU,S):(3S+l)tV 0:t<1/4 0<S=..1 HGéA

fi(tU,s):(3s]-])tP 1/4:t<1/2 0<(3s+].)t:].CHCeA
l .l.

l/H < t < 1/2 u e e'''

}í(tP,s):: (3s+])tU]./2<t<1 0<(3s+])t5.]- uCeA

]

H g cantrnua 3 está ben defina.cla nãs partes comuns. H(x,o) ;

a identidade c FT(x,].) ã 1< a d.

Do ]ucsmo nodo, mostra-se quc d o 1( Ó homotopica a identi.dado,

s) = ü;5t(2t-]) s + 2(]-t)(2t-l)
l i-4 t ' 4 t- l

(p) --J=?i;-- : 6 S l

lii.:. : s 5. ]. 1/2 < t < lH(tu,s) : $ (t - 1 ) (1 - 2 t)
1 -4 t

S

À

. . Àb e

6 . À
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PROVA: Define-se K pelas fórmulas: 

K(x) = X X 8 X 

K(tµ) 2tn o t 1/2 e ·À = < < µ e 

K(tµ) = (p2-2t(µ) 1/2 < t < 1 8 ·À µ e 

Do modo define-se d: X ~ie 
li. X ~oe 

À mesmo --+ 

d(x) = X X e X v 

d(tµ) 2tn o t 1/2 e . !, = < < µ e 

d(tµ) 92t-l (µ) 1/ 2 t 1 e . ), = < < µ e 

Nestas f Órmulas t? s é a homotopia ligando 1i O a 9 1 

Estas aplicações estão bem definidas nos espaços adjuntos. Vejamos co 

mo está definida K o d: 

K o d (x) = X X e X 

K o d (tµ) = t+tµ o < t < 1/ i+ 

K o d (tµ) = . ( ) {jl2-4t µ, 1/4 < t < 1/2 - .:. 

K o d (tµ) = (j)2t-l (µ) 1/2 < < 1 

Vejamos que K o d~ homÓpica a identidade: 

Seja a homotópia H(x,s) definida por: 

H(x,s) = X 

H(tµ,s) = (3s+l)tµ 

H(tµ,s) = (3s+l)tµ 

E(tµ,s) = f.,.>t(2t-l) 

1 l-4t s + 

x 8 X 

O< t < 1/4 

1/4 < t < 1/2 

2(1-t) (2t-l) l (µ) 
4t-l 

1/4 < t < 1/2 

O < s < 1 

O 7 e . À 
<s<_ µ e 

O< (3s+l)t < 1 e µ8 ~À 

1-t 
3t .:_s < 1 

·À 
µ e e 

H(tµ,s) -· (3s+l)tµ 1/ 2 < t < 1 O< (3s+l\,:_ 1 
. À 

µ 8 e 

H(tµ,s) = 9 f3t(l-2t) 
1-4t s + (t-i) (l-2t)l 

l-4t 

1-t -- < 3t s < 1 1/2 

e ·À µ e 

< t < 1 

H é contínua 2 está bem definida nas partes comuns. H(x,o) e 

a identidade e H(x,l) & K o d. 

Do mesmo modo, mostra-se que d o K & homotópica a identidade, 



concl-vindo-sc pois a demonstração,

LEllLÕ- 2-4 - Seja $: éÀ -----» X. Qua.Lquer' equivalência de homotopia

f: X -----+ Y se estende a alba cquiva18ricia de homotoi)ia F: X \l cA ---"--->

: Y U.e"

PROVAM Define-se rlx = f e F eÀ = identidade. Se g:Y ---> X e

olnotoDia inver'sa de f; def=i.ne-se

G:YUeÀ-----+XU.eÀ GY=g GjeÀ=id
.F,K 'r

Como g o f = id então (> = gofo$
Pe].o ].ema anterior' existe uma equivalência d

K: X U eX -..--..> X U ex

PI'oval'amos (;lue 1< . G . F e homotopico a identidade

Se.ja ht uma homotopia entre g . f c a identidade
Usando a defi-nação de K, G e F temos

K.G.F(x) = gf(x) x Ç; X

K.G.F(tu) .= 2tu O : t < ]-/2 p € ê"

K.G.F(tu) =h2.2t(u) ]-/2:t< 1 pGé"

A r'e*querida hoinotopi.a gT: X ty ex -----> X \l ex e agora definida pel-as
n # nfórmulas:

g,(x) = ]-i(x) x G] X

g.(-t:u) : ]:li;tp o 5.t sll::;!. :. eÀ

gT(tU) =h2.2t+T(P) l+vS.t1l HCeX

O que mosto'a que F tem homatopia invel.'sa pela esquerda

A pr'ova que F e uma aqui.va13ncia de homotopia pode agora ser'
mente fol'mal , como segue

Se uma apli.cação tem homotopia inversa a esquerda L c uma homo

topia invel.'sa a dil'Cita R, então F e uma equivalência de horilotopia3 e
R ou L c a homotopia inversa dos dois lados.

Provam.'enlos esta agir'mação:

As r'el-anões L.F. = i.d e. FR = id impl-icem ei;l
T.=T.ÍFR) = (T.F)R=R, LOgORF LF I(jI

huma

honoEoniae l

pul'a
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concluindo-se pois a demonstração. 

LEMA 2-4 - Seja qi: êÀ-+ X. Qualquer equivalência de homotopia 
• 

f: X-+ Y se estende a uma equivalência de homotopia F: X~ eÀ---+ 

À 
-+ y ~9e . 

PROVA: Define-se FIX = f -identidade. Se g:Y -+ X e 

uma homotopia inversa de f 5 define-se: 

G: Y U eÀ-+ X UqieÀ 
f 9 

GIY=g 

Como g o f id então qi gofoçi 

Pelo lema anterior existe uma equivalência de homotopia 

K: X U e;,_-+ X U 
gf9 

À e 

Provaremos que K. G . Fé homotópico a identidade. 

Seja ht uma homotopia entre g . f a identidade. 

Usando a definição de K, G e F temos: 

K.G.F(x) = gf(x) 

K.G.F(tµ) = 2tµ 

K.G.F(tµ) = h 2_2t(µ) 

A rbquerida homotopia gT: X~ 

fórmulas: 

g (x) 
T 

g (tµ) 
T 

g (tµ) 
T 

= h(x) 
2 

= l+T tµ 

= h2-2t+T(µ) 

x 8 X 

O< t < 1/2 

1/2 < t < 1 
À À 

e -+ X e 

x e x 
l+T 

O < t < -2-

l+T t 1 -2- < < 

-e agora definida pelas 

O que mostra que F tem homotopia inversa pela esquerda. 

A prova que F é uma equivalência de homotopia pode agora ser' 

puramente formal, como segue: 

Se uma aplicação tem homotopia inversa a esquerda L e uma homo 

topia inversa a direita R, então Fé uma equivalência de homotopia, e 

R ou L é a homotopia inversa dos dois lados. 

Provaremos esta afirmação: 

As relações L.F. "'id e FR id implicam em 

T. T.(FR) "" (LF)R "" R, Logo RF "" LF "" id. 



p=nlle-:pda, snpli.! ÍGF)K= {d.

de 2ue !((GF) = identidade, c Õ sabido blue }{ ter,l inv'!r'sa ã

A r'ilação KGF = id assegura cine !' tem uma honlotoi)ia in-./el.'sa a esqt,

Podemos agol'a comp]etal-' a prova do ]-ena ]--l} corno seguem

',LO

Podemos agol'a comp]etal-' a prova do ]-ena 1-4 como segue

A r'elaçao KGF = id assegura que !' tem uma honlotopia in-./el.'sa a esqu.e=
aa.

J./Ç;C)Ll\; 'JLLÇ; I'\\\JJ. / ' J \.LÇ.

esquer'da, sebo.a (GF)K= id.

Des(].= que G(Fto = id, e él rabi-do G l:cx' Dirá irtver'sa esquel.'da

segue (FK) G = id.

Logo (KG)F = i.d e F(KG) = id. ].sto com?lclta a prova.
TEOREr{.q 2-5. S c f:f'i ---} }{ c umàl fuilçcao C" c=olit pontas CFlticçn:

não degene!.'aços, e se cada lia e compélctoJ então :'l tem o mesmo bpa

de homotopia de um C\; - Complexo CQ=t uma cê.Lula de dilnensã6 À cora.'es

pondente a cada ponto cx'Íti.co cola i.ndice }.

PriOVA; Sejam C:l < C9< C2 < ... valores críticos de f:tl->R

desde que I'qC e Compacto.; e toda í'unção contínua en] ulTI com])acto assume

um mz+nirlo, exi-ste 2 tal quc lqa = vazio e a < CI ' Conta.nueinos pol-' indo
ção. Suponha que I'la é do mesmo ti})o dü homotopia qu'3 un CI,.J - Compl-exo

K, onde a e diferente de CI' Seja C o menor.' dos Cj para C. > a. I'e-

}lC+c tem o mesmo tipo dc homotopi-a que MC'e U* eXi tJ.

y,. eXi . rias sabemos exi.star uiE.a equiva113nci.a de hoElotopia h:r4C'c:»

----.> }4a Como também por' }lipótese h.' :lla---+ K onde K c um C W - Comjl)Zero.
Cada h:o ho+: gé" --» K . é homotópico a ap].icação ce]u].ar

J @.: e ] --..---» (!J: -- 1) - esqueleto dc K

OBSERVAÇÃO: O fato de nos construir.mos estas aplicações üà gal'ante
que K U. eÀi U ... U.. eÀl} e um C\.J - Compl-exo. x/er definição C'rJ -

'P ]: 'P ]

Comp[-exo em '*E]ements oí gemer'a]. tcoa]ogy'' de S.T.!íu.

Pelos ].eras 2-3 c 2-4, MC+c tem o meSmO tipo de homotopia

que K U e.Xl- U . .. U.... eXi c existe anta eaui.val(inda de homcltopia quc
e uma extensão de h ;

Por' indução, Ma tem o KtCSHO tipo de homotopia que um CIJ-

CompJ-exo. Se f{ ó compacto, então existirão um nume].'o finito dc pontos
críticos e a teor.ei:la fica demonstl'ado.

ntidade, rabi.do blue inv.e:psa a.e e

]
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Podemos agora completar a prova do lema 1-4 como segue: 

A relação KGF"' id assegura que F tem uma homotopia inversa a esque2:: 

da. 

-Desde que K(GF) "'identidade, e e sabido que K tem inversa a 

esquerda, segue (GF)K"' id. 

Desde que G(FK) "'id, 
... 

e e sabido G ter uma inversa esquerda 

segue (FK) G"' id. 

Logo (KG)F ~ide F(KG) id. Isto completa a prova. 

TEOREMA 2-5. Se f:M-+ - 00 R e uma funçao C cor;1 pontos crítico;) 

a - -nao degenerados, e se cada M e compacto, entao M tem o mesmo tipo 

de homotopia de um Cí'7 - Complexo com urna cêlula de d:bnensã6 À cor>res 

pendente a cada ponto crítico com Índice À. 

PROVA: Sejam c1 < c 2< c 3 < ... valores críticos de f:M-+R. 

e -º - ""' desde que M e compacto·; e toda funçao continua em um compacto assume 

.. · · 1 "ª - · e e · · a um minimo, existe~ ta que M e vazio e a< 1~ ontinuemos por in u 

- a -çao. Suponha que M e do mesmo tipo de homotopia que um C\:J - Complexo 

K 5 onde a é diferente de e .. Seja C o menor dos C. 
l l 

mos que '1c + e: · , 1 · Me - e: r tem o mesmo tipo ae 1omotopia que 

T T 
fio •• u {p . 

À. e J. Mas sabemos existir uma equival~ncia de 
J 

para e. > a, Te-
i 

À Uc;i e 1 U ....... . 
1 C· e: homotopia h:M -+ 

---+ Mª como também por hipótese h 1 :Mª-+ K onde K é um (; \,J - Complexo. 
Cada h'o ho~.º·êÀ-+ K. e~ homoto~pi·co l. - 1 1 Y • • a ap_icaçao ce u ar 

J 1j!.: e"] ---+ (N. -· 1) - esqueleto de K. 
J J 

OBSERVAÇÃO: O fato de nós construirmos estas aplicações iJ!. garante 
J 

é um CW - Complexo, Ver definição CW -que K U<P e Ài u u ÀJ· 
. , , , A. e 
1 YJ 

Complexo em 11 Elements of general topologyn de S.T.Eu. 
c+e: Pelos lemas 2-3 e 2-4, M tem o mesmo tipo de homotopia 

e existe uma equival~ncia de homotopia que 

é urna extensão de h'. 
ai 

Por induçâo, M tem o mesmo tipo de homotopia que um CW-

Complexo. Se M é compacto, então existirão um número finito de pontos 

críticos e o teorema fica demonstrado. 



3c todos os pontos cl'zaticos I'epousam =m uln con.junto com-

) pe]-a par-Ec fi]]a] do teor.'cHã 2.-1 fica tambetn demonst3.'ado

S= ..!xisten infi.netos va].ares críticos: se.jam a{ escolhi.-

dos ta]. qu(- par'== Geada i, Ci < a. < Ci+].. D.IÍ tei-üos o seguinte dia-
gr''ama

pacto,[

}l' l

h:

K. c

onde cada nj.+l. e uma extensão de hi

Seja h' a apli-cação li.Dita de M --+ U K.. A topos-ogia de i{
-' - l -'

é fácil de \reT que e a induza-da pela Umas
'QO

O mescla cole U K{ . Logo, h é contz+nua e pe]-o ]enta ].-6 induz
{ -l '

isomor'sismos dos grupos de hojnotopia de !{ par'a os de K. ].ro capta:ulo

anunciamos que ii e dominado pol-' uin C'../ - Complexo c claramente t( tam-

bém c. Logo, pelo teorema de vIaS.tehcad, segue que h' $ uma equivalgn
ci.a de homo-Eooia

C 1..!a 2

K2

C Ma3

1«;
K3

C

C C

C.Q,D
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t .. . . Se todos os pon os criticos repousam em um conJunto com-

pacto, então pcüa parté final do tcorer,,a 2 ·· l fica também demonstrado. 

Se 0xisten infinitos valores críticos~ seJam a. escolhi-
1 

dos tal qu~ para cada 1, e. < a. < C. li Daí temos o seguinte dia-l l l+ 

grama: 

e 

e 

onde cada h!+l é uma extensão de h:. 
l l 

Seja h' a aplicação limite de M-t-

é ficil de ver que é a induzida pela UMªi 
00 

e 

e 

00 

u 
i=l 

e . ., o-

e ... 

K .. A topologia de M 
l 

O mesmo com U K .. Logo, h é contínua e pelo lema 1-6 induz . l l i= 
isomorfismos dos grupos de homotopia de M para os de K. No capítulo 

enunciamos que M é dominado por um CW - Complexo e clar~amente K tam-
- L . r ... .. -bem e. ogo, pelo teorema de Whitehead, segue que h e uma equivalen-

cia de homotopia. 

C.Q.D. 



CAPÍTULO lll

urna g:=ncralxzaçao ao estudo ae pontos crltzcos enl uma va

ri(..;dado qu= f:izQH\cns nos capztu]-os ]. : 2, c estudar' c situação ern que

no nível dc uma funç.IÍo f: }{ --,- R tcHlos uma subvaz.'ied.lde de porltos crÍ

ricos não degenerada eln inl sentido que scl-'á visto lobo TRc3Ís

Tentar.e{ exi)or' aq'ui- o que se sabe a êste r'cspcito, cxibig:
do também algumas técnica.s mais antigas de reso].ração de ]l)roblentas de

pontos CTt+ticcls , qu:J possam pl.'ovave].mente ser'cr:l gtnür'alizadas

Se.la U um anel'to do espaço e'-icl-icliano e f': U ----> R ;.ima fun

ç.ão dc cl-asse C'. /\dmitamos qüc a origem esta cone:.da eríl U. !.)efini.re-.

mo$ Ua' = {x C U f(x) < a}

i'ROP0$1ÇÃ0 3-1- -- Sct f(x) = -x:.....-xx 'h xÀ.-l
o Único ponto ci'ético q'ue t:eno eln U e' a or'i.Éõln {0}, e ex.isto u!;la vi-.

z.inhariça v de {i)) tal q\.te

(u''''n \,J)

tem o mesmo ti.po de hcjl:!otoFia que [EÀ; t3X-{0}J onde BÀ a !)o].a anel.'-

ta (]e RÀ:. onde RÀ são os pontos (x].s ..' ) r:) Q Rn t:ais que xÀ+l

PRO:v'zlL - eja v li! a bo]..a clc raio r contida enl U. A intel'secção

de \J com RÀ da BÀ. /:-gor'a a cada ponto (xl',. . ) x ) d= 1'-: as;socieinos o

pe da perpendi.cu].ar tirada dc(x]., ,..,) at8 o ponto(xll...rXÀTOr
0) . E fáci]. ver que isto g uma r'ctração que vai de

(Uo' n W)U{Cl} i (Uo'H \J)

{0} . V e].' fi.g . 1. C .Q.n

nVJ) U{ 0 }(u

no p'" IB ; B"

Se f e i.]H]ã for'ma quad].'anca não deg':Datada, sabemos da a].

geb)-'a ]-i.cear que por' uma mudança de base podemos di.agonalizã-l-a e Fe-

cal'mos no caso anterior

.Ap:ora se-la f runçaQ teRIa(luar-quer O[' ]- g emque .a c.omo

CAPÍTULO III 

- . Uma generalizaçao do estudo de pontos criticas em uma va-

risdade que fizemos nos capítulos 1 e 2, ~estudara situação em que 

no nível de uma função f; M-+ R temos uma subvariedade de pontos cri 

ticos não degenerada em um sentido que ser~ visto logo mais. 

Tentarei expor aqui o que se sabe a ~ste rsspeito, exibin 

do também algumas técnicas CTais antigas de resolução de problemas de 

pontos críticos, que possam provavelmente serem generalizadas. 

Seja U um aberto do espaço euclidiano e f: U-+ Ruma fun 

~ d 1 C 00 \d . . _,__ . 1 U çao e e asse . h mitamos que a origem esta conLlüa em . Definire--

mos uª- = {x eu I f(x) < a}. 

PROPOSIÇÃO 3-1 Se f(x) 2 + x , então n 
o Único ponto crítico que témos ein U é a origén .{O}~ e ex-is te uma vi~ 

zinhança W de {O} tal que: 
1"' 

l<u0 ·- nw) u{o} .. 
tam o mesmo tipo de homotopia que (BÀ; onde BÀ ~abola aber-

i R À " RÀ ~ ( ) 0 nn . ta e e , onae . sao os pontos x1 5 ••• , xn e; r, tais que xÀ + 1 = 

= = X = O, 
Yl 

PROVA - Seja W uma bola de raio r contida em U. A intersecçâo 

de À W COI'.l R À da B. Agora a cada ponto Cx1 , ... , xn) de W airnociemos o 

p~ da perpendicular tirada de (x 1 , ... , xn) at~ o ponto (x1 , ... ,xA,O, . 

..• , O). f f~cil ver que isto~ urna retraç~o que vai de 

[<uº- n W)U{ o} ; cu0 ·-n W)] 

BÀ - {O~. Ver fig. 1. C.Q.D. 

Se f 6 uma forma quadrática não degenerada, sabemos da ~l 

gebra linear que por uma mudança de base podemos diagonalizá-la e re-

caímos no caso anterior. 

Agora seja fuma funçâo qualquer que tenha a origem como 
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ponto crl#tico não deCener'ado e f(0) = 0.0 desenvolvinlenta de ':aylor
de f em to:.'no da OI'igern ser'a

.:

f(x) x-ã + X(X)J
azf (o)a 'a='-a"i]- ] jl

Após uma conveniente rlLudarlça. de coo!''derladas podemos diagonalizar a

for'ina quadl'ética. rntãc terias

f(x) : -x: - . . . - '

aos tã:',!nos de oonde C nae n

+ x' -- X(x)

aios' ou igua]. .:l 3.

]. < j. < À

À < i < n.

X(x)

Se

OI''r"esmo

Ç(x)

Logo f(x) = Q(x) + X(x)

X(x) ê UE'lã função de classe C" que tem s'uas priJTteil'as e segue

-jas del.'iradas pal-'dais nul-as rla. ori.geral. Dax+ segue

l inl X (x)
r->0 2r

a {(x)
' a'il

o.:de r2 : y x2
l

]-,. . . . .n (2)

Disto acima padeí110s concluiia quc um ponto cl-'ético não de

'1' 

f~O f:::.O -21-
f=O - - - .C-o ·-- /r ', _,. 

""· , ·, 
. ., ...._ ./ r >< / 1 / 

"' I \ f<O I l f<O 
' I ! T t \ i: 

J J I \ 
t \ • 

1 

f<O \ I f<O 
1 

\ 
I 

\ I \_ 

' I 

' '>( 
' .... / '\.. 

' .,... '--- -· - ---f=O f=O 
f>O f>O 

FIGURA 1 

ponto crítico nao degenerado e f(O) = O.o desenvolvimento de Taylor 

de f em tôrno da origem será: 

f (x) = a .• 
l] x. + x(x) J 

Ap6s uma conveniente mudança de coordenadas podemos diagonalizar a 

forma quadrática, Enteio teraos: 

f (x) = 2 -x -1 x 2 + X(x) n 

onde X(x) corresponde aos têrmos de ordem maior ou igual a 3. 
n 2 Sej 2 Q(x) = I E. x. onde E. = -1 1 < i < À 

i=l l l l 

]::' = + J_ À < l < n. .u. 
l 

Logo f(x) = Q(x) + X(x) 

X(x) uma funç~o de classe C
00 

que tem suas primeiras e segun-

das derivadas parciais nulas n2 origem. Daí segue: 

lim X(x) o ( 1) lim 1 a-<: (x) o l, .. ,..{jn (2) --y- = e -:,-{.-. - = i = r r l 

2 n 2 onde r = I x. , 
i=l .L. 

Disto acima podemos concluÜ" que um ponto crítico -nao de-
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generado isolado p · . ois se exist i sse um~ 

u s~quência de pontos críti-
cos convergentG para a origem PJ.Y'" e d ' a 2 um desse pontos teríamos 

= 1 
r 

O unulamento desta o.xpressa~o . impl ic2: 

2 E. x . 
---~ -

r 

Quadrando e somando obteoos: 

1 -r 

2E. x. + 
l l 

a X(x) 
ax. 

l 

clX(x) 
ax. 

J. 

Para valores der bastante - · prox imos de O~ o segundo rr.embro tend e a ze 

ro por (2) , logo a igua ldade não pode es ·tar · f · sat is eita, mostrando então 

que o ponto crít ico te,rr que ser iso lado. 

PROPOSIÇÃO 3-2 - Com relação a função f temos : Existe uma vizi 

nhança W da origem tal que o par 

leu-º n W) u {O} , cuº- n w)] 
-tem o mesmo tipo de h o1:1otoriia que o pcJ.r [ BÀ , I3>-. - {O}] 

À 

, nÀ onue D e ur:i.a 

bola aberta de R. 

PROVA: Tenos um sis t eoa de coordenadas no qual a função f se 

expressa como f (x) = 
Q(r) 

2 _2 2 .L 2 X( ) S · - x 1 - - x À + x À + 1 , . . . + xn + x . e J a a 

função T ( x ) = 2 
T está bE.!J!'\ definida em R~{ O}~ e -1 < 'l' (x) ., +l. 

As traj etó1,,ias 
r 

f ... d 1' f .. . -- l ( ' ortogonais da am1 l 1a e 11persuper ·1cics t1, que 

chamaremos de linhas de qu2da, são qua: •tos dE:: cir·cun fer8ncias. que 

váo de um ponto do >-.-subespaço {(x1 ~ •·· ) xÀ ? O~ •· ·, O)} at é o (n->-. )-

su·bespaço { ( o O x - • • • .. x ) } '···~ >-.+l ' , n . 

Para ver isto seja i UD vetor unitirio do ).. -subespaço a i 
um vetor unit~rio do (n - )..)-subespaço . E 1t~o todo vetor do plano ge -g:.-ad T 

+ â + Sb a e S reais . O ve tor cal rado por a e é dado por r =a · , 

culado na extremidad2 de; t em os componentes : 

aT __ _L (r2 + Q) 7x - 4 a r 
X a 

2(r 2 - Q) 
4 r 

'i 
1 

1 
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.,,,... 
f<O 

mostrando ent~o que gPad 1 cs t~ no plano gerado par~ e i. As curvas 

integrais do c ampo ·- --í' sao :,or-tan"'co cur·vas planas. As intersec-

ç6e s das hipersuperficí~s com o p:ano de ca<la curva daº fcixe de reta s 

~a3sando pela origem fig .( 2 }. Come a curva integral~ perpendicular 

as retas, ela seri auarto s de circunfcrEncia. 

TomcmoÊ O < r: , 1 2 escolhamos um<.1 vi zinhança esféric;1 w1 

de {O} de modo que se tenha : 

Isto 6 possível por (1) . 

'f + X = 
r 

X 2-I < 1 
r 

L"> Tn \•.f '--• ·' 1 · 

em \·J valerá:: 1 

> O para T > E 

< o para T < -E 

1: 

Chamando de W~ = Wl('\f -- ~ --"', O), isto mos tra que w~1 u g e {xj T Cx)<E}. ' 

·1 diminuindo • .. se \,J1 _i-:,odc•mos f ,:1.~0r com que ao longo Agora mostreDos qu~ 

das linhas de queda de 1 c o:1.tida em w1 diminuiJa,-;:>ara E> T 

de queda diffiinuirá monotonicamente. 

> -E. 

a funç~o f s6bre a linha 
implic~ entâo que a aplicaçio que a cada ponto 

Se conseguirmc ~ istoj 
. ~• ~,a r urva e st~ sempre com valores em de Wi U g vai deslizando su0. c -

w~ u g. 

te a : 

nas linhas <:le queda é E::quivale~ , . - ele f dccrescur A e:onc.:i..çao 

1 

1 
l 



*24-

:!. ,!,''::*:*-:t,':p TTemos : ET'ad í' . ET'ad 'i:

= 4 .- hTz + 2>1---=-- ';:-;--' r DX.

; e:los q'.ic h - ÇT2 ; pc'sita-vc Fc;is T ! = « 1. tias 2 >1 ---l 'nr; -- 1 " a'' {

dc a zcl-'o Q (lue i*iQstl'ã que p-:t!'a álbum-a bol-.a de z-.aio E da origcrn, nos

pontos dest.3 bo].:: ta]. ciun- T(x) i temos grad f. gl.'ad T >0

F{.na].nlentc ca cada ponte x G UO'Ç'\ l.:r ãssc:ci=Kios a illtcrsecção
da li.nha de qaecla que p.lss: pcz' x com o cubcspíço R . Esta aplicaçÊc:

8 uma r'ctrüção. Pois pal.a c da C) < t < ]. definimos; l.'t(x) da seEuirlte

Sc.la x : a ã + 13 Ê : -/=#"ãZ' (cos oã + scri 0Ê)

!'t(x) : /'l;ÍT;'' (cos(l-t)6 1; + sen(l-t)o Ê)

P.lra todo t: r't: :l :.il:ifi ai)]-icaç o de Uc' 'l-.. \..: -----, Uo'O i../

].sto mostra .a !)].'opr'osi.çãc].

Esta defol'nação será coam.lci= dc deformação de Seifcrt. Esta prg
post.ção most:ra quc. todas as vezes quc a função f esta expr'essa cm ].'cl-a

ç:o a un slstcln.] de coo!.'danadas c sua exp].'ess$cn Ó: f (x)= >1 E;x? + X(x)
ent:ão exist;: unü dcfornaç:3o dc Seifert:

V.:.l;.idos :.go)'a urna clefcr'mação rias vi.zinllanças de ul:: palito

crÍ.tido iso].ado ii;3s não H:C==S;lTiülncRt: n.âo dcg:cncl'.:idG.

Seja ç.«J un\a ~/izinhança übez't:a de or'i.Eel-. Jo R]', sendo qtl= a ori

gene Ê o ÜilÍcc ponto crllt.Lcc d= /izinll=Lrlçi . P raa todo ponto dcstcz -~/ízi.

nla=nç= f pcssui =n v.;tot' grada.;:nLc com ;!s c031non=nt3s

ten

ll

â'€

l=stcs vetou.es fora: l u;;l cainDO clll -.;, cuj;ls cur'vas írltcgrais são =s se

]-uÇãcs do cistêj..- (]: cquüÇÕ{..s diícl'..:nciais

f
]

1 ; 1 : 2 . s li'L .

( 3 )
;)ara tcdc> Dona:o d:ifc;perita cia ori13em

Temos: grad f. grad T = 

Temos que positivo pois jTi~ E< 1. Mas 2 
n 1 
I r 

i=l 
ten-

de a zero o que mostra que para alguma bola de raio E da origem~ nos 

pontos desta bol~ tal que jT(x) i ~~temos grad f. grad T > O. 

Finalmente a cada ponto x 8 uº-nw associamos a intersecção 

da linha de queda que pass2. por x com o zubespc.:.ço RÀ. Esta aplica.ção 

uma retração. Pois para cada O~ t 1 definimos rt(x) da seguinte 

maneira: 

Seja 

Para todo t~ 

Isto mostra 

x = a a + f3 b = la*Sz (cos e~ + scn eb) 
(cos(l-t)e + sen(l-t)e b}. 

Pt é una aplicação de 
. ,..__. 

,J. pr,)pros içao" 

w . 

Esta deformação será: chamada de deformação de Seifert. Esta pr.s_ 

posiçâo mostra que t5das as v~zes que a função f está expressa em rela 
n -çao a um siste~a de coordenadas e sua - - f·c ) I p 

2 xc > expressao e: .- x = 1~.x. + x . l l l i= 
ent~o existe uma dcformaçio de Seifert. 

Vej :-imos 2.:gora umo. deformação nas vizinhanças de UJ;, ponto 

crítico isolado 1nas nio necessariamente n~o ct~generado. 

Seja W . . . n uma vizinhança aberta de orige~ do R, sendo que a 

gem & o Gnico ponto crftico da vizicl1ança. Para todo ponto desta v1z1 

nhança f possui um vetor gradiente com as conponentes: 

f. :: 
i 

af 
ax, 

l 
l = 1, 2, ... , 11, 

Estes vetor1 es f orm2m ur~ car:1po em P, cujas curvas integrais 

luções do sisteLc:o. de 

d:x. 
l 

_, 

eauo.coes difer0nciais: ,_ _", 

f. 
l 

-sao ar; so-

( 3) ·-
dt ~ara todo oonto diferente da origem. 
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q'i(t ,xo) ond;e $ ; conti-
}:n e o ponto inicial de

As soluçocs de (3) r'(!p].'e3c]]'Ea].'eF.os pcr
diferenciavel

nucmünte'";: L Lo'!os os 'u.'8xlni;ntQS. i:

nossa cur\,-= intcE:«:] . x. =

]:] üqu=Çãc; (3) scS'u.; --%; (f'.x) : X --il.{- ' '].=..L : ].

Logo .:o ]-ongo da curvo! integra.l f.x--t e constante. i)al poclenos antro

ü:lai.r f.x coIRo F:r;:ictro ('=s c ip*,ãs inte8r;iis Dür.otarümos f,x simples.

inerte pcr- t . [*] tclr.os .;latão

(4 )

( f' . x )

q'j. (Í '- f(xc;). xo) : :i;T (f, xa)

Do mcsír.o :nodo $ : contido,lnerlte difelncnci.ivel CEI relação aos n+l argy.

isentos (f, xli;, ... ;. x') e va].e a i.deí!-t:i.dada

(5) xl;' : @; (f(xu) , x')

Fcr c.ad:-: l,Olitc dle l,i -{0} passa exataínente uma linha de (iuE.

relia p un poria:o de :,;-{0 l. /L equação q c val-ida para todos os

pontos cie alg:ima \,,i ir\iaança {S do ponto p. 3upolldo 6 uma vizinha-nça

fechada entic e:lístç: = > C tal que par'a todos os pontos as cur-.,as in-

te8i'aís estão d.:fmi.d.i'; p-iria f -f(xo) :.. =. Seja a Intersecção de 6

cola {,.jr(i') - = < f(x) < f(F ) + E. }:ste conjunto se3-'ã chamado de vivi

nllança E:lJbulc31' de F de alta.i!.'.a 2E. :./er flg. (3)
f(p) + E

f(P)
f(D)

.L.stã v].z]..]'!.n.anca p'onde ser pen.saga co!::o a un.lao ae todos os seg
ritcntos dc! ].:].nuas :!e o'achas definidas nn i.nterva].a dü -= a +l= t:ando o

rigcrr nos porltos dí: l.tí:;a vi.?ilihança {],: contidos n.l }liper'supera:cie
f : f(P)

].i.nha
Olhc=Los aE'3r'a par'a o no:\t:.o c].'ãlt:ico {B}. :)ir-erros qut 'uma''7a que
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As soluç3es de (3) representaremos 
diferenciável 

0 -oor: x. = 9.(t 5x) onde 9 e conti-l l 

nu2..me.nte~L1 ·t:odos os :1rgur::h::ntos t ., o 
X n e o ponto inicial de 

nossa curva integr21 

' - ("' Ja Gquaçao 0J segue 

9.( o 5 
1. 

d -cê 

,,.,o\ 
-'\... j V 

(f.x) = 

~ogo ao longo da curva integral f.x-t ~constante.Daí podemos intra-

duzir f.x como paramctro das curvas integrais Denotaremos f.x simples 

r:h_mte por f, Obte1;,os 0ntão: 

(4) x 0 ) = -;;;-:- (f x 0
) 't' , 5 

..\.. 

Do mesmo modo con-t inua.ment e diferenciável em relação aos n+l arg:!_ 

mentas 

Por cada ponto de W-{0} passa exatamente uma linha de que 

da. 

Seja pum ponto de W-{0}. A equaçâo 4 6 v~lida para todos os 

pontos de alguma vizinhança 8 do ponto p. Supondo 8 uma vizinhança 

fechada entâo existe E> O tal que para todos os pontos as curvas in-

tegrais estâo definidas para jf -f(x0 )j E. Seja a intersecçâo de 8 

+E.Este conjunto sera chamado de vizi 

nhança tubular de P de altura 2E. Ver fig. (3). 

- -- f = f(p) + E --,/ 
f(p) / f = 

/ f f(p) -- = - E I --/ 

I / 
/ 

I / 

/ I 
I 

/ FIGURA 3 

Esta v1z1:nhan~a pode ser pensada coDo a urnao de todos os seg-

mentos de linhas de quedas definidas no intervalo de -E a +E tendo o-
. . . . ' ,_ . f... . rigem nos pontos de uma vizinhança ds contiuos na 111persup2r_1cie 

f = f(PL 
linha 

Olhe2:L0s agora para o Donto crítico {O}. Diremos que uma aÉ.: qu~ 



1 
!: 
!, -26- F 

da emboca em {O} quando ela est~ 
definida para todos os valores maio- ~ 

' res que zero e se para t5da sequ~ncia {p. } de "n pontos de linha tal 
que a sequencia {f(A )} -· n e convergente 
convergente para {O} Direm · .os que uma 
{O}, se a linha i<-f,xº) emboca .em { 

Pªr ª zero, implica que {A} é 1· 

linha de queda i<t,xº) pa:te de ! 

o } • 
PROPOSIÇÃO 3- 3 - Se J·a V uma .. vizinhança aberta de {O} cujo 

estã em W. Seja p J {O} um t d pon o e V. Por p passa uma linha L. 
Existem duas hipótes e s , ou L pe~manuce 

• ~ · ç em V abaixo d~ P e emboca na 
origem, ou L atinge a fronteira dê v. 

08S.: Aqui a linha queda que p~ss'-~ por p e: u ~, somente a parte da 

linha de qu~d~ tal que f f (P). 

DEMONSTRAÇÃO: Corno f 6 limitada s6br~ V, exista um menor nGme-

roe tal que L está definido para f(P) > f > a e está contido em V. 

Seja {an} uma sequência de pontos de L ta l que a sequência {f( an)} 

converge monotonicamente para a. Mostremos que {an} tamb~m converge. 

Caso contrári o exis t iriam pelo menos dois pon tos de acumulação em que 

um d~les a distinto de {O}~ lOflO não crítico. Neste caso infinitos o 
pontos est~o na vizinhançn tubular d e a 0 . Mas ent~o a linha L dever~ 

ser a mesma linha L que pass~ por a 0 contra a hip6tcsc. Um ponto de 

V -{O} não pode s e r um ponto liDi te de {an} pois V ·· {O} é abertc e 

então L estaria definido para valores ~enores que a . Portanto, o li-

mite ou será {O} ou um ponto da fronteira de V. C.Q.D. 

as Curvas percorridas em sentido centrá-Se considerarmos 
~1.·o do que as curvas que agora embocam são as que na 
L vale o mesmo, sen 

verdade partem. ., 
- definir vizinhança tubular d e um ponto cri Tamben podemos 

de uma vizinhança de {O} com {x I f(x)= O} 
tice. Seja V a intersecçao 

esta- em w. Existe um E> O bastante pequeno tal 
tal que o fecho de V 

que os relacionados ainda estão em W. pontos abaixo 
< f _< ·.--- e estão sôbre alguma linha de 

a) os pontos tais que O 

r-,mbocam em {O}. queda qur:. -

1 
1 

.I 
1 

1 . • j 



b) os pontos tais que -E< f < O 

queda que p urte de {O}. 
e estão sôbre alguma linha 

e) os pontos -E< f < E -
+ sobre as linhas de queda qu8 nem em-

bOCE\ffi nem s aem d.-2 {O}. 

Êstes pontos J·untament~ com {O}, indicaremos por W e se c' -
rá chamado dÊ vizinhança tubul~r do ponto crit ico de a ltura 2E. Esta 
denominação é adequada uma vez que temos realmente uma vizinhança de 
{o}. 

Agora podemos definir uma deformação e;a W que l eva W no 
e e 

subconjunto de ·~Jc' {x I f(x) < 0HivJc. Sendo pum ponto arbitrário de 

Vc com f(P) > O, passa por puma linha de queda que interceptará no 

ponto p 1 o {x f(x) = O} ou convergirá. para o ponto {O}. Faze~os ê s-

te ponto correr com ve loc idade f ( P ). Logo no instant e t 1 o ponto 

atinge p 1 . Isto significa que: no instant e T 7 o ponto p se trar.sforma 

no ponto cujo valor do parâmetro & (1-T) f ( p ) . Em seguida supomos que 

os pontos de {x l f.::. 0}nwc p ermane çam fix o . Assim obtemos a dcforma-

ç~o de De e rn WJ1{x I f(x) < O} . 

Aeora façamos uma deformação de {x ! f(x).::. O} Wc em uma 

parte do {x I f(x) < 0}U {O}. Para isto consider8mos o sistema de e-

quações di!c~cnciais: 

Aqui 2E 

( 6) 
dx. 

l 
dt = f. (x) (f(x) + E) 

l . 

<..~.ltura da vizinhança c i líndrica Wc. significa a "' 
( ) ~ funç~es continuamente diferen O seg undo membro de 6 sao 

na {O} e na hipersuperfície 
ciiveis em W, se anulam simultaneamente 

· ctêste sistema denotaremos por 
{x f(x) = -E}. As curvas integrais 

correspondente a T =Oda curva 
x. = ~.(. xº) onde xº indica o ponto 

1 l ' f~ . f( ) = E ponto da hipersuper icie x -
integral. Se xº é a origem ou um 

J 1 - constante. Para todo outro pon-
- o i·sto e, aso uçao entao tenos x. = xi - + ê1 8 coincide com as linhas de 

to (xº) a curva integral que passa por 

queda de f 
. nt· pois~ . tas antcriorme ~, VlS . -
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ã pl-'adorei.anal- a (f. , ...., f.)

Existe uln i: tal, que Ü(r, xU) est.; defi.Rido pa)'a todo 0 < T < E
do ponto da vizinhança

Chamado xo de p c escol-Lendo-se um 0 < T < E:. Seja n, = Q(t:P)
quc ã uma depor'm.lção pedida

0 resultado de tôdas
c].usão:

PKOPOSiç,q0 3- 4 - Tôda vizinhança tubular de un ponto cr'ético

isolado de uma função difer'anciã-/e]. f pode sez' defa}.'filada eln uma pal'-

te de {x f(x) < f(0)}ti{0} sendo que durante a deformação nenhum pon
to deixa a v:izi1lhança cij-zPndri.ca e o ponto {0} pel'manece fixo.

Seja. f= U ------- R una função cl-asse C" definida no anel.'to U de

R'", com vaJ-odes em R. Suponhamos que i~l C f'l(0) él uma subvari.idade

de U de (]i.E'l(;Rido tc:ll qU.j todos os paRI:os de 1*{ sao pontos crtttcos

Chamam'erros ;~J urna subval.'iedade crz+tica. Díze3nos que }i = uma subvari

dcade cl'Íticca não degcncr'ada quando +.amos o hessi.anode f em todo

ponto de iJ tem nu].idade n. Disto segue qtae cl:i cada pal.'te conexo de
IJ o Índi,ce de f ; constante en todos seus pontos.

Pcu'a cada x G }{ teRIas o pJ-ano tangente = x que indicare-

mos pol-' 'l'Ux' Definimos @:TUx --'--'-- TUx pela fo J-'mul-a fÜÜ({',;)=<@(;) ,(â)>

$ e um open.'adol' sim trica pois íü:l g si.nl;trica. boga TU).. se a.ccompõc

na soma de tr'13s subsüspnços T!*Jx Õ A-x õ Bx Coar'espond:ntes aos valo-
].'es p]'onrios nu].os , post-t3-vos e negativos

vamos supor' que 1} seja compacta. i)ado E > 0 seja Vt. o con

junto dos pontos de U que estão a uma distânc:ia de }J menor' que E. Co-

illo !~J 8 compacta exi.ste E > í) tal que par'a todo ponto de \rF. esta bem

definida a i)r'ojeção do i)Deito e;a N er11 que a projeEante permanece em

ax
, -ã-ÍB-)

toem

est

e

VE

as i,nformaçÕes nos lex/a a seguinte cor\

f~. : {x f(x) : f(!{)} e

Existe um E tal, que ~(T, x 0 ) está definido para todo O<,< E 
em todo ponto da vizinhança. 

Chamado x 0 de p e escolhendo-se um O<,< E. Seja P, = ~(,,p) 
que é uma deformação pedida. 

O resultado de tôdas estas informações nos leva a seguinte con 
clusão: 

PROPOSIÇÃO 3-4 - TÔda vizinhança tubular de um ponto crítico 
isolado de uma função diferenci~vel f pode ser deformada em uma par-
te de {x f(x) < f(0)}U{0} sendo que durante a deformação nenhum pon 
to deixa a vizinhança cilíndrica e o ponto {O} permanece fixo. 

Seja f: U-+ Ruma função classe C00 
definida no aberto U de 

Rm, com valores em~- Suponhamos que N C f- 1 (0) uma subvariedade 
n 

de U de dimensão tal que todos os pontos de N são pontos críticos. 
Chamaremos Numa subvariedade crítica. Dizemos que N uma subvarie-
dade crítica não degenerada quando ternos o hessiano de f em todo 
ponto de N tem nulidade n. Disto segue que em cada parte conexa de 
No Índice de f constante em todos seus pontos. 

Para cada x 8 N temos o plano tangente a x que indicare-
... + + mos por TUx. Definimos ~:TUx-+ TUx pela fo:r.mula f~h'/vsw)=<~(v) 5 (w)>. 

é um operador simétrico pois f** é simétrico. Logo TUx se decompõe 
na soma de tr~s subsesuacos TN e A B correspondentes aos valo-X X X -

res próprios nulos, positivos e negativos. 

Vamos supor que N seja compacta. Dado E> O seJa VE o con 
junto dos pontos de U que est~o a urna dist~ncia de N menor que E. Co-
mo N é compacta existe E> O tal que para todo ponto de V está bem E 
definida a projeç~o do ponto em Nem que a projetante permanece em 

f (x) < f(N)} e 



flq: [xlí'(x)<f(N)} Bx:Bx-{0}
r'KoposzÇ::q0 3-5 - i)e acãlr'do com as definições acima, existe

E > 0 tal que 9 par' (fN, rã)nv.. tem o mesmo tipo de hornotopia qu

\r p 'xrfd''brl:iQ .LJd& l/u= b.L\#k-L-i( U B , U B')f]\' t'-, nnpt-in..]
xGN " xGÍ{ '' "

Hm{(flui'fN )nv=} = Hm' (xCN Ax' xGN 'Ax)rlVE}

PRO\r/,: Se.iaA= U .A., e B= U B ossubfihrados (ilofí-
xCN ;' xC}J

brado nor'na]. a !:. Denoten.os ?or. Fl+ e H' as px'ojeçãcs de A õ B em A

E I'especti'-.'am.=ntc. ,\gor'a considel..eras a seguinte clcformação de
(A © B) - A em A, pal'ametrizadn pol.' T/l+ < a < v/2:

: .=u!:.p.!i:x...!J''*' ':.n ,
' l cos01i ' 1>., + senos-í'y l

yO :: v par'a }; : 0

Tc3nos que: yv/4 = y b'Tr./2 = H y' O ('anjinho que uln fixado y per'cor'-
r'e e um ar'co de cil'cunfe}.'anciã. Logo estamos diante de uma defozaína-

çao que preserve fibra; e e uma deformação de Seíter.t. Pal'a E > 0 bas

tarte pe(luenn- nos poderias iclentif i.ca].' VE cola um subconjunto de A © E.
A restríçãa de f a tília fibi.a teta um miai.co ponto cr';rico que '\ão e de

8ene}.'ado. = deselavo].vi3ncnto de 'Faylor de f rcsti.'ito a esta fib)-a com

Tc].açao a UJn Si,stcH-lã .:ltl co=)3'.:!=n.idas quc tenha v'etores coorczcnados rlo

ponto os vetou.'cs pi'ãpi'ío da fi.bra neste ponto, c ta]. que nao aparece
as d..::. !x/abas mi.xtas de segunda o-t'den. Portanto, peJ-os argumentos an-

teriores cexistc E. > 0 t.]l que esta defo].'mação c bem definida em cada

fiar'a de (f*.j' fH), ?or continuidade e comoacidade segue que a de
fornicação ; vel'padeira par'a algum E > 0. c.Q.n

E sl.lido que se = ; um fibrcado, cuja fiar'a. : dc dimensão

K sâbr'e uma vaznielade i!, então H,*..K(I'Í) = H:n(E, E-i,J) quando os coefi

cientes da homologia estão cm .á2s c' c:m anel. (-lialqt.t=r quando E c o}.'icn
t:ivcl. !sto seE'uc da sequ:lncil de Gysin.

TEOREl~lA 3-6 - âc :{ C U c uma suava

e

a.r

e

ríedadü crxt3.ca compacta co

y # o

f = {x I f(x) < f(N)} N 
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B = B - {O} 
X X 

PROPOSIÇÃO 3-5 - De ac3rdo com as definiç6es acima, existe 

E> O tal que o par 

( U B x' x8N 

(fN' f~J)nV~. tem o mesmo tipo de homotopia que 
.i., l· .L 

H {( U A 5 m x8N x 

PROVA: Seja A :: u A e B = u B os subfibrados do fi-
x8N X x8N X 

Denotemos H+ - - de A B A brado normal a 1-J por' e H as projeçoes © em e 

B respectivam2nte. Agora consideremos a seguinte deformaç~o de 

(A e B) - A em A, parametrizada por ~/4 < 8 < n/2: 

y y f o 

para y = O 

Temos oue: y = y· n/4 y 10 = H y. O caminho que um fixado y percor-'IT, L... 

reé um arco de circunferência. Logo estamos diante de uma deforma-

ç~o que preserve fibra, e~ uma deformaç~o de Seitert. Para E> O bas 

tante pequeno n6s podemos identificar VE com um subconjunto de A <b B. 
A restriçâo de f a urna fibra terE um Gnlco ponto crítico que de 

generado. J desenvolvimento de Taylor de f restrito a esta fibra com 

relaçâo a um sistema de coorde~adas que tenha vetores coordenados no 

ponto os vetores pr6prio da fibra neste ponto,~ tal que n~o aparece 

as de~ iv~das mixtas de segunda ordem. Portanto 1 pelos argumentos an-

teriores existe E> O tal que esta deformação~ bem definida em cada 

fibra de (f_,, f-l\J), Por continuidade e comP .. acidade J\l 1. 
segue que a de-

formação é verdadeira para algum E> O. C.Q.D. 
f sabido que se E e um fibrado, cuja fibra é de dimensão 

K s6bre uma variedade N~ ent~o H .K(N) H (E, E-N) quando os coefi-r:1·~ 1 m 
cientes da homologia estão em z2 , e em anel qualquer quando E~ orien 

t~vel. Isto segue da sequ&ncia de Gysin. 

TEOREMA 3-·6 -- Se I-J C U é uma subvariedade crítica compacta co-
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ne;ea não dcgencr'ada d= f, então par:a suficientemente pequenas vizinhas
ças \- dc ii ~./ale :

Hm(f..fl:/ f...n'/} : Hm';À:.,(N) onde ).,~Í e e Índice dt.. í{.
Este teor'e]11a segue da Ú].ti.rla oroFosiç:: = & devido a

Raoult Bota

PT'asse-gulndo vejamos o qu': mai.s se sabe s8brc sub-variada
des crz+ti.cas

LE>íA 3 », '7 Jcl .!- UJjia lullça.o cle c..Lasso L ígc]']H]..cã. em ].lma vízi.

nhar.ça convexa iJ do Rm contendo a origem. Além do mais, f é

con.. valores em R taJ- que f(0, ..., C' x(k+l): '-- ; }l ) : 0. E::leão e-
xistem K furlçÕes diferir\ci,amei.s .E. em U tal quc

' ''«' : ;1l. a:i ;'í

$e

k
' '''l

/\.]é;m do mais :,. . -: ]''L

, xm)

PlR n v A . vn: .-] .. +' r ..-

xk[-]. ' ' : , x )

Seja 0(t)

Í'\ -,

' ' " ( ]<-t ]. ) ' ( o ,a'f]. ) u } xk+].)

, x ) -- f(0' m

;': .* : ,}* *, J.:t -*

, xm) : f(xl' . J-\ -

) U 9

3

flt
]. )

Ten'os $(!) - $

s':j' g:i : J.

Logo f(xl ;

; :-"(k) ' *

, x ) :' n

P.:'].a d.-.rJn;'a''* elOS a. vc'T'-
'-Lb'uv ---- -- c= .1 - v ;

(x
)l l , )

: ' '''(.kq- 1 ) : s ,x )dt' m

c . Q.n.

Leia'lA DE 1'{0RSi= G=ijERALIZA!.)0 3-EI - Seja f= }T -.----+ R f G C" € M
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nexa não degenerada de f, então para suficientemente pequenas vizinhan 
ças V d8 N vale; 

H Cf,T nv m i\ , 
H -\ (N) onde\~~ o Índice de N. m N . 

Êsi.:e tcors::2ma segue d2. Ültima proposiçio e~ devido a 

Raoult Bott. 

Prosseguindo vejamos o que mais se sabe s6bre sub-varieda 
des críticas,. 

LEMA 3-·7 ·- Seja f uma função de classe C
00 

definida em uma vizi 

nhança convexa U do Rm contendo a origem. Além do mais, fé 
com valores em R tal que f(O, ... , O, x(k+l)' ... , xm) = O. E~tão e-
xistem K funç~es diferenci~veis g.! eD. U tal q11t;: 

Além do mais 

X ) • m 

PROVA: Temos 

Temos ~(l) - ~(O) -

txk' 

( 1 k 
I 

y ) -m 

.L 

X ) 
m 

k 
l 

i=l 
éa. 
'l 

X ) m 

x,r_,_1,· .. ,x ) . .... '"1 m 

3.f :e dt 

d~ crF- = 

k 
= I Jo ~-. 

i=l x. l i=l l 

Seja g. = 
l 

Logo 

g . (o' l -· 

X ) = m 

k 
\' l )S:, g. 

l l i=l 
( Xl , , • • , X ) • m 

Pela definição dos gi vem: 

Ü _; X 1 .t 7 , 
r(·r ..L 

X = m 

X). m 

3f 
ax. 

l 

k 
I 

i=l 

x. 
l 

X ) 
m 

f (o; 

3f 
--·d :z:· 

l 
( 1 J 3f jo ax: 

l 

dt, 

C.Q,D. 

x. 
l 

dt. 

LEMA DE MORSE GENERALIZADO 3-8 -- Seja f: H --+ R f G C
00 

e M 



uma val'iedade dc classe C" e dimensão m. Seja i~l C f-l(0) una subvarie

dadecrÍt.ico não degcncr'ada (];,i f de i.ndice ).. i=nl cada ponto de rJ exis-

te um sistemca de cooi'penadas ta]. que a função f se escreve coIRo

*.' : - *il - ... - *{ -- *?..... '- ,.. '- *"-.
PRD'/A: Chamamos k = nl-n. Seja (yl ,.. . , y.) um sistema de coor-

denadas cn terno de UFt ponto p de }J tal que

(y].(P), ' . ) y.(P) = (c, ..., n)
e os pontos da for'lna(a, ..., 01 yk+]., ,'.. )) são os pontos da sub-
vari.ed.a.dc

31

Temos que fov'J' 8 un:' funç:io definida cin um anel.'to do ri=1,

contendo a origem, Fcdcnos el.-:i.agente escolher :late abri.'to s.ando con-

vexo. Cllamemcls foy' ' sír!:lJesnacnte d: "

Esta função f csL= 1'ias condições cio lema ürlterior. Logo

f(y]., -.') y.-:) = }1 y. 8.. .T.ts cada gj (s3t.; tarnbJln nas Condições

do lema antcior, po:i-s. !;j(11, : , , o xK+.].} ''., : ) = --1-t- (o,..«:. o)

xk+].p'' , xn.) = D, oois, estes são pontos crj.ricos D::il'c\ a furlção f

Então ap]=ic=ndo-se o ]=i.]a ;)=r.a ,]F] funções Ej , obtemos

]..

K
g yl l.j ]

vj (vl,l
:i , .l : ].

Logo f(y].,

. HIsto tambenl pode scr Escrito na fol.'na

\ ]:! )

f(yl :.

h.. + h
]-] ]

Chamando h. ] = ----.=LJ---.-------LÜ-- obtemos f(*/. ,
-L J 2 ' -L '

onde c].ar:mente ]:' . . = i]

Deste modo padeiros defina-r a f do seguinte modo

, y=:)
(h 1]

K

{::', '. ;:'.

-31-

uma variedade de classe C
00 

e dimensão m. Seja N C f- 1 (0) uma subvarie 

dadecrítico não degenerada do f de Índice\. Em cada ponto de N exis-

te um sistema de coordenadas tal que a função f se escreve como: 

2 f (x1 :; ... ) x ) = -· x 1 m o -o • + 2 
X rn-n 

PROVA: Chamemos k = m-n. Seja (y1 '.)••·, y) um sistema de coor-m 
denadas em t6rno de um ponto p de N tal que: 

-e os pontos da forma (O, ... , D, Yk+l' 

variedadE:.. 

V ) _,.m sao os pontos da sub-

1 rn Temos que fo y - é um:::_ funçiio definida cm um aberto do R"', 

contendo a origem, Podémos claramente escolher êste aberto sendo con-

vexo. Chamemos ··l . foy de f. 

Então aplicando-se o lema para ~s funções g .. obtemos: ~1 ·' 

K 
I 

J. - 7 
- .L 

K 

r1.," y lJ . j 

Logo f(y 1 , ... , Y
8

) = I Yi Yj (yl, 
i,j=l 

V L Jm 

Isto tamb~m pode ser escrito na forma: 

Chamando H .. = lJ 
+ h,. 

ll 

2 

onde claramente H. . = H .. , 
l] J l 

K (h. . + h .. ) 
. l] ] l 

l,J=l 2 

obtemos 

Deste modo podemos definir a f do seguinte nodo. 

q f.1 .. ,. 
l] 



í(v-:, ..-,s,..): (v., ..;,v) .....:.....l l :' l

nij : nji' O p!'oblc:na açor'a ; diagoníz.ílr
eil} alguma vizinhança da origem; sem a].gerar e$ dc-

ql-ie são nu].os.

?ela expressão d

azf
( Q

f

q
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H.1]

0

0

5 l>'m) = (y].}

onde i- e j va].'!:rl
es ta mactríz

mais têpmos

podemos vei' quc

nij ([), ' . . , c)

Como o hessiano restrito ao subespaço ger'ca.do pol.' (l}/ayl, ,.., a/ay!{) é
não degenerado, implica quc a seguinte nata:iz Ó dão dcgenez.'ada

( o )
's:'Sq- (o)

Poderias supor que !-ill(0) / 0 poi.s caso conta.;rio podemos fazer

mudança linear' na:i 1< pl'inlci:..'as coo].'denadas e co].oral' la uma l!
[']

sel)a direi'ente de zei'o rla 03-'i-gcm.

f'amamos d mudcança de coordenadas

z'n ; V l.r í ,,\ y.. +
nz2(v) ./in (y)

!Íll(y)

'L 9 : \. o

'uma

que

H
!ill(y)v.. +

' 1 :,/ 2 I'
F:ll ( y )

(' Jacoblano desta mudança de pool.'aCHadas sez'ã simplesmen

(o) : ./'i"lTI.(e) / o' 'ogo(ZI' ..., z) ;unlsistemade

-32-

f(yl_' ' .. , y ) = (yl, '.'' y) m m 

onde 1 e J variam de 1 a K e H .. = H ... Q problema agora 
lJ J l e diagoniz,.::r 

esta ffiêttriz (H .. ) em alguma vizinhança da origem~ sem alterar os de~ lJ 
mais têrmos que são nulos. 

Pela expressão de f podemos ver que 

a ,r. a J. 
J l ..; J 

Como o hessiano restrito ao subespaço 

não degenerado) implica que a seguinte matriz~ não degenerada: 

a2f ( o ) > a2f (O) 

1 
--2- Q<>4.:•~-0,,oo,,;3 ---77T--

a Y 1 3Jl:\ Y1 

l 
1 

a2f (0),.,,,.,o,,,,,, 
a2r 

(o) -~---
2 a;Kél/1 d/K 

Podemos supor que i O pois caso contr~rio podemos fazer 
urna mudança linear nas K primeiras coordenadas e colocar 1~ uma H .. 

l] 
que seja diferente de zero na origem. 

Façamos a mudança de coordenadas: 

1 Hll (y) 1 
Y- +------------1 

H,,,(y) 
_L L 

7 = Ym '"'m 

O Jacobiano desta mudança de coordenadas ser~ simplesmen-
te -f. O. Logo o ;, Q 3 Z~) é um sistema de 

ül. 

y 



coordenadas em alguma v i zinhan F -33-
ça . .:..xpressando 

S1. st""=a d agora f em r""laça~o ao novo .,..,., e coorde na das b '-' o temos : 

f(Zl' ••• , Z) = +z2 + m - 'l z . 1 ZJ. H .. 
1. J 

Observe que esta mudanç~ de coordenadas nao 
alterou os elementos da 

matriz que não est~o na sub·-matriz. 

Com r~l2ção ~o novo sistE.:·ma 

temos: 

F(Z1 , ••• Z ) -
'.il .. ., ·., z ) 

m 

± 

o 

. 
o 

de coorde nadas (Z 

1, o .. . o 

o t . .. 
l] 

........ 

1. 
o o 

l' o •• ' 

z m 

z ) 
m 

Suponha mo s que 8~ t~ d~monstrado q ue existe um sistama de 

coordenadc:1s tal que : 

f ( z1 ... , Z ) m 
r, 2 
L l + r -

H .. z, z 
l.J 1. J 

11 

onde:: r-1 < K mostremos que pod emos f a zer urna mud u.nça tc1l que a. expr~~ 11 

sio acima~ verdad2 irc:1 parar. 

V r· 

Se ja v 1 = zi 

= 1 1 H 1 rl"' 

i -/. r 

Como antes podenos supor Hrr(O) # O, substituindo vem: 

± •••• ± 
2 

V + r 
K 
I 

i;j>r 
H . . 1.J 

v. v. 1. J 

e sistem~ de coordenadas cm uma 
om isto fica demonstrado qu8 exiS t º um 

· Como o Índice é i-
Viz1.'nh qu~l f e~ uma forma quadrat1.ca. ança de p ) na u 

gua1 ao número dos têrmos negativos temos: 
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f(x) : -xil - ,.. - *,. ''' xÀ--l -- ,.. ' *:z

CORal.,,Õ.Ri0 3-g S. 1l C }í E uma :!ubx/ariedadc c.rz+tica não degene
r.ada de f, =nt::í,o i: e i.somada nc seguinte sentido: existe um aberto U

de }{ contendo l~J tal que! ncst:= abcl'to TIRO exi.ste outros pontos c].'zti.-
cos ; alar'i d.] :'í .

PRDv,q: -. ?.:ra cada p'3r:tc d'i 11 consiclel'eras o anel'to no qual
exi.ste un siste11: dc Coordenadas tal que a função f se esc].'eve como

anteri.oriente

C. C D.

Os pontos crilticos de f sâo as pontos da forja.3 (G, ... , 0, x' ' ' " ; ' } ''ln-n+].}
, xm), logo de i~l.. Sc tomarJr.os : união dos abertos relata.vc>s ca t

dos os pontos (]e 11, temas o procur'ado, C.Q.Ü.

013S. : - i)ul.'.teta as dITar'sas mudanças de si.stema de coordenadas

feitas pal'a ctlegar'!.aos rlo sistema de pool'denadüs fir)al, obter've cine em

cada si.stcma (ZI) . , lz']..:), os pontos do foi'ma (0, ...,0, Zm.-n+].'
) são os pontos dc =J

CORAL;'R1= 3-10 - 5;e f''(0) = 11 onde ]\: 8 una u]):/ariedade crl+ti

ca não degenc}.'ad.a d= f Então cada pal.'tc conexo d.e 1{ ; um maxis.o ou
un. inz'ni.ino local

?NOVA: - Scj.L UEI sistel:la de pool'danadas onda f se expr'essa copio

mais e ]'tCHOS goelas de (lu:!dr',Idos. S= = exprcssao naa c formada se dc

termos neg.laivos 11c.:: se (::. ;)ositivos, ent:o : podemos cscc.>].hcr uín pon'-

to ria vizinJiclnça onde est.; defirli.do Q sis-boina dc coorder\abas; t.:l que

f é nula nesse ponto. basta tom.ll'mos x. = ... = x. = E/2 e
.i . .'ú 'f .

À.f.l : Xm-n :,/nl--n-.X cnHdc \ e o ilndice de iT.

Como p03-' hípó;tese a imagem inversa dc zero s=o todos os pontos críti-
cos, então a função loccill;lente sc e=4pi.'essa c''i como sc,na ou como dife-
r- .lça de c]tladrados. =e ]rlcã].l:lente f g un máxj.mo ou mz+nimo ]oea]. então

em cada contponente canela eia se].'a um maxiirio ou ml+nimo ].occ3].. c.Q.n.

0

:/ÍE À

X
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f(x) e. ::: D. 

COROLARIO 3- 9 ·" Se n C l'í 2 uma t:ubvariedadc critica não degen::_ 
rada de f, ent~o N e isolada no seguinte sentido: existe um aberto U 

de M contendo N tal que neste aberto não existe outros pontos críti-

PROVA: - Para cada ponto de N consideremos o aberto no qual 

existe um sistema de coordenadas tal que a função f se escreve como 

anteriormente: 

2 + X m-n 

Os pontos críticos de f sao os pontos da f orrna ( O 5 ••• -; O , x + 1 5 ••• m-n 
... , x ), logo de N. Se tomarmos a uni~o do3 abertos relativos a to-m 

dos os pontos de N, temos o procurado. 

OBS.: - Durante as diversas mudanças de sistema de coordenadas 

feitas para chegarmos no sistema de coordenadas final, observe que em 
cada sistema (Z 1 ; Z ), os pontos da forma (0 5 m 

Z ) s~o os pontos de J. m 
.. --1 ,,,. .. COROLJ,RIO 3-10 '" Se f ~(O) = N onde N e ur.1a subvariedade criti 

ca nao degenerada de f _ entâo cada parte conexa de N 5 um m~ximo ou 

um mínimo local, 

PROVA: - Seja um sistema de coord2nadas onde f se expressa como 

mais ,..,_, ..... e menos sornas de quadrados. Se 2 exprcssao nao e formado. -so de 

t~rmos negativos neo s6 ~2 positivos, ent~o, podemos escolher um pon-
to na vizinhança onde est~ definido o sistema de coordenadas, tal que 
fé nula nesse ponto" Basta tomQrmos x1 = , ,. 

E /f 
= x = E/2 

À e 

x - x - ---- onde À~ o Índice de M. H-1 - m-n 

Como por hip6tese a imagem inversa do zero s~o todos + . os pontos Cl"l ti-
cos, entâo a funçâo localmente se expressa ou como soma ou como dife-
r~ .1ça de quadrados. Se localmente f um máximo ou mínimo local ent~o 
em cada componente conexa ela será um máximo ou mínimo local. C.Q.D. 
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Sella p G iq onde },T C l.í é uma subvar'iedade c].'lítica de Índice
À e f(11) = 0.

TEOREiLA [! - ]:xisto unia vizinhança fechada V em :l do ponto F) e

ulr. E > 0 ta]. a-.lc "\" ''tj\.r tcn c mesmo tipo de llomotopia do espaço adjun

ção P,IC'EU.P(\'J ;'{ eX) oiid= t; ; V 1~1 c e)' .l; a bola de dimensão ). e $ ; a-

função de co],agem re]..ztivo ao subespaço \'./ x éÀ onde ê) é o bol.'do de eX

PR9VA= Seja(x] .., x).' '' , xm-n+l' ''', xm) um si.éter..a dc
coordena:-ías -t:La.L q:ae l fl.lnç.:o f s;:: escl'ev.:.. n.l forma

f(*:: .-.. x., : -x; - ... - x: ''' xX--]. ''" x'.. ':"

alguma vizinhança V.

Denotenos pol.' R) , R)n'n- À e Rn o$ s'ubespaços formadcs p:].os

pontos da fo:-ma(xl' .;:,, x) , 0, .-., Q),(0, ..., 0, xÀ+.L'
0),(0,..., 0, Xm-n+].' ''., m) .pespectivcamente

Cano V]. = ab:l'to:. existelll bolas fc:chapas de r'aio =, E, E.

dc !qÀ, Rm'n'À e Rn respectix,,.-ilncrltc, tal qu-: eE x eE'n'À x eEI. c v].

Chamámos dc v = ei x e;'n-X x eE. . Corislder'amos o conjunto dos pontos
J]. C V tais qie (xi = 0 À+l : í : m-.n). É c].a].'o que P. c honeonto}.'fo a

Câ].CU].o-:ioT3 :] Lnter*secc=c de {t'"' com \.;

i'-'l'lV : {x G; ', Í f(;{) < « ]=}

f(x) : ;;:il - ... x). ''' xx.-l ''' ''' -'- x;i.. = -c

impli.ca xi + ... +- }(l = E pois é o ináxzno valor aue pode al-cançal'

pois o ponto e dc V Logo M''n v : homeomorf3 p. 'X x eÉI ,c temos a

n-tu:--l -dju--.:. :'' 'E x 'E. '';. :;C-E .;l;t:L«o ;o s«'':spaç' ê} "

n
eE.

\íe .. fi,g. (y) pa]'a n]aior c].aridade. .A fig: real corresponde o pr'oduto

cartesiano desta com eéll' 'n' i-nhança \'' eoz'l'esponde â pal.'te marcada
con post:os. D entendimento desta figui'a conduz a claridade ou a tri-
vi].idade deste teorema

Ago}.'a podemos .fácil.mente definia.' um.l rctração dc fi't U v
:,-t; U e.3 ,.: e=$ 'E " 'E-,

0
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Seja p e N onde N CM é uma subvariedade crítica de Índice 
À e f(N) = O. 

Ul:>. E > 

TEOREMA 11 - Existe uma vizinhança fechada V em M do ponto p e 
e-E O tal que M UV tem o mesmo tipo de homotopia do espaço adju~ 

C-E À ,,, "- -çâo M U~(W X e ) onde W = ~1N e e e a bola de dimensjo À e~ e a 
-À • À - :\ funç~o de colagem relativo ao subespaço W x e onde e e o bordo de e • 

x 1 :i •• ,. , x 1 , ... 3 x ) um sistema de 1\ m-n+ m 
coordenadas tal função f escreve na forma: 

alguma vizinhança v1 . 
À m-n-,À nn Denotemos por R , R e~ os subespaços formados pelos 

Ponto e: da forma (x1 ,,. .. , • , x,_ ., O " • --· • O) , ( O • • • . • O • x 1 , • • • • x , - , A· • - • - • • • • • À+ , • m-n 
O), (O, . . .. ' o ' x +l' ... , x) respectivamente • m-n m 

Como v1 aberto, existem bolas 

Rm-n-Ã n • e R- respectivamente, tal que 

fc.chadas de raio E, E, E1 
eE' x eEn-n-Ã x en e v 

El 1 · 
e À u-n-À en Chamemos de V= Ex ªE x E . Consideremos o conjunto dos pontos 

1 
AC V tais que (x. = O 

l 

À n 
X~ C2.lculerno:3 r.. CE :7-} ~E 

1 
-E 

i'Í \ ) V = 

f(x) = 

implica + o o Q 

pois o ponto é d~ V 

À+l < i < m-n). f claro que A~ horreomorfo a 
.-.1:' 

intersecç3:c de t,! w V com .tJ. 

1 {x G \l 1 f (x.) < ·~ E} 

2 
X m-n 

é o máximo valor que pode alcançar 
- f . À n e homeomor o 2 x eE , e temos a 

natural adjunção de e! x eEn. 
.w 1 

,,C-E 7 • b 1 e!.. em D re_ativo ao su espaço-~ x n 
eE . 

1 
o produto ve·~ fig. (4) para maior claridade. A fig. real corresponde 

. n cartesiano desta com ªEi" A vizinhança V corresponde a parte marcada 
com pontos. O entendimento desta figura conduz a claridade ou a tri-
vilidade deste teorema. 

Agora podemos -E facilmente definir uma retraçâo de M - U V 
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'l* -':*-.i' , m-nJ

€ f €

,xÀ)

(Xm.n+l,'',x

FIGURA 4

Os contos de

a) os quü cst:io cJ'.l !.!-'

b) os qu= estão clm :'l'E' U \.r .- i..i-E

Defi.ne-se !.'t pol-'

lT'J:' U

E
i'{

(x
]. '

[

v são de dois tipos

dado e

r't ( x ]. }

,x) .. (l-t)xÀ+.l, - . ,(l--t:)xm.n'xln-n+l'' 'xm)

Pa[,'a todo t, ].'.t (x} per'tencü scmp].'..: a :.!'J:.TJ:.'. ]-'n g a identi

; a ].'etração d:: !4"'U\r cn ;.i'L U4, eà x e:].
Q(.)0.-

f=+s 

Os pontos de 

a) os que estão 

b) os qu2 estão 

Define-se rt por: 

rt ( X 1 ; . . • ' X ) : m r 
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V 

FIGURA 4 

M-E u V sao de dois tipos: 
.,..., 

crll ]",}_,L 

em 11-:- =- E 
t''l 

X 8 

l (x1 ,.,.,,,x, 5 (l-t)x,+ 7 L .. J(l-t)x _ ,x _ + 1 , .. x) . /\ /\ .,_ m n m n m 

Para todo t, rt(x) pertence sempre -r 0 e a identi 

dade e r 1 
- t - . M-EUV em H-E U :\ e are raçao de~ eE x 

-.oOo.-




