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Intradugéo

0 objetivo desta expoéigio é abordar alguns aspectos
da tenria de curvas necessdria para se estudar o problema funda
mental do cdlculo das variagles na forma paramétrica.

Unma. formulaqid d8sse problema é a seguiﬁté:-nado um
certo conjunto }\ de curvas situadas no Rn, achar uma curva em
A que minimize o funcincnal b

Jfc] = JF(x(t),t(t))d‘t
onde x(t): [a,b] ———3 R® ¢ uuma representacgéo da curva C e
Mx,¥)¢ B®xR® =——3 R € uma funggo continua, positiv&men‘be homo
génea en y . '

Os tr&s primeiros capitulos tratam essencialmente de
resgondgr 3 pergunta - O que é curva ?

A idéia bésica usads nos capftulos I e IT & a seguin
te: Considera-se um certo conjuntaﬁi} de fungdes, definidas en
intervalns compactos de R, com valores vetoriais em Rn; define-
se’uma relagéo de equival&ncis s8bre S; ; cada classe de equiva
l8ncia serd entdo chemada de curva,

‘ As definigses variam de ac8rdo com a escolha do con=
Junte EF ¢ da relagéo de equivaléncia, ) \

Jé no capitule III concebemos curva como um funcional
1iﬁear nﬁo»ﬁegativo.’E aqui, n&ste contextn, que aparecem as
curvas generalizadas de L.C. Young .

No eapitulﬁ IV apresentamos um teorema de .representa
oo pars as curvas generalizadas.

~ Quanto ao trabalhe como um todo, queremos observar
que procuramos organizar'n‘material s8bre a téoria'de curvas
de mnde a tornar "natural® o apareciments do conceito &e curva

generaiizada de Young.
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Capitule I Curvas Paramétricas Continuas

l. Curva de lLebesgue

1.1 Definigfo
Sejam dadas duas fungfes g [:a,b] ——3 R% ¢ P-4 [o,d']

M'Rn‘coﬁtimas. Dizemos que f é Lebesgue-equivalente a g se
éxiste uma fun¢So h: [c,d] ——> R tal que

1) nle) Za , n(a) =1

2) h € continua e estritamente crescente

3) foh = g.

Esta relagio é uma rel&gﬁé de equivaléncia no conjunto
das fungbes contimuas, definidas em intervalos compactos de R ’
com valores vetoriais em R®. As classes de equivaléncia sfo deno
minadas curvas de lebesgue, situadas no R, Vamos denotar por
[f] a classe de eguival@ncia determinada por £, Se g é um elemen |
to ‘de [f_], dizemos que g é uma representag¢fo da curva de Lebeg-
gue [f]. “

' 1.2 Extremidades, gréfico e ordew no gréfico

sejam £: [a,b] —> " & g: [c,d)]——> R” quas fun
¢bes Iebesgue-equivalentes, Tem-se, entfo, que |
1) 2(a) = gle) , 2(b) = g(a)

2) £( [a,0)) = g(fc,a]).

o 65 pontos f(a) e £(b), pertencentes ao R, chamam-se
enremidadés ‘da curva [f] ¢ £{a) é o ponto inicial e f(b) o pon-
to final; o subconjunto f£( [a,b]) do R" chama-se o gréfico da cur
v;a‘[f].. o

Bropogiclo 1.1 Seja f: (2,9] ——> B® uga fungéo con-
rt‘:'.’nua. Ent@o, para todo ponto Pe £([2,b]), existe o minimo do
conjunto {te[a',b‘] tais que £(t) =_P} .



Dem. Seja tp o {nfimo do conjunto {t &fa,b] tais que £(t) = p}_

Queremons mostrar que tp é o miniwo d&sse conjunto, isto &

f(-t;P) = P. Se ¥, = b, nada hé- a demonstrar. Suponhamos, entfo,
que tP ¥ 3. Como £ é uniformemente continua em [8.,‘:)], dado
£>0 s, existe 5:8(&))0 tal que para todo t de [a,b],

lt - tpl< & dmplica || £(t) - £(tp) |1< g .
Mas, pels definig8o de *cP‘ , dado & >0, existe t < fP + &
tal que f£(t) = P, Portanto, || P = £(%p) 11 < €.

Seja f uma funglo contima de [a,b] em R*., Vamos de-
finir uma ordem no conjunto £( [a,b]). Dados dois pontos P e Q
de £([a,b]), sejam ty e tq os minidos dos conjuntos dos t de
[a,b] tais que £(t) = P e £(t) = Q, respectivamente. Dizemos
que P precede Q e denotamos por Pg*Q se e sbmenté se tP.e.'_tQ .
E claro que esta relaglo é uma relagio de ordem total em £ [e.,b}).
Proposicdo 1.2 Sejam f: [a,b] —— R® e g: [c,d]
——> R® duas fungSes Lebesgue-equivalentes. Entdo, para todo
par de pontos P e Q do grdfico de [f} ’
P-QF Q se e sdmente se P‘s%Q .
Dem. Seja h uma funglo de [c,d] em R , com hic) = a, n(d) = b .
cont{nua e estritamente crescente tal que g = foh . Sejam tP e
t’Q como antes, Ent#o, h-l(tP) = min{te [c,d] tais que g(t)=P} e
h"'l(t’Q) = min {te [c,d4] tais que g(‘t)zQ& . Portanto,
P{FQ ‘se e 86 se tpsty se e 86 se h"l(tP).gl h-l(tQ) se e sé
se P.{.‘}Q' . //
- Podemos, ent@o, definir uma ordem total no gréfico de
uma curva [£], usando-se a ordem <, ; o que & afirmado na Propo
siglo anterior é que esta ordem nio depende da particular repre-

sentagéio f escolhida.




e &

A proposic@o 1.2 ainda nos permite dar um exewplo
de duas fungSes contimmas f, de [a,b] em R, e g, de [c,d] em
R® tais que

1) £(a) = gle) , £(b) = g(d)
2) £([a,0]) = &([c,a])

mas que nf8o sfo Lebesgue-equivalentes, Veja a ﬁ.gura abaixo,

Le

2. Curva de PFréchet

Sejam dadas duas fungbes f, de [a,b] em R°, e g,
de [c,d] em R” continuas, Dizemos que f & Fréchet-equivalen-

$¢ & g se, dado ¢ >0, existe ume funcgioc h

¢ de [c,d] em R tal

que |
1) ht(c) =a , héd) =
2) h_é continua e estritamente crescente
3) H 2(h (t)) - g(t) || < & pare todo t em [c,a] .
Vemfiquemns que valem as propriedades

Reflexiva ¢ Seja f de [a,b] em R® contf{nua. Dado £ >0, seja
hﬁude {a,b] em R,‘ definida por h (t) = t. Tem-se que h (a)=
Ca ., h&.(b)=h s h é continua e estritamente crescente., Além
dissé, para todo t em [:a,b]

1 £(n,(£) = 2(+) 1] = || £(8) = £(8) || =

Portanto, £ & Fréchet-equivalente a si mesma,



Simétrica : Suponha que a fungiin f de [a,b] em R® seja Fré-
chet-equivalente & fungiio g de [c,d] em R". Entdo, dado & >0,
existe ums funglo h, de [¢,d] em R que satisfaz 1),2) e 3).
Seja h.:l y de [a,b] em R a funglo inversa de h, . Tem-se que
‘1(3) J‘(b)—-d ’ h&_ é continua e estritamente crescen
te. Seja tz ht(t) . Entdo de 3), segue-se que

I £(z) - g(h:l(’t)) Il < & vpara todo T em A{a,b]
Portanto, g § Fréchet—equivalente af .

Transitiva : Sejam fl R f2 s f3 fungfes ccntinuas,respectivg

mente, de Ealgblj, Eae,bé}, Ea3,b3] em Rn., ‘Suponha que fl e
f, sfo Fréchet-equivalentes e f, e 3 também. Dado & »>o0,exis
tem fungdes h de [az,b ] em Re k. e [a,,,b ] em R, contimas
estritamente crescentes com
h&(az)zal . hg(bz)“bl . kg(az)’”ag) . kt(b2)=b3 tais que

I fl(ht(t’} - fz(t) [l < €/2 para todo t em ['az,bz}

{1 fz(t) - f3(k€(‘i:))§£ < &/7 para todo t enm Eagsz.]
Dai || £3(b, (%)) - £3(k (%)) |1 <& oo "

-1
A composta k& oh

de [24,b,] em R é continua, estritauente
crescente , kﬁah;l(al):a:s , kzﬂhf(bl)?%, SejaT.-—-—hz('&).
Entdo || £,(T) - £3(k o0 hzl("c))f;lz: & pra todo T em [e.l,bl:f‘

Portanto, 'fl e f3 s&o Fréchet-equivalentes,

‘Esta releglo &, entdo, uma relagio de equival&n-
cia no conjunte das fungbes continuas, definidas em interva-
los compactos de R, com valores vetoriais em R®. As classes

de equivaléncia 880 denominadas curvas de Fréchet, situadas

em Rn . Vemos denotar por [f] a classe de equivaléncis deter-
minada por £, Se g pertence a [f}, dizemos que g &€ ums repre

sentaglo da curve de Fréchet [f].




Proposiglo 2.1 Sejam f: [a,b] —> B" ¢ g: [c,d]—

R" duas fungdes continuas, Se f e g sfo Lebesgue~equivalentes
entdo sdo Fréchet-equivalentes. 4 reciproca é falsa,

Dem. E evidente. Vamos daer um contra-exemplo para mog
’érér que & reciproca é falsa, Seja f: [0,1] ~— R® definida
por £(T) = (fl(“t),D,...,G) onde £3(T) = T . Seja g: [0,1]~—>
R? definida por g(%) = (gl(t),o,.\..,o) onde o

~2t Cse 0<tg—
2 3
() = 1/2 se -—i—- < t.4 --‘:;—

1+ 3(t=1)/2 se 2/3s&t<l

a2
£ claro que f e g‘é.m Lebesgue~equivalentes, Pars
nz4, seja h t {0,1] > R definida por '
3t/2 se 0s¢t<1/3 - 1/n
h(t) = < 1+ 3(¢-1)/2 se 2/3 + 1/ngtesl
1/2 + 9( t-l/2}/a+6 se 1/3 - 1/n¢t<£2/3 + 1/n
Tem-se que h _(0)=0 , hn(l) =1, h, é continua e
estritamente crescente., Além disso,
i hn(t) - &t (t) 1<3/n para todo t em [0,1]
Pértantn’, B f(hn(t)) - g(t) |1<3/n para todo t em [0,1]
iste é, £ e g sfo Fréchet-equivalentes. //
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Este exemplo mostra também que podem existir curvas
de Lebesgue que t&m as mesmas extremidades, o mesmo gréfico
€ & mesma ordem no gréfico, mas que sdo distintas, Baseado
ne Proposicéo 2.1, prdemos dizer que, num certo semtido, o
conceito de curva de Fréchet é mais geral do que o de curvs
de Lebesgue., |

O passo seguinte smeria metrizar o conjunto das CUT=
vas de Fréchet. Em vez disso, preferimos dar uma nova defiw
nigdo de curva, menos geral que & de Lebesgue, eliminando~
8¢ assim, certas curvas "anormais" que ndo nos interessartio,
Dessa maneira, alcangamos dnis objetivos importantes: ter
uma definiglo simples de curvsa e ter uuma topolﬁgia ne conjun '

“to das curvas,

- 3. Curva Paraméirica Continua

Dizemos que uma fungds cont{mua x » definidanum in-
tervalo compacto [a,b] de R e com valores vetoriais em RT,
¢ light se ou x n&o é constante Bm nenhum subintervalo pré-
pric de [a,b] ou x & constante em todo [a,b].

Sejam dadas duas func3es caﬁtinuas light x, de [a,b]
em R° ey, dé‘[é,d} em R, Dizemos que x & equivalente a y
se,éxiste uma fungdo h de [¢,d] em R tal que |
1) n(e) =a, hd)=1
2) h.é.cnntfnua e‘éstritamente crescente
3) x(u(t)) = y(+) ‘para todo t em [e,a]. ‘

Esta relacgfo & ums rela§5n de equivalneia no conjun-
to des fungdes continuas light, definidas en intervalos come
pactos de R,,com valores veteriais em R®. Vames chamar as clag

8¢s de equivaléncia de curvas paramétricas cﬁntinuaa, situae

das em R®, se ¢ é uma classe e x pertence a C, dizemos que x
é uma representacic paramétrica da curva C,




Observagéio: Se uma curva contfnua C tem uma represen-
tagio constante, entfo todas as suas representagfes sfio cong-
tantes. Neste caso, dizemos que C é uma curva degenerada,

3.2 Extremidades, gréfico e ordem no gréafico.

Repita=se o item 1.2, comas devidas modificagSes de np
menclatura e notacgdo,

3.3 Distlncia de Fréchet

Denotemos por C 6 cnn;}un‘bn das curvas contimza.s, situa
das em R". Vamos agora definir uma fungdo d de Cx Gem R ,da se
guinte maneiras Dados C, e C, pertencentes a'(;, seja X 0 con-
Junte das representacies de Cl, definidas em [O,l] e seja Y
© conjunto das representagies de C Cyy definidas em [0,1]. Entao,
se ja d(cl,cg) o infimo do conjunto {maxztx(t) - y('t:)H tal que
xeX, ye Y} eelei]

| Proposicdio 3.1 Sejam x e y duas fungdes cont{nuas le-
ves (light), de [0,1] em B™. Se h & uma fungdo de 0,1 em =&
cont{nua e estritamente crescente, com h(0) = 0, h(1) = 1, en-

tdo, tem-se

n_zngx("é‘) -yl = mgx!tx(h(t)) - y(h(t))1}.
Dem. max||x(n(t)) - y(n(t))|| = n_xng(x - y)(n(t))}] =
qxtax!l(x -y O] = maxH x(T) - ¥(T) |1, //

. Vamos éef:.nir um outra fungdo § de Cxfem R: Dados Cy
e 02 em G ’ se;ia x ¢ de [0 l] em R s uwa representacfic fixada
de Cy. Seja Y como antes. Entdo,seja S(Cl,c ) o {nfimo do con
juntn{ maxH x(t) - y(t)|| tal que ye& Y}.

e01

Proposicio 3.2 §(¢,0,) = d(Cy,C,) para todo €140,
ewG. |

Dem. d(Cy,C,) <§(c yCy) DOis o conjunte
{maxl IX(t) = y(t)|| tal que er§ estd contido no conjunto
{maxHx(t) - y(t)|| tal que xaX e T Y} Para mostrar que




S (Cl,cz)gdfél,cz} s basta mestrar que se xeX e yeY, entdo
existe ¥ em Y tal que max||x(t) - y(t) ] = max]|X(%) - y() |
Como x € equivalente a x, existe uma fungéo h de [0,1] em R
continua e estritamente crescente tal que h(0)=0, n(1)=1 e
x = xoh ., Seja ¥ = yoh“lpertencente a Y, Ent8o, pela Propo-—
sigdo 3.1, max||x(t) - y(t)|]| = max| |{x(h(t)) - y(t)H -
= max||X(T) - y(a™H) || = max| {X(T) - F(O)|] . //

Observagdos Pela proposicdo 3. 1, sabe-se que cS(Cl,{}‘;_,)
ngo depende da particular represenﬁagao X escolhidsa,

Proposicdo 3.3 A fungdo 4 de Gxlem R é uma métrica
em G .

Dem. Sejam C; e C, duas curvas contizmas. E claro que
d(Cl,CZ)?O e que C, = C, implica d(cl’cz)‘ Vamos mostrar que
| a(cl,cg) = o implica ¢, = ¢, .

i) Se uma das curvas, digemos Cys ¢ degenerada (seja P o dnico
péntn de seu grificn), tem-se que, dadot >0, existe uma represen
tag8o y de [0,1] em R™ de Cy tal que max|| P - y(t)||<&. Isto
significa que os pontos do grdfico de C, estdo arbitrédriamente
Préximos do ponto P e dd{ concluimos que o gréfico de C, coin-
cide com o de Cl' Segue, portanto, que C = 02 .

ii) Suponhamos que nenhume das curvas seja degenerada, Sejam x
de [0,1] em R® e ¥ de [0,1] em »® representacies de C;ec, ,
respectivamente, Se max||X(t) - ¥(t)I| = 0, segue-se que X = §
e pcrtanto‘ Cl=02. Suponha que ndo acontegas isso, Ent8o, vamos
mostrar que existe uma funcg@o h de [0,1] em R, contfmua e es-
tritamente crescente com h(0) =0) B(1) =1 e X = =Yoh,.

Seja H o conjunto das furigSes h de [0,1] em B contfnuas e es-
tritamente crescentes com h(0) = 0, n(1) = 1. Como 6(01,02)-0
segue=ge q_ue dado n em N, existe h em H tal que

(1) max||x($) - y(hn(t)}ﬂ<~ 1/n .

A sequéncia y o hn converge, entao, uniformemente para X, Vamos



mostrar q;ze a sequéncia h  aduite uma subsequéncia uniforme~
mente convergente. A seq. hn é uniforme/ limitada, pois para
todo n em N, todo t em [0,1], tem—se Q¢ hn(t) $1. Suponha que
a seq. h, nfo seja equicontinuas existe £>0 tal que para to-

do n em N, existe h_ , existe % nt b5 oem [0,1] tal que

Py
(2) 0<| %, =t t<1/n e | By (t) b, (t')l,
As seq. t, hpn(tn) By (£}) saa lxmltadas; podemos

Pn
ent8o, sem perds de generalidade, supor que elas sejam con=—

vergentes:
- = 3 “ § F— L |
(3) umt = Te, lin hpn(tn) u, , lim hpn(tn) :
Por (2), segue-se que '
limty, =T, e !u—ugl;%_

Seja A um mimero qualquer entre u, e ul . Por (3), existe n_
em N ta}. que para todo nrn,
lhp (t) =u i< 1o, =Al e | by (t') -ull<lul= A
5 .
Como A estd em b ([0,1]), existe T, entre t, e t! tal que
Pn
hy (T) =N, |
n
Por (1), temese ||X(T,) - }'(hp (Tl ¢ l/pn
n

(4) HFE(T) - TN < 1/,
E clare que 1im T,= L, . Tem-se que P, tende & & quando

n tende a oy ,' pois, 'sena”o, exigtiria algam h tal que pa-

. | P
ra ume subsequéncia tnk da seq. t,
t' o — ¢ = g - ¢ ‘/_
lim hp_r_i(. nk) w, = lim hp_ﬁ(tnk) ul e Ju,-u'l 22,

o que seria absurdo. Segue-se portante, de (4), que

x(T,) = F(N) ., Entfe, ¥ é constante num subintervalo, o que
€ uma contradigfo, Portantn, a seq. h ¢ equicontimua,

Pelo Teorema de Ascoli, existe ums subseq, h, da seq. h que
converge uniforme/ para uma fungfie h continua , en [0,1]

E clarn que n(0) = 0, (1) = 1. A fung@o h € estrita/ cres-

cente, pois, dados tl, tz emn [0,1], com tl4t2, tem—-se que



h (tl)<h n'To)e E daf, n(t }gh(tz) ‘Supondo que h(t ) =

h(tz), cono y(hét )) tende para y(h(t )) = x(t ) e

¥(n (tg)) tende para y(h(tz)) = x(tz), a fungdo X seria

constante em Ebl,tz-l. Para cada t em [0,1],

X (t) = lin Er'(hm(t)) = J(h(t)) e daf T e 7 sfo equivalen~

tes e portante Gl = 02 o

E clars que d(cl,cz) = d(Cg,cl} .

Para monstrar a desigualdade triangular, sejam 01, 02 e 03

curvas contimuas e sejam X , Yy e 2 representagdes, definie- |

das em {?,l} de Cy, C, © 63 » respectiva/. Tem-se para todo

h, k em H, max||x o h (t§ - Yok (t}!f &

mx||x o h (t) = Z(+)|] + max||2(t) - F o ¥ (t)|].

Portante, infé_maxﬁi'i oh ($) ~«F o X (t)1] tais que h,keHS &
inf {max%{? oh (t) « Z(t)|] tais que heH}
inf {maxi Z(t) =¥ o k (t)|ltais que kgf{§ y isto & ,
a(cy,0,) < a(cy,05) + a(cy50,) . 7/

DefinicBos: a aplicag%a d de G+ en R chama—-se
disténcia de Fréchet.

Dadas duas curvas continuas Cl e 62, indiquemes por
graph C, e graph CZ ps grificos de Cl e C, s Seja
Dy, = inf {% lI’. = Q|| tal que P estd en graphC, e Q estd em
graphcz} Pela defznigaﬁ de disténcia de Fréchet, tem=se
que Dy, & a(cl,c ). Vames dar um exempls em que D, ,< d(C Cs)e
Seja X. , de f0,1]. em R® , definida por x(t) = (£,9,...,0) ¢

¥ ,‘de [0,1] em R®, dei’inida‘por y(t) = (07 1+ ¢, sees0) re~
presentagBes, resp., de duas curvas C; e C, . Tem-se que

Dle =1 e como parz h em H, ,

mexl [X(t) = F(a(6)) 1] = max { 4% + (14n(4))2 )2/2 - 51/2
teqg—-se d(cl;cg) = 5}'/2 .

Em geral, o cdlzule efetivo da dist@ncia de Fréchet entre duas
curvas continuas é giffeil,




s g —

3.4 Curva Continua Retificdvel
Definigios Uma funclo x de [a,b] em R® é de variagio
limitada (BV) se existe uma constante M>0 tal que para toda
partig8o fini?a de [2,b] P:a=utui< ... u=d, tem-se
Z Hx(uy) = x(u;_j) 1l eN
Neste caso, o mimero real
- o
V(x) = sup 2 llx(uy) - x(uy ;)11 onde
P vy
o sup é tomado s8bre todas as partigdes finitas P de [a,b],

chama-se a variacfo total de x ,

 Proposicéio 3.4 Seja x:(xl,,,.,xn) uma funcio de [a,b)
em R, Ent8o, x & BV se e sé se as fungSes x°: [2,b] em R
i =1,.00,mn 880 BV, ‘
Dem, Ver Rudin, pg 117.
p,  Seja x uma funglio de [a,b] em R BV e seja h uma funglo :
~de [c,d] em R continua e estrita/ crescente, com h(c) = a,
h(d) = b, Entfo, 2 compnsta xoh é BV e tem-se que
V(xoh) = V(x), pois h estabelece uma bije¢Bo entre as partigdes
de [c,d] e as partigBes de [a,b]. Disto segue-se que se uma cur
va continua admite uma represent&gao BV, t8das as suas represen
tagoes s8e BV, : | |
DefinicBio Se uma cuf#a'contiuua-c tam algume represen=
taglo x de [a,b] em R® de’ varlagao 11mitada, dizemos que C &
wma curve continus retlﬁlcével. Neste caso, V(x) chama-se o

)
camgrimenxo da curvawc e denntause'por 1(c).

Progoszgaa 3 5 Uma curva cnnt{nua retificdvel é dege-

O

nerada se e sé se seu cemprimentn é nulo.

ié de“enerada, é claro que o seu comprimento é
ue 1(C) = 0, Seja x, de [é ,b]  em B®
uma rep: w@lquer de C, Como, para todo u,v em [&,b]

17foV) 1< 1(c) =

"w?éﬁgtante'e portante C é degenerada. //




Seja C uma curva contfmua retificdvel néo-degenerada
e seja x , de Eggb} em Rn uma representagdo de C, Defina a
fungéo s de [a,b] em R por

{ W(xi[2,u]) se agu<hb
s{u) = )l ‘
0 se u=a

E claro que s(a) = 0, s(b) = 1(¢) e s(u) € estritamente creg
cente . Além disso, s(u) é contimua (para a dem, ver Rudin ,
Pg€ 119 ). Seja @ & fungle inversa de s ., Entdo |
y=x00,de [0,1(¢)] em R® ¢ uma nova representacgfo de C,

chamads representacfo de C, cujo parfimetro é o comprimento de

.arco, Esta rep, & szgchl&ziana, pois,
Hoyls,) - ylsy) 11 &} 8y = 8|
para todo sq , 8, en 9,100)].
Seja h , de [0,1] em R, definida por h(t) = 1c).t .
Tem-se que n(0) = 0, n(1i) = 1(¢) s h é continua e estritamen-
te crescente, Sejz z , de [0,1] em R®, definida por z =y o h,

4 . .
Entéo z é uma nova repressntagio de ¢, chamada representagio

gtandard da curva ¢, Ests ep. é também Lipschitziana, pois
Hzltg) = 2(5)) 11 = 1] y(n(t,)) - y(n(s)) ||
lh(tQ) o h<tl}§ = 1(’/{3) ! @2 o tll
para todo %y, t, em [0,1].
Para comnle%&rg se C é uma curvs degenerada, a sus re-

presentacdo definida em [0,1] chamae-se representacdo standard,

4. Teorema de ExistBneia

Proposiclic 4.1 Uuma sequéncia de curvas C, converge
para uma curva C se ¢ sé se existem ums seq. ée representa~-
¢Bes x, , de [0,1] em R, ge C, e uma rep, x , de [0,1] em R®
de C tal que X, converge uniformemente para a fun¢de x,

Dem. Por um lade, lim maxiixn(t) - x(t)]| =

implica 1im a(cy,C) =




Por outro lado, seja fixada ume rep. x , de [0,1] em RS de C,
Para cada n em N, existe uma rep. x, s de [Gil] en Rn, de Cn
tal que maxggxn{%} - x(t)] £ d(Cnsé} + 1/n

Portanto  lim max|l|x (3¢ - z(t)|| =0 ., //

Proposiclio 4.2 Sejam x o ¢ de iﬁ,l} em R? , fungdes

cont{nuas de variacfo limitada com “é’{%}&‘ M e sejax, de
(0,1] em B®, uma fungio contimua. Suponha que rﬁ(i) tende a
x(t) , para cada + em [0,1] . EntSo, x & ae variacdo limitada
e V(x)<MN,
Dem, Seja P : 0 = u.< Uy £ eseg Wy = 1 uma partiglo
finita de [0,1]. Desde que x (u,) tende para x(u,) ,
dado £ >0, existe n; tal que para todo nzng
- % .2
My ) = =(u )11 < &/2n |
Seja n = max n. . BEut8c para tode i pertencendo a {Oﬁlg.u,ﬁ}
 DeusN * ~ _
para todo ¢ >0, existe nm tal que vara todo nen
e L g
I xp(0y) = x(u, )1} « /2 o lixpluy 40 = xluy_ )11 < ¥ex

&

Portanto, |lx,(u;) - ﬁ(%ii} b o+ Hx(uy ) = x(u; )11 EM
e iz luy) = = (uy 1)1 ]< €A
tx(u,) = x(uy )1 - &N

> |
N
2 Hxluy) = x(ug I - g

s’

Wx,)) = vix) - ¢
V(x) < V(xn) te2 <+ £ . Como £ 6 arbitrério, V(z)<M . //

' 4¢3 Seja G um conjuanto qualguer de subine

tervalos I de [0,1], dois a dois disjunbos. Eatde , existe uma
fungdo ¥ de [ﬁglj en B, contima e nHo-decrescente, con
¥(0) = 0 y P (1) =1, ta1 que P é constante apenag s¥bre os
intervalos T de & ~

Dem, Ver Préchet,



DefinicBo Seja B um subconjunte de R® , Dizemos que
uaa curva C estd situada em B se o seu grifico estd contido
em B. |

‘Progc_}sig‘é’,a 4.4 Seja B um subconjunto compacto de Re
e seja M um nimero real estrita/ positive. Seja K o conjunto
das curvas continuas retificédveis C tais que |
1) C estd situada em B
2) wc)sm., ‘

Ent@n, K & um espago métrico compacto.

Dem, Paras mostrar que K é cogzpac%o,‘basta morar que

K é sequencial/ compacto, Seja Cn uma sequencia de curvas per=

tencentes a K. seja x_ , de [0,1] en R, & rep. standard de C,_ .

n
A seq. x ¢ uniforme/ limitada pois para todo n em N , todo
t em [0,1], tem-se que x (%) pertence a B, A seq. x, é equi-
continua pois para todo n em N, todo t,,t, em 0,11 ,

Hxn('tz) - x, (511 €2(c) I, - Tl s M %, -t
Pelo Teorema de Ascoli, existe uma subseq. de X, (conservamos
a notaglo), que converge uniforme/ para uma fungfo x , de [0,1]
em R%, contfrua. H tr8s casos a considerer :
1) Se x é constante, ent3o s Dela Prop. 4.1, a subseq. corres-
pondente de curvas converge para uma curva degenerada que per
tence a X ,
22') Se x nfo é constantc em nenhum subintervalo préprio de (0,1]
entdo é rep. de uma curva contfmue C, Esta curva estd situada
em B e pela Prop. 4.2, é retificdvel e 1(C) <M, Portanto, a

da T2

subseg. correspondente @;;grge para uma curvea C em K,
32) Se existe um conjunto G de subintervalos I de [0,1] , dois
& dois disjuntos, tal que x & constante em cada T de G, entdo,
pela Prop. 4.3, existe uma fungio Y de [0,1] em R , contfnua ,

nin-decrescente, com P(0) = 0, P(1) = 1, tal que ‘f)é constante

apenas em cada I de G. Seja X, de [0,1] em Bn ,definida da



seguinte waneiras se u= ‘?(t) s ent@o X(u) = x(t) .

X ndo é constante em nenhum subintervalo de 0,1]..vemos
mostrar que X é contimua, usando o seguinte resultados A

fim de que X, de [0,1] em R® seja conti{nua no ponto u_  de
[0,1] é suficiente que para toda seq. u_ em [0,1] convergin~
do para u_ , X(u ) admita uma subseq, oonvergindo para X(u )
(Ver Elon Lages Lima, El. de Topologia Geral, Vel. 1, pg 159).
Se ja u, umé seq. euw [0 l] ' con\rergz.ndo para u . A seq. X(u %
é limitada, portente existe uma subseq. X(v‘) convergente,
Para cada u! , existe t! em [0,1] e, daf, existe ume subseq. :

convergente a um mimero . Como Y ¢ continua,

= 14 § = f =
‘P(tn) llm\f)(tpn) limupn uo .

tin
Como x é contimua, |
X(u,) = x(f(5)) = x(t.) = lim x(t'n) = Lim x<u1') ) .
E clarn que x([0,1]) estéd contido em B, Pela Prop. 4,2, X é
de variago limitada e V(X) ¢ M. Portante a curva definida pela’
rep. X pertence a K, Seja agora Qp(t}-(la-lfn} Y(t) + t/a onde
n pertence a N, (ada ﬁ“de LO 1] em R & continua, estrite/ creg=
cente, caij(O)—-O ﬁ(l) 1 + A seq. \O‘u converge uniforme/ para
P . Seja t—bn(u) a ﬁmgan inverssa de ‘Pﬁ. A aplicagéo
X, de [0,1] em R gaga por ;n(u) = X (bn(u)) ¢ ume rep. de Ce
Tem~ge que maxl IX(Py(£)) = x Lt &
max| |X(P(8)) = TP 11+ max| |X(P(4) - x (81 =
max || X(A(£)) = X(PE)) 1] + max||x(t) - x (6]
Como max | | X( Pﬁ(t)) = X(P(t))|| tende para zero e
maxHx(t) - xn(u)H tende para. zere , entfo max| Xé'ﬁ‘(t)) ~xn(t)é
tende para 2zero quando n tende para o0 ., Sendo u—-‘&(t ye
HE(Pu($)) = ()= 1 X(w) - X (u)]]
wax| [ X(f (1)) - x ()11 = mex||X(u) - X (u)ll.

Pela Prop. 4.1, a subseq. correspondente de curves Cn converge

i

para a curva C, //




Defizﬁgﬁo t Seja fruma fungéio de X em R onde X & um
espago métrico. Dizemos que f é semicontfnua inferiormente
mm ponto x, pertencente a X se pare todo £>0 existe uma'bg_‘ ,
la aberta Bs(xo) de centro x_ e raio §>0tal que
x perteneé 2 Bs(xo) lmplica f£(x)>f(x)) - £ .

A funglio f ¢ semicontinua inferiormente se & semicontimua in
ferior/ em todo ponte de X. |

Proposic8o 4.5 Se X & um espago métrico compacto e
f é ume fungfio de X em R semicontﬁmg inferior/ , ent8o exig
te um ponto x_ em X tal que £(x,) =:«ien Xf(x) .

Dem. Ver Kolmogérov, pg 125 .

Teorems Seja B um‘ subconjunto compacto d’e R® e séjg
M um mimerc real estrita/ positive. Seja K o conjunto das cur
vas continuas retificdvweis C tais que C estd situada em B e
1{C)&x « S¢ J é um funcional de X em R inferior/ semicon=

tinua, entfo existe uma curva C, em K tal que

Jle,] = min J[c]
‘ Cer
Dem., Segue das Proposigdes 4.4 e 4.5 , //

5. Curves de Peano

0 nogso propésito neste item & mostrar que © conceito
de curva con'bixma néo é o mais apropriado para o cdlculo das
varia.goes, apresentando as chamadas curvas de Peano,

51 Imagens de Intervalos

Um subconjunto Code R® chame-se imagem de intervalo se
existe algume fungdo f de [0,1] em R® contfnua tal que
£( [o 1]) = ¢ .

5.2 Conjunto diddico contf{nuo

Seja dada uma colegdo de conjuntos nSo-vazios compactos
b . n .
Vp ’ qu , qur sese 4o R7y cujos Indices tomam os valores




'\/n ‘
possiveis 1 e 2 , isto é,,{v ZQV/;;; Vzl, V22, cos }
Supenha que para cada seq. diddica (p,q,ry...) tenha-se

V. :DV q:> pqr 2 dees
e que os diémetros destea conjuntos convirjam para zero, com
o crescer do mimero de indices. % clare entfe que se 8. é o
maior difmetro dos conjuntos WV com n indices, entan S’tende
a zern, Sabe-se que se uma seq. decrescente
1:>A2139A D ees de cnnjuntos compactns ndo-vazios
de R? & tal que os difmetros dos Aa convergem a zern, entao
f~\A. é un conjuntn com apenas um ponto.. ﬁ
Seja{ } Yo\ Vg Vo N o
O conjunto de tais pentns x
= U, NV, NV r/'\... )
onde a reunifo & tomads sﬁbre tadas as seqnéncias diddicas
chama—se um gon;junto diédicn
Os canguntns Vn com n indiées podem ser ordenados le-
xicografica/ , Diremos que deis conjuntos com n indices sfo le
x:cngraflca/%izinhas Sé, na ordem lexicogrdfica, sfo consecu-
tivos. Suponha que os conjuntos de mesmo mimero de {ndices se-
jaa téis que conjuntos lexicngrafi@m/'vizinhos se interceptem.
Em cutras palavras, V,(\V, # ¢ , V30V, # b
20 Vs F 0 Vo (\Wpp £ B, et
Ent&o o cnnjunto diddico D que vamos denotar agore por C
C =V NV Wy N o) = (U, YNNIV, N (U

pqr l.‘.
seré chamado de conjunto diddice continuo .

Proposicéo 5.1 Trda imagem de intervale é um conjunto
'diédién continuo e vice-versa,
| Dem, i) Seja C uma imagem de intervale e seja £ uma
fungln de [0,1] em B® tal que #( o, =c. Se jam 7.=[0,1/2]
e T,=(1/2,1] as metades esquérda e direita de 0,1], sejam

Tpl e sz a8 metades esquerda e direita de T . T

p ' “pal © Tpgo @s




metades esquerde e direita de TPG € assim por diante,

Y

= = . L2 ~O L V
Os cogjun‘?;os Cp f{%) . Cpq f(ﬁ?pq) . sa cagpactos
nén-vazios cujos &iém@%rﬁs'cﬁnvergam & 2zero quandn o ndmera
de {ndices cresce pois £ € uniforme/ continua em {0,1] .
Tem-se que C =U¢, =|ye pa Ucpqr = aes

£ clare entfo que C € unm conjunte diddico continun,

ii) Seja C unm conjunto diddico comtfnun, Dada uma seq. diddi-
ca (P,q,l‘,.o.) ¢ Sej&m
} = {.\VEQ‘I' (\ ° 60

i } T [\-LP pqr f\ L3
Supomha que ¥ possa ser obtida por duas gequéncias dlédicas.

Ent@e nesse cago x tambénm é abiida por estas sequéncias did- ‘
dicas, Para exemplificar, seja ¢ = 1/2, Fntle

{1/2}.. MNP N o Nese = 2Ny N Ty N Lo

Tem-se que V, NV, # ¢ p VNV, o b, (EPTURY # & ,ete.
Ent@n diem(V U‘is,,)f: éf , diam(V QUVgl) < 2 5 s ete,

onde S é o mador difne+ tro deos conjuntes V- com n {ndices.
Portando (Vlgjv YN (Y 1oV 510\ see & formede pPor apenas

um ponto, lag (v ﬂ?’l&i\%lgg(‘gou) V(v VoV lﬂV211 N ...)
estd contido em (v U¥,) ¢ V5oV 75) Neee Daf

AV 2/\\?122/} cee = Y 2\V V¥ 2111\ e

Seja f a funcfo que & % associa x o lostremos que £ & continua,
Seja T um ponto c;ualquer de [0, ll e '§= (D).

Se | ¢ --'tt < 1/ 2 y ent8@o t e T pertencenm a2 um mesmo subine
tervaln I‘n com n 1né.z.ces ou a deis subintervalos vizinhos, HNas,
entdo, x e % Pertencen a ua mesno -conjunto v com n indices ou
a dois conjuntos vis zinhos o entés c’;lst(.&,g k2 é:w onde <§_ é o
’maior difmetro dos conjuntes V2 com n indices, Dai T é continua
em T . Portanto, tndo conjunte diddico continue & uma imagem de

intervale, //



f
i

5&3 Qgévas de Peann

Unk 1Magem de intervalo chama-se curva de Peano se tem
interior r@o=vazio,

Vaﬂps dar exemplo de uma curva de Peann que preenche
uma regifie {riangular fechada C. Considere um tri&ngulo retén
gulo isésceles de base L, A partir do vértice trdce a altura
relativa & base., Obtém-se assim duas regiSes triangulares fecha
das vl e V2 + Repita o processo para cada Vb, obtendo-se

vpl y Voo o V gl ! ng e assim por diante, Colnque indices nos

p

nomes das regifes obtidas de mnde que V :)V ;)qurjj see € que

conjuntos de mesmo nimere de indices lexicografica/ vizinhos

se intercepten,

i ’ 22

Tem-se C = \JV =V 5 =V par = eee
Se V® tem n indices, entdo diam V2 = 1/ on/2 e portanto C &
um conjunto diddico centinue. Pela Proposigln anterior, exis-
te uma funggo.f de [0,1] em R™ contfma tal que £([0,1])= ¢

A exlsténcia dessas curvas de Peano mestra que para o
célculo das variagoes, 0 conceito de curva paramétrica coent{-
nua ¢ exce331va/ geral, Tendr em vista uma delimitag@o mais con
_ Venimnte, iremos trabalhar com um conceito meis restrito de cur
va qué é o de curva absnlutamente continua,

Observag@o: O item 5 foi baseado no livro de Hawsdorff -

Set Theory ,



Cap{tule IT Curvas Paramétricas Absolutamente Continuas
M ———

l. Definigdo

Definig8o: Uma fungdofde [2,b] em R é absnlutamente

continua (AC) se dade £>0, existe § >0 tal que para t8da co
1eGan finita de subintervalns abertos de (a,v], dois a dois

disjuntos {(ul,v ), (uz,vz), coey (um,v )}
Z(v -u )<5imphca Z, | f(v ) -f(u ) 1<¢

LRy
DefinigBo: Uma funcln x*(x ,x2,...,x ) de [a,bv]
em RP é absolutamente contimua (AC) se as suas componentes

l,xz,...,xn s80 funghes de [2,0] em R absolutamente cont{-

nuas,

Definig&ns Dizemos que uma fungdo x de [a,b] em R®
absoluta/ continua & light (leve) se ou Hx'(t) 1] # 0 para
quase todo t em [a,b] ou x & constante em todo [a,0].

Sejam dadas duas fungfes absoluta/ continuas light
%, de [a2,b] em R® e y, ge [c,a] em R®, Dizemos que x é equi-
valente a y se existe uma fungéo h de [c,d] em R tal que
1) n(e) = a , n(4) =
2) h é absoluta/ contimua e h'(%) >0 para quase tndo tefe,d]
xon=y,

"~ Proposiclio 1,1 Se’f é uma fun¢fio de [a, b] em R abso-

lutamente .continua, ent@o £ é contimua e de variagéo limitada;
existe e § finita a derivida £'(t) para quase tndo t em [a,1b]
e £'(t) é Lebesgue-integrivel,

- Proposigfio 1.2 Se h é uma fung@o de [a,b] e;n R abso-
luta/ continua e estrita/ crescente e f é uma fungan de

[h(a) h(b)] em R AC , entdo a composta £ o h & & AC,

Proposicde 1.3 Supnnha que g é uma fungan de [a, b]
t

em R Lebesgue~integrével; seja f(t) = S glu)du + ¢, onde
¢ € uma constante;. entfn, a fungée f de [a,b] em R & Ac,



Proposiclo 1.4 Sg f é uma fungdo de [a,b] em R AC,
entdo f(t) = f(a ) + j £'(u)du para todo t em [a,b]
Proposigfo 1.5 St,ja f uma fungfo de [a,b] em R AC
e seja E um subconjunte de (2, b] tal que a medida de Lebes=
gue de F = £(E) & mula, Entd@o, £'(t) = O para quase todo 1
em E,
ProposigBo 1.6 Seja f uma fungfo de [a,] em R mond
tona ndo-decrescente. Entdo f & AC se e 88 se
1) £ é conti{nua e |
2) £ leva conjuntos de medida nula em conjuntos de medida
nula, |
Eroposiclo 1.7 Se as fungPes h de [a,b)] em R ,
£ de [h(a),h(b)) em R e £ o h de [a,b] em R s86 AC, entdo
vale a regra da cadeia:
0f o b ) (%) = £'(n(t)). ' (%) pai'a quase todo t em [a,b].
s demonstragies das Proposigdes acima podem ser vis—
tas nos livros de Kestelman e Asplund-Bungart.
Mostremos ent@o que a relago acima definida & de e-
quival@ncia,
Reflexima: Seja x uma fungdo de [a,b] em R™ AC light; a fun~
¢80 h de [a,b] em R dada por H(t) - t , & AC, h(a)=a,h(b)=b ,
h'}(tt); 1>0 -para todo t em [a,b] e x 0 h = x. Portanto x é
equivalente a si mesuma,
Simétricas Suponha que a fungée x de [a,b] em R® gseja equiva-
len*t:e.?a fungéo y ée [c,d] em R® . Ent8o existe uma funefo h de
{c,d] em R AC , com h(c)=a, h(d)—-b e h'(t)>0 pare quase to
do t em [c,d] e x 0 h = ¥ . Vamos mostrar que h é inversivel
e sus inversa h™t ge [a,b] em r ¢ AcC, h'l(a)=c,, n"1(b)=q )
(h-;)'(t)>0 para quase tndo Cem [2,b] e x = yo h—l,
A" fungln h é continua, pela Prop; 1,1. Seja t,,t, em [c,d]

£
com 1<%, , Pela Prop. 1.4 , h(ty) = n(e) + Sh'(u)du e
’ <



: 1, ' -t

h(t,) . h(c) + ﬁh (w)du . Daf h(t,) - n(t)) —Jh'(u)du .
Como h'(u)>0, tem—se h(t2)>h(t ) . Se existisse &F t2 em
(c,d], com tl< 'l;2 e h(t ) = h(tz) , entdo h seria constante
em {tl,tz],, 0 que seria contra:a hipétese, Portanto h & es-
trita/ crescente ; existe entd30 a sua inversa h™Y ge [2,0] em
R e esta é continua e estrita/ crescente. Agém disso,
h™(a) = ¢ , b™Hp) = d. Mostremos que h™' leva conjuntos de
medida nula em conjuntos de medida nula, Seja P contido em.
[2,0] com wmedida mula. Seja E = h™L(F). Como h(E)=F, segue-
Se, pela Prop. 1.5, que h'(t)=0 para quase tndn t em E. Entdo
a medida de E € igual & medida do conjunto {t em E tais que
h'(t)=01} que é igual a zero, por hipétese sabre n.
Def, pela Prop.1.6, h™1 & AC, Pela Prop. 1.7,

(1) () = 1/ h! (h":‘L(t))>O parav quase todo T em [a,b]
b clarﬁ Que X =y o h™t, Partante y é equivalente a x,
Irangitiva: Sejam x dé [a,0] em R® ¢ y de [c,d]) em R® equiva~
lentes e y e z de [e,f] em R™ equivalentes. Sejam h de [c,d]
em R e k de [e,f] em R funghes AC com h(c)=a, n(a)=b, k(e)=c,
k(f)=d, h'> 0 em quase tndn [c,d] e X' >0 en quase todo
[e,£] , tais que x o b = Yy eyok=2z, Afungdo k é estrita/
crescente e portanto, pela Prop, 1,2, a -compnsta h o k & AC,
Daf, o (h 0o k) =z , 8 claro que h o k (e)=a, h o k (£)=b,
Pela Prop. 1.7, (h o k )*( t) = b (k(+)).k'(t) >0 para
quase .todo t em Ee;f]. Portante x e 2z sén equivalentes,

) - A relagdo acima definida & y ent8o, de equival8ncia, As

classes de equival8ncia serfn chamadas curvas paramétricas

absolutamente continuas, situadas em R®. Se C & uma classe e
x pertence a C, dizemns que x & uma regresegtagé"n paramétrica

da curva absoluta/ cont{nua c.




Seja C uma curva AC determinada pela representagfo x
de [a,t] em R®; og pontos x(a) e x(b) do R® chamam-se extre—
midades da curva C: x(a) & n pento inicial, x(%) & o ponto
final, O conjunto x([a,b]) do R® chama-se o grdfico oy trago
de C. A variaglo total V(x) de x chama-se comprimento de ¢
é dennta=-ge por 1(C), Todns esses conceitos independem da par-
ticular representagdo escolhida,

Uma curva C diz-se degengrada se tem uma rep. constante,
Tem-se que C é degenerada se e s6 se C tem comn trago apenas
um pnntn se e 86 se o comprimento de C é nulsn,

Eroposiciio 1.8 Se C & uma curva Ac e x de [a b] em R"
é uma representagio de C, entén, tem=-se gque

1(c) j lx* (w) | lau

Dem, Decorre da seguinte proposicao

Eroposiglo 1.9 Seja x uma fungfo de [2,b] em R® conti-
ma e de vamagao limitada. Entdn, tem-se que |

V(x) 2 ( x! (u) | faw -
O sinal de igualdade vale se e 86 se x & AC ,
Dem. Seja s(u) a fungSo de [2,b] em R definida por
V(x[[a;u]) 4 se adu<hb
s(u) = {
o se u=a
Sabe-se que s(u) ¢ ndo-decrescente, tem derivada 8'(ud quase
sempre em [a,b] e s'(u) & Lebesgue-integrével.
Como  |lx(up) = x(uy) 1] & su,) - s(u,)
para todos UpyU, em [2,5], tem-se que
“Hx'(u)klls s'(u) para quase tnde u en [a,b] .
Como s(b’) =V(x) e s(a) =;,O, 0
W) = s(b) - o(2)> [ 5" (w)a >5Hx'(u)“du :
Supomha que V(x) -j [1x* (u) | |au, Bato, |
s(b) - s(a) = X '(u)du . Segue-se que s(u) é uma funglo AC e

o

portantn x = x(u) § ac,




Suponha que x = x(u) seja AC, Entln
— L
x(ug) - y(ul) = S‘L x'(u)du

Dada ume subdivisdio de [a b] Ds a=u, 0& Uy selu =D
z [Ixtag) = xCuy )11 € Z. H{ xall «
A R IE O )’ [t () o, S
= Pz;ra 2 dltima desigualdade, ver Rudin, pe. 116.
(x) = sup 5. xtay) = x(uy )11 € 5’ 1% (u) ] |du

vZ3

Como j4 era V(x)>s P x? (u)lldu. , Segue-se que
v(x) -_j ) law . //

2. Duas representagbes particularefs

Seja C uma curva AC nén-degenerada, %;ja X., de ]’a b]

em R, uma representagdn de C. Seja s(u) = llx‘(u)lldt .
Essa funglo s , de [a,b] em R § AC, s(a) = O, s(b) 1(C) e
ds/du = ||x'(u)||> 0 para yuase todo u em [a,bj. (para a
prnva‘, ver Graves), Seja © a fungéo inversa de s, Ela tam-
bém & AC, ©(0) = a , e(1(C)) =b e

de/ds >0 para quase tonde s em [0,1(C)] . A fungdn y = x 0 @
de [0,1(C)) em R® é a representagio de C chamada representa-
¢én de C cujo parfmetrn & o comprimente de arce. Ela & Lips= .
chitziana pois |ly(s,) = y(s;)|] & e lsz - 8;| pare todos 8y
e 8, en [0, l(C)]. Tem-se ainda que

Hy'(s) ] =1 para quase todn s em [0,1(¢)] pois
Hy'(S)H = llx* (6(s)). ae/as(s)|| = |{1/d4s/a6 (e(s)) .x*(e(s))
Hx’(@(s))[l/“x'(é(s))ll = 1 para quase tndo se[0,1(C)].

Seja C ume curva AC nin-degenerada e seja y , de [0,10¢)] em
-
arcn., A fung8o h de I0,1] em R dada por n(t) = 1{(C).t &

AC , h(0)=0, h(1)=1(C) e n'(%)=1(C)>0 para tndn te[0,1]. Por-

y sua .representagdo cujo parfmetro & o comprimenstd de

tanto a funglo z = y n h de [0,1] em R®™ & tauwbém uma represen

tagdn da curva C; chama-se =z representacio standardda curva C.



Elé é Lipschitziana pnis'p.ara todo tl,tze(:O,l_]
Ha(tp) = a(e) 11 = |1y(n(s,)) = y(u())1] €

‘h(tz) - h(tl)' = l(c)ltz - tl‘ .
Tem-se ainda que ||2'(t)]| = 1(C) para quase tndn te[Q,l] .
pois ||z'($)|]| = |In'(%).y* (h(t))]] = 1(C)HY'(h(t))H

= 1(C) para quase todo te[0,1] .

3. Problema fundamental do Cdlculo das Variagbes

DefinigBos Uma fung@o F: R“xR™ ——»R chama-se un g.;_::_;_—-
tegrando paramétrico se
k) F é continmua ‘

2) P é howngénea , no seguinte sentidos
F(x,6y) = € F(x,y) para todo R, €20 e para todos
x,yeR® .

Proposigfio 3.1 Seja C uma curva AC e x [0,1)—> r®
sua répresentaggo standard. Seja F um integrando paramétrico,
Ent8e a funglo F(x(t),x'(t)): [0,1]=——> R & Lebesgue-inte-
grdvel. (Convenciona-se aqui colncar (0,0y...,0) € R® onde nfo
existe x'(t) ),

Dem, Como x é contfmua em [0,1], podemns extend8-la ao
intervalo [~1,2] de modo continue, pondo x(t) = x(0) para
te_[—l’.,()] e x(t) = x(1) para t¢ (1,2] '. Considere a sequén-
cia de fungdes continuas
Fn.(t) = E(x(t),x(§+l/n) ftfgt)/l/n) : [0,1]—> ® *mepese que
It + 2/0) = 1< § 1Te@1lon £ 2oy

” x(t + 1/n) - x(t) ”& 1(c)

1/n !
Como F & contfthua, seja ¥ o méximo da con;}untn'{ F(x(t),y)
tais que t¢ [0,1] e |lyll 51(0)} . Tem=-se que |Pn(t)l<s M
péra tedo neN e para todo te [0,1]. Entdo, para quase todo

te [o,1], F(x(t),x'(t)) = lim Pn(t)
' "



Port{into, pelo teorema da convergéneia limitada de Lebesgue

S F(x(t),x'(¥))at = l‘jim»LFn(t)dt <+X . |
Proposiciio 3,2 Seja C uma curva AC , = x: [0,1]—> .

R® sua representagéo standard e y: [a,b]m—-?-) R upa outra re-
presentagdo de C, Entén, se F é um integrando paramétriéo,
tem—gg- que F(y(t),y' (%)) e‘%ﬁbebesgue-ihtegrével e
| o),y enas = § pxn,x et

“ Dem, SejalT=h(t): [a,b]—> R AC tal que h(a)=0,h(b)=1
dh/dt>0 quase sempre e x o h =y , Tem-se que
dy/dat = dh/dt *dx/dT para quase todo t& [(a,b)
Daf Fly(t),y*(%)) = F(x(h(%)), dh/dt . dx/dT (n(t)) ) =
dn/at.P(x(h(%)), dx/d<T (h(t)) ) para quase todn t < [a,b)
qu'tantn a fungio de t‘LF(y(t),y‘m)) é Lebesgde-integrével e
L_F(x(ﬂ,y'gt))at =S£(x(h(t)),x'(n(t>)). dh/at . dt =
J: F(x(T),x'())ar ,l?ara ‘a Wltima iguéldade ver Graves

g 221, 223,
Proposicio 3.3 Seja C uma curva AC. Se X3 :[a,b]—>

R® e X5t [c,d]=—> R s86 duas representagdes quaisquer de C,
entan, para gqualquer 1n‘€:egra%‘dn paramétrico P,
j F(xl(t),x'(t))dt =__SCF(x2(‘t),x"z(t))dt

Dem, Segue da Prop. 3.2 //

Dado um integrande paramétrico F, podemos entfio definir
um funcional J s8bre o conjunto das curvas absoluta/ continuas
situadas em R™, pondo L

| J[c] r-&F(x(t),x'(t))dt
onde xfa,b] ————ap? 2 uma representagdo qualquer da curva C,
O problema fundamental do Cdlculo das Variag?s’es. na forma para-
métrica é: Dado un cﬁnjuntng_de curvas AC e da&o_ um integrando
paramétrico F, achar uma curva Coej;\’que minimize o funcional J

isto é, tal que Jlc,14¢9[c] para tode cej\.
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Capitulo III Curvas Generalizadas

Seja B = [al,bl]x[az,bzlx “e x[an,bnl um interva-
lo compacto de R,

Definigao: Chama-se representacdo paramétrica admis

sivel toda fungdo x: [g,h%«~—>-8 absolutamente continﬁa tal que
ou | x'(t)}#0 para quase todo t em [a,b] |
ou €& constante em todo intervalo,de definigao.

Definigao: Duas representagdes x:'Ea,blwfaB e y:

[c,d}-—a-B dizem-se equivalentes se para todo integrando pa-

rametrico F,

b . d ,
S F(x(t),x' (t)at = ( Fy(D),y' (THT
a e

A relagdo acima definida € de equivaléncia; cada clas

se de equivaléncia sera chamada de curva elementar situada em B.

Notemos que duas representagdes equivalentes no sen
tido do Capitulo II sdo também equivalentes neste sentido.

Seja x:[a,b] —» B uma rebresentagéo constante x(t)=
X+ Entdo uma representagido y:[b;d1'—~?B € equivalente a x se
e sO se y € tambem uma representagéo constante y(r) = Yor Pois,
para todo integrando paramétﬂfco F

5 F(x(t) x'(t))dt = §F(x ,0)dt = 0

i) se y(t) = Yoo entao S F(y(t),y'(t@dT: = 0 ey e equivalen-
te a Xx.
ii) se y e equivéiente a x, entao, para o integrando paramétri—
co F(x,y) =iyl , tem-se
(AF(y(r),y'(t))ﬁﬁ YHy’(tQ“ dT = variagdo total de y =0
e e

e dai-y € uma fung3o constante.




28

Vamos dar agora algumas definicdes e proposigoes da
analise funcional, éue usaremos logo em seguida.

Seja s:{yeRntgyu:l} e seja A = BxS (A &
um compacto de Rann},

C(A) & o espago vetorial das fungdes f: A —> R
continuas, munido da norma do sup W W e da ordem parcial
f,2f, se e so se fl{x,y}éifz(x,y) para todo (x,y) em A.

C*(A) € o dual de C(A), isto &, o espago vetorial
dos funcionais lineares e continuos 1: C(A)—> R , com a nor
ma ol o= sup~{fl(f}§ i{if;}{glz

ctea) & o conjunto dos funcionais lineares nao-nega

tivos 1: C(A)—s>R (1(£7) > 1(£,) se e s& se. £,2£,).

- % ~
Proposigao 1 Se 1 pertence a C (A), entao, para to

do f em C(A),

FLOO i1 e

Proposicao 2 Se 1 pertence a C*(A), entao 1 perten

) X ’ - P
ceaC (A e {1h=1(0) onde ug C(A) e definida por
u(x,y) = 1 para todo (x,y) em A.

Demomstragao: Para todo f em C(A), com ff fis1,

tem~-se -u & f4u. Portanto - -1(u)s4 l(f)ﬁl(u)
isto e f1(£)1 <« 1(u). Mas, entdo,
sup {I1(E)1 | §ifH<el} £1Cw) e 1 & continuo. E dai,
BIy4luw) « Gliui =yl .

Defini¢ao: Diremos que uma sequencia (gn), gg&C*(Aﬁ,
caﬁverge fracamente para g(&C*(A), se para todo f em C(A),
lim g, () = g(f) .-
Nestg caso, diremos ainda que g é o limite fraco da sequencia

(gn).
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Proposicac 3 A sequencia (gn}'converge fracamente
para g se e so se
1) a sequencia (g i) e limitada e
2) lim gn(f} = g{f) para todo f de um conjunto denso em C(A).
Demonstragao: Ver Banach, pg. 123.
Como C(A) é separavel, vale a seguinte

- . % .
Proposicao 4 Toda seguencia (gn), gné_C (A), cuja

correspondente sequencia das normas (\tgngi) € limitada , tem
uma subsequencia fracamente convergente.

Demonstracao: Ver Banach, pg. 123 du Kolmogorov,
pg. 213. ‘

Definigao: Um funcional 1: C(A) —> R e concentrado

em um ponto erAB, se para todo fl,fze;C(A),
fl&{onxS = fzi{xo§XS implica 1(fy) = l(fz) .

Nosso proximo passo e identifiqar as curvas elementa-
res com certos funcionais sobre C(A).

Como todas as representéé&es que usamos tém imagens
contidas em B, vamos identificar dois integrandos paramétricos
Fl e F, se e s6 se FlIBan = szBan .

Vames verificar agora que, com esta identificacdo,
existe uma bijegido entre C(A) e o conjunto dos integrandos pa-
ramétricos.

1) Dadaif em C(A), seja T uma extensdo continua de f ao conjun
to RnxS..éeja F:.RnXRn-§~R definida por

HYEzfix,J;yiﬁ"lyi sey # 0

F(x,y)

=

0 se y = 0




I

Entao F € um integrando paramétrico ta% que FlA = f., A cada
f em C(A) esta associado, portanto, um integrando parametrico
F de modo tnico e esta associagdo & injetora. Difemos'§ue F
€ o integrando paramétrico, extensdo de f.
2) ‘Dado um integrando paramétrico F, seja f = FlA. Tem-se que
fé;C(A). Dessa maneira, a cada integrando paramétrico F est3
asseciado um Gnico f em C(A) e esta associacdo & iﬁjétora.
Seja C uma curva elementar situada em B e x:[é,b]«—?
B uma representacao de C. Definamoé o funcional g: C(A) — R
por

b
g(f) = S Fdx(t),x"(t))dt
a

onde F & o integrando paramétrico, extensdo de f. I dlaro que
g € linear e nd3o-negativo. Ent3o g é continuo, pela Proposicdo '

2, Tem-se ainda que

”

Wg il = glw =,§&u(x<t>sx*<t>>dt
e como U(x,y) =iiyy b
g i = S§§X’(t)i§,\dt
A

Podemos considerar entao as curvas elementares como
. . + ‘
funcionais pertencentes a C (A). Em outras palavras,

Definigao: g¢5C+(A) € uma curva elementar situada em

B se existe uma representacao X: [a;b]-—é B tal que para
cada f em C(A); L |

' g(£) = ( F(x(t),x' (t))dt

onde F &€ o integrando pé;Zmétrico, extensdo de f.

Neste caso, x chama-se uma representacao de g, g \\ € o com-

primento de g.
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Se g # 0 € uma curva elementar e x:{a,b} —> B uma

representagao de g,-seja  s(t) =Jiix’(t)![dt ; seja 6(s):
{p,hgﬁ]-“§ R a fungao inversa d;&s(t). Tem-se que a compos-
ta y = x o 8: {O;R gﬁa —> B & uma outra representacio de g.

_Entdo, defina z:[0,1]'—> B por z(t) = y(jiglit). Tem-se

que z € também uma representacgao de g. Dirmmos que z € uma

representacao standard de £

Propriedades de uma representacdo standard:
Difiz' o =qg 1 para quase todo t em [O,ll
2) =z & Lipschitziana de constante Wgii .

A propriedade 1) segue da regra da cadeia:
Izt o) b = x i hx' ot " igu=ilgi].

A propriedadeCZ) segue de t,
!tz(t ) - z2(t Ht = nf z' (t)dt | i“‘S\lz'(t)th =‘ng((lt2 -ty |
qualsquer que sejam tl,t2 em [C i], com ERATE

Se g = 0, uma representacao de g definida em [b,l]
chama-se representacao standard Ge g.

* - . .
Definicao: geC (A) é uma curva generalizada situada

em B, se € o limite fraco de alguma sequéncia (g,) de curvas

elementares situadas em B.




Capitulo IV Dois Teoremas

1. Teorema>1

Seja g& C*(A) uma curva generalizada, situada em B.
Entdo, existem uma fungdo x: {0,1} — R™ Lipschitziana e um
subconjunto T de iO,ll com medida de Lebesgue m(T) = 1 tal que
para todo t em T, existe um funcional M€€C+(A) satisfazendo as
seguintes propriedades:
lj M, ¢ concentrado no ponto x(t)
2) WM
3) Mt(‘f’;)

‘?i(x,y) = yi

L) g(f) = 3:Mt(f)Qt para todo f em C(A).

4]

itegll

x'H(t) i o= l,...,n onde {f: A.—JkR‘é dada por

Dem. Seja g uma curva generalizada. Por definigdo, existe uma
sequencia (gn) de curvas elementares situadas em B tal que g
converge fracamente para g. Pela”Prop. 3 do Cap. III, existe
uma constante K>0 tal que gignﬁs:K para todo n em N.

Para cada n em N, escolha uma representagao standard xn:[o;ﬂ
—3% R de g, que, como ja vimos, é Lipschitziana. Vamos mos-
trar que

(1) existe uma subsequencia de (gn) (conservaremos a mesma no-
tagio'(gn) bara esta subseq. assim como para outras subsequen-
cias.que considerarmos) tal que a subseq. correspondente (xn}
cbnverge uniformeﬁente em {0,1] para uma fungao x:[ﬂ,ilu—%»Rn,

que & também Lipschitziana.
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Tem-se para todo n em N e para todos tl,tz em {O,i}

N (tg) = %€ gLl 1ty - 1)
A B () = x D[RS K qt, -t
Portanto a familia {xn}é equicontinua. Como x,(t) pertence a
B para todo t em {D,il, para todo n em N, a familia {xn} € u
niformemente limitada. Entdo, pelo Teorema de Asqoli, existe
uma subsequencia (xn} que converge uniforme/ para uma fungao
continua que denotaremos por x: EO,i}-9I§K
De {i] s sSegue-se que para todos tl’t2 em [Q,i)

I x(ty) - xttpP & X |ty - ty

Portanto, x € Lipschitziana.
De agora em diante trabalharemos com a correspondente subse-
quencia.(gn). |
Seja A um subintervalo fechado nao-degenerado qualquer de
(ﬂ,l}ke por VA] designemos o seu comprimento. Restringindo-
se a fungao X a0 intervalo A , seja Agp; a curva elementar
definida por 2
Ag () =JJ F(x (t),x!(t)dt para todo f em C(A).
Vamos mostrar que B
(2) existe uma subsequencia (gn) da seq. obtida em (1) tal
que para todo subintervalo 4\ fechado nao-degenerado de {O,;]
-a subgeq. éorrespondgnte (Lkgn) ¢ fraca/ convergente para uma
curva generalizada Ag.
Vamos dividir a demomstragdo de (2) em quatro etapas.
(2315 Dado um suﬁintervalo A fechado nao-degenerado de [O,il
eilciste uma subseci. (gn) da seq. obtida em (1) tal que (A gn)

e fraca/ convergente.
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Para tedo n em N

NAg Ut =j Hxp ) at L aWdt = g wial
‘ A

A HAg M€ KTAL S

Portanto a seq. de nUmeros reais (“AQ%I“) e limitada. Como C(A)
é separavel, segue-se, pela Prop. 4,Cap.III, que existe uma sub-
'sequéncia (zign) fraca/ convergente.

Seja {tk\keN = (0,1)0 Qs

Sejad, = [G,tk:I para todo k em N.
(2.2) existe uma subseq. (gn) da seq. obtida em (1) tal que pa-
ra todo k em N, a subseq. correspondente de ¢urvas elementares

(A

n)n é fraca/ convergente.

Da seq. (g ) obtida em (1) é possivel, como foi pro-

vado em (2.1) extrair uma primeira subseq. tal Que a correspoé

dente subseq. (iklgn)n e fraca/ convergente. Dessa primeira sub

sequencia € possivel extrair uma segunda subseq. tal que (Byg )

seja fraca/ convergente e etc.

é&lz gll\gl2 g1z ceeene 8y e
Z&Z: Byl 82 Bpg ceereefon eees

lsn:' 8n1 8Bp2 Bp3 cce-c- 8an ttee
A sequencia diagonal que vamos alnda denotar por (g ) & tal que
para todo k em N, a seq. correspondente (f&kgn)n é fraca/ conver
gente.
- Se teLO 1] s t # 0, vamos indicar pcrA \_O t]
(2.3) A sequencia (g ) obtida em (2.2) é tal que para todo t em
LO,.’L] s t # 0, a sequencia (Atgn}n e fraca/ convergente.
Dada f em C(A), para‘céda n em N, vamos iﬁdicar por
\Pn(.,f) a funcaoc de t definida por
Polt,8) = A g (£) se té(0,1]

0 se t = 0

"

i
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Observemos que para todo subintervalo A fechado nao-degenerado

de [O,il , obtém-se de EZ}

131 Yhg (O)i ¢ KnEl (AL para todo f em C(A)

Mostremos que fixada f em C(A) a familia de funcdes de t

{?;(t,f)}n é equicontinua.

Temos para todos tl,tz em {?,l], com,tl<t2, para Foéo n em N
W (t,, ) - \anl,f) ;Atzgn(f)‘ - Atlgn(f) =Ag_(f) onde
A= [rp,t,] |

Segue-se entao de EE} que para todo n em N, para todos tl,tz
em [O,l] » TLt, .

P, (t,,8) - ?nml,f)l élb.gnmi & k Hfsujal
PPty ) = £ e, ) ISk i £h i, - ty|
O que acarreta a equicontinuidade da familia~§¥;(.,f)}h .
Ja vimos que para cada racional t, O0<t<l , a sequencia numé-
rica (f%(t’f}>n & convergente.

Mostremos que fixada f em C(A), a sequencia de funcgdes de t
(f;(t,f})n e uniforme/'ccnvergenterem {0,1] (para uma funcao
de t que denotaremos por f%t,f) Y.

Para isto, vamos aplicar o critério de Cauchy.

Devido a equicontinuidade, dadog >0, existe Gig)>0 tal que para-
todo n em N,»para todos tl,tzem [0;13 ‘
it, - tlt‘{‘g:—-? {?ngtz,f) XSS IS
Seja k um inteiro positivo tal que 1/k < & . Seja D um conjunto
finito dé pontos racionais de EO,l] » tal que para cada t em
[b,lj s, existe d ém D com [t - di< 17k,

Néte-Se que k e DAdependem apenas de & .

‘Para cada d em D, a sequencia ﬁumérica (f;(d,f))n é convergente
e portanto de Cauchy. Como D é finito, podemos afirmar que exis

te n, em N tal que para todo d em D



m,n>n_ implica lf&(d,f) - f%(d,f){ L e
Portanto pafa todo t enm Eb,i} _
m,n »>n_  implica t‘f’n(t,f) - ‘Pm(t,f)\ﬁi“@l(t,f) *‘f;'(d,f)‘ +
1P (6 = P (a,e)l + 1P (a,0) - P (r,0)| & 3£ |
. Isto e, dado £>0, existe ng em N tal que para todo t em [b,i]
m,n>n_ implica i‘?n(t,f) ~ ‘f’m(t,f)\ < ¢
Vamos denotar entac por’f“t,f) o limite uniforme da sequencia
de fupgoes de t (P (t,£)) .
Em particular, para cada f em C(A), para cada t em (0,1}, a
sequencia numerica ﬁ&tgn€f) converge parafP(t,f).
(2.4) Seja A um subintervalo fechado nao-degenerado de {b,l}
qualquer. Ele e da forma [%l,té]e portanto para caaa f em C(A)
[Sgn(f) = ng(xn(t),xg(t))dt = gb?(xn(t),xé(t))dt -
- . t:z_

t - -

if(xn(t),xn(t))dt = At g, () A‘t g8, ()

ity : 2 ) 1
Entao limAg (£) = P(t,,0) ey ,6)

H

Portanto (Augn)n e fraca/ convergenteAe esta demonstrado (2).

Vamos agora mostrar que
(3) existe um subconjunto T de {p,l}com medida = 1 tal que
para todo f em C(A) a funcgao de t\?(t,f) tem derivada finita
f'(f,f) em cada ponto t de T.

Primeiro, mostremos que dada f£ em C(A), a fungdo de t
‘P(t,f) € Lipschitziana.

Sejaly = Etl’t21 um subintervalo qualquer de [b,l].
Denqtemés por ﬁyg o limite fraco da sequencia (&gn)n. Tem-se
para todo f em C(A)
ﬁ;fig(f) = lintﬁtign(f) = linyf;(ti,f} :\P(ti,f) para i=1,2.
Portanto,

Dglf) =A, g(f) - A, g(£) = ¥(t,,£) - ‘P{tl,f).
2 1




De @] e E segue-se respectivamente
tH AgW < K 1AL
8] f(agOHOV < x £ tAL

Portanto ¥(t,f) & Lipschitziana.

+

Tem-se entao que dada f em C(A) a funcdo de t ‘P(t,f) tem de-

1

rivada ‘f)'(t,f} em todo [D,l} exceto num conjunto de medida

nula Ef.

Seja K c.C(A) o conjunto dos polinomios com coefici

entes racionais; & & enumeravel e denso em C(A). Seja entio
Y- j\fk}km‘, " ,

Vamos indicar por T = (0,1) - \‘,},Efk onde Efk é o conjunto de
medida nula correspondente a "‘f)g(‘.‘,fk). Tem-se que a medida de
T e igual a 1 e para cada fk em §7 s ’f’ (.,fk} € derivavel em T.
Quéremos mostrar que para todo t, em T, para todo f em C(A)
existe a derivada ¥’ (g,vf).
Seja h>0 tal que (t.o’- h,to + h) esteja contida em {0,1].

sup{ (P, £) - Pee_, £/t

t ) b ot - t0\4h‘g
inf{Cfe,£) - Peee/ce - v ) 1ot - ten)

B”%Ctogf) = lim }i(to;lﬂ
h-—2C
D ¥(t ;) = lim A(t_;h)
—— H Y O
n>C .
Vamos mostrar que D‘P(to;f) - Q_‘V(to;f)

Seja,f‘(togh)

/\(’cogh)

]
(on)

Seja N = 'E:O,t] caso tHt
. [t,to"j caso tLt,
Se t>ty, (Fe,£) - Yo 60/ - )

AACINATN
Se”t{tc.), P, £) - ‘p(to,f))/(t - t) (-Ag(£))/(-1AV) =
Aglf)/iaig

A (togh)

fa‘(to;h)

t

inf{Ag(s)/ int | 1a1<h
sup JAg(£)/ 1Al | 1Al ]

H
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Da linearidade de Ag, tem-se que

Bt/ iaT =dger/ian , + Qges - £JI/1AL para £, ¢ @
De E vem gque ‘
lAgte - 501 7181 < Kije - £,
-Portanto

llm[((t 3h) - 1im /\(t 3h) = ,lim{ sup Ag(f)/ {AY -
h( W-C n=2C Lipiah '
lang(f)/!A&} < lim '{supAg(f Y/ i + sup Ag(f-f )/1&\
thidh Al <h ialdh

- inf Ag(f Y/ i - inf Ag(f - £ )/\A\ }"

M <h Paldia

= llm{sup Ag(f - £ KAl - inf Ag(f - f )/;A\lg

M h iAl<h

(pois para fk em €, existe ' (t ,f 1

< Klif - g4 +xiif - £l = 2K il £ - £,

Como §° & denso em C(A), para todo f em C(A), dado £>0 existe fk
(que n3o depende de h) tal que 2Kj{ f - Ll <e

Por'tan_to B\{;(to,f) - _2\€‘(to,f) = 0 e dai existe ‘("'('to,f).
Esta demonstrado (3).

Dado t em T, seja Mt: C(A) — R définido por

M (E) = ¥ (t,f) para £ em C(A).

Para t em [O,IJ - T, seja M (E) = 0.

Tem-se entao para cada f em C(A)

_ ‘ |

SM_t(f)dt =‘ ¥ (t,5)dt = Y(1,f) - »‘P(O,f) = g(f)

e IR

Mostremos que para cada t, em T, M, & linear.

’ o

A g € -linear. Portanto s

My (allfl +X,£,) = lim Ag(a( £ +4,5,07\ A =0(1Mt (£,) +
. (o} - . ‘A\ -2 Q

Mt'lé néo—negativo' > Pois, sendo Ag n3o-negativo ,

o .

£20 implica M, (£) = lim Ag(£)/ ypy 3 G

o xAl—:’C

Segue-se que Mt pertence a C*(A) para todo t em T.




Mostremos que | M, = il g\ para todo t, em T.
o

Como | & goll = i\ g, HLAL e Agn(u) —sDg(u) =itAgh
tem-se fj Agill =lgli-(Al . Mas dAagil= Ag(u) e
WMo o= M (u) = limag(u)/isy =dgl

o o >

Mostremos que M (P%) = X' t) para todo t em T.

se A ={e_,t], As(¢) = 1lmAg (9 = an(x (t),x! (£))dt =

lﬁim(xi'(t)dt = llm ( X, (t) - X (t ))z xl(t) - X (t )

My .(I\SP“‘) =‘1'im‘Ag(‘(3}/zAs = lim (x (t) - x (t N/t - t)) = xl'(t )
o iAl=< . L -1,

Vamos mostrar que M, e concentrado em x(t).

Seja teT, G_’u—.R,{T.\O. Seja B(x(to),{’) a bola.aberta de centro

x(to) e raio{:‘.

Como x(t) & continua em t_, existe um subintervalo A(p) de

CO,lJ, contendo t_ tal que teAM0) S{ix(t) - x(té)li< 2/2.

Como a sequencia (x_ ) converge uniformemente para x em (_0,1] 5

existé n, em N tal que para todo n>'no, para todo t em {O,l],

tem-se que i xn(t) - x(tHi< {’/2.

Dai segue-se que para todo n>n0§pér-a t emA(Q), tem-se

Hx (8) = x(OU< L disto & x () E€BIx(t ),p).

Concluimos que dado (’)0, existe ng em N, existe A(p)c;[o,l] tal

que,’ para todo subintervalo A cont;'_do exﬁ A((’) e contendo t,

e para todo n>»n , tem-se

x (e B(x(»t‘ ),p) para todo t em &,

Para n >n_ e para .} subintervalo de A ((‘), tem-se

\Lg (£ -!j P(x (£),x!(£)at | &

“\‘ sup {{F(x v )i l xtM) e tthlﬂK}

Mas para 0 # {i yHSK tem-se

VGG b = vl | £0,y7 ivels xleooys iy ool

Denotando-se ,

i f\ip = sup{if(x,z)i \ xem e fizy= lk

vem que

.

sup{i?(x,y)% ix&B(x(tO),g’) eﬁy\'&SK} £ anii{,
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Portantoi&g ()t & }<“ft\ \A\

Dai \Ag(f)\ém‘ifﬂ \M e \Mt (£)\ = \11m Ag(f)/\[ﬂlél(“fu
[IXE f)
Como a desigualdade acima vale para todofh>0

IM. ()l sxlifl; onde

‘t
\if\% = sup{v f(x(t ) sz \“z\‘— 1§
Seja f&C(A) tal que f|{x(t )} xsz0 -
{Mt RIS Kl f#,= 0. Como M, € linear, segue-se (Ver McShane)
AR o}
que M, tem suporte {x(to)gxs, isto &, My & concentrado em _
o : o

x(tO). Esta demonstrado o Teorema T.

2. Teorema II

Suponha que existam
a) uma fungao x:[b,l}-9 B Lipschitziana
b) um subconjunto T de Ep,i}de medida de Lebesgue 1
c) uma familia de funcionais Mi: C(A)—> R, t¢T, lineares e
néo—negativos tais que
1} para cada téT, existe a derivada x'(t)
2) para cada teT, M, € concentrado no ponto x(t) ‘
3) para cada teT, Mt(fé) = xtreey » i=l,...,n onde\f:A4—a R
€ dada por \Pix,y) = yi |
4) para cada teT, §\M li= X, onde K & uma constante)»ﬂ
5) para cada fQC(A), a fungao de t M (£): T —> R € Lebesgue-
mensuravel.
Entao, o funcional g: C(A)-4>R, definido por
g(£) -$ M (£)at & uﬁa curva generalizada.
Observagao Convencionamos pSr M = 0 para todo tekp 11 - T.

Vamos dividir o Teorema II emnm varlos lemas.




Lema 1 Nas. hipoteses do Teorema II, tem-se que pafa
cada f em C(Aﬁ, existe e é finita a integral ETMt(f)dt.
Demonstragac: Fixado f em C(A), decorre da hipdtese
4 que, para todo t em T, \Mt(f}‘:é Ki£iy
- E dai, a funcgio M (£): T —> R € limitada. Como, pela hipote-
se 5, ela é Lebesgue-mensurivel, ela é Lebesgue-integravel.
Lema 2 Nas hipoteses do Teorema II; o) funcional.g
C(A) —» R & linear, nao-negativo e tem norma g\ = K.
Demonstragéoi E claro que g € linear e nao-negativo.
Helf = gl =S.M£(u)dt = (Kdt = K, onde u:'A —>» R e dada por
ulx,y) = 1. T ¥ ‘ |
Lema 3 Nas hitheses do Teorema II, se A;é um sub-
intervalo qualquer de [C,l} de comprimento i[&‘, entao, pa-
ra cada f em C(A), ‘
} ( Mtcf)dtls.IA\ X sup{ fE£(x(t), ¥ } tel, ye s} .
A

Demonstragao: Seja g;ﬁAﬂT. 0 funcional M, e li-
o

near, nao-negativo e, pela hipdfese 2, & concentrado no pon-

to x(to), isto e, M, tem suporte {x(to)}xs. Portanto, para

o
cada f em C(A),

| OVl 1 sup { 12exCe) 01| yes}
| M ()] & K sup{;ﬂx(tO),y)\\yes} (Ver McShane)
“Mf(f)dt‘g i Al sup{mt(f){ i ’c.(—.—l'.\} &
2{5‘ K sup{ }f(x(t),y)”té&, yeS}.
" Lema 4 Nas hipoteses do Teorema II, para cada t em T,
existe uma exténééo linear néo—negativaAﬁk de M_ a um subespa
- go ve{orial D de BCA)Y ¢ B(A) é o espacgo vetorial das fungdes
f: A~ R limitadas), éue contém C(A) e também as fungoes fix,y)
que‘séo continuas em x e escadas em y de modo que as proprie-
dades 2,4 e 5 sejam ainda validas.

‘Demonstragao: Ver Botts, pgs. 389-391.




0 funcional g:D > R definido por Tg(f) =}.ﬁ;(f)dt

. - T‘ : .

€ uma extensdo linear nao-negativa de g. Entdo, os Lemas 1 ,
2 e 3 continuam validos trocando-se M, pqragé, g por g e C(A)

por D.

Dado n em N, vamos dividir S em N=N(n) partes Sy

82,...,SK‘, dois a dois disjuntos, com_é?Si = S,.dg modo que
diam §;4 1/n = 1o

Seja y; um ponto de S,, i=l,...,N. Dado f em C(A), seja £.:
A —» R definida por fn(x,y) = f(x,yi) para ye_Si, xeB.

Lema 5 A sequencia de fungoes (fn); converge unifor
memente em A para f.

Demonstragio: A funcdo f & uniformemente continua
em A: dado¢> 0, existe n, em N tal que para todos v,y em S
e para todo x em B,
Wy f’y\li l/no‘ implica | f(x,y) ~ fFix,y) 1<%
Seja n;-no; Entao, pafa cada y em S, éxiste Si que contém y
eily - y;nsl/ng 1/n_ , onde yi’é um ponto de S;. Portanto,
\f(x,yi) - f(x,y)l <« &
ifn(x,y) - flx,y)l < &
Dai; dado ¢>0, existe n, em N tal que para todo y em S e pa-
ra todo x em B,
n>ng impliéa ifn(x,y) - flx,y)tl ¢ &

Seja Mt,n: C(A) —» R definido por Mt,n(f) = ﬁ;(fn).
Mt,n. é linear,_néq—negativo e para cada f em C(A)
i M O = THEDTE K sup { V£, Ge(0) 301 | yesd
l Mt’n(f)f LK max{éf(x(t),yi}f i‘l“; iéN}

Do Lema 5 segue-se que
Lim M, ((£) = lim M (£) = M (£) = M ().

Lema 6 Dado f em C(A), a sequencia de funcoes de t

'(Mt (£))_ converge uniformemente para M_(f) em T.
s n t




Demonstracao: Dado £ >0, existe n, em N‘tal que pa-
ra todo t em T, ,
n>n, implica \M, (£) - M ()} = |F (£) S REN B
y'ﬁtcfn - VSN sup{ifn(x(t),y) - f<xc't>,y>t§ye,s}51<g_ |
A Gltima desigualdade, segue do Lema 5.

Dado n em N, seja \{’p A—>R i=1,...,N a funcao
caracteristica de BXS. . |

Seja bi: T .—» R i=l,...,N definida por
b.(t) = ﬁt(h_} . Tem-se entao que by é Lebesgue-integrével,.
zi(t)gﬁ 0 para todo t em T e

; 1 K para todo t em T pois
=

o N - - " .
by () =x M Cf) = M, (Z*f’} = M, (w) =M= i K
[R-=X1 i
Como bi & Lebesgue- lntegravel, dado &€= 1/Nn >0, existe uma
ffngcao escada a;: [0,i1~'M>R tal que
jT(ai(t) - by (£)Vdt < 1/Nn
(ver Williamson, J.H.~ Lebesgue integration, Holt, Rinehart

and Winston, N.York, 1 962, pg. §6}
Pode~se ainda eécolher. as funcoes a; de modo que
ai(t).} 0 para todo t em [O,l] e,ia‘(t) = K ﬁara todo t€T.
Fixados t em T, n em N tem-se para cada f em C(A)
ACE) = HCE (x(£),y)) = J_Z_ FCx(t),y ) (x(t) 9 | =
z_f(x(t),y M. ('f’(x(t),y)) "2_b (t)f(x(t),y )

'b'( v
Lema 7 Para cada f em C(A), a sequencia de funcgodes
tum .
de t j 'Za (L)f(x(‘t),y )d(_) converge uniformemente em [0,1—]

para 'St "‘I_,(f)d T.
. L
- . 0
by o

1
Demonstragao: ‘g [Za (L)f(x(‘[),y ) - ML) ]d‘E‘

\Za (DFx(D,y,) # b (DEx(T),y ) | dp+

o bR ey )
S ‘ib (DEx(D),y) - Mt(f)!. drT <«
C

e




~ _ A Ly
TV -2 | T
TZS }a4t>~b<rnifmurny)idt +i§ (f)—M(fndt

[N

& 1/n sup{gf(x(t),yn | tel0,1], ye s} 5 M () = (laT

Entao, dado ¢>0, exxste n, em N tal que para todo t em [O 1]
3 |

n>ng lmpllca!S {. Za (C)f(x&t),y ) - M (f}'} dt\ < ¢

L
Dado n em N, sejam y; € a; i=l,...,N , como antes.

i
Vamos dividir cada intervalo em que todas as.fungaes ai(t)
sao constantes em 2 subintervalos J(n,k) k=1,...,2" de ﬁeg
mo comprimento | J(n,k)| e dividir cada J(n,k) em N subintep-
valos I(n,k,1),...,I(n,k,N) de modo que para todo t em J(n,k)
| I(n,kx,i){ = a; (£)/K-1J(n,x)| .

Seja c;: ED,i]*ﬁ-R iz1l,...,4N definida por

n

1"

ci(t) 1 se téI(n,k,i) k=l,...,2

#H

0 _ caso contrario
Lema 8 Dados n em N, ke&{l,...,2n }, ie{l,...,NS
tem~se que
l g al(t)/K f(x(t},y )dL - jﬁ cl(t}f(x(t),y )dt% f&
Tingy RITYSES
PI,koi0 | supdlecx ),y ) =g 0x(t” Doyl 1 e,t'e gm0l

Demonstracao: ﬁ' alét)K f(x(t),y Jdt -~

RICHA
§ cl(t)f(x(t) ydat =
_TU(&) 1 $
jI€n,k 1)‘ { g Lf(x(t),y ) - f(x(t YLy 5]a (t)K™ dﬁ}c (£ }dt

pois Ty TOne)

{ Lf(x(t),y.) - f(x(t*),yi>} a (0K tat =
4 L
I f(x(t),y )a, (£)K tar - FOe(t),y) 1 Tn,k,1)

JOvk)
e dai

£Cx(t),y, )a (K tat - fexee™,y. O1rmsk, e, (£5at”

3:0\,\:) dilmed

= (S f(x(f),y )a (t)K dt YiI(n,k,iNn +

Jing)
- [Iln,k,i){ (Sg Flx(t ),y de, (t¥at® )
R,
Portanto | 5 LOKTTEx(E),y dat jj o; (DE(x(£),y;dat | &
ui‘:)l

{I(n,k,i)\" §I(n KyidXtiIdn,k,i) sup;f(x(t),y ) - f(x(t ),y 3!
£ the T




Lema 9 Seja A= L}J(n,k) onde k percorre um subcon-

R
~junto de {1 2,...,2“}. Entao
- Nuw! Nia .
lim ( {LZa ()X~ f(x(t),y ) - 2 ci(t)f(x(t),yi‘)ldt\ =0
NN L ©E '

Demonstragao‘ fA = S:r(nk‘)

N
{[za ()X~ f(x(t),y ) ;g,c (O Ex(t),y 0 fat| &
o S
N
£ }__ }I(n, k it sup{ff(x(t),y ) - f(x(t ),y I ‘ t. te,J(n k)}

d

- iA\ sup{ F(x(t),y) - flx(t ) yllyes, {t - tx‘ 2 n‘)(_

Como lim sup | £(x(t),y) - f(x(t ),y)\ =0

N2 ¥ &5 . o=h
jt =t = 2
segue-se o Lema 9.

Se A =E),t1 € um subintervalo qualquer de [0,1],

entao 1

1im j [2&1 (t)K~ f(x(t),y ) -%‘c (t)f(x(t),y )]dt
- = lim | t"[%a (t)K~™ 1:{r‘(x(t),y )y ~jzc (t)f(x(t),y )ldt \

‘A-u& o
£ lim’ it“isup [ £(x(T),y) - Flx(t >,y>\ = t'0 = 0

1ES L e
-tiis2
Tem~se entéo que a sequencia de fungoes de t
: T N 1 N
¢ | = (O e, ypae - (T e (oexc,y, yarl )
<)

A GRS
converge unlformemente para a funcao nula em LG 1] Em face

do Lema 7, segue-se o

Lema 10 Para cada f em C(A), a sequencia de fungdes -
T hin :

de t - Z c. (t)f(x(t),y Jdt converge uniformemente em
< ‘—1 )

[O,li\,‘pa;éa Sv 'E(f)d C. .

. Defina :r’l(t) = Kg::‘ci(t)yi e
X (t) = x(0) + S'xr'i(t)dt
Se 'f estd em CA), tem—se que

KZC (t)f(x(t},y ) = Kz_c (t)F(x(t),y ) = Fx(t) Kfc (t)y ) =

-y Lot (el

= F(x(t),xn(t))

onde F & o integrando paramétrico, extensio de f.
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O Lema 10 diz entéo que para cada f em C(A), a se-
quencia de fungoes de t & F(x(t),x (t))dt converge unlfor
T
memente para j My (f)dt em LO ﬂ
i
Se f = ‘P s tem~se que
T -t . .
§ Flx(o),x! (£))at = Lxprcoat = xieo - xtoo
o T o n . n,
y M (£)ATL = § ot ey - xio)
s C e .
Portanto a sequencia xn(t) converge uniformemente para x(t)
eny[O,lJ. Como
LI | 1 - 1 -
Lim | PG (£),x) () = F(x(o),x,en i = 0
uniformemente %@ [O,l], tem-se que para cada f em ca),

a sequencia g F(xn(t),xé(t))dt converge para Sth(f)dt .
.~D O »




Bibliografia

(1) d'Ambrosio, Ubiratan MNotas de aula sdbre Calculo das Va-

riagoes, 1 969.

(2) Asplund-Bungart A first Course in Integration , Holt, Ri

nehart and Winston, 1 966.

(3) Banach, S. Théorie des Opérations Linéaires, Chelsea,

1 932,

(4) Botts, T.A. Sufficient conditions for a generalized-cur-
ve problem in the calculus of variations, Duke Math. J., 11 s
(1 9u44), pg. 373-403.

(5) Cesari, L. Rectifiable curves and the Weierstrass inte-

gral, Am. Math. Monthly, 65 (1 3958), pg. u485-500.

(6) Fréchet, M. SurAquelques points du calcul fonctionnel |,

Rend. Cir. Mat. Palermo, 22 (1 306), pg. 1-74.

(7) Graves, L.M. Theory of functions of real variables,

McGraw-Hill Co., 1 956.

(8) Kestelman, H. Modern Theories of Integration, Dover,

1 960,

(8) Kolmogorov, A.N. e Fomin, S.V. FElementos de la teoria de

funciones y del analisis funcional, Mir, Moscou, 1 972.

(10) McShane, E.J. Generalized Curves,'Duke Math. J., 6,
(1 940), pg. 513-536.

(ll)"Rudin, W. Principles of Mathematical Analysis,
McGraw-Hill Co., N. York, 1 965.

(12) Tonelli, L.. Fondamenti di Calcolo delle Variazioni,

Vols. I e II, N. Zanichelli, Bologna, 1 921, 1 923.-




(13) Young, L.C. Generalized curves and the existence of

an attalned absolute minimuim in the calculus of varlatlons,
C.R. de la Sociéte des Sciences et de Lettres de Varsov1e,
classe III, 30 (1 9373, pg. 212-234,

(14) Young, L.C. Lectures on the calculus of varlatlons

and optimal control theory, W.B. Saunders Co., Phlladelphla,
1 969, | |
(18) Youngs, J.W.T. Curves and Surfaces, Am. Math. Monthly,

51(1 9“"”’), pgo l"'llo ) . "




