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Ititz'aduÇia

O objetivo abata, expos]çin é abordar a].gana aspecboa

da toal'ía de cu=vao neceaaárla pal'a se eabuda!' o problema funda
meata]. do cá].calo daa varlaç8es na torna paraüaétrlca..

IJlaa foz'jaula.ç:n d8aae probblena é a segulnte8 Dado ua
coZ'ta conjunto ..f\ de cultas slbua,das Ra Rn. achar uma cunrü ea

.jÀ., que üa]ni.mime o funcional. ,L

atC] = \F(x(t).t(t))d'b
ando x(t): ta,b] -----..+ Rn é uu& rweprBsent&çaQ d& CUlTa, C e

F(x.y) 8 RnxRn --.-..-+ R é uaa f'unção contÍima, posí+ívÚ.Dente hoag.
geaea eu y

Oa três pl'íaeíz'os capJltu]oa tratam essenc]a.].agente de
responder à pel'junta O que é culta ?

A idéla bbáaica usada noa capíbul08 l e 111 é & seguíB:
te: Considerasse un ce.rto conjunta 1; de funç6e f dofinídaa elü

Intervalna compactos do R, cna va].o!'es vetorlai.a en Rn; defino«

ae uma re].açao de equlva]êncía s8bb]'e g ; cada c].aaae de equtvlâ
lêncta gera então cha ada de culta.

As aefíN.ç8ee va]'íau de üc8rdo cou a escol.ha do coam

junto 13i. e d& relação de equíva].êncla.
Já na capitula 111 concobbelaoo curva, como uu funciona,].

].íneaz' nãa»nega.tive. É aqui. nêste contexto, que aparecem as
cuzvaü general.iradas de i,.C. Yauag .

Wo eapíbuln IV ap!'esbata,troa ua teorema de . reproaezitg
ção Fale as cura'aa general.lzadas.

Quanto ao t!'abba].bo cano un todo , que!'empa obael-va!'

que procul'amor orgaziízar n üaatería]. s8bl'e a teoria de cuzvaa ,
do Dando & tornar ttu&'but'&].w n apareétmento do conceito de curva,
genera].lzada de Yaung.

e

Intrcduçio 

' O objetivo desta exposição é abordar alguns aspectos 

da teoria de curvas necessária para. se estudar o prôblema funda -
mental d·o cálculo das variaç5es na forma paramétrica.. 

Uma formulação d8ase problema é a seguinte: -Dado um 

certô Cônjunto J\., de curvas si tuada.s no Rn • achar uma curva . em 

A. que minimize o funcional b 

J (cJ = J....1< x( t) ,t( t ))d't 

--~>Rn é uma representação da onde x(t): [a,b) curva e e 

F(x,y): RnxRn --~-~Ré uma :função contínua, pos1t1.vámente hom,2. 

glnea em y. 

Os tr3s primeiros capítulos tratam essencialmente de 

responder à pergunta O que é curva ? 

A id~ia básica usada nos capítulos I e II é a seguia 
te: Considera-se um certo conjunto· j de funções, definidas em 

interval~s compacto~ de R, com valores vetoriais em Rn; define­
se uma relaçãn de equi val8ncia s~bre 1 ; cada classe de equi V!, 
l@ncia será então chamada de curva. 

As definições variam de ac6rdõ_com a escôlha do con­

juntô }. e da rela9ão d~ equivalência. 

Já no capítul~ III cnncebemos curva. como um funcional 
linear nãô:-n~ga.tivo .. :t aqui' nêste C(')ntexto, que aparecem as 
curvas generalizadas de L.C. Young. 

No capítulô IV apresentamos um teorema de_represent!, 
. 

ção para as· curvas generalizadas. 

Quanto ao trabalhõ como um todo, queremos observar 

que procuramos organizar o material sebre a teoria de curvas . 
de modo a tornar "natural." o apareéimento do cnnceitõ de curva 
generalizada de Young. 

' 
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Capa'bu].n l Cultas Parauétricas Canbínuas

l

l

DízemoB que f é 3SÊg.Ü :lente a g.e-paul @

].. CuZyg

]..]. Definicãn

sejam dadas duas hnç6es ft (a.b) -----» Rn e g: G.a.)
) Rn con+Ílmas.

ÜJdste uma função h: Cc.a.l ------"+ R t&]. que
1) b(c) : a. , b(d) = 'b

2) b é contílüia e esbz'ltaaenbe creacen'be

3) fob = g.

Esta re].açãa é uma re].üçãa de equiva.lêneia .nn conjunto
da.a f\inç8ea contÍmaas, deflnídao ea íütelvaloa coupactoa de R l
cou veloz'es vetoriais a Rn. Aa cla aos de eqiivalêacta são doqg.

si'buadaa na Rn. Vaüioa denotar pol'
Ct) & c].asar de equ]va16 cía determtnetda por f. Se g é ua o].snob

to de [f.}l dizouóa que g é una peDI'esaataçao d& culta. de i-ebbeau

@. tf).

So[au ft Ga,b] --"-"''+ Rn o g: Üc,d)----....+ Rn duas

ç6ea jebbeogue qaíva.].entoa. Tea»se. eat:o, que

1) í'(ú.) = g(c) , í'('b) = g(d)

2) f( [a,b) ) : g( Qc,a] ).
QB pon$oa f(a) e f'(b), peMen.Gentes ao Ra, cb&maa-ae

8 f(a.) é a ponto íníc].a]. e f(b) o poa

to f3.nal; o aubcon.junto f( Üa+b) ) do Rn chanü-ae o g=égi.gg. d& eu=
v. Í]r] .-

Soja, ft Ga,b] ""'---+ iP' una função cone

tÍxKia.. Então, pax'a bodo ponto Pe f( Ga,b]). exlate o nÍnlno do

con.junto {te [&,bb] tais que í'(t) = P'} .

@

Capí tulf'I I Curvas Paramétricas Contínuas 

1. Curva de Lebesgue 

1.1 Defini2ão 

Sejam dadas duas f'unç5es f: (a,b) 

--•➔ Rn contínuas. Dizemos que fé Lebesgµe-eguiv~lepte a g se 

e5Jd.ste uma função b: (e, d) --~.., R tal que 

1) b(c) = a , b(d) = b 

2) h é contínua e estritamente crescente 

Esta relação é uma relação de equivalência ~o conjunto 

das funções contínuas, definidas em intervalos cômpactõs de R ., 

com valnres vetoriais em. R11. As classes de equival3nc1a são den,2. 

mina.das curvas de Lebesgue, situadas nô R11. Vamns denôtar por 

(f) a cl.asse de equiva.l@nc1a determinada por f. Se g é um elemea 

to·de (f], dizemos que g é uma representação da curva de Lebes-

gue (f). 

1.2 Extr~midades, gráficô e ordem no gráfico 

Sejam f: (.a,b) .l ~ e g: (c,d.) ➔ Rn duas fu.Q 

ções Lebesgu.e-equival.entes. '?em-se, então, que 

1) f(à). = g{c} , f(b) = g(d) 

2).f( (a, b)) = g( (c,d)). · 

os·pontos f(a) e f(b), pertenQ~ntes ao Rn, chamam-se 

euremidades ·da curva (t) : t(a) é o ponto inicial e f(b) o pon­

to final; o subconjunto t((a,b)) do Rn chama-se n gráfico da cu~ 

va (t) •. 

--•~ R11 uma fungão con-Prgpo1igão 1.1 Seja f: (a.,bJ 

tínua. Então, para. todo ponto PE f( [a, b]), existe n mínimo do 

conjunto l t ~ (a,b] tais que t( t) = .P} • 



2W. %]a tP o í ína dó conjunto .It e.Üa,b] tai.a que f'(t)
Querelas Dünstrar que tP Ó a üüÍnímõ d$asa conjunto, lato é

f(tP) : P. Se tb. = b! na,da há & demonstra.r. Suponhaaasf ontgo,

que tP #' bb. aCIma f é uai.fol'ueuento cozitÍnua ea Ga,b]], da.do

e>o , existo 8=oC(t)total qle para todo t da Ga,bll
lt-tPl<i i.laPuca llr(t) tP) ll<&

WlsP pela dofiniçgo de t? , dada á' >0 , exISte t <. tP + (Ç'

tal que f(t) =p. poMmto, llp-Í(%) ll '.&//

Seja f UDaa função contÍma de Ü&,b] ea iP. Valho de
ftnír Bala oz'dea nõ conjunto f( l.a,blJ). Dador agia pontua P e Q

de í'(Ca,b]), ee3aa tP e tQ os laÍnlüna dciB can3untos dos t de
Ba,b] tais que f(t) = P e í'(t) = Q, respecti.vanonte. Di.geada

q\ze P pl:'acode Q e denotanos pór p4+a oe e aguente se tPÉtQ '
[Ê c].aro que esta re].a,çãa é uaaa re]açaa de O]'dea tota]. ea f( Ga,bbJ).

1.2 Saiam f: Ea,bJ -----+ l?' e g: [c,d]
-"---..> lln duas funç6ea Lebesgue«equíva].elites . Então . para todo

pal' de pontos P e Q do gl'áfíco de Lí]] ,

P4ç Q sa 6 sàlaente se P4.Q .
21a. Sola h uma função de Lc,a} on R , cou b(c) = a., h(d) = b .
contínua o ostríta.]aea$e c!'escente ta]. que g = foh . Sejam tn e

bQ cano antes. Então, h'l(tP) = ulneté Úc,d] fale que g(t)=Pli e
h'l(tQ) B d.n.{tê [c,d] tai.B que g('t)=Q\ . Portanto,

P4tQ aees6 8 tPçtQ aee a6seh'l(tp)É b'l(tQ) aa S6
se P ç.Q . //

Podeaosl ezitão, defitiír uma ordena total. no gráfico de

uma ruiva [f], usa.ndo»se a.ox'dela 6f ; o que é a.firnaão aa PI'apo
lição Batel'iol' é qua cota, nrdeal nio depende da pa!'ticu].a!' I'ePX'e

aeataêao f escolhida

8

e

~. Seja tp o ín:f'imo do conjunto {t t.[a,b) tais que f(t) = P}. 

Queremns mostrar que tp é o mínimô d&sse conjunto, isto é , 

f{tp) = P. Se tp = b, nada há· a demonstrar. Supcnhamns, então, 

que tp .,t b. Como f é uniformemente contínua em ~, b), dado 

é> o, existe b::: <.\(t) >0 tal gµe para todo t de (a,b], 

lt - tpl < S implica 11 r(t) - f(tp) 11 < t. 
Mas, pela def'inição de tp ·, dado ó >O, existe t ·~ tp + ó 
tal que f(t) = P. Port&ntõ, 11 P - t(tp) 11 < ~ //. 

Seja f uma função contínua de (a,b) em Ff. Vamos de­

finir um.a õrdem nn conjunto f{ (a,b}). Dados dois pontos P e Q 

de f((a,b}), sejam tp e tQ os mínimos dos conjuntos dos t de 

(a,b) tais que f{t) = P e f{t) = Q, respectivamente. Dizemos 

que P precede Q e denotamns por P ~t Q se e somente se tp .~ t Q • 

i ~laro que esta relaçãõ é uma relaçãc de ordem total em f((a,bJ). 

Proposigão 1.2 Sejam t: (a,b] ---•➔ Ff e g: [c,d] 
--.•~ 'If duas funções Lebesgue-equivalentes. Entiô, para todo 

par de pontõs P e Q do gráfico de [t) , 

P ~f Q se e somente se P{t Q • 

12!!• Seja h uma :função de [c,d] em R, com b(c) = a, h(d) = b , 

contínua e estritamente crescente tal que g = foh. Sejam tp e 

tQ como antes. Entio, h-1(tp) = min{re:: [c~d] tais que g(t)=P! e 

h-1 (tQ) ~ min{t.6 [c,dJ ·tais que g( .. C)=Q1 • Portanto, 

P · · . L L -1( ) · -1( ) 6 ~f Q · se e .so se tp.~ tQ se e ao se h tp .~ h tQ se e s 

se P.~,_ Q· • //-

Podemos, entiô, definir uma ordem total no gráfico de 

uma curva [f] , usando-se a. nrdem · ~ f ; o que é afirma.ao na PropJ2 

sição anteririr é que esta ordem nio depende da particular repre­

sentaçãn f escolhida. 



A p['oposição ]..2 ainda nas pa]']aito da]' un exeup].o

de dua,a f*unç6es Contínuas f, de Üa,b.] em iP', e g d Gc.aj ea
Rn tala que
].) í'(&) = g(o) , í'(b) = g(d)

2) f( b.b]) = g( [c,d] )

nas que zi:o sgo ]obbesgl!!:equiva].entoa. Veja a flguz'a aba,ixo.

's- 'â+ P 4't Q 'sç: B A. 4:â..U,, ''::g. P q$ B

2. Culta de Fré chet

Saiam dadas duas f\inç6es f'+ de Catb] em Ral B gt
de [cld3 ea IEZi+ contínuas. Dizemos que f é Fréchet«equina,lon«

..$g a g Bel dado E >ot oH.ste ul@ função bç de [c,d.] eu R t&]
que

].) l«c) = & , }«d) = bb

2) b.é contínua e estro.taaente croacente

3) ll í'(hE(t))-g(t) ]]< &. paratodoton Üe.d] .

Verifíqueuos qu.e vazou aa pl'opz"íedadeo

Reflexiva { seja f de [ütb] ou Rn contínua. Dado E >ot seja

bt de ta,b] ou RP deí'ínída poZ' h (t) = t. ToW-Se que ht:.(a)=
& l be(bbl=bb , b é contínua e estro.tamonte creseezib. A.].éa

disso, p&!'& toda t ea [a.bb] ,

11 r(b:(t)) - í(t) 11= 11 r(t) - í(t) 11= o
Po['tanto, f é Fz'échet va].ente a si uea 8

A proposição 1.2 ai.nda nos permite dar um exemplo 

de duas funções contínua.a f, de (a, b] em R11, e g, de [c,dj em 

~ tais que 

· 1) t(a) = g(c) , t(b) = g(d) 

2) :f'( (a, b]) = g( (c,dj) 

mas que não são Lebesgue-equivalentes. Veja a figura abaixo. 

',"' 
p 

B 

b 

; . . Y 
·~ -+-----+------J.. 

\, \,, 

2. Cu.rva de Fréchet 

Sejam dadas duas funções f, de [a,b) em Rn, e g, 

de (c,d) em ~ contínuas. Dizemos que f é Fréchet-equivalen-

...t, a g se, dado € >O, existe uma tunçiõ ht. de [c,d] em R tal 

que 

l) bJ e ) = a , hj d) = b 

2} b é côntínua e estritamente crescente t . 

3} 11 ·f(h~(t}) - g(t} t'; < t::.. para todo tem (c,d) • 

Verifiquemos que valem as propriedades 

Reflexiva t Seja f de [a, b] em 'fr contínua. Dado t:. > o, seja 

bê de (a,b] em R, definida pôr h (t) = t. Tem-se que h~(a}= 

a, ht(b)=b, b é contínua e estritamente crescente. Além 

disso, para todo t em (a, b} , 

11 t(ht.(t)) - t(t) 11 = 11 t(t) - f(t} 11 ·= o 

Portanto, fé Fr~chet-equivalente a si mesma. 



4

.E]igÉ]=i;g! & Slpanba que & função f de ]a,b] en Rn sola Fx'én

cbetnoquíva].en'te à fun.ção g de Üc,d] eaa Ra. Então. dado E>af
exlato una função ht de Üc.aJ oa R que Bati.sf'az 1),2) e 3).

Soja l\: L l da Üapb] ea R & função lavei'aa, de hs... Ten-ee blue

h:lZ(a) = c, h'?(b)=d , b-Ei é contínua, e estribanente crescem
te. Sela t = bt(t) . Ratão do 3). sebe-ae que

11 f(t) - g(h'el(t)) li'- â. wm taça 't em 8a.bi
Pox'tanta, g é Frécbet valonto a f.

TT'ansltíva : selar fl , f2 f f3 í'uaç6es contínuas,respectivlâ
üaente, de Gal,bbl]t fa2tbb2)p Ü&3'b3] ea Ra., Suponha que f]. e
f2 aan FI'échet quiva],entes e f2 e f3 também. Dado € >o,UEjüâ

tea ?unç8ea pede ta2lbb2.) ea R e kt;ãe [a2lb2) eu Rt contínuas
está'ítauente crescentes cau

ht.(a2)=al , ht.(b2)=bl , ká(a2)=a3 l kt(b2)=b3 tais que
11 fl(ht(t) - f2(t) li { &/2. para todo t em Ea2,b2]

li f2<t) - :P3(kC(t))ll c &,/z para todo t eu Ca2,b2]]

Daíjjfl(bt(t))-f3(ke(t))ll'..e " " « « "

A caaposta ktoht.'L de Ü&].lbl] em R é contínua, estritamente

crescente . ktoh'tl(al)=a3 , ktobe, (bl)=b3. Seja t':bâ.(t).

Ent:o 1 1 í'z(t) - f3(ke''' htl(t)}l 1.:. É. pm tc'dc' C en Gai,bi]
Pc.rtanta, f']. e r3 sEo Fz''échet ].entes.

Esta re].&çao é, então, ulaa ralam:o de equivalên
cia nn conjunto daa funções co t:lura,B, defínldao en ínteivtl-
].aB compactos de. Rt cala v8.lctF08 vetoría,la en Rn. Â8 claaoeo

de eqpivülêncíü 8 Q denouínadae culta.a de F'récbet+ situa.daa
em Rn. Vamos denotar pox' ].t] a c].aaae de equivalência. deterá

minada pal' f. Se g pertence & Cr], dizeuoo que g ê una repzB.
"ntaçã' da .u:v, de P,é.b.t Eí'l.

Simétrica: Suponha que a função f de [a,b] em Rn seja Fr,­
chet-equivalente à fun9io g de (c,d] em Rn. Entãc, dadô f.. >D, 
existe uma função ht de [c,d] em R que satisfaz 1),2) e 3). • 
Seja ~l, de [a,b] em R a :tunção inversa de ht. Tem-se que 
h~1(a) = e, h;1(b)=d, h~1 é contínua e estritamente crescea 
te. Seja L = h~ ( t) • Entãn de 3), segue-se que 

11 f(!) .... g(h:_1 ( 1:)) 1 i ..::.. t. para todo "'C. em (a, b] • 
Põrtanto, g é Fréchet-equivalente a f. 
Transitiva: Sejam :r1 , :r2 , :r3 funções contínuas,respectiv!_ 
mente, de [a1 ,b1), (a2,b2), (a3,b

3] em lf- •. ·Suponha que :r1 e 
f 2 aãn Fréchet-equivalentes e f 2· e f 

3 
também. Dado ~>o ,ex1!, 

t'em funções b
16

de (a2, b2] em R e ktde (a2, b2) em R, contínuas 
estritamente crescentes com 

h~{a2 )=a1 , h~(b2 )=b1 , kf(a2 )=a3 , kt(b2 )=b3 tais que 
i l f 1(ht:(t) - t 2(t) 11 < é./z para todo t em [a2 ,b2] 

11 f 2(t) - f
3

(k~(t)} i 1 ~ 1:./z para todo t em [a2,b 2J 
Daí 1 1 f 1 ( h t ( t) ) ... f' 3 ( k € ( t ) ) 1 1 .e:.: t. " n " 0 

" 

A cnmpôsta ktoh:1 de [a1 ,b1J em Ré contínua, estritamente 
crescente, ktoh;1 (a1 )=a3 , k'êob;_J-(b1 )=b3• SejaL=h~(t). 
Então 11 t 1 (-e) - f 3(k~n h;1 (c:) )l l .c:. t pra todo T em [a1 , b11 · 
Portanto, f 1 e t 3 são Fréchet-equivalentes. 

Esta relação é, então, uma relação de equivalên­
cia no conjuntô das f'u.nçnes cõntínuas, definidas em interva­
lõa ennipa.ctos de_R, com valôres vetoriais em nll. As classes 
de eq~ivalência são denominadas curvas de Fréchet, situadas 
em~. Vamos denotar P?r [f) a elasse de equival@ncia deter­
minada por f. Se g pertence a (f J , dizemo a que g e uma repr!. 
sentaçãf) da curva de Fréchet (f). 



!=e2agisãe. 2.1 Sojala ft Ga,b] ------+ Rn e g: Üc,al-----+
Rn duna funç6ea contÍlzua.a. $a f e g ago l,ebboague»equívalenteo

então oãn Fz'échet»equiva]en'tes. À recíproca é fa].sa.

Dem. g evídento. Vamos dar u ü contra xeEüplo pal'a uci.g

tirar que & recíp['oca é í'a]aa. Sela f: [b,].] ------..» lln definida

pnr í'(C) = (fl(t),O,...,Q} ..,nde fl('t) = ""L . sela g: BO,il---»
Rn definida por g(t) =(gl'(t),O,....O) onde

t
2

1/2gl(t)

]. + )(t se 2/3 à t é: ].

B clal'a que f e g:;Zão l.ebesgue lentes. Pa.ra

n341 sela bn: ÜO+l] ------»p R definida por
3t/2 se O e:: t «. ]./3 - ]./n
! + 3(t-1)/2 8e 2/3 + 1/n c.t el
1/2 + 9(t )/n+6 ae 1/3

Tela-se que bn(O)=0 , bn(1) ; 1 , bn é c'ntÍnua
eatr[tamente crescente . .A].éa dissot

[ h.(t) - gl(t) 1 <3/n pal'a. todo, t ea BO.i]

Portanto, ll f(h.(t)) - g(t) li< 3/n papa todo t ela ÜO,zJ
Êste é, f o g sga Fréchetnequlvüleabee. //

bn(t)
+

6

l/n

- c,. :l(t)
t llul.t)

Proposiçãô 2.1 Sejam f: (a, b) ➔ Rn e g: [c,d] ,-
Rn duas funções contínuas. Se f e g sãô Lebesgue-equivalentes 

então são Fréchet-equivalen~es. A recíproca é falsa. 

Dem. l evidente. Vam~s dar um contra-exemplo para mas -
trar que a recíproca é falsa. Seja f: 

pnr f(t} = (f1(i::),o, ••• ,O) onde t 1(i:) 

~ definida por g(t) = (g1 (t),o, ••• ,o) 

--~rf definida 

...lL 
2 

1/2 

se 

= t. 
onde 

O~t,...L 
3 

se ...l.... ~ t., _g___ 
3 3 

1 + 3(t-l)/2 se 2/3 ~ t ~ 1 
~;o . 

! claro que f e g~ Lebesgue-equivalentes. Para 

3t/2 se O ~t ~1/3 - 1/n 

hn(t) = 1 + 3(t-l)/2 se 2/3 + 1/n '- t ~ 1 

1/2 + 9{t-l/2)/n+6 se 1/3 - 1/n ~ t ~ 2/3 + 1/n 

Tem-se que bn(O)=O, bn(l) = 1 , bn é cnnt:!nua 

estritamente crescente. Além disso, 

1 hn( t) - g1 ( t) 1 <.. 3/n para todô t em [O,l] 

P<'lrtantn, 11 f(h ( t)) - g( t) 11 < 3/n para tõdn t em [O, 1) n 
ist~ é, te g sio Frécbet-equivalentes. // 

t:. 

.L 

. !.. ,;. 
s ·~ 1 t 

:-t.'-=- c-i\ t) 
-r'..i 

e 
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de Lebesgue que t6© aa lüesüaaa extl'elaldadea, Q mesma gráfico

e a. abana ardeu no gráfícol ana que eão dístintaa. Baseado

na PI'oPoa]Çao 2.]., pndeuoa dízez' quer nuü! cez'tn aentldn. o
conceito de culta de Préchet é mais gera]. do que o do culta
do labosgue.

O paaao aeguínte eepía uetz'ízai' Q conjunto daa cul--

va.s de Fréchet. Bn vez dísao, pi'eferiucla daz' una Rnv& defí-
nlç:o de culta, ai naa geral. que a, de lebbesguo. e].íd.fiando»

86 a.ssiBÜ, COZ.ta.s calvas prol"lü&í8H que não aQ8 íntereaaa.rão.
Doada uaneix'a, a].cançalüna anis ab3eti.vas j.nportanteat tep

una definição síaPloa de Guita o tep uua toPolügia nn canja
ta daa curvas.

Este exemp].o ©a®$r@, também

3.

3.1 EgíiHc:o

Dizemos que uma funçan caatÍlma x , deí'inídaaum la

tezvala conPacbo ta,bb]] do R e cona veloz'es vetoríaía elü Rnp

é .li;gbt ae ou x n:o é conota.nte nm nenhum aubínterva].o or6-
pría do Ga,b] ou x é caziataato ela todo Ca.b].

Selara dadas duas fuaç8os conta uao llgbt x, de Üa,tiJ
eu Rn e y, de l.ç,al} en Rn. Dizemos que x é equíva].Bato & y
8e exíato uma funçãct h de Üe,d] B© R ta]. qle
1) h(c) = & . b(d) = b

2) b é cnntlnua e estritamente creecoate

3) x(b(t)) = y(t) papa fado t oa Be,d].

Bata z'elaçãa g uüa ro].açao de equíva].Bacia no conjun-
to das funç6ea contínuas ].íght, defínídaa ea íntorva],as comw

pactua de R, cau] va].opep VBtnPI.8.í8 en Rn. cause ChümaX" &B C].&B
se8 de equíva].êncía de

daa on Rn. $e C é una
aÍttxa-

cZaeae
x pertence a c, dízeaios que x©

é uma ggET'aseata .g21=aÉ3:3:.Ç9 da curva C.$ @

Este exemplo mostra também que podem existir curvas 
de Lebesgue que têm as mesmas extremidades, o mesmn gráfico 
e a mesma ordem nô gráficõ," mas que são distintas. Baseado 
na Propnsição 2.1, podemos dizer que, num cert" sentidn, o 
cnnceito de curva de Fréchet é mais geral do que o de curva 
de Lebesgue. 

O passo seguinte seria metrizar o conjunto das cur­
vas de Frécbet. Em vez dissn, preferimos dar uma nova defi-· 
nigãn de curva, menos geral que a de Lebesgue, eliminando-. se assim, certas curvas "anormais" que não nos interessarão. 
Dessa maneira, alcançamos dnis nbj.etivos importantes: ter 
uma definição simples de curva e ter uma topolmgia no conju~ 
·tn das curvas. 

3. curva Paramétrica Contínua 

3.1 Definição 

Dizem.os que uma função côntínu.a x , definidanum in­
tervalo com.pacto (a,b) de R e com valores vetõriais em Rn, 
é lis!at se ou x não é cnnstante am nenhum subintervalo pr6-
priô de (!L,"b] ou :x é cônatante em todo (a, b). 

Sejam dadas duas funções côntínuas light .x, de (a, b) 
em Rn e y, de [o,d] em Rn. Dizemos que x é equivalente a y 
se existe um.a fungão h de [9,d} em R tal que 
1) .b(c} =a, h(d) ~ b 
2) b. é cnnt:ínua e e·stri tamente crescente 
3) .x(h( t}) = y( t) para tcdo t em [c,d]. 

· Esta relação é uma relação de equival3noia no conjun­
to das·t-unções contínuas light, definidas em intervalos com­
pactns de R, com valores vett"lriais em Ef. Vames chamar as elas -ses de equivalência de curvas paramétricas contínuas, situa­
das em Rn. Se O, uma classe ex pertence a e, dizemos que x 
é uma representação ;earamé~rica da curva e. 



Obseivaçãot Se uuaa calva cona:ínua, C tem uma I'epl'eaen«
taçgo conatanto, ezlt:a toda.s aa suba I'epz'esentaç8os são cons-
tantoa. Noite c&8Q, dizoung que C é uma culta degenera,da.

3.2 g8$Z9Bída4g.g.

Repita«ee o item ]..2, cnawa devídaa uodífícaç8ea do nQ.

laoaclaturn e natação.

Denotamos por C. n canlunto das calvas contínua.s, aitug:

das eu R'. Vamos ágata definir uma função â de (x 6.eaa R pda. sg.
guínte laaneí!'a: Dados C]. e C2 pex'tencentoo a,'é; t Bela X Q con-

junto das repreaentaçoea de c].P definidas 8üi ÚOt].ll e seja Y

o cnnlunto das lwpz'eaentaç8ea de C2, definidas em BO,i]. Então,
sela d(CI,c2) Q ÍnMno a conjunta {wxl lx(t) - y(t)l l t&l que
XÜX, ye Y\ . 't&Üu.i]

E=ezaÊi;gêa 3.1 Sejam x e y duas funções Contínuas le

voa (líght), de ÜO,]] ela Rn. Se h é uma ftinçãa ãe RO,XJ eu R
contínua e está'ltalüente crescente, cam h(O) = O, h(1) = 1. en-
too, ten-se

i?xl IX(t) - P(t)ll= iTxl lx(h(t)) - P(h(t))ll.
9ee. Wxllx(b(t)) - r(h(t))ll= n xll(x-y)(h(t))ll k

Vxll(x-r)(t)il %xll x('ü) -y(t) ll. //
Vamos ãefiniz' um outra função X de G''.e.eu Rt Dad08 C,

e C2 ela C. p seja ; , de ÜO,].] en Rn, una r.epreBentaçga fixada
antes. Então,sela 8 (ci,c2) o Ínfi.aa do caB:

t&l que yó Y.}.

3.2 IS'(cl.lca) : d(cl.C2} para Bodo c].+c2

de Seja Y cano+

maxi l ;(t}junta
tetqt]

em b.

Dea. d(cl,c2) <x&(C.,C2) pois Q conjunto

1;(t) t)ll t&l que ycY} está conta.do no conjunto

lx(t) t&l que x.SX e yeY}. Pam mostrar que

Observação: Se uma curva contínua C tem uma represen­
tação constante, então tõdas as suas representações são cons-
tantes. Neste caso, dizemns que C é uma curva degenerada. , 

3.2 Extremidades, gráfico e ordem no gráfico. 
Repita-se o item 1.2, comas devidas môdificações de n!!, 

menc1atura e notaçãõ. 

3.3 Distância de Fréchet 

Denotemos por C o ceinjunto das curvas contínuas, si,tu!, 
das em Rn. Vamos agora definir uma função d de lx Gem R ,da S!, 
guinte maneira: Da.dôs c1 e c2 pertencentes ~ ·G , seja X o con­
juntn das representaçnes de c1 , definidas em (0,1] e seja Y 
o cnnjunto das representações de c2, definidas em (0,1). Então, 
seja d(C1 ,c2 ) o Ínfimo do conjunto lmaxllx(t) - y(t)ll tal qu~ 

Y 
1. 'tt:Co. i) x.x, ye:, 5• 

ProRosição 3.1 Sejam x e y duas fun95es contínuas le­
ves ( light), de [o,1J em Rn. Se h é uma f'unçãõ de (.ó,1J em R 
contínua e estritamente crescente-, com h(O} = o, b(l) = 1, en­
tãot tem-se 

max li x(''i:) - y( i:.) t 1 = max 1 1 x( h ( t) ) - y( h ( t ) } li • ·t t 
Dem. ~xltx(h(t)) - y(h(t))I I = ~xH(x - y)(h(t)}lt = 

~xi 1 (x - y)(r)l l = ~xll x('c) - J(c) li. // 
Vamos definir .Urlil nutra função d de G 1(, t; em R: Da.dos c1 

e c2 em C. , seja i , de (0,1) em Rn, um.a representação fixada 
de c1 ._ ~;ia Y como antes. Entãn,seja S(c1 ,c2 ) o Ínfimo do coa 
juntn { ma.xi I i(t}°- y( t) 11 tal que yt!:: Y}. . tê[0,1] 

Proposigão 3.2 S<c1 ,c2) = d(c1 ,o2) para todo c1 ,c2 
em ~. 

Dem. d(C1 ,c2 ) ~S(c
1

,c2 ) pois o conjuntn 
\._~x I li( t) - y( t) l l tal que y 4i:. Y } está contidô no conjunto 
-\_ max l l x( t) - y( t) 11 tal que Xé X e y <:: Y} • Para mostrar que 



].P''2'rSatçlPç2; t beata nostz'ax' que se xeX e yey, então

existe Í alü Y t&l que Hall lx(t) - P(t)ll= maxi l;(t) - F(t)l l
Cama x é equivalente a, ;, exíate una, função h de [0,Z3 om R
Contínua e estritalüenta cr agente tal que h(O)=Q, b(1)=1 8

X = xob . Seja y yoh'lpertencente a Y. Entãot pe].a trapo
aÍÇã0 3.1, wxllx(t) - x(t)li= maxis;(h(t)) - r(t)ll -
= maxll;(t) - P(h'Z(C)ll = Wxll;(t) -y(t)ll : ,,

Obeervaçãoi Pe].a p!'oposição 3.1+ sabe que á(a, ,G.)
pião depende d& pa!'ticu].a.r repz'esentaçãa x escolhida.

:=e2agisãg. 3.3 A f\unção ã aeéÃ.&eu R é uaa métrica
e© (o .

411.g. Sejam CI e C2 duas cultas contínuas. B claro que

d(CI,C2)?0 e que cl = c2 j.mPIÍca d(CI,C2)goaaoa sarar qub

d(C].pC2) : Q íEaplíca C]. : c2 '

Í) Se nela das CalVaS, dlgauos C].P é degenerada (seja P o lÍRiCa

ponta de seu gl'áficn), tem que, dadnt>O, existe uma repreaezi
taças y ãa Bo,l] eai Rn de c2 ta]. .que maxi l p - y(t)l lCt.. lato
significa que os pontua do gráfico de C2 est:a arbitrariamente
p1'6XíaoS do pOn'bo P e õáí cones.uím08 que o gráf'íeo de Ca coi.n»
ode êaa Q de C].. Segue, pol'tanto, que C. = c. .

Íi) $uPonhauoa que nenhuma daa cuzva8 seja degenerada. Saiam x

de BO.l.] ea Rn e y de ÜO,l] ela Rn pepreaentaç6ee de Cn e C. .

i'eapectívanente. b caaxi l=(t) - 7(t)l 1 = 0, aewe-se que = = ?

e poz'trato Cl:c2' Suponha que não aconteça isso. Então. vamos

üüoatrar que existe uma. função h de ]P,i] ea RI contínua, © es»
ti'ítanente crescente con h(Q) =0) b(1) = 1 e ; = ? Q h .

Seja H Q caajunto daa ftzüç?Íos h de BO,Z] eu R ooatílxua.s e ean

t!'ítamezlte Cnseentes cnm h(O) = O, b(1) = 1. Caaó d(CI,Ca)=0,
pegue«se que dado n em N, existe bn em H t&]. que

(1) maxi l;(t) - 7(bn(t)}l l<: 1/n .

A sequência y o hn Converge, então, Uníf03'meüaente pal'a x. Vamos

8'(có (c1 ,c2)~ d(c
1 ,c2 } , basta mr-istrar que se xe-X e Yt::.Y, então 

existe y em Y tal que max 1 1 x( t) - y( t )t l = max I fi( t) - y( t) 11. 
Como x é equivalente a i, existe uma função h de (o, 1} em R 
contínua e estritamente crescente tal que h(O)=O, h(l)=l e 
x = ioh. Seja y = yoh-1pertencente a Y. Entãô, pela propo­
siçãõ 3.1, maxllx(t) - y(t)II = maxlli(h(t)) - y(t)lt • 
= maxl lit'c) - y(h-1(t:) 11 = ma.xi fite) - y(i::) l l ~ // 

Observação: Pela proposição 3.1, sabe-se que<}(c1 ,c2) 
não depende da particular representação i escolhida. 

Pro~osição 3.3 A :função d de ~ ... <:,em R é uma métrica 
em ·e, • 

Dem. Sejam c1 e c2 duas curvas contínuas. ! claro que 
,! o d(c

1 ,c
2 )'~0 e que c

1 = c2 implica d(C1 ,c2 ):vamos mostrar que 
d(C1 ,c2} = O implica c1 = c2 • 
i) Se uma das curvas, digamos c1 , é degenerada (seja P o único 
pontn de seu gráficn), tem-se que, dadnt>O, existe uma represe.a 
tação y de (0,1) em Rn de c 2 tal ,que max( l P - y(t) l l < z. Isto 
significa que os pontos do gráfico de c2 estão arbitráriamente 
próximos dô ponto P e dáí cõncluimos que o gráfico de c2 coin­
cide com o de c1 • Segue, portanto, que c1 = c2 • 
ii) Suponhamos que nenhuma das curvas seja degenerada. Sejam i 
de (0,1) em Rn e y de .(0,1) em 1f1 representações de c1 e c2 , 
reepectivamente. Se maxl1i(t) - y(t)II = o, segue-se que i = y 
e portanto· c1=c2• Suponha que não aconteça isso. Então, vamos 
mostrar que eXiste·uma :função h de [0,1] em R, contínua e es­
tritamente crescente com h(O) =O) h(l) = l e i = y_o h. 
Seja H- o conjunto das f'tuiçnes h de [O,l] em R cõntínuas e es­
tritamente crescentes com h(O) = o, h(l) = 1. Como d(C1 ,c2 )=0, 
segue-se que dado nem N, existe hn em H tal que 
( 11 max I l'i( t) - y( hn ( t) ) 11 < 1/n • 
A sequ&ncia y o bn converge, então, uniformemente parai. Vamos 



unotrar que & sequência bn admi.te uua subsaquêuci.a un.íf'orbe»
mente convergente. A seq. hn é unífarue/''' ].imitada., país p&='&

todo n eu N, toda t em ÜO,l], tew-se Q.ihn(t) $1. Supozüa que
& seq. ha n8o sela equícnntínua! existe E>O t&]. que para tan

do n eüa N, existe hP.t existe tn' ti. ea Ü0+3.] ta]. que

(2) O.(ltn l.< 1/n e lbPn(tn)-hPn(tn) là'..t
As seq. tn , bpn(ta) 9 hPn(tn) são li.üai.fadas; podeuaoa ,
então, seda perda de genera].idade, supor que e].as aelala oon
vel'gente 8 :

(3) 1Ín tn = t. , lj.m bPn(tn) = u. , lj.u bp.(tn) ' uo
Por (2). segue-se que

ií" t; : t. . l u. - ui 1 » É.

Sela .X ula adERem qualquer entre uo e u: . Por (3), exíate n.
ou N tal que par'a todo n >n. ,

lbPn(tn)-uai< 1 u. -À.l e l hP.(tn) -uil<lui» ÀI

Como À está em bP.( ÜOt]]), exi.ste t.Ken;lre tn e t; t&]. que
h. ( 't.) : 'X .

Pc,r (1), teu-se 1 1;( tn) - F(bP.('t:«)l l .< 1/Pn
(4) 1 1:( t.) - 7( À) i 1 < i/p.
É c].8Tn que IÍm tn= [o ' Tem que pn tende 8 .og quando

n tende a .H t país, senão. existiria a].guu h..... t&l que pa

ra uw subsequêncía tl] d& seq. tn

hp=(tl\) = u. : lj.a h].(t;k) : uâ e lu. - uXI .» á. ,
n que Be3:'ia abmrdó. Segue-ae portanto, de (4), que

;(to) = F(À) . Entgõ, ? é c.Rate.nte num subi.nterv:,lo, o que

é ulaa contradição. P'yrtanta, a geq. h,.. é equícontínua.

Pe].o Teorema de Ascalí, existe uma subbseq. hm da seq. bn que
cativel'ge u.nifarme/ pa!'a uma função h contínua , em Bo,z] .
É clara que h(O) = o, h(1) = 1. .À função h é eatri.ta/ cres-

centes poisa dadas t].l t2 em BOIZ], cair t].Z. t21 tem-se que

a

n

mnstrar que a sequência hn admite uma subsequência uniforme­
mente convergente. A seq. hn é uniforme/ limitada, pois para 
todn nem N, todo tem [0,1], tem-se O~bn(t) ~l. Suponha que .. 
a seq. hn não seja equicnntínua: existe ~ >0 tal que para to-

do n em N, existe hp ,, existe tn, t~ em [0,1) tal que 
n 

( 2) O< 1 tn - t;,_ 1 < 1/n e I hp ( tn) - hp ( t:i) l ~- z.. 
n n .. As seq. tn , hp (tn) , hp (t~) são limita.das; podemos , 

n n 
então, sem perda de generalidade, supor que elas sejam con-
vergentes: 

(3) lim tn = L.o, lim hPn(tn) = u 0 , lim hp~(t~) = u~ 

Por (2), segue-se que 

lim t• = -r e n Lc, 

Seja ~\ um número qualquer entre u
0 

e u~ • Por ( 3), existe n
0 

em N tal que para todô n >n
0 

, 

lhPn { tn) - u0 1 < 1 u 0 .... À I e 
Comr, À está em hp ( [O, lJ), existe 

n 
bp ( ·r:l\) = Â • . 

n 

l h { t' ) - u' 1 .( lu • • Â 1 p n o o n 
1:1\ entre tn e t;,_ tal que 

Por (1), tem-se 1 li{ Ln) - y( hp ( 'Ctt) 11 < 1/pn 
n 

(4) 1 liC r\\) - 'y( "} 11 <. 1/pn 

t claro que lim "t'"' = ·t0 • Tem-se que Pn tende a c,q quando 
n tende põis, ... 

existiria algum bP::" tal que pa-a DO f sena.o, 
n ra uma subsequência. tllic da seq. tn 

lim h'P::'(tttir) = u0 = lim hPj'i(t~) = u' e iu,, - u' 1 >,. z f ô (') n. 
o que àeria absurdo. Segue-se pôrtanto, de ( 4)' que 

i( -C0 ) = y( Â) • Entãr-i, y é Cl"\nstante num subintervalo, t') que 

é uma cr,ntrad.ição. Pt"')rta:atii, a seq. hn é equi contínÚa .. 

Pelo Teorema de Ascoli, existe uma subseq. h da seq. b que m . n 
converge uniforme/ para uma função h contínua, em [0,1] .. 
t ola~ô que h(O) = o, h(l) = 1$ A.função h é estrita/ cres­
cente, pois, dados t 1 , t 2 em [o,iJ, com t 1 4"... t 2, tem-se que 



hu(tl)<hm(t2). E daí, h(tl)<h(t2). &Ponda que h(t].) =
h(t2), como y(hÉtZ)) tende para 7(h( eZ)) = :(t:) e
y(hm(t2)) tende pal'a y(h(t2.)> = 'i(t2), a funçga ; sel'i.ü
c"n8tünte em üüZ,t2n' p"' cada t am 8a,i),
: <t) = Ulu 7(hm(t)) = y(h(t)) e daí ; e 7 8:0 aqui.valen-
tes e portanto C. = c. .

É clara que d(cl,C2) : d(C2lCI) .

Para unst!'ar & desagua.Idade troa!!gu].az', sejam CI , Co e C,
curvam contínuas e sejam x t y e 'Z peDI'eBentaçFes, defina

das em UO,i] de C].! C2 Q C3 t reapectlva/. Ten-se para todo
h.keuüH, maxil=oh(t$-yak(t)ll €

w.xii;nh(t) -E(t)ll + maxll'i(t) -7oK(t)li
Portanto, i.n:f{.raaxl 1; ., h (t) (t)l l tais que h,kêR

j.nf'{.aa,xlli o h(t) -'i(t)ll tai.s que beH} +

íní'Ímaxjj'Z(t) -7o k(t)letais que kart , J.sto é ,
d(CltC2> '$ d(C].pC3) + d(C3$C2} . ,a'

299::39;ggÊ.8 a. aplicação d de Zl;x 23 em R cbaüaa e

$

Dadas dua.s cul"ras contínuas C]. e C21 indiqueDaos poz"

g!'&ph C]. e graph C2 PS g!'áficog de C]. e c2 ' Seja

D].2 : ínf {l IP tal que P está em graphCI e Q está om
graphC2 } . Pe].a def'iníçãn de dí tareia de I'réchett tear-se

que D12 <x d(cl,C2). V&Qn8 dar um exeDaplo ea que D12<d(cl,C2).
Sela = , de Bo,Z] em Rn , daí'ínída pc'l' ;(t) = (t,o,...,O .

y , .de Bo,z] aa Rn, deí'ínída.poi' ?(t) = (o? ]. + b , ...,O) re-
preseataç6est resp.f de dna.o curva.s C]. e C2 ' Tem-8e que
D].2 : l e cano pa='a h eüü Ei,

maxll;(t} 7(b(t))ll = laax ( t2 .} (l+b(t))2 )1/2 : 51/2

teq-se d(cl,c2) = 51/2 .

Ea geral., o cá].culó efebi.vn d& distância de F]'échet entre dna
cultas contínuas é. difícil..

hm(t1 )<:hm(t2 ). E daí, h(t1 )"h{t2 ). Supondo que h(t1 ) = 
h(t2 ), como y(h&t1 )} ~ende para y(h(·t1 )) = i(t1 ) e 
y(hm(t 2 )) tende para y(h(t 2)) = i(t2), a funçãô 'i seria 
constante em [t1 ,t21. Para cada tem [0,1), 
i (t) = lim y(hm(t)) = y(h(t)) e daí 'i e y são equivalen-
tes e portanto ª1 = º2 • 
1 clar~ que d(C1 ,c2) = d(C2,c1 ) • 
Para mostrar a desigualdade triangular, sejam c1 , c2 e c3 curvas contínuas e sejam i, y e i representaç5es, defini­
das em [0,1) de c1 , c2 e c3 , respectiva/. ~em-se para todo 
h t k em H, max l rx o h ( to - Y. o k ( t) 11 ~ 
ma.xi li oh (t) - i(t) 11 + maxl li(t} .... y o Jf (t)I l· 
Portantfl, inf l maxl li oh (t) - y o k (t) 11 tais que h,ktH \ .!::­

inf l max l li o h ( t) .... z( t )1 \ tais que h EH } + 
inf { maxl l'z(t) ... y o k (t) 1 ltaia que k&H l , isto 6 , 
d(Cl,C2) ~ d(C1,C3} + d(C3,C2) • li 

De:fipição: a. aplicação d de e}(. li, em R chama-se 
distAncia de Fréchet. 

Dadas duas curvas cõntínuas c1 e c2, indiquemos por 
graph c1 e graph c2 ps gráficõa de c1 e c2 ., Seja 

· n12 = inf' t l IP - Q 11 tal que P está em graphC1 e Q está em 
graphC2·!• Pela definiçãn de distância de Frécbet, tem-se 
que n12 ~ d(c1,c2) .. Vamns dar um exemplô em que n12<d(C

1 ,c2 ). 
Seja i. t. de [O,lJ em R11 9 definida por 'i(t) = (t,o, ••• ,o) e 

Y , ·de [0,1] em Rn, definida por y(t) = (07 1 + t , ••• ,o) re­
presen~ações, resp.,, de duas curvàs c1 e c2 • Tem-se que 
D12 = l e como para hem H, 

maxlli(t) - y(h(t})ll = max ( t 2 
+ (l+h(t)) 2 )1/ 2 = 5112 , 

te~-se d(c1 ,c2) = 5112 • 

Em geral, o cálcul~ efetivo da distância de Fréchet entre duas 
curvas contínuas é_difÍcil. 



&'x

3. 4 GuZVB .ÇÓBÇÍ:nua RetiglÇ4VQI

Dafiü.mãos Uma í'unção x de [a,bb] em Rn é de variação
Ud.fada (BV} se exi.ate uuá conatanüe m>O t&l que para toda.

pa='tíç:o finita de [a,b..Í P! anxrfu].<. .'. 4uta=b t tem

:l l lx(uj.) - x(uj..t)i l € m.

Nesse c& nl a aEímero rea].

V(x) = :TP .2: 11x(uj.) - x(ui.l)li onde
.k#' t'n''t

o sup é borrado s6bbx'e inda.s aa pa='$íç6es finitas P de Ba,bbat.

chama-se & yBzj:egQ$Q tat9& de x .

!=e29.gi:gãe. 3.4 Seja n(xl,...,xn) uha nação de Ga,b]
Oüa Rn. Então, x é BV se e s6 se aà funções xí8 Batb] eu R

It...,n s:o BV.

Dem. Vel' Rudínt pg 1].7.

,/ Seja x uma füziçãn de Ü&,b] en Rn BV o seja h una. função
de b,ü] em R contínua e estai.ta/ crescente. cau h(c) B a,
b(d) = b. Meão, a cnmposba x o b é BV e ten-ee que

V(xoh) = V(x), poi.s h estabelece uma bi jeçao entre aa pa!'ti.ç6aa
de [ctd] e as pa!'tíç8es de ].a+b3. Dista segue se uua cu=
va contínua admite RIRA, !"ep!'esent$çao BVI t8daa as suas ropreae2
ta.ç6es sEo BV.

29Ê3;3iigao Se unú Guita contínua C tBlla al=guma represen-
tação k de Ga.bb] em Rn de va.!'cação linitadal dizelüas que C é

cago, V(x) chama-se o
.gage=3:gÊBige. da cura ;C e denota pcr l(C).

E=gze.gi.gãe. 3.5 Uma culta cnutÍBu& retificável é dege-

nel:'ada se e sÓ se :o éeu coüipriaento é nulo.

Dem.;,ge .C: é degéh.ez'adat á claro que c} seu coaiprimenbo é

nula. AgoJÚ, Wi©a::que l(C) = a. Seita xt de Êa,b] : eu Rn
utaa i'e.pi": quall;quer de c. colüól para todo ulv em l.a,b'i

:;;:l'l ::l:':li(Ü) - x(v) ll l(C) =0

constante e porta,nto C é degenex'aãa. //7

kL

#

:s4w}.contínua
Ü

©

3.4 Curva Contínua Retificável 

Definição: Uma função x de [at~] em Rn é de variaçãô 

limitada (BV) se existe uma constante M :>O tal que para toda 

partição finita de [a,bJ P: a=u.
0
<:u1 < ••• 411m=b , - tem-se 

Z:. 11 x( ui) - x( ui-l) l l ~ .M. 
i:q 

Neste caso, o númerõ real 
~ 

V(x) = sup ~ t lx(u1 ) - x(u1_1 ) l l onde 
p 'l. .... i 

o sup é tomado s8bre tndas as partições finitas P de [a, b] ,. 

chama-se a v:a,riação tot~+. de x. 

ProRosiç~~ 3.4 Seja x=(x1 , ••• ,xn) uma função de [a,b] 

em Rn. Então, x, BV se e s~ se aà :funções xi: [a,b] em R 

i = 1, ••• ,n são BV. 

Dem. Ver Rudin, pg 117. 

/ Seja x uma funçãn de [a 1 b] em Rn BV e seja h uma fungão 

de [c,d] em R contínua e estrita/ crescente, com h(c) = a, 

h(d) = b. Então, a composta x oh é BV e tem-se que 

V(xõb) = V(x), pois h estabelece uma bijeção entre as partições 

de [c 1 d} e as partições de [a., b). Disto segue-se que se uma cu,t 

va. contínua admite uma represent~ção BV, t~das as suas represea 
{::"' 

taç5es sãõ BV. 

Defini,gãõ Se umâ curva contínua -e tElm al'guma represen­

tação x de [a, b} em Rn de va.riaçãõ li.mii;ada, dizemos que e é 

uma curva contínua retificável. Neste caso, V(x) chama-se o 
' . o -

oomprime·nto da curva<iC e den~ta-se~/por 1( C) .. 
. ' ' . . '/• 

Proposição -l.5.' Uma curva cnntínua retificável é dege-

nerada se e s6 se 

Dem~i'Se ,é~ di4'iherada, é claro que e seu comprimento é 

nulo. Agõ.,ti.', ,:"i1~'.ootfq~e 1( C) = O. Seja x, de Út, b] t em ~ 

C., Como, pt;ira. todo u,v em [a.,bJ 

e<h·t.!>"'-·uy -/ X( V) 1 1 :';: J.. ( C) :: Q 

e portanto e é degenerada.// 



Dela ç uua cul"ra. cantil)ua, reblfícáve], n8n gene!'ada

e seja x p de Ü&,b] en Rn una l:'epreaentaçao de G. Defina &
função s de Ü&,bb] em R par

8(u) = < V(RIBA,ul} se a< ueb

É claz'o que s(a) = o, S(b) = 1(C) e s(u) é eatri.batente c=.e,
Gente . A].éuü diabo. a(u) é contízzua (pal'& a doa. vor Rugia .
Pg 119 ). Seja Q a. f'unçga Ínvêrsa de s . Ent:n

y = x n e , ãe BO,i(C)) eu n é uw fiava ="apresentação de C,
ehaaüadà nüo da
arco. Bata !'ep. é l;i.pschj. ãaj.ana! .poj.8t

l i y(s2) - y'( ül) l i $; 1 a2 - all

P,:''' t.d. .1 , '2 'u B,Z(C).l.
Seja , âe @,].] em R, de:fÍnj.da poz' h(t) = 1(C).t .

Tew-ae que h(O) = o, b(1) = 1(C) , b é contínua e eatri.tau.n-
te cx'escente. Sej:à B * de Íb,]] en Rn,

Ent:õ z é u.ma, nova !"ep!'aõ$nba.ção de C,

.g12Eg;g=g d& cul"ra C. Eaüa reP. é ta.übéu LíPscbltzianat pala

llz(t2) -z(t!) ll ll y'(h(t2)) -y(h('ÜI)) ll Ç
lb(t2) - h(tl)l = zçc) l '8a - 'üll

pala todo t].! t2 eu ÍPfi],

Para com©].etü.I', se c é uma cu!'va degeaelnda, a sua re+
pz'esotitaçaa definida e I'O. zl! chama-ae represezitaçao standard.

4 . gggg]g@g.]:e .Exi. abBneía.

:=922Eábgãs. 4..1 .Dm= segi$ncía de curvas Cn ConTeI'ge

pa!'a uma calva C se 6 6 se exlsteül uma aeq. de representa»
ç8es xn l de ÜOPIJ em Rnt de Cn e ulm rep. x , de 8Ofl.] oa Rn
dQ C t&]. que xn canNrerge \ini.í'õraenente pala & função x.

PSig. Por um !aâo, lia maxllxn(t) - x(t)Ilha
implica ].j.n d(Cn )C) = O @

deí'ini.da por z = y

Chamada pe»resentac8a

12 

Seja e uma curva contínua retificável não-degenerada 
e seja x, de [a,b} em R uma representação de e. Defina a n. . 
funçãn s de [a,~] em R por 

~ V(xl [a,u]) se ª<"U{b s(u) = 
' o se u = a 

i clarô que s(a) = o, s(b) = l(C) e s(u} é estritamente cres -cente. Além disso, s(u) é contínua ( para adem .. ver Rudin, 
pg 119 ). Seja Q a função inversa de s. Entãn 
y = x o O, de (O,l(C)) em~ é um.a nova rep~esentação de e, 
cham.adà repres~nta~iio ,de C :. cu~ô f?arâmetro, é o CôfilErimento de 

. arco. Esta rep., é I1ipschi tziana, :pois, 

t I y( s 2 ) - y( s 1 ) l l -~ 1 s2 ... s1 1 
para t,:,do s1 , s2 em (~ 1 1( e)). 

Seja h , de [0,1] em R, definida por h{t) = l(C).t • 

Tem-se que h(O) = O, h(l} = l(C), h é contínua e estritamen­
te crescente. Seja z t de [0,1) em Rn 1 definida por z = y o h. 

\ 

Então zé uma nova repreoentação de e, chamada reRre~enta2ã~ 
standard da curva e .. Eerta rí!p. é também Lipschi tziana, pois 

l lz(t2) - z(t1 ) i 1 = 11 y(h(t2)) - y{h(t1 )) l l ~ 
lh(t2) - h(t1 )t = 1,c) 1 t 2 - t 1 1 

para t<,dô t 1 , t 2 em [p, 1] ., 

Para completar, se e é uma curva degenera.da, a sua re­
presentaçãc definida em [o, 1} chama-se representação standard. 

Uma seciu3ncia de curvas ,. converge 
para uma curva C se e só ae existem uma seq. de representa­
ções ·~ , de [0,1] em R1

\ de Cn e uma rep. x , de [0,1) em t1 
de C tal que ~ converge unit'o:rm_emente para a funçãô .x. 

Dem. Por um lado, l.im ma.xi l~/t) .... x(t) 11 = O 
implica lim d( Cn-, C) = O ~ 



Par outro ].a,do. seja fj.cada, u & re3). x g ãe Í.9,Z] ea R de C.

Para cada n ea N, exíaüe uua rep, xn $ de ÚO,].] em Rn, de Cn
tal que uaxjl)%.(t) - x(t)ll <. d(Cl:::'C) .p l/n
Portanto lj.© mxilx.(té - x(+u)ll = O . /7

2:3Ea93;sãlg. 4-.2 Sejam xn f de i.O9lJ eu Rn l f'unç6es

contínuas de va!'iaçãü liM.taça cou F(xn).$ H e Beija x , de

ÜO,]] em Rn, uw hnçgõ contínua. po a que xh(t} tende &
x(t) , para cada t eu ÜO,1] . %tão, x é de variação li.d.t&d&
e V(x)$ U.

2eg. Seja E' g O = uo<. u]. '< '''<.u!{ = ]. uma par"8j.Çgo

í'id.ta de Üa,]]. D s e que xn(uj.). +«ente pax'a x(Uj.) ,
dado t>a, wd tc n$ 'üa,l qlH9 pa)'3. 'bodo nõn.

li)b.('ui.) -. dilui)l 1 < ál/2R

Seja X = max nj. ' RnEgo F3.!:'Q tçldn i, per$üncen'io & {o.If...,N}
paZ'a todo t. >0 ; Chãs'Üe B 'Êü.:i, que p8ã='a todo n.8i

ll )h(UÍ) - x(tai>ll ... q''ZH c il;%.flui.-.l} - xeuj..1111.Cz7m

Pol'ta to, 11)%,<u-5.> - x(t'tã) l l -' llxn(u!.l) - x(uÍ.l)il '.-i9'R

ilx(uj.} '- x(ui.!) l i '' l i=\.(uj.) - xn(uj..l)l lz ã/®

' llxneuj,} - :\(lui.].}li =' llx<u:t) - x(uj..!)ll - t9''k

.?.Í LIED(u,) - :h(uj..l)l1 > '2. 11x(uí.) - x(uj..l)ll - á.
V(xb) .B V(x} - É. '':'

V(x) $ Voh) + Ê. 4-;a + É.. . Cabo Ê. é a.rabi.'trará.o, v(x)en . //
gela G u con3unbo qualquer de subíziw

teZVa.].OS ]] de Üe,].39 dolo a. cn.Qi8 al 3unÜO . Então t e)d.s'be un&

função ''P de BQel3 Oa ii p canbílnlxa e a3c»decrescoate, cou

'f(O) = O , 'f(:} = 1 , taZ bue 'f $ can nte apenas s3br'e os

ínterva].os ]l de G .

Pe.p, Ver Fr4uho'b ©

0.ej:

n Por outro lado, seja fixada uma rep .. x, de ÍP,l] em R de e. 
Para cada nem N, existe uma rep. Xn, de (0,1) em Rn, de Cn 

tal que maxl l~/ t) - x( t} l l < d( cn,c) + 1/n 
Portanto lim maxllxn(tõ - x(t)II =O .. // 

Pro;eo,si2ão 4 .. 2 Sejam xn i> de [o,1J em Rn , funções 
contínuas de variação limitada com V(~)~ M e seja x, de 
(0,1) em Rn, uma funçãõ cõntínu.a.. Suponha que ~(t) tende a 
x(t) , para cada tem [0,1) .. Então, x é de variação limitada 
e V(x) ~ M. 

Dem. Seja P : O = u.
0 

<. u1 < ..... <. u?i ·= l uma partição 
finita de [0,1) .. Desde que xn(u1 ). tende para x(ui) , 

dado i>O, existe ni tal que p,3.ra todo n,?-n1 
11 ~ ( u 1 ) -~ x( u 1 ) l l <: Z/2N 

Seja n = m_a.x n. • Exrtãe, para tcdó i pertencendo a { 0,1, • ., • ,N} v-. .. ~N 1 1. 

11 Xn ( u 1 ) - x( u 1 )l 1 .(., í:/2N a I i ~ ( u 1_1 ) - x(u.1_1 )1 1 .ti. t./2N 

Portanto, 1 1 ~ (ui) .... x( u1 ) l i + ,t l xn ( u1 .... 1 ) - x( u1_1 )i 1 -<... t../N 
1 !x(u1 ) 4 

... x(u1 ... 1 ) l l ~,, i lx
11

(ui) - ~(u1_1 ) 1 l ~ ijN 

11 xn( ui) .... ~ ( ui-l) 1 1 ~ 11 x( u1 ) - x( u1_1 ) 11 - t../N N N 2... l lxn(u1 ) ... ~(ui_J) \ i > ~ 1 lx(u1 ) ,.,. x(u1_1 )11 - i, , "'!:. t lo ':.t 
V(~) ~ V(x) .... t, 

V(x) ~ V(~) + t f l11 +. Si:.. ~ Cõmo 2:, é arbi trárin, V(x) ~ M • // 

Pro~ 4.3 Seja G um conjunto qualquer de su.bin­
terva.;tns I de [o.11 .1J, d<,is a dois diajun:tos"' Então , existe uma. 
fu..nção 'f de [o,1j em R , contínua e não-decrescente, com 
f (O) = O , ·f (1) ~ 1 , ta.l 'que fé constante apena._!3 s3bre os 
interval6s Ide G. 



29:iai92e, Seja B um subbeanijunbo de Rn . Dizemos que
uaa curva C está aibuada elü B ee o seu g3'áfico está contido
eu B.

E=ezs.Eisãe. 4.4 Sela B um subconjunto compacta de Rn
o ae]a H uaz númel'o real, está'íta/ positivo. Seja RI Q con.ajunto

das curva.s contínuas retíficáveis C tai.a que
].) C está ituada eu B

2) 1(C) $M .

Então, K é um espaço métri.co compacta.

Dem. Para mostram' que gl é coaapactot bamba mata'ar que
K é sequencial./ cclmpacto. Seja Cn nela sequ©acia de calvas pare

tendentes a K. seja xn t de poli..i em Rn a rep. Btandaz'd de Ca '
A aeq. xn é uniforme/ ]]mitada pois pa!'a todo n 8Da ]í f todo

t eu l},i), tew-ae que xn(8) pel'tende a B. A aeq.. xn -6 aqui

contÍntza pois para todo n eal N, todo tltt2 em ÜQf]] ,

lixa(t2) - )b(ti)114 ](cà ]t2 ]a lt2

Pelo Traz'ema de Ascoli, existe uaa wbseq. de xn (canselvanoa
a notação)l que converge unifnx"üüe/ pa3'a uma í'unção x p de l.P,l.'!
81a Rn! contínua. Há três casos a considez'ar :

le) Se x é constante, então 9 pela Prof. 4.1, & subseq. cor!'e8
pendente de cultas converge paz"a uma curva degenex'ada que par
tende à K .

2e) So x n8o é constante ea neMua bíntelvalo pr6px'i.o de ÜO,=Ú

então é rep. de uma curva cantilena C. Esta Guita. está si.suada

en .B e pela PI'op. 4.21 é z'eli.í'i.sável e l(C)'ç&{. Parta.nto, &
,k.:....."!a%

subbaeq. co!'i'eapondente ir6onverge pax'a uua. curva C eal X.

3e) Se existe um conjunto G de mbi.nterva.los l de i.Ç,33 , dois
a doía disjunboat tal- que x é conabante em cada l de G, então,
pela Proa. 4.3f existe uma :função *'f ãe BO,i] em R , Contínua ,
nãn-decrescente, com f(O) = o, 'f(i} = 1, t&l que'fé constante

apeara em cada. l de G. Seja K , de IOllJ em Rn ,defízüda da

Definigãq Seja B um subconjuntô de Rn • Dizemos que 

uaa curva C está situada em B se o seu gráfico está contido 

em B .. 

Proposição 4.4 Seja Bum subconjunto compacto de Rn 

e seja M um número real estrita/ positivo. Seja K o conjunto 

das curvas contínuas retificáveis C tais que 

1) e está situada em B 

2) l(C) ~M • 

Entã~, K é um espaço métrico compacto. 

Dem. Para mostrar que X é compacto,· basta mo:trar que 

X é sequencial/ compacto. Seja cn·uma sequencia de curvas per­

tencentes a K. seja xn, de (9,1] em Rn a rep. standard de C~. 

A seq. xn é uniforme/ limitada pois para todo nem N, todo 

tem (0,1), tem-se que xn(t) pertence a B. A aeq. xn • equi­

contínua pois para todc n em N, todo t 1 ,t2 em [O,l] , 

llxn(t
2

) .... ~(t1 ) li~ l(CJ lt2 - t 1 1 ~ M 1t2 - t 1 1 
Pelo Teorema de Ascoli, existe uma subseq. de xn (conservamos 

a n~tação), que converge uniforme/ para um.a funçãc x, de (p,11 
em rf, contínua. Há t~s casns a cõnsidera.r: 

12) Se x é constante, então, pela-Prop. 4.1, a su.bseq. corres­

pondente de curvas converge para uma curva degenera.da que per­

tence a X. 

22) Se x não é constante em. nenhum subintervalo pr6prio de (0,1] 
então·é rep. de uma curva contínua e. Esta curv-a está situada 

em· B e pela Prop •. 4,,2, é retificável e 1( C) S: M. Portanto, a 
~ 

subseq. correspondente~ge para uma curv-a Cem X. 

32) Se existe um conjunto G de subintervalos I de {Q,1:,l , dois 

a dnis disjuntes, tal que x é constante em cada Ide G, então, 

p~la _Prop .. 4.3, existe uma :funç!fo 'f de [9,i] em R , contínua , 

nãn-decrescente, com·f(o) = O, f(l) = 1, tal que fé constante 

apenas em cada Ide G,, Seja X, de Í0,1] em Rn ,definida da ... . 



se@íate ma.aei.m! se u= 'P(t) , então X(U) = X(t)

X nãn é constante em nenhum subíntezva].o de ÜO,]]..Vamos
mostrar que X é cantÍnxa, usando o seguinte resu].fados A
fi.m de que X , de ÜO,l] en Rn sela contínua na ponto u. dB

[0.1] é suficiente que para toda soq. un eu BO,Z] couve!'gib-
ão para ua ! X(Un) adM.ta uaa mbseq. cowez'glndo paz'ü X(u.)
(Ver E].on i,agia Li]aa, E].. de Topo]ogia Ge)'a].l Val-. 11 Pg 159).

Sela un ulaa, seq. em Üo,].] , cozlvergindo pal'a uo' A seq. x(u.à

é li.©.fada, portanto existe uma subseq. X(ui) convergente.

Para cada uà , existe tn em ÜO,l] e, daí, eHste uma wbbseq..

Pn c'lnvergente & um número t.. Cama '{ é contínua, '

ç'(t.) = Zj.m''e(t;, ) = Ua! u;. : u. .
Como x é contígua, " "

X(U.) = x('e(t.)) = X(t.) = li.m x(t:;.) = Um X(U; ) .

Ê claz'o que X( 80,z] ) está contido eoü B. Pela. Praz. 4.21 X é
de vaz'íaçao ].índ.fada e V(X) é M. Portanto & calva definida Bola.
z'ep. X pel'tange & R:. Seita agora V.(t)=(1 t) + t/n onde

n pe!'tende a F{. Cada Éqde ÜO,ZJ em R é contínua, estai.ta,/ ez.06.
cento, cou«h(O)=0,Éh(1)=1 . A geq.. KPM convem:'ge wi.fc,rne/ para
'P . Seja t=bbn(u) & fünçãn i verba de gu. .ã aP].Ícaçaa

)q. do BO,i] 81a Rn dada paZ' Xh(u) = xn(bn(u)> é uma rep. de a..
Tem-ae que máRtIR(y+(t)) - xneit)ll i

maxjjX(eu(t)) - x(P(t))ll + maxllx('P(t) - xn(t)il
uaxljX(PK(t)) - X(?(t))ll + mxllx(t) - xn(t)il

Como ne,xl lx( Rn(t}) - x('P(t))l l tende para zero e

maxi lx(t) - )%(t)l l tende p;'!"& zero , então maxi IX(É«(t)) -XZI(t)i
tende pa!'ü zero quando n tende pam ® . Sendo u=fX(t ),

llx(#H(t)) - )Ü(t)ll ll x(u) - \.(u)ll
maxi lx(Ê«(t)) - xn(t) 11= müxl IX(u) - Xn(u)li.
Pela ProP. 4.]., a subseq. cozvespandente de calva,s C. converge

para a curta. C. /{/'

6
''' ':;'- .'

seguinte maneira: se u= f(t), então X{u) = x(t) • 
X nã('J é constante em nenhum subintervalo de [0,1} •• Vamos 
mostrar que X é contílllla, usando o seguinte resultados A 
fim de que X , de [0,1] em Rn seja cõntínua no ponto u 0 de 
(o, 1) é suficiente que para toda seq. un em (0,1) convergin­
dô para u

0
, X(un) admita uma subseq. convergin~ô para X(u0 ) 

(Ver Elon Lages Lima, El. de Topologia Geral, Vôl. 1, pg 159). 
Seja un uma seq. em [0,1) , cõnv:ergindo para u

0
• A seq. X{un, 

é limitada, portanto existe uma su.bseq. X{vri) convergente. 
Pa.ra cada u:i, , existe t~ em [0,1] e, daí, erlste uma subseq. 
tj, convergente a um número t

0
• ·c◊mo f é contínua, n 

'{) ( t ) = li m 'f ( t • ) = li m up' = u 
O 

.. o Pn n 
Cômo x é contínua, 

X(u
0

) = X(f(t
0

)) == x(tô) = lim x(tp') = Lim X(u' ) • n Pn t claro que X([0,1]) es:t-á contido em B. Pela Prop. 4.2, X é 
de variação limitada e V(X)' M. Pnrtanto a curva definida pela 
rep. X pertence a K. Seja agora '(}"(t)=(l-1/n) '{>(t) + t/n onde 
n pertence a l'T. Cada f1'\ de [O, l] em R é contínua, estrita/ cres­
cente, cnmf,i(O)=O,f1\(1)=1. A seq. 'f11 converge uniforme/ para f . Seja t=bn(u) a função inversa de 'f". A aplicação 
~ de [0,11 em Rn dada por Y11(u) = xn{bn(u)) é uma rep. de ªn• 
Tem-se· que max !IX( f-1t( t)) ... xnét) li ~ 

max li xcf 11< t) ) - X( f ( t ) ) 1 1 + max l l X( f ( t ) - X ( t ) 1 1 = . n 
max H X( f '\\.( t)} - X(f( t) ) 1 1 + max 11 :x:( t) - xn ( t) 1 1 

Cn~o maxt IX( 'P""( t )) - X(f( t)) l l tende para zero e 
max(lx(t) - ~(t)il ten~e p~ra zero, então maxllXE.P~(t)) -~(t)l 
tende para 22ro quando n tende para otQ • Sendô u=f,( t ) , 

ttx<f'\o\(t)) - ~(t)II = li x{u) - ~(u)ll 
m~x I l X{ f'\\ ( t) ) - xn ( t ) l 1 = max I l X(_u) .... ~ ( u ) 1 } • 
Pela Prop. 4.1, a subseq. ccrrespondente de curvas Cn converge 

para a curva e. // 



}i'' + bP\P ,d ç+

espaço métrico. Dízomna

auu ponto xo pertencente a X se para todo &.>oi e:d,áte una, bo ..

l& aberta B.S(xo) de centro xo e !'ai.o g.>otaZ que

x pertence a, B6.(x.) Implica í'(x) '>f(xc,) - É. .
Â f'unção f é eemJ.contínua. inferiormente 8e é ae©.cozitíiiua iB
fez'iclr/ eu todo ponto de x.

Se X é um espaço laétrico compacto e

f é uma, função de X em R 8euícontíixua ílú'ez'ior/ , então exí.g
te ulü ponto xo ela X t&l que f(xo) = ©!,f'(x) .

.DsB.. Ver Kolüaog6l'ov, Pg 125 .

29Ê=gga Seja B uu wbbeon3unto compacto do iP e seja
M uu nú[aero r-ea]. estrita,/ positivo. Soja K Q conjunto dao cu=
vas contínuas retificáveís C tais que C está aibtzada ela B e
].(C)4- H . Se J é uu funci.anal de B: em R liúerínr/ seM.con-
tínua, então e:d.ste utaa curva Có em K t&l que

aÚe.'] = «.]n .JÜC]

Dom. Segue daa Pznpooiç6e0 4.4 e 4.5 . /'/

Pune:of una. x éde X en R ondeB
Ç

O nosso p=oP6aito neste item é modera,r que c} concoj.to
de curva contímxa não é Q ais aPZ pz'lado para o cá].calo dtie

variaç6ea, apl'isentando ao chamadas cultas do Piano.

Uu subbconlunto C:;de

exí.ste a].duna função f de [Ol].] .ela Rn contínua tal que
f( üo,]]) = c .

Sela dada ulaa colação de conjunto não-vazloa compactos

Vp l VPq l Vpqr f..' do Rn3 cu;los Índícea to an o va].ares

Definição : Seja f uma função de X em R onde X é um 
espaço métrico. Dizemns que f é semicontínua inferiormente 
num ponto x

0 
pertencente a· X se para todo f.>O, existe uma b,2_ 

la aberta B 6( x
0

) de centro xn e rain õ.>o tal que. 

x pertence a BS(x
0

) implica :f'(x) ">:f'(x
0

) - t_ • 

A função fé semicontinua inferiormente se é aemicontínua iJl 
ferior/ em todo ponto de x. 

ProDosição 4.5 Se X é um espaço métrico compacto. e 
f é uma função de X em R semicnntínua inferior/ , então exi!, 
te um ponto x

0 
em X tal que f(x

0
) = tnin f(x). 

,l(_(:·x 
Dem. Ver X:olmng6rov, pg 125. 

Teorema Seja Bum subconjunto compacto de all e seja 
Mum número real estrita/ positivo. Seja X o conjunto das cur -vas contínuas retificáveis C tais que e está situada em B e 
1( C) f l't • Se J é um funcinnal de X em R inferi~r/ semicon-
tínua, então existe uma curva 0

0 
em X: tal que 

J(eo1 = min J[cJ 
C&: \<... 

Dem. Segue das Prõposições 4.4 e 4.5. // 

5. Curvas de Peano 

O nosso prop6sito neste item é mostrar que o conceito 
de curva contínua não é n mais apropriado para o cálculo das 
variações, apresentando as chamadas curvas de Peano. 

-5.1 Imagens de Intervalos 

Um subconjuntn C::de ir1 chama-se imap;em de intervalo se 
existe alguma fu.nçãô :f' de (0,1] _em Rn contínua tal que 
f ( [O, 1] ) = C • 

5.2 Conjunto diádico Côntínun 

Seja dada uma coleçãô de conjuntos não-vazins compactos 
VP , Vpq , Vpqr , • • • do Rn., cuj·ns índices tnmam ns valnres 



pnasÍveís ]. e 2 , isto é, {v].l y2s%V].21 V2].+ V22+ ... \'

Suponha que pal'a cada seq. diádi.ca (p,q.r,...) tenha-se

Vp:vPqDVp.:. D '.'.
e que na díâmetroa destes conjuntos convir'jan para zel'Qt cau

o crescer do númez'a de Ín.alces. Ê c].ara então que se &.é o

maior' díâuebro doa conjuntas Vn coa zi Índices. então &.pende
& zex'o. Sabe se que a8 uma seq. decrescente

A].D'A2 =lDA3 .:) . . ' de cnn3untoa compactas nan-nazi.oa
de R" é ta]. que os diâ erros dns A.i convergem a zelnt entoo
r'""ÀAj é um conjunta cnu apenso un ponto. '

O conjunto de ta,ia pontas x

D = \J (vpavpqavpqr /'\ ..' )

onde a reunião é toldada s8bbre tndaa aa aequ6ncías dládicaa
chama e uüa

Oa couiunt08 X"n cam n Índícoa podem Bex' ordenados ].e-

xicngra.fica/ . ])iremos que dr'ís c;nnluntos cola n Índícos aão ].e

xicagz'afina/rizínhoa se9 na ordem ].exícográfíca, sãn consecu«

tivoa. Suponha que os canluntos de meBlaa número de Índícea ae-
Jala tais que conjuntos ].exícngraflc.a/ vizínhoa se Interceptem.

Bn outras palas!"&sP viny2 #' '# , VZinVX2 #'# ,

VIZÍIVâ). #''# t V21./IV22 #' -76 l etc.
Entgn n conjunto díádíco D que vamos dono+az' agora pol' C

c :U(vpr\vparWpq.,n...) :(Uvp)4(Uvpq)/'\(Uv q.,)/''\...aez:á chanõd

'..Üq;\!4Rfl :)Ç4}i;l8S? C?&l''

'J

do .)

Toda triagem de ÍRtetv&].n é un conjuzito
diádíco contínuo e vice«versa.

29g. 1) Seja C uma teta,geu de íntelva].n o seja f ulaa

í'uzlçãõ de [0,1] em Rn t&l que f( [o,]]) = c . S03au Ti=BO,Z/2)
e T2:(1/2l].] as metades esquol'da e dí!'efta de [0,1.], Beijam

TPI e TP2 as n tad.ea esqui!'da e direita de !P ; TPq]. e 9]?q2 aa

. ·✓, \ 
p("ISSÍVeis 1 e 2 , isto é, { vl, v2,~' v21' v22' ••• } 
SUpnnha que pa.ra cada. seq. diádica (p,q,r, ••• ) tenha.-se 

Vp?VpcÇJVpqr -:::> ; ••• 
e que os diâmetros destes conjuntõs convirjam para. zero, com 
o crescer do número de índices. ! clarõ entãô que se 6"' é o 
mair,r diâmetro dos conjuntos -fl côm n Índices, e~tão E't\tende 
a zero. Sabe-se que se uma seq. decrescente 

A1 ::>A2 ::::, A
3 

::J ••• de cnnjuntoa compactns nãn-vazi.os 
de~Rn é tal que ôs di4metrõs dna Aj oõnvergem a ze:t"', então 
(\ A . é um conjuntn cnm apenas um ponto •. ' J~, J . 
Seja l X J = Vp/\ vpq() vpqr n ... 
O conjunto de tais pr,ntos x 

D = U ( vp /\Vpq(\ vpqr A ••• ) 
onde a reunião é tomada s~bre todas as $equ3ncias diádicas 
chama-se um conjunto diádicn • 

Os conjuntos v11 cnm n índices podem ser ordenados le­
xicngrafica./ • Direm(')s que d1'is c'nnjuntns com n Índices são l,t 
xicngrafica/vizinbns se, na nrdem lexicográfica, sãn consecu­
tivos. Suponha que os cnnjuntns de mesmo númerô de Índices se­
jam tais que conjuntos lexicografic.a/ vizinhn·s se interceptem. 
Em nutras palavras, V 1 (\ V 2 :/ <(;; , V 11 f\ V1 2 -1 cJ:, , 
V12n V21 -/ <fo' V21 (\V22 ,1 <f' etc. 
Entãn n cnnjunto diádicô D que vamos denotar agora por C 
e =V( vp (\Vpq (\Vp·qr (\ ••• ) = ( \JVp) í\ ( \Jvpq)/\ ( vvpqr> (\ •• ~ 

ser.á chamado de conjunto diádioô contínuo. 
Proposição 5.1 Tnda imagem de intervaln é um conjunto 

·diádicn cnntínuo e vice-versa. 

~. i} Seja C uma imagem de intervaln e seja f uma 
fu.~çã" de (0,1) em Rn tal que f( [0,1)) = C • Sejam T1= ÍS,,1/2) 
e T2={1/2,1J as metades esquerda e direita de (0,1], sejam 
Tpl e Tp2 as metades esquerda e direita de Tp; Tpql e Tpq2 as 



cie ].'Pq c aaaím pol' diante.

Oa canluntos CP : f(.Tp) 5 CPq = f(EPq) . ... ago comPaCtoS

D&n«V&ZÍ08 cujos diâüeü!'ns couve!'geu & zero quando o aÚüiex'o

de índices cresce poli f é untfarme/ cõntítiua eüa lo,l.l
Ten c =UCP *UCPa :\..JCPqi. : ..'
8 claro então que C é um conjunta diádíco Contínua.

íi) Seja c ua canjunba di.ádicn canbÍnun. Dada una aeq. díádí-
ca (P,q,I', ...) , sejam

{ *} : ",n":;,,a",,, n . . .
{ * }: ',n,li.à',,, n ...

Suponha que t p03sa aer nbbtída paz; dua se€1u$ncíaS diádícaa.
Bnt8n n98se c&EO t nbÓm ç$ abbj.dü por Cata equêzlcíaS dj.á-
díeas. Para exenplií'Ícar, sela b :; k/2. Xlntga

.l Z/alia rlnPi.2a''12ao/'À,,« : P:q 21 T211/\ ''.

Portan@a (D'l\.fy2) /\ {VJP\../VPZ) 4 .. . $ fnx"aad'"' põz' apenas

ua post'. Mus (V].ínV].2nV'122fÀ...) U( v2/'\\r:zav2n a ...)
está cnntído em (lrla$r2)/\(y].2a'72].) n... Daí

VZaVi2/'\Vi22 n ..' : V2ilV2ZQ'/2].1r'\ ''..
Seja f & fbnç5o que =, Ü ac?sacia x . post!'elas que

Seja [ u« P.nt. q«;,Zq".r d. @,l] . (: f'(t).
Se l t. -tl < 1/ 2n , CUEL8o t e 't per'bencen a um meBmc} subin-

tezva].a Tn com n índices õu & d'''Í8 mblntelwalaa W.zi.lhos. xüs,
, :: ' $ p;:'t''"'- '. un ©'-" ''"3unt. V' ..,« . 'Índj.... .::'

a daj.s c')ajuntou vi.ní n e enbgn àj.ot(x,€1)$2 #,Rondo f é n
U'iar di.âmetro dos ''i!:Íu.nt., Vn .«n n Índi.c'n. Daí f é contínua

eu t . pnl'ta,nto, baila c.lnluntn diádíco conta'!!un é utm Imagens de
intezva].a. /7

üaotadea esquerda di.re].ta©

contínua.

metades esquerda e dir~ita de Tpq e assim por diante. 
Os conjuntos CP= f(TP) , C ; f{Tn) , ••• sãc cnmpactos . pq ~q . nãn-vazioa cujos diâmetrr'ls · cr,nvergem a zero quandn o número 
de Índices cresce pois fé unif~rme/ cnntínua em IO,ll • 
Tem-se que C = LJ CP = LJCpq = ÜCpqr == • • • 
1 claro então que C é um conjunto diádico contínun. 
~i) Seja C um cõnjuntn diádicn contínuo. Dada uma seq. diádi­
ca (p,q,r, ••• ), sejam 

Í x 1 = V p (\ V pq f'\ V pqr ,(\ " ,,e, 

l t ) = TP (\ TP0Tpqr r\ " ..., 
Su.pcmba que t possa ser nbtida pôr duas s~qu.8ncias diádicas. Entãn nesse case x também é nbtida per estas sequ3ncias diá­
dicas. Para exemplificar, seja t = 1/2~ Entãn 
~ 112 1 = T1/\T12{)T122n. .. ,." = Tl\T21 /\T211 /\ ,. H 

Tem-se que v1 {\V 
2 

f ep r v12n V 21 e/ f> 11 v122f\ V 211 7' ,f ,etc. Entãn diam(V
1 vv2 ) -1: 2 S:t, d1am{v12vv

21 ) L 2 bz. , etc. 
ônde 8°"¼ é o m.amor d:lâfjJetI'ô dns coiijuntõ1:1 Vu côm n Índices. 
Pôrtandtô {v1vv2 ) /\ (v12 \..}v21 ) /\ <>•• é fnrm&dn pôr apenas 
um põnto. Mas ( v1 t1 v12 (\ v122 f\ ..... ) \) ( v2 {\v21 (\ V 211 /\ ••• ) está cnntido em ( v1 v V 2 ) f\ ( ,.,12 V 7 21 ) /) •• • Daí 
Vi/\ V12 A v122 {) ·.. = v 2 í"\'V 21.í'\ Y211 f\ • • • 
Seja f a função que a t aosocia x .. Mõstremos que fé contínua. 
Seja ·t um ponto qualquer de (0 1 1) e ~ = f'( '() .. 
Se l t. - ,: 1 < 1/ iª , então t e ·t pertencem a um mesmo subin­
tervalo ~ com n índices ~u a dois subintervalos vizinhõs. J!as, entãô' :X e ~ pertencem a 1:400. roosrn.<'>. conjunto r Ct")m n "Índices nu a dnis crinjuntos vi~~in.hna e então dist( x, f ) -::, 2 cf...,.,_ nnde 6- é n . 

7 ~ maior diâmetro dos conjunt~s Vn cnm n índices. D~í fé contínua em -C. Portanto, todo cnnjuntn diádicô contínun é uma imagem de intervalt'l. // 



4z mean

gem ae iutetva].n cbaaia»ae calva de Piano se ten
Íntorlnr PEo

Va.Aas dar exeatpla de alba culpa de Peann que preeziche

üm regi n Ü]'iangu].ar fechada C. Considere un triangu].o retân
Bzln islçsce].es de base 1,. A parti)' do verti.ce trãce a a].-bufa,

i'elatíva à bbase. Obtéla n dura regiões tríangu].ares fecha
daa V]. o V2 ' Repita Q pz'aceasn paz'a cada 'çrn, obbtendo«se

Vp]. l V 2 p q]. l Vq2 B a Blm par diante. Cq].fique Índices nos

nc'mes dào regi6ea obtidas de üandn que VP:)V çt].]VPqr :] ''. e que
coniuzitas de naesüüa nÚüaera de Índlcee lexícogznfíca/ vlzinhoa
se íntez'cepten.

umb iha de Íntezw'a n

a z\ l=.i

Se Vn teu n Índices, .então díau vn = 1./ 2n/2 e portanto c é

uu conjunto dládico cn.ntínua. Pe].a PropoSÍçan anterior, edis

te uua função í' de BO,Z,] em Rn contínua tal que f( ÜO.l])= C.
A e)dstêncla deaaas curvas do Pea.no montra que pal'a o

cá].cujo das variaç8eBP n cnaceíto de curva paz'anétríea contí-

nxia é excessiva/ geral.. T6Hdn eni .víata uma de].imitação laaís cnB
venlnnte, trenós trabalhar cana uu conceito amais restrita de cur
va que é a de curva absolutamente contínua.

Obaervaç8oi O item 5 fol baseado no ].Í
Set Tbenry . .

de Hanadólffvra

/ 
i 
! 
1 Cueyas de Peann 

! 

19 e 

Um~ iinagem de intervaln chama-se curva de Peano se tem 
interior rio-vazio. 

Va.n\.os dar exemplo de uma curva de Peanr, que preenche 
uma regiãn ·ártangular fechada e. Considere um tritlngulô retâ!! 
guln isnsceles de base L. A partir do vértice tráce· a altura 
relativa à base. Obtém-se assim duas regiões triangulares fecha -das v1 e v2 • Repita o prôcesso para cada Vp' nbtendn-se 
Vpl, vp2 , Vql, vq2 e assim pnr diante. Cqloque Índices nôs 

, nõmes das regiões obtidas de mt"dr, .que VP ::,vpq::J V pqr:) ••• e que 
conjuntos de mesmo número de Índices lexicografica/ vizinhos 
se interceptem. 

2 

Tem-se e = \JV = \)V = UV = ••• P pq ·pqr 
Se v11 tem n índices, .então diam 'f1 = L/ 2!'-12 e portanto C é 
um conjunto diádico c~ntínuo. Pela Proposição anterior, exis­
te um.a função f de (o,1J em Rn contínua tal que f( (0,1] )= e. 

A existênc.ia dessas curvas de Peano mostra que para ô 

cálculn das varia9nes, o conceito de curva paramétrica contí­
nua é excessiva/ geral. Tendn em .vista uma deli mi ta..ção mais ºº!'! 
veniante, iremns trabalhar com um conceito mais restrito de cur -va que é o de curva absnlutamente contínua. 

Observação: O item 5 foi baseado no livro de Hausdorff -
Set Theory • 



Capítu].n ll

1. Dgfinie n

Definição : Uma funçaafde ]}.b]
.S=2:ÍHi! (AC) se dada Él>O. exi.ste 8 >0 t

].eêãn finita de 8ubinteFv&].ns abe!'tos

dÍajuntnS 4.(uZ,vi),(u2,v2),...,(um'

' (v!-u,)<.5ÍmPij'ca ãl l f(vj.)-f(u.) I'(t
Def'iniçac': Uma funça'' x:(xl,x2,...,xn) de Ga,b]

eu R" é (AC) se aa sua.s c')uapnnentes

x''txcl...,Xn sgo funções de Ga,b] eüa R abao].utamente contí-

que

em R é absn].utaDüeRte

pal'a tôda co

dois a doj.s

!P9o].utaüiente contínua

Definição: Dizemos que uma função x de [a,b] em Rn

abs',].uta/ contínua é .liabl (leve) se ou l lxt(t) 1 1 #' O para

quase toda t em [a,b] nu x é Constante eua toda Ea,b].

Sonata dadas duas funçRee absn].uta/ cozitínuaa light
x+ de Ga,bb.l em Rn e y, de [c,d] em Rn. Dizemos que x é equi-
va].ente a. y ae existe uma f'unção h de Üc,d.] em R t&]. que
].) h(c) = a , h(d) = b

2) b á absoluta/ contínua e he(t)>o para quase toda t(Le,d]
J; x n h = y

E=e2agigã9. 1.1 Se f é uma função de ]a,bb] eüü R abboo-

lutaaaente contínua, entoo f é conta'nua e de variação ].imj.fada:

existe e é finita a dera.veda fi(t) para quase todo t em ta,b]
e f'(t) é Lebeswe-integrável.

!=eZagigã: ]..2 Se h é uma função de [a,b] em R abao-

].uta,/ cartinha e eetri.ta,/ crescente e f é uma função de
[B(a),h(b)] em R AC , então & composta f o h é .âC.

E=e29.gi.gãa 1.3 Supnnba que g é uma funçan de ja,b]
em R Lebea©e-integrável; sela f(t) = .L'g(u)au + c , onde
c é UDaa constante;. então, a funçan f de [a,bb] em R é AC.

Ó

Capítulo II curvas Paramétricas Absolutamente Contínuas 

1. Definiçã('I 

Definição: Uma funçãof de (a, b] em R é abs(')lutamente 
cnntínua (AC) se dado t >0, existe S > O tal que para t~da c,2. 
leção finita de subintervalos abertos de (a,b], dois a dois 
disjuntos l<u1 ,v1 ), (u2 ,v2 ), ••• , (um,vm) \ 

%'. (v1 - ui)<. S implica. t, 1 f(v1 ) - f(u1 ) 1 < t .... , - - 12 n •, Definiçao: Uma funçao x=(x ,x , ••• ,x) de [a,bJ 
em Rn é absolutamente contínua (AC) se as suas componentes 
x1 ,x2, ••• ,~ são funçnes de (a,b]. em R absolutamente contí-
nuas. 

Definição: Dizemos que uma função x de (a,b) em Rn 
absoluta/ contínua é light (leve) se ou I lx'(t)ll I O para 
quase .todn t em (a, b] ou x é º"nstante em todn (a, b]. 

Sejam dadas duas funç~es absoluta/ contínuas ligbt 
x, de (_a, b] em Rn e y, de (c,d) ~til· Rn. Dizemos que x é equi­
valente a y se existe uma funçãn h de [c,d] em R tal que 
1) h(c) =a, b(d) = b 
2) h é absoluta./ contínua e h'(t)>·O para quase todo tE.[c,d] 
3) x n h = y. 

·. Proposição 1.1 Se f é uma função de [a, b} em R abso-
lutamente.contínua, então fé contínua e de variação limitada; 
existe· e é finita a derivâda f'(t) para quase tndo tem (a,bl 
e f'(t) é Lebesgue-integrável. 

· Proposiçãn 1. 2 Se h é uma funçãõ de (a, b] em R abso­
luta/ cnntínua e estrita/ crescente e fé uma fu,nçãn de 
(h(a),h(b)] em R AC, entãn a composta f oh é AC. 

Proposiç%o l.3 Suponha que g é uma função de f~,b] 
t. em R Lebesgue-integrável; seja f(t) = } ... g(u)du +e, onde e é uma constante;. entãn, a funçãn f de (a, b] em R é AC. 



:=929.g3igã2. ]..4 $E f é ulüiap função de Üa.b] en R Ac+

ent:o f(t) = f'(a ) + .L'ri(u)du para tod') t em Ea, bl} .
Se.ja f uma função de [a,bb] eü R AC

e seja E um subbconjuntn de Üa,b] t&], que a üaedída de l.ebes-

gtie de F = f(E) é nula. Ezitao, fi(t) = O para quase todo t
eüa E.

?idos

!=e2e.gigãe. ]..6 Seja. f Baia funç:o de [&.bb] eu R laolié

tona nEo acerte. Ent:a f é ÂC ae e a6 se
1) f é contínua e

2) f leva conjluboa de medida aula em conjuntos de laedida
nula.

E=92e.gigãa 1.7 Se as funções h de Ga,bb] eü R ,
f de Üh(&),h(b)] ea R e f o b de Ü&,bb] em R s:ó AC, então
vale a z'eira da cadeia:

0r o h )'(t) = Í''(h(t)). h'(t) para quase todo t en
As demonstrações daa Praposiç8eo acima podeaa ser

tas noB ].ívros de Resteliuan e Asplund

hhstz'erros então que & !'e].ação acima definida é de e-
quivalência.

BÊÍ:2:i â: Saia x uma função de Ea,b] om Rn AC ].ight; a fun-
ção h de ].a,b] eu R dada põr H(t) = t , é AC. h(a)=a,h(bb)=b ,
he(t$ = ].>0 para todo t ea ]'a,b] e x o h = x. Portanto x é
equlva].ente a sl uesua.

.:3igê&=2i928 Suponha que a f'uaçan x de Üa,bbl eaa Rn seja equiva«
].ente à função y de bc,d] em Rn. En-bão eJdste uma função h de

41c,a) en R AC , cou h(c)=a, U(d)=b, e hi(t))'0 pal-a quase tn.
do t en ].e,d] e x o b ='y . Vaüaaa üanatrar que b é ínvereíve].

e aua inversa h'] de [&,b] em R é AC, h'](a)=c, h'l(b):d ,
(h'l)'([)>0 para quase todo Cela [a,b] e x = y n h'].

A'função h é contínua, pe].a.Prnp: ]..l. Seja t].ltt: eu [cld] ,
con tl<t2 . Pela. Pz'op. 1.4 , b(tl) = b(c) + Í'Ü'(u)du e

(

Proposição 1.4 Se fé uma função de (a,b] em R AC, t 
então f( t) = f(a ) + j f' (u)du para todri t em [a, b) • 

A,., 

Proposição 1.5 SeJa f uma função de (a, b] etn R AC 
e seja E um subconjunto de (a, b] tal que a medida de Lebes­
gue de F = f{E) é nula. Então, f'(t) = O para quase todo t 
em E. 

Proposição 1.6 Seja f uma função de (a,·br em R mon.2, 
tona não-decrescente. Então fé AC se e s6 se 

1) fé contínua e 

2) f leva conjuntns de medida nula em conjuntos de medida 
nula. 

Proposição 1.7 Se as funçnes h de (a,b) e~ R, 
f de [h(a),h(b)] em R e f o h de (a,b] em R sãti AC, então 
vale a regra da cadeia: 

Of oh )•(t) = f'(h(t)). h'{t) para quase todo tem la,b]. 
As demônstraçnes das Proposiçnes acima podem ser vis­

tas nos livros de Xestelman e Asplund-Bu.ngart. 
Mostremos então que a relação acima definida é de e­

quivalência. 

Reflexiva: Seja x uma função de (a, b] em Rn AC light; a fun-· 
9ão h de [a,b] em R dada por H(t) = t, é AC, h(a)=a,h(b)=b, 
h' ( t~ .:= 1 >O para tod" t em [a, b] e x o h = x. Portanto x é 
equivalente à si mesma. 

Simétrica·: Suponha· que a função x de [a, b 1 em Rn seja equi va­
lente à função y de [c ,d] em Rn. Então existe uma função h de 
{c,d) em R AC, com h{c)=a, h(d)=b, e h'{t)>O Pª:8- quase t.2, 
dotem [c,d] ex oh =·y. Vamos mostrar que h é inversível 
e sua· inversa h-l de [a,b) em Ré AC, h-1 (a)=c,. h-1(b)=d , 
(h-1 )•(r)>O para quase tndo Cem [a,b] e x = y o h-1 • 
A·funçãn h 

e 



h(t2) = h(C) + {h'(u)du. Daí b(t2) -h(tl) =íhi(u)du
Cnmõ hl(u)20, tem-qe h(t2).>h(tl) . Se existisse';tZ,'ta em
[c,d], crua ;l<i2 e h(tl) = h(;2) . ent:n b seria constante

en tt!,t2] + Q que seria, cnntln a hipótese. Pnrtanta b é ea-

tri.ta/ crescente ; existe etitãa a aua i.nversa h'l' de Üa,bbl em

R e esta é contízxua e estro.ta/ crescente. AêéBÜ disso.
h-l(&) = c , b'l(bb) = d. natreuos que h'l leva c«nluntos de
medida au].a eu conjuntos de medida nula. beija F contido em

[a.b] cou medida nu].a. Seita E = h'l(F). Cona h(E)=F, segue-
sel pela Prof. ]..51 que ht(t)=0 papa quase :boda t eu E. Ent:o

ida de E é igual à medida da conjunto {t em E tais que
hi(t)=0 'l que é i.gua]. & zero, p')r hipótese sôbre h.

Daí, pe].a P]np.]..6, b'] é AC. Pe].a Prof. 1.7.
(h'l)'(t) = ]./ b'(h'l(t))>0 paz'av qua,ae toda' ] om [&,bb]

É cl&=n que x = y o h'l. Pnrtanta y é equiva].ante a x.

.!=â29i]gi=2: Sejam x de Qalb] ea Rn e y de Le,d] ea Rn equina
].entes e y e z de [e,f] em Rn eqüiva].entes. Sejam h de [c,d]

eüa R e k de [e,f] em R funções AC cona h(c)=a, h(d)=b, k(e)=c,
k(f')=d, he> O em quase toda b,a] e ki>O em quase todo

cz"escente o portanto. peia Prnp. ]..21 & conPnsta h o k é AC.
DaÍ, X o(h o k) = z i É claro que b o k(e)=a, h a k(f)=b.

Pela PI'op. 1.7,(b n k)'( t) = b'(k(t)).ke(t)>o para
quase .todo t em ]>,í]. Portanto x e z s:o equívalenteB.

A re].açãa acílaa definida é , então, de equíva].ência. As
c].esses de equi.va].êncla serão

síbuadaa em Rn.
x pertence & C. dizemos- que

da culta abbaoluta/ contínua C.

éSe C c].asseu®a e

ehamadaa

x e nora ca

.~ (~ 
h(t2) = h(c) + J h 1 (u)du • Daí h(t2) - h(t1 ) = jh'(u)du. 

~ t, -Ccmn h'(u)~O, tem-~e h(t2 )~b(t1 ). Se existisse ~1 ,t2 em 
[c,d), cnm t1<t2 e b(t1 ) =·h(t2 ) , entãn h seria constante 
em lt1 , ~l , o que seria cnntra a bip6tese. Pnrtanto h é es­
trita/ crescente ; exlste então a sua inversa h-l de [a, bl em 
R e esta é contínua e estrita/ crescente. Atém disso, 

1 1 ~ h- (a)= c, h- (b) =d.Mostremos que h leva cnnjuntos de 
medida nula em conjuntos de medida nula. Seja F contido em. 
[a,b] com medida nula. Seja E= h-1(F). Como b(E)=F, segue­
se, pela Prnp. 1.5, que h'(t)=O para quase t~do tem E. Então 
a medida de E é igual à medida do· conjunto {tem E tais que 
h • ( t )=O 1 que é igual a zero, pnr hip6tese s~bre h. 

, 6 -1 , Dai, pelaProp.l., h e AC. PelaProp. 1.7, 
(h-l) • (,:) = 1/ b • (h-1('r)) > O parav quase todn t em (a, b] • 

t clarn que x = y ô h-1 • Portantn y é equivalente a x. 
Transitiva: Sejam x de [a,b] em Rn e y de [c,d] em Rn equiva­
lentes e y e z de [e,:f) em Rn eqú'ivalentes. Sejam h de [c,d] 
em R e k de [e,f) em R funçnes AC cem h(c)=a, h(d)=b, k(e)=c, 
k(f)=d, h' > O em quase todo [c,d] e k' >O em quase todo 
(e,t), tais que xô h = y e y n k = z. A :função k é estritá/ 
crescente e portanto, pela Prop. 1.2, a·compnsta b n k é AC. 
Daí, x·o (h o k) = z. t clarr, que b o k (e)=a, h n k (f)=b. 
Pela Prop. 1.7, (h ô k )•( t) = h'(k(t)).k'(t))'O para 
quase .todo t em [e,f). Pnrtantn x e z são equivalentes. 

A relação acima definida é, então, de equivalência. As 
classes de equivalência serão chamadas curvas paramétricas 
absolutamente contínuas, situadas em Rn. Se C é uma classe e 
x pertence a e, dizemns que x é uma representaçãn paramétrica 
da curva absoluta/ cõntínua e. 



ruJ.DaQ& peJ.a repz'esentaçgo x

de Ga,bÜ em Rn; os pnntna x(a) e x(b) do Rn chama.n

ni.dados da curva C8 x(a) é n pinto i.nícíal, x(b) é n ponto

fi.nal. O Conjunto x( [a,b]) do Rn chama-ae o gz.á:fj.co ou traço
de C. A. vara.açao t.tal V(x) de x Chama-se compra.oaento d. c

e denota l(C). Todas esses conceitos independeu d& par-
ticular' representação eecolhída.

Uua culta C diz degenerada se tem uüüa rep. constante.

Tem-se que C é degezzerada ee e s6 se C teu como traço apenas
ua pinto se e a6 se n Cnmprímento de C é nulo.

E=eEe.gigãe. ]..8 Se C é ulaa culta Ac e x de Êa,bb] ela Rn
é una repl'esentaçaa de CI ezitãn, teu-se que

i(c) =.1'llxi (u)lida
Deüz. Decorre da seguinte pl'opoaiç5o

E=e2agi;gala 1.9 Seja x uma função de Üa,b] em Rn Contí-
nua e de variação lilaítada. Então, tem-se que

v(x) ? l llx'(u)lida
O sína]. de igualdade va].e se e s6 Be x é ÃC .

Dem. Seja s(u) a função de Ea,bb] em R definida por

a(u) = .f V(xjEa,u]) se a.<u$b
L :' ee u=a

Sabe-se que s(u) é n5a-deck'eacente, tem derivada 81(UO quase
6empz'e eu Ealbb] e st(u) é l,ebeBgue ntegráve].

Cc'n''- l lx(u2) - x(ut)l 1 <. s(u2) - B(ul)
par'& todos u].lu2 e.m Caiba, tela-ae que

llxi(u)l lé st(u) para qua.ee tnd(' u en Ca,bb]

Cnuo s(b) =V(x) e s(a) = O.

V(x) : .b) - .(,)> 1';'(u)a«a ('l lx'(«)lida .

S-P":'h; que v(*).:.('11,1'(«)lla«. luta.,.: . /'''l} '"''+ ; '

s(b) - a(a) =.f s'(u)du . Sabe-6e que o(u) é uw hnç5o AC e
poz'tanta x = x(u) é AC

Seja ACcur'va

e

4

23 

Seja C uma curva AC determinada pela representação x 
de fii,,b] em~; os ~cntos x(a) e x(b) do Rn chamam-se extre­
midades da curva e, x(a) é·n pnntn inicial, x(v) é o pontn 
final. O conjunto x((a,b]) do Rn chama-se o gráfico ou traço 
de e. A variação tota-1 V(x) de x chama-se cnmprimentn de C 
e denota-se por l(C). Tndos esses conceitos independem da par­
ticular representação escolhida. 

Uma curva e diz-se degenerada se tem uma rep. constante. 
Tem-se que C é detenerada se e sõ se C tem como traço apenas 
um ponto se e só se n comprimento de C é nuih. 

Propnsiçãn 1.8 Se C é uma curva Ac e x de (a, b) em it1 
é uma representaçãn de e, então, tem-se que -b 

1 ( e) = j l l x • ( u ) l l du ..... 
Dem. Decnrre da seguinte prnposição 
Prôposição 1. 9 Seja x uma função de (a, b] em Rn contí­

nua e de variaçãn limitada. Então, tem-se que 
{" . 

V{x)? --t} lx' (u) l ldu i' 
O sinal de igualdade vale se e s6 se x é AC. 

Dem. Seja s(u) a função de [a,b} em R definida por 

{ 

V(x~ (a,u]) 
s(u) = ,, 

se a< u ~ b 

se u=u 
Sabe-se que s(u) é não-decrescente, tem derivada s'{uO quase 
sempre em [a,b] e s'(u} é Lebesgue-integrável. 
Comn J lx(u2 ) - x{u.1 ) l 1 {: s(u2 ) - s(u

1 ) 
pará todos u1 ,u2 e_m [a, b], tem-se que 

Jlx'(u)l l~ s•(u) para quase. todn u em [a,b] .. 
Cnmõ s(b) =V(x) e s(a) = o, , 

. ,b íb V(x) = s(b) - s(a~ ~ i s' (u)du,:? l lx' (u)} ldu • ,., A, ~ Suponha que V( :x:) = J l l x' ( u) 11 du. Entãn, . s·b ""' s(b) - s(a) = s•{u)du. Segue-se que s(u) é uma função AC e .\., 
pôrtant" :Jr = x(u) é AC. 



Supc'nha que x = x(u) seja AC. Ent:n

x(u2) - x(ul). = ).. xi(u)du

' : .'lL'.'. '44#

;' pz;l;ã. a Ú].tias desígua],dadel ver' Rudínl pg. ].].6.

V(x) : «.p êlÍ ilxSl:) - x(uj..t)ll é 5.ull*:.(u)'lida
Com. já el'a v(x))..l. llx'(u)lida , sebe-se que

/.b '61.,

v(x) = 1 1 lx' (u) l Idu . //

2. i)uaa

Seja c uma calva AC n a degenerada. Seja x. . de ].apbb]

eDÜ Rn. um repreBentaçan de c. Seja s(u) = .1.'i lx'(u)l Idt .
Rosa fUnçãO 8 9 de [a,b] em R é ACt s(a) = O, a(b) =].(C) e

ds/âu = llxl(u)li >0 para quase tnd'l u em I'a,bj. (p&r.a &

prâvap ver Graves). Seja Q a f'unção inversa de 8. Ela. tam-

bém é AC, Q(O) = a , O(l(C)) =,b e

dQ/ds>O pal"a quase toda s em BO,l.(C)] . A função y = x ') O
de [0,i(C)'] em Rn é a repx'esentação de C cbaalada repreaenta-

çan de C cujo parâmetro é a comprimento de arca. El& é l,iPa

chitzi.ana poi.ü lly(s2) l .É la2 sll paz'a todos sl
e a2 em QC,i(C)]. Tew-se ainda que

l jyi(a)l 1 = 1 paz'a quase toda B em Úo,).(c)3 pais

lly'(a)ll= llx'(9(s)). dO/da(s)ll= lll/ds/d0(0(a)) .x'(0(s))

= llx'(O(s))ll/ilx'(O(s))ll = 1 para quase todo sebo,l(C)].

Seja C uma culta AC n n degenerada e seja y , de Ü0,3.CfC:)] em

Rn , sua .z.epz'esentaçad cujo parâmetro é o coDaprimenüã de

al'c.. .A í'unçac, h de tO,Z] «n R dada por h(t) = 1(C).t é

AC , b(O)=0, h(1)=].(C) e h'(t)=].(C)>0 para tndõ teço,ll. Por-
tanto a função z = y n h de BO,i] eüa Rn é taEabéu uma represe=
taêãn da curva C; chama representação standardda curva a.

Suponha que x = x(u) seja AC. Então 
i½. 

x( u 2 ) - x( u1 ) . = .~ x • ( u) du 
.. IA.\ 

Dada uma subdivisãn de [a, b] D: a=u
0
< u 1 •• .C.um=b 

',M ~ lt.i,· 
.'2: l lx(ui) - x(u1_1 ) 11 ~ ~ 11 ) x• (u)dul 1 6 

J\l\.i i,~. \ •• J:, t ' <A. . ~ J ~"'' 1 ) x' ( u) 1 l du = J"" H x • ( u ) 1 l du, • ' 
_, Parb. a Última desigualdade,. ver Rudin, pg. 116. 

v(x) = sup f l lx(u1 ) - x(u1_1 )1 l f J~I lx'(u).l ldu ~=-, r" (,\_ 
Como já er:a V(x)~.J llx'(u)lldu, segue-se que ... "--

V(x) = Í I lx'(u) l ldu • // 
""' . 

2. Duas ·representaõnes particular~s 

Seja C uma curva AC não-degenerada. Seja x., de Í.?-,b] 
em Rn, uma representação de e. Seja s( u) = ) ""11 x• ( u) 11 dt • 

~ 
Essa função s , de [a.,b] em Ré AC, s(a) = O, s(b) = l(C) e 

ds/du = llx•(u)ll'>O para quase todo u em [a,b). (para a 

prova, ver Graves). Seja Q a função inversa de s. Ela tam-

bém é AC, Q(0) =a, G(l(C)) = b e ,,. 

dQ/ds > O para quase todo s em [0,1( e)] • A funçãn y = x o Q 

de (O,l(C)) em Rn é a representação de C chamada representa­

çãn de C cujo parãmetr(') é o comprimentô de arco. Ela é Lips- . 
chitziana pois lly(s2 ) - y(s1 )1l f 1s2 - s1 1 para todos s1 
e s2 ~m (O,l( e)]. Te~se ainda que 

1 IY' ( a) 11 = l para quase todn s em (0.1( e)] pois 

lly'(s)ll = llx'(G(s)). dG/ds(s)II = lll/ds/dG (Q(s)) .x•(Q(s)) 

= llx'(Q(s))ll/ll'x'(G(s))II = 1 para quase todo Sé[O,l(C)),. 

Seja C uma curva AC não-degenerada e seja y , de [0,10é)) em 

Rn, sua ,representaçãri cujo parâmetrc é o compriment& de 

arcn. A função h de {0,1] •m R dada por h(t) = l(C).t é 
AC, h(0)=0, b(l)=l{C) e h'(t)=l{C)>0 para todo t~(O,l]. Por­
tantn a função z = y " h de_ [0,1] em Rn é também uma represe,n 

taçã~ da curva C; chama-se a representação standardda curva e. 



E].a, é Lípachitzíana pais para toda t].lt2e]Ptl]

llz(t2) - z(tz)ll.= lir(b(t2)) -r(h(tl))11 6

Ih(t2) - h(tl.)l : Z(C)lt2 - tii .

!Fem-se ai.nda que llz'(t)l l = 1(C) para quase todo tct.O,]]
pr'is llz'(t)ll= llh'(t).r'(h(t))ll= z(c)llr-(b(t))ll

l(C) para quase tnd" t G.].O,]] .

3.

Dofíniçaoi aura função F: RnxRzi ...---+R chama se un

k) F é CnR+ÍDU&

2) F é haüngênea , na seg\pinte menti.do:

F(x,6y) = fF(x,y) para todo 6'en, d'?O e pal'a todos
x,y € Ru .

Seja C uma culta AC e x: ÚO,ll----.» Rn
sua rep!'esentaçao standard. Seja F um integrando paraüaétríco.

Então a função, F(x(t),x'(t)): ÜO,ll-----» R é Lebbesgtze-inte-

gráve].. (CoDveucíona se aqui ca].Qc&T (OIO,. ..,O)êRn onda não
emite x' (t) ).

Dela. Cano x é cartilha em [0,1], padeüaaa extendê

íutepw].n C-Z,29 de modo cartinha, pondo x(t) = x(O) pala

têE-],O] e x(t) = x(1) para teC1.2] . Conalder'e a soquêa
cía de funç6ea conta uaa

Fn(t) = F(x(t),x(t+l/n) -lfÇt)/l/n) 8 [0,11-.--.» R .Tem-se que,.t.&
llx(t + l/n) - x(t)ll $ S: l lx'(u)lida $ L(C)/n

ll : )
l /VI

Couro F é contâzua, seja M â máxj.uo d', canjuntn{.F(x(t),y)
tais que teço,]] e ilXllÇZ(C)} . Tela-se que IFn(t)l$M
pal'a todo neN e para fada .te. BO,l.]. Então, para quase todo
te BO,i], F(x(t),x'(t)) =],j.u Fn(t)

3.1

Ela é Lipscbitziana pois para todo t 1 ,t2~[0,1] 

llz(t2) - z{t1)ll. = l!y(b(t2)) - y(b{t1 ))11 ~ 

lh(t2) - b(t1)I = l(C)lt2 - til • 

Tem-se ainda que I lz' ( t) 11 = 1( C) para quase tr,dn t 1:.. (0,1] • 
p('lis llz•(t)II ~ llh'(t).y'(h(t))II = l(C)lly'(h(t))ll 

= l(C) para quase tndn tE:.[0,1] • 

3. Problema fundamental dn Cálculo das Variaçôes· 

Definiçãô: Uma função F: · RnxRn _"!J/111,.,R chama-se um !f!­
tegrando paramétrico se 

t) F é · cr,ntínua 

2) Fé homogênea, nr, seguinte sêntido: 

F(x, d" y) = ó F(x,y) para tt"ldr, Ót:: R, G.J·O e para todos 
n x,y t R • 

Proposição 3.1 Seja C uma curva AC e x: (0,1]--.> ir1 
sua representação standard. Seja F um integrandô paramétrico. 

Entãn a função F( x( t), x• ( t) ) : (9,, 1)-~➔ R é Lebesgue-inte­
grável. (Convenciona-se aqui cnlocar (o,o, ••• ,o)~Rn onde não 
existe x• { t) ) • 

Dem. Como x é contínua em (o, iJ , podemos extendê-la ao 
intervalo (-1,2) de modo cnntínua,.pondo x{t) = x(O) para 
t E: (-1 __ ,o] é x(t) = x(l) para t € (1,2) • Considere a sequên­

cia de funções contínuas 

Fn(t) = F(x(t),x(t+l/n) - x(t)/1/n) : (0,1] ) R •Tem-se que 

1 'lx( t + l/n) - x(t) 11 ~ Stíf x' (u) l ldu ~ L( C)/n 
. . -t l { x( t + 1/n) - x( t ) li ~ 1 ( 0 ) 

1/n 

Cnmô F é C(')nti\iua, seja M n máximo dn conjuntn-{ F(x(t),y) 

tais que t !: [o, 1] e 1 1 y 11 '$ 1( C) ! . Tem-se que · tFn( t) 1 ~ M . 
para tôdo n~ N e para tndo -t <::. [ó,1]. Então, para quase todo 

F(x(t),x•(t)) = lim Pn(t) 
l'\ 



Porta,nto , pe].o teorema d& canTeI'gência ].imitada de Lebeague

.S F(x(t),x'(t))d'G = z:iate Fn(t)dt < "+ «' .//
E=eEg.g2:sãe. 3t2 Seca C uaa curva AC , x: [0,].]-----+

iP sua i'epz'esentaQao standax'd e ys [&,bb].........» Rn uiva outra re»

.preaentaçao de C. Entgn, se F é um integrando paramétrico,
tem-sp que F(y(t),y'(t)) é Lebbea@o-i.ntegrável e

/'!7 /'.L

l r(r(t),x'(t))at ; !.F(x('t),x'('t))dt
Deu. Sejat=h(t): Ba,bl---» R AC ta]. que h(a)=0,b(õb)=].

dh/ãt>o quase seaB)re e x n h = y . Tem=se que
dyi/dt = dh/dt 'dx/Pd't pal'a quase todo té:'Ca,b]

DaÍ F(y(t),y'(t)) = F(x(h(t)), ãh/dt . dx/dt(h(t)) )
db/at.F(x(b(t)}, dx/ã' (h(t)) ) para quase toda te Üa,bb] .

Po.rtantn a funç o de t . F(y(t),y'$t)) g Lebesgue-i.ntegrável e

J.'p(X(t),Pt$t))at =.1.P(x(h(t)),x'(b(t))). ah/dt . dt =IPh r -. fÀ

ÍbF(x(t),x'(Z))dt .Pa!"a a ú].ti.ma i.gua].date ver Graves
Pg 221, 223.

Sela c uma cul'va AC. Se x]. :BatbJ----»

Rn e x2: [c+d]]----+ Rn sgo duas representações quaisquer' de C,
então/ pa3'a qual-quer intograqdo paz'amétrico F,

lt' F(x].(t),x'(t))dt =.J F(x2(t),x;(t))dt
Dem. Segue d& Prof. 3.2 .//
Dado um integrando paramétrico F, podemos então definir

ua funcional. J a6bb!'e n conjunta dao cultas abbsnluta/ contínuas

ai'buaãas em Rnf panda l

a [C] = \ F(x(t),x'(t})dü

onde x.Úatb] -----..+Rn é uma x'epl'ésentaçao qualquer 'd& culta C.
O prnbb].ema fundamental. da Cá].culn das Variaçi;es na. foi'ma para-

laétrica é: Dado um can3unto*Ê.de curvas AC e dado um íntogl'anda

pax'amétri.eo F, achei' uma culta Coe.leque mi.nimi.ze Q furei.anal J

teta é, t&l que J[OnleJ[C] para todo CG.\,.

Pz'o'oosi

Portanto, pelo teorema da cnnverg~ncia limitada de Lebesgue 

ÍL F(x(t),x•(t))dt = limf·~n(t)dt < -4-- ()(; •// 
o \1 t, 

Pro:posição 3, 2 Seja C uma curva AC , x: (0,1) "> , 

~ sua representa0ão standard e y: (a,b]--➔;;i. Rn u~ õutra re­

.Presentação de e. Ent·ãn, se F é um integrand('I paramétrico, 

tem-se que F(y(t),y•(t)) é Lebesgue-integrável e 
(b ~ J F(y(t),y'(t))dt = J

0
F(x(1:),x•Ct))d1: 

"-
Dem. Seja t =h( t): [a, Q}~ R AC tal que h(a )=O,h(b)=l 

dh/d t > O quase sempre e x o h = y • Tem-se que 

dy/dt = dh/dt •ax/d·c para quase todo té·[a, b] 

Daí F(y(t),y•(t)) = F(x(h(t)), <ih/dt • dx/dT. (h(t)) ) = 

db/dt.F(x(h( t)), dx/d"'C (h( t)) ) para quase tndn t ~ [a, b] • 

Po,tantn a função de t.~F(y(t),y•t,t)) é Lebesgue-integrável e 

J"- F(y(t),y•(at))dt = J:(x(h(t)),x'(h(t))). dh/dt • dt = 

S"F(x(r),x'('t))dt .Para a Última igualdade ver Graves 
"" pg 221, 223. 

Proposiçª-2, 3.3 Seja C 'uma curva AC. Se x1 : (a, b] 

Rn e x2: (c,d] ) Rn são duas representações quaisquer de e, 
então, para qualquer integrando paramétrico F, 

~ .~ 

j"- F(x1(t),x;(t))dt = Jc. F(x2(-t:),x1('c))dl: 

Dem. Segue da Prnp. 3.2 •// 

Dado.um integrandn paramétrico F, podemõs então definir 

um funcinnal J s6bre ô conjunto das curvas absnluta/ contínuas 

situada~ em ~, pondo b 

. J[C] = \. F(x( t) ,x• ( t))dt 
. "' 

onde x{a, b] ,Rn é uma représentação qualquer ·da curva e. 
O problema fundamental do Cálculo das Variaçnes na forma para­

métrica é: Dado um conjuntoj\_,de curvas AC e dado um integrando 

paramétrico F, achar uma curva Cô~j\_,que minimize o funcional J 

isto é, tal que J[cn1~J[c] para todo CGj\_. 
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Capítulo lll Curvas Genes'alisadas

s.j. - : t;:,»:a*b:,»,l*
lo Compacto de R''.

Definição: Chama- se =92=ggg!!.çgçao;;par'qpéçrlçq admis

sável toda função x: ta,bq -----> B absolutamente contínua tal que
ou \\ x'(t)l\.ÍO par'a quase todo t em La)b]
ou e Constante em todo interva].o de definição.

Definição: Duas r'epr'esentações x: ,Ea,b].--->B e y
Lc,d] ----+ B dizem-se Êguivalentes se par'a todo integrando pa-
ramãtrico F,

/ e3 / &4.#

\ F(x(t),x'(t)dt = 1 r(y(r),y'(t)Mt
&l, . -/c..

A r'ilação acima definida é de equivalencia; cada elas
se de equi.valência sex'á chamada de curva elementar situada em B

Notemos que duas r'epresentaçÕeé equiva].entes no sen

tido do Capztu].o ll são lambem equivalentes neste sentido.

Seja x: [alb] --.-.-> B uma r'epr'esentação constante x(t)=
xo' Então uma repr'esentação y: Lc,d] ----»B é equiva].ente a x se

e $o se y é também uma r'epr'esentação constante y(t) = y.. Pois
par'a todo integrando par'amétrico F

r'b ,t,

l F(x(t),x'(t)dt : Í F(xo'0)dt : Q
' rd, -'ÓL '

í) se y(r) = yo' então .S F(y(t),y'( cjdt
te a x

ii) se y é equivalente a x, então, papa o integr'ando par'ametpi-
co F(x,y) = li y tl , tem-se

I' F(y(t),y'(t))ifê llfy'(t)l\ dt : variação total de y
e dax' y é uma função constante

xran)bn] um interva-

0 e y é equi.va].en-
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Capítulo III Curvas Generalizadas 

Seja B = (a1 ,b11x[a2 ,b21x ... x(an,bn1 um interva­

lo compacto de Rn. 

Definição: Chama-se representação paramétrica admis 

sível toda função x: (a,b1---:,- B absolutamente contínua tal que 

ou \\ x' (t)\\.f' O para quase todo t em [a,b] 

ou é constante em todo intervalo de definição. 

Definição: Duas representações x: . ta ,b l__,. B e y: 

dizem-se equivalentes se para todo integrando pa-

ramêtrico Fb l i F(x(t),x' (t)dt = \ F(y(r) ,y' (t))d--c.. 
u... . e.. 

A relação acima definida é de equivalência; cada elas 

se de equivalência será chamada de curva elementar situada em B. 

Notemos que duas representações equivalentes no se~ 

tido do Capítulo II são também eq~ivalentes neste sentido. 

Seja x:[a,b]•--;,,, B uma representação constante x(t)= 

x
0

• Então uma representação y:[c,d)--:,,-B é equivalente a x se 

e só se y é também uma representação constante 

para todo integrando paramétrico F 

J
·~ b 
F(x(t),x'(t))dt = ( F(x ,O)dt = O . ·;: l,..i o ""' . ·d,. .. """ 

i) se y(r) = y , então ( F(y(t) ,y' (-C:~d -e. = o o Jc. 
·te a x. 

.. 
e y e equivalen-

ii) se y é equivalente a x, então, para o integrando paramêtri-

co F(x,y) = li y li , tem-se 
(L ~ . 
Jc.:..F(y(r),y'(t))Í[= \Jiy'(r:~\\ d1: = variação total de y = O 

e daÍ· y é uma função constante. 



agora algumas definiçÉ3es e pr'oposições da
analise funcional., que usaremos logo cm seguida.

Seja S:l.yüRnliiy'lt:ll eseja A:BxS(A é
um compacto de RnxRn)

C(A) é Q espaço vetar'ial das funções f: A .---» R

continuas, munido da norma do sup \i l\ e da o!'deh pa!.'cia].

íJ.2 f2 se e sÓ se f].(xly)?f2(x)y) para todo (x,y) em A.
C"(A) é o dual. de C(A), isto é, o espaço vetoria].

dos funcionais ].ineares e contz+nuas 1: C(A).:--» R , com a nor

ma [i l il : sup (l!(f)\ l lií\\<;i.l
C+(A) é c} conjunta dos funcionais ].ineares não-nega.

uivos ].: C(A)------+R (l(f].)?'l(f2) se e s8 se. fl? f2).
:=9zgg.ise9 ]. Se l pez'tende a Cü(,à), então, para

do f em C(A),

l l(í)} çi! l t\ ilr t\

!=aEgg.i=Sâg 2 Se ]. pe!'tende a C+(A), então ]. perteB:
ce a C''(A) e ii ].l{ = 1(u) onde ué.C(A) é definida po!'
u(x,y) = ]. para todo (x,y) em A.

Demonstração: Pa!'a todo f em C(A), com ll fttç3.,
tem-se -u4:fz.u. Po!:'tanto -].(u)$ ].(f)<;:.].(u)

isto é l].(f)l$1(u). Mas, então,

suP 'Í'iz(r)t ] çjf\i€3. } .G].(u) e ]. é CORtlpDUO. E daÍ,
[1].\14].(u)4 tt].\i\]u\] = tl]tt

Defíni.ção: Diremos que uma sequenci.a (gn), gneCe(A),
convem'ge fz'acamente par'a geC"(A), se pa!:'a todo f em C(A),

]-im gn(f} .: g(f)
Neste caso, dir'eras ainda que g
(g.)

dar

'Eo

k i.mi. t ee dü0
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Vamos dar agora algumas definições e proposições da 

análise funcional, que usaremos logo em seguida. 

Seja e seja A::: BxS (A 

um compacto de RnxRn). 

C(A) é o espaço vetorial das funções f: A-~ R 

contínuas, munido da norma do sup li \\ e da or·detn parcial 

para todo (x,y) em A. 
* - .,. C (A) e o dual de C(A); isto e, o espaço vetorial 

... 
e 

dos funcionais lineares e contínuos 1: C(A) ~ R , com a nor 

ma ti 1 H ::: sup { 11 ( f) l ) ti f H -f:: 1] 
+ .. 

C (A) e o conjunto dos funcionais lineares nao-neg~ 

tives 1: C(A)__,,.R ... ( l ( f 
1

) ? l ( f 2 ) se e so se . f 1 .;?' f 2 ). 

Proposição 1 

do f em C(A), 

:\ -Se 1 pertence a C (A), entao, para to 

Proposição 2 Se 

* ce a e (A) e it 1 li = l(u) 

1 pertence a c+(A), então 1 perte~ 

onde u E. C(A) é definida por 

u(x,y) = 1 para todo (x,y) em A. 

Demonstração: Para todo f em C(A), com \\ f \\~ 1, 

tem-se -u {; f ~ u. Portanto -l(u),s l(f)~l(u) 

isto é t 1 ( f) 1 ~ 1 ( u). Mas , então, 

sup {'il(f)i \ \if\lfl} ~l(u) e 1 é contínuo. E daí, 

H 1 \l 4..1 ( u) ~ \'\ 1 ü \\ u \\ = li 1 H 

* . Definição: Diremos que uma sequencia (gn)' gn~C (A), 
,\ converge fracamente para g E: C (A), se para todo f em C(A), 

lim g (f) = g(f) . · n . 
-Neste caso, diremos ainda que g e o limite fraco da sequencia 



nazi.cao 3 A sequencia (gn) convem'ge fx'aeamente
pa!'a g se e $õ se

].) a sequência ( ttg.it ) ]; ].imitada e

gn(f) = g(f) para todo f de um conjunto denso em C(A).
Demonstração: Ver Banach, pg. ].23.

Como C(A) é Sopa!'ave]., va].e a seguinte

!=eEeg.isg;g + Toda seQuencia (gn) , gne CÜ(A) , Cuja

Col'r'espondente sequencia das normas ( \t gn i{ ) é .Limitada , tem
uma subsequenci.a fracamente convepgeote

Demonstração: Ver. Banach, pg. 123 óu Ko].mogorov

Pro

3

Pg. 213.

Definição: Um funcional. ].: C(A) ---"p R é concentrado

em um ponto xoé B, se pa!.'a todo f].)f2G.c(A))

fijtxo\xs : f2jixo\xs imp].ica ].(f].) : ].(f2)
IJosso pz'animo passo e identificar as fulvas elemento

r'es com cel.'tos funcionais s(abre C(A)

Como todas as pepr'esentaç13es que usamos têm imagens
contidas em B, vamos identificar dois ínte8randos parametricos

F]. e F2 se e se se rilBxKn : F2fBxRn

mamoa vel.'ificap açor'a que,. com esta i.dentifieação,

existe uma biljeção ente'e C(A) e o can:junto dos integrandos pa-
!'ametr'ices .

].) Dada f em C(A), seja f uma extensão contz+nua de f ao conjun
to RnxS.. Seja F: RnxRn.-.-..9 R definida por
F(x.,y) = ilyllf(x,jly\\'J-y) se y #O
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Proposição 3 A sequencia (gn) converge fracamente 
-4 para g se e so se 

1) a sequencia ( \l gn \i ) é limitada e 

2) lirn gn(f) = g(f) para todo f de um conjunto denso em C{A). 
Demonstração: Ver Banach, pg. 123. 

Corno C(A) é separável, vale a seguinte 

Proposição 4 

correspondente sequencia das normas ( \tgn H) é limitada ,tem 
uma subsequencia fracamente converge~te. 

Demonstração: VeI' Banach, pg. 123 óu Kolmogorov, 
pg. 213. 

Definição: Um funcional 1: C (A) .__,,, R é concentrado 
em um ponto x

0
f B, se para todo f 1 ,f2 <:::. C(A), 

f 1 \{x
0
\xS = f 2\{x

0
\xS implica l(f1 ) = l(f2 ) . 

Nosso próximo passo é identificar as curvas elementa­
res com certos funcionais sÔbre C(A). 

Como todas as representações que usamos têm imagens 
contidas em B, vamos identificar dois integrandos paramétricos 

-se e so se 

Vames verificar agora que, com esta identificação, 
existe uma bijeção entre C(A) e o conjunto dos integrandos pa­
ramétricos. 

1) Dada f em C(A), seJa r uma extensão contínua de f ao conjug 
to n R xS .. Seja F:_RnxRn~R definida por 
F(x,y) ' -1 

'F :: li y li r (X, /j y \\ y) se y o 
::: o se. y ::: o 



Então F é um integr'ando par'ametrico ta& que rjA = f. A cada
f em C(A) escã associado, portanto, um i.ntegrando par'amãtri.co

F de modo Único e esta associação e i.njetora. Di!'eras que F
ê o integl'ando par'ametrico, extensão de f.

2) Dado um integrando par'ametri.co F., seja f = rjA. Tem-se que
fe: C(A). Dessa maneio'a, a cada integrando pal'ametrãco F está

associado um tónico f em C(A) e esta associação é injetora.

Seja C uma curva e].ementas situada em B e x: [a,b.] ---+
B uma ].'epr'esentação de C. Definimos o funcional g: C(A) ---+ R

a.

'Â

., @

g(f) = '1 F(x(t) ,x' (t.) )dt

onde F é o i.ntegrando par'ametpico, extensão de f. Ê] d].ar'o que

g é linear e nào-negativo. Então g é contz+nuo, pela Proposição
2. Tem-se ainda que

l\g il : g(u) =.\l U(x(t),x'(t))dt

e como U(x,y) = ii y tl l.

11 g t{ : l i! Xt (t){i.~dt

Podemos considerar então as cur'vas e].ementapes como

funci.anal.s pe!.'tendentes a C+(A) . Em outr'as pal-avz.'as ,

Defina.ção: g G.C}(A) é uma .ÇWrva elementar si.suada em

B se existe uma FERI'esentação x: [a,b:] ----» B tal que par'a
cada f em C(A). l

g(f) = \ F(x(t) ,x' (t) )dt

onde F ê o irtteg!'ando par'ametrico, extensão de f

vieste caso, x chama se uma =92::gg.Ê311gggg de g, \\ g \\ e o com-
primento de g

Então Fé um integrando paramétrico ta¼ que FjA = f. A cada 

f em C(A) está associ~do, portanto, um integrando paramétrico 

F de modo Único e esta associação é injetora. Diremos que F 

é o integrando paramétrico, extensão de f. 

2) Dado um integrando paramétrico~, seja f = F\A. Tem-se que 

f~ C(A}. Dessa maneira, a cada integrando paramétrico F está 

asseciado um Único f em C(A) e esta associação é injetora. 

Seja C uma curva elementar situada em B e x:[a,b]-.:;> 

B uma representação de C. Definamos o funcional g: C(A) _,,. R 

por 
\,, 

g(f) = ~ F(x(t),x'(t.))dt 
-· (À. 

onde Fé o integrando paramétrico, extensão de f. E élaro que 

g é linear e não-negativo. Então g é contínuo, pela Proposição 

2. Tem-se ainda que 
/ \., 

\\ g ti = g(u) = ) U(x(t),x' (t))dt 
- (Ã. 

e como U(x,y) = li y ti 
.h 

li g H = \ \\x' (t)\Ldt 
. 6\ 

Podemos considerar então as curvas elementares como 

funcionais pertencentes a C+(A). Em outras palavras, 

Definição: g E e+ (A) é uma curva elementar situada em 

B se existe uma representação x: [a,b] ~ B tal que para 

cada f em C(A), h 
g(f) •· .l F(x(t) ,x' (t) )dt 

onde F 
... 
e o -integrando paramétrico, extensão de 

Neste caso, x chama-se uma representação de g, 

primento de g. 

f. 

\\ g \\ 
... 
e o com-



Se g # 0 e uma curva e].ementas e x: Ga,b:l -> B uma

]'epr'esentação de g, seja s(t) :lltx'(tlljdt ; seja O(s)

BO,llgit:l '--'> R a função inver'sa de s(t). Tem-se que a compos-

ta y = x o Q: t]o, i] gii] ---+' B é uma outra representação de g
Então, defina z:l0,1J"-----> B poz" z(t) = y( iigiit). Tem-se

que z e lambem uma z'epr'esentação de g. Díl'rimos que .z e uma

rçpr'esentação standard de 8

PI.'oppiedades de uma repr'esentação standa!'d :

].)itz'(t)ll =]]g it para quase todo t em [0,].]
2) z é Lipschitziana de constante \tg i\

A pr'opr'iedade ].) segue da r'egr'a da cadeia

llZI(t) il: llxr(t:)ii llx'(c)tt'll\gt\= itgil

A pr'opr'iedade,2) segue de t/tt ' ,tz.

llz(t2) - z(t].) tt :'ll ,Ç.zt(t)dtt'l'é.Ç z'(t)\ldt =jjgljjt2 - tl
quaisquer' que sellam t].st2 em [C)}3.3, c om tl<.t2

Se g = o, uma repr'esentação de g definida em Bo,l.]
chama-se r'epr'esentaçãa standar'd de g.

2S.11Ên4:SBg: g ( C (A) é uma curva genes'alizada situada

em B, se é o limite fraco de alguma sequência (g.) de curvas
elementares situadas em B.

Se g # O é uma curva elementar e x:(a,b1--> B uma 
-t 

representação de g,·seja s(t) =Jl\x'(t)qdt; seja e(s): 
(A 

31 

[o ,li gú] __...::i,. R a função inversa de s (t). Tem-se que a compos-

ta y = x o e: [o~ i1 glij ~ B é uma outra representação de g • 

. Então, defina z: [o, 1}--,.. B pol" z ( t) = y ( li g li t) . Tem-se 

que zé também uma representação de g. Diremos q~e zé uma 

representação standard de g. 

Propriedades de uma representação standard: 

1) iiz'(t) \l = !fg 1\ para quase todo tem [o,1J 
2) z é Lipschi tziana de constante \\ g H • 

A propriedade 1) segue da regra da cadeia: 

il z' ( t) 1 l = (1 x t ( Z:) li li x' ( e) H - l li g \\ = li g q . 

liz<t2 > -

quaisquer 

A propriedade 2) segue de t 

z(tl) H :: n í.t~f (t)dt \i ~ 5.Hz.z' (t) li dt 
-t, t 1 

que sejam t 1,t2 em [0,1), com t 1 <. t 2 • 

Se g = O, uma representação de g definida em [0,1] 
chama-se representação standard de g. 

* .,. Definição: g E C (A) e uma curva generalizada situada 

em B, se é o limite fraco de alguma sequência (gn) de curvas 

elementares situadas em B. 



CaDÍtu].o IV Dois Teoremas

1. Teorema l

Seja ge CÜ(A) uma curva genes'a].içada, situada em B.

Então, existem uma função x: ]O,i] .--«-» Rn Lipschitz.tara e um

subconjunto T de LO,l.l com medida de Lebesgue m(T) = 1 ta]. que

para todo t em T, existe um funciona]. f{.peca(A) satisfazendo as
seguintes pr'opl.'iedades

1) Mt é Concentrado no ponto x(t)

2) tt Mt il : itstl

3) Mt('f') = xtl(t) j. : l,.

V't(x,y) : yz

4) g(f) = .1 itt(f)dt pal'a todo f em C(A)
Dem. Seja g uma curva geReI'alizada. Pol.' definição, existe uma

sequeneia (gn) de curvas e].ementares situadas em B tal que gn
convir'ge f!'acamente par'a g. Pela PI'op. 3 do Cap. 111, existe

uma Constante K.>0 ta]. que il 8nll'SK paz'a todo n em N.

Papa cada n em ]'!, escolha uma i'epr'esentação stands!'d xn: L0$1]
.--....+ Rn de gn que, como 5á vimos, é Lipschitziana. Vamos mos-
to'ar' que

(].) existe uma subsequencia de (g.) (conse].va].'amos a mesma no-

tação (gn) par'a esta subseq. assim como para outras subsequen-

cias .que consider'ar'mos) ta! que a subseq. coi'x'espondente (x.)

convem'ge unifor'demente em tO ,].] pal.'a uma função x: ].0 ,1].-----.> Rn,
que é também Lipschitziana.

L

A --"t R e dada por'

W

Capítulo IV Dois Teoremas 

1. Teorema I 

Seja g€ C*(A) uma curva generalizada, situada em B. 

Então, existem uma função x: lO, 11 ~- Rn Lipschi tz.iana e um 

subconjunto T de [O,lj com medida de Lebesgue m(T) = 1 tal que 

para todo t em T, existe um funcional t\E e+ (A) satisfazendo· as 

seguintes propriedades: 

1) Mt é concentrado no ponto x(t) 

2 ) li Mt li = li g li 

3) Mt( f") = x'i(t) i = 1, ••• ,n onde f": A -+Ré dada por 
i . 'f (x ,y) = yi 

4) g( f) = ): Mt ( f )dt para todo f em C(A). 

~. Seja g uma curva generalizada. Por definição, existe uma 

sequencia (g) de curvas elementares situadas em B tal que g n n 
converge fracamente para g. Pela,,Prop. 3 do Cap. III, existe 

uma constante K > o tal que H gn n ~ K para todo n em N. 

Para cada n em N, escolha uma representação standard xn: [o ,1] 
-~ Rn de gn que, como já vimos, é Lipschi tziana. Vamos mos­

trar que 

(1) existe uma subsequencia de (gn) (conservaremos a mesma no­

tação (gn) para esta subseq. assim como para outras subsequen­

cias.que considerarmos) tal que a subseq. correspondente (x) n 
( 1 r 1 . n cpnverge uniformemente em 0,1 para uma função x: l!),11·--:,,R, 

que é também Lipschitziana. 



Tem-se par'a todo n em i'l e pa}.'a todos tl)t2 em ]o)l]

Í\ xn(t2) - xn(tl)\t d i gnl\ \t2 - tl\
il:1111 llxn(t2) - xn(tl) \t'É K lt2 - tJ.t
Pol.'tanto a família {xnlíé equicontl+nua. Como xn(t) pe!.'vence a

B par'a todo t em LO,i] , par'a todo n em }], a fama+].i.a .{xn} e g
niformemente limitada. Então, peJ-o Teorema de Asco].i., existe

uma subsequencia (Xn) que convir'ge uniforme/ para uma função

contz+nua que denota!.'eras pol.' x: t]0 ,1] --...-.+ Rn

De tli] , segue-se que pai'a todos t].,t2 em Lo)i]

11 x(t2) - x(tl) l\ 4a K l t2 - tl \
Por'tanto, x é ].i.pschitziana.

De agora em diante trabalhar'elas com a cora.'espondente subse-

quencia (g.)

Seja À. uln subinterva].o fechado não-de8ener'ado qualq.uer de

tO,!) e por' \A.\ designemos o seu compr'isenta. Resta'ingindo-

se a função xnao interva].o Z\ , sejaAgn a curva eJ-ementas
definida poi' .

.éX.gn(f) : i F(xn(t),xn(tldt par'a todo f em C(A).
Vamos mosto'ar' que

(2) existe uma subsequencia (g.) da seq. obtida em (1) cal-

que par'a todo subintel'va].o ,Zb. fechado não-degener'ado de Lo ,].]

a sub$eq. cair'esponde.nte (.Àgn) e fl"aea/ convergente par'a uma

curva genes'a].izada a. 8

Vamos dividir a demonstração de (2) em quatro etapas.

(2il) Dado um subíntervalo J6. fechado não-degene!'ado de to,i]

existe uma subseq. (gn) da seq. obtida em (1) ta]. que (.6.gn)
é fl'aca/ convergente

Tem-se para todo n em N e para todos t 1 , t 2 em (o ,11 
Í\ xn ( t 2 ) - :xn ( t 1 ) \Í ~ li gn \\ \ t 2 - t 1 \ 

OJ i \ xn ( t 2) xn ( t 1) Y\ f K \ t 2 t 1 \ 
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Portanto a família {xn\é equicontínua. Como xn(t) pertence a 

B para todo t em [ O ,lj, para todo n em N, a família { xn} é u 

niformemente limitada. Então, pelo Teorema de Ascoli, existe 

uma subsequencia (xn) que converge uniforme/ para uma função 

contínua que denotaremos por x: [o , 1) --+ Rn. 

De (I} , segue-se que para todos t 1 , t 2 em [o, 1) 

H x(t 2) - x(t 1 ) h ~ K I t 2 - t 1 \ , · 

Portanto, x ~ Lipschitziana. 

De agora em diante trabalharemos com a correspondente subse-

quencia (gn). 

Seja ô.um subintervalo fechado não-degenerado qualquer de 

(.o, 1) · e por \ Â \ designemos o seu comprimento. Restringindo­

se a função xnªº intervalo ~ , seja Agn a curva elementar 

definida por 

A gn ( f) = J F ( xn ( t ) , x~ ( t ~ t 
Vamos mostrar que · ô 

para todo f em C{A). 

·{2) existe uma subsequencia (g) da seq. obtida em (1) tal n 

que para tod9 subintervalo A fechado não-degenerado de [0,1] 

a subpeq. correspond~nte (Ãgn) é fraca/ convergente para uma 

curva· generalizada 6 g. 

Vamos dividir a demonstração de (2) em quatro etapas. 

(2.1) Dado um subintervalo A fechado não-degenerado de [o,i] 
existe uma subseq. (gn) da seq. obtida em (1) tal que (/l gn) 

é fraca/ convergente. 



3Q

Par'a todo n em IJ

l
[lÊ] -' \\Ó.g.llÉ K \Á\ áK

Portanto a seq. de nÚmel'os z'edis (i]À.gn\] ) é ].i.notada. Como C(A)
e separ'ãve]., segue-se, pela PT'op. q,Cap.lll, que existe uma sub-

sequênci.a (Z\ gn) fr'aca/ convergente

Seja l.tk'lker{ : (o,i)âQ;
Seja d.K : [oltk:i par'a todo k em N.

(2.2) existe uma subseq. (gn) da seq. obtida em (].) ta]. que pa-
ra todo k em }{, a subseq. co!.'r'espondente de.curvas e].ementare
(Á k8n)n é fr'aea/ convergente.

Da seq. (gn) obtida em (]-) é possx+ve]., cabo foj. pl'o-

vado em (2.1) extrair uma pr'inCiTa subseq. ta]. que a correspoD:
dente subseq. (â.].gn)n e fraca/ convergente. Dessa pr'i.Reli'a sub

sequencia é possível. extrair uma segunda subseq. ta]. que (a.29n)n
seja fr'aca/ convergente e etc.

f5i: g].].. g].2 g].3 ''.'''g].n
6'2: g2]. 'g22 g23 ''''''92n

a-n: gn]. gn2 gn3 '.\ 'gnn '..
A sequeneia di.agonal, que vamos ainda denotar' por' (gn) ; tal que

par'a todo k em }{, a seq. correspondente (Â.kgn)n e fl'aca/ convem
gente

ltÁ. g. \l : It xÀ(t)ll dt =,j\!8n\\ót

S

+

\\ g. \\ \ â,\

Se teca,].] , t # o, vamos i.ndi.car pol.'.Ât = 1:o)t]
(2.3) A sequência (8n) obtida em (2.2) é ta]. que pal'a todo t em

LÓ,Z] , t / 0, a sequenci.a (A tgn)n é fi'aea/ convergente
Dada f en C(A), paz'a cada n em i+, vamos i.ndicar

xf)n(. )f) a função de t definida por

''Pn(t,r) : ATER(f) se tC
u .$e 't =

po!'
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Para todo nem N 

Portanto a seq. de números reais (ilÂgn\\) é linitada. Como C(A) 

é separável, segue-se, pela Prop. 4,Cap.III, que existe uma sub-
sequência ( À g ) fraca/ convergente. n 

Seja l tk\kéN :: (O ,1)/) Q-: 

Se j a á k = [ O , tk] para todo k em N. 

(2.2) existe uma subseq. (gn) da seq. obtida em (1) tal que pa-
ra todo k em N, a subseq. correspondente de êurvas elementares 
(.6.kg) é fraca/ convergente. n n 

Da seq. (gn) obtida em (1) é possível, como foi pro-

' vado em (2.1) extrair uma primeira subseq. tal que a correspog 
dente subseq. Cô 1gn)n é fraca/ convergente. Dessa primeira sub 
sequencia é possível extrair uma segunda subseq. tal que (62g) n n 
seja fraca/ convergente e etc. 

A sequencia diagonal, que vamos ainda de_notar por ( gn) é tal que 
para todo k em N, a seq. correspondente ( 8 kgn) n é fraca/ conver 
gente. 

Se t E. ( O , 1] , t # O , 

(2~3) A sequencia (g) obtida n 

vamos indicar por .llt = [o, t) 

em (2.2) é tal que para todo 
[à,1), t # O, a sequencia (Àtgn)n é fraca/ convergente. 

tem 

Dada f ern C(A), para cada nem N, vamos indicar por 
'fn(.,f) a função de t definida por 

o .se t = O 
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.qr/>lSllFV $1lfr! Fq

los que pai'a Logo suozntervaao lb. fechado nao-degenerado

de [o,i] , obtêm-se .de tÊ]}

t13111 \Àgn(f)\ ç K \tr\t vX\ para todo f em C(A)

Mosto'eras que fixada f em C(A) a fama'lia de funções de t
l,'pr,(t,f) 1. é aqui.contz+nua.

Temos pal.'a todos t].)t2 em L093-]) com tl<t2} para todo n em N

xPn(t2)f) - Pn(t].,f) :Ât.gn(f) - .&t.gn(f) :agn(f) onde

'â' : lt3.)t2'l
Segue-se então de ill111 que par'a todo n em ií, par'a todos t. ,ta

em [0,1] , t/t2 ,

IVn(t2'f) - 'Pn(tllf)l l,&gn(r)l s K tlr tua.t

I'fn(t2,f) - 'f;n(tlgf) t$K t\ fÍI lt2 - til

o que ficar'l.'eta a aqui.continuidade da famÍ].ia { fn( - ,f).}n
Jã vimos que par'a cada r'aciona]. t, 0.(td , a sequência nume-

píca (IOn(t,f))n é convergente
}lostr'eras que fixada f em C(.A), a sequencia de funções de t

(Pn(t,f))n É; união).'me/ canver8ente em LO,]-l (pal'a uma função
de t que denotam'amos pol' 'r(t,f) )

Pal.'a isto, vamos aplica!' o c].'itério de Cauchy

Devido à equicontinuidade, dador.>Q, existe ute}.>0 tal que pa!'a

todo n em f~l, par'a todos l:].)t2em L0)3-]

lt2 - t3.t '<f:=+ i en(t2,f) - 'fn(ti,t) l '''': â..

Seja k um i.nteiro positivo ta]. que ]./k < c{ . Seja i) um conjunto

fmi.to dê pontos !'aci.anãs.s de LO,t] , ta]. (]ue par'a cada t em
LO)i'l, existe d em D com it - dj43./k

Note-se que k e D dependem apenas de €

Pa!.'a cada d em D, a sequencia numérica (Én(d,f))n é convir'gente
e pol'tanto de Cauehy. Como D é finito, podemos agir'map que exis

no em !~{ tal que pal'a todo d en D

Observe
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Observemos que para todo subintervalo ô. fechado não-degenerado 

de (o ,1) , obtém-se .de @ 

ffi \ À gn ( f ) \ ~ K \\ f \\ \ A \ para todo f em C(A) 

Mostremos que fixada f em C(A) a família de funções de t 

{fn(t,f)tn é equicontínua. 

Temos para todos t
1 ,t 2 em [o,i], 

- 'P_ (t
1 ,f) = Â.t g (f) 

com t
1<t 2 , para todo nem N 

n 
2 n 'f\<t2,f) 

Â = [t1,t2l 

- A g ( f) = A g ( f) onde ""'t1 n n 

Segue-se então de i:il que para todo n em N, para todos t 1 , t 2 
em [o ,1) , t 1.( t 2 i 

1 'f n ( t 2 , f) - f n ( t 1 , f) \ f l A gn ( f) 1 · ~ K li f H \ A\ 
1·fn<t 2 ,f) fn<t 1 ,f) (~K ti f\l it2 - t 1 t 

o que acarreta a equicontinuidade da família\ fn (. ,f) }n 

Já vimos que para cada racional t, ... 
0<.t -<.J. , a sequencia nume-

rica <fn(t,f))n é convergente. 

Mostremos que fixada f em C(A), a sequencia de funções de t 

(~n(t,f))n é uniforme/ converiente em [0,17 (para uma função 

de t que denotaremos por 'f<t ,f) ) . 

Para isto, vamos aplicar o critério de Cauchy. 

Devido à equicontinuidade, dado t. >0, existe Úlí)),0 tal que para, 

todo nem N, para todos t 1 ,t 2em (0,1] 

í t 2 - t 1 t < f ~ \ f n.< t 2 , f) - 'f n e t 1 , f) i . 4. ~ 
Seja k um inteiro positivo tal que 1/k <ó. Seja D um conjunto 

finito dé pontos racionais de [0,1], tal que para cada tem 

[o, 1] , existe d em D com i t - d t <: 1/k. 

Note-se que k e D dependem apenas de f. 
. 

Para cada d em D, a sequencia numérica (W (d,f)) é convergente ln n .. e portanto de Cauchy. Como D e finito, podemos afirmar que exis 

te n em N tal que para todo d em D o 



':n:pl=j" o

m,nono implica I'Pn(ó,r) - fm(d,f)\ '= t.

Por'tanto pa].'a todo t em t.o,].l!

m,nono implica t'Pn(t,f) - 'Pm(t,f)t:li\ê(t,f) -Én(d,f)! +

I'Pn(d,f) -- 'fm(ó,í)t + I'Pm(d,f) - 'fm(t,f) \ 4 3&

]:sto é, dado t,>o, existe no em ]~] ta]. que par'a todo t em to,l]
m,nono impl-ica I't:h(t,f) - 'fm(t$f)\ { É..

de funções de t (Én(t,f) )n

Em p.ar'ticu].al', par'a cada f em c(A), para cada t em (0,3-l, a

sequencia numél-'ica .à.tgn(f) convem'ge par'a 'f(t ,f)
(2.4) seja a. um subinterva].o fechado não-degenel'ado de tlo,ll\

qua].quer. Ê].e e da for'ma Ltl.)t2'je po!'tanto pal.'a cada f em C(A)

Z\gn(f): { F(Xn(t),Xn(t))dt= ( F(xn(t),xn(t))dt

ki*'l:::illli': l.l::lT':\;*:ll ':' "
Por'tanto (À gn)n é fx'aca/ convergente e esta demonstrado (2)

Vamos açor'a mostrar quê

(3) existe um subconjunto T de LO,J.}com medi.da = ]. ta]. que
pa!'a todo f em C(A) a função de t xf(t,f) tem derivada finita
'f'(t,í) em Cada ponto t de T

Primeiro, mostremos que dada f em C(A) , a função de t
'P(t,.í) é Lipsehitziana.

Sejam.= [ti>t21 um subinterva].o qual.quer de Í]0,3.].

Denotemos por .À g o ].imite fr'aco da sequência (&gn)n' Tem-se
par'a todo f em C(A)

bt:g(f) : limÀt.8n(f) =J-im 'Pn(ti,r)HI +-' J'll .&t .l-

Portanto,

Âg(f) =6.t.s(í) - At.g(í) : Í'(t2,Í) - 't(tz,Í)u n b l (. .i.

pa!.'a i=].,2

Portanto para todo tem [o,i) 
implica l'f'n(t,f) - Y'm<t,f)\~ltct,f) -'J;(d,f)\ 

.:.f (d,f)\ +t'f (d,f) -f (t,f)\ L. 3t.. m m m 

+ 

Isto é, dadoi>O, existe n
0 

em N tal que para todo tem [0,1] 
m,n>n

0 
implica t'fn(t,f) - 'f"m(t,f)\ ~ t.. 

Vamos denotar então por f<t,f) o limite uniforme da sequencia 

de fuQ.çÕes de t (.,[) (t,f)) . 
fn n 

Em p_articular, para cada f em C (A), para cada t em (O, 11, a 

sequencia numérica -~tgn (f) converge para .'f<t ,f). 

(2.4) Seja ~um subintervalo feéhado não-degenerado d~ (o,1l 
qualquer. l:le é da forma Lt1 ,t 21e portanto para cada f em C(A) 

é, gn (f) = t, F(xn (t) ,x~ (t) )dt = t:cxn (t) ,x~ ( t) )dt 

( F(x (t),x' (t))dt ::: At g (f) - b.t g (f) Ja.i: . n n 2 n 1 n 
Ent!o lim~gn(f) = -P (t2 ,f) - ''f<t

1
,f) 

Portanto ( À. gn )n ê fraca/ convergente e está- demonstrado ( 2). 

Vamos agora mostrar q ué' 

(3) existe um subconjunto T de [o, 1} com medida = l tal que 

para todo f em C(A) a função de t '1'<t,f) tem derivada finita 

f'(t,f) em cada ponto t de T. 

Primeiro, mostremos que dada f em C(A), a função de t 

f<t,f) é Lipschitzia_na. 

Sejaô.::: [t1 ,t 21 um subintervalo qualquer de [o,1J. 
Denotemos por.~ g o limite fraco da sequencia (~gn)n. Tem-se 

para todo f em C(A) 

b. t. g ( f) ::: lim àt. gn ( f) 
l. l 

::: 1 im f ( t . , f ) ::: 'f ( t . , f ) . n l l 
para i=l,2 . 

Portanto, 



De llZ] e \l!\ segue-se r'espeetivamente

Ílla i\Ag \\ 4 K IÓ.\

t1513 1 g(í) \ 'É K ti f tl l à.\-

Portanto 'f!(t,f) é Lípschi.tziana.

Tem-se então que dada f em C(A) a função de t ''P(t,f) tem de-
rivada 'P'(t,f) em todo t.0,:1] excito num conjunto de medida
nu].a E..

Seja 6)c.C(A) o conjunto dos polin8mios com coefici

entes r.aci.anais; Ó) é enumer'ável e denso em C(A). Seja então

.P : 4.rkl'kCm'

Vamos indicar por T = (o,l) - \..Irt. onde Ef. é o conjunto deK.:t "k 'k '

medida rtu].a Correspondente a f(. ,fk). Tem-se que a medida de

T é igual ã ]- e pa!.'a cada fk em 6) ) 'f (. ,fk) é der':ivãvel em T:

Quer'amos mostrar que par'a todo to em T, par'a todo f em C(A)
existe a derivada 'f'(-ç,í)

seja h>o ta]. que (to - h,to + h) esteja cone.ida em {]o,l]

Sejam.(to;h) = suP{(f'(t,f) - 'P(to.,f))/(t - to) l 0Z tt - to\<.h\

.\(to;h) = inf4.(V(t,r) - 'P(to'f))/(t - to) \ o<. Çt - to\<h\
D t(to;r) = lím R(to;h)

D 'e(to;f) : lim À(to;h)

Vamos mostrar que 3'P(to;f) - DK{(to;f) = 0

Seja à. : Í [t:.,t] .aso t'>t.
1. Lt,t."\ caso t.( t.

Se t>toj(V(t,f) -'f(to'Í))/(t - to)

Se t.(to'('P(t,f) - xP(ta'r))/(t - to)
A g(f)/ t al

.\(to;h) : ínffAg(f)/ l-h.\ \ tó.\Z.h!
,/J(to;h) = sup\z\g(f)/ \&\ l \h.t .C ba}

/\ .I'ç\ 'i /r. l A \ \ .

' to; = .[X gÇ.t) / [a.t.a g(f) / tAt

(- ag(f) )/(- IAt )

De 11] e \lj segue-se respectivamente 

GJ 1\Ag\\ { K \ô\ 

\]J \Jlg(f )\ -S: K ti f t\ t ~ \· 
Portanto iXt,f) é Lipschitziana. 

Tem-se entio que dada f em C(A) a funç~o de t f<t,f) tem de­

. rivada f'(t,f) em todo [0,1] exceto num conjunto de medida 

Seja @c..C(A) o conjunto dos polinômios com coefici 

entes racionais;@ é enumerável e denso em C(A). Seja então 

:y·= \fk~k<i.N. 
IX! 

Vamos indicar por T = (0,1) 

medida nula correspondente a 

T é igual a 1 e para cada fk 

- U E onde Ef é o conjunto de 
~:::, fk k 

f(.,fk). Tem-se que ·a medida de 

em P, f (. ,fk} ~ derivável em T~ 

Queremos mostrar que para todo t em T, para todo f em C{A) . o 
existe a derivada -D, (t,f). f {) 

Seja h>O tal que (t
0 

- h,t
0 

+ h) esteja contida em [o,J.]. 
Seja /"(t

0
;h) = sup{<f<t,f) - f(t

0
_,f))/(t - t

0
) \ O~ \t t

0
\<h \ 

;\(t
0

;h) = inf\Cf(t,f) - 'P(t
0
,f))/(t - t

0
) \ O 4- \t - t

0
\<.h \ 

n·f(t
0
;f) = lim µ(t ;h) 

l\-,.C : o 

-
D 'f(t

0 
;f) = lim /\ (t ;h) 

·h-,.C o 
Vamos mostrar que D 'f(t

0
; f) - D 'f (t

0 
;f) = O 

Seja t~ = f. ~t O , t J 
Llt,to1 

Se .t >t ; Cf(t,f) . o 
Se t <. t , ('f)( t, f) . o 

/i.g(f)/ \A\ 

caso t >t
0 

caso t t.... t
0 

- 'f<t
0
,f))/(t - t

0
) 

- '{}(t
0

,f))/(t - t
0

) 

. À < t 
O

; h) = inf { 6. g < f) / \.b. \ \ l 6. \ L'.:. \t\ i 
f<t

0 ;h) = sup \Ãg(f)/ \A\ \ \ b.i ~ h J 

=Ãg(f) /(A\ 

= (- A g ( f)) / ( - lA' ) = 
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ud iznear'züade de Z\g) tem-se que

.6g(r)/ ia.l =.&g(fk)/ t&t . + &g(f - fl,.)/iz3.1
De i:]!] vem que

IAg(f - fk) f / IÀ l

Portanto

1,11: 1S tl':.'.;:'l:=:. .*..: iRrA''' :.'*,. ...- \
::;Kljí-rKli }Klir-íK\t : 2Ki\í-rKçl

Como Í)é denso em C(A), pal'a todo f em C(A), dador.0 existe f,
(que não depende de h) ta]. que 2Kji f - ft,.li C É.

Poz'tanto 'B'{(togf) -.O'f(to)Í) : 0 e dazP existe#t(t.,f)
Está demonstrado (3)

Dado t em T, seja Mt: C(A) ---+ R definido por
Mt(f) : 'P ' (t,f) para f em C('A)

Par'a t em tO,iJ - T, seja M.p(f) = o.
Tem-se então pal'a cada f em C(A)

1.. t : , !I' ' f l

)..pMt(f)dt =.1 it(t,f)dt = \t'(3.,Í) - '{(0,f) = g(f)
Mosto.'eras que paz.'a cada to em T) Mt e ].ineap.
.6. g e li.cear. Portanto,

";:'lll: ''',''' : .!t=,íi;'«:': *.'%',''-'* :'@*.'':' .
2''t. ''t2

Mtoe não-negativo , pois) sendo Ag não-negativo ,
f}0 imp].iea Mt.(f) :.Ilha.g(f)./\ÕI ? G=:o iA\.+c '
Segue-se que Mt per'tende a C+(A) para todo t em T

0

p"' fk& ©'

'É K ll f - ík \\
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Da linearidade de ~g~ tem-se que 

tf.g(f)/ i A\ = .&g(fk)/ \A\_ , + Llg(f - fk)/ i ~ 1 para fkt 6: 
De i]l vem que 

(Ag(f fk)i /\.6.I ~ Kl\f-fk\\ 
-Portanto 

lim /t(t ;h) - lim ,\(t
0

;h) = . lim { sup 6,g(f)/ \6.\ -h~O o h ➔C Y\-?0 lb.\..:..h inf,6g(f)/IAI l ~ lim .( supl\.g(fk)/ íb, + sup Âg(f-fk)/\à\ 1-6.i~h j ltb\41-\ Ü':1,\.i..'1 - infAg(fk)/,At - .infAg(f - fk)l,A.\ Í'=" . j6,\..:..t, ló.\<:_h 
= lim { sup hg(f - fk)/, A\ - inf Ag(f - .fk)/ 1 b.\ \ là\..;.h íA\.r..h {pois para fk em 6=), existe 'f'{t

0
,fk)) 

-~ K li f - f k ti + K li f - f k \\ = 2K l\ f - fk ti 
Como Pê denso em C(A), para todo f em C{A), dado f.>0 existe fk 
(que não depende de h) tal que 2K it f - f k U ..:.: i:. 

Portanto D 't<t ,f) - D't (t ,f) = O e daí existe f' (t
0
,f). o ·- o 

Está demonstrado (3). 

Dado tem T, seja Mt: C(A)-+ R definido por 
('·. 

para f em C(A). 

Para tem [0,1] - T, seJa Mt{f) = O. 
Tem-se então para cada f em C{A) 

' 1 
} Mt{f)dt =.1 'f'{t,f)dt = f<l,f) - 't(O,f) = g(f) "' ~ 

Mostremos que para cada t em T, Mt é linear. o o 
.Ô. g é ·linear. Portanto, 

Mt (.,{ 1 f 1 + i( 2f 2 ) = lim A g ( <i(1 f 1 + •~ f 2 ) / \ b \ 
o lA\-?C 

1'.X2Mt tf 2>· 
o 

Mt· ê não-negativo , pois, sendo h,g não-negativo o 
f ~ O implica Mt {f) = limô.g(f)./\~l >,Ü o i~\➔ C 

+ Segue-se que Mt pertence a C (A) para todo tem T. 

+ 
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Mosto'amos queÍI Mt \\ =. \\g\\pal.'a todo tn em T

Como jjÀgntt : t\gnt\ E à..\ eÁgn(u) ---+&g(u) ;llAgtt
tem-se it.dgtt =ilgíi iAI . Mastiagll= Ag(u) e

liMt ll: llt(u):.limdg(u)/iA\ =t\g\i
'o 'o .IÀl-»C

Mosto'erros que I'tt('f') .: x'l(t) par'a todo t em T

A :Lto't'l, .d.g( 'f) = ]ímLgn('t'') : ]-iml'P(xn.(t),xÀ(t))at
UmÇx:l'(t)dt : li.m ( x:l(t) - x:l(to)): xi(t)a. xl(tO)
U....("P') =].imÁg(+')/iAI =].im(xZ(t) - xZ(t))/(t - t) = Xlt(t )

ço ' ia.}->Ü' t-+to o' ' 'o' '' ''o'
Vamos mosto'ar' que ltt é concentrado em x(t)

Seja t(+iT, oeR,P>'0. Selva B(x(to),Ç) a bola.áber'ta de cento'o
x(t.) e raio P

Como x(t) é contz+nua em t., existe um subinterva].o /l\(P) de

t[0,1.], contendo to tal que tü/l(o) :+tix(t) - x(to)li'c D/2.
Como a sequencia (xn) convem'ge unifor'memente para x em ÜO,l] ,

existe no em !'l tal que par'a todo n >no' pa!'a todo t em [0,1],
tem-se que i\ Xn(t) - x(t)t\'= f/2.

DaÍ segue-se que par'a todo n.> no$pára t em.à.(o, tem-se

ilxn(t) - x( tà)\t''= f isto ã Xn(t)eB(x(to),f')
Concluímos que dado f)'0, existe no em !J} existe zà,(p)cÜ0,].]ta].

que, paz.'a todo subinte).'va].o .À contido em a(C) e contendo t
e par'a todo n ) nn, tem-se

xn(t)e B(x(to),f) para todo t em J'
Par'a n >no e par'a -À subinterva].o de & (f') , tem-se

t'Lgn(.f) \ =1.la.r(xn(t).,xÀ(t))dt l lá'
ià.t.sup'ÍTF(x,y)l l xcB(x(t( >,f) e jlyltq:K)
Mas pa!'a 0 # t\ yll '$ K tem-se

\F(x,y)\ : jlyti if(x,y7 \iylt)\'; Klr(x,y/iiytt)\
l)enotarldo-se

i! f lln : supl.ir(",z)i \ xê.S?:l;(.),f) e (tz\l: ].\

vem que

suP { i F(x,y)t l x C B(x(to),f')

()

0

e li y\\'ÇK

M M WW

Mostremos que (( Mt \\ =. \\ g \\ para todo t
0 

em T. 
o 

Como i\ à gn H = t\ gn \\ l L\ \ e Ã g < u) ~ l\ g ( u) = \1 A g \\ • n 
tem-se li .d g it = li g ll · l tl t • Mas 11 À g \ t = A g ( u) e • 

l l Mt H = !\ ( u ) = ~ im 4 g ( u ) / i h \ = \\ g \\ 
o o \àl""".>C • . J.. 

_Mostremos que 1'\ ( f"') _= x' ( t) para todo t em T. 

Se 11 =lto,t1, Àg( ·l'> = lim /4g ( 'f:) = lim Lvix (t) ,x' (t))dt = '\:\ n ·"- }A n. . n 
lim f xir (t)dt = lim ( xi(t) - xi(t )) = xi(t) - xi(t ) 
•rt . 6.. .. n Y\. _ n n . o . . o 
Mt (~L) =.lim_~g(-(i'')/iA, =.lim (xJ..(t) - x1 (t

0
))/(t - t

0
) = xi'(t) 

O IÔ,\ ➔ ~ t,t.o O 
Vamos mostrar que Mt é concentrado em x(t). 

Seja tofT,f~R,('>O. Seja B(x(t
0
),f) a bola.àberta de centro 

x(t ) e raio O. o \ 
Como x(t) é contínua em t

0
, existe um subintervalo L\(p) de 

[0,1], contendo t
0 

tal que t~1l<r) ~\ix(t) - x(t
0

)li<- y/2. 
Como a sequencia (xn) converge uniformemente para x em (.o ,1] , 
existe n

0 
em N tal que para todo n>n

0
, para todo tem [0,1], 

tem-se que \\ xn (t) - x(t )\\.C.: ('12. 

Daí segue-se que para todo n > n
0

,'Pára t em.A((')) tem-se 

X (t)EB(x(t >,r). n o . 

Concluimos que dado r>o, existe n
0 

em IJ, existeÀ(p)c.(O,l]tal 

que, para todo subintervalo A contido em Ll(f) e contendo t
0 

e para todo n > n
0

, tem-se 

x (t)-t B(x(t ) ,n) para todo t em .!.l.. n o t_ 

Para n > n
0 

e para .;.,l subintervalo de A ( r>, tem-se 

\ ~ gn <. f ) .\ : = l s~ F ( xr/ t ) . , x~ ( t ) ) d t \ f. 
\~\,sup {fF(x,y)Í Í Xt: B(x(t

0
),f) e HYli~K) 

Mas para O # \\ yU ~ K tem-se 

\F(x,y) \ = \IY\t \ f(x,y/ \tYH >\~ Klf(x,y/Hyn)\ 

Denotando-se 

e n z \\ = 11 
vem que 

sup { \F(x,y)i \ x(: B(x(t
0
),f) e \\y\h·K} ~ K l\fÍ\f 



Portanto l a. gn(f)t É K \lf t\P \ à.\

Daí \üg(f)\$K\\ft\o\b\ e lut (f)\ = \.limo.g(f)/\6.il<éK\\fila

Como a desigualdade acima và].eopara :todo l9..> o
\ Mt (f) l $' K {\ f \ÃÜ onde

\\f\\, : sup{,if(x('to),z)t \\izii: ]-\

Seja fé,C(A) ta]. que rjÍx(to).! xs l: o
IMt.(f)l '$ Kliftlo: 0. Como Ut é linear, segue-se (Ver McShane)

Mto tem supor'te {lx(to)}xs, isto é, Mt. é concentrado em
x(to). Está demonstrado o Teorema l

2. Teorema ll
Suponha que existam

a) uma função x: LO,Z] -» B Lipschitziana

b) um subconjunto T de LO,lide medida de Lebesgue ].

c) uma famz+lia de funcionais Mt: C(A)'--+ R, téT, lineares e
nao-negativos tais que

]-) par'a cada têT, existe a derivam,a x'(t)

2) pat'a Cada tcT, l.ít é concentrado no ponto x(t)
3) papa cada.t(T, mt('f') = xl'(t) , i=].,...,n onde'+:A.--'> R
é dada por' ''t(x,y) : yx

4) par'a cada teT, t\Utll: K9 onde K é uma constante>0

5) para cada fCC(A), a função de t Mt(f): T ----? R á Lebesgue-
mensurãvel

Então, o funcional g: C(A) ---+R, definido por'

g(f) =.1 Mt(f)dt é uma curva gemer'alizada.

Observação: Convencionámos por Mt : o pal'a todo talo,i'l - T

Vamos dividia.' o Teorema ]l] em vários ].eras
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Portanto lLlgn(f)i ~ K \\f \\p \à\ 
Daí \Àg(f)\f K\\fl\0 \b\ ~ \Mt (f)\ = \.1~mAg(f)/\bi\{.K\lfli,o 

' O \b.\ -;o C . l Como a desigualdade acima vale para 'todo f > O 

\ Mt ( f) \ ~ K h f i\, onde 

hf\~ = supl\f<x<t
0 ),z)\ \nzu= 1\ 

Seja f é.C(A) tal que f}{x(t ) \ xS = O o . 
( Mt ( f) \ ~ K li f \\

6 
= O • Como Mt é linear, segue-se (Ver McShane) 

o . \ o 
que Mt

0 
tem suporte {x(t

0
) 1xs, isto é, Mt

0 
é concentrado em 

x(t
0
). Está demonstrado o Teorema I. 

2. Teorema II 

Suponha que existam 

a) uma função x: [o ,1) -> B Lipschitziana 

b) um subconjunto T de [o,I]de medida de Lebesgue 1 

c) uma família de funcionais Mt: C(A)-+ R, ttT, lineares e 

não-negativos tais que 

1) para cada t~T, existe a deriva~a x'(t) 

2) para cada t~T, Mt é concentrado no ponto x(t) 

3) para cada _t~T, Mt('f'") = xi' (t) , i=l, ••• ,n 
~ 

onde 'ti : A --,. R 
t • 

é dada por •--f ( x, y) = y 1 

4) para cada t<::T, 1\ Mth = K, onde K é uma constante> O 

5) para cada f(:C(A), a função de t Mt (f): T -, R é Lebesgue­

mensurável. 

Então, o funcional g: C(A) ~R, definido por 

g(f) =·s ~t(f)dt é uma curva generalizada. 
. T 

Observação: Convencionamos pôr Mt = O para todo tê '(o ,1) - T. 

Vamos dividir o Teorema II em vários lemas. 



nelita .l [vaa ílJ..poteses ao teor"ema -l.l ) tem-se que pãz'â

cada f em C(A), existe e é fi.Dita a integr'al t M.(f)dt/'v' \-

Demonstração: Fi.dado f em C(A), decopr'e da hipótese

4 que, pal'a todo t emT, lmt(r)\s Kttrll
E daÍ, a função Mt(f): T '---+ R e limitada. Como, pela hipóte-
se 5, e].a e Lebesgue-mensur'aves-, e].a e Lebesgue-.integrave].

Lema 2 lias hipóteses do Teor'ema ]]., o funcional. g

ã liceal', não-negativo e tem norma Çtg \\ = K.

Demonstração.l É claro que g e ]-inear e não-negativo.

It g ti = g(u) = Í ]Tt(u)dt = 1 Kdt = K, onde u:" A --9 R ã dada por'/'r'f--.
u(x,y) = ].. ' '

C (A) ---+ R

Lema 3 1~ías hipoteses do Teor'ema 11, se Ã. e um sub-

interva].o qua].quer de [0,].] de Comprimento t a.t , então, pa-
ra cada f em C(A),

l l.mt(r)dtix< IAI K subi. If(x(t),y)l l téÂ, vesti
Demonstração: Seja tnt=ÀnT. O funcióna] }]+ é ].i-

neal', não-negativo e, pel-a hipótese 2, é concentrado no pon

to x(to), isto é, rqt. tem supor.'te {x(to)lxs. Poz'tanto, par'a
cada f em C(A),

l Mta(f)l '$11Mtn\t suP {lf(x(to),y)il yes.}

l I'!t.(f)l <- K sup{.tr(x(to),y)\lyés} .(Vel:' McShane)

j$Mt(r)dtl<. \b.\ suPtlfTt(f)\ l Leis.} =k
É 16.i K suP{. If(x(t),y)t Íte6., yes}

Lema 4 Nas hipoteses do Teor'ema 11, pal'a cada t em T,

existe uma extensão linear não-negativa $tt de f4t a um subespâ

ço vetar'ia]. SI) de B(A) ( B(A) á o espaço vetar'ial das funções

f: A.--» R ].imitadas), que contém C(A) e também as funções f(x,y)

que são continuas em x e escadas em y de modo que as pr'opz'ie-
dades 2,4 e 5 sejam ainda vá].idas.

Demonstração: Vep Botes 389 39}Pgs$
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Lema 1 Nas. hipóteses do Teorema II, tem-se que para 

cada f em C(A), existe e é f~nita a integral )~Mt(f)dt. 

Demonstração: Fixado f em C(A), decorre da'hipótese 

4 que, para todo t em T, \ Mt ( f) \ -f K h f h 
E daí, a função Mt{f): T ~Ré limitada. Como, pela hipóte­

se 5, ela é Lebesgue-mensurável, ela é Lebesgue-integrável. 

Lema 2 Nas hipóteses do Teorema II, o funcional g 

C {A) -:.,, R ê linear, não-negativo e tem norma \lg \\ = K. 

Demonstração: 

H g l\ • - g{u) = f;1t(u)dt 

u{x,y) = 1. 

É claro que g é linear e não-negativo. 

= { Kdt = K, onde u :- A ~ R é dada por 
)T 

Lema 3 Nas hipóteses do Teorema II, se Ã é um sub-

intervalo qualquer de [o, 1] de comprimento i D. Í , então, pa-

ra cada f em C(A), 

\ { Mt(f)dt ·,~ \A\ K sup { 1 f(x{t) ,y)Í 
A Demonstração: Seja t t.ÀOT. o 

tti;. A, yE s} . 

O fun~i6nal Mt é li­
o 

near, não-negativo e, 

to x(t
0

), isto é, Mt 
o 

pela hipótese 2, é concentrado no pon-

tem suporte {x(t
0

)lxs. Portanto, para 

cada f em C(A), 

l Mt (f)\ ~I\ Mt \\ sup f f f(x(t
0

) ,y)tl yts! 
o o l r\
0 
(f)j ~ K supl\f{x(t

0
),y)\\yé-S) .{Ver McShane) 

\~ Mt(f)dt \ ~ \6.\ sup{iMt(f)I I l<:-A} ~ 
t tl~ \ K s up l I f ( x ( t ) , y )\ f t t A, y~ S J . 

Lema 4 Nas hipóteses do Teorema II, para cada tem T, 

~xiste uma extensão linear não-negativa Mt de Mt a um subesp~ 

ço vetorial :D de B(A) ( B(A) é o espaço vetorial ~as funções 

f: A-~ R limitadas), que contém C(A) e também as funções f(x,y) 

que são contínuas em x e escadas em y de modo que as proprie­

dades 2,4 e 5 sejam ainda válidas. 

Demonstração: Ver Botts, pgs. 389-391. 



O funcional. Ê:l) .--"> R defina-do pox' 'g(f)

e uma extensão ].i.near não-neg.atiça de g. Então, os Lemas ]. ,

2 e 3 continuam vá].idos tr'orando-se Mt po.z.' Mt' g por' g e C(A)
por' .J.J

(f)dt

Dado n em 1{, vamos dividir' S em N=N(n) partes SI)

S2'''',SN ' dois a dois disjuntor, com.\JSi = S,.de modo que
atam S.i$ 1/n i = ].,...,N

Seja yi umpontode Si, i=1,...,N. Dado f emC(A), seja fn
A.--> R definida por fn(X)y) = f(x,y.Í) par'a ye.St, xeB.

Lema 5 A sequencia de funções (fn)n converge unifo=
memente em A par'a f.

Demonstração: A função f e união!.'demente contz+nua

em A: dadoE> 0, exi.ste no em ]'! ta]. que par'a todos y,Ç em S
e para todo x em B,

\\ Ç - y\l'L ]./no imp].i.ca \f(x,9) - f(x,y)\<.t

Seja n.>no' Então, par'a cada y em S, existe Si que contém y

e tjy - yit]$ 1/n{ ]./no ) onde yi 'é um ponto de Si' Por'tanto,
l f(x,yí ) - f(x,y)l '- t.
l fn(x,y) - f(x,y)l Z. É.

DaÍ, dado t>0, existe no em }l tal que para todo y em S e pa-
ra todo x em B,

n>nÓ. implica jfn(xly) - f(x,y)\ Z t.

Seja I'lt,n; C(A) ---+ R definido por' I'Tt,n(f) : Mt(fn)
I'Ít,n. e linear, não-negativo e par'a cada f em C(A)

j.Mt,n(f)i: l Ht(fn)l$ K sup{,\fn(x(t))y)t l yGsÇ
l I'Ít,n(f)l '( K maxÍlf(x(t),yi)l l le i4}i }

Do Lema 5 segue-se que

Ztm Mt,n(f) : lim !ít(fn) : Mt(f) : Mt(f)
Lema 6 Dado f em C(A), a sequenci.a de funções de t

(I'Ít,n(f))n convem'ge uni.fo].'demente para Mt(f) em T

O funcionaJ. "g:D ~➔ R definido por g(f) = J ·Mt(f)dt 
T . 

é uma extensão linear não-negativa de g. Então, os Lemas 1 , 
' 

2 e 3 continuam válidos trocando-se Mt por Mt, g por i e C(A) 

por ,D. 
Dado n em N, vamos dividir Sem N=N(n) partes s1 , 

N 
a dois disjuntos, com.ÜS. = S, de modo que 

diam Si~ 1/n 

Seja yi um ponto <le Si, 

~"'" t J. 

i = l, ••• ,N 

i=l, ... ,N. Dado f em C(A), seja 

A-~ R definida por f (x,y) = f(x,y.) n i 

f : n 

Lema 5 A sequencia de funções (f .) converge unifor n n 

rnernente em A para f. 

Demonstração: A função fé uniformemente contínua 

em A: dado t. >O, existe n em N tal que para todos y ,y em S o 

e para todo x em B, 

i mp 1 i c a \ f ( x , y ) - f ( x , y ) \ .( l:-

Seja n > n
0

• Então, para cada y em S, existe Si que contém y 

e ii y - · y i 11 ~ 1/n <: l/n
0 

, onde y i '~ um ponto de Si. Portanto, 

\f(x,yi) - f(x,y)I 4- z.. 
\fn(x,y) - f(x,y)\...:. z. 
Daí, dado í. >O, existe n

0 
em N tal que para todo y em S e pa­

ra todo x em B, 

n>n6 implica \ fn(x,y) - f(x,y) \ .e. f. 

M t,n. 

Seja Mt,n: C(A)-,. R definido por Mt,n(f) = Mt(fn). 
_.· 
e linear, nãq-negativo e para cada f em C(A) 

Í _Mt , n ( f) i = IMt(fn)\.f K sup{._\fn(x(t),y)i I y~S~ 

K max{lf(x(t) ,yi)J l 1~ i4:N} .1 t-\,nCf)j ~ 
Do Lema 5 segue-se que 

lim Mt (f) = lim Mt(f) = Mt(f) = Mt(f). ,n. ,n 1'i n 

Lema 6 Dado f em C(A), a sequencia de funções de t 

·cMt (f)) converge uniformemente para Mt(f) em T. ,n n 



õ:-i'açaui L'aao &?u} existe n. em I'{ ta.L que pa,-
r'a todo t em T,

nono impl-ica \Mt,n(f) - Mt(f)\ = \Mt(fn) - Mt(f)\
lFlt(fn - í)tÇ\ÀFqt\} SUPljfn(x(t),y) - f(x(t),y)l lye.sljKC
A ü].tina desigual-jade segue do Lema 5.

Dado n em }{, seja \Íu: A ---p R i=1,...,1~! a função
car'acter5,sti.ca de

Seja bi: T "--.pR i=1,...,i~l definida por'

bi(t) : mt(Fi) . Tem-se então que bi é Lebesgue-integrável,
b{ (t).:> 0 papa todo t eln T e

2-. bi(t} = K par'a todo t em T pois

;E:-.bi(t) =Emt(\h.) : 'Plt(E- \+l.) = }Ít(u) = lir4t\l : timtli= K
é Lebesgue-integr'áveJ-, dado E.= 1/Nl} >0, existe uma

bênção escada ai: t.0l:il--S''R ta]. que

..ÍrjaÍ(t> - bi(t)\dt( ]./Nn
(ver' Wi]].iamson, J.H.- Lebesgue i.ntegration, fío].t, Rinehart

and Winston, !q.Yor'k, ]. 962, Pg. 66)

Pode-se ai.nda esco].hel.' a$ funções a{ de modo que

ai(t)a a pal'a todo t em L0,3.] e .2:aj.(t) = K par'a todo teT
Fixados t em T, n em N, tem-se pal.'a cada f em C(A)

,./t,n(f) : Mt(fn(x(t),y)) = mt\]N f(x(t),yi)fi(x(t),y)]
'Ef(x(t),yi)}lt(%.(x(t),y)) bebi(t)f(x(t),yi)

Lema 7 Pal'a cada f em C(A), a sequenci.a de funções

de t (.l g:KSi(t)f(x(t),yi)dt)n convir'ge unifor'demente em [0,].,]
pa!''a St M.:(f)d-c .

'. -.-'-;*-,;.:\Í't Ê;:':'''"''',*:' - «#., ].::-. i:
l \ E.a:t(í)f(x(O,yi) - {\bj.(r)f(xH),yi)l dt+'
(;lZ.bi(t)f(x(t),yi) - M:.(f)l

Demos

N

\lx.itt

@

Demonstração: Dado ~>O, existe n
0 

em N tal que pa­

ra todo tem T, 

n>n
0 

implica \ Mt,n(f) - Mt(f) \ = \ ~(fn) - Mt(f) \ = 

\ Mt(fn - f)\~\\Mt\\ sup{ifn(x(t),y) - f(xCt),y)f \yE:.S}fKt_ 
A Última desigualdade segue do Lema 5. 

Dado n em N, seja· '(: A --:,,, R i=l, ... ,N a função 
t,. 

característica de BxS .. 
l 

Seja b. : T -~ R 
l. 

i=l, ... ,N definida por 

bi(t) = Mt(fi) • Tem-se então que bié Lebesgue-integrável, 

bi(t)~ O para todo tem Te 
tJ 

.:Z.. b. (t) = K para todo t em T pois ~~, l . 

. t b. ( t) = . .i: Mt ( t. ) = . Mt c.t t. ) = .Mt ( u) = H Mt ,, ::: \\ Mt \\ ~ K ~:::( l.. ,.-:::, l i::., l 

Como bi é Lebesgue-integrável, dado f. = 1/Nn )'O, existe uma 

fíinção escada ªi: (O, i}--3> R tal que 

5 {a.(t) - b.{t)\dt,( 1/Nn T l l 

(ver Williamson, J.H.- Lebesgue integration, Holt, Rinehart 

and Winston, N.York, 1 962, pg. 66) 

Pode-se ainda 

a.(t).>-0 para todo tem 

escolher as funções a. de modo que 
N l 

J.. .,. [ O , 1] e -~ a. ( t) = K para todo t <: T. 
v:::( l 

Fixados tem T, nem N, tem-se para cada f em C(A) 

Mt 
11

(f) = Mt(f (x(t),y)) = Mt'f z_ f(x(t),y.)f (x(t),y)] = ' n :l ~.,,, i l. l. . "' - . "' . 2-, f ( X ( t ) , y i )Mt ( 1'í ( X ( t ) , y ) ) = j:_ b i ( t ) f ( X ( t ) , y i ) 
~-::, ", '-'""Í 

Lema 7 Pará cada f em C(A), a sequencia de funções 
( t 11/l\\.) [ J de t ~Jc<~ªi(t:)f(x('"(),yi)dt:)n converge uniformemente em 0,1~· 

para·ftM __ (f)dt;. 
. J L t N 

· 
0 

Demonstração:\) [ 2ai(t:)f(x(r),yi) - Mt'f) ]ai:\~ :t N o ,-:.; 

\ 
\ " a.(r)f(x('f),y.) - J!- b.(r)f(x('C),y.)J dt.+· . ..:.. l. l. . -. 1. l. 0 t~í ~cl 

)
,:,,i:_bi(r)f(x(i:),yi) - M_(f)f d'[_ ~ . '-, -:; , 
e 



'2 S-. la.(t) - b.(r)Í if: (.:.f.r\ ., \l ,]'r .('t
i'-ç So jai(t) - bi(t)Í if(x(t),yj.)l d't +,Sa irqr,n(r) - M.t(f)Idt <\

$ 1/n supÍif(x(t),y)t l têt0,Xl!, yeS.Ç +5tlMc..,n(f) -M--(f)\d i:.

Então, dador.>0, existe no em N tal que para todo t em [o,i.]
nono impl-leal l [.E. ai('of(x("t),yi) - M.(f).] ai:] d Ê. .

Dado n em N, sejam yi e ai i=1-)-.. ,N } como antes.

Vamos dividir cada i.nter.va].o em que todas as funçõe.s a+(t)
são constantes em 2'' subinterva]os J(n,k) k=].,...,2n de me$

mo comer'i.mento l J(n,k) l e di.vida!.' cada J(n,k) em l.í subintep-

va].os ](n,k,].),...,l(n,k,N) de modo que par'a todo t em J(n,k)
l l(n,k,i) 1= a.i(t)/K iJ(n,k)l

Beija cl: [0,].]---->R i=].,... ,N defi.lida por'

cj.(t) = ]- setél(n,k,i.) k=].,...,2n
: 0 caso contrário

Lema 8 Dados n em N, kêi1,...,2n}, iêl.l,...,m.!
tem-se que

l s-s.Hi(t)/K f(x(t),yi)dt - .Í cí(t)f(x(t),yj)dt l 'É:=

'\'l(n,k,i)i supl.IÍ(x(t),Vj.y''t 'f(x(t:b),y.i)r it,t é; J(n,k)\

Demonstração: :f ai(t)K'lf(x(t} ,y.i)dt
Ç .ci(t)f(x(t),y.i)dt = ') '

jl(n,k,i.)l ]- 'S .l { Lf(x(t),yi) - f(x(t ),yi2lai(t)K'lótl
poj.s Jt\l.Q j'C#t.k\

'Sí Lf(x(t),yi) - f(x(tü),yi)] ai(t)K'J'dt =

JCtt.K)(t),yi)ai(t)K'ldt - f(x(tü),yi)jl(n,k,i.}l
e dai

S="C'Ltr(x(t),vi)ai(t)K'3ót - f(x(t"),yi)ll(n,k,i)llci(t")dtü
Í f(x(t),yi)aÍ(t)K'ldt)il(.n,k,i)\ +

- fl(n',k,i.)l (.S f(x(t"),yi)ci(t:')dt" )

::::,*,i,i*:t;:ii:ii: ::::::: :hj.(t)f(x(t) ,yi)dt i 4.
f(x(t) ,y.i) - f(x(t ),y. )t

'L.t'e \t'.\.K)
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N t t 
.'2 ).) 'ª1.·<1:') - b.("t')( {f(x(r),y.)! d'C +( \M_n(f) - M.,,..(f)ldt:. 'S. i.:::, i i. Jo '- , .... 

<. 1/n sup{jf(x(t),y)l J té;[0,1), y<::s} +(t(M_ (f) -M_(f)\dT., .... . Jo 1...,n c..-
Então, dadoi>O, existe n em N tal que para todo tem (0,1] ·t o 
n>n o i~plica}) rlai('c)f(x(1:.),yi) - M_(f)J dt\ ~ í:.. , o 1.::., 1.. 

Dado nem N, sejam y. e a. i=l, ••• ,N, como antes. l. l. 

Vamos dividir cada intervalo em que todas as funçõe.s a. (t) 
l 

são constantes em 2n subintervalos J(n,k) k=l, .•. ,2n de me~ 

mo comprimento lJ(n,k) 1 e dividir cada J(n,k) em N subinter­

valos I(n,k,l), ••. ,I(n,k,N) de modo que para todo tem J(n,k) 

l I(n,k,i) i = ªi (t)/K· i J(n,k)Í 

Seja ci: (0,1]~ R i=l, •.. ,N definida por 

se tfI(n,k,i) 

= O caso contrário 

n k=l, .•• ,2 

Lema 8 Dados nem N, k6[1, •.. ,2n}, iftl, ••• ,N) 
tem-se que 

Í a. (t)/K f(x(t) ,y. )dt - S e. (t)f(x(t) ,y. )dt \ 'S - l. 1. ·r- l. l. .J\_'I\,\'.) . .J{'rl,t;) ,.. ;': . ~'t \ r < n , k , i ) 1 . s up l I r < x < t ) , y i > - r ex< t > , y i > r I t , t é: J(n,k)i 

Demonstração: f a. (t)K-1 f(x(t) ,Y· )dt 
:J(i..,k)l l 

= 

pois 

5 [f·(x(t),y.) - f(x(t)"),y.)] a.(t)K-1dt = l"u..-.) l. J. l. 

J f(x(t),y.)a.(t)K-1dt - f(x(t
1
'),y.)fI(n,k,i)\ ,. . 1. l. 1. ..aOl,t.) · 

e da{ 



Lema g Seja Ã.: L}J(n,k) onde k per'col:'l'e um subcon-
junto de { ].,2,... ,2n }.

K
Então

,].im i MEXI.ai(t)K'Zr(x(t),Vi) - X. ci(t)f(x(t)

T::: :::':T:: L :3s......
(t)K''''f(x(t),yi) -.ã:ci(t)f(x(t),yi)]dt\ '(::

t,''- l

ll(n,k,i.)l sup{ l f(x(t},yj ) - f(x(t),yi)l l t,ttJ(n,k)}
suPI.Ír(x(t),y) - f(x(t"),y)Ít yês, it - t \á 2'n '}

Como].im sup if(x(t),y) - f(x(t"),y)\ = 0
'tt'pÜ' 9k S. . .-n

i{ - t-i 'ü Z
segue-se o Lema 9.

Se A. =b0,t] ã um subintervalo qualquer de [0,].],

dt)y l

então

-« \ [t! : *,«''''*'*',,:, -g':'*','*'*,
:,Kz4t j:E'ú'ai(t)K'ií(x(t),Vi) -:!ci(t)f(x(t)
4].imitnisup if(x(t),y) - f(x(tü),y)\ = t'0 = 0

J{'b , + :-"
Tem-se então que a sequência de funções de t

' t sl: g';:.*,«':''*'*',,:," - ÇE'l:'*'''*'*',«:,'*- ,.
eonver'ge unifor'demente pai'a a função nula em LO,l.]. Em face
do Lema 7, segue-se o

Leira 10 Papa cada f em C(A), a sequencia de funções

de t K .S .zci(t)f(x(t),yi)dt converge unifor'demente em

[o,Z] papa .SX Mr(f)d.t.
- ' N

Defina xÃ(t) = K21:c.i(t)y.i
rt'' =1;i : 'z

xn(t). : x(0) + .ltxi(t)Ót
Se.f está em C(A) ,' tem-se que

K.2.ci(t)f(x(t),yÍ) = K2:ci(t)F(x(t),yi) ; l:' ( x ( t ) , K2' ci( t )yi )

N

onde F é o integrando par'ametrico, extensão de f

.L

e

Lema 9 Seja À: l.} J(n,k) onde k percorre um subcon­
~ 

junto de { 1, 2, ... , 2n J. Então 
;. t-JL'K) t,4i.'\\ 1 . ~l!: l l~ªi(t)K-

1
f(x(~l,:Íil - f ci(t)f(x(t),yi) dt\ = O 

Demonstração: Jt\ = f )::r(n.~) 
-( { [:~ai(t)K-1 f(x(t),yi) -,1::-ci(t)f(x(t),yi)Jctt\ ~ {). \,-\ i.-=-, 
f: :z_ 'f_ fI(n,k.,i)( sup{f f(x(t),yi) - f(x(t~':),y1)1·1 t~t;~J(n,k)} 

~ "1:\ suplf f(x(t),y) - f(x(t~':),y)t\yé:S, \t - t*\~ 2-n J 
... ' Como limsup if(x(t),y) - f(x(t
0

},y)\ = O 
'"~ ~ y<,:S . . - }'\ it-t.~t'!::::2. 

segue-se o Lema 9. 

Se A =[ô, t 1 é um subintervalo qualquer de [o ,1], 
então t · 
lim \ }J 1 ªi (t)K-1 f(x(t) ,yi) -lei (t)f(x(tl ,yil]dt \ 

= lim \ {~_f ai(t)K- 1 f(x(t),y.) -~ci(t)f(x(t),_y.)ldt \ 1'\ "'> $, } 0 \.~, i .,._, 1 
.f lim \tn l sup I f(x(t),y) - f(x(ti':),y) \ = t·o = O ·t<:.~ . -ti\ 

Jt-t'ltl~ 2 . _ · Tem-se entao que a sequencia de funçoes de t 

\ 
(L NU\ l 1 · (t ti\.") ( ) .~ai(t)K- f(x(t),yi)dt_ ,... ) _i:.ci(t)f(x(t),yi)dt\ )n e ,-1 · o 1,=, 

converge uniformemente pa1·a a função nula em [0,1]. Em face 

do Lema 7, segue-se o 

Lema 10 Para cada f em C(A), a sequencia de funções 

5tht") 
de t K '-' ~ ci (t )f (x(t) ,y i )dt converge uniformemente em 

[0,11,_para çt M (f)d_-C. _ 
.).;,, 'C l\i 

Defina x'(t) = Kr,c.(t)y. e tn .,--:{ l. i 

xn ( t) = x (O) + _ ) x~ ( t) dt 
. (:) 

Se·f esti em C(A)~ tem-se que 
t\i N 

K I e. ( t) f ( x ( t) , y. ) = K[c . ( t) F ( x ( t) , y. ) = ::..,· ]. l. ' l. 1 ~ \~ 1 . . 

= F(x(t),x'(t)) n 

N 
F(x(t),Kí:"c.(t)y.) = 

~".!-r l. J. 

onde Fé o integrando paramétrico, extensão de f. 



O Lema ].0 diz então que pal'a cada f em C(A), a se-

quencia de funções de t .S r(x(t),xá(t))ót converge unifo=
demente par'a .l, Mt(f)dt em La,i].
Sd.f = 'fb, tem-se que

Sor(x(t),xÀ(t))ót =.lx:ll(t)ót : x;l(t) - xl(o)

.t m.c(r)a t = .S xz'(t)dt= xl(t) - xl(o) .

Portanto a sequencia Xn(t) converge unifor'demente par'a x(t)
em [0,1.\. C-o

lim i F(Xn(t),xn(t)) - r(xÇt),xÀ(t))l = 0
uniforme.mente em [0,1.] , tem-se que par'a cada

a sequenci.a l F(xn(t),xn(t))dt converge par'a

C(A),
(f)dt't

46 

O Lema 10 diz então que para cada f em C(A), a se­
t 

\ F(x(t),x'(t))dt converge unifor quencia de funções de t 
t 

memente para J Mt(f)dt 
"·º n 

. o 
...o" Sé f = r , tem-se que ..&.. 

t ,.i.., 

.. \t<x(t),x~(t)_)dt =.lxt'<t)dt = 
t ( t. . . 5 M.C.(f)d'C.. = .) . x 1

' (t.)d"C. = x1
(t) . o o 

em [o,~]. 

xi(t) - xi{O) n 
- xi{O) 

Portanto a sequencia xn{t) converge uniformemente para x(t) 

em [ O , 1J • Como 

1 im ( F ( x ( t ) , x ' ( t ) ) - F ( x ( t ) , xn' ( t )) \ = O ""' n n . uniformemente em [0,1], tem-se que para cada ·J.. . 
a sequencia ( F(x (t),x'(t))dt converge para ) n n 

•'t) 

f em C(A), 
·1 s Mt(f)dt 
o . 



Bibliografia

(].) tas de au].a s8br'e cá]cu].o das Va-
z'cações, 1 969.

(2) â:2]=J:!=g:gli28ar't A first Course in ]:ntegration , Ho].t, Ri
nehapt and \linston, 1 966.

(3) Banach- S. Théorie des Opor'ations Linéair'es; C~helsea,
1 932

(4) .BgglÊg..z...T ..A Suffi.cient conditions for a genes'a].ized-cur-

ve prob].em in the ca].zulus of vaz'iations, Dukp f4ath. J. , ].]. ,
( ]- 94q) , Pg. 373-403.

(5) Êggg=à:! L. Rectifiab].e curves and the Wei.erstrass inte-
g!'a]., Am. }qath. 14onth].y, 65 (]. 958), Pg. 485-500.

(6) .E11ÉÊllg]Ç..!L..g= Sur' que].quem points du ca].cu]. fonctionne]. ,
Rend. Cir'. Mat. Pele!.'mo, 22 (1 906), Pg. ].-74.

(7) g:ig)!igS..;. L.!4 Theoz'y of functions of r'ea] variab].es ,
McGz'aw-Hi]] Co., ]. 956.

(8) ]gg]Ç.9.]=!Wls 1{ Modem'n Theor'ies of Integr'ati.on, Dovez.',
1 :96 D .

(9) E].ementas de ].a teorx«a de

funcionem y de]. aná.Lisas funciona]., flôr', Moscou, ]. 972

(].0) !!gg!!gnS.;. E«J Generalized Curves, Duke llath. J. , 6,
( ]. 940 ) , Pg. 5].3-536 .

(].].) Rudin. ÇV. Princip].es of }qathematical Analysis,
[ÍcGT'aa-Hi].l Co. , f{.. yor'k, ]. 965.

(].2) Tonel.li, L. Fondanenti di Calculo dela-e Variazi.oni,
Vo].s. ]: e 11, N. Zaníche]]i, Bo].õgna, ]. 921, 1 923.

Bibliografia 

(1) d'Ambrosio, Ubiratan Notas de aula sÔbre Cálculo das Va­
riações, 1 969. 

(2) Asplund-Bungart A first Course in Integration , Holt, Ri 
nehart and Winston, 1 966. 

(3) Banach, S. Théorie des Opérations Linéaires; Chelsea, 
1 932. 

(4) Botts, T.A. Sufficient condttions for a generalized-cur­
ve problem in the calculus ·of variations, Duk~ Math. J., 11 , 

(1 944), pg. 373-403. 

(5) Cesari, L. Rectifiable curves and the Weierstr.ass inte­
gral, Am. Math. Monthly, 65 (1 958), pg. 485-500. 

(6) Fréchet, M. Sur quelques points du calcul fonctionnel 
Rend. Cir. Mat. Palermo, 22 (1 906), pg. 1-74~ 

(7) Graves, L.M. Theory of functions of real variables, 
McGraw-Hill Co., 1 956. 

(8) Kestelman, H. Modern Theories of Integration, Dover, 

1 960. 

(9) Kolmogorov, A.N. e Fomin, s.v. Elementos de la teoria de 
funciones y del análisis funcional, Mir, Moscou, 1 972. 

(10) McShane, E.J. Generalized Curves,·Duke Math. J., 6, 

(1 940), pg. 513-536. 

(11) Rudj.n, W. Principles of Mathematical Analysis, 

McGraw-Hill Co., N_. York, 1 96 5. 

(12) Tonelli, L. Fondamenti di Calcolo delle Variazioni, 

Vols. I e II, N. Zaniche~li, Bo1ogna, 1 921, 1 923.· 



nel.'a.Lzzed cur'ves and t})e exi.stence of

an attained abso].ute minis\im i.n the ea].cu].us of vara.ations ,

C.R. de ].a Soviete des Sciences et de Lettres de Varsovie.
c].asse 1111, 30 (1 937), Pg. 2].2-234.

(].4) ]lgSiBg.z....L.C Lectures on the ca].cu].us of Variations

and optimal control theory, VJ.B. Saunders Co. , Phi.]ade].peia,

(]-S) !g!!B8E.il....1l:.E'l.T Curves and Su!'faces, Am. Math. Monthly,
51(1 9q4), Pg. ].- ]].

(13) L.C. Ge(13) Young, L.C. Generalized curves and the existence of 
an attained absolute minimtim in the calculus of variations, 
C.R. de la Société des Sciences et de Lettres de Varsovie, 
classe III, 30 (1 937), pg. 212-234. 

(14) Young, L.Ç. Lectures on the calculus of variations 
and optimal control theory, W.B. Saunders Co., Philadelphia, 
1 969. 

(15) Youngs 1 J.W.T. Curves and Surfaces, Am. Math. Monthly, 
51(1 944), pg. 1-11. 


