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INTRODUGZXO

A estabilidade reduzida de movimentos estacionarios tem sido ob
jeto de muitas investigagaes. Um conhecido teorema devido a Routh estabelece a
estabilidade de tais movimentos, quando submetidos a perturbagodes que satisfa-
gam a condigOes iniciais particulares. Este teoréma, entretanto, nao permite
obter conclusoes sobre a estabilidade no sentido definido por Liapunov.

Um resultado mais completo foi obtido por M.O.Cesar em [jB],on-
de demonstra, sob as mesmas hipdoteses do teorema de Routh, que o movimento eg~-
tacionario é L-estavel.

Entretanto, tanto Routh como Cesar se limitam a sistemas mate-
riais sujeitos a vinculos holGnomos. O caso de vinculos nio holdnomos tem sido
estudado por muitos autores, mas nio se conseguiu um resultado geral como aque-
le ja obtido para vinculos holdnomos.

Neste trabalho damos a demonstréqao de um teorema que garante a
estabilidade, segundo Liapunov, de movimentos estacionarios de certos sistemas
particulares, sujeitos a vinculos héo hol.onomos.

O trabalho se divide em quatro partes. Na primeira, fazemos a
exposigao do método dos multiplicadores de Lagrange, comumente utilizado para
sistemas nao holonomos. Tal exposigio segue a linha formal encontrada nos di-
versos tratados do assunto. Damos em seguida uma demonstragao do carater deter
minista das equagoes de Lagrange com multiplicadores. Acreditamos ser util es-
ta demonstragao, pois nas obras cléssicas consultadas este problema nao é re-
solvido detalhadamente. Para a execugao desta primeira parte foi extremamente
4til o trabalho de W.M.Oliva em (2].

Na segunda parte expomos a definigao e a maneira de determinar
os movimentos estacionarios de um sistema material sujeito a vinculos nfo holé
nomos, fazendo certas hipoteses que particularizam a situagédo focalizada. A
nossa finalidade principal & estudar a estabilidade dos movimentos estaciond -
rios nessa particular situagao. Foram importantes para esta segunda parte 0os
trabalhos de M.O.Cesar [jB] e L.N.Semenova (1+].

A terceira parte contém, finalmente, os elementos necessarios
para se estabelecer o teorema citado, bemfcomo a demonstracgfo déste.

Na quarta parte apresentamos uma ilustragao do resultado obtido,
através de um exemplo.

Quero agradecer a W.M.Oliva, E.Harle e A.Caroli pelas sugestoes
valiosas e, em especial, a M. O. Cesar, cuja orientagao tornou possivel este
trabalho.

Sao Paulo, 31 de margo de 1971
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"METODO DOS MULTIPLTIC AD:ORES
DE LAGRANGE. h
CARATER DETERMINTISTA.

1. Bquagoes de Lagrange para um sistema material sujeitb

L4 ~ ~ '
a vinculos nao holonomos.

a) Considere-se um sistema material cuja configuragao é deter-

minada emlgaﬂa instante por n coordenadas generalizadas Ays Gp9 cee 9 Ay o

sujeito a vinculos ndo holonomos, perfeitos, representados por [ equagdes di

ferenciais nao integraveis da forma
n
y Airqr +C; =0 i =1, eoe 4, £ (1)
r=1 . '

Sendo k o grau de liberdade do sistema, tem-se n =k + [ .
Os coeficientes destas equagdes vinculares sao fungOes das coor

denadas qqy Gyy eeo 5 g e de £, isto é,

A, = Air(q,t) e C, = Ci(q,t)
. onde q = {d
qn

s . .. ~ ~ _ 2
Admitiremos que tais coeficientes sao fungoes de classe C num -

aberto () = 0@ xd mEEY o

=2
° J

n :
{ qg € IR : a; < ay < bi q al S oso oo }

{ t€ R :t <t <t }

Vamos admitir ainda que a matriz ( { x n ) A = (Air) tem carac
teristica f para todo ponto (g,t) € i

b) A energia cinética do sistema é dada por

T=T. + T, + T

onde . T, = = o. . Q.4. é uma forma quadrdtica definida positiva ,
2 2 = ij "17%]
i,j=1
T, = g;; Bij 5 é uma funcgao linear em § e
p. = T (gt)



Vamos supor que as fungoes

Oy g = Oy = Oy (q,t) : Bij = Bij(q,t) »  To =T, (g,t)

sio de classe C2 em L) .
J 2
Tem-se aij = 5——:;——
4; 94

te positivo para todo ponto (q,t.) € ﬂ , devido 5 hipdtese feita de que T

e a matriz o = (Ocij) tem determinan-

2
¢ definida positiva.

° . 4 < ® ~ ~ & ~
¢) O sistema material € sujeito a acao de um sistema de forgas
representado aqui pelas expressoes das forgcas generalizadas que correspondem a

cada coordenada dy9 doeecey Q4

Qj = Qj (Qa (.1, t) ,j = l,-on,n °

Estas fungoes serao supostas de classe Cl em Dx ]Rn 2

L] L4 ° - -~
d) Com as hipoteses feitas acima, pode-se escrever a equagao

= . A o
fundamental da dinamica na forma

J;lii éT _ AT _ Qo} qj =0 (3)

at Y.
qu aqj &

Esta expressao se encontra em [l) , DPag. 7h.

As equagdes vinculares (1) se escrevem na forma

n :
}E: A, dg_ +C at = O 1= 1,000, £
=] -

e entdo a 'équagao (3) nao é satisfeita para um deslocamento virtual 6q arbi=

trario, mas somente pelo deslocamento &q que satisfag as condigoes
) ZAij 6qj = O 1 = l,uno, [ (LI')
j=1

Portanto, somente n - £ =k dos 6&q. sao linearmente inde-

pendentes. Multipliquemos estas equagdes (4) por f multiplicadores, que in-

dicaremos por —>\1, —7\2, ces 4 = 7\[ e vamos somar os resultados com (3)
n
a JT T _ £
2 ‘{dt 3T Su f YT Xy Auhyyf by =0 5
j=1 o J : i=1 , .






- L -

Vamos mostrar, em primeiro lugar, que os sistemas (1) e (7) sao

equivalentes, entendendo-se a palavra equivalente no seguinte sentido
'12) que toda solugao de (1) é também solugao de (7) ;
29) que toda solugao de (7) com valores iniciais satisfazendo

(1) é solugao de (1).

A 12) ¢é evidente. Para provar a 22), indiquemos

n

B B % G = Ty (q,4,8

r=1

Assim, os sistemas (1) e (7) se sscrevem
F(q')(.l’t) = 0 (1)

£ Pq,4,8) = O (71)

Seja, entao, @(t) uma solugao de (7') tal que

q)(to) = q e F(qo,qo,to) = 0

e com intervalo de definigao m1 <t < m2 contido em 67’.

Sendo assim, tem-se, para todo t, m £ 4 £ m,

_ ditF( P(t), ®(t), t ) =0
donde F( @(t), ®(t), t ) = constante.
Mas pelas hipdteses F( @(to), @(to), t ) = 0 , donde

FO @(t), $(t), t ) = O para todot, m < t<m Tsto mostra que @(t) é

1 2 °
solugao de (1').

b) Vamos agora escrever as equagoes (6) na forma
n n )4
2 2 2
Z T .. +ZLT—51 , _9°m or 'Q-=Z7\1Aij (8)

=1 quaqk i k=1 éqkaaj k atéqj B‘qj SR v
J 2 dgeiansnd
Como AZT : o .
j;agiyag =0y ea matriz (nxn) o = (ajk) e

suposta nao singular, existe sua inversa Y =(ij) « Vamos entao multiplicar

(8) por Yrj e somar segundo j , de 1 a n :



n
d 21
q, = Z % -—a—a—i—ffk =
T rJ qd.0 4
e L
n n ’
2
T 2
= Z Yr.)\iAi. + Y, AT +Q.—Z -BT
3 As by 19, "ML 3000 ) oy,
Sl ywas g f j=1 J k=1 J J

T = ljensyd (9)

Podemos agora substituir a} na equagao (7), obtendo

j 1 A. Y . %. A. . +
i.=1,-e.’[ er rJ + +d
r’J‘:l,o.-,n .

n

n
2 _ 2
Z ASrYrj3T+Q. A_T_Q_ .
qua P ataqj

Jer=l J " k=1

a + £ = O S = 1,0009[ (10)

Neste sistema (10) a matriz dos coeficientes das quantidades

incognitas )\1, :\2, 000 g :\[ é a matriz ( f~x £ ) dada por
S = AY A

onde A =(A_) , Y =(y_.) e A' é a matriz transposta de A.

c¢) Vamos provar que S & uma matriz nao singular. Para isto,

=k

dado por

%

lembremos que S pode ser considerada uma transformagao linear S — IR

e

tal que a cada elemento x € HEI associa o elemento vy € IR
y = 8x . Indiquemos por S(HQI) a imagem de IR” segundo a transformacao S e

por N(8) o nlcleo da transformagio, isto é, o conjunto
- N(8) = { x € EZK : Sx =0 }

Conhece-se a propriedade seguinte, relativa as dimensoes désses

conjuntos, (que sao espagos vetoriais)

dim N(8) + dim s(m[) = f

Se provarmos que dim S(B?f) = [ , isto irad garantir que a






= o
Se o sistema (12) admitir uma solugdo q = ®(t), corresponden-

te a condigoes iniciais determinadas, esta fungio substitufda em (11) nos da

os multiplicadores )\i como fungoes de t :

'Ai=)\. (t) i=1,000,f
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MOVIMENTOS ESTACIONARIOS D E
UM SISTEMA MATERTATL SUJEITO A vin -
CULOS NXO HOLONOMOS.

o (4 3 . . o ° o o o o o
l. Hipoteses iniciais. Integrais primeiras. Sistema Auxiliar.

a) Consideraremos agora um sistema material cuja configuracgao
e o ° -
e determinada em cada instante pelas n coordenadas generalizadas

ooogu

ql’ ng ooog ( g uls u2, 2

as

(r + s = n), sujeito a vinculos nio holdnomos, perfeitos, representados por f
(f < r) equagoes diferenciais nao integraveis,da forma
r

E A q =0 i = lyossgf (13)

k=1

onde os coeficientes sao fungoes unicamente das coordenadas Ay Qoo oo O

isto e, 4
1
Ay = Ay (q) com q

Il

Q oo

r
Sendo k o grau de liberdade do sistema, tem—qg

‘n=r+8 =%k + 4
Admitiremos que as fungoes A. sao de classe 02 num aberto

- r ik
‘.@C 1R , onde

: - .
4:{(16]1? : ai<qi<bi ,1:1,,00,1-}

e ainda que a matriz (f x r) A = (A..) tem caracteristica f para todo ponto

. G:J%;, ik

. . oS i -
b) Suporemos ainda que para todo ¢ e.ﬁg a energia cinetica e
- - s o o e @ o ° o o e s .
uma forma quadratica definida positiva nas variaveis q e u , independente de

u ede t , isto é,

s r
= E 1. 1 E a. G E s: Q. Q. L)
21 aij G, a4y o+ 2 Bij By qy ¢+ YlJ 9 4y (14
i,jzl i:l,oao,S i,jzl

J:l,ODO,r



onde 04 = Qg = o 5 (q)

Yig = Vi = Y5 (q)

. - 2
sao fungoes de classe C em °
o - o o . . e ~
c) Vamos admitir que o sistema material é sujeito a agao de um

sistema posicional conservativo de forgas, tal que a energia potencial nao de-

pende de u , isto €, 7 =7 (q) , funcdo de classe % em «)6 .

d) As coordenadas Ays eoos a, sao chamadas rincipais e as

(4 ° 4 .
restantes Ujy ooy U secundarias ou ciclicas .

e) Considerando as hipdteses feitas, o sistema de equagdes (1)

e (6) fica reduzido as f + n equagcoes abaixo :

i

ZAik G = O 1 = Lysesy L (13)

k=1

d T

E%-T—uh = (0] h = 1,.:»}, S : (15)

d 9T QT O n

T T o= = .A. k= l,noo' (16

dt 9 q, 0 9 T 9y Zl‘r)\l ik = )
1=4 +

As equagoes (15) fornecem entdo s integrais primeiras do mo-

g—g— = €y h = Lgesess
h

as quais sao da forma

vimento :

s r
(xhl ul + E Bhl ql = Ch h = 1,»00,3
=l de=ll.
ou, vetorialmente : au + B 3§ = ¢ - an
cl'
onde o = (ahi) ;s P =(Bhi) y C = .
c
s

f) Conforme foi visto no capitulo I, o sistema formado pelas

equagoes (13), (15), (16) & normalizdvel, podendo ser escrito

{gf f (Qs gls ) (1.8)

) g (a, q, )
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L4 o o
Atraves da mudanga de variavel § =y , & = v  obtemos o novo

sistema -r
la=y
J§=f(QaYsV)
o ' (19)
u=v
‘}:g((h}’s")
&

Isolemos a equagao 4 = v , obtendo o novo sistema

=
Qo

=¥
{v =1 (ay 5, v (20)
v =

=g (qy 3, V)

\
o 2 o o A o ° o
ao qual pode-se aplicar o classico teorema de existencia e unicidade, uma vez

que as fungoes aij (q) , Bij (q) Yij () 4 ™ (q) e Aik(q) foram supostas

de classe 02 em u@; « Portanto, dado o ponto
7 s
(qs ¥5 Vs t)E d@xmxm x IR

existe uma Unica solugdo (maximal) g =q(t) , y =3&) , v =v(t) corres=-
pondente a esta condicao inicial. ‘

Dada uma solugdo de (20), encontram-se solugdes de (19) por inte
gragao. Inversamente, cada solucao de (19) define uma  solugao de (20).

Ainda utilizando a mudanga de variavel =y ¢ =w, a

equagao (17) fica
av + By = ¢ (21)
As relagoes (21), juntamente com q = q , y = y, definem uma apli

Y :uéx IRr;c]RS———,- )

(-q’ Yy V) ——a (Q9 Yo c)

cagao

onde ._75 = {(q, ¥y, ¢c) € R'x R'x R® 8, < gy Shy vl = Lyeas,r }

‘{' & um difeomorfismo de classe C= .
De fato : para todo ponto de % x R°'x R® as relagoes (21)
determinam ¢, e portanto um ponto de ./3 . Invers@mente, dado um ponto de(fa 9

em (21) resulta um Unico v (pois det & # O) e portanto um dnico ponto de
r s
u{; x R'x IR~ .

g) De (21) tem-se v = ot (¢ = B y) . Substituindo nas duas

primeiras equagoes de (20) éste valor, obtemos o novo sistema

Qo

{ =Y (22)
¥ =h (a. v. ¢)
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o qual sera chamado sistema auxiliar . As equagoes (22) representam na . rea=

lidade uma familia de sistemas, um para cada c. Uma solugao de (22) se repre-
. . - s
senta por uma curva contida numa variedade V(c) de R x Htrx IR 4, correspon

dente a ¢ = const.

2. Movimentos estacionarios. Pontos de equilibrio do

sistema auxiliar.

a) Chama-se movimento estaciondrio uma solugdo de (19) tal que

q=q (const) e 1

v (const)
o

b) £ imediato que tais condigoOes, satisfeitas para um movimen=-
to estacionério, correspondem as condigoes para que o ponto (qog y=0 vo) seja
um ponto de equilibrio do sistema (20).

Assim, suposta a existeéncia de um movimento estaciondrio do sis
tema (19), com q = Ay W = Vs & ésse movimento corresponde um ponto de e-
quilibrio (qo9 y=0, vo) do sistema (20) e, através da transformagdo \+’ , te-
remos em correspondéncia no aberto J@B um ponto de equilibrio (qo, y=0, co)

do sistema (22).

c) Os pontos de equilibrio de (22) sao pontos (q, y, ¢) do a-
bertoéﬁa, tais que
: v = 0
h (g, =0, ¢) = 0 ,
Vamos examinar de que modo tais pontos podem ser determinados.

Temos, em primeiro lugar

a S r
T o o o
>a, § : Big B3+ E REVER
"=l : i=1 :
S £

o/
H
1]
R
'._T
=
c
=]
+
™
=
[}
Lo
(]

o Uy

donde : a A

dt 5 Q. =

H
[\/]m
(A%
Il
o
QI 2
o+ |-
=,
Clo
l—lv
+
[\/jm
g
H
e
Hgg
+

=1 i=1

(=]




= 1D =

=1
r
ag, .
hJ . .
* dt qJ * BthJ
J=1 J=1

01
ie]
e

||

=
;;15

Ce
H

c
[ ]

+

Q/
el [

Co
[

Le
[

+
P
[\./]’_s

Q
[

'_Q.
=

Qe
[

i,3=1 i=l,e..,8 i,j=1
jzl,uo-,r

Para um movimento estacionario, tem-se : § = 0, § = 0, & = O.

Colocando estes valdres nas equagdes (16) obtemos entao

—5 Z aqk ui 1jlci aqk E ;>‘1A1k k = 1yeee,r (16')

Vamos indicar por T* g expressio

T = & E o, b, @,
2 i1 1 73

i,jzl

Com esta notagao, a equagao (16') pode ser escrita
drt  dn
- + = 3 A_ k:l-o-r (23)
d 9 d 9 Z’Al ik B
1=l

Por outro lado, fazendo y = O em (21) obtemos o v =c¢ ,

donde v = ot ¢ . BSe substituirmos 1 = v = ot ¢ nas equagoes (23), vamos

obter as ejuagoes

—aﬁq—(n+%c'oc'lc) :Z)\iAik K = lyeee,r (24)

onde c¢' é o transposto de c. Justifiquemos esta Gltima equagio. Podemos es-

crever, em forma matricial,

2T* = v' a4 v = (a_l c)' o (m—l c) = c¢' o T oo o c = c¢c'o c
e ainda 2 B i s v! 3 = v
qu d A

D o é(x_l

Provemos agora que v! v = = ¢! c
o 9 9 9%
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De fato : sendo a a = = I , vem

ou — = =0

Q/
R

=1 -1
— ot =1 acx -1 - '(sa
v ¢ o G':ra:-(X(x C C ‘3 %{ C

Assim, v'

v
=

Sendo assim, as equagoes (23) ficam :

o 1 3 oc Z |
qu + 2 AlAlk k = l,.oo,r
. 1, -1
e, finalmente : LY (m + Scta e ) = )iAik k=l,000,r (2L4)
k
i=l

Aqui, as derivagoes sao feitas supondo c¢ independente de Uy °

Estas equagoes (24) constituem uma condigao necessaria e sufi-
ciente para que o ponto (g, y=0, ¢) seja ponto de equilibrio do sistema (22)

9 s . , .
e, consequentemente, corresponda a um movimento estacionario de (19).

3. Funcao potencial de Routh.

a) As hipoteses feitas garantem, para o sistema (19) conside-
° ~ - > ° ° -~ o
rado, a existencia de uma integral primeira, cdrrespondente a conservagao da
- ad -
energia mecanica 3

E = T+ M = -const.
a qual é uma fungao
E(qy ¥4 v) = T(q, ¥, v) + m(aq)
definida em . -
Gé;x R x R .
De (21) tem-se v = ot (¢ - By) , valor que, substitufdo na

expressao de T(q, y, v) conduz a uma nova fungao T (q, y, ¢) definida no

aberto JE% . FEm consequencia, obtemos
E (qy ¥, ef = T (a, ¥, c) + K(q)

que representa, para cada valor de c¢ , uma integral primeira do sistema (22).



o qh -

b) Efetuemos por extenso a substitui¢do. Em forma matricial,

a energia cinética se escreve
2T = vt o v + 2v' By + y'Yy
- ] =1 Y 13 ‘ =1
donde 2T = (e' = y'Ba " a o = (c = By) + 2(c' - y'Ba" By + y' vy

(c? = y'B')a—l(c +By) + y'vyy =

-1

1
o
3]

c + c'a_lBy - y'B'Gnlc - Y'B'Q_IBY + ¥y Yy

Obtemos entao

2T = o & e 4 y' (y = B ot B) y (25)

¢) A matriz Yy - B! a_l B que comparece na segunda parcela

de (25) &, evidentemente, simétrica, de modo que a expressao
=1
y' (y =BT o B) y

é uma forma quadratica em y. Além disto, essa forma quadratica é definida
positiva, pois se para Yo # 0 fosse

-1

yo (¥ = Br o B)y <O

o}

entdo, fazendo ¢ = O terfamos 2 T < 0 contrariando o fato de que

T(qy y, v) e T (49 ¥y, ¢) sao formas quadraticas definidas positivas. Indi-

quemos

=1

Y-B'a" B = (a;.) 1,3 & Lgas ey

1]
onde as fungoes a.,, = a.. = a,_. (q) s8o de classe 02 em Ué; s
1 Jji i]

A energia total se escreve, entdo .. -
. A

E _ 1 § ' R |
E (dy ¥y ©) = > aijyiyj + > ¢! o c + T
- i,J=1

d) A funcdo de classe C‘2 em \,é x R®

R(g, ¢) = m + % ¢t o te (26)

sera chamada funcao potencial de Routh.

e) Com a definigdo acima, as equacdes (24) podem ser escritas:

i1
é :
— - % ; _
3a Rig, o) = % Dihiy K = Lyeoeo,r (27)

L=

il
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Estas equagoes (27) constituem uma condicio necessaria e sufi-
ciente para que o ponto (q, y=0, c) seja um ponto de equilibrio do sistema

(22) e corresponda, portanto, a um movimento estaciondrio do sistema (19).
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ESTABILIDADE DOS MOVIMENTOS
ESTACIONARTIOS.

l. Energia total como fungao de Liapunov.

Vamos agora estudar a estabilidade daquéeles pontos de equi L=
brio do sistema (22) determinados através de (27). Nao iremos, entretanto,
fazer um estudo completo. Somente nos interessariao os pontos para os quais
a energia total seja uma fungao de Liapunov.

Como ja vimos anteriormente, a energia total do sistema & da-
da por r

E alJylyJ + R (g, c)

1,3=1

E (q, y, ¢) =

=

Esta fungao, para um valor fixado c¢ = c, ¢ definida em todo
o espago de fase ‘)6 x IR* dos pontos (g, y) com qé& e v €& RY. £ cla-
ro, entretanto, que s0 ha interésse em estudar o comportamento dessa fungao
restrita a superficie z C o@x RrT determinada pelas equagoes vincula-

res
r

E Aij(q) vy = 0 =l mvn gl s

=1

Para que E seja uma fungao de Liapunov para o ponto de equi

1ibrio Qo(qo’ y=0j co), deve existir um aberto de 9, , contendo Q. para o

qual :

i? E,(qo’ 0, Co) — ,

2) E (qy 75 ¢) >0 se (g5 y) # (qg, 0

3) E (g, y, c) < 0.

Mas a terceira destas condigdes ja é _satisfeita , pois de acor
do com a conservagao da energia do sistema tem-se E (9e Ty CO, = 0 s

As condigoes 1) e 2) equivalem a dizer que E apresenta um mznl

mo forte no ponto Q

Seja agora o congunto { (q9 ¥y C ) € 2: y =0 }

o qual é isomorfo do proprio Gﬁge seja E (q, 0y ¢ ) a restrigido de E a ésse

conjunto. £ claro que se E apresenta um minimo forLe em Q09 como funcao de-
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finida em :: , a restrigdao E (g, O, co) também apresentard um minimo forte

em Q , como fungao definida em 04; . Mas

E (qy O, co) = R(q, co)

donde se conclui que a fungao R(q, co) deve admitir minimo forte em Q-

Assim, os pontos de equilibrio do sistema (22) cuja estabili-
dade é susceptivel de ser estudada tendo a energia total como fungao de Lia-

punov, sao os pontos que satisfazem as condigdes (27) no caso particular em

3

mR(qog CO) = O 9 kflgooogr

que

2. Teorema de estabilidade.

Vamos reproduzir aqui a demonstracao de um teorema que se en-
contra no trabalho "Stability of steady motions", de M.O.Cesar, a ser publi=-
cado na revista "Research in Celestial Mechanics" - Annual Technical Report
n? 4. Ali o teorema é demonstrado tendo-se em vista um sistema material su-
jeito a vinculos holonomos. Observa=-se, entretanto, que no caso particular de
vinculos ndo holonomos por nds focalizado a demonstragio é valida, sem que

qualquer alteragao seja necessaria.

TEOREMA : Se a fungao R(q, co) tem um minimo forte para q = qy entao

o ponto Q (q s y=0, ¢ ) & L-estavel com respeito ao sistema (22)
o %o 0

Demonstracao.
~ Seja a fungao (energia total)
r
E (g, y, ¢) = & a..y.y. + R (g, c)
v I > 15747 5 ’
' i,j=1

para a qual se tem E (q, y, ¢) = O , o que reflete a conservagio da ener-
gia do sistema.

Se ja V(co) a variedade de 122r+s definida por ¢ = Cye Como

R(q, co) tem um minimo forte no ponto q = q,. segue que existe um aberto U,
UC:V(co) , tal que

R(gy ¢ ) >R(qh ¢ ) , a € U , q#aq,

Sendo assim, indiquemos por Ba(Qo> a bola fechada de 3R2r+5'

o

o
o
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=

(Qo) = {(q, Y c) € R SR ( lq—qol2 + y2 + [c=-c>Ol2 )

Be < €|

Podemos afirmar que E (g, y, ¢) é positiva na fronteira do conjunto
vie ) nB& Q)

Entao, pela continuidade dessa fungao, conclui-se que ela

sera positiva no compacto K dado por

K = i(q, Y C)eFr(Bg(Qo)) : e - ¢ | £ ¢ o<g<€_}

Sejam > 0 o minimo de E (q, y, ¢) em Ko Em ccrresponden-

cia a m podemos determinar §(m) >0 , &< ’ , tal que

(q9 Yo c) € Bé(Qo> = | E (Qa Y c) | <m
onde B, (Q)) & a bola fechada de g2 +e
L
, 2 2
B (Q)) = {(q, yy o) € RETS 4 lq-qol2 +3° + Je—c 1°)° < 6 }

Considere-se a solugao ( q(t) , y(t) ) do sistema (22),

*

correspondente a ¢ = ¢* , com valores iniciais (q*, y*) tais que

(q*; y*, c*) € Bé(Qo) o

Como E (g, y, ¢) = 0 e a trajetdria deve se manter em V(c*), conclui-se

que a solugao nao pode encontrar a fronteira de BE_(QO) B

Com isto, fica provado que o ponto QO é L-estavel com respei-

to ao sistema (22).

NOTA. A transformagao \‘J :‘&'x R x R°—s JB definida atraves de (21)
permite concluir que o ponto Po(qOg y=0, vo) é também L-estavel com respei-
to ao sistema (20). Isto implica na estabilidade (na acepgao reduzida do ter

mo) do movimento estaciondrio de (19) correspondente.
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EXEMPLO

°

a) Consideremos uma esfera nao homogenea, que pode rolar sem

escorregar sobre um planb horizontal fixo. Vamos supor que a esfera tem seu
baricentro G coincidindo com o seu centro geométrico e que ela apresenta u
ma simetria material em relagao a um eixo G g . Adotaremos um sistema de
eixos (Gg "Z C) rigidamente ligados 3 esfera, de tal modo que os momentos
de inércia relativos a G Et e G"l sao iguais a A e o momento de inércia
relativo a GG é C. Indicaremos por M a massa da e¢sfera e por a o seu
raio. Consideremos também um sistema de eixos fixo (0T 'j”k’) s onde O per
tence ao plano fixo e T se dirige verticalmente para cima. Vamos adotar
ainda um terceiro sistema de eixos (G x y z) , no qual Gx , Gy , Gz perma-
necem paralelos respectivamente a = ’ ? ’ *

Sejam x , ¥y 4 a as coordenadas do ponto G relativamente a
(O*.’-lg) e sejam © , ¢ ,¥y ~ os angulos de Euler do sistema (G§ ’z : )

0 eixo nodal GN é a intersecgao dos planos (g”Z) e (xy )

b) Equagoes vinculares

. ~ ~ =%y
A condicao de nao escorregamento se escreve Vi :—5 s T sendo
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o ponto.de contacto da esfera com o plano fixo. Dal vem

o
v

G

=@ AG - 1) (1)

- -
onde W 1indica o vetor de rotacao da esfera.

o
°

Vamos escrever a equagao (1) em componentes segundo (Oxy z)

Obtemos :
P i o =
Ve = X1 o+ § ]
D — —
W = Q)Xl +(4_)y3 +c_L)Zk
—
G =T = ak
Assim, GA(G-T) = =aW j + a(.\)y? , donde
X = a
th
Y="a(-«)x
vy Oq S
Mas, por outro lado, %) = ®?+\VC + O N
onde se tem
— — — —p
¢ =sen ©sen i ~ sen ©cos ® j + cos Ok
—
N :cosﬁp—j’f’+ sen@?
e assim :
9 o
L\_)Xf-—-\vsen@senq) + © cos @
GJ :ubsechosq) + ésenip
A
(,t..)z= QP+\.l.lcosQ

Com isto, as equagoes vinculares ficam :

X o+ a\l}sen@cosq) - a 0 sen ¢

o

y

e

0

°

a\ilsen@sentp + a ©® cos ® = O

Observa-se entdo que a escolha do sistema (0 xy z) para repre-

sentar a equagao

(1)

definigdo adotada no cap. II , {tem 1d.

Vamos

L d

—
w

i

~ 14 °
nao revela qualquer coordenada secundaria, segundo

entao pgssar ao sistema (G’EZ 7 tz ). Sejam

—> — i

° o o

u€+V'?+WZ¢
—TD

C\)1€ +(.\,)272‘s + COBQ

>
=3 asen@sen\yg + asenOcos\P

awacos @ - a LQBs-s‘en o] cos\]/

7

—

+ a cos @ q

a



v o= aw3sen © sen \P - alecos o)
w o= awlsengcos\‘,' - a(.g)asen@sen\ll
Mas w 1 = ¢ sen © sen qj + © cos qJ
L,\Jz = @ sen © cos\(J - © sen \{/ (2)
LA)B = @ gcos @ + \v

Assim, tem-se as novas equagoes vinculares

ésen\rcosg + a\i}sen@cos\.’!
écos\y cos @ = a\i}sen@sen\.’)

sen @ = O

Cio
+
Y
i
(&)

<o
+
L
il
(@]

(3)

So
i
]
D

o

Nota-se que ® e @ nao comparecem nestas equagdes vincu-

lares.

° o L4 <
¢) Energia cinética

o o (4 o -
A energia cinetica da esfera se exprime na forma

1 o2 02 02 1 2 2 1 2
T._2M(u.+v +W)+2A(<a\)l+ug)2)+~2-C(A.)3
Se substituirmos aqui as expressoes de (-O_L, (,Qz, (A)3 dadas

em (2), obteremos

0 2 02 o 2

(4)T=%M(u + VT o+ W )+1

2

2

2 o P 1l ° s 2
A((T)sen9+9)+-§C(LPcos®+\’/)

d) Energia potencial

~ ~ 4 L4 ° ~ s s
Como a forgca peso e a unica forga ativa considerada e como a
—, 2 °
coordenada de G segundo O k e a (constante) tem-se, para a energia po-
tencial

T = constante. (5)

o o o 14 o
e) Coordenadas principais e secundarias

Conforme a definigao adotada, pelo fato de @ e (?) nao compa-
recerem em (3) e de @ ndo comparecer em (4) e (5), tem-se que @ & a

(4 B (g s - [od o s o
coordenada secundaria ou ciclica e que as demais coordenadas sao principais.
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