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l N T R O D U Ç Ã O

A estabilidade reduzida de movimentos estacionários tem eito ob
feto de muitas i.nvestigaçÕes. Um conhecido teorema devido a Routh estabelece a
estabilidade de tais movimentos, quando submetidos a perturbações que Bati.sfa-
çam a condições inibi.ais .É)aFtiçulares. Êste teorema, entretanto, não permite
obter conclusões sobre a estabilidade no sentido definido por Liapunov.

Um resultado mais completo foi obtido por M.O.Cegar em (3)lan-
de demonstra, sob as mesmas hipót;eles do teorema de Routh, que o movimento es
tacionário é l.-estável

Entretanto, tanto Routh como Cegar se limitam a sistemas mate-
riais sujeitos a vínculos hol8nomos. O caso de vínculos não holonomos tem sido
estudado por muitos autores, mas não se conseguiu um resultado geral comoaquê-
le já obtido para vl.óculos holonomos.

Neste trabalho damos a demonstração de um teorema que garante a
estabilidade, segundo Liapunov) de movimentos estaca.onários de certos sistemas
particu[ares, sujeitos a vÍncu]os não ho].gnomos.

O trabalho se divide em quatro partes. Na primeira, fazemos a
exposição do método dos multiplicadores de Lagrange, comumente utilizado para
sistemas nao ho]onomos. Ta] exposição segue a ]-inca formal encontraija nos di-
versos tratados do assunto. Damos em seguida uma demonstração do caráter deter
minista das equações de Lagrange com multiplicadores. Acreditamos ser Útil es-
ta demonstração, pois nas obras clássicas consultadas êste problema não e re-
solvido detalhadamente. Para a execução desta primeira parte foi extremamente
Útil o trabalho de W.M.Oliva em ( 2 ]

Na segunda parte expomos a definição e a maneira de determinar
06 movimentos estacionários de um sistema material sujeito a vínculos não halo
nomes, fazendo certas hipóteses que particularizam a situação focalizada. A
nossa finalidade principal é estudar a estabilidade dos movimentos estaciona -
rios nessa particul-ar situação. Foram importantes para esta segunda parte os
trabaJ-hos de M.o.lesar (15) e L.N.Semenova C4].

A terceira parte contém, finalmente, os elementos necessários
para se estabelecer o teorema citado, bem como a demonstração dêste.

Na quarta parte apresentamos uma ilustração do resultado obtido
através de um exemplo.

Quero agradecer a W.M.Oliva, E.Harle e A.Carola pelas sugestões
val-lobas e, em especiall a M. O. lesar, cuja orientação tornou possível este
traba].ho.

são Paulo, 131 de março de 1971
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M É T O D O D O S M U L T l P L l C A D-:.:0 RES
D E L A G R A N G E .
C A R Á T E R D E T E R MINISTÂ

1. !1qBg:çêgztgç I'aglCqpgç paro yy g+ptemal material sujeito
a vínculos não ho18nomos.

a) Considere-se um sistema material cuja configuração é deter-

minada em:lçadp::.instante por n coordenadas generalizadas qls q21 ''' 1 qn l
sujeito a vínculos não hol8nomos, perfeitos, represeüt'idos por / equações di
ferenciais não integráveis da forma

Ai,â, -'' Ci :r=].
i = ]-, ... , / ( ].)

Sendo k o grau de liberdade do. sistema, tem-se n = k + / .
Os coeficientes destas equações vincularem são funçoes das coo=

qll q21 ''' 1 qn e de t 9 isto é,

Ai.r : Air(q)t) e Ci = Ci(q,t)

penadas

onde

[-.
Admitiremos que tais coeficientes são funções dé classe Cz

.4 * 8'c n-:'' ..«aberto (}
num

Q

Vamos admitir ainda que a matriz ( .Z x n )
tenística / para todo ponto (q,t) él .('}

tem cal:'ac

b) A energia cinética do sistema é dada por

T : T2 + 'T]. + TO

ozlde T a q q2 ijj =1-
2 l ji

â uma forma quadrática definida positiva

TO : TO(q,t)

ê uma função linear em q e
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Vamos supor que as funçE;es

ccij:ocji:aij(q,t) . Pij:f3ij(qlt) : vo:vo(qlt)
são de c].asse C2 em .r'}

Tens-se CL.. = =:.g--;l:-- e a matriz CL = (a::) tem determinan

te posítiFO para todo ponto (q,t) él .(} , devido à hipótese feita de que Tp
é definida positiva.

c) O sistema material é sujeito à ação de um sistema de fôrças
representado aqui pelas expressoes das fôrças generalizadas que correspondem a

cada coordenada qll q2t'''l qn

Q: = Q.: (q, ã, t) j = 1,...,n

Estas funções Berro supostas de classe CI em .('lx ]Rn

d) Com as hipóteses feitas acima, pode-se escrever a equaçâa
fundamental.' da dinâmica na forma

E { ..{ .à!.. . .®
j:: I'* )a: õ-.

Esta expressão se encontra em (1) , pag. 74

(3)

As equações vincularem (1) se escrevem na forma

0d dtA + 'ilr
r=l

j. : l,..., /

e então a equação (13) não é satisfeita para um deslocamento virtual õq arbi
Erário, mas sòmente pelo deslocamento õq qüe satis:Êaz às condições

i = i,..., .Z (4)

Portanto, somente n - ,e = k dos õq: sao ].inearmente inde-
pendentes. Multipliquemos estas equações (4) por / multiplicadores, que in
dicareüos poz' ' -ÀI, 'Àp, ... , - Àr e vamos somar 06 resultados com (13)

h

E d à /
i:l À: ":..l ', J 0 (5)

j=J-
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podem ser expressos em termos/ dos òqj
n - / restantes. 0 determinante D dos coeficientes desses / desloca-

Nas equações (4),
dos
mentos Mdependentes,f é diferente de zero. Na equação (5) os multiplicadores

podem ser determinados de tal modo que os coeficientes desses deslocamen-
univocamente,poistos ''dependentes” se anulem. Êste processo determina os 

o determinante de seus coeficientes nessas equações é o mesmo D / 0. Sendo as­
sim, restam na equação (5) unicamente os n - / deslocamentos õq.

J
arbitrários. Mas então os seus coeficientes também devem se anular.

Com êste raciocínio, concluímòs que é possível determinar uni­
vocamente os multiplicadores de modo que todos os coeficientes da equaçao
(5) se anulem, e tem-se então :

que sao

/
_d_
dt aq

J

à T s ** (6)õ = i)q3 n0 • •
ôqá

Estas são as equações de Lagrange para um sistema material 
jeito a vínculos não holõnomos.

su-

Caráter determinista das equações de Lagrange .2o

A consideração de um sistema material sujeito a vínculos não h£ 

lonomos leva, segundo vimos, ao sistema de / + n equações abaixo :

n
(DA. q 

ir r
/i = 1,0+ c • • oi

r=l
/

_d_ àT
dt 5qT 0

ô T - Y2 Ai;j (6)3 = 1.Qj O • •
^ q j

i=l

Vamos agora mostrar o caráter determinista destas equações, is­
to é, vamos mostrar que o sistema acima determina univocamente os multiplica­
dores como funções de q, q, t e que, após a eliminação destes, obtém-se
um sistema de equações diferenciais na forma normal, nas funções incógnitas

Se, sob determinadas condições iniciais, tal sistema admitir uma= q,(t) .
J

solução q = cp(t) , esta função nos permitirá escrever os multiplicadores
q3

*i = y\± (t)também como funções de t : / ., i = 1,.

A dedução que se segue é baseada em [2] , páginas 90 e seguin

• o

tes.

a) Derivando (l) com relação ao tempo, vem :

n J A—, dAn

P dC

* L ir .
dt ^r + dt

i ,/ (?)• • 0 i = 1,.qir r = o .
r=lr=l
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Vamos mostrar, em primeiro lugar, que os sistemas (1) e (7) são
equivalentes, entendendo-se a palavra equivalente rL0 seguinte sentido

[o) que tôda so]ução de (].) é também solução de (7) ;

20) que fada solução de (7) com valores iniciais satisfazendo
(1) é solução de (1)

A la) é evidente Para provar a 2a), i.ndiquemos

vj. (q,ã,t)

Assim, os sistemas (1) e (7) se escrevem

p(q,ã,t) = o (].' )

:gi- v(q,ã,t) 0 (7')

Seja, então, Q(t) uma so].ução de (7') ta]. que

Q(to) = qo e F(qo'solto)

e com intervalo iie definição ml < t < mP contido em l;7

Sendo assim, tem-se, para todo t, m. < t < mp

j} p( Q(t), 'p(t) t ) = o
donde F( (P(t), Q(t), t ) = constante.

Mas pelas hipóteses F( (P(to), (P(to).s to ) = O t donde
F( (P(t), $(t), t ) = O para todo t, m. <t<m, . Isto mostra que (P(t) é

solução de (1').

b) Vamos agora escrever as equações (6) na forma

- Q Al ijj
a''j

(8)

j = 1,..ó,n

Golão àzv ., .

'Sins qk jk " a matriz
sup06ta não singular, existe sua inversa Y =(Y..,)
(8) por Y.: e somar segundo j , de l a n

(nxn) oc = (ajk)
Pe

Vamos então multiplicar



E
/

Ê: «,: #h *
n

qr

n

E
j =1-

Yrj IÀi Aij +

n

: -x ,i;;kk:l

+ Q

r = ]-9...In (9)

Podemos agora substituir q. na equação (7), obtendo

»...,,"'.'",,* A.
]. l J

+

r,j=1,...,n
n

[
j,r=l

+

«;- '.: [e ' .;
n

à :.
à.kà 'j

+

s = 1,...,/ (10)

Neste sistema (]-O) a matriz dos coeficientes das quantidades

incógnitas 'X.].t >\2' '''' ã./ é a matriz ( .f + / ) dada por

S = A Y At

onde A = (A ) Y : (Y .) e A! é a matriz transposta de A

c) Vamos provar que S é uma matriz não singular. Para isto,
lembremos que S pode ser considerada uma transformação linear S : -IR'K -..-...+lR'K

ta[ que a cada elemento x (] ]R'K associa o e].emento y é ]R'K dado por
y = Sx . ]ndiquemos por S(]RÁ) a imagem de ]R'K segundo a transformação .S e

por N(S) o núcleo da transformação, isto é, o conjunto

N(S) : lx é R/ ; Sx : 0}

Conhece-se a propriedade seguinte, relativa as dimensões desses
conjuntos, (que são espaços vetoriais)

+

dim N(S) + dim S(.R 'K)

Se provarmos que dim S(]R'K) = / , isto irá garantir que a
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matriz S é uma transformação sobrejetora, portanto tem característica máxima e 

por isso mesmo, não singular» Assim sendo, devemos provar que dim N(S) = 0
isto é, que N(S)
e,

1°} •
x £Tomemos então 

Podemos calcular o produto escalar
x = O»tal que Sx = 0 e provemos que

< Y A* x , A*x ><Sx,x> = <AYA'x,x>

Mas Y é uma matriz (nxn) simétrica, como inversa da matriz 

simétrica a. Existe então uma matriz ortogonal T tal que

' Y1 0 o "tO • ©

00 Y2 • o o

T' Y T

00 Yn

são os valores próprios de Y® 

Então, sendo
onde Yi

y = T! A! x , pode-se escrever
n

E< Y A* x , A’ x >
i=l

Assim, se Sx = 0 vem s

< Sx , x > 0 ou seja—

são positivos e portan-e como Y ó definida positiva, os 

to y = 0 , isto é :
Yi

A*x = 0 .

Esta ultima equação corresponde a um sistema linear homogéneo 

de n equações a / incógnitas (/ < n) no qual a matriz dos coeficientes , 
A*, tem característica / » A unica solução é a trivial, x = 0 »

d) Uma vez demonstrado que S é não singular, conclui-se que o 

sistema (10) determina univocamente os multiplicadores , como funções de 

q, q, t :
>i = Ai (q* q? t) , / (11)Í = 1,0 • o

Êstes valores, substituídos em (9) fornecem finalmente o sistema de equações 

diferenciais normalizado :

q°r = *r (q» q* t) (12)r = 1 o o o
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i

Se o sistema (12) admitir uma solução q = Q(t), corresponden-
te a condições iniciais determinadas, esta função substituída em (11) nos dá
os multiplicadores À..i como funções de t

)\ i = 'Ài (t) l,...,/
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C A P Í T U L O l l

K..QyimEmvos ESTAcIoNÁRIos Da
b $UJXIWO A VÍN

Çgl OS NÃ0 H01ÕN0 MOS

l !!j:2óteses iniciais. Integrais romeiras. Sistema Auxiliar

a) Consideraremos agora um sistema material. cuja configuração
é determinada em cada instante pelas n coordenadas general-iradas

q].s q29 ''' ' qr9 ull u21 '''1 u

n), sujeito a vínculos nâo hol8nomos, perfeitos, representados por /
equações diferenciais não integráveispda forma

}l. Aik qk : ': i : i,...,,f u.s)

r

k l

(r + s

(/ $ r)

onde os
isto é,

coeficientes sao funções unicamente das coordenadas ql , qP, ..., q.l

Sendo k o grau de liberdade do sistema, tem-se

n = r + s = k + .f

Aik : Aik (q) com

Admitiremos que as funções A;l, são de classe C2
, onde

'4:t-e«' ; ;:',:'': , :: ::,...,:'}
que a matriz (/ x r) A = (Aik) tem característica / para todo ponto

R'
num aberto

e ainda

.e.g
b) Supor'erros ainda que para todo q (:q;lê} a anel'gia cinética é

uma rotina quadrática definida positiva nas variáveis Ü e Ü , independente de
u e de t , isto é,

E
i)j=1 i=1,...,s i j:].

2T : Ect. . ü. ü
l J ]- J 'rij qi qj (]-h')
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onde
ccj.j : ocjj. :: ccij (q)

l3ij : l3ij (q)

Yij ' Yji ; Yij (q)

são funções de cl-asse c2 em (piiêp

c) Vamos admitir que o sistema materia]. 1; sujeito à ação de um
sistema p06icional conservativo de f:lrças, tal que a energia potencial nao de
pende de u , isto é, Tt = it (q) , função de classe c2 em \.?ê

d) As coordenadas qlt ...l qr são chamadas
u].] '..l secundárias ou :á.glicas

lr].ncl-país e as
restantes

e) Considerando as hipóteses feitas, o sistema de equações (1)
e (6) fica reduzido às ,Z + n equações abaixo

i = ]-,... , .f (1.3 )

d
dt

d
dt

h = 1,..., s ( ].5 )

à 'k

/

E k = ]-,... ,r (].6)
i:l

As equações (15) fornecem então S integrais primeiras do mo
vimento

h = 1,...,s

as quais são da forma
S

0

+

i:l i:l
h = ll...,s

ou, vetoria].mente ( ].7 )

onde OC
(0Chi ) hi

f) Conforme foi visto no capítulo 1, o sistema formado pelas
equações (lj5), (15), (16) é normalizável, podendo ser escrito

Ú)q)
(],8)
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Através da mudança de variável q y 9 U v obtemos o novo
sistema

0

q ; y

j' = f (q, y, v)
0u = v

t = g (q, y, v)

( ].9 )

lsolemos a equação ü v , obtendo o novo sistema

(20)

ao qual pode-se aplicar o clássico teorema de existência e unicidade, uma vez

que as funções aij.(q) 9 Pij (q) 9 Yij (q) , Tt (q) e Aj.k(q) foram supostas
2 /e

de cl-asse G' em \il$1) . Portanto, dado o ponto

(qo' yo9 Vo8 t) €1 \liÇ- x .Rrx Us x m

existe uma única solução (maximal) q = q(t) , y = y(t) , v = V(t)
pondente a esta condição inicial

Dada uma 60lução de (20), encontram-se soluções de (19) por ante
oração. Inversamente, cada solução de (19) define uma solução de (20).

Ainda util-içando a mudança de .variável ã = y , ú = v ,
equação (17) fica

corres-

a

cc v + Í3 y = c (2]. )

As relações (21), juntamente com q = q , y = y, definem uma apl3.
cação

Y x Rrx .Rs â... q2)
(.q, y, V) ----.---> (q9 y, C)

4

onde \j3.= {.1(qf y:,: c) é. HI'xlRrx :Rs : ai<qj.<bi : :J-,'..,I').
\lr é um difeomorfi6mo de classe C12

De fato : para todo ponto de <=;ê x ]Rrx ]Rs as relações (21)
determinam c, e portanto um ponto de l..q3 ,. Inversênzen:te, dado um ponto delfâi 9
em (21) resulta um Único v (pois det CL / O) e portanto um Único ponto de

@ * «'* « '

J

g) De (21) tem-se v = ct'l (c - l3 y) . Substituindo nas duas
primeiras equações de (20) êste valor9 obtemos o novo sistema

.l q : y (zz)
l # = h (a. v. c)

D
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o qual será chamado EiâilÊna....ali=ili2= . As equações (22) i'epresentam na . rea-
lidade uma famÍ]i.a de sistemas, um para cada c. Uma so].ução de (22.) se repre-
senta por uma curva contida numa variedade V(c) de ]R:x ]li:x E? , coz'respo2:
dente.a c = const.

2. Movimentos estacionários. Pontos de equiJ-ébrio do
sistema auxiliar

a) Chama-se movimento estacionário uma so]ução de (]-9) tal que

q : qo (Gonst) e u v. (const)

b) ÉI imediato que tais condições, satisfeitas para um movimen-

to estacionário, correspondem à6 condições para que o ponto (q., y=O, v.) seja
um ponto de equilíbrio do sistema (20)

Assim, suposta a existência de um movimento estacionário do sis
tema (19), com q = q. 9 Ü = v. ] a 8Bse movimento corresponde um ponto de e-
quilíbrio (qO9 y=Ot vo) do sistema (20) e, através da transformação \P , te-
remos em correspondencia no aberto lj:3 u.m ponto de equilíbrio (qo! y=o! co)
do sistema (22)

c) Os pontos de equilx'brio de (22) são pontos (q, y, c) do a
bertoejj3 , tais que

y : o

h (q, y=0, c) = 0

Vamos examinar de que modo tais pontos podem ser determinados
Temos, em primei.ro lugar

donde :É9 ':
i:l

.[9'':

S

Ei:l
1'

E
i:l

P:k ":

'''ik q

+

+

+
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dcCih
dt

S

*E"»'
i:l
r

j=].

+

r

'hjuj
j=].

e ainda

::F . ,; h
j=1). ..+r

. ;E. h': 'ji,j=i

U
J

+

B

Para um movimento estacionário, tem-se : ã = O, q
Colocando êsses val8i'es nas equações (16) obtemos então

E
a- 9 J --x

; h': .. *k : É,:«:* *::,...,,
S

o, ü'

/à.
U i

ll
(].6 ' )

Vamos indicar por Ti' a expre6sao

p* : ; >.. "ij üi Üj
i,j=i

S

Com esta notação, a equação (16i) pode ser escrita

).. )\i Âj.k k : ]-,'
/
ll

! 1'

Por outro lado, fazendo y = O em (21) obtemos ct v
donde v = cL'' G . Se substituirmos ü = v = oc' c nas equações (213), vamos
obter as quaçÓes

( it + + c' CL'C talk k : it...,r (24)

onde c' é o transposto de c
prever, em forma matricial,

Justa.fiquemos esta ultima equação Podemos es

2T'K (a'J' c) c' c'c-l cc CL- . .. oc- .

e ainda

Privemos agora que
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De fato

à«-: . «h : .
b. à.-z
ÍE '"il;"

sendo (X (X = ]. , vem

ou

«. g« : - +. «-:«â'ç..-: .Assim,

Sendo assims as equações (23) ficam

à .

e, finalmente (24)

Aqui, as derivações são feitas supondo C independente de qt..'

Estas equações (24) constituem uma condição necessária e sufi-
ciente .É)ara que o ponto (q, y=O, e) seja ponto de equilíbrio do sistema (22)
e, conseqiÍentemente, corresponda a um movimento estacionário de (19).

.3. Função potencial de Routh

a) As hipóteses feitas garantem, para o sistema (19) conside-
rado, a existência de uma integra]. primeiz'a, cdz'respondente à conservação da
energia mecanzca

A

E = T + 'n = const

a qual e uma função

E(q, y, v) = !P(q, y, v) + n(q)

$* "'* «'
De (2]-) tem-se v = CL 't (c - l3 y) , valor que, substitu:Ído na

expressão de T(q, y, v) conduz a uma nova função T (q, y, c) definida no
aberto q=)i13 . Em consequencias obtemos

del'inlda em

BI (q, y, c) T (q, x, c) + it(q)

que representam para cada valor de c , uma integral primeira do sistema (22)
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b) Efetuemos por extenso a substi.tuição. Em forma matricia].,
a energia ci.nética se escreve

2T :

(c'

v' cc v + 2 v' P y + y! 'Yy

donde 2T y ' fS . ) c('l' (c l3 y); + 2(c' ylPi)CL'll3 y + yl Y y

ylf31)CL'l'(c + l3 y) + y Y y

X'l3' - c X'l3'cc'l'l3x + y' Y y

Obtemos então
2 T CI CK'lC + yÍ (Y l3. ct-l li) y' (25)

c) A ma'brio y - l3' oc-l IS que comparece na segunda parcela
de (25) e, evidentemente, simétrica, de modo que a expressão

x- (v - li' CL '' l3) y

é uma forma quadrático em y. Além distoe essa forma quadrática é definida
positiva, pois se para y. / O fosse

y.: ('y - l3' a 'L li) yo <0

então, fazendo c = O teríamos 2 T < O contrariando o fato de que
T(q, y9 v) e f (q, y, c) são formas quadi'éticas defina.das positivas. Inda
quedos

Y-l3,CL'l13 =(a.i.i) i,j=1,...,r

onde as funções aÍj = aji : aij (q) são de cJ-asse C2 em
A energia total se escreve, então

2 .2. 'ijxixj $ c' cc' c
i,j=z

r

E (q, y, c)

d) A função de classe c2 em cSiiÉI x :IRs

R(q, c) = Tt +. êi c' ct'lc. (26)

será chamada função potencial de Routh

e) Com a definição acima, as equações (2Z}) podem ser escritas

;\talk. k = 1,...,r (27)
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Estas equações (27) constituem uma condição necessária e sua
ciente para que o ponto (q, y=O, c) seja um ponto de equilíbrio do sistema
(22) e coi'responda, portanto, a um movimento estacionário do sistema (19).
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E S T A B l L I'D A D E D O S M O V IMENSOS
E S T A C 1 0 N Á R IOS

1. Energia total como função de Liapunov

Vamos agora estudar a estabilidade daqueles pontos de equili=
brio do sistema (22) determi.nódoa através de (27). Não irem06, entretanto,
fazer um estudo completo. Sòmente nos interessarão os pontos para os quais
a energia total seja uma função de Liapunov.

Como já vimos anteriormente, a energia total do sistema é da
da por

E (q, y, c) = 1 > a: :y:y: + R (q, c)
l

a y y2 ij l
]

i , j =1-

E6ta função9 para um valor fixado c = c é definida em todo

o espaço de fase \2€1x ]Rr dos pontos (q, y) com qCçlê) e y é ]Rr. É cla-
ro, entretanto, que sÓ há interesse em estudar o comportamento dessa função

restrita a superfície }.& <=1. c;i€1.x :Rr determinada pelas equações vincuJ-a-
res

A (q) y jij
j=1-

i=1- , . . . ,/

Para que E seja uma função de Liapunov para o ponto de equi
Qo(qo9 y=Ov co), deve existir um aberto de 'EI. , contendo Qol para oIÍbrio

qual

].) 'Ê (qo' 0, co) = 0
2)1 E (q, x, Q > o

0

13) E (q, y, co) $ 0

se (q, y) / (qd' O)

Mas a terceira destas condições já e satiõf'ei.ta , pois de ac8r
do com a conservação da energia do sistema tem-se E (q, y, c.) =0

As condições 1) e 2) equivalem a dizer que E apresenta um mglnà.

mo forte no ponto Q

' Seja agora o conjunto { (q9 y, co) é. }u :. y = O}
o qual é isomorfo do próprio qJ(Oe seja E (q, O, c.) a restrição de E a ;sse
conjunto. É claro que se E apresenta um mínimo foi'be em Q., como fu-Lição de-
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fluida em }.õ , a restrição E (q, O, c.) tambem apresentará um mínimo forte

em Qol como função definida em (J€1 ' Mas

E (q, 0, co) R(ql co)

donde se conclui que a função R(q, cn) deve admitir mínimo forte em Q

Assim, os pontos de equilíbrio do sistema (22) cuja estabili-
dade é susceptível de ser estudada tendo a energia total como função de Lia
punov9 são os pontos que satisfazem as condições (27) no caso particu].ar em

0

que

b R(qo' '.:o) :: o 9 ki = 19. .o 9r

2. Teorema de estabilidade

Vamos reproduzir aqui a demonstração de um teorema que ae en---

contra no trabalho ''Stability of steady motions''s de M.O.lesar, a ser publi-
cado na revista ''Research in Celestial Mechanics'' - Annual Technical Report
nQ 4. Ali o teorema é demonstrado tendo-se em vista um sistema material su-
jeito a vínculos hol8nomos. Observa-se9 entretanto, que no caso particular de
vínculos nao holonomos por nos localizado a demonstração e válida, sem que
qualquer alteração seja necessária.

TEOREMA Se a função R(q9 c.) tem um mínimo forte para q = q., então
o ponto Qo(qo' y=O, cn) é L-estável com respeito ao sistema (22)

Demonstração.
Seja a função (energia total)

R (q, c)

i,j=Z

E (q, y, c) = O , o que reflete a conservação da ener-para a qual se tem
gia do sistema.

Seja V(c.) a variedade de ]R2r+s definida pox' !3 = c.. Como

R(q, cO) tem um mínimo forte no ponto q = qn' segue que existe um aberto U,
U C.V(c.) , ta]. que

R(q, co) > R(qo? co) , q C U 9 q / qo

Sendo assim, i-ndiquemos por B,(Q.) a bola fechada de :IRAI'+=
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(q, y, c) e. ]R 2r+st ( iq-q.la .- xz + lc-cola )z $ C l
l

Podemos afirmar que E (q, y, c) é positiva na fronteira do conjunto

V(co) r\ BE. (Qo)

Entao9 pela continuidade dessa função, conclui-se que ela
será positiva no compacto K dado por

t (q, X, c) É Fr(Be (Q.))
c - c

0 ç , ' ': e« c .l
Seja m > O o mínimo de E (q, y, c) em K. Em c;rrespond8n

cia a m podemos determinar õ(m) >0 , õ< t , tal que

(q, y, c) € BÕ(Qo) =::$'' l E (q, y, c) 1 < m

onde BF.(Qn) é a bola fechada de :lR2r+s
l

( lq-qol2 j Xa + lc-cola )z < Õ lBÕ(Qo) : l.(q,. X, c) € R2r+s ): $ ' 1
Consi(iez'e-se a soJ-ução ( q(t) , y(t) ) do sistema (22),

correspondente a G = ci' , com valores iniciais (q'h, y'B) tais que

(q*9 y*:, c*) é' BÕ(Qo)

Como E (q, y, c) = O e a trajetÓría deve se manter em V(c*), conclui-se
que a solução não pode encontrar a fronteira de BC (Q.) .

Com isto, fica provado que o ponto Q. é L-estável com respei
to ao sistema (22)

NOVA. A transformação l]+J : ..4Px ]Rrx ]Rs.-.--..+ q.2à definida através de (21)
permite concluir que o ponto P.(q., y=O, v.) é Lambem L-estável com respei-
to a0 sistema (20). Isto implica na estabilidade (na acelÉ)ção reduzida do têr
mo) do movimento estacionário de (19) correspondente.
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E X E M P L O

a) Consideremos uma esfera não homogenea, que pode rol-ar sem
escorregar sôbre um plano horizontal fixo. Vamos supor que a esfera tem seu
baricentro G coincidindo com o seu centro geométrico e que ela apresenta E
ma simetria materia] em re].açao a um eixo G (> . Adotaremos um sistema de

eixos (GÇ ''lZ Ç.) rigidamente ligados à esfera, de tal modo que os momentos

de inércia relativos a G q e G'? são iguais a A e o momento de inércia
relativos GC; é C. Indicaremospor M amassadaesferaepor a o seu
raio. Consideremos também um sistema de eixos fixo (O'» J 'F') , onde O pe=
vence ao plano fixo e ':É se dirige verticalmente para cima. Vamos adorar
ainda um terceiro sistema de eixos (G x y z) , no qual Gx , Gy , Gz perma-

. ' --+ --t> -T+.
necem paralelos respectivamente a 'í , j' , kl'

Sejam x , y , a as coordenadas do ponto G relativamente a

(o''?'>? ) e sejam o , Q ,\y os ângulos de Euler do sistema (Gq '? Ç ).

O eixo nodal GN é a intersecção dos planos ('Ç.'? ) e (x y )

b) Equações vincularem

A condição de nao escorregamento se escreve ?m =''a' 9 T sendo
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o ponto.de contacto da esfera com o plano fixo. DaÍ veia

';: : 'ã; A (a - u) (i)

indica o vedor de rotação da esfera.
Vamos escrever a equação (1) em componentes segundo (Oxy z).

Obtemos

x ]. + y J
0

----$Rp--!-P»

(,0y j + cOz k
G - T = a k

Assims {:lT .h (G - T) , C0:: '5'' , donde

i: = aLJ
' y

j : - aG..>
' ' x

Mas, poroutro].ado9 {=3 Qk . q/ CZ + ÕN
onde se tem

''''P --+ .-.»
(: .: sen O sen Q i sen Q cos Q j + cos
N

e assim

Q cos (P

y : '\r sen O cos q) +

+

sen G sen q)X

Com isto, as equaçoes vincularem ficam

i + aXP sen O cos Q - a O sen Q

j' + aly sen O sen Q + a O cos Q

Observa-se então que a esgalha do sistema (O xyz) para repre-
sentar a equação (1) não revela qualquer coordenada secundária, segundo a
definição adorada no cap. ll , Item Id.

0

Vamos então Passar ao sistema (G$ ? ?1z ). Sejam

,'r: ,..-...-vt' , ,..-''-'P? .. ,.- .{
3'.': o ''' 'r

vG

e G - T

donde
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sen
3

sen Ol
0

9
0

0

Q

sen

cos
V
Y

a.

sen QacJ
2

0

0+
0

'J z''' '

''"v
Mas sen O sen W'

.en o c'' \t/
e

''; o ' \t''

cos

sen
V
V (2)

Assims tem-se as novas equações vincularem

''"Y '.'
'';v '.'

'Y..'''''Y
e

'Y;."''''Y

»

(3)

Nota-se que Q e
0

Q não compaz'ecem nestas equaçê;e6 vincu
lares.

c) Enerp:ia cinética

A energia cinética da esfera se exprime na forma

T ; M ( Ü2 .- +z .. Ü5 .. ê. 2 2A ( c.J ) ++ 2 + c «)e

Se substituirmos aqu:i as expl'essoe6 de ('b). ,
(2), obteremos

dadas
em

(4) ]' M ( Ü2 + 2 + ár2 + IA( $2sen20 + Q2) + IC(q) cos O +-\r)2

d) Energia potencial

Como a fôrça peso e a unica fôrça aviva considerada e como a
coordenada de G segundo O? é a (constante) tem-se, para a energia po-
tencial

constante. (5)

e) Coordenadas principais e secundárias

Conforme a definição adorada, pelo fato de q) e q) não comEU

referem em (.3) e de Q não comparecer em (4) e (5), tem-se que
coordenada secundária ou cíclica e que as demais coordenadas sâo principais

n
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f) Integral primeira

À coordenada cíclica 9 corresponde a integral primeira

ô T K
c)

A cp sen29 + C cos 9 (9 cos 9que se escreve + ) = k

K - C vy cos 9donde se tira <f> = (6)S
2 2 S = A sen 9 + C cos 9sendo S a expressão

g) Função potencial de Routh

Se substituirmos (p dado em (6) na expressão (4) , vem : 

(K - C vp cos Q)2
*

/

| M (ú2 + v2 + í,2) + ô22q sen 9IaT = +
i

* i2+ Y J- C vy cos 0 • cos 9S

Desenvolvendo, obtemos

i M (u2 + v2 + w2 ) + A 92 K2r]1 C A 2 — ~ A sen 9T = ++ S2 S

A expressão entre colchetes é uma forma quadratica definida 

Conclui-se então que a função potencial de
o %©, Mpositiva 

Routh é dada por

o O oU, V, w,em

K2 (7)R + 7TS
2 2 A sen 9 + C cos 9onde S

h) Movimentos estacionários

Como vimos, os movimentos estacionários são obtidos através
das equações

/
dn = XT ^iAik k = 1, o • •

3qk
i=l

ia) 0 = ^ 

0 =

Para u :

2â) Para v :
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I- 23 -

*33&) 0Para w
>V 2 a sen 9 sen ^0 = a sen 9 cos vp -

0 = 0

4a) f :Para

isto é :

K2 - A) sen 9 cos 9-0- % 2 (C 
S

5a) Para 9 :

casos seguintes :Esta última equação se satisfaz nos

I) K 0

II) C A
TCIII) 9 2

0 está excluído, devido à de- 

0 < 9 < TC.
sen 9 =Note-se que o caso 

finiçao dos ângulos de Euler, segundo a qual se tem

Tem-se, de (6) :CASO I) : K 0 .

(pois = 0)Ç cos 9i = * 0s
constante•. Alem disso, R = TC =Neste caso, tem-se o repouso

central de inércia da 

movimento de pivòtamento
Ao É o caso em que o elipsoide 

esfera é uma esfera. A esfera executa um
CASO II) : C

com

K2K = const.+ TCR =9 Tem-seconst. AA

5 o 0 movimento da esfera é ainda um pivotamento ,

t = const.A

com
CASO III) : 0

Tem-se9velocidade angular

K2 + 71R =
2 „A sen 9 + C cos 9

movimentos estacionários.i) Estabilidade dos

III, item 2 nãoestabilidade demonstrado no cap.0 teorema de
const, esta função não adnúII , pois sendo R =

correspondente (veja-se cap.II, item 2). 
estabilidade do movimento estacionário

e aplicavel aos casos I e 
te mínimo forte no ponto de equilíbrio

Assim, só estudaremos a 

determinado no CASO III : 9

1
Tem-se :5 , K ^ 0, C / A .

= 2

M



- 2k -

K2 2 (C - A) «en Q cos — 

cos2©)2
dR =
d© 2(A sen 0 + ©

â» = oTC tem-se©Para d©2
< 0 se C > ATC tem-se©Para d©2
> 0 se C > ATI tem-se0Para 2 + d©

mínimoum^ a função R assume
9Assim, resulta que para 2

C > A .forte desde que correspondente eestacionárioo movimentoIsto implica que

L - estável se C > A .
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