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Êste trabalhe teve in:Íci© com a aplicação do Teoreme, de 

Ponto F'L'W de Bana.eh ao estudo da existência. e unicidade da soluçoo de 
~- e 

um problema env0lvenfo a equaçao da onda. (capitulo V)o Encontram-se 

na literatura problemas análGges a êste, tratados pelo método da.'9 

aproximações sucessivas., Damos., · como exemplo.)' E> método de Riemann (vo 

S~L0Sobolev - Partial Differential Equations of ~Iathematical Fhysics ~ 

lectur-e 5)º Êste m~todo., al~m de restringir-se a equações .lineares 9 

de ompÕe o problema em dGis, de mede a aplicar 0 método de aprexi.ma. º" 

çÕes ucessivas qual.1.do as condições de cont@rno seje.m. nulasº Também 

Garabeélian (Partial Differential Equa.tions, capo 4) aplica. o método ~ 

pois dv t.l"ansfor111açe.o que permite tomar condiç@ea de centôr.no nulaso 

Parcsoia dispensável.11 entretanto9 partir de condições n_l! 

las n~ contôrno e a id~ia era a de aplicar~ Teorema do Pontf) Fixo di­

retamente ao problema pr0postoo Isto está .feito em Eo Kamke - 11Fqu.a. -

ções Diferenciais de Fun~es Reais" (chelsea Publishing Cemparzy- - Ne'il 

York 1947 {em alemãin) J, ende e problema resolvido~ bastante semeThB!! 
.. ~ - " ., . ... 

te a este e a soluçao e determinada pelo metode das aproxun.açoes su-

ceaoivas, como soma de uma série convergentev Embora a nossa forma de 
" apresentar o pr0blema seja mais moderna.~ ~s caJ.culos de Kamlue foram 

mu:lte Úteis para a nesse, demonstraçâeº A vantagem maior da aplicaçãe 

do Teorema de R;,nto Fixo é a simpllficaçã.e das demonstrações~ alétn de 

deixar mais evidentes as p ssiveis generalizaçG>eso 

Os capitulôs ante!"iores apresentam utros método que 

têm sid(!) aplica.dos oo estudo da equaçãG da. onda, sempre sob 0 Il@ntc da 

vista cláosiceº 

Cemeçando pelo métode de DYJl.lembert (capo I)., preesegue 

c0m Ci> m~tedo de Ha.drunard (capo Il)o A exposição dêstee dois ca.pitulos 

é baseada e curso dado pele Pre.f º CaSoH n:ig., Introduçã.e a.o Estude das 

:Equações Diferenciais Parciaisy .n@ !ME em 1969º 



���������	��	

�
����
����
����
����������������������������

�����������
������������ ���!"��#����$%����
&��
�
�����'����������������

������ ����
��(
�)��� *���+,

���� �

����������� $-��#�����"�� '�����.����� ��������������� ����'


����� ����
�� �������� *�����+,/���� ������� 0���1
�����������23��3��� 4���� 5/


6������7��"�
���������������������8�-	������
9:��";	4��'��������<.�����=+>

���?����""� @�#�������

2�������+�
*������)����A�����������
�*��B�C���:����� �7
�

.D��C�����5*�E.#�F6#�
�8������G�H
���������I3�����������

�����"#J
K��	#�4L9����(�C"��

G
��
��� G�06+��8�#������M�
��

ü capituh 111 traz a çlae.•;,ii fica~ã.e da~ .,,quaçflo~ d:if.:;,.­

~:.~ne.. a.Ls pr,,rc:ia.1.:s de :2,tl oroem no IR n .. J.1>c&li:liando a ~quaçoo üa .t•m.a 

ent:r-~ as eoqua.çÕes hpe:rbêltca~~ 

O capitulo IV deroonstt"a a. uni(;idade e cont.inuidade dei, f'.:.. 

luqão d'!) um.a equação hiperbéJí,ea, mumd e .ffi:eJ:,p~da enw~L Esta ~ 

pssiçoo ; feita. CGIOO se enc1>ntr&. em Vladi.miNV ~ rtFq_uações da Fisica Ma 

temática 11 ( em rus($~ L 

Êst e t rabalhe f !)i sug~'tidtb ~ a.ctlmpa.n..h.ad.0 ~ revisto pelo 

F'r<Df.,,ssor Cha:i.m 5.amuel Hilnigc A ;._1~.,, IMfü agraded .. m~t0c 

Soo Pau1o .!/ rna.rço© de 1 971 
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I . E@AÇÃO DA CORDA VIDRANTE 

I.l. Método de D'Alembert (1746) 

I º 1.1 Cordo. infinita:: 
n, Í h nita. 9 h· mogenea, i'líi:i~:i: vs.l'. o 01 ~p-'.;:lnri ~ 

sujei ta a vibrações transversais ~ despra2ado~ c:í.'ü · ·i;o~ v t:r; r:; (;Offi· ~.:-ec\/;t 
têmia do ar, eto. º º º' a oorda vibrará semp):-e oo .esmo ph ~ºº T ... n.,r;&J> 
oàmo eixo dos x a posigão de equi líbrio~ asswnindo q12.c cadll. ~mn:~o ' •.C 

oorda sa mov sômente m direção do eixo dos -s·, chai.71anG 0 uL .. ~ -~:• 
a ordenada,. no inatante t, do ponto dB oord...~ çp.10 ·':om 1..bo:l.a,:, . 7. (i_ :.'1,;l 

do em equilíbr~o, enquan·to o afa.a t amento d.íJ.. po~içãP <.to tz-q_'l'.i:i . . P··:.~~-º -..~,2. 

pequeno, a f~ão u deve satiofazer à seguinte g_ua.çrio à.ifo:{'-;;:.nc:.:., 1 ~, :-r 

oial 

ohamada aguação da onda ou da oo:rda vibrant .. 

A constante f é funçã.o da ·tensão e densidade 
mos logo que ~ pode ser interpretada oomo velooidade cl 

fenômems ondulatórios. 

:e, 

pro pê~(ylÇl:lO 

O método de D'Alamb rt para resolver Gst a equação ~oi?.Si~t0 

tomaT as .novas variáveis 

li 

em relação à.a quais, a equação (lol) ae escreve oomo 

' 
~as àoluções são as funçÕas da foma: 

o 

OU sej , as soluções da equagão da onda sêio as funçÕe 

r1e 
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2. 

qu f, e sej qwd.squor tun9Ões duas vizee oontlml&mentG difere,!! 
o1&ve1s. Num oonc ito mais geral de solugão (ooluções gener lizadas s 
teoria das distribuições), poder{ os oonsiderar oasos m que f e g 
não f'Sssem de o2( IR ) • Neste texto, no en anto, ooDSideraremos samp:ç>e 
solugÕes no sentido oláss100. 

A vista da quantidade de f'ungÕes definidas em ( I .. 4) , surge a 
perBUDtaa como determirm- uma 1inioa solução? 
ção tisica. do problema, que ma sugere que 

Beoorremoa à interpreta -
posição da oorda. esteja 

determina.da., em qualquer instants 11 oom o conhecimento da 
inicial ( t.-=>O) e da velocidade inicial de cada. ponto da oorda.o 

posição 

De fato, dadas as funções u
0 

f o2( iR) e ~ e; c1( fR) P 

ouremos determ1mr e. aolução u E c2( lR x IR ) da equ..a.gíio da onda 
quec 

u(x,o) ... u
0 

(x) e (I.5) 

- - . Sstas aao ditas oondigoes inioiaig .. 

Sendo u(x, t) i:a f{x ~ 1' t) .,_ g(x - 1 t) ~ obtemos& 

u(x,o) a t(x) 1- g{x) 

isto é, impomo as oolldiçÕes im.oiaisi 

f(x) + g{x) ,.. u {x) o 

1 --1 
1,.{x) 

donde obtemos, 

f{x) ... + u
0

(x) ❖ l r ~(s)ds + li.: 21 
o 

g(x) ª + u
0
(x) - l r ~(a)da - k 21 

o 

8s, finalmente a 
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, (Io6) 

quo, CJClmo qusriamos, 6 solugi.o e est" umvooam nto det~inada a 
partir de u

0 
°i• Deduzimos, ainda de (I.6), qu u(x,t) varia 

oontlnuamen oom as oondigões ird.oiQis, no seguinte aent1ào dados 
t , o, T > O s B > o, poeà!vel determinar ó > O e A > o '1,~.­

que: s ü
0 

E c2(~) e ü1 E c1(iR) satisfaz a lu
0

(x) = Ü
0
(x) < 

lu1 (x) ... ~ (x) 1 < _E:,, para todo x com lxl ~ A e ae Ü(x,t) é a s1 · _' 
ç.. da equação da onda relativamente a estas oond:içÕea inioia... ? crr ~ • 

lu(xi,t) - Ü(x~t)J < e , para ltl ~ T e lxl .S, 13 - com 0:fe·H-01) or:rec 
E. tomar A _. B + 'ó t s O < S < 1 + T 

0 

Vejamos agora uma ~P.mD9io física pera as soluçõea as~t -equa9ao1 

1° - se comideromos uma f'wlgão v(x 11 t) .,. f(x ❖ 'il t) , vemo . 
. que: 

y 

um f'en6meno que se I,1t'Opaga oo velocidade 'Ó º Anàlogamente, g{x =~ t) 
representa um fel1Ômeno que se propa.g& com velooidad<! -~ ª Da man"1t:1 a 
oomo obtivemos a eolugão u(x, t), vemos que ela 6 uma. ·supsrposiç~ ô.e_! 
tas duas ondas, que se propagam oom velooidades + 'd e -1 9 ree = 
peotivwnente; 

2g - pela fómuJ.a (Io6) e como era dG se esperar pelo gy,e <l?j., 
moe acima, o afastamento do ponto x, no instante t, aó dependo ri',er,, -. co çoes inioiaa DO intervalo fechado de extremidadas x - 'ó t e 
X+ i o 
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p1•âsa :aum ponto, que toma:remoR oorao x.uO, ' P:':'<J ·,3 ff"1u. f',c-,:,,;,. " 0~ 

tão 9 o <le determinar ·wne. funçav u ·t81 quei 

-:, 

aatis:fazendo as oondigÕes inioi ira~ 

mais a oondigão d.e oontôrno º 

u(O,t) "" O 
' (:r..,7) 

(por ooerênoia, supomos u
0

(0) 0 O 9 "1,(0) ~ O) º 

Lembrando qu a solução ser deattl equação 0 dao.<i pox 
u(x, t) ... f(x + ~ i) + g(x - , t) e impondo e. oomlição de e :a;;ôi:>r. :- tL.&, 
mos q~a 

f{s) = - g{-a) 

donde u(x, t) g f{x + 1 t) - f(-x + 1 t) ("' -u(-x, t) oa 12. er:rii1reso0 
definida para x < O) , e, jogando com as oondiçÕ0g in· ciaia o'b·~,,!JOS~e·:;) 

x - 1 t ~ O, oomo anterio:rmenta, a fórmula (Io6) g 

u{x,t) 
íl 



��� ���������	


��
��� ����	� ������������ ��
������������ 
������� �������

�	���

��������� ��!�����"�"���� �#�"��#$� ����"%�&��'()*����
)�+�
,
���"���
�� �����
,�%����-������.���/))��'�-*����0)12
3���,,��	(�4�

��5�����.�6��
������#�����7�)�����(�
8�����-��$��	�������)��
� �����)��

����

"


��1�	��� ��9�:,#����

	;

 � �<� �,�)�=,�>��������� +��,���
?���@��

����A��������#�)B�����������$�������B�
�)�;���#�)������)�%��
/�)�C�������B�
�&������ ������,��!	���#�,���D
=*�������)���

)�.�6�.��������;
�
����'E

��
����7��$����)�,����� �F�� � �,

9�:
.�� )�9��:�� 
� �	��<��
.�� ��G�:�� 
� .�H:��� C

��"� �������I *J��������)K$).�

9�.
���)�
�C
���)�.
 ��L�E �����6�

1./�3M@����.:;��%A�)%�.��3�9%�C��)� G��.��),G�C��)%

�>�%I%����3/	����-N� OP�8 -���D
��9�%
�����%�)�Q<�,3���

9�/6���)�'�:���!	�� B	�	
� ������6� ����
���
��� �


2%1��H�R.��9�C
���)�.�S��'�C����	@�� �C�	1�N���
�T����E

e se x - dt < O a 

u(x,t) 1 .. -2 
l -ri.,., 

rt-:c 

n1 1. o) á.G ... 

e esta ooincide oom a anterior se prolca1gax-mo e es f"i 1nçÕ(:)~ 11. , ,· o ao semi eixo x , O de modo a obtermos fun9Õa~ ~po.;;.•c s" .i. 1:·i.c e!' ·-: . .J 

x - 1t < O , tu.do sa paeea como se houvesse a r B:flox~- cn :;_•e):!,_,_;~•=·, ~' ., 
eixo X• 0 o 

u. 

Iolo3 Também ó caso da corda fixa nas duas 9-t__r9mid~des se :r.oC:u,.. f~ 0 ,-.. 
te. Se as extremidades da oorda ee situam rJOs pontos :1t: "" O 0 

x • L esta situagio seria descrita pala equação da onclai 

com as mesmas ooJ'ldigÕes inioiaiss 

e mais as coDd19ões de contôrms 

u(o,t) ... u(L,t} .,, o,., t E IR (Io9 ) 

Por GOer3no1a, exigimos u
0
(0) .. u

0
(L) ~(O)•',_( ) · O º 

Ro caso da corda semi-infinita, jã vimos que u(O,t) g O noa lov~ a s 

u(x,t) ... f(x + ft.) - r(-x + 1 t) p e ~c=x ) J 

agora temos u(L,t) ... O~ f(L .._. 'Ô t) n f {=L ❖ 1 t}:, V t E fR 
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e isto s6, possível se f tar periódica de período 21., 

Temos g então, para u e j conseqüentemente pa1•a ·12
0 e 1½. , 

que estas podem ser estendidas ao intervalo [-1 110] õ.@ modo ~. oe!'Gu 
~Õas ímpares e do intervalo (-1,L) para a reta de modo a sei-em r...e­
ri6dicas, de período 2L. 

Reoa!mos então m oaso de x € (R e io•to pode ser. interp1•0ter­
do como se os f'en6menos ondulatórios aofreas em :z,efl e:iúio tnn-~o ioo ouo 
x = O oomo no eixo x ,.. L º 

I .1 .4 Casos em dimensão maior ( x <: rR n , n > 1) , poà.em :,:,o du~t!'--~ -"" oo 
que acabemos do astudarc 

i.. Iato acontece II por ~'templo 1> oo ouco ela J>J'..9.P~ga~~ .s~~ .. :m~ 
plams no eap°=~ º De fa. ·~o, nas0e o aso, 

depende de t e da distância do ponto {x, Y:~ z) 
sx + by + az Oo Toma.da, antão, a :nova variável 

,V 

equaçao no espaços 

-transforma-sé ma equaçao 

m O " 

v.( ~r ~ y 

f)Á) plano 

X i:,; ax + 

z~ .·.\ "" 
I so 

fi~~,1 : 

b-r •,• Ç'': ; .. 

iio Ou.tro caso d3stas é o das oildaa. ea'férioas m ®SPf!.Ç,0._» ("li} , 
que· ú(x, y 9 z, t) só depende de t e ds distíinaic-, do 

ponto (xs, YP z) a. um ponto fixo, que se toma oomo origemº 

'l'omando 9 então, ooo denadas esféricas, a equação inicial 

a2 
u - 4 2 ô u • O se transforma ema a "2 ,, 

a 2 .... 2 
- .. - d ( a t2 u 

onde u a u(r, t) e, para v(r, t) 

o 

No capítulo Ilp veremos outro caso quep embora de 'lVil rP-C'í.o M.Y' } 
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elabor do 11 ta.m ~m B"" reduz e. ês,;eg o da 0m.w.ção cJ.,3, "':CO.ú. cm IR ,i; fR 3 
Q 

por eu.a vez~ resolve tsmbém o problema em fR x "( ,:.;; ., 

Obs!l!99Õesc .We. equação da onda 

em que u a u(x, t) ~ x E fR 11, 

Pode-se_ sempre eonside~ 'B~ 1 ::a 1, jt qv. uma m :õ.n,r- •)C~ r··' .!f."2J. 
n-1 ~ ~ Ãemporah o "" 't , nos levo. ei. 0t1uag _e 

a2 u 
•;; ,tr 2 rc ~ U n O 

Resolvemos a equngão d.a onda oom uma. v a.ri&v.zil 01:naot .,1 
(x E IR ) e oom 2Q manbros 

f'(x" t) 

Proouremos determinar u € c2{ fR x IR ) que s~ja, ao1t'"çir.: âp. 

equo.gão ao:ima, s&tis:fazendo as eegui:ntee nond.içÕoai: u(x1,; O) "" °"\, (;,:) 
f ~ {x, O) • ~(x) º b decorrer do capítulos, most?a.:t>emos q;ti.,:-i~ ;;on 

t -e c2( IR x IR ) - bastava 41!ª fôsse oontirmamente deri váv 1 uma -:•·o~ 
fi[!I rela9ão a x e duas vêas em relação a 1,; - u.

0 
E c2 iR) ç} 

,;_ e c1( fR > o problem& p:roposto a 1 ·e ums, s um eô ~ solução <' 
9 oo por d~sdobrar o probl0m am do l!l; 

l 
2 a2 ~ a w f(x t) 
t2 - 7-2 

s 

d a f'~ ·"1~ 
. , .. t' ... ,, 

w(x, o) o 9 ~ ~ (xv O) .., o 

' .. 1 
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O probl a (Ioll) tem solução úmca, sob as oomliçÕos :lmpcDt0..í.; 
es r.i.o parágrafo anterior, vimos que 

x+t 
-(>:, t) • ~ [ u

0
(x - t) + u0 (x + tl] + -~ J u1(y)dy º 

x-

Sa enoo:ntraz,moe tambér;_i w E: c2( fR x fR ) e:o".uçio elo ~ t""o 1~,...,_:, 
(I .. 12), entoo a solução u do probleme propoRrto OGI'Ó -u ~ ·!- i.õ ., 

Ea tudsrnos ( 1 º 12) 11 sendo t-' E íR 9 

(x, t) do seguinte problemaº 

2 a vt; 

ô 2 

A menos de uma tr&nSlagâo m va~iâvol t ( t 1 ~~ i; ~ 'e.~ ) r 
é o problema resolvido no parágrafo an;i:;eriori> oorn u

0
(:R) ::;t O e 

~ {x} ... :f(x9 'C ) (que é oontlnuwnente clerivâvol Gm rel~çe.o !), s.:: -
Tomemos v(x, i;S> ~ ) ,a vt; (x, t) l> X E- fR ~ t, E m "7:; E (F . 

que " lmla vem eontinuamanto derivável em relação a 'G o él.uQ.s "'Tê2.is.3 ,:- :Li.\\ 
W8mGnt diferenoié.vsl em relagão a z e t = oom ei'e:i. to P po:i. t~ :;.:,F.' 
1',l, Podemos oaore-O"er 

x+t-~ 
v(x, t, ~ ) o Vz (x, t) • ~ f f'(y, t" )ô,y o 

%-t❖e 

Definimo w(x, ) • J I v{x, t, '?; )d i- e moa;;r"'1oe qua ª"tie:\'<1m " 
o 

(Iol2) º E olaro, poisa w E r:2( íR x fR ) , por ooirwtruçífo 9 w(:t:~ O) " ·,} • 
(basta substituir) e, como 

ôwc Ti x, t) ra v(x, t, t) 

t o 
') 
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	���$��.��

R�-���	2�	�:�����(�0!	�!���.��(����1��:�	�	��1	1	0�1�+.�.
1	�	(2�����(����R��1��-����!���+<�	1�-�(�!	���0

%%�%%
S� =4� 1��7��!(�� -�� ��-	(�� N�G4�0� +#T.�.��=� 1�

7-������	�����1�+(�(-�� �	�;�	-��)��!�.�@(��0�:���2�	�.�(��1��.�	���-(C��.
�	-	�(	F� �� � 	�1�� !������ G(��� 0��C� 0�G��� 	�1���	� 	:(��(U� 1	�"?�1	�

VN�??� W0!	�	:��(��+�(��-�	�.X���A	-<!�.���T
Y

�

&D��-�.��.2�!�1��1��Z!PDLZ4B-!�����	�#��4��C.�(
.�-�!	�	=��"��	��=�+#���.	
1��[����

*�L�,/���/� �

�))
��:�35)�A�D�	����	����(���	�.	�+���!�<�\�"??��#��	�0����+�.�(��N�
�
$�I)����(A��B� ����(�;� �	�]����L
	I!L�		B� �

IIº !a1JJ,.,.ÇÃO DA ~JYO PLANO E NO ESPAÇ Ç 

.... 6 

u{p, O) ia u.
0

(p) J ~ ~ (p 9 O) .. u 1(p) 

- N m ') onéi.o u
0 

G 1"J. GOO ftmçoes dadas em lt'\ ~ Ds marwira m:';\,.Í.B ar ·ifioio= 
aa, t bsm êsw oaso será roduz do à aquaçã.o do Qapítulo anteriorº Pa~ 
:r tsnto, introduzimos a seguint , ·ê;açã.o: sendo f.(x? .y, !J~ ~) t2 ft1rr 
ção defini.ela om IR 3 x ff< e fixado um ponto p

0 
é fR 3 

9 d0fi i.1110:~ff 

. ., -
ti f a [ {r)f') (po~ t ...,.,1 

4.rc (II ., 2) 

am que ,> = { ooa o< 
1

, oos e< 
2

, oos o( 
3
) ~ o varaol." da normal axt ·:i•ior.i (,\ 

ea~era em m l de centro p
0 

e raio r e dw o elemento do êngu.lo 
aentl-alo 

Supollh&moa que exista. uma solução u. da equaçã.o de,da, defini= 
da em fR 3 x iR º Senão p 

0 
e JR 3 fixados, int egrmios 

e raio ro Das f'Õ:rmulae de 

Ore n e oom a d finig~ oima, vconoluímoa que a fungão de a variável 
espacial (r} G de t!l v ~ M u será sol~ção de uma eq1.1&9ão da o · g 

ª2 V ª2 V a t2 - a ,? ª O o Est equação foi resolv-lda no eapitulo anter,! 

or polo métoão d.e Dº Alemberto Para. êste oáloulo 11 U8Sremos a. 2s f'Ól"mtll& 
de Qreefl: 

l◊h dx ·1 g~ d S 11 

n a.o. · 
em que Q C fR l1 á uma região, auja fronteira. an é uma supe:;.,f:Ície r~ 
gular , h E o2( Q.. ) 0 a1( fi ) e -Y é a mrmal externa a Ô .Q º 
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#
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�/��/�����7A3�/� �/�E�3/H����3 ���/�

#��'!G"9I� #�#
�
###�' �����J1�;��;�GK�
�3�

/�L#�//���-�����4�M/�/���� ��/N;?�0������J/��O�
3

llo 

2 3 m a2u Com efeito i> se u ~ C ( ~ x Qf\ ) é solução de · J 2 - ~ u O e se 
p ~ Br(p

0
) , teremos: 

l 82
u ( t) dp - L óudpaO (1Io4) ;J t2 P, e 

r Br 

Por (II0))1 

~ ô u dp 1 ~ (q, t) dS , 
..i 

'C r 

m que Sr é a superfíoie esfério~ de oen~ro p
0 

e aio ~ º Têr.1-se~ 
porém: 

b .. ) A a u o( .,. <1 u ,-J ..._ a u a ~ .,, ,. ogl"ll\.\ u ,a ~ 0013 l . -;;-; aos V\ 2 -,.- Tz os C( 3 ~ 

2 d S "" r d w , logo: 

$ u (p
0 

+ r y si t) dw = 

l 

Por outro .le.do, t oa: 

RGWlindo Gstes remultados, teremosa r J f; (p0 +~V , t) d 8 dç 
o s~. t 

expressão qu.a derivada em relação a r nos dá 

• 
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120 

dond.e 11 oomo he:viamos Gmmoiad.o 11 oonol uím o que , ao u ó soluçâo~ eil = 

t~..08 

.... 
Ora, pelo capitulo sntei~or, temoa que r M u deve aer 9 então~ 

mia fungão da. seg'U!l.nte forma: 

--· 
r M u f(r + t) + g(r - t) º 

Tentemos, agora, 1•alacionE1,I> f e g G'Olll u.0 @ ~ 9 dados 

oomo oondiçÕea im iaiaº 
... 

As oondiçÕea a que r :ro u deve sa tiaf'azer aio aa aegudxr6es1l ª .. 
pa.i'tir da dafini.900 de M u para 1" ) O P ti~amos que; 

~ u ,., u(p
09 t) lim e 

r-- o + 

(II.,7) 

-lim rMU=O 
X--=->O+ 

... 
ainda da definição de M u e levando em oon·ta aa oondiçÕos imcia.ia a 

qu.0 u deva satisfazer, tiramos: 

[ a (r M u) ] ~ M (r) l1i ;j li e 
o 

a ,V 

Q • ã~- &, M{r)u J (~r (r M u) ] 1) 

~ o :r . o 
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� 
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�
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�	�6��+�F����	�����������0�����������8�B$���
�������������������$�F������

�� ��1$4
�.�� L� >���!F� %��� �����T
�G� ���� $������ �!�U������!$� �S

�VS�%	���@$F2�W��(�1
������6�����$A&� ����$��!�#�
�����K���!$����$X�

13., 

eegtünte inte&rals 

o ( I oll) 

Es·i;omos ai..;, zia. em aoruliçÕes d oonhcgnr m1'}1hoz- 00Eo d9'vC1i'1 ss:\ 

as funçÕ~ :r :;:i ,. Senão vojamo8~ de (II..8) ·i.;:tr&.mos que 

rc ·> :-;, -g(-t) , Vi E- _ m. , 1sto 011 

~ 
X' ili 'i.1 f(x> ~- t) - f( .,.l~ ❖ t) 

lim M u ,:, 2 fº (-t) e dd (II.,7) tGinoo qv,e 
r S'0 o 

., 

PcAro. dotorrrd.mr fU ( t) ~ 001n09M1oe por dorlvar (lL,12) Gm ,•~1.p 

gâo a t e an relaçoo a ~ e obtanosu 

' 

donde, fazendo -~ a O e levando em conta. (II., 9) , (IIº 10) e (IIº 13) ti~­

moa:i 

(Ilol4) 

Até agora vimos que~ ae u é solução d.o problema p-Sato r>..eE1t0 

capítulo (Ilol) l) entoo vale a fórmula aoimao Por oi1tro lados, adas as 

f'Un9Õea u.
0 

e ~ · aontimtaa aro fR 3 (ou sõmente integráve:ts) já se PS, 

de obter uma função u pela fórmula (II.,14) º Ser" ei:rta função uma so 
lução? Nestas oondigÕes tão gerais a í'Lm9ão u obtida em (II.,14) :rnd~ 

1lelD mesmo ser dii'arenoiável.. Se, entretanto 51 tivermos u E o3 fR 3) o 

~ G o2( fl 3) a função obtida será 00rtamente d.e c2 ( íR j :&: fR ) o Vej_@; 

mos que~ lJ.Glstas oondiçÕes a tu.nção u é realmente so:~cão do pboblema; 

da definição de M(t)h sai imediaTnte quo u(p
0

p O) n ~Ü\,) º Co.~ 

olu.i=ss tfil!lbém fà.oilmente, que ( ""'-1--;-- v.{p
0

p t) J ,'l 1.1.{p
0

) , ~ºi 
u ~o 
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�
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14 -, 

lim 
t _, º❖ 

a -at M( t) h ,.,, O º 

moa o seguinte g l 9 se v( p, ·1;) E .,_ a~ - D da onda, ente.o () i tax:1bom o e~ 

verifioa levm1 ~o 0m oonta que 

J ~~ (p
O 

+ t v )d S º (p0la 2s í'Ó:i:"iIIUl"-' do G:tY1"'r~ 

11 -y 1 .ial 

moret:ração, viato ques 

o 

J õ,g d S º 
s t 
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��	��
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����F7���C�GH20C��!�#$�#�$��)�����F��� I�6�#� �!6	&*4� ��

��A#�5��#���
�;�5J� 	
���!���!5�A�
��;�K ������B�

�L�7	���"���MH,����,���#���M��
552�G��M��#���53	���#

���5N5���#����5�4���O��#

I��	�$�	�������������$C"	��7�#�	A$�0���7���P�=���Q���
?���� �R��������

C�(���S#	?������,�
6#�T���������1�-!��,		
������ (#���=�����<!�

�
��.�� ����
��A<�M1����	�U�1�
�5���

�H�,#�
�� ,��
�V� ;���"���W�B��W���

!5���� !

D����!H�
�7�7	�����-	��0����.������0�����X���7���7"6T������1�.	� P�
	�7�
7�����	C$?�
��		�
?7�	�7�7�� "�Y�L1���Y�L����J��L����� <�7�������

�6��0"������"�6�� A$	�<
?���0�� �����B��$�� ��&7�.��'���7	��	$H�

:��#�F�#����5��!#��!2�Z�;!�� !�:[�!�A�;�!�[55#�5=�#

�$�,#�
��5��,#�
���;�\�#��
���C,���,	M��@�

*,�D��BP��������������@"����!�!�����7����:������ -���6
%U�
"
��7�C��	 ]��5

P���!]����WB,��M� �����,�0��� ��
�� "̂

Eso:revemoa explloi tamente a fórmv.la (I:Col4) a fim de e?~mJj.J'l..?r 
la melhors se, port anto, u. €> o3( IR 3) e u.. f c2{ fíl .J), o 1 1:ú..omn o ~ 
proposto admit e uma única. aolução _u 11 a sabez-ii 

1 
11 ~ 1 J .. 1 

f 7 1: 'l ···'} .. .... (. .~ 

Em vi.Bta disso, oonaluímos quéi 

.,,_ !. t:"-# l Q A soluça.o varia oont;i.m,amente c1Jm as oondiço0a :l.ztl0_::..ai21: f'JO 

são dadas as fv.ng0es u
0

, ·íi
0 

E- c3( fR 3) e Ili :,i ,~ t ci\ -~-3, 
de modo que, wma região - D e: tR.3 , .ie tenha.a 

e ~(Il,,J.6) 

( onde 11 g I i ª aup l g( P) 1 , 11 g \ 1 1 ª max { i I e; 1 L1 11 ~ 11 P 
p e D 

li i~I I, 11 ff I l } ) 9 

e ae u. e Ü são as eolugÕea d~, equaçiio da onda, relativas .à.a ao!l!.li.,. 
ções :Lm.ciaie u

0
, ~ e ü

0
, ~ ~ reapeoi ivamen·l.e, entãoll pa?a 

1 ti ~ T e p tal que B'r(p) e. D , tGJL-ae: 

A oontimlidade em relação as oondiçÕea ini.t')ia,ia deve, pois, ser onte:ndi 
da no aeguird;e aen idog doe e > o, T > O e a, ~ O e cmnsiderando 
funções ü

0 
e ~ que astiafa.çam (Ilol6) m, bol,1~ l<b 11{ 3) d~ oan·ao e € M or i gem e z-aio T + e., aom 6

0 
( 2 _,. 6 T e 51 ( 2 T i, en·t;i,og 

29 A fórmula (IIC,15) me moer'iir{à aiID.da a "noo-pe:l!'sintênoie." doG fenôrne= 
ma vibratórios no 0apaço º Isto êz 



���

�

�

�

�

�

��

�

�

�

��

�

�

��� �

	
��
�
�������������� �����������������������������������������

��� ���� ��!"���#$��%��&'#�� �����(�)�*� ��+��(������ ��,���-.,+�/���� �0

�,
�+�������1�	2��(�����3�4�����5 �� 6+���7��,�8(�������
9"�'��$�:�	���8�;����<�(���������=>�����1����,�8(��?�����@#���

�  5 5&'�����'���������������A������!������B��(�����(�� ����-�+�(�����+�
�
����+B?�A��


��C(5�������+ �(

/�������D��/������������(���-���7-�������;����(������(�

E��F����(������+�,������������(F5(+���G�H&"�8<&���<�$� ���

�@���(�	

�"�'��'��I�(�E":'��$

=JI�K�'��'��$���D�":'��$

"(��L$

��-�M�����D���7����,������� ��� N(F���D��(��

�����&"�<�$��


����O�����;�(/!����A��>���5P�1��(���8(7+����F(������(���/�Q�

16º 

.. , - - - - ' ... ., ... ., ... , ... , ... .. - -.,. -
' ... .. 

\ ... 
I ... ' I 

" 
\ 

I -- - ... \ \ 

,"2 ' \ \ 

" ' ' '< "l\ \ \ -..., \ 

' • -... ' \ . .... ... ____ ---. 1 
1 ' 1}, I 

1 

1 1 \ I 
\ I I 

' ~ 
, 

' 
\ ... ,, I I 

\ ' ..... ., , I --\ ,, 
' ' ' 

, 
I \ 

' 
p ,,, I 

' 
.... ., ... _ - ., 

' r ,, 
' ,, ... 

"' .... ., --- -- .-, 

ss os estfmulos 1m.oiais u
0

, ~ são mlos fora de um oomIIM'J)to K 0 

se t
1 

,!. à.( p, k) ~ t 2 ,k E: K , entã.Q, ·aertam~nte, estas Vi braçÕas só 
ohGsarão st& p enquanto t E ( ~, ~J º Fora dêste intervalo 
u( p, t) ,.. O º Isto porque u se · oaloula por meio da integrais sôbx-e a 
esfera de raio t º l!Jsta fa·oo não ae dá. no plano, oomo varemos no pró­
ximo parâg.rafo º 

IIo2 Método de abaixamento de ordem 1 dGVido a Hadamarda para 

:resolu ..... 
ção da equação da oma oom a variáve espaoial no plano .. 

Consideremos ·o problema de determinar u €: c2( ffi 2 x IR ) tal 
q'Uel 

. 2 
~ a. A u = O at 
u(x,7, O) Q ~(x, y) 

:, (z, 7, O) ~ (x, y) 

e vejamos que ale tem solug-o única quando ü.
0 

~ c3( ~ 2) s 
iii ~ o2c m2) º 

Se f 4 ma f\.mção definida rJO plgmo, introduzimos a notaçâos 

{II ol"l) 
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$�"�� �/���.��"��%�����������%/��3���� �������)	� .��%������/��"

��G�%�� ��� �8.�������-���������"�����/����H�%	��� E�@�%	��� ������6��

I ��� �J.9������.7�K� ���"����� &�/���L/��� ���� %����%	�.�� ;�M�%	�K�� N�/O
"��������

P� ������6�/���� H�-8/���� ����)	� �%�9������ �/� ���#?��Q�

�����4�)4�-J6�G,�"�9'I��-����%����9$�)�44�DR�0�R��� ��������A���-�I��$N���
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T�����L'"���3������;N��.���>%���'��G,�"�����NNG�%��.U	���N�-��V

G���W� ��"�� ���;����)���%��!A��/���%J�������� ������U�>��� ��;��/6� ���H

%3������ %�� ���"��%�� ��9"�
	� ��B�-�9��� �����������B��� �� �#��
	� "%)/

���7�� �.�O:�� �� ���8��"����������
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Vejamos que a solução procurada u é dada po~ 

De :rato, o problema dado pode ae~ considerado corno 
de ~ 3 001 que as oondiçÕas iniciais ·· ndepend.001 de z & 

u
0

(x y, z} = Ü
0

{x, y) 

1¾,(x, y, z) Q 6:t_(x, y) 

17 º 

(11,., 8) 

Pelo parágrafo IIol, o problema no esy.>aço fQ J 9 com oa iae. oo~ 
diçÕes inieiaia ta!l~ oomo oolução ú:t)ioa, 11 :rwição dada em (IIº 14) 

e eata, evidentemente, também independe de a 
siderá-la oomo a solução do planoº 

podemos ll :por t anto oo:r.r.• 

Para. demonstrar que ela. assume a forma (II ol8) baata r eduz· 1~ 

as integrais s8br0 a esfera que ape.recooi om M(t)'1i_ o M{t)u
0 

~ int 
g.r&ia aôbra a~ m plano e mos·Gramos que: M( Jl,)v1. - lv!( t)-1 ~ o me~~ 
para u

0 º 

Como •couseqil&noias dl.l fÓ:nnula (II .. 18) tiramos!) de modo w'lálo@'.) 
ao que se t3z DO ~afo anterior, a oontimidade da solução em 1•e 1 

ção às oondigões iniciais e a unicidade da solução. 

Ao contrário do que s observa lá, no plano oonsta·GSIJlos o i'onl 
meno da persistência · isto é, um estímulo ir.d.oial provocado a uma d:V=1 ..... 

t&noia. t
1 do ponto .Cx» 7) interfere no que aoon·~oe em (x, y} ~ ~·r; 

~ t ~ t 1 º Isto porque as integrais são estendida.a à~ c1e rnio 
t o 
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ç. ,. .t) dr•.. ,~·< ,~-~ .... ~. 

.,.. ') 
F'; 

~=- ~?:.,~-=~~ 

,,.. ,-,~-.. (lr.1 c,ne e "l ·i :i o.i., ~'!· .•. ~, 
..., f-) ,. .. 

t.:~1l-.- eo \~e ~l) ~ .. ,. ta J. :1. ll'' a , (\ ... ., ~;,~~.,,-=-~«."",, 

t:di'lgir o. u t· e•·· ( _f} ) " 

., .. ) 

·-< 
""''"'" , r· .... ;t, 1 

(JII. 2 

diz,,.ae 9,u.i;:,ze-:,llneig:,., M:i 01-1v.nçõeo J.i·:1Ao.z,nu ::i~'"> o:.c02-> ".ofl cin0 0,~.-r~;-0 

quooe=liuon··es e, o.a cquaçÕ0G ost-..20.adr l2! ·ws a.s.p-t"•·.1100 :p:r 0"'0.e.:-,·tei:: •!.'r.·-, 
07.amplo::i (te 0qunçoo0 U.me,reo º 

Dada wa og_u 9ãc qu.a.ae=1:tncur> r;, ·c.t:bmdo um 'iJOlA"!~J 

se uma forma. qua.ch'át·· caii 

Ã1 

.L 8ij (xº) 5 1 5 j 
il)~'"'~ 

l\1L3) 

.1\ equaçãq di:fereno::!.-al p~o:lal (III,,2) se diz el:Ítioar, ou lu.zer~l!.~~~ 
on ru;,..,.abÕlioa om xº oonforme Q seja elitioa ou hip~rbóH.íJc. 01\ :o~ .. ~ "xº 

nwn conjWlto a v ha~ 6il oo.dn uc do a ue ponto " 

Abrimoa um pa.-r&utoaio pw.~a lembra.r a.lglll'lB fr.4to:.. .. . .-J.r:-'~1., _,:-e,,. 
bre 

n ry. 
formas quadráti e.eu uma forma qu.adrátioa 1:, o1 ~ i d1m:c•EiG 

1 .... 1 na forma clADÔnioa.o 
•J 

, . 
'L 

Ss Q( ~ ) a E ªij ~ i ç j ? aij ;:, a j i li e tornamo o urna nuc1 Z'.JB 
1,j=il 

de ooordelJ.Bdaa definida p9la matriz ( « ) g ki 
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���	���+�+�5��(�����+���!"�+���A��2�
�����������������=��������*�	B�C�D	
���1 !��(������=*�=�������	�������������'�)�����E.	��!�;�(����������

���F	=
	���$=� �:0�	� G�H�� �9(9�� �-?�� ����� 5���/�� I�B	
� �

?���*���7	
	�
�1��	!�/���*�6�J�J
K	-5����� 8���9':�	

8)�������7����	+�#�:L�����	��(��0;�+;G�����-MMB;��N0;+�����6�� �L��O�


=���>		��2F��'���)���	��.	�(�	��/������(���(�)���	���O��������+�#����:������$��P

(���	+���F���;�		Q��'P	� ���.)�����(�� ������������� ��.��R�������(����� �,�

S��$�(����+�+,����I*��"�������� 7��� ���T����������������I��� +���M	

(	*��(��U@��/�(N'?� ���������(�����1���	U:*��V3����������I�Q	�6���)��0@��	�

���2�8+�#$���������+�#-$������1���� +����� �!���)������!�$�:�G�"��WU

)��� !��+�����.�����.��T�����(�+�����(����I���)��(�����#(��!(������.	.	�*�

(�	�<�'����I��?��

X����X�	1Y�� 			� ���	:� � J�������		�2�'

-�Y)��!T�� �������� (�����+(����(�� 0�)� "��������T�� (������ ��� ����T��

1���	U:� *=�=��Z�"�2���*�
��#(��!(��� X� ��)�;

,	
�����X��[����WZ��

U
:�����\	M

��(��=���Y�		���
���!��������=*

[���� 1����	%�:

'

]�4� 0	�O��G
V%Z9�-�� ��)�� !�NC��	�����1���:��

-�� Y8	"���#�$�
Y

7�����*� �+ ��O��"-�(������	��
���$�)!

n Xl. 

As forma Q, e Q CÜZEiffi-L'iS ecr1tlval0nteso Sabc~ae qpo ·i;Ôda i:'omE 11u -, 

drátioo. 0 equivo.l0nt0 _& a l guma. f'onna or-J1Ôniaa a c1u.e, se1'lf,io ,e .~ •• "' 
.... J 

a.is~ tlsta form~ OflYl.Ônioa pode se~ tal u.e eoo oo -fiola:.otos •. oj ~ ~? 

ou O º J.lnL'O:t>a cs·~~ foma. oo.nôcioa 1-W:o soja w.•.d.oo.,; elo. e.p:,:,coont~ -J.ro1P. -­

ria.ntes oorno, por ei:amplo, o v lor a·bsolu o ela eom~ d.o seu ooof'· ,oi • -

tos o A pa.rtiI' de t ais invari imtes, olasaifioa-ao a ÍO:rol!l ~ Gl!Hi w · -~ 
ca (quando t odos oa 000fioientes aão ig-ua.ie ~ ❖l ou ·oodos i~'U8.i · i), -

-1 SI Si~:l?ool!Q!, (n0nhum ooefioiilnt c Wl09 ;.LGQ wdoQ igu.uo Oú :-o ~-~ :. ) 
J2PX~h -~·u.:i, ( :;J.;;u.ns ooofició.ü '-®o rnlo.s)., 

G(>efl,.-~ie 1 ~a tem oilAal diferente doa dernaiao Uma fo~ma P~l .. t,bêl~. ·,e-, oo 

diz ~&bóU.oa oorm l s e um só dos ooefioi -ntee é nulo e os deí:r!-:ü '}~-:--l 

o mesmo sinolu 

Feohado o parântesio , vol .... ei1ma àa oquaçÕsc rlife:;.>onoia.i·1 pr~:.- ,,i 
aia, de 2 ~ ordem , quase-lineares (IIIo2) g alas s e olaaei fiown em ~1~~\! 
oas, hiper bólicas e parabólioas (wm ponto x.0 ou num oonjunto) ~ · jg 
moa que sata ol assifioaçio independe do siatema da ooordenad.a.s utiJ.i~ 

do o Com efeí to, se 

i m 1, o o o i, ll 

é um outro s i s t ema de coordenadas numa vizinhança de o ,.. 
X P a equaç 

(IIlo2) se eaoreve 11 ma coordenadas 7 oomo:: 

ll 82 :Ju . .1. ª•) q E ~i 
u. f (yl, { IX1 º' D 0 0 0 l) y , .u, , 

ôY-1 
, " o o ll 

ôYk Ô Yt n JYn . 
k, ~al 

om os 8kt ee oal oulam oomo: 

D 
aylt ;}yt ... r; tr-,· -) 6kt g 

ª i j axi Ô xj 
<I ~ Á ... ô J 

ipjsal 

â equivalente à forma Q, a través da matriz jaco·bie.J..IB 
' 
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���Q6�$�� ��gF7+�h$�$ 
E��i�i���
����h

pert0no ndo, ortanto à. rneems. ol , se g, 0 Q 

Le;te:x-iüment ·, observe-se que \ijila ·l:' na:fox·magã.o d.e oc..rr;:l.~;-;~_fi&,c., 

mGh'V'a a ' quase--•li:na&t-ida.de" e a 11 liooaí.',j_dfAcl 1
• d.a ao &çe.o,, 

.... i!l. ~ -, 
Ex0ID:ploa .. 
--==-r= -,.....,. 

exe.mplos de sque.ç es elítim~e 1'z: r ,;, sao ar. r;;.r:_-;t. "q.r-:.-·~ '!.. 

ó.e 1ap e.~ º~ de Po:ts &,\U :Os 
,.., 

aos e <m "' ~ " eq,v"!.ç ,er! 

r, 

.... r,1.r~9J::c 

'J .. ' • 

este>, · olasBifioagâo tem Uill!"A oa1:ecte1~1zaçâ,) flii7lpJ.os, e1:1 ·;_;fü ... ri,tH < ; 
2 oientes8 D6 fa o~ se A 0 b - 4 ae II por :(Oüfü. aos alg8~>:cl0-· • '.' 

difiouldadeii d GIDOXll3t:'i:'erae qu.@ a ~uaçíio (III ~6). BGÃ'&.. 01:.H ic,.,, E·-:-~ 

ses @., ( o J bil)erooli "'ª 86 ~ 9 sô se? f~ p o () l)a.T,'1b6J.i'-~ª BG !l ;;. -,,~ 

I o2 ..§.,~~Ulda :í'o:i:ma oanônioa. da. 2,.q~ Jti~~h§}_j.0,:, __ .__o 

duel a um0 5i:n:.aç i.i: Y.:~'<. 

oial paxoial, de 20 o;;}deiils qua.oo-lir.ear. 11 (III 2) !I 0:Kio ~'.;.:i 1,me '~0.:, ,~. 

çao d~ aoordera&~s que levti\ e foma qm-1,ét~â't,icf.l, 1~1 
0 

~·.(1-;ill~, ·~ox:i ;-i · • : •
1,• · 

.:b 
ca, n ponto x.0 º Pex,gu14ters0n aando o. 0qvE.ção de vru ~;ó t :i.r _. l;: , 

g1ão si ee:rá poseiv·el enoox:i.trl\l' OQO:rdenadas n.~a qual.:; e i 1°ma. çrr-=1.11 •'l\ ,.: • , 

assuma e, forma cHm~moa em tocloa oa pontos dessa ~ giÍio? 

Se n »,, 3, . ie•oo só é pos:aível eli1l oaGof:J ex~ep i oXJ~d s , ~ •~;. 

da.e eq,u.açÕet:1 planas (n ~ ·2) 11 entretanto~ isto ó a6mp""· p03a.Í"'a lo 
.. 

Ne~te . parágrafo, faremos is·~o pro>a as ecrtmções qt'l.... f,,;;=l i 1.~-:-o , 
. . 

xio pl~oo 9 do tipo hipar'bólioo º J~staa f:lão wne gem&-alizaçio ô.e, 0~P.A'~::i, 
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OND a, b, o oontíwas em í2. C ~ e ô,.. b2 - ao) O em Q ·• 
Pr'OOl!lr81!:t0S m ooordenada.e ( s , 1l ) 1laS quais a equag- tanha a 
f'omar 

(IIIo7) 

dita 2& forma 9f98.5Cê da egpaoã9 hiparb611g,a. Para passar desta à. 10 

to a oan8m.oa1 

basta tomar e m ? + 'f}. , t ,.. t - ~ • 
ai muitoa oasoe, a 2 forma. (III.7) á ;:mais útil que ·a 1~ :fü:roia. 

oan&ni~ {III.8) 11 eomo vimos no método de D0Aie.11rbert (I0l) e ainda u·u­
lbl~amoa SeGW,r& 

A pt do as tórmUlas (III.5) de trana:formaçio de ooo:rde:m.da.a 
o impondo que a GqUA9ão obtida tenha & foma (III.7) vemos que as m1rf.l;I 
ooord nadae ( ~ , 1l. ) devam_ aer aia __ que: 

a( a J ~2 + 2 b _il . ~ + e( ll ) 2 
-a O ax . az: ~,, ª'3 ( I I I.,9} 

a( ~?lx)
2 ~ 2 b !1 • :; •1- e(:) )2 

=- O 

Se, Visinhanga do ponto. (xº 0 ;v0
) ~ .Q , a OUX'va 

f (x, y) ar oomto se enoreve como y O <f (x) 1ll (x, ;y} .., oonsto se 

escreve como '9' D o/ {x) , sntão 'f e f devem eer solug-Ões d mesm@. 
equagio diferencial (ordinária) t 

( estamos supolldo a{xº, ;vº) ~ O) • Exigindo &inda que os cosf:icient -s 
da equagão eej • da olasse o1 ( .fl) (bastai-ia em relação 6 . y} o oo,;J 
Â ) o, as flmçÕes e? e '1)1 pod6tll ser ~madaa oomo soluções!) :.t?"'SPG :r, 

~1vamente, das equações diferenciais em fom.a norme,H 

b~$ 
y°°'-º . ...,.... 

a 
E) ( -TI ., . 'J .. .:..o.A. ' ,>,,e. 
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�
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*+	,� *5�	��<�� 	� 
� L�/�D� ME� ��,#3� J� F	

�#"#���"$-"K�#D>���#���3!/#$�,���!�4##���"5#�J�#

:� 4�� �;� �� 45� �� (

N#����#6�!.90	�#� ��8#�#>�",	

�7� ���4��4�� �"���GO�� �

��@���5��			����	!
��	,3�O�	
#$	�P��9#3�>�,��3##�/#�

Q�!		

�>>��/��>���8��FI����>!�"!�R

4#4��4���>��!!$>�K<�6#��#"
#

1#K%6��,,#����4�������4�,#

4#>�K0���S�4�3#�$"	K$4,�851$

! 9
�-

~ ,, 2 º c.u a u. 
VlilSOS~ _. V -,.:-~ M o p 
~ x2 <J a y2 

1., A 0qu.a.ção 

plano y ) O ( A "' y) º E as ourvas ~ '"' oomt o l\_.., o-::iRlBt dev<ã,tn 1w::: 
integrcis primei:ra.1:J da equação d:lf$í'fü'l0ial~ 

Nas novas ooordenadas 
~ ~ & - 2 y ! '.!l ,-, X + 2 y 

2o A equação 

I 
' I 
i j 
/ / 

I I 
/ / 

I 

~~ é hiperbólica. m plano menos os pon·toa das ratas y e -~ :-: 

( O,.,. (x2 ... y-2) 2 º A0 .-.ur-\1'as i -.:: oonot e 11. ,,,_ ooaz ·._ de-t-e:1 
graia primeiras, ~espeotivwnente, das equações 

Isto signif:toa quo as 12 
ve.a ooordenadae ~ :ey- , 

'Yl "" x2 + y2 ma intere!, 
Sanl o De fato, nastaa va­
riá.veia9 a eq·aaç7¼> toma a 

:formei 

Observe-se que há poeaibi11 
de.de da eaoolha, po:i.0 er3·~a 

transformação de coordena.~ 
da.e não é determ:i.naéL.."l. muvo 

xdx+yd;yaO ,. 

1 
r 
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IV. 

Vamos d emn>lver o mltodo da energia qpe demonstra a "\Jn:loidad.G e 
oontimúdade em rela9 .. às condi'}Õee inioiais da solução de uma equação 
hiperbólica no IR. nt-l ., . 

Sete caso gemraliz o d corda vibrante prêa nas duas e 
midades. 

oom u u(x, t) , ~ > O e p ) O já está na l ~ :forma oanôrdoa e " 
biperbÔlioa. 

Consideremos o eeguin ·® ~oblemsa sendo fi C mn -wn abe~to 1-i 
mitado, oom fron·eira ã Q ºsuficientemente regular" P oom nomru ~ 
terna. n , ssndo tJ.:: Q. x lo, +oo I e p f o1(!i) ~ p(x) ·!J o 
_li , -~ <i: C(â) , ~(~ "O e~ Ó...,: q ~ O(Õ.)P q(i:) ~ O ®'i!I Ü ~ 
f G( U ) , ~ f O ( Q.) t ~ é O(.Q) e ~ , e e- C(@ .Q.) 9 cf ~ O ~ p >1 O não simultâneamente mUas .. · Neataa oondigÕes, determinar uma. 
ttwQão u 6 O~(U ) . t) -c.1( i) solugào da equação di.ferenoial ( IV ,,1)i) 
satisfazeruto àâ-se@Ü&te_s oondigÕesa 

e "'(i!f)U + p (y) t: l,t o (oollll1\1<W mista de oont6rm! 

( IVc,2) 

E .O. ( óondigÕes inict~s) 

O estudo da existência ds aolu9•0 para .·âste problema eat é. ao· ~ 
ma elo mYel d&ate trabalho. BeaA capitulo, ,tlós- ocuparemos em d ons 
trar que a. solugão, se @etir, aerâ wú.oa · ;dependerá contixm.amente 
de u

0
, li]'. e do 29 mambro f, sentido a ser melhor explica.doo 

O método da energia oonsiate em m~ôrar a solu9io a suas d~i 
vaã.as 'através de c4lculoe com a integral ~~ valor , liga.do à eneza ~­
gl.a nos oasoe q admitem interpre~âo t'fsioao 
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liasim sendo, sVipondo g_ue u. Geja soluçv..o do p.robl erna p:ropoRto9 

definimos 0. funçoo J( t) oomo~ 

t >, o, em que fJ e:. a n é o conjunto dos pon·oos y:, onde 

CJf (y)., IJ (y) ) O " E vamos provar qUG 

ft,- ( ;r2( t) J ~ J !?(x, t) -¾~ d x • ( :v.~.) 

12 
Pf},ra. tan·oo? aupomos i _Q. m1ficienteI;Jsn'i;0 :t>egular.s, c,.0 T-::do •TV} 

se possa tomar para E; } O P auq · 

oie.ntomente pequen6j) una família 

de abartoa .D_ E com fronteira re­

gular e tais quea ~e .Q. e 

A€ ""9> .O.. quando é - O ( baa ta si 

para ia to, qU9 d n admi 'Íia uma 

vizinhança tubular em fU. n ~ por 

&XElllplo). 

Para T) o, pomoss 

fl X ]O, b o 

Clill.oulemoe, então Iê ( T) A 1 IT 
· ~E l 

onds u é solugâo do problema. dado., Sendo f o 29 membro da. 0qv..&giío, 

tem-ae: 

oaloulemos oada uma dostas :l.ntagt>a.is sepo.radamantea 
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1 .,,,. 
1er.ib-rs.udo a@"l:.-:·u a :1.0 fórmula do G1,eeul' õe g 0 c·~(_Q.)~ h ~ 

v·am, toma.ndo=se, pa:t'Q. cada t € ( f., i> TJ 
VBJJ1enta ao conjunto fi ê , tem-se , oomo 

u € a2(fi€x ( E , m]) , que:i 

1'~.Çe'nO~J 

tr!moes 

Rau.Dind.o, temosa 

1 
m-

2 

e 
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T J
0 

f f (x, t) !~ dx d.t ~ l im 1 6 (T) c:z 

J.a e-o+ 

J 
T 

1 CJt 2 ªT p - u I dS º 
s t3 o 

E afins.la 

expressão astá que, derivada om rela9ão a. 'l' demonstra (IVo4) t isto é, 
quea 

ou 

d: i?(t) 1 f(x, t) 1 ~ dx 

t 

i?(t) ª rcoi + J l f(x, t) t~ dx • 
o .n 

( IV .,4) 

e da defini~ de l2( t), 91D (IV .3), tiramos (por aontimtldade e fs, = 

zenclo t .-ç,, o+> ; 
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M!Mlipulando um pcrcoo ma1 .n er-·';rn:J f.5:rmulnr., ,--..;.· o{~< ., 1.,r:u)2 ,.,_ ô.cH~ ., 

gue.lclades útoie pora vez,lfica•}Üo da e. nt:i.\1ui&lclo 3 ,:.nl .-;J:.:.:.tlo , .·sG:'71 

sendo, de(IV o4) tirW'.:lOS~ 

2 J( t) J. e t) mL :f(x, ,) 1,..J! '"' , (;r( 1,) ,.. o) 

(se g e a(Õ:) , pomos• l l;;I 1~ • Jn jc(;c) i" ,J:,: , é vó.liL ,, 1c, ~e:,,•, 

d.ade de Cauoby-Sohwerz: 1 r t; n dt. 1 ' 11 a-1 12 1 1} 1 L, ) <, to i,Gr: -~· f'.--,:; Jn ~ 

2 J( t ) 1 Jª(t) 1 ~ 1 lrl 12 11 : ~ 11 2 (eiJ que o 29 i.1emb:c·o ~ 
função de í. i ) ( J:V r T) 

em S , 

Por ou tlto lado i, s&ndo p ► O e q, ~ O em li. 
temos , da. definição de J2(t) Gi'IJ (IVo 3) 3 

das quais tiramosz 

Levando ( r 11 08) em (IV" 7) tem-se:: 

1 

f2 Po . 

No n t anto, ~ tê uma função oontimtal.llan'éa am.,;1:vti.v0ls, 1~!_,., =i,, 

ti Oi J(t) ra J(O) ❖ J J 0 (t_) d-1 º. 
o 
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$�@+>�:�A�����2�$�A.�������:�A�����B	��
�$�0		C�/�?�:�D������

	$+		 ����		 
+�		��1+E� F��+G� $A� $$A$$ �DH��

�;���:�:0���������7

�$0$$�"
�$$H)$$��2IH	���?�������A$�$$�"$$��,��
J

����������$� +��

$$0$$��� $$0�$$K� L4"+$'	����M��"+5�� -����� 1�����"	$�NO�� � 2�P�

Q����:���;0�������$��A�"������:;0��R0�$�,��3�""���� ���SC�D���	�

�J�� $$<$$ )�� �T��J� ��+I�U$<"�$���� 2""+�

��"��

�

������C�

�� )��

$�	$ ��


dolld g 

1 lul 1~ (t) 1 lu(x, t.) ! ~ r1x 
. rl 

logo, para ·oa valores d · t ~ os que.is l ; ui l 2 rJ O » a~ tem.& 

1 lul 1~ $i 11 t ~ 112 $ ✓ i,, J(O) 'it t lltl 12 dt' , 

Entaog par todo t t O :: 

1Jul1 2 $ ll"oll2 + ✓-:>co) t + t;, 1 
t 8 t . 

eono, 1 l i !ti Í2 d~ d s - f (t = 't) lrl!2 d& 
o o o 
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??��?�#2=��������+�����!�2�S�,� �3�.!,���N���
I��Z�C�>>�
 %[

���
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-s 2as membros f ® f , reBPf)ctiva- · la~ e ermeliQÕ ~ · ciai '"o i1 

'1i ... , ~ res octivsmente - comierva""fi® a condiç,.. de eontomo ~ , 
jam 1a Ü as soluções coZTespondentG º Supoi': amos quG e t • P,;. m-a 
n : l l~o .. üo 11 <{ Elo (ond ilid I e, ~p lg(x) l>.o i 1 1 , d u "' 
"" gx,ad ~ 

0 
112 ( f~ (tomamos ni.o ~ a .linü.tagoo d~ tnnç,7 , c-0 'i;r,.m .~ 

de darivad ), e II°]_ ., ü1l12 ( tr Saj ~ . r1,u ); @ 

O 4 t ~ Ti: 1 l.t - · 112 ~ E • 'Teros, r.10x- (I'0".,6), ooo a funç..i> J (t) .-
' ,.. calculada relativa a f.ungao v r.:;, u "" u : 

,.. 
t! 

? ~ llcill l!uo .,. \ll2V ·> + !IP t ft {luo .,, ~U2 
(1' 4 

• + [ 11 e 11 t f • 1 IPI I E:
2 

.. <114111 11 T 11"' ii; ! j ~ 
g 

fi_ e o· = áre s e e dwe eer tonmda de modo eouv · icn 

t o 

co k conven1entmnent@ escolhi.do~ 

D (IVol2), tiramos: 

enti.08 
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�0�1
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/��6

=,�>���?� �@����/A�� �BC�,� �

���B����D���@���<�E���,�>� ��@> ��B� ��,����%����


�
8"9�����  #
�D �������
%�#

F�C�	��GA�

�F� �H� I� ���JA-��� �� �@� �

/K����8	 L�"

�=�3� ��0�
��M+
N����&�� �C

C�� ���� � ;

F�O�6�B		���� 
� ��� ��D���P	�� �H��

�O���B	��
���� 	

C�� �
���!D�Q+	 �	

;7(77R�S"	%��#��	�"�������	�T���@ �	��'� � 
������0�� �	

--9

�/�US���K���#��
�D ����
���
 !�����"������
�
������%6�C���
���� � �

C������ �@� "
F
�����V
 U �� ����.��& ���
�&!6%�,���,

	�C+W�A�+	G	�G	���		��B����F���B	���F	@�+
�(>�6���5��>�6�
�	�B�%

$

���

���P�B� 
��X�� ���	H���� �

�Y
����	�#@�Y�
�,

��

��Z������

A:lrlda de ( IV oll) .fl tiramos: 

11 : : - t ~ 1 12 :f {E e( lSJ. <- I:.~ ~ €,,,) + :: C • r!ont!o,: 

J\go:t1a~· basta enunôiar os tooremaso 

cidade -=- Sendo .O. e: TR n limi. tadop com fron 8ir& gúlar d .lL ; 0 

ti n X ]op oof, . S existir U ~ c2(@) íl (;J ( Ü) tv.J. qu~g 

satisfazendo tamb • as colldiçÕes de contôrno 

( O! »@ ~ C(dfl), O: ~ o., :~ ~ O não siJwltaneaJim1t nulas) u ~ n 
diçÕes iniciais 

V lt fJ !l, ('\, f2: c1c.rl):> "J. ~ c(fi) ) 

~ : (x~ O) = Vi (x) 
1 

petia, ! ex!. · a aoiuJ u, 
~ Q 

ra únic º 

Continuidad : Na couiiçÕ e anteriormeirrc.e enunciadaes, s Ü 

luçõ d probl análogos com a gundos UlOW)l'OS 

e coiidiçÕ a iniciais u
0

, Ü
0

, ~• Ü:J_ D respacti.vmnent&; dados T ~ 

ll } OJ) '3 E, ) O tal qu g 

(l) ~ (l) j 

11 11c, e, ü0 11 < 6 Ca .O. , com I lrH = snp \l. l lrl l J) 

li l ~ 11, 00
• , 11 '~ 1 i} > , 
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1 ' 

11 0 

11 u - Ü 11 2 ~ í'l, o I i I grad u ~ gracl t 1 11 2 ~ '111,., 0 

9 paxoa, todo O .$ t ~ T ., 
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,#����-�'�-��.����,#�(�/�,#���� ����0+1������ ������2!%3����4!����1

����0����,.��&��4&�#��������� ���  5����6��*��#��0������+���4�����
�,#�(&��&����"��'�)�,#���7���������8�9+�0�������������:�;�����	�;�%�����)

����+�<�����/�/=��7�>>�?';�������������� �@#(�8����
�'���A��)��%�����(B��

�CD�����������E���8�+���

++�����

-F�'���C ��/���������������- ���=����+A�2��G�7

HI�������������(������:�������������0������E����J����,#��CA

*�����������H� ����0+1���� 6�4�� ��E��:����� ���K�!�� 6

AL.B�<�$*M$�M$�N$�OP�$�OP�/ Q-��/

E���������HE�-����������
K>$R*��$�A�S�T*�QH/

��������U
�0�����7H�Q;/�V�>�$

A�7��*�<W�*���6
�� A*Q5/� X�>

���������$��C�
$� Y
����:��;�;<

4����������+0���

T�<YQ;$� AQ;/�/�$�;��HP�R�:.U

6K=�������#�� ��Z*+;����� �����C�

(���#�����,#�(&��!������Q���/$���
	�����5�7QH/6�,#�������:�(���A
�7�[���� �Z(K��������*+�0	��7

Q��E/

���E�C���\���8B���������8A�G�@	8

���������+���:������%�������+'���������,�#(���'�G�]*�'�6�-�*

�����,#����������(7���Q��E/�����0����������0�+̂����%�#��������-��T
� ��
<��B� ���_E� C

��̀

	��:�*+�������8�����#�S�>EQ	�/�����D�:��6�H�8��Q��a�����7>K��"

�<*!$��Q-�2/�**N� <A*P����<�N2�$��RNM

Vº O TEORWA DO PONTO FIXO DE BANA.Cm 

Vmnos demonstrar o, sxiatênoia e unio: dade da soluçoo dG llil :9ro-: J.o;. a 

que envolve uma eque.gão quase-linear hiperbólioc.o O owninho ::::J08Ui ''i 

tomar a. equação já illlm forma simplifioada., 1•0duzü.· o oblem a 'i.i"":O 

equação integral à qual se aplica o Teorema do ponto r zo de Danach& D~ 

monatra-ae também a oontir.ru.iclade desta oolugâo om ro .fJ:;ÜO ~ eor..15.9.Õo8 

inioiaia e ao 2º membroº 

Vol .QgJ.ooaçÕ.O do probl~a 

Vl .. l o: ,aroblema a ser resolvido é o sOgu.intet 

1~ dada a. equaçso <U.fersnoj.al parcial de 2e O'"demv C;.U!loE_ 

ee-limal."!I hiperbôlioa, j .. m 2s forma om "nioe,, 

22 dada a ourva no pl ano 8 g 1' -v> 'fR ~ 

torva.lo, g ~ Otl (I) e gº (x) 1, O 

idéias, supox•emos gº (x) ( O si 

o J'TL :r ~ R ;}~ 
, ( par . f i:e:a~;, 

\j X~ 1) 11 s 

JQ dadas aôbx-e a 

curva 

O a { (x, g(x) ) 9 x ~ I} as fuJ! 
ççea::. u

0 
~ , deta:miim:r a sol~ 

ção u da eque,çso aoimo (Vº 1) , em 
D

0
"' I x g(I), que aatiefaç@ as 

seguintes colldigÕos de ooniôrno z 

U I m U o o 

Vlo2 As ooruligÕes de oontôrno 

--- - - · - ----7 
1 t ! D 11> 

: ' -,- - - - 1 

t 1 ' 
: 1 t 

' 1 
' 1 -i----"------

Antes de transform~ êete pro lema. llUille. equ~ção inte~al, ve-

jemos que as r~çooa (V.,2) determillSW temb&ll 9 aôb:ro a. ou.rva C~ os 

valores d h º 

D ·º -'- .d ,e c2(D~).. t' nc -...i ;i"' ,,.. S ~a ? OOu.il~C:L a U 't'i ,. Slà :t8.1.&Z8nu.O B-8 OORl'-t..1.ÇOOS ~i 

@u 
( Vó2) e ae ~ j

0
_,;, "2 ~ temost contô!'no 
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�&=�$���>?��� @A$�)�!��&�0���0�(������'0+B����0��

��! 81:��-�.
��'��-�<
�C��D���E�:���)&�D��3�D(�

:����=�F'&&B,���'�F��&�A�&"�C�&G�� (��
�-��/�

�����10�0�������H��(�&��1�&:�� 5��>�"&�:���:��"�0��A

0���:�8�2�����.C����= 1'��'0��'�!I�0�1���"�J��06�K&�&���� ?LB���%'���

0�!�0��K���K���:K �-K3�0���10�:��"8�&���$�G!�"1�0 :�!������(�M�&����L���>@@��/
 �N��(�

5�!�&����O�
��P�&���Q�2��O�"���>


����� ��C�O
�Q� P� C���:�5�

	�O��R������

�Q�4�&�����O
<��
�>/

P�����R���� 
��P�&���&���
���������

���
� �B� �RO� /

 ��!�F��:�!��C��!"��$�������"&�:��0�0�

1�� 1& ����P$�'*:����%'�B+����! �

9��� $S�� �ST$��S$:K��S�Q�48�P
���KDK% &�!�ED�! ���S!C�UV� �

'.��+����! W!X������!� �*���!�! ��0=��Y(��&�
��� �� =���F� �! W:����'

3��'�Z���& �C���0���%'�N@����F@@��"�!�F
���! �M��*�������:�
.

>$�

&�B+����O��������C�O
�Q�P�

R �	�P������	
��[���	��&����
 � �����!�����


d r_ 1 ~ u r. 1 ~ v. r: .. ~ 11
0 

i;s;, g(xL ..., Tx 1. ... x, g(xL -> ;J. Y 6x? s{x}J.. gt ·x) ,,, 

m t . ~!1 g{x)J + gº (x) • r~ Gt.~ g(x)] - ~ 
o 

São 9 .porta.n:to, equiv le:utes as oonfil.çoea .e oonjôrno ,-11' ...... ) ooi cru.e r3 .. 

determin :n s8bre e oa valores de i1. a de .--ll e as :-;-6, ·l nr;0~ 

oo. 1gÕesa 
d) X 

Sejam, portanto, ·oona:J.dora.da s as aoncl:lgÕos d0 

o~ntôrno (Vo~) 012 (Ve4), adrrd '"imoa o· eci:1.da ~ 

em e, as fwls,Õea '\l, ~ e 2 
(V ,13)., 

lia verdade, ... o resolveremos o problema 001 todo o 

daoomp&-lo 001 2, construindo u "' direi ·ta" da ou.'i:Va. e 
* D si 1í'cq"(! ~1; 

e 0 ?-i squ.~.:- -

da" de o.. Po&- motivos de ord~m téom.oa, :i.nt;roduzirnoa as sog; •l:i. ,-~~m ·;;; 

ta.çõesg . 

D CJ { (x, y) ~ D f X ~ l~ y i g(x)} 

e se (x , y) ~ D ; pomosg 

(j . 

vi .. 3 A equação intesr-1¾1= t:r:anafomemoa, entãop o p:t."'oblemo. •·:i.r~;;· 

reatri to a D, nt1na. eqw,çíio J.r.rt8 = 

gralo Para tan1;oi, supomos u .~ c2(D) (conseqü.entementeg u. l> \1... ·) . o ,!. 
~ aio continuas e oontiwamente deriváveis) e tom61Ilos f 00:.1.t we, AD 

BSUS a.1'61,Dl\8.tltOS (isto é, Gffi D X fft 3) o 

~2u 
Se U é SOlU:9ão da equaç... tÍJ X @ y ~ = f p integrando 00! ;,:,~- . 

lagâo a y a 8€) {x9 y) ~ D, · emoas 
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... 
çno a x, vem: 

u(x,y) • u[1:f1(1') ,~} + 

X 

+ J d "e,, g(f > 1 dr 
g-1(7) J 

gÕes de contarno, nos dáº 

que se esàreve, ab:raviadamente: 

u(x, y) • u
0
ls-1(;v), y J + J "i d\ 

o - x,7 

que, abreviadamente, 4: 

u(x, y) • u
0 
(x, g(x)} + J 

nte, aa u é solugão de (V.,5) ( ~ Vo6) tamoa: 

34., 

( \}. +) 

., (V 08) 
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<24������<��	&�=� ��>����7�����?��� @�A'����B���&C���
D�	��>�

��%�� ����E8�''������F 24�)�

29&�G�3�� *�H�6�I���7��%�"&�%��*-3�����""���92&�"<�"& �$	�� ��8.� 5

J�&K9� 2�� �:J� *�*�L�M.�=J� .&���� NJ��:�����O�&��� *� �8�<�299�":P?�2&

����"� �&"�<�L��

Q�R��K

S�&�<4&9�&�&.I.�&�)*�+�T*3�

�(�P����/&�.� 2�U&-3��  �&���4&�&.

V�V �� *�� 5&2&�� �3�W&��&*� �

*�.X���>Y��<��Z����� �.6�������)����&����	�6���W����
D����>�

C

����?�F��N����V����2D�&�[
D����

�V����Y

��� �.�����&�����"�<&��<� \�����(�J�� �&�<�4��	&&�2&&.��9�$�9$�

"�3�����P��	�*�����&�#������?� 1&���2�[���)��� &)��
DW���

�2����)���'8��XEP� �-����
���P�?�

f ? 

e, a.nàlogwnente , para o caso ele (V 7) ( "" ( ·v 08)) s quo ;.m·,, :i.c-:-r,;.. f\ .· 1 _ .... 

gio oom e.o condições ( V o4) º 

U:ntão, se v (;} c( 2 ) ( D) e definimos o opo!.'ac1o..,~ 

T[v] (x, y) sr u.
0 

[8""'1(y) , yJ + Jx 11:i. (! , g1 ~ )7 o.\ -·-
t! l(;;,r) 

.JJ 
ume, :f\mção u 

e somente se, 

D 
X~Y' 

( 2' 
<i- C J (D) 

u"" T [u] 9 

do operador T º 

Obaervamos a_. Ilda quo, como u0 , '1J. o ~ e3t;,p 1igaôo..G \• ·,. 

( V o3) , uma integração nos leva a.a 

X 

u
0

(g-1(y), :v1 ❖ -r ~ ( ~ , g(\ )] d~ "' u
0

(x, g(x)J 7 

Jtf1(y) 

+ ly ~ (gcolc,,_), ~ J d1ft 
g{x) 

e então o mesmo -operador T de {Vo9) escrov&=-se t&n~Grn como~ 
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�2� 3 !DD�����!!Z!�Z*���	Z!��G���_ZU�!�S*�[�!	Z!,*�̀5!2Z�!

K�!�8�!�����%;�G�!����1�T

Vo2 2 Tao do ponto tqo de Bapa9b: diz que se E ' 

ço métrico co 
oontração, isto é, 3l e < 1 tal que 

então T adnd:te umi, e 

'lxo m xo)" E s, se 
e para x

0 
• 

SÓ9 ponto fixo x
0 

(isto "'D 3 J ~ lf} E g 
, ,. . ~ x e- E um ponto qual.quer0 a seqilencia .. E coi. 

admite a s guinte gene ... aUzaç8o, como 

CoE9lário: S E é espaço ootrico completo (~ fJ) so T :i E ~ E 

é m operador tal qu ,fD- (m ~ l , i nteiro) Sêja uma eon~, 
então T admite um, um aó, ponto fixo x

0 
º 

i táou que 88 % E I a eeqflênc:l.a ..;e X -E>~, qusnlo 

k-.. oo. É meta 8CllltQDllla forma que aplicarenos o Teol'Ellla. 

Yo3 Jh '-'lffl9 dt Exietênoia Unicidade da· 804\SÃo do problp 
pe>et.o • V.lo Dadas~ a curva C ( ~ g E c1 · e 

g' (x) < O) ail fun;Ões · contfnuas e diterenc.iáwis u
0 

111. (ou ~) 
e> det~ u E c2(D) tal que . 

(V .,12) 

~blema •• que eq,uiftl: a aabar ponto f13> do operador 
deftnido ~ (V.9) ou (V.U) • . 

~ a Na,l'nr o problana DO a que I = [a, b) " um 
illtervalo fechado • l!!Mr'e • Nja e Of " ~ J D g(I) ~ sO"b ·- a fung ... 

... - - ' " ·º t vamos impor -. condiçao de ltp8ch1ts, em rel.apo as -3 úl:~ Wl".La = 

veis, lato ,, , eupoah1111>a que md..eta 11.DB, ooutante K tal q , 

•· 

4 l -.,{' lr1 e:, r21. 181 - 92l. lt1 .., t 21} , \/ ~ • (a.i>b]Jy <f (Of, ~ ] ,, 
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A����������7��� B�7�*@@C�7�� �3����� ��D����E�� ������>���� 
�2� �@��

7
4��2���
�����661
���:���
� F��1��

��.3-���G�0�9�7��������D�0���7����������7:H:3��7��
��77������,6I�8

�'/� 0��J���KL��
��'���	���<� *�-�� ��"��&��/��M
&����J��0�N5�

6�7#30�73���#���@4���,�����O�77�����/

P���Q���"R��/���S#���/������#&�SK/
�0�NT

U�'��B�1�����

1����-���3� 3����������1����3�
�L7����������7��
��93

1�7�F�� 67�1�� V� ���"0���N�� ���M��-�V��7���� �

67��4���*���W������X,
����K��������2����6!��������������C�Y����4��2
��K���
����
���
���4
6�G#���
"Z�'

NN����"�[���
��\��5�������"0�
�N�� � NN0��H%�

�����1�������]���̂�@��R��"������D�"�����

Vamoo tomm como E e ~~ IlWt oo ami o'·o (( 1 ( ), m i1 ,.; -g1 · n" :, 

norma: u ~ ( 1 (D) v poms: 

&"'-- ... (! .iuuçao contllru.a m oom!)a :... D " 

E 

lário do 
st q 

do ponto til@: 

A .,, O operador T definido m E 9 por (Vo9 ) ou (V(jll)v n 

diçÕss tAC , assum0 val . s am E º 

D tatoi, a V ~ c1 (D):, TV ~ c1 (D)v oom d · iv. 
lt# 

ç · a x d por:; 

e deà:"lveda .em re.1.&ção y dada por: 

tal que 
11',l ,,. 

onde 

() 

B ... ssamoa a nostrar qu , Ulétrie consid ed 

E ri- (D) ~ d(u, ,, ) = llu .,., vil (l) , matA um f 

sej conti"aç~o Pazta tantog mo~mrszms., po:r in<ÍU.ÇC.Op q110 ::; •• 

inteiro qualquer ten-Ni 

11 rfl u .,. .cfl v li (l.) $ ºn lf u .,,. vil (l) , 

r2, fl)n . . 
e ==- > 1..< «- (b -= a ◊ p = (J}f )n º 
n 2 nl . 
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���<��NL��	D��.���BO�	L��C,M��.���I�#�����C��������

F������ ��&��� !��$����$� #�	,1���2� N��	�� ���38���.��R#�
� 6?

S�N� T�N	:�����	3���������	� #@	�

�������D�CU�� U�

��V�7�+,J�C2,M��2� ��@��N��,/�2C

7�M=�,���WX�M���2���@� �� ,N��2

T!�#@!�T	 !�
!3!�4!�!����!��3	�Y���H3!��,1��228� M

J��W��B�Z�B� ��/!W2B

,J�C2,M��2� �[����� \,M��82]��,J��W2]/� 7�

���=�FM���̂�D�T����M��

�2	�,1��R2����&@�$�#��

�8 ��R���
�8
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	�N��T!2

1,M����2	�. ,1��]&

��%�O� 	L��N,M��.

KS�@�,M���2� ��N�,M��M2

��Y

rio,, 

Ne. O'l>.'J)l'SBf.l~O V., t9 .i <Q e ~ K ; f. c··naY~flr'~~ t' .-, .. '~rr~' ~ ).t_,r . n 
f (11' ,,.JJ) e l @ umn con B"t.au.t · t.w:~Jn. r.oí"l''.'.'> .; 

(> 
(· .,, ..... •.• 

1 r1 u(x» y) ""' T'1 v(xJ) y) 1 $ cnl lu = vi! (l) 

1 ddx i1 u(x, y) ~ ~i;;x t1 v(xJ) y) '~ cn ! lu .,,. vj 1 (1) 

l ~~y 'l.n u(x, y) = lx t1 v(xll y) l ~cn l lu = vl ,<1) 

Façamos n ,.,. l G IOOStrerm>s que (V o2l) val o Das detiniçooe d . 
T u. e T v 9 vem ilr,s:liat te que:: 

IT u (x, :,) ~ T v (x, y)l&J f 
D x J)y 

!) 

porqu pelo lll>do como t foi defini.do em (V ,,20 h x .,,, a ~ 2 f 
7 = (J( ~ 2 JL 1 logog 

1 [ 2 2] (y ~ Q! ) (x = _a) ~ 2° (x = a) ~ (y ... @: ) $ 

~ R, (x = a · y = ©r J " 
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	�A������B��:���C���!D�������(�	�	�E
�FG�	�H=��9��������(D�	�	������
�	9
�"�)I�

�D&-#�!D�������:���-#!D���J�

9�58%$���78�@7�"�)I�� ��	��$���K����7� 5�L�����!8�!77,$,� �"�����M8�

�$��$8��+�>��

!
��������(��.�!�(

$ K ! (y -« + x - a) l lu - vl 1 (l) , porque 

! ~ l 

- i'( ~ , 7, v, t{-, 9; ) 1 d~ ~ K (x - a) 1 lu - vil (l) 

< K t Ú" .. cat + x = ) l lu - vil (i) 
o 

Temos, então demonstrado (V.2.1.) para o caso de n = 11 po 

7 - 0t i . . - a e x - a ~ b • &o SUponhamos que tEm')e para 

m= l~ 2, ººº, n -1: 

l if1 u(x, J') = .'f1 v(x, 1') l 

1 /J~ z rfA u(x, 7) = ~ -11'-. v(x, ;y)I ~ <2 K /1, )'lúr ... ~ ~ x "" e.) 1 !u = ,rj . (l., 
v 2 1 

e IIDStNmoe que (Vo25) Tale também para ll = Do Isto d8Ul>D8tl,i (Vol.8) eo0 

~etammteo 0Dm l',teito, temoss 
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+� ��������+��
��+� �����-�-� ����D'�E
� �����C��!��

�

... 
,J!' u (x, y) = 'l'(T"-

1 u) (x, y) = u,,(g-1(y), ;v] v r u;.[t />( l )} ' f " 
-•f'l(y) 

logoi 

ª K 2Pnr.! t)t I lu - vi 1(1) ( [ ( "- -<IXn❖ JL-

g(x) 

' K 32 K t-l 11 u - v 11 (l) 
2 nl 

,, 1 ('1, - (!J + X - a)n d "i. ~ 
g(x) 

(2 KÍ)r.=l (l) ,Q n 
' K - 2 n l 1 1 u ""· V l l ? 2)', (y .,,, @. ,:- X = a) ~ 

o 



��
��������� ��	��
�����
��
� �����

���
�
�

������

����
������� 
���
�����

�

������
�

���

������������������
 !�"�#�$��	%
����������&�

'

� (�($���$�(�#��)�������!

*�+�
��(��

�*�,�&��+�-

*�+.
$(�(�-��/(�0����������	�+����1�����23 1

��4�������	�+�(��5������('����6
*�+�

"7(�8�*��9"�*9�3�!

:(;<+1	=	+�>?�"	@	�	��	<
��	�	�$=��@	(	AB�C�1���1

�����6�D���$�����E��
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5V+"� �� �W
� NX�Y��D�(*>Z[\� 5� ��	(� �5>� 
(�+��(&!� �W�+� ��]-��S>7
5(+�� ���K��
� S?

8((5A����7�"�=�̂	8��>+���<	%K��+	����>	
��(<�7"�%SW��5>���S�N�!

�S(*��	<�>	�)�
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C� 		a
�V��(

�
�+��C�K��	�>	�7�	+�(W(�W�b�@88��>=��<1�c���(5 �	W�)�[
RN����F��.
�\���J	�@��!@��d�

. 
p 

,-, 

., ... ~ ' . 

ir= at' ! lu = vl l(l) ~ J~U~ .. ' 
2 nl 

' Ana..loga.~ent~.!l pax>& v. d~ivada Em. dação v. y ::; 

.. ,. 

ç~(y) i 
- f(~ • y, ,t'- v, ¾ 'lf-1 v, ..Jy ,rl v) 1 dfj 

(2 K@. )n - , (y ~ @! + X ~ 

2 ni 

Está te.'t"ild.nE!da a indugã'.o ~[J partAmw ;, podC"".Z)fi [\:--1:' {';:-'~: ri (, l' 

do ~,so~~ él~ pc::i;.-ito f'.l.:r:o tle E.;;,~a."'h.; ~..x-0 oor,lw.i:,.~ que (-;:-.~· ti,,, · 1 ( 

r., i' 
00Ju.1i~ d;:, 71:í' hi.;:;si~ &rrtuàa..i.o i:·:r1:rto ,~.~J:!.i.:.í:ilü: G,ç""-,.~ • .._ ·Ttl.S ·r:·,,:· .·.,; r_,.,· .,, ,, •· 

diÇ),,;€"J 5-.npostfiSc 0~S<Ji"'1'Q=·S:i q_t: -~ cl;;.,:-, f,)!'t:1'.lv.G (\\ : ; ~ ( '. : -: . ~,~ • -;_,:; 
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Vº 4 Continuide.d ~:· - · _-. ..,,.1_ 

;:::,,. ~ ~. •'"'f • . .. .,.,. 

~ 18.Qe.n. t:·J IX"t 'fí• H~ , 1 ~ [!i;..- ,· -- - ~ o r1n "~ ... r ... r-.. ~7:'l--,.. ~ :~ ··~--
Consirierom<.HJ 1 '.1:-i:nl, d · J 3 _: ,:ro: . -1;~ ·'-- n<;i.:;r;.; 

do às cond:i.EÇ~s <k· 11<:~roo.a d ç . r,·~~~ .\ -1 "- e i:..ni.c:.dSA.fo rr,_Jj ·:..:.i )O • r.,..,.-...-r 

va C 8 moatremos qv.e O possi\ ~ .... toru·• • " C"?.d:tçôc 3 do 

membros não nu:d.to "d~ stoo eG1' im.:.ro n:\ .G rrn: .. t .... 

- -tambem na.o se "afastam11 muitoe 
. . 

Em t-'noos precisos, Suja.,,d · e r funções co1tí '1. ~ .-,-\ " ri;::..-

lipschitzianas em r alage.o ês 3 ÚltimJ.i.D vu~i cr.reisi, eojum .•. '.":J:d', :•l 0[ ·: .. r,' ,.. 
C , as funçoss dif'arenciávw ~i;, ... 0 . u1 i> (ou l'2),_ Ü..L ( ,; Ü.~} . ·· n 

sidaNmDs os probll!llllas: 

e 

?-bstrarG1aOOs que, se u Ü aê'.o a.s r6Çeeti111.W eolti.çõeo , r;; 
n 

dado E ) o., det rmina-ee "i\. 't> O tal que, para l li' - tl l ~ 'li\ ( ~m 

D x 1 3) • 11 u
0

· .,,, Ü
0 
l l (l) < ,_ ( em e, ond0 

= ~ 

Pare t,l,ljlto» supomian-oag l tr = fl 1 <t ~ (em D J~~ .;,,) íl Gc. 1: 
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K a constant0 de Lipschitz para i' ; (1 Dind.~1.~ l lu = 1;
0

j; (l: ~ &~ 
11 ~ = ú:iJ 1 ~ cã lo Pala - açs.o (\f c3 ) í-;,l'' i>-z ll.oi' l.l,. . 'J]?.~ :\!) ,~J ~ z-\ 

tiramos quex I i~ ,,. ~li < .fp2 ( tSí2 ~ A(@ 0 ❖ ~
1

), oom g~ (_,,_:) -f~ ~-t. ~; D) , 

Caleul.a.~s, agora I lu = ül 1 (l) le-nln-m -·o que se •g ,, ,.,, 

os operadores ta.ia que u ""' T Ui, Ü ~ 'i' Ü ~ taioos qt!.O;: 

~ v &:: u mn. c1(o), isto Gp l i'rJ'.: v = ui 1 (J.) --=-<-- o r 
k -;,, +oo k ...,_-. .. , ;:'-O 

&ndo dado i ) o pcdemoa, en(',ão_, considro''.ti9 'Ulll ·l~rta'tl: o', J:'..:.l'l\ 

o qual as tenhag 

11 FJ!- ü = u l l Ci) < + 
e calculamos: 

Senclo9 então11 m um inteil"OJI calculemos., por ioouç® sôbI'f, Z1 

11 ;m ü = r.lll ül 1 (l) º Ora» se v 1& c1(o)l) t~(H 

"" C:r ... ©t > l l r - f 11 ~ @1 <;• 

+(y=a-)~ 

1 iJ ~ 
11 

(T v - Tv )(x, Y) l e. 11~ - "21 1 + (x - .,) 11 r - f ! 1 < i';, 2 ·> {x- ) & 
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�2�X�

••:• f/ ; .· 

x,y 

·n ' ·~ : 

< 6 ❖ B K 11 '1'°1 V - ,fl-l V 11 (l) ó 

' 
• \ .1' • / / -~· 

AgT,x- s le ando (Vo3l)em conta~ afimamoa Q.UO& 

11 ? V - 'l° V 11 (l) < (l ... B lC 

( ··• 
\ 1 - • 

Ent"" tomando m k de mo que vmlh (V ,,29) 1)0d001or1 ::,m:' '.:• ,.--;: ·,. 

ia.1 quea 

tomamos S .,., 6· na ~ 0 tGremoe 9 por {Vº 30) ll 

0 .. ~ 
·-'·· ·-·--,., 
2 

-{- ·- f 
(. 
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A = Primeiramente e mesmo que se .f êz em D pode ser fe·· to ~ 

mudando convenientemente o operador 

To 

B = Outro caso que se trata de 
., . 

il ili> aw •.or,o a. est.e ('.;· clu ildo 

G = Já qu.8.ndo o i nteinalo I 

~cnside1"ado fÔr aberto ) a., b [ , l i m,! 

tt\do~ u não _., temos que :n::odifi.car um 

JX>UCO a8 hipÓteses, impondo que G> 22 

m mbre satisfaça. a uma e rrliçâo de 
- " ., Lipschitz em rel açao as 3 ultimas va-

riáveis de iood quo para cs.da. pomo 

(x, y) <i D se possa tc»mar a roosma. 

c0nstente K em tod© ~ D " Sob 
.• x,y 

esta comiça.o e com algumas adapt a = 

çÕes9 demonst ra-se a existência de umaj 
,, -

e uma so, ooluçaa do pJ'.'eblemap QuantG 

~ continuidade, es resultados se alte­

ram peis devemos considerar as desigua.J:. 

dades sempre em cempact s d~ tip0 

·i---------B·-• - - - - t ,- -- -, 
· - - - ... -- ºf ·- ---_-:..-:.-: 
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