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fste trabalhe teve inicie com a splicagdo do Teorems de
Ponto Fixe de Benach zo estudo da existéncis e unicidade da solugae de
um problema envelvendo a equagao da onda (capitulo V). Encontram-ge
ns literatura problemas snaleges a este, tratados pelo metodo das
aproximacoes sucessivas. Damos,- como exemplo, © metodo de Riemann (v,
SoloSoboler - Partial Differential Fquations of Mathematical Physies
lecture 5). fste metodo, alem de restringir-se a equagoes lineares
decompoe o problems, em dois, de mode a aplicar e metodo de gproxima -
coes sucessivas quande as condigoes de contorno sejem nulas. Tambem
Garabedien (Partisl Differential Fquatiens, cap. 4) aplica o metodo de
pois de transformagae que permite temar cendigoes de contorno nulaes.

Parecia dispensgvel, entretante, partir de condigges nu
las no contorno e a ideia eva a de aplicar o Teorema do Ponte Fixo di-
retaneribe ao problema proposto. Isto esta feito em E, Kamke — "Equa -
coes DNiferenciais de Fungoes Reais" [chelsea Publishing Compary - New
York 1947 (em alemao) } , ende o problema resolvido e bastante semelhan
te a éste e a solugio o determinada pele metode das aproximagbes su-
cessivas, como soma de uma serie convergente. Embora a nossa forms de
epresentar o problems seja mais moderna, 08 caleulos de Kemss foram
mito tteis para s nosss demonstracée. A vantagem maior da aplicagse
do Teorema do Ponte Fizo & a simplificagae das demonstragbes, alem de

s > K ’ 2 o
deixer mals evidentes as pdssivels generalizacees.

Os cap:{t.ules anteriores apresentem eutros metodow que
ten gide aplicados as estudo da equagae da ends, sempre sob o psnte de
vista classice.

Comecande pele metode de D!Alembert {cap. I), pressegue
com o matedo de Hadsmard (cap. II). A exposigao destes dois capitules
6 baseada mo curso dado pele Prof. C.S.Hénig, Introdugae ao Estude das
Fauegoes Diferencisis Parciais, ne IME em 1969.



O capitule ITI traz a ¢laswificacae dae squagpes dife.
reneiais pareisis de 2% owdem ne m" , lscelizando a equaces da snda
entre as equagoes hperbolicas.

0 capitnle IV demenstre a unicidade e continuidade da se
luceo de uma equagg.o hi.perbt;lica ngande o gnét@de da_energia. Iista ex

pesicas & feita come se sncentre em Vladimirev, "Equagdes da Fisica Mg

tematice" (em russe).

Bate trabalhe foi. sugeride, acompanhade ® revisto pele

Prefessor Cheim Semusl Hinig. A ele, men egradesimento.

See Panle, merge de 1 971

Aleilea Avguste Hemem de Mzlle.
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I. EQUACRO DA CORDA VIBRANTE
1.1, Método de D'Alembert (1746)

I.1.1 Cords infinitas So comsideramas wma copd:

nita, homogénea, floxivel o elfsiin
sujeita a vibragoes transversais, degpresados ofeitos ovizos como vesig
ténocia do ar, et0...0, @ corda vibrara sempre Bo mesmo plano.
como eixo dos X & posigao de equilfbrio, assuminds que cada nonio
corda se mova sdmente ma diregao do eizo dos ¥, chomands de
& ordenada, no instante t, do ponto da corda que ton nbe 2
do em equilfbrio, engquanto o afastamentc da poaigie de equilil-is  fur
pequeno, a fungao u deve satisfaser & seguimte equacho diferonel:
cial

3% 2 2%
5 (!

2’!
= O 9
chamada eguacso da onda ou da cords vibranis.
A constante § & fungao da tensdo e densidade dn cords Vora

mos logo que 3 pode sor interpretada como velocidade ds propagagac de
fenfmenos ondulatérios.

0 método de D'Alembert para resolver esta equacao somzisie on
tomar as noves varidveis

5 mxtoat s B X e 4% {L.2)
(] (]

em relagao &8 quais, a equagao (I.1) se esoreve como

2
2 A u -
- 4 = 0 (2.3)
1 d5d¢f ’
- »
oujas solugGes sao as fungoes da formas
W z,5)=2%)+als) , £,8c®(R) .
Ou seja, es solugoes da equagao da onds sfo as fungies

u(x, t) = £z + /6 t) + glx - ,ﬂ %) > (1.4}



2.

em que f, g sejam quaisquor fungoes duas vdzes contlmamente diferen
cidvels. Num comceito mais geral de solugao (solugdes generaliszadas o
teoria das distribuigbes), poderfamos considerar cases em que £ o g
nzo f8ssem de 02( R ). Neste texto, no entanto, comsideraremos sempre
solugoes no sentido oldssico.

A vista da quantidade de fungdes definidas em (I.4), surge a
perguntas como determinar uma (inica solugao? Recorremos & interprote -
gao ffsica do problema, que mos sugere que & posigho da corda  esieja
bém determinada, em qualquer instante, com o conhecimenio ds posican
inicial (%=0) e da velooidade inicial de cade pondo da corda.

De fato, dadas as fungdes u ¢ ¢3(R) o v € MRy , po
curemos determinar & solugao v € 62( R=z=R ) da equagdo da omds el
ques

,.
[
=

"

e

w(x,0) = u ) o =5 (x,0) = uylx) .

Gstas s8o ditas gondicSes inmiciais. |
Sendo ﬁ(x,t) = f(x + 4 t) + gz - 1t), obtemos:

w(z,0) = £(x) + g(x)

T - gl g - g0l
isto &, impondo as condigoes iniciaie:

#x) + g(x) = u_(x)

£'(x) = g'(x) = -}6- u,(x)

donde obtemoss



3.
xhat
u(x,t) = -4‘,— [uo(x * 4 £) + u(x - '6 £)] + -gvi-f ul(n)ds y (1.6)
' x—ot

qus, oomo quorfamos, & wma solugsp e astd univocmmente determimada &
partir de u o W Deduzimos, ainda de (I.6), que wu(x,t) varia

contimaments com as condigSes inicieis, mo seguinte sentido: dados
>0, >0 o B>0, & possfvel detormimay & >0 e A >0 4ais
qQues se ﬁo € GZ(IR) ) 'n'l € cl(iR) satisfasen a lno(x) - fio(x}} 85,
Iul(x) - ‘11(3)’( 6> para tode x com x| ¢ A e se B{x,t) & a eoln
gao da equagao da omda relativamente a estas condigoes inisisis, enithos
ha(x,t) = W(=,8)] ¢ ¢, para |8l < ? o |z & B - com ofeita, basts

tomar A=B+7‘t 8 0<S<m .

Vejamos agora wma interpretacao £igiga para as solugoes desis
equagao?

1? - se comsideramos wma fungao v(x,t) = f{x + 4 %) o vemos
‘ques

v(x,t) = vi(x = i t~1) , isto § £(x + 4 t) represenia

um fenSmeno que se propaga com velocidade /6 » An&logamente, alx ”'&‘5 t)
representa vm fendmeno que se propage com velocidade "'6 « Da mameira
como obtivemos & solugao u(x,t), vemos que ela & ums supsrposigio deg
tas duss omdas, que se propagsm com veloeidados + 10 e -ﬂ g TOB =
pectivamentes

29 - pela Pérmuia (I.6) e como era de se esperar pelo que Wi
mos acima, o afastamento do ponto x, no instante t, 28 depende dee
condigoés inicias no imtervalo feshado de extremidades = — 4% e
x + ﬂ %t



Outros problemas se reduzem & Ss%c como, How atempl 9:

I1.1.2 Vibragoes do uma corde gemi-inifind $8: em que 08 sunce & conds
présa mm ponto, que tomaremos gomo ==0, { pradlens semio.
t30, o de determimar wme funciv u 4al que:
J +°
satisfagendo as condigoes iniciaiss

u(x,0) = uo(x) s -gé% (%,0) = ul(s;) s T30

@ mais a gondicao de contdrno.

wo,t) =0 , ¢ (1.7)

(por coeréncia, supomos uo(o-) =0 , u.l(o) = 0) »

Lembrando que a solugao geral desta cquagao & dads por
u(xz,t) = f(x + .Bt) + glx - ﬂt) e impondo & condigao de coniBrmo, Hira
mos ques '

£(s) = ~ gl-8) ,

donde u(x,t) = £(x + 1 $) = £(-x + 1 t) (= =u(-x,t) 80 v esgtivesas
definida para x ¢ 0) , e, jogando com as condigoes iniciais obienos, o
x=- 4 % % 0, oomo anteriormente, a férmula {1.6):

P
pET

u(x,¢) = ":15"' [uo(x “+ ﬂt) + ug(x - s@' £)1 + =

i - L
{ m,ieids o
i )

nod
=D, gb-*"

Y e
e

Ly



e se x-ﬂt(Oz

a Yits
fil ﬁ s S
u(x,t) = "-21— [uo(x + Ot) - uo( ,6 T - x}] + w;%—? j" n.is8)de (1.8}

f} el
e esta coincide com a anterior se prolcugarmos o fungoes u
a0 semd eixo x £ O do modo a obtermos fungoes fmpowcs. Teie A,

b

X = 7'& {0 , tudo se passa como se houvesgse vmpn reflovan o relacze ac

eixo x= 0 .
u

U(zzpt)

’
Z
32"1‘
I.1.3 Também o ceso da eorda fiza nas duas extromidades =e reduz a Je-

te. Se as extremidades da corda ge situam nos pontog = =0 o
x = L esta situagdo seria descrita pela equaghc dao omdas

2 2
-3 _ 228 .0, 0¢x¢n, e W
a t2 1 ax s 0\ ?
com as mesmas condigoes iniciaiss
(ulx0) = uy(x) 5 2R (x,0) e uy(x) , 0&xg B
¢ mais as condigdes de contdrmos

w(0,8) = u(L,%) =0, e (I.93

Por eoex8nola, exigimos uo(o) = uo(L) - ul(o) -ul(L) «0 o
No caso da corda semi-infinita, j& vimos que wu(0,%) = 0 pos love as

u(z,6) = £(x + 11) - £z + 16 t)y (= =u(-x,t) )

agora temos u(L,t) = 0 c==> £(L + ,éu,;) = (=l + (6 %), ?J e R



6o

© isto 86 & possivel se £ #£8r periddica de pericdo 21 .

Temos, ontdo, para u e, conseqliontemente pava a e wm o,
que estas podem ser estendidas ac imtervaio [-L,0] de medo 5  mevch
fungdes fmpares e do imtervalo [-L,L] para & reta de mods a somen Do

riédicas, de perfodo 2L.
Reocafmos entao mo caso de x € R o iste pode sex interpreia-
do como se os fendmenos ondulatérios mofressem reflexio tanto n oim

X=0 oomomeixo X = Lo

I.1.4 Casos em dimenmsao maior (x ¢ IRH s 1 >1), podem rodusir-se oo
que acabamcs de esitudar.

i. Isto acomtece, por exemplo, o caso da rropagacas ds ondes

plams 1o espago. Do fato, nesse caso, u(z, y, 2, %) ad
depende de ¢ e da disténeia do ponio (2‘;, Vi 5) a0 plane fixc:

ax + by + o3 = 0. Tomada, entao, a nova veridvel i = ax + by + ez , &
equagao no espagos

2
"'g—;" ﬂ Au-O (A:n

92 a2 22
2 x> 35° 94°

transforma~se ma equagao

22 2 32u
9;-'0 9:{260"

ii. Outro caso déstes & o dos ondas esféricas mo espsco, o
que u(x, y, 2, t) 96 depends de % o da Aistlneic do
ponto (x, ¥, ) auvm vonto fixo, que se toma como origem.

‘lbmando, entao, coordenadas esféricas, a equagao inicial

-L? ’ Au =0 ge transforma ems

32VQ,6292V C
d t2 ?2

Bo capftulo II, veremos outro casc que, embors de m moio mais



5%

elaborado, também sc redus o &ste: o da cguagso da onda em U x > aqus,
por sua vez, resolve também o prabloma am fR = R%.

oes: Na equagao da onda
22

e
LR

7Y
emque u=ulx, ¥}, x € R” t eR ¢ 4 = 20 TR o

x 5o dis veridvel espacial @ % varifvel temporal.

Pode-se sompre considerar Z; = 1, J& que uma mudanje 2 veri
&vol tomporals @ ﬁt , mos lova a oguagse

2% 4
d e

1.2 Eguagso nfo homosSuse

Resclvemos a equagac da cnda com wma varidvel especisl
(zeR) o com 29 membros

2 2 a 2
u u { - = .’i
- = f(X t) £ adld
d tz K 1:2 ’

w A de 0

Proouramos determimar w &G ( R=zR) aue seja solugic 4o

4

oguagao acima, satisfagendo as seguintes comdicSos: ulxm, 0) = e ixn} o

-—aa-% (z, 0) = ul(z). No decorrer do capitnulo, mositraremos quaz con

te 02 ( Rxﬂz ) - bastava que fosse contimemenie derivivel mmo oz
d:arolaq'a'oaxedmsv&sesamrelagioataue(}{P e

u, € 01( R) o probleme proposto admite uma, e vma 88, soingio.
Comegamos pox desdobrar ¢ problema em dolms

2 o
) o
¥ (x, 0) = u(x) , -2 (x, 0) = u )

9% y 2% g
9 942 BT

d w

wiz, 0) =0 , 3%

(z, 0) =0




Cont

0 problema (I.11) tem solugio dnmice, sob as condigoes impostes
8; no pardgrafo anterior, vimos que

+
e e R L
b

Se encontrarmos tambénm w & '“ RxR) solugse do problens

(1.12), ent@io a solugdo u do pmblemzx PPOposto 86PA Ve Wt w .

Eatudemos (1.12)s sendo & ¢ R , comegamos por considerar &
solugan Ve (x, t) do ssguinte problemas

aav‘r 927?
3 - 2 s 0
3 2 3 =2 .
, 9"@; '
V,G(29‘G)n0, R (x,'{;)mf(x,ﬁ)
A menos de wna translagao ma varidvel & () = % — o ) . @ado

@

é o problema resolvido no parégrafo anterior, com wu ix) =

ul(x) e 2(x, % ) (que & contimamente Gerivivel en rﬁ?nm@ a8 = -

Tomemos ¥(x, t, 5 ) = e (s 2) , 2R, se P ,2 &
que & vma ves comtimusmente derivé.vel en relagad & T o duss vizes oot
manenie diferencidvel em velagao a = © t - com efeite, poic porp
I.1, podemos escrever

- ztt=0
Wz, 4,8 ) = vy (x, ¢) « - oy, % Jay
- =ty

%
Definimos wix, %) -f v(x, $,% )% e mostreamos qua satisfas a

o
(I 12). £ olaro, pois:s weé 02( R=zR) ., por comstrugan, wixz, 0) = O

(basta substituir) e, como

t
-33-%(::, t) = v(x, §, ¢) + f ‘1?'%(39 % % )4T -

(+]

&
-{[ $¥ =z, t, 5)aT



temos, lembrando que Ve (z, ) & solugao de (I.13)s

~
mg_‘% (%, 0) = 0 e

d

N

(__."gv £
572 s
a %<

e ¢

. v v

8) s [=gr (= 4, E‘)].ang‘ff "2:;'2-(2, tyz AT =
Yo

&

= 2 2
= £z, ©) +j ﬂ-fg-;%(x, ty © )40 = £(x, %) +-§—:g-(x, t) .

S

I9%0 encerra o probioma.

9



II, EQUAGKO DA ONDA NO PLANO T NO ESPACO

1.1 Resoluoso da equagdo com & vavifvel espacial em iRB :

Procuramos umna fungeo U € ¢’ R3 x R) 421 ques

a 2 i équ *;
w(p, 0) = u (p) 3"%'%(139 0) =u,(p) » D R3

onde w, o u sdo fungdes dadas em R3 . Do maneira mais artifiocio-
88, Gembém 8stec ocaso serd reoduzido & equagao do capftulo anterior. Pa-
oo tante, introduzimon a seguinte notagaos sendn =z, v, uﬁ)vmm fun-
gao definida em ‘R3 x R y 9 Pfixado wm ponto P, € fR3 s definimoss

i £- [B(z)2] (n, #) = 71? f £ty byt * v Jdw ,  (IL.2)
I |

em gue Y = (aos 0(1, 208 X5y GOB 0(3) & o versor da mormal exterior &

osfora em I > do centro P, ©relo r e dw o elamento do Angulo
geniral .
Suponhemos que exista uma solugne u da equagao dadas, defini-

da em fR3 =R . Sendo Py € IR3 fixado, integramos

92

J 2 _
Green e com a definigso acima, conclufmos que a fungio de wma veridvel
espacial (») e de s verxrMu serd solugao de wma eguagac da ondas

- HAn m bole Br de centro P, ©raio v. Das Poxomles de

2 2 '
--g-—-% - Ty2 C 0 . Esta equagao foi resolvida no capitulo anteri
¥ r

or pelo método de D'Alembert. Para éste odlonlo, usaremos & 2° £ézmula
de Greons

f&hk-f --g-% a8 (XT.3)
(o] VoL ’
omque . « R® & vma regido, cuja fromteira 0() & uma superffcie 3]
gular, h‘ecg(Q_) N Cl(ﬁ) e ¥ é a normal exterma aaQ_ s



ii.

2
Com efeito, se u(:ce( {RBXR) é solugao de ‘-Q-Q—Aun() e se
P éE Br(po) s ‘teremos:

2
f -%%(p, t) dp - f Dudp=0 , (11.4)
Br Br

Por (II.3)s
f A uadps= f %(Qat)ds >
B S
p o r .

om que Sr é a superficie esférica de centro p, ©raio » . Tem-se,

poréms

1e -g-s—- y.@adu-—g-%coadli--%oosdzé'% coscxzn
2 u

=se P try,t)

22 dS8Sa= re'dw s logos
[Audpnra f : %(pc-}-r‘).’t)dws
"B, Hvil=1

oG (A alln,® .

Por outro ladp, temoss

r n2 .
f"gég(l”t)dp"f f -aa:%(l’on"st)ds‘iQ .

B
b [+ SQ

Reunindo 8stes remultados, tercmos:

2
2 3
f fs _gtll!.(Pon\’ 9t)deQ ‘4](,3!2.56_5(3111)(1)09 ) =0 ,
1+ Q

expross#o que derivada em velagao a T , mnoe dfs
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22 9 9
042 u(po+gw},ﬁ}a3»44@m§;gam§? Nule=o0

ous 4 3

2 - - A
:991-.2 (" Mu) = 43¢ 3: [ra-gf];lﬂu]zo

‘92 ~ ~
(rln) = (rMuw)]=0

i 2
ou aindas 4oz [
3 42 A

donde, come haviemos enmunoiado, conclufmes que, 8¢ w & solugso, en =~
$a03

atzcrﬁu)- ga(r?iu) -0 (31.5)
2

Ora, pelo capitulo anterior, temes que y M u deve ser, entao,
una fungao da seguante foxmas

rMus=£(r+ %) + glr=1) o (11.6)

Tentemos, agora, vrelaciomar f e g oom u, e u.:L o Gados

gomo eomdigoes inieiais.
As comdigoes a que » M u deve satisfazer sao 28 seguintes: a
partir da defimdgao de M u para » 30, +%iramos guss

lim Hue ulp s %) e {(11.7)
o
® 0,

1im rNu=0 {11.8)

1‘-c>°

e

alnda da deﬁnigao de 1 u o levando em comia 85 condigoes inmicisis a
que wu deve satisfaser, tiramos:

[-gr(rﬁu) 1 =zMiziny 5 (11.9)

[~ e ¥ w) 1" L e, ] (x1.30)



onde, 8¢ h & uma fungac contimue oo R3 s entendemos por M{r)h a
seguinte integrals
. 1
M{z)h = T | h(po + 7y )dw . (I1.11)
Fivile2

Eatenos agove em condigoes de conhegor melhor como devem ser
as fungoes £ o g . Sende vejemes: do (IZ.8) tivemos que
(1) » =g{=%) , \V"& e_fR o isto &2

b 23 Q= f(x* *+ '2‘;} e f(-:-i:‘ 4o ‘h) (TIOTE,
St iim Mue2£() o da (15.7) ‘temos que
P2
ulpgs ) = 2 2(8) | (12.13)

Pora dotormimar £'(t), ocomegamos por derivar (I1.12) on wals
ggc & ©+ o om velagao a © © obtemoss

ag"f(rﬁu) «c"g'%'(rﬁu)ﬂi’f"(?*t) ’

donde, fagemdo % = 0 e levando em comta (II.9), (IX.10) o (TI.13) te-
moss '

u(po, t) = m(*r.)u.1 +—§—§ M(t_)uo (11.34)

A8 agora vimos ques se u & solugao do probiema pdato nesto
capitulo (IX.1), entac vale a férmmla acima. Por outro lade, dadas en
fungdes w, ® 01 contimas em m3 (ou sémente intogriveis) j& se po
de obtsr uma fungao u pela férmula (II.14). Serd esta fungdo uvma so
lugao? Nestas condigOes tac gerais a fungao w obtida em {IT.34) pode
nem meo ser diferenciével. Se, entretanto, tivewmos u_& 63( @j’) '
v, €0 ( R:’) a fungao obitida serd certamente de 02( R° =R ). LCRE)
mos que, nostas condigoes a fungso w & roalmenite solucmo do prehlemal
da defimigeo do M(t}h sei imedia nte gue u(pc,, 0) = u@(pﬁ}o Com

clui=-ge tombém fhoilmente, qus [% n(?ég %) 1 = ul(pe) s pOIS
=0



[
P
=

_a_

1im 5% H($) h = 0 . Finslments, pave mostrer gue & fungao

t«:=o+

' 22

u 502( FRB R) dada em (I1.24) 6 tal que «gﬁ%ﬁ Aur = 0, wveje -
‘t

mos o seguinises 1i° .,a w{p, ¢} e 03( m3 =R } solucao da ¢

€
da Oﬂd&, entan —3—-’- tambdm o &. Imediato. 20 go e c ,32;( iR

tao v(p, &) = t U(tlg & soiucHo da equagso da onda. DBate 2° fato as
verifica levando em conte qus

—g—ﬂ(t)g-——l- f T@(p th oy )dow -
Hvll=1

= m&- -—a_a a A "’Q‘E ™ &1 T A3 ¢
4x ‘ . [ ax (elvisd Ofl'i'mﬁﬁﬂs 0(2 dl; aes Q-(? 4 s =

i 1 2 \f d\? (? + % ¥)d S o (pela 28 fémmula do Groon

&
(11.3)) = ememdsy fasdp*'“l"‘“f fﬁ‘g”‘i’% ?
4 X% B 4%1; 5
% 9 N

que, derivada em reladao & %, wnos dls

2

Sres-2p | sswe iz [ acas.

Degui tiremos ¥ ok & 4 S 0 que completa o do -
]

mons tragao, viato ques

AV-A[tH(t)e]=A.[-fi~ f ala)dcw ] =
i1y li=1

-Ti—t-f Agds o
S
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Escrevemos explicitamente o férmula (I1.14) o fin de examind-
la melhors se, portanto, u_ € 03( R3) e w € 02( 53 ”)9 ¢ probiema
proposto admite uma dnica solugao u, a sabeps

wp, &) = ﬁ-— f ul(p + $VI&L+ Z_%t” jl -n,@(,or V}doutd
v ll=1 T
au, 2u
fﬁ— CT;"(l"""t"’)Wso(;_ -‘»j-—ge-%cea@‘fg +
9 e
u
¢ -----»-2a 2 aos o(3] der . (1Z.1%)

Fa vistae disso, concluimos quas
12 A solugho varie continusmente com as condigSes imicisis: so
sao dadas fs fungees Uy 'EO & 03( ﬂ23) © Uy '{ilé ¢ )
de medo que, mma regiac D <« R, 30 tenhas

e, =ull, ¢ &, a Hw -8 11'¢ 8,  (11.26)

o
(onge !Igllﬂpe;p lato)l 5 llelly = max {1l I =s£1l,

=38, 1280

ese u e U 980 es aolugaes da equagio da onda, relativas Zs condi-
goes iniciais vy © x'io, ﬁl » reuspectivamenie, entdo, paras
I8l ¢ T e p tal que B'I'(p) c D, ten=se:

lu(py ¢) -~ 8(p, )l <28, + 5§ +395 .

A oontimidade em rolagfio as condigies iniciais dsve, pois, ser enmtendi
da no seguinte sentidos dados & » 0, P>»0 @ ay 0 o considerando
fungoes ﬁo e t'il que satisfagam (II.16) nz bols (d2 l’?é?’) de centxo
ng origem e xaio T+a, com & {37CF ¢ 6;¢ 37—, enidos

fu(p, %) - u{p, t)' &, It] LT o pé€ B&(O) a

22 A féromla (I1.15) mos mosira ainda a "mie—porsinténcis® dos fenbme—
nos vibratdrios no ospago. Isto &s
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88 o3 estimulos imiciais uy Wy sao milos fora ds wm commeto K o
se % ( a(p, k) t,,k€ K , entao, cortamento, estas vibragies &6
chegarao até p omguanto © € [tl, t2] » Fore dBste intervalo

u(p, %) = 0 o Isto porque m se celoula por meio de imtegrais sébwo o
enfera do raio 1+ . RNate fato mao se d4 no plano, como veremos no pri-

ximo pardgrafo.

I1.2 Método de abai nto de ordem, dovido a Hadamard, pare
TeB0LY
gao da equagio da onda com & varifvel espacisl mo planc.

Consideremos o problema de determimar u € 02( R xR ) a2
ques '
)
o%
u(x,y, 0) = 6 (x, y) | (11.27)

o Au=0

“g‘% {z, ¥ 0) = 51(19 y)

@ vejamos quo 8le tem solugso dnica quendo 8,6 03( R-z) ®
E‘ & 02( ‘Rg) e -

Se £ & uma fumgio definida mo plemo, introduzimos a notagaos



{
B (r)2] (2 3,) = 5 | L ax dy

! SE o3 7
f?r(xa,yoﬁ VA (2=z )" - {y-y,)

Vejamos que a solugao proourada wu & dada pon
wxy 35 ¥) = WG, » =y (K25, ] (12.18)
e | ] o

De fato, o problema dado pode ser comsiderado come um probleme
de RB em que as condigoes imicials independem de 2 @

u,(zs ¥y 3) = 8 (x, y)
8y(xy ¥, 8) = G(x, )

Pelo pardégrafo II.1, o problema no espago l‘EZ‘?'y conm estes 6on
digoes inmiclals %emyoomo solugBo #fica, a fungdo dada em (IT.34)s

w(x, ¥y 3, t) = ¢ M(t)ul ‘*"‘% Lt M(%)u@ {

e eata, evidentemente, também independe de 2 o podemos, portonis con-
sideré~la como a solugio do planoc.

Para demonstrar que elas assume a forxma (1I1.18) basta reduzin
as integrais sdbre o esfera que aperecem em M( t)ul o M( 1;)1.3.0 a inbe~
grais sibre a bola no plano ¢ mosiramos que: 4 M( thyy = T 8)H,, o meg
pora u_ o

Como -conseqiiSnsias da £éxwula (I1.18) tiramos, de modo anflogn
a0 que se £8s no pardgrafo anterior, a contimmidade da solugdo om molo-
geo as condigdes imicials o a unicidade da solugdo.

Ao contrdrio do qus se observa 18, no plano constasamos o fond
meno da persisténeia, isto §, um estimulo imicial provocado & vms diz -
ténocia %, do ponto {x, y) dinterfere mo que aconiece em (z, y) pam
3odp % 3%, . Isto porque as integrais s3o estendides & bola de waio
% o
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 p=p : Ba 98 ~amdon s
st S LALS 48 <9 Oroen, gt uasg= 13 LAASATRES
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- ¢ I - pA e .
682 X = (E & ©voa T ) = R s LUGE G@Lﬁ__

£} £ :
= = -
W - K 7. L % .
‘rtA i ,;Z:_; ., l"m) .:';Q ) L f{s:, (3 -
L8021 =1
B o et i ST I e = i R+ | y
oam gus & _L-}" ’34. B, & mac Tunjees dafinidey avma pogliso 4 < ™ &
AL g A b3 B P LT = meorn o e e . S hrvge Ry R
ume equagas dita lincar. Podamos supor . 3 = f.. IO VENOR ROG TEEe
e e Je 3

3 y
iringiv & w e ) ) .

o3

leis geralmonte, a eguagno

fél\' (X) 9 4 f(‘;’ g teo E o Uss‘gé;":‘%' g oan o
iger M 8F PRy . w e ’

[pS
L
12'

fod

ot

diz-se gquase-lizear. Ahs equagoss linearcn sfo oxemplos das equaghes
quase-lincares e o8 equagoes esiudadas mo3 eapitalas precedentes snn

[

exenplos de¢ equagoes lineares.

Pada wia oquagdc quage-limear ¢ fizado um pomtc x € L) obidm
ge ume forme guadrdticns

n

on(?) L3 Z ai,j(xc) gi ga ¥ . (m.S)

ig,'”'iz

A equagdo diferencial parcial (III.2) se diz elitica, on hiperbéiica,

on parabolica em %  oonforme ] o seja olitica ou hiporhilisa on pa
X

rabdliea. ¥ a equagao se disz elitioca, om Mparb&lica,; ou parahdiica,

mm conjunio se ¢ f0r em gndo mwa do sens pontos,
Abrimos um paréatcsis parva lembrar alguus f&td.d .;:.i f£ebriooe 8y
bre formas quadrdticas: uma forma quadrdtica 5 oy g‘ " dig=89 wsisv

na forma cendnica. 1=1

n
se §) = & a. & 9 B, = @ 9 © tomamos uma mudang
R T 13" % g8

de coordenadas definida psla matriz ( C(Id)s

n
fem L ety o
itml

s o =
a forma quadrética onese @ 99 aseritey on H8Tmon dos B . como:



n 2
3 { S = % W - = . LT
If‘)' \ ’Ul' ? = f/;f? g e a'}h-. 0' ] onde o 0 Zs; &, Cf 1 @\#, :
oA e "= o8 N 24 s ;v o
iig Q,":i. ig‘igg

As formas Q o Q dizem—se sguivalentes. Sabo-se gue #8da forma qua-
dratica & eguivelente a alguma forms candpica ¢ qus, sendo o8 a,, o=

als, eata forma candnica pods ser tal que seus coeficientes seojam 1, =3
ou 0 . Imbora ests forma condmics moo seja dnlca, cla aprosounta inve —
riantes como, por ozmamploy o valor abmoluto da soma do geus goeficion -
%os. A partir de tale invariantes, classifica-co a forma O ems elitd
ca (quande todos os coeficientos sdo iguais & +1 ou dodos igusis a -

-1}, hipexbflica (monhum cosficlente mulo, a6n tudon ijuais catro rd)
ecabiiion {(glzuns cveficidnten malos).

e e

Uns. forme hiperbolisa &. iz hiporbdlics uor gg,, ge wm ad oo
coellivientes tem pilnmal diferente dos demais. Uma forma parebélios so
diz parabélica normel se um =6 doa coeficientes 6 mulo e o8 demais 45n

o mesmo =inal.

Fechado o par8ntesis, voliemos 38 eguagose diferoncisis parel
ais, de 2% ordem, quase-lincares (III.2): elas se classificem am oli i
cas, hiperbélicas e parabdlicas (mum ponto x° on mun sonjunto) ; vejs

mos que esta classificagao independe do sistema de coordenadas utilisa
do. Com efeito, se

Yi = yi(ﬁs coe g xn) 9 1m 1y coo p B

é un outro sistema de coordenadas ruma vizinhanga de xo, a equageo
(II1.2) se escreve, mas coordenadas y ocomos

2
E — au -E(y . Ly 9“ 00‘;9 121!.\ 1L
A lakp‘ -——_‘aykayc 19 » Ty 9"""""‘33.1 9 gyn @

9 A ’

onde os Kk  ©° caloulam comos

" v, 9
- e 992 R
CVRR O Y EE ' (31.3)
i,=1

n
Isto &, a forma quadrdtica a (sn,) = y: E,Q;, R Wy
] '3 A

é equivalente & forma Q, através da matris jacobieus
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e

( ‘xki) = «?f-m- periensendo, portento & mesma clssse que Q .

Leterslmonte, obsorve-se que wma transformugac d8 aocordenndss

songerva 8 "guase~linsaridade" e B "limearidade” da Gguags.eq

Ixemplos: exemplos de equagoes sliticas no B™ sgo
de Laplace AN = 0, e de Poiason £L&v = Q. s eguagden
. 32.

N L 4
cagy. A eguagao das ondas

B

~ 7T .
u-&u::@,ﬁx;g B & ae e

parabdlics, & equagdo do calop mg-% - Au=0 tombén zo REE
Yo oaso da ogusgio mo plano (n = 2)
@Eu a2 @2

a(z, ¥) 2 352 "' 2 b=, ¥v) ““"“’ax""’a"%f o(z, ¥) "’é’”‘? =

& 2
"'*-ff.xn Fa Wy a;» a;> 9

ssta olassificagdo tem uma carecterizagao simples, en téymos don o

2

clentes. Do fato, se A = b =4 ag , por veoursos algdhricus,

difi@ul@.adaﬁ demonatre~se gue a equagho (ITI.6) serd elitica

ses & 4 0O 3 hiperbélicas se, 6 86 g8, A >0 e parabdiica se, @ @

88y £ & 0 .

dn forms cembaica da o

ITT,2 e

dods wRa sguagas

SN
b

sial parcinl, de 22 orden, quase-linear, (111.2), existo we ftransing
gao de eaor&an&d.aar; que leva 8 foxma quadcatica @ o wipa forma anmid

x

: o
ca, ©o ponto X . DPergunie-sos sendo a equecao de vm &d tips mav

giao » serd possivel encomirar coordenadas mag quals &

- &S

assuwne & forma candnica em fodos o8 pantos genga Taglaon

Se mn 3, isto ab & possivel em cesos excepoion2is, ne Gsoo
dag eguagoes planes (n = 2), entretanto, isto & sempra possivel.

Eeste paragrafo, faremos islo para os eqmgoes guane:

da onda em &, xE M o Paxrtimos, portanto, da cquagaor

e
a{x, ¥) éxg + 2 vz, 3) Qm? + oz, 7)

=-2(x; 7o By =BT » T
é’h

?ii}?ﬁ AT
no planog do %ipo hiperbélioo. Lstas a8o wme geperalizagio da aynaci:



1.

ool &y by ¢ continuas em .QCTRZ ) An'bg-ac):() en () .
Proouremos novas ooordenadas ( € , ) nas quais a equagéo temha a

2 o . .
a;%- aa g‘u ?(8, $y uy -'a"'% 9 ‘%:;) 9 (IXIQS)

basts tomar B8= £2v), t- &~ v .

Em muitos ocasos, & 2¢ forma (XI1I.7) & mais Gtil que a 1% forma
canbnica (III.8), como vimos no método de D'Alembers (I.1) e ainds uii-
Yingremas a soguir. ‘

Adsptando as férmulas (III.5) de transfozmagac de coordenadas

e impondo que & equagao obiide tenba & forma (III.7), vomos que as noves
coordenndas ( £ , n) devem ser tais ques

a(--aa—!;)a+2b-g—§:-.ﬂ+o(-a;5-)2no

F% r 2022 2% 0 (30)% 10

{11X.9)

Se, mms vizinkenge do pomtn (x°, y°)e , aocurva
£ (x; y) = comst. e esmerove como y = ¢ (x) e nlx, y) = const. =o
escreve como y = w(x), enife @ o w devem ser solugdes da mesms
equagio diferencial (ordindria)

oz, ) ¥° -2z, 3) ¥ + oz, y) = 0 (311,10}

(estamos supomdo a(x’, %) s 0}, Bxigindo ainda que o8 sosficienton
da equagdo sejem de classe C3( {2) (bastaria em relageo &, ¥y} © cono
4 ) 0, as fungdes ¢ © \ podsm ger tomadas como solugoss, respsu-
tivamente, 328 equagtes diferensciais em forma nowmals

. | b -A/B ‘
y'e u;!;—g; e = IIT.11

e y's
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%)

Exemplosgs . 2 2u 5 2u
1. A equagao w====== . 5" Q0 , ¢é hiperbdiica no sami -

3  y
planc y ) 0 { A = y). B as cuyvas ¥ = oonst @ W = comet dovem mew
integrais primeiras da equagho difevencial:

2
() =y .

Nas novas coerdenadasg

n
14
_" a4

8 equagao 2cime =6 OSOTeVe eomes

@ 2, B

C ; an,“
- ;; (au“a‘u}
2g=n) 9k Im’’

2o A Qquaquo

Q %y 2 2 32!5
xyaxz“(x *y)axay'*
2
‘i'xya gaf
oy

&

é hiperbélica mo plano mencs os pomntos das vedes y = -

(A= (82 o= 3‘2)2 « As curvas g = gonst 6 T = comst deven smew inle
grais primeiras, xespectivaments, das equagoes

Xdy+ydzx=0 , zdx+ydy=0

y

Isto significa quoe as no

ves coordenadas §— Xy

"2==x2+y2

sam. De fato, nsstas va-

nos intereg

ridveis, & oyuageo toma a

formas [~/ |
‘\
a 21‘-" 2: E’ /f Y | ~3 e
—— 5 : P L R S g
SF on " 457 4 T ——
> ) .#’ o f"\ // ,/ —
Ubserve-se que h& pomsibili K // LT
dede ds escolhe, pois esia \’ ‘ ~ L7 3/ o
iransformagac de ccordena = o ?i\\_ f LT

das mao & determinada vaivo | I s o Y 4 v



IV. MEYODO DA ENERGTA

Vamos desemvolver o m8todo da energie qpe demémstra & -unicidade o
contimidade em relagso &s condigoes inloials da solugac de uma equagioc
hiperbéliea no R ™1

Este caso generaliza o da cords vibrante présa pas duas exire-
midades. .

Sejam t€ @ e xe m2, a equagso

32 SR
Q (x) -a—t'é‘- = dtv [ p(z) graa u] + q(z) 0 = 2(x, ¥) , (1)
com u= u(z, t) , Q>0 e p >0 Ja estd na 19 forms camdnica o &
hiperbdlica.

Consideremos o seguinte problema: sendo 4.0 C R® wm aberto 11 ;
mitado, com fromteira P () "euficientemente rogular", com pommel  ax
terma n, sendo U= () =x Io,m[ e p & 01(57_), p(x) 2 ¢ om
2, e un) ,Ql(x) 20 m B, ge o(fl), alx) ¥0 o 2
£ ec(¥) , v € ¢ (.Q.)a ulﬁ’c(.Q) e x, B ec{al),od % o
BYo ngo simnlt&mamente milas. DNestas condigoes, deteyminay uma ,
fungao u € 02(8) R (3) solugao da eguagao diferencial (1v.1),
satisfasendo 34 seguintes oondigoess

[ d(pu * B (y) —gﬁgan 0 (com:l;?ﬁo mista de contbrmn)

u(x, 0,) = uo(x) | b (Iv.2)
V= & Q (oondigdes intcials)

"’g-.}é (39 °+) = "1(1 N

0 estude da existénola de solugsio para 8ste problema estd sei
me do nivel d8ate trabalho. Hoste capitulo, nos ocuparemos em demons -
trar que a solugdo, ge existir, merd Snics o dependsrd comtimusmente
ds u o By € do 29 membro £, mm sentido a ser melhor explicado.

© métedo da energla comsiscte am ms:)orar a solugao e suas deri-
vadas através de ofloulos com wma integral oujo valor é ligado 2 ener -
gla nos casos que admitem interpretagao fisica.
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Assin sendo, supondo gue u seja solugao do prablema proposio,
definimos a fumgao J{%) comos
Jz(t) o il [ (.Q_E)F?A le ﬁu]2+ 3123 i &
2 e D % ¢ p & q ax ~
Q

1 d 2.
P

t %0, emque S& 252 & o conjunto dos nontos ye. onde
d(y)e B(y) »0 o E vemos pwovar que

o nr g
~a%-=- [ 3%(%) 1= J[f(xg ) mg*% &% . {IVed)

£

Para tanto, supomoes @ ) suficientemente regular, de modo gus
se possa tomar para £ ) 0, sufi
cientomente pequeno, ume familia .
do abertos L . com fronteirs me— - / )
gularetaiaquesﬂsﬁﬂe '
Q_e-v () quando £-=0 (basta ,
para isto, que aﬂ admita wma
vizinhange tubuler em R , pox
exemplo)

Fara T ) 0, pomoss

UT-QxJO, s .

T
Caloulemos, entae I, (T) = Jr f £z, &) 2 dw 4%
€ 0, % 2 t

onde u & solugao do problema dedo. Sendo £ o 2° membro da equacac,

tem-i3es
2

+£r—g—‘§[-div(pgradu)+qu]d=d“
1€
t

saloulemos cada uma destas integrais separadamontos



2 =
1 P ofn.2n. o of Q2.87w.1,
I, = € Sy oo G dt = Lg et it Gt ¢
Lok jz € gq’ = J'FZ. = @ -
§ = Ay 3 H
M{ £ ‘ £ 7%
- A

P
(QJE
£

R _
waf[/( 3 gragd 1 og:z'ar:i.ud'g)*éﬂg&uaqu&éﬁ%}éé:;j{_ a%
9]

> 5 1, 2 b — ,; £
lembrando agora & 1° férmula de Greemy, se g & C ()., v ¢ 0°(g ) ¢

g Ah dx = [ e J}.,.E}, &5 = grad ge. gredh dx
o R
{1 ¢l 0

vem, tomando-se, parg cadas ¢ € ['_f,,, ‘1‘7 s

QJC‘V

vamen‘te ao conjunto £ g s tem~se,como p € ot ﬁe) e
u € 07 (ﬂgx rﬁ v TJ) y QU

fj 3 ..gré.dudxdt- (J\ ~‘-§-—3§d$—:~
£°Q € TN

P o 4y
e [ [

i T
1 2 Su Su
+= Lqu- dx«ij‘ '-——'t-é—d o

Mg
Reunindo, temos:
T

I, (B ==~ Jthp(%%)%pmaaul%qu?jf@we

Fogemon €0, , como uw & C{fL=z 10, T}) o fa& o{(r=D, ¥

TEMOBS

2" » A= W, wralall
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7
£z, t) —i‘—‘dzdt = lim Ig (7) =
a % £==0
A :

o+

-"%'-fﬂ {9(-%-%)2+plgradu!2+qu2]r
Q
_J'TI p-g—:--g%d{%d‘b
o ofL

I&asemé,ﬂ. temos que ou + 3-—%—»::0 s ent2o¢ se
o =0 e B)O temos

3 uG, 88 ¢ 0 o g«() temos u = O,

donde —5— = O tambdm, entao a fltima integral pode ser remtrita &

parte SCQ_Q, e al —g—%n-fg?-u Logo:
IL p =2 a“-%—‘!asat = Ip-——‘f u=s% dt)dsa
P
= T ‘ as o
P °

expressso estd que, derivada em relagao a T demomstra (IV.4), isto &,
quoes

"&"%"‘Ja(t) -Lf(x, $) —%2 dx (IV.4)
on
(1) = 3%(0) + ff £(z, t) d >z . (IV.5)

e da Qefinigao de Jz(t), em (IV.3), tiramos {por contimidade o fa -
gendo t--o0,) s



9

i O
32 (0) = =5~ * ad u | +q u Yoz 4 - D =
) L( e Al P lax |2 ) -l R
) bS]
Kanipulando wn pouce mais ectns {Symulaz, chogarenos a degi-

gualdades uteis pera a verificasac da confimmidade & wWiiolidnde. [soin
sendo, de(IV.4) tiremoss

2 J(5) J°(¢) 9f £(x, %) Qa dz {(7(%) » 0}
A ot

(s g & ¢l{L} , pomoss [|gll; = { lel=} | | 1
pivl
dade de Cauchy-Schwerss IJ gha |4 |lasl IZ Hnll, J . tomos ontass

23(9) 1 3(8) 1§ Helly 1) 52 1)

ry (e gue o 22 membro 4

fungao de & & ) (IV.7)

)

=

Por outro lado, semdo p» 0 o q3» 0 em £l o mendo G »0
an S, temos, da defimigio de Jo(%) em (IV.3)s

1:2&)1:,-42—1}
_ ¢

A
P( avl‘;)de I > s 1 ggu; 5  @m gue

0" %n Q(x), logp @,>0 (pois @(z) » 0) 3 tam:ﬁm sendo

9

N w2

P
p = min p(x), tdm-ses p > 0 e | I(%) |3 % || |gred u] i}
(4] ﬁ (3} 2

das quais tiramoss

d u o

= e,\/ 3(t) o TV, 8

i 3% i o (%) (TV.8

il | gred u | llaé‘\/% Js) (17.2)
o

Levando (IV.8) em (IV.7) tem—ses

| 31(e) |1 g el - {2v.30)
5 2
Po

No entanto, J té uma fungao contimamente dwrivivel, oo, =

%308 J(8) = 3(0) + f I ag .
Q

Entac, por (IV.10)s



ZE{J

[-'?'?ﬁ
wifa " ol ? )‘l( 5t b} a
.-}(u; } [ U‘}E & W:_‘r"m—:::m“ ‘:‘ % } % g"_‘ 8% .

. {
‘5 ?CZ' < )

e com esta desigusidade voltames a {IV.8) & (iv.6), ebbtanie daf
LY o 1,,

T v
‘.’5’\3 ;2 ¢ i g ()3 2= Loy 'ty N
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logo, para oe valores de t pexa 05 quais jiufl, %0, sc tams

®
ol € 11 ua\\/—z- 10« | el o
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Passamos, agove & conslderar dols problemas 1o BRI



- 2%

mas oom 298 membros £ e £ , respectivamente, e condicles inleiale w o,
woe @, ﬁl respectivamente - conserva-se a condigio de contdmw -~ ¢ @
j_a_m " e u as solugaea correspondentes. Supovhenws que se tenba, om

Q¢ -8l <& (one |lell = guo le@®))s |} forad v, ~

- grad 8| ||, €8B! (tomemos nEo &0 a limitagio da funglo, come bembén
de suss derivadas ), e ““1 - "1|§2 <€ 510 Seja € tsl que para
0gtg T |lr-¥ i, € & o Vemos, por (IV.6), onde & fungde J{) &
celoulada relativa & fungde v =u = 8 3

PO € el Huy -5 1F + UBL |} jproa u, - g ) 112 -

v 3= llal) fly, = 5,12 b a XN TN I EREE R

5“?2&“[“€"|52+llpll£ + ({lallV *!lp-g-gch)éijg
2 : '
$E5(ES+ B2+ E2) g P(E €+ €Y,

onde \{ =vwl{)l e O'=area s e ¢ deve ser tomada de mode convenier-
te.
Temos, entéo, por (IV.13):

Il WG AfEr ot & 8o B oghoe |, asio

“"“2-5‘1‘(50*’ 51‘1'* e;ﬁ‘*é—%f—‘v: €0 (Iv.34)

com k convenientemente escolhido,
Do (IV.12), tiramos:
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i @ e e
I Igradu’g,wdul H9 Ity (5 @os:--é;@ + €7T) (W.as5)



Ainda de (IV.11), tiramos:
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192 - H e 080600 80 En . @

Agora, basta enunciar os teoremas.

Undcidade - Sendo fL © Rr® limitado, com fronteirs ragwﬂ,ar afl ; ¢
¥ ={)xJo, oof, se existir u e (32(01 ne (ﬂ) tel ques

-——-ediv(pgradu)*qumf 5

6
(@oQC O(Zi)p p & cl(ﬁ)s e>0§ p>0, q¥% 0, f%C(U)),
satisfagendo também ms condigdes de contdrno

““*@'%390 s
(O(:QG G(&Q),“}O, (3)0 neo eimmltancamente nulss) € as «on
digoes iniciais

% o

u(x, 0) = _u,(x) 'i |
I\xe Q, (o e D, v & o) )

L2 (x, 0) = 0y ) ;
r‘peﬁmessoexiatiraoolneil u, ela sera unica,
Denpnstracio: imedists de (IV.14), pois & =&, =€ = €=0

Contimuidades Nas condigoes anteriormente enunciadas, se u e o 680 oo-
lugoes de problemas snalogos com segundos membros £ e I
e condigoes iniclais u, o, %, %, , respectivamente, dsdos T 0 o

Ny 0, 369 O tal que:
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Nu -5 12 6 (@fi, cm (el =m0 {liell,



oy ~&11¢6& o

O£t LT,

£z, t) - £{x, %) | ¢ ’5

entaos

Hu»i’iH2< N Il legrad u - geod o ¢ ™

5

122 - -2
g %

3

bk

THa(ffl s para todo O ¢4 &7 .

D

B

4]

£

(o=



V. O TEOREMA DO PONTO FIXO DY BANAGH

Vemos demonstrar & existdncia o unicidade da sclugao de wm prebloma
que envolve uma equagao quase-linear hiperbdélica. O camiaho geguidc o
tomar a equagao j& mma forma simplificada, reduzir o problema a  wme
equagao integral & qual se aplica o Tsorema do ponte fizo de Densch. D3
monstra~ce tembém a contimidade desta solucgao om rolagze 43 condigiom
iniciais ¢ ao 2° membxo.

V.1 Colocaceo do blemas

Vi.1 O probleme a sexr xesolvide & o soguinte:

' 1? dads a eguagao difevencial parcial de 2% oxdem, guase
i ge=linear, hiperbdlica, 34 xa 28 forma candnlos,

3-6;33- £(x, ¥, u, -g_ —g-) 9 (v.1)

2° dada a ouxrva mo plamo g 3 I—= B, com T & R in
torvalo, & @ ¢4 (I) o g(x) 0 , (pora Pizar
idéias, suporemos g'(x) < 0

V zel),e
3¢ dadas sdbro =
curva
O-{(x, gx) ) , xe& I} as fun 31_ s e SR
gges- up u, , determizar a soly s ¥4
g'io u da equagao acima (V.1),em g(I)"T"", 1)) by E
D e I x g{I), que satisfaga as : ! \\;
-~ J 1]
seguintes condigoes de contdrno @ __,'-_--4’-“-1“4
I ] 4 -
4
3 . =
u l =1 *
¢ ° |
| b {v.2}
Loni _
o= lg™ ™M
/

V1.2 As sondicoes de contdrno

Antes de transfoxmar 8ate problema mome eguegac in{:egfalﬁ TG

jemos que a8 condigoes (V.2) determinsm tsnbdm, sdbre 2 cuxva C, o8

n

valores de -a—;
De fato, 0o eid.a ué ¢ (D Y, satisfazendo as sondigoes de
Vo 1 =

cont8rno {V.2) e ae -@—; lc. u, ; %emoss
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7&" %E’C, g(x)] = g—% [z &(x)] + %Z,? [:z s{=)l. g(z) = .

= w, [, a(x)] + g'(x). 11#51-9 a1 .

o . " R .
Sao, yortantd, equivalentes as comdlgoes de ecngorm (Ve2) -~ em que g6
1

determinam sdbre C o valores de w & de «—% - 0 a8 seguintes
condigoess

u ‘ - Sejam, portante, consideradas ss somdigfes de
w lc (Ve4) ocontdruo (V.2) ou (V.4}, admitimos conhesidas,
= u ~ o
Sy e 2 em O, as fungoes L ul e U, ligadas por
(v.3).

¥a verdade, fgo resolveremos o problena em tode o ¥ ¢ VENOS
decomp&-10 em 2, comstruindo w "& direita" da cuxva C e "2 esguow -
da" de C. Por motivoes de ordem tdorioca, intrcdusinmes as segulioten -
tagdess
Da{(x,y)sﬂlxé I»:N;s(x)} d

ess (x,y) € D , pomoss
- ={(ssa(a)) € ¢ | §H3) & & =)

(=]

b, o{ (sst)€ D | &) gmg

als) g tgy | -

V1.3 A eouagao integral: transfozxmemon, entdo, o problem
restrito & D, mma eguagao inis -

3

gral. Para tanto, supomos u & cz(D) {conmeqlientemenie, Uy Uy O

u, g80 contimuas e oontimamente deriviveis) e tomemos £ ooubimus en
gous avgumentos (isto 6§, em D x Ry .

" . &2
Se u & solugso da eguagao -af;-a'};" a ¥, dntegrandc em 1o~

lagio 8 y e se (x, y) € D, temon:

g ’ 2y 4
o= =) - 'g% s elx)] *’f 2z, M 5w 5 ﬁ’} an

&lx) -
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Integrando, agora, am rele~ = |R-—cceeem-= - -
3 LE N N
gao & x, vems ; o
) I
=1 1 “‘ ? M% :
u(z,y) = u[g (Y),y] + E{ L
X #" "':‘:‘ "-f-: - 'i-:\\ :
B Bl PR
. f L SR, gy d ik
g ('.v)

: Qu Ju |
+f f f(}; sV} pUy d 9 ) any d B s Qque pelas coniis
&) Je®) 30

goes de contdrno, nos Ads

ulx, y) = uol:s'l(y), ) +./—1 "1[§ > &(§) ] g+

fl [ 2(% snsus%'y' Au) am at , (V.5)
e Jete) . ¥

que se escreve, abreviademende: |
w(z, y) = u [§Hy), vy + ag  + £ag a (V.6)
9 o T2y ¥ “1 'Vl )
Xy oy

Ou, se integramos noutra ordem, obtemos tambéms

w(z, y) = v, [x, s(x)j *f’ uzfe"l('l):”l:l an +
&(x)

g ()

| 9y du

que, abreviadamente, é:

u(x, y) = notx, gl=x)] + [ u, Ay + f gag adan o (v.8)
cI:Y Dﬂ:?,

Reciprocamente, se u § sodugao de (V.5) (= V.6) temoss



= [z, s(=)]

e, andlogamente, para o caso de (V.7) { = {V.8)), aque mos leve & enne

gao com as condigoes (V.4).

Entao, se v & 6(2) (D) e definimos o operador:
x
T[] (z, ¥) = uo[;'g"’l(ar):. yl + f : w (5, o(§)] a%
g (¥)

oy

e .
+f[ f('g 2 7L s Vs et g == ) CZ%'; iy . (va)
4d 3% oy ‘

5

uma funggo wn & 0(2) (D) mexrd solugao do problema proposic o

o pimente 8o, u= T [u], isto &, se, o 86 se, wu oy wm ponin Tizo

do operador T .

Observamos ainda quo, como u, W, © U, estao iigedas wuw

(V.3), wna integragio nos leva as

X
uofg‘l(Y), vl +f . ul[g " g(% )] a§ = uo[zz, glx)] +
g ()

!
!
e entao o mesmo-operador T de (V.9) escrove—se também como:

: y
T[v] (x, y) = “6Exs g{x)] + I uz[:g.l( vl.),r&‘] an +
&(x)

| dy
+f/‘ £ & s 5, vy <, 27 a an . {7.21)
ngy % Vl ag A %

+ r wlen )M ] an ! (Vo2
e(x) |
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V.2 Q Teorems do ponto fixo de Bapach: diz que se E e um espe-
g0 metrico completo & ¢)
e T:E-—~E o uma contrageo, isto @, se 3 ¢ € 1 tal que

A, Iy) godlx, ) , Y xyeE,

, (sto e, Jix e E ;
ko = xo). Emeis, s8 x ¢ E e wm porto qualeuer, a geglléncie T con
verge para X, .

Bste Teorems admite s seguinte generaliszagsop, como

Corolario: S¢ E © um espago motrico completo (# @) @ se T: 5~ &
e um operedor tel que T (m» 1, inbedro) seja uma contracac,
entédo T admite um, e um &>, ponte fixo e

ﬁtf\d.lmqmu x@& E, a segilencia ‘Ikx—-oxb, queniio
k - 00, § nesta segunda forma que aplicaremos o Teorems.

entzo T adwite um, ® um 85, ponto fixo x

V.3A

et Ty
g'(x) < 0) e a8 fungoes continuas e diferenciiveis u, e v f(on wu)
em C, determingr u € 02(!_)) tal que

d3 » P 3
sray- e nn gl AP, recuxmany

JIEISN - JIEINEY - TS
c - c G .

{v.12)

Problems este gue equivale a achar wm pomto fixo do operador T
definido em (V.9) ou (V.21). -

Comegamos & resclver o problema mo 6aso em que Ié-[a,bj 6 um
intervalo fechado o Mimltadp e sela [of , @] = g(I) . SOure a fungdo
£ vamos impor uma condigao de Iipschits, em relagso es 3 uliimas veria -
veis, isto o, suponhamos que exista uma constants K tal que,

‘:‘s b £ o & tl)"t(X, TI» T Bgp tz)' £ (V.13)
£ Ku{'rl" 3}'3 lﬁ"‘zl: lt]_"tzl} ,V,xe_[a,b],yé [Q{»ﬁ] 9

T L
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o

Vamoo tomer com® I © espago motrico eompleto € © (D), com o soguinte
normes ¢ u GC]‘ (0} , pomos:

1 : @ é 2 i ! Fon o 8%
all®) = s f full o 1L SEINEE 1]
tme,8e V- o was fimgao contimue no compmote D 2

Hell = auw | wle, ) L & , {¥,18)
(z,y)€ D

E passemos a mostrar que estancs nas condigoes de eplicaz o Coro-
L d
layio do Teorsme do ponte fixo:

A =Qoperador T definido em B, por (V.9) ou {V.11}, nes eon
digdes acima, essume velorss em E .
Do fato, sa v & ¢t ), Pve c* (D), cem derdvada om mala -
céo a x deda por:

é : v B (’% | Sy oyl
‘a"‘x' Tw (xp Y) = ul £X3 8(3{)] + ( ) f(x,‘vz 9 Wy % ° z{ﬁl;’) a ’M‘E V.16,
. £R3%

edcﬂ.ved&muhgi'oa y dada pors

. ' ®
% T v (x, ?) "uz&e’l(!)» y] * J.Ql(y)f(g » ¥» By é% s ”ﬁ :}d% g
_ &

logo ME)C E o

B - Passams a msetrer que, ne metrica considerada en
E= G (D) s alu, v) = jju=v 1(1) , exisgte wm intelso
tal que T" geja contragéo. Fara tanto, mostrarenos, por indugeo, gque =8
n31l 6uninteire quelguer tem-se:

A

F )

Hetu-P v 1D g o I -1,

onds 2 2 - . _
cn = .Qaﬁ_.)n. (b - a > F =B )"‘ - (V.29

2 ni
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2NGO e v 9D, aprhoman 312 1
“‘ Al . .(‘
88 ¢ €l e T o we conbrageo, come gueriemos, vera aplicar o Coro
rio.
Ne expressee (V.19 de ¢ s K aa comstanie de lalpschibs d
&8
£ (v 1"’-) & E 8 wis conatanta trunoda wemis s
Cd ¥ 2 8 tis COFSwantse thmalda comn:
.
f - 53 b =& B _a . :
= " e = FYT ey
WX g 1y =3 3 TV d e £EV.20)
€ 4 [ &

Demcnstramos, entao, (V,18), que estars verificeds oo woshramos

que:
.
8 ulx, y) = ™ vix, y) I £ Gni fu = "H(A')

32; ™ u(x, y) -é%;‘l‘n vz, y)

¢ ey llv - *»’“m bV (x, vle B (V.21

,%Tn ulx, ¥) “5'@;’1'" v(x, ¥) lgen L - v |2

~

Facamos n = 1 e mostremos que (V.21) wale.
Tw e Tv , ven imediatamente que:

|Tu(x,y)="1'1r(x,y)lé[fn | £(¢ ,Q%%?,§Q£)@
Xy

Das defini¢oas de

N

d
.,f(E >N 2 ¥ ag”,%‘;)l dg dﬂg’x(y»@()(x.,&) “um,g“t.!.)

¢ Kl y-a+x-a)|lu=-v|P

9 I‘ ‘J = ;’ y

porque pelo modo como &_}foidoﬁmidom(mao)s x-ag2? o
y-og 2§ , loges

G-a)x-8) § = [x-a)?¢(yoa)®] ¢
fhlx-a+y-a

De (V.16), tiramos que:
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¥y

I Tu(x,y)egéTv(x,y)lSJ ﬂf(x, ,ng.a-.s.@.,.‘%m
' g(x)

’f(x,n 9")%‘%9%}%) ld”( § K(y-~a) “u'“V“(l) &

£ x £ (y =0t + x - a) Hu-vll(l), porgue (v.23)
3-?1 e x-a30 ;

Analogemente, de (V.17) tiramoss
x

a 2‘ e
l@yTu(x’y) %Tv(x,y) | € j_ lf(i‘.y»npdsggf"*“*
Ly)
-f(g,y,v,f-l ) laf ¢ K(x-a)llu-vll(l) $
€ KLG-@+x-0) |ju-v]]¥ . (Ve2%)
Tamos, ent&o demonstrado (V;Zl) pera o caso de n =1, pois
-® §Pp-a e x-a8gb=a. Suponhamos que bemos pare
m=1, 2, 0eo p D =) 3
| T"u(#, y) =T v(x, ¥) | I |
2 P atx, ) - L Pt ) [$REE LG coex - o - o
o x o x 2m!
(V.25)
l-f;‘l"u(x..y)--gé;i’ﬂx. y) |

e mostremos que (V.25) vale tambem pare m = n. Isto demonstra (V.18) cop
pletamente, COom efeito, temoss

~
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«*
£

®u (x, 3) =" 0) @ ) =u 570, 5] ¢ | wlt o alfl] af -
jg"’lizfr)

” e}, ., éTL‘*, gr= “)d§ iy =

€ Q7
¥ '
y
“al @10 | wltop,n]an s
g{x)
¥ x® ) A
+J J f(gsﬂo'lnalu:di;n ua@@ﬂ’ Jaf gr
glx) gal(‘rl) d§ . R
logos
"Inu(x,Y)"TﬁV(X:Y)’s[j ‘f(§ sﬂ:Tnmlua"”'.’ }lm
D;‘ry
- 2§ »ﬂ‘»'fhlv, T“"l : TJn.":"'fr>ld§ an £
| 3" "o
y A
AR g f sty (q -aof =@ v P ag e
B(X) l(n) 2(!1 1)!

- » 3‘- - "ﬂ,{_‘ "@;}(n
k£ (1) (A o@ex=-g)f Ocpa-Bg, .
= K n =1l “u Vl‘ I [ n Q)

g(x)

£ K-Q-Eiﬁ:-—lluﬂfﬂ(l) j o =ét+x.=-a)nd1’@é§
2 nt

n=1
¢xCERET @) of g caex- o s

m-(é-g—-*%%i— vy =@ % -a)t Hue'zrn(l)



LY o
:‘?; =l
] & e ¥ e A
e (e »
o @
> .
£ §
E ' i -
: n s ===
1] o 3 o
H K] 14 2 ({ 2 .
] ) - (¥ “&
J N

n=1 e,

2(n = 1) P

Nl : ‘ -
= K x4 bu - vH(‘l) [ =@+ x=a)® = (glx) ~al + 2~ a)" | &

2 nl
' W %3 |

¢ ‘nﬁ'l 4 o g 0 )
¢d2KBL T gex-a) ju-v)|Pe SEEL o g o
2 ni e nt

porque 283 2> 1

Analogamente, pers o derdvada em relagio & y ¢
&) d
RIS o5 (
! - ™ u(x, ¥) = ™ iz, y) | &

4 @ .,
6 y)

~ 2% , ¥, ﬂ‘lv,ggﬁelv,%f‘”lv) | ak ¢

n
4 wd-{ygma-xma)n .

2 nl

R

Esta terminada e indugao e, portante, podemos eplicor o Govero!

do Teorema do ponto fiyo de Bapach, pera convluir que eviste, m €

.
e Tag |

& e o i 2 L 3 55 ’ PO
uma, o win e fungee uw tel que u = T w; L8h0 @, SKLSLO LB, X TLu

TAN

&

e - . : o e e s srpmad Y padne  mE
solucae do problens estudado neste capitulo, desds aque verilisades oz
» for o
e (V. l7,y Sa8un

digoes impostas. Obgerve-se gra das formulas (V.00



T a - - e T

5 5 T e
Vo & Gon‘bimidade en Y’ﬁl&f’&"& a3 ecvitenes de cortorme @ &0 8% penbire:

Congideremos 1y BEOYS, dels problonss do meam Sine. anbos gabliafnsen

% "
> & P 2 it et e oyt -~ T e A 3 &L 2
do as condigoes do Teorema de sxistencie o unicidedo relatives & meoms

va C e mostremos que ¢ poscivel tomar as condigoes de contorne ¢ o8

penbros neo muitc "distantes! entre el de node ave s respsctivas soluctes

tambem nao_se Hafasten' muito,

A B

Em termos precisos, sejam e £ fungces wuh_xxn asan D xR~
lipschitzianas em relaggo as 3 ultimss veriavels, sejum tesbom ded
C , as fungoes difevenciaveis u, U.ouy, (ou uzbg 8 (en ©,)

sideremos ©s problemas:

62
dx@y f(xoyxu»@x %"}

Mostraremos que, se w e i sa0 as respectivas selvqges¢
dadoE) 0, det.cmhu—aeq';o tal que, para ||f - fH {za
pxR), Hlu, II <'r( (em C, eonde

d

P 1) = G i A 7‘:,3".-3 J
ilu =u H( =maxy sup §|u x g(xﬂ sUp 53 w2yl gl
: lo ° aéxéb"ol'v }saglx.:gﬁ g% D= Tl

| ()

e |lu -4|i<n (em C), Frevemos: {lo = uj ¢ & f{e=m D}

3

Para tanto, supovhgmoss |[f = fH <& f(em DxfR ), oenio



K o constante de Lipschitz para £; o aindas [lu =7 {7 < & e
oy = 'ﬁlH 4 élo Pela relageo (V.3) entre v, v, o 9w, i, & e A
tirawos ques | il < &6, =~ ubd_+6 n gi(x)€ ~% €0)
que: “”2 - !12“ 2( 2= A o " "l)s con g'(x} & Lo B4 e
) -
Calewlamos, agora ||u = 1) 3 embrando quose T ¢ T geo
o8 operadores tais que u=Tu, @ =T, tews gu:
c 1)
¢ o u en Cl(D), isto &, HTELV = uf |V m—— g
k -> 400 K~ 00

Sende dado € > 0 podemos, entao, considevar vm intelro & pera
o qual se tenha:

H™G-u|® < (5.29)
e calculamoss
a-uli®g e ™ oo s

Sendo, entao, m um inteiro, caleulemos, por indugao sobre =«
I Tmﬁa'lmt'ill(l) o Ora, se v € Gl(D), tem-s0:

| (71'7"1") = 9] € | (ﬁo = u)) [g';(y). v |+ (x =a)ljB, ~wll =
+ (x=a)y -@) chf“ <b, (x=a)él+g(y-@1¢xwa}é! p

l'sé?(“““")("oﬂié S, =il + =@l £=2ff< &, «

+(y-a)b o
9

'5-;(;1!=TV)(R, y) ‘g |1i, = uy]| # (x = a) ||f..§“<€-2 + (x-8)5

portanto, se pomes: & = max{ 6 + (b~ a)%lsél.@z} o

B= f(b-a 4@. =@ )y podemos gavantir gue:

o=

H;v%“rllmez & +BS (v.31)



( @ v o @ v (=, ) = {&_ ~ zﬁ,e'f i:f '
£
Find 45 €
+ . (ulmul) [%‘QQ(SB«%,
g (y)

%
.
o £2es &  med ¢ P . -
- ;‘.1 {@ =7 ; 1 v o !_‘-‘ i o) ¢
g ef - om

@ o n - -« T s w3
3= (" v -1 v)(z, 9) = (i =~ udlz: als) 12
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@ mostra~se, cem maiores dificuldades, gue: H“Ium v E v
<6 apx | Prooty (1
Agora, levando (V.3l)em conta, afizmamos ques

H Py H(]') E(L+BX + BEZ 4 .., i ) g & HTA

Buteo, tomando m = k de modo gque valha {V.29), podemos fomaz 77 o
t21 gquas

(L + B+ ouo + B, Fh R ¢ «gs«

@ tomamos O @5. = e bteremos, por {V.30)s
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45.

O S A e A
Ves Algimas axiensges:

e s ==

A = Primeiresmente » mesmo que se feéz em 1) pode ser feito em

D, = {(x_, y) g %€ [e.b] , 7 & g(x)}{

mudando cenvenientemente o eperador
T.
B = Outro ecaso que se trata de

mde analogo & este & quando
g'{x)» 0,
G = Ja quendo o intervale I

- 5 - g s__»
cousiderade for aberte Ja, b , limi 8.

]
|

]

i

;

|
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Bado, ou nas, temes que modificar wm

g

pouce as hipoteses, impondo que @ 22

o= ™

_— -

i
)

membre satisfaca a uma cendigac de
Lipschitz em relagao as 3 ultimas vo- t
riaveis de mede que para ceda pomte

Lo b T

®

(x, y) & D sge possa temar a mesma
constente K em tede o Dx,y o Seb

esta condigao e com algumas adapta - §
gPes, demenstra-se a existencia de ma,
e uma s0, solug@e do preblema, Quante :
& continuidade, os resultados se alte- '

ram pois devemos considerar as desigual

dades sempre em cempactos de tipe ' 2o
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