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INTRODUCAO

» O presente trabalho tem por finalidade apresentar u
ma sistematizacao dos conceitos de funcao de variacao limitada, -
quando esta & definida num intervalo [a,ﬁ] da reta, assumindo va~
1lores num espaco de Banach X, real ou complexo, assim como fazer u

«

so déstes para algumas aplicagoes.

Quando X = R, & possivel caracterizar as fungSes de
variagéo limitada, usando 0 conceito de fungéo monbétona porém, pa-
ra o caso geral em que X € um espago de Banach qualquer, nao con
tando com a estrutura de conjunto ordenado completo da reta, nao
é possivel fazer uso déste conceito para chegar a uma tal caracte-
rizagdo.

As fungoes de variagao limitada na reta, servem pa-
ra representar os funcionais lineares continuos definidos sobre
C([a,b]) (espago das fungoes numéricas continuas); assim, o Teore-
ma de RieSz diz que, dado um funcional linear cdntinuo
F e C([a,b])' , existe uma fungdo o de variacao limitada, tal que
F (¢) = éb ¢(t) d a(t), para toéda ¢ € C([a,ﬁ]) . O mesmo teo-
rema ainda vale se F e C([a,b]., X)' e néste caso a representagdo-
& feita por uma funcdc de variacdo limitada a valdres em X' (ver
Capitulo IV, Teorema 4.1.3). l

Se, mais geralmente, consideramos F € L(C([a,bﬁ, X) "
(espago das fungoes lineares, continuas de C([a,b]) em X), somos o
brigados a introduzir a nogao de funcao de variagao limitada fraca
e néste caso a representacao de F & dada por uma destas funcles as
sumindo valdres em X'' (ver Capitulo IV, Teorema 4.2).

Finalmente, no caso mais geral em que
F e L[c([a,b], X), Y] é preciso introduzir a nogao de funcao  de
semivariacao ;%?itada para representar estas aplicacoes lineares
(ver Capitulo VI, Teorema 4.3).

Tudo isto justifica o estudo das funcoes de varia -
¢ao limitada e mostra a conveniéncia de uma sistematizacao das di-
versas definigoes e propriedades delas.

Com respeito ds definigoes dadas no decorrer do pre
sente trabalho, elas podem ser feitas para espagos normados, mas

as apresentamos apenas para espacos de Banach, pois & neésses espa-



¢os que valem as mais importantes propriedades destas funcoes.

A matéria foi distribuida em quatro capitulos; o
Capftulo I foi dividido em duas secgoes; na segao I.l apresentamos
quatro diferentes categorias de funcao de variacao limitada e na
secao I.2 damos mais detalhes sObre as funcoes de variagao forte -
limitada, incluindo o caso real. Para maior informacao a respeito,
pode-se consultar (8); o caso das funcgoes de variacao limitada fra
ca @ tratado em parte em (5) e (6), e o caso das fungées de semiva
riacao limitada pode ser encontrado em (4).

0 Capitulo II foi dividido em duas secOes; na segao
II.1 damos o conceito de funcao de B-semivariacao limitada, siste-
matizando os dados no Capitulo I, e na segao IT.2 moétramos que
em alguns casos particulares, obtemos as categorias dadas anterior
mente.

No Capitulo III, também dividido em duas segoes, da
mos a integral de Riemann-Stieltjes, a existéncia desta quando o
integrando & uma funcao continua e o integrador &€ de B-semivaria -
cao limitada (secao III.1l), e o caso particular dos quatro concei-
tos anteriores (secao III.2). A teoria da integral de Riemann-
-Stieltjes na reta € discutido amplamente por (1) e (7).

0 Capitulo IV foi dividido em trés segbes; na segao
IV.1l damos a generalizagcao do Teorema de Riesz, isto é, a represen
tagao dos funcionais lineares continuos sobre C([a;b], X); na se-
cao IV.2 damos a representagao das aplicagoes lineares continuas -
de C(|a,b|) em X e finalmente, na segcao IV.3 damos a representagao
das aplicacOes lineares continuas de C([a,b], X) em Y. fiste Gltimo

teorema foi demonstrado pelo Professor Dr. Chaim S. H8nig ‘no

" Semindrio sObre Equacoes Diferenciais" dado no Instituto de Ma-
tematica e Estatistica da Universidade de Sao Paulo, no ano . de
1971.

Finalmente, observamos que os elementos de Analise-
Funcional empregados néste trabalho, podem ser encontrados em (7).



CAPITULO I

NOGOES BASICAS

I.1 - DEFINICOES E EXEMPLOS.

Dado um intervalo [a,b] C R, indicamos com Dla,1]
4
(ou simplesmente D) o conjunto das sequéncias d = (tg, ti1,ee., tn)

onde a = tg < t; < ... < t, = b (que denominanos de PARTICOES do
intervalo [a,b]) e escrevemos

ld] =n
Ad = max (t; - ti_l)
i=l,..,n
Dados d, d' € D escrevemos d & d' (d & menos fina

que d') se todo ponto de d £Or um ponto de d'; dados di, d2 € D
indicamos por diy U dy, a partigao de [a,h] obtida reunindo os pon-
tos de d1 e de d2 .

Definigao 1.1.1: Seja o uma fungao definida em [a,b] a valdres -
num espago de Banach X e d € D; chamamos VARIACAO
de o na particao d a

_ Ky
vala] =2 | a (t;) - a@t

i=1 i-l) ”

o diz-se FORTEMENTE DE VARIACAO LIMITADA (ou simplesmente de VARIA
CAO LIMITADA) se

V [a] = sup vy [o]
aep
é finito.

Chamaremos B V([a,b], X) o conjunto das funcoes de
[a,b] em X que sdo fortemente de variagdo limitada. Se X = R ou C
escreveremos B V([a,b]). E facil ver que B V([a,b], X) & um espago

- 3 =



vetorial e que a aplicagao

o € BV([a,b] ,X) =+ V [a] € R
€ uma seminorma sObre éle.

Uma DIVISAO 6 do intervalo [a,b] & um conjunto de
pontos {81, ti, S2, tays cees S tn} tais que

a< s; < t; £ s < tg £ 0. K Sh < tn £ b

Chamaremos A[a B] (ou simplesmente A) o conjunto
- ’ I
de t6das as divisoces & de [a,b] '

DEFINIGAO 1.1.2: Seja o uma fungcao de [a,b] num espago de Banach
X, e § € A. O nimero

W [o] = |

i

[o(t;) - a(sp]]]

i e li=}

1

denomina-se VARIACAO FRACA de o na divisao 6.

o diz-se FRACAMENTE DE VARIACKO LIMITADA se
W[ o = sup Wy [ o]
s€A
é finito.

_ Anotaremos com BW([a,b] , X) o conjunto das fungdes
de [a,b] em X que sao fracamente de variagao limitada.

Se X = R ou €, escreveremos BW([a,b]). E facil ver que
BW([a,b] ,X) & um espago vetorial e que a aplicacao

o € BW ([a,b], X) > W/ [a] €R

é uma seminorma sobre ele.



PROPOSICAO 1.1.1 :
BV ([a,ia], X) C BW ([a,b], X) e

Wla] < Vv [d]

para tdda o € BV ([a,b], X).

DEMONSTRAGAO: seja o € BV ([a,b], X) e

§ € A dado por

a £$s; <ty &8s, <ty & ... < s, < tn < b
n
Wy [0l = Il Ie (¢ -a ) 1]
i=1
n
<) lo (k) -a (sp) |l
i=l
2n | '
€ e g = a (el
J:

\ J .

n
logo
2n
‘W 1 _ \
s [o jiz o (€ - ety

|al

< 'y = g (*)
jzl o (e - (g5 )

<V [a]

(*) onde d & a partigao gerada pelos t , isto &, obtém-se d jun
tando a e b aos tJ se for necegsarlo



Dai segue que: yd .
KXo, 7
[ ] [ ] / e
Wl lol £V |a /// - :
. \ (‘ N ‘_{:’”
| -
\ e
e portanto o € BW ([a,b}, X). P v
7.1"\
PROPOSIGAO 1.1.2: Se X = R entao N
BW ([a,b] ,R) = BV ([a,b], R ) e
\;/O
W [o] €V [af 2w [d 7
o
DEMONSTRAGAO: seja o € BW ([a,b], R ) e

|a
Vg [l =1 ] @ (ty) - alt;-1) | -
i=1

Consideremos os pares de pontos (ti_l,'ti) onde a
diferenga a (t;) - a (ti_l) é positiva ou nula; anotemos por -
6, a divisao associada a éles e por 8, a divisao associada -
aos pares de pontos restantes; entao

Vg o] =1 Jo (£ = a (g, ) [+ ] |a (€)= o (k5 p) |
81 §2

=] I [at) =ate, P+ ]| [a (£) = @ (t5_q)]1
81 §2

= Wy [a] + wg, [o]

/N

2 W [o]
logo

v [o] 2w [qf

e, da proposicao anterior segue a nossa afirmacgao.



PROPOSICEO 1.1.3 BV ([a,b] ,BY) = BW ([a,b],R")
DEMONSTRAGAO:

i) Mostraremos que a € BV ([a,b] ,Rp )4¢>aj € BV ([a,b], R)
para j = 1,2, ..., n:
Seja d wuma particao de [a,b], dada por

d: a =+t <t < 400 < tn = b, Das desigualdades

0 1
n ) 1/2
log (&g) = oy ey Pl [T ay (&) = oy (e, 1% ]
j=1
n
sj£l| ay (E5) = ay (&) |
segue que

Vy [aj]< v, [a] sjzlvd [aj]

e portanto

n
v [a.] €V [o] <) V[o.].
] §=1 J
ii) Mostraremos agora que o € BW ([a,b], r® %¢i>aj € BW ([a,b] ,R)

para Jj = 1,2, ... N3

Se § :ags <t £ ...<8_<t_ <b, &unadivisao de [a,b] ,

1 1 n n
entao:
m
wg [ag) = | 3 [y (&) = oy (5] |
i=1
m m 1/2

<[]} [ul (ty) - oy (Si)])2 + e + () [an (t;) - o (si)])z]

i=1l i=1

m m
< [igl[al (k) - oy (s )] | + ..o 4 lizl[ a  (t;) = o (s;)] |

logo

| 13

Wy [aj] < Wy [o] Sj lW6 [aj]



e portanto

W [og) < ¥ [a) < 3w o

iii) pe (i), (ii) e da proposig8o anterior segue a nossa afirma

¢ao.
COROLARIO: Seja X um espago normado de dimensao -
finita n . Uma fungao a de [a,b] a valdres em X & de variacao

limitada, se e sOmente se, cada uma de suas componentes, com rela-
cao a uma base qualquer, & de variacao limitada. Temos também -
BV ([a,b], X) = BW ([a,b], X).

DEMONSTRAGAO: Como num espago de dimensao finita to
das as normas sao equivalentes, podemos trocar a norma de X pela

norma
n
X= (X, X5y o20 X ) € X — [ =1l =jzllle € R .
Além disso, existem k; k2v> 0 tais que
Ky 1< 1] % 11y <k 1] % [1g
para todo x € X, logo a & de variacao limitada com a || IIX se e
sémente se ela & de variagdo limitada com a || |]|;. O resto da de

monstragcao & andloga a anterior.

OBSERVAGOES E EXEMPLOS

1. Em geral, para espacgos de dimensao infinita, nao & verdade que-
BV ([a,b], X) seja igual a BW ([a,b], X); de fato, fagamos -

X = CO (N) , espaco das sequéncias x = de nimeros comple

(Xn)n € N

xos tais que Xn—~> 0 quando n— + © com a norma

x=(x) oy €C M || x|| =sup | x |
n €N

Se'Eh & a sequéncia cujos n primeiros térmos sao

1l e o resto 0, definamos 5 4 [0,1];_9 C, (N) como sendo:



€, se te [0, 1/2]
Y -1 - _.3;._] .
a( t ) = ﬁ €y Se t€ Q-g l-gFgl-r822

0 se t =1

\
Dado k € R podemos escolher d € D ro, 1] " | a | >k
7

e tal que os seus pontos estejam em diferentes intervalos da forma

I A R S
(L-21-557]-
Entao,
|4
Va [o] =i£l|' o (ti) e (ti-l) | =1lal >k

-e portanto

Se tomamos uma divisao § € A [0 1]
14

8§ 0L s, <t

1 < S. A t. € .0 &8 < tn < 1

17 72 ” n

temos duas possibilidades:

a) Se s; e ti pertencem ao mesmo subintervalo, o (ti) - oL (si) e
nulo.
. -1 - __l__] -1 N
b) Se s, € (1 -4, 1-gF7/e € (-3 1- 357 !

com k < &, entao

o (ti) = 0 (Si) = (0 ... 011 1 ... 10 ...) .
onde o primeiro 1 aparece na posigao k + 1 e o dltimo na po
sicao %, logo
n
Wy [o] = ||'§ [(t;) = o (s;)] ] 1
i=1 -
o0 que implica

W [a] = 1.

2. £ ficil ver que tdda funcdo o de variagdo limitada, & limita-
da. De fato, para todo t € [a,b]

[l o &) || <] o @ || +V[a.



0 mesmo vale para as fungoes de variagao limitada fraca.
3. Nem toda fungao continua & de variagao limitada, mesmo se X = Rj
por exemplo, seja

d:[ 0, 1] - ~» R dada por: no ponto de abcissa
L,nz o (l) = LZl)n ; no intervalo | 2 l;] ela & line-
n ' 77! n n i =+ 1" n ne

ar; o (0) = 0.

E claro que o &€ continua e sua variagao &

(L+1) + (L+1) + (L+1)+...=4+0w,
2 2 =3 3 4

Outro exemplo & o seguinte:

o : [0, 1] + R , o (t) = t cos 7£E se t #0e o (0) =0.

Da proposicao 1l.1.2 segue que a mesma observagao vale para as
funcgoes fracamente de variagao limitada.

4. Se o : [a,b] » X & lipschitziana ela & de variagao limitada (e
portanto fracamente de variagao limitada). De fato, se

t, € [a,b]

li_@ (ty) = o (t5) [l <k |t1 - t2| para todo t,

entao

v [o] £k (b-a)

5. Da observacio anterior segue que se o & uma fungao de [a,b] -
em X, derivavel e com derivada limitada, ela & de variacao limita-
da.

6. Téda funcao o de [a,b] em X, absolutamente continua, & de va-
riagao limitada. De fato, por ser o absolutamente continua, exis
te 6 > 0 tal que

n

n
i£l|l a (k) - a (s;) || <1 se i£l|ti - s, <8

/

se d €D, tomamos d, € D tal que d < d,, Ad, <G, entao

b -
V4 [a] < le[d] $ 1% 2

e portanto a € BV ([a,b], X) .

- 10 -



7. Uma funcdo o de [a,b] em R, monGtona por partes, & de varia-
cdo limitada; de fato, suponhamos que existem n subintervalos -
[ti-l' ti], i=1, vso,n , comt =2ae t =b , tais que em cada

(tj_yr ty) O & mondtona; entao, a variagdo de o sera

n
| o (7)) = (b 4+ +l_§_1| o (tg) = a (t=)] +

n—1
+ 1l a gy = (g ]
i=0

Dados dois espagos normados X e Y, indicaremos com
L (X, ¥) o conjunto das aplicagOes lineares continuas de X em Y.
L (X, ¥) & munido da rorma '

wueL (X, ) +~|] ul] =sup || uix)||] €r
=]l <1

Quando Y = € (ou R) indicaremos por X' =1L (X,C)
(ou L (X, R)) o dual topoldgico de X, isto &, o conjunto das for -
mas lineares continuas sobre X.

DEFINICAO 1.1.3: Se o & uma aplicagdo de [a,b]
num espaco de Banach X, diz-se que o & ESCALARMENTE DE VARIAGAO
LIMITADA, se para todo . x' € X', x' o a€ BV([a,b]).

DEFINIGCAO 1.1.4: Sejam X e Y espagos de Banach ,
o uma aplicacao de [a,b] em L (X, ¥Y) e d €D ; -
chamamos SEMIVARIACAO de o na particao d a

Sq [o] = sup || Z [0 () - @ (ti_l)] (x;) 1

Dizemos que o & de SEMIVARIAGAO LIMITADA se

s [o] =sup S5 [a] < = .
d €D

Indicaremos com SV ([a,b], L (X, Y)) o conjunto das aplicagoes de -
[a,b] em L (X, ¥Y) que sao de semivariacao limitada.

SV ([a,hﬂ ; L X,Y)) € um espago vetorial e a aplicagao
- 11 -



o € sV ([a,b], L (X, ¥)) > s [a] € R
é uma seminorma sObre éle. \
No capitulo II daremos outras propriedades validas-

para os quatro conceitos ja enunciados e mostraremos a equivalén -
cia das definigoes 1.1.2 e 1.1.3.

1.2 FUNGOES DE VARIAGAO FORTE LIMITADA

Se o & uma aplicacao de [a,ﬁ] num espa¢o de Banach
X, indicaremos com a (c+) (resp. a (c-)) o limite de a (t)
quando t converge a ¢ por valOres maiores gque ¢ o que anota-
mos t > ¢+ (resp. o limite de o (t) quando t + c- isto & -
quando t + ¢ por valdéres menores que c).

No que segue vamos supor sempre que o e uma fun -
cao de [a,b] num espago de Banach X, a menos de mencao explicita-

em contrario.

PROPOSICAO 1.2.1: Se d < d' entao

A [o] < vy [of.

DEMONSTRAGAO: E s5 observar que se d' =4 U {c},
tk—l <c < tk entao
] «a (g) = o (f_4) [l < |] o de) - o (g ) [+ ][ @ (t,) -o ecl|

PROPOSICAO 1.2.2: Se a < ¢ < b,
=V v ] .
Va5 [ = V[a,q fol + Ve, [al
DEMONSTRAGAO: Sejam d, e d, particoes de [a,c] e
[c,b] respectivamente; entao d = d, Ud, & uma particao de [a,b]
e
leﬂﬂ + de [o] = v, [o] € Vra,p Lo

o gue implica

V[a,c] [a] + V[c,b] [a] < v[a'b] [o]

- 10 =



Seja agora d_ uma partigdo de [a,b] e fagamos

d=doU{c} ' dl=dﬂ[__a,c:] , dz=df’f[c,b]
se t < c < t ., , temos
|a
Va, [o] = D
k
< iilll o (t) - o (g, DI+ [ ate) - ate)] +
+ ety (@ + |§°| | o (t;) ) |l
e - a (c a - o
at i=k+2 i i-1
= le [a] *+ Vg [o]
< V[a,q] [a]  + Vie,v] [a]
1logo

Coroldrio: Se & € BV([a,b], X) entdo

al [c,d] € BV ([c,d], X) quaisquer que sejam- a < ¢ <

d £ b.

- 13 -



OBSERVACAO: Em geral, sea & sd de variagao fraca limitada, nao vale
a igualdade da proposigao 1.2.2. Por exemplo, seja % _([a,b]) o espa
¢o das funQSes numéricas, limitadas, definidas no intervalo[?,ﬁ],
com a norma

£e s .(la,bl) » | £l = sup _[£(t)] e,
t €[a,b

e definamos

a s [0,1] ~+ & ([0,1]) como sendo
0 se t =0
a(t) = < .
X[O €] se t # 0 (fungao caracteristica do in
14
tervalo [0,t]).

£ facil ver que, para todo intervalo [s,t] C [0,1]

I~ s

W[S‘,t] [0‘] = sup ”

X I =1
(syr ty]

Logo para 0 < ec<1l

"o, [ <¥p,q el * Ve,q Lo

= 44 =



Teorema 1.2.3: Uma funcao definida, sdbre um intervalo [a,b] com
valores reais & de variacao limitada se e sOmente se

ela & a diferenga de duas fungoes crescentes, posi-

tivasl
Demonstracao: Suponhamos o € BV ([a,b], R) e definamos
F : [a,b] » R dada por:

| pok Ko

F(t) =V - o se t # a L.

[a,t] Lo] i Lo gl 4
: e Tkl Wb
\‘,ﬁf )
F(a) = 0 .

F & positiva e da proposicao anterior segue que F & crescente.

A fungao G = F - o € positiva, pois

|o(t) | < F(v) para todo t € [a,b] ; se t; <ty

G(t2) - G(tl) = F(tz) - F(tl) = (O‘(tz) - a(tl))

=V - (a(t,) - alt
[tl' tp_] [OL] (o ( 2) o ( l))
> 0
pois la(t,) - a(tl)l < thlrti] [a] , logo
G é crescente
Pomos entao, a =F -G

Reciprocamente, como toda fungao mondtoma é de variagao limitada
e BV([a,b], R) & um espago vetorial, a diferenca de duas fungoes

- 15 -



crescentes positivas sera de variacao limitada.

Teorema l.2.4: Seja o € Bvl‘b,b], X); a funcao definida por

F(t) = Vla, ] [ o] se t#a, F(a) =0 & conti-

nua a esquerda em c € (a,b] (resp. a direita em c efa,b)\se e sO -
/

mente se a é continua a esquerda (resp. direita) em c.

Demonstragao: Provaremos a equivalencia para continuidade a esquer
da; a outra faz-se em forma analoga.

Seja c €(a,b] ; afirmamos que:
i) Vla, €] [a] - Via,a) [a] quando t - ¢ -
onde V[a,d) [Q] = de;up Vd Dﬂ
Eavc)
De fato , sendo V[a £] [a] wuma fungao crescente em [a,b] ,
7
ela tem limite < Vg, s) [o] quando t -+ c- . Agora,
14

dado V < V[a <) [a] existe, por definicao, uma particao
v

d[a,c) : a = to < tl < s 1€ tn < c tal que

Vs Vg ld o« v, oy [

Para t <t<ec temos

V £ Vd [OL:I < v[a,tn__] [Ot:l RS V[a,t:l [OL] < V[a’c) [OL:I

o0 que prova a nossa afirmacao.



Via,dl [o] .= Via,c) [a] se e somente se a &

continua a esquerda em c. De fato: Sempre vale que

K, c) [a] < V[a,cl [a] . Suponhamos que & & continua

a esquerda em c; assim, dado € > 0, existe & > 0 tal que

c-686< t < ¢ implica || af(c) - a(t) || € /2

Existe também d[ac]: a=ty < t)<...<t =c
4

tal que V[a,c] [a] -vy[a] < /2 (1)

Podemos supor ainda ¢ - § £ t (se nao, fazemos

n-1

d'=dU {c -8} e (1) continua valendo com d' em lugar de 4d);

assim, V[a,c] [a] < \A [¢] + e/2
< V[a'tn—l] + || a(e) - a(tn_l)]] + e/2

5 V[:a,c) * £

e como isto vale para qualquer € , temos certamente que

Va,g [ = V[a,e) [

Reciprocamente, se vale esta igualdade, existe

d[a,c): a=t°<tl< ...<tn<c tal que
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: V[a,d] [o] - e < vy [o]

logo, para t Le ERNK & temos que
Elate) [a] -€ < vy [o]

s Vy [a] + || alc) = al(t) ||

< V[a'c] [a:l

o que implica || a(c) - a(t)|] < € para t <& t <

logo o € contiria a esquerda em c.

em [a,c) e tem-se que
V[a'c] [a] = V[a’c) [a] = + ®

mesmo se @ nao & continua a esquerda em c).

iii) De (i) e (ii) segue que o & continua a esquerda

c € (a,b|®V[a,c)[a] = i];-l;lélﬂ V[a,t] [o] = V]:a,cﬂ [o]
eV (o] & continua a esquerda em c.

tinuidade de o & enumeravel

(S» o nao & de r¢variagao limitada em [a,c|] , também nao &

em

I- Corolario: Se a € BV( [a,b] , X) o conjunto dos pontos de descon-
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Demonstragao: Da proposigao anterior segue que o & descontinua
em ¢ € [a,b] seé c e sCmente se V[a €] [0] & descontinua em
¢

Cs

Mas V[a £] [a] & uma fungc@o real a valores reais, mondtona cres-
?

cente e portanto s6 pode ter um numero enumeravel de descontinui-
dades .

OBSERVAGAO: O coroldrio anterior nao vale para as funcgoes fracamen
te de Variagao limitada; por exemplo, se tomamos novamente a fungao
da observagao da proposigao 1.2.2.

o : [0,1] = 2, ([o,1]) dada por
0 se £t =20
o(t) =
X[O,t] se t f 0

vemos que se a < to £b

lo,e) Lol =1

mas,
| a(t) - a(t) | =1 para t € [a,b] , t # t

e portanto, o & descontinua em todo ponto de (a,b]

Proposigao 1.2.5: Seja o € BV([a,b], X) continua a esquerda em

[a,b) (ou a direita); entao

v [o] = Aéig vy [o]
, >
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Demonstragao: Devemos provar que, dado V. < V [a] existe § > 0

1

tal que se d & uma particac de [a,b] com Ad < § , entao

Vi € Yy [o]

Sejam  Vy < V<V [of ; por definicado, existe

8 a=t, <t <...<t =b,tal que Ve VdO[@] -

Como o & continua a esquerda, existe 61 > 0 tal que, se

tl'~ 5& & t < €
| V2 m V3
”a(ti) - o (t)]| < : para i =1,...,|do|
4 | do]
Escolhamos § < min {AdO, 61} e seja d uma partigao de [a,b]
com Ad < & ; facamos d, =dvu do; entao
vV, =V v, =V
Vg [ - vy[o] ¢ 2@ —2—L -_2 1
1 e 4 |do| 2
logo,
v, -V
2 1
vy [of > v, [o] -
d dl 5
Mas, dg 4g’di, implica v, < le [a] e portanto
Vv, = V. V., + V..
o 2 1 _ 2 1
Vg [a] > v, - = > > v
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OBSERVACA0: £ f3cil ver que no caso em que
X =R, V[a] = 1lim Vy [a] se, e sOmente se
Ad+0

o (t) esta compreendido entre o(t-) e o(t+), para todo

&.¢ [a,5]

Teorema 1.2.6: Seja X um espago de Banach e o € BV([a,b], X)

entao, para todos c €[a,b] existem al(c+), o(c~)

(bem entendido que se ¢ = a existe sO0 o limite a direita e se

c = b existe s0 o limite a esquerda).

Demonstragao: MOstraremos a existéncia do limite de a(t) quando
t » ct ; a outra demonstragac @ andloga.
i) Seja t; > t, > ... > t, > ... uma sequéncia de pontos de

[a,b] , t, -+ c+ ; mostraremos que (a(tn))n . € uma se-

guéncia de Cauchy em X.

De fato, se dn € D com Adn = i/n, n > 1

n
S, = 121” a (t;) -« (ti_l)H £ V [a] para todo n,
logo (S ) &N € uma sequéncia de nimeros reais crescente e
limitada e portanto

o}

Il o (k) - alt; ) < + =

i=1



m
'la(tn) = d(tm)ll-S ) Ha(ti) - a(ti“l)” < € para n, m > n

ii)

iii)

Corolario: Seja X wum espago de Banach e a € BV([a,b], X)

Assim, dado € > 0 existe ng € N tal que

i=n+l °

Sendo X um espag¢o de Banach, a(tn) > X

Este limite & independente da sequéncia escolhida; de fato,

£2 ve
seja (v ), ¢ 5y uma outra sequéncia de pontos de [a,b] ,
\o dlew) » Ly

Ys * ct+ ; pelo mesmo raciocinio anterior a(yn) - Xl; a=

firmamos que X, = X ; se nao, reordenando as sequéncias

. r -~ .
(tn)n eN lyn)n e N podemos formal uma nova sequencia

(zn)n e N tal que z > ct ; mas por (i) (oc(zn))m e N

é convergente e por (ii) nao & convergente ji que tém duas

subsequéncias com diferentes limites. Logo X, = X
4
Mostraremos que oaf{ct+) = X

Se assim nao fbsse, existiria e > 0 tal que para todo

n > 1 poderiamos achar um tr ©< tn £¢c + 1/n com

-9

[l aft ) = x[| > e assim t_ -+ c+ e a(t ) nao

n

converge para X o que & absurdo por (i) e (ii).

{ o ) ’@-W

T e

°
4

se { SUIREEY, tn} c [a,b] tem-se que:

- FF o



i) n ,

15-1“ o (t;+) = alt;=)|| <V [o]

ii) n

Ll e (g4 = alt) || <V [qf
i=1

iii) n

121" o (t;+) = alty 9 s V [qof

Demonstragao:

i) Da existéncia dos limites a esquerda e direita de o para to
do ponto de [a,ﬁ] éxiste n > 0 tal que, para ti—q, ti+w1
temos:

I oc(ti -n - a(ti—)il < g/2n

Il alt; + M) - ale+) || < e/2n , i=1, ..., n
Entao,

n n

151” alty+) = alt =) || < .15_1” a(t;+) = alty + ) +

n
LA | I G- VIR G VB [
i=1
n
+ || a (£, = n) - o (t;=) ||
i=1

< V [a] + e
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e como isto vale para qualquer € ,

Il B3

] o (£g*) = o (t4-) S

i=1

v [a]

ii) . iii) A demonstracao & andaloga a anterior

OBSERVACAO: A proposicao 1.8 na
tomemos o exemplo da observagao 1

o s [0,1] = ¢, (N) & dacap

- 1
o (t) =e; se te [0, 5]
o (t) = e se t € (1 - i
n n ’
o (1) =0

Ja vimos que o € BW ([a,b], C_

cao forte limitada.
E facil ver que uma sequéncia

tn + 1- , contém uma subsequéncia

[T e e, ) —a (e, ) [[=1
k k-1

logo nao pode existir o limite a(l

n

Na verdade éste limite existe,
(fraca) o(X'', X'). Demonstra-se
entao existem os limites o (t+), o

cia dada pela norma de X.

o & verdade se o € BW ([a,b], X)
da proposigaoc 1l.1.3 onde

or:

'—l
i
IL
o
WV
N

(N) mas o nao é de varia-

tl<t2< u.v< tn < 0@ p

tnk tal que

para todo k,

=) guando t > 1-.

mas em X'' com a topologia
também que se X & reflexivo,

(t~) em X, com a convergén -
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CAPITULO II

FUNCOES DE B-SEMIVARIAGAO LIMITADA

II. 1 - DEFINIGOES E PROPRIEDADES.

Sejam X, Y, 2 B: XxY~> 2,

x, vyv) »B (x, y)=x.y
uma aplicacao nao nula, bilinear continua.

espagos de Banach,

Os seguintes exemplos servirao também para ilustrar |

2s definig¢Oes e proposicoes contidas néste capitulo e no seguinte:

t

Y=L (E, F), 2 =L (E, G)

e

B (u.V)

=u o v,

 Zxemplo 1l: Sendo X espago dec Banach sdbre €, tomamos Y = X' ,
2 =CeB (x ,x") =<x', x>

Zxemplo 2: Seja X um espago de Banach sébre C, Y =€, 2 =X
e ponhamos B (x 3A) = A X.

Exemplo 3: Se E, F sao espagos de Banach tomamos X =L (E, F) ,
Y=F, Z=FeB (u y)= uly). '
Zxemplo 4: Sendo E, F, G espagos de Banach, pomos X =L (F, G)

DEFINIGAO 2.1.1: Seja o uma fungao de [a,b]em X
d € D; chamaremos B-SEMIVARIAGCAO em d de o a:
S5 o [d 8 e - a ] v, |
a] = su | a - a (t,_ v. |l :
B,d llyil?sl 155 i i-1 i

¥y €y

@ diz-se de B-SEMIVARIAGCAO LIMITADA se

S, o] = sup S ' é finito
g Lo aen B [
Indicaremos com SV, ([a,b], X) o conjunto das fung-
coes de [a,b] em X, de B-semivariagao limitada.

A seguinte proposigao & de demonstracao imediata.




PROPOSIGAO 2.1.1: sVy ([a,b], X) & um espago veto-

rial e a aplicagao

o € svy ([a,b], X) > s, [a] €R

& uma semi-norma sobre éle

PROPOSIGAO 2.1.2: Se d, d, entao,

Sp yd; [o] < °p yd, [o]

DEMONSTRACAO: Basta considerar que uma somatoria -

sObre a partigao d; € um caso particular de uma somatoria sobre-

a particao d,.

PROPOSICRO 2.1.3: Se o € SV, ([a,b], X) entao ,

B
para todo ¢ tal que a < c < b,

ol [a,8] e svy ([a,c], ¥

sy [o] [a:] 1 <5 [d]

DEMONSTRACAO: Basta considerar que uma somatoria -

sobre uma particao de [a;c] & um caso particular de uma somato-

tia sObre uma particao de [a,b] .

COROLARIO: A funcao F, definida de [a,b] em R ,

por:

F (t) = SB; [a,t] [(l:l se t # a

F (a) =0
& uma funcao crescente.

PROPOSIGAO 2.1.4: Seja o € sV, ([a, b], X), e

tal que a < c < b, entao

Sg, [a,5 [ <55, [a,q [a] + S5p,1c,5 [o
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uma sequeéen-

PROPOSIGCAO 2.1.5: Seja (o)

n €N

cia de fungoes pertencentes a SVB!([a,B], X), tal que

o
n

a, (t) »a (£) para todo t € [a}b] e Sy [an] < M para todo

n : entao Sy [o] < M.

DEMONSTRAGAO: Se d €D, y; €Y com

" Yill'sl 1 i=lp ° e @ Idl temOS que

d|
12 Doy (6) = oy ey )] -y [ so
para todo n € N logo, no limite

||
t|i£l[ a (t;) - o (ti,-l)] sy s

Como isto vale para téda d € D e toda familia

(yi)l < i< fd de vetdres de Y com norma < 1, temos que

sy [a] < M.

PROPOSICAO 2.1.6: Tdda o € SVg ([a,b] , X) & limi

tada se, e somente se, existe uma constante c > 0 tal que, para

todo x € X , temos

Il x| € ¢ suw || B (x,¥) ||
Hﬁlsl

DEMONSTRACAO: i) Mostraremos que se nao existe
c > 0 tal que, para todo x € X

] x || €c sup || B (x,v) ||
| ly]l<1

entdo, existe o € SVg ([a,b] , X) nao limitada.

Dado uma constante kn positiva qualquer, existe-

%x. € X (que podemos supor de norma 1) tal que

n - 27 -



[l %, [l >k, sup [[|B (x ,¥)]]
| |y] <1

51N

Logo, tomando kn = , podemos construir uma sequen

=% e

w

cia (x) de vetdres de X tais que, || x

n" n €N n il

1

B (anY) II < EE

ol

Seja agora, a= to < tl  s.0 < tn < ... , uma se

quéncia de pontos de [a,b] convergindo a b, e definamos
o de [a,b] em X pondo:

o(a) =0
a(t) = Xyt ..o +x ,se t 4 < ts t s B 21
a(b) =0

Indiquemos com d_ a particao de [a,b] dada por

d : a=t < t < +.. < t_< b

n o 1 n

entao
S [a] = ZB(a(t)—a(t )r yvy)

B 1T« 2 ik o

<1
+ B(a(b) - alt), v) ||

< Z sup || B (x,, y;) || + su || B (%, + voo x_, ¥) ||

121 ||y, l<1 B 1yl T< . n

1 1 1
< 2 (-"2-+;-;+.. +§i‘)

_ Mas, sendo esta série convergente e observando -
que/para qualquer particao d € D , existe n € N tal que -
Sp , a o] < sy ja_ [a] , temos que
)

()

- 28 -



o € SV ([a,b] , X).

\V
»

*n-1 }

\%

s 1= O sy 1T+ eee + [T x o 1D

=13 - (3432 4+ ...+ 3%

logo, o nao é limitada pois esta série nao & convergente

ii) Reciprocamente, se existe ¢ > 0 tal que, para todo x € X
Il x|l < T | B (x,v) ||
llyl \

entao

| o (&) = a (a)]] < e | B (a(t) - o (@), )] < e sy [o

15iTe |

e portanto [| o (t) || <|] o (@) || + ¢ Sp [a] .

Assim, toda o € SV ([a,b] , X) & limitada.

II. 2 EXEMPLOS.

No comé¢o da seg¢ao II.1 demos quatro exemplos de
funcoes bilineares, continuas;mostraremos agora que com essas fun-
¢oes B, obtemos precisamente as categorias de funcao de variacao-
limitada, dadas no Capitulo I. Além disso, nésses gquatro casos, -
téda funcao a de Be-semivariagao limitada, & limitada pois B -

satisfaz a condigéo da Proposigao 2.1.6 e vale mesmo que

[l = [| = suwp || B (x,y) |
|yl [<1

Para simplificar, em cada um désses exemplos, indi-
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caremos SVg ([a,b] , X) como sendo:

Exemplo 1: sv.,, ([a,b], X)
Exemplo 2: SV ([a,b] , %)
Exemplo 3: SV ([a,b], %)

Exemplo 4: sV ([a,b] , X)

PROPOSICAO 2.2.1:

SN ([a,b], X) = BV ([a,b], X) e
S¢,» [a]l = Vv [a]
para tdéda o € sV, ([a,b] , X).
DEMONSTRACZO : Para toda d € D, temos
[o] llczil<' (t;) (t;_,)> |
aj = sup X a (t;) - o .
< a e ofa
x' e X'
i
|4l
< sup )| <x e (gy) = A (b q) >
=l ls 157
x' € X'
|4l
\<__Z_ [l o (k) = o (t;_;) |
i=1
= Vd [a]
Reciprocamente pelo teorema de Hahn - Banach, existem 57:3"_ e X'

tais que || x} [| €1 e
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< Xppoalty) - oalty g)> = lo(ty) = ale; Il - i= L,54.4]d] , logo

|
Vd [0‘] =:|L-§—-l” o (ti) - a (ti-l) H

lal
=i-_z__1< XI,oa (k) - a (& _q)>
< ]|%|< } (t.) (t )>|
S X. (o . = . >
S xllgr e b * =1
xi e X'

PROPOSIGAO 2.2.2:

5V ([a,b] , X) = BW ([a,bj, X) , e

W [a] <85 [o] «2w [a]
para téda o € SV ([a,b], X).

DEMONSTRACAO:
seja o € sV, ([a,b], X), 6 uma divisao de [a,b] dada por -

< . 3 -
a < sl < tl < Sy < t2 &£ sas X Sh < tn £ b e seja. d a

particao gerada por ¢ , entao

n
W [a] = ||i_z__1[0° (ti) = & (si)] | (1)

= 3] -



= | .Z [oc(tj) - o tj_l)]Aj Il ( *)

J=1
< s H'%'[(t) (te o )] AL ]
<] up [0 s - o

IRVIRESERE Sl ] 3=l ]
AL € C

3

< Sg [ o]
* 1 Y = -

( ) onde Aj 1 se of tj ) oc(tj_l ) aparece

em (1) e AL

i 0 nos outros casos.

Logo

W [a]

sup W, [o] < s [o]
sen  ° ¢

Suponhamos agora que o € BW( [a,b] , X ) e seja d € D ,

A; € C com [ A < 1 , i=1,...|d . Entao,

il

para todo x' € X temos,
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4]

|x'C 2 fale)= aley ) AT =] 2 [x'oalt;) - x'o alt; ] Ayl
i=1 i=1
lal
£ I [x'ouoal(t,) - x'o alty 1) |
i=1 *
£ V [x'o o

2 W [x'o o]

/A

2w [o] [ =]

/A

de onde segue, pelo teorema de Hahn-Banach, que

d
” i—E-ll O‘(ti) = O‘(ti_l)l >‘j_ ” $ 2 W [0‘] ; logo
d
Sq:,d [_OL] | STg [ l'z‘:l [q(ti) - a(ti—l)] }\i” < 2 W [0&]
il™ B
A. €EC

e como isto vale para toda partig'éo d €D temos que

5o [o] < 2 W [o]

Teorema 2.2.3: o €EW([a,b], X)==x' 0o o €BV([a,b]) para todo

x' € X' ,onde x'ooa(t) =< x"', a(t) > .

w 33 =



Jemonstracao: Seja o€ BW([a,b], X), x' €X' e d €D dada por:

a= to< tl < o0 < tn = b.
Para cada i = 1, ..., |d] existe 'Ki € C tal que riil < le
[x'o alty) = x'o u(ti_l)]. Xi = |x'o aft;) = x'o a(ti_l)l
de onde
| al El -
iiﬂ(x' oalty) - x'oalt ;)| = iﬁl[ x'o alt;) - x'o alt; )]y
L -
= x (iil[a(ti) - alty _4)] %y)

A

|4
I x'||IA sup || 2 [a(t;) = alt;_)TA|l

i £ 1 i=1

Ai € C

o0 que implica,

Vx'o aof & 2| x'||w[o]

Suponhamos agora que x' o o € BV([a,b]) para todo

X' €X' e definamos uma familia (Fa)éeA de funcgoes de X' em C,
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Fg : x' €x' — <x' I [alty) -a(s;)] > € ¢
i=1 * tT

onde § & a divisdo de [a,b] dada por:

s FG sao lineares e continuas ; de fato a lineari-

dade segue da linearidade de x' e a continuidade segue de:

n
|[Fg (xM]| = |<x", -z [ alt;) - als)] > |
i=1
s Ml x|
n
onde M=z [ a(t)=oals))]|l
i=1

Para todo § €A e para todo x' € X' temos que

n
|[FoxM| =] <x', El[ alty) - als,)] > |

n
= | E [ x'o alt;) - x'o a(si)] [

i=1
< W [x'o a]
< V [x'o o
e portanto sup ]FG (x") | £ V[ [x'oao] <+ e
§ €A
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Logo,-pelo principio da limitacao uniforme,

sup | F. || = sup su |Fe (x7)]
S e 8 sen || x'XI)I <1 S
n
= sup sup | x'( £ [a(ty) = alsy)])]
ser || x| g1 i=1
n
= sup || Z [Ot(ti) - G(Si)] I
§ €A i=1

é finito e portanto o € BW([a,b], X).

' Teorema 2.2.4: o € BW([a,b], X') <—> para todo x € X,

x o o € BV([a,b]), onde

&

xoaz: t €fa,b] < a(t), x > €

Demonstracao: Anadloga a anterior.

Proposigao 2.2.5:

S ([a;b] , L (g,F ) = sV ([a,b], L(E,F)).

Demonstracao: ZMmbas definicoes coincidem.

Proposigao 2.2.6:

sv_([a,p], L(F,G)) = sv([a,b], L (F,G)), g
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s, [

sv [a]

para toda o € SV ([a,b], L (7,G)).

Demonstracgao:

Se

o €sv([a,b], L(F,G)) e

d €p , entao:

|4
S [e] = sup || = [ alt,) - alt,_,)] o wu,
o,d llui” <1 i=1 i i-1 1”
uie L(E,F)
I 5L 1, @
= sup sup Lolo(t,) - o(t, ;)| u,(e)
Jull <1 Ilell€1 s=1" 7% -1
u; €L(E,F) e € B
Hld'[() ( (£ |
= su z a(t.) - a(t. ;
gl i=2 ' e
f. €F
i
< 8V |al (1)
() pots, llug@ll<lugll llel <1, 1=1, ..., |a
Logo
Sq [a] < sV [qo]

Seja agora o GSVO([:a,b], L(F,G)), d €D , f. €F com

H fi” < 1

7

e aplicacoes

i

u,
i

=1, ++., |d] . Existem

€L(E,F) tais que || Gl

1

e €E com

IA
'—l
-
g}

(*)
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para i=l, ..., |dl . BAssim

El | d] N
Il iil Lalty) = alty )] £ =1 izl [alt;) = alt; 4] o u, (@)]]
Iz [ ) n
£ sup I alt,) = alt,_.)] o u, (e)
lel| €1 i=1 i -1 A
e€E
ol i
= i izl L OL(ti - O‘(ti_l)] o ui”
Bl 10w |
< su X al(t,) = alt, )| o u,
| ugll <1 ©d=1 * il :
u, €L(E,F)
¢ 8, [of
como isto vale para toda familia (£5)5-1 Bl de vetores de

Fcom |[£f]] <1 & para tdda d €D, temos que

sV [a] < S, [o] (2)

De (1) e (2) segue,
sv [a] = s [o]
OBSERVAGAO: Dada o € BW([a,b], Y) definamos:
e & e[a,ki + a (t) € L (X,Y) dada por
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a(t)(x) = < x', x> o (t) com x4 €X' fixo,” xg” =]

E facil ver que o estda bem definida. Provaremos que

o € sv([a,b], L(X,Y)) ; de fato, se d €D
[&] ] i [af G ] |
SV.lo|l= sup L ojalt,) = a(t,_;)| (%)
d ” Xi” <1 1=1 i i-1 i
Xy €X

a
= su | < x' x,.>[ o(t)= alt,_,)] |
H xi" \<1 l=l O, 1 1 i-1

x:.L € X
' Cacey - ate, ] |
€ sup A al(t,) - alt,_
Al €1 =1 i Al
A, €C

/N

2 W [a

pela proposigao 2.2.1; logo & € sv([a,b], L(X,Y)).

E facil ver que se o & .continua, entao G também
é continua e que, mais geralmente, existe uma correspondencia biu-
nivoca entre as propriedades de o e as propriedades de @ E pox
isso que & suficiente dar exemplos e contra exemplos para as fungaes

de variagao fraca limitada.
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CAPITULO TIII

INTEGRAL DE RIEMANN - STIRLTJES

III.1 - DEFINIGAO - PROPRIEDADES E EXISTENCIA

Tal como no capitulo anterior, X, Y e Z indicarao

espacos de Banach e
B: X*Y » Z, B(x,y) =x . VY

uma aplicacac bilinear, continua, nao nula.

Definigao 3.1.1 : Sejam o e f fungdes definidas em [a,b] a va-
lores em X e Y respectivamente. Quando o limite

existe definimos

L an(t) . £(t) 14 igl[ (t) (t,_)] . £(£;)
o . . = ! im (¢4 . - . ° .
3 Ad>0  i=1 -1 L

onde Ei € um ponto qualquer do intervalo [ti—l' ti] para

1 ¢ i < ]|d] , e d4 & uma particao de [a,b]

As seguintes proposicgoes sao de demonstragao imedia

Proposicao 3.1l.1l: Se existem as b doa(t) . £(t) , fbda(t) . g(t)
¢ a

entao existe a éb do(t) . (£(t) + g(t)) e vale a seguinte igual-
‘dade.
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2 aa(e) L[ A E(8) + A, g(6)] =

= Ay [Paae) .o£e) + Ay, LPan(e) . g(e)

com A

Proposicao 3.1.2: Se existem as ébda(t) . £(t), éb d(t) . £(t),

entao exsite a éb d(a(t) + B(t)) . £(t) e, para todo Al’ Az € C
vale a igualdade
Pam, aft) + A, B(E)) . £(t) =
£ dly 2 R
- A b dao (t) F(t) + A e dp(t) f(t)
1 4 : 2 4 .

Se a < c<b & facil ver que se existem as

(2 date) . £(t) , [€ da(t) . £(t)

(ou é? da(t) . £(t)) entao existe a éb da(t) . £(t)

(ou éc da(t) . £(t) ) e tem—-se que

I au(t) . £(8) = [dult) . £(t) + 2 an(e) . £(e)
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sem que exista a éb da(t) . £(t) ; de fato se, no Exemplo 1 - Ca

Mas podem existir as [ da(t) . £(t), éb, da(t) . £(t)

pitulo II, tomamos X =R e definimos:

o : [0,1] » R dada por

a(t) = 0 se 0 £ t < 1/2

a(t) = Al se 1/2 < t £ 1, e
£ ¢« [0,1I] +R dada por

f£(t) = =1 se 0 £ t < 1/2

£(t) = 1 se 1/2 < t < 1

entao temos que:

i)

ii)

Se 1/2 € dr,1] - trop < 172 < £, ,
||
_zl EEDLalty) = aley )] = £ ) alte,) = 1
1= )
5 lal ~
Se 1/2 ¢ d[b,i] entao a izl f(Ei)Lq(ti) - a(ti_l)]

pode valer 1 ou -1 dependendo da escolha de Ek+l°
Logo, nao pode existir o limite quando Ad + O.

Mas se d & uma partigdao de [a,c| ou [c,b] ent3o necessaria

- 42 -



mente 1/2 € d e no primeiro caso a

|d] _
izl f(Ei) a(ti) - u(ti“l)l vale 0 e no segundo caso vale
1, logo
[ £(t) da(t) = o P £e) dae) =1

Mas, se f (ou a) & continua, entdo vale a seguinte proposigao:

Proposigao 3.1.3 : Sejam o e f aplicagdes de [a,blem X e Y ,

respectivamente ; se uma destas aplicagSes é

continua e a outra & limitada em [a,b] entdo, se existem as

éc do(t) . f£(t) e éb da(t) . £(t) tambéem existe a
gb do(t) . £(t) e tem=se que:
éb da(t) . £(t) = £ da(t) . £(t) + éb'da(t) . £(t)

para todo c tal que a < ¢ < b.

Dembnstragaozi)ado e >0 existem 61, §, > 0 tais que se

2
dl € D[a,c] com Adl‘ < 61 e d2 € D[c,b] com Ad2 < 62
entao:
a, |
145 dat) « £(6) = I [ale) -alt;_ D] . £ED| < e/3

izl
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|a, |

b
| £7 da(t) . £(t) - jil [q(sj) - a(sj_l[] . f(qj)|| < /3

 Suponhamos f continua e o limitada em [a,b| ; assim, existe

§ > 0 , tal que, se [t, - t < 8

17 bl

3 _
[| £(,) = £(t,)]] < E
1 2 -
TYEX

onde || a(t)|] € M para todo t € [a,b}
Logo, tomando d € ?)[aib] com Ad < min {61, 62, 63} e
supondo que c € [t t,] e Exer € [tyr ] )
temos

ng’ Catt,) = ale, )] - £(5) = [Cdalt) . £(8) - (2 dalt) . £(¢)

gy~ TA? T SR 1 i a . & :

" .
=‘l£1[ alty) = alt; )] . £(8;) + [alt ;) - alt) + ale) - ale)] - £(E, )

a
+ % Jalty) - oty )] - £(8)) - [ da(e) . £(r) -
i=k+2

- éb do(t) . £(t) + [alty ;) - alc)] . £(c) = [alt, 4) = ale)]. £(c)

(*)  se g, €[, t ] a demonstragao & andloga.
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[att) = atty )] « £(6) + [ate) = ale)] « £(5 )

- % dalt) . £(0)]

d

b

+ | [a(tk+l) - a(c)].f(c) + ) [a(t,) - (ti__l)]. £(g;) -fda(t) .£(t) ||
i=k+2 c

Bl ate,) = ol |l £(5,) - £ ||

< /3 + €¢/3 + ||B|| 2m £ = ¢
6 ||Bf| m
OBSHR V 2COES:
l. Se definimos a
P gare) . £(t) 1i lgll[ (t) - alt, ;) | £(&;)
(o} . = im (6} s = o . 5
é dep i=1 i i-1 i

usando o conjunto filtrante D , munido da relacao de ordem

d & d,<=d4; C g, (ver (3)), entao a proposicao anterior

é sempre valida, embora nem o ou f sejam continuas ; de fato :
se existem as éc.da(t) . E®) éb da(t) . f£(t) entao,

dado e > 0 existem dl € ]Taadj & dz € I)[Crbj tais que
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Il £€ da(e) . £(v) - [aCE; ) = ok T £ | < e/2

d
b |
| £ datt) . £(t) - I fatsy) = atsy ] - £l < e

sempre que dl S dl ’ d2 < d2

-

Ponhamos dO = dl U d2 ; entao c e do' e se d e

uma partigao de [a,b] , d, § d dada por,”
d a=to<tl< <tk< <tn=b
com tk =c , temos
d & b
Iz [a(ty) - alty )] . £(E;) = [7 da(t) . £(t) = [7 da(t) . £(t)]
i=1
k C
g |-z [o(ty) - olty; )] « £(&) - [7 da(t) . £(t)]f
=1
|l b
+ T [atey) - ae_ ] . £(8;) - [7 da(t) . £(t)]|
i=k+1
< €

pois 4, § d N [a,c] e 4, § d m [c,b]
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2. Se existe a éb da(t) . £(t) segundo a nossa definicao, existe
também segundo a definigdo da observagdo anterior e ambas s3o i

guais. De fato, por definicao existe § >0 tal que

[att) = alty ] - £ < e (1)

" d
| {7 da(e) . £(t) - 2
i=

1

sempre que Ad < §

Assim, tomando uma partigao d_ de [a,b] com malha menor que
§ , tdoda outra particao mais fina que d, tera também malha menor
que 6, e portanto valera (1).

A vobservagéo anterior mostra que a reciproca nao é verdade.

Proposi¢ao 3.1.4: Sejam a < c < d < b ; entdo se existe

gb da(t) . £(t) existem também a éd do(t) . £(t).

Demonstragao: Dado e > 0 existe 6 > 0 tal que se d;, 4,

sao partigoes de [a,b] com Ady, A4, < 8 , entao:

4, | EXN

|2 [etep —ate, T . £05y) - jzl[a(sj) - atsy_ ] £ lls e

Sejam d; aé particoes de [é,d] tais que Aal, Aaé < ¢ '

dl dada por c¢ = to< tl < .. < tn =d . Completémos com Os mes~

mos pontos d; e d, até formar partigdes de [a,b] d, e 4,

respectivamente, de malha menor que 8§ , e ponhamos
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- —r-1 -r =1 o 1 -
= ﬂ< tn+1< <tn+m,—_,-b
Assim:
,a-ll Iazl
|l L Lot —acey . feeyp - I [atsg) = ats5 T £y |
13, :
z /{_g Lot - atey )] £02)) + = [ale) - ale; ] £(2,)
i=1 i=-r
la, | .
+ i=§1+l [at,) = att; )] £(5,) - iE_r[a(ti) - alt ] £(E)
ldll _ lazl '
. i=§+l[a(ti) -att ] £y - jil [as;) = atsy_]. £yl
'dll |52|+m
- ”ii-r[a(ti) B a(ti—l)'].' f(gi) - g:—r[a(sj) - a(sj_l)J' f(rlj)” (*)
< €

(*) onde sj = t. , qj = ¢, para Jj = —rfl,.,., 0,|§2|+ i PP
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A Gltima desigualdade vale pois a,

d2 = d2 U {tj: j = -r-1, “Ljecoy, Orlazl+lf 8 & B lazl+ m }

sao partigdes de [a,b] com malha menor que 6.

Proposigao 3.1.5: (Integragao por partes):
[P aa(t) . £(8) =a®) . £(b) - ala) . £(a) _.£ba(t) LA (t) (1)

Se existe uma das duas integrais da expressao (1) existe também a

outra e vale a igualdade acima.

Demonstragao: Suponhamos que exista a éb da(t) . £(t); entao

dado e > 0 existe 6 > 0 tal que se d, € D

1
com Adl < ¢ temos que:
la, | .
/] iil [a(t;) - al(t; 1. £(&y) - [7da(t) . £(®)]] < e (2
para todo &, € [ti—l’ ti] , i=1, .,.,ldll .
Tomemos d € D com Ad < 8/2 ; entao
la] ; b
| = alg;). [f(ti) = £(t;_7)l- a(b) . £(b) + a(a).f(a)+ [7da(t) £ ()]
i=1 ‘
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b n+1 n
= || £~ da(t) . £(¢) - Ioalgy) £(t;_q) + T algy) . £0e) |l
i=1 i=0
b n+1
= || L7 da(t) . £(t) - iil [a(E,) - a(gi_l)] - E DI o< e (*)

* - P
(*) onde pomos go a , £n+1 b
Mas, dl s a = EO < El < 52 < smm & En < En+l =D
e uma particao de [a,b] com Ad, <8 a zgl € [Ei_1, Ei]

logo, por (2) vale a ultima desigualdade.

Indicaremos com C([a,b], X) o conjunto das fungdes continuas

definidas em [a,b] com valores em X munido da norma

fec(lab], X) — || £]|]= sup | £(&)]] € R
tela,b

Ck([é,b], X) indicard o conjunto das fungoes de [a,b] em X que s3o

k vézes continuamente diferenciaveis.



Proposigao 3.1.6: Seja o € C*([a,b], X) e f uma fungdo de [a,b]

em Y que satisfaz o critério de Darboux, isto é

ld |
lim I ow (E)(t, - t, ;) = 0
8d+0 i=1 * oo
onde wi (£) = sup | £(s) = £(t) ||
s,t€[ti=l,ti
€ a oscilagao de f no intervalo [t q- t, ] o i=l, ..., |4

Entao existe a

b 4]
a'(t) . £(t) dt = lim
Ad+0 i=1

L

a'(g;) - £(E) (t; — t, €2z (1)

~1)

b

éb dou(t) . £(8) = [P a'(t) . £(t) at.

Demonstragao: Observemos primeiro que se g & uma fungdo dum inter
valo [a,b] num espago de Banach & que satisfaz o cri

tério de Darboux, entao g & integravel segundo Riemann em E.

Agora, toda fungao continua de [a,b] num espago de

Banach satisfaz o critério de Darboux, logo para provar a existéncia

da integral (1) basta provar que se g e f sao aplicagoes de
'[a,g] em X e Y respectivamente, que satisfazem o critério de
Darboux, entao g . f satisfaz o mesmo critério como funcao de

[a,b] em Z. Mas isso segue de:
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2(s) . £(s) = g(t) . £®)|] € || [g(s) - g(t)] . £(s) ||

+ |]gt) . [£(s) - £(&)] |

<HUB el gts) =g
+lBlllgltll £ - £(0)]
<UEB el w (@ +iBl § gl wf),

Da existéncia da integral (1) segue que dado € > 0 existe
1 > 0 tal que

|
|2 a'(g) . £(E) (e, - t;,_ 1) - [Pa'(t) . £(t) at || < e/2

-

ara toda d € D com Ad < 61

Como a' & uniformemente continua em [a,b] existe 6, > 0

que se lq -l <8, entao

£

2f| £ Il Bl (b-a)

fatm) - d'() || <

Logo, para d € D com Ad < § = min {61, 62} temos

la|
Loe [atty) - ate, ] . £(E) - Lat(e) . £(v) at | |
i=1

<GS




i=1

a
Ioat(gy) « £(8,) (k= ¢y )
1=

ol
<Lz latey) - ace, ). £ - .

. i) = £Pur(e) . o£(e) at |

|a
T et . EED (-t
i=1

|af- -

< e/2 + ”iil [ott) = atty ) =farg) (e, - £, DI £

|4 '
< e/2+ || B |l £ | 151” alty) = alt; ;) = o' () (t; = t, 1)
< enalBllell s (6 =€) Loty - are)] )
< € ; = sup o - o ;

i=1 1 i-1% <<t 1 +

i=-1 i

= €
(*) aplicando o Teorema do valor médio (ver (2)). M

Teorema 3.1.7: Se o € SVB([a,b] ; X)) e f e C([a,b], Y) entao:

a) existe a éb da(t) . £(t) € 2

p) |l L daw) L £@] < sy [a]]] £
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Demonstragao:

a)

Se SB [a] = 0, as somas da forma

lal
Lo fa(ty) = olt; )] - vy
i=1

sao nulas para tébda d € D, y, € Y e portanto

i
b
£ da(t) - £(t) =0
Suponhamos entao SB[q] # 0 . Escrevamos
_ gl
99,6 = I [alty) - ale; )] . £(E,)
i=1
onde d & uma particao de [a,b] , e indiquemos com Ly o
conjunto das somas da forma Gd,g : se dl S d2 entao
I B ) logo, se provarmos que o diametro dos L
dl d2 d
tende a 0 gquando Ad ~ 0 , entao r~] E&, isto &, a inter

dep

secgao das aderencgas dos g possuira um Gnico ponto que sera

o limite dos Gdlg, isto &, a ébda(t) . E(E).

Como f & uniformemente continua, dado € > 0 existe & > 0

tal ques:
€, = &,/ < &  implica | £(&) = €&l < €
’ ZSB [0]
Tomemos partigoes d; e d, de [a,b] tais que Ad;, Ad, < 8/2

e provemos que

Q

i
a
/A
™

S1IGE =



onde d = dl U-d,., e
[, ]
” °a, ¢ 5,6l = | iil Latty) = atey ). £(5) -
lgl (o ( £(0.) |
| ildll k4D,
= - - . - . *
Liil j:zk. [ats) - a(ss ]+ [£&)) £ | (*)
1
931 kytpy | (£
(E,) - £(6.)]
= —f— | 3z & [alsy) - als; )] s medi
255 [d] i=1 =k, €
25, [o]
< PR S sup “l(zil [O(.(S-) = oa(s, )] Y " <—€—
2sg Lol Iyl <2 3= ) 3"1 ; ’
Yy ey

(*) onde k;, e P; sao tais que t, ; =s, _; <8, <. <

para i =1, ..., Idl]
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Andlogamente, demonstra-se que

/A

e/2

logo,

” Odlpi' o I < €

e portanto o diametro dos conjuntos Zd tende a 0 quando Ad -+ 0

b) Se ]If“ = 0 , vale a desigualdade pois ambos os membros sao nu-

los, logo podemos supor ||f|| # 0 ; neste caso, para tdda d € D

4] 4] £(g;)
2 [atey) = ate, I €& =[] £]] [ £ [ot;) ~ale;_]- —||
i=1 i=1 - £]]
< £l sy q [l
< | £llsg [o
Logo, no limite
1> qate) . £@) < | £ 15y [q]
Proposigao 3.1.8: Dados a < c < b definimos o :[a,b] + X como

segue:
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Os valores de ala), ol(c), o (b) sao arbitrarios:

a(t) o(a) se a £ t < ¢

a(t) o (b) se c - t < b

Se f ec(la,b], Y) entao

[P dalt) . £(t) = [alc#) = alem)] . £(c)

Demonstragao: Como f & continua e o € SVB([a,b] y X) existe a
2 aa(t) . £(¢)

Sendo £ uniformemente continua, dado ¢ > 0 existe & > 0 tal

que
lece - £(ey < min4 ¢ ) € )
UL Bl [ atet)=ate=) || |IB]| || alet)= ale)|
€
[l B ] a(C'=)"0t(C)J
se  |t; -t < 8 )
Se d €D com Ad < § ; temos duas possibilidades:
i) ¢ € d ; suponhamos treep S C <t s entao
| 4] -
Il 121 [a(ti) - a(ti_l)]° £(E;) -[a(c+) - a(c=)] . £(a) ]
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= || [ate) = alem)] - [f (&) = £(a)] + [al(cH)-a ()] *[£(g, ) ~E(c)]]|
<[] BlllJe () = a (c=) [| || £ (&) - £ (c) |

#1811 1] ater) = ate) [ 1] £ (B, - £ (@ |

< 2¢

ii) ¢ £'d ;suponhamos c € (ty 17 tk), entao

|4]
[ Zl[a (b, ] £ (8) - [0 (eh) - a (c=)] ° £(c) ||

I Bl atet) =—a e [| [ £ (&) -£ (e [

OBSERVACAO: Na demonstragao supusemos a (a) # o (b) # a (c)
pois os outros casos sao triviais

COROLARIO: Seja o : [a,b] » X, uma fungao em escada (isto &,
existe um nimero finito de subintervalos [t,_;, t, ] de [a,b]

tais que em cada(t,_;, t,) o & constante) com salto o [a] em

< < ® © o = = e
tk ; Sendo a < tl t2 < < tn b

Sse f ecC ([a,b], ¥) entao,

b
J da (t) £ (t) =

o, [a] = £ (t.)
a k k J k

13

| >3

onde 0, [a] =a (t,+) - o (t,~) & o salto de o em ty

OBSERVACAO: A proposigéo 3.9 diz-nos que o valor da integral
pode ser modificado alterando o valor de £ num s ponto e & facil
ver que mesmo a existéncia da integral pode ser afetada por tal mu-

danga. De fato, consideremos o exemplo seguinte: Sejam

o ¢ [-1,1] + X dada por
o (t) =0 se t #0

@ (0) = Xo - 58 -~



e £ [-1,1] » ¥ dadapor f£(t) =y,

Neste caso a integral existe e

/L

1 da(t) . £(t) =0

Mas se definimos £ como sendo

f(ty = Yo se t 0

f(o) = 2yO

a integral nao existird pois tomando uma particao qualquer d € D

temos:

i) se 0 g4, e supondo teq < 0 < £

4] |
.Zl[a(ti) = oty )] £(8) = [alty) - alty )] £(§) =0
1=

ii) se 0 ed 7

|4]

iil [d(ti) e a(ti—l)]° £(g,) = alo) . £(§) - a(o) . £(& 4)
e o valor desta soma & O, XYy v T Xy e Y dependendo da escolha
de & e Sy .

Mas vale a seguinte proposigao:

Proposigdo 3.1.9: Seja o € sSVy([a,b], X) : se alteramos o valor

de o num nimero enumeravel de pontos internos de [a,b] de
tal modo gue a nova fungao o pertenca ainda a SVB([a,b], X)

entao, para téda f € C([a,b], ¥) ,

£b do(t) . £(t) = gb da(t) . f(t)

Demonstragao: Seja A o conjunto dos pontos onde o foi alterada.
O complementar de A em [a,b] ((A) & denso em [a,b] ; de fato
. 1 .
se t €A, dado n >0 existe t€ Canl(eg ot * n) pois
senao teriamos (g = f, £, ¥ n) C A e 2 ndo seria enu-

meravel.
0 (A & separdvel (por ser subespago de um separavel) logo e-
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xiste um conjunto B C (A, B enumerdvel e denso em (A.

Construimos uma sequéncia de particoes (dn) n € N tais que -

1

Ad_ = £ & dn(ﬂ A =¢ para todo n. Isto é possivel pois se e

xistir t ¢ dn(\‘A para algum n , tomamos uma vizinhangca de t -~
que nao contenha outros pontos de dn e nessa vizinhanca existe pe
- 1lo menos um ponto tk de B. Mudamos entao t por tk .

Como a integral existe para tdda f € ¢ ([a,b], Y) podemos -

calcular o limite usando a se%uéncia (d ) e como nessa sequén

n n €N
cia o e o coincidem, o valor das integrais sera o mesmo.
: b
TEOREMA 3.1.10: Se existe a J da (t) £ (t) para tdda -
a

f €@ ([a,b], ¥Y), entdo o € svy ([a,b], X).

DEMONSTRAGCAO: Considerando eventualmente a funcao a (t) - a(a),
podemos supor o (a) = 0.
Dada d € D, definimos ay de |a,b] em X, pondo

a (ty) se t, , <tst, , i=1, ..., |q

a5 (t)
g (a) =0

i) Mostraremos que

b .
83,4 [o] = §p [ag] = sup || é d oy (t) £(t) || =
| 1£]]<1 |
|l
= sup || ) [o (t)) - alt, )] £ (kg ) |]s
RERES
de fato, & facil ver que
] |4
4SBrd [o] = SB lo‘d] =_ Bup [} [o (ti) - a (ti—l)] * ¥y Il
ly;lls1 i=1
yie Y
e portanto, dado e > 0 existe uma familia (;i)1<i<ld| de vetdo-
res de ¥, com ||y,|[€1 paral < i< [d] e tais que
_ | d . _
5 [ag) - 11T [ e = o e ] o7, 11 e
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Definimos f de [a,b] em Y pondo, para 1 < i < [4|
£ (t) = (1-2) Yy +A Yipp ¢ Se t = (1-1) ti_l+ A £y 0 A1, on
de §n+l €Y e |I§n+l || €« 1. £ claro que £ e c([a,b], ¥)
e |l £]l<1

Da proposigao 3.1.8 , segue

b _ 4] o] . f
S doa(t) -F(t) = % o© o] . E(t, )
a 4 i=1 ti-1 @ bl
4] L
- iil [a(ti) - u(ti_l)“l ° Yi
logo
s. [od- || 2 da (v) . £(8)] < e
B “7d a d ’ =
o que prova a nossa afirmacao.
ii) Se, Sp [0] =+ , dado n € N existe d €D tal
que, d, « d implica SB,d [¢] > n
Tomemos entao dn < dn com Adn < 1/n e defina--
mos uma sequéncia (F_ ) .. . de fungdes de C([a,b], ¥Y) em Z
dadas por:
|d,|
n b
F (f) = iil [oft,) = alty_ ()] £(t;_9) = [ duan(t) . £(t)

Da linearidade da integral e de

| r o)) =1l £ dag (t) . £(t) ||

= Bl =



< sy lugl Il £ 1)
n

segue que E_ €L [?([a,ﬁ], Y), Z] para todo n.
Além disso, por hipdtese, para tdda £ € C([a,b], Y)

Fn(f) > éb da(t) . £(t) quando n > e, pelo Teore-

ma de Banach-Steinhaus, existe uma constante M > 0 tal que

I Fo | < ™ para todo n.

Mas, por (i) porém temos

7 || = sup || F_(6)]
n | £]]<x ™

Ll
w0

= [a] > n
B,dn = 7

Logo, S, [a] tem que ser finito. (¥)

(*) Agradego a demonstragao déste Teorema a meu Orientador, Prof.
Dr. Chaim S. H8nig.
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Proposicao 3.1.1l: Se a sequéncia (£) hen < c([a,b], ¥) & tal

que as f > f uniformemente e o € SVy([a,b], X) , entao

éb do(t) . £_(t) =~ af‘b da(t) . £(t)

Demonstragao: Como a convergéncia & uniforme £ € C([a,b], ¥Y) e por

tanto existe a éb doa(t) « £(t).

Do mesmo fato segue que dado € > 0 existe ng € N tal que

€

[| €. - £ || < para todo n > n ‘
n SB [Ot_] o
Logo, para n 2 n, temos:
b b
I [P da(t) . £ (t) - [P da(t) . £(t) ||

Héb qa(t) . [£ () - £(8)] ||

£ - €1 sg [a < e

/A

III.2 EXEMPLOS

O teorema 3.l.7 nos da a existéncia da integral de Riemann-
-Stieltjes quando o € SVB([a,ﬁ], X) e f e c([a,b], ¥) ; veremos
agora, o que isso significa no caso dos quatro exemplos dados no

Capitulo II.
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Exemplo l: Neste caso temos

B : (x,x') € X x X' > <x', x> ¢€ C

Da proposigéo 2,2.1 e do Teorema e.3.1l.7 segue que se

o € BV([a,b], X) e £ e c([a,b], X') entdo existe a integral
e

|4

Paa (). £(t) = [Peaa(e) £(0) > = i I calt)-alt, ), £()> €€ |
da»0 i=1

Se X =R (ou C) a nossa integral coincide com a integral

habitual de Riemann-Stieltjes na reta (ou em C).

Exemplo 2: Temos

B : (x,\) € X x€C FHAx € X .

Da proposigao 2.2.2 e do Teorema 3.1l.7 segue que, se

o € BW([a,b], X) e ¢ € c([a,b]) existe a integral e

d
b b .
da(t).p (t) = o (t) da(t) = lim L ¢lE,)|a(t,)~alt, ) e X n
é é Ad>O  i=1 i [ i i-1 ]

Quando X =R (ou C), a € BV([a,b]) e temos novamente a inte

gral de Riemann-Stieltjes na reta (ou em C).

Exemplo 3 : Neste exemplo,

w

(u,y) € L(E,F) XEr— u(y) € F
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e se o€ sv([a,b], L(E,F)) , £ € c([a,b], E) entao existe

a integral

d
b _ . :
é da(t) . £(t) = Aéig .E [u(ti) - a(ti_l[] (f(Ei)) € F
i=1
Exemplo 4 : Neste caso,

B : (u,v) € L(F,G) X L(E.F) = uov € L(EG ;

Se a € sV([a,b], L(F.G)) e f € c([a,b], L(E,F)), existe a

Ky
)

Pan(e). £(e) = rPaa(t)o £(t) = lim [a(t,)=alt, ;1] £(§;)€ L(E,G)

Ad»0 i=1

Proposigéo 3.2.1: Seja o uma funcao de [é,@] em X tal que,
existe a éb d(t) d(x' o a(t)) € €, para toda ¢ € c([a,b])

e para todo x' € X'.

. Entao, existe a Ab ¢(t) do(t) € X , para toda ¢ € C([a,@])

e o € BW([a,b], X).

Demonstragao: No exemplo 2, fagamos X = C j; entao, do Teorema
3.1.10 segue que x' o a € BV([a,b]) para todo x' € X'
e do Teorema 2.2.3, o« € BW([a,b], X). Agora, usando nova-

mente o exemplo 2, temos a existéncia da integral.
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Proposicdo 3.2.2. Se «a € BV([a,b|, X) e £ € c([a,b], Y), entdo

7

| > o) - sl & BBl fEw | avp, g [

Demonstragao: £ claro que se o € BV([a,b], X) entao

a € SVB([a,ﬁ], X) e portanto existe a éb da(t) . £(t).

A integral do segundo membro também existe pois || £(t) | é

uma fungéo continua e Vra f} [@] & crescente, e portanto
=0 =

de variacao limitada em [a,b] (Exemplo 2).

Para toda d € D, temos

al
[ae;) = oty ]+ £E <l Bl 2 lote) - atey pIl Il £gp) ]

|a
||z
=] i=1l

i

|4
<l B 3 £(E,)]] V - [a]
| B || i=l_Il )1 [e, 1ot ]

| 4] _
= |l = 121” FE (V[a,tij Lo - MERIY L))

e portanto, no limite

I £P aate) . £ < |l Bl Lol ] avr, ¢ [dl

) = GBLS



CAPITULO IV

APLICACOES

IV.1 - CARACTERIZACAO DE C([a,b], X)°*

Nesta segcao, daremos a representacao de um funcional linear

continuo F € C([a,b} X) ' por meio de uma fungao o

de variacao

limitada; para isso, introduziremos um novo espago, que indica-

remos com §VO([a,§], X) .

Definimos: .

N
BVO([a,ﬁ], x) = {0 € BV([a,b], X) : a(a) =0, o & continua

a direita em (a,b)}

Proposigcao 4.l.1s

i) BV _([a;b], X) & um espago vetorial

ii) a aplicagao

~ .
o € BV _([a,b], X) > V [e] €R

& uma norma soObre ele.

iii) BVO([a,ﬁ], X) & completo com essa norma.

Demonstragao:

i), ii) Trivial

iii) Seja (ocn)neN uma sequéncia de Cauchy de fungoes

de
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o\
BVO([é,ﬁﬂ, X); assim, dado € > 0 existe n_ € N tal que

Ve, - aAj < € para n, m > ng (1)

Pela mesma razao, a sequéncia (ozn)n€N & limitada e portanto

Vie] < M para todo n (2)
Como
. Ly \ X b . ¢t —
a sequéncia (ocn(t))neN » t € [a,b], é de Cauchy em X
e portanto un(t) + o(t) (3)

Mostraremos agora que a convergéﬁcia simples em gﬁo([a,ﬁj, X) e

a condigao (2), implicam a convergéncia uniforme; dal seguira que

@ & de variacao limitada em [a,b] e continua a direita em
(a,b) ; além disso, como an(a) = (0 para todo n, a(a) = 0 e por

Yol

~ ~ B
tanto o € BVO([é,ﬁj, X) o que prova gue Bvo([a,ﬁ], X) & completo.

De (2), (3) e da proposigcao 2.1.5 segue que &pﬁvpo
V [a] £ M
logo, o & de variacao limitada em [a,b]
. De (1) segué,
Il a, (t) - um(t)n < V[@n ~ ué] <e para n, m> n_, tE€ [a,b]

e fazendo m -+ + o temos

- 68 =



e (t) =o(®)]] ¢ V[o -0a] < =

para n > n_ , para todo t € [a,b] , logo o, * o uni-

N4
formemente em  BV_([a,b], X).

Teorema 4.1.2: Dada o € BV([a,b], X), existe uma Gnica

e ﬁVO(Ea,ﬁj,{g» tal que Vv [d] ¢ v [a] e

® oty ad(e) = £° ¢(v) dale)

para téda ¢ € c([a,b])

Demonstracao: Definamos o : [a,b] +®,
W\

0 se t=a
o (t) = { oa(ty) - a(a) se a < t < b
o(b) - a(a) se t=05>L
L
o ~4
A. Provaremos que o € BV_( [a,bl ; ¥

i) Seja d €D entao

a
121 I ate) - ote; I = iil Iate;+) = ale; ;9|

3 vV [o]

por corolario do Teorema 1.2.6, logo o & de variagao limitada,

v [E ¢ Vv [of
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ii)

e

o & continua a direita: Chamemos A o conjunto dos pontos

de descontinuidade de o ; como A & enumerivel, (, A & denso em

N e
- S S S

[ﬁ,@] logo, dado C e (a,b) existe uma sequéncia de poﬁ£6§

S

dge (a, t, >t

> aoe 2 P> saow + .
1 2 tn p t +> C

n

Como o & de variacao limitada, existe a (c+) e portanto

| att) - alcH) ]| < € para n > n

Sendo a de variacao limitada, para toda sequéncia (En)neN "

tn > ct+ , u(tn) + o(c+) ; mas para a sequencia (tn)neN

temos,

||E(tn) - a(c) || = |l alt +) = alct) || =] alt) - alcH) || < ¢
para n > nJ, logo a(tn) + a(c) e da unicidade do limi
te segue o(c+) = a(ec) . Logo o & continua a direita em c.
De (i) , (ii) e sendo que a(a) = 0 , segue que

a € géo([é,ﬁ], X) .

o) dut) = £Lo(0) dlate) - a@)= [° 40 dae)

da Proposicao 3.1.9 @5‘:

~ ™~~~ )
Unicidade de a : Provaremos que se B € BVO([Q,QJ, X) e

éb b(t) dB(t) = 0 para tédda ¢ € Cc([a,b]) , entao B = 0
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g >
pois nesse caso, se existir oq € BVO(]:a,lo:[, X) tal que

% o) ai(e) = [Po(t) i (t) para tdda ¢ € c([a,B]) ,
entao O - '071 € Br\\;O(l:a,IQZI , X) e
éb d(t) dla(t) - gl (t)) = 0 para toda ¢ € C([a,b])

0 que implica

XN
]
1
"
o

ou

Qe
i
Q!

Suponhamos B # 0 ; existe entao c¢ € (a,b] tal que

B(c) # 0.

Se ¢ = b tomando ¢ a fungao constantemente igual a

mos que

gb¢(t) ag(t) = Bfc) # O

o que contradiz a nossa hipotese.

Se ¢ < b existe € > 0 tal que 0 ¢ B€EB(C):] (bo

l’ te"‘

la fe

chada de centro B(c) e raio € ) ; por ser B continua a di-

reita existe § > 0 tal que, se c < t € ¢+

en-

tdo B(t) € B_[B(c)]. Tomemos ¢ € c([a,b]) definida por:

¢ (t)
¢ (t)

[l

quer de [a,b] , ajuntando a ela c e c+§ temos, se

1 se te€ [ac] ; & linear no intervalo [c, ¢ + §] ;

0 se t € [c+6, b] . Assim, dada uma partigao qual-

. VR



d : a=t <tl<a..<tk\<C<t <q..<tp\<c+6<.,.<tn=b,

Sq = I Oty [Bley) =Bty 1)) = BED+[BE,) =B (£ )] +..+[B(t)) =B (t, )]

+ [Blo) = B(t)] + ¢ty 1) [B(t )= B()]
toble ) (Bl ) - Ble ]+ ..
tooley) [B(tp) - B(tp_l)]

=[1 = o0ty Ble) + [0ty )= 6ty 0180, )

¥ o +[§(tp_l) = ¢(tpi] B(tp~l)+ ¢(tp) B(tp)

Mas, R(c), B(tk+l), v oo g B(tp) pertencem a BE [ﬁ(c[] sendo

os seus coeficientes numeros reais compreendidos entre 0 e 1
e a soma déles igual a 1 logo, como Be[B(cf] é convexa,

Sq € B, [B(c)] ; como isto vale para tdda partigao de [a,b| te

mos

. b ‘
lim S = ST oo(t) . dB(t) € B _|B(c)
rdso @ a cLE ()]
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e portanto éb p(t) dB(t) # O

o que contradiz a nossa hipdtese; logo £ tem que ser nula.

Corolario: pado F € [c([a,b])]"' existe uma inica o e g\?g([a,b:]) |

tal que para tdda ¢ € C([a,b]) temos:

F(p) = [0 ¢(t) da(e)

vig =1[Fl

Demonstracdo: Pelo teorema de Riesz (ver (7)) existe o € BV ([a,b])

tal que para téda ¢ € C([a,b]) temos:

P 4(t) dalt)

F(§) = [
e v[a=1F]

Do teorema anterior segue a unicidade de o e

vIE < vid=1lF]l
Mas,
Ipll= sm Il £ s ai® || ¢ v IE
| oll<d
e portanto
vIa] =lF
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Teorema 4.1.3:

A
il

C([a,ﬁjgiﬁa', isto &, dado

um funcional linear continuo F  sdbre CZ[apﬁ], X) , existe

- ¥ N
uma dnica o € BV_([a,b], X') tal que

F(f) = £b< da(t), £(t) >

para tdda f e c([a,b], X) e Vv [a =] F| -

- - = s
Alem disso, toda aplicacgao o € BVO([é,ﬁ], X') define um funcio

nal linear, continuo de cC([a,b], X)'.

Demonstragao:

A. Mostraremos primeiro a Gltima afirmagao:
-~ oS . ~
A toda o € BVO([a,ﬁj, X) , corresponde uma aplicagao
kb

F,: £€C([a,b], x) » [~ <dalt), £(¢) > C C

o
bem definida pois o Teorema 3.1.7 nos assegura a existencia
da integral. A linearidade de Fa segue da linearidade da in

tegral, dada pela Proposigéo 3.1.1 e, a continuidade segue de

1P, ()] = [[P< aat), £(®0)>] < v [a] | £]
Logo, F, € [c([a,b], X)]" e || Frl < Vv [of .
|
B. i) Dados ¢ € c([a,b]), =x € X defininos a aplicagao

ox : t € [a,b] >  $(t)x € X .
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De

| ox(e) = ox(ey) Il = lLoce)) x - o(ey) x |l
= | otep = olex) | [l x|l
segue que ¢x € C([a,b], X).
ii) Agora, dado F ¢ [c([a,b], X)]" para cada x € X podemos

definir a aplicagao

F, ¢ € ¢c([a,b]) + F(x) € ¢ ,

que & linear e continua; de fato, a linearidade segue da linea

ridade de F, e a continuidade segue de

|F@ex)] < ILF (I ox |

[F (0)] =
=l F |l suwp _ | ¢(t)x ||
t €[a,b
=l F | suwp _ |o®)|] x|
t €la,b]
=le Il = [l el . (1)
Logo F_ € [c([a,b])]" e pelo corolario do teorema anterior
existe uma Unica a, € ]r:‘s\\;o([jayb:l) . tal que
v[o] = Il £l (2)
e FL(0) = L2 6(t) d a (&)
X a X
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para tdda ¢ € c([a,B]) .

Se  Xy: X, € X ; A € ¢ é facil ver que
F, 44 = Fp +F
1 2 1 %2
F = AF
Ny 1
logo,
o) do o ®) = L0 0(E) dloy (6) +oay (€))
1752 1 2
b b
e [T d()a,, (&) = ] ¢ (t) d(hoy, (£))
1 1

para toda ¢ € c(la,b|l) , e como

1o coroldrio do teorema anterior

Oy = o
1

iii) Definimos agora

o : [a,b] =+ X' dada por

Observemos que o estd bem definida, isto &, toma valores

{

t € [a,b],

X" pois, para todo

representacao garantida pe-

& Gnica, segue-se que

%x
2

(3)

a(t) (x) = ocx(t) .

a(t) & uma aplicagao de X em

¢ linear (de (3)), e continua, ja que de (2) e (1) segue

la(t) (0 | = Ja (8] <

v e =l Bl < I Fl Il
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ov
iv) Mostraremos que o € BV_([a,b], X') ; de fato,

a(a) (x) = ax(a) 0 para todo x € X , logo a(a) = 0

Se d € D, temos

,g, | alt,) (t. _) ]| fgl [[a(t,) (t,_)] (x)]
alt,) = a(t,_ = sup alt,) - a(t, _ X
i=1 2 T aa k)l a2 1 i
z | |
= sup z a_f{t.) = g _(t; )
"X "51 f=1 X 1 X' i-1
< sup v [a]
| x [|<1 *
< sup || F_[|
Il x/l<1 ™ %

sup sup | F_(¢)]
x|l <1 Joller %

sup sup || P || || x |||l ¢ || dae (1)
fx] <1 J¢l<1

7

N

| ¥ |l
logo Vv [a] <] F| (4)

Mostraremos agora que o & continua a direita em (a,b) :
Seja t € (a;b) , (t ) eq Uma sequéncia de pontos de [a,b]

tal que t -+ t+ . Como a € de variacao limitada

a(tn) + af(t+) e portanto, para cada x € X
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V)

< u(tn), x > -+ < a(t+), x >
Mas, < a(tn), X > = ax(tn) + ux(t) = < o(t), x)

por ser O continua a direita, logo

< a(t), x >= <o(t+t), x > para todo x € X e portanto
o(t) = o(t+)
b
F(f) = é < da(t), £(t)>

para toda f € C([a,b|, X) : de fato, da parte A segue que

: i
existe Fa € C([?,ﬁ], X) , tal que

F(E) = {2 <da(t), £(t) >
e |7, Il <V [a] | | (5)
Mas ,

F_(6x) = £b < do(t), o(t) x >

= [Pow) a<ale), x>
b
= 2 00 do(b)

= Fx (0) de (2)

l

F (¢x)

logo F e Fa coincidem no subespago das combinagSes lineares

finitas da forma E ¢, X3 o+ com ¢, € c([a,B]) , x; €X ;
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mas &éste subespago & denso em C([a,b], X) e portanto F e F_

coincidem no espago todo.

vi) De (4), (5) e (v) segue que

v [a] = || F |
vii) Unicidade de o :

Suponhamos que existe B € E%O([a,ﬁ], X') tal que

F(e) = [P <ag(t), £(o) >
para tdda f € C([a,b], X) e viel=IF] .
Entao
b b
{7< dp(t), ¢(t)x> = [7< da(t), o(t)x >

0 que implica
b b
[7 (k) d < B(E), x > = [ ¢(t) d <alt), x>

para toda ¢ C c([apﬁ]), X € X. Mas, x0 B € Bvo([a,b]) .
Y -
X O a € BVO([a,ﬁ]) e do corolario. Teorema 4.1.2 segue que

X0 B =xXx0a0 para todo x € ¥ , ¢ que implica B8 = o .

IV.2 : CARACTERIZAGAO DE L[c([a,b]), X]

Passaremos agora a dar a representagao de uma fungao linear,
continua de C([a,b]) em X = Z' para depois obter como coro

lario o caso mais geral em que X & um espago qualquer.
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Teorema 4.2: Se F €L [C([?,Eﬂx 2'] entao existe uma anica

o € BW([A,E], Z') tal que

a) F(¢) = éb 6 (t) do(t) para téda ¢ € c([a,B])
b) zoa € BVO([a,Qj) para todo z € Z .
remos  wld < Il Flle2wld .
Demonstragao:
i) Construcgao de oz Para cada z € 7 , existe uma aplicagao
que levas

¢ € c(la,b|]) + <F(¢p), z > E€C

Esta aplicagao & linear e continua; de fato, a linearidade

segue da linearidade de F e a continuidade segue de:

<P, z> | < IE@ I [zl < Tell Lol W21 -

Logo, do coroldrio do Teorema 4.1.2 , segue que existe uma unica

o2 — .
a, € BVO([g,QJ) tal que

viel<s Il =zl

e (1)

<F(d), z > = £b ¢ (£) do_(t)

para téda ¢ € c([a,b]).
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Se Zl” 22 € 7 ; A EC,

< F(¢), 29 + oz, > < F(9), zy > + < F(¢), Z, >

< F(¢)s 2 2y 2 A< F(9), zq >

logo de (1) segue que

b b b
g o (t) dazl+22(t) é ¢ (t) duzl(t) + £ é(t) duzz(t) e

2 4(0) any, (t)

b
o(t) d(ra_ (t))
1 d 21

para toda ¢ € c({a,b]) e da unicidade de o, temos que

(2)

Além disso, de (1) segue que

lo 0] ¢« v[e]< I BN NzIl (3)

Assim, por (2) e (3) , podemos definir uma aplicagao
o : [a,b] + z° a(t) (z) = o, (t)

ii) o & fracamente de variagao limitada; de fato, para todo

(\j "
z €%, zZoa-= o, c BVO([a,E]) (4)

e pelo Teorema 2.2.4, a € BW([a,b], 2")
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111) F(o) = [P ¢(t) da(t)
para téda ¢ € c([a,b])

De fato, para todo z € Z,

<F@), z>= [°¢(t) da(t) de (1)

2 9(t) a( z o alt))

<2 o) aae), z >

de onde segue a nossa afirmagao. Logo, vale (a).

iv) Mostraremos gue Wlal € ||F|l<2w [o

*

Seja § wuma divisao de [a,b], entao

n
Wy [o] = ,'iil [a (£;) = (s;)] ||
| : [ 1 @]
= sup z al(t,) = a(s,) (z)
|zl <1 i=1 * *
| : 11
= sup z a_ (t,) - a_(s.)
| z] <1 i=1 .. z i
£ sup V la
[ERIRS ]
¢ o suwp [P [z ] de (1)
|z <1 .
< e
logo

wla] < [[F

= B2 &



NF | = su () =  su su < F(¢p), z >
P R A SRR |

| /

2 40 an (v ]

= sup sup
o llsx Jzls1

N

su su ¢ o
B AL

< 2 sup W [ﬁ']
DY 5! 2

= 2 sup W [z o qf

|z <1
< 2  su z o
"2”51 |z | w [qf
g 2 W [q]

V ) Unicidade de «o.

Suponhamos que existe B € BW([a,b], Z') tal que

F(9) = [° ¢(t) AB(t) para tdda ¢ € c([a,b]) |

e, zo B e BVO([a,b]) para todo z € Z.

Mas, entao, do Corolario do Teorema 4.1.2 segue que

zZ 0B =200 para todo zZ € Z , e portanto

< B(t), z > =< a(t), z) para todo t €[a,b], o que

implica B = o



Corolario: Se F € L(C([a,b]), X) entao, existe uma Gnica

o € BW([a,b], X'") tal que

F() = [° ¢(t) da(t) para tdda ¢ € C([a,b])

LA s
b) x'oa € BVO([a,ﬁl) para todo x' € X'

Temos , Wlel € [|F ]l 2w [o

IV.3 - CARACTERIZAGCAO DE L [C([a,b], X), Y]

Daremos agora o teorema de representagao mais geral, em que
F € L[c([asb], X), 2'] e, neste caso o serd uma fungdo de se

mivariagao limitada a valores em L(X,Z').
™~
Introduziremos para isto o espaco BWO([a,b], 7).

Definimos BWO([afﬁ], Z') como sendo o conjunto das funcoes
de [a,b] em Z' tais que, para todo z € Z, z o o C BVO([a,b])
onde,

zoa s t€[ab] + <a(t) ,z> ¢c¢ .

Do teorema 2.2.4 e da definigéo acima segue que, se
a € BW_([a,b], 2') entdo o & de variagao fraca limitada e

a(a) = 0.

Teorema 4.3: Sejam X e Z espagos de Banach, F ¢ L[C([a,b],X),2"]

a)

b)

Entao existe uma Gnica o € SV([a,b], L (X,2')) tal que

F(f) = gb do(t) . £(t) para téda £ € C([a,b], X)
para todo z € Z , z o a(x) € BV_([a,b])
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onde zoa(x) : tela,bl > <oa(t)(x), z> =[a(t) (x)] (2) €€

e NEll = sv[o .

Demonstragao:
i) Construgao de a:

Dados z € Z, x € X , existe uma aplicacao que leva
¢ € C([a,b])=> < F(¢x), 2 > € C

(onde ¢x : t € [a,b] + ¢(t)x € X ), que & linear e continua:

de fato, a linearidade é trivial e a continuidade seque de

[<Fx), z > < [[F@]] [z < IF ol =] ]z]l

Pzlo corolario do Teorema 4.1.2 existe uma unica

O 5 € ggg([a,b]) tal que
<Fn, z>= [° ) da, 5 (8) (1)
e
o @ <vVia, f< el lxll =zl @
Se Zys 2, e 2 , A €EC ’
< F(¢x) , zq + 22> = < F(¢x), zq > + < F(¢x), z, > e

< F(¢px), A 2 > A < F(¢x), z >

Logo, de (1) segue que

Lo do, @) = 2o ate, , (0) + oz, ()

1 72 1
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b
L7 et d“x,le(t’

para téda ¢ € C([a

Definimos agora

a, = [a,b] -
e de fato ax to
dade e de (2) a co
Além disso, para t
Z O ax(t) =
logo, z 0o, €
to o 5 € BWO
Ainda temos

F(¢x) =

pois para todo z
<F@x), 2> = [°

i

éb

£b

b
£ ¢ (t) d(Adx,z (t))
&
(- 5 wni
/b] ) como ax,z € unica temos que
o (t) + « (t) e
X,2q X,2,
(3
A uxlzl(t) "
] —
Z v le(t) (z) = o X,Z(t)
ma valores em Z' (de (3) segue a lineari
ntinuidade) .
odo z € Z
<o (t), z > = ax,z(t)
Eﬁ;([a,ﬁ]) para todo =z € % e portan
([a;,b], 2").
P $t) da(t) (4)
.a X
€ 2
d(t) dax,z(t) por (1)

p(t) 4 < ax(t), z >

p(t) d(z o ax(t))
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\%

=< P40 an vy, 2

o
o € Unica pois se existir B € BWO([a,ﬁ], z') tal que vale

(4) entao, para todo z € 2,

£b ¢(t) dlo, (t) - z o B(t)) 0 para tdda ¢ € C([a,b])

7

LR
Mas « -z0 B € BVO([a,ﬁ]) logo, por corolario Teorema

4,1.2 , @, , =% 0B para tdédo z € 2 o que implica a, = B
4

Provada a unicidade demonstra-se, andlogamente ao feito para

(3) , que
o (t) = a_ (t) + o (t) e
X1+X2 xl x2
(t) " (5)
o = o
Az X1
para todo X1s X, € X, A € ¢ : além disso
o (&) = sup | a_(t)(z)]
* | z <1 *
= sup | o, _(t)]
|z || <1 i
<l F Al = (6)

onde a ultima desigualdade vale por (2).

Logo, por (5) e (6) , podemos definir

o : [a,b] +» L (X,2") pondo

a (t) (x) = ocx(t)



e & imediato que, para todo z € 2,

z o a(x) = Oz € BVO([a,hﬂ) (7)

ii) Se zez, zoFe][c(ab], x['" = é\\;o([a,b], X¥)

it —_
logo, existe uma unica Bz € BVO([a,hJ, X') tal que

<zoF, £>=<F(f),z>= [P<dB (t), £(£)> (8)

(Teorema 4.1.3) .

Como B, € tnica, a aplicacgao

B:z€z » B, €BV ([ab], X') & linear.

( a demonstracao & anadloga a feita em (i})

Provaremos que B & continua: pelo Teorema do grafico fechado

(ver (7)) e suficiente provar que se (zn)n€N & uma sequencia
—_— —~2 .
de pontos de 2, z, 0 e tal que BZ + B em BVO([a,Q},X‘)
n
entao B =0

Mas z, + 0 implica < F(f), 2. > =+ 0 por ser F(f)

linear continua; por outra parte

R
<F(E), 2z, > = f< dBZn(t), £(t)> de (8)

b
[~ <ag, (t), £()> » [

n

b o oagt), £(£) >

pois b — ‘ .
| [7< a8, (t) - B(t), £(t)> ||| £]] v [B, = B]
n n

= lelllle, -6 .

n
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Lego P < d(t), £(t) > =0 (9)

para tdda f € C([a,b], %)
Se B #0 , existem ¢t € [a,b], X, € X tais que

< Xy E}t)> # 0 . E facil ver que

- ~ _ -
Xy - B € BVO([a,QJ) logo, da demonstragcao do Teorema

4.1.2 existe ¢ € c([a,b]) tal que
[P o(t) al x, 0 B(E)) # O

Agora , tomando f =¢ X5 temos

PcaBt), o) x > #0

o) a x, 0 Ble)) = £

~—

o que é absurdo por (9) e portanto B tem que ser nula.

Logo, B & continua e

8@l =1 8,1l = v[BIcI8l IlzI| |, (10)
iii) Mostraremos que < Bz(t), x > = <a(t)(x), z > para todo
z € Z, x € X, t € [a,b] . De fato, de (4) temos, para

z€%, ¢ €c([a,b])
<T(¢x), z > = < éb o(t) dlal(t)(x)), z> . De (8)

b

]

< F(¢x), z > < dp (), o(t) x >

{
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logo,
Pow a<a®, z>= [ o®) a<p,(®), x>

para todo z €2, ¢ € c([a,b])

Mas <alty(x) , z >= zZ 0 ax(t)

< Bz(t). X = XO Bz(t)

~JS =
e, zoa,x08B, € Bv_([a,b]) 1logo, pela unicidade da repre-

- —~
sentacdo em BV_([a,b]) , temos

<al) (), z>= <8 (8), x>

para todo z €%, x€X, t € [a,b]

iv) Mostraremos que a € SV([a,b} L(X.2')).

Se d4d €D
(4 1T 1 eyl
SV, {a|] = sup bX gt ) ~ alk, 4] (x,)
¢ | = It im0 7 o R
|4
= sup || £ [oalt)(x) - alt; ) (x)] |l
Il =5 sl i=1
B 1)
= sup sup z a(t,)(x,) z = a(t,_,)(x,)z
Hx et fhzler =m0 20 0T
& sup sup o |alty) (%) z = alt;_q)(x)z]
Ix lsr Hzllse a=2 50 F e
|4l )
= p sup i |< %, B (t) = B (5 ) |

= su
Ix it lzllst 1=
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4]

= sup sup 2 o< x,, B (t) = B_(t, ) > |
|z |l <1 lei||$l j=1 i’ Tz i z ' i=1
: I I
= g Ee z B (t:) = B_(t,_;)
lz]l¢x i=1 %2 1 z'"i-1
3 sup V [Bi
Iz [|<1 2
< 8l de (10)

v) Mostraremos que, para tdda £ € C([a,b], X),
b
F(f) = é' da(t) . f£(t) -
Definamos uma aplicagao linear, continua
F, : £ ec(lab], x = éb da(t) . £(t) € z°'
Por (4) Fa(¢X) = F(¢x)
logo F e Fa coincidem no subespago das combinagoes lineares
finitas da forma I ¢; x, com ¢, €c([ab]), x €x;
i
mas éste subespaco & denso em C([é,@], X) e portanto F e Fa
coincidem no espago todo.
Logo, vale (a).
~J
vi) De (7) segue que z 0o a(x) € BVO([a,Q]) , para todo z € Z .

Além disso,
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HF |l = sw || [°aa®) . £8)]] < v [d ,
I £ []<1 £

e de (iv) ,

sV [of < [[B8] = sup | 8, |
|z ]]<1

=  sup sup I 8, (t)]|
lz|l<1  tela,b] “

= sup sup sup ]< B (), x >
lz <1 te[a,b] [lx|ls1 2

sup sup sup |< a(t) (x), z >

tela,b] |[xlls1 |z |[<1

=  sup sup sup | o, _(t)]
eefa,b] Hxllsr Jlzflsr = **

< sup_ || F| de (2)
te[a,b] :

= |l F |

Logo, || F| = sV [o] e portanto vale (b).

vii) A unicidade de o segue novamente da unicidade da representa-

cao em E%o([a,b])
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Corolario: Se F € L[:C([a;b] s X . ¥l entdo existe uma dnica

o € Sv([a,b], L(X, ¥"')) tal que
a) F() = [°da(t) . £(t) para tdda £ € C([a,B], X)
b) Para todo y' € ¥' , y' o a(x) € ’gfo([a,b])

onde y' o a(x) : t € [a,b] » < a(t)(x), y' > € C.

Além disso, || F ||= sv [aof

Demonstragao: E s6 considerar a imersao candnica de Y em Y''.
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