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INTRODUÇÃO 

O presente trabalho tem por finalidade apresentar u 
~ ~ a ~ ma sistematizaçao dos conceitos de funçao de variaçao limitada, 

quando esta é definida num intervalo [a,b] da reta, assumindo va
lÔres num espaço de Banach X, real ou complexo, assim como fazer u 
so dêstes para algumas aplicações. 

Quando X= R, é possível caracterizar as funções de 
variação limitada, usando o conceito de função monótona porém, pa-
ra o caso geral em que X é um espaço de Banach qualquer, não 
tando com a estrutura de conjw~to ordenado completo da reta, 

con 
-nao 

é possí_vel fazer uso dêste -conceito para chegar a uma tal caracte
rização. 

As funções de variação limitada na reta, servem pa
ra representar os· funcionais lineares contínuos definidos sôbre 
e ( [ a ,b]) (espaço das funções numéricas contínuas) ; assim, o Teore·
ma de Riesz diz que, dado um funcional linear contínuo 
F e: C ( [a ,b]) ' , existe uma função a de variação limitada, tal que_ 
F ((fl) = 'b «p~t) d a(t), para tôda <P e: c([a,b]) o mesmo teo
rema ainda vale se F e: C([a,b] ., X)' e nêste caso a representação
é feita por uma função de variação limitada a valôres em X' (ver 
Capítulo IV, Teorema 4.1.3). 

Se, mais geralmente, consideramos F e: L(C([a,b~, X) 
(espaço das funções_ lineares, contínu,as de e ( [ a ,b] ) em X) , somos ~ 
brigados a introduzir a noção de fun~~g de variação limitada fraca 
e nêste caso a representação de Fé dada por uma destas funções as 
sumindo vaiôres em X'' (ver Capítulo IV, Teorema 4.2). 

Finalmente, no caso mais geral em que 
F e L[C{[a,b], X), Y] é preciso introduzir a noção de função de 
semivariacão limitada para representar estas aplicaç_,,ões lineares • '!32" . . 
(ver Capítulo ~, Teorema 4. 3) • 

rudo isto justifica o estudo das funções de varia -
ção limitada e mostra a conveniência de uma sistematização das di
versas definições e propriedades delas. 

Com respeito ãs· definições dadas no decorrer do pre 
sente trabalho, elas podem se~ feitas para espaços normados, mas 
as apresentamos apenas para espaços de Banach, pois é nêsses espa-

- 1 -
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ços que valem as mais importantes propriedades destas funções. 

A matéria foi distribuída em quatro capítulos; o 

Capítulo I foi dividido em duas secções, na seção I.l apresentamos 

quatro diferentes categorias de função de variação limitada e na 

seção I.2 damos mais detalhes sôbre as funções de variação forte -

limitada, incluindo o caso real. Para maior informação a respeito, 

pode-se consultar (8); o caso das funções de variação limitada fr~ 

ca é tratado em parte em (5) e (6), e o caso das funções de semiva 

riação limitada pode ser encontrado em (4). 

O Capítulo II foi dividido em duas seções; na seçao 

II.l damos o conceito de função de B-semivariação limitada, siste

matizando os dados no Capítulo I, e na seção II.2 mostramos que 

em alguns casos particulares, obtemos as categorias dadas anterior 

mente. 

No Capítulo III, também dividido em duas seções, da 

mos a integral de Riemann-Stieltjes, a existência desta quando o 

integrando é uma função contínua e o integrador é de B-semivaria -

ção limitada (seção III.l), e o caso particular dos quatro concei

tos anteriores (seção III.2). A teoria da integral de Riemann

-Stieltjes na reta é discutido amplamente por (1) e (7). 

o Capítulo IV foi dividido em três seçoes; na seção 

IV .1 damos a g~eraliza_ç.ão do Teorema de Riesz, isto é, a represe!! 
,--

tação dos funcionais lineare_;-_co~tínuos sôbre C ( [a ,'b] , X) ; na se-

ção IV.2 damos a representação das aplicações lineares contínuas -

de _C(ja,bj) em X e finalmente, na seção IV.3 damos a representação . \ 

das aplicações lineares contínuas de C([a,b], X) em Y. tste Último 

teorema foi demonstrado pelo Professor Dr. Chaim S. Hõnig -no 

"Seminário sôbre Equações Diferenciais" dado no Instituto de Ma-

temática e Estatística da Universidade de são Paulo, no ano de 

1971. 

Finalmente, observamos que os elementos de Análise

Funcional empregados nêste trabalho, podem ser encontrados em (7). 

- 2 -
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CAPÍTULO I 

NOÇÕES BÃS ICAS 

I.l - DEFINIÇÕES E EXEMPLOS. 

Dado um intervalo [a,~ e~, indicamos com º[a,b] 

(ou simplesmente D) o conjunto das sequências d= (t 0 , t 1 , ••• , t ) 
n 

onde a= to< t1 < •.• < tn = b (que denominanos de PARTIÇÕES do 

intervalo [a,bJ) e escrevemos 

que d a) se 

indicamos 

tos de d1 

6d = max (ti - ti_1 ) 

i=l, •• ,n 

Dados d, d' e D escrevemos 

todo ponto de d fôr um ponto 

por d1 u d2 a partição de [a,b] 

e de d2 . 

d < 
' d' (d - fina e menos 

de d' , dados d1, d2 €' D 

obtida reunindo os pon-

Definição 1.1.1: Seja a uma função definida em [_a,b] a valôres 

num espaço de Banach X e d€ D, chamamos VARIAÇÃO 

de a na partição d a 

1 ª' = E 
i=l "ª (t.) -]. 

a diz-se FORTEMENTE DE VARIAÇÃO LIMITADA (ou ~implesmente de VARIA 

ÇÃO LIMITADA) se 

V [a] 

é finitoo 

= sup vd [a] 
d€D 

Chamaremos B V ( [a, b J , X) o conjunto das funções de 

[a,b] em X que são fortemente de variação limitada. Se X= R ou~ 

escreveremos B V ( [a, b] ) . É f aci 1 ver que B V ( [a, b J , X) é um espaço 

- 3 -
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vetorial e que a aplicação 

a e BV([a,b], X) + V [ a] € R 

é uma serninorma sÔbre êle. 

Uma DIVISÃO ô do intervalo [a,b] .. 
e um conjunto de 

tais que 

~ s < t ~ b n n 

Chamaremos ~[a,b] . (ou simplesmente~) o conjunto 
de tôdas as divisões ô de [a,b} 

DEFINIÇÃ9 1.1.2: Seja a uma função de [a,b] hum espáço de Banach 
X, e ô€~- O nfimero 

n 
l: [ a (ti) -

i=l 
a(s.)]11 

l. 

denomina-se VARIAÇÃO FRACA de a na divisão ô. 

é finito. 

a diz-se FRACAMENTE DE VARIAÇÃO LIMITADA se 

W [ a] = sup 
Ô€~ 

w6 [aJ 

Anotaremos com BW( [a,b], X) o conjunto das funções 
d.e [ a ,b J em X que são fracamente de variação limitada. 
Se X= IR ou <C, escreveremos BW([a,b]). É fácil ver que 
BW([a,~ ,X) é um espaço vetorial e que a aplicação 

a e BW ( [ a , b J , X) w [a] -e R 

é uma seminorma sôbre êle. 
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para tÔda 

1 
onde t1 = 

logo 

PROPOSIÇÃO 1.1.1 : 

BV ( [a, b J , X) e: BW ( [ a , b J , X) 

W[aJ ~ V [a] 

a E BV ( _[a, b J , X) • 

DEMONSTRAÇÃO: seja a € BV ( [ a , b] , X) 

ô e 1:,, dado por 

~ s < t ~ b. n n 

n 
wô [a] - li I[a (ti) - a (si) J li -

i=l 

n 
~ I li a 

i=l 
(ti) - a (si) li 

2n 
~ I 11 a (t. ) 

J 
- a (tj-~>11 

j = 2 

1 . 1 
t' s 1_, t2 = t1 ' t3 = s , ... = t 2n n 

2n 

· W ô [ a] ~ I 11 a 
j=2 

lal 
~ I 11 a 

j=l 

1 r 
(t.) - a (t. 1

) 
J J-

(*) 

~ V [a] 

e 

e 

(*) onde d é a partição gerada pelos t
1
., isto é, obtém-se d ju_g 

tando a e b aos t
1
j _ se fôr nece~sário. 
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e portanto 

d: a = t o 

Daí segue que: 

W [a] ~ V [a] 

a€ BW ([a,b}, X). 

PROPOSIÇÃO 1.1.2: 

BW ( [ a , b] , IR ) = 

Se X= IR 

BV ( [ a , b] , IR ) 

W [ a] ~ V [a] .$. 2 W [a] 

DEMONSTRAÇÃO: seja a e BW ( [a ,b] ' IR ) 

< t < ... < t = b. 
1 n 

ldl 
Vd [aJ = I .1 a (ti) - a{ti-1) 1 

i=l 

então 

O' 

cY 

e 

Consideremos os pares de pontos (ti- l' ti) onde a 

diferença a (ti) - a (ti_1 ) é positiva ou nula; anotemos por -

61 a divisão associada a êles e por ô
2 

a divisão associada -

aos pares de pontos restantes ; então 

vd [a] = l Ia (ti) - a (ti_1 ) .l + 
ôl 

I la <t .> 
J 

02 

= 1 l [ a (ti) ·-a (ti_1 )] 1 + 1 l [ a (tj) - a (tj _ 1 )] 1 

ol ô2 

~ 2 W [a] 

logo 

V [a] ~ 2 W [a] 

e, da proposição anterior segue a nossa afirmação. 
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PROPOSIÇÃO 1.1.3 BV ( [_ a , b J , !Rn ) = BW ( [ a , b] , IEP ) 

DEMONSTRAÇÃO: 

i) Mostraremos que a € BV ([a,b], IRn )~aj € BV ([a,b], IR ) 

para j = 1,2, .•• , n: 

Seja d uma partição de [açb], dad,a por 

d: a = t < t < . . . < t = b. Das desigualdades 
o 1 n 

n 1/2 
1 (l. (ti) - a . (ti-1>1 ~ [ I 1 a. (ti) - a. (ti-1 ) 12 J 

J J J J 
j=l 

n 

segue que 

e portanto 

n 

V [a·.]~ V [a]~ l v[a.J. 
J j=l J 

ii) Mostraremos agora que a € BW ( [a,b] , · IRn )~a. € BW ( [a,b] , IR ) 
J 

para j = 1, 2, . . . n: 

Se ô 

então: 

:a~s <t ~ 
1 l 

rn 

w8 [a~ = 1 I [aj (t1 ) 

i=l 

rn 

s < t ~ b, é urna divisão de [a,b], 
n n 

- a. ( s.)J 1 
J l 

m 

< I [a 
i=l n 

(t.) -
J. 

~ 1 I [ ª1 <t. > ~ ª1 <s .·> J 1 + ••• + 
i=l J. l 

(t.) -
J. 

logo 

- 7 -



����������

��	
��� ���	��

����������������������������������������������������������������
����

�� �!" #���$�%��&�������������������������������'

�#�#��� ��������������������	��()���*����������&�+����*�������
����������������,����������-����������������-������������-�������'

����������(����.���.�����+����*-�������������������/��������(+�� '
01��	��(2� ��3��4�0���	��(��� 3�

�56�7$/ 89:���-�����������������������������������;

�������������������.��*��������������������-��������������3�����
�����

<&�=��>?��3@< 3�����3�'''A<�����&�����

�

�������B��
8�+����������&������C��CD�E�F������.��

C�����&����3�����A�����G�C@����&����&

����������&���3�������-��;����*�����������������-�����������#3�����

�,�������������+����*�����������������-�������������#<��������������
�����������+���H����������������

�0$5 18?9I5$�5�5356J!�$

����5�������������������������������������������� ����+�*�������.��'

01��	.�(���3����%����.����- �0���	��(���3�=������������������ '

&�������7�����������������.�;�-����&�4��3����G�>/�����K������-�����
&��������.���3�'''<L�F�.�������'''L�L���-�������#M-�

&'�&����7� ����7��A'N��� &��� 4��J� ��3������3���� <�(���O� ��3���

����7

$��;��+�����.�;�-���-�%�������������������������

������������F����������������	F����''������7��-����������

2

e portanto 

n 
~ w [ a.] ~ 2 w [a..] 

j=l J 

iii) De (i) , (ii) e da proposlç5.o anterior segue a nossa afirma 

çao. 

COROLÃRIO: Seja X um espaço normado de dimensão -

finita n . Uma função a. de [a,b] a valôres em · X é de variação 

limitada, se e sõmente se, cada uma de suas componentes, com rela

çao a uma base qualquer, é de variação limitada. Temos também 

BV { [ a , b] , X ) = BW ( [ a , b] , X) • 

DEMONSTRAÇÃO: Como num espaço de dimensão finita tô 
-das as normas sao equivalentes, podemos trocar a norma de X pela 

norma 

n 
X l l 1 = l I x. 1 E: R • 

j=l J 

Além disso, existem k 1 k2 > O tais que 

k 1 1 1 4 1 1 X ~ 11 X I l 1 ~ k2 1 1 X 1 1 X 

para todo x € X, logo a é de variação limitada com a 11 1 lx se e 

sàrnente se ela é de variação limitada com a 11 1 J 1 • O resto da de 

rnonstração é análoga à anterior. 

OBSERVAÇÕES E EXEMPLOS 

1. Em geral, para espaços de dimensão infinita, não é verdade que

BV ([a,b], X) seja igual a BW ([a,b], X); de fato, façamos 

X = e {N) , espaço das sequências x = ( x ) ,.. ?,T de números cornpl~ 
o n n ~ ~~ 

xos tais que X -';lo O quando n- + 00 com a norma 
n 

x = ("xn) n e N € C0 (N) ~ 11 x 11 = sup 1 ¾ 1 

n € N 

Se e é a sequência cujos n n 
1 e o resto O, definamos [ J a: 0,1 ~ c

0 
(N) 

prirnelros têrmos 

corno sendo: 

sao 
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H

el se t € [o, 1/2] 

t € (1 1 1 -
l 

1] V 
n ~ 2 

a( t ) = e se - n' n n + 

o se t = 1 

Dado k € ~ podemos escolher d e D [o, l] com I d 1 >k 

e tal que os seus pontos estejam em diferentes intervalos da forma 

1 1 -
(1 - n' 1 - n + 1 J o 

Então, 

-e portanto 

V [ a] = + oo. 

Se tornamos uma divisão ó e ti [o, i] 

õ : O ~ s l < t l ~ s 2 ·✓<- t 2 < 

temos duas possibilidades: 

.•• ~ s < t ~ 1 n n 

a) Se si e ti pertencem ao -mesmo subintervalo, a (ti) -· a (si) é 

nulo. 

b) Se '. S. € (1 - 1 1 - 1 
1 ] e 

1 k' k + 

com k < R, , então 

onde o primeiro 1 aparece na posição k + 1 e o Último na po 

sição R-, logo . 

(s.)] 11~1 
l. 

o que implica 

W [a] = 1. 

2. t fácil ver que tôda função a de variação limitada, é limita

da. De fato, para todo t € [a,b] 

11 a (t) 11 ~ 11 a (a) 11 + V [a] • 
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O mesmo vale para as funções de variação limitada fraca. 

3, Nem. tôda função continua é de variação limitada, mesmo se x = R; 
por exemplo, seja 

. d; [ O, 1] + R dada por: no ponto de abcissa 

= (-l)n 
n ; no intervalo [ 1 1 J ela é line-

rt + l 'n 
ar; a (O·.) = o. 

t claro que a é contínua e s.ua variação é 

(1 + 1) 
2 

Outro 

+ (1 + 1) + (1 + 1) + 
2 · · 3 . 3 4 

... 
-exemplo e o seguinte: 

a : [o, 1] + R_ , a (t) = t cos 2 :rrt se t :/- o e a (O) = o. 

Da proposiç_ão 1.1.2 segue que a mesma observação vale para as 

funções fracãmente de variação limitada. 

4. Se a ~ [a,~J + X - lipschitziana ela é de ~ limitada e variaçao 

portanto 
.. 

fracarn"ente de variação limitada}. De fato, se 

(e 

·j j .. (t) . ·. ' ( t ) 11 lt1 t2I [a,b] a a ~ k - para todo tl' t2 e 
l. 2 

então 

V [ a] ~ k (b - a) 

5. Da observação anterior segue que se a é uma função de [a,~ -

em X, dérivavel e com derivada limitada, ela é de variação limita

da. 

6. TÔda função ~ de [a,b] em X, absolutamente continua, é deva-

ri ação limitada. De fato, por ser a absolutamente contínua, exis 

te ó> O tal que 

n 
l 11 a (t1 ) - a (si) 11 < 1 

i .=l 
se 

n 
I lt . - s.l < º . 1 1 1 

1= 

se d e D, tomamos d
1 

e D tal que d~ d
1

, 6d
1 

< ô, então 

vd [a] ~ vd [a] ~ 1 + b 6 a 
1 

e portanto a. € BV ( [a, bJ , X ) • 
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7. Uma função a de [a,b] em~, monótona por partes, é de varia

ção limitada; de fato; suponhamos que existem n subintervalos 

[ti-l' ti], i = 1, ••• , n , com t
0 

= a e tn=b, tais que em cada 

(ti-l' t 1 ) a é monótona; então, a variação de a será 

n-1 
+ l I a (ti+) - a (ti) 1 • 

i=O 

Dados dois espaços normados X e Y, indicaremos com 

L (X, Y) o conjunto das aplicações lineares contínuas de X em Y. 

L (X, Y) é munido da rtbrrna 

u € L (X, Y) + 11 u 1 1 = sup 1 1 u (x) 11 e ~ 

llxll<l 

Quando Y = ~ (ou R) indicaremos por X1 = L (X,C) 

(ou L (X,~)) o dual topológico de X, isto é, o conjunto das for -

mas lineares continuas sôbre X. 

DEFINIÇÃO 1.1.3: Se a é urna aplicação de [a,b] 

num espaço de Banach X, díz-se que a é ESCALARMENTE DE VARIAÇÃO 

LIMITADA, se para todo . x' € X', xº o a€ BV([a,b]). 

DEFINIÇÃO 1.1.4: Sejam X e Y espaços de Banach, 

a uma aplicação de [a,b] em L (X, Y) e d e D; -

chamamos SEMIVARIAÇÃO de a na partição d a 

1 dl 
sup 11 l [a 

.11 x1II ~ 1 i=l 
1.=l, .•. ldl 

Dizemos que a é de SEMIVARIAÇÃO LIMITADA se 

S [ a J = sup S d [ a] < 00 
• 

d € D 

Indicaremos com SV ( [ a ,b] , L (X, Y)) o conjunto das aplicações de -

[a,b] em L (X, Y) que são de sernivariação limitada. 

SV ([a, bJ , L ( X, Y ) ) é um espaço vetorial e a apliéação 
- 11 -
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a, e sv ( [a, b] , L (X, Y) ) + s [ o,J e IR 

é uma seminorma sôbre êle. 

No capítulo II daremos outras propriedades válidas

para os quatro conceitos já enunciados e mostraremos a equivalên -

eia das definições 1.1.2 e 1.1.3. 

1.2 FUNÇÕES DE VARIAÇÃO FORTE LIMITADA 

Se a é uma aplicação de 

X, indicaremos com a (c+) (resp. a (e-)) 

[a, b] num espaço de Banach 

o limite de a (t) 

quando t converge a e por valôres maiores que e o que anota

mos t + e+ (resp. o limite de a (t) quando t + e- isto é 
quando t + e por valôres menores que c). 

No que segue vamos supor sempre que a é uma fun -

çao de [a,b] num espaço de Banach X, a menos de menção explícita

em contrário. 

tk-1 < c < tk 

PROPOSIÇÃO 1 •. 2 .1: Se d $. d 9 então 

V d [ a] ~ V d . [ a] . 

. DEMONSTRAÇÃO: É só observar que se 

então 

d' = d U {e}) 
·_. -----

1 1 a (tk} - a (tk-1) 11 ~ 11 a '(e) - a (tk-1) . 1 1 + 11 a (tk) - a ecil 

PROPOSIÇÃO 1.2.2 ~ Se a< e< b , 

DEMONSTRAÇÃO: Sejam dl e d 2 partições de [ave] e 

[c,b] respectivamente; então d = d U d 1 2 é uma partição de [a,b] 

e 

o que implica 

- 12 -
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Seja agora d
0 

uma partição de [a,b] e façamos 

d = d
0 

u {e} , d
1 

= d n [a, e] 

, temos 

k 
~ E li a (ti) - a (ti_1 )11 + li a(c) ·- a(tk>I I + 

i=l 

:ogo 

orolário: Se a e: BV([a,b] , X) então 

o.1 [c,d] e BV ( [e, àJ , X) quaisquer que sejam · a~ e< d~ b, 

- 13 -
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OBSERVAÇÃO: Em geral, se a é só de variação fraca limitada, não vale 

a igualdade da proposição 1.2.2. Por exemplo, seja R-
00

([a,b]) o esp_! 

ço das funções numéricas, limitadas, definidas no intervalo[a,b], 
com a norma 

sup [_f (t)_ 1 
t E:[a,b] 

e:: IR ' 

e definamos 

[0,1] + R,00 ([0,1]) como sendo 

o 

a (t) = 

se t = O 

se t-;. O (função característica do in 

tervalo [o, t] ) • 

~ fácil ver que, para todo intervalo [s,t] C: [0,1] 

li 

e = + 00 

Logo para O< e < .1 

n 
r 

i=l 
Xcs., t,J· li 

1 1 

= 1 

- 14 -
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Teorema 1.2.3: Uma função definida, sôbre um intervalo [a,b] com \ 

valores reais é de variação limitada se e sõmente se 1 

ela é a diferença de dua; funções crescentes, (posi

tivas). 

Demonstração: Suponhamos a € BV ( [a,b] , IR) e definamos 

F [a,b] dada por: 

F(t) = v[a,t] [a] se t :/, a J . f: ~- ~ ,·-
r ( L) . \/, f 'jllt~(.,)~ / ·1 t-l 
1 l•\ -l J ) 

{' (;j) - \ o( ('ê'J\ 
F(a) = O 

Fé positiva e da proposição anterior segue que Fé crescente. 

A função G = F - a 

1 a (t} 1 

pois 

G é crescente 

Pomos então, 

F(t} para todo 

>✓- o 

a. . = F - G 

-e positiva, pois 

, logo 

Reciprocamenteg como tôda função monótoma é de variação limitada 

e BV ( [a ,b] , IR) é um espaço vetorial, a diferença de duas funções 

- 15 -
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crescentes positivas será de variação limitada. 

Teorema 1. 2. 4 : Seja a e BV ( 'e ,bJ , X) , a função definida por 

F ( t ) = V [ a , t] [ a J se t f a , F(a) = O é contí-

. 
nua a esquerda em e € (a,b] (resp. a direita em e e[a,b)) se 

mente se a é contínua a esquerda (resp. direita) em e. 

e so -

De monstração ; Provaremos a equivalência para continuidade a esqueE 

da , a outra faz - se em forma análoga. 

i) 

Seja c € (a, b] , afirmamos que~ 

quando t -+ e -

onde 

De fato , sendo 

ela tem limite ~ 

dado V < V[ _a ,e) 

d 
[a,c,) a = to < 

= sup 
d€D[ ) a,c 

v[a,tJ [a] uma 

v [a, e> [a] 

[a] existe, por 

tl < • o o < t < n 

função crescente em [a,b] 

quando t -+ e - • Agora , 

definição, uma partição 

e tal que 

v ~ vd [a] "[ ). [a] a,c 

Para temos 

v ~ vd [a] V[ ) [a] a,c 

o que prova a nossa afirmação. 

, 

- 16 -



se e sõmente se a 
.. 
e 

contínua a esquerda em e. De fato: sempre vale que 

. Suponhamos que a é contínua 

a esquerda em e; assim, dado e:> O, existe ô> O tal que 

e-ô~ t < c implica 

Existe também 

--;al que 

Podemos supor ainda e - ô 

li a (c) - a (t) 11 ~ €/2 

t n-1 (se -nao, 

(1) 

fazemos 

d'= d U {c - ô} e (1) continua valendo com d' em lugar de d); 

assim, + e:/2 

~ V[a t J + li n(c) - n(tn_1 ) li + e./2 
'n-1 

+ e: 

e como isto vale para qualquer e: , temos certamente que 

Reciprocamente, se vale esta igualdade, existe 

- 17 -



iii) 

logo, para tn ~ t < e teroos que 

+ li Cl(C) - Cl(t) li 

o que implica li a <e) - a <t> li ~ e: para 

logo a é contÍr·· .rn a esquerda em e. 

t ~ n t < e 

( S ::! a não e de Cvariação limitada em [a, e] , também não é 

em [a,c) e tem-se que 

V[ ;i [a] a,cJ 
= V[ ) [a] a,c = + o:, 

mesmo se a nao é contínua a esquerda em e). 

De (i) e (ii) segue que a é continua a esquerda 

e e (a,bl-=>V[ )[ct] a,c = lim V[ tJ [a] = V[ ~ [a] 
t+c- a, a,~ 

é contínua a esquerda em e . 

. 

em 

Corolário : Se a e BV ( [a,b], X) o conjunto dos pontos de descon-

tinuidade de a e enumerável 

- 18 -
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Demonstração: Da proposição anterior segue que a é descontínua 

em c e [a ,bJ se c e sõmente se é descontínua em 

e. 

Mas V[a,t] [a] é uma função real a valores reais, monótona cres-· 

cente e portanto só pode ter um número enumerável de descontinui
dades. 

OBSERVAÇÃO: O corolário anterior nao vale para as funções fracamen 
te de variação limitada , por exemplo, se tomamos novamente a função 
da observação da proposição 1.2.2. 

a ~ [O, 1] 

vemos · que se 

mas, 

a (t) = 

a < t ~ b o 

= 1 

Jloo ( [ O , iJ ) dada por 

o se t . = O 

se t 'f O 

= 1 para 

e portanto, a é descontínua em todo ponto de (a,b] 

Proposição 1.2.s~ Seja a e BV ([a, b] , X) contínua a esquerda 

[a,b) (ou a direita); então 

V [a] = lim Vd [a] 
tid+0 

em 
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Demonstração~ Devemos provar que f dado v1 < V [a] existe ô> O 

tal que se d é uma partição de [afb] com f então 

por definição u existe 

= b , tal que Vd [a] 
o 

Como a é contínua a esquerdav existe o1 > O tal que , se 

para i = l, ... ,jdoj 

e seja d uma partição de [a fb] 

com 

v2 - Vl v2 - Vl 
Vd [a] - Vd [a] ~ 2 

1 ªº' = 
1 

· ,L \ 4 j doj 2 
\ ' ,, 

l ( ' 1 \ ' ,1 
/ I '\ 

logo , ; 1 .- r. d., 

Mas, e portanto 

= > 
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OBSERVAÇÃO: É fácil ver qu@ no caso em que 

X = IR, V [a] = lim 
~d+O 

se 1 e sõmente se 

a (t) está compreendido entre a(t-) e a(t+), para todo 

Teorema 1.2.6: Seja X um espaço de Banach e a 8 BV([a,b], X) 

então, para todos e €[a, b] existem a {c+) 1 a (c-) 

(bem entendido que se c = a existe só o limite a direita e se 

e= b existe só o iimite à esquerda). 

Demonstração: Mostraremos a existência do limite de a(t) quando 

t + c+ r a outra demonstraçã.o ··é análoga. 

i} Seja > t > ••• uma sequência n 

e+ , mostraremos que 

quência de Cauchy em X. 

De fato, se 

s = n 

n 
L 11 

i=l 

d € D com n ~d = 1/n, n n 

V [a] 

de pontos de 

~ 

e uma se-

1 

para todo n, 

logo (Sn)n € N é uma sequência de números reais crescente e 

+imitada e portanto 

00 
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Assim, dado E> O existe n
0 

e N tal que 

m 
li a(tn) - a(tm) li ~ I lla(ti) - a (ti _1 ) li < E 

i=n+l 
para n , m > n o 

Sendo X um espaço de Banach, a (t ) -+ x. n 

ii} Este limite e independente da sequência escolhida; de fato , 

-A.-..J 
seja (y) uma outra sequência de pontos de [a,b] n n E'. N \ "'~ rll Jl,""") --l:> L14 

e+ pelo mesmo raciocínio anterior a(yn) + x1 ; 

firmamos que x1 =X ; se não, reordenando as sequências 

podemos formar uma nova sequência 

é convergente e por (ii) não é convergente já que têm duas 

subsequências com diferentes limites. Logo x1 = x. 
/; 

iii} Mostraremos que a(c+) = x 

Se assim não fôsse , existiria E> O tal que para todo 

n ~ 1 poderíamos achar um tn, 

li a(t ) - x li n 
> E , assim 

- absurdo convP. rge para x o que e 

----~ 

c < t ~ c + 1/n n 

t n 

por 

c+ 

(i) e 

-... 

e 

(ii) . 

a(t) n 

Corolário ~ Seja X um espaço de Banach e a e BV ([a,b] 1 X) 

se { tl ' Q o e, , tn} e [a , b] tem- se que ~ 

com 

-nao 

, 

a -

- 22 -
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n i) 
E li a (t.+) - a(t, - )11 ~ 

1 1 
V [a] 

i=l 

ii) n 
E li a (ti+) - a(ti) li ~ V [a] 

i=l 

iii) n 
E !I a (ti+) - a (ti _ 1 +) li ~ V [ a J 

i=l 

Demonstração: 

i) Da existência dos limites a esquerda e direita de a para to 

temos~ 

a(t .- ) il 
1 

li a ( t. + T\) - a ( t . +} li 
1 1 

Então, 

n 
r li 

i=l 
à(t.+} - a(t. - >11 

1 1 

< e:/2 n 

< e:/2 n i=l , ººº ' n 

n 
E 11 a(tft) - a(ti + 11> li + 

-i=l 

n 
+ E 11 a (ti + ~ - a (ti - f\_} li + 

i=l 

n 
+ E li a (ti - f\_) - a(ti - >11 

i=l 

< V [ a] + E 

- 23 -
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e como isto vale para qualquer s , 

ii). iii) A demonstração é análoga a anterior 

OBSERVAÇÃO : A proposição 1.8 não é verdade se a€ BW ([a,b] p X) 

tomemos o exemplo da observação 1 da proposição 1.1.3 onde 

a : [o p 1] -+ eº (N) é dac"'.a por: 

a (t) = el se t e [o p ½J 
(t) t e (1 - 1 1 - _l] a = e se , 

n n n+l 

a. (1) = O 

Já vimos que a. 8 BW ([a,b], e (N} mas ~ -a nao e de varia-. o 

çao forte limitada. 

É fácil ver que uma sequência t 1 < t 2 < < 

t -+ n 
1- , contém uma subsequência 

11 a I t ) - a (t } 11 = 1 
nk nk-1 

tal que 

para todo k, 

~ logo nao pode existir o limite a(l - ) q uando t-+ 1-. 

< o o • p 

Na verdade ~ste limite existe , mas e m Xº º com a topologia 

(fraca) cr(X'º, xr). Demonstra-se também que se X é reflexivo , 

então existem os limites a (t+), a (t- } em X, com a convergen -

eia dada pela norma de X. 
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CAP!TULO II 

FUNÇÕES DE B-SEMIVARIAÇÃO LIMITADA 

1 - DEFINIÇÕES E PROPRIEDADES. 

Sejam X i Y, Z espaços de Banach, B: X x Y + z, 
x , y) + B (x, y) = x.y 

lllT\a aplicação não nula, biline ar contínua. 

Os seguintes exemplos servirão também para ilustrar 

~s definições e proposições contidas nêste capítulo e no seguinte: 

~ emplo 1: Sendo X espaço d e Banach sôbre e, tornamos y = X' , 
- = e e B (x.,x') = < X t, X >. 

~.ernplo 2: Seja X um espaço de Banach sôbre e, y = e, z = X 

e ponhamos B (x ' À) = À x. 

-· emplo 3: Se E, F sao espaços de Banach tornamos X= L (E, F) , 

Y = E, z = F e B (u, y)= u(y). 

~xemplo 4 : Sendo E, F 1 G 

Y = L (E, F), Z = L . (E, G) 

espaços de Banach 1 pomos X= L (F 1 G) , 

e B (u,v) = u o v. 

DEFINIÇÃO 2.1.1 : Seja a urna função d e [a,li] e rn X 

d e D; chamaremos B-SEMIVARIAÇÃO em d d e a a: 

SB d [a] i1y:rr~1 11
1Ê1

[ a (ti) - a (ti-1)] Yi 11 , i=l 

Y1 € y 

a diz-se de B-,SEMIVARIAÇÃO LIMITADA s e 

s8 [a] =supS [,7 
d € D B ,d ª J 

é finito 

Indicaremos com sv8 ([a,ti), X) o conjunto das funç

õe s de [a,b] em X, d e B-semivariação limitada. 

A seguinte proposição é d e d e monstração ime diata. 

- 25 -
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PROPOSIÇÃO 2.1.1: SV
8 ([a,JiJ I X) 

... 
um espaço veto-e 

rial e a aplicação 

(l € SVB ( [a ,b] , X) ..-.s 
B [a] € IR 

... semi-norma sôbre êle e uma 

PROPOSIÇÃO 2.1.2: Se dl ~ d2 então, 

SB 
'ª1 [ex] ~ SB 

J d2 [a] 

DEMONSTRAÇÃO: Basta considerar que uma somatoria -

sôbre a partição a1 é um caso particular de uma somatoria sôbre-

a partição a
2

• 

PROPOSIÇÃO 2.1.3: Se 

para todo e tal que a< e< b, 

e 

a l r J!l € SVB ( [a, c] , X) 
Lª·,~ 

a. e SVB ( [a ,b] , X) então , 

DEMONSTRAÇÃO: Basta considerar que uma somatoria -

sôbre uma partição de [a,cJ é um caso particular de uma somato-

tia sôbre uma partição de [a,J::i] . 

COROLÃRIO: A função F, definida a~ [a,b] em R' 

por: 

F (a) = O 

é uma função crescente. 

PROPOSIÇÃO 2.1.4: Seja 

tal que a< c < b , então 

se t :/- a 

a € SVB (["a., b], X), e 

- 26 -
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... 
PROPOSIÇÃO 2.1.5: Seja (an) n € N uma sequen-

eia de funções 

ªn 
(t) ..+-~ a (t) 

n . então ; 

,,svB) ([a,b], X), tal que 
'.-__ r 

pertencentes a 

para todo t € [a,b] e SB [an] .:;;; ~ 

SB [a] ': -' M. 

DEMONSTRAÇÃO: Se 

i = 1, . . • 1 ai 
a e o, yi e Y 

temos que 

com 

para todo n € N logo, no limite 

ºY, ll~M. 
l. 

para todo 

Como isto vale para tôda d e D e tôda família 
1 , 

(y i) 1 .$- i ~ l'd I de vetôres de Y com norma ~ 1, temos que 

PROPOSIÇÃO 2.1.6: TÔda ex€ SVB ([a,b], X) é limi 

tada se, e sõmente se, existe uma constante c > O tal que, para 

todo x e X, temos 

11 X 11 ~ e SUJ? 11 B (x,y) 11 

1 IYI ,~1 
DEMONSTRAÇÃO: 

e> O tal que, para todo 

~ 
i) Mostraremos que se nao existe 

X€ X 

11 x 11 ~ e SUJ? 11 B (x,y) 11 

1 IYI ,~1 
então, existe a e SVB ( [a , b] , X) ~ nao limitada. 

Dado uma constante kn positiva qualquer, existe

xn € X (que podemos supor de norma 1) tal que 
- 27 -
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1 1 xn 1 1 > kn sup 1 1 B (xn, Y) 1 1 

1 IYI 1~1 

Logo, tomando 
2n -

k . = -=-nu podemos construir uma seque~ 
n 3 

eia (xn) n e N de vetôres de X tais que, 11 x 11 = 3n e n 

SUJ? 1 1 B (x , y} 1 1 < l 
11 YI l~l n 2n 

Seja agora, 

quência de pontos de [a,b] convergindo a b, e definamos 

a. de [a,b] em X pondog 

a. (a) = O 

a.(t) = x 1 + ••• + xn , se 

a. (b) = O 

Indiquemos com 

< • o • < 

então 

·n 

d n 

t l < t ~ t n- n 

a partição de 

t < b n 

, n ~ 1 

[a,b] 

sa,an [a.J = SUJ? li l B (a.(ti) - a (t. 1>, y.) + 
IIYill~l i=l ].- ]. 

IIYII ~ 1 

dada por 

+ B( a(b) - a.(t ), y} li n 

n 
~ l sup 11 B (x. , y. ) 11 + SUJ? 1 1 B (x1 + • • • x , Y) 11 
i=l I IYil l~l 

1 1 
1 IYI 1~1 n 

Mas , sendo esta série convergente e observando 

que
1
para qualquer partição d€ D, existe n e N- tal que 

s8 , d [a.] -~ S8 ,d [a.J , temos que 

9 n 

- 28 -
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a e sv B ( [ a ,b] , X) • 

Se t 1 < n- t n 

11 a ( t) 11 = 11 xl + • • • + xn 11 

~ 1 1 xn 1 1 - ( 11 x 1 11 + • · • + 1 1 xn-l 11 ) 

n 2 n - 1 
= 3 - (3 + 3 + ••• + 3 ) 

logou a nao é limitada pois esta série não é convergente 

ii) Recíprocamente, se existe e > O tal que, para todo x e X 

11 x 11 ~ e SUJ? 1 1 B (x, y) 1 1 
1 IYI ,~1 

então 

11 a (t) - . a (a) 11 ~ e SUJ? 11 B (a (t) · - a (a) ,y) 11 ~ e SB [ aJ 
1 IYI ,~1 

e portanto I I a (t) 1 1 < 11 a (a) 11 + e SB [ aJ • 

Assim u tôda a e sv B ( [ a , b 1 , X) é li-mi tada. 

II. 2 EXEMPLOS. 

No comêço da seção II.l demos quatro exemplos de 

funções bilineares, contínuas;mostraremos agora que com essas fun

çoes B, obtemos precisamente as categorias de função de variação-

limitada, dadas no 

tôda funçã6 a de 

satisfaz a condição 

11 X li = sup 

1 IYI 1~1 

Capítulo I. Além disso, nêsses quatro casos, -

B-semivariação limitada, é limitada pois B -

da Proposição 2.1.6 e vale mesmo que 

11 B ( x,y ) 11 

Para simplificar, em cada um dêsses exemplos, indi-
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!

>

�

�
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2

����

A��B�� ��09�=����.?�� +��.?.�91�
���?��0�&�9�9
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����D����:�.������E��9

.�:��>B������?����A�&��
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caremos SVB 

Exemplo 1: 

Exemplo 2: 

Exemplo 3 : 

Exemplo 4 : 

para tôda 

., 

([a,b], X) como sendo : 

sv<,> ([a,b], X) 

sv ' 
(E 

( [a , b] , X) 

sv ( ) ( [a , b] 1 X ) 

sv ( [a , b] , X) o 

PROPOSIÇÃO 2.2.1 : 

sv< > ([a , b] , X) = BV ([a , b] , X} , 

a e sv < , > ( [ a , b J , x) . 

DEMONSTRAÇl'~O : Para tôda d e D, temos 

1 l~l<;c'. > I sup l , a. . (t.) -a (t . 
1

) 
I I x111 ~ 1 i=l + i i -

s u p I I 1 1 < xi , a (ti ) - a (ti - 1 ) ) 1 

i=l 
11 x! 1 k 1 

]. 

x' € X' 

e 

Reciprocamente pelo teorema de Hahn - Banach, existem x' € X' i 

tais que . 11 x~ 11 ~ 1 e 
]. 

= 
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,����� ���-����� ��'�,����

.�/���0 �� ��1��2� ����)����3


456#7�8"9%9#�

��	����1��2-����/) /�3
��:;�<=�� ���(>�� ����/)�� � ��.�/

����� ?�('����'�?�����1�(@����@��)� ��(�	�
.�/��A>����/� ��.�/� B� C��@�>�

D����� ���
� �����(�
�� ��
��


E�

1 ai 
.\' ~ V ( ) = l < x

1
. , a t. - a (t. 1 )> 

i=l 1. 1.-

1 dj 
~ SUJ? I l < x ! , a ( t. ) - a ( t. 1 } > 1 

llxi_ll~l i=l 1. 1. 1.-

x' e X 1 

i 

PROPOSIÇÃO 2.2.2: 

sv(C ([a,b], X)= BW ([a , b], X) , e 

para tôda a€ sv~ 

DEMONSTRAÇÃO: 

Seja a G SVC ([a,b], X), ô urna divisão de [a,b] dada por 

partição gerada por o , então 

n 
= 1 1 l [a ( t . ) - a ( s . ) ] 1 1 

i=l 1. 1. 

s < t ~ b 
n n 

(1} 

e seja _ d a -
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��������� � �� !�� ����� �

" # 

$����
��%��&'�����(�������

)!� �*�� �� �# ��+!�� ��� ,-������./#� .�0�
� ����	�� ��(�1�.

��2� � �������(����� ���.���� � ���3 .

������ � �04.2��� ��� �.

5�6

j dj ~ 
= li I [ a ( tj) - a ( tj-l ) J À. li ( * ) 

J 
j=l 

~ sup li II 1 [ a ( t . ) - a( t. 1 )] À . 11 
À. ,~1 j=l J J - J 

J 

À, G C 
J 

~ s<C [ a J 

~ ( * ) • Onde À. = 1 se a ( t. ) - a (t. 
1 

) 
J J J -

aparece 

em ( 1 ) e À. = O 
J 

nos outros caSOSa 

Logo 

Suponhamos agora que ,a € BW( [a,bJ , X ) e seja d € D , 

À. € e com 
1 · 

para todo x' ✓C X temos, 

Então u 
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&

�.��� ������� ���������� �������/� !"� ���� ��

������ �

�0(&�1�����23�4)���������1������ ��������$� 5

�

��6��
�)�*���7&��)�*���89��&

��� ���:� �� !�"����

���
��� ;���� ������������ ��� 3���<

����������� 3��

���������� �

��'�

!��6���&

:
�*
�� ���"���(=��(�3��>��-?���������-�����=@���)�*����&�

�%&
� ����������� .������(� ����� ?

AA

ldl 
lx'( E [a(t.)- a(t. 

1
) À.)J 

i=l i i- i 

ldl 
:I; E 

i=l 
r ·x ' o a ( t . ) - x ' o a ( t . 

1 
) ( 

' 1 1-

~ V [ x' o a] 

~ 2 W [x I o a] 

~ 2 W [a] li x ' il 

de onde segue, pelo teorema de Hahn-Banach, que 

2 W [a] . , logo 

s<C,d [a] 2 w [a] 

e como isto vale para tôda partição d G D temos que 

2 W [a] 

Teorema 2.2.3: a E- EW( [a,b], X)~ x' o a E BV ( [a ,b]) para todo 

x ' E X ' , onde x ' o a ( t) = < x ' , a ( t) > • 
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���0

����

1 +�%%�.�%�$��������$������'��''
���

�����

�	�''���)�'� ����%�'

2�3�''���)''� #�%�'

��� ����+�����

4�%�)�������� 3�''����''�5�%�'

 +��6������7����� ����)������!�"8$%��&'���+��������

��9������� ���9��:���� $;<�<�=� ���9 �	>�������)������

�+�����
?@

1 emons tração: Seja a E BW ( [a, b] , X) , .x I E X ' e d E D dada por: 

< t = b. 
n 

Para cada i = 1, ... , lal 
,-.j 

existe Ài € e tal que I Ài 1 ~ 1 e 

de onde 

1 ai 
E l<x' o a(ti) 

i=l 

o que implica, 

V [x' o a] ~ 

~ li x' 1 

~ 2 li x '11 W [a] 

2 li x' li W [a] 

Suponhamos agora que x' o a € BV ( [a,b]) para todo 

x ' € X ' e definamos uma família (F ô) ô€/),, de funções de X ' em C, 

- 34-



�
������������������	� 
��������� ������� �� �

������������������������	��� ������� �

���������������!����!�"�###��$���������#��

%��&#'���������� ��������(�)���%����*�������#���� �

+������,)���������� ����������������������)��������,)�����

��&���������
�

	������-���� ./������ ���

#�� 0���� �����

����
�

+#12������+#� ����+#��

3� �����������4����� �������� 5�6����7���8)�
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@A

n 
< X '' E [ a{t.) - a{s . )] 

i=l 1 1 -
> e 

onde ô é a divisão de [a,b] dada por: 

~ s < t ~ b n n 

ls Y- 6 são lineares e contínuas ; de fato a lineari

dade segue da linearidade de x' e a continuidade segue de: 

1 F ô {x ') 1 = 1 < X ' ' 

~ M li 

n 

n 
E [ a{ti) - a(si)] > 1 

i=l . 

X '11 

onde M = li E [ a(ti) - a(si)J li 
i=l 

Para todo ô . € b. e para todo x' e X' temos que 

e portanto 

n 
=I <x', r[ 

i=l 

n 

a{t.) - a(s.)J > 1 
J. ]. 

= 1 E [ x ' o a (ti) - x ' o a (si)] 1 

i=l 

~ W [x 1 o a] 

~ V [x' o a] 

V [x'oa] <+oo 
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���A���� )��-

0

�
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Logo, - pelo princípio da limitação uniforme, 

sup li F ó li = sup sul 1 Fó (X V) 1 

· ô f:6 ô €b. /1 X 
1 

/ ~l 

n 
= sup sup 1 X'( E [a(t.) - a(si)]) 1 

ó €b. 1/x'll~l i=l 1 

= 
n 

sup li r 
ô €6 i=l 

[a(t.) - a(s.)] li 
l. l. 

é finito e portanto a € BW( Gi ,b] , X) .. 

Teorema 2.2.4: a e BW([a,b], X') -< => para todo x Ex, 

x o a € BV ( [ a , b] ) , onde 

x o a : t € [a,b] -+ < a (t), x · > E: e 

Demonstração: Análoga à anterior. 

Proposição 2.2.5: 

SV () ( [ a , b] , L ( E , F ) = SV ( [ a , b] , L ( E , F) ) • 

Demonstração: 1-'mbas definições coincidem. 

Proposição 2.2.6 : 
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�4��	�"��� "�!"�����  �2�  �!"  

����

(� �����5��������

�� �67�)��08��� �� �� 

��$�����
����9:�����,�
�������'/������������1"���'� ;��

0"  � <� )� �"%8)����� � � �&6"����� =.&� ;���  
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BC

s [a] o = SV [a] 

para tôda a € SV ( [ a , b] , L ( F , G} } • 
o 

Demonstração: Se a € SV([a,b], L(F,G)) e d E: o , então: 

s o,d 

(*} 

Logo 

1 ai 
[a]= sup li í: [a(ti) -a(ti_1 )] 

li ui li ~l i=l 

u.€ L(E,F) 
J. 

d 

o u.11 
J. 

= sup 
li u.11 ~l 

sup li 
llel!~l 

e € E 

í: 1-a(t.} - a(t. 
1

)] u. (e}II 
. 1~ J. ].- J. 
J.= 

J. 

ui € L (E ,F) 

ldl 
= sup li í: [ a(ti} - a (ti - 1)] ( f. ) li 

llfill ~ i i=l J. 

f. €F 
J. 

< SV I ai ( 1) 

pois, li u . (e) li~ li u..11 li e li ~ 1 , i=l , •··, ldl 
J. J. 

S [a] ~ SV [a] o 

Seja .agora a € SV ( í a , b] , L ( F , G) } , d € D , f . E: F o ~ J. 
com 

( *} 

li fill ~ 1 , i=l, ••• , ldl . Existem ê € E com li êll = 1 
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�"�

para i=l , ••. , 1 d! . .Assim 

$. sup 
li uill ~l 
u. ·€ L (E, F) 

1 

corno isto vale para tôda família (f. ) . -1 1 ~ 1 1 1- , ••• , a 

F com 11 f -11 ~ 1 é para tôda d €D, ternos que 
1 

sv [a] ~ s [aJ o (2) 

D e ( 1 ) e ( 2 ) segue , 

sv [a] = S [a] o 

OBSERVAÇÃO: Dada a. E: BW ( [a ,b] , Y) definamos: 

A 

a. t € [ a , b] -+ â ( t) Ê L ( X , Y) 

de vetores de 

dada por 
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DE

a (t) (x) = < X 1 
1 X > o a (t) com x' o € X 1 fixo, li x' li =l 

o 

É fácil ver que a está bem definida. Provaremos que 

â e SV([a,bJ, L(X,Y)) ; de fato, se d €D 

SV d [â] = su.p 
li xi li ~ 1 

xi € X 

= sup 
li x , 11 ~l 

l. 

xi € X 

~ sup 
p.il ~l 
À. r e 

l. 

~ 2 W [a] 

1a1 
li L < 

i=l 

1a1 
li L 

i=l 

pela proporição 2.2.1, logo 

x' o' 

â E: SV ( [ a , b] , L ( X , Y) ) • 

É fácil ver que se a é continua, então â também 

é continua e que , mais geralmente, existe uma correspondência biu

nívoca entre as propriedades de a e as propriedades de & É po~ 

isso que é suficiente dar exemplos e contra exemplos para as funções 

de variação fraca limitada. 
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CAPÍTULO III 

INTEGRAL DE RIEMANN - STIELTJES 

III.l - DEFINIÇÃO - PROPRIEDADES E EXISTÊNCIA 

Tal como no capítulo anterior , X, Y e z indicarão 

espaços de Banach e 

B: X 1)( Y -+ Z , B(x,y) =X. y 

uma aplicação bilinear , contínua,. não nula. 

· D e f i ni ç ão 3 • 1 . 1 Sejam a e f funções definidas em [a,b] a va

lores em X e Y respectivamente. Quando o limite 

existe def1nimos 

f {t) . = ,- lim 
b.d-+0 

onde 
.. 
e um ponto qualquer do intervalo [ t. 1

, t] para 
1 - l; 

1 ~ i ~ jdj , e d é uma partição de [a,liJ 

As seguintes proposições são de demonstração imedia 

Proposição 3.1.1 : Se existem as ~b da(t) . f(t) , 'bda(t) • g(t) 

então existe a 

·dade. 

fb da(t) . (f(t) + g(t)) e vale a seguinte igual 
a 

-( 
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���������������� )� ���������������

��(� �!������� ������ #$����#�����#�� �/%����������������

��(� �������� ����� �� #��#�0�#� .(#

�����������&��� ��������� &���� ����������������

1 

= b 
~ da ( t) • f ( t) + À 2 

b i da(t) . g{t) 

com 

Proposição 3.1.2: Se existem as ~bda(t) . f(t), 

então exsite a 'b d(a(t) + S(t}) • f(t) e , para todo À1 , À2 € ~ 

vale a igualdade 

~b as <t> • f <t> 

Se a< e < b é fácil ver que se existem . as 

~b da(t} . f(t} 

(ou 'b da(t) • f(t)) 

(ou {e da(t) • f(t} ) 

então existe a 

e tem-se que 

lb da(t} . f{t) 
e 

{b da(t) • f(t) = ~e da{t) . f(t) + fb d a (t) • f(t) e 
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Mas podem existir as ,e da(t) . f(t), f~ da(t) . f(t) 

sem que exista a rb d"' (t) • f (t) d f t 1 1 ã "" ; e a o se, no Exemp o - ca 

pí tule II, tomamos X = IR e definimos ~ 

a ~ [o, 1] + IR dada por 

a (t) = O se O ~ t ~ 1/2 

a(t) = 1 se 1/2 < t ~ 1, 

f [0,1] + IR dada por 

f (t) = -1 se O -$- t < 1/2 

f(t) = 1 se 1/2 ~ t ~ 1 

então temos que: 

i) Se 1/2 E d [o , 1] , 

ii) 

ldl 
1: 

i=l 

Se 1/2 

= 

( d i 
então · a 1: 

i=l 

e 

,. 

= 1 

pode valer 1 ou -1 dependendo da escolha de ~k+l· 

Logo, não pode existir o limite quando ~d+ O. 

Mas se d é uma partição de [a , c] ou [crliJ então necéssària 
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:(;�� �1�����<��+�;� �����5��� ��
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���$
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*����,����*��
�

������	����������� �������� ! ���?������7 ��'

6

��@'

mente 1/2 € d e no primeiro caso a 

ldl 
I: 

i=l 
vale O e no segundo caso vale 

1, logo 

{c f(t) da(t) = O fb f (t) da (t) = 1 
e 

Mas, se f (ou a) é contínua, então vale a seguinte proposição: 

Proposição 3º1.3: Sejam a e f aplicações de [a,b]em X e Y, 

respectivamente ; se uma destas aplicações 

contínua e a outra é limitada em [a , b] então, se existem as 

e fb da(t) . f(t) trunbém existe c 

{b da(t) º f(t) e tem-se que: 

-e 

a 

{b da (t) º f (t) = ~e da (t) . f (t) + bb · dcdt) • f (t) 

pdra todo c tal que a < c < b • 

D embnstração: D ado E > O existem ô1 , ô2 > O tais que se 

e D [a uc] com b.d . < 
1 e 

então: 

li ,e da (t) • f (t) - E/3 
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BB

· Suponhamos f contínua e a limitada em [a , b] ; assim, existe 

ô 3 > O , tal que , se 

li f(tl) - fCt2>II < e: 

6 M li B li 

onde 11 a <t> 11 ~ M para todo t e [a i b] 

Logo, tornando d € D 
[a , bJ 

com 6d < rnin {o 1 , º2' 0 3} e 

supondo que e 

ternos 

(*) Se ~k+l € [c v tk+l] a demonstração é análoga. 
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/�	)�����/�	�� &�0�(/����)����1��2 )����)1��(

��3���+�%�45�� 6���� �7�1��!��0���	 )���81)8)*�2 )���	�1�)1

9�*�(81��7����0��(:)1����(���)/���*�
�(��)�	��/�*�%������	)%

*��;�*	�(�*� ������	�� ����	�� ���<:1���	�� ����	�� ��	 )0

���)� ���5�=� �;�*	�(���� 6��������� ��� >&	�	��� 	��*?/

..�@ �A�

�

/*

B

6
�

CD

- ~e da(t) f (t> 11 

+ li B li li a(tk+l) - a(c)II li f(~k+l> - f(c) li 

< E/3 + E/3 

OBSF.R V 1ÇÕES ~ 

1. Se definimos a 

+ li B li 2M 

lim 
d€D 

f ( ~.) 
l. 

usando o conjunto filtrante D, munido da relação de ordem 

(ver (3)), então a proposição anterior 

é sempre válida, embora nem a ou f sejam contínuas ; de fato ; 

se existem as e 
{ . da(t) . f( t ) {;b d a (t) • f(t) então , 

dado E > 0 tais que 
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1

����4�����	��
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�� ��2��+�
�� �������	
� ��2�	
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+015�� �	+
� ��	����
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� �.���	
���2�	
��

�� 6

�$+�� ���78�������-��� �� ���9:����������-.�

;<

iã1i 
li Jc da(t). f(t) - í:: [a(t. _

1
) - a(t

1
. _

1
)]. f(~.) li 

a i=l 1 1 
< €/2 

li 6b da(t) • f (t) - < 

Ponhamos d
0 

= d1 U d 2 então e G d, e se d é o 

urna partição de [a , b] , d
0 

~ d 

com tk = e , ternos 

k 

dada por, 

< t = b n 

li · 2: [ a ( t . ) - a ( t . 
1

) J . f ( ç; . ) - J e da ( t) • f ( t) 11 i=l 1 J.- 1 a 

Jb da(t) • f(t) li 
e 

< 

pois e 
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2. Se existe a ~b da(t) • f(t) segundo a nossa definição, existe 

também segundo a definição da observação anterior e ambas são i 

guais. De fato, por definição existe ô > O tal que 

< e: ( 1) 

sempre que 6d < ô 

Assim, tom·ando uma partição d
0 

de [a,b] com malha menor que 

ô , tôda outra partição mais fina que d
0 

, terá também malha menor 

que ô, e portanto valerá (1). 

A ,observação anterior mostra que a recíproca não e verdade. 

Proposição 3. 1. 4: Sej aro a ~ e < d ~ b então se existe 

~b da(t) . f(t) existem também a 

Demonstração: Dado e:> O existe ô > o 

são partições de [a ,b] com < 

- a ( t. 
1 

)] . f ( l; . ) -
1.- ]. 

Sej aro d1 , d 2 partições de [c ,d] tais que 

Jd da ( t) • f ( t) • 
e 

ô então: 

e: 

dada por c = t < o t =d. Completemos n com os mes:-

mos pontos d1 e a2 até formar partições de [a,b] 

respectivamente, de malna menor que ô , e ponhamos 
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Assim: 

l~I o 
d:/{ E .(a(t.) - a(t. 

1 )]. f (s.) + E 
l.·--1 l. 1- l. i=-r 

[ a(t.) - a(t. 
1
)]. f(ç.) 

l 1- l. 

1 ª1' o 
+ E [a(t.} - a(t. 

1
)]. f(ç.) -

i=n+l 1 1
- 1 

E [a(t.) - a(t. 1 >]. f(C) l 1- - l. i=-r 

1 ª1' iã2i+m 
= li E [ a ( t . ) - a ( t . 1 ) J . f ( s . } -. 1 1- 1 1=-r ~ =~ r [ a ( s j ) - a ( s j _ 1) J . f ( 11 j ) li ( * ) 

< 

(*) onde sj = tj , T\j = sj para j = -r-_l, •.• , O, 1 ã2 i + 1, •.. ,, 
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@A

A Última desigualdade vale pois d
1 e : 

são partições de [a,b] com malha menor que ó. 

Proposiçio 3.1.5: (Integração por partes): 

~b da(t) . f(t) = a(b) • f(b) - a(a) b f(a) .... ~ a(t) .df(t) 

. 
Se existe uma das duas integrais da expressão (1) existe também a 

outra e vale a igualdade acima. 

Demonstração: Suponhamos que exista a fb da(t) . f(t) ; então a 

dado E > O existe ô> O tal que se d 1 € D 

com temos que: 

~b da (t) • f (t) li < E (2) 

para todo ~ . e [t . 1 , t .] 1 1- 1 

Tomemos d€ D com L'ld < ô/2 ; então 

( 1) 

b f(ti _
1 )]- a(b) . f(b) + a(a).f(a)+ ~ da(t).f(t)II 
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(*) onde pomos , 0 = a v 'n+l = b 

é uma partição de [a , b] com 6d
1 

< o 

logo, por (2) vale a Última desigualdade. 

Indicaremos com C([a,b], X) o conjunto das funções contínuas 

definidas em [a,b] com valores em X munido da norma 

f e C([a,b] , X) f-+ 11 f 11 = sup JI f (t) li 
te[a ,b] 

IR 

Ck([a,b], X) indicará o conjunto das funções de [a,b] em X 

k vêzes contínuamente diferenciáveis. 

~ que sao 
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Proposição 3.1.6: Seja a, e C1 ([a,b] , X) e f uma função de [a,b] 

em Y que satisfaz o critério de Darboux , isto é 

onde 

ldl 
lim E 

l:ld+0 i=l 
w. (f) (t . - t. 1) 

l 1 l- = o 

w. (f) 
1 

= sup llf(s) -f(t)II 
s ,te[ti _ 1 ,t) 

é a oscilação de f no intervalo [ti-l' tJ i=l, ... , ldl 

Então existe a 

~b a,' (t) • f (t) dt = 

e 

fb da(t) . f(t) 
a = 

Jal 
1 iro E a, ' ( ç, . ) 

l:ld+0 · i=l 1 
f(ç,.)(t. - t. 

1
) €Z 

l 1 1-

fb a,'(t). f(t) dt. 
a 

(1) 

Demonstração: Observemos primeiro que se g e uma função dum inter 

valo [a,b] num espaço de Banach E que satisfaz o cri 

tério de Darboux, então g é integrável segundo Riemann em E. 

Agora,tôda função contínua de [a,b] num espaço de 

Banach satisfaz o critério de Darboux, logo para provar a existência 

da integral (1) basta provar que se g e f são aplicações de 

[a,bJ em X e Y resp P.ctivamente, que satisfazem o critério de 

Darboux, então g. f satisfaz o mesmo critério como função de 

[a,b] em z. Mas isso segue de: 
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;( s} • f(s) - g(t) • f(t}II ~ li [g(s) - g(t)] • f(s) li 

+ 11 gCt> • [f <s> - t ct>J 11 

~ li B li li f li li g(s) - g(t) li 

+ li B li li g li li f (s) - f (t} li 

~ li B li li f li wi (g) +li BII li g li wi (f). 

Da existência da integral (1) segue que dado€> O existe 

> O tal que 

1a l 
f E a.'(ç;.) • f(ç;.) (t. - t. 

1
) - rba.'(t) . f(t) dt li< €/2 

i=l 1 1 1 1- ~ 

=-.::-a tôda d e D com ~d < 81 

Corno a.' é uniformemente contínua em [a , b] existe ô
2 

> O 

então 

li a' <11_> - d' <ç;> li < 

211 f li li B I l ( b- a) 

~ogo, para d€ D com ternos 
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*�$+�,�0�"�1 � 2�� ���23#���45�4� '
��� �6���45�4� 7
����8$ 

�
� ��	(��� �� ��$�����
�����
����

5
� ���5����
�����
��� 9�� (#�������

:

(�;����	��
����	������

<0

Il i ~I G J ~ '-' a(t.) - a(t. 1) . f(s.) -l. 1.- l. i=l 

lal 
L a'(s,). f(s,)(t. - t1.-1)II . 1 l. l. l 1= 

+jjl~I a'(s
1
.). f(s.)(t . - t. 

1
) - Ába'(t). f(t) dt li 

i=l l l. 1-

lal · 
< E/2 + li L [a(t.) ~ a(t1.-l) - ·, a 1 (s,)(t. - tl.-1)]. f(s1• >II i=l l - l l 

1a1 
~ E/2 + li B 1111 f li L li a(t]..) :- a(ti. - 1) - a'(s,)(t. - t1.-1)II 

i=l 1 1 

1 ª' ~ E/2 + li B 1111 f li L (t. - tl.~l) sup li a 1 (n) - a'(si)II (*) 
·1 1 t t \ 1= . . l<n< . 

1- l l 

= E 

(*) aplicando o Teorema do valor médio (ver (2)). 

Téoreina 3.1.7: Se a€ SVB([a,b], X) e f e C([a,b], Y) então: 

a) existe a 

b) 11 ~ b da ( t) • f ( t) li ~ 
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#
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Demonstração : 

a) Se SB [a] = O, as somas da forma 

\ai 
E [.a ( t . } - a ( t . 1 } J . y. 

i=l 1 1 - 1 

são nulas para tôda d€ D, yi € Y 

fb da(t} • f(t) = O 
a 

e portanto 

Suponhamos então # O . Escrevamos 

onde d - partição de [a,b] e indiquemos e uma , 

conjunto das somas da forma ªa,~ se dl ~ 

Ea :) I:d logo, se provarmos que o diâmetro 
1 2 

com I:d o 

d2 então 

dos I:d 

tende a o quando lld + o , então n !d, isto é, a inter 
d8D 

secção das aderenças dos I:d, possuirá Único ponto -um que sera 

limite dos isto - Jbda (t) f (t) . o ªa,~v e , a . a 

Como f é uniformemente contínua, dado E> O existe ó > O 

tal que: 

implica 

Tomemos partiçÕ~s d
1 

e a2 de [a , b} tais que lld1 , lld2 < ó/2 

e provemos que 
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Mas, 

onde 

E = 
2SB 

E 

(*) onde 

k.+p. 
1. 1. 

E 
j::::-k. 

1. 

[a] 
li 

e 

1 ª' E [ a ( s J. ) - a { s J. _ 1 ) J . f ( e J. ) li 
j=l 

[a(s.) - a(s. 1>]• [f(,.) - f(0.)] li J J - 1. . J 
(*) 

1 dl 1 ki+pi [f(,i) - f(0.)J 
E E [a(s.) - a(s. )] J li 

i=l j=k J J-1 
E i 

2SB [_a] 

sup 11 l~I 
11 Y · li ~ 1 j =l 1. 

y. li 
1. 

E 
~ -2-

Yi e Y 

~ sao tais que 

< s k.+p. 
1. 1 

·< •• o < 
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Anàlogamente, demonstra-se que 

logo, 

e portanto o diâmetro dos conjuntos Ed tende a O quando ~d+ O 

b) Se li f JI = O , vale a desigualdade pois ambos os membros ·sao nu-

los, logo podemos supor \ \ f li -:j O ; neste caso, para tôda d € D 

Logo, no limite 

li fb da(t) . f(t) li ~ 
a 

~ li f li sB,d [a] 

~ li f li S 8 [a] 

11 f 11 SB [ a] 

Proposição 3.1.8: 

segue ~ 

Dados a < c < b a ·efinimos a : [a,~J + X como 
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Os valores de 

a(t) = a(a) 

a(t) = a(b) 

Se 

a(a) 8 a(c) 8 a (b) são arbitrários ; 

se a ~ t < e 

se e ' t ~ b 

então 

~b àa (t) . f (t) = [a (c+) - a, (c- )J • f (c) 

Demonstração ~ Como f é contínua e a€ SVB([a , b] , X) existe a 

~b da(t) • f(t) . 

Sendo f uniformemente contínua, dado E> O existe ó> O tal 

que 

li f (tl) - f ( t2) li< rnin f E , 

111 B 11 11 a (e+) - a, ( c-) 11 

E __________ , 
li B 11 li a ( c+) - a ( c) 11 -

E 1 
li BII li a(c- )-a(c) j 

Se d e D com 6d < o· , temos duas possibilidades : 

i) e € d , suponhamos 

li 1 ~I [ J e·· J li 1.., a ( t. ) - a ( t . 
1

) • f ( f,; . ) - _a (e+) - a ( c - ) • f ( c) 
1 1 - 1 i=l 
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*+-+�6-7+2�,���� ��2����8���9�:���#��	��4$!��#������������!�;	

�<������#��=#�(!�	����!������8����(5��!�� ����7�� ��>���� ��(8�
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!���� ������ ������ ������� ;�!�����!��� ���#���

+�,'-./01+2�/� (! !���4�!�E�F���G��!��B���!�5��!(��������%(��
 !�����(�#!��	����!������(���!�!�5��!(����	���#��H� !��!���I�	J���

5�(�B���#��#!����<���I������������%(��� !�����(��	������ !(�����#��

���4���K��	��!���!�����(�#!��!��<�# �!���%�����2�,���#

��2�������� ��� :� ��L��  !(

�� ���� D�M� ��� ��A�M

���M��2�<!� ��NO��

= 11 [a(c) - a(c->J • [f (çk) - f(c)] + [a(c+) - a (c)} 0 [f (çk+l) - f(c)] lj 

~ 11 B 1111 a (e) - a (c- ) 11 11 f (çk) - f (e) 11 

+ 1 1 B 1 1 1 1 a (e+) - a (e) 1 1 1 1 f ( çk+ 1 ) - f (e) 1 1 

ii) e% d ; suponhamos e e (tk-l 1 tk) , então 

~ 1 1 B 1 1 11 a (e+) - a ( c-) 1 1 1 1 f ( çk ) - f (e) 1 1 

< E 

OBSERVAÇÃO: Na demonstração supuse mos 

pois os outros casos são triviais 

a (a) 1 a (b ) ':f a (e) 

COROLÁRIO: Seja a : [a,b] + X, urna funç ão em escada (isto é, 
existe um número finito de subintervalos [ tk _1 1 tk] de [a , b] 

tais que c m cada(tk_ 11 tk) a é constante) - com salto crk [a] em 

tk , sendo •• • < t = b . n 

Se f e C ([a , b] , Y) então r 

b n 
J d a ( t) • f ( t) = I a k [ a J O f ( tk) 
a k=l 

OBSERVAÇÃO: A proposição 3.9 diz - nos que o valor da integral 

pode ser modificado alterando o valor de f num só ponto e é fácil 

ver que mesmo a existência da inte~ral pode ser afetada por tal mu

dança. De fato, consideremos o exemplo seguinte: Sejam 

a : [ - 1,1] + X dad:I. por 

a (t) = O 

a (O) = X o 

se t 'f o 
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@
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(� ������$%��� <�+��F������+#�����������������������������������!

/��� �� ���������F�� ����@���'F��5�������� �����G�B��������

���H/'F���������IJ/� ������� �'�'F���/�HI�� �/#K!�����

���%�����L� ��� ����,��������	�I��'��F��� F���������!����#�
 ��%4��!

��'�F5�����%4������������#@���$�����#��������%4�������� �

M;

e 

i) 

f : [- 1,1] -+ Y dada por 

Neste caso a integral existe e 

li da (t) • f (t) = O 

Mas se definimos f como sendo 

f(t) 

f(o) 

= Yo 

= 2y 
o 

se t =I= o 

a integral não existirá pois tomando uma partição qualquer d 8 D 

temos: 

se e supondo < o < 

'ª' r [ a ( t. ) - a ( t . 1 ) J . f ( s . ) = [ a ( t],.) - a ( tk-· l) J . f ( ~k) = O 
i=l l 1- · l ~ 

ii) se O € d 

e o valor desta soma é Ü ç X•Y ; - X • y o o o o dependendo da escolha 

de e 

Mas vale a seguinte proposição : 

Proposição 3.1.9: Seja a e SVB([a,b], X} , se alteramos o valor 

d~ a num número enumerável de pontos internos de [a,b] de 

tal modo que a nova função a pertença ainda a SVB ( [a , b], X) 

então, para tôda f e C([a,b], Y) v 

~b da(t) • f(t) = ~b dã'(t) . f(t) 

Demonstração~ Seja A o conjunto dos pontos onde a foi alterada. 

o complementar de A [a ,b] ( e A) 
~ 

denso [ a ,b] de fato em e em ; 

se t € A , dado T\ > o existe t e CAn(to-T\ ' t + T\.) pois 
o o 

~ teríamos senao 

merável. 

(to - \ ' t +f\} e A A seria enu-e nao 
o 

O C A é separável (por ser subespaço de um separável) logo e-
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xiste um conjunto BC CA, B enumerável e denso em CA. 
Construímos uma sequência de partições (d) n e N tais que n 

b.d n 
1 = -n e d (JA=~ n para todo n. Isto é possível pois se e 

xistir te d(\ A para algum n , tomamos uma vizinhança de n 

que nao contenha outros pontos de dn e nessa vizinhança existe p~ 

. lo menos um ponto tk de B. Mudamos então t por tk.º 

Como a integral existe para tôda f e e ( [a , b] , Y) podemos 
calcular o limite u s ando a sequência (d) e como nessa sequen 1 n n 8 N . -
eia a e a coincidem , o valor das integraís sera o mesmo. 

b 
TEOREMA 3. 1. 10 ; Se existe a f d a (t) • f (t) para tôda -

a 
f e 0 ([a,b], Y), então a 8 SVB ([a , b], X). 

DEMONSTRAÇÃO: Considerando eventualme nte a função a (t) - a(a), 
podemos supor a (a) = O. 
Dada d 8 D , definimos ªd de [apb] em X, pondo 

se t. 1 < t ~ t . 1 - ' l . i = 1, ... , jdj 

ªd (a) = o 

i) Mostraremos que 

8B,d [aJ = s [ad] = sup li Jb d ªa { t) of ( t) li = B 

11 fi l~l 
a 

1 ª' = sup li I [a (ti) - a(ti-1)] o f (t . 1) li , 
i=l 1-

11 fj 1~1 

de fatop é fácil ver que 

e portanto , dado e: > o existe uma família (y.) 1 1 de vetô-
1 l~i~ d 

res de Y, com 1 jy. 1 ,~1 para 1 ~ i ~ j dj e tais que 1 

[adl li I f l [a {ti) (t . . 1)1 
- li ~ SB - - ·a o y. e: o 1 - . l. i=l - 60 -
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Definimos f de [ a,b] em y pondo, para 1 ~ i ~ 1 dl 

f ( t) = (1-;q yi +À Yi+l , se t = (1 - Ã) t. l+ À ti, o -~ À ~ 1 , on 
1. -

-
11 Yn+l li de Yn+l ~ y e ~ 1. É claro que f 8 e ([a, b] , y ) 

e li f li ~ 1 

Da proposição 3. 1. 8 , segue 

b ldl -
f d ªd ( t ) . f( t ) zc E a [ad] . f(ti-1) 

i=l t. 1 a 1.-

= 
i d 1 

E [ a ( t . ) - a ( t. 
1 
n . y

1
. 

1. 1.- -
i=l 

logo 

o que prova a nossa afirmação. 

ii) Se, SB [a] = + (X) 
I' dado n 8 N existe d 8 D tal 

que, d ~ d implica 8
B d [a] 

n 
' 

Tomemos então d ~ d com 6d 
n n 11 

mos uma sequência (F n) n8N , de funções 

dadas 

F (f) = 
n 

por: 

Da linearidade da integral e de 

li F n ( f) li = li ~b d a d ( t) • f ( t) li 
n 

n 

> n 
/ 

~ 1/n e defina--

de e ([a, b] , Y) em z 

f (t) 
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CD

segue que F.n 8 L [c{[a,b], Y), z] para todo n. 

Além disso, por hipótese, para tôda f G'. C([a,b], Y) 

quando n + oo e, pelo Teore-

ma de Banach-Steinhaus, existe uma constante M > O tal que 

li F li ~ n 
M par a todo •!l • 

Mas, por (i) porem temos 

Logo, 

li Fn li = sup 11 F n ( f) 11 
11 f 11~1 

\ 
'--

= sup li 
li f li ~l 

= n 

tem que ser finito. (*) 

(*) Agradeço a demonstração dêste Teorema a meu Orientador, Prof. 

Dr. Chaim s. Hõnig. 
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Proposição 3.1.11: 

que as f -+ f 
n 

Se a sequência 

uniformemente 

(fn)n€N C C([a,b], Y) 

e a G SVB([a,b], X) -

áb da(t) . f(t) 

é tal 

, então 

Demonstração: Corno a convergência é uniforme f € C([a,l?], Y) e Pº!. 

tanto existe a lb d a ( t) • f ( t) . 

Do mesmo fato segue que dados> O existe n
0 

e N tal que 

11 t - t 11 < n 
e: para todo n > 

Logo, para n > temos: 

li fb da (t) • f ( t) -
a n ~b da(t) • f(t)II 

III.2 - EXEMPLOS 

O teorema 3.1.7 nos dá a existência da integral de Riemann

-Stieltjes quando a e SVB([a,b], X) e f e C([a,b], Y) ; veremos 

agora, o que isso significa no caso dos quatro exemplos dados no 

Capítulo II. 
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Exemplo 1 : Neste caso. temos 

B (x,x') € X x X' ~ <x', x > 8 

Da proposição 2.2.1 e do Teorema e.3.1.7 segue que se 

a G BV ( [a, b] , X) e f e C([a,b], X') então existe a integral 

e 

1 ª' lim I < a ( t. ) -a ( t. 
1

) , f ( s . ) > 
6d+0 i=l l l - l 

Se X= R (ou C) a nossa integral coincide com a integral 

habitual de Riemann-Stieltjes na reta (ou em CC). 

Exemplo 2: Temos 

B (x,À) E: X X (C 1--+ ÀX € X 

Da proposição 2 . 2.2 e do Teorema 3.1.7 segue que, se 

a € BW ( [a, bJ , X) e <P € C ( [a,b]) existe a integral e 

= lim 
6d+0 

1 ª' I cp(i;.)[a(t.)-a(t._1 )] 
. l l l l 
1= 

€ X 

Quando X = IR ( ou <C) , a e BV ( [a ,b]) e temos novamente a inte 

gral de Riemann-Stieltjes na reta (ou e m C). 

Exemplo 3 Neste exemplo, 

B (u,y) 8 L(E,F) · x E 1-+ u(y) G F 
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DE

e se a € SV([a , b] , L(E,F)) , 

a integral 

f e e ( [a, b] , E) então existe 

~ b da ( t) • f ( t) = lim 
6d+O 

Exemplo 4 Neste caso , 

(f( ç; .)) 
1 

B : (u ,v) e L(F , G) X L(E.F) + u o V € L(E , G) ; 

F 

Se a C SV([a,~I, L(F.G)) e f C C([a , b] , L(E,F)), existe a 

Jbda{t)o f(t) = lim 
a L'ld+O 

Proposição 3.2.1 : Seja a uma função de [a,J~] em X tal que, 

existe a 'b ~(t) d(x' o a(t)) € <C, p ara tôda </l e c([a , ~) 

e para todo x' e Xº. 

Então, existe a lb cp(t) da(t) e X , p ara tôda cpE: C([a , 12]) 

e a e BW ([a , ~ , X) . 

Demonstração : No exemplo 2, façamos X=~ ; então, do Teorema 

3.1 . 10 segue que x' o a C BV([a , ~I) para todo x' € X' 

e do Teorema 2.2.3 , a € BW([a,~ , X). Agora, usando nova-

mente o exemplo 2 , temos a existência da integral. 
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Proposição 3.2 . 2. Se a € BV( [~,b_] , X) e f € C( [a,b], Y), então 

li ~b da (t) . f (t) li ~/ li B li 'bll f (t) li dV[a , t:J [a] 

Demonstração: É claro que se a € BV ([a, b] f X) então 

a € SVB([a,b] , X) e portanto existe a lb da(t) . f(t). 

A integral do segundo membro também e xiste pois li f (t) 11 
.. 
e 

uma função contínua e 

de variação limitada em 

Vr -1 [a7 é crescente , e portanto ,_a,t_ - ~..I 

[a,b] (Exemp lo 2) . 

Para tôda d€ D, temos 

e portanto, no limite 

li ~b da(t) • f(t)IJ ~ li BJJ ~blJf(t)JJ dV[a , tJ [a] 

\ 
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CAPÍTULO IV 

APLICAÇÕES 

IV .1 - CARACTERIZAÇÃO DE e ([a,~ , X) 1 

Nesta seçao 6 daremos a representação de um funcional linear 

contínuo F € C([a , 12), X)' por meio de uma função a de variação 

limitada, para isso, introduziremos um novo espaço, que indica-
,..__, . 

remos com BV O ( [a ,b] , X) • 

Definimos: . 

,._ 
BV 

O 
( [a, b] , X) = { a € BV ( [a, b] , X) 

Proposição 4.1.1: 

i) 
r--.., 

BV ( [a rb] , X) é um espaço vetorial 
o 

ii) a aplicação 

é uma norma sôbre êle . 

a(a) = O, a é contínua 

a direita em (a,b)} 

iii) 
.. 
e completo com essa norma. 

Demonstraçãog 

i) r ii) Triv:ial 

iii) S~ja uma sequência de Cauchy de funções de 
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BV O ( [a ,b] , X) ; assim r dado E > o existe n € N tal 9ue 
·º 

v[a.n - ªml ~ E para n, m ~ n ( 1) 
o 

,· 

Pela mesma razao, a sequência (a.i:i)_nCN 
~ 

e limitada e portanto 

para todo n (2) 

Oomo 

11 ªn<t> -. ªr11~t_>II 
\ 1 

a sequência , t e [a , ~ , é de Cauchy em X 

e portanto o: (t) + a.(t) 
n 

(3) 

Mostraremos agora que a convergência simples em BV ([a,Ii!, X) 
o 

e 

a condição (2), implicam a convergência uniforme , daí seguirá que 
-· 

a. é de variação limitada em [a,b] e . contínua a direita em 

(a,b) 
',. \ 

; além disso v como a. (a) = O para todo n, 
n 

a. (a) . = O e poE_ .. 
tanto a. € BV b ( [?. tb] , X) o que prova que B\l ([a, b] , X) é completo. 

o -

De (2), (3) e da proposição 2.1.5 segue que 
.i..-------~--- - ...... ---- . 

V [a] ~ M 

logo, a. é de variação limitada em 

De (1) segue, 

V 1o: - a] ~ E ~n m para 

e fazendo m + + oo temos 

n, m ~ n , 
o t e [a,~ 
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V [ct - ciJ n e: 

para n > n , para todo o t € [a,b] , logo a. -+ Cl n 

formemente em BV ( [a,b] u X). o 

Teorema 4.1.2 : Dada a. € BV ( [a ,b] , X) , existe uma Única 
~ 

tal que V [ãJ ~ V [a.] e 

~b ~(t) dã(t) = ~b ~(t) da(t) 

para tôda ~ e e ( [a,b]) 

Demonstração: Definamos ~ [a,~ +0, a. o 
o 

o se t = a 

~ 

Cl (t) = a.(t+) - a.(a) se a < t < b 

a(b) - a.(a) se t = b 

r--..,1 

A. Provaremosque ãe BV
0

([a,l:?J, x) 

i) Seja d e D então 

1 dl . 
r li ãct.) - ãct._1 >11 = 

i=l i i 

~ V [ a.] 

uni-

por corolário do Teorema 1.2.6, logo a. é de variação limitada, 

e 
V [à] ~ V [~ 
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ii) 

B. 

e. 

rw. 

a. é contínua a direita: Chamemos A o conjunto dos pontos 

de descontinuidade de a. ; como A é enumerável, C A é denso em ---------existe uma sequência de pontos [a , b] logo 1 dado C € (a 1 b) 

de C A , > C) o • > t n t n 
c+. 

Como a é de . variação limitada , e xiste ex (c+) e portanto 

para n > n o ... . -· 

-,._;, 

Sendo a. de variação limitada 1 para tôda sequência (tn)n€N, 

e+ '. mas para a s equência (t) n nCN 

temos, 

11 ã ( t > - ét (e> 11 = 11 a ( t + > - a. ( c+ > 11 = 11 a ( tn > - ex e c+ > 11 < e: 
n n 

> n , logo 
o 

'ã(t ) 
n 

~ -+ a (e) e da unicidade do limi para n 

te segue ã(c+) = à(c) . Logo ã é .continua a direita em e. 

De (i) , (ii) e sendo que ~(a) = O , ségue que 

~ 
a € 

rv 
BV ([a, b] , X) • o \ .. 

da Proposição 3.1.9 

~ Unicidade de a: Provaremos que se 
~ ~ 

f3 € BV ( [a ,b] , X) 
o 

e 

Jb ~(t) df3(t) = O para tôda 
a 

~ € c([a,b]) , então f3 - O 
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pois nesse caso, se existir E'. 
('J 

BV 
O 

([a, b] , X) tal que 

para tôda <P e c([a,~) , 

então ~ a - a 1 

,--...,, 

E'. BV 
O 

( [ a , bJ , X) e 

para tôda <P € e ( [a ,b]) 

o que implica 

,-J 

a ;:;: o 

ou 
,__ 
a. = 

Suponhamos 6 :/, O ; existe então c e (a,b] tal que 

6(c) 'F o • . 

Se e= b tomando <P a função constantemente igual a 1, te-

mos que 

o que contradiz a nossa hipótese. 

Se e < b existe E> O tal que 

chada de centro ·S(c) e raio E) ; por ser 6 contínua - adi-

reita existe ô> O tal que, se 

B [6 (e)] • Tomemos 

c < t ~ c + ô en-

tão 6 (t) € 
E . 

<P € e ( [a,b]) definida por: 

<P (t) = 1 se 
ç 

t e [a, e] ; é linear no in.tervalo [c, e + ô] ; 

<f>(t) = O se t e [e +ô, b} • Assim, dada uma partição qual

quer de [a,b] , ajuntando a ela e e c+ô temos, se 
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H 

d 

+ . • . + r</> ( t 1 ) - <P ( t )7 S ( t 
1 ) + </> ( t ) f3 ( t ) . · ~ p- p'~ p - p p 

Mas, S(c) , S(tk+l) , ... , S(tp) pertencern a BE: [B(c)] sendo 

os seus coeficientes números reais compreendidos entre O e 1 

e a soma dêles igual a 1 logo, como B
8

[S(c)J é convexa, 

mos 

B [S (e)] ; como isto vale para tôda partição de [a,b] te 
E: 

lim 
ild+O 

= ~b cp <t> • as <t> e B [S (e)] 
E: 

- 72 -



����������� ���	
	��� ��	��� �� �

���������������������������������������������������������

�����������  ����!���"�	"�#
��$�%��&���������'�����%����(�	"�#
$�

��������������)��� *����	"�#
+���������

!	,� �
�-�	�������	��

�

.�"�%$

 ��������/+���0���������������1�����	.���	2����&�������3��(	"�#��

��������������)���*�3��	"�#
4��������

!�		
��5� �
�,	�����	��

�� .�"�$� �� $$�!�$$

 ����������������������������������������6� �

7�"�"� 3� (�"�$

8��#

!
����-���9������ 	����4	������*

.�:;$

����������

.�:�$������!

2�

e portanto ~b <j>(t) dS(t) f O 

o que contradiz a nossa hipótese ; logo S tem que ser nula. · 

Corolário: Dado F e [ e ( [ a , b J ) J 1 existe uma 6nica i e 
~ 

BV ([a,~) 
o 

tal que para tôda <I> € C ([a, li]) temos: 

e 

V [&] = li F li 

Demonstração: Pelo teorema de Riesz (ver (7)) existe a 8 BV([avli!) 

tal que para tôda <I> € C ([a, b]) temos: 

F (<j>) = ~b <j>(t) da(t) 

e V [a] = li F 11 

Do teorema anterior segue a unicidade de ã e 

V [~ · ~ V [a] = 11 F li 

Mas, 

li F li = sup 
li <1>11~1 

11 <I> ( t) dã ( t) 11 ~ 

e portanto 

V lêiJ = li F li 
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E�)�* ' &�'�*0�*��� �� �8���1�6�'�?

>���,� ;����� �,��%&'�*$?,*� - -� ������������3� �:5�

F-� �� �� %� '�*$5� @�� �$&�,-� �� +

B�

0v 

~ •, isto -Teorema 4. 1. 3: BV ) = e, dado 

um funcional linear contínuo F sôbre e ( [a p b] , X) , existe 

uma Única 
0,.) 

a 8 BV 
O 

( [ a , b] , X u) tal que 

F(f) = ~b< det(t) , f(t) > 

par a tôda f E: e ( [ a , b] , X) e V [ a] = 11 F li 0 

....._, 
A1'ém disso , tôda aplicação et e BV

0 
([a,~, X') define um funcio 

nal ·linear, contínuo de e ([a, b] , X) 0
• 

Demonstração : 

Aº Mostraremos primeiro a Última afirmação: 

A tôda 
rv 

a ~ BV
0

([a,b], X) , corresponde uma aplicação 

F 
Ct 

f € e ( [a, b] , x) + [b < da(t), f(t) > 
a 

e e 

bem definida pois o Teorema 3.1.7 nos assegura a existincia 

da integralº A linearidade de F 
a 

segue da linearidade da in 

tegral, dada pela Proposição 3ol . l e, a continuidade segue de 

V [ a] li f li 

Logo, e 

B. i) Dados <P e e { [a, b] > , X e X defininos a aplicação 

<f,x : t € [a ,b] <f,(t)x € ;x 
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@A

De 

segue que <f>x e e ( [a, b] , X) • 

ii) Agora, dado F € [e( [a ,b] , X)] 1 para cada x € X podemos 

definir a aplicação 

Fx ~ <P e c([a ,b]) + F(<f>x) € i:r 

que é linear e .contínua , de fato v a linearidade segue da linea 

ridade de F, e a continuidade segue de 

IFx(<P)I =jF(cj>x)I ~ IIF llll'<t>xll 

= li F li sup li cj>(t)x li 
t c[a , b] 

= li F li sup 1 <P ( t) 111 x li 
t e[a,b] 

= li F li li X li li <P li (1) 

Logo e pelo corolário do teorema anterior 1 

existe uma Única 

(2) 

e = Ib cp (t) d a ( t) 
a X 
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+

para tôda </> € e ( Ca,~) 

e 

Se E: X À E: (C é fácil ver que 

logo, 

= 

para tôda </> E: c(la,bl) , e como a r epresentação garantida pe

lo corolário do teorema anterior é Única , segue - se que 

= À ex, 
X 

(3) 

iii) Definimos agora 

o: ~ [a,aj + dada por 

Observemos que f está bem definida , i s to é, toma valores em 

Xª pois, para todo o:(t) é uma aplicação de X em 

e linear (de (3)), e continua, já que de (2) e (1) segue 

1 a. ( t) ( x) 1 = 11 X li 
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rv 
iv) Mostraremos que a e BV O ( [a ,b] , X') de fato, 

· ct (a) (x) = ct ( a) 
X 

Se d e D, ternos 

= O para todo x € X , logo ex {a) - O 

~ sup sup li F li li x 11 li <P li de (1) 
1 X li ~ 1 li <P li~ 1 

~ li F li 

logo V [a] < li F li (4) 

Mostraremos agora que ex é contínua a direita em (a,b) 

Seja t € (a,b) , (tn)nCN uma sequência de pontos de [a,~ 

tal que t ~ t+ • Como ex é de variação limitada n 

a(tn) ~ a(t+) e portanto ; para cada x e X 
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v) 

< Cl (t ) , X > 
n 

< Cl (t+) , X > 

Mas, <a(t),x>= a(t) 
n x n 

-+ a (t) = < a(t), x) 
X 

por ser a contínua a direita, logo 
X 

< a(t), x > = < a(t+), x > para todo x 8 X e portanto 

a(t) = a(t+) 

F (f) = fb 
a < da(t), f(t)> 

para tôda f e C([a , b_], X) ' de fato , da parte 

C([a,b], 
j 

existe F € X) , tal que 
,a 

e 

MaS p 

F {f) = 
a 

li F li Cl 

F { cj)x) 
Cl 

~ V [a] ( 5) 

= [b < da ( t) , cf> ( t) X > 
q. 

= fb 
a <P ( t) d< a(t), x > 

= ~b cf> (t) da (t) 
X 

= F ( <f>) 
X 

de (2) 

= F (<f>x) 

A segue que 

logo F e F 
a 

coincidem no subespaço das combinações lineares 

;finitas da forma , com X. 8 X 
1 
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mas êste subespaço é denso em C ( [a , ~ , X) e portanto 

coincidem no espaço todo. 

vi) De {4)v (5) e (v) segue que 

V [a] = li F li 

vii) Unicidade de a 

,...,_. . 

Suponhamos que e x iste B e BV O ( [a ,b] , X ') tal que 

F(f) = ~b < dB(t) , f (t) > 

para tôda 

Então 

f e e ( [a, b] , X) e 

= 

o que implica 

V [B] = 11 F li . 

<P(t)x > 

F e F 
a 

para tôda <P e e ( [a , b]), x E: X. Mas, X o B ·e BV ( [a, b] ) , 
o 

0-J 

x o , a € BV 
O 

([a, 12] ) e do corolário. Teorema 4. 1. 2 segue que 

x o B = xo a para todo x € X, o que implica B = a 

IV.2 : CARACTERIZAÇÃO DE 

Passaremos agora a dar a representação de uma função linear, 

continua de e ( [a , 1?J ) em X= Z' para depois obter como coro 

lário o caso mais geral em que X é um espaço qualquer. 
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Teorema 4º2: Se F E: L [e ( [a ,b] .J Z '] então existe uma única 

a € BW([a,b], Z 1
) tal que 

a) para tôda <P € e ( [ a , b] ) 

,,..._ 
b) z o a € BV 

O 
( [ a , b] ) para todo z € z .. 

Temos W [a] ~ li F li~ 2 W [a] 

Demonstração: 

i) Construção de a : 

que leva : 

Para cada z € Z r existe uma aplicação 

<P € C(la,bl) -► < F(<P) r z > € (C 

Esta aplicação é linear e contínua ; de fato, a linearidade 

segue da linearidade de F e a continuidade segue de: 

1 < F (</)) , z > ~ li F (<P) li li z li ~ li F 11 li <P li li z li 

Logo, do corolário do Teorema 4.1.2 r segue que existe uma Única 

~ 

ªz e BV O ( [_a ,lLI) tal que 

li F 11 li z li 

e ( 1) 

< F ( </)) , z > = 

para tôda <P E: e ([a,b]). 
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Se À € (C , 

= 

logo de (1) segue que 

= rb cp(t) d(.>..a (t)) 
ã z1 

para tôda cj> e e ([a , b] ) e da unicidade de 

ªz +z (t) = a (t) + a (t) 
1 2 zl z2 

Além disso , de (1) segue que 

e 

a temos que 
z 

(2) 

(3) 

Assim, por (2) e (3) r p odemos definir uma aplicação 

a g [a,bJ + zi a(t) (z) = a (t) 
z 

ii) a é fracamente de variação limitada, de fato r para todo 

z e z, z o a = (4) 

e pelo Teorema 2 . 2.4 , a € BW ( [ a , b] , z v ) 
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iii) F ( <P) = ~b <j>(t) da(t) 

para tôda <P e e ( [a , b] ) 

De fato, para todo z e z, 

< F ( <j>) r z > = fb cj)(t) da (t) 
a z de (1) 

de onde segue a nossa afir~ação . Logo, vale (a). 

iv) Mostraremos que W [a] ~ li F 11-f- 2 w [a] 
9 

Seja ó uma. divisão de [a,b] r então 

li 
n 

wô [a] = E [a (ti) - (si)] li 
i=l 

n 
= sup E [ a (t.) - a(si)J ( z) 1 

li z li ~l i=l l. 

n 
= sup 1 E [a ( t . ) - a (s. )] 1 

li zll ~l i=l z l. z l. 

~ sup 11 F li li z li 
~ z li ~l 

de (1) 

~ li F 11 

logo 
W [<ij ~ li F li 
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1/-

:

D4

li F li = sup li F(q>) li = sup sup 1 < F(q>), z > 1 
l<P 11~1 ll<P 11<1 llz 11<1 

= sup sup 
li <P 11~1 j z li ~l 

fb <P(t) da (t) j a z 

~ sup 
li <P li ~l 

sup li <P 11 V [a J 
li z li ~l z 

~ 2 sup 
li z li ~l 

w [a.] z 

= 2 sup W [z o ~I 
li z 11 ~1 

2 s u p li z . li W [ a] 
li z 11~1 

~ 2 W [a] 

v .) Unicidade de a. 

Suponhamos que existe S € BW([a,b], z v) tal que 

para tôda <P 8 C( [a,b]) 

e, z o S G BV
0

([a,b]) para todo z 8 z. 

Mas, então, do Corolário do Teorema 4.1.2 segue que 

zoS=zoa. para todo z G z, e portanto 

< S(t), z > = < a.(t), z) para todo t E: [a, b] , o que 

implica S = a 
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Corolário: Se F € L(C([a,b]), X) então , existe uma única 

a e BW([a,b], X' 1
) tal que 

a) F(<j)) = ~b <j)(t) da(t) para tôda cp€C([a,b]) 

~ 

b) x' o a € BV
0

([a,b]) para todo x ' € X' 

Temos, · W [ til ~ 11 F 11 ~ 2 W [ a] 

IV.3 - CARACTERIZAÇÃO DE L [c([a,b], X)r Y] 

Daremos agora o teorema de representação mais geral 11 em que 

F e L [e ( [ a ,b] 11 X) , Z 1] e, neste caso a sera uma função de se 

mivariação limitada a valores em L(X , Z'). 

r--., 

Introduziremos para isto o espaço BW
0

([a 11 b] , Z' ). 

"-' ' 
Definimos BW

0
([a , b] , Z') como sendo J conjunto das funções 

de [a fb] em Z' tais que , para todo z € z , z o a · G BV
0

([a , b]) 

onde , 

z o a t e [a,b] -+ < a ( t) , z > G CC 

Do teorema 2 . 2.4 e da definição acima segue que, se 
,...___, 

a e BW
0 

( [a,b] , z º) então a é de variação fraca limitada e 

a(a) = O. 

Teorema 4.3 : Sejam X e z espaços de Banach, F G L[C([a , b.] , X) , Z'] 

Então existe uma única a € SV ( [a ,b] , L (X , z')) tal que 

a) F(f) = ~b da(t) . f (t) para tôda f e e ( [a,b], X) 

,,-._J 

b) para todo z € z , z o a (X) G BV o ( [ a , b] ) 
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onde z o a(x) : t € [a,W + < ª(t) (x), z> =[a(t) (x)J. (z) € CC 

e li F li = SV [a] 

Demonstração : 

i) Construção de a: 

Dados z € z, x e X , existe uma aplicação que leva 

cp e e ( [ a , b] > 1-+ < F ( cj>x > f z > e cc 

(onde cj>x: t 8 [a , b] + cj>(t)x G X}, que é linear e contínua ; 

de fato f a linearidade é trivial e a continuidade segue de 

I< F(cpx}, z >I ~ li F(cpx)II li z li ~ li F li li <I> li li x li li z 11· 

P-:lo corolário do Teorema 4.1.2 existe uma Única 

r-..,, 

ªx,z € BVO([a , b]} tal que 

< F ( cpx) , z > = rb cp (t} da (t) 
ã. X, Z 

(1) 

e 

1 ªx,z(t) 1 ~ VI ªx,zl ~ li F li li x li li z li (2) 

Se G Z À € CC 

= < F ( cj>x) , z 2 > e 

<F(cj>x),Àz >=À< F(cpx) , z> 

Logof de (1) segue que 
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e 

para tôda <1> e e ( [a , li] )1 
; como a é Única temos que 

XvZ 

a (t) = C/, (t) + a (t) e x,z1+z 2 x , z1 x , z2 

(3 

ªx, À (t) = À ªx , z1 
( t) 

zl , ,_ 

Definimos agora 

C/, : [a ,b] + z' , a (t) (z) = a (t) 
X X x , z 

e de fato C/, toma valores em z o (de (3) segue a lineari 
X 

dade e d e (2) a continuidade). 

Além disso , para t odo z e z 

z o (l (t) = < ªx(t), z > = a · (t) 
X x,z 

logo , z o ªx e BV
0 

( [a,b]) para todo z € z e porta!!_ 

.r--J 

to C/, e BW
0 

( [a , b] , z i ) o 

X 

Ainda temos 

F (ct>x) = fb cj)(t) da (t) 
.. a X 

( 4) 

pois para todo z e z 

< F ( cj)x) , z > = fab <1> ( t) d a ( t) x , z por ( 1) 
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a é única pois se existir 
X 

s ""' e BW ( [a ,li] , z ') tal que vale 
o 

(4) então, para todo z e z, 

rb (j)(t) d(a (t) - z o S(t)) = O 
~ x,z para tôda (j) € e ([a,~ ) 

Mas 
rv. 

a - z o S € BV ([a, 12]) logo, por corolário Teorema x,z o 

4.1.2 , a = z o S x,z para tôdo z € z o que implica a = S 
X 

Provada a unicidade demonstra-se, anàlogamente ao feito para 

(3) , que 

a (t) = a (t) + a (t) e 
xl+x2 xl x2 

a ( t) = À a 
ÀXl xl 

para todo xl, x2 e x, À e ~ além disso 

11 a < t) 11 
X 

= sup I a. ( t) ( z) I 
11 l X 

= 

z li~ 

sup I ªx, z (t) 1 

llzll~l 

~li FII llxll 

onde a última desigualdade vale por (2). 

Logo, por (5) e (6) , podemos definir 

L (X,Z') 

a (t) (x) = a (t) 
X 

pondo 

(6) 

(5) 
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ii) 

e 

pois 

e é imediato quep para todo 

z o et. (x) = Ci, 
X v Z 

z € z , 

Se z € Z, z o F € [ e ( [a , ~ , xl ' 

logo , existe uma Única B e z 

< z o F , f > = < F (f} p z > = 

(Teorema 4.1.3) 

Como Bz é Única , a aplicação 

( 7} 

r.J 

= BV ([a ,~, X'} 
o 

tal que 

8 z € z + 8 e BV ([a , b] f x~} é linear. z o 

( a demonstração é análoga à feita em (i }) 

(8) 

Provaremos que B é contínua~ pelo Te o r ema do gráfico fechado 

(ver (7)) é suficiente provar que se (z) é uma sequência 
n nCN 

de pontos de Z r 

então B = o 

z n + o e t a l que 
r---.:i 

B em BV ( í a 1 J3l , X ' } o L'. -

Mas z + o n 
implica < F ( f) , z > 

n 
+ o por ser F (f} 

linear contínua ; por outra parte 

< F (f) , z > n = {b< d8
2 

(t} , f(t}> 
n 

'b < d8z (t} , f(t)> + 
n 

fb < ctS(t}, f (t) > 
a 

de (8} 

fb< d(B (t) - S{t} , f(t) > 1~11 f li v [B - Í3] 
a z z n n 

= li f 11 li 82 - s li 
n 
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Logo ~b < di(t) , f(t) >=O 

para tôda f e C([a , b], X) 

Se , existem t e [a , b] , 

(9) 

x ex tais que o 

< X , f3 ( t) > 'Í 0 o É fácil ver que 

~ "-7 
B e BV o ( [ a , ~, ) logo , da dernonstraç~o do Teorema 

4o 1.2 existe <I> e e ([a, b] ) tal que 

o B(t)J =f o 

Agora, tomando temos 

= ~b < dS(t) , <I> (t) X > 
o -:f o 

o que é absurdo por (9) e portanto B tem que ser nulaº 

Logo, (3 é contínua e 

iii) 

li í3 ( z) li = 11 í3 z 11 = V [ í3 ZJ ~ 11 S li li z li ( 1 O) 

< B (t) , x > = <a (t) (x) , z > 
z 

para todo Mostraremos que 

z e z, x e x, t G [a,b] . De fato, de (4) temos 1 para 

z e z, 

< F(</>x), z > = < ~b <l>(t) d(a(t) (x)), z > Ile ( 8) 
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logo, 

b b ' <t>(t) d< a(t) (x), z > = ~ <j>(t) d< f3z(t), x)> 

para todo z e z, 

Mas < a (t) (x) , z > = z o a (t) 
X 

= X O f3 (t) z 

rx,> 

e, z o ªx, x o f3
2 

€ BV 
O 

{[a, b] ) logo., _pela unicidade da repre-

-rv 
sentação em BV ( ra,bl) , temos o ~ -

< a ( t) (x) , z > = 

para todo z € z, x ex, 

< f3 (t) , X > z 

t € [a,b] 

iv) Mostraremos que a e sv([a,bJ L(X.Z')). 

Se d e D 

SV d [ a] = sup 11 I 11 

li x. li ~1 i=l 
l. 

ex. > li 
l. 

= 11 l~I [ J li sup 1.. a(t.)(x.) - a(t. 1 )(x.) 
11 xi li~ 1 i=l i J. i- l. 

= sup 
li x. li ~l 

l. 

sup 
11 z ~ ~1 

1 dl 
~ sup sup I: la(t.) (x.) z - a(t. 1 ) (x.)zl 

llx, lkl 11 z 11 ~1 
l. l. ].- l. 

i=l 
l. 

!dl 
I< 1 = sup sup I: X., a e t. > - a ct. 1 >> 

11 xi 11 ~1 ~ z li ~l i=l 
l. z l. z 1.-
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'���<��!���-!�)�4%�=� !��%�!'�,����-.���/��!�)%&����%�0�!�0�

5%	�5	 !'��%�!�)�4%��% %�

>%9%�� #��!� ���

�

;

#	�� 3!��?���!9�!(�!� �%����� ,�#%����-����)�&��% %� �!@

A�='� 	��%�

B�

= 

= 

sup sup 
11 z li ~1 li xi 11 ~1 

ldl 
1: 1 

i=l 
< X. , 

1. 
B (t.) - B (t. 

1
) > 1 z 1. z 1.-

sup 
li z 11~1 

l~I li 
1., B (t.) - B (t. 1 )11 

i=l z 1. z i -

sup 
11 z 11~1 

V [ez~I 

li B li de ( 10) 

v) Mostraremos que, para tôda f e e ( [a,b] , X) r 

F (f) = fb da ( t) • f ( t) 
a 

Definamos uma aplicação linear, contínua 

-+ {b da(t) • f(t) € Z' 

Por ( 4) F {<Px) = F {<Px) 
a 

logo F e F coincidem no subespaço das combinações lineares a 

finitas da forma 1: 
i 

com <P . e e ( [ a , b] ) , 
1. 

x. € X 
1. 

mas êste subespaço é denso em C {[a,~ , X) e portanto F e F a 

coincidem no espaço todo. 

Logo, vale (a). 

vi) De (7) segue que 

Além disso, 

rJ 
z o a(x) e BV

0
([a,b]) , para todo z e z • 
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5)

11 F 11 = sup 11 !b da ( t) • f ( t) 11 ~ SV [ a] 
llf 11~1 

e de (iv) , 

SV [a] ~ 11 f3 li = S1,lp li B li 
llz 11~1 z 

= sup 
li z 11~1 

= sup sup sup I< f3 (t), x > 1 
11 z 11 ~ 1 t€ [a , b] 11 x li ~ 1 z 

= sup 
tela,bl 

sup . sup 1 < a (t) (x) , z > 1 

llxll~l llzlkl 

= sup sup 
t€[a,b] 1-1 x lkl 

sup 
11 z 11~1 

~ sup li F li 
t€[a,b] 

de (2) 

= li F li 

Logo, li F li = SV [ a] e portanto vale (b) • 

vii) A unicidade de a segue novamente da unicidade da representa-
~ 

çao em BV
0 

( [a,bJ) 
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Corolário: Se F € L[cc[a , b], X), Y] então existre uma Única 

(l € SV( [a,b] , L(X, y Q _, ) ) tal que 

a) F (f) = Ib da (t) . f (t) para tôda f e e ( [a, b] , X) 
a 

,,. ____ 

b) Para todo y ' e Y' , y' o a (x) e BV O ( [a, b]) 

onde y' o a (x) . t € [a,b] -+ < a(t)(x), yv > E: e. 
G 

Além disso ; 11 F 11 = sv [a] 

Demonstração: É só considerar a imersão canônica de Y em Y' '. 
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