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lmunQlmçXo

Para as equações diferenciais ordihárlas! L,R.IBorges Vier
ra formulou e desenvolveu o concelho de si.stemas associados (Ver. .
[O], [21t [3])(+). 0 objeti.vo do :presente t;atalho é entender êsse

con.eito ao âmbito das equbç8eg diferehciai.s :funcional-s (equações
diferenciais com argumentos retardados), o.bjebi+o êa'be que é bbem. .
modeÉtoi nÊo x).fébéhdémóo .dedenVolVex' aqui üzna teoria sabre o refe-
rido assunto como a que :foi. :feita nos tfaba.Lhos dõ IBoPgea Vie:i.ta.
]..imitar 6-erros a dar uzniaf formal.açao a. êsse conceito no contexto
dao equações di-ferenciais funcionais e justifi.cá-la. Esperamos que
no fu't;uro os resultados aqui obbti.dos venham a ser obbjeto de apre-
c:iaç8o para escudos posteriores.

IE)rocederemos abbaixo a uma deBcri.galo rápida .das questões
abbordadas ne ate trabbalho :

A Parte O é um resumo dos í'fitos bbásicos da. Teoria das e-
quáçõeg di:ferenciai.s funcional..s e aua estabbilidade .. A estabbílidade
(!ue aÍ ]tratamos é de caráter ].oca].. Na exposi-çao d.êsses fatos, prg.
juramos sega.i.r, na medida do possível, [ 4] no que diz respei.to a
definições e notações, ep ealbora nenhum resultado original sela..
apreaentadop ajgun6 comentários sana feitos a:fi.m de ressaltar quem
iões maia importantes dentro do es(!uema do nosso trabbalho.

FÍa Parte -t, é feito un] escudo de p06sÍveÍs definições de
derivada de um :f'unciona] de ]..yapunov relativamente a uma dada equ&
çâlo. Uma ta]. defipiç;o :figura na Parte O. Essa definição é dada em

termos de soluções da equaçâlo. O propÓ.sito.l ce.ntral da Parte l é o
da apresentação de tais definições de modo independente do Conheci:.
mento de soluço'es. Inicialmente, é .dada ulm, (iefiniça o neste sentia
do. A mesnu é, poréml acompai)haja de um inconveni.ente: o de nos..
vermos obrigados, em determi.Dadas circunetânci.as! a impor uma con
lição d;e ]ipschi.tzianeidade ]oca]. aQS funcionais de lllyapuHOV cuja

(+) Os cume:ros entre coloheteo referem
no :final do presente tra.ba],ho.

à bbi.bli.ografica colocada

INTRODUÇÃO 

1 

Para as equações diferenciais ordiµárias; L,R,Borges Viei 
ra formulou e desenvolveu o conceito de sistemas associados (Ver •• 

· [o], [2],. [3])(+). O objetivo do presente trabalho é estender êsse 
conceito ao âmbito das e~µa~óes diferenciais :funcionais . (equa ções 
diferenciais com argum~ntos rétardados), o_bjetivo ªste que é bem •• 
modestot rtão ptetetidemos ,desenvolver a qu{ ~ma teoria sôbre o refe
rido assunto como a que foi feita nos trabàlhos de Borges Vieira . 
Limitar-nos-emos a dar uma formulação a_ êsse · conceito no contexto 
das equações diferenciais funcionais e justificá-la. Esperamos que 
no futuro os resultados aqu{ obtidos venham a ser objeto de apre
ciação para estudos posteriores. 

Procederemos a ba ixo a uma descri<;ião rápida das questões 
abordadas neste trabalho: 

A Par.te O é um resumo -dos fatos bás;i..cos da . Teoria das e
quaçoes diferenciais funcionais e sua · estabilidade • . A estabilidade 
que aí t~ata mos é de caráter loca l. Na exposição dêssesfatos, ;pr2, 
curamos seguir, na medida do po ssível, [ ~ no que diz respeito a 
definições e .notações, e, embora nenhum resulta do original seja., 
apresentado, alguns comentários são feitos afim de ressaltar ques
tões mais _ impor~_antes dentro do esquema do nosso trabalho. 

Na Parte I, é feito um estudo de possíveis definições de 
derivada de um funciona~ de Lyapunov relativamente a uma dada equ~ 
ção. Uma t a l defi:p.ição figura na Parte O. Essa definição é dada em 
têrmos de . soluções da equação. O propó.st t<t. ce_ntral da Parte I é o 
da apresentação de tais defi,niçÕes de modo independente do conheci 
mento de solu_çõe s. Inicialmente, é dada uma definição -neste senti..:. 

, , .. . 
do. A mesma e, .porem, acompanhada de um inconveniente: o de nos •• 
vermos obrigados, em determinadas circunstâncias , a impor uma con
dição de lipschitzianeidade local aos funcionais de Lyapunov cuja 

(+) Os núm,eros entre oo],ohetes r-efe::rem-se à bibl;iograf;L a colocada 
no final do presente tra.Palho. 



derivada desejãTnos calcular. Posteriormentep êsse i.nconveniente é
e].iminado por xlina segunda defina,ção .

Na Parte 11, onde as equações díferenci-ai-s funciozmi,s. ..
passam a ser chamadas de si-stemas, o conceito de falníli.a associa-
da a um sistema é formu]ado. ]!essa parte, a condiça o de associa-
Çâ[o, intJ'odu.zi.da por IBorges Vj.eira em [O] e [ll} desempei:ha uln p2
pel decidi.vo. FTa mesma parte ainda? são estabbeleci.dos teoremas rE.
laca.orando a estabbi.lidado de um da(ilo sistema com a estabbilidade..
dos sistemas de uma sua :falrlÍ].ia associada: Para tantos os resulta
dos obbti.dos na. Parte l consta.-quem-se em ferramenta principal-.

Expressamos aqui hosBos agTadecimehtos ao Prof.])r. LóR.
IBo.ages Voei.ra pe]a inestãnÚve]. dedicação com que Dos orientou, ao
ProfóDr. M de Oli.veíra.. Cegar pela .bbolítiosa ajuda (!ue nos ofereceu+
aó Prof.Drl (Ihaítn S. Hdnig pelos excelentes cursor de $6s''gz'agua'+
çào que nog tü.tÜ.gttob.+ b.a $'rdfiDI'4 AbbTàhao de Moi'aeg pelóg conãtãB
tes i.ncentivos. que nos deu e à ]Btundaç=o de Amparo à Pesquisa do ]i.g
fado de S:o Paulo pelas bbâlsas de escudos que nos concedeu.

S=o Paulo, abbril de 1970

Ta.dao Yo shioka

derivada desejawos calcular. Posteriormente, êsse inconveniente é 

· eiiminado po:r uma segunda defin:i,çã.o. 

Na Parte · !I, onde as equações diferenciais funciona i s ••• 

passam a ser chamadas de sistemas , o conceito de família associa

da a um sistema é forITil.lla do. Nessa parte, a condição de associa

ção, introduzida por Borges V;ieira em [OJ e [l], desempenha um P.ê:. 

pel decisivo. Na mesma parte a inda , são estabele cidos teorema s r~ 

lacionando a estabilidade de um dado sistema com a estabilidade,-, 

dos sistemas de uma sua famíli a associada~ Para t~nto 1 ·os result.ê:_ 

dos obtidos na Parte I constituem-se em ferramenta principàl. 

Ezj)re~samos aquí nossos ag~adecimêhtos a o Prof.Dr. L.R. 

Borges Vieira pela inestimável dedica ção com que nos orientou, ao 

Pr0f.Dr. M, de Olíve±r~ Cesar. pela bo~aosa ajuda que nos ofereceu, 

ab Prof.Dr, Chaim s. H~n~g peios exceientes cursos de p6s~gradua~ 

çto qtiê nos mihi~~roh, aó ~rdf~Dr, Abrah~O de . Mor~es peios constan 

tes ·incentivos _ que nos deu e à Fundação de_ Amparo à Pesquisa do Bs 

tado de São Paulo ~elas bôlsa s de estudos que nos concedeu. 

São Paulo, abril de 1970 

Tadao Yoshioka 



PARTE O

PltEbllmNAIES

])efinição de eaua0 1 lo diferenci.a]. funêi.anal.

IDaremos aqui uma defi:rli-çâlo formal- de equação diferencial-
Uma discussa'o oâbre fatos e exemp].os que movi.viram esta definiçâlo
pode ser encontrad.a} por exemplo, em [4] e [5].

Seja h} O4 !K oo . Ind:í-(!Hemos por C o espaço das :funções
contínuas (i]efinidas no i.nterva].o [-h,O] com va]â:res em ]tfi. Aqui Rn
é o espaço n-dimen6ional real (nota(ilo de uinla norma usual qualquer..
I' l. .A. norllm 1 1 ' 1 1 no espaço C será a da covergêHci.a uniforme?
i.sto é, l IPI 1 = mp.h:é8éO lq'(8)l,'Pe C, e com esta DorIDa C é um es-
paço de IBanach

Sejam t., A, cóm t.à O, O'( A 4m ? e x uma funç;o oontíllna
defi-ní(la no intervalo [t.-h,t.+A) com valores em Rn. Para cada t,
to 4t <to+AI a notação.xt indicará a translação, de -t, da restri-.
çao de x ao interva].o [t-h,t] ; maia prece-sauaen-be9 x+ é um elemen
to de C def'i.ni.do p'r xt(8) = x(t+8 ), -hé8 é O. Em outras palawasf
o gráfico de x+ é nada mais do que o gráfi.co de x s6bbre o ínterva-
].o [t-hlt] des]ocado a,o interva]o [-h,O]. Apesar da setne:Lhança dos

gráficosl é importante distinguir xt e x] [t-h,t] 9 re6triçao de K
ao :intervalo [t-h,t].

A figura l ilustra a relação entre x e xt

FI(;UIU . l

PARTE O 

FRELIIVITNABES 
, 

0-l. DefiniÇ§'.o de, egua9ão diferencial funéional. 

Daremos aqu;i. uma definição forma l de equação diferencial. 
Uma discussão sôbre fatos e exemplos que motivaram esta definição 
pode ser encontrada, por exemplo, em [4] e [5]. 

Seja h 1 o~ h< oo. Indiquemos por C o espaço das funções 
contínuas definidas no intervalo [-h,O] com valôres em Ir~ Aqui Rn 
é o espaço n-dimensional real dotado de uma norma usual qualquer •• 
I" 1.Anorma11 • 11 no espaço C será a da covergência unifo~me 1 

isto é, 1 \<p 11 = sup_h:f-&~o \<p(-8-) l ,cpe: C, e com esta norma C é um es
paço de Banach. 

Sejam t
0

, A, com t
0

~ o, O< A ~ClD 1 e x uma função contínua 
definida no intervalo [ t -h, t +A) com valôre s em Rn º Pa ·ra cada t, o o 
t

0 
:,;:;;t <t

0
+A, a notação xt indica rá a translação, de -t, da restri-

ção de :x; ao intervalo Ct .... h,tJ ; mais precisamente, xt é um elemen
to de C definido por xt (,&) = x( t+-& ) , -h~,& ~ O. Em outras palavras; 
o gráfico de xt é nada mais do que o gráfico de x sôbre o interva
lo [t-h,t] deslocado ao intE;Jrvalo [-h,OJ. Apesar da semelhança dos 

gráficos, é importante distinguir xt e. xi [t-h,t] , restrição de x 
ao intervalo [t-h,t]. 

-h 

A figural ilustra a rela ção entre x e xt. 

X .. 
t 

o 

1 

1 

1 1 
! . 1 ' 
1 t ... . 1 1 1 

~

· I• _I 

l · j ·_. --"~I 

1 ' '·••' 1 ' . '' 1 
1 l r . ! X' _ 1 

i 1 1 1 ! 
1 1 1 

t -h t-b t t t .- +.A o o o 

FIGURA 1 
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Seja H com O < H óa) .. Usaremos 3, notaçâlo CH pax'a indicar o
conjuntotg e Ci l IPI 1< nl , bola aberta etn C. No caso H = oo fica
IÉ)ois' CH : Coo = C.

Seja f uma aplieaç=o de CH x R+ .em Rn, onde R.ç = [C)!m).
A equação

( o-]. ) x(t) = f(xt, t)

é chamada equação diferancia]. fumei.ona].

Eín (O-l), vemos que o veto:r velocidade ;(t) depende de t
e de:xt, isto é, para se deterá.nar x(t) deve cer, aléta do
instante t, a trajet6ria de x no ante:rwa].o [t-ht'd . Nota-se que?
no caso das equações di:ferenei-ais ordinárias, x(t) depende de t e
do con:llieci.atento apenas de x(t), valor de x no i-nstante t.

+v .P . . . /\Duna outra observação é a de que, quando h = O! uhn equa-
ção dizer'encia]. funcional se reduz a uma equação diferencial orai--
nafta em ifl uma vez que! neste caso, Cn pode ser considerado como
uma bbola aberta em Rn.

0 2 Existênci.a e Unicidade de soluções

Sejam A! O< Aé ao ? to àO e 9. € CH'
U"n funda'o x, contínua e definida no i-nte«va].o [t.-h,t.+.A),

/ . e l .. l -.é dita uma solução de ( 0-1) .ggB. Deão ini,ci,a].

(j.) xt e cn para to4t <'boca ,
(j.j.) x. = 9

"0

( á.j.i ) T(t) :f(xt, t) para toé t <to+A

Qbg93i:xg,sãg.: Para se verificar a coDdi-çao (iij.) acima só se supõe
que x telha derivada à direita em t., devendo-se entender x(t.) co-
mo designando essa derivada. Pode sez' dada uma definição anal-oga de
so[ução num interva].o do tilÉ)o [to+hlto+A ]

e

O seguinte teorenn aá uma condiçawo sua.ciente para a edis
tênci-a e uni.cidade de soluções com função inicial- Hum instante po-
st.tido ou mllo .

Seja H com O< H ~ -CD _. Usa r emos a nota ção CH para indicar o 

conjunto { q> e C 1 11 cp 11 < H} , bola a berta .em C ~ No Cf:Lso H == CD fic a 

pois · CH ~ C
00 

== C~ 

Seja f uma a plioa ção de CH x R+ ,em Rn, onde R+ = [O, CD). 

~ A equa ça o 

(0-l) 
.. 
x( t) = f ( xt, t) 

, ~ 
e cha.mada eguaoao dife,r,~ncial _fu:n.piona,l. 

• 
Em (0-l), vemos que o veto1r velocida de x(t) de:pende de t . 

e de :xt, isto é; para se determinar x(t ) deve ... se conheçer, além do 

insta nte t, a trajetória de x no intervalo [t-h 1t]. Nota-se que, . . . 

no caso das equa ções diferenciais ordinárias , x~t) depende de te 

do conhecimento apenas de x (t), va lor dEl x no insta nte t! 

Uma outra observação é a de que , qua ndo h == o, uma equa-
. ~ çao diferencial funciona l se reduz a ~ u ma equaçao diferenoia l ordi~ 

nária em R1'1 uma vez que, neste caso, CH pode ser coneiderado como 
n u ma bola ob e rta em R. 

0-2! Existência e u .n,icidade de soluções. 

Sejam A, 0<A,;;;co, t
0

;;/) e cp _ ecH. 

Uma função x, contínua e definida no interva lo [t
0 
-h, t

0 
+A), 

é dita uma solução d.e ( 0.,.,1) 09m _,função inicial cp em t
0 

se 

(i) xt ç; cli para t ~t 
o <t +A 

o ' 
(ii) xt :::; q> 

o 
• 

( iii) Jr( t) - f ( x_,_, t) para t ,;;; t <t +A 
L, o o 

Observação: Pa r a se verificar a condição (ii;i.) acima só se supõe .. 
que x tenha deriva da à direi t á em t

0
, deveüdo-se entende r x ( t

0
) co-

mo .designa ndo essa derivada . Pode se r dada uma definição análoga de 

solução num intervalo do tipo [t
0 

.... h,t
0

+.Al -_ 

O seguinte teore rr~ dá uma condição ffi1ficiente para a exis

tência e uni cida de de soluções com fun ção inicia l l1Um instante po

s itivo ou nulo. 
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Teoreím C) jam f: CH :x R.t - Rn unia aplicação contínua e L.u
ma constante -bal quem .para $p ( E: CH e tc.R.+ ? se ten.ha

l :e(o , t ). :e((',t) lé: l l

Então9 para qualquer to bO e para todos E CH p existem A>O en u
ma :Função x! definida no iate:rvalo.. [ü. +A]p (!ue é solução de

(O-l) com função ini-cial q) em t..
H.+ -l + l -.i f"'f / /'Ainda mais? esta solução é úrli.ca

9&gg;É:!129ão: O TeorelnlE:t O-l, na, forma como está aoi.ua enunci-adop bbem

como uma si.a demonstraç];o podem oer encontrados em [4]. ]b ] aprese2
ta um tCOFOtilR e sua demonstração bbastante compacta para o caso ...
n = ço , Em[ 5] , o problema 'le exi-stêneia e o de uníci-ande sXo t::2
fados separada,mente? mlm contexto mais geral. do que o do teorenua..
acima. Em todos os teoremas aqui- citados, uma príclpal ferramenta
para demonstração é o c]ássico teorema do ponto fixo de ]3anach.

Â. solução x de (O-l-) com hnçgo i.ntci-al g em t. será de-
notado por x( P,to) e a. correspondente hnç=o xt por xt( g,to). Os..
va].ares dessas funçoes eni u e eme serão indicados resll)ecu,lamente
:por x(u; q',to) e por xt( Ü; 9,t.). Nota que, nessas notações, se
tela x(t.; 'P,t.) ='P(O) e xt( 9,t.) ::'P0

Apresentaremos a seguir as seguintes obbBervaç8es . sâbbf'e o
probbleuia de extensão de se:lnçoes? as quais se encontram feitas em

])entro das ]aipóbeces do Teorema O-l, teln06g
[4]

(a) Se x, definida em [t.-h,t.+A ], é solução de (O-l) e se......
lx(t) l <H neste intevalo, entâlo x po(le ser estendida à di.Feita
de tn+Ap tomando para :Fu'.nçao ini-ci.al em tn+A

P(8) x(t.+A+ 8) , .hé & 4 0

('b )

( c )

Se x, de:f:Lnlda e"l [t.-h,t.d"B) , O<B<o. , é .oluç=o de (O-l) e
se lx(t)l H<n neste i.nterva].o, então podemos prolongar x
como so]uç=o de (O-]) a [t.-h,t.+B] e, por consegu.iate? pe]a
oboervaçgo (a), à di-Feita de t.-b:B.

Sela [t.-h,t.+M), O< Ba# oo ; d iHtexvalo tlaximal de ulm soluça'o
x de (O-].)

3 ... 

Teorema 0-1: Se ja].11 f: CH .x R+ -,. Rn uma aplicação contínua e L u-
ma consta nte tal que, -par1: 4>, l;, · · E: C e t E . R+ , se t enha . H 

Então, para qualquer t 
O 
~ O e para todo cp E CH , existem A> O e u

ma função x, definida no intervalo [t -:q ~ t +A J, qu e é solução de . - o o 
( 0-1) com função inicial cp em t

0
• 

Ainda mais, esta s olução é única . 

Observaç@'..9~ O Teorema 0-l, na forma como está ac~ua enunciado, bem 

como uma sua demonstração podem ser encontrados em [4 J. [6. J a pre se,g 

ta um teorema e sua demonstração basta nte compacta para o caso ; •• 

H = ço. Em[ 5] , o problema de existência e o de unicidade são trQ 

tados separadamente, num contexto mais _geral do que o do teorema •• 

acima. Em todos os teoremas a qui citados, urn,a p;rici;pal f erramenta 

para demonstração é o cláss ico t eorema do ponto fixo de Banach, 

A solução x de· ( 0-1) com furn;ão inicia l cp em t será de-
. . o 

notada por x(cp,t
0

) e a correspondente função x t por xt(cp,t
0

). Os .. 

va lôres dessas funções em u e emB- serão indicados res;pectivamente 

por x(u;<p,t
0

) e por x t(-&:;cp,t
0

). Nota -.-se que, nessas notações, se 

tem x(t
0

; cp,t
0

) =Cj) (O) ~ xt ( cp,t
0

) =·cp. 
o 

Apresenta remos a segui r as seguintes observaçÕes . sôbre o 

problema de extensão de soluções, as qua is se encontram feitas em 

[4] º 

Dentro das hipóte ses do Teorema 0-1, temo s : 

( a ) Se x, definida em Ct
0

.:...hft
0

+A J, é solução de (0-1) e se ••• 09 • 

lx(-t) 1 <H neste inteval o, então x pode se r estendida à -direita 

de t +A, toma ndo para fr.nção inicial em t +A 
o o 

(b) Se x, defin~da em It
0
-h,t

0
+B), O<B<co, é so lução de (0-1) e 

se lx(t) 1 ~H <H neste intervalo, então podemos prolongar x 

como solução de (0-J,.) a [t
0
-n,t

0
+B] e, por conseguinte 1 :pe l a 

observação ( a ), à direita. de t
0

+B. 

(c) Seja [t
0
-h,t

0
+M), O< M~ oo, õ ~ntervalo ·maximal de uma. solução 

X de (0-1). 



Vê--se que se, neste i.ater\ralo, lx(t)l úiiç n, então M = oo em
virtude da observaça'o (b) .
Em parti.calar, se H = ;oo e. Be x é linúta,da n0 8eu i.nte3-ralo HUR-

xima[- [-b.-h,t.+M) , en-b;io ]] = oo

(d) Seja x(gPt.) solução de (O-l-) d.f:unida no interval-o [t.-hPt.+a.)
Em geral, não podemos estehdef x(g,t.) à esquerda de t.-h, isto
eJ nao podemos gaz'anuir a existência de c >0 e de utn :função xP
definida em [to-h-c,rota), coinci.dando com x(g,to> em .
[to-'h,'boca) tal que

x(t) f(xt, t) para t.-c

Baste é o caso? por exelltpl-o, se tomarmos q) E CH nao tendo deri-
vada.

0 3 Estabbilidade e funcionais de IJv&'DUHov

Pa:r'a simpl-íficar a linguaé;em introduzirelüos a seguinte de
noM.naç:o: di.demos qu' a equaça o (O-l) pertence à Claoso e se

(i-) :f -ti-afaz às çondiç8e6 do Teorema O-l, j.;to é, :f é contínua
e ].ipschitzi.ana em CH x R+ ,

( j.j- ) f(o,t) para t bO

Quando a equaça o (O-].) pertence à Classe € indicaremos
êste fato escrevendo Ê..Ê..e . Observemos (W.e se :Ee €1 a existência
e un:Lcidade de so]uç3ea de (O--].) .lio ass.®radaa e a hnçao x = O
é uma so]«ç=o de (O-]) co«: o int-vazo maH.ma] .obtendo o interva],o
L -h , oo ) .

Defina calo O--l Seja dada uwl equ.açao (O--l) com :fe EI

(a) A so]uçao x = O dç (O-],) ç$ dita .g.E&ável se, dados c >0 e t.à O,

exi-ste Õ e,t.) »O tal- que

l IPI l '« Õ, 9 c CH ? e t àto .impJ-icem lx(t;9,t.)l< e.

(bb) A solução x = O de (O-l) é dj.ta yn.i.formemonüe estável: se a con
di-çao (a) é Bati-s:fe:Lta co«l õ: :.i.ndepondente de t..

- 4 -

vê~se ~ que se, neste interva lo, 1 x ( t) 1 cf H ~ H ,. então · M == oo e-q1 

virtude a.a observação (b). 

Em particular, se H == "ex) é_ se x é limitada no seu intervalo raa-

ximal [ to~Ah' to +M) ' . então wr == (X) • 

(d) Seja x(cp,t
0

) solução· de ·(0-1) definida no intervalo [t
0

..,.b 1 t
0

+A ). 

Em .geral, não podemos estender x(cp ,t
0

) à esquerda de t
0
-h, isto 

é, não podemos garantir a existência de c > O e de una função x , 
. . 

deftnida em [t
0
-h-c,t

0
tA), q9incidindo com x(cp,t

0
) em ••••••• 

[ t
0 

... h,t
0

+A) t al que 

X ( t ) == f ( Xt , t ) para t -c ~ t < t +A , . () . . o 

Este . é o caso, por exemplo, se t omaruos cp E ·. c1~1 
vada . 

0-3. Estabilidade e funciq_nais de Lyapunov. 
1 . • • . . . , 1 

,V 

na o tendo derí-

Para simplificar a linguagem. introduziremos a seguinte de.

i1ominação: dizemos que a equação ( 0-1) pertence à Cl a sse ~ se 

(i) f satisfaz; às çondiçÕer;; do Teor.ema 0-1, isto é, f é contínua 

e lipsoh;L tziana em CH x R+ , 

(ii) f(O,t) == O para t ~o. 

Quando a equação ( 0-l) perte_nce à Cla sse , indicaremo s 

êste f a to escrevendo f E ç . Observemos que se fE ç, a existência 

e unicidade de so luçõe s de (0-l) são asse~radas e a função x == O 

é uma solução de · ( 0.:..1) coE1 o interva lo maximal contendo o interva lo 

[-h, oo ) ~ 

Definição 0-1: Seja dada u ma e quação (0-1) com fE ç. 

( a ) A solu.ção x ~Ode (O~l) 6 d~ta estável se, dados e >O e t
0

~ O, 
ex;i.ste ó == 'ó(~, t

0
) >O tal que 

( b) A so lução x = O de ( 0-1) é d;i. t a uniformemente estável se a con

dição ( a ) é satisfeita com ó . ;independente de t
0

• 
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(c) A aoluç=o x = O de (O-l) é dita 3;g;çij:;p$e)$;4çQçilQrçÇp ÇF$:qygl: se a

condição (a) é.verá.brada c se, da'lo to bO! eXi-ate n.=no<'t&,)>Q
tal que

11 Vll < n. , q)c:CH tmplicatn x(t; g,to) -»O quando t'-'O

(d) A solução x = .O é dita ylH:;fç?r; ç g $ç!; QgglD$Õti:ççlmçlp$Q çgb$ypl:
se a condição (c) se v9rlf3-ca OQm Õ e H. independentes de t.
e se, .para todoD>O, existe T = T(n)>0 ta]. qu.e

1 1 PI 1< Hol g E CH e tà'bo+P iuip.Li-cata lx(t; V;t.)l« n

As figuras abbaix(i ilustram sibuaç8es em que ocorrem a esta
bi[idade aii:ap]e6 e estabbi.].idade assine(5ti.ca.

t.

x(9,t 0
t

Q

FI(m ];U

Em [7] , outros. conceiboo de estabbilidade sgo considera
dos. .De i.nterêsse para êste trabba].ho s:o easenci.a].mente (b) e (d)

Seja V um funclolual Contínuo em CH x.R,p, isto é7 V é uma
apl-icaç5o contínua de CH x R+ em R, espaço dos ]lÚmeros real.s. Um
ta[ funci.o:rm,]. será chantado fu.Dciona], de .]Lyapunov. Através dos fun-
cionais de l,yalpunov podemos venera.Ligar o u30 das funções de LyapE.
nov nas e(]uaç8es diferenci-ais ordinárias para as equações di:ferem

ciona]. de Lchauiado nov.

( c) A solução x ;;:: O de ( 0-1) é dita assintÕti·canent~ estável se a 

condição (a ) é verifica da e se , dado t
0 

~o, e~iste H
0

~H
0
tth)>O 

t a l g_u e 

(d) A solução x ::; . O é dita uniforr.'.H;~mente ·ass:i,:ntÕtioamente e ·st6.ve l 
. ~ 

se a condição (e;) ·se V(;')rifica com 6 e H0 inde;pendentes de ·t 0 
e se, para todo Y)> O, existe T = T( 'l'J) > O t a l qu e 

As figuras a bai:içó ilu s traT,1 s itua ções em q_ue ocorren a esta 

bilidade s imples e estabilidade assi n tóti ca . 

1 . 

1 

1----- -- ·
i~ 

1 

1 
- - - - - - - - -'-- - - -; - ~ - - - ~ ...... - - -

1 

o 

, -- - -- - - Ho 
,~~ cp 

1 1 ,,....----~ . . 

~~-:--- xc cp, t 
O

) - - ~ -

t """b t o o 
FIGURA 2 

1 

- - - -1 

1 ~ 
1 . .. . . . . - -+--:_-----L-____,.~_____c:,.._.;~_1_ __ 

-b O t o 
FIGURA 3 

x ··= O 

X · = 0 

Er:1 [ 7] , outros ooncei to s de estabilidade são considera

dos. De interêsse para êste trabalho são essencia lmente (b) e (d). 

Seja V u m ;funcion.al contínuo em, CH x .R +, isto é, V é uma 

a pli cação contínua de CH x R+ em R, espaço dos números reais. Um 

t a l funciona l será chama do funci ona ;t d~ Iiya punov. Atra vés dos fun

cionais de Lya:punov podem.o s generaliza:i;- o uso 'aas furiçÕe·s de Lya:pu 

nov nas equações diferenciais ordinárias pa r a as e qua ções diferen-
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ciais funcionais. Com tal ;propósito, definiremos abixo "o . que veD a 
• •• • ,1 

ser "derivada de um funciona l de .Lya:punov relatívamente a uma dada 
equação". ::E:ste conceito é vi tal no estudo da estabilidade por neio 

de funcionais de Lyapunov,e, :pa rticularmente , dentro do esquema do 

nosso trabalho. 

Definição 0-2; Consideremos u1na equação ( 0-1) com f E ç, e ura funcio-
' 
nal de Lyapunov V. Dados cpe CH . e t 0 ~ . O. , ·x (cp, t 0 ) indica solúção ele 

_(0-1). 
A derivada ele V no, ponto (p it 0 ) relativamente à e,gua ção 

(0-1), denotada por V(cp,t0 ), é dada pela seguinte express5o: 

lim 
k -o+ 

--~ lim 
~o+ ,. k 

k 

t +k) 
o 

. .. 
Quando necessário, para indicar explicitamente que V(cp 1 t 0 ) 

está sondo calculada relativamente à equação (0-1), costuma-se usar 

a notação V(O-l)(cp,t0 ). 

• 
Nota-se qu e na definição ac ima de V( cp, t ) empregámos um o 

limite superior e não limite simples; isto por quê , dentro da hi-

:póte se de continuidade de V1 ê s t e Último lirai t e poderia não exis

tir, enquanto que o primeiro certamente exi st e (finito ou não). 

Para os funcionais de Lyapunov podemos, de maneira análo

ga à do caso de funções de Lya:punov, definir os conceitos de funci

onal positivo definido, negativo definido e funcional com extremo 

superior infinitésimo etc. Com êstes conceitos, é possível estender 

ao caso das equações diferenciais funcionais os conhe cidos teoremas 

do segundo método de Lyapunov relativos ao caso das equações dife

renciais ordinária s . Para êsses t eoremas ver, por exemplo, [4 J,[5] 
e [6]. 

No que segue traballl~ret:1os com o se-guinte teorema, que 
, .. 

é ut:1a consequência dos teoremas acit:1~. áludidos. 



a..9;g: Seja dada u«a equação (O-l') com f E e.

Sé existir um funcioim]. contíi]uo V:CH x R+ -. R ta]. que

(i) a(l©(O)l)4V(«,t)éW(Ü) para @eCUetbO,ondea é
uma função escol-ar contínua em to,n) com a(r) > O para r > O
e W.é üm fumei-onal contínuo em Cn com W(O) = O

(ii-) V(Q,t) é O :para 'b cCU e t à O,

ent;o a ao]ução x = O de (O-].) será uni.:fortemente estáve]..

Ainda maisl se a condição (ii) fâr subbstihÍda pela 8
guiDte condição mais forte:

(i-i-i) V(ü,t)é - l3( l l$1 1) para @ ecn e t à O, onde l3 é um função
escol-ar contínua em to,n) cola l3(r) > O para r. > O,

a mesma. sollln=n Rara lln-ífnrm mnnt n.nn.intht-i nnmnn-hn PqtnP

Teores

!

e#

então vel

7 -

Teorema 0-2: Seja dada uma equação ( 0-l) com f E ',· 

Se existir um funcional contínuo V: CH x R+ ➔ R tal que 

(i) a{ l(jJ(O) 1) 6 V(tjJ,t) ~ W(tjJ) para (jJ E CH e t ~ O , onde a é 
uma função escalar contínua em [O,H) com a(r) > O pg,ra r > O 
e W é um funciona l contínuo em CH com W(O) = o, 

• 
(ii) V(<J>,t) 6 O para (jJ ECH e t ~ O, 

então a solução x ~Ode (0-1) será uniformemente estável. 

Ainda mais, se a condição ( i _;i) fôr substi tu:i.da pela se~P 

guinte condição mais forte: 

• 
(iii) . V((jJ, t )4 - f3( 1l(jJ11) para <.v ECH e t ~ O, onde í3 é uma função 

esca lar C(?ntínua em [O,H) com f3(r) > O pa r a · r . > O, 

então a mesma solução será uniformemente assintOt~ca mente e$tável. 
. 1 , i , , i 1 -- • 1 , , ( . ) . • • . 1 Ji 



PARTE l

SABRE POSS]VE[S DEFIN[QOBS DE DER]V]DA bE UAI FUNCIONAL DE LYAPUNOy

1-1. Meti.vaçâo

No caso das equações diferenoi.ais ordinárias, por segun-
do moto(to de Lyapunov (ou método direto de .Lyapunov) entende-se,
em geral-, um método IÉ)e]o qua] ae determ]Da tipos de estabbi.].i.ande
pertinentes a um dado sistema por mei-o. de :funções. de Lyapunov7 .ggB
a necessidade de resolver o pio.bs#B. Isto é possível, pri.cipalmeh-
te, pel-o fato de a, deFi,veda de funções de Lya.puDov poder ser ex--
pressa em têrmoa apenas do sistema, n5o envolvendo soluço'es do me.E

Como se verá na Parte ]]., êste :fato também será fundame=
ta[ para a ap].icaçao do conceito de sistemas associados ao escudo
da estabbili-dado de equaç6ea di.ferencíais funcioimis.

mo

Seja

( ].) X(t) = f(x,t)

um sistema de equações diferenciais ordlnáriaa e V uma função es-
ca].ar contírlua no campo de defi,ni-ç;o de f, isto é, V ó unia :função
de ]Lyapunov para o sistema (1), Supoiüamos que o campo de defi-ni-
ç=o de f seja do tipo G x R.b } onde G é um abberto em Rn e que a
existência e uni.ci.jade de soluções de (1) estejam asseguradas.

Q-ando V é de c].a,;se CI, com. é amai, dente-se t(x.,t.)
dera-varia de V no ponto (x.,t.) rel-ativamenbe ao sistema (1), por

( 2)
. n

V(xo'to) = .Ei;l ê.:b(x., t.):fj.(x., t.) + -g'#--(x., t.),

def:Lniçgo esta que não envolve soluça.s de (1)
Quando V é de classe C, de modo que em geral a expõe.g

são do segu.ndo membro de (2) não se PQ(le considerar, V(xo' to)
é dada usualmente, por

:.,. V(x(to4-k), t.+k)
k--.o+ k

V(x.,t.)(3) t'( xo ' to )

PARTE I 

SÔBEE POSSlVElS D,EFlNIQ0ES DE DERIVADA DE UM FUNCIONAL DE LYAPUNOV 
• < • ) 1 • ! • • ' • • , • , r ) , . < • • 1 J 

I-1. Motivação~· 

No caso das ·equações diferencia is ordinárias , por segun

do método de Lyapunov ( ou método direto de Lyapunov) entende-se, 

em geral, um método pelo qua l se determina tipos de estabilidade 

pertinentes a um dado sistema por meio . de funções . de Lyapunov, ~ 

a necessi~ag.e de reso_iver o sistºema. I s to é possível, pricipalme:n

te, pelo fato q.e a de ;ei va,da de fu.nçõe s 'de Lya punov poq.er ser e:x;

pre ssa em t~rmos a penas do si13tem21, , não ~nvolvendo soluções do mes 

mo. 
Como se verá na Parte II1 êste fato também será fundame_Q 

t a l para a aplicação do conceito de sistemas a$SOciados ao estudo 

da estabilidade de equa çõe s diferenciais funcionais. 

Seja 

• 
(l) x(t) = f(x,t) 

um sistema de equações diferenciais ordinárias e V u ma função es

calar contínua no campo de definição de f, isto é, V é uma função 

de Lyapunov pa r a o sistema (1), Suponhamos g_ue ·o campo de defini

ção de f seja do tipo G x R , onde G é um aberto em Rn e que a 
+ 

existência e unicidade de soluções de (1) estejam asseguradas. 

Quando V é de cla~=ise c1 , como é usv.al, define-se V( x
0

, t
0

) 1 

derivada de V no ponto (:x:
0
,t

0
) rela tivamente a o sistema (l), por 

( 2) 

·definição esta que não envolve soluções de (1). 

Quando V é de classe C, de modo que em ge:r-al a exp;re.32. 

são do segundo membro de (2) não se pode considerar, V(x0
, t

0
) 

é dada usualmente, por 

( 3) Tim 
:k;-+o+ 

V(x(t
0

+k ), t
0
+k) - V(x

0
,t

0
) 

k 



onde x=x(t) éa ao]uçãode (1) com x(t.,)px. (ver]8]);-
esta definição depende do coz)becimento de soluções (ile (1) e co=
responde a Definição. 0-2 no caso das. equações di-ferenci.ais funci.2
.LJ.{:b .l. i=) e

]La Sala.e, HO'-Seu artigo [g], emprega um outro.tipo de dg

risada de V relativamente ao mostRO ais-beBIa, a sabber) aquela dada
por

:.:. V(xo-pkí'(solto), t.'tk)
liü - '.:. ; : : : :'.:
k-po -} k

(4) V'(xo't.) (+)

e afirma que se V f6r local.mente lipGchitziana (++), então

( 5 ) V( xo 7 t. )' '}( x. , t. ) . (+++)

A (4) mostra que é possível definir a derivada de V independe=
te do êor)hecimento de soluç8esl e lstoP meado quando V é de cla.E

Cse
No que segue procuraremos apresentar, para as equaço'es -

diferenciais funcional-sf fatos anal-egos àqueles que acabbam de oer
mencionados a .É)ropósito das (4) e (5)

1-2 lybj:g .@]49:g definições de derivada 4e 1;1114.:f

Neste parágrafo esta,remos sempre dentro das hipóteses da
de:fiD:Lçao 0-2, i-st;o é, temos uma equação (Onl) eom :F € EI e um
:funcional contílluo V enl Cux R. .

]3etnbbremos i-xü.cia]mente qu.e, de acordo com a ])efi.ni.çao .

O cada ponto (q),to) e CH x R.p? t(g,to) é dada por

(+)

(++)

])e acordo com citações feitas en [7] e [g , êste conceito
de (iterivada bbeln cot\o..o uso do lillJ.te superior na defina --
çgo de del'içada foram introduzidos por 'Yoshizawa em [lO]
V é localmente lipochi.tzi.ana se para cada ponto (x,t), -
exíatem UHa vzzznnaijêã''''®í''ãé x, e outra N (ile t, e u-
ma constante L tal que

IV(y?s)--V(z,s)l Ljy-zl para y7z eM e. seN.
Est% a!'irmaçao taaíbém foi fei.ta íDici.almQnte por Yoshi,zawa
em LIOJ .

( +-+.F )

.... 9 -

onde x:::; x(t) é a solução de · (1) com x(t .) ;::: x (ver [8] );-
o o 

esta definição depende do -co:nne çiuento de soluções de ( l) e co.r, 

responde à l)efinição. 0-2 no . cáso das . equações diferenciais funcio -
nais. 

La Sa:;t.le, no· -seu art;Lgo [ 9], emprega um outro . tipo de d~ 

rivada de V relativamente ao mesmo sisterna, a saber, aquela dada 

por 

( 4) = liin 
~o+ 

V(x
0
+kf(x

0
,t

0
), ·t

0
+k) ~ V(x~,t

0
) 

k 
(-+) 

e afirma que se V fôr localmente lipscbit~iana (++), então 

• 
( 5) V(x

01
t

0
) · = V(x

0
,t

0
). (+++) 

A (4) mostra que é possível definir a derivada de 

te do conhecimento de soluções, e :isto 7 mesmo quando 

se e. 

V 

V 

independe_g 
·, 
e de cla..ê. 

~ No que segue procuraremos apresentar, pa ra as equaçoes ~ 

diferenciais funcionais, f atos análogos àquel.es que aca ba m de ser 

mencionados a prop6sito das (4) e (5). 

Neste parág~afo est aremos sempre dentro das hipóteses da 

definiçã,o 0-2 1 isto é 7 temos uma equa ção (0~1) com f e. s e um 

funcional contínuo V em CHx R+. 
Lembremos inicialment<? que, de acôrdo com a Definição •• 

0 ..... 2, para cada ponto (cp ,t
0

) e. CH :,x; R+ 7 V(cp ,t
0

) é da da por 

(+++) 

- De ac ôr do com oi taçÕos feitas eu [7] e [9] , êste conceito 
de derivada bem cono . . o uso do limite superior na defini -
ção de deri vadà forarn introduzidos por Yoshizawa en~ [10]. 

- V é localmente lipschitzia na se para cada ponto (x,t), -
existem uma vizinbança · M · de x, e outra N de t, e u
ma constante L tal que 

IV(y, s ).,.. V(z,s)l LIY..., zl para y,z e. M e . se. N. 

- Estéj),. afirmação também foi feita in,.icialmente por YosJ;üzawa 
em. L10J, 
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V(x+ +k( 'P,t.), t.+k)
]c+o+ k

v( 'P, t. )
(1) V11q',to )

onde x('P,t.) é solução de (O-"l)

a) Defi.niQão de 17.

Seja,m dados 9 E CH e :to à 0. Para cada k, O < k é hp de
porfinitos

cp(k+ 8) pára -l] é 8 4 -k

(A)
v t.,k(õ)

P(O) + [k d- 8Jf(9,to) para Hk é 8 é O.

])o Lema 1-21 que veremos adiante, segue que CH para k su
ficientemente IE)e quedo

Lembbremos aj.nda que se x(g,t.) é saiu.ç8o de (O-l), então
xt +k((P?to) e cn (+) é anda por0

9(k +8) para -h ê $.- é -k

( :B ) xt +k(8;9,t.)0
x(to+k+ & ;9?to) para "-k é 8 d O

en! virtude da condição 0 < k é h

A. seguinte figura dá uma ic]éi-a de como estão re].aci-ozm,das
xt +k('P,t.)

0

(+) k é Bufos'bo . Bufa:çli.entemente IE)equeBO.de Todo que totk pela
vença ;l-. i.nte«alo Tmxiwl dl; ãoluç=o x('p,t.} e,: 'p'r
conoeguinbe , se tenha.

:%.+k(q'pto) € CH.

.., lO ,_ 
. l 

• 
(T) V_( cp' to·) = . Um 

k-o+ 

onde x(cr,t) é solução de (o~i). . o 

·-a) Definioão de V. 

k 

Sejam dad_os cp E CH e ,t
0 
~ O. Para ca da k, O<< k ~ h, de 

finimos cpt k E C por 
o' 

cpfk+ -& ) para -h ~ -& ~ -k 

Do Lema I-8, que veremo s adiante, segue que cpt k e CH pa ra k su
o' ficientemente pequeno. 

Lembremos a~nda que se x(cp,t
0

) é solução de (0-l), então 

xt +k(cp, t
0

) E CH (+) é dada por 
o 

cp (k +-& )" pa r a -h ~ ,&. -~ · ... k . 

x( t +.k+ ·{} ; cp. t ) o ( o 

em virtude da condição O< k ~ h. 

A seguinte figura dá uma idéia de como estão relacionadas 

cpt k e xt +k(cp,to). 
o' o 

(+) - k é supo s~o suf:i,ciente:a,_ente :pe que:p.o ~ de modo 9.ue t 
O 
tk pe_! 

tença ao in-~ervalo maxJ.mal da soluça o x( cp, t
0

) e,: · :por 
conseguinte, se t enha 
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/''1

':--\x.Éo+k(alto
) 1

t.-h -b.+k-h 0 t +k0

FIGUl:U 4

Nob'mos que se x( t) x(t; g, t.), então

(c) :i( t. )
k-o+ k '

Def+n:içãg.:l-l-: Para cada ponto (g?to) c CH

t(g,to) por
definidos

'7h,*.) : m l0''*''x *''''';n
v('P , t. )

' k-'o+ k
( ]:1 )

O cálculo de :7('P,to)
x( 9,t. ) de (O-].)

n=o depende (ito conhecimento da se
luÇ=o

Por conveniência adotarentos a seguinte definiçn'o para a
lipschitgianeidade ].oral de V : dizemos que V é localmente ]=iEE.-
chitziano em CnXR. se IE)ara todo T, O< T<m, e para cadaH,
o < n 4 n, exi.ste ul.m constante ]g = B](T, H) ta]. que

lv('Pz,t) V('b2,t) l é AÇll'bZ 0:11

para @ll@2 € CH e o O 4 t 4 T onde Cã indica o conjunto dos
element03 $ de C cota ]]@]]< n (ver [7]).

Mostremos agora que se V fâr ].oca]mente ].ipschitziano?
o conceito (iie V é equivalente ao de t.

apara tanto o seguinte leí:la é essencial:

• 1 

1 1 

1----------. 1_ 

; ~ 
1 1 

1 1 
1 __ I 

(e) 

- ll -

1 

. _cpt ,k I i ' 
O I 1 · · / , 

1 'J' /_ 1 1 

xi + k ( ~ 'to ) 1 1 . '~ ( -- ) 
o 1/f _ 1 ~ - xCcp,t 0 J •: I ~-

1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 

1 1 1 

FIGURA 4 

Notemos que se x( t) = x( t; cp, t
0

), então 

x (t
0 

+ k; ,t
0

) - cp (O) 
---------- = f(cp,t

0 ). 
k 

])efj_Aj_.9ão ~-l: Para cada :ponto (cp, t
0

) E CH x R+ definimos ••• . 

V(cp,t
0

) por 

(II) ::,: 

V(cpt k't + k) ~ V(cp,t ) 
o' o o 

k 

O cálculo de V( ~,t
0

) 

lução x( cp, t
0

) de ( 0-l) e 

~ nao depende do conhecimento da so -

Por conveniência adotare1aos a seguinte definição :para a 
lipschi t~ianeidade local de V: dizemos que V é loca lmente lips-

~ chi tziano eo CH x R+ se vara toçlo T, O ~ T < co, e pa ra cada H, 
O< H ~ H, existe u1-:ia constante M = M(T, H) t a l que 

para ~1 ,~2 E _CH e o 

elementos ~ de · C com 

~ onde CH indica o conjunto 
11 ~ 11 -< H (ver [ 7] ) . 

t ,,;;; T dos 

Mostremos agora que se V fôr lo cal mente li:pschitziano, 
o conceito de V é equiv a lente ao de V. 

Para t anto o seguinte ler.1a é essencial: 

( 
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Lema l Para cada ponto (g,to) E; CH x R+ temos,

F?.;«J"':''bl: ;- Tf.;.4i

Em outras pal-auras, a qucantidade lixe.+k(alto) - yt.,kll e uni Infj;.
Jlitesimal de ordem Bule)Criar a k. ' '

2gug:igi=aEâa: Observ.mos i.ni-cialmente We em «i-ta de (.ü) . (:B)
temo s 9

llxt.+k(91t.)-q: o'kll :.;:':P o lx('book'tõ;q',to)- 'q)(0) [k+-8] :f((P, to) ]

Poz' outro ]-ado, em H-rtude de (C), dado € > O existe
õ > O tal que

lx('b.+ k;9,t.) - 'P(0)
k

k:e (p , t. ) lO < k < õ impli.ca 0 4 <&

Portanto,se O<k<Õ e ek<840(0<kt0 4k),
então O < k+8 < õ e temor,

..lfg.e.-- k -'- õ;ç',:\,l -J:u) Ir: nr+8j:eh;,t.).l :

.z

k $
< e

.lato oigRifica que se O < k < õ

-ké840 o k' + e;q'!-b.)
k

:P ( o ) [ k+8'] :f (ÇP , to ) ]
é e?0 é

ou seja, se O < k< õ , então

*t..-K'Tj*'). 'l '.*., 'l .
k

o que mostra que

        

     k   
lx(to+ k + 0;9?to)  9(0)  [k+8Jf(9,to)]

- 12 .-

Lema I-1: Para cada ponto (cp,t·
0

) E; CH x R+ ,temos, 

J.i m 11 xt O+ k ( ~-' to ) - . cp t O , k l \ :;;: 
0 

• 

k..-.o+ lc-

Em outras pa lavras , a quantidade 

ni t _esimal de ordem superior a k. 

, 
e um infi 

12_emonstração: Observemos J.nicialmente que em vi s t a de (A) e (B) 

temos, 

Por outro lado, er,1 virtude de ( C), dado E > O existe 

ó > O tal que 

O< k < ó ü:iplica o ~ 
lx(t

0
+ k;cp,t

0
) - cp(O) - kf(cp,t

0
)1 ___________ .,..... _____ ~-<~ 

k 

Portan, to, se O < k < ó e .:...k < -& ~ O ( O < k+-0- ~ k), 

então O< k+-& < ô e t eraos , 

o 
. 1 x ( t 

O
+ k + -& ; cp , t 

O 
) .. cp ( O ) .-- . [ k +:it·] f ( cp , t 

O 
) 1 

e:-,; - . 6 

lx(t
0

+ t + -&;cp 1 t
0

) .- cp(O) ~ [$+-&Jf(~ 1 t
0

)1 
__ ..;,_ _ __,"!""""'....,..,......,..;...........,..._.,._..,._.....,....,..__,..,....,..,._,_,...,,,,.,...,.....,. 5 e. 

~ + & 

Isto sign,ifica qu e se O < k < ó 

k 

ou seja, se O < k < ó , então 

0 6 

o qu e mostra q_ue 
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I'*,l*'T' 'Te:
k-,o+ k

=d'
C.Q.D.

l,ema l Sejam ge CH e to bO. Paratodo R,.. llq)ll <HéH
exi.ste K > O tal que

O < k é K implica llxto+k(Pita)ll< n e llyto'kll< n.
2saeJw$=gaãe.: Em virüde de (A) e (:B) podemos supor que

lxto+k(+;g,to)l e lq'to'k(8)l aasumEtl] seus máximos no i.nüerv:
[-k, O].

Se f('p,t.) = O podemos escrever x(t.+ s;g,to)
q,(O) +P(s)a com lj-m P(s) = O por (C). Seja K.>0 .tal que

s"''o+

< só KI ]mp]i.ca IP(s)l < ]ll e seja K2 com

0 < Ko <

Beata tomar K = ud-n {K].? K2} ' Cota efeitos para
0<kóK e -k4+é0(0ék+84k) tectos

lx(to+ k + 8;9,to)l 4 IV(o)l + [k+õj]p(k+e)].< ]]P]] + ku:É]]V]]+K2u

; ll.p ll + }L==:1.lse.U . ã : ã .

9

to

0

k com

H

l.P(O) +Ek+8ll''(9,t.)lé IP(O)l +lXWalí(v,t.)l = 19(0)ló lllpll

oi.s f('p,t.) = O, o We mostra que

0< k4 K imPl-icq llxto+k(91to)ll< 1{ 9 ll9to'lÇll <

Se :f(9?t.);' O escwvemos x(t.+ 6;g,t.)
+ sf(g,t.) + sR(s) com ]-i,m R(s) = O etl vista de (C).

9+0+

K. >0 tanque O< só K. imp].i.ca in(s)l<1:f(y,t.)l e

P

Seja

- l3 - · 

= o. 

C.Q.D. 

Lema I-2: Sejam cp ê. CH e t
0 

~ O • . Para todo H, !lcpll ·<· H ~ H·, 

existe K > O t a l que 

~ ~ 
O·"< ·· k ~ K implica llxt +k(cp,t

0
) li< H e llcpt kll < H • 

. o o' 

Demonst:raçã~: Em virtude de (A) e ( B ) podeuos supor qu .. e 
, 1 • 

lxt +k(-&;rp,\:) 1 e lcpt k(-&) I assut:1an seus náximos no interva lo 
o o' 

[-k, O]. 

Se f(cp,t
0

) = O podemos escrever 

= cp(O) + P(s)s com lim P(s) = O por . ( e ). 

x(t
0

+ s;cp,t
0

) = 

Seja . K1 > O . t al . que 

~ 
O < s ~ K1 implica IP( s) 1 < H e seja K 2 com 

,.., 
H - ll'f 11 

~ 
H 

Basta toraar K = min {K1 , · K2}. CorJ efeitü ., para k · com · 

ô < k ~ K e -k ~ -ê- ~ O ( O ~ k+-& ~ k) teno s 

~ 
~ ll<r li + H - l\cell 

N • 

..., ..., 

H = H e 
H 

p_ois f(cp, t
0

) = O, o que mostra que 

~ ~ 
O< k ~ K i~pl~ca · llxt

0
+k(cp, t 0 ) li ·< H l3 llcpt

0 
,~ li < H. 

Se f(cp 1 t ) =t O escrevemos o . 
x(t

0
+ s;cp,t

0
) = cp(O) + 

+ sf(cp 1 t
0

) + sR(s) com lim R(s) = O 
s-+o+ 

em vista, de ( C), · Seja 

K
1 

> O tal que O < s <f K1 implica IR( s )1 < l f(cp, t
0

) 1 e seja 



14

K. oonC

o < K.< n. -'' Hall.
2 ' blr(ç',t. )

])e êxodo análogo, pode-se mostrar que bbàsta bolnlz!)rr, neste caso,
l q. , Kz}

c.Q.n

PEOPOPj:ÇIQ ];.:l Se V fâr localmente lipsclnítziano em CH x R.F! ente'o

(D) :?(v,t.) = t('p,t.)

para todo (q) ,to) c cn x R+

Demonstrac5o: ])ado (91to) e CH x R+ l seja H oom llyll <H< H. Pelo
Lema 1-2 exi-ste K > o tal quç para O < k 4 K temor lkt.+k(q)7to)ll<n
e llVt.,kll< Ei' e portanto,. pela lipschi.tzianeidade local de V
e riste uma constante M ta]. que

IV(xt.+k(q',t.),to+k)0 4 -----.-y.-..--
k

:v( 9t.,k't.-'-k)l l ':tÚnJ it.)" q; ,xll
k

para O < k é K} o (!ue mostram IÉ)e]o Lema ]--l? que

Volt;.+k(q'tt.) , to+k)
1 1 t] -.------K
k--o.p k

"h'*:.,k ':: l;'''(E)

].,el:ibrenos agora ulu prolpt']edade eoi)heci.da do ]-imite su-
periora a sabber: se lím g existe, então 'li.5=m {f + gl = 1:í.m f + litt g

Em Mrhde da propriedade açli-ma e de (E) temos

V(Xt .pk(q',to) ? t.'tk) - V('P,-bo)
't(P,t.) q 'ã.iH ----..2

' k'-'o+ !:l;'ji k

14 "".' 

.. 
~ 
H ~ l!cell 

' r 

De modo análogo, pode-senostra r que bâ sta tomar, · neste caso, ·K = 

::; ~ n { Ki' K2} . 

C.Q.D • 

.. 

Propos,ição I-1: Se V fôr localnente lipsch:i,tziano em CH x R+' então 

(D) 

~ ~ 
::Q,_em_2Qê_tração: Dado (cp. ,t

0
) e: CH x R+, seja H oora llcpll <H< H. Pelo~ 

Ler.1a :r-2 existe K > O ta)_ quE;J para O < ~ ~ K temos [pçt +k(cp? t
0

) li< H 

e li Cf> t k li< H, e porta nto, - pela lipschi tzianeida de 108a1 de V 
o' 

existe uma constante M t a l que 

o~ 
IV( ;x:t. k(cp 't ) 't +k) -+ o o o 

..,._.+-.--

k 

pa ra O < k ~ K, o que mostra, pelo Lena I-1, que 

(E) J_;i. I:1 

k-.+ü+ k 

t +k) o . 
:;:: o • 

Lembremos a gora uua propriedade conhecida do limite su
perior, a saber~ selim g existe, ·então lim {f + g }:,; lit:1 f + lii:1 g. 

Em virtude da propriedade acina e de (E) tenos 

lim 
k'"""O+ k 

:;: 
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v 'pt. k,t.'''k)-V(9,t.) v(*t lk('p,t.),t.--k)-vRt ,k,t.'''k)
k---o+ k ]c-.o+ k

lin :. Ç'(q'lt.)k-,o+ k . ' v

c.Q.n.

C)ono uma conoequênciat íriedlata do TeoreTnlí3r 0-2 e da Pro
];)osiçâo ú- tetios o seguinte teoretua:

Teorema ]:-]: Se V fâr ]oca]i.tente ].:

tal que
sclai,-b zi,ano en Cu x R. e fâr

( :i'' ) V Bati.afaz à conde.ç=o (i,) do Teorema 0-2 ,

(i.i') V((b?t) é O para q' € CH e t à O,

então a solução x = O de (O-l) será un:Lformemente estávQ].

,Muda maS.6, se a conde,ç=o (iÍ'') í'6r wbstíüída pela se
guinte condição mais forte

(i-ii') :7('b,t)4-.IS(ll'bll ) para q' eCH e t bO, onde Í3 é

uma hnçgo .scalar contínt.a e.l [o,n) com ]3 (r) »O
ra T > O,

. r'J .. fW ./ . ,. . .. l \ . . . . /n

então a -me sma solução será UJl:i.forneiaente. assintlQ.q+camente.e:stável

de l,ipschitzianeidade local iuiposta
ra se obter a igua]dade (])) da Proposição -E-l é um tanto Inca.
moda: trata.-.se de uma condição restritiva. Por outro lados a i-
gualdade (])) nos foi necessária para a demonstraça'o (io TeoreÊut
1.-1 aci.iniEL, no qual a derivada V é empregada Como no ToQTema 0-2
Visando e]]tniimr eç condição, de ].]psQbj.'bzi,@Qei.date ].oral de V,

condÍÇ=o

15 ..,. , 

· V(~t k ,t
0

+k) ~ V(~ 1t
0

) 
-- o? - lira--·-------...,....~----
k--i>()+ k 

C.Q.D. 

Como ur.1a consequência ' inediata do Teorema 0-2 e da Pro

posição i-1 te1~1os o seguinte te orena : 

Je_s:, r_e_q§,_I-l~ Se V fôr loca lr.iente 1,t"Pscbj_jízia:qo en CH x R+ e fôr 

tal que 

(i.-) V satisfaz à condição (i) do Teorema 0-2 , 

para <v € e H e t ~ O, 

então a solução x =Ode (0-l) será uniformeoente estável. 

Ainda ma;i.s, se a condição ( i .í""') fôr substi t:uida pela se

guinte condição mais forte: 

V(();, t) ~ ... p( li(!; li ) para (/; E CH e 

uma função escala r contínua eD [0 1H) 

ra r > 0 1 

t ~ O, onde P 

com P ( r) > O 

, 
e 

pa-

então n •mesma solução seré, uniforr.i.erJente as sintàticE),mentt;:) estável. 

A condição de Lipschitziane ido,de loca l imposta a V p~ 

r ase obter a igualdade (D) da Proposição I-1 é um tanto incô 

moda: trata-se de uma condição restritiva. Por outro lado, a i

gualdade (D) nos foi necessária para a demons.tra ção do Teorema -I·-1 ac ima, no qual a derivada V é enp:,regada como no Teorema 0.,.2. 

Visando elirJinar a, conc1tção. de lipsohi tzi ç1,neiq._ade loca l de V, •• 
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defi.Diremos a seguir unia outra derivada de V9 achatada por Vlc@aÉ)

cálculo tatnbém i.ndepende do co:rlheci-Tento de soluções, e (p.e? como

veremos no Teorenm 1-2 adi.a,ntef é ap.L]cáve],, epbbol.a de :podo: maj.6
(1.), =o seWDão hMtoélo de LW.punov, nuas gen

condição de :Upschitz]anoidado ]-oral de V

0

re a+Tj:=çj:yQ .Qa Wg

0
b ) Definição de V.

Obboervemos inicial-mente qu.e7 (llevido ao fato do a e(iua,çao
(O-l) pertencer à classe €1 , *tetios, i)ara cada ponto ((p,t.) E
c C.. x R.

l :e(9 , t. ) l l :F(q, , to ) :f(0,t.)l é L llV '0ll ll.p ll,

onde L é uma constante de Li.psehj,tz de f (ver o Teoronn O-l)
No (]ue segue :fi.xetios l. .

Dado un ponto (g,to) € CH x R+ seja
cada sp O 4 s é h! defi-l:ti-mos :

llgll + 1. Para

P( a) suP IÍ'(9 ,t.+ u)
oéués " f(9,t.)l

q(s)

r(s)

suP IV(Õ) -- q,(0) 1 + s b Ta
s48'áo

(F)
SUD
o4'Lzé S

suP lq,(u + :p (+) l

w(s) P(s) + .L max l q,(s) , r(s)}

lgotemos que as :Funções p e q 6ao con'bínnao no i.Dtere
vazo [0,h] e ].im p(s) = ]i-m q.(s) = O bela oonti-nuidade de f

S+0+ 6'-'0+

no ponto (9,t.) e pela conüá-rui,ande de 9 em 8 : O. Vemos tam-
b'gm que r é contínua no mesmo á-éter-ralo e li.m r(s) = O pela ..

S''D+

continuidade uni.forme (ile q) HO intervalo [-h.,OÜ . Portanto, w é

contímla em [0,h] e ].i.m w(s) = O.
s--io+

(+) ostra frase Beta exp]icada no conentári-o após o Teorema ]-n2.

.,.. 16 -

o 
definiremos a segµir u ma outra derivada de V, denotada por V , cWl!.,o 

cálculo também independe do conhecinB nto de so luções, e que, como 

veremos ·no Teorema I-2 adiante, é aplicávei, embora de modo mais -
~tifi ti vo . d9 ,_que . . V ( + ) ~ _no segundo lnétodo de Lya:pun~v, . ma~ s;; a 

condiç5o de lipscbitzianeidade local de -V. 

b ) Definição de --
~ Observemos inicia lBente que, devido ao f a t o de a equaçao 

( 0-1) pertencer à classe ~ , , t enos , para cada ponto (cp, t
0

) e 

E CH X R+ 

onde L é uraa constante de Li:psohj.tz d0 f ( ver o Teore r.1a 0-J.). 

No CJ!-18 segue fixe1:1os L. 

Da do u 1:.1 ponto (qi,t0 ) E CH x R+ seja M = l·lcpll + 1. Para 

cada s 1 O 6 s ~ h, definimos: 

p(s ) ;:: sup jf(cp ,t
0
+ u) f(cp,t

0
)l 

·0 6 Ú6S 

q ( s) = sup lcp({1) 
... s;;:;-&60 

-.+ cp(O)I + s L M 

(F ) 

r(s) ~ su:p sup lcp(u + {}) - cp('9-)I 
o;;:;u~s ...,h6-&~~u 

w(s) :::: p(s) + L • max {q(s) , r( s)} 

No teno s que as funções p e q são contínuas no inter~ 

val o [o,h] e lim p( s ) = lim q( s ) = O pela continuidade de ;f 
s-+o+ 

no :ponto (<p ,t
0

) e pela continuidade de cp em % = O. Vemos t am

bém q_ue r é contínua no raesr.10 interva lo e iim r( s ) e O pe l a · ., 
s--io+ 

continuida de uniforne de cp n,o interva lo [ - h , O] , Portanto , w é 

contínua eo [ o,h] e lira w( s) = O, 
s-,-o+ 

(+) Estra frase será explicada no conentário após o TeoreDa I~2. 



Feito i.sto, para cada- k com O< k4 h, IÉ)amos

(G) Ok:Íx'Ckl I"(s)l:sw(s)paraOés4k}(+),

onde CÜ = CI(]o,k[ , P') n c( [o,k], if')

])efiRi,moB a seguir, para cada x :, Ok! a, f'unha o gtolkrX € Cpor ''

9(k+&) p/ -hé8é-k

9..: .,(8)
9(0) + [k+8]f(9,to) + }t(k+8) p/

Como se pode constatar sen ©.fi.(mldade, para k stifícien

tenente pe(Pleno, g,b tk,}c eCIÍ

A. figura 5 i-luatra a função . qtogklic

:&.,:"
- '4 ..bk(Q , t. )
'l ~'o'" i'

x7

0
(n)

FIGURA 5

]h,remos a seguinte defina.ç;o ';

2g;Éli=Lgâlo ]:H2: Para cada ponto (9,to) € CH x R+ dQfi-Rimos

V( g,to) IÉ)or

(nl) V(9 ,t.) :: 15.= m?
V(9t.,k,x' to'tk) - V(9,to)

' k-'o+ xe:0k k

(+) Por convexa.ência tottemos a, HQFTalar 1.1, etn Rn, de=finída por

lxl = sup lxil onde x = (xl,...?xn).
]g:i.4 n

- 17 -

Feito · isto, para cada· k com O< k ~ h, pomos 

( G) ok = {x · E e~··, IX(s)I ,;;; sw( s ) para o~ s ~ k } . ( +) 
' ' 

onde 1 c1 ( Jo, k [ Rn) n c('[o,1c] , Rn). Ck = ' 
Defini rao s a seguir, para ca da X E ºk' a função cpt k X 

E e 
por o~ r 

f q,(k+&) p/ -h,.;;-&~-k 

(H) Cflt k ,/-&) 
= L q,( º i o' ' . 

[k+-&Jf( cp, t
0

) + + x(k+-&) p/ -k~-&,.;;o 

Como se pode cori-sta t a r sen dj_ fi culdade, pa ra k stificien

temente pequeno, cpt k x e CH pa r a t odo J\ . E Ok. 
o f ' 

--h -k 
FIGURA 5 

Daremos a seguinte definição ; 

o k 

Definição · I-.2: Para cada ponto (cp,t
0

) E CH x R+ definimos 
o 
V( cp, t

0
) por 

(III) 
o 
V(cp , t 

O 
) :::,; 

( +) Por conveniênci a tomemos a no:rna 1. 1, e1:1 Rn, definida por 

lxl :::; · sup \·x. 1 
k~n J. 
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O cá].Guio de V(g,-ü.) também n=o exi.ge o 'cometi.mento
prévio da solução x(g Pto). ,

Estabbereceremoa agora uma relação entre V e V, a qual
nos.permite utilizar o Conceito de $ n0 segundo método de l,yapu-

0

nov

l,ema ] Se;ja }tn uua funçâ]o defiili.dal ew [0,K] , O < k é h (+-),
IÉ)or

x(tons;97t0) -.q)(0) sf('P,t.) ,

onde x((P,t.) é solução de (O-l-).
Então, para k su:ficienternente IÉ)equenQ! tem xo E Ok

])emonstra Pe[o Lema ] ate K > O ta]. que

O < k é K implica 11 xt.+k(q',t.)ll < M ,

onde IH = lly ll + l.
!omemos k cota O < k é K.e mostremos xo e Ok

:É evidente que xo € Ck

Seja

0 para

Q(8)

,. :f(9,tO)
. K ' '

para

Então, x.(s) = sQ(s) para O é s é k.
Afirmamos que IQ(s)l é w(a) para O é s é k.
Com efei.to, tendo eln lü.sta a equação (O-l), pelo teo

rema da média IE)ara funções essa.Latos ternos, para O < s é kl

(+) k é tomado covenientemente de modo a b.+k pertencer ao enter
vazo «m:4.«ul da solução x(çp, b.). '

- 18 

O cálculo de i(cp, t ) também não exige . o ' conhecimento •• ' o ~ 

prévio da solução x(cp,t ). ' o 

o 
Estabereceremos agora uma relação entre V e V, a qual 

nos -riermite utilizar o conceito de~ no $egunç1o método de LyaJ?u
nov. 

Lema I~3: Seja x
0 

u.ua função definida, em [ó,k] , O< k ~ ·h (+), 
:por 

\ 

X O ( S ) - X ( t O+ S 1 Cj) ? t O ) - <p ( Ü) .... S:f ( cp , t O ) f 

! 

onde :x;(cp,t ) é solução de (0-l). ' o 
Então, para k suficientemente pequeno, tem-se x

0 
~ Ok. 

Demonstração: . Pelo Lem~ I-2, existe K > O t a l ·que 

O < k; 6 K implica 

onde M = llcpll+ 1, 

lotnemo s k com O < 

É evidente 

k ~ K-e mostremos x e Ok. 
1 o 

que X
0 

E Ck • 

Seja 

o pa ra s ;:;: O 

Q( s) 

x(t
0
+s;cp,t

0
) ~ cp(O) 

k 
:pa,,ra O < s ~ lr • 

Então, x (s) == sQ(s) :p~ra O~ s 6 k. · o 
Afirmamos que \Q(s) 1 6 w(s) para O~ s ~ k. 
Qom efeito, tendo em vista a equaç~o (0-1), ~elo teo~ 

rema da média· :para funções esca l ares temos, para. O < s !f k, 

(+) k é tomado covenientemente de modo a t
0

+k :pertencer ao inter
va lo maxtmal da solução x (cp? t

0
). 
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xl(Ü.''' s;9,t. ): 9:(0) . , (9,t.)

Q(s)

:\.:.(t.+s;'P,t.) - q'.(0) , (9,t.)

4

f[-(XÜ.+.].(9 ,to),' t.+ u].) -:f].(q',t.)

fno\.+u (9,t.), t.+ uD) - fn('P,to)

0 <ui < sP l : IP ..+?n! e portanto

IQ(s)l = 1;?l;p Ifj.o\o+uj.(9,to), t.+ uj,) - í'i(9,to)

IfP(xt.+uP(g,to) ' :fP(g,t.)l (:fazendo uP

: IÍ'(xt.+u('P,t.), t.+ u) - :f(9,t.)l :

é l:f(xt.l.u(q' ?t.), to+ u) - f('P,to 'F u)l+lf(9,

:f(9 ,t. )l é

é Lllxto+u(g,to) -yll+p(s)i com O<u<

[ipschitzianeidade (]]e f .e IE)e].a de:finiç;o de IÉ).

Por outro lado, tendo em data (:B), podendo

u(q',tO) - Pll

maxi sup lq'(u+8) -y(õ)l, mp lx(t.+u +8;c.,t.)-:hé02-ti'' ' : '''-xK8ó0 ' u '''u'

Pe].a definição aQ '.r temos

sup ly(u+8) - g(8) l é r(s).
-l:F©AU

onde

«) ;

t.+ u)-

e 8creve r

9(.ü) ll.

pela

onde 

Q(s) = 

= 

O<u.< s, 
l 

- 19 -

. x 1 ( t O
+ s 9 cp , t 

O 
): . - cp l ( O ) __ __, ________ ~ f 1 ( cp 'to) 

s 

s 

• . . 
• • 
• 

. . 
• . . . 
• • • 

e portanto 

• 
• . . 
• 
• 

• • . 
• • • 
• . 

= 

~ lfp(xt +u (cp ,to) - fp(cp ,to) r (fazendo u:p = u) ~ 
o p 

6 1 f ( xt +u ( cp , t 
O 

) , t 
O
+ u ) - f ( cp , t 

O 
) 1 ~ 

o 

" L 11 xt + u (cp , t 
O 

) .... cp 11 + p ( s ) , e o m O < u < s , 
o 

:pela lipschi tz:iane idade de f e pela definição de p. 

Por outro l ado·, tendo em vi sta (B), podemos esc r ever 

- max{ .rup jcp(u+-&) -cp(-&)I, sup lx(t
0

+ u +-& ;cp ,t
0

) ... cpC'.})I}, 
-h~-&~ -u -'tlk-&6 0 

Pela defini-ção def' · :p temo s 

sup l,(u,+:&) - cp(-&)I ~ r(s). 
-~~u 
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rar mpO I':(to+u + g?t.) -q'(õ)l, eocre-
ú+8

x(t.+ u + ; ?t.) = ÇP(0) +' { ' :f(x,('P,t.), z)dz

vi-s-t;o que x(g,t.) é so]uç=o de (.O-]-). ])a expr'saco ac:L«l c
club---se que

lx(t.+ u+$;9,t.) -'P(8)l é lq(Õ) - 'P

CP(0) 1 + s l:t

If(xz(9,t.), âl 4Lllx.('P,t.)ll < a

Portanto, pela defi-niç=o de (l temos

suP lx(to+ u + 8';9,to) - q'(8')l é .:12€é0 ) - 9(0)l t sLM = q.(5)

Reassume,ndo 'bu(ilo (!ue foi feito acima9 vom

(y,to) -yll 4maxÍq.(6), r(s)l desde que O<u< o,

Para

veio s

on

8ll,(o)l Ip( e')m .z+

pois

U

ou sela

l Q( s) l é p( s)

ou ai,nda

maxÍq(s), r(s)l = w(s) para O é s 4kt

lx.( s)l ; sl
. rl

k0

s 4 k,

l

C.Q.D

Obb6er'amos que QÜ k,xo: xtot k(g?to) e que se x = O,
podendo s exlunciar:

Para cada póhto (9,tO) ç çlH x R+, temos

(J) $(91'b.) à 't('P ,t.).

2-0 -

Para majorar sup ·1x(t
0
+ u + -& ;cp, t

0
) - qi(-&)I, escre-

-u ~-&~o 
vemos 

visto que x(cp,t
0

) é solução de 

clui ... se que 

(.0-1) _ N 

Da ex:pressao acim~ con-

1 X ( t 
O
+ u + -& 7 <p, t 

O 
) -cp ( -& ) 1 ~ 1 CP.( -& ) - cp ( O) \ + [u + -& ]L M ~ \ cp ( -& ) .,.. 

.,. cp( O) \ + s L M 

pois 

~ortanto, pela definição de q temos 

Reassumindo tudo que foi feito a cima , vem 

\lxt + u(cp,t
0

) - crll ~max{q(s) 1 r(s)} desde que O< u < s, 
o 

ou se j a 

IQ(s)I~ p_( s ) + L. max(q(s), r(s)} = w( s ) para 

ou ainda 

:para O ~ s ~ k, 

o que mostra que x
0 

e: Ok. 

C,Q.D. · 

Observemos que <P. = x k( <p, t
0

) e que se . x r:: O, 
t

0 
,k, x

0 
t

0 
t-

Clli.. - cp podemos enunc i a r: 
T l, o 'k,x - to 'k 

(J) 
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( gon$i-:nua.}ão da:. :;'r:ç?po s:i.ção 1- 2)

(K) b V(9,t.)

.Em ürtmde da dose-@al(jade (J), se V safio:fizer às
conde.ç8es(i) e(ii.)(respec.(i) e(iii.)) do !eorema 0-2 com y
o mesmo ocorrerá .gom V. Por con6eguinÊe, podemos enunciar o seguia
te teorema como uma consequência do 2eoreTnia 0-2 e da Prole)osíç5o

2l

Teorema l V f6r tal que

(i.') V Bati.s:faz à condição (i) do Teorema 0-2,

v(@,t) ; o
0

(iio) para @ E CH e t à O!

. fv . . ruentão a. solução x O de (O-l) se:ná uni.firmemente estável

Ainda [m,i-s, se a condição (ii,o) fâr wbbstituÍda pe].a
seguizl,te condição anais forte :

v('b,t)é 'ill) para$c cn e t aO, onde P éum
:hnç=o escalar contínua em [o,n) .o:n l3(r) > O para :' »O.

(j.iÍo )

então a mesma solução seJ'á upj:;fÇ?;r l!;111gnçg; @gip;!!$Êi$1ÇQnçp$Ç Çlp$gyçl

I'oi. di.to anteriormente que V é mais restrd.uivo do
que V quanto a sua uti.lidado no segundo método de Lyapu-nov. Isto
quer dizer que o fato de V satisfazer às condições do Teorema ..
0-2 .g.g]2.V n=o i.aplica neoessàrial1lente que V o faça .gom V , cg.
mostra o primeiro exemplo abbaixo .

Um exemlÉ)]-o adicional-? que ju]ganlos ser e].ucidati.vop ..
nos mostra uma sí'buaçao eni que V é V n:0 6=0 apenas di6tintão ..
uma da outra, como.tambbém 6a o jncomparáveio, ao contrári.o do que
ocorr'e com V e V.

0

e

c ) Exemplos

1. sideremos a equaç;o

- 21 -

( continuação, ~,a Pro;posiç,ão I-:-2) 

(K) 

condições 

Em virtude da desigualda de (J), se V- satisfizer às 
o 

(i) e (ii) (respec. (i) e {iii)) do Teorema 0-2 com V 
, . 

o mesmo ocorrera com V. Por conseguinte, podemos enunciar o segui!! 

te teorema como uma consequência do Teorema 0-2 e da Proposição 

1 .... 2: 

Teorema I~2: Se V fôr tal que 

(i 0
) V satisfaz à condição (i) do Teol~ema 0-2, 

(ii 0
) 

o 
V(<l,,, t) ~ O para (jJ · E CH e t ~ O, 

então a solução x = O de (0-1) será uniformemente estável. 

Ainda rnàis, se a .condição (ii 0
) fôr substituída pela 

seguinte condição mais forte: 

o 
V(<v ,t) ~ ... p(llt~II) p a ra tJ; E CH 

função escalar contínua · em · [O, H) 

e t ~ o, onde 

com [3(r) > O 
13 

, 
e unn 

pa ra r > º· 
então a mesma soluçã·o será un:Lforme111ente assintot;Lçamente estável, 

. . . ' . ' 

o 
Foi dito anteriormente que V é mais restritivo do 

• 
que V quanto a sua utilidade no segundo método de Lyapunov. Isto 

quer dizer ~1e o f a to de V satisfa zer às condições do Teorema •• 
• ~ o 

0-2 com V nao implica necessàriar:1.ente que V o faça com V , co 

mostra o primeiro exemplo abaixo. 

Um exemplo · adicional 7 que julgamos ser elucidativo, •• 

nos mostra uma si t--u.ação em que V é V não são apenas distintas •• 

uma da outra, como· também são incorr~aráveis, a o contrá~io do q~e 
• o 

ocorre com• V e V. 

e) Exemplos. 

l.~ Consideremos a equação 
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( ].) ;(t) n O

que ê)bvíamente pertence á classe € .
Por simp]icidade aupoz)Lamas que ]? = R, ]., = 1 e Cu = C. se

'p : C e t. à O, a solução de (1) co-i lança'o i.m.ci.al-g 'm t. é dada

9 (t - t.) para to-h é t é to

(2) x(t@ ,to)
9 (0) para t. 4 t < oo

])efi.N.mos V :C x R+' R por V(q'Pt) = vÍ'' . Pode-se ver
fàci.].mente que o :funcional V assina definido é contínuo e aatiafaz
à condição (i) do Teorema 0-2 com a(r) =\l? e W('b) = V(ü,t). Para vg
rificar que a condiça'o (ij-) do mesmo teorema também satisfeita por
V tomemos g e C e to à O. Entâlo, por (2), temos

llxt.+k(9,to)ll 4 nnx { llVll, I'ê(o)l
e IÉ)opta,nto

ll'p l l ,

V(xto+k(q)tto)9 to+k)
k

V(9,to)
#('P,to) ].ím

k-,o+

/li *t....Xhp''i.'n
k

.z].im
]e'''o+

0

Mostremos que se 9 = O e t. = O, então y((p,t.) = ]-, en.
quanto que, como se véri:fi-ca :fácil-mente, t(g,t.) = O.

Com efeito, se 9= O.e t. = O , enb=o M = ].. .Ê fácil de

ver que, neste caso, tem-se w(s) = s para O é s h e a funç;o x
defina.da no i.nterva],o [0,k] , O < k é h, por }c(s) = sz pertence
ao conjunto OV.. Além di.sso! temos

!
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(l) xc t) .. o 

que obviamente pertence á cla sse ç, • 
Por simplicidade suponhamos que Rn = R, L = 1 e CH = C. se 

cp e: C e t ~ O, a solução de ( l) com função inicia l cp em t é dada o o 
por 

cp(t - t) pa r a t -b ~ t ~ t o o o 

( -2) x ( t W , t ) = o 

<p (o) para t ~ 
o t < 00 

Definimos V : C x R+--+ R p or V( 4, t) = .J'TÍ4' 1 i' . Pode - se v er 
fàcilmente que o funciona l V a ssim definido é contínuo e satü'?f a z 
à condição ( i). do Te o rema 0-2 com a ( r) ={? e W( <v )° = V( (/J, t). Para Vf}_ 

rificar que a condição (ii) do mesmo t eo rema t ambém satisfeita por 
V tomemos cp e: C e t ~ O. Então, por ( 2) ~ temos o 

ll xt + k ( Cfl ,' t 
O 

) 11 ~ mx { 11 Cfl 11 , 1 ~ ( O ) 1 } = 1 1 Cfl 11 
o 

e porta nto 

lim 
k-¼Q+ 

= Íim 
k-i·o+ 

k 

k º· 
o 

Mo s tremos que se ·cp = O _e t
0 

= o, então V(cp,t
0

) = l, en- . 
quanto que, como se vérifica fàcilmente, V( cp, t

0
) = ·o. 

Com efeito, se Cfl= O e t
0 

= O , então lVI = 1. :t: fácil de •• 
ver que, neste caso, tem-se w(s) = s pa ra O ~ -s ~ b e a função x. , 
definida no intervalo [O,k], O< k ~ h, por x(s) = s 2 pertence 
ao conjunto Ok~ Além disso~ temos 
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para 8 é -lc

(et ,k,}t0

para -k é ü é O

e ll 9 tn,k,xll =.kz. Pc»rbanto

V(9to,klx 'to+k) v('P,t.)n

t'(q',t.) : lim
lç-+c) +- k 1,

visto que V(9.bo,k,x 'to+k) :)JUq c k xl :v;2 ; k e V(g,to)
ll «l

Pemosp portanto

3 V(9 'bola } H

(3)
0v(9,t.)0 > 't(çp,t. ) O para q) = O e t. = O

Confio V satisfaz às conde.ç8es (i.) e (i.i) do Teorelm, 0-2 a
solução x = O da equaça'o (1) é !!Ji!;l;f:pr:!!W:i11g:nÇ:ç: çp:$4yç?l:. A desigualda
de estrita (3) nos di-z que V jamai-s satisfaria à condição (ii) aci.
im, com V. Em outras palavras, se UBássemos V ao invés de V DANO che
gariamos a u«, conclu.s=o Útil sabre a eatabilidadé 'ia equação (1)

Para 9
O e to ' O ! tendo q)to'k

V('Pt.,k ,to'tk): + V('P,t.)

= O? e portanto

7( 9,'bo) lim
]c....o+ : E:* Lí.'9k :0,

o que mostra que

(4) V(9,to) > V(cp,to) para W O e t = O
0

A desleal-ande ostra.ta (4) nos afi.rua que V tambbém é di.s
tinta de V.

2.- Seja f uma aplicação dê C x R.+ em Rep com C c([-h,o], R2), aâ

- 23 

e llcrt kxll 
o' ' 

2 ::; k • Po-rtarito 

V(cp t . k 
. ' 'X o 

pa r a 

k 
= lim 

k~+ 

( 3) 
o • 
V( cp , t 

O 
) > V( cp , t 

O 
) - O para cp ::; O e t 

O 
::; O. 

k 
k - 1, 

Como V sa tisfaz às condições (i) e (it) do Teorema 0-2 a 
solução x::; O da equação (1) é uniformemente estável. A desigualda
de estrita (3) nos diz que V jama is satisfa ria à condição (ii) a ci-

o r O é • ~ ma com V, Em outras pa l avra s, se usassemos V ao inv s de V nao che-
gariamos a u ma conclusão útil sôbre a e_st~bilida de da equação (1). 

Para cp = O e t ;:::: O 
o temos cp t l == O, e portanto 

o, e 

vc cr,t ) _:,,; 
v(crt k ,t +k) - v(cp,'t) 

o 1 · o o 
o 

o que mostra que 

(4) 

lim 
k...+o+ k 

para , = O e t ·= O. 
o 

= lim 
~o+ 

o ,.,. o .,_.,,,k__._ ;;::O, 

o 
A desigualdade estrita (4) nos afirma que V t ambém é dis-... 

tinta de V, 

2.- Seja fuma aplicação de ex R+ em R2
1 c om e= c([-h,O], R2 ), de 



24

fínida por

.0 2(0)
f('b , t ) ondeq' ]. q'2 aao. as funções componentes

de q' .'b :n) ,l

Consideremos a equaça'o

( 5 ) ;(t) = f(xt, t)

que pertence à classe €
e scalare s :

e que é equivalente ao sísbema de equações

;l(t) = -x2(t)
(6 )

;2(t) = x].(t)

A soxuçâlo geral do si.stema (6) tem a seguinte expressa o

x].(t) .os (t + P )

x2(t) = A sen (t +p )
(7) com A à O e O é p < 2x

Se tomarmos g e C, g # O, e t. à O, efta o a solução de
(5) com função inicial g em t. será da(la, como se deduz fàcilmente
de (7), por

q'(t-to) para to-h é t é to

(8) x(t;'P,t.)
)eos(t

lv(o)l
0Is.n(t para t. é t < oo

q'l( o )

q' :( o )
onde P, O ép < 2n , é a Bolnçao do Biotema

que sabbemos existir e ser Úili.ca
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finida por 

f((j., ,t) = onde 4J 1 4J 2 são a s furn;ões componentes 

de<)., • 

~ Consideremos a equa çao 

que pertence à classe ~ 

escalares: 

e que é equ.i va lente ao sistema de equa çõe ::: 

( 6) 

( 7) 

A solução geral do sistema ( 6) tem a seguinte expressão: 

A cos ( t + p ) í xl ( t) = 

l x2( t) = A sen ( t + p ) 
com A ~ O e O ~ p < 2 7t • 

Se toma rmos cp e e, cp * o, e t ~ o, então a solução de o 
(5) com função inicia l q> em, t

0 
será dada , como se deduz fàcilment e 

de ( 7), por 

(8) x (t ;cç,t ) 
o 

J <p(t-t0 ) 

= l l'P(O) 1 f
cos(t 

,sen( t 

+ p )]! 
+ p ) . 

onde P, O :!f p < 2n , é a solu ção do sistema 

que sabemos existir e s er Única , 

pa ra t -h o 

para t o 

:!ft~t o 

~ t < 00 

[ cos(t0 +p) 
cpl(O) 

= lcp(O)I 

. sen( t + p) 
cp2(0) 

= 19'-CO)I o 
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Soja a & função escalar dç:flui.da, em R.b? por

para O 4 r é ]-

(g) a (r)
para l é r é 2

: *W.JF- ; para 2 4 r é 3

* * {r- \F.* para 3 é r < oo

Vê-se que a função a é contínua e a (r) > O
A figura abbaixo mostra o gráfico da função

senta tangentes ver-bocais em

(r)

para r > O

a , o qual- aprÊ

,/
'/

/

/
/

/
/

/

/
/

l

z*.W..-V?

l 2ã 3

FI(;UBA 6

,r

Se de:fi,ni.amos um funci.ona]. w em C por w('b) = a ( lO(O)l ) ,
então W ;erá .ontínuo e -#(O)

Seja V : C x R.... -., R um funcional definido por V(q' !t)=W(d' )
Então, V é contínuo e temos

a ( 1« (0) 1 ) = V($ ,t) w(@ ) para $ € C e t à O,

o que mostra que V satisí'az à conde.ç:o (1) do Teor'ema 0-2.
Para verá.fi-car que V também Bati-afaz à condição (ii.) do

mesmo teorema, tomemos g e C e t. à O.
Se 9; O7 então x(t;cP,to) : O para to-h 2 'b < e

11 xt.+k(CP,to)ll : O, portanto, V(qi,to) : V(xto+k(apto)?to'çk)
O e t( 9,t.) = O.

se P :' O, por (8), -Lemos

lxt +k(0;0 lx(to+k;apto)l lg(o) l V cos'( 'book'W )+6en'( to+k'tP )

- 25, _ . 

Seja ª a ;função escalar definida , emc ~+' ·por 

r pa ra o ~ r ~ 1 

. ~r "!\ 
1 + J r - 1 para 1 ~ r ~ 2 

. ( 9) a(r) = V? v--r7 1 + ~ - r ... 4 . para 2 ~ r ~ 3 

1 + {31- '/51.+ r - 3 pa r a 3 ~ r < 00 

Vê-se que a função a- é contínua e a ( r) > O para r > O. 

A figura abaixo mostra o gráfico da função a , o qua l a pr~ 

senta t angentes vertica i s em r = 1 e r = 2. 

A (r) 
l+VJ' 

2 

1 1 

0- - --~---~'-2-·--3~1 ~---- - - ---

FIGURA 6 

Se definirmos um funciona l W em C por W(~) = a ( 14> (O) 1 ) , 

então W será contínuo e W(O) = O. 

Seja V ; C x R+ _,, R um funcional definido por V('Y, t )=W(<J.,). 

Então, V é contínuo e- t emos 

a( l4i(O)I) = V(4i,t) = W(<J.,) para 41 ~ C e t ~ O, 

o que mostra que V satisfaz à condiçã;o· (i) do Teorema 0-2. 

Para verifi car que V t ambém sa ti s f a z à condição (ii) do 

mesmo teorema , tomemos <p s C e t
0 

~ O. 

Se <p = O, então x ( t ; cp, t ) = O pa r a t ..-h ~ t < oo e o . o 
·li cpll = li x t +k(cp,t

0
)11 = O, portant o, V( f ,t

0
) = V( xt +k(9,t

0
),t

0
+k) 

o o 

= O e t(cp,t
0

) ~ O. 

secp=I= O, por (8), t omos 

. . ' . , 
lxt +k(O; cp,t

0
) I = lx(t

0
+k;<p -,t

0
) 1 - l<r(O) 1-J cos2(t

0
.+k+P )+sen

2
(t

0
+k+P) 

o 
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ly(O)l e v(xt.+:k('p,to), t.+k)=a(lxt +k(O;q',to)l) :a(lq'(o)l)l !:
= V(9,t.) , portanto, t('P,t.) = O.

Asse.m, vemos que V Bati.afaz à conde.çio (i.i.) do Teorelna0-2
mais preciasamente , temos

(]-O) t(y ,t.) = O para g e C e t. à O.

A esta aloura ;já podemos cone:Lui.r
( 5) é uni:fortemente eetáve]..

Mostremos a segui.I' que o conceito de V é diferente do de
6v.

Para tanto, tomemos q' 'e C co'- g ;ÇP , i-sto é, 91(0) = ]- e

92(9:) : O para -h é 8 é O ! Onde 91 ç q)2 s=o as f\lnç8es componentes
de 9 . Seja tr, à O.

É fácil de ver que! neste caso, pa

9

solução 0 deque a X

0 q k é h, C€Fa

é dada por
" t.,k

«:..:: lli.l
r conseguinte , temos

v(gt.,k,to+k) :a(igt.,k(O)l) :a(.Á+k2) =1- + ~/(1+k2)]- =

para -h é $ é -k

para -k é + é O .

Por outro lado, V(q',t.) (O)l) = a(1) = ]-, portanto
V(9.. .. ,t.+k) - V(9,t.)

:?(9;'b.) »'llliE : ç,Lj.m ] + k -- ]- :l]ç+o+ k ]wo.b

Vi-mos que t(9,t.) = O ( (].O)) e, oonsoquoRtemente, pode
mos afirmar:
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= 1 cp ( O ) 1 e V ( xt 
O 

+k ( cp , t 
O 

) , t 
O

+ k ) = ª ( 1 xt 
O

+ k ( O 1 cp , t 
O 

) 1 ) = ª ( I cp ( O ) 1 ) = 

= V(cp,t
0

) , portanto, V(cp,t
0

) = O. 

' Assim, vemos que V satisfaz à condição (ii) do Teorema0-2; 
mais preciasamente, t emos 

( lO) V( cp , t 
O 

) = O para cp E C e . t 
O 

~ O • 

. A esta altura já podemos concluir que a solução x =Ode 
(5) é uniformemente estável. 

-Mostremos a seguir que o conceito de V é diferente do de 
• V. 

Para tanto, tomemos cp ,EC com cp =~6], isto é, C/\(-&):;:: 1 e 

cp2(~) = O para -h ~ -& ~ O , onde 9i e <r 2 são as funções componentes 

de cp • Seja t 
O 

~ O • 

. t fácil de ver que, neste caso, para O <í.: k~ h, cpt k E. C 
o' 

é dada por 

~ l ~ l 
[k~~] 

Por conseguinte, temos 

para 

para 

v(cpt k ,t +k) = a( lcpt k(O)I) = ªC~+k2 ) = 1 + Jc1+k2
) ... 1 = 

o' 0 o' .. 
= 1 + k para k suficientemente pequeno • 

. ; , 1 . , 1 ' -· ' 1 . 4 1; 1 . 

Por outro l ado , V(cp, t
0

) = a ( lcp (O) 1) • a (-1) = 1, portanto 

V(cp~ k '~o+k) ~ y(cp,to) 
o' V( rn · + ) :;t:. l.' im , T, 4Q 

k~o+ k 
;;: 'i;t U1 

~o+ 

l+k-1 
1 , . 

k 
= 'l .. 

Vimos que V'(cp,t
0

) = O ( (10)) e , oo:o,sequep,tE;Jmente, poder
mos af;i.rmar: 
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(n) V('P,t.) > V(9,t.) IÉ)ara [ã] ' ' '.' ; .
Tomemos agora q) e C com g

Neste caso tenda, para O < k 4, h,

2

0 para -h é 8 4 -k

(8 ) $9 ik
p;a,ra nk é 8 é C) e

v(q'to,k,to+k) ; a( Isto'k(O)l) - a(2 \Ó-+k2)

1 + \lr'3' - 2k.

.N-« ( l-pk2 )
\

4

Por outro lado, temos

V(q',t.) = a( IÇ'(0)1) = a(2) =1- Ó-'V'y

e portanto

7(q, ,to) = '!i= (9-. .-,t.+k) - V(9,t.)' k-.o+ k
tPê -2x-z-'bB'

llç-o+ k

2,

o que ]los diz (!ue

(]-2) -V(g,t.) > t(q,,t.) para g] ' *. ; . ,
p'j-s, V(9 ,t.) O por (IO)

/is desi.maldades (1].) e (].2) juntas nos a:fir ui que Ü e
V sgo j:nç QJ!!pgráveie .

Notemos que os Vs nos exemplos aci-ma ::g2. saio locajKnente
li.pschitzianos. Como se pode esperará se V o f6r poder-se-á mostrar
que os troa conceltoa de derivada, sa0 equivalentes de aeârdo COH a
seguinte tÉ)ropasição cuja demonstraçano é ã=ájoga à da Proposição l--l
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- • t~ 1 (11) V(cp,t
0

) > V( cp, t 
O

) _pa r a cp :;:; e t ~ o .. o 

To memos agora cp E e com cp = t61 e t d: º· o 
Neste caso temos, pa r a o < k ,,;; . h' 

1/ 2 l 
---- o ) 

· para - h ~ % ,,;; -k 

tp t -k(-& ) ;!:: 

º' :n [k~ ~] e 

v(cpt k't
0

+ld = a( lcpt k(o)\) = a(21/l+k
2) = 1 +/y .... {4(l+.k2 ) 

o' o' · 

= 1 + 'j3 - 2k, 

Por outro l ado , temos 

V(CfJ ,t
0

) = a ( lcp(O) 1) = a (2) = l +)/Y, 

e portanto 

Tim 
k~◊-+ 

= -2, 

o que nos diz que 

(12) para cp - [
2] ~ , O 

.... 4 

. 
11.s desigua l dades ( 11) e ( 12) juntas nos a fj_rr.iam que V e 

..,. 
r,J • , • 

V sao 1ncompa r ave1s. 

Notemos que os Vs nos exer.1plo s ac i ma não - são loca l mente 

' 

lipschitzianos. Co mo se pode esperar? se V o fôr poder-se-á mostrar 

que os três conceitos de fferi vafü1 são 1;3qui va l e.ntes de ao ôrdo com a 

seg1mirtte propasição cuja demonstração~ a ná l oga à da Proposição T-1. 
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Prçpç.gj:.çÉip.:1:3 : Se V fâr ].oralmente lipschi.tzi.ano em Cu

(L) $(9,t.) nV(9,'b. (.. )

para todo (q),to) E CH x R+.

(+) .a i.Wa].dado entre o ;eWndo me.toro e o tercei-ro em (L) é a da

Proposição 1-1. A igualdade entre o primeiro e 0 segundo pode
SQr demons'brada, por' uni processo análogo ao que foi feito nos
Leuus -E-l e 1-2 o na Pl-oposição l-l-.

- 28 -

Proposição · I-3: Se V fôr localmente lipschitziano em ·CH x R+,então 

(L) (+) 

( +) A igualdade entre o segundo merabro e o terceiro en ( L) é a da 

Proposição I-l. A igualdade entre o primeiro e o segundo pode 

ser demonstrada por um processo análogo ao que foi feito no s 

Lema s l-l e I-2 ~ na Propo sição I-1. 



PARPB'll

Nesta parte: chamaremos unia equação dií'erencial- funcional
de sistema( de equações diferenciais funcionava escalarQS ) para...
conservarmos na terminologia a denominação ''sistema associado'' em-
pregada em [O] ,[1] , [2] e [3]

11-1 ]?alliÍlias associadas a um si.stema,

Seja dado um si stema

(o-l) ;(t)

pertencente à classe €1. Consideremos utm, família de ai.stetms pa
rametrizada IÉ)e].os elementos de ClÍ:

(11-1) X(t) u(x.ü,t;C) , C E Gn

Para cada ( € Cn fi-xado temos uu oistenn. O sÍmboLo (]T :L)( ]-ndi.ca
rá o si.stetna da :famÍli.a (11-1) correspon'lente ao elemento (.

Def.i!!j:.çgg..!Jl=1: ])iremos que a fal:dita é uma fat.dl-la associada ao
si.ate«« (O-l) se (nnl)

(F.Ã-l-) Para cada ( c cn o distem (1.[-1)( pertence à classe €1

(F-A-2) ( ) Para cada C E Cn Q para çodo t à O

tem

(.Ü) u(( ,t;C ) = f(C ,t)

Referido-Hos aoa sistemas de una tal fanulia como s:i.stemas asaoci--
aços (ao si. ste«aa (O-l) ) .

PARTE ··rr 

A 

.,ê._9BRE EQUAÇ0ES DIFERENCIAIS FUNCIONAIS E FAM1LIAS ASSOCIADAS. 

Nesta parte, chmaaren1os u ma equação diferencial funciona l 

de sistema( de eq_uaçÕes diferenciais funciona is esca;J._ares ) pa r a .... 

conservarmos na terminologia a den01:1inação "sistema a ssooiaa.o" em

pregada em [0],[1],[2] e [3] • 

II-1. Família s a ssociadas a um sistema, 

Seja dado um sistema 

(0-1) 

pertencente à classe~. Consideremos uma famíJ-ia de sistemas pa

rametrizada pelos elementos de CH: 

(II-1) 

Para cada 2'; € CH fi:x:ado temos um s istema . O súnbolo (11 ... 1\ indica

rá o sistema da famíli a (JI~l) correspondente a o elemento~. 

Definição II-1~ J)izemos q_ue a fm:Ú1i a é uma far.Úlia a ssociada ao 

sistema (0-1) se (II-l) 

(FA-1) Para cada, E CH o sistena (II~~), pertence à classe ç 1 

(FA-2) ( Cond~ção ,de associação) Pa r a cada l.: ~ CH e para todo t ~ O 

tem-se 

(A) 

Referimo-nos aos sisteraas de u,r:ia t a l f ar:Úlia como sistemas associ..

ados (ao sistema (0-1))~ 
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A questão de existência (]]e tais faraÍ].ias é respondida tri
vialmente IE)elo spgujnte exemplo g podemos sempre considerar como aa-
soci.ada ao si-stemn (O-l) a fauÚUa (11-1-) com u(Ü,t;o =.f(0,t) Dar-
ão ?C € CH e t à O. ]1lsta assoclaçãop que recebbe o nome de assocí-
2;g=o -trivial, porém, não é de interesse na prática devido ao fato de
todos os si temas da famÍ].ia coinci.girem com o sistelnlap dado;.una as-
sociação desejáve[ é aque]a da (iua]- resu],tem siatenms associados
mai,s sinlpl-es do que o sistema dado no (iue di-z respeito ao tabu-do de
estabi[idade por mei-o de :E'uncionais de ]byapunov.

11-2. Si :ficado da r' )ndi de associação.ao

Em vista da izilportânci.a da condição de associaç=ol procu
Faremos dar aqui un significado da mesma.

Sejam dados um sistellm (O-]) pertencente à c].asse €1 e uma
:fanlíUa (1.[-1) satis:fazendo à condição (]'.Â-]).

Saiam x(t) = x(t;C,t.) solução de (O-l) e a(t) = a(t;C,t.)
sol"ç;o do s5-stema (U-l-)C ' Se a fa«ÍUa Bati-sfi.zer à condiçg' d'
associação,(B'.A-2), teremos

;,(t.) u(at ,t. ;C )0 u( C,to ;C ) f( (,tQ) f(Xt , t.)0 :;(to)

,;h.)
:x

''''''''a
:;(t. )

l \.

to-h
F[(m ]:U 7

0 tó

Recípz'ocainente, se a família (11-1-) fâr tal que se para c2
da p'nto (C,to) e cn x R+ se temia ;(t.) = ;(to) sempre q%e ....'.
x(t) ;C,t.) e a(t) = a(t;C,t.) sana ::'esp''tl\lamente soluça's d'

(O-l) e de (-11-1)C , então certamente a ulesma fUnIl-ia sati-soará à.
condição de associ.açâo. Com efe5.to, temos

/
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1\. que s t ão de existência de t a i s famílias é respondida tri..

via lmente pelo· s~guinte exemplo ; podemos sempre conside r a r como a s

socia da ao sistema (0-l) a f amília (II-1) comu(tv 1 t 92:) = _f(t/J,t) -pa 

r a (/) 1 C E CH e t ~ O. Esta associa ção , que recebe o none de associ 

a ção trivial 1 porér:i , não é de interê sse na prática devido ao f ato de 

todos os sistema s da f a m.lia coincidirem com o sistema da d~; uma as

sociação desej áve l é a quela da qua l resulte1Y1 sister:ias associados •• 

mais simples do g_ue o sistema dado no que diz respeito ao estudo de 

estabilida de por meio de funciona i s de Lya:punov. 

II-2. Significado da r~p~
1
iç_~o de a ssocia ção. 

Em vista da i mportânci a da condição de associa ção, procu

r aremos dar a qui um significado da mesma . 

Sejam dado s u m sisten1a ( 0-l) pertencente à classe ~ e u ma 

f amília (II~l) satisfa zendo à condição (FA-1). 

Sejam x(t) = x(t;C,t
0

) so lução de (0-l) e a (t) = a (t ; C,t
0

) 

so luçã o do sistema (II-1) 4 . Se a f amília satisfizer à condição de 

as sociação, (FA-2), teremos 

~/~ 
1 

••• 1 - . 

-h O 

Re cípro ca-:.:ient e 1 

da ponto ( C, t
0

) e; CH x· R+ 

x (t) = x(t ; C,t
0

) e a (t) = 

1 

1 

= f ( e, t ) 
o 

~ ' 
1 '\.. ---~ I 

. 1 

1 

t o 

se a f amília (II-1) fôr t a l que se para ca 

se t enha x( t
0

) = 2~ ( t
0

) selllpre q-iq.e • , ••••• 

o. (t; C,t ) sffo respectivamente soluções .. de . o 

(0-1) e de (II-:-1) 4 , então cert amente a mesma f amília sati.sfa rá à •. 

condição de a ssociação. Com efeito, t emos 

I 
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u( q t. ; C) u(at ,t.;C)0 ;(t.) ;(to ) f(xt ,t.)
. Q

f( (,to) -

A esta a]hx:r'a é. nabura]. fazer-se a conjectura de que a e.g

tabi[idãde de um sistema estes.a re]ac].onada de a].gum modo CQm a es""
tabbilidade dos seus sistemas associados? e juntamente uma conjecbu
ra dêste tipo é. que ori-gin.ou a Teoria dos Sistemas Associ.idos para
as equações di.ferenciai.s oral-nárias ( ver [O] e [1-] ).

11-3 Critérios )ara a es'babbll:idade

Veremos a, seguir dois teoremas que darão critér:ios para se
estabbe[ecer a estabb].]idade de um dado sistema através de um :E'uncio-
na], de l,yapunovp o qual é com;Lm para 'bodas os sistemas de ulnlElf sua
família associada e pelo qual se estabbel-eçe a estabbi-lidado dos mes

No caso das equações di.ferenciats ordil:láriasp a demonstra-
ção do 'teorema correspondente é re]a-bi,valente simples excito em a],--
duns deta[heõ, ].sto se deve essenci.a]mente à sim]É)]icidade da eondi.--
çao de associação e ao fato de a derivada de uma função de l,yapunov
poder ser expressa em têrmoa apenas d.o sistema. Aqui procurarelnoa.,
manter a mesma aimp]zcidade na demonstração dos teoreTrm,s aci.ma Q,].u

dídoa e consegu.iremos isto a custa dos resu].fados obbti.dos na Fartei.

n10 s.

Dados um sistema pertencente à classe €

(o-l) i(t) xt,t) 9

uma fa«Í]:La aasoci.ada ao sistema (O-].)

( 11-1) x(t) = u(xt,t;( ) , C € Cn

um funciona], contínuo

R ,

+ LJ nT \./.

i.ndiquemos por V(0,t) (respeQ. V(ÉI, ,t)) a, dera.fiada V (Tese?cf V), de
V, nó :ponto (@,t} rolabi-valente a0 6i.atem (O ), Q :por V(@,t;( )

, 

== u ( ª t ~to ? ') = 
o 

â(t) o 

A esta altura i .. na t ura l :fazer-se a conjectura ele que _ a es 

tabilidade de um sistema e_st~ j_a relacioná.da de· a lgum modo com a e s 

tabilidade dos seus sistemas assoc i ados, e jus t ament e uma conjectu

ra dêste tipo é. que origin.ou ·a Te_oria dos Sistemas Associados :pa r a 

as equações diferenciais ordinárias ( ve r [O] e [l] ). 

II-3. Critérios pa ra a estabilida de, 
, :, .. e• e .. ·~ 

Veremos a seguir dois t eoremas que darão critérios :para se 

estabelecer a estabilidade de um dado sist ema a t ravés de um funci·o .,. 

na l de Lya:punov, o qua l é corrn.1m :para todos os si s temas de u ma sua 

f amília associada e p e lo qual se estabelece a e s t a bilida de dos mes

mos. 

No caso das e qua ç ões diferenciais ordinári as , a demonstra 

ção do teorema correspondente é relativamente _s imples ex~e to em a l

guns de t a lhe s, Isto se deve essenci a lmente à simplicidade da condi~ 

ção de assoc i a ção e ao fato de a derivada de · uma · função de Lyapunov 

:poder ser expressa em têrmos apenas d.o s istema . Ag_u. i procuraremos,, 

manter a mesma simplicidade na demonstra ção dos teoremas aci ma a lu

didos e conseg11iremos i s to a custa dos resultados obtidos na ParteI. 

Tiados um sistema pertencente à classe ~ 

(0-1) 

uma f a mília associada a o sistema (0~1) 

(II-1) e 

um funcional contínuo 

R ' . 

i~diquemo s :por V(().i, t) ( re speo . i(().i , t)) a de:r'i vada ~ ( respec. ~), de 
. . I . - ' 

V, no ponto (()9~,t) relativa mente ao sistema (0-1), e por V(tµ ,t;z;) 
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(respec. V(@,t;C)) a derivada -V (respec. V), de V, no ponto (@,t)
reInE:Lamente ao si-ste«:a ( n-,l)x

Lema 11:1: Para cada ponto (@,t) e C

(:B) f(sb ,t;o ) = :7(lb ,t)

(c) $Glb ,t# ) = v(ü ,t)

])emoqstraç&Q: Sejam@ , ( e CH ' t à O e k ta
].,embremos que V(Ü ,t) é dada por

:i@ ,t) : lm Y @tsk': :t'''Ü V q,t)
](+o+ k

onde @ ... .. e c é definida por

0 (k+8)

9

temo sRXH

0 <l k é h.que

k.h é 8para .z

(1)

( 2) ü t,k( +)
0 (O) + [ k+&] f(@,t) para -ké 8 4 O

0 t,k c: CH para k suficientemente pequeno

Para cada k, O < k é hj definimos ©'t.k. e C por

@ (k+-+ ) para --h é & 4 -k

(3) «'-.; , *' ©
$ (O) +[ k+&] u(@,t;C) para

Então, como sé pode verificar fàcilmente, para k sua,cientemente
pequenos tem-se

'bt,k ; cn
C

e

(4)
t+k) - v(@ ,t)
k7(ü,t;c)

k-.É)+

32 -

o - o 
(respec. V(<J;,t;C )) a de rivad,a V (re spec º V), de V, no ponto (<j;,t) •• 

relativamente ao sistema (II...,.1\: • 

Lema II-1: Para cada ponto (qi ' t ) E'. CH X R+ ' 
t emos 

(B ) v((); , t ;<ii ) == v(4i -, t) 

o o 
( C) V (qi , t ;(); ) :;:: V((j; , t) • 

Demonstra ção: Se j am <v , ~ E: CH , t ~ O e k t al qu e O< k ~ h. 

(1 ) 

Lembremos g_ue V((JJ , t) é dada por 

V((j; , t ) - li m 
k~o+ 

V((j;t k' t+k) - V(<J;,t) 

k 

onde tb t k e C é definida por 

' 
para -h~ .e, ~ -k 

<ii (o) +C k+-& J f(cv,t) 

e que eµ t,k e: OH pa ra k sufi cientemente pe queno. 

' Pa r a aada k, O< k ~ h , definimo s (j; e C por t,k 

( 3) 

(j; (O ) +C k+-& J u(cµ,t;l; ) pa r a -k ~ -& ~-º . 

Então, como se pode verifica r fàcilrnent e , pa r a k sufici entemente 

pe q_u eno, tem-se 

e 

(4) V ( (j., , t ; ?; ) = li m 
k__p+ 

V((j.,
4

t k' t+k) - V(cµ,t) 

k 
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PoT outro lados em Virtude da conde.çao de associação -
(ver (A)) e: de (2) e (3), temos

e, por conseW].nte, de (]-) e (4) aeW-e

v('b ,t;'b) := v('b ;t).

selo modo p obbserva,ndo

4,(k+ Õ)

])0 ue

para -h 4 8 é -k

(5) $t,k,É (8 ):
o(o)+lkl-elí(@,t)+- x(k+$) para nk g 8 4 O

com x eOkf

(6) ov(Q,t)=1:ia sup v\."t,k,l{ '
]c...o+ xe0., k

t+lç )

+(k+8) para: -h 4 8 4 --k

(7) 'bt,k,x (8 ):
0(0)+Ek+8] u(@,t;C)+ }c(k.Q) para -k d 8 é.O

(8) y'($ ,t;2; ) = 1.5= mP
k-.o+' }t eak

e considerando a Condição de associação conclui

: q' 'b,k7}t ,

e, portanto,

$'(Q ,t;$ )
C,Q.D

... 33 .... 

Por oütro l ado , em 1i:J.;'tude da cond.i-ção de associação , •.• 

( ver (A)) e de ( 2) e ( 3), t eQO s 

e, por conseguinte, de ( 1) e ( 4) segue 

( 5) 

(6) 

(8) 

-V(<j.,,t ,<j.,),= V(<J;,t). 
: ' 

Do mesmo modo, observando 

<µ (-0- )= t ,k,x 

o 
V( 4> , t ) = ITrri 

k.+.o+ 
sup 
XE:.Ü 

k 

para -h 6 -0- 6 -k 

V( (j.,t k ?< ,t+k;) .,. V((j., ,t) 

k 

V((j.,~,k,x 1t+k) .... V(<j.,,t) 
J I Ili . - ,, i - ,, 

k 

e considerando a condição de a ssociação conclui-se qµe 

e, portanto, 

o . o 
vN , t ;41 )" = v ( (j., , t ) . 
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])o ]3ema e do Teorema ]-]. segue

Teorema l].-].
tal que

Se V :fâr ]oca].mente ].i.pschitziano em Cn x R.b e fâr

(1') V satisfaz à conde.ç=o (i.) do Teorema 0-2

(n') V($,t;C) é O para q' t C e cn e t à 0

. rKI = rq-#

então a solução x O de (O-l) Beta un:iformenlente estável

/li.nda lliai-s} ae a conde-ção (1.[') fâr substituída pe]a se
guinte condição mais forte 8

(111') V(O,t;C) é-13(ll'bll) :para'b* C eCE et àO, onde í3é
uma hnç=o escalar contínua .m [o,n) com ]3(r) » O para

0,>r

en-bÉÍo a mesim, soluça o será uniforwQmen;j;e assinüàti.camen-be estável

]2SiJBgn:eJIZii2:Sg:a: A condição (1') é mesnna que a conde-ção (i') do Teore
mx ].-l. I'acendo ( = @ , V($,t;@) = V(@,t) pelo Lema 11-1, e por--

tanto temos a Condição (li-') do Teorema 1-1. Do mesmo modo, a con-
de,çao (n]') i.up].i-ca na condiçâlo (i.ii') do Teorema ]-]..

Presa.ndindo da, condição de lipschitzianeidade local de
V temosl como uma consequência do Lema 11-1 e do Teoreula 1,-2, Q se
gaiata teorema cuja demonotraçâlo é inteiratnente al:iáloga à do teore
nla precedente .

Teoretna 11-2 Se V fâr tal que

(lo) V satisfaz à condição (i) do Teorelm 0-2

(11') uV('b,t;C)e O para'b , z;e cn 'e t bO
. flg . fquentão a solução x O de (O-].) será uniformemente estável

Ai-nda maíst se a cona:i-ça8 (]]:o) :fâr subbstituida pe].a se
guinbe condição mais forte :

.:- 34 -

Do Lema · e do Teorema I-1 segue: 

Teorema II-1:· Se V í'Ôr localmente lipschi tzia no eE1 OH x R+ e fôr 

tal qt1e 

( r-) V satisfa z ' condição ( i) do Teorema 0-2 a 

( II-) V( <v, t; Z,:) ~ o pl:1,ra <v e E: OH e · t ~ o 

então solução o de (0-1) 
, 

uniforniemente estável. a X= se r a 

.Ainda mais, De a condj_ção (II-) fôr substituida pela se

guinte condição mais fort e : 

V ( <µ , t ; Z,: ) ,,,; - [3 ( 11 <µ I I ) para <v , i'.; € OH e t ~ O , onde i3 é 
uma função escalar contínua em [O,H) com. i}(r) > O para 

r > O, 

então a mesma solução será uniform$mente assintoticamente estável. 

Demonstração: A condição (I-) é -mesina q_ue a condição (it") do Teore-

ma I-1. Fazendo Z,: = <µ , V( <v, t :i ti>) = V( <v, t) pelo Lema II-1, e por-

tanto temos a condição (ii-) do Teorema l-1. Do mesmo modo, a con

dição (III-) implica na condição (iii-) do Teorema I-1.· 

·Prescindindo da condição de li:pschitzia neidade local de 

V temos, como uma conseq_uência do Lema II-1 e do Teorema I..-2, o se

guinte teorema cuja demonstração é inteiramente a náloga à do teore

ma precedente. 

Teorema II-2: Se V fôr tal que 

( rº) V satisfaz à condição ( i) do '.teorema 0-2 

e 

então a .solução x ~Ode (0..-1) será uniformeme~te e.stável~ 

Ainda mais, se a condiça õ (IIº) f{)r substi tu.ida pela se

guinte condição mais forte; 
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(lllo) V('bl-b;C)4 - i}(li'bll) para'P, C eCUe't àO, onde í3
duma hnçgo esca].ar corei«-a em [o,n) cona ]3(r) > O pa
ra r > O g

então a mesma soluço;o será uniformemente assintê)t;icameJ!.llg 96tável

Notemos (!ue quando se tonta a assou:i:açaQ ];riy:ia]. os Teor-e
mas :t[-] e ]]-n2 se reduzem respec'bi.lamente aos PeoTeui3B ]n], e ]:--2

D'i.nalizando9 é interessante obbsenrai' qual eH gera.L? se a associa-
N fV nA . . .H q = n .

ção não fâr tr:i.via.L, náo podemos conclu:irp por exemplo, que um oia
tema é estáve] mesmo quando todos os ai.sbeuns de unha sua famí].ia
associada o pejam. De acôrdo com oo Teoremas ]]-.] e ]-]n2? B(5 pode':-
mos tirar ta] conc].rasgo Doo casos enl que oxl6te um :funcional de ..
I'y&punov que é OOtWH pata todos os sistetuçs da faliÚl-iap estabbele-
cendo a e6tabbili.jade dos nesr.los.

se toda a associac=o trivía].
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(IIIº) 
o 
V((j;,t;I:) ~ - í-H 11 tvll) para <li ., 1: ECH e· t ~ O , onde ~ 

é. uma função escalar contínua era [O,H) cora 0(r) > O :pa-

_.ra r > O - , 

então ~ meswa solução será uniformemente assintàt;i.c2únente estável. 

Notemos que qua ndo se t oma a asso
1
c i a 9ão 

1
tri viAl os Te ore.

mas ·lI-1 e 11 .... 2 se reduzem respectiva mente aos Teoremas I-1 e I-2. 
Finaliza ndo, é int.eressante observar que, em geral, se a a ssocia-· 

. . . 

ção não fôr trivial; não podemos concluir, por exeuplo, que um sis-
tema é estável mesmo quando todos os siste·mas de uma sua família , _ e . , . ; s • : 

assooiada o sejam. De acôrdo com os Teoremas Il~l e II-2, só poder 
, 1 • •• 1 ti 1. -· 1 • 

mos tirar tal concJ,us§'.o nos casos eTtl qv.e existe um :funcional de ••• 
Lyapunov que , _?Omum. pa.:ra todos os si s te1rras da fam'.1i a 1 estabele

cendo a estabilidade dos mesmos. 
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