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ABSTRACT

Through vector measures we study the relationship
between the spaces of multilinear mappings of nuclear and ﬁufgral
types between Banach spaces and the Radon Nikodym Property on the

N

dual of domain space.

If we denote by LN(mE,F) and LPI(mE,F) the spaces  of
nuclear and Pietsch-integral m-linear mappings from E™ to F, we
stablish in the linear case that the Radon Nikodym Property on\
the dual E* is equivalent to the equality LN(E,F) = LPI(E,F) for
all Banach space F. In the m-linear case we prove that the Radon

Nikodym Property on E imply the equality Ly ("E,F) = Ly ("E,F)

for all Banach space F.

We apply the resulfs to m-homogeneous polynomials,given
a necessary and sufficient condition to be a reflexivéAspace the
space P(mE) of all continuous ﬁ—homogeneous polyﬁomials . on E
scalar Valued. After, we use the infinite dimensional Banach space

constructed by B.S. Tsirel'son, denoted by T, to,show that the

space P(mT) is reflexive for all integers m.
Finally we apply the results to locally convex - space
stablishing conditions to get the equality LN(mE,F) = LPI(mE,F),

when E is a locally convex épace'and F is a Banach space.
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INTRODUCAO

0 principal objetivo deste trabalho € estudar os espa-
Gcos LN(mE,F) e LPI(mE,F), das aplicagoes m~lineares continuas de

tipo nuclear e Pietsch-integral, entre espacos de Banach.

Em geral, o espago LN(mE,F) esta contido em LPI(mE,F)e
portanto surge naturalménte, a questao de quando que estes espa-
¢os coincidem. Esta questdo se mostrou intimamente ligada com a
Teoria das Medidas Vetoriais bem como com a Propriedade de Radon
Nikodym en espagos de Banach, motivando assim a maior parte deste

nosso trabalho. !

t

No capitulo I introduzimos alguma notacao e certos re-
quisitos de caracter ge@al sobre aplicagoes multilineares,\prodg
to tensorial e espagosﬁlocalmente convexos. Nos capitulos IV e V.
introduzimos tambem néta§5es e alguns resultados conhecidos,que

-~ < ™ . -
sao especificos para os respectivos capitulos.

Neste trabalho usamos principalmente resultados da Teo
ria das Medidas Vetoriais e, por esta razao reunimos no capitulo
IT todos os resultados desta teoria, que usaremos ao longo do
texto. No capitulo II, em geral, ndo indicaremos a referencia bi

bliografica dos resultados enunciados, mas todos eles podem ser

-

encontrados sem nenhuma excegao no livro de Diestel-Uhl(|3]).

No capitulo III, estudamos a questZo mencionada no ini
cio, ou seja, condigoes para que tenhamos a igualdade dos espagos

m M ' ot
LN( E,F) e LPI( E.E) .

O caso linear (m=1), foi bastante estudado no livro de
Diestel-Uhl,onde se estabelece uma condigdo necessaria e suficien-

te para a igualdade dos espagos LN(E,F) e LPI(E,F) (teor.2.5.2).
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Curiosamente, logo no inicio de nossos estudos percebemos que as
hipoteses daquele teorema (teor.2.5.2), nio eram suficientes pa-
ra obtermos a igualdade dos espagos LN(mE,F) e LPi(mE,F), como

mostra a observagao 3.3.(3).

No paragrafo 1 do capitulo III, verificamos que a pro

priedade de Radon Nikodym sobre o dual E* € uma condigao necessa

ria e suficiente para a igualdade dos espagos Ly (E,F) e LPI(E,F)

para todo espago de Banach F (teor. 3.1.1), em seguida no paragm

‘fo 2 mostramos pelo teorema 3.2.1 que a mesma condigdo do casoli

near e suficiente'para obtermos a igualdade dos espagos LN(mE,F)

e LPI(mE,F). Como consequencia obtemos resultados analogos para -

os polinomios m-homogéneos.

/ -
L

A seguir no Fapitulo IV, fazemos um estudo.de.refléxi-

vidade do espago P(mE), dos polindmios m-homogéneos sobre E  a-

valores escalares, obtendo come consequéncia do capitulo III,uma

condigdo necessaria e suficiente para a reflexividade do espago

P(™ME). No caso em que o espago de Banach E tem base de Schauder,

verificamos que a reflexividade de P(mE) fica equivalente a exis

téncia de uma certa base de Schauder para P("E).

Finalizando este capitulo, mostramos no paragrafo 3 ,
que o espago de Banach de dimensao infinita construido por B.S.

Tiserel'son, denotado por T, assegura a reflexividade do espacgo

P("1), para todo inteiro m.

No Gltimo capitulo, fazemos uma aplicacdo dos resulta-
dos do capitulo III, aos espacos localmente convexos, estabelecen

do condigoes suficientes para a coincidéncia dos espacos LNC%LF)

e LPI(mE,F), quando E & um espago localmente convexo e F & um es

pago de Banach. No paragrafo 3, caracterizamos o dual do espago



(p(Mg), ro), onde Ty ¢ a topologia compacto-aberta, como sendo o

espago dos polinomios m-homogéneos sobre E¥ de tipo integral.

Raymundo Luiz de Alencar

Sao Paulo, setembro de 1982.



CAPITULO -1

PRELIMINARES GERAIS

N, R e L denotam respectivamente os conjuntos dos

numeros naturais, reais e complexos.

E e F denotarao espagos normados, de Banach ou 1lo-

calmente convexos, especificado sempre quando neces

sario.

§1- Aplicagoes Multi-lineares - Polinomios - Produto tenso-

rial.

- Aplicacoes Multi-lineares:

Sejam E e F espacos localmente convexos (e.l.c), indi-

camos por L(™E,F), o espaco vetorial de todas as aplicacs -1j
p goes m-1i

Neares de E™ = Ex ... xE em F que sao continuas.

Uma aplicacdo AeL("E,F) se diz simétrica se for valido

A(Xl’...’xm) = A(xc(l)""’xo(m)) para quaquGr

X LI Y a
1’ X €E e qualquer permutagao OESm, onde Sm representa 0
¢Onjunto de todas as permutagoes dos m-primeiros nimeros natura-

is.



)

LS(mE,F) indica o espaco vetorial de todas as aplicagoes

: = B - m
m-lineares, simeétricas e continuas de E" em F.

No caso em que E e F sao espacgos normados,definimos enm

L(mE,F) a norma

_ . m
HAll= sup  J]A(x .. ux ) ||, AeL("E,F), x;,..,X ¢eE
1%, | I<1
1<i<m
Nestas condigées indicamos (L(™E,F),|| ||).

Definicao: Dada uma aplicacao AeL(™E,F), definimos a sua sime-

trizada AseLs(mE,F) por:

S 1
A (Xl,oo,xm) - Z A(X

9",X ), X,-o,.-;(
m! oesm o (1) o (m) , 1

Definigao: Se AeL(mE,F), X .,xk_E € Mys.e My eIN com

1’
nyt...+ny=n < om, definimos a aplicacao

n1 nk ~Mm-n
Ax1 cee Xy € L( E,F) por:
P Py |
Axl...xk (yl""ym—n)=A(xl""xl""xk""X]’ yl""ym-n)
| Tk

com yl,..,ym_neE.

“Lema (Formula de Newton). Se AeLS(mE,F) entao para X1, X, e E te-

mos

-k
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Lema (Formula de Polarizacgido). Seja A€Ls(mE,F). Entao. para qual
p qual

quer xl,..,xmeE temos
A(xl,..,x } = 1 = I € € A(slxl+ ol mm)m
. mi2 e, =xl m
1<i<m
- Polinomios

Dizemos que uma aplicagao P:E —— F € um polindmio m-

-homogéneo continuo se existir uma aplicacdo AeL(™E,F) tal que

P(x) = A(x,...;x) para todo xeE.

-~

Neste caso indicamos que P=A.
e
/

P(mE,P) deno@a 0 espaco vetorial de todos os polinomi-

= .
os m-homogeneos continuos de E em F.

No caso que E e F sao espagos normados, definimos em

P(mE,F) a norma

[IP|] = sup |PG)]] . Pe ("E,F) , xeE.
| 1x]]<1

Indicamos entao (P(mE,F), [T 11

Proposicao: Sejam E e F espacos normados. Entdo a aplicacgao

AeL(mE,F) — KEP(mE,F) € linear e sobrejetiva. Além disso in-
duz um isomorfismo topologico entre LS(mE,F) e p(mE,F). Se
AeL®(ME,F) & valido

-~ m -~
LAl < |1A]] < &= ||A]]
m.



ftpﬂtho Tensorial

No que segue agora indicaremos por El’ Ez e F espacgos

de Banach.

E.®E, denota o produto tensorial dos espacgos E1 e Ez .

1772
Cada elemento ueEl®E2 tem representacao na forma
T
u =173 x..8x,. onde x..eE. 1 =1,2 1 <3 < r.
j=1 137723 ij 1 - ~
Indicamos por EIQﬁE2 0 espago E1®E2 normado com a nor-
ma: ueE1®ﬂE2.
r T '
Ilulln‘lnf J§1| |X13l| . ||X2J|| tu = El legxzj , -

sendo o inf calculado sobre todas as representagoes de u.

€ chamado o produto tensorial projeti-

O espago El®ﬁE2

- Propriedade Universal do Produto Tensorial .

Dada uma aplicagdo bilinear T de E;xE, em T entdo exis
te uma finica aplicacdo linear continua T:E,®, E, — F tal que o

diagrama comuta, .




onde h denota aplicagdo natural.

*
Se E &€ um espago normado,para ¢1,¢26E (o dual de E) a

aplicacao m-linear continua definida por

2
(xl,xz)eE —_— ¢1(x1)¢2(x2)e (¥
e denotada por ¢1-¢2-
Lf(ZE) denota o subespacgo de L(ZE) gerado pelas aplica
- * s \
goes da forma ?1’¢2" ¢isE i=1,2.
Seja a, a' aplicacao bilinear continua \
* % 2 . .
az:ExE ——> L("E) definida por
% (01,8) = 0.0, . .

Pela propriedade universal, existe uma uUnica aplicacgido

-~

linear continua
- * & 2
¢, E ®ﬁE —+ L("E) tal que

Notamos que o sﬁbespago gerado por aZ(E*XE*) € exata-
mente Lf(zE), portanto pela comutatividade do diagrama na“ pro-
priedade universal, vemos 4ue .

_ * * 2 .

az(E ®ﬁE ) = Lf( E) .

Notamos ainda que a aplicacao &2 € injetora e portanto

* *
podemos identificar E ®E com Lf(ZE), algebricamente.
: . ’ * * 2
Frequentemente escreveremos E QE = Lf( E) .

O completamento do €spago E,8.E, serd indicado por

17w 2°
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1.1.1 - Teorema ([7]- Cap. I - § 2.1). Sejam El e Ez'espagoé de
Banach. Entao todo elemento ueEl@“Ez € a soma de uma série abso
lutamente convergente da forma

[oe]
u= - - - - .= .= ® e s 0
El x1]®x2J 5 xiJeE1 i=1,2 e j=1,2

Além disso € valido

oo

[ull =inf { = |lx 1] lxp 01, = =
- j:l 1J ZJ j:

- A Propriedade de Aproximacao (P.A.)

Definicao: Dizemos que um espaco de Banach E possui a proprieda-

de de aproximagdo, se para cada compacto K = E e €>0, existe

. - . — - )
uma aplicacao linear continua de posto finito T:E —— E tal que
i 5

[|T(x) - x|q < € para todo xeK.

1.1.1 - Proposicdo ((7)- Cap. I - § 5.1). Seja E um espago de

* *
Banach e E o seu dual. Se E tem a (P.A.) entdo a aplicacdo ca-
_ * *
nonica (i.e., a estensao da aplicacao az) de E &,E em

(L(ME),|| |!1) & injetiva. -

§ 2 - Espagos‘de‘Banach

- Topologias Fracas num Espaco Normado

*
Definicao (i) - Seja E um espago normado € E o seu dual. Indi-
*
camos por O0(E,E ) a topologia localmente convexa sobre E, chama-

da a topologia fraca sobre E, gerada pela familia de semi-normas
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{qx*:x*eE;} , onde Uy é a semi-norma definida por

q *(x)=|<x‘x*>| , xeE.
p'e

(ii) Indicaremos por o(E*,E) a topologia localmente
convéxa sobre E;, chamada a topologia fraca* (topologia fraca es-
trela), gerada pela familia de semi-normas {qx:er} onde
qx(x*) =|<x7x*>|, x*gE*.

Frequentemente usaremos a letra w e w* para nos refe-

rirmos as topologias fraca e fraca*, respectivamente.

;
P

- Subespaco Complementado
{ = =

a— . : / . -
Definicao: Seja E um espaco normado. Dizemos que um subespaco M

, X s s '
de E e complementado €ém E, se existir um outro subespaco N de E

tal que

p = MON (soma direta topologica).
Associamos a M uma projecdo p,

p:E —> M, pix+y)=x , xeM , yeN

Dizemos que o subespago M €& complementado em E por pro
jecao de norma 1, se a projegdo associada a M é um operador - de

norma 1.

Observacao: dado um espago de Banach E, frequentemente usaremos

o fatc que o dual E* € complementado em E***, por projecgao de nor -

ma 1 de maneira natural (a projecao & dada por

S X F**KRcErkk R X***IBEE*)'
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§ 3 - Espacgos Localmente Convexos

No que segue E indicara um espaco localmente convexo.
Se E* € o dual de E, indicaremos por EG e Eé o espago E* munido
da topologia da convergencia uniforme sobre os limitados de E e

os compactos de E respectivamente.

Indicaremos por V(E) um sistema fundamental de vizinhan

cas convexas e equilibradas do zero em E. Se VeV(E), qy denota o

Vv
pelo subespacgo N(V) ={er:qV(x)=0}.

funcional de Minkowski de V e E;, denota o espaco quociente de E

Definicao: Um e.l.c separado E € um espaco de Schwartz se para

cada VeﬁfE), existir uma WleE) tal que a aplicacgao identidade

E, — Ey € precompacta.

Agora, se B denota um subconjunto convexo, equilibrado

e limitado de E, entao EB denota a envoltoria linear de B, sendo

EB um espa¢o normado por qg -

1.3.1 - Proposicao ([16]- 0.11.3). Para cada Ve/(E) os espacos

*

de Banach [E e * sao isométricos.
Vly . VO

?

v° denota o polar da!vizinhanga V.
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CAPITULO 2

MEDIDAS VETORIAIS

§1 - A Integral de Bochner

E e F denotam espacos de Banach. =
f
2.1.1 - Definicdo :/ (a) Um par (2,z) & chamado um espaco men

suravel, quando r for uma c-algebra de subconjuntos de um con-

junto Q.

(b) Uma terna (Q,Z,u) € chamada um espaco de medi-
da quando p for uma medida nao negativa extendida, o-aditiva, de
finida sobre a o-2lgebra I do espaco mensuravel (,2).

O espaco de medida (9,Z,u) € chamado finita se

()< =.

2.1.2 - Definicao : Seja (2,Z,u) um espaco de medida finita.

(a) Uma funcao f : @ —— F e chamada simples se

existem pontos X1seeesX, €M F e conjuntos Al,...,An em I tais que

H
]
no~m3s

x; xp, onde x, ¢ a fungdo caracteristica do conjunto A,
1 i i



L3

(b) Uma funcao £ : @ —— F e chamada p-mensuravel se

existe uma sequéencia (fn), de funcgoes simples, tal que

lim |[£ -£]] =0 o= q.S
n

2.1.3 - Definicdo : Uma fungdao u-mensuravel f : @ — F & cha

mada p-Bochner integravel se existir uma seqliencia (f), de  fun-

goes simples, tal que

Lim J 1€, -€1] du = 0 .
n
Q !

Para cada AeZ, definimos J f dy lim j fn du , onde

n
A A

j fn du ¢ definida de maneira obvia.

A

Uma caracterizaga de fungOes Bochner-integraveis € o

teorema:
2.1.1 - Teorema : Uma fungdo u-mensuravel f : @ —— F & -
-Bochner integravel se e somente se J [1£]] du < =
Q
2.1.1 - Lema : Seja (Q,Z,u) um espago de medida finita e

f : @ —— F uma aplicacao u-Bochner integravel. Ent3o para cada

e > 0 existem sequencias (yn) em F e (An) em I tais que
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(1) a serie
n

o8

Y, Xp converge para f absolutamen
1 n

te u-q.s.

G [ el s ERCAIRTOS N (IR
Q Q

©

i)z [yl xg () < [EG 1+, q) u=aws (u#0)
n=

Seja (Q,Z,u) um espaco de medida finita e F um espago
de Banach. f
Entao para 1 < p < =, Lp(u,F) denota o espaco de fim

coes (i.e. classe de fungdes) f definidas em @ com valores em F

- oo e
que sao u-Bochner integraveis (def. 2.1.3), com
i

[Ue® <o

Q

A norma || ||, & definida por

| p 1/P
= Cf 1HENT au) £ e LpGu,F).

‘Q
Lm(u,F) denota o espaco das funcoes f, definidas em @ com valo-

res em F que sao u-Bochner integraveis tais que

||£]], = ess sup {|]f(m)]l Pwoe Q} < o (supremo

essencial)
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§2 - Medidas Vetoriais

Seja (2,L) um espago mensuravel

2.2.1 - Definicgao : (a) Uma fungao G : £ —— F & chamada uma

medida vetorial finitamente aditiva ou simplesmente uma medida

vetorial, se dados A e B em ¢ disjuntos entdo

G(A U B)

1}

G(A) + G(B).

Se para toda sequéncia (An) de elementos em & muUKmql

te disjuntas tais que U

~A_ e © , for valido que
n
n=1

G U An) = T G(An) (convergéncia na norma de F)
n=1 - n=1 -

entdo G € chamada uma medida vetorial o-aditiva.
/

!
(b) Dizemos que uma medida vetorial G & fortemente adi

tiva se para qualquer sequencia (An) em I de elementos mutuamen-
@
te disjuntos, a serie &

G(An) converge.
n

1

2.2.2 - Definigao : Seja G : £ —— F uma medida vetorial.

(a) A variacao de G € a fungdo |G| : § — [O,mj de- -
finida por:
n
|G| (A) = sup { = |[IG(A;) ||} + A e £, onde o supremo &
i=1

calculado sobre todas as partiQGes finitas de A.

Dizemos que G € de variacdo limitada se [G] (Q) < =.

(b) A semi-variacao de G € a fungao ||G]|]|:z — Bhﬂ

definida por:
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| |Gl | (A)= sup {Ix*G| (A) : x*eF* , |[|x*||= 1}, onde |x*G|

indica a variacgao da medida escalar x*G.

Se ||G|](8) < = , dizemos que G & de semi-variagdo 1i

mitada ou simplesmente limitada.

Denotamos por ba(f,F) o espaco vetorial das medidas de
finidasem £ a valores em F que sao limitadas. No espago ba(Z,F)

temos a norma

1G] | sup {||G(A)l| : A e E}, G ¢ ba(z,F).

Denotamos bva(z,F) e bvca(r,F) os subespacgos de
ba(z,F), das medidas de variacao limitada, das medidas de varia
cdo limitada e o-aditivas respectivamente. No espago bva(z,ﬁ)tg
mos a norma [

|

|G| = |G|](a) , G e bva(z,F).

Observacoes:

(1) a variacdo e uma funcgdo monotona finitamente
aditiva.

(ii) a semi-variagdo € uma funcdo monotona subadi
tiva.

(iii) e valida em geral a desigualdade
| 1G]] (A) < |G|(A) qualquer A e L

(iv) uma medida vetorial G de variagdo limitada &

o-aditiva se e so se |G| & o-aditiva.
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(v) os espagos ba(Z,F) e bva(Z,F) sao espagos de
Banach com as normas dadas.

(vi) o subespago bvca(f,F) & um subespago fechad o

do espago de Banach bva(z,F).

2.2.3 - Definigao : Seja @ um espaco topologico. A o-algebra ge

rada pelos abertos de @ € chamada de algebra de Borel de 2 , de

notada por B(2). Os elementos de B(2) sao chamados conjuntos de
Borel.

‘

2.2.4 - Definigao : Seja @ um espago topologico compacto e sepa
rado. Uma medida vetorial-G : B(Q) —— F e chamada regular, se
para cada B e B(Q) ¢ $ada e>0 existir um conjunto compacto C e

um conjunto aberto A, com C =B <A tal que |[G[|(ANC) <e.

|

J

Observacdo: £ claro que se |G| for regular entdo G e regular.

No lema 3.1.3 veremos que o reciproco vale se G & o-a

ditiva e de variacao limitada.

A integracao com relacgao a uma medida vetorial de se-

mi-variagao limitada.

Seja (2,z) um espago mensuravel. Uma funcao com valo
res escalares f : @ —— C & chamada simples se existem escalares

O EERERL nao nulos e elementos Al""’An em & mutuamente disjun
n
tos tais que f = ¢

- —~ -« »
@y Xp. o onde Xy, € 2 fungao caracteristica
i ¢

1 i
do conjunto Ai'
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2.2.5 - Definigao : Denotamos por B(Z) o espago vetorial de to
das as fungoes definidas em @ com valores complexos que sao limi

tes uniformes de fungoes simples.

Seja G : £ —— F uma medida vetorial limitada ( isto

-

e, ||G]|(R) <»). Definimos uma aplicacgao T; sobre o espago  das

fungoes simples (escalares), tomando valor em F, por

TG =

o3
=

@y G(Ai) , £ =

Notamos que TG esta bem definida, € linear e que se

colocamos ||f]|]| = sup {|f(m)] D w e Q} entao vale

[ ‘ -
[T () | S LELT TIGHT () -
i

Considerando o espago B(Z) com a norma do supremo, se
gue que o espago das funcGes simples € um subespaco denso, por-
tanto a aplicagdo T, admite uma Unica extensdo continua, denota

da ainda por TG’ ao espago B(ZI).

2.2.6 - Definicgdo : Seja (2,IZ) um espago mensuravel e G:z—> F

uma medida vetorial limitada.

Para cada f ¢B(Z) a integral J f dG & definida por:
Q

[ f dG = Tg (£)
Q

As seguintes propriedades sao imediatas:

@ 11 [ £l < g 1ol (@
Q
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(ii) para cada x* ¢ F* temos:

x(J £ dc) - J £ d(x*G).

Q Q
2.2.1 - Teorema : (Convergéncia limitada de Bartle). Seja(Q,z)
um espago mensuravel, F um espaco de Banach, G : § — F uma

medida vetorial o-aditiva e (fn) uma sequéncia uniformemente 1i

mitada em B(Z). Se lim fn
n

f pontualmente entao

lim j fn dG = J £ dG
g Q
2.2.7 - Definigao : Seja (Q,z) um espago mensuravel e p uma me

dida nao negativa finita sobre &.

Se G : £ —— F & uma medida vetorial tal que

lim G(A) = 0, entao G e chamada u-continua e isto sera indica-
u (A0

do por G << .

Observamos que se p e G forem o-aditivas entao a defi
nigcao acima & equivalente a dizer que G se anula em todo conjun-

to onde u € nula.

- A Propriedade de Radon-Nikodym

2.2.8 - Definicao : Um espaco de Banach F tem a propriedade de

Radon-Nikodym (abrev. PRN), com respeito ao espago de medida fini

ta (@,I,u), se para cada medida vetorial G : ¢ —— F de varia

cao limitada que € p-continua entdo existe g ¢ Ly (u,F) tal que

G(A) = J g du para todo Ael
A
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Dizemos que o espago de Banach F tem a PRN se F tiver

a PRN com respeito a todo espaco de medida finita.

Alguns espagos que possuem a propriedade de Radon Ni-

kodym sao os seguintes:
- espagos rgflexivos
- espagos duais que sao separaveis
- espagos duais que sao gerados por compactos fracos.
- espagos com base de Schaﬁder limitadamente coﬁplet&

- 2(1), onde I' & um conjunto qualquer

A propriedade de Radon Nikodym no dual de um espap de
Banach. 4

Sejam @ e Y espagos topologicos sendo @ completamente
regular. Denotamos pér Rl(Q) 0 conjunto de todas as medidas p,de
Borel regular, definidas sobre B(R), nao negativas tais que

H(Q) < 1.

2.2.9 - Definicao : Seja £ : @ —— Y uma aplicacio.

(a) Se u € Rl(Q), a aplicacdo f & chamada p-Lusin men

suravel se para todo compacto K de 2 e para todo £>0 existir um
compacto K < K, tal que u(K\\Ke) < e e a restricao de f em K_

. -«
seja continua.

(b) A aplicacao f»é chamada universalmente mensuravel

se £ for p-Lusin mensuravel para toda u e Rl(n).

2.2.2 - Teorema : (Schwartz). Seja E um espago de Banach e E*

o seu dual. Entao o espago E* tem a PRN se e somente se a apli-
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cagao identidade

I : (E*,o(E*,E)) —— (Etll ||) for universalmen

te mensuravel.

§3 - Operadores em C(Q)

Denotamos por @ um espago topologico compacto e sepa-
rado, e C(2) denota o espago de todas as fungoes continuas sobre

Q com valores escalares. : -
O teorema de Representacao de Riesz

2.3.1 - Teorema : Seja F um espago de Banach e T : C(R) —— F
um operador linear continuo. Entdo existe uma medida vetorial
G : B(R) — F**, g*-g-aditiva tal que:
{',
(i) para cada x*e F* x*G( ) e uma medida de Bo

rel regular o-aditiva.

(ii) a aplicagdo x* ¢ F* — x*G( ) ¢ C(2)" & conti
P ¢ =

nua em relacao as respectivas topologias w*.

(iii) para cada f ¢ C(Q) e cada x* ¢ F*, temos

x*T(f) = J f d(x*G) -
Q

@) 1Tl = 116]] ().

Reciprocamente: Se G : g(R) — F** € uma medida que
satisfaz (i) e (ii) entao (iii) define um operador T : C(Q)— F

linear e continuo satisfazendo (iv).

A medida G satisfazendo de (i) a (iv) no teorema ante

rior sera chamada medida representante de T.
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2.3.2 - Teorema : (Bartle-Dunford-Schwartz): Se T : C(Q) — F

¢ um operador linear e continuo com medida representante G, en

tao sao equivalentes:
(a) T & fracamente compacto
(b) G toma todos seus valores em F
(c) G & o-aditiva
(d) G ¢ fortemente aditiva

(e) G e regular

2.3.1 - Corolario: Se T : C(2) —— F & um operador linear e cm
tinuo com medida representante G, entdo T & fracamente compacto

se e somente se G & regular.

Observamos que se um operador linear e continuo , .
T : C{Q) —— F .satisfaz uma das condi¢ées do teorema anterior,

entao o teorema de representacdao de Riesz (teor.2.3.1) permite escre-

ver
T(f) = j f dG - para todo f e C(Q)

Q

2.3.3 - Teorema (Stone-Sikorski [20] - §4.4). Seja 9 um espago
compacto separado e p uma medida de Borel regular sobre Q. Entdo
existe um compacto separado,btotalmente desconexo e uma medida

de Borel regular A sobre & tal que

Ll(u) = Ll(A) e L_(u) = C(2) , isometricamente.

’
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§4 - Operadores Absolutamente Somaveis

Sejam E e F espacos de Banach.

2.4.1 - Definigﬁo : Um operador T : E —— F ¢ chamado absoluta

mente somavel, se existir uma constante k>0 tal que para qual-

quer conjunto finito Xy3e+e,X, € E e valida a desigualdade:

n

n n
z IIT(xi)Ilf.k sup 4§ I IX*(xi)l : x* e E*, |[x*]]<1
i=1 i=1

0 infimo das constantes k que verificam a desigualda-

de acima é‘chamado norma absolutamente somavel de T, indicado por

1T] 1,

/[ -

2.4.1 - Teorema : Unm,operador linear e continuo T : C(Q) — F

¢ absolutamernte somavel se e somente se a sua medida representan-

te G & de variagdo limitada. Neste caso temos |]T|§as = 1G] ().
2.4.1 - Corolario : Seja u uma medida de Borel regular nao ne-

gativa sobre @ e J : C(Q) — Ll(u) a aplicagao inclusao. En-

tao J e absolutamente somavel e [T ],6 = w(@)..

2.4.2 - Corolario : Unm operador linear e continuo T : C(R) — F
€ absolutamente somavel se ‘e somente se¢ existir uma medida de Bo-
rel regular, nao negativa u sobre @ e um operador linear e con-

tinuo S : Ly(u) — F tal que T admite a fatoragdo

C () L > F

J S

Ll(ll)
onde J ¢ a inclusdo natural. Neste caso u e S podem ser escolhi

dos de modo que u(a) = [|T[|,. e [|S]] < 1.
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2.4.3 - Corolario : Todo operador T : C(Q) —— F absolutamente

somavel & fracamente compacto.

§5 - Operadores Nucleares e Pietsch-integrais

Sejam E e F espagos normados e denotamos por UE* a bo

la unitaria e fechada do dual E*, munida da topologia o (E*,E).

2.5.1 - Definicao : Seja T : E —— F, um operador linear e con

tinuo
(a) T € chamado nuclear se existirem sequéncias (¢n)

em E* e (yn) em F tais que

E e Il Ily,ll<= e T(x)= ¢ <x,¢ >y para todo xeE
n=1 L n n:l n n 3

(b) T & chamado Pietsch-integral se existir uma medi-

da G : 6(UE*) — F, o-aditiva, (regular) e de variagdo limita
dé tal que
T(x) = j <x*, x> dG(x*) para todo xe E
Ups
Denotamos por LN(E,F) (respectivamente LPI(E,F)) o0 es

pago de todos os operadores de E em F que sao nucleares (respec-

tivamente Pietsch-integrais).
Consideramos as normas || Iy e | III sobre L (E,F)

e LPI(é,F) respectivamente, definidas por:

||T||N = inf { z ||¢n|| llynll} , sendo o infimo cal-
n=1 )

culado sobre todas as sequencias (¢n) em E* e (yn) em F que sa-

tisfazem (a):
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IITIII = inf {|G|(UE*)} sendo o infimo calculado sobre

todas as medidas G que satisfazem (b).

-

Observamos que o espago Lpy (E,F) com a norma || ||I e

um espaco de Banach.

Enunciamos a seguir uma série de resultados envolven

do aplicagoes integrais e nucleares e a PRN.

-

2.5.1 - Teorema : Unm operador linear e continuo T : E —> F @&

Pietsch-integral se e somente se T admite a fatoracgao:
T
E

S
J

C(a) >L1(u) -

Onde ir € uma medida de Borel regular sobre Q,R e S sao operadores

lineares e continuos e J é a inclusio natural.

Observagao: em particular temos que todo operador P-integral e

absolutamente somavel (ver Corolario 2.4.2).

2.5.1 - Proposicao : Sejam E, F, Z e W espacos de Banach e

T:E—F, §:F——>Ze R : 71— W operadores linearese

continuos. Se o operador S & Pietsch-integral entdo RoSoT &

Pietsch-integral e vale

| [RoSoT [y < [[R]] |IS|]{ |[T]]
2.5.2 - Proposigdo : Se u €& uma medida de Borel regular nio ne-
gativa sobre @ entdo a inclusdo natural J : C(Q) — Ll(u) e

Pietsch-integral com ]lJ]lI = u(Q).
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2.5.2" - Teorema : Um espago de Banach F tem a PRN se e somente se

LPI(E,F) = LN(E,F) isometricamente para todo espago de Banach E.

2.5.3 - Teorema : (Figel-Johnson) ” (a) Existe um espaco de Ba-
nach E com a propriedade de aproximacao (PA), mas nio a proprie

dade de aproximagdo limitada, sendo o dual E* separavel.

(b) existe um operador ndo nuclear T : E —— E tal

que a adjunta T* e nuclear.

2.5.4 - Teorema : Seja E um espaco de Banach tal que E* tem a
P.A. Se um operador linear e continuo T : E —— F tem a adjun-

ta T* nuclear, entao T e nuclear.

2.5.5 - Teorema : Todo operador nuclear T : E —— F tem adjug

ta T* : F* —— E* nuclear.

§6 - Operadores Grothendieck-integrais

2.6.1 - Definigao : &U' Uma forma bilinear continua T sobre ExF

¢ Grothendicck-integral se e somente se existe uma medida de Bo

rel regular u sobre UE* x UF* tal que

T(x,y) = ] <X,¢><y,¥> du(¢,¥)

UE*XUF*

(b) Uma aplicagdo linear continua T : E—— F & Gro
thendieck-integral se ¢ somente se a forma bilinear t sobre ExF*

definida por t(x,¥) = <T(x),¥> for integral segundo (a).~

Denotamos por LGI(EXF) o espago de todas as formas bi
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lineares sobre ExF que sio Grothendieck-integrais. No caso em

e 2
que E=F indicamos LGI(ExF) = LGI( E).

2.6.1 - Teorema : Se T : E—— F & um operador Pietsch-integral
entdo T € Grothendieck-integral. Reciprocamente, se F € complemen
tado em F** com projecdao de norma 1, entio cada operador Grothen

dieck-integral T : E —— F ¢ Pietsch-integral.

-

2.6.2 - Teorema : Unm operador linear continuo T : E — F e
Grothendieck-integral se e somente se a adjunta T* : F* — E*¢&

Grothendieck-integral.

2.6.3 - Teorema : Uma forma bilinear T sobre ExF & Grotehndieck
-integral se e somente se o operador linear continuo T x E — F*

definido por f(x)(y) = T(x,y) for Grotheﬁdieck—integralQ

2.6.4 - Teorema : Seja E um espago de Banach tal que E* tem a
P.A . Entao E* tem a PRN se e somente se LGI(E,F) = LN(E,F) iso

metricamente para todo espaco de Banach F.
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CAPITULO 3

COINCIDENCIA DOS ESPACOS LPI(mE,F) e LN(mE,F)

§1 - 0 Caso Linear, isto 8, Lpy (E,F) = Ly (E,F)

O principal resultado do paragrafo € o teorema.

' *
3.1.1 - Teorema : Seja E um espaco de Banach. Entdo o dual E
tem a propriedade de Radon Nikodym se e somente se LPI(E,F)

= LN(E,F) isometricamente para todo espaco de Banach F.

A demonstracao do teorema sera dada depois de varios

lemas.

3.1.1 - Lema : Seja X um espago compacto separado, y'e RI(X) e

F um espaco de Banach.

Se uma aplicagao f : X — F € p-Lusin mensuravel en

tao f e u-mensuravel.

Prova: desde que X & compacto e f & u-Lusin-mensuravel, dado
e = 1 existe um conjunto compacto K; =X tal que u(x\Kl) <1
e £y K; — F e continua.

1
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Para cada x ¢ K1 consideramos a bola aberta de F,

U =y e B lEmyI <) - B

= 1 .
A familia {f (UINK; - XeKl} e uma cobertura aberta

de Kl’ portanto existe um n® finito de pontos: xljeKl j=1....kl
tais que:
%1 =1
K, = U f (U..)n K onde U_,. = U
SN 1] 1 1 x5

Portanto existem conjuntos de Borel mutuamente disjun

tos S1j - j=1...k1 tais qge
(/ ) -
Xy / -1 '
K1 = jgl S}j e Slj < f (Ulj)f1 K1 J—l....k1

Agora definimos uma funcao simples f1 : X —— F dada

por

fl(x) = f(xlj) se X € Slj j=1....k1

]
o

fi(x) se X € K\K1

Portanto obtivemos o seguinte:

Dado e=1, existe um compacto K1 e uma fungao simples

f1 tais que:
u(XN\Ky) < 1 e | |[£(x)-£; (x) | |<1 para todo xeK;

Dado €= % , existe um compacto K2¢= X tal que
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1 - .
m(XNK,) < 5 e flK K, —— F ¢ continua.

2

Como K; e K, sao fechados, a fungdo restrigdo

]

f : KjUK, —— F ¢ continua e desde que K,UK, & compacto
K UKZ 1772 1772
1

pelo mesmo processo anterior encontramos uma fungao simples

f2 : X—— F tal que

[[£(x) - £,(x) | ]< % para todo xe K;UK, e em adi

1
UKZ) < = ,

¢ao temos u(XNK 5

1
Por indugao, construimos uma sequéncia (fn) de funcoes
simples e uma sequéncia crescente (Ln) de conjuntos compactos

’

sendo Ln = KlU"'UKn’ tais que

€ - £ 0] <

para todo x e Ln e

WXN\L) < % .

Agora seja xeX tal que ||f(x) - fn(x)ll 'nao convirja
para 0 , logo x# Ln N=l,2cecess portanto x;:X\ULn mas

u (X~ ﬁ Ln) < u(X—Lk) < % para qualquer k, logo u (X~ U Ln) = 0,
n=1 n=1

0 que significa que f & p-mensuravel.

No que segue indicamos por UE* a bola unitaria e fe-
chada do dual E* de um espago de Banach E. Munimos UE* da topolo
gia o(E*,E) e observamos que (UE*,o(E*,E)) e um compacto. (Teor.

de Alaoglu).

Se u € uma medida de Borel sobre Ugx existe uma exten

sao u de u a algebra de Borel de (E*,o(E*,E)) onde ;i & dada por:
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u(A) = u(Af]UE*), A um Borel de (E*,c(E*,E)).

Denotamos por

h i Upe — (E*,|| ]|) a aplicacao dada por h(¢)= ¢

(restrigao da identidade).

3.1.2 - Lema : Se E* tem a P.R.N. e yp & uma medida de Borel re
gular nao negativa sobre Upe > entao a aplicacdo h & Bochner in-

tegravel com respeito a u.

Prova: desde que E* tem a P.R.N., pelo teorema 2.2.2 a identida

de I : (E*,o(E*,E)) —— (E*,|| ||) € universalmente mensuravel,
portanto a aplicagao h como restrigao de I e universalmente men-

suravel, logo h € p-Lusin mensuravel.

Como UE* ¢ compacto pelo lema anterior, h e p-mensura-

vel. Agora, desde que ||h(¢)|| < 1 para todo ¢ely, segue-se que

L | |h(4)||du(¢) < =, pelo teorema 2.1.1
E* |

concluimos que h & Bochner integravel com respeito a u.

Observacdo: Na definicao de operador Pietsch integral nao se e-

xigiu a regularidade da medida envolvida, entretanto € sempre pas

sivel escolher a medida como sendo regular. De fato: se T:E— F
& um operador P-integral, existe uma medida G : B(Up,) —— F o-

-~aditiva e de variagao limitada tal que

T(x) = l <x,x*> dG(x*)
E*
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Definimos um operador V : C(UE*) 3 F por

V(f) = l £(x*) dG(x*) , £ e C(Ugs)
E*

Notamos que a medida G nao e necessariamente a medida
representante de V no sentido de Riesz (ver teor. 2.3.1). Pela
demonstracio do teorema 2.4.1 & possivel concluir que V & absolu
taﬁente somavel (pois na demonstragao usa-se apenas o fato que
G & de variacdo limitada) e pelo corolario 2.4.3 o operador V &
fracamente compacto e dal pelo corolario 2.3.1 segue que a medi-
da representante G de V no sentido de Riesz e regular e portanto

V se escreve como

V() = J £i(x*) da(x*) com G regular.
UE*

Como consequéncia, sempre podemos supor que a medida

de um operador P-integral e regular.

A observacdo acima é valida também com relagao as a-
plicagoes m-lineares Pietsch-integrais (def. 3.2.1), polithios
Pietsch-integrais (def. 3.2.2(a)) e as aplicagoes bilineares Gro

thendieck-integrais (def. 2.6.1).

3.1.3 - Lema : Seja @ um espago compacto separado e L a algebra
de Borel de 9. Seja G : £ — F uma medida de variacao limitada.

Se G & regular e g-aditiva entdo a variagdo |G| & regular.
Prova: provemos primeiro que se A e I € tal que

IIG||(A) = 0  entdo  |G|(A) = 0O
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Por definigao
Ho11@) = sup{lxrc] @)+ [|x*lst, xrer]

sendo ||G|| uma fungdo subaditiva mondtona.

Se He r e tal que H = A, temos:

[|G(H) || = sup {lx*G(H)I s x*] <1, x*eF*} <
¢ sup {[xw6l G0 ¢ |x*] )<, were] -
= [IGI1H) < 1G]] (@A)

Portanto se ||G||(A) = 0 entdo ]]C(H)]I = 0 para todo

He £ com H<=A,

Por definicgao

R "
|G| (A) = sup { z ]lG(Ai)II : {Ai}n partigao de A}
i=1 i=1
_ n
Consequentemente se ||G||(A) = 0 entao = ||G(Ai)||=0
i=1
~ n
para qualquer partigao finita {Ai} de A 1logo |G|(A) = 0.
i=1

Suponhamos que |G| nao e regular, entds existe H e &
e ¢> 0 tal quevpara qualquer Compacto K= H e qualquer aberto

’
i

M > H temos |G|(MN\K) > e.

Agora, como ||G|| & regular, existe uma sequéncia

(Ln)n onde L = MN K, e Kn<:Hc:Mﬁ tal que

1
||G||(Ln) < o e [G|(L,) > ¢ para todo n.
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portanto

1G]] ) fIIGII(An) < _ﬁnIIGII(Ei) <

i
ou seja ||G||(A) =0

Agora, desde que An > L vemos que
Gl (A 2 [G[(L) > e

Como [G[(A1)<§ concluimos que |G|(A) > e, uma contra
dicao com a 12 parte da prova.
[ B
3.1.4 - Lema : Um op%rador linear e continuo T : E —— F &
Pietsch-integral se ersomente se admite uma fatoracao na forma:

T

E > F

R S
v 1

L (u) > L, (v)

Sendo y uma medida de Borel regular sobre 2, R e S o-

peradores continuos e I e a inclusdo.

Prova: Suponhamos que T seja P-integral, pelo teorema 2.5.1, T

admite a fatoracao:
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C(2) >L (n)

Agora, desde que temos a inclusao continua de C(9) em
L_(u), vemos que J € a restricdao a C(@) da inclusao

I L (u) — Ll(u), logo T admite a fatoragao anunciada.

Reciprocamente - Se T admite a fatoracgao, pelo tcorema de Stone
-Sikorski (2.3.3) existe um compacto & separado, totalmente des

conexo e uma medida de Borel regular A sobre & tal que

1}

Ll(u) = Ll(f) e L_(w) C(%) isometricamente, con
l,_ :

sequentemente, pelo teorema 2.5.1, T e P-integral.

3.1.5 - Lema : Seja E um espago de Banach. Suponhamos que E*<E
e que a aplicacao inclusdo J : E¥ —— E seja fracamente compac-
ta. Se J* : E* — E** € a adjunta de J ent3o J*(E*)<E.
Prova: Denotemos por © e * os polares com relagao aos pares
<E,E* > e <E*,E** > respectivamente.

Seja U a bola unitaria e fechada de E.

Existe entao um conjunto K=E, ¢ (E,E*)-compacto logo

o (E** ,E*) -compacto tal que U° =K.

Da identidade

<J*y ¢>=<y,J¢> = <¥,¢> para qualquer v ¢ I°e qual

quer ¢ ¢eK° = K° segue que
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J*(Uo) c K'* = K&E , portanto J*(E*)<=E

3.1.1 - Corolario : Se I : L_(u) —— Ll(u) ¢ a aplicagao inclu

sdao entao I*(L_(u)) < Ll(u).

Prova: A aplicagdo I e claramente Pietsch-integral pelo teorema
de Stone-Sikorski e a proposicao 2.5.2, logo, I € absolutamente
somavel (obs.: apds teor. 2.5.1) e agora, pelo corolario 2.4.3 se

gue que I & fracamente compacto.

3.1.1 - Proposicao: Se um operador T e LPI(E,F) entao a adjun-

* 1% *
ta T* e Ly (F*,E*).

Prova: pelo lema 4, T admite a fatoragao
T
E > F

L, () > Ly (u)**

Tomando as adjuntas obtemos

T*
F* > E*

5* R*

x s

Lo () — Ly () *

Agora, pelo lema 5, I* toma valores em Ll(u) e portan

to T* admite a fatoracao do lema 4, ou seja T* e Pietsch-integral.

- Prova do teorema 3.1.1:

Se T e Ly(E,F) ¢ claro que T ¢ Ly (E,F) e que
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LTI < TIT]

Suponhamos que E* tenha a PRN e seja T ¢ LPI(E,F), lo

go T se escreve como

T(x) = j <x,¢> dG(4)

Ug

onde G ¢ o-aditiva de variagdo limitada e além disso podemos su

por G regular (obs. apos lema 3.1.2) e portanto |G| & regular pe

lo lema 3.1.3.

Como a variagao |G| € uma medida de Borel regular nao
negativa sobre UE*’ segue pelo lema 3.1.2 que a aplicacgdo

h : Uge — (E*, || ||) & Bochner-integravel com respeito a [G].

Pelo lema é.l.l existe uma sequeéncia (¢n) em E* e uma

sequéncia (An) em B(UE*) tal que a serie

n

™ 8
—

¢ XA (¢) converge para h(¢) absolutamente
n

|G| - q.s.

Portanto, podemos escrever

T(x) = j <x,9> dG(¢) = { <x ., I ¢ x, (8) > dG(4)
UE* - n=1 n

- g EXNCRNORLIOS
E*

Agora consideramos a sequéncia (hj) definida por

I ™
—

hj (¢) =

o xp (9)
n n An
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Entao h. : UE* —— E* e €& claro que hj(¢) converge pa
ra ¢ |G| - q.s.

Pela parte (iii) do lema 2.1.1, dadoe > 0 podemos es

crever
[ (o) ] < = Jlenl] xa (8) < ||h(e) || + —=——
J n=1 o ' An |G| (UE*)
<14+ —5 |G| - q.s.
1G] (Uga)

Portanto a sequéncia (hj) ¢ uniformemente limitada em

U (exceto sobre um conjunto |G|-nulo)..

E*

Pelo teorema 2.2.1, T se escreve como

T(x) =
: n

N~ 8
[

NG I SNORLOIENERNC I
U,
h*

para todo xe E.

Pela parte (ii) do lema 2.1.1 segue-se que

[=+]

n§1||¢n1| o) ] < 3 1yl 16108) < 16](Uga) <o,
logo
T e Ly(E,F) e T < Tl
Reciprocamente - Pelo teorema 2.5.2 € suficiente provar que

LPI(F’E*) = LN(F,E*). para todo espago de Banach F. Seja entao
T e LPI(F,E*), logo, pela proposicao 3.1.1 segue que T*ELPIG?*Fﬂ.

Seja S = T*| , portanto pela hipotese, temos que

S € LPI(E,F*) = LN(E,F*).
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Consequentemente S* e LN(F**,E*) pelo teorema 2.5.5 .

Agora, se y e F e x ¢ E, temos

il

<x, §*(y)> = <S(x),y> = <T*(x),y> = <x, T(y)>

para todo x ¢ E e todo y ¢ F, portanto S* = T e em consequén-

F
cia T ¢ LN(F,E*), o que demonstra o teorema, uma vez que a inclu

sao Ly(E,F) = Ly (E,F) e valida sempre.

Observacao: Podemos sintetizar os resultados desse paragrafo e-

nunciando o seguinte teorema:

3.1.2 - Teorema : Dado um espago de Banach E, as seguintes con-

digcoes sao equivalentes: -
(a) E* tem a PRN

(b) A aplicag@o identidade (E*, (E*,E)) —— (E*,[] []
€ p-Lusin mensuravel para qualquer p-medida de Borel regular nao
negativa finita sobre (E*,o(E*,E)).

(¢) A aplicacdo inclusio (UE*,o(E*,E)) — (E*,|] ID
¢ p-mensuravel para qualquer p medida de Borel regular nao nega-
tiva finita sobre (UE*,o(E*,E)).

(d) A aplicagao inclusdo (Ug.,o(E*,E)) — (E*,[]| |])
e p-Bochner—integrével para quélquer medida de Borel regular nao

negativa finita sobre (UE*,o(E*.E))

(e) LPI(E,F) = LN(E,F) para todo espago de Banach F.

Prova:

> (b) € o teorema 2.2.2 (Schwartz)

(a) <
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(b) === (c) € consequéncia da demonstracao do lema
3.1.2

(c) <===> (d) e consequéncia imediata do teorema 2.1.1

(d) === (e) & a demonstragdo do teorema 3.1.1 (direta)

(e) > (a) ¢ a demonstragao do teorema 3.1.1 (re-

-~
ciproco)

§2 - A Igualdade L, ("E,F) = Ly("E,F)

- Definicoes e Notacoes

Denotamos (UE*)m = UE*X"'XUE* , onde cada UE* tem a

- gﬁ——l
topologia o (E*,E). /7 i ~
[
3.2.1 - Definigao : {(a) Uma aplicacdo T e L(mE,F) € chamada Pie”

tsch-integral se existir uma medida G definida sobre B((UE*)m)a

valores em F, o-aditiva, de variacao limitada tal que

T(xl,...,xm) = { <x$,¢l>...<xm,¢m> dG(¢l,...,¢m) para
(Ugs)

todo Xqe..X en E.

T

Denotamos por LPI(mE,F) 0 espago de todas as aplica-
coes T ¢ L(ME,F) que sao Pietsch-integrais.

Notamos que LPI(ZE,C) = LGI(ZE,C) (ver definicao 2.6.1).

Consideramos o espaco LPI(mE,F) com a norma

[IT]]{ = inf [IGI([UE*]m)} , onde o infimo & calcula-
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do sobre todas as medidas G que verificam a definigao.

b) Uma aplicacio T ¢ L(™E,F) & chamada nuclear se
P ¢ e S AT

existir sequéncias (qsn.)°o , n=1,...,m em E* e (Y.)° em F
I 5=1 J75=1
tais que
Eolleqsl e logs Il HIYS L] < = e
j=1 13 mj j
T(xl,...,xm) = I <xl,¢1j> . ¥ <xm,¢mj> Yj

j=1

Para todo X seeesX, €M Es

Denotamos LN(mE,F) o espago de todas as aplicacoes

T ¢ L(™E,F) que sdo nucleares.
[

No espacgo LN(mE,F) colocamos a norma

(==}

)
j§1||¢1j|l"'|l¢mjll ile||j sendo 0

TN =‘inf{

infimo calculado sobre todas as representacoes de T.

3.2.2 - Definicao : (a) Um polinomio P ¢ P(mE,F) se diz Pietsch
-integral se existir uma medida G : B(UE*) —— F, o-aditiva de

variacao limitada - tal que

PR

P(x) = l <x,¢>™ dG ()
E

PPI(mE,F) denota o espago de todos os polindmios P ¢ P("E,F) que

sao Pietsch-integrais.

No espago PPI(mE,F) temos a norma:



||P|lI = inf {|G|(UE*)] infimo sobre todas as medidas

G que satisfazem a definigao.

(b) Um polinomio P ¢ P(mE,F) se diz nuclear se exis-

tir sequencias (¢j) em E* e (Yj) em F tais que

ST Y0 < e e P(x) =

¢m(x) Y. para todo

N o™ g

X em E.

PN(mE,F) denota o espaco de todos os polinamids;
P ¢ P(ME,F) que sdo nucleares. -

No espacgo PN(mE,F) consideramos a norma:

[ P[]y = inf {.Z ||¢?|| ||Yj|| sendo o infimo cal.
j=1

culado sobre todas as representagoes de P.

0 resultado do paragrafo sera o teorema:

3.2.1 - Teorema: Seja E um espaco de Banach. Se E* tem a PRN en
tao LPI(mE,F) = LN(mE,F). isometricamente para todo inteiro m e

qualquer espaco de Banach F.

Antes da demonstracao do teorema daremos algumas pro-

priedades dos espacgos LPI(mE,F) e L;I(mE,F).

3.2.1 - Proposigdo : (a) Seja P e Py ("E,F) e A LS (ME,F) tal

= m
que A = P. Entao A ¢ L;I( E,F) e [[All; < [IP]]} -

A

(b) Seja A e L, ("E,F) e P

A. Entdo P ¢ PPI(mE,F)
m
m

€ HPHI f“:‘ IIAHI‘
m



43

Prova: (a) Seja P ¢ PPI(mE,F), logo P se escreve como

P(x)

It

[ exie™ ase)

UE*

Se A ¢ L°(™E,F) & tal que A = P, pela aplicagao da formula de po
_ p .4

larizacao (duas vezes) obtemos:
A(xl,-..,xm) = z<x1,¢>...<xm,¢> dG(¢)
E*

Agora consideramos a aplicacao
J i Upe — (Up)"  definida por

J(4) = (¢,.00s9)

/.

Definimos uma medida G sobre a algebra de Borel de
[UE*]m por ?

G(H) = G(J_l(H)) » para qualquer H ¢ B([UE*]m)

1G] ((Ugs)™ = sup { [1G(A) || ¢ (A} particdo de (UE*}m}=
E

= sup

IIG(J (A s 1Ay ...} < 6] (Ugd

1]

1G] (U

sup l l]G(B )| i particdo de UE*}'=

l|G(J L, ))II ! {B}} 161 (V)™
G(J(Bi))
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temos entio |G| = |G].

Agora, desde que a(H) = 0 se H N A(UE*)m = f (diagonal)

temos

j SXLy¢p> e e<X 0> dG(¢1...¢m)= j P s> e e <X, 0> dG(¢1u.%9=

(Vg™ | AUE)™

= I<xl,¢>...<xm,¢> dG (¢ euutp) = j<x1,¢>...<xm,¢>dG(¢)=A(x1...xR

U

B E*

e alem disso ||A||I < ||PL|I.

(b) Seja A e LPI(mE,F) , logo existe
,’ !
G : B([UE*)m) — F tal que

A(xl...xm) = f <Xqady>ee <X, ¢ > dG(¢l...¢m)

(Ug.)"

Portanto

P(x) = K(xf...,x) = j <Xy 4y>eea<x, ¢ > dG(og-.nd)

(V)"

Agora, pela formula de polarizagido, escrevemos:

<X,¢,> <X,¢ > = 1 z < X I;;l ¢ ‘>m
¢ LA ] ) - €4 00 E N € . =
1 T j=1 1 1
m m
m 1 m
= z € € _<X,— I € ¢. >
mt 2™ e.=21 1 m='m j=7 1 72
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Portanto
m nl
) = m m
P(x) = =% z €1 Ep I <X, = -E e; ¢ > dG(¢l,...,¢m)
m.2 ei=t1 i i=1
(Ug+)
Agora, para cada m-upla (El,...,em), definimos uma
aplicacao
m
J : U, — .. por
€1eeeEp (I:.] E
A .
Jel"'em (¢l,t..,¢m) = o iilei ¢l (continua) e
definimos também uma medida
v'/‘
g : B(Upy) —— F por
€1 €p f E
g (B) = G(J—1 (B)) para qualquer Be 8(UEQ
leloocem elooom

e temos _ i
gel...sm (UE*) s IGI ([UE*] )
Mas
1 M m
j<x, TN CPPRRT I J<x,w> 46, ..o ()
m
[UE*] UE*
Portanto
P(x) = M J " 4G (¥)
X = € € <X,Y¥Y>
mt 2™ eq=t 1 i €1 Cn
U
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Definimos agora uma medida:

g : B(UE*) — [ por

B2 m . . g
mi2® g.=x) 1 W Tepessey
consequentemente :
P(x) = J <x,‘¥>m dg(¥) , ou seja P ¢ PPI(mE,F).
UE*
Além disso:
m m
lgl < ——= 2" [6] = & |q|
T omt 2™ m.
logo "
[[P[1; < = [lA]]
} m. I
3.2.1 - Corolario : Se'A e Loy ("E,F) entdo AS ¢ Ly ("E,F)
.
S m
e ATy < 5 JAl
mt

consequencia imediata da n.oposicgio.

3.2.2 - Corolario : Seja A ¢ LPI(mE,F) e A° a simetrizada de
A. Dado ¢ >0 existe uma medida g de variacao limitada e o¢-aditi-

va sobre UE* a valores em F tal que

m -
m

AS(X17"'1Xln) = J <x1)¢>"'<xm’¢> dg(¢) S lglf m—_r IIAIII +€'

U

.

E*
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Prova: Seja P ¢ PPI(mE,F) tal que A = P, pela parte (b) da pro-

posigao existe g : B(UE*) — F tal que

m m
Pe) = [ ae” g e fgl < T 1ALl v e Seja
o m.

g

B ¢ L°(™E,F) definida por

B(XyyeeeaX,) = I<x1,¢>...<xm,¢> dg(¢) e temos B =P

Desde que a correspondéncia P ¢ P(™E,F) «— L°(ME,F)
¢ um a um temos que A® = B, uma vez que AS = B = p.
.’./ ) -
5.2.1 - Lema : Seja/2 = @; x @, um produto de espagos topoiégi
cos e p uma medida de’ Borel sobre @ com u(f) = 1. Sejam F, e FZ"
espacos de Banach eAfl P9y — Fy, fz e, — Fz fungoes 1i -

mitadas. Sejam Wy € uy medidas de Borel sobre 2, e 2, definidas

por
Uz(Az) UCQ]_ ¥ Az) AZ € B(Qz)
Se f; e u1~mensur5ve1 e £, e uz—mensurivel entdo a a-
plicacao
fl ® f2 Q — F1 ®“ F2 e py-mensuravel.

Prova: Scjam (fjn) j=1,2 sequéncias de funcgoes simples,

fjn : Qj ——— Fj j=1,2, tais que



| = 0 wu. - q.s j=1,2

£f. - £
[ J J

jn!

Entao, cada funcao fln ® on P — Fl ®ﬂ F2 n=1,2,...

e simples e temos:

RESTRL Fara @ foll = [(F,~E14E1) @ (£ ~E,76)) - £,0 £,[] =
= HEpmf) @ (£y-£)) + (£5,-F)) @ £+8, @ (£, -£) ],
sHE £ T g Ep T+ TIE -E0 1T TIE, L+ 1€, ] ] ||f£k"f2||

Pela hipotese, existem conjuntos Aje B(e) e Ase B(2,)

tais que R

0 em 9.\ A

b (A) = 0 e Unflfy-f ] = et

uz(AZ) = 0 e 1im||f2n—f = 0 em 2,NA,

211

_logo fln (2 ka converge pontualmente para fl ® fz em Q\(Alx Az).

Por outro lado, temos ul(Qf\\Al) =1e “2(92\\A2) =1

logo u((gf\‘Al)x (QZ\\AZ)) = 1 em consequéncia temos
“(Q\~[(Ql\\A1) x (Qi\\Az)] ) = 0 e desde que

(Qf\‘Al) x (2N Ay) = 94 x QZ\\AlX A, e € positiva,te
: Q
mos

u(Q\(Q\Al X Az)) = p(Alx AZ) = 0.
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Logo f; @ f, e pu-mensuravel,

Observacao: No lema poderiamos ter suposto u(R) = ¢ (constante

positiva).

3.2.3 - Corolario: Seja E um espaco de Banach e suponhamos que
o dual E* tenha a PRN. Seja h : UE* —— E* definida por h(¢) =¢

e p uma medida de Borel regular sobre UE*X UE*'

Entao a aplicacio

h®h : Ugy x Upy — E* §_E € Bochner integravel

Prova: como no lema, definimos
/.
“l(Al) = ll,(Al x UE*) € Uz(Az) = (UE* % Az)
logo Hyp o€ u, sao de Borel regulares.

Pela demonstragao do lema 3.1.2, vemos que h & ug-men
suravel e u,-mensuravel, logo, pelo lema anterior a aplicacdo

h®h € u-mensuravel.

Mas

[1imehten 11, awte) < [ 1B 10 |] auton)
UE*XUE* UE*XUE*

o “(UE* XUE*) X
logo, pelo teorema 2.1.1 segue que h@h € p-Bochner integravel.

Prova do teorema 3.2.1: (no caso m=2 para simplificar a notacao)




50

E claro que se T e LN(ZE,F) implica que Te LPI(ZE,F)G
IITHI s HTHN'

Reciprocamente, seja T ¢ LPI(ZE,F) e ¢>0.

Escolhemos e' > 0 tal que e'(llT]lI +e' + 2) < e.

Podemos escolher G : B(UE* xUE*) —— F tal que

T(x,y) = J<x,¢><y,w> dG(¢,¥) com [G|(UpaxUps) <HIT] e’

UE*XUE*

Agora desde que G € uma medida o-aditiva, regular, de

variacao limitada, pelo lema 3.1.3 segue que a variacio |G| e

uma medida de Borel regular nao negativa finita sobre U.,x U

E E*
Portanto pelo corolario 3.2.3 h8h & Bochner integravel

com respeito a |G]|.

Pelo lema 2.1.1 existem sequencias (Aj) em B (UpuxUpy)

e (uj) em E¥ @ E* tais que, dado e'> 0 a série

XA.(¢’w)uj converge absolutamente para heh
J

™8

[G]- q.s. e alem disso:

o lug el < J | [heh(o,¥) [ ] d|G|(4,¥)+e’s |G| (UpuxUpd+e

i UgaxUps

Consequentemente T(x,y) se escreve como

I{M 8

T(x,y) = I
UE*XU

us (x,y) x, (6,¥) dG(¢,¥)
1 Y j
E*



45/
51

Agora, com argumento analogo ao usado na demonstracao
do teorema 3.1.1 ¢ com a aplicagao do tcorema 2.2.1 & valido es-

crever:

J J
E*XUE*

T 2 ueon [ xy (6.9 a6 -
=1

L ou.(x,y) G(A;)
. =1 J J
U

J

Agora , por uma das propriedades do produto tensorial

[teor. 1.1.1], dado €', para cada j existem sequencias (¢jn) e

(an) em E* tais que

0 © €
4Lt ® T Hluglls T egal) leglls gl S

Portanto, T se escreve como

T(x,y) =

2O 5 4n0) 100 ) Ga).

1 n=1 J1

Mg

Alem disso temos

oo

I~ 8

165l T 11 161

™ g
)—J

8'
. + — G A. =
R Bl 2 lelep

Ll fusll, I6]ea) + e
j=1 2T / j

I{M 8

GI(A)) /55 <

IGICUE*X UE*) + €' + e'lGl(UE* x UE*) =

IA

n

|Gl (Uge x Ugud (1 + &) + ¢



Observando que I|G(Aj)[| < |G|(Aj) para todo j segue

que T € LN (mE,F).

Por outro lado, temos a desigualdade

Lo =41

21 W gl DTl 161 < (T + et (Tvet) + o=

ST g+ e (1 IT] ]+ et+2)
<]l + e

Como e>0 foi escolhido arbitrariamente, temos que

[ITlly < [Tl e portanto |[T]; = |IT| ]y

3.2.4 - Corolario : Seja E um espaco de Banach tal que E*  tenm
a PRN. Entao PPI(mE,F) = PN(mE,F), com normas equivalentes, para

todo inteiro m e qualquer espaco de Banach F.

§3 - Comentarios ¢ Observacgoes

(1) Com auxilio de um resultado de Figiel-Johnson ve
remos que o reciproco da proposicdo 3.1.1 ndodvalido em geral
ou seja existe T* ¢ LPI(F*,E*) tal que T f LPI(E,F), para conve-
nientes espacos de Banach E e F.

De Fato: Pelo teorema 2.5.3, existe um espago de Banach E com o

dual E* separavel (portanto E* tem a PRN) e um operador T:E— E

nao nuclear tal que o adjunto T* & nuclear.



53

Se o operador T fosse Pietsch-integral, T seria nu-
clear pelo teorema 3.1.1, uma contradigao, temos entao T* Pie-

tsch-integral com T nao Pietsch-integral.

Entretanto, qualquer uma das seguintes condigoes asse

gura o reciproco da proposicio 3.1.1.

(a) Quando o espago F €& complementado em F** por pro

jecao de norma 1.

De Fato: seja T* ¢ LPI(F*,E*), pelo teorema 2.6.1 T*eLGIU”,Eﬂ,
portanto do teorema 2.6.2 segue-se que T‘eLGI(E,F), novamente pe

lo teorema 2.6.1) T eLPI(E,F).

(b) Quando o dual E* tem a PRN e 'a PA.

De Fato: seja T*e LPI(F*,E*), desde que E* tem a PRN pelo teorc
ma 2.5.2 segue-se que T* e nuclear, como E* tem a PA, pelo teore”

ma 2.5.4 segue que T € nuclear e portanto Pietsch-integral.

(c) Quando o espaco F for um dual.

De Fato: basta aplicar (a), uma vez que F = H* e que o dual H*

e complementado em H*** por projecao de norma 1.

(2) Agora comparamos o teorema 2.6.4 - com o teo
tema 3.1.1. Os dois teoremas se prestam para uma caracterizagao
da PRN no dual de um espacgo deABanach, sendo que no teorema 3.1.1
nao ha nenhuma hipotese adicional sobre o dual, enquanto no teo-

rema 2.6.4 ha a P.A..

Alem disso o teorema 2.6.4 pode ser entendido como um

consequencia do teorema 3.1.1.

De Fato: na hipotese (do reciproco) do teorema 2.6.4 temos que
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LGI(E,F) = LN(E,F) para todo F, em particular temos que LPI(EJU=
= LN(E,F), para todo F, logo pelo teorema 3.1.1 E* tem a P.R.N.

Agora seja E* com a P.A e a PRN, se T ¢ LGI(E,F) en-
tao T* ¢ LGI(F*,E*), logo T* ¢ LPI(F*,E*) pelo teorema 2.6.1,uma

vez que E* ¢ complementado em L***,

Agora, como E* tem a PRN e a P.A , segue da obser-
vagao 1l.b que T ¢ LPI(E,F) e além disso pelo teorema 3.1.1 segue

que T aLN(E,F), ou seja

Lor (E.F) = Ly (E,F) = Ly(E,F).

(3) Agora, com referéncia ao teorema 2.5.2, e natural,

erguntar se a PRN sobre o espaco F nao seria suficiente ara ob
P 5 b e

2

termos a igualdade
LPI(mE,F) = LN(mE,F) para todo espaco de Banach

E e todo inteiro m (ver teorema 3.2.1).
Com o exemplo seguinte veremos que a resposta € nao.

Pela proposicdo 3.2.1 & suficiente dar o exemplo no

caso das Simetricas.

Seja E = C[O,l] o espaco de Banach das funcoes conti

nuas a valores complexos.

Sejam m a medida de Lebesgue sobre (O,l], definimos

uma aplicagao bilinear simétrica sobre ExE por

1 - s, 2
T(f,g) = J f(x) g(x) dm(x) e e claro que Te L°(“E)
0
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Seja & a aplicagao

s : [0,1] — (E*,o(E*,E)) definida por 6, (£)=£(x),
X € (0,1].

Observamos que § ¢ uma aplicacao continua e portanto
o conjunto 6([0,1]) € um compacto de (E*,o(E*,E)).

Alem disso, se U« e a bola unitaria e fechada de E*,
uma vez que |6x(§)| = |f(x)| < 1 para todo xe¢ ULIJ, temos entao
que 6([p,1]) CZUE* . Agora definimos uma medida de Borel regular

u sobre (UE*,o(E*,E)) por:
u(B) = m({x : S . € B}) , B: Borel de UE*

Temos entao:

J <f,¢><g,¢> du(e) = J <f,¢><g,¢> du(9) =
Up §([0,1})

. 1
S RN N du (e - 7 £00 g0 aneo = (e

(0,1] °

Portanto a aplicacao T pertence a LPI(ZE). Vamos usar

agora o fato de que uma aplicagao L ¢ L(ZE) e nuclear se e sO se

a aplicacao Ee L(E,E*) definida por i(x)(y) L(x,y) € nuclear.
A aplicacgao T ¢ L(E,E*) ndo & nuclear:

De Fato: consideramos a sequéncia (fn)n em E dada por fn(x) =

inwX
= e , ne IN.

Desde que |[f || = 1 para qualquer n, temos que
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fn > UE para todo n, portanto %(fn—fk)e UE para todo n,k ¢ IN.

Temos para n,k ¢ N fixados:

” - 1
HTCE£) 1= sup |T(E,-£) (@) = sup | ] (£,-51) () g (x) dm (x) |
gSUE : geUE 0

Desde que % (fn-fk)é UE , segue-se que

= 1 A -
T 11 2 5 | [ (550 00 (T 5 ) amco | -
0

v

1 9
% [ 'fn(x)~fk(x) " dm (x)
(o]

2
Mas fn(x) - fk(x)l = 2 - 2 cos(n-k)wx
Portanto:

- 1 1
IIT(fn—fk)ll > > f (2-2cos (n-k)nx) dm(x) =
)

l .
=1 - J ces (n-k)wx dm(x)
o}

1
Se n#k J cos (n-k)rx dm(x) = 0, logo
)

llf(fn-fk)ll > 1 ¥ n,kelN, com ng#k.

Consequentemente isto mostra que T(UE) nao e relativa
mente compacto em E*, ou seja, T nao € uma aplicacdo compacta |,

logo T nao € nuclear e consequentemente T nao € nuclear.



(4) Se E* tem a PRN entiao valem as identidades
2.0 - S
Lo (CB) = Lo (PB) = 1, (%B).

De Fato: por definigido temos que LGI(ZE) = LPI(ZE) e pelo teo-
rema 3.2.1 segue que LPI(ZE) = LN(ZE).

(5) E facil provar a seguinte formula:
m - m-1 X
LN( E,F) = LN(E,LN( E,F)), para quaisquer que
sejam os espagos de Banach E e F.

Quando o dual E* tem a P.R.N & claro que a formula a

cima € valida para as aplicacdes m-lineares P-integrais.

Nao sabemos no entanto, se é vilido em geral a formu-
la
A My oy o n m-1 .
Lp; CE,F) LPI(E’LPI( E,T)).

Aparentemente para o estabelecimento dessa formula se
ria necessario uma espécie de teorema de Fubini para medidas ve-

toriais.

Observo ainda que se a formula acima fosse verdadeira
ela forneceria uma outra demonstracio para o teorema 3.2.1.

(6) O teorema 2.2.2 (Schwartz) foi provado usando me
didas de Borel regulares de massa menor ou igual a 1. Ao longo
do texto nao nos referimos mais a essa hipotese porque todas as

medidas consideradas aqui sao de variacdo limitadas.
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§4 - Um Teorcma de Fatoragao para Polinomios Integrais

Um polinomio P e P(mE,F) ¢ chamado P~integra1 se exis-

te uma medida G : B(UE*) — F , o-aditivo de variacao limitada

tal que

P(x) = J<x,¢>m dG(¢) para todo x ¢ E

0 objetivo deste paragrafo é demonstrar o teorema:
3.4.1 - Teorema : Um polinomio P ¢ P(mE,F) e P-integral se e so

mente se P admite a fatoracao

P

R S

4 Jm
C(a) > Ly (2,u)

Onde 2 & um espaco topoldgico compacto separado, u &
uma medida de Borel regular sobre @, R e S sao operadores linea-
res e continuos e J™ & a avnlicacdo dada por JU(f) = J(fM) onde

J e a inclusao natural de C(2) em Li(2,u).

Necessitamos de dois lemas:

3.4.1 - Lema: Sejam C, D, E e F espagos de Banach, T : C —— D
e R: E —F operadofes lineares e continuos e Se PPI(ZD,F).

Entdo RoSoT e PPI(ZC,F).
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Prova: temos o diagrama

RoSoT
C > F
T TR
Vv S
D > E

Consideramcs as aplicacgoes y CxC —— DxD e

Ae L(ZD,F) tais que Tz(cl,cz) = (T(cy), T(c,)) e R =s.

Temos entao o seguinte diagrama:

2
CXC ROAOT > F
A
72 ] R
. /
DxD « A > E

e ¢ claro que a aplicacio RoAoT? ¢ L(ZC,F)

2

—_N 2
RoAoT” (C) = RoAoT“(c,c) = RoA(T(C),T(C))=RoS(T(C))=RoSoT (c)

portanto RoSeT e P(C,F).
Como S ¢ PPI(ZD,E) , S tem a forma:

S(x) = f <x,x*>2 dG (x*)

Up«

Agora, se T* ¢ a adjunta de T, T* : D* — C*, defi-

nimos um operador:

U : C(UC*) — F por
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() ueE) = ||t |2 J £ TRy g(roG) (x*)
[T] |

U

Desde que [RoG|(M) < [[R]]]G] (M) , para M um subconjun

to de Borel de UD* , segue-se que

@1 HTHE IR fle CREDD] alsloe para codo

Como G ¢ de variagdo limitada, U & um operador conti-
nuo .

Sejam fl""’fn € C(UC*) , entao

2 n
[UeE ) ] < [IT]] IIRII[~2 _{
1 ) . m:l
D*

n
L

m=

THE*) s | Y
£ ( L ale (x| =
"7 ]

1G] (Upo

n ~
miﬂtm,

n
= [IT1?] IR [’j ( z lg, D) alel|<lITI?]IR]]

m=1
*

consequentemente, como UC* e compacto (topologia fraca*) existe

C* ¢ UC* tal que

n
z

Ry
m_

1
Segue entao que

n
z

5 2
D e HTHTHIRTTIGT (Ups)

£ c*)]| <
m=1 m=1 M

n *
5lITIIZIIRI|IGI(UD*)sup{millu(fm)I:ueC(UCJ.Ilullsl}
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Isto mostra que o operador U ¢ absolutamente somavel.

Pelo teorema 2.4.1 existe uma medida H sobre a algebra de Borel

de UC*’ de variagao limitada a valores em F tal que

(**) U(t) = j £f dH para todo f ¢ C(UC*)
UC*
Agora consideramos a aplicacio
5 .
& e 6 ~S= C(UC*) - Gf(c*) = <c,c*>2
Portanto, usando (¥*)
ucsd) = |12 J<c, PO L2 4(RoG) (x*) =
T
Up s
= |l1]|? j L < TE), x> E d(Ry6) (x*)
LTl -
Up«
= j <T(c),x*>2 d(RoG) (x*) = R( J<T(CLX*QdG(Xﬂ)=
Upe Up e
= RoSoT(c)
Por outro lado, usando (**), temos
2 - 2 * * - * 2 *
U(s.) = | s.(c*) dH(c*) = [<c,c*>" dH(c*) , portanto
Upw Ups
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5
RoSoT ¢ PPI( C,F)

5.4.2 - Lema : & 32

2

: C(R) — Ly(2,1) € a aplicacdo definida

por J2(£) = £2 | £l(x = [£(0))?, entdo

2

I e Ppr(*c(9), Ly(a,u))

Prova: Pelo corolario 2.4.1 a aplicacgio J & absolutamente soma-
vel, portanto pelo teorema 2.4.1 a sua medida representante G &
de variagao limitada, logo G ¢ fortemente aditiva e pelo teorema

2.3.2 segue-se que G toma todos seus valores em Ll(Q,u).

Temos entao:

328) = 3(gh) - j (Fx)) % d6(x)

, Q
[

Agcra consideramos a aplicacao continua

X € @ —— GX € UC(Q)* ’ GX(f) = f(X)

Definimos uma medida H sobre a algebra de Borel de

UC(Q)* a valores em Ll(Q,u) dada por:

H(B) = G({xeq : §, € B}).

Portanto:

2

j<f,x>2 dH(A) = j<f,A>2 dH(A) = J<f,6x> dH(s ) =

UC(Q)* §(R) Q

= j[?(x)]z dG(x) = Jz(f) consequentemente

Q
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2

2
J" e PpI( c(e), Ll(Q,}J))

Prova do tecorema: faremos a demonstragao no caso m=2

Seja P ¢ Ph (“E,F) , P(x) = I[<x,x*>2 dG (x*)

U,
E*

Como a medida G ¢ de variacdo limitada o operador

h ¢ C(UE*) » I definido por
h(g) = J g(x*) dG(x*) e absolutamente somavel (Teor.
UE*
2.4.1)'

Pelo corolario 2.4.2 podemos escrever:

C(Ugy) B 5 F

) - - - o .
Onde S e¢ um operador linear continuo e y e uma medida de Borel

regular nao negativa sobre Up s«

Agora, seja V o operador
vV C(UE*) — F definido por V(f) = h(fz), logo V

tem representagao:

- N
V(g) = j (g(x*))" dG(x*) e observo que V = SoJ?.
UE*

Seja R : E —— C(UE*) definido por R(x) (x*)=<x,x*>
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Portanto:

SoJ2oR(x) = SoJ¥(R(x))=V(R(x))= [<x,x*>2 dG (x) =P (x)

e isto significa que P admite a fatoragido.

Reciprocamente: suponhamos que P admite a fatoragao, logo pelo

2

lema 3.4.2, J" ¢ PPI(ZC(Q), Ll(Q,u)) e consequentemente pelo le

ma 3.4.1 segue que P ¢ PPI(ZE,F).
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CAPITULO 4

REFLEXIVIDADE E BASE NO ESPACO P (™E)

E e F indicam espacos de Banach.

§ 1 - -Preliminares . -

4.1.1 - Definicao: Indicamos por h™E o subespaco de E® ...® E ge
SEEILeEe \ 82

rado pelos elementos da forma: m vezes

x(m) = x ®...8 x , xeE

hﬂE € o espago h™E com a norma induzida de E.®“... 8 E e h?E ¢

~

o completamento de hg,lE em F @ﬂ. - 8

,..,xmeE , X O...Oxmé()elemento de E®...Q@E dado

Se x 1

1

por

1
xl(g...(gxm = ;T X xc(l)e...®x

oeS o (m)
m

(produto tensorial simétrico).

4.1.2 - Definicao: Sejam (xj);.:l e (yj)?=l duas sequéncias de
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E e F respectivamente. Os produtos (xj®yk) de E®F podem ser orde

nados segundo o diagrama:

-
X8y Xliyz X18Y3
x2®yl +—x2®y2 x2®y3

!

T
x3®y1 +—x3®y2 4= x3®y3

Esta ordem, chamamos de ordem quadrada;[ ]

Se J € a ordem do par (j,k), na ordenacao quadrada, en
tao indicamos (xj®yk)JE[:] para significar que'a sequéncia

(xj®xk)J esta ordenada na ordem quadrada.

A ordem [] para uma sequéncia (x. ®...8x. ) enm
J1 Tm+1

E,®...QE € aquela definida para o produto

m+1

EBE onde E = E_Q®...QF
m+1 1 m

Seja agora E com base de Schauder (ej)j. Para cada m
inteiro seja [:]m o subconjunto de N™ consistindo de todos 0s
multi-indices (q»--++3,) para os quais Jq23,2-- 23, sendo [:]m
ordenado com a ordem induzida [ | de IN™.

Para cada J=(J seeend ) € [:]m’ o polinomio m-homogéneo

J

Z~ €& definido sobre E por

ZJ(x) = e§1(x)...e§m(x).

J = ~ .
Z” sao chamados os monomios de grau m .Observamos que

o conjunto {(eje ...@ej ), ZJ} forma um sistema biortogonal pa-
1 m/\
Sam
ra o espago de Banach ,h“E quando J e | lm
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4.1.1 - Teorema ([17]); Seja E um espago de Banach com base de

\.] - ~ .-Et: (& t 1 Y oo« (2 s s oL - -
Schauder (cJ)J ntao para todo m (CJ? oejm)J - [:]m 2 ums

base de Schauder para h?E.

4.1.2 - Teorema ([}Z]). Seja E um espago de Banach. Entao os es

e * ~ E .
pacos P(mE) e [h:EJ sao isometricos.

4.1.3 - Teorema ([JS]). Seja E um cspaco de Banach com base de
Schauder (ej). Entao E & reflexivo se e somente se (ej) e contra

til e limitadamente completa.

4.1.4 - Teorema ( DS]). Seja E um espaco de Banach com base de
Schauder (ej). Os funcionais biortogonais (e§) formam uma base

ara E* se e somente se a base (e.) € contratil.
s ]

Apresentamos agora, dois resultados que, embora ja co-
nhecidos aqui demonstraremos, uma vez que sao resultados especifi

cos sobre polinomios nucleares e integrais.

- Notacoes
Pf(mE) denota o espaco dos polinomios de tipo finito ,

ou seja, os polinomios m-homogenecs do tipo:

P(x) =
J

o

o™(x) onde ¢.ecE*.
1 J J

PC(mE) = Pf(mE) sendo o féecho tomado na topologia da

norma de P(™E) indicada || |].

4.1.5 - Teorema (S.Dineen (45] ). Seja E um espago de Banach re
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m

flexivo, entao os espacgos (PPI(mE*),|| ||I) e PX(TE) sdo isome-

tricos para todo inteiro m.

: 5 m -
- Prova: Observamos primeiro que cada PePf( E} e

o(E,E*)-continuo, uma vez que cada ¢eE* &

o(E,E*)~continua.

Consequentemente, se C(UE) ¢ o espaco das fungoes con-
tinuas (com a norma do supremo) sobre o compacto (UE;G(E,E*))stE

mos a inclusao
PC(mE) — C(UE) pela aplicacao restrigao.

Seja agora TEPé(mE), portanto pelo 'teorema de Hahn-Ba-

-~

nach existe uma extensao T de T a C(Uy) com LTl = [[T]].

Em consequéencia do Teorema de Representacao de Riesz , -

T se cscreve como:

%(f) = I f(x) dp(x) onde p € uma medida de Borel re

UE

gular sobre UE e |u|(UE) = ||T]|]

Dado PePC(mE), %(p)=T(P)= [ P(x) dp(x).

Ug

)

Agora, se ¢eE* definimos Qp-por —

QT(¢)=T(¢m)= I <x,¢>" du(x), € claro que

Ug

m*
QTEPPI( E*).
Além disso temos:

eplly < lulug) =1ITl] .
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Reciprocamente:

Seja QEPPI(mE*) , Q(9)= J <x’<b>m du{x), seja entao
UB

BeLs(mE*) tal que B = Q.

Pela propriedade universal do produto tensorial,existe

uma Unica forma linear continua S:E*® _...® E* —= [ tal que
B(q)l)"'?(bm) - S((bl@"'@(bm)‘

Agora, desde que E*@ﬂ...@ﬂE* = Lf(mE), definimos uma a
plicacao linear T sobre Pf(mE) por: dado PePf(mE) seja AeLz(mE)

tal que A = P.

P= 1 oF ;
j=E # i
I r . r
T(P)=S(A)=S( 2 ¢.8...04.)= % S(¢.0...06.)= % B(d.,-..,0.)=
j=1 3 J §=1 J ] j=1 J I
T T m T m
-5 Q) = 3 [ex,055Man00= [ ( Toxep e
j=2 7 e d e =1 "
UE UB

ou seja, T(P) = I' P(x) du(x) esta bem definido e € linear, além
disso temos Ug

Tyl < |IP]] Jul(Ug)

portanto TeP%(mE) e [|T|]| < ||Q||I
T admite uma Unica extensao TQ a PC(mE), com
IITQII < 11Qll;~» o que conclui a demonstragao.

Observacao: seja E um espago de Banach e consideramos a aplicagao
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linear e continua (1 a 1).

EZ:E*®HE* — L(ZE) (ver Cap. I § 1)

e lembramos que 5?(E*®”E*) = Lf(ZE).

Seja A a aplicagao que leva AeL(ZE) em KEP(ZE), como

~

az(hiE*) = LZ(ZB), vemos que a aplicacao

a = Ao & hiE* — Pf(zE) ¢ dada por

2

a(¢(2)) = ¢2, para todo ¢eE* (ver def. 4.1.1). -

Por uma proposicao de Ryan ([17]‘prop- 1.5) a aplica-

gao o ¢é um isomorfismo.

Agora se || || € a norma em Pf(ZE) dada pelo supremo na
bola unitaria de E entao & facil ver que se ushﬁE* ‘entao
|[le(u)[| < [|ul| . Portanto podemos considerar a como uma aplica

¢do linear continua de hiE* em (P(ZE).|| |-

Portanto a aplicacdo o se estende de maneira unica a
. . e . AV
uma aplicagao linear continua, denotada por a , de hﬂE em

®CE, |1 1] ).

Por uma consequéncia do teorema 1.1.1 (Grothendieck) &

facil ver que os elementos uehiE* sao da forma u= i ¢jc2) e
i=1
aléem disso i
. > 2 > 2
() [l =inel 2 1o 1% s u= z ¢f8)
j=1 J j=1

~

Em conseqﬁéncia obtemos que a imagem de hﬁE* pela apli
cagdo & € o subespago PN(ZE) de P(ZE). Supondo agora que E* tem
a (P.A), pela proposigao 1.1.1 (Grothendieck), a extensao da a-

plicagao oy a E*@nE* € injetiva.. Denotando por aé esta exten-
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i

sao, temos o seguinte diagrama:
& |
E*o E* 2 5 L(%E)
A N
a
2 2y
E*®_E* > Lc(“E)
Portanto, a restrigao da aplicacgao Ao dz ao subespacgo
hiE* ¢ exatamente a aplicacdo &, logo & é biunivoca.
A (oo}
Agora se ueth* , u = X ¢€2) entao
m 21 ]
j=1
. - a2 2 -
a(u) =P = I ¢3¢ P,("E) e usando (4) obtemos
u j=1 b N
S 2 = 3 )
1B Il = inf § % [le;]17:P = 2 o5 = |[uf]
Rl N T R = A il
_ ! ~2 2 .
logo o & uma isometria entre h E* e (PN(”E)4[| | 1) -Em particu-
lar o € uma isometria entre th* e (Pf(ZE),|| ||N).

4.1.6 - Teorema ([8]). Seja E um espaco de Banach tal que E*tem
a P.A. Entdo os espacos (PN(mE),|| Iy ™ e P(ME*) sdo isométricos

para todo inteiro m,

Prova: Seja TE(PN(mE),II ||N)*, definimos uma aplicagao Q de E*
em € por Q (¢) = T(¢™), ¢eE*. Temos que lQT(¢)|§||T[| [ 16™]],10
go QTeP(mE*).

Reciprocamente: seja QeP(mE*), se PePf(mE) com

T _
P(x) = '81 ¢?(x), definimes uma forma linear sobre Pf(mE) por
j= .

T(¢") =

T(P) =
1 ) j

j

n o~
™M

m
) Q(¢j)
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Notamos que T esta bem definido (ver demonstracio  do

teorema anterior) e vale:

T
IT(P)| < ||Q]| = ||¢?|| qualquer que seja a represen
j=l
T
tagao z o™ de P.
j:]_ J
Pela observagSo que antecede o teorema, podemos escre-
m
ver que Te(P ("E), | IIN)* com
TP [ < [1QH TIPl1y. ou seja [|T|] < |]|Q]].
Pela densidade de Pf(mE) em (PN(mE),II IIN) vemos que
T admite uma Unica extensio TQ a (PN(mE),|| IIN)com ||TQH< 11Q]] -
§ 2 - Condigdo necessaria e suficiente para a reflexividade de
|
P(ME). !

4.2.1 - Teorema: Seja E um espaco de Banach reflexivo com a P.A.

Entao o espacgo P(mE) ¢ reflexivo se e. somente temos P(mE)=PC(mEL

Prova: Primeiro observo que E tem a PRN, uma vez que E & refle-
xivo. Pelo corolario 3.2.4 temos que
m m ]
(PPI( E*), || ||I) = (pN( E*), || IIN) topologicamente.
Combinando este resultado com os teoremas 4.1.5 e 4.1.6 obtemos

as identidades:

P("E)=[py (M, | ) ~[Ppr(s2. 1 llI}E’C("‘E),II -

. = m
Para concluir a demonstragao basta observar que PC( E)

¢ um subespago fechado de P(™E).
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No caso em que o espaco E tem base de Schauder, temos

uma reformulacao do teorema anterior.

4.2.2 - Teorema 2: Seja E um espaco de Banach reflexivo com ba-
se de Schauder. Entao P(mE) e reflexivo se e somente se os mono-

mios formam uma base de Schauder para P(mE).

Prova: Seja (ej) base de Schauder para E e suponhamos P(mE) Te-

fleXiVO- Pelo teOIe]lld 4-1.1 a Seque’\“Cia e. 0 .. ®e. ]. [:] e‘ ba.
~ ( Jl Jm)
se de Schauder para h E.

& *
Agora, desde que [h?EJ =P(mE) (teor. 4.1.2), e como

A
P(™E) & reflexivo, segue que h?E e reflexivo, logo, pelo teorema

4.1.4 a base (e. ®@...0¢. ) ¢ contratil e portanto pelo teo
( i 31 Je [ p : p o
rema 4.1.4 os monomios (os funcionaisbiortogonais) Z° formam uma

base de Schauder para

*
[ﬁ’;‘E - p(Mp).

Reciprocamente: Suponhamos que os monomios ZJ,ZJ(X)=e; DO...e§(x)
1 m

formam uma base de Schauder pafa P(mE).

Agora se>P€P(m4} entao P = I Xj Zg , logo dado ¢ > 0

j=1
existe j0 inteiro tal que
j
(6]
[IP- = A, 29|| <e .
§=1 J ]

Como cada ZJ € um polinomio do tipo finito segue-se pe
la definigao de PC(mE), que PEPC(mE), ou seja P(mE)=PC(mE). Para

concluirmos basta aplicar o teorema anterior.
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§ 3 - Reflexividade de P(mT), para todo inteiro m, quando T ¢ o
espaco de Tsirel'son.
Inicialmente introduzimos alguma notagao e alguns Te-

sultados conhecidos:

Se (ej) ¢ uma base de-Schauder para o espago de Banach

E, para n < k inteiros, denotamos

o K k K. k
qn(x) = I a.e., q (x)= % a,e. e q (x)= I -
j=n+1 J j=1 1) o j=n+1 I J
onde xeE e x= ¥ a.e..
j=1 J ]

k o .
Observamos que os operadores q :E —— E sao uniforme-
mente limitados e a constante c = sup[]qkll & chamada a constan-
' k

te da base (ej) e notamos que || Z ajejll < c||x|| para todo k.
j=1

Dizemos que uma seqliencia (xi) em E € um sistema de blo-

co normalizado com respeito a base (ej), se para cada i, temos

ni+1—1

x. = I A€ com  <m.<mg <... e ||xi|| =1.

S R
j=n.

Nestas condigoes dizemos que 0S X, tem suporte disjun-

tos.

- 0 Espaco de Tsirel'son

B.S. Tsirel'son construiu um espaco de Banach, que deno
taremos por T,de dimensao infinita, reflexivo, com uma base de

Schauder (ej), tal que, T nao contem nenhum dos espagos zp
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1 < P< =« ou c, como subespagos fechados. Na demonstragao desse
- 1 - - - >

resultado, Tsirelson verifica que o espago T tem a seguinte pro-

pricdade:

Se (x;) ¢ um sistema de bloco normalizado em relacdo a

base (ej) entao vale:

- Propriedade (T):

| Tay (B x + v+ x )| < 2 max {[8,]}
1<i<N

quaisquer que sejam os escalares Bi e para todo inteiro N. (qN e

a projecao definida acima).

/ o
4.3.1 - Teorema ( [17] ) . Seja E um espaco de Banach reflexi-
vo com a P.A. Entao o, espago P(mE) e reflexivo se e somente se to-.
do pclindmio PeP(™E) atinge sua norma em um ponto da bola unita-

ria e fechada de E..

0 proximo Lema embora conhecido, daremos a sua demons-
tracdo uma vez que descreve uma propriedade especifica de polino

mios.

4.3.1 Lema ([ 4a)) . Seja E um espaco de Banach, PeP("E) e k
k

um inteiro positivo. Seja (Xj)§=1 uma seqliencia em E tal que

lP(xj)| > & > 0 para j=1,..,2k. Entao existem escalares Aj ,

lle <1 j -1...7% tais que

k

P(
J

[ e B oS
—

x| > s

Prova: Inicialmente ohservamos o seguinte fato:
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m - CET. A -
se-a, * a1A+...+amX ¢ um polinomio na variavel complexa A, onde

a ,a,,...,a_ sao constantes, vale a relacgao
o’ *1 m
m . m
o sup | T a, A » L |aj|2
PR o
De fato:
desde que 2m ' 1 se k = n
%ﬁ J cike - -ine 46 =
0 0 se k # n
podemos escrever:
L Zm i6 imd

: s 2 s .

1 1 0

E;—} qu+ale 6+...+ame1m l do= %F J (ao+alele+...+ame1me)(a0+ale +if+am¢ )de
0 o]

= ¥ |aj|2,'logo segue a relacao anunciada.
¥=1
A demonstracao se faz por indugao sobre k.
Seja entdo PeP(™E) como na hipétese, e AeL®(ME) tal
que A = P

Se x, € X, os dois primeiros elementos da sequencia

Kk 1 2

(xj)? 1e A um numero complexo, temos entao
J =
m-1 j .m-j .m-j_ . m
P(x2+Axl)=IKx2)4-jil(j) A X, Xq A +) _P(XI)‘

Portanto P(x,*+Ax;) ¢ um polinomio na variavel complexa

A e pela observacdao inicial (4) temos

2 2
sup |P(x2+kx1)| > |P(x2| +

IA]<1

2
P(x1)| > 2 62
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Em conseqliéncia existe Al |A1| < 1 tal que

2
2 .
|P(x2+Alxl)| > 2 8" ou seja |P(x2+llx1)] > &/

0 mesmo argumento aplicado aos pontos Xz € X, fornece

Aes |2 > §/2V.

3 X

| <1 tal que IP(x4+A

3 3%3 |

Agora, aplicando o argumento aos pontos

x2+A1x1 e X,*A, % obtemos A', |A'|< 1 tal que

2
[P Cxytd X gtht (0 x0) | > (8v2) 2o (6v) 2= 262 (/D) 2

ou seja
' 1 ] 2 : [
|P(x4+A 3 XA XA X ) | >68(V2) com |Xj] i
Suponhamos a relacao valida para k-1, ou seja, existem
A5 j=1...2% ;1 <1 tais que
k-1 k
2 k-1 & 5 k-1
P(Z A x.)|> 8 (V2) e |[P(=Z Ax)| > 8 Y2) ‘
j=1 )] . k-1 J ]
j=2 +1
consequentemente, existe A', |[A'] < 1 tal que
2k 2k—l 2
P( I A (D ALXL)) >@(/§)k‘1)2+(a(/z)k'1)‘ = 2 (Y2
. k-1 . 473 j=1 373
j=2 +1 : :
Portanto
k
2 k-1 k
Ip( X ijj) > V2(8(Y2)" T)=6(¥2) ", com lle < 1.
jor- 4 -

Para estabelecer o resultado, precisamos de dois lemas

preliminares:
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4.3.2 - Lema: Seja T o espago de Tsirel'son com base (ej) e cons
te basica c. Seja (x) ¢ uma seqliéncia em T tal que X~ converge
fracamente para 0. Entao para qualquer polinomio PeP(mT), temos

P(xn) convergindo para 0.

Prova: A seqliéncia (x,) € limitada, logo existe 6 > 0 tal que

||xn[| < 6 para todo n.

Suponhamos por absurdo que a seqliéncia P(xn) nao con-
verge a 0, em conseqliencia existe § > 0 e uma subseqliéncia = de
(xn); denotada ainda por (xn), tal que |P(xn)] > § para todo n.
Agora, desde que P(xl) > § e que as projegoes qn(xl) converge

para X, na norma de T, quando n— «, podemos escolher n1 tal que
n -

Plq 1(x)) > 6
n

Por outro lado, como a projegao q L & fracamente conti.
n
nua, temos que q 1(xj) converge fracamente para 0, quando j— o,
n
no subespaco de dimensao finita q 1(E) de E. Consequentemente

n

q 1(x.) converge para 0 na norma de E. Portanto, existe mltalque

_llqnl(xj)ll < 1/2 para}tbdo j>mg.
Desde que qn(xm ) converge para X =~ Ta norma de T quan
1 1
n
do n— «, podemos escolher n, (n, > n;), tal que |P(q_2(§n))|>6.
1

Com argumento anterior, podemos escolher m, tal que
) 1
llqg “(x:)|] < =5 para todo j > m,.
J = 52 = 2

Por indugao, podemos escolher inteiros nj e mj tais que

n. . n, .
|P(q J(xm. 1))| > 8 e ||q J(xk)ll < 1/27 para todo k > m .
§ = -

Agora, pelo lema anterior, se & € um inteiro positivo
22."’1

n.
qualquer, com respeito a seqliéncia (q J(xmj~1))j=22+l existe
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R 22+1 . g _
uma Sequéncia (Aj)j=22+1 , Iljl <1 j=1...2" tal que
ghtl n. — 3
Gy IPC 2 s adx - D> s0/2)
j=22+1 : j=-1

n. n. n.
Agora, desde que q J(x) = q J_l(x) + an(x) para todo

j-1
xeT, podemos escrever:
91 nj ¥l nj - l | aat nj
% A < L A.q ¢ T(x LA (x )
T (Xm'—l) |, g 907t m'—l) g i j-1
j=2"+1 J j=2"+1 J |[j=2"+1 =~ )
Afirmamos que
Las S |
Y oA.q J(x ) <1+ 4.c.0
Y S )
J=2"+1 v
De fato:
2,Q,+1 1’1._1 22+1 j-1
5 qu J (x, J||s = |xj| 1/2 <1
j=2%+1 IFL ] =241
32+1 n,
Agora, com respeito ao vetor z A.q J (x ir
: [} ] n-__l m._l
j=2"+1 J_ J
considero seqliéencias
22+1 | 2%+1
(B.) 0 e (Y.) 2 definidas por:
J j=2"+1 J j=2"+1 ‘
n.
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e.. (vetor da base) se q 9 (x ) =0
i, ny_1 My
S B
qn._l(xm._l) n,
J J se q.J (x ) #0
n j-1 Mj-1
‘ a,? (O, )
j-1 7j-1
j o= 2%1,... 24!
E clarc que os vetores Yj tem suportes mutuamente dis-
juntos e ||Yj|| = 1 para j=22+1,...,2£+1.
2+1
Portanto a seqliencia (Y.) . pode ser completada a
j=2"+1

um sistema de bloco normalizado em relacao a base (ej). Observa-

mos ainda que:

22+l nj S+l
a z AL X = % B. Y.
2] 8 an._l( mj—l) LR )]
j=2"+1 J j=2"+1
22-+1
(b) a projecao q, nao altera o vetor I B. Y.
2 j=2t41 :

De fato:

(a) € claro;

(b) basta verificar que a projecao g

nao altera o ve
) e

L

tor Y

2%41
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n g
2 %]
q (X o)
n/zg, ng
Y o = e ou Y =
27+1 L 2 #1 n
AR | . 2241
n (x
2 m ,)
2 22
%
Desde queunzl > 2 segue-se que
q (Y ) =Y , consequentemente
22 22+1 2IL+1 :
2%+l 25L+1 -
L B. Y.) = Z B. Y.
Lol B By Y = E By Y,
j=2"+1 J=2"+1
Pela ﬁropriedade (T), temos
2JL+1
|l z Bj Yj' < 2 max {]le} < 2.2.c.6 = 4 c.8.
) . B
j=2"+1 2£+1Sj522+1

Portanto qualquer que seja o % escolhido, temos

22+1 n

j ' |
h) qu (xm ) < 1+ 4 c.o

j___2Q+1 j-l

Como o polinomio P & m-homogéneo continuo, segue que

2%+l n. '
[P( A, q J(xm. M| < ||P|| (1+4 c.e )™, qualquer

J -
j=21+1 Je=1
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que seja o & escolhido, logo, uma contradicao com (*).

4.3.3 - Lema: Seja T o espacgo de Tsirel'son. Entdo todo polindnio

PeP(mT), atinge sua norma num ponto da bola unitaria e fechada

UT de T.

Prova: Seja PeP("'T) e ||P|l=sup{lP(X)|:||X|| < 1} , logo existe
uma seqliéncia (yj) na bola U;, tal que |P(yj)| converge para

| IP|| quando j — o .

Como T € reflexivo, existe uma subseqliéencia de (yj),dg
notada ainda por (yj) tal que yj converge fracamente para um ele

mento y de UT (Ver Taylor [21?] - teor. 4.41JB).

Seja AeLs(mT) tal que A=P, entao

m < K -k
P(y;) - P(y) = P(y;-y*y) - P(y)= L () A(y.-y)* y™ X
Jo- J k=1 J
Para cada k=1,...,m a aplicacao
m k m—k - . ~ ‘ ~
xef —— (k) A X"y e um polinomio k-homogeneo con
tinuo.
W
Desde que yj-y —> 0, pelo lema anterior segue-se que
n Kk m-k ' —— o para k=1,...,n
() A (rs-y) y© |
. J j —— 0O
consequentemente

| POyy) - POY) | — 0

J——*w

Portanto P atinge sua norma no ponto yeUT.
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Como conseqliéncia do teorema 4.13 e do lema 4.3.3 obte

mos o teorema:

4.3.2 - Teorema: Seja T o espaco de Tsirel'son. Entdo o espago

P("T) & reflexivo para todo inteiro m.

Observacao: Se (ej) ¢ base de Schauder para T, entdo pelo teore

ma 4.2.2 os monomios formam uma base de Schauder para P(mT), pa-

ra cada m inteiro.

- Comentarios:

(a) R.Aron mostrou que.P(mzp) € ndao reflexivo para todo intei
TO m,p com m&>3a> 1. Em conseqllencia disso, um espaco de
Banach reflexiy§ E para o qual P(mEj seja reflexivo para.
todo m, deveria pelo menos ter a propriedade de nao conter
0S espacos Zb como subespagos fechados, propriedade esta

satisfeita pelo espaco de Tsirel'son .

(b) R.Ryan ([17]) termina sua tese com o problema: exemplo de
um espacgo de Banach reflexivo E, de dimensdo infinta para
o qual o espaco P(mE) seja reflexivo para todo m. O teore

ma 4.3.2 mostra que o espaco de Tsirel’son € um exemplo.
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CAPITULO ‘5

APLICACOES m-LINEARES INTEGRAIS E

NUCLEARES EM ESPACOS LOCALMENTE CONVEXOS

§ 1 - Preliminares

E denota um e.l.c. separado e F um espaco de Banach

5.1.1 - Definicao: (a) Dizemos que uma aplicacgao TeL(ME,F) e

Pietsch-integral se existir uma vizinhanca V de 0 em E, convexa

e equilibrada tal que
m
TELPI( EV,F)
(b) Dizemos que uma aplicacao TeL(mE,F) ¢ nuclear se
existir uma vizinhanca V de 0 em E, convexa e equilibrada tal que

!
i

m
TELN( EV,F).

Agora, se WE) & um sistema fundamental de vizinhancgas

convexas e equilibradas de 0 em E, escrevemos

L.(ME,m=UrL__(ME,,F) e L. (ME,F)= U L. (ME ,F)
PI veg PI' UV N veyw NT TV
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Um subconjunto K de um e.l.c E ¢ chamado um

2:1.2 = Definicao:

Lompacto-estrito se existir um subconjunto B de E, convexo, e-

quilibrado e limitado tal que K estda contido e & compacto em Eg-
Seja (xn) uma seqlicncia em E convergindo para 0. Deno-

tamos:

o]

r, (x )={ Eiax s A )=s2, & E |x. ] =21 }.
20" |p=p N n 1 n=l B

5.1.1 - Teorema ([19]): Seja E um espaco de Banach (ou Fréchet).

Dado um compacto K = E existe uma seqliencia (xn) em E com

’,anl —+ 0 e tal que
Ke F(xD) =T, (x)

/

Teorema (E3J). Todo espaco de Banach que & um dual se- -

-y 1

[SS]
I

Paravel tem a PRN.

5.1.3 - Teorema (Ehg). Seja E um e.l.c quasi-completo.

Entao sao equivalentes:
(i) E. € um espaco de Schwartz.
Todo compacto de E € um compacto estrito.

(ii)

5.1.4 - Teorema ([1@)). Seja F um espago de Banach. Se existir

uma topologia localmente convexa e separada, T, sobre F, tal que

a bola unitaria e fechada UF de F é t-compacta entao F € um dual

§ 2 - Coincidencia dos Espagos LPI(mE,F) e LN(mE,F).

5.2.1 - Proposicao: Seja E um e.l.c. quasi-completo onde todo
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compacto & estrito. Seja (xn) uma seqliencia em E tal que X = 0.

Entao o conjunto L=FZ {xn} e um compacto de E e o espago de Ba-

1
nach E & separavel.

Prova: Provemos que o conjunto L=T {xn} ¢ um compacto de E:

1

Desde que {xn:n=1,2...}lJ{O} € um compacto de E  pela
hipotese, existe um subconjunto convexo equilibrado e limitado B
de E tal que {xn:n=1,2...} U{0} esta contido e € compacto no es-

paco de Banach E,. Afirmamos que X = 0 na topologia de E

B’ B’ Supo-
nhamos que xnﬁé 0 em EB,_logo existe € > 0 e uma subseqliencia
(Xni)i de (Xn) tal que |[xni|| > ¢ para todo i.

Como (xn )i e uma seqliencia do compacto {xnnvﬂqz.“}U{O}

i .
de EB, (xn )i tem uma subseqliéncia convergente para algum ponto
de {xn:n=l,2...} U{0}. Seja (x, -)j tal subseqliéncia, portanto

i]
xni;—+ X € {xn:n=1,2...}U{0} .

Em conseqliéncia da incluSQO'EB-——» E ser continua se-
gue que x —— X na topologia de E.

i]

Como (x_ ) € uma subseqliéencia da seqliéencia original
ij
(xn)n, convergente a (0, segue-se que x0=0, contradicao, uma Vvez
que ||xn ||B > e para todo j, portanto x— 0 em E.
ij ,

Pelo teorema 5'1'1’F21(Xn) = F(xn) ou seja T

e consequentemente um compacto de E.

(x) e
21 n

um compacto de EB

Provemos agora que O espacgo EL e separavel.

Suponhamos que o espago E seja sobre o corpo dos reais
(a demonstracao se adapta facilmente ao caso complexo).Desde que

L € um compacto (convexo e equilibrado) de E, Ep, € um espago de
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Banach.

Seja D o conjunto:

*
Logo para cada neIN , existe rneKQ tal que

A -t | < e/2™ e os r ~escolhidos de modo que lrnl < |An| e por-

tanto & |r_ | < 1 .
n=1 n -
N .
Consideremos o vetor Xy = I r X , sendo N escolhido de
= h-1 D
modo que I |A_| < € e portanto Xpp€ D. -

n=N+1 n
Se rn=0 para n » N entao

IA -1 |4 = Ix | £ 2¢ , logo
1 " Mn=N+1

™ 8
>
1
p-i
1
W™ g

n

(An—rn)xn e 2elL ou seja ||x—xD||L < 2e

Provamos entao que o conjunto enumerdvel D & denso na

bola unitaria L de EL' Consequentemente o conjunto enumeravel

M = {r.xD:reQ , xDeD} é denso em E ou seja EL e se

L )
paravel.

Observagao: No lema anterior o espaco E, tem a P.R.N.,de fato:

L
desde que L ¢ um compacto de E, pelo teorema 5.1.4 o espaco de

Banach Eg e um dual. Como E. e separavel segue-se pelo teorema

5.1.2 que EL tem a P.R.N.
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5.2.1 - Teorema: Seja E um e.l.c e v uma base de vizinhangas con
*

vexas e equilibradas em E. Se (Ev)b tem a P.R.N para toda veW

entao LPI(mE,F) = LN(mE,F), para todo inteiro m e qﬁalquer espa-

go de Banach F.

Prova: A prova sera feita no caso m=2.

; 2 - . 2
Seja TeLPI( E,F), entao existe VeVPkal que TeLPI(EVJﬂ.

Se EV € o completado de E, entao T admite extensdo Gnica T per-

tencente a L (ZEV,F), e alem disso se-

PI

T(x.y) = [<x.> <> d 600
UZ
onde U & a bola unitaria e fechada de (EV)1=(§V)% com a topologi

a w*,‘?(i,9) = j <X,¢> <y y> d G($,.¥) a mesma medida G.

U2

De fato: se X, 9EZEV existem seqliencias (xn) e (yn) em

EV tais que xn———+ X e Yo Y-

Desde que (T(Xh’yn) é uma seqliencia de Cauchy em E de-

finimos

T(x,y) = lim T(x .y,) e € claro que esse limite inde-
n—-rco

pende das sequéncias (xn) e (yn) escolhidas.

2~

Provemos que TeLPI( EV,F):

T(x,y)=rlliz T(xn,yn)=r11i2 j<xn,¢> <y,-¥> d G(¢,9)
2

Agora
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[ by p a6 - [Riegi dotow) =
UZ UZ ' :

= J [<Xn,¢><yn,q)> = <£,¢;><§',¢> JdG(¢,l’))

u?

"~ - - . -~ - -
Em consequencia, como G e de variacao limitada, temos:

|76 =] <Ru<F20600.0 | [<C Ry 141111y, 51D 6] 0%,
2 .
U

Portanto

lim T(x_,y ) '~ j’<i,¢><9,w>dc(¢,¢) - T(R,5) e -
n ->o n n

~ 2~ { -~ * B * - o ) )
T ¢ LPI( EV,F) , Como (EV)b = (Ev)b e (EV)b tem a P.R.N., pe
lo teorema 3.2.1 segue que T e LN(ZEV,F), consequentemente

2 2
T e LN( EV,F) e portanto T € LN( E,F).

5.2.1 - Corolario: Seja H um e.l.c quasi-completo tal que todo
compacto € estrito. Se E = Hé entao E possui uma base de vizi-

. A
nhancga v tal que (EV)b tem a P.R.N. para toda V ey .

Prova: Seja U = K° vizinhanga de zero em E, sendo K um compacto
convexo e equilibrado de H. Pela hipotese segue que K € um com-

pacto de um espaco de Banach H, para algum B, convexo,equilibra-

B

do limitado e fechado de H. Logo existe uma seqliéencia (Xn),Xﬁ* 0

em HB tal que

H
B
K < P(Xn)
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= H : -
Seja L = F(xn) B _ Fg(xn)’ logo pela proposigao 5.2.1,

L € um compacto de Hp (e portanto de H) e H; tem a P.R.N. Seja

L
V = LO = k° =uU , mas

[EY]; = [Ejvo =.[FHZ)f]VO = H , logo

E ]* tem a P.R.N.
(&),

5.2.2 - Corolario: Seja H um e.l.c quasi-completo tal que todo

*

compacto € estrito. Se E H_ entao

\1

LPI(mE,F) = LN(mE,F) para todo inteiro m e qualquer
espaco de Banach F.
...k ¥
Prova: Pelo corolario anterior E possui uma base V de vizinhan-
" -

* j
cas tal que (EV]b ‘tem a P.R.N. para toda V € ¢P, para concluir

basta aplicar o teorema 5.2.1.

5.2.2 - Teorema: Seja E um espago de Schwartz. Entao E possui u
ma base U de vizinhancas convexas, equilibradas e fechadas, tal

que [EU); tem a P.R.N. para cada U e 1.

Prova: Pela definigao de espaco de Schwartz, dada uma vizinhancga
convexa equilibrada e fechada V de zero, existe uma outra vizi
nhanga convexa, equilibrada e fechada W de zero tal que a aplica

3o canonica E—— E_ & precompacta e portanto a inclusao
c W v p p p

* * -
* = - * =
(E )VO (BEy — (B)y = (B )wo € compacta.
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Segue entao que V° & relativamente compacto em (E*) o
W
Como (E*) 5 € um espago de Banach, existe uma sequencia (¢n} em
W : ‘
¥ o T T = =
(E )WO, ¢n~+ 0, tal que V < F(¢n). Seja L F(¢n) P21(¢n}'

Pela proposigao 5.2.1, L & compacte em (E*) o € (E*}L
W

€ separavel.

Seja U=L° = E. Como L & limitado em (E*) o> temos que
W
U=L° absorve W e portanto, U € uma vizinhanga (convexa, equili-

brada e fechada) de zero em E.

Como L € compacto em (E¥) o> logo L & compacto em
W
(E*,o(E*,E)).

Temos que L & o(E*,E)-fechado e segue do teorema dos

ao

bipolares que U° = L°? = L portanto () =(E*) | € um espago de

U -
Banach dual separavel, logo com a P.R.N. Como V° < L temos que

~

U=L° = v°9=v. Assim toda vizinhanca de zero V contem uma vizinh

ca convexa, equilibrada e fechada U de zero em E tal que

a

*
(E..), = (E*) tem a P.R.N.
e u |

5.2.3 - Corolario: Se E € um espaco de Schwartz entio

LPI(mE,F) = LN(mE,P) para todo espaco de Banach F.

Prova: Pelo teorema anterior E possui uma base de vizinhancas {L
* ;
tal que (EU)b tem a P.R.N. para toda U el , basta agora aplicar

o teorema 5.2.1.

Exemplos de e.l.c onde todo compacto € compacte estri-

to:

- Espacos de Fréchet_
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- Espagos de Silva

- Espagos que sao limites indutivo 1limitadamente re-
troativo de espacgos de Banach. (ver Mujica [lﬁ] DE

- Espacos satisfazendo a condigao de convergéncia de

Mackey estrita (Ver Mujica(i5))

Alem disso, observamos que o teorema 5.1.3 (Meise[pg )
da uma caracterizacdo dos e.l.c. onde todo compacto & compacto es

trito: se H € um e.l.c. quasi completo, entdo sdo equivalentes.

(1) Hé & um espaco de Schwartz.

(ii) todo compacto de H € um compacto estrito.

Observagoes: A seguir demonstramos um caso particular do corola-

rio 5.2.2 cuja demonstragao €& inteiramente diferente e independen
te daquela dada no corolario 5.2.2. Embora o método de demonstra
cao usado neste caso particular, seja totalmente diferente daque-
les usados no capitulo IIT e por conseguinte daqueleg usados nes-
te capitule,até o momento, vale dizer que o resultado deste caso
particular foi a motivagao de todo o estudo desenvolvido no capi

tulo III.

5.2.3 - Teorema: Seja E um e.l.c. quasi-completo onde todo com-

pacto & compacto estrito. Entdo, temos

Mooy _ m.., s x
PPI( EC) PN( EC) , para todo inteiro m.

Prova: Faremos a demonstracgao para m=2.0Observamos que & suficien-

. = Mr . My C me o,
te provar a inclusao PPI( EC)CZ PN( EC). Seja Q € PPI( Ec)’ logo
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QEPPI(m(E*)KO) para algum compacto K convexo e equilibrado de E.

Portanto Q tem a represcntacgao:

(1) Q(¢)= j <x,¢>™ du(x) onde u & uma medida de Bo-
K
rel regular sobre K, e observamos que a bola unitaria e fechada do

: x
dual [tE*)(J e exatamente o compacto K.
K
' b

Desde que o compacto K & um compacto estrito,

K< FQ (xn)=L para alguma sequéncia (xn) em E convergindo a zero.
1

Definindo uma medida §i sobre L por

T(A) = p(AN K), vemos que !
Q@) = [ <™ ai.
L

A medida de Borel regular § define um funcional 1Iinear

T sobre C(L) (esp. das funcbes continuas sobre L) dado por

(2) T(f)= J f(x) di(x) feC(L) , além disso nota-

L
mos que T(¢m) = Q(¢) para todo ¢eE*. <

Da equacao (2) segue que

(2" T | < [@1@ [1£]] , || ||, norma de C(L).

L
Agora, se PePf(mE), P(x) = bl ¢?(x) entao para xeL po

demos escrever:
(o]

P(x)=P( & Anxn)=
n=1 J

n~M=s

oo T ©
m

. (2 xx) =3 (z
13 ps1 BN j= =

e notamos que
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1|?\n ¢j(xn)| < o para j =1,...,r.
n

Portanto a serie

)3 An...kn ¢j(xn )...cb(xn ) converge para

nl..nm 1 m 1 m

(z An¢j(xn))m para qualquer arranjo dos produtos
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) N | ¢.(x )...¢.(xn ). Em conseqliéncia P(x) se escreve co-

nq n. i ng j .
mo
T
P(x) = % bX | [Py ¢.(x_ J)...9.(x_ ) pata
- _ : n n ] n J n
j=1 LETRICES L, 1 m 1 m
todo x € L.
/
Agora, desdé que b A o da(x. )l (x )
ny...n M | J Iy
i m
€ absclutamente convergente para cada j = 1l...r, entdo
9
P(x) = z b Y | Lo¢.(x_ )...¢.(x_ ) para
ny...n R " j=1 ] M Iy
m
todo x € L.
Pela formula de polarizacdo, temos:
r 1 m
P(x)= I X e esk v T €....6_ ¢.(e.x +...+e X ) =
T R L m gy
m i
1<i<m
5 r €9X *eeFE X
= 3 A ...A O I ejeee 3 ¢’JT‘( 1m m 5
ny...n 1 m 27.m. e;= % 1 j=1 :
mm &1 Xn1+"+€ r "
= z An o T z €1+€ P
n,...n 1 2 .m. e~ %1 3
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1
Note = X F, ¥ X
otamos que — (el n, € nm)e L e

= (e, xX_+..+ € X )— 0 quando n+>
1 "ny mno i

Agora consideramos o conjunto

1 - =
{E(El xnl+..+s:m xnm) Poey =0t 1, n.e N, 1

IA
=
A
=

e podemos escreve-lo como uma sequéncia (y,) onde e L pa
q ¥y Yk pa

kelN

ra todo k e yk—>0 quando k— o

Portanto é valido escrever '

i ‘
lp|. = Sup{|p(x)|}§ m BUp z % ok 2T sup|P(y,) | =
L 2™ m! (A Jetln,..n ™ p k k

xeL e n.” Y1 m

8

m
= s (= |An])m sup IP(Yk)l s
m! ()\n) 852,1 n=1

A <1

n —
mn m
m m

<— suw |[P(y)| <— |P| -

m. k k m! ‘L‘

Entao, em particular, segue da equacdo (2') que se

PePf(mE)
~ nt
IT(P)| < |u] (L) =— sup |P(y,)| sendo
m: k k

que P(yk) — 0 quando k— « ,
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Agora consideramos o espago quociente normado

P.("E)/ e a aplicacgao:
OB,

PeP ("E)/ || 1, PO & &

A aplicacao esta bem definida e € uma isometria. Portan’

to o espago Pf(mE)/ll I ¢ isométrico ao seguinte subespaco de

L
(S
0

(o]

65 Pe) = $(P(y)) .y ¢ PeP("E)

Segue entao que a restricao do funcional T ao espago

Pf(mE) , admite uma extensao continua T sobre o espaco CO.
/ _
Agora, observando que CZ = JLl, existe (Bk) em 2,1 tal
que para todo (ozk) e ¢ , temos:

T((0)) = =

Em particular, se ¢ e E*, c,bmePf(mE) temos que

oM = (¢m(Yk)) € CO(Pf) e portanto

Ty D)) =T(6™= £ B,0™(y,) = Q(s) para todo ¢ ¢ (E*) _ onde
k= L

1

* m .
y,e L & [(E*) ] = E logo QeP (" (E*) ) ou seja
k 1.0 L N T~

8

Me oy
QePN( Ec)'
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§ 3 - 0 Dual do Espacgo (P(mE),TO)

- Temos o seguinte teorema:

5.3.1- Teorema: Seja E um e.l.c. quasi-completo com a P.A. Entio

0S espacgos PPI(mEé) e (P(mE),TO )* sao isomorfos.

Prova: Seja QEPPI(mEé), portanto Q se escreve como:

Q) = [ <x,0>™ au(x)
K
para algum compacto convexo e equilibrado K de E e p uma medida

de Borel regular sobre K.
Seja B ELS(”‘,E(*:) tal que Q = B.

Pela formula de polarizacao, temos:

B(¢]_""¢1n) = E ;l... € Q(el¢1+...+snpng =

=— 3 el...em I(el¢]ﬁx)+;..+em¢m(x))m du(x) =
i
K

j [——1—— % €10 € (el¢l(x)+...+€m¢m(x))nl]dp(xj =

=j¢ﬂm”.$w'mn.
K

Pela propriedade universal do produto tensorial,»exis-
te uma Unica aplicacdo linear S, S:Lf(mE)=E* ® ... ® E* — [

tal que
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S(¢1® s ®¢m) = B(¢1""’¢m)
m I m : S .my -
Se PePf( E), P= ¥ ¢. , seja AeL.("E) tal que A = P.
j=1 J f

Agora definimos uma aplicacao T sobre Pf(mE) por:

T T T T
TCZ ¢ =X TW™ = T S0.8 ...84.) = L B(dsreensds) = T Q(¢.) =
j=1 3 j=1 js1 J J j=1 J J j=1 J
T T m
= I § ¢j(x)) du(x) .

m
<x.¢.> du(x) = j
jljll j=1
K

J
K

Em consequéncia T esta bem definida e linear sobre Pf(mE) e
alem disso temos:
/
IT(P)| < |uh{K)||P||K para todo PEPf(mE).
i
Desde que Pf(mE) ¢ denso em P(mE) para a topologia g,
(ver Mujica [15)), podemos estender a aplicacao continua T de ma

. - . - m - m *
neira unica a todo o espaco P("E) e portanto Te[P( E),$0] .

*
Reciprocamente, seja Te[P(mE)JTo], entao existe um com
pacto K de E e uma constante ¢ > o tal que T(P)| < ¢ ||P||K pa

ra todo PeP(mE).

Consideremos agora o espago C(K) de todas as fungoes con-
tinuas sobre K a valores complexos, munido da norma do supremo

em K.

Pela aplicagao restrigao Pep(™E) — Ple:C(K) po-

demos considerar o espago P(mE) como um subespago de C(K).

Agora, pelo teorema de Hahn-Banach, existe T uma eS-

tensdo de T a C(K), tal que |[T(f)| < c ||f||K para toda f e C(K).
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Pelo teorema de Representagido de Riesz, existe uma me-
dida de Borel regular p sobre K tal que

T(E) = Jf(x) du(x) para toda FfeC(K) , com
K

T = el @0 =[1T ], -

Desde que TI =T

se ¢ € E* |, defini
P ("E) lpf(mE) K

mos uma aplicacao QT sobre E* por:

Qr(e) = T(™ = [ <x ¢>" du(x)
K

Portanto a aplicacao QT € um polindmio m-homogéneo so

bre E*. Além disso, temos IQT(¢)| <<|1¢™]., ou seja

K’

A m *
QrePpy (TE* )

Observacao: O isomorfismo do teorema 1 & estabelecido pela apli

cacao:
m * M
(P("E) )] —— By ("ES)

T — Qp » Q) = T(6™

O isomorfismo acima é algebrico, mas considerando a to

*
pologia forte em EP(mE), To] € uma topologia conveniente sobre
m
PPI(

algumas hipoteses adicionais sobre o espaco E.

Eé), obtemos um isomorfismo topoldgico entre os espacgos,com



(1)
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