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ABSTRACT

Through vector measures we stu(iy the relationship

beta/een the spaces of multilinear mappings of nuclear and integral

types between Banach spaces and the Radon Nikodym Property on the
dual of domain space

If we denote by LN(mE,F) and Lpl(mE,F) t.he spaceê . o.f
nuclear and Pietsch-integral m-linear mappings from E"' to F, we

stablish in the linear case that the Radon Nikodym Property on

the dual E' is equivalent to the equality LN(E,F) : Lpl(E,F) for
all Banach space F. In the m-linear case we prove that the Radon

Nikddym Property on E imply the equality LN(mE,F) = Lpl(mE,F)
for all Banach space F

IVe apply the results to m-homogeneous polynomials,giwen

a necessary and sufficient condition to be a reflexive space the

space P("'E) of all continuous m-homogeneous polynomials ' on E

scalar valued. After, we use the infinite dimensional Banach space

constructed by B.S. Tsirel'son, denoted by T, to show that the

space p(mT) i.s reflexa.ve for all. integers m.

Finally we apply the results to locally convex - space

stablishing conditions to get the eqüality LN(mE,F) = Lpl(mE,F) ,
when E is a locally convéx space and F i.s a Banach space.
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ilql'REDUÇÃO

O pri.ncipal objetivo deste trabalha é estudar os espa-

ços LN(mE,F) e Lpl(mE,F), das ap]icações m-].ineares contínuas de

tipo nuclear e Pietsch-integral, entre espaços de Banach

Em geral, o espaço LN(mE,F) esta contido em Lpl(mE.F)e
portanto surge naturalmente, a questão de quando que estes espa-

ços coincidem. Esta questão se mostrou intimamente ligada com a

Teori.a das Medidas Vetoriais bem como com a Propriedade de Radon

Nikodym m espaços de Banach, motivando assim a maior parte deste
nosso trabalho. .'

No capz'tule l introduzi.mos alguma notação e certos re-

quisitos de carácter geral. sobre aplicações multilineares. prody
to tensorial e espaços localmente convexos. Nos capítulos IV e V

introduzimos também notações e alguns resultados conhecidos ,que
sao específicos para os respectivos capt'Lulas.

Neste trabalho usamos principalmente resultados da Teo

ria das bledi.das Vetoriai.s e, por esta razão reunimos no capítulo

11 todos os resultados desta teoria, que usaremos ao longo do
texto. No capz+tulo 11, em geral, não indicaremos a referência bi

bliogrãfica dos resultados enunciados, mas todos eles podem ser

encontrados sem nenhuma exceção no livro de Di.estel-uhl(131). '

No capitulo 111, estudamos a questão mencionada no inz'

cio, ou seja, condições para que tenhamos a igualdade dos espaços

LN(mE,F) e Lpl(mE,F).

O caso linear (m=1), foi bastante estudado no livro de

Diestel-Uhl,onde seestabelece uma condição necessária e sua.cien-

te para a igualdade dos espaços Lm(E.F) e LoT(E.F) (teor.2.5.2)

/



Curiosamente, logo no início de nossos estudos percebemos que as

hipóteses daquele teorema (teor.2.5.2), não eram suficientes pa-

ra obtermos a igualdade dos espaços LN(mE,F) e Lpl(mE,F). como

mostra a observação 3.3 . (3) .

No parágrafo l do capítulo 111, verificamos que a prg

priedade de Radon Nikodym sobre o dual E+ é uma condição necessã

ria e suficiente para a igualdade dos espaços LN(E,F) e Lpl(E.F)
para todo espaço de Banach F (teor. 3.1.1) , em seguida no paragg;

fo 2 mostramos pelo teorema 3.2.1 que a mesma condição do caso]2

near é suficiente para obtermos a igualdade dos espaços LN(mE,F)
e Lpl(mE.F). Como consequência obtemos resultados análogos para
os polinõmios m-homogéneos..

A seguir no /capítulo IV, fazemos um estudo.- de reflexi-

va.dade do espaço p(nE), dos polin6mi.os m-homogéneos sobre E a

xa[ores esca]ares, obtendo como consequência do capítu].o ]ll.uma

condição necessãri.a e suficiente para a reflexividade do espaço
P(mE) . No caso em que o espaço de Banach E tem base de Schauder.

verificamos que a reflexividade de p(mE) fica equivalente à exi.g.
tência de uma certa base de Schauder para P(nE)

Finalizando este capz'Lula, mostramos no parágrafo 3 ,

que o espaço de Banach de dimensão infinita construí'do por B.S.

Tiserel'son, denotado por T, assegura a reflexiva.dado do espaço
P (JuT) , para todo inteiro m.

No Último capítulo, fazemos uma aplicação dos resulta-

dos do capítulo 111, aos espaços localmente convexos, estabelani

do conde.ções suficientes para a coi.ncidência dos espaços LN(lnE.F)

e Lpl(nE,F), quando E é um espaço localmente convexo e F é um el
paço de Banach. No parágrafo 3. caracterizados o dual do espaço

Z
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CP(mE). to) . onde ro é a topologia compacto-aberta, como sendo o

espaço dos poli.nâmi.os m-homogéneos sobre E: de tipo integral

Raymundo Luiz de Alentar

são Paulo, seteii\bro de 1982



CAP!TULO · l 

PRELIMINARES GERAIS 

JN, IR e [ denotam respectivamente os conjuntos dos 

números naturais, reais e complexos. 

E e F denotarão espaços norrnados, de Banach ou lo­

calmente convexos, especificado sempre quando neces 

- . sar10. 

§ 1 - Aplicações Multi-lineares 

rial. 

- Aplicações Multi-lineares: 

PolinBrnios - Produto tenso-

Sejam E e F esprt ç ~s Jocalrnente convexos (e.l.c), indi­

camos por L(rnE,F), o espaço vetorial de todas as aplicações m-li 

neares de Em= Ex ... xE em F que são contínuas. 

Urna aplicação AEL(rnE,F) se diz simétrica se for válido 

X1,··· ,x EE e qualquer per~utação a ES , onde S representa 
0 rn rn rn 

conjunto de todas as permutações dos rn-prirneiros números natura­

is. 

4 



Ls(mE,F) indica o espaço vetorial de todas as aplicações

m-lineares, simétricas e contínuas de Em em F

S

No caso em que E e F são espaços normados,definimos em
L("'E,F) a norma

lIAm suP lIA(xt'
lxil ISI
l<i<m

,xm) 1 1 , Acl(mE,F) , xl

Nestas condições indicamos (L(mE,F),l l ll)

llç:fj:!!j:çêg: Dada uma aplicação Acl(mE,F) , definimos a suà game

trizada Asc:Ls(mE,F) por:

,Xm)
l
m: aES A(xa(1)'E

m
'xa(m)) xl ,x E

' m

2eg:!J!.!.Êge: Se Acl(mE,F), xl'..,xk E e nl'..,nkcW com

nl+...+nk:n < m, definimos a aplicação

c L(n'nE,F) por:

n nl kAx Cv )

X ,y X lm-n m-nl

nn kl

yl

com yl'..,ym.neE

Lema (Fórmula de Newton). Se AcLs(mE,F) então para
mos

A(xl'x2)" : kE0 (k) A*1 "2'k

te
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Lema (Fórmula de Polarização). Seja AeLs(mE,F). Então. para qual
quer xl' temos

A(xl'..,Xm) =l'? .l:::: :l'
l

l<i<m
Cm A(clxl+

Polinõmios

Dizemos que uma aplicação P:E --------+ F é um 291.j:.ngJIX.g..!!

.!!g!!ggl299 contínuo se exista.r uma aplicação AE:L(mE,F) tal'que

P(x) : A(x.,...,'x) para todo xcE.

Neste caso i.ndicamos que P=A.

p(mE,F) denoita o espaço vetori.al de todos os polinâmi
os m-homogéneos contíguos de E em F

/

No caso que E e F são espaços normados, definimos em
P ("'E,F) a ]lorma

IPll ; suP llP(x)ll , Pc (mE,F) , xcE
lxl l<l

Indicamo s então (P (mE ,F) , l l l l)

Proposição Sejam E e F espaços normados Então a aplicação

Ael("'E,F) ------+ AE:P(mE,F) é linear e sobrejetiva. Além disso

duz um isomorfismo topológi.co entre Ls(mE,F) e p(nE,F). Se
Ac:Ls(mE,F) é valido

hall 5 l IAI l s n- l IAI l
m:

m
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Produto Tensoiial

No que segue agora indicaremos por EI' E2 e F espaços
de Banach.

El®E2 denota o produto tensorial dos espaços EI e E2
Cada elemento UE:El®E9 tem representação na forma

x. .®x.. onde x..cE. i
j =1 'tJ' ZJ tJ l

1,2 1 S j S r

Indicamos por El®fE2 o espaço El®E2 normado com a nor
ma: uc:E,®.E.

l ll /

=inf{ Elula X j :l
1 1X Uzj

r

:j=1 lj8x2j

sendo o inf calculado sobre todas as representações de u

O espaço E.®.E. é chamado o produto tensori.al projeti
vo

Propriedade Universal do Produto Tensorial

Dada uma aplicação bilinear T de EI xE2 en i;"então. exiâ

te uma Üni.ca aplicação linear contz'nua T:El®KE2 ------> F tal que o
diagrama comuta,
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onde ]] denota aplicação natural

Se E é um espaço normado,para $1'$2eE' (o dual de E) a
aplicação m-linear contínua definida por

Cxl'x2)cEz -----> $1(xl) 4'2(x2)e c

é denotada por (bl'(b2

Lf(zE) denota o subespaço de L(zE) gerado pelas aplic.g

ções da forma +1' +2 ' +ieE i : 1,2

Seja a2 a aplicação bilinear contz'nua

a2'Ek.E ------+. L('E) definida por

a2(4'1'4)2) : 4'1' +2

Pela propriedade universal, existe uma única aplicação
linear contz'nua

+

. + #

q2:E cite ' L(zE) tal que

ã2(+io+2) : a2(4)1'4)2)

Notamos que o subespaço gerado por a2(E xE ) é excita
mente Lf('E), portanto pela comutatividade do di.agrama na pro
priedade universal, vemos que

ã2(E 8XE )

+ +

Notamos ainda que a aplicação ã2 é injetora e portanto

podemos identifi.car E ®E com Lf('E), algebricamente

Frequentemente escreveremos E ®E = L.r('E) .

O Completamente do espaço El®lrE2 seta inda.cado por

Elê.tE2
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1.1.1 - Teorema(l.7J- Cap. 1- $ 2.1). SejamEI e E2 espaçosde
Banach. Então todo elemento ucE.ê.E? é a soma de uma série abro
lutamente convergente da forma

u :j=1 lj®x2j ' xijcEi i:1,2 e j=1,2

Além disso é üãlido

jj :i :j ll llx2j il , ,!: ":,»« l
11«1

.$ P11gpriedade de Aproximação (P.A.)

2ÊÊl!:B.!São: Dizemos que um espaço de Banach E possui a proprieda-

de de anroximacão, se para cada compacto K c E e c:>0, existe

uma aplicação linear c'óntínua de posto finito T:E ----'» E tal que

I'r(x) - xlil S c para todo xcK

1.1.1 - !.[gpg:.!São ((7)- Cap. 1 - S 5.1). Seja E um espaço de

Banach e E o seu dual. Se E tem a (P.A.) então a apl-icaçao ca-

nónica (i.e., a estensão da aplicação ã?) de E êlrE em
(!,(mE) , 1 1 1 1) é injetiva

+

+

S 2 - Espaços de Banach

Tooolopias Frqças num Espaço Normado

!!ggj:JljSão (i) - Seja E um espaço normado e E o seu dual. Indi-

camos por a(E,E ) a topologia localmente convexa sobre E, chama-

da a tonolopia fraca sobre E, gerada pela fama'li.a de selni-normas

+

+
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{qx+:x+eE+) , onde qX+ é a semi-norma definida por

q (x) =1<x.,x*>1 , xcE..v'k

(ii) Indicaremos por a(E*,E) a topologia localmente

convexa sobre E*, chamada a topologia fracas (topologia fraca es

trela), gerada pela famÍli.a de semi-normas {q.:xcE} onde

qx(x+) : l<x-.x+> 1 , x+cE+

Frequentemente usaremos a letra w e w+ para nos Fere

rirmos ãs topologias fraca e fraca'';, respectivamente

r
l

- $ubespaço Complementado

29iEj:.Biç.ão: Seja E um espaço normado. Di.zeros que um"subespaço M
de E é comollementado ém E, se existir um outro subespaço N de E
tal que

/

p : M©N (soma direta topolõgica)

Associamos à M uma projeção p,

p:E -'-'--> M, p(x+y)=x , xcM , yc:N

Dizemos que o subespaço M é complementado em E por prg

jeção de norma 1, se a projeção associada a b{ é um operador ,.! de
norma l

9bzs!)!asse: dado um espaço de Banach E, frequentemente usaremos

o fato que o dual E* é complementado em E***, por projeção dê nor

ma l de maneira natural (a projeção é dada por

x***cE*** -----. x*** l.cE*)
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$ 3 Espaços Localmente Convexos

No que segue E :i.ndicarã um espaço localmente convexo.

Se E+ é o dual de E, indicaremos por Eb e Ec o espaço E* munido
da topologia da convergência uniforme sobre os limitados de E .e

os compactos de E respectivamente.

Indicaremos por \H(E) um sistema fundamental de vizinhan

ças convexas e equilibradas do zero em E. Se Vcx«E), q.r denota o
funcional de lvlinkowski de V e E., denota o espaço quociente de E

pelo subespaço N(V) :Íxc:E:q.,(x)=0}

291.j:.!!.j:.ção Um e.l.c separam.o E é um espaço de Schwartz se para

cada Ve\KE) , existir uma Wc\PtIE) tal que a. aplicação identidade

e precompacta

Agoral se B denota um subconjunto convexo, equilibrado

e limitado de E, então En denota a envoltória li.near de B, sendo

EB um espaço formado por qB

1.3.1 - !:engê.ii:çêe ([16)- o.11.3). Para cada VclKE) os espaços

de Banach [EVjb .e (E+)VO são isométricos.

Vo denota o polar da;vizinhança V
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CAPÍTULO 2

l CEDIDAS VETORIAI S

$l Integral de Bochner
/

E e F denotam espaços de Banach

2.1.1 - Definicão : l (a) Um par (Q,E) é chamado um espaço mçD

:!!ZglS.l., quando E for uma a-álgebra de subconjuntos de um con-
junto Q

/

(b) Uma terna (Q,E,ti) é chamada um espaço de medi-

da quando u for uma medida não negativa entendida, a-adi.uva, de

finada sobre a a-ãlgebra E do espaço mensurável (Q,E)

O espaço de medi.da (n,x,p) é chamado finita se

U (Q)' n.

2 .1 Defina.ção Seja (n.l,u) um espaço de medida finita

(a) Uma função f : Q -------. F é chamada :.jl112les se

existem pontos xl'.'',xn em F e conjuntos AI'....An em E tais que

:E. xj. xA: onde xA: é a função característica do conjun®AI'l =1 1 1 +

n
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(b) Uma função f : n ---+ F é chamada µ-mensu r ável se 

existe uma sequênci a (f), de funções simples , tal que n 

lim 
n 

µ - q .s 

2.1.3 - Definição : Uma função µ-mensurável f : n - F ê cha 

mada ii- Bochner mtegrâvel se existir uma seqtiência (fn), de fun­

çoes simples, tal que 

-e 

lim 
n 

J 1 1 f n -f 11 dµ = O • 

íl 

Para cada AEI, definimos f 
A 

definida de maneira Óbvia. 

f . dµ = lim J f dµ onde n n 
A 

Uma caracterizaçrode funções Bochner-integrâveis é o 

teorema: 

-2.1.1 - Teorema : Uma função µ-mensurável f : íl -F e 

-Bochner integrável se e somente se J I lfl I dµ<~ 

íl 

2.1.1 - Lema : Seja (íl, E,µ) um espaço de medida finita e 

f 

E > 

íl - Fuma aplicação µ-Bochner integrável. Então para cada 

O existem sequências (y) em F e (A) em I: tais que n n 
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(i)

(ii)

a série EI yn XAn converge para f absolutamen
te u-q.s

.l llrll dp : nela jynl l UCAn) S Jjjfji du + e

Ciii)
anil jynl l XAn(s) S ljf(s)l l+'/P(n) p'q's (P#0)

Seja (n,E,u) um espaço de medida finita e F um espaço
de Banach.

Então para l S p < -, Lp(p,F) denota o espaço de :Rm

çÕes (i.e. classe de funções) f definidas em n com valores em F
que são u-Bochner intégrãveis (def. 2.1.3), com

Ílí ll' '«
Q

A norma ll ilP e definida por

líllp : ( J llíllp du )l/p
Q

f c Lp(p ,l;)

L.(u,F) denota o espaço das funções f, definidas em Q com vala
res em F que são p-Bochner integrãveis tais que

'ss sup l l lí(") l l (supremo

essencial)



IS

$ 2 - 1'leal.das Vetoriais

Seja (Q,E) um espaço mensurável

2.2.1 - !21:gii:n.isãlg : (a) Uma :função G : E ----.----- F é chamada uma

ou simplesmente uma medida

vetorial, se dados A e B em [ disjuntos então

G(A U B) : G(A) + G(B)

Se para toda sequência (A.) de elementos em E mutuanen

te disjuntos tai.s que U , A. e E , for valido quen=l

' (.11: "-) : .':: 'aP ü.«.,.;«.:; "; -.-;-'' D
então G é chamada uma Inedida vetori.al a-adi.uva

(b) Dizemos que uma medida vetorial G é fortemente adi

lç.llg se para qualquer sequência (A.) ein E de elementos lnutuainen-

te disjuntos, a série E G(A.) converge

2.2.2 - Definição : Seja G : E ------> F uma medida vetori.al.

(a) A variacão de G é a função IGI : E -------- (0.n) de-
txnzda por:

l n l

ICI CA) = suP { E llC(AI) ill. , A € t,onde o supremo é
l i.= 1 ' l

calculado sobre todas as partições finitas de A.

Dizemos que G é de variacão limitada se ICI (n) < ®.

(b) A semi-vara.anão de G é a função ] IG] ] :E --'"'' ÚO.-]

definida por
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llCll(A): suP llx'GI(A) : x'cF' . llx'll: 1}, onde jx'GI

indica a variação da medida escalar x*G.

Se l IGll(n) < o , dizemos que G é de semi-variação !{
mitada ou simplesmente limitada

Denotamos por ba(E,F) o espaço vetorial das medidasdÊ.

finidas em E a valores em F que são limitadas. No espaço ba(z,F)

temos a norma

l G l l s«P {l IG@)
l

A E: zl,, G c ba(x,F)
J

Denotamos bva(E,F) e bvca(E,F) os subespaços de

ba(E,F) , das medidas dq valriação limitada, das medidas de ..varia

ção limitada e a-adia'.ovas respectivanente. No espaço bva(E,F)tg
mos a norma

IG l (n) G c bva(z,F)

observações

(Í) a variação é uma função monótona finitamente
aditiva

(ii) a gemi-variação é uma função monótona subadi
uva.

é valida em geral a desigualdade

ICI l (A) s IC l (A) qualquer A c L

(iv) uma medida vetorial G de vara.ação limitada é

a-aditiva se e sÓ se IGI é a-aditiva
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Cv)

(vi)

os espaços ba(E.F) e bva([,F) são espaços de
Banach com as normas dadas.

o subespaço bvca(E,F) É; um subespaço fechado

do espaço de Banach bva(E,F)

2.2.3 - 29Éj=ZiSaa. : Seja Q um espaço topoli;Bico. A a-ãlgebra gg.

Fada pelos abertos de Q é chamada de ãlgçbra de BoTeI de Q , de

notada por B(Q). Os elementos de B(Q) são chamados conjuntos de
BoTeI

2.2.4 - !!g11j:p:iS.ão : Seja Q um espaço topolE;giro compacto e sede.

Fado. Uma medida vetorial.G : B(çl) ------* F é chamada regular, se

para cada B E B(Q) e cada c>0 existir um conjunto compacto C e

um conjunto aberto A,;. com C c B ': A tal que l IGI l(A\C) < c.

9]!ê.911ig:çaa: É claro que se IGI for regular então G é regular

r

]qo lema 3.1.3 veremos que o reci'provo vale se G é a-l
ditava e de variação limitada

A integração com relação a uma medida vetorial de se
mi-variação li.citada

Seja (n,l) um espaço mensurável. Uma função con Talo

res escalares f : sl ----.--..> C é chamada simples se existem escalares

al' ' ' .,a= não nulos e elementos AI, . . .,An em E mutuamente di.sjuE.

tos tais que f = E ai XA: ' onde XA: é a função característica
do conjunto Al
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2.2.5 - 2g.ej:2:isco : Denotamcs por B([) o espaço vetou'ia] de tg

das as funções defi.nadas em s? com valores complexos que são limo.
tes uni.formes de funções simples

Seja G : E -------+ F uma medida vetorial li.citada ( isto

é, l IGI l(s2) <n). Definimos uma aplicação TG sobre o espaço das
funções simples (escala-res), tomando valor em F, por

TG(f)
n

iXI 'i G(Ai)
n
E

i:l xAi

Notamos que TC esta bem defi.nada, é linear e que

colocamos jjfjl : sup {jf(u)l : u c n} então vale

se

l IT. (í) l l ; l lí l l l IC l l (n)

Considerando o espaço B(E) com a norma do supremo, se.
gue que o espaço das funções simples é um subespaço denso, por-

tanto a aplicação TG admite uma única extensão contt+nua, denota

da ai.nda por TG, ao espaço BCx)

/

2.2.6 - 29€j:aj:siãz : Seja (n,E) um espaço mensurável e G:E--'+ F
uma medida vetorial limitada

Para cada f c B(E) a integral dG é definida por

TG(f)

As seguintes propriedades são imediatas

(i) 1 1 1 f aG 1 1 S 1 1 f l l l lc l l(a)
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(i j. ) para cada x' c F* temos

f d(x'G)

2.2.1 - Teorema : (Convergência limo.fada de Bartle). Seja(Q,E)
um espaço mensurável, F um espaço de Banach, G : E --------+ F uma

medi.da vetori.al a-aditiva e (fn) uma sequência uniforlltemente li
mitada em B(x) . Se lim f. = f pontualmente então

n

lim
n

2.2.7 - !!s.ej;Jlj:.çãa : Seja (n,X) um espaço riensurãvel e u tina me

di.da não negativa finita sobre E

Se G : E -------+ F e uma medida vetorial tal que
lim G(A) = 0, então G é chateada u-continua e isto será indica

u (A)-* 0
do por G << p

Observamos qué se u e G forem a-aditivos então a defi

nação aci.ma é equivalente a dizer que G se anula em todo conjun-
to onde u é nula

n

2.2.8 - Definição : Um espaço de Banach F tem a propriedade de

Radon-Nikodvm (abrev. PRN) , com respeito ao espaço de medida fmi.

ta (Q,E,u), se para cada medida vetorial G : E -------+ F de varia

ção limitada que é u-contx'nua então existe g c LI(u,F) tal que

G (A) : l g du para todo AcE
A
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Di.zcmos que o espaço de Banach F tem a PRN se F tiver
a PRN com respeito a todo espaço de medida finita

A].duns espaços que possuem a propri.edade de Radon Ni.
kodym são os seguintes

espaços reflexivos

espaços duais que são separáveis

espaços duais que são gerados por compactos fracos

espaços com base de Schauder limitadamente completa.

ll(r), onde' r é um conjunto qualquer

A propriedade àe Radon Nikodym no dual de um espag) de

Sejam Q e /Y espaços topologicos sendo Q completamente

regular. Denotamos por RI(s2) o conjunto de todas as medidas u,de

BoTeI regular, defina.das sobre B(Q) , não negativas tais que
u (n) 5 l

ZBanach

2.2.9 - !!eEizisaa : Seja f : Q -------> Y uma aplicação

(a) Se u e RI(Q) , a aplicação f é chamada y.Lusin meB

j.!!=ã)!ie.l se para todo compacto K de sz e para todo e>0 existir um

compacto Kcc K, tal que u(K'xK.) < c e a restrição de f em K
seja continua

(b) A aplicação f é chamada universalmente mensurável

se f for u-Lusin mensurável para toda p c RI(Q).

2.2.2 - Teorema : (Schwartz). Seja E um espaço de Banach e E+

o seu dual. Então o espaço E+ tem a PRN se e somente se a apli.-
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cação identidade

l : (E',a(E'.E)) ------+ (E,ll 11) for universalJiml
te mensurave ].

S3 - Operadores em C (n)

Denotamos por Q um espaço topológico compacto e sepa-

rado, e C(n) denota o espaço de todas as funções contínuas sobre
Q com valores escalares .

O teorema de Representação de Riesz

2.3.1 - Teoreilg. : Seja F um espaço de Banach e T : C(Q) -------- F

um operador linear contz'nuo. Então existe uma medi.da vetorial

G : B(Q) -------> F**, u*-a-aditiva tal que

(i) para cada x*c F* x*G( ) é uma medi.da de Bo
rel regular a-aditiva

(ii) a ap].ilação x* c F* ------- x*G( ) c C(n)* é contz'

nua em relação as respectj.vas topologias u'.

(ii.i) para cada f c C(n) e cada x* c F*, temos

x'T(f) : l f dCx'G) '

l lc l l (n)

/

Q

(iv) l ITll

Reciprocamente: Se G : B(Q) ----+ F'* é uma medida que

satisfaz (i.) e (ii) então Ci.i.i) define un operador T : C(Q)----..- F

linear e contínuo satisfazendo (iv) .

A medida G satisfazendo de (i) a (i.v) no teorema ante

Flor será chamada medida renresentanllç; ;dç T.
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2.3.2 - Teorema : (Bartle-Dunford-Sch\.rartz): Se T : C(Q) ------+ F

e um operador li.near e contínuo com medida representante G, en
tão são equivalentes

(a) T é fracamente compacto

(b) G toma todos seus valores em F

(c) G é a-aditiva

(d) G é fortemente aditiva

(e) G é regular

2.3.1 - Corolãr.!.g: Se T : C(Q) -------..- F é um operador li.neare mi
tÍnuo com medida representante G, então T é fracamente compacto
se e somente se G é regular

Observamos que se um operador linear e contz+nuo ,

T : C(Q) ---------- F .satisfaz uma das condições do teorema anterior,

então o teorema de representação de Riesz (teor.2.3.1) penaite escre-

T(f) f dG para todo f c C(Q)

2.3.3 - Teorema (Stone-Sikorski ].20] - S4.4). Seja Q um espaço

compacto separado e u uma medida de BoTeI regular sobre Q. Então
exi.ste um compacto ã separado, totalmente desconexo e uma medida

de BoTeI regular À sobre ã tal que

LI (u) : LI (À) e L.Cp) : C(ã) i s ome t r i. c ament e
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S4 Operadores Absolutamente Somãveis

Sejam E e F espaços de Banach.

2.4.1 - 2Sein:içar : Um operador T : E --------- F é chamado absoluta
mente sonãvel, se existir uma constante k>0 tal que para

quer conjunto fi.nato xl,.'.,Xn c E é valida a desigualdade

i= ljT(xj.)jlSk suP 'l.Xllx'(xi)l : x' € E', llx'llSI.l
O Ínfimo das constantes k que verificam a desigualda-

de ac.ima é. chamado de T, indicado por

l ITI l,s

oiuta

qual-

2.4.1 - Teorema : Um/.operador linear e contínuo T : C(s}) ---------> F

é absolutamente somãvel se e somente se a sua medida representan

te G é de v'afiação limitam.a. Neste caso temos l ITI las = IGICn).

/

2.4.1 - Çg=olário : Seja u uma medida de BoTeI regular não ne

gata.va sobre Q e J : C(Q) ------- LI(p) a aplicação inclusão. En

tão J é absolutamente somãvel e l IJI las : u(O)

2.4.2 - Çeta3:alia : Um operador linear e contx'nuo T :"C(Q) -----+ F

; absolutamente Éomãvel se e somente se exista.r uma medida de Bo

rel regular, não negativa u sobre Q e um operador linear e con-

tínuo S : LI(p) -------- F tal que T admite a fatoração
C(.n) ; ' +.F

onde J õ a inclusão natural. Neste caso u e S podem ser escolh.i

dos de modo que u(n) : lITllas e llSllS l.
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2.4.3 - Ç9.=a!.ízi:.a : Todo operador T : C(Q) ------+ F absolutamente
-+ 'B ' n

somavel e fracamente compacto.

SS Operadores Nucleares e Pietsch-integrais

Sejam E e F espaços normados e denotainos por UP+ a bg
la unitária e fechada do dual E* , munida da tipologia a(E+,E)

2 .5 .1

tinuo
2.9Ei:=i:sãa : Seja T : E ------- F, um operador li.near e con

Ca) T é chamado nuclear se existirem sequências (+.)
em E' e (yn) em F tais que

"::ll+.ll llr.ll««
e

T(x):nEI«x,'bn'yn para todo xcE

(b) T é chamado !ietscJ!.integral se existir uma medi-

da G : Ç}(UE+) --------- F, a-aditiva, (regular) e de variação limita.
da tal que

<x*,x> dG(x*) para todo x c E

Denotamos por LN(E,F) (respectivamente Lpl(E.F)) o eg.
paço de todos os operadores de E em F que são nucleares (respec-
ti.valente Pietsch-integral.s)

Consideramos as normas ll lIN e ll 111 sobre LN(E,F)
e Lpl(E,F) respectivamente, defina.das por

In=lll+nl l ljynlll , sendo o ínfimo cal-

culado sobre todas as sequênci.as (+n) em E' e (yn) em F que sa
tisfazem (a)

ITlIN : i.nlf

'r (x)
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l ITI ll : inf { IGI(UE+)} sendo o ínfi.mo calculado sobre
todas as medidas G que satisfazem (b)

Observamos que o espaço Lpl(E,F) com a norma ll 111 é
um espaço de Banach

Enunciámos a seguir uma série de resultados envolver

clo aplicações integrais e nucleares e a PRN.

2.5.1 - Teorema : Uin operador li.near e contz'nuo T : E ------+ F é

Pietsch-integral se e somente se T admite a fatoração
E -------!.-

R l

©
c Csz )

Onde b é uma medi.da de BoTeI regular sobre n,R e S s:ão operadores
].ineares e contz'nuas e J é a inclusão natural

J

9bâS.!!iZÊag: em parti.cular temos que todo operador P-integral é

absolutamente somãvel (ver Corolário 2.4.2)

2.5.1 - ElgllggjÊão : Sejam E, F, Z e IV espaços de Banach e
T : E -------> F, S : F ------+ Z e R : Z -------"> IV operadores linearese
contínuos. Se o operador $ é Pietsch-integral então RoSoT é
Pietsch-i.ntegra] e va].e

l in.s.T l li s l IKI 1 1 is l li l ITI l

2.5.2 - 119pgg.ii=sãa : ge u é uma medida de BoTeI regular não ne-

gativa sobre Q então a inclusão natural J : C(Q) --------' LI (u) é

Pietsch-integral çoin lIJlll : u(o)



2.5.2 - Teorema : Um espaço de Banach F tem a PRN se e somente se

Lpl(E,F) : LN(E,F) isometri.cainente para todo espaço de Banach E.
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2.5.3 - !9g.lg!!g : (Figel-Johnson) ' (a) Existe um espaço de Ba-

nach E com ca propri.idade de aproxi.mação (PA), mas não a propriS.
dade de aproximação limitada, sendo o dual E' separãvel.

(b) exi.ste um operador não nuclear T : E
ta T+ é nuclear

tal

adjunque a

t

2.5.4 - Teorema : Seja E um espaço de Banach tal que E+ tem a

P.A. Se um operador li.near e contz'nuo T.: E --------+ F tem a adjun-
ta T* nuclear, então T é nuclear.

2.5.5 - Teorema : Todo operador nuclear T : E -------+ F tem adjuB.
ta T+ : F't -------+ E* nuclear

$6 Operadores Grothcndieck-integrais

2.6.1 - !!s.ej:.!!j:s.ãa : (a) Uma forma bilinear contz+nüa T sobre ExF

e temente s e exis te uma medida de Bo

rel regular u sobre UE+ x UF* tal que

/

T(x,y) : J «x,+'«y,v, du (+,v)
UE+ xUF+

(b) Uma aplicação li.near contínua T : E ------- F 8 Gro

thendieck-integral se e somente se a forma bilinear T sobre ExF+

definida por T(x,v) : <T(x),q'> for integral segundo (a)

Denotamos por LGI(ExF) o espaço de todas as formas bj.



lineares sobre ExF que são Grothendieck-integral.s. No caso em

que E=F inda.caídos LGI(ExF) : LGI(2E)
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2.6.1 - T'eorema : Se T : E -------> F é um operador Pietsch-integral

então T é Grothendieck-integral. Reciprocamente, se F é complemeB

tado em F** com projeção dc norma 1, então cada operador Grothen

dieck-integral T : E ------.-...> F é Pietsch-integral

2.6.2 - Teorema : Um operado.r linear contz'nuo T : E ---------+ F é

Grothendieck-integral se e somente se a adjunta T* : F* -----..-.+ E*é
Grothendieck-integral

2.6.3 - Teorema : Uma forma bili.near T sobro ExF é Grotehndieck

-integral se e somente se o operador linear contl'nuo. T x E -------+F+

definido por T(x) (y) = T(x,y) for Grothendieck-integral

2.6.4 - Teorema : Seja E um espaço de Banach tal que E* tem a

P.A . Então E* tem a PRN se e somente se LGI(E,F) : LN(E,F) jso
metricamente para todo espaço de Banach F
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CAPITULO 3

$l Caso Li.near, i.sto é, Lpl(E,F) LN(E,F)

O pri.ncipal resultado do parágrafo é o teorema

3.1.1 - Teorema : Seja E um espaço de Banach. Então o dual E+

tem a propri.idade de Radon Nikodym se e somente se Lpl(E,F)
: LN(E,F) isometricamente para todo espaço de Banach F

A demonstração do teorema seta dada depois de vários
lemas

3.1.1 - Lema : Seja X uin espaço compacto separado, ú"c RI(X) e
F um espaço de Banach

Se uma aplicação f : X -------> F é p-Lusin mensurável en
tão f é u-mensurável.

Prova: desde que X é compacto e f é u-Lusin-mensurável, dado

E = 1 exi.ste uln conjunto compacto KI ' X tal que p(Xx.KI) <l

e flK. : KI ------+ F é contínua.
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F,I'ara cada x c K. consideramos a boJ.a aberta
X

ux : l.r . F : llf(x)-yjj'l} : B(f(x),l)

de KI' portanto existe uln nç finito de pontos: xljcKI j:l....kl
tais que

kl -l

Kl:jUI f (Ulj)n KI ondeUlj :Uxlj

Portanto existem conjuntos de BoTeI mutuamente d

tos Sij ' j:i''.ki tais que

kl ,.'

K[.:jUISJ.j e S]j'í (u].j)n K]. j:l....k]

Agora definimos uma função simples fl : X -------> F dada

fl(x) : f(xlj) se x c Slj j:l.''.kl

fl(x) : 0 se x c K''\KI

Portanto obtivemos o seguinte

Dado t:=1, existe um compacto KI e u

fl tais que

A famãllia -l(Ux)Í\ K] : xcKI l é uma cobertura aberta'J

de

is)un

/

l

por

função simplesma

u (X''-- KI ) todo< 1 xeKIarae
I I -L LÁJ 'J-I L'NJ I I "X P

1/
qt.teexis 2)
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bi(X\K2)' l e flK2 : K2 '"'-'-.-- F é contz'nua

Como KI e K2 são fechados a função restrição

flK.UK. KIUK2 ---'---+ F é conta'nua e desde que KIUK2 é compacto

pelo mesmo processo anteri.or encontramos uma fulação si.mples
f2 : X -"---"-+ F tal que

ljf(x) -f2(x)ll<1 paratodo xeKIUK2 eem adi

ção temos u(X'xKIUK2) < l

Por indução, construímos uma sequência (f.) de funç&s

simples e uma sequênci.a crescente (Ln) de conjuntos compactos
sendo Ln : KIU...UKn' tais que

llf(x) -fn(x)ll<1 paratodoxeLn e

u (X\.Ln) « l

Agora seja xcX tal que jjf(x) - fn(x)ll não convi.rja

para 0 , logo XZLn n:1,2...... portanto xcX'\.ULn mas

u(X'xnUILn) 5 u(X-Lk) < 1 para qualquer k, logo P(X\UILn)
o que significa que f é u-mensurável

0 ,

No que segue indicamos por UE+ a bola unitária e fe-

chada do dual E+ de uln espaço de Banach E. blunimos UF+ da topolg

gia a(E*,E) e observamos que (UE+,a(E',E)) é um compacto. (Teor.
de Alaoglu)

Se u é uma medida de BoTeI sobre UP. existe uma exten

são ii de u à ãlgebra de BoTeI de (E',a(E',E)) onde y é dada por
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íi (A) p (A n uE') . A uni BoTeI de (E' ,a (E' ,E))

Denotamos por

h : UE' "--'----- (E',l 1 1 1) a aplicação dada por h(+): +

(restrição da identidade)

3.1.2 - Lema : SeE+ temaP.R.N. eu eumamedidade Borelre

guiar não negativa sobre UE+ , então a apli.cação h é Bochner in-
tegrãvel com respeito a u

Prova: desde que Et tem a P.R.N., pelo teorema 2.2.2 a i.dentid&

de l : (E*,a(E',E)) -----+ (E*,l i 11) é universalmente mensurável.

portanto a aplicação h como restrição de l é universalmente men-

surável, logo h ê p-Lusin mensurável

Como UE+ e compacto pelo lema anterior, h É; p-mensurê.
vel. Agora, desde que l jh(4,) 1 1 S l para todo +cUE+ segue-se que

jh(+)ljdu(+) < m, pelo teorema 2.1.1

concluímos que h é Bochner i.ntegrãvel com respeito a u

Observação: Na definição de operador Pietsch integral não se e-

xigiu a regularidade da medida envolvida. entretanto é sempre PQ.
sável escolher a medida como sendo regular. De fato: se T:E----+ F
é um operador P-integral, existe uma medida G : B(UE+) -------> F a-
-aditiva e de vara.ação. limitada tal que

T(x) «x ,x*> dG (x*)
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Definimos um operador V C(UE+) ----"---> F por

v(f) f (x') dG (x*) f ' C(UE')

Notamos que a medida G não é necessariamente a medida

representante de V no sentido de Riesz (ver teor. 2.3.1). Pela

demonstração do teorema 2.4.1 é possível concluir que V é absoly.
talnente somãvel (pois na den\onstração usa-se apenas o fato que

G é de variação li.citada) e pelo corolário 2.4.3 o operador V é
fracamente compacto e daÍ pelo corolário 2.3.1 segue que a medi-

da representante G de V no sentido de Riesz é regular e portanto
V se escreve como

v(Í) : l f(x') dG (x') com G regular

Como consequência, sempre podemos supor que a medida

de um operador P-integral é regular.

A observação.acima é valida também com relação as a-

plicações m-lineares Pietsch-integrais (def. 3.2.1) , polinâmios
Pietsch-integrais (def. 3.2.2(a)) e as aplicações bilineares Grg

thendieck-i.ntegrais (def. 2.6.1)

3.1.3 - Lema : Seja Q um espaço compacto separado e E a ãlgebra

de BoTeI de n. Seja G : E -------.> F uma nedida de variação limitada

Se G é regular e a-aditivo então a variação IGI é regular.

Prova: provemos primeiro que se A c E e tal que

l IGI l(A) : o então IGI(A) : 0
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Por definição

IGI l (A) : supl jx*GI(A) llx* ll5 1, x'eF*

sendo lIGll uma função subaditiva mono;tona

Se H E E é tal que H c A. temos

f

llc(n)ll : suP jlx'c(n)l : llx'fIEl,

S suP l lx'GI(11) : llx'ilSI.

x+cF+

xtcFt

IGI l (n) s l IGI l (A)

Portanto se lIGll(A) = 0 então llé(n)ll = 0 para todo
H c .E com lí c A.

Por definição

lcl(A) = sup lxzlljG(Ai) l l : IAili:i partição de AI

Consequentemente se lIGll(A) : 0 então E lIG(A.i)ll

para qualquer parti.ção fmi.ta IAiln:. de A logo lcl(A) = oL '''J i = l

Suponhamos que IGI não é regular, então existe He

e c> 0 tal que para qualquer compacto K c H e qualquer aberto
M D H temos IG l (bl\ K) : c

Agora, como lIGll é regular, existe uma sequência

(Ln)n onde Ln : ]bll;\ Kn e KncHcl'llÍ tal que

n

l
0

E

lIGll(Ln) S L
?n

e IGI(Ln) : c para todo n
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Seja u l,.
i=n '

e n A
n=1 n

portanto

llCll(A) SjIGll(An) S iXnll l(Ei) S
; .L

i=n 2x

l
2n+l

ou seja l IGI l (A) : 0

Agora, desde que An D Ln vemos que

IGI (An) : IGI (Ln) Z c

Como IGI(AI)<« concluímos que IGI(A) : c, uma conta'Z
dição com a la parte da prova

3.1.4 - Lema : Um ope..redor linear e contínuo T : E ----.....> F é

Pietsch-integral se e.. somente se admite unia fatoração na forma

/

E

R S

L.(p) ' )'LI (p)

Sendo u uma medida de BoTeI regular sobre n, R e S o

paradores contínuos e l e a inclusão.

Prova: Suponhamos que T seja P-integral, pelo teorema 2.5.1, T

admite a fatoração
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E F

C(Q) -'! +'LI(p)

Agora, desde que temos a i.nclusão conti+nua de C(Q) em

L.(u), vemos que J é a restri.ção a C(n) da inclusão

1 : L.(u) --"----' LI (p) , logo T admite a fatoração anunciada

slRI

J

Reciprocamente - Se T admite a fatoração, pelo teorema de Stone

-Sikorski. (2.3.3) existe um compacto ã separado, totalmente des

conexo e uma ntedida de BoTeI regular À sobre ã tal que

LI (u) e L.(p) c(a) isometricamente, con

sequentemente, pelo teorema 2.5.1, T é P-integral

3.1.5 - Lema : Seja E um espaço de Banach. Suponhamos que E*cE

e que a apli.cação inclusão J : E* ------+ E seja fracamente compac-

ta. Se J* : E* ------, E** é a adjunta de J então J*(E')CE.

Prova: Denotemos por o e ' os polares com relação aos pares
<E,E* > e <E+,E+* > respecti.vamente.

Seja U a bola unitária e fechada de E

Existe então um conjunto KcE, a(E,E')-compacto logo

a(E**,E')-compacto tal que Uo cK.

Da i.dentidade

<J*X +>=<1',J+>= <1',+> para qualquer v c Uae qual

quer + c Ko = K' segue que
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J* (Uo) c K Kc E , portanto J* (E*) c E

3.1.1 - Çorolãzio : Se 1 : L.(u) ----'-' LI(p) é a aplicação incly.
são então I'(L.(p)) ' LI(P) .

Prova: A apli.cação l e claramente Pietsch-integral pelo teorema

de Stone-Sikorski e a proposição 2.5.2, logo, l é absolutamente

somãvel (obs.: após teor. 2.5.1) e agora, pelo corolãri.o 2.4.3 sg

gue que l é fracamente compacto.

3.1.1 - !!.gp.gg.];S.g:g: Se um operador T c Lpl(E,F) então a adjun
ta T* € LpT (F* ,E+) .

Prova pelo lema 4, T admite a fatoração
E T >F

L.(p)

Tomando as adj untas obtemos

R

l

Agora, pelo lema 5, 1* toma valores em LI(P) e portal

to T+ admite a fatoração do lema 4, ou seja T' é Pietsch-integral

Prova do teorema 3.1.1

Se T c LN(E,F) é claro que T c Lpl(E,F) e que
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l IT l li s l IT l IN

Suponhamos que E+ tenha a PRN e seja T c Lpl(E,F), lg
go T se escreve como

T(x) : l «x,+' dG(+)<x , 4) >

onde G 8 a-aditivo de vara.ação limitada e além disso podemos su

por G regular (obs. após leira 3.1.2) e portanto ICI é regular PÊ.
lo lema 3.1.3.

Como a variação IGI e uma medida de BoTeI regular não

negati.va sobre UE+, segue pelo lema 3.1.2 que a aplicação
h : UE+ '-'-----p (E', 1 1 1 1) e Bochner-i.ntegrável com respei.to a IGI.

Pelo leIRa á.l.i existe uma sequência (+.) em E* e uma

sequência (An) em B(U'E*) tal que a série

E. +n XA (+) converge para h(+) absolutamenten

lc l

Portanto, podemos escrever

T(x) <x,+>

dG(+) : .IE*<x ' nEI'Pn

dG(+)

UE+ nt14'n(x) XAn('}) dG(+)

Agora consideramos a sequência (hi) defi.nada por

hj (4')

j
[

n=l
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Então hj : UE' -''---- E* e é claro quc hj('}) converge 2a.
q.sra $ 1GI

Pela parte (iii) do lema 2.1.1, dado c > 0 podemos e2

prever

l hj (4') l l

< 1 + c
' lcl(uE,)

G 1 - cl.s

Portanto a sequência (h.i) é uniformemente limitada eln

UE. . (exceto sobre um conjunto IGl-nulo)

Pelo teorema 2.2.1, T se escreve como

"E+
T(x) : ZI +n(x) XAn('}) dG(+) : nXI'bn(x) GCAn)

para todo x c E.

Pela parte (ii) do lema 2.1.1 segue-se que

l+nll lIG(An)llS nElll4'nll IGI(An) S IGI(UE+) «-,

logo

'r e LN(E,F) e lrlIN s l ITI ll

B:esi:2reçal!!S!!iES - Pelo teorema 2.5.2 é suficiente provar que

Lpl(F,E') : LN(F,E'), para todo espaço de Banach F. Seja então

T c Lpl(F,E'), logo, pela proposição 3.1.1 segue que T+cLpl(E'*,F")

Seja S : T'IE ' portanto pela hipótese, temos que

S ' LPI(E'F ) : LN(E,F') .
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Consequentemente S+ c LN(F++,E') pelo teorema 2.5.5 .
Agora, se y c F e x c E, temos

<x, S* (y)» = <S(x) ,y> <T* (x) ,y> = <x, T(y) >

para 'Lodo x c E e todo y c F, portanto S'lP : T e em consequên-
cia T c LN(F,E*), o que demonstra o teorema, uma vez que a incly.
são LN(E,F) c Lpl(E,F) é valida sempre

gb:.g1.13São: Podemos sintetizar os resultados desse parágrafo e

nunciando o seguinte teorema

3.1.2 - Tqplçma : Dado um espaço de Banach E, as seguintes con

dições são equivalentes

(a) E* tem a PRN

(b) A aplicação identidade (E*, (E*,E)) -----+ (E*,ll ll)

é p-Lusa.n mensurável para qualquer p-medida de BoTeI regular não
negativa finita sobre(E*,a(E*,E))

(c) A apli.cação inclusão (UE*,a(E*,E)) -------- (E',l l l l)
e p-mensurável para qualquer u medi.da de BoTeI regular não nega-

tiva finita sobre (UE+,a(E+,E))

(d) A aplicação inclusão (UE*,a(E',E)) ------, (E',ll ll)
é p-Bochner-integrãvel para qualquer medida de BoTeI regular não

negativa finita sobre (UE+,a(E+.E))

(e) Lpl(E,F) : LN(E,F) para todo espaço de Banach F

Prova

Ca) (b) é o teorema 2 .2 . 2 (Schwartz)
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(b) --:> (c) é consequência da dejnonstração do lema
3 l 2

(c) <---> (d) é consequência i.mediata do teorema 2.1.1

(d) ---> (e) é a demonstração do teorema 3.1.1(direüÜ

(e) ---> (a) é a demonstração do teorema 3.1.1 (re-
cxprocoJ

$ 2 A Igualdade Lpl(mE,F) LN(mE,F)

!jlglfj:poções e Notações

Denotamos (UE+)m : UE+x...xUE+ , onde cada UE+ tem a''-----

tipologia a(E*,E) . / ' m

3.2.1 - =121;€1izàsãg : .'(a) Uma aplicação T c L(mE,F) é chamada PiQ

i:sch-integral se existir uma medi.da G definida sobre B((Up+)m)a
valores ejn F, a-aditiva, de variação limitada tal que

r

'xm''Pm> dG(+l' ,+m) para

Denotamos por Lpl("'E,F) o es])aço
ções T c L(mE,F) que são Pi.etsch-integrais.

Notamos que Lpl('E,C) : LGI('E,C) (ver definição 2.6J).

Consideramos o espaço Lpl(mE,F) com a norma

de todas aplicaas

l ITI ll : inf lIGI(luE.)m)l , onde o Ínfimo é calcula
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do sobre todas as ntedi.das G qt.!c vcrifi.cain a defi.nação.

(b) Uma aplicação T e L(mE.F) é chamada nuclear

existir sequências (+nj):.. . n:l,...,m em E'- l = l

tais que
e (Yj) em F

j

j :l lj l l lq'mj l l l IVj l
e

T(xl'...,Xm) «Xm''Pmj' Yj

Para todo xl,..-,xm em E

Denotamos LN(mE:,F) o empa.ço de todas as aplicações
T : L(mE,F) que são nucleares

No espaço bN(mE,F) colocalBos a norjlla

Ínfimo calculado sobre todas as representações de T

ITlIN : inf j : l ij l l l4'«j l l sendo o

3.2.2 - Definicão : (a) Uia polinâmio P c P(mE,F) se diz Pietscb

-integral se existir uma medida G : B(U.*) -----+ F, a-aditi.va de

variação limo.fada tal que

P (x) : l «x,4',n: dG (+)

Ppl(mE,F) denota o espaço de todos os polinâmios P c p(mE,F) que
são Pietsch-integrais.

No espaço PoT("'E,F) temos a norma
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llPlll : inf ltCi(uE+)l xnfilno sobre todas as medidas
G que satisfazem a definição.

(1)) Um polinÕmio P c p(mE,F) se diz nuclear se exis

tir sequências (+.i) em E* e (Y.i) eln F tais que

j:lll+jll llvjll
e P(x)

j:l J ) Yj
para todo

x ein E.

PN(mE,F) denota o espaço de todos os polin6mios

P c p(mE,F) que são nucleares

No espaço PN(mE,F) consideramos a norma
f . l '

llPlIN : iníjjxllIJll tiYjii.l sendo o :Ínfimo cal-

culado sobre todas as representações de P

O resultado do parágrafo será o teorema

3.2.1 - Teolçma: Seja E um espaço de Banach. Se E* tem a PRN en

tão Lpl(mE,F) = LN(mE,F). isometricamente para todo i.ntei.ro m e
qualquer espaço de Banach F

Antes da demonstração do teorema daremos algumas pro-

priedades dos espaços Lpl(mE,F) e Lsl(nE,F)

3.2.1 - Pronosicão : (a) Seja P c Ppl(mE,F) e A c Ls(mE,F) tal

que Â : P. Então A c LÊI(mE,F) e lIAlll S llPlll

(b) Seja A c Lpl(mE,F) e P : Â. Então P e Ppl(mE,F)

e l IPI ll S !!-- l IAI ll
m

in
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Seja P e: Ppl("'E,F), l

P (x) : l «x,+,m dG (+)

Se A c Ls(mE,F) é tal que Â = P, pela aplicação da fórmula de pg
larização(duas vezes) obtemos

A(xl'...,xm) : J«xl,+'''.'xm'4'' dC(+)
Et

Agora consi.devamos a aplicação

J : UE+ -------"> (UE+jm defina.da po

J (+) :: (+ , . .,. , +)

Defina.mos \:ima medida G sobre a ãlgebra de BoTeI de

G(H) : G(J'l(H)) , para qualquer H c B((UE*)m)

ltll((UE*)m) : suP l.X jlC(A:)ll : {A:} partição de

G (J(B: ) )

.}

IG l (UE*) : suP
inl Bi)ll : (Bi} partição de ue+l

suP
i::llCJGJ unp)ll ; {S?l! lêl((UE.)')

n .

i: llC(J''(Ai))ll : {AI.} s lcl (uEJ

(a)Prova ogo P se escreve como

r

suP

(".*.)": ,.,
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temos então ICI :: IGI

Agora. desde que G(H) : 0 se fl n A(UE+)m = g (diagonal
temos

J 'xl,'PI'.'.'xm'+m» dG($1'..+m): J «xl''PI'''.«Xm'+m' dG('bt'..+iF

(UE+)m A(UE+)m

<xm'+> dG

UE+

além disso l IAI li S

(b) Seja A

A(xl'..Xm)

( + . . .+) dG (+) :A (xl

e 1,1 p l,l :

E l.pl(mE,F) , logo exi.ste

(UE*)m) -------- F tal que

IÍ <xl'.bl>' ''«Xm'4'n> dG('#l'''4'n)
(-..) "

Portanto

P (x) : Â(x, . .<x, $..> dG(+. . . .+.) .,x) : l <x,+l'''''x,+m> dG(4'l'..+m)
(-..)"

fórmula de polarização, escrevemos

nl2m c{2:tl 'l'''cn« x, iXI ci '#i

=? ':::: ':''''«.,.,} :!: ': ' ."

Agora, pela

< x : + 1> ' '. ' <x ,+m>



P(x) : mn cj.Etl cl'''cn ru.l )x. â imlci +i >m dG(+l'''.,+m)

Agora, para cada m-upla (cl'...,cn), definimos uma

Jel'..cm ' (UE+)m --- UE+ por

Jcl'..cn ($1'''.,+m) : l iElci 'Pi (conti'nua) e

ambém uma medida

gcl'. .cH 'l/B(UE+) '-"""--> F por

cm (B): G(Jcl'..en(B)) para qualquer Bc B(UE,)

g. ....ml uE*) S ICI ([uE.]m)

b-tas

l zmlej.'pi > dG

UE+

Portanto

p(x) : #l? .:::'l''''. J «x,«," ÚG.:.... m

Portanto

aplicação

defina.mos t

e temos

( 1) )VmJ <x,V>m dG
C l Tn
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Defina.mos agora uma medida

g : Í3 (UE+) ---"--+ F por

«« '::*: ':. gcl em

consequentemente

P(X) : .Í«x,V»m dg(v) , ousejaPcPpl(mE,F)
UE+

Além disso

ISI S :l?;H 2m IGI

m

n-- lc
m!

].ogo

1 1 p 1 1 1 s
m

=-ll"ll:

Se A E l.pl(mE,F) então As c .LPI( E'F)

lIAslll S "m lIAlli
in :

consequência imediata da p-oposição

Corolário

e

3.2.2 - ÇoroJãrio : Seja A e Lpl(mE,F) e As a simetrizada de
A. Dado c > 0 existe uma medida g de variação limo.tada e a-adi.u-

va sobre UE+ a valores em F tal que

As(xl' 'xl ''P'

UE+

x.:,+» dg(+). e IgjS U-- lIAlli ''
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11gl12: Seja P c Ppl("'E,F) tal que Â = P, pela parte (b) da pro-

posição existe g : B(UE+) --------' F tal que

+ nt dg(.}) e Igl S U-- l IAI 1. + c.m!

UE+

B c Lb("'E,F) definida por

P(x) Seja

B(xl' <xm'4'> dg(+) e temos

Desde que a correspondênci.a P. e p(mE,F) +.-'---> Ls(mE,F)
e um a ub temos que As = B, uma vez que As = B = P.

Lema : Seja/!Q = nl x 02 um produto de espaços topológ&

cos e u uma medida de' BoTeI sobre n com u(n) : 1. Sejam FI e F2
espaços de Banach e .fl : nl ------'> FI, f2 : n2 --"'---'> F2 funções ll.
citadas. Sejam ul e u2 medidas de BoTeI sobre nl e a2 definidas
Dor

/

ul(AI) : u (AI x ol) AI ' B(nl)

u2(A2) u (QI x A2) A2 ' B(n2)

Se fl é ul-mensurável e f2 e p2'mensurável então a a
plicação

fl ® f2 : Q ---'"-' FI âx F2 e p-mensurável

Prova: Sejam (fjn) j:1,2 sequências de funções simples,

fjn : nj -'''''- Fj j:1,2, tai.s que



jlfj - fjnll '--'-- 0 uj - cl.s j=1,2

Então, cada função fln ® f2n : --''--"'F FI ®
é simples e temos

Iftn ® f2k-fl ® f21 11r: ll(fln-fl+fl) ® (f2k-f2+f2) - flQ f21 11r:

ll(ftn-fl) ® (f2k-f2) + (fln-fl) ® f2+fl ®(f2k-f2) l llr

Sljftn-ftll ljf2k-f2lj+ jjfln-ftjl jjf2ll+llflll jlf2k-f2ll

Pela hipótese, existem conjuntos Alc B(nl) e A2e B(n2)
que

ul(AI) : 0 e lzmjjftn-ftjl : 0 em nl''"'AI

u2(A2) : 0 e lzmjjf2n-f2ll: 0 emQ2\-A2

logo fln ® f2k converge pontualmente para fl ® f2 em Q\(Alx A2)

Por outro lado, temos pl(ol\.AI) : l e u2(n2\..A2)

logo u((nl\.AI) x (sz2\.A2)) : l em consequênci.a temos

P(Q-\ ((nl\.AI) x (nâ'x...A2)) ) : 0 e desde q

(nlr-xAI) x (QJ'\A2) c s2. x n.\Alx A2 e U é positiva,tÊ.

u ({iN(n \. AI x A2

F2 1, 2,n
T

tais

ue

mos

) ) p(A A2) 0l x
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Logo fl ® f7 é u-mensurável

9]!g.gt!:gçgg: No leira poderíamos ter suposto u(n)
positi.va)

c (constante

3.2.3 - Çg.!gJãrio: Seja E um espaço de Banach e suponhamos quc

o dual E* tenha a PRN. Seja h : UE* -----.-- E' defi.nada por h(+) :+

e u uma medida de BoTeI regular sobre UEÜ x UEk

Então a aplicação

h ® h
UE+ x .UE+ --'-'-.-..> E+ êv E* e Bochner integrãvel

Prova: culto no lema, defi-niinos

ul (AI) : u;(AI x UE,) e

logo pl e p2 são de BoTeI regulares

Pela demonstração do lema 3.1.2, vemos que h é pl-me2
surãvel e u2-mensurável, logo, pelo lema anterior a aplicação
h®h é u-mensurável

Z

u 2 (A2) (UE. x A2)

boas

.r l jhah($,v) 1 1. duc+,v)
UE+ x UE+

l jh(+) l l l lh('r) 1 1 du (+,'r) S

S u(UE, " UE+) < «

logo, pelo teorema 2.1.1 segue que h®h é u-Bochner integrãvel

Prova do teorema 3.2.1 (no caso m=2 para simplificar a notação)
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É claro que se T E LN(2E,F) implica que Tc Lpl(2E,F)e
l ITI ll s l IT l IN'

Reciprocamente, seja T c Lpl(zE,F) e c>0

Escolhemos e' > 0 tal que c'(lITlli + c' + 2) < c

Podemos escolher G : 13(UE+ xUE+) '---""-+ F tal que

T(x,y) <x , 'b><y , I'> dG (+ , y')
U xUE+ E+

comi lcl(un**uE.) s llT l+e'

Agora desde que G é uma medida a-aditiva, regular, de

variação limitada, pelo lema 3.1.3 segue que a variação IGI é

uma medida de BoTeI regular não negati.va finita sobre UE+x UE+

Portanto pelo corolário 3.2.3 h8h é Bochner integrávdl.
com respeito a IG l

Pelo lema 2.1.1 existem sequências (Aj) em B(UE**UE.)
e (ui) em E* ®. E' tais que, dado e'> 0 a série

Z. xA.(+,'r)tii converge absolutamente para h®h
j : l ''j

Gl- q.s. e além disso

1:.11ujll«IGI(Aj) s J llh8h(+,'r)ll.dIGa(+,v)'''c'S IGI(UE,xUE,)''c''
UE+xUE+

Consequentemente T(x,y) se escreve como

T(x,y) = [

u..(u.. j:i
uj (x,y) XA: (+,'r) dG(+,v)
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Agora, com argumel\to análogo ao usado na demonstração
do teorema 3.1.1 c com 3 apli.cação do tcorelna 2.2.1 ; vala.do es-
crever

''*,,o: ,::"j'"'*' J *«,'',"' '''.," : :::",'*,,''' ''",'
UE + x UE + '

Agora , por uma das propriedades do produto tensori.al

(teor. 1.1.1), dado e', para cada j existem sequências ($1.) e

(Vjn) ent E* tais que

Uj
=

n:l"jn Jn e l luj 1 1. S l4'j.ll llvj.l lsl lujl l.' ;j'

Portanto, T se escreve como

T(x,y)
j=1 n=1 jn(x) 'rjn(y) ) C(Aj)

Além disso temos

j:l n:tll+jnllll'rjnll IGI(Aj) S jZI(llujll.' ;;) IGI(Aj)

j :lll"j ll. lc l ICI (Aj) /zj s

s lcl(uE* * uE.) ' .' ''' .'lcl(uE. * uE')

IGI (UE. * UE.)(1 ' .') ' ''
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do que llC(Aj)llS IGI(Aj) para todo j segue
que T c LN (mE,F)

Por outro lado, temos a dcsi.gualdade

Observam

m m

j:: h:: '"l lvj«l ICI(Aj) s (l ITlli ' '')(1''''') ' ''

l IT l IT ll:* .'* 2)

slITI l: . ;

CoIRo e>0 foi escolhido arbitrariamente, temos que

l IT 1 1~ 5 e portanto lITlli

3.2.4 - Corolã11g : Seja E um espaço de Banach tal que E* tem

a PRN. Então Ppl(mE,F) = PN(mE,F), com normas equivalentes, para
todo i.nteiro m e qualquer espaço de Banach F

S3 Comentários c Observações

(1) Com auxz+lio de um resultado de Figiel-Johnson ve

remos que o recíproco da proposição 3.1.1 nãoevãlido em geral ,

ou seja existe T' e Lpl(F*,E') tal que T / Lpl(E,F), para conve-
nientes espaços de Banach E e F

De Fato: Pelo teorema 2.5.3, exi.ste um espaço de Banach E com o

dual E* scparavel (portanto E* tem a PRN) e um operador T:E-----> E

não nuclear tal que o adjunto T* é nuclear
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oc o operador l i:osso Ptetsch-integral, T seria nu-

clear pelo teorema 3.1.1, uma contradição, temos então T+ Pie-
tsch-integral cola T não Pietsch-integral

Entretanto, qualquer uma das seguintes condições asse
guia o recíproco da proposi.ção 3.1.1

(a) Quando o espaço F é coinplelnentado em F'* por prg
jeção dc norma l

De Fato: seja T* c Lpl(F',E'), pelo teorema 2.6.1 T'eLGI(F',E''),
portanto do teorema 2.6.2 segue-se que T c LGI(E,F) , novalltente pg

lo teorema 2.6.1} T E Lpl(E,F)

(b) Quando o dual E* tem a PRN e 'a PA

De Fato: seja T"c Lpl(F+,E*), desde (lue.E* te)n a PRN pelo teorg
nta 2.5.2 segue-se que T'i e nuclear, colho Ed' tem a PA, pelo teore

]aa 2.5.4 segue ctue T é nuclear e portanto Pietscl\-integral

(c) Quando o espaço F for um dual.

De Fato: basta aplicar (a), uma vez que F = 11* e que o dual H*
ê complementado em fl*++ por projeção de norma l

(2) Agora comparamos o teorema 2.6.4 ' com o teo

tema 3.1.1. Os dois teoremas $e prestam para uma caracterização
da PRN no dual de uln espaço de Banach, sendo que no teorema 3.1.1

não hã nenhuma hipótese adicional sobre o dual, enquanto no teo-
rema 2 .6 .4 há a P.A

Além disso o teorema 2.6.4 pode ser entendido como tlm
consequencia do teorema 3.1.1

De Fato: na hipótese (do recíproco) do teorema 2.6.4 temos que
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LGI(E.F) : L}J(E,F) para todo F, eln particular temos qtle Lpl(E,F):
: LN(E,F), para todo F, logo pelo teorema 3.1.1 E* tem a P.R.N

Agora seja E* com a P.A e a I'RN, se T e LGI(E,F) en-
tão T' c LGI(F*,E'), logo T" c Lpl(F*,E*) pelo teorema 2.6.1,uma
vez que E* é colnplcmentado ein E'-*"

Agora, como E+ tem a PRN e a P.A , segue da obser-

va.ção l.b que T c Lpl(E,F) e além disso pelo teorema 3.1.1 regi.te
que T e LN(E,F), ou seja

LGI(E'F) LPI(E'F) : LN(E,F)

(3) Agora, ,com referência ao teorema 2.5.2, é natural

perguntar se a PRiq se'bre o espaço F não seria suficiente paraob
termos a igt.maldade /

Lpl(mE,F) l.Nome,F) para todo espaço de Banach

inteiro m (ver teorema 3 . 2 .1)

Com o exemplo seguinte veremos que a resposta é não

Pela proposição 3.2.1 8 suficiente dar o exemplo
Simétricas

Seja E = C(0,1] o espaço de Banach das funções conta
nuas a valores complexos

Sejam m a medida de Lebesgue sobre (0,1)
uma aplicação bilinear simétrica sobre ExE por

f .l

T(f,g) = 1 f(x) g(x) dm(x) e é claro que TcLs(2E)
0

E todoe

no
dascaso

defi.nimos
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Seja 6 a aplicação

6 : [0,11) ------- (E',a(E',E)) definida por 6x(f):f(x),

x . (o,l)

Observan\os que 6 é uma aplicação contínua e portanto

o conjunto 6([0,1]) é um compacto de (E*,a(E*,E))

Além disso, se UP* é a bola unitária e fechada de E*,

uma vez que ]õx({1)1 : jfCx) ] S l para todo XC (0,1], temos então

que ó(]O,i.]) c UE+ . Agora definimos uma medida de Borel regular
u sobre (UE*,a(E*,E)) por

6 ( [o , x:]

u (B) m({x 6x ' B}) , B: BoTeI de UE+

Temos então

J «í,+»«g,+» du($)
UE+

l «:í,+'«g,+» du(+)
6 ( [0 , 1))

.f «f,6x»«g,6x» dp(6x)
(o ,l.)

l
f(x) g(x) dm(x)

0
T(f,g)

Portanto a aplicação T pertence a Lpl(zE) . Vamos usar
agora o fato de que uma aplicação L c L(zE) é nuclear se e sÓ se

a aplicação L c L(E,E*) defina.da por L(x)(y) = L(x,y) é nuclear

A aplicação T c L(E,E') não é nuclear

De Fato: consideramos a sequência (fn)n em E dada por fn(x)
Qlnvx . n. ]N, nc ]N

Desde que ljf.ll = 1 para qualquer n, teimas que
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Toiros para n,k c H fi.xados

lIT(fn-fk)ll: suP jT(fn-fk)(g)l: suP
gcUE ' geUE

(x) g Cx) dm (x) l

Desde que } (fn-fk) c UE segue-se que

jIT(fn-fk) ll : 2-
/1

J (fn-fk) (x) (fn-fk) (x) dm(x)
0

l
2

1 . .2

fn(X)-fk(x)l dm(x)
0

Mas lín(x) fk(x) cos (n-k)lrx

Portanto

IT(fn-fk) ll : 7 .fi 2-2cos(n-k)lrx) dm(x)
0

cos (n-k) vx dm (x)
0

l

Se n/k
l

cos (n-k) vx dm (x) = 0 ,
0

logo

ljT(fn-fk)ll : l V n,k c ]N, com n#k

Consequentemente isto mostra que T(Up) não é relativa

mente compacto em E+, ou seja, T não é uma aplicação compacta ,
logo T não é nuclear e consequentemente T não e nuclear
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LGI( E) : LPI(2E) : LN(2E)

De Fato: por definição temos que LGI(2E) :: Lpl(2E) e pelo teo
rema 3.2.1 segue que Lpl(2E) = LN(2E)

(4) Se E+ tc ]lt PRN valema identidadesentão as (li[

(5) Ê fácil provar a seguinte fÓrmu].a

LN(mE,F) = LN(E,LN(m'IE,F)), para quaisquer que

sejallt os espaços de Banach E e F

Quando o dual E+ tem a P.R.N é claro que a fórmula a

cima ê valida para as aplicações m-lineares P-i.ntegrais

Não sabemos no entanto, se é valido em geral a fÕrmu-

Lpl(mE,F) = Lpl(E,Lpl(m'IE,F))

la

Aparentemente para o estabelecimento dessa fórmula se

ria necessário uma espécie de teorema de Fubini para medidas ve-
toriais

Observo ainda que se a fórmula acima foçs. verdadeira

ela fornecerá.a uma outra demonstração para o teorema 3.2.1

(6) O teorema 2.2.2 (Schwartz) foi provado usando me

dadas de BoTeI regulares de massa menor ou igual a 1. Ao longo
do texto não nos referimos mais ã essa hipi;tese porque todas as
medidas consideradas aqui são de variação l i.miradas



S8

S4 Um Teorema de Fatoração para Poli.n8mios Integrais

Um polillÕmio Pc p(mE.F) é chamado P-integral se exis-

te uma medi.da G : l!(UE+) ""----+ F , a-adiei.vo de variação li.mitada
tal que

P(x) dG($) para todo x c E

O objetivo deste parágrafo é demonstrar o teorema

3.4.1 - Teorema : Um polin6mio P c P(mE,F) é P-integral se e se
mente se P admite a fatoração

.-----PE

1{ S

.à, LI (n,u)

Onde Q é um espaço topolÓgi.co compacto separado, u é

uma }nedida de BoTeI regular sobre n, R e S são operadores linea-

res e contínuos e Jm é a aplicação dada por JmCf) = J(fm) onde

J é a inclusão natural de C(n) em LI(n,p)

Necessitamos de dois lemas

3.4.1 - Lema: Sejam C, D, E e F espaços de Banach, T : C -------> D

e R : E --------'- F operadores li.neares e contínuos e S c Ppl(zD,F)
Então Robot E Ppl('C,F)
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Prova: temos o diagrama
RoSoT

C F

T

g' sD -----.------=- E

Consideramos as aplicações TZ : CxCI .------> DxD e

Ac L('D,F) tai.s que T'(c].,c2) : (T(c].), T(c2)) e

Temos então o segui.nte diagrama

CxC
2RoAoT

T2

DxD

e É; claro que a aplicação RoAoT2 € L(2c,F)

-'""""'-h 9

RoAoT" (c ) RoAoT ' (c ,c ) RoA(T (c),T (c)):RoS(T( c))=RoSoT (c)

portanto RoSoT E P(éC,F)

Como S c Ppl(zD,E) , S tem a forma

S(x) dG (x' )

UD+

Agora, se T' é a adjunta de T, T+ : D* -------+ C*, defi
nimos um operador

U : C(UC+) ---'---> F por
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(*) u(f) IT 1 1 2
J r( itlix=} ) aB.q (x')
UD+

Desde que IRoGI(lt'l) S l IRI l IGI (1'{) , para }l um subconjlp

to de BoTeI de UD+ , segue-se que

lu(r) <

ITll: l jnl l .Í r ( lÍT-? )
UD+

dIGI(x') para todo

f ' c(uc,)

Como G é de variação limitada, U é uln operador conta
nuo

Sejam fl ,fn c CCUC*) , então

E llu(r.) 1 1 S lITll'llK í.l«'n' - '«:l

ITI l21 1 KI l
n l .

.Ellfn ) dIGllSlITll'llR
UE+

n
E if

Inm=l lcl(uD.a

consequentemente, como UC+ é compacto (tipologia fracas) existe
C* E Ur:. ta]. que

n

.::lí.l
n

m=1 jfm (c ') l

Segue então que

in=lljU(fm)llS jjTll'lIRll IGI(UD+) mEljfm(c')l S

:i ITllZI IRll ICI c%+)suPjmni IP(fm) j:pcC(UcJ'- l IPll !il

n

lc l (uD-)sup'i E lu (f.) lm=l



Isto mostra que o operador U é absolutamente solnável

Pelo teorema 2.4.1 existe uma medida ll sobre éi ãlgebra de BoTeI

de UC+, de variação limitada a valores ejn F tal que

ÓI

(' ') u(r) : l f d n

uc+

para todo f c C(Ur*)

Adora consideramos a apli.cação

c . C --Ji--- C(UC*) õ.fK')

Portanto, usando (*)

U(6;) T

UD+

T*(x') :.2 d(RoG) (x*)
l IT 1 1 ' ' ~ '

UD+

« T(c) d(RoG) (x*)

«T (c )

UD+

d(RoG)(x*) = R( l«T(c),x*,2dG(x*)):

UD+

R.SoT(c)

Por outro lado, usando (**), temos

ógü') dHk') : J«c
uc*uc'

dn(c *) , portanto
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RoSaT E Ppl('cC,F)

3.4.2 - 1191Bâ : Se J2 : c(Q) -------+ LI(n,u) é a apli.ccação definida

J' E Pp](ZC(0), L]. (Q,u))

Prova: Pelo corolário 2.4.1 a aplicação J e absolutamente somã-

vel, portanto pelo teorema 2.4.1 a sua medi.da representante G é

de pari.ação limo.tada, logo G é fortemente aditi.va e pelo teorema

2.3.2 segue-se que G toma todos seus valores em LI(n,P)
Tei;tos então

iz(r) : i(:çá)

Agora consideramos a apl i.cação conta.nua

(f(x)) 2 dG(x)

''""- 6x e UC(St)* , '5X(f) : f(x)

Definimos uma medida H sobre a ãlgebra de Bore] de

UC(n)* a valores em LI(s2,u) dada por

n(B) G({x cQ : óx e B})

Portanto
2

dn (À )<f,À> .l«í,*»: dtiw
6 (n)

<f,6 dn(6.)>

X X

Cf(x)) 2 dG(x) J2(f) consequentemente
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J' ' Ppl("C(n) , LI(n,u))

teorema: farentos a demonstração no caso m.=2

Seja P c P..('E,F) , P(x) : 2
<x ,x+> dG (x' )

UE+

Colho a medida G é de variação lilnit

h : C(UE*) --------+ F definido por

ada

h(g) = 1 g(x') dG(x*) é absolutamente somável (Teor

UE+

2 .4.1)
Pelo corolário 2.4.2 podemos escrever

C (UE* )

L].(UE*,u)

Onde S é um operador linear contz'nuo e u é uma medida de

regular não negativa sobre Ulj*

Agora , seja V o open apor

BoTeI

V : C(UE*) --------- F defi.nado por V(f) : h(fz) ]0an V

tem representação

V(g) = .Í (g(x'))2 dG(x') e observo que
UE+

InSeja C (UE.)R defi.nado R(x) (xpor

SoJ2
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Portanto

S.J2.R(x) : Soja(R(x))=V(R(x))=

UE+

dG(x) :P(x)

e isto signo.fica que P admite a fatoração.

Reciprocamente: suponhamos que P admite a fatoração, logo pelo

lema 3.4.2, J' c PPI(óC(Q), LI(n,u)) e consequentemente pelo lg
ma 3.4.1 segue que P e Ppl("E,F).
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CAPÍTULO .4

REFI.EXIVIDADE E BASE NO ESPA

E e F inda.cam espaços de Banach

Pr e l imin a r e s

y; J.iiuic,ainus por ri L o suDespaço ae bo ...® E ge
Fado pelos elementos da forma: m vezes

xcE

h:E é o espaço hmE com a norma induzida de E. ®.Ü'.. ll E e hl:E é
o completamento de h=E em F â ... õT

xl''',XmE:E , xlO...Ox éoelemento de E®...®E dad
por

xlO''' o". : =- .lis ".(1)®'''®':a(m)
m

(produto tensorial si.métri.co)

efinicão: Sejam (x:y:.. e (y:y::

inDefina a

0

D dua.s desequenciasl

(m) . ® xX

E em E âT T

,x cE
m
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E e F respectivamente. Os produtos (xl®yk) de E®F podem ser ordg
nados segundo o diagrama:

]
xl®yl"'-'+ xl®y2 xl®y3

. + l
Lx2®yl '+'"'x2®y2 x20y3

'L x3®yl '+""x3®y2 '+"' x3®y3

Esta ordem, chamamos de ordem..g!!gdtada; []

Se J é a ordem do par (j,k) , na ordenação quadrada, en

tão indicamos (xj®yk)Jc:]:] para significar que a sequência
:k)J esta ordenada na ordem quadrada

A ordem [] para uma sequência (x: ®.

El®. ..®Em+l é aquela def:unida para o produto
l

®x. ) em
Jm+l

E8Em+l onde E El®

Seja agora E com base de Schauder (e;);. Para cada m

inteiro seja [].m o subconjunto de ]Nm consistindo de todos

multa-índices (jl'...,jm) para os quais j13j2Z...?ljn'..sendo
ordenado com a ordem i.nduzi.da ].] de ]Nm

Para cada J:(j.L:...'jm) c: [lJm' o polinõmio m-homo!#nco
Z' é definido sobre E por

Z' (x) : e! (x) . . .e! (x)
JI' ' Jm

Z' são chamados os .Observamos que

o conjunto {(e.io ...oe.i), Zu} forma um si.stenta biortogonal pa' ' JI Jlik.
ra o espaço de Banach I'h;'E quando J c [] m



4.1.1 - Teorema: ((17)) . Seja E um espaço de Banach com base de

Schauder (ej)j' Então para todo m, (ejo '''oejm)J c [lm é t.tR\&

base de Schauder para blUE.

4.].2 - Teorema. ((171). Seja E um espaço de Banach. Então os eg.

paços p(mE) e t.hmE)' são isométricos.

4.1.3 - Teorema ((13)). Seja E um espaço de Banach com base de

Schauder (e-i). Então E é reflexivo se e sontente se (e.i) é conta.g
til e limitadamente completa

4.1.4 - Teorema ( C13)). Seja E um espaço de Banach com base de

Schauder (ei). Os funci.onais biortogonais (ej;) formam uma base

para E* se e somente se a ba.se (ei) é contratil

Apresentamos agora, dois resultados que, embora já co-

nhecidos aqui demonstraremos, uma vez que sa.o resultados especÍfi

cos sobre polinõmios nucleares e integrais.

P.Í(mE) denota u espaço dos polinÕmi.os de tipo finito

ou seja, os polinõmios m-homogéneos do tipo:

P(x) = E 4):'(x) onde
j ;l ' J

Nota oes

!

r

P.(mE) = P.p(mE) sendo o facho tomado na topología da
norma de p(mE) indicada ll ll

4 . 1 . 5 Teorema (s.Dineen (49 ) Seja E um espaço de Banach rg
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flexivo, então os espaços (Ppt(ml:*),ll llt) e Pc(mE) são isoiné
trocos para todo i.nteiro m.

Prova: Observamos pri.melro que cada PcPf(mE) é

a(E,E*)-contínuo, uma vez que cada $cE* é

a(E,E*)-contínua.

Consequentemente, se C(UE) é o espaço das funçoes con-

tínuas (com a norma do supremo) sobre o compacto (UEl6(E,E*)),t.g
mos a inclusão

Pc(mE) -----' C(UE) pela aplicação restrição

Seja agora TcP;(mE) , portanto pelo 'teorema de Hahn-Ba-

nach existe uma extensão T de T ã C(uE) com lITli: lITll

Em consequência do Teorema de Representação de Riesz
sc SCTCX/C como

f(x) dU(x) onde U é uma medida de Borel re

u.

guiar sobre uE e lu l (uE) ; l ITI l

Dado PcPc(mE), T(p):T(P): J P(x) du(x)
u.

T(f)

Agora, se +cE* definimos QT por

du(x), é claro queQT($):T(@m)

UE
QTcPpl (mE* )

Além dis se temos :

IQTI 1: S lul (uE) ; l ITI
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Reciprocan\elite:

Seja QcPpi (mE*) , Q($);
UE

BcLs(mE+) tal que

du(x) , seja então

Pela prapl'iedade universal do produto tensorial,existe

uma Única forma linear contínua S:E'':®.... E* -------'- C tal que

B(+'].,...,4'm) - S('blO...O'bm)

Agora, desde que E*®lr'.. lrE''; : Lf(mE), definimos uma .g

plicação linear T sabre pfCmE) por: dado PE:Pf(mE) seja AeLil(mn)
tal que

r(p) CÁ) E @:®
j :l' J

r r

' ®'b j) :j x:s ( 'b j® '

r

' ®'bj) :j;iB ('Pj ' ' ,+j)

r'

j j:i I' ''pj''"dp(*)
UE

(j:;':, 4'j»m)u O.)
U

ou sej a, T(P)
dis se tema s

P(x) du(x) esta bem definido e é !inear, além
UE

lxCP) 1: S l lpl l lul (uEI)

portanto TcPf(mE)l e lITll 5 lIQlll

'F adm;ite uma Única extensão TQ ã Pc(nE)

ITQI l S l IQI l:r'. o que conclui a demonstração.

com

Observação: s:e~j;a! E um espaço de Banach e consideramos a aplicação
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linear e continua ti a iJ

H2'E*olrE* -----.----.» L(2E) (ver Cap. l $ 1)

e lembramos que #2(E*®xE*) : Lf(2E)

Seja A a aplicação que leva Acl(2E) em AeP(2E)

a2(hlíE*) : Ls(2E) , vemos que a apli.cação

coIRo

hÍE'' -------- Pf(zE) é dada por

ct((b(2)) : $2, para todo +E:E* (ver def. 4.1.1)

Por uma proposição de Ryan ((17)l prop' 1.5) a aplica-
ção ct é um isomorfismo

Agora se 1 1 11 é a norma em Pf(zE) dada pelo supremo na
bola unitãri.a de E então É; fácil ver que se uchÍE+ "então

aCu) ll S l lul 1.. Portanto podemos considerar cl como. uma aplic.g

ção li.near contínua de h;E* em (P('E).l l l l)

Portanto a aplicação cl se estende de maneira Únic

uma apli.cação linear con.tÍnua, decotada por ã , de ahÍE* em
(p('E, ll ll )

q

a a

Por uma consequência do teorema l.l.l (Grothendieck) é

fãci.l ver que os elementos uc:h2E+ são da forma u: E 4);(2) e
além di.sso ?

Em consequência obtemos que a imagem de hÍE* pe]a ap]..l

cação ã é o subespaço PN(zE) de P('E). Supondo agora que E* .tem
a (P.A), pela proposição l.l.l (Grothendieck), a extensão da a-

plicação a2 ã E*êxE* é i.njetiva. Denotando por 'a2 esta exten-

E

l]
c*) ll«

11. : i"í'lj :i l l4'j l l
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são, temos o seguinte di.agrada

E*E*®
T

E'e® E'-
T

Portanto, a res'Lriçao da aplicação Ao ã2 ao su
h:E* é exatamente a aplicação à, logo ã é biunívoca

20

a(u) ; P É: PN('E)}U
]j

/

e usando ( .*) obtemos

'. ::;l;:: ::-.:,i:.íl : !'-'!«
/'b ? . . . ?

logo cl é uma isometria entre h=E" e (PN('E).l l l IN).Em particu

lar a é uma isometria entre hjÍE* e (Pf(zE)} l l lIN)

4.1.6 - Teorema ([8)). Seja E um espaço de Banach tal que E*teírt

a P.A. Então os espaços (PN(mE),l l l IN)* e p(mE+) são isonétricos
Para todo inteiro m.

Prova: Seja TE:(PN(mE),ll l IN)*, definimos uma aplicação QT deE*

em a: por QT('}): T('bm), +c:E*. Temos que IQT(@)ISlITll ll+mll,l9
go QTcp("'E*)

Reciprocamente: seja Qcp(mE*) , se PcPf(mE) com
P(x) ; E $T(x), definimos uma forma linear sobre Pf(mE) por

T(P) : E T($':')
r r

l lJ J



Notamos que T está bem dcfiJ\ido (ver demonstração .do
teorema. anterior) e vale:
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IT(P)l S lIQll jlil ll'bmll qualquer que seja a. repl'esel!
tação }l Óm de P

j ; l ' J

Pela observação que antecede o teorema, podemos escre-

ver que TE:(Pf(mE), ll llN)* com

r

r

T(P) S lIQll jlPlIN' ouseja lITll: lIQll

Pela densa.dade de Pf(mE) em (PN(mE),l l l IN) vemos que

T admite uma única extensão TQ à (PN(mE),l l l IN) com lITQll< lIQll
/.

f

Condição necessária e sua.ciente para a reflexividade de

4.2.1 - Teorema.: Seja E um espaço de Ba.nach reflexivo com a P.A

Então o espaço p(mE) é reflexivo se e.somente temos P(mE)=Pc(mE)

P(mE)

Prova: Privei.ro observo que E tem a PRN, uma vez que E é ref].e

xivo. Pelo corolãri.o 3.2.4 temos que

(Ppt(mE*),ll lll) : (PN(mE*),ll lIN) topologi-comente
Combi.nando este resultado com os teoremas 4.1.5 e 4.1.6 obtemos

as i.dentidades:

p("D:rpN("E*),ll iiN]";pPpí("E*),ii itij*P.("n,ii ll]

Para concluir a demonstração basta observar que P,(mE)
é um subespaço fechado de p(mE)
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No caso eito que a espaço E tem base de Schatider, temos

uma reformulação do teorema anterior

4.2.2 - Teorema 2: Seja E um espaço de Banach reflexivo com ba
se de Schauder. Então p(mE) é reflexivo se e somente se os mono

miou formam uma base de Schauder para p(mE)

Prova: Seja (e.j) base de Schauder para E e suponhamos p(mE) re-

flexa.vo. Pelo teorema 4.1.1 a sequência (ejlo '' O:ejm)Jc]:] .e b.g
se de Schauder para h.:E.

Agora, desde que [hTU,)*:P(mE) (teor. 4.1.2), e como

p(mE) é reflexa.vo, segue que h=IE é reflexa.vo, logo, pelo teorema

rema 4.1.4 os monõmios (os funcionaisbíortogonais) Z' formam uma

base de Schauder para

$" )*; p("D

Reciprocamente: Suponhamos que os monõmios

formam uma base de Schauder para. p(mE)

Agora se pep(mE) então P = E À: Z{ , logo dado c > 0
j:l J J

exi.ste j. inteiro tal que

[ lp- E À
1 = 1 ''

Coiro cada Z'J é um polin6mio do tipo finito segue-se p.g

la definição de Pc(mE) , que PcPc(mE), ou seja P(mE)=Pc(mE).. Para
concluirmos basta apli.car o teorema anterior

J 0

Jz', z + (x)(x):e e!(x)!l m
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Reflexividade de p(mT) , para todo inteiro w, quando T é o

espaço de Tsire].ison

Inicialmente introduzimos alguma notação e alguns re
sultados conhecidos:

Se (e-i) é uma base de Schauder para o espaço de Banach
E, para n < k inteiros, denotamos

q.(x) :j:i...: "j'j' qk(x):jEI 'jej ' qn(x):j:li...: 'i'i

onde x E E a.eJ J

Observ'amos que os operadores qK:E --..'--> E são unilforme-
mente limitados e a constante c = supl jqKI l é chamada a constan-

te da base(e:) e notamos que ll E cl;e:jl S cllxjl para todo k

Dizemos que uma sequência (xj) eln E é.um 11j:!!Ema de blo
co normalizado com respeito à base (e.i) , se para cada i, temos

k

lJ

ni...l- l

j=ni Xjej com <ni<ni+l ''
e l lxl :1

Nestas condições dizer\os que os tem suporte disj un

tos

O Espaço de Tsirel'son

B.S. Tsirel'son construiu um espaço de Banach, que deng

taremos por T,de dimensão infiúta, reflexivo, caIR uma base de

Schauder (ej) , ta] que, T não contém nenhum dos espaços IP



1 < P < m ou c. como subespaços fechados. Na demonstração dêsse
resultado, Tsirel'son verá.fica que o espaço T tem a seguinte pro-

priedade:

Se (x-i) é um sistema de bloco normalizado ctu relação ã
base (e.i) então vale:

7S

Prç?pljedadç (.{)

jqN(131xl+...+BNxN)115 2 max {lBil}
l<i<N

quaisquer que sejam os escaleres

a projeção definida acima)

todo inteiro N

4.3.1 - Teorema: ( (17) ) . Seja E um espaço de Banach reflexa

vo com a P.A. Então of espaço p(mE) é reflexivoseesomente se to
do polinâmio pE:p(mE) atinge sua narlna em um ponto da bola unitã
ria e fechada de E.

/

O próximo Lema embora conhecido, daremos a sua demons-

tração uma- vez que descreve uma propriedade especifica de polin.ê
miou.

4.3.1 Lema (( 4a)) . Seja E um espaço de Banach, pep(mE) e

um inteiro positivo. Seja (xj)j:l uma sequência em E tal que
IP(x-i)l > 6 > 0 para j=1,..,2". Então existem escala-res Xj

IX:il <. 1 j =1...2K tais que

P( E X;x:) 1 > Ó(P'2)"
1 .1 J J

k

k
2

k

Prova Inicialmente obselvaims o seguinte fato
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ondese a.U +a.Xin Õ um polinõmio na variável complexa À

,aIH são constantes, vale a relação
m :i2 m .

sup l.E 'j À l 3 .i. jaj l
IÀ ISI J :o ' J:i '

( *)

De fato:

desde que 2V f l se

l J eiko . e-i.no do :josek/n
podemos escrever

a Z'lr

.+ameim0 'd0= 1 J (aO+aleze+'
0

l ].0a e.+a +l0
2lr 0

io
e. ".elin'3 (%«i

ím0
,+a e )dOm '

}l ja:jz, logo sega.e a relação anunciada
j ;l ' J

A demonstração se faz por indução sobre k

Seja então pcp(mE) como na hipótese, e AeLs(mE) tal

que

Se xl e x7 os dois primeiros elementos da sequência
À um número complexo, temos então

Àxl): P(x2) ,::l: ,.:l-j *m-j.,.*m .(*1)

Portanto P(x2+Xxl) é um polinâmio na variável complexa
À. e pela observação inici.al (*) temos

. 2 . . 2 1 . 2 .

p(x2'''Àxl)I' : p(x21 ' ip(xl)l > 2 ó2suP
À IS l
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' l ' ' l ' -

P(x2+Àlxt)l > 2 6' ou seja IP(x2+Àlxt)l > õ/T

O mesmo argumento aplicado aos pontos x3 e x4 fornece

X3' IX31 5 l tal que IP(x4+À3x3 1 > 6v/2'

Agora, aplicando o argumento aos pontos

x2+Àlxl e x4+À3x3' obtemos À', IX'lS

p(x4+À3x3+À '(x2+Àlxl)) l 6>('s /7) 2+ (õ/7) 2=

ou sela

Em tlõnc i a l talexi steconse < quel

l tal que

2õ 2 ( /7) 2

IP(x4+À'3x3+À2x2+Àlxl)l >õ(-a)2 com iXjl 51

Suponhamos a relação valida para k-l, ou

Àj' i:1'..2K, IXjl S l tais que

.k-l .k

P(jEI Xjxj) )' õ(/7)k'l e P('E2k-l+l Xjxj) » 6 ''/7)k-l

consequentemente, exi.ste À', IÀ'l 5 l tal que

2k 2k-l .9.

P(j:Ek-l..: j"j'À (jZ: Àj"j)) »(l(?Üt'i)Z.(Ó(n)t'l)Z :
2 (6 ( /2) k- 1) 2

exi.atemse J a ,

Portanto
.k

P(jZI Xjxj)l » '/2(õ(.''7)k'l)=õ(/2)k,. com lx=jl S l

Para estabelecer o resultado, prece.samos de dois lemas
preliminares:
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4.3.2 - llglU: Seja T o espaço de Tsirel'son com base (e-i) e con:

te bãs:ica c. Seja (Xn) é uma sequência eln T tal que x:. converge
fracamente para 0. Então para qualquer polinântio pcp(mT), temos

P(Xn) convergindo para 0

Prova: A sequência (Xn) é limitada, logo existe 0 > 0 tal que

lxnll 5 0 para todo n.

Suponhamos por absurdo que a sequência P(Xn) não con-

verge a 0, em consequência existe {S > 0 e uma subseqUênci.a. de

(Xn), decotada ainda por (Xn), tal qu.e IP(Xn) 1 > 6 para todo n

Agora, desde que P(xl) > '5 e que as projeções qn(xl) converge

para.xl' na norma de T, quando n--> m, podeiuos escolher nl tal que
P(q '(xl)) > 'S

Por outro lado, como a projeção q ' é fracamente conta
nua, temos que q '(x.i) converge fracamente para 0, quando j"'- "

no subespaço de dimensão finita q "(E) de E, Consequentemente

q "(x:) converge para 0 na norma de E. Portanto, exi.ste m. tal que
lqnl(xj)115 1/2 para.todo j : ml

Desde que q''(Xm.) converge para Xm. na norma de T qual

podemos escolher n2 (n2 > nl), tal que IP(q z(xm.))l>6.

Com argumento anterior, podemos escolher m2 tal que

todo j > m

n

n
l

n

n

n

para 2

do n--»

Por indução, podemos escolher i.nteiros n.i e m.i tais que
n. . n

IP(q J(xm.i.l))l> 6 e ljq J(xk) l IS 1/2J para todo k : mj

Agora, pelo lema anterior, se Ê é um i.ntei.ro positivon., .Ê+l

qualquer, com respeito a sequência (q JLxmj-l))j:2t+l existe
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21, tal que
. !,.+ l

uma sequência (Xj)j:21'+l ' IÀj

2Ê+l n

t'',::i.: *, « ''
(*) .5 ( ,/Ü l

Agora
n.

desde que q J(x)
n. -. n

q j-l(x) + qnJ(f) para todo
j -i

xcT, podemos escrever

22+1

j=zl'+i

2t+l n. . ll ll 2t+l n.

: '::'.:*,."'':'\-? * jll..: .'(i.:''b-:'

Afirmamos que

2t+l n/

:'...:*; .,''""j-:
< 1 + 4.c.0

De fato

n
j-l(xqj mZ j -ija2 +1

2t+l .l,+l

'z IÀj i/zj'l 5 l
j=z'+l

áÊ': «,
Agora, comrespeito ao vetou 'E À:q.J (x. )

: j =21+l j -l "'j -l

considero sequências

.l,+l

CYj)j:2t+l definidas por

B . : À .J J
n.

e
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en.
J

(vetar da base)
n

-"j-: "j-:?
se

Y
J n

J (xq )n ml l n.

q.l-l(x.j.l) # 0n

qnJ
J

se

(x )

'j - l

'2 "+ 1 ,

E claro que os vetores Y.i tem suportes mutuamente dis-

IY.ill : l para j=ZI'+l,
.Ê+l

Portanto a seqUênci.a (Yj)j:2t+l pode ser completada a

um sistema de bloco normalizado em relação ã base (e.i) . Observa-
mos ainda que

21'+1 n. 2Z+l

',' ,:;'.: *,'«!.:'*«:-:' : ,:;'*: ', *,
.!.+l

(b) a projeção q. . não altera o vetou

juntos e

2

(a) é claro;

(b) basta veria.car que a projeção
tor

altera o ve
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"2'.]
-.;t''

n

''21'+l

'":. '"",P

Desde que .n o > 2~ segue-se que
2

q (Y21+l) : Y21+1 ' consecluentement

2R'+l 21'tl

q:.\:2''1 j vj) : j :l l j j

Pela propriedade (T), temos

.t+l

.:;'.: '. *. : :'*:::::',:' ','
Portanto qualquer que seja o

7P,+l .

(Xmj-l) 5 1 ' 4 c.0

Como o poli.nõmi.o P é m-homogéneo contínuo, segue que

.l,+ l

IP( E X:qJ(x.))ISllPll(1,4c.0)m,qualquer

/

e

l escolhido, temos

e

"2'.1

n
j (x ) ) l «q

m
j -i
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que seja o l escolhido, logo, uma contradição com (+)

4.3.3 - ]!gJllg: Seja T o espaço de Tsireltson. Então todo polinânio

PcP("'T) , atinge sua norma num ponto da bola uni.teria e fechada
U. de T

Prova: Seja pcp(mT) e llPll=supÍIP(x)l:llxllS I'\ , logo existe
L J

uma sequência (yj) na bola UT' tal que IP(y.i) l converge para
l P 1 1 quando j --------, m

Como T é reflexivo, existe uma subseqUência de (y.i) ,dg

notada ainda por (y.i) tal que y.i converge fracamente para um el.g

mento y de UT (Ver Taylor (21] - teor. 4.41-JB)

Seja AeLs(mT) tal que A=P, então

P(xj).- p(y) : P(yj-r'v) - p(y): E (T)

Para cada k=1,. .. ,m a ap].icação

xeE ---------, Cm) A xk ym-k é pm polinâmio k-homogéneo con

m.k
y

tÍnuo.

Desde que y.i-y pelo lema anterior segue-se que

m-ky
--"-"-' o para k=1 , . . . ,m

] '+ "

consequentemente

p(yj )
J >

Portanto P atinge sua norma no ponto ycUv
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Como consequência do teorema 4.13 e do lema 4.3.3 opte
mos o teorema

4.3.2 - Teorema:: Seja T o espaço de Tsirellson. Então o espaço
P("çr) é reflexivo para todo i.nteiro m.

Qb.!sJ.)i.aç.ãg: Se (ei) é base de Schauder para T, então pelo teor.9
ma 4.2.2 os monõmios formam uma base de Schalider para p(mT) , pa-
ra. cada m inteiro.

Cojnentãrios

(a) R.Aron mostrou que ,P(m2n) é não reflexivo para todo intei
ro m,p com m> .B > 1. Em consequência disso, um espaço de

Banach reflexivo E para o qual p(mE) seja reflexivo para
todo m, deveria pelo menos ter a propriedade de não conter

os espaços Zn como subespaços fechados, propriedade esta
satisfeita pelo espaço de Tsirel)son

(b) R.Ryan (1117)) termina sua tese com o problema: exemplo de

um espaço de Banach reflexivo E, de dimensão infanta para

o qual o espaço P("'E) seja reflexivo para todo m. O teore

ma 4.3.2 mostra que o espaço de Tsirel)son é um exemplo.
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CAPÍTULO ,5

APLIcAÇõEs ln-Lll';BARES INTEGRAIS E

NUCLEARES EM ESPAÇOS LOCALb'TENTE CONVEXOS

$ 1 - Preliminares

E denota um e.l.c. separado e F um espaço de Banãch

5.1.1 - !!sÊi:!!i!:s.ge: (a) Dizemos que uma aplicação Tt:L(mE,F) é

Pietsch integral se existir uma vizinhança V de 0 em E, convexa

e equi.li,brada tal que

TcLpl (mEV ' F)

(b) Dizemos que uma aplicação TCL(mE,F) é nuclear se

existir uma vizinhança V de 0 em E, convexa e equiJ.ibrada tal que

Tc:LN(mEV'F)

Agora, se l//(E) é um sistema fundamental de vizinhanças
convexas e equili.budas de 0 em E, escrevemos

Lpl(mE,F)=V!)J'pl(mEV'F) e LN(mE,F)= Uf,.LN(mEV'F)
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S. 1. 2 - Definiç.:io : Um subconjunto K de um e. l.c E é cham3<lo um 

~mpacto-estrit o se existir um subc onjun to B de E, convexo, e-

quilibrado e limitado tal que K est~ contido e é compact o em E
8

• 

Seja (x ) uma seq U~ncia em E convergindo para O. Deno­n 
tamos: 

I' n ( X ) ={ ; À . X 
)(, 1 n n=l n n 

5.1.1 - Teorema ((19)): Seja E um espaço de Banac h (ou Fréchet). 

/ Dado um c ompact o K e E existe uma sequência (x
11

) em E com 

./ 11x11 11 ->- O e tal que 

K e r (x ) = 
n 

/. 
5 .1. 2 - Teorema ( ( 3)) . Todo espaço de Banach que é um dual se- · 

par3vel tem a PRN. 

5.1. 3 - Teorema ((14)). Seja E um e .l. c quasi-completo. 

Então são equivalentes: 

(i) 

(ii) 

E ' é um espaço de Sc hwart z . 
c 

Todo compacto de E é um compacto estrito. 

5.1.4 - Teorema ( (10)) . Seja F um espaço de Banach . Se existir 

uma topologia localmente convexa e separada, T, sobre F, tal que 

a bola unitária e fechada UF de Fé T- compocta então Fé um dual . 

5.2 . 1 - Proposição: Seja E um e .l.c. quasi- completo onde todo 
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compacto é estrito. Seja (xn) uma seqLlência em E tal que xii-'-' 0

Então o conjunto L=1'l, {xn} é um compacto de E e o espaço de Ba
nach E é separãvel

Prova Provámos que o conjunto um compacto de E

Desde quelx.:n=1,2...}U{0} é uln compacto de E pela
hipótese, existe um subconjunto convexo equilibrado e li.matado B

de E ta] que {Xn:n=]. ,2...} U {0} esta contido e é compacto no es-

paço de Banach EB' Afirmamos que xl= 0 na topologia de EB: Supo-

nhamos que xn--# 0 em EB' .logo existe c > 0 e uma subseqUência

(xn.i)i de (Xn) tal que l lxnil IB ?l E para todo i

Uência do compactoÍxn:n:1,2.';.}Ul0}
ia convergente para algum ponto

).i tal subseqUência, .portanto
iJ

Em consequência da inclusão EB----.-> E ser conta.nua se
topologia de E.nague que x 0n

l J

Como (x. ) é uma subseqUência da seqUênci.a original

(xn)n' convergente a 0, segue-se que xo:0, contradição, uma vez

que l lxn::l IB >- E: para todo j, portanto xlÍ-"+ 0 em EB

Peia teorema 5.]..1,rt.(xn) : r(Xn) ou seja rl (xn) é
um compacto de EB e consequentemente um compacto de E.

].]

Provemos agora que o espaço EL é separavel

Suponhamos que o espaço E seja sobre o corpo dos reais

(a demonstração se adapta facilmente ao caso complexo) .Desde que

L é um compacto (convexo e equilibrado) de E, EL é um espaço de

  Como (Xn.)i e uma seq
  l  

de EB' (Xn.)i tem uma subseclUênc
  l  
de {x n n=1,2. . .} U {0} Seja (Xn

x }n. x E: {x :n=1,2o n ' } u{ o}
iJ    
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Banach

Seja 1) o conjunto:

r N N

' :t «:: '" *« : .:: I'«l :«}

Seja.xcl, c>0

Logo para cada n c ]lq , exi.ste r.c:lQ

c/2n e os rn escolhi.dos de modo que

+

IÀ.l e po''
que

tanto E lr. < l
n=l

Consideremos o vetou xD

modo que EN+l l nl < E: e porto

sendo N escolhido de

xID c D.

para n )' N então

l .-r«ll:Z...i IÀ 1 ( 2' , 1'go
E l À r En nn=l n=l

x'xD :nEI (Xn'rn)Xn c: 2€1 ou seja llx-xDlll S 2 E

Provámos então que o conjunto enumerável D Õ denso na

bola unitária L de EL' Consequentemente o conjunto enumerãvel

{r.xl):rcQ é denso em E. , ou seja E, é se
D IJ '

parãvel

9112.Slygçap: No lema anterior o espaço Eí. tem a P.R.N.,de fato:

desde que L é um compacto de E, pelo teorema 5.1.4 o espaço de

Banach EL é uln dual. Como EL é separãvel segue-se pelo teorema
5.1.2 que E. tem a P.R.N
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5.2.1 - .!.gglÊ111g: Seja E um e.l.c e /'uma base de vizinhiulças con

vexas e equili.budas em E. Se (EV)b tem a P.R.N para toda v cXT'

então Lpl(mE,F) = LN(mE,F) , para todo inteiro ]n e qualquer espa-
ço de Banach F

Prova

2

U2

A prova seta feita no caso m=2

Seja Tt:Lpl(2E,F) , então existe Vc/tal que TcLpl(2EV'F)

Se EV ê o completado de EV então T admite extensão Única T per-

tencente a Lpl('EV'F), e além disso se

'r(x,y) : l<x,'p> <y,@> d G(4',p)
U

onde U é a bola unitária e fechada de (EV)b:(EV)b com a topolog.i

a w*, T(f,yA) = Í <Q, > <9' @> d G(+,@) a mesma medidaG

De fato: se Í, 9E:EV existem sequências (Xn) e (yn) em
EV tais que Xn----- í e yn-----"> y

Desde qtle (T(xn'yn) é uma sequência de Cauchy eln FJ de-
f in i. mo s

T(i,y) = lim T('\'yn) e é claro que esse li.mate ande

pende das sequências (Xn) e (yn) escolhidas.

Provámos que TeLpl(zEV'F)

q'(;,}):i:= T(x.,y«):i!:l J«x.,'b» «y.,@» d GW,®
U

Agora
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J «xn''b»«yn''p» aG(4',q') - .l":Í',Q»«ya,@> dG(+,q')u' u'

1: («x.,'b''y.,W» - «;,+»«9,@» )dG($,1')
ut

Em consequência, como G é de variação limitada, temos

IT(x«,yn)-J «í,+*9,0'.dC($,ü) l l<(1 lx.-íl ll ly.:.l l*l IÍI ll jyn-91 1) IGI Cu:l)
U

Portanto

llm T(x.,yn) ': J' «Í,+»«9,@»dC(+,q') ; 'i'(í,9)

T c: Lpl('EV'F) , como (EV)b : (EV)b e (EV)b tem a P.R.N

lo teorema 3.2.1 segue que 'T E LN(2EV'F), consequentemente

T c LN('EV'F.) e portanto T E LN(óE,F)

U2

, P!

5.2.1 - .Çg.!o]ã]io: Seja H um e.].c quase-comp]eto ta]. que todo

cotnpacto é estrito. Se E = Hj: então E possui uma base de vizi

nhança ?' tal que (EV)b tem a P.R.N. para toda V e0''

Prova: Seja U = Ko vizinhança de zero em E, sendo K um compacto

convexo e equilibrado de H. Pela hipótese segue que K é um :com-

pacto de um espaço de Banach HB para algum B, convexo,equilibra-
do limitado e fechado de H. Logo existe uma sequência (Xn),X--' 0
em Hn tal que
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Seja L = 1 (Xn)HB : I'l,:(Xn) , logo pela proposição 5.2.1,
um compacto de HB (e portanto de H) e 111 tem a P.R.N. Seja
Lo c KO = U , mas

L

V

('":']].. : ". ]OaO

tem a P.R.N

5.2.2 - Corolário: Seja H um e.l.c quase-completo tal que todo

compacto é estrito. Se E á H. então
+

Lpl(mE,F) = LN(mE,F) para todo inteiro m e qualquer
espaço de Banach F

/

Prova: Pelo corolãfi ' anterior E possui uma base /'de vizinhan-

ças tal que (EV)b tem a P.R.N. para toda V c: \P'} para concluir
basta aplicar o teorema 5.2.1

5.2.2 - Teorema: Seja E um espaço de Schwartz. Então E possui u

ma base 'U de vizinhanças convexas, equilibradas e fechadas, tal

que (EU)b tem a P.R.N. para cada U e /U,.

Prova: Pela definição de espaço de Schwartz, dada uma x'i.zinhança

convexa equi.librada e fechada V de zero, existe uma outra vizi

nhança convexa, equi].ibrada e fechada IV de zero tal que a aplic.g

ção canónica EIÍ-----» EV é precompacta e portanto a inclusão

CE*)Wo é compacta
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Segue então que V' é relativamente compacto em (E') ..

Como (E')lÍo é um espaço de Banach, existe alma sequência (+n) em

(E*)Wo' 'bn"' O, tal que Vo c l (On)' Seja i. = r(+n) ; rZIC+n)'
Pela preposição 5-2.1, L é compacto em CE'),.,o e (E')LHT' u

ê separãvel.

Seja U=Lo c E. Como L é limitado em (E*)..o' temos que
U=L' absorve }V e portanto, U é uma vizinhança Cconvexa, equili-
brada e fechada) de zero em E.

W

Como L é compacto

(E'",aCE'',E)).
logo L é compacto em

Temos que L É; a(E*,E)-:fechado e segue do teorema dos

bipolares que Uo = Loo ; L, portanto (E*)L:(IE*)..o é um espaço. de
Banach dual. separãvel, logo com a P.R.N. Como 'Vo = L temos que
U-l.O c VOO-V. Assim toda vizinhança de zero V contem uma vizinhan

ça.convexas equilibrada e fechada U de zero em E tal que

(Err)}. : (E'') . tem a P.R.N.
Ü-

S.2.3 - Corolário: Se E é um espaço de Schwartz então

Lpl(mE,F) = LN(mE,F) para todo espaço de Banach F.

Prova: Pela teorema anteri.or E possui uma base de vizinhanças 'tl.

tal que (EU)bb tem a P.R.N. para toda U c'U , basta agora aplicar
o teorema 5 . 2 . 1 .

Exemplos de e.l.c ande todo compacta é compacto estro
10

Espaços de Fréchet
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Espaços de Silva

Espaços que são limites indutivo limitadamente re-

troativo de espaços de Banach. (ver blujica (lq )
Espaços satisfazendo a condição de convergência de

bíackey estrita(Ver btuji.ca(!$1)

Além disso, observantos que o teorema 5.1.3 (Messe t140 )
dã uma caracterização dos e..l.c. onde todo compacto écompgcto es
trito: se H é um e.l.c. quase completo, ente.o são equivalentes.

(i) Hc é um espaço de Sch\fartz.

(ii) todo compacto de H é um compacto estrito

Q!!:s!)!igçêzz: A seguir demonstramos um caso particular do corolá-

rio 5.2.2 cuja demonstração é inteiramente di.gerente e in(bpendeB

te daquela dada no corolário 5.2.2. Embora o método de demonstra

ção usado neste caso particular seja totalmente diferente daque-
les usados no capítulo 111 e por conseguinte daqueles usados nes-

te capítulos até o momentos vale dizer que o resultado deste caso
particular foi a motivação de todo o estudo desenvolvido no cap.l
tulo lll

5.2.3 - Teorema: Seja E um e.l.c. quase-completo onde todo com

pacto é compacto estrito. Então, temos

PPI (mEc) PN(mEc) para todo inteiro m

Prova: Faremos a demonstração para m:2.übservamos que é sua.cien-

te provar a inclusão Ppl(mEc) c PN(mEc). Seja Q É: Ppl(mEc), logo
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Qc:Ppl(m(E*).o) para algum compacto K convexo e equilibrado de E
Portanto Q tem a representação

(1) Q(+): Í <x,4'>m dU(x) onde u é uma medida de Bo-

TeI regular sobre K,e observamos que a bola unitária e fechada do

dual l(n*) .l é exatainente o compacto K

K

Desde que o compacto K é um compacto estrito,

I'll(Xn):L para alguma sequência (Xn) em E convergindo a .zero

Definindo uma medida Íi sobre L por

T(A) ; }l (A n K) , vemos que

Q('}) ; l <x,4'>m dÜ

A medi.da de BoTeI regu]ar Ü define uln funci.ona] ].inear

T sobre C(L) (esp. das funções contínuas sobre L) dado por

(2) T(f): l f(x) d0'(x) feC(L) , alémdisso nota

mos que T(+m) = Q(@) para todo +t:E*..

Da equação (2) segue que

L

C2') IT(í)IS IÜI(L) llíll. , ll lILnormadeC(L)
Agora, se PE:Pf(mE), P(x) : .Í. 4'T(x) então para xcl pg

demos escrever :
J

P(x):P( E:À.x.):jEI ' :,;: '.!: *«','*.',"

e notamos que
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n=tl n 'Pj(Xn)l « " para j = 1,...,r

Portanto a série

nl'.nm l nm+j(Xnl)''''}(Xnm)

(nEI Xn$j(xn))'" para qualquer arranjo dos produtos

nl'''Xnm 'bj(Xnl)''''bj(Xnm)' Em consequência P(x) se escreve co-

r

P(x):jEI nl'..,nm Ànl'''Ànm 'bj(Xnl)

todo x c L.
/

Ago-a, desde que À. '. 'Àn.'bj(xn:)

é abso].utamente convergente para cada j = 1...r, então

r
P(x) X. . . .X. E' 4):(x,. )

nl

todo x E: L.

Pela fórmula de polarização, temos:

i m ' lP(x):.].E..n "l''' nm j:t 2"h c.: tlel'....'bj('lxn:''''" *t. ):
l<i<m

-m

:«:.?.-. *«:''jxn. )h ::: : : ::'

E À .

nl'..nm nl

converge pÉlra(

mo

l j :l ln
m

m

pata

para

+ XC IÀnr m nl
E +m (

me
m j:t

P
EÀ Clm 2m.m: E:-= t l11

l
.. , (:: r":'l'rTq
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s que ã (cl Xnl+''+em Xnmlc L e

+ em Xnm) '"''' 0 quando nÍ' m

i : l

Agora consideramos o conjunto

li(Cixni+''+c:mxnm) : ci:t i' nie ]N' IS iS

podemos escrevo-lo como uma sequência (yt)t ç. -N onde yte L

ra todo k e yli--'' 0 quando k---> m

Portanto é vãlidci escrever

L

IX.IS l

s !e SP:' lpQPI 5"P lpll

Então, em particular, segue da equação (2') q
m

T(P)l 5 I'iÍI (L) B-- stop IP(yk)l sendom: k

k) -----'> 0 quando k--F m

m

i'i' : :«' i-'*' i': -Jh .;=',.,l

suP
Xn)ctl 'j:

«:..«.l*-:'.*....l s:plpOPI :

lNo t amo

m

e

]

ue se
E)PcPf(

P(y )que

«}

P4

À.l)"I sup ip(yk)l S
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Agora consideramos o espaço quociente narrado

Pf(mE)/ll 111 e a aplicação

PC:Pf(mE)/ll lll-''"'-' (P(yk))k:l c
C

0

A apli.cação esta t)em definida e é uma isometria. Portar

to o espaço Pf(mE)/l l l IL é lsométrico ao seguinte subespaço de
co

co(Pf) ) )P(yk k;l P c: Pf(mE )

Segue então que a restrição do funci.onal T ao espaço

Pf(mE) , admite uma extensão contínua T sobre o espaço Co

Agora, observando que c+o : ll' existe (Bk) em ll tal
que para todo (ak) temosCE 0

) )T((a E Ba k kk j :i

Em particular, se (l eE*, $mepf(mE) temos que

+m : (4)m(yk)) c co(Pf) e portanto

. m

T( '#m(yk))) :T(4'm) =kEI Bk4)m(yk)
E (E*) 0L

Q c:PN (m(E ' ) )0L

Q(+) para todo onde

ykc L c' logo ou seja
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$ 3 O Dual do Espaço (p(mE) , to)

Temos o seguinte teorema

5.3.1-.!9911111g: Seja E um e.l.c. quase-completo com a P.A. Então

os espaços Ppl(mEc). e (p(mE) ,.ro )' são i.somorfos.

Prova: Seja QCPpl(mEc) , portanto Q se escreve como

Q($) m<x,+> dl' ( x)

para algum compacto convexo e equilibrado K de E e U uma medi.da

de BoTeI regular sobre K

Seja B c: Ls(mEc) tal que Q = B

Pela fÕrmulà de polarização, temos:

/

B ($ ]. , . . ,'} m)
l

2m m: :.:::.: ':'l
em Q(el'>1' . ' ."m$m)

l
E cl C

(cl$ 1(X) 'hm
2 m; cl K

E:m'bm(x))m dU(x)

2'k 'i l . ('l+l(x)'...".$.(x))"ldu(x)K

$.(x)l m(x) U(X)

Pela propriedade universal do produto tensorial, exis

te uma úni.ca aplicação linear S, S:L.r(mE)=E+ ® ... 8 E* -----> C
tal que



98

S('b18 ... e'bm) ; B(+l'...,$m)

Se PcPf(nE), P:.iEI +m , seja ÁGIL:(mE) tal que A = P

Agora definimos uma aplicação T sobre Pf(mE) por

T(jEI 'bj j:ITGP") : jEI S('bj® ...«'j) : j:I B('bj''''''bj) : j:I Q('bj) :

r
E

j:i <xi'bj>m du(x)
K

; .bm(x)) du(x)
j:i 'J ' '' ' ' '

K

Em consequência T esta bem definida e linear sobre Pf(mE) e
além di sso temos :

T(P)l S lula(K)llPllK para todo PE:Pf(mE)

Desde que Pf(mE) é denso em p(mE) para a topologiaZa
(ver Mujica (15)) , podemos estender a aplicação contínua T de mg

negra Única à todo o espaço p(mE) e portanto TcCP(nE), bol'

Reciprocamente, seja TcEP(mE)., ro)* então existe um com

pacto K de E e uma constante c > o tal que TCP)l S c llPllK p.g
ra todo PE:P("'E)

/

Consideremos agora,o espaço C(K) de todas as funções con

tÍnuas sobre K a valores complexos, munido da norma do supremo

em K

Pela aplicação restrição PE:p(mE) ---- IKcC(K) PO
demos considerar o espaço P("'E) como um subespaço de C(K)

Agora, pelo teorema de Hahn-Banach, existe T uma eç

tensão de T à C(K), tal que IT(í)l S c ljfllK para toda fcC(K)
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rP - W - W n= V W=-

dida de BoTeI regular p sobre K tal que

f(x) du(x) para toda fcC(K) , cola
K

Pelo teorema de Re Riesze existe)

IT l l IU l (K) =llTllK

Desde que T
'f(mE) 'f( 'nE )

m du(x)
K

se + e E* , defina

mos uma aplicação QT sobre E* por

QT(+) ; T(+m)

Portanto a aplicação QT é um polinâmio m-homogéneo sg

bre E*. Além disso, temos IQT(q')l < cl l+mllK' ou sej.a

QTc:pPI'("'E*c)

Qbã9.11:as99: O isomorfismo do teorema l é estabelecido pela apli
cação:

(P(mE) To) * ------", PPI (mEC)

T ----+ QT ,, QT('}) : T(Óm)

O isomorfismo acima é algébrico, mas considerando a to

pologi.a forte em (P(mE) , To)* e uma topologia conveniente sobre

Ppl("'Ec), obtemos um i.somorfismo topológico entre os espaços,com

algumas hipóteses adicionais sobre o espaço E.
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