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CAPITULO l

INTRODUÇÃO

Em geral, a seqüênci.a XI'X2,..., gerada na simulação de
um sistema e correlacionada e, portanto, para construirmos in-

tervalos de confiança para a medi.a U dessa seqiiência é funda-

mental substituirmos as técnicas estatz'sti.cas clássicas por
métodos que levam em consideração a estrutura de dependência
entre as observações

Algumas aproxi.mações têm sido utilizadas como, por exem-

plo, agrupar as observações eln blocos aproximadamente indepen

dentes e, em segui.da, apli.car os métodos clássicos

Um procedimento semelhante, o método de réplicas ,consis-

te em gerarmos rodadas independentes da simulação de maneira

tal que as observações sejam aproxi.madamente independentes e
identicalnente distribuídas , e utili.zarmos os métodos clássicos

para construirmos intervalos de confiança para U

Uma outra maneira, o método regenerativo,é utilizado quan-

do o processo simulado tela a propriedade de rei.ciciar-se pro-
babilisti.cadente em uma seqijênci.a de i.nstantes aleatórios. As

observações entre instantes de regeneração sucessivos forlttam

blocos de variáveis aleatórias i.ndependentes e identicamente

distribuídos, e a partir daí procedemos como nos métodos clãs

l



SICos

n.Le]n axsso tem s].ao consJ-gerados métodos de analise de

séri.es temporais, que podem ser no domi'nio do tempo,o qual a-

justa o .processo de saída da simulação a um modelo auto-regres-

sivo de determinada ordem (Fisllman, 1978), ou no domínio da

freqüência, supondo-se que o processo simulado tem di.stribui-

ção estaca.onãria e, que em regime estacionário, pode ser re-

presentado por um processo estocãstico de segunda ordem (Hei.-
delberger â IVelch, 1981)

Como a literatura nesta área é bastante extensa, iremos

neste trabalho nos restringe.r ã analise no domínio dafreqüên
cla

No Capítulo 2, abordamos inicialmente alguns conceitos
fundamental.s sobre a anãli.se espectral

No Capítulo 3, estimamos a variância da média antostral a-

través do quociente do estimados do espectro nafreqüência ze-

ro pelo tamanho da alltostra. A estimação do espectro na fre-
qüênci.a zero foi feita de duas maneiras: pri.meigamente foram

considerados os esticadores espectrais suava.zados de covariân-

ci.a para di.ferentes janelas espectrais e fi.nalmente utiliza-

]nos a técnica proposta por Heidelberger ê IVelch, que consiste

elB ajustar o logaritmo do periodogralna médio a umpolinõinio de

determinado grau, e neste caso o esticador do espectro nafre-
qüencia zero seta o intercepto da função de regressão a.justa
da

Ainda neste capítulo apresentamos algumas aplicações ,que

\



consi.steJll na sintulação de uma fila I'l/M/l, com tempos entre clle-

gadas exponencialmente distribuídos com parâmetro À =4,0 e tem-

pos de atendimento também exponenci.almente di.stri.bul'dos com pa-
râmetro u =5,0. Na simulação deste processo gerimos então os

intervalos de confiança para o esticador do espectro na fre-

qilência zero, através dos qual.s foi possível analisar avaria-

bilidade entre os está.dadores propostos.

Foram também construz'dos intervalos de confiança para a

média L do número de clientes no sistema, a partir dos quais

calculamos as probabilidades de cobertura para a})lbos os moto
dos.

Para isto implantados um programa de çoJnputação em lin-

guagem Fortran, no qual utilizamos algumas sub-rota.nas do pa-

cote ll\lSL do CCE-USP. Uma delas foi. a FFTRC, que calcula a

transformada discreta de Fourier através do algoritmo de Coo-
ley-Tukey (ver Apêndice)



CAPTTUL0 2

CONCEITOS BÁSICOS DA TEORIA ESPECTRAL

2. 1 - 1 NTRODUÇAO

Neste capítulo trataremos brevemente de alguns fundamen

tos básicos da analise espectral, definindo ujn processo esta

cástico, função de densidade espectral e algum-LS estimadores es

pectrais clássicos, os quais serão utilizados nos próximos ca
pl-tulos

2.2 - DEFINIÇOES

DEFINIÇÃO 2.2.1 - Seja T unl conjunto arbitrário. Um processo

estocástico é uma família X =lX(t,u) ,tÉ;T,coÉ;QI tal que para ca-
da tÉ;T, X(t,u) é uma variável aleatória definida num espaço de

probabilidade (Q,F,P) , a qual denotaremos, no que segue, si.m-

plismente por X(t). Se T for finito ou infinito enulllerãvel,

temos uln processo estocástico a parâmetro di.screto. Se T for

um intervalo de R = (-",+m) temos um processo estocãstico a pa-
râmetro contz'nuo

Observamos que para cada u fixo X(t) é uma realização ou

trajetÕria do processo estocástico (série temporal)

DEFINIÇÃO 2.2.2 - Um processo estocãstico X(t) , tÉ;T é di.to es
4



tritalnente estacionári.o se

P[X(t].+t) eTI 'X(t2+t) eT2 , .. . ,X(t::+t) eTn]

P[ (X(tl) eTI 'X(t2) eT2 , . . ' 'X(tn) eTn] ,

quaisquer que sejam tl <t2 <... <tn' teT

DEFINIÇÃO 2.2.3 - Uln processo estocãstico X(t) , teT. é dito es-

tacionário de 2a ordem (ou estacionário de covariância) se e
s omente s e

i) E[X(t)] =p, constante para todo teT
ii) E[X'(t)] < m, para todo teT

iii) CovEX(t) ,X(s)] é uma função apenas de t-s, tÉ;T e s.É;T

Sem perda de generalidade irelltos supor U : 0 e ente
cr evemo s

0 es

Y(k) cov[X(t) , X (t+k) ] EEX(t) X(t+k) ] , (2 .2 .1)

onde y(k) é denomi-nado função de autocovariância do processo

estacionãri.o de 2a ordem, tendo as segui-ntes propriedades

i) 'Y (0) > 0

ii) 'Y (-k)

ii-i) I'v(K) l É 'r(o)
iv) 'y(k) é positi definidava ou seJ a,>

N N

i l j :l : j'v(ki-kj) 2 0 ,



qual-squer que sejam cll ,a9, )miNI i'Lulneros reais e ,h.''-

TEOREbIA 2.2.1 - Se o processo, co)no defi.ni.do em (2.2.3), tem

função de autocovariância y(k) , então y(k) pode ser represen-
tada por

y(K) : l e:"kdP(u)/ - oo

( 2 . 2 . 2)

onde P(u) é unia função não negativa, não decrescente, limita

da e denominada função de distribuição espectral

TEOREMA 2.2.2 - Se X(t) é um processo estacionário de 2a or

dem, então esta associado a ele um processo Z(u) de incremen

tos ortogonais e X(t) pode ser representado na roTIna

x(t) : l eJutdZ(u) ( 2 . 2 . 3)

onde Z(u) é tal que

i) EZ (u)

ii) E IZ(u) I'

ÍdP(u) , se
iii) EdZ('«) dZ (À) : .l

1 0 , se u # À

Se P'(u) :p(u) , ou seja, se P(u) é derivãvel,então (2.2.2)
pode ser escri.ta da forma

'Y (k) .i«kd., m <k <m ( 2 . 2 . 4)



onde ])(u) é a função de densidade espectral do processo X(t)

Se y(k) é absolutamente integrãvel, então p(u) pode ser repõe
sentado como a transformada inversa de Fourier

P(u) y(k) e'lkwdk, m <w «m. (2.2.S)

As expressões (2.2.4) e (2.2.5) constituem as relações de
Irei.ner-Khintchine, as quais formam a base da analise harln8ni-
ca

A importante contribuição da função de densidade espec
trai para a analise de processos estacionários de 2a ordem sur

ge do fato que p(u) contém infortnações a respei-to da composi

ção da variância do processo

TEORES.IA 2.2 Supondo que

l I'vh) ld: ««,

o espectro p(Q) definido por (2.2.5) é limitado,.não negativo,
uniformemente cónti'nuo, par e pedi.Õdico de período 2x

Colho p(u) tem perz'odo de 2ü, basta considerarmos wC(-v,lí)

e representarmos p(u) no intervalo (0,lr) , pois ele é par

Consideremos X(t) , tÉ;Z um processo estocásti.co estaca.o-

nãrio de 2a ordem, discreto, substituindo os limites de inte-

gração de (2.2.2)

r(k) : J p('i)e:"kd.«, k€z ( 2 . 2 .6)



e se y(k) ê absolutamente sontãvel

l«a) l ««l

então

P(u) iuk
y(k) e2lí k=-ç-

.«e ( - T , T) ( 2 . 2 . 7)

PERIODOGRAMA

Consideremos agora X(1),X(2),...,X(N) observações de um
processo estaca.onário de 2a ordelit. Então a transformada de

Fourier fi.nata desse processo é definida por:

N

>l X(j) e':"J
j :l

onde T: tem período 2v e T:m = TN

TN
U < .« <m (2 .3.1)

Portanto, basta considerar uC;(-v,v)

i-las freqiiências de Fourier, dadas por

e TN
U seta calculada

2vn
un : "'R',

então (2.3.1) fi.ca

-l!:-- }l X(j)e 'j
2vN j:l

Substituindo (2.2.3) em (2.3.2) , temos

)TN C 2 . 3 . 2)



TNn =' J'ü exujdz(u)e'zunjj

T

T
N e ("'"n)jdZ(.)

j

T

A (u-mn) dZ(u) ,
T

onde IACu-un)lz é o núcleo de Féjer, e portanto comporta-se
colllo uma função delta de Dirac quando N -» m (ver Fi.gueiredo,
D. Guedes, 1977)

Logo

'[i,:i'] : '],:'-H

J" J" A~(«-«.)AN X-":PE]dZ(«)dZO)]

lv IAN(u-un) I'EEjdZ(u)I'],

para

Do Teorema 2 . 2 . 2 temos

E [lTNI'] : ]" IAN(«-«.)I'p(«)d",
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p(u) contínua

Passando ao limite quando N -> o

E [IT~l'] : p(«),

poi.s para N grande un se concentra em torno da origem e p(u)
tende a fi.car constante poi-s é muito pequena nesta região

Logo, a estatística T: nos conduz a um esticador assin-
toti.camente não viciado para p(u) , expresso por

1: = 1T:l' = ---J:-- j=1 (j)e' nj. 2

denominado periodogratna

DISTRIBUIÇÃO ASSINTÓTICA DO PERIODOGRAbm

TEOREbIA 2.3.1 - Seja X(1) ,.. .,X(N) observações de um processo
estacionãri.o de 2a ordem, normal e com média zero. Então as

variáveis aleatÓri.as TN são assintoticamente independentes e

com distribuição aproximadalllente normal complexa com média. ze-

ro e variância p(un) se n "0,.2 e N(0,P(un)) se N :0,;

Supondo as condições do Teorema 2.2.1 bons i detemos

T: = Un - iVn'

onde
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''2m j:tx0)' ':".jn

e

V ; ---.L j:lXO)'e"«.j

Como Un e Vn é uma combinação linear dos T:. Então tam.
bént são assintoticajnente independentes e normais com média ze

. . P(mn)
ro e variância -------.9í::--. Por outro lado de (2.3.3) te)nos

N

:: : lu.-'".I' : uli'''"â

Os Uâ e Vn dividido por -------2-- tem di,stribuição aproxi

madamente Xz. Logo 1: é proporcional a um X2s ou seja

:: ' iliii;iii :: : :i i
Observamos que o pedi.odograma tem as seguintes proprie

dades:

n ii" Ei: : P("n)

ll) lim Varl: = pz Un

lll) lj.mm C'v(l:,iT) : 0,



1 2

EST 1 14ADORES S UAV l ZADOS

Da expressão (2.2.7) uln estimados natural de p(u) seta

obtido substituindo y(k) pelo estimados' viciado, baseado nas

N observações, definido por

l O . lkl > N-l
çQ)

. N-lkl
X 'EX(t)-ÍJEX(t+jkl)-i], jkl gN-l

(2 .4 . 1)

onde X é a média ailiostral, a qual, sem perda de generalidade

podemos supor igual a zero, logo (2.4.1) fica

N-.jkll X(t) X(t+jKI)N t:l
kl É N-l

( 2 . 4 . 2)

kl > N-l

'Y (k)

Um estimados não viciado de y(k) seta obtido se substi-

tuirmos N no denominador por N-jkl , porém este esticador tem

um erro médio quadrãti.co maior do que o estimados definido em

(2 .4 . 2)

Logo, estimando-se p(u) por

P( .«) e'Juky(k) ( 2 . 4 . 3)

Pode-se demonstrar que este estimados coincide com o pe

riodogralna e, portanto, tem as mesmas propriedades

Com o objetivo de eliminar a inconsistência do período

grama, de ntaneira que se conserve as outras propriedades, va
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mos ponderar a função de autocovariância c, conseqüenteinente,

a transformada de Fourier de ?(k) ponderada seta denominada

estimados suavizado de covariânci.as, dado por

p 0o) : --2Í- k-.me'J'cokhb{(k)y(k) (2 . 4 . 4)

onde, para um inteiro b4 <N a seqüência de pesos hM(k) , k
tl,t2,.. . tem as s.eguintes propriedades

i) O $hM(k) É hl.{(O) : l

ii) hM(-k) ; hl.l(k) , para todo k

i) hM(k) : O, jkl >b{,11

0 ,

[ Z . 4 5)

onde M ê denominado ponto de truncamento ou ''lag .number'', a

função peso hM(k) é denominada ''lag window'', e a transformada

de Fourier de hM(k) é denominada janela espectral, dada por

nM(") 2x k:>1«e'JukhM(k) (2 . 4 . 6)

De (2.4.5) segue-se que

i) nM(-") HI.l(u) , para todo u

ii) l n.,(n)du = l ( 2 . 4 . 7)

Logo como p(w) é transformada d

(k) .?(k) ,

podemos obter p(co) através da convolução das transformadas de

doFourier produtoe ]
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Fourier, ou seja

pC'ü ) J nM("-D lnN(À)dÀ (2 .4 . 8)

n[P(")] : J %í(u-À)EE]:(À)]dÀ : J HM('o-À)p(À)dÀ. (z.4.9)

e

Substituindo a i.ntegral pela soma de Riemann

.N.LxJ

p(") : ''#-- -Eb7.-J M("'"»)t=(«J (2.4.iu

mias como

* .:.},«.'«.'
HM(u)du

para qualquer função l{(u) real, silllétrica, periódica e tal que:

N[g]
)

H U
VN-l

[ ]2

1 ,

temos que o está.lnador dado em (2.4.4) é assintoticamente equi.
valente ao estimados
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';:
$(«) >1 n(«-«Ji: (2 .4 .1 1)

denominado está.]nador suava.zado de pedi.odograma

2 .5 - LARGURA DA FAI XA

A partir da covariãncia assintÓtica entre os esticadores

suavizados nas diferentes freqiiências, pode-se demonstrar que
(ver Jenkins e IVatts, 1969)

. f'ü,. r ll .

Vares(")] : p'(")'-f l H&(a)dad-- IT
( 2 . 5 . 1)

Seja h(k/I'{) :hM(k) , tal que h(À) :h(-À), 0Éll(À) Éh(0) : 1,
XI < 1 e pela relação de Parseval

nã(a)da :2v >l h' (k/b{)
k ; - b{

f .L

h' (k/M) = i\4i h: (x)dx = l
;-1

Varlp(u) ]: p'(u)-F ( 2 . 5 . 2)

onde --gÍ mede a redução da variância de acordo com a janela es
pectral utilizada. Um parâmetro i.Importante dos estíinadores sua

vazados ê a largura da base de uma janela retangular que for

neceria a mesma variância que a do esticador suavizado por u

ma janela espectral nâo retangular, ou seja

2 C.«)
N
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Portanto

l
l (2 . 5 . 3)

(x)dÀ

A Tabela 2.1, a seguir, relaciona algumas janelas espec
trais e suas respectivas larguras de faixa, (Jenkills G IVatts
1968 ,. P. 252)

TABELA 2 . t

Fun se

M

Janela espectral
(H

M

'1

N

sen2xuM
2M

íuMretangular 2M
N

1 . J.ls:L. l kl É H
Ba rtlett

0 ,667-}

l+c
2

Turkey
k l çl'{

-oo < U < m

OBSERVAÇÕES - 1) Ã medida que l\{ aumenta di.minui a largura da
faixa

iiJ A variância do estzmador espectral suavizado ê inver-

samente proporcional ã largura da faixa. Assilll, a uma maior

largura da faixa esta associada uma ]nenor variância, entretall-

to, auljlentando a largura da faixa tambi;m aumentará o vz'cio do
es timador e vice-versa
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Vantagens de se traballlar no domínio da freqtiÉ;ncia

i) Se a sequência é altamente correlaci.onada, o periodo-
grama é aproxi.mudamente não correlaciol-Lado;

ii.) não precisamos conhecer a distribuição das variáveis
a serem transformadas;

iii) a distribuição do periodograma é conhecida



CAPITULO 3 

ESTIMAÇÃO DO ESPECTRO NA FREQUÊNCIA ZERO 

3. l - INTRODU ÇÃO 

O no sso objetivo é estimar a variincia de um processo es

tacion~rio de segunda or dem utili zando o estimador 
espectral 

na freqü~ncia zero, denotado por p(O) • 

Pod emos fazer is s o de duas maneir as : através do estima

dor cspcctra l st1avizado de covad ância (ver (2. 4 . 4 )) ou considerando 
0 

espectro uma f un ção suavizada na regi ão pr6xima de zero , e em 

seguida aplicar as técnicas de regressão. Neste caso ,o espec

tro es timado na freqüência zero s erá o int ercep to da f unção de 

r egressão aj ustada . 

Suponh amos que ;:i. s imu1 açã.o gera uma amostra X(l ), ... ,X(N) 

de um proc esso estacionário de segunda ord em . Se ja a função de 

autocovari ânc ia como def inid a em (2.2.1) e sup onhamos qu e e la 

scj a absolutamente somável. Seja X o es timador da média l1, da -

do por: 

1 N 
x==N z:xcjJ~ 

j == l 

(3.1.1) 

Tendo em vista que nos sa seqüência é corr elacionada é ób

vio que a voriincin dei seri expresso em termos do função de 
-18-
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covarl-anciã, ou sela

. N N
a:(i) : -Z- >1 >1 cov(X(i),X(j))

N: i;l j ;l
( 3 . 1 . 2)

Supondo p :0 e sabendo que y(-K) =y(K) , a soma daexpres
são (3.1.2) fi.ca

N N N N
>l >1 cov(X(i),X(j)) X(i)X(j)t

i:l j :l i;i j ;i

N-l -l
Nv(O) ''' >1 (N-K)'v(K) -'" >1 (N-lKI)'v(K)

K:l K:-(N-l)
N-l
>l (N- IK 1) 'v(K)

K; - (N-l)

. N-l

.'(R): i K:.(N-i)((N'jKI)/N)'v(K)
(3 . 1 . 3)

De (2.2.7) e (3.1.3) e como y(K) 1 < '., temos

li)n Na' (Í)
N-+m

Y(K) 2vP (0) ,

ou seja

.'m : .êlq:Fo- ( 3 . 1 . 4)

Portanto, para N suficientemente grande, para estilnarmos

a2(R.) necessitamos apenas estilllar p(0) , o espectro nafreqüên-
cia zero.
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3.Z - ESTIRADOR ESPECTRAL SUAVIZADO DE

COVARIÃNCIA NA FREQUÊNCIA ZERO

No capítulo anteri.or, o estinlador espectral dado por (2.4.4)

foi definido por

p(u) : % .:.W-De' "'hMa)'Ía),

onde hM(K) é função peso,

< .« <m (3 .2 .1)

n}4(u) : 2L- K >1 hb{(K)e':'üK

ã respectiva janela espectral e

N-jKI
'v(K) : l& t>ll'EX(t)-i.]EX(t+lKI)-i], IKI ÉN.-].

ê a função de autocova amo s tra lriancia

(3 . 2 . 2)

( 3 . 2 . 3)

. M-l

p(o) : 'ãh' K:.(M-l) M(K)'v(K),

espectro ponderado na freqüência zero.

l\lostraremos, a partir de (3.2.3) , que

(3 . 2 .4)

'NI .,''"''\

N-*m]im -27 EEy (K) -y(K) ]
P(o) ( 3 . 2 . 5)

e

iii= -ê nrpu) 'p«) ] -P(O) HM ( O ) ( 3 . 2 . 6)
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onde 111.,1(0) é obtido de (3.2.2) p

Então

,,-- . N- IKI
E['v(K)] : 'Ê >1. 'E[X(t)-iJ[X(t+lKI)

ara u

KN

l

KIN

E [ (X(t) -P
t;l

KI
E[ (X(t)

t:l

l
N (R-p)) (X (t+ l K l ) -p- (R-u) ) ]

l
N u) (X(t+ l K l) -u) ]

2NEER-ut' + (N- IKI)EEk-ul2 l

r(K) -a'(X) '' Jht a'(R)

v(K) -a'(i.) ' -JN (a'(i) - y(K))

Então

-2E E['v(K)-'r(K)] : -:â ''(i) ''-Jz. (.:(R)-v(K))

Supondo que as autoco\raTiâHci&s converge3n para zero e de

(3.1.4) , temos que

ii:« .2g E['çi©-'vK)] : -pw)

Substituindo(3.2.4) em(3.2.6) temos
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il!= ; EEPN) -;(ãl ]

~-li« m E L]i- K:-w-DhMw)vK) -'2} .:-(l-nh" ©'rK)]

" K:-3 '.)"«K)'à= 4 ':ça)-*a)'
De (3.2.5) temos

. bÍ- l

(M-l) MCK)(-P(o)) : -P(o)nM(o), '" seja

nEp(o)] : p(o) -'àt p(o)uMco)

O estimados p(0) tem dois vTciog, um devido à suavização

e o outro devido ao processo de covariâncias

Assumindo-se que o vício da suavização é desprezível
(Fishman , 1978) , i.sto é

P(o) : P(o)

Então

nEpCO) ] p(o) -4f p(o)uM(o) pN) ]: -# "«u)]

Corrigindo o vício, temos que:

P(o)
l -4g n.(o)

P(o) :
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ou seja

; 1 .'2Í\;lãÍ''; *:.(L-:,«.K) )

De (3.14) temos

a ' ( i:)

Então

p'ã : iL:.({.«,»"K)m)l l -ãf nMH)

l

Das funções peso descritas na Tabe]a 2.] as janelas espec
trai.s correspondentes, calculadas na freqüência zero, são da
das na Tabela 3.1, abaixo

TABELA 3.1 - Valores das janelas na freqiiência zero

Janela Função peso l HM(0)

Retangular l, IKI < M . 2M-'l-

Bartlett l--lãl, IKI <M --;lÍ

««.* {Ú-*«;Hll, i«l «« -â

3.3 - REGRESSÃO NO PERIODOGRAFiA

Col)}o foi visto no capítulo anterior, o periodogralna é as

sintoticamente não correlacionado, não viciado e com variân
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cia p2(u)

Portanto, a aplicação das técnicas de regressão direta-

}nente no periodogratna se torna illadequada por dois motivos
(llei.delberger G IVelch, 1981)

i) A i.nconsistência do periodograma;

ii) A forte assimetria de sua distribuição (ver Figura l).

Então se tomarmos o (log llY) , podemos facilmente mostral-
atravês da técnica de transformação de variáveis que

i) EElog (lil)t = log p(i) - 0,577, 0 <n <;;

ii) VarElog(1:)] = 1,645;

i) CoyEl-og(1:), 1og(11:)3 : o, n *m

)

11 (3 . 2 . 1)

Entretanto, a pesar de termos a variância constante, ob-

servamos através da Figura 2 que a distribuição dolog(il!) tem
uma forte inclinação negativa (ver Figura 2)

Felizmente a incli.nação negativa pode ser reduzida pelas

médias sobre os valores adjacentes do pedi.odograma antes de
tomarmos o logaritmo.

Seja

J(fn) : log

onde

fn :
4n-l

2N ' . «« «#. ( 3 . 2 . 2)
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OBSERVAÇÃO Supondo normalidade

[INZn-i)+i(Zn)] /2.

tem di.stribuição X(4). A distribuição do log(Xã) é mais simé-
trica do que a distribuição do ]og(X$), (Bart]ett G ](cndall,

1946) e J(fn) tem as seguintes propriedades

i) E[J(f.:) ] : ]og P(fn) - 0,27

ii) VarIJ (f..) ] = 0 , 645 ,

iii) CovIJ(fn),J(fm)] = 0, ]] #m. (3 . 2 . 3)

Através do gráfico 3 notamos a diminuição da variância e

a ausência da inclinação negativa, ou seja, J(fn) é bem ajus-
tado pela aplicação do método de regressão para está.mar p(0) ,
Cver Figura 3)

3. 3.. 1 - Aj ustamento

Consideremos o seguinte modelo

Xcl t

onde Yi :J(fj.) +0,270, i:l,... ,K, e os c:i
não corxelacionados e com variância 0,645

Supondo normalidade, E(e:):0, Vi
Xcl, onde

K, são)

,K, então E(Y)



[Y -Xcl]'EY -Xct] = Y'Y - 2cl'X'Y +a'X'Xcl

x'xã ; o

(X'X)& = X'Y, se existe (X'X)'l

(X'X)'lX-Y

(&) ; (X'X)'lX'E(Y) : (X'X)'l(X'X)c-

loro,

E(âO) : aO ; log p(0)

Seja E a matriz de covariâncias de &

n[a - E(a) ]Eâ - E(a) ] '

(X'X)'l'X'EYlt(X'X)'l X'Y - (X'X)'

(X' X)'lX'E[Y-E(Y) ]EY-E(Y) ] 'X(X' X) 'l

(X X)'lX'Var(ci)IX(X'X)'l = 0,645(X'X)'l

l

]
Então

como

E

lx= E[(X'X)'iX'Y



30

Var(âO) : 0,645S00(K,d), (3.3.1.1)

onde S00(K,d) é o primei.ro elemento da matriz (X'X)'l

Segue então que

âO : N(log p(0) ;a') ,

onde az = 0,645S00(K,d)

(3 . 3 . 1 . 2)

DEFINIÇÃO 3.3.1.1 - Seja X uma variável aleatória positi.va, e

definimos Y = li-t X. Se Y tem distril)unção normal co]n ]nédia ]l
e variância a2 , então X tem distribuição lognormal com

eU az/2 e Var X ; e2U+2az

Logo e ' tem distribuição lognormal, coill:
a

(.log p(0) +a:/2 elos P(0).ea'/2

p(0)ea /2

e21og p(0)+2az

( 3 . 3 . 1 . 3)

p(0)+a'

[p(0) ] 2 [ e2a2 ea ] CS . 3 . 1 .4)

De (3. 3. 1 . 3) , temos

P(o) T(K,d).ea0

é aproxi.mudamente um está)Dador não viciado de p(0) , onde

T(K,d) = e'a /2
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e de (3.3.1.4) segue que

Vara;"Íi'bJ:ET(K,d)]'varre o]

e'cízEp(0)]zEe2a2-eaz] = [p(0)]zEea -1] (3.3.1.5)

Então o coeficiente de variação de p(0) é definido por

E[P(0) ]

C2 ; eaz.l

:w) X; -'-
P(o)

( 3 . 3 . 1 .6)

A escolha dos parâmetros K, o número de pontos usados no
ajustamento, e d, o grau do polinõmio, seta analisada através
da Tabela 3.2, onde obtivemos elupiricamente os valores de C2
para K e d

T/\BELA 3.2 -Quadrado do Coeficiente de variação de p(0)

3 4

1 ,535 5 ,199
o ,óz9 l 1 ,356

0,254 l o ,444
o ,15õ l o ,264
o ,1 1 3 l o ,187

Observa)uos que a variância de p(0) diminui. à tnedida que

d decresce, e para um K grande temos unia variância pequena

Embora uln d graJide se adoptaria melhor àcolnplcxi.dado do

0,199
0 , 1 1 2

0,054
o,035
0,026

0,567
0,288
0,129
0,083

0,061
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espectro, olhando para o gráfico da Figura 3 é razoável pen

salmos num polin8mio de grau 2 .

Logo, e]]] nossa aplicação, um K grande e uln d pequeno se
rão considerados

3 .4 - APLI CAÇÕES

Os resultados foram obtidos baseados na simul-ação da se-

qüência .lxt' tà01 do número de clientes no sistema em uin pro'
cesso M/M/l, coJn tempos entre chegadas exponencialmente dis-

tribuídos com parâmetro À =4,0 e tempos de atendimentos tam-

bém exponencialmente distribuídos com parametto H = 5,0, resul-

tando em urna taxa de ocupação p ;0,8

A simulação deste processo nos permite observar X(t) , o

nÚn\ero de clientes no sistema, continuamente. boas, por coH\rC-

niência colTiputacional, é desejável discretizar XCt) em enter-.

valas de tempo At igualmente espaçados

Entretanto, se certos cuidados não forem tomados no pro'

cesso de amostragem, o espectro estimado através dasérie dis-

creta pode ser bastante diferente do espectro da série origi--
)ial

Isto acarreta um problema na determinação do intervalo

amostral, onde a amostra col-tsiste de observações X(t) nos ins-

tantes At, 2At,...,NAt

Neste caso, a Inalar freqiiência observada é Tr/At, deno-

minada freqiiência de Nyquist
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Entretanto, se o espectro de X(t) não se anula para fre-

qiiências maiores que lr/At, é i.mpossÍvel distingui.rjnos entre

frcqüênci.as ]lo interva]o [0, ü/At] e freqtiêllcias que estão fo-
ra. deste i.ntervalo

Tal fenómeno é denominado ''aliasing''

Logo, toda freqüência u ta] que wÉ[0,v/At] tem um a]i.as

neste intervalo, denominado ali.as principal

Uma ntaneira de se evitar o ''a]iasing'' é esco]her At ta].

que o espectro poe massa zero em frequências mai.odes que a fre-

qüência de Nyqui.st

Em nosso exemplo analisamos At a partir de uma aproxima-

ção teórica do espectro para ullla fila M/lvl/l, obtida pool'lorde
(Morse , 19 55)

Construímos o gráfico de p(Q) (ver Figura 4) , onde nota-

ntos que a maior freqüênci.a observada ocorre na frequência lí,o

que nos ]eva a uln i.nterva].o amostral At = l

Para gelar os intervalos de confiaJtça foram utilizados os

métodos de réplicas e de blocos

O método de répJ-i.cas colasiste em gerar Ê rodadas indepen-

dentes de simulação caIR n observações eln cada uma,sob as ines-

]nas condições iniciais e usando-se seqiiênci.as diferentes de
números aleatórios

l)ellotolnos por

servaçoes

,Ê; j ; l,.. . ,n, ob
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Designamos Xj a média da i-ésima réplica, dada por

Ri' " j::xij'
,t (3 .4 . 1)

e a média geral por

{ :i:*:. (3 . 4 . 2)

Sej a ti (n) E(Xi) , i : l , ,R, e notemos que

U (n) --- H quando N ---+ m

FazeJldo uma aproximação que cona.êste em supor os X-i in-
dependentes e identicalllente distribuídos com distribuição nor

IRAI pode-se aplicar o Teorema do Limite Central paraconstruir

uln intervalo de confiança para H, com (l-ct)9o de confiança que
seta dado por

(x
a' (R) ' t(t-] , ].-cl/2) ' (Ê-l,l-a/2)) (3.4.3)

Baseado no estilllador espectral visto anteriormente,o es-

ticador de 27rp(0) seta denotado por â = 2vp(0)

De (3.4.3) , um intervalo de confiança para a média u ê

dado por

(x t (R.-l ,l-cl/ 2) ) (3 .4 . 4)
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onde

z«Í8) , Ó'a') : '} .IÍ.'$:1Ü') . (ã')i:l

é o estilnador espectral da i-ésima réplica (l Éi $ Ê)

Os intervalos de confiança para m, ãtTa\rÕs dos quais po

dereiltos observar a variabi.lidade dos esticadores espectrais en
tre réplicas, são dados por

(â üsâ/.''r''tCR,.i l.a/2)) ( 3 . 4 . 5)

onde

sá ; .[L :E:Ü:

O valor teórico de u foi deter)minado através de integra-

ção nujnérica de y(K) por Duket, (Duket & Pritsker, 1978), e

para uma fila h{/NI/l cola À = 4,0 e H = S,0, u assume o valor 361

A Tabela 3.3 apresenta os resultados de 10 rodadas desi.-

mulação de colnprilnento N =1.024 cada uma., onde foram gerados
intcT\ralos de confiança para co e para a média L =4,0 do níilne-

ro de cl-ielLtes no sistema., com coeficiente de confiança 90%

A partir da Tabela 3.3 podemos observar os seguintes fa-
tos

i) grande variação de â entre réplicas para ambos os mÕ

todos
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ii) Para os esticadores suavizados de covariância notamos

a presença de um vi'cio negativo para todos os valores

de õ (são ]nenores que 361), independentemente dajane-
la escolhi,da e do b{ utilizado

iii) Para o ajustamento polino)miai obtido pela regressão ob-
servamos que os intervalos, os quais realmente contém

u, apresentam menor variação entre réplicas

iv) Verificou-se também tina redução de 75% no tempo de com-

putação para o método da regressão em relação a uti-

lização das jallelas espectrais, fato que já esperáva-

mos devido às soillas sobre funções de autocovariância
quando um bl grande é escolllido

O outro método utilizado na geração de intervalos de con-
fiança foi o método de blocos, que consiste em obter-se lona Ú-
nica rodada de simulação de coJnprinlento N, e então dividir as

observações ejn 2 blocos, com n observações em cada unl.

Interpretamos X.i dado por (3.4.1) como a mé;dia das obser-

vações do i.-ésimo bloco, e então Í dado por (3.4.2) ser:íamé-
dia das médias dos blocos

Sul)tenhamos que para n sua.cientemente grande os X.i são
não correlacionadas.

A iLproximação adotada aqui consiste em supor que os X; são
normaltnente distribuz'dos , e portanto independentes

Sol) essas mesmas condições e interpretando a2(X) por
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TABELA 3.4 RESULTADOS DA Sl14ULAÇAO PARA BLOCOS

Es t i ma do r Desvio
Padrão

si

Intervalo de 9D% de
confiança para média.L

Espectral Inferior Superior

0,196
0 ,16 1
o,1 15
o,135

3,340
3,688
3,804
3,706
3,479
3,774
4,0 1 1
3,456

3,988
4,2ZZ
4,185
h,15&

Janela

Retangula r
(M o,153

0,087
o,050
0,338

3,983
4,06Z
4,178
4,574

0,165
0,1h9
o,196
o,139

3 ,391
3,708
3,671
3,700
3,417
3,633
3,759
3,59Z

3,937
4,202
h,3 18
h ,160

Janela de
Bartlett

(M o,190
o,173
o,z03
0,256

h,0h4
h,z04
4,430
4,438

o,168
o,146
o,z07
0,139

3,385
3,71h
3,652
3,699
3,h00
3,620
3,745
3,586

3,942
h ,197
4,337
4,160

Janela de

Tukey
(14 0,200

0,180
0 21 2
0,260

h .:.'.'2
h,Zt6

0,250
0,255
0,294
0,195

3,251
3,534
3,509
3,608
3,225
3,40Z
3,46h
3,682

h,077
4,376
4,q80
h,252

Regressão
(d

(K:50) 0,306
D:31Z
0,381
0,202

4,237
4,434
1+,725
4,348

vuu u \ v rx\fElv Os dados dessa tabela foram obtidos a
través dos programas listado
dica

no Apen
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21r]) ( 0 )
z '

a fórmula (3.4.3) nos dá uln intervalo de confiança para a mé
dia H colll (l-a)9o de confiança

Comparações entre réplicas e blocos foram feitas por Law,
(Law , 1977)

Para este método realizamos uma Única rodada de compri-

mento 11.000, utilizando a mesma sequência de números aleató-

rios para os diversos esticadores. As 1.000 prin\eiras observa-

ções foram desprezadas com a finalidade de eliminar os efei.tos
da fase transitória

As N :10.000 observações restantes foram divididas elll 200

blocos de compl' imento n = 50

A tx+tulo de ilustração apresentamos na Tabela 3.4 os oi

to primeiros intervalos de confiança de uma sequência de 200

intervalos gerados para a média L do número de clientes no
sistema com ni+vel de confiança de 90%

. Observallos aqui uma melhora significante nos intervalos

de confiança para L enl relação aqueles gerados no metido an-

terior (ver Última coluna da Tabela 3.3)

Finalmente geralnos 200 i.ntervalos de confiança sob as mes-

mas condições anteriores e, para cada un} deles, f.oi verifica-
do se ele realmente continha o valor teórico de L ou não,ob-

telldo-se as seguintes pl'obabilidade de cobertura apresentadas
na Tabela 3.5.



41

TABELA 3.5 - Probabilidades de cobertura

Est amador Espectro l

Janela Retangular
Janela de Tukey
Janela de Bartlett
Regressão

Prosa b i l i dade
de cobertura

o ,7z}
0,86
0,87
0,98

' b-& xv Os dados dessa tabela foram obti.dos
através do programas listados no A--
pêndice

Com estes resultados podemos concluir. que o método da re-

gressão se adapta melhor aos problemas de simulação.Quanto aos
outros irá depender muito da escolha de urna janela espectral

adequada, restando ainda o problema da elevação do tempo de

computação , citado anteriormente

A baixa cobertura da janela retangular pode ser justifi
cada devido ã própria estrutura da janela, pois elasubestima

p(0) (devido às altas ponderações nos extremas

Para maiores detalhes consultar Duket ã Pritsker (1978)
e lleidelberger G IVelch (1981)
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