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SUMARIO

Sabe-se, especialmente pelos trabalhos pioneiros de Pasch
(1882), seguidos pelos de Peano (1889), Hilbert (1899) e Ve-
blen (1904), que a Geometria Ordenada pode ser o ponto depar-
tida para a construgao das Geometrias Afim e Absoluta. A par-
tir destas Ultimas, edificam-se as Geometrias de Euclides e de
Bolyai-Lobachevsky. A Geometria Ordenada originou—se da inves-
tigagao de um nicleo de proposicoes comuns as Geometrias Afim
e Absoluta. Verificou-se que a idéia central desse nucleo era
a de "estar entre'", implicitamente empregada por Euclides.
Foi Pasch o primeiro a estudar em detalhe um sistema de axio-
mas baseado nessa idéia de ordem.

E nosso propdosito, nesta dissertacdo, discutir as bases
da Geometria Ordenada, apresentando-a de um modo sistematico
e didatico. Sdo feitas duas axiomatizacdes da mesma (uma de-
las pela primeira vez estudada em detalhe neste trabalho) ,pro-
vando-se a sua eqiiivalencia. Em seguida, sao apresentadas a-
plicagoes e estudados alguns resultados sobre a meta-teoria
desse tipo de geometria. .

Para finalizar, ainda € desejo do autor fazer justica a
poténcia e beleza das técnicas envolvidas e, em geral, captar
algumas nuances fascinantes inerentes ao tema.
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SUMMARY

It is known, especially from the pioncer work of Pasch
(1882), followed by those of Peano (1889), Hilbert (1899), and
Veblen (1904), that Ordered Geometry can be the starting point
for the construction of the Affine and Absolute Geometries.
Beginning with these last, one can build up the Geometries of
Euclid and of Bolyai-Lobachevsky. Ordered Geometry had its or-
igin in the investigation of a nucleus of propositions common
to Affine Geometry and Absolute Geometry. It became clear that the
central idea in these propositions is that of 'betweenness',
which was used implicitly by Fuclid. It was Pasch who first

studied in detail a system of axioms based on this idea of order.

It is our purpose, in this dissertation, to discuss the
bases of Ordered Geometry, presenting it in a systematic way.
We give two axiomatizations of this geometry (one of which is
studied in detail for the first time in this work), and prove
their equivalence. We then present some applications and study

some results about the meta-theory of this type of gcometry.

Finally, it is also the author's wish to do justice to
the power and beauty of the techniques involved,and in general
~to capture some of the fascinating nuances inherent to this
theme.
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CAPITULO I
INTRODUCAO

§1.1 - OBJETIVOS

O objetivo deste trabalho é estudar os fundamentos daGeo-

metria Ordenada atraves do conceito de ordem(l), Este concei-

to recebe sua primeira apresentagao formal com Moritz Pasch
(1882) e desenvolve-se com o0s trabalhos de Peano (1889), Hil-

bert (1899) e Veblen (1904).

Nesta dissertacio investigaremos a axiomatica da Geome-
tria Ordenada, onde o conceito de ordem € aplicado. Ointeres-
sc do trabalho torna-se patente a quem quer que compartilhe
conosco a conviccdo de que nao ha adequado estudo de Geometria

sem a cuidadosa consideragao de seus fundamentos.

Com efeito, desde as publicagoes das obras dos autores
acima citados, sabe~-se que a Geometria Ordenada pode ser tomada
como fﬁndamento comum das Geometrias Afim e Absoluta,e destas
por sua vez, podem-se obter as Geometrias de Euclides e de Bo-
lyai-Lobachevsky. S0 a consideragido desses fatos torna imedia-

tamente claro a extraordinaria importancia que adquire a Geo-

(1) -No decurso deste trabalho, quando nos referimos ao termo "ordem", es-
tamos adotando o uso que esse termo tem em geometria (exceto nos ca-

sos em que, pelo contexto, claramente se possa constatar que se tra-—
ta de outro uso).

-1-
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metria Ordenada na area de Fundamentos de Matematica.

Dai, nosso proposito nesta dissertagao: discutir as ba-
ses da Geometria Ordenada e apresentid-la de um modo sistema-

tico e didatico.

0 contetdo, em linhas gerais, tem sua pauta no classico
artigo de Oswald Veblen (1904), intitulado "A system of axioms

for geometry" (E19])(2)(que ¢, essencialmente, a tese de dou-

toramento de Veblen).

Passamos a descrever os principais assuntos por nos tra-

tados.

No Capitulo I, de cardater introdutorio, incluimos além
disso, uma digressao historica sobre a geometria que estu-
damos, observando-se especialmente a genial caracterizacao da

nocao de ordem por Pasch.

O Capitulo II consiste na apresentacao da Geometria Or-
denada através de um primeiro tratamento axiomatico (Axioma-
tica I). O sistema de axiomas empregado € devido a Veblen ([19]).
Os tGnicos conceitos primitivos sao ponto e a relagao ternaria
“estan entrne' (betweenness). Sao estudadas as principais proprie-
dades dos segmentos e retas. O capitulo conclui com a obten-

cdo da relacao de '"precedencia' em uma reta.

O Capitulo III compreende dois paragrafos. No primeiro,
¢ feita uma segunda axiomatizacdao para a Geometria Ordenada

(Axiomatica II). Os elementos de um conjunto (reta) sao, nes-

(2) - Ao longo desta dissertagao, [n] e a abreviagao que convencionamos
para as obras citadas. Titulos e dados completos encontram-se naBi-
bliografia.



sa axiomatica, ordenados especificando-sc uma relacao binaria
chamada "precedéncia'. Um conjunto conveniente de axiomas C es-
colhido para o desenvolvimento da mesma. Varias proposicoes sao
estabelecidas e o paragrafo termina demonstrando-se a cquiva-

16ncia das Axiomaticas I e II.

No segundo paragrafo, sao estudadas outras nocoes tais
como plano, semi-plano e espaco, bem como as suas principais
propriedades de incidéncia. Tais conceitos e propricdades ser-

vem, tambem, de base para as questoes do Capitulo IV.

0 Capitulo IV & dedicado as aplicagdes. Sao estudados dois
teoremas, hoje classicos na literatura matematica: o Teorema
de Sylvester e o Teorema de Jordan. Os dois problemas tratados
neste capitulo nos deixam ver, de forma cristalina,que varios
conceitos geométricos usuais dependem, na realidade,apenas das

propriedades de ordem e constituem portanto teoremas da Geo-

metria Ordenada.

Finalmente, no Capitulo V, sao abordados alguns resulta-
dos metageométricos. Sao introduzidos os Axiomas da Continui-
dade e das Paralelas. Obtemos as Geometrias de Euclides e Hi-
perbolica. Discute-se, também, a categoricidade da Axiomati-

ca I e faz-se uma indicacdao de como se obter a Geometria Or-

denada n-dimensional.

Como em muitas das areas da moderna matematica, os fun-
damentos da Geometria Ordenada sao formulados na linguagem da
Teoria dos Conjuntos. De maneira que, para aliviar nossa ex-
posicdo, empregaremos, consclentemente, alguns abusos de lin-

guagem, a maioria de uso corrente na literatura matematica.



A Bibliografia € sucinta; limita-se ao essencial para

uma visao panoramica dos assuntos tratados.

§1.2 - NOTA HISTORICA

Uma analise atenta do sistema de postulados sobre os quais

Euclides se baseou no seu famoso ''Os Elementos', faz ver que
- - . - . - ~ . . ~

ai ha muitos apelos a intuigao em definigoes e demonstra-

¢oes. Uma dessas definigdes — por sinal, famosa — e a seguinte:

"Uma reta 6 uma linha que jaz por igual (ex £son) entre

suas extremidades“(S).

A iddia essencial que estd por tras da definigdo & a de
"estar entre'" (betweenness). Tal idéia, ainda, subjaz em um
significativo nicleo de proposigoes comuns as Geometrias Afim

e Absoluta.

Estes fatos sugerem considerar '"estar entre" como concel-
to primitivo, de maneira que, por exemplo, a definigao de seg-
mento de reta, ficaria sendo 'o conjunto de todos os pontos
entre dois pontos dados'. Foi Pasch quem ecm 1882 observou, ma-
gistralmente, que a Geometria de Ordem podia ser desenvolvida
sem fazer referéncia a medida. E interessante notar que a no-

cao de ordem era praticamente desconhecida antes do scéculo XIX.

0 sistema de axiomas de Pasch foi gradualmente aperfei-

¢oado por Peano (1889), Hilbert (1899) e Veblen (1904).

Para o desenvolvimento da Geometria de Ordem, varias a-

(3) - ¢f. [10], p. 153. Euclides empregou,ao que tudo indica,o termo ''re-
ta" para o que hoje conhecemos por '"segmento de reta',



xiomaticas (ainda que, evidentemente, nao com esse nome), fo-
ram propostas e estudadas na época. Mencionaremos, de forma
breve (apenas a caracterizagao da geometria da reta),duas de-
las: a de Pasch-Peano e a de Vailati, que diferem nos seus con-

ceitos primitivos e nos axiomas.
Passemos a descrigdo do sistema de Pasch-Pecano.

Consideram-se, neste sistema, dois conceitos primitivos:

ponto e "estar entre''.

Se a, b e ¢ sdo tres pontos e se ¢ esta entre a e b, di-
zemos que ¢ esta em ab, ou ¢ pertence a classe de pontos ab.

A classe ab obedece, de acordo com Peano, aos seguintes pos-

tulados:

I. Os pontos a ¢ b sao distintos.
II. Se a e b sao distintos, entao existe um ponto entre
eles.
ITI. Se c esta entre a e b, entdo ¢ também esta entre b e
a.

IV. a nao esta entre a e b.

Antes do quinto postulado, uma definicao: se a e b sao
distintos, entdo a'b & a classe de todos os pontos ¢ tais que
b esta entre a e c. Similarmente, b'a € a classe dos pontos d

tais que a esta entre b e d. Posto isto, retornemos a enuncia-

gao dos postulados.

V. Se a e b sdao pontos distintos, a'b contém pelo menos

um ponto.

VI. Se a, b, ¢ e d sdao pontos, e c estd entre a e d, eb es-



g ta entre a e ¢, entdo b csta entre a e d.
VII. Se b e ¢ estao entre a e d, entao b esta entre a e c,
ou ¢ idéntico a ¢, ou estd entrec ¢ e d.
VIII; Se ¢, d pertencem a a'b, entao ou ¢ e d sao identicos,
ou ¢ estda entre b e d, ou b esta entre a e d.
IX. Se b estd entre a e ¢, e ¢ esta entre b e d, entdo c

esta entre a e d.
Passemos, agora, ao sistema de Vailati.

Neste sistema, consideramos uma classe K de relagoes (que
vem a ser um conceito primitivo). Se R & uma relagao da clas-
se K, R define uma reta-p; precisamente p ¢ o dominio de R.A
reunidao dos dominios das relacodes pertencentes a K chamaremos

de 'corpo'.
Os axiomas requeridos neste sistema sao como se segue:

I. Existe uma classe de relacdes K, cujo corpo é defini-
do como sendo a classe dos pontos.

II. Existe pelo menos um ponto.

Se R & um termo de K, tecmos:

My

ITI. aliorelativa, isto &, para qualquer x, temos xRx.

-

IV. R°1 & um termo de X (onde R™! denota a relacao inver-
sa de R). |
V. R? = R (onde R? =RoR (composigao de relacdes)).
VI. p (dominio de R—l) esta contido em p (dominio de R).
VII. Para quaisquer dois pontos a e b, existe um termo S de
K com aSb.

VIII. Se a e b sao pontos de p, entao temos aRb ou bRa.



Naturalmente, como foi dito acima, tais axiomas (tanto no
sistema de Pasch-Peano quanto no de Vailati) caracterizam a geo-
metria da reta. Em ambas teorias, se podem formular definicoes
convenientes de reta, plano e espagos (para isto, evidentemen-

te, acrescentam-se os axiomas necessarios).

Bertrand’Russell assevera em [17], Capitulo XLVI, que os
dois métodos assim descritos sao igualmente legitimos e, sob
o ponto de vista matematico, nao hi distincdo entre eles. A-
lias, tal geometria assim considerada, foi por ele denominada
de "Geometria Descritiva”(a). Aqui cabe uma observacao termi-
noldogica: Russell ndo foi feliz ao escolher tal denominacgao.
Claramente, o uso dessa expressao levaria a inevitaveis ambi-
gliidades, uma vez que "Geometria Descritiva" ja tinha outro
significado que nao o de Geometria de Ordem. Hoje, é mais a-
ceita a denominagdo devida a Artin ([1]) (p.73) de "Geometria

Ordenada', que &, alidas, a que empregamos neste trabalho.

As questoes acima sobre a legitimidade dessas teorias,
ou de elas serem ou nao distintas, e, ainda, a possibilidade
de uma abordagem rigorosa da Geometria de Ordem,foram,em nos-
so século, paulatinamente elucidados, e hoje € possivel o tra-
tramento dessas questGéS de forma clara e precisa. De fato, o
sistema de axiomas de Veblen ([19]) caracteriza de modo claro
e rigoroso a Geometria Ordenada. Este método de conceber o as-
sunto leva a uma notavel simplificacdo, e combina proveitos

dos dois métodos anteriormente descritos. Tambéem as idéias de

(4) ~Para um desenvolvimento mais detalhado dos sistemas vistos, bem como

sobre a '"Geometria Descritiva', de Russell, consultar as obras [(17]
e [20].



Vailati se apresentam, hoje, de forma precisa, no que chama-

mos Axiomatica II.

A eqiiivaléncia entre ambas axiomaticas nos diz que as no-
cdes primitivas de uma delas sdo definiveis em termos das no-
coes primitivas da outra, e os axiomas de cada uma sao dedu-
tiveis dos axiomas da outra. Por conseguinte, temos que todo
modelo de uma & modelo da outra, e, reciprocamente. Assim, o0s

dois estudos abstratos decorrentes sao, na realidade, o mesmo.

Consideremos, agora, o espacgo cartesiano E, cujos E-pon-
tos sao todas as ternas ordenadas X =(x1,x2,x3) de nUmeros
reais. Para quaisquer E-pontos X, Y e Z, colocamos [(XYZ £ Se»
e somente se, X, Y e Z sao distintos e d(X,Z) =d(X,Y)+d(Y,Z),
onde "d" € a distancia usual de R’, ou seja, se X =(x1,x2,x3)

e Y =(y;,y,,¥3), entao

3
Q)

1:

- - 2
d(X,Y) = (x.-y.)
]
1
(onde as operacodes entre nUmeros reais sao as operagoes usuais).
Pode-se mostrar, sem dificuldade, que a interpretagao E-pontos
e [XYZ]p ¢ um modelo para a Axiomatica I. Ve-se, por conse-
guinte, que nossa geometria € consistente se a analise o for,
isto €, a questdo da legitimidade da Geometria Ordenada recai

na da analise.

Os trabalhos de Pasch, Peano, Pieri, Hilbert, Veblen e
outros, sao ainda, responsaveis pelo alto grau deaperfeigoa-
mento 16gico de um procedimento de grande importancia em ma-

tematica: o método axiomatico. A Geometria Ordenada, apresen-

'



tada neste trabalho, constitui-se em um ecxemplo por excelen-

cia da aplicacdo de tal método.

Este fato, junto com as observagoes anteriores, implica
que nossos estudos estao sujeitos, naturalmente,as limitagoes
inerentes ao método axiomatico: com efeito, por exemplo,o teo-
rema de Godel se aplica a axiomatica da Geometria de Euclides
~vista em §5.3, e nos diz que existem proposigoes nessa geome-
tria tais que, nem elas, nem suas negacoes, sao demonstraveis
na axiomatica em apreco (se essa geometria for consistente).
Além disso, €& impossivel formalizar uma prova de consistencia
da axiomatica em questao tendo por base tdo somente essa mes-

ma axiomatica.

Como €& natural, transcederia ao escopo e a natureza des-
ta dissertacao qualquer discussao dessas questoes deordem 16-

gica; limitamo-nos a registra-las.



CAPTTULO II
0 SISTEMA AXIOMATICO I

Apresentamos, neste capitulo, a Geometria Ordenada atra-

vés da Axiomatica I, que passamos a descrever.
§2.1 - INTRODUGAO

Na exposigdo da Axiomatica T, utilizamos como refercncia
as obras [3) e [7]. Como ja foi observado no capitulo anterior,

o sistema de axiomas aqui apresentado ¢ devido a Veblen ([19])

(1904).

As nogdes primitivas da Axiomatica I sao um conjunto E e
uma relacdo ternaria T entre elementos de E. Os elementos do

conjunto E chamam-se ponfos. Denotamos os pontos pelas letras

A, B; €y «.un

A relacdo T & chamada relagao "estar entre ("betweenness'') .
Se (A,B,C)ET, escrevemos [ARCT. A f&rmula [ABC] é lida: "o ponto B es-
ta entre os pontos A e C". Se o ponto B nao estd entre os pontos A eC,
dizemos simplesmente '"mao [ABC]". Se [ABCIJ, dizemos, também,que

os tres pontos A, B e C estao na ondem ABC.

Empregamos, além disso, as notagoes e convengoes usuais

da Teoria dos Conjuntos.

Compoe-s€e o Sistema Axiomatico I de dez axiomas que in-

-10-



« 11 =

troduziremos entre os diversos teoremas e definigoes, a medi-
da que forem necessarios.

AXIOMA 1.1 - Existem pelo menos dois pontos.

AXIOMA 1.2 - Se A e B sao dois pontos distintos, existe pelo

menos um ponto C tal qué [ABC].
AXIOMA 1.3 - Se [ABC], entao os pontos A e C sao distintos.

AXIOMA 1.4 - Se [ABC], entao [CBAJ, mas nao [BCAJ.

§2.2 - PROPRIEDADES DA RELAQRO ""ESTAR ENTRE"

TEOREMA 2.2.1 - Se [ABC], entao nao [CAB].

DEMONSTRACAO - De fato, se tivéssemos [CAB], entao,pelo Axio-

ma I.4, teriamos nao [ABC].
TEOREMA 2.2.2 - Se [ABCJ], entao A #B =C.

DEMONSTRACAO - De fato, se B =C, pelo Axioma I.4 temos [CBA]
e nao [BCA]l, o que & uma contradicao. De modo analogo,nao po-

demos ter A =B.

§2.3 - SEGMENTOS, SEGMENTOS ABERTOS, SEMI-RETAS E RETAS

DEFINICAO 2.3.1 - Sejam A e B dois pontos distintos. Denomi-
namos 4egmento determinado pelos pontos A e B ao conjunto
{PEE |[APB]}u{A,B} e o denotamos por [ABJ. O conjunto consti-
tuido somente dos pontos que estao entre A e B sera chamado
segmento aberto e sera denotado por JAB[. Se PG[AE] (respecti-
vamente JAB[), dizemos.,também,que o ponto P estd  no segmento

[AB] (respectivamente segmento aberto JAB[).
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OBSERVAGAO - Os pontos A ¢ B sdo ditos extremidades do segmen-

to [AB] (respectivamente segmento aberto JAB[).

TEOREMA 2.3.2 - Dado um segmento aberto JAB[, tanto o ponto A

como o ponto B nao estdo no segmento aberto JAB[.

DEMONSTRAGAO - Com efeito, se A ou B estivessem no segmento
aberto JAB[, deveriamos ter [AAB] ou [ABB]l, o que € uma con-

tradigao, em virtude do Teorema 2.2.2.

DEFINICAO 2.3.3 - Sejam A e B dois pontos distintos.Definimos
a semé-reta AB como sendo o conjunto reuniao do segmento aberto
JABL, do conjunto {B} e do conjunto dos pontos C tais que
LABC]. O ponto A & chamado onigem de AB. Definimos,ainda, a xe-

ta AB que consiste na reuniao dos conjuntos {PEE|[PAB])},[AB] e

{PEE|[ABP]}.

>

OBSERVAGAO - Se CGXE, tambem dizemos que a reta AB nassL por

C ou que C esta na reta AB.

TEOREMA 2.3.4 - Se A e B sdo dois pontos distintos, entio te-
mos :

a) [AB]

[BA]

"

b) JAB[
c) AB = B%

1BAL

DEMONSTRAGCAO - Imediata.

AXIOMA I.5 - Se C e D sdao pontos distintos na reta AB, entio

A esta na reta CD.

TEOREMA 2.3.5 - Se C e D s@o pontos distintos na reta ABD, en-
tio AR = &D.

DEMONSTRAGAO - Suponhamos, inicialmente, que B =D e mostremos
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que A8 =BC¢. para tal, seja XEAB. Como ce&ﬁ, pelo Axioma I.5
temos que BetX. £ claro que cetX. Novamente, pelo Axioma I.S,
tem-se que xeﬁﬁ. Aséim, mos tramos que AB < RC. Reciprocamente,
suponha-se que xeBC. Aplicando o Axioma I.5, tem-se que AeBC
e, portanto, BEAX. Como AEKﬁ, novamente o Axioma I.5 nos diz
que X€X§. Assim, AB =RC. Finalmente, se A, B, C e D 530 pon-

tos distintos dois a dois, advém que AB = BC = €D.

OBSERVACAO - O teorema anterior mostra que dois pontos distin-
tos estao em uma Unica reta. Duas retas distintas mnao podem
ter mais que um ponto em comum (naturalmente, se existir mais
de uma reta). Tal ponto em comum, P, chama-se ponto de intersec-

¢ao das retas, e diz-se tambeém que as retas se Lnterceptam ou se

corntam no ponto P.

DEFINICAO 2.3.6 - Chamamos de colineares aos pontos pertencen-

tes a uma mesma reta.

COROLARIO 2.3.5.1 - Trés pontos distintos quaisquer A, B e C,
colineares, satisfazem uma so das seguintes relacoes: [ABC],

[BCA] ou [CAB].

DEMONSTRACAO - De fato, temos pelo Teorema 2.3.5 que A, B e C

estao, por exemplo, na reta AB. Mas ,
ceAB = {PEE|[PABI} v[AB] v {PEE|[ABPI},
donde resulta que [CAB] ou [ACB] ou [ABC].

AXIOMA 1.6 - Se AB for uma reta, entao existe um ponto C que

nio esta em AB.

TEOREMA 2.3.7 - Se o ponto C nao esta na reta AB, entdo as re-

tas Xﬁ. 8¢ e AC sdo distintas duas a duas.
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DEMONSTRACAO - Este teorema afirma, noutras palavras, que se
C ndo esta na recta Xﬁ, entao A, B e C nao sao colineares. Va-
mos a demonstracao: se tivermos AR = ﬁE, entio CEAB, o que @€
uma contradicio. Se AB = BC, também temos CeAB. rinalmente,sc

A = ﬁﬁ entao A, B e C seriam colineares.

§2.4 - TRIANGULOS

DEFINICAO 2.4.1 - Sejam A, B e C trés pontos nido colinearcs.
Chama-se #tniangulo AABC, a reunido dos segmentos abertos JABL,
IJBCL e JAC[ com o conjunto {A,B,C}.0s segmentos abertos JABL,
IBCL e JAC[ chamam-se £fados do triangulo AABC. Os pontos A, B
e C sio ditos ventices do triangulo AABC. Dizemos, também, que

o lado JAB[ ¢ oposto ao vértice C.

§2.5 - 0 AXIOMA DE PASCH-PEANO(®)

AXIOMA I.7 - Dado um triangulo AABC, se

A
C e D sao pontos tais que [BCD] e [CEAJ,
F
existe um ponto F na reta DE  tal que E
[AFB] (Figura 2.5.1). % —C D
TEOREMA 2.5.1 - Dados dois pontos dis- Figura 2.5.1

tintos A e B, existe um ponto X tal que

(5) -Pasch_em 1882 expressou seu axioma como se segue: "Dados trés pon-
tos nao colincares A,B e C, e uma reta r contida no plano determina-
do por A,B e C, ser nao passa por nenhum dos pontos A,B ou C e con-
tem um ponto E entre A e B, entao contem um ponto entre B e C ou A

e C". A formulagao que adotamos e devida aPeano. Note-se que nao em-
pregamos o conceito de plano e a reta r em questao tem a restrlqao
de que passe por um ponto de CB* e intercepte o lado JAcl do trian-
gulo AABC. Em nossa axiomatica,a formulagao devida a Pasch e um teo-
rema, de modo que tal formulagao e mais 'forte'" que a de Peano.

Gupta, em [9] denominou o Axioma I.7 de "Forma Externa do Axioma de
Pasch".
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DEMONSTRACAO - Pelo Axioma I.6, e-
xiste um ponto E tal que Eﬁﬁi Pelo
Axioma I.2, existe um ponto C tal
que [AEC] (Figura 2.5.2). O Teorema
2.3.5 nos diz que AT =AC. Logo, CEZAB

e fica assim determinado o trian-

C

o

B

Figura 2.5.2

gulo AABC. Aplicando novamente o Axioma I.2, obtemos um ponto

D tal que [BCDJ]. Finalmente, pelo Axioma I.7,obtemos um ponto

X tal que [AXBI.

TEOREMA 2.5.2 - Sejam dados um triangulo AABC e D, E pontos tais

que [BCD] e [CEA]. Vimos, pelo Axioma I.7, que existe um ponto I em DE com

[AFR]. Afirmamos que o ponto F satisfaz ainda a condigao [DEFI.

DEMONSTRACAO - Como FEDE, pelo Coroli-
rio 2.3.5.1 temos apenas cinco possi-
bilidades: F =D; F =E; [EFDJ]; [FDEJ] ou
[DEF]. Se F =D ou'P =FE, temos A, B e C
colineares. Se F € tal que [EFD](Figu-
ra 2.5.3), junto com [CEAJ] otemos X em
AF tal que [DXC] (Axioma 1.7). Como as
tintas, nao podem ter mais que um pon-
to em comum. Segue-se que X =B, ou se-
ja [DBC], o que ¢ uma contradigao, ja
que [BCD] (Axioma I.4). Finalmente, se
tivermos [IDE] (Figura 2.5.4), junto com
[AEB], obtemos um ponto Y em A tal que

[AYE] (novamente se aplicou o Axioma I.7

D

J/

e

C E A

Figﬁra 2.5.3

retas AL e CD sdo dis-

A
A

(o3
F B

Figura 2.5.4
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ao AAFE). Visto que as retas AL e DB sao distintas, soO podem
se interceptar em um unico ponto. Segue-sc¢ entao, que Y =C e
assim [ACE], o que & uma contradigao, pois temos [AEC) (Axio-

ma 1.4). Resta-nos assim, somente a possibilidade de termos

[DEF1].

TEOREMA 2.5.3 - Uma reta ndo pode cortar os trés lados de um

triangulo AABC.

DEMONSTRACAO - Suponhamos,por absurdo,que exista uma 7reta T

"que intercepte JABL em C', JAC[L em

B' e 1BC[ em A' (Figura 2.5.5). O A t
ponto A' & distinto de B',pois,ca- o B
so contrario,temos [BA'C] e [AA'C], \\x
ou seja,A, A', D e C sao colinea- B A’

res, o que € uma contradigao. Re- Figura 2.5.5
petindo o raciocinio, temos que A',

B' e C' sdo distintos dois a dois. Se A', B' e C' fossem co-
lineares, entao pelo Corolario 2.3.5.1 teriamos somente 8S Se-
guintes possibilidades: [A'B'C'] ou [B'C'A"] ou (C'A'B']. 0
ponto C' nao esta em BA'. Fica assim determinado o triangulo
AC'BA'. Se tivermos [A'B'C'], junto com [BA'C], obteremos um
ponto X na reta BC' tal que [BXC'] (Axioma 1.7 ao triangu-
lo AC'BA'). Como as retas TR =AC e AB sio distintas, elas se
interceptam em um Unico ponto, a saber, em A. Portanto X= A,
ou seja, temos [BAC'], o que contradiz a hipotese de que [AC'BIl.
Assim, [A'B'C'] é impossivel. De maneira analoga, mostra-sc que

os outros casos sdo, também, impossiveis.
§2.6 - AS ORDENS DOS PONTOS DE UMA RETA

TEOREMA 2.6.1 - Se [ABC] e [BCD], entao [ABDJ.
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DEMONSTRACAO - Observemos, inicialmente, que A, B, C e D S30
colineares (estao, por exemplo, na reta ﬁé){ Pelo Axioma I.7
existe um ponto E que nao esta em 8C. 0 Axioma I.2 nos garan-
te a existencia de um ponto F com
[BEF]. Obtemos, assim, o triangu-
lo AABF, e, como temos [ABC] e X

[BEF], aplicando o Axioma I.7 e o E:L\\\\\\\\\

Teorema 2.5.2, obtemos um ponto X g

em AF tal que [AXF] e [CEX] (Fi-
Figura 2.6.1

gura 2.6.1). Evidentemente, X nao

estda na reta €D (CD =X§). Fica determinado o triangulo ADCX.
Como temos [DCB] e [CEX], obtemos um ponto Y com [XYD] e [BEY]
(Axioma-I.7 e Teorema 2.5.2). O ponto X ndo esta na reta AD.
Assim, resulta o triangulo AAXD. O ponto X satisfaz ainda [AXF)
e [XYD]. Logo, novamente do Axioma I.7 e do Teorema 2.5.2 ,ad-
vém um ponto B' com [AB'D] e [(FYB']. Tal ponto pertence as re-
tas AD e FY (¥Y =T8). Observemos que as retas 8 e AD sdo dis-
tintas, portanto ndao podem ter mais que um ponto em comum. For-
gosamente, entao, temos B =B', ou seja, [ABD], o que completa

a demonstracao.

COROLARIO 2.6.1.1 - Sejam A, B, C e D como no teorema anterior.
Vale, tambem, [ACD].

DEMONSTRACAO - Pelo Axioma I.4, temos [DCB] e [CBAJ.Assim de-

corre [ACD], pelo teorema anterior.
TEOREMA 2.6.2 - Se [ABC], [ABD] e C =D, entao [BCDJ] ou [BDCJ.

DEMONSTRACAO - Como os pontos A, B, C e D sao colinearcs, pe-

lo Corolario 2.3.5.1 temos as seguintes possibilidades para os
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‘pontos B, C e D: [BCD] ou [BDCI ou [DBCIJ.

Mostraremos que [CBD] € falsa. Para tal, suponhamos que
ela seja verdadeira. Existem pontos E e F que nao estao na re-
ta AC com [ECF) (Axioma I.6 e Axioma I.2) e como [CBAJ], obte-
mos um ponto X em AF (Figura 2.6.2a), com [EBX] e [AXF] (Axio-
ma I.7 e Teorema 2.5.2 ao triangulo AFAC). Por outro lado,co-
moFEéﬁ, fica determinado o triangulo AFCD, e junto com [CBD]

e [ECF], existe um ponto Y tal que [FYD] e [EBY] (Figura 2.6.2D)

F ‘ F
& \\\\>}
p i c C ol oy
B B
E Ec°
Figura 2.6.2a Figura 2.6.2b

(Axioma I.7 e Teorema 2.5.2). Como temos [EBX] e [EBY], segue-
se que os pontos X, B e Y estao em uma mesma reta,cortando os
tres lados do triangulo AAFD, o que é uma contradigao em vir-
tude do Teorema 2.5.3. Assim, [CBD] é falsa; portanto, deve-

mos ter [BCDJ] ou [BDC].

TEOREMA 2.6.3 - Se [ABD] e [ACDJ], com B #C, entao [ABC] ou
[ACRB].

DEMONSTRAGAO - Dado que A, B e C sdo colineares e distintos
dois a dois, temos [ABC] ou [ACB] ou [BAC] (Corolario 2.3.5.1).
Se tivermos [BACJ], junto com [ACD],obteremos [BAD] (Teorema
2.6.1), o que é uma contradigao (Teorema 2.2.1 e Axioma I.4).

Logo, vem [ABC] ou [ACBI].

TEOREMA 2.6.4 - Se [ABC] e [ABD],com C#D, entdo [ACD] ou [ADCI.
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DEMONSTRACAO - Com efeito, pelo Teorema 2.6.2 advém que [BCD]
ou [BDC]. Pelo Teorema 2.6.1, [DCB] e [CBA] implicam [DCAJ. Do

mesmo modo, [CDB] e [DBA1 implicam [CDAJ.
TEOREMA 2.6.5 - Se [ABC] e [ACDI], entao [BCDJ.

DEMONSTRACAO - Como os pontos B, C e D sao colineares, decorre que
[BCD] ou [CBDJ ou [CDB]. [CBD] & falsa, pois, em caso contrario,junto com
[CBA] temos [CDA] ou [CAD] (teorema anterior) oque €& uma contradigao,des-
de que temos [ACD]. Finalmente, [CDB] também & falsa,pois,em caso contra-

rio, junto com [ACD], resulta [ACB] (Teorema 2.6.1) o que tamhém € uma

contradicgao.

COROLARIO 2.6.5.1 - Sejam A, B, C e D como no teorema anterior,

Tem-se¢ ainda [ABD].
DEMONSTRACAO - Pelo teorema anterior, vem [BCDJ]. Como temos

[ABC], pelo Teorema 2.6.1 deduzimos [ABD]J.

TEOREMA 2.6.6 - Dados quatro pontos quaisquer A, B, C e D co-
lineares, se [ABD], [ACD] e B =C, entao [ACB] ou [BCDJ.

DEMONSTRACAO - Pelo Teorema 2.6.3 & verdadeira [ABC] ou [ACBI.
Se [ACB], o teorema ja esta demonstrado. Por outro lado,se

[ABC], entdo, com [ACD], temos [BCD] (Teorema 2.6.5).

TEOREMA 2.6.7 - Se [ABC] e XEAB, com X B, entao [ABX] ou [XBC].
DEMONSTRAGCAO - Se [XBC] é falsa, vem [BXC] ou [BCX] ou X=C. Se [BCX)
ou X =C, entao junto com [ABC] deduz-se [ABX] (Teorema 2.6.1). Se [CXBI,
entao com [CBA] advém [XBA] (Teorema 2.6.5).

DEFINICAO 2.6.8 - Se A, B, C e D sdo pontos tais que [ABC] e [ACD],en-
tio escreveremos [ABCD]. (Esta definigdo ¢ inspirada nos resultados do
Teorema 2.6.5 e seu corolario.) Se [ABCD], dizemos também que os quatro

pontos A, B, C e D estao na ordem ABCD.



= 20 =

TEOREMA 2.6.9 - Sejam A,B,C e D pontos tais que [ABCD]. Entao,
[ABC], [ACD], [BCDJ] ¢ [ABD]J.

DEMONSTRACAO - [ consecqiicncia imediata da definigao acima e do

Teorema 2.6.5 e seu corolario.

TEOREMA 2.6.10 - Se A,B,C e D sao pontos tais que [ABD] e [BCDIJ,
entao [ABCD].

DEMONSTRACAO - De fato, [DCBJ] e [DBAJ implicam [CBAJ e [DCAJ

pelo Teorema 2.6.5 e seu Corolario 2.6.5.1. Pelo Axioma I.4,

vem [ABC] e [ACD], donde, pela Definicdo 2.6.8,obtém-se [ABCDI.

TEOREMA 2.6.11 - Se A,B,C e D sao pontos tais que [ABD], [ACD] e
B=C, entao [ABCD] e [ACBD]J].

DEMONSTRAQRO - Pelo Teorema 2.6.3 obtemos [ABC] ou [ACBJ]. Se
tivermos [ABCJ], esta formula e [ACD] acarretam [ABCD]. Por ou-

tro lado, se tivermos [ACBJ], entao com [ABD] vem [ACBD].

TEOREMA 2.6.12 - Se [ABCDJ], entao [DCBAJ] e todas as outras or-

dens sao falsas.

DEMONSTRACAO - E uma conseqiiencia imediata dos teoremas ante-

riores.

TEOREMA 2.6.13 - Se C esta em JAB[,entao JABL = JACLU{C}yICB[.

DEMONSTRAGCAO - Temos que [AXB], [ACB] e X =C implicam [AXCJ ou
[ACX] (Tecorema 2.6.3). Se tivermos [ACX], entao junto com [AXB]
vem [CXB] (Teorema 2.6.5). Assim, JAB[cJAC[U{C}UICB[.Recipro-
camente, se X & tal que [AXCJ, entao com [ACB] advem [AXB] (Co-

rolario 2.6.5.1). Por outro lado, se [BXCJ], entao novamente com

[BCA] obtcmos [BXA] (Corolario 2.6.5.1).
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TEOREMA 2.6.14 - Se C esta na semi-reta AB e C =A, entao AB =
= JACCU{ C}UCD, onde D & tal que [ACDJ.

DEMONSTRACAO - Como CEAB, resultam trés casos somentc: [ACB] ou

C =B ou [ABC]. O mesmo acontece com qualquer ponto XEAR.

C D

A
O O e

Figura 2.6.3
CASO 1 - [ACBI.
Se X & tal que [AXB], entao com [ACB] temos [AXC] ou [ACX]

(Teorema 2.6.3). Se [ACX], entao com [ACD] vem [CXD] ou [CDX]
(Teorema 2.6.2).

Se X =B, advém [ACX] e, junto com [ACD], [CXDJ] ou [CDX]
(Teorema 2.6.2).

Finalmente, se [ABX], com [ACB], temos [ACX] (Corolério
2;6.5.1). [ACX] e [ACD] implicam [CXD] ou [CDX] (Teorema 2.6.2).
CASO 2 - C = B.

Se [AXB1, entao resulta [AXC].

Se X = B, entao X = C.

Se [ABX], entdo [ACXJ,que, junto com [ACD], implica [CXD]
ou [CDX] (Teorema 2.6.2).

CASO 3 - [ABCI.

Se [AXB], com [ABC], obtém-se [AXC] (Corolario 2.6.5.1).

Se X = B, temos [AXC].

Se [ABX], junté com [ABC] temos [AXC] ou [ACX] (Teorema
2.6.4). Se tivermos [ACX], ent@ao com [ACD] decorre [CXD] ou
[CDX] (Teorema 2.6.2).

Reciprocamente, seja X tal que [AXC] ou [CXDJ ou [CDXJ.



CASO 1 - [ACBI.
Se [AXC], com [ACB] vem [AXB] (Corolario 2.6.5.1).
Se [CXD1, entdo [DXC] e com [DCA] temos [XCA] (Teorema
2.6.5). [ACX] com [ACB] implica [AXB] ou [ABX] (Tcorema 2.6.4).
Se [CDX1,com [ACD) temos [ACX] (Teorema 2.6.1). [ACX] e
[ACB] implicam em [AXB] ou [ABX] (Teorcma 2.6.4).
CASO 2 - C = B.
Se [AXC], decorre [AXBJ].
Se [CXD], temos [BXD]. [DXBJ com [DBA] obtemos [XBA) (Teo-

rema 2.6.5).

Se [CDX], entao [BDX], que junto com [ABD] advem  [ABX]
(Teorema 2.6.1).

CASO 3 - [ABCI.

Se [AXC], com [ABC] temos [AXB] ou [ABX] (Teorema 2.6.3).

Se [CXD), com [ACD] obtém-se [XCAJ] (Teorema 2.6.5). [XCA]
com [ABC] acarreta [ABX] (Corolario 2.6.5.1).

Finalmente, se [CDX]1, com [ACD], decorre que [ACX] (Teo-

rema 2.6.1). [ACX] e [ABC] implicam [ABX] (Corolario 2.6.5.1).

TEOREMA 2.6.15 - Dado um conjunto de n pontos (n23) P = {A,B,
C,D,...} colineares, existe uma bijecao f de {1,2,...,n} em P
tal que: se 1 <i <j <k <n, entao [(f(i)f(j)f(k)].

Por comodidade de notacdo, indiquemos f(i) por Ai’ i=1,2,...,n.

DEMONSTRACAO - Para n =3 o teorema € valido, pois, se A,B e C
sio colineares, resulta que [ABC] ou [ACB] ou [BAC] (Corola-
rio 2.3.5.1).

Suponhamos a proposicgao valida para n-1 23. Consideremos,

entio, um subconjunto V de n-1 pontos de um conjunto Q de n
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‘pontos, de maneira que Q-V ={P}. Por hipotese, existe uma bi-
jecao f tal que f(i) =B, BiEV e se 1 <i<j<ksn-1, entao
(BiBjBk].

Para os pontos P, B1 e B temos as seguintes possibi-

n-1

bl 2 .
1] ou [Plan ]

lidades: B
idades [B1 n~1P] ou [PB -1

an

CASO 1 - [B,B P1.
1 n-1
D P j <n- 1 B.B P
e [Ban-l ]l e [BlBjBn_ll (1<j<n-1) concluimos ( 58 ] ]
(Teorema 2.6.5). [BjBn_lpl e [BiBjBn_lj (1<i<j<n-1) implicam
[BiBjP] (Teorema 2.6.1). Portanto, [BiBjP] Vi,j com l<i<j<n-l.

Basta, entdo, definir g:{1,2,...,n} — Q como g(i) = f(i), 1 =

=1,2,...,n-1 e g(n) = P.

CASO 2 - [PByB 1.
Para l<i<n-1, vale [ByB;B__ 1] que, junto com [PB B 17

implica [PBiB

n—lj (Corolario 2.6.5.1). [PBiBn_lj e [BiBjBn_ll

(1<i<j<n-1) acarretam [PBiBj] (Teorema 2.6.5). Portanto, temos
[PBiBj], Vi,j com 1l<i<jsn-1. Basta,entao,definir g:{1,2,....,n} —Q

como g(1) = P e g(i) = £(i-1), Vi =2,3,...,n.
CASO 3 - [BPB__,J.

Afirmamos que existe i€{1,2,...,n-2} tal que [BjPBi+1]-
Para tanto, considere-se o conjunto A ={j|[BlPBj]}. Pela hi-
potese A = e, portanto, pelo Principio do Menor Nimero Natu-

ral,seja j, o minimo de A. Temos, entao, [B. _1PBj 1, pois, em

0 0
caso contrario ha somente duas possibilidades:

_1B_ P] ou
0" Jo
2 B. B. P].
) C io 30—1

1) [B.
) J

No primeiro caso, [B. B. P] junto com [B.PB. 1 acarreta
Jo~1 Jp I
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‘[B. B. B.] (Tecorema 2.6.1) ou [B,B. B. 1, o que ¢ uma con-
P P ( ) 1Y g Jgit ‘

tradigao. No segundo caso, [B. B. P31 e (B PB. 1 implicam
. Jo Jo" ¥ Jo
[BlPBj_Jq (Teorema 2.6.5), o que contradiz jO ser o minimo de
0
A. Assim, devemos ter [Bj _1PBj ], 0 que prova mnossa assSergao
0 0
inicial. Segue-se que existe i, i€{1,2,...,n-2}, tal  que

i+l="
[BiPBi+1] leva a [BjPBi+1].Se 1<j<i+l<ksn-1, entao [BjB

[BiPBi+1]. Se 1<j<i<i+l<n-1, entao [BjBiB. ] o que com

B

1. ]. k],

(6] Ual ) .Iu“t com . acari ta “ )l . ' S '. . . 5 ¢
q 0] (@] |B'PB, l, a C 2 I;k (OHQId(‘IC]lOS 1

aplicacao g: {1,2,...,n} em Q tal que:

g(t) = f(t) = B, para t FL,2 0w yda

g(i+l) = P

g(t) = £(t-1) = B ara t =i+2,...,n.

t-1 P

DEFINICAO 2.6.16 - Sejam Pl’PZ""’Pn (n>3) pontos como no teo-

rema anterior. Diremos que tais pontos estao na ordem P1P2..
.P se tivermos [P. _P. .P.J, ¥i=3,4,...,n, e indicaremos es-

n i-271-1 i
te £ PPoses .
ato por [ 172 Pn]

OBSERVACOES 1 - Para n =4 a definigao acima € a Definigao 2.6.8.

2 - Se [p,P ...Pn], entao ha pontos P e Q tais que

2

[PP.P,...P QJ.

TEOREMA 2.6.17 - Sejam P, ,P ,Pn (n23) pontos como no Teo-

1°P e
rema 2.6.15. Condicao necessaria e suficiente para que tenha-

mos [P]}’ ..P 1 ¢& que P_,P_,...,P_ scjam colincarcs ¢ que decompo-
n n

2" 1 2

nham a reta a qual pertencem em duas semi-retas, ﬁ;? e 5;6 (P ¢ Q pontos
P.[, 4= Zi0.al,
11[’

tais que a interscccao de quaisquer deis (distintos) dos conjuntos a-

como na Observagao 2 acima),en-1 segmentos abertos ]Pi
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cima citados sejam disjuntos (Figura 2.6.4).

o

Pl P2 Pn—l Pn

Figura 2.6.4

DEMONSTRACAO - Imediata.

TEOREMA 2.6.18 - Se A,B e C sao pontos nao colineares tais que

[AFB] e [BCDJ], entao existe um ponto E com [CEA] e [DFF](G).

DEMONSTRAGAO - Ha um ponto H com [FBH] (Axioma 1.2). Ospontos
F,B,D nao sao colineares, assim [FBH] e [BCD] nos dao um pon-
to R com [DRF] e [HCR] (Axioma 1.7 e Teorema 2.5.2). De [AFB]
e [FBH] vem [AFH] (Teorema 2.6.1). Como A,F,D nao sao colinea-

res, e mais o fato de que [FRDJ],existe um ponto L com [DLA] e

o
PN

Figura 2.6.5

[HRL]. De [HCR] e [HRL], vem [LRC] (Teorema 2.6.5); e como A,
L e C nao sao colineares, isto com [ALD] nos da uma ponto E

sobre DR = ﬁf, com [CEAJ. Finalmente, como A,B e C nao sao co-

(6) -Este teorema ¢ tambem conhecido como "Forma Interna do Axioma de Pas-
ch" (cf. Gupta ([91),p.11). Coxeter, em [5], p.180, observa que apc-
sar de a afirmagao do Teorema 2.6.18 ter aparentemente a mesma forga
que a do Axioma 1.7 (Pasch-Peano),nao se pode inverter os papeis,is—
to e: se adotarmos o Teorema 2.6.18 como axioma, nao poderemos dedu-
zir o Axioma 1.7 como teorema. No entanto,nao ¢ de nosso conhecimen-
to qualquer resultado sobre a nao equivalencia dos mesmos tendo por
base nossa axiomatica.
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lineares, [BCD] e [CEA] existe um ponto X sobre AB com [DEX]

e, assim, concluimos que X = F.

§2.7 - PROPRIEDADES DOS SEGMENTOS E SEGMENTOS ABERTOS

TEOREMA 2.7.1 - Um segmento aberto JABL € nao vazio.
DEMONSTRAQKO - E uma conseqliencia imediata do Teorema 2.5.1.

TEOREMA 2.7.2 - Um segmento aberto & um conjunto infinito.

DEMONSTRACAO - Consideremos um segmento aberto JAB[L. O teore-

ma estara demonstrado se exibirmos uma seqliencia de pontos
P ., ta :
( n)neN*’ 1 que

i) P_EIABL, VneN*, e

ii) Pn me, para ¥m,nEN*, m =#n.

Para tanto, definiremos a sequeéencia (pn)nFN* por indugao:

seja P, qualquer ponto entre A e B (teorema anterior); assu-

1
mindo que o ponto Pn tenha sido especificado, tomamos Pn+1CO-

mo sendo um ponto qualquer entre A e Pn (Teorema 2.5.1) (Fi-

gura 2.7.1).

Figura 2.7.1

Temos, entao:

1) [APlB]

2) [AP P ]l sen=1.
n n

*1
Para mostrar i), procederemos por indugao: de fato, pa-

ra n=1, P;€JABL ( 1)). Suponhamos P €IABL, ou seja [APnB].
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Ld . - ) N "‘ -
[APnB] e [APn Pn] implicam [AIn+1B] (Corolario 2.6.5.1).

+1

Finalmente, para mostrar ii), € suficiente provar quc:
(3) se m <n entdo [APan]. Usaremos indugio sobre n. Para n=1,
(3) esta satisfeita. Suponhamos (3) verdadeira para n, n >],e
seja m <n+l. Se m =n, [APn+an] segue-se de (2). Se m <n, por

- - - Locd - )
hipotese da indugao, temos [APan] que, junto com [APn+11n]

( 2)) temos [AP _P 1 (Corolario 2.6.5.1).
n+l m

1

TEOREMA 2.7.3 - Para treés pontos quaisquer A,B e C, sc [ABCI,
entao JAB[ e JACL.

DEMONSTRAQKO - Se X & tal que [AXB], entao com [ABC] temos
[AXC] (Corolario 2.6.5.1).

TEOREMA 2.7.4 - Para tres pontos distintos A, B e C, temos

JAB[n1BC[ =9, se, e somente se, [ABC].

DEMONSTRACAO - Suponhamos [ABC]. Se X & tal que [AXB] e [BXCJ,
entio [ACB] ou [CAB] (Teorema 2.6.4). Assim JAB[nIBC[ =@. Re-
ciprocamente, suponha-se JAB[AIRBC[ =P . Temos somente as seguin-
tes possibilidades para os pontos A,B e C: [ABC] ou [BACI ou
[ACB].

Pelo teorema anterior, [BAC) implica 1BA[<IBCL, e [ACB]
implica J]BC[<JAB[. Em ambos os casos contraria-sc a hipotese.

Assim, [ABC].

TEOREMA 2.7.5 - Para trés pontos distintos colineares A,B e C

tem-se que JAB[nJAC[nIBC[ = 9.

DEMONSTRACAQ - E uma conseqiiencia imediata do teorema ante-

rior.
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.TEOREMA 2.7.6 - Sejam A,B,C e D colineares e A B, C=z2D. En-
tio JAB[<1CD[, se, e somente se, A,BELCD].

DEMONSTRACAO - Suponhamos que A,BE[CD]. Examincmos os seguin-

tes casos:

CASO 1

{A,B} ={C,D}. £ claro que JAB[<ICD[.
CASO 2

Somente um dos pontos de {A,B} & ideéntico a um dos pon-
tos de {C,D}; por exemplo, A =C. Como temos [CBD], entao pelo

Teorema 2.7.3 JAB[ =JCB[<c]CD[.

CASO 3

Finalmente, se {A,B}cICD[, decorre entao [CAD] e [(CBD].

Pelo Teorema 2.6.6, temos [ABC] ou [ABD], c,assim,
JABL<]JAC[<]CD[ ou
JABL<JAD[<c]ICDL.

Reciprocamente, suponha-se que JAB[<]CDL. Admitamos, por
absurdo, que um dos pontos de {A,B} nao pertenga ao segmento
[CD], por exemplo AQLCD]. Temos, portanto, [ACD] ou [CDAJ. Se
tivermos [ACDJ, vem JAC[nJCD[ =¢ (Tecorema 2.7.4). Como JAB[<]CD(,
temos JAC[nJAB[ =9, de onde [BAC] (Teorcma 2.7.4). [ACD] e [BAC]
implicam [BAD] (Teorema 2.6.1). Logo, JBA[n]AD[L = ® (Teorcma
2.7.4). De [ACD] ainda obtemos J1CD[<JADL e assim JABCn1CDL = @
o que €& uma contradigao. De maneira analoga, nﬁé podemos ter

[CDA]. Assim, {A,B}clCD].

TEOREMA 2.7.7 - Sejam A,B,C e D pontos colineares e A=D, C=zD.

Se JAB[ =7J]CD[, entao {A,B} ={C,D}.
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'DEMONSTRACAO - Suponhamos,inicialmente,que A=C,D e BzC,D. Pe-

lo teorema anterior, advem

1) [CAD] e [CBD], bem como
2) [ACB] e [ADB].

De (1) concluimos [ABCJ] ou [ABD] (Teoremas 2.6.3 e 2.6.5) que
contradizem (2). Portanto, A ou B coincide com C ou D. Por e-
xemplo, seja A =C. Suponhamos B =D. Temos entao [CRD] e [ADB],
o que implica [CBD] e [CDB], que & impossivel. Portanto,B =

= D e completamos, assim, a demonstracgao.

TEOREMA 2.7.8 - Se A, B e C sao colincares ¢ distintos, entao

JAC[-{B}<JAB[uIBCL.
DEMONSTRACAO - Temos os seguintes casos: [ABC],[BAC] ou [ACBI.

CASO 1 - [ABC].
[ABC] e [AXC] implicam [AXBJ ou [BXC] (Teorema 2.6.6), de
modo que JAC[-{B}cJAB[ulBCL.

CASO 2 - [BAC].
[CAB] e [CXA] implicam [CXB] (Corolario 2.6.5.1), de mo-
do que JAC[<]BCL.

CASO 3 - [ACBJ.
[ACB] e [AXC] implicam [AXB] (Corolario 2.6.5.1); 1logo
JAC[<]ABL.

COROLARIO 2.7.8.1 - Se A,B e C sao colineares e [ABCI, entao,

JACC-{B} = JABLUIBCL.
DEMONSTRAGAO - E conseqiicncia imediata do teorema anterior.

TEOREMA 2.7.9 - A parte comum de dois segmentos abertos con-
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.tidos na mesma reta, ou e um segmento aberto, ou €& vazio.

DEMONSTRACAO - Consideremos na rcta r dois segmentos abertos

arbitrarios JAB[ e JCD[.

Se JAB[<]ICD[, entao JABLn1CD[ = JABL.

Se os segmentos JAB[ e JICD[ possuem somente uma extremi-
dade em comum, por exemplo A =C, entao B #D e temos um dos pos-
siveis tres casos: [ABD] ou [ADB] ou [BAD]. Assim, de acordo
com os Teoremas 2.7.3 e 2.7.4 decorre uma das seguintes pos-

sibilidades:

JABInICDL = JABLnJADL = §.
JAB[<JAD[ = JCD[ e, portanto, JAB[nlCD[ = JABL.
1CD[ = JAD[cJAB[ e, portanto, JAB[nlCD[ = 1CDC.

Estudemos agora o caso em que JABL nao estﬁlcontido em
1CDL, de tal maneira que A,B,C e D sao todos distintos.Do Teo-
rema 2.7.6, segue-se que uma das extremidades A ou B do seg-
mento aberto JAB[ nao pertence ao segmento JCD[, por exemplo

niao [CAD]. Portanto, vem [ACD] ou [ADCJ. Suponhamos [ACDJ. Tres

casos sao possiveis:

CASO 1 - [CBDI.

[CBD] e [ACD] implicam [ACB] (Teorema 2.6.5). Pelo Coro-
lario 2.7.8.1, temos

JAB[n]CDL = (]AB[—{C})n(]CD[—{B}) = (JACCuIPrC[)n(IBCLUIBDL) =
= ]BC[. Para isso basta notar que |

JACCnIBCL =%, IACLaIBCL<JAC[nICDL =@, IBCInIBDL =9.

CASO 2 - [BCDI.

[BCD] e [ACD] implicam que JCD[<]IBD[nJADL (Teorema 2.7.3).



Pelo Teorema 2.7.5,seguc-se que JABLnICDL<IABLnIADLAIBDL =9.

CASO 3 - [BDCI].

[BDC] e [ACD] implicam [ACB]. Entao, JCD[<]IBC[<]JABL e,por-

tanto, JAB[nlCD[ =1CD[. Se tivermos [CDAJ,a demonstracao € a-

naloga.
Finalmente, se ocorrer nao [CBD], a demonstragao ¢ ana-

go ao caso nao [CAD].

§2.8 - TOPOLOGIA DA RETA

Seja r uma reta. Para o que sc scguc neste paragrafo, U
1 ¢ 3

denotara a classe de todos os segmentos abertos contidos emr.
TEOREMA 2.8.1 - Para quaisquer pontos distintos A e B em r,e-

xistem segmentos abertos Ul,UZGU tais que AGUl, BGU2 e Uan7=
= .

DEMONSTRACAO - Seja X um ponto em 1 tal que [AXBe Y,Z pontos

Figura 2.8.1

de 1 tais que [YAX] e [XBZ] (Figura 2.8.1). Os segmentos aber-

tos Ul =]YX[ e U2 = ]JXZ[ satisfazem as condigoes requeridas.

TEOREMA 2.8.2 - Se Ul,UZGu e AEUanZ, entdo existe um segmen-

to aberto U EU tal que AEU

0 e U.cU.nU.,.

0 0 "1 "2

DEMONSTRACAO- De fato, pelo Teorema 2.7.9, U]nU2 ¢ um segmen-

to aberto.
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TEOREMA 2.8.3 - A classe U de todos os segmentos abertos da re-

ta r constitui uma base de abertos para a reta r.
DEMONSTRAQI\O— E conseqﬁancia imediata dos Teorcmas 2.8.1 e 2.8.2.

OBSERVACOES- 1. A topologia da reta r ¢ a topologia determi-

nada pela base U de todos os segmentos abertos.

2. E possivel, entio, para a reta r, definir todas as no-
goes topoldgicas; em particular, as nogoes de ponto de acumu-
lagao, fecho e interior_de um subconjunto arbitrario de 1, as
nogoes de conjuntos cdnexos, fechados e abertos e a nocao de
limite de uma seqiiencia de pontos. Ve-se, por exemplo, que um
segmento aberto € um conjunto aberto, bem como qualquer semi-
reta de 1.

5. Pelo Teorema 2.8.1, a topologia definida em r satisfaz
o Axioma de Hausdorff. Finalmente, todos os teoremas concernen-

tes a espagos topoldogicos em geral valem para o espaco topo-

logico r.

§2.9 - PROPRIEDADES DAS SEMI-RETAS

TEOREMA 2.9.1 - Dados dois pontos distintos A e B, se CEAD,en-

tio AB = AC.

DEMONSTRACAO - Basta analisar dois casos:’

CASO 1 - [ACB]
Se X ¢ tal que [AXB], entao com [ACB] vem [AXC] ou [ACX]
(Teorema 2.6.3). Por outro lado, se X & tal que [ABXJ], entao

com [ACB] temos [ACX] (Corolario 2.6.5.1). Se X =B, dado que
[ACBJ, entio BEAC.
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CASO 2 - [ABC]

Se X satisfaz [AXB], entdo com [ABC] obtemos [AXC] (Co-
rolirio 2.6.5.1). Se X & tal que [ABX), entdo como [ABCI, ad-
vém [AXC] ou [ACX] (Teorema 2.6.4). Finalmente se X =B, coOmo

[ABC], entdo BEAC.

Segue-se, portanto, que ABcAC. A outra inclusao € analo-
ga.
OBSERVACAO - O teorema acima nos mostra que uma semi-reta e

completamente determinada-por sua origem e qualquer um de seus

pontos.

CQROLARIO 2.9.1.2 - Sejam A e B pontos distintos. Seja C tal
que [CAB]. Fica assim determinada a semi-reta iC oposta a se-

mi-reta AB. Se D & um outro ponto qualquer tal que [DABJ, en-

tio AD = AC.

DEMONSTRAGCAO - [DAB] ¢ [CAB] implicam [ADC] ou [ACD] (Teorema

2.6.2), de maneira que DEAC e, portanto, pelo teorema ante-

rior, AC = KD.

OBSERVACAO - Dada uma semi-reta Kﬁ, entdo a semi-reta oposta
a AB fica determinada por um ponto X qualquer tal que [XAB],

pelo corolario acima. Denotaremos a semi-reta oposta a KB por KB+,

TEOREMA 2.9.2 - Dada a semi-reta Kﬁ, entao a semi-reta oposta

AB* & o conjunto dos pontos X tais que [XABI.

DEMONSTRACAO- De fato, sabemos que AB* =AC, onde [CABI. Por-
tanto, se X & tal que [AXC], entdo com [CAB] obtemos [XAB]

(Teorema 2.6.5). Se [ACX], entao novamente com [CAB] decorre

que [BAX] (Teorema 2.6.1). Temos,entao, Kﬁ*c{Xl[XAB]}.
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Reciprocamente, se X é tal que [XAB], entao de [CABJ] ob-
temos [ACX] ou [AXC] (Teorema 2.6.2), de modo qwa{XIDmB]ﬁﬁﬁ*,

donde se conclui a igualdade dos conjuntos AB* e {X|I[XAB1}.

TEOREMA 2.9.3 - Dados dois pontos quaisquer A ¢ B, distintos,
qualquer ponto da reta B exceto A, estd em somente uma das

semi-retas AB ou AB*, ou seja:
AB = AB*0{A)}OAB.
DEMONSTRACAO - Imediata.

OBSERVACOES - 1. Com os resultados até agora obtidos neste pa-
ragrafo, temos que qualquer ponto A de uma reta T determina

duas semi-retas com as propriedades citadas no Teorema 2.9.3.

2. E claro que uma semi-reta determina a reta na qual es-
ta contida.

3. Se A e B sao pontos distintos, cada semi-reta contida
em AB e com origem em A &€ distinta de cada semi-reta contida

em AB com origem em B. Portanto, cada semi-reta determina sua

origem e, conseqiientemente, também a semi-reta oposta.

TEOREMA 2.9.4 - Se A,B e C sao pontos tais que [ABC],entao BC

& o conjunto dos pontos tais que [ABX]J.

DEMONSTRAGCAO - Imediata.

TEOREMA 2.9.5 - Se A,B e C sao pontos tais que [ABC],entao to-

dos os pontos de BC estdo em AR,

DEMONSTRACAO - De fato, se [BXC), entao com [ABC] advem que
[ABX] (Teorema 2.6.5). Por outro lado, se [BCXI, entao nova-

mente com [ABC] obtemos [ABX] (Teorema 2.6.1).
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TEOREMA 2.9.6 - Se C estd em AB ¢ [ACD], entdo D estd em AB.

DEMONSTRACAO - Imediata.

Seja r uma reta. Indicaremos por S a classe de todas as
semi-retas contidas em r. As vezes indicaremos seus elementos

>

por E,b,z,...

TEOREMA 2.9.7 - Sejam A e B pontos distintos em uma reta r.
Seja T =au{A}ua* =bu{B}ub*, onde a, a* e g, b* sio as semi-te-
tas determinadas na reta r pelos pontos A e B, respectivamen-

te. Se A€b e BE€a*, entdo

I T > o +> o .
acb, b¥ca*, anb* = B, a*nb = JAB[.

DEMONSTRACAO - Se X€a, entdo [XABJ; portanto, ndo [ABX], don-

=
8w o e B e >
-
b
O = e o o o e e o o -
(o {Jimaneans Tr
5 B A
b*
e ————— - - -0
-
*
L - o - —— - — B s s o . ~0

Figura 2.9.1

de X€g. Assim ach. Logo, B*ca* e anb* =(. Sc X€a*nb ,temos nao
[BAX] e nao [ABX], donde [AXB], ou seja, XEJAB[. Reciprocamen-

te, se [AXB], entao nao [BAX] e nao [ABX],portanto X€Ea*nb.

. - & ~ -
TEOREMA 2.9.8 - Se as semi-retas a e b estao contidas em r com
“ . ~ -+ o
origens A e B, respectivamente, onde A =B, entao ach se, e so-

mente se, A€b e Bﬁg.

DEMONSTRACAO - Somente quatro casos sao possiveis:



CASO 1 - AED e Bga.

- > o>
Temos entao achb.

CASO 2 - AEb* e BEa.

Resulta pois ch, e como 2 xg, segue-se que a¢h.
CASO 3 - A€b* e BEa%
Tem-se anb = e como a 20, segue-se que a¢b.
, g

CASO 4 - A€b e BEa.

Temos pois anb = JAB[. Assim, se Ecg, temos que a =JAB[ ,0
que € um absurdo.

TEOREMA 2.9.9 - Sejam a2 e b duas semi-retas em T com origens

distintas A e B, respectivamente. Se ECB, entao
b-{A} = JAB[ua e JAB[na = 0.

DEMONSTRACAO - Imediata.

TEOREMA 2.9.10 - Para dois pontos distintos A e B quaisquer

ABnBR = JABL.
DEMONSTRAGCAO - Imediata.

TEOREMA 2.9.11 - Sejam a,b,c€S. Se bca e cca, entio beC ou
¢eb.

DEMONSTRACAO - Se duas das semi-retas a, b e ¢ sdo idénticas,
entdo a assercao ¢ o6bvia. Suponhamo-las entao distintas duas
a duas. Sejam também A, B e C as origens das semi-retas a,b e

-+ . ~ : s
C, respectivamente. E claro que A, B e C sao distintos. De a-

cordo com o Teorema 2.9.3, temos
BEa e C€a ~ (1),

e pelo Teorema 2.9.9 segue quc
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2-{B} = JAB[ub, JABLnb

n
=

(2)

2-{C} = JAC[u¢, JAC[nC

]
I

9. (3).

De (1) vem [ABC] ou [ACBJ]. Se [ABC], entao com (2) e (3), de-
corre que C€g e BQE, isto e, ¢cb. Por outro lado, se tivermos

[ACB], entdo, de maneira analoga, obtemos bec.

§2.10 - ORIENTAQAO DE UMA RETA - EIXO0S

Neste paragrafo, estudaremos uma certa relacao binaria de-
finida entre as semi-retas de uma reta r. Tal relagao nos per-

mitira, posteriormente, definir uma relacao de ordem total en-

tre os pontos da reta r.

DEFINICAO 2.10.1 - Seja S a classe das semi-retas de uma reta
r como no paragrafo anterior. Definimos uma relacao binaria R

em S pela seguinte condigao:

ERg, se, € somente se, ECE ou ch,
Se ERK, entio dizemos também que a semi-reta a tem a mesma o-
nientacao da semi-reta b,
TEOREMA 2.10.2 - A rélagéo R definida acima ¢ uma relagao de

equivalencia.

DEMONSTRACAO - Para qualquer A€S temos aca, portanto R € re-

> > > i Le > > . ~
,DES e aRb, entao acb ou bea. Obviamente, ve-se

SR 2

flexiva. Se

entao que BRa. Finalmente, suponhamos Z,b,EES tais que aRb e

¥

> > - 2
bREG. Ha quatro casos possiveis:

.

CASO 1 - acb e bec.

N s - . R
Neste caso verifica-se acc ¢, assim, aRc.



CGASO 2 - bea e ccb,
> > >
Temos cca e, portanto, aRc.

-5

CASO 3 - ach e ccb.
| Pelo Teorema 2.9.11 resulta ECZ ou an, e, assim, aRre.
CASO 4 - bea
a *cg*. Novamente, pelo Teorema 2.9.11,con-
cluimos que a*cC* ou c*ca*, isto &, acc ou cca, de onde aRc.
OBSERVACAO - Como R & uma relaciao de eqiiivaléncia, ela defi-

ne uma particdo em S. O proximo teorema nos dira que tal par-

ticdo consiste exatamente de duas classes de eqliivaléncia.

TEOREMA 2.10.3 - Para qualquer reta r, a classe S de todas as
semi-retas de r pode ser representada unicamente como reuniao

disjunta de dois conjuntos nao vazios S1 e Sy, $=55uS,, pos-

suindo as seguintes propriedades:

> i ~ . > 14 ~
1) Se a,bGS1 ou a,bGSz,lentao as semi-retas a e b tem a
mesma orientacgao.

2) Se 3681 e 3632, as semi-retas a e b nio tem a mesma

orientacao.
DEMONSTRACAO - De fato, se 2 & uma semi-reta de S, temos 1T =
= au{A}va*, onde A é a origem de a. Assim aRa*. Seja BES, de
origem B, distinta de 3 e a*, Vem, entao,B #A e apenas quatro
casos sao possiveis:
CASO 1 - AEb e BEa,
Neste caso temos ach (Teorema 2.9.8).

CASO 2 - AGb e BEa.

+ o
Neste caso acb.



CASO 3 - A€H* e¢ BEa
Neste caso g*cg*.
CASO 4 - AEB* e BEa*

&> > . > >
Neste caso acb, ou seja bca*

. D> > >
Segue-se, pois, que bRa ou bRa*.

DEFINIQRO 2.10.4 - Denominamos cada um dos conjuntos 31 e S2
do teorema anterior de onientacao ou sentido da reta r. Dizemos
também que as orientacoes Sl e 82 sao opostas. Se uma semi-re-
ta a pertence a S1 (ou 32), dizemos também que a2 tem a orien-

tagao S1 (ou SZ).

DEFINICAO 2.10.5 - Chama-se reta onientada, ou eixo, ao par
ordenado consistindo de uma reta e¢ uma de suas orientagoes.

Assim, a partir de uma reta r, ha duas retas orientadas UySﬂ

e (r,Sz) .

OBSERVACOES - 1. Como uma reta ¢ determinada por qualquer uma
de suas semi-retas, entdao para se obter uma orientagdo em T e

r n & -
suficiente escolher nela uma semi-reta a.

2. Seja (r,Sl) um eixo determinado pela reta r. Dizemos
que o ponto P pertence ao eixo (r,Sl), ou que P esta no eixo

(r,Sl) — em simbolos, Pé(r,Sl) — se PEer.

3. Das duas semi-retas determinadas por um ponto P na re-
ta r, apenas uma delas, digamos 3, tem a orientacao Sl' Ex-
pressamos este fato dizendo que o ponto P determina maexxo(r,%)
a semi-neta 3.

§2.11 - ORDEM DOS PONTOS SOBRE UM EIXO

% § F > .
Consideremos o eixo (r,Sl). Indiquemos por ap a semi-re-
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ta determinada no eixo (r,Sl) pelo ponto P, isto e, Zpesl.

DEFINIQKO - Sejam A e B pontos do eixo (r,Sl). Dizemos que O
ponto A precede o ponto B no eixo (r,Sl) quando EBCEA e indi-
cémos este fato por A<B. Se EA xZB, dizcmos que A precede estnd-
tamente B e indicamos este fato por A<B. Fica assim definida u-

ma relacdao binaria < entre os elementos de r.

TEOREMA 2.11.2 - A relacdo €, definida acima, goza das seguin-

tes propriedades:

Pl) VAEr, ASA (reflexividade).
PZ) VA,BEr, se A<B e B<A, entao A =B (anti—simétrica).
P3) VA,B,CEr, se ASB e B<C entao AsC (transitividade).

-P4) VA,BEr, se A =B entao A<B ou B<A (linearidade) .
DEMONSTRACAO - Imediata.

OBSERVACOES - 1. As propriedades Pl,P2 e P, nos dizem que < &
uma relacao de ordem em T e junto com P4, < € uma relacao de
ordem total. Portanto, a relacdo < ordena os pontos de r Te-

lativa ao eixo (r,Sl).

2. Se A <B, escrevemos também B 2A e, neste caso, dize-

mos B sucede o ponto A.
. « > .
3. Se o ponto A determina a semi-Teta a, Mo eixo (r,Sl),
entao KA & constituido dos pontos P tais que P >A e a semi-reta

complementar EA* consiste dos pontos P tais que P <A.

TEOREMA 2.11.3- Sejam A, B e C trés pontos quaisquer de um ei-

X0 (r,Sl). Entdo [ABC] se, e somente se, A<B<C ou C<B<A.

DEMONSTRAGAO - Temos JABL = ABnBA. Se A <B, & facil ver que AB

tem a mesma orientagao que (r,Sl) e a orientagao de BA & opos-
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ta a orientacgao do eixo (r;Sl). Scgue-se que JAB[ ={P|A<P<B}.

Analogamente, se B <A, temos JAB[ = {P|B<P<A}.

TEOREMA 2.11.4 - Consideremos um eixo (r,Sl). Entao temos:
| 1) Para cada ponto BG(r,Sl), existem pontos A,C G(r,Sl),
tais que A <B <C.
2) Se para os pontos A,CG(r,Sl) ocorre que A <C, entao e-

xiste um ponto BG(r,Sl), tal que A <B <C.
DEMONSTRACAO - Imecdiata.

OBSERVACOES - 1. Seja r uma reta. A ordem dos pontos da reta
r depende da orientagdo escolhida. Mudando a orientagao pecla

sua oposta, muda-se a ordem para a oposta.

2. 0 conjunto dos pontos de um eixo (r,Sl) com respeito
a relagao de ordem ¢ definida anteriormente ¢ densa em si

mesmo sem o primeiro e Ultimo pontos.



CAPTTULO III

0 SISTEMA AXIOMATICO IT E OUTRAS
PROPRIEDADES DA ORDEM

§3.1 - 0 SISTEMA AXIOMATICO I

Passaremos, agora, a descrever a Geometria Ordenada atra-
vés da Axiomatica IT. Embora parte do tratamento ja tenha si-
do indicado por alguns autores (ver, por exemplo (151,p.185),
os resultados que desenvolveremos (a apresentagao detalhada da
Axiomatica IT ¢ a equivaléncia das Axiomaticas T ¢ II) mnunca

foram — ao que sabemos — antes tratados em detalhe.

§3.1.1 = Introdugao

Como nog¢oes primitivas desta axiomatica temos um conjun-
to S de pontos, uma classe L de subconjuntos de S e, para ca-

da elemento r de L, uma relagdo binaria <_ entre os elemen-

tos de T.

Os elementos de S serao chamados de pontos e denotados pe-

las letras A, B, C, P, Q, ... Ao invés de escrever AES, dire-

mos também: A & um ponto.

Os elementos da classc L serao chamados de retas ¢, tambem,
como no caso dos pontos, rE€L serd escrito as vezes: T € uma

reta.

~42-
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A formula A€r, que diz que o ponto A pertence a reta r,
pode ser lida: o ponto A esfa na reta r ou a reta r passa por

A.

Para cada reta r, a relagao £ ¢ denominada ''relacao de
precedéncia na reta r'. Se A,BEr e (A,B)Gsr, escrevemos, tam-
bém, A < B que & lida: o ponto A precede o ponto B na retar. Se
tivermos A srB e os pontos A e B sao distintos, escreveremos

A <rB que devera ser lido: o ponto A precede estritamente o ponto

B na reta r.

Seguem-se os axiomas, formulados entre as diversas defi-

nicoes e teoremas.

AXIOMA II.1 - Existem pelo menos dois pontos distintos.

AXIOMA II1.2 - Para cada par de pontos distintos existe exata-

mente uma reta que oS contém.

AXIOMA II.3 - Para cada reta r, a relagao binaria < ¢ uma re-

lacdao de ordem total densa, isto é:

01) VAEr, temos A sr A.
02) VA,BEr, se A SrB e B SrA’ entao A = B.

0,) VA,B,CEr, se A s_B e B< C, entdo A< C.
T Tr r

04) VA,BEr, temos A srB ou B srA.

05) VA,BEr, se A <rB, entao existe um ponto CEr tal que
A< _C<_B.
r r
06) VYA,BEr, se A srB, entao existem pontos'C e D na reta
r tais que C<_A<_B e A< _B <_D.
r r : r T
OBSERVAGAO - A relagao inversa da relagao S. de uma reta r (que

indicaremos por s%), ¢, também, por sua vez, uma relagao de

ordem total densa, isto €, satisfaz o Axioma II.3 precedente.
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Tsso mostra que ndo ha uma Unica relagdo de precedencia para
pontos de uma mesma reta; € natural ordena-los tanto pcla re-
lagao <.» bem como pela sua inversa s;. De fato, ndo ha méto-

do geométrico intrinseco para distinguir entre estas rclagoes.

DEFINICAO 3.1.1.1 - Seja r uma reta. Denomina-se reta orien-
tada ao par (r,<), onde < & uma de suas ordens totais densas.
Quando a ordem particular "<'" escolhida € irrelevante diremos

simplesmente '"'a reta orientada r'".

OBSERVAGOES - 1. Note-se que, pelo Axioma II1.3, o conjunto dos
pontos de uma reta r, com relagao a qualquer uma de suas rela-

¢oes de ordem, & densa em si mesma, sem primeiro e ultimo pon-

tos °

2. Se A e B constituem um par de pontos distintos, a ex-

pressdo '"reta orientada AB" significa a reta orientada B ta1

que A <B.
3. Pontos de uma mesma reta sao ditos colineares.

4, De um modo geral, utilizaremos, sem mengao explicita
as notagdes da Axiomatica I para os conceitos ''corresponden-

tes'" da Axiomatica II.

§3.1.2 - Propriedades da Relagao de 'Precedencia'

LEMA 3.1.2.1 - Sejam A, B e C pontos distintos de uma reta r.
Entao, temos A <B<C ou C<B <A se, e somente se, A<'B<'C ou

C<'"B<'A.

DEMONSTRAGCAO - Imediata.
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§3.1.3 - Obtengao da Relagao 'Estar Entre'

DEFINICAO 3.1.3.1 - Para quaisquer pontos A, B e C, dizemos que
o ponto B esta entre A e C, se A, B e C sao distintos dois a
dois, A, B e C sao colineares e A <B <C ou C <B <A, onde < ¢

uma das relacoes de ordem definida na reta determinada por A,

B e C. Note-se'que, pelo lema anterior, a relacao acima esta

bem definida.

OBSERVACOES - 1. Se B esta entre A e C, indicaremos este fa-
to por [ABC]II.

2. Naturalmente, para cada reta ha uma relagdo 'estar en-

tre No entanto, por abuso de linguagem, usaremos o mesmo Sim-

bolo para denotar todas as relagoes em aprego.

TEOREMA 3.1.3.2 - Se A e B sdo pontos distintos, existe pelo

menos um ponto C tal que [ABC]II.

DEMONSTRAQRO - De fato, pelo Axioma II.2 existe uma reta r que
contém A e B e & Unica. Do Axioma II.3 temos A <B ou B <A. Em

qualquer um dos casos, ainda pelo mesmo axioma obtemos um ponto

C com A<B<C ouC<B=<A, de onde [ABC]II-

TEOREMA 3.1.3.3 - Se [ABC]II, entao A =C.

DEMONSTRACAOQ - Conseqiiencia imediata da Definicao 3.1.3.1.
TEOREMA 3.1.3.4 - Se [ABC]II, entao [CBA]II, mas nao [BCAJ.

DEMONSTRAGRO - De fato, se [ABCI ;. entdo & imediato que [BCAJy.

Por outro lado, se tivermos [BCA]II, entdao vem B<C<A ou A =<C<
< B. Analisemos, pois, os dois casos:
CASO 1 - B =<C <A

De EABC]II temos A <B <C ou CsBsA. De B <C <A recsulta



- 46 -

hue B <A, do qual, com A £B, temos A =B, o que ¢ uma contra-
digdo. De B<C <A vem B<C, a qual, com C<B, nos da B=C, o

que novamente & uma contradigao.

CASO 2 - A=C=<B
Novamente de [ABC]II obtemos A <B <C ou C<B <A, De C <B
e B<C advém que C =B, o que ¢ uma contradicao. Da mesma ma-

neira, de A <B e B <A temos A =B, o que novamente € uma con-

tradicao.

Segue-se, portanto, que temos nao [BCA]II'

TEOREMA 3.1.3.5 - Se C e D sao pontos distintos na recta AR,

entio A estd na reta CD.
DEMONSTRACAO - E conseqiliencia imediata do Axioma 11.2Z.

DEPINIQRO 3.1.3.6 - Se A e B sao pontos distintos,definimos o
segmento aberto JAB[ como sendo o conjunto dos pontos I de AB
tais que [APB]II. 0 segmento fechado [AB] é definido como a
reunido de JAB[ com {A,B}. Os pontos A e B sdo ditos extremida-
des do segmento aberto JAB[ (respectivamente, segmento fecha-
do [AB]). Se PEIAB[ (respectivamente [AB]), dizemos tambem que
o ponto P esta no segmento aberto JABL (respectivamente, seg-

mento fechado [ABJ]).

AXIOMA II.4 - Dada uma reta T existe um ponto Agr.

DEFINIQRO 3.1.3.7 - Treés pontos ndo colinearcs determinam o
triangulo AABC que consiste desses pontos, chamados vertices, u-
nido com os trés segmentos abertos JAB[, JAC[ e JIBC[ denomi-

nados Lados.
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Aclara-sc, agora, os axiomas restantes da Axiomatica TT:
sao, a saber, o Axioma I.7 (de Pasch-Peano); Axioma 1.8 ,Axio-
ma 1.9, Axioma K (continuidade) da Axiomatica I que aqui, re-

cebem, exatamente a mecsma formulagﬁo.
§3.1.4 - Equivaléncia dos Sistemas Axiomaticos | e Il

A eqliivaléncia das Axiomaticas I e II & uma decorrencia

do exposto em §2.11 e §3.1.53.

§3.2 - OUTRAS PROPRIEDADES DA ORDEM
§3.2.1 - Propriedades dos Triangulos

DEFINICAO 3.2.1.1 - Um ponto X & 4interion ao triangulo AABC se,

e somente se, X esta entre dois pontos de lados diferentes do

triangulo AABC.

TEOREMA 3.2.1.2 - Um ponto interior a um tridngulo AABC estd entre

cada vértice e algum ponto do lado oposto a este vertice.

DEMONSTRACAO - Se X & interior a AABC, ha pontos M,N em lados
diferentes, digamos JAB[ e JAC[, tais que [MXNJ]. Considerando
inicialmente a reta BX e depois K?, a assercao se sepuc do Teo-

rema 2.5.2 e Corolario 2.6.5.1.

TEOREMA 3.2.1.3 - Se AABC & um triangulo e M, N e X sao pontos

tais que [AMB], [ANCJ] e [BXCJ, entao JAX[ encontra IMNC .

DEMONSTRACAO - [ decorréncia imediata dos Teoremas 2.6.1 e
2.6.18.
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TEOREMA 3.2.1.4 - Seja AABC um triangulo. Uma reta que passa
por um ponto X interior a AABC e por um ponto Y de AABC, en-

contra novamente AABC em um ponto Z com [YXZ].

DEMONSTRAGAO - Pelo Teorema 3.2.1.2, AX encontra IBC[ em um

ponto M. Se Y #M estd em IBC[, entdo [CMY] ou [BMY] (Teorema
2.6.7) e assim [MXAJ]. Do Teorema 2.5.2 decorre entao nossa as-

serg¢ao.

TEOREMA 3.2.1.5 - Um ponto entre o vértice de um triangulo e

um ponto do lado oposto & interior ao triangulo.
DEMONSTRAGCAO - E consegqiiéncia imediata do teorema anterior.
TEOREMA 3.2.1.6 - Seja o triangulo AABC e D,X; e lexmtostais

1 2
o ponto onde ﬁﬁi (i=1,2) encontra JAC[L (Figura 3.2.1.1).

que.  [BCD] e [AXIXZB]. Temos entao [AY.Y.CJ, onde Y. (i=1,2) e

A
X v,
X Y
07
B C D

Figura 3.2.1.1

DEMONSTRAQRO - A 1luz do Teorema 2.6.18, [AXlB] e [BCD] impli-
cam [AY1C] e [X1Y1D]' Do Teorema 35.2.1.3, [X1X2R], [Xl\lﬂj e

[BCD] nos dao [YlYZC] e [XZYZD].
§3.2.2 - Planos

Na Geometria Ordenada, e notavel que simplesmente com 0S
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Axiomas 1.1 a I.7 podem-se demonstrar todas as propricdades
conhecidas de incidéncia em um plano. Os mais importantes tco-
remas a serem demonstrados no plano sao:
1) Quaisquer trcs pontos nio colincares de um plano o de-
terminam, e
2) Se uma reta tem dois pontos cm comum com um plano en-
tio todos oS pontos da reta estao no plano.
Ja no enfoque tradicional estas propriedades, bem como o
Teorema 3.2.2.2 que apresentaremoé logo a seguir, sao tomados
como axiomas, como faz, por exemplo, Hilbert na famosa obra

"Grundlagen der Geometrie' ([211]).

DEFINICAO 3.2.2.1 - Sejam A, B e C pontos nao colineares. De-
finimos o pfano ABC como sendo o conjunto de todos os pontos das

retas obtidas unindo-se dois pontos quaisquer do triangulo

AABC.

OBSERVACOES- 1. Segue-se da definigao acima que os pontos do

triangulo AABC pertencem ao plano ABC.

2. Conjunto de pontos de um mesmo plano sao ditos coplana-

nes.

3. Segue-se também:da definigdo que ABC =BAC =BCA =CBA =
= CAB =ACB.

4. Se uma reta r esta contida num plano ABC, dizemos tam-

bém que 1 esta no plano ABC.
5. Denotaremos, as vezes, os planos por a, B, ¥, ...

TEOREMA 3.2.2.2 - Se o ponto X pertence ao plano ABC e Y esta

= 4 . A
em um lado de AABC,entao a reta XY encontra o triangulo em um



ponto Z =Y.

DEMONSTRACAO - Existem pontos M e N em AABC colineares com X.
A assercao decorre do Axioma I.7 e dos Teoremas 2.6.18, 3.2.1.4
e 3.2.1.5 quando X esta em uma das retas determinadas pelos
lados de AABC, ou quando X nao esta em uma das retas determi-
nadas pelos lados de AABC mas M ou N & um vertice de AABC, ou
quando X & intérior a AABC. Finalmenté, se [MNX] e M e N es-
tao em lados diferentes de AABC, digamos, JAB[ e JAC[ respec-
tivamente, entdo de [AMB] e [MNX] obtemos Z, tal que [ANZ] e
[XZB]. Como temos [ANC]1 e Z =C, resulta que [AZC] ou [ACZ], e
considerando os triangulos ABCZ e ABZA e a luz do Teorcma 2.6.18

ou Axioma I.7, advém o resultado desejado.

TEOREMA 3.2.2.3 - Sejam A, B e C pontos nao colineares. Se X
estd em JAB[, entdo o plano ABC & o conjunto dos pontos das

retas obtidas unindo-se X aos pontos de AABC.
DEMONSTRACAO - E conseqiliencia imediata do teorcma anterior.

TEOREMA 3.2.2.4 - Se D esta no plano ABC e nao em BC, entdo o

plano ABC & idéntico ao plano DBC.

DEMONSTRACAO - Suponhamos inicialmente que D pertenga a uma
das retas determinadas pelos lados de MBC, digamos AB. Se [DABR], seja X
tal que [AXB]; e, se [ADB], tal que [DXBI. Entao, todas as re-
tas que passam por X e que encontram AABC, encontram ADEC e re-
ciprocamente (Axioma I.7 e Teorema 2.6.18). Assim, pelo teo-

rema anterior, ABC =DBC. Segue-se, portanto, que s¢€ CEAR e

1) [DAB] ou

2) [ADB], entao ABC = DBC.
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Concluimos ainda que, se [DBAJ, entao BAC =DAC por 1) e se
[ABD], entiao ADC =BDC por 2). Vem, entao, que ABC =BAC =DAC =
= ADC = BDC =DBC.

Suponha-se agora que D ndo esteja em qualquer reta deter-
minada pelos lados de AABC. Seja X, tal que [CXB]. Como D es-
ti em ABC, DX encontra AABC em Y, Y #X (Teorema 3.2.2.2) (Fi-
gura 3.2.2.1). O ponto Y esta em JAB[ ou JACL ou ¢ identico a

A. Suponhamos sem perda de generalidade que YEJABLu{A}. Temos
entao ABC =ABX =YBX =DBX =DBC.

Figura 3.2.2.1

TEOREMA 3.2.2.5 -Se D, E, F sao pontos distintos nao colinca-
res de ABC, entdao ABC =DEF. Assim um plano qualquer e total-

mente determinado por tres de seus pontos quaisquer nao coli-

neares.

DEMONSTRAGAO - Sem perda de generalidade, suponha-se D ¢ B¢,

55966 e Fﬁéﬁﬁ. Pelo teorema anterior, ARC =DBC. Como EEABC
= DBC, segue que BDC = EDC. De modo analogo, EDC =CED =FED
DEF.

1

1

TEOREMA 3.2.2.6 - Se D, E sdao pontos distintos de ABC, vem que
DE esta em ABC.



= B3 =

DEMONSTRACAO - Seja XEABC e X@DE, entdo ABC =XDE (Teorema ante-

rior). E claro que ﬁﬁ esta em XDE, e, portanto, em ABC.

A seguir enunciaremos trés teoremas de demonstragao ime-

diata:

TEOREMA 3.2.2.7 - Se uma reta intercepta um plano que nao a con-

tem, a intersecgéo contém somente um ponto.

TEOREMA 3.2.2.8 - Dois planos distintos nﬁoxpodem se intercep-

tar em trés pontos ndo colineares.

TEOREMA 3.2.2.9 - Se dois planos distintos se interceptam em
A e B, entao elas se interceptam em AB.

TEOREMA 3.2.2.10 - Se uma reta r esta em ABC,distinta dasre-
tas determinadas pelos lados de AABC e X ¢ um ponto de 1r in-

terior a MBC ou esta em um lado de AABC, entao a reta T en-

contra AABC em dois, e somente dois, pontos.

DEMONSTRACAO - Seja-P um ponto em r distinto de X. Se X esta
em um lado de AABC a assercao decorre do Teorema 3.2.2.2. 3Se
X é interior a AABC, entao AX encontra JIBC[ em N, e assim ABC=
= ABN. A reta PX esta em ABN e intercepta AABN e,portanto,tam-
bém intercepta AABC em um ponto distinto de X (Teorema 3.2.2.2).

Logo, PX intercepta AABC em dois pontos (Teorema 3.2.1.4), e

em somente dois.
Mais trés teoremas de demonstracgao imediata:

TEOREMA 3.2.2.11 - Uma reta r em ABC distinta de AB, que inter-

cepta JAB[, encontra JAC[ ou JBCL ou passa por C-

TEOREMA 3.2.2.12 - Uma reta em ABC que nao encontra [ACle nem



tBC] nao encontra [AB].

TEOREMA 3.2.2.13 - Uma semi-reta contida em ABC com origem num
ponto interior a AABC intercepta o triangulo em somente um

ponto.

TEOREMA 3.2.2.14 - Se A, B e C sao pontos nao calineares e [BDC],entao
todos os pontos interiores ao triangulo AABC, e somente esses pontos, sao

interiores ao triangulo AABD ou interior a AACD ou esta em JAD[.

DEMONSTRACAO - E consegiiéncia imediata dos Teoremas 3.2.12 e
3:2:15,

TEOREMA 3.2.2.15 - Sejam A, B e C pontos nao colineares. Se-
jam tambem, X,YEABC ndo pertencentes a AABC e nem interiores
ao mesmo, [XYInJAB[ ={L} e [XLY]. Logo, [XY] corta AABC em mais

um ponto Z distinto de L.

DEMONSTRAQAO - Segu¢~se que a reta XY intercepta JABlL em L. lLo-
go, pelo Teorema 3.2.2.2, tal reta encontra novamente AABC em
um ponto Z #L. Naturalmente Z¢[AB]. Segue-se, entao, que 4
intercepta JAC[ ou JBCL, ou ainda, CE&y. Analisemos os secguin-

tes casos:

CASO 1 - CEXY.

Temos [LCY] ou [CLY] ou [LYC].

Se [LCY], entao de [XLY] obtemos [XCY].

Se [CLY], entao de [XLYJ] obtemos [LXC] ou [LCXJ]. [LXC]
nao é verdadeira, pois, do contrario, X e interior a AABRC. Lo-
go devemos ter [LCX] que, junto com [XLY], obtemos [XCY].

Se [LYC], Y seria interior a AABC o que & contrdrioanos-

sa hipotesec.
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Temos, assim, que [XYInAABC ={L,C}, L =C, pois cels.

CASO 2 - [XYInJACL ={2}
Para os pontos L, Z e Y temos [LZY] ou [YLZ] ou (LYZ].
Se [LZY], entao com [XLY] obtemos [XZY].
Se [YLZ1, entdo pelo Teorema 2.6.2 obtemos [LIX] ou [LXZ].

[LXZ] & falsa e, portanto, temos [LZX] que,junto com [XLY], nos
da [XZY].

Se [LYZ], entao Y ¢ interior a AABC, o que ¢ uma contra-

~dicgao.
Segue-se assim que [XYJnAABC ={L,Z}, L =Z.

TEOREMA 3.2.2.16 - Seiam X e Y pontos do plano ABC tais que
[XY] intercepta JABL em L =Y e nao intercecpta JACL nem JBCL, e
também ndao contém C. Se X nao € um ponto interior a AABC, en-

tao Y & interior a AABC.

DEMONSTRACAO - E conseqiiéncia imediata do teorema anterior.

§3.2.3 - Regioes Convexas e Regioes Conexas

DEFINIGAO 3.2.3.1 - Dada a seqiiéncia finita de pontos (A;,A,
veeesA) (n22), todos distintos, chama-se mﬂ%gomdlAlAzn.Ancme

une A, e A_ ao conjunto
1 n

. A D,
[AlAzlu[AzASJU U[An_lAn-
- - A -
Ela sera designada, as vezes, por pAn ou simplesmente por p.

Os pontos A ,AZ,...,An sao ditos ventices da poligonal e os scg-

1

mentos [AlAzj,[AZASJ,...,[An_ An],ﬁmwé da poligonal.

1

OBSERVAQKO - Dada a poligonal p =A1AZ...An (nz2), € claro que
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esta ¢ identica a poligomal A, A. ...A. onde (i,,i,,...,i)
1y 12 Loy 1 n
¢ uma permutagao circular de (1,2,...,n).

DEFINIGAO 3.2.3.2 - Um conjunto C de pontos & denominado de
negiao conexa se, para dois pontos quaisquer A e B de C, existir
uma poligonal pz tal que pi cC. Em geral, quando mencionamos

uma regido, entendemos que ela € conexa.

DEFINICAO 3.2.3.3 - Um conjunto de pontos C & denominado de

negido convexa Se para dois conjuntos quaisquer A e B de C,

[AB] < C.

OBSERVACAO - Segue-se das definigoes acima que segmentos,scg-
mentos abertos, retas e semi-retas sao regioes conexas e con-
vexas. Também a interseccido de duas regioes convexas ¢ conve-

Xa.

DEFINICAO 3.2.3.4 - Um conjunto S #@ separa uma regiaoC nasre-

gices C; #P e ¢, 2 se:
a) C=C uSuC,.
b) ClnC2 ={.
c) ClnS =CZnS =0,
d) VA,BEC, se AEC, e BEC entao para qualquer

1 2’
picc segue-se que pinSxﬁ.
TEOREMA 3.2.3.5 - Se S separa Cem C; ¢ C, e em C, € C,, en-
tao C1 =Cl e C2 =C2 ou C1 =C2 e C2 =C{ .

DEMONSTRACAO - Seja AEC Logo, AEC! ou AEC,. Suponhamos AEC].

1° 1 2 1

Se X e um ponto qualquer em Cl’ entao do mesmo modo, XGCi ou
= - X

XGC%. Se XGCé, entao para qualquer poligonal Py pins 20, mas

isso contradiz o fato de X,A€C ' e as-

. Scgue-se entao que XGC1

1



= G§ ~
sim 01CCi. Reciprocamente se YEC), de maneira similar, mostra-
. e
se que Y€C1 e assim C1 Cl'

Finalmente, como C1UC2US =CiUCéUS =C,

1 1° ClnC2 =¢,CinC2 =0, ClnS =Can =CinS =CénS =0,

vem, tambem, C2 =Cé.

§2.3.4 - Semi-Planos

Fixemos uma reta r em um plano a. Estudaremos neste pa-
ragrafo, a relagdo yu definida para dois pontos A e B de a -r

pela condigao:

AuB, se, e somente se, F0€r tal que [AO0B].

Por vezes, a formula AuB & lida '"os pontos A ¢ B estao no mes-

mo Lado da reta T (no plano a)'.
TEOREMA 3.2.4.1 - u € uma relacao de eqliivaléncia em a-T.

DEMONSTRACAO - As propriedades reflcxiva e simétrica sao ime-
diatas. Seja entao A,B e C €Ea-r tais que AuB e BuC. Temos os

seguintes casos:
CASO 1 - A,B e C sao colineares

Suponha-se por absurdo que AYC. Portanto, existe um pon-
to O€Er tal que [AOC]. Como temos AuB e BuC, segue-se que

nao [AOB] (1)

nao [BOC] . (2},
De (1) vem

[ABO] (3)



ou
[BAO) (4),
De (2) decorre que
[CBO) (5)
ou
[BCO] | (6),

A férmula [AOC], com [ABOJ], nos da [BOC] (Teorema 2.6.5),
e, do mesmo modo, de [AOC] e [CBO] decorre EBOA],O que € uma
contradicao. Pelo Teorema 2.6.1,[AOC] e [BAO] nos dao [COB] e
[AOC] com [BCOJ implicam [AOBJ, o que novamente & contradito-
rio com nossa hipotese. Assim A0€r com [AOC], ou seja, temos

AuC.

CASO 2 - A,B e C nao sao colineares

Se, por absurdo, tivermos O€r com [AOC], entao,pelo Teo-
rema 3.2.2.2, a reta r encontra AABC em um ponto Z =@.Tal pon-
to Z esta em JAB[ ou JAC[, contradizendo nossa hipotese. Se-

gue-se, por conseguinfe,que AOEr com [AOC], ou seja, AuC.

TEOREMA 3.2.4.2 - O conjunto quociente a-r/p tem somente dois

elementos.

DEMONSTRACRO - De fato, existem pontos OEr, A,Bfr, A,BEa tais
que [AOB]. E claro que A e B estao em classes de eqiiivalencia

diferentes a; e a

2" Seja agora X€a-r. Considecremos dols casos:
CASO 1 - A,B e X sao colineares.
Temos [ABX] ou [AXB] ou [BAX].
. [ABX] e [AOB] acarretam [OBX], e assim Xeaz.

[BAX] e [AOB] acarretam [OAXJ, e assim X€a1.
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[AXB] e [AOB] acarrctam [AXOJ ou [OXB] de mancira que nao

[AOX] e ndo [BOXJ, e portanto X€a; ou X€a, .

CASO 2 - A,B e X nao sao colineares

Temos entdo a reta r interceptando AABX em O. Pelo Teo-
rema 3.2.2.2, a reta r corta AABX em um ponto Z distinto de
0, com [AZX] ou [XZB]l. Se [AZX], entiao XuB e, portanto, X€a

2
e se [XZB] entao XpuA e, por conseguinte,xeal.

DEFINIGAO 3.2.4.3 - Os dois subconjuntos a, e a, obtidos no
teorema anterior denominam-se semi-planos de origem r. Os con-
juntos aqur e a,uT chamam-se semi{-planos gechados.Dizemos também

que os semi-planos ay e oy sao complementares ou opostos umdo ou-

tro.

OBSERVACOES - 1. Dado o semi-plano ay, O seu complementar (ou

oposto) sera denotado, as vezes, por ai.

2. E claro que um semi-plano determina o plano a em que

esta contido.

3. Cada semi-plano € unicamente determinado por sua ori-

gem e qualquer um de seus pontos.

TEOREMA 3.2.4.4 - Como as notacoes do teorema anterior, ay e

o, sao regioes convexas.

DEMONSTRACAO - Provemos a assergao para aj. Sejam M e N pon-

tos de a, e seja C tal que [MCN]. Temos os seguintes casos:

CASO 1 - M,N ¢ B sio colineares (Figuras 3.2.4.la e 3.2.4.1D)

Como M,NGal temos que J0€Er com

[MOB] (1)
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[NOB]J. (2)

De (1) e (2) concluimos

[MNO] (3)
ou
[NMO] (Teorema 2.6.2). (4)
M N
N TM
7 W
5 r 5 r
B¢ 1B
Figura 3.2.4.1a Figura 3.2.4.1b

De [MNO] e [MCN] obtemos [MCO] (Corolario 2.6.5.1) que,
junto com [MOB], acarreta [COBJ], e assim ceal. Por outro lado,
[NMO]l e [MCN] implica [NCOJ], que, com [NOB] implica tambem [COB]J,
e assim C€a1.

Segue-se dai que [MN]<a, .

CASO 2 - M,N e B nao sao colineares

Temos M,NGal. Logo, existem pontos O e P em r com [MOB] e
[NPBJ. Seja‘C tal que [MCNJ]. Assim, pelo Teorema 3.2.1.3 te-
mos que J1BX[ encontra JOP[ em Q e assim ceal.

Por conseguinte, [MN]ca1 e ay € entao convexo.

De modo anidlogo, mostra-sc que a, ¢ convexo.
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TEOREMA 3.2.4.5 - A reta r separa o em oy € a,.
DEMONSTRACAO - Sejam A, B pontos de o tails que Aeal e B€u2 e

seja pi uma poligonal qualquer unindo A e B,

B _ - =
Pp AlAZ"'An (n22) onde Ay = A-e An = B.

Seja A ={i€{1,2,...,n}|A.Ea,}. A =@ pois neA. Pelo Prin-

cipio do Menor Nimero Natural, seja ng = min A. Temos assim
An €a2 e An _1€r ou An _1€a1. Se An -1 pertence a r, entao
0 0 0 R
B .
p.nT z@. Se Ano—leal’ temos que existe OEr com [Ano_loAnOJ, 0

que completa a demonstracgao.

TEOREMA 3.2.4.6 - Se a origem O de uma semi-reta 3 pertence a

: ] > -
origem 1r de um semi-plano a; € A€sna1, entao Scay .

DEMONSTRACAO - Imediata.

§3.2.5 - Angulos

DEFINICAO 3.2.5.1 - Considerémos duas semi-retas de mesma oO-
rigem AB ¢ AC, nfo contidas numa mesma reta. Chama-se angulo
BAC 3 reunido das semi-retas AB e AC e do conjunto {A}. As se-
mi-retas AB e AC sdo chamadas fados do angulo BAC. A origem co-

mum A das semi-retas & chamada vértice do angulo BAC.

OBSERVAGCOES - 1. Se as semi-retas 2 e b tiveram mesma origem

0, nao contidas numa mesma reta, O angulo determinado por e-
- . - ooy “).

les sera indicado por aOb.

2. Segue-se da definigao acima que BAC = CAB.

TEOREMA 3.2.5.2 - Um angulo a0b separa d plano que determina

em duas regioes.
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DEMONSTRACAO - Denominemos de a o ‘plano determinado pelas se-
mi-retas a e b. Seja a a reta determinada pela seml-recta a,
e seja b a reta determinada por b. A reta a separa a em duas
regioes a; € 0y, Suponhamos gcal. Da mesma forma a reta b se-

.~ ‘ -
para a em duas regiloes B1 e BZ’ e suponhamos acBl.

Consideremos os conjuntos:

I = alnBl (1)

E = a,UB, | (2),

Demonstraremos, a seguir, propriedades referentes aos con-
juntos I e E:

a) I #2p. De fato, sejam Aeﬁ, BED e XAtal que [AXB]. Como

Begcal, segue-se que Kﬁcal pelo Teorema 3.2.4.6 e as-

sim X€a,. De modo analogo temos X€B, e assim X€a;nB, =

= I; portanto I =0.

b) E #@. Sejam A e B como no item anterior. Seja Y tal
que [YAB]. Segue-se que Yeaz e assim Yeazuez =E,e por-

tanto E =0.

c) I é regido convexa, pois € interseccao de regioes con-
vexas.
d) E € regido. Com efeito, sejam X,YEE. Se ambos pontos
pertencerem a o, Ou By entao [XYJcE. Suponha-se entao
Xeaz e Yﬁaz. Portanto, YEBZ. Temos os seguintes casos:
CASO 1 - YEa*
Como X€a,, scguc-se que IXY{u{X}ea,. Logd,
(XY = {(Y}u{X}uIXY(eca,uB, = E.



CASO 2 - Y€a, e Yga*

Como X€a, e¢ YE€oq, temos que [XYIna = {P}. Se o ponto PE€a*,
temos que [PXIcE e [PYJCBZ, e assim [XYI<E. Se PG{O}UE, seja
Q€a*. E imediato que [QXJcE e [QY1cE. Assim a poligonal p§ =

= XQY<E, e, portanto, E & uma regiao.

e) o = IuEvau{0}ub. De fato, seja X€a. Temos entao o0s se-

guintes casos: XEo; ou X€a ou X€a,.

CASO 1 - XGal

Como a reta b separa o em 81 e 82, o ponto X pode per-

->
tencer a 81 ou a b ou a 82.

i) Se XGBI, entao X€a1n81 = I,

ii) Se XGBZ, entao XEE.
Em qualquer um dos itens, X€IuEuau{0}ub.

CASO 2 - X€a2

Se XGaz, entao XEE e assim XEIuEvau{0}ub.

CASO 3 - x€a

Se X€a*, entio XGB2 e assim XEE. O ponto X ainda pode per-

tencer a au{0}, mas em ambos os casos temos XETuEuau{0}ub.
Concluimos portanto que o = TuEvau{0}ub.
£) InE = ¢. Demonstragao imediata.

g) In(aU{O}ug) = @ e En(ZU{O}ug) = (. Demonstragao ime-
diata.

7

h) VX,YEa, se XEI e YEE entao para qualquer poligonal p;
contida em o temos pgn(gu{O}ug) #(¢. Demonstraremos i-

nicialmente para a poligonal pi = XY. Seja XEI e YEL.
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Segue-se que X€a1n81 e YEazuBZ. Assim, Y€a2 ou YEBZ.

Suponhamos que Y€a2. Como X€a1, segue-se que [XYJna ={L}.

Tal ponto L pode estar em a* ou {0}ua.

CASO 1 - L€au{0}.

_Neste caso, [XYIn(au{O}ub) = {L}.
CASO 2 - L€a%
Como Z*CBZ , segue-se que LGBZ. Mas XeBlgxntmnD (LXInb =

= {S}. Como LEa e XEa, entao JLX[ca,, e, portanto SEa Como

1 1
, Segue-se que sebu{0}.

1
g*ca

Em qualquer um dos casos acima vemos que
bin(gu{O}uB) z 0.

Suponha-se agora que YGBZ. E claro que YGal ou Y€a* ou
Y€a2. Basta analisar o caso em que Y€a1 ou YEa*. Por outro la-
do, comoXCBl, segue-se que [XYInb = {R}. Se YEa* ,como X€a y se-
‘gue-se que ]YX[Cal e assim RGal. Portanto RED, e, assim,temos

pin[au{O}ug] = . Se YGal, temos [XYlcaq e, assim, R€a] e, do

mesmo modo, concluimos RED e p§n(§u{0}ug) z 0.
Demonstramos, assim, que pin(Zu{o}uE) #z (), quando p; =XY.

Consideremos agora uma poligonal qualquer p§ = Al ...An

(nz2) com Al =X€I, An = YEE e pica. Consideremos o conjunto

A = {i€{1,2,...,n}|Ai€E}. A = @,pois n€A. Logo, pelo Princi-

pio do Menor Numero Natural, seja n, =min A. Assim An _1€I ou

A €(av{0}ub ’
no"l av ub),
Se A €(3U{O}ug), entao pYn(ZU{O]Ug) z (.
no-l X
Se An _1€I, cComo An €L, seguc-sc da demonstracao acima

0 0
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que [A A ]ﬂ(ZU{O}UK) 2 () e assim pYn(gu{O}ug) # , o que
nO—l n, X
conclui a demonstragao do teorema.

DEFINIQRO 3.2.5.3 - Com as notacoes do teorema anterior ,o con-
junto I se chama {nteriorn do angulo a0b e E exterion do angulo alL.
Os pontos de I sdo ditos 4nternos (ou interiones) ao angulo a@b

e os de E, externos (ou exteriores) ao angulo a0b .

TEOREMA 3.2.5.4 - Dado um angulo aOb, se uma semi-reta ¢ de
origem O possui um ponto X interior ao angulo, entao todos os

seus pontos sao interiores a a0b .
DEMONSTRACAO - I consegiiencia imediata do Teorema 3.2.4.0.

DEFINICAO 3.2.5.5 - Seja a0b um angulo. Uma semi-reta ¢ de o-
rigem O contida no interior de a0b chama-se semi-reta interna

ao angulo a@b.

COROLARIO 3.2.5.4.1 - Uma semi-reta ¢ de origem O que tem um

ponto Y externo ao angulo 303, tem todos os seus pontos exter-

nos a aOb.

DEFINICAO 3.2.5.6 - Uma semi-reta ¢ de origem O ¢ dita exter-

~

na a aOb se possuir todos os seus pontos externos a aOb.

TEOREMA 3.2.5.7 - Dado um angulo adb, se A€a, BED e C

M\

uma
semi-reta de origem O tal que CnlABL = {X}, entao ¢ & uma se-

mi-reta interna a aOb.

DEMONSTRACAO - Com as notagoes do Teorema 3.2.5.2,1£mm;B€qu
e A€a. Segue-se que ABca,, €, COmo temos [AXB], entao Xeal.Dc
modo semelhante, XGBl. Logo XEI, e, assim, pelo teorema ante-

. > - i, . s
rior, ¢ € semi-reta 1nterna a aOb.
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TEOREMA 3.2.5.8 - Seja &0B um angulo c A€a, BED e ¢ uma semi-
reta interna. Entdo cn[AB) = {X}.
DEMONSTRACAO - Seja Y um ponto de ¢. Estudemos os seguinte casos:

CASO 1 - YEAB (Figura 3.2.5.1a)

Temos as seguintes possibilidades para A, B e Y:[YAB] ou

Figura 3.2.5.la
LAYB] ou [ABY].
Se [YAB], como A€a e BGal, segue-sc que Yeaz e,portanto,

YEE, o que é uma contradicdo. Logo, [YAB] & falsa.

Se [ABY], de maneira similar, YGBZ, e assim YEE, oque no-

vamente ¢ uma contradigao.
Segue-se, entao, [AYB], e o teorema esta provado.

CASO 2 - O e Y estdo em semi-planos opostos em relagdao a reta

AR (Figura 3.2.5.1b);

]

RS
Pela hipotese, existe um ponto XeAB com [YOInAB = {x},

A/

o,

: N, >

a

oy

B

Figura 3.2.5.1b
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Para os pontos A, B e X temos [ABX] ou [BAX] ou [AXB].

De modo andlogo ao caso 1, [ABX] e {BAX] sao falsos e

assim temos [AXBI].

CASO 3 - 0 e Y estdao em um mesmo semi-plano em relacao a AB

(Figura 3.2.5.1c).

Seja Z um ponto tal que [AZB]. Se 7€¢, o teorema esta pro-

PLE
b
B
Z s
0O« X - C
\Q N
A\ a

Figura 3.2.5.1c

vado. Suponhamos, entao, que ZEE. Como YﬁXﬁ, pelo Teorema
3.2.2.2 a teta Y. corta o triangulo AOAB em um ponto T distinto
de Z. Tal ponto deve estar em JOA[ ou JOBL. Suponha que se ?E corte JOAL
em T. Por outro lado, temos [AZB], A€a eBcha1~ Segue-se gque ZEO‘],' De
'Yelea,, Z€a; e TEJOALcdca,temos [TYZ] ou [TZY]. Mostremos que
[TZY] é falsa. Para tal, suponha-se verdadeira. Como O, Y e T
nio sio colineares, [OTA] e [TZY] nos ddo um ponto M com [OMY]
e [AZM] (Axioma I.7 e Teorema 2.5.2) o que mostra que Y e 0
estao ém semi-planos opostos em relagao a Xﬁ, 0 que & uma con-

tradicao. Assim [TZY] € falsa.

Como T, A ¢ Z nao sao colineares, as formulas [OTA) e [TYZ]
nos dio um ponto X com [ZXAJ e [0YX] (Axioma 1I.7 e Teorcma
2.5.2). [ZXA] e [BZA] nos dao [AXB] pelo Corolario 2.6.5.1.

Como temos [0YX], segue-se que X€6§ = ¢ e assim o teorema es-

ta provado.
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TEOREMA 3.2.5.9 - Seja a0b um angulo. Uma semi-reta ¢ de ori-

. &> ;
gem O interna a a0b se, e somente se, ecxistem pontos H, K e

e
<> > > ;
X em a, b e c respectivamente com [HXK]J.

DEMONSTRAGAO - Suponhamos, inicialmente, que 2 & interna a aob.
E claro que existem pontos HEa e KEB. Pelo teorema anterior,
[HKIn¢ = {X} e assim [HXK].

Reciprocamente seja ¢ de origem O, e pontos H, Ke X enm
a, b e ¢ respectivamente com [HXK]. Pelo teorema 3.2.5.7, ¢ é

. 5>~
interna a aOb.

TEOREMA 3.2.5.10 - Seja aOb um angulo. O conjunto dos pontos
interiores I a 20b coincide com o conjunto dos pontos das se-

mi-retas internas a 20b.
DEMONSTRACAO - Imediata.

TEOREMA 3.2.5.11 - Seja a0b um angulo. Se A e B sao pontos tais

> > ’ > =
que [ABlnaOb = {X}, e X€a, entao AEI e BEE,ou AEE e BEI.

DEMONSTRAQRO - Como Xeé, temos Aeal e Beaz,ou Aeaz e BGal.Su—

ponhamos que.Aea1 ¢ BE€o,.

Por outro lado, AGBl ou AGB2 ou AED.
> Foa p .
Se A€b, aObn[AB1>{A,X}, o que € uma contradigao.

Se AGBZ, como XGBl, temos [AXJnh = {Y}.E claro que Y =0.
Y nao pode pertencer a g*, pois,caso contrﬁrio,YGu2 e,como XEa
e AGal, temos ]AX[cal, donde se conclui que Yeal, 0o que € uma
contradigao. Temos, portanto, YEb. De [AYX] e [AXB1 concluimos

[AYB] e, assim, [AB]n3683={X,Y}1o que € uma contradigao.Scguc-se que AZR.,

Concluimos entao que AEBl. De A€a2 e A€oc1 axwe—yrqwaAgﬁr
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Como BGBZCGZUBZ = E, finaliza a demonstragao.

§3.2.6 - Triangulos Abertos

No paragrafo 3.2.1 definimos quando um ponto X ¢ interior
a um triangulo AABC. Definiremos, a segulr, triangulo aberto
(ou interior dq triangulo AABC) e,logo apos,faremos uma ca-
racterizacgdo do mesmo, seguido de algumas de suas proprieda-

des.

DEFINICAO 3.2.6.1 - Sejam A, B e C pontos nao colineares. O
conjunto dos pontos interiores a AABC & chamado de tuiangulo a-

berto, ou 4nterion do triangulo, e sera denotado por RAABC.

TEOREMA 3.2.6.2 - Sejam A, B e C pontos nao colineares. Entao
o triangulo aberto AABC é constituido dos pontos da intersec-

cdo dos interiores dos angulos ABC, BCA e CAB (Figura 3.2.6.1).

DEMONSTRAGCAO - Seja X um ponto de AABC. Pelo Teorema 3.2.1.2,

'L/A C \
Figura 3.2.6;1

o ponto X estad entre cada vértice e algum ponto do lado opos-
to. Suponhamos [AXD] e [BDC]. Logo, pelo Teorcma 3.2.5.7, te-

mos que AX é interna a BAC, donde se conclui que X e interno
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a BAC. De modo inteiramente analogo, concluimos que X ¢ inter-

no a ACB e ABC.

Reciprocamente, suponha-se que X & interno a ABC, BCA e
BAC. Pelo Teorema 3.2.5.8, [BCI1nAX = {Y}. Como X & interior a

ABC, segue-se que [AXD]. Pelo Teorema 3.2.1.5,X € interior a

AABC.

OBSERVACOES - 1. Se oq € o semi-plano determinado pela reta
B e que contém C, a, O semi-plano determinado pela reta BC e
que contém A, e 0z O semi-plano determinado pela reta AC e que

contém B, entao decorre do teorema anterior que ZABC=a1m%na3.

2. Os pontos A, B e C sao ditos veértices do triangulo a-
berto AABC e JABL, JAC[L e 1BC[,lados do mesmo. Note-se que ne-

nhum dos conjuntos citados esta contido em AABC.

3. Designaremos, as VezZeS, 0S triﬁngulos abertos de re-

gioes triangulares.
A seguir, tres teoremas de demonstracao imediata:

TEOREMA 3.2.6.3 - Consideremos num plano a um triangulo aber-
to AABC e um segmento aberto JXY[. Temos 1XY[cAABC se, e so-

mente se, [XYJcAABC, [XY1#£AB, [XY1¢BC e [XY1¢AC.

TEOREMA 3.2.6.4 - Seja cq um semi-plano com origem T € um trian-
gulo aberto AABC no plano «a determinado por Q- Temos ZABCcal

se, e somente se, A, B e C pertencem a oqUT.

TEOREMA 3.2.6.5 - Dados os tridngulos abertos AABC e ADEF en

um plano o, EABCCKDEF, se, e somente se, A,B e CEADEF.

TEOREMA 3.2.6.6 - Seja um triangulo aberto AABC em um plano a
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e um ponto XEa. Entao XEAABC sc, ¢ somente se, cada semi-reta

de a com origem em X intercepta AABC em exatamente um ponto.

DEMONSTRAGCAO - Suponhamos que XEAABC e scja a uma semi-reta

com origem em X, contida em a. Ha os seguintes casos:

CASO 1 - A semi-reta a passa por um dos vértices A, B ou C.

Neste caso, € Obvio que anAABC = §.

CASO 2 - A semi-reta oposta ax passa por um dos vertices, di-

gamos A. Entao pelo Teorema 3.2.1.2, anlBCL = 9.

CASO 3 - Suponha-se,agora,que a reta a ,determinada por E,nio
passa por nenhum dos vertices A, B ou C.Entao, pelo Teorema
3,2.1.2, existe um ponto D tal que [(BDC] e [AXD].Dos dois pon-
tos B ou C, somente um, por exemplo B, esta no mesmo semi-pla-
nolda reta AD em que 2 esta contida. Como os pontos A, B e D
nio sio colineares e a reta a intercepta JADL, entao pelo Teo-
rema 3.2.2.2, a reté a volta a interceptar AABC em um ponto

E, E #X, donde concluimos an(JAB[ulBDL) = 0.

A reciproca € imediata.

§3.2.7 - Topologia do Plano

TEOREMA 3.2.7.1 - Seja o um plano e a,; um semi-plano de o de-
terminado pela reta Tca. Entao, para qualquer pontoXEal,exhv

te um triangulo aberto ZABCcul, tal que XEAABC.

DEMONSTRACAO - Basta tomar pontos B, De Cem1r e Aen o, com

[BDC] e [DXAJl. Entdo, erABccal.

TEOREMA 3.2.7.2 - A parte comum de qualquer triangulo aberto
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o ~
AABC e de uma reta contida no plano determinado pelo triangu-

1o € ou um conjunto vazioj;ou um segmento aberto.

DEMONSTRACAO - E conseqliencia imediata da Definicao 3.2.1.1 e

dos Teoremas 3.2.6.6, 3.2.1.4 e 3.2.6.5.

Seja a um plano. Para o que se segue neste paragrafo,de-
notaremos por V a classe de todos os triangulos abertos con-

tidos em o.

TEOREMA 3.2.7.3 - Para quaisquer dois pontos distintos A e B

de o, existem tridngulos abertos U U,€V, tal que A€U,, BEU, e

Uan2 = (.

DEMONSTRACAO - E fdcil ver que existe uma reta r em o, tal que
A esta em um dos semi-planos oy determinado por r,¢ B no semi-
plano oposto a,. Pelo Teorema 3.2.7.1 existem triangulos aber-

tos Ul,UZGV,tal que A€U,c<aq, BEU,ca, e temos ainda U;nU, =0.

TEOREMA 3.2.7.4 - Se UPUZEV e XGUanZ, entao existe um trian-

gulo aberto UOGV, tal que XGUO e UocUanZ.

DEMONSTRACAO - Sejam r e s duas retas distintas por X. Sejam

1
c

(r) . . (r)
I1 = U.nr € 12 nY

2

wn

@

—t
—~
4]
—

i}

(s) _
I1 = U 5 Uzns

Pelo Teorema 3.2.7.2, I{r), Igr), 1%5) e Igs) sio seg-

mentos abertos.Pelo Teorema 2.7.9,

1) = M) ¢ 1) - I{S)nlgs)

sao ainda segmentos abertos. £ claro que I(r) e I(S)est&)cmr



tidos em Uanz.

Sejam I(r) = ]AlAz[ e I(S) = ]Ble[. Sejam C e D pontos

tais que [AlCB1] e [AZDBZJ (Figura 3.2.7.1) e seja U0 =AA2CD.

Figura 3.2.7.1

Dos Teoremas 3%.2.1.2, 3.2.1.5 ¢ 3.2.6.5, segue facilmente que

XEU, e U

0 cU,nU,.

0 "1 "2
TEOREMA 3.2.7.5 - A classe V de todos os triangulos abertos con-

tidos no plano o constitui uma base de abertos para a.

DEMONSTRACAO - E conseqiiencia imediata dos Teoremas 3.2.7.5 e
3.2.7.4.

OBSERVACOES - 1. Naturalmente, a topologia do plano o ¢ a to-

pologia obtida pela base V de todos os triangulos abertos con-

tidos em o.

2. A topologia de o induz uma topologia em cada reta rca.
E facil mostrar que essa topologia coincide com a topologia
definida no paragrafo 2.8 do Capitulo II para a reta T. Isto
& uma decorréncia do Teorema 3.2.6.6 e do fato de que todo seg-
mento aberto JAB[ em uma reta r pode ser considerado como par-

te comum de T com algum triangulo aberto de a.
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3. Todas as nocoes e resultados sobre espagos topologi-

cos gerails valem para o espago topologico a.

4. Finalmente, o Teorema 3.2.7.3 nos diz que o espago to-

poldgico a satisfaz o Axioma de Hausdorff.-

Enunciaremos, a seguir, sem demonstracgao, algumas propric-

~ dades topologicas de um plano a:
 TEOREMA 3.2.7.6 - Cada semiplano o4ca ¢ um conjunto aberto.

TEOREMA 3.2.7.7 - Para qualquer semi-plano a,co com origem em
r, temos ajur =EI, onde EI ¢ o fecho de oy Segue-se deste teo-

rema que um semi-plano junto com sua origem € um conjunto fe-

chado cuja fronteira € r.

TEOREMA 3.2.7.8 - Para qualquer triangulo aberto AABC, o tri-
angulo AABC & a fronteira de RABC, e RABC & o interior, no sen-

tido topoldgico, de AABCURABC.

§3.2.8 - Espago

Nééso conjunto de pontos, junto com 0s Axiomas I.1 a TI.7
e o Axioma I.8' que enunciaremos a seguir, formam a Geometria
Ordenada bidimensional. Para obter pelo menos uma Geometria
Ordenada tridimensional, devemos substituir o Axioma 1.8' pe-
1o Axioma I.8, o que faremos ainda neste paragrafo, mostrando,

também, as principais propriedades da incidencia de retas e

planos.

AXIOMA I.8' - Todos os pontos estao em um mesmo plano.

AXIOMA 1.8 - SE ABC € um plano, existe um ponto D que nao per-

tence ao mesmo plano.
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Daqui para a frente, nestc paragrafo,assumircmos o Axio=

ma I1.8.

TEOREMA 3.2.8.1 - Dado um conjunto finito de planos, existe u-

ma infinidade de pontos ndo pertencentes a eles.

DEMONSTRACAO - Imediata.

DEFINICAO 3.2.8.2 - Sejam A, B, C e D pontos distintos nao co-
planares. Definimos o tetraedro AABCD como sendo o conjunto
de todos os pontos dos triangulos AABC, AABD, BACD e ABCD uni-

do com os respectivos interiores. Entao

AABCD = AABCUAABDUAACDUABCDUAABCURABDUAACDUABCD

A

Figura 3.2.8.1
Os pontos A, B, C e D sio chamados vertices de AABCD; os scg-
mentos abertos J1AB[, JAC[C, JADC, 1BCL, 1CDL e 1BDL, arestas de
AABCD: os triangulos abertos AABC, AABD, AACD e ABCD, faces de

AABCD. Duas arestas sao ditas opostas se niao tiverem extremi-

dades em comum.

DEFINICAO 3.2.8.3 - Sejam A, B, C e D pontos distintos nao co-
planares. O espago ABCD ¢ definido como sendo o conjunto de

todos os pontos das retas obtidas unindo-se dois pontos quais-

quer de AABCD.
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OhSERVAQAO - Decorrec da definigao acima que ABCD =BACD e to-
das as permutagoes cntre oS pontos A, B, C e D produzem o mes-

mo espago.

DEFINICAO 3.2.8.4 - Um ponto X & interior a AABCD se existem

pontos M, N em faces diferentes de AABCD tal que [MXN].

TEOREMA 3.2.8.5'- Se o ponto X & interior a AABCD, entdo AX

encontra o plano BCD em um ponto P interior a ABCD com [AXPJ.

DEMONSTRAGCAO - Existem pontos M, N em faces diferentes de AABCD,
com [MXN]. Assim, pelo menos um dos pontos M ou N esta em uma
face com vértice A, digamos, M € AABC. Segue-se que AN encon-

tra BC em V com [AMV] e [BVC]. Ha os seguintes casos:

CASO 1 - Se N esta também em uma face com vértice A, digamos,

Figura 3.2.8.2a

NGKACD, entao AN encontra €D em U com [ANUJ e [DUC]. Entao,pe-
la Definigdo 3.2.1.1 e Teorema 3.2.1.2, X €& interior a AAVU e

obtemos um ponto P em IVU[ com [AXP] e [VPUJ]. Como temos [BVC)
e UZLBCI, PEABCD.

CASO 2 - Se N ndo esta em uma face com vértice A, entdao NEARCD.
Entdao ha um ponto UELBC], tal que [VNU] (Teorema 3.2.1.4).No-

vamente pela Definigao 3.2.1.1 e Teorema 3.2.1.2, concluimos



Figura 3.2.8.2b

que XcRAVU e AX encontra VU em P com [AXP] e [VPUJ.

TEOREMA 3.2.8.6 - Consideremos O tetraedro AABCD. Se P perten-

ce 3 face ABCD e X & tal que [AXP], entao X & interior a AABCD.

DEMONSTRACAO - Como PEADBC, existem pontos V e U em lados di-
ferentes de ABCD com [VPUJ. Como temos [AXP], segue-sc que
X€RAVU (Teorema 3.2.1.5). Assim, ha pontos Y e Z em lados di-
ferentes de AAVU com [YXZ] e,é& claro,Y e Z estao em faces di-

ferentes de AABCD.

TEOREMA 3.2.8.7 - Sejam P e Q pontos de AABCD e que estejam em
planos diferentes determinados pelas faces de AABCD. Se R ¢

um ponto tal que [PRQJ, entao R ¢ interior a AABCD.

DEMONSTRAGAO - Basta considerarmos o caso em que P esta em u-
ma aresta, digamos, JAB[L e Q na aresta oposta a JABL ou emu- -
ma face. Se Qe]CD[,' consideramos o triangulo APCD e as for-
mulas [PXQ) e [CQDJ, donde concluimos, de maneira aniloga a de-
monstraciao do teorema anterior,que X esta no interior de AABCD.

Para o caso em que Q esta numa face, a demonstracgao & similar.

TEOREMA 3.2.8.8 - Seja X um ponto interior a AAB(D e Y em AABCD
ou no seu interior.Entao %Y encontra AABCD em dois pontos Qe R

com [QXRJ (Figura 3.2.8.3).
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DEMONSTRACAO - [ claro que O ponto'Y nao esta em todas as fa-

ces de AABCD. Suponha-se por exemplo que YEABCDUBCD.

Figura 3.2.8.3

Se Y = A, a assercdo decorre do Teorema 3.2.8.5.

Se Y = A, entao existem pontos MEABCD e NGABCDUKBCD con
[AXM] e [AYN] (Teoremas 3.2.8.5 e 3.2.1.2). Porfanto, MN en-
contra ABCD em dois pontos U e V com [VMU] e N = U ou V, ou
[VNU] (Teoremas 3.2.2.10 e 3.2.1.4). Assim, X ¢ interior e Y
interior ou sobre AAVU (Teorema 3.2.1.5). Segue-se que XY en-
contra AAVU em dois pontos Q e R com [QXRle,& claro,que Q e R

estac em AABCD (Teoremas 3.2.2.10 e 3.2.1.4).

TEOREMA 3.2.8.9 - Se M ¢ N sao pontos pertencentes a diferen-
tes faces de AABCD, O & um ponto tal que [MNOT, e P ¢ um pon-

to em qualquer face de AABCD; entao a reta 0P encontra AABCD

em um ponto Q, Q = P.
DEMONSTRACAO - Consideremos oS seguintes casos:

CASO 1 - Suponhamos que P esteja na mesma face a qual M per-
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tence e seja X um ponto ainda da mesma face com [MPX1. Entao,
OP encontra fi¥ em Y com [NYX], e assim Y ¢ interior a AABCD.
A reta 57 = P3O encontra AABCD novamente em Q,pelo teorema an-

terior. Se P e N estao em uma mesma face, a demonstragao ¢ a-

naloga.

CASO 2 - Suponhamos agora que P pertenga a uma face, digamos
ABCD, tal que ndo contenha M nem N. Fntdo, as retas AM e AN
encontram lados de ABCD,digamos em X e Y, com [AMX] e [ANY ].
Seja Z um ponto com [XZY]. Entao, ou a reta 67 encontra  AAXY
em W com [WZOJ ou [ZNO1; ou O esta er XY (Definigdo 3.2.2.1 e
Teorema 3.2.2.2). E claro que [20W] & impossivel. Se [ZWOJ] ou
[WZO], temos o caso 1 anterior, pois P esta na mesma face que

Z. Finalmente, se O esta na reta XY e P esta no triangulo ARCD |

o teorema € trivial.

TEOREMA 3.2.8.10 - Se o ponto O esta no espago ABCD e P emuma

face de AABCD, entao 5% encontra AABCD novamente em um ponto

distinto de P.

DEMONSTRAGCAO - Pela Definigao 3.2.8.3, existem pontos M e N em
AABCD com OGﬁﬁ. Se M e N estao em faces diferentes de AABCD,a
assercao decorre dos Teoremas z2.2.8.8 ¢ 3.2.8.9. Se tivermos
[MON] com M e N em faces distintas, a assercao decorre dos Teo-
remas 3.2.8.7 e 3.2.8.8. Nos casos restantes, a demonstragao

& andloga a demonstragdo do Teorema 3.2.8.7.

TEOREMA 3.2.8.11 - Se E e F sdo pontos distintos no espaco ABCD,

entio todos os pontos de ET estdo em ABCD.

DEMONSTRACAO - Suponhamos que E ¢ F nao estejam em AABCD. Con-
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sideremos um ponto P em uma face de AABCD e nao pertencente a
EE. Entao, PE ¢ PE encontram AABCD nos pontos Q e R de AABCD,
ambos distintos de Pl E, portanto, P, Q e R nao sao colineca-
res. Assim, ET esta contida no plano PQR. Segue-se entao, que
qualquer ponto X esta em uma reta obtida, unindo-sc¢ dois pon-
tos Y e Z do triangulo APQR, e, como P, O ¢ R estao no tetra-
edro_AABCD, segue-se que Y e Z estao em AABCD ou mo scu inte-
rior. Logo Y7 encontra AABCD em dois pontos L e M. Mas X esta

—) ‘
em TM, e, portanto no espago ABCD.

TEOREMA 3.2.8.12 - Se E, F, G e H sao pontos distintos -— nao

coplanares — do espago ABCD, entao o espago EFGH ¢ identico ao

espaco ABCD.

DEMONSTRAGAO - E claro que o ponto E nao esta em todos os pla-
nos determinados pelas faces de AABCD. Suponhamos que E nao
esteja no plano.BCD. Pela Definicdo 3.2.8.3 e Teorema 3.2.8.11,
concluimos que todoé os pontos das arestas de AEBCD estao no
espago ABCD, e, portanto, todos os pontos das faces de AEBCD
também estdo no espaco ABCD e, consequentemente, todos os pon-

tos do espaco EBCD estdo no espago ABCD.

Mostraremos a seguir que todos os pontos do espago ABCD estao no es-
paco EBCD. Para tal, seja X um ponto de ABCD. Intdo EX encontra AABCD no-

vamente em Y, onde Y esta, digamos, em AACD ou no seu interior.

Se [XEY1, entdo E & interior a AABCD e,assim,Xﬁ encontra

o interior de ABCD.
Se E = Y,entao E = A ou AE encontra [CDI.

Se [EXY], entao, ou Y = A; ou AY encontra [CD] em Z com
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[AYZ]; e, entao, AX encontra JEZ[ em um ponto de AECD ou do
seu interior. E, assim, A esta em uma reta determinada por um

ponto de RBCD e um ponto de AECD ou AECD.
AXIOMA 1.9 - Todos os pontos estao num mesmo espago.

Nosso conjunto de pontos, junto com OS Axiomas 1.1 a I.9,
formam a Geometria Ordenada (sem o Axioma de Continuidade) tri-

dimensional.
Uma decorrencia do axioma acima,é o seguinte teorema:

TEOREMA 3.2.8.13 - Dois planos que se encontram em um ponto,
tornam-se a encontrar em outro ponto (distinto), e assim a in-

tersecgao € uma reta.

DEMONSTRAQRO - Sejg P o ponto comum ¢ a € B os planos. Sejam
A, B e C pontos em a,tal que P seja interior a AABC. Sejam,
também, D e P pontos em B,tal que D, P e Q formem um triangu-

lo (Figura 3.2.8.4). Se D ou Q esta em a, entao o e B tem dois

Figura 3.2.8.4

pontos cm comum. Se nao, a rcta ﬁa encontra o tetracdro AABCD
em um ponto R distinto de P; e a reta ﬁﬁ, contida em f, encon-

tra o triangulo AABC em um ponto comum a o € a B.

OBSERVAGAO - As vezes chamaremos oS Axiomas I.1 a 1.9 de A-

xiomas de ordem O.



CAPTTULO 1V
APLICACOES

Aplicaremos, neste capitulo, o que foi estudado na Axio-
matica I. Trataremos de apresentar teoremas classicos na li-
&, 7
teratura matematica: O Teorema de Sylvester( ) e o Teorema de

Jordan(S).

Em relacdo ao primeiro teorema, observamos que apenas OS
Axiomas I.1 a I.7 e os teoremas decorrentes sao suficientes pa-
ra tratar eficazmente da Conjectura de Sylvester (problema que
manteve os matematicos de todo o mundo em desconcerto durante
quarenta anos). Hoje, ve-se de maneira clara que esse proble-

ma de colinearidade pertence a Geometria Ordenada.

(7) - James J.Sylvester propos seu problema no final do seculo passado em
"Mathematical Questions and Solutions from the Educational Times,
59 (1893), p. 98 (Pergunta 11.851)". Nem Sylvester ¢ nenhum de seus
contemporaneos conseguiram dar uma demonstragao satlsfat011a na e-
poca. Uma primeira solucao foi dada por T.Gallai em 1933, porem, com
um argumento bastante complicado. L. M.Kelly, em "American Mathema-
tical Society, 55 (1948), p. 28" deu uma outra demonstracao apoian-
do-se no conceito de dlstan01a.

(8) - Camile Jordan em 1877 deu uma primeira demonstragao do resultado
que flcou conhecido como Teorema de Jordan; "Uma curva fechada
do R?*, sem auto- intersecgoes, separa o plano em ewatamenteduaqcom—
ponentes conexas E e I, e o seu trago ¢ a fronteira de E e I", No
entanto, tal demonstracao nao era satisfatoria; alem de algumas im-
perfeigoes, admitiu em sua prova o teorema verdadeiro mno caso de a
curva ser uma poligonal., A primeira prova convincente foi dada por

0.Veblen em 1905, em "Theory of plane curves in non metrical analy-
sis situs', Transactions A.M.S, 6 (1905), pp. 83-98. Este teorema e

de im orLan(‘.la ara a tO[)O].O ia e muitas outras rovas foram feitas
P 4
posterlormente.

-81-
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= Quanto ao segundo tecorema, O instrumental necessario pa-
ra trata-lo,também consiste dos Axiomas I.1 a 1.7 e dos teo-
remas decorrentes. Além desses rTesultados, um estudo mais de-
talhado envolvendo poligonais — acessibilidade de pontos, re-
gices, fronteira e separagdo — serd necessario. Isso sera fei-
to neste capitulo. Cumpre ressaltar que nao faremos uéo do A-
xioma.da Continuidade e nem do Axioma das Parelelas. Assim,
tais teoremas valem no contexto da Geometria Absoluta semo A-
xioma de Continuidade (por exemplo,‘na Geometria de Euclides

e na Hiperbolica, sem o Axioma de Continuidade).

Teoricamente caberia que nao nos restringissemos apenas
a analise das aplicacoes propostas do sistema em apreco. Nao
obstante, pensamos que os topicos escolhidos sao suficientes
para mostar a forga, o interesse, e, mesmo, a beleza da teo-

ria. De modo que optamos por nao nos alongar em demasia.

§4.1 - 0 PROBLEMA DE SYLVESTER

A formulacgdo que daremos aqui ¢ devida a Motzkin(g).

TEOREMA 4.1.1 - Dados n pontos nao todos colineares, existe

pelo menos uma reta que contém exatamente a dois deles.

DEMONSTRACAO - Consideremos o conjunto P ={P1,P2,...,Pn} dos

n pontos e, sem perda de generalidade, podemos supor que p

P

1 k)

e P3 sdao nao colineares (Figura 4.1.la). As retas que unem

2

P1 aos demais pontos do conjunto P encontram a reta ﬁ;ﬁs em

(9) - T. Motzkin,”Transactions of The American Mathematical Society, 70
(1951), p. 452.
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nio mais que n~1 pontos. Seja OGFETS, distinto das intecrscc-

¢oes acima. Segue-se, portanto, que Piﬁfza para 1 =2,3,...,n.

Figura 4.1.la ’ Figura 4.1.1b
As retas determinadas por pares de pontos P. (j=1,2,...,n) encontramare-
~ . n~1 -1)
ta ﬁIQ em nao mais de { 2 ]-Fl pontos. Sejam eles A k’ k:é[nzlJ +1,
onde P1==Aj para algum j=1,2,...,k. Consideremos o segmento aberto ]PlA[,
-~ -F-—) - . . - - .
onde A==Aj_1 ou Aj+1' IEntao, ]PlA[nPiPi::@, Vi, Vj, i#j (i,j=1,2,...,n).
Por outro lado, o ponto A esta em uma das retas ﬁiﬁj €.y
sem perda de generalidade,podemos supor AGf;?S. Se P4 e Pssﬁo

os unicos pontos de P em ﬁ;ﬁs (Figura 4.1.1b), nosso ‘teorema
ja esta demonstrado; caso contrario, ha pelo menos trés pon-
tos P,, Pg e Pe na reta ﬁ4§5 e podemos supor PfHAPSJe PéHAPs]

(posto que A decompoe a reta em duas semi-retas opostas e um deles con-

tem pelo menos dois ou tres pontos Pi: esta escolha & sempre nossivel).

Afirmamos que a reta §1§5 nao contém mais que dois pon-

tos de P. De fato, se a reta ﬁlﬁs contiver mais um ponto de P,

digamos P7, dois casos podem ocorrer:

CASO 1 - [P1P7P5]

Aplicando o Axioma I.7 e o Teorema 2.6.1.18 ao triangulo

AP, P A (Figura 4.1.1c), vemos que a reta‘ﬁgﬁ7 encontra P, AL,

o que € uma contradigao.



CASO 2 - [P1PSP7] ou [P5P1P7]

Novamente com base no triangulo AAP1P5’ Axioma I.7 e o

Figura 4.1l.1lc Figura 4.1.1d Figura 4.1.1le

Teorema 2.6.18, deduzimos que a reta §;¥4 encontra ]APl[ (Fi-
guras 4.1.1d e 4.1.1e) o que novamente nos leva a uma contra-
dicao.

‘Percebe-se, por conseguinte, que o problema de Sylvester
constitui questao tipica da Geometria Ordenada. Com seus re-

cursos, podemos demonstrar a conjectura de modo claro e rigo-

TOSO.

§h.2 - O TEOREMA DE JORDAN

Para o que se segue neste paragrafo, todas as consideracgoes

serao feitas num certo plano a.

§4.2.1 - Poligonos

DEFINIQRO 4.2.1.1 - Dada uma scqiencia finita dc pontos (A
A

1)

,...,A ) (n=3), onde tres pontos consecutivos sao nao-coli-
2 n ’
neares (considerando-se também consecutivos An—l’An’An+1 c An,

Ay,A,), chama-se poligono ao conjunto

[AIAZJU[AZASJU "'U[An~1An]U[AnA1]'
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Os pontos Al’AZ""’An sio ditos vertices do poligono e 0s in-
tervalos abertos ]Al,AZE,]AZAs[,...,]An_lAn[,]AnAl{ Lados do

poligono. Designamos tal poligono por AlAZ"‘An e, as vezes,

por Prqs..-,etC.

OBSERVAGCAO - Decorre da definigao acima que os poligonos

— onde (iliz...in) ¢ uma permutagao circular de (1 2 ... n) —

sao iguais.

DEFINICAO 4.2.1.2 - Um poligono se diz simples, se a intersec-

cao de dois lados nao consecutivos ¢ vazia.

§4.2.2 - Acessibilidade de Pontos

DEFINIGAO 4.2.2.1 - Dado um poligono simples p =A;...A, (n=3),
um ponto P & acessivel a um ponto Q relativamente a p se,e So-

mente se, existe uma poligonal q que une P e Q tal que:

a) P,Q¢p — anp = 9.

b) PEp e Qfp — qnp = {PL
c) Pgp e Q€p — qnp = {Qh
d) P,Q€p — qnp = {P,Q}.

Se P é acessivel a Q relativamente a p, escrevemos P R Q.

TEOREMA 4.2.2.2 - A relacao de acessibilidade no conjunto a-p

& uma relagao de eqliivalencia.
DEMONSTRACAO - Verifiquemos as seguintes propriedades:

i) Propriedade reflexiva: Seja PEa-p. Consideremos duas

- -+ e . -> o
semi-rctas a e b de origem P, talque anp #¢ ¢ bnp #Q.
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Seja X={X1,.”,XS] o conjunto das intersccgoes de a com p in-
dexadas de tal forma que P le sxzs...sXS. De modo analogo,
seja Y = {Yl,Yz,...,Yk} o conjunto das intersecgoes de b com

P, indexadas de tal maneira que P <Y; sY, <., <Yy

Tomemos D tal que [PDXl]. Considercmos as retas ﬁKi (1 =

1,2,...,n) e consideremos as interseccoes de tais retas com
B, obtendo o cohjunto {Zl,Zz,...,Zm} de maneira que Pszlszz <
S, sZm. Seja E tal que [PEle, evconsideremos o segmento
[DE]. Afirmamos que [DElnp = @. De fato, se um lado de p in-
tercepta 1DE[, como nao intercepeta [PD] e nem [PEJ], segue-se
que existe um vértice Aj,interior a APDE, e, portanto, ﬁijn-
tercepta [PE] em X tal que [PXE] (Teorema 3.2.1.2),0 que con-

tradiz a construgao feita dos pontos Zi' Portanto, o poligono

APED & tal que APEDnp = ¢, donde P R P,
ii) As propriedades simétrica e transitiva sao imediatas.

TEOREMA 4.2.2.3 - Se P R C e CEIA A, [, entdo P % A,.

1[,
DEMONSTRACAO - Como P R C, existe uma poligonal q =PBﬂ%...BTC
com gqnp ={C}. Seja X = {Xl,Xz,...,XS} o conjunto das intersec-
coes das retas X;Kk (k=1,2,...,n e k=#i) com ]BrC[,de tal ma-
neira que C le sXZ . sXs sBr. Seja D,tal que [CDle.Afh=
mamos que ]AiD[np = ¢. Com efeito, se um lado de p corU1]AjDP
entao tal lado tem um vértice Aﬁ interno a AAiDC e portanto,
KR corta [DCJ em X com [CXD]) (Teorema 3.2.1.2), o que con-

1 m

tradiz a construgao dos pontos Xi’ Logo a;xﬂigmuﬂAPPI%..J%DAi

1
intercepta p somente em Ai’ donde se conclui que P R Ai.

TEOREMA 4.2.2.4 - Se P R A. e CEIA.A. [, entio P R C.
1 1 1+1
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DEMONSTRAGAO - As retas Xi_lKi e X;Ki+1 sao distintas e inter-

ceptam-sec. em Ai' Por outro lado, como P R Ai’ existe wuma po-
ligonal q = PBIBZ"'BrAi’ tal que qnp = {Ai}. Seguem-se 0s se-
guintes casos:

~

CASO 1 - A semi-reta K;ﬁr € interna ao angulo A. -A

1-1

| Ai+1 (Fi-
gura 4.2.2.1a). Seja {Xl’XZ""’Xs} o conjunto das 1intersec-

i

Figuré 4.2.2.1a

coes de [AiBr] com 6Kk (k=1,2,...,n) de tal maneira que Aj <
s Xy SXZ Sens SXS SBr. Seja D tal que [Akalj e consideremos
o segmento [DCJ. Naturalmente, JA.DCnp =@. Segue-se,entao,que

[DClnp = @ (conseqliencia do Teorema 3.2.1.2). Temos,portanto,

que P R oc.

CASO 2 - A semi-reta A.B_ & interna ao angulo A

A.M, onde
i‘r i

i-1
Kgﬁ 8 a semi-reta oposta a a (Figura 4.2.2.1b). Seja X = Xy,

Xz,...,XS} o conjunto das intersecgoes [AiBr]ank (k=1,2,...,

n) de maneira que Ai le sXZ = v sXS st. Seja D um ponto
tal que [AiDXIJ. Indiquemos por Y = {Yl,Yz,...,Yk} o conjunto
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. 5 - . ] N
das intersecgoes a*np (se um lado de p esta contido em a*, con-

m

N

L
Q\\§*

Figura 4.2.2.1b

sideram-se somente os vertices), de mancira que Ai SYl SYZ < s

. sYk. Seja E tal que [AiEYll. Como DGB2 e EGBZ, tem-se que
[DE]n[AiAi_lj =0 e [DE]n[AiAi+1] = . Como conseqiiencia da
construcao dos pontos De E temos pn[DAi]={Ai} e pnlEA,] ={Ai}.
Pelo fato de p ser simples e do Teorema 3.2.1.2, segue-se que [DElnp =
= @,

Consideremos, agora, o conjunto {Z],Z ...,Zm}(hs inter-

2 ]
~ ¥ . A
secgoes b*np (novamente, se algum lado de p estiver contido em

g*, consideram-se somente os veéertices), EanE* (j =1,2,...,n)
e ESKJQB. (j=1,2,... ,n), de maneira que,/\i le < s sZn.Tomemos
F tal que [A_FZ_ 1]. Do fato de pnlEA.] = {A.}, pnl[A.F] = {A.)}
i1 1 i 1 1
e p ser poligono simples, decorre pelo Teorema 3.2.1.2 que
LEF]np = 9.
Resta mostrar que [FClnp = {C}. Para tal, notemos que

]AiF[np =f, F€p e p € simples. Portanto, novamente pelo Teco-

rema 3.2.1.2 deduzimos que pn[FC] =@. Assim, (FClnp ={C}.
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Segue-se, portanto, que PB B,...B,DEFCap = {C},donde pRc.

CASO 3 - B _€a* (Figura 4.2.2.1c). Seja X = (X X, ..., X} o con-

Figura 4.2.2.1c

junto das interseccgoes g*np, g*nBrKk, (k=1,2,...,n) e'g*n6+k
(k=1,2,...,n), de maneira que Ai le st <. sXS. Tomemos E

tal CEXC D, s 3 = \ . = ¢ ;
al que [A EX,] Temos que JA.ECnp A, 1B_A Cnp =9, Efp e B fp
Como p e simples, pelo Teorema 3.2.1.2 [BrE]np = (. Do mesmo

modo, concluimos que JEC[np =9 (basta agora considerar o tri-

angulo AAiCE). Temos,assim, que PBle...BrECnp ={C} e,portan-

to,P R (.

CASO 4 - A;ﬁ% & interna ao angulo MKiN, onde NEb* (Figura 4.2.2.1d).
Seja X = {Xl""’xs} o conjunto das interseccoes Cﬂkn]AiBr[
(k=1,2,...,n) de maneira que A.1 le < i sXS sBr. Seja D tal
que [AiDX1]. Indiquemos por Y = {Yl,YZ,...,Ym} o conjunto das
intersecgoes B*nﬁKk (k=1,2,...,n), E*np e g*néxk'(kﬂ,Z,...qﬂ
de maneira que Ai sYl sYz % eun sY”‘sBr. Seja E talcme[AiEYl].
Do fato de ]AiD[np = @, p ser simples, inE[n;)= @, DEp, Efp

e do Teorema 3.2.1.2, segue-se que [DEJnp = . Do mesmo modo,
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considerando o triangulo AAiCE concluimos que JEC[np = fouse-

ja, PB.B

1B, -B DECnp = {C}, donde P R C.

Figura 4.2.2.1d

CASO 5 - B_€B* (Figura 4.2.2.1e). Seja X =X, X,,. 00X} 0 con-

Figura 4.2.2.1e

junto das interseccoes thn]AiBr[ (k=1,2,...,n) de maneira que

Ai <X . SXS SBr. Seja D tal que [AiDXll. Temos J1CD(np = @

1 S LI )
e,portanto, PB;...B Cop = {C}, e, assim, P R C.

CASO 6 - Xiﬁr ¢ interna ao angulo Ai+1AiN (Figura 4.2.2.11).
Novamente, seja X = {X],...,XS} o conjunto das interseccoes

EKkn]AiBr[(k=1,2,...,n) de maneira que Ai le % ina sXS < Br‘
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Seja D com [Alill. Segue-sc por raciocinios anteriores que

PB,...B DCnp = {C} eassim P R C.

Figura 4.2.2.1f

COROLARIO 4.2.2.4.1 - Se Pgp e CE€p, entdo P ® C.

DEMONSTRACAO - E aplicagao sucessiva ¢ conveniente dos dois

teoremas precedentes.

§4.2.3 - Intersecgao de uma reta (semi-reta) genérica

com um poligono simples. Propriedades

DEFINICAO 4.2.3.1 - Denomina-se #xeta geneiica (respectivamente

semi-neta generica) em relagao ao poligono p a uma reta (respectivamente

semi-reta) que nao passa por nenhum de seus vértices.

TEOREMA 4.2.3.2 - Se P & um ponto qualquer que nao seja ver-

tice de um poligono simples p, entao existe uma reta genérica

T que passa por P.

DEMONSTRACAO - Consideremos uma reta s qualquer, tal que Pgs.
E seja X = {Xl,XZ,...,Xm} o conjunto das intersecgoes ﬁKkns

(k=1,2,...,n), de maneira que X1 sXZ - an. Seja D, tal que
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[X;DX;,,1 e consideremos a reta b = r. £ claro que r ¢ ge-

nérica em relacao a p.

TEOREMA 4.2.3.3 - Uma reta genérica r, relativa a um poligo-

no simples p, corta p num numero par de pontos.

DEMONSTRAGAO - Seja p =A1A2...An. Procederemos a prova por in-

ducao no numero de lados de p.
Com efeito, para n =3 o resultado se segue do Teorema

3.2.2.2, que €&, alias, a formulacgao original do Axioma de Pasch.

Para n =4, isto €, para o poligono p =AJA,ALA,, temos oS

casos:
CASO 1 - r intercepta o segmento aberto ]A4A2[. Neste caso,
pelo Teorema 3.2.2.2 anteriormente citado, r intercepta outro

lado de AA1A4A2 e AA4A3A2, donde, portanto, r intercepta p em

exatamente dois pontos.

CASO 2 - tnp = P ou r intercepta p nao passando por yqu[.No—
vamente, como conseqiencia imediata do Teorema 3.2.2.2, dedu-

zimos que 1 intercepta p em zero ou dois pontos exatamente.

Suponha-se agora que p =A1A2...An+1 (n+1>4) e um poligo-
no simples e t uma reta genérica a p. Se considerarmos o po-

ligono p' =A1A2...An temos um poligono de n lados, e € claro

que r & genérica a p'.

Por hipGtese da inducdo, r encontra p' em um numero par
de pontos. Tal reta r pode ou nao interceptar o segmento aber-

to ]AnAl[. Consideremos os seguintes casos:

CASO 1 - rn]AnA1L = . Neste caso, r encontra mais uma vezZ O
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AAhAn+1An em JAlAn+1F ou ]An+1An[,‘de onde # rnp ¢ ainda par.
CASO 2 -‘rn]AnAl[ = 0. E claro que, novamente sob a luz do Teo-

rema 3.2.2.2, a paridade € ainda preservada.

TEOREMA 4.2.3.3 - Seja p um poligono simples e %0b um angu-
1o tal que Ofp e cujos lados sao semi-retas geneéricas de O relativas

Enta a 308 i il
a p. Entdo, o angulo aOb corta p num namero par de pontos.

DEMONSTRACAO - Procederemos pelo principio da indugao finita,
aplicando-se sobre o numero de lados de p. Seja, entao, n o nu-

mero de lados de p.

Inicialmente, demonstraremos a assergao para n =3, Entao,

o poligono em p em questao ¢ um triangulo AABC. Observemos que
- » - -

se anp = O e bnp = ¥, nada ha a demonstrar. Suponhamos ,entao,
SATT . = . - N

que um dos lados de aOb, digamos a, intercepte AABC em X. De-

_ >
notemos por a a reta determinada por a. Pelo Teorcma 3222,
advem que a reta b encontra novamente O triangulo AABC em um

ponto Y, Y =X. Consideremos, entao, 0S seguintes Casos.
CASO 1 - O ponto Y coincide com o vertice C.

Neste caso, para os pontos X, O e C e possivel somente u-
ma das seguintes possibilidades: [XO0CJ], [XCO] ou [OXC] (Coro-
lario 2.3.5.1). Naturalmente, a = OX. Logo, [OXC] e [XCOJ sao

impossiveis pela hipotese. Temos entao [XOC] (Figura 4.2.3.1a).

-
b

o ¥
=

Figura 4.2.3.1a
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-+
Afirmamos que b intercepta um (e somente um) dos lados de ABC.

Com efeito, os pontos A, X, B e C determinam os triangulos AAXC
e ABXC. A formula [XdC] indica que a reta b, determinada por
B, enconfra o lado IXC[ de tais triangulos no ponto O, de ma-
neira que, pelo Teorema 3.2.2.2, a reta b cﬁcontra novamente
os triangulos citados em algum lado distinto IXC[. Esfc fato

e o Teorema 2.5.3, nos permitem concluir a afirmagao do teo-

rema.

CASO 2 - O ponto Y é distinto de C.

Sem perda de generalidade, podemos supor que Y € um pon-
to pertencente ao lado JBC[. Novamente, uma unica das seguin-
tes possibilidades ¢ verdadeira para os pontos X,0eY: [OXY],

[XO0Y] ou [XYO] (Corolario 2.3.5.1). Analisemo-las:

i) [OXY]

Se a semi-rota b nao cortar nenhum lado de AABC, o teo-
ma ja esta demonstrado. Suponha-se entdo que b intercepte p,
digamos em Z. Denotemos por b a reta determinada por g. Apli-
cando, entao, o Teorema 3.2.2.2, temos que a reta b cncontra

novamente o triangulo num ponto W, distinto de Z (Figura 4.2.

3.1b). Como O ¢ exterior a AABC, decorre do Corolario 2.3.5.1

A

Figura 4.2.3.1b
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que as Unicas ordens possiveis para 0, D e E sio [ODE] ou [DEO]J.
— .

Notando-se que oD = b, temos que D,Eeg. Observando-se que uma

reta nao pode cortar os trés lados de um triangulo (Teorema 2

5.3), fica demonstrado o teorema para o caso 1i).
ii) [XO0Y] (Figura 4.2.3.1c)
Consideremos os triangulos ABXY e AAXY. Como no caso 1,a

A

o3
o'}

B Y™~ C

Figura 4.2.3.1c

reta b determinada por g, encontra novamente tais triangulos
em algum lado distinto de IXY[, e,se IXY[nb =0 o teorema esta
provado. Na hipotese de bnJIXY[ =0, aplicando-se o Teorema 3.2.2.

2, B deverd cortar JAC[ ou JYC[, de maneira que o teorema ¢

verdadeiro para este caso ii).
iii) [XYO]l (Figura 4.2.3.14d)
Este caso € inteiramente analogo a parte i).

A

o

Figura 4.2.3.1d
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Segue-se, portanto, que o teorema ¢ verdadeiro para n=3.

Suponha-se agora, que a assergao seja valida para n (n23)

e consideremos um poligono p =A1A2...A A de n+1 lados, e,

+.1
30b, um angulo tal que Ofp e cujos lados sdo semi-retas genec-

ricas de O relativas a p. Se os pontos An~1’ An e A1 ‘nao fo-

rem colineares e se OE]AnAl[, consideremos o poligono p' =A,"

- g - . . ' -
-Az...An. Sendo a e b genericas de O relativos a p, tambem a
~ o~ . - . -~ >
sao em relagdo a p'. Pela hipotese da indugao, aOb corta p' em
- =¥ o - . - -~
un numero par de pontos. Se a e b ndo tiverem intersecgao com

o triangulo AAnAn+1A1’ o teorema ja esta provado.Caso contra-

rio, observando-se a assercao para n =3 provado anteriormente,
concluimos ainda, que pn(aOb) contém um numero par de pontos.

Por outro lado, se An-l’ An e A1 forem colineares, basta con-

siderar o poligono AlAZ...An_1 (Figura 4.2.3.1le) e a demons-

Figura 4.2.3.1e

cao e inteiramente analoga ao que foi discutido acima. Final-

mente,se OG]An_lAn[,contorna—se o problema escolhendo-se ou-
tros trés pontos consecutivos para aplicar a hipotese da in-

ducao.

TEOREMA 4.2.3.4 - Se Pgp e uma scmi-reta gencrica de P corta
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p num nimero par (respectivamente Tmpar) de pontos,o mesmo a=

contece com qualquer outra semi-reta genérica de P.

DEMONSTRACAO - £ conseqiiéncia imediata do teorema anterior e

do Teorema 4.2.3.3.

TEOREMA 4.2.3.5 - Se P 2 Q (P,Q€p), [PQlnp = @ e uma semi-re-
- » - -

ta genérica s de origem P corta p num nimero par de pontos

(respectivamente impar), entao, o mesmo acontece com qualquer

semi-reta genérica de origem Q.
DEMONSTRACAO - Analisemos os seguintes casos:

CASO 1 - 56 & reta genérica. Se A & um ponto tal que [APQ],en-
tio |PRap| & par, pois |§np| ¢ par (Teorema 4.2.3.4). Como
(PQlnp
ldﬁnp!

Il

¢, se X & um ponto tal que [PQX], segue-se entao que

(OAY

. <) - . ==y o
par, pois PQ sendo generlca,IPanl e par. Novamente,
pelo Teorema 4.2.3.4, l%np[ ¢ par, onde t € uma semi-reta ge-

nérica qualquer de Q.

<> - - - . .
CASO 2 - PQ ndo ¢ reta genérica. Seja M tal que [PMQT e r uma

reta por M distinta de ﬁa. Seja X = {X]X ..,Xm} o conjunto

ik
das interseccgoes QKinr (121,240 5e.0) ﬁKinr (i=1,2,...,n) e
pnT (sé r contiver aigum lado de p consideram-se somente 0S
vértices). Temos M = Xj para algum j. Consideremos agora L tal
que [MLX. ,J. Pela hipotese, temos que [PLlnp = § e como PL &

e generica, qualquer semi-reta genérica de L corta p num nu-

mero par de pontos (conseqliencia do caso anterior). Analoga-

1

mente, temos [LQJnp = @ e como Q. também € genérica, segue-se
-> - > . & T "
que Itnpl e par, se t e uma semi-reta generica de Q (novamen-

te pelo caso anterior).
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COROLARIO 4.2.3.5.1 - Se p R Q (P,Q#p) e uma semi-reta gené-
rica de P corta p num nimero par (respectivamente iImpar) de
pontos, entdo uma semi-reta genérica de Q tambeém corta p num

numero par (respectivamente impar) de pontos.

DEMONSTRACAO - Basta observar que se P L Q, entao existe uma

poligonal PPl...PnQ,tal que PP ..Pnan ={,e,portanto, Uml]np =

1
= @, [Plejnp =¢,...,[PnQ]np =0 e aplicar o teorema anterior.

§4.2.4 - 0 Teorema de Jordan

TEOREMA 4.2.4.1 - Um poligono simples p =AA A (n23) se-

para o plano a em duas regioes.

DEMONSTRAQRO - Seja X tal que [AiXAj+1]' Por X passa uma reta

r generica que corta p num numero s par de pontos X.,X

EAVIREE
,XS de maneira que X1 st Lo sXS. Consideremos P e Q tais que

[PX,X,] e [X QX,J.

Definamos os seguintes conjuntos:

t
i

{x€a-p|X 2 P}

i
i

{xea-p|X B Q).
Verifiquemos que p separa o em E e I:
1) E= P

De fato, como P B p, segue-se que PEE.
2) I = 0.

De fato, Q ® Q, segue-se que QEI.

3) a = IuEup
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Seja YEa-p. Uma semi-reta genérica de Y corta p num ni-
mero k de pontos que pode ser par ou impar. Consideremos en-

tao os casos:
caso 1 - k €& par

Pelo Corolario 4.2.2.4.1 sabemos que Y ) X - Portanto,e-

xiste uma polinomial YBle...BrX1 tal que YBl' 1
S.' = L. 5 . ~ 3 —r
eja S {81’82’ ,Sm} o conjunto das interesecgoes H%Xl[d%k

..BrX np = {XIL

7Ai+l

pe X
1

D

S

1

Sm
; Iy
r i
Figura 4.2.4.1
(k=1,2,...,n) de maneira que X, 551 v SSm SBr- Seja D, tal

que [S,DX,7. E claro que

1

[PX,Jnp {Xl} e

1

£DX, Jnp (X}

Afirmamos que [PDlap = . De fato, sc algum segmento [AkAk+]]
de p cortar [PD), so ha duas possibilidades: ou tal segmento

- . oTt 1 : )
passa pox Xl’ ou tem algum vertice Ak+1 interno a AIDXI.

1 passar por X segue-sc que [A A T=[AA. ]

k+1 1’ k k+1 i+l
(pois €& simples). Logo [A;A. , In(PD] = {L) com [PLD]. Como uma

Se [AkA
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semi-reta genérica de Y corta p num nimero par de pontos ¢ temos
YBl...Brth = ¢, o mesmo acontece com qualquer scmi-rcta ge-
nérica de D. A semi-reta DP & gendrica de D, portanto |DPnp]
€ par. Por outro lado, a semi-reta a contida em DP de origem
P e que nao contém D, & genérica de P e, portanto, corta p
também num nimero par de pontos. Como [PDlnp = {L}, segue-se que
_i; - - e - 5

|DPnp| = |anp| + |[PDInp| = nimero impar, o que & uma contradi-

cao. Portanto, devemos ter [AiAi+1]nLPDJ = .

é i D : .
Se Ak+1 interno a APX1 , e?tqo ﬁKk+1 corta [DX;] em S
com [DSX1] o que € uma contradicao com a maneira com que fo-
ram construidos os pontos Si. Segue-sc, portanto — mais uma vez
= que [PD]lnp = 0.

Temos, assim, que YBj...B DPnp = p e, portanto, YRP; de
onde, YEIuEup.

Resta examinar a hipotese em que ﬁ;YI =§f1. Nesse caso,
nao podemos ter [PXIBr], pois a semi-reta ﬁ;Yl corta p emX1 e
e, portanto, num numero impar de pontos, o que ¢ uma contra-
dicao, pois como Y R Br’ qualquer semi-reta genérica por Brde

" veria cortar p em um . numero par de pontos. Logo temos [PDInp =0

e YBl...BrDPnp = @, e, assim,Y B p, donde YE TuEup.
Portanto, a = IuEup.

CASO 2 - k & impar

Nesse caso, como Y RXl, pode-se demonstrar — de mancira
analoga ao caso anterior — que Y £ Q, dondc temos YEI. Segue-
se, portanto, que a = TuEup.

4) InE = . De fato, se ZEInE, segue-sc que Z Ep ez R
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De Z 2 P, vem que uma semi-reta genérica de Z corta p em um
nimero par de pontos. E de Z 2 Q, decorre que uma semi-rcta ge-

5, d - - -
-merica de€ Z corta p em um numero impar de pontos, o que e u-

ma contradigao.

5) Inp = ® e Enp = . Decorre da definigao de E e T.

6) VYEE, VZEI e para qualquer poligonal q% temosqinp = 0,
De fato, se qinp = ¢, entao Y B Z. Como uma semi-reta generi-
ca de Y corta p em um numero par de pontos, o mesmo acontece
com uma semi-reta genérica de Z. Mas isso contradiz o fato de
que ZE€I, pois uma semi-reta genérica de Z corta p em um nime-

TO fmpar de pontos. Segue-se, entao, que pnq% z .

COROLARIO 4.2.4.1.1 - O conjunto quociente a-p/® tem apenas

dois elementos I e E.

DEMONSTRAGAO - [ conseqiiéncia imediata do teorema anterior.

-DEFINIQRO 4.2.4.2 - 0 conjunto I obtido dos teoremas anterio-

res se chama interdion de p e E exterion de p.

Novamente, da exposicao anterior, percebe-se a grande for-
ca da Axiomatica I e a relevancia da Geometria de Ordem. Va-
rios conceitos geoméfricos usuais dependem, na realidade,ape-
nas das propriedades de ordem e, por conseguinte, constituem-se

teoremas da geometria em apreco.



CAPTTULO V
ALGUNS RESULTADOS METAGEOMETRICOS

§5.1 - 0 AXIOMA DE CONTINUIDADE

Para introduzir o Axioma de Continuidade (que denotare-
mos por Axioma K), ha varios possiveis caminhos a seguir: um
deles se deve a Cantor e Weierstrass, com um axioma que afir-
ma que toda seqliencia monotona limitada tem um limite. Uma ou-
tra, apresentada por Dedekind, obtém um ponto arbitrario de u-
ma reta como origem comum de duas semi-retas opostas. Empre-

garemos,aqui, a formulagdo devida a Dedekind, que ¢é de apli-

cacao mais simples.

AXIOMA K (Dedekind) - Para cada divisao de todos os pontos de
ﬁma reta em dois conjuntos nao vazios, tal que nenhum ponto de
um esteja entre dois do outro, existe um ponto de um dos con-
juntos que esta entre todo ponto desse conjunto (exceto de pro-

prio) e todo ponto do outro.

OBSERVAQRO - Este axioma possui varias formulacoes equivalen-

tes. Em vez de ''pontos de uma reta', poderiamos considerar "pon-

tos de uma scmi-reta', "pontos de um segmento aberto', ''pon-
tos de um segmento fechado'. Ha, ainda, varias outras formu-
lagoes, como a que Veblen empregou no scu famoso artigo de

1904 ([191), p. 346), que hojc €& conhecida como a "Proprieda-

~102~
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de de Heine-Borel'. Daremos, a seguir, uma outra versao (For-

der [8], p. 299), que necessitaremos no proximo paragrafo.

TEOREMA 5.1.1 - Para cada divisao de todas as semi-rctas 1in-
teriores a um angulo em dois conjuntos nao vazios, tal que ne-
nhuma semi-reta de um esteja entre duas do outro, ha uma semi-
reta de um dos conjuntos que esta entre toda scmi-reta desse

conjunto (exceto ela propria) e toda semi-reta do outro conjunto.

DEMONSTRACAO (em resumo) - Sejam A ¢ B dois pontos sobre la-

dos diferentes do angulo em questdo (Figura 5.1.1). Pelo Teo-

P4V N

Figura 5.1.1

rema 3.2.5.8, cada semi-reta interna ao angulo encontra o seg-
mento aberto JAB[. Logo, as semi-retas internas ao angulo de-
terminam uma divisdao nos pontos de JAB[ em dois conjuntos nao
vazios, tal que nenhum ponto de um esteja entre dois do outro
Aplicando a versio para ''segmentos abertos' do Axioma K, ob-
temos um ponto L em um dos conjuntos de antes tal que, L es=

ta entre todo ponto deste (exceto do proprio) e todo ponto do

outro. Segue-se, assim, que OL tem as propriedades requeridas

do teorema.

TEOREMA 5.1.2 - O conjunto dos pontos de uma reta orientada
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(r,s) satisfaz o Axioma do Supremo.

DEMONSTRAGAO (em resumo) - De fato, seja Acr, Azf, tal que A
seja limitado superiormente, 1sto ¢, existe um ponto P de T
tal que A <P, para todo A de A. Consideremos entao o conjunto
g de todos os pontos de T pertencentes.a A e dos pontos que
sdo precedidos por algum ponto de A, e seja C os demais pon-
tos de r. Entdo B e C sdo nao vazios e cada ponto de T esta
em 8 ou C. Pelo Teorema 2.11.3 e Axioma K, existe um ponto D,
com X<D e D sY para cada ponto XEB e YEC. Em vista do Teore-

ma 2.5.1, & claro que D & o supremo de B e portanto de A.

§5.2 - PARALELISMO

Os matematicos Gauss, Bolyail e Lobachevsky,desenvolveranm,
independenteﬁente, a idéia de definir duas semi-retas parale-
las a uma reta (em sentidos opostos) que passam por um mesmo
ponto. Mostraremos, a seguir, alguns resultados acerca de se-
mi-retas paralelas por um mesmo ponto a uma reta, culminando
com um resultado que afirma que dada uma reta ¢ um ponto a e-
la ndo pertencente, existe pelo menos uma reta que passd por

esse ponto e paralela 3 reta dada (no plano determinado poT

eles) .

TEOREMA 5.2.1 - Sejam A um ponto e T uma reta que nao passe
por A. Entao hia somente duas semi-retas com origem comum A no
plano determinado por A e 1, que niao encontram a reta r € que
estabelecem uma separagao entre:

a) o conjunto de todas as semi-retas com origem em A e

¢ quc encontram r; ¢
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b) o conjunto das demais semi-retas de origem A e que
nao encontram T.

DEMONSTRACAO - Sejam B e C dois pontos distintos de r. Fica

assim determinado o angulo CAD, onde DEAB* - (Figura 5.2.1). E

O

Q===

G H

Figura 5.2.1

obvio que ha semi-retas de origem A e que sejam interiores a CAD. Consi-
deremos entdo a divisao de todas as semi-retas de origem em A ¢ interio-
res a CAD em dois conjuntos, segundo encontrem ou nao a semi-
reta CB*. £ facil mostrar que se E & um ponto tal que [BCEJ,

N - ~ = TR -
entio AR & interna a CAD e, se I ¢ tal que [FBCJ], entao AF* e
& interna a CAD e nao encontra CB*. Logo, os dois conjuntos
anteriormente mencionados nao sao vazios. E claro, também, que

nenhuma semi-reta de um esta entre duas do outro.

Pelo Teorema 5.1.1, existe em um dos conjuntos uma semi-
reta especial g, tal que S esta entre toda semi-reta desse con-
junto (exceto ela propria) e toda semi-reta do outro. Afirma-
mos que 3 esta no conjunto das semi-retas que nao encontram
CB*. De fato, sc por absurdo temos enCB* ={G},o ponto G ¢ tal
que [BCG1. Tomemos agora, um ponto Il com [CGUT (Axioma TI.2).

[CGH1 e [BCH] nos dao [BCG] (Teorema 2.6.1), de maneira que
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All é interna a CAD. Como temos [EGH], segue-se que 3 & inter-

~ - > ~
na EAH o que é absurdo.Portanto s nao encontra T.

Invertendo-se os papéis de B e C, por um raciocinio ana-
. : o .
logo obtemos outra semi-reta especial t, no semi-plano com O-
Lgen K ~ in 2
rigem , oposto ao semi-plano que contem s. Como a reta r con-
siste das semi-retas CB, CB* e do ponto C, temos encontrado
- -»> o> . .
duas semi-retas s e t que separam todas as seml-retas de ori-
gem em A e que encontram T das demais semi-retas com origem

em A e que nao encontram T.

DEFINIGAO 5.2.2 - Seguindo as notagoes do teorema anterior,as
. . > > . - .
duas semi-retas obtidas s e t com origem em A sao denominadas
~ - . -+~ T 3
paralelas @ reta v em dois sentidos: s ¢ paralela a Ch* ¢ T pa-
ralela a Cﬁ (duas semi-retas tém o mesmo sentido se estao con-
tidas em um mesmo semi-plano cuja origem contém as origens das
semi-retas. Se o ponto A estiver em T, definimos as semi-re-
tas paralelas a r com origem A, as duas semi-retas contidas

em r determinadas pelo ponto A). Indicaremos este fato por

Ty CB* e T/ CB.

TEOREMA §.2.3 - Com as notagoes e€ hipoteses do teorema ante-
rior, existe pelo menos uma reta no plano Ar que passa por A

e que nao encontra T.

DEMONSTRAQRO (em resumo) - Pelo teorema anterior existem se-
mi-retas S e t tais que Sy CB* e t 4 CB. Afirmamos qwag*nr=®.
De fato, suponha-sc, por absurdo, quec *ar 2. I scja U uma se-
mi-reta interna a TAS* (Figura 5.2.2). Naturalmente, 3 encon-
tra r e S esta entre AB* e U*. Assim w*nr =@, o que ¢ uma con-

tradigao em vista do Teorema 2.3.5. Logo, a reta determinada
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g -
POTr S nao encontra r.

t \l}/ s

Figura 5.2.2

§5.3 - OBTENCAO DA GEOMETRIA DE EUCLIDES

Comegaremos este paragrafo com um axioma fundamental, que

indicaremos por Axioma P (Euclides):

AXIOMA P - Seja A um ponto qualquer e 1 uma reta qualquer a

qual A nao pertence. Entao por A passa no maximo uma reta s
(no plano Ar) que nao encontra r.

Quando as retas r e S sao tais que r=s ou rns=f), diremos que as

retas r e s sao paralelas, ¢ indicaremos este fato por r / s.

Com base nos axiomas de ordem I.1 -1.9, Axioma K de con-

tinuidade e Axioma P das paralelas precedente, ¢ possivel in-
troduzir a nocdo de congruéncia por definigao. Assim, a partir
delas, todas as proposicoes contidas, por exemplo, em [11] da
Geometria Euclidiana podem ser mostradas sem a necessidade de

quaisquer outras suposicées. [ o que faremos neste paragrafo.

§5.3.1 - Homotetia e Translacoes

TEOREMA 5.3.1.1 - Se as retas DX, AR ¢ BC nio passam pelo pon-
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to O e sao paralelas as retas ﬁTK', AT e B°C respectivamen-
te, onde D', A', B' e C' estao em Gﬁ, 6K, 68 e OC respectiva-

mente, entao &y B

DEMONSTRAGCAO - Se BEG%, entao aplicando o Teorema de Desar-
gueélo)nos triangulos ADBA e AD'A'B' obtemos que ﬁﬁﬂfﬁﬁ? (Fi-

gura 5.3.1.1la) e, se aplicarmos aos triangulos ADBC eAD'B'C',

Figura 5.3.1.1la

obteremos CD / ¢ D! (os casos quando BD =AB ou BC sao triviais).

Se Beﬁﬁ, seja E um pontb tal que E nao pertenga a o e
e nem a 66, com a condigao que AE 7 XTﬁ', onde E' € um ponto

de OF (Figura 5.3.1.1b). Se considerarmos os triangulos AEDA e

Figura 5.3.1.1b

AE'D'A', novamente, pelo Teorema de Desargues, obtemos EC 4 ¢

(10) - Uma demonstracao deste conhecido teorema pode ser encontrado em [7],
p. 156.
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e o R— . ) o~ : -
e ED / E'D', e se considerarmos os triangulos AECD e AE'C'D',

obteremos CD / 6'6',.0 que conclui nossa demonstracgao.

< = e . ~
COROLARIO 5.3.1.2 - Se DD', AA', BB' e CC' sdo paralelas c
DD iXK', Ve ¢ﬁ§', BE' 2CC' e ﬁK‘ AB e B¢ siao paralelas a

—

ﬁTKf, KB e B7C respectivamente, entao oy D
DEMONSTRAGAO - E conseqiicncia imediata do teorema anterior.

DEFINICAO 5.3.1.3 - Se A' esta em OR, a homotetia (O,AA") ¢ uma
tfansformagéo um-a-um de pontos de um plano ou espaco, em pon-
tos do mesmo plano ou espago, em que o 'centro'" O corresponde
a si proprio; A corresponde a A'; um ponto BE@K corresponde a
B' em Gﬁ_tal que AR 7 ATB' e, se CeOR, com C 20 ,A, entio G cor-

responde a c'ebR tal que BC 4 BC,

DEFINICAO 5.3.1.4 - Se A #A', a translacdo AR' & uma transfor-
magao um-a-um de pontos de um plano ou espaco em pontos do mes-
mo plano ou espago, na qual A corresponde a A', um ponto BEAR'
corresponde a B' tal que AB y A'B' ¢ AR* y BB', e um ponto

CEAR' corresponde a um ponto C' em AR' tal que BC 4 B'C.

OBSERVAGOES - 1. As correspondéncias acima estdo bem defini-
das. Pelo Teorema 5.3.1.1 e seu Corolario 5.3.1.2, tanto na
homotetia quanto na translacido, o ponto C' depende somente do

ponto C e portanto, independente de B.
2. Se A=A', a "translacao" AR' é a identidade.

3.E facil ver que tanto a homotetia quanto a translagio,
transformam uma reta (ou plano) em uma reta (ou plano) para-

lelo.
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 §5.3.2 - Uma Algebra de Pontos

DEFINICAO 5.3.2.1 - Seja O um ponto fixo e A e B pontos quais-
quef. Definimos o pontq_(A+B)O como sendo 0o ponto correspon-
dente a A pela translagao O0B. Quando nio houver ddvidas sobre
o ponto fixo, escrevercmos apenas A+B (para designar (A+R)O).

Tal ponto & denominado ponto '"origem".

A+B A

Figura 5.3.2.1

TEOREMA 5.3.2.2 - Com as notagoes da definigao anterior temos:

a) O pdnto A+B esta bem defenido e € unico.

b) O+B =B+0 =B, para qualquer ponto B.

c) Dado A, existe um e somente um ponto B tal que A+B =0
e esta em OR*.

d) Se A+B =0, entao B+A =0.

e) Se A =0, entao A+A =0.

f) Se A+B =A, entao B=0.

g) A+(B+C) = (A+B)+C, para quaisquer que sejam 0S pontos A,
B e G,

h) A+B = B+A, quaisquer quec scjam os pontos A ¢ B.

DEMONSTRACAO - Provarcmos apenas os itens g) e h).

PROVA DE g) - Suponha-se que quaisquer tres pontos de O, A, B



S N
e C sejam nao colineares. Sejam ainda E =A+B, F =B+C ¢ G = A+T,

Entdo OA 4 BE, 6By AE, FC 4y 80, 8 4 8%, A y T8 e 0 4 G

(Figura 5.3.2.2a) e, pelo Teorema dc Desargues, temos qwa&ﬁ s T8

N

NG W SRS PN

Figura 5.3.2.2a

e GC 4 ED. AssimyG =E+C. Se tres pontos de O, A, B e C forem co-

lineares, a prova ¢ trivial.

PROVA DE h) - Se A e B niao sao colineares com O, o teorema ¢
trivial. Se A, B e O sao colineares e A+B =C, entao existem

pontos X e Y nao pertencentes a Ok com 5?, XA e XY paralelas

NA

Figura 5.3.2.2b

a ﬁ?, ¢ e OR respectivamente (Definigao 5.3.1.4) (Fig.5.3.2.2b).

< -
Seja 1 uma reta por A e paralela a OX. Entao, 1 encon-

<-

. <> . oy <> <> -
tra XY, digamos em Z e, AZ / BY e AX / YC, e os pontos X, Y,

s

o0
(!

Z e A, B, C estao em retas paralelas distintas. Assim,§§ //
. » <
(Teorema de Desargues). Segue-se pois que b? // K'z’ f(—lg //*Z—(t. e Q / OB

respectivamente, donde se conclui que B+A =C.
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Acabamos de mostrar, por conseguinte, que a operagao + de-
finida entre pontos do espaco satisfaz as propriedades asso-
ciativa, comutativa, existencia de elemento neutro e de oposto.
Também, o conjunto dos pontos do espago ¢ fechado em relacao

-

a operagao citada. Com estes fatos, podemos enunciar o teore-
ma seguinte:
TEOREMA 5.3.2.3 - Os pontos do espago com a oneragao + da De-

finicao 5.3.2.1 formam um grupo abeliano.

TEOREMA 5.3.2.4 - Se A+B=C e O, A, B e C sdo colincares e AX,
) < - . 4oy > o
BY e CZ sao paralelas, e X, Y e Z colineares (OX #0A), entao

X+Y =7 (Figuras 5.3.2.3a e 5.3.2.3b).

Figura 5.3.2.3a Figura 5.3.2.3b

DEMONSTRAGCAO - Sejam as paralelas a 0k por X e Y interceptan-
do €7 em M e L respectivamente. Entao como A+B=C, temos ﬁﬁA/6¥
-

“-> D +
e como B+A =(C, temos AL / OY. Segue-se,portanto, que Ok y YI

Xi #'ff e AL # 02 respectivamente, donde advém que X+Y =1Z7.

DEFINICAO 5.3.2.5 - Sejam O e U pontos distintos e A um ponto

de 66, distinto de 0. Para um ponto X qualquer, definimos
(X.AN)]o,u

como sendo o ponto correspondente a X pela homotetia (O,ﬁx).

Como usualmente, mantemos O e U fixos; escreveremos X.A sim-
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plesmente (para designar (X.A)|o,u). © ponto U ¢,as vezes, de-

nominado de "ponto unidade' em OU.

OBSERVACAO - Note-se que X.A & definido quando X & um ponto

qualquer e A estd em OU.

TEOREMA 5.3.2.6 - Com as notagoes da definicdo anterior temos:

a) Se X e A sdo pontos tais que AG@G, entao X.A esta bem

definido e e unico (conforme Definicdo 5.3.1.3 e Teco-

rema 5.3.1.1).
b) Se A estd em OU, entdo U.A = A.U = A.

c) Dado A =0 em Bﬁ, ha somente um ponto X com X.A = U e

tal ponto esta em OU.
d) Se X.A=U e, X e A estao ambos em ﬁﬁ, entao A.X =U.
e) Se X #U estd em OU, entdo X.X =X.

f) Se A estda em OU, entdo O.A =0.
DEMONSTRAGAO - T decorréncia imediata da Definigao 5.3.2.5.

TEOREMA 5.3.2.7 - Se A, B e C sdo pontos de 0U, e X,Y e Z pon-
tos de 67 (6V 163), e ﬁv, K?, BY e 7 sio paralelos, entao

(A.B)|0,U =C implica (X.Y)|0o,Vv =2.

DEMONSTRAGAO - Como UV 7/ BY e (A.B)|0,U =C, segue-se que VA # YC

/Y\///
X -
’%‘]/

0 U A B c

Figura 5.3.2.4

(Definigao 5.3.1.3). Isto com AX y €7 nos da (X.Y)|o,v =2 (Fi-



~ 114 -

éura 5¢3:2,4) 4

<-->

TEOREMA 5.3.2.8 - Se B e C estao em OU, entdo (A.B).C =A.(B.C).

DEMONSTRAGAO - Observemos, inicialmente, que A.B esta somente
" definida quando B estd em OU, ¢ (A.B).C esta definida quando
‘C, e, portanto B.C, estao em 66. Segue-se entao que o teorema
é decorréncia da Definicdo 5.3.2.5 em ambos o0s casos: quando

A estd e quando A nio esta em OU.

TEOREMA 5.3.2.9 - Temos E.(A+B) =F.A+E.B, quando A ¢ B,e,por-

tanto A+B, estdo em OU.

DEMONSTRAGAO - Seja A+B =C, E.A =X', E.B=Y' e E.C =2'. Intio,
se E nio esta em OU temos LU, AX', BY' e 7' paralelos e, por-
tanto, X'+Y' =7' (Teorema 5.3.2.4). Se E esta cm ﬁﬁ, entao ha
pontos El’ Xl’ Yl’ Z1 colineares com O, e com ﬁ? Ail ﬁ?l e
621 paralelos e também Eﬁl’ X { , Y Y‘ e 7 2! paralelos, e o

teorema decorre novamente do Teorema §5.3.2.4.
TEOREMA §5.3.2.10 -Temos (A+B).E =A.E+B.E, quando E esta em OU.

DEMONSTRAQRO - Uma homotetia transforma retas paralelas em re-

tas paralelas.

Com as definigoes e teoremas deste paragrafo, mostramos

que o conjunto dos pontos de uma reta 66, com as operacgoes ''+"

e "." definidas formam um anel com diviséoﬂl), Os pontos O ¢

U fazem, respectivamente, o papel de 0 e 1.

(11) - para as nogoeq algebrlcas que aparecerem no texto, estaremos usan-
do as notagoes, convencoes, definicoes, etc. da obra [13].



§5.3.3 - Compatibilidade da Relagao de Precedéncia

com as Operacoes '+'" e "."

Para o que se segue neste paragrafo, consideremos '<'" a

relacdo de precedéncia em OU, obtida em §2.11.

TEOREMA 5.3.3.1 - Se A< B, entao existe um ponto X em {O}UGﬁ
com A+X =B, e reEiprocamente.

DEMONSTRAQKO - Existe um unico ponto X em ou tal que A+X =B e

=s

- - ~ =
e construida como segue: seja Z um ponto nao pertencente a OU

tal que AB y 2P, KZ y B9 ¢ OX 2B, 67 y BY. Se A <B, entio:

. P —
i) A esta em {0}uOU e [OAB], ou
ii) [AOU] e B esta em {A}uAQ, ou

iii) A =0 e B esta em {0}uOU.

Figura 5.3.3.1a

Figura 5.3.3.1b
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No caso i),ﬁﬁ e 02 encontram—ée digamos, em Q; entao [OAB]
implica sucessivamente [02Q1, [BPQJ] e [OXBJ]. Assim, X esta em
{0}u0B ={0}uOR = {0}u0U. No caso ii), como O esta em {AYUAS,
JAP[L e 1200 encontram-se, num ponto R, e, entao, [ARP] nos da
[AOX]. Mas temos [AOU]; portanto, X esta em {0}uOU. Finalmen-
te, no caso iii); A =0, B =X, portanto X esta em {0}uOU. A Te-

ciproca & semelhante.

TEOREMA 5.3.3.2 - Se X esta em {O}uﬁﬁ, entao 0 <X e recipro-

camente.
DEMONSTRACAO - Imediata.
TEOREMA 5.3.3.3 - Se A <B, entao A+Y <B+Y.

DEMONSTRAGAO - Como A <B, ha um ponto X >0 com A+X =B (Teore-
ma 5.3.3.1 e 5.3.3.2). Assim (A+Y)+X = (A+X)+Y =B+Y. Segue-se

deste modo, que A+Y <B+Y.
TEOREMA 5.3.3.4 - Se X >0 e Y >0, entao X.Y >0.

DEMONSTRACAO - Se X.Y =7, entao existem pontos P e Q tais que
O, P e Q sao colineares e P 7 Yé e PX / 67 respectivamente.
Como Y >0, Y estda em {0}uOU, assim Q esta em {0}u0P e Z enm

{0}uDX. Mas X >0, portanto Z esta em {0}uOU.
COROLARIO 5.3.3.5 - Se X <0 e Y <0, entdao X.Y >0.
DEMONSTRACAO - Decorre imediatamente do teorema anterior.

Com os resultados deste paragrafo concluimos que os pon-
=P . . -
tos da reta 6U formam um ancl com divisao totalmente ordenado

e denso, com "<" compativel com as operagoes do mesmo.
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-

§5.3.h - Uma Base Suficiente para a

Geometria Euclidiana

TEOREMA 5.3.4.1 - Com base nos axiomas até aqui vistos,de or-
dem 0, do Axioma K de continuidade e do Axioma P das parale-
las, podemos introduzir congruéncia por definigdo, e assim to-
dos os teoremas ‘concernentes a Geometria Euclidiana contidas,
por exemplo em [11], podem ser demonstrados sem assumir quais-

quer outras suposigoes.

DEMONSTRACAO (em resumo) - De fato, vimos no paragrafo §5.3.2
que, com base nos axiomas de ordem O e do Axioma P podemos de-
finir duas operacoes + e . entre pontos de uma reta. Mostra-
mos no paragrafo seguinte (§5.3.3), que os pontos de uma reta

com tais operacoes e em relagao a ordem < formam um anel com

divisao totalmente ordenado e denso R.

Pelb paragrafo §5.1, R satisfaz ainda o Axioma K de con-
tinuidade, e como consequiencia, R ¢ Arquimediano, donde se con-
clui que R contém um subcorpo isomorfo ordenadamente ao corpo
dos numeros racionais Q. Segue-se, portanto, que a operagao ''+"
definida em R é comutativa, ou seja, (R, +, -, <) tem cstru-

tura de corpo ordenado totalmente denso.

Dos Teoremas 5.3.2.4 e 5.3.2.7 concluimos que se R e R

~ s o .
sao corpos determinados por duas retas 6U e OU' quaisquer,en-
tao pode ser estabelecido um isomorfismo (de corpos) entre e-
les, de tal maneira que, se AG@U, entao A corresponde a um pon-

to A' em OU' com AR / U0 .

Decorre, portanto, que oS pontos de uma recta o]i] podem ser
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pensados como elementos de um certo corpo abstrato (R, + . <)
e reciprocamente. O elemento correspondente em R a um ponto

PEOU seri chamado de "coordenada" do ponto P na "escala ou" e

sera denotado pela letra minuscula correspondente p. Feitas es-
tas consideracgoes, podemos introduzir o conceito de coordena-
das basicas de um ponto P qualquer; consideram-se trcs retas
privilegiadas concorrentes OX, 6Y e 07 no espago, nao coplana-
res, e treés pontos privilegiados distintos de O fixos nelas,di-
gamos Uleéi, Uzeﬁ? e Useﬁf, como pontos unidade. Entao, o pon-
to P determina (univocamente) tres pontos A, B e C nas retas

&, 80, e 60 - -
OUl, UZ e 7 respectivamente de tal maneira que

<+ <> <
PC / plano OAB, PA / plano OYZ e PB / plano OXZ.

Sejam a, b e c as coordenadas de A, B e C nas respectivas es-
calas 661, 632 e 663‘ Entdao, as coordenadas do ponto P sao de-
finidas como as componentés da terna ordenada (a,b,c) com Te-
lagao ao sis8tema privileglado de eixos 631, 662 e 5(53. Por outro
lado, & claro que se a, b e ¢ sao elementos arbitrarios de R,
entao existe um ponto do espago cuja coordenada em relacao ao

eixo supracitado ¢ (a,b,c).

Dessa manecira, define-se distancia entre dois pontos Pl
e P2 (dls(Pl,Pz)), de coordenadas (xl,yl,zl) e (XZ’YZ’ZZ) co-

mo sendo

A\ (x=x,)% * Oy =y,) 2+ (2g72,) %

Tal fungdo esta bem definida, pois, se Y & um elemento de R e

Y >0, entao podemos determinar um elemento X de R com X% =Y,
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Definimos em seguida o par de pontos (A,B) como sendo congru-
ente ao par (C,D) se, e somente se, dist(A,B) =dist(C,D) e in-

‘dicaremos este fato por (A,B) = (C,D).

As consideracoes anteriores permitem demonstrar 0s se-

guintes teorcmas:

1. Se AB & uma semi-reta arbitraria, entdo ela contém um

{inico ponto C tal que (A,C) = (D,E), para quaisquer pontos D
e E.

2. Se (A,B) =(C,D) e (C,D) = (E,F), entao (A,B) = (E,F).
3. Se [ABC] e [DEF] e (A,B) = (D,E) e (B,C) = (E,F), en-
tao (A,C) = (D,F).

Introduziremos, agora, a nocao de congruéncia entre an-
gulos. Para tal, sejam Pl e P2 dois pontos (distintos) com co-

ordenadas correspondentes (xl,yl,zl) e (xz,yz,zz). Considere-

mos os seguintes elementos de R:

L e DN S DI S
412 a1, 12

onde d12=dis(PPP2). Tais nimeros sdo ditos numeros direcionais
da semi-reta Plﬁz (cf. Forder ([81), p.200); pode-se demons-
trar que tal definicao independe da escolha do ponto PZ' Con-
sideremos, entao, Ql,ml,nl e zz,mz,n2 os numeros direcionails
correspondentes as semi-retas ﬁﬁl e 5$2 (distintas e nao-opos-

PP ' Sy
tas). Denotemos £q+%, *+my.m, *n4.0, por cos PlPI2 (naturalmen
te este numero ndo precisa ser identificado no presente com a

funcio trigonométrica do angulo, mas, ¢ fixo pelo angulo. Fi-
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nalmente, definimos P113P2 = Pig'Pé, se, e somente, se

cos P1PP2 =cos P.P'P
Deéorrem, as seguintes propriedades:

4. Se BAC & um angulo, cujos lados nao estao contidos em
uma mesma reta,;e se A' e B' sao dois pontos distintos, entao
existem duas, e somente duas, semi-retas distintas, A e
KTE", tais que o angulo B'A'C' & congruente ao angulo BAC e,
o angulo B'A'C" & congruente ao angulo BAC; além disso, se D'
€ qualquer ponto na semi-reta AC' e D" é qualquer ponto na
semi-reta KTE“, entao o segmento [D'D"] corta a reta determi-

nada por A' e B'.
5. Cada angulo & congruente a si proprio.

6. Se dois lados e o angulo determinado por eles, de um
triangulo, sdo congruentes respectivamente a dois lados e o
angulo determinado por eles, de outro triangulo, entao cada um
dos angulos remanescentes do primeiro triangulo &€ congruente aos

angulos remanescentes correspondentes ao segundo triangulo.

As relacgoes = e i acima definidas com as propriedades
1 - 6 sao conhecidas como Relacoes de Congruencias e consti-
tuem o terceiro grupo de axiomas (Axiomas de Congruencia) em
(114] de D. Hilbert. Assim, todas as propriedades concernentes

a congruencia contidas em [11] podem ser mostradas em nossa

axiomatica.

Segue-se, também, que a Teoria das Areas e Cons' ugoes

([11), p. 60 a 71 e 99 a 101) podem ser tambem estabelecidas,
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.

essencialmente em virtude da validade do Teorema dc Arquime-

des.

§5.L - OBTENGAO DA GEOMETRIA HIPERBOLICA

A Geometria Hiperbolica deriva da Geometria Absoluta -

isto 6, Axiomas I.1 a I.9 e o Axioma K — adicionando-se O se-

guinte axioma:

AXIOMA H (Hiperbolico) - Seja A um ponto qualquer e T uma re-
ta qualquer a qual A nao pertence. Entao por A passam pelo me-

nos duas retas (no plano Ar) que nao encontram 1.

Observemos que as Geometrias de TFuclides e Hiperbolica
diferem apenas na unicidade ou nio da paralela por um ponto &
uma reta dada. O debate histérico sobre esta questao ¢ bastan-
te conhecido: simplesmente nio ha sentido em questionar qual das
duas geometrias & a mais verdadecira. Mesmo a questao sobre a
maior conveniéncia desta ou daquela geometria (por exemplo,
para descrever o espago astronomico) & dificil. Sob o ponto
de vista matematico, uma primeira questdao que se coloca e So-
bre a consisténcia 1ogica da Geometria Hiperbolica. Tal ques-
tao, tambem, oferece dificuldades imensas, pois dec acordo com
Gédel, nio existe demonstragao interna de consistencia (vide
Capitulo I, §1.2). Por conseguinte, o que se mostra ¢ a con-
sisténcia relativa com a Geometria Euclidiana. Sobre esta Ul-
tima questao sao muito familiares os modelos de Poincarée, Bel-
trami, ctc. Nio ¢ do escopo desta dissertacao fazer um trata-
mento da Geometria Hiperbolica; o leitor podera cncontrar far-

to material, por exemplo, em (3] e [6] da Bibliografia.
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§5.5 - CATEGORICIDADE

A nao categoricidade da Geometria Absoluta (com ou sem
0 Akioma‘de Continuidade) é bem conhecida. Ja o mesmo nao se
da com as Geometrias de Euclides ¢ de Bolyai-Lobachevsky. De
fato, a categoriéidade da Geometria de Euclides decorre das ob-
servagoes feitas na demonstragéo do Teorema 5.3.4.1, do para-
grafo‘precedente, notando-se que, essencialmente, o conjunto
dos pontos de uma reta com as operacgoes anteriormente descri-
tas, formam um corpo ordenado completo. Em virtude da catego-
ricidade dos corpos ordenados completos(lz),segue—sc nosso re-
sultado. Sobre a categoricidade da Geometria de Bolyai - Loba-

chevsky, pode-se, por exemplo, consultar [3].

§5.6 - SOBRE A INDEPENDENCIA DOS AXIOMAS

O sistema de axiomas de Veblen se constituiu no primeiro
conjunto de axiomas para a Geometria de Euclides em que se po-
de obter resultados significativos sobre a questao da indepen-
(13)

déncia dos axiomas Tais resultados sao apresentados em

(191, de maneira que nao os reproduziremos aqui. No artigo ci-
tado, mostré-se a independencia dos oito primeiros axiomas (do
sistema de Veblen apresentado em [19]) empregando-se modelos
finitos. Frise-se a discussao da independencia do Axioma de

Pasch-Peano empregando-se certos grupos de permutacdes. Ja pa-

(12) -Uma demonstracao da categoricidade dos corpos ordenados completos
pode ser encontrada em Cohen,L.W. & G.Ehrlich, The Structwie of the
Real Number System, D. Van Nostrand Company, 1963.

(13) -Cf. Archibald,R.C., A Semicentennial Histony o4 the American Mathe-
matical Socliety 1888-1938, Vol. I, New York, A.M.S., 1938, p. 207.
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ra a independencia do Axioma de Continuidade, do Axioma das
Paralelas e do Axioma que caracteriza o espago, sao utiliza-
dos modelos familiares. No entanto, a independencia dos oito
primeiros axiomas referidos anteriormente, se¢ tomados no con-
texto global da axiomatica, constitui,ainda,ao que nos CONS-

ta, problema em aberto.

§5.7 - GEOMETRIA ORDENADA n-DIMENSIONAL

Definiremos, agora, o espaco n-dimensional por interme-
dio da inducao matematica. Com efeito, o "espago bidimensio-
nal (plano) AOA A." e o "espaco tridimensional A A A A " fo-

12 01723
ram estudados em §3.2.2 e §3.2.8, respectivamente.

Suponha-se, agora, que foi definido o espaco n-dimen-
sional AOA1A2°"An (n >2). Para obtermos o espago n+l-dimen-

sional necessitaremos do seguinte axioma:

"Se AOAl"'An ¢ um espaco n-dimensional, existe um ponto
An+1 que nao pertence ao mesmo espago'.
Por uma questao de conveniencia, chamemos, por ora oS

triangulos de "simplexos de ordem 3, os tetraedros de "simple-
xos de ordem 4", etc. Chamemos, também, a regiao triangular
de interior do simplexo de ordem 3, a regiao tetraédrica de

interior do simplexo de ordem 4, etc.

Posto isto, definimos o simplexo de ordem n +2, AOAl---

An+1’ como sendo a reunidao dos seguintes conjuntos:

n+2 pontos AO’Al""’An+1;
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segmentos abertos ]AiAj[, i<j, 0<i<j<n+l;

|
+2] . . ] ' s s
[ns ] interiores dos simplexos de ordem 3, AiAjAk’ 1<j<k,

O<i<j<ksn+l;

{n+2] . : .
l interiores dos simplexos de ordem n+l, A.1

ne ) A, oA,

1 ~2 In+1

Osil<...<in+1

sn+1.
O interior do simplexo de ordem n+2 acima definido,cons-
titui-se dos pontos que estao entre os pares de pontos perten-

centes a interiores de simplexos de ordem n+1 distintos do

simplexc de ordem n+2.

0 espago n+l-dimensional A A €, entdo,oconjun-

A A
01 n n+l
to de todos os pontos que sao colineares com relacao a pares

de pontos que estdao no simplexo de ordem n+2 definido acima.

Naturalmente, pode haver varios 'espagos' n+l-dimensio-

nais.

Se quisermos restringir a nossa geometria a n+l-dimensoes,

adicionamos o seguinte axioma:

"Todos os pontos estdo num mesmo espago n+l-dimensional".



CONCLUSOES

!

Considerando o conjunto desta dissertacao e o desenvol-

vimento dos seus diversos capitulos, destacamos as seguintes

conclusdes, que pensamos decorrerem da exposicao feita.

I .

II.

I1I.

Em virtude dos estudos relativos a Axiomatica I, ficou
evidente que a Geometria Ordenada pode ser tomada co-
mo fundamento comum das Geometrias Afim e Absoluta.
Com o que se realga — também sob o ponto de vista dos

fundamentos — a importancia da Geometria Ordenada.

Realizamos, ﬁo Capitulo III, um desenvolvimento rigo-
roso da Geometria de Ordem proposta por Vailati. Além
disso, foi vista, também,— ao que nos consta, por pri-
meira vez a nivel de detalhe — a equivaléncia das A-

xiomaticas I e II.

As aplicagoes feitas no Capitulo IV evidenciaram a
forgca da Geometria Ordenada. Com efeito,mostramos que
os Teoremas de Sylvester e Jordan constituem-se em teo-
remas tipicos da Geometria Ordenada. Estes teoremas
receberam formulagdes e demonstragoes claras na axio-
matica apresentada e, além disso, tornou-se patente na

exposicao, que tais problemas dependem somente da no-

~125-
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cao de ordem.

Salientou-se uma das grandes vantagens da axiomatica
de Veblen: a simplicidade de seu sistema. Nele,termos

como '"reta', '"plano'" e ''espago'" puderam reccber defi-

nigoes explicitas.

Com efeito, por exemplo, para a cdificagao da Geome-
tria de Euclides empregou-se um conjunto minimal de
nogoes primitivas (apenas duas) e o numero de axiomas
€ reduzido a onze (ja, por exemplo, o sistema de Hil-
bert — como se sabe — emprega ao total 5 nogoes pri-

mitivas e 21 axiomas).

Tal conjunto de axiomas permitiu obter resultados sig-
nificativos sobre a questao da independeéncia dos axio-

mas (Capitulo V) que se constitui em questao de impor-

tancia metamatematica.

A apresentacao da Geometria Ordenada de forma exaus-
tiva, didatica, ¢ sistemadtica permite evidenciar o fa-
to de que, realmente, a Geometria Euclidiana ou Hiper-

bolica podem ser fundadas a partir da nocao de ordem.
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conjunto de rectas, 42
conjunto dos numeros naturais nao nulos, 26

poligonal com vertices A .,An, 54

1,co
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