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SUMÁRIO

Sabe-se, especialmente pelos trabalhos pi.oneiros dePasch
(1882), seguidos pelos de Piano(1889), Hilbert(1899) e Ve-
blen (j1904) , que a Geometria Ordenada pode ser o ponto depar-
tida para a construção das Geometrias Afim e Absoluta. A par-
tir destas últimas, edifi.c.am-se as Geometrias de Euclides ede
Bolyai-Lobachevsky. A Geometria Ordenada originou-se da inves-
ti.gação de um núcleo de proposições comuns às Geometrias Afim
e Absoluta. Verificou-se que a ideia central desse núcleo era
a de ''estar entre'', imDlici.tamente empregada por Eucli.des
Foi Pasch o primeiro a estudar em detalhe um sistema de axio-
mas baseado nessa ideia de ordem.

É nosso propósito, nesta dissertação, discutir as bases
da Geometria Ordenada, apresentando-a de um modo sistemático
e hidático. São feitas duas axiomatizações da ]nesma (uma de-
las pela primeira vez estudada em detalhe neste traballlo) ,pro-
vando-se a sua eqüi.valência. Em seguida, são apresentadas a-
plicações e estudados alguns resultados sobre a meta-teoria
desse tipo de geometria

Para finalizar, ainda é desejo do autor fazer justiça ã
potência e beleza das técnicas envolvidas e, em geral, captar
algumas nuances fascinantes inerentes ao tema

lx



SUMMARY

It is known,especially from the pioneer work of Pasch
(1882), followed by those of Piano(1889), flilbert(1899), and
Veblen (1904), that Ordered Geomctry can be the starting point
for the construction of the Affine and Absolute Geometrias
Bege.nning with these last, one can build up the Geometries of
Euclid and of Bolyai-Lobachevsky. Ordered Geometry had its or-
igin in the investi.gation of a nucleus of propositions common
to Affine Geometry and Absolute Geomctry. It became clear that the
central idea in these propositions is that of ''bet\-reenness'',
which was used implicitly by Euclid. It was Pasch who first
studied in detail a system of axiolm based on this idem of ordem

It i.s our purpose, in tais dissertation, to discuss the
bases of Ordered Geometry, presenting it in a systematic way
We gire two axioinatizations of this geometry (one of which is
studied in detail for the first time in thi-s work) , and prove
their equivalence. We then present some applications and study
some resulta about the meta-theory of this type of geometry

Finally, it is also the author's wish to do justice to
the poder and beauty of the techniques involred,and in general
to captura some of the fascinating nuances inherent to this
theme
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CAP'ÍTi.i1 0 T

INTRODUÇÃO

$l . l - OBJ ET IDOS

O objetivo deste trabalho é estudar os fundamentosdaGeo-

metria Ordellada através do conceito de ordemuJ. Este concei-

to recebe sua primeira apresentação formal com bloritz Pascal

(1882) e desenvolve-se com os trabalhos de Peano (1889) , 1-!il-

bert (1899) e Veblen (1904)

Nesta dissertação investigaremos a axiomática da Geome-

tria Ordenada, onde o conceito de ordem e aplicado. Ointeres-

se do trabalho torna-se patente a quem quer que compartilha

conosco a convicção de que não há adequado estudo de Geometria

sem a cuidadosa consideração de seus fundamentos

Com efeito, desde as publicações das obras dos autores

acima citados, sabe-se que a Geometria Ordenada pode ser tomada

como fundamento comum das Geometrias Afim e Absoluta,e destas,

por sua vez, podem-se obter as Geoli\etnias de Euclides ede Bo-
lyai-Lobaclaevsky. SÓ a consideração desses fatos torna imedia-

tamente claro a extraordinária iiilportancia que adquire a Geo-

(1) -No decurso deste trabalho, quando nos referimos ao termo ''ordem'', es
taínos adotando o uso que esse termo tem em geometria (exceto nos ca
sos em que, pelo contexto, claras\ente se possa constatar (lue se tra
ta de outro uso)

l



hetria Ordenada ]la área de Fundamentos (]e l,{atemãtica

Daz', nosso propósito nesta dissertação: disctltir as ba

ses da Geometria Ordenada e apresenta-la de um modo sistema
taco e d idãtico.

O conteúdo, em linhas gerais, tem sua pauta no clássico

artigo de Oswald Veblen (1904) , intitulado ''A system of axioms

for geometry'' ([lg])(2) (que é, essencia]mente, a tese de dou-
toramento de Veblen)

Passamos a descrever os principais assuntos por nÓs tra
todos

No .Capz+tulo 1, de carãter introdutório, inclui'mos além

disso, uma digressão histÓri.ca sobre a geometria que estu-

damos, observando-se especialmente a genial caracterização da

noção de ordem por Pasch

O Capítulo ll consiste na apresentação da Geometria Or-

denada através de uln primeiro tratamento axiomãtico (Axiomá-

tica [) . O sistema de axiomas empregado é devido a Veb]en ([19])

Os únicos conceitos primitivos são roído e a relação ternária

''a;CaA e.rt,:C/tPe'' (betweenness) . São estudadas as principais proprie-

dades dos segmentos e Tetas. O capl'fulo conclui com a obten-

ção da relação de ''precedência'' em uma Teta

O Capítulo 111 compreende dois parágrafos. No primeiro,

é feita uma segunda axiomatização para a Geometria Ordenada

(Axiomática ll). Os elementos de um conjunto (Teta) são, nes

(2) Ao [ongo desta dissertação, [n] é a abreviação que convencionámos
para as obras citadas. Títulos e dados completos encontram-se naBi-
bliografia.



sa axiomática, ordenados especificando-se uma relação bi.nãria

chamada ''precedência''. Um conjunto conveniente de axiomas e es-

colhido pal'a o desenvolvimento da mesma. Varias proposições sao

estabelecidas e o parágrafo t
lência das Axiomãticas l e ll

No segundo parágrafo, são estudadas outras noções tais

como plano, selni-plano e espaço, bem como as suas principais

propriedades de incidência. Tais conceitos e propriedades ser-
vem, também, de base para as questões do Capítulo IV

O Capítulo IV é dedicado ãs aplicações. São estudados dois

teoremas, hoje clássicos na literatura matemática: o TeoreTna

de Sylvester e o Teorema dc Jordan. Os dois problemas tratados
neste capítulo nos deixam ver, de forma cristalina,que vários

conceitos geométricos usuais dependem, na realidade,apenas das
,]-,.].. ,.l. ..Jó". n .-,-,.ctlt.tpm nnrtnntn teoreínz:\s da Geo-propriedades de

metria Ordenada

Finalmente, no Capítulo V, .são abordados alguns resulta

dos metageométricos. São introd\lzidos os Axiomas da Continui-
dade e das Paralelas.. Obtemos as Geometl'ias de Euclides e Hi-

perbólica. Discute-se, também, a categoricidade da Axiomáti-
ca l e faz-se uma indicação de como se obter a Geometria Or-

denada n-dimensionar

Como em muitas das áreas da moderna matemática, os fun
lamentos da Geometria Ordenada são formulados na li.nguagcm da

Teoria dos Conjuntos. De maneira que, para aliviar nossa ex-

posição, empregaremos, conscientemente, alguns abusos de lin-
'4o liça r"nrrpnte na literatura matemática

demons t rondo equivase aCe rm i ]i am

maioriaaguagem ,



A Bibliografia é sucinta; limita-se ao cssencia] para
uma visão panorâmica dos assuntos tratados

Si.Z - NOTA tllSTÓRICA

Uma análise atenta do sistema de postulados sobre os quais

Euclides se baseou no seu famoso ''Os Elementos'', faz ver que

aí hã muitos apelos ã intuição cnl definições c dela\onstra-

ções. Uma dessas defi.nações -- por sinal, famosa -- é a seguinte

''Uma Teta é uma linha que jaz por igual (ex üoll)

suas extremidades'' \J/

A ideia essencial que esta por trás da definição é a de
''estar entre'' (betweenncss). Tal ideia, ainda, subjaz em uln

significativo núcleo de proposições comuns às Geometrias Afim
e Abs o luta

Estes fatos sugerem considerar ''estar entre'' como concei

to primitivo, de maneira que, por exemplo, a definição de seg-
mento de Teta, ficaria sendo ''o conjunto de todos os pontos

e,}t,t4e dois pontos dados''. Foi Pasch quem em 1882 observou, ma-

xi.stralmente, que a Geometria de Ordem podia ser desenvolvida
sem fazer referência a medi.da. É interessante notar que a no-

ção de ordem era praticamente desconhecida antes do século XIX.

O sistema de axiomas de Pasch foi gradualmente aperfei-

çoado por Piano (1889), Hillbert (1899) e Veblen (1904)

Para o desenvolvimento da Geometria de Ordem, varias d-

entre

(3) - Cf. [10]. P. 153. Euclides empregou,ao que tudo indica,o termo ''re

ta'' para o que hoje conhecemos por ''segmento de neta''



xiomãticas (ainda que, evidentemente, nao com esse nome) , fo-
ram propostas e estuda(]as na época. btencionarcmos, de forma

breve (apenas a caracterização da geometria da Teta),duas de-

las: a de Pasch-Peano e a de Vailati, que diferem nos seus con-

ceitos primitivos e nos axiomas

Passemos à descrição do sistema de Pasch-Piano.

Consideram-se, neste sistcnla, dois conceitos primitivos

ponto e ''estar entre''

Se a, b e e são três pontos e se e esta entre a e b, di-

zemos que c esta em ab, ou c pertence à classe de pontos ab
A classe ab obedece, de acordo com Peano, aos segui.ntes pos-
tulados

1. 0s pontos a e b são di,sti.fetos

11. Se a e b são distintos, então existe um ponto entre
eles

111. Se c esta entre a e b, então c também esta entre b e

IV. a não esta entre a e b

a.

Antes do quinto postulado, uma definição: se a e b são

distintos, então a'b é a classe de todos os pontos c tais que

b esta entre a e c. Similarmente, b'a é a classe dos pontos d

tai.s que a esta entre b e d. Posto isto, retomemos ã enuncia

ção dos postulados

V. Se a e b são pontos distintos, a'b contém pelo menos

um ponto.
d e bb d entreVI Se esta a e espontos,a , C sao Ce e ))
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tã entre a e c, então b esta entre a e d

Se b e c estão entre a e d, então b esta entre a e c

ou Õ idêntico a c, ou esta entre e e d

Se c, d pertencem a a'b, então ou c e d são idênticos,

ou c esta entre b e d, ou b esta entre a e d

Se b esta entre a e c, e c esta entre b e d, então c
esta entre a e d

Vll

Vlll

lx

Passemos, agora, ao sistema de Vailati

Neste sistema, consideramos uma classe K de relações (que

vem a ser um conceito primito.vo) . Se R é uma relação da clas-

se K. R define uma Teta p; precisamente p é o domínio de R. A

reunião dos domínios das relações pertencentes a K chamaremos

de ''corpo''

Os axiomas requeridos neste sistema são como se segue

1. Existe uma classe de relações K, cujo corpo e defina

do como sendo a classe dos pontos

11. Existe pelo menos um ponto

Se R é um termo de K, temos

111. R é aliorelativa, isto é, para qualquer x, temos xKx.

IV. R'l é um termo de K (onde R'l denota a relação inver-

sa de R)

V. Rz: R (onde Rz =R.R(composição de relações))
VI. Õ (domínio de R'l) esta contido em p (doma'nio de R)

VII. Para quaisquer doi.s pontos a e b, existe uJn termo S de
K com aSb

VIII. Se a e b são pontos de p, então temos aRb ou bRa



Naturalmente, coIRo foi di.to acima, tais axiomas Ctanto no

sistema de Pasch-Piano quanto no de Vailati) caracterizam a geo-

metria da Teta. Em ambas teorias, se podem formular definições

converti.entes de Teta, plano e espaços (para isto, evidentemen-

te, acrescentam-se os axiomas necessários)

Bertrand Russe[[ assevera em [17], Capitu]o XLV], que os

dois métodos assim descritos são igualmente legítimos e, sob

o ponto de vista matemático, não hã distinção entre eles. A-

lias. tal geometria assim considerada, foi por ele denominada

de ''Geometria Descritiva''(4). Aqui cabe uma observação termi-

nológica: Russell não foi reli.z ao escolller tal denominação.
Claramente, o uso dessa expressão levaria a inevitáveis ambi-

gíiidades. uma vez que ''Geometria Descritiva'' jã tinha outro

significado que não o de Geometria de Ordem. Hoje, é mais a-

cei.ta a denominação devida a Artin ([1]) (p.73) de ''Geometria

Ordenada'', que é, alias, a que en\pregamos neste tl-abalho

As questões aci.ma sobre a legitimidade dessas teorias,

ou de elas serem ou não distintas, e, ainda, a possibilidade

de uma abordagens rigorosa da Geometria de Ordem,foram,em nos-

so século, paulatinamente elucidados, e hoje é possível o tra-
tramento dessas questões de forma clara e precisa. De fato, o

sistema de axiomas de Veb]en ([19]) caracteriza de modo c]aro

e rigoroso a Geometria Ordenada. Este método de conceber o as-

sunto leva a uma notável simplificação, e combina proveitos
dos dois métodos anteriormente descritos. Também as idéias de

(4) -Para um desenvolvimento mais detalhado dos sistemas vistos. bem como
sobre a ''Geometria l)escritiva'', de Russe]], consu]tar as obras [17]e [20].
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Vailati se apresentam, hoje, de forma precisa, no que chama

mos Axiomática ll

A eqiiivalência entre ambas axiomãticas nos diz que as no-

ções primit.ovas de uma delas são definz'vens em termos das no-

ções primitivas da outra. e os axiomas de cada uma são dedu-
tíveis dos axiomas da outra. Por conseguinte, temos que todo

modelo de uma é modelo da outra, e, reciprocamente. Assim, os
dois estudos abstratos decorrentes são, na realidade, o mesmo

Consideremos, agora, o espaço cartesi.ano E, cujos E-pon-

tos são todas as ternas ordenadas X ;(xl,x.2,xl) de números

reais. Para quaisquer E-pontos X, Y e Z, co]ocamos [X']'Z]E se,
e somente se, X, Y e Z são distintos e d(X,Z) =d(X,Y)+d(Y,Z),

onde ''d'' é a distância usual de R;, ou seja, se X = (xl 'x2'x3)

e Y = (yl'y2'y3) , então

d(X,Y)
3

i!: (xi-yi)
2

(onde as operações entre n(iberos reais são as operações usuais)

Pode-se mostrar, sem dificuldade, que a interpretação E-pontos

e [XYZJp é um !node]o.para a Axiomática ]. Vê-se, por conse-

guinte, que nossa geometria é consistente se a analise o for,

isto é, a questão da legitimidade da Geometria Ordenada recai
na da análise

Os trabalhos de Pasch, Peano, Pieri, liilbert, Veblen e

outros, são ainda, responsáveis pelo alto grau deaperfciçoa-

mento lógico de um procedimento de grande importância em ma-

temática: o ]nétodo axiomãticd. A Geometria Ordenada, apresen-
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0

fada neste trabalho, constitui-se em um exemplo por excelên-

ci.a da aplicação de tal método

Este fato, junto com as observações anteriores, implica

que nossos estudos estão sujeitos, naturalmente.ãs lilt\itações

inerentes ao método axionlãtico: com efeito, por exemplo,o teo-

rema de Gõdel se aplica ã axiomática da Geometria de Euclides

vista em $5.3, e nos diz que existem proposições nessa geome-

tria tais que, nem elas, nem suas negações, são demonstrãveis

na axiomática em apreço (se essa geometria for consistente)

Além disso, ê impossível formalizar uma prova de consistência

da axiomática em questão tendo por base tão somente essa mes-
ma axiomática

Como é natural, transcederia ao escopo e ã natureza des

ta dissertação qualquer discussão dessas questões acordem IÓ

Bica; limitamo-nos a registrã-las



CAPITULO ll

O SISTEFIA AXIOMÃTICO l

Apresentamos, neste capítulo, a Geometria Ordenada atra
vés da Axiomãti.ca 1, que passamos a descrever

$2.1 - INTRODUÇÃO

Na exposição da Axiomática 1, utilizamos como referência
as obras [3] e [7]. Como jã foi observado no capítulo anterior

o sistema de axiomas aqui apresentado é devido a Veb]en ([a9])

(1904)

As noções primitivas da Axiomática l são um conjunto E e

uma relação ternãria T entre elementos de E. Os elementos do
E ,h')nlntn.cn nnnf'nA T)pnntílltl s (')s i)cintos Pelas lc)trásconjunto E

A, B, C,

A relação T é chamada relação ''a,tm ert;Ca.e'' ('betweenness'')

Se (A,B,C)É;T. escreve:nos .[D.BC]. A fóm-u]a [ABC] é ]ida: ''o ponto B es

tã entre os pontos A e C''. Se o ponto B não está entre os pontos A e C,

dizemos simplesmente ''não [ABC]''. Se [ABC], dizemos,também,que

os três pontos A, B e C estão na oa-dem ABC

Empregamos, além disso, as notações
da Teoria dos Conjuntos

Compõe-se o Sist

usuaisconvençoese

dezde inl queaxion\asAxiomãticoema L

-10-
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.troduziremos entre os diversos teoremas e definições, à medi-

da que forem necessários

AXIOMA 1.1 - Existem pelo menos dois pontos

AXIOMA 1.2 - Se A e B são dois pontos di,stintos, existe pelo

menos um ponto C ta] que [ABC]

AXIOMA 1.3 - Se [ABC], então os pon A distintostos saoe C

AX loba SeEABC], entãoECBA], mas nãoEBCA]

$2.2 PROPRIEDADES DA RELAÇÃO ''ESTAR ENTRE''

TEOREhIA 2.2.1 Se [ABC] , então não [CAB]

DEMONSTRAÇÃO - De fato, se tivéssemos [CAB], então,pelo Axio
ma 1 .4 , terz'amos não [ABC]

TEOREMA 2.2.2 Se [ABC], então A #B xC

DEb[ONSTRAÇAO - De fato, se B =C, pe]o Axioma 1.4 temos [CBA]

e não [BCA], o que é uma contradição. De modo aná]ogo,não po'
demos ter A = B.

S2.3 SEGMENTOS, SEGMENTOS ABERTOS, SEMl-RETAS E RETAS

DEFINIÇÃO 2.3.1 - Sejam A e B dois pontos distintos. Denomi-

namos óegt7ierúo determinado pelos pontos A e B ao conjunto

{PeElEAPB[[utA,B} e o denotamos por [AB]. O conjunto consti-

tuído somente dos pontos que estão entre A e B seta chamado

6egmerúo abe,/üo e seta denotado por ]AB[. Se PeEAB] (respecti-

vamente ]AB[), dizemos,também,que o ponto P a(ã no segmento

[AB](respectivamente segmento abertoIAB[)
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OBSERVAÇÃO - Os pontos A e B são ditos ücC/tei7üdadu do segmen

to [AB] (respectivamente segmento aberto ]ABt)

TEORES,{A 2.3.2 - Dado um segmento aberto ]AB[ , tanto o ponto A
como o ponto B não estão no segmento aberto ]ABt

DEMONSTRAÇÃO - Com efeito, se A ou B estivessem no segmento

aberto ]AB[, deveríamos ter [AAB] ou [ABB], o que é uma con-
tradi.ção, em vi.rtude do Teorema 2.2.2

DEFINIÇÃO 2.3.3 - Sejam A e B dois pontos distintos.Definimos

a Áeilú-.te,;Ca ÃB como sendo o conjunto reunião do segmento aberto

]ABt, do conjunto {B} e do conjunto dos pontos C tais que

[ABC]. O ponto A é chamado o/t,égan de Ã}. Definimos,ainda, a xe-

'Ca Ã$ que consiste na reunião dos conjuntos {PCEltpABJ},RABI e
{PCE l [ABP ] }

OBSERVAÇÃO - Se CÉ;Ã!, também dizemos que a Teta AB pcuóct por
C ou que C u,tã na Teta ]llÊ.

TEOREMA 2.3.4 - Se A e B s
mos

dois distintospontosao então te)

a) [AB] = [BA]

b) ]AB[ ; ]BA[

c) ÂB : ÊÀ

DEMONSTRAÇÃO - Imedi.ata

AXIOMA l.S - Se C e D são pontos distintos na Teta ÂÊ, então
A está na Teta tii5.

TEOREbÍA 2.3.5 - Se C e D são pontos distintos na Teta ÃÊ, en-
tão }[Ê : ê]5.

DENIONSTRAÇAO - Suponhamos, inicialmente, (lue B =D e mostremos
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que ÃÊ :bê. Para tal. seja XeÃÊ. Como CeÁÍ, pelo Axioma 1.5

temos que BÉ;êÍ. É claro que ccêil. Novamente, pelo Axi.oma 1.5,

tem-se que xcbê. Assim, mostrantos que }iB cbê. Reciprocamente,

suponha-se que xcbê. Aplicando o Axi.oma 1.5, tem-se que Aebê

e, portanto, BÉ;311. Como ACãl?, novamente o Axion\a 1.5 nos diz

que Xç;ÃB. Assim, }lÊ =bê. Finalmente, se A, B, C e D são pon-

tos distintos dois a dois, advém que 3i$ : be = êB.

OBSERVAÇÃO - O teorema anterior mostra que dois pontos distin-

tos estão em uma única Teta. Duas Tetas distintas não ])odeln

ter mais que um ponto em comum (naturalmente, se existir mais

de uma Teta). Tal ponto em comum, P, chama-se roído de ,épüeAtóec-

ção das Tetas, e diz-se também que as Tetas se ,Crie/tcep,tanT ou se

ea Pt,tml no ponto P

DEFINIÇÃO 2.3.6 - Chamamos de co,C,éJteaAez aos pontos pertencen-
tes a uma mesma Teta

COROLÁRIO 2.3.5.1 - Três pontos distintos quaisquer A, B e C,
co[ineares, satisfazem uma sÓ das seguintes relações: [ABC],

[BCA] ou [ CAB]

DEMONSTRAÇÃO - De fato, temos pelo Teorema 2.3.5 que A, B e C

estão, por exemplo, na.Teta XB. Mas,

ccXB =ÍPeElrPAB3} uEAB] uÍPÉ;ElEABPll},

donde resu]ta que [CAli] ou [ACB] ou [A13C]]

AXIOl~IA 1.6 - Se ÂIÊ for uma Teta, então existe um ponto C que
não esta em Ã!

TEOREbIA 2.3.7 - Se o ponto C não esta na
tas ÂÊ. Ê e Âê são distintas duas a duas

Teta então as rel
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DEbioNSTnAçÃo Este teorema afirnlà, noutras palavras, que se

C não está na Teta Â$, então A, B e C não são colineares Va

mos à demonstração se tivermos Â$ bê, então CCX$, o que e

uma contradição sc ÂB = bê, também temos CCÂB Finallilcnte ,sc

Êê, então A, B e C seriam colineares

$2 .h - TRI ÂNGULOS

DEFINIÇÃO 2.4.1 Sejam A, B e C três pontos não co] inearcs

Chama-se ;c/üângcLZo AABC, ã reunião dos segmentos abertos ]ABt,

]BC[ e ]AC[ com o conjunto {A,B,C}.Os segmentos abertos ]ABt,

]BC[ e ]AC[ chamam-se ,Cada.6 do triângulo AABC Os pontos A, B

e C são ditos vêl/t,t,Cca do triângulo AABC Dizemos , também , que

o lado ]ABt é opor,{o ao verti.ce C

$2.5 O AXI OMA DE PASCH-PEANO~'/

AXIObtA 1.7 Dado um triângulo AABC , se

C e D são pontos tais que [BCD] e [CEA],

existe um ponto F na Teta bÊ tal que

[AFB] (Figura 2.5.1)

TEOREMA 2.S.l Dados dois pontos dis Figura 2.5.1

tintos A e B, existe um ponto X tal que

(5) Pasch em 1882 expressou seu axioma como se segue: ''Dados três pon'
tos não colineares A,B e C, e uma teta r contida no plano dotei'mina-
do por A,B e C, se r nao passa por nenhum dos pontos A,B ou C e con-
têm um ponto E entre A e B, então contêm um ponto entre B e C ou A
e C''. A forntulaçao que adoramos ê devida aPeano. Note-se que nao em-
pregamos o conceito. de plano ç..a Teta r em questão tem a restrl-çao
de que passe por um ponto de CB'V e intercepte o ]ado ]ACt do trian-
gulo AABC. Em nossa axiomática,a fomlulaçãó devida a Pasch e um teo-
rema, de modo que tal formulação é mais ''forte'' que a de Piano.
Gupta, em [9] denominou o Axioma 1.7 de ''Fomla Externa do Axioma de
pasch 1 1
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tAXB]

DENIONSTRAÇAO - Pelo Axi.oma 1.6, e

xisto um ponto E tal que EÉ$1i!. Pelo
Axioma 1.2, existe um ponto C tal

que [AEC] (Figura 2.S.2). O Teorema

2.3.5 nos diz que ÂÊ :Ãt: Logo, CPX$

e fica assim determinado o triân-

gulo AABC. Aplicando novamente o Axioma 1.2, obtemos um ponto
D tal que [BCD]. Finalmente, pe]]o Axioma 1.7,obtemos um ponto

X tal que [AXB]

TEOREMA 2.5.2 - Sejam dados uln triâllgulo AABC e D, E pontos tais

que [BCD] e [CEA]. Vin\os, pe]o Axioma 1.7, que existe um ponto F em DE com

[AFB]. Afimiamos que o ponto F satisfaz ainda a condição [DEF].

DEMONSTRAÇÃO - Como FebÊ, pelo Corolá-

rio 2.3.5.1 temos apenas cinco possi-
bi[idades: F =D; F =E;EEF])];EFDE] ou

[DEF]. Se F=D ou F =E, temos A, B e C

co[ineares. Se F é ta] que [EFD](Figu-

ra 2.5.3), junto com [CEA] otemos X em gula 2.5.3

31t ta] que [DXC] (Axioma 1.7). Como as Tetas ÂÊ e ã5 são dis-

tintas, não podem ter mais que um pon'

to em comum. Segue-se que X ;B, ou se-

ja [l)BC]. o quc é un\a contradição, já

que [BCD] (Axioma 1.4). Finalmente, se

tivermos [FDE] (Figura 2.s.4) , junto cair f.

[AEB], obtemos um ponto Y em ÂÍ! tal que

[AYE] (novamente se aplicou o Axioma 1.7

F

Fi.Bufa 2.5.4

B
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BO SAFE). Visto que as Tetas 3iÊ e $$ são distintas. só podem

se interceptar em um Único ponto. Segue-sc então, que Y :C c

assim [ACE], o que e un\a contradição, pois ten\os [AEC] (Axio-

ma 1.4). Resta-nos assim, soinentc a possit)ilidade de termos

[DEF]

TEOREMA 2.5.3 - U

triângulo AABC

DEMONSTRAÇÃO - Suponhamos,por absurdo,que exista uma Teta r

que intercepte ]AB[ eln C', ]AC[ em
B' e ]BC[ em A' (Figura 2.S.5) . O

ponto A' é distinto de B',pois,ca-
so contrario,temosEBA'C] e [AA'C],

ou seja,A, A' , D e C são colinea-

res, o que é uma contradição. Re-

petindo o raciocínio, temos que A',
B' e C' são distintos dois a dois. Se A' , B' e C' fossem co-

lineares, então pelo Corolário 2.3.5.1 teríamos somente as se-

guintes possibi[idades:EA'B'C'] ouEB'C'A'] ou [C'A'B']. O

ponto C' não esta em bÂ'. Fica assim determinado o triângulo
AC'BA'. Se tivermos [A'B'C'], junto com [BA'C], obteremos um

ponto X na Teta bê' ta] que [BXC'] (Axioma 1.7 ao triângu-
lo AC'BA'). Como as Tetas E$' =jle e }iÊ são distintas, elas se

interceptam em um Único ponto, a saber, em A. Portanto X: A,

ou seja, temos [BAC'], o que contradi-z a hipótese de que [AC'B]

Assim, [A'B'C'] é impossÍve]. De maneira análoga, mostra-se que

os outros casos são, tan\bém, impossxveis

$2.6 - AS ORDENS DOS PONTOS DE UMA RETA

TEOREMA 2.6.1 - SeEARC] eEBCD], então [ABD]

del idospode tremcortar umosTeta naoma

2 5 5Figura
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DEMONSTRAÇÃO - Observemos, inicialmente, que A, B. C e D são

colineares (estão, por exemplo, na Teta bê). Pelo Axioma 1.7

exi.ste um ponto E qt:ie não esta em $ê. O Axioma 1.2 nos garan-

te a existência de um ponto F com

[BEF]. Obtemos, assim, o triãngu-

[o AABF, e, como temos [ABC] e

[BEF], ap]icando o Axioma 1.7 e o
Teorema 2.5.2, obtemos um ponto X

em XF tal que [AXF] e [CEX] (Fi-

gura 2.6.1). Evidentemente3 X não
esta na Teta êB (êB =lÂg). Fica determinado o triângulo ADCX

Como temos [DCB] e [CEX], obtemos um ponto Y com [XYD] e [BEY]

(Axioma 1.7 e Teorema 2.5.2). O ponto x não esta na Teta }lB.

Assim, resulta o triângulo AAXD. O ponto X satisfaz ainda [AXF]

e [XYD]. Logo, novamente do Axioma 1.7 e do Teorema 2.S.2 ,ad-

vém uln ponto B' com [AB'D] e [FYB']. Ta] ponto pertence as Te-
tas IÃB e F? (f? =F!). Observemos que as Tetas fB e ÃB são dis-

tintas, portanto não podem ter mais que um ponto em coíllum. For-

çosamente, então, temos B =B', ou seja,[ABD], o que c.omp]eta

a demonstração .

COROLÁRIO 2.6.1.1 -

Va[e, também, [ACD]

DENÍONSTRAÇAO - Pelo Axioma 1.4, te

corre [ACD], pe]o teorema anterior

TEORES\IA 2.6.2 - SeEABC],[ABD] e C #D, entãoEBCD] ouEBDC]

C D anteriorSejam A B teoremacomo noe} )

de[CBA] Assim[DCB] emos

Figura 2.6.1

DEMONSTRAÇÃO - Como os pontos A, B, C e D são colinearcs, pe'
lo Corolário 2.3.S.l temos as seguintes possibilidades para os
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pontos B. C e ]):EBCD] ouEBDC] ouIDBC]

Mostraremos que [CBD] é falsa. Para ta], suponhamos que

ela seja verdadeira. Existem pontos E e F que nao estão na Te-
ta Ãê comEECF](Axioma 1.6 e Axioma 1.2) e comoECBA], obte-

mos um ponto X em ÃF(Figura 2.6.2a), comEEBX] eEAXF](Axio-

ma 1.7 e Teorema 2.5.2 ao triângulo AFAC). Por outro lado,co-

moFÇ!êi5, fica determinado o triângulo AFCD, e junto com [CBD]

eEECF], existe um ponto Y ta] queEFYD] eEEBY](Figura 2.6.2b)

F

C

Figura 2.6.2a Fi.gata 2.6.2b

(Axioma 1.7 e Teorema 2.5.2). Como temos [EBX] e [EBY], segue-

se que os pontos X, B e Y estão em uma mesma Teta.cortando os

três lados do triângulo AAFD, o que é unia contradição em vi.r-
tude do Teorema 2.S.3. Assim, [CBD] é falsa; portanto, deve-

mos ter [BC])] ou [BDC]

E

TEOREMA 2.6.3
[ACB]

[ABD] eEACD], com B#C, entãoEABC] ou

DEMONSTRAÇÃO - Dado que A, B e C são colineares e distinto
dois a dois, temosEABC] ouEACB] ouEBAC](Corolário 2.3.5.1)

Se tivermos [BAC], junto com [ACDJlobteremos [BAD] (Teorema

2.6.1), o que é uma contradição(Teorema 2.2.1 e Axioma 1.4)

Logo, vem [ABC] ou [ACB]

'-n'-nrxfA l Ã H c. FAnPI . rAnnl ,.-.. f'zD então rACD] ou ]'ADC]

S
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DEI'40NSTRAÇAO - Com efeito, pe]o Teorema 2.6.2 advém quc [BCD]
ouEBDC]. Pe]o Teorema 2.6.1,[DCB] e]CBA] imp]icaJn [DCA]. Do

mesmo modo, [CDB] e [DBA] implicam [CDA]

TEOREbIA 2.6.5 - SeEABC] eEACD], entãoEBCD]

DEMONSTRAÇÃO - Como os pontos B, C e D são colineares, decorre que

[BCD] ou [CBD] ou [CDB]. [CBD] é falsa, pois, em caso contrãlio,jLmto caIR

[CBA] temos [CI)A] ou [CAD] (teorema anterior) oque é \una contradição,des-

de que temos [ACD]. Fina]mente, [CDB] também é fa]sa,pois,em caso contra-

rio, junto com [ACD], resulta [ACB] (Teorema 2.6.1) o que também é uma

contradição

COROLÁRIO 2.6.5.1 -

Tem- s o a ind a [ ABI) ]

DEMONSTRAÇÃO - Pe]o teorema anterior, vem [BCD]. Como temos

[ABC], peão Teorema 2.6.1 deduzimosEABD]

TEOREMA 2.6.6 - Dados quatro.pontos quaisquer A, B, C e D co-

[ineares, seEABD],[ACD] e B #C, então [ACB] ouIBCD]

DE[']ONSTRAÇAO - Pe]o Teorema 2.6.3 é verdadeira [ABC] ou [ACB].

Se [ACB], o teorema jã está demonstrado. Po)' outro lado,se

[ABC], então, com [ACD], temos [BCD] (Teorema 2.6.5)

TEOREMA 2.6.7 - Se [ABC] e XCi31B, com X :B, então [ABX] ou [XBC].

DEMONSTRAÇÃO - Se [XBC] é fa[[sa, vem [BXC] ou [BCX] ou X=C. Se [BCX]

ou X =C, então junto com [ABC] deduz-se [ABX] (Teorema 2.6.1). Se [CXB]

então com [CBA] advém [XBA] (Teorema 2.6.5) .

DEFINIÇÃO 2.6.8 - Se A, B, C e D são pontos tais que [ABC] e [i\CD],en-

tão escreveremos [ABCD]. (Esta definia.ão é inspirada nos resultados do

Teorema 2.6.5 e seu coro]ãrio.) Se [ABCD], dizemos tanbãm que os quatro

pontos A, B, C e D estão na ordem ABCD

A B C DSej am teorema anteriorcomo ]10e) )
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TEOREMA 2.6.9 - Sejam A.B,C e D pontos tai.s que [ABCD]. Então

[ABC] , [ACD] , [BCD] c [ABD]

DEMONSTRAÇÃO - É conscqüência imediata da definição acimít e do
Teorema 2.6.5 e seu corolário

TEOREMA 2.6.10 - Se A,B,C e D são pontos tais que [ABD] e [BCI)],
então [ABCD ] .

DEMONSTRAÇÃO - De fato,[DCB] eEDBA] imp]icamECBA] eEDCA]

pelo Teorema 2.6.5 e seu Corolário 2.6.S.l. Pelo Axioma 1.4,

vem [ABC] e [ACD], donde, pe]a Definição 2.6.8,obtém-se [ABCD].

TEOREMA 2.6.11 - Se A,B,C e D são pontos tais que [ABD], [ACD] e

B # C ,. então [ABCD] e [ACBD]

])EMONSTRAÇAO - Pe]o Teorema 2.6.3 obtemos [ABC] ou [ACB]. Se

tivermos [ABC], esta fÓrmu]a e [ACD] acarretam [ABCD.]. Por ou-

tro dado, se tivermos [ACB], então com [ABD] vem [ACBD]

TEOREMA 2.6.12 - Sc [ABCD], então [l)CBA] e todas as outl'as O]

bens são falsas

DEMONSTRAÇÃO - É uma conseqüência imediata dos teoremas ante
Flores

TEOREMA 2.6.13 Se C está em ]AB[ ,então ]AB[ ]AC [Ú { c} L ]CBt

DEMONSTRAÇÃO - Temos que [AXB], [ACB] e X #C imp]icam [AXC] ou

[ACX] (Teorema 2.6.3). Se tivcrínos [ACX], então junto com [AXB]

vem [CXB] (Teorema 2.6.5). Assim, ]ABEcIACEutC]u]CB[.Recipro-

camente, se X é ta] que [AXC], então COTA [ACB] advãn [/LXB] (Co-

ro[ãrio 2.6.5.1). Por outro ]ado, se [BXC], então novanentc coxa\

[BCA] obtcmos]]]XA](Coro].lírio 2.6.5.1)
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TEOREbIA 2.6.14

: 3Actã{ clÓéB,

- Se C está na semi-reta Ãi e C pA, então Jilt =

onde D é ta] que [ACD]

Como CCÀX, resu]tam três casos somente: [ACB] ou

O mesmo acontece caIU qualquer ponto XÉ;AB.
-l- -+

DEb40NSTRAÇAO

C = B ou [ABC]

A C D

Figura 2.6.3

CASO [ - [ACB].

Se X é ta] que [AXB], então com [ACB] temos [AXC] ou [ACX]

(Teorema 2.6.3). SeIACX], então comEACD] vem [CXn] ourCDX]

(Teorema 2 . 6 . 2)

Se X=B, advémEACX] e, junto comEACD],[CXD] ouECDX]

(Teorema 2.6.2)
Fina[mente, se [ABX], com [ACB], temos [ACX] (Corolário

2.6.5.1).[ACX] eEACD] imp]icamECXD] ou]CDX] (Teorema 2.6.2)

CASO 2 - C : B.

Se [AXB] , então resu]ta [AXC]

Se X = B, então X = C.

SeIABX], entãoEACX],que, junto
ou [CDX] (ITeorema 2.6.2)

com [ACD] , implica [CXD]

CASO 3 - [ABC]

Se [AXB], com [ABC], obtém-se [AXC] (Corolário

Se X = B, temos [AXC]

SeEABX], junto comIABC] temosEAXC] ouEACX]

2.6.4). Se tivermos [ACX], então com [ACD] decorre

1 CDX] (Teorema 2 . 6 . 2)

2 . 6 . 5 . 1)

(Teorema

[CXD] ou

Reciprocamente, seja X ta] que [AXC] ou [CXD] ou [CDX]
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CASO [ - [ACB].

Se [AXC], com [ACB] vem [AXB] (Corolário 2.6.S.l)

Se [CXD], entãoEDXC] e com [DCA] temosEXCA](Teorema

2.6.5).[ACX] comCACB] imp]ica [AXB] ou [ABX](Tcoremíl 2.6.4)
SeLCDX],comEACD] temosEACX] (Teorema 2.6.1).[ACX] e

[ACB] imp[icam em [AXB] ou [ABX] (Teorema 2.6.4)

CASO 2 - C : B.

Se [AXC] , decorre [AXB ]

Se [CXI)], temos [BXD]. [DXB] com [l)BA] obtemos [XB.X] (Teo-

rema 2 . 6 . 5)

Se [CI)X], então [BDX], que junto co]]] [ABD] advém [ABX

(Teorema 2.6.1)

CASO 3 - [ABC].

Se [AXC], com [ABC] temos [AXB] ou [ABX] (Teorema 2.6.3)

Se [CXD], com [ACD] obtém-se [XCA] (Teorema 2.6.S). [XCA]

comEABC] acarretaEABX] (Corolário 2.6.5.1)
Fina[mente, se [CDX], com [ACD], decorre que [ACX] (Teo
2.6.1). [ACX] eEABC] imp]icam [ABX](Corolário 2.6.S.l).rema

TEOREMA 2.6.15 - Dado um conjunto de n pontos (n23) P : {A,B,

C,D,. ..} colineares, existe uma bijeção f de {1,2,... ,n} en\ P

tal que: se lsi«j «k gn, então rí(i)í(j)f(k)t

Por comodidade de notação, indiquemos f(i) por Ai'

Para n=3 o teorema é valido, pois, se A,B e C

resulta queEABC] ouEACB] ouEBAC](Corolã-

ll

e s ,

então, um su

i :1 ,2 n.

DEMONSTRAÇÃO

são colinear

rio 2 .3.S.l)

Suponhamos a proposição valida para n'l z3. Consideremos,
bconiunto V de n-l Pontos dc um conjunto Q dc n
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pontos, de maneira que Q-V : {P}. Por hipótese, existe uma bi-

jeçãof.talquef(i);BI' BjeV e se IÉi<j<kÉn-l, então

tBiBJBk3
Para os pontos P, BI e Bn-l temos as seg

[idades:EBIBn-lP] ouEPBIBn-l] ouEBIPBn-l]

CASO ]- - [BIBn-lP].

De [BIBn-lP] e [BIBJBn-l] (]«j«n-]) conc]ut'mos [BjBn-lP]

(Teorema 2.6.5). [BJBn-lP] e [BiBjBn-l] (l«i'j«n-l) implicam

[Bj.BjP](Teorema 2.6.1). Portanto,[BiBjP] Vi,j com lçi<jçn-l
Basta,então,definir g:t1,2,...,n} ---- Q como g(i) : f(i)

: 1,2,... ,n-l e g(n) = P

possibj.uintes

CASO 2 - [PBIBn-l].
Para [<i<n-], va]e [BIBiBn-l] que, junto com [PBIBn-l],

imp[icaEPBiBn-l](Corolário 2.6.5.1).[PBiBn-l] eIBiBJBn-l]
(l<i<j<n-]) acarretam [PBiB.i] (Teorema 2.6.5). Portanto,temos
[PBIB.i], Vi,j com Igi<jsn-l. Basta,então,definir g:11,2,...,n} --vQ
como g(1)= P e g(i) = f(i-l), Vi :2,3,...,n

CASO 3 - [BIPBn-l]
Afirmamos que existe iÉ;(1,2,...,n-2} tal que [BiPBj.+l]

Para tanto, considere-se o conjunto A :tjlEBIPBjtl' Pela hi
pótese A #O e, portanto, pelo Princi'pio do Menor Número Natu-

ral,seja jO o mz'nimo de A. Temos, então,[Bj0-lPBj0]'pois, em
caso contrário hã somente duas possibilidades

[) [B. .B: P] ou
' ''j o-i'j o

2) EBjoBjo-lpt

No primeiro caso, rBj0-IBjOPt junto com rBIPBj01 acarreta
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rBjo-IBjOBll (Teorema 2.6.1) ou EBIBjOBj0-13' o que e uma con-

tradição. No segundo caso. rBjoBj0-lPt e tBIPBjOt implicam
[BIPBjn-l] (Teorema 2.6.5), o que contradiz jO ser o mínimo de
A. Assim, devemos ter [B.i .IPBj.])o que prova nossa asserção] n ' l J n
inicial. Segue-se que existe i, iÉ;t1,2,...,n-2}, tal que

[BiPBi+l]' Se Igj<i<i+lgn-l, então rBjBiBi+l], o que com

[BiPBi+l] ]eva aEBjPBi+lJ'Se ]Éj<i+]<k$n-], entãoIBjBi+IBk],

o qual, junto com rBjpBj.+13, acarreta rBjPBk3' Consideremos a
aplicação g:11,2,...,n} em Q tal que

g(t) : f(t) ; Bt para t ::1 .2

g(i+l) = P

g(t) = f(t-l) : Bt-l para t :i+2,...,n

, j

DEFINIÇÃO 2.6.16 - Sejam PI,P2'.'.,Pn(nz3) pontos como no teo-
rema anterior. Diremos que tais pontos estão na ordem PIP2

Pn se tivermosEPi.2Pj.-lPi], Vi:3,4,.. . ,n, e indicaremos es-
te fato por [PIP2'..Pn]

OBSERVAÇOES 1 - Para n ;4 a definição acima é aDcfinição 2.6.8.

2 - Se [PIP2'. .Pn], então há pontos P e Q tais que

[PPIP2'..PnQ]

TEOREMA 2.6.17 - Sejam PI'P2'...,Pn (n23) pontos como no Teo-
rema 2.6.15. Condição necessária e suficiente para que tenha-

mos [PIP2' . .Pn] é quc PI'P2' ' ' ' ,Pn scjan! coJincarcs c (]uc dccojtt])te-

nham a Teta ã qual pertencem em duas selni-rotas, i5iP e ÍSllÕ (p c Q pontos

como na Observação 2 acima),en-] sepnentos abertos ]Pi.IPjt, i: 2,....n.
tais quc a :intcrsccçcio dc quaisqticr ctois (distintos) (los conjuntos a-
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cima citados sejam disjuntor(Figura 2.6.4)

0 --0: -:G- ... 0 0

PI P2 Pn-l Pn

Figura 2.6.4

nFMnNqTPATAn'b-''v Imediata

TEOREMA 2.6.18 - Se A.B e C são pontos não colineares tais que

[AFB] e [BCD], então ex:isto um ponto E com [CEA] e [DEFl\'/

n FMn\! qTP A r A n
')'Z t V ná um ponto H com [FBH](Axioma 1.2). Ospontos

F,B,D não são co]ineares, assim [FBH] eEBCD] nos dão um pon

to R comIDRF] eIHCR](Axioma 1.7 e Teorema 2.S.2) D e [.\F13]

erFBll] vem [AFIT](Teorema 2.6.1) Como A,F,D não são colinea

res, e mais o fato de queEFRD],existe um ponto L con\rDLi\] e

Figura 2.6.5

[ FIRL ] DeEHCR] eE]IRL], vemELRC] (TeoreTna 2.6.5) e como A

L e C não são co]íneares, isto com [ALD] nos dá uma ponto E

sobre fíR ÕF, com [CEA] Finalmente como A,B e C nao sao co

(6) Este teorema é tombem conhecido como ''Forma Tntc.rna doAxionla de Pas-
cal''(cf. Glipta([9]),p.]]). Coxeter, em [5], p.180, observa que ape'
sar de a afirmação do Teorema 2.6.18 ter aparentemente a mesma força
que a do Axioma 1.7 (Pascal-Piano),n;io se pode inverter os papéis,is-
to ê: se adotarmos o Teorema 2.6.18 como axioma, nao podercn\os de(lu-
zir o Axioma 1.7 como teorema. No entanto,nao ê de nosso conhecimen-
to qualquer resultado sobre a nao eqiiivalancia dos mesmos tendo por
base nossa axiontãtica.



26

[ineares,[BCD] e]CEA] existe um ponto X sobre A]} comer)EX]

e , assim , conclui'idos que X = F

--G -}

S2.7 - PROPRIEDADES DOS SEGMENTOS E SEGFiENTOS ABERTOS

TEOREbIA 2.7.1 - Um segmento aberto ]AB[ é não vazio

DEMONSTRAÇÃO -. É uma conseqüência imediata do Teorema 2.S.l

TEOREbÍA 2.7.2 - Um segmento aberto é um conjunto in

DEMONSTRAÇÃO - Consideremos um segmento aberto ]ABt. O teore-

ma estará demonstrado se exibirmos uma sequência de polltos

(Pn)nG.N*, tal que:

i) P.€1AB[ , VneN* , e

ii) P #P., para Vm,nÉ;N* , m #nn m' '

Para tanto, defi.diremos a sequência (Pn)nç;N* por indução
seja P. qualquer ponto entre A e B (teorema anterior); assu-

mindo que o ponto Pn tenha lido especificado, tomamos Pn+lco'
mo sendo um ponto qualquer entre A e P. (Teorema 2.S.l) (F
guia 2.7.1)

finito

l

A Pn+l Pn

Figura

Temos, então

1) [APIB]

2) [APn+lPn] se n z ]

Para mostrar i), procederemos por indução: de fato, pa

ra n :], Pl€1ABt ( 1)). Suponhamos PnG]ABt. ou seja [APnB]
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[APnB] eEAPn+lPn] imp]icamEAPn+IB](Coro]ãrio 2.6.S.])

Fi.nalmente, para mostrar ii), é suficiente provar quc

(3) se m <n então [APn['m]. Usarclnos indução sobre n. ]'ara n=],
(3) esta sati.sfeita. Suponhamos (3) verdadeira para n, n zl,e

seja m<n+]. Se m=n,[APn+lon] segue-se de(2) Se m<n. por

hipótese da i.ndução, temos [APnPm] que, junto com [APn+lPn]

( 2)) temosIAPn+lPm](Corolário 2.6.5.1)

TEOREMA 2.7.3 - Para três pontos quaisquer A,B e C, seIABC]
então ]AB[ e ]ACt

DEMONSTRAÇÃO - Se X é tal q

[AXC] (Corolário 2 . 6 . S . ])

TEOREMA 2.7.4 - Para trem pontos

]ABEnIBC[ =0, se, e somente se,[ABC]

DEbíONSTRAÇAO - Suponhamos [ABC]. Se X é ta] que [AXB] e [BXC],

entãoEACB] ouECAB](Teorema 2.6.4). AssimIABEnIBCt :lõ. Re

ciprocamente, suponha-se ]ABEnIBC[ :Ó . Temos somente as seguin

tes possibilidades para os pontos A,B e C:EABC] ouEBAC] ou
[ACB]

[ABC][AXB] temosentão comiue )

distintos A, B c , temose

Pe[o teorema anterior,[BAC] implicaIBAEcIBC[, eEACB]

implica ]BCEcIAB[. Em ambos os casos contraria-sc a hipótese
Assim, [ABC]

TEOREbtA 2.7.S - Para três pontos distintos colineares A,B e C

tem-se que ]ABrnlACEnIBC[ : 0.

,-Tn d --.HA nA--- nn::: do anteimediata teoremanclaDEMONS

Flor
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.TEOREMA 2.7.6 - Sejam A,B.C e D colineares e A #B, C #D

tãoIABEclCD[, se, e somente se, A,BC[CT)]

DEMONSTRAÇÃO - Suponhamos que A,BG[CD]. Exan\incmos os seg\iin

tes casos

CASO l

{A,B} =tC,D}. C claro quelABEclCD[

CASO 2

Somente um dos pontos de {A,B} é idêntico a uin dos pon-
tos de {C,Dl; por exemplo, A :C. Como temos [CBD], então pelo

Teorema 2 . 7 . 3 ]AB[ = ]CBEc]CD[

CASO 3

Finalmente, se {A,BlcJCD[, decorre então [CAD] e [CBD]

Pelo Teorema 2.6.6, teiTtos [/\BC] ou [ABD], esassim,

]AB[ c ]AC [ c ]CD [ ou

]AB[ c ]AD [ c ]CD [

Reciprocamente, suponha-se que ]ABEclCD[. Adji\atamos, por

absurdo, que um dos pontos de {A,B} não pertença ao segmento

[CD], por exemplo AETCD3. Temos, portanto, [ACD] ou [CDA]. Se
tivermosEACD], vemIACEnlCD[ :0(Teorema 2.7.4). ComolABEclCI)[,

temosIACEnIAB[ =0, de ondeEBAC](Teorema 2.7.4).[ACD[eE13AC]

implicam [BAD] (Teorema 2.6.1). Logo, ]BAEnIAD[ : g (Teorema

2.7.4). 1)eEACD] ainda obtemoslCDEcIAD[ e asse.mIAB]n]CDt = ÇÕ

n ' l . .. -nn nn/Inrn/\c +rx'r
o que é uma contradição .
[CDA] . Assim , {A , BJcECD]

TEOREMA 2.7.7 - Sejan] A,B,C e D pontos colineares e A#D, CxD

SeJAB[ =]CDt, então {A,B} :lC,D}

e mê )
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DEMONSTRAÇÃO - Suponhamos.inicialment.e,que A#C,D e B#C,D. I'c
lo teorema anterior, advi;m

1) [CAD] e [CBD] , bem

2) [ACB] e [ADB]

De (1) conc]uÍmos [ABC] ou [ABD](Teoremas 2.6.3 e 2.6.5) que

contradizem (2.). Portanto, A ou B coincide com C ou D. Por e

templo, seja A :C. Suponhamos B #D. Temos então [CBD] cEADB],

o que implica [CBD] e [CDB], que é impossível. Portanto,B ;
D e completamos, assim, a demonstração

TEOREMA 2.7.8 - Se A, B e C são colincares e distintos, então
]AC [ - { B} c ]AB [ u ] BC[

DEMONSTRAÇÃO - Temos os seguintes casos: [ABC],[BAC] ou [AC]3]

CASO [ - [ABC].

[ABC] e [AXC] implicam [AXB] ou [BXC] (Teorema 2.6.6), de

modo que ]AC [- { B]cIABEu ]BC [

como

CASO 2 - [BAC].

[CAB] eECXA] imp]icamECXB](Corolário 2.6.5.1), de mo

do que ]ACEcIBC[

CASO 3 - [ACB].
[ACB] e [AXC]

]AC[ c ]AB [

COROLÁRIO 2.7.8.1 - Se A,B e C são colineares e [ABC], então,

]AC[ - {B} : ]AB[Ü ]BC [

DEMONSTRAÇÃO - É conseqüencia imediata do teorema anterior

rPnnrMa 9 7 q - A nn rtP rnmllm de dois seçln\entos abertos con-

J.mp licamEAXB](Corolário 2.6.5.1); logo
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tidos na mesma Teta, ou é uln segmento aberto, ou é vazio.

DEMONSTRAÇÃO - Collsideremos na rota r dois segmentos abertos
arbitrários ]AB[ e ]CD[

SeIABEclCD[, entãoIABEn]CD[ =JABt

Se os segmentos ]AB[ e ]CD[ possuem somente uma exti cmi-

dade em comum.por exemplo A ;C, então B pD e ten\os um (]os pos'

sáveis três casos:EABD] ouIADB] ouE}3AD]..Assim, de acordo

com os Teoremas 2.7.3 e 2.7.4 decorre uma das seguintes T)os-

sibilidades

]ABEn ]CD[ = ]ABrn ]AD[ = çõ

]ABEcIAD[ =]CDt e, portanto, ]ABEn]CD[ ;IAB[
]CD[ ;JADEcJAB[ e, portanto,]ABEn]CDt ;]Ct)[

Estudemos agora o caso em que ]AB[ não esta contido em

]CD[, de ta] maneira que A,B,C e D são todos distintos.Do Teo-

rema 2.7.6, segue-se que uma das extremidades A ou B do seg-
mento aberto ]AB[ não pertence ao segmento ]CDt, por exemplo

não [CAD]. Portanto, vem [ACD] ou [ADC]. Suponhamos [ACD]. Tias
casos sao pos s zveJ-s

O [ - [CBD].

[CBD] eEACD] ilnp]icamrACB](Teorema 2.6.5). Pelo Coro

lírio 2.7 .8.1, temos

]ABEn[CD[ =(]ABE-tC})n(]CDE-tB}) : (]ACEu]]e[)n(]BCEuIBD[)

]BC[. Para isso basta notar que

]ACEnIBC[ :ó,]ACEnIBCEcIACEn]CD[ :0,]BCEnIBD[

CAS

CASO 2 - [BCD].

[BCD] e [ACD] implicam que ]CDEcIBDEnJADt (Teorema 2.7.3)
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}'elo Teorema 2.7.5, segue-sc queIABEnlCDEcIABlnjADEnIBDt ©

CASO 3. - [BDC].

[BDC] e [ACD] implicant [ACB]. Então9JCDEcIBCEcIAB[ e,por

tanto,]ABEn]CD[ =]CDt. Se tiverlnosECDA])a den\onstração é a

n;l'-a n

Fina[mente, se ocorrer não [CBD], a demonstração e ana

go ao caso não [CAD]

$2.8 - TOPOLOGIA DA RETA

Seja r uma Teta. Para o qt:e sc segue neste paríígl'ílfo,U
denotarã a classe de todos os segmentos abertos contidos eln r

TEOREbIA 2.8.1 - Para quaisquer pontos distintos A e B em r,e

xist.em segmentos abertos UI'U2Glf tais que AÉ;UI' BGU2 e UlnIJ2
0

DEMONSTRAÇÃO Seja X um ponto em r tal que [AXm e \' ,Z pontos

-----o-

Y A X B Z

Figura 2.8.1

de r tais que [YAX] e [XBZ] (Figura 2.8.1). Os segmentos aber

tos U. =JYX[ e Uo ; ]XZ[ satisfazem as condições requeridas

TEOREMA 2.8.2 - Se UI'U2Gt-l e AGUlnU2' então existe um segmen

to aberto U0€(1 tal que AGI.lO e U0'UlnU2

DEhtONSTRAÇÃO- De fato, pelo Teorema 2.7.9, U].nU2 e um segmen

to aberto
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TEOREMA 2.8.3 - A classe (l de todos os segmentos abertos da ne-

ta r constitui uma base de abertos para a Teta r

DEMONSTRAÇÃO- Ê conseqüência imediata dos Teoremas 2.8.1 e 2.8.2

OBSERVAÇOES- 1. A topologia da Teta r é a topo
nada pela base U de todos os segmentos abertos

2. É possa'vel, então, para a Teta r, defi.nir todas as no-

ções topolõgicas; em particular, as noções de ponto de acumu-

lação, fecho e interior de um subconjunto arbitrário de r, as

noções de conjuntos conexos, fechados e abertos e a noção de

limite de uma seqtíência de pontos. Vê-se, por exemplo, que un\

segmento aberto é um conjunto aberto, bem como qualquer sen)t-
reta de r

3. Pelo Teorema 2.8.1, a tipologia definida eln r satisfaz
o Axioma de Hausdorff. Finalmente, todos os teoremas concernen-

tes a espaços topológicos em geral valem para o espaço topo-

logico r

determl].og ia

$2.9 - PROPRIEDADES DAS SEMl-RETAS

TEOREMA 2.9.1 - Dados dois pontos distintos A e B, seCeAB,en
tão AM ; AR

nFMn\iqTDATAnt \'' \V Basta analisar dois casos

CASO [ - [ACB]

Se X é tal que [AXB], então com [ACB] vem [AXC] ou [ACX]

(Teorema 2.6.3). Por outro ]ado, se X é ta] que [ABX], então

comEACB] temos [ACX](Corolário 2.6.S.]). Se X =B, dado que
[ACB], então BCÃê.
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CASO 2 - [ABC]

Se X satisfazEAXB], então comEABC] obtemosEAXC](Co-

rolário 2.6.5.1). Se X é ta] que [ABX], então colmo [A13C], ad-

vémEAXC] ouIACX](Teorema 2.6.4). Finalmente se X=B, como

[ABC] , então BÉ;Ãê.

nn.n-cp nnrtnntn mie Jil'EcÁê. A outra inclusão é análo-l

ga

OBSERVAÇÃO - O teorema acima nos mostra que uma seini-rata e

completamente determinada.por sua origem e qualquer um de seus
pontos

COROLÁRIO 2.9.1.2 - Sejam A e B pontos distintos. Seja C tal

que [CAB]. Fica assim determinada a semi-Teta AC oposta a se

mi.-Teta ÃB. Se D e um outro ponto qualquer ta] que [DAB], en-
tão AM : AR

DEN[ONSTRAÇAO - [DAB] e [CAB] implicam [At)C] ou [ACD] (Teorema

2.6.2), de maneira que DCÃE e, portanto, pelo teorema ante-
rior, Ãê = ÃB

OBSERVAÇÃO - Dada uma gemi-Teta AB, então a semi-Teta oposta

a Ãê fica determinada por um ponto X qualquer ta] que [XAB],

pelo corolário acima. Denotarem\os a semi-Teta oposta a ÃÉ por ;iiê*

TEOREMA 2.9.2 - Dada a semi-Teta AB, então a semi-Teta oposta

Ãi" é o conjunto dos pontos X tais que [XAB]

DEMONSTRAÇÃO- De.fato, sabemos que ÃÊ* :AC, onde [CAB]. Por-
tanto, se X é tal que [AXC], então com. [CAB] obtemos [XAB]

(Teorema 2.6.S). Se [ACX], então novamente com [CAB] decorre

que [BAX] (Teorema 2.6.1). Temos,então, AB'ciXlEXABl}
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Reciprocamente, se X é ta] que [XAB], então de [CAB] ob
temosEACX] ouEAXC](Teorema 2.6.2) , de modo queÍXlEXABlJcÂÊ*,

donde se conclui a igualdade dos conjuntos ÃB* e {XltXAB3}

TEOREMA 2.9.3 - Dados dois pontos quais(quer A e B, distintos,

qualquer ponto da Teta IXii exceto A, esta em solllcnte uma das
gemi-Tetas Ã! ou ÃÊ* , ou seja

ÃÊ : AH*Ü{A} ÜAQ .

DEMONSTRAÇÃO - Imediata

OBSERVAÇÕES - 1. Com os resultados até agora obtidos neste pa-

rágrafo, temos que qualquer ponto A de uma Teta r determina
duas gemi-Tetas com as propriedades citadas no Teorema 2.9.3

2. H (-Irra nêle lama gemi-Teta deterá\ina a Teta na qual

tã contida

3. Se A e B são pontos distintos, cada semi-Teta contida

em IÃÊ e com origem em A é distinta de cada semi-Teta contida

em Â$ con\ origem em B. Portanto, cada gemi-Teta determina sua

origem e, conseqíientemente, também a semi-Teta oposta

TEOREMA 2.9.4 - Se A,B e C são pontos tais que [ABC],então BC

é o conjunto dos pontos tais que [ABX]

DEMONSTRAÇÃO - Imediata

TEOREMA 2.9.S - Se A,B e C são pontos tais que [ABC],então to-

dos os pontos de Êe estão em Ãi!.

DEblONSTRAÇAO - De fato, se [BXC], então com [ABC] advém que

[ABX] (Teorema 2.6.5). Por outro ]ado, se [BCX], então nova-

mente com [ABC] obtemos [ABX] (Teorema 2.6.1)

es
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TEOREbIA 2.9.6 Se C esta em ÃB e [ACD], então D está em Ãi!

DEMONSTRAÇÃO - Imediata

Seja r urna Teta. Indicaremos por S a classe de todas as
gemi-Tetas contidas em r. Às vezes indicarclnos seus alem\entoa

-> :> -+

por ã,b,é,

TEOREMA 2.9.7 - Sejam A e B pontos distintos eln uma Teta r

Seja r :;lutAlu;* :ButBluB*, onde ;, ;* e i;, B* são as semi-Te-

tas determinadas na Teta r pelos pontos A e B, respectivanlcn-

te. Se AeÜ e BÉ;;* , então

Ê*.i*.. i.ü'' 0, i*.B ]A]3 [

DEMONSTRAÇÃO entãorXAB[; portanto, nãoEABX], don

b
0

a+

de XCi;. Assim\ :ci;. Logo, B*c;* c ;ni;* =Ç5. Se XC;*nB ,temos leão

[BAX] e não [ABX], donde [AXB], ou seja, X€1AB[. Reciprocamen-

te, se [AXB], então não [BAX] e não [ABX],portanto XÉ;a*ni;

TEOREMA 2.9.8 - Se as semi-Tetas ; e i; estão contidas em r com

origens A e B, respectivamente. onde A xB, então 8c$ se, e so-
mente se , AÉ;É e Bea

DEMONSTRAÇÃO - Somente quatro casos são possíveis

2 9 lFigura
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CASO 1 - AC;i; e BÉ;

Temos então ácb
-+ -+

CASO 2 - Aeb+ e BÉ;a.

Resulta pois gcã, e como ;l #Ê, segue-se que ;#i;

CASO 3 - ACB* e BEBI''t

Tem-se anB.=ÇÓ e como ? #@, segue-se que ;#B
CASO 4 - AÉ;b e Beá.

Temos pois BlnB =IAB[. Assim, se ;cB, temos que :
que é um absurdo

TEOREMA 2.9.9 - Sejam ;l e i; duas semi-Tetas em r com

distintas A e B. respectivamente. Se acB, então

b-IA} = ]ABEu;. e ]ABEna = 0.

]AB[,o

origens

DEMONSTRAÇÃO - Imediata

TEOREMA 2.9.10 - Para dois pontos distintos A e B quaisquer

AMniilÂ ; ]AB[

DEMONSTRAÇÃO - Imediata

TEOREbÍA 2.9.11 - Sejam ;i,B,?CS. Se
-+

CR
-> -} . :» ->

écá, então bcé ou
-> ->é.b

DEMONSTRAÇÃO - Se duas das semi-Tetas ;, i; e c são idênticas,

então a asserção é Óbvia. Suponhamo-las então distintas duas

a duas. Sejam também A, B e C as ori.Bens das gemi-Tetas á,B e

c, respectivamente. É claro que A, B e C são distintos. De a-
cordo com o Teorema 2.9.8, temos

Be:í C€a (1 ).
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;[-tB} : ]ABEuB, ]ABt ng (2)

e

;-tC} : ]ACEuZ, ]ACEnê : 0. (3).

De .(1) vem [ABC] ou [ACB]. Se [ABC], então .com (2) e (3)s de-

CCiB e BÉl81, isto é, Zcg. Por outro lado, se tivermos

[ACB], então, de maneira análoga, obtemos ÉcE

SZ.io ORIENTAÇÃO DE UMA RETA EIXOS

Neste parágrafo, estudaremos uma certa relação binária de-
finida entre as semi-Tetas de uma Teta r. Tal relação nos per'

a H 1 ].. 4..A4.nl n..

mitirã , posteriormente , de

tre os pontos da Teta r

DEFINIÇÃO 2.10.1 - Seja S a classe das gemi-Tetas de uma Teta

r Como no parágrafo anterior. Definimos uma relação binária R

em S pela seguinte condição

unir uma r C

;R$, se , e somente se

Se ;Rg, então dizemos também que a semi-Teta a tem a »IMPar
/úeiüação da semi-Teta t;

TEOREMA 2.10.2 - A relação R definida acima ê uma relação de

equivalência

DEMONSTRAÇÃO - Para qualquer aÉ;S temos ;ca, portanto R é re-

flexiva. Se a,BeS e aRB, então acB ou Bc;. Obviamente, vê-se

então que BR;. Finalmente, suponhamos ;,B,êcs tais que aRÊ e

gRê. iiá quatro casos possíveis

CASO 1 - ácb e

Neste caso verifica-se 8cc c, assim

)

)

-+

CC
-+

-+

aRc
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CASO
-> -> -b -+

Temos ccà e, portanto, áRc

CASO 3 - àcb e écb.

Pelo Teorema 2.9.11 resulta ;lcZ ou êca, e, assim, ;R;

CASO 4 - $ci e

Temos a+cg+ e :+cBd'. Novamente, pelo Teorema 2.9.11,con

cluz'mos que ;+c:* ou Z+cBl*, isto é, ;cZ ou Zc;, de onde

CC

BCC

-+
-+

aRé

OBSERVAÇÃO - Como R é uma relação de eqüivalência, ela defi-
ne uma partição em S. O próximo teorema nos di.rã que tal par-

tição consiste exatamente de duas classes de equivalência

TEOREMA 2.10.3 - Para qualquer Teta r, a classe S de todas as
gemi-Tetas de r pode ser representada \ùnicamente como reunião

disjunta de dois conjuntos não vazios SI e S2' S :SluS2, pos-
suindo as seguintes propriedades

1) Se à,gcs. ou ?,BeS,, então as semi-Tetas ; e B têm a
mesma orientação .

2) Se iÉ;SI e $É;S,, as gemi-Tetas ã e $ não tem a mesma

orientação.

DEMONSTRAÇÃO - De fato, se â é uma gemi-Teta de S, temos

= ;luIAlu;l*, onde A é a origem de ;l. Assim ;R;*. Seja i;C;S,

origem B, distinta de Bi e ã*. Vem, então,B #A e apenas quatro

cas os s ao pos s zve ].s

CASO 1 - AeB e BÉ;ã.

Nes t e cas o temos

CASO 2 - AÉ;É e Bea

Neste caso

(Teorema 2 . 9 . 8)

-+

ãc



CASO 3 - Aei5 '' c Beá

Neste caso a* cK*

CASO 4 - AeÊ* e Bei+
-b .+ -+. -+

Neste caso ácb, ou seja bcá*

Segue-se, pois, que b+R; ou BR;';

DEFINIÇÃO 2.10.4 - Denominamos cada um dos conjuntos SI e S2
do teorema anterior de o,üerüação ou óert,Cêdo da Teta r. Dizemos

também que as orientações SI e S2 são opo,b,tm. Se uma gemi-Te-
ta Bi pertence a SI (ou S2) , dizemos também que ; tem a orien-

tação SI (ou S2)

DEFINIÇÃO 2.10.5 - Chama-se xe,;Ca o/üei'dada, ou e,{xo, ao par
ordenado consistindo de uma Teta e uma de suas ori.entações

Assim, a partir de uma Teta r, hã duas Tetas orientadas (r,SI)

e (r,S 2)

OBSERVAÇOES - 1. Con\o uma Teta é determinada por qualquer uma

de suas semi-Tetas, então para se obter uma orientação em r é

suficiente escolher nela uma gemi-Teta a

2. Seja (r,SI) um eixo determinado pela Teta r. Dizemos

que o ponto P pertence ao eixo (r,SI), ou que P esta no eixo

(r,SI) -- em si'mbolos, P€1(r,SI) - se Per

3. Das duas gemi-Tetas determinadas por um ponto P na re

ta r, apenas uma delas, digamos ;, tem a orientação SI' Ex-

pressamos este fato dizendo que o ponto P de,te/upúna no e,ixo (r,SI)
a 4 emZ-a.e,ta á

$2.11 - ORDEM DOS PONTOS SOBRE UM EIXO

Consideremos o eixo (r,SI). Indiquemos por ap a semz're
-+
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ta determinada no eixo (r,SI) pelo ponto P, isto é,

DEFINIÇÃO - Sejam A e B pontos do eixo (r,SI). Dizemos que o

ponto A lwecede o ponto B no eixo (r,SI) quando ãB'âA e indi-
camos este fato por A(B. Se aA KaB' dizemos que A pxecedeez;C/tZ-

Xlame.rt;Ce B e indicamos este fato por A<B. Fica assim definida u-

ma relação binária É entre os elementos de r

TEOREMA 2.11.2 - A relação «, definida acima, goza das seguin-

tes propriedades

P.) Vier, A<A (reflexividade)

Po) VA,Ber, se A";B e B<A, então A =B (anta-simétrica)
PK) VA,B,Cer, se A<B e B<C então A<C (transitividade)

P4) VA,BÉlr, se A #B então A<B ou B<A (linearidade)

DEMONSTRAÇÃO - Imediata

OBSERVAÇOES - 1. As propriedades PI'P2 e P3 nos dizem que g é
uma relação de ordem em r e junto com P4' < é uma relação de
ordem total. Portanto, a relação < ordena os pontos de r re-

1.atava ao eixo (r,SI)

2. Se A ÉB. escrevemos também B >.A e, neste caso, dize-

mos B .óctcede o ponto A
't" . #" n\

3. Se o ponto A determina a semi-Teta âA no ei-xo (r,SI),
então a. é constituído dos pontos P tais que P >A e a semi-Teta

complementar âA* consiste dos pontos P tais que P <A

TEOREMA 2.11.3- Sejam A, B e C três pontos quaisquer de um ei-

xo (r,SI). Então [ABC] se, e somente se, A<B<C ou C<B<A

DEMONSTRAÇÃO - Temos ]AB[ : ÁlnÉIÂ. Se A <B, é fácil ver que AB

tcm a mesma orientação que (r.SI) e a orientação de iiÂ i; opas'
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ta à orientação. do eixo (r,SI). Segue-se queIABt =Íi'IA<P<B}
Analogamente, se B <A, temosIAB[ ;tPIB<P<A}

TEOREMA 2.11.4 - Consideremos um eixo (r,Sa). Então temos

1) Para cada ponto BÉ;(r,SI), existem pontos A,C € (r,SI)
tai.s que A <B < C.

2) Se para os pontos A,CÉ;(r,SI) ocorre que A <C, então e

xiste um ponto Be(r,SI), tal que A <B <C

DEblONSTRAÇAO - Imediata

OBSERVAÇÕES - 1. Seja r uma Teta. A ordem dos pontos da Teta

r depende da orientação escolhida. bíudan(to a orientação pela

sua oposta, muda-se a ordem para a oposta

2. O conjunto dos pontos de um eixo (r,SI) com respeito
a relação de ordem < definida anteriormente é densa em si

mesmo sem o primeiro e Último polltos



CAPITULO lll

0 SISTEF4A AXIOMÁTICA ll E OUTRAS

PROPRIEDADES DA OP.Dera

$3.1 - O SISTEMA AXIOMÁTICO ll

Passaremos, agora, a descrever a Geometria Ordenada atra-
vés da Axiomática 11. Embora parte do tratamento já tenha si-

do indicado por alguns autores (ver, por excn\p]o [tS],p.18S),

os resultados que desenvolveremos (a apresentação detalhada da

Axiomática ll e a cq\ii.valência das Ax:ionlãticas T c 11) nunca

foram -- ao que sabemos -- antes tratados em detalhe

$3.1.1 - Introdução

Como noções primitivas desta axiomática temos um conjun

to S de pontos, uma classe 1- de subconjuntos de S e, para ca

da elemento r de L, uma relação binária gr entre os elemen-
tos de r

C)s elementos de S serão chamados de porúoó e denotados pe-

las letras A, B, C, P, Q, ... Ao invés de escrever AÉ;S, dire-

mos também: A é um ponto

Os elcntentos da classe L serão c)lacados de 4ctm e,talnbétn,

'qnc «n,.t,-c rCI çprn' nç.(-r'it.n ;is vezes: T e Lllll;llcomo n

rota

caso0

-42-
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A fÓTJnula AGr, que diz que o ponto A pertence a Teta r,

pode ser lida: o ponto A aeã na Teta r ou a Teta r paóóa por
A

Para cada Teta r, a relação s, é denominada ''relacão de

precedência na Teta r''. Se A,BGr e (A,B)eÉT' escrevemos, tan\-

bém, A É.B que .é li.da: o ponto A Ja.acede o ponto B na vetar. Se

tivermos A s.B e os pontos A e B são distintos. escreveremos

A <. B que deverá ser lido: o ponto .A la.acede u,t/c,{l,tmlcrüc o ponto
B na Teta r

Seguem-se os axiomas, formulados entre as di.versas defi-

nições e teoremas

AXIObIA 11.1 - Existem pelo menos dois pont

AXIOMA ll .2 - Para cada par d

mente uma Teta que os contem

AXIObIA 11.3 - Para cada Teta r, a r

loção de ordem total densa , isto é

OI) VAGA, temos A Ér A

02) VA,Ber, se A KrB e B grA, então A ; B.

03) VA,B,CGr, se A ÉrB e B STC, então A ÉTC

04) VA,BGr, temos A gr B ou B çrA

05) VA,Ber, se A <rB, então existe um ponto Cer tal que
A < C < B.

06) VA.BÉ;r, se A ÉrB, então existem pontos C e D na Teta

r tais que C <rA <rB e A <rB <rD.

OBSERVAÇÃO - A relação inversa da relação gr de urna Teta r (que

indicaremos por s.:), é, também, por sua vcz, uma relação de
ordem total densa. isto é. satisfaz o Axion\a 11.3 precedente

distintosos

exatadistintos existepontose ]

bl n ãrií] uma reeelação <((

r r
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Isso mostra que não hã uma Única relação de precedência para
pontos de uma mesma Teta; é natural ordena-los tanto pela re-

lação s., bem como pela sua inversa g:. De fato, não hã méto-
do geométri.co intrl'nseco para di.stinguir entre estas relações.

DEFINIÇÃO 3.1.1.1 - Seja r uma Teta. Denomina-se Teta orien-

tada ao par (r,$), onde g é uma de suas ordens totais densas

Quando a ordem particular ''s'' escolhida ê irrelevante diremos

simplesmente ''a Teta orientada r''

OBSERVAÇOES - 1. Note-se que, pelo Axioma 11.3, o conjunto dos
pontos de uma Teta r, com relação a qualquer uma de suas rela-
ções de ordem, é densa êm si mesma, sem primeiro e Último pon
tos

2. Se A e B constituem um par de pontos distintos, a ex-

pressão ''Teta orientada ÂIÊ'' significa a Teta orientada ÂÊ tal

que A É B.

3. Pontos de uma mesma Teta são ditos co,Cllleaa.a.

4. De um modo geral, utilizaremos, sem menção expll'cita

as notações da Axiomática l para os conceitos ''corresponden-
tes'' da Axiomática l l

S3.1.Z Propriedades da Relação de ''Precedência''

LEMA 3.1.2.1 - Sejam A, B e C pontos distintos de uma Teta r
Então,temos A <B<C ou C <B <A se, e somente se, A <' B <' C ou
C <' B <' A

DEMONSTRAÇÃO - Intediata
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$3 .1 .3 Obtenção da Relação ''Estar Entre''

DEFINIÇÃO 3.1.3.1 - Para quaisquer pontos A, B e C, dizemos que

o ponto B esta entre A e C, se A, B e C são distintos dois a

dois, A, B e C são colineares e AÉBÉC ou CÉBÉA, onde $ é

uma das relações de ordem definida na Teta determinada por A,

B e C. Note-se'que, pelo lema anterior, a relação acima esta
bem definida

C)BSERVAÇOES - 1. Se B está entre A e C, indicaremos este fa-

to por [ABC]TT

2. Naturalmente, para cada Teta hã uma relação ''estar ell

tre''. No entanto, por abuso de linguagem, usaremos o mesmo sim

bolo para denotar todas as relações em apreço

TEOREMA 3.1.3.2 - Se A e B são pontos distintos, existe pelo

menos uln ponto C tal que [ABClll

DEMONSTRAÇÃO - De fato, pelo Axioma 11.2 existe uma Teta r que
contém A e B e é {inica. Do Axioma 11.3 temos A gB ou B ÉA. Eln

qualquer um dos casos, ainda pelo mesmo axioma obtemos um ponto

C com A SB SC ou C gB gA, de on(]eEABC].T

TEOREMA 3.1.3.3 - SeEABCl-r., então A #C

DEMONSTRAÇÃO - Conseqüencia imediata da Definição 3.1.3.1

TEOREMA 3.1.3.4 - SeEABC]T., entãoECBA]TT' Rias não [BCA]

DEMONSTRAÇÃO - De fato, se [ABCJll' então é imediato que [BCAlll
Por outro lado, se tivermos [BCAlll' então ven\ BÉCÉA ou A ÉCg
g B. Analisemos, pois, os dois casos
CASO 1 - B ÉC ÉA

De [ABC].. temos AsBsC ou CsBgA. De Bs;CÉAresulta

então
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que B gA, do qual, com A gB, temos A :B, o que e uma

lição. De B ÉC ÉA vem B $C, a qual, com C ÉB, nos dã

que novamente é uma contradi.ção.

CASO 2 - A $C ÉB

Novamente deEABC].. obtemos A ÉB gC ou C gB ÉA. De C gB

e B sC advém qye C =B, o que é uma contradição. Da mesma ma
negra, de A gB e B ÉA temos A =B, o que novas\ente e uma con

tradição

contra)

Segue-se, portanto, que temos não [BCAlll

TEOREMA 3.1.3.5 - Se C e D são pontos distintos na Teta Ãi

então A está na Teta êB.

DEMONSTRAÇÃO - E consequência imediata do Axioma 11.2

DEFINIÇÃO 3.1.3.6 - Se A e B são pontos distintos,definimos o

segmento aberto ]AB[ como sendo o conjunto dos pontos P de }lÊ

tais que [APB]TT' O segmento fechado [AB] é definido como a
reunião de ]ABt com {A,B}. Os pontos A e B são ditos ex/zel?l,éda-

da do segmento aberto ]AB[ (respectivamente, segmento fecha-

do [AB]). Se P€1AB[ (respectivamente [AB]), dizemos também que

o ponto P utã no segmento aberto ]AB[ (respectivamente, seg-
mento fechado [AB])

)

AXIObIA 11.4 - Dada uma Teta r existe um ponto Agr

DEFINIÇÃO 3.1.3.7 - Três pontos não colineares determinalli o

;cpt,éânguZo AABC que consiste desses pontos, chamados uã/t/lce.ó, u-

nido com os três segmentos abertosIABt,]AC[ eIBCt denomi-
nado s ,hdo.s .
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Aclara-se, agora, os axi.ocas restantes da AxiomfÍtica IT
são, a saber, o Axioma 1.7 (de Pasch-Piano); Axioma 1.8,Axio

ma 1.9. Axioma K (continuidade) da Axiomáti.ca l que aqui, re

bebem, exatan\ente a mesmii formulação.

S3.1.4 Equivalência dos Sistemas Axiomáticos l e ll

A eqüivalência das Axiomãticas l e ll é uma decorrencia

do exposto em S2.11 e S3.1.3

$3 .2 OUTRAS PROPR l EDADES DA ORDEM

$3.2.1 Propriedades dos Triângulos

DEFINIÇÃO 3.2.1.1 - Um ponto X é ,ért,Ce,Jt.Zoa. ao triângulo AABC se,
e somente se, X está entre dois pontos de lados diferentes do

triângulo AABC

TEOREMA 3.2.1.2 - Um ponto interior a um triângulo AABC está entre

cada vértice e algum ponto do lado oposto a este vértice

DEb40NSTRAÇAO - Se X é interior a AABC, hã pontos M,N em lados

diferentes, digamosIA]l[ cIACt, tais qucEb]XN]. Considerando

inicialmente a Teta $i ó depois Âlt, a asserção se sente do Teo-

rema 2. S. 2 e Corolário 2 .6 .S .l

TEOREMA 3.2.1.3 - Sc AABC é um triângulo e bl, N e X são pontos

tais queEAMB],[ANC] eEBXC], entãoIAXt encontralbINt

DEMONSTRAÇÃO - É decorrência imediata dos Tcoreínas 2.6.1 e
2 . 6 . 1 8 .
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TEOREbIA 3.2.1.4 - Seja AABC um trilângulo. Uma Teta quc passa

por um ponto X interior a AABC e por um ponto Y de AABC, en-
contra novamente AABC em uln ponto Z com [YXZ]

DEMONSTRAÇÃO - Pelo Teorema 3.2.1.2, Ã]X encontra ]BC[ em um

ponto M. Se Y #l\í esta emIBC[, entãoEC].IY] ouEBbIY](Teorema
2.6.7) e assim [MXA]. Do Teorema 2:5.2 decorre então nossa as-

serção

TEOREMA 3.2.1.5 - Um ponto entre o vértice de um triângulo e

um ponto do lado oposto é interior' ao triângulo.

DEblONSTRAÇAO - É conseqüência imediata do teores\ta antcri-or

TEOREMA 3.2.1.6 - Seja o tri.ângulo AABC e D,XI e X2 pontos tais

que.[BCD] e [AXIX2B]. Temos então [AYIY2C], onde Yi(i:1,2) é

o ponto onde bti(i=1,2) encontraJACt(Figura 3.2.1.1)

Figura 3.2.1.1

DEMONSTRAÇÃO - À luz do Teorema 2.6.18, [AXIB] e [BCD] impli.-

camIAYIC] eEXIYl])]' Do Teorema 3.2.]..3,[Xlx2B],[XIYID] e
[ BCD] nos dão [YIY?C] e [X?Y7D]

$3 .2.2 - Planos

Na Geometria Ordenada, é notável que si.mplesmente com os
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Ã.xiomas 1.1 a 1.7 podem-se dentonstrar todas as prol)ricdadcs
conhecidas de incidência em um plano. Os mais importantes teo-

remas a serem demonstrados no plano sao

1) Quaisquer três pontos pião colincarcs dc um plano o de-
terminam, e

2) Sc unia Teta tcm dois pontos cn\ comulrl com un\

tão todos os pontos da Teta estão no plano
Jã no enfoque tradicional estas propriedades, bem como o

Teorema 3.2.2.2 que apresentaremos logo a seguir, são tomados

como axiomas, como faz, por exemplo, Hilbert na famosa obra

''Grundlagen der Geometria'' ([11])

DEFINIÇÃO 3.2.2.1 - Sejam A, B e C pontos não colineares. De
finitos o p.üno ABC como sendo o conjunto de todos os pontos (tas

Tetas obtidas unindo-se dois pontos quaisquer do triângulo

AABC.

P]

OBSERVAÇOES- 1. Segue-se da definição acima que os pontos do
triângulo AABC pertencem ao plano ABC

2. Conjunto de pontos de um mesmo plano são dj-toscopeal
hok

3. Segue-se também da definição que ABC :BAC :BCA :CBA ;
: CAB :ACB

4. Sc uma Teta r está contida num plano ABC, dizemos tal\-

bém que r a;Ca no plano ABC

S. Denotaremos, às vezes, os planos por a, B, y,

TEOREMA 3.2.2.2 - Se o ponto X pertence ao plano ABC e Y esta
1-,4,. Ho AARr .:,nt;ín n Teta 1IY encontra o triângulo en\ umem um ]
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ponto Z H Y .

DEMONSTRAÇÃO - Existem pontos ]''l e N em AABC colineares com X

A asserção decorre do Axioma 1.7 e dos Teoremas 2.6.18, 3.2.1.4
e 3.2.1.5 quando X está em uma das Tetas determinadas pelos
lados de AABC, ou quando X não esta em uma das Tetas determi-

nadas pelos lados de AABC mas M ou N é um vértice de AABC, ou

quando X é interior a AABC. Fina]mente, se [MNX] e M e N es-
tão em lados diferentes de AABC, digamos, ]AB[ e ]AC[ respec'

tivamente, então de [AMB] e [MNX] obtemos Z, ta] que [ANZ] e

[XZB]. Como temos [ANC] e Z #C, resulta que [AZC] ou [ACZ], e

considerando os triângulos ABCZ e ÀBZA e ã luz doTeorcnta2.6.18

ou Axioma 1.7, advém o resultado desejado

TEOREMA 3.2.2.3 - Sejam A, B e C pontos não colineares. Se X
está em ]AB[, então o p]ano ABC ê o conjunto dos pontos das

Tetas obtidas unindo-se X aos pontos de AABC

DEMONSTRAÇÃO - É conseqiiência imediata do tcorclna anterior

TEOREMA 3.2.2.4 - Se D esta no plano ABC e não em BC, então

plano ABC é idêntico ao plano DBC.

DEblONSTRAÇAO - Suponhamos inicialmente que D pertença a uma

das Tetas determinadas pelos lados de AABC, diga)mos Áê. Se [DAB], seja X

tal queEAXBJ; e, seEADB], ta] queEDXB]. Então, todas as Te-

tas que passam por X e que encontrar\ AABC, encontram ADBC e re-

ciprocamente (Axioma 1.7 e Teorema 2.6.18). Assim, pelo teo-
rema anterior, ABC =DBC. Segue-se. portanto, que se CÉllÊ e

-+--+
0

1) [DAB] ou

2) [ADB], então ABC : DBC
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Concluímos ainda que, se [DBA], então BAC ;DAC por 1) e se
[ABD], então ADC=BDC por 2). Vem, então, que ABC :BAC :DAC

ADC : ]3DC : DBC

Suponha-se agora que D não esteja em .qualquer Teta deter
minada pelos lados de AABC. Seja X, ta] que [CXB]. Con\o D es-
ta em ABC, b11 encontra AABC em Y, Y pX(Teorema 3.2.2.2)(Fi-

gura. 3.2.2.1). O ponto Y esta emIAB[ ouIAC[ ou é idêntico a

A. Suponhamos sem perda de generalidade que Y€1ABEuÍA}. Temos

então ABC =ABX = YBX = DBX = DBC

Figura 3.2.2.1

TEOREMA 3.2.2.S - Se D, E, F são pontos distintos não colinea-

res de ABC, então ABC =DEF. Assim um plano qualquer é total-
mente determinado por três de seus pontos quaisqt-ter não coli-
neares

DEMONSTRAÇÃO - Sem perda de generalidade, suponha-se ng$ê,
EÉDC e F EEi5. Pelo teorema anterior, ABC :DBC. Comia EGABC :

DBC, segue que BDC : EDC. De IBodo análogo, EDC :CED ;FED
DEF

TEOREMA 3.2.2.6 - Se D, E são pontos distintos. de ABC, vem que

$Ê esta em ABC
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bEblONSTRAÇAO - Seja XGABC e XÊDE, então ABC :XDE (Teorema ante

Fiar). É claro que 6Ê está em XDE, e, portanto, eln ABC

A.seguir enunciaremos três teoremas de demonstração ime
dieta

TEOREMA 3.2.2.7 - Se uma Teta intercepta um p

tém, a intersecção contém\ somente um ponto

TEOREMA 3.2.2..8 - Dois planos dista
tar em três pontos não col i.neares

TEOREMA 3.2.2.9 - Se dois planos distintos se interceptam em

A e B. então elas se interceptam em ÃIÊ.
TEORENIA 3.2.2.10 - Se uma Teta r esta em ABC,distinta dasre-

tas determinadas pelos lados de AABC e X é um ponto de ]' in-

terior a .MBC ou esta em um lado de AABC, ente

contra AABC em dois, e somente dois, pontos

DEblONSTRAÇAO - Seja P um ponto em r distinto de X. Se X esta
em um lado de AABC a asserção decorre do Teorema 3.2.2.2. Se

X é interior a AABC, então Ã]t encontra ]BC[ em N, e assimABC;

= ABN. A Teta $11 está em ABN e intercepta AABN e,portanto,tam-

bém intercepta AABC em um ponto distinto de X (Teorema 3.2.2.2)

Logo, Fii intercepta AAÉC em dois pontos (Teorema 3.2.1.4), e
em somente do i s

Mais três t

cano a c011que ]iao

podem intercepsentos nao

Teta r en0 a

imediatademonstraçãode (eoremas

TEOREMA 3.2.2.11 - Uma Teta r em ABC distinta de ÃiB, que Inter-

ceptaIAB[, encontraIAC[ ouIBC[ ou passa por C

'rrnnrl.la 1 9 ? 12 - TT«)n rota nm /\BC aue não encontra [ACle nem
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[BC] não encontra [AB]

TEOREMA 3.2.2.13 - Uma semi-Teta contida em ABC colei origem nun\

ponto interior a AABC intercepta o triângulo em somente uln

ponto

TEOREMA 3.2.2. 14 - Se A, B e C são pontos não co]ineares e [BDC],então

todos os pontos interiores ao triangulo AABC, e somente esses pontos, são

interiores ao triângu]o AABD ou interi.or a AACD ou eito ent ]AD[

DEMONSTRAÇÃO - É conseqiiência imediata dos Teoremas 3.2.12 e

3 . 2. 1 S

TEOREbIA 3.2.2.15 - Sejam A, B e C pontos não colineares. Se-
jam também, X,YÉ;ABC não pertencentes a AABC e nem interiores
a.o mesmo,[XY[nIAB[ = {L} eEXLY]. Logo,[XY] corta AABC em mais

um ponto Z distinto de L

DEMONSTRAÇÃO - Segue-se que a Teta 11? intercepta ]ABEen\ L. Lo-
go, pelo Teorema 3.2.2.2, tal Teta encontra novamente AABC em

um ponto Z #l. Naturalmente ZgrABI. Segue-se, então, que {t

intercepta ]AC[ ou ]BC[, ou ainda, CCX!:. Ana]isemos os seguin-

tes casos

CASO 1 - CeXY.

Temos [LCY] ou [CLY] ou [LYC]

Se [LCY], então de [XLY] obtemos [XCY]

SelCLY], então de [XLY] obtemos [LXC] ouELCK].[LXC]

não é verdadeira, pois, do contrário, X é interior a AABC. Lo-

go devemos terILCX] que, junto comEXLY], obtemos]XCY]
Se [LYC], Y seria interior a AABC o que é contrárioãnos-

sa hipótese

.+- -+
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Temos, assim, queEXYlnAABC = (L,C}. L #C, pois CGÂÊ.

[XYln ]AC[ = {Z }

a os pontos L, Z e Y temos [LZY] ou [YLZ] ou [LYZ]

[LZY], então com [XLY] obtemos [XZ.Y]

[YLZ], então pe]o TeoreJna 2.6.2 obte)nos [LZX] ou [LXZ].

[LXZ] é fa[sa e, portanto, temos [LZX] que,junto com [XLY], nos

dá [XZY]

Se [LYZ], então Y ê interior a AABC, o que é uma contra-

dição

CASO

Segue-se assim queEXYlnAABC :tl,Z}, L #Z

TEOREbIA 3.2.2.16 - Sejam X e Y pontos do plano ABC tais que

[XY] interceptaIAB[ eín L ':Y e não interceptaIACt nemIBC[ , e

também não contém C. Se X não é um ponto interior a AABC, en-
tão Y é interior a AABC

DEMONSTRAÇÃO É consequência imediata do teorema anterior

$3 .2.3 Regiões Convexas e Regia;es Conexas

DEFINIÇÃO 3.2.3.1 - Dada a sequência finita de pontos(AI'A2

. .. . ,An) (nz2) , todos distintos, chama-se po.eZgancú AIA2'''An que

une A. e A. ao conj unto

[AIA2]uEA2A3]u ' ' ' MEAN-IAn-l

Ela será designada, ãs vezes, por pA'' ou silnplesmcnte por p.

Os pontos AI'A2'.' ' ,An são ditos vêem,éce.ó da poligonal e os seg-

mentos [AIA2],[A2A3],'' ',[An-IAn], Cada.s da poligonal

OBSERVAÇÃO - Dada a poli.tonal p :AIA2'''An (nz2)q é claro que

A
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esta é idêntica à poligonal AjIAi2'''Ain onde(il'i2
é u)na pcrmutação circular de (1,2,...,n)

DEFINIÇÃO 3.2.3.2 - Um conjunto C de pontos é denominado de
,teg,{ão coF'lixa se, para dois pontos quaisquer A e B de C, exista.r

uma poligonal p: tal que plicC. Em geral, quando mencionamos

uma região, entendemos que ela é conexa

DEFINIÇÃO 3.2.3.3 - Um conjunto de pontos C é denominado de

4,eg,üo convexa se para dois conjuntos quaisquer A e B de C,
[AB] . C

OBSERVAÇÃO - Segue-se das definições acima que segmentos,seg
mentos abertos, Tetas e semi-Tetas são regiões conexas e con

vexas. Também a intersecção de alias regiões convexas ó couve
A.a.

DEFINIÇÃO 3.2.3.4 - Um conjunto S #O ,cepa/m uma regiãoC nasre-

giões CI p 0 e C2 # 0 se

a) C ; CtuSuC9

b) C. nC, : 0.

c) C.nS : C,nS : 0.
d) VA,BGC, se AGC. e BGC?, então para qualquer

pA'C segue-se que pAnSpg

TEOREMA 3.2.3.5 - Se S separa C em CI e C2 e em CI e C2' en-

tão CI : CI e C2 : Cj: ou CI : C2 e C2 : CI

DEbÍONSTRAÇAO - Seja ACCI' Logo, AC;cl. ou ACcj:. Suponhamos ACCI.

Se X é um ponto qualquer em CI' então do mesmo modo, XC;CI. ou
v xr

XGC;. Se XÉ;C2' então para qualquer poligonal pÂ. pAíS #O, mas

isso contradiz o fato de X,AÉ;CI' Segue-se então que XC;CI. e as-
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sim ClcCI' Reciprocamente se YCCi, de manei-ra similar, mostra

se que YeCI e assim CI : CI

Finalmente, como CluC2uS :CluC2uS :C,

cl ci, ci-c2 :çl,ci'c; g, Clãs C2 nS ci's ; ci's : o,

vem, também, C2 : C2

$2.3.4 - Semi-Planos

Fixamos uma Teta r em um plano a. Estudaremos neste pa-

rágrafo, a relação u definida para dois pontos A e B de a -r

pela condição

ApB, se, e somente se, ;iOÉ]r ta] que [AOB]

Por vezes, a fórmula ApB é lida ''os pontos A e B estão nonju

mo fado da Teta r (no plano ay'

TEOREbIA 3.2.4.1 - U é uma relação de equivalência em a-r

DEMONSTRAÇÃO - As propriedades reflexiva e simétrica são ime-

diatas. Seja então A,B e C C;a-r tais que AuB e BHC. Temos os

seguintes casos

CASO 1 - A,B e C são colineares

Suponha-se por absurdo que A)áC. Portanto, existe um

to OÉ;r ta] que [AOC]. Como temos ApB e BuC, segue-se que

não [AOB] (1 )

não [BOC] (2 ).

De (1) vem

[ABO] (3)
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[BAO] ( 4 ).

lie tzJ (decorre que

[CBO] ( s)

ou

[BCO] (6).

A fórmula' [AOC], comEABO], nos dã [BOC](Teorema 2.6.S),

e, do mesmo modo, de [AOC] e [CBO] decorre [BOA],o que é uma

contradição. Pe]o Teorema 2.6.1,[AOC] e [BAO] nos dão [COB] e

[AOC] com [BCO] implicam [AOB], o que novall\ente é contraditó-
rio com nossa hipótese. Assim iOÉ;r con\ [AOC], ou seja, temos

ApC.

CASO 2 - A,B e C não são colineares
Se, por absurdo, tivermos OÉ;r com [AOC], então,pe]o Teo

rema 3.2.2.2, a Teta r encontra AABC em um ponto Z xO.Tal pon

to Z esta em ]ABt ou ]AC[, contradizendo nossa hipótese. Se

gue-se, por conseguinte,que HOÉ;r com [AOC], ou seja, AuC

TEOREMA 3.2.4.2 - O conjunto quociente cl-r/u tem somente dois
elementos

DElvlONSTRAÇÃO - Dc fato, existem pontos OCr, A,Brlr, A,Bea tais

que [AOB]. É c]aro que A e B estão em classes de equivalência

diferentes al e a2' Seja agora Xect-r. ConsidcreJnos dois casos

CASO 1 - A,B e X são colineares
Temos [ABX] ou [AXB] ou [BAX]

[ABX] e [AOB] acarretam [OBX], e assim XÉ;ci2

[BAX] e [AOB] acarretam [OAX], e assim Xecl.
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[AXB] e [AOB] acarretam [AXO] ou [OXB] de maneira quc não

[AOX] e .não [BOX], e portanto XÉ;al ou XÉ;a2

CASO 2 - A,B e X não são colineares

Temos então a Teta r interceptando A.ABX em O. Pelo Teo-

rema 3.2.2.2, a Teta r corta AABX em um ponto Z distinto de

O, comEAZX] ouEXZB]. SeEAZX], então XUB e, portanto, XÉ;a2

e se [XZB] então XpA e, por conseguinte,Xectl

DEFINIÇÃO 3.2.4.3 - Os dois subconjuntos al e a2 ot)tidos no
teorema anterior denominam-se ómll-pZml0.8 de origem r. Os con-

juntos alur e a2ur chamam-se óemll-p'eanoó fechado.s.Dizemos também

que os semi-planos al e a2 sa
tro.

OBSERVAÇOES - 1. Dado o semi-plano al, o seu complementar (ou

oposto) seta denotado, às vezes, por aÍ

2. É claro que u)n gemi-plano determina o plano a em que
á contido.

3. Cada gemi-plano é unicamen

gem e qualquer um de seus pontos

TEOREMA 3.2.4.4 - Como as notações do teorema anterior, al e

a2 sao regi-oes convexas

DEMONSTRAÇÃO - Provemos a asserção para al' Sejam bí e N pon-

tos de al e seja C ta] que [MCN] . Temos os seguintes casos

CASO 1 - M,N e B são colineares (Figuras 3.2.4.la e 3.2.4.1b)

Como M,Nect. temos que lJOÉ;r com

[ T.]OB ] (1 )

umdoOPaóÍoóvamp,emlert;Ca4w ouou0

est

determinado por sua orlte

e
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[NOB]

De (1) e (2) concluímos
[MNO]

(2)

(3)

(4)

ou

[ NMO] (Teorema 2 . 6 . 2)

M

N

T r r

Figura 3.2.4.la Figura 3.2.4.lb

DeEMNO] eEN]CN] obtemosEMCO] (Corolário 2.6.5.1) que,

junto com [MOB], acarreta [COB], e asse.m Ceal' Por outro lado,
[NMO] e [b4CN] imp[ica [NCO[sque, com [NOB] imp[ica também [COB],

e assim CÉ;a.

Segue-se dali que [MNlccEI

CASO 2 - 1'{,N e B não são colineares

Temos b{,NÉ;al ' Logo, existem pontos O e P em r com [blOB] e
[NPB]. Seja C ta] queEMCN]. Assim, peão Teorema 3.2.1.3 te-

mos que ]BX[ encontra ]OPt em Q e assim CÉ;al

Por conseguinte, [bINlcal e al é então c

Dc modo an:ÍloÍlo, n\ostra-sc quc a2 c convexo

onvexo
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TEORENIA 3.2.4.S - A Teta r separa ci em ctl e a2

DEMONSTRAÇÃO - Sejam A, B pontos de a tais que leal e BÉ;a2

seja pli uma poligonal qualquer unindo A e B

PA : AIA2'..An(nz2) onde AI : A e An ; B

e

Seja A =tiet1,2,...,nljAiea2}. A #O pois nC;Á. Pelo Prin-
cípio do Menor Número Natural, seja nO : min A. Temos assim

An0 É;a2 e An0-lGr ou An0-leal' Se An0-l pertence a r, . então

Prnr #g' Se Ano-leal' temos que existe Oer com [An0-lOAn0]' o
que completa a demonstração

TEOREMA 3.Z.4.6 - Se a origem O de uma semi-Teta s pertence a
-+ . -+

origem r de um semi-plano al e AÉ;énctl' então scal

DEMONSTRAÇÃO - Imediata

$3.2.5 - Ângulos

DEFINIÇÃO 3.2.S.l - Consideremos duas semi-Tetas de mesllla o-

rigem ,itÊ e .itê, l\ão col\tidas numa nlcsma Teta. Cllama-sc altgtúo

BAC à reunião das semi-Tetas ÃB e Ãê e do conjunto {A}. As se-

mi-Tetas Ã$ e Ãê são chamadas ,Cada,6 do ângulo BAC. A origem co-

mum A das semi-Tetas é chamada vê,rt,;c,écê. do ângulo BAC

OBSERVAÇÕES - 1. Se as semi-Tetas a e É tiveram mesma origem

O, não contidas numa mesma Teta, o ângulo determinado por e-

les seta indicado por ;Ob.

2. Segue-se da definição acima que BAC :: CAB.

TEOREMA 3.2.S.2 - Um ângulo aOb separa o pla

em duas regiões

determinaqueno



61

DEMONSTRAÇÃO - Dcnominemos de a o plano determinado pelas se-

mi-Tetas.; e B. Seja a a Teta determinada pela semi-Teta ã,

e seja b a Teta determinada por B. A Teta a separa a em duas

regiões al e a2' Suponhamos Bcal' Da mesma forma a Teta b se-
para a em duas regiões BI e B2' e suponhamos ác131

Consideremos os conj untos

':*l n B l (1 )

e

a2uB2(2)

propriedades referentes aos con-s eguzr ,remos aDemonstra

juntos 1. e E:
a) l #O. De fato, sejam Ae;, BCB e X ta] que [AXB]. Como

BeÊcal' segue-se que ÃBcal pelo Teorema 3.2.4.6 e as-

sim Xeal' De modo análogo ten\os XÉ;BI e assim XealnBI
= 1: portanto l xÇ)

b) E#@. SejamAe B como no itemanterior. Seja Y tal

que [YAB]. Segue-se que YÉ;a2 e assim Yea2uíl2 ;E,e por-
tanto E # ÇÕ.

c) l é região convexa, pois é intersecção de regiões con-

vexas

d) E é região. Com efeito, sejam X,YeE. Se ambos pontos

pertencerem a a2 ou B2' então [XYlcE. Suponha-se então

Xea2 e YÉa2' Portanto, YÉ;B2' Temos os seguintes casos:

CASO 1 - VCã*

Como Xea2, segue-se quc ]XYEutXlca2' J'Ogó

[XY] : {Y} utX]u]XYEca2uB2 : E.
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CASO 2 - YÉ;aa e YÉã*

Como Xea2 e Yeal, temos que [XYlna ; {P}. Se o ponto Pc;ã*,

temos que [PXlcE e [PYJcB2' e assim [XYlcE. Se P€10lui, seja

QC2i*. É imediato que [QXlcE e [QYlcE. Assim a poligonal p;

= XQYcE, e, portanto, E é uma região

e) a = luEuãulOluB. De fato, seja Xea. Temos então os se-

guintes casos: XÉ;ctl ou XGa ou Xea2

CASO 1 - Xea.

Como a Teta b separa cl em BI e B2' o ponto X pode per

tender a BI ou a S ou a B2

i) Se XeBI' então XCalnBI
ii) Se X€132, então XeE.

Em qualquer um dos itens, XÉ;luEuaulOluB

CASO 2 - Xeal

Se XGa.2, então XeE e assim XÉ;luEuaulOlui;

CASO 3 - xCcl

Se XÉ;a*, então XÉ;B9 e assim XeE. O ponto X ai.nda pode per-
tencer a âuto}, mas em ambos os casos temos x€1uEuãulOluB

Concluímos portanto que cl ; luEu;uÍIOluB

f) InE = ÇÕ. Demonstração imediata

g) in(ai;ÍO)uÊ) : g e En(;utOlui;)
dieta

h) VX,Yea, se X€1 e YeE então para qualquer poligonal pX

contida em a temos pln(aulOluB) BO. Demonstraremos i-

nicialmente para a poligonal pX : XY. Seja X€1 e YÉ;E.

r

Dcmons t r a ç a o ]-me -
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Segue-se que XÉ;alnBI e Yecl2u132' Asse-m, Yea2 ou YÉ;í32

Suponhamos que YGa2' Como XecEI' segue-se que [XYlna:tL}
Tal ponto L pode estar em â* ou {oluâ

CASO 1 - LeZlul0}.

Neste caso,[XYJn(;uÍOJuB) =ÍL}

CASO 2 - LCi\

Como a*cB2 , segue-se que LeB2' Mas XeBI'portanto [LXJnb

{Sl}. Como Lea e Xeal então ]LXlca'l' e, portanto Seal' Como

segue-se que SGIÉu{0}

Em qualquer uln dos casos acima vemos que

pl;n(ãuÍolluB) ' ©.

Suponha-se agora que YeB2' E claro que Yeal ou Yea* ou

YGa2' Basta analisar o caso em que Yeal ou YÉ;a*. Por outro la-
do. comoXeBI , segue-se queEXYlnb ;tR}. Se YÉ;ã*,como Xecllse-

gue-sé que ]YXEcal e assim Real' Portanto Re$, e, asse.m,temos

pXn(autOluB) # 0. Se Yeal' temos [XYlca] e, assim, RÉ;a] e, do
mesmo modo, concluímos ReB e pYXn(auÍOJuB) # ©.

Demonstramos, assim, que pXn(auto)ui;) # 0, quando pY

Consideremos agora uma poligonal qualquer p.l : AI '..An

(nz2) com AI :X€1, An ; YeE e pX'a. Consideremos o conjunto
A = {iÉ;11,2,...,nlIAJÉ;E}. A # çõlpois neA. Logo, pelo Princí-

pio do Menor Número Natural, seja nO :min A. Assim Ann-l€1 ou

An. - IÉ; (; utO} uB).

Se An.-le(;ulOlui;), então pYn(;luÍOluB) # 0

An0-l€1, como Anos;E, segue-se da demonstração
ac].ma
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que [An0-IAn0]n(a'tOluB) # ÇI e assim pXn(auto)uB) # 0, o que
conclui a demonstração do teorema

DEFINIÇÃO 3.2.5.3 - Com as notações do teorema anterior,o con-

junto l se cllama ll'úe/ü,ox do ângulo aOb e E exÍe/ü,ax do ângulo aÕL.

Os pontos de l são ditos .él'úe,fino.s (ou ll'üe,ü04a) ao ângulo aOb
e os de E, exÍün0,6 (ou ©üe/ü04a) ao ângulo aOb

TEOREMA 3.2.5.4 - Dado um ângulo aOb, se uma semi-Teta i de

origem O possui um ponto X interior ao ângulo, então todos os

seus pontos são interiores a aOb

DEMONSTRAÇÃO - É col\seqüêilcia imediata do Teorema 3.2.4.6

DEFINIÇÃO 3.2.S.5 - Seja aOb um ângulo. Uma gemi-Teta c de o-

rigem O conta-da no interior de aOb chama-se gemi-Teta interna
ao ângulo aOb

COROLÁRIO 3.2.5.4.1 - Uma gemi-Teta c de origem O que tem um

ponto Y externo ao ângulo aOB, tem todos os seus pontos exter-
nos a aOb

DEFINIÇÃO 3.2.5.6 - Uma gemi-Teta c de origem O é dita ext

na a aOb se possuir todos os seus pontos externos a aOb

TEOREbIA 3.2.5.7 - Dado um ângulo aOb, se Ae;, BeB e c é uma

selni-Teta de origem O tal que cnjAB[ : {]X), .então c é uma ge-

mi-Teta interna a aOb

DEMONSTRAÇÃO - Com as notações do Teorema 3.2.5.2, temos BÉ;Écal

e Aea. Segue:-se que XBcal' e, como temos [AXB], então Xeal'De
modo semelhante, XÉ;BI ' Logo X€1,. e, assim, pelo teorema ante-
rior. ê é semi-Teta interna a aOb

eT



6S

TEOREMA 3.2.5.8 - Seja ãOt5 uln ângulo c AÉ;;, BC;B e c uma scini-

reta interna. Então ênCAB] = {X}

DEMONSTRAÇÃO - Seja Y umponto de c. Estudemos os seguinte casos

CASO 1 - YCÂB (Figura 3.2.5.1ii)

Temos as seguintes possibilidades para A, B e Y:EYAB] ou

Figura 3.2.5.la

[AYB] ou [ABY]

Se [YAB], como ACa e Beal' segue-se que YÉ;cl2 e,portanto,
YÉ;E, o que é uma contradição. Logo, [YAB] é falsa

Se [ABY], de maneira similaTs YÉ;B2' e assim YÉ;E, oque no-
vamente é uma contradição

Segue-se, então, [AYB], e o teorema esta provado.

CASO 2 - O e Y estão em semi-planos opostos em relação a Teta

ÃB (Figura 3.2.S .lb)

Pela hipótese, existe um ponto XC;$1Ê caIU [YOlnAB = {X}
:

Figura 3.2.5.lb
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Para os pontos A, B e X temosEABX] ouEBAX] ourAXB]

De modo análogo ao caso ], [ABX] c [BAX] são fal
as s im temos [ AXB ]

CASO 3 - O e Y estão em um mesmo semi-plano em relação a }lB

(Figura 3.2.5.lc)

Seja Z um ponto ta] que [AZB]

esos

Se zcé, o teorema está pro

C

Figura 3.2.5.lc

vago. Suponhamos, então, que ZÉc. Como Y/ÂB, pelo Teorema

3.2.2.2 a Teta f7 corta o triângulo AOAB em um ponto T distinto

de Z. Ta] ponto deve estar em ]OAt au ]OBt. Sunonlla que se YZ corte ]OA[

en T. Por outro ]ado, temos [AZB] , ACa eBÉ;bcal' Segue-se que ZÉ;a].. De

YÉlê.cal, ZÉ;al e T€10AEcaca,temos [TYZ] ou [TZY]. b]ostremos que
[TZY] é falsa. Para tal, suponha-se verdadeira. Como O, Y e T

não são co]ineares, [OTA] e [TZY] nos dão um ponto ]'{ com [ObW]

e [AZM] (Axioma 1.7 e Teorema 2.5.2) o que mostra que Y e O

estão em semi-planos opostos em relação a ÂÊ, o que é uma con-

tradição . Assim\ [TZY] õ falsa

Como T, A e Z não são colineares, as fÓI'mu]as [OTAleETYZ]

nos dão um ponto X com [ZXA] e [OYX] (Axioma 1.7 e Teorclna

2.5.2). [ZXA] e [BZA] nos dão [AXB] pelo Corolário 2.6.S.l

Como temos [OYX], segue-se que XCõf = c e assim o teorema es-

tá provado
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TEOREMA 3.2.5.9 - Seja ;OB um ângulo. Uma gemi-Teta c de ori-

gem O é interna a ão$ se, e somente se, existem pontos }l, K e
X em a, g e ê respectivamente com [HXK]

DEMONSTRAÇÃO - Suponhamos, inicialmente, que Z é interna a àÕÉ.

É claro que existem pontos Hea e KÉ;$. Pelo teorema a.nterior

[HK] n; = 1.X} e assim [HXK]

Reciprocamente seja Z dc origem O, e pontos fl, K e X em

a. B e c respectivamente com [HXK]. .Pe]o teorema 3.2.5.7, ê é
interna a aOb

TEOREMA 3.2.5.10 - Seja +aOB um ângulo. O conjunto dos pontos
interiores l a +aOÊ coincide com o conjunto dos pontos das se-

mi-Tetas internas a +aOÊ

)

DEMONSTRAÇÃO - Imediata

TEOREMA 3.2.5.11 - Seja +aOB uin ângulo. Se A e B são pontos tais

que [ABJnaOb = {X}, e Xea, então A€1 e BÉ;E,ou AeE e BÉ;l

DEMONSTRAÇÃO - Como Xea, temos leal e Bea2'ou Aea2 e Beal'Su-

ponhamos que Anal e BÉ;a2

Por outro lado, AÉ;Ba ou AeÍlz ou AC$

Se ACB, aObR[ABloIA,X}, o que é uma contradição

Se bebo, como XeBI , temos [AXlnb : {Y}.É c]aro que Y #O

Y não pode pertencer a B*, poisqcaso contrario.Yea2 e,comoXea

temos ]AXEca], donde se conclui que Yeal' o que e uma

contradição. Temos, portanto, YÉ;Ê. De [AYX] e [AXB] conc]uÍmos

[AYBlse, assim, [ABln30É': {X,Y}, o que e \Pna contradição.Segue-se que .n.Gí3?.

Concluímos então que AeBI' De AÉ;a2 e AÉ;al segue-se que AG131'
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Como BeB2ca2uB2 fil\aliza a demonstração

$3.2.6 - Triângulos Abertos

No parágrafo 3.2.1 definimos quando um ponto X é; interior

a um triângulo AABC. Definiremos, a seguir, triângulo aberto

(ou interior do triângulo AABC) e,logo após,faremos uma ca-

racterização do mesmo, seguido de algumas de.. suas proprieda-
des

DEFINIÇÃO 3.2.6.1 - Sejam A, B e C pontos não colineares. O

conjunto dos pontos interiores a AABC é chamado de Jot,tlâttgtúo a-

be/t,to, ou ,éyüe/t,Zo/t do ;C/üangtlZo, e seta denotado por ÃABC

TEOREMA 3.2.6.2 - Sejam A, B e C pontos não colineares. Então

o triângulo aberto ÂABC é constituído dos pontos da intersec-

ção dos interiores dos ângulos AÊC, BêA e CAB (Figura 3.2.6.1)

DEMONSTRAÇÃO - Seja X um ponto de ÂABC. Pelo Teorema 3.2.1.2

Figura 3.2.6.1

o ponto X está entre cada vértice e algum ponto do lado opos-

to. Suponhamos [AXD] é [BDC]. Logo, pelo Teorema 3.2.5.7, te-
Á} é interna a BAC, donde se conclui que X é interno
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a BAC. De modo inteiramente. análogo, concluímos que X é inter-
no a ACB e ABC

Reciprocamente, suponha-se que X é interno a ABC, BCA e
BAC. Pelo Teorema 3.2.5.8,[BClnAli :ÍY}. Como X é interior a

ABC, segue-se que [AXD]. Pe]o Teorema 3.2.1.5,X é interior a
AABC.

OBSERVAÇOES - 1. Se al é o gemi-plano determinado pela Teta
$l$ e que contém C, a? o semi-plano determinado pela Teta Êe e

que contém A, e ax o semi-plano determinado pela Teta XZ e que

contém B, então decorre do teorema anterior que AABC:alna2na3'

2. Os pontos A, B e C são ditos vértices do triângulo a-

berto ÃABC eIAB[,]AC[ eIBC[.]ados do mesmo. Note-se que ne-

nhum dos conjuntos citados esta contido em ÃABC

3. Designaremos, ãs vezes, os triângulos abertos de re-

giões triangulares

A seguir, três teoremas de demonstração imediata

TEOREMA 3.2.6.3 - Consideremos num plano ci um triângulo aber-

to ÂABC e um segmento aberto ]XY[. Temos ]XYEcAABC se, e so-

mente se, [XYlcAABC, rxYtpÃl$, rxYIPÊê e EXYlp31ê.

TEOREMA 3.2.6.4 - Seja cil um semi-plano com origem r e IEn triân-

gulo aberto AABC no plano a determinado por al' Temos AABCcal

se, e somente se, A, B e C pertencem a alur

TEOREMA 3.2.6.5 - Dados os triângulos abertos ÃABC e ADEF em

um plano a, AABCcADEF, se, e somente se, A,B e CÉ;ADEF

VPnPPMA ç.2.6.fi - Saia um triângulo aberto AABC

n

n

n

planoum aem
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e um ponto Xecx. Então XeÃABC sc, c somente se, cada semi-Teta
de a com origem cm X intercepta AABC em exatamente um ponto

DEMONSTRAÇÃO - Suponham\os que XGAABC e seja = uma gemi-Teta

com origem em Xqcontida em a. flà os seguintes casos
, na.c'. nnr iim dns vértices A.CASO 1 - A semi-Teta a passa por um

Neste caso, é óbvio que anAABC # 0.

CASO 2 - A gemi-Teta oposta a* passa por um dos vértices, di-

gamos A. Então pelo Teorema 3.2.1.2, ;nIBC[ # ç5.

CASO 3 - Suponha-se,agora,que a Teta a ,determinada por abnao

passa por nenhum dos vértices A, B ou C.Então, pelo Teorema
3.2.1.2, existe um ponto D ta] que [BDC] e [AXD].Dos dois pon-

tos B ou C, somente uln, por exemplo B, está no mesmo semi-pla-

no da Teta ÂB em que âi esta contida. Como os pontos A, B e D

não são colineares e a Teta cc intercepta ]ADt, então pelo Teo-

rema 3.2.2.2, a Teta a volta a interceptar AABC em um ponto
E, E #X, donde conc]uímos an(]ABEuIBD[) # @

íproca e imediata

CB ouveT ]os

A Tec

TEORES'IA 3.2.7.1 - Seja a .um plano e al um semi-plano de ci de

terminado pela Teta TCQ. Então, para qualquer ponto Xeal' edis'

te um triângulo aberto AABCca]., tal que XGAABC.

DEblONSTRAÇAO - Basta tomar pontos B, D e C em r e A em al com

[BDC] e [DXA]. Então, XeX.ABCcal

comum dn n, nlritler triângu].o aberto
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KABC e de uma Teta contida no plano determinado pelo triângu-

to é ou um conjunto vazio;ou um segmento aberto.

DEMONSTRAÇÃO - E consequência imediata da Definição 3.2.1.1 e
dos Teoremas 3.2.6.6, 3.2.1.4 e 3.2.6.3

Seja a um plano. Para o que se segue neste parágrafo,de-
1/ a classe de todos os triângulos abertos con-notaremos p

tidos em a

or

TEOREMA 3.2.7.3 - Para quaisquer dois pontos distintos A e B

de a, existem triângulos abertos UIU2€V, tal que AQUI' BeU2 e
U.nU? = 0.

DEMONSTRAÇÃO - É fácil ver que existe uma Teta r em a, tal que

A esta em um dos semi-planos al determinado por r,e B no semi-

plano oposto a2' Pelo Teorema 3.2.7.1 existem triângulos aber-

tos UI'U2€U,tal que AÉ;Ulcal' BeU2'a2 e temos ainda UlnU2 :0

TEORES\4A 3.2.7.4 - Se UllU2€V e XeUlnU2' então existe um trian-
gulo aberto U0€1/, tal que XÉ;U0 e UOcUlnU2

DEMONSTRAÇÃO - Sejam r e s duas Tetas distintas por X. Sejam

:fr) : U:.r e l$') : U

l(S) : Ulns e l(s) : U2ns

U2nr

Pelo Teorema 3.2.7.2, 11(r)
mentos abertos.Pelo Teorema 2.7

S l 2l sao seg-

l (r) : l.Ír) .l$r) . l(s)

São ainda segmentos abertos. É claro que l(r) e l(S) estão con
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tidos em U. nUI

Sejam l(r) =IAIA2t e l(s) =IBIB2[' Sejam C e D pontos

tais que [AICBl] e [A2DB2] (Figura 3.2.7.1) e seja UO :ÃA2CD.

Fi.aura 3.2.7.1

2.1.S c 3.2.6.5. seflue fao.Imente quc2 3l l

tos cola

32 73dos Teoremas eimediataÉRAÇÃO consequencza rr

Dos Teoremas 3.2

XeU0 e UOcUlnU2

TEOREbIA 3.2.7.5 - A classe 1/ de todos os triângulos aber

tidos no plano ct constitui uma base de abertos para a

DEMONST

3 . 2 . 7 . 4

OBSERVAÇÕES - 1. Naturalmente, a topologia do plano a e a to

pologia obtida pela base V de todos os triângulos abertos con-
tidos em a

2. A topologia de cl induz uma topologia em cada Teta TCQ

É .fácil mostrar que essa topologia coincide com a topologia

definida no parágrafo 2.8 do Capítulo ll para a Teta r. Isto
é uma decorrência do Teorema 3.2.6.6 e do fato de que todo seg-

mento aberto ]ABt em uma Teta r pode ser considerado como par'
tP (-nmilm de r com alç,um triângulo aberto de a
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3. Todas as noções e resu]tados sobre es]

cos gerais valeta para o espaço topológico ci

4. Finalmente, o Teorema 3.2.7.3 nos diz

polõgico a satisfaz o Axioma de [lausdorff

Enunciareinos, a seguir, sem

jades topológic.as de um plano cl:

TEOREbIA 3.2.7.6 - Cada self\iplano alce ê U]TI conju

TEOREbIA 3.2.7.7 - Para qualquer gemi-plano ctl'a con\ orl-gem eln

r. temos a]ur :a]., onde Ol]. é o fecho de al' Segue-se deste teo-
rema que um semi-plano j.unto com sua origem é um conjunto fe-
chado cuja fronteira é r

TEOREMA 3.2.7.8 - Para qualquer triângulo at)eito AABC, o tri-

ângulo AABC é a fronteira de ÂABC, e ÃABC é o interno.r,no sen-

tido topológico, de AABCuÂABC.

toPoloF.jl)aços

10espaço0que

algumasdentonstraçao, proprie111;

abertonto ]

n

$3.2.8 - Espaço

Nosso conjunto de pontos, junto com os Axiomas 1.1 a 1.7

e o Axi.oma 1.8' que enunciaremos a seguir, forman\ a Geometria

Ordenada bidimensional. Para obter pelo menos uma Geojnetria

Ordenada tri.dimensional, devemos substituir o Axioma 1.8' pe-

lo Axioma 1.8, o que faren\os ainda neste parágrafo, mostrando,

também, as principais propriedades da incidência de Tetas e

planos

AXIOlvTA 1.8' - Todos os pontos estão em um mesmo plano

AXIObIA 1.8 - SE ABC é um plano, existe um ponto D que nao per

tence ao mesmo plano
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Daqui para a frente, neste parágrafo,assunlircmos o Axio
ma 1.8

TEOREMA 3.2.8.1 - Dado um conjunto finito de planos, existe u-
ma infinidade de pontos não pertenccnt.es a eles

DEblONSTRAÇÃO - Imediata

DEFINIÇÃO 3.2.8..2 - Sejam A, B, .C e D pontos distintos não co-

planares. Definimos o tetraedro AABCD como sendo o conjunto
de todos os pontos dos triângulos AABC, AABD, AACD e. ABCDuni-

do com os respectivos interiores. Então
AABCD = AABCuAABDuAACDuABCDuÂABCuÂABDuÀACDuÂ13CD

Figa r a 3.2.8.1

Os pontos A, B, C e D são chamados vê/L,ü,CM de AABCD; os seg-
mentos abertosIAB[,]AC[,]AD[,]BCt,]CDt eIBD[, a/LM,tM de

AABCD; os triângulos abertos ÂABC, ÂABD, ÂACD e ÃB(D, 6acu de
;,- ,qltnc onrJÁ,t,7Ó se não tiverem extremaAABCD . Dua s are s

dado s em comum .

DEFINIÇÃO 3.2.8.3 - Sejam A, B, C c D pontos distintos nao co
planares. O espaço ABCD é definido como sendo o conjunto de

nbtjdas unindo-se dois pontos quais-todos os pontos

quer de AABCD

tas S

das t] unin(Tetas as
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OBSERVAÇÃO - Decorre da definição acima que ABCD :}3ACD c to-

das as permutações entre os pontos A, 13, C e D produzem o incs-

mo espaço.

DEFINIÇÃO 3.2.8.4 - Um ponto X é interior a AABCD se existem

pontos b4, N em faces diferentes de AABCD ta] que [MXN]

TEOREMA 3.2.8.5t- Se o ponto X é interior a AABCD, então }iX

encontra o plano BCD em um ponto P interior a ABCD com [AXP]

DEMONSTRAÇÃO - Existem pontos bí, N em faces diferentes de AABCD

com [MXN]. Assim, pe]o menos um dos pontos b{ ou N esta em uma

face com vértice A, digamos, b'í eÂABC. Segue-se que Ãbl ellcon-

tra Bê em V comi [AMV] e [BVC]. riã os seguintes casos

CASO 1 - Se N esta também em uma face com vórtice A, digamos,

Figura 3.2.8.2a

NÉ;ÂACD, então }iii encontra êB eln U com [ANU] e [DUC]. Então,pe-

la Definição 3.2.1.1 e Teorema 3.2.1.2, X é interior a AAVU e
obtemos um ponto P em ]VU[ com [AXP] e [VPU]. Con\o temos [BVC]
e UÉ[BC], PeÂBCD

CASO 2 - Se N não esta em uma face com vórtice A, então NÉ;ÂBCD.

Então hã um ponto UeEBC], ta] queEVNU](Teorema 3.2.1.4).No-
vamente pela Defina.ção 3.2.1.1 c Teorenta 3.2.1.2, concluímos
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Figura 3.2.8.2b

que XCÀAVU e }l{ encontra fÜ em P com [AXP] e [VPU]

TEOREMA 3.2.8.6 - Consideremos o tetraedro AABCD. Se P perten-

ce ã face ÃBCD e X é ta] que [AXP], então X é interior a AABCD.

DEMONSTRAÇÃO - Como peÂDBC, existem pontos V e U em lados di-

ferentes de ÂBCD com [VPU]. Como temos [AXP], segue-se que

xeÂAVU (Teorema 3.2.1.5). Assim, hã pontos Y e Z em lados di-

ferentes de ÃAVU com [YXZ] e+é claro,Y e Z estão em faces di-

ferentes de AABCD

TEOREMA 3.2.8.7 - Sejam P e Q pontos de AABCD e que estejam em

planos diferentes determinados pelas faces de AABCD. Se R ê

um ponto tal que rPRQt, então R é interior a AABCD.

DEMONSTRAÇÃO - Basta considerarmos o caso em que P esta em u'

ma aresta, digamos.,]ABt e Q na aresta oposta aIABt ouemu-

ma face. Se Q€1CDE, consideramos o triângulo APCD e as fór-

mulas EPXQ3 c rcQD3, donde concluir\os,de maneira análoga ã de-

monstração do teorema anterior,que X esta no interior de AABCll

Para o caso em que Q esta numa face, a demonstração é similar

TEOREMA 3.2.8.8 - Seja X um ponto interi.or a MBCD e Y em AABCD

ou no seu interior.Então il? encontra AABCD em dois pontos Q e R

com rQ){l;q. (Figura 3.2.8.3)
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DEMONSTRAÇÃO - É .claro que o pont.o Y não está em todas as fa

ces de AABCD. Suponha-se por exemplo que YÉÃBCDuBCD.

Figura 3.2.8.3

&

A, a asserção decorre do Teorclna 3.2.8.5

Se Y # A, então existem pontos bleÂBCD e NeABCDuÂBCD com

[AXM] eEAYN](Teoremas 3.2.8.5 e 3.2.1.2). Portanto, iitiq en-

contra ABCD em dois pontos U e V com [VMU] e N : U ou V) ou

[VNU](Teoremas 3.2.2.10 e 3.2.1.4). Assim, X é interior e Y

interior ou sobre AAVU (Teorema 3.2.1.5). Segue-se que XY en-

contra AAVU eln dois pontos Q e R com [QXRle)é claro,que Q e R
estão em AABCD(Teoremas 3.2.2.10 e 3.2.1.4)

TEOREMA 3.2.8.9 - Se M e N são pontos pertencentes a diferen-

tes faces de AABCD, O é um ponto ta] que [MNO], e P Õ um pol\'

to em qualquer face de AABCD; então a Teta Õ$ encontra AABCD

em um ponto Q, Q # P

DEMONSTRAÇÃO - Consideremos os seguintes casos
Mqualface pelaP mesmaestes a naSuponhamosCASO l que(

Se
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tence e seja X um ponto ainda da mesma face cona [blPX]. Então,
Õi5 encontra $it em Y.com [NYX], e assim Y é interior a AABCD.

A Teta F? = FÕ encontra AABCD novamente em Qspelo teorema an'

tenor. Se P e N estão em uma mesma face, a demonstração c a'

nãloga

CASO 2 - Suponh.amos agora que P pertença a uma face, d.igamos

ABCD, tal que não contenha bl nem N. Então, as Tetas 31ii4 e 3iR

encontram lados de ABCDldigamos em.X c Y, com [AblX] e [ANY]

Seja Z um ponto com [XZY]. Então, ou a Teta éiZ encontra AAXY

em W comEWZO] ouEZwol; ou O esta en' f?(Definição 3.2.2.1 e

Teorema 3.2.2.2). É claro queEZOW] é impossível. SeEZWO] ou

[lVZO], temos o caso l anterior, pois P está na mesma face que
Z. Finalmente, se O está na Teta f? e P esta no triângulo ABCD

n + arx'y' r:\rüq c3 t- T ] ] r ] :] l

)

TEOREMA 3.2.8.10 - Se o ponto O esta no espaço ABCD e p emun\a

face de AABCD, então Õ$ encontra AABCD novamente em un\ ponto

distinto de P

DEMONSTRAÇÃO - Pela Definição 3.2.8.3, existem pontos bl e N em

AABCD com OCMã. Se M e N estão em faces diferentes de AABCD,a

asserção decorre dos Teoremas 3.2.8.8 e 3.2.8.9. Se tivermos
[MON] con\ M e N em faces distintas, a asserção decorre dosTeo-

remas 3.2.8.7 e 3.2.8.8. Nos casos restantes, a demonstração

é análoga ã demonstração do Teorema 3.2.8.7

TEOREbIA 3.2.8.11 - Se E e F são pontos distintos no espaço ABCD,

então todos os pontos de Ê?i estão em ABCD

ConA/UCDeme ste ] amFESuponhamos naoe r

DEMONSTRAÇÃO que
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sideremos uln ponto P em uma face de AABCD e não pertencente a

Êt. Então, FÉ e FF encontram AABCD nos pontos Q e R de AABCD,

ambos distintos de P. E, portanto, P, Q e R não são colinea-

res. Assim, Ê7 esta contida no plano PQR. Segue-se então, que

qualquer ponto X esta eln uma Teta obtida, ttnl.ndo'se dois l)on'
tos Y e Z do triângulo APQR, e, como P, O e R estão no tetra-

edro ÂA13CD, segue-se que Y e Z estão cn\ AABCT) ou ]lo seu intc-

riolr. Logo Y2 encontra AABC!) em dois pontos L e }{. Mas X esta
eln Í:iã, e, portanto no espaço ABCD

TEOREMA 3.2.8.12 - Se E, F, G e H são pontos distintos -- nao

coplanares -- do espaço ABCD, então o espaço EFGll é idêntico ao

espaço ABCD.

DEI.loNSTRAÇAO - É claro que o ponto E não esta em todos os pla-

nos determinados pelas faces de AABCD. Suponhamos que E nao

esteja no plano BCD. Pela Definição 3.2.8.3 e Teorema 3.2.8.11,

concluímos que todos os pontos das. arestas de AEBCD estão no

espaço ABCD, e, portanto, todos os pontos das faces de AEBCI)

também estão no espaço ABCD e, consequentemente, todos os pon-

tos do espaço EBCD estão no espaço ABCD

Mostraremos a seguir que todos os pontos do espaço ABCD estão noes

paço EBCD. Para tal, seja X um ponto dc ÃB(D. Então ÍiX encontra AABCD ]lo-

vamente em Y, onde Y esta, digamos, em AACD ou no seu interior.

Se [XEY], então E é interior a AABCD e,assimlÂÊ encontra

o interior de ABCD.

Se E = Y] então E = A ou ÂÊ encontra [CD]
Z[CD] comeinencontraY A; otl[EXY]Se então, ou
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[AYZl; e. então, Ãt encontra ]EZ[ em um ponto de AECD ou do
seu intet'ior. E, assim, A esta em uma Teta determinada por um

ponto de ÃBCD e um ponto de AECD ou ÂECD

AXIObIA l.g - Todos os pontos estão num mesmo espaço'

Nosso conjunto de pontos, junto com os Axiomas 1.1 a 1.9,

formam a Geometria Ordenada (sem o Axioma de Continuidade) tri-

dimens tonal

Uma decorrência do axioma acima)é o segu

TEOREMA 3.2.8.13 - Dois planos que se encontram em um ponto,
tro Ponto (distinto) , e assim a.i.n-tornam- s e a encontra

tersecção é uma Teta

DEMONSTRAÇÃO - Seja P o ponto comum e a e B os planos. Sejam

A, .B e C pontos em clttal que P seja interior a AABC. Sejam,
também, D e P pontos em B)tal que D, P e Q formem um triangu-

lo (Figura 3.2.8.4) . Se D ou Q está em a, então a e 13 tên\ dois

teoremaiate

em our

Figura 3.2

pontos em comum. Se nao, a Teta fã encontra o tctracdro AABCD

em um ponto R distinto de P; e a Teta bÊ, contida ein í3, encon-

tra o triângulo AABC em un\ ponto comum a a e a B.

OBTER\RAÇÃO - Às vezes chan\cremos os Axiomas 1.1 a 1.9 de A-
xiomas de ordem O
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CAPÍTULO IV

APLICAÇOES

Aplicaremos, neste capítulo, o que foi estudado na Axio

mítica 1. Trataremos de apresentar teoremas clássicos na li-
teratura matemática: O Teorema de Sylvestcr\'/ e o Teorema de

Jordan(8)

Em relação ao primeiro teorema, observamos que apenas os
Axiomas 1.1 a 1.7 e os teoremas decorrentes são suficientes pa

ra tratar eficazmente da Conjectura de Sylvester (problema que

manteve os matemáticos de todo o mundo eln desconcerto durante

quarenta anos) Hoje, vê-se de maneira clara que esse proble

ma de colinearidade pertence à Geometria Ordenada

(7) Jades J.Sylvester propôs seu problema no final do século passado em
''Mathematical Questions and Solutions from the Educational Timess
59 (1893), p. 98 (Pergunta 11.8Sly'. Nem Sylvelter e nenhum de seus
contemporâneos conseguiram dar uma demonstração satisfatoria na e-
poca. Uma primeira solução foi dada por T.Gallai em 1933, poren}, com
um argumento bastante complicado. L. M. Kelly, em ''Amcrican }lathenla-
tical Society, 55 (1948), p. 28'' deu uma outra demonstração apoian'
do-se no conceito de distancia

(8) Camile Jordan em 1877 deu uma primeira demonstração do resLtltado
que ficou conhecido como Teorema de Jordan; ''Uma curva fechada
do IRZ, sem auto-intersecçoes, separa o piano em exatamente duascont
parentes conexas E e 1., e.o se.u traço e a fronteira de E e I''. No
entanto, tal demonstração nao era satisfatória; alõnl de algumas im-
perfeiçoes, admitiu em sua prova o teorema verdadeiro no caso de a
curva ser umâ poligonal. A primeira prova convi.nconte foi dada por
O.Veblen cm 1905, em ''Theory of plane curves in non metrical analy:
sis situs'', Transactions A.M.S, 6 (1905), pp. 83-98. Este teorema e
de importância para a topologia e muitas outras provas foram feitas
po s t e i' forme nte

-01-
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Quanto ao segundo teorema, o instrumental necessário pa-

ra trata-.a,o,também consiste dos Axiomas 1.1 a 1.7 e dos teo-
remas decorrentes. Além desses resultados, um estudo mai.s de-

talhado envol\lendo po]igonais -- accssibi].idade de pontos, re-

giões, fronteira e separação -- seta necessário. Isso seta fei-
to neste capl'tulo. Cumpre ressaltar que não faremos uso do A-

xioma da Contin\lidado e nem do Axioma das Parelelas. Assim,

tais teoremas valem no contexto da Geometria Absoluta semo A-

xioma de Continuidade (por exemplo, na Geometria de- Euclides

e na Hiperbólica, sem o Axioma de Continuidade)

Teoricamente caberia que não nos restringl'ssen\os apenas

ã anã].ise das aplicações propostas do sistema em apreço. Não

obstante, pensamos que os tópicos escolhidos são suficientes

para mostar a força, o i.nteresse, e, mesmo, a beleza da teo-
ria. De modo quc optamos por não nos alongar em demasia

$h . 1 - 0 PROBLEMA DE SYLVESTER

A formulação que daremos aqui é devida a Motzkinkv;

TEOREbIA 4.1.1 - Dados n pontos não todos colineares, existe

pelo menos uma Teta que contém exatamente a dois deles

DEMONSTRAÇÃO - Consideremos o conjunto P ;ÍPI'P2'.'',Pn} dos

n pontos e, sem perda de generalidade, podemos supor qt-te PI'

P. e P, são não colineares (Figura 4.1.la). As Tetas que unem

pl aos demais pontos do conjunto P encontram a Teta Ííl;$S em

(9) T. Motzki-n,"Transactions of The American }lathcmatical Society'; 70
(1951), P. 452
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úão n\ais que n-l pontos. Seja QCIÍ;f3' distinto das interscc
ções acima. Segue-se, portanto, que PiÊPIQ para i:2,3,...,n

Figura 4.1.la Figura 4.1.lb

As Tetas detenninadas por pares de pontos P.i(j=1,2,. . . ,n) encontram\are-

onde P. :A: para a]gu'n j:1,2, . . . ,k. Consideremos o segmento aberto ]P.A[,

A:Aj-l ou Aj+l' Então,]PI.A.[nPiPj :Ç), Vi, Vj, i#j(i,j:1,2,...,n)
Por outro lado, o ponto A esta em uma das Tetas P]Pj e,

sem perda de generalidade,podemos supor AClfíiBS' Se P4 e PSsão

os únicos pontos de P em F.;lÊS (Figura 4.1.lb), nosso teorema
já esta demonstrado; caso contrário, hã pelo menos três pon'

tos P4' P5 e P6 na Teta fíi'FS e podemos supor P4É;EAP5] e P6É[AP5]

(posto que A decompõe a Teta em duas semi-Tetas opostas e un deles con-

tém pelo ]nenos dois ou três pontos P.i : esta escolha é sempre nossíve])

Afirlbamos que a Teta :FiFc não contém mais que dois pon-

tos de P. De fato, se a Teta :f?iS contiver mais um ponto de P

digamos P7, dois casos podem ocorrer

CASO [ - [P.P.7P.]

Aplicando o Axioma 1.7 e o Teorema 2.6.1.]8 ao trl-ângulo

APIPSA (Figura 4.1.lc) , vemos que a Teta fil;$7 encontra ]PIA[,
s 3n\ '] r- /xin + -r q. rl l r'= c) /n

ta Íil;Q em não mais de ";' + l pontos. Sejam eles AI''' ' ,Ak' kÉ «;: + 1)
\
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CASO 2 - [PIP5P7] ou [P5PIP7]

Novas\ente com base no triangulo AAPIP5' Axioma 1.7 e o

Fi.aura 4.1.1c

Teorema 2.6.18, deduzimos que a Teta F;$4 encontra ]APl[ (Fi-

guras 4.1.Id e 4.1.le). o. que novamente nos leva a uma contra-

dição.

Percebe-se, por conseguinte, que o problema de Syl\restar

constitui questão típica da Geometria Ordenada. Com seus re-

cursos, podemos demonstrar a conjectura de modo claro e rigo-
roso

S4.2 - O TEOREMA DE JORDAN

Para o quesesegue neste parágrafo, todas as considerações
serão feitas num certo plano a

$h.2.1 - Polígonos

DEFINIÇÃO 4.2.1.1 - 1)ada uma sequência finita dc pontos (AI'

A9,...,A.) (nz3) , onde três pontos consecutivos são não-coli-
neares (considerando-se tambÕln consecutivos An-l'An'Anal e An'

AI .A2) , cl\ama-se po,elZgc,Pto ao conjunto

[AIA2]uCA2A3]u.. ' uEAn-IAn]uEAnAl]
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Os pontos AI'A2'...,An são ditos vE/L,técM do polígono e os in-
terva[os abertos ]AI'A2t.]A2A3t,...,]An-IAn[,]AnAlt Eadoó do

polígono. Designamos tal poli'dono por AIAS'..An e, as vezes,

por p,q,...,etc

OBSERVAÇÃO - Decorre da definição acima que os polígonos

N. h. ...Nl l l
1 '2 'n

tacão circular de (1 2 . . . n)permue uma-- onde (ili2' . . in)
s ao ]. guaJ- s

DEFINIÇÃO 4.2.1.2 - Um polx'dono se diz simples, se a intersec-

ção de dois lados não consecutivos õ vazia

Sh.2.2 Acessibilidade de Pontos

DEFINIÇÃO 4.2.2.1 - Dado um polígono simples p :AI'..An (nz3),

um ponto P é aca IZveZ a um ponto Q relativamente a p se,e so-
mente se, existe uma poligonal q que une P e Q tal que

a)

b)

c)

d)

Se P é acessível a Q relativamente a p, escrevemos P E Q.

TEOREMA 4.2.2.2 - A relação de acessibilidade no conjunto a-p

õ uma relação de eqilivalência

DEMONSTRAÇÃO - Verifiquemos as seguintes propriedades

i) Propriedade reflexiva: Seja PGa-p. Consideremos duas
tn : e B dc orlecín 1), tal(l\tc anl)/ç5 c Bnpxç5gemi

P,Qgp : qnp - g.

Pep e Qgp , q np : {P}.

PÍlp e Qcp -: qnp ; {Q}.

p,Qcp ; qnp ; {p,Q}
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Seja X=lXI'...,Xs} o conjunto das intersecções de a com p in-
dexadas de tal forma que P sXI sX2É...gX . De Díodo análogo,
seja y = {YI'Y2,...,Yk} o conjunto das intersecções de É com

p, indexadas de tal maneira que P ÉYI gY2 $ ... $Yk

Tomemos D ta] que [PDXl]. Considcrelnos as )cta
= 1,2,...,n) e consideremos as intersecções de tais Tetas com

8. obtendo o conjuntoÍZI'Z2'...,Zm} de maneira que PsZlçZ2 É

g ... SZm' Seja E ta] que [PEZl], e. consideremos o segmento
[DE]. Afirmamos que [DE[np : @. De fato, se um ]ado de p in-

tercepta ]DE[, como não intercepeta [PD] e nem [PE], segue-se

que existe um verti.ce A., interior a APDE, e, portanto, ÍR.i in-
tercepta [PE] em X ta] que [PXE] (Teorema 3.2.1.2),o que con-

tradiz a construção fei.ta dos pontos Z.i ' Portanto, o polígono
APED é. tal que APEDnp = 0, donde P E P

ii) As propriedades simétrica e transitava são i.inediatas

TEOREMA 4.2.2.3 - Se P E C e C€1AJAi+l[, então P E Ai

DEMONSTRAÇÃO - Como P E C, existe uma poligonal q =PBIB2' .BTC

com qnp :lC}. Seja X =ÍXI'X2'...,Xs} o conjunto das intersec-
ções das Tetas zk (k:1,2,...,n e k#i) comIBTCEvde tal ma-

neira que C sXI sX2 É ... gXs sBT' Seja D,ta] queEC])Xl]. Afir-
mamos que ]AIDEnp : 0. Com efei,to, se um ]ado de p corta ]AJDt,

ent.ão tal lado tem um vértice Am interno a AAiDC e pol'tanto,
l m corta [DC] em X comECXD](Teorema 3.2.1.2), o que con-

tradiz a construção dos pontos Xi' Logo a polia.onal PBIB2'..BTDAi

intercepta ]) somente em Aj , donde se conc.lui que P E AI

TEOREMA 4.2.2.4 - Se P E Ai e CÉ;jAiAi+l[ , então P 11 C
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DEMONSTRAÇÃO - As Tetas }Ç:i.ii e 7Í?(i+l são distintas e enter.

captam-se. em A.i' Por outro lado, con\o I' E Aj ' existe uma po

li.gonal q = PBIB2'..BTAi' tal que qnp:IAi}. Seguem-se osse
guintes casos

CASO 1 - A semi-Teta ;Í;lÊr é interna ao ângulo Ai-IAiAi+l (Fi

aura 4.2.2.la). Seja {XI'X2'...,Xs} o conjunto das intersec

-+

a

i+l

Figura 4.2.2.la

ções de [AiBr] com êRk (k:1,2,....n) de ta] maneira que Ai É

s XISX2S... SXssBT' Seja D ta] queEAiDXl] e consideremos
o segmento [DC]. Natura]mente, ]AIDCnp :ÇÕ. Segue-se,então,que
[DCjnp = g (consequência do Teorema 3.2.1.2). Temos,portanto,

que P E C.

CASO 2 - A semi-Teta ]ÇÊr é interna ao ângulo Ai-IAiM, onde

ÃiM é a semi-Teta oposta a a(Figura 4.2.2.lb). Seja X ;lXI'
X2'...,Xs} o conjunto das intersecçõesEAiBrlnêÀk(k:1,2,...,

n) de maneira que AigXlsX2g.. . sXssBT' Seja D um ponto

tal que [AiDXl]. ]ndiquemos por y : {YI'Y2'...,Yk} o conjunto
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da s j nt prcn.-rR'-cY--- (se um lado de p está contido em ;*, con

Figura 4.2.2.lb

lideram-se somente os vértices), de maneira que Aj $Y. ÉY? É

ÉYk' Seja E ta] que [AiEYl]. Como DÉ;B2 e EÉ;B2' tem-se que
[DE[nEAiAi.l] : 0 e [DE[nEAiAi+l] : 0. Como consequência da

construção dos pontos De E temos pnFDA.i] =ÍAj} e pnIEA;] =tA; }

Pelo fato de p ser simples e do Teorema 3.2.1.2, segue-se que [DElnp

Consideremos, açor'a, o conjunto {Z.. ,Z.,....Z } das inter-

secções b*np (novamente, se algum lado de p estiver contido em

B*, consideram-se somente os vértices), ÊX:ni;'(j =1,2,...,n)

e êÂjng (j:1,2,...,n), de. maneira que.Ai ÉZI g... gZn'Tomemos

F tal que [AiFZl]. Do fato de pnEEAj.] ; {Aj.}, pnEAiF] : {Ai}
e p ser polz'dono simples, decorre pelo Teorema 3.2.1.2 que
[EFJnp = 0.

Resta mostrar que [FClnp : {C}. Para ta], notemos que

]AiFFnp ;ÇÕ, Fep e p é simples. Portanto, novalTtente pelo Teo-

rema 3.2.1.2 deduzimos que pnrFC] :0. Assim,[FClnp ;]C}
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Segue-se, portanto, que PBl}32'.'BFDEFCnp : {C},donde PEC.

CASO 3 - Brea*(Figura 4.2.2.lc). Seja X= (XIX2'...,X } ocon-

Figura 4.2.2.lc

junto das intersecções b*np, b*nBrAk,(k:1,2,...,n) e b*nCAk

(k=1,2,...,n), de maneira que AiÉXl$X2É... KXs' Tomemos E

tal queEAiEXl]. Temos queIAiEEnp :0,]BTAi.[np ;95, Egp e BreP.

Como p é simples, pel-o Teorema 3.2.1.2 [BTElnp : 0. DO mesmo

modo, conc]uÍmos que ]ECEnp ;el (basta agora considerar o tri

ângulo AAiCE). Temos,a.ssim, que PBIB2'. .BTECnp : {C} e,porta
to, P E C.

CASO 4 - .1tl;lBr Õ interna ao ângulo i.{AiN, ondeNCi;* (Figura 4.2.2.Id).

Seja X = {XI'...,Xs} o conjunto das intersecções eÂknIAiBr[
(k=1,2,...,n) de maneira que AisXis... sXs sBr' Seja D tal

que [AiDXl]. ]ndiquemos por y : {YI'Y2'...,Yml} o conjunto das

intersecções B*nbÂk(k=1,2,...,n) , B'np e B*nêÀk (k:1,2,...,n)

de malleira que Ai gYI ÉY2 $ ... ÉY.: sBT' Seja E ta] queEAiEYl]
Do fato dela.iDEnp: g, p ser simp]es,]A.iEEnp:: g, nfp, EÉp
e do Teorema 3.2.1.2, segue-se quc [DElnp ; 0. Do mesmo modo

-é- -+

n

)
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considerando o triângulo AA.iCE conc]uÍmos que ]ECEnp ; g,ouse

ja, PBIB2....BTDECnp : {C}, donde P E C.

Figura 4.2.2.Id

CASO 5 - BreB* (Figura .4.2.2.le). Seja X :tXI'X2'''',Xs} o con

Fi.gota 4.2.2.le

junto das intersecções êÂknIAiBrt (k:1,2,...,n) de maneira que

Ai SXI s... gXs gBT' Seja D tal que [AiDXll' Temos]CDEnp ; ç]
e,portanto, PBI'..BTCnp :tC}, e, assim, P JZ C

CASO 6 - ]t;'Br e interna ao ângulo. Ai+IAiN.(Figura 4.2.2.1f)

Novamente, seja X = {XI....,Xs} o conj\mto das intcrsccçoes

tÀknjAiBr[(k:1,2,...,n) de maneira que AiSXI É''. sXs É Br
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Seja D caB [A.iDXl]. Segue-se por raciocíni.os anteriores que

PBI'..BTDCnp : {C} e assim P E C.

->

t
A í+lA

l

X BXA lD S r

Figura /}.2.2.1f

COROLÁRIO 4.2.2.4.1 - Se PÉp e Cep, então P E C.

DEMONSTRAÇÃO - É aplicação sucessiva c conveniente dos dois
teoremas precedentes

$h.2.3 - Intersecção de uma rata (semi-reta) genérica

com um polígono simples. Propriedades

DEFINIÇÃO 4.2.3.1 - Denomina-se 4e,ta geral/üca (respectivamente
óemZ-a.e,{a gana/üca) em relação ao polígono p a uma Teta (respectivamente

selni-Teta) que não passa por nenhum de seus vértices

TEORENTA 4.2.3.2 - Se P é um ponto qualquer que não seja vér-

tice de um poli'gono simples p, então existe uma Teta genérica

r que passa por P

l)EMONSTRAÇAO - Consideremos uma Teta s qualquer,tal que PÉs

E seja X : {XI'X2'...,X } o conjunto das intersecções $Âkns

(k:1,2....,n), de maneira que XI ÉX2 s..' SXn' Seja D, tal que
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ÍXiDXi+l] e consideremos a Teta biS = r. É clal'o que r i; gc-
p+ + . ,w n9

néri.ca em. relação a p

TEOREMA .4.2.3.3 - Uma Teta genérica r, relativa

no simples P, corta p num número par de pontos

DEMONSTRAÇÃO - Seja p =AIA2' ..An' Procederemos a prova por in
dução no nÍimero ,de lados de p.

Com efeito, para n :3 o resultado se segue do Teorema

3.2.2.2, que é, alias, a formulação original do Axioma de Pasch.

Para n =4, isto é, para o polígono p :AIA2A3A4' temos os
ca

um poli go

CASO [ - r intercepta o segmento aberto ]A4A2t. Neste caso,
pelo Teorema 3.2.2.2 anteriormente citado, r intercepta outro

lado de AAIA4A2 e AA4A3A2' donde, portanto, r intercepta p em

exatamente dois pontos

CASO 2 - rnp : 0 ou r intercept.a p não passando por ]A4A2t.No

valente, como consequência imediata do Teorema 3.2.2.2, dedu-

zimos que r intercepta p em zero ou dois pontos exatamente

Suponha-se agora que p :AIAS'..Anal (n+1>4) é um polígo-
no simples e r uma Teta genérica a p. Se considerarmos o po'

li'dono p' :AIA2'..An temos.um poli'gono de n lados, e é claro
que r e gcnerica a p'

Por hipótese da indução, r encontra p' em um número par

de pontos. Talreta r pode ou não interceptar o segmento aber-
to ]A A.[. Consideremos os seguintes casosn l

CASO l r n ] Anal [ 0 Neste caso, r encontra mais uma vez o
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AAhAn+tAn em ]AIAn+lt ou ]An+IAn[, de onde #.rnp é ainda pa

CASO 2 - rnIAnAl[ : @. É c]aro que, novamente sob a luz do Teo-ll .L

rema 3.2.2.2, a paridade é ainda preservada

TEOREMA 4.2.3.3 - Seja p um polígono simples e ãOt) um angu

lo tal que OBp e cujos lados são semi-Tetas genéricas de O relativas

a p. Então, o ângulo ãoB corta p num numero par de pontos

DEMONSTl\AÇAO - Procederemos pelo pri.ncz'pio da indução finita

aplicando-se sobre o número de ]-idos de p. Seja, então, n o nu-
mero de lados de p.

Inicialmente, demonstrarem\os a asserção para n :3. Então,

o polígono em p em questão é um triângulo AABC. Otlsewentos que
se ânp " r) e 8np : çõ, nada há a den\onstrar. Suponhamos,então,

que un\ dos lados de aÕR', digamos ;, intercepta A/\T}C em X. De-

notemos por a. a Teta determinada por a. Pelo Teorema 3.2.2.2,
advé)b que a Teta b encontra novamente o triângulo AABC em um

ponto Y, Y #X. Consideremos, então, os seguintes casos

CASO 1 - 0 ponto Y coincide com o vértice C. ,

Neste caso, para os pontos X, O e C é possível somente u-

ma das seguintes possibi]idades:EXOC],[XCO] outOXC] (Coro-

lário 2.3.5.1). Naturalmente, a : ÕÍ. Logo, [OXC] e [XCO] são

impossíveis pela hipótese. Temos então [XOC] (Figura 4.2.3.la)

r

Figura 4.2.3.la
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Afirmamos que b intercepta uln (e soincnte um) dos ]ados dc 6ABC.

Com efei.to, os pontos A, X, B e C determi.nam os tri,ângulos AAXC

e ABXC. A fÓrn\u]a [XOC] indica quc a Teta b, determinada por

t;, encontra o ]ado ]XC[ de tais triângulos no ponto O, de ma-

neira que, pelo Tcorcina 3.2.2.2, a rota b encontra novamente

os triângu[os citados em a]gum ]ado.distinto ]XCt. Este fato

e o Teorema 2.5.'3, nos perdi.tem concluir a afirmação do teo-
rema

CASO 2 - O ponto Y é distinto de C

Sem perda de generalidade, podemos supor que Y é um pon'
to pertencente ao ]ado ]BCt. Novamente, uma única das seguin-

tes possibilidades é verdadeira para os pontos X,OeY:EOXY],
[XOY] ou [XYO](Corolário 2.3.S.]). Ana]isenlo-]as

i) [OXY]

Se a gemi.-Teta b não cortar ncnhutl) lado de AAl\C, o tco-

ma jã está demonstrado. Suponha-se então que b intercepta p,

digamos em Z. Denotemos por b a Teta determinada por b. Apli-

cando, então, o Teorema 3.2.2.2, temos que a Teta b encontra

novamente o triângulo num ponto W, distinto de Z (Figura 4.2
3.lb). Como O é exterior a AABC, decorre do Corolário 2.3.5.1

Fif,ura /}.2.3.lb
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que as Únicas ordens possíveis pai'a O, D e E são [nDE] ou [DEO]
Notando-se que ÕB = B, temos que D,EÉ;b. Observando-se que uma

Teta não pode cortar os três lados de um triângulo (Teorema 2

5.3), fica demonstrado o teorema para o caso i)

ii.)[XOY](Fi.Bufa 4.2.3.]-c)

Consideremos os tri.ângulos ABXY e AAXY. Como no caso l,a

Figura 4.2.3.1c

teta b determinada por B, encontra novamente tais triângulos

em alguma-ado distinto delXY[, e,se]XYEnb =0.o teor'ema esta
provado. Na hipótese de bnlXY[ #O,ap]icando-se o Teorema 3.2.2

2, B devera cortar ]ACt ou ]YC[, de maneira que o teorema é
verdadeiro para este caso ii)

iii) [XYO] (Figura 4 . 2 . 3 . ]d)

Este caso é inteiramente análogo ã parte i)

Figura 4.2.3.Id
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Segue-se, portanto, que o teorema é verdadci.ro para n:3

Suponl\a'se agora, que a asserção seja válida para n (n>3)

e consideremos um polz'dono p :AIA2'''AnAn+l de n+l lados, e,
iÕS, um ângu]o ta] que Og]p e cujos ].idos são semi-Tetas gené-

ricas de O relativas a p. Sc os pontos An-l' An e AI não fo-

rem colineares e se OgIAnAlEt consideremos o poli'gono p' :AI
'A9'..A.. Sendo ; e B genéricas de O relativo's a p, também a
são em relação a p' . Pela hipótese da indução, aOb corta p' em

tln número par de pontos. Se á e $ não tiverem intersecção com

o triângulo AAnAn+IAI' o teorema jã está provado.Caso contrá-
rio, observando-se a asserção para n ;3 provado anteriomiente

concluímos ainda, que pn(aÕb) contém um número par de pontos
Por outro lado, se A ., A e A. forem colineares, basta con-' n-l n l

sideral o polígono AIA2'''An.l (Figura 4.2.3.le) e a demons-

f
r

f

/

l
/

l

Figura 4.2.3.le

ção e inteiramente análoga ao que foi discutido acima. Final-

mente,se O€1An-IAnEscontorna-se o problema escolhendo-se ou-
tros tre

dução

TEOREMA 4.2.3.4 - Se PEp e uma scmi-rota genérica de P corta

dahipóteseaplicarpontos consecutivos aparaS



97

p num numero par (respectivamente Ímpar) de pontos.o mesmo a-
contece coJn qualquer outra seini-Teta genérica de P

DEl*lONSTRAÇÃO - Ê consequência imediata do t
do Teorema 4.2.3.3

anterior ecorema

TEOREMA 4.2.3.5 - Se P E Q (P,QEp), [PQlnp : g e uma semi-ne-

ta genérica ; de origem P corta p n\lm nún\ero par de pontos

(respectivamente z'mpar), então, o mesmo acontece com qualquer
semi-Teta genérica de origem Q

DEMONSTRAÇÃO - Analiseíílos os seguintes casos

CASO 1 - PQ é Teta genérica. Se A é um ponto ta] que [APQ],en-

tão IPÂnPI é par, pois jsnpl e par (Teorema 4.2.3.4). Como

[PQJnp : 0, se X é um ponto tal que rpQxt, segue-se então que

jiÍ?npl é par, pois PQ sendo genérica, lpQnpl é par. Novamente,

pelo Teorema 4.2.3.4, Itnpl é par, onde :i é uma semi-Teta ge-
nérica qualquer de Q.

CASO 2 - PQ não é Teta genérica. Seja M ta] que rPUQI c r una

Teta por I'{ distinta de $Õ. Seja X : {XIX2'...,X} o conjunto

das intersecções ãÃinr (i:1,2,...,n), $Âinr (i;1,2,...,n) e

pnr (se r contiver algum lado de p consideram-se somente os

vértices). Temos M ; X4 para algum j. Consideremos agora L tal

queEMLXi+ll' Pela hipotese, temos queEPLlnp : 0 e como FL é
é genérica, qualquer semi-Teta genérica de L corta p num nu-
mero par de pontos (conseqiiência do caso anterior). Analoga-

mente, temos [LQlnp : ÇÕ e como Õt também é genérica, segue-se
l-F' 1 .+ '''l' .'e + . ""e + . l. /''\ /'..,..nvn+»\'-xv.ç

que Itnpl é par, se t é

te pelo caso anterior)

senil reuma (
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COROLÁRIO 4.2.3.5.1 - Se P E Q (P,Qgp) e unia scmi-rota 8cné-

ri.ca de P corta p num número par (respectivamente I'rapar) de

pontos, então uma semi-Teta gene;rica de Q também corta p num

número par (respectivamente Ímpar) de pontos

DEblONSTRAÇAO - Basta observar que se P E Q, então existe uma

poligonal PPI'..PnQqtal que PPI'..PnQnp 'g,e,portanto, [PPllnp :

: 0,[PIP2]np :0,...,[PnQJnp :0 e ap]icar o teorema anterior

$h.2.h - 0 Teorema de Jordan

TEOREbIA 4.2.4.1 - Um polz'gono simples p :A.LA2'..An (n23) se
para o plano a em duas regiões

DEMONSTRAÇÃO ' Seja X ta] que [AiXAi+l] Por X passa uma Teta
r genérica que corta p num número s par de pontos XI'X?,

,X de manei.ra que XI $X2 s'.. gXs' Consideremos P eQtaisque

[PXIX2] e EXIQX21

Definamos os seguintes conjuntos

{xÉ;cl-P IX E P}

{xea-plX E Q}

Verifiquemos que p separa cl em E e l

1) E # 0

De fato, como P E P, segue-sc que PGE

2) 1 : 0.

De fato, Q E Q, segue-se que Qç;l

3) a = luEup
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Seja YÉ;cx-p. Uma semi-Teta genérica de Y corta p num nu
mero k dc pontos que pode ser par ou ímpar. Consideremos en
tao os casos

caso 1 - k é par

Pelo Corolário 4.2.2.4.1 sabem\os que Y E X] ' Portanto,e-

xiste uma polinomial YBIB2' ..BTXI tal que YBI'''BTXlnp : {Xl}

Seja S :lSI'S2'''' ,Sm} o conjunto das interesecçõesIBTXI.[nPÁk

Figura 4.2.4.1

(k:1,2,...,n) de maneira que XI ÉSI g

que [SIDXl]. É claro que

l J
É S $ Bni r Seja D, tal

[PXllnP : {Xl} '

[DX:].P : {Xl}

ato, sc algum segmento [AkAk.tl]
ossibilidades: ou tal scginento

tece Ak+l interno a APDXI

Se [AkAk+]] passar T)or X] segue-se que [AkAk+l]:EAiAi+]]
(pois é simples). Logo [AiAi+l]nEPD] : {L} com [PLD]. Como uma

Afirmamos que [PD] np : 0. Dc f

de p cortar [PD], se hã duas p
   
passa por XI ' ou tclll algum\ ve]



100

gemi-Teta genérica de Y corta p num numero par de polltosctelnos

YB....B,Dnp : 0, o mesn\o acontece com qualquer senti-Teta ge-
nérica de D. A semi-Teta ii} é genérica de D, portanto IÜ$npl

é par. Por outro lado, a gemi-Teta ] contida em iif de ori.gem

P e que não contém D, é-genérica de P e, portanto, corta p
também num número par de pontos. Como [PI)]np : {L}, segue-se que

lii$npl = janpl + lEPDlnpl : número x'mpar, o que..é uma contradi-

ção. Portanto, devemos ter [AiAi+l]n.[PD] : 0.

Se Ak.bl é interno a APXID, então FÃk+l corta [DXl] em S
com [DSXl] o que é uma contradição com a maneira com que fo-

ram construí'dos os pontos Sj ' Segue-se, portant.o -- mais unem \rcz
que [PDJnp : 0.

Temos, assim, que YBI
onde, YÉ;luEup

BTDPnp e, portanto , Y z P; de

Resta examinar a hipótese em que IE;'?]. :Ftl' Nesse caso,

não podemos terEPXIBr], pois a semi-retalr l corta ]) em XI e
e, portanto, num número x'mpar de pontos, o que é uma contra-

di.ção, pois como Y 2 BT' qualquer gemi-Teta genérica por B,de"
veria cortar p em um.número parde pontos. Logo temos [PDlnp;©

e YBI'..BTDPnp ; 0, e, assim,Y E p, donde YG luEup

Portanto, a : luEup.

CASO 2 - k é Ímpar

Nesse caso, como YEX., pode-se dcntonstrar -- dc maneirit
análoga ao caso anterior -- que Y E Q, donde temos YGI. Segue-

se, portanto , q\tc cx : luEup

4) InE = 0. De fato, se ZGlnE, segue-se que Z EP c Z 11 Q
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De Z E P, vem que uma semi-Teta genérica dc Z corta p em uln

número par de pontos. E de Z E Q, decorre que uma semi-Teta ge-

nérica de z corta p em um número z'rapar de pontos, o quem u-
m8 rnntr:idjr-;nUAb-u v

5) Inp = 0 e Enp = 0. Decorre da definição de E c T

6) VYÉ;E, VZCI e para qualquer poligonal qz

De fato, se q$np : g, então Y E Z. Como uma sen\i-reta generx-

ca de Y corta p em um número par de pontos, o mesmo acontece

com uma semi-Teta genérica de Z. l.las isso contradiz o fato de

que ZGI, pois uma senil-Teta genérica de Z col't.a p em um nÚ

ro ímpar de pontos. Segue-se, então, que pnqY # 0'

COROLÁRIO 4.2.4.1.1 - O conjunto quociente ct-p/P tem apenas

dois elementos l e E.

DEMONSTRAÇÃO - É consequência imediata do teorema anterior

DEFINIÇÃO 4.2.4.2 - O conjunto l obtido dos teoremas anterio
res se chama .érre/ü.oa. de p e E exZe/üox de p

Novamente, da exposição anterior, percebe-se a grande for-
ça da Axiomática l e a relevância da Geometria de Ordem. Vá-

rios conceitos geométricos usuais dependem, na realidade,ape-

nas das propriedades de ordem e, por conseguinte, constituem-se

teoremas da geometria em apreço



CAPITULO V

ALGUNS RESULTADOS METAGEOF4ÉTRICOS

$5. 1 - O AX IOMA DE CONT INU l DADE

Para introduzir o Axioma de Continuidade (que denotare-

mos por Axioma K) , hã vários possíveis caminhos a seguir: um

deles se deve a Cantor e \\reierstrass, com um axioma que afir-

ma que toda seqüência monótona limitada tem um limite. Uma ou-

tra, apresentada por Dedekind, obtém un\ ponto arbãtrãrio de la-

ma Teta como ori.gem comum de duas gemi-Tetas opostas. Empre

gareinos,aqui, a formulação devida a Dedekind, que é de apli-

cação mais simples

AXIOMA K (Dedekind) - Para cada divisão de todos os pontos de
uma Teta em dois conjuntos não vazios, tal que nenhum ponto de

um esteja entre dois do outro, existe um ponto de um dos con-

juntos que esta entre todo ponto desse conjunto (excito de pró-

prio) e todo ponto do outro

OBSERVAÇÃO - Este axioma possui várias formulações equivalen-
tes. Em vez de ''pontos de uma Teta'', poderÍalnosconsiderar ''pon'

tos de uma semi-rota'', ''pontos dc um segmento aberto'', ''pon'
tos de um segmento fechado''. Há,. ainda, varias outras formu-

lações, como a quc Veblen clnprcgou no seu famoso artigo dc

1904 ([19]), p. 346), que hoje é conhecida como a ''Propricda-
102
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de de fleine-BoTeI''. naTeIRos, a seguir, uma outra versão (l:ar-

der [8], p. 299), que'necessitarelnos no próximo parfígrafo

TEOREMA 5.1.1 - Para cada divisão de todas as semi-Tetas in-

teriores a um ângulo em dois conjuntos não vazios, tal que ne-

nhuma semi-Teta de um esteja entre duas do outro, há uma semi-

reta de um dos conjuntos que está entre toda semi-Teta desse

conjunto (exceto ela própria) e toda seini-Teta do outro conjunto.

DEMONSTRAÇÃO (em resumo) - Sejam A e B dois pontos sobre la-
dos di.ferentes do ângu]o em questão (Figura 5.]..1). Pelo Teo

rema 3.2.5.8, cada selni-Teta interna ao ângulo encontra o seg

mento aberto ]AB[. Logo, as semi-Tetas internas ao ângulo de-

terminam uma divisão nos..pontos de ]AB[ em dois conjuntos nao

vazios, tal que nenhum ponto de uil\ esteja entre dois do outrcl

Aplicando a versão para ''segmentos abertos'' do Axioma K, ob-

temos um ponto L em um dos conjuntos de antes tal que, L es-

ta entre todo ponto deste (exceto do próprio) e todo ponto do

outro. Segue-se, assim, que 61t tem as propriedades requeridas
do teorema

TFnRFNIA S.1.2 - O conjunto dos pontos de uma Teta orientada
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(r.s) satisfaz o Axioma do Supremo

DEMONSTRAÇÃO (em resumo) - De fato, seja Acr. AH0, tal que A

seja limitado superiormente. isto é. existe um ponto P de r

tal que A gP, para todo A de A. Consideremos então o conjunto

B de todos os pontos de r pertencentes a A e dos pontos que

são precedidos por algum ponto de A, e seja C os demais pon-
tos de r. Então 13 e C são não vazios e cada ponto de r esta

em 13 0u C. Pelo Teorema 2.11.3 e Axioma K, existe um ponto D,

com )('gD e D sY para cada ponto XeB e YGC. Em vista do Teore-

ma 2.S.l, é claro que D é o supremo de 13 e portanto de A

$5 .2 - PARALEL l SMO

Os matemáticos Gauss, Bolyai e Lobachevsky,desenvolveram,

independentemente. a ideia de definir duas semi-Tetas parale-
las a unia Teta (em sentidos opostos) que passam por um ]l\esmo

ponto. I'lostraremos, a seguir, alguns resultados acerca de se-
mi-Tetas paralelas por um mesmo ponto a uma Teta, culminando

com um resultado que afirma que dada uma Teta e uln ponto a e-

la não pertencente, e.Riste pelo menos uma Teta que passa por

esse ponto e paralela ã Teta dada (no plano determinado por

eles)

estabelecem uma separação entre

a) o conjunto de todas as gemi-Tetas com origem em A e

e que cllcoi\trem r; e

   
TEOREbIA S . 2 . 1 - Sej am A um ponto e r uma Teta que nao passe

por A. Então hã somente duas semi-Tetas com origem comum A no

plano determinado por A e r, que não encontram a Teta r c que
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b) o conjunto das de
não encontram r

DEMONSTRAÇÃO - Sejam B e C dois pontos dista.ntos de
assim determinado o ângulo CAD, onde DÉ;Ã!* (Figura S.2.1). É

Ade (lueeorigemTetassenilmais

FicaT

Figura 5.2.1

Óbvio que hã semi-Tetas de origem A e que sejaJn interiores a CAD. Consi-

deremos então a divisão de todas as selni-Tetas de origem em A e interio-

res a CÂD em dois conjuntos, segundo encontrem ou nao a sen\x'

Teta êB+. É fãci.l mostrar que se E é um ponto tal que [BCE],

então Ãi! é interna a CAD e, se F é ta] quc [FBC], então AF* e
é interna a CÂD e não encontra ii:R*. Logo. os dois conjuntos

anteriormente mencionados não são vazios. E claro, também,que

nenhuma semi-Teta de um está entre duas do outro

Pelo Teorema 5.1.1, existe em um dos conjuntos uma semz'

Teta especial {, tal que s está entre toda semi-Teta desse col\-

junto (exceto ela própria) e toda semi-Teta do outro. Afirma-
: esta no conjunto das semi-Tetas que não encontram

C!+. De fato, se por absurdo temos {nCit =iG),o ponto G é tal

quc [BCG]. Tomemos aflora. un] ponto ]] con\ [CGll] (Axioma 1.2)
[CGll] e [BCH] nos dão [BCG] (Teorema 2.6.1), de maneira que
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Ãi5 é interna a CAD. Coiro temos [EGll], segue-se que s e Intcr

na EAH o que ê absurdo.Portanto { não encontra r

Invertendo-se os papéis de B e C, por um raciocãlnio anà

logo obtemos outra semi-Teta especial t, no semi-plano com o
rirem Â$, oposto ao semi-plano que contém {. Como a Teta r con-

siste das gemi-Tetas êÊ, dE* e do ponto C, temos encontrado

duas semi-Tetas ; e { que separam todas as semi-Tetas de ori-

gem em A e que encontram r das demais semi-Tetas com origem

em A e que não encontram r

DEFINIÇÃO 5.2.2 - Seguindo as notações do teorema anterior,as
duas semi-Tetas obtidas { e t com origem em A são denominadas

l)a,faze,eaó ã Teta r em dois sentidos: s õ paralela :] il$*c t pa'

ralela a CB (duas semi-Tetas têm o n\esmo sentido se estão con-
tidas em um mesmo semi-plano cuja origem contém as origens das

gemi-Tetas. Se o ponto A estiver em r, definimos as seml-Te-

tas paralelas a r com origem A, as duas semi-Tetas contidas
em r determinadas pelo ponto A). Indicaremos este fato por

g /7 C'ã* e 'i /7 CB.

TEOREbIA 5.2.3 - Com as notações e hipóteses do teorema ante-

rior, existe pelo menos.uma Teta no plano Ar que passa por A

e que não encontra r

DEMONSTRAÇÃO (em resumo) - Pelo teorema anterior existem se-
mi-Tetas 2 e { tais que s 27 êB* e { /7 êB. Afirmamos que ;*nr:0.

Dc fato, suponha'sc, por absurdo,quc :*nr XÇ5. E seja u uma ge-

mi-Teta interna a ÊAs* (Figura 5.2.2). Naturalmente, u encon-

tra r e g esta entre ÃB* e ii*. Assim 3*nr :g, o que é uma con-
a;r;'. p«. \riçtn dn Teorema 2.3.5. Logo, a Teta determinada

»

>

-+

tra
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+ 
por s n ao encontrar. 

+ 
t-----------===--J,1---=:::=------

+ 
u 

B 

Figura 5 . 2 .2 

§5.3 - OBTENÇAO DA GEOM ETR IA DE EUCLIDES 

e 

Com eçaremos este pariÍgr<1fo com um ;ixjorn J foncbmentnl, 

ind icaremos por Axioma P (Euclid es) : 

que 

AXI OMA P - Seja A um ponto q u J J quer e r um c1 rct n qu a J quer n 

qual A n ão pertence. Entã o por /\ p ass c1 n o méÍxjmo umc1 reta s 

(no plano Ar) que n ão encontra r . 

Quando as retas r e s são t a is que r = s ou r ns = 0, diremos que os 

retas r e s são paralelas , e indicaremo s es t e fato por r li s . 

Com b ase no s axiomas de ordem l.l - I. 9, J\xi omé1 K de con ­

tinu idade e Ax ioma P d as p ara l e l as prec edente , 6 po s s í ve l i n ­

troduzir a no ção de congruênci:i p or d e finiç ão . As s jm , ;:i po.rtjr 

d elas , toda s a s propos ições c ontj das , por exemp l o, cm [11] da 

Geom etria Euclidiana pod em ser mostradns sem a ncce ss icbde < e 

qu aisquer outra s suposições . t o que fnrcmo s n es t e p:,r:1 g r;1ro . 

§5.3. 1 - Homotetia e Transl ações 

TEOR E1J\ 5 . 3 . 1.1 - Se éJS r etc1s D7\, Í\I~ e Bê n i"ío p:1 ss:,m pcJ o p o n-
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to O e são paralelas ãs Tetas lira' , X'í$' e li'rê' respccti.vamcn

te, onde D' , A' , B' e C' estão em fiB, 6Â, 61 e Õê respectiva
mente, então êii /7 t''B'

DEMONSTRAÇÃO - Se BÉÕB, então aplicando o Teorema de Desar

gues(IQ)nos triângulos ÂDBA e AD'A'B' obtemos que 6B/Z iil' (Fi

Bufa S.3.1.la) e, se aplicarmos aos triângulos ADBC eÃD'B'C'

Figura 5.3.1.la

obteremos êB #' êTB' (os casos quando bB =ÃB ou bê são triviais)

Se BCÕ]5, seja E um ponto tal que E não pertença a Õi5 e

e nem a Õê, com a condição que ÂÊ /7 )il'íÊ' , onde E' é un\ ponto

de 6Ê (Figura S.3.1.lb). Se consideram'mos os triângulos CEDA e

Fi.gota 5.3.1.lb

AE'D'A' , novamente, pelo Teorema de Desargues, obtemos ÍÊ/7 mê'

(IO) -Uma demonstração deste conllecido teorema pode ser encontrado em [7],
P. 1 56.
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e ED // E'D' , e se considerarmos os triângulos AECD e AE'C'D'

obterclnos êi5 // ê"íB' ,. o que conclui nossa demonstração

COROLÁRIO 5.3.1.2 - Se D]5', AA', 13B' e êê' são paralelas e
$i5' ,:ÂIÂ , ÃÃ- #$Ê , bÊ' #êê' e bÂ, }iB e Êê são. paralelas a

ÍiíX' , ÂI'i'Ê' e Ei'?' respectivamente, então êÍ5 /7 ií'n'

DEMONSTRAÇÃO - 11 conseqi,iência imediata do teorema anterior

DEFINIÇÃO 5.3.1.3 - Se A' esta em ÕA+, a homaíe;CZa (O,AA') é uma

transformação um-a-um de pontos de uln plano ou espaço, em pon-

tos do mesmo plano ou espaço, em que o ''centro'' O corresponde

a si próprio; A corresponde a A' ; um ponto BÊf5Â corresponde a

B' em 6$.tal que 7tÊ /7 Xrl' e, se cc;éiR, com C #O,A, então C cor-

responde a C'GÕA tal que Bê /7 b"i'ê'

DEFINIÇÃO 5.3.1.4 - Se A #A' , a.{/mntó,lição ÃÀ' é uma transfor-

mação um-a-um de pontos de um plano ou espaço em pontos do mes-

mo plano ou espaço, na qual A corresponde a A' , uí!] ponto BÉÂÀ'
corresponde a B' tal que Ã.$ // ÂTB. e Á.À- /7 íiÊ' , e um ponto

CC;3iÂ' correspon.de a um ponto C' em ÃIÂ' tal qtlc $ê /g F:ê'

OBSERVAÇOES - 1. As correspondências acima estão ben\ defini-
das. Pelo Teorema 5.3.1.1 e seu Corolário S.3.1.2, tanto na

homotetia quanto na translação, o ponto C' depende sontente do
ponto C e portanto, independente de B.

2. Se A =A' , a ''translação'' ÃÂ' e

)

identidadea l CI ;

3.É fácil ver que tanto a homotetia quanto a translação,

transformam uma Teta (ou plano) eln uma Teta (ou plano) para-
lelo
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$5.3.z Uma Álgebra de Pontos

DEFINIÇÃO 5.3.2.1 - Seja O um ponto fixo e A e B pontos quais-

quer. Definimos o ponta.- (A+B)0 como sendo o ponto correspon'
dente a A pela translação ÕÊ. Quando não houver dúvidas sobre

oponto fixo, escreveremos apenas A+B (para designar (A+l\)0)

Tal ponto ê denominado ponto ''origem''

0 B

A+B Ã

Figura 5.3.2.1

TEOREMA S.3.2.2 Com as notações da definição anterior temos

a)

b)

c)

O ponto A+B está bem deferido e é Único
O+B = B+O ; B, para qualquer ponto B.
Dado A, existe um e somente \Jm ponto B tal que A+B
e esta em 6Â*

Se A+B = 0, então B+A = 0

Se A # 0, então A+A # 0

Se A+B = A, então B = 0

A+(B+C) : (A+B)+C, para quaisquer que sejam\ os pontos

B e C.

A+13 = 1\+A, (leais(luar (l\.ic sejam os contos /\ c 13.

RACHO - Provarcn\os apenas os Itens g) e h)

0

d)

e)

f)

g) A,

h)

DEb40NSI

PROVA DE g) Suponha'se que quaisquer três pontos de O, A, B



e C sejam não colineares. Sejam ainda E =A+B, F =B+C eG =A+F
Então ÕÂ // bÊ, ÕB /7 Âê, Fê /7 bõ, êõ /7 fiÊ, éiÂ /7 fê e fiõ /7 êÂ

(Figura 5.3.2.2a) e9 pelo Teorema dc Desargues,temos que6Ê /7 fi$

11 1

\

Figura 5.3.2.2a

e êê /7 Êi5. Assim,G =E+C. Se três pontos de O, A, B e C forem co
lineares, a prova ê trivial

PROVA DE h) - Se A e B não são colineares com O, o teorema é

trivial. Se A, B e O são colineares e A+B=C, então existem

pontos X e Y não pertencentes a é5Â com ÕÍ, 11Â e 11? paralelas

X

O A

Figura 5.3.2.2b

a B?, Yê e ÕÃ respectivamente (Definição 5.3.1.4) (Fig.S.3.2.2b)

Seja r uma Teta por A e paralela a OX. Então, r encon-
-<--} .+-+ --b-} <--+ «--}

tra XY, digamos ein Z e, ÀZ /7 BY e AX /7 YC, e os pontos X, Y,
<- -+ < - -}

Z e A, B, C estão en\ Tetas paralelas distintas. Assim,XB /7 ZC
..h-} .<.-.+ .+.-> .+-..+ .<--}

(I'eoreina de Desargues). Segue-se poi.s que ÕX ,7' Â.Z, XB /7ZC e XZ /7 0B

respectivamente, donde se conclui que B+A

-4- -+
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Acabamos de mostrar, por conseguinte, que a operação + de-

finida entre pontos do espaço satisfaz as propriedades asso-

ciativa, comutativa, existência de elemento neutro e de oposto.

Também, o conjunto dos pontos do espaço é fechado em relação

a operação citada. Com estes fatos, podemos enunci.ar o teore-
ma s eguinte

TEOREMA 5.3.?.3 - Os pontos do espaço com a oneraçao + da De-

finição 5.3.2.1 formam um grupo abeliano

TEOREMA 5.3.2.4 - Se A+B =C e O, A, B e C são colincares e Ãli,
-+-+ 'b-+ . .+-} -e-+

BY e CZ são paralelas, e X, Y e Z colineares CÕX #C)Á), então

X+Y :Z(Figuras 5.3.2.3a e 5.3.2.3b)

O A B

Figura 5.3.2.3a Figura 5.3.2.3b

DEI,IONSTRAÇAO - Sejam as paralelas a ÕÂ por X e Y interceptan-

do ê2 em M e L respectivamente. Então como A+B:C, temos Tã/z OX
-e--+ .-(--» .-h-+ .+-}

e como B+A =C, temos AL /7 0Y. Segue-se\portantos que 0A /7 YL,
.{
AX /7 LZ e AL /7 02 respectivamente, donde advéTn que X+Y ; Z

DEFINIÇÃO S.3.2.5 - Sejam O e U pontos distintos e A un\ ponto

de ÕÜ, distinto de O. Para um ponto X qualquer, definimos
(X.A)l o,u

como sendo o ponto correspondente a X pela homotetia (O,ÜÂ)
Como usualmente, mantemos O e U fixos; escreveremos X.A sim-
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plesmentc (para designa\r (X.A)lo,u), O ]lollto IJ Õ,'hs vezes, dc
nominado de ''ponto ctrúchde'' em éiÜ

OBSERVAÇÃO

qualquer e

Note-se que X.A É; definido quando X é uln ponto
esta em OU

TEORES\ÍA 5.3.2.6 - Com as notações da definição anterior temos

a) Se X e A são pontos tai.s que AÉ;ÕÜ, então X.A esta bem

definido e é único(conforme Definição 5.3.1.3 e Teo-

rema 5. 3 .1 . 1)

b) Se A esta em ÕÜ, então U.A = A.U = A

c) Dado A #O em OÊ, hã somente uln ponto X com
tal ponto esta em ÕÜ

d) Se X.A :U e, X e A estão ambos em ÕÜ, então A.X =U
e) Se X , U está em ÕÜ, então X.X * X

f) Se A está em 6Õ, então O.A

DEMONSTRAÇÃO - 1: recorrência ilncdiata díl Definição 5.3.2.5

TEOREMA 5.3.2.7 - Se A, B e C são ponto.s de ÕÊ, e X,Y e Zpon-

tos de ÕV (ÕV+ #ÕÜ), e üV+, 3iii, b? e ê7 são paralelos, então

(A.B)IO,U ;C implica (X.Y)IO,V =Z

DEblONSTRAÇAO - Como UV // BY e (A.B) to ,U = C, segue-se que {iÂ/7 ?ê

, ÕÜ), . Ü?, Â!

Figura 5.3.2.4

(Definição 5.3.1.3). Isto com Ât /r ê2 nos dã (X.Y)lo,v (Fi
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Bufa S. 3.2.4)

TEOREMA S.3.2.8 - Se B e C estão cm ÕU. então (A.B).C :A.(B.C)

DEMONSTRAÇÃO - Observentos, inicialmente, que A.B esta somente

definida quando B está em ÕÜ. e (A.B).C esta definida quando

C, e, portanto B.C, estão em 6Ü. Segue-se então que o teorema

é decorrência da Defi.nação 5.3.2.5 em ambos os casos: quando
A esta e quando A não está ein Õi)

Tl:Olil:MA 5.3.2.9 - Temos E.(A+B) ; ]:.A+]J.]3, qual)do A c 13,c,por-
tanto A+B , estão em 6Ü

DEMONSTRAÇÃO - Seja A+B =C, F..A =X' , E.B =Y' e E.C =Z'. Então,

se E não está em ÕÜ temos ÊÜ, Âii.' , $?' e ê2' paralelos e, por-
tal-tto, X'+Y' =Z'(Teorellla S.3.2.4). Se E estlí cm ÕÜ, então hã

pontos EI' x]' Y]' Z] colineares com O, e com fíB] , Ãl?l' ÊV'l e

ê211 paralelos e também }l?i' f?t' , {;;?' e !iiiZ' paralelos. e o

teorema decorre novamente do Teorclna 5.3.2.4

TEOREMA 5.3.2.10 -Temos(A+B).E ;A.E+B.E, quando E esta eméÜ.

DEMONSTRAÇÃO - Uma homotetia transforma Tetas paralelas em Te-
tas paralelas

Com as definições e teoremas deste parágrafo, mostramos

que o conjunto dos pontos de uma Teta ÕÜ, com asoperações ''+''

e ''.'' definidas formam um anel com di.visão(11). Os pontos O e
U fazem, respectivamente, o papel de O e l

(11) - Para as noções algébricas que aparecerem no texto, estaremos usan
do as notações, convenço;es, definições, etc. da obra [13].

n=
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$5.3.3 - Compatibilidade da Relação dc Precedência

coh as OperaçÕe.s ''+'' e '' .''

Para o que se segue neste parágrafo, consideremos ''É'' a

relação de precedência em ÕÜ, obtida em $2.11

TEOREbIA S.3.3.1 - Se A< B, então existe um ponto X em {OluOU

can A+X = B, e re ciprocainente

DEMONSTRAÇÃO - Existe um Único ponto X em OU tal que A+X =B e

é construz'da como segue: seja Z um ponto não pertencente a ÕÜ
tal que Á.Ê /7 !iP, Ã2 /7 .ÊP e 6Í /7 }P, Õ2 // Fi.. Se A < B, então

i) A está em {O]uOU e [OAB], ou

ii) [AOU] e B esta em {A)u.]rÕ, ou

iii) A :0 e B está em {OluOU

O X A B

Figura 5.3.3.la

A O B X

Figura 5.3.3.lb
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No caso i),bF e õ2 encontram-se digamos; em Q; então [OAB]

imp[ica sucessivamente EOZQ], rBPQt e [OXB]. Assi]n, X esta ein
{OluÕ$ =tOluÕIÃ=tOluÕi5. No caso ii), como O está eln {AJuÃii,

]AP[ e ]ZO[ encontram-se,num ponto R, e, en.tão, ]:ARP] nos dã

[AOX]. ]~]as temos [AOUJ; por.tanto, X esta em {O]u(5Ú. Finalmen-

te, no caso iii))A:0, B :X, portanto X esta em {OluOU. A re-
cx'proca é semelhante

TEOREMA S.3.3.2 - Se X esta em {OluOU, então O <X e recipro-
camente

DEMONSTRAÇÃO - Imediata

TEOREMA 5.3.3.3 - Se A <B, então A+Y <B+Y

DEblONSTRAÇÃO - Como A <B, hã um ponto X >0 com A+X :B (Teore-

ma S.3.3.1 e 5.3.3.2). Assim(A+Y)+X=(A+X)+Y=B+Y. Segue-se

deste modo, que A+Y < BtY

TEORES'íA 5 . 3 . 3 . 4 Se X > O e \' > O, então X.Y > 0

DEMONSTRAÇÃO - Sc X.Y =Z, então existem pontos P e Q tais que

O, P e Q são colineares e Ü$ /7 VQ e $! /g QZ respectivamente
Como Y>O. Y esta em {OluOU, assim Q esta em {OluÕ$ e Z em

{OluÕ!. Mas x >o, portanto Z esta em {OJuÕB

COROLÁRIO S.3.3.5 - Se X <0 e Y <0. então X.Y >0.

DEMONSTRAÇÃO - Decorre imediatamente do teorema antes'ior

Com o's resultados deste parágrafo concluímos que os pon'
tos da Teta 6ii formam um anel com divisão totalmente ordenado

e denso, com ''g'' compatível com as operações do mesmo
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$5.3.4 - Uma Base Suficiente para a

Gebmet r i a Euc l i d i ana

TEOREMA 5.3.4.1 - Com base nos axion\as até aqui vistos,de or

dem O, do Axioma K de continuidade e do Axioma P das parale-

las, podemos introduzir congruência por definição, e assim to-
dos os teoremas 'concernentes ã Geometria Euclidiana contidas,

por exemp]o em [11], podem ser demonstrados sem assumir quais-

quer outras suposzçoes

DEMONSTRAÇÃO (em resumo) - De fato, vimos no parágrafo $S.3.2

que, com base nos axiomas de ordem O e do Axioma P podemos de-
finir duas operações + e . entre pontos de uma Teta. bíostra-

mos no parágrafo seguinte ($S.3.3),que os pontos de uma Teta

com tais operações e em relação ã ordem É formam um anel com
divisão totalmente ordenado e denso R

Pelo parágrafo SS.l, R satisfaz ainda o Axioma K de con-

tinuidade, e como consequência, R é Arquimediano, donde se con-

clui que R contém um subcorpo isomorfo ordenadas\ente ao corpo

dos números racionais Q. Segue-se, portanto, que a operação '''''

definida elll R é comutativa, ou seja, (R, +, ', $) tem est

tuta de corpo ordenado totalmente denso

Dos Teoremas S.3.2.4 e S.3.2.7 concl-ul'mos que se R e R

são corpos determinados por duas Tetas âÜ e 6ii' quaisquer,en-

tão pode ser estabelecido um isontorfismo (de corpos) entre e-
les, de tal maneira que, se ACÕi], então A corresponde a um pon'

to A' em 6U' com IÃÃ' /7 ÜÜ'

na.-aT--n nnrt,.tn nil'- nq nnntns de uma Teta ÕÜ podem ser

TU

)B
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pensados como el-ementos de um certo corpo abstrato(R, +,.,É)

e reciprocamente. O elemento correspondente em R a um ponto

PeÕÜ será chamado de ''coordenada'' do ponto P na ''escala OU'' e
seta denotado pel-a letra minúscula correspondente p. Feitas es-

tas considerações, pode3nos introduzir o conceito de coordena-

das bã.sZccü de um ponto P qualquer\ consideralll-se três Tetas

lnév.é,eeg,éacÍaó concorrentes õt, Õ? e ÕZ no espaço, não coplana-

res, e três pontos Jaü.v,éZleg,Cada,6 distintos de O fixos nelas,di-

gamos UICÕ?l, U2€ÕY e U3CÕ2, como pontos unidade. Então, o pon'
to P determina (univocalnente) ti'Õs poíltos A, ]3 e C nas Tetas

oul' ÕU2 e ÕÜ3 respectiv.amente de tal maneira que
-+-» -+-+ -b-}
PC /7 plano OAB, PA // plano OYZ e PB /7 plano OXZ

Sejam a, b e c as coordenadas de A, B e C nas respectivas es-

calas ÕÜI, ÕU2 e 6Ü3' Então, as coordenadas do ponto P são de-
finidas como as componentes da terna ordenada (a,b,c) com re-

lação ao .6.ü,Caia p/üv,(l,eeg,alado de e,{xoó OÜI ' ÕÜ? e ÕÜI' Por outro
lado, é claro que se a, b e c são elementos arbitrários de R,

então existe um ponto do espaço cuja coordenada cm relação ao

eixo supracitado é (a,b,c)

Dessa maneira, define-se distância entre dois pontos PI

e P2 (dis(PI'P2)), de coordenadas (xl'yl'zl) e (x2'y2'z2) co-
mo sendo

(xl-x2)' ' (yl-y2y

Tal função esta bem definida, pois, se Y é um elemento de R e

Y >0, então podemos determinar um elemento X de R CQm Xz : Y
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Definimos em seguida o par de pontos (A,B) como sendo congru

ente ao par (C,D) se, e somente se, di
dicaren\os este fato por (A,B) = (C,D)

As considerações anteriores permitem demonstrar os se

guintes teoremas

1. Se ÃÊ é uma semi-Teta arbitrária, então ela contéll\ um

nn pn n'-,.+n r'' tnl nllp rA r) = rT) F) Rara atlajscluer pontos Dunic

e E.

D)dist (Cs t (A B) ine))

l

2. Se (A,B) = (C,D) e(C,D) =(E,F), então (A,B) :(E,F)

3. Se [ABC] e [DEF] e (IA,B) = (D,E) e (B,C) = (E,F) , en

tão (A,C) .= (D,F)

Introduziremos, agora, a noção de congruência entre ân

gulos. Para tal, sejam PI e P2 dois pontos (distintos) com co-

ordenadas correspondentes (xl'yl'zl) e (x2'y2'z2). Considere-
mos os seguintes elementos de R

x2'xl y2'yl z2'zl
u12 '12 '12

onde d12:dis(PllP2). Tais números são ditos números direcionais
da semi-Teta ÊÍi$9 (cf. Forder ([8]), p.200); pode-se demons-

trar que tal defina.ção independe da escolha do ponto P2' Con-

sideremos, então, ll'ml'nl e l2'm2'n2 os números direcionais

correspondentes às semi-Tetas iifl e FP2 (distintas e não-opos-

tas). Denotemos 1l'Ê2 +ml'm2 +nl'n2 por cos PIPP2 (natural-men-
te este ni.imero não precisa ser identificado no presente com a
-F..n,.;n tripnnnmãtrlra do ânç,\Jlo. mas, é fixo pelo ângulo. Fi
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nalmente, definimos PIPP2 :A PIP'l'2' se, e somente, se

COS P.PPo : COS P

Decorrem, as seguintes:propriedades

4. Se BAC é um ângulo, cujos lados não estão contidos em

uma mesma Teta, .e se A' e B' são dois pontos distintos, então
existem duas, e somente duas, semi-Tetas djsti.ntas, Ãi"ê' e

TT'ê'', tais que o ângulo B'A'C' é congruente ao ângulo BAC e,

o ângulo B'A'C'' é congruente ao ângulo BAC; além disso, se D'

é qualquer ponto na semi-Teta Ãíê' e D'' Õ qualquer ponto na

gemi-Teta Ã"i'e'', então o segmento [D'D''] corta a Teta determi-

nada por A' e B'

5. Cada ângullo é congruente a si próprio

6. Se dois lados e o ângulo determinado por eles, de um

triângulo, são congruentes respectivamente a dois lados e o

ângulo determinado por eles, de outro triângulo, então cada \m

dos ângulos remanescentes do primeiro triângulo é congruente aos

ângulos remanescentes correspondentes ao segulldo triângulo

As relações = e =.A acima definidas com as propriedades
1 - 6 são conhecidas como Relações de Congruências e consti-

tuem o terceiro grupo de axiomas (Axiomas de Congruência) em

[11] de D. ]]i]bert. Assim, todas as propriedades concernentes

ã congruência contidas em [11] podem ser mostradas em nossa
axiomática

Segue-se, também, que a Teoria das Áreas e Cona'-tições
([11], p. 60 a 71 e 99 a 101) podem ser também estabe]cci.das
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essencialmente em virtude da validade do Teorema dc Arquilnc

des

$5.h' - OBTENÇÃO DA GEOMETRIA HIPERBÓLICA

A Geometria l-hiperbólica deriva da Geometria Absolut:a
9 e o Axioma K -- adicionando-se o se-isto é , Axioma

guinte axioma

AXIOMA FI (HiperbÓl-ico) - Seja A um ponto qualquer e r Mina re

ta qualquer ã qual A não pertence. Então por A passam pelo me-

nos duas Tetas (no plano Ar) que não encontram r

Observemos que as Geometrias de Euclides e }liperbolica

diferem apenas na unicidade ou não da paralela por um ponto a

uma Teta- dada. O debate histórico sobre esta questão e t)esta\-

te conhecido: simplesmente não hã sentido em questionar qual das

duas geometrias é a mais verdadeira. bíesmo a questão sobre a
maior conveniência desta ou daquela geometria (por exeml)to,

para descrever o espaço astronómico) é difícil. Sob o ponto
de vista matemático, uma primeira questão que se coloca e so-
bre a consistência lógica da Geometria l-hiperbólica. Tal ques-

tão, também, oferece dificuldades imensas, pois dc acordo com

Gõdel, não existe demonstração i-nterna de consistência (vice

Capítulo 1, $1.2). Por conseguinte, o que se mostra e a con'
sistência relativa com a Geometria Euclidiana. Sobre esta Úl-

tima questão são muito familiares os modelos dc I'oincaré, }\el-

trami, etc. Não é do escol)o dcsti\ dissertação fazei' um trata

n\unto da Geometria llipcrbolica; o leitor poderá encontrar far
r ] n [61 da Bibliografia

ll l aS

to , emmateri al , excmOT10
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$5.5 - CATEGORICIDADE

A não categori.cidade da Geometria Absoluta (com ou sem

o Axi.oma de Continuidade) é bem conhecida. Jã o mesmo não se

dã com as Geometrias de Euclidcs e de Bolyai-Lobache\rsky. De
fato, a categoricidade da Geometria de Euclides decorre das ob-

servações feitas na demonstração do Teorema 5.3.4.1, do pará-

grafo precedente, notando-se que, essencialmente, o conjunto
dos pontos de uma Teta com as operações anteriormente descri-

tas, formam um corpo ordenado con\pleto. Em virtude da catego-

ricidade dos corpos ordenados completos\iz;, segue-se nosso re-

sultado. Sobre a categoricidade da Geometria de Bolyai -Loba-

chevsky, pode-se, por exemp]o, consu]tar [3]

$5.6 SOBRE A INDEPENDENCIA DOS AXIOMAS

O sistema de axiomas de Veblen se constituiu no primeiro

conjunto de axioilias para a Geometria de Eucli.des eln quc se pen-

de obter resultados significativos sobre a questão da indepen-

dência dos axiomas(13). Tais resultados são apresentados em

[19], de maneira que não os reproduzi.remos aqui. No artigo ci-

tado, mostra-se a independência dos oito primeiros axiomas (do

sistema de Veb[en apresentado em [19]) empregando-se mode]os

finitos. crise-se a discussão da independência do AxioJna de

Pasch-Peano empregando-se certos grupos de permutações. Jã pa-

(12) -Uma den\onstraçao da categoricidade dos corpos ordenados cotnpletos
pode ser encontrada em Cohen,L.W. & G.Ehrlich, The S,{Xuc,{tWLC oiÍ 4i/te

Recto AJ(uotbeA Syó,tem, D. Van Nostrand Company, 1963.
(13) -Cf. Archi-band,R.C. , A Sanlce},úeltrüa,C f{,ü,t04y oi5 ,t/te ÁntctZcait llat/te-

m(ctllca,C Soc,Ze,ty 7988-7938, Vol. 1, Ne\g York, A.M.S., 1938, p. 207
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ra a independência do Axioma de Continuidade, do Axioma das
Paralelas e do Axioma que caractere.za o espaço, são utiliza-

dos modelos familiares. No entanto, a independência dos oito

primeiros axiomas referidos anteriormente, se tomados no con-
texto global da axiomática, constitui,ainda,ao que nos cons-

ta, problema em aberto.

$5.7 GEOMETRIA ORDENADA n-D IMENSI 0NAL

Definiremos, agora, o eç;paço n'climcnsional por interlné

dio da indução matemática. Com efeito, o ''espaço bidimensio

nal (plano) AOAIA2'' e o ''espaço tridimensional AOAIA2A3'' fo
ram estudados em $3.2.2 e $3.2.8, respectivamente

Suponha-se, agora, que foi definido o espaço n'dimen

sional AOAIA2'.'An (n z2)..Para obtermos o espaço n+l-dimen
sional necessitaremos do seguinte axioma

''Se A.A....A. e um espaço n'dimensional, existe um ponto
V .L ii

A .. que não pertence ao mesmo espaço''n+l

Por uma questão de conveniência. chamelnos, por ora os

triângulos de ''simplexos de ordem 3, os tetraedros de''simple-
xos de ordem 4'', etc. Chameiltos, tambéll\, a região triangular

de interior do simplexo de ordem 3, a região tetraédrica de

interior do si.mplexo de ordem 4, etc

Posto isto, definimos o simplexo de ordem n +2, AOAI
A .. , como sendo a reunião dos seguintes conjuntosn+ l

n+2 pontos
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jn+21 segmentos abertos IAiAjE, i«j, Ogi<jsn+l;

jn+ZI interiores dos simplexos de ordem 3, AiAjAk' i<i«t,
0 si<j «ksn+l;

1:,iil interiores dos simplexos de ordem n+l, Aj A; ...A;
]-1 l 2 in+ ljn+l l '''''x xv- va uvu ux'''

O$il< . . . <in+lÉn+ l

O interior do simplexo de ordem n+2 acima definido,cons-
titui-se dos pontos que esta.o entre os pares de pontos perten-

centes a interiores de simplexos de ordem n+l distintos do
simplexc de ordem n+2

O espaço n+l-dimensional AOAI'' 'AnAn+l é, então,oconjun-
to de todos os pontos que são colineares com relação a pares

de pontos que estão no simplexo de ordem n+2 definido acima

Naturalmente, pode haver vários ''espaços'' n+l-dimensão
naus.

Se quisermos restringir a nossa geometria a n+l-dimensões,

adicionamos o seguinte ax toma

''Todos os pontos estão num mesmo espaço n+l-dilnensional



CONCLUSOES

Considerando o conjunto desta dissertação e o desenvol-
vimento dos seus diversos capítulos ' destacamos as seguintes

conclusões, que pensamos decorrerem da exposição feita

1. Em virtude dos estudos relativos ã Axiomática lgficou

evidente que a Geometria Ordenada pode ser tomada co-
mo fundamento comum das Geometrias Afim. e Absoluta

Com o que se realça -- também sob o ponto de vista dos
fundamentos -- a importância da Geometria Ordelaada

11. Realizamos, no Capítulo 111, um desenvolvimento rigo-
roso da Geometri.a de Ordem proposta por Vailati. Além

disso, foi vista, também,-- ao que nos consta, por pri-
meira vez a nz+vel de detalhe -- a equivalência das A-
xiomãticas l e l l

l l l As apli.cações feitas no Capítulo IV evidenciaram a

força da Geometria Ordenada. Com efeito,mostramos que
os Teoremas de Sylvester e Jorclan constituem-se em teo-

remas típicos da Geometria Ordenada. Estes teoremas

receberam formulações e demonstrações claras na axio-
mática apresentada e, além disso, tornou-se patente na

exposição, que tais problemas dependem somente da no-
125
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çao de ordem.

Salientou-se uma das grandes vantagens da axiomática

de Veblen: a siinpli-cidade de seu sisten\a. Nele,termos
como ''Teta'', ''plano'' e ''espaço'' puderam receber defi-

na.ções explícitas

Com cfeitp, por exenlp]o, l)ara a cdi.fã.cação (]a Geome-

tria de Euclides empregou-se uln conjunto minimal de

noções primitivas (apenas duas) e o número de axiomas

é reduzi.do a onze (jã, por exemplo, o sistclna de l-lil-

bert -- coIRo se sabe -- emprega ao total 5 noções pri-

mitivas e 21 axiomas)

lv

0

Tal conjunto de axi.ocas pern\itiu obter resultados sig

nificativos sobre a questão da independência dos axio

mas (Capa'tulo V) que se constitui em questão de impor

tânci a metamatemãtica

V. A apresentação da Geometria Ordenada de forma exaus

uva, didãtica, c sistclnãtica pcrlnitc evidctlciar o fa

to de que, realn\ente, a Geometria Euclidiana ou Hiper

bélica podem ser fundadas a partir da noção de ordem
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