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PREFÁCIO

0 método do referencial móvel, idealizado por

Elie Cartan no início deste século, tem se mostrado, des

de sua criação, um poderoso e eficaz instrumento na peso

lução de pr'oblemas da geometria riemanniana. 0 objetivo

da presente dissertação é chamar a atenção para o fato

de que ele pode ser aplicado com igual sucesso a proble-

mas da geometria conforme

Para tanto apresentamos alguns resultados obti

dos pelo próprio Cartan num artigo de 1917 (referência

[3] da bibe iografia), no qual são expostos os princípios

gera is do método e é estudado o ."problema da deformação

de hipersuperfTcies no espaço conforme''. Aqu i tratare-

mos, porém, apenas da parte relativa ãs hlpersuperf:Ícies

conformemente planas, que para Captar são aquelas que pg

dem ser obtidas por ''deformação'' das hjperesferas

Tivemos constantemente a preocupação em manter

a fidelidade ao artigo original. Contudo, isto nem sem-

pre foi possível, dev ído, em primeiro lugar, ã evolução
da própria geometria djfer'encial desde aquela época atê
os dias atua is, (em termos de l inguagem, fei'lamentas,

etc.) e, em seg-indo lugar, ao fato de que desejávamos i.!!
cluír no texto a discussão de vários tópicos relaciona-
dos com o ajunto principal mas que realmente não per'ten-

dam ao escopo de um trabalho específico e sumãrjo co-
mo[3]. Estes tõp ecos são mencionados abaixo na descai

ção d o c onteijdo de ca da ca pTtul o.



No cap:Ítulo lê apresentada a geometria confo!

medo IRn, n > 3, de umponto de vista algêbrjco. 0 de-
senvolvimento todo ê baseado na ideia das ''coordenadas

(n+2) - esféricas" (esta denominação ê a usada por Car-

tan; não demos nenhum nome especial a esta coordenadas

no texto) para representar as hiperesferas

a .(X{ + + Xz ) -2a : Xi 02a X
n n n+l

Através delas consegue-se uma I'epresentação do grupo co.D

forme em GL(n+2, IR) que fac iljta enormemente o seu estu

do e permitira .a introdução dos t'eferenciais conformes

no capitulo 2. Classicamente, o grupo conforme ê descai

to como sendo o grupo get'ado pelos movimentos r:ígldos,

homotetias e inversões pol'. h iperesferas. Um dos resulta-

dos do capitulo l(secção 1.4) õ que bastam as inver-

sões pa ra g e rã-lo todo

0 cap:itulo 2 esta destinado a fornecer o mate-

rial que será usado posteriormente no estudo das hiper..

superfícies conformemente planas. Inicialmente, porém,

ê fe ita uma "tradução" de toda a teoria do capítulo l p4

ra a esfera Sn, que será o modelo de espaço conforme ut.!
gizado dal em diante. Em seguida é introduzida a noção

de referencial conforme adaptado a uma subvarjedade de

S'' juntamente com as técn ices mais frequentes de sua ma-

nipulação, cada uma delas seguida de uma aplicação. Re}

saltamos os teoremas 2.4 e 2.5 que caracterizam hipersu-

perfTcies que diferem por uma tl'ansformação conforme do

espaço ambiente em termos de suas formas fundamentais



Os resultados sobre hipersuperflcjes conforme-

mente planas (c.p.) do espaço conforme de dimensão nl

que constituem a parte principal do trabalho, encontram-

se no cap'itulo 3. Excetuando-se o caso trivial n=3, onde

toda hipersuperflcie ê c.p., a aplicação da teoria desen-
volvida anteriormente conduz de forma natural ã separação

entren>5en=4. Para n>5,êobtjdanasecção 3.2

a caracterização usual em termos dos autovalores da 2a

forma fundamental(uma h ipersuperflcie é c.p. se e somen-

te se ê quase-umb:íl ica) e demonstra-se também um teorema

sobre folheações por(n-2) - esferas(secção 3.4). Pat''a

n = 4, apresentamos na secção 3.3 um interessante resulta

do de Cartan que caracteriza as hipersupet'f:ícles c.p. atrg.

vés da integrabiljdade formal de certas distribuições coD
plexas canonicamente definidas sobre elas.

São Pa ul o , 31 jul ho de 1 984

J OAO MEIDANIS



GEOFIETRIA CONFORME

l . ANTRO DUCAO

A geometria conforme ê o estudo das noções de-
rivadas da noção de ãngzzZo, ou seja, são aquelas noções

que são preservadas por toda aplicação que preserva ân-

gulos

Embora a noção de ângulo possa ser definida em

qualquer variedade riemanniana, nosso estudo neste pri-
meiro capitulo l imitar'-se-ã basicamente ao espaço eucli-
diano; pretendemos com isso fac imitar a introdução ao

assunto, obtendo uma base sólida para a seguir empre-

ender uma a bordagem mais geral

Iniciaremos, portanto, com o IRn . Por motivos

que se tornarão claros brevemente, estudar'emos apenas os
casos n>3. Dados dois vetores u,v € 1R'', ambos diferen-

tes do vedor nulo, o ângulo entre eles é definido como

sendo o real 0 tal qu e

cos 0 <u ,v>

l u ll . ll v ll

e 0<0<lr. Uma aplicação linear L:IRn-.- IRn ê confoz'me se

ela conserva o ângulo entre dois vetores qua isquer. Sabe
mos que L ê conforme se e somente se existe um real a >0

tal que

< L (u ) , L (v ) > a2 <U ,V> ( 1 )
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para u,v e IRn. Observe que uma apl icação l inear confor
me é necessariamente inversTvel. Outra maneira de escoe

ver(1) ê dizendo que existe a > 0 e um operador ortogo-
n al P d o IR'' t a { s que

aP ( 2 )

Desta maneira determinamos o grupo dos operada
res lineares conformes do IR'' e observamos que ele tem

uma dimensão a mais do que 0(n), o grupo ortogonal

Nosso próximo passo ser'ã estudar' as aplicações

diferenciáveis com relação a ângulos. Dada uma aplica-
ção diferenciãvel f: U -'- IRn , onde U é um aberto do IRn ,

diremos que f ê conroz'me se para todo x G U sua derivada

Df(x) ê conforme, ou seja, ê da forma(2)

Se n=1 toda apl icação djferenciãvel ê conforme

Se n=2 a teoria das funções anal:incas nos dã um grande

numero de exemplos de apl icações conformes, constituindo

um pseudo-grupo de dimensão infinita. Para n .1 3, conta.
do, a coisa muda de figura, pois Liouv ille demonstrou um

teorema que afirma que o grupo das transformações confo!

mes do IRn tem dimensão finita, igual a ;(n+l)(n+2). No
capitulo 2 apresentamos uma demonstração deste teorema

Neste capitulo vamos estudar as tra.nsformações confor'mes

de um ponto de vista bastante interessante, desenvolvido

em Cartan [4]. Voltamos a repetir: supomos sempre n.!3

2. TRANSFORMAÇÕES CONFORMES

Sabia-se, desde Liouville, que as transforma
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ções conformes, além de preservar ângulos, preservam taD

bém a famTlja das hjperesferas e h iperplanos do Irai. Qual.

quer elemento desta famll ia pode ser repr'esentado por

uma equação da forma

2

a .(X: +
2

+ Xn)-2aiX l
2a 0n+l

( 3 )

para certas constantes ao' ai'..., an+], não todas nu-
las, que podem ser consideradas como coordenadas(homogê

neas.) deste e nte geométri c o.

Exempl os

1) A esfera Sn'l pode ser representada pela(n+2)-pla
(1,0,0,. .., 1/2), que coi'responde ã equação

Y .L .b Y
'' l ' ' ' ' ' '' n

22

2 ) Ao hi perpl a no

X

corresponde o vetou de coordenadas(0,1,0,
entre outros

l

o ) ,

3 ) Ao vetou de coordenada s (1 ,0 ,

equação

0 ) corre s ponde a

2 2

X:+ Xz +
2

+ x
n

que geometricamente representa apenas um ponto
gem.

a ori
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4) Ao ve tor de c lorde na da s (1 ,0,0,
a equ açao

2 2
x. + x. +

que geometricamente não representa ponto algum, pelo

menos enquanto considerarmos pontos com coordenadas

reais apenas. Diremos que estas coordenadas são de

uma hiperesfera {magd:ncz2'ia

, -l ) corre s po nd e

5) Ao vetou de coordenadas(0,0, ..., 0,1) corresponde a
equação

que ê impossTve], mesmo em coordenadas complexas. DI
remos que estas coordenadas t'epresentam o ponto zzo iiZ

J:'Imita (n) do IR''

Como vemos, a equação(3) representa h iperesfg

ras, hiperplanos, pontos (rea ís ou ideais) e h iperesfe-
ras {mag inãrias. Não é difícil perceber que tudo depen-

de da forma quadr'ãtíca

2 2 2

ai + a2 + ... + an + 2ao an+l

da segue nte manei ra

(4)

i) se © > 0 a equação(3) representa uma hiperesfera

real(aO # 0) ou um hjperplano(a. : 0);

ii) se q' : 0 a equação(3) representa um ponto, que po

de seF'leal (a. # 0) ou Ideal(ao: 0);
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{i{) se q' < 0 a equação(3) representa uma hjperesfera

lmagl narl a

Usaremos a notação Â para Indicar o lugar geo-

métrico correspondente ã equação(3) para A ;(ao'ai'...,

anal) / 0. Assim, a forma 0 determina certas caracte-
rísticas de A. Na verdade, o papel de ') vai ma is longe
considere a forma bilinear simétrica associada a @

AI B = aibi + a 2bz + + anbn + a obn+l + an+lbo

onde A :(ao,ai, ..., anal) e B :(bo,bi,..., bn+l). E.n
tão temos as seguintes propriedades

i ) a s h{ pele s fera s

se AJB : 0;

A e B são ortogonal s se e somente

{ i ) uma hi peresfera

te se AIP = 0

A passa por um ponto P se e somen

Exempl os

1) Suponha que A e B sejam h iper'planos, isto ê, ao : bo:
=0, A2 =AJA> 0 e B2= BIB > 0. Neste caso a conde

Ção AIB = 0 é

aibi + ... + a nbn ; 0 ,

que expressa a ortogonaljdade entre os vetores nor
mais a A e B

2) Se P :(0,0, ..., 1), Q ponto no infinito, então

AIP = 0 se e somente a. = 0, isto ê, A ê um hiperpla
/\
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no ou A= P =m. Emoutras palavras, os hlperplanos

são caracterizados pelo fato de passarem por "

/\ /\

Imag ine agora uma transformação linear T: IRn+2-.»

-. IRn+2 que conserve a forma @. Como Q é não-degenera-

da, T deve ser InversTvel e o conjunto de todas estas
transformaç.ões lineares munido da operação de composição

adquire uma estrutura de grupo. Em termos de matrizes,
olhando cada vetar A G IRn+Z como uma matriz-coluna, te-
mos

AJB = At@B

onde a @ do 2ç) membro representa a matriz

o- - -
: 1

l
l

1 0
l - - -

- - l
0 :

l
l
l
l

l

-'.0

©

® T ©

A cond íção de T conservar a forma 'D se expr'es-

sa por

Tt ( 5 )

Dada uma T que satisfaça(5), podemos encarã-

la como uma aplicação que leva cada.hiperesfera A numa

hiperesfera do mesmo tipo T(A), exatamente como fazem

as transformações conformes. Será que existe uma delas

que corresponda a esta ação de T? A resposta ê afirmati

va e a maneira de se achar esta transformação ê simples

basta notar que T leva hjperesferas-ponto(de raio nulo)
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em hiperesferas-pontos ou seja, T Conserva a relação {':0

e dessa forma pode ser encai-ada como aplicação de IRn utw}

em IRn U {m}

Exemplo

Amatriz T: @ satisfaz(5), pois©t : @ e ©z=1(matriz

identidade). Vejamos qual transformação conforme de

IRnUlm}.corresponde a esta T. Dado x ;(XI'X2''''' Xn)

G IRn , a equação da hiperesfera-ponto que representa x e

( Xi- x 1 ) ' + . . . + (Xn- Xn ) '

ou

2 2

Xi+...+ Xn - 2xi Xi *Í. . . . * *:

que corresponde ao vetar de coordenadas

P : (l, x:, ..., x., - ; «x,x»)

Este f' ê levado pel a T em

r l

Xn

-;«,»l
-t <x,x>

Xn]

o ---
: l o
: o l
l l l
l l l
l l l
l l l

l o o
] -

0
.0

l
l

l

l

TP
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A equação que corresponde a Q 6

Z 'x,x,(X:''. . .* X.).
- 2 : 0

Se x=0, Q é o ponto no 'inf'in'ito. Logo 0-''m pela trans-

formação conforme associada a T. Se x#0, vem:

*{. . . *: .=k: *:* .=k *- '=k
ou

H: .. -:.:L.. 2 ... . .. (X. . -E.b- ,'
. 2x ] 2x n .

que é uma equação para o ponto(- .:x-x> <x-x>

do IRn . Observe que se t ivêssemos usado XP, À#0 para
representar x, ter:íamos chegado ã mesma imagem em IRn

poi s T é l i ne a r

F'inalmente, ê fãc'il ver'if'icar que m '- 0.. Portanto nossa

transformação fica (denotâmo-la por T)

Í 0, se x

. l m, se x
T (x ) : «l

- ---Z--- x , se x # 0,w
l <x ,x >

Trata-se do que se chama de {nuez'são em relação ã hiper-
esfera <x,x> = 2, sõ que com sinal trocado

Podemos dar uma forma mais geral aos cálculos

acima introduzindo certos objetos

Cone Conforme Kn+l ê o conjunto

Kn+l = { P G jRn+2 .{ o} l PIP : o}
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pz''01 eçcz0 1í Kn+l -.- IRn Utn} def{ nada po r

", se po

lr( p 0 'p B ' ' ' , P n+l)

-Ê-- (PI' ..., Pn), se po # 0

0 cone Kn+l nada mais é que o conjunto das h{

peresferas-ponto e a aplicação lr leva cada uma delas no

ponto que representa. E interessante notar que a forma

© de IRn+2 .induz uma estrutura semí-riemanniana em Kn+l

e lí relaciona esta estrutura com a métrica usual do IRn

pela fórmula

«v*p (A), v*P (B)» -L AIB
pã

( 6 )

valida para todo P € Kn+l com po# 0 e A,B G IRn+2 tangen
tes a K'''' em P. Com isto temos o

Teorema ].]. Seja T um operador l inear do IRn+2que con
serva a forma @. Então ex'êste uma Ün'ica T:IRn Ulml->

-, IRn Utm} que torna o d'iagrama

Kn+l

« 1

IRn U {n}

T > Kn+l

T > IRn uÍm}

T

comutativa. Ademais, T.ê conforme em IRn {T ' (m)}

Demonst;ração. Exístêncja e unicidade para T são simples,
embora talvez um pouco trabalhosas. Para provar que Tê
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conforme, usaremos o fato de que se p. / u
0

Tlr(p) IRn ê sobreje torci

Seja então x G IRn tal que y : T(x) # m

Seja P G Kn+l tal quem(P): x Dados u,v eTxIRn,exjs

tem A,B G TpKn+l ta.is que

e n tào

/\

P

"*p(A)

v*P(B)e

Da:í

/\

T*x(v)> : <T*r(P) («,,p(A) ( « *P( B) ) ;''

«( To") *P( A ) Tola)*p (B)> : « ("'T),,p(A) , ("'T)*p(B)»

«'ü*Q(TA) , '-*Q(TB)»

onde Q = TP. Usando agora a relação (6), temos

<T*x(u) , T,.*(v)> (TA), v*Q(TB)''

L- (TAI TB)
qã

-:t-' « "*pM)' "*p(B)

l
2

q o

pã
<u .v>

qã

cqd

ooz,azar o. A apl icação que leva T em T é um epimorfismo

entre o gr'upo que conserva © e o grupo conforme do IRn

0 ket'nel deste morfjsmo ê {l,-l}

Demonl1111qÉgg. Propriedades elementares dos diagramas

são suficientes para provar que TS = TS. Também ê sim-

ples mostrar que 1= identidade, obtendo assim o resulta

/\ /\/\



do desejado. Para mostrar que a aplicação T--T é sobreje

torci no grupo conforme fica um pouco mais djflcil e dei-

xaremos para o cap:ítulo 2. Por enquanto vamos mostrar

que se T= identidade então T = 1 ou T = -l

Suponha T = identidade. Isto sjgnjflca que pa

ra cada P € K'''' ex êste um escalar À(P) / 0 tal que

TD - \ / D \ D

Sejam então P,Q,R três vetores do Kn+l

qu e P l Q # 0 , P l R / 0 , Q l R /0.Então
t a i s

pIQ : TPITQ ; x(P)X(Q) PIQ

donde

À (p ) À(Q )

Analogamente se chega a X(R)X(Q) : l, logo x(P) : À(R)
Como P e R são suficientemente genéricos concluímos que
X = constante, que pode ser apenas l ou -l. Por outro
lado, qualquer hiperesfera pode ser escrita como soma de

pontos , l ogo T = 1 ou T = -l

c.q .d

Antes de continuar gostar:Íamos de fazer um co-
mentãrjo sobre uma maneira diferente de abordar estes

assuntos que evita ficarmos nos preocupando constantemen

te com o ponto no infjn ito. Esta maneira consiste em fa

zer toda a teoria sobre a esfera Sn em vez de IRn . Isto



12

ê valido po is conhecemos a projeção estereogrãflca, que

ê um "difeomorfjsmo" conforme entre Sn e IRn ulm}. É cll

ro, haverá certos detalhes a ajustar por exemplo, a

equação(3) não servira mais, a forma @ tampouco, etc.,
mas não é d iflcll operar estas mod ifjcações. De fato

é este ponto de v isto que é desenvolvido no capitulo 2
Fizemos assim porque realmente a esfera S'' é um modelo

mais natural para o espaço conforme. Não obstante, du-

rante todo o capTtu]o ] continuaremos no Irra , porque e.!
te capitulo esta destinado a servir como introdução mais
ou menos informal e intuitiva, e nossa intuição funciona

melhor no IRn

3. SOMA DE HIPERESFERAS

Produzimos uma verdadeira "linearização" da

geometria conforme: as h iperesfel'as foram transformadas
em vetores e as transformações conformes virar'am operad.g

res lineares. Agora estamos interessados em determinar

qual o s'ign'if'icado geomêtr'ico (em IRn uÍm}) da estrutura

linear das hiperesferas (em iRn+2 )

Em outras palavras: sejam A e B dois vetores

em IRn+2 que representam hiperesferas em IRnUlm}, e À um

niimero real. Podemos formar os vetores A+B e ÀA em IRn+2

que também corresponderão a h'iperesferas em IRn UÍm}. Qual

a relação geométrica entre estas hiperesferas?

É claro que A e ÀA representam o mesmo ente

geométrico, desde que X / 0. Jã usamos isto anteriormente



1 3 .

m deQuanto a soma , o bse rve que e la na

fjnida, conforme ilustra o exemplo abaixo

E xemp l o :

Considere, em IR3, a esfe ra

2 2 2
x. + x. + x .

e o pla n o

À .
3

eles correspondem os vetores de coor

esfera: A : (1 ,0,0,0, ]/2

pl a n o: B : (0 ,0 , 0 ,1 ,0 )

somarmos, obteremos

A + B : (l , O ,O ,1 , 1/2)

nde ã esfera

*Í * *: * (*: .. .;): : {
de centro (0,0, -1/2) e raio /572

Porém, -2B também cot'responde ao plano e a soma então da

A den a da s

Se

que correspo

A-2 B : (l ,O , O, -2 ,1 / 2 )

que rep resenta a esfe ra

xil + x; * (x; -l)'

de c e n tro (0 ,0 ,1 ) e raio
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Prosseguindo dessa maneira, se tomássemos todos os pares
de vetores C,D do IRn+2 ta.is que C = A e D = B e calcu-

lãssemos (íi'b, obteríamos todas as esferas do IR3 que pa.!

sam pelo circulo x;+ xP : 0, x3 : 0) intersecção entre
A e B. Vej a a figura l

Portanto, quando temos duas h iperesferas geome

tricas, a sua ''soma" não esta bem defjnjda, o resultado

podendo ser qualquer elemento de um feixe a um par'âmetro

de h iperesferas, feixe este dêtermjnado pelas duas ini
ci ai s

Vamos nos aprofundar um pouco no estudo destes
feixes, que nos conduzirão ã noção de variedade esférica

Sejam então A e B dois vetores tais que A e B

são hiperesferas.reais, isto é, Az>0 e BZ>0. Existem

A



1 5

três casos a considerar, conforme a posição relativa das

hl pe res fe ra s :

{) as hiperesferas são dÍsJ'natas, isto ê, elas não se
interceptam em IRn utm}. Esta condição geométrica

se expressa analjtjcamente pela relação

i i) as hiperesferas são tangezztes, isto é, elas se in-
terceptam num Único ponto. A expressão anal:itjca
deste fato ê

A l B

ií i) as hiperesferas são secantes, isto é, elas se ante.L

ceptam em ma is de um ponto. Neste caso a expressão
e

AD

Obset've que a posição relativa entre duas h i

peresferas é uma noção conforme, ou seja, invariante pe-

lo grupo das transformações conformes. Cada um desses

três casos dará origem a um tipo diferente de "feixe-so-

ma", como veremos a seguir. 0 que chamamos de "feixe-se
ma" nada mais é senão o conjunto das hjperesferas geomé-



tricas com coordenadas da forma XA + uB , À ,u G IR

i ) hi pe re s fera s dl s j un ta s

0 feixe neste caso esta constituído por h iper-

esferas reais, {magjnãrias e exatamente dois pontos(Fig.

2a). Se um destes pontos é om, obtemos um feixe de hi-

peresferas concêntricas, onde o centro comum ê o outro

pon to d o fei xe ( Fi g . 2 b )

ii ) hi p e re s fe ra s ta n g e n te s

0 feixe ê constituído por todas as hiperesfe-
ras tangentes ãs duas ong ina ís, no mesmo ponto de tan-

gência. 0 próprio ponto de tangência também faz parte
do feixe como hiperesfera de ra io nulo, e ê o único pon-

to do feixe. Não hã h iperesferas imaginárias(Fig. 2c)

Se o ponto de tangência é o ponto no infinito, então o
feixe é uma fam:fita de hiperplanos paralelos(Fig. 2d)

Observe que h iperplanos paralelos, além de se encontra-

rem no m, são tangente entre si neste ponto:

iii ) hip e re s fe ras se ca n te s

0 feixe gerado por elas ê constituído por to-

das as hiperesferas que contêm a intersecção das duas
originais. Não hã pontos nem hiperesferas imaginárias
neste feixe (Fig. 2e). Se começarmos com dois hiperpla-

nos não paralelos, então obtemos a família dos h iperpla-

nos que contêm o n-2- plano de intersecção(Fjg. 2f)

Na descrição ac íma demos ênfase ã existência
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ou não de pontos e hiperesferas {magjnãrias nos feixes
ÀA + pB. Isto esta claramente relacionado com a assina-

tura da restrição da forma q' ao subespaço vetorial ger(A,B)

de IRn+2 ge Fado por A e B

Façamos uma breve pausa para definir com prec.!
são nossa nomenclatura em relação ãs formas blljneares

simétricas sobre espaços vetorjajs reais. Dada uma for-
ma bjlinear f sjmêtrica sobre V, espaço vetorial de di

menção f ínita n sobre IR , definimos

nul ( f) = Tndic e de nul i da de de

dimÍv G Vlf(v,u) = 0 para todo u € V}

pos(f) = índice de positividade de f
dimensão do maior subespaço de V onde a

restrição de f ê definida positiva

neg(f) = :índice de negatividade de f = dimensão do

maior subespaço de V onde a restrição de
f ê definid a ne g a ti va

Temos sempre nul(f)+pos(f)+neg(f)
exemplo, considerando a nossa <' em IRn+2 temos

Por

nul (q') : 0 , p o s ( ©) n +l , n e g (q')

Definimos também a assinar;ura de f como sendo

uma sequência de zz nümet'os, sendo os pos(.f) primeiros
iguais a 1, os neg(f) seguintes iguais a -l e os nul(f)



] 9

restantes iguais a 0. A assinatura pode ser imaginada

como a diagonal da matriz de f numa base convenientemen-

te escol hi da (ortonormal )

Por exemplo, a assinatura de '} é(1,1,...,1,-1).

Voltando agora aos feixes, observamos que a a}

sinatura da restrição de '> a ger (A,B) ê

n o c a s o i , (1 ,-1)

no c as o { 1 , (1 ,0 )

no caso ii{ , (1 ,1)

Estas são as ün ices assinaturas posslve is para

q' num espaço bidimensional. Como vimos, apenas no caso

(iii) obtivemos uma intersecção que resultou numa varie-
dade n-2 dimensjonal. Na geometria euclidiana, a inter-

secção de k hiperplanos dã origem a um p.cano n-k dinten-

sional, desde que esteja satisfeita uma certa condição

de independência linear entre esses h íperplanos. tqa geg
metria conforme acontece algo análogo, sõ que além da

independência linear ê necessário que as hiperesferas gg.
rem um subespaço sem pontos nem hjperesferas imaginárias.
Isto motiva nossa próxima d.efinição.

z)ef n çãq: Uma variedade es/'éPIca de d'imensão k em IRnuÍm}

(0.S k 5. n) é a intersecção entre n-k hipere.!

feras Ai' A2,..., An-K' onde Ai' A2'..., An-k são veta
t'es linearmente independentes e ta is que a restrição de

$ ao subespaço ger(Ai' Az'..., An-k) ê positiva defini-
da
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Exemp] os

1) Uma variedade esfér íca de dimensão n pela definição

seria a {ntersecçào de zet'o hiperesferas. Convencio-

naremos que tal intersecção ê o próprio IRn u {m}

2) As variedades esféricas de dimensão n-l são as prõ

proas h{ pe res fe ras

3) Em IR3 ulm}, as variedades esfér'ices unjdimens'lona'ís

são as netas(munidas do m) e os cír'cujos

4) Considere as três hiperesferas de IR3 da Fig. 3

Sua intersecção resulta nos pontos P e Q. Portanto, es-
ta variedade esférica de dimensão zero ê constjtulda de

2 pontos. Isto ê um fato geral, ou seja, a intersecção
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de n h'iperesferas do IRn ulm} nas cona'ições acima ê for-

mada por 2 pontos

Assim, a cada variedade esférica de dimensão k

em IRn UÍm} esta assoc'lado um subespaço I'l de dimensão

n-k em IRn+2 onde © ê pos leiva definida. Chamaremos H

de espaç?o das equações desta variedade esférica e denota

remos a própria variedade por W. 0 subespaço ortogonal
a W em relação a © ê dado por

.L
H : {A AI B = 0 pa ra tod o B € W }

e será chamado de espaç?o dos po?zt;os de W, pois se P

P#0e P2=0, entãoPGH. Os.subespaçosWeW
suplementares, donde dim W = k+2 e a assinatura da

trição de q' a W ê(1,1,..., 1,-1). Observe-se que

nhecendo W podemos obter W fazendo

.L

L

.L
€ 1J ,

s a o

re s -

co -

W : T(W n Kn+l)

Isto explica porque ITJ tem duas dimensões a mais que N

A primeira ê perdida na intersecção com o cone, a outra

apl icando-se li, que no fundo é uma passagem ao quociente
pel a rel a ção P 'u ÀP , À.#O

Obset've que se P # 0, P2= 0 então P é um ponto

e para toda transformação conforme T vale

.L /\

«« ,A
T ( P ) : T(P )

Analogamente, se A é hiperesfera,
/\
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,., A ..""\
T(A) -: T(.A)

/\

e se W é variedade esfêric a
, . ,P'\

T(W) : T(W)

Para finalizar, gostaríamos de dar uma inter-
pretação geométrica para os subespaços w de IRn+2 , W # 0

tais que a restrição de q' neles é degenerada, ou seja,
tem assinatura(1,1,..., 1,0). A dimensão destes subes-

paços satisfaz 1< djm W < n+l, logo podemos escrevo-la
como dimW = k+l, sendo que 0<k<n. Existe um Ün íco ponto

neste fe ixe, que cora'esponde ã djreção nula. Toda outra

hiper'esfera do feixe passa por este ponto, que chamare-

mos de P. Cada suplementar de ger(P) em W dã origem a
uma variedade esférica n-k d ímensional, sendo que todas

estas variedades são tangentes entre s í em P. 0 feixe

ortogonal l\l tem dimensão n-k+l, a restrição de ') em W

é degenerada também e temos

l
Wn W ; ger(P)

ou seja, o ponto P é ponto comum destes feixes. Cada su
plementar de ger(P) em W' dã origem a uma variedade esfé

rica k dimensionar, sendo todas elas tangentes entre si

em P e normais ãs variedades n-k djmens zonais que escre-
vemos anteriormente

4. O GRUPO CONFORME

Atê agir'a fal amos bastante sobre transforma
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ções conformes, mas concretamente vimos apenas um exem-

plo de uma tal transformação. Esta secção esta destina-
da a preencher esta lacuna através de um estudo mais

aprofundado de algumas transformações conformes particu-
lares e do grupo conforme como um todo

Começamos observando que, de acordo com o coro
lírio do teorema ].l, não é necessário considerar todas

as aplicações lineares do IRn+2 que conservam © para ob-
ter as transformações conformes do IRn Ulm} pelo homomo.!.

filmo T -.*T. Basta escolher metade delas, isto e, entre

cada pariT,-T} basta escolher uma. A seguir apresenta-
mos nossa maneira de fazer esta escolha

0 cone conforme Kn+l definido na secção 2 não

é conexo(como espaço topolõgico). Ele posou i duas com-

ponentes conexas , a s aber

K

K

K+ {P G Kn+l l Po > Pn+l }

e

{P G Kn+l l Po < Pn+l }

Dada uma transformação l inear T do IRn+2 . que
conserva $, sabemos que T(Kn+l) : Kn+l, mas não sabemos

o que ela faz com cada componente. Claro, sendo cont:Í-

nua ela deve levar componente sobre componente, ou seja,
e xis tem dua s p ossibilida d e s

1 ) T(K+) : K+ e T(K.)

2) TCK+) : K. e T(K.) : K+
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Podemos então djvid ir' o conjunto dessas trans-

formações em duas partes de acordo com estas possibilid.!

des. Observeque P € K.}see somente se -Pe K., logo
nesta divisão T e -T ficam em classes distintas. Por

fim, a la. possib il idade deve ser escolhida se temos em

mente a formação de um gt'upo.

:gg.f.É=lÉÉão: Chamaremos de g2'tipo con/'arma de dimensão n,

n > 3 , a o

GC (n ) = {T € GL(n+2, IR Tt©.r: $ e T(K+) K+}

Exeinpl o s

1) A aplicação que estudamos na secção 2, dada pela ma

triz T = q' não pertence ao grupo conforme r'ecém-def{

nado a cima. 0 ponto

( l , o , . . . , o )

ê levado em

T P : ( O , O , . ..,l)

ou sej a , P G K.b enqu a n to qu e TP ç K

2) Para que uma T que conserva Q satisfaça T(K+):-K+ ba!
ta que zlm ponto P do cone vã para sua prõpr ia compo-

nente conexo pela T. A continuidade garante que to-
dos os ou tios pontos fa rão o mesmo.

Assim, dada T = (t::) que satisfaz T'$T:$,
(n+2)xCn+2)

basta que, por exemplo, o ponto P =(1,0,...,0) vã PÂ

ra sua componente K+. Isto significa tii > tn+2,1
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Vamos agora introduzir um tipo especial de
transformações conformes, as mais simples depois da {deB
ti d a d e

Sej a H € 1Rn+2 tal qu e HZ / 0. Defi na

S : IRn+2 - IRn+2 ,

S(A) 7 )

E s ta a plicação cons erva ')

S(A)IS(B) : (A - 2 -':P-- .H) l (B - 2 --tP . U)

AI B

AJB

AI H 22
H2 2 BI H + 4 . (AI H )( B l H ) H2

' ( H 2 ) 2

Vejamos se S conserva as componentes do cone,

calculando a imagem de P =(1 ,0,...,0) € K+

s ( P ) : (l , o , , 0) JF '"., «:, n+l

-ii- ( hÍ 'hÍ ' . + hâ ,:Zh .- 2 h n 'h n+l 9 - 2 hjl+l

Observe que S(P) G K.p se e somente se l-l2>0. No
te ainda que se trocarmos H por ÀH (À/0) na definição

(7) obteremos a mesma S, motivo pelo qual suporemos sem-

pre Hz = 1 quando l idarmos com apl icações do tipo(7)
que estão em GC(n), para facilitar os cálculos
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Nosso prÕxjmo passo será determinar o efeito

geométr'ico em IRn uÍm} destas apl'icaçÕes. Para tanto
usaremos a técnica de ''descer pela lí'' e exam inaremos ce-

pa radamente os casos ho : 0 e ho # 0

1 9 ca s o: h o (H ê h{ pe rpl a no)

Então H2= 1 implica hi +...+ hÍI = 0. Chama.

, h n) G IRn , qu e ê u n i tãr{ o e)remos de h

normal ao hi perpl ano H

Da do x € 1Rn , x = (x : ,. . . , xn) o pon to

(l,xl,..., xn' ---í'«x,x,) ê tal que T(P) : x. Usare-
mos então a rel ação

ao vedor

S('K(P) ) : T (S( P) )

pa ra determ{ nar S(x)

S(P) :(l,xl'...,Xn' - 7<x,x>) - 2(PJH)(0,hi'..., hn+l

(l,xl'... , xn' - -T«x,x')-2('x,h»+hn+l)(0,hi,... ,h.+l)

S(x) : v(S(P)) x-2 (<x ,h >+ hn+l )h

A expressão <x,h> + hn+l é a distância do pon-
to x ao hiperplano H, com s mal que indica de que lado do
hiperplano se encontra x sinal pos itivo significa ladoapo!

tado por h; sinal negativo, lado oposto

Portanto s nada mais ê senão a refzenão do IRn

em relação a H (Fig. 4 )
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A
S bc )

Fi%. 4

Ver'iflca-se fac'ilmente que S(w) : m. Isto es
ta de acordo com o fato de S fixar todos os pontos de H

/\

2Q caso ho / 0 (H ê uma h iperesfe ra )

Trocando H por -H se necessário podemos supor

hn > 0. Como H2 = 1, a h'iperesfera representada tem ceB

tro

, hn ) G IRn

e ral o

' Q

Procedendo analogamente ao 19 caso, vem

P : (l,XI, ..', Xn' - ; «x,x»)
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S(P) : (l ,x] , , Xn' - Z <x,x»)

Xn' - 2x,x)-2(hixi+...+hnxn- -2 'x'x> + hn+l) H :

0,*:,..., x., - 2 «*,*8-Z('}«',*»- .2L'*,*» ; - -;f'','4

0,x:,..., x., - .kx,x4 . } Bx-',x-c» - ,a
h.
-F- kx-', x-c»-.H,

(PIH) H

(l , xi

<x-c, x-c>: (
r2

xn x-c>-r2 ,t)

S(x) : v(S(P) ) [:-- [* + -l-- («x-c,x-c»-r') c]
<X-C,X-C> r2

r2
<x-c, x-c)'

c + (x-c)

A fórmula acima não se aplica para x : c. Ve-

rifica-se por'ém diretamente que S(c) :m e S(n') : c. 0

leitor experimentado em geometria conforme reconhecera

na S a {noersão pela h íperesfera H. Ela leva cada ponto

x € 1Rn , x # c, no ponto y tal que x e y estão na mesma

semi neta de origem c e o produto das distancias de x e

y a c é r2 (Fig. 5)

A

'q: S(x)

.A (:',c), d (t.')

Fi.i'5
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Chamaremos de {nuez'oõeo corif02'meo ou simples-

mente {noer õec a estas transformações, mesmo as do IQ
caso. As inversões são enter'espantes devido aos seguin-
tes fatos

a ) el as são i nvol u tí va s , { sto é , S'

b) elas formam uma classe de conjugação do grupo GC(n)

c ) el as geram o g ru po GC( n )

A primeira dessas asserções ê bem simples, um

calculo direto basta para sua verificação. A segunda ê

objeto do nosso próximo teorema. A terce ira ê demonstra

da no teorema 1.4, que faz uso do teorema 1.3

Teorema .z.2. As invet'sões formam uma classe de conjuga

ção de GC( n )

oemgnglZgÉgg. Seja H tal que H2 = 1, e seja S a inver
sãoem relação a H. Seta GC(n), temos

TST'l(A) : TS(T'i(A)): T(T'i(A) - 2T'i(A)IH.H)

2 T':(A)IH.T(H) : A- 2 AIT(H).T(H)

Como T G GC(n), temosIT(H)]: : l e pela fõrmy.
la acima cancluTmos que TST'' é a inversão em relação a
T(H)

Reciprocamente, dadas duas hiperesferas H e M

com H, = M. = 1, vamos mostrar que as inversões corres-
pondentes são conjugadas. Pelo feito acima basta mos-

/\
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trai que ex iate T G GC(n) tal que T(H): M ou T(H)

Começamos observando que pelo menos um dos ve

topes H +r4 e H-M tem quadrado não nulo. Pois se

(H + 1,1) 2 : ( H- M ) 2

ter:íamos

H2 + 2HJM + Mp = H2 - 2HjM + Mz

donde

1- Hln : oM

ou seja, HI M absurdo

Trocando M por -M se necessário, podemos supor

então que (H-M)z # 0. Então H-M dã or agem a uma trans-

formação do tipo (7), que chamaremos de T. Temos

T (H) -!!.C!!-.!L (H-M)
(H-M) 2 '

l-Hlm (H-M)
2 (1 - H l M)

(H-M)

0 Único problema é que pode ser que T Ê GC(n),
se(H-M)z « 0. Mas neste caso-TG GC(n) e como(-T)(H)

M, esta -T servira aos nossos propósitos
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eorema .7.3. Sejam P,Q G Kn+l l.inearmente independentes

Então P e Q estão na mesma componente cone
xa do cone se e somente se PIQ < 0

oemonstraç?ão. (-->) Vamos provar que se P e Q estão
mesma componente então PIQ < 0

Suponha que P,Q G K+. Se P,Q € K. basta rac i.g
minar sobre -P e -Q. Temos

na

Pi + ... + Pn : ' 2PoPn+l

qí + . .. + qÍI = - 2qoqn+l

(8)

( 9 )

Po > Pn+l ' qo > qn+l (l o )

Pelas relações (8) e (9) vemos que p. e Pn+l
devem ter sinais contrários, da mesma forma que qo e qn+l

Levando em conta(lO), isto acarreta

Po .1 0, Pn+l .S 0 ; q. .Z 0, qn+l .S 0

Agora vem

p IQ : p iq : + + Pnq n + .Poqn+l + qoPn+l <

+ qÊ + Poqn+l + qoPn+l

'PoPn+l qoqn+l Poqn+l + qoPn+l
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Observe que devido a(11) temos Poqn+l !0 e

qOPn+l .: 0

Não pode ser PIQ : 0, senão tentamos PIP; QIQ:

PIQ= 0, ou seja, a restrição da forma lorentziana q' ao
subespaço b id ímensional ger(P,Q) teria ass ínatura(0,0),

o qu e é imposslv el

Logo , temos PIQ < 0

Reciprocamente, suponha que P,Q € Kn+l são

R,.i. e PIQ < 0. Vamos mostrarque P e Qestão na mesma

componente. Sem perda de generalidade, suponha P € K+
(senão racjocine sobre -P e -Q). Se, por absurdo, QCK.,
valem as relações (8) (9) e mais

P o > Pn+l '

donde

q o < qn+l ( 1 0 ' )

Po.!0,Pn+l.S0; q..SO, qn+l.ZO.(11')

DaÍ

p l Q :

2â'*2 + +q+ P>
nn

2 +
'PoPn+l q.qn+l

2

o'P);ã' ''q)ú ) > 0

piqi + + Pnqn + Poqn+l + qoPn+l !

+ Pa q n.tl + qa Pn+l

+ Poqn+l + qoPn+l
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contrariando as hipóteses. Logo, Q G K+, a mesma compg
nente de P

c .q . d

corolário. Se T € GL(n+2, IR) é tal que Tt®T : @, então

T € GC(n) se e somente se PIT(P) .S 0 para tg
do P € Kn+l

Teorema 1.4 As l nve rsões ge ram o g rupo GC(n)

Z) em o n s t;2'aç?a o Basta mostrar que todo T € GC(n) ê produto
de inversões. Faremos indução em K = dim

im (T-l )

K : O

Neste caso obrigatoriamente T=1 e o teorema vale pois a
identidade é produto de zero inversões
K > O

SejaPumponto(P2;0) tal quePeT(P) sãos.i. Tal
ponto existe pois senão T(P) = XP pat'a todo P G Kn+l, doD.

de T = id., donde T = 1 pelo corolário do Teorema 1.1, o

que ê absurdo jã que K > 0. Fazendo H=T(P)-P, temos

/\

Hz [T(P)]z . 2T(P) IP - Pz ZT ( P ) l P > O

pelo teorema 1.3, pois T conserva componentes. Sem per
da de general idade podemos supor H2= 1. Seja S a inver

são em relação a H. Vamos provar' que dim im (ST-l) < K

Para isto basta mostrar que im(ST-l) c Im(T-l) e

im(ST-l ) / {m(T-l )



n+2
R

34

a) Im(ST-l) c {m(T-l)

Seja Y G im(ST-l); existe A € 1R'' ' com

y : ST(A)-A. Um calculo simples(embora talvez um pouco

trabal hoso) mostra que

(T-i )(A-Z(T(A) l H) .P) : Y

ou seja, Y € im(T-l)

b) im(ST-l) # im(T-l)

0 vetar H : T(P)-P claramente pertence a im(T-l)

Contudo, a supor ição de que existe A G IRn+2 tal que

ST(A)-A = H levaria ã conclusão de que PJH = 0(basta fa-

zer alguns cálculos), que é absurdo pois l:H'=-2 PIH.

Desse modo podemos apl icar a hipótese de Indução a ST
Como S2 : 1, vem T:S(ST), ou seja, T ê produto de inver-
soes

c . q .d

0 grupo GC(n) não é conexo, ele possui na verde

de duas componentes conexas. Uma delas contêm a identi-
dade, forma um grupo, mas as inversões estão todas na ou-
tra componente, como veremos abaixo. Torna-se necessário
determinar um outro s istema de geradores para a componen'

te conexa de l em GC(n)

Seja S uma inversão e H € 1Rn+2 , Hz : 1, a hi

peresfera que Ihe deu origem. A estrutura de S como apl.!

cação linear ê bastante simples: ela é diagonalizãvel,
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seus auto-valores são -l e l com multiplicidades le n+l

respectivatnente. Os auto-espaços correspondentes são:

au to-val or -l : ger (H )

auto-valor 1 : ger(H)'' : {A AjH : O}

Em particular, temos det S= -1. E interessan-
te observar as conseqtlênc ias geométricas destes fatos

pois um auto-vetar de S representa geometricamente uma

hiperesfera que é fixada por S, no sentido de que cada
ponto dela ê levado nela mesma. Temos então que S fixa
a hiperesfera H bem como todas as hiperesferas ortogo-
nais a H. Outra conseqtlência é que se duas hiperesferas

são ortogonais então as inversões correspondentes comu-

tam(veja demonstração do teorema 1.2)

Definimos

SGC(n) {T G GC(n ) l det

Esta é a componente conexo de l em GC(n)
Obviamente, trata-se de um grupo. As transformaçoes que

fazem parte desta componente são produtos de um numero

paz' de inversões; portanto, um sistema de geradores e o
conjunto de todas aquelas transformações que são produto
de exatanente duas inversões distintas. De certa for-

ma, estas "geradoras" são as transformações conformes

mais simples depois de l e das inversões. Vejamos qual
ê o seu efeito geométrico. Para isso ê conveniente div.i
dir o estudo em três casos, de acordo com a posição rel!

uva das hiperesferas que deram origem ãs duas inversões
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que serão mul ti pl i cadas

Sejam então H, M G IRn+2 dois vetores 1. i, com

H2 =M2=1. Chamemos de S ã inver'são por H e de Tã in-

versão pot'' M. Seja também U = TS a apl ilação que nos iD.
teressa. Usaremos a palavra cÍ2'czzZo como sinõn ímo de
variedade esférica unidimensional

Temos 3 casos

1 ) H e M

Neste caso a assinatura de q' restrita a W : ger(H,M) õ

(1,-1) e hã exatamente do is ponto-s geométricos neste su-

bespaço, que serão denominados P e Q na seqtlência. Al-

guns cálculos s ímples mostram que tanto T como S permu-

tam(geometricamente) P e Q, logo existem À,u > 0 tais
que

/\

U(P ) : uP

u (Q) : ÀQ

Por outro lado, Ker(TS-l) : Ker'(T-l) n Ker(S-l): W', iâ

to ê, U é a transformação idênt ica quando resta ita a Wt

Como det U=1, U restrita a l\l deve ter determinante l,

donde u = -{. Adema is, não pode ser À = 1 pois U # l

Sem perda de generalidade podemos supor PIQ =1 e À > l
Sabendo que para toda transformação conforme vale ím(U-l):

Ker(U-l)t , temos ím(u-l)=w, ou seja, para todo X € 1Rn+2

podemos escrever

U (X ) : X + a (X) P + b(X)Q
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para certos funcionais lineares a e b. Para descobr:í-los
impomos U(X)IU(P) : XjP e U(X)IU(Q) : XIQ, obtendo

a(X):(+-1)XIQ e b(X):(X-l)XJPA

donde

u(x) : x + ({- - 1) xIQ. p + (x-l ) xlp . Q (12)

Chamaremos uma tal transformação de homotet a cozzrorme de

origem P, destino Q e r'azão X. Basta considerar as homo-

tet{.as conformes de razão À > 1 pois as outras podem ser

obtidas pet'mutando origem e destino. 0 nome é apropriado

po ís se Q ê o ponto no infinito e P ê tal que P=p € 1Rrl,

temos

U ( x ) : P + À( x- P),

que é uma homotetia ord ínãria de centro p. No caso ge-

ral, se X2 = 0, X / 0, a fórmula(12) nos diz que os qua-
tro vetores X,Y : U(X), P e Q sãos.d. o que geometrica-
mente significa que X,Y,P e Q estão todos sobre o mesmo

círculo. Para obter então a imagem de um ponto x € .1Rn,

constrói-se o círculo que passa por x, P e Q e movimenta-

se x sobre ele, aproximando-se de Q(destino) ou, equ íva-
lentemente, afastando-se de P(origem): 0 ''quanto'' deve-

se mover x depende de À , P e Q.

/\

2) H e M tangentes

Neste caso existe apenas um ponto P geométrico no feixe

ger(H,M) = W. Como sabemos, o feixe W õ constituído de

/\
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todas as hiperesferas tangentes a H e M em P, que são
por'tanto transformadas por U umas nas outras, pois W õ
U-invariante. Agora não temos W Q WL : IRn+2, nem mesmo

W+ Wt: IRn+2 pois W n Wt : ger(P), que ê o único ponto

fixado por U. Chatltaremos de eZaç?ão de cento'o P a uma transfonllaçao

deste t'ipo. Quando P = m, temos uma translação habi-

tual do IRn . No caso geral são conservados todos os cÍr
cujos que passam por P e são ortogonais a H e M, sendo

que a Y'estrição de U a cada um destes círculos funciona
como uma translação de IR passada ao círculo por' uma prg

j e ção es tereog rãfic a

3) H e M

Neste caso temos IHIMj< 1 e existe um Único O tal que

0<0< lí e HIM = cos O. Se defin irmos uma nova hiper-

esfe ra L G ge r(H,M) = IJ

/\
secantes

)

L l

sen 0
(cosoi H-M)

de modo que M = coso.H - seno.L, então é fácil verificar

que Lz = 1 e LjH = 0, isto ê, H e L formam uma base opto
normal de W. Temos ainda

U(H) : cas20.H - sen20.L

U(L) = sen20.H + cos20.L

mostrando que U se comporta como uma "rotação" neste su-

bespaço. Em particular, se O = --;- temos HIM = 0, T e
S comutam, U2 = 1 e esta "rotação" e na verdade

trata a W. No caso geral chamaremos U de z'citação cona:'o=
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me em torno da variedade esférica n..2 dimensionar inter-
n. .A .6 /\

secção entre H e M. Se H e M são h íperplanos, trata-se

mesmo de uma rotação eucl idjana. Observe que geometricl
mente são invariantes por U todas as h iperesferas orto-
gonais a H e M, como nos outros casos. Aqu i também hã
certos círculos invariantes que são Uteis para visuali-

zar a ação de U nos pontos do IRn , esses c irculos são ob

tidos como segue: a ass inatura de 'D restrita ao subesp.!
ço n-dimensionar W é(1,1, ..., -1) e escolhendo n-l h i
peresferas aT que gerem um subespaço n-l djmensional on-

de a t'estrição de © seja definida pos itiva construímos

(fazendo intersecção dessas hiper'esferas) o círculo dese
lado. Porexemplo: em IR3, seHeMsãohjperplanos e

R ê a intersecção entre eles, os círculos ínvar'jantes

têm cen'uFO em R e es'-ão cont'idos em planos perpendicula-
res a R

/h

]

Com isso terminaremos nossa sumária descrição
do grupo conforme. 0 que foi desenvolvido neste prime i-

ro cap:itulo, embora com certas falhas do ponto de vista
estritamente formal, nos ser'vira de guia para a intuição

e motjvarã toda a teoria posterior
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l GEOMETRIA CONFORI'IE EM S''

deste capítulo introduziremos o método do refg.
renc ial conforme móvel para tratar problemas de geome-

tria conforme relativos a subvariedades de S'', n.Z3. Co-

mo dissemos anteriormente, o IRn e a esfera Sn são prat.!

comente ind ístíngti:iveis do ponto de vista conforme quan-
do identificados pela projeção estereogrãfica, a Única

diferença sendo a falta de um ponto em IRn "no infinito"
É justamente esta diferença que motivou nossa escolha

por Sn, pois a:í as transformações conformes ficam global-
mente cleflnldas. De resto, todos os resultados que obtÊ

t'emos valem, com as devidas(poucas) modificações, tam-

bém em jkri

Estaremos considerando Sn mergulhada no IRn+l

da mine i ra hab i tuas

Sn {lx G IRn+l l<x ,x > 1 }

e herdando a métrica <,>, que por vezes chamaremos.de g

A cada vetar A:(ao'ai'..., an+)) G IRn+2,
A # 0, vamos associar o hiperplano de IRn+l definido pela

equação

a:X: + a,X, + + an+) X«+l : ao
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com a convenção de que quando ai = a2=

ao / 0 temos a equação do plano no {nfin ito. Observeque

A e ÀA(À / 0) estão associados ao mesmo hiperplano geo-

métrico

Esse hiperplano pode encontrar S'' em zero, um

ou infin itos pontos, dependendo de sua distancia ã ori-

gem ser major, igual óu menor que 1, respectivamente. Is

se eq uiv ale a

di s tâ n ci a > l
.: * ; Í * ... ' ':*. « '

d{ s tâ n ci a

di s tân ci a < l

Chamando de ç2 ã matriz (n+2) * (n+2)

-l o . . . o

o l . . . o
l l - l

l l l
l l l

o o . . : . ]

e introduzindo a forma bil inear simétrica

AjB : Atn B

(no 2Q membro os vetores são vistos como matrizes - colu
na), teremos então que a pos iç:o relativa entre o hiper-
plano associado a A e S'' ê determinada pelo sinal de

A2=AjA. Nocasode serA2 >0denotamos por Aa hi-
pez'esfez,a de S''
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A = {x G S''l alxl + a2x2 + ... + anal Xn+l : a0ls

intersecção de S'' com o hiperplano associado a A. No ca
se de ser A2 = 0, denotamos por A o ponto de intersecção

(ai/ao' a:/a.,..., anal/a.) € Sn. Observe que temos ng

cessariamente a. # 0 quando A2 = 0 e A # 0

Temos também a seguinte propriedade : se P2=0

P#0eA2>0, então P G A se e somente se AI P= o

Vamos agora intt'oduzir uma aplicação de impor'-

tância capital na teoria que pretendemos desenvolver

Trata- se da proleç?ão

!

+ anal x n+l

lr : IRnF2 - {Ajao : o} -, IRn+l

T ( P ) : 1 ( P l ' ...,Pn+l

Estaremos particularmente interessados nas de
r'iv a d a s de ü :

de riv a da prlmei ra

D«( P ) -::-- (PI,..., Pn+l) + l (ai' , a.+l

( 1 3 )

de riv a da s eg u nda

.!!-- Dx(P).B - -!!-- Dv(P).A
P o P o

Vale também a seguinte fórmula

D'«( P) . (A,B) (1 4)
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«D«(P).A,D"(Q).B' : --!- Í'-:!!!-- PIQ - -!g-- PIB - -'Eg-- AIQ + AIB
poqo L poqo Po qo

( 1 5 )

Defl nlmos ago ra o cone conforme

Kn+l {P € 1Rn+2 { o } p l p 0 }

que tem duas componentes conexas,

K+ {P € Kn+l l Po > 0}
e

{P G Kn+l l P o < 0}

Do ponto de vista da geometria diferencial, o
cone ê uma variedade de dimensão n+l mergulhada no IRn+2

e cujo espaço tangente num ponto P G Kn+l pode ser iden-
tifi cado com o subespaço

{A € 1Rn+2 l AIP : 0}

que contém em particular o próprio vetou P. Excetuando-

se os mült iplos escolares de P, o restante de TnKn+l ê
formado pelos vetores A que dão origem a hiperesferas A
de S'' pa ssa ndo por P

A restrição de IT a Kn+l tem como imagem a esf.g

ra Sne portantose PG Kn+l eAeTnKn+l a derivada

Ktp(A) é tangente a Sn em P : lr(.P). Além disso, lí*p(A)

ê o vetar' nulo para A = ÀP, À G IR e é noz'maZ ã hiper-

/\
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esfe ra A pa ra A B ger(P ) . (Fig. 6)

Se P = Q G Kn+l e A,B
(1 5) se slmpli f{ c a p a ra

fórmula

« "*p(A) -l- AIB
PÊ

Isso acarreta em particular que

vetores do IRn+2 com Az>0 e Bz>0, ent

sa o

'H :* , ( p. 'l

as hiperesferas A e B são ortogona is se e somente se

A IB : O.

As hiperesferas A são casos particulares do
que chamaremos de variedades esféricas. Uma variedade
esférica de dimensão m do Sn (com 0.Sm.Sn) é a intersec-

ção de n-m hiperesferas A.i, l.Si5.n-m, desde que

1) os vetores Ai, l5.i.Sn-m são t. i

2) a restrição de Q a ger (AI'
fi nid a

post ti va dg
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Assim, o Srt õ a Única var iedade esfêr ica de dí

mensão n em Sn; as hiperesferas são as variedades esfér{
cas de dimensão n-l; uma variedade esférica de dimensão

zero ê um par de pontos d istintos de Sn

Na verdade, uma variedade esférica de dimensão

m não depende'da particular'' escolha das híperesferas Aj,
l.Si.Sn-m, mas apenas do espaço gerado pelos vetores A;,
l<i<n-m. Portanto, dado um subespaço bJ do IRn+2 onde a
restrição de Q ê positiva defjn ída e tal que 0< dim l\l <

5. n, denotamos por W a variedade esférica

=

H T=

W

A#O

É claro, obtêm-se o mesmo resultado tomando

a intersecção apenas numa base de W. Também é verdade
que

( Wt n Kn+l )

# Uma transformação conforme ê um operador li-

near do IRn+2 que conserva ç2 e também as componentes

do cone Kn+l. Sempre nos referiremos a ela através de

sua matriz T em relação ã base canónica. As transforma-

ções conformes constituem um grupo, o grupo conforme, que

denotamos por

GC(n) :ÍT G GL(n+2, IR) ITtnT : Q e T(K+): K+ }

Dada T G GC(n) ela induz uma apl ilação T:Sn.

-> S'' determinada pela condição de comutar o diagrama
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K+
K

+

Sn T
t
Sn

Es,ta T ê conforme no sentido usual, isto ê,
n '+

existe uma função €1: S'' --"----'> IR+ tal que

E2g ( 1 7 )

As vezes usar'emos os termos "transformação con

forme" e ''grupo conforme" para indicar as T e o grupo

formado por elas

/\

2. REFERENCIAIS CONFORMES

Uma base conf02''me (ou referencial conforme) é

uma sequência de n+2 vetores(Eo, Ei,..., En+l) do IRn+2

ta{ s qu e

' o ' ''+

E o l E i

E ol En+l

E.i l Ej : ó'i j '

E.il En+l : 0 ,

E ..l l E....l

l <i < n

l <i < ,j < n

l <i< n
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Geometricamente, Eo e En+l s:o dois pontos di.!
tintos enquanto que EI, l.Si.Sn sâo n hlperesferas ortog.g
na is entre s i que passam por esses dois pontos. Observe

que En+l € K. pois EoIE n+l > 0.

Em termos matriciais um referencial conforme

será visto como uma matriz quadrada de ordem n+2 onde os

vetores Eo'..., En+l ocupam as colunas:

/\ â

/\

E E0 1 En En+l

E g E g..-l

A ma triz E deve s atisfazer

0

l

1 0
l

l

l
0 1

1 :
l

0

Et Q E

e E: > 0. Denotaremos por RC(n) o conjunto de todas
as matrizes deste tipo. Naturalmente, o grupo conforme

age sobre os referenciais conformes de maneira simples-
men te transitava

GC (n ) x RC Cn ) -* RC (.n )

CT,E) . TE

  E i - - - - -   
                     
       

' 0 Én+l.. .. É«--.'n  
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Sela V c Sn uma subvariedade de dimensão m
Um pe.fez'enciaZ con.foz'me adapt;ado a V ê uma aplicação

E : V -- RC(n)

qu e s a ti s fa z

1 ) T(E. (x) ) : x , pa ra todo x € V ;

2) x*E.(x)(E{(x)) ê tangente a V para todo
x € V e tod o i tal q u e 1 < i <m.

Observe que em 2) os vetores E.i(x) são vistos
como tangentes ao cone em E.(x), o que ê valido pois

Eo(x)l E{(x) ; 0, 1.:{.Sn. Geometricamente a condição l)
significa simplesmente EO(x) : x, enquanto que 2) signi-
fica que as h iperesferas E.i(x) são noz'mais a V em x
para l.:i.S m e t;czngentes a V em x para m+l<j<n

A um r'eferencjal confot'me adaptado(r.c.a:) e.!

tão sempre associadas (n+2)' formas diferencjajs u.i.i,
O<i,j<n+l , sobre V definidas pelas relações

n+l

j:o j i Ej '
dEi 0 <i< n +l (1 8)

que são as /'oz'mas de canga.ão de E. Estas formas po-
dem ser reunidas numa sÕ forma a valores matricia is

(n+2)x (n+2)

'00
l

co : l l
l

con+l

''o . n+l
l
l
l
l

un+l,n+l
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e neste caso as relações(18) ficam

dE = Ew ( 1 9 )

0 fato de termos im(E) c. RC(n) implica cet'tas

coisas sobre u. Por exemplo, derivando a relação E'nE=')
obtemos

d E 'S2E + E 'S2d E = O

mtEtç2E + Etí2Eu

o que equivale a d izer que 'Du ê antissimêtr ica. Mas

+u ê obtida de u trocando a primeir'a linha com a ült i
ma e v ice-versa. E conveniente dividir' a for'ma u em vá-

rios "pedaços'' como ilustrado aba íxo:

uOÓ : ".:
ll

l
l
l
l

T

":. l ":: '[ ,n+].

l
l

"«.:,. ! "«*:,:

onde as formas uol e un+l,l sao os valores matri-

ciais lxn, u10 e ul,n+l são nxl e coll a Rxn. Deste mo

do 'q'u antissimêtrica" se exprime por
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u)00 : ' Un+l,n+l
t

caQI ' wl,.+l
t

uio : ' u«+l,l<

[x) ant i s s i.me tr i c a
1 1

uO,n+l : wd+l,O

ou , em termos das forminha s ulj

u00 'n+l,n+l

] <i <n

1 < i < n

l <i ,j < n

( 2 0 )

Derivando agora a própria relação(19), obte

mos

dzE = dEAu + Edu

EuAu + Edu

toAu + dco ( 2 1 )

pois E é inverslvel em cada ponto. Vamos escrever em

termos das forminhas w.i.i a relação (.21), porém, devido
a(.20), sabemos que basta conhecer as equações envolven-

do apenas woo' uio'cooj.f l.Si.Sn e uij' l.Si.Sj.Sn. Além di.!
se, faremos uma sjmpl ificação, escrevendo co.i em lugar de
to* ., 0<i <n. Assim, temos
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0 duo. +

n

:!: ".. " ":
0 = du. +l

l<i.<n

0

0

cluoi + uo A uoj. + j>li uij A uoj '
n

duj.j+ coi A tooj ' uj A uoj. +k>li z}

l<i.<n ( 2 2 )

l<i<j<n

As equações(22) ou(21) são conhecidas como

eqaaç?8es de est;z'uí;zíra do referencial. Elas decor'rem do
fato de que E'QE = '} em cada ponto. Vejamos agora aon-

de nos levam as hipóteses de adaptação a V

Derivando a condição 1), por exemplo, obtemos

"+Eo(x) (dE o( *) ' v ) v , v € TxV

Poroutro lado, a condição 2) nos d iz que

T+Eo(x) (Ei(x))é tangente a V para l5.{.Sm e normal a V

para m+l.Si<n. Logo, para todo v € TxV e todo i tal que
m+l <i<n temos

0 : <v, "*Eo(x) (EJCx))>

: -;il;P- dE. (x) .vlE{(x)

i:l'r- "lm.«
ou seJ a ,

'lr+E.(x)(dEo(x).v), v*E.(x)(E'i(x))>
n

j}. "j(x).v Ej(x)l Ej(x) :

ui : 0, m+l <j< n
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Por ou tro l ado ,

<v,v> ' "*E.(x)(dEo(x).v), TÍ,.;Eo(x)(dEo(x)'v)

;:l;iP' dC.M."ldEoW." :

ou seJ a ,

U2 + U2 +1 2 * «: ; (E:)' g ( 2 4)

Em part ocular, esta ultima r'elação nos mostra

que ui' ..., mm são Ê.i. e portanto geramTV
Observe que devido a isso nem todas as subvaríedades de

Sn adm.item referencia ís conformes adaptados, pois nem t.g

das possuem fibrado cotangente trivial. Porém, dada uma

subvariedade V c Sn e x G V, ê certo que. existe uma viz i
nhança aber'ta A de x que admite r.c.a.. Como nosso estu

do será predominantemente local, isto bastara aos nossos

propôs i to s.

+

Em v isto de(23), as equações(18) e(22) fi-
cam

In

dEo : uoEo + .>1. u.i E.ii:l

m n

dEi = uoj.EO + jEI uji Ej + a:m+l uai Ea - u.i En+l' l.SI.g
(25)

lll l l

dEa = uou Eo + j>li uja Ej + 6:m+l uBa EB ' m+l.Soe.n

m n

dEn+[ : - j.>llcooi.E.i - a:>1+i uoa Ea ' uo En+].
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duo + >1 cooj. A wi
m

duj + uj. A u. + jlli uj.j Aloj ' l.S'i.9

j=i aj A uj ' m+l < a < n
n

duos + wO A uoj. + j>lJ. c'ij.j A uo] , l.S{.Sn' n

dcoj.j + coj. A uoj - uj A {ooj. + k>li uik A ukj ' l.g j.Sm

n

dwia + wi A uoa + k>li uj.k A uka

m.

( 2 6 )

l<i<m<a<n

n

dcoaB + k>lJ. ak A uk13
m+l<ct<É!<n

Multas vezes temos um referencial conforme so-

bre uma subvaríedade mas queremos modifica-lo de modo a
obter um novo referencial , ainda adaptado, com for'ma de

conexão ma ís simples ou ma is conveniente aos nossos cál-
culos. Por isso estudaremos a seguir certas mudanças de

referencial, observando qual é o efeito sobre as formas
de conexão.

0 lema a seguir trata do caso geral e os exem-

plos que o sucedem ilustram os casos particulares que se

rão usados por n õs n a p rãt ica

Z[ema 2 . ] Seja V c S'' uma subvariedade m-dimensionar e

E: V -' RC(n) um r.c.a. , com forma de conexão

w. Dadas (n+2)' funções a.ij Sobre V, os vetores F.i de-
fin i d os p o r

n+l

,!. ''j ) 0<j<n+l
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constituem um r.c.a. se e somente se a matriz A:(alj)
tive r a forma

À : o : o
'l' ' ' ' ' ' ' ' ' ''l

v l P l 0

TT

l t
V

T

(28)

-t «'- i ',*
onde X>0, véumamatriz-coluna nxlePêumãma
tr íz or'Logo nal n x n e da forma

Pz

0

0

P2

com PX m x m e P, (n-m) x (n-m), ambas ortogonais

Neste caso a forma de conexão Q do referencial F=(Fo'...,
dada poren+l

P A'tcoAt + A-tdAt

z)emonst;pagão. Obviamente devemos ter F. = XE., X>0, e

isto expl ica a prime ir'a linha de A. As
equações(27) ficam, em forma matricial,

EAt

donde ê fãc il concluir que para que Ftç2F= 'p ê necessá-
rio A '} A' = '} . Esta igualdade ma is as informações sg

bre a la. linha nos permitem chegar ã forma (28). Fina.!
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mente, o fato de ser

r+E.(ger(E,, ..., Em)) : TxV : v*E.(ger(F: ,...,Fm))

obriga P a ter a forma de uma soma djreta do tipo descrit
Quanto a @, temos

F-idF =(EAt)-id(EAt) : A'tE'i(dEAt+ EdAt)

A'tE-idEAt + A-tdAt ; A-tu At + A-tdAt

0

c.q.d

Exempl os

1) A ma triz
l
l
l

l
T
l
l
l

l
l
l

l
l

l
l
l
l

l
l

0

l

0

l
l
l
l
T
l
l

l
l

l

l
l

T
l
l

l
l
l

l
l /À

corresponde ã mudança

F = ÀE . À > O
0

Fi = E.i ' l <i < n

Fn+l : l En+t

0 efeito sobre as formas de conexão ê

'Po : -llê- + u'o
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q'j.

q'oi

'Pj.j : "i:i

l <i<m

l <i , j < n)

l
l
l
l

l
T
l
l
l
l
l

l
l

l
l
l
l

2 ) A ma triz

l 0

0

l

l

l
l
l
l
l

i
l
l
l

l
l

T
l

l
l

l

0

0 0

com P m x m ortogonal corresponde ã mudança

E
0

m

rj : . >l
j =i

Fa = Ea ' m+l .Sa.!n

Fn+l : En+l

0 efeito sobre as formas de conexão é

U'o : wo
In

»j' : i>1: Pi.j uj

Voi : j>lx Pij uoj

)

l <i<m

l<i<m
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dPjk + k,Rl:i pj.K pjÊ ukR, ' l5.i j 5.m

m

gjci ' j:i pij uja ' 1 < i < m<

QaB : uaB ' m+l .Sa , < 13 < n

3) A matriz

m+l < < naw. )

a < n

'0a

y'i j

i o l
1 11 11 11 1

1 1
l t1 11 1

l -«t l l1 1

dã ori gem ã mudança

F o : E o

F{
n

Fn+l : En+l ' j }iviE.i

cujo efe ito sobre as formas de conexão é

In

y'o : uo ' j>1: vjuj

q'i : uj. ' l .á i .S n
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Poj. 'oi ,!:",«,: * +
+ dvx + vzuo ,}: "; ",

m

y'i j Vjuj. + uij ' Vicoj '
l <i ,j < n

No teorema segu ante, uma aplicação +:V-»U en-

tre subvariedades de Sn de mesma dimensão é conrol'me

quando existe uma função €1 : V '» iR+ tal que
+

*gU : e2 gV

eorema z.]. Sejam V e U duas subvariedades de dimen

são m de Sr) que admitem referencia ís con
formes adaptados e seja(>: V-'U uma aplicação d íferen

ciãv el . E n tã o s ão e q u iv a l e n te s

1) + ê conforme

2 ) pa ra todo r. c . a

F sobre U de mo

E sobre V existe um r.c.a

.b*@: , 0.S{5. m.

sobre V e F r.c . a. s obre
0<i< m.

3 ) exis tem E r. c . a

U ta i s q u e

l)emons-bl'ac&zo

l pon h a que

tgU : e2 gV

e seja E um r.c.a sobre V. Temos então
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9 2
ui + ... + u ( E : ) g V

Sabemos também que existe um r.c.a

U com forma de conexão Q , logo

F sobre

0 2

«:: (E:):gv : -(l-;-L g.

.- Õ')
' nl'

.0 2

'Í';H'liP- [ u*õ:): ,-

ul '

çõe s p.ij ta ís que

geram T V, existem fun

m

j :i

e os cálculos que fizemos anteriormente mostram que a ma

triz(Pij)mxm é ortogonal. Logo, combinando uma mudança

do tipo do exemplo l como outra do tipo do exemplo 2, po
demos conseguir um referencial F sobre U, adaptado, cum-

prin d o

+''$: , 1«'' «.L - -

Por fjm, uma mudança do tipo 3) ê suficiente

para ajustar a forma p. sem alterar as P: ISi< m.
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2 -;>3 . Imedi ato

3 -->1 . Temos as Igual dades

«Í *. + u:l ; (E:)' gV

+ Q: : (FI)z g.

DaÍ

4' g U
'*L-üh '«í .

+ q,z'm

l

( F: o 4' ) '
2

+ (4'*q'.)

vba: '«: * * «= , : .ã,' ,«
c.q.d

Coz,oZ(izÍo. Nas mesmas cond ições do teorema, são equjva
le nte s

1) + é conforme

2) para todo r.c.a. E sobre V ex iate um r.c.a

F sobre U de modo que u: = ++@j, 0.Si.S m e
também u: : : ++0:: , 15.i ,j.S m

3) existem E F.c.a. sobre V e F r.c.a. sobre U
tais que u: = +*Q:, 05i$ m e também

uj.j : 'b Qi.j ' l.Si ,j.S m.

+
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oernozzstração. Basta mostrar que co: ; 4':''pj.' 0.Si.S m im

placa em wj..3 = 'btPj.j' l--l'j5. m.

Usando as equações de estrutura(26) para du i

temos

du l

m

«. * E u . , l <i< m
] ' '

Anal ogame n te ,

m

dQi + Qi A Qo + j>li Qj.j A @j ' l <i< m

S u btra i nd o d a l a equa ção +' a pli ca d o ã 2a

vem

A u. . 1< í < m
] '

0 lema de Cartan e a antissimetria de uj.j
nos levam então a

0, 1< {,j< m

c.q.d

Como aplicação destes resultados, vamos demora

tear o seguinte teo rema

Teorema 2.2. Seja U c Sn um aberto conexo e +:U--Sn uma

aplicação conforme. Então existe T G GC(n)

tal qu e T l
/\



oemonüntraçêío. Para cada ponto x G U seja y uma vizjnhaB
ça aberta de x tomada pequena o suficien-

te para que tanto V como 4)(V) tenham referenciais confor

mes adaptados. Chamemos de E e F, respectivamente, tais
referenciais e de u e Q suas formas de conexão. Pelo
teorema 2.1 e seu corolãr.io, como V e 0(V) tem mesma

dimensão n, podemos supor

++Q. , 0< i < n' 'l. - -

l <{ ,j < n

( 2 9 )

A equação de estou tuna para du l <i «j < n é

du
]- ] uoj ' uj A cüoi ukj

Subtraindo desta equação a análoga para P de
pois de apl icar 4) , e le\ando em conta(29), temos

+

"j.A(".j 'b*q'oj) - ujA(uOi 4'*q'oi) ( 30)

donde uoj. - 4)+Qoj. sõ ê combinação l ínear de ui e uj' C.g

mo j ê qualquer :índice distinto de i e n > 3, conclu:amos

que uoj.-4'+Poj. é miilt mpla de ui' ou seja,

uoi ' $ Qoi anui ' l<i< n

Voltando com este resultado e(30), ficamos
com

a i 0 , 1 <1 <j < n
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donde, sendo n 1 3

a . = 0 , 1 < i < n
l ' '

ou s eJ a ,

coOI : @'vQOI ' 1 1 n

Com isto temos na verdade

Considere então a aplicação T:V-»GC(n)

defi nada po r

T(x) : F(+(x)) E'l(x) ;($*F)(x).E'i(x)

De ri v a n d o ,

dT : d(+*F) E'i + (4,*F) d (E' i)

++(dF) E'i - ($ +F) E'i dE E'i

$*(F@) E'l - ($tF) uE'!

+*F($"@ - m) E'i

ou seja, T õ constante em V. Por outro lado,

T(Eo(x) ) : Fo(4'(x))

donde, aplicando lí a ambos os membros,

xT(Eo(x)) : "(Fo(4'(x)) : 4'(x)

) : +( x )
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/\

T (x ) : + (x )

mostrando que Tjv : +

Seja agora a função f : U -* GC(n) que leva ca

da x € U numa aplicação T = f(x) tal que T ; @ numa v i-

zinhança de x. Ella esta bem definida pelo que foi feito
acima e pelo fato de que se T = S em um aberto de S'' en-

tão T : S(veja demonstração do corolário do Teorema l

1). Por outro lado, pela pr'õpria definição f é localmen
te constante, sendo U conexo, f ê constante

c.q.d

corolário. A aplicação T -, T é um isomorfismo entre
GC(n) e o grupo dos difeomorfismos conformes

de S n

3 RELAÇÃO COM REFERENCIAIS EUCLIDIANOS

Dado um referenc ial conforme E adaptado a uma

subvariedade V c S'' podemos construir um referencial

eucl íd cano e:(el,..., en), também adaptado a V, que
chamaremos de pz'oleç?ão de E, da seguinte maneira

ej (x) E:(x) x*E.(x)(E{(*)) ,

E fácil verificar, usando(16), que temos <e.i,

ej> : 8.ij ' l.Si' j.S n e além disso e:, ..., em são tan-
gentes a Vemx, ondem = dimensãode V. Este referen-

cial eucl idiano tem suas formas de conexão 8.i, l.SiS m e

i;.i j' lál'j.S n definidas por



65

iiÍ(x).v ; <v, e{ (x)> IS{.Sm

ii.ij(x).v : ''e.i(x), dej(x).v», l5.i,j.S n

Vamos expressar estas formas em termos das u.i.i
de conexão de E, usando as fórmulas(13) -(15) envolvem

do der ivadas da v. Estaremos olhando ll definida num

aberto do IRn+2 , por isso usamos a notação Dv, D21í, etc

ii.i (x ). v : < v , e{ ( x) >

< D"(Eo(x)). dEo(x).v, E:(x) Dw(Eo(x)).E{(x)>

-iil.;í dE.(x)." E{B) : j(x).«

ou seJ a ,

.---.!--- u: l <i < m .r 0 l
' 0

Analogamente obtemos
u. .= u. .

to.i (31

EIr"'u. + (32 )

Como apl icação destas fórmulas, gostaríamos de
demonstrar um teorema clãss ico sobre subvariedades total
mente un.b:íl idas de Sn. Uma subvariedade V da esfera ê

dita t;ot;aZment;e umbz'liga se em cada ponto de V tem-se

aa.Í ': ha ii.i

para todo { tal que l.Si.Sm e todo ci tal que m+l .g.S n, em

relação a certo referencial eucljdiano localmente defin.!
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do. Esta condição não depende da escolha deste referen
cia 1 , el a ê { n t r:in se ca d e V

Teorema 2.3. Se V ê uma subvariedade totalmente umblll

ca de Sn com dimensão m > 2, então cada

ponto de V admite uma vizinhança totalmente contida numa

variedade esférica m-djmensional de S''

z)emonstração. Seja x € V e E um referencial conforme

adaptado a uma v ízinl'lança aberta de x. Pe

las fórmulas de passagem(32) a condição

aa'i : ha a.i '

se transforma em

l<i <m<a<n

-Fi- (E= -'' h.) "I
1 < i<m<a<n

Fazendo a mudança de referencial

F ; E
0 0

F{ : Ej ,

F : E

l <i<m

Eo' m+l.Sa .Sn

:ã*. .. :. - +Fn+l : En+l

n 2
C

0a

temos que as novas formas ©.i.i satisfazem as relações

p.i : ui , l.Si.Sm

pcti : wai ' cau.i ' ISilm<a.$n
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entre ou tra s Escol hend Q c.q
l

(E: + ha)
0

obtemos

@ai : 0, 1.Si.Sm<a.Sn

Levando nas equações de estrutura para d@a{ vem

n

d@a.i + @a A @oj. + k>li Qak /\ @kj.
Qj. A Qoa

ou

q'i A q'o" '
l <i <m<ct <n

Como m > 2, ist o implica em

@0a
u+l <cl <n

Ficamos então com as equaçoes, tiradas de(25)

(trocando, ê cl aro, E por F e u por Q)

n

B:à.: 'pB. 'B
m+ l <cE< n (33 )

Queremos provar que o subespaço gerado por

Fn+l' ..', Fn em IRn+2 ê o mesmo para qualquer ponto da
vizinhança considerada. Para tanto, raciocinamos como

segue: sejam @ e F as matei zes

q'«+l.m+l

@n.n
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nn+l

A rel a ção (33) s e es cr'eve e n tão

dF ; F@

Se conseguirmos uma matriz invers]ve] A(n-m) x

(n-m) como função de x nesta vizinhança tal que

d(FA' )

então teremos achado n-m vetores -- as colunas de FA'

constantes no subespaço ger(Fm+l,-'' Fn), conforme dese
jamos. Desenvolvendo esta equação, vem

F+At + F dAt

ou seja, basta que A seja solução do s istema dlferencjal

dA ; AQ

(V é antissimêtrica). Mas este s istema é completamente

integrãvel, pois a condição de Frobenius õ

0 d2A = (AP)AQ + AdQ

A(Q A W + dQ)

que se vel'ifica por causa das equações de estrutura para

dWa8' m+l 5.a,B.S n. Por outro lado, como Q ã antissjmé
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trica, podetnos teF uma solução ortogonal em cada ponto.
Se a v iz inhança original 6 simplesmente conexa, teremos

al ca nçad o no s s o o bj e ti v o

Sendo então o subespaço ger(Fm+l'.. Fn) con.!
tarte, ele dã origem a uma variedade esférica de dlmen-

sãom, Fm+ln .. n Fn' ã qual pertencemos pontos em

que esta definido o referenc ial F, pois FOIFa : 0, m+l .S
< a < n.

C . Q . d

coroa(iria .Z. Toda subvariedade totalmente umbÍlica cone

xa de Sn, de d-ímensão m > 2, é uma subva-

riedade aberta de uma variedade esférica m-dimens tonal

corolário 2. Toda subvat'iedade totalmente umbTlica cone-

xo e compacta de Sn, de dimensãom> 2 ê

uma vara edade e sfêrí ca

4 . Hi p ERS up E RrT ci ES

Uma hipez'superfície ê uma subvaríedade de

dimensão n-l da esfera Sn. Dizemos que uma h ipersuperf.!
cie V de Sn esta op ent;ada se existe uma aplicação N

V - IRn+l tal que N(x) ê unitário, tangente a Sn em x e
normal a V em x, para todo x € V. Numa hipersuperf:ícle
orientada podemos definir as f02'mas J''lindamente s, que

são duas formas quadráticas diferenciais sobre V, da se-

guinte mare i Fa
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l a . forma fundamenta l

1 ( x ) < v ,v > , V x G V, v G TxV

2a . forma fundamental

1 1 ( x ) . v < v , d N (x ) . v » , V x € V , v € T,V/\

A aplicação N(diferenciãvel) ê conhecida como

aplicação normal de Gauss. Observe que pelas condições

impostas temos necessariamente dN(x).v tangente a V em

x, para todo x É; V e v G TvV. Assim, em cada ponto x €
€ V podemos definir o open'adia' de f/e2lnga2't;en,

d N (x): TxV -'' TxV

É clássico o resultado que djz que este open'a

dor é auto-adjunto em relação ã métrica g restrita a V

Em termos de um referencial euclidjano adapta-

do e coerente com a orientação, isto é, en : N nos pon-
tos em que ambos estão definidos, as formas fundamentais
ficam:

(34 )

n - l

:!. -, ''«1 1

É bastante conhecido o teorema que afirma que
estas duas formas são Invariantes e na verdade caractere

zam completamente a hlpersuper'fl'cie do ponto de v isto eu
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cljdlano. Porém, do ponto de vista conforme isto não se
verifica. Exlstetn, no entanto, teoremas análogos, de

certa forma, para o caso conforme, que serão apresenta-

dos a seguir. Antes, contudo, precisamos desenvolver as
fórmulas(34) usando as fõr'mulas de passagem(31) e(32),
obtendo as expressões de le ll em função das formas de

conexão de um referencial conforme adaptado

nh- lÊI «í ( 3 5 )

E o n-l

:: : -tl-p- l1l «{ t :i= ": "'«
Teorema 2.4. Seja VcSn uma hipersuperf:ide orientada e

T uma transformação conforme de GC(n); se-

jam a inda U : T(V), com a orientação induzida, e l, ll
(respect ivamente I', ll') as formas fundamenta is de V
(respectivamente de u). Então existem funções x,u:V--jR ,
com À > 0 em cada ponto , ta is que

i:* l ' : À: l

e

A +'

T i l ' = À l l + }JI

oemonstração. Dado x C V, seja E:A -' RC(x) um r.c.a.,
com A sendo uma vizinhança aberta de x em

V. Construa um referencial F fazendo

FCT(x)) = TECx) , x G A
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Este referencial resulta conforme e adaptado a

T(A) c U. Além disso, podemos escrever esta relação co-
mo

/\

a'k
T F : TE

donde, chamando de u eÜ as formas de conexãode E e F

respec tívame nte ,

T*(F': d F) f'':r ' l T dF

(T F)': d(T F) E'iT'i Td E

E'i dE = u,

pois T ê constar te Assim, usando as fórmulas(35),

t
T

n - l
22

0
F

0

"EI cí*@:)'

e

:*::. : :* l&lil «í
Q @

0 l
H 0

cl:' : .l: ) :
n-l 2
.! ";

n - l

.!.
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c . q . d

Este teorema nos diz que, embora le ll não se

jam invariantes por transformações conformes do ambien-

te, os subespaços ger(1) e ger(1,11) do espaço de to-

das as formas quadrãtjcas sobre TxV é invariante. Uma

rec:ípt"oca parcial deste teorema ê dada abaixo

Teorema 2.5. Sejam V,U h ipersuperflcies conexas, orienta

das de Sn, com n > 4, e seja @: V->U um d i-

feomorfismo tal que existam À,u:V-» IR , com À>0 em to-

do ponto , s a ti s fa z e ndo

'''l ' ; À 2 l

#+ll ' = ÀI 1 + pl

onde l,ll(respectivamente I' ll') são as formas funda-

mentais de V(respect. U). Então @ ê a restrição a V de
uma transformação conforme T da esfer'a S''

z)emonstraG.ão. Dado x G V, existe uma vizinhança aberta

A de x e um referencial conforme adaptado

E : A '- RC(n), com forma de conexão u. Fazendo mudanças

convenientes podemos supor que E: = 1 e E: = 0, de modo

que as rel ações (35) fi cam

: : lil «{
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n - ]

:.!. ". "' «

A condição $+1' = À21 nos d iz que @ ê conforme;

fogo, pejo teorema 2.], existe um referencial conforme F

adaptado a $(A)(se A for suficientemente pequena) com

forma de conexão @, que cumpre

t
'b 'Pj : "I 0 <i < n - l

Observe que i sto acarreta

mos ainda que va] em também

-lL-. Sabe
À

+

'> @.ij ; u'ij l <í , j < n - 1 . (37)

A c o n diç ã o @ ll
xii + ul : ;€1-- ii + ul

nos dã

lil «{-*lÉI «..*«:.

n-l n-l .

~lli «.«:« ' -l11 «{

Agora fazemos uma mudança do tiPO Fn 'Fn +

+ aFo,Fn+l-> Fn+l - a Fn - l azFo, F.i-> F.i, 05.i5.n-l, com
n - l

ê escolhido de forma a cancelar os termos em .>1.w.l na
igualdade acima. Isto não prejudicará as relações(36)

e (37) . Fi canos c om

n - l ,e
-À .>1. "j $ ü'.

n - l

Í>ll "i "ln

ou , se nd o X / 0 ,
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n - l

{E] ''{ ("jn
+

4' @i n ) : 0

Das equações de estrutura do referencial
forme temos também

con

n - l
E to.iA (uj

+

4' @{.)

e, sendo as formas u.i 2.i , l5.i.Sn-l, estas duas

combinad as impli cam em

rel a Pões

t
".in : 4' 'Pjn '

l <í < n - l (38)

Derivando as relações(37) e usando as

ções de estrutura, obtemos, para l.Si,j.Sn-l

equa

u.A
l

+

(w.j-'b q'.j ujA(uoi
t

+ @ . )
' ' o l '

( 3 9 )

donde uoj. - $+Qoj. comb mação linear de uj e uj apenas
Mas como n > 4, temos pelo menos três índices distintos

entre le n-l, de modo que na vet'dade woi - + @oi: a.iu.i'
l<i<n-l. Voltando com isto na própria equação(39) e

usando novamente que n Z 4 concluímos que tooi: $ Poi '
l <i < n - l

t

+

Por fim, derivando as relações(38) e
as equações de estrutura chegamos a

u s a ndo

to.i A Cuo.
+

' ' on '
l <i < n - l

donde U on on pois as u.i , l.Sí.Sn-l são geradoras e
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n - 1 > 2 Assim canseguiinos mostrar que

+

A partir deste instante tudo prossegue análoga

mente ao que foi feito no teorema 2.2: derivainos a aplica

ção T: A -- GC(n), T(x) ; F($(x)) E''(x), descobrimos que

é constante e usamos o fato de V ser conexo para obter o
re s u] ta do f] na]

c . q . d

c'orou(iria. Toda aplicação conforme entre duas hjperes-

feras de S'', n > 4, pode ser estendida a uma

transfortnação conforme de S''

Z)emoqs11z'qçgg. As h iperesferas são hipersuperflcies total

mente umb:ílicas e portanto temos para elas

11 € ger(1). Desta forma, basta que uma aplicação entre
hiperesferas seja confot'me para que satisfaça as hipóte-
ses do teorema 2.5

Este corolário nos mostra em particular que o

teorema 2.5. não é valido para n:3. De fato, as h opere.!
feras de S3 são bjdjmens lona is e.podem ser v estas como

superf:ícies de Riemann. Neste caso, qualquer apl ícação
holomorfa entre elas ê conforme, mas nem todas estas

aplicações podem ser estendidas a S', porque, por exem-

plo, algumas delas não são nem ao menos injetoras.
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ÇAHTUj:Q 3.

IPERSUPER ICIES CQNWKmrr'irNTE F)MNAS

i. OEriNiCAO E PRiiqEiROS RESULTADOS

Uma hipersuperfTcie V c Sn, n .1 3, é dita con-
formemente plana(c.p.) quando cada ponto x É; V tem uma

vizinhança aberta U em V tal que existe uma aplicação co!
forme

4, : U -* A

onde A é uma h iperesfera de S''. Obviamente, segundo es-

ta definição as hiperesferas são conformemente planas

No caso n=3 esta condição equivale ã existên-

cia de parâmett'os isotérmicas e é conhecido jã hã bas-

tante tempo que toda hlper'super'f:ide (que terá dimensão

2 neste caso) admite este tipo de parametrização e por-

tanto é c.p.(veja 0sser'man[7] para uma c]emonstração)

Neste capítulo estudaremos o caso n .1 4 e, pa-

ra simplificar, lidaremos apenas com hipersuperfTcies que

adm'item referenc'tais conformes adcaptados globais (em pa.L

tjcular, elas serão orientãvels). Isto não ê restritivo

pois, como a defin ição de c.p. ê local, os teoremas que
obteremos poderão ser apl ícados a cada aberto suficiente

mente pequeno de uma hipersuperflcie genérica

Começamos com um teorema que nos traduz a con-

dição de uma hipersuper'fTcie ser c.p. em termos da forma
de conexão de um r.c.a
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Teo)'e?na s.]. Seja V uma hjpersuperf:ície de S'', n : 4 e
E : V-' RC(n) um r.c.a. com forma de cone-

xãou. Então V ê c.p. se e somente se existem 1- formas

a{, l< { .S n-l definidas globalmente eni V e satisfazen
clo

n - l

,!. '. " "' (4 0 )

n-l

daj + u. A a.i + j>ll lj A aj + uin A uon '
( 41 )

1 < i < n - l

u.Au. = u.Aa.-u.Aa.., 1< i,.j<n-l
an Jn l J J l ' -- '' --

(4 2 )

z)emozzstrafão. Se V ê c.p., vamos primeiro consta'uir as

formas a.i localmente. Para cada . ponto
de V ex êste um dífeomorfismo conforme @ entre uma vizi-

nhança deste ponto e um abeí'to de uma h iper'esfera A, com

AZ = 1. Pelo teorema 2.1 existe um r.c.a. F definido
sobre este aberto de A, com forma de conexão @ tal que

$* 'P{ : "j' 0 < i < n -l (4 3 )

Podemos a inda, sem alterar(43), escolher Fn
constante = A, donde

q'i n : 0 , 0 < i < n -l
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Ass i m , fazendo

1 01 , 1 < i < n - l ,

as cond ições(40),(41) e(42) são consequências imedia-

tas das equações de estrutura para os referencia.{s E e F

Para ver que as formas a{ podem ser definidas

globalmente, basta mostrar que se(aj) e(B.i) são duas
seqUênc ias de formas que satisfazem as condições requeri

das, então elas coincidem na enter'secção dos domínios

De fato, isto ê \erdadeiro pois chamando de y.i ãs dife-

renças al - BI, as condições \42) para cEj e para B.i re-
su l tan} em

ui A 'Vj - uj A y.i l < { ,j < n - l (4 4 )

donde , como

apenas

n > 4 , cada y.i é combinação linear de u.i

y { : a { ü'l , 1 < i < n - l

Vol tardo com isto pa ra (44), vem

ai + aj ' i <i <j < n -l

donde, como n Z 4, aj : 0, i.Si.Sn-l, ou seja, a.i
l <i< n-l , que ê o que qu e r:íamos

Reciprocamente, se existem formas aj, l.Si5.n-l,
definidas em V e satisfazendo(40),(41) e(42), então

podemos constou ir formas @.i.i , l5.i,j.Sn-l, colocando
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Qo

Qjj

q'i n

@o'i

ujj

0 ,

1 < i < n - l

l <i <j < n- l

0<i < n-l

0 1
a . , l <i< n-l

I' - -

e o restante das Qjj def unidas de modo a satisfazer as
equações de simetria(20). Oevjdo a(40),(41) e(42) a

forma @ ;(Qjj) a valores matriciais(n+2)x(n+2) satis-
faz as equações de estrutura(21), de modo que o sistema
di fe re n c i al s o br'e V

dF ; FQ

onde F é a função incõgn ita a valores matriciais(n+2) x

x(n+2), ê completamente {ntegrãvel, pois a cond ição de

Frobe niu s pa ra el e õ

d2F = dFAQ + Fd©

F@A@ + Fd@ = F(@A@ + dQ)

Por outro lado, se F ê uma solução deste sistg
ma temos

d(F't@F'i) : -F'tdFtF't .} F-i - F't @ F'idF F'i

-F-t(@t @ + ©W)F'i : 0
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Seja x. G V e B € RC(n); se tonal"mos a solu-

ção F tal que F(x.) ; B, definida numa viz inhança U de

Xn' então o que f izemos acima mostra que F(x) É; RC(n) p}
ra todo x € U e a { nd a

dFn

n+l

:!. ":«
F l

ou s ej a , Fn (x ) B. pa ra todo x G Un '
donde

lr( F o ( x ) ) G B n

para todo x G U. Usando técnicas semelhantes ãs da de-
monstração do teorema 2.1, não é dif:ícil mostrar que $ =

lro F. é na verdade um difeomorfismo foca l confot''me, co!

clulndo-se então que V é conformemente plana

As cond ições(40),(41) e(42) do teorema acl

ma não são independentes. Vamos mostrar agora que se

nZ4a condição(42) impl icaa(40) e, se n.!5,(41)
também decorre de (42 )

Para a prime ira asserção, multiplicando exte-

riormente ambos os membl'os de (42) por' u.i ã dure ita, vem

u.in A ujn A coj u-í A aj A uj

Somando para

n - l

co.i. A jEI jn A uj

, 2 , . . . , n - l

n- l

'o.i A jlll aj A uj
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n - l
Pel a s equ a çõe s d e e s tru tu ra , >l

lJ
u. = 0,J '

l og o

n - l

u,. A j:l j A "j

Esta equação nos diz que todos os mon.Õmios ex-
n - l

tenores da 2- fot'ma >1 ajAuj tem um fatos u.i' pat'a

1 <1 < n- l

Se existir'em pelo menos 3 :índices distintos en

tre le n-l, ou seja, se n > 4, então isto ficar'pela

n - l

j:l j A "j

q ue é a c onda ção (4 0)

Quanto ã outra, derivando exteriormente a con-

dição (42), aplicando as equações de está'atura para os

du{ que aparecerem e a própria condição(42), ob-
temos

n-l

(oiA (daj + cooA aj + kEI ujkA ak + ujnA uon )

n-l

ujA(daj+cooAai +kEI lk Aak+uiR

Entre parêntesis aparecem as 2-formas da conde

ção(41). Chamemo-las.de :.i para facilitar os cálculos
Ficamos com

u.i A :j : uj
(4 5 )



83

donde

uj A S.i A oj

o que mostra blue cada monõnlio exterior da 3- forma

contêm uin fatos u.i, l.Sj5.n-l. Se existem pelo menos 4 í.B
doces distintos entre le n-l, ou seja, se n > 5, isto
a c a rl'e t a

ou , en} ou tra s pal a vra s ,

para cer'tas 1- formas É31, 1< i < n-l. Voltando com {s
to a (45 ), temos

ui A uj A Bj uj A u.i .A B.i

ou

u.i A uj A (B{ + Bj

n- l

Escrevendo B.i = jjll
l s to fic a

n- l

k:l(b'ik + bjk)u.i A uj A wk

do nde , se { ,j e k são d is t i n tos ,

b.i k + bj k
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e , s e ri > 5 ,

b{ k ; O pa ra i # k

Concl ulmos que í3 .i b: ; u: e portanto] 1 1 '

o, l 5. i < n-l

sa tlsfaz end o a c onda ção (41 )

Ass ím, se n > 5, uma hipersuperfície de Sn é

conformemente plana se e somente se realiza-se a condi-

ção (42). Para n : 4, ê necessãrja também a conde

Ção (41 )

Trataremos separadamente estes dois casos, um

em cada uma das duas pr'Õx imãs secções

2. 0 CASO n 2 5

Na secção 2.4 defin amos o operador de Weingarten

de uma hipersuperfTcie orientada V como sendo o negativo
da derivada da aplicação normal de Gauss N:V -' S'', res-
saltando o fato de ele ser auto-adjunto em relação ao

produto interno dado pela métrica induzida gjV' Dessa

forma, é possa'vel diagonal'azar esse opercador' (em cada

ponto) obtendo no máximo n-l = djm TxV auto-valores dis-
ta ntos

Dizemos que V ê quase-umbz'lIGa quando em cada

ponto x € V o operador de Weingarten tem um auto-valor
de multiplic idade maior' ou igual a n-2. Em particular,
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dal decorre que exjstern no inãxjmo 2 auto-valores distin-

tos. Esta definição não depende da orientação de V e ê
vãl ida também pat'a hipersuperflcies não-orientãveis se

considerarmos apl icações normais de Gauss definidas ape-
nas l ocalme n te

0 lema abaixo esta relacionado com quase-umbl

licjdade e nos será útil na demonstração do teorema que

o s egu e

Zlema s.:z. Seja V um espaço vetorial r'eal de dimensão fi

nata m e L um operador auto-adjunto em rela-

ção a um produto interno <,> sobre V. São equivalentes:

1) L tem um auto-valer de multiplicidade : m-l

2) dada uma base ortonormal e.... e. de V, amatriz A

(a.ij)mxm de L em relação a essa base satisfaz

de V , ae
n

a{ j À6 . . + k c .c . l <'i , j <nl ,

para certos À , k , c.i G IR , l <i<m

demonstração

1 --> 2. Seja W um subespaço de dimensão m-l contido em

Ker(L-À. id), onde À õ o auto-valor da hipótese. Tome um

vetou' c unjtãr io e ortogonal a W. Como Wi ê L- invar ian

te e unidjmensional , c ê auto-vedor de L, cor'respondente

a um auto-valor que chamaremos de p.

Dado v G V, podemos escrever

v = <c )v >c + v - <c ,v> c
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v > c t; vl e v- < c ,v > c b H .LOGO

Lv = p<c ,v > c + Xv - X<c ,v > c

Àv + ( P- À) <c ,v> c

A ma triz A : (a.ij)mxm é dada po r

]

l <<e < l j ma

A

J

c >
"'i j ~' j ' "' j ' ' ' "' '' '' j

XÕ.ij + (p- À) <c , e.i> <c ,ej >

>

como queriamos

2 - Defina o vedor

m

.!. '. '.
m

Se v : >1 vje.i é o

l l l

s e .i>1.i c.i v.i : 0 , e n tã o

m

L ( v ) : . 21:l a{ j v j e.i

nl

J:l (Àâij + k c.icj ) vj ej

E.. ÀÕ.jj vj ej + : !. k c.icjvjej

rtogonal Istoa c ,

C =

V

=

i l

e ,
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'Ày

Logo, À ê auto-valor de L e Ker(L-)..id) contêm

o subespaço ger(c)i, de d ímensão ? m-l

c . q . d

Teorema 3.2. Seja V c Sn, n ? 5, uma hlpersuperfície

admitindo referencial confot"me adaptado

global. Então V ê conformemente plana se e somente se

V ê quase-umblli ca

4?elnoBg11Jlqggg. Pelo que v amos na secção anterior, basta
demonstrar que a quase-umbil ícidade ê equi

val ente ã c ond íção (42 )

Suponha então que (42) se verjflque e seja

x € V. Como o referen:ial do teorema 3..1 é qualquer, p.g

demos escolho-lo de modo que Eg = 1 e E: = 0, donde de-

corre que a apl icação N : - e. : - vj,E.(En) ê uma apl icg.
ção normal de Gauss global. Além disso, podemos tomar

os vetores E.i, l .S i ! n-l , de modo que. e.i = vtE.(E.i) sg
jam auto-vetores de -dN em a. Assim, teremos no ponto
X

'in aín : <e.Í ' d.en>

n -l

<ej , de.(j>ll aj ej);'
n - l

j=1 ei' den (ej)» aj
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n - 'l

jlll 'çei ' aj ej' "j

a.u.
1 1

sendo aj , l.Si .Sn-l, os auto-valores do operador de Hein
garten em x. Pela condição(42),

u'in A ujn uj A clj - uj A ai

Apll c a nd o estas 2 formas ao par' (ej ej ) vem

a . a
l .3 aj (ej) + a{ (e{) j # j

Sejam agora i,j,k,l quatro índices distintos
ente'e le n-l, cuja existência ê assegurada pela hipõte
se n > 5. As i gua] d ade s

a.i a k a.i (e{ ) + ak(ek)

a.i a R. a.i(e.j ) + at(e l)

ajak aj (ej ) + ak(ek)

aj (ej) + c-Ê(el)

fornecem

(a j aj ) (a k - a l)

Isto mostra que todos os aj são iguais entre
si com exceção de um deles, no máximo. De fato, se ti-
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vermos , po r exetnplo ) ai / a2 e ai / a 3' as t'elaçoes

(a 1 - a , ) ( a : -a{):0

(a 1 - a 3) (a 2 - a{ ):0

mostram que todos os a.i ' para 4 < i < n-l, são iguais

a a2 e a3 simultaneamente, donde todos os a.i são iguais
e n t re s i pat"a 2 < { < n-l

Logo, como x é genérico, V õ quase-umb:ílica

Rec iprocamente, suponha V quase-umb:inca e se-

ja E: V-'-RC(n) um r.c.a.. Queremos encontrar formas cl],
l<i<n-l, que satisfaçam(42). Colocando

n - l

":- : .:.
1 < i < n - l

n - l

j:l b'ij "j
a-i , l <'i < n - l

Temo.s a.ij : ajj pelas equações de estrutut'a e a cond i
ção (42 ) fi ca

n-l n-l n-l

X,:l a.ik ajl, ukA ul : klll bjk uiA uk - k>ll bik ujA uk

ou, água lendo os coeficientesdas formas 1. i

ai.i ajj ' aij : bii+ bjj i,j dístjntos

( 4 6 )
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a.i k aJ j ' a ij a j k bí k { ,j , k d i s ti n tos ( 47 )

a.i k a j 1, ' a i R, ajk i ,j , k , z d i s t{ ntos (48 )

As relações(46) podem ser resolvidas para
b;: , obte ndo - s e

o s

b. . 2 z .

ajj + aii + akk ' ajj akk ' a2j - ajk + ajik)

i ,j ,k distintos. ( 4 9 )

As fórmulas(49) e(47) dão soluçõesexplTcltas

para os coeficientes b.i.i e b.ik ( i # k), mas precisamos
mostrar que estas soluções estão beta definidas, pois na

fórmula (47) para b.ik aparece um :índice estranho j e na
fórmula(49) aparecem dois :índices estranhos j e k. E

necessário que estas soluções não dependam destes :Ín-
dices estranhos e além disso deve cumprir-se(48)

Se encararmos a matriz A :(ajj)(n-l)x(n-l) cg

mo matriz de um operador' l inear de Tx V em relação ã ba-

se ortonor'mal ei'.. en.l que constitu í o referencial prg
jeção, as fórmulas de passagem(31) e(32) nos mostram

que esse operador ê uma comb mação linear entre a identi
dade e o operador de Neingarten em x, qualquer que seja
a orientação. Logo, A ê matriz de um operador auto-ad-
junto que também tem um auto-valor de multiplicidade

mõiot' ou Igual a n-2. Usando o leRIa 3.1, temos

a{ j : À6.i j
, 1 < { , j < n - l (50)
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Colocando estes valores eín(47), vem

K cj ck( À

ou

K' i )+
c.i êj K cj c k bj k

ÀK c.i c k : b j k

mostrando que b.ik na verdade sõ depende de { e de k. Colo
cardo(50) em(48) verificamos a validade destas íntimas
Por fim, colocando(50) em(49) chegamos a

-}( À' + 2ÀK clÍ)

mostrando que b.ij sõ de pen de de {

Assim, os bjj, l.S{,j .S n-l, estão bem defini-
dos por(47) e(49) e estas relações juntamente com(48)
nos garantem que(42) ê satisfeita

c . q . d

corolário. Seja Vc Sn, n 2 5, uma hipersuperflcie. Então

V ê conformemente plana se e somente se V é
quase-umbTlica

4çppnpt.$Égg. Suponha V c.p. e seja x G V. Tome U viz i
nhança aberta de x que admite r.c.a.. E cla

ro que U ê c.p., logo, pelo teorema 3.2, U é quase-umb:íli-
ca. Como x é genérico, temos que V ê quase-umb:inca

Recipt'ocamente, se V ê quase-umb:il ica, o mesmo

acontecera com suas subvariedades abertas. Seja x G V; to



92

mando uma vizinhança aberta U de x que admite r.c.a. poda.
mos apljcat' o teorema 3.2 a U concluindo que esta vizi-

nhança é c.p.. Mas uma hipet'superfície coberta por aber-

t os c. p. õ o bviame n te c.p

3. 0 CAS 0 n = 4

Como vimos na secção 3.1, as hlpersuperfTcies
de Sq são caracterizadas pela existência de formas

a.i que satisfaçam as cond ições(41) e(42)

Iniciaremos nosso estudo mostrando que sempz'e

existem a.i satisfazendo (42). Par'a tanto usaremos a se-
guinte convenção, que se manterá atê o fim da secção: quan

do aparecerem os Índices í,j,k numa expressão ou fórmula

eles estarão repr'isentando todas as possíveis triplas or-
denadas de números distintos entre le 3. Nas somatÕrias

usaremos semp.re letras diferentes destas. Por exentplo, as

equações de estrutura par'a du.i podem ser escritas

3

t>ll u.it A ul '
duj + coi A uo + l <'i< 3

ou

du.i + co'i A uo + uij A uj + cojk A cok

Assim, col oca nd o

3

.!.'.« "'''i4 ) ] <'i< 3 ( 51 )
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e

3

1>11 bj t uR,a-i ( 5 2 )

e procedendo como na secção anterior chegamos a

b.i.i = } (a.ijajj + allakk ' ajjakk ' a2j ' a2k ( 5 3 )

e

bjj aj j a k k ' ai k aj k ( 5 4 )

que determinam univocamente os coeficientes bji' bjj
portanto as formas a{ a partir das formas de conexão
refez'encial conforme considerado

Pot'tanto, uma h ipersupel'f:ície de S com r.c

global ê c.p. se e somente se estas formas a.i obtidas
(42) satisfazem(41), que na notação da secção 3.1 se
creve

e

do

a

de

es

Isto posto, observemos agora que numa hlpersu
perf:ide genérica de S+ podem existir três tipos de pon-

tos , es pecifi ca das a baixo

l Q t'i P o pontos onde o operador de Weingarten tem

nas um auto-valor, de multiplicidade 3
ape

2 9 t'i PO pontos onde o operador de l\le ingarten tem do ís
auto-valores distintos, um deles com mult iplj-
cidade le o outro com multiplicidade 2
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3Q tipo: pontos onde o operador de Heingarten tem ires
auto-valores, cada um deles com multiplicidade

l

Esta classificação não depende da orientação

escolhida nas v ízinhanças de cada ponto. fqa verdade,
usando o teorema 2.4 verif icamos mesmo que ela ê inva-

riante por transformações conformes da esfera ambiente

SU, pois qualquer combinação linear entre o operador de
1leingarten e a Identidade também terá as multipl icidacles
indicadas acima para seus auto-valor'es

Embora em geral uma hlpersuperflcies contenha

pontos de cada um desses t ipos, faremos primeiramente uma

analise daquelas que possuem todos os pontos de um mesmo

tipo. Os resu atados obtidos ser'ão posterior"mente reun i
dos num sõ teorema, que tr'atarã do caso geral

Os pontos do 19 tipo são chamados de post;os aB
bZZlÍcos. É fácil ver que uma hipersuperfÍcíes que sÕ

tem pontos umbTlicos é totalmente umb:ÍI ica(secção 2.3)

e sabemos então que é formada de partes de h iperesferas

logo, é conformemen te plana

)

Para examinar os outros tipos de pontos, va-

mos empregar uma técnica que consiste em fazer uma mudan

ça ortogonal nos vedor'es E.i, l.Si.Sn-l, do referencial con

forme de modo que a matriz A : (a.ij)3x3 definida por (51)
fique diagonal para todo ponto num aberto. 0 problema

aqui ê que isto ê impossível de se conseguir, em muitos
abertos. Contudo, se U ê um aberto de pontos do mesmo

tipo então cada x G U admite uma vizinhança na qual esta
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de fl n{ do um r. c .a. tal qu e

toiq ; aiuj '
l <'i < 3 , ( 5 5 )

para certas funções a.i' d iferenciãveis

Com isto poderemos demonstrar o seguinte teorg

ma, que liqt} ida o caso dos pontos do 2Q tipo

eorema 3.3. Seja V c Sq uma hipersuperflcie tal que em

todo ponto x G V o operador de Weingarten

(pat'a qualquer orientação local) tenha exatamente dois
auto-valores distintos. Então V é c.p.

z)elnon6traçéio. Seja x G V e U uma vizinhança aberta de x
que admite I".c.a. para o qual vale(55)

Da hipótese soba'e os auto-valores do operador' de Wein-

garten decorre que duas das funções a.i, l5.i.S3, são iguais

entre si e a ter.ceira difere destas em 'Lodo ponto. Sem

perda de general idade, suporemos que ai # a2 : a3

Fazendo a mudança Eq-» E4 - a2Eo, E5-> ES+azE4-

Ej -+ E.i para 05.i.S3, consegu lidosl
'2'

.« : . : (a : - a , )'"l

U24

u3q

donde, pelas fórmulas(53), (54) e(52),

a.i l <'i< 3 ,
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e PQi'tanto as cona íçÕes(41) ficam

... l\ ,.\'lq '' 'oq

Ci) /\ ti)'2q '0q

"3« A "o-

des quais as duas últimas são obv lamente verdadeiras

Falta então verificar' a primeira, que é equivalente a

0 : uiA u04

pois a : # a :

Usan do as equações

obtemos

de estrutura para du2. e

u2 A uoq + u2i A wiü

u3 A u04 w31 A u14

ou, após multiplicação exterior por ul,

ullN u2 A u04

ui A u3 A uoK

A prime ira destas igualdades nos diz que u04 é

combinação l inear de ul e uz; a segunda, que uOq é comb i

nação linear entre ui e u3' Concluí'mos que uOq 8 na ver
dade múltipla de ul' logo ui A u04 : 0

Assim, U ê conformemente plana. Sendo x gené-

rico, temos V c.p. também.
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Passaremos agora a examinar o caso dos três a.g
to-valores distintos. Se tivermos um referencial confo!

me para o qual vale(55), então as equações(54) e(52)
dão

a. = b. u. l <'i < 3 ,

onde abreviados bj.i para b.i sendo que estes coefjcien''ces
sa t isfazem

b . + b .l J alaj ' l.Si#i.S3, ( 5 6 )

ou , equ aval en temente ,

b{ --2--(a.íaj + aiak

Chamando de =.í as 2- formas do segundo membr'o

de (41 ) , temos então

d(biu.i)+ uoAbiu.i+ >llu.iR,AblcoÊ

3

''i''i'''04 ( 5 7 )

As equações de estrutura para du.i. fornecem

d(a.iui) + coiAuok +t.>lluil A al, ul.

Subst ituindo ém(57) o valor de uj
aqui , vem

3

ajd(aluj) + R,>ll(bR,-a.iaÊ)uitAuÊ

3

d(biu.i) + b.iuoAul

donde , po r ( 5 6) ,
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d(biu.i) - â.id(aiuj) - b.icoiAuo ' bÍ Z>llcoj! A uR.

ou, usando ãs equações de estrutura para du{,

:j : d(b.iu.i)-aíd(a.iu.i) + bjdu{

donde, desenvolvendo as derivadas indicadas e agrupando
os termos

3

3

daa
{ l

2b
l

ds duAco + S
{ ll l

l
0 duds Au S+

=

2 l l

)Au.i + (2bj a{) d"j

Ch amand o de s.i a expressão

s{ : 2 b{ - a.l : ( aj -aj ) (a{ - a k )

i s to se esc rev e

l
(58)

Portanto, a hipersuperflcie é c.p se e somen

te se

(59 )

Observe que isto implica em particular que as

três distribuições definidas por u.i: 0 são completamen-

te integrãve ís, pois s.i # 0 em todo ponto. Porém, este
fato não é suficiente para garantir(59)

Daremos agora uma interpretação geométrica des

sas equações, devida a Cartan. Sabemos pelo teorema 2.4

que, embora le ll não sejam invariantes por transforma-

ções conformes, o feixe linear ger(1,11) que elas geram

no espaço vetou ial das formas quadráticas sobre TxV ê
conservado. 0 fato de -dN admi.tlr 3 auto-valores djstin

tos implica que toda fot'ma deste feixe tenha posto maior
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ou igual a 2. Na verdade, existem aT apenas 3 direções
dlstjntas de formas degeneradas. Para ver isto, observe

que o fe ixe em questão pode ser parametrjzado por

(x,u) -' À(a:«;l + a,«g , a:.«:) '- u("f ' «: . «ã)

Não perderemos nenhuma forma degenerada supon-

do À # 0; como estamos interessados apenas nas direções,

supomos ainda que À = 1. Dal é fácil conclu ír que sÕ

obtemos formas degeneradas para H : -ai' -a2 ou -a3' e

essas formas tem, como jã comentámos, posto 2. Acontece

que toda forma quadrãtica de posto 2 num espaço tridime.E

sional pode ser escrita como produto de duas formas li-
neares Ê.l.(eventualmente complexas) de uma Única mine i

ra, a menos de constantes multiplicativos. Isto dã ori-

gem a dois subespaços bídimens lona ís onde a restrição

desta for'ma quaclrãtica ê nula, a saber, os niicleos daqu.g

l as formas l i near'es

No nosso caso, temos tr'ês formas quadráticas

que podem ser decompostas em :

q: : (a, - ai)"; ' (a; - 'i) "â

(ã;'<'«,

q: = (a:-a2)ul + (a3-a,) uz

«,; ) (
+ U2 .«:)

u;): ( + 3ll (60)

q3
2 2a -a (a: - a,) ";U l1 3

+U U2
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Chamaremos de pZanp zzmbt'fico em x € V a um

subespaço bidimensional I'l de TxV tal que exista alguma

forma quadrãtica não nula do feixe ger(1,11) cuja res-

trição a W é nula. Esta noção ê {ntr:ínseca do ponto de

vista conforme e pelo que fo i feito acima resulta que hã

6 planos umbll ecos em cada ponto, dados pelas equações

+ a aa a U
D jl wk ( 61 )

Sesupusermos ai> a2> a3' oquepode ser
feito sem perda de general idade, observamos que apenas 2

desses planos são rigorosamente coerentes com a defini-

ção acima: aqueles correspondentes a q2' Os outros 4
são imag inãrios, isto é, as equações correspondentes en-

volvem formas a valor'es complexos. Não obstante, conta
nuaremos a trata-los todos como legítimos planos umbll i
cos

Uma dista'ÍbaÍç?ão umbZZiccz sobre V ê uma dis-
tríbu ição bidjmens tonal diferenciãvel que a cada ponto

de V assoc ía um plano umbTI íco naquele ponto. Novamente

temos a mesma questão: existem 2 distrjbujções umbTli-

cas rea is e 4 imaginárias sobre V, as quais serão trata-

das igualmente, sem distinções. Quando dissermos que

uma dada djstribujção umbílica D é involutíva, isto si-

gnificara apenas que dcl A a = 0 para toda forma ct (a v.!

lares eventualmente complexos) tal que O*: Ker cl(x) em

todo x d o seu domínio

Poder'emos para este fim usar as próprias for



1 01

mas dadas em (61). Porém, para nõs será mais convenien-

te multipl icar estas formas por -''ak'ai(que ê diferente
de zero em todo ponto) obtendo as seguintes equações pa

ra as distribuições umbllicas

: 0/ P

VV

si u.i :!: '/sk cok ( 6 2 )

Estamos agora prontos para apresentar a versão

geométrica das equações (5 9)

eorema 3.4. Seja V c S4 uma hipersuperflcle tal que em

todo ponto x € V o operador de l-leingarten

(para qualquer orientação local) admite três auto-valo-

res distintos. Então V é c.p. se e somente se as 6 dis-

tribuições umb:ílicas defin idas sobre V são involutivas

4? qgzzstz'aç?ão. Suponha V c.p. Seja x G V e U uma vjz i
nhança aberta de x que admite r.c.a. para

o qual vale (55). Por hipótese, realiza-se a condição

(59) , que pode se r escri ta como

O : -''S' d(.'''$' "j )

ou , lembrando que s.i # 0 sempre,

O : d(-''q' "{ )

Considerando a expressão local das distribui-
ções umbTI ices dada por(62), ê imediato que elas são
{nvol u ti vas

Reciprocamente, suponha que as 6 distribuições
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umbÍlicas sejam involutivas. Seja novamente x G V e U

uma vizinhança aberta que admite r.c.a. verificando(55)
Usando-se as equações (62) a hipótese de involutividade
nos dã

d(-''q'"l t /'sj"j) A (/sj"l t /sj "j

De senvol ven do ,

-''qd(/q''oj ) A "{ t Sd( u. tJ

* /q' d(.''S'"j) " u. + 3i d(-''q'"j) A "j

donde

'iid(-''q''o{)J\"j + '''sj d( Jü'j)A"j : 0, { # j ( 6 3 )

?i d(.''s{ "{) A"j + '''si d(-''q'"j) A"j o , { / j ( 6 4 )

Introduzindo coeficientes eventualmente compõe

xos, as equações(58) podem ser escritas como

':i d(''q' "{)

e com isto as equações(63) e(64) se transformam em

toi + :j A uj. : 0, 15.'i#j.S3

s. :. A u. + s. :. Au. :: 0, 1<'i#.i<3'j 'l '' J l J l ' -- ''

(65 )

(66 )

Como existem 3 Indjces d istintos ente'e le 3, as

equações (65) acarretam
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A "{ : 0 ,

Quanto ãs equações(66), relembrando as Feia

ções (45) d a secção 3 .1 , o btemos

(Sj + sj) :.i A uj

Mas um calculo simples mostra-nos que s{ + s.i

( a.i- a.i )' # 0 , d on d e

uj : 0 , l <'i # j < 3

Com isto concluímos que cada monõmio exterior

de cada uma das 2- formas :.i, l5.i.S3, contém todos os fa

topes u., u, e u., o que sõ ê possível quando

{ <'i < 3 ,

ou seja, a vizinhança U ê conformemente plana. Como xê

genérí co , temos V c. p.

c .q . d

Para finalizar a secção, um teorema que unia
ca todos os resultados anteriores

Teorema 3.5. Seja V c S4 uma hipersuperfície. Defina

W= {x G VI o operador'de Heingarten em

x posou i 3 auto-valores d ist intos, para qualquer' orjent.!
ção l ocas }



1 04

Então V ê c.p. se e somente se bl = g ou as 6 distrjbu{

ções umblljcas definidas sobre W são involutivas

z)emonstraç?ão. Suponha V c.p. Se N : g, nada hã a de-
monstrar; caso contrario, como W ê aberto

em V e ê claramente c.p., podemos aplicar o teorema 3.4

a W obte ndo o resul todo d eseja d o.

Reciprocamente, suponha que as 6 d istribuições

umbTljcas sejam involutivas sobre W(caso bJ / g). Dado

x € V, seja U uma v izinhança aberta de x admitindo r.c.a.

Queremos provar que :.i = 0 em U, para este I'.c.a.. Con-
sidere então os seguintes subconjuntos de U

U.i = {x G UI o operador de l\leingarten em x admite
exatamente i au+.o-valores distintos,

para qualquer' orientação local}

onde 1 , z e 3

0 conjunto U. contém os pontos umb:ílicos de U,

seu interior Ui ê c.p. pelo teorema 2.3 e portanto :.i =0
em U

0

l

0 interior de U, é c.p. pelo teorema 3.3, logo
em U

Por fim, U. é aberto em V e pelo teorema 3.4
éc.p., jãqueU3 cW. Logo, :i =0tambêmemU3

Como a unlaoentre Ui' o2 e U3 e densa em U e
C , l.Si.S3, te .los :. = 0 em U

Assim, U ê c.p. e sendo x genérico, concluímos

0

2
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que V ê c.p

4 UMA CONSEQUÊNCIA GEOMÉTRICA DA QUASE-UMBILICIDADE

Gostar:íamos de dar agora uma demonstração de

um conhecido resultado soba'e hipersuperf:ides quase-umbT

ficas sem pontos umb:ílicos, util izando o método do refe-
renc ial conforme móvel

Teorema 3.6. Seja V c S'', n>4, uma hipersuperflcje que
em cada ponto tem um auto-valor de multi-

plicidade n-2 para seu operador de We íngar'ten, para qual

quer orientação local. Então V ê folheada por subvarie-
dades abertas de variedades esféricas n-2 dimensjonais

Demonstram?ão. Defina uma distribuição D sobre V colocan

do em cada x € V D* igual ao auto - espaço
n-2 dimensjonal do operador de Weingarten. Esta distri-

buição não depende da orientação escolhida nas vizinhan-

ças de cada ponto, é difeY'enciãvel e invariante por

transformações confor'mes de Sn

Dado x G V, seja U uma v izinhança aberta de
x que admite uma aplicação normal de Gauss N:U-*Sn. Como

os auto-valores de -dN tem multiplicidade constante em U,
podemos tomar, se U for suficientemente pequena, um refe
rencial E:U-*RC(n) com forma de conexão u satisfazendo

co.in : a iuj l <i < n - l ,
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em U. Como -dN tem um auto-valor com multipl ícldaden-2,

temos que n-2 das funções a.i são iguais entre si e dife-
rentes da restante. Sem perda de generalidade suporemos

ai Ía2 = a3 = ...: an-l' Fazendoentãoamudança

En -» En - a 2 E o

En+l ' En+l -t .Í:.+ a 2'n

E . -' E . , 0 <i < n-l
1 1 ' -

ficamos com

":n : (a: - a,) ":

u.in ; 0 , 2 < i < n-l

Derivando exteriormente estas Ültjmas equações

chegamos a

'i '' 'on

donde

uin ' 2.Sí.S n-l

ui A u.i A uOR '
2 <i < n - l

o que mostra que uOR é mail ti pla de cü.

uOR : k' ul

Fazendo então a mudança

Ei '- Et + a E o
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E.i -' E { , i = 0 , 2 , 3 , . . .,n-l

En+l ' En+l - a Ei - l a2Eo

onde a = -----K--- , obtemos uon : 0 sem alterar ul nem
a 1 - a 2

u.in ' l5.lln- 1. Agora o referencial esta pronto para ser
u fado.

A distribuição D é dada localmente por

U in

e a equação de está'utura para dum conduz a

In

provando que D ê ínvolutiva. Observe que

dEn : uIR Ei'

logo En ê constante sobre cada variedade integral conexo

de D. Vamos mostrar que o mesmo ocorre com E.. De(25),
n - l

+j>12 it Ei + coniEn - uiEn+l

portanto, se uIR : 0 temos a anulação dos dois Últimos
termos. A equação de estrutura para duon dã

uol A uin

dE E
00 1
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o que mostra que wo. é múltipla de u,R'

A equação de estrutura para dujn' 25.i.Sn-l dã
agora

'»{: A "in

ou seja, uji também é múltipla de uIR para 2<i<n-l
Concluímos que E, ê constante sobre as variedades ante
g pais conexo s d e D

Assim, as folhas são as variedades integrais

maximais de]), que são subvariedades abertas conexas das
vara eda des e sfê rica s E /\ E

nl

c . q . d
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