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Introdução

A {dêia inicial deste trabalho ocorreu após a lei-

tura, por sugestão da orientadora, do artigo de Broverman,

Ginsburg, Kunen e Ta]] [B]. Pareceu muito natural prosseguir
no estudo do tipo de espaço(descrito emIB]) em condições
mais gerais. Este fo i apenas o ponto de partida de um traba-

lho do qual se tem muito a desenvolver. A interligação entre
Teoria dos Conjuntos e Topologia Geral, na prõprja definição

dos espaços, permite uma grande variação de problemas, seja
na maneira como a Teoria dos Conjuntos afeta as propriedades

topolõgjcas, seja em problemas de aspecto puramente topolõgi-
co que se tornam, por exemplo, uma questão de consistência em

Teoria do s Co nj u n to s

No Cap:ítulo l são estabelecidos os pi:e-r'equísitos
necessãrjos ao entendimento do trabalho. Entretanto, algumas

definições e resultados aparecem somente em cap:Ítulas seguin-

tes, quando se rão utjlizad os

0 cap:ítulo que se segue ê inteiramente dedicado a
funções cardjna is e condições de cede ía. Gostaríamos de res-

saltar a importância de ambos em Topologja Geral. Um exemplo

desta importância foi a solução de um problema proposto por
Alexandr'off e que esteve em aberto por cincoenta anos: Será

que a cardjnalidade de um espaço compacto satisfazendo o pri-
meiro axioma de enumerabíljdade ê menor ou igual a 2 '? A

resposta afirmativa foi dada por Arhangelski{ que demonstrou

i • 
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o resultado mais ger'al seguinte par'a qualquer espaço topolã.
gjco X, IXI S 2L(X)X(X) onde L(X) é o número de Lindel8f de
X. Maiores esclarecimentos nesta área encontram-se no livro

de 1. Juhãsz, "Cardjnal functions in Topology - Ten Yeat's

L a t t e r'' , ( 1 981)

Observemos também, que espaços homeomorfos têm as
sociados os mesmos invariantes cardinais

0 terceiro cap]tu]o trata do estudo da normal idade

nos espaços E(J). Aqui mot ivados por trabalhos de Kombarov,

hem como por aquele inicialmente mencionado, tentamos fechar

as questões l igadas ã normalidade. Temos, no entanto uma

questão em aberto.

0 quarto e ultimo cap:ítulo é dedicado ao estudo de
funções continuas definidas em espaços E(J). Sendo estes

subespaços de espaços produto, temos interesse em verificar

em que situações tais funções dependem de uma quantidade re.!

trata de coordenadas, jã que isso pode levar' a interessantes

conclusões a respeito desses espaços

Os apêndices l e 2 mostram uma abor'dagem de propr.!

edades desses espaços, distinta da {njcial e também, indicam

linhas de trabalho que serão seguidas posteriormente

':.

i i. 

o resultado mais geral seguinte para qualquer espaço topolª 

gico X, lxl s 2L(X)x(X) onde L(X) ê o numero de Lindel8f de 

X. Maiores esclarecimentos nesta area encontram-se no livro 

de I. Juhasz, "Cardinal functions in Topology - Ten Years 

Latter", (1981). 

Observemos tambêm, que espaços homeomorfos têm as

sociados os mesmos invariantes cardinais. 

O terceiro capitulo trata do estudo· da normalidade 

nos espaços E(J). Aqui motivados por trabalhos de Kombarov, 

hem como por aquele inicialmente mencionado, tentamos fechar 

as questões ligadas ã normalidade. Temos, no entanto uma 

questão em aberto. 

O quarto e ultimo capitulo ê dedicado ao estudo de 

funções continuas definidas em espaços E(J). Sendo estes 

subespaços de espaços produto, temos interesse em verificar 

em que situações tais funções dependem de uma quantidade re~ 
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ABSTRACT

The purpose of th is work is to study E(J) spaces

which are subspaces of p roduc ts.

He study cardinal functions normality and
continuous functions on E(J) for different kinds of a-ideais

In the appendjx l we give informations about the topological
group structur'e of some E(J) and ín appendix 2 some

information about J-box topology

ABSTRACT 

The purpose of this work is to study I(J) spaces 

which are subspaces of products. 

We study cardinal functions normality and 

i i i • 

continuous functions on I (J) for different kinds of o-ideals. 

ln the appendix 1 we give informations about the topological 

group structure of some I (J) and in appendix 2 some 

information about J - box topology , 



CAPITULO i

Prol-íminares

Neste capitulo pretendemos desenvolver a maioria
dos pré-requisitos necessários ao resto do trabalho, bem co
mo dar um apanhado dos principais resultados existentes se
bre E-espaços ou E-produtos, forma como frequentemente são

den omlna dos tais espa ços

l Algumas definições e notações

Definição 0. - Um espaço topolõgico X diz-se como.ee,tatnen.te

xegu,eax, ou eálaçcr Tychonoáá se for Hausdorff e para todo
xe XetodofêchadoF,g#Fc X ,tal quex & F existe uma

função cont:ínua f: X -----* [0,1] ta] que f(x) : 0 e f(y) ; ],

para qualquer y € F

Ç

Uin primeiro ponto para o qual devemos chamar a aten

ção ê que em todo o trabalho, salvo menção contraria, os es-

paços topológlcos serão supostos completamente regulares

Dada uma fam:fila de espaços topolõgicos (Xt)t.T de-
notamos por .IT.Xt o espaço produto mun ído da topologia pro-

duto, ou seja, a gerada pelos abertos elementares ç2 = il.Qt o.g

decadantêabertoemxt para cada te T e {tlçzt#Xt} ê
f{ n l to .

€

€

1. 

CAPfTULO I 

Preliminares 

Neste capltulo pretendemos desenvolver a maioria 

dos pré-requisitos necessários ao resto do trabalho, bem co

mo dar um apanhado dos principais resultados ex1stentes so

bre E-espaços ou E-produtos, forma como frequentemente são 

denominados tais espaços. 

1. Algumas definições e notações 

Definição O. - Um espaço topol5gico X diz-se completamente 
(,,-, 

hegulah, ou e~paco Tychono66 se for Hausdorff e para todo 

x E X e todo fechado F, 0~ F e X, tal que x· ~ F existe uma 

função contlnua f: X -► [0,1] tal que f(x) = O e f(y) = 1, 

para qualquer y E F. 

Um primeiro ponto para o qual devemos chamar a aten 

çao e que em todo o trabalho, salvo menção contrãria, os es

paços topol5gicos serão supostos completamente regulares. 

Dada ~ma famllia de espaços topo15gicos (Xt)tET de

notamos por TI X~ o espaço rroduto munido da topologia pro 
tE T '~ 

duto, ou seja, a gerada pelos abertos elementares 

de cada $/ t e aberto em xt para cada t E r e {t 1 

finito. 

íl = TI ílt on 
t.ET 

ílt ~ Xt} 
-e 
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É preciso lembrar algumas propriedades dos espaços
completamente regulares que serão Importantes para os espa-
ços a ue s ão obj e to do tra bal ho.

Observações: a) Todo subespaço de um espaço completamente

regular e compl etamente regular

b) Um produto não vazio de espaços completamente regulares

é compl etamente regue ar

Defin íção 1. - Dado um conjunto T , T # g , definimos um

Idem,C óob,te T , usualmente denotado por J , como sendo um

subconjunto do conjunto de partes. de T, p(T), satisfazer
do a

g c J

) {t } € J q ual quer que sej a t € T

{l{) Dados ll e l2 em J , ll u l2€J

{v) Se Jc l e l (J então JcJ

Observação: No trabalho vamos apenas nos preocupar com {de

als fechados por' reuniões enumerãvels que sãodenomlnados

a-Zdea,tó

Defjnlção 2. - Um oxd,éna,e ê um conjunto a que ê bem ordenado

Dela relação € e transjtlvo. Entende-se por conlcin.{o Za.an-

,sl,t,évo um cl tal que 13 € a e y ( 13 Impl ica y € a. Um ordinal
ê o conjunto dos ordjnajs que o precedem.

2. 

t preciso lembrar algumas propriedades dos espaços 

completamente requlares que serão importantes para os espa 

ços aue são objeto do trabalho. 

Observações: a) Todo subespaço de um espaço completamente 

reqular ê completamente regular. 

b) Um produto não vazio de espaços completamente requlares 

ê completamente regular. 

Definição 1. - Dado um ·conjunto T , T ~ 0 , definimos um 

i deal l obhe T, usualmente denotado por J , como sendo um 

subconjunto do conjunto de partes de T , P(T) , satisfazen

do a: 

i) 0 E J 

ii) { t} E J 

i i í) Da dos I 1 

qualquer que seja t E T 

e I 2 em J I 1 u I 2 E J 

Í V ) Se J e I e I E J então J E J , 

Observaç ão: No trabalho vamos apenas nos preocupar com ide 

ais fechados por reuniões enumeráveis que são denominados 

a-id eaLf, . 

Definição 2. - Um ohdinal e um conjunto a que ê bem ordenado 

pela relação E e transitivo. Entende-se por conjunto than-

lLt i vo um a tal que í3 E a e y E í3 implica y E a . Um ordinal 

ê o conjunto dos ordinais que o precedem . 
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Definição 3. - Dizemos que dois conjuntos A e B têm mesma

caa.d,éna.e.idade, ou em símbolos IAj = IBI se existe uma função

blunTvoca de A sobre B. Diremos que a cardlnalldade de A é

menor ou igual ã de B, IAI É IBI se exjst$r uma função blun:i'

você de A em B.

Deflnjção 4. - Um ea,td,éna,C ê um ordlnal a tal que 13 < ci Im

pl lca IBI < lal. Vamos usualmente denotar cardlna ís com le
trás minúsculas m,n ,p etc

Defln lção 5. - Para cada numero cardlnal m > 1 a coalha.e,éda

de de m , denotado cf(m),õ o niimero cardinal

cf(m) : InfÍIAl: m : .)l. mX ' mX cardjnal e cada mX < m}ÀcA

Números cardinais m para os quais m = cf(m) são ditos a.egu,eg

a.e,õ, caso contrario isto õ, quando cf(m) < m, d ízemos que
s ão óíngtc,ea4.eó

Vamos agora apresentar alguns exemplos de a- ídeajs

para ressaltar sua Importânc la

Exemplo 6. - 0 conjunto dos subconjuntos de primeira catego

rla de Barre em um espaço métrico completo X forma um a-lde
al sobre X

Exemplo 7. - Os subconjuntos de[0,1] de medida de Lebesgue

zero formam um a-]dea] sobre[0,1]

3. 

Definição 3. - Dizemos que dois conjuntos A e B têm mesma 

e. a 11. d-<- na Ll d a. d e_ , o u e m s i m b o l o s I A I = I B I s e e x i s t e u m a f u n ç ã o 

biunTvoca de A sobre B. Diremos que a cardinalidade de A e 

menor ou igual a de B, IAI ~ IBI se existir uma função biuni 

voca de A em B. 

Definição 4. - Um c.a11.dina..l ê um ordinal a tal que 8 < a im -

plica lsl < lal. Vamos usualmente denotar cardinais com l~

tras min~sculas m,n,p etc .. 

Definição 5. - Para cada numero cardinal m > 1 a c.o6ina..llda.~ 

de.. de_ m , denotado cf(m),e o numero cardinal 

cf(m) = inf{ 1 /\ 1: m = }: mÀ , mÀ cardinal e cada mÀ < m} 
ÀEA 

N~meros cardinais m para os quais m = cf(m) são ditos 11.e..gu.l~ 

11.e..~, caso contrário isto e, quando cf(m) < m, dizemos que 

são ~,i,ngttlaJte..~. 

Vamos agora apresentar alguns exemplos de o-ideais 

para ressaltar sua importância. 

Exemplo 6. - O conjunto dos subconjuntos de primeira catego

ria de Baire em um espaço métrico completo X forma um o-ide

al sobre X. 

Exemplo 7. - Os subconjuntos de [0,1] de medida de Lebesgue 

zero formam um o-ideal sobre [0,1]. 
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Exemplo 8. - Os conjuntos não estacionários de m, m card anal
regular(visto como ordinal) formam um a-Ideal. Para ma lo

res de tal hes ve r exempl o ll 31

Os a- Ideais não foram ainda objeto de estudo profun

do em topologla, sobretudo no que se refere ã Interl'lgação

entre propriedades de teoria dos conjuntos dos a- Idea'ls e .as

propriedades topolõgicas dos espaços(topolõglcos) por eles
d eterm { n a dos

flecte trabalho vamos nos ded tear ao estudo dos empa

ços E( J) , que são de certa forma uma genes'allzação dos

x-espaços ]nic]a]mente estudados por Corson [C] em 1959

Definição 9. - Sejam X = ll X* um espaço topológ lco produto,

J um a-]dea] sobre T e e ; (et)t.T um ponto arbitrário
porém f'ixado, de X. 0 espaço topolõg'ico E(J)c X tem como

suporte o conjunto defin ido abaixo

{ X c X 1 { t

topologja {nduzlda pela topologla produto. 0 ponto

(et)t.T é denominado panZo ba,óe de E(J )

Notação: - Alguns a-Ideais vão aparecer com bastante fre-

quência, por esse motivo vamos ter.para eles uma notação pa.!.

tjcular. Dados um conjunto T e um cardjnal {nflnlto m deno-

tamos

4. 

Exemplo 8. - Os conjuntos nao estacionãrios de m, m cardinal 

regular (visto como ordinal) formam um o-ideal. Para maio -

res de ta 1 hes ver exemplo II 31 • 

Os o-ideais nao foram ainda objeto de estudo profu~ 

do em topologia, sobretudo no que se refere a interligação 

entre propriedades de teoria dos conjuntos dos a-ideais e as 

propriedades topológicas dos espaços (topológicos) por eles 

determinados. 

Neste trabalho vamos nos dedicar ao estudo dos esp! 

ços E( J ) , que são de certa forma uma generalização dos 

E-espaços inicialmente estudados por Corson [CJ em 1959. 

De f inição 9. - Sejam X= 

J um a - ideal sobre T e 

rr Xt um espaço topológico produto, 
tE T 

e= (et)tET um ponto arbitrário, 

porem fixado, de X. O espaço topológico E( J) e X tem como 

suporte o conjunto definido abaixo: 

e a topologia induzida pela topologia produto. O ponto 

e = (et)tET e denominado ponto ba.õe de z:(J) 

Notação: - Alguns o-ideais vao aparecer com bastante fre

quência, por esse motivo vamos ter .para eles uma notação pa!_ 

ticular. Dados um conjunto Te um cardinal infinito m deno

tamos: 



: {s' T l lsl < m} cf(m) > N.
: { S ' T 1 1 sl $ m}

5

[Tl$m : {Sc T l ISI á m}

[T]'m : {Sc T l ISI < m} cf(m) > NO

Observe-se que, se no prime Iro caso m = ITI e no segundo

m > ITI, os a-ldeajs correspondentes cojncldem com o con-

junto de partes deT, p(T). Tambémé bomnotarque se
cf(m):b:n,[Tl<m não é um a-ideal, apenas um ]dea]. 0 es-
paço obtido com este ideal ê o a-produzo que fo{ Introduz ído

por Corsos e que vamos denotar no decorrer do tt'abalho por

EO ' Verifica-se facilmente que EO é um subespaço denso em

n.Xt ' Como para qualquer Ideal ou a-ideal E( J) ' EO '

todos os subespaços E(J) são densos no espaço produto n x.
4.. ,r I' \'

E importante ressaltar que espaços E( J) cont'Idos

em um mesmo espaço produto, deter'minados por um mesmo a-Ide-

al Õbvjamente, podem não ser (topologlcamente) água is se os
pontos base forem djstlntos. Este fato pode ser observado

no exempl o a ba íxo

Exemplo 10. - Seja T um conjunto de índices cuja cardinallda

de éma porque NO ' Para todo t € T seja Xt o compactlfi-
caclo de Alexandroff de um espaço topolõgico discreto D, Isto

é, Xt =Du {m} , m& D eparacada d cD, {d} éaberto
Alémdisso V êvizlnhança desse V-D forflnlto. Vamos

considerar J=ET] e tomar }](J) espaços com pontos ba-

se distintos, a saber EI(J) e E2(J). 0 primeiro tem co-

[ T] ~m = { S e T 1 SI s m} 

1 S 1 < m} cf(m) > ~ 0 

Observe-se que, se no primeiro caso m = ITI e no segundo 

m > ITI, os a-ideais correspondentes coincidem com o con-

junto de partes de T , P(T). Também ê bom notar que se 

5. 

cf(m) = ~ 0 ,[TJ<m nao ê um a-ideal, apenas um ideal. O es

paço obtido com este ideal ê o a-phoduto que foi introduzido 

por Corson e que vamos denotar no decorrer do trabalho por 

r 0 • Verifica-se facilmente que r 0 ·-ê um subespaço denso em 

TI X 
tE:T t 

Como para qualquer ideal ou o-ideal E( J) => z: 0 , 

todos os subespaços r(J) são densos no espaço produto rr X • 
tE T t 

t importante ressaltar que espaços r( J) contidos 

em um mesmo espaço produto, determinados por um mesmo o-ide

al 6bviamente, podem não ser (topologicamente) iguais se os 

pontos base forem distintos. Este fato pode ser observado 

no exemplo abaixo. 

Exemplo 10. - Seja Tum conjunto de indices cuja cardinalida 

de ê maior que Para todo t E T seja Xt o compactifi-

cado de Alexandroff de um espaço topo16gico discreto D, isto 

ê, Xt = D u {oo} 00 ~ D e para cada d E D, {d} e aberto. 

Alem disso Vê vizinhança de 00 se V-D for finito. Vamo~ 

< ~ 
= o 

considerar J = [TJ e tomar E( J) espaços com pontos ba-

se distintos, a saber z: 1( J) e r 2 ( J). O primeiro tem co-
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mo ponto base o ponto que tem todas as coordenadas água is a

" e o segundo tem como ponto base d = (dt)t.T onde, para cg.

da t, d+ c D. Um s'istema fundamental de vizinhanças de um

ponto de EI( J) tem cardinal Idade : IDI, ao passo que um sl.!
tema fundamental de vizinhanças de d € Ea( J) tem cardlnal I-
dade ITI. Quando IDI > ITI teremos situações distintas nos

does c a s os. []

Observação: - Quando o espaço E(J) esta cont'ldo num produ

to de espaços homogéneos será homeomorfo a qualquer outro
E:'( J ) contido no mesmo produto determinado pelo mesmo

a-ld eal e com di fe ren te po nto base

Corson faz um comentar.{o neste sentado em]C], onde

exibe um outro exempl o.

Pr'ecjsamos também ressaltar a importância que a Teo

r'ja dos Conjuntos tem sobre a Topologia Geral , na medida em

que na presença ou não de cet"tos axiomas da primeira resul-
tados de topologla podem ser afirmativos ou não. No traba-

lho estaremos assumindo ZFC todo o tempo. A menos que se f3.
ça refez'ência, os resultados {ndependem da hipótese do Cont:Í

nuo(CH). Vamos em alguns resultados utjljzar' o Axioma de
Nlartln, que pode ser enunciado de diversas formas. Vamos a-

presentar uma que parece mais natural para a Topologla

6. 

mo ponto base o ponto que tem todas as coordenadas iguais a 

00 e o segundo tem como ponto base d= (dt)tET onde, para ca 

da t, dt E D. Um sistema fundamental de vizinhanças de um 

ponto de E1( J) tem cardinalidade G IDI, ao passo que um sis 

tema fundamental de vizinhanças de d E E2( J) tem cardinali

dade ITI. Quando IDI > ITI teremos situações distintas nos 

dois casos. D 

Observação: - Quando o espaço r( J) estã contido num produ

to de espaços homogêneos serã homeomorfo a qualquer outro 

E 1 
( J) contido no mesmo produto determinado pelo mesmo 

a-ideal e com diferente ponto base. 

Corson faz um comentário neste sentido em [CJ, onde 

exibe um outro exemplo. 

Precisamos tamb~m ressaltar a importãncia que a Teo 

ria dos Conjuntos tem sobre a Topologia Geral, na medida em 

que na presença ou não de certos axiomas da primeira resul

tados de topologia podem ser afirmativos ou nao. No traba

lho estaremos assumindo ZFC todo o tempo. A menos que se fa 

ça referência, os resultados independem da hipótese do Conti 

nuo (CH). Vamos em alguns resultados utilizar o Axioma de 

Martin, que pode ser enunciado de diversas formas. Vamos a

presentar uma que parece mais natural para a Topologia. 
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Ax toma de Martln - Não existe espaço compacto Hausdorff,

ccc, que seja união de menos que c(=2) conjuntos raros
(ver na definição 16. o sign Iflcado de ccc)

Sob CH o Ax toma de Mart ín (MA) é o Teorema de Cate-

goria de Baile com a hipótese extra do espaço ser ccc. Por

ôsso, frequentemente, quando supusermos MA vamos negar CH,

ou resumidamente,(MA .l ICH). 0 que vamos realmente utili-

zar no trabalho é a segu ante consequência de(MA .i ICH)

Teorema l:l,;IME] -(MA + ICH) - Se(Xt)t.T é uma famÍlIa de
empa ços ccc então H X+ õ ccc

+ .T v

Observemos que (MA .i ICH) {mpl íca na não ex'istên-

cia da a.e.{a de watt,sZllt S. A neta de Sousljn é um espaço to-
polõgjco linearmente ordenado sem primeiro nem ültjmo elemen

to, ccc e não separãvel.S X S não é ccc

2. Funções cardinais

A topolog ía geral é um campo da matemática onde se

pode aplicar, de forma natural, métodos da teoria dos conju!
tos. Ocorre também que muitos problemas da teoria dos con-
juntos se originam na topologla geral

Essa {nteração entre tepologja e teoria dos conjun

tos dã lugar' ao estudo dos {nvarlantes cardinais que descre

Axioma de Martin - Não existe espaço compacto Hausdorff, 
~o 

7 • 

ccc, que seja união de menos que e (=2 ) conjuntos raros. 

(ver na definição 16. o significado de ccc). 

Sob CH o Axioma de Martin (MA) é o Teorema de Cate-

goria de Baire com a hipótese extra do espaço ser ccc. Por 

isso, frequentemente, quando supusermos MA vamos negar CH, 

ou resumidamente, (MA+ lCH). O que vamos realmente utili

zar no trabalho é a seguinte consequência de (MA+ lCH): 

Teorema 11. [ME] - (MA+ lCH) - Se (Xt)tET ê uma familia de 

espaços ccc então IT X e ccc. 
tET t 

Observemos que (MA+ lCH) implica na nao existên

cia da ~ eta de Sou~lin S. A reta de Souslin é um espaço to 

polÕgico linearmente ordenado sem primeiro nem último elemen 

to, ccc e não separável,S X S nao e ccc. 

2. Fun ções cardinais 

A topologia geral ê um campo da matemática onde se 

pode aplicar, de forma natural, métodos da teoria dos conju~ 

tos. Ocorre também que muitos problemas da teoria dos con 

juntos se originam na topologia geral. 

Essa interação entre topologia e teoria dos conjun

tos dá lugar ao estudo dos invariantes cardinais que descre-
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vem certas propriedades de espaços topológlcos

No que se segue X ê um espaço topolõg'lco e T(X) ê

a topolog'jade X. Dado Ac X,Adenota o fechodeAemX

Definição 12. - 0 pe,õa de um espaço topolõglco X, u(X), é dg
f{ ni do po r

«,( x ) mintjBI IB é uma base aberta para x} + :qn

Definição 13. - Dada 8 c T(X)-lg}, d'lzemos que B Õ uma

v-ba,6c de X, se para todo aberto não vaz'lo Q c X existe
B € t3 tal que B c Q.

Definição 14. - 0 lr-Joa,se de um espaço topolõglco X ,

lru( X) ê def{ n{ do por

««,(X) ; m{ n{ l 8 B é uma v-base de X} + iq4n

Definição 15. - Seja C cv(X)-Íg} . Dizemos que C ê ceou.Ca,t

se os elementos de C são dois a dois dlsjuntos

Definição 16. - A ceou,Caa.Idade do espaço topolõglco X, c(X)

é def{ ni da por

c(X) : supllcl lc é famÍlIa celular em X} + N.

Costuma-se dizer que o espaço ê ccc se a celularldade for b;0

8. 

vem certas propriedades de espaços topol6gicos. 

No que se segue X ê um espaço topo15g1co e T(X) e 

a topologia de X. Dado A e X, A denota o fecho de A em X. 

Definição 12. - O pe~o de um espaço topol6gico X, w(X), e de 

finido por: 

w(X) = min{IBI I B -e uma base aberta para X} + ~ • .. o 

Definição 13. - Dada B e T(X)-{0}, dizemos que B e uma 

~- ba~e de X, se para todo aberto não vazio íl e X existe 

BE B tal que B e íl. 

Definição 14. - O n-pe40 de um espaço topol5g1co X , 

nw (X) e definido por: 

rrw (X) = min{IBI I B e uma rr-base de X}+ N
0

• 

Definição 15. ~ Seja C e T(X)-{0} . Dizemos que Cê c.elu.la.Jr. 

se os elementos de C sao dois a dois disjuntos. 

Definição 16. - A c.e.lu.la.~ida.de do espaço topol6gico X, c(X) 

e definida por: 

c(X) = sup{ICI I e ê familia celular em X}+ ~o

Costuma-se dizer que o espaço ê ccc se a celularidade for ~ 0• 
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Defjnlção 17. - 0 "spread"(espalhamento) de um espaço topo

l õ g i c o X , s ( X) , é d e fmi d o por:

s(X) suPtlS S como subespaço de X é dlscreto} + b: 0

Def ínlção 18. - 0 caxãíe.t .CocaZ no pon;to x de um espaço topo

l õgl c o X , x(x ,X) , é d efi n Id o por'

x (x,X) : minljt/l 1 1/ é sistema fundamental de vizinhanças no ponto

0 caa,ã,tea. de X, X(X) , õ definido por

x(x ) suP{X(x,X) l x ' X}

Defln lção 19. - 0 pseudo-carãter local no ponto x de um esp}
ço topolõgico X, ©(x,X) é defjnldo por

Ü(x,x) : mina lu u é fam:ÍI la de abertos e n U = {x} }

Definição 20. - Dados x c S c X definimos os Invariantes car

dlnals a(x,S) e t(x,X) respectivamente como sendo

a(x,S) : mlntIMI l M c S e x € M}
t(x,X) : supra(x,S) l x . S c X}

0 "tlghtness" de X, t(X), é definido por

t(X) : su P {t (x ,X ) l x c X }

Como os espaços =( J) estão contidos em espaços prg
duro passaremos a calcular alguns Invariantes cardinais des-

tes últimos a part Ir dos respectivos valores nos fatores

9. 

Definição 17. - O "spread" (espalhamento) de um espaço topo 

lógico X , s(X), ê definido por: 

s(X) = sup{ISI I S como subespaço de X ê discreto} + ~ 0• 

Definição 18. - O ea~âte~ loeal no ponto x de um espaço top~ 

lógico X, x (x,X), ê definido por: 

X (x,X) = min{IVI I Vê sistema fundamental de vizinhanças no ponto x}+~ 0 . 

O ea~âte~ de X, X(X), e definido por: 

x(X) = sup{ x (x,X) 1 x E X}. 

Definição 19. - O pseudo-carâter local no ponto x de um esp~ 

ço topológico X, ~(x,X) e definido por: 

~(x,X) = min{ lul I U e famllia de abertos e nu= {x}} 

Definição 20. - Dados x E ) e X definimos os invariantes car 

dinais a(x,S) e t(x,X) respectivamente como sendo: 

a(x,S) = min{IMI 1 M e S e X E M} 

t(x,X) = sup{a(x,S) 1 X E "S" e X} 

o 11 tightness 11 de X ' t (X) , e definido por: 

t (X) = sup{t(x,X) 1 X E X} 

Como os espaços t: ( J) estão contidos em espaços pr~ 

duto passaremos a calcular alguns invariantes cardinais des

tes últimos a partir dos respectivos valores nos fatores. 
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Teorema 21. - Seja X = {0,11m , onde m ê um cardlnal Inflnl
10

(a) Se + é algum dos segu antes {nvarlantes card Ina is -

peso, "spread", 7r-peso, carãter ou "tlghtness", então

+( {0,1 }m) : m

(b) d({0,1Jm) ; log m onde log m é definido por

log m = m{ n {p l 2P : m}

onde d(X) é a densidade de um espaço topolõgico X,
asse m definida

d( X ) : m in { l D 1 1 D c X e 6:X}
Consideremos agora um caso mais geral onde os fato

res são espaços topolõgicos completamente regulares. Seja
X = IT X. um tal oroduto. Para qualquer .Invariante cardo

na1 4), de f{ nimos

te T

+.r( x ) : s u P { +(xt) : t ' T}.
Seguindo esta notação podemos enunciar mais alguns

resultados sobre {nvarlantes cat'dlnals em espaços produto

Teorema 22. - Seja X um espaço produto

(a) Se $ ê um dos seguintes invariantes cardinais peso,
lr-peso, carãter ou pseudo-carãter, então

+( x )

l o g l T l d T( X )

Se, para cada F ' T, F finito, t(tnFxt) $ m

t(X) = maxi IVI ,m}

4'T( X )

( b )

( c )

d ( x )

então

1 O • 

Teorema 21. - Seja X= {0,1 }m , onde me um cardinal 1nf1n1-

to. 

(a) Se cp é algum dos seguintes invariantes cardinais -

peso, 11 spread 11
, TI-peso, carãter ou 11 tightness 11

, então: 

(b) d({0,1}m) = log m onde 1og m e definido por: 

log m = min{p 1 2P ~ m} 

onde d(X) ê a densidade de um espaço topologico X, 

assim definida: 

d(X) = min {IDI D e X e Õ = X} . 

Consideremos agora um caso mais geral onde os fato

res sao espaços topológicos completamente regulares. Seja 

X= TI Xt um tal produto. Para qualquer invariante cardi
t E T 

nal </>, definimos: 

Seguindo esta notação podemos enunciar mais alguns 

resultados sobre invariantes cardinais em espaços produto. 

Teorema 22. - Seja X= TI Xt um espaço produto: 
tE T 

(a) Se</> ê um dos seguintes invariantes cardinais peso, 

TI -peso, carãter ou pseudo-carãter, então: 

<1>(x) = ITI <Pr(x) 

(b) d(X) = loglTldr(X) 

(c) Se, para cada F e T, F finito, t( TI Xt) ~ m , então 
tE F 

t(X) :S max{ITl,m} 
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Como consequência do Item b) do teorema anterior
temos o corolário:

Co rol brio 2 3. - Se X = TI X .
t eT '

t . T , então c(X) $ m .

e d(Xt) $ m pa ra q ual q uet"

3 . Condições de cadela

No parágrafo enter'lor foram apresentados alguns {n-

varlantes cardinais, ou como também são chamados as funções

cardjnajs, que associam a cada espaço topolõgjco certos nú-

meros cardjnals. No entanto, podemos associar a espaços to-
polõgicos números car'd Ina ís sem obter necessariamente uma fun

ção cardínal, como é o caso das condições de cadela. Estas

condições se referem ao compor"tamento de famílias de abertos

do es pa ço

Definjçãjg 24 - Seja X um espaço topolõgjco. Dizemos que o
cardinal m é um ca.C,Cb,te par'a X se dada uma família de aber -

tos não vazios(uc,t)a.A com IAI : m ex'ist'ir A' c A, IA'j:m,
ta l q ue

Definição 25. - Seja X um espaço topolõgico. Dizemos que o
cardjnal m é um caZ,éb,te colnpacZa para X se dada uma famÍlIa

de abertos não vazios(Ua)a.A com IAI : m existirem Kc X ,
compacto, e A' c A , IA'l = m , tais que

11. 

Como consequ~ncia do item b) do teorema anterior 

temos o corolãrio: 

Corolãrio 23. - Se X= rr Xt 
t ET 

t E .T , então c(X) ~ m 

J. Condições de cadeia 

e d(Xt) ~ m para qualquer 

No parãgrafo anterior foram apresentados alguns in

variantes cardinais, ou como também são chamados as funções 

cardinais, que associam a cada espaço topológico certos nú

meros cardinais. No entanto, podemos associar a espaços to

p o 1 õ g•i c os n ú me r o s c a r d i n a i s s em o b t e r n e c e s s a r i a me n t e u ma f u n 

ção cardinal, como ê o caso das condições de cadeia. Estas 

condições se referem ao comportamento de familias de abertos 

do espaço. 

Definição 24. - Seja X um espaço topológico. Dizemos que o 

cardinal m é um c.alib~e. para X se dada uma familia de aber -

tos nao vazios (U) A com IAI = m existir A1 
e A, IA 1 I =m, a O:E 

tal que 

n U ;t 0 
A I a 

a, E 

Definição 25. - Seja X um espaço topológico. Dizemos que o 

cardinal m e um c.alib~e. c.ompac.to para X se dada uma familia 

de abertos nao vazios ( u a) a EA com 1 A 1 = m existirem K e X 

compacto, e A' e A ' 1A
1

1 = m , tais que: 

, 
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U n K # ga qualquer' que seja a c A

Definição 26. - Dizemos que um espaço topolõg lco X ê

p,feudo m-compacto se toda famÍlIa de abertos (Ua)a.A com

AI = m tiver um ponto de acumulação, Isto é, ex'êste x c X
tal que qualquer vlz Inhança de x encontra {nflnjtos elemenú

tos da famTI la (Ua) a.A

É Importante chamar atenção para o teorema aba lxo,
po is exemplifica o fato de que calibre, calibre-compacto não
são fu n çÕes ca rdl na{ s

Teo I'ema 2 7 Sejam m z N 0 e X um espaço topolõglco

a) SemêcaljbredeX, cf(m) tambõmoé;

b) Se m é calibre-compacto de X , cf(m) tambémo ê;

c ) Se m é calibre de X , m é callbt'e-compacto de X;

d ) Se m é calibre de X , X é pseudo m-compacto

Na demonstração de que um certo cardlnal é calibre

para espaços E( J) utilizamos um teorema de teoria combina-

tória {nfin ita. 0 referido teorema é devido a Et'd8s-Rodo, e

costuma-se menciona-lo como "A-system'' em textos em inglês
Traduzimos como sistema de diagonalização. Antes de seu e-

nunciado é preciso {ntroduzjr algumas definições.

Definição 28. - Uma fam:fila A de conjuntos finitos ou {nfinl
tos ê dita qua.sed,é,ÕJun,ta se {A-flA l A c A} é d lsjunta

U n K ~ 0 qualquer que seja a E A. 
a 

Definição 26. - Dizemos que um espaço topológico X e 

p6eudo m-compacto se toda famllia de abertos (U ) A com 
a aE 

1 2 • 

IAI = m tiver um ponto de acumulação, isto é, existe x E X 

tal que qualquer vizinhança de x encontra infinitos elemen~ 

tos da familia (U ) A • 
a aE 

t importante chamar atenção para o teorema abaixo, 

pois exemplifica o fato de que calibre, calibre-compacto nao 

são funções cardinais. 

Teorema 2 7. - Sejam m ~ ~ o e X um espaço topológico: 

a) Se m - calibre e de X , cf(m) também o e; 

b) Se m - calibre - compacto e de X ' 
cf(m) também o e; 

c) Se m e calibre de X , m e calibre-compacto de X; 

d) Se m e calibre de X X e pseudo m-compacto. 

Na demonstração de que um certo cardinal ê calibre 

para espaços t: ( J) utilizamos um te orema de teoria combina

tória infinita. O referido teorema ê devido a Erd8s-Rado, e 

costuma-se menciona-lo como 11 6-system 11 em te xtos em inglês. 

Traduzimos como sistema de diagonal}zação. Antes de seu e

nunciado ê preciso introduzir algumas definições. 

Definição 28, - Uma farnil ia A de conjuntos finitos ou infini 

tos ê dita qua6ed.-i..~jun-ta se {A-ílA I A E A~· é disjunta. 
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Observação: - Na verdade, o fato de A ser quasedlsjunta é

equivalente ao fato de existir um conjunto Z tal que qua'is
quer A e B em A com A # B ocorre A n B = Z.

0 teorema seguinte val ser extremamente ütll ao tr.a
balharmos com espaços produto e subconjuntos dos mesmos como

é o caso dos espaços E( J )

Teorema 29. - Seja A uma famll la não enumerãvel de subconjun

tos finitos, vale a seguinte igualdade

suplii-l l LcA e L é quased'íijunta} : IAI

Se além disso IAI é regular, então existe Lc A , L quase

dlsjunta tal que Itl : IA

Teorema 30. - Seja m >bin um cardlnal regular tal que é um

calibre pat'a o espaço Xt ' qualquerque seja tc T. Então,
m é ca l i b)"e pa ra IT X +

te T '

4. E-produtos alguns resultados

A pi'imeira vez que fol apresentada a {dêia de
El-produto fo] em um artigo de Corson do ano de 1959[C]

Neste ar'tjgo, Corson se restringe ao estudo de espaços E( J )

determinados pe[o a-ideal J= [T] ' , apresentando d]-

veFsos resultados sobre estes espaços. Um dos pr'lmelros re

multados apresentados se refere a normalidade

1 3 • 

Observação: R Na verdade, o fato de A ser quased1sjunta e 

equivalente ao fato de existir um conjunto Z tal que quais -

quer A e 8 em A com A~ 8 ocorre A n B = Z. 

O teorema seguinte vai ser extremamente útil ao tra 

balharmos com espaços produto e subconjuntos dos mesmos como 

ê o caso dos espaços E( J). 

Teorema 2 9. R Seja A uma familia nao enumerãvel de subconjun 

tos finitos, vale a seguinte igualdade: 

sup{lLI L e A e L e quasedisjwnta} = IA 1 

Se alêm disso 1 AI e regular, então existe L e A ' L quase- · 

disjunta tal que 1 L 1 = 1 AI . 

Teorema 30. - Seja m > i-/ 0 um cardinal regular tal que ê um 

calibre para o espaço Xt , qualquer que seja t E T. Então, 

m ê calibre para rr Xt • 
tE T 

4. r-p rodutos - alguns re sul ta dos 

A primeira vez que foi apresentada a idê1a de 

E- produto foi em um arti~o de Corson do ano de 1959 [C]. 

N e s t e a r t i g o , C o r s o n s e r e s t r i n g e a o e s t u d o d e e s p a ·ç o s E ( J ) 
;.::; ~ o 

determinados pelo o-ideal J = [T] , apresentando di-

versos resultados sobre estes espaços. Um dos primeiros re 

sultados apresentados se refere a normalidade. 
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Teorema 31. - 0 }l-produto de espaços métricos completos é
normal

Este i:ltlmo resultado ê multo interessante sobretu

do se lembrarmos do segu iate fato provado por Stone

m não é normal

Definição 32. - Seja X um espaço topolõgico. Uma famTI la

(Ya)a.A de subconjuntos de X dlz-se d.é,6e.te.ta se existir uma

família de abertos(Ua)a.A tal que YQc Ua e Y$n Ua= g ,
se í3 ;: a

Definição 33. - Dizemos que um espaço topolõglco X é ea.Ce;C,é-

uamaJt.{e leoa.ttlaZ se dada qualquer fam:ilha discreta de fechados

(Fcl)a.A exlsjtr uma fam:ÍI la disjunta de abet'tos (Ua)a.A tal
que U,* :' F,. qualquer que seja cl a A

Cot'son provou mais do que fol dito no teorema 31,
na verdade ele provou que o >1-produto de espaços métt'lhos

compl elos ê col etlvamente no renal

Nesse artigo também fica demonstrada a segu'lnEC prg
posição que contribuiu para despem'tar mais ainda o Interesse
pel o estudo de }l-prod u to s

Teorema 34. - Todo espaço métrico pode ser Imerso como subes

paço de um E-produto de cópias do Intervalo unitário

1 4 • 

Teorema 31. - O L- produto de espaços métricos completos -e 

normal. 

Este ultimo resultado ê muito interessante sobretu

dos.e lembrarmos do seguinte fato provado por Stone : 
~l 

lN não ê normal . -

Definição 32. - Seja X um espaço topolôgico, Uma família 

(Y ) A de subconjuntos de X diz-se di~eheta se existir uma 
a ae 

família de abertos (U ) A tal que Y e U e Y0 n UN = 0 , 
a ae a a 1-> '-" 

se 8 ;,! a • 

Definição 33. - Dizemos que um espaço topolÕgico X ê eoletl 

vament e nohmal se dada qualquer f amília discreta de fechados 

(F a ) ae A exisi t r uma família disjunta de abertos (U a )aeA tal 

que U ~ F qualquer que seja a~ P. 
a a 

Corson provou mais do que f oi dito no teorema 31, 

na verdade el e provou que o L- produto de espaços métricos 

completos ê coletivamente normal. 

Nesse artigo também fica demonstrada a seguinte pr~ 

posição que contribuiu para despertar mais ainda o interesse 

pelo estudo de r -produtos. 

Teorema 34. - Todo espaço métrico pode ser imerso como subes 

paço de um [ -produto de cópias do intervalo unitârio. 
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A demonstração deste teorema nos levou a pensar

numa general lzação. Antes, porém, vamos introduz Ir uma de
fl n l ção .

Definição 35. - Um espaço topolõg lco X, completamente regu-

lar diz-se m-metrlzãvel, m >iqn , se ex êste uma fam:i'l la

(A.l)i<m tal que B : UÁj é uma base de X, onde cada fainl-

lla A.l , i < m , õ dlscl"eta e, além disso, a Interseccção de
uma fam:il ía de abertos de card anal Idade menor que m a Inda é
aberta

Obser'vação: - Verlfjca-se facilmente que qualquer espaço

m-metrizãvel é paracompacto e portanto normal

A generalização a que nos referimos nos perm'lte

olhar cada espaço m-metrízãvel como emerso em um espaço E(J )

PT'opas íção 36. - Todo espaço m-metrizãvel X pode ser Imerso
emumespaço E(J) c[0,11Ponde J:EpJÉm

' H'.:"

Demonstração: - Seja X m-metrlzãvel, então existe uma base

8: .UAI cada AI é uma famÍlIa discreta. Pat'a cada { < m
i <rn

e cada A € A.i podemos escolher uma famll ia (Bi)j<m de elemeB.
tos de B , tal q ue

Bj ' A

1 5 • 

A demonstração deste teorema nos levou a pensar 

numa generalização. Antes, porêm, vamos introduzir uma de -

finição. 

Definição 35. - Um espaço topolôg1co X, completamente regu

lar diz-se m-metrizãvel, m >~o, se existe uma familia 

(Ai). tal que B = LJA
1
, e uma base de X, onde cada famf:-1<m . l <m 

lia A; , i < m , e discreta e, alêm disso, a interseccção de 

uma familia de abertos de cardinalidade menor quem ainda e 

aberta. 

Observação: - Verifica-se facilmente que qualquer espaço 

m-metrizãvel ê paracompacto e portanto normal. 

A generalização a que nos referimos nos permite 

olhar cada espaço m-metrizâvel como imerso em um espaço z:( J ). 

Proposição 36. - Todo espaço m-metrizãvel X pode ser imerso 

em um espaço z:( J ) e [O, 1 Jp onde 

Demonstração: - Seja X m-metrizãvel, então existe uma base 

B = .U A i C a d a A i ê u ma f a m i1 i a d i s e r e t a . p a r a C a d a i < m 
l <.m 

e cada A E A. podemos esco 1 her uma familia ( B.). de el emen 
l J J <m 

tos de B tal que 

B. e A 
J 

e UB. = A 
j <m J 
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Para cada B seja fB,A: X---' [0,1] conta'nua, ta] que
fB(x): l sexo B e fB(x) :0 , sexestãforadoAao
qual .B corresponde. Observemos que cada B Intercepta no má-

ximo um elemento de cada famTI la A4, i< m , portanto, ex l.!

tem no mãx ímo m funções fB,A tais que fB,A(x) # 0. Vamos or
denar os pares(B,A). Eles existem numa quantidade

p : m.supIAll. A cada par(B,A) corresponde um a, cl< p.i<m
Def { namos

® : x ----- [o,]]P

x ----'' (ft(x))t<P

Temos então ©(X) : E(J), onde J:lpl;'''. Verlf'lca-se fa
cilmente que Q õ um homeomorflsmo sobre a imagem. ü

Ém

a

Em um recente trabalho de GruenhageEG] os 11-pr'odu-

tos voltam a aparecer, desta vez num contexto diferente do

que jã havia s ído abordado por outros autores. Gruenhage es
tabelece um paralelo entre subconjuntos compactos de

E0-produtos, :l-produtos e compactos de Eberleln.

Define-se como E:+ produto o seguinte subconjunto de
RT

E+ ;ÍxeRT l Vc > 0 {t l lxtl > c} é flnito}

Definição 37. - Um espaço compacto X é compacto de Corson
Irespectjvamente Eberle in, fortemente Eberleln) se e somente

se X é homeomorfo a um subespaço compacto de E(respectlvamen

te }1+ , 2:0) sendo que E , 2:,e e [0 são subespaços dera pa-
ra algum cona un to de Tnd{ ces T

16. 

Para cada B seja fB,A: X - [0,1] continua, tal que 

f 8(x) = se x E B e f 8 (x) = O , se x estã fora do A ao 

qual B corresponde. Observemos que cada B intercepta no mi

ximo um- elemento de cada família Ai , i < m , portanto, exii 

tem no mãximo m funções fB,A tais que f 8 ,A(x) ~ O. Vamos or 

denar os pares (B,A). Eles existem numa quantidade 

p = m.~uplA; 1. A cada par (B,A) corresponde um · a, a< p. 
l<m 

Definamos: 

X-+- (ft(x))t<p 

Temos então <P (X) = E( J), onde J = [p] ;;; m, Verifica-se fa 

cilmente que ~ ê um homeomorfi smo sobre a imagem. o 

Em um recente tr abalho de Gruenhage [GJ os E-produ 

tos volt am a aparecer, desta vez num conte xto diferente do 

que jã havia sido abordado por outros autores . Gruenhage es 

tabelece um paralelo entre subconjuntos compactos de 

E0- produtos, E-produtos e compactos de Eberlein. 

Define-se como E* produto o segui~te subconjunto de 

Definição 37 . - Um espaço compacto X ê compacto de Corson 

(respectivamente Eberlein, fortemente Eberlein) se e somente 

se X ê homeomorfo a um subespaço compacto de E (respect1-vame~ 

te E* , r 0 ) sendo que E , r * e 

ra algum conjunto de índices T. 

- T t 0 sao subespaços de m pa-
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Como fol obter'vado no trabalho acima ê fãc ll ver

que todo espaço compacto fortemente Eberleln õ compacto de
Eberle in e todo compacto de Eberlein ê Corsos compacto

5. Funções contínuas definidas em espaços produtos
(ou subconjuntos de espaços produto)

Uma função defln Ida em um espaço topolõglco produto

n X.b "depende" de uma quantidade m de coordenadas se

ex'lst'ír P c T , IPI = m tal que se x e y for'em tais que
P*(x) ; p'':(y) , onde

tc T

p+: X ----"-'* H. X t é a p roj eção

então f(x) : f(y). 0 fato de uma função definida em um espg.

ço produto, ou algum de seus subespaços depender de um certo
numero de coordenadas pode ser aplicado para obter resulta-

dos de deve rios tl pos

No capitulo IV, alguns resultados, até agora conhe-
cidos para espaços produto, serão generalizados e provados

para espaços E( J) determinados por. alguns tipos partlcula-
r.es de a-ideais J

As apl icações deste assunto são {nümeras, vale a pg.
na, no entanto, mencionar algumas delas. MazurEMâ] e

EngelklngEEl] usaram-no para provar que uma função sequen-
c[a[mente contínua num produto, õ contínua. CorsonEC] apl.!
cou em E-produtos e ]sbe]]E]] usou a determ'mação de fun-

1 7. 

Como foi observado no trabalho acima é fâcil ver 

que todo espaço compacto fortemente Eberlein e compacto de 

Eberlein e todo compacto de Eberlein é Corsori compacto. 

5. Funções continuas definidas em espaços produtos 

(ou subconjuntos de espaços produto) 

Uma função definida em um espaço topológico produto 

X = TI X 
tET t 

11 depende 11 de uma quantidade m de coordenadas se 

existir Pé T , !PI = m tal que se x e y forem tais que 

P*(x) = P*(y), onde 

P*: X -r TI Xt e a projeção , 
tEP 

então f(x) = f(y). O fato de uma função definida em um esp~ 

ço produto, ou algum de seus subespaços depender de um certo 

numero de coordenadas pode ser aplicado para obter resulta

dos de diversos tipos. 

No capitulo IV, alguns resultados, atê agora conhe

cidos para espaços produto, serão generalizados e provados 

par a espaços r ( J ) d e termina d os por _ a 1 g uns tipos parti cu la -

res de o-ideais J. 

As aplicações deste assunto sao inúmeras, vale a p~ 

na, no entanto, mencionar algumas delas. Mazur [Ma] e 

Engelking [E 1J usaram-no parfa provar que uma função sequen

cialmente contínua num produto, é continua. Corson [C] apli 

cou em r-produtos e Isbell [IJ usou a determinação de fun-
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ções continuas em produtos por uma "pequena quantidade de cg
ordenadas'' para provar, de maneira simples, que Xm não ê no.L

mal se X não é compacto e m : maxtu(X), t:i}, sendo que
Nobre jã o havia provado de uma forma um pouco mais compl lcg.
da

Vamos apresentar aqui, apenas alguns resulta

bre esse assunto, que se apresenta bastante extenso.

0 teorema a seguir se apl lca a espaços E( J) sendo

J =ETlsr(numa forma mais get''al, para uma topolog'la es-

tritamente mais fina se encontra em Abas [A2]) Vamos, no c.g.

pítulo IV, ver que o resultado se mantêm para um a- Ideal
q ual qu er

dos se

Teorema 38. - Seja Y um espaço topolõgico }lausdorff tal que

@(y,Y) $ m pa ra qualquer y e Y. Sej a

f: E( J ) --..-, Y co n tl'n ua e

[Tl$r . Existe um subconjunto PcT,
E( J ) ' nTXt com

PI $ m tal q ue

J =

P *( x ) P ':(y) Impl lca f(x) : f(y)

Uma interessante consequência do fato de uma função

real cone ínua definida em um espaço produto depender de uma

quantidade enumerãvel de coordenadas ê que nestas condições

o espaço produto ê pseudo-Sl-compacto. Este resultado é d!
v[do a Nobre e U]merENU], e se refere apenas a espaços pro-
duto. Posteriormente vamos obter resultado semelhante para

espaços E( J) e cardinais m , m > !qi

18. 

çoes continuas em produtos por uma "pequena quantidade de co 

ordenadas" para provar, de maneira simples, que xm não e nor 

mal se X não é compacto e m ;:;: max{w(X), ~, }, sendo que 

Noble jã o hav1a provado de uma forma um pouco mais complic~ 

da. 

Vamos apresentar aqui, apenas alguns resultados so

bre esse assunto, que se apresenta bastante extenso. 

O teorema a seguir se aplica a espaços r( J) sendo 

J =· [TJ :;; r (numa forma mais geral, para uma topologia es-

tritamente mais fina se encontra em Alas [A 2J) Vamos, no ca 

pitulo IV, ver que o resultado se mantém para 

qualquer. 

um a - ideal 

Teorema 38. - Seja Y um espaço topol6gico Hausdorff tal que 

~(y,Y) :;; m para qualquer y e Y. Seja 

f: r( J) - Y continua e 

t:( J) e TI Xt com J = [TJ~r 
tE T 

IPI :;; m tal que: 

Existe um subconjunto P e T, 

P*(x) = P*(y) implica f(x) = f(y) 

Uma interessante consequência do fato de uma função 

real continua definida em um espaço produto depender de uma 

quantidade enumerável de coordenad~s ~ que nestas condiç5es 

o espaço produto e pseudo-~ 1-compacto. Este resultado é de 

vido a Noble e Ulmer [NU], e se refere apenas a espaços pro

duto. Posteriormente vamos obter resultado semelhante para 

espaços r( J) e cardinais m , m > ~ 1 • 
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Teorema 39. - Seja X o espaço produto de uma quantidade não

enumerãvel de espaços topolõg ecos. As segu antes afirmações

são eq u aval en tes

(1) X é pseudo- b1l -compacto
(11) Para cada espaço Z cuja: (Jlagonal õ Intersecção enumg

rãvel de vlzjnhanças fechadas qualquer , f: X -"---> Z
contínua, depende de uma quantidade enumerãvel de co-
ordenada s .

({11) Cada função real conta'nua definida em X depende de
uma quantidade enumerãvel de coordenadas

Fjnallzando o capa'fulo, devemos lembrar que, para

quaisquer referências em Topologla Geral, o le teor pode se

valer do livro do EngelkingEE2] e para majores explicações
sobre Teoria dos Conjuntos, do ]]vro do KunenEKu]

o0o

1 9. 

Teorema 39. - Seja X o espaço produto de uma quantidade nao 

enumerável de espaços topológicos. As seguintes afirmações 

sao equivalentes: 

( ) - ~ i X e pseudo-~ 1-compact c ~ 

( i i) Para cada espaço Z cu j ;,· J i agona 1 ê intersecção enume 

rã v e 1 d e v i z i n h a n ç a s f e e h a d a s q u a 1 q u e r , f -: X - Z 

continua, depende de uma quantidade enumerável de co

ordenadas. 

(iii) Cada função real continua definida em X depende de 

uma quantidade enumerãvel de coordenadas. 

Finalizando o capitulo, devemos lembrar que, para 

quaisquer referências em Topologia Geral, o leitor pode se 

valer do livro do Engelking [E 2J e para maiores explicações 

sobre Teoria dos Conjuntos, do livro do Kunen [Ku], 

ººº 
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CAPITULO ll

INVARIANTES CARDINAIS E CONDIÇÕES DE CADEIA

Vamos determinar alguns Invariantes cardinais e al-

gumas condições de cadeia de espaços topolõglcos E(J), uma

vez conhecidos os cora'espondes nos fatores. 0 fato de E(J)
estar densamente contido em um esoaço produto, sjmol ifica,

em alguns casos, esta determinação.

l . In va ría n tes c a rd ín a'is

No que se s eg u e vamos supor q ue E( que

são conhecidos os invariantes cat"dinajs dos espaços Xt, te T,
e consequentemente alguns Invariantes cardinais do espaço

produto(teorema 1 22). Também vamos nos referir aos espaço

pr'oduto n xt como sendo espaço x. Denotamos por e=(et)tcT

o po nto ba se fl xa do

Proposição 1. - Seja d(X) a densidade do produto X: nX*

Qualquer que seja o a-ideal J , a densidade de E(J) ,

d(E( J)), satisfaz a desigualdade d(E( J)) $ d(x). IT

t€T

20. 

CAPfTULO li 

INVARIANTES CARDINAIS E CONDIÇOES DE CADEIA 

Vamos determinar alguns invariantes cardinais e al

gumas condições de cadeia de espaços topológicos r( J), uma 

vez conhecidos os correspondes nos fatores. O fato de E{J) 

estar densamente contido em um esoaço produto, simplifica, 

em alguns casos, esta determinação. 

1. Invariantes cardinais 

No que se segue vamos supor que E( J) e II Xt e que 
tET 

sao conhecidos os invariantes cardinais dos espaços Xt, tE T, 

e consequentemente alguns invariantes cardinais do espaço 

produto (teorema I 22). Também vamos nos referir aos espaço 

produto II X como sendo espaço X. 
t q t 

Denotamos por e= (et)tET 

o ponto base fixado. 

Proposição 1. - Seja d(X) a densidade do produto X= II Xt. 
tET 

Qualquer que seja o o-ideal J , a densidade de 1:( J) , 

d(E( J )), satisfaz a desigualdade d(I( J )) :::; d(X). ITI. 
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Demonstração: - Seja Dc X tal quem: X e 101: d(X)
Lembrando que qualquer subconjunto f'ln'lto F c T é elemento

de J para cada tal F e d c D vamos defInIr o ponto

x(d ,F) d e E( J ) como se segue

se t € F

se t € T-F

0 subconjunto D deflnjdo aba lxo

{x( d ,F) l d € D , F c T f{ n'lto }

édenso em E(J). Pois seja U um aberto básico de E(J),
isto é U : Q nE:(J) onde ç2 õ aberto básico do produto. As
slm R(ç2) = {t c T l Qt # X+} é f'ín'lto. Nestas cond'lções o

ponto x(dQ'R(ç2)) onde dQ € D n Q pertence a U. A cardlnal'l
dade de Z) é po rtanto l Iml fada por

OI É d ( X ).ITI

ou seja, d(z( J )) $ d(x). IVI. n

A desigualdade enter'íor.mente obtida não pode, no

entanto, ser melhorada como nos mostra o exemplo a seguir

Exemolo2. -SejamT={0,1} ' eXt:{0,1} qualquer que
seja t c T. Seja J o a-Ideal das' partes enumerãvels deT

Verifica-se facilmente que d(E(J)) : 2 ' ou seja

d(E(J)) : ITI : ITI.d(X) , jã que d(X) ; NO

S

N

21. 

Demonstração: - Seja D e X tal que TI"= X e 1D1 = d(X) • 

. Lembrando que qualquer subconjunto finito F e Te elemento 

de J para cada tal F e d E D vamos definir o ponto 

x(d ,F) de d J) como se segue: 

dt se t E F 

x(d,F\ = 

et se t E T-F 

O subconjunto V definido abaixo: 

V= {x(d,F) 1 d E D , F e T fintto} 

ê denso em E( J). Pois seja U um aberto básico de E( J), 

isto ê U = íl n E( J) onde íl e aberto básico do produto. As

sim R(íl) = {t E T I ílt ;t Xt} e finito. Nestas condições o 

ponto x(díl,R( íl )) onde díl E D n íl pertence a U. A cardinali

dade de Vê portanto limitada por 

1 V 1 ~ d ( X ). 1 T 1 

Ou seja, d(E( J )) ~ d(X). ITI. [] 

A desigualdade anteriormente obtida nao pode, no 

entanto, ser melhorada como nos mostra o exemplo a seguir. 

~li 

Exemplo 2. - Sejam T = {0,1} e Xt = {0,1} qualquer que 

seja t E T. Seja J o o-ideal das partes enumeráveis de T. 

d(E(J)) 
:S:o 

Verifica-se facilmente que = 2 ou seja 

d(E(J)) 1 T 1 ITI .d(X) . - d (X) ►~ = = ' Ja que = 
~ o . 
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PT'çlpQ$jçÃg.}!. - Qualquer' que seja o a-ideal J que deter'mina o

espaço E( J ) temos

u(E( ; )) : a(X)

Demonstração: - Conhecido o peso do espaço produto X, pelo

simples fato de E( J) ser subespaço de X temos

«,( E(;) ) $ .«( X )

Suponhamos que ocorr'a a desigualdade estrita e seja B uma

ba se d e E( J ) tal q ue

«( E( J ))

sendo cada B c B da forma B : Q n E( J) onde Q é aberto bã-

s'icodo espaço produto. Seja R(B) = {tc T l ç2t #Xt} ' que
jã sabemos ser fjnlto. Assim, o conjunto

R'' : tJR(B)
Bc B

tem a mesma card'iRaI'idade que a fam:i'lia B . Se R#.cü T , se

ja s c T-RJ'. Então, o aber'toH:ç2n E(J) onde

com Qd. # X+ se e somente se t=s, não pode ser' escrito coco
reunião de elementos de B, absurdo. Portanto, IBI z ITI
Por outro lado, como E( J) contém homeomorflcamente cada

X* temos

co(E( J ) ) : u(X*)

para todo t c T. 0 teorema 1 22 garante que

to(x) $ u(E( J ))

D[ s to s e con c] u i a ] g u a ] d a de .[]

22. 

Proposição 3, - Qualquer que seja o o-ideal J que determina o 

espaço d ;-) temos 

w( í.: ( J ) ) = w( X) , 

Demonstração: - Conhecido o peso do espaço produto X, pelo 

simples fato de E( J) ser subespaço de X temos · 

w(E(J)) ~ w(X). 

Suponhamos que ocorra a desigualdade estrita e seja 8 uma 

base de E( J) tal que 

!si = w(E( J)) 

sendo cada B E B da forma B = íl n r( J) onde íl ê aberto bá-

sico do espaço produto. Seja R(B) = {t E T I ílt ;t Xt} , que 

já sabemos ser finito. Assim, o conjunto 

R* = UR(B) 
BE S 

tem a mesma cardinalidade que a famflia 8 . 

ja s E T-R*. Então, o aberto W = íl n E( J) 

Se R* e T , se-~ 

onde íl = II íl 
tET t 

com ílt ~ Xt se e somente se t=s, nao pode ser escrito co~o 

reunião de elementos de S, absurdo. Portanto, !si ~ !TI. 
Por outro lado, como E( J) contêm homeomorficamente cada 

Xt temos 

para todo t E T. O teorema I 22 garante que 

w(X) ~ w(E( J )) 

Disto se conclui a igualdade. O 
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Propos leão 4. - Seja X um espaço produto, regular. Nestas
condições, qualquer que seja o a- Ideal , lru(E(J)):vw(X)

Demonstração: - Seja F uma n-base de X com IFI : TU(X)
fama'l{ a Fn assim def{ nada

A

FO : {ç2 n E( J ) l S2 ( F}

é uma v-base de E( J) , pois se U é aberto não vazio de E( J),

U : UO n E(J) com UO aberto em X. Então exlsteç20c F tál
que QO ' UO ' e portanto

Q. n E( J ) ' U

Provámos assim que vu(E(J)) $ Tru(X). Vamos provar a desl

gualdade inversa. Seja FO uma 7r-base de E(J). Como os e
lementos de Fn são abertos em E( J) eles são da forma

Rn E:(J) comQaberto em X. Seja Fa família definida por'

F ; {Q l Q n E( J) c Fn}

Mosto'emos que F ê uma lí-base de X. Seja U aberto não vazio
deX. EntãoUnE(J) éabertonãovaziodeE(J). ComoX

ê regular, dado y € U n E( J) existe V aberto de X tal q.ue

ye VcVXcU . Como FO õ v-base para E(J) e Vn E(J) é
aber'to não vazio de E( J) existe Q c F .tal que

Q n E(J ) c V n E(J ) o u sej a

Q ..n . z( J )x . Vx . u

Fê portanto uma v-base de X. E assim temos

««,(X) É ««,(E:( ; )) . n

23. 

Proposição 4. - Seja X um espaço produto, regular. Nestas 

condições, qualquer que seja o a-ideal , nw(r( J )) = nw(X) • 

Demonstraçã-o: - Seja Fuma n-base de X com IFI = nw (X). A 

família F0 assim definida 

F O = {íl n I: ( J ) 1 íl E F} 

e uma TI-base de r ( J), pois se U é aberto nao vazio de E( J), 

U = u0 n r( J) com u0 aberto em X. Então existe n0 E F tal 

que ílo e u 0 , e portanto 

ílo n I: ( J ) e U • 

Provamos assim que nw ( E( J )) ;;; TTw(X). Vamos provar a desi

gualdade inversa·. Seja F0 uma n-base de E( J). Como os e

lementos de F0 sâ'o abertos em E( J) eles são da forma 

íl n E ( J ) com íl aberto e rn X . Seja F a familia definida por 

F = { íl 1 íl n E ( J ) E Fo} 

Mostremos que F e uma n-base de X . Seja u aberto nao vazio 

de X . Então U n r, ( J ) e aberto nao vazio de E ( J ) ' Como X 

e regular, dado y E u n r, ( J ) existe V aberto de X tal q,ue 

y E V e VX e U . Corno Fa e n-base para r, ( J ) e V n r, ( J ) e 

aberto nao vazio de E ( J ) existe íl E F . tal que 

íl n E( J) e V n E( J) ou seja 

íl e . íl n r, ( J ) X_ e yX e U 

F e portanto uma n-base de X. E assim temos 

TTW (X) ~ TTW ( E ( J ) ) • o 
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Observemos que o carãter pontual x(x,E(J)) de
E(J) em cada ponto x ê Igual ao carãter pontual de X neste

mesmo ponto. A demonstr'ação deste fato vai ser omlt Ida por
ser Inteiramente análoga ã que foi fe ita para peso do espaço
[(J). Resta-nos, portanto, estabelecer a relação entre ca-
rãter de E( J ) e carãter de X .

Proposição 5. - Seja X um espaço pr'oduto. Sendo ass Im, qual
quer que seja o a- Ideal J,X(E(J)) : x(X).

Demons tr,a ção

que

A

t c T -

par'tir da observação anterior, jã sabemos

X(E( J )) É X(X)

Suponhamos, por absurdo, que vale a des igualdade estrita

Seja x c X - E(J ) tal que

X(x,X) > sup X(y,E( J ))
y. =(J)

Como os conjuntos un'itãr ios per'tendem ao a-ideal J vamos cona
fruir a seguinte famÍlIa de pontos em E(J)

ys : xs

y( x , t s .t )

yt : et

Sabemos que X(E(J)) : sup X(y(x,{t}),E(J))
te T

Temos pa ra cada t € T

{s }

X(y(x,{t}) , E( .J )) ã X(xt'Xt)

24. 

O b·s e r vem os que o c ar ã ter ·pontua 1 X ( x , E ( J ) ) d e 

E( J) em cada ponto x e igual ao carãter pontual de X neste 

mesmo ponto. A demonstração deste fato vai se~ om1t1da por 

ser inteiramente análoga ã que foi feita para peso do espaço 

E( J) . Resta-nos, portanto, estabelecer a relação entre ca

ráter de E(J) e caráter de X. 

Proposição 5. - Seja X um espaço produto • . Sendo assim, qual 

quer que seja o a-ideal J, X(E(J )) = x(X). 

Demonstração: - A partir da observação anterior, jã sabemos 

que 

X(E( J )) ~ X(X) 

Suponhamos, por absurdo, que vale a desiguJldade estrita. 

Seja x E X - E( J) tal que 

X(x,X) > sup X(y,E(J )) 
YE E ( J) 

Como os conjuntos unitãrios pertencem ao o-ideal J vamos cons 

truir a seguinte famllia de pontos em E(J). 

y(x,{s}) = 

Yt = et t E T .. {s} 

Sabemos que X(E(J )) ~ sup X(y(x,{t}),E(J )) 
tE T 

Temos para cada t E T 
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jã que Xt ê homeomorfo a um subespaço de }l( J). Pot" outro
lado, como carãter pontual de E( J) é igual ao car'ater pon
tuas (io produto , temos

X(y(x,{t}) , E( J )) z IT

Utjljzando o teorema 1 22 e as duas desigualdades anteriores
temos

X(E( J )) : X(X)

0 q u e con tra rla a hi pote s e Temos porta nto a ']gua] dade . []

!!aposição 6 - Seja X um espaço produto. Qualquer que seja
do a- ideal J então o "spt"ead"(espalhamento) de E(J) .é
igual ao "s proa d " de X

Demonstração: - Pelo fato de E( J) ser subespaço de X temos

s(E( J )) $ s(X)

Suponhamos agora que D é um subconjunto discreto de

X. Para cada d € D existe um aberto bãsicoQ :Q(d) tal que
Q(d) n D ;Íd}. ComoQ(d) é bãs lcoQ(d): n(Q(d)). onde

teT '

R(ç2(d)) é finito para cada d ( D. Como jã supusemos desde o
ínlcjo todos os favores do produto são Hausdorff, portanto,
não hã perda de general idade supor' que para cada t € R(s2(d))

tal que dt # et temos et & (Q(d))t ' Para cada d c 0 def'l
namos o ponto x(d,R(Q(d))) como se segue

dt se t c R(Q(d))x(d , R(Q(d) )). .l '
e. caso co ntrãrlo

25. 

jâ que Xt e homeomorfo a um subespaço de E( J). Por outro 

lado, como caráter pontual de E( J) ê igual ao carãter pon

tual do produto, temos 

X(y(x,{t}), E(J))~ ITI 

Utilizando o teorema I 22 e as duas desigualdades anteriores 

temos 

X(E(J)) ~X(X), 

O que contraria a hipótese. Temos portanto a igualdade. D 

Proposição 6. - Seja X um espaço produto, Qualquer que seja 

do o-ideal J então o 11 spread 11 (espalhamento) de i:( J) ·-e 

igual ao 11 spread 11 de X. 

Demonstração: - Pelo fato de~( J) ser subespaço de X temos 

s(E( J )) ~ s(X). 

·suponhamos agora que D e um subconjunto discreto de 

X. Para cada d E D existe um aberto básico íl = n(d) tal que 

íl(d) n D= {d} . Como íl(d) e básico n(d) = n (n(d))t onde 
tET 

R(íl(d)) e finito para cada d E D. Como jâ supusemos desde o 

infcio todos os fatores do produto sao Hausdorff, portanto, 

nao hã perda de generalidade supor que para cada t E R(n(d)) 

tal que dt ;t et temos et ~ (íl(d))t. Para cada d E D defi 

namos o ponto x(d,R(íl(d))) como se segue: 

se t E R( íl (d)) 

caso contrário 
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Seja o : {x(d,R(ç2(d))) l d € D} . Vamos mostrar'

que as v lzinhanças V(d) : Q(d) n E( J) são ta is que

{x(d ,R(Q( d) ) ) } .

0u seja, dado um subconjunto d lscreto de X é possa'vel deter-

minar um subconjunto discreto de E( J) de mesma cardlnallda-
de. Pois, suponhamos por absurdo, que x(d', R(ç2(d'))) eV(d)

comd #d'. Como d'& Q(d) existe t+( R(Q(d)) tal que

di+ &(ç2(d))t* . Se t+ € R(Q(d')) jã contraria nossa supos.!

ção. Se t* &R(Q(d')) então x(d', R(9(d')))t+: et+ e isto
ê um absurdo pois et+ +(Q(d))t+, por hjpõtese. Com 'Isto
conc[uimos que s(E( J)): s(X). []

ç2 ( d )

0 estudo do ''tlghtness" de espaços E( J) va l ter
bastante importância na verificação do fato de E( J) ser ou
não normal. 0 pi"lme íro resultado que vamos apresentar ê de
vido a Kombarov

pt'oposição 7.rK4t - Se o "tightness" de qualquer subproduto

fjn íto dos espaços Xt , t € T, não excede m, então o
"t]ghtness" deE(J), J=IT]'m émenorou igual am.

Anal içando a detnon,6za.anão da propor'lção vemos que

se m for um cardlnal regular obtemos resultado semelhante

com "t]ghtness'' menor que m e J c [T]'"ni. Observe-se que

como fo{ definido o"tlghtness"pode não ser atingido, quando

Isto ocorrer diremos que o "tlghtness" está'lto é menor do
que m

26. 

Seja V = { x( d, R ( íl ( d) ) ) d E D} • Vamos mostrar 

que as vizinhanças V(d) = n(d) n d J) são tais que 

íl(d) n V= {x(d,R(n(d)))}. 

Ou seja, dado um subconjunto discreto de X ê possivel deter 

minar um subconjunto discreto de r ( J) de mesma cardinalida

de. Pois, suponhamos por absurdo, que x(d', R(íl(d'))) EV(d) 

com d ~ d'. Como d' i íl(d) existe t* E R(íl(d)) tal que 

dt* t (íl(d))t* . Se t* E R(íl(d')) jã contraria nossa suposi 

çao. Se t* ~ R(íl(d')) então x(d', R(íl(d')))t * = et* e isto 

e um absurdo pois et * i (íl(d))t * , por hipótese, Com isto 

concluimos que s( r ( J )) = s(X). O 

O estudo do 11 tightness 11 de espaços r( J) vai ter 

bastan t e importância na verificação do fato de E( J) ser ou 

não normal. O primeiro resultado que vamos apresentar ê de

vido a Kombarov. 

Proposição 7.[K4] - Se o 11 tightness 11 de qualquer su"bproduto 

finito dos espaços Xt , t E T, não excedem, então o 

11 tightness 11 de r( J), J = [TJ ~m e menor ou igual a m. 

Analisando a demon~ t ~ação da proposição vemos que 

sem for um cardinal regular obtemos resultado semelhante 

com 11 tightness 11 menor quem e J e [TJ<m. Observe-se que 

como foi definido o"tightness 11 pode nao ser atingido, quando 

isto ocorrer diremos que o 11 t ·ightness 11 estrito ê menor do 

quem. 
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Colho consequência da pr'opas leão 7 temos os segu'l!
tes coral ãr los .

Corolário 8. - Se o ''tlghtness" de qualquer subproduto fInI-

to de espaços Xt, t € T , não excede m, então o "tlghtness"
de E:(J) , JcETJám , ê menor ou 'Igual a m.

Corolário 9. - Se o ''tightness" de qualquer' subproduto fina

to de espaços X+, t c T , for está'ítamente menor que m, m
cardlnal r'egular, então o "t.Ightness" de E(J ) , J c [Tl<m

é está'jtamente men or do que m.

Proposição 10. - Seja m um cardlnal singular. Se o
"tíghtness'' de qualquer subproduto fjn íto de espaços

X* , t € T , não excede p, p < m , então o "tjghtness" estro
to de E(J) , onde J ; [T]'im ê menor do que m.

Demonstraç.ão: - É .possTve.l escrever m =
i«f(m)

qualquer { < cf(m) e m.i <m.i <m se i< j < cf(m)

Neste caso Z(J ) : itt;:tflm)( JI) onde Ji: [TJgml .

Seja M ' E(J) e suponhamos que x e W. Podemos escrever

onde F{ : M n E( JI)

cf(m) < mj

H..f.
Sendo assim existe {n tal

Como t(2:( J.l.)) $ maxlp,mÍ.} existe um subconjunto ScF.i.,jsjÉmj' o ' 0 '0 '0

27. 

Como consequ~ncia da proposição 7 temos os segui! 

tes corolários. 

· Corolário 8. - Se o 11 tightness 11 de qualquer subproduto fini

to de espaços Xt , t E T , não excedem, então o 11 t1ghtness 11 

d e r ( J ) , J e [ T J sm , ê me n o r o u i g u a 1 a m • 

Corolário 9. - Se o "tightness" de qualquer subproduto fini

to de espaços Xt , t E T , for estritamente menor quem, m 

cardinal regular, então o 11 tightness 11 de E( J) , J e [T]<m 

ê estritamente menor do quem. 

Proposição 10. - Sejam um cardinal singular. Se o 

11 tightness 11 de qualquer subproduto finito de espaços 

Xt , t E T , não excede p, p < m , então o 11 tightness 11 estri 

to de E(J) , onde J = [TJ<m ê menor do quem. 

Demonstração: - r -possl~el escrever m = rmi onde cf(m) 

i <cf.(~1) 
qualquer i < cf(m) 

Neste caso E( J ) = 

e m. < m. 
1 J 

LJ r( J.) 
Í <Cf (m) l 

< m 

onde 

se i < j < cf(m). 
<ffii 

J. =JTJ= 
1 

< m. 
l 

Seja M e E( J) e suponhamos que x e M. Podemos escrever 

M = LJ F. onde 
i<cf(m) 1 

Sendo assim existe 10 tal que x e F1 . 
o 

Como t(r( 1 1 )) 
o 

:S max{p,m.} existe um subconjunto ScF. ,ls!:sm. . lo lo lo 
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tal que

* . ::( '.J ' .
. SX( j ) acab.mos de provar

J ) õ menor do que m. ]]

;;' ''.'
estro to de E(

que o tl gh tnes s

Co ro l ã r i o l l

E:( J ) c {0,11i
Se m é card anal s Ingulat. e J = [Tl<m , então

possui "tightness" estrito menor do que m.

2 . Condições de cadela

Como jã vimos no capitulo l uma condição de cadela
em um espaço topolõglco é uma condição t'eferente a um ou
mais números cardlna ís e Intersecções de famll las de subcon-

j u nãos a ber'to s de s te empa ço

No caso dos espaços E( J) vamos tentar estabelecer
condições sobre J de forma que E(J ) tenha para cal abre um

card { nal m dado .

Teorema 12. - Suponhamos que m é um card'iRaI regular, m > :xõl

equenu(Xt) <mqualquerque seja t € T. E(J) c .n.Xt tem

calibre m se e somente se cada subconjunto de T de cardjnal

dade m ]nclulr um elemento de T de mesma cardlnalldade

€

28. 

tal que 

X E 

E( J: ) 
- ,o 

Como S acabamos de provar que o tightness 

estrito de E( J) e menor do que m. O 

Corolário 11. - Sem ê cardinal singular e J = [TJ<m , então 

E( J) e {0,1}T possui 11 tightness 11 estrito menor do quem. 

2. Condições de cadeia 

Como jâ vimos no capitulo I uma condição de cadeia 

em um espaço topol6gico ê uma condição referente a um ou 

mais números cardinais e intersecções de familias de subcon 

juntos abertos deste espaço. 

No caso dos espaços z;( J) vamos tentar estabelecer 

condições sobre J de forma que E( J) tenha para calibre um 

cardinal m dado. 

Teorema 12. - Suponhamos quem ê um cardinal regular, m > ~ 1 
e que nw(Xt) < m qualquer que seja t E T. 

calibrem se e somente se cada subconjunto de T de cardinali

dade m incluir um elemento de T de mesma cardinalidade. 
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Demonstração: - Suponhamos, in'lclalmente que E(J) tem m

como cal abre e seja S ' T, ISl:m. Se e :(et)t.Téo pon

to base de E( J), consideremos para cada t c S

ut : ntl(Xt - {et}) ' E( J )

: tcTXt e nt: x ------- Xt ê a projeção. Como m ê cal'l
bre para E(i') ex'late S' c S, IS'l: m e tal

Neste caso temos para qualquer x ( Í:'!Ut,x:(xt)t.T ,
x+ #et quando t ' S', ou seja o conjunto l definido aba lxo

que t

l = {t l x. # e+ }

ê elemento de J e contém S'. Vejamos agora na outra dlre-

ção. Seja(UÀ)À.A uma família de abertos de E(J) de cardo:-
nalldade m. Podemos supor, sem perda de generalidade que cg.

da UÀ ê intersecção de um aberto bãs lco do produto QÀ com
E(J). A cada aberto básico Qx corresponde o conjunto

RÀ ; R(QÀ):Ít l(nX)t # Xt} . Usando argumento de dlagon3.
lização, teor.ema 1 29, sabemos que existe uma subfam:lula

{RÀ IÀ (A'] , IA'l = IAI =m tal que RÀn RÀ' =R qua'l!

quere, À' em A' , À # À'. Como XR : tltRXt temer-pesomg

nor do que m e.sendo B uma x-base de XR ' IBI <m õ posa:l'-

vel determinar A''' A' , IA"l: m tal que nR(UÀ)' B qual-
quer À c A'' , para um cer'to elemento B de B. Como RÀ-R é f'l

njtoex istemncuOe A"'c A"ta'lsquejA"'l =m e RÀ-R
tem n elementos para todo À eA''' . Seja

RÀ-R { a ÀI 'a À2 ' ''' 'a Xn }

29. 

Demonstração: - Suponhamos, inicialmente que r( J) tem m 

como calibre e seja Se T, lsl = m. Se e= (et)tET e o pon

to base de r( J), consideremos para cada t E s· 

onde X = rr X 
tET t 

Xt ê a projeção. Como m ê cali 

bre para r(J) existe S 1 e S , = m 

Neste caso temos para qualquer X E nut· 
tE $ 1 

e tal que nut ~ ~
tE S' 

,x = (xt)tET' 

xt ~ et quando t E S1
, ou seja o conjunto I definido abaixo: 

e elemento de J e contém S 1
• Vejamos agora na outra dire

ç a o . S e j a ( U À·) À E A u ma f a m i l i a d e a b e r to s d e t: ( J ) d e c a r d i ._ 

nalidade m. Podemos supor, sem perda de generalidade que c~ 

da UÀ ê intersecção de um aberto básico do produto ílÀ com 

r ( J). A cada aberto básico nÀ corresponde o conjunto 

RÀ = R( íl À) = {t 1 ( íl À)t ~ Xt} . Usando argumento de diagon~ 

lização, teorema I 29, sabemos que existe uma subfamflia 

{RÀ 1 À E AI} , 1A
1

1 = 1 A 1 = m tal que R À n RÀ. = R quai~ 

quer À ' 
ÀI em A • , À ~ À 1. Como XR = n X 

tE R t 
tem TI-peso m~ 

do sendo B TI -base de XR 1 B 1 - possf-nor quem e uma ' 
< m e 

vel determinar /\11 e AI 
' 1 A 

11 
1 = m tal que IT R(UÀ) :J B qual-

quer À E Í\11 para um certo elemento B de B. Como R À -R e fi 
' 

nito existem n E WQ e /\Ili e /\li tais que 1 /\1111 = m e RÀ-R 

tem n elementos para todo À "E A Ili . Seja 
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0 conjunto {aXI l À c A"'} tem card'inanidade m, jã que

À # À' implica que aÀI # aÀ'l' Então, por hipótese, existe
AI ' A"' , AI também de cardinal Idade m tal que

{aÀ.l IÀe Allc J ' Suponhamos que para k <n nõs obtive

mos AI'A2'...,Ak ' todos de cardjnal'idade m, AI D A2 '..DAk'
tais que {aÀ.i l À c Ai} c J s i É k. Podemos, como fo i fe i

to anteriormente, repetir o processo e determinar Ak+l de
cardinalidade m tal que {aX k+l l À ' Ak+l} ' J continua-
mos o processo atê n. Definimos x € E(J.) da seguinte forma

(B) se t c R qualq uer À € An

(U À') se À' € An e t ' RÀ'-R
se t & A

Entãox'(rt.AUt)nE(J) pois U R).cJ
''n ' À 'c A. "

da maneira como fo{ construído. Portanto E(J) temcalibrem.

0 corolãrjo a seguir demonstra-se facilmente a par-
tir do teorema 1 27

D

Corolário 13. - Se ITU(X.) < m para qualquer t c T e

E(J) c HX* , onde J é um a-'ideal tal que todo subconjun-

to de T de cardinalldade m inclui um elemento de J de mesmo

cardlnal então E(J) é pseudo-m-compacto

te T

Em trabalhos sobre a-]deajs espec]a]menteEBTW]

são considerados apenas a-ldeajs J sobre m, m cardlnal,

30. 

O conjunto {aÀ
1 

I À E A11
'} tem c.ardinalidade m, jã que 

À~ À• implica que a 
1 

~ a • 
1

• Então, por hip6tese, existe 
À À ·. 

J\ 1 e A 111 
, A 1 também d e c ar d i na l 1 d a d e m ta 1 que 

Suponhamos que para k < n nos obtive 

mos A1 ,A2 , ... ,,\ , todos de cardinalidade m, A1 => 1i.2 ..• => Ak, 

tais que {aÀi I À E Ai} E J , i ~ k. Podemos, como foi fei 

to anteriormente, repetir o processo e determinar J\k+ 1 de · 

cardinalidade m tal que {aÀ k+ 1 1 À E Ak+ 1} E J continua

mos o processo até n. Definamos x E E( J .) da seguinte forma 

Então x E 

qualquer>.. E A n 

e t E R ,-R 
À 

u RÀ. E J 
À 1 E A . 

n 
da maneira como foi construido. Portanto E( J) tem calibrem. 

o 

O corolãrio a seguir demonstra-se facilmente a par

tir do teorema I 27. 

Corolãrio 13. - Se Tiw(Xt) < m para qualquer t E Te 

E(J)c ITX 
tE T t 

onde J ê um o-ideal tal que todo subconjun-

to de T de cardinalidade m inclui um elemento de J de mesmo 

cardinal então E( J) ê pseudo-m-compacto. 

Em trabalhos sobre o-ideais especialmente [BTWJ 

sao considerados apenas o-ideais J sobre m, m cardinal, 
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que contenham Jm : [ml<m . Posteriormente. vamos dar a]
guns exemplos deste tipo de a- Idem is. 0 prÓxImo teor'ema se
refez'e a espaços E( J) determinados por a- Idea'ls J
J 3 J

l l l

Teorema 14. - Seja J um a-ideal sobre m, m cardinal regular",

J D J. e tal que ex'êste um subconjunto S de m , ISI = m.,
tal que nenhum subconjunto de S de cardjnal Idade m ê elemen-

to de J. Nossas cond'leões, p êcal'abre de E(J) c{0,11m
se e somente se cf(p) ;' NO e cf(p) # m

Demonstração: - Se p é cal abre de.E( J) , cf(p) # N. jã que
N o não é cal abre de E( J) , pois como fo{ obser'vado no teore

ma 1 27, se um cardinal é calibre de um espaço topolõglco
sua coflnalidade também o é. Sendo assim cf(p) também deve

ser diferente de m. Reciprocamente suponhatnos que cf(p) ;' .
e cf(p) # m. Se p é regular' e p< m o teorema 12 garante

quem(J) temcallbre p. Se p>m , p t'emular, vemos fac il

mente quem(J) tem calibre pjãque u(E(J)) :m. Suponha.

mos então que p õ s angular. Se cf(p) > m novamenteE(J)
tem calibre p. 0 Ün íco caso dIfÍcIl a seranallsado Õ o ca-

so em que cf(p) < m e que, por sua vez, se divide em dois

casos p > m e p < m. No prline Iro caso podemos escrever

p:. >1.,.p.i onde cf(p)<p.i<p..Í paraj<J<cf(p) e1 < c f( p ) ' ' ' '
pi é regular para qualquer 1 < cf(p). Seja U: {U,. la< p}
uma família de abertos bãs ecos de E(J). Para cada 1 < cf(p)

existe um aberto básico B.t de E(J) tal que se

31. 

t h Jm -- [m]<m . que con en am Posteriormente - vamos dar al- · 

guns exemplos deste tipo de a-ideais. O próximo teorema se 

refere a espaços L ( J ) determinados por cr-i dea is J , 

J ::> J 
m 

Teorema 14. - Seja J um a -ideal sobre m, m cardinal regular, 

J => J e tal que existe um subconjunto S de m 
m 1 S 1 = m. , 

tal que nenhum subconjunto de S de cardinalidade m ê elemen 

to de J. Nessas condições, pê calibre de L(J) e {0,1}m 

se e somente se cf(p) ;é · ~ o e cf(p) ;é m. 

Demonstração: - Se pê calibre de E( J), cf(p) ;é ~ O jã que 

~ o não ê calibre de E( J), pois como foi observado no teore 

ma I 27, se um cardinal e calibre de um espaço topológico 

sua cofinalidade também o e. Sendo assim cf(p) também deve 

ser diferente de m. Reciprocamente suponhamos que cf(p) ;é ~ º 

e cf(p) ;é m. Se p e regular e p < m o teorema 12 garante 

que L ( J) tem calibre p. Se p > m , p regular, vemos facil 

mente que E{ J) tem calibre p jã que w( E( J)) = m. Suponh~ 

mos então que p e singular. Se cf(p) > m novamente E( J) 

tem calibre p. O Ünico caso diffcil a ser analisado e oca 

so em que cf(p) < m e que, por sua vez, se d i vide em dois 

casos p >me p < m. No primeiro caso podemos escrever 

onde cf(p) < P; < ~j para i < j < cf(p) e 

P; ê regular para qualquer i < cf(p), Seja U = {U 
a 

a< p} 

uma fami'l ia de abertos básicos de i::( J). Para cada i < cf(p) 

existe um aberto básico B. de E( J) tal que se 
1 
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Pi: {a (p.l l Blc Ual', IP.il: p{, 'í < cf(p) jãque o pg
se de E(J) êm. Como cf(p) é um calibre de E(J) ex late

A ccf(p) , IAI ; cf(p) tal que l.ÀBi # g. Temos ass'lm,

.Q 'n : -.,
o que conclu í a prova, neste caso, que E( J) tem cal abre p.

Vejamos agora ocaso emque p<m. Seja u= dual a< p} uma

famTlja de abertos básicos de E( J), onde Ua: ya n E( J)
sendo V,. um aberto básico de {0,11m , a < P.
Seja Rc,c : R(Va): {t l(Va)t;'{0,11} e como Ra ê fln'lto
qualquer cl < p , o conjunto R = t.JRa tem cardlnalldade p

a<P
Como {0,11m tem cal'abre p existe S c p, ISI = p tal que

BD
{

{€A

Q".:o
logo Ç:)Sua # g em E( J) jã que IRI
tem calibre p . t]

ou seja E( J )

Corolãr'io 15. - Suponhamos que E(J) c n x* com J 3 J.

e tal que existe S c m , ISl= m e tal que nenhum subconjun-
to de S de cardinaljdade m éelemento de J . Seja p um car

dinal tal que T(o(Xt) < mln(m,p). Então p ê calibre de E(J)

se e somente se cf(p) # N. e cf(p) # m.

0 seguinte resultado é consequência da demonstração

do teorema 14
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pi = {a € pi 

so de E( J) em. Como cf(p) e um calibre de E( J) existe 

A ccf(p) , IAI = cf(p) tal que °(Jsi ;t 0. Temos assim, 

/J([1.uª) ::, fJsi ;t ~ 
1 

o que conclui a prova, neste caso, que E( J) tem calibre p. 

Vejamos agora o caso em que p < m. Seja U = {Uai a< p} uma 

familia de abertos básicos de E( J), onde Ua = Va n E( J) 

sendo Va um aberto bâsico de {0,1}m , a< p. 

Seja Ra = R(Va) = {t 1 (Va)t ;t {0,1}} e como Ra ê finito 

qualquer a< p , o conjunto R = URa tem cardinalidade p. 
a<p 

Como {0,1}m tem calibre p existe Se p , jsj = p tal que 

Qva ;t 0 

logo Qua ;t 0 em r (J) jâ que IRI = p < m, ou seja }:;(J) 

tem calibre p. O 

Corolário 15. - Suponhamos que E( J) e TI X com J => J 
t<m t m 

e tal que existe Sem, jsj =me tal que nenhum subconjun-

to de S de cardinalidade me elemento de J Seja p um · ca..!:_ 

d i na 1 ta 1 que 'fTW ( X t) < mi n ( m , p) . Então p e c a 1 i b r e d e E ( J ) 

se e somente se cf(p) ;t ~ O e cf(p) ;t m. · 

O seguinte resultado e consequência da demonstração 

do teorema 14. 
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Corolário 16. - Seja J um a-ideal sobre m, m cardlnal singu-

lar, com J 3 J. e tal que ex'êste um subconjunto S c m ,

SI = m e tal que nenhum subconjunto de S de card Inalldade m
éelemento de J. Então p õ cal abre para E(J) '{0,1J'" se

esomentesecf(p) #N. e cf(p) #m.

É necessãr'lo agora apresentar alguns exemplos de

a- Ideais que satisfaçam as cond'lções do teorema 12 e teore

ma 14 respect'ivamente. Obviamente o a-ideal P(m) , conjun

to das partes de m, satisfaz ãs condições de ambos os teor'e-
mas

Antes de apresentarmos os exemplos é prec'lso estabe
tecer algumas definições. A pr'íme íra delas é dev Ido a Luz in
e da ta d o ]n]cio do sécu] o

Def'inição 17. - Um subconjunto L c IR é chamado canlun,to de

Luz,én se e somente se L ê não enumerãvel mas L n K = g para

todo subconjunto K c IR , K fechado e raro

A existênc la de conjuntos de Luzjn não pode ser' .prg
veda ou negada sem alguns ax tomas extras da teoria dos con -
juntos. Por exemplo se assumirmos MA + ICH mostramos que

não existem conjuntos de Luz in. Com CH existem tais conjun-
to s

A defjnlção de conjunto de Luzjn pode ser general

fada para a-Ideais J sobre lei
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Corolârio 16. - Seja J um o-ideal sobre m, m cardinal singu

lar, com J ~ Jm e tal que existe um subconjunto Sem , 

1s1 =me tal que nenhum subconjunto de S de cardinalidade m 

e elemento de J. Então pê calibre parar( J) e {0,1}m se 

e sómente se cf(p) ~ ~O e cf(p) ;é m. 

t necessário agora apresentar alguns exemplos de 

o-ideais · que satisfaçam as condições do teorema 12 e teore

ma 14 respectivamente. Obviamente o a-ideal P(m) , conjun

to das partes de m, satisfaz ãs condições de ambos os teore-

mas. 

Antes de apresentarmos os exemplos e preciso estab~ 

lecer algumas definições. A primeira delas e devido a Luzin 

e data do início do sêculo. 

D e f i n i ç ão 1 7 . - Um s u b c o n j u n to L e IR ê c h ama d o e. o n j u n.t o d e. 

Luzin se e somente se Lê não enumerãvel mas Ln K = 0 para 

todo subconjunto K e IR , K fechado e raro. 

A existência de conjuntos de Luzin nao pode ser _pr~ 

vada ou negada sem alguns axiomas extras da teoria dos con -

juntos. Por exemplo se assumirmos MA+ 7CH mostramos que 

não existem conjuntos de Luzin. Com CH existem tais conjun

tos. 

A definição de conjunto de Luzin pode ser generali

zada para o-ideais J sobre~, . 
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Defln'leão 18. - Um subcon.junto L cl"l. ê d'lto set. J-Luz.Cn

para o a-ideal J soba'et;t se L n l é enumerãvel para qual
quer l € J

Definição 19. - Seja k um cardlnal. Um a-ideal J ê k-gea.a.i

do seexiste J' cJ , l J'l $k tal quecadamembrode J
esta incluído em uma un lão enumerãvel de elementos de J'.

Teorema 20. - Se um a-ideal J é b{. -gerado então existe um

cona un to J -Luzl n .

corolãlig..gll - Se E(J) c{0,11T e J ê um ideal Nl-ger'a
do então E( J) não tem cal abre SI

Exemplo 22: - Seja J o a- Ideal sobre R dos subconjuntos de
med tela de Lebesgue nula. Seja J' c J const'ituldo pelos

subconjuntos de IR que são G.ç e tõm medida de Lebesgue nula
Assumindo CH , l J'l = b\l , Isto ê J ê i\bt-gerado. 0 espl

ço E( J) c{0,1JR não pode, portanto, ter cal'abre NI

Exemplo 23. - Seja J o a-Ideal dos subconjuntos magros de

]R. Seja J' c'J a fama'l'la dos subconjuntos deIR que são
reuniões enumerãveis de fechados raros. Assum'Indo

CH,l J'l= t'çl e cada elemento de J esta contido numa reu
mão enumerãvel de elementos de J'. Também neste caso J é

tst -gerado. Da mesma forma que no exemplo anterior

E(J) c {0,11R não pode ter calibre iql'
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Definição 18. - Um subconjunto L c~ 1 é dito ser J-Lu.z,ln 

para o o-ideal J sobre ~ 1 se L n I e enumerável para qua_!_ 

quer I E J 

D e f i n i ç ão 1 9 . - Seja k um e ardi na 1 . Um o-ideal J ê k.- g e.Jta. ..: · 

do se existe J• e 1 , 1 J• l ~ k tal que cada membro de J 

está incluido em uma união enumerável de elementos de J•. 

Teorema 20. - Se um a-ideal J e ~
1 

-gerado então existe um 

conjunto J-Luzin. 

Corolário 21. - Se E(J) e {0,1}T e J e um ideal ~ 1-gera-

do então E( J) nao tem calibre ~1 · 

Exemplo 22. - Seja J o a-ideal sobre IR dos subconjuntos de 

medida de Lebesgue nula. Seja J' e J constituido pelos 

subconjuntos de IR que são G6 e t~m medida de Lebesgue nula. 

Assumindo CH , I J 1 I = ~ 1 , isto é J é ~ 1 -gerado. O esp~ 
1R . 

ço E( J) e {0,1} não pode, portanto, ter calibre~ 
1

. 

Exemplo 23. - Seja J o a-ideal dos s~bconjuntos magros de 

JR. Seja J 1 
e ·J a família dos subconjuntos de IR que sao 

reuniões enumeráveis de fechados raros. Assumindo 

CH ,1 J 1 1 = ~ 1 e cada elemento de J estã contido numa reu -

nião enumerãvel de elementos de J 1
• Também neste caso J ê 

~ 1 -gerado. Da mesma forma que no exemplo anterior 

E(J) e {0,1}1R não pode ter calibre ~ 1 • 
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Antes de prossegu Irmos com os exemplos vamos apõe

sentar mal s al gumas defl n{ çÕe s

Definição 24. - Seja J um a- Ideal sobre um conjunto de :Ín

doces T. Dizemos que J é um a-Zdea,e max,éma.C se e somente

se dado S c T ou S c J ou T-S c J

Exemplo 25. - Seja J um a-Ideal sobre k , k cardlnal infiRA
to, J ' Jk e J õmaximal. Então, dadoSck,ISI =k
existe l € J , I'S e lil =k. SuponhamosqueSétal

ques&J , lsl=k. Nestecasok-scJ ejk-Sl=k
Seja SI u S2 uma decomposição de S em subconjuntos de cardo
nal Idade k. SeSI u(k-S) ou S2u(k-S) não pertencera J
esta acabado pois teremos S2 ou SI como eletnento de J . Por

outro lado, não podemos ter SI u(k-S) e S2 u(k-S) simulta-
neamente em J pela defin íção de a-ideal. Este ideal esta
nas condições do teorema 1 2

Precisamos mais algumas definições e resultados an

tes de apresentar o próximo exemplo

Definição 26. :' Seja k um cardlnal regular não enumerãvel

Um subconjunto F c k Õ fechado e IZZm,é,Cada se for fechado

na 'uopologla da ordenem k e sup F: k. Umsubconjunto Sck
ê dito e,õ,{ac,éollãAlo se para qualquer F fechado e il Imitado
S nF # @. Caso contrario, isto é, se exlstlrF0 fechado e

Ilimitado tal que S n FO : ç] d lzemos que S õ não a.aclama/Üo.
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Antes de prosseguirmos com os exemplos vamos apre 

sentar mais algumas definições. 

Definição 24. - Seja J um o- ideal sobre um conjunto de in

dices T. Dizemos que J e um a-ideal maximal se e somente 

se dado S e T ou S E J ou T-S E J 

Exemplo 25. - Seja J um o-ideal sobre k ' 
k cardinal infini 

to, J ::, Jk e J e maximal. Então, dado s e k , 1 S 1 = k 

existe I E J I e s 1 I 1 k. Suponhamos s - tal 
' 

e = que e 

que s ~ J 1 s 1 = k Neste caso k-S E J e lk-SI = k . 

Seja s1 u s2 uma decomposição de Sem subconjuntos de cardi

nal idade k. Se s1 u (k-S) ou s2 u (k-S) não pertencer a J 

estã acabado pois teremos s2 ou s1 como elemento de J . Por 

outro lado, não podemos ter s1 u (k-S) e s2 u (k-S) simulta

neamente em J pela definição de o-ideal . Este ideal estã 

nas condiçõ e s do teorema 12. 

Precisamos mais algumas definições e resultados an

tes de apresentar o próximo exemplo. 

Definição 26. ~ Seja k um cardinal regular nao enumerável. 

Um subconjunto F e k é 6e chado e i l imit ado se for fechado 

na topologia da ordem em k e sup F = k. Um subconjunto Se k 

é dito e~ tacion~~io se para qualquer F fechado e ilimitado 

S n F 7 0. Caso contrário, isto é, se existir F0 fechado e 

ilimitado tal que S n F0 = 0 dizemos que Sê não utauoná.Júo. 



!!g!)oslção 27. - Seja NSk (onde k > N o) o a-ideal dos subcon-

juntos não estacionários de k. NSk ê fechado pot' un Iões de < k
elementos sendo assim uln a-ideal

36

Definição 28. - Sejam J um a-Ideal sobre k e (Xa)a<k uma f3.
mTI la qualquer de elementos de J . Defln amos ttn,éão d,éagona.e

da áamZZla (Xa)a<k denotado por VkXa ao seguinte conjunto

V X,. : U X,. - (a+l)
a<k '* â'Z'k ~

(É possível defln Ir de forma {ntelt'amente análoga Intersecção

diagonal de uma famll ia de subconjuntos)

Deflnjção 29. -.Dizemos que um a-'Ideal J é naxttla.C se

JDvJ onde VJ =llll:a<kXcl e (Xa)a<k éfamT
lia de elementos de J }.

Teorema 30 [BTW] NSk õ um a-ld eal no rmal sobre k

Exemplo 31. - Sendo k um cardlnal não enumerãvel regular' va-

mos considerar o a-Ideal sobre k dos subconjuntos não esta -

clonãrjo de k , denotado por flSk' Usando essencialmente o

fato de que NSk ê normal podemos provar que dado um subcon-
junto S c k , ISI = k , existe l c S, não estacionário de

mesma cardlnalldade. 0u seja se E(NSk) c{0,11', E(NSk)
tem calibre k. Usando um resultado devido a Solovay que

dlz que todo estacionário de k pode ser escrito como reun lão

dlsjunta de k subconjuntos estaclonãrjos, observamos que NSk
não ê maxlmal
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Proposição 27. - Seja NSk (onde k > ~ 0 ) o a - ideal dos subcon

juntos não es ta cionãrios de k. N\ e féchado por uniões de < k 

elementos sen do assim um a-ideal. 

Definição 28. - Sejam J um a-ideal sobre k e (X ) <k uma fa 
Ct Ct -

mil ia qua 1 que r .de el ementas de J • Definimos união diagonal 

da 6amllia (X
0

)a<k denotada por í/ X ao seguinte conjunto 
a< I< a 

í/ X 
a < k ª 

= U X - (a+1) 
k a a< 

(t possivel definir de forma inteiramente anãloga intersecção 

diagonal de uma familia de subconjuntos). 

Definição 29. -:- -Dizemos que um 0- ideal J e n.01tmal se 

J ::) í/ J onde í/ J = {I I I = 

lia de elementos de J }. 

í/ X a 
a<k 

e 

Teorema 30. -[BTWJ NSk e um o~ideal normal sobre k-, 

ê faml -

Exemplo 31. - Sendo k um cardinal nao enumerâvel regular va

mos considerar o o-ideal sobre k dos subcorijuntos não esta -

cio~ãrio de k , denotado por NSk. Usando essencialmente o 

fato de que NSk e normal podemos provar que dado um subcon

junto Se k , lsl = k , existe I e S, não estacionãrio de 

mesma cardinalidade. 

tem calibre k. Usando um resultado devido a Solovay que 

diz que todo estac1onãrio de k pode ser escrito como reunião 

disjunta de k subconjuntos estacionãrios, observamos que NSk 

não é maximal. 
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3. Espaços m-Barre

Espaços topolõg ecos E( J) que são m-Barre têm m co-

mo calibre. Vamos apresentar um teorema onde são estabeleci

das condições para que .espaços E( J) não sejam m-Ba Ire

Teorema 32. - Seja E( J) c n X. , ITI 2 m e J ê um a-Ideal
teT '

soba'e T. Se exlst'lr uma famll la(Ta)a.A IAl: m, de subcon-
juntos {nfinltos de T ta is que para cada l € J existe cl c A

tal que l n T,* ; D , então E( J ) não é m-Ba'lre

Demonstração: - Vamos supor que cadaXt ê m-Barre, caso con
trãrio não hã nada a demonstrar. Defínamos a seguinte fam:l

1 1 a d e s u bconj u n tos

Ua:Íx € E(J) llt lxt # et} n Ta * 0} a eA

sendo e ;(et)t.T opondo base de E(J). Mostremos que para

cada ac A , UcEé aberto e denso em E(J). Seja x ( Ua' prg.

casamos determinar um aberto básico ç2 de E.Xt tal que+.d T '

*xeQ nE(J) cuco ' Seja Fctum subconjunto flnltodeT ,

Fcl' Tae tal que xt # et para todo tc Fa ' Pela manelt'a

como Ua fo{ con str'uldo, Fa # Q. Seja então n ; tiTTç2t onde

ç2t:Xt set&Fa' ParatcFa ntétalquext's2t e
e+..d ç2+ . Esta claro que o aberto básico Q satisfaz a +
Quanto ã densidade, suponhamos agora que ç2 é um aberto bãsl

co de n.Xt ' 0 conjunto R(ç2) ; {t l Qt # Xt} ê fInIto.
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3. Espaços m-Baire 

Espaços topolõgicos E( J) que sao m-B~ire t~m m co

mo calibre. Vamos apresentar um teorema onde são estabelec! 

das condições para que espaços E( J) não sejam m-Baire. 

Teorema 32. - Seja z:( J) e TI Xt , !TI ~ m e J ê um a-ideal 
tET 

sobre T • Se ex i s t 1 r um a f a mil 1 a ( Ta) aE A I A 1 = m , d e sub e o n -

juntos infinitos de T tais que para cada I E J existe a E A 

tal que I n T = 0 , então r ( J) não ê m-Baire. 
a. 

Demonstração: - Vamos supor que cada Xt ê m-Baire, caso con -

trãrio não hã nada a demonstrar. Definamos a seguinte famT

lia de subconjuntos: 

sendo e= (et)tET o ponto base de E( J ). Mostremos que para 

cada a E A , U e aberto e denso em z: ( J). Seja x E U , pr~ 
a a 

cisamos determinar um aberto bãsico íl de TI Xt tal que 
tET 

* X E íl n E ( J ) e U Seja F u rn subconjunto finito de . 
a a 

T ' 

F e T e tal que xt 7 et para todo t E F Pela maneira 
a a 

como u 
a 

foi e o n' s t r u i d o , 

se t Et F . 
a 

F 7 
a 

a 

0. Seja então íl = TI íl t onde 
tE T 

e 

et J ílt . Estã claro que o aberto bãsico íl satisfaz a * 

Quanto ã densidade, suponhamos agora que íl é um aberto bãsi

co de n Xt . O conjunto R(íl) = {t I ílt 7 Xt} é finito. 
tE: T 
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Precisamos mosto'ar que ç2 n E( J ) n U,. # g. Se.ja

t* c Ta-R(Ç2). 0 ponto x : (xt)t.T def unido como abaixo

fe n. se t ( R (n)

xt 1: et: se t . T-(R(ç2) u {t.})

l.# et. se t : t+
pertence ã referida Intersecção que provámos assim não ser

vazia. Resta-nos mostrar que E(J) não é m-Barre. Suponha

mos, por absurdo, que x c ((:'Xua e t+ é um I'ndlce tal que

xtJ. # et,.. ' Então t+ € (!:lATa ' 'Isto é t+ € Ta qualquer que

seja c! € A. Portanto t:., & l qualquer l € J . Conta'adição.

Logo E( J ) não é m-Ba ]t'e. []

Observação: - Demonstração Inteiramente análoga pode ser

feita se, ao Invés de termos uma famll ía ( i'a)a.A ' IAI : m

de subconjuntos Inflnjtos de T tais que para todo l € J

existe a c A tal que l n T,* = g tlvet'mos um subconjunto fln.!
toJtal queparatodo l(J exlst IracAtal que
l n T = Ja

A definição 18 apresentada anteriormente pode ser

generalizada para a-Ideais definidos sobre conjunto de Inda

ces de cardinais maiores, desde que sejam regulares

Defl n { ção 3 3 .

ca rd{ n al reg ul

a-l deal J se

: m e m um

pat'a o

- Um subconj un to L c T , L 1 ; 1 T

ar , dlz-se um conjun to de J - LuzZn

IL n ll < m para todo l c J
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Precisamos mostrar que íl n r( J) n U .t ~- Seja 
a 

T -R(íl). 
a 

definido como abaixo 

rE 
ílt se t E R (n) 

xt et se t T-(R(íl) {t*}) 

1: 
E u 

et se t = t* 
* 

pertence ã referida intersecção que provamos ass1m nao ser 

v a z i a . Resta - nos mos t ra r que E ( J ) não ê m - B a 1 r e . Suponha-. 

mos, por absurdo, que x E fjua · 
xt 7- et . 

* * 
Então t* E . nAT ' 

CtE a 

e um indice tal que 

1sto ê t* E T 
a 

seja a E A. Portanto t* ~ I qualquer I E J • 

qualquer que 

Contrad1ção. · · 

Logo E( J) não ê m-Baire. □ 

Observação: - Demonstração inteiramente anâ1oga pode ser 

feita se, ao invês de termos uma familia (T ) A , IAI = m , 
a CtE 

de subconjuntos infinitos de T tais que para todo I E J 

existe a E A tal que I n T = 0 tivermos um subconjunto fini 
a 

to J tal que para todo I E J existir a E A tal que ' 

I n T = J. 
a 

A defi·nição 18 apresentada anteriormente pode !er 

generalizada para o-ideais definidos sobre conjunto de índi

ces de cardinais maiores, desde que sejam regulares. 

Definição 33. - Um subconjunto L e t , ILI = ITI = m e m um 

cardinal regular, diz-se um conjunto de J-Luzin para o 

o-ideal J se IL n ri < m para todo I E J • 
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Corolário 34. - Se existir um conjunto J-Luzln para J um

a-Ideal sobre ITI ; m e m regular, então x( J) não é m-Ba Ire

Oemonstração - Basta construirmos uma famll la (Ta)a.m como

a do teorema 32. Sendo o conjunto J-Luzln L escrito da fot"
ma

L = {t B l 13 < m }

Construímos a referida fam:lula como se segue

T. : {t B l z a} a < m []

Na verdade a existência de um conjunto de J-Luzín

nega que m seja callbt"e de E( J) trlvialmente, ou seja, o

subconjunto de J- Luzln L não possuí como subconjunto um e-

[ementode Jdemesma cardina] idade. Acabamos de provar assim
a afirmação que esta no Inlc lo desta seção. 0u seja, se

E(J) c nX.. com lroi(X.) < m para qualquer t( T , então
te T ' '

E( J) m-Bar'e Implica que m é calibre para E( J)

Aplicando um t'esultado de Tala podemos obter uma Im

pljcação no sentido contrario desde que se tenha uma hipóte-
se a mais

Teorema 35 [B] - Seja X urn espaço topo]õgjco m-Barre, m re

guiar. Se c(X) É:q0 então X tem calibre À para qualquer
À s m.

39. 

Corolário 34. - Se existir um conjunto J-Luz1n para J um 

a-ideal sobre ITI = m e m regular, então E( J) nao e m-Ba1re. 

Demonstração: - Basta construirmos uma familia (T ) como 
a a<m 

a do teorema 32. Sendo o conjunto J-Luzin L escrito da for 

ma 

Construimos a referida familia como se segue 

a < m O 

Na verdade a existência de um conjunto de J-Luzin 

nega quem seja calibre de E( J) trivialmente, ou seja, o 

subconjunto de J_ Luzin L não possui corno subconjunto um e

lemento de J ·de mesma cardinal idade. Acabam0s de provar assim 

a afirmação que estã no inicio desta seção. Ou seja, se · 

E( J) e n Xt com TTw (Xt) < m para qualquer t E T , então 
tE T 

r (J) m-Baire implica quem e calibre para E(J). 

Aplicando um resultado de Tall podemos obter uma im 

plicação no sentido contrãrio desde que se tenha uma hip6te

se a mais. 

Teorema 35 [BJ - Seja X um espaço topol6gico m-Baire, m re-

gular. Se c(X) ~ ~O 

À ~ m. 

então X tem calibre À para qualquer 
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Corolãrjo 36. - Se E(J) c {0,1Ji então as seguintes afirma

cães são eq ul val entes

1) E( J ) tem calibre m

1 1 ) E ( J ) é in- B a Ire

4 Espaços pseudo-m-compactos

Ao estudarmos funções continuas definidas em espa-
ços E( J) veremos que se o espaço for pseudo-m-compacto e

dependendo do contradomln lo da função será possa'vel concluir
se a função depende que uma quantidade menor" ou Igual a m de
coordenadas. Sendo assim vamos yeY' condições sob as quais

11( J ) é pseudo-m-compacto bem como sua relação com o fato de

ter m como calibre

Teorema 37. - Se X = H X.. ê pseudo-m-compacto e J é um
t( T '

a-ideal sobre T tal que J3ITl:m , então E(J) é pseudo

-m-compacto

Demonstração: - Seja (QI)l$m uma família de abertos bãs ecos
emX. Neste capot.l : R(QI) ;Ít l nl; pxt} é fInIto qual

quer 1 < m. Tomemos T''' = UTI ' então IT+li <m '

Como X é pseudo-m-compacto existe um ponto de acumulação xj'

da família de aber'tos(QI){<m' Sela x :(xt)t.T o ponto
assim d efi nado

40. 

Corolârio 36. - Se E( J) e {0,1}T então as seguintes afirma 

coes sao equivalentes: 

1) E(J) tem calibrem 

11) E( J) e m-Baire 

4. Espaços pseudo-m-compactos 

Ao estudarmos funções continuas definidas em espa- . 

ços E( J) veremos que se o espaço for pseudo-m-compacto e 

dependendo do contradomTnio da função serã possível concluir· 

se a função depende que uma quantidade menor ou igual a m de 

coordenadas. Sendo assim vamos ver condições sob as quais 

E( J) ê pseudo-m-compacto bem como sua relação com o fato de 

ter m como calibre. 

Teorema 37. - Se X = rr Xt ê pseudo-m-compacto e J ê um 
te T 

a-ideal sobre T tal que J ::i [TJ;;im , então E( J) e pseudo-

-m-compacto. 

Demonstração: - Seja (íl;)i ~m uma familia de abertos básicos 

em X. Neste caso Ti = R ( íl i ) = {t 1 
íli ~ Xt} e finito qual-t 

.,,... 

quer ; < m. Tomemos T·A- = Ur 
i <m i ' eritão 1 T * 1 = m. 

Como X e pseudo-m-compacto existe um ponto de acumulação x* 

d a f a m i l i a d e a b e r t o s ( íl i ) i < m • S e j a x = ( x t ) tE T o p o n t o 

assim definido 
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: e. se t c T-T+

Então x € E( J) e é de acumulação da fam:il la de abertos

(ç21 n E( J )).l .m []

"t

se t ( T+

Teorema 38 [Cf] - Seja X um expaço topo]õg ]co. Se X tem ca-

libre compacto m, m z :q0 , então X é pseudo-m pacto.

Prooos íção 39. - Sejam m um cardlnal Infínjto, cf(m) : :q0

Seja n > :q0' Se J 'ET]'n então E(J) c{0,1JTtemcall
b I'e com pac to m.

Demonstração -SejamJl:tT]'Si e x(JI):xl ' ZI '

denso em E(J) e zl tem cal abre compacto m, portanto
E( J ) tem cal abre compacto in

Teorema 40. - Sejam m e p cardinais {nf'ln'lhos e E( J) c{0,.1)P

onde J é um a-Ideal J D [plÉn. As seguintes informações

são eq u { val en tes

la) cf(m) ; No n : No
lb) E(J) não é pseudo-m-compacto

lc) E(J) não tem cal abre compacto m.

Demonstração: -(a) -=P(b) Seja a seguinte famTlla de aber

tos não vazios (Uk)k<S .

U k ; {x ' E( J ) x ( n ) pa ra n $k} k < !'€0

41. 

= x* se t E T* 
t 

xt 

= et se t € T-T* 

Então X € E ( J ) e ê de acumulação da familia de abertos 

( íl i n E ( J ) ) i <m o 

Teorema 38 [Cf] - Seja X um expaço topolôgico, Se X tem ca

libre compacto m, m ~ ~O , então X ê pseudo-m - compacto. 

Proposição 39. - Sejam m um cardinal infinito, cf(m) = ~O 

"'"' ~n ~ ( ) T Seja n > .~ 0
. Se J ::i [TJ - entao E J e {0,1} tem ca11--· 

bre compacto m. 

:-{ 

Demonstração: - Sejam J
1 

= [TJ< · l e E( 1
1

) = E
1 

• E
1 

e 

denso em E(J) e r 1 tem calibre compacto m, portanto 

E( J) t em calibre com~acto m. 

T e o r e m a 4 O • - S e j a m m e p c a r d ; n a 1 s i n f i n i t o s e E ( J ) e { O , .1 l 
~n onde J e um o-ideal J ~ [pJ- . As seguintes informações 

sao equivalentes 

(a) cf(rn) = ~o n = ~ o 
(b) E( J) nao ê pseudo-m-compacto 

(c) E( J) nao tem ca11bre compacto m. 

Demonstração: - (a)==> (b) Seja a seguinte familia de aber

tos não vazios (Uk)k< ~ 
o 

uk = {x € E( J) 1 x(n) = para n~k} k < ~O 
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Esta famTlla é localmente flnjta emE(J). Seja x( E(J)

e escolhamos il tal que x(ã): 0 e U : nãt({0}).
Obs ervemos que

{k < u IU n Uk # gJ:{0,1,...,iÇ-l}

Logo E( J ) não é pseudo- :'ç0-compacto, e portanto não ê pneu
do-m-compacto(de acordo com o teorema 1 27)

(b) -=(c) 0 teorema38 mencionado acima garante a {mpllca

çao

(c) -o (a) Como no caso antes'lot' mostraremos a {mpllcação

provando que a negação da segunda Impl íca a negação da prl
medra. Vamos conslderat' três casos

Caso 1 - cf(m) > NO ' Ex late uma famll ia de espaços compac

tos (Kn)n< N. tais q ue

onde EO : E( JO) com JO : [pl< So

Sabemos que Xn é denso em z:( J) qualquer que seja o a-Ideal

J . Consideremos uma fam:fila (Ue)e<m de abertos não vazios
e deflnamos

A. ; {€1 < m l U . n K. # g}

AI : m e como cf(m) > }:0 existe 1+ tal que

d
€

Temos

"{ *l

Caso2-m=tq0 e n>t\õ0' 0 teorema12 garanteque
E( J) tem o calibre compacto m : !q0

42. 

Esta familia e localmente finita em r(J). Seja x E r{J) 

e escolhamos n tal que x(n) = O e U = rr~
1({0}). 

Observemos que 

{ k < w I U n U k ;z! 0 } = { O , 1 , ••• , n . 1 } 

Logo r( J) nao e pseudo- ~ 0-compacto, e portanto nao ê pseu

do-m-compacto (de acordo com o teorema 1 · 21). 

(b) ~ (c) O teorema 38 mencionado acima garante a 1mplica

çao. 

(e)==> (a) Como no caso anterior mostraremos a implicação 

provando que a negação da segunda implica a negação da pri

meira. Vamos considerar três casos: 

Caso 1 - cf(m) > ~O . Existe uma família de espaços compa~ 

tos ( K ) n ~· ta i s que 
n < ''I> 

onde 

Sabemos que Lo e denso em r( J) qualquer que seja o a-ideal 

J Consideremos uma familia (Uc)c de abertos não vazios 
"' . ..,<m 

e definamos 

Temos 

Ai = {s < m I Us n K1 ;z! 0} 

U A.= me como cf(m) > ~O existe i* ta1 que 
1 < :-:o 1 

Caso 2 - m = ~O e n > ~ 0 . O teorema 12 garante que 

r(J) tem o calibre compacto m =~o· 
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Caso 3 -m>S0 ' cf(m) = NO e n >b:0 ' Tambêmsegue
da teorema 12 que E(J) tem ca] abre compacto m. []

5. m-compacidade

Esta claro que não vamos nos preocupar com o caso

em que J = P(T) pois, nestas clrcunstânc ías E( J) é o prõ,

pêlo espaço produto, que é compacto se os favores também o
forem.

0 conceito de compacldade pode ser enfraquecido e

nossa {déia é verificar sob quais cond íções os espaços E( J )

satisfazem a essas condições mais fracas

Obset'vemos que o conceito de compacldade pode ser

enfraquecido de diversas formas, a que usamos nos pareceu

ma.{s conveniente jã que ê fechada por produtos e po.s subcon

j untos fechados

Precjsanlos apresentar algumas defln lções

Definição 41. - Seja X um espaço topolõgíco. Um suconjunto

Y de X djz-se um conjunto G., m cardinal Infinito, se Y for
a Intersecção de uma famÍlIa de abertos não vazios, de cardo

nalldade m. Vamos denota-lo por X(m) quando a topologla for

gerada pel os conjun tos Gm

43. 

e a s o 3 - rn > ~ 0 , c f ( m ) = ~ 0 e n > ~O Ta m b ê m s e g u e 

do teorema 12 que í:( J) tem calibre compacto m. D 

5. m-compacidade 

Estã claro que nao vamos nos preocupar com o caso 

em que J = P(T) pois, nestas circunstâncias E( J) ê o pro ;., 

prio espaço produto, que ê compacto se os fatores iarnbêm o 

forem. 

O conceito de compacidade pode ser enfraquecido e 

nossa ideia ê verificar sob quais condições os espaços í:( J) 

satisfazem a essas condições mais fracas. 

Observemos que o conceito de compacidade pode ser 

enfraquecido de diversas formas, a que usamos nos pareceu 

mais conveniente jã que ê fechada por produtos e pos subcon

juntos fechados. 

Precisamos apresentar algumas definições. 

Definição 41. - Seja X um espaço topológico. Um suconjunto 

Y de X diz-se um conjunto Gm , m cardinal infinito, se Y for 

a intersecção de uma famTlia de abertos não vazios, de cardi 

nalidãde m. Vamos denotã-lo por X(rn) quando a topologia for 

gerada pelos conjuntos Gm. 
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Definição 42. - Uma famll la de conjuntos não vazios A tem

p''LaJ)4'cidade cfa pi-,CltZe.t,secção se toda subfaml'l'la de A de car
djnalldade m tem Intersecção não vazia.

Definição 43. - Um espaço X ê dito m-compacto se para alguma

compatificação BX de X , X é fechado em BX(m)

Consequências da def{ njçgg

(a) Um espaço X é m-compacto se e somente se X ê fecha

do em BX(m) onde 13X é o compactíflcado de Stone
15e c.h d e X

jb) Um ;ubespaço fechado de um espaço m-compacto ê
m-compacto

lc) Um iproduto de espaços m-comoactos .é m-compacto

Aqui ê Importante ressaltar uma das vantagens dessa

defjnlção de m-compacto. Quando m = tXõl obtemos a classe
dos espaços I'ea] compactos de Hew]tt [GJ]

Prec usamos, tambêln, observar que um espaço X pode

ser m-compacto sem ser fechado em BX(m) para alguma compact.!

flcação BX de X. Um exemplo disto é o espaço discreto D,

IDI ::ql ' que é :<1-compacto mas não é fechado eln BD(l\'l)

Vamos no que se segue determinar condições sobre os
a.Ideais J tais que os espaços E(J) c JT X. onde cada X*

te x ' "

ê compacto, sejam m-compa tos

44. 

Definicão 42. - Uma familia de conjuntos nao vazios A tem 

p~op~i edad e da m-int e~~eccao se toda subfaml1ia de A de car 

dinalidade m t em intersecção não vazia. 

Definição 43. - Um espaço X ê dito m-compacto se para alguma 

compatificação BX de X , X ê fechado em BX(m). 

Consequências da definição: 

(a) Um es paço X ê m-compacto se e somente se X ê fecha

do em SX(m) onde SX e o compactificado de Stone 

~eda de X. 

(b) Um s ubespaço fechado de um espaço m- compacto ê 

m- compacto. 

(c) Um produto de espaços m- compactos .em-compacto 

Aq ui ê importante ressaltar uma das vantagens dessa 

definição de m- compacto. Quando m = ~ 1 obtemos a classe 

dos espaços r eal compactos de Hewitt [GJ]. 

Prec isamos, tambêm, observar que um espaço X pode 

ser m- compact o sem ser fechado em BX(m) para alguma compáct1 

ficação BX de X. Um exemplo disto e o espaço discreto D, 

Jol = ~ 1 , que e ~ 1-compacto mas nao ê fechado em BD(N 1 ). 

Vamos no que se segue determinar condições sobre os 

o- ideais J t ais que os espaços E( J) e TI Xt onde cada Xt 
tEX 

ê compacto, sejam m-compatos. 
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Teorema 44. - Seja (Xt)tcT uma fama'l'ía de espaços compactos
Se m é tal quem+ < n então para qualquer JcETl$m temos

E( J ) n-compacto .

Demonstração: - Para qualquer a deal J l X = .IT.Xt é com-

pact'ificado de Stone Xech de E(J). Dado x c X-E(J) o con-

junto K= {t l xt#et} não éelementodeJ,IKI zm+. Para
cada t c K definimos o seguinte.aberto

€

Ut ; ntl(Ut) onde Ut é aberto em Xt

xt ( Ut e et & Ut

Q : teK t é Gn (cona íderando-se alguns abertos re
pet[dos, se necessãr]o) e Q n E(J) : g. []

tal q u e

Teorema 45. - Seja (Xt)t.T uma famll ia de espaços compactos
Se J , [T]Ém então E(J ) não ê m-compacto

Demons oração : - Vamo s mos trai

x ( X-E:( J ) e Q um conjunto G.

uma famÍI {a de abertos bãs l cos

Para cada i, 1< m o segu Iate subconjunto é fInIto

R(Ui) : {t l (UI)t # Xt}.

Logo IUR(u.i)l : m isto é no máximo para uma quantidade ml <m '
de coordenadas a intersecção não coincide com o espaço todo,

portanto a intersecção Q n E(J) # g.[]

o0o

que E( J ) ê Gm-denso Sej am

ao qual x pertence Exí s te

IU.l).l< m t al q ue Q 3 n",

45. 

Teorema 44. - Seja (Xt)tET uma família de espaços compactos. 

Sem ê tal quem+< n então para qualquer · J e [T] sm temos 

r ( J) n- compacto. 

Demonstração: - Para qualquer a-ideal J , X= rr Xt ê com 
t E T 

pactificado de Stone ~ech de r ( J). Dado x E X- r( J) o con-
, 

junto K = {t I xt ;t et} nao ê elemento de J, IK1 ?; m+. Para 

cada t E K definimos o seguinte aberto 

Ut -- n1_t- 1(ut· ) d U b X on e te a erto em t 

tal que xt E ut e et ~ ut . 

íl = nut e G (considerando - se alguns abertos re 
tE K n 

petidos, se necessário) e .íl n E ( J ) = 0. o 

Teorema 45. - Seja (Xt)tET uma família de esp a ços compactos. 

Se J J [TJ ~m então r: ( J) nao ê m- compacto. 

Demonstração: - Vamos mostrar que r ( J) ê G ~denso. Sejam m . 

X E X- E( J ) e íl um conjunto G m ao qual X pertence. Existe 

uma familia de abertos básicos (Ui)i <rn tal que íl J í)u 1 i < rn 

Para cada i , i <.mo seguinte subconjunto e finito. 

R(Ui) = {t 1 (Ui)t ;t Xt}. 

Logo IU R(U
1

) 1 = m isto ê no máximo para uma quantidade rn 
1 < rn 

de coordenadas a intersecção não coincide com o espaço todo, 

portanto a intersecção íl n r:( J) ;t 0, O 

ººº 
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CAPÍTULO lll

NORMALIDADE DE ESPAÇOS DETERMINADOS POR a-IDEAIS

A normalidade de espaços produto tem sido objeto de

estudo pelas d íflculdades que apresenta e que variam de caso

para caso

Em 1959 CorsonEC] inIcIou o estudo de E-produtos

jã Incluindo o estudo desta propriedade. Nesse trabalho in-

clu lu um resultado que estabelecia condições sob as quais o

E-produto é normal

Na década de 70 Kombarov publicou uma série de arte

gos onde estudou extensivamente a normalidade de espaços
E( J ) determinando cond lções tanto sobre os fatores como so-

ft"e o a- ideal J para que E(J ) satisfaça ã propriedade ac.!
ma

Em 1978 Broverman, G]nsburg e Ta]]]B] deram a ca -
f\ .

S
sej a no rmal

racterlzação de a-Ideais J sobre l tal q u e E J ) '. {0 ,1 }''l

Neste capitulo são estabelecidas condições sobre

a-Ideais defín'Idos sobre conjuntos T de cardlnalldade > lql
ta'ls que os espaços E(J) c {0,11' sejam normais

Também é feito um estudo das propriedades de L( .J )

Esses espaços são de bastante Importância jã que E(J) é ho

meomorfo C(L(J)), como mostraremos posteriormente. Este re

46. 

C/\PTTULO III 

NORMALIDADE DE ESPAÇOS DETERMINADOS POR o-IDEAIS 

A normalidade de espaços produto tem sido objeto de 

estudo pelas dificuldades que apresenta e que variam de caso 

para caso. 

Em 1959 Corson [C] iniciou o estudo de E-produtos 

já incluindo o estudo desta propriedade. Nesse trabalho in

cluiu um resultado que estabelecia condições sob as quais o 

I -produto e normal. 

Na de~ada de 70 Kombarov publicou uma serie de arti 

gos onde e st udou extensivamente a normalidade de espaços 

t: ( J) determinando condições tanto sobre os fatores como so

bre o o-ideal J para que E( J) satisfaça ã propriedade aci 

ma. 

Em 1978 Broverman, Ginsburg e Tall [B] deram a ca · 
~ 

racterizaç ão de o-ideais J sobre~ 1 tal que I( J) e {0,1} 1 

seja normal. 

Neste capitulo sao estabelecidas condições sobre 

o-ideais definidos sobre conjuntos T de cardinalidade . > ~, 

tais que os espaços t: (J) e {0,1}T sejam normais. 

Também e feito um estudo das propriedades de L( j). 

Esses espaços sao de bastante importância já que [( J) e ho -

meomorfo C{L( J )) , como mostraremos posteriormente. Este re 
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multado general ]za um resultado de CorsonEC] neste sentido
Também determlnaremos condições sob as qua is potências de

L( J ) são norma is

1. Resultados prel ímlnares

Nesta secção vamos apresentar alguns dos resultados
mencionados ac Ima e que serão usados na próxima secção

Obter've-se que toda vez que falarmos E-produto esta
remos nos referindo a espaços E( J) onde J õ o a-Ideal cons

tltuldo das pal'tes enumerãvejs do conjunto de :índices

Teo rema 1 [ C]! E-produto de espaços métricos ê normal

0 teorema a seguir ê devido a Kombarov [K3]. Na rg

ferêncla a demonstração aparece de forma incompleta, prejud.!

bando o entendimento da mesma. Vamos, por Isso, apresentã-

-la aq u{ em todos os de tal hes

Teorema 2[K3] - Seja E(J)c .n,Xtonde J :ITlsm e sendo

que cada Xt é compacto e de "tlghtness" não superior a m.
Nestas condições E( J) ê normal

Na demonstração do teorema vamos preclsat' dos se

guln tes l ema s

47. 

sultado gener aliza um resultado de Corson [C] neste sentido. 

Também determinaremos condições sob as quais pot~ncias de 

L( J) são no li mais. 

1. Resulta dos preliminares 

Nesta secçao vamos apresentar alguns dos resultados 

mencionados acima e que serão usados na próxima secção. 

Ob ~erve - se que toda vez que falarmos E- produto esta 

remos nos ref e ri n d o a esp a ços E ( J ) onde J e o o - i d e a l c o n s 

tituido das partes enumer;veis do conjunto de lndices. 

Teorema 1[C J - o. E-produto de espaços rn~tricos ~normal. 

O t eorema a seguir e devido a Kombarov [K3]. Na re 

fer~ncia a demonstração aparece de forma incompleta, prejud! 

cando o en t endimento da mesma. Vamos, por isso , apresentá

-la aqui e ra tod.os os detalhes. 

Teorem·a 2[ K3] - Seja E( J) e rr Xt onde J = [T] ~m e sendo 
t E T 

que cada Xt e compacto e de 11 tightness 11 nao superior a m. 

Nestas con dições E( J) e normal. 

Na demonstração do teorema vamos precisar dos se

guintes le mas: 
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Lema 3 [C] - Sejam HI e H2 subconjuntos de um espaço topolg
glco produto Y x M onde M é métrico, e suponhamos que u é

uma cobertura aberta de M. Se HI e H2 podem ser separa
dos emYx Uparacada U c u, entãoHI e H2 podemser ce-
pa Fados em I' x M.

Observação: - 0 lema permanece verdade Iro se ao Invés de M

métrico tivermos M par'acompacto.

Lema 4 [K3] - Sejam p uma funçãocont]nuade um espaço Z sobre um es

paço Ypat"aconpacto e sejam (I'À)À.A uma famllja de abertos de Y
e H : (Ht)t.T uma coleção de subconjuntos de Z que pode
ser separada em p''(r.) par'a todo À c A. Então para todo
conjunto fechado F c l. Ir. existe um aberto U D F tal que H

pode ser s epa Fado em p'l(U ) .
'AX

Demonstração do teorema 2: - Seja (Xt)t.T uma fama'lla de es-

paços compactos e ta is que t(Xt) $ m qualquer que seja t € T

Suponhamos qwe HI e H2 são subconjuntos de E(J) que não pg
dem ser separados. Como E(J) édenso no produtoX : n

Hi e H2 tanli)ém não podem ser separados em X

Seja Bn um elemento arbitrário não vazio de [Tl$m

t€

fln t l n a mn q

YO : .R. Xt
' tc B n '

e píl: X ----' YO a projeção de X sobre Y0' 0 compacto YO não

48. 

Lema 3 [CJ - Sejam H1 e H2 subconjuntos de um espaço topol~ 

gico produt@ y X Monde M é métrico, e suponhamos que u e : 

uma cobertur~ aberta de M. Se H1 e H2 podem ser separa -

dos em Y x W para cada UE U, então H1 e H2 podem ser se

parados em W x M. 

Observação: - O lema permanece verdadeiro se ao invés de M 

métrico tivermos M paracompacto. 

Lema 4 [K3] - Sejam p uma função continua de ·· um espaço Z sobre um es

paço Y paracoílli)acto e sejam (rÀ)ÀEA. uma familia de abertos de Y 

e H = (Ht }tET uma coleção de subconjuntos de Z que pode 

ser separada em p- 1(rÀ) para todo À E A. Então para todo 

conjunto fe rc: hado F e l lrÀ existe um aberto U => F tal que H 
~ 

rode ser se pa rado em p-1 (U), 

Demonstração do teorema 2: - Seja (Xt)tET uma famTlia de es 

paços compac tos e tais que t(Xt) s m qualquer que seja t E T. 

Suponhamos ql!Jle H 1 e H2 sao subconjuntos de }: ( J ) que nao p~ 

dem ser separados. Como E ( J ) e denso no produto X = II X t , 
tE'T 

H 1 e H2 também não podem ser separados em X . 

Seja - <m 
B0 um elemento arbitrariq nao vazio de [TJ = . 

Definamos 

Y0 = TI X 
tE B t o 

e p0 : X - Y0 a projeção de X sobre Y0 • O compacto v0 nao 
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pode ser recoberto por abertos tais que HI e H2 são separa-
dos por suas Imagens inversas pela p0' isto pela observação

que se segue ao lema 3. Existe portanto um ponto xO € YO

tal que qualquer vizinhança aberta de x0' V, HI e H2 não po-

dem ser sepat'ados em p01(V). Suponhamos agora que pat'a todo

1 < j < 1:0 tenhamos um conjunto B.l S T tal que IB.il É m ,
Bi., c B] p a ra k < '1 . S eja

P k : Y.Í :: -: Y k

onde Y , =a prol eção sobre Yk p at'a

todo l<j seja xl tal que qualquerque seja a vizinhança

aberta de xi' V, HI e H2 não podem ser separadas em p.ll(V)
Suponhamos ainda que pll(xi) : xk para k < í. Vamos constry.
Ir B: e determinar um ponto x.í com as propriedades deseja-
das. Sejam = 1+1. Não ê dIfÍcIl verque

x .Í e p.l (HI) n p.l (H2)

Pelo teorema 1 22 sabemos que t(YI) $ m e portanto existem

MI cHI e N{ cH2 ambos de cardlnalidadeSmtajsque

xl € PI(M.l) n p{(N{)

Dente-temos PI = MI u N.i . Sendo e:(et)t.To ponto base de
E( J) definimos o conjunto CI como

Cj = {t ( T l lix c P{ tal que xt # et}

Esta claro que ICll $ m , e portanto o conjunto

Bj : B { u C l

também tem cardlnalldade menor ou Igual a m

49. 

pode ser recoberto por abertos tais que H1 e H2 sao separa- ·· 

dos por suas imagens inversas pela p0 , isto pela observação 

que se segue ao lema 3 . Existe portanto um ponto XQ € YO 

tal que qualquer vizinhança aberta de x0 , V ' H1 e H2 nao po-

dem ser separados em PÔ1(V). Suponhamos agora que para todo 

i < j < ~O tenhamos um conjunto B1 § T tal que I B1 I ~ m , 

Bk e B; para k < i. Seja 

a projeção sobre 

todo i < j seja xi 

aberta de X. ' 1 
V , H 1 

onde Y. 
1 

tal que 

e H2 nao 

e 

qualquer 

podem ser 

para 

que seja a vizinhança 

separadas em p11 (V). 

ainda i Suponhamos que pk(xi) = xk para k < 1. Vamos constru 

ir Bj e determinar um ponto xj com as propriedades deseja

das. Seja j = 1+1. Não ê dific11 ver que 

Pelo teorema I 22 sabemos que t(Y;) ~me portanto existem 

M 1 e H 1 e N i e H 2 ambos d e c ar d 1 na l ida d e ~ m tais que 

D e notem o s P i = M 1 u N ; . Se n d o e = ( e t ) t E To p o.n to b a s e d e 

r ( J) definimos o conjunto c1 como 

Ci = {t e T 1 3x E Pi t~l que xt ~ et} 

Está claro que jc 1 1 ~ m , e portanto o conjunto 

tambêm tem cardinaljdade menor ou igual a m. 
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A projeção p{ é fechada, portanto para todo conjun-
to aberto U 3(pl)'l({x.Í}) existe uma v lzlnhança Vdex.i tal
que

( pg ) 'l ( v) ' u

Sendo assim HI e H2 não podem ser separados em

(piii)(v):(pl;i)((p'i)'l(v))
e portanto não podem ser separados em pjl(u) ' (plil)((p.l)'l(v)).

Então pelo lema 3 existe um ponto xj ' xj '(pj)-l({x.l}) tal

que se xj € V : Xj e V ê aberto, HI e H2 não podem set' sepa-
rad os em p.i' (V)

Seja B= UBj ' Obviamente a cardlnalldade de B
ê menor' ou igual a m e seja y c E( J) um ponto tal que

j : o , l ,

t € T- B

Uma vizinhança arbitrária de y contêm uma vlzinhan

ça da forma

( n ç2.)
t cT "

onde Qt # Xt apenas para uma quantidade finita de Índices t
Sabemos que

u : P ( V ) nj

xj ' pj(Mj) n Pj(Nj)

Sejam z' ( r.]. e z" € N: tais que p:(z') ( V ej J ' ' J

pj(z") eV. Éfãcjl verquez;:z::etpara t' T-B.
Portanto z' e z" estão em U. Isto é uma vizinhança arbi-

trária de y intercepta HI e H2' Portanto HI e H2 não podem

se r fec h ado s e d{ sj u n to s . []

50. 

A projeção pi e fechada, portanto para todo conjun-

to aberto U 2 (p1)- 1{{x;}) existe uma vizinhança V de X; tal 

que 

Sendo assim H1 e H2 não podem ser separados em 

(pi1 )(V) = (pj1)((pi)-1(V)) 

e portanto não podem ser separados em pj 1(U)::, (pj1)((p1)-1(v)). 

Então pelo lema~ existe um ponto x. , x. e: (pj)-1({xi}) tal 
J J 

que se xj e: V§ Xj e V e aberto, H1 e H2 não podem ser sepa-

rados em pj 1 (V). 
00 

Seja B = LJB. 
J = 1 J 

Obviamente a cardinalidade de B 

e menor ou igual a m e seja y e: [( J) um ponto tal que 

{ 

o . (v) = x. 
' J ~ J 

Yt = et 

j=0,1, ... 

t e: T-8 

Uma vizinhança arbitrãria de y contem uma vizinhan

ça da forma: 

onde ílt ~ Xt apenas para uma quantidade finita de Tndices t. 

Sabemos que 

x. e: p . (M.) n p.(N.) 
J J J J J 

Sejam z' e: M. e z" e: N. tais que p.(z') e: V 
J J J 

e 

pj(z") e: V. t fãcil ver que zt = zt = et para te: T-B. 

Portanto z' e z" estão em U. Isto e uma vizinhança arbi-

tr~ria de y intercepta H1 e H2 . Portanto H
1 

e H
2 

não podem 

ser fechados e disjuntos. O 
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Fazendo-se uma analise da demonstração do teorema

anterior observamos que uma prova Iate Iramente análoga se

apl lca ao caso emque oa- Ideal J éda forma J=ETl<m OD.

de m é um cardlnal regular m 2 l-\l ' 0 ponto onde poderia
aparecer alguma dificuldade é a construção da famTI la

(Bj){<s. . Sendo m um card Inal regular basta começar com

um conjunto B0' ar'bltrãrio, IBOI < m e será possível a con.!
trução dos outros conjuntos B{, 1> 0, desde que seja manti-
da a condição de compacldade para os favores produto Impondo

-se ainda que o "tlghtness" de cada um deles seja estrltame.g

te menor que m.

Na verdade ficou faltando ''demonstrar'' a normalidade

para J = [T.]<m sendo m um card]na] singular' e tal que

cf(m) z NI ' É fácil ver que a mesma demonstração não se a-
plica. A'inda que reduzindo ao caso de E(J) c{0,11' não

nos ê possível chegar a uma conclusão. Fica, portanto, a sg.

gulnte questão

Questão - Será que o espaço E( J) c{0,11l onde

com n} singular e cf(m) 2 t\l ê normal?

[T]'m

0 pt'õximo teorema dã condições necessárias e suflc l

entes sobre um a-ideal J sobre:\'l para que E(J) c {0,1} '

seja normal. ]; preciso observar que no art]goEB] onde apa-
rece o teorema dã-se atenção ao caso em que um a-Ideal sobre

NI é P(NI), que é o conjunto das partes deSI

N
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Fazendo-se uma anãlise da demonstração do teorema 

anterior observamos que uma prova inteiramente anãloga se 

aplica ao caso em que o o-ideal J e da forma - J = [T]<m 

de m ê um cardinal regular m ~ ~ 1 . O ponto onde poderia 

aparecer alguma dificuldade ê a construção da família 

( B . ) i .._. 
l < ''O 

Sendo m um cardinal regular basta começar com 

on 

um conjunto B0 , arbitrãrio, 1B 0 1 < m e sera possível a cons 

trução dos outros conjuntos B1, 1 > O, desde que seja ~anti

da a condição de compacidade para os fatores produto impond~ 

-se ainda que o "tightness" de cada um deles seja estritamen 

te menor quem. 

Na verdade ficou faltando "demonstrar" a normal idade 

para J = [TJ<m sendo m um cardinal singular e tal que 

cf(m) ~ ~ 1 . t fãcil ver que a mesma demonstração não se a

plica. Ainda que reduzindo ao caso de E( J) e {0,1}T não 

nos ê possfvel chegar a uma conclusão. Fica, portanto, a se 

guinte questão: 

Questão - Sera que o espaço ~( J) e {O, 1} T onde J = [T]<m 

com m singular e cf(m) ~ ~ 1 ê normal? 

O pr6ximo teorema dã condições necessãr1as e sufici 
~ 

entes sobre um 0-ideal J sobre~ 1 para que E( J) e {0,1} 
1 

seja normal. r preciso observar q~e no artigo [BJ onde apa

rece o teorema da-se atenção ao caso em que um o-ideal sobre 

~, ê P(~ 1), que ê o conjunto das partes de~ 1• 
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Teorema5[B] -Seja J uma-]dea] sobres. E(J)c {0,1} l

é normal se e somente se J: P(NI) ou J:ElqllSso

2 Condições necessárias ã normal Idade de E(J )

0 objetivo desta secção é caracterizar os a- Ideais
sobre conjuntos T, T de cardlnalldade maior que !<.,

tais que os espaços E( J) correspondentes sejam normais

No que se segue o conjunto de Índices T será consl

derado como um cardinal sendo que este iiltlmo é o conjunto

dos ordinajs menores que ITI. Lembrando que, sempre que ôs-

so não ocorrer consideraremos a bljeção de T sobre ITl+

Assim como emIB] vamos restjng]r nosso estudo a es

paços E( J ) contidos em {0,1}

Os próximos t"esultados serão util ízados na demons

tração do teorema 8

T

Teorema 6 [Gl] - Seja (Xt)tcT uma fam:rija de espaços topo;lõg.!

cos e suponhamos que o subproduto it Xt l; {nfjnjto para todo tOt# t. ' '

Então uma condição necessária e suficiente para que

B( it x.): n(BX.) ocos'ra ê que o espaço produto X
t (T ' t eT '

seja pseudo-compac to

52. 

Teorema 5 [B] - Seja J um o-ideal sobre~ 1 E( J) e {0,1} 

' ~' < ~o 
ê normal se e somente se J = P(~

1 
) ou J = [~"

1 
] = 

2. Condições necessárias a normalidade de E(J) 

O objetivo desta secçao e caracterizar os o-ideais 

sobre conjuntos T, T de card1na11dade maior que ~ 
1

, 

tais que os espaços E( J) correspondentes sejam normais. 

No que se segue o conjunto de indices T serã consi

derado como um cardinal sendo que este ultimo ê o conjunto 

dos ordinais menores que !ri. Lembrando que, sempre que is

so nao ocorrer considéraremos a bijeção de T sobre !TI* 

Assim como em [B] vamos restingir nosso estudo a es 

T paços E( J) contidos em {0,1} • 

Os próximos resultados serao utilizados na demons -

tração do teorema 8. 

Teorema 6 [Gl] - Seja (Xt)teT urna familia de espaços topo ·lÕgj_ 

1 

cos e suponhamos que o subproduto rr Xt ê infinito para todo t
0

. 
t:i: t

0 

Então uma condição necessária e suficiente para que 

B( rr Xt) = rr ( s Xt) ocorra ê que o espaço produto X = rr Xt 
tET teT tET 

seja pseudo-compacto. 



53

Dado um cardjnal m, cf(m)>b-b, então m considerado
como ordlnal, munido da topologja da ordem, ê pseudo compac-

to e sua compactlficação de Stone Cech é o ordinal n+l. Lem

brando que o produto de um pseudo-compacto por um compacto é

pseudo-compacto, o teor'ema 2 garante que

B [m x (m+])] : (m+]) x (m+])

0 lema a seguir tem uma referência de dlfl'cll aces-

so. Sendo ass Im, achamos interessante incluir sua demonstra

çao

Lema 7. - Seja dado um card iRaI m, cf(m) >:q. e m e m.LI são

olhados como ordlnajs e munidos da topologla da ordem. Nes-

sas cond'íções o espaço produto m x(m+l) não é normal

Demonstração: - Consideremos os segu antes sub-conjuntos pro-

dutomx(m+l): Fl:{(ct,a) jcE<m} e F2:mxlm}
Esta claro que FI e F2 são fechados dlsjuntos. Suponhamos,

por absurdo, que m x(m+l) ê normal. Isto é equivalente ag.
xl stl r uma função continua

f: m x (m+.1 ) ------ [0 ,1]

{0} e f(FP):Íl} . Jãvlmos, no entanto,tal q u e f( FI )

que

B[(m x (m+] )] ; (m+]) x (m+])

53. 

Dado um cardinal m, cf(m)>~, então m considerado 

como ordinal, munido da topologia da ordem, é pseudo compac

to e sua compactificação de Stone Cech e o ordinal ~+1. Lem 

brando que o produto de um pseudo-compacto por um compacto ê 

pseudo-compacto, o teorema 2 garante que: 

13 [mx (m+1)] = (m+1) x (m+1) • 

O lema a seguir tem uma referência de d1fic11 aces

so. Sendo assim, achamos interessante incluir sua demonstra 

çao. 

Lema 7. - Seja dado um cardinal m, cf(m) >~0 em e m+1 sao 

olhados como ordinais e munidos da topologia da ordem. Nes

sas condições o espaço produto m x (m+1) nao ê normal. 

Demonstração: - Consideremos os segu1ntes sub-conjuntos pro-

duto m x (m+1): F1 = {(a,a) 1 a< m} e F2 
= m x {m} . 

Estã claro que F1 e F2 são fechados disjuntos. Suponhamos, 

por absurdo, que m x (m+1) e normal. Isto é equivalente a e 

xistir uma função contfnua 

f: m x (m-i-1)--+ [0,1] 

tal que f(F
1

) = {O} e f(F 2 ) = {1} . Jâ v1mos, no entanto, 

que: 

B [( m x ( m + 1 ) J = ( m + 1 ) x ( m + 1 ) 
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Sendo assim existe uma extensão continua de f, que vamos de-

notar por F e que é defin Ida no espaço produto(m.;l) x(m;l)

0 ponto(m,m) é simultaneamente aderente a FI e F2 em

(m+l) x(m+l), sendo portanto impossível def In'lr a função F

em (m,m), como extensão da f. Isto contraria a h lpõtese de

que m x (m+l) seja normal . a

Estamos agora em condições de apresentar alguns re
sul ta do s obtido s .

Teorema 8. - Sejam m um card IRAI, cf(m) >N. , e J um a- Ideal

sobre m, JD J.. Suponhamos que.ex'lstemAc J com IAI =m
e Bc mcom IBI =m e Bá J, eportantom-A4 J. Suponha-

mos que E(J) c{0,11m. Nestas cond'ições E(J) não ê normal

Demonstração: - SejaA& Jcom IAI = Im-AI =m . Nestecaso,

m-A 4 J. Vamos defInIr as seguintes apl icações

h: {0,11A x {0,11m-A - {0,11m .

( x ,y ) ---

Observemos que h ê um homeomorflsmo.

F+{0,1JAx {0,1Jm-A .-....--*{0,1Jm-A

esta aplícaçãó é uma projeção sobre{0,11m-A

x { 0 , 1 }''''

0 conj un to X , de f{ n Ido por

n*( h'l ( x(;) )

54. 

Sendo assim existe uma extensio contlnua de f, que vamos de

notar por F e que ê definida no espaço produto (m+1) x (m+1). 

O ponto (m,m) e simultaneamente aderente a F1 e F2 em 

(m+1) x (m+1), sendo portanto impossível definir a função F 

em (m,m), como extensão da f. Isto contraria a hipótese de 

que m x (m+1) seja normal. D 

Estamos agora em condições de apresentar alguns re~ 

sultados obtidos. 

Teorema 8. - Sejam m um cardinal, cf(m) >~ 0 , e J um 0-ideál 

sobre m, J ::i J . Suponhamos que _existem A E J com !AI = m 
m 

e Bem com IBI = m e B 4 J, e portanto m-A d: J. Suponha-

mos que E(J) e {0,1}m. Nestas condições E(J) nao e normal. 

Demonstração: - Seja A i J com !AI = lm-AI = m . Neste caso, 

m-A d: J. Vamos definir as seguintes aplicações: 

(X, y) X u ·y 

Observemos que h e um homeomorfismo, 

esta aplicação e uma projeção sobre {0,l}rn-A_. 

O conjunto X, definido por: 
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contem o conjunto Xn descrito abaixo

xo : {x '{0,11"'a l llt l xt: lJl< ml}

e não contém o ponto cujas coordenadas são todas iguais a l

{X c
m-A

{ o , l }

Verifica-se fac ílmente a Igualdade abaixo

{o,lIA x x : n;l(X) : h'l(E(J))
que nos mostra o fato de que {0,11A x X e E(J) são homeomor

fos

Vamos definir o seguinte homeomorflsmo sobre a {ma

gem:

+: m+l { 0 , 1 }m

onde

l

(ó(a))B : lo

se í3 < a < m

se cl $ B < m

se a .= m

Com a observação + feita DO {n:Íclo da secção vemos que é
possível imerg Ir m+l em {0,11A e também em {0,1Jm-A. Se-

jam r: m+1 ------* {0,11A e s: m+1 ---- {0,1Jm-A homeomorflsmos

.Xsslm, r(m+l) e s(m+i) são subespaços fechados de{0,11n e
{0,1Jm-A respect'lvamente. Além disso, temos que s(a) 6X
para todo a < m, porém s(m)# X. Portanto

s(m+l) n X : s(m)

a subespaço fechado de X. Temos portanto (m+l) x m emerso

em {0,11n x X como subconjunto fechado. Jã vimos, oelo

55, 

contêm o conjunto x0 descrito abaixo 

e nao contêm o ponto cujas coordenadas são todas iguais a 1~ 

Verifica-se facilmente a igualdade abaixo 

que nos mostra o fato de que {0,1}A x X e [(J ) sao homeomor 

fos. 

Vamos definir o seguinte homeomorfismo sobre a ima-

gem: 

<j, : m+ 1 {0,1}m 

onde 

se 8 < a < m 

(cp(a))
8 

= o se Cl ~ 8 < m 

se Cl = m 

Com a observação* feita no início da secçao vemos que e 

possivel imergir m+1 em {0,1}A e também em {0,1}m-A. Se

jam r: m+1 - {0,1}A e s: m+1 -➔ {0,1}m~A homeomorfismos. 

Assim, r(m+1) e s(m+1) sao subespaços fechados de {0,1}A 

{0,1 }m-A respectivamente. Alêm disso, temos que s(a) é X 

para todo a< m, porém s(m) tl: X, Portanto 

s(m+1) n X = s(m) 

e subespaço fechado de X • Temos portanto ( m+ 1 ) X m imerso 

em {0,1}A X X como subconjunto fechado. Jâ vimos, pelo 

e 
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lema 7, que(m+l) x m não é normal, consequentemente os es

paços{0,11n x X e E(J) não são norma']s. []

corolário 9. - Sejam m um cardinal {nfln lto cf(m) >N. eJ

um a-Ideal sobre m, J D J.. Suponhamos que E(J) c {0,11m ê
normal. Se ex lstlr Bc J com IBI ;mentãoJ: P(m)

Observação 10. - 0 corolário 9 se mantêm verdade Iro se ao {n
vés de um cardinal m tivermos um conjunto de :Índices

T, ITI >b''+i ' Basta considerar' a bljeção + mencionada no
n{ clo d a s ecçao

l)bservação 11. - Dado J um a-Ideal sobre T e S c T, S & J, a

famÍlIa d e s u bconj u n tos

Jç; {l nS 1 1 eJ}

õ um a-Ideal sobre S, como se pode verlfjcar facilmente

0 prõxjmo teorema apresenta um importante resultado

neste capitulo, e que permite determlnat' o tipo de a-Ideal J

tendo a informação que o espaço E(J) ê normal

Teorema 12. - Seja J um a-Ideal sobre m; Suponhamos que

E(J) c{0,1Jm ê normal. Se A cJ e IAI <m entãoqual

querB cm com IBI = IAI étal que B (J.

Demonstra çao Por absurdo, suponhamos que Isso não ocorra

56, 

lema 7, que (m+1) x m nao e normal, consequentemente os es

paços {0,1}A x X e E(J) não são normais. O 

Corolãrio 9. - Sejam m um cardinal infinito cf(m) >~ e J o 
um o-ideal sobrem, J :) Jm. Suponhamos que E ( J) e {0,1}m e 

normal. Se existir B E J com 1 B 1 = m então J = P(m). 

Observação 10. - O corolârio 9 se mantêm verdadeiro se ao in 

vês de um cardinal m tivermos um conjunto de indices 

T, ITI >~'\. Basta considerar a bijeção* mencionada no i

nTc1o da secção. 

Observação 11. - Dado J um o-ideal sobre T e S e T, S e!: J, a 

família de subconjuntos 

J 5 = {I n s I E J} 

e um o-ideal sobre S, como se pode verificar facilmente. 

O pr5ximo teorema apresenta um importante resultado 

neste capítulo, e que permite determinar o tipo de o-ideal J 

tendo a informação que o espaço E(J) ê normal. 

Teorema 12. - Seja J um o-ideal sobrem; Suponhamos que 

E(J) e {0,1}m ê normal. Se A E J e IAI < m então qual

quer B em com IBI = IAI ê tal que B E J. 

Demonstração: - Por absurdo, suponhamos que isso nao ocorra. 



57

seja m+ o menor cardinal tal que existe p, p < mJ. para o
qual existem subconjuntos A e B de m tendo ambos cardinaljda

de p(sem perda de generalidade podemos supor cf(p) > ts0 )

e tais que A c J e B & J . Definamos o a-ideal JAUB como

ficou {nd icado na observação ]]. Este a-ideal esta nas con-

dições do teorema 1, jã que m+ ê o menor cardinal comtal pro

priedade. De acordo com o referido teorema E(JAUB). PoY' o.g

tro lado E(JAUB) é subespaço fechado de E(J), e sendo assim,
o espaço E(J) nâo pode ser normal.[]

Conclusões: - Quando sabemos que um espaço E(J) c{0,11l ê

normal, podemos concluir que o a- Ideal J ou ê J : p(T) ou ê
J ;ITl<P. .Se p é um cardinal sucessor, isto ê, p = n+, te-
remos J =ET]'n. Comparando com os resultados da secção l,

vemos que o "problema" E(J) c {0,11' é normalse e somente se es
tat'ia totalmente resolvido se a questão colocada na referida
sec ção t{ ves s e sl do re sol vl da

Teorema 13. - Seja m um cardina] s]ngu.]ar, cf(m) : p, escol

to sob a forma m = }jpmi. com i€0s ml < m2 '''< m . Suponha.

mos que E(J) c nX. comi;ETl<m . Se E(J) forp-pat'acom-
te T '

pacto , então E(J) é normal

Observação 14. - Vamos demonstrar posteriormente a Implicação
inversa, ficando no final com uma condição necessária e sufl
c{ ente
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?eja m* o menor cardinal tal _que existe p, p < m* para o 

qual existem subconjuntos A e B de m tendo ambos cardinalida 

de p ( sem perda de generalidade podemos supor cf ( p) > ~ 0 ) 

e tais que A E J e B i J . Definamos o ª-ideal JAuB como 

ficou indicado na observação 11. Este a-ideal estã nas con

dições do teorema 1, jã que m* e o menor cardinal com tal pr~ 

priedade. De acordo com o referido teorema E(JAuB). Por ou 

tro lado E(JAUB) ê subespaço fechado de E(J), e sendo assim, 

o espaço E(J) não pode ser normal. O 

Conclusões: - Quando sabemos que um espaço E(J) e {0,1}T e 

normal, podemos concluir que o a-ideal J ou e J = P(T) ou e 
' .· <p - + 

J = [TJ . _Se pê um cardinal sucessor, isto e, p = n , te- ; 

remos J = [TJ~n. Comparando com os resultados da secção 1, 

vemos que o 11 problema 11 E(J) e {0,1}T ê norma·, se e somente se e~ 

taria totalmente resolvido se a questão colocada na referida 

secção tivesse sido resolvida. 

Teorema 13. - Sejam um cardinal singular, cf(m) = p, escri

to sob a forma m = 1 m; com ~O ~ m1 < m2 . ... < m . Suponh~ 
i < p . 

~(J) IT X J -- [TJ<m, mos que 1... e t t com 
tE T 

Se E(J) for p-paracom-

pacto, então E(J) ê normal. 

Observação 14. - Vamos demonstrar ~osteriormente a implicação 

inversa, ficando no final com uma condição necessãria e suf1 

ciente. 
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Demonstração:. - Observemos Inlc lalmente que E(J)

ondeJ{ =ET] ', qualquer l <p. SejamFe Gfechadosd is
juntos de E(J). Paracada l <p, sejam:

Ém

FI : F n t(J.l) e Gi : G n E(JI)

do is fechados d lsjuntos de E(JI). Este íiltlmo espaço ê nor'-
mal, pelo teorema 2. Sendo assim, pode-se determinar aber -

tos dlsjuntos U.l e V.i contendo FI e G{ respectivamente. Os
abertos U.i e V{ podem ser olhados como

U{ : UI n E(J{) , V{ : t/{ n E(.J{)

onde U{ e t/{ são abet'tos d ísjuntos de E(J) uma vez que

X(J.i) é denso em E(J). Temos ainda quetil n Ul: U.l n F.l
para qual quer { < p. Como

F c l.Ju.i e G c Ç2nt/'l1 < P ' 1 < P '

e o espaço ê p-paracompacto podemos achar um refinamento lo

calmente fjnjto de(U{)l<p a saber((U.i).i<p tal que

.u«F Wl
1 < P

Como (W{){.P
G . z(J) - L

l

localmente finito kJw.í õ fechada el ?P '

que õ um aberto djsjunto de W. []
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Demonstração: - Observemos inicialmente que E(J) = MPE(Ji) 
<m 

onde 1 1 = [T] = 
1 , qualquer 1 < p. Sejam F e · G fechados dis 

juntos de E(J). Para cada 1 < p , sejam: 

e 

dois fechados disjuntos de E(J 1). Este ultimo espaço ê nor

mal, pelo teorema 2. Sendo assim, pode-se determinar aber -

tos disjuntos Ui e Vi contendo F1 e G; respectivamente. Os 

abertos Ui e Vi podem ser olhados como 

onde li; e V. são abertos disjuntos de E(J) uma vez que 
1 

E(Ji) , ê denso . em E(J). Temos ainda que TI1 n v1 = u1 n v1 =0 

pa r a qu a lquer 1 < p. Como 

F e LJu. 
Í < p l 

e 

e o espaço ê p-paracompacto podemos achar um ref1ramento lo

calmente finito de (u 1)i<p a saber (Wi)i<p tal que 

F e U W. = W 
i < p l 

Como (W 1)i <p e localmente finito LJw. e fechada e 
i < p 1 

G e I (J) - \jW. 
i < p 1 

que e um aberto disjunto de W. □ 
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3 Normal idade e m-par'acompacldade

Vamos apresentar um resultado onde m(istramos que eâ

paços E(J) normais são necessar'lamente m-paracompactos para
algum m

No que ficou claro qae o fato de E(J) ser normal 'lm

pl lca em J:ETl<P , para algum p. Os próximos resultados;
lema 15 e teorema 16, sendo este devido a Mor]taEMo],vão

nos permitir obter mais conclusões envolvendo a normalidade

dos espaços E(i)

Lema 15. - Seja J =ETl<m , onde m ê um cardlnal regular

Se E(J)c .n,Xt onde para cada t € T Xt é compacto e

t(X)<m,entãocadan<m E(J)xln anormal

Sej a

Esboço da demonstração - l~lote-se que o espaço produto

E(J) x [0,1Jm também ê um espaço de tipo E([Sl<m) para um

conjunto S conveniente e o resultado segue do teorema 2.[]

Teorema16 [1'to] - Um espaço topolõg]co X é m-paracompacto.se

e somente se X x ]m ê normal sendo 1=[0,1]

Proposição 17. - Seja J =ETJ<m com m cardlnal regular

Seja E(J) c tnTXt com Xt compacto e t(Xt) < m pat'a qual
quer t ( T. Então E(J) é n-paracompacto qualquer que seja
n < m.
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3. Normalidade e m-paracompacidade 

Vamos apresentar um resultado onde mostramos que e~ 

patos r(J) normais são necessariamente m-paracompactos para 

algum m. 

No que ficou claro qüe o fato de E(J) ser normal 1m 

plica em J = [TJ<p , para algum p. Os próximos resultados; 

lema 15 e teorema 16, sendo este devido a Mor1ta [Mo],vão 

nos permitir obter mais conclusões envolvendo a normalidade 

dos espaços E(J). 

Lema 1 5 . - Seja J = [TJ<m 
' onde m e um cardinal regular. 

Se E ( J) e n xt onde para cada t e T xt e compacto e 
te T 

t (X) < m 
' 

então cada n < m E(J) X ln e normal. 

Esboço da demonstração - Note ~se que o espaço produto 

E(J) x [0,1Jm tambêm ê um espaço de tipo E([SJ<m) para um 

conjunto S conveniente e o resultado segue do teorema 2.0 

T e o r em a 1 6 [ Mo J - U m e s p a ç o t o p o l õ g i c o X e m - p a r a c o m p a c to . s e 

e somente se X x Im ê normal sendo I = [0,1]. 

Proposição 17. - Seja J = [TJ<m com m cardinal regular. 

Seja E(J) e E Xt com Xt compacto e t(Xt) < m para qual
teT 

quer te T. Então r (J) ê n·-paracompacto qualquer que seja 

n < m. 
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Comentários

Em espaços E(J) contidos em espaços produto compac-

tos normalidade e m-paracompacidade são equ lvalentes em cer-
tos casos. Poderia ser uma sugestão para a questão a Inda

sem resposta: Se J=ETl<m comcf(m) >tqn E(J) ' {0,11T é
normal ?

Também é importante notar que o "tlghtness" e a nor

malldade são equivalentes em certas situações. Um resultado

de Kombaroy de 1978 [K6] d ]z o segu ante: Se J = [Tlgm e

E(J) c = X* onde cada X. é compacto são equivalentes

t(E(J)) $ m e E(J) é normal
tcT

Algumas ouse)'fiações sobre noFinq] idade co']et]va e normal idade

hereditária e pseudo-normal Idade

Duas perguntas surgem de forma natural quando temos

um espaço no rmal

- 0 espaço é heredltariamente normal?

- 0 empa ço é col etlvame nte normal ?

Podemos fazer algumas cons Iderações a respeito da

prlmejra e responder a segunda, de forma negativa, através

de um exemplo

KombarovEK3] mostrou que seJ:ETJ$m e

E(J) c it X. onde cada X. é compacto e de "tlghtness" menor
t cT ' '
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Comentãrios 

Em espaços L(J) contidos em espaços produto compac

tos normalidade e m-paracompacidade são equivalentes em cer

tos casos. Poderia ser uma sugestão para a questão ainda 

sem resposta: Se J = [TJ<m com cf(m) > ~O L(J) e {0,1}T e 

normal? 

Também ê importante notar que o 11 t1ghtness 11 e a no!:_ 

malidade são equivalentes em certas situações. Um resultado 

de Kornbaroy de 1978 [K6] diz o seguinte: Se J = [TJ~rn e 

L ( J) e TT X .. t 
tE T 

onde cada Xt é compacto são equivalentes 

t(L(J)) ~ rn e L(J) é normal. 

Algumas observaç5es sobre normalidade coletiva e normalidade 

hereditária e pseudo-normalidade 

Duas perguntas surgem de forma natural qu~ndo ternos 

um espaço normal: 

O espaço ê hereditariamente normal? 

- O espaço e coletivamente normal? 

Podemos fazer algumas considerações a respeito da 

primeira e responder a segunda, de forma negativa, através 

de um exemplo. 

Kombarov [K3] mostrou que se J = [TJ~rn e 

z(J) e rr Xt onde cada Xt ê compacto e de 11 tightness 11 menor 
tET 
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ou igual a m. E(J) é coletlvamente normal. Pode-se obser-

var pela demonstração que resultado análogo vale se tivermos

J=ITl<m e t(Xt) <m , para todo te T, e sendomumcar-
dlnal regue a r

A segunda pergunta se resolve com a seguinte bropo-
si çao :

E.!g.Eos'leão 18. - Seja J uma-Ideal sobre T e E(J) c .n,Xt+ T v

onde cada Xt é Hausdorff e tem pelo menos do is pontos. Ex l}
te um subconjunto de E(J) que não ê normal

Demonstração - Sendo J um a-Ideal J' J0:ETlgSo. Para

cadat sejayt #et ' Denotemos porYt: {et'yt} . Seja

E(iO) ' tnTYt com e : (et)t.T o mesmo ponto base (le
E(J). E(JO) ' E(J). De acor'do com CorsonEC], sey''c E(JO)
E:(Jn)-ly*} não é normal. Isto ê E(J) contém um subconjunto
que não é no rma] . t]

Em um trabalho de f4{11er]f1], 1982, ê {ntroduzlda

uma cond ição ma ís fraca que a de normalidade - a pseudo-norma

lldade. Vamos. verificar' que E(J) c {0,1J' ê pseudo-normal

para qual que r a-Ideal J sobre T

Definição 19. - Seja X um espaço topolõglco. Dizemos que X

ê póeuda-rta,'tenaz se dados F e G fechados disiuntos IFI $ t(n
existem abertos U e V djsjuntos contendo F e G t'espectlvamente
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ou igual a m. r(J) ê coletivamente normal. Pode-se obser

var pela demonstração que resultado anãlogo vale se tivermos 

J = [TJ<rn e t(Xt) < m , para todo t E T, e sendo m um car

dinal regular. 

A segunda pergunta se resolve com a segu1nte propo-

sição: 

Pro p os i ç ão 1 8 . - Seja J um a-1 d e a 1 sobre T e E ( J) e rr X t 
t T 

onde cada Xt ê Hausdorff e tem pelo menos dois pontos. Exis 

te um subconjunto de E(J) que não ê normal. 

~ 
Demonstração: - Sendo J um a-idea ·1 J ::> Jo = [TJ~'º. Para 

cada t seja Yt ~ et Denotemos por yt = {et,Yt} . Seja 

E(JO) e n Y t com e = (et)tET o mesmo . ponto base de 
tE T 

>: (J). E(JO) e E ( J) . De acordo com Corson e e L se y* E E(JO) 

E(JO)-{y * } nao e normal. Isto e E(J) contém um subconjunto 

que não ê normal. O 

Em um trabalho de Miller [M], 1982, ê introduzida 

uma condição mais fraca que a de normalidade - a pseudo-~orm! 

1idade. Vamos. verificar que E(J) e {0,1}T ê pseudo-normal 

para qualquer a-ideal J sobre T. 

Definição 19. - Seja X um espaço topológico. Dizemos que X 

ê p,H .udo-nolt.ma..l se dados F e G fechados disjuntos I F I ~ ~O 

existem abertos U e V disjuntos contendo F e G respectivamente. 
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Proposição 20. - Seja E(J) c {0,11i onde J é um a-Ideal se

bre T. E(J) é pseudo-normal

Demonstração: - Dado F c E(J), fechado e Irl

to de F estar contido em um subespaço de E(J) homeomorfo a

{0,1Ji , l c J concluímos que F é compacto e 'Isto conclui a

demonstração. t]

Anal usando a demonstração desta proposição podemos

ti ra r o segui nte coral ãrl o

Corolãr'io 21. - Seja E(J) c{0,11T onde J :ETJ<m com m

singular, m = . }1, .mj ' Dados F e G fechados d lsjuntos,
{ <cf(m) '

com IFI É m{ para algum 1 < cf(m) então ex'lstem abertos
dlsjuntos U e V contendo F e G respect ívamente,

4 Normal idade de potências de L (.J)

Deflnjção 22. - Seja m um car'd iRaI Infjnlto. Definimos L(J)

como sendo o espaço topolõgi.co cujo suporte é m u {m}. Todos

os pontos de m são abertos e V é v lzlnhança de " se e somen-

te se m-V € J onde J ê um a-Ideal sobre m.
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Proposição 20. - Seja r(J) e {0,1}T onde J e um a-ideal so

bre T. E(J) e pseudo-normal . 

Demonstração: - Dado F e E(J), fechado e IFI = ~O pelo fa 

to de F estar contido em um subespaço de E(J) homeomorfo a 

{0,1}! , I E J concluimos que Fé compacto e isto conclui a 

demonstração. O 

Analisando a demonstração desta propos1cão podemos 

tirar o seguinte corolãr1o: 

Corol ãrio 21. - Seja E(J) e {O, 1} T onde J = [TJ<m com m 

singular, m = L m • • 
. i<cf(rn) 1 

Dados F e G fechados disjuntos, 

com IFI ~ m. para algum i < cf(m) então existem abertos 
l 

disjuntos U e V contendo F e G respectivamente. 

4 . Normalidade de potinc i as de L(J) 

Definição 22. - Sejam um cardinal infinito. Definimos L(J) 

como sendo o espaço topol6gi ·co cujo suporte em u {00 }. Todos 

os pontos de rn são abertos e V é vizinhança de 00 se e somen

te se m-V E J onde J é um a -ideal sobre- m. 
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Estamos Introduzindo um outro tipo de espaços topo-

lõg ecos. Neste caso a topologia é determinada por um

a-Ideal. Prec lemos estabelecer' a ligação entre espaços L(J)
e espaços E(J). Isto é feito por me lo de uma propor lção que

generaliza um resultado de CorsonEC]. Antes porém, vamos

apresen ta r duas defln{ cães

Defln leão 23. - Um espaço topolõg lco X d lz-se m-lt-L,éltdeZê;á ,

N.É n s m se dada uma cobertura aberta de X, de cardinal'l
dade m, ê possível determinar subcobertura de card Inalldade
estritamente menor que n. Um espaço d íz-se n-L,onde..el;á se
for m-n-Linde18f para todo m ã n

Definição 24. - Um espaço topojõgjco dlz-se n-dZ,õc,te,to se to

do cona unto G. ainda for aberto

!!epali..ç.ãl1 25. - Seja J um a-'Ideal sobre m, e E(J) c .R Xtt<m

onde X+ =R, qualquer t < m. Nestas cond íções, E(J) 6 hom!
omorfo a C(L(J)) : {f: L(J) -------*IR l f é contínuas munido da

topologja da convem'gência simples.

Denlonstr,ação; - Suponhamos que CO(L(J)) denota o conjunto
das funções reais continuas que se anulam no m. Temos um ou

tro resultado que é: C(L(J)) é homeomorfo a CO(L(J)) xIR.
Logo, E(J) x IR é homeomorfo a C(L(J)) . Como m é cardlnal
[nfinjto, temos que E(i) x ]R ê homeomorfo a E(J), o que con-

cl u l a d emo n s tra ç ão . []
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Estamos introduzindo um outro tipo de espaços topo

lÕgicos. Neste caso a topologia é determinada por um 

o-ideal. Precismos estabelecer a ligação entre espaços L(J) 

e espaços r(J). Isto é feito por meio de uma proposição que 

generaliza um resultado de Corson [C], Antes porem, vamos 

apresentar duas definições. 

Definição 23. - Um espaço topo1Õg1co X diz-se m-n-L1ndel86, 

~O~ n ~ m se dada uma cobertura aberta de X, de cardinali 

dade m, e possivel determinar subcobertura de cardinalidade 

estritamente menor que n. Um espaço diz-se n-L1ndel36 se 

for m-n - Lindelof para todo m ~ n. 

Definição 24, - Um espaço topo1Õg1co diz - se n- di~c~eto se to 

do conjunto Gn ainda for aberto . 

Proposição 25, - Seja J um a~ ideal sobrem, e [ (J) e rr Xt 
t<m 

onde Xt = ffi , qualquer t < m. Nestas condições, t (J) é home 

amorfo a C(L(J)) = {f: L(J) - ffi I f e continua} munido da 

topologia da convergência simples, 

Demonstração: - Suponhamos que c0(L(J)) denota o conjunto 

das funçõ e s reais contlnuas que se anulam no 00 Temos um ou 

tro resultado que e: C(L(J)) é homeomorfo a c0(L(J)) x m. 

Logo, [(J) x ffi e homeomorfo a C(L(J)) . Como m é cardinal 

infinito, temos que [ (J) x ffi e homeomorfo a t (J), o que con

clui a demonstração. □ 
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É bom observar que também A]asEA3] trabalha em t'e-

sultados semelhantes ã proposição antes'lor, restar'ng Indo-se,
<m

no entanto a a-]dea]s do tipoIT]''''.

No caso de a- Ideais particulares como por exemplo

J:lml<P concluímos fac lamente que L(J) é q-Llndel8f para

qualquer q < p. Isto nos permite tirar alguns resultados
envolvendo a normal Idade de potênc las de L(J). Para Isto vl
mos ut]]izar um resultado devido a Nob]eIN] e que aparece a

seque r

Teorema 26 [11: - Seja x = .n.xt ' ITItc T "

subproduto finito dos espaços Xt ê normal

(1) Se X é n-N0-Lindel8f então X é normal

(11) SeX anormal existes.: T , tal cjue IT-sl ÉNOtal

q ue n x t n- 0 -L{ ndel 8f

tal q ue cada

Teorema 27 [N] - Se.ja S sendo X , m-n -LI ndel13f pa

r'a cada í <ig0 ' Se cada XÍ ê p-discreto para p < n e
x(X.i) ; m então X é m-n-Linde18f

proposição 28. - Seja J = [m[<P então [L(J)]l é normal se
e somente se i $ :<

1 1

Demonstração; - A demonstração ê Imediata se levarmos em co!

ta os teoremas anteriores . D

o0o
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t bom observar que tambêm Alas [A3] trabalha em re

sultados semelhantes ã proposição anterior, rest1rngindo-se, 

no entanto a a-ideais do tipo [T]sm. 

No caso de a-ideais particulares como por exemplo 

J = Im]<p concluimos facilmente que L(J) ê q-Lindel8f para 

qualquer q < p. Isto nos permite tirar alguns resultados 

envolvendo a normalidade de potências de L(J). Para isto va 

mos utilizar um resultado devido a Noble [N] e que aparece a 

seguir. 

Teorema 26 [NJ - Seja X= rr Xt ITI = n , tal que cada 
tE T 

subproduto finito dos espaços Xt e normal. 

( i ) Se X e ~ li n -"' o- Lindelof então X e normal. 

( i i ) Se X e normal existe S e T ' tal que IT-SI ~ ~ O tal 

que TI X t n ·- ~ 0 -Lindelof, 
tE S 

Teorema 27 [NJ - Seja S = TI X • 
. .._, l 
l < ►"' O 

sendo X. . l m-n-Lindel8f pa-

ra cada i <~
0

• Se cada X. e p-discreto para p < n e 
l 

X(X.) = m então X e m-n-Lindelof. 
l 

Proposição 28. . J -- [m]<p SeJa 

e somente se i ~ ~ 
o 

então [L(J)J 1 e normal se 

Demonstração; - A demonstração e imediata se levarmos em con 

ta os teoremas anteriores. O 

ººº 
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CAPÍTULO iv

FUNÇÕES CONTÍNUAS DEFINIDAS EM X(J)

0 objetivo principal deste capitulo ê o estudo de
funções cone:ínuas definidas em espaços E(J).

Assim como no caso de espaços prod'utos tenta-se de-

terminar cond íções sejam sobre os favores, sejam sobre os i-

deais que determinam o espaço, ou ambos, de forma que as fu!!

cães sejam determinadas por uma quantidade "m:ínlma'' de Índi-

ces. Resultados como esses para produtos podem ser encontra

dos em P.] as [AI ,A2]

Resul Lados

Vamos estabelecer algumas notações antes de aprece!

ta r o s resul ta dos prl nci pa l s

No que se segue, m denota um cardinal Inftnjto
SeX: ITX... êoespaçóproduto, ScX e PcT

te 1

a apl lca ção

b

P 'k : S ----.+ H X.
te P '

ê a projeção. Vamos denotar tnpXt abreviadamente por XP
Observemos que nos casos em que S : [(J) e P € J esta

prol eção é sobrej e topa
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CAPITULO IV 

FUNÇOES CONTINUAS DEFINIDAS EM r(J) 

O objetivo principal deste capitulo e o estudo de 

funções continuas definidas em espaços E(J). 

Assim como no caso de espaços prod~tos tenta-se d~

terminar condições sejam sobre os fatores, sejam sobre os i

deais que determinam o espaço, ou ambos, de forma que as fu~ 

çoes sejam determinadas por uma quantidade 11 minima 11 de indi

ces. Resultados como esses para produtos podem ser encontra 

Resultados 

Vamos estabelecer algumas notações antes de aprese~ 

tar os resultados principais. 

No que se segue, m denota um cardinal infinito. 

Se X= TI X~ ê o espaço produto, Se X 
tE T 1, 

e P e T 

a aplicação 

e a projeção. rr Xt abreviadamente por X 
tEP P 

Vamos denotar 

Observemos que nos casos em que S = E(J) e P E J esta 

projeção e sobrejetora. 
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0 pt'õxlmo teorema é multo Interessante pois fornece

um resultado para espaços E(J) independente do ideal J. De

pendendo apenas das propriedades dos favores e do espaço de
'-' . -f

chegada d a função cont:inu a

Teorema 1. - Seja f: E(J) --.. Y uma aplicação cont:Ínua, on
deE(J)c n X. :X. Suponhamosque u(X.)Ém, qualquer

te T. Suponhamos a'Inda que existe Q CE(J), denso e tal

que para todo y ( f(Q) o pseudo-carãter de Y em y nãoémaior
que m. Nestas cond'lções, existe P c T, IPI g m tal que se
x e y são pontos em E(J) sat lsfazendo p''(x) : P+(y) então

f(x) : f(y)

te T

Oemonstração: - Para cada q ( Q CE(J) existe T(q) cT ,

T(q)l ;m, tal que se(T(q))#(x) :(T(q))*(q) para
x ( E(;) , então f(x) : f(q)

Vamos defInIr, por indução, uma sequência

Q0'QI'..., de subconjuntos de Q, onde IQ.il $ m, 1=9,1,...,
e que sat ísfaçam a condição

Tj (Qj+l ) : T{(Q) ( 1 )

( 2 )

onde
{ '

H H. T( q )

Seja QO ; {q0} onde qO é um ponto arbitrário de
Q , e suponhamos que Qj , j < k jã tenha sido escolhido de
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O prõximo teorema e muito interessante pois fornece 

um resultado para espaços E(J) independente do ideal J. De 

pendendo apenas das propriedades dos fatores e do espaço de 

chegada da função cont,nua. 

Teorema 1. - Seja f: E(J)--+- Y uma aplicação continua, o~ 

de r(J) e rr Xt = X . Suponhamos que w(Xt) s ~' qualquer 
te: T 

te: T. Suponhamos ainda que existe Q e E(J), denso e tal 

que para todo y e: f(Q) o pseudo-caráter de Y em y não e maior 

quem. Nestas condições, existe P e T, IPI S m tal que se 

x e y são pontos em E(J) satisfazendo P*(x) = P*(y) então 

f(x) = f(y). 

Demonstração: - Para cada q e: Q e E(J) existe T(q) e T , 

JT(q) 1 = m , tal que se (T(q))*(x) = (T(q))*(q) para 

x e: E(J) , então f(x) = f(q). 

Vamos definir, por indução, uma sequ~ncia 

, de subconjuntos de Q , onde 

e que satisfaçam a condição: 

onde 

T'!'(Q. 
1

) = T'!'(Q) 
l l + 1 

i 
T. = u 

l . Q 
J= 

lo.JS m, 1=0,1, ... , 
1 

( 1 ) 

( 2 ) 

Seja Q0 = {q 0} onde q0 ê um ponto arbitrãrio de 

Q , e suponhamos que Qj , j < k jâ tenha sido escolhido de 
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modo a satisfazer(1). Para qualquerJ, J g k oconjunto T

definido em(2) tem cardinalidade $ m, portanto, como

.«( r}(x)) $ m seus subconjuntos T{(E(J)) e T{(Q) têm bases
de cardlnaljdade $ m , portanto existe um subconjunto de Q

de mesma cardinalldade Qk tal que, a igualdade(1) vale pg.

ra 1 = k - l

Mostremos que o conjunto P = Ç..JT.Í de cardlnal idade

menor ou igual a m satisfaz ãs cond lções do teorema, ou seja
p'''(x): P+(y) com x e y em E(J), então f(x) : f(y).

Suponhamos, por absurdo, que Isto não ocorra e se-

jam U e V vjz ínhanças d lsjuntas de f(x) e f(y) respectlvameJ!
te. Os conjuntos f'l(U) e f-l(V) são vizinhanças de x e y

respectivament e portanto, contêm v lzinhanças da fo)'ma

u : E(;) n .n.Ut e t/ ; E(.J) n .n.Vtt( T ' t(T '

respectivamente, sendo que Ut : Vt para todo t € P

Por(1) existe um ponto q :(qt)t.T € bJe.i Lal que

qt' Ut=Vt parat' P. Por(1) e(2)ospontosdefln í
dos abaixo estão em E(J)

P *( z) p''(W) : P*(q) (3)

, (T-P) +('.-/) : ( T-P) +(y)(T-P) *(z ) : ( r-p) *(x)

0 bserv e-se q u e

{t lzt # e t} ' {t} et} u {t l xt : et}
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modo a satisfazer (1). Para qualquer j, j ~ k o conjunto T 

definido em (2) tem cardinalidade~ m, portanto, como 

w(Tj(X)) ~ m seus subconjuntos TJ(E(J)) e TJ(Q) têm bases 

de cardinalidade~ m , portanto existe um subconjunto de Q 

de mesma cardinalidade 

ra i=k-1. 

Qk tal que, a igualdade (1) vale P! 

00 

Mostremos que o conjunto P = LJ T. de cardinal idade 
i = o , 

menor ou igual a m satisfaz ~s condições do teorema, ou seja 

P*(x) = P*(y) com x e y em E(J), então f(x) = f(y). 

Suponhamos, por absurdo, que isto nao ocorra e se

jam U e V vizinhanças disjuntas de f(x) e f{y) respectivame~ 

te. Os conjuntos f- 1 (u) e f- 1(V) são vizinhanças · de x e y 

respectivamente portanto, cont~m vizinhanças da forma 

u = r. ( J) n TI Ut e V = [ ( J) n rr vt 
tE T tE T 

respectivamente, sendo que ut = vt para todo t E . p • 

o::, 

Por ( 1 ) existe um ponto q = ( q t) tE T E LJQ. tal que 
i = 1 

1 

q t E U t = V t para t E p. 

dos abaixo estão em E(J). 

Por (1) e (2) os pontos defini -

P*(z) = P*(w) = P*(q) ( 3) 

(T-P)*(z) = (T-P)*(x) (T-P) *(~) = (T-P)*(y). 

Observe-se que 
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Os dois conjuntos da direita estão em J portanto z c E(J)
Da mesma forma provámos que w € E(J). Temos por (3)

f(z) : f(q) = f(w) e como

. f'l(U) e w c V c f'l(V)

Concluímos assim que U n V ;c g a bsurdo.[]

Corolário 2. - Seja f: E(J) -----» Y conta'nua, onde

E(J)c n X. , d(X.) g m qualquert eT e Yêumespaço
tcT ' '

como(y,Y) $ m para qualquery € Y. Então ex'late um sub-

conjunto P de T, com cardinal idade g m tal que se x e y são

elementos de E(J) satisfazendo p''(x): P+(y) então

f(x) ; f(y)

Corolãrjo 3. - Seja E(J) c .n.xt ; X onde Xt ê compacto+ ,-r v v

para cada t € T. flecte caso, X é a compactiflcação de
Stoneêech deE(J) , Isto é X:B(E(J)) , qualquerquese

ja J um a-ideal sobre T

Corolãr.io 4. - Seja E(J) c .n.xt ; X tal que Xt ê
r p i

Tychonoff para qualquer t € T, Suponhamos ainda que para tg
do Fc 'r, fInIto, n x. ê Lindel8f. Neste caso, X ê a real

4. , 1' \'

compactjficação de Hev/{tt de E(J), isto é X: v(=(J)) ,

qualquer que seja J um a-ideal sobre T

Corolário 5. - Seja E(J) c .nvXt onde Xt ê compacto para c3.
da t É T. Então não ex iate aplicação perfeita de E(J) emR,

qualque r que seja J a-i d eal sobre T
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Os dois conjuntos da direita estão em J portanto z € E (J) • 

Da mesma forma provamos que w € E (J) • Temos por ( 3 ) 

f(z) = f(q) = f ( \'/) e como 

z € u e f- 1(U) e w E V e f- 1(V) 

Conclu1mos assim que u n V ~ 0 absurdo.O 

Corolârio 2. - Seja f: E(J) - Y continua, onde 

E(J) e n Xt , d(Xt) ~ m qualquer t E T e Y ê um espaço 
tET 

com ~(y,Y) ~ m para qualquer y E Y. Então existe um sub-

conjunto P de T, com cardinalidade ~ m tal que se x e y sao 

elementos de E(J) satisfazendo P*(x) = P*(y) então · · · 

f(x) = f(y). 

Corolârio 3. - Seja r (J) e IT Xt = X onde . Xt e compacto 
t ET 

para cada t E T. Neste caso, X e a compactif1cação de 
V 

Stone Cech de E(J) , isto ê X= 8( E(J)) , qualquer que se-

ja J um a -ideal sobre T. 

Corolário 4. - Seja I: (J) e n Xt = X tal que Xt ê 
t eT 

Tychonoff para qualquer t E T. Suponhamos ainda que para to 

do F e T, finito, TI Xt ê Lindel3f, Neste caso, X ê a real 
tET 

compactificação de Hewitt de E{J), isto ê X= v(E(J)) , 

qualquer que seja J um o-ideal sobre T. 

Co r olário 5. - Seja I (J) e TI Xt onde Xt ê compacto para e~ 
teT 

da t E T. Então não existe aplicação perfeita de E(J) em IR, 

qualquer que seja J o-ideal sobre T, 
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A demonstração do corolário decorre do teorema e

do seguinte l ema

Lema 6. - Uma apl ícação perfeita f: X-----* Y não pode ser e!
tendlda continuamente sobre qualquer espaço Hausdorff que

contenha X como subespaço denso.

Vamos agora, por meio de um exemplo, mostrar que o
teorema l não pode ser mel horado.

Exemplo 7. - Sejam(X,T) um espaço topolõg lco e x um ponto

arbitrário de X. Denotamos por y.(x) o conjunto abaixo

1/(x) : {U c 't l X . U}.

Seja X : D x X onde D = {0,1}

denotamos por S( 1) o conjunto aba lxo

S('i) ; {j} x S

Para cada S c X

Quando S : {x} , costumamos usar a notação(l,x)

para {xJI. A topologia de X ê determinada a partir do se

gu Iate de vjz ínhançasÍB(z)}:.X onde

B( (0,x)) : {(0 ,x)}

B((l,x)) ; {(V(0) - 'Í*}(0)) u V(1)}V.U(*)

Precisamos chatear a atenção sobre algumas proprledl
des do espaço X
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A demonstração do corolãr1o decorre do teorema e 

do seguinte lema: 

Lema 6. - Uma aplicação perfeita f: x- Y nao pode seres

tendida continuamente sobre qualquer espaço Hausdorff que 

contenha X como subespaço denso, 

Vamos agora, por meio de um exemplo, mostrar que o 

teorema 1 não pode ser melhorado, 

Exemplo 7. - Sejam (X,T) um espaço topológico ex um ponto 

arbitrârio de X. Denotamos por V_(x) o conjunto abaixo~ 

V(x) = {U E 'T X E U}, 

Seja X = D x X onde D= {0,1} 

denotamos por s(i) o conjunto abaixo 

S(i) = {i} X$ 

Para cada Se X 

Quando S = {x} , costumamos usar a notação (i ·,x) 

i para {x} . A topologia de X~ determinada a partir do. se ~ 

guinte de vizinhanças {B(z)}ZEX onde 

B((O,x)) = {(O,x)} 

B ( ( 1 , x ) ) = { ( V ( O ) - .{ X } ( O ) ) u V ( 1 ) } V e: V ( X ) 

Precisamos chamar a atenção sobre algumas propried! 

des do espaço X : 
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( 1 )

( 1 1 )

( i { l )

X(0) é composto de pontos Isolados

X(1) ê hom..morfo a X

Se X for compacto X também o é, e neste caso,

A(0) u X(1) é compacto para qualquerAc X

( l v ) Se A ê denso em X e X não tem pontos Isolados então
A(0) é d.ns. em A(0) . X(1).

Sejamagora z)discreto lol =m m: b\0 e

n.Dt onde ITI =2m eDt={0,1} qualquertcT.t( T ' '

Seja Q um subconjuntodenso deX, IQI :m. Seja

{x{ 1 { < m} uma boa ord em de Q

ConsjderemosoespaçoY:Q(0) .X(1) .X ea
aplicação conta'nua: (+) f: D x X -'--.-* Y assim definida

( 1 )f( 0 ,x) : x

f({+l,x) : xlo) 1 < No

f(j,x) ; xlo) j 2 No

Q(0) édenso emY, os fatoresde Dx .n.Dt têmpeso $m

e os pontos de QtuJ são abertos em Y. Porém não existe sub
conjunto próprio P c T tal que P+(x)= p'''(y) {mpllque

f(x) : f(y)

Podemos, de forma {ntelramente análoga constou Ir

uma apl ícação conta'nua defjnlda num espaço do tipo que esta
mos estudando. Inicialmente sejam [(J) c {0,11' onde Jé

(1) X(O) e composto de pontos isolados 

(ii) x( 1) e homeomorfo a X 

( i i i) Se X for compacto X tambêm o e, e neste caso , 

A(O) u x( 1) é compacto para qualquer A e X 
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( i V) Se A e denso em X e X não tem pontos 1solados então 

A(O) e denso em A(O) .u x( 1). 

Sejam agora V discreto lvl = m m ;;;: ~o e 

X = IT Dt onde 1 T 1 = 2m e ºt = { O , 1 } qualquer t E T. 
tET 

Seja Q um subconjunto denso de X , 1 o 1 = m. Seja 

uma boa ordem de Q. 

Consideremos o espaço Y = Q(O) u x( 1) e X e a 

aplicação contTnua: (* ) f: V x X --+ Y 

Q (o) e denso em 

f(O,x) = x( 1) 

f(i+1,x) = x~O) 
1 

f(j,x) = x~ó) 
J 

y ' os fatores de V 

e os pontos de Q (o) sao abertos em y • 

conjunto próprio p e T tal que P*(x) 

f (X) = f(y). 

X 

= 

assim definida 

; < ~o 

j ~ ~o 

IT Dt 
tET -

Porém 

P*(y) 

têm peso 

nao existe 

implique 

;::; m 

sub-

Podemos, de forma inteiramente análoga construir 

uma aplicação continua definida num espaço do tipo que esta 

mos estudando. Inicialmente sejam r (J) e {0,1}T onde J ê 
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7 1

um a-Ideal sobre T e M c E(J) um subconjunto denso. Cona'lde

remos o espaço topolõgico discreto 1) onde lul = lol

Definimos o espaço Y como Y : M(0).(t(J))(1) , e a

aplicação f: D x E(J) -----, Y de maneira análoga a(+). Jã
vlmós que esta apl lcação não depende de um subconjunto prÓ-

prIo. A ün lca coisa que falta observar ê que

0 * E(J) : E(J')

sendo J'= {ld} u ll l c J} um Ideal sobre T'

Xd : D. Ass Im

{d} u T e

T

E(J') c D x {0,11'

Podemos, com uma condição mais fraca do que aquela

imposta sobre o espaço Y, no teorema enter.{ot', obter um re-

sultado sobre dependência de funções contínuas de um subcon-

junto do conjunto de Ind ices. Vamos estabelecer qual.ê esta

condição

Definição 8. - Dado um espaço topolõgico Y dizemos que

m cÃY(m € AY) se para qualquer família(zcl)a<m em Y x Y-AY
existem um subconjunto cofjnal A CH e uma vizinhança aber-

ta G de Av em Y x Y tal q ue

{z l c. . A}

({z.. l a € A} g )
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um o-ideal sobre Te Me r(J) um subconjunto denso. Cons1de 

remos o espaço topológico discreto V onde IMI = lvl. 

Definimos o espaço Y como Y = M(O)u (E(J))( 1) , e a 

aplicação f: V X E(J) - y de maneira anãloga a(*). Jã 

vimos que esta aplicação nao depende de um subconjunto pró

prio. A unica coisa que falta observar e que 

V X E(J) = E(J') 

sendo J' = {{d} u I 

Xd = v. Assim 

I E J} um ideal sobre T' = {d} u T 

. T 
E(J') e V x {0,1} • 

e 

Podemos, com uma condição mais fraca do que aquela 

imposta sobre o espaço Y, no teorema anterior, obter um re

sultado sobre dependência de funções contínuas de um subcon

junto do conjunto de lndices. Vamos estabelecer qual ~ esta 

condição. 

Definição 8. - Dado um espaço topolôgico Y dizemos que 

m E LSY(m E t:,Y) se para qualquer famllia (z ) em Y x Y-6y 
a a<m 

existem um subconjunto cofinal A em e uma vizinhança aber-

ta G de f:..y em Y x Y tal que 

{z. a E A} n G = 0 
a 
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Observação: - A classe mais importante de espaços Y satisfa
zendo ã propr'ledade acima m € AY (m c ÃY) são espaços cuja

diagonal AY e intersecção de uma quantidade menor que m,
de v lzlnhanças abertas(fechadas).

Jã fol deflnltio em 1 26 0 que ê um espaço topolõgl

co pseudo-m-compacto. Podemos obter algumas Informações so-
ba'e pseudo-m-compacldade

Seja E(J) c .n.Xt ' Se E(J) ê pseudo-m-compacto,teT "b ' l

então n X. pseudo-m-compacto pelo fato de E(J) ser denso
te 1

Também no caso em que IT X. é pseudo-m-compacto e
t€T

J D [T]'m , então E(J) ê pseudo-m-compacto

0 prõx[mo teorema ê devido a Hugek [Hu] e va i ser ií
tll na detnonstração do teorema .lO

Teorema 9 [Hu] - Seja X um espaço pseudo-m-compacto tal que

E:.c xc nX... e me ÃY. Se f: X-----Y êcontTnua, então
v -h . I' '

f depende de menos que m coordenadas

0 prõxjmo resultado é bastante Interessante, po'ls

para espaços completamente regulares, que é o caso considera
do neste trabalho, estabelece uma equivalência entre os fa-

tos de E(J) ser pseudo-m-compacto e de qualquer f: E(J)-"--' ]R

depender de um subconjunto de:índices de card ínalldade menor

do q ue m.
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Observação: - A classe mais importante de espaços Y satisfa

zendo ã propriedade acima m E 6Y (m E ~Y) são espaços cuja 

diagonal 6y é intersecção de uma quantidade menor quem, 

de vizinhanças abertas (fechadas). 

Jã foi definido em I 26 o que e um espaço topolôgj_ 

co pseudo-m-compacto, Podemos obter algumas informações so

bre pseudo-m-compacidade. 

Seja E(J) e rr Xt • Se E(J) ê pseudo-m-compacto, 
teT 

então rr Xt pseudo-m-compacto pelo fato de E(J) ser denso 
tE T 

rr Xt. Também no caso em que rr Xt é pseudo-m-compacto e 
tE T tE T 

J:) [TJ ~m , então E(J) é pseudo-m-compacto. 

O próximo teorema ê devido a Hu~ek [Hi.JJ e vai ser u-

til na demonstração do teorema . 10. 

Teorema 9 [Hu] - Seja X um espaço pseudo-m-compacto tal que 

Eo e X e rr xt e m E 6Y. Se f: X - Y ê continua, então 
tE T 

f depende de menos quem coordenadas. 

O próximo resultado ê bastante interessante, pois 

para espaços completamente regulares, que é o caso consider~ 

do neste trabalho, estabelece uma equivalência entre os fa

tos de E(J) ser pseudo-m-compacto e de qualquer f: ✓,(J)- m 

depender de um subconjunto de indices de cardinalidade menor 

do quem. 
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Teorema 10. - Seja E(J) c n x. e m cardlnal regular. Cada

uma das condições Impl lca na sega'ante

( 1 )

( 1 1 )

E(J) é pseudo-m-compacto

Se Y é um espaço topolõg'lco tal que m c ÃY , então

qualquer função continua f: E(J) ----» Y depende de
menos que m coordenadas.

Qualquer função real conta'nua depende de menos que
m coordenadas

Além do mais, quando J sETlám temos que(11'1) 'lm

pl l c a ( 1 ) .

Demonstração: - l) -::> {i) esta Impl ícação é o conteúdo do

teorema 9, devido a Hugek. 11) :-> 1 íl) é Imed lata. Fica
faltando mostrar que {l 1) hipótese que

JD [T]'m. Vamos mostrar, por absurdo. Se E(J) não ê psey.
do-m-compacto, o espaço produto X = n Xi. também não o é

Podemos supor, sem perda de generalidade, que existe tO tal

que Xt. não é pseudo-m-compacto. Então Xt. contêm uma fa-

mÍlIa de abertos, não vaz-los, dois a dois dlsjunto de cardl-

nal idade m, a'saber: {U,., ja<m}, sem ponto de acumula-

ção. Para cada a < m sejam

tc T

uma função continua, não constante e tal que

l**. . «.
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Teorema 10. - Seja E(J) e TI Xt em cardinal regular. Cada 
tE T 

uma das condições implica na seguinte: 

(1) r(J) e pseudo-m-compacto 

(11} Se Y e um espaço topol5gico tal quem e ~y , então 

qualquer função continua f: E(J) - Y depende de 

menos quem coordenadas. 

( 111) Qualquer função real continua depende de menos que 

m coordenadas. 

Alem do mais, quando J J [T]~m temos que (111) im

plica (i). 

Demonstração: - 1) -> ii) 

teorema 9, devido a Hu~ek. 

esta implicação e o conteGdo do 

11) -> iii) . e imediata. Fica 

f a 1 t a n d o mo s t r a r q u e i i i ) -> i ) s o b a h 1 p 5 t e s e q u e 

J J [TJ~m. Vamos mostrar, por absurdo. Se E(J) nao e pse~ 

do-m-compacto, o espaço produto X= TI Xt também nao o e. 
tE T 

Podemos supor, sem perda de generalidade, que existe t 0 tal 

que Xt nao e pseudo-m-compacto. 
o 

Então Xt contêm uma fa-
0 

milia de abertos, não vazios, dois a dois disjunto de cardi~ 

nalidade m, a ~aber: {U I a< m} , sem ponto de acumula
ª 

çao. Para cada a< m sejam 

g : X _ _, lR 
a to 

uma função contTnua, nao constante e tal que 

~ u 
a 

= o 



74.

e h.: X,.-----, IR uma função também continua e não constante.

Então, a função f(X) : }lmga(xt0)ha(xa) onde x : (xa)a<m e!

tã bem definida, é cont:ínua e não depende de menos que m coo!

denadas mesmo quando restrita a E(J). []

0 seguinte resultado pode, fac ilmente ser demonstra

do como corolário do anterior, desde que sejam assumidos

Ax lama de Martln e Hipótese do Contínuo.

CorDIal.io ll. - (MA+lCH). Seja (Xt)t.T uma fam:ll'la de es-
paços(completamente regulares) e ta is que c(Xt) $ NO qual
quer t € T. Então, pat'a qualquer a- Ideal J sobre T, as

funções contínuas defjnldas em 11(J) a valores rea is dependem

de uma quantidade enumerãvel de coot'denadas.

Demonstração: - Assumindo MA + ICH temos X = IT X* um espa

ço ccc , isto ê c(X) $N., de acordo com o teorema l ll
E(J) também ê ccc , por ser denso, e é completamente regu-

lar por' ser subespaço. Logo x(J) ê pseudo-iql-compacto e
completamente regular. Pelo teorema 10, qualquer função real
continua definida em E(J) a valores rea ís depende de uma

quantidade enumet'ãvel de coordenadas. []

te T

o0o

e 
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h · X -+ m uma função tambêm continua e nao constante. 
a· a 

onde x = (x ) < es a a m -

tã bem definida, ê continua e não depende de menos quem coor 

denadas mesmo quando restrita a E(J). O 

O seguinte resultado pode, facilmente ser demonstra 

do como corolãrio do anterior, desde que sejam assumidos 

Axioma de Martin e Hipótese do Continuo. 

uma familia de es

paços (completamente regulares) e tais que c(Xt) ~ ~O qual -

quer t E T. Então, para qualquer a-ideal J sobre T, as 

funções continuas definidas em E(J) a valores reais dependem 

de uma quantidade enumerãve1 de coordenadas. 

Demonstração: ~ Assumindo MA+ lCH temos X= TI Xt um esp~ 
tE T 

ç o c c c , i s to e c ( X ) :;; ~O , d e a c o r d o c o m o t e o rema I · 1 1 . 

[(J) também e ccc , por ser denso, e e completamente regu

lar por ser subespaço. Logo [(J) ê pseudo-N1-compacto e 

completamente regular. Pelo teorema 10, qualquer função real 

continua definida em [{J) a valores reais depende de uma 

quantidade enumerãvel de coordenadas. D 

oOô 
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APÊNDICE 1 - GRUPOS TOPOLÜGICOS

Dada uma famÍlIa de grupos topolõglcos (Gt)tcT ' o
espaço produto G = n G+ tem uma estrutura (natural) de grg

te T '
po topolõglco. A operação de grupo é definida pot':

dados g ; (gt)t.T e g' : (g{)t.T definimose g

g 'g' : ( gt'gt)t.T

0 elemento neutro de G, e, com relação ã operação defln Ida

acima é: e ;(et)t.T onde et ê o elemento neutro de Gt pa
ra cada t € T

Nestas condições, se considerarmos J um a-Ideal se

bre T e E(J) c G tendo por ponto base o elemento neutro e o
espaço E(J) é subgrupo topolõgico de G.

É Interessante observar algumas propriedades deste

par'tí(pular tipo de grupo topolõglco. Para ôsso prec usamos

de al gumes defInIçÕes

Definição 1. - Um espaço topolõglco X é enumeravelmente com

pacto se todo subconjunto Infinito de X tem um ponto de
acumul a ção.

Definição 2. - Um espaço topolõglco X é a.-limitado se todo
subconjunto enumerãvel de X tem fecho compacto

Lema 3. -(a) Todo espaço topolõglco u-l ímjtãdo é enulnerave

mente compacto(b) todo espaço topolõgico enumeravelmente

compacto é pseudo-compac to.

7 5. 

APtNDICE 1 - GRUPOS TOPOLOGICOS 

Dada uma familia de grupos topolÕgicos (Gt)teT ~ o 

espaço produto G = rr G tem uma estrutura (natural) de gr~ 
te: T t 

po topolõgico. A operaçao de grupo ê definida por: 

O elemento neutro de G, e, com relação ã operaçao definida 

acima ê: e= (et)te:T 

ra cada te: T. 

onde et ê o elemento neutro de Gt pa-

Nestas condições, se considerarmos J um a-ideal so

bre Te E(J) ~ G tendo por ponto base o elemento neutro e o 

espaço E(J) ê subgrupo topológico de G. 

r interessante observar algumas propriedades de s te 

partícular tipo de grupo topológico. Para isso rrecisamos 

de algumas definições. 

Definição 1. - Um espaço topológico X é enumeravelmente com

pacto se todo subconjunto infinito de X tem um ponto de 

acumulação . 

Definição 2. - Um espaço topológico X e w- limitado se todo 

subconjunto enumerãvel de X tem fecho compacto. 

Lema 3. - (a) Todo espaço topológico w-limitado é enumeravel

mente compacto (b) todo espaço topolÕgico enumeravelmente 

compacto é pseudo - compacto. 
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Demonstt'a-se fac ilmente a segu ante propor lção

Proposlçãa 3. - Seja E(J) c n Gt onde Gt é grupo topolõ

glco compacto para cada t c T. Então E(J) é u-limitado.

Corolário 4. - Nas condições da propos lção 3, E(J) ê enumera

veemente compacto e portanto E(J) é pseudo-compacto.

Tem s Ido objeto de estudo a existênc la de subgrupos

próprios, densos e pseudo-compactos contidos em um grupo to-

pos õg{ co G dado

Essa questão mencionada acima ainda permanece

em aberto mesmo em casos mu íto particulares, como G pseudo-

-compacto, ou mesmo G compacto. Naturalmente estamos supondo

u(G) >Nn ' Uma pergunta na mesma linha fol colocada por
van Douwen: será que todo grupo topolõg íco enumeravelmente

compacto tem um subgrupo próprio, denso e pseudo-compacto?

Comfort respondeu o problema de forma negativa

Teorema 5 [Cf SP]-Seja (Xt)t.T uma famll ía de espaços nos

qualscada pontoêumG6 ' SejamJ;ETlã'oe e:(et)t.T o
pontobasede E(J). SeYc Xc E(J) c ..H.Xt comYenumera-

velmente compacto e G6 denso em X, então X = Y

e

No que se segue, SI denota o círculo munido das
propriedades usua is algébricas e topolõg ocas
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Demonstra-se facilmente a seguinte proposição: 

Proposição 3. - Seja E(J) e rr Gt . onde Gt ê grupo topolô
tET 

gico compacto para cada t E T. Então E(J) é w-limitado. 

Corolãrio 4. - Nas condições da proposição 3, E(J) é enumera 

velmente compacto e portanto E(J) ê pseurlo-compacto. 

Tem sido objeto de estudo a existência de subgrupos 

próprios, densos e pseudo-compactos contidos em um grupo to

pológico G dado. 

Essa · questão mencionada acima ainda permanece 

em aberto mesmo em casos muito particulares, como G pseudo

-com~cto, ou mesmn G compacto. Naturalmente estamos supondo 

w(G) > ~O . Uma pergunta na mesma 1 inha foi colocada por 

van Douwen: serã que todo grupo topológico enumeravelmente 

compacto tem um subgrupo próprio, denso e pseudo-compacto? 

Comfort respondeu o problema de forma negativa. 

Te o rema 5 [Cf SPJ - Seja (Xt)tET uma familia de espaços nos 

quais cada ponto e um G6 . Sejam 
<~ 

J = [TJ=' 0 e e=(et)tET o 

ponto base de E ( J) • Se y e: X e E(J) e n xt com y enumera-
te i 

velmente compacto e G6 denso em X, então X= Y . 

No que se segue, s1 denota o c1rculo munido das 

propriedades usuais algebricas e topológicas. 
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TeoreD4]tÇ.[.Sp] -Se J : [aJg o e E(J) ' (SI)a , a >N0 '
Então E(J) tem um subgrupo próprio denso e pseudo compacto

A demonstração deste teorema depende essenc lalmente

de certas propriedades algébricas de S' .

No entanto, se J : [alg o temos' um resu'atado anglo

go desde que E(J) esteja contido num produto de grupos topo-
l õg{ cos pseudo-compactos .

E!..gBosição 7 - Se J a+ [T]'So e (Xt)t.T Õ uma fama'l'la de

grupos topolõg'lhos pseudo-compactos, então E(j) c .n.rXt CO!

tém um subgrupo próprio pseudo compacto denso.

Definição 8. - Dado um grupo topolõglco G =(G,T) dizemos

quer' êumrefjnamentodevse 'r'DT e(G,T')éumgr!

PO topolõgjco. Dizemos ser um refinamento próprio no caso
de T e T' serem distintas.

Uma,questão que tem sido frequentemente levantada,

ê se um deter'minado grupo topolõg lco tem um refinamento prÓ-

prIo satisfazendo alguma propriedade adjc tonal

Somente para dar um exemplo, o seguinte problema

permanece em aberto: será que todo grupo compacto

G, {o(G) >b\. , tem um ref Inamento próprio pseudo-compacto?
Também esta em aberto a mesma pergunta acima, sõ que se refg

rindo a um grupo topolõgico pseudo-compacto,

77. 

~ 

Teorema 6 [Cf SP] _ Se J = [a]~• 0 e r(J) e (s 1 )ª , a > ~O • 

Então r(J) tem um subgrupo prõprio denso e pseudo compacto. 

A demonstração deste teorema depende essencialmente· 

de certas propriedades algébricas de s1• 

<~ 
No entanto, se J => [a]= 0 temos · um resultado anãlo 

~ 

go desde que r(J) esteja contido num produto de grupos topo~ 

lÕgicos pseudo-compactos. 

Proposição 7. - Se 

grupos topológicos 

< ~o J: [TJ = e (Xt)tET e uma família de 

pseudo-compactos, então E(J) e TI X con 
tET t 

tem um subgrupo prõprio pseudo compacto denso, 

Definição 8. - Dado um grupo topológico G = (G,t) dizemos 

que 1
1 e um refinamento de T se t' => T e (G,1 1

) ê um gr_!! 

po topológico. Dizemos ser um refinamento próprio no caso 

de te T serem distintas. 

Uma,questão que tem sido frequentemente levantada, 

e se um determinado grupo topológico tem um refinamento pro

prio satisfazendo alguma propriedade adicional. 

Somente para dar um exemplo, o seguinte problema 

permanece em aberto: sera que todo grupo compacto 

G, w(G) >~
0 

, tem um refinamento próprio pseudo-compacto? 

Também esta em aberto a mesma pergunta acima, soque se refe 

rindo a um grupo topolÕgico pseudo-compacto. 
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0 próximo teorema [Cf SP] nos indica uma forma de
verificar se existe um tal refinamento.

Teorema 9[Cf SP] - Seja G um grupo topo'lógico pseudo-compac-

to (G,T). Suponhamos que exista um homomot'flsmo h: G ------ K,

Kcompacto, IKI > 1 tal que H = grafh, e G.s-densoemG x K.
Então G tem uma topologla de grupo pseudo-compacta estrita.
men te mais fl na q ue 'r .

Este teorema ê essencial na demonstração do próximo

com o qual poderemos tirar uma Interessante conclusão a res-

peito de refinamentos da topologla habitual dos espaços E(J)

Teorema10[Cf SP] - Seja K um grupo topolõg]co compacto e G

um subgrupo de Km, onda m >1<.0' Seja G,GK-denso em Km no
sentido que G {ntersepta cada conjunto não vaz lo da forma

lclU.l, onde U.l õabertoemKm qualquerqueseja { ( l e
e lil $ t'xl' Então G tem um refinamento prõpr'lo pseudo-com-
pacto

Observemos que no caso em que J D [mJÉi\ e

E(J) c Km , com K grupo topolõglco compacto, estamos em con-

dições de apl lcar o teorema anterior e conclu Ir sobre a ex l}
têncla de um refinamento próprio pseudo-compacto

Outro aspecto interessante dos espaços de tipo E(J)

são aqueles relacionados com generalizações de espaços de
E be rl e{ n .
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O prõximo teorema [Cf SP] nos indica uma forma de 

verificar se existe um tal refinamento. 

Teorema 9[Cf SPJ - Seja G um grupo topológico pseudo-compac

to (G,T). Suponhamos que exista um homomorfismo h: G - K, 

K compacto, IKI > 1 tal que H = graf h, e Gô-denso em G x K. 

Então G tem uma topologia de grupo pseudo-compacta estrita -

mente mais fina que T • 

Este teorema ê essencial na demonstração do próximo 

com o qual poderemos tirar uma interessante conclusão ares

peito de refinamentos da topologia habitual dos espaços r(J). 

Teorema 10 [Cf SPJ - Seja K um grupo topolÕgico compacto e G 

um subgrupo de Km, onde m >~O. Seja G , G ~ -denso em Km no 
l 

sentido que G intersepta cada conjunto não vazio da forma 

f)1u1 , onde u1 ê aberto em Km qualquer que seja 1 E I 

e I I 1 ~ ~ 1 . Então G tem um r e f i na me n to p r ô p r 1 o pseudo - com -

pacto. 

<~ 
Observemos que no caso em que J ~ [m]=•~ e 

e 

L(J) e Km , com K grupo topolôgico compacto, estamos em con

dições de aplicar o teorema anterior e concluir sobre a exis 

tência de um refinamento próprio pseudo-compacto. 

Outro aspecto interessante dos espaços de tipo E(J) 

sao aqueles relacionados com generalizações de espaços de 

Eberlein. 
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Como jã fo l dito no capitulo l um espaço compacto X
ê de Corson se é homeomorfo a um subespaço de E(J) c R' onde

J = [Tl$So e ê fortemente de Eberleln se ê homeomorfo a um

subespaço de E(J) c{0,1JT , J :ETl<So. Note-se que em a!!
bos os casos, os fatores são grupos topolõglcos.

Alas e eu temos obt fdo alguns resultados nessa d It'S.

ção; por exemplo, como consequênc la do teorema 2.3 de
G. Gruenhage [Gr] e da proposição 2 de Pytkeev e Yakolev

[PY] tem-se que

( 1 ) "Se X ê subgrupo compacto de E(J) c {0,1}
J = [Tlg o, então X é metro zãvel ."

"Se X ê subgrupo compacto de E(J) c {0,11i onde

ITI $ (2m)+ e J : [T]Ém então u(X) gm."

( 2 )

Este iÍltlmo resultado utll lza uma condição extra da

Teoria dos Conjuntos, a saber 2m' > 2m. Entretanto não sa-

bemos se Isso pode ser omit Ido; o resultado(1) a prIncIpIo,
também fol provado com uma condição semelhante, e, poster
dormente, verificamos que pode ser omItIda

"Se X é um subespaço compacto de E(J) c{0,1} I'

J = [T]'m então X é heredltarlamente m-metaLlnde

l 8 f. "

"Se X é um subespaço compacto de E(J) c {0,11i

então UXn ê um subgrupo a-compacto de E(J)n;l

Neste caso, ou esse subgrupo não é de Balde, ou

el e ê met rlzãvel."

l

( 3 )
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Como jâ foi dito no capitulo I um espaço compacto X 

e de Corson se e homeomorfo a um subespaço de r(J) e mT onde 

~ 
J = [TJ~• 0 e ê fortemente de Eber1e1n se ê homeomorfo a um 

. T < N
0 subespaço de r(J) e {0,1} , J = [TJ . Note-se que em am 

bos os casos, os fatores sao grupos topo1Õg1cos. 

Alas e eu temos obtido alguns resultados nessa d1re 

çao; por exemplo, como consequência do teorema 2.3 de 

G. Gruenhage [Gr] e da proposição 2 de Pytkeev e Yakolev 

[PYJ tem-se que: 

( 1 ) 11 Se X e subgrupo compacto de E(J) e T {0,1} , 

J [ T ] :::; ~o , e n tão X e metrizâvel. li 

= 

( 2 ) 11 Se X e subgrupo compacto de E(J) e {0,1}T onde 

1 T 1 :::; (2m)+ e J = [ TJ :Sm então w(X) :::; m. li 

Este ultimo resultado utiliza uma condição extra da 
+ 

Teoria dos Conjuntos, a saber 2m > 2m Entretanto não sa-

bemos se isso pode ser omitido; o resultado (1) a P.rincfpio, 

tambêm foi provado com uma condição semelhante, e, poste~ 

riormente, verificamos que pode ser omitida, 

(3) 11 Se X ê um subespaço compacto de E(J) e {0,1}T 

J = [TJ:Sm então X ê hereditariamente m-metalinde-

l of. 11 

( 4 ) 11 Se X e um subespaço compacto de E(J) e {0,1}T 
00 

então uxn e um subgrupo o-compacto de E ( J) • 
n = 1 

Neste caso, ou esse subgrupo nao ê de Ba1re, ou 

ele - metrizãvel. li e 
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APÊNDICE 2 - BOX-PRODUTOS

Como jã vimos, anteriormente, os espaços produto n Xt têm

sua topologia definida pelos abertos básicos ç2 : .n ç2t tais que

o conjunto R(S2) : {t l Qt # Xt ' ç2t abertos é finito. Tanto
Kelley como Bourbak{ consideram outros tipos de topologías sobre
o conjunto de pontos de n x+ , onde os abertos básicos S2 são

tais que o conjunto R(S2) pode ser enumerãvel, tet" cardinal idade

maior que b\0e até mesmo coinc idjr com o conjunto T. Este tipo de
topologia, mais fina que a topologia pt'oduto, costuma ser denom;ina

da de .topo,eogZa f)ox-pa.adu,to

Esta topologia raramente preserva outras propriedades elemel.

tat'es, além do fato que o box-produto de espaços completamente

reg ul ares ainda o Õ

flo entanto, como observa M. E. Rudjn, mesmo sendo uma "mã

topologja" hã interesse de estuda-la pelo fato de envolver a Teoria
dos Conjuntos de forma natural. Para exempl ificar este fato, temos

os seguintes resultados devidos a Kunen e que estendem alguns de
M. E . Rude n

tcT

(1) CH implica que o box-produ'co de uma quantidade enumerãvel de

espaços compactos com peso menor ou igual a 2'o é paracompac

to
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AP[NDICE 2 - BOX-PRODUTOS 

Como .- vimos, anteriormente, produto II X têm Ja os espaços 
tET t 

sua topologia definida pelos abertos básicos íl = rr íl 
tET t 

tais que 

o conjunto R ( íl) = {t ílt e xt ílt aberto} e finito. Tanto 
~ ' 

Kelley como Bourbaki consideram outros tipos de topologias sobre 

o conjunto de pontos de rr Xt , onde os abertos básicos íl são 
tET 

tais que o conjunto R(íl) pode ser enumerável, ter cardinalidade 

maior que N0e ate mesmo coincidir com o conjunto T. Este tipo de 

topologia, mais fina que a topologia produto, costuma ser denomina 

da de topologia box-phoduto. 

Esta topologia raramente preserva outras propriedades eleme~ 

tares, alem do fato 

regulares ainda o ê. 

que o box-produto de espaços completamente 

tio entanto, como observa M. E. Rudin, mesmo sendo uma 11 mâ 

topologia" hã interesse de estuda-la pelo fato de envolver a Teoria 

dos Conjuntos de forma natural. Para exemplificar este fato, temos 

os seguintes resultados devidos a Kunen e que estendem alguns de 

M.E. Rudin: 

(1) CH implica que o box-produto de uma quantidade enumerável de 

espaços compactos com peso menor ou i g u a l a 2 ~º e par a com p a c -

to. 
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(2) MA implica que o box-produto de uma quantidade enumer'ãvel

de espaços compactosde carãter menor ou igual a :Xün ê pari
compacto

Esta interligação entre box-produtos e Teoria dos Conjun
tos fica ma is clara com o estudo desses espaços, por exemplo no

seguinte resultado devido a van Douwen:

As seguintes condições são equivalentes:

(a) CH s.

(b) ({0,11' )J é paracompactoLb '

.So No < Sa
(c)({0,1J')Jénorma]onde J:[2]:

Além deste aspecto esta topologia apresenta um grande in-

teresse pois torna-se um contra-exemplo para algumas conhecidas

conj ectu ras

Vamos considerar uma situação um pouco ma ís geral,definia

do o J-box-p.toduZo onde J é um a-ideal sobre um conjunto de in -
di c e s .

Defüljção . - Sejam J um a-ideal sobre T e (Xt)t.T uma famll ia
de espaços topolõg ecos. Definimos o J-box-p4.adu,to da família

acima, denotado por ( .nTxt)J ' o espaço cujo suporte i o prodg

to dos espaços acima, e cuja topologia .é gerada pelos abertos e-
lementares Q = n s2. onde ç2. c X. ê aberto, qualquer t c T e

te T ' ' '

{t l nt # Xt} ( J . Quando J = [T]'K d

tã munido da k-box-.topoZogía

izemos q ue o espaço es -
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(2) MA implica que o box-produto de uma quantidade enumerãvel 

de espaços compactos de carãter menor ou igual a ~O ê par! 

compacto. 

Esta interligação entre box-produtos e Teoria dos Conjun

tos fica mais clara com o estudo desses espaços, por exemplo no 

seguinte resultado devido a van Douwen: 

As seguintes condições sao equivalentes: 

( a ) CH 
~ó 

( b) ({0,1}2 ) e paracompacto 
~ J 
• o ~o ~o 2 -( c) ({0,1} )J e normal onde J = [2 ]~ 

Alem deste aspecto esta topologia apresenta um grande in

teresse pois torna-se um contra-exemplo para algumas conhecidas 

conjecturas. 

Vamos considerar uma situação um pouco mais geral,defini~ 

do o J-box-phoduto onde J ê um a-ideal sobre um conjunto de in -

dices. 

Definição 1. - Sejam J um o-ideal sobre Te (Xt)tET uma familia 

de espaços topol6gicos. Definimos o 1-box-phoduto da família 

acima, denotado por ( rr Xt)J , o espaço cujo suporte é o prod~ 
tE T . 

to dos espaços acima, e cuja topologia ê gerada pelos abertos e-

lementares íl = rr íl 
tET t 

onde ílt e Xt ê aberto, qualquer t E T e 

{t I ílt ~ Xt} E J . Quando J = [TJ<k dizemos que o espaço es

tã munido da k-box-topologia. 
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No caso particular de k-box-topologia existem alguns tr3.
banhos e especialmente um dev ído a Kn]ght [Kn] que tt'ata de pr'.g

priedades básicas de box-produtos. Referente a propriedades to
polõgicas básicas temos o seguinte resultado referente a J-box-
- p roduto:

Teorema 2. - Sejam J um a-ideal sobre T e (Xt)t.T uma famll ia

de espaços topolõgicos. Sejam x:(xt)tcT um ponto de(tnTxt)J
e para cada te T , Ct ê a componenteconexa de xt' Nestas con
dições a componente conexo de x em ( n x+..), é dada pot':

+.. r -l- v -/

(tnTCt)J ' (EO)J

onde }ln 'cOR pol" ponto base x

A demonstração deste e de outros resultados que vão ser

apresentados neste apêndice serão omitidos, e oportunamente pu-
blicados jã que fazem parte de um trabalho que esta sendo desen
vol vldo nessa 1{ nh a

Observação 3. - Um fato que se observa facilmente é que se cada

espaço Xt, 'u € T, tem mais de um ponto, então o J-box-produto

da fam:rija(Xt)t.T é tal que nenhum ponto ê isolado

No que se refere a funções cardinais e condições de ca

dela, alguns resultados foram obtidos

0 exemplo a seguir mostra que no que se refere a funções

cardjriajs o comportamento de produtos e box-produtos pode ser
d { s t i n to.
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No caso particular de k-box-topologia existem alguns tra 

balhos e especialmente um devido a Knight [Kn] que trata de pr~ 

priedades bâsicas de box-produtos. Referente a propriedades t~ 

polõgicas bãsicas temos o seguinte resultado referente a J-box- · 

-produto: 

Teorema 2. - Sejam J um a-ideal sobre Te (Xt)tET uma familia 

de espaços topolÕgicos. Sejam x = (xt)tET um ponto de ( rr Xt)J 
tET 

e para cada t E T , Ct ê a componente conexa de xt. Nestas con-

dições a componente conexa de x em ( n Xt)J ê dada por: 
tET 

onde LO tem por ponto base x . . 

A demonstração deste e de outros resultados que vao ser 

apresentados neste ap~ndice serao omitidos, e oportunamente pu

blicados jâ que fazem parte de um trabalho que estã sendo desen

volvido nessa linha. 

Observação 3. - Um fato que se observa facilmente ê que se cada 

espaço Xt , t E T, tem mais de um ponto, então o J-box-produto 

da familia (Xt)tET ê tal que nenhum ponto e isolado. 

No que se refere a funções cardinais e condições de ca -

deia, alguns resultados foram obtidos. 

O exemplo a seguir mostra que no que se refere a funções 

cardinais o comportamento de produtos e box-produtos pode ser 

distinto. 
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Exemplo4.-SejamTumconjunto, ITI =2 eScT,tal que

ISI = IT-SI : 2 o . Cons.ideremos o a-ideal J sobre T gerado
por subconjuntos enumerãveis de T-S e subconjunto.s quaisquer

de S. Seja (Xt)t.T uma fam:i l ia de espaços topolõgicos tais
que d(Xt) $b:.para qualquer te T. Sejam U e V abet'tos em

X :( H Xt)J tais que Ut #Xt e Vt #Xt para todo tc S. Se

existir t' € S tal que Ut- n Vt' = @ então U n V = g . E
,i .So No S.

diatoquec(X) 221'1 :2' > 2 . Consequentemented(X)>2

No sentido inver'se, no entanto, o resultado se assemelha

ao obtido no caso dos espaços produto:

ime

So

!!g.Eosjção 5 - Seja X ; ( n,xt)J um J-box produto com d(X)=m

Então d(Xt) $ in qualquer que seja t ( T e ITI $ 2"'

No que se refere a cal abre de box-produtos podemos obter'

um resultado desde que estejam satisfeitas as seguintes condi-

ções pelos card ina is regulares m,n e p

i) n SP <m

{i) nP < rn

Prooosiçã0 6. - Sejam X = (.n.rXt)J com IT ; p, J : [Tl<n e

c(X+..) < m qualquer que seja t € T. Suponhamos que A c X e para
cada x € A ex'iate um conjunto J: i(x) c T, lül < m tal que

y(X eJ+(y) :J*(x) impllquey CA. Nestas condições, mé
calibre para A.

83. 

~o 
Exemplo 4. - Sejam T um conjunto, ITI = 2 e S e T , tal que 

~o 
lsl = Ir - si = 2 . Consideremos o a-ideal J sobre T gerado 

por subccinjuntos enumerãveis de T-S e subconjuntos quaisquer 

de S. Seja (Xt)tET uma familia de espaços topolÕgicos tais 

que d(Xt) < ~ = .. 
0 

para qualquer t € T. Sejam u e V abertos em 

X = ( rr Xt)J tais que ut ~ xt e vt ~ xt para todo t € s. Se 
tE T 

existir t' € S tal que Ut' n Vt' = 0 então U n V= 0 • E'. ime-

1 

~o 
diato que c(X);;;: 2 TI = 22 > 2 

~o 
Consequentemente d(X) > 2 

No sentido inverso, no entanto, o resultado se assemelha 

ao obtido no caso dos espaços produto: 

Proposição 5. - Seja X= ( rr Xt)J um 1-box produto com d(X)=m. 
tE T 

Então d(Xt) ~ m qualquer que seja t E Te ITI ~ 2m. 

No que se refere a calibre de box-produtos podemos obter 

um resultado desde que estejam satisfeitas as seguintes condi

ções pelos cardinais regulares m,n e p: 

i) n ~ p < m 

ii) nP < m 

Proposição 6. - Séjam X = ( l1 Xt)J com 1 T 1 = p ' J = [TJ<n 
tET 

t;_; ( X t) < r., qualquer que seja t E T. S u p o n h a 1i1 o s que A e X 

cada X E A existe um conjunto J = J (X) 

y E X e J* (y) = J*(x) implique y E A. 

calibr e para A. 

e T ' 1 J 1 < m tal 

Nestas condições, 

e 

e para 

que 

-m e 
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Uma outra condição de cadeia que fo i estudada para

J-box-produtos ê a pseudo-m-compacidade. Referente a ela temos

o resul todo

!!g.posição 7 - Sejam (Xt)t.T uma famll ia de espaços topolõgicos
e Jc [Tl<n uma-ideal com n« m. As af'armações a segu'ir são e-

q uivam entes

(a) ( . n.Xt)J
tc T

(b) (.n,xt)Jte 1 ' '

ê pseudo-m-compacto

é pseudo-m-compacto, qualquer l c J

Notação: - A notação n « m significa que n < m e que pu < m

sempre que p < m e q < n.

Diversas questões podem ser colocadas para estes espaços
-- determinação das funções cardinais, ver'lfjcar se funções con-

tinuas dependem de uma quantidade "pequena" de cooi''denadas. A-

lém destas pode-se utilizar de técnicas de Teoria dos Conjuntos
mais elaboradas a exemplo do que õ feito pot' Ro]tmanIRo] onde

são estudados box-produtos paracompactos em extensões de

'' fo r ci n g "

o0o

84. 

Uma outra condição de cadeia que foi estudada para 

-J-~ox-produtos e a pseudo-m-compacidade. Referente a ela temos 

o resultado: 

Proposição 7. - Sejam (Xt)teT uma famTlia de espaços topol5gicos 

<n e J e [TJ um a-ideal com n « m. As afirmações a seguir sao e-

quivalentes: 

-e pseudo-m-compacto 

e pseudo-m-compacto, qualquer I e J. 

Notação: - A notação n « m significa que n < m e que pq < m 

sempre que p < m e q < n. 

Diversas questões podem ser colocadas para estes espaços 

determinação das funções cardinais, verificar se funções con

tinuas dependem de uma quantidade 11 pequena 11 de coordenadas. A

lem destas pode-se utilizar de técnicas de Teoria dos Conjuntos 

mais elaboradas a exemplo do que e feito por Roitman [Ro] onde 

são estudados box-produtos paracompactos em extensões de 

"forcing". 

ººº 
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