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Introducao

A ideia inicial deste trabalho ocorreu apos a lei-
tura, por sugestao da orientadora, do artigo de Broverman,
Ginsburg, Kunen e Tall [B]. Pareceu muito natural prosseguir
no estudo do tipo de espaco (descrito em [B]) em condicoes
mais gerais. Este foi apenas o ponto de partida de um traba-
Tho do qual se tem muito a desenvolver. A interligacao entre
Teoria dos Conjuntos e Topologia Geral, na propria definicao
dos espacos, permite uma grande variacao de problemas, seja
na maneira como a Teoria dos Conjuntos afeta as propriedades
topologicas, seja em problemas de aspecto puramente topologi-
co que se tornam, por exemplo, uma questao de consistencia em

Teoria dos Conjuntos.

No Capitulo I sao estabelecidos os pre-requisitos
necessarios ao entendimento do trabalho. Entretanto, algumas
definicoes e resultados aparecem somente em capitulos seguin-

tes, quando serao utilizados.

0 capitulo que se segue e inteiramente dedicado a
funcoes cardinais e condigoes de cadeia. Gostariamos de res-
saltar a importancia de ambos em Topologia Geral. Um exemplo
desta importancia foi a solu¢ao de um problema proposto por
Alexandroff e que esteve em aberto por cincoenta anos: Sera
que a cardinalidade de um espaco compacto satisfazendo o pfi-

N
. . . . - . 0
meiro axioma de enumerabilidade e menor ou igual a 2 ? A

resposta afirmativa foi dada por Arhangelskii que demonstrou
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o resultado mais geral seguinte para qualquer espaco topo1§

gico X, |Xx| ¢ 2Ly (X) nde L(X) & o nimero de Lindeldf de

X. Maiores esclarecimentos nesta area encontram-se no livro
de I. Juhasz, "Cardinal functions in Topology - Ten Years

Latter", (1981).

Observemos tambem, que espacos homeomorfos tem as-

sociados os mesmos invariantes cardinais.

0 terceiro capitulo trata do estudo da normalidade
nos espacos £(J). Aqui motivadoS por trabalhos de Kombarov,
hem como por aquele inicialmente mencionado, tentamos fechar
as questoes ligadas a normalidade. Temos, no entanto uma

questao em aberto.

0 quarto e Ultimo capitulo e dedicado ao estudo de
funcoes continuas definidas em espacos £(J). Sendo estes
subespacos de espacos produto, temos interesse em verificar
em que situacoes tais funcoes dependem de uma quantidade res
trita de coordenadas, ja que isso pode levar a interessantes

conclusoes a respeito desses espacos.

0s apendices 1 e 2 mostram uma abordagem de propri
edades desses espac¢os, distinta da inicial e tambem, indicam

linhas de trabalho que serao seguidas posteriormente.
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ABSTRACT

The purpose of this work is to study £(J) spaces

which are subspaces of products.

We study cardinal functions normality and
continuous functions on £(J) for different kinds of o-ideals.
In the appendix 1 we give informations about the topological
group strucfure of some Z(J) and in appendix 2 some

information about J-box topology,.



CAPITULO I
Preliminares
Neste capitulo pretendemos desenvolver a maioria
dos pré-requisitos necessarios ao resto do trahbalho, bem co-
mo dar um apanhado dos principais resultados existentes so-
bre £-espacos ou Z-produtos, forma como frequentemente sao
denominados tais espacos.

1. Algumas definicoes e notacoes

Definicdo 0. - Um espaco topologico X diz-se completamente

regulan, ou espaco Tychonofg se for Hausdorff e para todo
X ¢ X e todo fechado F, §= F c¢ X , tal que x ¢ F existe uma
funcao continua f: X — [0,1] tal que f(x) =0 e f(y) =1,

para qualquer y € F.

Unm primeiro ponto para o qual devemos chamar a aten
cao & que em todo o trabalho, salvo mencao contraria, os es-

pacos topologicos serao supostos completamente requlares.

Dada uma familia de espacgos topologicos (X de-

t)teT

notamos por I X o espaco produto munido da topologia pro-

r

teT
duto, ou seja, a agerada pelos abertos elementares Q=1 Qt on
teT
de cada @ € aberto em X, para cada t e T e {t|o =x) &

finito.
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E preciso lembrar algumas propriedades dos espacos
completamente requlares que serao importantes para os espa-

cos aue sao objeto do trabalho.

Observacoes: a) Todo subespago de um espaco completamente

reqular e completamente regular.
b) Um produto ndo vazio de espacos completamente regulares

e completamente regular.

Definicao 1. - Dado um conjunto T , T = @ , definimos um

ideal sobre T , usualmente denotado por J , como sendo um
subconjunto do conjunto de partes de T , P(T) , satisfazen-

do a:

i) 0 e J
i1) {t} e J qualquer que seja t e T
iii) Dados I1 e I, em J o, I1 ul, eJ

iv) Se Je Il e I elJ entao J e J

Observacao: No trabalho vamos apenas nos preocupar com ide-
als fechados por reunioes enumeraveis que sdo denominados

o-Ldeais.

Definicao 2. - Um ordinaf & um conjunto o que & bem ordenado

pela relacao e e transitivo. Enténde-se por conjunto tran-
sitivo um a tal que B e o e y € B implica y € a. Um ordinal

e o conjunto dos ordinais que o precedem.



Definicao 3. - Dizemos que dois conjuntos A e B teém mesma

carndinatidade, ou em simbolos |A] = |B| se existe uma funcdo
biunfvoca de A sobre B. Diremos que a cardinalidade de A &
menor ou igual a de B, |A| < |B| se existir uma funcdo biuni

voca de A em B.

Definicao 4. - Um candinaf e um ordinal o tal que g < a im -

plica |g] < |a|. Vamos usualmente denotar cardinais com le-

tras minusculas m,n,p etc.

Definicao 5. - Para cada numero cardinal m > 1 a cofdnalida-

de de m , denotado cf(m),e o niimero cardinal

cf(m) = inf{|A]: m = § m, , m, cardinal e cada m, < m}
Aed A A A

Nimeros cardinais m para os quais m = cf(m) sao ditos regula
rnes, caso contrario isto €, quando cf(m) < m, dizemos  que

sao sdlngulanes.

Vamos agora apresentar alguns exemplos de o-ideais

para ressaltar sua importancia.

Exemplo 6. - 0 conjunto dos subconjuntos de primeira catego-

ria de Baire em um espaco métrico completo X forma um o-ide-

al sobre X.

Exemplo 7. - 0Os subconjuntos de [0,1] de medida de Lebesgue

zero formam um o-ideal sobre [0,1].



Exemplo 8. - 0s conjuntos nao estacionarios de m, m cardinal

regular (visto como ordinal) formam um c-ideal. Para maio -

res detalhes ver exemplo II 31 .

0s o-ideais nao foram ainda objeto de estudo profun
do em topologia, sobretudo no que se refere a interligacao
entre propriedades de teoria dos conjuntos dos o-ideais e as
propriedades topologicas dos espacos (topologicos) por eles

determinados.

Meste trabalho vamos nos dedicar ao estudo dos espa
cos 5( J), que sdo de certa forma uma generalizacgao dos

r-espa¢os inicialmente estudados por Corson [C] em 1959.

Defini¢ao 9. ~ Sejam X = 1T Xt um espaco topologico produto,
teT

J  um o-ideal sobre T e e = (et)teT um ponto arbitrario,

porém fixado, de X. 0 espaco topologico £(J)e X tem como

suporte o conjunto definido abaixo:

{xeX | {t | x, =elded)

e a topologia induzida pela topologia produto. O ponto

e = (et)tET & denominado ponto base de £(J)

Notacao: - Alguns o-ideais vao aparecer com bastante fre-
quencia, por esse motivo vamos ter .para eles uma notacao par
ticular. Dados um conjunto T e um cardinal infinito m deno-

tamos:



(135" = (s 1| |s| s m
[(T1I™ = (s 1| |S| <m}  cf(m) > N o
Observe-se que, se no primeiro caso m = |T| e no segundo

m> |T|, os o-ideais correspondentes coincidem com o con-
junto de partes de T , P(T). Tambeém € bom notar que se
cf(m) = §§O,ET]<m nao & um o-ideal, apenas um ﬁdeal. 0 es-
paco obtido com este ideal & o o-produto que foi introduzido
por Corson e que vamos denotar no decorrer do trabalho por
Lo - Verifica-se facilmente que ZO € um subespaco denso em

m X, . Como para qualquer ideal ou o-ideal £(J) > £, ,
teT t 0

todos os subespacos x(J) sao densos no espago produto 1T X
teT

F importante ressaltar que espag¢os £(J) contidos

em um mesmo espaco produto, determinados por um mesmo o-ide-
al obviamente, podem ndo ser (topologicamente) iguais se os
pontos base forem distintos, Este fato pode ser observado

no exemplo abaixo.

Exemplo 10, - Seja T um conjunto de Tndices cuja cardinalida

de & maior que ?:0 . Para todo t € T seja Xt o compactifi-

cado de Alexandroff de um espaco topologico discreto D, isto

e, Xy =D {0} , o & D epara cada d € D, {d} e aberto.

Além disso V & vizinhanca de « se V-D for finito. Vamos

N

considerar J = [T] e tomar £( J) espacos com pontos ba-

IN

se distintos, a saber 21( J) e 22( J). 0 primeiro tem co-
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mo ponto base o ponto que tem todas as coordenadas iguais a
© ¢ 0 seqgundo tem como ponto base d = (dt)teT onde, para ca
da t, dt e D. Um sistema fundamental de vizinhancas de um
ponto de 21(1 ) tem cardinalidade 2 |D|, ao passo que um sis
tema fundamental de vizinhancas de d e 22( J) tem cardinali-

dade |T|. Quando |D| > |T| teremos situacdes distintas nos

dois casos. 0O

Observacao: - Quando o espaco =x(J) esta contido num produ-

to de espacos homogéneos sera homeomorfo a qualquer outro
£'(J) contido no mesmo produto determinado pelo mesmo

o-ideal e com diferente ponto base.

Corson faz um comentario neste sentido em [C], onde

exibe um outro exemplo.

Precisamos tambem ressaltar a importancia que a Teo
ria dos Conjuntos tem sobre a Topologia Geral, na medida em
que na presenca ou nao de certos axiomas da primeira resul-
tados de topologia podem ser afirmativos ou nao, No traba-
Tho estaremos assumindo ZFC todo o tempo. A menos que se fa
ca referéncia, os resultados independem da hipotese do ContT
nuo (CH). Vambs em alguns resultados utilizar o Axioma de
Martin, que pode ser enunciado de diversas formas. Vamos a-

presentar uma que parece mais natural para a Topologia.



Axioma de Martin - Nao existe espaco cqypacto Hausdorff,
ccc, que seja uniao de menos que ¢ (=2 ) conjuntos raros.

(ver na definicao 16. o significado de ccc).

Sob CH o Axioma de Martin (MA) e o Teorema de Cate-
goria de Baire com a hipotese extra do espaco ser ccc. Por
isso, frequentemente, quando supusermos MA vamos negar CH,
ou resumidamente, (MA + 1CH). 0 que vamos realmente utili-
zar no trabalho & a sequinte consequéncia de (MA + 1CH):

Teorema 11. [ME] - (MA + 1CH) -~ Se (X e uma familia de

t)teT

espacos ccc entao I Xt e ccc.
teT
Observemos que (MA + 1CH) dimplica na nao existén-
cia da seta de Souslin S. A reta de Souslin € um espago to-
pologico linearmente ordenado sem primeiro nem ultimo elemen

to, ccc e nao separavel.S X S nao e ccc,

2. Funcaes cardinais

A topologia geral & um campo da matematica onde se
pode aplicar, de forma natural, metodos da teorfa dos conjun
tos. Ocorre tambem que muitos problemas da teoria dos con-

juntos se originam na topologia geral.

Essa interacao entre tcpologia e teoria dos conjun-

tos da lugar ao estudo dos invariantes cardinais que descre-



vem certas propriedades de espacos topologicos.

[¢°2

No que se seque X & um espaco topoldgico e t(X)
a topologia de X. Dado A = X, A denota o fecho de A em X.

-

Definicdo 12, - 0 peso de um espago topologico X, w(X), & de

finido por:

w(X) = min{|B| | B & uma base aberta para X} + N,

Definicao 13. - Dada B < T(X)-{@}, dizemos que B € uma

m-base de X, se para todo aberto nao vazio Q < X existe

Be B tal que B < R,

Definicao 14. - 0 m-~peso de um espaco topologico X ,

tw(X) e definido por:

rw(X) = min{|8| | B € uma w-base de X} + N, -

Definicao 15. ~ Seja € < t(X)-{P} . Dizemos que C & celfulaxr

se 0s elementos de C sao dois a dois disjuntos.

Definicao 16. - A celularidade do espago topologico X, c(X)

e definida por:

c(X) = sup{|c| | ¢ & famT1ia celular em X} + N -

Costuma-se dizer que o espaco € ccc se a celularidade fort*o,
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Definicao 17. - 0 "spread" (espalhamento) de um espaco topo-

10gico X , s(X), & definido por:

s(X) = sup{|S] | S como subespago de X & discreto} +N0.

Definicao 18. - 0 carater Local no ponto x de um espaco topo

logico X, X(x,X), & definido por:

X (x,X) = min{|V| | v & sistema fundamental de vizinhancas no ponto x}+§§0-

0 caraten de X, X(X), e definido por:

X(X) = sup{x(x,X) | x e X}.

Definicao 19. - 0 pseudo-carater local no ponto x de um espa

co topologico X, y(x,X) & definido por:

P(x,X) = min{ |u| |u & famT1ia de abertos e n = {x} }

Definicao 20. - Dados x ¢ S < X definimos os invariantes car

dinais a(x,S) e t(x,X) respectivamente como sendo: |

a(x,8) =min{|M| | Mc S e x e M}

t(x,X) = supfa(x,S) | x ¢ § c X}

0 "tightness" de X, t(X), & definido por:
t(X) = sup{t(x,X) | x ¢ X}
Como os espacos z{ J) estdao contidos em espacos pro

duto passaremos a calcular alguns invariantes cardinais des-

tes Ultimos a partir dos respectivos valores nos fatores.
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Teorema 21. - Seja X = {0,1}m , onde m & um cardinal infin{i-

tol

(a) Se & & algum dos seguintes invariantes cardinais -

peso, "spread", m-peso, carater ou "tightness", entao:

6({0,13™M) = m

(b) d({0,13™) = log m onde log m & definido por:

logm = min{p | 27 2 m}
onde d(X) e a densidade de um espaco topologico X,

assim definida:

d(Xx) = min {|D] | DeXx eD =X},
Consideremos agora um caso mais geral onde os fato-
res sao espacos topologicos completamente regulares., Seja

X = I X
teT

naj ¢, definimos:

gooum tal produto. Para qualquer invariante cardi-

q)T(X) = SUP{¢(Xt)1 t e T} P

Seguindo esta notacao podemos enunciar mais alguns

resultados sobre invariantes cardinais em espacos produto.

Teorema 22. - Seja X = 1T Xt um espa¢o produto.
. teT '

(a) Se ¢ & um dos seguintes invariantes cardinais peso,

m-peso, carater ou pseudo-carater, entao:

o(X) = |T| b (X)
(b) d(X) = 1og|T[ds(X)

(c) Se, para cada F < T, F finito, t( I Xt) $m, entdo
teF

t(x) < max{|T|,m} .
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Como consequencia do i1tem b) do teorema anterior

temos o corolario:

Corolario 23, -~ Se X = I X¢ e d(Xt) < m para qualquer

t € T, entao c(X)

IA
3

3. Condicoes de cadeia

No paragrafo anterior foram apresentados alguns in-
variantes cardinais, ou como também s3ao chamados as funcoes
cardinais, que associam a cada espag¢o topologico certos nu-
meros cardinais. No entanto, podemos associar a espagos to-
pologicos numeros cardinais sem obter necessariamente uma fun
¢ao cardinal, como & o caso das condicoes de cadeia. FEstas
condigcoes se referem ao comportamento de familias de abertos

do espaco.

Definicﬁo 24. - Seja X um espaco topologico. Dizemos que o

cardinal m @ um calibre para X se dada uma familia de aber -

tos ndo vazios (U ) _, com [A] = m existir A' <A, |A']=m,
o O€
tal que
Uu =90
d,EA' (04
Definicao 25. - Seja X um espaco topologico. Dizemos que o

cardinal m e um calibre compacto para X se dada uma famTlia
de abertos nao vazios (U ) com |A] = m existirem K< X ,
a’aeh

compacto, e A' « A, |[A'| = m , tais que:
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Ua n K # @ qualquer que seja o € A.

Definicao 26. - Dizemos que um espag¢o topologico X &

pseudo m-compacto se toda famTlia de abertos (Ua)aeA com
|A] = m tiver um ponto de acumulacao, isto &, existe x e X
tal que qualquer vizinhanca de x encontra infinitos elemen=
tos da familia (Ua)aeA
E importante chamar atencao para o teorema abaixo,
pois exemplifica o fato de que calibre, calibre-compacto ndo

sao funcoes cardinais.

Teorema 27. - Sejam m 2 N e X um espac¢o topologico:
0 .

calibre de X, cf(m) tambéem o e;

M\

a) Sem
b) Se m & calibre-compacto de X , cf(m) tambem o &;
c) Sem e calibre de X , m e calibre~compacto de X;

d) Se m e calibre de X , X e pseudo m-compacto.

Na demonstracao de que um certo cardinal € calibre
para espacos Z(J ) utilizamos um teorema de teoria comb1ﬁa-
toria infinita. O referido teorema e devido a Erdds-Rado, e
costuma-se menciona-lo como "A-system" em textos em ingles.
Traduzimos como sistema de diagona1jzac50. Antes de seu e-

nunciado e preciso introduzir algumas definigoes.

Definicao 28, - Uma famTlia A de conjuntos finitos ou infini

tos & dita quasedisjunta se {A-fA | Ac A} & disjunta.
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Observacao: - Na verdade, o fato de A ser quasedisjunta &

equivalente ao fato de existir um conjunto Z tal que quais -

quer A e B em A com A # B ocorre An B = Z,
0 teorema seguinte vai ser extremamente Ut11 ao tra
balharmos com espacos produto e subconjuntos dos mesmos como

€ o caso dos espacos x(J).

Teorema 29, -~ Seja A uma famT1ia nao enumeravel de subconjun

tos finitos, vale a seguinte igualdade:

sup{{L] | L<A e L & quasedisjunta} = |A|

Se alem disso |A| & regular, entdo existe [ < A , L quase-

disjunta tal que |r| = |A]| .

Teorema 30. - Seja m > N g um cardinal regular tal que € um

calibre para o espaco Xt , qualquer que seja t € T. Entao,

m & calibre para 1 X
teT

4. xZ-produtos = alguns resultados

A primeira vez que foi apresentada a idé1a de
Z-produto foi em um artigo de Corson do anc de 1959 [C].
Neste artigo, Corson se restringe ao estudo de espagos =( J)
determinados pelo o-ideal J = [T]S N0 , apresentando di-

versos resultados sobre estes espacos. Um dos primeiros re

sultados apresentados se refere a normalidade.
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Teorema 31. - 0 g-produto de espacos metricos completos e

normal.

Fste ultimo resultado @ muito interessante sobretu-

do se lembrarmos do seguinte fato provado por Stone:
Ny
N nao e normal.

Definicao 32. - Seja X um espaco topologico. Uma famTlia

(Ya)aeA de subconjuntos de X diz-se discreta se existir uma

familia de abertos (Uu)aeA tal que Yu c Ua e YB n Ua =0 ,

se B # a .

Definicao 33. - Dizemos que um espagco topologico X € cofetd-

vamente normal se dada qualquer familia discreta de fechados

(F )

) wek tal

exisitr uma famTlia disjunta de abertos (U )
o’ a€A

que Ua 2 Fa qualquer que seja a é

Corson-provou mais do que foi dito no teorema 31,
na verdade ele provou que o z-produto de espacos métricos

completos & coletivamente normal,

Nesse artigo tambéem fica demonstrada a seguinte pro
posicao que contribuiu para despertar mais ainda o interesse

pelo estudo de I-produtos,

Teorema 34. - Todo espaco metrico pode ser imerso como subes

paco de um <f-produto de copias do intervalo unitario.
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A demonstracao deste teorema nos levou a pensar
numa generalizacao. Antes, porem, vamos introduzir uma de -

finicao.

Definicao 35. - Um espaco topoldgico X, completamente reqgu-

lar diz-se m-metrizavel, m >>:0 , se existe uma familia

(A,). tal que B = A; & uma base de X, onde cada famT-
i17i<

m ixm !
lia Ai , 1 <m , e discreta e, aléem disso, a intersecccio de
uma familia de abertos de cardinalidade menor que m ainda &

aberta.

Observacao: - Verifica-se facilmente que qualquer espaco

m-metrizavel € paracompacto e portanto normal,

A generalizacao a que nos referimos nos permite

olhar cada espag¢o m-metrizavel como imerso em um espaco z(J ).

Proposicao 36, - Todo espaco m-metrizavel X pode ser imerso

em um espago z(J ) < [0,11° onde J = [p1™"

Demonstracao: - Seja X m-metrizavel, entao existe uma base

B= kv)Ai cada A1 e uma familia discreta. Para cada 1 < m
i<m

e cada A € A, podemos escolher uma familia (B.) de elemen

J'i<m

tos de B , tal que
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Para cada B seja fB,A:X — [0,1] contTnua, tal que
fg(x) =1 sexe B e fg(x) = 0, se x estd fora do A ao
qual B corresponde. Observemos que cada B intercepta no ma-
ximo um elemento de cada famTlia A1 » 1 <m , portanto, exis
tem no maximo m funcgoes fB,A tais que fB,A(X) = 0. Vamos or
denar os pares (B,A). Eles existem numa quantidade
p = m.?g£|A1|. A cada par (B,A) corresponde um a, o < p.
Definamos:

s 1 X — [0,17°

X —=* (ft(x))t<p

Temos entdo o(X) = £( 7), onde J = [p1=™, Verifica-se fa-

cilmente que ¢ & um homeomorfismo sobre a imagem. [

Em um recente trabalho de Gruenhage [G] os f-produ-
tos voltam a aparecer, desta vez num contexto diferente do
que ja havia sido abordado por outros autores. Gruenhage g5
tabelece um paralelo entre subconjuntos compactos de

Zo-produtos, s-produtos e compactos de Eberlein,

Define-se como £, produto o seguinte subconjunto de

Se= xR | Ve > 00t | |x,| > ¢} & finito} .

Definigcao 37. ~ Um espaco compacto X €& compacto de Corson

(respectivamente Eberlein, fortemente Eberlein) se e somente
se X e homeomorfo a um subespago compacto de z(respect1vameﬂ
te I, s 20) sendo que ¢ , L, e Lo sao subespagos de RT pa-

ra algum conjunto de Tndices T.
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Como foi observado no trabalho acima & facil ver
que todo espaco compacto fortemente Eberlein & compacto de

Eberlein e todo ‘compacto de Eberlein & Corson compacto.

5. Funcoes continuas definidas em espacos produtos
(ou subconjuntos de espacos produto)

Uma funcao definida em um espag¢o topologico produto

X = 1 Xt "depende" de uma quantidade m de coordenadas se
teT
existir P < T, |P] = m tal que se x e y forem tais que

P*(x) = P*(y), onde

Pr: X —> 1 X, € a projegao ,
teP

entao f(x) = f(y). 0 fato de uma funcao definida em um espa
¢o produto, ou algum de seus subespacos depender de um certo
numero de coordenadas pode ser aplicado para obter resulta-

dos de diversos tipos.

No capftulo IV, alguns resultados, até agora conhe-
cidos para espacos produto, serao generalizados e provados
para espacos £( J) determinados por alguns tipos part1cuia-

res de o-jdeais J .

As aplicacdes deste assunto sao inumeras, vale a pe
na, no entanto, mencionar algumas delas. Mazur [Ma] e
Engelking [E1] usaram-no para provar que uma fung¢ao sequen-
cialmente continua num produto, € continua., Corson [C] apli

cou em g£-produtos e Isbell [I] usou a determinagcao de fun-
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coes continuas em produtos por uma "pequena quantidade de co
ordenadas” para provar, de maneira simples, que XM nio & nor
mal se X nao & compacto e m 2 max{w(X), §§1}, sendo que

Noble ja o havia provado de uma forma um pouco mais complica

da.

Vamos apresentar aqui, apenas alguns resultados so-

bre esse assunto, que se apresenta bastante extenso,.

0 teorema a seguir se aplica a espacgos £(J) sendo
J = [T]ﬁr (numa forma mais geral, para uma topologia es--

tritamente mais fina se encontra em Alas [AZJ) Vamos, no ca

pitulo IV, ver que o resultado se mantém para um o-ideal
qualquer. -
Teorema 38. - Seja Y um espacgo topologico Hausdorff tal que

p(y,Y) < m para qualquer y ¢ Y. Seja

f: 5(J) — Y continua e

£(J) e WX, com J = [T15" . Existe um subconjunto P<T,
teT
|P| < m tal que:

P*(x) = P*(y) dmplica f(x) = f(y)

Uma interessante consequénc1a do fato de uma funcao
real continua definida em um espaco produto depender de uma
quantidade enumeravel de coordenadas e que nestas condicoes
o espaco produto & pseudo-t§1-compacto. Este resultado & de
vido a Noble e Ulmer [NU], e se refere apenas a espagos pro-
duto. Posteriormente vamos obter resultado semelhante para

espacos £(J) e cardinais m , m > §§1
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Teorema 39. - Seja X o espaco produto de uma quantidade nao

enumeravel de espacos topologicos. As seguintes afirmacoes

sao equivalentes:

(1) X e pseudo- h\.‘l-compactcti

(11) Para cada espa¢o Z cuj: Jiagonal @€ intersec¢do enume
ravel de vizinhancas fechadas qualquer , f: X — Z
continua, depende de uma quantidade enumeravel de co-
ordenadas.

(ii1) Cada funcdo real continua definida em X depende de

uma quantidade enumeravel de coordenadas.

Finalizando o capitulo, devemos lembrar que, para
quaisquer referencias em Topologia Geral, o leitor pode se
valer do lTivro do Engelking [E2] e para maiores explicacoes

sobre Teoria dos Conjuntos, do 1ivro do Kunen [Ku].

000
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CAPITULO II
INVARIANTES CARDINAIS E CONDIGOES DE CADEIA

Vamos determinar alguns invariantes cardinais e al-
gumas condicoes de cadeia de espacos topologicos %( J), uma
vez conhecidos os correspondes nos fatores. 0 fato de x(J)
estar densamente contido em um espaco produto, simplifica,

em alguns casos, esta determinacao.

1. Invariantes cardinais

No que se segue vamos supor que 2(J) e I X e que
' teT

sao conhecidos os invariantes cardinais dos espacos Xt’ teT,
e consequentemente alguns invariantes cardinais do espaco
produto (teorema I 22). Tambem vamos nos referir aos espaco

produto T X, como sendo espaco X. Denotamos por e=(
teT

0 ponto base fixado.

e )it

Proposicao 1. - Seja d(X) a densidade do produto X = T Xy
teT

Qualquer que seja o o-ideal J , a densidade de Z(J) ,

d(z( 7)), satisfaz a desigualdade d(Z( J)) s d(x). |T].
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Demonstracdo: - Seja D < X tal que D = X e |D]| = d(X).

Lembrando que qualquer subconjunto finito F ¢ T & elemento
de J para cada tal F e d € D vamos definir o ponto

x(d,F) de x( J) como se segue:

d se t e F

se t € T-F
0 subconjunto p definido abaixo:

D= {x(d,F) | d e D, FeT finito}

e denso em £(J). Pois seja U um aberto basico de 5(J),
isto e U= n3x(J) onde Q & aberto basico do produto., As-
sim R(@) = {t T | g, = X} & finito. Nestas condicBes o
ponto x(dQ,R(Q)) onde d, € D n o pertence a U. A cardinali-

dade de D & portanto limitada por

|| < d(X)|T]

Ou seja, d(z(J)) < d(X).|T|. O

A desigualdade anteriormente obtida nao pode, no

entanto, ser melhorada como nos mostra o exemplo a sequir.

N
Exemplo 2. - Sejam T = {0,1} ’ e Xt = {0,1} qualquer que

seja t € T. Seja J o o-ideal das partes enumeraveis de T.

‘\0
Verifica-se facilmente que d(5(J)) = 2 ou seja

d(z( 7)) = [T] = [T].d(X) , §& que d(X) = N,
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Proposicao 3. - Qualquer que seja o o-ideal Jque determina o

espaco x( J) temos

w(z( 7)) = wl(X),

Demonstracao: - Conhecido o peso do espaco produto X, pelo

simples fato de Z( J) ser subespaco de X temos

w(z(71)) ¢ w(X).

Suponhamos que ocorra a desigualdade estrita e seja B uma

base de Z( J) tal que

18] = w(z( 7))

sendo cada B ¢ B da forma B = @ n ( J) onde 9 e aberto ba-
sico do espaco produto. Seja R(B) = {t e T | Q, = X}, que
ja sabemos ser finito. Assim, o conjunto
R* = (_JR(B)
Be B

tem a mesma cardinalidade que a familia B ., Se R* < T , se-

ja s e T-R*. Ent3ao, o aberto W = n z(J) onde Q@ = 1 2y
teT

com Qt # Xt se e somente se t=s, ndao pode ser escrito como
reunido de elementos de B, absurdo. Portanto, |B| 2 |T]|.
Por outro lado, como £( J) contem homeomorficamente cada

X, temos

t
w(zZ( 7)) 2 w(X
para todo t € T, 0 teorema I 22 garante que

w(X) £ w(z(J))

Disto se conclui a igualdade. O
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Proposicao 4. - Seja X um espaco produto, regular. Nestas

condi¢coes, qualquer que seja o o-ideal , mw(Z(J)) = m(X) .

Demonstracdo: - Seja F uma w-base de X com |F| = mw(X). A

familia FO assim definida

Fo = (20 2(J) [ 2eF)

e uma m-base de z(J), pois se U & aberto nao vaziodex(J),
U= 1U;n 2(J) com U0 aberto em X. Entao existe 2 € F o tal

que Qp < U0 , € portanto

QOnZ(J)CU

Provamos assim que 7w(Z( J)) £ ww(X)., Vamos provar a desi-
gualdade inversa. Seja FO uma m-base de £(J)., Como os e-
lementos de Fg sao abertos em £(J ) eles sao da forma

Qn $(J) comQ aberto em X. Seja F a familia definida por

Tt
1]

{o | anz(1)eFq}.

Mostremos que F & uma w-base de X. Seja U aberto nao vazio
de X. Entao U n 5(J) € aberto nao vazio de (J ), Como X
e reqular, dado y € U n 5(J) existe V aberto de X tal que

X

y e Ve Vi<l . Como Fj € m-base para z(J) e Vnn x(J) e

aberto nao vazio de r(J ) existe o € F .tal que
Qnsg(J)ecyvnx(T) ou seja

Qcan (T eV e

F e portanto uma m-base de X. E assim temos

mw(X) mw(z(7)) . O

IA
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Observemos que o carater poﬁtua1 X(x,2(7)) de
£(J ) em cada ponto x & igual ao carater pontual de X neste
mesmo ponto. A demonstracao deste fato vai ser omitida por
ser inteiramente analoga a que foi feita para peso do espaco
£(J ). Resta-nos, portanto, estabelecer a relacao entre ca-

rater de 5(J ) e carater de X.

Proposicao 5. - Seja X um espag¢o produto, Sendo assim, qual

quer que seja o o-ideal T,x(5(T)) = x(X).

Demonstracao: - A partir da observacao anterior, ji sabemos

que
X(z(J)) = x(X)

Suponhamos, por absurdo, que vale a desigualdade estrita.
Seja x ¢ X - 2(J ) tal que
X(x,X) > sup X(y,Z(J))
yez(J)
Como os conjuntos unitarios pertencem ao c-ideal Jvamos cons

truir a seguinte famTlia de pontos em Z(J).

]
x
[77]

yS
y(x,{s})

1]

yt=et tGT"{S}

1%

Sabemos que X(ZI(J )) 2 sup X(y(x,{t}),Z(J ))

teT
Temos para cada t e T

X(y(x,{t}) , (1)) 2 X(xt,xt)
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ja que Xy e homeomorfo a um subespaco de %( J). Por outro
lado, como carater pontual de Z( J) & igual ao carater pon-

tual do produto, temos

X(y(x,{t}) , (7)) 2z |T]

Utilizando o teorema 1 22 e as duas desigualdades anteriores

temos

x(z( 7)) = x(X) .

0 que contraria a hipotese, Temos portanto a igualdade. DO

Proposicao 6. - Seja X um espaco produto., Qualquer que seja

do o-ideal 7 entao o "spread" (espalhamento) de x( J7) @&

igual ao "spread" de X.

Demonstracao: - Pelo fato de £( J) ser subespago de X temos

s(Z( 7)) 2 s(X).

Suponhamos agora que D e um subconjunto discreto de
X. Para cada d ¢ D existe um aberto basico @ = o(d) tal que

2(d) n D = {d} . Como Q(d) & basico Q(d) = 1 (Q(d))t onde
teT ;

R(2(d)) e finito para cada d € D. Como ja supusemos desde o
inTcio todos os fatores do produto sao Hausdorff, portanto,

nao ha perda de generalidade supor que para cada t ¢ R(g(d))
tal que d; = e, temos e, ¢ (a(d)),
namos o ponto x(d,R(2(d))) como se segue:

Para cada d € D defi

= dt se t € R(a(d))
= e

x(d , R(a(d))), {

g caso contrario
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Seja p = {x(d,R(q(d))) | d € D} . Vamos mostrar

que as vizinhancas V(d) = q(d) n 5( J) sao tais que

(d) n p = {x(d,R(a(d)))}.

Ou seja, dado um subconjunto discreto de X € possivel deter-
minar um subconjunto discreto de Z( J) de mesma cardinalida-
de. Pois, suponhamos por absurdo, que x(d', R(Q(d'))) eVv(d)
comd # d'. Como d' ¢ Q(d) existe t* e R(Q(d)) tal que

di, ¢ (2(d)) e . Se t* e R(a(d')) ja contraria nossa suposi
cio. Se t* ¢ R(Q(d')) entao x(d', R(Q(d')))t* = e, e isto
€ um absurdo pois e, ¢ (Q(d))t* , por hipotese, Com fisto

concluimos que s(Z( 7)) = s(X). O

0 estudo do "tightness" de espacos Z( J) vai ter
bastante importancia na verificacdo do fato de %( J) ser ou
nao normal. O primeiro resultado que vamos apresentar & de-

vido a Kombarov.

Proposicao 7.[K4] - Se o "tightness" de qualquer subproduto

finito dos espagos Xt , t € T, nao excede m, entao o

"tightness" de Z( J), J = [T]gm e menor ou igual a m,

Analisando a demonstracac da proposicao vemos que
se m for um cardinal regular obtemos resultado seme]hante
com "tightness" menor que m e J < [T]<m. Observe-se que
como foi definido o"tightness"pode nao ser atingido, quando
isto ocorrer diremos que o "tightness" estrito e menor do

que m.
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Como consequencia da proposicao 7 temos os seguin

tes corolarios.

Corolario 8. - Se o "tightness" de qualquer subproduto fini-

to de espacos Xt , t € T , nao excede m, entao o "tightness"

de =(J) , Je [T]S" , & menor ou igual a m.

Corolario 9. - Se o "tightness" de qualquer subproduto fini-

to de espacos X t e T , for estritamente menor que m, m

t 3
cardinal regular, entdo o "tightness" de z(J ) , J c [T1"

e estritamente menor do que m,

Proposicao 10. - Seja m um cardinal singular. Se o
"tightness" de qualquer subproduto finito de espagos

X, , t €T , nao excede p, p <m , entao o "tightness" estri

t
to de =(J ) , onde J = [T1™ & menor do que m,

Demonstracao: - E possivel escrever m = zm; onde cf(m) < m,
i<cf(m) |
qualquer i < cf(m) e mg < mg<mose i< j < cf(m),
m
Neste caso Z(J ) = k\JJ £( 7.) onde Iy = crstt
j<ct(m) !

Seja M € £(J) e suponhamos que x ¢ M. Podemos escrever

M = F: onde F, = Mo z( J;)
Sk ! ‘

Sendo assim existe 10 tal que x € F1 .

0

Como t{Z( J, )) £ max{p,m. } existe um subconjunto S<F, ,|S!<m,
i iy o7 g
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tal que

(J. )

0 <2( 7))

Como S & 5 acabamos de provar que o tightness

estrito de Z( J) @ menor do que m. 0O

Corolario 11. - Se m & cardinal singular e J = [T1"™ , entdo

£(J) < {0,1}T possui "tightness" estrito menor do que m.

2. Condicoes de cadeia

Como ja vimos no capitulo I uma condicao de cadeia
em um espac¢o topologico € uma condicao referente a um ou
mais numeros cardinais e interseccoes de familias de subcon-

juntos abertos deste espaco.

No caso dos espacos 5( J) vamos tentar estabelecer
condi¢coes sobre J de forma que y5(J ) tenha para calibre um

cardinal m dado.

Teorema 12. - Suponhamos que m & um cardinal regular, m > b§1

e que Tw(X,) < m qualquer que seja t ¢ T, 5(J) ¢ tnTXt tem
€

calibre m se e somente se cada subconjunto de T de cardinali-

dade m incliuir um elemento de T de mesma cardinalidade.
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Demonstracdo: - Suponhamos, inicialmente que z(J ) tem m

como calibre e seja S < T, |S| =m. See = (e), r &o pon-

to base de »( J), consideremos para cada t € S

-1
Uy = Mg (X = {eg}) noz(J)
onde X = T X, e My: X ——q-Xt € a projecao. Como m e cali
teT L

bre para z(J) existe S' < S, |S'] = m e tal que (A\Ut 20.
teS'

Neste caso temos para qualquer X e {:lpf , X = (Xt)teT >

X, # € quando t € S', ou seja o conjunto I definido abaixo:

t t

& elemento de J e contem S'. Vejamos agora na outra dire-
cao. Seja (U,),c, uma familia de abertos de Z(J ) de cardi-
nalidade m. Podemos supor, sem perda de generalidade que ca
da U, @ interseccao de um aberto basico do.produto 2, com
s(J). A cada aberto basico N corresponde o conjunto

= {t | (@ # X,} . Usando argumento de diagona

A) k)t
lizacao, teorema I 29, sabemos que existe uma subfamTlia

Ry | 2 en'y, |a'] = [A] =m tal que Ry n Ry, = R quais
quer X » A' em A' , X # X'. Como X, = I X, tem m-peso me
R te R t S

nor do que m elsendo B uma m-base de XR 3 |B| <mé possT-

vel determinar A" < A' , [A"| = m tal que Ny(U,) > B qual-
quer A € A" , para um certo elemento B de B. Como RA-R e fi
nito existem n e wy e A™ ¢ A" tais que A" = m e Ry-R

tem n elementos para todo A € A™ . Seja

RA-R = {aA1,aA2,".,aAn}
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0 conjunto {a~>‘1 | A€ A"} tem cardinalidade m, ja que

" implica que a

A #= A A

Ay € A™ 5 Ay também de cardinalidade m tal que

= A,y Entao, por hipotese, existe

{ax1 | \ € A1} e J . Suponhamos que para k < n nos obtive

mos A1,A2,...,Ak , todos de cardinalidade m, A1 ) A2 s 5 Ak’

tais que {a,; | A e Ay} € 7, i < k. Podemos, como foi fei

to anteriormente, repetir o processo e determinar Myt de
cardinalidade m tal que {aA K | A e Ak+1} e J continua-

mos o processo até n. Definamos x € $(J.) da seguinte forma

[ e Ht(B) se t « R qualquer X e A_
Xy ‘ € Ht(UA') se \'e A e toe RA'"R
= e, se t ¢ A,
Entao x € (teA Ut) n g(J) pois &,) RA' € J
n A €An

da maneira como foi construido. Portanto £(J ) tem calibre n.
0
0 corolario a seguir demonstra-se facilmente a par-

tir do teorema I 27.

Corolario 13. - Se wmw(X,) < m para qualquer t e T e

¢)

(J) < 1 X¢ » onde J e um o-ideal tal que todo subconjun-
teT -

" to de T de cardinalidade m inclui um elemento de J de mesmo

cardinal entao £(J ) e pseudo-m-compacto.

Em trabalhos sobre o-ideais especialmente [BTW]

sao considerados apenas o-ideais J sobre m, m cardinal,
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que contenham Jm = [m]<m . Posteriormente vamos dar al--
guns exemplos deste tipo de o-ideais. O proximo teorema se
refere a espacos I(J) determinados por o-ideais J ,

J > Jm

Teorema 14. - Seja J um o-ideal sobre m, m cardinal regqular,

J > J e tal que existe um subconjunto S de m , S| = m,
tal que nenhum subconjunto de S de cardinalidade m € elemen-
to de J. Nessas condicoes, p & calibre de (7)) « {0,1}"

se e somente se cf(p) # g e cf(p) =m

Demonstracao: - Se p & calibre de Z(J) ,cf(p) ¢§<0 ja que

§:0 nao e calibre de Z(J ), pois como foi observado no teore
ma I 27, se um cardinal & calibre de um espaco topologico
sua cofinalidade também o €. Sendo assim cf(p) tambem deve
ser diferente de m. Reciprocamente suponhamos que cf(p) #ri
e cf(p) # m. Se p € regular e p < m o teorema 12 garante
que =(J ) tem calibre p. Se p > m , p regular, vemos facil-
mente que Z(J ) tem calibre p ja que w(Z(J)) = m. Suponha
mos entdo que p & singular. Se cf(p) > m novamente Z(J )
tem calibre p. 0 lnico caso dificil a ser analisado & 0 ca-
so em que cf(p) < m e que, por sua vez, se divide em dois
casos p>me p< m. No primeiro caso podemos escrever

p = y Py onde cf(p) < Py < p; para i<Jd <cf(p) e

i<cf(p) )
p; & regular para qualquer i < cf(p). Seja U = {U, | a < p}

uma familia de abertos basicos de z(J). Para cada 1 < cf(p)

existe um aberto basico Bi de ©(J) tal que se
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Py = {a ep, | B, U,b s |P1| = py» 1 <cf(p) J& que o pe
so de Z(J) @ m. Como cf(p) € um calibre de Z( J) existe

cf(p) tal que 'EZ}Bi # @. Temos assim,

1Q(fwu):]@mw

OLEp.i Q

A ccf(p) , |A]

1]

o que conclui a prova, neste caso, que Z( J) tem calibre p.
Vejamos agora o caso em que p < m., Seja U = {Ual o < p} uma
familia de abertos basicos de Z( J), onde Uy = Vu " 2(J)
sendo V um aberto basico de {0,1}™ , o < P,

seja Ry = R(V,) = {t | (v ), # {0,13} e como R, & finito

qualquer o < p , o conjunto R = k~JRa tem cardinalidade p.
a<p

Como {0,1}" tem calibre p existe S < p , |S| = p tal que

aesVa 7 g

logo g:gua # 0 em2(J) ja que |R|] = p <m, ou seja £(J)

tem calibre p. O

Corolario 15. - Suponhamos que Z(J) ¢ T X com J = J

: t<m t m
e tal que existe S < m , |S| =m e tal que nenhum subconjun-
to de S de cardinalidade m & elemento de J . Seja p um’'car
dinal tal que UM(Xt) < min(m,p). Entdo p & calibre de Z( J)

&

" se e somente se cf(p) # }\0 e cf(p) = m.

0 sequinte resultado & consequencia da demonstracao

do teorema 14.
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Corolario 16. - Seja J um o-ideal sobre m; m cardinal singu-

lar, com J = Jm e tal que existe um subconjunto S e m ,
|S| = m e tal que nenhum subconjunto de S de cardinalidade m
& elemento de J. Entao p & calibre para z(J) € {0,1}" se

e somente se cf(p) = §§0 e cf(p) = m.

F necessario agora apresentar alguns exemplos de
o-ideais  que satisfacam as condicoes do teorema 12 e teore-
ma 14 respectivamente. Obviamente o o-ideal P(m) , conjun-
to das partes de m, satisfaz as condicoes de ambos os teore-

mas.

Antes de apresentarmos os exemplos & preciso estabe
lecer algumas definicoes. A primeira delas e devido a Luzin

e data do inicio do século.

Definicio 17. ~ Um subconjunto L €« R & chamado conjunto de

Luzin se e somente se L & nao enumeravel mas L M K = @ para

todo subconjunto K € R , K fechado e raro.

A existéncia de conjuntos de Luzin nao pode ser pro
vada ou negada sem alguns axiomas extras da teoria dos con -
juntos. Por exemplo se assumirmos MA + 1CH mostramos que
nao existem conjuntos de Luzin. Com CH existem tais conjun-

tos.

A definicao de conjunto de Luzin pode ser generali-

zada para o-ideais J sobre}§1
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Definicao 18. - Um subconjunto L c>:1 g dito ser J-Luzdn
para o o-ideal J sobreN1 se L n I & enumeravel para qualA

quer I ¢ J

Definicao 19. - Seja k um cardinal. Um o-ideal J € k-gera-

do se existe J' < J , | J'| £k tal que cada membro de J

esta incluido em uma uniao enumeravel de elementos de J'.

Teorema 20. - Se um o-ideal J @& §§1—gerado entio existe um

conjunto J-Luzin.

Coroldrio 21. - Se £(J) < {0,131 e J & um ideal Nj-gera-

do entdo £( J) ndo tem calibre Nj.

Exemplo 22. - Seja J o o-ideal sobre R dos subconjuntos de

medida de Lebesgue nula. Seja J' < J constituido pelos
subconjuntos de R que sao GG e tem medida de Lebesgue nula.
Assumindo CH , | 7'| = ™4 , isto & J & N -gerado. 0 espa
co o(J) e {0,1}]R nao pode; portanto, ter calibre b<1.

Exemplo 23. - Seja J o o-1deal dos subconjuntos magros'de

R, Seja J' c‘J a familia dos subconjuntos de R que sao

reunioes enumeraveis de fechados raros. Assumindo

CH,| 7'] = N, e cada elemento de J esta contido numa reu -
niio enumeravel de elementos de J'. Também neste caso J @

§ﬂ -gerado. Da mesma forma que no exemplo anterior

2(J) e {0,1}]R nao pode ter calibre §§1.



35,

Antes de prosseguirmos com 0S exemplos vamos apre-

sentar mais algumas definigoes.

Definicao 24. - Seja J um o-ideal sobre um conjunto de Tn-

dices T. Dizemos que J & um og-4Adeal maximal se e somente

se dado S < T ou S €J ou T-S €7 .

Exemplo 25. - Seja J um g-ideal sobre k , K cardinal infini

to, J > J, e J & maximal. Entdo, dado S < k,|S| = k

existe 1€ J ,1<S e |1| = k. Suponhamos que S & tal

que S ¢ J , |s| = k . Neste caso k-S e J e k-S| = k
Seja S1 U 52 uma decomposicao de S em subconjuntos de cardi-
nalidade k. Se S1 u (k-S) ou S2 u (k-S) nao pertencer a J
esta acabado p61s teremos 52 ou S1 como elemento de 7 . Por
outro lado, nao podemos ter S, v (k-S) e S, v (k-S) simulta-
neamente em J pela definicao de o-ideal. Este ideal esta

nas condicoes do teorema 12.

Precisamos mais algumas definicoes e resultados an-

tes de apresentar o proximo exemplo.

Definicao 26. < Seja k um cardinal regular nao enumeravel.

Um subconjunto F ¢ k @& f4echado e itimitado se for fechado
na topologia da ordem em k e sup F = k. Um subconjunto Sck
& dito estacionanio se para qualquer F fechado e ilimitado
S nF = @. Caso contrario, isto e, se existir Fq fechado e

ilimitado tal que S n Fy = @ dizemos que S & ndo estacionario.
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&
Proposicdo 27. - Seja NS, (onde k > }‘0) o o-ideal dos subcon-

juntos n3o estacionarios de k. NS, & fechado por unides de < k

k
elementos sendo assim um o-ideal.

Definicao 28. - Sejam J um o-ideal sobre k e (Xa)a<k uma fa

milia qualquer de elementos de J. Definimos unido diagonal

denotada por V Xa ao seqguinte conjunto

da familia (X )
a<k

a’a<k

an=U

Xy - (a41)
a<K a<k

(E possivel definir de forma inteiramente analoga interseccao

diagonal de uma famTlia de subconjuntos).

Definicao 29. - Dizemos que um o-ideal J e noimal se

J > v3 onde VI ={I [ 1= 9VX_ e (X)) & fani
a<k B

1ia de elementos de J 1},

Teorema 30. -[BTW] NSk € um o-ideal normal sobre k.

Exemplo 31. - Sendo k um cardinal nao enumeravel regular va-

mos considerar o o-ideal sobre k dos subconjuntos nao esta -
cionario de k , denotado por NSk. Usando essencialmente o
fato de que NSk e normal podemos provar que dado um subcon-
junto S < k , |S] = k , existe I < S, ndo estacionario de
mesma cardinalidade. Ou seja se Z(NSk) c {0,1}k . Z(Nsk)
tem calibre k. Uséndo um resultado devido a Solovay que
diz que todo estacionario de k pode ser escrito como reuniao
disjunta de k subconjuntos estacionarios, observamos que NSk

nao e maximal.
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3. Espacos m-Baire

Espacos topologicos z( J) que sao m-Baire tem m co-
mo calibre. Vamos apresentar um teorema onde sao estabeleci

das condicoes para que -espag¢os r( J) nao sejam m-Baire.

Teorema 32. - Seja £( J) e mwX, , |[T| 2m e J & um g-ideal
et ¢
sobre T. Se existir uma familia (T )  » |A] = m, de subcon-
o Oe€

juntos infinitos de T tais que para cada I € J existe a € A

tal que T " T =0, entao ( J) nao e m-Baire.

Demonstracao: - Vamos supor que cadaXt e m-Baire, caso con -

trario nao ha nada a demonstrar. Definamos a seguinte famT-

11a de subconjuntos:

UOE = {x e z(J) | {t |xt # et} n Ta 2 0} a e A

sendo e = (et)t€T o ponto base de £(J). Mostremos que para
cada o € A , Ua e aberto e denso em £(J). Seja x e Ua, pre
cisamos determinar um aberto basico @ de =T Xt tal que

teT
* xeq nx(J) ¢ Ua . Seja Fa um subconjunto finito de T ,

Fa < Ta e tal que Xy # €y para todo t € Fa ., Pela maneira

onde

como U foi construido, F, # 9 Seja entdo @ = T Q,

teT

Qp = X, set g F,- Para tefF a e tal que x, € @, e

e, ¢ @ Esta claro que o aberto basico @ satisfaz a =

t t
Quanto a densidade, suponhamos agora que Q & um aberto basi-

co de 1 X, . 0 conjunto R(Q) = {t | @, = X} & finito.
teT
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Precisamos mostrar que @ n Z(J) n U, = P. Seja

ty € Ta-R(Q). 0 ponto x = (xt)t€T definido como abaixo

[6 2 se t ¢ R (9)

X4 1: e, sete T-(R(Q) v {t,})

H
@
(%]
M
t
1]

ty

pertence a referida interseccao que provamos assim nao ser
vazia. Resta-nos mostrar que £(J ) nao & m-Balire. Suponha-

mos, por absurdo, que X € g:}uu' e t, e um Tndice tal que

Entao t, e'iZkTa , 1sto e t, ¢ T, dualquer que

Xt* # et*
seja o ¢ A, Portanto t, ¢ I qualquer I ¢ J , Contradicao.:

Logo =(J) nao & m-Baire. QO

Observacdo: - Demonstragdo inteiramente andloga pode ser

feita se, ao invés de termos uma famTlia (7 ) , Al = m o,

a’oeA
de subconjuntos infinitos de T tais que para todo I € J
existe o € A tal que I n Ta = P tivermos um subconjunto fini

to J tal que para todo I € J existir a € A tal que

A definicao 18 apresentada anteriormente pode ser
generalizada para o-ideais definidos sobre conjunto de Tndi-

ces de cardinais maiores, desde que sejam regulares,

Definicio 33. - Um subconjunto L e T , |L| = |T] =m e m um
cardinal regular, diz-se um conjunto de J-Luzin para o

g-ideal J se |L n I| < m para todo I € J
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Corolario 34. - Se existir um conjunto J-Luzin para J um
o-ideal sobre |T| = m e m regular, entdo £( J) ndo & m-Baire.
Demonstracao: - Basta construirmos uma familia (Ta)a<m como

a do teorema 32. Sendo o conjunto J-Luzin L escrito da for
ma

L ={t B < m} ,

5 |

Construimos a referida famTli1a como se segue

T = {t

o 8 al a<m 0

| 8

[\

Na verdade a existencia de um conjunto de J-Luzin
nega que m seja calibre de g(J) frivia]mente, ou seja, o
subconjunto de J- Luzin L nao possui como subconjunto um e-
lTemento de J de mesma cardinalidade., Acabamcs de provar assim
a afirmacao que esta no inTcio desta secao. Ou seja, se’

s(J) e 1 X, com mw(X,) < m para qualquer t e T , entao
ger © t

s(J) m-Baire implica que m & calibre para z( J).

Aplicando um resultado de Tall podemos obter uma 1im
plicacdo no sentido contrario desde que se tenha uma hipote-

se a mais.

Teorema 35 [B] - Seja X um espac¢o topologico m-Baire, m re-

gular. Se c(X) < b;o entao X tem calibre X para qualquer

A

In

ml
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Corolario 36. - Se £(J) ¢ {0,1}T entao as seguintes afirma

coes sao equivalentes:

1) 2(J) tem calibre m

i1) 2(J) e m-Baire

4. Espacos pseudo-m-compactos

Ao estudarmos fung¢oes continuas definidas em espa- .
cos Z( J) veremos que se o espaco for pseudo-m-compacto e
dependendo do contradomTnio da funcdo sera possivel concluir
se a funcao depende que uma quantidade menor ou igual a m de
coordenadas. Sendo assim vamos yer condig¢ces sob as quais
2(J) e pseudo-m-compacto bem como sua relacao com o fato de

ter m como calibre.

Teorema 37. - Se X = I Xt e pseudo-m-compacto e J & um
teT
&m

o-ideal sobre T tal que J > [T] , entao Z( J) e pseudo-

-m-compacto.

Demonstracao: - Seja (91)1Sm uma familia de abertos basicos
em X. Neste caso T, = R(') = {t | Ql = Xyl e finito qual-
quer i < m. Tomemos T* = k“JT1 , entao |T*| = m.

i<m

Como X e pseudo-m-compacto existe um ponto de acumulacao x*
i i
da familia de abertos ('), . Seja x = (xt)teT o ponto

assim definido
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= x; se t e T*
Xy
= et se t e T-T*

Entao x € s( J) e e de acumulacao da familia de abertos

i

(o n (7)) 0

i<m

Teorema 38 [Cf] - Seja X um expag¢o topologico, Se X tem ca-

1ibre compacto m, m 2 §<0 , entao X e pseudo-m~compacto.

Proposicdo 39. - Sejam m um cardinal infinito, cf(m) =§<0

Seja n > §§0. Se J o [T]gn entao £(J) < {0,1}T tem cali=-
bre compacto m.

~ : <M
Demonstracao: - Sejam J1 = [T]

denso em x(J) e I, tem calfbre compacto m, portanto

e % 11) =y . £, @

£( J) tem calibre compacto m.

Teorema 40, - Sejam m e p cardinais infinitos e =( 7) c{0,1)

onde J e um og-ideal J o [p]gn. As seguintes informacoes

sao equivalentes

(a) cf(m) = NO n==NO

(b) £(J) ndo e pseudo-m-compacto

(c) 5( J) nao tem calibre compacto m,

Demonstracao: -~ (a) == (b) Seja a seguinte fam{lia de aber-

tos nao vazios (Uk)k<=<o

U, = {x ¢ £(7) | x(n) = 1 para nsk} k< }QO
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Esta famflia & localmente finita em x(J). Seja x € z(J)
e escolhamos n tal que x(n) =0 e U = H%1({0}).

Observemos que

fk <w | UNU =0} = {0,1,.,0-1}

Logo =(J) nao e pseudo-fao-compacto, e portanto ndo € pseu-

do-m-compacto (de acordo com o teorema I 27).

(b) == (c) O teorema 38 mencionado acima garante a 1mplica-
¢ao.

(c) == (a) Como no caéo anterior mostraremos a fimplicacgao

provando que a negacao da segunda implica a negacao da pri-

meira. Vamos considerar tres casos:

Caso 1 - cf(m) > §§O . Existe uma familia de espacos compac
tos (Kn)n<xo tais que

1o = UJ K onde £, = z( J,) com J, = [p1° So

9 ngx, M 0 0 0

Sabemos que %, e denso em z(J ) qualquer que seja o o-1deal

J . Consideremos uma familia (Ug>g<m de abertos nao vazios

e definamos

Ay = (g <m | U, n K =0}

i g

Temos k“J A, = me como cf(m) > §{0 existe 1, tal que

Caso 2 - m = b%o e n > §{0 ; 0 teorema 12 garante que

5(J) tem o calibre compacto m = bio.
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Caso 3 - m > ‘\~0 , cf(m) = NO e n > NO . Tambeém segue

do teorema 12 que Z(J) tem calibre compacto m. O

5. m-compacidade

Esta claro que nao vamos nos preocupar com O caso
em que J = P{T) pois, nestas circunstancias £(J) & o pro-
prio espaco produto, que & compacto se os fatores também o

forem.

0 conceito de compacidade pode ser enfraquecido e
nossa ideia & verificar sob quais condi¢oes os espacos Z( J)

satisfazem a essas condicoes mais fracas.

Observemos que o conceito de compacidade pode ser
enfraquecido de diversas formas, a que usamos nos pareceu
mais conveniente ja que e fechada por produtos e pos subcon-

juntos fechados.

Precisamos apresentar algumas definicoes,

Definicao 41. - Seja X um espaco topologico. Um suconjunto

Y de X diz-se um conjunto Gm , m cardinal infinito, se Y for
a interseccao de uma familia de abertos nao vazios, de cardi
nalidade m. Vamos denota-lo por X(m) quando a topologia for

gerada pelos conjuntos Gm'
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Definicao 42. - Uma famT11a de conjuntos nao vazios A tem

propriedade da m-interseccao se toda subfamilia de A de car-

dinalidade m tem interseccdo nao vazia.

Definicao 43. - Um espaco X e dito m-compacto se para alguma

compatificacao BX de X , X & fechado em BX(m).

Consequencias da definicao;:

(a) Um espaco X & m-compacto se e somente se X & fecha-
do em gX(m) onde BX & o compactificado de Stone

Lech de X.

(b) Um subespéco fechado de um espa¢o m-compacto e

m-compacto.

(¢) Um produto de espa¢os m~-compactos .€ m-compacto

Aqui €& importante ressaltar uma das vantagens dessa
definicao de m-compacto. Quando m = §:1 obtemos a classe

dos espacos real compactos de Hewitt [GJ].

Precisamos, tambem, observar que um espa¢o X pode
ser m-compacto sem ser fechado em BX(m) para alguma compacti
ficacido BX de X. Um exemplo disto e o espaco discreto D,

D] =N, , que @ 5:1—compacto mas ndo & fechado em BD(N, ).

Vamos no que se segue determinar condicoes sobre os

o-ideais J tais que os espacos Z(J) < T X onde cada X
' teX . t

e compacto, sejam m-compatos.
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Teorema 44. - Seja (Xt)tET uma familia de espacos compactos.

Se m e tal que m* < n entdo para qualquer J < [T]ém temos

2( J) n-compacto.

Demonstracdo: - Para qualquer o-ideal 7 , X = T X e com-
teT

pactificado de Stone Xech de (J). Dado x € X~-2( 7) o con-

'

junto K = {t | X, # e} ndo & elemento de J, |[K] 2 m*. Para
cada t € K definimos o seguinte aberto
ut - r2V(u.) onde U, & aberto em X
& - b t t
tal que Xy € Ut e ey ¢ Ut
- :
Q = (ﬁ)u e G (considerando-se alguns abertos re
teK B
petidos, se necessario) e Q@ n 2(J) = 0.0
Teorema 45, - Seja (Xt)teT uma familia de espacos compactos.
se J > [T1*™ entdo z(J) ndo & m-compacto.
Demonstracao: - Vamos mostrar que £(J) & Gm~denso. Sejam

x € X-2(J ) e @ um conjunto Gm ao qual x pertence. Existe

uma familia de abertos basicos (U1)1<m tal que Q > {:1U1 ;

Para cada i, 1 <.m o sequinte subconjunto € finito,

R(U,) = (t | (U)y = X1
Logo Ik) R(U1)| =m 1isto @ no maximo para uma quantidade m

i<m
de coordenadas a interseccao nao coincide com o espaco todo,

portanto a interseccao @ n I(J) = 9,0

000
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CAPITULO III

NORMALIDADE DE ESPACOS DETERMINADOS POR o-IDEAIS

A normalidade de espa¢os produto tem sido objeto de
estudo pelas dificuldades que apresenta e que variam de caso

para caso.

Em 1959 Corson [C] iniciou o estudo de I-produtos
ja incluindo o estudo desta propriedade. Nesse trabalho in-
cluiu um resultado que estabelecia condigcoes sob as quaisi 0

L-produto € normal.

Na década de 70 Kombarov publicou uma série de arti
gos onde esfudou extensivamente a normalidade de espacos
s(J) determinando condi¢oes tanto sobre os fatores como so-
bre o g-ideal J para que £(J) satisfaca a propriedade aci

ma.

Em 1978 Broverman, Ginsburg e Tall [B] deram a ca -
. N
racterizacao de g-ideais J sobre§:1 tal que (7)) < {0,1} 1

seja normal.

Neste capftulo sdo estabelecidas condicoes sobre
o-ideais definidos sobre conjuntos T de cardinalidade > }{1

tais que os espacos £(J) «< {0,1}T sejam normais.

Também & feito um estudo das propriedades de L(7J ).
Esses espacos sao de bastante importancia ja que z(J) e ho -

meomorfo C{L(J )), como mostraremos posteriormente. Este re
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sultado generaliza um resultado de Corson [C] neste sentido.
Também determinaremos condicdes sob as quais poténcias de

L(J) sao normais.

1. Resultados preliminares

Nesta seccao vamos apresentar alguns dos resultados

mencionados acima e que serao usados na proxima seccao.

Observe-se que toda vez que falarmos r-produto esta
remos nos referindo a espacos £( J) onde J & o o-ideal cons

tituido das partes enumeraveis do conjunto de Tndices.

Teorema 1[C} - O z-produto de espacos métricos & normal.

0 teorema a seguir & devido a Kombarov [K3]. Na re
feréncia a demonstracao aparece de forma incompleta, prejudi
cando o entendimento da mesma. Vamos, por isso, apresenta-

-la aqui em todos os detalhes.

Teorema 2[K3] - Seja £(J) < 1 X onde J = (715" e sendo
teT
que cada Xt e compacto e de "tightness" nao superior a m.

Nestas condicoes r( J) e normal,

Na demonstracao do teorema vamos precisar dos se-

guintes lemas:
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Lema 3 [C] - Sejam H, e H, subconjuntos de um espaco topold

gico produto Y x M onde M & métrico, e suponhamos que U € :
uma cobertura aberta de M. Se H1 e H2 podem ser separa -
dos em Y x U para cada U € (, entao H1 e H2 podem ser se-

parados em ¥ x M.

Observacao: - 0 lema permanece verdadeiro se ao invés de M

metrico tivermos M paracompacto.

Lema 4 [K3] - Sejam p uma funcao continua de um espaco Z sobre um es-

paco Y paracompacto e sejam (FA)AEA uma familia de abertos de Y
e H = (Ht»teT uma cole¢ao de subconjuntos de Z que pode
ser separada em p'1(rx) para todo » € A. Entao para todo

conjunto fechado F < k?)FA existe um aberto U > F tal que H
XEA _

pode ser separado em p-1(U),

Demonstracao do teorema 2: - Seja (Xt)teT uma famTlia de es-

pacos compactos e tais que t(Xt) < m qualquer que seja t e T.

Suponhamos que H1 e H2 sdao subconjuntos de £(J ) que nao po

dem ser separados. Como £(J ) & denso no produto X = 1 Xt’
teT
H1 e H2 tambem nao podem ser separados em X.
Seja By um elemento arbitrario nio vazio de [T1%™,
Definamos
Yo = T X

e Pyt X — Y0 a projecao de X sobre YO' 0 compacto Y0 nao
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pode ser recoberto por abertos tais que H1 e H2 sao separa- -
dos por suas imagens inversas pela Po> isto pela observacao
que se segue ao lema 3. Existe portanto um ponto Xg € Y0
tal que qualquer vizinhanca aberta de x4, V, H, e Hs nao po-
dem ser separados em p61(V). Suponhamos agora que para todo
i <j < §§0 tenhamos um conjunto B, ¢ T tal que lB1| <m ,

Bk c Bi para k < 1. Seja

a projecao sobre onde Yi = IIXf e Yk = T Xt para

teB1 teBk

todo 1 < j seja X tal que qualquer que seja a vizinhanca
aberta de Xy v, H1 e H2 nio podem ser separadas em p;1(V).
Suponhamos ainda que p;(xi) = X, para k < {. Vamos constru
ir Bj e determinar um ponto Xj com as propriedades deseja-

das. Seja j = i1+1. Nao e diffcil ver que

xp e PylHy) nopy(Hy)

Pelo teorema I 22 sabemos que t(Yi) <m e portanto existem

M, ¢ H

i e N, <H ambos de cardinalidade £ m tais que

1 i 2

Denotemos P, = M, v N, . Sendo e = (et)teTo ponto base de

#(J) definimos o conjunto C1 como

Ci = {teT | Ix ¢ P1 tal que x, = el

Esta claro que |Ci! <m , e portanto o conjunto

também tem cardinalidade menor ou {gual a m,



50.

A projecao Py e fechada, portanto para todo conjun-
to aberto U 2 (pi)'1({x1}) existe uma vizinhanca V de X tal
que

(pH 1) e v
Sendo assim H1 e H2 nao podem ser separados em

(31 () = 3TV

e portanto nao podem ser separados em p31ﬂn 3(p31)ﬁp2)4(V)L

Entdo pelo lema 3 existe um ponto xj > Xy € (pj)‘1({x1}) tal

N

que se xj €V Xj e V & aberto, H1 e H2 nao podem ser sepa-

~r
.

rados em p31(V

Seja B = \\JB. . Obviamente a cardinalidade de B
=Y

& menor ou igual a me seja ye £(J) um ponto tal que

. & Fos i=0,1, ...
pJ(y) x; 1

Y = &4 te T-B
Uma vizinhanca arbitraria de y contém uma vizinhan-

ca da forma:

-1
U=p: (V) n (1me)
J teT ©
onde Qp Xt apenas para uma quantidade fihita de Tndices t.

Sabemos que

Xj e pj(Mj) n pj(Nj)

Sejam z' € Mj e z" « Nj tais que pj(z') €V e

pj(Z") e V. E facil ver que z

1
t
Portanto z' e z" estao em U. Isto

zy = e, para t € T-B.
e uma vizinhanca arbi-
traria de y intercepta Hy e Hy. Portanto H, e H, nao podem

ser fechados e disjuntos. [
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Fazendo-se uma analise da demonstracao do teorema
anterior observamos que uma prova inteiramente analoga se
aplica ao caso em que o g-1deal J e da forma J = [T]<m on
de m e um cardinal regular m 2 }% . 0 ponto onde poderia
aparecer alguma dificuldade € a construcao da famTlia
(Bi)i< N, Sendo m um cardinal regular basta comecar com
um conjunto B, arbitrario, |BOI <m e sera possTvel a cons
trucao dos outros conjuntos B1, 1 > 0, desde que seja manti-
da a condicao de compacidade pdra os fatores produto impondo
-se ainda que o "tightness" de cada um deles seja estritamen

te menor que m.

Na verdade ficou faltando "demonstrar" anormalidade
para J = [T]<m sendo m um cardinal singular e tal que

cf(m)

v

}h . E facil ver que a mesma demonstracao nao se a-
plica. Ainda que reduzindo ao caso de £(J) < {0,1}T nao
nos e possivel chegar a uma conclusao, Fica, portanto, a se
guinte questao:

T

Questdo - Sera que o espaco 2(J) < {0,1} onde 7J = [r1sm

com m singular e cf(m) z§<1 e normal?

0 proximo teorema da condic¢des necessarias e sufici
entes sobre um cg-ideal J sobreu\‘1 para que £(J) < {0,1} E
seja normal. F preciso observar que no artigo [B] onde apa-
rece o teorema da-se atencgdo ao caso em que um o-ideal sobre

}{1 e P(§§1), que @ o conjunto das partes de}§1.
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N
Teorema 5 [B] - Seja J um o-ideal sobre§<1 t(J) e {0,1} 1
No

) ou J = [§Q1J§ .

e normal se e somente se J = P(§§1

2. Condicoes necessarias a normalidade de z(7J )

0 objetivo desta sec¢ao €& caracterizar os o-1deais
sobre conjuntos T, T de cardinalidade maior que }:1,

tals que os espacos £( J) correspondentes sejam normais.,

No que se segue o conjunto de Tndices T sera consi-
derado como um cardinal sendo que este ultimo € o conjunto
dos ordinais menores que |T|. Lembrando que, sempre que 1is-
so nio ocorrer consideraremos a bijecdo de T sobre |T|,

Assim como em [B] vamos restingir nosso estudo a es

pacos £( J) contidos em {0,1}T.

0s proximos resultados serao utilizados na demons -

tracao do teorema 8.

Teorema 6 [G1] - Seja (X,) uma familia de espacos topologi
t tel -

cos e suponhamos que o subproduto n Xt e inﬁniUJparatom)tO.
. t= t
0

Entao uma condicdo necessaria e suficiente para que

g( m Xt) = I (BXt) ocorra & que o espaco produto X = T X
teT teT

seja pseudo-compacto.

t
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Dado um cardinal m, cf(m)>§i), entao m considerado
como ordinal, munido da topologia da ordem, e pseudo compac-
_to e sua compactificacdo de Stone Cech & o ordinal mil, Lem
brando que o produto de um pseudo-compacto por um compacto &

pseudo-compacto, o teorema 2 garante que:

B [mx (me1)] = (m+1) x (m+1) .

0 lema a sequir tem uma referencia de difTcil aces-
so. Sendo assim, achamos interessante incluir sua demonstra

cao.
Lema 7. - Seja dado um cardinal m, cf(m) >§<0 eme mil  S30
olhados como ordinais e munidos da topologia da ordem. Nes-

sas condicdes o espaco produto m x (m+1) nio & normal.

Demonstracao: - Consideremos os seguintes sub-conjuntos pro-

duto m x (m+1): F, = {(a,a) | @ <m} e F, =mx {m}

1
Esta claro que F1 e F2 sao fechados disjuhtos. Suponhamos,
por absurdo, que m x (m+1) & normal. Isto e equivalente a e

xistir uma funcao continua

fromx (me1) —> [0,1]
tal que f(F,) = {0} e f(F,) = {1} . Jd vimos, no entanto,

que:

Bl(mx (m+1)71 = (m+1) x (m+1)
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Sendo assim existe uma extensao continua de f, que vamos de-
notar por F e que & definida no espaco produto (m+1) x (m+1).
0 ponto (m,m) € simultaneamente aderente a F1'e F, em

(m+1) x (m+1), sendo portanto impossivel definir a funcgao F
em (m,m), como extensao da f. Isto contraria a hipotese de

que m x (m+1) seja normal. O

Estamos agora em condi¢coes de apresentar alguns re-

sultados obtidos.

Teorema 8. - Sejam m um cardinal, cf(m) >§§0 , € J um o-1deal
sobre m, J = J_. Suponhamos que existem Ae J com |A] = m
e Bemcom [B] =m e B ¢ J, e portanto m-A ¢ J. Suponha-

mos que %(J) < {0,13™, Nestas condicdes £(J) ndo & normal.

Demonstracao: - Seja A & J com |A| = |m-A| = m . Neste caso,

m-A ¢ J. Vamos definir as seguintes aplicagoes:

he (0,137 x (0, 13™ A —— (0, 1}",

(x,y) - > X Uy

Observemos que h & um homeomorfismo,

r (0,117 x (0,13 A —— (0,1)™-A

esta aplicacao e uma projecao sobre {D,1}m'A;

0 conjunto X, definido por:

X = m,(h 1 (z(1))
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contem o conjunto X0 descrito abaixo

Xg = (x ¢ (0,1 |t | x,=13]< m))

e nao contem o ponto cujas coordenadas sao todas iquais a 1.
Verifica-se facilmente a igualdade abaixo

A

0,1 x x = 12t = vz

que nos mostra o fato de que {0,1}A x X e £(J) sdo homeomor

fos.
Vamos definir o seqguinte homeomorfismo sobre a ima-
gem:
¢ mal > {0,137
onde
1 se B < o <m
((_b(oc))B = 10 se a £ B <m
1 se o = m

Com a observagao » feita no infcio da sec¢do vemos que @&
possivel imergir m+1 em {0,1}A e tambem em {0,1}m_A. Se-
jam r: m+l —> {0,1}A e s: mil —> {0,13™A homeomorfismos.
Assim, r(m+1) e s(m+1) sao subespacos fechados de {0,1}A e
{0,1}m'A respectivamente. Alem disso, temos que s(a) & X

para todo o < m, porém s(m) ¢ X, Portanto

s(m+1) n X = s(m)

e subespaco fechado de X. Temos portanto (m+1) x m 1imerso

em {0,1}A x X como subconjunto fechado. Ja vimos, pelo
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lema 7, que (m+1) x m nao € normal, consequentemente os es-

pacos {0,1}A x X e £(J) nao sao normais. O

Corolario 9. - Sejam m um cardinal infinito cf(m) >§§0 e J

-

um o-ideal sobre m, J = J_. Suponhamos que £(1) « {0,1}" &

normal. Se existir B e J com |B| = m entdo J = P(m).

Observacao 10. - 0 corolario 9 se mantem verdadeiro se ao in

vés de um cardinal m tivermos um conjunto de Tndices

Ts |T| >§§1 . Basta considerar a bijecao * mencionada no i-
nicio da seccgao. .

Observacao 11. - Dado J um o-1deal sobre T e S < T, S &7, a

familia de subconjuntos

Jg={las | 1e7}
e um o-ideal sobre S, como se pode verificar facilmente,
0 proximo teorema apresenta um importante resultado
neste capitulo, e que permite determinar o tipo de o-ideal J

tendo a informacdo que o espaco x(J) & normal.

Teorema 12, - Seja J um o-ideal sobre m. Suponhamos que

5(J7) < {0,1}™ & normal. Se A eJ e |A|] <m entdo qual-

quer B < m com |B| = |A] & tal que B e J,

Demonstracao: -~ Por absurdo, suponhamos que isso nao ocorra.
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Seja m, o menor cardinal tal que existe p, p < m, para o

qual existem subconjuntos A e B de m tendo ambos cardinalida
de p (sem perda de generalidade podemos supor cf(p) > #{0 )
e tais que A€ J e B ¢ J ., Definamos o O-ideal JAUB como
ficou indicado na observacao 11. Este o-ideal esta nas con-
dicoes do teorema 1, ja que m, € o menor cardinal com tal pro
priedade. De acordo com o referido teorema Z(JAUB). Por ou
tro lado Z(JAUB) e subespaco fechado de z(J), e sendo assih,

0 espago Z(J) nao pode ser normal. O

(22

(0,137

n

ConclusoOes: - Quando sabemos que um espaco x(J)

({2

normal, podemos concluir que o o-ideal J ou & J = P(T) ou
7= [T]<p. Se p & um cardinal sucessor, isto €, p = n;, te-:
remos J = [T]én. Comparando com os resultados da seccao 1,

vemos que o "problema" I(J) < {0,1}T e normal se e somente se es

taria totalmente resolvido se a questao colocada na referida

seccao tivesse sido resolvida.

Teorema 13. - Seja m um cardinal sinaular, cf(m) = p, escri-
to sob a forma m = z m; com §§0§ my < mMyee<omo, Suponha
i<p '
mos que Z(J) e T Xy com J = (711%™, se z(J) for p-paracom-
teT

pacto, entdo Z(J) e normal.

Observacao 14, - Vamos demonstrar posteriormente a implicacao

inversa, ficando no final com uma condicdo necessaria e sufi

ciente.
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Demonstracao: - Observemos inicialmente que £(J) = gz)Z(Ji)
p

§m1

onde 11 = [T] , qualquer { < p. Sejam F e’ G fechados dis

juntos de =(J). Para cada 1 < p , sejam:

F1 = F n Z(Ji) e G

j = G z2(3y)

dois fechados disjuntos de 2(11). Este U1timo espaco € nor-
mal, pelo teorema 2. Sendo assim, pode-se determinar aber -
tos disjuntos U1 e Vi contendo F1 o Gi respectivamente. Os

abertos Ui e V1 podem ser olhados como

u, = u

i n5(J,) , V, =V, n 2(11)

i i i i
onde Ui e Vi sao abertos disjuntos de £(J) uma vez que
Z(Ji) ¢ denso.em Z(J). Temos ainda que 51 nVy=Ugn V=9

para qualquer 1 < p., Como

Fe (Ju, e Gck{)Vi
i<p 1<p

e o espaco & p-paracompacto podemos achar um refiramento lo-

calmente finito de (u1)1<P a saber ((01.)1.<p tal que
F c k«Jwi =
i<p
Como (w1)1<p e lTocalmente finito \_)w. e¢ fechada e

i<p

G e 2(J) - \_)wi que & um aberto disjunto de W. O
i<p
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3. HNormalidade e m-paracompacidade

Vamos apresentar um resultado onde mostramos que es
pacos £(J) normais sao necessariamente m-paracompactos para

algum m.

No que ficou claro que o fato de £(J) ser normal im
plica em J = [T]<p , para algum p. Os proximos resultados;
lema 15 e teorema 16, sendo este devido a Morita [Mol,vao
nos permitir obter mais conclusoes envolvendo a normalidade

dos espacos £(J).

Lema 15. - Seja J = [T1°™ , onde m & um cardinal regular,

Se £(J)e T Xt onde para cada t ¢« T X, €& compacto e

teT
t(X) < m , entao cada n < m 2(J) x 1" & normal.

t

Esboco da demonstracao - Note-se que o espaco produto

5(7) % [0,11™ +também & um espaco de tipo £(rs1™ para um

conjunto S conveniente e o resultado seqgue do teorema 2.0

Teorema 16 [Mo] -~ Um espaco topologico X & m-paracompacto, se

e somente se X x Im € normal sendo I = [0,17.

Proposicao 17, - Seja J = [T]fm com m cardinal regular.

Seja x(J) ¢ ©m X, com X, compacto e t(X,) <m para qual-

teT
quer t € T, EntZo z(J) @ n-paracompacto qualquer que seja

¢)

n < m.



60,

Comentarios

Em espacos r(J) contidos em espacos produto compac-
tos normalidade e m-paracompacidade sao equivalentes em cer-
tos casos. Poderia ser uma sugestao para a questao ainda

sem resposta: Se J = [T1™ com cf(m) >§§0 (1) < {0,1}T e

normal?

Também €& importante notar que o "tightness" e a nor
malidade sdao equivalentes em certas situacoes, Um resultado
‘de Kombaroy de 1978 [K6] diz o seguinte: Se 7 = [TI1" e

(J) < HTXt onde cada X, e compacto sao equivalentes
te

t(g(J)) < m e x(J) € normal.

Algumas observacoes sobre normalidade coletiva e normalidade

hereditaria e pseudo-normalidade

Duas perguntas surgem de forma natural quando temos

um espac¢o normal:

- 0 espacc e hereditarijamente normal?

- 0 espaco & coletivamente normal?

Podemos fazer algumas consideracoes a respeito da
primeira e responder a segunda, de forma negativa, atraves

de um exemplo.

Kombaroy [K3] mostrou que se J-= [T];Em e

$(J) ¢ @ Xt onde cada Xt e compactoc e de "tightness" menor
teT
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ou igual a m. x(J) e coletivamente normal, Pode-se obser-
var pela demonstracao que resultado analogo vale se tivermos
7 =071 e t(Xt) <m , para todo t ¢ T, e sendo m um car-

dinal regular.

A segunda pergunta se resolve com a seguinte propo-

sicao:

Proposicao 18. - Seja J umo-ideal sobre T e =x(J) ¢ Xy
t T

onde cada Xt e Hausdorff e tem pelo menos dois pontos. Exis

te um subconjunto de £(J) que nao & normal,

N
Demonstracao: - Sendo J um o-ideal J ° JO = [T]g e Para
cada t seJa'yt = ey Denotemos por Yt = {et,yt} . Seja
Z(JO) < T Yy com e = (et)teT o mesmo. ponto base de

teT
(7). Z(JO) c 5(J). De acordo com Corson [C], se y* e Z(JO)

E(JO)-{y*} nao e normal, Isto @ =£(J) contém um subconjunto

que nao e normal, O

Em um trabalho de Miller [M], 1982, e introduzida

uma condicao mais fraca que a de normalidade - a pseudo-hormg

lTidade. Vamos. verificar que £(J) « {0,1}T e pseudo-normal
para qualquer o-ideal J sobre T.
Definicao 19. - Seja X um espaco topologico., Dizemos que X

& pseudo-noxmal se dados F e G fechados disjuntos [F| <N,

existem abertos U e V disjuntos contendo F e G respectivamente.
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Proposicao 20. - Seja Z(J) < {0,1}T onde J & um o-ideal so-

bre T. £(J) e pseudo-normal.

Demonstracdo: - Dado F < £(J), fechado e |F| = ><O pelo fa-

to de F estar contido em um subespago de Z(J) homeomorfo a
{0,1}I , 1 ¢ J concluimos que F & compacto e isto conclui a

demonstracao. O

Analisando a demonstracao desta proposicdao podemos

tirar o sequinte corolario:

Corolario 21. - Seja z(J) « {0,1}T onde J = [T1"™ com m

singular, m = y m, . Dados F e G fechados disjuntos,
i<cf(m)

com |F| £ m, para algum 1 < cf(m) entdo existem abertos

i
disjuntos U e V contendo F e G respectivamente,

4. Normalidade de potencias de L(J)

Definicdao 22. - Seja m um cardinal infinito. Definimos L(J)

como sendo o espaco topologico cujo suporte & m u {«}, Todos
os pontos de m sdo abertos e V e vizinhanca de = se e somen-

te se m-V € J onde J & um o-ideal sobre m,
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Estamos introduzindo um outro tipo de espacos topo-
16gicos. Neste caso a topologia & determinada por um
o-ideal. Precismos estabelecer a 1igacao entre espacos L(J)
e espacos £(J). Isto & feito por meio de uma proposicao que
generaliza um resultado de Corson [C]., Antes porém, vamos

apresentar duas definicoes.

Definicio 23. - Um espaco topologico X diz-se m-n-Lindelof ,

§<0§ n<m se dada uma cobertura aberta de X, de cardinali
dade m, @ possivel determinar subcobertura de cardinalidade
estritamente menor que n, Um espaco diz-se n-Lindelof se

for m-n-Lindel6f para todo m 2 n.

Definicao 24, - Unm espaco topologico diz-se n-discreto se to

do conjunto Gn ainda for aberto.

Proposicao 25, - Seja J um o-ideal sobrem, e 2(J) e T X
t<m

onde Xt =R , qualquer t < m, Nestas condigoes, Z(J) e home
omorfo a C(L(J)) = {f: L(J) — R | f & contTnua} munido da

topologia da convergéncia simples,

Demonstracao: - Suponhamos que CO(L(J)) denota o conjunto
das funcoes reais continuas que se anulam no o, Temos um ou
tro resultado que €: C(L(J)) & homeomorfo a CO(L(J)) x R.
Logo, £(J) xR & homeomorfo a C(L(J)) . Como m & cardinal
infinito, temos que £(J) xR & homeomorfo a Z(J), o que con-

clui a demonstracao.
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E bom observar que tambem Alas [A3] trabalha em re-
sultados semelhantes a proposicao anterior, restirngindo-se,

no entanto a o-ideais do tipo [T]Sm.

No caso de o-ideais particulares como por exemplo
7 = tm1*P concluimos facilmente que L(J) & g-Lindeldf para
qualquer q < p. Isto nos permite tirar alguns resultados
envolvendo a normalidade de poténcias de L(J). Para isto va
mos utilizar um resultado devido a Noble [N] e que aparece a

seguir.

Teorema 26 [N] - Seja X = I X, , |T] = n, tal que cada
teT

subproduto finito dos espac¢os Xt e normal.

(1) Se X @ n-N%-Linde15f entao X e normal,
(i1) Se X & normal existe S < T , tal que |T-S] 55:0 tal
Al
que T X, nubb-Lindelﬁf.
teS
Teorema 27 [N] - Seja S = T Xi sendo(Xi m-n-Lindeldf pa-

<N

ra cada i <§§0 . Se cada Xi e p-discreto para p < n e

X(Xi) =m entao X & m-n-Lindelof.

i

Seja J = [m]<p entao [L(J)] e normal se

N
0

Proposicao 28,

7N

e somente se i

Demonstracao; - A demonstracao e imediata se levarmos em con

ta os teoremas anteriores. 0O

000
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CAPITULO IV

'FUNCOES CONTINUAS DEFINIDAS EM x(J)

0 objetivo principal deste capitulo & o estudo de

funcdes continuas definidas em espacos z(J).

Assim como no casoc de espacos produtos tenta-se de-
terminar condicOes sejam sobre os fatores, sejam sobre os i-
deais que determinam o espaco, ou ambos, de forma que as fun
coes sejam determinadas por uma quantidade "minima" de Tndif
ces. Resultados como esses para produtos podem ser encontra

dos em Alas [AT’AZJ'

Resultados

Vamos estabelecer algumas notacoes antes de apresen

tar os resultados principais.

No que se segue, m denota um cardinal infinito.

Se X = I X, € o espaco produto, S e X e PecT
teT °©
a aplicacao

teP

€ a projecao. Vamos denotar I Xt abreviadamente por XP
te P
Observemos que nos casos em que S = £(J) e P e J esta

projecao e sobrejetora.
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0 proximo teorema €& muito interessante pois fornece
um resultado para espacos £(J) independente do ideal J. De

pendendo apenas das propriedades dos fatores e do espaco de

chegada da funcao continua.

Teorema 1. - Seja f: £(J) — Y uma aplicacdo contnua, on

de £(J) ¢ m X, = X . Suponhamos que w(X,) £ m, qualquer
teT '

t ¢ T. Suponhamos ainda que existe Q < £(J), denso e tal
que para todo y € f(Q) o pseudo-carater de Y em y naoémaior
que m. Nestas condicdes, existe P < T, |P| < m té] que se
Xx e y sao pontos em £(J) satisfazendo P*(x) = P*(y) entdo

f(x) = f(y).

Demonstracdo: - Para cada q € Q < £(J) existe T(q) T ,

|T(q)] = m , tal que se (T(q))*(x) = (T(q))*(q) para
x e £(J) , entdo f(x) = f(q).

Vamos definir, por inducao, uma sequencia
QysQys- > de subconjuntos de Q , onde |Qi| S m, 1=0,1,..,

e que satisfacam a condigao:

T*(Q

it i

) = TH(Q) (1)
onde

T(q) | (2)

TPQ )

j=0 quj

Seja Qg = {qo} onde q e um ponto arbitrario de

Q , e suponhamos que Qj , J < k ja tenha sido escolhido de
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modo a satisfazer (1). Para qualquer j, J $ k o conjunto T
definido em (2) tem cardinalidade < m, portanto, como

w(Tg(X)) < m seus subconjuntos TE(Z(J)) e T}(Q) tém bases
de cardinalidade ¢ m , portanto existe um subconjunto de Q
de mesma cardinalidade Qk tal que, a igualdade (1) vale pa

ra i=k-1.
Mostremos que o conjunto P = k_)Ti de cardinalidade
i=0

menor ou iqual a m satisfaz as condi¢coes do teorema, ou seja

Px(x) = P*(y) com x e y em £(J), entao f(x) = f(y).

Suponhamos, por absurdo, que isto nao ocorra e se-
jam U e V vizinhancas disjuntas de f(x) e f(y) respectivamen
te. Os conjuntos f'1(U) e f'1(V) sao vizinhancas de x e y
respectivament e portanto, contem vizinhancas da forma

u=zx(3)n mU, e v=2:(1)n mV,
teT teT

respectivamente, sendo que Ut = Vt para todo t e P.
Por (1) existe um ponto q = (qt)teT € k,)Qi tal que
i=1

q, € Uy = Vg para te P. Por (1) e (2) os pontos defini -

dos abaixo estao em £(J).

P*(z) = P*(w) = P*(q) (3)
(T-P)*(z) = (T-P)*(x) ; (T-P)*(w) = (T-P)*(y).
Observe-se que
(t |z, =ede ()] ap =edu (] xp = e} .
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0s dois conjuntos da direita estao em J portanto z € £(J).
Da mesma forma provamos que W € L(J), Temos por (3)

f(z) = f(q) = f(w) e como

zZ €W € f"1(U) e w eV c f'1(V)

Concluimos assim que U n V # @ absurdo.O

Corolario 2. - Seja f: £(J) — Y continua, onde

£(3) ¢ WX, , d(X,) £m qualquer t e T e Y & um espaco
teT
com p(yv,Y) £ m para qualquer y € Y, Entao existe um sub-

conjunto P de T, com cardinalidade £ m tal que se x e y sao

elementos de £(J) satisfazendo P*(x) = P*(y) entao -

Corolario 3. - Seja £(J) < T Xp = X onde. X € compacto

teT
para cada t € T. Neste caso, X & a compactificacao de

t

v . -
Stone Cech de £(J) , isto e X

]

B(Z(J)) , qualquer que se-

ja J um o-ideal sobre T,

Corolario 4. - Seja z(J) <« T X, =X tal que X )
teT t t )
Tychonoff para qualquer t e T, Suponhamos ainda que para to

do F e T, finito, @ Xt & Lindelof. Neste caso, X & a real
teT

compactificacao de Hewitt de z(J), isto & X = v(Z(J)) ,

qualquer que seja J um o-ideal sobre T.

Corolario 5. - Seja Z(J) < I Xy onde Xy € compacto para ca
teT -

da t € T. Entdo nao existe aplicacao perfeita de Z(J) em R,

qualquer que seja J o-ideal sobre T,
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A demonstracao do corolario decorre do teorema e

do seguinte lema:

Lema 6. - Uma aplicacdo perfeita f: X—— Y nao pode ser es-
tendida continuamente sobre qualquer espaco Hausdorff que

contenha X como subespac¢o denso,

Vamos agora, por meio de um exemplo, mostrar que o

teorema 1 nao pode ser melhorado,

Exemplo 7. - Sejam (X,t) um espa¢o topoldogico e x um ponto

arbitrario de X, Denotamos por V(x) o conjunto abaixo:

V(x) = {Ue 1| xe U},

Seja X =D x X onde D = {0,1} . Para cada S < X
(1)

denotamos por S o conjunto abafixo

s(T) 4y x s

Quando S = {x} , costumamos usar a notacao (i,x)
para {x}i. A topologia de X e determinada a partir do se=

guinte de vizinhancas {B(Z)}ZGX onde

B((0,x)) = {(0,x)}

8((1,x)) = ((v¢®) L a0y y(1)y

Vel (x)

Precisamos chamar a atencao sobre algumas proprieda

des do espaco X



70.

(1) X(O) e composto de pontos isolados

(11) X(1) e homeomorfo a X

(111) Se X for compacto X também o €, e neste caso,
A(O) u X(1) é compacto para qualquer A c X

(iv) Se A @ denso em X e X nao tem pontos 1solados entao
A(O) e denso em A(O)'u X(1).
Sejam agora D discreto |D| =m m 2 §<0 e

X = m D, onde |T| = 2" e D, = {0,1} qualquer t e T,

teT :
Seja Q um subconjunto denso de X, |Q| =m, Seja
{x1 | i < m} uma boa ordem de Q.

Q(O) o x{1) < g an

Consideremos o espag¢o Y =

aplicagao continua: (*) f: D x X —> Y assim definida

f(0,x) = x(1)
f(i+l,x) = ng) i< f:o

. (0) co N
f(j,x) = X iz §h .

Q(0)

e denso em Y, os fatores de D x I D, tem peso £ m
teT-
(0)

e os pontos de Q sao abertos em Y, Porém nao existe sub-
conjunto proprio P < T tal que P*(x) = P*(y) implique

f(x) = f(y).

Podemos, de forma inteiramente analoga construir
uma aplicagao continua definida num espaco do tipo que esta-

mos estudando. Inicialmente sejam £(J) < {0,1}T onde J e
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um o-ideal sobre T e M € %(J) um subconjunto denso. Conside

remos o espaco topoldgico discreto D onde |M| = |o].

Definimos o espaco Y como Y = M(O)u (Z(J))(1) , e a
aplicacdo f: D x £(J) — Y de maneira analoga a(x). Ja
vimos que esta aplicacao ndo depende de um subconjunto pro-

prio. A ilnica coisa que falta observar & que

D x =(J) = z(J")

sendo J' = {{d} v I | I e J} um ideal sobre T' = {d} u T e

X, = D. Assim

d

£(7') D x {0,137 .,

Podemos, com uma condi¢ao mais fraca do que aquela
imposta sobre o espaco Y, no teorema anterior, obter um re-
sultado sobre dependencia de func¢oes continuas de um subcon-

junto do conjunto de indices. Vamos estabelecer qual & esta

condicao.
Definicao 8. - Dado um espac¢o topologico Y dizemos que
m e AY(m e AY) se para qualquer familia (za)a<m em Y x Y-4,

existem um subconjunto cofinal A <m e uma vizinhanca aber-

ta G de Ay em Y x Y tal que

1]
=2

{z IaeA}nG_
(o}

({Zala e A} n@G

]
=2
~
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Observacao: - A classe mais importante de espacos Y satisfa-

zendo 3 propriedade acima m e AY (m e AY) sao espa¢os cuja
diagonal Ay e interseccao de uma quantidade menor que m,

de vizinhancas abertas (fechadas).

Ja foi definido em 126 o que & um espaco topologi
co pseudo-m-compacto, Podemos obter algumas informacoes so-

bre pseudo-m-compacidade.

Seja z(J) < m X, . Se x(J) & pseudo-m-compacto,

teT
entao T Xt pseudo-m-compacto pelo fato de I(J) ser denso
teT
m X.. Também no caso em que I X, € pseudo-m-compacto e
t t
teT teT

75 [T1°™ , entdo £(J) & pseudo-m-compacto.

- ] . v V . -
0 proximo teorema e devido a Husek [Hu] e vai ser u-

til na demonstracao do teorema 10.

Teorema 9 [Hul - Seja X um espaco pseudo-m-compacto tal que

c X c m X
teT

f depende de menos que m coordenadas,

e me AY. Se f: X — Y @ contana, entao

o b

0 proximo resultado e bastante interessante, pois
para espacos completamente regulares, que & o caso considera
do neste trabalho, estabelece uma equivalencia entre os fa-
tos de £(J) ser pseudo-m-compacto e de qualquer f: I(J)— R
depender de um subconjunto de Tndices de cardinalidade menor

do que m.
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Teorema 10. - Seja 2(J) = m X, e m cardinal regular. Cada
teT

uma das condicoes implica na seguinte:

(1) £(J) @ pseudo-m-compacto

(11) Se Y & um espa¢o topologico tal que m e AY , entao
qualquer func¢do continua f: £(J) — Y depende de

menos que m coordenadas,

(111) Qualquer funcao real contfnua depende de menos que

m coordenadas.

Alem do mais, quando J > [TJgm temos que (111) im-

plica (1).

Demonstracao: - 1) = i) esta implicacao & o conteddo do

teorema 9, devido a Hu¥ek. 1) => iii) .e imediata. Fica
faltando mostrar que 1iii) = i) sob a hipotese que
75 [T1%™. Vvamos mostrar, por absurdo, Se £(J) nido & pseu

do-m-compacto, o espag¢o produto X = I Xt também nao o e.
teT

Podemos supor, sem perda de generalidade, que existe tg tal

que X, nao e pseudo-m-compacto, Entao Xi contém uma fa-
0 0

milia de abertos, nao vazios, dois a dois disjunto de cardi-
nalidade m, a ‘saber: {Ua | « <m} , sem ponto de acumula-

cao. Para cada o < m sejam
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e ha: xa-——+-m uma funcao tambem continua e nao constante.

Entio, a funcao f(x) = ) ga(xt )h (x, ) onde x = (xa)a<m es
a<m 0 ,
ta bem definida, & continua e nao depende de menos que m coor

denadas mesmo quando restrita a £(J). O
0 seguinte resultado pode, facilmente ser demonstra
do como corolario do anterior, desde que sejam assumidos

Axioma de Martin e Hipotese do Contnuo.

Corolario 11. - (MA+1CH). Seja (xt)teT uma famT1ia de es-

pacos (completamente regulares) e tais que c(Xt) §:<0 qual -
quer t € T. Entao, para qualquer o-ideal J sobre T, as
funcoes continuas definidas em 2(J) a valores reais dependem

de uma quantidade enumeravel de coordenadas,

Demonstracdao: - Assumindo MA + 1CH temos X = T X, um espa
teT -

co ccc , isto e c(X) s§i), de acordo com o teorema I 11.

5(J) tambem & ccc , por ser denso, e e completamente regu-
lar por ser subespaco. Logo Z(J) @ pseudo—}%—compacto e
completamente regular., Pelo teorema 10, qualquer funcdo real
contTnua definida em £(J) a valores reais depende de uma

quantidade enumeravel de coordenadas, O

000
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APENDICE 1 - GRUPOS TOPOLOGICOS

Dada uma famTlia de grupos topologicos (Gt)tET , O
espaco produto G = I Gt tem uma estrutura (natural) de grd
teT -

po topologico. A operacao de grupo € definida por:

dados g = (gt)teT e g (gt':)t€T definimos

9-9" = (94 9¢)¢er
0 elemento neutro de G, e, com relacdo d operacao definida
acima e: e = (et)teT onde e, eo elemento neutro de Gt pa-

ra cada t € T.

Nestas condicoes, se considerarmos J um o-fdeal so-
bre T e £(J) € G tendo por ponto base o elemento neutro e o

espaco £(J) & subgrupo topologico de G,

E interessante observar algumas propriedades deste
particular tipo de grupo topologico. Para isso precisamos

de algumas definicoes.

Definicdo 1. - Um espaco topologico X & enumeravelmente com-
pacto se todo subconjunto infinito de X tem um ponto de

acumulacao.

Definicdo 2. - Um espag¢o topologico X e w-limitado se todo

subconjunto enumeravel de X tem fecho compacto.

Lema 3. - (a) Todo espago topologico w-limitado e enumeravel-
mente compacto (b) todo espago topologico enumeravelmente

compacto & pseudo-compacto.,
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Demonstra-se facilmente a seguinte proposigao:

Proposicao 3. - Seja £(J) < Gt' onde Gt € grupo topolo-
teT

gico compacto para cada t € T. Entdo z(J) € w-limitado.

Corolario 4. - Nas condicOes da proposicao 3, £(J) € enumera

velmente compacto e portanto £(J) €& pseudo-compacto,

Tem sido objeto de estudo a existencia de subgrupos
proprios, densos e pseudo-compactos contidos em um grupo to-

pologico G dado.

Fssa questao mencionada acima ainda permanece
em aberto mesmo em casos muito particulares, como G pseudo-
-compacto, ou mesmo G compacto. Natura]mente estamos supondo
w(q) >b§0 . Uma pergunta na mesma linha foi colocada por
van Douwen: sera que todo grupo topologico enumeravelmente
compacto tem um subgrupo proprio, denso e pseudo—compactq?
Comfort respondeu o problema de forma negativa.

Teorema 5 [Cf SP] - Seja (X uma familia de espacos nos

t)teT
_ , <N, i
quais cada ponto & um G, . Sejam J = [T] e e—(et)tET 0

ponto base de £(J). Se Y ¢ X < I(J) ¢ I Xt com Y enumera-
teT

velmente compacto e Gg denso em X, entao X =Y

No que se segue, 81 denota o circulo munido das

propriedades usuais algebricas e topologicas.
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N
Teorema 6[Cf SP] -Se J = [al® "e £(J) © (she , « >s\’0 .

Entao r(J) tem um subgrupo proprio denso e pseudo compacto,

A demonstracao deste teorema depende essencialmente

de certas propriedades algebricas de 51.

< N -
No entanto, se J = [a]® " temos um resultado analo

go desde que z£(J) esteja contido num produto de grupos topo-

logicos pseudo-compactos.

. N o '
Proposicao 7. - Se J ° [T]g ° e (Xt)teT e uma famTlia de
Z

grupos topologicos pseudo-compactos, entao £(J) < I Xt con
teT -

tém um subgrupo proprio pseudo compacto denso,

Definicio 8. - Dado um grupo topoldogico G = (G,t) dizemos

que t' & um refinamento de v se t' >t e (G,t') & um gru
po topoldogico. Dizemos ser um refinamento proprio no caso

de 1 e = serem distintas.

Uma, questao que tem sido frequentemente levantada,
& se um determinado grupo topologico tem um refinamento pro-

prio satisfazendo alguma propriedade adicional.

Somente para dar um exemplo, o seguinte problema
permanece em aberto: sera que todo grupo compacto
G, w(G) >§;0 , tem um refinamento proprio pseudo-compacto?
Também esta em aberto a mesma pergunta acima, so que se refe

rindo a um grupo topologico pseudo-compacto,
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0 proximo teorema [Cf SP] nos indica uma forma de

verificar se existe um tal refinamento,

Teorema 9[Cf SP] - Seja G um grupo topologico pseudo-compac-

to (G,t). Suponhamos que exista um homomorfismo h: G — K,
K compacto, |K| > 1 tal que H = graf h, e Gs-denso em G x K.
Entao G tem uma topologia de grupo pseudo-compacta estrita -

mente mais fina que T ,

Este teorema & essencial na demonstracao do proximo
com o qual poderemos tirar uma interessante conclusao a res-

peito de refinamentos da topologia habitual dos espacos z£(J).

Teorema 10 [Cf SP] - Seja K um grupo topologico compacto e G

< ~denso em Km no
™

sentido que G intersepta cada conjunto nao vazio da forma

um subgrupo de K™, onde m >b§0. Seja G, G

1€IU1 , onde U1 & aberto em K" qualquer que seja 1 € I e
e |1] = %%. Entio G tem um refinamento proprio pseudo-com-

pacto.

Observemos que no caso em que J > [m:lg'\1 e
5(7) « K™ , com K grupo topoldgico compacto, estamos em con-
dicoes de aplicar o teorema anterior e concluir sobre a exis

tencia de um refinamento proprio pseudo-compacto.

Outro aspecto interessante dos espagos de tipo £(J)
siao aqueles relacionados com generalizacoes de espacos de

Eberiein.
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Como ja foi dito no capTtulo I um espaco compacto X

T onde

& de Corson se & homeomorfo a um subespaco de Z(J) <R
N - -
J = [T]g 9 o & fortemente de Eberlein se e homeomorfo a um
N .
subespaco de £(J) < {0,1}T , J=1[T1°7°, Note-se que em am

bos os casos, os fatores sao grupos topologicos.

Alas e eu temos obtido alguns resultados nessa dire
cio; por exemplo, como consequéncia do teorema 2.3 de
G. Gruenhage [Gr] e da proposicao 2 de Pytkeev e Yakolev

[PY] tem-se que:

(1) "Se X & subgrupo compacto de I(J) « {0,1}T,

S'\0 o =4 o mual W
J = [T] , entao X e metrizavel,

(2) "Se X & subgrupo compacto de I(J) < {0,1}T onde
|T| < M* e 7= [T]gm entao w(X) s m,"

Este altimo resultado utiliza uma condi¢do extra da
Teoria dos Conjuntos, a saber 2m+ > 2™, Entretanto nao sa-
bemos se isso pode ser omitido; o resultado (1) a principio,
tambem foi provado com uma condicao semelhante, e, poste=

riormente, verificamos que pode ser omitida,

(3) "Se X & um subespaco compacto de I(J) < {0,1}T
¥ = [T]§m entao X & hereditariamente m-metalinde-
10f."

(4) "Se X & um subespaco compacto de Z(J) < {0,1}T .

entao kuJXn & um subgrupo o-compacto de Z(J).
n=1

Neste caso, ou esse subgrupo nao & de Baire, ou

ele e metrizavel,"
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APENDICE 2 - BOX-PRODUTOS

Como ja vimos, anteriormente, os espacos produto I X, tem
tEeT

sua topologia definida pelos abertos basicos @ = T 24 tais que
teT ‘

o conjunto R(Q) = {t | Q. S Xp o, 2 ‘aberto} e finito. Tanto
Kelley como Bourbaki consideram outros tipos de topologias sobre

o conjunto de pontos de I Xt , onde os abertos basicos Q sao
teT

tais que o conjunto R(Q) pode ser enumeravel, ter cardinalidade
maior que §:0e ate mesmo coincidir com o conjunto T. Este tipo de
topologia, mais fina que a topologia produto, costuma ser denomina

da de topologia box-produto.

Esta topologia raramente preserva outras propriedades elemen
tares, alem do fato que o box-produto de espacos completamente
regulares ainda o e.

—
"

Mo entanto, como observa M. E. Rudin; mesmo sendo uma "ma
topologia" ha interesse de estuda-la pelo fato de envolver a Teoria
dos Conjuntos de forma natural. Para exemplificar este fato, temos
os seguintes resultados devidos a Kunen e que estendem alguns de

M.E. Rudin:

(1) CH implica que o box-produto de uma quantidade enumeravel de
; Ng -
espacos compactos com peso menor ou igual a 2 ® & paracompac-

to.
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(2) MA implica que o box-produto de uma quantidade enumeravel
de espacos compactosde carater menor ou igual aﬁQO e para

compacto.

Esta interligacao entre box-produtos e Teoria dos Conjun-
tos fica mais clara com o estudo desses espacos, por exemplo no

seguinte resultado devido a van Douwen:

As sequintes condicoes sao equivalentes:

(a) CH S

(b)  ({0,1}% ),
2‘\‘0 N, N
(c) ({0,1} )J e normal onde 7 =0[2 ]

M\

paracompacto

Alem deste aspecto esta topologia apresenta um grande in-
teresse pois torna-se um contra-exemplo para aigumas conhecidas

conjecturas.

Vamos considerar uma situacao um pouco mais geral,definin
do 0o J-box-produto onde J & um o-ideal sobre um conjunto de in -

dices.

Definicao 1. - Sejam J um o-ideal sobre T e (Xt)teT uma familia

de espacos topologicos. Definimos o J-box-produto da familia

acima, denotado por ( I Xt)J , 0 espagco cujo suporte e o produ
teT '

to dos espacos acima, e cuja topo]ogia_é gerada pelos abertos e-

lementares Q = 1 Q. onde Q. < X, e aberto, qualquer t € T e
teT
{t | Qt # Xt} e J . Quando J = [T]<k dizemos que 0 espagco es-

ta munido da k-box-topologia.
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No caso particular de k-box-topologia existem alguns tra
balhos e especialmente um devido a Knight [Kn] que trata de pro
priedades basicas de box-produtos. Referente a propriedades to
pologicas basicas temos o seguinte resultado referente a J-box-:

-produto:

Teorema 2. - Sejam J um o-ideal sobre T e (Xt)teT uma familia

de espagos topologicos. Sejam x = (xt)tET um ponto de (thxt)J

e para cada t ¢ T , Ct e a componente conexa de Xy Nestas con-

dicdes a componente conexa de x em ( I Xt)J e dada por:
teT

(mcy), n (2)
teT t’7J 0’7
onde ZO tem por ponto base x.

A demonstracao deste e de outros resultados que vao ser
apresentados neste apendice serao omitidos, e oportunamente pu-
blicados ja que fazem parte de um trabalho que esta sendo desen-

volvido nessa linha.

Observacido 3. - Um fato que se observa facilmente e que se cada

espaco Xt , t ¢ T, tem mais de um ponto, entao o J-box-produto

da familia (X e tal que nenhum ponto e isolado.

t)teT
No que se refere a funcoes cardinais e condicoes de ca -

deia, alguns resultados foram obtidos.

0 exemplo a seguir mostra que no que se refere a funcoes
cardinais o comportamento de produtos e box-produtos pode ser

distinto.



83.

'\.0
Exemplo 4. - Sejam T um conjunto, |T| =2 e S e T, tal que
N
|s| = |T-5] = 2° Consideremos o o-ideal J sobre T gerado

por subconjuntos enumeraveis de T-S e subconjuntos quaisquer
de S. Seja (Xt)teT uma familia de espacos topologicos tais
que d(Xt) < }QOpara qualquer t € T, Sejam U e V abertos em

X = (thXt)J tais que U, = X, eV, = Xt para todo t € S. Se

existir t' e S tal que U, n V., =0 entaio UnV =0 . E ime-

| 1] ' "

diato que c(X) 2 2 = 2" > 2 . Consequentemente d(X) >2
No sentido inverso, no entanto, o resultado se assemelha

ao obtido no caso dos espacos produto:

Proposicao 5. - Seja X = ( T Xt)J um J-box produto com d(X)=m.
teT

Entao d(Xt) < m qualquer que seja t e T e |T| ¢ 2M

No que se refere a calibre de box-produtos podemos obter
um resultado desde que estejam satisfeitas as seguintes condi-

coes pelos cardinais regulares m,n e p:

Proposicao 6. - Séjam X = ( I Xt)J com |T| = p, J = (71" e
- teT :

w(X < m qualquer que seja t ¢ T. Suponhamos que A < X e para

¢
cada X € A existe um conjunto J = J(x) < T , |J| < m tal que

-

y € X e J*(y) = J*(x) implique .y € A. Nestas condicoes, m e

calibre para A.
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Uma outra condicao de cadeia que foi estudada para
J-box-produtos & a pseudo-m-compacidade. Referente a ela temos

o resultado:

Proposi¢ao 7. - Sejam (Xt)teT uma familia de espacos topologicos

<n 2 . = - -
e J c [T] um o-ideal com n << m. As afirmacoes a seguir sao e-

quivalentes:

(a) (1M X,) e pseudo-m-compacto
t’J
teT
(b) (1 Xt)J e pseudo-m-compacto, qualquer I € J.
tel
Notacao: - A notacao n<« m significa que n < m e que pq <m

sempre que p <m e q < n.

Diversas questoes podem ser colocadas para estes espacos
— determinacao das funcoes cardinais, verificar se funcoes con-
tinuas dependem de uma quantidade "pequena" de coordenadas. A-
1ém destas pode-se utilizar de tecnicas de Teoria dos Conjuntos
mais elaboradas a exemplo do que e feito por Roitman [Ro] onde
sio estudados box-produtos paracompactos em extensoes de

"forcing".

000
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