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Introdução

J. F. Colombeau, recentemente. introduziu a C-álgebra

das funções genera[izadas num aberto Q c ]R': (G(ç2)) , com o intui-

to de resolver o problema da multiplicação de distribuições e a -

p[icaçÕes à Física (ver [C-]]). Em G(Q) sabemos ca]cu]ar deriva

das parciais de qualquer ordem e, portanto, podemos definir, nata

ra].mente. funções ho].omorfas generalizadas (HG(n)) como sendo os

elementos f de G(ç2) tai-s que ãí = 0 (ver [C-2] e [CG-]]). Ao

contrario do que acontece com as distribuições, (onde a hipoelip-

tici.jade do operador ã garante que qualquer distribuição T tal

que iV = 0 é na verdade uma função analítica) exi.stem muitas

funções generalizadas g tais que 5g = 0 e que não são funções
ho].omorfas usuais. ' Logo, í?az sentido o estudo das funções bolo -

mortas generalizadas e é natural nos perguntarmos sobre a valida

de de resultados da teoria analÍti.ca clássica no contexto genera-

li.zado. Foi assim que em discussões com o meu orientador,

J. Aragona. surgi.u a i.déi.a de tentar demonstrar o Teorema de

Extensão de Hartogs para as funções holomorfas generali.zadas.

O nosso trabalho começa com uma apresentação da ãlgebra

G(Q) das funções generali-zadas. A ãlgebra que apresentamos, na

verdade. é a fusão da â]gebra que aparece em [C-3] com a ã]gebra

defi.ninfa em [A-]] e a uti]idade dessa modifi.cação justificaremos

no decorrer dessa introdução. O primei.ro problema que se coloca

é mostrar que o espaço das distribuições (22'(Q)) se identifica cg:
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nonicamente com um subespaço vetoria] de G(Q) . Em [S] tal fato

está demonstrado, com detalhes. utilizando a ãlgebra G+(Q) cons

truida através de um limite indutivo. O que fizemos, então, foi

definir uma ãlgebra Go(Q) por um limite induti.vo, seguindo os

passos da definição de G+(ç2) , verá.fi.canos que G'(Q) é isomorfa a
G(ç2) e aí demonstramos que l)'(O) ' Go(Q) de maneira análoga à

feita em [S] . Dentre as propriedades de G destacamos que G é um

feixe (ver [A-]] e [A-3]) . Tal propriedade é importante em cer-

tas partes da dissertação jã que nos permite a construção de fuB

ções generalizadas em ç2 a partir de definições locais.

O passo seguinte foi fazer um estudo das funções holomol

fas generalizadas. Um dos teoremas centrais que apresentamos ê

que toda função holomorfa generalizada. localmente, num certo
sentido, tem um representante ho]omorfo (ver [CG-]] , [C-2] , [A-3])

Com a âlgebra apresentada por J.F. Co]ombeau em [C-2] não foi po.g

sável a demonstração do Princípi.o do prol-ongamento Analítico

(p.P.A.) para as funções holomorfas generalizadas. Motivado

por esse problema, J. F. Colombeau apresenta uma nova ãlgebra em
[C-3] e dã uma i.déi.a para a demonstração do P.p.A. (ver Apêndi--

ce 5 de [C-3]). A partir dessa ideia tentamos demonstra-lo, mas
havi.a a necessi.dade de definir o pull-back de uma função genera-

lizada por uma aplicação C" (que J. Aragona havia obtido com a

ãlgebra apresentada em [A-]]) . Assim sendo. para obtermos a de-

monstração do P.P.A., surgiu a ideia de defi.nir uma ãlgebra de

funções generalizadas que é a fusão da á]gebra de [C-3] com a de

[A-2] . Cabe destacar ainda que a prova completa do P.P.A deu
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bastante trabalho jã que a Úni.ca indicação da mesma, disponível

na época (Apêndi.ce 5 de [C-3}) era bastante breve; mais tarde,

quando recebemos o "preprint" do artigo [C-G/2] verificamos que

a nossa demosntração do P.P.A é diferente em vários pontos da a
presentada no citado "preprint".

Para provarmos o Teorema de Extensão de Hartogs, tendo

o P.P.A. e observando a sua demonstração no caso clãssi-co, pre -

ci.samos do seguinte teorema de existênci.a de solução para a equg
ção ã , no sentido generalizado:

'Se g € G(0,1) (Cn) , n à 2 , com suporte compacto tal
que 5g =0 então existe uma única s C G(Cn)com suporte
compacto ta]. que ag = s."

No Teorema 4 de [AC-]] está demonstrado que para o caso n qual -

quer., o problema tem solução. O que fizemos foi mostrar que pa-

ra o caso n à 2 a solução é única e tem suporte compacto (que é

essenci.al para a demonstração do Hartogs)

Convem. destacar que todos os resultados de funções gg

neralizadas necessári.os para o nosso objetivo foram cuidadosamen

te demonstrados. Isto é, dentro da teoria das funções generaliza

das não existem pré-requisi.tos para a compreensão desta disserta

ção. No sentido clãssi.co uti.lizamos resultados, sendo dadas as

referências necessárias, de Funçêos Analíticas de uma variável,

Espaços Localmente Convexos, Teori.a das distribuições, Operadores

EIÍpti.cos e Hi.poelípticos e Formas Diferenci.ais Complexas.
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CAPITULO l

A ÁLGEBRA, G(Q)

Neste pri.melro capítulo, vamos defina-r a âlgebra das

funções genera[izadas, G(Q). Dentre os principais resu].Lados,

mostraremos que l)' (s2) se identifi.ca canonicamente com um subes-

paço de G (Q) e que G é um feixe

A ãlgebra G(ç2) difere um pouco da ãlgebra G:'(Q) defin.i

da eln [C--2] e [S]. Tai.s modificações foram introduzi-das para que

no capítulo 111, fosse possível a prova do princípio do prolonga
mento analítico

Ainda asse.m. muitas das demonstrações se fazem de ma-

nei.ra tota]mente' aná]oga as fei.tas em [S] e sempre que isso acon
tecer daremos [S]. como referência.

1.1 Definição

Notações a) Se @ C l) (]R'') e c > 0 defina.mos

q'e.x(X) : l +(-à:Z) . V x e ]Rn

Quando x:0 escrevemos +e em vez de qlc ,o

c=1 escrevemos .Px em ve.z de 91,x

y q € 11+ consi.detemos o conjunto

e quando

b)

Aq(n) {P C D (]Rn) @(x)dx e
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l x''" @(x)dx = 0

para todo i=(il'...,in) € Hntal que l$ jijSq},

ondexZ: =xll.... Xnn e lil:=il+.. . +i

c) Denotamos por Al:(n) o conljunto de todas as

Q e A.(n) que são si-métri.cas com relação a
n variáveis e satisfazem a identi.date

n r

a dimensão n está.ver fi.xada esclevereMos Al: em vez de AI

que Al;(1) = Aq(1)
Os conjuntos Al:(n) possuem as seguintes propriedades:

Os conjuntos Al:(n) são não vaza.os para q'1,2,

Para todo q e ]N+ a relação Ve À=(n) implica

I'e e Aq(n), V c > 0.

Aol(n) cAl;(n) ,vqew+ e r"l+A:(n)

'P(xl'...'xn) - TT
j EC]Rn'l(xj'e)de ,V (XI

l

S suas

/

É claro

(GI)

(G2)

(G3)

Prova (G[) Em [C-2] e em [S], foi construída +. C A.(1) e pa

ra o caso n = ]N+ , n : 2, tomamos

+ : ]Rn -.> ]R

que pertence a Aq(n).

Ainda temos que + é simétri.ca com relação às n varia.

, $(xl,''''xn) :+q(xl)...'bq(Xn) ,
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x í; ....? '*,,:«;';' x '.:'*''ÍTiil :ili=.ilha?;''''*.»*:-:".-:"'.:...'*«
(xj) 4' (x]., ,Xn) , V (xl,...,xn) € Rn

onde em (a) uti-lizainos o teorema de Fubini e em (b) l +q(xi)dxi-l.
V i= 1,...,n. Logo # € A=(n) , o que implica que

V n C ]N'e e V q € ]N'''

(G-2) Se @ € A:l(n) em [S], ]ema 1.1.3. esta provado

que +. € Ar.(n). Por outro lado, é claro que +c é simétrica nas
n variável.s jâ que @ o é e

l
n

C

(c)ll aÜ(e CX
]. ' n!'; (xl'....Xn) 3 ÃJ:..:..:«

E)de -( E: X l

'!'$ X )Ll;...-x'.-:*,,.-:;,«

$ ;- 1;....\..-:*:,.-:;'':
n
'n
j=i -i @(c'lxj'c'lE)dE€

j:].IÍEenn-l e(':j'e)de
0e

Em (c) utilizamos que © e em (d) a propri.edade

da integral de Lebesgue +(x)dx
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(G3) c Ao é imediatoq
í"'l Ae qqC]Nt

(provado em [S] , gema .[.1.4)
n

Seja Ç2 um aberto do ]Rn. Denotemos por E[Ao x Q ] a

ãlgebra complexa (operações ponto a ponto) de todas as funções

f: A?x Q '' a: tal que a função f(@,--) pertence a C"(n), V ©eA?

Oados (q',X) e A? x Q, definimos (aZf)'(q'.x):(aZf(-1'.-)) (x)
1 . 1 i l

onde a': ---a
''l '+n

a . ' . . . a ''

defina.r a aplicação

l

é um operador derivação. Com isso, podemos

3Z: E[A01 x S2] [A? x Q]

f .----.> 3Xf

É claro que a aplicação esta bem definida e é C-linear. E ainda,

para tal operador dóri.vação é fácil verificar as seguintes pro

priedades:

( j.) a z(f+cg) aif+caxg , v f,g x Q] e c e C

(ii) 3t (f.g)
i a 0a(x) a x Q]E[Aa g rlaa$i

onde se a:(al'....an) e i:(il''''.in) ,

"SJ''--'jSij'vlgjsn e(al)= i! ,

sendo a!:= a.!
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Definição 1.1.1 Um elemento f de

yçri.fico: g xçalipÊç pçppri:9óqgç

x ç2] ê dito MODERADO se

V KccQ e V al (operador derivação) ; N € ]N+ tal que

] r] C ]0,1] e c > 0 tais que

lalf(+crx)l g ccN , VxeK . Ve eJO,n[

Denotamos por

elementos moderados.

0
E [A x Q ] 0lM subconjunto de E[A? x Q] dos

Proposi.ção 1.1.1 a) gÇ az ê yn gpçrador derivação, então

a'Z(EM[AI x Q]) c EM[AI x Q]

b) EM[AI x Q] Ruma subã]gebra de E[AO x Q]

Prova Análoga ao Lema 1.3.4, pãg 36 de [S]

n
Notação: Denotamos por I' o conjunto de todas as funções crescen

tes a de ]N em ]R' tal que a(q) tende para + " quando q -+

Prooosição 1.1.2 .g9 (a i)ISiSn
de r g1ltão ! a: g min a. pertencem a I'

lsi$n '

Prova i.mediada

H
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DEFINIÇÃO 1.1.2 Um elemento f de EM[Ao x Q]
verá.fica a propriedade seguinte

é di.to NULO se

VKcc 9, V31(operadorderi-vação) ] Ne .IN+ ca el'

taisque Vq2N e 'b Cala(N), 'exi-steR e ]0,1]

e c > 0 tais que laia($crx).l $ ccãtq)-N
V x e K , V E C ]0,nt

Denotantos por N[Ao x Q] o subconjunto de EM[Ao x s2] de
todos os e].ementos nulos.

Observação 1.1.1 Devido a proposi-ção 1.1.2 (2) é fácil ver que

A/[Ao x Q] é um subespaço vetori.a] de EM[Ao x Q].

Desato: Se fegeN[ATxQ] e c6U queremospro

var que f+cg C A/ tala. x í2]

Dados [<ccQ e 3Z operador derivação i] al e ]' e

NleJN+ taisque VqàNI e'# 6Ao / ] nle]0/1] ecl> 0
tais aue

oh (q) -F].(*) jaxf(+c'x) l $ clc

e V e € ]0,nlr. Er ]

t:ais (lide V q z N2 e # e

e c2 > 0 tais que

V 'x K

I' ex2

0 eA1;,; ' 2

N2 e w

] o , ]. ]

+
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(**) lazg(+c'x) l

e V x C K

VÇ € ]0rT12[

De (+) e (++) temos que 3 N=max.{NI,N?} e

minÍalra2}taisque: V q Z N e +.C Al;.] n = minÍnlln2}
.=.ç.l .+ lclc2 t:aís que

laj (f+cg)(+c'x) 1= jazz(+c'x)+cazg(+e'x) l $

$ naif(.b.,x) l+lcljajg(+e,x) l $

$ cld l(q)'NI + lclc.2e (q)'N2 $

$ (cl + lclc2)ea (q)-N
[]

Denotamos por N[Ao x Q] o subconjunto dé EM[Ao x Q]
de todos os elementos nulos.

PROPOSIÇÃO 1.1.3 a) .gS 3Z Ã operador derivação então

a'(N [À\l x Q]) c N tA:l x Q]

x Q] é um ideal dç EM[Ào x Q]

Prova a) Tomemos ÍCA/]Ai) x ç2]. Dados KccQ e aj opera-
dor derivação. Aplicando a definição 1.1.2, para K e 83+Z temos

queexisteNC]N+ ea € 1' demodoqueparatodoqà N e

eA ] n e ]0,1] e c> 0 tais que



v lv a- t't'C / / /

a j +j. f (.} c ' x)

aj(aiÍ) (.be'X) l $ Cca (q)-N V x

donde segue que aif C N[Ao x Q

b) Tomemos

(a ] (a xf) ] l(+ ,x) (x)e

e

0f e N[A Q ]l e g e EM[Ao x. ç2]

dor dera.vação, como
l para

de modo

>e Cr/
]q ]

oaaos K ccsz e a opera

j C Wn tal que j $ i

ajfeN[AogQlaltão 3Njen+ e aje I'

que para todo q à Uj e

,l. #-s aO l .n /-s l/\ ll
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jajf($c'x) l $ cj é j(q)' , V x € K

Também ] Ü.i C ]Nt

tai-s que
de n\odo que V 4' e Aon ] rij C ]0,1]

e c. > 0

l az'Jg (+ e 'x)
N

K, V c e ] 0 , rl . [
]

Tomemos max
]$1

+Nli
mi.n a. e r
jsi ]

Logo para todo q à N

. + ' ": escolhemos min {TI. }n c = c.cej !j sj-
tai.s

que

aX(fg) (+ ,x)
jlj. (;) (ajÍ. 8z-jg) (+. ,x)

( aJf) ('p. ,x) . az'Jg (@c 'x)

e portanto

az(f.g)(+c'x) l$ .iÉZ(j)IPf('be'x) ljaz'jg(.be'x)
«

ca:j

'i'',;,
(q)-(N +Na jj

$
jE

Seca(q) -N . V x e K e c C ]0,n[

Logo fg
0 Xl Q]
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A ãlgebra complexa das funções generalizadas é então

definida por

x Q]

~ [«i * .]
G(Q)

Claramente G é uma ãlgebra complexa comutativa . associ-ati-va e
com elemento unidade

Daqui por diante denotaremos por OS2 : EM[AI x Q] -'' G (Q)
a aplicação quoci.ente

1. 2 As inclusões canónicas de C"(ÇZ) e 0 ' (Ç2 ) em G (ç2 )

PROPOSIÇÃO 1.2.1. C"(ç2) se identi.fica canonicamente com uma

subálgebra de G(Q)

Prova Para cada f e C"(Q) definimos

f (+ ,x) f(x)

É c]aro que f e EM[Ao x ç2], poi.s dado KccQ e õZ opg.

redor derivação,tomemos N=1. Então v + e A? , ] n =1 e c=llazíllK

tais que

ja 'f(@.,x) ce 't , V x C K e e e ]0,TT

Logo, podemos identificar C~(ç2) a uma subálgebra de
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G(Q) através da aplicação

G(Q)

-------------* o . (f )

C].altamente. 6 é um C-homomorfismo

6 é i.njetora. De :Fato, se

C"(Q)

f

6

Vamos mostrar então

que

6(f) : Õ (g) então OQ (f)

ousejar f- gCN[Ao x Q] e portanto, fixadoxCO r temos

que.para o operador identidade/existe N € ]N+ e a € 1' tais (]ue

vqzN e4)CA:r ]c>0 e RGjOr]] t:aisque

l(f-g)($e'x)l $ cea(q)-N V c €10,n[

Como a(q)-------> m existe qo à N tal que a(qo)-N > 0' F.{
q-+o

xemos 4' eA: . Logo, ; TI € ]0,1] e c > 0 tal que

l(f-g)(+e'x)l $ cc (qo)'N

a(q.)-N
ou seja. If(x)-g (x) l $ cc

ca(qo)-N :> 0 e .'. f(x) = g(x) . Tal raciocínio pode ser fei.to

y x e ç2 , o que implica que f-g

] 0,nCV e rr

, V c C ]o,TI [. Fazendo E -> 0r

[]

PROPOSIÇÃO 1. 2: 2. D ' (Q.)

espaço vetorial de G(Q)
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Prova Em [S], SX.4, esta provado que O'(Q) -> G*(Q) utilizan-

do-se a construção de G+(ç2) dada por limite indutivo. Aqui da-

remos o roteiro de construção por limite indutivo de uma ãlgebra

isomorfa a G(Q) e então mostraremos a inclusão l)'(n) -* G(Q) de
manei.ra análoga à D'(Q) -* G+(Q)

No roteiro que daremos abri.xo [D] denotarã definições

e [R] os resu]tados. As demonstraçõesde [R] se fazem de manei.ra

totalmente análoga às feitas em [S] , S1.4, com a]gumas exceções
quando .então faremos as demonstrações.

[ol] ([s], def. 1.1.7) X é o conjunto de todos os subconjuntos

de l)(]R'') x S2 que tem a seguinte propriedade

yKccQ ]N€1N+ tanque V+ eA:]n€10,1]
tal- que

{+.lO < Ç < n} x Kc X

X

[Rl] ([S], Lema 1.1.12) X é um conjunto dirigido com respeito à

relação D

[D2] ([S], def. 1.1.8) N(K) = menor dos índices N que sati.sfaz a

propriedade de [D.]]. Se + e A:(K) ; n(K,4') = supremo dos n
que satisfazem a propriedade de [D.]]

[D3] ( [S] def. ].].]O) X' U t-J ({+.lO < e < n(K.+)} x K)

+'": K)

[R2] ([S], Lema 1.1.12) X' e X , v x € x
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[D4] ( [S] . def. 1.1.13) E[X] {f e aXIV Kcc Q (R # 0) .V 'l'e

e V c com 0 < c < n(K,+); então

fK('bc'.) e C (R)}

Observe que fK('b..) ; f('b,.) IK.

0A N(K)

para cada X e x

[R3] ([S], Lema 1.1.15a) E[X] é uma subãlgebra de C'n

[R4] ([S],Lemas.]..15b) SeXTYC Xr xoY efCE[X] então

rlY e E]v]

[R5]([S], Lema 1.1.17)(X.(E[X].)XeX '(OYX)X=sY) é um sistema
induti.vo de ãlgebras, onde

oyx' f C E[X] '+ íIY C E[Y]

[D5] ( [S] , def. 1.1.18) E[Q]

ices

].im E
x€x

O:: E[X] -> E[S2] as aplicações canõn
À.

[D6]([S], def. 1.2.1) SefCE[X], XCX e(@/y) eX

(e .'. ; KccQ , 'b CAO(K) e c € ] 0,n(K.4')[ talqueq' ='bc e

yeR), definimos aZf(q',y):=aZtfK(p..)](y). Éclaro
ãZfeE[X']. Logo, se+ CE[Q] existe fC E[X] tal que

= o:l(í) e. então,. definimos a 'b : Oo.(ajf). (j-sto é,

a4ooÇ = ox.oaj-)

[D7] . ([S], def. 1.3.1) 9 e E]ç2] é di.to moderador se existent

X e X e f e E[X] com Oo(f) = Q verificando a propriedade seguinte
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v r.cc s// v d {operaaor aerzvaçao), ] N e ]N* ta].

que V @ C A: , ] n € ]0,1] e c > 0 tai.s que

(i)('be'x)eX',VxCK e VE:C10,n[

(i.i-) laZf(+c'x)l $ce'N , VxeK e veelo,nt

l

[R6]([S]/ Lema 1.3.4) EM]oj::ÍP CE]n]l+ émoderada} duma
subã[gebra de E[Q]

[D8]([S], def. 1.3.5). $ e E..[Q] é ditonulo seexistemXGX

e f e E[X] com OX(f) ; P verificando a propriedade seguinte

V KccQ,

tais que

tais que

(i) ($

(il-) l a

V a' (operador (derivação) ]-N e .N'e e a e I',

se q à N e + C All ,]n e ]o,]] e c >0

.,x) e

Zf ('be 'x) l

, V x € K e c € ]0,nt
$ ce:a (q)-N V x e K e c € ]0,ri[

[R7]([S], Lema 1.3.8a). A/n: .=ÍiP. e.EM[Q[l@ é nu].a} é ta] que
a"(A/n) c NÍZ' para cada operador derivação al

[R8] ([S], Lema 1.3.8b). A/n é um i.leal de EM[Q]

Go(Q): :
EM [Q ][D9] ([S] , def. 1.3.9)

te
A aplicação quocien

EM[Q] ------.> Go(Q) é denotado por qQo

[D10] ([S], def. 1.3.10). Se cego(Q) eg-qoo(g) então

a:g : q:(a''ê)

[R9] ( [S] , Teor. 1.5.2) A:l x Q e x e para todo g € Go(Q) exis
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te x Ç2]
0 (d) ctaJ- que O 0A xQl

EM[Q] '
0 0

(b) )(0qQg 0A XQl

[R10] E [A? x Q]

l000
E [A x Q]E[.A 0X lMl 0

A xQl
Q]

Se

(EM [Q ]
e

':?*.]:.[«?*.] , '-',;:
n0 0

----.Í!---'' EM [Ç2 ] ---!9..- G o (Q)[Rll] 0o: E [A x Q]l

Então

Logo,

(i) ker O=NíIA:' x Q](por(R10])

(ii) O é sobrejetora(porIR9] eIR10])

0
0 = NÍ [A Xl

0E x Ç2][A lM =

'' [«ql * -]
Go(S2) e .'. G (n) ; Go(S2)

Logo, basta mostrar que t)' (Q) '- Go(Q)

T e l)' (n ) ,

Fi.xemos

[Dll]

onde

( [S] , Lema 1. 4. 1)

XI : {(q'.x) C D(]Rn) x ÇZl@x € O(Q)} C X l

q'x ( X) P(À-x) , V X € 1R''

[R12]([S], Lemas 1.4.2 e 1.4.3) fT:(V',x) CXI' <T,@x

é ta[ que fT e E[Xl] e oX.(fT) C EM[Q]
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[R13] A ap]icação

iQ: T e Z)'(ç2)-b+ t e Eí]xi] O+ -oxl(fT) e EM[Q] 'G qo(o; (fl)) = GT eGO(ç2)

ê i.njetora. onde EM]xl] -ool' (EM[Q]) e o+l: ootIEM]xl]

Observação: Para a demonstração do resultado acima, utiliza-se o

segui.nte resultado (análogo ao lema 1.4.6, pâç. 52 de [S])

[R14] Se T C Z)'(Q) e O;. (fT) e Nn então T = 0

Faremos a demonstração de [R14] devido à di.ferença na

definição do i.leal.

Prova: Fi.xemos 'b e Z)(SZ). Para K = suPp+ , como O; (fT) C iNQ

então existe N c .N+ e a e I' tais que v q 2 N e $ e Al: ,
]n e ]0,1] e c > 0 tais que

(j-) ('b.,x) e X: / V x € K

(ii-) jazz,p('p.,x) l $ cea(q)-N

0 < <Ce n

, VxeK e 0<e<n

Como a(q) -----'"lqo à N tal que a(qo

então ]rlle]0rl] e cl>0 tai-sque

>
N. Fixemos @e A: '

lfT('pc'x)l - l<V.(#'c)x>1 - 1<V,+ x>1 $ clca(qo)'N ,

V x € K e c e ]0,n[

Mas pelo lema 1.4.7, pg 55, de [S] , segue que V +e ])(.ç2)
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l<T,+>1 = 1]..tm IÍK«v,q,c'x>'p(x)axl $

l«T,+lim >

e /xc -.>o J K
l@ (x) Idx $

a (q )-N0lim c El
KE -> 0
1+ (x)l dx : 0

jã que a (qo) N > O

Logo, <T,+> =0 , V$ el)(n) , dondesegueT=0.

[]

Observação 1.2.1 No próximo parágrafo definiremos feri.vação em

G(n). Mostraremos também que G . = aP(G.) , ou seja, dados. uma

distribuição Te um operador derivação aP . o correspondente de

aPT na inclusão l)' (Q) -'- G(Q) coincide com a função generalizada

obtida apli.bando-se aP ao correspondente de T na inclusão.

a T

1.3 Dera.vação em G(Q)

Considere o seguinte diagrama

'.[»? * ']

G (Q)

©H H lM

1..
G (Q)
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Podemos defina.r uma apli.cação 6: G(ç2) -.> G(Q) por

õ(osz(f)) - oQ(azÊ), onde :l e EM[Ao x Q]. Temos que :5 esta bem

defi-nada jâque se fe ge EM[Ao x Q] eOQ(f) =OQ(g) segue
que ii-g € A/[A: x Q] e pe]a proposição 1.1.3 a)

a l- (Ê-d x Q] e aiÊ-a:r c / [A? " n] ,

donde segue que oQ(ax=Ê) - oo(aze)
E é c]aro que 6 é (]:-].inear. Com estas notações temos a

seguinte definição:

DEI'lbllÇÃO 1.3.1 .gg f e G(Q) g 3z é um oner94or derivação,
então aif:;5(0.(f)) , gp:qç f é um representante de f

PROPOSIÇÃO 1.3.1 a) O diagrama

r.tAT * o]

J '-
G (Ç2) Q

0
r«tAi * n]

-z-- ,''
é comutativo

b) Se .f e g são elementos de G(Q) então

ax(f.g) = }(!)ajf.az'jg , QU sejavale a regra de
-'i < -i -l

Leibnitz pg!.g elementos de G (Q)
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Prova a) segue da defi.ni-ção

b) é anã]oga a observação da pg. 42 de [S]

[]

PROPOSIÇÃO 1.3.2 Se a denota o isomorfismo entre G(Q)

então o segui.nte di.agrama

a. . 01.
l

Go(Q) f

Z) ' (Q )

0 ' (Q ) l

G (Q)

1;,
G (Q)

(1 0 in

é comutativo, ou selar aS2oaP . aPoaQ' onde aS2 = a' oiQ

Para a demonstração da proposi-ção acima uti].izaremos os

dois lemas a segui-r :

LEMA.1.3.1 0 diagrama

G(Q )

G(9 )

a

a

Go(Q)

Go ( s2 )

ê comutativo

Prova Seja f C G(ç2) ] :Ê ' c.t»:l " '] tal que

f = O. (f) . Mâs .se , como o diagrama
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Q] O }=G (Ç2)

G(Q)

ê comutativa (ver [Rll]) , segue que

(aPocc)(f) =(aPoaoo.)(f) =(3Poo)(f)(g)(Oo3P)(;1)

0
X

) (f)= (3PoaoO
Q

.aP) (:Ê) - . (o(ao0 P) (Ê)o a
Q Q

(ao3P)(2) a (aP.os2)(f) = a(aPf)' =.(aoaP)(f) ,

sendo:

(a) 3Poo =(apodo)ooo]010](qooaP)ooo

qgo(aPoon)[n6]qno(onoaP) =(qQooQo)oaP = ooaP

(b) utilizamos a proposi-ção 1.3.1(a)

[]

l.Em 1.3.2 Para todo T € Z)' (Q) e todo operador derivação aP em
em .Rn temos

(fT)) - o: (faPT) C INQ

Prova Totalmente análoga ao teorema 1.4.5 Item 2 a de [S]

[]

ap ( ol?X l



ar quel bastaProv 3 demonstrlma

Onde e

- -n t'Avl:'-v+s--v +TvvHV hvAV +u

DÍ(Q) Q ) GO (Q)

0' (Ç2)' - > Go (Q)
'Q

mutativo

Mas se T e Z)' (Q)

(iS2oaP)(T) = j.n(aPv) = o(ox](fapT))(+) qQ(aP(ox].(fT)

(i=') aP(qQ(0X.(fT))) = aP(in(P)) =(apoia)(T)

m (+) uti-lizamos o lema 1.3.2 e em (++) que

(defi.feição [DI 0] )

aP aP

P 0q a oq
QQ

[]
Observação: Podemos escrever o resulado da proposição 1.3.2 do

seguinte modo:

aPG onde (T)GT l/TaPT Q
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1.4 G é um feixe

Sejam U e V abertos do ]R'' e V D U # © Definimos

'lí: '.[":1 * "]
f

'.[«i " u]
A

flu
/

onde flU(ü,x) : f(@,x) . É claro que a aplicação esta bem defin.i

da,é um C homomorfismo e que JIÍ(A]tAt x v]) c W[AI x u]
.lr \r A A

Para cada f C G(V), defina-mos JÚ(f) - oU(JU(f)) onde f
é um representante arbitrário de f. Observe que se g é outro re

presentante de f, então g-f e UtAIÍ x V] e, portanto,

(g-f) IU G hl]AT x U] , ou seja, çlU - ílU E iV[AT x U] , o que imp].L

ca que OU(JV(f)) = OU(JV(g)). Assim sendo, temos que JIÍ está
bem defi.ninfa e é um Q homomorfismo.

DEFINIÇÃO 1.4.1 Se UeV são abertos do ]Rn, Vaus 0e

f c c(v) ágil p ppçi q çpçç çp9 dç f g: u 291 ílu:=liX(í)

PROPOSIÇÃO 1.4.1 O seguinte diaarana

'.'«T * .:

'« 1

G(V)

[.[A? * U]

1 '-
G(U)4

é êomutativo
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Prova Se f
A

v] , (f)(0 oJU U
V

(f) )0 (aU U J (f) )(0U V

(J oO
U V (f)

U e V são conjuntos abertos de ]Rn tal aue

operador derivação arbi.trará.o em ]Rn. temos

[]
PROPOSIÇÃO 1.4.2
uinte sentido:

V DU # O e ax é

A

Se

um

(azf) lu ax(flu) , v f G G (V)

Ou ainda, i =vi oJaJ o aU U

Prova Seja f € G(V)

oV(f) . Mas

A . /'\

Logo, existe f C EM[AI x V] ta] que

(8zf) i=v f)u - J ( aU (5lÍa(azoov))(Í)(a)(Jvo(ovos z) ) (f)

((3:ooV) oaz)(f)(b)((oUoiV) oaj ) (f)

(ou'(ivoaj'))(í)(c)(ou'(az'üE))(í)

(( ou'az) 'ü:)(Í)(a)((aj-.oU) 'J:) (f)

i;:'''..,:,, .:Ê (l:' .;: ólÍ''o) (f)

3z ( íl u)

Onde em (a) prop. 1.3.1 (a); em (b)

1.4.1; em (c)

Érop. 1.3:1, (a)

Vl i
a J

UU v],

[]em (d) azoou
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'l'EORli:MA 1.4.1 G ' atisfaz as oropçieda
des

(FI) Se

f e G(Q) é ta].
n : (J Q{ , onde n: são abertos não vazios

ie.i ' '
[!!g fln{ .= 0, V i € 1 , então f=0.e

(P2) .gg Q =uO{, 99gS n; $ão abertos não vazios e
; f'qT + -A-

rie G(Qj.). Vi€1 talaue fj.binoj = Íjlninoj ' y(i,j) Clxl
ggB Qj. n oj #O entãoexiste fc G(ç2) tal aue fmi-í l

Prova

]

(FI) Seja f um representante de f .e G(Q)

Dados Kccç2 e az operador derivação. Da compacidade
n

de K existem il'...,in tal que K c u Oj.j e exi'ste .Pj e D (nij)
onde ,Q.. = Q

(1) @. à 0
l

n
(2) >1 p: $ 1

n

, VI $j Sn

(3) numa vi.z V de K, V c Q

* ç2 ij ''Pj(x) então @j 6 EM[A]. " nij]
Vlg j $ n(verproposição1.2.1). Como íl nij CA/[Ao x Oij] e
A/[À; XQlj] éumidea]então ÜJ'ílnij eA/[Ao xQj.j] rV]$j $n
Então, para cada j, tal que l $ j $ n existem N.i e a.i € F tai.s

queVqàNj e'bGAq]cj> 0 e rtj € ]0r]] detalinodoque

( #,x)

l az('b.flui.j)(4'e'x) l $ cje j(q)-Nj . v x e K n suPP 'pj
e e € ]0, 'b [
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Tomemos N = lmaxnÍNjj} e a : lmxnntajJ' Logo, V

8Ao , ] c:n max {c.} en = mi.n {n:leais que
q l$j$n J l$j$n J

airM:,,:)l(3)laj-(j>1.q'jí)('b''x)is j>llla: jl)(
v-x e V e c e ]o,n[
Como fo se x C i supp@.i

(+.,x) l : l
ljaz(+jílnij)(+ç'x)l se x e K flsuPPq'j

q à N e

,x)+ l

- J

Então

<

(q) -Nn a
l az:Ê (+ j ajx) l $ C .E c€

]E
(q) -N ., ., . K/

e V E: e ]0,n[

r'\.. nnn n -É /'q
/

(F2) 10 caso: ç21 é relativamente compactos V.i €1

Seja fi C EM[AI x Qi] um representante de fi' para CÂ

Éi.I's.nn:j - f:jl'j.noj

tal que nj. n nj # ©

(oi n nj)] . v j.,j ,c l

Tomemos agora (Bj.)iCI tal que
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(a)

(b)

(c)

(d)

Bj e C~ (Q)

suPP Íii c Ç2 j.
V z e Q existe uma vizi.nhança w de z onde apenas

um número finito de í3: 's são não zero

>l B: : l emQ
iel '

Observe que uma família(Bi)j.€1 sati-sfazendo(a),(b),
(c) e (d) é uma partição da unidade subordinada ao recobrimento

{niiiei' Para provar a sua exi.stência, ver teorema 6.11, pãg.
307 de [G]

Defi.nimos então

Ê: «? * .
(@,x)

-> c

iC:B i (*) fi ( q' , x)

Observe que f esta bem defina-da devido a propri.edade

(c) e se convencionarmos que B.i(x)f.i('P.x) : 0, V
V x e l suPP B:v a-

Sobre a função f mostraremos que

(1)

(2)

f € EM[AI x Q]

rlszi. - í: Q]

(1) Devido a propriedade (c) é claro que f(q',.) e C"(Q),

V + e A? f ou seja, que f € CIA:l x Q].
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E dados Kccs2 e 3a operador derivação seja w um aberto

tal qüe K c wc w cc S2. Da compacidade de w e da propriedade (c)

existe um conjunto finito de índices ].' c l tal que

(+) V j. € 1\l l

Para cada j e ]', como BJ'íj eEM[AI x nj] exi'ste Nj € 1Ea+

ta[queV+CAS ] r]j C10,1] ecj > 0 taisque

(+ +) f. )a" ( B ]

-N.
(+c'x) l $ cje suPP Íà -i n K

e V c e ]0,rl j (observe que K ÍI supp í34 ccQú por (b))1 1

Mas, convencionámos que Bj(x)íj(@.x) - o. V x € 1supp Bj
Ü C A? e .'. a últi.ma desigualdade vale V x € K

Logo, ]N=maxINj} talquev+eA:ln=mintnj} e

r

V

c = max {c.}.lx'l ,
jci' ]

onde ll' l é o número de índices que ocorrem em I', calque

(+c'x) IS jài' laa(Bjfj)(4'c'x) l(s)jei'cj:'nj

$ 1i'jmax {c.i}.c-N : ce'N .
jcxl ' ]

e V c:C ]0,n[

]

(+ + +)

E ;'el'

V x e K

Onde em (Ã) utilizamos (++) e a observação que a sucede (ou seja.

que a desigualdade (++) vale V x C K)
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Mas de (t) temos que

la'f(@,x) l iCI

e

jaaf(4'c'x) l - l

aa(6i'fi) (».x) l , -V x C w
Ge

0e >

«+ € À?

de(+++), ] N > 0 tal queV$ eAo , ] n e]0,1]

tais que

iGllaa(Bife) ('bCTX) l $ cc'N . V X e K

e V c e ]0,n[.

(2) Fixemos ie 1. Dados KccQi e 3P operador derivação

Seja w aberto tal que KC w c wccQi' De (c) e da compaci-dade

dew existel', ll'l finita. talqueiel' e

Logo

f (+ ,x) (x) íj (@,x) + Bi(x) fi(q' .x}

(IH l .j(x)fjOP'*) jez' j(x)fj.(q',x)
j#i ]# l

(x) (fj - fj.) (+,x) . v + e A? , v x e w.

(a última igual.dade faz sentido se convencionarmos que

B.i(x).(fi-fi)(V,x) : 0 , y x 4 suPPBj ' v l$ j $ n)
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Se j € 1'

Bjlw = 0. Logo.

então F,-

(+) (f-fl ) ( ü,x) (x)(fj-fi)(@,x) , V + € Ai, Vx € w,

onde I" = {j e I' Q ji

C'm', B:j

j e 1" existe Nj

b e ]o,]] e cj '0

0
(fq-fl) € N [A X

l ni n nj] l V j e 1" , para cada
tai.s que V q : Nj e V + € A:

tais que

jaB(Bj(fj-fi))('be'x) l g cj'caj(q)'nj

V x C suPP BI ÍI K l V

Na verdade. como li.i(f-i

c C ]0,rt j

: Ê::i C;U
[ (jâ que supp B l

PP 13-i : 0í temos que

f] KccQ j i)

laB (B-j(Íj-Íi)) (4'C'X) l $ c:jca.j(q)-Nj(t +)

V x C K . V c € ]

Deste modo, max {N.}
jci" ]

a= min {a .}e
3

tal que

V q à N
0

}mine iq

max
jCJ''

tai.s que
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l aB (i-ij..)
Bx) l($ (fq-f ) )a

! le jcx"
(+ )
= 1 > a' (s (+c 'x) l $

jii" laB(B j(;lj-Êi))(+. ,x) 1( s )

(++) E aj(q)-Nj a(q)-Njê.[" J

V calo,R[, Vx6K. Logo, devidoa(1) e(2) , se feG(ÇZ) é

a classe de f então f.é a solução do problema

2e caso: Os Qj não são necessariamente relata.vamente compactos

Neste caso, para cada ie 1. exi.saem (Qij )je:IN ' aber

tos relata.valente compactos tal que oi - UQ j.j

U Unia e que se íij = íilOij en-E claro que
tão

l nij n ekt : íktlnij n nkz

sempre que nij n Qkl # 0 (jã que nj.j n Qklcnj. n Qk)' Usamos,

então, o le caso para os abertos ç2jl e para as funções generali.

zadas fi.i e concluímos que exi.ste f € G(Q) tal que

Ílni.j :Íi.j -Íj.Inij ' V(i,j) el xW

Como Qi = UOil ' V l € 1 por (FI) segue que ílni. : fi ' viel

[]

V € 1UQ
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DEFINIÇÃO 1.4.2 Seja Q um aberto de Cn e f e G(Q). A união de

todos os abertos U c Q tal gyg ílU = 0 é o maior aberto de Ç2 em

lue f se anula. O seu complemento é, por definição, o suporte

de f, quç gçpgtaççygg pgE supp(f)

Observação: A definição faz sentido devido ao teorema 1.4.1,

(FI)

1.5 Composição com Aplicações C"

Queremos definir para cada f e G(çi2) r onde ç22 é um a'

berro de ]R'' , uma função generalizada u+f € G(nl), sendo QI um
aberto de ]Rm e U € C"(QI,]Rn) satisfazendo a condição

U(QI) c S)2' Tal &'peração (pull--back) sela necessária na de-
monstração do Princípio do Prolongamento Anal-ético (ver 111.6)

Também é i.mportante para o estudo da equação ã para forlnasdifÊ

renciais genera[izadas sobre domínios de Range (ver [A-]])

FBQPO$iÇÃQ 1.5.1 Eqrp toda m,n C IBg'v SXj:pÇç plqq:gp!+çqçqg

i;l: A:l (m) -' À:l(n)
tal que

a.) ll:(A;(m»c A:(n). Dará todo q C W+

b)(in(q'))c : lm(9e) oaratodo@ eASI(m) ec > 0



para todo p e-w

d) 11: ê a aplicação i.dentida4R qq A.?(m)

Prova Obs.: Nesta proposição nas passagens em que apa

(+) indica que o teorema de Fubini esta sendo utilizado.

Para cada m > 1 e n € ]N+ , defi.ni.mos

il:: @ e AT(m) -' lm(Q) € Ao(n) pela fórmula

11 /

ll:(q')(xt'''',Xn) ' j-llEC]Rm'l'P(xj'e)dE- , V(xl'-',xn)C

Se m=1, in(q')(xl'''',Xn) : l.I'P(xj)
Observe que supp(lm(+)) c (lrl(supp+))n

«.: ]R"- -R ,

(xl' . . . ,xm) ----' xl

e que por derivação sob o sinal de i-ntegração (m > 1),

il:@ C C"t.Rn). Logo lm$ e Z)(n.n). Assim. se mostrarmos (a)
.'í.-'....n. ..... .rlTI ..r=. x.. J..c'=...-3n

+

tece /

onde/

tam

em e n

m
: 1c) In.lm

P n

]Rn
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(a) Seja 0p e A (m)q

(1 ) m >

(i) ml (q') (x lnn:R

(+)
,Xn)dx

':' J.«IX l;.../'*,,;,.:l '*:....*«

n
'n

Rm- ]. (xj ' € ) de dxj

(+)
(r) )dn l

(ii) mi lX (+ ) (x) dx 0 v i €nn]R
]w*, lj-l $ q

Fixemos
( j.]. , ,in) tal que lil $ q , então

l(+) li XlX (Q) (x)dx ln n]Rn]R

i n

j:ileemm-l (xj'e)dEdxl

X l .*l' Í:... :«'*,,:'':'*, : X l.:ÍI..-:*l'« .*,,;'':'*j':'.

Onde em (A) usamos o teorema de Fubi.ni e que

.F l.:

lltm j3'P (xj'e)dEdxj - 0

jãque i.i s lil $q e que +cA:l(m)



É c].aro que (il:) (q') é simétrica e
as n variáveis

(iv) : :lyl neRn-llm('P) (xj'n)dn(++)

' X l...-: IÍ;i..:"'*;,;,« E'Í; . :" '-*,:'«I'« ':'

':' XJ:..-: "'*:,:,« E l:í:....:" '-*,;''''-k
(+++)lm(.b)(xl'...,Xn).l- lm(#)(xl'...,Xn) ,

onde utilizamos em (++) a definição

(+ + +)

(iii) relaçãom

(++

em

defi.nação de l"'vn$ (o ) do e a m

(2)
f . (+)r n

(i) IÍ i:l.(Ü)(XI'-''xn)dxl:JI n (xj)dxl-'dxn

: 1@(x )dx
j jj=i

(ii) Se i C Wn e lias q então

l *jiiop) ooa*(:) J *i: .x::ly;'p(xj)d"i-.a". : 'Ü J xjj+(xj)dxj
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jã que il $ 1i.l $ q
0 ( ].)
q

(iii) É claro que s imétrica em relação as suas

n variáveis

'"' .üí.:l.=.'**,',«':'
n ].n

J[[q' (xk?J]. 'P(ç:j )de l
. P

den.l

n n-l r n .11 Jlnlf ll q

A"'**'gl."';,'';, :A"'**' : :á'"''*:,...,*.'

(b) (1) m > l

Tomemos Q eA:l (m) (XI'....Xn) C Rn

(il:(q') )e (x) $:='"''f' :' Al;....{''

' ÍeeJR 'P6'lxj'''e)dE
n
'n
j l .p(e'lxj 'e 'le )de

n
'n
j

Q (xHBm-l
Ê;) dE i;l( q'.)

(2)

.L(1:1 (1') ) ( e'lx)
n

C

nl
-ÍT .p(e'lx.i)]n

C(V) ) . (x)

n

x".'",'
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(c) Seja @ € A? (m)
e x C ]RP

(1) l

(i;'z:l) ('p ) (x) X:(i;l(q')) (x) -lÜil Rn-l n('P) (xj'e)de

t
j

n-l,

iÍl:.-: « '*, , -' '«EI.Epl'"l
d€

XJ...«-
, n-l , .p/ ii'.tf -.P

: «'*: .. ''- ;..«-: =1'::b=!''':

':'&{..
q=.} f f (A)ll'.L / r \u

©(xj ' n)dnlç::l l:iK.Jnelnm't(.ek'n)anatk :

:i'tl.emm-t :i' a«.l
(x) , v x e ]P'

'« ' -;-; -- J.J...«-{ k'''''':k
1 , ,n-l

(2) l , n > l

($) (x)
i;(Zi(0)) (x) : IÚI eeJRn-lln(:1') (xj'e)de

.P. f ltJ: (+)

À{....:H "' ,' ' "'*,'. ;
(+ ) "':'*,.:*'!'Ê" '*,, :

l(1 (@ ) ) (x)
P
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onde em (A) usamos que l @(e ) d €;n. jã que @ € A?(1)

(3) m > 1 , n l

(iioi:l) (+ ) (x)
l ml (@) (x: )(1l (@ ) ) ll ]j

(x)

r
(1 (@ ) ),e ) deP (x j Pm lj=l €€n

(x)

(4)

utili.zango (d) que sela provado a segui-r temos l;?z:l

(d) Seja Ü € A? (m)

( ]. ) l

i:l(#' ) (x)

r
'n @

m lEcm
(xi'e)d€1 (A).P (x) , V x C ]Rm

e
il: (@ ) P

Em (A) usamos a definição de AI(m)

(2)

(Q) (x) © (x), V x € ]Rm e

[]
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Agora fixemos m,n e ]N+. SeQlc :IRm e Q2c ]Rn são
m YI ' -

dois conjuntos abertos e ueC (S21;JR'') com H(ç21) c Q2 ' então

para todo f € EM[AO(n) x Q2] podemos considerar a função

U+f:(+.x) e A?(m) x QI ' f(lm(V).,u(x)) € a

Com estas notações temos o seguinte

LEPra 1. 5. 1 (1)
n Í-\

U+f e EM[AI (m) x Ql]

(2) .gS flrf2 e EM[Ao(m) x Q2] g fl-f2 eN[Ao(n) x Q2]

então P+fl -utf2 € N[Ao (m) x ÇZl]

Prova Seja K um compacto de QI e aP operador derivação em ltm,

então L = utK) é um subconjunto compacto de Q2

N C W+ tal que para todo +eA:(n) existe noe ]0,1] e co)'' 0
taisquepara todo operador derivação ai sobre ]Rn com lil $ 1plr
temos

l azf ( q'c,y) l

sempre que y C L e 0 < e < r)O"

Mas u = (u., ,Un) e
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(+ +) aP(u+f)(+,x) = aP(f(lm(.}).,.)OU)(x)

0'<1 j.ISlpl(lm(+),u(x)).Uj.(x) ,

onde em Uj aparecem produtos e somas de expressões do tipo

crus f 0 $ 1rl s lpl e s-lr...,n .

Logo, V + € ;LS(m), como Zl:(+) e ;e(n) então por (+)

cl > 0 e n C ]0,1] tal..que

la jf ( (1= (4' ) )c 'u (x) l la jÉ'(in (+e ) .u (x) ) l

V c C ]0,n [, V x C K , v lj.l $ 1pl

Conclusão: dado KccQI e aP operador derivação
] NeJNt ta[que V@ eAsl , ] n C]O,]] e c=c'.c..a ,

(onde a = n9 de multa--índices i, com 0 < 1 i.lslpl e cl :0maxl$1plluj-llK)

C C C ae l0

tais que
( ''; + )

laP(u+Ê)(+..x)I'$ : ..} . 1azÊ(lm(+c),u(x)).Ui(x)l S
o< 1 i l$ 1pl

$ coc'Ncl'a = cc'N

VxeK e V e€10,rl[ e .'.U+fCEM[AI(m)xQl]

(2) Do fato que fl f2 .C N [AI(n). x Q2] segue que

(+) ] N C W+ a €e

0Q e A (n) , ] .
qtai.sque v.q à N e +e A:(n) , ] c.:> 0 e rlo € ]0,1] taisque

para todo operador dera-vaçã0 3Z tal que lil $ 1pl , temos que
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laX(ft-f2)('#e,y)l $ coect(q)'N Vy e L e VeE ]0,not

Mas u.L'''''Pn) então

aP(u+ (fl-f2) ) ($ ,x) f- (ap(f 2l (l= ('b ) . . )OU ) (x)

l i-lslpl(íl'í2)(il:(+).u(x)).ui(x),

sendo UI como em (1)

Logo, dado aP operador derivação e K ccnl r ] N e:El+ tal
que V q Z N e v+ e Al;(m), temos que i=('}) e Al;(n) e .'. por (t)

] c' > 00 e T] C ]0,1]
tai.s que

(+tt) l(a z(íl-í2))((il:($))c 'u(x) ) (aZ(ft-f2))(Zl:('bc),u(x)) l $

(q) -N ,

V x € K , V e e ]0,n[ e v 0 < lil $ 1pl

Deste modo, V q à N e V + C Al:(m), tomemos TI e ]0,1]
onde a é o n'? de multa--índices i, com o < lil $ 1pl e

cl : 0<max$1plllUillK / o que implica que,
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(aP(u+(:Ê]-:Ê2))(+.,x) l('*)0. l S. l$ 1pll(ai(Ê].-Ê2))(l;l(+e) 'u(x)).Ui.(x) l$

(+++)cl'a.cOCa(q)'N : cea(q)-N

VxeK. V ee]0.Q[ e.'. u+(fl)-u+(f2) eÀ/[AI(m)x Ql]
A

[]

Tendo provado o lema anterior podemos dar a seguinte

definição:

DEFJIN[ÇAO 1.5.1 Se-]am Q. c ]]im 9 Q. c J]f dois conjuntos aber-

tos e HCC"(Q.;JR'') Çal que U(Q.) cQ.. Para toda feG(Q.) de-
.L .L Z. Z.

notamos oor p+f a classe em G(QI) de u+f C EM[AI(m) x Ql], onde
f € EM[AI(n) x Q2] é um representante.arbi.trári.o de f

00o





CAPÍTULO ll

A ÁLGEBRA ê. VALOR NUM PONTO

SejamQ um aberto Üo ]R::, f C G(Q) e x € Q . O nosso

objeti.vo é definir f no ponto x. ou seja, f(x). e para isso prec.L
íamos definir a C-ãlgebra ê de tal modo que f(x) pertença a ê

Para a elaboração deste capítu]o nos baseamos em [C-2] e [C-3]

Consi.dele os seguintes conjuntos

.0

I' ' '": l.l.: =1'i=lll :',"«-: l

EM

l
f e Eml;m e al+ e a € 1'tais que V q Z N e

; n C ]0,1] e c > 0 tai.s que

If(+c) l $ cca(q)-N V e e ]0,n[

PROPOSIÇÃO 11.1 a) EM é uma sub-C=êl=!febra de a= l

b) 1. é um ideal dç EM

0

Prova a) i) sef.ICEM e keC entãof+kgeEM''Def.â
tOr COMO f C Em

(+ ) li Nle :[í+ ta]queV Ve.]Lo.] nleJOf]] e cl>0
N.

.aisque if(]'c)l$clc"l , V ce ]0,nll;

] o , ]]n ell
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e de g C EMr

] N? e ]N+ tal que V + e
-N.

tai.s que Ig(+c)l $ c2c '

r12 e ]0r]] e c2
(t +)

c C ]0,n-l;é

Logo, ;

rl = mintnlrn2}

maxtNI'N2} tal que V+ C AO (AO c AO. íl AO..)

ct+lklc2 tais que

l(f+kg)('Pc)l$ if(q'e)l + lkllg(+c)l
N l

$ c e +l lklc2' 2 $

$ cc N , vc C ]0,Tlt

i.i) Se frg e EM então f.g e EM' Se frg eEMentãova

lem (+) e (++). Tomemos N = Nl+N2' Deste modo V @ e A;

]n=mintrllrn2} e c:clc2 tai-sque

l(fg)(q'e)l : if(q'e) llg(q':) l

(Nl+N2) : cc -N , V e .e ]0,n [.

N N
2l$ c.e .c e2

b) i-) É fácil ver que l é um C-subespaço vetorial de EM
(pelos mesmos argumentos da prova a.i) , utilizando a definição

de l)

ii) Se f € EM e g C l então
então vale (+) e de g e l ,

Como f € EM '
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] N3 C IN+ e a € 1' tais que V q à N3 e

yÜ eAl; , ; rl3 cjofl[ ec3 > 0 taisque
a (q) -N3

Ig(+e) l $ c3e ' ' V e € ]0,n3[

(+++)

Tomemos, então, N = NI + N3

v q 2 N r v V € A: ,] n = minÍnlrT12}

Deste modo,

clc2 tai-s que

l (r.g) (©: ) l
a (q) -N2 a (q) - (Nl+N2 )

clc2c:c2e

c ca (q) -N , V c: C ]0,n[

[]

DEFINIÇÃO 11.1 C = ti?! , onde lr: EM '» a denota a aplicação
quociente. ê é chamada
zados.

PROPOSIÇÃO 11.2 C pode ser identi.ficado capgni-camente a uma

sub-ãlgebra de a=

Prova Consideremos a aplicação

8: C -> EM Q ' onde

z -- â -, .í (â) '> -'''- z

claro que z e EMr pois
c > lzl tais que

tal que V P C A?
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l 2 (© ;)l lz l É. c.' '
Nc e , V e.e ]0,rtt ,

e que õ é um Q-homomorfismo. Vamos provar então que X é inje

Lota. Desato,se6(z) =0 entãov(z) =0,(zel),e

a€1' e NeJN+taisque vqzn eüeAl?in€10,t] e

c > 0 tais que

A

]n €
q

a
$ cc

N > O

[;(Pe)] $ Cca (q)-N. V c e ]0,n[

Mas

2 (@ )
' e

V q à N.

1 , (q)-N v ç. c ]0,n [ e

Como a(q)-----*m ;qo : N tal que a(qo)
q-'>m

Então ] rl € ]0,1] e c > 0 tal que

Fixemos $ e Ao
' qo

l z l $ c. 0,n [

Fazendo € '» 0 , temos que

cl (qo)-N ..> 0 e

LEMA 11.1. SejamQ um aberto de n.n, X € n e f € G(Q)

(1) .gS f é um representante de f então a função
. A A

f: Ü e A:l -+ f(q',x) € a pertence a EM

[]
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é outro representante de f g.

€ A.o -.- ÊI(q'.x) C C então ?l-? € 1

Prova (1) Como f C EM[Ao x Q] então para o compacto

K=tx},;N€11+ ta]que V $eAS, ]c>0 eQ€10,11tais
que

If(q'e'x) l $ ce'N ,
v c e ]o,n[

Mas

f(p.,x) = f(Q.) e 1}(+e) l É cc'N , v 0 , n

Então provámos que
n C ]0,1] tais que

; N € :1N+ ta]. que V @ € A; ,

If(q'c)l $ cc'N , v E c10,nt, ou seja. icem

(2) Como

{x}, ] N C ]N+ e

]0,1] tais que

0C N[A ll x Q] , então para o compacto

aCI' tais quem q à N e +e A= ; c > 0 e

l(f-fl)(+c'x)l $ cca(q)-N V e e ]0,n[

Mas

(?-?].) (q'e) f (q' e ) - fl ( 'P . ) f (q' e '.x) -fl ('P e ' x)

1(?-?1)(#'e)l $ cca(q)-N vc e]0,nt
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Então provámos que ] N e :lq+ e a C r taisque V q àN
] c > .0 e T) C ]o,]] tais que

IE-1l(@e)l $cea(q)-N Vee10,n[ ,e

Do lema acima parte (2) concluímos que x(E) : x(?1)

são representantes de f € G(s2) . Então podemos dar a sg
guinte defi.ni.ção.

DEFINIÇÃO 11.2 Seja ç2 um aberto do ]Rn, x eQ-e f € G(Q). O

valor de f no ponto x, é o elemento ll (f) , onde E é a função

-* f($,x) e (E ,

sendo f e EM[AI x Q] um representante arbitrário de f. O va].or
de f no ponto x é indicado por f(x).

Nas hipóteses da definição anterior. podemos definir a

aplicação

vx: G(Ç2) ': d

f : f(x)

PROPOSIÇÃO 11.2 A aE].i.cação v e umX E-homomorfi.smo

Prova imediata.

[]
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Observaçãoll.l Sete.C'(ç2) e xC Q,ovalorf(x) ea

"coinci.de"com o valor clássico f(x)

Pela proposi-ção 11.2, Q se identifica com uma sub-álge

bra de C através da aplicação

Z

EM ' '

; T (Z)

onde

«? ; '

+ -; z

E pela proposição 1.2.1, cl (Q) se identifica com um sub

ãlgebra de G(í2) através da aplicação

6: C" (Q) } G(Q) ,

onde

(@ , z)

E

f (z)

0 que queremos mostrar na verdade é que o diagrama

C (Ç2)

C

vx

G (Ç2 )

vx
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é comutati.vo , onde

vx: ("(S2) -: C

f : f(x)

De fato, se f € ("(n) , (8ov ) (f)X Õ (v x (f) ) 6 (f(x) ) = x (f(x) )

Mas,

f (x) e Í «?
+ :É ( 'b , x)

e como f($,x) f(x) , temos que f(x) Logo,

( õovx) (f) .' ( f (x) )
. (1)

lr(f) = (0ç2 (f) ) (x) vx (0Q (f) )

(i;x oâ) (f) .

Onde em (1) usamos a defi.nação 11.2

[]

O valor num ponto, i-nfelizmente, não caracteriza as fun

ções generali.zadas, no seguinte senti.do; existem f e g € G(S2)

ta].quem(x) =g(x) Vx6 Q mas f# g. Éoquemostraremosa-

través do exemplo abaixo, apresentado por J.F. Colombeau em [C2]

EXEMPLO 11.1 Se g: ASI x C -> C é defina.da oor g(@,z) = z@(-z),
ara todo (+.z) € AT x C , então temos que:
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(a) g € EM[AO x C]

(b) .gS g é aclassede g gl! G(a) entãog(z) = 0,

(c) g # 0.

b

Para a demonstração da parte (c) do exemplo acima neces
citaremos do seguinte lema

LEMA 11.2

'b ( a)

Se a C B.n , então V q C .w+ , exi.ste + € A:l tal

amostrarqueVaC R ,;+ CAq(1) calque +(a):l

Considere os funcionais lineares {Li}0$i$q+l bre Z)(n.)
definidos por

D(R)

L.i (+ )

Prova Base

Lq+a: D(IR) -''' ]R

Lq+l ( 'b) : 6a ('b)

onde 6a('b) - 4'(a). É claro que {Lj.}0:$i$q+lc l)'(JR). Além disso
temos que {LiJO$i$a+l e linearmente independente em ])' (]R). De f.g

to, suponhamos que exista cOr..'rcq+l constantes em .Real que

->

i #(x)dx
se 0 $ i $ q e

( +)L0

Então, V + € O (R)

r . .. ' q ' . '

(+) : l [(co-cq+l)+i!'lcixzj+ (x)dx+cq+16a.('b) .: 0

T.+:-(+) , V+.e 12 (R) , (T; denota a distribuição

l

ou seja, -cq+16a('b
associada a f)
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onde

(co
lc.x

Logo, cq+l : 0 (poi-s caso contrário, {a} = suPP6a : suPPTf
= suppf , absurdo) .'. Tf('}) : 0 . V 'b C 22(]R) donde segue

que f = 0 e como f é contínua temos:
qs

V x e ]R ,

oque i.mplicaque ci = 0 , VieÍlr...,q} e do fatoque cq+l

temos que {Li}0sÍSq+l e li-nearmente i.ndependente.

Seja L o subespaço vetoria] de D' (]R) gerado por

{Li}0$i$q+l ' Sabemos que o dual algébrico de L,L+, tem por ba-

se {L;.}0$j.$q+l onde Li(Lj) - õij' Como diml < n,então
LX: L '» C é contínua e .'. pelo Teorema de Hahri--Banach para ELC,

(ver [GR] , cor. ], pag 73-11) L,: admite uma extensão contínua,

que ainda denotaremos por L; . ã P'(IR) e .'. Lá € D"(n.). Mas
Z)(JR) é reflexivo (ver prop. ], pg 231 e exemplo 6, pg. 241 de [H]),

o que ímpli.ca que a aplicação

D ( R) +Z2 " ( n)
Í+: D' {R) -''-

l +(r) =

; +. e 0(JR) tal que

L.;(v) : 'b(r) : T({'o) .

e

T (+)

é bijetora e

v r € 1)'(]Rn)

ou selar

Vamos provar que +. resolve o nosso problema
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(1) 1 : L&(Lo) : Lo(+o)

(2) o:té,(Li) =Lj.(+o) :lnxzóo(x)ax . v l$ i. $q

(3) 0 : L&(Lq+l) : Lq+l('#o) : Õa('fo)-l'o('#o) - 'bo(a)-l

e .'. '#o(a)

[]

Agora estamos prontos para veria.car as afirmações con-

tidas no Exemplo ll.l

(a) Dados KccQ e al operador feri-vação (i=(il'i2)) .tg
memos N = lil+2.-- Então

v + € AS , ; n = 1 e c = M(r+2) ,

onde r > O é ta]. que KC D e

üaxlllaiv(z)llC ; jjaoaj.'(1,0).l,(z)llC ' jjalai'(0'1)ll,(z)llQ}

sendo

Í . ' ' ;' ::
tai-(1.0)q, se i.l

. {
de modo que

e

alar'(011)+
0 , se i2

a i-(0, 1)9 se i.2 à l

: l R%,(x)dx

i- (l,o)aa +0
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i'la'g (o ,
e lai(z+e(-z)) l= 1.>1:(j)ajz(ai-jQe)(-z)(-1) li-jl l

j$ i. '

$ 1zaj'+e(-z) l+ l(aoãz"'(1'0)q,)(-z) l +

+ l (alar'(0'1)q, ) (-z) l

Mas,

Logos

(z) -\ ,: w ({' ' ;$h=- a:«(f)

laia(.pe'z) l S ;JÍijÍÍjai'p(-=)1 + l jaoaj'(1,0).b(-z)l+

i; (o,l).b (-;) l

$ (--2;!i-ri- + -'illíri- + -'illÍ=-)M $ M(r+2) .- (2+lil)

cc'N , V eC ]0,1[ e V z eK

€

1 '

(b) Fixemos z e C . Queremos provar que g(z)

Consideremos a aplicação, para z e C fixado,

q' € A; -''' g(+ ,z) = zq' (-z) e C.

0, V z C C

Basta provar que g € 1 . Se z=0 é trivial. Suponhamos, então,

que z # 0 e tomemos N=1. Então V q 2 1 e @e Al; , fi.xada, te-

mos que ; r > 0 ta] que supp(q') c Dr(0). Considere rl e ]0r]]

tal que IÍI > r

Logos

IÕ ( q' c ) l z'l,. (-z) 3- i,«.f, l ': .
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v € € ]0,n[, onde em (1) usamos que ifl > lzl > r e

que .'. 'f 4 supPV r V c C ]0,Tt[

Provámos que

tai.s que

vü c A.:l , ; n e ]o,]]

tais.que
cca(q)-l V c € ] 0,Tl[IB w.)l

(c) Queremos mostrar que g # 0, ou seja. que g # A/[A? x ]Ra]

Suponhamos, por absurdo, que g € A/tAql x ]Ra] e .'. para o compacto

w+} U {o} ; N € n+ e a e I'

taisqueparatodoqàN e VACA:r;TIC]0,1] echo tais

que

lç(@e';b') l $ cca(q)-N

Em particular lç(01
P

V p C ]Nt e cC ]0,n[r

:#, l ; .'Ê'' (q)+N . v p € ]N+ com np > l

Comog(@l ' l) = 1 +l(-1) - 1.Pa@(-1) =P+(-1) segueque
P P

15@(:1 ) l $ c(Ê)'(q)-N

e como a(q)--------'n , existe qo 2'N' tal que a(qo) > N. .Tomemos
q'»"

tal que 9(- {) = 1,. (dada pelo ]ema 11.2) e .'. ] c > 0 e

V p € 11+ com rlp > l



rl e] 0,1[

56

tais que

(q N0 > lV e n PP comr f

sendo f

lemaante

LEMA 11

0/ como

ou selar
p (qo)'N+l $ 2c , Vp e H+ com np> 1 ,

o que é absurdo. já que a(qo) - N+1 > 0 (pois a(qo) > N)

[]
DEFINIÇÃO 11.2 Sçjp Q yQ gybçonjg!!to dÇ ]Rn. UB Ç]Ç!!!Ç Ç9
! CG(Q) é chamada constante generalizado se exi-ste x e ê çql
ue

on(i), PngS Ê: ('P,x) € A:l " Q - f(-Ü)

e EM um reoresentante arbiEléglào de X

Podemos dar tal defina.ção deva.do ao segu

3 gelam Q um aberto de ]Rn e X e {E

11) êS Ê:(0,x) € A? x Q -''' f(q') C C 9ngS f g.-.ylB

representante de x , S=.Egg f € EM[Ao x Q]

(2) êgg:(@,x) e.R?x ç2-' g('P) eC onde géou-
tro representante de X , então f - g C N [Au x Q]

Dados KccQ e 3Z operador derivaçã

0 X
l

Prova (1)

f € E.. então
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; N € n+ tal que

v + € .rLS ,;n € ]o,]] e c > 0

tai.s que

If(q'e) l $ ce'N r

(+)

V e. € ]0,rl [

Se li.l 2 1 nada temos a provar, jã que (aZÊ) (+,x)

vxcQ e v+ CA:l. Suponhamos entãoque li.l = 0, ou seja,

que 8x é o operador identi-jade. Como Ê(+c'x) : f(@:), V x € Q,
então de (+) temos que

; Nen+ ta]que vocês ,]nC10,1] e

c > 0 tai.s que

li(@c'x) 1- if(Qc) ] $ ce'N , V c e]0,íl[, V x € K

e Ê e EM[AI x Q]

(2) Dados KccQ e 3't operador derivação, como f-g € 1
então

(+ +)

N e VP € A: ,

] 0 ,n [

Se lil à l nada temos a provar. jã que at(Ê-g) ('P,x)=0

V x € n e V e A:l. Suponhamos então que az é o operador iden-

tidade. Como (i-g)(+.,x) :: (f-g).(q'c), V x C Q , então de (++)
segue que

; N € 1q+ e a € 1' tais que y q à

] n C ]0,1] e c> 0 tais que

l (f-g) (Qc) l s cca(q)-N , V e €
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] N C]N+ e a€1'tais quevqz N e vo eAl; ,
n e ]0,1] e c > 0 tais .que

l(Ê-g)(q'e'x)l- l(f-g)(q'e)l $ Cca(q)-N VcC ]0,n[
V x e K

[«? * -]e []

A partir do lema anterior podemos defina.r a segui.nte

aplicação

C

X

G (Q)

on (i)

onde f é um representante de X e Ê: (0,x) € A\l x Q -' f(Q)

PROPOSIÇÃO 11.3 é um Q-homomorfismo injetor

Prova Se XlrX2 € C e X e (l: r queremos mostrar que

(Xl+XX2) (XI) + À- (X2)

Sejam f[r f2 representantes em EM de X]. e x2 re.g

pectivamente. Logo f= fl + Àf2 é um representante de XI + XX2 e

flf2 é um. representante de XIX2' Mas

f] ' Àf2 '

jã que V (@,x) € A? x Q temos
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f(@,x):(fl + Xf2)(q') : fl(q') + Xf2(q')

1l(y',x) + ÀÊ2('P,x):(Êl+ÀÊ2)('P,x)

e

Õ(0,x) :(flf2)(q'): fl('P)f2(q') ; ÊI('P,x)i2('P,x)

(Ê]. . Ê2) (q' ,x)

Então

(xl+xx2) : on(f) = on(Êl+xf2) - on(Ei) + xoo(Ê2)

XI + ÀX2 : -(XI + À-(X2)

e

(XIX2) oQ (â) OQ (flf2) OQ (fl)On (f2) - XIX2

(XI) . - (X2)

Vamos mostrar. agora, que - é uma aplicação injetora

De fato, se -(X) = ! = 0, então se f é um representante de X e

(Q,X) C ASI x Q -* f(P) € C

segue que

Oo(f) : 0 e portanto, f

ou seja, se K é um compacto de ç2 e âa' é o operador identida

de, ] NC:W+ e a€1'taisque vq ãN evoca:l,3nc]o,]]
e c > 0 tais que

0e A/ [A x Q]l

l Ê (q' c ' x )
(q)-N V x € K e V c e' ]0,rl [
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Como

J'- \ VCTXJ ' .L l.V l l

temos que

If(#e) l $ CCa (q)-N , v E e ]o,nt

Provámos então que

N e IN+ e a e I' tais que v q à Nr v@ e Al;

] TI e ]0,1] e c > 0 tais que

If(Qc) l $ cca (q)-N V e C ]0,nt,
ou seja, f € 1 , donde segue que

[]
PROPOSIÇÃO 11.4 Se 8z é 149L ]R'' Ç9n

lil > 0 g. ! G (ç2) então a'x=o.

Prova: Pe].a definição 1.[.2, existe X C C tal que
de

on (Ê) , OB

('p,x) e A.? x ç2 -.- E(+ ,x) f(+) e c ,

sendo f um representante arbitrário de X

Mas , pela definição 1 . 3 . 1 ,

a xÊ= ai(o. (i) )Q oQ (aiÊ) - osz(o) (l i 1 » o)

[]

o0o



CAPITULO lll

SOBRE AS FUNÇÕES HOLOMORFAS GENERALIZADAS
q

Nesse capítulo apresentaremos um pouco mais que os fa-
tos básicos sobre Funções Holomorfas Generali.zadas necessários PÂ

ra provar o Teorema de Extensão de Hartogs. Dentre os problemas
analisados temos o "Princípio do Prolongamento Analítico" onde vg

remos que muitas das formulações clássicas são falsas no senti-do

generalizado. Mas existe uma formulação verdades.ra nesse contex-

to, que juntamente com um teorema de existência de soluções para

a equação a em Cn, n > 1, nos permiti-rã provar o "Teorema de
Extensão de Hartogs"

lll. l Formas Diferenciais Generalizadas

A fim de estudar a equação a e de dar a defina-ção prec.L

sa de "Funções Holomorfas Generalizadas" precisamos dizer o que

são as formas diferenciais generalizadas. Utili.zaremos o conhe-

cimento das formas diferenciais complexas que podem ser encontra-

das em]S],[A-]], [A-3] eIA-C].

Introduzi.remos as seguintes notações

Para cada n € :N, definimos

Hv:{(ll '.. lv) emvl l$1l<..'< lv$n} ,Vv É n
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Dados p,q e ]N+ , p $ n e q $ n . fixamos

Bprq {dzl A a;úji c nP

}: {dzlll C HP

e J e H }q

{d;Jla e n }
q

B
P/o

e B
o,q

Dado um aberto Q de a': e (p,q) € 1N x .N tal que

p $ n, q $ n e p+q > 0. Uma forma diferencial do tipo (p,q)

sobre ç2 é um elemento do G(Q)-módulo livre sobre Bp,q' Tal
módulo é deno.todo por G(P,q) (Q).

Logo, todo elemento f e G(P,q) (Q) se escreve de manei
ra única/ como

lf dzIJleH.,JeH q
A d;u , onde fIJ € G(Q) ,

v i € np '
V J e Hq

Definimos G(0,0) (Q) G (Q)

Se f e G(P,q.)(Q) então 5r c G(P,q+l) (Q) ,

af e G(p+l,q) e df C G(p+l,q+l) (Ç2) são defi.nados da maneira
seguinte: suponhamos que
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f = >1 f.r..rdzl A dzJ ,
Hq

âf = }1 >1 -T'Í- dzj " d' A da
leHprJeHq j:l "'j J

ãí = T V :-::Jlgl d;. A dzl A d a

então

n af IJ dz
]aliCH .JeH ]qP

e

sendo

df = af + af ,

2 - { 'R - : &,
e

'"IJ :-.l (af +iaí) Vj :l,...,n

111.2 Integração sobre caminhos

n
Seja Q um aberto de C'' e V.i , i-=1,...,n , abertos de

E ta]. que VI x ... x Vnc Ç2 . SejamYi: [airbi] -> Vi um cami-
nho em v.i , V i = 1,...,n. Seja

YI x. .. x 'Yn:]alrbl] x... x [anrbn] -> ç2

t=(t]'...,tn) -*(Y].(tl)....,Yn(tn)) - Y(t)

,y+ denotam as imagens de Y,Ylr...rYH' então
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'* : *Í * ... * ":

Sejam g eG(Q) e u C C(y+) o nosso objeti.vo é definir a

integral de ug sobre 'Y. Denotemos z = (zlr...rzD) e

dz = dzn '.. dz.. Com estas notações temos o seguinte lema

LEMA 111.2.1

de g ç!!Çãg

; : '.[-.? * ']

(1)

(2)

A função

1: € A.? :.. f u(z)g(+,z)dz C C

pertence a EM

êg f e En]A3. " n] g g

gg J: q' e A? - J u(z)f(@.z)dz € (E então
i-J e l

Prova (1) ComogeEM[AoxQ] se K-'y+ então ]Ne.]Nt

ta[que V QeA: r 3 n c]0P]] e co> 0 taisque

(+) Ig(©erz) l $ coE:'N . V z e K e v e € ]0,n

Mas,

l (q' e ) u (z) g ('P : , z) dz

b.

/a, u(Y(t))g(+e'Y(t)) Yi(tt) ... Yn(tn) dtl'«dtn

e portanto
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li(@e)l $1,''-.1 lu(V(t))S(@e'V(t))Vi(tl)...V;ttn) ldtJ.,''.,dtn '$J'& n

(+) llullKcoc'NL(YI)...L(rn). V c C ]0,n[, onde L(Yi)

lu(V (t) ) g (+e 'Y (t) )Yi

denota o compra-mento de Yj , V i= 1,...,n.

Logo, provámos que ] N e ]N+ tal que v @ c.AS ,

;n e ]0,1] e c= llullKcol(Yt)...L(Yn) taisque

l[(Qc) l $ cc'N , v c e ]0,nt

e ;'. l € E14

(2) Como g-f C N[A? x Q] então para K : y+ existem

N€11+ e a e.I'-taisqueVq 2N e VQeA: ,]íte10,1] e

cn > 0 tais que

(+ +) l(ç-Í) (+e'r(t)) l $ coc:a(q)'N v t e TT [aj..bj.]

e Vc € ]0,nt
Mas,

1(1-J)(-l'e)I': ÍI u(z)(f-g)(q'.,z)dzl $
r 'v

.bn rbl .. (++)
1, -'J.. i':'* '',' ''-,' '".,''' ''''"i'',...*;''' -":...'*-n 'l

llullKcn'a(q)-n ],(YI) ...L(.'rn) . V c € ]0,n[
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Logo/ provámos que ] N € ]N+ e a € 1'-taisque V q Z N

eV» eAl; 3 nC10,1] e c = collullKL(Yt)'''L(Yn) tais-que

1(1-J)(+e)l $ cea(q)-N y e € ]0,Tlt

e .'. l-J C l

[]
Então podemos dar a seguinte definição

DEFINIÇÃO 111.2.1 NaQ

mos a i.ntegral de ug sobem y çç?pç? pçpqg;.o elmento T(1) € C ,

onde

l:WeA?--r(z)g(ü,z)dzea g geEM[Aoxs2]

ê um representante açbit:r4r:!g 4S. g. ug

sobre Y EgÉ

IÍ u(z)g(z)dz

DEFINIÇÃO 111.2.2 .gSj.e Q um aberto de C g T = .>1.niri uma ca

dela em Q (.i.giba..ê vi é um caminho em Q g. ni C ZZ , V i:l,...,v)
Se

y

l

V

u'v:. ; g e G«Z) e u e C(T+)

definimos a integral de ug sobro 'f pç q gryyla

J,.«''',',''' l.r u(z)g(z)dz
l
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O exemplo a seguir, apresentado por Colombeau-Galé em

[CG-]] , mostra que pode exista.r g € G(C) tal que

g(z) =o vz CC e l g(z)dz# 0

EXEMPLO 111.2.1 Seja g a função do exemo].o 11.1. Então se

g € G(a) denota a classe ele ê-temos:

(a)

(b)

g#0 e g(z)=0 V zeC
l g(z)dz# 0 , 92de Y éacurva Y:t-l,ll-+.Q

definida PQE Y (t) = t.

Y

Para a demonstração da parte (b) do exemp].o acima neceÊ

sitaremos do seguinte Lema.

LEMA 111.2.2 Seja q C lq+ Então existe + tal que

u#(u,0)du = l
m

Prova Consta [) (]R') -''' ]Rere L l

i
X +(x)dxLi (4, )

2

definido por

para todo i (il'i2) com li.l É q e

L: D(JR2) -.>JR , L(+) = 1 u+(u,0)du ,
/ .
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onde x denota o par (u,v) e ]R'

É claro que L.i e L pertencem a l)'(n.z) para todo i tal

que lil $ q. Além disso {LirLll j.ISq e linearmente independen-
teemt)í(n.2). De fato, seca'cear / lil $q taisque

>l c:L: + cl
lil:q : :

então, V + € t)( ]R') ,

iEc X $(x)dx = Ci
2

:R

u'b(u,0)du
]R

Considere Q - nz"-.{ (u.0) lu C n.}. Logo, V 'b C D(Q) ,

temos que L(+) : 0 e portanto (EciLi)('b) : 0. ou seja,

(+)

(+)

=c.L. sobre O(Q)

Como Ec:L: =T. , onde f(x) = >1 c:xz , entãopor
lilsq '

temosquef= 0 em Q . Sendo fcontínua em ]Rz então

que impli-ca que c]

Q

2
0f 0em

00go, cl e C

v i com lil $ q. Lg

Tendo provado que {LirLJlijSq e linearmente indepen-
dente a demonstração do presente lema segue como a do Lema 11.2

Prova do exemplo: a) Provado no exemplo ll.l

b) Suponhamos que

[]
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l g(z)dz = 0 em C

Então a função

1: q' € A.l -- l g(@,z)dz# 'v

é um elemento do ideal 1 , isto é,

Vq2N e + CA: , ; Tle ]0,1]
o suficiente de tal forma que

f

] N € :Eg+ e ct e I'.. tais que

(que podemos supor pequeno

xl(supp'#) c [-1 , 1]) e c > 0

tai-s que

ii ;'..,,,'.i :..''''-~ , '' ' '',-'
Mass

(t, o) ) dt
rl
l .:t4' . (-t. m d'

l ..-+ (--,Ud- :)
€

Ê,O)dt
C

(+) rm
: I' u+(-u,0)du ,

V c C ]0,n[ ,

onde em (+) usamos que Trl(supp'})
l 1 1

E ' en n , v e e ]0,n

Logo

il u+(-uf0)du] $ cca(q)N , v e e]0,rl[

Como a(q)--------''« r ] qO > N tal que a(qO)-N > 0
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Seja

ta]. Ó

+

r exj.ste n e.]0,1] e c > 0 tai.s q

l s cc'(qo)-N , c e ]o,nt.

Fazendo e -+ 0 temos um absurd

ue

0

l11.2.2). Para

n
l11.3 Defina.ção e exemplos

PEEl11gJIÇ4Q ll1.3.1 gela Q
ESnSlg:LiZegg f e c(n)

ãí :

;'' : ê : {'% * : e,
l/' .. /n.

:'-';;::,:::=: ==:r--'' '' '.''; :; '--...;
g91.g999g. n c Cn aberto. Se
te de g então: '

n '\

;,' : % : }'Q - : &,
do zj : xj + j.yj ' j : l,...,n

ajç(ü,.) : {gt-W,.) : }(ãi--kM,

e e

sen

abSr.ÊP de 0:n
u' gala.Egnç&

n 291g...E99o j

holomorfas

9 e um representan

a
(g (v, , . ) ) ) ,
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V ü € A.?

g(p,.) C H(Q) , v q' € A:l , então

(P , .)

e

g(m) (0,.) indica que aplicamos vezes à g(Q,.) ,

Observações 111 3.1

(i) H(ç}) c HG (Q)

Ê claro pois

C"(Q) c G (Q) (.'. f{ (Q) c G (s2) )

e ãí = 0 V f € H(Ç2)

(ii.) tíG(O) é uma C--sub--ãlgebra de G(Ç2)

De fato,se gl'92 € HG(n) e À € C

(a) gl + À92 € HG(Q) pois

5j (g]. + x92') = 5jçl
1,...,n.

(b) gi'92 }fG (n)

5j(çlç2) =(5jçi)g2+çi(5jç2) := og2 +'glo

V j .= 1,.. ..n.

então

v j
: 0= o ++ xa

j'Ü2

0

xo
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(iii) a' (HG (Q ) ) c HG (Q)

É claro jã que

5joal : alo5j r v ij : l,...,n.

(iv) g c t[G(çz)'-'' 5jg e N[A? x Q] , v j=1,...,n

onde g é um representante arbi.Erário de g

g € HC(n)'-$''5jg ' 0 , V j = 1,...,n <:::»5i(On(S))

v j = 1,... ,n+:->oQ(5jg) : 0 ,

V j = 1,. . . ,n.ç->ajg € N' tAi x Q]

V j = 1,..., n

0

TEOREMA 111.3.1 o' (Q) n HG (Q) H (Q)

Para a demonstração do teorema aci.ma utilizaremos o se

guinte teorema clássico das equações a derivadas parciais:

TEOREMAl11.3.1.a SejaWumabertodeJRn e P= E a.(x)aa
la jsm

um operador diferencial com coeficientes em C"(W) , elíptico em W

Se PueC (w) então uCC (W), (istoé, P éhipoel-óptico).

A demonstração deste teorema pode ser vista em [L-M]

(ver teorema 3.2. pg. 138).

Daremos aqui., no entanto, a definição de operador elíp-

tico. Seja P o operador de grau m e coeficientes em C'(W) dado

por E a,. (x) 8a. Definimos
lalSm



por

P (x,e )

onde

(€1'....en) , a : (al'...,a n) ,

l.t ; « . :' - ;::...;:-

Dizemos que P é elíptico em xo C W se p(xo/e) : 0 i-m-

pla.car que € =. 0. P é elíptico em W se P for elíptico em todo

ponto de W.

Agora estamos prontos para demonstrar o teorema 111.3.1

Seja
u € 1)' (ç2) fl ffG (Q) ,

então

u € D'(Q) e 5ju
Logos

aj (ãju) = ajo

E ainda é fãci]..ver que

',';, : +'8 ' h' , ' '
m sendo,

ig:;,';,t :i:'htü'

BnP: W x -> c

1 ,

1 , rn

Asse

a
a (x)€1aajam
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Defi.nimos

a ' .
©'

É claro que P é elíptico em Q c H.2n e como

pelo teorema 111.3.1.ap ü e C (s2) - E sendo

segue que u e H(Q)

A inclusão evidentecontraria e

2
a

P - +
j=i

l
4

Pu = 0 C C (Q) então

j=lr . . . rnr

EXEMPLO 111.3.1 êÊ Q é um aberto de Qn e (fi)l$i$P uma sequên-

cia finita em H(ç2) g (ci) l$i$P
tes generalizadas (ver definição 11.2) sniÇêg

[]

P
E.cia e ffG(Q)i:l

Prova Pela proposi.ção 11.3. aja
v i = ].,...,p. Também a.if.i : 0 ,

jâ que fi e H(Q) c HG(ç}) . Então,

e

:l , . . . ,Pr

ã,, - :!,;,'':::' c.) f(5 + cj1=
(5 .í.)
' ] l

V j = 1,...,n.

EXEMPLO 111.3.2. Sela Q um aberto de C e ] = [a,b] ym interva

lo fechado de lIR, V uma vi;j::nhança aberlÇa 4q l glB Cf

EM[A0 x V] g. h: ] -''' a

h(t) ê ç2 , V t e 1 . Então

[]
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(q',z) e A? x Q '- l ;ttÍ-:;- dt e a ,

oertence a EM[Ao x Q]. Além disso se g = On (g) sniEêg g € ffG (Q)x Q ]E [A lM

Prova Por dera.vação sob o sinal de i.ntegração conclui.mos que

g(@,.) € c'(n). v I' € ASI (e 0E[A x Q ] )l

e também que

g(v,.) c H(Q) v I' e A:l ,

jã que a função

, e ' - Fiel:; e c

é ho[omorfa, V t e [a,b] . Vamos provar que

Kcc Q e al operador derivação; como

[a,b] cc V, ; N e ]NI' tal que V + e

de modo que

moderada: Dados

x V] e

, ] n € ]0,1] e cl > 0

(+) Igl(4'eft)l $ cle'N r VtC [a,b] e Vc e ]o,n

Mas, por derivação sob o sinal de integração, temos
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la ig (+e ' z ) (+ . . z) l

bN
lillc:' a =JPn" '

V z € K , V c C ]0,Íl[.

Como (t,z) e [a,b] x K -' -li:l-:;l::;-Íi-Í+l e C ' é conta.
nua temos que

M
l

(h(t)-z)lzl+l lula.bjxK

Logo, temos que, dados KccQ e 3x operador dera.vação

;NC[N+ ta]que v+cAo ,] n €10,1] e c= lillctM(b-a)
tai.s que

jaig(+e'z)l $ ce'N , V z € K e V cedo,n[

E portanto, : '.[": * ']
Deste modo, 0Q (g) € HG (Q)
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EXEMPLO 111.3.3. Seja Q yp.aberto de C g g e G(Q) ,

'V:]a,b] -+ ç2 um caminho em S2 g g e EM[AI x ç2] um representante de

g. gç qçpç?çqpo;s pge Q, o comjunto abçlÇQ Q-xrt , então:

(1)
dr 'yz,: + e a.; .. l Jil1l!..l=.L dT € a:

pertence 4 EM g.

" (i,) : l
para todo z

(2) í: w,z) € A? * nv :.. IÍ SLÍIÉd-a:
pertence 4

0
B © lM

e OQ (f) € HG(n.V)

(3) f (z) V z e Ç2

Y

Prova (1) Como a função uz: r ey+ --l--e C ê contínua,

V z € QY ' então pelo lema 111.2.1, (1)r segue que lz € EM e
por defi.nação

lr (IZ) dT z €
T -Z

Q
Y

(2) Dados KccQY e al operador derivação temos: como

y+cc:ç2 e g e EM[Aox Q] então ] N € 11+ ta] que



V

que

Ig((bcpz) l $ coe'N . V z e y

f(+,z) = 1 S"!!L-lz-(iE!.L y ' (t)dt.l = v f+-\ .aJa Y (t)-z

r dera.vação sob o sinal de integração segue que

f(q'..) C H(nV), V I' e A?

que z e Q., '» -----.l--- é ho]omorfa. V t € [a,b]). Logo,
Y (t)-z

jaj.f(.p,z) l = lflzl (+,z)

e ç2Y' Ass=im ; N e:N+ ta] que V4'e A:] n e ]0,1[ tal que

jazz(+erz)l $ coe'NlillML(y) = cc'N , v c elo,rl[

-il;JTtl.::l.Jli-Tii 'v ' (t) dt 1 1 il!

: , ] o, ]] 0] ee+ A co >

+
] 0 ,rl [V c €e

onde

l i.l ! MI (v)

E portanto, f e ENTÃO x ç2Y]

Deste modo, f = OQ (f) 6 fÍG (Q.Y)
Y

(a) (b) r
(3) f(z) - T(lz) : l

e

Y

( 'r(t) -z) l il+t
(t. z) e [a,b] xK

d'r, V z € S2.y
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onde em (a)

111. 2. 1. n
n

l]

a defi.nação 11.2 e em (b) a definição

EXEMPLO 3.4. se'la ç2 um subconjunto aberto de Cn, D = 'TTD.i

ÕccQ , g C G(ç2) e g C EM[AI x Q]

= aDI x ... x aDn inda.ca a

fronteira distinguida de D temos:

(1) A função

'",,, ' «? * . - í;.. f=;i.ii=t '':'
oertenceaEM[AOx D] e f(9r.) CH(D) , V+ CA? eoortantoEM'AI '': ':

f - OD(f) € HG(o)... Observe aue g(+,'rl'....'rn) é uma not:anão
!â:lg: g (V, (TI' . . . .Tn) )

'',' :J;.. ''t'(2) z:(zl'...,zn)eO

Prova Dados Kcc D e 3Z operador derivação, como g e EM[Ao x Q]

e ao DC Q existe N C IEl+ta] que pata todo @ C ;L: existe ne ]0,1]

e c. > 0 tal que

(+) Ig($e,'t) l $ coc'N . ] 0,n [

Mas
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l i l
a

j.: i;
axl'ayl'

(notamos jk ik + ik ' k-l' ,n) , então como

f (4',z) : l

2vg(+,YI(tl),...,'Yn(tn)) n .,t .dt. :"j''j'''t';

g (+ , t I' -.. rn) dxl(T ZT .--Z n n aTn

dtn r

it.
3 ] ,Vj=1.y ('b.z) e Ai x o. onde 'rj(tj)

rametrização da aD.i)

Então, por derivação sob o sinal de integração, segue

,n , (pe-

que

l a xi ( 4, , z )

(jl!-.jn!) J2lr-J lr n (tj)dtl-.dtn

V (+.z) e AOx D.

Logos

ja if(@ e ' z) l

(+)
$ (j l !

n

J].o'P M ,

v z € K , v E € ]0,rlt, onde
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'i]:;::;';'i].+ -. ('tn-zn) jn+l ll (.r , z) eaoDxK

'ovamos que existe N e n+ ta] que V(b e AS r-in € ]0,1] e

n
M(j. ! . . .j.!) c. 'rT L(aol )

l

la ií (q'e ' z) l

0f C E x 0][A lM

Além di.sso, por derivação sob o sinal de i.ntegração,

claroque5lf(@,.) - 0 emO, V+ eA? e como f(4'..) CC'(O),

v C A? , então f.(+,.) é ho].amorfa em D. V + C A:l. Logos se
tomarmos f = On(f) teremos que f e. fíG(D)

(2) Consi.detemos para cada z e D fixado

::: « ' »? ' Jq,. '.:...''-
elo lemal11.2.1, (1) , tlemos que lz € EM ' jã que a função

('tll...f'rn) '» é contínua em .aoDI V z € D

e

r

P

2. 1defina.ção 111pela queseguee
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':,, : r;.. '': ... ',+
Por outro lado, pela definição 11.2. segue que:

lr (1.) : f(z)

e. portanto r

r g (rl. . . . ,tn)
l(ZJ : l -

'l abD (rl-zl) ... (rn-zn)
dvl d'r n

EXEMPLO 111.3.5 Também temos exempl-o de função holomorfa genera-

lizada dada por uma soma infinj:Çq.

êSJ.a (an)nZI uma sequência 4:e elementos em EM dada
P\..p .L ã

A? -> exp(i. KejÍ (+ (x) )ndX)

Definimos

(q',z) C A? x C -

n
(+ )a 0n!nn=0

TÇDç?s: (1) g e e.[AY " c]

(2) .gSÇ =OC(ç) então gC fÍG(a)

Prova Observe que esta bem defina.da jâ que

l an ( q' )

n

n! V z C C , V + € A\' e Vne:EI

e .'. a série Z
(P )a n!nn=0

é absolutamente convergente Além
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di.sso, é claro que g(g,.) € H(c), v + c A:l

(1) Dados K cc a e aJ' operador dera.vação ; r > 0 tal

que Kc Dr ' Tomemos, então N = 1. Logo V@e A?

er tais que

l an (q' c

n= 1 i- l (h- l i. l ) !

v E: e ]o,].[

(+) 'usamos que g(yc' .) e H(C)

l gl i- l üp. , . ) l

e que a derivação é feita termo a ter

V e KZ r

Em

mo

lai'g (@ c 'z)
,n-ji

in
n!

-1
cc ' ,

e. portanto,

lalg(ü , . ) l :C

(2) É óbvio, jã que, g(g,.) e'ff(c) , v q' e A?
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Observações 111.3.2

(i) Observe que a função g e ffG(C) do exemplo 111.3.5 po.g

sue um representante g tal que g(+,.) C H(C) , V q' € A:l. Vele -
mos nos parágrafos 4 e 5 que se f C fÍG(O) + Q aberto de C, então,

localmente, é sempre possível encontrar f representante de f

tal que f(@,.) é holomorfa.

(i.i) No teorema 111.3.1, vimos que a Teoria das Distribui-

ções não traz uma extensão ao conceito de funções holomorfas.

No entanto, na teoria das funções generalizadas existem muixcâs

g € G(Q) tais que ag = 0, sendo que g não ê uma função holomo.E

fa usual. Isto pode ser comprovado através do exemplo 111.6.2,
6S

Enterramos o parágrafo demonstrando um lema técnico

que simp].íficarã a prova de moderação ou nulidade de certas fuB

ções no decorrer da dissertação.

LEMA 111.3.1. Seja D = DI x ... x Dnc a'' um polidisco abel
to e f: A? x D -+ C uma função Bati-sfazendo:

(i)
(ii)

f (Ó, .) C f{(D)

V KccC ]N C IN+ tal que V +e A: ,
; rl € ]0,1] e c > 0 tai.s que

If(+crz)l $ ce'N . V c e ]0,n[, V z eK

x 0]Então
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Prova Temos que provar a propriedade que nos dá a moderação

para um operador dera.vação diferente da identidade. Asse.m, da-

dos Kcc ç2 e 3P operador dera-vação, 3P # id, tomemos

DI : DI x ... x D: , poli-di-sco aberto de mesmo centro que D sa
ti.sfazendo K c D. c i5. c D c C''

Aplicando a propriedade (ii) a aoDI : 3DI x
segue que

(+)

tai.s
]Uew tanque v+ eJ\S ,]n CJO,]] e ;> 0

If(+e'z)l $ õe'N , Vc €10,nt. v z eaoD].

Observe ai-nda que

a

q
yn

(B I'B I' . . . .Bn'B n)

e sendo f(+,.) € H(D) f V + e Abl , pela fórmula i.ntegral de
Cauchy (ver teorema 2.2.1 de [6]), segue que

laB f (+ ,z) l , z) l

:l-dhJ,..:-.. . 'l,' '':...''«l '
v+ eA:l , VzeDI ' sendoa =(Bl+BI'...,Bn+Bn) ez:(zl'

n
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Então, ]Ne :N+ ta]queV+CAg ,}T]e]0,1] e

Cl! -C
( 2v ) n

l

('rl-zl)a l+l'

l
Q +l

('rn'zn) n l (T,z)eaoDlxK

tais que

a!
l aBf(+e'z) l $ n'

(2 T ) ;i.: l=:& 11=1;.,.." ''«-«.- '*'
$ --!!-- ;.-mll l

(2lr)n '' ll(Tt--zi)al+t(.rn-zn)CEn+lll(.r,z)eaoolxK

cc'N , V c € ]0,ílt

n
Observação 1.[1.3.3. Tendo provado o resu]tado anterior para pg

li.discos podemos generaliza-lo para abertos quaisquer de C'', ou

seja, suponhamos que f: Alia x Q -> C , Q aberto de C'' satisfaz:

(i) f(+,.) e H(Q) ,

v KccQ , ; N e :w+ tal que v + e A:l ,
] r] € ]0,1] e c > 0 de modo que

lí('bc'z)l $ cc'N , V z € K e yeej0,rl[.

Então f e EM[Ao x Q]

(ii)

Prova De fato, devido ao ]ema 111.3.].r íID € EM[AO x D] , VD
polidisco aberto, DCQ . Mas ç2 = UD] f onde D; é polidisco

iew' '
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aberto, Dic Bica Q' Seja (@i)j.e:l{ a parti.ção da unidade as
soa.ada a cobertura UDI , isto é,

(i) q'j. € C (çz) , v i € w

(ii) suPPPj C Dj l V i C :N

(iii.) V z C Q . ] V, vizi.nhança aberta de z onde sÓ

umnúmero finito de Q] 's são não nulas.

(.iv) l em Q (E . "I.i:l
podemos escrever

ien q'j. a

Dados Kcc Q e aH operador derivação, ] w aberto tal

que K c w c w cc ç2 . Devido a propriedade (iii) e a compacida-

dedew, ; lc.:N -, finito, talque+ijw'0 se i+l. Logo,

íl« : j.l:'p:iíl«
e

#"ílw = E aa( %f) lw
jei '

como,K n suppi]jjcc Dj e ibfIDj € EM[Aox Dj]

vjC[, então ]Njea!+ ta]quev eAS ']nje10,1]
c.i > 0 tais que

N

laa(%f)(+c'x)l S cjc ] . và C10,njl;v s'PP'Pj
Mas

#j ÍI Q\suPP q'j
0
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e .'.

Então

l aa( q'jÍ) ( +c 'x) l $ , V c € ]0pn.itr V x e K .

] N = maxIN.i}
jei '

tal que v+ c ": , ; ' : l;à:'",'
e

c = maxÍc:}.lil

tais que

l3af(+ ,x)is meXI a(@jf)(+c'x) l$ jelcj eNj $ cc-N ,
, V c e ]0,rl[.

n
V x C K

Observação 111.3.4 Vale um resultado análogo para o lema 111.3.1

e observação 111.3.3 para o idea] N[Ao x D] e N[AlxQ ] respec'
ti.vamente

111.4 Estrutura local para as funções holomorfas generalizadas
(caso n = 1)

O nosso objetivo, neste parágrafo, é demonstrar o teore-

ma 111.4.1, apresentado origi.na]mente por Ca]ombeau (ver [C--2] r

[CG-]] e [A-3]). Ta] teorema nos dã uma representação local para

as funções holomorfas generalizadas e entre outras consequências,

para essas funções,-teremos o Princípio do Módulo Máximo e as fór-

mulas i.ntegrais de Cauchy. Além disso, será de grande utilidade

na demonstração do Prolongamento Analítico.
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TEOREMA 111.4.1 .gSJB: ç2 um aberto de a: g g e HG(Q). então, pa-

ra todo copjypto ].imitado V tal que f ccQ e que a aV consiste

de um número finito dç curvas de Jordan declasse Cx, existe um

reoresentante;gC EM[Aoxv] ae.çlv ta] que g(ip, .) Gf{(V), Dará todo Ü 6 A?.

Para demonstra-lo precisamos antes de dois lemas: o la
um resultado clãssi.co e o 2e um lema técnico

LEMA 111.4.1 .gSjg: Q glB.aberto li.mi.taco de C tal que a aç2 êa
reunião de um número finito de curvas de Jordan de classe CI

Para cada u C C'(Q) e t C S2 se tem

-':' : & 1" w '' ' l.B .,, '$-y: l
Prova Ver teorema 1.2.1, pg 3 de [He5]

n
[0 , 1] -* Ç2LEMA 111.4.2. .gSj.a ç2 um subcon-luntó aberto de a: ,Y

uma curva de Jordan de classe C' em n

lpln:.2
ax'ay'

um operador derivação em ]R2

h € C"(Q) $:çpos que

Pa' (p = (a,B)),

BDÇão, para todo z C Qx.y+ e

Àp(h'') ' .loh(T) li! - [h(T)oz(i:7)dT
. l l

ls3slPI j lo oj(ah)(v(t)) +j(t.z)dt +
) (.Y
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onde Dz( ] ) s;unifica que aplicamos D ã função z -.> (z-r)'i
eparatodo j=1,2,...,lpl .nõs temos: d.i € a , D.i= a ] g...plB...92Êlg:

dor derivação em ]R' ggD lpil < lpl e as funções +.i(t,z) são do se
guinte tipo

x' (t)

[ Y(t) -z] r

ou y' (t)
[Y(t)-z)r

com r $ 1pl,

onde

Y(t) = x(t) + iy(t) o $ t $ 1.

Prova A prova é por indução sobre o lpl. Vamos provar então

para lpl = 1, ou seja. quando p-(1,0) e p:(0,1). Fi-xemos z eQ\ly+
e h e C"(ç2)

A(1,0) (h,z)
d't

(T -Z) '

le'.'í - :J.»'''í:p
e

Mas

( ]. )

6(0,1) (h,z)

(t) ) 'Y ' (t) -::(Y(t))x'(t) + i -gl}('r(t))v'(t)

-gl}('r(t))x'(t) + j-(-g(v(t) (t) ) )y' (t) +

(t) ) y' (t)

(t) ) ] + 2i-::(Y (t) )y' (t)
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\

(2) 8h
':= ( 'r (t ) )ay Y.' (t) e}('Y(t))x'(t) + -j.'â}('r(t))v'.(t)

ah
j.-:lg ('Y ( t ) ) x3x (t) 2j.-l-;(v (t))x' (t) +

(t) ) y' (t)

ahd
j.3=- [h (v ( t) ) ]dt (Y (t) ) x' (t)

Logo

.-g..,s : J: ah
-Ê= ( Y ( t ))ax

. (a)

(t) )y' (t) ) :Í'ÍfÍ-- dt =

IÍih(v(t)) (v'v' (t) ) 2 dt +

:: J: -9'«'*,, -õn " ,ah
(Y (t) )

onde em (a) utilizamos integração por partes em

l gjii[h('v(t))]-7'íltl dt

e que h( V(0) ) - h(y(1) )
Então:

(já que y é uma curva fechada)

'(l.o) u'') : 2s.l
Analogamente

A(o,l) (h,z) : -2iJ {e.(v(t)):Íliill.:li!} dt, v zeQxY+, vhec"(n)

a que prova nossa afirmação no caso lpl=1. Suponhamos

que o resultado sejaverdadeiropara todo aq tal que jql < lpl e

ah
-:= ( Y (t)) -?1l:i:ij':; dt, vzeQxY+ , vhec"(n)
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d"(n)h6 eFixemos Z e 8

ntão

(b) integraçãoein U
/

Tomemos p : (plrp2) e suponhamos que pl # Of e

Ap(h.z) : IÍvaPh(t) d't - J h(t)a5(:i!;)at

.g!.. :l ap'(I'o) (Ê.}) n) ]:.(:)T-Z
/'y

:Ap'(l,o) éh,z) + J ;!k).a!'(l,o)

l ;l}('v(t))a5'(t'o)( 1)v'.(t)dt(i)

+ 2i. g-;(v(t))v'(t)la!'(i,o)( l

l h(v(t))a5(:7í:ilí:;) 'r' (t)dt +

+ 2iÍ--;9(v(t))v'(t)aE'(I'o)( 1)dt

ti.lizamos a definido de A. ,. .. e em (c)Onde

P' (l,o)

aP- (l,o)

AP' (1 ,0)

A

ah d
(h (Y (t) ) )z) +(T= dt8x

0

(c)
--)dt =Z

por partes em

l â:E]h('y(xl))]a!'(1,0)( 1)dt

i=.[ap'(l,o) (-::7.i:r:;) ] = -a ?(-::i:ílí-:;) 'r' (t) ,
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Então:

Ap(h,z) : Ap-(1,0)(ah,z) + 2j.J {ig (r(t))y'(t)a5'(1'0)( 1 )dt

Aplicando a hipótese de indução a AP-(1,0) temosr

':'-,,, - ':!::.:l:.,' 'n!' '* ''''','','

. :l ê .«'''' i-:=b " '
P

sendo que djrd c c e oj : a ] r lpjl < IPI

v j e {l,...,lpl-l} e

'bj(t.z) :-i;3i (t) ou .}j(t,z) =-i;jÍ' (t) ,

r $ 1pl - 1 . Como

M'M: =.n '-tã. o:j' {!'-h: 0:i''ãP ''t! ; 6j''i'i,
P

:'h.l:= ';1::':;,:Titií'l:.'T,: . lll.IÍ : l.l
'.'",,, : ':!::., J: ;,.ü''*''''','',,'" .

. ;J: ü'*'*' ' -;:=m " ,
o que termo.na a provar se tomarmos dlpl

)dt +

onde l

lp:il

Logos

ah
-í= ('y ( t) )
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+l PI :( t , z )
y'(t)

lpl
( 'r ( t) -z )

[]

?nova do Teorema 111.4.1 Podemos suporr sem perda de generali.
jade que aV é a curva de Jordan y: [0,1] -» C

Seja gl € EM[AI x Q] um representante arbitrãri.o de g.

(!',z) e A? x v -' 71--

[ s= :J:!g;=*''''..'Y

Como

então por derivação sob o sinal de integração temos que

g(@,.) e H(V). Basta então demonstrar que g é um representante
de çlV, ou seja, que

(1) g € EM[AI x V]

(2) g - gllV € MtA:l x V]

O item (1) segue do exemplo 111.3.3, usando que Vc Q j'
Falta provar o i.tem (2).

Dados K cc V e T)
1;1;;;;i um operador derivação em n.2 ,temos:

le caso D é operador i.dente.date

Pelo lema 111.4.1, segue que

;:'",,, :: {ÍI à:P ': .JL
V z e V.

,,.t) !!t;::;;gX }, v+e a.:l e
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LOgOs

(;i-;) op : :àJÍ e.:1l op,:)
d.t A d;

T -Z

ag.
Como g € HG(Q) segue que i;l e N[A? x sz] e

V, existe Ne 1q+.e a € 1' tais que, vqz N

]vl e ]0rl] e cn > 0 tais que

para o compacto

(+) l;? (+.,,) l V c C ]0,n[ e' V t e V

Se T = u+i.v então d.r A d; = -2idu /. dv e de (+)

l (gl-g) (4'e 'z) l $ :JJ, H## .
V z € K e V c C ]0,Tl[

Mas, observe que

;EI JÍ, 'T:=#' - ::$ 11,. ,,''lÚ-F' :

: s:p IJv.. l.I'

:' JJ,.. ~f : « « -

pois 'r'> 'EÍ é localmente integrãvel. E portanto,

Logo, provámos que existe N e :N+ e a € 1' tai.sque V q à N e

, ;n € ]0,1] e c = -v M tais.que

(1) suP
zCK , $3# : «
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,z)l$cea(q)-N VzC.K e Vee]0,Tl[

(PI'P2)
2e caso: D é um operador qualquer (D = a ' ' a P) .

Aplicamos o lema 111.4.1 para Dgl(@r-), ou seja,

ÍÍ...>' .«,.,'## } .

A.

Dgl (@ , 't )

T ZYDgl(+,z)

Por derivação sob o sinal de integração temos:

Dgt@,Z) .IÇ:(@,:)D,

e portanto

O(;i-;) (I'.ü - 7h {lvD;i«',')-ft:}
l )dTgl(+,T)Dz ( T Z

Y

.«,.,*J#} ,

* 1, € A:l .

Usando o lema 111.4.2 e as notações que lã aparecem

podemos escrever a igual-dade anterior da forma:

i5].ajlo oj (d91) (.P,v(t)

* lí. ..g, .«, :,':J;'},

( Jt) l) (g-gl) ( @, z) $: (t, z) dt +

v @ e A?
A.

Como agl çZ] então
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]Nj € 11+ e aj €1'táisque Vq 2 Nj e + eÀq r nj € ]0,1]

e c.i > 0 tais que

+c,'r ) l $ cj caj (q)'Nj
] 0 , n : [V c ee

]

e

R € 11+ e ã C I' tais que V q à N e + € A: ;fí C ]0,1]
tais quee c > 0

ID('ã;-)(+, T)l $ ;cã(q)-R vv e f e c c JO,ii

Então,

] N = max
i$ j $1 p l :;:i:l.lt'j';} € r

tai.s que V q : N
e 'P e A: ,] n= ISmznpl{ nj'n} e co:TlmaxlplÍcj'c}tai.s que

lo:i óc'x)IS coca(q)'N V.rC.Y+ .,e C10,nle
lpl. E(+ +)

ag l
l D (';f) ( óc ,'r)l $ coca(q)'N VT ef c e ]0,rt[

De (+) e (++) temos que

lo(;-;p (%: ,d l $ :f l111ajlc.
l

(q)-Ne 4,.i(t.z) lat +

:#u JI. 'EW« JJç 'l;:;Í '

Vz € V e V c e ]0rR[
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Como as

[0,1] x Kf V j :

são uniformemente limitadas em

segue que ] P > 0 tal que

11 'Pj ll [0,i],.K $ p , v j:l. lpl

Logo

içjslKllol 'b(t,z) jat $ p <

e

::i IÍ, '?ze ; « «

(ver A )

Em resumo, provámos que ] N e ]N+ e a € 1' tais que

vqa N e# € Al; l;n e ]o,]] e

111 ','..,*}«

c-a .L o \q uç;

IO(g-gl)('bc'z)l $ ccct(q)-N vz eK e VeC ]0,n[.

Como uma primeira consequência do teorema 111.4.1 temos

a prova de existência local de pri.motiva para uma função holomol.

fa generalizada. É o que vamos provar no b.colCHa a seguir (ver
também em [CG-]] e [C-2] )

[]

TEOREMA 111.4.2 Se.ja D(z.,R) Cg

g e fÍG(D(zn'R)). Então oara todo r tal aue 0 < r < R existe
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f € ffG(o (z., r) ) .Eg;l

Prova Fi.xemos 0 < r < R. Pelo teorema 111.4.1, existe g repõe

sentante de g no D(zo'r) ta]. que g(ü,.) .e H(O(z...,'r)) , para todo

@ € A:l. Pe]o teorema ]o.14 de [R] para todo + e A:l , existe
f(q'..) € H(D(zo'r)) tal que g:{(@,.) : g(Ü,.). e ainda sabemos

que

f(+,z) g (@ ,e ) de
[zo'z]

r

onde [z,zn] denota o segmento de teta de extremos
temos:

Então

(1)

(2)

0f € X D(zo'r)]

se f denota a c].asse de f em G(1)(zo'r)) então

f C tÍG(O (z., r) )

De fato:

(1) Se : [0,1] + C
t -, tz + (l-t)

então

líl,o',j )de (l-t) zo)dt(z-zo) ,

ou sela

f (q' . z ) (l-t) zo)dt ('z-zoJ ,

V z C D(zo'r)
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Logos .dado Kcc D(zoar) r como

KI = {tz +(l-t)zol(t,z) elo,ll- x K}

é um compacto contido no D(zo/r) , sendo g e EM[Ao x D(zoar)] r

existeNC:IN+ ta]queV+ e.rL;l , ;n CjOr]] ecoa 0 taisque

([-t) zo) ] $ coe'N , v c e ]o,n [

e V (t,z) C [0,1] x K

Então: existe N C IN+ tal que

tais que

,] nC ]0,1] e

l:Ên.,ü l (t-t)zo)jat.r $ ce'N ,

Vce ].0,n[ e V z eK

Como f(+..) € H(O(zo'r)) , V + e A? , o Item l decorre
do lema 111.3.1

(2) Decorre i.medianamente de

f(tl',.) e H(O(zo'r)); ;;(@,.) = g(@,.) , VÇ' G A; e de (1)

[]
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111.4.1. As Fórmulas Integrais de Cauchy e o Princípio do Módulo
Máximo

Como apli.cação da representação local das funções holo-

morfas generali.zadas podemos obter fórmulas análogas às fórmulas

Integrais de Cauchy para as funções holomorfas generalizadas

(apresentadas por Co[ombeau e Ga]é em [CG-]]) . Cabe observar a-

qui. que estas fórmulas, no contexto das funções generali.zadas,

não têm a i.mportância que têm as mesmas no caso clássico jã que

em virtude do Exemplo ]].], os va].odes pontuais não caracterizam

as funções generalizadas.

TEOREMA 1].1.4.1.1 Seja ç2 um aberto de c , g c HG(sz), T = >jn:v:

um ciclo em Q e V um conjunto aberto relativamente compacto tal

ue

V

ll

(1) V c Q

(2) T+c V

(3) Ind..(a) = 0 para todo a # V
&

(4) aV .

de classe Ci . Então

(1) g(z) Inda (z)

r
l g('t) d'r = 0/T

.ggVI g T2 !ão dois ciclos em V tais aue IndTI(a) :lndT2(a)

V a é V , então

+
dT

2lr iJ T Tb-Z , V z C V\.T

(11)

(111)
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g (r ) d't
T2

Prova (1) Pelo teorema 111.4.1, existe um representante

gc EM[AOx V] degjVtalque g(+,.) € H(V) para todos eA?

:,: « : »? * à V z € 'Vd't € CT-ZT
T*

então pela defina.ção 111.2.1, temos:

(a) "(lz) : 2;iÍIÍvx-z d't ' vz evx.v+

Como

g(@, .) € H(V)

e T é um ciclo em V bati.sfazendo (2). e (3) , entãopela fórmula ante

oral de Cauchy, forma global, caso clássico (ver teorema l0.35r

pg. 235 de [R]), temos que

(+) g(@,z) .Inda(z) - ãfii dt
T -ZT

, V z C V\.T+ ,

Por outro lado, para cada z e V\T+ fixado se

Jz:$ € Ao -> g(W,z) , então pela definição 11.2 segue que

(b) 'í (J,) = g (z)

De (+) temos que

JzlndT(z) A.? , V z € V-:T+
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e, portanto,

Ind.(z) IT(Jz) - Tr(in(âT(z)Jz).A.Zõ.La..a lr(lçt) , V Z € V\T+ ,

ou sela

L'
(segue de (a) e (b))

In%(z)g(z) = 2ii e V.T+

L'T
então pela definição 111.2.1 , T(1)

g(@, .) . € H(V)

(11) Se 1: q' € A? -- ;'P

Mas

eT é um ciclo em V sati.sfazendo (2) e (3) e .'. pela Fórmula

Integral de CauchyJ forma global, caso clássico (ver teorema l0.35
de [R])) segue que

l g(+,'t)dv - 0 , V I' C Ail/rn

0 o que implica que l g(T)d'r
/rn

(111) É conseqiiência imedi-ata .de (11)

Logo

]jEOR$MA 111.4.1.2 .gaja ç2 um aberto de c , g € HG(n) rT: .}l.n:LYi

um ci.clo em Q: e V um subconjunto relaÇ C tal

que as hi.póteses (1) g: (4) do teorema 111.4.1.1. estão satisfei-

tas. Então para todo m e :N+ tlemos

[]
V

l
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g(m) (z)Inda(z) : g:t JVilii?:fi:RÍ d't . V z € VsT+,

g(m) : a m ãg m à l Si g(0)

onde

Prova Tomemos g € EM[AI x V] como no teorema 111.4.1.1. Para
cada z € V t tomemos

x,: + c A? - gh J T;::fÉii'} ',

a,: + e A? -, {--ã w,ü
Então pelas defina-ções 111.2.1 e 11.2. respectivamente,

temos que

(t) v(]:z):m! L, .m+ldT e v(JZ):g(m)(z)

dzjá que, l---X é um representante de g(m)

T ) dx2líj. m+l
( 't - z )

Mas, como g(+,.) C l{(V) e T é um ciclo em V satisfazen-

do (2) e (3), então pela Fórmula Integral de Cauchy (corol.do teg

rema [O. 35 de [R] ) segue que

( q' , z) Ind,p ( z )
3z nJ,-a!>a'' ' T''"-*,

ou seja,

Ind'TJz:lz ' , emAo , VzCV....T+ e .'. por(+)

Inda(z)g(m)(z) = mlJT---S dr . y z ey-T+
[]
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Apresentaremos agora .a prova de uma forma do princípio
do módulo máximo enunciado por Co]ombeau e Galé em [CG-]]

TEOREMA 111.4.1.3 (Uma forma do pri-ncípio do módulo máximo)

Sejam umabertodeC e ge HG(n). aeQ e
D(a.r) c D(aír) c Q. Suponhamos que g é nula

fronteira de D(a,r) então g é nu].a em O(a,r)

numa vi zinhança V da

Prova ; rl > 0 tal que D(a.r) c l)(a,rl) c O(a,rl) c Q' Aplica
mos o teoremal11.4.1 para D(a,rl) c Q e determi-namos

g C EM[AI x D(arrl)] tal que

i) g (+,.) e H(O(a,rl)).
e

ii) g é um representante de gID(a,rt)

Por hipótese g é nula em V n D(arrl) e portanto para

a(D(a.r)) c V Í) D(a,rl) e 3Z operador derivação, ] N € :1q+ e

ac ['tai.squevq àN e $ eAl; ,]ne]0,1] ec> 0 tai.sque

(+) jâlg(+cpz) l $ cca(q)-N . V e e]0,rl[ .

V z € 3(D(a,r))

Mas axg(+,.) e tf(D(a.rl)) , V + e A? , e
princípio do módulo mãx.imo temos que:

pelo

(t+) !:11 (+,w) 1 = . max jaig(q',w) l
weO (a , r) we a(D (a , r) )

P
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Logo dados Kcc D(arr) e 8x operador derivação ] N e.]1+

e aC ]'taisque Vq àN e +eA: , ]nC]0,1] e c > Otaisque

max laia(.}.,w) 1(+) cca(q)-N
wG a (D (a, r) )

Vz CK e V cC ]0,n[

g.ID(a.r)

0hr [A Xe g l D(a.r)]

[]

111.5. Representação Local para as Funções Holomoffas
Generalizadas (caso n > 1)

O objetivo, agora, é provar um resultado análogo ao teg

remo 111.4.1 para as funções holomorfas generalizadas de mais de

uma variável complexa. O problema foi demonstrado originalmente

por Co[ombeau (ver [C-2], [CG-]], [A-3]) e entre outras conse-

quências conseguiremos provar o lema de Osgood e o princípio do

módulo maxi.mo para as funções holomorfas generalizadas.

TEOREMA 111.5.1 .gSjg: Q um aberto de Cn e. (al/....an) C S2 /

rlr'' rrH > 0 tal que o polidisco aberto

D = D(al/rl) x... x D(an'rn)c' DccQ
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gS.ig; g C ffG(ç2) , então g admite um representante nQ polidisco,

g e EM[Ao x D] ta] aue g(+,.) C f{(D) obra todo @ € A?

Prova Seja gl e
Defi.ni.mos

E [A x Q ]lM um representante arbitrário de g.

(V,z) C A:l x D '» i;llli)n laan dTl-' dTn f

: aDI x... x aDn ' Di.: D(aj.rri) r V i:l,...,n.

Pe[o exemplo 111.3.4, temos que g € EM[A] x D] e que
g(y,.) cH(D) . Para provarmos que g é um representante de gID,

basta mostrar que

onde

( ]. ) êr - ;:la.? * D € [A? * D]

(1) Dados KccD e aP operador derivação, temos, peão ].ema

111.4.1, que

'zl''...Zn). : l JaonaPÇI(+xn'''zn'i'vn)

,'«-:.'.' -i=':':=. ,

dTn +

V + € A? , V z € D

Aplicando, novamente, o lema 111.4.1 obtemos
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;';:'"'',.,,., : í;$-1 1 ,..1,...: Él:; :l=P ".-:'- .

.L.{J...:aP( agi) (+,zl)-)Zn-2)Tn-l'Tn)

l
2ni

Aplicando iteradamente o lema 111.4.1, obtemos

!>#,'l!- -jV «.. .

(T[-z].)...(Tn-zn) '
,d'tn +

. :Í a# Í;..J;.--'*-:, Í»..J
a P(Êi:--)(@ ) z],.-, Zn-k-l,r n-P-., Tn)n-k

('rn-zn) -. (Tn-k-zn-k)
d'rn-k A dTn -kdTn-k+l' d'rn

) V z - (zl) ,z ) € D . v@ e Â:

Por outro lado, se p ' (pl'pi, ,Pn'Pi) e

;lpla P

denotamos

D
Z

V

Pv+P.:

;*:';.:;
r
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Logo/ utilizando a defi-nação de

nal de integração, obtemos

e por derivação sob o si

aPg(+,zl,...,zn) : l ÍaoDgl(@''tl,...)Tn)az( 1 )dTI'nd'tn
(+)

abÍ;.:»,.'Ü, .,Tn)Dz].( 1 ) dTI'..d'h ,

V z : (ZI»...,zn) e D

Então

aP(gl-g)(Ü,zl,'..,Zn) : T +

. ::i .&Ê- J ;.l.::*.:.j '--* "..*"':.-*'--**:.«. '

+ l JDnaP(agi)(@,zi,''',Zn-t,'tn)ó'rn'KIÍín V zeD . . eÂ:l

onde

Ja D Crl'zl)-. ' n-zn) dTI'''dTn ' (alta)napg(+,zl).'..»Zn)



ag,
vendo derivadas de ';--x

Mas, pelo lema 111.4.2 (utilizando as notações que lâ

aparecem) , temos

Jani gl(Q'TI,«.,'rn)Dzl( ]- )drl : Jan.(Ozigi)e)'ti,-., tn) dTI.L

cll .lo Dt (;!.)(+,YI(t),T2,.-,'rn) +t(tpzl)dt

Então, da ú]tima igua].jade, do Teorema de

111 . 4 . 2 temos:

1;.: Í ;.,:;:'", ::, . . . . .'»,:'qk'',,'q%'«:", :

: l ;.;Ê ga.:'':;:'«,':, . . . ,'.'»,,'Ü,«, } «:

'11': .i {i: #'E''",*:''' '',,.

1 ;.. 1 ,.: ',:',:;:'",':, . . ' ,'«' a;qJC:Q ':,'':
r . PCP; .f,i . a;.
l

( 1 ) devemos envolTPara escrever como uma Boinaprovarmos

rubi.ni doe

Tn)+{(t,z2)dt «1) ( 0, TI.»Y2( t) ]'t 2 ,cl \J. l2'i',:'ãT].''l 2
z2É

aot

,Tn)+l(t)ZI)dt.l dx2 :
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-l»:',, .ü, T:: l {íl q'8, ~,'''''',,.,:., .:'',,:». } ..
Aplicando iteradamente o raciocínio acima e utilizando (+) ob

(2lrÍ)n apg(Q,zt,«.,Zn) : JaDnlaDlli(+'xi,'.q'rn) a z( 1 )dTI'.'dtn :

aPÊI(@ )ll,-'''rn) (\'zl)l..(.rn-zn) d n -' d'tl '

(Tn-].'zn-l).n (TI'zl) Pn+Pn:l' cn {r oDn(1)zn-l Dz.l)(;gl)( V,.t lp','rn(t))+ 1( t,zn)dt . d\- d'rn-l

- IÊI ÍúJ ,.,.: Í;Ç.:l ;.. ' '«:'''"'''',. '

i:».l lo oJ(Dzj-l Dzt)(:gl)(0 ,T].,. Yj(t),-)tn) + l(t)zj)dtdT]n dT. .].drj+].-'drn

íaD2 Jaon z2( 1 )-'DZn( 1 ) l:+P]' ]. la. DI(:11)(@,y].(t))'r2,-,Tn) +](t)z].)dtd[2b''dT]

V z : (zl'....,zn) € D . onde

t e [o,-]] ---' aj+rje2'ízt = xj(t)+iyj(t) € c ,

D{ é um operador derivação em Dt2 (nas variáveis xj e yj)

temos

j

) são funções de um dose seguintes tj.pos+l (t . z



s: y!(t) sjS Pj+Pj '
['rj (t)-zj] ]

, 11
r t'j ' r'j r - ' ' ' '

Usando a definição de T podemos e

aP(gtID-g)(P,zt'....Zn) , VP eA? .VzeD,

nte manei,ra:

::-.;,.-;''",'.-,'.' : =ht!: l .:l'i:ç Í,.. ''-,:,.:.'';-:-'.-:,

'-ç=h, ...'l..ç\, :l .!Ílq '»,;.;.',:''8'" ,'«.,*.'''-.'., .

. 41(t,zj)dtdTI'-(ttj.u.dTn + n1l l .bDn' JOn-k+l d'tn-kAdTn-kdTn 'k+l'

Onde - sobre os símbolos l e dT signifi.ca que tais
foi-am reli.fados.

Para o compacto dado seja -: Kk - lrk(K)c Dk ' Como

agl
(a) D2J(Dzj-l'Dzl)('aZ.) c NtAi XQ] , v j=1,.-,n, vl =L....pj+pj

;N]ZeiW+ e aijei'taisque vq2ntJ eV@eAo ]nle]0,11e
c:] > 0 tais que

l1 ,v !

screver

da segue

termos

dTn



IDI (o,j-i'' D,l)(jl;l) (+c,.)l $ c.j ."?(q)-n: 0,nJ[

e V 't e aoD.

(b) aP(agl ) eA/[A.lxQ] , vk:0,...,
n:k

então ]Nk eãk€1'tai.squeVqà Nk e$ eAO í;.nk €10/1] e
c.. > 0 tais que

ãKjq)-wk
(+c'zl'-',Zn-k-l'Tn-E'''''h) l $ êke " '* '

r[kt e V (z]n-,Zn-k-]Un-P"''Tn) € K]. X-' X Kn-k-]x Dn-kxaDn-k+]x -'X8

hax {mÉI,ãkllS j $ n; l$ &$ pj+pj; 0É k$ n-l}

mi.n{(?,ãklls j$ n; l$ 1$ pj+p3; 0É k$ n-l.}.e r

"8 .
n = minÍri],nkll$ j$ n; l$ 1g pj+p:j; 0

(aue sela determinado abaixo) tai.s que

113

n ].

Dnto,V e C

IS que

n lk<<

e c > 0

x Ç2 ]l

Logo

e

+-3
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/(g-Ê])(+dz],'nzn)l$ 1 jnl(li,zlsuaDXKI Itxt.zii.=(xl-t'zj-iJ Dzj+l( 1 )'-Dzn( 1 )

.n!'' !ÍIÇ'.'''-,- '. ,,:;ET.,:,*.:i<':,'.'ilÜ''';' .
= ' ' .' i#j

n-k

= ('i;t;i j=z ('ri,ziseaD.z K.il(ll-zl)w(Tj-l-zj-l)Dzj+l( 1 )'-Dzn("''l'--ll'

.-2'3-'Í-.j :gi.,::*.:-<'',,,,'X '',.:, . IEI G$- q. ,n-k':' o.'.
uj

('ti)zisllfOt Ki( n-zn) .= ( 1.k+l-zn-k+l) l Zn.Suj'n.kJ R I'tii..ll:'Zn-kl) a (q)'N
n-k

V E: C ]0,n[, V z € K, onde c é o número entre parênteses, obser-

vando que

r dTn-kAdín-k
SUP 1 < m

Zn.keKn.k J Dn.k I'tn-k'zh.:kl

pela obs (A) do teorema 111.4.1

+ nil. ]. i. Ca(q)-N suP 1 1 suP'
kÊ0(21r)K+x K '(.tl,zi)eaD#Kj.' (ln'Zn) n(In-k+t-zn-k+t) 'zn-keKn-k lkS?«à.'~'
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111.5.1 O Lema de Osgood e o Princípio do Módulo Maxi.mo

Como no caso l,ten.do provado o teorema da representação

local para funções holomorfas generalizadas de mais de uma varia

vel, podemos tirar comoconsequências o Lema de Osgood e uma for-

mulação do princípio do Módulo Máximo.

TEOREMA ].11.5.1.1 Sela Q um aberto de Cii, D um PQlj::cisco aberto

tal aue Õ cc Q e g e HG(Õ) . Então

l f g(vl' . . . ,Tn)

g(z) = g(zlr..',Zn) - - 2li)n ;a D i.[-'z...)-.('t..-.zlaXI''' dtn'
0

V (zi,...,zn) - z € o

Prova: Seja D' um polidisco tal que D c D' c j5iacçZ , então pe-

[o teorema 111.5.1 existe um representante g € EM[Ao x D'] de çID'

tal que g(@,.) € H(O') para todo e A:

Fi.hemos z e D. Se

IÍa D I'''d'tn € C

então pela definição 111.2.1, temos:

Tr(lz) : Jao g('tl--,'tn) Zn) dvl'''dxn

Por outro lado, se
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az: + e Ao -, g(+,z) , pela defi.nação 11.2

lr (JZ) : g(Z)

Mas g(+,.) e l{(D'), V+eA? e 8DC D'r entãopeloLemade
Osgood clássico, (ver teorema 2.2.1, pg. 26 de [Hó])f temos que

g(+,zl'-.,Zn) : ]' íoD d'rl"'d''rn r

v z .e D r v+ e A? r ou seja, em A:l ,

az : - 2li)n lz ' V z C O

( 2Tr i)n

Então

g(z) : IT(J,) - 'i:;ll;jii T(1,)
g(T]., ...l n)

(Tl-zl)...(Tn-zn) drl'' (ttn

[]

TEOREMA 111 5.1

Então para todo

como no teorema 111.5.1.1

:IN'' temos

g(a)(zl, . . . ,Zn) dFI'''dtn p V Z e D

Prova É análoga ao teorema anterior uti.lizando o Lema de

osgood clássico para as derivadas.
[]
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TEOREMA 111.5.1.3 .gSj.g Q um aberto de c, g g c HG(i2). EUEe

nhamos aue D = DI x ... x Dn .e um oolidisco aberto e limitado
de Q tal aue D c ç2 e aue a é nula numa vizinhanca

aOD : aDI x ... x aDn r então g .g. nula em D.

Prova Seja D' = Di x ... x DÂ um polida-sco aberto tal que
DC DC D'c D' c c ç2. Pelo teorema 111.5.1 existe

g € EM[Ao x D'], representante de gID' , ta] que g(@,.) € H(D') r

V Ü € A?. Dados Kcc D e aB operador derivação como

glvno' - o,

ou seja

D']0
x V ng l

ecoüo aDcc v n D' ,] N.eJlq+ e a € reais quem
] rle ]0,1] e c > 0 tais que

": ,

(+) ,x)l$cca(q)-N vx.eaD eVc€10,Q[

Fixemos x.i C aDi , V i= 1,...,n-l. Como

aBg(+,xl'..''.,xn-l'--) C H(D'n) V + € Ao , então pelo princípio do
módulo máximo clãssi.co

nax laBg(+c'xl'''',Xn-Px21- ng;Dn (+C'xl,''',Xn-l,xn)](+)c a(q)-N V C € ]0,rlt

Então, V xl € aDj. r i : Ir...,n
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temos,

] 0 ,n [V ee

Repet

que

apÕ(+crXlr'''rxn-lrxn)l $ cc'''a' " , V € eJOrtll

Fixando xi € aDi r j.:lr...,n-2 e xn e ljn / temos que

aBg(+,xl'...,n-2,--,xn) C f{(Dn.l) V d' eAo ; e ..'

pelo P.M.M segue que

n-lEDa-ll :fg( $ ,XIP ' ' ' )Xn-2)Xn-l)Xn) 1 : Xn.max n.l

V c: e ]0,n[
Então,

jaBg(#e'xl'...,xn) l S cca(q)-N

indo iteradamente o processo, obtemos:

laBg( %: ,xl' . . . ,Xn)

e V (xlr....xn) C D

Em particu[ar, V KccD, ] N e ]E]+ e cl e r tais

Vq: N e+ e;\qo íin e10,1] e c> 0 de talmodoque

jaBg(+c'xt''..,Xn)l $ ceq(q)-N V ce]0,o[,

V(x.,...,x.) eK , ouseja ge N[ATx D] oqueimpli.ca
alD = 0

' ,".-l,x.) l(")c a(q)
N

aDi , ieÍI,...,n-2} e x-i eD-i IV j etn-l,n13.

a(q)-Nc € J UTR L

0 x 0]e N[.A l que

[]
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Observação 111.6.1.1 0 Lema de Osgood generalizado não tem a

mesma importância que o clássi.co já que os valores pontuais não ca
racterizam as funções generalizadas.

111. 6 Prolongamento Analítico

Muitas das formulações do princípio do prol-ongamento a-

nalíti.co não são verdadeiras para as funções holomorfas generali-

zadas. No entanto, provaremos uma formulação que para o caso

n > 1 nos permiti-rã mostrar o Teorema de Extensão de Hartogs pa

ra as funções holomorfas general-i-zadas.

Começaremos o parágrafo com os contra-exemplos

EXEMPLO 111.6.1 ( [CG-]] e [C-2] )

Classicamente temos o Teorema de Riemann: "Se f é uma fun

ção em um subconjunto aberto Q c C que é holomorfa emQ -Íp} ,

sendo p um ponto de Q , e f é limo.fada em Q , então f é holomorfa

em Q

No caso generalizado daremos o exemplo de uma função gQ

neralizada g € G(C) íl ffG(C\l0}) tal que gla\{0} = 0 mas

g 4 HC(c)

.l ü (o ) 1: 1 z I' e a,Defina.mos (+,z) € A? x Q -, l+(o)j:e'
então

(1) g e EM[AI x a] .



De fato, dados K c c C

le caso: al operador identidade

] N = 4 tal que V .Ü € A:

Ig(+e'z)l$ 1q'e(0) 1:: t\ l+(o)

operadore

tais que

] o ,V ee C

42 V z C K$ C E

2e caso a operador qualquer

; N - 4(1+lil) tal que V + € .Po ,}

(0)I' Z 0 (sendo que co vamos determinar

laj'g(@c'z)l= -----4 jaj (e'l'P(0)I'e'4

1+(0) 1' 'l'b(0) l 'c'4
$ : e

e 4

$ 1";1';11iÍ'í 'o $'''u '

e

c ' c.I" abaixo) tais

l ' l l .
que

: 4 l il

v ee ]o,l[

e V'z €

max IP (lxl,lvl) l ,
z=x+iyeK

o polinõmio determi-nado acima.

. /= /3//1q\ nA.A nAn#ln n

ondeK l

sendo P

de
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(2) çlC\t0} = 0. Dei.fato, dados Kcc a'\(0} e al operador a9.
rlvaçaor

19 caso: az operador identi.da
a

] N = 1 e a € 1'

temos

(*) IÓ(+ ,z) l $ 11lL1'9)c. €

onde d = di.st (K,{0}) > 0 , V z

Como lim
ç -> o

Então por (+) -;Elç($c ,z) l

tiu[ar, ] n e ]0,1] ta] que

ljg(.be'.z)l$ 1 , V c e10,n[ e Vz eK.
+

a : ]{ -.> ]R'

, ] n € ]0,.1] e c = 1 tais que

Ig(Vc'z)l $ .cq. $ eq.el: cc.a(q)-N

o: a operador derivação qualque

h X'r .l . /l=

Então provámos que: ] N = 1 e a C I'
q '» q

tais que

de

lVtais q > eque

l

uniformemente sobre K, em par

lV >q

2e cas r

a

V e C ]0,].[
2

2d
4l C

)--L- ( e4q
C C

] a €l

: ]q -.> ]R
+

tais que V q à ].
q -'> q
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@ ' ": , ''"';

-'".'' '' g , - : .$ .--«., .' $ :
-l+n)I' ]ÍI - '

)aa;í '.'' '
e E e ]0,1[ , onde

9

laia(+c'')l e
2W (o)'l'

$

(e (lxl,lvl)
c 4lil

V z € K

em (+)

são como em (1) e d é defina.do

Como
-l v (o) l ' e4 então por (++)

-L: l ai;(@c
e

, z) l : 0
c-+0

, uniformemente sobre K

DaÍ em diante a demonstração é a mesma que foi feita no

].Q caso

Em particular provámos que g e HG(Q"-.lÍO })

(3) g # HG(a) (e g # 0 em C)

Temos que.

ã g ( Ç, , z ) l@(0)j4ze-lti'(0)I'lzla , V(9.z) C A?

Vamos provar que ag $ N[A. x Q] . Suponhamos por absu=

do que a g e Alta\l x C]. Então para o compacto

N e INt e ae 1'taisque vq 2 N e + eAl=
c > 0 tais que

0
N[A l

l n C W+lU{O} ,n

o , ]]
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(+)

Mas

1 5ç (.p , z) l $
e

c Sa(q) -N , V z e K e V € ]0,n[

- lo (o)
1,1.

Logo, V n e ]N tal que temos

1) 1 (=) 1+ (0) 1 4n3e- lq' (0) (q)-N

e .'. n3(/ã)a(q)-Nl$(0)l4 $ cela'(0)I' , Vne W tanque
n./ii > l

Tomemos então q 2 N tal que a(q) > N (exi.ste, pois

a(q) eO CAl: talque +(o) = 1 (ver lema i1.2). As-
C.F.> oo ''3

simsendo, paratalQ eA= ,]n CJO,]] e c> 0 taisque
n3(/ã)a(q)-N < ce , V n € :N tal que rl/ii> 1 e .'. fazendo
n-++m temos, então, um absurdo

[]
EXEMPLO 111.6.2 ([CG-]] e rC-21)

Para as funções holomorfas temos o seguinte resultado:

Se f .é uma função holomorfa em um aberto conexo ç2 e z. € oé

calque f\''/(z.) = 0, Vne W, então f= 0 em Q.

Para as funções holomorfas generalizadas não temos tal

resultado: construí.remos uma função holomorfa generalizada g em

D(0,r), r > 1, tal que g(n)(0) - O € ê , Vn e W e g #O
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Definimos

(q',Z) C A? x D(0,r) '- IW

nr
m)I' } s-

n
Znn=0 r

É imediato verificar que g esta bem definida. jã que

+ (o) l :
n

9 ' .,"1 : 13.1n l 'r'
n

r

e .'. a série é convergente e que â(©,.) 6 H(o(o,r)). v q' e AT

Valem ainda as seguintes afirmações:

( ]. ) g € empa\l »' D(0,r)] De fato, dado K c c D (0,r)

ta[ que v + e ;e , ] n=1 e c > 1+(o)

(onde maxjzl « :)
z€K

tal que
l@ (o) l :

qP"-. . :".'lsu e
l@ (o) l '

e4

E
n=0

c.'' , V z C K ,

V c e ]0,1[

Utilizamos, agora, lema 111.3.1 para concluirmos que

g € EM[A? * 0(0,r)]
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Def

(2)

Considere --111:-nr
1: © e A? -' n! l@ (.0) la g'-

mostrar que l e l

Observe que

eV+eA?. Emparticular, Vqz le +CA: ]rl €
l@ (o) I'

4 n
g'- , v . € ]0,n [

]0,1] e c=1 tais que

ll(@e)l $ cq $cq'l: cca(q)-l vc ej0,n[

(3) g# 0. Vamos mostrar que g(1) # 0 emQ. Supon

bsurdo, que g(1) = 0 em C , ou seja, se

i: @ € A? -» g(@,l) = l@ (o)

W' '» ]R+
' ' : l q -.- q tais que

declasseainlmos

g

(n) (Q , 0) e ag

Temos que

] o , ]] tal

V N>q

VV

por a

g como sendo

(n) ,..

4 nr2 e 0
nr

Então
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Logos ] N C :N+ e ct € 1' tais que V q 2 N e V

] n C ]0,1] e c > 0 tai.s que

l@ (o) l '

'e4 :.!0 .- :'' h)-W,l l ( 1'.) l

V c € ]0,nt

Então, Vpe :N calque ../nl < n , temos que
' ':' ..L!.Q2..U.p

ll('b/Í) l : l +(o) I''
rP

a(q)-N

De

rP E
n=0

e'l+ (0) l ' , V P e :IN f

segue que

1+(0)jze'lQ(0)la$c l ,Vptalque
Í (a (q) -N)r

Tomemos q à N tal que a(q)-N > 0 (existe, jã que

a(q)--------+n ) e © C A: com +(0) = 1 (ver ]-ema 11.2). Logo, pa
q-+w ''

ra ta[ @ e A= ; n C ]0,1] e c > 0 tais que

l
(q)-N)

r V P tal que
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Fazendo p -'>m temos um absurdo

[]

EXEMPLO 111 . 6 . 3 ( [CG-] ] e [C-2])

Classe.comente temos o segui.nte resu].Lado: Se f é uma

função holomorfa em um aberto conexo ç2 e {xnlneJN é uma sequêB

cia com ponto de acumulação em Q tal que g(Xn) : 0 V n € :N. e.g
tão g é nula em Q

No entanto, exibiremos g C HG(C) não nula tal que

g(l-t) = 0 em ê , V n € W

Coloquemos Xn : ] l e defi.namos para cada n € ]N+

Bn(z) : z'x2) '(z.xn)z , vzéc ,sen:2

e B. (z) = z

É claro que Bn é uma função i.nteira, Bn(1) - 1 e que

X2r'''rxn são zeros de ordem l de Bn r Vnà 2

Seja l@ (o) l :
e (n!):

(n!)(q',z) CASA x C - I'P(0)
2 B. (z)n=l
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(1) g esta bem definida, ou seja. para cada + fixada a séri.e

é convergente para todo z c a . e g(+,-) e H(c). v q' e A\l

De fato, fixemos @ e A\' , como

z xz x2 n V z € CZ r
ll-xl x2 n

l Bn (z)

então-é claro que IBn(z)l s n!(lzl+l)n'llzl , V z e a , V n e W+

Logo, V Kcc C , se maxjzl, segue que
z€K

© (o) l '

IBn(z)le(n1)2 lzlnSn!(lzl+ln!)alzln+l S(M+l)2n:
(+) ( (M+l) ') n

n!

V z € K. Como a série >. -1-1:=Ê:b=iZ.--.L--- é convergente, então, pela

desigualdade (+) temos que a séri.e

(M+l)')n e
n=l

o(o) l '

.!: .. . ,,-:b,'
é uniformemente convergente sobre todo compacto de C e portanto

a série é convergente V z € C e pelo teorema de Wi.erstrass te-

mos que g(@,.) é holomorfa em a.

(2) ; : '.[«? * '] De fato, dado K cc C ,
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] n= 4 ta]. queVQ e;LS ,]rl=1 e c> 1+(0)I'n>1 M'l)2n
tais que

Ig(+e'z)l(S) ll 0)la S ((M-+"l)2)'$ cc-4 , veejo,].

Utilizamos, agora, o lema 111.3.1 para concluirmos

x a:]

Definimos g e HG(C) como sendo a classe d

g(l-É) = 0 . V n C N*

Observe que. V n à 2

rO se n : p

Para cada p Z 2 (para p=1 é trivial) consi.dele

Bn(xp)
*- ]< ''' ]< :' " ' '

e V z C K

e

(3)

f

n
4

$ cen!n=l

0 '- g (q' , x.)p e Al P
l

P

Queremos mostrar que IP

Mas
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.!!ç9U

(++) llP(@)l:l«o)l l IB(xp)- (n!)a (xp)nt $

.bEgE.JeÉIU

; ":p' .Ê''..*., - :--:» '*.,«'!'WP' 121-...*., -<::g '*.'" ;
.J!!çgiF . ! Wçg} ! l

: qF E-'..*,,- ::;'*.,':-"'.,-' .{ :Ê '..*,,.=bF:u ,
V+C A? , e Ve.E ]0,1] , onde em (a) utilizamos a observação
precedente. Mas

l ': l 11..«.*,,

V q € ]N+ e .'. ; n e ]0,1] . tal que

ü (o) l '

(+++) lq'(o)lat >ltlBn(xp)l n }- c4 $cq ,

Então
y e C ]0,n]

N=1 e a e I'r 'iN -» n.+l ais que v q à N\ q ''> q

e V @ e Al;a rl e ]0,1] (determinado acima) e c:l tais que

l .ê:B«o'?

(a) l@(O) I'(x )n
' P' 4

E

2(n!)
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li.Q.) l 'T' l+(U 1:{ E -!!n.=211b

(+:l#) -cq $ c.a(q)-l V . € ]0,n ]

(4) g # 0 em G(C). Na verdade, vamos mostrar que

g(1) # 0 em C

Seja 1: @ € A:l -+ g(@,l) c a . Suponhamos por ah

surdoque le 1, então ; Ne 1N'v e cle 1'tai.squeVq ZN e

@ € A:l , ;n e ]o,]] e c > 0 tais que

[i(0e) ] $ cea(q)-N V c C ]0,Tl]

ar. V p 2 2 tal que Cn=./í.l\z < n temos

1+(0)1' n>llBn(1).(n!)a e(n!)'

c( 1 )h)-W

usando que Bn(1) : 1)

l+m

n

particulEm

(P! ) ;

g r

implica0 que que

a (q)l@ (o) .N2 < l2 e) c ( i7d.(P!)

V C ta].P que'
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Tomemos q 2 N tal que a(q) > N e @ C Al; com Ü(0) = 1
(dado peão [ema 11.2). Neste caso]nC ]0,1] e c > 0 tais que

e'l $ c 1.1. . ... , V p e w+ tal que
j(a (q) -N)(P!)'

Fazendo p -> temos um absurdo

[]

De uma certa maneira é natural que as formulações -- anta

Flores do princípi.o do prolongamento analítico sejam falsas para as
funções holomorfas generali-zadas jâ que o valor num ponto não as
caracteriza.

A segui-r mostraremos uma formulação do prolongamento a

nalí''-ui.co para as funções holomorfas generalizadas.
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TEOREMA 111.6.1 Seja S2 um abeEtg ÇQpç4o em C'' e sela g yBq:

função holomorfa gençrqlj:cada em ç2. Suoonhamos aue g é nula se

bre o conjunto aberto U Dão vazio de ç2. :B!!içgg ge

Convém observar que a demonstração do teorema acima foi.

feita originalmente por Co]ombeau e Ga]é (ver [CG-2]) . No entan-

to a prova que apresentaremos a seguir foi desenvolvida a partir
de uma ideia apresentada por Co]ombeau no apêndice 5 de [C-3],

com a qual demonstramos o seguinte lema.

LEMA 111.6.1 Seja Q um aberto de Qn e g yma fppçêQ holomorfq

SSng:EgJ;:iZggg: gn ç2 . Suponhamos que exista t = (tl'..,tn) C Q g
al > 0 , V j = 1,....,n, tai.s que

n

j::l o(tj'aj) cQ g gjo

(zl'. . . ,zn) € Q
Se z é tal que existe R: > 0 , satisfazendo

(i) ao(zj'Rj) íl D(tj'aj) # 0

(ii) :lDI O(zli,Rj) c SZ

flntão existe s. > 0 , v j=1,
n

gl TT o (zj ' sj )

, v j 1 ,

PTQyp Suponhamos, sem perda de generalidade, que

b.i>0 ta].queb.i<al, v j'=1,...,n e

z=0. Tomemos

aD(0,Rj) n o(tj'bj) B g , v j 1,



Para cada l = 1,...,n , tem

{ ez O(tl,bl) la € R}

forma uma cobertura aberta de aD(0,

at,lr''''at,PI s que
PI j.a. .

vl : U e Z'K O(tl'bl) D

n
'H'D(0 Ra) c Q, ] r > O
j

n

TT o ( O , K:j +: )

Seja g um representante de g em 'íTD(0,R..;+r) tal que
j=].

n
(+,.)GH('H'0(0,R:+r)) , v @ eA?

j=1 ' '''

orema .[11.5.1)

Defi.nimos sl = minar,al--bl'Rl} r V l=1,...,n e

fkl-.kn: Ao(4n) x n D(0,sj) x iltJID(O'Rj+r) -+ C

(w,z)) - g(i3:(+) .(w]+e I'Klz],-.,Wn+e

Vkj. € { 1,...rpj.} r Vi: l,...,n(onde 1;: estãdefinid
n4 nnA 'r t: l\

os que

\ portanto, existe

D(O,R )l

Como

tal que

n

(ver te

a na

+r) c Ç}D(O,Rjj
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É c].aro k está bem definida, jã quen

n n

V (w,z) C :lEllD(O,sj) x j4.0(0'Rj + 'Í)

segue que - la..: l,J IÁ.
j"j+e '' ]zjl $ 1wjl+l'jl« sj+Kj ' ãs;+Kj '

v j=i, Além disso

f*:

n n

kn C rM[AI x j;l0(0,sj) x :li 0(0.R] + })]

(basta observar que fk....kI'''''n (Lkl
+ "

k ) g ,n
onde

-ia. . -la ,

Lkl'-kn: (w'z) C Q2n -.> (wl+e I'Klzl'...,Wn+e n.Knzn) e Cn

e que

Lkl
n n n

kn(j:40(0.sj) * lEllo(O'Rj + {)) ' :ly:D(o.Rj+r)

e aí aplicar o lema 1.5.1, (1))
PI

Definimos f ='TT
kl:l

Pn

kn
Tal função possue as

seguintes propriedades

(1)
. - . n ' n

i e EM[AI xlylo.(o,sj) x lyID(o.Rj
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(2)
tlq',.,.J c n\jlll'\'''j' " jl-ll" ''"j ' 2'' ' ' 'r

Se denotarmos por f a classe de f segue ainda que

íl'nD(o,sj) * [(lro(o,Kj +{)) n v]j
n

onde v = TT v.i

(1) e (2) são de demos

basta mostrar que

n n

íl j:lo(o'sj) x lj:l(e '' Jo(tj'bj) n D(o,Rj + ã)

,....pl}(e aí utiliar o teorema 1.4.1)

Fi-xemos klr...rkn tal que ki € {1r...rpi}

AFIA?(4n)x 'rT0(0.sj) x n (ezaj'kjO(tj'bj) n D(o,Rj+{)

i.dea]., basta verificar que

fkl.kn € N [Ao(Zln) x .j]j]l.D(o,sj) x n (eíaj ,kjD(tj 'bj)

Vamos, então, provar (t). S

Lk....k.: (wrz) € Q2n

r e l

i.mediada demonsParastraçao

(3)

e

LV ll

+ {)) ln D(O.Ry''j 2

e

(3)

arar

la j,x
) n,b]D(t i i:

v k j

Como

e.um

(+)

ia n.k
+e+e Z Zr!

n n
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n n Zaj,k4 n

Lkl-.kn(j:lD (0'sj) x j:le '' 3o(tj'bj)) cTTD(tj'aj)
IG.e ,.

''t:, :. '«,,, 'À'''.;,, *ã.'':'*'''','',' , '.
z. = e ''z! , onde

mos que

zl C 0(tt'bl),

o que i.mplica que

1,.. . ,n ,

Lkl lr'..rwn+e

(wl+z}...,Wn+z;)
e

lw,+z,-t.l $ 1wtl+lz.-ttl

,n)

al-bt+bl a2, /

V R,=1,

Como

llq.-.kn(.)d.D(o,sJ) x TT(eÍaj'kjD(tj 'õj) n D(o,Rj + 7)))c TT(D(tj'aj) n D(o,Rj+r)),

e g e N[Â:(2n)x TT(D(tj'aj) n D(o,Rj+r))],

do lema 1.5.1, b) segue a validade de (+)

Para terminar a demonstração vamos mostrar que

n
+

) (g)
kln.kn : (Lkl-.kn

f

n
g e N[Ao(2n) x TT'o(o,si)]

' j=i '



n
Dado KC cTTD (0,s.i) r temos que

j=i '

n n n

'rTao(o,Rj)''j::lo(o'sj) x[(j:ID(o,Rj+{)) n v]

e por (3), ] N € W+ e a' € 1' tais que

n e ]0,1] e c' > 0 tais que

If(q'c'w'z)l$ 'c'ea(q)-N V(w.z) € Kx:lgan(o,Rj)

] 0 , rl [

Logo, ;NC:EÍ+ ea'€1' taisqueVqãN e

os que l2n(+) C Ao(4n) (ver proposição 1.5.1,(a))
rl € ]0,1] e c' > 0 tais que

lí(iã:(óé). w.z)l $ c'''(q)-N , v(w,z) C K xltla0(0,Rj)

] 0 ,n [

Fixamos w

Í(iã:(+c) .w,zl'''''zi'''''zn-l'.) € H(0(0,Rn + r)) .

aD(OíRI)l i=1,...,n-l , então pelo Teorema do Mõdu

Maxi-mo segue que

f(IÍ:(+C),w,z].,''',Zn-].,O) l $ zneamax,Rn) jf(l2n(+C),w,zl,''',Zn-l,zn) l $ c'Ca'(q)-N

n[ e vz:eaD(o,R;), i=1,...,n-]

V ee C

tem

eVe e

Como€ K

].0

] 0,CV C e

0
V q à N e $ e A (4n)q

0 (2n) ,q
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Mas

f(l::(+c),w,zl'-''zn-2'''0) C H(0(0,Rn-l + r)) ,

D(OTR.i) r i- = 1,...,n-2 e .'. pelo Teorema do Módulo Mã-v z. € a
.. 1

xlmo

If(l2n(+C),w)zlp')Zn-2)O,O) l É Zn.maxD(O,Rn-l)f(l4n(+e) )w)ZlrmSzn-2'zn-l»OI $ c'Ca'(q)-N

e aD(o,R.i ) , i=1, . . . ,n-2

eradamente, o processo obtemosit/

v c C ]0,n[ e

Repetindo

If(l2n(+c),w,0....,0)l $c'e'(q)'W ,

Vc € ]0.n] e wC K . Usando a definiçãode f, temosque

ITT..: Png(.b.,w) l $ c':''(q)-Nk.=1 k =1 '
l n

Ve Cj0,vl[ e vwCK.(utiiizamosquei!:oiãn: l2n
ver a prop. 1.5.1,(c) e(d)), ou seja

Ig(+e'w)IPI'"Pn < Ó'ea'(q)--N . Vce ]0,Tl[

j.sto é ....l.
Ig(+crw)l $ c'Pl"'Pn cPI'''Pn

PI'''Pn

/

r

V w €e

n
$

N
P ll nnC l VC ]0,n [ e V w € K

Então provámos que
n

Dado KC cTTD(o,s.i) r ; N e ll+
j=i '

S-- C I' tais que
Pl-'Pn . '



PI'-Pn
V9 e AnlZnlr Jn e JurIJ e c:

Ig($cfw) l $ Cca (q)-N V c C ]0,nt
Para concluir a demonstração para um operador derivação

qualquer utilizamos a observação 111.3.4. - []

Demonstração do teorema 111.6. }. -- Considere os conjuntos

n

wl : {T = (Tl?«»in) e ÇZ] ] sj > OP j:],-,n, de modo que SI 'n'D('tj)sj) - O}

w2 - ÇZÍI C"t

O que queremos provar é que wl : nr pois daí basta
teorema 1 . 4 . 1 .

Mas, wl e w2 possuem as se

(i.) w] U w2 : Q e w]. ÍI w2

(ii) w]. # '> (hipótese

(ii-i) w. é aberto

(iv) wl é aberto

As três primeiras propri.edades são i.mediadas. Vamos de
onstrar (iv)

Sejam:(al'...,an) Cw2 . então; r> 0 calque
n

TT D(a.i ,r) c ç2.4.1 J

140

l

Ci tais quer

usar

0

propriedadesguintes

)

m
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n

Vamos provar que 'TTD(ajrr) -c w2' Suponhamos, por absurdo,
n

exista B cTTO(a.irr) tal que B C wl' Então exi.ste sj > 0 ,
j=1 '

1,...,n , tal que

j:ID(BJ'sj) c Q e çl'n'o(BJ'sj)

Para cada j = 1,...,n. se aj = Bj ' temos que

S

aO(aj'mi.nt--?p , {}) íl O(BJ'sj) # 0

Agora. se aj Bj ' aD(aj laj-B.jl) íl D(BJ'sj) #O

Defina.mos

S

Í«i-Í?,{} ;' ':
se a .'1

que

então

(i.). aD(aj'Rj) n o(BJ'sj) # O , v j=1,..,n
n

(j.i) TT 6'iã':T'ã:Tc Q
j=1 J J ''

Logos pelo lema

gITT O(.j'mj)

TBT f'\ lla 23 11

;
6 1, 0>111

]
m r

]

absurdo, donde concluímosll

que
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n

j:4D(ajrr)c w2 e .'' w2 é aberto.

Como ç2 é conexo e wl'w2 satisfazem as propriedades de (i) a (iv)
então Q = w..

[]

Observação 111.6.1 0 Princípio do Prolongamento Analítico é uma

das razões que levou Colombeau a modificar a sua âlgebra original

000



CAPITULO IV

O TEOREMA DE EXTENSÃO DE HARTOGS

Como dissemos antes, tendo provado a formulação do Prin-

cípi.o do Prolongamento Analítico, como no caso clã.ssido, consegu.}

remos provar o teorema de Extensão de Hartogs para as funções ho-

lomorfas ge.nerali-zadas.

TEOREMA IV.l Sejam n à 2, Q um aberto de Qn 9. K um comoaéto de

Q tal que Q-.K é conexo. $pçãap4rã..çg4g: u C fÍG(ç2\.K) existe

ii € ffG(ç}) tal aue iiln\K = u.

Para a demonstração do teorema IV.l, precisaremos dos

três lemas a seguir

LEMA [V.] Sela Q um aberto do ]Etn . Então para todo g C G(Q)

com suporlçg ÇQIBpg:çlçg K e oara todo compacto Lcc ç2 ggB K c L, g:

xiste um representante g € EM[AI x s2] de g ta] que para todo
© e .à? , a função C", g(@,.) esta em Z)(g)

()

?rovq Seja acta(Q) talque0$a$1, a:l emumavi

nhança V de K e supp a c g. Tomemos B = 1-a. É claro gue

a,BeC"(Q)cG(Q) eem G(ç2). g=1.g=(a+B)g=ag+Bg. Seja

f um representante arbitrário de g. Basta provar que Bg-.= 0,

pois daí af é um representante d.e g e supp(af(©r.j) c ÍI (defin.i

ZI

a f)mos g
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Mas (Bg)IV=0 pois Blv=0 e(13g)IQ-\K=0 já

que gjÇ:KK = 0. Então, pelo teorema 1.4.1, Bg = 0 emQa

n

n
X = {z C anl >1 lz.il-.> p}

j:2' ]

C L ente conexa não li.mirada 0 Ê

C 0 é compacto.

Xf10 é um aberto não vazio.

Se ain n e ]R+ Lcc C e
+

a)

b)

Prova a) Como L é compacto ] D poli.di.sco centrado na ori.gem

tal que LC D e .'. CL sCO. Mas C D é conexo e .'. ] componente

conexo 0 de CL. tal que CDC 0 . Logo, 0 é não limo.fada e

COcD donde segue que CO é compacto. Como todas as compone=

tes conexas são disjuntas segue que qualquer componente conexo
di.ferente de 0 esta contida em D e .'. é limo.fada.

b) Caso contrario, Xc CO e .'. X seria limitado, o
que é um absurdo.

][!EMê IV.3 gÊ.]2 g C G(0,1) (an), n à 2, çg!!LglWorte compacto
e tal aue ãg = 0. Então existe uma única s C G (an) çgm suporte
compacto tal que 5s = g.

g = llgjaZj ' onde çj € G(an) e gj tem suporte
compacto. Seja L compacto de Cn tal que U suppg.ic L

canso o lema IV.l para o compacto suppgk e g temos que existe

n

n
Prova

Anil-
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gk € EM[AI x Cn] , gk representante de gkr tal que,

gk(!',.) € o(ÍI) , v @ c A:l 1,. . .,n

Definimos então

(-l'.z) € A? x Cn -.* .ãiÍ ,Zn)
de A d(

€ ' zl

Logo

s(q',z) - lii Jcgl(q',ei,Z2'''''zn)
de 1l de'

€ ' zl

(a) l lcÇI(P.e+zi'z2'.''''.zn) €

onde em (a) utilizamos a invariança por translação da integral de

Lebesgue em E{'

Por derivação sob o si.nal de integração, usando que

g(tl',.) € O(ÍI) e que (ç - }') C Llloc(C), temos que s(q',.) € C"(Cn)
e que

ãiÍ ÍCagl(9,e+zl'z2''-'''zn) €

2xilcazl (q''e,z2' zn)dE l de V Z e Cn

Fi.xados z2r.''rznP temos que gl(© r-rz2r'''ízn) tem supor

te compacto contido em .LI : lrl(L) . Mas para V r >. 0 tal que
LI c D(Opr) segue que
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l
2vi {;li (q',e.z2'''''zn)

de A aE
D (0 ,r)

e pelo lema 111.4.1. temos

(b) 3s
g. (q' , z)( q' , z )

l

Deste modo, temos que s € C[AT x Q"] é um bom candidato
a solução da equação e para i-sto precisamos provar que

(1) 0 ns € E x C''][A lM

(2)

(3)

';5-- - ;k ' '"'": ': ."]k

Se s é a classe de s em G(Cn) então s tem suporte

compacto.

0N[A X
gk l

Vamos então, demonstrar as três afirmações acima

(1) Dados KccCn e az operador derivação, como

Cn] e LcC Cngl

(c)
;NE [N+ ta]queV+ eA: ,]ne]0r]] ecoa 0

tai.s que laiÜI(+e'z)l S coe'N , V z e Cn e

Vee]0,nt(jãquesuppgl($r.)cÍI . V#'CA?)

Mas, por derivação sob o si.nal de integração
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(d) a:;(+,z) : '2iÍ r € +Z l r Z2 r ,..) gL-g--@

l
2vj. r E +Z l r Z2 r ,,.)4E--f-© ,

V Ü C AT , V z € K ,onde

]97-.,Zn e k2'.-,kn tal que (1l'12'"''!n)e LI

ll-kl G C l e (klrk2".'/kn) € K l

Logo, ; N € 11+ tal que V + C A: ] n e ]0,1]

Ll-KI

deAd €10
2 lr €

L Kl l
tais que

lai;(+,,')l s J;
Ll-KI

,E+zl'z2'''''zn)de /1 dE

'E' ..'-" & J ; I'':?'Êi
Ll-KI

-N
C e '' 'r

Vz eK e V ce ]0,n[

Observe que .rLl-KlllãeA l poj-s (e ' '{) C Lloc(C)

(2) Por hi.pótese, 5ç

essa conde.ção se expressa por

agk

]

Em termos de representantes

(+) nj.X Cn], v j,k , 2 ,
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Queremos provar que

âs - gk € N[Ao x Cn] , V k=1,.'..,n

Parak=1 seguede (b). Parak> 1 temos

A.

ã$í ÍClgl(+ ,e ,z2' ' ' ' 'zn)
gÊ ..&.® ( :1 )

E-zl
(e)

Fi.xados z2r.''rz e usando que gk(+r-rz2/'''/zn) tem su'

porte compacto conta.do em D(0,r) , V r > rk para algum rk > 0r pe
lo lema 111.4.1, segue que

hl ?w,e,':,.
Então (e) se escreve.

,Zn) desde : ;k( +,z) . V z e Cn

,zn)
dE A aé

e'zl

E, portanto,

8s - gk e N[Ao x Cn] , V k=]r...,n.

De fato, dados KccCn, al operador derivação, como

NI,k C N[Ao x Cn] , V k =]r

N C IN+ e a e I' tais que V q à N e 'p € AE ; co>0e



149

n € ]0,1] tais que

laINI,k(4'crz) l $ coca (q)'N

V z € Cn . V e C ]0,rl[ e V k=1,...,n

(jã que supp(NI,k(#'r.))ccÍI . V @ C ol ' V k=1,...,n e LccCn)

Logo, ;NelEl+ ©a el' tai.squeVqZ N e V+ CA: ,

o 2r l ll3c/tael Ll-KI como em (Z), e rl eJO,]]

Ll-KI
tais que

jai(as - gk)(+e'z) l(g) jll miNI,k(+e'e+zl'z2'''''zn)de/1dE
'' T. -Tr

$ ;f ''(q)-m

(q)-N y z € K, y ce ]0,rl[

(3) Vimos que UsuÉpgj c ÍI r L compacto de Cn e que

(h)

Por (2) -;$--- gk e Afino x Cn] , Vk=lf...,n e por'K
tanto,

-g-ê-- lcl e A/[Ao x CL] , V k=1/...,n,

ke o(íl) , 0V+ € A(@, 1,k

n0C N[A x C''] V
l
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ou selar

(i)

Tomemos p > 0 tal que

n

L c Blbll. .::Íz e Cnl .}l. lzjl < P}
i,p ]-l '

e seja X como no lema IV.l. É claro que

X c (Bll.lll,pc Ct'

e portanto, por (h) temos

( j )
0

gk(1'..) lx = v k 1,e A0 V l

Observe que se(zl'...,Zn) € x então(T,z:2'

Mas

e .'. de (j) e da observação acima, segue que

; (+,.)l x

e, portanto,

s (+, z) Cgl(@,E.z2'''''zn) - e-'zl
A

,Zn) e x,
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(z)

Do lema lv.2, se 0 é a única componente conexo não limo

fada de €1 então X n 0 é um aberto diferente do vazio. Como

0c CLpor(i) temossjOCHG(0) epor(Z) slXn0:0. Mas

0 é conexo, então pelo princípio do prolongamento analítico,

teorema 111.6.1, segue que sl0 = o, ou seja, supôs c CO e

portanto supps é compacto jâ que CO é compacto pelo lema
IV.2. (a) . O que conclui. a prova de existência de solução.

Unicidade: Suponhamos que sl e G(Cn) , sl com suporte compacto e

que ãsl : g. Então 5(s-sl) : 5s-ãsl : g-g=0, ou seja,
s-s. € HG(Cn) . Mas s-sl tem suporte compacto M; o que impli.ca

que (s-sl) ICM = 0. Assim sendo, pelo princípio do prolongamento
analítico, teorema'111.6.1í s-sl - 0r ou seja. s=sl

Agora estamos prontos para demonstrar o teorema IV.l
[]

Prova Seja W um aberto contendo K taJ- que W c=Q e

+ € 1)(Q) c G(Q) tal que $:1 em W.

Sejaul:(1-'})ueG(ç2xK) e u2'0CG(W)

Como (1-4')l(ÇZ-xK) í) W : 0 então ull (Q'-.K) n W : u21 (Q\-K) fl W

e portanto, peia teorema 1.4.]., existe uo e G(ç2) tal que

uollZ''a : ul e uolW :u2 : O

Vamos mostrar que é possível determinar v de modo que

u.-v seja a solução procurada. Como u deve ser analíti.ca
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em Q devemos ter 0 = âu = âuo - âv em Q e, portanto. ãuo
em Q

Em ÇNK , ãuo: ãul=-ã+u +(l-'b)ãu
u € HG(n'xK). Podemos escrever

t "I
Fê-- e G(Q\K) e ulj.J ' ' Z

ã$.u , já que

auQ em Q\K

Sejam ujl
V j=1,...,n. Como

0 € G (W U CsuPP 4' )

u.i l(nxK) n (W U CsuPP'b) = u.i l(ÇZxK) Í} (W U CsuPP 'b)
J l u2

V j = 1,...,n. então, pe].o teorema 1.4.1, ] f.i € G(Cn) ta.]- que

U
j l e íjlw U Csupp+ = uj2

Além disso, suppf.ic C w n supp'b r v j-l,
tem suporte compacto contido em Q , Defina.mos

f = E f.dz:
;-l J J

e então é claro que f € G(0,1) (Cn) e f tem suporte compacto.

Alémdisso, ãí : 0 em G(0,1)(Cn) , istoé

n

afl afk
;'k ;'j

em G (C") , V j,k=1,

De fato, em Q\K



:3 . !3 : .aB-- . 'aí'- - -i!-- . {#-- : oazk azj azj azk. azx ]

(u e fÍG(nxK)); em W U Csupp+ é clara a iguald
ma 1.4.1 parte (a),

afl afk
'i'Íl; ' Stli -- v " J''- ''''''

Logo, pelo lema IV.3 existe uma única v e G(a::) r v com suporte

compacto ta]. que 8v : f

Tendo encontrado v, defina.mos u: = un-vlQ então temos

que

(1) ii C HG(n) , já que

a- ; o
az . a 2 .

] ]

1,...,n. Onde

peloade teoree

n

l

V j

8u0
az .

em (''') usamos que

;% : ', -.-...«
o pelo teorema l 4

suPP'b

' j i'' ' ' j i"

au
79'l'

]

Í:ilw ,

lr. ..lll. .ETlta

au

,{ :',I'
Ülax.K

1 1'



154

segue que v e HG(Csupp +)

Seja P a componente conexa não limo.fada de Csupp+ .

Como suppv é compactoentãoW: = P n Csuppv é aberto não vazio

contido no Csuppv e portanto vlw = o. Logo, temos que
v € HG(p) , P conexo e vlW:= 0, W aberto não vazio contido em
P, e portanto, pe]o Princípi.o do Pro]ongamento Ana].ético, teorema

111.6.1, vlP = 0.

Observe que P n Q # 0, jã que,

ãP c a ( CsuPP +) = a(supp+ )

Como vlP íl Q = 0, da definição de u, segue que

( + '') ãlp u.Ip

Mas

p n Q c Q í] CsuPP 4' c ç2 n CK = Q\K

e como (1-'>)u segue que

uolP n Q : (l-$)ulP n Q : ulP ÍI Q

e .'. de (++) temos que ulP n Q = ulP

Então temos que

(a)

(b)

(c)

(d)

ç7\.K é conexo e u € fÍG(Q'\K) , por hipótese

iilnx.K € fíG (Q\K) por (1)

P n ç2 é um aberto não vazio contido em Q\.K

iilp n n
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Logo, pelo Pri-ncípio do Prolongamento Analítico, teore

6.1, segue que

Ülnx.K
[]

Observação IV.l. O resultado do teorg11g: IV.l € 1€4lgp para

n=1. Seja Q=C eK={0} defina.mos

f: (0.z) € A? x (C \- {0}) -"'' C

f(#,z) = 4'

Denotemos por f a

f e HG(a: \. {o })

são analítica g a

exten

(+) glc \. {o}

Pelo teorema 111.4.1, temos que ] g € EM[AI x D(Or])]r

representante de g, tal que g(@,.) e H(D(o,l)) , v + € AT

Por (+) segue que

g l o ( o , ]. )\-.{ o } D(0.1)\.{0} C A/[A? x(D(0,1)\{0})]

Como A/[Ao x (D(0,1)~\{0})] é um idea], então ] C A/[A?x(D(0.1)\{0})]
onde

1:(+rZ) e AI x D(Ofl) -''' zg(P,z)

Então, se l é a classe de ! temos que

       
classe de f ein G (C \. {0 }) É claro que

Suponhamos, por absurdo, que f possue uma

c, ou seja, que ; g C HG (C) tal que
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(i) l C HG (D(O,l) )

( i.i) z in(o, l)\.{ o } .= o.

Então, pel-o Princípio do Prolongamento AnalÍti.co, teore

ma 111.6.1, segue que

t lo(o, l)

Logo,

[ C N tAT x D(0,].)] ,

o que impli-ca que a aplicação 1: © € A? '» 1 (+,0) pertence a l
Mas l(Ü,0) - -1. ou seja, a função 1: + € .à? '- -l um elemento
de 1 , o que é um absurdo (ver proposição 11.2)

n

00o
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índi.ce de Símbolos e Notações

11 é o conjunto dos números inteiros não negativos

IEq+ é o conjunto dos inteiros positivos

m é o anel dos números inteiros

lIR é o corpo dos números real.s

E é o corpo dos números complexos

Kccç2 si-unifica que K é uma parte compacta de O

C"(Q) denota a álgebra das funções complexas de classe C"
defina.das no aberto ç2 c ]R''

c"(ã;JRP) denota a ãlgebra das funções de classe C" defi.ni.das no

aberto Q c .Rn, a va]ores em ]RP

F(X) = F(X;C) = c'x i.ndi.ca a ãlgebra de todas as aplicações de
X em C

é a álgebra das funções generali.zadas em Q c Cn

é a âlgebra das funções holomorfas defina.das no aberto
Q c Q:i'

ê a ãlgebra das funções holomorfas generalizadas

é a álgebra das funções complexas de classe C" com supo.[

te compacto definidas no aberto Q c :üi''

D'(Q) é o espaço vetorial das distribuições em Q

supp f inda.ca o suporte de f

íln indica a restrição de f a Q

CX indica o comp]ementar de X em ]Rn, se X c ]Rn

G(Q)

H(Q)

HG( sz )

D(Q)
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llrllK : sePlfb) l

q' c ' q' . , x ' q' x

ver

Ao : verq

ver

'YX''X

E [Ç} ]

EM[']

M
Q

Go(Q)

ver Pg

Pg

Pg

Pg

Pg

Pg

Pg

Pg

Pg

Pg

Pg

Pg

Pg

13

13

14

14

14

14

16

22

31

38

41

43

43

45

T, : ver pg.51

G(p,q): ver pg.62

ao D : ver pg.79

Pg.

Pg.

Pg,

Pg.

Pg.

Pg.

Pg.

Pg.

Pg,

Pg.

Pg.

Pg.

Pg.

l

l

2

4

5

5

6

10

10

12

12

12

13

ver

ver

ver

ver

verver

F

G (Q)

GJ+ (Q)

ver

ver

ver

ver

ver lm

EM

l

ver

ver ver

ver

ver

ver

ver

ver

ver

X

N (K) ; n (K, +)

E[X] ver C ver


