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Observacao II.2: Na verdade, para provarmos o lema II.2. temos que demonstrar que

dados a a 6 R existe ¢ 6 Aq(l) tal que ¢(ai) =1, 12 41i<m. Masa de-

l,oo-

monstracao desse fato € analoga a feita para o caso m=1 se definimos Lq+i e aa.-Lo’
¥1<ism ’ *
. 0 lema IIT.2.2, pag. 67 é falso para a algebra considerada na dissertacao funcionan

do apenas para as algebras de [C-1] e [C-2]. Por isso substituiremos o lema III.2.2.

pelo seguinte: -

* .
Lema III.2.2: Seja q 6 N . Entao existe ¢ 6 AZ(Z) tal que ud(-u,0)du # 0,

Prova. Basta provar que existe ¢0 6 Aq(l) tal que ¢o(0) =1 & J |u|¢o(u)du =1,
R

Mas a demonstracao desse fato resulta de uma pequena modificacao da prova do lema

I1.2, definindo L_, (¥) = | |u|¥(u)du-L_(¥).
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Introducao

J. F. Colombeau, recentemente, introduziu a C-algebra
das funcgOes generalizadas num aberto Q@ < Rr" (G(Q)), com o intui-
to de resolver o problema da multiplicacdo de distribuigdes e a -
plicagcOes a Fisica (ver [C-1]). Em G (Q) sabemos calcular deriva
das parciais de qualquer ordem e, portanto, podemos definir, natu
ralmente, funcoes holomorfas generélizadas (HG(Q)) como sendo os
elementos f de G(R) tais que 3f = 0 (ver [C-2] e [CG-1]). Ao
contrario do que acontece com as distribuigodes, (onde a hipoelip-
ticidade do operador 3 garante-que qualquer distribuigao T tal
que dT = 0 & na verdade uma funcdo analitica) existem muitas
fungdes generalizadas g tais que 3g = 0 e que ndo sdo funcgdes
holomorfas usuais. = Logo, faz sentido o estudo das fungdes holo -
morfas generalizadas e €& natural nos perguntarmos sobre é vaiidg
de de resultados da teoria analitica classica no contexto genera-
lizado. Foi assim que em discussOes com o meu orientador,

J. Aragona, surgiu ©~ a idéia de tentar demonstrar o Teorema de

Extensdo de Hartogs para as funcOes holomorfas generalizadas.

0 nosso trabalho comecga com uma apresentacdo da algebra
G(2) das funcdes generalizadas. A algebra que apresentamos, na
verdade, & a fusao da algebra que aparece em [C-3] com a algebra
definida em [A-1] e a utilidade dessa modificacdao justificaremos
no decorrer dessa introdugcao. O primeiro problema que se coloca

é mostrar que o espaco das distribuicles (D'(Q)) se identifica ca
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nonicamente com um subespago vetorial de G(). Em [S] tal fato
esti demonstrado, com detalhes, utilizando a algebra G*(Q) cons -
truida através de um limite indutivo. O que fizemos, entao, foi
definir uma algebra 6% () por um limite indutivo, seguindo os
passos da definicdo de G*(2), verificamos que 6°(2) & isomorfa a
G(Q2) e ai demonstramos que D'(Q) - G°(2) de maneira andloga &
feita em [S]. Dentre as propriedades de G destacamos que G & um
feixe (ver [A-1] e [A-3]). Tal propriedade é importante em cer-
tas partes da dissertacdo ja que nos permite a construcao de fun

¢Bes generalizadas em Q a partir de definigoes locais.

0 passo seguinte foi fazer um estudo das funcdes holomor
fas generalizadas. Um dos teoremas centrais que apresentamos &
que toda funcdo holomorfa generalizada, localmente, num certo
sentido, tem um representante holomorfo (ver [cG-11,[Cc-2],[Aa-3]).
Com a algebra apresentada por J.F. Colombeau em [C-2] ndo foi pos
sivel a demonstracdao do Principio do Prolongamento Analitico
(P.P.A.) para as funcdes holomorfas generalizadas. Motivado
por esse problema, J. F. Colombeau apresenta uma nova algebra em
[C-3] e da uma idéia para a demonstracdo do P.P.A. (ver Apéndi-
ce 5 de [C-3]). A partir dessa idéia tentamos demonstra-lo, mas
havia a necessidade de definir o pull-back de uma fun¢do genera-
lizada por uma aplicacéo c” (que J. Aragona havia obtido com a
algebra apresentada em [A-1]). Assim sendo, para obtermos a de-
monstracido do P.P.A., surgiu a idéia de definir uma algebra de
fun¢Bes generalizadas que & a fusdo da algebra de [C-3] com a de

[A-2]. Cabe destacar ainda que a prova completa do P.P.A deu
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bastante trabalho ja que a tnica indicacdo da mesma, disponivel
na época (Apéndice 5 de [C-3]) era bastante breve; mais tarde,

quando recebemos o "preprint" do artigo [C-G/2] verificamos que
a nossa demosntracao do P.P.A é diferente em varios pontos da a-

presentada no citado "preprint".

Para provarmos o Teorema de Extensao de Hartogs, tendo
© P.P.A. e observando a sua demonstracdao no caso classico, pre -
cisamos do seguinte teorema de existéncia de solucdo para a equa

cao 3 , no sentido generalizado:

"Se g € G(O,l)(mn) » N 2 2 , com suporte compacto tal
que 3g =0 entdo existe uma dnica s € G (C")com suporte
- cbmpacto tal que 9dg = s." |
No Teorema 4 de [Aé—l] esta demonstrado que para o caso n qual -
quer, o problema tem solugdo. O que fizemos foi mostrar que pa-
ra o cason z 2 a solucdao € Ginica e tem suporte compacto (que é

essencial para a demonstragdao do Hartogs).

Convénm = destacar-que todos os resultados de funcoes ge
neralizadas necessarios para o nosso objetivo foram cuidadosamen
te demonsfrados° Isto &, dentro da teoria das funcdes generaliza
das ndo existem pré-requisitos para a compreensio desta disserta
cao. No sentido classico utilizamos resultados, sendo dadas as
referéncias necessarias, de Funcéos Analiticas de uma variavel,
Espac¢os Localmente Cdnvexos, Teoria das distribuicéeé, Operadores

Elipticos e Hipoelipticos e Formas Diferenciais Complexas.
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CAPITULO I

A ALGEBRA G (R)

Neste primeiro capitulo, vamos definir a algebra das
funcbes generalizadas, G(Q). Dentre os principais resultados,
mostraremos que D' (Q) se identifica canonicamente com um subes-

paco de G (p) e que G €& um feixe.

A algebra G(9) difere um pouco da algebra G*(Q)'defini
da em [C-2] e [S]. Tais modificacdes foram introduzidas para que
no capitulo III, fosse possivél a prova do principio do prolongg

mento analitico.

Ainda assim, muitas das demonstracOes se fazem de ma-
neira totalmente andloga as feitas em [S] e sempre que isso acon

tecer daremos [S] como referéncia.

I.1 Definicao
‘Notagoes a) Se Y € D(Igw e € >0 definimos
iy = 1 A—X n
b xW=-m #ET) , YRR .

€

Quando x=0 escrevemos ¢€ em vez de ¢€ o © quando
’

e=1 escrevemos VY em vez de V¥ .
, 4 . 1l,x

b) ¥ g € N* consideremos o conjunto :

A_"(n) = {y e D(R") II Y(x)dx = 1 o
q i ) e .
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I xi p(x)dx =0 ,
=Y

para todo i = (ij,...,i ) € N™ tal que 15 |i| =ql,

11 n
x e |if:=1di;, + ..o + 1 .

i
onde X" : = X .
1. n n

c) Denotamos por Ag(n) o conjunto de todas as
v e Aq(n) que sao simétricas com relacao as suas
n variaveis e satisfazem a identidade
L n
"P(Xl,c-c'xn) = TTI n—w(Xj,g)dg ,V (Xl,...,Xn)eIR °

1=l egn—l1

Quando a dimensdo n estiver fixada escreveremos Ag em vez de Ag(n).
- o N .

A (1) =A_(1).
E claro que q( ) q( ) |

Os conjuntos Ag(n) possuem as seguintes propriedades:

(G1) Os conjuntos Ag(n) sdao nao vazios para q=1,2,... .
(G2) Para todo g € N* a relacdo V€ Ag(n) implica
we € Ag(n), ¥ e > 0. '
o
(G3) 2° (n) «a°m) , ¥ge N e M A_(n) =9,
+1 q geW*
Prova (G1) Em [C-2] e em [S], foi construida ¢q e Aq(l) e pa-

ra ocason & N* , n 2 2, tomamos

$: R" + R R H PC3D PR TN I

que pertence a Aq(n).

Ainda temos que ¢ & simétrica com relagao as n varia

veis e
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n n
T L; ¢ (xj ,E)dg(é) J’D‘l ¢q:(xj )J ¢q(xl) "‘¢q(xj-l)¢q(xj+l) “'¢q(xn)dx1"'dxj-ldxj+1'"dxn
ER )

J=1 n-1 n-1
(xl,..., X5.10%; +1’""xn) ER

() % _ Y
= .;qu)q(xj) —¢(xl,o--,xn) ) v (xl,...,xn) € R 3

onde em (a) utilizamos o teorema de Fubini e em (b) I ¢q(xi)dxi=l,

R
¥i=1...,n. Logo ¢ € Ag(n) , O que implica que

Ag(n)i(b ¥ne N e V¥Vge N.

(6=2) Se ¢y € Ag(n) em [S], lema I.1.3, esta provado
que y_ € Aq(n) . Por outro lado, & claro que ¥_ é simétrica nas
n variaveis ja que ¥ o & e

(c)
s N -1 -1 - L =1 -
) lpe (4{1’ eoe ,Xn) = ’n w(E ] xl’ o:-,e xn) - n '_EI-J lp (E Xj,E)dg -
£ € j—lge}Rn-—l
(a) n _
=5 1I nl_lj i txy, e e -
=] ¢ ! n-1 J
€ EER

e J=1 EER -1
n

=TT J Loy e e as=
J=1 E;e]Rn—l €

n ,
I : 'Pe(x.,E)dE PR - - A% (n).
=V pegn-l 4

1

o

Em (c) utilizamos que y € Ag(n) e em (d) a propriedade

da i 14d b : ax = L | ¢ ax
a integra e Lebesgue: $(x)dx = s - .

IRn
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o o - . 7 o
g+l = Aq e 1me§1ato e M A < M

)
qgen* 4 gew

G3) A -
( ). *Aq

(provado'em [s]1, lema I.1.4)

]

Seja Q um aberto do R™. Denotemos por E[A? x Q] a

dlgebra complexa (operagdes ponto a ponto) de todas as funcgoes

f: A? xQ > ¢ tal que a funcao f(y,-) pertence a Cm(Q), ¥ weAg.
o .. i, i
Dados (V¥,x) € A X Q, definimos (3 £)' (¥ ,x)=0"£(y,-)) (X)
il , | o |
onde 3 = T & um operador derivagao. Com 1SSO, podemos
1 n

definir a aplicacao )

ot: E(aG x 21 —— EIA] x al .

£ — s f
E claro que a aplicacao esta bem definida e é C-linear. E ainda,
para tal operador derivagdo & ficil verificar as seguintes pro -

priedades:

(i) 5L (f+cg) = 9 f+cotg , ¥ £,9 € E[Ai xql e cec.
(ii) i (£.q) = § (N)elT%.2% , ¥ £,9 € E[A] x al
asi @
onde se a = (al,...,an) e i=(i1,...,in) v
. . . i 11
< => 0, . ; 1 = < =
a < l<f‘>aj glj , ¥ £ Jsn e (a) ,

sendo al:= o ! ,,. Q
1 n
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Definicao I.1.1 Um elemehto f de E[Ai x Q] € dito MODERADO se

verifica a seqguinte propriedade

¥V KecQ@ e ¥ 3% (operador derivacdo) 3 N € N* tal que

V¢ € A; 3 ne€ejo,1] ec> 0 tais que

-N

|31f(¢s,x)| ce  , ¥XE€K, V& e€lonl

IA

Denotamos por EM[Ag x Q] o subconjunto de E[A? X Q] dos

elementos moderados.

Proposicao I.1.1 a) Se 3t & um operador derivacao, entao

i o o)
o7 (Ey[A] x 21) = Ey (A x al.

b) EM[A? x Q] €& uma subalgebra de E[A? x Q).

- Prova Analoga ao Lema I.3.4, pag. 36 de [S]
L]
Notagdo: Denotamos por ' o conjunto de todas as funcbes crescen-

tes o de N em Hﬁ_tal que a(q) tende para + » quando q + .

Proposicao I.1.2 Se (ai)1§i§n

€& uma familia finita de elementos

n
deT entdo ) a, e min a, pertencem a T.
—_ i= ;

i=1 12izn

Prova imediata. .
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DEFINTICAO I.1.2 Um elemento f de Ey,[A] x ®] & dito NULO se

verifica a propriedade seguinte

VKee @, ¥ a3t (operador derivacdo) 3§ N € N* ea €T

taisque ¥ g2 N e ¢ € AS(N), * existe n € 10,1]
csd(q)_N,

IIA

ec >0 tais que Ialf(ée,x)j

¥x€K, ¥ g €]0,n[.

Denotamos por N[Ai x @] o subconjunto de EM[Ag x Q] de

todos os elementos nulos.

Observagao I.1.1 Devido a proposigao I.1.2 (2) & facil ver que

N[Ai x Q] & um subespago vetorial de EM[A? x 0].

De fato: Se f e g € N[Ai x ] e ¢ € € gqueremos pro-

var que f+cg € N[Ag x Q.

E
Nl € IN

tais que

Dados Kc=qQ e 3+ operador derivacgao 9 oy e T e

taisque ¥ 92 N, e s €A>, I n; €1]10,1] ecy >0

q
. o, (q)-N
(*) lalf(¢e,x)| < cqe L L, vwxex
e Vee]O,nlr.E, .aazere N2€]N*

taisque ¥ g 2 N

o
5 © ¢ € Aq,} n, € 10,1]

e c, > 0 tais que

2
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. o, (q)-N
(**) lalgwe,X)l S Che 2 2 » Ve € JO,n,l

e ¥ x €K

De (*) e (**) temos que 3 N = max{Nl,Nz} e

a = min{al,az} taisque: ¥ g 2 N e ¢.€ AZ in = min{nlrnz}

()
Q

- =C71 ‘+V ICICZ talS que :

o™ (£reg) (6, ) | = o £ x)4calg (o ,x) | 2

I

o e (o x) [+lel o g, x| 2

a.(q)-N o, (q)-N
-1 1 2 2
1€ + |cle,e

IA

C

IA

+ |c|c2)e“(q)—N .

|
IA

,(cl

Denotamos por N[Ai x Q] o subconjunto de EM[A? x Q]

de todos os elementos nulos.

PROPOSICAO I.1.3 a) Se a3t & um operador derivacao entao

ai(N[A‘i x 91) cN[Acl’ X Q.

o - ’ o
b) N[A1 x Q] € um ideal de EM[A1 x Q).

Prova a) Tomemos f € N[A? X Q]. Dados Kccq e 33 opera -
dor derivacdo. Aplicando a definigdo I.1.2, para K e aj+l temos
qué existe N € WN* e o € T' de modo que para todo g 2 N e

¢€Ag Ine J0,1] e c> 0 ‘tais que
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la _f(¢€,x)| < cga(q)—N , ¥XE€K e ¢ € 10,nl.

Mas

eI e, x =906, - = 03 e, ) @ =

= pJti

£(o, %)

Cea (q)-N , ¥

IA

153 (1) (b_ %) | x €K e e €loml,

donde segue que sTEf € N[A? x Ql. -

b) Tomemos
o o .
f e N[A1 x 0] e g € EM[A1 x-Ql.
Dados KccQ e st operador derivagdo, como para cada

A

Jj e W tal que j i -

3lf € N[A? X Q]en&b~3Nj € WN* = o € T

v
2
®

de modo que para todo gq 2

m
s
(=]

o e A° n. 0,1 e c.
q’ 3 3 ]0,1] 9

tais que



aj(q)"N

3
|3 f(¢c,x)| < cje 3

J,¥vxex e € €110,n.I

09

Também J N. € IN* de modo que ¥ ¢ € A% 3 ﬁj e ]10,1)]

J

= ]
e cj > 0 tais que .

f s =N, 3 .

| 5 Jg(¢€,x)| < c4e J ,vxexK, vee ]O,nj[.
Tomemos N = max {N.+N.} , a= mina. € I'. Logo para todo g

j<i J j<i

o s - i -

e ¢ €A escolhemos n = min {n.,n.} e c= ) (F)c.c.

q j<i J j<i J 3]

que

Il

iy (aJg 4173 -
2 G (7.7 Tg) (¢ _hx) =

i
o (fg) (¢€,X) 3

. j<i

Il

i .3 imj .
jgi(j)(a £) (¢.,%x) .37 g (d ,x)

e portanto

IA

i i3 i-j <

[a (£.9) (¢ _,x) | jgi(j)la’fwé,x)lla 9o, )| s
. as(Q)-N. _ =N,

¥ (l.)c.e:m:| J.c.e I =

56173 ) | j

t
A

. s (@)= (NL4N)
= z(;)cjcj o3 2 R

A
Q
™
Q
Q
|
zZ

Logo fg € N[A? X Q).

v
=z

tais

¥ X EK e €€ ]O,n[.‘
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A algebra complexa das fungOes generalizadas €& entao

definida por

Ey(A] * @l
G(a) = = .
Claramente G €& uma algebra complexa comutativa , associativa e

com elemento unidade.

Daqui por diante denotaremos por 0_: EM[A? x Q] »~ G (Q)

Q

a aplicagao quociente.

T:2. As inclusdes candnicas de C”(Q2) e D'(Q) em G(Q).

PROPOSICAO I.2.1. C(C*®(q) se identifica canonicamente com uma

subalgebra de G(Q).

Prova Para cada f € C®(Q) definimos

f:A‘fo—-+a:

A

£(¢,x) = £(x)

E claro que T € EM[A? x Q)], pois dado Ke=Q e al ope
rador derivacdo, tomemos N=1. Entao ¥ ¢ € Ai ;30 =1 e c=Halﬂ|K
tais que

lai%(q;e,x)l = Iaif(x)l scel ,¥x€K ec €10,nl.

Logo, podemos identificar C®(Q) a uma subalgebra de



1l

G(q) atraves da aplicacao

co(Q) —>— G(2)

3 — 0_(f
Q(f)

Claramente, 8§ é um C-homomorfismo. Vamos mostrar entao

que ¢ injetora. De fato, se

.m\

s(£) = s(9) entao Gg(f) = eg(g) ,

ou seja, £ - g € N[A? x o] e portanto, fixado x € ¢ , temos

que para O opérador identidade, existe N € N* e o €7 tais que

o
d

v

¥vVgzN e¢ €A, 3 c> 0 e n € 10,1] tais que

|(£-9) (o) | s ce® PN, v e e 10,ml.

Como a(g)— « existe g = N tal que a(qo)—N > 0. Fi

>
xemos ¢ € A; . Logo, 3 n€]0,11 e c >0 tal que
o
& A a(qo)—N
|(f—g) (¢€,X)I < Ce r ¥ e € 10,0 [ r
. a(qo)*N
ou seja, |f(x)—g(x)| < ce , ¥ e €10,n[. Fazendoe » 0,
a (g )-N
€ >0 e .. £(x) = g(x). Tal raciocinio pode ser feito

¥ x €0 , o que implica que f=g.

L]

PROPOSICAO £,2.2. D'(Q) se identifica canonicamente a um sub-

espaco vetorial de G(9) .
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Prova Em [S], §I.4, estd provado que D" (@) ~ G;*(Q) utilizan-
do-se a construcao de G* (o) dada por limite indutivo. Aqui da-
remos o roteito de construgao por limite indutivo de' uma algebra
isomorfa a G(2) e entdo mostraremos a inclusdo D'(Q) - G() de

maneira analoga a D'(Q) - G*(Q).

No roteiro que daremos abaixo [D] denotara definicgoes
e [R] os resultados. As demonstragdes de [R] se fazem de maneira
totalmente anadloga as feitas em [S] ; SI.4, com algumas excecgdes

quando entao faremos as demonstracgoes.

[D1] ([S], def. I.1.7) ¥ & o conjunto de todos~‘bs subconjuntos X
de D(R™) x @ que tem a seguinte propriedade: _

¥ KecQ SNVG N*  tal que V¢€A§-]n€]0,l]

tal que -

{¢.]0 < e <n} x K= X

[R1] ([S], Lema I.1.12) X & um conjunto dirigido com respeito a

relagdao o -

[D2] ([s], cef. I.1.8) N(K) = menor dos indices N que satisfaz a

propriedade de [D.1l]. Se ‘¢ e‘Ag(K) ;i n(K,p) = supremo dos n

que satisfazem a propriedade de [D.1].

; (0]
[D3] ([S] def. I.1.10) X' = WJ wJ ({¢€|o < e < n(K,¢)} x K)
Kee=Q ¢€Ao
N (K)
¥ X € %

[R2] ([S], Lema I.1.12) X' €% , ¥ X €X.
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(ba]  (I8]. def. 1.1.13) E[x]: = (£ € a¥|v ke=a(® =8),¥ o€ Ay,
eveccom0< e < n(K,9); entao
o O
£ logr) € C (KT

para cada X € x . . Observe que fK(¢}.) = f(¢,.)|K.

[R3] ([S], Lema I.1l.15a) E[X] & uma subalgebra de EX.

[R4] ([S], Lema I.1l.15b) Se X,Y € X, X>DY e f € E[X] entao

fly € E[Y].

[R5] ([S], Lema I.1.17) (X,(E[X])XeX . (OYX)X:N) & um sistema

indutivo de algebras, onde

Oyy: £ € EIX] fly € E[Y]
[D5] ([S], def. I.1.18) E[Q]: = lim E[X], sendo que denotaremos
: Xex '

ng E[X] + E[Q2] as aplicacodes candonicas do limite indutivo.

[D6] ([S], def. 1.2.1) sSe f € E[X], X €X e (Vv,y) € X'

(e .. 3 Rect , ¢ € AE(K) e e € 10,n(K,¢)[ tal que ¥ = ¢€ e

y € ), definimos plE(p,y) s = 3TIELW, )] (Y). £ claro
que 31Tf € E[X']. Logo, se ¢ € E[2] existe £ € E[X] tal que

¢ = Oi(f) e, entdo, definimos 3ty = Oi,(alf), (isto e,
i .o o i
206y = 03,007).

[D7)- ([S], def. I.3.1) v € E[2] é dito moderado, ée existem

X € X e fe€E[X] com Gg(f) = ¥ verificando a propriedade seguihte:
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VKeceq, ¥ ol (operador derivacao), d N € WN* tal
que ¥ ¢ € Ag +dn € 10,11 e c > 0 tais que
(i) (¢€,X) €X' , ¥Xx€K e ¥ve €]lonl.

ce N ; ¥XEK e Vvee lo,nl.

A

i1)  |otes, %) |

[R6] ([S], Lema I.3.4) Eylo]: = {v € EQ]| v & moderada} & uma

subalgebra de E[Q].

[D8] ([S], def. I.3.5). Yy € EM[Q] € dito nulo se existem X € ¥

e £ € E[X] com Og(f) = ¢ verificando a propriedade seguinte

¥ K=, ¥ ot (operador derivagdo) § N € N* e a € T,

tais que se gz N e ¢ € Ag ;3n € 10,1] e c>0

tais que

(1) (¢€,x) €X', ¥XE€K e ¢ € ]0,n[.
ce® (q)-N

IIA

(ii) Iaif(¢€,x)| ’ ¥ X €K ec € ]0,n[.

[R7] ([S], Lema I.3.8a). N, : = v € Egl2]| ¥ & nula}l & tal que

al(NQ)<: NQ, para cada operador derivacgao at,
[R8] ([S], Lema I.3.8b). NQ € um ideal de EM[Q].

[D9] ([S], def. I.3.9). G°(q): = —%L—— s A aplicacdo quocien-

te

EM[Q] — GO(Q) é denotada por qg .

[D10] ([S], def. I.3.10). Se g €6°(2) e g = qg (§) entdo

o'g = qg(97g) .

[R9] ([S], Teor. I.5.2). Ag X Q € x e para todo g € G°(2) exis
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- o ~ 0,.0 -
te g € E[A? x 9] tal que 0 (g) € EM[Q] e g = qQ(O 5 (g)) .

AlXQ A1XQ
o o o o 1
[R10] E[A; x el = E[A; x ql, EM[Al x @l = 0", (Eyl2]) e
AlXQ
o o1
N[A] x @] = 0 o (N.). Se
AT xXQ
1
o o o
o, =0 |E, [ATxQ] , temos:
[9) 2%xq M1
1
o 93 qg o
[R11] 0: EM[A]. x Q] —— EM[Q]———-’*G ()
Entdo: (i) ker o = N[A(; x 9] (por (R10])
(ii) o & sobrejetora (por [R%9] e [R10]).
Logo,
E, [A x 0]
M é = 69 () e .. G(2) = c°@Q).
N[aT x Q]
1
Logo, basta mostrar que D?(Q) > GO(Q) . Fixemos
T en'(@),
[D11] ([S], Lema I.4.1)
X, = {(y,x) € D(RY) x 2y, €D()} ex ,

onde

0 () = v(r-x), ¥ )€ r?

[R12] ([S), Lemas I1.4.2 e I.4.3) fT: (v,x) € X

1(f,]_,) € EM[sz] .

1 > <T,1px> e C

©)

e. tal que fT € E[Xl] e Oy
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"[R13] A aplicacao

s * fo)
) j X5 o 90 o, 0 _ o
i T gD’(g)—Q» ¢ € Eylx,] —l+>6‘xl(fr) € EylQl —>gq (le(f:r)) = G € G°(Q)

-1

- . . — o
€ injetora, onde EM[Xl] =0

* o
x. (Eyl2]) e o = GX1IEM[X1]

1 “X1

Observagdo: Para a demonstracdo do resultado acima, utiliza-se o

seguinte resultado (analogo ao lema I.4.6, pag. 52 de [S]):

i
o

[R14] Se T € D'(R) e O§l(fT) € NQ entao T

Faremos a demonstracgao de [R14] devido a diferencga na
definicdo do ideal. ' -
Prova: Fixemos $ € D(%). Para K = supp¢ , como 6§ (fT) € NQ

T 1
entdo existe N € N* e a € T tais que ¥ q 2 N e¢eA§I,
jn € ]0,1] e ¢ > 0 tais que

(i) (¢€,x) e Xi , ¥ X € K e 0 < e <n .,

(ii) |a e, (6, %) | = ce DN grek e 0<e <.

1\

Como a(gq) —= 3 d, N tal que a(qo) > N. Fixemos yE€ AZ ’

entao } n; € 10,1] e cy > 0 tais que
a (qo)-jN
|fT(lp€lx)| = |<TI (‘pE)X->| = I<Trd’€ ,X>l = cle- ’

¥x €E€K e € € Jo,n[.

Mas pelo lema I.4.7, pg. 55, de [S], segue que ¥ ¢€ D(Q)
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|<T,¢>|

i

| 1lim J <Tpp_ >o(x)dx| =
e»>0 /K & a

IA

limj I<T,0 > |l (x) |ax <
e>+0 /K eax

lo (x)] ax = 0
K

IA

lim Cqe
€>0

a(qo)*NJ

v
(@)

ja que al(g,) - N

Logo, <T,¢> =0 , V¥ ¢ € D(Q) , donde seqgue T = 0.

[]

Observacao I.2.1 No proximo paragrafo definiremos derivacdo em

G(2). Mostraremos também que G p = Bp(GT) , ou seja, dados uma
arT

distribuicdao Te um operador derivacgao o P ; O correspondente de
oP? na inclusio D'(Q) » G(9) coincide com a funcio generalizada
obtida aplicando-se o ao correspondénte de T na inclusao.

| Derivacao em G(Q)

.Considere o seguinte diagrama

0 _ ai o
EM[Al X Q) — EM[Al X Q]
OQ GQ
5 _

G (2) S G (2)
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Podemos definir uma aplicagdo §: G(2) » G(2) por
6(OQ(E)) = OQ(alf), onde f € EM[Ai X Q]. Temos que § esta bem
.. . - 2 . o - ~
definida ja que se f e g € EM[A1 x Q] e Og(f) = GQ(g) segue

que f-g € N[Ai X Q] e pela proposicdo I.l1.3 a)

H(E-g) e N x 2] e s otEw'g e nad x o),

donde segue que eQ(alf) = eﬂ(alé).
E é claro que § € C-linear. Com estas notagoes temos a
~ seguinte definicao:

i - R . =
e um operador derivagao,

DEFINICAO I.3.1 Se fe G(2) e d

entao aif:zs(eﬂ(f)) , onde f € um representante de f.

PROPOSICAO I.3.1 a) O diagrama

EM[Ai x Q]

G () 3 — G (2)

é comutativo.

b) Se f e g sao elementos de G(Q) entdo

Bl(f.g) = } (%)ajf.al—Jg ; Oou seja vale a regra de
jsi

Leibnitz para elementos de G (2).




Prova a) segue da definicao

b) & analoga a observacdo da pg. 42 de [S]

PROPOSICAO I.3.2 Se a denota o isomorfismo entre G(Q)

entao o seguinte diagrama

()L:._]'oiQ
D'(Q) e - G(9Q)
a?l lap
D'(Q) = »  G(Q)
o oiQ
é comutativo, ou seja, o 03P = 3Poa onde o, = T
: L L % gt SEE8 Hg o

19

[]

e G6°(a),

- Para a demonstracdo da proposicao acima utilizaremos os

dois lemas a seguir:

LEMA I.3.1 O diagrama

G(x) o . G%(q)
apl | 1 oP
gla] ——=r— — G°(%)

é comutativo.

Prova Seja £ € G(Q) i £ € EM[Ag x Q] tal que

- 2 , ‘ — ~%,0©° .
f Og(f). Mas .se O qQoOQ , como o diagrama
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E A x 21 % | %)
OQ

o
G(2)

é comutativo (ver [R11]), seqgue que:

(3Poa) (£) = (Bpoaoeg)(%) (3P60) (£) @) (005 P) ()

I

Q

(x00,00P) (£) = (6,002) (£)

(b)

o (apoog)(%) a (3P£) = (a0dP) (£) ,

sendo:
(a) WPoo = (apoqg)o(-)g = (qgoap)oog =
" [D10]
qgo(apoog) = qgo (ogoap) = (qgoeg)oap = 003P
[D6] ~

(b) wutilizamos a proposicdo I.3.1l(a).

[]

LEMA I.3.2 Para todo T € D' (?) e todo operador derivacio 2P em

n
em IR temos

P (e° (£ - 09 (f e N, .
( Xl( ol 1 Xl( aPT) Ng

Prova Totalmente analoga ao teorema I.4.5 item 2 a de [S].
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Prova da proposicao I.3.2: Pelo lema I.3.1 basta demonstrar que

D' (%) 2 » 62 ()
! « 5 O .
D' () T - 6 ()

é comutativo.

Mas se T € D'(Q),

: p - s P N o JpPN o) (¥) o0,4p g0
(igod%) (T) = iy 3°T) = qg(exl(fapT)) =" qq (3 (Oxl(fT)))

Onde em (*) utilizamos o lema I.3.2 e em (**) que

qgoa = apoqg (definicao [D10]).

[]

Observacao: Podemos escrever o resulado da proposigao I.3.2 do

seguinte modo:

—3 p —3 1
GapT 3 GT ; onde GT 1Q(T).
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I.4 G & um feixe
Sejam U e V abertos do R' e VDU = ¢ . Definimos
Ve B (A% x V] —— E_(a% x U]
vt "Ml MtA1 T

E —_— EIU

onde flU(w,x) = f(w,x). E claro que a aplicacdo esta bem defini

da, @ um C homomorfismo e que JX(N[A? x V]) c:N[Ai x U].

Para cada f € G(V), definimos Sg(f) = eU(Jg(%)) onde f

& um representante arbitrario de f. Observe que se g é outro re

presentante de f, entao g-f € N[Ai x V] e, portanto,

PN

Ia)

(g-f) |U € N[A‘l’ x U], ou seja, g|u - £|U € N[A‘i x U], o que impli
v, v, . =V -
0 =
ca que U(JU(f)) OU(JU(g)). Assim sendo, temos que JU esta
bem definida e € um € homomorfismo.

DEFINICAO I.4.1 Se U e V sdo abertos do R, Vo U = @ e

f € G(V) definimos a restrigao de f a U por fIUzzjg(f).

PROPOSICAO I.4.1 O seguinte diagrama

v

(e} U E o
Ey(ay x VI ———— by [a) x U]
OV : OU

! i

6(v) —2— G(u)

é comutativo.




23

- o : Voo . VA, =V -
Prova Se f € EM[Al x V], (OUoJU(f) - OU(JU(f)) = JU(OV(f)) =

\Y
U

(J oOV)(%).

L]

PROPOSICAO I.4.2 A derivagdo & compativel com a restricdo no se-

guinte sentido: Se U e V sio conjuntos abertos de R" tal que

i - . ~ G =} n
V>2U #@ e 3 & um operador derivacdo arbitrario em IR, temos

(o'£) Ju = o (£|v), ¥ £ € 6 (V).

i i =V
03' = a_oJU .

Ou ainda, 3V

] U
Prova Seja f € G(V). Logo, existe f € EM[Ag x V] tal que
(f). Mas

- : - : ~ (a) _ ; A
Jg(alf) = (Jgo(aloev))(f) = (ng(evoal))(f) -

(aif)lu
' . . (b) .

_ =V i - \Y, i
= ((Tgooy) 0d™) (£) = ((6,037)03") (£)

: ~ (c) ; .
= (0y0(3702Y)) (£) = (0,0 (3 0gV)) (£)

(a)

Il

= ((egoah) oal) (£) = ((ato0 ) 0aY) (£)

- 4 . (b)) A
= (3% o(0goT)) (£) = (s%0(To0,)) (£)

= 2t (£|u)

>

Onde em (a) usamos aloev = Ovoal_, prop. I.3.1 (a); em (b)

=V _ v . i v_ v.i J o
JUoOV = erJU + Prop. I.4.1; em (c) 3 oJU = Jan ~em EM[Al x V],
em (d) aler = 0409", prop. I.3.1, (a).

L]



24

TEOREMA I.4.1 G €& um feixe, isto &, G satisfaz as proprieda-

des

(F1) Se @ = W Q. , onde Qi sao abertos nio vazios
iex _
e f e G(e) é tal que f|Qi =0, ¥ 1 € T , entdo f=0.

(F2) Se @ =wJQ,, onde @, sdo abertos ndo vazios e
ier
£, € 6(2;), ¥ i€ tal que filsginszj = fj|szinszj P ¥ (1,3) eIxI

com @, N 0 # ¢ entdo existe £ € G(@) tal que f|Qi = £; .

Pfova (F1) Seja f um representante de £ € G (Q).

Dados XK =<=@ e o* operador derivacao. Da compacidade
i -

. . . * a "-
de K existem oreeasiy tal que K CjL:_JlQi.. . e existe '}j e D(Qij)
onde ’Qij == Qij
(1) wjzo ;, ¥ 1 =93 £n
n
(2) ). s1
j=1
n
(3) ) v, =1 numa vizV de K, V < Q.
j=1 J
Se :7 -"¢x) e AOXQ + V. (x) entéo\?l ek [AO x 0..]
AL B2 %4y 7Yy j° "mthr ¢ Py

¥ 1< j < n (ver proposicao I.2.1). Como f]‘ﬂij € N[A(l) x 2.1 e

o - . o, o2 o g 5
N[Al x Qij] e um ideal entao ‘Uj'flgij e N[Al X Qij] ; ¥1 £ 3 £ n.

Entao, para cada j, tal que 1 £ j £ n existem Nj e aj € T tais

que ¥ quj e ¢6 Ag 30j> 0 e ny € 10,11 de tal modo que

R o, (q) -N.
|t (v fla..) (¢ _,x)| s c.e J ¥ x € KNl supp V.
jTTig e’ -] ! ]

e €€ ]O,Hj[.
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Tomemos N = max {N.} e a = min {«¢.}. Logo, ¥q 2 N e

lcjsn I l<jsn
6ear’, 3c=n max {c.} en = min {n.}tais que
g 159sn 1<¢jsn

) E lat (9. £) ( ) |
j=1 (lpj ¢€Ix I

IA

iA (3 i n ~ - )
o (6 ,x)| = |24 C ) w.£)(o_,x) |
€ 521 Jj €
fo ev e €€ 1]0,nl[.
Como 0 se X E E suppwj
i N P -
[a% (vs8) (6 hx) | = |

Ial(¢jflgij)(¢€,x)| se x € K I suppi,

v1 <3 s
Entao
. n a. {q)-N. B
|alf(¢ X)) | s ) c.e J J < cea(q) H , ¥ X € K
€ : j
J=1

e ¥ €€ ]0,nl.
Ou seja, f € N[A? x Q] e . £f=0

(F2) 19 caso: Q. € relativamente compacto, ¥ i € I.

.z o
Seja fi € EM[A1 X Qi] um representante de fi’ para ca

da i € I.

Da hipdotese temos que:

3 C-f.e, N[a®x (2. @ {3
£,19;095 - f5]2.00 e N[AT* (@, 0 291, ¥ i,5€T

tal que Q. N Q. = @

Tomemos agoraA(Bi) tal que

1eI



26

(a) ;€ c” (n)

(b) supp Bi < 2 _

(c) ¥ z € 9 existe uma vizinhanca w de z onde apenas
um numero finito de Bi's sao nao zero

(d) Y B; =1 em@
i€l ’

Observe que uma familia (B,)

et satisfazendo (a), (b),

(c) e (d) & uma particao da unidade subordinada ao recobrimento
9 Yier
307 de [G].

Para provar a sua existéncia, ver teorema 6.11, pag.

Definimos entao

£: 29 x ¢ —— ¢
(b, x) —— 18 (X)E; (¥,x).
ier

A

Observe que f esta bem definida devido a propriedade

(x) £, (V,x) =0, ¥Ve 2% e

(c) e se convencionarmos que 8. 1

i
¥ x € Csupp Bi

Sobre a funcdao f mostraremos que

- ' o
(1) f e EM[A1 x Q]
- - o)
(2) £lo; - £; € N[a] x Q]
(1) Devido a propriedade (c) é claro que f(¥,.) € Cm(Q),

¥ y € Ag , ou seja, que f € E[Ag x Q].
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E dados Kec e 3¢ operador derivacao seja w um aberto
tal qie K€ we w<=<=Q. Da compacidade de w e da propriedade (c)

existe um conjunto finito de indices I' = I tal que

(*)  |Bilw=0 -¥v ie€e I’

. ; p o . *
Para cada j € I', como Bj.fj GE'M[A1 X Qj] ex%ste Nj € IN

tal que ¥ ¢ € Ag 3 nj € 10,11 e cj > 0 tais que
J

IA

(*%*) Iaé(ijj)(¢€,X)| c.e J , ¥ x € supp Bj n K

e Ve € ]O,nj[. (observe que K | supp Bj cc:gj por'(b)){

Mas, convencionamos que Bj(x)%j(¢,x) =0, ¥ X € [;upp Bj 7

v ¢y € Ag e .. a ultima desigualdade vale ¥ x € K.

Logo, 4 N = max {N.} tal que ¥ ¢ € Ag 3 n =min {n.} e
- jer' J jer!
c = max {c.l}.|1'| ,
jer"
(% %) onde |I'| & o nlimero de indices que ocorrem em I', tal que

a .z a g (8) ™
| 7 8% (B.£.) (o ,x)| s ¥ Ja%(B.f.)(p ,x)|'S ] c.e
jGI' J J € jeIl J j € jeIl J

< |1 |max {cyl.e N = ce™,
_ jer’

¥ x € K e ¥ €€ 1]10,nl

Onde em (A) utilizamos (**) e a'Observacéo que a sucede (ou seja,

que a desigualdade (**) vale ¥ x € K) .
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Mas de (*) temos que

o

|aaE(w,x)| = | ¥ aa(si.%i)(¢;x)| , ¥XE€w e VyE€ Al

ieT’

e .. de (***), 3 N >0 tal que ¥ ¢ € Ag ;3 ﬁ € 10,11 ecs> O

tais que
1%, | = | T 2% E) (4% | s e , ¥x €K
; . €
1€T1 .
e v ee ]0,nl.
(2) ~ Fixemos i € I. Dados Kc:c:Qi e 38 operador derivacao.

Seja w aberto tal que K& w = WCZC:Qi. De (c) e da compacidade

de w existe I', |I'| finita, tal que i € I' e

(1) Bj|w=0 ¥ j € INI' N
(II) JB.(x) +8,(x) =1, ¥xE€w ,

j=i

(devido a (d) e (I))

Logo
x . (1) x .
£(y,x) - £;(y,%) = jél§j(x)fj(w,x) + By (X)VE; (0 ,x)
3%1
- (I1) ) ~ » z -
- £.(¥,x) = ) B.(x)E.(¥,x) - B.(x) £, (¥,x) =
1 jeIlJ ] JeIl J 1
j*i j=i

(e]

= JB ) (Ey - £) (x4 V¥ €A

j=i

s ¥ X € W,

(a 4ltima igualdade faz sentido se convencionarmos que

Bj(X)-(fj-fi)(w'X) =0, ¥ x ¢ SuppB; s ¥ 153 5n).
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Se j€I' eq;nN Qj = @ entaow < Q< [:Qjc [suppﬂj
e .. sj|w = 0. Logo,
(*) (E-2) (v,x) = ] 8.0 (E-E) (%) , ¥ ¥ € AT, ¥x € w,
jeIll J
onde 1" = {j € I'[2; N 2y = ¢ }

1 J
J € I" existe Nj € N* e oy € I tais que ¥ ¢

Como, Bj(fj—fi) e N[A? x Q, n Q.1 , ¥3je€I1" , para cada

v

N. e v¢ ea°
j q

3 nje]O,l] e ¢y >0 tais que

o.{q)-N_
c..e 3 >,

J

IIA

195 (8 (£5-£5)) (b1 |

¥ X € supp Bj NK, ¥Ve€ ]O,nj[ (ja que supp B 5 n KCKZQj nAQi).

Na verdade, como Bj(%jasfill[supp 85 = 0, temos que

a.(qg)-N.
c.e ),
J

IIA

B ~ ~
(**) |07 (85 (£5-£5)) (4 ,) |
¥xX€EK , ¥ ¢ € ]O,nj[.

Deste modo, 3 N = max {N.} e a= min {a_.} tal que
jert jer”

«
Q
%
=z
0}

¢ € 2°3 n = min {n.} e
q jeI“

¢ = max -{c.} |1"|
- jege

tais que
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*

. - (*) .
[P (B-E) (o ox) | = | §_ 2P e (E5-£,0) b ux) | s

JeIll

(**)
< B » A.""\. <
< jél"la (6 5 (£ fl))(¢€,X)| <

b aj(q)-N-

J CEa(q)-N

s

C.
\jeI" Je

¥ ¢ € ]0,n[, ¥ x € K. Logo, devido a (1) e (2) , se f € G(2) &

a classe de f entdo f & a solucao do problema.

29 caso: Os Qi_néo sao necessariamente relativamente compactos.

Neste caso, para cada 1 € I, ex1s:em (Qij)jenq , aber -

tos relativamente compactos tal que Qi = LJflij .
j=1 -
E claro que @ = UJ W2Q,. e que se f,. = £,|%,. en-
: i€I j=1 ij ij il ij

tao

£i51%5 0 O = Fieg 1955 N 0y
sempre que Qij N Q, * @ (ja que Qij N Q1< 24 n Qk). Usamos,

entao, o 19 caso para os abertos Qij e para as funcOes generali-

e concluimos que existe f € G(Q) tal que

zadas £, .
1]
flszij = $g4 = filnij , ¥ (i,j) €I x N
Como Q; = j=1Qij ;, ¥1 €1 por (Fl) segue que lei = fi ; Vi€I,
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DEFINICAKO I.4.2 Seja @ um aberto de €" e f € G(2). A unido de

todos os abertos U= @ tal que £|U = 0 & o maior aberto de € em

que f se anula. O seu complemento &, por definigao, o suporte

de f, que denotaremos por supp(f).

Observacao: A definicao faz sentido devido ao teorema I.4.1,
(F1) .
I.5 Composicdo com Aplicacdes (C°

Queremos definir para éada f e G(Qz), onde 92 é um a-
berto de Ifl, uma funcdao generalizada u*f € G(Ql), sendo Ql um
aberto de R™ e u € Cw(Ql,IJH satisfazendo a condigao
u(Ql)c: Q- Tal operacao (pull-back) sera necessaria nha . de-

monstracdao do Principio do Prolongamento Analitico (ver III.6).

Também & importante para o estudo da equacdao 3 para formasdifg

renciais generalizadas sobre dominios de Runge (ver [A-1]).

PROPOSICAO I.5.1 Para todo m,n € IN* existe uma aplicacgdo

m o o
I.: Al(m) > Al(n)

tal que

a) Iﬁ(Ag(mncz Ag(n)’para todo q € N* .

b) (Iﬁ(w))€'= I$(¢e) para todo V € Ai(m) ee > 0 -
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n m m
c) IpoIn

= Ip para todo p € N* .

d) I™ & a aplicacdo identidade de A% (m).
m 1

Prova Obs.: Nesta propoéigéo nas passagens em que aparece,

(*) indica que o teorema de Fubini esta sendo utilizado.

Para cada m > 1 e n € N* , definimos

Iﬁ: v € Ai(m) > Iﬁ(w) € Ag(n) pela formula

‘ - -
Iﬂw’) (xll---lxn) = —I—I—I lP(Xj,E)dE}, v (xll---lxn)e IRn

j=1 m-1

EER

_, .1 T
se m=1, I () (xy,.c.,X) = ;];w(xj).

Observe que supp(Iﬁ(w)) = (nl(supplp))n , onde

R —— R

TI'1:

(xl,...,xm) — x4

e que por derivagdo sob o sinal de integragao (m > 1),
m w N m n . _
Inq;e C(R7). Logo Inw € D(ﬂ{). Assim, se mostrarmos (a) tam-

o SR m - o 1
bém estamos verificando que In esta bem definida.
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(a) Seja Vy € A;(m)

(1) m>1

- *)
(1) I W) (xy,e0,x )dx =

]Rn

{*] -
= I [ J tp(xj,g)dg] dxl...dxn =
, :[Rn J= Ee]Rm-l

-

n
w(n)dn] =1

j
R RYL neER™

. (ii) J x"IT () (x)ax = 0 , ¥ ie W%, |i|s g
=~ Rn
Fixemos i = (i;,...,i)) tal que li| = g, entio
. (*) iy iy ® _
J XlII;:N’) (x)dx = J nxl-. . -];I_II m—1w (xj,g)dgdxl...dxn =
i~ R 1= eer
n i n ' i. (A)
xJ vAx.,E)agax, = [[ - x. 0 (x.,6)dedx, =
j=1 J m-1 J 4 ge1 m-1 ] J
R EER R £€R

Onde em (A) usamos o teorema de Fubini e que

7 1]
X .,&8)dEdx. = 0 '
J X5 w(xj £) Xy

R

ja que ij s ]i| sq e que ¥ € Ag(m).
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- (iii) £ claro que'(Iﬁ)(w) & simétrica em relacgao

as n variaveis

n - (*%)
(iv) ~TTI I (V) (x.,n)dn =
1=l ernL ?

(**) n ( n-1. (*)
= 1T | [J' bixgoe)a T | w(nk,t’;_)di]dn =

171 fer 1 Veer™ ! k=13 g1
(*) n n-1 (*x**)
= TTJ vix;.e)de Uf J v {ny,e)dgdny =

j=1 geﬂghl k_lim genﬁ“l
(***) -

m
= IR (kpeeex) 1S TR (XpeeeXg)
onde utilizamos em (**) a definicao de Iﬁw e em

(**%) f p(0)de =1 e a definicdo de 1’2@
oerR™

(‘2 m =

1
(*) n

J I (q;)(xl,..,x ) dx —J TT w(x. )dxl Ldx
:an=1

n
|| J V(x.)dx. =1
j=1 » J J

(ii) se i e N® e |i|s g entdo

i

i1 (*) iy, iy n i i,
J nx In(w)(x)dx = J nx1 ".xn:TE¢(xj)dx1".dxn = TT J xj w(xj)dx.

R R )=
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ja que 1 < |i] = e y € Ag(l)

(iii) E claro que Iiiw)é simétrica em relacdo as suas

n variaveis.
n-1

n
(iv) ]TJ 1l (p) (x,  e)ag 2 TTI\MX T wegras, e,y

_f_

ger™" geR"

e Pl n = hiotey e
= P(x, ) Jw(aJd£-= P(x,) = I_(P)(Xq peeerX )
k=1 ¥ j=1/m I I k=1 K BT 0

(b) (1) m> 1

Tomemos eAg(m) e x = (xl,"qx ) € IR

~ M 1 m % 1 = 1 -
(I, (), (x) “’e_nln("’”e’ = e—nEJ _a;(e x:,8)d =
_ ‘ 1= eer™
n
=L 77 = f vtk e )@=
en'—l €m—l e awad
)= EER
I 1, -1 -1
=TT (e x, e TE)dAE =
j=1" m-1 ™ J
£ EIR
n f -
= 'l:[l . be(xs, 8)GE = T (V).
1=t er™
(2) m = 1
(Il)()) (x) _.i(Il(lp))(E— "l“ Tlll—lp(e =
n ] c(x) o= En n n j=1 ]
n 1
=TT v (x5) = 100)
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(c) Seja y € Ai(m) e X € RP.

(1) m,n > 1.

n m = n m = m ; =
(T 0T ) () () I, (I (1) (x) Jﬁ’;lj I () (x4.8)dg

%;GIRn—l

: ' n=1
ﬁf ([ lP(Xj,'n)dn-_I—l_It,b («Ekm)dnl g =
j=1 n-1 neIRm—l

feRr™Y k=1 m-1

neR
_F
jzlJne

() p n-1 ¢ | (4)
= ﬁl I v(x.,n)dn TT J Wy m)dndg, =

- J — .
ner®1 k=1'p’ jem™ 1 .

n-1 ..
TTJw(ak,n)dnds =
1 k=1

}P(X-,n)dn{
J n- 1

r! EER nemRr™

(&)
= f lP(Xj,n)dn.l=IIII;(gp)(x), V-XGIRP

n GE:[Rm_1

Em & wusamos que f f ¢(€k,n)dnd€k =1, v¢¥k=1,...,n-1.
R ner™ L

(2) m=1,n>1

n 1 _ .n, 1 = : 1
(TnoTp) (¥) (x) = T (T (9)) (x) -Jﬁ[ L) (xy,8)de

p
g EIR

{ n-1 (*)
=1Er1 (TT vl g)) wix)dg =
=1/, ggn=1 k=1 ]

n-1

J

n-1 ()
'IE[ P(x.) T[[ wE, )de, = 'IETw(x.) =
j:l 3 = R k k J:l ]

(*)

= (1;(\»)) (x)
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onde em (A) usamos que I p(g)deg =1, ja que Y € A?(l)
R

(3) m>1, n=1

1 _m = l/4M _ m =
(Ipoll)(w)(x) Ip(Il(w))(X) ;j;ll(w)(xj)

- o
w(xj,i)dﬁ = (Ip(?))(x)

(
j=1J£eﬂghl

(4) m

Il
.
~
=]

Il
=

Utilizando (4) que sera provado a seguir temos IloI =

P

(-

(@ Seja y € A‘l’(m)

(1) m> 1

m m g (a) M
Ipt) =) =TT | Y (x:,6)d8 =y (x) , ¥ x € R
. j=1 J

genﬁ“—l

. -m _
e . Im(¢) = 9.

Em (o) wusamos a definicao de A?(m)

(Ii)(w)(X) =P(x), ¥ xE€ I{n~ e .. Ii(w%_:‘¢

O
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Agora fixemos m,n € N*. Se Ql = IRm e 92 = :IRn sao
dois conjuntos abertos e uEECm(Q ;]Rn) com u(9,) < @, , entao
J 1 1 2

para todo £ e EM[A?(n) X 92] podemos considerar a funcao

A

wrE: (y,x) € aS(m) x oy >~ E(Ip(H) u(x)) €€ .

Com estas notacgdes temos O seguinte:

p o)
LEMA I.5.1 (1) wu*f € EM[Al(m) X 91].

(2) se £.,£, € E,IA -f, € N[a](n) *

& TE o o
entao u f1 U f2 € N[Al(m) X Ql],
Prova Seja K um compacto de Ql e 3P operador derivacao em Rr",

entdo L = u(K) & um subconjunto compacto de 92 .

(1) Como f € EM[Ai(n) X 92] e L<:c:Q2 entdao: (*) "existe
N € N* tal que para todo ‘QG-A;(n) existe noe 10,11 e Co > 0
tais que para todo operador derivacao 3> sobre R" com [i| = |p|.

temos

| o £ (Ve,y) |

!
Q
™

sempre que y E L e 0 < & < no“

Mas u = (ul,,..,un) e

Q
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(%) aP(u*£) (¢,%)

aP(E(IT (3),-) ou) (%) =

IR 0)  (0) .Uy (%)
0<lils |p]

onde em U; aparecem produtos e somas de expressoes do tipo

-
o
IA

|zr] = |p|] e s=1,...,n .

Logo, V ¢ € Ag(m), como I$(¢) e Ag(n) entdao por (%)
¢ >0 en €1]0,1] tal que
-N

prECIe) w0 | = IR e w0 | s e

Veelonl,vxek, ¥ |i|s |p| .

P

Conclusao: dado Ke=o, e operador derivacgao

1 N e N* tal que V ¢ € a% , 9 nelo,l] e ¢ =~c'.c,.a ,

o1
(onde a=n® de multi-indices i, com 0 < |i|=]|p]| e ¢, = max [0l
. il
O<|i|=|p]
tais que
4 p ** iz, .m
PGty (o ox) s = T [aTE(I(e.) u(x)) .U (%) ] S
0<|ifs|p| -
< céc—Ncl.a = ce N
vxek e ¥ eelonl e ..o wfeE ATm) x 9]
(2) Do fato que El - fz_e N[A?(n) X 92] segue que
(*) iNeN* e o€l

taisque ¥V g2 N e y€ Ag(n)_ r 3 c >0 e no‘e'_]o,l"] tais que

para todo operador derivacdo 3~ tal que |i| s |p| , temos que
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la(£,-F,) e, v) | s ©

Osa(q)—ﬁ ,‘V yEeL e V¥egk€ IO,QO[.

Mas u = ( ul,...,un) entao

(%) oP (u* (£,-£,)) (6,%) = (3P (£,-£,) (I"(6) ,.)on) (x) =

- b oatE £ (1) o () .U (),
0<|if<]|p|

sendo Ui como em (1).

Logo, dado P operador derivacao e K C‘CQI , 3 N eéN* tal

que ¥ g2 N eV ¢ € Ag(m), temos que I§(¢) e Ag(n) e .. por (*)

i cé > 0 e n € 1]0,1]

tais que

(k%) | M EFER @) | = [T (E=E)) (hee) u x)) |
< céea(q)_N !
¥x €K, ¥ee€lonl e wo0< |i] = |p| -

Deste modo, ¥ g2 N e ¥ ¢ € Ag(m), tomemos n € ]10,1]

ec=c'.c,.a, onde a € o n? de multi-indices i, com 0 < |i|§ Ipl e

o’ 1

c, = max “Ui”K , O gue implica que,
O<|if=]|p|
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o R (**) - .
| GPGLrE-E,0 x| = L @M (E-E)) (s, ) (x) .U () |5
: 0<|i|=|p]

(***)

£ cC

1.a.céea(q)—N = ce® (AN

VxEK, V¥ e€10,n[ e .. u*(élj—u*(fz) € N[AS (m) x 2]

[]

Tendo provado o lema anterior podemos dar a seguinte

definicao:

A : = R™ = i - =
DEFINICAO I.5.1 Sejam Ql R ) 92 ®' dois conjuntos aber

tos e g e Cwuzlﬁmn) tal que u(Ql) - 92. Para toda f € G(Qz) de-

notamos por p*f a classe em G(Ql) de u*f e EM[Ai(m) X Ql], onde

fe EM[Ag(n) X 92] € um representante.arbitrario de f.

o0o






CAPITULO II
A ALGEBRA . VALOR NUM PONTO

Sejam @ um aberto dJdo IRn, feG(®) e x€ Q. O nosso
objetivo & definir f no ponto x, ou seja, f(x), e para isso preci
samos definir a C-algebra T de tal modo que f(x) pertenca a (.

Para a elaboragdo deste capitulo nos baseamos em [C-2] e [C-3].

Considere os seguintes conjuntos

(o]
A
fec |3 NeN*tal que Vv e A 3n € 10,11 e
E. = c > 0 tais que [£(¥_ )] = ce N para
h todo e € ]0,n[
feE,|INeN eae€rtaisque ¥gz N e ye Ag'
3 n€1]0,1] ec > 0 tais que

-
1}

HIRIE ce® DN - yoe o]

A

O
PROPOSICAO II.1 a) E, & uma sub-C-algebra de € L

b) I é um ideal de—EM.

- Prova a) i) se f,qg € EM e k € C entdo f+k g € EM . De fa

to, como f € EM

o , . o
(*) | 1 N, € N* tal que Vv Ve ANl 3 n, €10,1] e ¢ >0

=N

ais que [£(v.) | fc,e 1

» ¥ EE€J0,N [
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e de g € EM'

* . o : ‘
1 N, € N* tal que ¥ ¢ € Ay }:nz e ]10,1] e c, > 0

(**) 2
-N
. < 2 ,
taisque |g(¥ )| = C, € » ¥oe € 10,n,0:

Logo, 3 N = max{Nl,Nz} tal que ¥y € Ag (A; CZAE n A;-)

Q

3 n =min{n;,n,} e = c;+|k|c, tais que

[£w )| + [x[|lg@ )] s cpe + |k|ce

IIA

| (£+kq) (¥,) |

CE-N 7 VE e ]0,“[.

IA

ii) se f,g € EM entdo f.g € EM. se f,g € EM entdo va

(o)

lem (*) e (**), Tomemos N = N1+N . Deste modo ¥ y € AN

2

In = min{nl,nz} e ¢ =cyc, tais que

1 2
[ ED W] = [£0 ) lgw )] = cje Tocpe =
-(N,+N,) _
= C.CAE 1 2 =C€N, ¥ve € ]0n[.
172
b) i) E facil ver que I é& um C-subespago vetorial de EM

(pelos mesmos argumentos da prova a.i), utilizando a definicao

de I).

ii) se f € EM e g€l entdo f.ge€I. Como f € EM .

entdo vale (*) ede g€l ,



3N3eJN*e @ € T tais que ¥ q 2 N, e
(E*%) v Ve Ag ;3 N3 e 10,1[ e c3 0 tais que
a(g)-N
lg(v )| s cge T Ve €10,n,l
Ye 3 ¢ +13
Tomemos, entdo, N = N, + N3 e o €I . Deste modo,
YVqgqz2N, ¥y € Ag 3 n o= min{nl,nz} e c =cyc, tais que

I(f.g)<¢€)| s cpe

DEFINICAO II.1
quociente.

zados.

PROPOSICAO II.2 € pode ser identificado canonicamente a uma

sub-algebra de T .

N, a(q)-N, a (q) - (N, +N,)

45

-C e = c c, ¢ =
_cea(q)—N ¥ e € 10,nl.
- EM .
T =T , onde T: EM + ¢ denota a aplicacgao

é chamada algebra dos numeros complexos generali-

Prova Consideremos a aplicacao
§: € ~ EM + , onde z: By > C
z > 2z » m(2) $ > z
£ claro que z € E,, pois 3N =1 tal que ¥V € Ag
jn=1 e c > |z| tais que
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|£(¢tﬂ = jzl < c.s_l = C e_N ;, ¥e € 10,n[ ,

e que § €& um C-homomorfismo. Vamos provar entao que & & inje-
tora. De fato, se §(z) = 0 entdo n(%) = 0, (% er1 ), e .. 3
o ET e N € IN*tais que ¥ gz N e Ve Ag in € ]o0,1] e

c > 0 tais que
2wl s DN v ¢ e ol

Mas

cea(q)—N , ¥e € 10,n[ e

N
—
<
~
]
N
o
o
o
°
N
IIA

v

Como a(gq)— = qu N tal que a(qo) - N> 0. Fixemos ¢ € Ag 3

g (0]

Ent3do 3 n € 10,1] e c > 0 tal que

a(g_)-N
|z]| = ce Q , ¥e€elo,ml[.

Fazendo € > 0 , temos que

a (qo)-N .
€ +~ 0 e Py z =0

[

LEMA II.1. Sejam 2 um aberto de R", x € 2 e f € G(%)

um representante de f entdo a funcao

(1) se £ &
g - %(w,x) € C pertence a E

f: Yy € A M
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A

(2) Se f; & outro representante de f e
- fe) "A ~ T _F
f1° v € Al - fl(w,x) € C entao f1 fel
Prova (1) Como f € EM[Ai x Q] entao para o compacto

K ={x}), 3N€e N* tal que ¥ V€AY, }c> 0 e ne€ ]0,1]tais

que

I£(‘pelx)l ] ¥ e € ]0,nl[.

IA
Q
m

Mas

=N

£(v,x) = E(b) e o |E)| see , ¥eeonl

Entdo provamos que 3 N € N* tal que V¥V y € Ag , 43¢ >0 e

n € ]0,1] tais que

IE(¢€)| <sce™ , v e ejo,n[, ou seja, T € Ey

(2) Como f-f. € N[Ai x Q] , entdao para o compacto

1

K={x}, 3Ne N* e oa€rl tais que¥ q 2 N eweAg Jc>0 e

ne jJo,1] tais que

|E-Ep x| = ce® DN v cegonl.

Mas

(E-E)) (v) = E(W)-F, (v ) = £ _,x)-£, (¥ ,x)

[(E-Ep )| s ce® DN ve e ol



48

Entdo provamos que 3} N € N* e a €T taisque ¥ g 2N e V€ Ag

3 ¢c>0 e ne€ejo,l] tais que
B-E, 0] s ce® DN yeegonmt , e EEF el
Do lema acima parte (2) concluimos que = (f) = w(fl)

se %,%1 sdo representantes de f € G(p). Entdo podemos dar a se

guinte definicgao.

DEFINICAO II.2 Seja @ um aberto do R", x € 2-e f € G®). O

valor de f no ponto x, é o elemento n(f) , onde £ & a funcdo

» €a] ~ £(o,x) ecC,

sendo f € EM[Ag x Q] um representante arbitrario de £. O valor

de f no ponto x & indicado por f(x).

Nas hipoteses da definigao anterior, podemos definir a
aplicacao
vo: G(R) —— @
£ =—— f(x)

PROPOSICAO II.2. A aplicacao Yy € um C-homomorfismo.

Prova Imediata.
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Observacido II.1 Se f €C”(@) e x€ 9, o valor f(x) € C

"coincide"com o valor classico f(Xx).

Pela proposicdo II.2, € se identifica com uma sub-alge-

bra de © através da aplicacao

A

5:¢c— E, T ¢ ,
zZ — 2 — 7w (2)
onde
Z 3 Ag — C

E pela proposicao I.2.1, cw(Q) se identifica com um sub-
-algebra de G (Q) através da aplicacgao

§: C7 () — G(2)

7
f — OQ (%),
onde

£: A x @ —— ¢

(v,2) f(z)
O que queremos mostrar na verdade € que o diagrama

ey ——=2tsTg )
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€ comutativo , onde

vyt C7le) —— ¢

£ ——  f£(x)

De fato, se f € ¢"(Q) , (5ovx)(f) = S(vx(f)) = 8§ (£f(x)) = T (£(x))

Mas,
fo): Ai — e f: A? — i
¢ — £(x) ¢ — £(¢,x)
& como £(¢,x) = f(x) , temos que fzx) = f .- Logo,
) (1) . 3 N
(GOVX)(f) = w(f(x)) = 7(£f) = (OQ(f))(x) = Vx(eg(f)) =

(\—)xoﬁ) (£).

Onde em (1) usamos a definicdo II.2

L]

O valor num ponto, infelizmente, n3o caracteriza as fun
¢Oes generalizadas, no seguinte sentido: existem f e g € G(Q)
tal que f(x) =g(x) ¥x € Q mas f = g. £ o que mostraremos a-

través do exemplo abaixo, apresentado por J.F. Colombeau em [C2].

EXEMPLO II.1 Se g: Ai) x € > € & definida por g(v,z) = z ¥(-z),

para todo (y,z) € Ag x € , entdo temos que:
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(a) g € EM[A1 x C].

(b) Se g & a classe de g .em G(C) entao g(z) = 0,

VzedC.

(c) g = 0.

Para a demonstracao da parte (c) do exemplo acima neces-

sitaremos do seguinte lema

LEMA II.2. . Se a € IRn , entdo ¥ g € IN* , existe ¢ € Ag tal que
d(a) = 1.

Prova = Basta mostrar que ¥ a € R , 3 ¢ € Aq(l) tal que ¢(a) =1.

Considere os funcionais lineares {L.}. . sobre D (IR)
i°0sisqg+l

definidos por

Li: P(R) » IR
se 0

. Lq+l: D(R) » IR
L, (¢) J xT o (x)dx
R

IA
IA

isqg e

L1 () = 6, (6) =L (4)

onde Sa(¢) = ¢(a). E claro que {Li} < P'(R). Além disso

Oéi §q+1

temos que {L;} € linearmente independente em D' (IR). De fa

0sisg+l

to, suponhamos que exista Cyres=1C constantes em IR tal que

g+l

Entao, ¥ ¢ € D(IR)

+1 A . B 2 . .
— i
(izociLi)(¢)._ f}J(CO—CQ+1)+iilcix ]¢(x)dx+cq+16a}¢) 0,
ou seja, —cq+16a(¢) = Tf(¢) , ¥ .€D(R) , (Tf denota a distribuicao

associada a f).
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onde

_ _ i
f = (co Cq+l) + izlcix .

Logo, cq+l = 0 (pois caso contrario, {a} = supps , = supp T =
= supp £ , absurdo) .. Tf(¢) =0, ¥ ¢ € p(IR) donde segue

gs :
que £f = 0 e como f & continua temos: -

g i
‘2 c.:Xx" =0 , ¥x e R ,

0 que implica que c; = 0 ,vie€e{l,...,9} e do fato que cq+1 =0

temos que {Li} é linearmente independente.

O0sisqg+l

Seja L o subespago vetorial de D' (IR) gerado por —

{L,}

. Sabemos que o dual algébrico de L,L*, tem por ba-

1" 0sisg+l
"3 1 = z © 3
se {Li}0§i§q+1 onde Li(Lj) 6ij° Como dimL < «, entao
Lé: L - C & continua e .. pelo Teorema de Hahn-Banach para ELC,

(ver [GR], cor. 1, pag 73-II) Lé admite uma extensdao continua,

- °

que ainda denotaremos por Lé r @ D'(R) e .. Lé € P'"(R). Mas
D(R) € reflexivo (ver prop. 1, pg 231 e exemplo 6, pg. 241 de [H]),
o que implica que a aplicacgao

D(R) +D" (R)
6: D'(R) »~ T

$(T) = T(¢)

o >

€ bijetora e .. 1} ¢o € D(R) tal que Lé = ¢_, ou seja,

o
' n 1 _ - —
¥y T e DY(IR) LO(T) = ¢O(T) = T(¢o).

Vamos provar que ¢o resolve o nosso problema:
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r

(1) 1 =1LJ(L) = Ly(s,) b, (%) dx

/R

¢

A
Q

Il
I

xl¢o(x)dx , ¥1 21

(2) 0 = Lé(Li) SR

L. (o)

(3) 0 = L(')(Lq+l) = Lq+l(¢o) = Ga(¢o)-Lo(¢o) = ¢o(a)-1.

e . ¢O(a) = 1.

L]

Agora estamos prontos para verificar as afirmacOes con-

tidas no Exemplo II.1.

(a) - Dados K =< Q e ot operador derivacao (i=(i1,i2)) to
memos N = |i|+2.~ Entdo
vyend ,3in=1 e ¢ = M(r+2) ,

onde r > 0 é tal que K = Br e

M = max'{”alw(z)”m ; ||a081—(1'0)\P(Z) ”q: , ||a131—(o'1)‘1’(z)||¢}.
sendo
N ai—(llo) ) = {0. se il =0
(o) - ‘ 81—(1'0)W se il > 1
e 0 - se ié =0

alal—(ofl)w . -
31-(0,1)w

de modo que
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latg(y ,2)| = |a*(zv (-2 | = | | (})adz(a*™ ) (-2) (-1) 11731
€ € ng J . € .
s lzaty_(m2) |+ [ (et Oy ) -2 |+
+ l(alal-(o,l)‘pe) (-2) l
Mas,
i _1 iz, 1 iz
| (374 (2) = = Q) = gy AT
Logo,
i lz] 14, =z 1 i-(1,0), ,_z
la"gty 2 | 2 €z+|.i||”("z>l RETETILS v
i—(o,l) _E =
* Taglere v(=2 1
E —
r 1 1 . -(2+|i])
s oo Y T YoM = MlEe2)eE
€ € €
=ce™, weelo,ll] e ¥ z€K.
(b) Fixemos z € € . Queremos provar que g(z) =0, ¥ z € C.

Consideremos a aplicacado, para z € € fixado,

g: v eny -~ g,z) = zb(-z) € C.

Basta provar que g € 1 . Se z=0 & trivial. Suponhamos, entdo,
que z # 0 e tomemos N=1. Entao ¥ g2 1 e V€ Ag , fixada, te-
mos que 3 r > 0 tal que supp(¥) = Dr(O). Considere n € 10,1]

tal que |%| > r

Logo,

1

2

g, (D) -
20| =0 <187,
€

13001 = |2y, (-2) | =
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Z

¥ ¢ € ]0,n[, onde em (1) usamos que |§| > |;| >r e
que .. % ¢ suppv , V ¢ € 10,nl[.
a:‘EJ+IR+
P e N=1 e ET
rovamos que 3 a [ g+ q ]
tais que
Yy € Ag ,3nelo,1] e c=1
tais que
150 =0 s e D7 v e e ol
(c) Querémos mostrar que g # 0, ou seja, que é ¢ N[A? x TR?].

Suponhamos, por absurdo, que é € N[Ai x IR?*] e .. para o compacto

K={2—115-|p€]N*}U{0} ] NeN* e a€T

tais que para todo g2 N e ¥ ¥ € Ag , 3ne 10,11 e c> 0 tais

que

~ 1
Ig("’e’fﬁ)l < ce

Em particular |§(¢1 ¢ é%)l < c(He@-N g peN* com np>1
B..
: 1,1y Ay _ 1 2y 1, _py.l
Como g(\pl ' 3p ) = 2D wl} D 5p° P W(- 5 v ( 5) segue que
p , P

1,0 (q)-N

R,(-1 < ¥pe N c n. 31

e como o(g)——= , existe g > N tal que a(q.) > N. Tomemos .

Aq—rno o R o : A . B

Y € AZ tal que wb~%)=~1,_(dada pelo lema II.2) e .3 >0 e
o R
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n €]10,1[ tais que

a(q.)-N -
I%Igc(%) ° , ¥pe€ N* com np>1,
ou seja, _
a(qo)—N+1
p <2c , ¥p€ N* com np>1 ,

o que & absurdo, ja que a(qo) - N+1 > 0 (pois a(qo) > N)

L]

DEFINICAO II.2 Seja @ um subconjunto de R™. Um elemento

X €6(g) é chamada constante generalizada se existe X € € tal

que

% = 0,(F), onde E: (¥,x) € A? x Q> £() e ,

sendo f € Ey um representante arbitrario de X.

Podemos dar tal definicao devido ao seguinte lema.

LEMA II.3 Sejam o um aberto de R" e X € T

o
1

representante de X , entao fe EM[Ag X Q].

(1) se f:(y,x) €A x Q> £(y) € € onde £ & um

o
1

tro representante de X , entao - 5 e N[A? X Q].

(2) Se g: (y,x) € A7 x @ > g(y) € C onde g &€ ou-

Prova (1) Dados K=<q e 3+ operador derivacdo, come

f € EM entao
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] N e N* tal que
véeay,3neloll e c>0
(*)
tais que
£ )| s ce™ ,  ¥eelonml
Se |i] 2 1 nada temos a provar, ja que (37) (¢,x) = 0
¥ x € Q e V¥V ¢ € A?. Suponhamos entdo que |i| = 0, ou seja,
que st & o operador identidade. Como f(we,x) = f(we), ¥ X € Q,

entao de (*) temos que

] N € N* tal que vweAg ,Ine 10,11 e

c >0 tais que

] |f(w€,x)| = £ )] = ce™ , veelonl, ¥x€K.

e ... TekE_[a° x q]

M1
(2) Dados Ke==@ e g operadof derivacao, como f-g € I
entao
3N€]N*eael‘taisququiNevweAg,
(**) 3 nelo,l] e c > 0 tais que

| (£-q) (v )| s ce*(@N

IIA

¥Ye € ]0,n[

Se |i] 2 1 nada temos a provar, ja que 21 (£-9) (¢ ,x)=0
¥x € Q e V¢ € Ag. Suponhamos entéo'que al é o operador iden-
tidade. Como (£-3) (y_,x) = (f-g) (v ), ¥ x €@ , entdo de (**)

segue que
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3Ne]N*eaertaisququgNevweAg,
3} nelo,l] e c > 0 tais que
[(E-9) w x| = [(tm) w )| s ce® DN weej0,nl

¥x €K

e .. f-g € N[A] x 2l. 0
A partir do lema anterior podemos definir a seguinte

aplicacao

o

1% Q > f(y) e .

onde f & um representante de X e f: (v,x) € A

PROPOSICAO II.3 ~ @& um C-homomorfismo injetor.

Prova Se Xl,X2 €T e A €EC ; queremos mostrar que

~(X1+Ax2) = ~(Xl) + A-(xz).

Sejam fl, f, representantes em EM de X e X

1 2 Te2

pectivamente. Logo f= fl + Afz € um representante de X, + X, e

g = £,f., € um representante de X

155 lX2. Mas

ja que ¥ (y,x) € A2 x o temos
1
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E(p,x) = (£ +AE) (W) = £,(0) + A E,(0) =

B ,x) + A E,00,x) = () (v,x)

e
gp,x) = (£,£,) (v) = £, 0)E, ) =, 00,x)E,(0,x)
= (fl-fz)(w,x)
Entao:
~(X;+2X,) = 0, (f) = o (£, f,) = 0, (£7) + 26, (£,)
= X) + MKy = - (X o+ (X))
e
~(X,X,) = 0,(9) = 0 (£,£,) = 0, (£,)0 (£,) = XX, =
= “'(Xl)o"’(X2)o
Vamos mostrar, agora, que ~ é uma aplicacdo injetora.

De fato, se ~(X) = X 0, entdo se f & um representante de X e

£: (y,x) € A? x @ » £(y) € C

segue que

X = OQ(E) = 0 e portanto, f € N[A? xQ1 o,
ou seja, se K & um compacto de Q@ e ai é o operador identida
de, }] N€ N* e a€rT tais que ¥ q 2N eVmpEAZ ,An € 10,1]

e c > 0 tais que

|[Ev_,x) | = ce®@N g ek e veelonl.

I
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Como

By %) = £(5)),

temos que:

CEa (q) -N

IA

[ £0v ) | » ¥ e €10,nl

Provamos entao que:

] NEN* e o €T tais que ¥ g 2 N, VY € Ag ’

} nelo0,1] e c > 0 tais que

£ )| s ce® DN v e e g0l

ou seja, f € 1 , donde seque que X = 0.

-

PROPOSICAO II.4  Se 3% & um operador derivacdo em R" com

2~
~

|]i] > 0 e X & uma constante generalizada em G(®) entdo 8%X=0.

Prova: Pela definicdo II.2, existe X € T tal que X = @Q(f), on

de

o)

1% 8> fy,x) = £(y) e T ,

E: (l\b,X) e A

sendo f um representante arbitrario de X.
Mas, pela definigao I.3.1,

igy = 0, (0) = 0. (]i] > 0)

L]

iz i ~ _
3" X= 3 (eQ(f)) = 09(8

o0o



CAPITULO III

SOBRE AS FUNCOES HOLOMORFAS GENERALIZADAS

Nesse capitulo apresentaremos um pouco mais que os fa-
tos basicos sobre Fungdoes Holomorfas Generalizadas necessarios pa
ra provar o Teorema de Extensao de Hartogs. Dentre os problemas
analisados temos o "Principio do Prolongamento Analitico" onde ve
remos que muitas das formulacdes classicas sao falsas no sentido
generalizado. Mas existe uma formulacao verdadeira nesse contex-
to, que juntamente com um teorema de existéncia de solucgdes para

~ n A
a equagao 3 em € , n > 1, nos permitira provar o "Teorema de

Extensao de Hartogs".

III.1 Formas Diferenciais Generalizadas

A fim de estudar a equag5L>5 e de dar a definigao preci
sa de "Funcdes Holomorfas Generalizadas" precisamos dizer o que
sdo as formas diferenciais generalizadas. Utilizaremos o conhe-
cimento das formas diferenciais complexas que podem ser encontra-

das em [S], [A-1], [A-3] e [A-C].

Introduziremos as seguintes notagoes:

Para cada n € W, definimos

= v '
H, = {(2; .. p) € N | 1se <w < snl, ¥v s n
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Dados p,g €E N* , ps<sn e gqs n , fixamos
I =J
B : = dz®™ A dz |I € H e J € H
P:q t I P q}
B. := {dz'|IeH )} e B :={az’|s e H_}
PO p °.,q q

Dado um aberto 2 de €@ e (p,g) € W x W tal que
psn, gs=sn e p+tq > 0. Uma forma diferencial do tipo (p,q)
sobre 2 & um elemento do G(2)-médulo livre sobre Bp q° Tal
14
& , . Q).
modulo é dgnotado por G(p,q)( )

Logo, todo elemento f € G(p q)(Q) se escreve de manei
7

ra unica, como _

) fIszI A dzY , onde £, €6(Q) ,
I€H ,JeH
p q
¥VIeEH VJEH .
p ' q
finj —
Definimos G(O,O)(Q) ()
Se £ € G(p,q)(ﬂ) entao 2af € G(p,q+l)(Q) ;
Q -~ » .
°f € G(p+1,q) e df € G(p+1,q+l)( ) sao definidos da maneira

seguinte: suponhamos que
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f = z fIsz A dz ’
JIeH_,JEH
entao
n 9of
3f = ] w22a - azl a az’ ,
I€H_,JEH j=1 j
‘p' q J J
n of
5f = ] =322 az. A az' A az’
IeH_,JeH_ j=1 °%35
p g
e
df = 3f + af ,
sendo
P13 _ 1 of of
92 . 2 '3X. Y.
j j 5.
g -
of
Ig -1 of . of : "
= _2_(3}( +1 ay) ’ Vj—l,...,n.
9Z. " Jj
]
III.2 Integracdao sobre caminhos
Seja @ um aberto de c? e V. , i=1,...,n , abertos de
i
C tal que V1 R aae X Vnc: Q . Sejam vy.: [ai,bi] > V, um cami-
nho em V. , ¥ i =1,...,n. Seja

Y = Yl X ..-c Ax Yn: [al,bl] X ceeo o X [an’bn] -> Q

t=(t1"'°rtn) > (Yl(tl),...,‘{n(tn)) = y(t)

Se Y*'YI""’Y; denotam as imagens de Y,Y,,...,Y , entdo -
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Sejam g € G (Q) e

integral de ug sobre

u € C(y*) o nosso objetivo é definir a

Y. Denotemos 2z = (zl,...,zn) e

dz = dz1 . dzn. Com estas notacgoes temos o seguinte lema:
LEMA III.2.1 Seja g € EM[Ag X Q] um representante arbitrario
de g entao
(1) . A fungao
= { A
I: ¢ € A? > ) u(z)g(y,z)dz € €
Y .
pertence a EM'
(2) se f € EM[Ag x 9] & outro representante de g e
[ A
se J:y €a] -~ J u(z)£(y,z)dz € € entdo
Y
-3 el .
Prova (1) Como g € EM[Ag x Q] se K =7Y* entio 3 N € N*
tal que V¥ ¥ € Ag , 3 n €10,1] e o > 0 tais que
(*) Ig(we,z)l cce ™ yzexrx e ¥ ee€1]0,n][
Mas,

I(v,)

b

B

R

e portanto n

JYu(Z)é(we,Z)dz

b

1 .
I a(r (£))g (b, ¥ (£))7] (£) ey (£)) Aty .ndty
a

1
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bn bl . , (
|z(v ) | gJ I laly (£))g (@ _,y (£))y](ty) ooy (E ) |dEy, ... dt
. a a

n 1

A %

*
-N
< Ihancoe L(Yl)...L(Yn), ¥ e € ]0,n[, onde L(Yi)
denota o comprimento de Y oo ¥i=1,...,n.

Logo, provamos que 3 N € N* tal que ¥y € Ag p

In € ]0,1] e c = |h1HK cOL(Yl)...L(Yn) tais que

ce™ . we ejo,n|

IA

|T(v,) |
e J. I € EM .

- (2) Como a—% € N[Ag X Q] entdo para K = y* existem

v

NeEN' e a €T taisque¥ g 2N e vweAg A ne 0,11 e

Co > 0 tais que

IA

’ A A - n
(*%) | (g-£) G_, v (£)) ]| s ce” ‘Q)fN , Vv te i];[l[ai,bi]

e ¥e € ]0,n]
Mas,

|(I—J)(¢e)|'= l[ u(z)(%—g)(we,z)dzl <
Y
b bl
Ja '"Ja |u(r(t))(f-g)(¢€,Y(t))Yi(t)--iY£(t)ldtl---dtn
n 1

(**)

s’ lullgeqe

(*%)

Ot(CI)‘N L(Yl)'...L(Y'n) ’ ¥ e € ]'O,TI.-[.
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Logo, provamos que 3 N € N* e o« € Ttaisque ¥ q 2 N

o . :
e ¥y €A }nelo,ll e c= cOIhJHK L(le---L(Yn) tais que

(-0 (0| s ce® DNy e e o,

e . I-J el .
Entdo podemos dar a seguinte definicdo:

DEFINICXO III.2.1 Nas hipoteses do inicio do paragrafo defini-

mos a integral de ug sobre y como sendo o elmento w(I) € T ,

onde

[ A -
1:9 € A2 > | u(z)g(v,z)dz €C e g€t [a2 x ol
1 - = M-T1

& um representante arbitrario de g. Denotamos a integral de ug

sobre y por

I u(z)g(z)dz.
Y

DEFINICAO III.2.2 Seja 2 um aberto de € e T = ) n.y. uma ca-

deia em 2 (isto é \ & um caminho em © e n, €Z, V¥ i=1l,...,V).

Se

; g9 € G(R) e u € C(T*)

definimos a integral de ug sobre T pela formula

A%
J u(z)g(z)dz = ] n, J u(z)g(z)dz .
/g i=1 Yi
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0 exemplo a seguir, apresentado por Colombeau-Galé em

[cG-1] , mostra que pode existir g € G(C) tal que

g(z) =0 ¥z €C e I g(z)dz = 0 .
Y

~

EXEMPLO III.2.1 Seja g a funcdo do exemplo II.1l. Entao se

g € G(C) denota a classe de ¢ temos:

(a) g=0 e g(z) =0 v z € C

(b) I g(z)dz = 0 , onde Y € a curva Y: [-1,1] - C
Y
definida por Y (t) = t.

Para a demonstracao da parte (b) do exemplo acima neces

sitaremos do seguinte Lema.
LEMA III.2.2 Seja g € N*. Entdo existe ¢ € Ag(Z) tal que
J u¢ (u,0)du = 1

Prova Considere L;: D(IRZ) + IR definido por

Ly (¢) = I xox)ax
2
R

para todo i = (il’iz) com |i| £ q e

L D(]Rz) + 1R , L(¢) = Iud’ (u,0)du ,
R



68

onde x denota o par (u,V) e IRZ .

E claro que Li’e L pertencem a D'sz) para todo i tal
que |i| = g. Além disso {Li,L}IiI<q é linearmente independen-
te em D' (R%). De fato, se c,c € R, |i] =g tais que

_Z CiLi + cL =0
i|zq

l

entdo, ¥ ¢ GDCRZ) ’

A

r .

J c.xTo(x)dx = -cJ ué(u,0)du .
1

R R

Considere @ = IRZ\{(u,O)Iu € RL Logo, ¥ ¢ € D(Q) ,

temos que L(¢) =0 e portanto (ZciLi)(¢) = 0, ou seja,
(*) : ZciLi =0 sobre 7D (2)
Como fc.L. = T, , onde f(x) = z c.x"t , entao por
iTi f Je . 1
|il=q
(*) temos que £ =0 em Q . Sendo f continua em 1R2 entao
£=0 em R® o que implica que c; =0, ¥ i com |i] é'q. Lo

go, cL =0 e ., c=20.

Tendo provado que {Li'L}li|<q € linearmente indepen-

dente a demonstracao do presente lema segue como a do Lema II.Z2.

[]

Prova do exemplo: a) Provado no exemplo II.1

b) Suponhamos que
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I g(z)dz = 0 em C.
Y

Ent3dao a funcao

r ~
I: V¥ € Ag - J g(y,z)dz
Y

(01

um elemento do ideal I , isto é, 3 N € N* e o €T tais que

¥ gz N e ¢ € Ag , 3 n€1]o,1] (que podemos supor pequeno

o suficiente de tal forma que

m, (supp¢) <= [-%-.%]) e <¢>0
tais que
|I §(¢;.Z)d2l < ce®(@-N , ¥ e €lo,nl.
¥
Mas,

" 1. 1
I gl¢_rz)dz I (o s (t,0)at = |t _(-t,00dt =

Y

M= =

1 " (*)
= = J t¢(—_10)dt = I ué (- u,0)du =
€ _l €

; m|H

(*) (=
= I ué¢(-u,0)du , ¥ e € ]Jo,n[ ,

onde em (*) usamos que ﬂl(supp¢) = [—%7%1‘: [-%7%] , ¥ e € Jo,n[.

Logo
c*(Q)N

IIA

7 V € e ]O,n[n

-

II u¢ (-u,0)du]

Como oa(g)——= , } 9, > N tal que a(qo)-N >0 .
g+
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©©

Seja ¢ e Ag tal que f u ¢

=u,0)du = 1 (lema III.2.2).
o

Para
tal ¢, existe n g 10,1] e C > 0 tais que

a(qo)—N

l§C€ ’ Veeloln[-

Fazendo € > 0 temos um absurdo{

II1.3 Definicio e exemplos

- DEFINICAO I771.3.1 Seja 2 um aberto ge 0
DEFINICAO j um_aberto de

(n 2 1), Uma funcio
—< tungao
eneralizada f € G(R) & dita holomorfa se §f = 0, ou seja, se
2___________ ———————=0morfa se —=£J]a, se
= df l1,3f . of
3. f = = = Bl . § 9T =0
J azj 2 axj ayj

Em Q@ para todo J=1,...,n.

Denotamos o conjunto ge todas

as funcgdeg holomorfas
generalizadas por

HG () .

~ n
Notacdes, R < ¢ aberto, Se

g EeEG(R) e é € um representag
te de g ent3o:
i = 3z 2% - i syL) o
J J J
Sendo z, = xJ + 1yJ ¢ ] = 1,...,n s
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v ¢ e A®

o
1

Se n 1 e g,.) € H(Q) , YV € AT , entdo:

~

dg - ot
az(w’.) —9 (lP,.)

-~ 3 ~
g(m)(w,.) indica que aplicamos 3z [ vezes-a g(¢,.) ,

v vy e A°

Observacoes III 3.1.

(i) H(Q) = HG(Q)

E claro pois

c”(Q) = G(2) (.H(R) = G(Q))

0 v £ € H(Q)

o
)

Fh
I

(ii) HG(R) ¢é uma C-sub-algebra de G ().
De fato,se1gl,g2 e HG(Q) e A € T entao

(a) g; + rg, € HG(2) pois

aj(gl + Agz) = ajgl + lajgz =0+ A0=0,

¥V j=1,...,n.
(b) 9119, HG (Q)

v j'= 1,..».’n..7
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(iii) 3" (HG(2)) = HG(a)
E claro ja que
- i i =

3007 = 3703, Vj=1,.‘..,n.

(iv) g € HG(Q) — §j§ e N[A‘; x 9l , ¥ 3=1,...,n

S

onde g € um representante arbitrario de g

g eHGla)==Tg =10, %3 =1...,n <=>§j(eg(§)) =0

¥ j = 1,...,n¢=¢9b(5jg) =0,
¥ j = 1,...,n<=»5jg e N[Ai x Q]

¥3j=1,..., N

TEOREMA III.3.1 D' (Q) N HG(Q) = H(Q)

Para a demonstracao do teorema acima utilizaremos o se

guinte teorema classico das equacOes a derivadas parciais:

TEOREMA III.3.l.a Seja W um aberto de R e P = | ) a_ (x)2®
o |sm

IIA

um operador diferencial com coeficientes em C”(W), eliptico em W.

Se Pu€ C (W) entio u € C (W, (isto &, P & hipoeliptico).

A demonstracdo deste teorema pode ser vista em [L-M]

(ver teorema 3.2. pg. 138).

Daremos aqui, no entanto, a definicdo de operador elip-
tico. Seja P o operador de grau m e coeficientes em ¢” (W) dado

por Z aa(x)aa. Definimos
alsm
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por
plx,6) = 1 a (x)e% ,
|a [sm
onde
E€ = (gil"'lgn) ¢ @ = (all"'lan) ’
o a
a 1 n
o] sm e & =g, .8 " .
Dizemos que P é eliptico em X, € W se p(x_,£) = 0 im-
plicar que £ = 0. P é eliptico em W se P for eliptico em todo

ponto de W.

Agora estamos prontos para demonstrar o teorema III.3.l1.

Seja

u € D'IQ) N HG(Q) ,
entao

u € n'() e 5ju =0 , ¥ j=1,...,n.
Logo,

aj(Eju) = ajo =0 , VJ=1;ees,0

E ainda & facil ver que

_ 2 2
3.03. = %(3 +2 ) ,v43=1,...,n.
J 3 - 9x2 - Jy?
_ : J J
Assim sendo,
n 2 . a2
Z 3.05, = & 2 (B + 2 ) .
j=1 - j=1 ax2  ay?
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Definimos
n 2 2
9
P=3 ) %z * %—r)o
B - Y=
=1 7] J

2n e como Pu=0€ C (Q) entdo

£ claro que P é eliptico em @ = R
pelo teorema III.3.l.a, u € Cw(Q). E sendo §ju =0, ¥ 3j=1,...,n,

segue que u € H(R).

A inclusdo contraria & evidente.
EXEMPLO III.3.1 Se o & um aberto de e e (£;) uma sequén-

)

l<iczp

cia finita em H(R2) e (c uma sequéncia finita ce constan-

i’ 1lsizp

tes generalizadas (ver definigdo II.2) entdo -

c.f. € HG(Q).
p 1

Q
I
Il o~70

i

Prova Pela proposicdo II.3, 5jci =0, ¥ j=1,...,n e

V¥ i =.1,...,p. Também 5jfi =0, ¥ 3j=1l,.e..,n , ¥i=1,...,p,

ja que £, € H(2) = HG(?). Entao,

]
(=]

Q|
Q
i

I o0

3 = 3 3
j(cifi) ' (Bjci)fi + ci(ajfi)

i=1 i=1

Vj=1'o-.’na

[]

EXEMPLO III.3.2. Seja @ um aberto de € e I = [a,b] um interva-

lo fechado de IR, V uma vizinhanca aberta de I em C,

%1 € EM[A? x V] e h: I+ C uma funcdo continua tal que

h(t) €9 , ¥te1lI. Entdo
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b g, (v,t)

~ O
g.‘(‘p,Z)eAle‘*J h(—t)_"z—

dt € € ,
a

pertence a EM[Ai x Q]. Além disso se g = 99(6) entdo g € HG (R)

Prova Por derivacdo sob o sinal de integracao concluimos que

(o}

2 (e g€ E[A‘l’>< 21)

g(v,.) € cC°(@), Vv ean

e também que

g(v,.) € H(®) ¥y €n,
ja que a funcao

1

z € Q -~ HTET:E

e C

~

é holomorfa, ¥V t € [a,b]. Vamos provar que g & moderada: Dados

KccQ e 3t operador derivacdo; como 94 € EM[Ai x V] e

[a,b]== V, 3 N € N* tal que v¢eA§,3nejo,1] ecy >0
de modo que
(*) lgy(s_st)| s e, wtelabl e ¥eelonl.

Mas, por derivacao sob o sinal de integracao, temos:
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b %1 (¢€ It)

A

pisteg. ol = 131, = —at] il
S M s a (h(t)-z) |11*2
b olg,6_,t] (*)
s J 19 (9 o] at |ift s
a Ih(t)_zlll|+1
(*) b
= [afrepE IA 1 I
2  |n(t)-z]
¥z €K, ¥ee€l]o,n[.
Como (t,z) € [a,b] x K ~ 1 - e, é éonti—
(h(t)-z) [11+1
nua temos que
Sl I T |
(h(t)-Z)IlI+l [a,b]XK

Logo, temos que, dados Ke=Q e g’ operador derivacgao
IJN € N* tal que V¢ € Ag ,3n €10,1]1 e c = |i|!c1M(b—a)

tais que

ce ™™ , ¥z €K e ¥ €€ ]0,n[.

IIA

. i A
ERCICEIN
E portanto, g € EM[Ag X Q].

Deste modo, g = Gg(é) e HG (R)
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EXEMPLO III.3.3. Seja @ um aberto de T e g € G(Q)

7

Y:[a,b] » @ um caminho em 2 e g € EM[Ag x Q] um representante de

g. Se denotamos por QY o comjunto aberto Q\Y* , entdo:

) o g(p,7)
(1) Iz.weAl—*I gl g e €

pertence a E, &

_ (t)
m(I,) = JY gi:E-dT ’

para todo z € QY .

(2) f: (v,z) € A‘l’ x> J %dr
- pertence a
o - _ -~
EM[Al X QY] e f = GQY(f) € HG(QY)

(3) f(z)=Iﬂﬂd1, vzea .

T =2 Y

¥
Prova (1) Como a funcao u,: T € vy* > ?%E € € é continua,

¥ z € QY , entao pelo lema III.2.1, (1), segue que I, < EM e

por definicao

U(Iz)=[y%—(_iz)—dT,VZ€QY .

(2) Dados Kc:c:QY e 5 operador derivagao temos: como

Y*cQ e g € EM[A‘I’x Q] entdo 3 N € N* tal que
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¥ ¢ € Aﬁ ;s 3 n€ 10,1] e c, > 0

o
tais que
lgte_s2) | = ce ¥z eEY' e Ve elonl.
Mas
- g,y (1) |
£(V,z) = giv,YIEl) yv(t)dt , ¥ z € e

a Y(t)-2

e por derivacdo sob o sinal de integracdo segue que

£(V,.) € H(2,), vV e a°

1
(ja que z é Q > 1 é holomorfa, ¥ t € [a,b]). Logo,
Y -
y(t)-z —
3% E(v,2) | = |f|l|(w,z)| = .

IIb g,y (£))

, y'(t)dat| |i]!
a (v (t)-z) 111*2

Vzea. assim 3N €W* tal que ¥¢e aAy3n e 10,1[ tal que

coe-N|i|!ML(Y) = ce N r ¥ e €1]0,n[

IA

iz '
|a £(s,2) |
onde

1

c = co|i|! ML (Y) e M=
(v(t)-z

)|i|+1
_ (t,z)eEl[a,b]xK
= o) .
E portanto, f € EM[Al x QY].
Deste modo, f = 0. (f) € HG(QY).

Q
Y

(a) (b)
(3)  £lz) = w(I) = J ST(—T)-dT, vze Q
y 72 Y
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onde em (a) usamos a definigdo II.2 e em (b) a definicao

]

n
EXEMPLO 3.4. Seja @ um subconjunto aberto de En, D = TW-Dj
J=1

I11.2.1.

um polidisco aberto tal que Dcco , g € 6(2) e é e EM[A? x Q1]

um representante de g entdo, se 3,D: = aDl X see X aDn indica a

fronteira distinguida de D temos:

(1) A funcao

~ é(l’)'l' yoeeoaogt )
f: (V,2z) € A? X D > I - 1 "~ n dr

BOD (Tl—zl)wu(tn-zn)

1"

o

pertence a'EM[Ai x D] e £(v,.) €H(D) , ¥V €A

e portanto

f = OD(f) € HG (D). Observe que %(w,rl,...,rn) & uma notacao

para (v, (tg,eeety))

GlT 3725+ 6T )
(2) £(2) =J 1 n ar

aoD (rl-zl)".(tn—zn)

1...drn , ¥ z=(zruqzn)€D.

Prova Dados KES= D e a* operador derivagao, como % (S EM[Ai x Q]
e 9, D= @ existe N € IN* tal que para todo y € Ag existe n€ ]0,1]

ec, > 0» ;al que

IA
Q -
m
-

(*) |§(we?7)| v . t€3D, ¥e € 10,nl(.

Mas'
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(notamos jk = ik + ii , k=1,...,n) , entdao como

A( ) 1 §(¢,Tl,.",tn) 4 5
f(¢,2) = = — T4 e QAT =~
‘BOD (1'1 zl)...(Tn Zn) 1 n
21 (21 Glosv (E7) enesy (E)) n
1'71 n' n
= ° — _ _l_‘—‘Yl-(t-)dt see dt '
‘o Jo (Yl(tl) Zl)"'(Yn(tn) Zn) j=1 3 1 n
o it.
. ¥ (¢,z) € A1 x D, onde Yj(tj) = rje J , ¥j=1,...,n , (pa-

rametrizacao da BDj)° \

Entdo, por derivacao sob o sinal de integracao, segue

que:
p1E(6,2) | =
: 21,21~
~ g - (6, Y1 (Eq) s,y (1)) n
= (§;Led 1) I .nI g 1401 n'‘n ,
(Yl(tl)—zl) ."(Yn(tn)-zn)

¥ (¢,2) € A? x D.

Logo,

(*)

IN %

. n
- Lt ; : -N
lp £ _,2) | 5 (G te..d t)cge J:i(aDi) oM,

¥z €K, ¥e € 10,n[, onde
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1
TS 3 71
(Tl—Zl) eee (Tn-zn)

(TIZ)GBODXK

Entdo provamos que existe N € WN* tal que ¥ ¢ € Ag ,3n € ]0,1] e
n
= 7.1 7 !
c = M(j t...30) ¢ JJ;L(BDi)

tais que

IA

Ialf(we,z)l ce N , ¥z€K e ¥e €l0nl[,

ou seja, f € EM[A? x DJ].
Além disso, por derivacio sob o sinal de integracdo, &

jf(¢,.) =0 em D, V ¢ € Ag e como f(¢,.) e Cm(D),
v ¢ € Ag , entéorfj¢,.) é holomorfa em D, ¥ ¢ € A?. Logo, se

claro que 2
tomarmos f = OD(f) teremos que £ € HG(D).

(2) Consideremos para cada z € D fixado,

dTl...dT s

_)J 7 g(‘PlTll-'-'Tn)

(@]
Iz. Vv e Al

3, D (Tl—zl)...(Tn—zn)
Pelo ledeIL2.1,' (1), temos que I, € EM , ja que a funcao

1 & continua em 9,D, ¥ z € D

T = (11,...,Tn) -

(Tl—zl)"f(rn_zn)

e pela definicdo III.2.1l. segue que
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G(Tyreeert) '
n(I,) =I_ Ll dry ... dr_ .
3.D

oD (11=21) e (T -2 ) "

Por outro lado, pela definigcdo II.2, segue que:

m(1,) = f(z)
e, portanto,

GUEsy eww st ,)
Flz) = I 1 n

9,D (rl—zl).”(rn-zn)

drl ‘5% drn

[

EXEMPLO III.3.5 Também temos exemplo de funcao holomorfa genera-

lizada dada por uma soma infinita.

Seja (an)n21 uma sequéncia de elementos em EM dada

por:

a: v € Ag >+ exp(i ReI(W(A))ndA).
Definimos

R o i 20

g: (b,2z) € A] x €~ ) én(w) Y

n=0

m . : o
Temos : (1) g € EM[A1 x ]

(2) Se g =0,(3) entdo g€ HG(T).
Prova Observe que g estd bem definida ja que

n n
lan(w) %TI 2 l%%—, ¥Yz€ECT, ¥V € Ai e ¥né€ N

n

e .. a serie

0an(\P)

bIN

- € absolutamente convergente. Além

|~ 8

n



disso, & claro que %(w,.) € HeE), vy € Ai.

(1) Dados K == € e 3— operador derivagcao 3 r > 0 tal

que K Br . Tomemos, entao N = 1. Logo Vy € Ag ;40 =1 e

c = el tais que

. ( -1
1 Z
979 (v _,2) | n=|i|lan(we) TE:TTTTTl <

ce r

IA
—_—D18
o
I
I8
IH
o
|
®
[a
IIA
1
=

VzE€K, Vceé€ 10,1

Em (*) usamos que é(we,.) € H(C) e, portanto,

la*gy .0 ] = gl W re) |

e que a derivacao &€ feita termo a termo.

(2) £ o6bvio, ja que, g(v,.) € H(T) , ¥ ¥ € 5 .
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Observacgoes III.3.2

(i) Observe que a funcao g € HG(C) do exemplo III.3.5 pqgr
o
1°

mos nos paragrafos 4 e 5 que se £ € HG(R?);  aberto de €, entdo,

sue um representante g tal que g(y,.) € H(T), ¥V € A Vere -
localmente, & sempre possivel encontrar f representante de £

tal que %(w,.) € holomorfa.

(ii) No teorema III.3.1, vimos que a Teoria das Distribui—
¢des nao traé uma extensao ao conceito de funcgoes holomorfas.
No entanto, na teoria das fungOes generalizadas existem muitas
g € G6(2) tais que 3g = 0, sendo que g ndo & uma funcdo holomor
fa usual. Isto pode ser comprovado através do exemplo III.6.2,

§ 6.

Encerramos o paragrafo demonstrando um lema técnico
gque simplificara a prova de moderacao ou nulidade de certas fun

coes no decorrer da dissertacao.

LEMA III.3.1. Seja D = D; x ... ¥ D < c®  um polidisco aber

to e £: A2 x D » ¢ uma funcao satisfazendo:

1
(i) . f(¢,.) € H(D)
(ii) ¥ KEcC 3N € N* tal que ¥ ¢€ Al?] ,

}] n€10,1] e c >0 tais que

N

|f(¢e,z)| <ce  , ¥e€l0,nl, ¥z €K.

~ ) (o]
Entao f € EM[Al x D]
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Prova Temos que provar a propriedade que nos da a moderacgao
para um operador derivacao diferente da identidade. Assim, da-
dos K= Q e BB operador derivacao, 38 #z id, tomemos

1

D; = D] x ... x Di , polidisco aberto de mesmo centro que D sa -

tisfazendo K< D, = D,= D<= ¢"

1 1
. . ‘o - 1 1
Aplicando a propriedade (ii) a 3,D; = aDl X eee X BDn p
segue que '
(*) ] N e N* tal que V¢€A§ ,3n € 10,11 e c> 0
tais que
|£(o_,2z) | = ce N , ¥e € 10,n[, ¥z €23_D, .
€ - 071
Observe ainda que
38: la i 14
B 81 B, B
axl ayl eesd X ¥n
onde

B = (Bl,Bi,---,Bn,B'n)
e sendo f(¢,.) € H(D) , ¥ ¢ € A? , pela formula integral de

Cauchy (ver teorema 2.2.1 de [6]), segue que

| |
2P 26,20 | = |2Lw,2) | =
2z
al . f(¢lTll--~lTn)
= (len'f a;tl a1 drye..drpf.

o
¥V ¢ € A1 , ¥ 2 € D1 , sendo a = (Bl+8i""'8n+sﬁ) e z =(zruqzn)e¢n.
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Entdo, 3N € N* tal _qﬁe V¢ € Ag ,3nejo,1] e

G = ol p 1 . 1
- (2 )n : a1+l a +1
! (1-24) (1,-2p)
(1,2)€9,D xK
tais que
: £(d,T ,0ee,T)
B . _al : ! n (*)
| 3 f(¢€,Z)| < ——'(2, 7 Ja 5 @+l 3 +ld1'l...d'rn|
&t 071 (t.-2,) 7 e (T_-2.)
171 n ' n
< Q2 - =N 1 -
B (Zﬂ)n e a1+1 a +1
(T,-2:) Tt _—-2)
1 71 n  n (r,z)eaonlxK

=ce™ | yeejo,n[ , ¥z €K .

L]

Observacao III.3.3. Tendo provado o resultado anterior para po

lidiscos podemos generaliza-lo para abertos quaisquer de (En, ou

seja, suponhamos que f: Ai’ x @ » T , Q@ aberto de c” satisfaz:

(i) £(¢,.) € HQ) , ¥ ¢ € A‘i .

(ii) ¥ Ke=Q , 3} N € IN* talqueV¢€Ag,

3 ne€eJo,1] e c50 de modo que

|f(¢a,z)| < ce_N , ¥z €K evee€ ]JO,n[.

~ o
a
Entao f e EM[Al x Q].

Prova De fato, devido ao lema III.3.1, fID € EM[A(I) x D, ¥D

Mas @ = LJD., , onde D, é polidisco

polidisco aberto, D=gq .
ieEN
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aberto, D, < Bi == Q. Sseja (y;) a particdo da unidade as-

i€l
sociada a cobertura WJD,., , isto &,
. i
1EIN
3 w .
(i) v, €eC () , ¥vi€EN

(ii) supplpi < Di , ¥ 1 € N

(iii) vz eq , 13 Vz vizinhanca aberta de z onde soO
um numero finito de npi's sao nao nulas.

(iv) z . =1 em @ (.. podemos escrever f = Z v, ).
. i
= 1EN

B operador derivacao, 13 w aberto tal

Dados K== q e 3
que Ko wc Wec @ . Devido a propriedade (iii) e a compacida-

dedew, 3 I N , finito, tal que v,lw=10 'se i¢ I. Logo,

flw = ) v, £|w
jer J

PElw =V (WE)|w .
j€I1 J
Como , K I s =< D. f|p. € E_[a° x D. ,
, K I supp Yy ; e 'P] | 5 S J]
VjerI, entdo IN; € N* tal que ¥ ¢ ezxﬁ ;305 €10,1] e
J

cj > 0 tais que

laa(xpjf)(cbe,x)|_§ c.e , Ve € ]‘O,nj[;V x € K 1 suppwj.

Mas

flQ L=
\PJ | \Supp ¥ 0
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...N_
e .. | D) (g2 | = 5 e I, ve € 10,040, ¥ x €K .
Entao
3 N = max{N.} tal que ¥¢ € Ag , 3n=minfn.}
jer J jer
o .
c = max{c.}, |I|
jer
tais que
, . -N. -
b%ECo.x) | s I | %D (g )]s ] cse Jcce™,
€ jer J € jer
¥ X € K 7 ¥ € ]0,nl.
Observacao III.3.4 Vale um resultado andlogo para o lema III.3.1

e observacao III.3.3 para o ideal N[Ai x D] e N[Ai x Q ] respec-

tivamente.

IIT.4 Estrutura local para as funcOes holomorfas generalizadas

(caso n = 1)

O nosso objetivo, neste paragrafo, & demonstrar o teore-
ma III.4.1, apresentado originalmente por Colombeau (ver [C-2],
[CG-1] e [A-3]). Tal teorema nos da uma representagao local para
as funcdes holomorfas generalizadas e entre outras consequéncias,
para essas fungdes, teremos o Principio do Mdodulo Maximo e as for-
mulas integrais de Cauchy. Além disso, sera de grande utilidade

na demonstracao do Prolongamento Analitico.
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TEOREMA III.4.1 Seja @ um aberto de € e g € HG(p). Entdo, pa-

ra todo conjunto limitado V tal que V «ccg e que a 3V consiste

- ! 1 .
de um numero finito de curvas de Jordan de classe (7, existe um

fepresentante:-ge EM[Ag_)x V] _d_eglV tal qué:c}(ip, .) €EH(V), para todoy € Ai’ .

Para demonstra-lo precisamos antes de dois lemas: o 19

um resultado classico e o 22 um lema técnico.

LEMA III.4.1 Seja @ um aberto limitado de € tal que a 92 é a

. - .. ’ 1
reuniao de um numero finito de curvas de Jordan de classe C ™.

Para cada uecl(\f_z) e T EQ se tem

ule) = 1_ I 121(—21 dz + Jgg (z) dz A dz

EY9) Q

Prova Ver teorema 1.2.1, pg. 3 de [HY].

LEMA III.4.2. Seja g um subconjunto aberto de € ,y : [0,1]+ Q

uma curva de Jordan de classe Cl em Q .

9Ipl

Dz_a_B = 3% - (p = (a,B)),
~9X 9y

um operador derivacdo em R? . Entdo, para todo z € o~ Y* e

h € ¢”(q) temos que:

= dz 1
Ap(h,Z) = LDh(T) T = Lh(T)DZ(T—_z')dT
= 1 a Jl p. AB)(y (£)) 4: (£,2)dt
1sislpl 370 3 PEY TN '
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=1

onde Dz(¥%2) significa que aplicamos D a funcao z + (z-t)
— : - : s

e para todo j=1,2,...,|p| ndés temos: dj €c , Dy =3 J & um opera-

dor derivacdo em IRR?* com ijl < |p| e_as funcdes ¢j(t,z) sdo do se-

guinte tipo

__3§JEL_; ou __XLLEL_; , com r s |p|,
[y(t)-2z] [y(t)-2)

onde
y(t) = x(t) + iy (t) 0 <t < 1.

Prova A prova & por inducdo sobre o |p|. Vamos provar entdo
para |p| = 1, ou seja, quando p=(1,0) e p=(0,1). Fixemos z € o~%*

e h € c”(q

h dr drt
A (h,z) = J My g ar fh(r) —dr
(110) YBX t ™2 Y -(T_Z)z
e
. h d ; drt
A (h,z) =J 3h j & _ 1J h(r)—3—
(011) v BY T T2 Y (T_z)z
Mas
(1) —g}}%(y(t))y'(t) = %%(Y(t))X'(t) + 1 —gg(v(t))Y'(t) =

(y(t))x (t) + 1(——(Y(t)) + l (Y(t)))y (t) +

+ Dy ey (8) =

[h(Y(t))] + 21 (Y(t))Y (t).
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.oh ' -
(2) e T (8) = v ())x (8) + i (E))y" (1) =

= 5B (r(£))x (8) = 245H(r (D)X’ (6) +
.0h 1 =
+ 15?(Y(t))y (t) =

= i&h(r ()] - 2838 (v (£))x" (t)

Logo

1 . (1)
dh dr _ 3h ¥ (&) _
IYEE(T)I—Z IO ax (Y () < (E) -3 dt

1 (a)

_ a -ih 1 __;L_— =
= J GEEROrENT + 2i57 (r()y" () 37— dt =

1
= Y'(t)
- = Joh(Y(t))(Y(t)—z)z dt +

(1l
. oh y'(t)
2i }e 2z (v (£)) Y (E) -2 at ,

onde em (a) utilizamos integracao por partes em

1
d 1
Io EE[h(Y(t))]?TET:Edt

e que h(y(0)) - h(y(1)) = 0 (ja que <y & uma curva fechada).

Entao:
1
_ 3 32 x'(t) )
8(1,0) (Bs2) = ZIJO 5z (Y (8)) Ty dt, vzéasy* , vher (Q).
- Analogamente
_ 1
- 1 ah X| (t) * ]
80,1y hs2) = -21IO ggxy(tn7737:5 dt, v zea~y*, vhec (Q)

0 que prova nossa afirmag¢ao no caso lpl:l. Suponhamos

que o resultado seja verdadeiro para todo aq tal que |q| < Ipl e
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provemos para 3P, Fixemos z € a\y* e he C(a).

"Tomemos p = (pl,pz) e suponhamos que Py * 0, entdo:

= | aP S . p._1_
Ap(h.z) = JYa h(t) T—7 JYh(T)aZ(T-Z)dT .
Mas -
' - (b)
J aPh (1) %i_T—Z=J s P=(1,0) (2_1;_) - Td_;rz_=
¥ Y

_ 5h 5h p-(1,0) , 1 _

—AP-(l,O)(ax'z) + [Yax(rlaz (t-z_)dr -
(1 . (1)
- dh oh ,\p—(l,O) 1 1 —
- AP—(l,O) (BX’Z) + Jo aX(Y (t))cz “ (Y (t)_z_)Y (t)dt =

rl

+

_ 3h
= fp-(1,0) Gx?)

1
y(t)-z

1
(22, 2) +j hiy (£))a 2

= b 1,00 B+ MCLES

-(1,0)( 1

;TET:E)dt .

1
+ 21[0- g—g(Y(t) )y'(t) ag

Onde em (b) utilizamos a definiao de Ap—(l,O)

por partes em

1

T

1 _
IO dothiy (£)) 122700

e gque

a p-(1,0), 1 .. _ _.p, 1 ,

’

1
) -2z

.d_. . _B_h 1 p-(l,O) .
J Mo @)+ 21 ey (@17 (g

e em (c) integracao

(c)

)dt =
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Entao:

1l
_ - (3h ; ah ' p-(1,0) 1
Ap(h,z) = Ap—(l,O)(BX'z) + 21JO Y (y (£))y' (B)a, (Y(t)_z)dt.

Aplicando a hipdtese de inducao a Ap-(l 0) temos,
I

| lpl-1 (1 5 5n
aphiz) = ) agf i CuEh) i tesge,mar +
j=1 o
{1 an y'(t)
+df oo (v (E)) ol dat .,
o (v (t£)-2)
- P
sendo que dj,d €c e Dy =0 , ijI < |p| =1,

¥ je{l,...,|p|l-1} e

(v (£)-2) # (y (£)-2)
rs|p|l -1. Como
9_ .93 _ 3 ,3_ = 3,3 - Ay A - .42
27 %%9% — ax° 3z ©ntao Dyo gmoqe = (Dyo 3%) © 3z - Pjonz
= 3 - . = 2 pj
onde Dj = Djo 3x € um operador derivacao em IR (se Dj =393 7
. _ p.+(1,0) :
ijl < |p| - 1 entdo Dy =3 J com ij + (1,00 ] < |pD).
Logo,
(h,z) IpI-ld ' 5. (28) (v (¢ t,z)d
Z = . 2 e 3 ’
Ay (hy jll 3 Io 55z (v ( ))¢J( z)dt +
=(* 2n y' (£)
+ d 'ﬁ(Y(t)) dt ,
o (v () -2) [P

0 que termina a prova, se tomarmos leI =d e
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o _ oyt
M REE a

(v (£)-2)

L]

Prova do Teorema III.4.1 Podemos supor, sem perda de generali-

dade que 3V & a curva de Jordan y: [0,1] - .

Seja 9, € EM[Ag X @] um representante arbitrario de gq.

Definimos

. 5 1 gl(w,r)
g: (v,z) € Al XV > oo J P dT.
Como - “
g, ¥, 7) 1 gl(lP,Y(t)) . _
L, ——_T-Z dr = Jo Y (t) -z y'(t)dt v

entdo por derivacdo sob o sinal de integracdo temos que
g(y,.) € HWV). Basta entao demonstrar que § € um representante
de g|V, ou seja, que

(1) ge EM[A‘I’ x V]

(2) g - g;[ve NAT x V]

O item (1) seque do exemplo III.3.3, usando que Ve g Y*
Falta provar o item (2).

2

Ip|
5 um operador derivacao em R“ ,

Dados K==V e D = 8

o]
9X 9
temos: 4

12 caso: D é operador identidade.

Pelo lema III.4.1, segue que:

n g, (¥,t) ’a:; _ =)
1 1 1 dt A 47 o
g, (W,2) = ”Y —-z  dr +H’——af W,T) ~1-z jr YVE€AR e
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Logo,

~

291 () oy dr A dT
i VB'? Vit T -2 :

3

Como g € HG(Q) segue que rE € N[A? x Q] e .. para o compacto

V, existe N€ N* e o €T tais que, ¥ gz N e ¢ € Ag ,

(9,-9) (¥,2) = 5>

>

in € ]0,1] e c_ > 0 tais que

o
99 - -
(*) Ig;l (¢€,r)| < Coe“(q) N s Ye €10, e ¥1 V.
Se T = utiv entdo dt A dr = -2idu A dv e .. de (*)
a(q)-N
C e
~on o) 2 du A dv
(g.-9) (4 _,2z)| < ————————-—'ZJJ =
5, et - g le-z]

Vz€EK e Ve €l0,n[.

Mas, observe que:
zek 11T |t-z| zeK 1) 9-{ 2z |1l

Jf du A dv _
sup _ —_— =
Z€EK V-K ITI

IJ- “du A.dv =M en
V=K |Tl
J!

pOiS'R*:T € localmente integravel. E portanto,

A

zek 11y |t-z|

Logo, provamos que existe N € N* e o €T taisque ¥ g2 N e
0 o |
¢ € Aq +3n €10,1] e c = - M tais que
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o (g)-N

|§1_§(¢€,z)| < ce , ¥zZ €K e ¥e €1]10n[.

3 (p;/P,) p
20 caso: D & um operador qualquer (D = 3 =23%) .

Aplicamos o lema III.4.1 para D%l(w,—), ou seja,

~

~ Dé (er)_ . ag -
DG, (y,2) = 5 {L : de * 'Hvo(ﬁl)(w)m } :

271 -2 =2

)

1 e ¥z €V.

Vy € A
Por derivacdo sob o sinal de integracao temos:

1 . 1
27i Lgl(w'ﬂDz(T—z)dT

Dg(y,z) =

e portanto

PN

D(§;-9) (v,2) = o5 Unél(w,r);‘% - I g, (¥, T)D, (
Y Y

L
¥:E)d?

~

+ 99, dr A drt }
[J D(3¥—)(w,r)——?:g—— ’
v

o

¥ y €A e z €V .

Usando o lema III.4.2 e as notagbes que la aparecem

podemos escrever a igualdade anterior da forma:

. A oa 1 E 1 99, |
+ D(agl)( )dr A dT
v 37T Y, T -z v
¥ ye A? , VzEeV.

>

[+%)

o =
Como Y € N[A1 x Q] entao
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;Njem* e oj €T taisque ¥ q 2 Ny e¢€Ag,;nj€]0,1]

e cj > 0 tais que

Bél aj(q)"NJ -
IDj(W)(¢e,T)I§ Cje s, ¥V T €Y e Veelo,nj[

] Ne€ N* e g € T tais que Vq;ﬁequAg}ﬁe]O,l]

e c > 0 tais que

S

39 - =(q)-N &
|D('§%_l)(¢fir)l cea@ N |y eV e ce ol

IA

Entao,
] N = max {Nj,ﬁ} e o = min {aj,&} €T
1sjs|p| 1sjs|p|
taisque ¥ g > N e ¢ € a° 3 n = min {n.,n}e c = max {c.,c}
a3 4 1sjs|p| °"1g3s|p|
ais que A
' 394 -N .
Do) (g )| s o VTN eyt [ celomie
(**) j = l,...,Ipl. E

o9 - =
ID(—2) (¢ ;1) ] s ce@N vy eF,celoml
9T % o

De (*) e (**) temos que

o | el @ (q)-N !
|D(g—gl) (o ;2] = o j;lldjlco € o|¢,j(t,z) |at +
a(Q)-N
€ II du A dv
m v |r-z| !

VzZEV e Vgeé€l0nl.
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Como as funcoes % s3o uniformemente limitadas em

[0,1] *x K, ¥j = 1,...,|p| segue que 3 P >.0 tal que

I ¢j”[0,1]XK <P, ¥ j=1,...,|p| -

Logo
1
max J I(H(t,z)ldt < P ¢ ow
l<j<|p]| o
z € K
e .
sup If_ gg?éggz <M< » (verAd)
zex 1y |77Z|
Em resumo, provamos que 3 N € N* e a €T tais que
v gz N ed)eA?I ,3n € 10,1] e
lpl c
c = éL f |d.|c P + =2M
T .L j1~o m
j=1

tais que

ID(E-g) (62| s ce® PN wzex e veeloml.

L]

Como uma primeira consequéncia do teorema III.4.1 temos
a prova de existéncia local de primitiva para uma funcdo holomor
fa generalizada. E o que vamos provar no teorema a seguir (ver

também em [CG-1] e [C-2]).

TEOREMA III.4.2 Seja D(zo,R) um disco aberto em € e

g € HG(D(ZO,R)). Entdo para todo r tal que 0 < r < R existe
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f e He(D(z ,r)) tal que % =49

Prova Fixemos 0 < r < R. Pelo teorema III.4.1, existe g repre-

sentante de g no D(zo,r) tal que g(v,.) -€ H(D(zo,r)), para todo

v € A9, Pelo teorema 10.14 de [R] para todo y € a° , existe
1 1

%(¢,.) e H(D(zo,r)) tal que %§(¢,.) = §(¢,.) e ainda sabemos

que

£(yp,z) = f gl,e)de
zolz]

onde [z,zo] denota o segmento de reta de extremos z, e z. Entao

temos:
2 o
(1) £ e gIa] x D(z,1)]
(2) se f denota a classe de f em G(D(zo,r)) entao
£e HoD(z,r)) e L =g,
De fato:-
(1). Se y: [0,1] » C ’
t > tz + (l-t)zO
" entdo
A 1.
J gly,g)deg =J gly,tz + (1-t)z )dt(z-z ) ,
[Z ,Z] o
o
ou seja

~ lﬂ
£,2) = j Wb, tz + (1-t)z_)dt(z-z,) |,
o o

¥ z € D(zo,r).
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Logo, dado K=< D(zo,r) ’ >como-

Kl-= {tz + (1—t)zo|(t,z) 'e [0,1] x K}

€ um compacto contido no D(zo,r) , sendo a e EM[A(])_ x D(zo,r)] ’

existe N € N* tal que ¥ ¢ €A§ ;s 3 n € ]O,i] e cy > 0 tais que

lg(e_,tz + (1-t)z )| s ce N s Ve €10l

e ¥ (t,z) € [0,1] x K.

Entdo: existe N € N* tal que ¥ ¢ € Ag ;,3n€ 10,11 e

C =c.r tais que =

1 -~
I Ig(d)e,tz + (1—t)zo)|dt.r ce i
o

IA

|£(o_,2) |

A

¥ e € 10,nl e ¥ z €K .

o

Como f(¢,.) € H(D(z_,xr)) , ¥ ¥ €A , O item 1 decorre

do lema III.3.1

(2) Decorre imediatamente de

E(v,.) € HD(z,,2)); 2E(¥,.) = glb,.) , ¥v € a] ede (1).
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III.4.1. As Formulas Integrais de Cauchy e o Principio do Modulo

Maximo

Como aplicacdo da representacao local das fungdes holo-
morfas generalizadas podemos obter formulas analogas as formulas
Integrais de Cauchy para as fungOes holomorfas generalizadas
(apresentadas por Colombeau e Galé em [CG-1]). Cabe observar a-
qui que estas formulas, no contexto das funcoes generalizadas,
ndo tém a importdncia que tém as mesmas no caso classico ja que
em virtude do Exemplo II.1l, os valores pontuais nao caracterizam

as funcOes generalizadas.

TEOREMA III.4.1.1 Seja Q@ um aberto de € , g € H(2), T =
i

ivi

| o>

n
1

um ciclo em Q@ e V um conjunto aberto relativamente compacto tal

que:
(1) V = @

(2) T*<= v

(3) 1Indg(e) = 0 para todo a ¢ v

(4) 9V consiste de um numero finito de curvas de Jordan.

de classe cl . Entao
' _ 1 [ am . . X
(1) g(z) IndT(z) = 2ﬂiJT‘ﬁ—z dtr , ¥z € WT
(I1) I g(t)dtr =0
) T
(II1) SeT, e T, sao dois ciclos em V tais que Ind,, (¢) = Indq (o)

1

Vag¢V , entdo
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I g(r)dr = I g(t)dr
Tl T2

Prova (I) Pelo teorema III.4.1, existe um represéntante
g € EM[Ag x V] de g[V tal que g (V,.) € H(V) para todo ¥ € Ag.

Seja

o, 1 [ gwun | S
i l+2ﬂiJTT_ZdT€(E,Vz€VT

entdo pela definicdao III.2.1, temos:

: _ 1 g(t) *
(a) w(IZ) = 5n1 JT Tz dt , ¥ z € V\T )

Como

aly,.) € HV)

e T é um ciclo em V satisfazendo (2)-e (3), entdopela formula inte
gral de Cauchy, forma global, caso classico (ver teorema 10.35,

pg. 235 de [R]), temos que

- 1 gy,
(*) g(w,z).IndT(z) = Si1 JTgl Jz) dtr , ¥ z € UNT ,

o

¥y €Al .

Por outro lado, para cada z € V~T* fixado se

J, sy € A? + g(¥,z) , entdo pela definigao II.2 segue que

(b) Tr(Jz) = g(z)

De (*) temos que

_ o ¥
JZIndT(z) = Iz' em A1 , ¥V 2 € VT
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e, portanto,

IndT(z)n(Jz) = n(IndT(z)Jz) = n(Iz), ¥ z € V~T* ,

ou seja

| gl(r) ' —
IndT(z)g(z) = 3 LPT—Z dtr , ¥z € VT
(segue de (a) e (b)).

(II) Se I: q) € A? -> I é(l‘)]T)dT ’
T

entdo pela definigao III.2.1 , w(I) = J g(r)dr . Mas
T

gv,.) € HV)

e T é& um ciclo em V satisfazendo (2) e (3) e .. pela Formula

Integral de Cauchy, forma global, caso classico (ver teorema 10.35
de [R])) segue que
J%(w.r)dr =0 , ¥y €naj
T

Logo I =0 o que implica que J g(t)dr = 0.
’ T

(III) E consequéncia imediata de (II).

L]

v
TEOREMA III.4.1.2 Seja © um aberto de € , g € HG(R) ,T= z n.y s
i=1

um ciclo em @ e V um subconjunto relativamente compacto de € tal

que as hipdteses (1) a (4) do teorema III.4.1.1. estdo satisfei-

tas. Entdo para todo m € IN* temos
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g™ (z)Indy(z) = T I g(Tr)n+l dr , ¥ z € V~T*,
T (t-2)

onde

m) _ 2" P )

g =—2 se m
9z

v

Prova Tomemos g € EM[Ag x V] como no teorema III.4.1.1. Para

cada z € V-T* tomemos

. o m! %(w,r)
v €R) > 53 I (rz) 1 dx
T

m
. o, 349
J,: v €A~ S0 (v,z).

Entao pelas definigdes III.2.1 e II.2, respectivamente,

temos que

~ _ m! g(x) _ o (m)
(*) , mil,) = 2mi J m+1 97 e mld,) =g (2)
T (t-2)
. = amgh - (m)
Ja que, m & um representante de g .
0z

Mas, como g(¥,.) € H(V) eT & um ciclo em V satisfazen-
do (2) e (3), entdo pela Formula Integral de Cauchy (corol.do teo

rema 10.35 de [R]) segue que

g _ ! g ,1) -
(b, 2) Indq(2) = 55 14T + ¥ z € V<T*,
9z T(T—z)

ou seja,

IndJ, =1, , , emA] , ¥z € V~T* e .. por (*)

(o]
1
IndT(z)g(m)(z) = “”.J g(t) dt , ¥V z € V~T*
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Apresentaremos agora a prova de uma forma do principio

do médulo maximo enunciado por Colombeau e Galé em [CG-1].

TEOREMA III.4.1.3 (Uma forma do principio do moédulo maximo) .
Seja @ um aberto de € e g € HG(R), a € Q e
D(a,r) = D(a,r) = Q. Suponhamos que g & nulanumavizinhanca Vda

fronteira de D(a,r) entdo g & nula em D(a,r).

Prova 3 r, > 0 tal que D(a,r) < D(a,r1)<: D(a,rl)<: Q. Aplica-
mos o teorema IIT.4.1 para D(a,rl) = Q e determinamos

é € EM[Ag x D(a,r;)] tal que

i) gly,.) € H(D(a,ry)), ¥V ¥ € A7
e
ii) é é um representante de g|D(a,r1)

Por hipotese g é nula em V D(a,rl) e portanto para.
93(D(a,r)) <=V N D(a,rl) e ot operador derivacao, 3 N € IN* e

o €T taisque¥ g 2 N e ¢ € Ag ,3ne€elo,1] e c > 0 tais que

(*) la%g(e 21| s ce® DN v e e ol

¥ z € 3(D(a,x)).

Mas 3%g(y,.) € H(D(a,ry)) , V ¥ € A? , e .. pelo

principio do mo6dulo maximo temos que:

(¢]

(*%) max |ai§(¢,w)| = max |ai§(w,w)| , YV E Ay

weD(a,r) wed(D(a,r))
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Logo dados K=< D(a,r) e al operador derivacao 3 N e;m*

e o€ Ttaisque Vg 2N e ¢ € Ag , 371 €el0,1] e c > 0 tais que

(**)

|s*g(¢ ,2)| < max, Ialg(¢€,W)I =
€ weD (a, r)
| it *)  a(q)-n
. max | 3 g(¢€,w)| < ce ,
we€d(D(a,r))
¥z€E€K e ¥ e€1l0,nl e .. g€ N[A? x D(a,r)]
e .5 g|D(a,r) = 0.
III.5. Representacdo Local para as FuncgOes Holomorfas

Generalizadas (caso n > 1)

O objetivo, agora, €& provar um resultado analogo ao teo
remo IiI.4.l para as funcoes holomorfas generalizadas de mais de
uma variavel complexa. O problema foi demonstrado originalmente
por Colombeau (ver [C-2], [CG-1], [A-3]) e entre outras conse-
guéncias conseguiremos provar o lema de Osgood e o principio do

modulo maximo para as funcdes holomorfas generalizadas.

TEOREMA III.5.1 Seja o um aberto de C° e, (ays--e0a ) € 2,

LyreeesT > 0 tal gque o polidisco aberto

D = D(a;,ry) x ... x D(a ,r )<= D==gq .
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Seja g € HG(R), entdo g admite um representante no polidisco,

& € EM[Ai x D] t;l que é(w,.) € H(D) para tpdo Y € A? .

Prova Seja g, € EM[A? x @] um representante arbitrario de g.

Definimos

>

gq (¥ Ty pee )

g: (wrZ) e Ag X D > ;n J dTl... dTn 7
(2mi) 3, D (TL—Zl)."(Tn-Zn)
onde BJD = BDl X L.. X aDn ’ Di = D(ai,ri) , ¥ i=1,...,n.

Pelo exemplo III.3.4, temos que é € EM[Ag x D] e que

%(ﬁ,.) € (D). Para provarmos que % é um representante de g|D,

basta mostrar que

~

(1) g - g,/a7 x D € N[A] x D]

(1) Dados K=<=D e ap operador derivagéo, temos, pelo lema

I1I.4.1, que

p-
pA ( , , ) _ 1 9 gl (lplzll"'l Zn_llTn) d N
0" Gy WrZyreeerZy 2mi 5 T - z Th
D n n
n
9g | dt_ A 47

, . 1 n n

+ J ap('_‘—-") (ViZqreearZ 14T ) — r
D atn 1 n-1’""n Tn z

n
n

¥ Ve A? , ¥z €D

Aplicando, novamente, o lema III.4.1 obtemos
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P, :

o8 (lp,z yoeey Z T sT )

1 1 r n-2°"n-1'n

{ I [ dTn_ldtn +
ap_’9dD

(Tn-l- zn-l) (Tn-zn)

+L {I Bp(a? 1, (Y529 5 0ee 5211_55T1_15T) n-1 T-1 } " }
pl/p _; 9T _ . (t, -z ) @z

1 % dr. AdT
T JD ap9;5l>(¢’2r"wzn-1’1n) h_h,
n n (t,zy)

Aplicando iteradamente o lema III.4.1, obtemos

i ap; (PsTrseeesT) —
3Pg (P2 4z ) = 1 J 19T =3 dt,...dT_ +
1727t n .\N (T.-2.) (T_-2.) 1 n
(2mi) BOD T -z) .- (T2 )
o8
P 1
n=1 L ( 9 (F—n-k) (‘b’Zl"”’zn-k-l’Tn-k‘""Tn)

dt

L AT AT wedTy

K81 (o)L ’3 D ’9D D (ty=z ) o (T 72000

n-(k-1) n-k

3g dtT_ A dT
e N J AP W2 senesz ) —B— 0 Vaz=(z,...,2) €D e VyEA].
D 3T "

Por outro lado, se p = (pl,pi,...,pn,pﬁ) e

o , 1Pl

() - 1 1
. P1, Pi p, P}
X T8y " e dX 3y

denotamos

o
i
[
IA
<
IA
o]
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Logo, utilizando a definicdo de { e por derivagao sob o si-
3 D
nal de integracdo, obtemos: ¢

1
(Tn‘Zn) (T l-zl)

(*) Bpg(w,zl,...,zn) )drl...dT =

-1 I o P
= === gl(tp,‘rl,...,'rn) ¢
(2mi) BOD

) P2 (T “z,) Dzz(Tz'zz)
n

B (2mi)" n ‘n “n aD

2 1
gl(w’Tl’""Tn)Dzl(ﬁ) drg...dT, »
2

BDl

Vz-= (zl,...,zn) €D

Entao

PoA A _ T
9 (gl-g)(JJ,zl,...,zn) i e +

JELTY )
nil N I . I. J g YWy g1 T
PPN Ta

k=1 (2mi) aDn aDn_k+1, LY (Tn-zn)...('rn_k-zn_k)

A
dt__, AdT

+

dT dr_ +

n-k n-k+1"™ " 'n

8
L p L _n__'m . o
+ JD p) (gfn)(w’zl""’zn—l’Tn) 5 vV zeD , V yEA .

onde

r- J C PR Wy TyseeesTy)

= AT, v dT. - i) "PE(W,2,500052)
. 1 n e >“n
80 D (T 1-4.11) ces (Tn-zn)
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Para provarmos (1) devemos escrever T como uma soma envol

agl ) _ : '
vendo derivadas de 8? -

'3

Mas, pelo lema III.4.2 (utilizando as notacles que 1la

aparecem), temos

> (l . ~ daT.
g1(")""-1""’1-n)])z (———1 )dt., = }' - (D Y i 5
= 81U, T, ey T ) —
3D 17zl BDl z,°1 2717 7%

- ok S Io Dy (32—1)(¢,Y1(t),12,...,1'n) ¢’2(t,zl)dt

Entdo, da dltima igualdade, do Teorema de Fubini e do

lema III.4.2 temos:

' - 1 1 _
J I g (U, Tyseeest “)DZ1(T1‘Z1)D22(T2'zz)dTldTZ
oD oD
2 1

. L R L
D, 2 (V,T. y000sT )D, (==>-)dT }dT -

J Tl-zl {LD 2 171 ’'n zy T2, 2 1

1 2

P
)

1
29 2y gz

]
QL

+p A
L1 1 498 1 -
D=Ly T e f Dg’(a—_z—l)(lb,Yl(t),TZ,...,Tn)d)g(t,zl)dt az,

D,

i 1
= — e AT -
J I DZZDzlgl(q),Tl,...,Tn) PRy S— 1,41,
anl 3D2 171 2 72

' ~

P +P2 1 38
1 2 2 1 2
i I 22 C,Q, {jo DQ,DZI(B )(w’Tl’YZ(t)’TZ""’Tn)¢l(t’z2)dt}dT1

%2
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PtP fl 38
198 1
-LD . (}2__122) Lo { . Dy (=) W5 (), Ty T) G e,z )t }drz
2 , 1

Aplicando iteradamente o raciocinio acima e utilizando (*) obtemos:

A - 1
(2mi)" apg(\b,zl,...,zn) = f J gl(xp,rl,...,-rn) P lz)( )d‘rl...d‘l”n =
aDn 3 Dy (Tl-zl) oo (T -2)
=) I Bpél(‘w’) ’Tl""’Tn) 1 dTn ooy dTl -
3D1 3D (1-2). e o (T -2)
i 1 " n f n 1 = n =
N . c Dy(D_ w. D )(=—=) (VT ¥ (NG (t,z_)dt.d Ty dT __
aby JBDn_l (Tn_l-zn_l)...('tl-zl) 9./2=l 2’{ o ¥ %1 4 9z ra L Ak
I Y N | 1 D, (—2—).p, (—o.
j=2 3D1~ BDJ._]_ 3Dj+l 3Dn (T1-2) e (Tj_l-zj_l) j+1 Ty417 2441 nooT -z,
p:tp! ~ .
i 2 (I 1 . 28 ) 5
Jj . 1 ] -
. 22;1 & '.Io DJ(DZJ_:.i Dzl)('a?) W ,‘l'lru,Yj(t),...,Tn)¢£(t,zj)dthl... dTy_4dTy,q - dT

J

1 1 plfpi 1 1981 1 q
DZZ(?;:E;)"'DZH(T;:E;) ok S 5y Dl(ggI)QP,Yl(t),Tz,"”Tn) ¢2(t’zl)dtdr2"' Ty

¥V z = (zl,...,zn) € D , onde

o 27it .
it e [o,\1]—»aj+rje Tt xj(t)+1yj(t) ec ,

Dg € um operador derivacdo em IR2 (nas variaveis xj e yj) C%’GE

e E ¢Jz(t,zj) sdo fungdes de um dos seguintes tipos
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x! (t) yi(t)
] ou ] =, com sj < p.tpl

%3 3 T

r .

Vg =1,...,p.tp}
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