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LNTRODUCAO

Osprocessos r'o dospor s stamaode equag esdlfer'ancia s or-
din rias lineares, dependantosio tempo.apaf'Doermommultafrequ n
cla emproblemasda F sica 8 da En enharia. B aquelas re idos por 8

quag as peri dicas ocupam um lu ar da dostaquo.

Como. em eral. tais processos sao comandados. isto . podem

ser realizados dav rias maneirasdo acordocoma vontade8 a neles
s dada do hotnnrpodetmsutilizar a Teoria do Controla Determ nistl

co paraobtermoss solu¢ esprocuradas.

Nestetrabalho desenvolvemosl uns aspectos da teoria do con
trole  detBnn nist co para sistemas lineares dependentes do tempo

dando nfase especial aos s stomaspori d cos.

No cap tulo L , Lntroduz mos nlc alrmnte 0s v rios conceitos
de astab lldada se undolL apunov, conceitos estes queserao ut |
zados poster orTnonta nas defini¢ es de estabilizacao para sistemas
controlados. Emso u da, voltamosa nossa atencao para 6lstamas pe'’
r dlcos, dornonstrandQ teor'emale Floquet. a ser utilizado repeti
das vozes am demonstra¢ es subsequentes. Terminamoso cap tulo a a-
m nando a equacaoda all. cu a import nciase manifesta por e em-
plo na procura do solu¢ espor dlcas para o ‘prioblemadostr’ s cor
pos 21 , 8 anunciandoo taociuma das Osc a¢ o0s que descreva de-
talhadamente comportamertiesta equagadaco astab L dada. Es-
te resultado. comparadaos docap tulo 111 rolat vos equacaae

all controlada, marcaumcontrasta surpreendenteantro os proble-

mas do estabilidade B controlab l dade.  Enquanto qua o pi mo ro tam



umcomportamento bastante intrincado, o0 se undo mostra sar e trema
rmntos mplas Cpalomanogara a equagaoda all .sat 8fazendo todas

as proprlodadealesoladas.

Nocaptulo Ll . estudamos datalhadamanto os v rios conceitos
de controlabll dade. ostab lzacao B estabilizacao  un forma encontr'a
dos. na literatura, para s stomas llnoares controlados dopandentas
dotempo8 procuramosstabelacar as relac es de Interdopand nclan
tre 0s lnnsmos. fornecendo contra-a amplos quando .tal Interdopend n-
cla naose verificar. Conformandica o esquemalap . 38, a inter-
depend nci# bastante estro ta emboraestes muitos conceitos ten-
hansido introduzidas por diversos autoras emconte tos dos mais va-

riados. tal diversidade tornandoumpoucoconfusa a leitura da arti-

osnesta rea, pois saoraras as ntordopendenc asindicadas.

F nalmonta.no cap tulo 111. completamoss resultados entorta

res no caso particular de sistemas peri dicos. mostrandogue 0ss0s

VvV rios cortce tos sao ossonc almenteaqu valentos, conforto Indica o
esquemaa p . 1. Comaplicagao destes resultados. estudamos e-

quacaode all controlada. Terminamos cap tulo comumbravo estuda

da sistemas aut nomosontrolados. mais por raz es hlst rcas do qua
pelo s mplos fato  destes serem part cularas sistemas per od cos. Com
af'eito, a teoria do controlo para stamasaut nomoBP9Bmd vida,
a mate anti a 8 a mais e tensa. Procuramos. por isso, indicar apenas
00 principais resultados B sal antar quais dentre eles propiciaram

anaral za¢ es para s stomas peri dicos .
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CAPLTULO 1

Si STEMAS L INEARES PER10ODLCOS

Neste cap tulo estudaremoss sistemas peri dicos lineares bemco

rnoume emplomuito importante, a Equacaodo all

1. ESTABILIDADE DE SISTEMAS  LINEARES OMOGENEOQOS

Consideramos 0 sistema linear homo énea

BAt CL

onde cRn e A umafuncdomatricial real n n continuaam R
Chamamasa CPt,étudamelt Caolsistema L a qualquer matriz funcional
n n cuas colunassao solu¢ esl nearmentaindependentesio sistema.
Se t é umamatriz fundamental, escrevemos t,s t "s.pa

ra quaisquer t,s c R

DEFINICAO 1.1 Sea B R . Dizemos que o sistema L ¢é aCavet s8

paratodo tn CR . e Lsteumaonstante tn 0 tal que ll tll
S t0 ,Vt2 to

Cl D zormsquea sistema L é cllt,é memet €éb.tavegu at. 2 B
see isteumaconstante B 0 tal que | tsll CB,t2s2B.
il Dizemos qua o slstama L é a, ,rtd: .camelojte e, ,nave,C sa

llm tll ! [} .ot - n



v Dizemos enfim que o sistema L ultZ oanemeltZe a,8.6,élt Ci,técamzn

teesZaveph at. 2 B s8e istemconstantes B,UB 0 tais qua
tsllS CB eMB t-s BSs t

Observamogque para sistemas aut nomog peri dicos, estabilidade

Crosp. ostab | dadc3ass nt tca implica estab | dado uniforme resp. e

tab L dado assnt tca un forTne

2. SISTEMAS PERI DICOS OMOGENEQS

Consideremos  Q sistema peri dico linear e homo nao

=

BAt cp

onde Rn 8 A é umduncaomatricial n n contnua.T-porl d

ca e real. Umdos mais e pressivos resultados para sistemas peri dicos

homo éneos dado pelo :

TEOREMAL de Floquet. Todamatriz fundamentalosolugao t do

sistema P édaforma t BPt B t. onde Q € umanmatriz n n

=

constante e P umafuncao matricial n n . T-peri dica.

PROVA.Sa t € umamatriz fundamentaldo sistema P, sendoeste
peri dico. t T tambémumanatrizfundamentalo P. Lo o.e is-
te uma matriz  nversival C tal que tT t C assim con uma
matriz Q ta que C oQT . 8 PonhamoP t t eQt. En
tao. Pt T : CtTeQtT, t oQloQtT. t e0Ot. PCt
isto &. P é T-peri dicaBportanto t nPt of . t20

COROLARID1. E iste umatransforTnacaonversivol 8 por dca no toD

po das vari veis Rn quelava o sstama P omumsistema a coefl
dantes constantes.



PROVA. Sela t B Pt o'f' uma matriz fundamental do sistema P e

consideremos a transformacao dadapor s Pt . Entao, t
nAt t AtPt t 8 t nPt Ct Pt t . Loo,
Plt At Pt - PCt t t . Como PCt t e0t , seue

que pt u t oQt. t oQtQ. At t oQt. Pt Q

BACt Pt - Pt Q oportanto t Qt

EFINICAOL1.2. So (Ct  a matriz fundamentalde so ucao do sistema

CP cam O Id , chamamos T a ma /t,éde montodltom@saautova

lotes p de T saochamadomctZl,tépZZcadocetac eilZ .t.ecO. de
CP e qualquer n mero tal que p B € chamado e poettte ca4ac,te

t, , eo .

Observadasque os e poentescaracter sticos de P naosao un voca

montaleterminadosmas, os multiplicadores caracter sticos o sao.

A parto real dose poentesaracter sticos est bendefinida e pa

donasescolher os e poentes corrasendoos autovaloros de Q, onde
Q ¢é umamatriz satisfazendo T Be/
PROPOSICAO 1.1. Umn mero comple o € um o poanto caracter stico do

CP sO 8 s mentose e iste umasolu¢ao nao trivial de P da forma

aA'pt . compt BptT

PROVASoe iste umaolucaonaotrivial de P daforma 8A pt

compt pt T , peloTeoremdeFloquete isto . O tal que
e tpt uPCt oQt.. Loo, olt T ptT -PtT oQt T . e
entdo. elt T pt . Pt oQtT . .Se uedal que

pt  eQtEaQt e Td , Pt eQCt T o oTet o0t .

.e tT pt.-oTe tpt . 0. portanto det BOr-e TlId
B ume poentearactorist co de CP



Reciprocamentese e iste c C tal que det BQT-a Tid . O,

sea o0 O verificando 8QT-a Tld OBO . Podemosscolher a
representacaodo Ct , dadapolo Teoremala Floquet, do modaue

Bolaumautovalorda Q. Entao, eQt . . e t . paratodo t e

Pt oQt a' Pt oelt éasolucaodese ada.

COROLARI®. E iste solucdo T-por dca rBsp. 2T-par dca do

tP  sa Bs mentese e iste multiplicador caracterstico | uala |
rosp. -L.

TEORES'IA 1.2. 1 O sistema P uniformemente est vel se e s mento se
0s seus multiplicadores caracter sticos t mm duloS | - a parto real

dose poentescaracter sticos ¢ O e aquelasquet mm duloi ual a
| parte real dos e poentescaracter sticas é nula possuend v safe e
lementares simples.
Cll Osstoma CP é un formomontassint t camentoost vol se e
s mentese todos os multiplicadores caracter sticos t mm dulo 1 to
dosos e poontoscaracter sticos t mparte real O . Nestecaso, se
t a3 umamatriz fundamentade P , e isto 0O 8 a 0O talaque

t,s Ll e'ato9 VtZ9. Para ademonstracaoer 9
3. EQUACAODE ILL
Neste par rafo estudaremosa Equacao do all

t Pt t -0 E

onda € umpar metro real ou comple o B p umafuncao cont nua

T-porl d cat'eal

Esta equacao oqu valanteao s stoma



. ACt o

onde
8
[ N N J [ ,
Sela root 2t 1 O, Id
. u

a matrz fundamental do solugao da equacao f.

Osmult pl cadoroxaracter sticos de C . saoos autovalores da
matriz T , Isto €, saoas ra zes daequacaociet T - Id : O.

Lo o, 0os multiplicadores caracter sticos de C . satisfazem a equacio

O comportamento das salu¢ os de . estando vinculado ao parame’
tro Cafuncao pt permanecend® ada, passaremosa indicar as
soluces Lt e 2t por It Q 2t, respact vamante.

Enunc arma se uir umdos mais importantesesultados para a e-

quagao de i  Ccu a do nonstragao encontra-se, por o empo.em /7 8

19

TEORES'MA3 dB L apunov' aupt ou das Oscila¢ es. A cada equacao da

all f. estao associadas duas sequ ncias mon tonagrescentes don -

meros reais

0, | . 2" 3 sl

i, N cS2

satlsfazondo as dos ualdados

R e RN



Basralag es llml/ nalml/ n' O quandon- n . Ademas:

Cl A equacao ffn tomumasolucao T-peri dica sa Bs mantce

o par metro  assumeumdos valores da sequ ncia CSI .

2 Aequagao C . temumasolucao 2T-por dca se B s mentesa

0 par metro  assurnrumdos valores da sequ ncia CS2 .

3 Assolug es de ff. saoest veis quando  partenca a um
dos intervalos

Co i . i , al . .3 1

4 Nos pontos e tremosdos Intervalos acimaas solu¢ es sao.em

eral. inst veis. este sendosempr® casopara : O
As solu¢ esde fo sao est veis para : 2n |l au
sees mentse 5 ¢ ,
1S Assolug esda o0 saoest veispara - 2n Ll u
sO 8 s montxe mL® 2n2

''Z Se L é umn merccomple o, flo possuo sempresolucaes ns
t v8ls.

8 Osn meros n da SI saoas solug¢ es eml daequa-

cao LTl 2T, :2 Bosn meros A de (CS2 s3oas solu-

¢ esde LT, 2T1 : -2

OBSERVAC ES:
1 Osn meros n n sao chamadovalores caracter sticos

da primeira se unda ordem.

C2 Osintervalos 1 saochamadosntervalos de astab | dado

da Co.



3 O ntorvalo deinstabilidade -n. O testasemprepresente B

por isto é chamado ze,ao-.épt,te,tvaZlade .élu.tab.é.t,idade.

4 Os ntorvalos de estabilidade nuncadesaparecenmasdois delas
podenfiormar umun co intervalo se 2nl an 2ou 2nl

Os intervalos do instabilidade podendesaparecer come ce¢ao
do zoru-intervalo. Bar 3 rostrouqueta fato ocorre sa e s mente

se afuncao p € constante.



CAPLTULO

SISTEMAS LLNEARES CONTROLADOS

Nascocap tulo estudaremo®s v rios conceitos de controllab | dade

para sistemasde equacoesdiferenciais Llnoares, suas rela¢ es B pr ncl.

pa s resultados.

1. CONTROLABILIDADE  SEGUNDO  ALMAN

Cons derarm® sistema de equacg esdiferenciais lineares

i ACt BCt uCt CAB

t cR,
c Rn é o estadodo s stoma.

u: L .p Rm é umafuncdo o controlo de'F n da. mensur vel
8 limitada no ntorvalo finito o fechado | c R,

At cF| R 8 Bt M tR.

A 8 B sao Fun¢ edmnsur veis8 localmentdimitadas 8mR.

Sabemogue a solucao dosistema AB comcondicao inicial 0

rn tempot. , dada por:
rt

eito’ oiu " ctto o] it0 t.s Bcs us ds



onde t & umamatriz fundamentados tamahom noassociado

Att

DEFINICAO2.1. Dizemos que o e.6tacao .l cRn  é  -cantdo.edve,C nO temPO

to contro ve se undo a man 1 se o ste tl to finito e um

controlo u. dafndoom totl , ta que tlto' oiu : 0

equ vocgensarquea mesmpropriedadsela satisfeita paratem

pos diferentes de t. , conlenostra Q e emploabai o

E EMPLO 2.1 Cons dererms 0 sistema AB . com
[-t
L 0
® BCt
° 0 0
0
t B1/2 . tl . : -

s 1, temos:

wow Ll LTI M1

Portanto. ul: 1 é -control vel no tempo to : 1/2 . Supon

han squetambémsela -control velnotampot. 2 . E isto entdo

tl 2 aumcontroa wu: 2tl ' Rz taque tli2. oiu B O

B
tli2. oiu y :I:
[ ] [ ]

Temos:



-cl'
LA,

Cs-L Cs-2

R o
1 .01%: 0

Lo o, a-lu2a ds - O eportanto, s-l tl-2u2s ds -

filq
-;a L'b-l ¢ 4 -0. - bd Ci-- g
é -control velpara t. : 2.

An lo amenta.  mostramos que onl:1 ¢ -control vel no tem-

po to' 2 masnaoé -control velnotempoto : L

DEFINICAO 2.2 Dizemos que o sistema AB é -comp e,itamelt Ce  coltCao

.Cavee to,tempot -C.C. notempo tn se todos os estados c R”
8ao control veis notempo t. . Dizemos que o sistema AB é -com-

p e tameptcopa,t40.Cave.C-C.C. se todos os estados Rn sao con-

trol veis natempot. , Vt. cR.

TEOREMAL. Oconunto Ct. dosestados -conta.ol ve motempdn

um subespaco  vetor al de Rn

PROVA.Seam |' 2 cCto 8 a R umaconstante. .Por hip tese,

e istemvalores tl't2 to é controles ul ' u2 daf ndos nos nte
vaias to'tl . to't2 téspecti.vamento,tais qua tlito" Lul '

t2lto’ 2.u2 O ' Adomas, podemos supor som perda da eneralidade

que t z t. . Sola

ul t au2tt a: t :tl

a u2t , tl st t2

ut

Tactos entao



ftz
t2lto’ L a 2lu ' £2't L a2 t t2sBSus ds

Bl

t2to | a t2to 2 t  t2s Bs uls ds

rt.
. ' , uyCs ds 3
a ti t2's Bs u29 ds a tZ t2's B9
I't3
LtP Wt . L' 0" nb . d

rt.
a tt2to 2 a litZ t2's 8s ul2s ds

t2'tl  tlit . .Lul a 2t , 2iw2 ° 9

TEOREIAA E ista tl t tal quetodo Cto admitoumcon
trote u: to'tl Rm sat s.Fazendo t:lto' ou 'O

PROVA.ComoC tn  é unmsubespacwetor al de Rn. suadimensao é

sn.Sea el"a umaasedo Cto . E istamtl""t to
8 controles ul"",u tais que tlito'a u " 0. " L., Sea
t: :ma t - L. .So t t: , tomando
u t
oot t. ot t
0 Lt t
obtems tlito'eliu ' 0. Lo o,0 sto U.ltal qua ctrito'a 'ul’
B 0 . paratodo 1. , Dportanto e isto t t. tal que
tilto' oiu -0,V o Cto . comcontrole u: to't: - =&rm
TEOREMA 2.3. Dados o' Lc Cta , sea ulEto't: - Bmumcontra.
lo arbitr rio B ponhamos t to' Lul : ' Entdo. e iste umcontro-
o} uo:  to'tl -F Rm ta qu8 t:to' Oiua ul

PROVA.Como o' LcCto 8 Cto subespaceootorial. o- |
CcCtO 1 008 .9t8 UQ: ttOtl " Rmtal quo CtIt0' O- IUO 0
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Torres :
t:lto" oiuo'ul ' Ctl L . BC,

0

Bts u s ds
at.

L 0 B

t.to L

Bt t, Bs us ds
0
4
tlito' o- liu

E bremosa se uir umar'eacaoantro Ct 8 Ctn , parat tn

LEMA 2.1. Para t 1 Gi C mtrt 1o @t

o’ 0o 0

PROVASela | Ct . Ent3o.e iste umcontrole u tal que

tlt, lu , paraal umtl t , ousea,

tl
L Cts Bs uCs ds
t
Entao:
t t B9 d
' .S us S
tot | ¢ o
8 tomando
us , t sS t,
Ulf
tO s t
obtemos
t_.t tl Ct . 8 BS UeS ds
a t a .

0
Portanto. Ct ¢ tt. Ct. , Vt 2ty
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TEOREMA 2.4, Sola t 2 to o ¢ Cto e Ct . Entao. e iste um
controlo u: tot ' Rm ta que Ctlto'au B . Umaso ucaa

eito' o. com o Cto. naopodoatin i.r Ct , qualquemuese
a t2t,

PROVA. Decorredo Lema2.1 e do Teorema2.3

O se unta resultado encontra-se essonc a mento em 17

TEORESJA. Osistema A8 ¢é -C.C. notempot. see s mentee

a matriz simétrica

N | l, rrorrr, I r
°9 9 9 . , °* 9 °9 °9 9

é positiva deFInldaparaal umt.i t. , onde B' resp. denota a

transposta da matriz B resp

PROVASea ut -B't 'to't 'ltotl Entdo
tlito” u tl'to | tl's Bs us ds
tlto Et) tl's Bs B'9 'to's ds
l_'t tl'to O . LO 0, AB é 'CC no tempd:o

Reciprocamentasuponhamogue AB sola -C.C. notempo t.

Dado v ¢ Rn. consideremo controlo u.t -B't "t.t vV .com

tst , onda t: € umdosvalores fornecido polo Teorema.2.
Entao:

Voot % tgs Bs 89 't ;s ds v

°ov to's Bs u s ds
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f'l 1
] 1 1 B B

l B'e 'tot v uls d8 Uy s Ups s

q0 fa
t
L 2

u Ul s Il ds
t
Por outro lado. como AB -C.C. no tempo t. , e iste um

controle u tal que

tl
v B tys Bs us ds
t0
Temos:
T
Wi2: vy e tys Bs us ds v
to
ftl b
l u'sB's "to's vds Us Yo ds
1.. ' t
D 0
Lo 0. se v to'tlv "0 . ult " 0 quase sempre em to'tl e
portanto, v u O . Oal rosulta que t.,t: é positiva definida.

2. CONTROLABILIDADE EM UM INTERVALO FI ADA

Fi adoo ntervao t.t4 , sea U o conuntodetodas as fun

¢ 0s mansur vos B M.todas u:  t.tl - Rm.

DEFIN CAO 2.3. Dizemos qua 0 sistema AB € collLtto.eavee em t.t4

separatodo v. cRn. e isto uv, c U tal que tllto'viuv.

A definicao acimanosdlz qua fi ados os tampodni.cial 8 final .

nao Importando os valores da solugao nessas. nstantos. e isto umconta'p



la uc U queleva a solucaodo ponto no instante t. , ao ponto
. no Instante t.
TEOREMA 2.6. sao equl alentes:

d B ¢ control vel sm ¢ ¢

’

2 VvV Rn, 3u,cU tllto'vluv
3 v cRn, 3u U tt to'0:u
PROVA. 1 2. Bastatomarmos BO nadaF ncao2.5.

2 Cl. Suponhamapue paratodo V Rn. e ISte Uv

tal que Ctlto'viuv : O. Dado Rn, sela v Bv - to'tl

Por hp tesa, e ista uVe U tal que tllto'v'luva : 0 8 portan
to
tlto'v'luv’ Ctl'to Ctl's BCs uv' s ds
' tl'to tl'to to'tl tl's 8 suv'sds
1%
hl 't. l tl's Bs uv's ds
Lo
Lo o.tomando u " uVP, obtemos tlito' OiuV.
Cl C3 Bastatomarmosv BO nadafncao 2.3
t3 1 Suponhamague para todo Rn, o0 sta u U tal
que tl10'Oiu B . Dada v c Rn . sala " B - tl't0 v . Como
porhlp tesa.o Iste u R U tal que CtlitO'Oiu "' ', se ueque
ft4
tl'to v Y tl'to O l tl's BCsu 'sds

ta
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Portanto, tito’ olu

Utilizando B notacao do teorema2.2 , tomosQ se u nto rosultada

TEORES'A 2.7. S30 oqu valontos

1 A.B ¢ -CC notempo t. L

2 AB 3 contro ve om to'ti

PROVA. 1 2. So CCt B Rn , entao para toda c Rn. o s
te umcontrole u tal que tilt. iu 0 . Pelo teoremaanteri.or.

CA.8 écont-u ve em t.t.

C2 1. Sa AB écontro ve em t.t: entao. poco

teorema:2.6, para todo v ¢ Rn e iste umcontrola u.. U tal que

tlltovuv - 0. Lo o,todo v Rn é control vel notempoto '
isto é, Ct. R" . Portanto, AB ¢é -C.C. notempo t.

DEFINICAO2.4. Ozemosque AB ¢ cantdo.tdveZ s8 para todo t.

e isto tl to finito ta que AB écontra ve em to'tl

TECREMA 2.8. S3ao aqu valantas

1 AB é control vol
t2 AB ¢é -CC..

PROVA. AB -C.C. AB -C.C. notempo t, , Vt
a CAB € contro va 8m tO't: . vtO AB € contou.
l val.

DEFINICAO 2. . Dlzomos que AB . otatmert,te  can,t40ZavaZ s8 pa

ratodo to ' osstoma AB ¢é contao va no ntervao to'tl

qualquer que sola tl to
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A se uir. danlos um Critério para 8 cantro ab , dada do sistema

AB . Lembramos que.

to'tl Bs 89 't .s ds

umamatriz simétrica positiva sem -daf n da.

TEOREMA 2.9. sao equivalentes

1 CAB € contro ve om t,t4 i

2 det to'tl 01

Vv Rn . v 0 , mtscCto'tl B's "to's v 0 01

as colunasdo 8's "t,s . comofun¢ esno Intervala

tn'tl , sao nearmento independentes sabre as constantes.

PROVA. (I 2. Polo teorema 2.6 8 pela demonstracaodo tenro

ma2. . deduzi.moque A,B é contro vo no ntervao to'tl se
B s mento se to'tl  é positiva definida. Corno. to'tl é sem-da

t mida positiva. det t tl 0 equivale matriz to'tl sei'po
stva definida.

1 3. Dada v Rn ,
F'4
vi totlv " | UB's '"to's vllds 2 O
to
esta inte ral sendonulas8 6 s montse B's 't.s vll2 BO
g.s. emEtotl . isto . see s montse B's 'Cto's v :0

gs. em to'tl
Suponhamqguee A.B contro ve no ntorvao to'tl . En-

tao. v totl v 0O paratodo v 0 B portanto.



18

ms ! t..tl. B'9 "t .S v 0 0

Rec procamentase a condicao 3 ost varfcada, a inte ral a

cimaser ostr tamonta.positiva 8 portanto t.,tl ser positiva da
fndai lo o, AB ser control vel.

3 4 . Imediato.

COROLARIO 2.1. s3o0 oqu valontes
1 AB ¢é control vel

(2 Vito'3tl to finito tal que dat tatl O
5 Vt .3tl to finito tal que

m scEto'tl :B's 'tos v O O
paratoda vcRn. v O.

4 vt , 5tl to finito tal queas colunasdo B's 'tola

sao ndapendentas em to'tl nosentidode 4, Teorema2.9

fled anto modifica¢ es imediatas, o teorema 2.9 tambéne v lido p .

ra a controlab | dade total dosdoque a8 condi¢ es elamsatisfeitas

paratodo to Btodo tl to finito.

Indicamosabai oumesquemala nterdepond nc aentre as v rias

proPr edades. do sistema A,B . até a ora estudadas:
Totalmento control vel

|

Control vel -- -c.C.

Contro va em to'tl -CC. no tampo t.
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V o.c Rné -control vel notempao

As implicag es omtdas no esquema nao sao vordade ras. como mos

tratemos a se uir

E EL-IPL@.2. Consideremos novamontao sistema AB definido no e em

o LL

Plo 2.1 . Corra

10

l-s 0
s |
. 0 0
‘s 't,,S
0 0
S L
s-l t oS
vl'v2 'c R2. Entao
-S vl'Q' . 9 s
B'9 't o8
0.s- t -s VI "y, s 2
Portanto. B's 't..s va0 sees montase s l ou v, BO
e SB't OU t -SV. V. BO
Se d to'tl . entao m s to'tl : B'8 "to's v 0 0
todov O lo o, AB ¢é conta'ol vol.
Se AB é control vel entao é claro qua |  to'tl . Portanto.

AB é contru va em to'tl s8 8 s monte se c to'tl

Obsorvarms que o sistema AB nao é control vel, pois nao 8 con
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trol vo no ntervao cT , C 0 . Com maior razao. CAB nao

totalmente control vel

Pelo teorema2.9, podemodoc d r sobroa controlab [ dade ou nao
de umsistema de equac esdiferenciais lineares, através da matriz fun
damontal de solucao do sistema homa nea associado. Como a determina-

cao desta matriz nem sempre 8 camada, o critério dado nao é dos melho-

res do ponto de vista pr tico. S vervnane feado s 20 obtiveram um
critério quenaoe i e o conhoc mantaa matriz fundamental,emborase
a maisrestritiva, umavez queas hip teses utilizadas sao bem mais

fartos. Adana s, o critério por eles obtido nao equivalente centro

labll dada. E amin mos, a se uir. testa cr ria.

Seam At cMn nCR e Bt Mn m R fung¢ esmatriciais
cont nuas comderivadas cont lnuasde ordens menoresou | uais a n - 2

B n- L1l respoctlvamento, B ponhamos:

Ppt smnct . pyr + ACtPt Pt 0 n-2,
Qct : Pot PIt (" P.Ut
Obsarvatms que 8 funcao matricial Qc toma valores em  Mn nmCR

TEOREMA2.10 CS lverTnan-Moado s. Se Q.t tem posto n para al um

t to'tl , entdoo sistema A.B é contro ve em to'tl

Ampliandaumpoucoa definicao 2. , diremosque A,B ¢ fatal

montacontrol vel no ntarvalo | se a condi¢ao do controlab lidade

f r sat sfolta para todo to'tl 1,tl to'

TEOREMA 2.11  CSllverman-Moado s. O sstama A.B é totalmente con

tro vo no ntarvao s L.t Se 8 s mante sa 0 postoda Q.t
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atin e o va.or M rTn N 8mqualquer sub ntorvalo da |

3.  CONTROLABILIDA E ASSINTOTICA

Neste par rafo vamosestudar a controlab lldada da sistema A,B

8m intervalos do tipo t.n , . ¢ R . 8 suporamos que A 8 B sao
fung es matriciais mensur veis B localmonto limitadas.

Indlquernnpor U o con unto de todas as fun¢ esmensur vo sB

localmentelimitadas, definidas 8mintervalos da forma t.n . t.

R , 8 tomando valores em Rm.

DEFINICAO 2. Dlzernos que  AB é¢  'tn-COltt40,eQVCt fa Ze40 8
para todo ¢ Rn . e iste ur c¢ U . uT = 't 'F Rm, ta que
lm t3't. iu. L 0 s quando

TEOREMA 2.12. Fi adoova.or t R, osistema AB 't,m -con-

tr | val sO 8 s mentee e iste umduncaomatricial real mensur vel
localmente limitada 4.r 1 't -F .Mm nR ta que

lm  tti. 0

t-n '
PROVA. Suponhamosque A.B € 'tn-coRtFo ve esea Bs 84

".8n 8 base can nica de Rn . E istem entao controles u.e4 'u

c U taisque Lm ttBglu4 O.t-n.paratodo a l..n

Tomandpara 41.rt amatrizcua - sma colunaa o votar u4t
ls sn . rosultaparacada n3 le cRn
.. tt L t,s Bs .S ds
T
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Como Lm tl'tellu BO, se ue qua h tl't, i .t e 0 quando
t n

A tnc proca Imod ata pois basta tomar. paracada ¢ Rn, o con

trote u '

Observemos a ora que

ft

t.'t lT tS BS uCS &

rt

t't . flq. tt.s B9 S ds

8 portanto a T,n -controlab lldad8 equivale condigao:
rt

llm t'r L t.s BCs tCs ds

LEMR.2. Se AB ¢é 'tn-contFo vBentio AB 3 ') (o2

trul vol. para qualquer T 't

PROVA.Sela te .r e defnamo3

t.'t S8
,.b ss
T...,S
rt
t.'r' L ts Bs t'a ds

t.T ts B8 .urCsds Ct't
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Como o limito do t rTm direita € 28ro para t n . se ue que O mMesmMo
odor'r®araot rrn osquordaPortanto. o s stoma A,B t'.n -
-control vel para qualquer '

A se uir. damos ume emplo mostrando quea 't.n -contFQ ab d dQ

pode depender da 'r

E EI'lPLO 2.3. Consideremos a equacgao

e

s lI ut t o
10 t20
Se 't O . tomanns
I/t
TS
0 9f r.0
B portanto
fo
lm tir. .r : lm L.r /rds
ou soa, O processo €& .tn-coRtFo vo para 't 0. So Bn
nr
[l tl'r, iu lm ti't, 1O
t-glt-
¢ ., -CORtFO VO pdfd 7
LEf'n2.3. So AB contro vo em t .l entao AB é
t.,n -contro v81
PROVA. Por hip tese. para todo Rn . e isto U  tn'tl - Rm

rmnsur volB limitada. tal qua tlito' lu BO
So a:
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u't ut . se t to tl

Entao, u' U a

rt
m  ttlto' iu' B m tto ts Bs u's ds
at
m t.tl tl'ti L-i t,tl tl's BCs us ds
0
(m ttl tl:to’ iu
Portanto, AB t ,n-CORtFO V81
Corno a  'r.n-contro 8b dadQ pode doponder da faz sentidoa
sa u nto dof n ¢ao:
OEFINICAO 2.7. Oi.demos que o si.stema A.B n-cor,t40.CavcZ a ze40

se paratodo TcR 8 cRn.e .sta u . cU tal que

tl_m tlt,, lu.,Ir . uO ou.de forvnaequivalente. se para todo r cR

e isto una funcdo matric a tore' im RR , mensur vo.B .oca
montdimitada, tal que tl_ggol tl't, 1 . al0.V cR"

TEOREMAL3. Se A 8 B saomatrizes constantes, .t.n -contro ab
dada8 n-contFQIBb | dadBsao equ valontas.

PROVA. Sola ,.s t . com tor Temos

Bt-TpA »p t tsAB s ds o B rp

lt v-'t’ t or-t'-rlA 8 Ur dr



Portanto, AB € n-control vel 9B B s mente 9e e iste uma -Funcao ma
trlc al 0 ' n R ta que

{m otA 4. I', eteA B .ICs de

—en

' 0
Lera 2.4 Se AB & control vel, entio A.B n-control vel.

PROVA.  An lo a demonstracaodo lama 2.3

Esquemaepresentativo das rela¢ es entro as v t' as

dof ni¢c es dadaspara o sistema AB

conta.olival n-CORtFOL V81

Contro ve 8m to'tl ty.n-CORtFO V81

4. CONTROLAS81LIDADE UNIFORME

No.Cacaocse Q 8 R sao matrzos simétricas. R 0 R20
si nifica qua R  positiva dafln da semt-daflnda Q R Q
R2Q sinifica que R-Q O R-0Q20

Se am

t.s ‘ tt BTt Bt 'tt dt t 9

s.t Ct.t Bt BC ‘t't dt, 8 t
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EFINICAO .2.8. zornos qua AB un,élo.eme em 4e,eacao a co t OuZab.é

tidade se e iste a R tal qua

0O ana Id tta Salta Id

onde a.a , aia sao  constantes que dependem de a 8 Id 8 inia-

tr z identidade n n.

Dizemos que AB € tutZ o. lltem a.e.cacao a aca.6.éb,e.C.i

dada se eisto a ¢ R tal que

O Balds Ct-at sBla Id vit,

onde B.a . Bla sao constantes que dopondome a .

Dizemos que AB é ur.i o.RmemeltZeon,t40,cave,C se
CAB €. s mult neamBnta,un formE3&mr'oracao a controlab L dado o a

acessibilidade para o mosrnealor a .

Como

t at tta '"tat

t at L ts Bs B'9 'ts ds 'tat

t
ta
tas Bs B'9 't a.s ds
t
b
ts B3 B's "t3 ds ,
t-a
se ue qua a dofncao dada acima 8 aqu valento quela dada por alman

16
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LEMA2. . Se A.B ¢ unformemento control vel . entdo
1 vt, /iii/i1a U t'atlls/Bti7 'a
C2 Vt. vCoar/la Il Ct,t all wv/ii'ii/Bo a

3 se ul.u ocorrem  para a , entao ocorrem também para to

do '"a 2 a,

4 e isto umafuncao f: R - R tal qua ll t'rll  FClt-"tl

v tt R,
S duas quaisquer das relag es Cttl . uz o 4 Implicam a ter
Cara.

PROVA. As aFlnnacoes 1 e 2 decorrem da rolacao

tat n tat tta 'tat
3. E fcil vor qua ul B u2 também ocorrem para a' " 2a i L.
0, ocorrenparatodo a' Za .

t4 e Decorrendas afirmag es anteriores.

TEOREMAL4. Suponhamgsieas funcoas mate'totais A 8 B saol

m tadas. Entdo, as se uintes propr odados sao aqu valentes:

Cl  A,B & uniforvmrmntocontrol vel,
2 AB é unfor'moemrelacao a controlab lidade,

3 AB € unfortmomrelacdo a acoss b | dade.

PROVA.Saber squatoda solucaoda equacao ' ACt  satisfaz a dos

ualdada

ti o'to oap L. As ds . Viz to
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Lo o,se lLAtl M. Vt . se ueque

11 ti ,to Usll ole PMt-t. V.o, Vt2t
Com tlt o 0 tt , entdo
11 ttoll e P Mt-to Vt 2 ¢, .

B portanto a afirmacao 4 do lama anterior est verificada. O taorl

mase ue, pas. da af rvnagao do masrntema.

Para sistemas nao-limitadoso teorema2.14 nao mais vordado ro.

corra mostra o e emplo abai o

E EI'PLQ.4. Cons darema@sequacao B3 1t2 i6tut
Sea aal .Como ttl nl-8 p -6tz-6t-2 . Se uoqua
1-o0p - ttl s 1 . Vt . Lo o,0 processo unforma

comrespa ta 8 controlab | dade.

Por outro lado, t-a.t Bop 6atZ - 6ait 225 - 1 p

a O 8 portanto. o processo nao t3 uniforme am ralacao a acessibilida-
de.

Obv amento. o pt'acesso na0 6 un formomante controlavol

LEMAR.6. So AB un for m8mrelagaoa cantrolabll dade, antaa

AB é contro ve.

PROVA.Sela v OcRn. Entao. v Ctta -a.a Idvz 0. isto
a. ve ttav2 allvRz B portanto. v Ctt av 0. Vvt . Lo o,
tt a positiva definida para todo valor t 8 Omconsaqu nc a,

tA.8  control vel.
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LEr'A 2.7. So A,B €& uniforme em ralacdo a acessibilidade, ontaa

AB control vel.

PROVA. Suponhamapieo sto a R tal qua

0 Bom t-a.t Blld vt

Como t-a,t =8 Ctt-a t-a.t "tt-a , se ueque

t.t-a t-at 'tt-a - Bala2
Sola v Rn.v 0. Entao:
v tt-a t-at 'Ctt-a v 2 B.lvl

Lo o V' Lt t-a Ct-at 'tt-a v BO, isto é,
"tt-av’ t-at 'tt-av O. Como tt-a é Invers-

vel. so uogque t-at positiva definida 8 portanto. AB ¢é con
tlol vel

COROLARIO 2.2. Sa A.8 un for'rmmc3ntacontrol vel. entdio A.B

é control |

Um sistema pode ser control vel som sar un farTmmenta control vel,

corratmstra Q e amplo abai o.

E EFPLO 2. . Consideremo® processo escalar

% ° -t/2 ., -ii: uCt t21

Dado to 2 1, s8 tl ' to 1, entao

to'tlt ' 2el-t atltl-l . eto to-l
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28 1tz eto Lto oto to-l

8 portanto. to'tl O paratodo to 21. Lo o,0sst8maé
control vel

Porouti'olado.como Ctt a n e2Ca'lt to-lz - e-2t L
80 uague o pr'ocoss@ uniformeemralacao a controlab | dadose e s
mente9B a B 1 . Porém.Rosto caso, o processona0 8 uni'forTnBm r8

locao a acessibilidade. Conclu mos que 0 processo nao é un fonnletmnte

control vel.

S. ESTABILIZACAO.

Consideremos sistema A.B restrito s hip teses | . Ta

sistema € donan nado .8 .temaabe/tto .

Sa utnFt t vt.onda F:l Mm nR é uma

funcao mensur vel 8 localinnnta limitada rlo ntorvalo | Cllm tado ou
nao 8 v: 1 - Rm é umcontrolo nas mesmasgondi¢ es, entao o sis-

tema CA,B é transformadaoo sistema:

At Bt  FCt Bt v A BF, B

chamado .6.¢ einia eclado.
Arniatrz F  donom nada ma,tltZzz feedbac ou matltZz de teazié.
me cagao.

Estudarornogpropriedades do sistema A.B  através do sistema

A BF.B , ta fato usta,ficandoa danom nacadeedbac para a

matriz F
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Ind quanos por 6 'to: to’ - R uma fungao cont nua. m .

n tonaao-decrescented verificando a condi¢ao 6t.tn  BO

U:FINICAQ.9. D zo nogqueo sistema AB ¢€ e, .tab,ZZ.ézawe/ pa

ratodot 8 todafuncao 6't. , e istaumamatriz.Foadbac F

definida para t Zt. e umn mergositivo 8t. tal que

11 ABFttoll ato ep-6tto - Vt2tg
indica  uma matriz  fundamental do sotema u A BF t
EFINICAO 2.10. Dizemos qua o sstama AB tltZ 04meme tte e . ab,é

Z,6zave.Gse paratodo m R. m 0. a ste umamau.z feedbac F

definida para todo t 8 umnmero a cR . a O, tal que

A BF t2'tl a ep -m t2- tl . Vot t2 tl

Obsotvarnagua para sistemas estab L z vals, a matriz feedbac da

pende oralmontelo tempolnicial t. assim coiroda funcao 6 't.
enquantaque para sistemas unl.formemontestab llz ve s, esta matriz

depende apenas da m .

Sam perda de onoraldada. podemos assumir que
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6 'to c.Cltto'- . Com afoito. para cada 6 .to e iste sempre uma
funcaomon tonaado-decrascanta 8d ta C CEto'e tal qua

6dtoto 'O 8 6dCtto 6tto , Vt 2to ' Portanto,dada a
funcao 6 t. . escolhemosF de rindoquea desl ualdadada daf n -

cao 2.9 estala satisfeita para 6.t ..t. . isto acarretando a desi ual-
dade dese ada para a fungao 6 't . Raciprocamonte. se uma ma-
ta.lz feedbac podeser obtida para qualquerfuncao 6 't.  .em par

t cular poder s8r obtidapara 6 't Ctt ,n

Mostraremos se uir que 0s conco tos de estabilizacao 8 estab |

zagao un fonnanao estao. am eral. rolaclonados.

E EI'fL02.6. Consideremos a equacdo escalar  t t btut.
onde
1. t20
bt
o. t o

Paraqualquerto 8 6.to , sola Ft 6 t.to 1. Vteta

Aso ucaoda - att bt sat sfazades ua’
dado
t
t at to ep -6tt 0
onda
eP -to ' 60to , to 0
Bt 0
1 tyz o

Lo o,a equacaoB astablllz val.

Obsorvemaiepara tL Op O " tl o'tl qualquer qua
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soao anhoF lo 0, a28tl 8 portanto a equacdo ndao uniforme
manto estab | zavol

E EIPLO 2.7. Cons daremos o s storna

o1 7T ’ Lt
ut A Bu.
1.o -2 1t 2tt
Paraqualquor m20.Bela Ft s m1 0.Entdo.asolu-
cao :hi, : de A'BF,B e uala
fitz oLt o p -mCt2-tt .ot t2z i

| zt2 2tl e P- ta/ltzl t/ til , vti' t2z ti
Carao. para todo m2 0
t/it,l . t3/ltt m2/2 - m t,-t:

para qua squarvalores tl' t2 2 tl ' se uequea solugao da
A BF..B satisfaz a desi ualdade

L 2l all ttll e p-mt2-tl Covil 12 2t

com a o p m/2 . Portanto.o sistema un fonnemontestabllz -
vel.

Pbstraromosmais adiante, que este sistemanaoé estab Lz vel

DEFINICAO 2.11. D zernoa que AB é -e, .tab,éZ.ézave,C a ze40 se e-

l.ste umamatriz foadbac F tal que

ti L ABr .t. i
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A definicao acima equvalo a dizer que o sistema horno énoa

B A BF t

ass nt t camonta est vel cf Definicao LL.

LEMAR.8. So A,8 ¢é ostabllz vol. entao AB ¢é n-89t8blz

vt31.

PROVA.So. paratoda t. Btodafuncao 6 't s e iste umamatriz

feedbac F 8 umaconstante at. tal que

fi ABFttoll ato o p -6Ctto Vt 2t .

tU u ABr t. UL

que 6ttt 5 20 Lo o AB ¢é -estabillz vol.

LEMAR.9. Se A.8 ¢é unformemanestablz vol. entao A8 ¢é
n-8stabi.l z v81.

PROVA. An lo a antoror

6  ESTABILIZACAO  CONTROLABILIDADE

Nestapar rafo, estabolocoromosalag¢ es entro a estabilizagao Q
a cantrolabll dade do sistema A.8

TEOREMA 2.1 . Se AB ¢ -establlz val, entao A.B n-coR

trol vol



PROVA. Sa CAB n-89tab Lz vBl. o sta umBmatriz faadbac F

tal que
i. Il AB.t'd W - o

Dare acao cf. 19
AZ ts Als-A2s A s't . ds

aplicada s matrizes A BF B A . obtornos i ualdade

t
ABFtT B Atv Ats B3 Fs A BFs'"t ds

Corra, por hi.p tose, o t t'moda esquerda tendoa Zero quando t - n ,

0 masrnacorrecono termoda direita, ndependontemedta 'r. Sela

rt o Ft A BFtT . Entdo:
rt

iU Au "I ., nh F ABFb" s

B portanto. A.B ¢ n-Control vel

TEORES'U 2.16. Todo sistema unfor'me em ralacao a controlab | dade

un formemanteestab | z vel

PROVA. Se AB un Formementa ostablz vel. entao para todo
m 0, a sto uma matriz  feedbac F B uma constante a R . a (0]
tal que

Il A nrtz'tilk ao p-mt2-tl Vil t2 2 tl

Lo o a resmades ualdado vala sa substturvnos m por 'm B portar



36

to. na definicao de ostab L zacao uniformenao precisamosnos rostr n

r a valores nao-no atlvos do rm.

Suponhammsoraquao slstoma A.B € un forrnemralacao a

controlab | dade. E iste aREaoa ¢ R tal qua
0 ald Ctta alld vt

Dado sela  Ft B- Bt Ltt a . onde

tta A I"% a ts B9 Bs 'ts a pE-2mt-s ds
Z..

Observando que
0 a. e pE-21rnlalld tt a a. ep2mald

obter s. paraafuncao V t B ' ‘ltt a . 8 des ualdado

0 atlo pE2mall 2 V t aolo pE2mal 2 V1

B portanto, a derivada do V , amrelagado a t 8 ao lon o da qualquer

solucao da A BF.O . satisfaz a desi ualdade
V tt s 2mV Gt

para quase todos os valores de t . Podemos entao, pelo se undo método

do L apunov. deter'minar a 0 tal quaa matriz fundamentaldo slsto-

ma A 8F.0 variflquo a des ualdadada dof ncao 2.10.

A rec proca nao verdadoi.ra, comomostra o e emplo abai o

E EI'PLQ.8. Con8 derornasequacacescalar

t B t oP2t ut
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Dado mc R , sela Ft B am e p -2t . A solucio da
lm ap -2t ep 2t c¢ B m Ct
B t2tl ' tl op-mt2-tl . t22tl ' Lo o.a equacad® un

forTnamento ostab L z vol.

Por outro lado, como
tt a - 8p 2m 43 1 ep 4t /C2m 4
paratodo a O, se ueque8 equagamaoé uniformeemralagao con

trolab | dada.

TEORESA17 1 eda-Meada- odamaO sistema AB ¢é establz vel

s8 B's montase control vel
PROVA. Ver 13
TEORESXAS8. Suponharngueas fun¢ es A B B se amlimitadas. En

tdo. o0 sistema CAB é un f:ormomante ostab Lz vel. por maio do uma

matriz feedbac limitada, sa e somenteae € uniforme8mrelacao a con-

trol abilidade

PROVA. Ver 14
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ESQUEMA REPRESENTATIVO DAS INTERRELACOES DESTE CAPITULO

- .Lo'territ L

un foaderente estab L z vel

estab L z vel n-Dst bil z vBlI
t
control vel --control vel
uniforme emrolacaa a un fonne amrelacao a
contro .abll dade acess b | dads
L uniformemente control vel

.0 Ltirl - LC

un fordemente ostab L z ve

ostab L z val - uabaila aAzavia
t
control vel --control vel
t t
unlforvna omrolacaa a un forvno emrelacao a
controlab | dade acoss b L dada

L uniforme manta control vel



CAPLTULO L

SI'STEMAS PER10DLCOS L INEARES
CONTROLADOS

Neste cap tulo astudarenns sistemas por od cos llnearos controla

dos B ume emplo muito importante. a Equacaodo all controlada.

1. SISTEfUS  PERI DICOS  CONTROLADOS

Cons derernos sistema peri dico | noar

i B At Bt u A,BT

onde u: R - Rm umafung¢ao mensur vellocalmentelimitada 8

A:R -plln nR, B:R - Mn mRsaofun¢ esmatriciais nte ra
v8 s. limitadas8 T-peri dicas.

TEORES3A. So AB.F é control vel, entao un formaemrelacao a
controlab lldade.

PROVA.CornoABT écontro va.eista t4 O ta qua Ot
positiva defl.lida. So a umn  nnr'otelr.o positivo tal que T

ts ' Aflrmarmgua tt' B t T,t' T paratodott’ eR,t t.
com efeito,
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t T
t Tt T . t Ts B9 BCs 't Ts ds
t

ts-T Bs-T B's-T  '"ts-T ds

l' ts Bs B'9 'Cts ds
ct.t’
Portanto, paratodo t c R, 2Tt 2TB Ot . Emparticular

para t T2 T, 2Tt2TB 0t 2elld O.
Suponhamgseas colunasda B'9 '0Os ,sc tt 2T
sao li.noarnnntdopendantedmparticular. também sao para

s c 2Tt2T . Como
2Tt 2T
rt 2T
2T l2T O0s Bs B's 'CO,s ds 2T 2
.r
z cld 0.
as colunasdo B's '0Os , s 2Tt 2T, s o nearmontda
pandantasumaontradicao. Portanto. as colunasde B's  '0O.s

B tt 2T .sao nearmanto ndepandontas'.

Obsorvanda qua

rt 2 T
tt2 T -t lt O0s B9 B'8 'CO.s ds 't

obtemos tt 2T 2 elld O . para todo tc T2T . Sendo
tt 2 T umduncao T-peri dica, conclu mogue tt 2T 2

Zctld 0. paratodo t ¢ R Bcornm sistema limitado, cold2
Z tt 2 T. paratodot R . Portanto. AB, uniforménrola
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¢ao a controlab lldada

TEORES3AR. Osistema A,B, control vel sa Bs mentesa é un

formomBnte controlavol

PROVA. Decorre doteoremaantor or. do teorema2.14 B do corol ra
2 2.

O se u nta rosu tada dBv do a Brunovs 4

TEOREItA3. O 3stoma AB.r a control vel s8 Bs montO8 con

tro vo om onT

PROVA.Pelo teorem2.9, ABT ¢é control velsa 8 s montea pa-

ratodot, e ista t, t, finlto tal queas linhas damatrizfun-

0
ciona Cto'sBs . om to'tl. s80 noarmonta ndopendantes.
Empa tcular. para sistemas por dcos. ABT é control vel

seos mentsaparatodoton T. c¢Z.eista tl to fmito
ta queas nhas damatrizfunc ona TsBs , em T.t4, sao

L nearmonta ndapandontes

Como T.s Bs B "s-F Bs-T e "t BCt , com
9c Titl .t 0t4- T , Se ue que ABYV é contro vo se 8
s monto SQ a3 nhas de "9 Bs . 9c 0t4 , sao noarmente
ndopandentes, para al um tl 0

Resta mostrar' quaa ltima afirmacao aqu valonte Indapend n-
ca near das linhas da "s Bs am 0O,nT

Coam "t Bt B ' T "t-T Bt-T 8para 2n a
matriz ' T é combinacdonoar daamatrizes " T , u0,’~

n- . 98 cP 'it Bt O qgs., para tc OnNT , so ua

que ¢ it Bt : O omgqua quarintorvao T,C T . znT.
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Portanto.a independ ncibnaar das linhasdamatriz "t Bt

tc Ot4 . paratg nT mp caormsnlpara t ¢ 0.nT

A outra parta  mod ata.

Em 12. aver dannnstrou que AB L contro vo SB e s manto

se é contro va em O.T a manfaz a resma af rvnacao em 16 ,pro
posicao 2.26 . Contudo. sua demonstracaoapresenta um rmo, apontado
por B ttant . Guardabass , Maffezzon 8 S verman CE2 , quefornB-
comumcontra-e empl@ara testoresultado. A se uir. damosesse con-
tra-e emplo comal umasmodificag es.

E EFPLO 3.1 Consideramos sistema peri dico agv dado par

At - déa t-lo

Bs . 8" al , " s8n s . 3c 01
8s BBCsl , Vs.

Temos :

0,3 Os Bs B's 't0,s ds

SNl 1 B o R
S | S

e | .2 d,
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Coiro det 0.3 O. se uequeo sistema contro vo em 0,3
Poroutrolado. BtB '0s . o' 8 1 s8ns . Vs e0.11

lo o, as colunasde B'6  '0,s sao linear.rrnntodependentesam

0.t B portanto. o sistemanaoé contro vo em 0.1

EFINICAO 3.1. Bzomosqueo sistema ABT é -co ,t otive,CC e-
er 12 se.para cadamut p cador caracter stico . as condi¢ es

'T nen 8 B't ‘0t nBO gsem OT mp cam n0

Vamomostrarque -controlab | dade 8 controlab l dada sao
nocoos aqu valentos. Para isto, necesss tamos inicialmente do al uns

resultados preliminares.

LEMA.1. Paratodo 0.1. .. .n-l. valearelagao
0. LT s 0. T O0T OT 'O0.T

PROVA. Com efeito, ternos

0. L T . 1111 0s Bs B'3 '0Os ds

lTlT os Bs B9 '0Os da
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o, T -Ts-T Bs-T B's-T '- Ts- T ds
T
0. T L aBaB'a '-Ta da
0
O. T O. T OT 'CO. T
LEM 3.2, oul T m. n' ) m.n 0.n

PROVA. An lo a anterior

TEOREF 34  Se AB, e controlavol, entdao€é -control vel

PROVA.Suponhamgae AB T naosela -control vel.Lo 0,0 sta
n 0O taquo '"TRutl 8 n'tt "o0tn-0 g.s.emEQ,T

Vamosnostrar. por inducao, qu08 forma 0. T gao positiva de-
finida. V 21

Pat'a al toldos

n' OT n T Be9 "0,S nll2ds

0

onda v denotaa con u adada transposta.

Suponhamosque n' O, T L n-l . Pe
lo lema 3.2 . tomos:
n o.nT n 0.n-LT n -n nl0.T 0T n'lOT ' n
Como ‘T B n . T n B Llin , loo, m.n ' n
n-l
Y . e em particular. n'ltoT ' n B De-
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duzlrins entao que
ti 0.nT n [ -2 n'l n 0.T

B portanto. o.nT nado positiva definida. O resultado dese ado

se ue por contradigao.
TEOREMA 3. . Se AB L é -control vel, entao é control vel 8m
00T .onder €éo raudopolin mominimalde T

PROVA.Suponhamgsor contrad ¢laoqua det O.tT 0. Como o

n cleode CO.;.T umsubaspacodon cleodo O, T , para .

e ista v 0 talqua O, Tv u O,para 'L,"..r.Po-
lolema3.2 . se uequo 0,T 0T " v 0 .para {
.-l . pois 0T nao-sin ular.

Sela fCz umpoln mode rau minimaal que f '0.T v 0.

E claro queosso poln motem rau manarou wual ao raudo poln

mlom naialdo 0.T . Adamals, cona 70 B "0T . tal rau
iuval a r .
Sola | unzerode 'Fz 8 ponharmsfz B z- Z . n
B '0T v.SennO.f naoéumpaln mado raumlnim®P&

tsfazendo f 'O,T veO.Lo o,n O Maisalém.é 'F cil voei.-
ficar que rt é autovotorda 'O.T . Como O.T oOT"'" v.O.

V.  nO."r-1 .8 nn 0T V . se ueque O.T na O. Por-
tanto. B't 'Ot nBO ga. em O.T , dondeonc urnogque a

B stema tA,B.r naoé -control vel.

TEQREIAA. Osistema AB Ll e control vel se 8 s ments8 8

- control vel
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PROVA.Se ABT é -control vel. polo teor'oma anterior é contro-
vo om OsuT , onder o rau dopo n momnmada T .

Se r nn . ndao h nada a demonstrar. Suponhamos entao que r n .

E iste umcontro B u: O,rT Rn mansur voe mtado.ta que

rTio, . U BO . Sela

uCs . se O0ss T,

ut 8 0 serT ssnT.

Efcil vorqua CnTiO. iul " O aportanto. ABT 8 controla
ve om 0O,nT . Arec procaconsta noteorema’.4.

LEFQA.3. So AB. é contro vo om O, T , entaoé contro ve

om T, T , para todo

PROVA.Suponhamqgsee isto 2 1 ta.que CA,B T naoé controla
vo em T, T .lLooeisto v O ta que

f L T
T. ULT 1B's " T, vil z ds

Como

o.T 0,S Bs BeS '0O,a ds

Ts T Bs T B's T tTs T ds

T,a Ba B'a " T.a da
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€0 uaquo Vv OT v n O, comv 0O . eportanto. o sistema

AB.r naoé contru vo em O.T . Oresultado se uepor contrad

¢ao
LEMA 3.4, Se o ste 2 1 tal que CABvV é control vel em
T, T, entao ABv contro va om O,T

PROVA. Suponhamos. por contradicao, que A,B T naoé control vel

8m O.Ti fo 0,0 ste v O ta que v' 0Tv B 0 . Como
CO.T a T, LT, se uequee iste v O tal que 0

-V T. LT v epottanto. ABT naoé control vel em
T. T

COROLARIO  3.1. So e iste 2 1 tal qua ABv é cantrol val am
T, T . entdo o sistema é contro vo em T. T . para

todo 2 1.

PROVA. Decorredos lerrns3.3 8 3.4

TEORES3AX. se AB, écontro ve 8m oT , entao contro é

vo om OnT

PROVA. Coam
NT
O.nT n 1 Os Bs B'S "0.s ds
"0
E ] '
0S sn-L 0.8 Bs B's O0.s ds
Oo.nT

Ossn-l O T T, LT '0, T
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Sola v 0. Entao

vi 0.nTv Os En-l vi 0T T. LT "0, T w.

Como A8 T écontro ve em O,T , paio. ema3.3, contro va

8m T. T , Vv € .. n- . Sendo 0.T nao-s n u ar para

todo , seueque ‘0. T v O e portanto
v oo.T AT ‘m. n 0 L n-1

Lo o, V' 0.nT v O, Vv 0 oportanto, ABT éoontrol
vo em 0.nT

Observamogquea rec proca desse resultado nao verdadeira, como a

testa o e empld.1.

LEMA 3. . Suponhamos qua todas as solu¢ esda A.OT sao T-per

dicas. Entao, o0 s stama CABvV é contro ve.em 0.T se 8 sémen
to se é contro vo em O.nT

PROVA. Sa todas as solu¢ oodo A, 0T sao T-peri dicas. entao
tTse t ,Vt. Loo,

o,nT O.T T. LT 'O, T

0S En—l

0SSn-l O. T oOT '0.T a n OT

Portanto. dat OnT O se 8 s mantase dat O.T O dando,

AB.r é contro vo sa8s montsa contru vo em O.T

A 88 ut'p apresentamos tm sistema por dlca cuo sistema homo
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nooassac ado naopossu soluc es par od cas, masque 8 control vel

E EI'PLO 3.2. Cons doromos O sistema 2 -peri dico At Btu,
ando,paratodo t R

case sont

At

-ic.st .nt
Bt
Podemos verificar facilmente que

-cose, sent ‘e pt/2 1 98nt cost’ aP-t

é umababa para o espaco solug¢ao do sistema homo éneassociado 8 por

tanto. suas solu¢ es nao sao peri dicas. Por outro lado, como
cose 8 /2 sent 0't/2
o.t
se uequeas colunasde B't 'Ot , tc 0.2 . sao noarvne.

to ndepandontos. Portanto. polo teorema 2.9 , o sistema € control -
vel.

Observamos que Brunovs 4 demonstrou a equva nca entro  canta'o
lab | dade 8 estabilizacao uniforme para sistemas parlod cos de clas-

Ba C'R . Tal fato é consoqu nclad r'ota do umteoremaque anuncia-

mos8 se uir



EFINICAO3.2. Um n-e4peC,t4do tipo eaZl umconunto E queSS.
t sfaz as se uintes propr edados:

1 Os n elementos do E saa numeros comple os nao nocessar a

mnente d st ntosl
2 s8 ackE. entao a ando a barra denotaa conu acio
comple a

C3 0S elementos a 8 a apaz'ecam repetidos 0 mesriD num81'0 de

vezes em

TEORES38. Consideremassistema ABT. comABcC R . En-

tao, AB.r é control velsa Bs montse

tl A cadaospoct 'ado tipo i'eal E B al".an comal O.
N n ,B ISlnaa O, e ista umamatriz T-por d
ca Q tal nua os multiplicador'es caractorist cos d0 6 stema
i u A BQt sio i uais  aos
2 Acadaespectrodotipo r'oal Ea a
al..n , e istoumanmatriz 2T-peri dica Q tal que 03
multiplicadores caracter sticos do B A BQt , o2

s daradocomamslstama 2T-peri dico,saoi uais aos al

Para sistemas peri dicos limitados obtemos o0 so unta osquoma



Contro vo em 0T -- Contro vo omE T. T. Vv

Contro ve om 0.nT
|
Control vel t"F Estab Ll z val

t

Un .formemonte control vel

Uniformemente estab L z vel

2 A EQUACAO DE ALL CONTROLADA.

Consideremos a oquacao de all cintrolada

pt n ut E C

onde p R R € umaFuncdo T-por d caB cont nua.

ui R R umafuncdo mnsur vol8 localmente limitada.

Esta equacacé oqu valonta ao sistema

i u ACt BCtu fu

com

At - 1 Bt

e

Pt 0 11

20



Lt )
t s p O - Id
n ,Ct
B matriz fundamentalda solu¢ao do sstoma  fo Como
2 S
B od - o |
l's
- 2Ca Ls

paratodo s 0,2T  doduz mosa se uinte resultado

TEOREFM 3.9. O sistema Cffu é control vel

Sendo p: R - R continuaQ T-por dca, se uequa

Iptl SN , Vt . Lo o, A L Nz oportanto, ffu éumsis

tema limitado.

Douto modo. da ac rdo com o par rafo anterior. sabemos que u
tar émQ estab lz vol, un for'memonte control vel e un formomonte os-
tablliz vol adema s.todos 0ssos conceitos sao equ valentos. Porém,
o fato do sabermos priori queo sistema ffu 8 contrul vol nao
nosa uda na determina¢aalas matrizes feedbac necess rias para 8 Os
tab llzacao e estabilizacao uniforme, o conhac montdessas matrizes
sendomuito mportantana pr tica. tombam ualmenteimportante o

conhecimentao matr zas feedbac qua roal zama p-astab l zacao.

Motivadospor ossos fatos. calcularemosa se ui.r al umasdessas



matrizes
Dado 0. soa Ft B pt - 2m2
Entao.
0
A BF
-2m2 -
8
e-2mt
t
2me'2mt
€ umanatriz solucaodo sistema A BFt . Para todo @t
s. t 2 s, temos:
2-ems't emCs-t
trt,s L ......'.“ o0
2mems't em s-t. 000000 OO0 o0

S tr  'ts ts 1/2
a2ms-t m2 4mqg. m2 1 -24mg 4m2 ems't.p

4mgq m2 o2ms 1/2

S 0-2mt-s  m2.2m2 1/2 m2 8'mt-9

Portanto. a matriz oedbac F realiza a eatab | zagao unlformodo

sistema ffu . Como, para todo m O. %_mn U tsll n 0, so uo

qua as matrizes

Fmt Pt 2m2 L 3m
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r'Balizam a n-88tabil zacao da u

Pela demonstracao do teorema 2.1 . cabemos que dado t. R e

oc R" . oscontroles u .t ' Fmt A BFtto o realizam B
.0-contFO ab .tdad8 de Cffu . Como

llunt L B lUFmMt A BF tto o U
11 omt'to 2pt m2 - Cpt 4m2 e'm t-to
J I
-mU-t. E11 21121 :n:.-m -t

se uequa [lrn Uun tll B O 8 portanto, temoso sa u nta resulta
do:

TEOREMAL0. A equacaado all controlada n-control vel porcon

trupes quetendema zero no nf nlto.

O estudo da estabilizacao 8 Ostab Ll zagao uniforme para a equacgao
de all controladaé bastantesimples. urmvaz quatal equagacé con-
trol vel. Emcontrapartida, o estudo da astab | dado para a equacaade

all homo énea & multo mais dif cil.  como mostra 0 teorema do L apunov

- aupt.

3. SISTEI'nS AUT NOMOS CONTROLADOS

Neste par rafo aprosontaromosapenasal uns das principais re-
sultados para s stomasaut nomosontrolados. cu o estudo o tons08
a l toratura d sponive muitovasta cf. 6 8 18 .



Consideramos o s stoma aut nomo controlado

I 8 A t But S

onde AcMn nR , BcMn mR 8 u: R Rm umafuncidomlon
sur val ocalmento limitada.

Observamos que sonda o sstoma aut nomo. podemos oscolhar, sem

pardado eneralidade. para tempolnicial o tempot. BO 8 que as

dafn¢ es do -C.C. B -C.C. notempot. passama SOr equ valen
tas. Adema s.dacorro d rotarmnto do teorema2. o0 se u nta resulta-

do

TEOREFBAL1. Osstoma S control vel se 8 s montse a matriz

n mn

cC B B AB L An"8

temposto n Ctal matriz denominadana Clbd®zortZ40. ab.é.t4ade

aematt.
:FINICAO 3.3. D zamos que um autova or da matriz A é copaCito
tivez 11 68 posto A- d : B an, ouda formaoquivaon

te.senaoa steumvator n O tanque TIAn tl8 TIBaO.

Oso unterasu tado dav doa autus LO

TEORES4AA2. Osistema CS conta'ol velsa Bs montase todo au

tovalor da matriz A control vel.

EFINIGAO 34 . O conunto dos autovaloros da A  chamado upec2ao



de A e denotadopor a A umautovalor da A dito estavet

sa Re 0 autovalores de A que na0 83o ost vos sao denominados

.im.Cave, .

DEFINICAG. . Osistema S ¢ -atam.éZZzaveZ autus 11 se2
isto umamatriz F I\/rL...ﬁR tal quetodos os alimentosdo aspoc’

tro do A BF saoast vos.

0 resultado que se ue foi demonstrado In clalmonto por ponham
22 i maistarde. autus 11 obteve umademonstracaonuitomais

slmplos.

TEOREMAL3. Osistema S é control vel se B's mentee parato

do polnamo r'oal pCz ' z an-lzn'l ao ' isto uma ma-

tiz FcrmnR ta que p é ua aopo.ln mlaaracter stico
de A BF .

Os dois taorumas que se uem Foramdemonstradospor autus 11

TEOREMA 3.14. S3o oqu valentos

cl S é n-cont rol vel

2 todo autovalor nst vol de A é control veli

3 S -astab .l z vel.

TEOREFIAZ.1 . Sa S é contznl vel8 Es L., . um conlun
to don meroseais distntoatal qua Ena A B . entaoce iste u

rmmatei.z F ¢ Mm nR tal que BaA BF.
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O arti o do autus 11 é importantenao apenaspeia sua contra
bu cao ao estudo do sistemas aut nomoscontrolados. mastambém pelas
novastécnicas all introduzidas. Observamoguea dafln cao do  -con-
trolab | dade definicao 3.1 € umae tensaoda definicao do autovalor
contro va 8 queo teoremade Brunovs 4  parasstomasper’ d-
cos umae tensao do teor'ema 3.1 , do autus, para s stomas aut no-

rlDS.

Observamo$inalmenteque o estudo da controlabll dade 8 astab |
zacaopara s stamas aut nomo8 multo mais simples do que para siste-
mas dopandentes do tempo ou até mesmo para sistemas por d cos. uma

vez que a determinagao do uma matriz do solu¢ao do um sistema hamo -

nooaut nomrequer apenastécnicas bamestabelecidas.
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L NDL CE
Autovalorest vel. Inst vel.
Espectro,
Estado -control vel no tampa to

E poente caracter stico,

Mau' z de controlabl1 dadade alman.

Matriz da monodt'om a.
Multiplicadores caracter sticos,

n-espectrodo tipo real

Sistema
ass nt t camonte est vel,

conero lave L.

contro vo em to'tl
astab L z vel,

est vel.
-control vel.
-estab llz vol,

-completamente control vel.

-completamlentmtrul val notempo't

totalmente control vel.

unlforvno om relagao a acass b | dade.
un forvno om relagao a cantrolab lldado.

un forl mente asslnt t camonta est vel

un forl manta control vel.
un Formemonto estabill.z vol.

unlformomanta ast vol
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