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l N T R O D U Ç A O

Os processos r'ogídos por sístamao de equações dlfer'anciaís or-

dinárias lineares, dependantos do tempo. apaf'Doem com multa frequên

cla em problemas da Física 8 da Engenharia. B aquelas regidos por 8

quaçÕas periódicas ocupam um lugar da dostaquo.

Como. em geral. tais processos são comandados. isto á. podem

ser realizados da várias maneiras do acordo com a vontade 8 a neles

sídada do hotnnm. podetms utilizar a Teoria do Controla DetermínÍstl

co para obtermos as soluções procuradas.

Neste trabalho desenvolvemos alguns aspectos da teoria do con

trole detBnnínÍstíco para sistemas lineares dependentes do tempo

dando ênfase especial aos sístomas poríi5dícos.

No capítulo l , l.ntroduzímos ínlcíalrmnte os vários conceitos

de astabílldada (segundo Ljapunov) , conceitos estes que serão utílí

zados posteríorTnonta nas definições de estabilização para sistemas

controlados. Em soguída, voltamos a nossa atenção para 6lstamas pe'

ríÓdlcos, dornonstrando Q teor'ema de Floquet. a ser utilizado repeti

das vozes am demonstrações subsequentes. Terminamos o capítulo axa-

mínando a equação da Hall. cuja importância se manifesta por exem-

plo na procura do soluções poríÓdlcas para o 'pr'oblema dos tr'ês cor

pos" ([21]), 8 anunciando o taoiuma das Oscí]açÕos que descreva de-

talhadamente o comportamento desta equação Taco à astabílídada. Es-

te resultado. comparado aos do capítulo 111 rolatívos à equação de
Hall controlada, marca um contrasta surpreendente .antro os proble-

mas do estabilidade B controlabílídade. Enquanto qua o pi"ímoíro tam

-I N T R O O U Ç A O 

Os processos regidos por sistemas de equaçoes diferenciais or­

dinárias lineares, dependentes do tempo, aparecem com muita frequê~ 

eia em problemas da Física e da Engenharia, e aqueles regidos por!. 

quações periódicas ocupam um lugar de destaque. 

Como, em geral, tais processos são comandados, isto é, podem 

ser realizados de várias maneiras de acôrdo com a vontade e a neces 

sidade do homem, podemos utilizar a Teoria do Controle Determinísti 

co para obtennos as soluções procuradas. 

Neste trabalho desenvolvemos alguns aspectos da teoria do con­

trole determinístico para sistemas lineares dependentes do tempo , 

dando ênfase especial aos sistemas periódicos. 

No capítulo I • introduzimos inicialmente os vários conceitos 

de estabilidade (segundo Ljapunov), conceitos estes que serão util,!_ 

zados posteriormente nas definições de estabilização para sistemas 

controlados. Em seguida, voltamos a nossa atenção para sistemas pe­

riódicos, demonstrando o teorema de Floquet, a ser utilizado repet.!_ 

das vazes em demonstrações subsequentes. Terminamos o capítulo exa­

minando a equaçao de Hill, cuja importância se manifesta por exem­

plo na procura de soluções periódicas para o "problema dos três cor 

pos" ([21)), e enunciando o teorema das Oscilações que descreve de­

talhadamente o comportamento desta equação face à estabilidade . Es­

te resultado, comparado aos do capítulo III relativos à equação de 

Hill controlada, marca um contraste surpreendente .entre os proble­

mas de estabilidade e controlabilidade. Enquanto que o primeiro tem 



um comportamento bastante intrincado, o segundo mostra sar extrema

rmnto símplas Cpalo manos para a equação da Hall).satí8fazendo todas

as proprlodadea desoladas.

No capítulo ll . estudamos datalhadamanto os vários conceitos

de controlabllídade. ostabílízação B estabilização uníforma encontr'a

dos. na literatura, para sístomas llnoares controlados dopandentas

do tempo 8 procuramos astabelacar as relações de Interdopandêncla an

tre os lnnsmos. fornecendo contra-axamplos quando .tal Interdopendên-

cla nao se verificar. Conformo indica o esquema da pg. 38 , a inter-

dependência é bastante estroíta embora estes (muitos) conceitos ten-

ham sido introduzidas por diversos autoras em contextos dos mais va-

riados. tal diversidade tornando um pouco confusa a leitura da arti-

gos nesta área, pois sao raras as íntordopendencías Indicadas.

Fínalmonta. no capítulo 111 . completamos os resultados entorta

res no caso particular de sistemas periódicos. mostrando que ossos

vários cortceítos são ossoncíalmente aquívalentos, conforto Indica o

esquema da pg. 51 . Como aplicação destes resultados. estudamos a e-

quação de Hall controlada. Terminamos o capítulo com um bravo estuda

da sistemas autónomos controlados. mais por razões hl.stÓrícas do qua

pelo símplos fato destes serem partícularas sistemas períodícos. Com

af'eito, a teoria do controlo para üístamas autónomos BP 9Bm dúvida ,

a mate antiga 8 a mais extensa. Procuramos. por isso, indicar apenas

oo principais resultados B salíantar quais dentre eles propiciaram

ganaralízaçÕes para sístomas periódicos .

um comportamento bastante intrincado, o segundo mostra ser extrema­

mente simples (pelo menos para a equação de Hill),satisfazendo todas 

as propriedades desejadas. 

No capítulo .II , estudamos detalhadamente os vários conceitos 

· de controlabilidade, estabilização e estabilização uniforme encontr~ 

dos, na literatura, para sistemas lineares controlados dependentes 

do tempo e procuramos estabelecer as relações de interdependência e!!. 

tre os mesmos, fornecendo contra-exemplos quando tal -interdependên­

cia não se verificar. Conforms indica o esquema da pg. 38, a inter­

dependência é bastant~ estreita embora estes (muitos) conceitos ten­

ham sido introduzidos por diversos autores em contextos dos mais va­

riados, tal diversidade tornando um pouco confusa a leitura de arti­

gos nesta área, pois são raras as interdependências indicadas. 

Finalmente, no capítulo III , completamos os resultados enterio 

res no caso particular de sistemas periódicos, mostrando que esses 

vários conceitos são essencialmente equivalentes, conforme indica o 

esquema da pg. 51 • Como aplicação destes resultados, estudamos a e­

quação de Hill controlada. Tenninamos o capítulo com um breve estudo 

de sistemas autônomos controlados, mais por razões históricas do que 

pelo simples fato destes serem particulares sistemas periódicos. Com 

efeito, a teoria do controle para sistemas autônomos é, sem dúvida, 

a mais antiga e a mais extensa. Procuramos, por . isso, indicar apenas 

os principais resultados e salientar quais dentre eles propiciaram 

generalizações para sistemas periódicos. 
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C A P l T U L O l

S i S T E M A S L INEARES P E R 1 0 D l C O S

Neste capítulo estudaremos os sistemas periódicos lineares bem co

rno um exemplo muito importante, a Equação do Hall

1 . ESTABILIDADE DE SISTEMAS LINEARES HOMOGENEOS

Consideramos o sistema linear homogénea

x B A(t) x CL)

onde x c Rn e A á umafunção matricial real n x n contÍnuaam R

Chamamos ma;CPt,éz átudamelt;Ca€1 do sistema (L) a qualquer matriz funcional

n x n cujas colunas são soluções línearmenta independentes do sistema.

Se X(t) é uma matriz fundamental, escrevemos X(t,s) = X(t) X''(s).pa

ra quaisquer t,s c R

DEFINIÇÃO 1.1. Seja B € R . (í) Dizemos que o sistema (L) é a.Cave,t s8

para todo tn C R . exl.ste uma constante K(tn) > 0 tal que llX(t)ll g
S K(t ) , V t 2 to ' ' o

Clí) Dízorms que a sistema (L) é cllt,éáo memet;Ce e.6.tãveZ puxa t. 2 B
se existe uma constante K(B) > 0 tal que jlX(t.s)ll 5 KCB) , t 2 s 2 B.

(ilí) Dizemos qua o slstama (L) é a,óó,értd:Ü.camelo,te e,ó,nave,C sa

llm jjX(t)ll ' o . t -, n .

C A P I T U L O I 

S l S T E M A S L I N E A R E S P E R I Õ D I C O S 

Neste capítulo estudaremos os sistemas periódicos lineares bem co­

mo um exemplo muito importante, a Equação de Hill. 

1. ESTABILIDADE DE SISTEMAS LINEARES HDMDGENEDS. 

Consideramos o sistema linear homogêneo 

• 
X• A(t) X (L) 

onde x € Rn e A é uma função matricial real n x n contínua em R . 

Chamamos ma..tJúz 6u.nd.amen:tal do sistema (L) a qualquer matriz funcional 

n x n cujas colunas são soluções linearmente independentes do sistema. 

Se X(t) é uma matriz fundamental, escrevemos 

ra quaisquer t,s € R. 

-1 X(t,s) = X(t) X (s},p!:!_ 

DEFINIÇAO 1.1. Seja B e R • (i) Dizemos que o sistema (L) é utá.vel se 

para todo t e R, existe uma constante K(t) > O o o 
tal que li X ( t) li s 

!. K(t ) , V- t ~ t 
o o 

(11) Dizeroos que o sistema (Ll é wú6oJUnemen:te u.tó..vel paM. t ~ e 
o 

se existe uma constante K(f3} > O tal que IIX(t,s)II s K(B) , t .!: s ~ S. 

(iii) Dizemos que o sistema (L) é 116.&i.n-tóU.c.aman:te utá.vel se 

lim I IX ( t) li • o • t -+ • • 
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(ív) Dizemos enfim que o sistema (L) á ultZáoanemeltZe a,8.6,élt;Ci,técamzn

.te e.sZave€1 paga t. 2 B s8 existem constantes K(B),U(B) > 0 tais qua

jjX(t.s)llSKCB) e'M(B)(t-s) BS s < t.

Observamos que para sistemas autónomos e periódicos, estabilidade

Crosp. ostabílídadc3 assíntÓtíca) implica estabílídado uniforme (resp. e!

tabílídado assíntÓtíca uníforTne) .

2. SISTEMAS PERIÓDICOS HOMOGENEOS

Consideremos Q sistema periódico linear e homogênao

x B A(t) x CP)

onde x € Rn 8 A é uma função matricial n x n contínua. T-porlódí

ca e real. Um dos mais expressivos resultados para sistemas periódicos

homogéneos á dado pelo :

TEOREMA 'l..l (de Floquet). Toda matriz fundamental do solução X(t) do
sistema (P) é da forma X(t) B P(t) BWt . onde Q é uma matriz n x n

(constante) e P uma função matricial n x n . T-periódica.

PROVA. Sa X(t) é uma matriz fundamental do sistema (P), sendo este

periódico. X(t+T) também á uma matriz fundamental do (P). Logo. exis-

te uma matriz ínversÍval C tal que X(t+T) = X(t) C assim conx] uma

matriz Q ta[ que C = oQT ([5].[8])õ Ponhamos P(t) = X(t) e'Qt. En

tão. P(t+T) : XCt+T) e'Q(t+T) , x(t) oQT o'Q(t+T) .ü x(t) e'Qt . PCt)

isto é. P é T-periódica B portanto X(t) n P(t) o'f' . t 2 0

COROLÁRIO 1.1. Existe uma transforTnação ínversÍvol 8 poríódíca (no toD

po) das variáveis x € Rn que lava o sístama (P) om um sistema a coefl

dantes constantes.

- 2 -

(iv) Dizemos enfim que o sistema CL) é un<'..óo~~e.mente M~ln,tÕU~a.me~ 

te utá.vd pa1U1 t ~ S se existem constantes K(S),M(S) > O tais que 
o 

IIX(t,slll s K(S) e-M(S)(t-s) • S s s < t. 

Observamos que para sistemas autônomos e periódicos, estabilidade 

(resp. estabilidade assintótica) implica estabilidade uniforme (resp. es 

tabilidade assintótica uniforme). 

A 

2. SISTEMAS PERIODICOS HOMOGENEOS. 

Consideremos o sistema periódico linear e homogêneo: 

. 
X = A(t) X CP) 

onde x t: R" e A é uma função matricial n x n contínua, T-periódi­

ca e real. Um dos mais expressivos resultados para sistemas periódicos 

homogêneos é dado pelo: 

TEOREMA 1.1 (de Floquet). Toda matriz fundamental de solução X(t) do 

sistema (P) e da forma X(t) = P(t) eQt , onde Q é uma matriz n x n 

(constante) e P uma função matricial n x n, T-periÓdica. 

PROVA. Se X(t) e uma matriz fundamental do sistema (PJ, sendo este 

periódico, X(t+T) também é uma matriz fundamental de CP). logo, exis­

te uma matriz inversível C tal que X(t+T) = X(t) C assim corro uma 

matriz Q tal que e = eQT ([5],[8']). Ponhamos P(t) = X(t) -Qt e • En 

tão, p ( t+ T) X(t+T) 
-Q ( t+ T) 

=- X(t) 
QT -Q(t+T) · = ·xct 1 -Qt .. P(t) = e e e e , 

isto e. p e T-periódica e portanto X(tl ª P(t) Qt 
e • t ;;:: o 

COROLARIO 1.1. Existe uma transformação inversível e periódica (no tem 

po) das variáveis 

cientes constantes. 

Rn 
X l que leva o sistema (P) em um sistema a coefi 



PROVA. Sela X(t) B P(t) o'f' uma matriz fundamental do sistema (P) e

consideremos a transformação dada por x B P(t) y . Então, x(t)

nA(t)x(t) =A(t)P(t) y(t) 8 X(t) nP(t)yCt) +P(t) y(t) . Logo,

P'l(t) (A(t) P(t) - PCt)) y(t) . ;(t) . Como PCt) = X(t) e'Qt , segue

que p(t) u x(t) o'Qt . x(t) o'Qt Q . A(t) x(t) o'Qt . P(t) Q =

BACt) P(t) - P(t) Q oportanto y(t) =Qy(t) .

[EFINIÇAO 1.2. So XCt) á a matriz fundamental de so]uçao do sistema

CP) cam X(0) = Id , chamamos X(T) a ma{/t,éz de montodltom.éa. Os autova

lotes p de X(T) são chamados mctZI,tépZZcado.te.5 ca4acíeiLZó.t.éc0.5 de

CP) e qualquer número X tal que p = B é chamado expoettte ca4ac,te

Jt,&,üeo .

Observadas que os expoentes característicos de (P) não são unívoca

monto determinados mas, os multiplicadores característicos o sao.

A parto real dos expoentes característicos está bem definida e pa

donas escolher os expoentes À corra sendo os autovaloros de Q , onde

Q é uma matriz satisfazendo X(T) B e"/'

PROPOSIÇÃO 1.1. Um número complexo À é um oxpoanto característico do

CP) s0 8 sÓmento se existe uma solução não trivial de (P) da forma

aA'p(t) . com p(t) B p(t+T) .

PROVA. So existe uma solução não trivial de (P) da forma 8A p(t) ,

com p(t) = p(t+T) , pelo Teorema de Floquet existo x. # 0 tal que
eÀt p(t) u PCt) oQtx. . Logo, ol(t+T) p(t+T) - P(t+T) oQ(t.+T) x. e

então. el(t+T) p(t) . P(t) oQ(t+T) x. . Segue daÍ que
p(t) eQtEaQt .eÀT]d] x :p(t) eQCt+T) x - oÀTp(t] oQt x .

o o ' ' o

. eÀ(t+T) p(t). - oÀT eÀt p(t) . 0 . portanto det (BQr - eÀT Id)

B X á um expoente caractorÍstíco de CP)

- 3 -

PROVA. Sej_a X(t) "' P(t) eQt uma matriz fundamental do sistema (PJ e 

consideremos a transformação dada por x ª P(t) y • Então. ;(t) = 

• A(t) x(t) e A(t) P(t) y(t) 8 ;(t) m P(t) y(t) + P(t) y(t) • 

P-1 (t) (A(t) P(t) - P(t)) y(t) ., y(t) • Como P(t) = X(t) e-Qt • 

que P(t) • X(t) e-Qt X(t) e-Qt Q = A(t) X(t) e-Qt - P(t) Q = 

= A(t) P(t) - P(t) Q e portanto y(t) = Q y(t) • 

Logo. 

segue 

DEFINIÇÃO 1.2 . Se X(t) é a matriz fundamental de solução do sistema 

(P) com X(D) = Id. chamamos X(T) a ma.bu.z de monodJwm.út. Os autova 

leres p de X ( T) são ·chamados mt..tU..ipUc.adol(.U c.all.O.dewti.c.o-6 . de 

(P) e qualquer numero À tal que ÀT 
p = e é chamado expoen-te c.aJutcte 

wüc.o. 

Observamos que os expoentes característicos de (PJ nao sao unívoca 

mente determinados mas, os multiplicadores característicos o são. 

A parte real dos expoentes característicos está bem definida e po­

demos escolher os expoentes À como sendo os autovalores de Q. onde 

Q é uma matriz satisfazendo X(T) "' 
QT 

e • 

PROPOSIÇAO 1.1. Um numero complexo À é um expoente característico de 

CP) se e sómente se existe uma solução não trivial de (P) da forma 

• com p(t) = p(t+T) • 

PROVA. Se existe uma solução nao trivial de (P) da forma At e p(t) , 

com p(t) = p(t+T) , pelo Teorema de Floquet existe x "# O tal que 
o 

Ãt Qt . -L . .. ·. Ã(t+T) 
e p(t) = P(t) e x

0 
• ogo. e p(t+T) ª P(t+T) 

então. eÃ(t+T) p(t) = P(t) eQ(t+T) x • Segue daí que 
o 

P(t) eQt [eQt - eÀT Id] x • P(t) eQ(t+T) x - eÀT P(t) 
o o 

Q(t+T) 
8 · ,· X 

8Qt X ., 
o 

o 
e 

• eÀ(t+T) p(t) - eAT eÀt p(t) =O. portanto det (eQT - eAT Id) ::, o 

e À é um expoente característico de (P) • 
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Reciprocamente, se existe À c C tal que det (BQT - aXT Id) . 0,

seja xo # 0 verificando (8QT - aÀT Id) xO B 0 . Podemos escolher a
representação do XCt) , dada polo Teorema da Floquet, do modo que À

Bola um autovalor da Q . Então, eQt x. . eXt x. para todo t e

P(t) oQt Xa ' P(t) xo elt é a solução desejada.

COROLÁRIO 1.2. Existe solução T-poríÓdíca (rBsp. 2T-paríÓdíca) do

tP) sa B sòmente se existe multiplicador característico Igual a +l

(rosp. -l).

TEORES'IA 1.2. (1) O sistema (P) á uniformemente estável se e sÓmento se

os seus multiplicadores característicos têm módulo S l - (a parto real

dos expoentes característicos é g O ) e aquelas que têm módulo igual a

l (parte real dos expoentes características é nula) possuem díví

lementares simples.

Cll) O sístoma CP) é uníformomonte asslntótícamento ostávol se e

sòmente se todos os multiplicadores característicos têm módulo < 1 (to

dos os expoontos característicos têm parte real < 0 ). Neste caso, se

X(t) ã uma matriz fundamental de (P) , existo K > 0 8 a > 0 tala que

jjX(t,s)ll g K e'a(t'9) V t Z 9 . (Para a demonstração. ver [9])

safe e

3. EQUAÇÃO DE HILL

Neste parágrafo estudaremos a Equação do Hall

y(t) + [À + P(t)] y(t) - o (EH)

onda À é um parâmetro (real ou complexo) B p á uma função contínua

T-porlódíca t'eal

Esta equação á oquívalante ao sístoma

- 4 -

Recíprocamente, se existe 
QT H 

À! C tal que det (e - e Id) z O, 

seja x ~ D verificando 
o 

{eQT - eÀT Id) x • O • Podemos escolher a 
o 

representação de X(t) , dada pelo Teorema de Floquet, de rood~ que À 

seja um autovalor de Q Então eQt x • eÀt x para todo t e • , o o 

P(t) eQt x 
o 

= P(t) X 
o 

u 
e é a solução desejada. 

COROLARIO 1.2. Existe solução T-periódica (resp. 2T-periódica) de 

CP) se e sómente se existe multiplicador característico •igual a +1 

(resp. -1). 

TEOREMA 1 •. 2. (I) O sistema (P) é uniformemente estável se e sómente se 

os seus multiplicadores característicos têm módulo s 1 · . (a parte real 

dos expoentes característicos é s O ) e aqueles que têm módulo igaal a 

1 (parte real dos expoentes característicos é nula) possuem divisora e­

lementares simples. 

(II) O sistema (P) é uniformemente assintáticamente estável se e 

sómente se todos os multiplicadores característicos têm módulo < 1 (to 

dos os expoentes característicos têm parte real < O ). Neste caso, se 

X(t) é uma matriz fundamental da CP) , existe K > O e a> D tal que 

-a(t-s) 
IIX(t,s)II s K e , V t ~ s • (Para a demonstração, ver [9]). 

3. EQUAÇAO DE HILL. 

Neste parágrafo estudaremos a Equação de Hill 

y(t) ♦ [À ♦ p(t)] y(t) • o (EH) 

onda À é um parâmetro (real ou complexo) a p e uma função contínua 

T-periódica real. 

Esta equação a equivalente ao sistema 



; . ACt) x [lfo]

onde

...=.*, = ] 8

Sela r yx(t) y2(t) 'l

;:ü) ;,u) J
x(O) , Id

a rnatríz fundamental do solução da equação (f{.)

Os multíplícadoros característicos de CH.) são os autovalores da
matriz X(T) , Isto é, são as raízes da equação ciet (X(T) - À Id) : 0.

Logo, os multiplicadores característicos de CH.) satisfazem a equação

P' ' [yl(T) + y2(T)] P + ] B O

e

O comportamento das saluçõos de (H.) estando vinculado ao parãme'

tro X Ca função p(t) permanecendo fixada), passaremos a indicar as

soluções yl(t) e y2(t) por yl(t.À) Q y2(t,X) respactívamante.

Enuncíarms a seguir um dos mais importantes resultados para a e-

quação de Hi[[ Ccu]a doínonstração encontra-se, por oxemp]o. em [7] 8

[ 19] ) .

TEORES'IA 1.3 (dB LJapunov'Haupt ou das Oscilações). A cada equação da

Hall (f{.) estão associadas duas sequências monótonas crescentes do nú-

meros reais

10 , XI . X2 ' À3

xi , À , À:l . xi

(sl)
CS2)

satlsfazondo as dosígualdados

*. ' *l ' 1; ' x: ' *: « *; ' -.l ' *; '

- 5 -

. 
·,. A(t) X X 

onde 

A(t) .. 
[ +:(t) 

1 l e 
o 

Seja X(t) • [ Y1 (tl y 2 (t) l • (t) y 2 (t) yl 
X(O) ª Id. 

a matriz fundamental de solução da equação CH ) • 
o 

(H l 
o 

Os multiplicadores carac~erísticos de CH) sao os autovalores da 
o 

matriz X(T) • isto é. são as raízes da equaçao det (X(T) - À Id) = O. 

logo. os multiplicadores característicos de (H) satisfazem a equaçao 
o 

O comportamento das soluções de (H) estando vinculado ao parame­
o 

tro À (a função p(t) permanecendo fixada). passaremos a indicar as 

Enunciamos a segµir um dos mais importantes resultados para a e­

quaçao da Hill (cuja demonstração encontra-se, por exemplo, em [7] e 

[ 19]). 

TEOREMA 1.3 (de Ljapunov-Haupt ou das Oscilações). A cada equaçao de 

Hill (H) estão associadas duas sequências monótonas crescentes da nu­
o 

meros reais 

Àº • Àl À2 À3 ... (S1) 

).' 
1 • À2. ).' 

3 • ).' ... (S2) 4 

satisfazendo as desigualdades 

Ão< À' À' < A1 s À
2 

< ' ' s À3 s ). I+ < >-3 s ... 
l 2 



B as ralações llm l/Àn a lím l/Xn ' 0 quando n -» n . Ademaís:

CI) A equação (ffn) tom uma solução T-periódica sa B sÓmanto se

o parâmetro À assume um dos valores da sequência CSI).

(2) A equação CH.) tem uma solução 2T-poríÓdíca se B sòmente sa

o parâmetro À assurnn um dos valores da sequência CS2].

(3) As soluções de (ff.) são estáveis quando À partenca a um
dos intervalos

CÀo'Xi) . (x;.xi) , (xa'l;) . (x;.x3) , ''' (1)

(4) Nos pontos extremos dos Intervalos acima as soluções são.em

geral. instáveis. este sendo sempre o caso para À : XO '

(5) As soluções de (}fo) são estáveis para À : À2n+l au
se e sòmente se

'tS) As soluções da (Ho) são estáveis para X - X2n+l u
s0 8 sómonta se

'lZ) Se l é um número complexo, (fÍo) possuo sempre soluçãesíns
táv8Ís.

(8) Os números Xn da (SI) são as soluções (em 1 ) da equa-

ção yl(T,l) + y2(T,À) : 2 B os números ÀÃ de CS2) são as solu-

ções de yl(T,X) + y2(T.1) : -2

OBSERVAÇÕES:

(1) Os números Xn (Xn) são chamados valores característicos
da primeira (segunda) ordem.

C2) Os intervalos (1) são chamados intervalos de astabílídado

da CH ).0

X B
2n+2 '2n+l

B
2n+l 2n+2

- 6 -

e as relações lim 1/Ã m lim 1/Ã
1 

• O 
n n 

quando n + m. Ademais: 

(1) A equaçao (H) tem uma solução T-periódica se e sómente se 
o 

o parâmetro À assume um dos valores da sequência (S
1
). 

(2) A equação (H ) tem uma solução 2T-periÓdica se e sómente se 
o 

o parâmetro À assume um dos valores da sequência (S
2
). _ 

(3) As soluções de (H) são estáveis quando À pertence a um 
o 

dos intervalos 

(I) 

(4) Nos pontos extremos dos intervalos acima as soluções sao,em 

geral, instáveis, este sendo sempre o caso para Às Ão • 

(5) As soluções de (H o) sao estáveis para À = À 2n+l 
ou À .. 

= À se e sómente se À ., À . 
2n+2 2n+l 2n+2 

<(6) As soluções CH ) estáveis 
1 

de sao para À • À 
o 2n+l 

ou À:: 

.. À' se e sómente se À 1 .. À 1 . 2n+2 2n+ 1 2n+2 

't7l Se À e um numero complexo, (H
0

) possua sempre soluções in2., 

táveis. 

(6) Os numeras Àn de (S1) sao as soluções (em À) da equa-

çao 

çoes de 

OBSERVAÇDES: 

À
1 de n 

são as solu-

(1) Os numeras À (À
1

) sao chamados valores característicos 
n n 

de primeira (segunda) ordem. 

(2) Os intervalos (I) sao chamados intervalos de estabilidade 

de CH l. 
o 



(3) O íntorvalo de instabilidade (-n.ÀO) testa sempre presente B

por isto é chamado ze,ao-.épt,te,tvaZlo de .élu.tab.é.t,idade.

(4) Os íntorvalos de estabilidade nunca desaparecem mas dois delas

podem formar um uníco intervalo (se À2n+l Xãn+2 ou À2n+l

(5) Os intervalos do instabilidade podem desaparecer (com exceção

do zoru-intervalo). Barg [3] ríostrou que ta] fato ocorre sa e sòmente

se a função p é constante.

- 7 -

(3) O intervalo de instabilidade c-~,À 0) está sempre presente e 

por isto é chamado zeJto-bz:t.eA.va.i.o de. .úud.a.bwdade. 

(4) Os intervalos de estabilidade nunca desaparecem mas dois deles 

• 
' 1 1 

podem fonnar um unico intervalo (se Ã2n+l = Ã2n+ 2 ou ~2n+l 2 Ã2n+ 2). 

(5) Os intervalos de instabilidade podem desaparecer (com exceçao 

do zero-intervalo). Borg [3] mostrou que tal fato ocorre se e sómente 

se a função p é constante. 



C A P l T U L O 1 1

S l S T E M A S L l N E A R E S C O N T R O L A D O S

Nasço capítulo estudaremos os vários conceitos de controllabílídade

para sistemas de equaçoes diferenciais llnoares, suas relações B príncl.

país resultados.

1 . CQNTROLABILIDADE SEGUNDO KALMAN

Consíderarms o sistema de equações diferenciais lineares

i : ACt) x + BCt) uCt) CA,B)

t c R ,

x c Rn é o estado do sístoma.

u: l ..p Rm é uma função (o controlo) de'Fínída. mensurável
8 limitada no íntorvalo finito o fechado l c R ,

A(t) c FI (R) 8 B(t) € M tR) .nxn nxm

A 8 B são Funções lmnsuráveis 8 localmente limitadas 8m R.

(HI)

Sabemos que a solução do sistema (A,B) com condição inicial xo

rn tempo t. , á dada por:
rt

x(eito'xoiu) ' xct.to) xo + it X(t.s) Bcs) u(s) ds0

CAPITULO II 

S I S T E M A S L I N E A R E S C O N T R O L A D O S 

Neste capítulo estudaremos os vários conceitos de controlabilidade 

para sistemas de equações diferenciais lineares, suas relações e princ.!_ 

pais resultados. 

1. CONTRDLABILIDAOE SEGUNDO KALMAN. 

onde 

(H1) 

Considererros o sistema de equações diferenciais lineares: 

t E: R , 

Rn 
X E: 

X= A(t) x + B(t) u(t) 

e o estado do sistema, 

(A,B) 

u: I ~ Rm e uma função (o controla) definida. mensurável 

e limitada no intervalo finito e fechado I e R , 

A(t) E: M CR) e B(t) € M CRJ , 
nxn nxm 

A e B sao funções mensuráveis e localmente limitadas em R. 

Sabemos que a solução do sistema (A,B) com condição inicial X o 

no tempo t • e dada por: 
o 

x(tst .x sul a X(t,to) X 
o o o 

♦ f
t 

X(t,s) B(s) u(s) ds 
to 



onde X(t) é uma matriz fundamental do síÉtama homógênoo associado x

Att) x

DEFINIÇÃO 2.1. Dizemos que o e.6.tacão x.l c'Rn é K-cantão.eãve,C nO temPO

to (contro[áve[ segundo Ka]man [15]) se oxíste tl > to finito e um

controlo u . dafínído om [to'tl] , ta] que x(tl;to'xoiu) : 0

É equívoco pensar que a mesma propriedade sela satisfeita para tem

pos diferentes de t. , coínlo mostra Q exemplo abaixo;

EXEMPLO 2.1 Consídererms o sistema (A.B) . com

l-t

0

0

0

[ :
l

BCt)
0

g s g 1 , temos:

t B 1/2 . tl «.,, : (-: ] . .,:

= '::ll=1.111 ':'1 1':' :11':1«
2

x(tlito'xolu)

Portanto. x u 1 : 1 é K-controlável no tempo to : 1/2 . Supon

hanx)s que também sela K-controlável no tampo t. = 2 . Existo então

tl>2 aumcontro]a u: [2.tl] '» Rz ta]que x(tli2.xoiu) B O

Temos:

ds'=-;'
l

+

0
Z

: '':: l .x(tli2.xoiu)

onde X(t) 

• A(t) X • 

- 9 -

e uma matriz fundamental do sistema homogêneo ·associado • ·x · = 

DEFINIÇÃO 2.1. Dizemos que o uta.do X 
o 

e K-conbwlável. no tempo 

t o 
(controlável segundo Kalman [15]) se existe t > t 1 o 

finito .e 

·controle u. definido em x(t1 :t .x ;u) = O • . o o 

um 

E equívoco pensar que a mesma propriedade seja satisfeita para tem­

pos diferentes de t
0 

, como mostra o exemplo abaixo~ 

EXEMPLO 2.1. Consideremos o sistema (A,B) , com 

[ 
o 1 

1 

[1:t : l , t s 1 

A • B(t) = 
o o 

1 
o (t-11 (t-2)] 
o t-1 

Se 
Xº = ( 01 ) , (- □8 ) t

0 
= 1/2, t

1 
= 1 • u(s) = 

. s s s 1 • temos: 

1/2 

1 

• t ~ 1 

e 1/2 s 

Portanto. 
Xº -- ( 0

1 ) K t 1 - 1 t t 1 /2 S e -con ro ave no empo 
O

= • upa~ 

hamos que também seja K-controlável no tempo 

t 1 > 2 e um controle 

Temos: 

t = 2 • Existe então 
o 



. [:]= '':']1:
1=1 . 11' 1"': ::;:1:=i"'l«

Logo, J (a-l)u2(a) ds - O eportanto,J (s-l)(tl-2)u2(s) ds -
rt.fLq

Ü.-a l:'b-l)": ) d; - O . - .b;"d'' C«.i-í-: q" *. «;'

é K-controlável para t. : 2 .

Análogamenta. mostramos que xo n 1 : 1 é K-controlável no tem-

po to ' 2 mas não é K-controlável no tempo to : l

Cs-l)Cs-2)

=:::: ] ':

LJ..l

(:''
-c:l'(..
LA.
t -

DEFINIÇÃO 2.2. Dizemos que o sistema (A,B) é K-compõe,tamelt;Ce coltCao

.Cãvee yto ,tempo t (K-C.C. no tempo tn) se todos os estados x c R''

8ão controláveis no tempo t. . Dizemos que o sistema (A.B) é K-com-

põe;tamept;Ce copa,t40.Cave.C (K-C.C.) se todos os estados x € Rn são con-

troláveis na tempo t. , V t. c R .

TEOREMA 2.1. O conjunto C(t.) dos estados K-conta.oláveís no tempo tn
á um subespaço vetoríal de Rn

PROVA. Sejam xl'x2 c C(to) 8 ;a ( R uma constante. .Por hipótese,

existem valores tl't2 > to é controles ul ' u2 dafínídos nos ínte=

vaias [to'tl] . [to't2] téspecti.vamento, tais qua x(tlito'xl;ul) '

' x(t2lto'x2:u2) ' O ' Adomaís, podemos supor som perda da generalidade

que t? z t. . Sola

ul(t) + au2tt

a u2(t) ,

a : t : tl

tl s t g t2
u(t)

Tactos então :

♦ 

• 

e K-controlável para t o 

- 10 -

(s-1) (s-2)] [ 

s-1 

ds 

= O, · um absurdo. Concluimos que 

= 2 . 

:: 

X o 
nao 

Análogamente, mostramos que X "' ( ~ ) e K-controlável no tem-
o 

po t • 2 mas nao e K-controlável no tempo t = 1 . 
o o 

OEFINIÇAO 2.2. Dizemos que o sistema (A,B) e K-comple,tamente contlto 

ló..vel no tempo t 
o 

(K-C.C. no tempo t ) se todos os estados 
o 

são controláveis no tempo t • Dizemos que o sistema 
o 

(A,B) 

X E: Rn p.t.e.tamente contlw.tâ.vd (K-C.C.) se todos os estados 

troláveis no tempo t ,Vt E:R. 
o o 

e 

n 
X E: R 

K-com-

sao con-

TEOREMA 2 .1. O conjunto C(t ) 
o 

dos estados K-controláveis no tempo t o 

é um subespaço vetorial de Rn • 

PROVA. Sejam x1,~2 E: C(t0 ) e a E: R uma constante. Por hipótese, 

existem valores > t · e controles definidos nos inter 
o 

réspectivemente , tais que 

• x(t 2,t0 ,x2 ,u2 ) = O • Ademais, podemos supor sem perda de generalidade 

que t 2 ~ t 1 • Seja 

Temos então: 



ftz
x(t2lto'xl+ax2lu) ' x(t2't }(xl + ax2) + Jt X(t2's)B(S)u(s) ds

rt.

+ a Jti X(t2's) B(s) u2(9) ds + a JtZ X(t2's) B(9)
I't3

XK:,tP {XÜ,,tJ* . l.'XÜ.,Ünb)". )d;} .
0rt.

+ a Xtt2'to) x2 + a IÍtZ X(t2's) 8(s) u2(s) ds

Xtt2'tl) x(tlit .x.l:ul) + a x(t2)t ,x2iu2)

X(t2'to) xl + a X(t2'to) x2 +
+ '
B' l

t X(t2's} B(s) ul(s) ds +

B

Cs) dsU 3
2

=

0 .B

TEORE14A 2.2. Exista tl{ > t tal que todo x € C(to) admito um con

trote u: [to'tl] + Rm satís.Fazendo x(t:lto'xo;u) '0

PROVA. Como C(tn) é um subespaço vetoríal de Rn . sua dimensão é

k s n . Seja {el'''',ak} uma base do C(to) . Existam tl''''.tk > to

8 controles ul'''',uk tais que x(tlito'aJ;uJ) ' O . J ' l....,k .Seja

t: : max {tJ } J - l,'...k} . So tJ < t: , tomando

t. g t g tJ
t. g t 5 t:

obtems x(tlito'eliuJ) ' o . Logo, oxísto u.l tal qua xct.rito'aJ'ul)'
B 0 . para todo J = 1.'''.k , D portanto existo t; > t. tal que

x(t:lto'xoiu) - 0 , V xo € C(to) . com controle u: [to't:] -» Rm

(t)U
j(t)U B

0 P

TEOREMA 2.3. Dados xo'xl c C(ta] , seja ul:Eto't:] -+ Bm um contra.

lo arbitrário B ponhamos x(t;)to'xl:ul) : y ' Então. existe um contro-

[o uo: [to'tl] -F Rm ta] qu8 x(t:jto'xOiua+ul) '

PROVA. Como xo'xl c C(to) 8 C(to) á subespaço votorial. xo - xl (

C C(tO) I ]Og0 8Xj.9t8 UQ: ttO'tI] ''> Rm taI qUQ XCt:ItO'XO-XIIUO)'0

+ a 

+ 

+ a Jtt2. 

o 

Jt
tl 

o 
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• ax2) • J:2 
X(t2 ,s)a(s)u(s) ds 

t o ftl X(t2,sl B(s) u1(s) ds + 

o t 

+ a Jt
2 

X(t2,s) B(s) u2 (s) ds 

o 

X(t
1

,s)B(s) u
1

Cs) ds} ♦ 

X(t
2
,s) . B(s) u2(s) ds = 

• 

TEOREMA 2.2. Existe t~ > t
0 

tal que todo x
0 

€ C(t
0

) admite um con 

~ Rm * ~ satisfazendo x(t1;t ,x ;u) 
o o 

= o • 

Rn -PROVA. Como C(t ) e um subespaço vetorial de , sua dimensao 
o 

e 

k ~ n • Seja {e1,•••,ek} uma base de C(t
0

) • Existem t 1, ••·,tk > t
0 

e controles u
1
,•••,uk tais que x(tj;t

0
,ej;uj) e O, j = 1,•·•,k .Seja 

t~ = max {tj J j • 1,•·•,k} • Se tj < t~, tomando 

obterros 

• O , para todo j = 1,•••,k, e portanto existe 

* x(t1,t ,x ,u) • O , V x € C(t ) , com controle 
o o o o 

TEOREMA 2.3. Dados 

tal que 

* t 1 > t
0 

tal que 

u: [t
0

,t~J -+ Rm. 

* le arbitrário e ponhamos x(t 11t
0

,x1 ;u1 ) = y • Então, existe um contro-

le u
0

: [t
0

,t~] + Rm tal que x(t~;t
0

,x
0

,u
0

+u1) ª y • 

* x(t
1
;t ,x -x1,u )=O. 

o o o 



12

Torres :

x(t:lto'xoiuo'ul) ' XCtl

xü:.t.)1 '

l xü:. BC,]
0

Bts) uj(s) ds

x. íl XÜ:. B :
0

X(t:.to) xl

0

+

) (xx(t tB
l 0 0 B(s) u.(s) ds +

4' y

x(tlito'xo-xliu )

Exíbíremos a seguir uma r'e]ação antro C(t) 8 C(tn] , para tàtn

LEMA 2.1. Para tà t - C(t) c X(t-t ) C(t )'o ' '''' ''''' 'o' '''o'

PROVA. Sela xl € C(t) . Então. existe um controle u tal que

' x(tl;t,xl;u) , para algum tl > t , ou seja,

u(s) , t g s S t l

0 . t g s < t
0

0

Portanto. C(t) c X(t.t.) C(t.) , V t 2 t

xl
tl

XCt.s) B(s) uCs)
t

tl
X(t .s) B(9) u(s) ds

t o

X(t .t) xa tl XCt .8) B(S) Ue(S) ds
t a .

ds

8 tomando

U

obtemos

0

Então:

X(to't) xl

l f'. \

- 12 -

Terros: 

r1 . * * · u (s) ds x(t
1

1t ,x ;u +u
1

) • X(t
1
,t

0
) X + t X(t 1,s) B(s) 

o o o o o 
+ 

* o (1 * B(s) u
1

(s) ds + XCt1
,s) 

o * 
* I:1 * B(s) u (s) ds • X(t
1
,t

0
) X + X(t

1
,s) 

o o 
+ 

o 

* 

·I:1 o 

+ y 

.. * . x(t
1
;t .x -x

1
1u) 

o o o 
+ y = y 

Exibiremos a seg~ir uma relação entre C(t) e C ( t ) • para t ~ t . 
o o 

LEMA 2.1. Para t ~ t • C(tJ e X(t,t ) C(t ) • 
o o o 

PROVA. Seja x1 € C(t) • Então. existe um controle u tal que O= 

• x(t1:t,x1 ;u) • ·para · algum t 1 
> t , ou seja. 

Então: 

e tomando 

obtemos 

Portanto. 

. - Jttl x
1 

X(t,s) B(s) u(s) ds 

u • (s) 

X(t ,t) X 
o . -I:1 

o 

X(t .s) B(s) u'(s) ds 
o 

C(t) e X(t,t ) C(t) , V t ~ t 
o o o 
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TEOREMA 2.4. Sola t 2 to ' xo c C(to) e y ( C(t) . Então. existe um

controlo u: [to't] '» Rm ta] que xCtlto'xa;u) B y . Uma so]uçãa

x(eito'xo).) com xo í C(to). não podo atingi.r C(t) , qualquer que se
Ja t 2 t0

PROVA. Decorre do Lema 2.1 e do Teorema 2.3

O seguínta resultado encontra-se essoncía]mento em [17]

TEORES'IA 2.5. O sistema (A,8) é K-C.C. no tempo t. se e sòmente se
a matriz simétrica :

"''.,'., , l:' «'..:, .',' ''':, *'".,;, " '"'
é positiva deFInIda para algum t..i > t. , onde B' (resp. X') denota a
transposta da matriz B (resp X).

PROVA. Seja u(t) = - B'(t) X'(to't) W'l(to'tl)

x(tl'to) x + J l x(tl's) B(s) u(s) ds
0

EJtlx(tl's) B(s) B'(9) X'(to's) ds]0

X(tl'to) x

Então

x(tlito'x:u)

X(tl'to)

xül'tJ x 0 . Logo, (A.B) é K-C.C no tempo to

RecÍprocamenta, suponhamos que (A,B) sola K-C.C. no tempo t.

Dado v c Rn . consideremos o controlo u.(t) = - B'(t) X'(t..t) v .com

g t s t+ , onda t: é um dos valores fornecido polo Teorema 2.2.
Então:

+t l
v' [ X(t .s)0

t0 +
l

VB

+,tV'W(t )vlE B(s) 8'(9) X'(t ,s) dsr\
V

X(to's) B(s) uj(s) ds

- 13 -

TEOREMA 2.4. Seja t ~ t • X ( C(t) 
o o o 

e y ~ C(t) • Então, existe um 

controle u: [t .t] ~ Rm tal que x(t1t .x ;u) = y • Uma solução 
o o o 

x(t1t .x ,•l com x t C(t ). não pode atingir C(t) , qualquer que se 
o o o o 

ja t ~ t 
o 

PROVA. Decorre do lema 2.1 e do Teorema 2.3. 

O seguinte resultado encontra-se essencialmente em [17]. 

TEOREMA 2.5. O sistema 

a matriz simétrica: 

(A,B) e K-C.C. no tempo t o 
se e sómente se 

= Jt1 
X(t ,s) B(s) B'(s) x'(t ,s) ds 

t o o 
o 

(W) 

é positiva definida para algum t
1 

> t
0 

• onde s' (resp. x') denota a 

transposta da matriz B (resp X). 

PROVA. Seja 

• = o • Logo. (A.B) e K-c.c. no tempo t • o 

Recíprocamente, supànharros que (A,B) seja K-C.C. no tempo t 
o 

Dado v l Rn, consideremos o controle u1Ct) = - s'(t) X
1
(t

0
.t) v ,com 

t
0 

s t s t~, onde 

Então: 

t* é um dos valores fornecido pelo Teorema 2.2. 
1 

.. v' X(t ,s) B(s) B1 (s) X'(t ,s) ds] v • 
o o 

Itt~ m -v' X(t
0

,s) B(s) u
1

(s) ds 

o 
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.+
f'l
l (B'(e) X'(to't) v) ul(s) d8
J ...

q'0

+

-t

l
(s) (s ) dsU BUB

l l
ta

+t l 2
(s )ll dsU U l

t

Por outro lado. como (A.B) á K-C.C. no tempo t. , existe um

controle u tal que
+t
l

X(t .s)V B
0

t0

t l
[ X(t .s)B

0
t 0

B(s) u(s) ds

Temos:

llvll2 : v'.v B(s) u(s) ds ] vl

.+
ftl
l u'(s)'B'(s) X'(to's) v ds

J 1... '
'D

+t l
Cs) dsu'(s) u=

l
t0

Logo. se v'W(to'tl)v ' O . ul(t) ' 0 quase sempre em [to'tl] e

portanto, v u 0 . OaÍ rosulta que W(t.,t:) é positiva definida.

2. CONTROLABILIDADE EM UM INTERVALO FIXADA

Fixado o ínterva]o [t..t4] , seja U o conjunto de todas as fun

çÕos mansurávoís B ]íM.todas u: [t..tl] -+ Rm .

DEFIN[ÇA0 2.3. Dizemos qua o sistema (A.B) é colLt]to.eãvee em [t.,t4]

se para todo v.w c Rn . existo uv,w c U tal que x(tllto'viuv.w) ' w.

A definição acima nos dlz qua fixados os tampos Ini.cial 8 final .

não Importando os valores da solução nessas. ínstantos. existo um conta'p

- 14 -

t* 

• - J 
1 

(B'(s) x'(t
0
,t) v) u1 (s) ds 

to 

• 

Por outro lado, como 

controle u tal que 

V • 

Temos: 

(A,B) 

-e 
o 

e K-C.C. no tempo 

X(t ,s) B(s) u(s) ds 
o 

• 

t • existe o 

2 llvll = • V •v B(s) u(s) ds) v 2 

= -r u • (s) 8 • (s) x' (t ,s) V ds = o 
to 

um 

Logo, . * se v W(t
0
,t1)v =O. u

1
(t) = o * quase sempre em [t

0
,t1J e 

portanto, O • Daí resulta que * V • W(t
0
,t

1
) é positiva definida. 

2. CONTROLABILIDADE EM UM INTERVALO FIXADO. 

Fixado o intervalo [t
0
,t

1
] , seja U o conjunto de todas as fun­

çoes mensuráveis e limitadas u: [t
0
,t

1
] ~ Rm. 

DEFINIÇAO 2.3. Dizemos que o sistema (A.B) e contlto.t.á.ve.1. em [t
0
,t

1
J 

se para todo v,w ( R", existe u ~ U tal que v,w x(t
1

Jt ,VJU ) = W. o v,w 

A definição acima nos diz que fixados os tempo·s inicial e final • 

nao importando os valores da solução nesses_ instantes, existe um contra 
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la u c U que leva a solução do ponto

w . no Instante t. .

no instante t. , ao ponto

TEOREMA 2.6. são equlyalentes:

PROVA. (1) ==> (2). Basta tomarmos w B O na daFíníção 2.3.

(2) ==> CI). Suponhamos que para todo V € Rn . eXISte Uv

tal que xCtl;to'viuv) : O . Dado w ( Rn , sela v B v - X(to'tl)

Por hípótesa, exista uVe € U tal que x(tllto'v'luva) : 0 8 portan
to

x(tl;to'v'luv') XCtl'to) XCtl's)BCs)uv'(s)ds

' X(tl'to) X(tl'to) X(to'tl) X(tl's)8(s)uv'(s)ds

rt.1 1

l X(tl's) B(s) uv'(s) ds
Jt 0

Logo. tomando u w ' uVP , obtemos x(tlito'xOiuV.W)

CI) ==> C3) Basta tomarmos v B O na dafíníção 2.3

t3) ==> (1) Suponhamos que para todo w € Rn , oxísta uw € U tal

que x(tl:tO'Oiuw) B w . Dada v c Rn . sala w' B w - X(tl'tO) v . Como

por hlpótesa. oxlste uWP c U tal que xCtlitO'OiuW') ' w' , segue que

ft4

w' ' X(tl'to) 0 + l X(tl's)BCs)uw'(s)ds
ta

xhl ' t. )

X(tl'to) v

c l ) (À,B) é controlável 8m [t..tl] ,
[2) V v € Rn , 3 u c UV   x(tllto'vluv)
(3) V w c Rn , 3 u € U

W   x(tl ; to '0 : uw]

- 15 -

le u € U que leva a solução do ponto v. no instante 

w, no instante t 1 

TEOREMA 2.6. são equi'(alentes: 

( 1) (A,B) e controlável em [to.t1] J 

( 2} V V € R" 3 u € u . X(t
1

1t ,VJU ) .. o J • . 
V O V 

( 3) V w € Rn 3 u € u x(t 1;t ,O;u } = w 
w o w 

t • ao ponto 
o 

PROVA. (1) ==> (2). Basta tomarmos w • O na definição 2.3. 

( 2} --> ( 1 ) S h t d v ,,. Rn • existe -- • upon amos que para o o ~ 

tal que x(t 1;t .v;u) = O • Dado Rn • j w € se a 
O V 

Por hipótese, existe 

to: 

u , € U tal que 
V 

x(t
1
;t .v' ,u , ) = O 

O V 

u € u 
V 

e portan-

o • x(t
1
;t ,v';u,) 

O V 
= ♦ 

J
tt1 X(t1,s}B(s)uv,(s)ds = 

o 

Jt

t1 

X(t1
,s)B(s)uv,(s)ds Q 

o 

• xct,,tol v - w + Jt, xct,,s1 B(s) "v'(s) ds 

to 

Logo, tomando u = u , , obtemos 
v.w V 

X ( t
1 

J t , X J U ) • W • 
o o v.w 

(1) ==> (3) Basta tomarmos v • O na definição 2.3. 

( 3) ==> ( 1) Suponhamos que para todo n w € R • existe 

que x(t1
;t ,o,u) • w. Dado 

o w Rn 
V € • seja w' = w -

u € u 
w 

tal 

Como 

por hipótese, existe u , € U- tal que x(t
1

1t ,01u ,) ~ w' , segue que 
w o w 

J
tt1 w - X(t1 .t

0
) v • w' • X(t 1.t

0
) O + X(t

1
.s)B(s}uw,(s}ds , 

o 
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Portanto, x(tlito'xoluw') ' w .

Utilizando B notação do teorema 2.2 , tomos Q seguínto rosultada

TEORES'lA 2.7. São oquívalontos

(1) (A.B) é K-C.C. no tempo t. l

(2) (A.B) ã contro]áve] om [to'ti]

PROVA. (1) ==> (2). So CCt.) B Rn , então para toda x c Rn . oxís

te um controle u tal que x(t:lt..xiu) = 0 . Pelo teorema anteri.or.

CA.8) é cont-u]áve] em [t.,t.]

C2) ==> (1). Sa (A.B) é contro]áve] em [t..t:] então. poço

teorema:2.6, para todo v c Rn existe um controla u.. ( U tal que

x(tllto'vjuv) - O . Logo, todo v € Rn é controlável no tempo to '
isto é, C(t.) = R'' . Portanto, (A.B) é K-C.C. no tempo t. .

DEFINIÇÃO 2.4. Oízemos que (A,B) é cantão.tãveZ s8 para todo t.

existo tl > to finito ta] que (A.B) é contra]áve] em [to'tl]

TEC)REMA 2.8. São aquívalantas

(1) (A.B) é controlávol}

t2) (A.B) é K-C.C. .

PROVA. (A,B) á K-C.C. <===> (A,B) á K-C.C. notempo t. , Vt' o ' o

<a==> CA,B) é contro]áva] 8m [tO't:] . VtO <===> (A.B) é contou.

lával.

DEFINIÇÃO 2.5. Dlzomos que (A.B) á .{o.tatmert,te can,t40ZãvaZ s8 pa

ra todo to ' o sístoma (A.B) é conta'o]áva] no ínterva]o [to'tl]

qualquer que sola tl > to

Portanto. x(t
1
;t ,X JU ,) • W • o o w 

- 16 -

Utilizando a notação do teorema 2.2. temos o seguinte resultado: 

TEOREMA 2.7. São equivalentes: 

(1) 

(2) 

(A,B) 

(A,B) 

e 

e 

K-c.c. no tempo 

controlável em 

PROVA. (1) ==> (2) . Se C(t ) e Rn. então para todo x € Rn, exis­
o 

te um controle u tal que x(t*1Jt ,XJUl = O • Pelo teorema anterior, 
O · 

(A,B) e controlável em 

(2) ==> (1). Se (A,B) e controlável em então. pelo 

teorema '2.6, para todo v € Rn existe um controle u € u 
V 

tal que 

x(t
1
,t ,v;u) = O • 

O V 
Logo, todo Rn 

V € é controlável no tempo t , 
o 

isto é. C(t ) • Rn • Portanto, (A,Bl 
o 

DEFINIÇÃO 2. 4 • Dizemos que (A,B) 

e K-c.c. no tempo t o 

e c.ontlt..ol..âvel se para todo t o 

existe t
1 

> t
0 

finito tal que (A,B) é controlável em [t
0
,t

1
] • 

TEOREMA 2.8. São equivalentes: 

( 1) (A. B) e controlável J 

(21 CA,Bl e K-c.c •• 

PROVA. 

<===> 
lável. 

(A,B) 

(A,B) 

e K-c.c. <===> 

é controlável em 

(A,B) e K-c.c. no tempo t , V t 
o o 

<===> (A,B) e contra 

DEFINIÇÃO 2.5. Dizemos que (A,Bl e .:to.talmen:te con:tJtotâvel se pa­

ra todo t
0

, o sistema (A,B) é controlável no intervalo [t
0
,t

1
] , 

qualquer que seja t
1 

> t
0 

• 
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A seguir. daínlos um critério para 8 cantro]abí],ídada do sistema

[A,B) . Lembramos que.

W(to'tl) B(s) 8'(9) X'(t .s) ds

á uma matriz simétrica positiva semí-dafínída.

TEOREMA 2.9. são equivalentes

(1 )

[2)

(3)

CA.B) é contro]áve] om [t.,t4] i

det W(to'tl) # 0 l

V v € Rn . v # 0 , mtscCto'tl] :.B'(s) X'(to's) v # 0) > 0 l

as colunas do 8'(s) X'(t.,s) . como funções no Intervala

[tn'tl] , são ]]nearmento independentes sabre as constantes.

PROVA. CI) <===> (2). Polo teorema 2.6 8 pela demonstração do tenro

ma 2.5. deduzi.mos que (A,B) é contro]ávo] no ínterva]o [to'tl] se

B sómento se W(to'tl) é positiva definida. Corno. W(to'tl) é semí-da

tímida positiva. det W(t ,tl) # 0 equivale à matriz W(to'tl) sei' po
sítíva definida.

(1) <===> (3). Dada v € Rn ,

F'4

v'W(to'tl) v ' l llB'(s) X'(to's) vll'ds 2 0

esta integral sendo nula s8 6 sÓmonto se H B'(s) X'(t..s) vll BO

q.s. emEto'tl] . isto á. see sómonte se B'(s) X'Cto's) v :0

q.s. em [to'tl] .

Suponhamos que (A.B) á contro]áve] no íntorva]o [to'tl] . En-

tão. v'W(to'tl) v # 0 para todo v # 0 B portanto.

to
2

- 17 -

A seguir, damos um critério para a controlabilidade do sistema 

(A,B) • Lembramos que 

.. X(t ,s) B(s) B 1 (s) X' (t ,s) ds 
o o 

é uma matriz simétrica positiva semi-definida. 

TEOREMA 2.9. são equivalentes: 

(1) (A,B) é controlável em [t
0
,t1J J 

(2) det W(t
0
,t1 ) ~ O J 

(3) V v € Rn. v ~O, m{sE: [t
0
,t

1
] : . B'(s) X'(t

0
,s) v ~O}> O J 

(4) as colunas de B'(s) X'(t ,s), corno funções no intervalo 
o 

[t
0
,t1J • sao linearmente independentes sÔbre es constantes. 

PROVA. (1) <===> (2). Pelo teorema 2.6 e pela demonstração do teore­

ma 2.5, deduzimos que (A,B) é controlável no intervalo [t
0
,t1J se 

e sómente se W(t
0
,t1 ) é positiva definida. Como _ W(t

0
,t1 ) e semi-da 

finida positiva, det W(t
0
,t1 ) ~ O equivale à matriz W(t

0
,t

1
) ser p~ 

sitiva definida. 

(1) <===> (3). Dado v E: Rn, 

J
t1 

t IIB'(s) 

o 

esta integral sendo nula se e sómente se 

q.s. em [t
0
,t1J • isto é, se e sómente se 

q.s. em [t
0
,t1J • 

X' ( t , s) vll2 
ds 

o 
o 

2 
R B ' ( s ) X ' ( t , s ) vil • O 

o 

Suponhamos que (A,B) é controlável no intervalo [t
0
,t1J • En­

tão, v'W(t
0
,t1l v ~ O para todo v ~ O e portanto, 
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m[s ' [t..tl] B'(9) X'(t .s) v # 0} > 0

Recíprocamenta, se a condição (3) ostá varífícada, a integral a

cima será ostrítamonta .positiva 8 portanto W(t.,tl ) será positiva da

fínídai logo, (A,B) será controlável.

(3) <===> (4). Imediato.

COROLÁRIO 2.1. são oquívalontes

(1 )

C2)

[3)

(A,B) é controlável;

V to ' 3 tl > to finito tal que dat W(ta'tl) # Oji

V t . 3 tl > to finito tal que

m[scEto'tl] : B'(s) X'(to's) v # O} > 0

para toda v c Rn . v # O .

V t , 3 tl > to finito tal que as colunas do B'(s)X'(tola)

são índapendentas em [to'tl] (no sentido de (4), Teorema 2.9)

(4)

fledíanto modificações imediatas, o teorema 2.9 também é válido pg.

ra a controlabílídade total (dosdo que a8 condições gelam satisfeitas

para todo to B todo tl > to finito).

Indicamos abaixo um esquema da ínterdepondâncía entre as várias

íedades. do sistema (A,B) . até agora estudadas:proPr

Totalmento controlável

l
Controlável

J
Contro[áva[ em [to'tl]

J

+--> K-c .c .

«---» K-C.C. no tampo t.

- 18 -

Recíprocamente, se a condição (3) está verificada, a integral a­

cima será estritamente -positiva e portanto W(t
0
,t1

) será positiva de­

finida1 logo, (A,B} será controlável. 

(3) <===> (4). Imediato. 

COROLARIO 2.1. São equivalentes: 

(1) (A,B) e controlável; 

(2) V t • 3 t1 > t finito tal que det W(t
0
,t

1
) ~ O;; 

o o 

(3) V t , 3 t1 > t finito tal que 
o o 

m{se [t
0
,t1J . B' (s} x' (t ,s) V~ O}> 0 . 

o 

para todo V€ Rn • V ;t o • 

(4) V t • 3 t 1 > t
0 

finito tal que as colunas de 8 1 (s)X'(t ,s) 
o o · 

sao independentes em [t ,t
1

J. 
o 

(no sentido de (4), Teorema 2.9). 

Mediante modificações imediatas, o teorema 2.9 também é válido pa 

ra a controlabilidade total (desde que as condições sejam satisfeitas 

para todo t 
o 

e todo finito). 

Indicamos abaixo um esquema da· interdependência entre as várias 

propriedades, do sistema (A,8) , atj agora estudadasi 

Totalmente controlável 

Controlável K-c.c. 

K-c.c. no tempo t
0 
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V xo .c Rn é K-controlável no tempo to

J

As implicações omítídas no esquema não são vordadeíras. como mos

tratemos a seguir

EXEl-lPL0 2.2. Consideremos novamonta o sistema

Plo 2.1 . Corra

(A,B) definido no exem

l.l.. :
0

X'(t .s)
Q

l-s 0
s g l

s l

B'(s) X'(t ,s)0

0 0

0

(s-l)(t -s)0

(vl'v2)'c R2. Então

((l-S) vl'Q)' . 9 s

(0.(s-])[(t -s)VI ' v,])', s 2
B'(9) X'(t .8)0

Portanto. B'(s)X'(t..s)va0 seesÓmontase (s l ou v, BO)
e ( S B 't 0U (t -S)V. + V. ) B 0 ) .

Se [c (to'tl) . então m]s([to'tl] : B'(8) X'(to's) v #0} > 0

todo v # 0 l logo, (A.B) é conta'olávol.

Se (A.B) é controlável então é claro qua l ( (to'tl) . Portanto.

[A.B) é contru]áva] em [to'tl] s8 8 sómonte se ] c (to'tl)
Obsorvarms que o sistema (A.B) não é controlável, pois não 8 con

- 19 -

J 
V Rn é K-controlável no tempo t

0 XO .E: 

As implicações omitidas no esquema nao sao verdadeiras. como mos­

traremos a seguir. 

EXEMPLO 2.2. Consideremos novamente o sistema (A.B) definido no exem 

plo 2 .1 • Como 

x'Ct.s) • [

1 0

1
] 

o t -s 
o 

temos: 

[ 
1-s o l • s s 1 
o o 

B'(s) X'(t .s) = 
o 

[ 
o 

.:J • s ~ 1 
(s-1)(t -s) 

o 

Seja v • (v 1.v2) 't: R2. Entãc,: 

((1-s) v
1
.o)' • s ~ 1 

B'(s) X'(t .s) V = 
o { (o. Cs-1 H Ct -s)v1 + v2J)'. s ~ 1 

Portanto. s'Csl x'Ct .s) v • o se e sómente se ( s ., 1 ou V = 0 ) 
o l 

e ( s • 1 ou (t
0
-s)v1 + v2 

) .. o ) . 
Se 1 E: (t

0
.t

1
) • então m{sE: [t

0
.t

1
J : B

1
(s) X1 (t .s) V~ O}> O 

o 

para todo v ~ O J logo. (A.B) é controlável. 

Se (A.B) é controlável então é claro que 1 t (t
0
.t1) • Portanto. 

(A.B) e controlável em [t
0
.t

1
] se e sómente se 1 E: (t

0
.t1 ) • 

Observamos que o sistema (A.B) não é controlável. pois não é con 
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trolávo[ no ]nterva]o [[+c,T] , c > 0 . Com maior razão. CA,B) não á

totalmente controlável

]

Pelo teorema 2.9, podemos docídír sobro a controlabílídade ou não

de um sistema de equações diferenciais lineares, através da matriz fun

damontal de solução do sistema homagênea associado. Como a determina-

ção desta matriz nem sempre 8 camada, o critério dado nao é dos melho-

res do ponto de vista prático. Sí]vervnan e f]eadows ([20]) obtiveram um

critério que não exige o conhocímanto da matriz fundamental, embora se

Ja mais restritiva, uma vez que as hipóteses utilizadas são bem mais

fartos. Adanaís, o critério por eles obtido não á equivalente à centro

labllídada. Examinámos, a seguir. testa crí(ária.

Sejam A(t) c MnxnCR) e B(t) ( Mnxm(R) funções matriciais
contínuas com derivadas contJlnuas de ordens menores ou Iguais a n - 2

B n - l respoctlvamento, B ponhamos:

p (t) : nct) .0 Pk+l(t) ' ACt) Pk(t) + Pk(t)
B

0 g k g n-2 ,

Qc(t) : [ Po(t) } PI(t) l ''. ; P .l(t)

Obsarvatms que 8 função matricial Qc toma valores em MnxnmCR)

TEOREMA 2.10 CSílverTnan-Moadows). Se Q.(t) tem posto n para algum

t € [to'tl] , então o sistema (A.B) é contro]áve] em [to'tl]

Ampliando um pouco a definição 2.5, diremos que (A,B) é fatal

monta controlável no íntarvalo l se a condição do controlabílidade

fÕr satísfolta para todo to'tl € 1 , tl > to '

TEOREMA 2.11 CSllverman-Moadows). O sístama (A.B) é totalmente con

tro[ávo[ no ]ntarva]o ] B [t..t.] se 8 sómante sa o posto da Q.(t)
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trolável no intervalo [1+t,y] , t > O • Com maior razao, (A,8) nao e 

totalmente controlável. 

Pelo teorema 2.9, podemos decidir sôbre a controlabilidade ou nao 

de um sistema de equações diferenciais lineares, através da matriz fun 

damental de solução do sistema homogênea associado. Como a determina­

çao desta matriz nem sempre é cômoda, o critério dada não é dos melho­

res do ponto de vista prático. Silvennan e Meadows ([20]) obtiveram um 

critério que não exige o conhecimento da matriz fundamental, embora se 

jamais restritivo, uma vez que as hipóteses utilizadas são bem mais 

fortes. Ademais, o critério por eles obtido não é equivalente à contra 

labilidade, Examinamos, a seguir, este critério. 

Sejam AC t) € M CR) 
nxn e B ( t) € M CR l 

nxm funções matriciais 

contínuas com derivadas contínuas de ordens menores ou iguais a n - 2 

8 n - 1 respectivamente, e ponhamos: 

. 
P (t) .. B(t) , 

o 
. - A(t) Pk(t) + Pk(t) , Os k s n-2, 

Observarros que a função matricial 

TEOREMA 2.10 (Silverman-Meadows). 

Q toma valores em 
e 

M CR) 
nxnm 

Se Q (t) tem posto n para algum 
e 

Ampliando um pouco a definição 2.5, diremos que (A,8) é total ­

mente controlável no intervalo I se a condição de controlabilidade 

TEOREMA 2.11 (Silverman-Meadows). O sistema (A,8) é totalmente con 

trolável no intervalo se e sómente se o posto de Q (t) 
e 
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atinge o va].or íMxírTn n 8m qualquer subíntorvalo da l

3. CONTROLABILIDA[E ASSINTOTICA

Neste parágrafo vamos estudar a controlabílldada da sistema (A,B)

8m intervalos do tipo [t..n) , t. c R . 8 suporamos que A 8 B são

funções matriciais mensuráveis B localmonto limitadas.

Indlquernns por U+ o conjunto de todas as funções mensurávoís B

localmente limitadas, definidas 8m intervalos da forma [t..n) . t. €

€ R , 8 tomando valores em Rm .

DEFINICA0 2.6. Dlzernos que (A,B) é ['t.n)-COltt40,eQVC,t fa Ze,40) $8

para todo x c Rn . existe u.r X c U+ . uT X: ['t.') 'F Rm , ta] que

lím x(t3't.xiu. .) = 0 , quando t -+ ® .
l

TEOREMA 2.12. Fixado o va].or t € R , o sistema (A.B) á ['t,m)-con-

trólával s0 8 sòmente se existe uma função matricial real mensurável 8

localmente limitada 4,.r : ['t,-) -F .Mmxn(R) ta] que

lím x(t)'t.xi+.x) = O
t->n '

PROVA. Suponhamos que (A.B) é ['t.n)-coRtFo]áve] e seja B B {84'.'

'.8n} 8 base canónica de Rn . Existem então controles u .e4 ' uJ €

c U+ tais que lím x(tJt,Bqlu4) H 0 . t -+n . para todo j a l.....n
Tomando para 41.r(t) a matriz cuja j-ásíma coluna ã o votar u4(t)

lsjsn . rosultaparacada xn3xleJcRn

X(t.t) x + l X(t,s) B(s) +.(s)x ds

n .
â xJ x(t.'r) oJ ' Jt x(t,') B(9) ( } xJ "Jb)) d:

=
T

x(tlx.xi+.x)
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atinge o valor máxirro n em qualquer subintervalo de I • 

3. CONTROLABILIDADE ASSINTÓTICA. 

Neste parágrafo vamos estudar a controlabilidade do sistema (A,B) 

em intervalos do tipo [t ,ao) , t € R, e suporemos que A e 
o o 

B sao 

funções matriciais mensuráveis e localmente limitadas. 

Indiquemos por U~ o conjunto de todas as funções mensuráveis e 

localmente limitadas, definidas em intervalos da forma 

€ R, e tomando valores em Rm • 

[t ,ao) , t E: 
o o 

OEFINICÃO 2.6. Oizerros que (A,B) e [T,ao)-convc..olâvel (a zvw) se 

para todo Rn 
X E: existe u 

T,X 
E: u* • u 

T,X 
-+ Rm, tal que 

lim x(t;T,x;u ) =O. quando t-+- ao. 
T,X 

TEOREMA 2.12. Fixado o valor TE: R , o sistema (A,B) e [T,ao)-con­

trólável se e sómente se existe uma Tunção matricial real mensurável e 

localmente limitada ♦ : [T,ao) -+- .M (R) 
T mxn 

tal que 

lim x(tJT,XJ ♦ x) = O 
t-+«> T 

PROVA. Suponhamos que (A,B) e [T,•)-controlável e seja 

••,e} a base canónica de Rn • Existem então controles u n uj E: 
n T,ej 

E: U* tais que lim x(t;T,BjJuj) = O • t-+ ao, para todo j = 1, ••• ,n. 

Tornando para ♦T(t) a matriz cuja j-ésima coluna é o vetor uj(t) , 

1 ~ j s n , resulta para cada X • 

J
t 

x(t1T,XJ ♦ x) = X(t,T) x + X(t,s) B(s) ♦ (s)x ds • 
T T ,. 

+ • 
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rt

*. ( xü.*' '. l XK.ü 'ü) -.cü " )

} *. *''':''J'".'
Como lím x(tl't,elluJ) B 0 , segue qua !íh x(tl't,xi+.tx) e 0 quando
t + n

A tncíproca á Imodíata pois basta tomar. para cada x c Rn , o con

trote u ' +.x

Observemos agora que

ft
X(t.'t) x + l X(t,S) B(S) +.rCS)x d

rt
( x(t.'t) . l Xtt.s) B(9) + (s) ds) xf q'

T,n)-controlabílldad8 equivale à condição:

rt

llm ( X(t,'r) + l X(t.s) BCs) +.tCs) ds

LEMA 2.2. Se (A,B) é ['t.n)-contFo]ávB] então (A,B) ã

trulávol. para qualquer 't' < 't

PROVA. Sela 'te 5 .r e defínamo

X( t . 't

+,.b)

S

T

[portanto a8

l
[.t ,-) co.2

3

l
) S8

S8

rt

X(t.'r') + l X(t,s) B(s) +t'(a) ds

rt

( X(t.T) + l X(t.s) B(8) +.rCs) ds) XCt.'t')# +'

T...,s
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• 

A recíproca e imediata pois basta tomar, para cada x ~ R", o con 

trole 

Ooservemos agora que 

X ( t, T) X + J t X ( t, s) B ( s) ♦-T ( s) X ds .. 
T 

• { X(t,T) f
t 

+ X(t,s) B(s) ♦ (s) ds) x 
T ,. 

e portanto a [T,•)-controlabilidade equivale a condição: 

LEMA 2.2. Se 

lim { X(t,T) 
t-+eo 

+ ft X(t,s) B(s) ~T(s) ds ) • O ,. 

(A,B) [T,•)-controlável então (A, B ) e [ T ' , .., ) - co n 

trolável, para qualquer t 
T < T • 

PROVA. Seja • ~ T e definamos T 

{ ♦,(s) X(-r,T') se S <!.' T , 
♦T,(s) • 

o • se S < T • 

Temos: 

X(t,T') ♦ e X(t,s) B(sl +,. • (s) ds • 

• ( X(t,T) + r X(t,s) B(s) ♦ (s) ds) X(T,T'). 
T 

T 
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Como o li.mito do târTm à direita é 28ro para t + n . segue que o mesmo

odor'r8 para o têrrn à osquorda. Portanto. o sístoma (A,B) á ['t'.n)-

-controlável para qualquer 'r' <

A seguir. damos um exemplo mostrando que a ['t.n]-contFQ]abí]]dâdQ

pode depender da 'r

EXEI'lPL0 2.3. Consideremos a equação

Í u(t)
8 lx ' \

1 0\

t < o

t 2 0

Se 't < O . tomanns

+T(S)
l/t

0 9 f [r.0]

B portanto

fo

límx(tir.x)+.rx) : llm ( x + l.r (x/'r)ds

ou soja, o processo é [.t.n)-coRtFo]ávo] para 't < O . So

+"nr\

Bn

llm x(tl'r,xiu) = lím x(ti't,xlO)
t-b-t-»

é [.[,n]-CORtFO]áVO] P >ara T

LEf'n2.3. So (A.B) á contro]ávo] em [t .tl] então (A,B) é

[t.,n)-contro]áv81

PROVA. Por hipótese. para todo x ( Rn . existo U: [tn'tl] -> Rm

rmnsurávol B limitada. tal qua x(tl:to'xlu) B 0
Soja:
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Como o limite do têrrro à direita é zero para t +•,segue que o mesmo 

ocorre para o têrmo à esquerda. Portanto. o sistema (A,B) e [T',~)­

-controlável para qualquer T' < T • 

A seguir, damos um exemplo mostrando que a [T,~)-controlabilidade 

pode depender de T. 

EXEMPLO 2.3. Consideremos a 

• 
X 

Se T < O • tomamos 

t (s) 
T 

e portanto 

equaçao 

{ :ltl • 
• 

,, 

{ 1/T 
= 

o • 

.. Um ( x + 
t ...... 

t < o • 

t ~ o • 

T S s s o • 

S (. [T,0] • 

J
o 

(x/T)ds ) 
T 

.. o 

ou seja. o processo e [T.~)-controlável para T < O • Se T >O. en­

tão 

lim x(t1T,x;u) = lim x(t1T,x;O) • x 
t-hl> t-♦oo 

e o processo nao e [T,~)-controlável para T > O • 

LEMA 2.3. Se (A,B) e controlável em (t
0
.t1J então (A,B) e 

[t ,•)-controlável. o 

PROVA. Por hipótese. para todo x ~ Rº , existe u: [t
0
,t1] + Rm • 

mensurável e limitada. tal que x(t
1 Jt

0
.x1u) "'O 

Seja: 
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u'(t) u(t) . se t g to g tl

0 . se tl < t

Então, u' ( U+ a

rt

[[m xttlto'xiu') B ]ím [X(t,to)x + J X(t.s) B(s) u'(s) ds ]

at

[ím [x(t.tl) x(tl'ti) x + .l-i x(t,tl) X(tl's) BCs) u(s) ds]
0

lím X(t.tl) x(tl:to'xiu)

Portanto, (A.B} á [t ,n)-CORtFO]áV81

Corno a ['r.n)-contro]8bí]ídadQ pode doponder da

saguínto dofíníção:

faz sentido a

OEFINIÇA0 2.7. Oi.demos que o si.stema (A.B) á n-cor,t40.CãvcZ (a ze,40)

se para todo 't c R 8 x c Rn . exj.sta u. .. c U+ tal que

lím x(tl't,xlu. .) u O ou.de forvna equivalente. se para todo r cR
t-» ' ' 'r.x

existo una função matricía] +.t: ['r,e') + ]i]mxR(R) , mensurávo]. B ].oca]

monte limitada, tal que lím x(tl't,xi+.x) a 0 . V x c R''
t-pool

P

TEOREMA 2.13. Se A 8 B são matrizes constantes, [.t.n)-contro]abí]í

dada 8 n-contFQIBbílídadB são equívalontas.

PROVA. Sola +,.(s) 't') . com 't. r' Temos

B(t-'rp)A .p Jt (t-s)AB+ .(s) ds n Btt+('rp

lt+V-'t' t+(r-t')-rlA 8 +.l(r) dr
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{ u(t) • se t s t :S t1 • 
u' (t) o • 

o • se t1 < t . 

Então. ' u E: u* e 

lim x(t,t ,x,u'J ~ lim [X(t,t )x ♦ ftt X(t,s) B(s) u'(s) ds] s 

t..... o t-+<» o 

Portanto, (A,B) e [t ,•) - controlável. o 

o 

Como a [T,•)-controlabilidade pode depender de T • faz sentido a 

seguinte definição: 

DEFINIÇAO 2.7. Dizemos que o sistema (A,B) e •-c.on,tJwlavel. (4 zeJW) 

se para todo T E: R e x € Rn. existe u 
T,X 

€ u* tal que 

lim x{t1T,x1u ) • O ou,de forma equivalente, se para todo 
t-♦00 · T,X 

T € R 

existe uma função matricial ♦: [T,•) + M (R) , mensurável e local 
T mxn 

mente limitada, tal que n lim x(tJT,XJ ♦ x) • O, V x € R • 
t-+<io T 

TEOREMA 2.13. Se A e B sao matrizes constantes, [T,•l-controlabil,!. 

dada e •-controlabilidade sao equivalentes. 

PROVA. Seja 

e(t- s)A B ♦ ,(s) ds 
T 

♦ 
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Portanto, (A.B) é n-controlável 9B B sòmente 9e existe uma -Função ma

trlcía1 +: [0,-) '> H xn(R) ta] que

lím ( otA 4. I' e(t-e)A B .ICs) de )
t-+e. J 't-+nJ
' 0

Lera 2 .4 Se (A.B) é controlável, então (A.B) á n-controlável.

PROVA. Análoga à demonstração do lama 2.3

Esquema representativo das relações entro as vát'ías

dofínições dadas para o sistema (A,B)

conta.olival

J

Contro[áve[ 8m [to'tl]

n-CORtFOláV81

+

[t .n)-CQRtFO]áV810

4. CONTROLA81LIDADE UNIFORME

No.Cação: se Q 8 R são matrízos simétricas. R > 0 ( R 2 0 )

significa qua R á positiva daflnída (semt-daflnída) Q R >Q

( R 2 Q ) significa que R - Q > O ( R - Q 2 0 )

Sejam

W(t.s)
R

X(t.'t) B('t) B'('t) X'(t.t) d't
t

t < 9

8

Y(s.t) XCt..t) B(t) B'Cx) X'(t.'t) d't , 8 <t
t

S
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Portanto. (A.B) e •-controlável se e sómente se existe uma função ma 

+ M CR) mxn 

lim{ 
t .... 

tA 
e ♦ 

tal que 

r e(t-s)A B ♦ (s) ds) • o 

o 

LEMA 2.4. Se (A.B) e controlável, então (A.B) e •-controlável. 

PROVA. Análoga a demonstração do lema 2.3. 

Esquema representativo das relações entre as várias 

definições dadas para o sistema (A.B) 

Controlável •-controlável 

[t .•)-controlável 
o 

4. CONTROLABILIDAOE UNIFORME. 

Nota.ç.ã.o: Se Q e R sao matrizes simétricas, R > O ( R ~ O ) 

significa que R e positiva definida (semi-definida) e 

( R ~ Q) significa que R - Q > O ( R - Q ~ O ) 

Sejam: 

W(t,s) 

e 

V(s.t) X(t,T) B(T) 8 1 (T) X'(t,T) dT . Jts 

R > Q 

t < s • 

s < t • 



26

[EFINIÇAO .2.8. [)ízornos qua (A.B) á un,éÍo.eme em 4e,eaçao a co]t;OuZab.é

.t,idade se existe a ( R tal qua

0 < an(a) Id g W(t.t+a) S alta) Id

onde a.(a) , a.i(a) sao constantes que dependem de a 8 Id á 8 inia-

tríz identidade nxn .

Dizemos que (A.B) é tutZáo.&llte cm a.e.cação a aca.6.éb,é.C.i

dada se existo a c R tal que

0 < B (a) Id s YCt-a.t) s BI(a) Id v t ,

onde B.(a) . BI(a) são constantes que dopondom de a .

Dizemos que (A.B) é ur!.iáo.RmemeltZe con,t40,cave,C se

CA.B) é. símultâneamBnta, uníformE3 am r'oração a controlabílídado o a

acessibilidade para o mosrno valor a .

Como

X(t+a,t) W(t,t+a} X' (t+a.t)

X(t+a.t) [ l X(t,s) B(s) B'(9) X'(t,s) ds
Jt

x'(t.a.t)

t+a
X(t+a.s) B(s) B'(9) X'(t+a.s) ds

t

b

X(t.s) B(3) B'(s) X' (t.3) ds ,
t-a

segue qua a dofíníçao dada acima 8 aquívalento àquela dada por Kalman

([16 ]) .
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reFINIÇAO _2.B. Dizemos que (A,8) e un.i.6oJUne. em Jt.el.a.çâ.o a. c.ontlto.lab.i 

·Ud.a.d.e se existe a E R ·tal que 

onde a (a) 
o , ª1(<1) sao constantes que dependem de a e Id e a ma-

triz identidade nxn . 
Dizemos que (A,B) e wú601tme -em Jt.el.a.ç.ã.o a. a.c.u-&.ibil..i 

da.de se existe CJ E R tal que 

onde 8
0

(0) , s1Ca) sao constantes que dependem de a. 

Dizemos que (A,B) e un.i.601tmemente c.ontJr.olá..vel. se 

(A,B) e, simultâneamente, uniforme em relação a controlabilidade e a 

acessibilidade para o mesmo valor a. 

Como: 

X(t+a,t) W(t,t+a) x'(t+a,t) • 

J
t+a 

• X(t+a,t) [ t X(t,s) B(s) B'(sl X'(t,s) ds] X'(t+a,t) 

. ftt+a X(t+a,s) B(s) B'(s) x'Ct+a,s) ds 

• Jt X(t,s) B(s) B'(s) X'(t,s) ds 
t-a 

segue que a definição dada acima e equivalente àquela dada por Kalman 

((16]). 
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LEMA 2.5. Se (A.B) é uníformemento controlável . então

(1) v t , /i;íii7;iía' g llX(t-'a.t)ll s /B;tiJ7='ía'

C2) V t . vÇo(ar /]l(a] g llxCt,t+a)ll g v/i;i'ii/Bo(a)

[3) se (ul).(u?) ocorrem para a , então ocorrem também para to

do ' a' 2 a ,

(4) existo uma função f: R -> R tal qua llX(t.'r)ll g FClt-'tl)

v t.t € R ,

(S) duas quaisquer das relações Cttl). (u2) o (4) Implicam a ter

Caíra.

PROVA. As a.Flnnaçoes (1) e (2) decorrem da rolaçao

Y(t-a,t) n X(t+a.t) W(t.t+a) X' (t+a.t)

(3). E fácil vor qua (ul) B (u2) também ocorrem para a' ' 2a i lg.

go, ocorrem para todo a' Z a .

t4) e (5) Decorrem das afirmações anteriores.

TEOREMA 2.14. Suponhamos que as funçoas mate'totais A 8 B são lí

mítadas. Então, as seguintes propríodados são aquívalentes:

CI) (A,B) é uniforvmrmnto controlável,

(2) (A,B) é unífor'rno em relação a controlabílidade,

(3) (A.B) é unífor'tm om relação a acossíbílídade.

PROVA. Saberás qua toda solução da equação x ' ACt) x satisfaz a dos

ígualdada

[[x(tixo'to)]] g ]]xo]]axp [ l. ]]A(s)]]ds ] . Vtz to

t

0
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LEMA 2.5. Se (A.B) e uniformemente controlável. então: 

(1) V t • ✓so(o)./al (o) s IIX(t•a.t)ll s ✓sl (o)/ao(o) • 

(2) V t • {a
0

(o)/f3
1 

(o) s li X(t.t+a)I I s ia
1 
(a)/8

0
(0) • 

(3) se (u
1

).(u
2

) ocorrem pera a. então ocorrem também para to­

do · a' 2: a • 

(4) existe uma função f: R + R tal que li X(t. T) li s f( lt-T 1) • 

V t.T E: R • 

(5) duas quaisquer das relações (u
1

). Cu
2

) e (4) implicam a ter­

ceira. 

PROVA. As afirmações_ ( 1) e (2) decorrem da relação 

Y(t-o.t) • X(t+a.t) W(t.t+o) x'(t+o.t) 

(3). É facil ver que (u
1

) e (u
2

) também ocorrem para a' • 2a J lo 

go. ocorrem para todo a' 2: a. 

(4) e (5). Decorrem das afirmações anteriores. 

TEOREMA 2,14. Suponhamos que as funções matriciais A e B sao li 

mitadas. Então. as seguintes propriedades sao equivalentes: 

(1) (A.B) e uniformemente controlável. 

(2) (A.B) e uniforme em relação a controlabilidade. 

(3) (A.B) e uniforme e~ relação a acessibilidade. 

PROVA, Sabemos que toda solução da equaçao x • A(t) x satisfaz ades 

igualdade 



28

Logo, se ll A(t)l g M . V t . segue que

11 x(tix.,to) ll sll xol exP(M(t-t.)) V x , V t 2 t

Com x(tlt .x )0 0 X(t.t ) x , então

11 X(t,to)ll g exP (M(t-to)) V t 2 t .0

B portanto a afirmação (4) do lama anterior está verificada. O taorl!

ma segue, país. da afírvnação (5) do masrno lema.

Para sistemas não-limitados o teorema 2.14 não á mais vordadoíro.

corra mostra o exemplo abaixo .

EXEI'PL0 2.4. Consídaremos a equação x B 3 t2x + i6 t u(t)

Seja aal .Como W(t,t+l) nl-8xp (-6tz-6t-2) . seguoqua

1 - oxp (-'}) g W(t.t+l) s 1 . Vt . Logo, o processo á uníforma

com respaíta 8 controlabílídade.

Por outro lado, Y(t-a.t) B oxp (6atZ - 6a2t + 2a3) - 1 , p

a > O 8 portanto. o processo nao t3 uniforme am ralação a acessibilida-

de e

Obvíamento. o pt'acesso na0 6 uníformomante controlãvol

LEMA 2.6. So (A,B) á uníforím 8m relação a cantrolabllídade, antãa

[A,B) é contro]áve].

PROVA. Sela v # 0 c Rn . Então. v'(WCt,t+a) - a.(a) Id)vz 0 . isto
ã. veW(t.t+a)v2 allvRz B portanto. v'WCt,t+a)v # 0 . Vt . Logo,

W(t.t+a) á positiva definida para todo valor t 8 0m consaquêncía,

tA.8) á controlável.
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Logo, se II A(t) 1 s M • V t • segue que 

li x(t1x ,t ) li· S lf X ft exp (M(t- t ) ) o o o o 

Como x(t;t .x ) • X(t,t ) x
0 

• então . o o o 

, 

• 

Vx ,Vt~t 
o o 

V t ~ t 
o 

· e portanto a afinnação (4) do lema anterior está verificada. O teore 

ma segue, pois, da afirmação (5) do mesmo · lema. 

Para sistemas não-limitados o teorema 2.14 nao é mais verdadeiro, 

como mostra o exemplo abaixo. 

EXEMPLO 2.4. Consideremos a equaçao ♦ rs t u(t) 

Seja a= 1 • Como W(t,t+1) • 1 - exp (-6t 2 - 6t - 2) , segue que 

1 1 - exp (- 2 ) s W(t.t+1) s 1 V t. logo, o processo é uniforme 

com respeito a controlabilidade. 

Por outro lado, 
2 2 3 

Y(t-o.t) = axp (6ot - 6a t + 2o) - 1 para 

a> O e portanto, o processo nao e unifonna em relação a acessibilida-

de. 

Óbviamente, o processo nao é uniformemente controlável. 

LEMA 2.6. Se (A,B) é uniforme em ralação a controlabilidade, então 

(A,B) é controlável. 

PROVA. Seja n v ~O€ R • Então, v'(W(t,t+o) - a (a) Id)v ~ O , isto 
o 

B, v'W(t.t+o)v ~ all vn 2 a portanto, v'W(t,t+o)v ~ O • V t • Logo, 

W(t,t+o) é positiva definida para todo valor t e em consequência, 

(A,B) e controlável. 
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LEI'lA 2.7. So (A,B) é uniforme em ralação a acessibilidade, ontãa

(A,B) á controlável.

PROVA. Suponhamos que oxísto a € R tal qua

0 < Bom g Y(t-a.t) g Blld , v t

Como Y(t-a,t) B XCt,t-a) W(t-a.t) X'(t,t-a) , segue que

X(t.t-a) W(t-a.t) x'(t.t-a) - Bala 2

Sola v € Rn . v # 0 . Então:

v'X(t,t-a) W(t-a,t) x'Ct.t-a) v 2 B.llvl'

Logo v'Xlt,t-a) WCt-a.t) X'(t,t-a) v B 0 , isto é,

(X'(t.t-a)v)' W(t-a.t) (X'(t,t-a)v) # 0 . Como X(t.t-a) é Inversí-

vel. soguo que W(t-a.t) á positiva definida 8 portanto. (A,B) é con
tlolável

COROLÁRIO 2.2. Sa (A.8) á unífor'rmmc3nta controlável. então (A.B)

é controláwl .

Um sistema pode ser controlável som sar unífarTmmenta controlável,

corra tmstra Q examplo abaixo .

EXEFPL0 2 . 5 . Consideremos o processo escalar

dx B
dt (l-t)/2 .,5-ii:{) uCt) t 2 1

Dado to 2 1 , s8 tl ' to + 1 , então

W(to'tl) ' 2 e(l-tá) [ atl(tl-l) . eto(to-l) ]
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LEKA. 2.7. Se (A,B) e unifonne em relação a acessibilidade, então 

(A.B) e controlável. 

PROVA. Suponhamos que existe tal que 

V t • 

Como Y(t-o,t) = X(t,t-o) W(t-o,t) X'(t,t-o) , segue que 

X(t,t-o) W(t-o,t) X'(t,t-o) - a Id ~O. 
o 

Rn -Seja v ~ • v ~O. Entao: 

2 
v'X(t,t-o) W(t-o,t) X'(t.t-o) v ~ f3

0
llvl • 

Logo v'X(t,t-o) W(t-o.t) X'(t,t-a) v ~O, isto é, 

(X'(t,t-o)v}' W(t-o,t) (X'(t,t-a)v} ~ O • Como X(t,t-o) é inversí­

vel, segue que W(t-o,t) é positiva definida e portanto, (A,B) e con 

trolável. 

COROLARIO 2.2. Se (A,B) é uniformemente controlável, então 

é controlável. 

(A,B) 

Um sistema pode ser controlável sem ser uniformemente controlável, 

como mostra o exemplo abaixo. 

EXEMPLO 2.5. Consideremos o processo escalar: 

dx • - t X + e ( 1-t)/2 {2(t-1) u(t) 
dt 

Dado t ~ 1 • se t • t + 1 , então o · 1 o 

• t ~ 1 • 
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2 8 tz) [ e(to+l)to oto(to-l) ] .

8 portanto. W(to'tl) > 0 para todo to 2 1 . Logo, o síst8ma é
controlável

Por outi'o lado. como WCt.t+a) n e2Ca'l)t + to-l)z - e-2t+l

80guo que o pr'ocosso é uniforme em ralação a controlabílídado se e sÓ

mente 9B a B 1 . Porém. Rosto caso, o processo na0 8 uni'forTno Bm r8

loção a acessibilidade. Concluímos que o processo não é unífonnletmnte

controlável.

S. ESTABILIZAÇÃO.

Consideremos o sistema (A.B) restrito às hipóteses [HI) . Ta]

sistema é donanínado ó.éó.tema abe/tto .

Sa u(t)nF(t)x(t)+v(t).onda F:l + Mmxn(R) é uma

função mensurável 8 localinnnta limitada rlo íntorvalo l Cllmítado ou

não) 8 v: 1 -> Rm é um controlo nas mesmas condições, então o sis-

tema CA,B) é transformado no sistema:

(A(t) + B(t) FCt)) x + B(t) v (A + BF, B)

chamado .6.éóíeinia áec;lado .

A rniatríz F ó donomínada ma,tltZz feedback ou matltZz de .teaZI.é.

me«cação.

Estudarornos propriedades do sistema (A.B) através do sistema

[A + BF. B) , ta] fato justa,ficando a danomínação feedback para a
matriz F
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e portanto, W(t
0
,t

1
) > o para todo t :!!: 1 • Logo, o sistema e 

o 

controlável. 

2(o-1)t + 
2 -2t+1 

Por outro lado, W(t,t+a) (o-1) 
como a e - e , 

segue que o processo é unifonne em relação a controlabilidade se e so 

mente se o~ 1 • Porém, neste caso, o processo nao e unifonne em re 

lação a acessibilidade. Concluimos que o processo nao é uniformemente 

controlável. 

5. ESTABILIZAÇAO. 

Consideremos o sistema (A,B) restrito as hipóteses (H1) • Tal 

sistema e denominado ~..útema. abeJLtc. 

Se u(tl • F(tl x(t) + v(t) , onde F: 1 + M (R) mxn e uma 

função mensurável e localmente limitada no intervalo I (limitado ou 

não) e v:" I + Rm é um controle nas mesmes condições, então o sis­

tema (A,B) é transformado no sistema: 

X • (A(t) ♦ B(t) F(t)) X ♦ B(t) V (A+ BF, B) 

chamado ~..útemtt 6echado. 

A matriz F é denominada mabúz 6eedbac.k ou ma.búz de ~eall­

mentação. 

Estudaremos propriedades do sistema (A,B) através do sistema 

(A+ BF, B) , tal fato justificando a denominação 6etdbaek para a 

matriz F • 
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(A + BF, B)

Indíquanos por 6('.to): [to'») -» R+ uma função cont]]nua. mg.

nÓtona não-decrescente 8 verificando a condição 6(t..tn) BO

U:FINIÇA0 2.9. Dízoínos que o sistema (A,B) é e,ó.tab,ZZ.ézãvaZ se pa

ra todo t 8 toda função 6(',t.) , exista uma matriz .Foadback F
(definida para t Z t.) e um número positivo 8(t.) tal que

11 XA.BF(t.to)ll g a(to) exp(-6(t.to)) , V t 2 t 0

( X.... indica uma matriz fundamental do síotema x u (A + BF)(t) x )

[EFINIÇA0 2.10. Dizemos qua o s]stama (A.B) á {tltZá04meme]t,te eó.(]ab,é

Z,ézãve.C se para todo m € R . m > 0 . axíste uma mau.íz feedback F

(definida para todo t ) 8 um número a c R . a > O , tal que

[[XA+BF(t2'tl)]] g a exp [-m(t2- tl)] . V tl' t2 à tl

Obsotvarnos qua para sistemas estabílízávals, a matriz feedback da

pende goralmonte do tempo Inicial t. assim coiro da função 6('.t.) .
enquanto que para sistemas unl.formemonte ostabíllzáveís, esta matriz

depende apenas da m .

Sam perda de gonoralídada. podemos assumir que
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----1 (A,B) 1---

1 (A + BF, B) ,_. --

Indiquemos por [ ..... R+ 6(•,t ): t ,•) -.-
o o 

uma função contínua. mo 

nótona não-decrescente e verificando a condição tS(t .t ) ~ O • . o o 

DEFINIÇA0 2.9. Dizemos que o sistema (A.B) e u.ta.bilizâvel se P!!. 

ra todo t . e toda função 6(•,t ) , existe uma matriz feedback F 
o o 

(definida para t 2: t ) e um numero positiva 
o 

a(t) 
o 

tal que 

V t 2: t 
o 

( XA+BF indica uma matriz fundamental do sistema x • (A+ BF)(t) x) 

DEFINIÇA0 2.10. Dizemos que o sistema (A.B) é wú.6oJunemente u.ta.b{ 

Uzável se para todo m l R, m > O , existe uma matriz feedback F 

(definida para todo t ) e um numero a l R, a> O, tal que 

Observamos que para sistemas estabilizáveis. a matriz feedback de 

pende geralmente do tempo inicial t assim como da função 6(•,t ) , o o 

enquanto que para sistemas uniformemente estabilizáveis, esta matriz 

depende apenas de m. 

Sem perda de generalidade, podemos assumir que 
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6('.to) c.Cltto'-) . Com afoito. para cada 6(..to) existe sempre uma

função monótona não-decrascanta 8d('.ta) C C'Eto'e) tal qua

6d(to'to) ' 0 8 6dCt.to) à 6(t.to) , V t 2 to ' Portanto, dada a
função 6('.t.) . escolhemos F de rindo que a deslgualdado da dafíní-

ção 2.9 estala satisfeita para 6.t(..t.) . isto acarretando a desigual-

dade desejada para a função 6('.t.) . RacÍprocamonte. se uma ma-

ta.lz feedback pode ser obtida para qualquer função 6('.t.) ..em par'

tícular poderá s8r obtida para 6('.t.) € C'tt ,n) .

Mostraremos a seguir que os concoítos de estabilização 8 estabílí

zação unífonna nao estão. am geral. rolaclonados.

EXEI'f'L0 2.6. Consideremos a equação escalar ;(t) = x(t) + b(t)u(t).
onde

b(t)
1 . t 2 0

o . t < o

Para qualquer to 8 6(..to) , sola F(t) = 6(t.to) + 1 . V teta
Aso[uçãoda ; -[ [+(ã(t.t ) + ]) b(t)] x satísfazades]gua]'
dado

n-

[x(t)] g a(t ) ]x(to)] exp [-6(t.t )] t
0

onda

exP [-to ' 6(0.to)] , to < 0

1 . t z o0

B(t )0

Logo, a equação B astablllzával.

Obsorvema8 que para tl < 0 p x(0) ' x(tl) o'tl qualquer qua
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1 
c5(•,t) € C [t ,•) • Com efeito, para cada o . o ô(•,t) existe sempre uma 

o 

função monótona não-decrescente 
1 

€ e [t ,~) tal que 
o 

c5d(t ,t) • O o o 
e ôd(t,t) ~ ô(t,t) , V t ~ t • Portanto, dada a 

o o o 

função ô(•,t
0

) , escolhemos F de modo que a desigualdade da defini-

ção 2.9 esteja satisfeita para 

dada desejada para a função 

, isto acarretando a desigual ­

• Recíprocamente, se uma ma-

triz feedback pode ser obtida para qualquer função ô( • ,t ) , . em par­
o 

ticular poderá ser obtida para 

Mostraremos a seguir que os conceitos de estabilização e estabili 

zação uniforme não estão, em geral, relacionados. 

EXEl"'PLO 2.6. Consideremos a equaçao escalar x(t) • x(t) + b(t)u(t), 

onde 

{ 1 • t ~ o • 
b(t) z: 

o • t < o • 

Para qualquer t e ô(•,t ) • seja F(t) 
o o 

= A (t. t ) + 1 , V t ~ t . 
o o 

• A solução de 

dada 

X • [ 1 + (6(t,t ) + 1) b(t) ] X satisfaz a desigual-

onde 

1 x ( t) 1 s a ( t ) 1 x ( t ) 1 exp [ - c5 ( t , t ) ] , V t ~ t 
o o o o 

a(t ) 
o • 

exp [-t + ô(O,t )] , 
o o 

• 

t < o • 
o 

t ~ o • 
o 

Logo, a equaçao e estabilizável. 

Observemos que para t 1 < O • que 
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soja o ganho F } logo, a 2 8 tl 8 portanto a equação não á uniforme

manto estabílízãvol

EXEIPL0 2.7. Consídaremos o sístorna

Paraqualquor m20.Bela F(t) B (m+1 0).Então.asolu-

ção x:hl,x:) de (A'BF,B) éíguala

fxi(tZ) ' xl(tl) oxp(-mCt2-tt)) . vti' t2z ti

lxz(t2) =x2(tl) exP(- ta/ltzl + t?/útil) , vti' t2z ti

Carão. para todo m 2 0

t:/it,l . t3/lt:t g m2/2 - m(t,-t:)

para quaísquar valores tl' t2 2 tl ' segue que a solução x da
(A + BF. .B) satisfaz a desigualdade

llx(t2)ll g allx(tt)ll exp(-m(t2-tl)) . Vtl' t2 2 tl

com a = oxp (m /2) . Portanto. o sistema á unífonnemonte ostabllízá-
vel.

Pbstraromos, mais adiante, que este sistema não é estabílízável

DEFINIÇÃO 2.11. Dízernoa que (A,B) é «-e,ó.tab,éZ.ézãve,C [a ze40) se e-

xl.ste uma matriz foadback F tal que

ti!! ll xA.Brü.t.) li

u(t) = Ax + Bu.
;:'*: 1 1 ' '

;,ü) J 1. o -2 Itl x2tt)

xl(t)
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seja o ganho F 1 logo. 

mente estabilizável. 

-t e i!: e 1 e portanto a equaçao nao e uniforme 

EXEMPLO 2.7. Consideremos o sistema 

-2 ltl º l l :: : : : l · [ : l u(t) • Ax + Bu. 

Para qualquer mi!: O. seja F(t) • ( m+1 O ) • Então. a solu-

Como. para todo mi!: O. 

2 s m /2 - m(t -t ) 
2 1 

para quaisquer valores t 1• t
2 

i!: t
1 

• segue que a solução x de 

(A+ BF. _B) satisfaz a desigualdade 

2 -
com a= exp Cm /2) • Portanto. o sistema é uniformemente estabilizá-

vel. 

Mostraremos. mais adiante. que este sistema nao e estabilizável. 

OEFINIÇAO 2.11. Dizemos que (A,B) é •-u.:to.bU.1..zável (a zeJLO) se e­

xiste uma matriz feedback F tal que 

o • 'd t • 
o 
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A definição acima equívalo a dizer que o sistema hornogénoa

x B (A + BF)(t) x

á assíntótícamonta estável (cf Definição l.l).

LEMA 2.8. So (A,8) é ostabíllzávol. então (A,B) é n-89t8bílízá

vt31.

PROVA. So. para toda t. B toda função 6('.t.) . existe uma matriz

feedback F 8 uma constante a(t.) tal que

B

0=

fiXA.BF(t,to)ll g a(to) oxp (-6Ct.to)) V t 2 t .
Q

tU lIxA.Brü,t.)ll

Já que 6(t.t ) 2 00 Logo. (A.B) é »-estabi.llzávol.

LEMA 2.9. Se (A.8) é uníformemante estabílízávol. então (A,8) é
n-8stabi.lízáv81.

PROVA. Análoga à antoríor

6 ESTABILIZAÇÃO X CONTROLABILIDADE

Nesta parágrafo, estabolocoromos ralações entro a estabilização Q
a cantrolabllídade do sistema (A.8)

TEOREMA 2.15. Se (A,B) é «-estabíllzával, então (A.B) á n-coR

trolávol
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A definição acima equivale a dizer que o sistema homogêneo 

• 
X ., (A + BF)(t) X 

e assintáticamente estável (cf. Definição 1.1). 

LEl'L'. 2.8. Se (A,B) e estabilizável, então (A,B) e ~-estabilizá­

vel. 

PROVA. Se, para todo t o 
e toda função 6(•,t ) , existe uma matriz 

o 

feedback F e uma constante a(t ) tal que 
o 

então 

= o , 

"' t ~ t • o 

já que ~(t,t) ~O. Logo, (A,B) e •-estabilizável. 
o 

LEMA 2.9~ Se (A,B) e uniformemente estabilizável, então (A,B) e 

•-estabilizável. 

PROVA. Análoga a anterior. 

6. ESTABILIZAÇÃO X CONTROLABILIOADE. 

Neste parágrafo, estabeleceremos relações entre a estabilização e 

a controlabilidade do sistema (A,B) • 

TEOREMA 2.15. Se (A,B) a •-estabilizável, então (A,B) e •-con­

trolável. 
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PROVA. Sa CA,B) á n-89tãbílízávBI. oxísta umB matriz faadback F

tal que

i!!. ll xA.B.(t.'d ll - o
V 't

Da re]ação (cf.[19])

XA (t,s)(AI(s)-A2(s))XA.(s.'t) ds
I' z .i

t

aplicada às matrizes A + BF B A . obtornos a igualdade

xA+BF(t.T) B xA(t.v) + J xA(t,s) B(3) F(s) xA+BF(s''t) ds
t

Corra, por hi.pótose, o têt'mo da esquerda tendo a Zero quando t -+ n ,

o masrno ocorre com o termo da direita, índependontementa do 'r . Sela

+.r(t) u F(t) XA+BF(t.T) . Então:
rt

t: ( XAK,Ü ' 1: X.Ü,n Ob) +:h) d, )

rt

iU ( xAü.u ' l x.Ü,s) nh) FÜ) xA.BFb'ü 's

B portanto. (A.B) é n-Controlável

TEORES'U 2.16. Todo sistema unífor'me em ralação a controlabílídade á

uníformemante estabílízável

PROVA. Se (A,B) á uníFormementa ostabílízável. então para todo

m à 0 , axísto uma matriz feedback F B uma constante a ( R . a > O

tal que

llXA+nr(tz'ti)ll s a oxp(-m(t2-tl)) V tl' t2 2 tl

Logo a resma desígualdado vala sa substítuírvnos m por 'm B portar
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PROVA. Se (A,B) é ~-estabilizável, existe uma matriz feedback F 

tal que 

V 't • 

Da ralação (cf.(19]): 

aplicada as matrizes A+ BF e A , obtemos a igualdade 

Corro, por hipótese, o tênno da esquerda tende a zero quando t ~ ~, 

o mesmo ocorre com o têrmo da direita, independentemente de 't • Seja 

. ♦,.(t) • F(t) XA+BF(t,'t) • Então: 

• lim . ( XA ( t, 't) 
t-HO 

♦ 

e portanto, (A,B) a ~-controlável. 

• 

= o 

TEOREMA 2.16. Todo sistema uniforme em relação a controlabilidade e 

uniformemente estabilizável. 

PROVA. Se (A,B) é uniformemente estabilizável, então para todo 

m ~O, existe uma matriz feedback F e uma constante a€ R, a> O, 

tal que 

Logo, a mesma desigualdade vale se substituirmos m por -m e porta~ 
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to. na definição de ostabílízaçao uniforme nao precisamos nos rostrín

gír a valores não-nogatlvos do rn .

Suponhamos agora qua o slstoma (A.B) é uníforrne em ralação a

controlabílídade. Existe aREão a c R tal qua

0 < a.Id g WCt,t+a) g alld v t

Dado sela F(t) B - ; B'(t) W'l(t.t+a) . onde

W(t,t+a) A Ít+a X(t.s) B(9) B'(s) X'(t,s) axpE-2m(t-s)] ds
J õ..zt

Observando que

0 < a. expE-21rnlalld g W(t,t+a) g a. exp[2]m]a]ld

obterás. para a função V(x.t) B x'W'l(t,t+a) x . 8 desígualdado

0 < atloxpE-2jmjallxl2 g V(x.t) g aoloxpE2jmjaljxl2 v t

B portanto, a derivada do V , am relação a t 8 ao longo da qualquer

solução x da (A+BF.O) . satisfaz a desigualdade

V(x(t).t) s 2m V(xCt).t)

para quase todos os valores de t . Podemos então, pelo segundo método

do LJapunov. deter'minar a > 0 tal qua a matriz fundamental do slsto-

ma (A+8F.0) variflquo a desígualdada da dofíníção 2.10.

A recíproca nao g verdadoi.ra, como mostra o exemplo abaixo

EXEI'PL0 2.8. Con8íderornos a equação escalar

x(t) B x(t) + oxP (2t) u(t)
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to, na definição de estabilização uniforme nao precisamos nos restrin­

gir a valores não-negativos de m • 

Suponhamos agora que o sistema (A,B) é unifonne em relação a 

controlabilidade.· Existe então a€ R tal que 

V t • 

Dado m € R, seja l --1 
F(t) • - 2 8 1 (t) W (t,t+a) , onde 

-W(t,t+a) = f
tt+a X(t,s) B(s) B

1 (s) x'ct,s) exp[-2m(t-s)J ds 

Observando que 

-O< a
0 

exp[-2lmla]Id s W(t,t+a) s a
1 

exp[2lmla]Id V t , 

obterros, para a função 
--1 

V(x,t) m x'W (t,t+a) x , a desigualdade 

-1 2 · -1 2 
O< a 1 exp[-21mla]lxl s V(x,t) s a

0 
exp[2 lmla]lxU V t , 

e portanto, a derivada de V, em relação a t e ao longo de qualquer 

solução x de (A+BF,0) , satisfaz a desigualdade 

d dt V{x(t),t) s 2m V{x(t),t) • 

para quase todos os valores de t • Podemos então, pelo segundo método 

de Ljapunov, determinar a> O tal que a matriz fundamental do siste­

ma (A+BF,O) verifique a desigualdada da definição 2.10. 

A recíproca nao e verdadeira, como mostra o exemplo abaixo: 

EXEMPLO 2.8. Consideremos a equaçao escalar 

x(t) m x(t) + exp (2t) u(t) 
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Dado m c R , sela F(t) B Cl+m) exp (-2t) . A solução da

[l+m) axp (-2t) exp (2t) ) xCt) B m xCt)

B x(t2'tl) ' x(tl) oxp [-m(t2-tl)]. t2 2 tl ' Logo. a equação B uní
forTnamento ostabílízávol.

Por outro lado, como

W(t,t+a) - (8xp [(2m + 4)a 1] exp (4t)) /C2m + 4)

para todo a > O , segue que 8 equação não é uniforme em ralação à con
trolabílídada.

TEORES'U 2.17 (1keda-Meada-Kodama). O sistema (A,B) é estabílízável

s8 B sómonta se á controlável

PROVA. Ver [13]

TEORES'tA 2.18. Suponharms que as funções A B B sejam limitadas. En

tão. o sistema CA,B) é uníf:ormomante ostabílízável. por maio do uma

matriz feedback limitada, sa e somente se é uniforme 8m relação a con-
trol abilidade .

PROVA. Ver [14]
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Dado mi R. seja F(t) • -(1+m) exp (-2t) • A solução de 

i(t) • ( 1 - (1+m) exp (-2t) exp (2t)) x(t) ª -m x(t) 

i x(t
2
.t

1
) • x(t

1
) exp [-m(t

2
-t

1
)J. t 2 ~ t 1 • Logo, a equaçao e uni­

fonnemente estabilizável. 

Por outro lado, como 

W(t,t+o) • (exp [(2m + 4)o - 1] exp (4t)) /(2m + 4) 

para todo o> O. segue que a equaçao nao é uniforme em relação a con 

trolabilidade~ 

TEOREMA 2.17 (Ikeda-Maeda-Kodama). O sistema (A,B) e estabilizável 

se e sómente se é controlável. 

PROVA. Ver [13] • 

TEOREMA 2.18. Suponhamos que as funções A e 8 sejam limitadas. E,!! 

tão, o sistema (A,B) é unifonnemente estabilizável, por meio de uma 

matriz feedback limitada, se e sómente se é uniforme em relação a con­

trolabilidade. 

PROVA. Ver [14] • 
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ESQUEMA REPRESENTATIVO DAS INTERRELAÇOES DESTE CAPITULO

-).l.o'tcrrit+ l

aderente estabílízável

estabílízável

t
controlável

t t.
uniforme em rolaçãa

contro].abllídade

L

unífo

a

uniformemente

n-DstâbilízávBI

J
--controlável

unífonne am relação a
acessíbílídad

]
8

controlável

.J'\,0 .Ltlrl LC \

demente ostabílízáve}

ostabílízával

t
controlável

t
unlforvna om rolaçãa

controlabílídade

'L

unífor

a

uniforme manta

- ua baila a A z,avia

!

--controlável

t
uníforvno em relação a

acossíbílídada

]controlável

- 38 -

ESQUEMA REPRESENTATIVO DAS INTERRELAÇOES DESTE CAPÍTULO 

Si6:tema. (A, B) qualquVt 

-+ uniformemente estabilizável 

l 
estabilizável •-estabilizável 

t ! 
controlável eo-controlável 

t t ________ _ 

uniforme em relação a 
controlabilidade 

unifonne em relação a 
acessibilidade 

t_ 
uniformemente controlável _t 

Si6.tema. (A. B) Uml.ta.do 

-+ uniformemente estabilizável 

estabilizável 

t 
controlável 

l 
unifonne em relação a 

controlabilidade 

l 
•-estabilizável 

! 
•-controlável 

l 
uniforme em relação a 

acessibilidade 

uniformemente controlável _l 
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S I'S T E M A S P E R 1 0 D l C O S L INEARES

C O N T R O L A D O S

Neste capítulo astudarenns sistemas poríodícos llnearos controla

dos B um exemplo muito importante. a Equação do Hall controlada.

1 . SISTEfUS PERIÓDICOS CONTROLADOS

Consíderernos o sistema periódico línoar

i B A(t) x + B(t) u (A,B)T

onde u: R -+ Rm á uma função mensurável localmente limitada 8

A: R -p l"lnxn(R) , B: R -+ Mnxm(R) são funções matriciais íntegra
v8ís. limitadas 8 T-periódicas.

TEORES-lA 3.1. So (A,B).F é controlável, então á uníforma em relação a
controlabílldade.

PROVA. Corno (A,B)T é contro]áva]. exista t4 > O ta] qua W(0.t.]
á positiva defl.lida. Soja k um nÚínnr'o íntelr.o positivo tal que kT >

> ts ' Aflrmarms qua W(t.t') B W(t+T,t'+T) para todo t.t' eR , t<t'.
Com efeito,

CAPITULO III 

-S I S T E M A S P E R I O D I C O S L I N E A R E S 

C O N T R O L A D O S 

Neste capítulo estudaremos sistemas periódicos lineares controla­

dos e um exemplo muito importante, a Equação de Hill controlada. 

1. SISTEMAS PERIÓDICOS CONTROLADOS. 

Consideremos o sistema periódico linear 

X • A(t) X + B(t) u 

onde u: R + Rm é uma funçso mensurável localmente limitada e 

A: R + M CR) , B: R + M CR) são funções matriciais integrá-nxn nxm 

veis, limitadas e T-periódicas •. 

TEOREMA 3,1. Se (A,B)T e controlável, então e uniforme em relação a 

controlabilidade. 

PROVA. Como (A,B)T é controlável, existe t
1 > O tal que W(O,t1) 

é positiva definida. Seja k um número inteiro positivo tal que kT > 

, , , R , 
> t

1 
• Afirma,oos que W(t,t ) • W(t+T ,t +T) para todo t.t E: , .t < t . 

Com efeito, 
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W(t+T.t'+T)
t'+T

t+T

íl'

X(t+T.s) B(9) B'Cs) X'(t+T.s) ds

X(t,s-T) B(s-T) B'(s-T) X'(t,s-T) ds

X(t.s) B(s) B'(9) X' Ct,s) ds

wct.t')

Portanto, para todo t c R , W(2kT.t+2kT) B W(O.t) . Em particular

para t ( (kT.2kT) , W(2kT,t+2kT) B W(0.t) 2 elld > 0.
Suponhamos que as colunas da B'(9) X'(0,s) , s c [t.t+2kT]

são li.noarnnnte dopendantesl em particular. também o são para

s c [2kT.t+2kT] . Como

W(2kT.t+2kT)

rt+2kT
X(2kT) [ l X(0,s) B(s) B'(s) X'CO,s) ds ] X'(2kT) 2

.r2kT

z c.Id > 0 .

as colunas do B'(s) X'(0.s) , s ( [2kT.t+2kT] , sáo ]ínearmonto da

pandantas. uma contradição. Portanto. as colunas de B'(s) X'(0.s) .

B € [t.t+2kT] . são ]]nearmanto índepandontas'.

Obsorvanda qua

rt+2kT
W(t.t.2kT) - X(t] [ l

Jt
X(0,s) B(9) B'(8) X'CO.s) ds] X'(t)

obtemos W(t.t+2kT) 2 elld > O . para todo t c (kT.2kT) . Sendo

W(t,t+2kT) uma função T-periódica, concluímos que W(t,t+2kT) 2

Z ctld > 0 . para todo t c R B corno o sistema á limitado, cold2
Z W(t.t+2kT) . para todo t € R . Portanto. (A,B), á uniforme 0m rola

a J
t'+T 

W(t+T.t'+T) 
t+T 

. It'+T 
t+T 

• W(t,t') 
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X(t+T,s) BCsl s'(s) x'ct+T,s) ds • 

X(t,s-T) B(s-T) B
1
(s-T) x'(t,s-T) ds • 

' . X(t,s) B(s) B (s) X (t,s) ds • 

Portanto, para todo t € R , W(2kT,t+2kT) s W(O,t) • Em particular., 

para t € (kT,2kT) • W(2kT,t+2kT) • W(O,t) ~ e 1Id > O • 

Suponhamos que as colunas da 
, . ' B (s) X (O,s) , s € [t,t+2kT] 

sao linearmente dependentes1 em particular, também o são para 

s € [2kT,t+2kT] • Como 

W(2kT, t+2kT) ,. 

f
t+2kT 

• X(2kT) [ X(O,s) B(s) B'(s) X'(O,s) ds] X0 (2kT) ~ 
2kT 

es colunas de s'Cs) X
1
(0,s) , s € [2kT,t+2kT] , sao linearmente de 

pendentes, uma contradição. Portanto, as colunas de B
1 (s) x'co,s) , 

s € [t, t+2kT] , sao linearmente independentes·. 

Observando que 

W(t • t+2kT) J
t+2kT 

1 ' ' • X(t) [ t X(O,s) B(s) B (s) X (O,s) ds] X (t) • 

obtemos W(t,t+2kT) ~ E 1Id > O • para todo t € (kT,2kT) • Sendo 

W(t.t+2kT) uma função T-periódica, concluimos que W(t.t+2kT) ~ 

~ t: 1Id > O • para _todo t € R e como o sistema é limitado, 

~ W(t,t+2kT) • para todo t € R. Portanto, (A,B)T é uniforme em rela 
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ção a controlabílldada

TEORES'IA 3.2. O sistema (A,B), á controlável sa B sòmente sa é uní
formomBnte controlãvol .

PROVA. Decorre do teorema antoríor. do teorema 2.14 B do coroláría

2 2.

O seguínta rosu]tada Ó dBvído a Brunovsky ([4]]

TEOREltA 3.3. O 3ístoma (A,B).r ã controlável s8 B sÓmont0 98 á con

tro[ávo[ om [0,nT] .

PROVA. Pelo teor'ema 2.9 , (A.B)T é controlável sa 8 sÓmonto sa pa-

ra todo t. exista t. > t. fInIto tal que as linhas da matriz fun-o 1 0 '

ciona[ XCto's)B(s) . om [to'tl]. s8o ]ínoarmonta índopendantes.

Em pa!"tícular. para sistemas poríÓdícos. (A,B)T é controlável

se o sÓmento sa para todo to n kT . k c Z . exista tl > to fmi.to
ta[ que as ]ínhas da matriz funcíona] X(kT,s)B(s) , em [kT.t4], são
línearmonta índapandontes .

Como X(kT.s) BCs) B X''(s-kF) B(s-kT) e X''(t) BCt) , com

9 c [kT.tl] . t ( [0.t4-kT] , segue que (A.B)V é contro]ávo] se 8

sÓmonto SQ a3 ]ínhas de X''(9) B(s) . 9 c [0.t4] , são ]ínoarmente

índopandentes, para algum tl > 0

Resta mostrar' qua a última afirmação á aquívalonte à Indapendên-

cía [ínear das linhas da X''(s) B(s) am [0,nT] .

Coam X''(t) B(t) B X'K(T) X''(t-kT) B(t-kT) 8 para k 2 n a

matriz X'K(T) é combinação línoar daa matrizes X'J(T) , J u 0,''

'. n-] . 9B cP X'i(t) B(t) =0 (q.s.), para tc [0,nT] , sogua

que c' X'i(t) B(t) : O om qua]quar intorva]o [kT,Ck+])T] . kznT.
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çao a controlabilidade. 

TEOREMA 3.2. O sistema (A,B)T e controlável se e sómente se e uni­

fonnemente controlável. 

PROVA~ Decorre do teorema anterior, do teorema 2.14 e do corolário 

2.2. 

O seguinte resultado e devido a Brunovsky {[4]): 

TEOREMA 3.3. O sistema (A,B)T e controlável se e sómente se e con­

trolável em [O,nT] • 

PROVA. Pelo teorema 2.9, {A,B)T é controlável se e sómente se pa­

ra todo t
0 

existe t
1 

> t
0 

finito tal que as linhas da matriz fun­

cional 

Em particu1ar, para sistemas periódicos, (A,B)T é controlável 

se e sómente se para todo t
0 

• kT , k ( Z, exista t
1 

> t
0 

finito 

tal que as linhas da matriz funcional X(kT,s)B(s) , em [kT,t
1
], são 

lineannente independentes. 

Como 
-1 -1 

X(kT,s) B(s) e X (s-kT) B(s-kT) e X (t) B(t) , com 

s t [kT,t
1

J • t ( [ □ ,t 1 -kT] , segue que (A,B)T é controlável se e 

sómente se as linhas da X- 1
(s) B(s) • s t [ □ ,t 1 J. são linearmente 

independentes, para algum t
1 

> O • 

Resta mostrar que a Última afirmação e equivalente a indapendên-

eia linear das linhas de 
-1 X (s) B(s) em [0,nT] • 

matriz X-k(T) e combinação linear das matrizas 

• •. n-1 • se e' x- 1(t) B(t) = O (q.s.), para t ( [O,nT] segue 

que e' x- 1Ct) B(t) = O em qualquer intervalo [kT,(k+1)TJ • k:2:: nT. 
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Portanto. a independência línaar das linhas da matriz X''(t) B(t)

t c [0.t4] . para tq > nT ímp]]ca o rmsínlo para t c [0.nT]

A outra parta á ímodíata.

Em [12].Haver dannnstrou que (A,B)l. á contro]ávo] SB e sÓmanto

se é contro]áva] em [0.T] (Ka]man faz a resma afírvnação em [16],pro

posição 2.26). Contudo. sua demonstração apresenta um êrmo, apontado

por Bíttant[. Guardabass] , Maffezzoní 8 Sí]verman CE2]), que fornB-

com um contra-exemplo para testo resultado. A seguir. damos esse con-

tra-exemplo com algumas modificações.

EXEFPL0 3 . 1 Consideramos o sistema periódico (A.B)v dado par

A(t) - déag (t.-l.o) ,

B(s) . (8''l ; al'' , ])' s8n (xs) . 3 c [0.1]
8(s) B BCs+l) , V s .

Temos :

W(0,3) X(0.s) B(s) B'(s) X't0,s) ds

-' . ll:t:l ..'-'-.'-'.., I'''.' . l ««:««

'.' . ll?l ..' - .« . « I' '.' . l ««:««

(."',.'-''-1)( '' I".:«d,
8

8
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Portanto~ a independência linear das linhas da matriz 

t € [o.t1J , para t
1 

> nT implica o mesmo para 

A outra parte é imediata. 

t ~ [O.nTJ • 

Em [12].Hewer demonstrou que (A.B)T é controlável se e sómente 

se é controlável em [O,TJ (Kalman faz a mesma afirmação em [16],prE!_ 

posição 2.26). Contudo, sua demonstração apresenta um êrro, apontado 

por Bittanti. Guardabassi. Maffezzoni e Silverman ([2]), que forne­

cem um contra-exemplo para este resultado. A seguir. damos esse con­

tra-exemplo com al~umas modificações. 

EXEMPLO 3.1. Consideremos o sistema periódico (A,B)T dado por: 

A(t) • cUa.g (1.-1,0) • 

B(s) ( s-1 1-s 1) ' sen (,rs) s ~ [0.1] , ., e J e J • 

B(s) a B(s+1) • V s • 

Temos: 

W(0,3) f X(O,s) ' ' • B(s) B (s) X (0,s) ds • 
o 

[ 
8 -s l l 

s-1 

l (es-1 181-s 11 ) [ 

-s 

1 l ( 
8 e 

s 1-s s 2 ,rs ds .. e e e sen 
o 1 1 

[ 
9 -s l ! 

6 

l 1 1) [ 

-s 

1 l ( 
e e 

+ s -s (as J 
-s s 2 ,rs ds e e e e sen 

1 1 1 

[ 
-s l [ :-·:-\ l [ 

-s 

1 l ( 
e e 

+ s ( s+1 -s-1 ) s 2 ds e 8 JS J 1 e sen ,rs 
2 1 
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úüg , .' , .) J '": " d; .' 0

-22
, l )

} üq (.''' 1 ' , . -'. 1 , 3)

Coiro det W(0.3) # O . segue que o sistema á contro]ávo] em [0,3]

Poroutrolado. B'tB) X'(0.s) . (o'' ) 8 ) 1) s8nxs . Vs e[0.11}

logo, as colunas de B'(6) X'(0,s) são linear.rrnnto dependentes am

[0.'t] B portanto. o sistema não é contro]ávo] em [0.1]

[EFINIÇA0 3.1. Bízomos que o sistema (A.B)T é H-co]],txo.tive,C CHe-

wer [12]) se.para cada mu]típ]ícador característico À . as condições

X'(T) ne]n 8 B'(t) X'(0.t) n BO q.s.em [0,T] ]mp]ícam n:0

Vamos mostrar que H-controlabílídade 8 controlabílídada são

noçoos aquívalentos. Para isto, necesssítamos inicialmente do alguns

resultados preliminares.

LEMA 3.1. Para todo k = O. 1. ... . n-l . vale a relação

W(O.(k+l)T) B W(O.kT) + X(O.kT) W(O.T) X'(O.kT)

PROVA. Com efeito, ternos

W(O . ( k.l )T ) J:*''''
l(K+l)T x(o.s) B(s) B'(9) X'(0,s) da

kT

+

X(0.s) B(s) B'(3) X'(0.s) ds

- 43 -

-2 2 2 

J
l 

• cüa.g ( e , e , 1) sen 

-2 
• e 

o 
,rs ds + 

2 
sen ,rs ds • 

1 -2 2 2 -2 
• 2 dlag (e + 1 + e , e + e + 1 , 3) • 

2 
sen ws ds + 

Como det W(0,3) ~O. segue que o sistema e controlável em [0,3) • 

Por outro lado, B'(s) X
1
(0,s) • 

-1 . 
{e J e 1 1) sen ,rs • V s ~ [0,1), 

logo, as colunas de B'(s) x'(O,s) são linearmente dependentes em 

[0,1) e portanto, o sistema não é controlável em [0,1) • 

DEFINIÇAO 3.1. Dizemos que o sistema (A,B)T e H-c.onvw.eável (He­

wer [12]) se.para cada multiplicador característico X, as condiç5es 

X'(T) Tl e ÀT\ e 8
1

(t) X
1

(0,t) T\ • O q.s. em [O,T] implicam n= □• 

Vamos mostrar que H-controlabilidade e controlabilidade sao 

noções equivalentes •. Para isto, necesssi tamos inicialmente de alguns 

resultados preliminares, 

LEMA 3.1. Para todo k. • O, 1, ••· , n-1 , vale a relação: 

W(0,(k.+1)T) • W(0,kT) + X(0,k.T) W(0,T) x'co,k.T) 

PROVA. Com efeito, temos: 

. J
(k.+1 )T 

W(0,(k+1)T) X(0,s) B(s) B1 (s) X
1
(0,s) ds ., 

o 

♦ 

f 
(k.+1 )T 

• W (O, k T) X (O, s) B ( s) B' ( s) X' (O, s) ds • 

k.T 
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W(O,kT) X(-kT,s-kT) B(s-kT) B'(s-kT) X'(-kT.s-kT) ds

W(0.kT) + l x( .a)B(a)B'(a) X'(-kT.a) da
T

0

W(O.kT) + X(O.kT) W(O.T) x'CO.kT)

LEM 3.2. W(O, U.l )T) Wm.kn ' xKH.H Wm.n (Xk(0.n)

PROVA. Análoga à anterior

TEOREFW 3 .4 Se (A,B), é controlãvol, então é H-controlável

PROVA. Suponhamos que (A,B)T não sela H-controlável. Logo, oxísta
n#0 ta[quo X'(T)Ruxtl 8 n'tt)x'(o.t)n-0 q.s.emEO,T]

Vamos mostrar. por indução, qu0 8 forma W(0.JT) qão á positiva de-

finida. V J 2 1

Pat'a J a l toldos

n' W(O,T) n T Be(9) X'(O,S) nll2 ds
0

onda v denota a conjugada da transposta.
+

Suponhamos que n' W(0,JT)

lo lema 3.2 . tomos:

l n-l . Pe

n+ W(0.nT) n+ W(0.(n-l)T) n +-n+ Xn'l(O.T)W(0.T)(Xn'l(0.T))' n

Como X'(T) rl B Xn . (X'l)'(T) n B l.'in , logo,

X'k . . V k . e em particular. (Xn'l(0.T))' n

(xkm.n)' n '
(n-l) De-B
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J
(k+1 )T 

• W(O,kT) + X(-kT,s-kT) B(s-kT) B'(s-kT) X'(-kT,s-kT) ds " 

kT 

+ f
T 

• W(O,kT) X(-kT.a) B(a) s'(a) x'(-kT,a) da 
o 

• 

• W(O,kT) + X(O.kT) W(O,T) x'co.kT) 

LEMA 3.2. W(O,(k+1)T} = W(O,kT) + Xk(O,T) W(O,T) (Xk(O,Tl)' • 

PROVA. Análoga a anterior. 

TEOREMA 3.4. Se (A,B)T é controlável, então e H-controlável. 

PROVA. Suponhamos que (A,B}T nao seja H-controlável. logo, existe 

n ~ o tal que x'CTJ n = Ãn e s'Ct) x'co.t) n = o q.s. em [O,T]. 

Vamos mostrar, por indução, que e forma W(O,jT) nao e positiva de-

finida, V j ~ 1 • 

Para j • 1 • temos 

"* W(O,T) n • r lls'(s) x'co,s) nll
2 

ds • O 
o 

* onde denota a conjugada da transposta. 

Suponhamos que 

lo lema 3.2 , temos: 

* T1 W(O,jT) n • O para j • 1,•••,n-1 • Pe-

n • 

Como X'(T) n" Ãn , (X- 1
)'(T) 11 • À-l11 1 logo, {Xk(O,Tl)' n • 

• À-k n. V k • e em particular, {X"-1co,T))' n • À-(n-1 ) n. De-
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duzlrins então que

ti+ W(0.nT) n IXl-2(n'l) n+ W(0.T)

B portanto. w(o.nT) não á positiva definida. O resultado desejado

segue por contradição.

TEOREMA 3.5. Se (A,B)l. é H-controlável, então é controlável 8m

[0.rT] . onde r é o grau do poli.nêm]o minimal de X(T)

PROVA. Suponhamos. por contradíçlão. qua det W(O.t'T) = 0 . Como o

núcleo de WCO.rT) á um subaspaço do núcleo do W(0,JT) , para J<r.

exista v#0 talqua W(0,JT)v u O,para J'l,''.,r.Po-

lolema3.2 . seguequo W(0,T) (Xj(0.T))' v = 0 .para J :l

..,r-l . pois X(0.T) á não-singular.

Sela fCz) um polínÕmío de grau mÍnImo tal que f(X'(0.T))v = 0.

E claro que osso polínõmío tem grau manar (ou ígual} ao grau do políng

mlo míníaial do X(0.T) . Adamals, cona X(T,0) B X''(0.T) . tal grau

á igual a r .

Sola l un zero de 'F(z) 8 ponharms f(z) B (z-À) g(z) . n

B g(X'(0.T)) v . Se n n 0 . f não é um palínâmío do grau mlnlmTl0 9a'

tísfazendo 'f(X'(0,T)) v B 0 . Logo, n # 0 ; Mais além. é 'Fácil voei.-

ficar que rt é autovotor da X'(O.T) . Como W(O.T)(XJ(O,T))' v . 0 .

VJ nO.'''.r-l . 8 n ng(X'(0.T)) v . segue que W(O.T) n a O . Por-

tanto. B'(t) X'(0.t) n B 0 q.a. em [0.T] , donde conc]uírnos que a

Bístema tA,B).r não é H-controlável.

8

TEQRElvlA 3.6. 0 sistema (A,B)l. e controlável se 8 sòmente s8 8 H
- controlável .
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duzimos então que 

n* W(O.nTJ n • · o + IAl-2Cn-1J n* W(O,T) n • o 

e portanto. W(O,nT) nao e positiva definida. O resultado desejado 

segue por contradição. 

TEOREMA 3.5. Se (A,B)T e H-controlável, então é controlável em 

[O.rT) , onde r é o grau do polinômio minimal de X(T) • 

PROVA. 
~ 

Suponhamos, por contradiçao. que det W(O,rT) = O • Como o 

núcleo de W(O,rT) e um subespaço do núcleo de W(O,jT) , para j <r, 

existe v ~ O tal que W(O,jT) v • O • para j • 1,•••,r. Pe­

lo lema 3.2, segue que W(O,T) (Xj(O,T))
1 

v = O. para j • 1,•• 

••,r-1 • pois X(O,T) e não-singular. 

Seja f(z) um polinômio de grau mínimo tal que f(X'( □ ,Tl)v = o. 

É claro que esse polinômio tem grau menor (ou igual) ao grau do polin§. 

-1 
mio minimal de X(O,T) • Ademais, como X(T,0) • X (O,T) • tal grau 

e igual a r. 

Seja A um zero de f(z) e ponhamos f(z) • (z-A) g(z) • n • 

• g(X'(O,T)) v. Se n • O , f nao é um polinômio de grau mínimo sa­

tisfàzendo f(x'co.T)) v •O. Logo. n ~ o ; Mais além, é facil veri- · 

ficar que n e autovetor de x'co,T) • Como W(O,T)(Xj(O,T))' v •O, 

V j • O,•••,r-1 , e n • g(x'co.T)) v. segue que W(O,T) n =o. Por­

tanto, s'(t) x'co.t) n • o q.s. em [O,TJ , donde concluimos que o 

sistema (A.B)T nao e H-controlável. 

TEOREMA 3.6. O sistema (A,B)T e controlável se e sómente se e H­

-controlável. 
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PROVA. Se (A.B)T é H-controlável. polo teor'oma anterior é contro-

[ávo[ om [0.rT] , onde r á o grau do po]ínÕmío míníma] da X(T) .

Se r n n . não há nada a demonstrar. Suponhamos então que r < n .

Existe um contro]B u: [0,rT] + Rn} mansurávo] e ]]mítado. ta] que

x(rTiO,x.JU) B 0 . Sela

uCs) . se 0 s s g rT ,

0 . se rT < s s nT .ul(8)

E fácil vor qua xCnTi0.x iul) ' O a portanto. (A,B)T 8 controla
ve[ om [0,nT] . A recíproca consta no teorema 3.4.

LEFQA 3.3. So (A.B).r é contro]ávo] om [0,T] , então é contro]áve]

om [JT,(J+] )T] , para todo J à ]

PROVA. Suponhamos que existo k 2 1 ta]. que CA,B)T nao é controla
vo[ em [kT,(k+])T] . Logo, existo v # O ta] que

f(k+l )T

kT
«' W(kT. U.l)T) « 11 B'(s) X'(kT,s) vll z ds

Como

W(O.T)
T

X(0,S) B(s) Be(S) X'(O,a) ds
0

X(kT.s+kT) B(s+kT) B'(s+kT) X'tkT.s+kT) ds
n

T

X(kT,a) B(a) B'(a) X' (kT.a) da

. W(kT.(k.l)T)
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PROVA. Se (A,B)T é H-controlável, pelo teorema anterior é contro­

lável em [O,rT] , onde r é o grau do polinômio minimal de X(T) • 

Se r ª n • não há nada a demonstrar. Suponhamos então que r < n. 

Existe um controle u: [0,rT] ~ Rm mensurável e limitado, tal que 

x[rT10,x 1u) •O. Seja 
o 

se Os s s rT. 

se rT < s s nT. 

e portanto, (A,B)T e controlá 

velem [O,nTJ • A recíproca consta no teorema 3.4. 

LEMA 3.3. Se (A,B)T é controlável em [0,T] , então e controlável 

em [jT, (j+1 )T] • para todo j 2: 1 • 

PROVA. Suponhamos que existe k ~ 1 tal que (A,B)T nao e controlá 

velem [kT,(k+1)T] • Logo, existe v ~ O tal que 

v' W(kT,(k+1lT) v "' IIB 1
(s) X1 (kT,s) vil 2 ds J 

(k+1 )T 

"' o • 

Corno 

wco. T) 

kT 

= r o 

1 • 

X(O,s) B(s) B (s) X (0,s) ds • 

• fT X(kT,s+kT) B(s+kT) B 1 (s+kT) X'CkT,s+kTJ ds • 

o 

• J 
(k+1 JT 

X(kT ,a) B(a) B' (o) x' (kT ,a) da 

kT 

• W(kT, (k+1 lT) 

• 
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eoguaquo v W(0.T) v n 0 , com v#0 . eportanto. o sistema

(A.B).r não é contru]ávo] em [0.T] . O resultado segue por contradí

çao

LEMA 3.4. Se oxíste k 2 1 tal que CA,B)v é controlável em

[kT,(k+])T], então (A,B)v á contro]áva] om [0,T] .

PROVA. Suponhamos. por contradição, que (A,B)T não é controlável

8m [0.T]i fogo,oxíste v#O ta]que v'W(0.T)v B 0 . Como

WCO.T) a W(kT,(k+l)T), segue que existe v # O tal que 0

- v' W(kT.(k+'l)T) v e pot'tanto. (A,B)T não é controlável

[ kT. ( k+] )T]

em

COROLÁRIO 3.1. So existe k2 1 tal qua (A}B)v é cantrolával am

[kT,(k+]JT] . então o sistema é contro]ávo] em [JT.(j+])T] . para

todo J 2 1 .

PROVA. Decorre dos lerrns 3.3 8 3.4

TEORES'IA 3.7. se (A,B), é contro]áve] 8m [o.T] , então á contro]é
vo[ om [0,nT] .

PROVA. Coam

,nT
W(0.nT) n l X(O.s) B(s) B'(S) X'(0.s) ds

' 0

E

0Sksn-l X(0.8) B(s) B'(s) X'(0.s) ds

W(O.nT) Osksn-l X(0.kT) W(kT,(k+l)T) X'(0,kT) .
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segua que v' W(O.T) v • O, com v ~ O , e portanto. o sistema 

(A,B)
1 

nao é controlável em [0,T] • O resultado segue por contradi-

-çao 

LEMA 3.4. Se existe k ~ 1 tal que (A.B)T é controlável em 

[kT,(k+1)T]. então (A.B)T é controlável em [O,T] • 

PROVA. Suponhamos, por contradição. que (A,B)T nao e controlável 

em [O.T], logo. existe v ~ O tal que v' W(O,T) v ª O • Como 

W(O,T) • W(kT.(k+1)T). segue que existe v ~ O tal que O e 

• v' W{kT.(k+1)T) v e portanto. (A.B)
1 

nao é controlável em 

[kT.(k+1)TJ • 

COROLARIO 3.1. Se existe k ~ 1 tal que (A1B)T é controlável em 

[kT.(k+1)T] , então o sistema é controlável em [jT,(j+1)T] , para 

todo j ~ 1 • 

PROVA. Oecorre dos lemas 3.3 e 3.4. 

TEOREMA 3.7. Se (A.B11 e controlável em [O,T] , então e controlá 

velem [O.nT] • 

PROVA. Como 

nT 
W(O,nT) • I X(O,s) B(s) 8

1
(S) x'co,s) ds -

o 

• t 
OSkSn-1 

flk+1)T 

kT 

X(O,s) B(s) B1 (s) X
1
(0.s) ds , 

segue que 

W(O,nT) • I 
OSkSn-1 

X(O,kT) W(kT,(k+1)T} x'c □ ,kT) • 
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Sola v # 0 . Então

v'W(0.nT)v H E v' X(0.kT)W(kT.(k+l)T)X'(0,kT) v.
OskSn-l

Como (A.8)T é contro]áve] em [0,T] , paio.gema 3.3 , á contro]áva]

8m [kT.(k+])T] , V k e ].....n-] . Sendo X(0.kT) não-s]ngu]ar para

todo k , segue que X'(0.kT) v # O e portanto

v' X(0.kT] W(kT.(k.l)T) X'm.kn " ' 0 P l g k g n-l

Logo, v'W(0.nT) v > O , Vv#0 oportanto, (A,B)T éoontrolá
vo! em [0.nT]

Observamos que a recíproca desse resultado não á verdadeira, como a

testa o exemplo 3.1.

LEMA 3.5. Suponhamos qua todas as soluções da (A.O)T são T-períÓ

dicas. Então, o sístama CA,B)v é contro]áve]. em [0.T] se 8 sémen

to se é contro]ávo] em [0.nT] .

PROVA. Sa todas as soluçÓoo do (A,0)T são T-periódicas. então

X(t+T) B X(t) , V t . Logo,

W(0,nT) E X(O.kT) W(kT.(k+l)T) X'(O,kT)0SkSn-l

0SkSn-l X(0.kT) W(O.T) X'(0.kT) a n W(0.T) .

Portanto. dat W(0,nT) # 0 se 8 sÓmanta se dat W(O.T) # 0 dando,

(A.B).r é contro]ávo] sa 8 sómonte sa á contru]ávo} em [0.T]

A 88guít'p apresentamos tm sistema poríódlca cujo sistema homogâ
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Seja v _~ O. Então: 

v' W(O,nT) v • t v' X(O,kT) W(kT,(k+1)T) x'(O,kT) v • 
OSkSn-1 

Como (A,B)T e controlável em [O,T] , pelo _ lema 3.3 , é controlável 

em [kT,(k+1)T] , V k e 1,•••,n-1 • Sendo X(O,kT) não-singular para 

todo k. segue que X1 (0,kT) v ~ O e portanto 

v' X(O,kT) W(kT,(k+1)T} X
1 (0,kT) v > O 1 s k s n-1 • 

Logo, v' W(O,nT) v > O, V v ~ O e portanto, (A,B)T é controlá­

vel em [0,nT]. 

Observamos que a recíproca desse resultado nao e verdadeira, como a­

testa o exemplo 3.1. 

LEMA 3.5. Suponhamos que tôdas as soluções de (A,O)T sao T-perió-

dicas. Então, o sistema (A,B)T e controlável em [O, T] se e somen-

te se é controlável em [O,nT] • 

PROVA. Se todas as soluções de -sao T-periódicas, então 

X(t+T) • X(t) , V t • Logo, 

W(O,nT) e t X(O,kT) W(kT,(k+1)T) X1 (0,kT) • 
OSkSn-1 

• t X(Q,kT) W(O,T) X
1
(0,kT) ª n W(O,T) 

QSkSn-1 

Portanto, det W(O,nT) ~ O se e sómente se det W(O,T) ~ O donde, 

(A,B)T e controlável se e sómente se é controláveJ em [O,T] • 

A seguir, apresentamos um sistema periódico cujo sistema homogê-
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noo assacíado não possuí soluções paríodícas, mas que 8 controlável

EXEI'PL0 3.2. Consídoromos o sistema 2x-periódico

ando, para todo t € R

A(t)x + B(t)u,

; case sont

A(t)

-i c.st :.nt

B(t)

Podemos verificar facilmente que

{ (-cose , sent) ' exp(t/2) 1 (98nt cost)' axP(-t) }

é uma baba para o espaço solução do sistema homogéneo associado 8 por

tanto. suas soluções não são periódicas. Por outro lado, como

. -t/2cose 8 sent o't/2

x(o.t)

segue que as colunas de B'(t) X'(O.t) , t c [0.2x] . são ]ínoarvne.2

to índepandontos. Portanto. polo teorema 2.9 , o sistema é controlá-

vel.

Observamos que Brunovsky ([4]) demonstrou a equíva]êncía entro canta'o

labílídade 8 estabilização uniforme para sistemas parlodícos de clas-

Ba C'(R) . Tal fato é consoquâncla dír'ota do um teorema que anuncia-

mos 8 seguir
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neo associado nao possui soluções periódicas, mas que e controlável. 

EXEMPLO 3.2. Consideremos o sistema 2y-periÓdico x • A(t)x + B(t)u, 

onde, para todo t € R, 

3 2 
-1 + 2 cos t 1 - ! cost sent 

A(t) • 

-1 - i cost sent 
3 · 2 

-1 + 2 sen t 

B(t) • 1d2x2 • 

Podemos verificar facilmente que 

{ (-cost, sent)' exp(t/2) (sent , cost)' exp(-t) } 

é uma base para o espaço solução do sistema homogêneo associado e Pº!. 

tanto, suas soluções não sao periódicas. Por outro lado, como 

cost e-t/2 -sent e-t/2 

X(O,t) • 

segue que as colunas de B
1

(t) x'co,t) , t € [0,2Y] , sao linearmen 

te independentes. Portanto, pelo teorema 2.9, o sistema é controlá­

vel. 

Observamos que Brunovsky ([4]) demonstrou a equivalência entre contr~ 

labilidade e estabilização uniforme para sistemas periódicos de clas-

1 
se C CR) • Tal fato é consequência direta de um teorema que enuncia-

mos a seguir. 
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[EFINIÇA0 3.2. Um n-e4peC,t40 do ,tipo xeaZI á um conjunto E que SS.

tísfaz as seguintes propríedados:

[1 )

(2)

C3)

Os n elementos do E saa numeros complexos (nao nocessaría

mnente dístíntosl

s8 a c E . então a € [ (ando a barra denota a conjugação

complexa);

os elemento

vezes em

derepetidos 0 me sriD num81'0S a 8 a apaz'ecam

TEORES'IA 3.8. Consideremos o sistema (A.B)T . com A.B c C (R) . En-

tão, (A.B).r é controlável sa B sÓmonte se

tl) A cada ospoctx'o do tipo i'eal E B {al''''.an} com aÍ # 0 .
í n ].....n , B ]l aa > O , exista uma matriz T-poríÓdíISígn ' '

ca Q tal nua os multiplicador'es caractorÍstícos d0 6ístema

i .u (A + BQ)(t) x são iguais aos

(2) A cada espectro do tipo r'oal E a {a

í a l,....n , existo uma matriz 2T-periódica Q tal que 03

multiplicadores característicos do iB (A + BQ)(t) x , co2.

sídarado como um slstama 2T-periódico, são iguais aos al

Para sistemas periódicos (limitados) obtemos o soguínta osquoma
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CEFINIÇAO 3.2. Um n-upecbw do :tipo Jteal. é um conjunto I: que sa 

tisfaz as seguintes propriedades: 

(1) Os n elementos de t sao numeres complexos (não necessária 

mente distintos, 

(2) se a€ t, então õ € t (onde a barra denota a conjugação 

complexa); 

(3) os elementos a e a aparecem repetidos o mesmo numero de 

vezes em I:. 

TEOREMA 3.8. Consideremos o sistema (A,B)T, com 
1 

A,B € e (R) • En-

tão, (A,B)T e controlável se e sómente se 

( 1) A cada espectro do tipo real t = {o •·•a} 1• • n com º1 ;t o • 

1 • 1 ,. • • • _. n , e n º1 > o , existe uma matriz T- periód_!. 
1SiSn 

ca Q tal que os multiplicadores característicos do sistema 

• (A + BQ) (t) X ., X sao iguais aos º1 • 

(2) A cada espectro do tipo real t a {al' .. •,on} com º1 ;to, 

i • 1,•••,n, existe uma matriz 2T- periódica Q tal que os 

multiplicadores característicos de x s (A+ BQ)(t) x, con 

siderado como um sistema 2T-periódico, são iguais aos 

Para sistemas periódicos (limitados) obtemos o seguinte esquema: 
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Contro[ávo[ em [0.T] --+

+

Contro[áve[ om [0.nT]

i
Controlável .t-''F

t
Uní.formemonte controlável

Uniformemente estabílízável

Contro[ávo[ omE]T.(J+])T]. V J 20

Estabílízával

EQUAÇÃO DE HALL CONTROLADA.

Consideremos a oquaçao de Hall ci

; + [À + p(t)] y n u(t) (EHC)

R + R é uma Função T-poríÓdíca B contínua.

ui R + R ó uma função ímnsurávol 8 localmente limitada.

Esta equação é oquívalonta ao sistema

i u ACt)x + BCt)u (}fu)

A(t) - 1 1 . B(t)
[[+P(t)] 0 1 . 1 1

2 A

ntrolada

onde P

com

8
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Controlável em [O,T] Controlável em [jT. (j+1 )T]. l,J j ~ O 

Controlável em [0,nT] 

l 
Controlável Estabilizável 

l 
Uniformemente controlável 

t 
Uniformemente estabilizável 

2. A EQUAÇAO DE HILL CONTROLADA. 

Consideremos a equaçao de Hill controlada: 

-y + [À+ p(t)] y • u(tl (EHC) 

onde À! R , p: R + R e uma função T-periódica e contínua, e 

u: R + R é urna função mensurável e localmente limitada. 

Esta equação é equivalente ao sistema 

i • A(t)x + B(t)u CHul 

com 

X • , A(t) .. : l • B(t) .. 

Seja 
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yl(t) (t)y2

B P

e ct)y(t)y 2l

x(t) x(O) - Id

B matriz fundamental da solução do sístoma ( }f o ) Como

(s)2

l

yl(s)

B'Ü) X'Q.d - ( O

( -y2Ca) yl(s) )

para todo s € [0,2T] doduzímos a seguinte resultado

TEOREFM 3 . 9 . 0 sistema Cffu) é controlável

Sendo p: R -» R continua Q T-poríÓdíca, segue qua

Ip(t)l SN , Vt . Logo, jjAjjgl+Nz oportanto, (ffu) éumsis

tema limitado.

Douto modo. da acôrdo com o parágrafo anterior. sabemos que (Hu)

taríüém Q estabílízávol, unífor'memonte controlável e uníformomonte os-

tabllizávol} ademaís. todos ossos conceitos são equívalentos. Porém ,

o fato do sabermos a priori que o sistema (ffu) 8 contrulávol não

nos ajuda na determinação das matrizes feedback necessárias para 8 0s

tabíllzaçao e estabilização uniforme, o conhacímonto dessas matrizes

sendo muito ímportanta na prática. É tombam igualmente importante o

conhecimento do matrízas feedback qua roalízam a p-astabílízação.

Motivados por ossos fatos. calcularemos a segui.r algumas dessas
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• X(O) -= Id 

a matriz fundamental de solução do sistema (Ho) . Como 

y2 Cs1 -yl(s) 

B
1
(s) X'(O.s) • ( o 1 ) • 

-y2(s) y 1 (s) 

• ( -y2(s) yl(s) ) 

para todo s € [0.2T] , deduzimos o seguinte resultado: 

TEOREMA 3.9. O sistema (Hu) e controlável. 

Sendo p: R + R contínua e T-periÓdica, segue que 

1 p(t) 1 s N , V t • Logo. · IIA li s 1 + N2 e portanto, CHu) e um sis­

tema limitado. 

Deste modo. de acôrdo com o parágrafo anterior. sabemos que (Hu) 

tarrbém é estabilizável. uniformemente controlável e uniformemente es­

tabilizável, ademais, todos esses conceitos são equivalentes. Porém, 

o fato de sabermos a priori que o sistema (Hu) é controlável não 

nos ajuda na determinação das matrizes feedback necassárias para a es 

tabilização e estabilização uniforme, o conhecimento dessas matrizas 

sendo muito importante na prática. É também iguaimente importante o 

conhecimento de matrizes feedback que realizam a ~-estabilização • 

. Motivados por esses fatos, calcularemos a seguir algumas dessas 
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matrizes

Dado

Então.

0 . soja F(t) B ( p(t) + À - 2m2 ) .

0

-«J
A + BF

-2m2

8

-2mte

Y(t)
2me'2mt

é uma matriz solução do sistema

s. t 2 s , temos:

[2-em(s't)] emCs-t)

(A + BF)(t) x . Para todo t,

::::::'::'==:::::: : lll'r(t ,s) ll =

.2mem(s't) [em(s-t).]]

s [ tr (Y'(t,s) Y(t,s))]1/2

[ a2m(s-t) m2{(4mq .+ 5m2 + 1) - 2(4mq + 4m2 + ])em(s't).p

+ (4mq + 5m2 + ])o2m(s )} ]1/2

S [ o-2m(t-s) m2.2m2 ]1/2 # m2 8'm(t-9) .

Portanto. a matriz +oedback F realiza a eatabílízação unlformo do

sistema (ffu) . Como, para todo m > O . lím lIY(t,s)ll n 0 , soguot-+n
qua as matrizes

Fm(t) ' ( P(t) + X 2m2 l .3m )
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matrizes. 

Dado me R, m > O , seja 

Então, 

2 F(t) • ( p(t) + A - 2m 1 -3m ) • 

O 1 

A+ BF • 

· -2m2 -3m 

e 

-mt -2mt e e 

Y(t) • 

-mt -me -2mt -2me 

é uma matriz solução do sistema · x • (A+ BF)(t) x. Para todo t, 

s, t ::?: s ._ temos : 

IIY ( t • s ) li = 

s [ tr (Y'(t.s) Y(t.s))J 112 

• 

[ -2m(t-s) 2 2 Jl/2 
~ e m •2m -= 

Portanto, a matriz feedback F raeliza a estabilização uniforme do 

sistema (Hu) • Como. para todo m >O, 

que as matrizes 

F (t) 
m 

2 • ( p(t) + A - 2m 

lim li Y C t , s ) li • O • 
t-+a> 

-3m) 

ssgue 
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r'Balizam a n-88tabilízação da (Hu)

Pela demonstração do teorema 2.15 . cabemos que dado t. ( R e

xo c R' . os controles uX.(t) ' Fm(t) XA+BF(t,to) xo realizam B
.o-contFO]ab]].tdad8 de Cffu) . Como

lluxn(t) ll B llFm(t) XA+BF(t.to) xo ll

11 ( o'm(t'to)[2(p(t)+À+m2) - Cp(t)+À+4m2)e'm(t-to)] ;

; .-mU-t.)[ E11 ' ' 21121À:!n: .-mk-tJ] ) x.H

segue qua llrn llux.(t)ll B O 8 portanto, temos o saguínta resultat..n '0 '
do:

TEOREMA 3.10. A equação do Hall controlada á n-controlável por con

trupes que tendem a zero no ínfánlto.

O estudo da estabilização 8 0stabílízação uniforme para a equação

de Hall controlada é bastante simples. urm vaz qua tal equação é con-

trolável. Em contrapartida, o estudo da astabílídado para a equação de

Hall homogénea é multo mais difícil. como mostra o teorema do LJapunov

-Haupt.

3. SISTEI'nS AUTÓNOMOS CONTROLADOS

Neste parágrafo aprosontaromos apenas alguns das principais re-

sultados para sístomas autónomos controlados. cujo estudo á oxtons0 8

a lítoratura dísponÍve[ muito vasta (cf. [6] 8 [18]).
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realizam a ~-estabilização de {Hu) • 

Pela demonstração do teorema 2.15 , sabemos que dado t € R e o 

X € R2, os controles u {t) • F (t) XA+BF(t,to) X realizam a 
o Xo m o 

~-controlabilidade de (Hu). Como 

llux (t) li • IIF (t) XA BF(t,t) x li• 
0 

m + o o 

. 
t 

-m(t-t ) · p(t)+X+m2 
e o [ 

m 
p (t) +).+4m

2 
e-m(t-t 0 )] ) x li 

m o 

segue que lim llux (t) li • O e portanto, temos o seguinte resulta 
t-+<o o 

do: 

TEOREMA 3.10. A equaçao de Hill controlada e ~-controlável por con­

troles que tendem a zero no infinito. 

O estudo da estabilização e estabilização uniforme para a equaçao 

de Hill controlada é bastante simples, uma vez que tal equação e con­

trolável. Em contrapartida, o estudo da estabilidade para a equação de 

Hill homogênea é muito mais difícil. como mostra o teorema de Ljapunov 

-Haupt. 

. 
3. SISTEMAS AUT0N0M0S CONTROLADOS. 

Neste parágrafo apresentaremos apenas alguns dos principais re­

sultados para sistemas autônomos controlados, cujo estudo é extenso e 

a literatura disponível muito vasta (cf. [6] e [18)). 



Consideramos o sístoma autónomo controlado

i B A x(t) + B u(t) (s)

onde AcMnxn(R) , BcMnxm(R) 8 u: R + Rm áumafunçãomlon
surával !ocalmento limitada.

Observamos que sonda o sístoma autónomo. podemos oscolhar, sem

parda do generalidade. para tempo Inicial o tempo t. B 0 8 que as

dafíníçÕes do K-C.C. B K-C.C. no tempo t. passam a sor equívalen

tas. Ademaís. dacorro dírotarmnto do teorema 2.5 o seguínta resulta-

do

TEOREFIA 3.11. O sístoma (S) á controlável se 8 sÓmonte se a matriz

n X mn

C B [ B ; AB ) ... l An''8 ]

tem posto n Ctal matriz á denominada ma;ClbxPz de cortZ40.&a6.é.tZdade de
Kaematt).

[X:FINIÇA0 3.3. D]zamos que um autova]or X da matriz A é copa;Cito

.tãveZ ([11]) 68 posto (A - À]d : B) a n , ou da forma oquiva]on

te.senãoaxísteumvator n#O tanque TIAnÀtl 8 TIBa0.

O soguínte rasu]tado á dav]do a Hautus ([lO])

TEORES-lA 3.12. O sistema CS) á conta'olável sa B sÓmonte se todo au

tovalor da matriz A á controlável.

[EFINlçA0 3.4 . O conjunto dos autovaloros da A á chamado upec2ao
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Consideramos o sistema autônomo controlado 

x • A x(t) + B u(t) (S) 

onde A EM (R) , BEM (R) e u: R ~ Rm e uma função men-. nxn nxm 

surável localmente limitada. 

Observamos que sendo o sistema autônomo, podemos escolher, sem 

perda de generalidade, para tempo inicial o tempo t • O e que as 
o 

definições de K-C.C. e K-C.C. no tempo t
0 

passam a ser equivale_!! 

tes. Ademais, decorre diretamente do teorema 2.5 o seguinte resulta­

do: 

TEOREMA 3.11. O sistema (S) e controlável se e sómente se a matriz 

n x mn 

e n-1 
• [B1AB1•••1A B] 

tem posto n (tal matriz e denominada mabt..lz de con:tltolabilida.de de 

Kalma.n). 

-DEFINIÇAO 3.3~ Dizemos que um autovalor da matriz A c.onbto-

tá.ve.l ([11]) se posto (A - Àid 1 B) • n, ou de forma equivalen-

te, se não existe um vetor Tl ~ O tal que nA m ÀT'I e nB • O • 

O seguinte resultado e devido a Hautus ([10]): 

TEOREMA 3.12. O sistema (S) é controlável se e sómente se todo au­

tovalor da matriz A é controlável. 

OEFINIÇAO 3.4. O conjunto dos autovalores de A e chamado upeet:Jr.o 
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de A e denotado por a(A) } um autovalor X da A á dito es.tavet

sa Re À < 0 } autovalores de A que nã0 8ão ostávoís são denominados

.im .Cave,ü .

DEFINIÇÃO 3.5. O sistema (S) é H-atam.éZZzãveZ (Hautus [11]) se 2

xisto uma matriz F € M....(R) tal que todos os alimentos do aspoc'
mxn ' ' ' '

tro do A + BF são astávoís.

0 resultado que segue foi demonstrado Iníclalmonto por ponham

([22])i mais tarde. Hautus ([11]) obteve uma demonstração muito mais

slmplos.

TEOREMA 3.13. O sistema (S) é controlável se B sòmente se para to

do polínamío r'oal pCz) ' z + an-lzn'l + ... ao ' xisto uma ma-

triz F c r']mxn(R) ta] que p é ]gua] ao po].Inâmlo característico
de A + BF .

Os dois taorumas que seguem Foram demonstrados por Hautus ([11])

TEOREMA 3.14. São oquívalentos

CI ) (S) é n-cont rolável ;

(2) todo autovalor ínstávol de A é controláveli

(3) (S) á H-astabj.lízável.

TEOREFIA 3.15. Sa (S) é contznlável 8 E B {l,....,À.} á um conlun

to do números reais distíntoa tal qua E n a(A) B + . então existe u

rm matei.z F c Mmxn(R) tal que [ B a(A+BF).
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de.. A e _denotado por a(A) J um autovalor À de A é dito utá.vel 

se Re À< O J autovalores de A que nao sao estáveis são denominados 

bu,tá.vw . 

OEFINIÇAO 3.5. O sistema (S) e H-uta.bi.Llzavel (Hautus [11]) se e 

xiste uma matriz F E: M (RJ mxn 
tal que todos os elementos do espec-

tro de A+ BF sao estáveis. 

O resultado que segue foi demonstrado inicialmente por Wonham 

([22])J mais tarde. Hautus ([11]) obteve uma demonstração muito mais 

simples. 

TEOREMA 3.13. O sistema (S) é controlável se e sómente se para to-

do polinômio real p(z) n n-1 
e z + a z + ••• + a • existe uma ma-

n-1 o 

triz F E: M CR) mxn tal que p é igual ao polinômio característico 

de A+ BF. 

Os dois teoremas que seguem foram demonstrados por Hautus ([11]): 

TEOREMA 3.14. são equivalentes: 

(1) (S) e m-controlávelJ 

(2) todo autovalor instável de A e controlável, 

(3) (S) e H-estabilizável. 

TEOREMA 3.15. Se (S) é controlável e te {Ã 1.•••,Àn} é um conjun-

to de números reais distintos tal que t n a(A) • ♦ ,então existe u-

ma matriz F € Mmxn(Rl tal que t • a(A+BF). 
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0 artigo do Hautus ([11]) é importante não apenas peia sua contra

buíção ao estudo do sistemas autónomos controlados. mas também pelas

novas técnicas alÍ introduzidas. Observamos que a daflníçao do H-con-

trolabílídade (definição 3.1) é uma extensão da definição do autovalor

contro[áva[ 8 que o teorema de Brunovsky ([4]) para sístomas per'íÓdí-

cos á uma extensão do teor'ema 3.15 , do Hautus, para sístomas autÕno-

rlDS.

Observamos finalmente que o estudo da controlabllídade 8 astabílí

zaçao para sístamas autónomos 8 multo mais simples do que para siste-

mas dopandentes do tempo (ou até mesmo para sistemas poríÓdícos). uma

vez que a determinação do uma matriz do solução do um sistema hamogâ-

noo autânomó requer apenas técnicas bam estabelecidas.

- 57 -

O artigo de Hautus ([11]) é importante nao apenas pela sua contri 

buição ao estudo de sistemas autônomos controlados, mas também pelas 

novas técnicas alí introduzidas. Observamos que a definição de H-con­

trolabilidade (definição 3.1) é uma extensão da definição de autovalor 

controlável e que o teorema de Brunovsky ([4]) para sistemas periódi­

cos e uma extensão do teorema 3.15 • de Hautus, para sistemas autõno-

rros. 

Observamos finalmente que o estudo da controlabilidade e estabili 

zação para sistemas autônomos é muito mais simples do que para siste­

mas dependentes do tempo (ou até mesmo para sistemas periódicos), uma 

vez que a determinação de uma matriz de solução de um sistema homogê­

neo autônomo requer apenas técnicas bem estabelecidas. 
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l N D l C E

Autovalor estável. Instável.

Espectro,

Estado K-controlável no tampa to '

Expoente característico,
Mau'íz de controlab11ídada de Kalman.

Matriz da monodt'omía.

Multiplicadores característicos,

n-espectro do tipo real
Sistema

assíntótícamonte estável

cone ro lave l .

contro[ávo[ em [to'tl]
astabílízável

estável.

H-controlável.

H-estabíllzávol,

K-completamente controlável.

K-completamlento contrulával no tempo t

totalmente controlável.

unlforvno om relação a acassíbílídade.

uníforvno om relação a cantrolabílldado.

uníforlwmente asslntótícamonta estável

uníforlwmanta controlável.

uníFormemonto estabill.závol.

unlformomanta astávol

»

P

P

»

»

56

55

9

3

5S

3

3

50

l

16

14

31

l

43

56

10

10

16

26

26

2

26

31

l
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I N D I C E 

Autovalor estável. instável. 

Espectro, 

Estado K-controlável no tempo 

Expoente característico. 

t • o 

Matriz de controlabilidade de Kalman. 

Matriz de monodromia. 

Multiplicadores característicos. 

n-espectro do tipo real. 

Sistema 

assintáticamente estável, 

controlável. 

controlável em [~
0
.t1] • 

estabilizável, 

estável, 

H-controlável. 

H-estabilizável. 

K-completamente controlável, 

K-completamente controlável no tempo 

totalmente controlável. 

uniforme em relação a acessibilidade, 

t 
o 

uniforme em relação a controlabilidade. 

uniformemente assintáticamente estável. 

unifonnemante controlável, 

uniformemente estabilizável. 

uniformemente estável. 

56 

55 

9 

3 

55 

3 

3 

50 

1 

16 

14 

31 

1 

43 

56 

10 

10 

16 

26 

26 

2 

26 

31 

1 
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[t .n)-contro]áv810

n-COntrOláVel.

--astabílízával.

Teorema da

Brunovsky.

Floquet,

Hautus.

lkeda Manda-Kodama ,

Ljapunov'Haupt ou das

Sílverman -fle adows ,

ponham.

P
21

24

33

41.49

2

55.56

37

Oscilações.
20

56

[t ,•)-controlável, 
o 

•-controlável, 

-estabilizável, 

Teorema de 

Brunovsky, 

floquet, 

Hautus, 

Ikeda-Maeda-Kodama, 
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Ljapunov-Haupt ou das Oscilações, 

Silvennan-Meadows, 

Wonham, 

21 

24 

33 

41,49 

2 

55,56 

37 

5 

20 

56 




