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INTRODUÇÃO

Em [R] , Rocha Filho mostrou que, ao contrário do que

acontece quando o espaço de Banach X tem (dimensão fi.Dita, nem

sempre temos a igualdade entre o conjunto R(X) das funções

f: [0,1] -' X que são Riemann-integrãveis e o conjunto D(X) das

funções f: [0,1] -» X que são Darboux-integráveis ou mesmo a i.n-

clusão de R(X) no conjunto M(X) das funções f: [0,1] -'- X que

são Lebesgue mensuráveis. No entanto, para certos espaços de

Banach X de dimensão infinita podemos ter D(X) = R(X) ou

R(X) c M(X) . Respon(ier sobre a vala.jade de D(X) = R(X) ou

R(X) c M(X) para um certo espaço de Banach X não é, em geral, ta

rega fácil. O assunto deu origem a diversos trabalhos,como por
exemplo [D] l [A] e [He], onde foram conseguidas respostas em di-

versas classes de espaços de Banach.

Neste traba].ho, vamos estudar as questões da mensura-

bi.Lidado e da integrabili-dado segundo Darboux de funções Riemann

integrãvei.s num contexto mai.s geral do que aque]e de [R] , [D],

[A] e [He[: o intervalo [0,1] será substituído por um compacto

Hausdorff não vazio qualquer onde se toma uma medida de Borel

regular e as noções de integrabilidade segundo Riemann e Darboux

em re].ação a uma medida de Botei regular num compacto serão esses

cialmente as de [KR]

No entanto, no Capítulo 1, trataremos aind.a do caso

particular em que o compacto é [0,1] e a medida é a de Lebesgue

O SI seta dedicado a uma melhor compreensão do fenómeno

D(X) # R(X) que, como veremos, é causado sempre por certos tipos

especiais (ie funções ou ainda por aJ-grama seqtlência básica, sendo



portanto de natureza separãvel. No S2, caracterizaremos os es-

paços de Banach X com base simétrica generalizada para os qual.s
tem-se D(X) = R(X) (ou D(x+) = R(Xt)) e, supondo adia.onalmente

bens X 2 c, aqueles para os quais tem-se R(X) c: M(X)
(ou R(xl'') c M(x+)) . No S3 mostraremos que espaços de Banac:h X

não separáveis com base incondi.ciona] genera].i.zada e norma uni-

formemente diferenciãvel em cada di-reção verificam a D(X) # R(X) ,

generalizando asse-m, na classe dos espaços não separáveis com

base incondicional, o resu]tado 3.b.4 de [R] ("Se X é uniforme-

mente convexo de dimensão infinita então D(X) # R(X)")

O Capítulo 1.[ compreende os parágrafos 4 a 8. No S4,

estudaremos as noções de i.ntegrabi-cidade segundo Riemann e

Darboux em relação a uma medida de BoTeI regular num compacto e

no S5 veremos como se relacionam essas noções com as noções de

integrabi-lidade em relação a uma função cl: [a,b] -> ]R crescente,

que foram estudadas em [He]

Os problemas D(X) - R(x) e R(X) c M(X) em relação a

medidas de BoTeI regulares em compactos serão estudados no S7 e

no S8, respectivamente. Dada uma medida P de Botei regular num

compacto K, veremos no $7 que se D(X) ; R(X) então toda
f: K -> x Ri-emann--integrãvel em relação a p é Darboux-i-ntegrãvel

em relação a p . Mostraremos que a recíproca é verdadeira em

algumas situações entre as quais destacamos as segui.ntes: p é não

puramente atómica (não nula) e K é diãdico ou K é localmente co--

nexo (ou supp p c F c K e F é diãdico ou localmente conexo) ou

p é não-àtõmica não-nula e existe F c K fechado separãvel com

p(F) > 0. Em particular.teremos que o problema Dcl(X) -Ra(X) Pâ

ra a com parte contínua não constante. estudado em [He], é equi-

valente ao problema D(X) = R(x) . No S8 mostzaremos que quando



p é não puramente atómica (não-nula), se R(x) d: M(X) então e

xiste f: K -- X Ri.emann-integrável em relação a p não mensurá-

vel- em relação ao completamento de p e que a recíproca é vertia

deita no caso em que supp p é metrizãvel

O Capítulo 111 é dedicado ao estudo de operadores re

lacionados com os probl-emas D(X) = R(X) e R(X) c M(X) generali-
zados e tem dois parágrafos: o S9 e o S10.

No $9, transportaremos para o novo contexto os resul-

tados sobre operadores de Darboux (i.sto é, operadores que levam

funções Riemann-i.ntegrãveis em Darboux integrãveis) obtidos em

[PR] . Seguindo a Linha do SI, mostraremos que se um operador

T: X -» Y não é de Darboux então esse feDÕKleno é causado por uma

função de tipo especial ou, ainda. por alguma seqtlência básica
do y

No $10 vamos introduzir e estudar uma nova classe de

operadores: aqueles que levam funções Riemann-integráveis em

funções mensuráveis. Mostraremos que em algumas situações (por

exemplo quando assumimos a hipótese do contínuo e o domínio é

co(1') , LI(m) para m fmi.ta ou um uni.firmemente convexo) eJ-es são

precisamente os operadores de imagem separãvel
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The subject of tais work is the study of the properties

(1) R(K,p,X) c D(K,p,X) (every f: K '- X p-Ri-emana-integrable is

li-Darboux-integrable) and (2) R(K,p,X) c M(K,ti,X) (every f: K -' X

p-Riemann-integrable is p-measurable) , where K is a compact. p a

regular Botei measure on K, p it's compJ-etlon and X a Banach

space. We algo study certain operators in relation to these pro-

perti.es.

We study the relationshi.p between the validity of (1)

for [i and À, where À is the Lebesgue measure on [0,1]. We obtaín,
as a particular case, the equivalence betweeen

R([0,1],À,X) c D([0,]-],À,x) and it's ana]ogue for Riemann-Stie],tjes

and Darboux-Sti.eltjes integ3.ati.on. A similar treatment is given
to the property (2)

We algo tive a characterization of

with symmetric base and dons X 2 c for wich

R([0,1],À,X) c M([0,1],À,X)(or R([0,1],À,X'k) c M([0,1],À,X+» and

we show that if X i.s non-separabl-e. has an incondicional base and

a norm wich is uniformly differentiable in every di.rection then

R( [0,1] ,À,X) # D( [0,1] ,À,X)

the Banach Xspaces

We also study certain general aspects of the problem

R([0,1],À,X) c D([0,]-],À,X) and we present severa] resu].ts on

P-integrability
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VI'l

NOTAÇÕES E TERMINOLOGIA

m ; {1,2,3,. ..}
IAl: cardinalidade de A

Xo ' IWl; c = IIRI ; XI : menor cardinal não enumerãvel

u: menor orai-nal infi.nato; ul: menor ordinal não enumerãvel
ü: reunião disjunta
A: fecho de A ; X: interior de A

aA: fronteira de A, anA : fronteira de A em B

B-A = {xeB: x#A } (às vezes indicado apenas por [A, quan(io

está-ver claro qual é B)

À : medi.da de Lebesgue em ]R ou num i.nterva]o de ]R ou ainda

sua restrição aos bore]ianos de ]R ou de um intervalo de ]R

Seja (S,>1,p) um espaço de medida finita. Um átomo de pé

um conjunto A € E com p(A) > 0 tal- que para todo B C E

B c A tem-se p(B) - 0 ou p(B--A) = 0. Dizemos que li é não-

-atómica se não existem átomos de p. Dizemos que H é pura.
mente atõmi-ca se para cada A € E com p(A) > 0 existe B c A
tal que B é um átomo de p.

supp p: suporte de p = {xeK: P(V) > 0 para todo aberto V com xeV}

(aqui 1.1 é uma medida definida nos borelianos d.e um compacto

Hausdorf:E K}

compacto: espaço toPológico compacto Hausdorff

XE: função característi.ca de E, isto é XE(x) - l se xeE e
XE(x) é 0 se x#E



IA

função crescente f: A c IE{ -' m: função tal que f(t) $ f(s)

se t,s C A e t < s.

f(t+): lim f(s); f(t'): lim f(s) (para funções cujo domí-
s--t+ s'-t'

nio contém um interva]o do ti.po ]t,t+e: [,c > 0 no pri-mei-ro c.ã

se ou ]t-c,t[,c: > 0 no segundo caso)

partição de [a,b]: seqtlênci-a (to't].,...,tn) de pontos de

[a,b] com 0 : to < tl < ...< tn - b
diâmetro da parti.ção(to'tl'...,tn)

onde Ati = tj. - ti.l

refinamento de uma partição (to'tl'...,tn) d

outra parti-ção (se'SI''..,Sm) de [a,b] com

{to'tl'. .,tn} c {so'sl''..,s }

f

[a,b] umaee

restrição de função f ao conjunto A

i.e{ 1 , . . . , n} } ,

Seja X um espaço Bordado

Dizemos que uma função f: [a,b] -» X é Riemann-i.ntegraüel em
[a,b] se existe J C X tal que para cada E > 0 existe (5 > 0

tal que para toda partição (to'tl'...,tn) Con diâmetro menor
do que õ e para toda escolha de pontos {xj'lJ: comL 'J i=l

xi e]ti-l'ti] vieÍI,...,n} tem-se

11.>1. f (xj.) Ati - J ll < E
n'

l

Dizemos que uma função f: [a.b] -> X é Darboux-i.ntegrãvel em

[a.b] se f é ]imitada em [a/b] e se o conjunto dos pontos de

desconta.nuidade de f em [a,b] tem medida de Lebesgue nula.



€ xX i l

Dizemos que uma função f: [a,b] -r X é Lebesgue-mensurâve] (ou

simpJ-esmente mensurável) se existem uma seqüênci.a { f }nCIN de
funções definidas em [a,b] com va]-ares em X ta] que cada f. é

do tipo .>1.ci XE. onde k€1q . Ej é Lebesgue-mensurãve]. e

ci e X V ie {l,...,k} e um conjunto A c]a,b] Lebesgue-meB

surãve[ com À(A) = 0 e f(x) = ]-im f.(x), Vx € [a,bJ-A

R(X) = {f: [0,1] -* X: f é Riemann-integrãve] em [0,1])
D(X) = {f:[0,1] -+ X: f é Darboux-integrãve] em[0,11}
M(X) = {f: [0,1] -- X: f é mensurãve]}

k

l l

Seja A c X (X formado)

d.iam A = sup {jlx-yji: x,y c A}

co(A) : intersecção de todos os subconjuntos convexos de X que
contém A

co(A) : intersecção de todos os subconjuntos convexos fechados

de X que contém A

span A: subespaço vetori.a]. gerado por A (A c X)

deus X = inftIDl: D ê denso enl X}

X+: dual de X (conjunto dos funcional.s lineares contínuos em X)

Dada uma família (xi)iCI de espaços de Banach e p € [1,"[ deng

ramos por (t©lXi)P o conjunto das famílias (xi)iCI com

v iel e .>1.11xilli < " (onde ll ljiind.icaie! ' '

de Xi) , que é, de modo natural- um espaço vetorial e é um empa

ço de Banach considerado com'a norma ll(xi)ietll - (Ellxj.lli)] /P

a. norma

De modo análogo definimos ( © X{). como o espaço (ie Banach

das famílias (xj.)j.e]. com xi € Xi' V iel e {i€1: ilxilli> c} fi.

Dito vc >o, considerado com a norma ll (xi)ietll : sypllxill.. e

i€1

l



X

também (.©.Xi). como o espaço de Banach das famílias (xi)i€1

com xi e Xi / V iel e supllxill. < ", considerado com a norma
J /-t'r U lie]. ' :

ll (xj.)j.Ctll - :ePllxj.llj

Z

Ê (].)
P (.OIXi)P ' onde Xi

i{ , v iei

c (1)
'Q ' ' ( © Xj)o ' onde Xj

iel ' ' '
]R , V i€1

z (1)
(.:lXxi). , onde xj.

n , v iez

Seja K um compacto Hausdorff (e X normado)

C(K.X) - {f: K -' X: f é contínua.l, considerado com a norma

11 f ll = sup {il f(x) ll : xCK }

C(K) = C(K,.R )

Seja T: X -> Y um operador linear (x,Y espaços de Banach)

T+: adjunto de T

Ker T = { xeX: T(x) = 0)

K(X,Y) espaço dos operadores compactos T X -.> Y

WK(X,Y) espaço dos operadores fraco compactos T X -> Y

Sejam (S,>1,m) um espaço de medida e p € [1,m] . Escrevem'emos

L (m) ao Invés de L (S E,m)n D

Dizemos que um compacto Hausdorff K é separãvel em medida se pg:

ra toda medida p de BoTeI regular em K tem-se LI (p) separa'
vel



n onde

XI

Seja n um cardinal. Se m é a medida produto em [0,1]

em [0,]-] consideramos a medida de Lebesgue. escreveremos

Ln([0,1J'i) ao invés de Ln(m). De modo análogo escreveremos

Lo({0,1Jí]) quando consideramos em {0,11n a medida produto,

tomando-se em {0,1} a medida p tal que p({0}) = }i({1}) = )-
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Ã.LGUNS ASPECTOS GERAIS DO PROBLEMA D(X) R(X)

Neste parágrafo vamos apresentar alguns aspectos escla

recedores relativos ao problema D(X) = R(X), para espaços de
}3anach X

Em [Ha 2] , Haydon afi.rma que se D(X) # R(X) então exis-

te uma função f: [0,1] -- x Ri.emana-integrãvel não Darboux-integro.
vel que sõ não se anula nos racionais diãdicos. Apresentaremos a

qui uma prova desse resultado e obteremos diversas consequências

i.nteressantes. Provaremos, por exemplo,que a afirmação de Haydon

continua verdadeira se substi.tuirmos os racionais diádi.cos por

qual-quer outro conjunto enumerãve]. e denso em [0,1] , fatoesse que

sela utiliza(io no $7. Mostraremos também que, quando temos

D(X) ;' R(X) , o mesmo acontece com qual.quer subespaço denso de X e

que se B é uma base de X e D(X) ;' R(X) então esse fenómeno é "cau

fado" por alguma base de blocos de B . Com esse resultado, é pog.

síve]. compreender meJ-hor a igualdade D(X) = R(X) para certos espg:

ços como X = ll(1') ou X = Y'': onde Y é o espaço de Tsirelson. A

presentaremos ai.nda uma condição necessária e sufici.ente para

D(X) # R(X) e provaremos que se D(X/Y) = R(X/Y) (Y subespaço fe-
chado de X) e D(Y) = R(Y) então D(X) = R(X) .

Em todo este parágrafo, X indicara um espaço de Banach

1.1. glSSERVAÇÃO. Seja g: [0,1] -» x Riemann-integrãvel. Se.ja

h: [0,1] +- X ta] que para cada l = [--L- , .]::!-l] com n€11q e

j-et0,1,...,2'' - 1} e para cada x€1 existem a,be 1 com h(x)=g(b)-g(a)
2 2



Então h é Riemann-integrãvel

De fato, para cada E > 0r existe n€1N tal que
2n.l . .

i=0]g(xi)-g(yi)] !ti ll < { se Elã , J::-] , j.cÍO,i,...,2'-i}

Se tomamos z;
i+]. [ então€ ] --L nn
22 .*:;*'" *:,»: : .-),?: ''«

=!:çl[ , i € {0,].,...,2n-l}h(zi) - g(xi) -g(yi). Logo, se zj.

i>10 h(zi) 1 11 < t:' e asse.m se
2 ' ' -- ]. .

iet0,1,...,2n-l} temos que ll .>1. [h(zi)-h(wi)] anil < c' A].émdisso

como g é limitada então h é limitada. Por 1.1.32 de [He] temos

que h é Riemann-integrãvel

n
i i+l€zj ,\# ] = , nnl

22

O item a) (io Lema seguinte foi sugeri-do pel-o professor

Antonio Gilioli para ser utilizado no S4. O item b) , que é canse

qüência de a) , sela utili.zado neste parágrafo e no S9.

1.2. LEMA

a) Sejam al' ..,an'M números reais não negativos e {xj.}n.l uma
sequência de X tais que

n

j.aixi ll $ M
0

i-l
se o: eÍ-l , t.l vj. € { 1, ,n}

Se bl' . . . ,bn são números reais não negativos tais

V iell,...,n} então ll.>1.bixill $ L, onde L = M se x forespaçovg.
toria[ sobre ]R e L = 2M se X for espaço vetoria] sobre C

n



b) Seja f: [0,1] -» X uma função Riemann-i.ntegrãvel tal que

{t€10,1J: f(t)= 0} êdensoem[0,1]. Se g:10,].] --[0,w[ é uma

função limitada, então gf: [0,1] -* X é Riemann-integrãvel (com in
negral nula)

Prova. a) Faremos a prova para o caso em que X é espaço veto

ria]. sobre ]R. Para o caso complexo, as adaptações são usuais.

Seja x''; e X't com llx'vll $ ].. Para cada ietl,...,n}, tomemos O4

se x'':(xi) 2 0 e Oj. = -]. se x+(xi) < 0. Então temos

n

:>1: ;:lx* (xj.) l i>1 l0j-aj.x* (xj.)

n

l x* ( . >1 . Oj.aj.xj.) l{-1

e portanto

lx*(.>1 bj.xj.)

o que completa a prova de a)

b) Seja s = supllllg(t)ll:belo,11} +1

Dado E > 0, tomemos e1 > 0 ta]. que para cada partição

(to'tl'...,tn) com diâmetro menor do que (5 tenhamos

ll.>1.[f(zi)-f(wi)]Atill $ jÉ , se zi'wi€1tj.-].,ti] vietl,...,n}l

Seja d= (to'tl'... tn) uma partição com diâme-
tro menor do que (5 . Como f se anui.a num conjunto densotemosque



ll.>1.Oif(zi)Âtill É E: se Oi eÍ-],]} e zi€1ti.I'ti] Vietl,...,n}

Assim, dados zl'.'',Zn com zi €1ti-l'ti] Víe {l,...,n},
g (z: )

aplicando a) para xj. : f(zi) , aj. - Ati e bi ; ---Í Atj., i.=1,...,n
temos que

j.>llf(zi)g(zj.)Atj.ll = sll ltf(zi) Y-l:-i--atill

Logo gf é Riemann-integrãvel com integral nula.

]..3. PROPOSIÇÃO. Se l)(X) # R(X) então exi.saem

AC ] --e-- : n€1q, í € {0,1,...,2''.t> e h: [0,1] -' X Riemann-i.nte

arável não Darboux-integrãvel com h(x) = o se x#A e llh(x) ll

se xeA.

Prova. Seja g: [0,1] -> X Riemann-i

arável. Para cada neJlq, seja

Tomemos noe:N tal que À(Fn ) > 0. Vamos chamar de intervalo diã

dica um intervalo do tipo [-z , i+l ] , kC]N / ie {0,].,.:.,2k.l}

Para cada intervalo diãdico l com l n Fn # 0 fixemos xl'yl € 10

com jjg(xt) - g(yl)ll > 1 . Sendo ml o ponto médio de ]-, defí

no h(m.) = g(x.) - g(y.)

Fn - '(t6t0,11: inf sup {jjg(s) - g(r)ll: s,r 6]t-E:,t+c[ n]o,]]) > :i
'' L É:>0 "

ntegrãvel Darbouxe nao

n
f (zS

].=

nl n€1q, í € { 0,1, , 2 e
n2
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Como um ponto é ponto médio de, no máximo, um interva].o di-ãdico ,

temos assim (bem) definida uma função h em todos os pontos médios

de intervalos diádicos l com l n F. # ©. Em todos os demais pop

tos deão,]], defino h(x) = 0. De acordo com a observação(1.].),

h é Ri-emana-integrável. Temos também que {t € [0,11: h(t) = 0}

édensoem[0,1]. Fazendo Q(t) =0 seh(t):0 e o(t)=Í l

se h(t) # 0 temos que 0 $ C)(t) $ 2no' Vt e [0,1] e assim por
(1.2.b)) , tomando h = Ofi temos que h é Riemann-integrãvel, h(t)=0

se h(t) - 0 e llh(t)ll = 1 se h(t) # 0. Mostremos que h não é

Darboux-integrãve].. Seja xo e Fn. ' Q' Cada vi.zinhança V de xo
contém um intervalo diãdico ] com x. C ]. Assim ]: n F. # © e

portanto h(ml) # 0. Logo llh(mt)ll : 1. Como ml C lc V e como

h(xo) : h(xo) ; 0 então h é descontínua em xo- Assim h é descon

tÍnuaemFn -0 ecomo0< À(Fn) ;À(Fn -Q) entãohnãoé
Darboux-integrãvel

0

0

1.4. COROLÃRIQ. Se D(X) z R(X) então existe um subespaço Y de X,

Y separãvel e uma função h: [0,1] -> Y Riemann-integrãve] e não

Darboux-integrãve].. Consequentemente são equivalentes:

j.) D(X) = R(X)

ii) D(Y) = R(Y) para todo Y subespaço separãvel de X

Prova. Se D(X) # R(X), tomamos h: [0,1] -» X como em (1.3) e
Y = span h(A)

1.5. OBSERV;ÇÃO. Se existe g: [0,1] -p X Riemann-integrãve] ta]

que (na notação de (1.3)) tenhamos F. denso em [0,]-] para algum

oe:N então podemos conseguir h: [0,1] -» X Riemann-integrãve]. ta]
0



que llh(x) ll = 1 se x é raci.anal diãdico e h(x) = 0 caso contra

rio (e portanto h não sela Oarboux-integrãvel) . Para a prova,

basta seguir os passos de (1.3)

1.6. PROPOSIÇÃO. Se D(x) # R(X) então exi.saem D c [0,1] enumera

ve[ denso e f: [0,1] -* X Riemann-integrãve] com llí(x)ll : ] se

xeD e f(x) = 0 se x+D (e portanto f não é Darboux-integrãvel)

Prova. Se D(x) # R(x), tomemos h: [0,1] -' x como em (]..3) e faça:

mos s= {telo,ll: h(t);' o} . Então Ílh(t)ll = 1 se tes, h(t)-0

se t#S, S é enumerãvel, h é Rlemann-integrável e não é Darboux iZ

tegrãvel. Seja P a reuni-ão de todos os intervalos di-ádicos aber-

tos onde 1) é nula. Como h é limitada, contínua em P e não é Dar

boux-integrãvel então X{CP) > 0.

seja a: [o,]] -' [o,]] dada por cl(t) =-!-1--ro,t r CP)
À( l p)

Para cada x € [0,1] ,x € cl(S) , esco]ho t.eS com cl(t..)

e defino f(x) : h(tx). Se x#cl(S) :Faço f(x) ; 0. Note que se

x#ci(S) então x = a(tx) para aJ-gum tx#S e portanto f(x) - 0 ; h(tx)
Assim, para cada x C [0,1], exi.ste t € [0,1] ta] que f(x) - h(tx)
e OI(t.) = x.

vamos mostrar que f é Riemann-integrãvel

Tomemos E > 0. Como h é Riemann-integrãvel-, existem

0 - to < tl <..- < tm: ] tais que se ui'vi e]ti-l'ti]
a fl m 'L .n'kna

f/



>l [h(ui)-h(v{ ) ] Atill $ À ( rp)
{ --l .L -L

Assim, se ei'E]:. €1ti.I'ti] e Oi eÍ-l 1} Vietl,...,m}

[h ( C .. )l h((;.) jZ\till $ -} X(CP)

e como]cl(ti) - a(ti.i)]X(Cp) = ).(]ti.i'ti] n [p) $ z\ti
Vi C {].,...,m} , decorre de(1.2.a)) que

j.=l]h(Ê]i) - h(e]i)]]ci(tj.) - o!(ti.i)]X(CP)ll $ E X(CP)

e portantoji l [h(Ê[i) - h([:.)]Lcl(ti) - ct(tj.-t)]ll $E:

temos também que se J c {],...,m} e Éii'Éii C [ti.i'ti]
Vice então

IR

Com isso,

j.eJ [h((j.)
h (É[ ! ) ] [cl (t . ) cl (tj..l) ] l $ c

Consideremos a parti-ção d determinada pelos pontos do

tipo(.x(ti), i= 1,...,m. Existem índices i.o ; 0 < il<i2 <'''<zk
taisque OI(t:) <cl(t:) ser=0,1,...,k-l ecl(t:) =a(t:)

se ir < i< ir+l e assim d é a partição determinada pelos pon
tos di-sti.fetos ot(t;), cl(t;),..., cl(t:), isto é,

'o ']. "k

) ), ct ( t) ,a (ti ) ,( cl ( td ii !0

a (tOI ( t ct ( t
r ].r r

Para cada r = 1,...,k temos que

cx (tj. )r
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e que se x = OI(t) e ]a(ti .)r ].

isto é tx € ]tÍ .l ' ti [

então t € ]tir-l'tir[

o I'til-l '2:ti: t3 t4:ti2-l t5:ti2:ti3-l t6:ti3

a(ti ):0::a(ti..l)
0 '1

ti )=a(ti .l) a(ti2):a(ti .l)
a(t. )

t3

As s i.m se ) , a (tn.,T] jr r ].

), ondeh(t n nrr

e ]cl(tl ) [, r = 1,...,k temosr

' t.:} € ]ti:-l'tj.:tf (n )' r' , f (n:;)

Com isso,temos

[ :E ( nrl

k

k

1'=
f (n;) ] [c'c (tj. )r 'j..- ) ]!!

r=].[h(tn )-h(tn.) ] [cl(ti )
u (ti .l) ]llr

Assim, como(cl(t:), OI(t:),...,cl(t:)) é uma partição de[0,1],
'''o 'l 'k

usando [He] 1.1.32, temos que f é Riemann-integrãvel. Temos tam

bém llf(x) ll = 1 se x € cl(S) e f(x) - 0 caso contrario. Além dis

se, S é enumerável e portanto a(S) é enumerável. Para completar

a prova mostremos que D - cl(S) é denso em [0,1]

(1) SetCCP-DeVéumavizinhançade tenção e-

xiste um i.ntervalo diãdico aberto l com t C l c V. Como t C [P,
existe s€1 com h(s) # 0, isto é, V fl S # ©. Logo tCS.



(2) Seja J = {x e[0,11: a-l({x}) tem maisdeumpontc)
Como a'l({x}) é um intervalo fechad.o então J é enumerãvel. Além
disso a(P) c J.

(3) Se x#JUct(©n10,1]) entãoexisteumúnico t,e[0,1]

coma(tx):x epor(2) tx$P. Assim txeCP-Q epor(1),
txeS. Como cl é contínua. temos que ci(ã) c o(S) e portanto
x € ct (S)

(4) De (3) segue que oc(S) D [0,1] - (JUa(©n]o,]]))
Como J U cl(D n [0,1]) é enumerãve.L, temos que u(S) = [0,1]

1.7. g&q.lqj}.jCê:çÃO. Tendo em vista (1.5) e o resultado anterior pg

podemos agora consegui.r A = <-X--: neaq, leIO,1,...,2nll em(1.3)
2

1.8. OBSERVAÇÃO. Se f:[0,1] -lXéta].que f(t) = 0 setnãoé
racional diádico e f(1/2), f(1/4), f(3/4), f(1/8), f(3/8), f(5/8),

é uma sequência que converge a zero, então f é Darboux-inte-

gra'?el

1.9. ÇqBl2LÃK]o. Seja A = 1--t-: nC]N. ic {o,l,

Se D(X) # R(X) e Y é um subespaço vetorial (não necessariamente

fechado) de X, Y denso em X, então existe f: [0,1] -> Y c X Riemann

-integrãvel tal que f(x) ; 0 sexta, llf(x)ll - l sexta(e pol

tanto f não é Darboux-i.ntegrãvel) e f(x) # f(y) se x,y e A, x # y

2

Prova. Tomemos h: [0,1] -'- X Riemann-integrãve] ta]. que h(x) = 0

se x+À e llh(x)ll = 1 se xeA.
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Afirmação: existe uma função y: A -- Y y(x) = yv Injetora tal

que ljyxjl : ] Vx e À e para cada nC:D] e para cada xeA que é pon

to médio de um intervalo diâdico de cumpri.mento -, n--l temos

jjy;:-h(x) ll « .i5

Provada essa afirmação vamos considerar f: [0,1] -> Y

Í yx se xCA
f (x) - l e g (x) = f (x) - h(x).

1 0 se x$A

Por (1.8) temos que g é Darboux i-ntegrável e portanto Riemann-in--

tegrável. Como h é Ri.emann-integrável temos que f é Riemann-ante

arável. Além disso, temos que llf(x)li = 1 VxEA e f(x) # f(y) se

x,y C A e x # y, o que completa a prova.

Prova da afirmação: Em primeiro lugar, façamos algumas

observações. Seja B um subespaço de dimensão finita de Y. Então

Y-B e denso em x. De fato, se xeCB,tomemos V vizinhança de x,

VcCB. DadaumavizinhançaWdextemosqueWn vcCB eWRV

tempontodeY. Assim Wn vn(Y-B) #O. LogoWn(Y-B) # gi.

Assimx € V-B. Logo CBC v-B. ComoB = elentaoCB= X e assim
Y-B - X

Mostremos agora que se xeX, llxll = 1 e c: > 0 então exis

teyeY-Bcom llyll = le jjy-xjl < E: . De fato, tomando z CY-B

com llz-xll<} temosjjjzll-ll= 1 11zll-llxll 1 < E e assim, sendo
y = -i-í-L-- temos que y € Y-B, ljyjl = 1 e

ly-xll $ 11-n-:n-- :ll -, llz-xll - ll:(-TÍi - i)ll -- ll.-xll

1 11 z ll - 1 1 + 11 z -x ll «'
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Consideremos agora yofyl € Y r yo # ylr com jjyojj:jjytjl;l
Seja B = spanÍyoryl}. Pelo exposto anteriormente, exi.ste

yl/2€Y-Bcom jjyl/2'h(1/2)ll < 1 e ljyl/2ll 'l

Façamos llrJ-2r... uma enumeração dos interva].os diãdj.cos

ond.e ll :[0rl]. DadonC]N, n > ledefi.nidososyxr se xépog.
to médio de algum l.i, j < n, seja

Bn- spanÍyx:x-0. x=1 ou x é ponto médio de a].gum in com j < n}

Se x é agora o ponto médio de in e m é tal que o comer.L

mento de ].n é -,m-l então, pelo exposto anteriormente. temos que

existe yxeY-Bn com jjyxjl - l e jjyx-h(x)ll < 1 . A prova se
completa por indução

Nosso próximo resultado será utilizado em (7.6)

1.10. ]!jjl9EgSlçÃO. Se D(x) ;' R(X) e D é um subconjunto enumera

vel de[0,1] denso em[0,1] então existe f:10,1] -> X Riemann-i.n

tegrãvel tal que f(t) = 0 se t$D e llí(t) ll = 1 se t€1).

Prova. Se D(X) # R(X) então por (1.7) existe h: [0,1] -- X Riemann

-integrãvel tal que llh(t) 11=1 se t é racional diãd.i.co e h(t)=0 caso con

Erário. Seja {d.nlneJN uma enumeração de D. Como D é denso, existe n].C:D{

tal que {dl'...,dnl} U {0,],} define uma parti-ção PI de [0.1] com di.âme-

tro menor do que á- . Escolhemos xl'.''rXn. € X com llxj.ll : ]- se

iCtl,....nlle definamos f(di) - xi'sei-Ctl,...{nlJ: Tomemos agora

n2 > nl de.modo que {d].r...,dn.} UtOrl} defina uma partição

P2 de [0,1] com di.âmetro menor do que {

Para cada iC {nl+l.. . .,n2.] seja ]x o i.nterva].o da par-

tição P]. ao qual di pertence. Escolhemos ri umracional diádico com
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r] € 1] e definimos f(dl) : h(ri)

Indutivamente, conseguimos n]. < n2 < ''' natural.s de

modo que pai'a cada keIN, { dl' .. .rdn.} UÍO,].} defi-na uma partição
Pk de [0/1] com diâmetro menor do que Í- . Para cada kC:D3 e para
cada i- e {nk+l,...rnk+l} ' tomemos IZ o intervalo da partição Pk

ao qual di pertence, escolhemos ri um racional diádico com riClj.

e defi-namos f (d+ ) = h (rl )

Com isso, teremos definido f em D de modo que llí(t) ll:l
se teD. Se LEIO,11-D, façamos f(t) =0

vamos mostrar que f é Riemann-integrãvel

l)ado E: > 0, tomemos keW, k > ]- tal que se (to'tl'...,tn)

é uma partição de [0,1] com diâmetro menor do que É então

l >1.h(Eij)ZXtill < c/2 se É]i C]ti.I'ti], Vi- e {l,...,n}(note que

h tem integral de Riemann nula)

Seja Pk a partição construída acima. Sabemos que Pk

tem diâmetro menor do que { . Temos ainda que se [a,b] é um in

terva[o da partição Pk e se t € ]a,b[ então f(t) - h(s) para al-
gum s C [a,b]. De fato, se t#D temos que f(t) - 0 ; h(s) para

qua[quer s C ]a,b[ que não é racional diãdico. Por outro ].ado,

se tCD, digamos t = dl ,então como t € ]a,b[ e [a/b] é um dos in

tervalos de Pk temos que dj. # {dl/...rdn.,} e portanto

i- € {n.i+l,..-/n.j+ll para algum j Z k. Assim, pela nossa consta
ção, sendo l o intervalo de P.i ao qual t = di pertence temos
f(t) = f(d.:) = h(s) para algum sCI. Como p.à é um refinamento de
PI,. e como t c in ]a,b[ então ]c]a,b] e assim s €1a,b]

Assim, sendo Pk :(0,q].,...,qm) e ti'tj. elqi.I'qi[,

Vi C {].,...,m},existem sl'...,Sm'si'-..,si tais que

l

U



sj.,s;. € ]qj,.I'qj.[ Vi € {1,...,m} e

i=itÍ(tj.)-Í(t:.)tZ\qill = lli>ltLh(si)-h(s:.)]Aqill < E

Asse-m, por [He] 1.1.32, f é Riemann-i.ntegrãvel

Vamos apresentar agora uma condição necessária e sua
ciente para D(X) F R(x)

[.1].. DEFINIÇÃO. Seja A um con.junto não vazio. Dizemos que uma

seqüênci.a {Anlne.N de subconjuntos não vazios de A é um pré-sis-

tema de Haar de A se para cada HEIN temos A2nLJ A2n+l c: An e os Ai ,
iC {2n,2n+1,...,2n+l-l} são dois a dois disjuntos([DU] pãg.191)

AI

A A A74 5 6

1 . }2 PROPOSIÇÃO são equivalentes

i) D(X) B R(X)

ii) Existe um pré-sistema de H$ar {Anlne.N de X tal que

a) para cada keJN, existe ne:Dq tal que lli>1 x. iikii < { parar ] 2

toda sequência {xiti.l com xi C A2n+i-l ou xi : 0 se
-L ' J' I'.+ + a ./ .Z' /

b) llxll = 1, vx € Al;
c) A. é enumerãvel
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Existe uma família {xdJdCD c Xf onde

D = {tli: nC:D{, j € {0,1,...,2n} l,tai que llxdll - 1/ Vd eD,

xd # x di se d#d' e para cada kCIW, existe n€1q tal que

11.>1. ai-,liill< { se para cada iC {1,...,2n} temosi-1 : 2

ou ai = xd para algum d e

n

Prova. i.ii) --+ ii) Basta considerar A. = {x.: dedo/

A2 :Íxd: d C[0/] [}, A3 - {xd: d e .[l,][ }, e em geral se nG:Eq e

ie {1,...,2n}, consi-devamos A2n+i.l ' {xd: d €1i'-l,
-i- [ )
2n

i)---+ iii) Se D(x) ;: R(x), seja f: [0,1] -' x Riemann-integrãvel

com llí(t) ll = 1 se t é racional (iiádico, f(t) : 0, caso contrario
e f(t) # f(s) se t e s são racionais diãdicos com t # s(ver(1.9))

Façamos xa = f(d) para cada deD.

ii)---> i) Da de:Einição de pré-sistema de Haar,decorre que cada

é infinito. Assim, existe {xn)ne.N sequência de pontos distin
tos de X com x # 0 e x € A Vn C l{.n n n

Façamos 1l:10r]]r ]2 -[0r'ã]/ l3

1,..., 2''-1 , n€1N.

[-à, i] , . . . ,
i

2n+j.

ponto médio de in/ definimos f: [0,1] -' X

se t = mn' f(t) : 0 se t - 0, t = 1 ou t não é aiê:por: f(t)
dica.

Como ilxnil - l Vn C .W, temos que f não é Darboux-inte-
grãvel. Por outro lado, dado E > 0 e kC:W com i< } 1 tomemos n
como em ii)a) e consideremos a partição (0,--L,- ,...,l)

2 2
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Se eii C ]i'l, :l; [ , i.= 1,...,2n, então ou í(Éii) = 0 ou Éij. é poD:

to médio de algum intervalo diãdico contido em 1 . , ou seja,
2''+i-l

Élj é ponto méddi.o de algum l ..L. , onde 2P(i.-l) $ j É 2Pi.-l
,/ À -+l

Logo Í(ti.) = X2n+p+j € 2n+p+j c A2n+i-l

tj.'É]i e] i'l,-z [, Vi e-Í1,...,2n} , usando ii)a) temos

it:!: '''::' - '':!':Úll : lll!:''::'$1t * ii:l:'':i')}Ê « { « :

Assim. se

Por [He] 1 . 1 . 3 2 , f é Riemann-integrãve].

1.13. OBSERVAÇÃO. É fãci]. perceber que na proposição anteri.or

ainda temos i) equivalente a iii) mesmo se em iii) não exigi.mos

"xd ;É xdi r se d # d'"

Para esclarecer o enunciado do nosso próximo teorema,

observemos que sendo 1l -[0/1] l ]2:[0r'L], ]3 =1'L,]],...,

l2n+i '[ z ,i-+l], pal.a neJN. ie {0,1,...,2n-]}, então o ponto mé

di.o de l é .gj:::1l
2n+i ' 2n+l-

1.14. TEOREMA. Se D(X) ;' R(X) então existe uma seqtlência básica

{xklke:N de X com llxkll ; l Vke.W tal que a função F: [0,1] '- X

dadapor F(] ) -x].,F(2i+l) = x.n . , VnC]N , vie {0,1,...,2n-l}

e P(t} = 0 se t + l2i+l: nem, i.et0,1,...,2n-lll é Riemann-integro:

vel (e não. Darboux-lntegrãvel) . Se X tem base de Schauder Be

D(X) # R(X) podemos ainda conseguir {xklke:N como acima e tal que

{xklkC:N seja uma base de blocos de8

l
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Prova. Vamos provar as duas afirmações paralelamente. De acordo

com (1.4) não hã perda de generalidade em supor X separável para

a prova da primeira afirmação. Assim/ para provar o teorema poda
mos considerar X c C([0,1]) . Como l)(X) # R(X), por (1.6) existem

D c: [0,1] enumerâve] denso em [0,1] e g: [0,1] -» X Riemann-ante

arável, não Darboux-i.ntegrãvel tai.s que llg(t) ll = 1 se tCD e

g(t) = 0 se t#D. SejaÍen]neM uma base de C([0,1])

(ou {enlnC.N : B' para o caso de X ter base) . Seja M ; 2L onde L

é a constante básica de {enlnC:N (e portanto L Z l)

Para cada neJD{, seja P.: C([0,1]) -' C([0,1])

(ou Pn: X '' x para o caso de x ter base) dada por Pn(k>1].akek)

..>1.akek' Como Pn é linear contínua e tem posto finito então
P.og é Darboux-integrãvel. Asse.m, para cada ne:N e para cada

a,b €10,1] com a < b existe t €1a,bl-D onde Pnog é contínua(e

PnOg(t) - 0 pOiS t #D) . Logo, como D é denso,para cada a,belo,1]
com a < b , para cada ne:N e para cada E > 0 conseguimos

t ela,bl-De sela,b[ n Duais que liPnog(s)-Pnog(t)ll < ã e

portanto llPnog(s) ll < c . Além disso, como sCD temos llg(s) li = 1.

Façamos 1l -]0,11r ]2 ;]0pl[,...r12n+i']'l ,i'Fl[, ml- l,

m = .Z.i::!.L . se ne.1N e iC {0.1....,2n.l}.n . .n+l

Vamos definir ini.cialmente uma função auxili-ar

f:10,1] -' X. Tomemos sl Cllcom llg(sl)ll - 1. Existenlcn

tal que ljg(sl) - Pnlog(sl)ll < J. . Façamos f(ml) ' Pnlog(sl)

Temosentão, llf(mt)ii z llg(si)ll - ' -3---jkzt-t>{ e

If(mt) - g(sl) ll < '

l
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Tomemos agora s2 € 12 com llg(s2) ll : l e

llPnlog(s2)ll < 1 . Seja n2 € ]N, n2 > nl com

llg(s2) - Pn2og(s2)ll < 1 . Façamos f(m2) - (Pn2' Pnl)(g(s2))

Temos então llf(m2) - g(s2)ll $ 1lPn.oq(s2) - g(s2) il+llPnlog(s2)
<ilh e llf(m2)ll Z jjg(s2)ll - ljg(s2) -f(m2)ll Z l- l> l

Por indução podemos conseguir sequências {nklkClq de

naturais eÍsklkC]N de pontos de [0,1] com n]. < n2 < ... e

sk € 1k Vk € W tais que

llg(sk)ll ; 1. VkeJN, llPnk.log(sk)ll < 1 Vke.N, k> 1 e

llg(sk) - Pnkog(sk)ll < 1 , Vk eJN. Assim, fazendo

f(ml) - Pnlog(sl) , f(mk) -(Pnk'Pnk.l)(g(sk)) Vk eIN. k > l

temosllf(mk)-g(sk)il< 1 e llf(mk)ll>1 VkeJN.

Se t não é um dos mk, fazemos f(t)

Seja h: [0,1] -- X dada por

lg(sK) , se

lo , ;: t $ {m*: kC:" }.

Como em cada i.ntervalo lk exi-saem pontos onde g se anu
la, por (1.1), temos que h é Riemann-integrável. No entanto, é

fácil ver que h não é Darboux-integrãve]. jã que llh(mk) ll - l
VkC N. Como(f-h)(t) : 0 se t#Ímk: ke:N} ecomo

].im(f-h) (mk) - 0 temos por (1.8) que f-h é Darboux-integrável

Assim f = (f-h) + h é Ri-emana--integrãvel e não é Darboux--integra
ve].

l

mk l kC]N
h(t)
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Se B =Íen)ne:D{ e uma base de X façamos

F(x) = O(x)f(x), onde O(x) = 0 se f(x) = 0 e C)(x)
l se

11 f (x) ll '

f(x) # 0. Por (1.2b)) temos que F é Riemann-integrável. Façamos

xk ' F(mk) VkeN. Então,pela construção,temos que {xklke.1N e ba-

se de blocos de B e llxkll : l Vk C IN,o que completa a prova da sg
funda afirmação

Para completar a prova da primei-ra afirmação, notemos

que se {en]nC:N é base de C([0,1]) então

.. . l ffr*' l
l llf(mk) itl ken

Seja L' a constante básica de B'

lif(mk) ll > L Vk € ]N, temos

m li f(mk) h(mk) ll , 2 1 < 1
*l: Í;"Üal ' 'Ü';iin ' m ' E ; n'

Por ILT! l.a.9 temos que i
lit f (mk) ll IKCW

deC([0,1]) contida em X. Assim {h(mk)}ke.Eq é sequência básica

normalizada de X. Tomando xk - h(mk) V Ke-N temos o resul-Lado
com F = h

é base de blocos normalizada de {enlnClq

Então L' $ 1, e como

é sequência básica

1.15. EXEMPLO. O exemplo abaixo mostra que,na segunda afirmação

de (1.14), dada a base B não necessariamente conseguimos {xklke:N B
Mais precisamente, o exemplo responde negativamente à seguinte

questão:

"Se X tem base de Schauder normal-izada {enlnC]N e

D(X) ;: R(X) então existe D c [0,1] enumerável denso em [0,1] e
aval tal aue f(t) € {e.}.... se teOf : [0 , 1] -+ X Riemann-in

/xX . f\ f-n 4-á'n ?ll

tear

fe
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Consideremos X = co(IEq), el ;(1,0,.-.), e2-(1.1,0,...)
e3 '(1,1,1,0,...)P.... SeD é enumeráveledensoem]0,1] e se

f(t) e {enlneJN para todo teD e f(t) = 0 se t+l), façamos

dn = (o,i,g-,...,!!il,i), se ncw. Então se Ci c D n t:ii-t,il ,

i- = 1,...,n, temos que >1 í(Êii)ii é do ti.po(l,x2'x3''''), mas

se iii € CD n]j'-l, i] , i- l,...,n , temos q

X í(ei: )At; = (o,o,. . .)

ue

n
fLogo pode Riemann i-ntegrãve].nao seri-l

1.16. OBSERVAÇÃO. Os resultados que acabamos de provar destacam

as idéias centrais comuns às provas da igualdade D(X) = R(X) para

alguns espaços de Banach X. Por exemplo, utilizando (1.14) é i.me

dieta a prova de D(kl(W)) - R(]l(]N)) (e conseqtlentemente de

1)(gl(1')) ; R(ZI(F)) se usarmos ainda (1.4)). 1)e fato, se

F: [0,1] -' kl(:N) é ta] que {F({-), F(-}),...} é base de blocos da

base canõnicade ZI(m) e se llP(t)ll ;l- se t et],]-,... } e

F(t) = 0 caso contrãri.o então F não é Riemann-integrãvel

Para ver isso, basta observar que para cada nC:D{ podemos

olhei tj. e {l,l,...} nl=!Elli},:Jh[, se iC {1,...,2n.] e também

(CÍ{,3-,. ..)) n t:iil'a, -:à;] . Assim,se tomarmos a partição
] 2 2n.] 2n . 2n .

(0.:ti, ;k,''',--:liÍ,i),temos que X P(ti) l;k e >1 F(si) ;fu-

são somas de Riemann relativas a essa partição. Como

{F(-}),F(1),...} é base de blocos da base canónica de ZI(.E{) e
como llP(t)ll = 1 se tC {l,l,...} é imediatoque

i>1].F(ti)-;kll - l enquanto >ltP(

Usando argumentos seme]hantes ,prova-se fácil.mente tam
bém que se x = Yt onde Y é o espaço de Tsirelson (ver [RI) então

esc
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D(X) = R(X)

Sabemos que se D(X) = R(X) e Y é um subespaço fechado

de X (e portanto D(Y) = R(Y)) nada podemos afirmar sobre X/Y, uma

vez que D(ZI (1')) - R(ÊI (1')) e todo espaço de Banach é isomorfo a

um quociente de ÊI(1') para algum I'. Por outro lado, também não

cabe perguntar se "D(X) = R(X) e D(X/Y) - R(X/Y)" implica

D(Y) = R(Y) uma vez que se D(X) = R(X) .já temos D(Y) - R(Y) inde-

pendente de qualquer informação sobre x/Y. Resta, então, questi9
nar se "D(Y) = R(Y) e D(X/Y) = R(X/Y)" implica D(X) = R(X). A res

posta é afirmati-va como veremos em (1.19) . Para a prova desse re

su].Lado necessitamos de alguns preliminares.

1.].7. TEOREMA. Sejam X e Y espaços de Banach. Seja F(Y) a fa--

mí].ia dos fechados convexos de Y. Seja 4): X '' F(Y) uma :Função

ta]. que {xeX: 0(x) í] U # ©} é aberto de X para todo U aberto de

Y. Para cada xeX, se.ja m(x) = infÍjjyjj: yC d)(x)} . Seja p: X'' ]R

contínua tal que p(x) Z 0 Vxex e p(x) > m(x) se m(x) > 0. Então
existe uma função @: X -' Y contínua tal que (b(x) C @(x) Vx C X e

li$ (x) ll $ P(x) , Vx € X.

Prova Ver [P] proposição 1.2 pág. 9

1.18. COROLÁRIO. Se:jam Z um espaço de Banach e W um subespaço

de Z. Então exi.ste ãi: Z/W -* Z contínua tal que ãi(2) € z+W

Vz € Z e ll0(â) ll $ 211211 Vz C Z.

Prova. Basta aplicar o teorema anteri.or para X : Z/W, Y = Z ,

4,: x = z/W -' F(Z) dada por @(à) = z+W e p(ã) - 2m(Ê) -

= 2inf{ llull : u € $(2)} - 2i-nf{ IÍull : u € z+w) = 2llâll
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Nesse caso temos quer para cada U aberto de Y = Z então

{É € z/w: q)(à) íl uP 0} =ÍÊ e z/w:(z+w) n u# eil=

: ]l({ze Z: (z+W) n U;: ©}), onde Jl: Z -'- Z/W é a aplicação quociente
Como JI é aberta temos que para cada U aberto de Y = Z

{là € z/w: $(2) n u # 0} é aberto
/

Como p está nas condições do teorema, concluímos que e
xlste (b: X = z/W -* Y = Z tal que $(2) € q)(2) = z+W Vz C Z e

ll(b(à) ll $ p(à) = 2m(2) V2 € z/w.

1.19. PROPOSIÇÃO. Sejam X um espaço de Banach e Y um subespaço

de X. Sel)(Y) =R(Y) eD(X/Y) = R(X/Y) entãoD(X) = R(x)

Prova. De acordo com (1.18) existe @: X/Y '- X contínua tal que

$(&) Cx+Y e ll@(Ê)ll $ 2llÜll VxeX. Seja f:[0,].] -*XRiemann

-integráve].. Sendo Jl: X -» X/Y a aplicação quociente temos que

ílof:.[0,1] + X/Y é Ri-emana-integrãvel e portanto, como

D(X/Y) = R(X/Y), temos llof Darboux integrãvel. Assim o conjunto
dos pontos de descontinuidade de ITof tem medida de Lebesgue nula.

Como (> é contínua temos que o conjunto dos pontos de descontinui.-

date de $ollof tem medida de Lebesgue nula. Além disso, como fé

limitada, então Hof é ]imi.toda e portanto, ].embrando que

ll@(Ê) ll $ 2ll;ll VxCX, temos $olTof limitada. Assim Õonof é

Darboux integrãvel. Como $(É) - x e Y Vx € x então

$oHof(t) - f(t) C Y Vt € [0,1]. Como $oHof-f é Ri.emann-integra

vel e D(Y) = R(Y) temos $onof-f Darboux-integrável. Assim f

Darboux-integrãve].
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PROBLEMA.

e Vale um resultado análogo a (1.19) para a questão R(X) c M(X)?

Isto é, se R(X/Y) c M(X/Y) e R(Y) cM.(Y) (onde Y é um subespa-

ço de X) então R(X) c M(X) ?

o00
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$2. OS PROBLEMAS D(X) = R(X) E R(X) c M(X) EM ESPAÇOS COM BASE
SIMÉTRICA GENERALIZADA

Foi provado em [He] 1.3.12 e 1.3.16 que se X é um essa

(;o de Banach com base simétrica então:

1. D(X) -R(X) seesõseXé i-somorfoa Ê.(.N)

2. D(X+) =R(Xv') se e sõ se X é i.somorfo a c.(:N)

Neste parágrafo vamos caractere.zar os espaços de Banach

X com base simétrica generalizada e deus X Z c para os quais tem-
-se R(X) c M(x)(ou R(x:'') CM(X'':))

Também vamos obter,neste parágrafo e no parágrafo se--

guinte, genera].izações de 1. e de 2. para espaços de Banach não

separáveis com base simétrica generalizada

Finalizaremos, ap]icando esses resu].todos para ob-

ter informações relativas aos problemas D(X) = R(X) e R(X) c M(x)
pala certos espaços de ooeradores

2.1. DEFIN]ÇÃO. Dizemos que uma família {eY}Y€1' de um espaço de
Banach X é uma base incondicional generalizada de X se para cad.a

xeX exi.ste uma única família {x..rlYer de escaleres tal que

Y€1'xYeY (isto é, para cada E > 0, exi.ste FE: c I', FC: fi.ni.to
tal que para todo F c I', F D FC' F finito temos llx- >1 xVeVil < E }

Dizemos que uma base incondicional generalizada {e.}.,eF
de umespaço de Banach X é uma base si.métri.ca generalizada de X se

para cada par de seqfiências {Ynlne:Dqc F , {Ç5nlnCIDTc I' , com YnP Ym
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e (5n # 6m se n # m temos que as seqllências básicas {eYnJn€1{ e
{e.. .l são equivalentes.

'n neH

Para o ].eitor não f

e[) recomendamos [LT]

anil.iarizado

No que segue apresentamos um resumo dos resultados se -

bre bases generalizadas que usaremos. Referências para o assunto

sao [M] e [Tl]

Gostaríamos de alertar que nem todos os resultados co

nhecidos sobre bases i.ncondicionai-s enumerãvei.s se generalizam pg

ra o caso não enumeráve] (veja ['r]])

2.2. WggjâçÃO. Se {eY}YCr é uma base incondicional generalizada
de um espaço de Banach X e se x = >1 a.e.,, para cada 'y C I' escoe

.,ZIT l l

vemos e{(x) = a.,. Com isso, temos que x = >1 e:(x)e.,

2.3. PBQEQStçÃC). Se {e.y}.Yel. é uma base incondicional generaliza
da de um espaço de Banach x então

llxilo ; supÍllYet.BYe+(x)e.Yll: IB l $ 1 Vy € 1' e {vci':BV;.0lé fmi.to}
define uma norma em X equivalente à norma original

2.4. ÇOROLÃBj9. Se {eV}.Y€1. é uma base incondicional generalizada
de um espaço de Banach X então existe M > 0 tal que para cada

A,Bc I' com AC B e B finito e para cada {aY}YCA/ {bY}YeB com

aVI $ 1b,rl Vy C A tem-se que li >1 a.VeVjl $ MllYCBbYe-Yll. Conseq#aeg

temente, para cada Yel' temos que e;, C X+ e l $ jjeVjl jjeÇjl $ M,

e .para cada ]'o c I' / .a aplicação PI..: X '» X dada por

pl'o(x) ; Y€1.. Y(x)eY é uma projeção contínua de X sobre spanteY}YCI'o



Observamos q.ue. se 4.eY}.Yer é uma base incondiciona] genera]..L

zada deXentãoe.,PO vvCI' e «l e 1» é também base incondi.cío-
11 e . ll' rc F

nal generalizada de X. Asse.m. se X tem base i.ncondici.onal venera

lizada então X tem base incondicional {eY}YCF com lle),l = 1,
VVC r. Nesse caso, temos l$ 1jeVll $M.Vyel'
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2.5. TEOREMA. Se X é um espaço de Banach reflexivo e {e.}.,ep e

base incondicional generalizada de X então {e+)~,ep é base i.ncon-
dicionaJ- generalizada de Xt

Prova . [M] teorema 1 5

2.6. PRC)POSIÇÃO. Se {eY}Yel. é uma base simétrica generalizada
de um espaço de Banach X, então existem A > 0 e B > 0 tais que

A $ jjeVjl $ B vy € r

Prova. Se não existisse B > 0 tal que jje.rll $ B VVCr então PR

ra cada neJN existiria Yn € 1' tal que lje.,, ll = n. De acordo com

[LT] pág. 114., {e.Y }nCl{ não seria seqtlênci.abásica si.métri.ca e poÉ
tanto existiria uma permutação IT de ID{ tal que {e~, } e

'n n€1N

{eY (n)}nC]N seriam equivalentes. Logo {eY}Y€1' não seria si-
métrica. A prova da exi.stência de A é análoga.

2.7. }zEMA. (Troyanski). Seja {eY}.yeF base simétrica general.i-

zada de um espaço de Banach X. Se {e.Y}Yel' não é equivalente à ba
se canónica de ZI(1') então para cada E > 0 existe ke:Rq tal- que pa-

ra cada x'''CX''' tem-se lÍ'rCi': lx+(e.r) 1 > cllx+llll $k
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2.8. ]ll11Bâ. (Troyanski). Seja {e.Y}.YCI. base simétrica generâlig3:

da de um espaço de Banach X. Se {e,,rlY€1' não é equivalente à base

canónica de c.(1') então para cada E > 0 exi.ste k€1] tal que para

cada x e x tém-se'- lÍYCr: jel}(x)l > c:llxllli $k

Para as demonstrações ver [Tl] Lema 2 e Lema 3

2.9. TEOREMA. Seja X espaço de Banach com base si-métrica generg

lizadaÍeY}.,rCT' são equivalentes:

a) {e.Y)YCr é equival-ente à base canónica de ÊI(1')
b) D(X) = R(X)

Se irl 2 c então a) e b) aci.ma são equivalentes a

c) R(X) c M(X)

Prova. Sabemos que a)---+ b) e que b) ---+c) . Pa:ra provar que

b):---> a) e que, se li'l Z c então c) --+ a) notemos que se ;, é um

subconjunto de [0,1] e q): A -' I' é injeLora então se a) não se

verifica temos que a função f: [0,1] '» X dada por

Í e@(t) se t C A

0

f (t) é Riemann-integrãve].
se t $ A

De fato, se a) não se verifica, então por (2.7), dado

E > 0, existe ke.W tal- que para cada xteX'v tem-se

1{ y€1': lx+(e.V) 1 > E lix+llll É k.

Tomemos ne:N tal que k supjjeYll $ E:' (lembrar que
sup jje., ll < '" por (2. 6) ) .
~ , /T TI }

Façamos to: 0/ tl - J. , t2: z/''',tn: 1. Tomemos

ci €1ti.].rtj.[,i. : ],...,n e l= {iCÍI,...,nl: cima.l. Temos que
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j.>llf(cj.)Âtj.il = ll ex (ci)ill = 1 llxuTisil i.e] (f(cj.))l

llxül)SI iet(eq)(ci))I' Para cadax+ € x+ seja

{teA: lx+(eq,(t))l >Cllx'';ll}. Se J = {i.€1: c.CAx+,c:} então

lal $ 1Ax+,C:l $ k e lx'':(eq)(c:))l $ E:llx+ll
se x* C x* e llx''il $ 1 temos

se i € ].-J Assim.

iCtx+(eq)(ci))l $ iCJx+(e(b(ci))l + liC Jx'''(e(b(ci))l

$ jajmaxljeq)(ci) jj+n E: $ k supjjeYjl +n E: $ n% '

Logo llz>ltf(ci)Âtill $ E: . Portanto ll >l]f(ci)-f(di)]Atill $ E , se

ci/dj. C]ti.llti]r i=]r...,n. PorIHe] ]-.1.32. f é Riemann-inte-
grável

b)---> a) Suponhamos agora que a) não se verifique. Tomemos

A = Q n [0,1] . A função f acima considerada (que é Riemann-inte-

grãve[)não é Darboux-integráveJ- já que f(t) = 0 se t C [0,].]-© e

inf llí(t)ll >0 ,por (2.6). Assim b) não se verifica.
te[0,11n ©

c)---+ a) (Irl Z c). Suponhamos que a) não se verá.fique. Tome-

mos A = [0,].] . A função f acima considerada (que é Riemann-i.nte-

grãvel) não é mensurável. De fato, por (2.4) e (2.6) existe uma

Constante C > 0 tal que llí(t)-:r(s) ll à C se t,s e]o,]], t # s.

Logo f não tem imagem quase separãvel e portanto não é mensurável
(ver (8.3)). Assim. c) não se veria.ca.
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2.10. TEOREMA. Seja X um espaço de Banach com base simétrica gg

neralizadaÍeY}),€1.. são equivalentesi

a) {e.ylY€1. é equivalente à base canónica de co(1')'

b) {eÇ}.YCI. é base de X+ equivaJ-ente à base canónica de ÊI(1')

c) D(X+) = R(X+)

Se li'l 2 c então a), b) e c) acima são equivalentes a

d) R(X+) c M(X+) .

Prova. a)--+'b) Se.ja {x,Y}Y€1' a base canónica de co(1')' Se:ja

T: X -' co(F) isomorfismo tal que T(e.Y) ; xY Vy e I'. Então é fá-

cil ver que T+:ZI(1') -' X* é (um isomorfismo) tal que T+(xÇ) : el}
Vy e I', o que prova b). Como b)---+ c) e c) ---:+d) são imedia-

tos, resta provar que c) ---> a) e que se lrl 2 c então d) ---+ a)

Para isso procederemos como na prova de (2.9) . Notemos que se A

é um subcon.junto de [0,]-] e (b: A ' I' é injetora então se a) não

se verá.fica temos que a função f: [0,1] + X+ dada por

Í eq)(t) se t C A
f (t)

0

é Riemann-lntegrável

se t + A

De fato, se a) não se verifica, então por (2.8) dado

E > 0, existe ke.Eq tal que para cada xeX tem-se

1{ vcr: jeY(x)l» illxllli $ k.
Tomemos n€1q tal que K supjje.yll $ E (lembrar que

suplje+ li < " por (2.4) e (2.6))

Façamos tO - 0í tl : 1/ t2 n'''''tn - l Tomemos
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ci €1ti.I'ti[ i. = 1,...,n e ]=Í].et].,...,nJ: cieA}. Temos que

j.>ltf(ci)Âtj.ll = ll etf(ci):Íll = 1 llsll$1li€1(cj.)(x) l =

llxlsliàie@(ci)(x)l. Para cada xCX seja

n

.x,c: - tEcA: je0+(t}(x)i> ãllxll}. Se J =ÍI.el: cieAx,c}

IJI $ 1Ax,cl S k e je'K(ci)(x)l $ cllxll se iCl-J. Assim,

e llxll $ 1 temos

iCI(p(ci)(x) l$ 1ZCJe@(ci)(x) l+ l >1 .J 4'(cj.)(x)l

então

se xeX

$ 1Jjmaxjje$(ci) 11+ nc: $ksupjje;jl + nc $ n-!

Logo ll >1 f(ci)Atill $ -Í. Portanto ll )l [f(ci)-f(dj.)]Atj.ll < E se

cifdi € ]tl.]rtiEr i = Z,...,n. Por]He] 1.1.32 f é Ri.emann-ante
grãvel

Para provar que c) --+ a) e que se l1'l 3 c então d)--P a)

procedemos como na prova de (2.9) lembrando que i.níjjetjl > 0 e

que exi.ste C > 0 tal que jje; - e{. ll 2 C se -y,y' C F , Y : .r'

(ver(2.4) e(2.6) observando que l(e} - ei}.)(e,.r,)l= 1)

2.11. 9qgEBljâçÃO. Até onde estamos i.nformados, não se conhece

um exemplo de espaço de Banach X reflexivo com bens x à c e ta].

que D(x) = R(X) ou mesmo R(x) c M(X). O Teorema (2.9) mostra

que tal exempl-o não pode ser encontrado entre os espaços de Ba-
nach com base simétrica, isto é:

2.12. COROLÁRIO. Se X é um espaço de Banach reflexivo com base

simétrica generalizada e bens X 2 c então R(x) g M(X) (e portanto
O(X) # R(X) )
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2.13. OBSERVAÇÃO. Em [He] 111.3.17 foi- provado que se X é um es

paço de Banach que tem um subespaço Y complementado, Y com base

incondicional (enumerãvel-) e se D(X) : R(X) então D(X+) # R(X+)

Recorrendo a (2.4), percebemos que esse resultado se generaliza pg

ra o caso em que X tem subespaço Y complementado com base i-ncond{

cional- general-izada, .já que Y (e portanto X) terá subespaço com-

pl-emendado com base incondici-onal enumerãvel-

u].Lados desse parágrafo obtemos o segui-nteCom resos

2.14. COROLÁRIO. Se X é um espaço de Banach que tem um subespaço

Y tal que deus Y Z c e Y tem base simétrica generalizada e se

R(x) c M(X) então R(XI') d: M(X+)

Prova. Se R(X) c M(X) então R(Y)c M(Y). Por (2.9), y é isomorfo

a k. (1') para algum I' com li'l 2 c. (e portanto Y contém ÊI(1) onde

1].1 = c). Por [Ha ]] proposi-ção 2.2/ x+ tem subespaço isomorfo a

L. ({0,11c). Por [L], teorema 12 S15 (ver a demonstração), X+ tem

subespaço isomorfo a l2(1) onde 111 - c e portanto R(X+) ç: M(X+)

2.].5. OBSERVAÇÃO. Lembramos que ]l)ara X = C(jorlJ) temos

R(x) c M(X) e R(X+) c M(X+) , mas não sabemos se existe X com base

incondicional generalizada e bens X Z c tal que R(X) c M(X) e

R(X+) c M(x+) . Lembramos que, assumindo a negação da hipótese do

contínuo e o axioma de Martintemos que se X = co(1') , onde li'l : X].
=*-.:.-, .''onn--all7RdR. R(X) c M(X) , R(X+) c M(X+)então X tem base simétrica genes

e X é não separãve] (ver [MR])
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Como consequência dos resu].Lados que acabamos de obter

e dos resultados de [He] e [A] obteremos, aqui, informações sobre a
questão R(L(y,Z)) c M(L(Y,Z)) para o caso em que Y e Z têm base
simétri.ca generalizada.

2.16. ÇOROLÃRIO. Seja X = L(Y,Z) onde Y e Z são espaços de
Banach com base simétrica generalizada.

i) sao equ3.va.Lentes

a) D(x) = R(X)

b) O(Y+) = R(Y'v) e D(Z)

c) Y é isomorfo a co(1'1)

lril : bens Y e lr21

= R(Z)

e Z é isomorfo a l1(1'2)
deus Z)

(onde

ii.) Se deus Y = c e bens z 2 c, são equiva].entes:
d) R(X) c M(X)

e) R(Y+) c M(Y'';) e R(Z) c M(z)

f) Y é isomorfo a co(1'].) e Z é isomorfo a l1(1'2)
. i'll - dens Y e li'21 - dons Z)

g) D(X)

(onde

Prova. a) --+'b) e d) --+e) Basta lembrar que Y+ e Z são iso
morros a subespaços de L (Y, z) .

b) --+'c) e e) --+'f) Ver (2.9) e (2.10)

c) :--+ a) Foi provado em [He] 111.5.3 que se Y = c.(lq)

e Z = ]1(]q) então D(L(y,z)) = R(L(Y,Z)). A provaparaY-co(1'1) e
Z - Ê1(1'2) é análoga

Com isto temos f) --+ g) e g ---> d) é i.mediada
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Veremos a seguir que ii) pode ser falso se não exigimos

bens Y Z c e dens Z Z c. Antes, uma observação.

2.17. OBSERVAÇÃO. Em [A] foi provado que se S é um compacto

Hausdorff separãvel e Z é um espaço de Banach tais que

R(C(S)) cM(C(S)) e R(Z)c M(Z) então R(C(S,Z)) cM(C(s,z)). Com

is se , temos que :

a) Se Z é separãvel e R(Y+) c M(Yt) então R(K(Y,Z)) c M(K(Y,Z))

b) Se R(Z) c M(Z) , YI' é separável e Y+ ou z tem a propriedade
da aproximação, então R(K(Y,Z)) c M(K(Y,Z))

Para a prova da primeira afirmação, basta lembrar que

se Z é separáve]. então K(Y,z) é isomorfo a umsubespaço de

K(y,c([0,1])) que é isomorfo a Y+ © C([0,1]) ou C([0,1],Y+)(ver

[K] $44.2(6) e S44.7(2)) e usar o resu]tdo deIA]. Aprova da
segunda afirmação é análoga, usando novamente o resultado de [A]

e lembrando que nesse caso K(Y,z) é isomorfo a Y+ Õ Z que por sua

vez é isomorfo a um subespaço de C([0,1] ,Z)

2.18. OBSERVAÇÃO. Nas demonstrações dos prõxi-mos resultados usg:

remos os seguintes fatos sobre espaços de operadores:

a) Se Z é um espaço de Banach que não contém subespaço isomorfo

a c.(W) então para cada compacto Rausdor:Ef S temos

L(C(S),Z) = WK (C(s),z) (ver [OU] v]..2. teorema 15). Em parti-

cular, temos L(co(1'),Z) - WK(co(1'),Z) e L(Z.(1'),Z) : WK(Z.(1'),Z)

para cada espaço de Banach Z que não contém subespaço isomorfo a

c.(]N) e para cada conjunto I'
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b) Para cada espaço de Banach Z e para cada compacto Hausdorff S

tal que C(S} nãocontémsubespaço isomorfo a Ê. (m) temos
WK(C(S),Z): K(C(S),Z).(verILT] 2. e.5 eIDUlvl.2 Corolário 17)

Em particular, WK(co(1').z) - K(co(F)}Z) paracadaconjunto I' e para
cada espaço de Banach Z.

c) Se Z é um espaço de Schurentão para cada espaço de Banach Y te
mos WK(Y, Z) = K(y. z) .

d) SejaX=L(Y,Z), ondeY=co(1'1) e Z-co(F2) ouY-Êp(1'].) e
ZP(1'2) (p€11,"]). Suponhamos IRAI 2 Xo e ll'21 Z Xo EntãoX

contém subespaço isométrico a Z.(]N) . Indicaremos a prova para o

= co(M) ; Z. (Pal-a os outros casos, as adaptações são na-

turais). Para cada a = (an)HEIN € Ê.(M) seja Tae](co(M).co(]N)),

dado por Ta((xn)ne.N) : (anxn)ne.N' V(Xn)neJN € co(]N). À apJ-ica-

ção T: t.(W) ' L(co(M), co(M)) dada por T(a) ; Ta é uma isome-
tria.

2.19. ÇQBglÇÁRIO. Seja X = L(Y,Z) onde Y e Z são espaços de

Banach tais que deus Y 2 c, Y tem base simétrica generalizada e Z

é separãvel. são equivalentes:

a) R(X) c M(x)

b) Z não contém subespaço isomorfo a c.(]N) e Y é isomorfo a

co(1') (onde li'l = dens Y)

Prova. Se va].e a) então R(Yt) c M(Y+) e por (2.]-0) temos Y i.so-

a co(1') . Resta mostrar que Z não contém subespaço isomorfo

a co(W) . Se existisse W subespaço de Z isomorfo a co(W) tería-

mosLÍco(F), co(W)) isomorfo a um subespaço de L(Y,Z)
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Como L(co(1') ,co(H)) contém um subespaço isomorfo a Ê.,:/W) (ver
(2.18 d») então não valeria a)

Se temos b) então L(Y,Z) e L(c.(1'),Z) são isomorfos e

L(co(1'),Z) - WK(co(1'),Z) ; K(co(1'),Z)(ver(2.18)a) e b)). Assim,
a) decorre de (2.17.a))

2.20. ÇQBÇ2LÃRiEO. Seja X = L(Y,Z) onde Y e z são espaços de

Banach tais que Z tem base simétrica generalizada, deus Z Z c e

Y''- é separãvel. são equivalentes:

a) R(X) c M(X)

b) Z é i.somorfoa ZZ(i')(li'i -bens Z)

Prova. Se vale a) então R(Z) c M(Z) e por (2.9) temos Z isomorfo

a Ê. (1')

Se temos b) então L(Y,Z) e L(Y,Ê.(F)) são isomorfos.

Como Y:'' é separãve] então Y+ nãocontém subespaço isomorfo a cn(]N)

Assim, se T € L(Y,ÊI(1')) temos T+ C L(Ê.(1'),Y+) - WK(Ê.(i'),Y+)
(ver(2.18 a))) e portanto, T e WK(Y,ÊI(r)) ; K(Y,ZI(1')). Assim,

L(Y,l](1')) - K(Y,Ê](1')). O resultado decorre, então, de(2.17.b))

2.21. OBSERVAÇÃO

a) Notemos que b --> a) de (2.20) pode ser falso se substi.tuirmos

"Y+ separável" por "Y separãvel". Basta tomar Y = Z] (:N) , Z:l] (1')

com li'l Z c. Nesse caso, X = L(Y.Z) contém subespaço isomorfo a

Ê.(m) (ver (2.18.d))) e portanto R(X) d M(x). Gostaríamos de obter
um resultado semelhante ao anterior supondo Y separãvel ao invés

de Y+ separáve].. A dia.culdade aparece quando percebemos que, pâ

ra que se obtenha R(X) c M(X) , nossas hipóteses devem ser suficien
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temente fortes para que tenhamos R(Y+) c M(Y+) . Mesmo supondo

R(Y+) c M(Y+) e Z i-somorfo a Za (F) não sabemos se val-e

R(L(Y.Z))c M(L(Y,Z)). PorexempJ-o, seY=C([0,1]) e Z =Z](F),
temos R(L (Y, Z) ) c M(L (y, z) ) ?

b) SeY=Ê2(:W) ;Z e X=L(Y.Z) entãoR(X) dM(X) poisxcoD:
tém subespaço isomorfo a Ê.(]N) (ver (2.18.d))). Assim e) ---> d)

de (2.16.ii-)) não vale para espaços separáveis.

c) SeY-co(1'), ll'l : c eZ =P,2(M)(ousei:Z2(m) e

Z - ZI(r), li'l 2 c) então aplicando(2.19)(ou(2.20)), tomando

X = L(Y,Z) temos R(X) c M(X). No entanto, por (2.16.i)) temos

D(X);: R(X). Isto mostra que d) --:+g) de(2.16.i.i» não vale se

Y ou z for separãvel

Na verdade os resultados anteri.odes dão condições para

que se tenha R(K(Y.Z)) c M(K(Y,z)). aã vi.mos que, em geral,

"R(Y+) c M(Y'v) e R(z) c M(Z)" embora necessári-a, não é suei.ciente

para se obter R(L(Y,z)) c M(L(Y,Z)). Não conhecemos resposta pa-

ra os seguintes problemas :

e SeR(Y:'') CM(Y+) e R(z)c M(z) entãoR(K(Y,Z))cM(K(Y,Z))?

+ Se R(Y't) = O(Y''') e R(Z) = 1)(Z), então R(K(Y,Z)) = D(K(Y,Z))?

Em caso afi.rmativo, vale ainda R(L(Y.Z)) = D(L(y,Z))?

Para finali.zar citamos algumas conseqtlências da observa

ção (2.17) válidas com a hipótese do contínuo.
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[. Se Z é um espaço de Banach separáve]. (Z # {0}) e S é um

compacto Hausdorff, são equivalentes:
a) R(K(C(S),Z)) c M(K(C(S),Z)).

b) S é separãvel em medida.

(]-embrar que C(S)+ c K(C(S),Z); que R(C(S)+) c M(C(S)t) se e sÕ

se S é separãve]. em medida - ver [MR] - e usar (2.17.a)»

2. Se Z é um espaço de Schur separável (Z ;í {0.1) e S é um com

pacto Hausdorff, são equivalentes:

a) R(L(C(S),Z)) c M(L(C(S),Z)).

b) S é separãvel em medida.

(usar [. e ]embrar que sendo Z Schur então, por (2.]-8)a) e c),

temos L(C(S),Z) = WK(C(S),Z) = K(C(S),Z)).

000



S3. O PROBLEMA D(X) - R(X) LIGADO A PROPRIEDADES DE

DXFERENCIÀBILIDADE DÀ NO1ilqA

\

Consideremos as seguintes afi.rmações sobre um espaço de

Banach X com base incondicional generalizada {e.vlvpF

A) D(X) ;. R(X)

B) {eY}Y€1' não é equivalente à base canónica de Ê].(1')
C) X admite norma equivalente uniformemente diferenciãvel em ca

da direção.

No S2, mostramos que. se {eYl-y€1' e simétrica, então A)

e B) são equivalentes. Em [Tl] , Troyanski- mostrou que se {eY}YCI.
é simétrica e X é não-separável então B) e C) são equivalentes e

assim A),B) e C) são equivalentes. Mostraremos aqui, que C) ain-

da impl-ica A) se X é não separãvel e {eY}T€1. é base incondicionaJ-
genera].izada (não necessariamente si-métrica) e que, nesse caso a

recíproca pode ser falsa.

De um outro ponto de vi.sta, sabemos que se X é isomorfo

a um uniformemente convexo então vale C) . Assim, nosso resultado

generaliza o resultado de [R] ("Se X é um uniformemente convexo

de dimensão infinita então D(X) # R(X)") na classe dos espaços de

Banach não separáveis com base incondicional generalizada

3.1. DEFINIÇÃO. Seja X um espaço de Banach

a) Dizemos que X é uniformemente convexo (U.C.) se para cada c:>0

exi.ste ó>o ta] que para cada x,y c x com llxll = jjyjl = ]. e
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> 1 ó tem-se jjx-yjl < E

b) Dizemos que a norma de X é uniformemente diferenciãvel (U.D.)
se

jx+ty ll + jjx-ty ll - 2
t'''o t

n v ... ll.,ll . [i,,]] . l
/

= o ,

c) Dizemos que a norma de X é uniformemente diferenciãvel em ca

da direção (U.D.E.D.) se para cada yCX com jjyjl = 1 tem-se

ljx+ty ll + llx-ty ll - 2].i.m - - =0,
t-> o t

uniformemente para xex com llxll = l

3 . 2 PROPOSIÇÃO Seja X um espaço de Banach

a) Se a norma de X é U.D então ela é U.D.E.D

b) são equivalentes:

i) X é isomorfo a um U.C

ii) X''' é isomorfo a um U.C. ;

iii) X+ admite norma equivalente U.D

c) Se Y é um espaço de Banach com norma U.D.E.D. e se existe

T: Y '' X ]inear contínuo com imagem densa em X então X a(]mi.te nor

ma equi-valente U.D.E.D.

d) Se X é separável então X admite norma equivalente U.D.E.D
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Prova. a} i.mediada

b) ver [BP] 4.2

c) ver [Z]

d) Sabemos que exi.saem F: ZI(1{) -' x linear contínuo e sobreje

tor e J: Ê2(]N) '' Z].(M) linear contínuo com imagem densa em

ÊI(]N) (por exemplo J((an)neM) - ( n.neJN)' TomandoT=FoJ:k2(]N)''x
temos que T é li.Real contínuo com imagem densa em X. Sabemos tam

bém que l2(]N) é U.C. e portanto o resultado decorre de b)
a) e c)

a.

3.3. EXEMPLOS

a) Se X é isomorfo a um U.C. então por (3.2.b)) , X'';''' admite nor-
ma equivalente U.D.. Como X é reflexivo, então X admite norma e-

quivalente U.D., portanto U.D.E.D.. No entarlto, como exi.ste

T € L(k2(1'),co(1')) com imagem densa, temos por (3.2.c)) , que co(1')
admite norma equivalente U.D.E.D. mas não é isomorfo a nenhum U.C

(naverdade. c.l(1') não contém nenhum subespaço de dimensão infinita
isomorfo a um U.C. já que todo U.C. é ref].exivo e todo subespaço

cie di.menção infinita de c.(1') contém c.(H))

b) Exi.ste um espaço de Banach reflexivo não separãvel- com base

incondicional generalizada que admite norma equivalente U.D.E.D.

mas não é isomorfo a um u.c. Basta tomar x = Y©Ê2(1') onde li'lzc

n
(Y isomorfoDe X U Ce poise a.f2.- -'" ' ll I': '

é conhecido que Y não é isomorfo a um U.C. Por outro lado, é fá

cil ver que existe T: Z2(I'(im) -' X linear continuo com imagem

densa (ver prova de (3.2,d)) para obter U: Z2(]N) -'- Y com imagem
densa e usar U para definir T). Assim, por(3.2)c),b) e a), X

admite norma equiva].ente U.l).E.D

]
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3.4. TEOREMA (Troyanski). Seja X um espaço de Banach com base

incondicional generalizada {eY}Y€1. . Se a norma de X é U.D.E.D.

então para cada c: > 0, exi.ste {l' Cine.N seqtlência de subconjuntos

de I' tal- que U I': =1' e ll.,>1.eVjl $ cn para cada A c I'rC: comnC]B] '' yeA ' ''

Prova. Ver [T2]

3.5. TEOREMA. Seja X um espaço de Banach com base incondicional

general-izada {e.Y)YCr onde ll'l > Xo' Se a norma de X é U.D.E.D.
então O(X) # R(X)

Prova. De acordo com (2.4) (e a observação feita após) pg

demos supor jje.Vll = 1 V y CI' e sabemos que existe M > 0 tal que

(+ ) ll..>1.a.VeVjl SUll.>1 a.VeVjl seAc Bc r eBé finito
YeA ' : YeB ' '

Antes de prossegui.r, observemos que se ro c I' e ZC.N são tais que

11 >1 e.vll $ c:n VA c I'o com IAI = Ê,então para cada kClq temos que
'Y

IVeAe.ril $ E:kn , VA c I'o com IAI
kÊ A prova é imedi.ata

Vamos agora exi.bir f: [0,1] -+ x Riemann-integráve], não

Darboux-integrãvel

Tomemos c = à . Por (3.4) exi.ste {i' c} n€1N sequênci-ade

subconjuntos de i' tal que u i'J - i' e llVeAeVjl $ E:n para cada
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A ci': com IAI = n. Como li'i > xOr existe nle.N tal que

li'cil > Xo' Façamos h. = ihC. Temos então que llVCAeVjl $ ''1 se
AC FI e IAI ; nl' ApJ-icando a observação inicial, podemos su-
por n. > ]-

eremos XI ; span l-eY.f.YCI... De acordo com [M] teg

rema 8, temos que {e.Y}YCI'. é uma base incondicional general-izada

de xl' Aplicando (3.4) para a base {eY} Y€1'. de XI e param: ' ãM e
lembrando que lrt.l > XOr podemos conseguir agora n2 € ]N e I'2 c I'l'

]'2 não enumerãve]. tais que se A c I'2 e IAI - n2 então

It,eAeYjl $ ''2 . Peia observação inicial. podemos supor n2 ' k2nl
onde kl C ]N, k. > l

Por indução, conseguimos uma sequência {l'nlnC]N de sub-

conjuntos de I' tal que li'nl > Xo e Fn+l c ]'n VnC]N e uma sequência

{nilj.eJN de natural.s tal que -n C {2.3,...} Vie:N, nl > 1 e

11 >1 evl : ]- n] se Acl'] e IAI = n] , i€11E{. Portanto, teremos
YeA '

11 E..;lll
'YCA ''z

àfVil-ll $-} se iem, A.c r. e IAI $ni(ver(+)).

SejaJ].: {K : keJN, k $nl-l}. Tomemos Yir

distintos em I'l- Façamos í(}ls--) - eYi se k C {l,...,nl-l}

SejaJ2 - {k: ke:N, k $ n2-l e k # Jl}(observe que.

como n2 é mÚl-tipo-o de nl então JI c { k : keTq, k $ n2-l} e como

n2 # nl temos J2 # 0) . Tomemos

F2 - {YI' ' ' ' ' Yn.-l} rl

Consid

l

k

be .Leia:v.r /tt""- 1{ e l.ftl ': ll.. /\ss,1111 tel':illQS
-an ...l.

distintos (lembrar aue
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r. é infinito). Façamos

:E * ':.
eYz se k€1i, k S n2'l e

Procedendo por indução, definimos f em todos os pontos

da forma -E- , kC]N, k $ nj-l, (ie forma que, fazendo f(t) - 0 nos
outros pontos tenhamos que

1. Se iC.N, ke {l,...,ni} e t€1k'l , k[ então f(t)

ou f(t) : e.y para algum y € 1'i+]. c I'j.

2. Set,selo,1], f(t) #O ef(s) #O, entãoexístem

yl' 'r2 € 1' , yl # y2 com f(t) - e.,rl e f(s) ' e.Y2

Mostremos que f é Riemann-integrável. Dado E > 0, tomemos ieJN

com-l<-!. Tomemosd-(0, ;J--. if:' , ..., 1) eparacada

k € {1,...,ni.] , tomemos ck e] k'l, k [

A - {Y€1' : ] ke:N, k $ ni' f(ck) - eY}

Se-ja

Então por 1. temos que A c I'i+lcri e IAI

ll* I''.*'É.ti - ti.à;:«É.ii « -} « {

As s j.m

Portanto se ck/ck €1k"l , k[ Vi. Ct],
l .-. l

]'--l]f(ck) - f(ck)] 1 11< c:. PorIHe] 1.1.32. temos que fé
Riemann-íntegravel

,n:L} temos

k,i. € :ng, k $ nl--].} é denso em [0,1] e é enu
meráve[, é fãcí]. ver que f é descontínua em todos os pontos de

[0,1] e portanto não é Darboux-integrável
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3.6. OBSERVAÇÃO

a) Sabemos de (3.2 d)) que ZI(]N) é isomorfo a um espaço de Banach
com norma U.D.E.D. (e com base incondici.ona].) . Assim (3.5) é fal

se para lrl = x0

b) Os exemplos (3.3) mostram que existem espaços de Banach X (re

flexi.vos) verificando as hipóteses de (3.5) e portanto com

D(X) ;' R(X) , mas não isomorfos a U.C.

c) Ao contrário do que acontece no caso da base ser simétrica,
para o caso da base i-ncondicional não vale A)----> C) do i.vício des

te parágrafo. De fato, se x = ÊI(1')©12(]N) e ll'l Z c então
D(X) ;' R(X} mas X não admite norma equivalente U.D.E.D. jã que o

mesmo vale para ZI(1') . Observamos que um contra-exemplo para
À)----> C) pode ser conseguido mesmo entre os espaços reflexivos
com base incondicional generalizada: se X é o reflexa.vo com base

íncondici-oral generalizada que não admite norma .equivalente

U.D.E.D. apresentadoem [KT] , épossíve]demonstrarque D(X) # R(x)

d) Como consequência de (3.5) , da aqui.valência entre B) e C) pro--

varia por Troyanski para o caso da base {e.rlYer ' com li'l > Xo ser
simétri-ca e de D(ZI(1')) ; R(ÊI(1')) , obtemos a equi.valênci.a entre

a) e b) de (2.9) para o caso irl > xo

PROBLEMAS (que acredito estarem em aberto)

e Se x tem base incondici.oral generalizada {eY}YeF com li'l 2 c
e X admite norma equivalente U.D.E.D. então R(x) çf M(x)?

e Se X é não separãvel e admite norma equiva].ente U.D.E.D
o (x) ;* }.(x) ?

então
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S4. INTEGRAÇÃO : SEGUNDO RIEMANN E DARBOUX EM RELAÇÃO A UMA

}âEDIDÀ DE BOREL REGULAR

Neste parágrafo vamos tratar da teoria de integração se-

gundo Riemann e Darboux em relação a uma medida de Bore]. regular,

de funções defi.nadas num compacto Hausdorff K. As definições que

apresentaremos aqui são essencialmente as da [KR] . Lá se exige
que o suporte da medida seja K. Nesse caso particular. nossas de-

finições coi.nadem com as de [KR]. Provaremos aqui, diversos re--

sulcados que serão utili.zados nos parágrafos seguintes, onde trata

remos dos probJ-emas D(X) - R(X) e R(X) c M(X) para as integrais a-
qui- introduzidas.

Em tudo o que segue. K i.ndical.ã um espaço topos-ógico cam

pacto Hausdorff não vazio e p indicará uma medida regular positi--

va (fmi-ta) definida na a-ãlgebra dos borelianos de K.

4.1. DEFINIÇÃO. Dizemos que um subconjunto F de K é um fechado

regular se F # qi e F = F

4.2. EXEMPLOS

a) SejaK=]a,b]. Se FC Ké umfechado regular, entãoF= U]..
n€J

onde J c ]N, os in são dois disjuntos,não vazios e cada in é de
um dos seguintes tipos:jc,d[,[a.d[,]c,b] ouça,b]. Assim

U in r onde J c ]N e OS in são como acima.neJ '' n

0
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b) Seja K=Í0} u {.i: ne:N} (com a topo]ogia induzida de ]R). Um fe
chamo nãovazio .!c= K é regular se e sÕ se F é i-nfini-to ou F é fi-n.{

to e O$F

c) Seja K = [0,cl] onde OI é um ordina]. Então temos que:

cl) Se a < u, então todo fechado não vaza.o em K é regular

c2) Se u $ ct, então os fechados regulares de K são os conjun

tos não vazios do ti.po t.--- l onde IJI $ 1otl, cada li é
um intervalo aberto e os ll são dois a dois disjuntos.

l

4.3. PROPOSIÇÃO

i)

j.i)

F é um fechado regular em K se e sÕ se F é fechado não

e para cada aberto A com A n F # 0 tem-se A n F # O.

Se P é um subconjunto de K com P # © então o é um fechado

regular. Assim, se A é um aberto não vazio então lã é um fe-

chado regular

i€1 é uma família de fechados regulares então

vaz'-lo
0.

F = u F: é um fechado regular

iv) Se P é um fechado regular e F é um fechado com P-F # © então

P-.F é um fechado regular

i€1

Prova: i) imediato

ii) basta usar i) .

ii-i.) também decorre de i) pois se A é um aberto e A n .l-uFj. # 0iel '

entãoA í] UFi # 0e assomAR P.i # Oparaalgumio' Logo

t.J F: ,n A.
i€1 '

0
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iv) SeAé umabertoeAn(P-F) #© entãoA.n(P-F) =An.pnrpPo.
Sendo P fechado regular e F fechado temos por i.) que

O A n LFnP c A n P-F.. Assumi novamente por:Ti), P--F é fechado re

guiar

()

4.4. OBSERVAÇÃO

a) A intersecção de doi-s fechados regulares (mesmo que não vazia)

pode não ser um fechado regue-ar. Basta tomar FI = [0,2] U [3,4] e

F2 - [lr3] em K = [0í4]

b) A regularidade não é preservada por imagem ou imagem inversa

por função contínua (sobre.jetora). Basta tomar f: [0,4] -- [0,4]
0 se x C [0,1]

f (x)

(x-1) (5-x) se x C ] 1,4]

Então f([0,1]) {0} e f'l ( [0, 3] ) [ 0 , 2] U { 4 }

4.5. PROPOSIÇÃO. Seja F um fechado regular em K. Se P.,

são fechados em K tais que F c UP4 então FC LJP
n n

ll }l l

,Pn

Prova. Como F é fechado regue-ar , e t.iP: é fechado, basta mos-

trar que F c UP:. Se i.sso não ocorresse, existiria xeF,

e portanto exi.stiria U aberto tal que xeU c F c u Pi,

U P; . Assim U seria um aberto não vaza.o tal que

n 8 n
U (Pi-Pi) c LJ l)PI . Logo aPj. teria interior não vaza.o para

algum i € {1,...,n}, o que é absurdo

l1'

n0

!l
n 0

!l
com U c
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4.6. OBSERVAÇÃO. O resu].Lado acima pode ser falso se F não for

regular (basta fazer n=1 e PI ; F) . Também é essenci-al que a fama

lia seja finita pois se tomarmos K = {o} u [.i: nC]N}, pl ' {o} e

Pn ;{ 1 } se n Z 2 então ...IPn ' K mas
{1: neJN} # K='n nn=].

4.7. DEFINIÇÃO. Dizemos que um subconjunto F de K é p-contínuo

se p (aF) = 0.

(Observe que a definição faz sentido pois aF é um boreliano)

4.8. EXEMPLOS

a) Se K [ o , ] ] , p é a medida de Lebesgue [a,b], 0 $ a $ b $ 1

ou F = t.i [ahPbnlonde Otan':bn$an+l Vn C ]Nr então F é um fechado

p-contínuo.

b) se K=10,1],p é amedidadeLebesgueeFéumfechadodeK

com p(F) > 0 e F c [0,11-0 então F não é p-contínuo pois como

F = © tem-se que p(aF) = P(F) > 0.

c) Se K=]a,b], cx:]a,b] '' ]R écrescentee p éumamedidade

Bore[-regu]ar em [a,b] ta] que cx([c,d]) - a(d+)-cl(c')
se a$c $d$b (convencionando-se cl(a') = a(a) e cl(b+) = ot(b))

tão para cada t e [a,b] temos p({t}) - a(t+) - a(t'). Logo se
a<c $d<b temos que [c,d] é p-contínuo se e sÓ se a é contínua

em c e em d. Também temos que [a,d] é p-contínuo se e sõ se cl é

contínua em d e [c,b] é p-contínuo se e só se a é contínua em c

(para a existência de uma medida nas condições deste exemplo ver
(5. 1) )

en
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4.9. LEm. Se A é um aberto de K e xeA então existe um fechado

regular p-contínuo contido em A e cujo interior contém x. Conse-

quentemente os interiores dos fechados regulares p-contínuos de K
formam uma base de abertos de K

Prova. Dado xeK e A aberto com xeA tomo U aberto com xCU e U c A

e g: K -'- [0,1] contínua ta] que gln : 0 e glr.. : l (U11.ysohn)'U iLA

Para cada a C [0,1], seja K,, = g'] ({a}). Como os K,. são dois a

dois disjuntos existe cl € ]0,1[ com p(Kcz) = 0. Seja F = g'l([0,CE])
Temos que l)F c g' t({ct}) = Ka e portanto }i(aF) ; 0 e como g(x) = 0

então x € F . Como vimos em (4.4.b)), F pode não ser regular, mas

por (4.3.i.i)), tomando-se FI = F temos que FI ê! regular. Além dis

se, como l)FI - l)F c aF temos que FI é p-contínuo e também temos

xCoc o] ' Como l#g(F) e F].CF então l$g(FI) e portanto

FI n CA ; Z)r j.sto é, F] c A. Encontramos então F].r fechado re-
gue-ar p--contínuo tal que x e FI c FI c À

0

4.10. PROPOSIÇÃO. Sejam FC U c K, F fechado, U aberto. Para ca

da E > 0, existe A interior de um fechado regular p-contínuo com
Fc A c Ã cU e p(A) < p(F) + c

Prova. Como li é regue-ar,existe W aberto com Fc W c U e

P(W) < P(F) + c. Por (4.9), para cada xeF, exi-ste A. interior de

um fechado regular p-continuo tal que x € A.:. c Aí, c W. Como F é

compacto temos que existem xlr...rx € F tais que F c AX.u...UA

Assim,se P = ulãx. temos que F c P, e por (4.3.iii)) P é fechado
regular. É imediato que P é p-contínuo e temos

P($) =P(P) $ 1J(W) < P(F)+c. BastatomarA=oP

n

l
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4.].1. DEFINIÇÃO. Uma p-partição de K é uma família fmi.ta

P= ]P:} de fechados regulares p-contínuos tais que

pl n p.i - 0 se i,j € {1,...,n} , i ;' j

n

ll

Quando não houver perigo de confusão, escreveremos simplesmente

parti-ção ao invés de p-partição.

4.12. PROPOSIÇÃO. Se K tem pelo menos n pontos então K tem

uma p-partição formada por n fechados.

Prova. Dados xlr...lx C K distintos, tomamos AI/'''/An abertos

dois a dois disjuntos comxi CAi V iC {l,...,n). Por(4.9) exi.g

tem fechados regulares p-contínuos PI/. . . /Pn-l tai.s que
n-l

xj. cpi cpi cAi vie {]/ ..,n-].} . Comoxne Cu pi/ por

(4.3.ii)) temosquePn-Í'.UPi é um fechado regular e como

aPn c .l-i aPi então Pn é H-contínuo. Se i,.l e {l,...,n-l.l e i# j

temos g: n $: .::: pl n

pois como

l

l

Se i € {1,...,n-l} então

$: então oz n Pn Como

resultado

4.13. DEFINIÇÃO. Seja P= IPi} uma p-partição de K. Dizemos

que uma p-partição P' = IP:l de K é um refinamento de P (ou é

mais finaqueP) se existemll'...,Inc {l-,...,m} dois adois
disjuntos tais que para cada ietl,...,n} tenhamos Pi

n

ll

l3



4.14. EB91QSlçÃO. (exi.stência de refinamento comum) Sejam
r \ n r \m

tPil» l e P' : l.P5Jj l p partições de K. Então

p"=ÍA:A:pinp.l, i=1,...,n,j=].,...,m eAp©} éumap-Rali
tição de K mais fina que P e mais fina que p'

Prova

1. De acordo com (4.3.ii)) os elementos de p'' são fechados regu-
lares.

2. Se A = Pi n p.l então aA c: i)A c api u aP.l e portanto os elemen
tos de P" são p-contínuos.

3. se P e F são elementos distintos de P" então P =R 0n

ondeA=Pi np;l' B'Pi2 nPj2 e il # i2 ou jl Pj2' suão

nhamos il # i2 (o outro caso é análogo) . Temos que
o .o .''.o .o

R - g .: $:, - $:: - $:, ' '::

4. Para provar que U P = K, lembremos que para cada i=1-,...,n.

Pi=PinLUP: = up]np:. Por(4.5) P]c uF]nF:cP]. Logo
.'l=.i ./

P . c: t.J c P
]

onde iiÍj C {[,...,m]: op: np.l ; 0]. Temos

portanto que K = u P
PCP"

5. Fazendo se i C {].,...,n} então

P" = {g: A-pj. n pli'ti'j)Cüi'iCÍI....,n} , j etl,...,ml}
Como, evidentemente, os J] são dois a dois disjuntor e
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p: = L...J p: n 8.! , se i. C {l,...rn}, então Pn é um refinamento

de P . Analogamente p"é um refinamento de P'.

i,j)ca i

4.15. PROPOSIÇÃO. (existência de partição associada a uma cober

tuta por fechados) . Seja mail-'.' . uma sequência de fechados regu-

lares p-contínuos tai.s que UAi - K. Então exi.ste P= {pjlj'.i
p-partição de K tal que

a) para cada ij eÍI,...,m}, existe ie {1,...,n} tal que Pj cAi;

b) para cada ie {l,...,n} , exi.saem.jl'.-.,js etl,...,m} tais

que Ai ; .U Pi. (s depende de i)

Seja

Prove:. Para cada l c {l,...,n}, sejam FI

n

ie {l,...,n} '

KI - FI ' Vamos mostrar queÍKl: lctlr.../n}, KI ;É O) é a par'

tição procurada.

$e KI # © então por (4.3.ii)) , KI é um fechado regular

Como aKi c api c i)(jl'n.ài n (!í:T"" CP'Z)) c ju aAj. então KI é

e:

Mostremos que K. n Kj
C l-J ou io € J-l. Suponha

o .--0--- -9--- o
F. c r'")AI c AI = AI .

' iel ' 'o 'o

contenhaP

outroPox'

se l # J

que exi-sta

# J existe

e l-J. Então

lo, co

A o (iCJAI ' j-C{L..----JAj.);a) e portanto Rj. n FJ :0
i+J o o o Q

Ai n FJ ' e) enquanto Flc Aj.. . Logo E'Jn i:'l

Assim

Decorre
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0

portanto ÊIJ n aldaí que ÍIJ n
0

portanto KI

0

«;;i.m $, n $:

Mostremos que Ai= t KT, para cada iCl].,...,n}. De fato,
]

é imedi.ato que se i.e.[ e

lado se xeAI, tomando

e iel. Asse-m Ai c

i€1 iex

o que prova b) e também mostra que

/ r

A.. Por outro
l f

mos que xeFlr

:t: . ;;'
si.m A. K llc { l,...,n}

i€!

.KT e assim temos a partição procurada. jã que a) é
].c{ 1 ,..., n} '[

imediato

4.16. COROLÁRIO. Se l.J é não-atómica então para cada E > 0 existe

uma }i-partição IPil de K ta.L que p(Pj) < E se i= 1,...,n.L 'J 4--1 x

n

Prova. Como p é não atómica, temos p({x}) = 0 para cada xCK. Da

do c: > 0 e xeK, por (4.10) , existe Ax i-nteri.or de um fechado regu-

lar p-contínuo Fx com p(Ax) < c e xCAx' Como {Ax: xCK} é uma

cobertura de K, então existem xlr...rx € K tais que

LIAxj. j.-lxi ' im K= UFxj.eli(Fxi) -li(Axi)

Vi € {1,...,n}. Basta agora apJ-icar(4.15)

-< C .r

Deão FI r- Ai e portanto KI c
l

,nl: xeAj} te]

=ÚT:. -.: (4.5) A. c \
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4.17. (+) PROPOSIÇÃO. Seja F um fechado regular H-contínuo de K,

F # K. Seja p a restrição de p aos borelianos de F. Se
f. '.l..n.

P ' IPij:.. é uma p-partição de F então sendoL '7 i=].

p-partição de K. Além disso, para cada iC {l,...,n} temos

L' ($1) - ü (P])

.l = {i. ctl,...,nl: $j. # e)} ternos que p'= l$i U
ieJ

e'.'.uma

Prova. Para cada iC {l,...,n} temos aoj. c apta (aFPi)ul)F e as--
sim P(a$4) = P(1)PI) - 0. Comi-sso, para cada ieÍI,...,n} temos

que Pj. é p-contínuo e, lembrando que Pi - Pi c aPi/ temos

p(p]) : p(o{). Como F é p-contínuo e como aCP : aCF - aF, en-

tão CP também é p-contínuo.

É fácil ver que os elementos de P' são fechados regula-

res com interiores dois a dois disjuntor. Como F - .uiPi temos

p':- (4'5) que F c u$j. o K - F U [P ; illl.ljj.)u CP,

prova

n

completa a() que

No que segue X indicará um espaço de Banach

4 , 1 8 NOTAÇÕES. Seja f: K '» X

a) Dado A c X, A ;' © escrevemos

w(f,A) = suP{ llf(x)-f(y) 11: x,yeA.l = aliam f(A)

b) Dado xeK escrevemos

w(f,x) = i.nftw(f,A) : A é aberto de K e xeA}

+-anãna n p -- rpfernm--se ao interior' e :Fecho tolda(3os elnno( '+} - AS



(Note que. em geral-, w(f,x) # w(f, {x}) )

c) Se P= IP;l é uma p-partição de K escrevemos
n

wp ( f , P )

n
! w(f.Pj )p (Pj )

i-l ' '

suP{ . >1. 11f(xj.) -f(yi) liP(Pi)

(onde convencionámos " 0 = 0)

e

P. , i;l,1 ' ,n}

SP(f,P) ; {.>1.f(xi)P(Pi): xi € Pi ' i: ] '...,n} .

e omi.diremos o índice P quando não houver perigo de confusão

l

4.19. DEFINIÇÃO. Seja f: K -} X. Dizemos que f é integrãvel se
fundo Ri.emana (ou Riemann-integrãvel) em relação a p se exi.ste

J € X tal que para cada E > 0, existe P. p-partição de K tal que
r \.n

{ P: f é um refinamento de PL J-J';.l C

então il >1 f (x: ) p (p: )
{--l + ''-

J= J fdp e dizemos que J é a integral de Riemann de f em

relação a }l. Quando não houver perigo de confusão escreveremos

simplesmente J í dTi

Pse

n

R

K

K

i-=1,. . . ,n

Nesse caso/ e$cTeveinos

4.20. DEF'INIÇÃO. Seja f: K -+ X. Di.zemos que f é integrãvel se
fundo Darboux (Darboux-integrável) em relação a p se

i.nftw(f,P): P é p-partição de K}



4.21. NOTAÇÕES. Indicaremos por R(K,p,X) o conjunto das funções

f: K -> X que são Riemann-lntegráveis em relação a p e por D(Kpp,X)

o conjunto das funções f: K -> X que são Darboux integrãveis em re-

lação a p

4.22. EBQEQSlçÃO. Seja {fnlneJN uma seqiiência de funções defini-

das em K, a valores em X. Se {fnln€1g converge uni.formemente pa
ra f: K -> X temos que

i) Se f. € R(K,p,X) Vn € .N então f € R(K,p,X) e ,ffaP: ]-im

ii) Se f. CD(K,p,X) VnC]N então feD(K,p,X)

Prova. ].mediada

4.23. PROPOSIÇÃO (Critério de Cauchy) . Seja f: K -> x. são equi-

va].entes:

a) f € R(K.p,X) ;

b) para cada E > 0, existe PC p-partição de K tal que se

PI - {piln:l e P2 ; {pjlm.l são refinamentos de PE: e se

xj. € pi' i=1,...,n e yj C P.i/ j=1,...,m então

!'l : in.

i1lf(xj.)p(pj.) - j>li:í(yj)p(p:l) li < E
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Prova . a) --+ b) Imediata .

b-:+ a) Supondo b) e usando (4.14),fazendo c:

cível conseguir }i-partições P]. como em b) de modo que

um refinamento de PI se n > m. Escrevendo

\ ' e fi.bando
i-! com xi € P: se i=1,

1 .
i e pog.

PI seja

,kn temos

por b) que, para n > m,

..h .... . h " " :
11 À t(xll)p(pil) - } f(x:) p(pl)ll <M

r n ... oo

Assim l X í(x:)P(Pn)l n.l é u qüência de cauchy em x. Seja

L seu limite em X. Dado E > 0 tomemos

kn
l : ;(*:)"w:l)

n

Se
\k

P;.l l é i.lamento de pl

tal que

LI < -! se n ? no e tomemos
] E''" Ê « }

P:i, i=1,... , k então

k

l j.11ií(xi.) I' (p:.)

k
. n

:- '(*1?)"'':1) 1i « {

k
Logo ll >1 fÍxj.}lJ(P!) < c . o que completa a prova

As observações e o Lema seguintes nos darão conde.çÕes de

demonstrar(4.28),(4.30),(4.31) e(4.32), critérios de i-ntegrabili
date que usaremos mui,tas vezes neste trabalho.
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4.24. OBSERVAÇÃO. Para todo A c X temos dias CQ(A) = atam A e

portanto aliam i8(A) = di.am A.

De fato, é imediato que di-am A $ atam co(A)

Provemos a outra desigualdade. Para cada B c x seja

s(B) = {c]x+(]--ol)y: x,y e B, a € [0,11} . Da(i]o A c X, tomemos

A[ - S(A), A2: S(A]),... An+]. 'S(An). EntãoA] cA2 c''', e
assim é fácil ver que l.iA4 é convexo. Como AC AI c uA{ en--

tão co(A) c LIAM' Por outro lado, AI c co(A) e consequentemente
A. = S(A.) c co(A) e por indução tem-se UA] c co(A). Logo

CO(A) = U A:

!l ll

l

ll

l1.

Tomemos x,y C co(A) . Então existe nC:N tal que x,y € An

É suei.ciente provar então que di.am A = doam A,Vn C IN. Para isso,

basta provar que aliam S(B) = aliam B, VB c X. Mas dados x,y,z,wCB,

cx , ]i € [0 , ].] temos

[[cLx+(]-cl)y -113z+(]-B)w] ]] = ]1(cx-B)x + B(x-z) +(l-cl)y

ll(c'l-])x +(]-Í3)x + 13(x-z) +(]-a)y -(].-B)wll

ll(l-ol)(y-x) +(l-B)(x-w)+ B(X-Z) ll

ll([-B)[x-w+(]-a)(y-x)]+ B[(x-z) +(]-c't)(y-x)] ll

$ maxtjjx-w +(l-a)(y-x) ll , llx-z +(l-ct)(y-x) ll}

maxtjl(l-ct)(y-w) + ci(x-w)ll , ll(l-a)(y-z) + cl(x-z) ll}

$ maxlljy-wll , llx-wll r jjy-zjl , llx-zll} $ di-am B

( 1 - Í3 ) w l l

r ) n r \ m

4.25. LEMA. SejamA= gaio e B= IB41 seqiiências debore-
L 'J j.=1 L JJ j=].

lianos não vazios de K tais que
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a) p(Ain Ai2 0 'seil'i2€tl,''.,n}

(Bj n Bj2) ' 0 l se j3.':j2e {l,''.,m}

c) paracada j e {l,...,m}, existe i.e {1,

d) para cada iC {l,...,n}, existem jl'...'
S

ardendo de i} tais que A; = u B:
k;l ]k

Dada f : K -> X consideremos

n

SA:ti>li f(xi)p(Ai) :xi e Ai , V j- C

Sa={ E. Í(vj)P(Bj) :vj C Bj , V :l €

Então temos:

i) co(S8) c co(SA) ;

ii) aliam SB S dias SÁ

Vale também

m
iii) >1 w(f,B.)P(B.) $ >1w(flA.)P(A.)

-i;l ] ] i=1 l l

P

r j-l # j.2 ;

, j l ;' j 2 ;

,n} tal que Bj c Ai;

j. € {1,... ,m) (s de-

{ l ,

{ l , ,ml}

Prova. i) Basta fazer a prova no caso em que existe jetl,...,m}
tal que p (B.) > 0.
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Para cada F = {PÊI l íamíli.a de botei-canos não vazios
de K, seja

S F 51.t(xt)p(rÊ) : xl c Fk , v zetl, ,Pl}

Para provar i.) observemos que se PlrP2r...,PI'Pll/P12

são borelianos não vaza.os de K tais que Pll c PI/ P12 c PI/

p(PI) # 0 e p(Pll) + p(P12) - p(PI), entãodadosxll epal '

x].2 C p12 e txi..li.2 com
i € {2, ,r} então

f(xll)p(Pll) + f(x12)p(P12) + i>12 f(xi)p(Pj.)

r

(Plllf(xll)P(PI) + .>1. f(xj.)P(Pi)
P (PI) '' ' Í;2

+

}l (P. l ) l

+-Fi P. [f(x12)P(PI ) + } f(xj.)}J(Pj.)

eportanto, fazendoF=tpE} e G = {P]].rP121 u l.PZJ 2
temos

SG c co(SF)

Façamos B'= {B.i: jeÍI,...,m} e P(B.i) > 0}

da ieÍI,...,n} tal que p(AI) # 0 façamos

Pala ca

Ji= {jeÍ].,...,ml: p(Bj) > 0 eBjc Ai} econsideremos

Ai: aU BJ' Então por d) e a) temos que P(Aj.) = P(A:.)

viela, ,n} tal que H (A]) ;': 0 Seja

A' =ÍA;.: iCtl,...,n} e p(Aj.) # 0} . ComoSB;SB' e
SAi c SÁ basta provar que SBI c co(SAI)



De acordo com c) e a). cada B.i € B' esta contido num ú-

ni-co A:. € A' e por b) temos que para cada iCtl,...,n} com p(Ai)#O

vale que p(A!) : jXJI (Bj) . Com isso, podemos conseguir FI'''',Fq
seqüencias finitas de boreli.anos não vazios de K tais que

l
F l B' , L-A' ,

2 para cada iCtl, ,q} e para cada ACF: temos P (A) > O;

para cada i.CÍI,...,q-l}, existem PI/ ''rPr:rPllrP12 boreJ-ia

nos não vazios de K tais que Fx = {Pll/P12rp2r

u P12 ' PI e p (Pll) +p (P12)
F'i+l

Pela observação inicial temos que SF. c co(SF. .)j. j.+l

VieÍl-,...,q-l} e portanto co(SF.) c co(SF. ) vietl,...,q--l}

Logo co(SA,) c co(St3') o que prova i)

ii) Decorre de i) e de (4.24)

iii) Seja J =Íjet].,...,ml: p(B.i) ;' 0}

seja Jj. - {jCJ: Bj c Aj.} . Como

il'i2 € {1r.. .,m} e jl z j2 então

E w(f,B.)p(B.) = >1 w(f,A:)P(B:) $ w(f,A:)p(A:). A].émdi.s
jCJj. J J jCJi " J 'L ' '

se, decorre de a) que J /
i2

Para cada ie{ 1,...,n},

Bj2) ' 0 ' se

se il'i2 € {1r...,n} e il # i2 r temosqueos Ji sãodois
a dois disjuntor . Assim

n
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j=i(í.,~Bj)P(s:j): jà w(ffBj)p(Bj): .>lt j21aj.w(f+nj)p(Bj) s

$ >1 w(f,A:)p(A;) , o que completa a prova de i-ii-)
n

i-}

EX l

4.26. COROLÁRIO. Se P e P' são

mento de P e f: K -> x então:

i) co(S(f,P' ) ) c co(S(íl,P) ) ;

ii) atam S (f, P' ) $ aliam S (f,P);

j.ii) w(f, P' ) $ w(f, P)

P(Ain Aj) - 0 se i,:jCÍI,...,n}, i# j. Dada f: K 'K/ consi-dele
n

mos S ={.>1.f(xi)}J(Aj.): xj. € Ai ' i-l,...,n} . Então

i) co (S (f,P)) c co(S);

ii) doam S(f,P) $ atam S
Vale também

n.

iii) w(:E,P) $ .)1.w(f,Ai)P(Ai)

4.28. PROPOSIÇÃO. S

a) f € R(K,p,X);

4.27. COROLÁRIO. Sejam Aq} e P como em (4.15). Suponhamos
'J i=].

rêfinade K,parti-ções eP

equivalentesSãof XK -+eJa

}sequencza de Kde partições queb) Pexiste uma.- n€1Nn
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lim di. am S ( f , P. )
t"\->oo ''

c) existe uma seqtlênci.a {Pnln€1{ de p-partições de K tal que pg:

ra cada neW, Pn+l é mai-s fi.na que Pn e taJ- que lim atam S(f. Pn);0

d) para cada c: > 0, exi-ste uma seqtlênci.a {AI'...,An} (n e Ai de
pendendo de c) de fechados regulares p-contínuos com UAI : Ke

p(A.in Aj) - 0 se i,j C {].,...,n} e i# j ta]. que se

€ Ai ' i-l,...,n então ll j>1.[f(xj.)-f(yÍ)]p(A.i) ll < c

}l

Analogamente, são equivaJ-entes

a') f e D (K.p,x) ;

b') para cada E > 0 exi.ste Fc p-partição de K tal que se

P ; IPil é uma p-par'tição de K mai.s fina que PC, então

w(f,P) < c}

c') existe uma seqtlência {PnlnC]N de p-parti.ções de K tal- que

para cada nC:Eq, Pn+]. e mai.s fina que Pn e tal que
lim w(f,Pn) - 0;
H->oo ''

d') para cada c: > 0, existe uma sequência {AI'... An} (n e Ai
dependendo de E:) de fechados regulares p-contínuos com

u(Aj. nA.i) - 0 se i,j CÍI,...,n}, i# j tal

que >1 w(f,A: ) p (A: ) < E
4.1 A -A-
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Prova. É imediato que a)':-+ b) e que c) -:'+d).

b)-:+ c) Tomemos { PnJne:N sequência de.y-pa;tições de K tal- que

llm atam S(f,Pn) : 0. Tomemos Pi = P]., Py um refinamento co

mum de P;. e P2 e indutivamente, definidas PI.,...P:l, tomemos

Pâ+] um refinamento comum de }: e Pn+]. (que existe por (4.]-4))

Por (4.26 ii)) temos aliam s(í,PL) $ atam s(f,Pn) e também Ph+l
mais fina que }: , o que prova c)

d)---+ a) Assumindo d) e recorrendo a (4.15) e (4.27 i.i)), para

cada E > 0, encontramos uma p-partição P. tal que atam S(f,PÉ:)$c

e P' = J Pt l são refinament.os de P então to.
' I'jJj-l ''' '''''"' '' ' c:

, i=].,.. .,n, e y.i e P-i' j:lr...,m temos, por

(4.25 ii)), que >1 f(xi)p(Pi) € co(S(f,PE:)) e

>l.í(y.l)p(P4) € co(S(f,%)). Logo4-1 J J '

n. IR.

li E.f(xi)p(Pi) - .>1.f(yi)p(P]) ll $ di-am co(S(f,Pc))1=1 1=1 '

n

mando-se

= atam S(f,P.) < E: (para a últi-ma i-gualdade ver (4.24)) . Assim,

por ( 4 . 23) temos a)

a') --+'b') Decorre(4.26 iii))

b') --+'c') Por b') existe {:mnE:N uma sequência de p-parti

çÕes de K com w(f,Th) < i. Tomando {llllneiW como em b) --> c) e

recorrendo a (4.26 iii)) temos lim w(f,P.:) = 0, o que prova c').
n'>oo

c') --+ d') Imediato

d') :-->a') Dador > 0, tomemos {Alr.../An} comoemd'). Por
(4.15) e (4.27 iii)), existe P p-partição de K tal que w(f,P)<c:
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e portanto f € D(K,p,x)

4.29. COROLÁRIO. D(K,p,X) c R(K,p,X) e quando dim X < '" vale a
i.gualdade

Prova. Se f C D(K,p,X), então dado E > 0, exi.ste Pí. P-pal-ti.ção

de K tal que w(f,PC:) < E:. Logo doam S(f,PC) $ w(f,PE:)< c. Por
(4.28)(d) --+a)) temos que f e R(K,p,X). Aprova de

R(K.p,X) = D(K,p,X) para o caso dim X < ", por ser análoga a do

caso d.a integral em [0,1] e muito simp]-es,será omitida.

4.30. .PROPOSIÇÃO. Seja f: K -'- X. Se existe .JCX tal que para ca

da c > 0, existe {AI'...,An} (n,Ai dependendo de c) seqilência de
fechados regulares p-contínuos com UA: = K, P(A: n A:) = 0 se

i--lü ü J

i,j € {1,...,n} , i# j e ll.>1.f(xj.)p(Ai) -Jll< c: sexieAi '
i= 1,...,n, entãofCR(K,p,x) e J'íaP=J

K

Prova. Nossas hi.póteses garantem que f € R(K,H,X) , uma vez que

(4.28 d)) esta verificada. Assim. dado E > 0, existe PÂ -parti

çãodeKtalque se P= IPll éumrefinamentode P. e se

yi € PI , i=1,...,k então
!l

( } )
k

s.iií (vl. ) p ( pl.) Jta Pll ' âK '

to com (4.15) e (4.27 i)) garantem que existe Pc P-partição de K

tal que co(S(f.Pc)) c co({.>1.f(xi)P(Ai): xjCAj, i=1,...,n}). As-; .l l I' l l

sim, se tomarmos P = {PitK;l um refinamento comum de Pel e Pc ,tg

remos por (4 . 26. i.) ) que
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)) c co({ .>1 f(xi)p (Ai)

Nossas hipóteses garantem que esse último conjunto está contido na

bola de centro J e raio E = ; que indicaremos por B(J/;) . Assim,
co(s(f,P)) c B(J,u). Tomando-se então yi C Pi , i--l,...,k temos

}.:E(yi)p(Pi) € B(J,ã). Recorrendo a (1) temos

Como E > o é arbitrário, vem J = J'ídp

n
co(S(f,co(S(f,P )) c'

k

l

K

, i=1,...,n})

entãolIJ'fd+i
K

- Jll < 6

Nossos próximos resul-fados são vara.ações de (4.28) e

(4.30) . A diferença é que, para funções limitadas, bastara que a

hi-põtese se verifique para escolhas de pontos do interior dos con

juntos da partição, para que tenhamos a Ri.emann-integrabili-jade

Esse resultado será utilizado por exemplo em (7.18) e (8.16) mas,

na verdade, já foi di-versas vezes utilizado nos parágrafos ante-

r'fores',

4.31. PROPOSIÇÃO. Seja f: K '' X limitada. Suponhamos que para

cada c > 0 exista uma seqtlência {AI/.../An} (n e Ai dependendo

de c) de fechados regulares p-contínuos com K - uAi,p (AlnAj):o

se i,j C {l,...,n}, i# j talque mexi'yiCAi' iCÍlr...,n} en

tão ll.}l.[f(xi) - f(yi)ip(Ai)il< c. Então f C R(K,p,X)l

Prova. Seja M > 0 tal que ll:E(x)ll $ M vxcK. Dado (5 > 0 sejam

E - (5 e {AI/'''rAn} como acima. Se.ja KO ' UaAj.. Com

p(K.) - 0, por (4.10) existe F fechado regular p--contínuo com

Ko c o e p(F) < :i;i ' Seja

B = {B: B ;É 0 e B = Ri n F ouB

0

,n}
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Temos que

}

2

3

4

Os elementos de B são fechados regue-ares

Como i)(Rin $1) c a(Aj. n F) c (aAi) u (aF) e

a(Aj. n CP) c(8 Ai) u (a F) , então os fechados de B stop-con

Como F éP-contÍnuoe p(Ai nAi) ; 0 se i,j eÍI,
então dados BI/B2 C B, Bl# B2 tem-se p(BI n B2)

(Ai n F) U jt.J{Ai n [F). por (4.5) temos que

0
5

Lindo s.

Podemos escrever tg = {A: n Êl: icllUto: rl I''F: ieJ}

onde[=ÍiCt].,.../n]: Ainfp ©} e J=ÍieÍI,...rn):Aj n [F#©}l l-

(Note que se Ã] n F = Ã: n l~P então esse conjunto esta contido

em l)F tendo portanto i.nterior vaza.o. Nesse caso i€1 e j#a)

Temos ainda que

f

0

0

ici} u jl Ã n
l

,n} l
0

R 0
n F n Fl ]

5. Se iC]. então Aj n FC F n A], e portanto

>l p(XI n F) $ >1 p(A{ n p) Ê p(p) < :ill (lembrar que
i€1 ' i€1 '

P(Ai n Aj) - 0, se i,j c 1, i # j)

6. Se ieJ então X: n l\F c A: , mas
.. n

[- ' CK. : [jT.;";, ': C;«:. ::,':,,.

Aj. - aA: - Rj.
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aaue A-B sef

0

7 Dados A,B fechados temos que A-B c iA-u) u ol J. Assim
o --.

iCJ temos que Aj.'Ri n Cr c (Ai-Aj.n..Cç') u a(Ai íl [F). Como

a(Ain Cp) c aAi u aP e como Ai e F são p-contínuos temos

p (Ai - A n [F ) $ i' (Aj.-Aj. n [F) p (Aj. n F) $ p(Aj. n F)

Logo >1 }J(Aj -Aj hCF) $ .>1 :p(Aj nF)$P(F)<ieJ ' ' zCJ '

Tomemos agora {xili€1 rlyiliCI /{zilj.eJ 'lwj.}ieJ' famílias

em X com xi'yi € Aj. n o vier e zZ'wl C Ain CF/ ViCJ. Sabemos d.e 6

'..'o-.:

que z],wi € oi yi € J. Assimr usando 5 , nossas h'ipóteses e
também 7 , temos que

l i€1]f(xj.) - :E(yj.)]P(Aj. n F) + .>1 [:E(zj.)-:E(wj.)]P(Rj. .n Cp)ll

j.€1E:E(x].) - f(yi)]P(Aj. n F) ll + llz>13Ef(zj.)-f(wj.)]P(Aj.) ll

+ ll >13tf(zj.)-f(wj.)] [P(Aj.) - P(Ri n [p)]]] $ M :!à + { + M :i]l - ó

0

Agora, tendo em vi-sta 1, 2, 3 e 4 e d)----> a) de (4.28) , a prova

está completa .

4.32. PROPOSIÇÃO. Seja f: K -'- X uma função limitada. Suponha

mos que exista JCX tal que para cada c > 0 exista uma sequência

{AI'...,An} (n e Ai dependendo de c) de fechados regulares P-coP:

tínuoscomK= UA: e p(A] n As) -0 sei,j e {l,...,n} ei;'j,

11 n(xi)H(Ai) -Jll<c sexiegi Vict].,...,n}

(K.p,x) e J'íaP = J .

ll

verá:Ficando
l

f € REntão
K
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Prova Decorre de ( 4 . 31 ) assim como (4 . 30) decorre de (4 . 28)

4.33. EXEMPLO. A hipótese "f ].imi.fada" é essencial. em (4.32)

Para mostrar isso, consi.detemos o seguinte exemplo: Sejam K=[0,1],

p a medida de Lebesgue e f: [0,1] -> .11i dada por f(x) = n se x = -{

e nCIN, f(x) : 0 caso contrario. Tomando-se para AI o fecho de

t4-,l)Utl-,-àlUt-},!Ju... e À2 ; l:AI temos que AluA2 ; [0rl]r AI e

A2 são fechados regulares por (4.3) ii) e iii) e como

aAI : aA2 :{ L: n C {2.3....)} UÍ0} então AI eA2 são P-contí-

nuos e p(AI n A2) : 0. Se f(x) # 0 então x C aAI : l)A2' Logo
'o .o

se x € AI ou x € À2 temos f(x) - 0. Tomando-se J= 0 estaríamos,
então, nas condições de (4.32) . No entanto, é fácil ver que
f 4 R(K.}i,X) pois caso contrário, f seria limo.fada (
Plo (4. 36 c) ) )

ver por exem

4.34. COROLÃR]O. Sejam f: [0,]-] -» X e p uma medida de Botei regu

lar não-atómica em[0,1] com supp p :10,1]. Se existe J € X ta]

que, para cada E: > 0, existem to'tl'...,tn C [0,1] com

0:to<tl<... <tn-l.. e ll Xf(xi)p([ti.t'ti]) -Jll <

se xj. C[0,tl[ , xj. €1tj..I' ti[ y j- et]
então f C R(K.p,X) e r fdp = J

[ o , ] ]

/ ,n-]} e xn € ] tn.].,]].

Prova. É consequência imediata de (4.32) se observarmos que nos

sas hipóteses jã garantem que f é limitada.

4.35. OBSERVAÇÃO. A proposição (4.32) sugere a seguinte defina



74

a) Dizemos que f: K -> x é Riemann-i.nterior integrãvel em relação

a p se existe JeX tal que para cada E > 0, exi.stePc p-partição de

K tal que se P =ÍPil é um refinamento de Pc e xiCoj., vietl,...,n}

então ll >1 f(x{) P(PI) - J ll < E:

ll

No caso clássico poderíamos considerar a seguinte definição

b) Di.zelos que f: [0,1] -» X é Ri-emann-interi-or integrãvel se exis

te Je X tal que para cada c > 0, existe ó > 0 tal que se ne:N e

0-to< tl < ... <tn- l sãotaisque {max(tj.-tj..l)<él então

dados xi €1ti.Irei.] , ie {1,...,n} temos

11 .>1. f (xi) (ti-tj..l)

()

; 11<' C

l

Em (5.27) mostraremos que se p é a medida de Lebesgue em

[0,1] então a defi-nação de integral dada em (4.19) coincide com a
usual. O mesmo acontece com as integrais interiores acima defi.na-

dos se nos restringirmos a funções limitadas. De fato,se f está

nas condições de b) então por (4.34) f € R(K,p,X) (p medida de

Lebesgue em [0,]-]) e portanto verifica a) . Reciprocamente se f vg

rifica a) para a medida de Lebesgue em [0,1] e f é limitada, então

por (4.32) f c R(K,p,x) e pelo exposto acima f é integrável no seD:

tido usual, verificando portanto b) .

No entanto, a função do exemplo (4.33) , que não é limita:

da, esta nas condições de a) para a medida de Lebesgue em [0,1]

mas não verá.fica b) pois não é li.mirada.
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Dada f: [0,1] -»X, sabemos que se f é Riemann-integrável

então f é limitada e que f é Darboux-integrãvel se e sÓ se f é

limitada e o conjunto dos pontos de descontinuidade de f tem me-

dida (de Lebesgue) nula. Vamos estudar os análogos desses resuJ--

todos para as integrais em re].ação a uma medida de Borel- regular
num compacto.

4 . 3 6 PROPOSIÇÃO Seja f C R(K, H,X) Então temos que

a) existe P = IPj.l. . p'partição cie K tal- que sup llf(x) ll <"
L '/i=1 xeP

se iCÍ]., ... ,n} e H(Pj) > 0;

l

b) exi-ste um fechado regue-ar [i-contínuo F com supp p c F e
ta]. que f é limo.fada em F;

c) se supp p K, então f é limitada

Prova. a) Tomemos P : jlPi} p-partição de K ta]. que se xiePi'

ie {].,...,n} então ll >1 f(xl)P(pl) - JíaPjl < 1. Para cada
i:l ' ' K

i- C {l,...,n} tomoxiePi fixado. Dado ioe {l,...,n}, para

cadaxC Pi tem-se llf(x)p(Pi) + >ll f(xi)P(Pi)-J'fdPll <1 e
0

} P(Pf(x l l

portanto

11 f (x) llp (p: )
0 11 .>1. f(xj.)P (P:Pll

0

ll.f íd Pll+i
K

Se p (Pi ) > 0
()

então
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.L \J = .+ J
sup llÍ oll $ 'iÍÍFt--T ti+ll >1: f(xj.)p(Pj.)ll+ll.ffdPll] «

0 J- - J-a

o que completa a prova de a)

f' \.n.

b) Tomemos IP.} como em a),

F= u P:. Por(4.3.iii)) Féumfechadoregularque ée
ieJ' '

temente }i-contínuo. Como CP c .}----------i , pj. então }l( CP)
u i€1].,...,nl-J ''

{ieÍI,.. .,nl: p(PI) > 0} e

b '

portanto supp p c F

c) Decorre imediatamente de b)

4.37. EXEMPLO. Podemos ter f C R(K,p, X) mas f não limo-fada. De

fato, se.jamK:10,1], X=B., }J(A) -À(An [1,1]) onde À éame-
dida de Lebesgue. Se tomarmos

l/x se 0 < x < 1/2

0

f (x)

se ou 1/2 $ x $ 1,

então f não é limitada mas feR([0,1],p,]R)e J ídp

se, basta aplicar (4.30) tomando,para cada E > 0, AI

0.Para ver is

to,4-t :

A2

Mais do que isso, se K é um compacto de Eberl-ein perde.L

to não metrizãvel então para cada medida p de Borel regular em K,
exi,ste f € R(K,p,]R) não limitada. De fato/ sendo K um compacto

de EberJ-ei-n,então por [Li] teorema 4.3e [Rol] teorema 4.5.a) temos

que o suporte de p é metrizãvel. Conseqiientemente existe peK.
óallnn li. Pnr f4.1n) existe um fechado reqular p-contínuo F talP



7?

que supp pcF e p + F. Como K é perfeito então K-F é inf

Tomemos {xnlnC]N K'F. Definimos f(x) = 0 se x # {xnlne:1{ e

f(x.) :n seno 1,2,.... Assine(x) = 0 VxeF. Tomemos

AI - Fr A2 ; CF . Então AI e À2 são fechados regularesp-conta

Duos e como supp p c F temos Cr c Csuppp e portanto p([F) =o

Assim. como f é nulaemA]., se tomarmos (l e AI e €12 C A2 então

f (€1) }J (AI) + f (É12) P (A2)
f não é limitada.

por (4.30) f € R(K.p,X) No entanto

A bola unitária de Ê2(F), onde li'l > Xo' considerada com
a tipologia fraca é exemplo de um compacto de Eberl-ein perfeito não
metrizáve].

4.38. PROPOSJIÇÃO. Seja f: K -* X. As condições i), ii) e iii) a

baixo são equivalentes.

i) f € D(K.IJ,X)

ii.) a) o conjunto dos pontos de desconta.nuidade de f tem medida p
nu].a}

{l,...,n} e p(P]) > 0

unto dos pontos de desconta.nuidade de f tem medida p

b) exi-ste P= {Pi p-partição de K tal que supllf
j.=]. xCP

1 1(x) <
l

€l

i.ii.) a) o cona

nula;

b') existe F fechado regular p-contínuo de K com supp p c F
e f li.mirada em F

Em parti.cu].ar se f é contínua então f € D(K,p,X)
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Prova

i)----> ii). Se f € D(K,p,X) então por (4.29) f € R(K,prX) e por

(4.36.a» temos i-i) b) . Sendo D(f) o conjunto dos pontos de de.g

{xeK: w(f,x)Z 'á}continuidade de f temos D(f)

(Note que, como cada Fn é fechado, então D(f) é boreliano) . Su-

ponhamos que ii)a) não se verifique. Então para algum no C l{

temos P(Fn ) > o- Para cada p-partiçãoP=fPi'l temos, tomando
i'0 \ 'J i=l

J =ÍI. eÍI,...,nl: p; n F. # 0 }, que

j. w(f,.Pj.)P(Pj.) Z >1 w(f,Pj.)P($j.) 2 x€1w(Í,Íli)P(gj.)

0.

no ieJP(oi) Z l P(Fno)' Asse.m w(f,P)
para

toda p-partição P de K e portanto f # D(K,p/X). Logo j-) --+' ii)

ii.)---->iii) Tomar J - {ie {l-,...,nl: p(Pi) > 0} e F

(ver prova de (4.36 b)))

i.ii) --> i). Na notação que introduzimos acima temos p(D(f)) - 0 e

portanto P(Fn) : 0 VnC]N. Seja M = suptllf(x) 11: xCF} + l

Dadoc>0,sejanocom 1 < t . Por (4.10)pode-

mos tomar A interior de um fechado regular p-contínuo com Fn c A

e p(A) < c . Como [A c CPn.,para cada xeCA, existe Vx vizi-

nhança de x com w(f,Vx) < 1 . A compacidade de CA e o emprego

de (4.9) garantem a existência de AI'...,Am interiores de fechados

regulares p-contínuos com CA c .UAi e w(f,lãi) '; i:Í-- . Temos en-

tão que A,AI/. . .,Am são fechados regulares p-contínuos e que

K - A u UAi' Por (4.15) podemos conseguir p'= IP:.} li-parti-

0

l
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ção de K ta]. que para cada ie {1,...,p} tenhamos P: c X ou

PI c A.i para aJ-gum j C {l,...,m}

seja P" = lpl'llq um refinamento comum das parL 'LJi=1 ' '

tições PI e P = {F,CF). No caso emque F = K, fazemos simple.g

mentem" = P' . Temos que se i. € {1,...,q} então P:'

para algum j C {l,...,m}. Alémdisso, p(PI') = 0(se
sup llf(x)ll < M(se P:'c F). Assim façamos
xePt' - '

ll= {ieÍI,...,ql: P(P;);'0 ePlcÃ},

l2' l ietl,...,ql: p(PIÍ);:0 eP:#A}

Temosquell u12:Íietl,...,ql: }i(PJÍ) ;'0} e que

11 n l2 - ©. Além disso, se iC l2 então P: c Aj para aJ-gum

j € {1,...,m} e portanto w(f.PJ') < --:L

Por outro ],ado, se i. C la, temos suPll f
xeP'.'

l
(x)l < M e

portanto w(f,PJ') < 2M. Lembl-ando que p(PJ'

i,j € {1,. ..,q.l , i # j temos

se

w (f , P")

j. w(f,P;)P(P!) : >1 u12 (f'P;)P(P;)

:': :"-'';' * :à::( -'':'
<

2MI'(X) + }ê-' P(K) < 2M :fÜ + '2- c p(K) < E
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Logo inf {w(f,P): P é p-partição de K} = 0 e portanto
f C D(Klp,X)

4.39. OBSERVAÇÃO. Seja S = suppp . Se S é p-contínuo e pé

não nula então S é regular. De fato, se x € K-g então existe
V aberto com x € V e V íl g = 0. Assim, supondo S p-contínuo

temos p(V n S) = P(v n as) + p(v n g) = 0 e postando p(V) = 0.

Logox+SeassimS=o . Comopénaonulatemos Stop 0 e

portanto S é regular. Asse.m se suppp é p'contínuo, usando
(4.48) ii.i) --+' i), dada f: K -' X são equivalentes:

1. f € D(K,p,X)

2. f é limitada em suppp e o conjunto dos pontos de descon

tinuidade de :E tem medida p nula.

Não sabemos, no entanto, se l.e 2.aci-ma continuam equi

vaentes, quando suppli não é p-contínuo.

4.40. PROPOSIÇÃO. Se feR(K,p,X) exeKétalque p({x}) > 0

então f é contínua em x

Prova. Seja P= IPif p-partição de K. EntãoL 'J i=].

talquexCPi ' Comop({x}) > Oentãox# aPi e

exi.ste
.t0: c' 'L 'x''/ /

.t. *e$j.'porta

Asse.m existe yeg{ tal que llf(x)-f(y) ll

If(x) - f(y) llp(Pi) 2 # w(f,x)p({x}). Conseqtlentemente

aliam S(f,P) Z ; w(f.x)p({x}) para toda p-partição P de K. Se f

não fosse contínua em x teríamos aliam S(f,P) Z + w(f,x)P({x}) > 0

0
e portanto



81

para toda p-parti.ção P de K Por (4.28) teríamos que f+R(K,p.X)

4.41. COROLÁRIO. Se p é puramente atómica então

R(K,}J,X) = D(K.}i,X) . Consequentemente se K é disperso então

R(K,}i,X) - D(K,p,X) Para toda medida li de Borel regular em K

Prova. Por (4.29) temos D(K,H,X) c R(K,p,X). Se f e R(K,p,X)

então (4.40) garante que (4.38.ii)a)) se verifica e temos também,

por(4.36.a)),que(4.38.ii)b)) se verifica. Logo f e D(K.p,X)

Se K é disperso. sabemos (ver [PS] pãg. 24) que toda

medida de Borel regular em K é puramente atómica, o que compJ-eta a
prova.

O Corolário anterior sugere a seguinte questão que será

respondida em (7.19) : Caracterizar os compactos K para os quais

D(K,p,X) = R(K.p,X) para toda H de BoTeI regular em K e para todo
X Banach.

Por (4.38) temos C(K,X) c D(K.p,X} para todo compacto K,

toda p de Borel regular em K e todo X Banach. Nossos próximos re-

sultados dão condições para que se tenha C(K,X) = D(K,p,X)

4.42. PROPOS]ÇÃO. Se x # {0} e se p é uma medida de Bore]. reg.g

lar em K, então são equivalentes:

j.) C (K,X) = D (K,p ,X)

i.i) p({x}) > 0 para todo xeK que é ponto de acumuJ-ação
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Prova. i) '-+ ii). Se x é ponto de acumulação de K, consideramos

veX, v # 0 e f=Xtxl-v. Então feC(K,X). Por i) f#D(Krp,X)
Como f é limitada,então por (4.38) , o conjunto dos pontos de des

continuidade de f tem medi.da u positiva, isto é, p({x}) > 0.

ii) -:->i). Por (4.38) temos C(K,X) c D(K,u,X). Tomemos

f e D(K,p,X) exe.aponto de acumuJ-ação. Como p({x}) > 0, então por

(4.38) f deve ser contínua em x. Como f é contínua nos pontos

isolados então temos que f -e C(K,X)

4.43. COROLÁRIO. Se X # {0} , então p.ara cada K compacto Hausdorff

são equivalentes:

i) o con.junto dos pontos de acumulação de K é enumerável;

i.i) existe p em K tal que C(K,X) = D(K,p,X)

Logo, se K é perfeito então C(K,X) # D(K,p,X) para tod.a

P em K.

Prova. i) --->ii) Seja {anlnCJ (onde J c ]N) o conjunto de pon-
tos de acumulação de K. Para cada A boreliano de K, tomo

JA ' {nCJ: anCAs e defino p(A) - neJ7. 'L Então p é uma medida de

BoTeI regue-ar em K e p({x}) > 0 para todo xCK que é ponto de acu-

mulação. Logo. por (4.42) temos C(K,X) - D(K,p,X)

ii) --+ i). Se p é tal que C(K,X) : D(K,p,x) então, por (4.42),

P({x}) > 0 para todo x ponto de acumulação de K e temos então i)

Lembremos que se K é perfeito então K é não enumerãvel

e portanto o conjunto dos pontos de acumulação de K é não enumera

vel. Logo i) não va].e e portanto não temos ii)
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i)

ii)
C(K,]R} = D(K.p,]R) para toda p de Borel regular em K

K e finito.

Prova. i) --+ ii). Se K é infinito então K tem um ponto (ie acumu

].ação x. Tomemos yCK, y # x. Para cada A bore].lado de K defi-no

}i(A) - XA(y) . Então p é uma medida de Borelregular em Ke
p({x}) = 0. Como x é ponto de acumulação de K, decorre de (4.42)

que C (K. ]R) # D (K,p , ]R)

ii) ; i)

va i)

Se K é finito então toda f K -+ x ê contínua o que prg

4.45. EXEMPI,OS. Como exemplos de compactos cujo conjunto dos pon

tos de acumulação é enumerãveJ- (portanto verificando (4.43.i)))

temos:

a) K enumerável. Estes são, na verdade, os metrizãveis enumera

vens, isto é, aque]es que são homeomorfos a [0,cl] (topo]ogia usu

al-) onde a é um ordinal com ct < wl , sendo então todos dispersos
(ver [Se] 8. 5. 7 e 8. 6. ].0)

b) K é o compactificado de Alexandroff de um conjunto di-screto
(não necessariamente enumerãvel)

c) K é o compacta.ficado de Alexandroff de uma reunião enumerãvel

(disjunta) de compactos, cada um deles do tipo do exemplo a) ou b)
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4.46. PROPOSIÇÃO. Seja F um subconjunto fechado de K. Sendo p

a restrição de p aos borelianos de F temos que

a) Se feR(K,p,X) entãofl CR(F,p,X) ese supppcFtemos
F

também que J' fdp = J'í l dp.lv

b) Se f € D(K,p,X) então fi € D(F,p,X)
l tl

No caso em que F é um :Fechado regular }i-contínuo tal

que supp p c F, valem as recíprocasí isto é

c) Se fi eR(F,p,X) então feR(K,p,X)

d) Se fi CD(F,p,X) então feD(K,p,X)

r "\ !'l

Prova. a) Se P= ]P:} é uma Lj-partição de K, para cada
\. '"'r l=l

iC {l,...,n} , indiquemos por Ai o fecho do interior de Pi íl F,
tomado na topologi-a de F induza-da pela tipologia de K. Sejam

{iC {].,.../n} : Aj # 0} e P' =ÍAj: i.CJ}. Entãotemos

F

l É imediato que Ai é um fechado regular de F para cada ieJ

2. 1)FAicaF(pino) c(api)nF. Logo p(aFAz):0ViCJ e
portanto AI é p-contínuo, se ieJ. (Al-ém disso, também temos

p(1)P(pj n F)): 0 V ietl,...,n}.)

3. Se ie {1,...,n} entãoAic Pi e portanto p(Aj.) $ p(Pi)
Vi € {1,...,n}
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4. Íi(.àinAj)sp(pinPj):0 sel,jeJ,i-pj(ver3)

(P.i n p).já que P é }i--partição de K. Por (4.5)/

Logo, se P = {Pil é umali-partiçãode K tal que

doam Su (f.P) $ c, então tomando P' e J como acima temos por

(1.2.a}) que ll >l]f(xj)-f(yj)]p(Aj)ll $ 2c se xj'yj € PJ' iCJiCJ ' ' ' * ' '

Em particu[ar, temos llz€3]f(xi)-f(yi)]p(Ai) ll $ 2c,
iCJ. Por (4.28) (i) -->a) temos que ft e R(F,p,X)

Suponhamos agora supp p c F. Dado E > 0, seja

{Pj.l l taJ- que ll >ltf(xi)p(Pi) - J'ídpll < :, se xj. € pi'

i- C {l,...,n}. Tomemos J e P' = {Ai: iCJ) como acima. Como

p(aF(PinF)) -o vi.e€1,...,n}(ver2) então

p(pi) = p(pi n suPPP) -li(Pi n F) =p(Ai), VieÍI,...,n}

Com isso , temos
n n
>l.f(xj.)p(Pi) = .>1.f(xi)+J(Aj)i-l ' ' i;l ' ' iCJ

e portantoll >1 f(xj)p(Aj) - J'fdtill < E se xj € Pj ' ieJ . EmieJ ' ' K ' '

particular. por 3 temos que ll E f(xj)P(Ai) - J íapjj< c se xjeAJ'iCJ * " K ' *

ieJ. Por (4.30) temos J'íl.aP ' J íaP.F iF K

5

U A.
i=1 l

(x } , v € K'1'l l
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b) seja f e D(K,p,X). Então existe uma p-partição

K tal que .>1.w(f,pi)p(Pi) < E. Tomando AI'...íAn e J como em a)

temos por 3 que >IJw(f,Ai)p(Aj.) $zeJw(f'Pj-)P(Pi)S i>ltw(f,Pi)P(Pi)

a') de(4.28) temos que fl CD(F,p,X)
iF

l n

d')Usando

c) SeF=K, nadaafazer. SeFPK, dador > 0, tomemos

P : {piln.l p-partição. de F tal que aliam SÜ(fl 'P) < c. Seja P'

como em (4.].7) . Como supp p c F e F é p-contínuo temos

P(Cr) : P(Cr) + p(aF) : 0. Assim SP(f,P') c SÜ(fl 'P) e portal

to diamS..(f,P') < c. Por(4.28) f e R(K,}i,X)

d) Análoga à de c)

Os resultados seguintes deste parágrafo foram demonstra-

dos pelo professor Antoni-o Gilioli-, quando da leitura da versão

prel-imitar deste trabalho, onde perguntávamos sobre a validade de
(4 . 5 0)

4.47. PROPOSIÇÃO. Sejam p e v medidas de Borel regulares em K

com v É p. Então:

a) R(K,p ,X) c R(K,v,X)

b) D(K.P,X) c D(K,v,X)

Prova. a) Seja f e R(K,p,X). Dado E > 0, tomemos

P = IP:l p-partição de K ta]. que
ll

ll.>1.[f(xi)-f(yi)]p(Pi)ll $ } se xi,yi € Pi, Vietl,...,n}l
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iryj. e Pi e Oi eÍ-l,l},Vietl,...,n} temos

ll.>1.Oi]f(xi)-f(yj)]lJ(p])ll $ ';. Apl

ll >l[f(xj)-f(yj)]v(pi)ll $ c. Como P é também umas-parti.ção de K,{ ;;l ' ' ''-

decorre de (4.28) que f C R(K,v,X}

Dados X

içando ( 1 2 a) ) temos quel

b) Imediata

4.48. LEMA. Sejam P e v medi-das de Borel regulares em K, com

v $ P. Seja f e R(K,v,X) li.mirada. Então da(io E > 0 existem

p-partição de K tal que aliam S~, (f,P) $ E

Prova. SejaM> Otalque llf(x)ll $ M VxeK. Dador > Oexis

r l .

te p'= tP;i» v-partição de K tal que di-am Sv(f,P') $ i ' Seja

u3P'
]}]

Por (4.10) , existe F fechado regular P-contínuo, com

Koc f; e }}(F) < p(Ko) + -ãM ' Logo, como V(KO) - 0. temos

v(F) =v(F-K.) + v(K) = v(F-K ) É H(F-K) = P(F) - P(K) <Q 0' 0' ' 0' ' ' 0'

Paracada j cÍI,...,m} sejaBj o i-nterior de P.l n Cp

Seja ti = {F} u {B.i: B.à # e) r j e {l,...,ml}. Então temos que

l

2

Os eJ-ementos de B são fechados regue-ares.

l)P.l c F então a(pj n CP) n aP.l = O. Assim, como

aBjc a(p.l n Cr) c ap; u aF temos aBj c aF e asse.m P(1)Bj)

Logo cada B.i é H-contínuo e assim os elementos de 23 são P-co2.
tÍRUtOS.
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3 ,

4 .

Se j,ketl,...,m} e j # k então:Bjn.Bkco:jr) ok

. {,. g . k- g: (cg) . g: (c g
m.' -iR

ComoK= UPl= u(p: í)jjr) UF então, por(4.5)

()

/
l3

LU B. U F

Assim B é uma H--partição de K

SejaJ=ij ctl,.../ml: B.i # O}. Para cada jCI, sejam

B.i . Dados x,y e F temos, usando (1.2. a)), que

ÍIÚ >13l:E(xj) -Í(Vj)l 'o(J3j)
+ [f (x) -:E (y) ]v (F) ll $

llj>la[f(xj)-f(yj)]v(B:l)ll + ll f(x)-f(y) llv(r) $ 2 } + 2M:h:c

Basta, então tomar P = B

4.49. COROLÁRIO. Sejam u e v medidas de BoreJ- regue-ares em K

tais que v $ p . Seja f € R(K,v,X). Se existe F fechado regue-ar

p-contínuo tal que supp v c F e f é limo.fada em F então para cada

E > 0 existe P' p-partição de K tal que atam Sv(f,P') $ c:

provo. Por (4.48) , basta considerar o caso em que F # K. ].ndi-

quemos por v a restrição de v aos borelianos de F. Sabemos por

(4.46a))quefi C R(F,{l,X). Sendo p a restrição de p aos borelia-

nos de F, temos ') $ p . Como fi é limo-fada, aplicando (4.48) ao

compacto F e medidas v e p temos que para cada E > 0, existe

F

F



89

P : IPj} p-partição de F tal que atam SO(fi ,P) $ c. Tomando
L 'J i=1 ' iF

P' como em (4.17) e procedendo como na prova de (4.46c)) temos

aliam Sv(f, P') $ c,o que completa a prova.

4.50. PROPOR.[ÇÃO. Sejam p e v me(i]i.das de Bore] regulares em K

Então temos

a) R(K,p+v,x) = R(K,}J,x) n R(K,v,x) e J'íd(p+v)

toda f e R(K,p,x) n R(K,v,x)

K
.fíaP para
K

b) D(K,p+v,X) D(K,}J,x) n o(K,v,x)

Prova. a) Seja f e R(K.p,x) n R(K.v,X). Por (4.36b)) existem

FI e F2 fechados regue-ares,FI p-contínuo, F2 'i-continuo com

suppu c FI r suppvc F2 eflimita(iaemFleemF2' Seja

F = FI u F2 l que é um í:echado regu]ar, onde f é ].imitada. A].ém

disso,F é (p+v)-contllnuo. De fato,

l)F c((1)FI) - o2)u((aF2)-ol) =((8FI) n [o2)u((1)F2) n[.ol) e como

p(aF].) : 0. v([o2) =v«aP2)uCP2) -v(lIF2) + v([F2) - 0 e também.

de modo análogo, v(aF2) : 0 ; p([gi). então temos (p+'i) (1)F)

Temos ai.nda que supp(H+v) c supp p u supp v c F]. u F2 - F

Como f € R(K, p,X), existe,por(4.49), uma(}i+v)-partição

[ de K tal que di-am Sp(f,P]) $ c. Da mesma maneira, como

f C R(Kiv,X) , existe P2 uma (p+v)-parti-ção K taJ- que

aliam Sv(f,P2) $ E:. Seja P= {Pi} uma (p+v)-partição de K que
é um refinamento comum de P. e P.(ver(4.14)). Por(4.26.ii)),

P
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temos doam sp(f,P) $ ã e di-am sv(f,P) s ã

Seja P' uma p-partição de K mais fi-na que P tal que

llz - J'íapjj< apara todo z e SP(f,P'). Como, por(4.26.i)), tg.

mos S}J(f,P') c co(SP(f,P)) então se z € SP(f,P') e yesP(f,P) temos,

usando (4.24), que lly-zll $ atam co(SP(f,P)) - di.am SP(f,P) $ c e
portanto, escol-lendo zo € Su(f.P') temos

llv-J'íaPjl $ jjy-zoll + llzo-Kdljll < ã + ã = i para todo yCSP(í,p)

Analogamente temos jjy-J'íaPjl $ E para todo y € Sv(f,P)

+

Tomemos com xl € Pj Vi € {1, ,n} Então

n.

11 . >1 . f (xj.) (p+v) (Pj.)1-1
( JÍ :ídP + .f íd\') ll $
K K

n

ll >ltf(xj.)}'(pi) - Jíópll + ll >lt:E(xj.)v(pj.) - J:Edvll

Por (4.30) temos que f € R(K,p+v,X) e que

Jía (H+v) = J' :EdP + J'Edil.
K K K

Para completar a prova de a) basta usar (4.47.a))

b) Se f C D(K,p,x) n D(K,»,X) então por (4.38) o conjunto dos poD
tos de descontinuidade de f tem medida p nula e também v-nula.

Usando a) e (4.29) temos que f e R(K.p+v,X). Assim,usando

(4.36.a)) e(4.38), concluímos que f € D(K,p+v,x). O resultado de-

corre agora de (4.47.b))

000



S5 . COMPARAÇÃO ENTRE INTEGRA.BILIOA.OE SEGUNOO RIEMA}W(OU OA.RBOUX)

GENERAL].FADA E INTEGRABJ-LIDADO EM RELAÇÃO A UMA FUNÇÃO cx

Neste parágrafo, vamos mostrar que quando K ; [a.b] e p

é a medida de Lebesgue em Kr as funções Riemann (Darboux) integra
vens em relação a p são precisamente as funções Riemann (Darboux)

integráveis e que a integral de Ri-emana em rel-ação a p é a iate -

oral de Riemann usual-. Mais gera]mente, se cl: [a,b] + ]R é uma

função crescente, estudaremos a relação entre Riemann (Darboux)

integrabilidade em relação a OI e Riemann (Darboux) integrabilid-a-
de em relação à medida (usual-mente denotado por Pa) naturalmente

associada ã a

X continuará indicando um espaço de Banach

5.1. PROPOSIÇÃO. Seja p uma medida de Bore] regu]ar em [a,b]

Então existe uma (única) função cx: [a,b] + ]R crescente. coREi -

nua à esquerda, com a(a) = 0 e ta] que [i([c,d]) = cl(d+)-a(c-)

= ot(d+)-a(c) se a Sc $ d $ b. onde convencionámos cl(a-) = OI(a) e

cl(b+) = a(b). Assim, se p for não-atómica a será contínua. Re-

ciprocamente se a: [a,b] -'- ]R é crescente então existe uma Única

medida Pa regue-ar. definida nos boreJ-lados de [a,b] ta] que

p..([c.d]) ; cl(d+) - ct(c-) se a $ c $ d $ b (aqui também ct(a');ol(a)

e u (b+) = OI (b))

Prova. Ver [H], Capítu].o ]V, $2. exercício 7 e exemplo 1, fazendo

as adaptações necessárias.
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5.2. NOTAÇÕES. Sejamí]: [a,b] '» X e a: [a,b] -» n. crescente. Se

d =(to'tl'...,tn) é uma partição dela,b] escrevemos

wo:(:E,d) = .>1.w(f,[ti.t'ti])[ol(ti) - a(ti.l)]
n

Z

11 f (xj. ) f (y j. )IÍt c'l ( ti) c'l (tj..l ) ] [tj..l ' tj. ] , j-=1,...,
i.:p ].

(onde convencionámos 0) e

sot(f,d) = {i>ltf(xi) [a(ti) - cx(tj..l)]; xi € [tj..I'ti], i-=1,...,n}

5 . 3 DEFINIÇÃO Sej am OI [a,b] -» ]R crescente e f [a,b] -' X

a) Dizemos que f é N-Riemann-Íntegrãvel em relação a a se ex

J € X tal que para cada E: > 0, existe (5 > 0 tal que para cada

d = (to'tl'.-.,tn) partição de [a,b] com diâmetro menor do que él

/' '\ n

e para cada lxil comxj. e]ti.i/ti] V iC {l,...,n} tem-se que' ' l=l

l .>1.f(xj.)[ ot(tj.) - cl(tj..l)] - Jll < E:

isLe

n

l

Nesse caso, escrevemos J = NJ f

N-i.ntegral de Riemann de f em relação a cl.

b
dct

a

b) Dizemos que f é a-Riemann-integrãvel em relação a cl se existe

J e X ta[ que para cada c > 0 exi.stedC partição de [a,b] ta] que

para cada d = (to'tl'...,tn) que é um refinamento de dCe para

cada líxi)l com xj € [t].].tl] V iC {].,...,n} tem-se que
L 'l i=1 ' ' ' '

ll :.f(xj.) [a(ti) - cl(tl.l)] - Jll < E:

n

l



Nesse caso, escrevemos J : aJÍ fdcl e dizemos que J é

a-integral. de Ri.emann de f em relação a a

b

a
a

c) Dizemos que f é N-Darboux integrável em relação a a se

lzmOwcl(f'd) = 0, isto é se para cada [ > 0, exi.ste (S > 0 tal- que

se d é uma partição de [a,b] com diâmetro menor do que (5 então
w,. (f,d) < E

ci) Dizemos que f é a-Darboux integrãve] em re].ação a cl se para

cada c: > 0, existe dc partição de [a.b] taJ- que se d é um refira

mento de dc então wa(f,d) < E

Denotaremos por RN([a,b] ,cx,X)(DN([a,b] ,a,x)) o con.junto

das funções N-Riemann (Darboux) i-ntegráveis em relação a a e por

Ra([a.b],cl,X)(Da([a,b],cl.X)) o conjunto das funções a-Riemann
(Darboux) integrãveis em relação a cl

Funções N-Riemann (Darboux) i-ntegráveis em relação a a

foram estudadas em [He]

Para o emann integrabi]idade. va]em a].duns critérios,

semelhantes aos do $4. que apresentaremos a seguir

5.4. PROPOSIÇÃO. Sejam f: [a,b] -» X e c]: [a,b] -> ]R crescente
são aqui.valentes:

a) f e Ra ( [a,b] ,cl,X)

b) existe uma seqaênci.a {cinlnC]N de partições de [a,b] ta.L que

lim aliam Sa (f,dn) - 0.
D,.»oo a ' ' n'
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c) existe uma seqilênci-a {dnJne:Eg de partições de [a,b] tal que

dn+]. é um refinamento de dn V ne:D] e ta]. que

lim atam Scl(f,dn) - 0.
'tl -+ a)

d) para cada c > Of existe dt partição de [a/b] com

aliam Soü (f.dc) < c

Prova: a) --+b) é imediato. Para provar que b) -::> c) é suficien

te, como em (4.28) , mostrar que se d' é um refinamento de d então

aliam Sr,,(f,d') $ atam Scx(f,d),que é precisamente (1.1.28b)) de

[He]

c) --+ d) é imediato

Para provar que d) -:-» a) . também procedemos como em (4.28) . Dado

E > 0 tomemos dC/2 tal que atam Sa(f/dC/2) < E ' Por (4.24)

temos então atam co(Sc:t(:E,dc/2)) < E: ' Se d e d' são refinamentos
de d./o procedendo como em (4.25) demonstra-se que

Soc(f,d) c co(sa(f,dc/2)) e Sa(f,d') c co(Sa(f,dc/2))

Assim,sendo d ;(to'tl'-..,tn) , d' -(So'SI'' .,Sm)/

Xi Cri.l/tilr i=1/...,n, yj Clsj.].rsjjr j=1,...,m temos

ll.>1.f(xj.)[a(tj.) - cl(tj..l)] - >1 f(y:j)[ct(sj)
l = .L J ' -L

$ aliam co(Sa(f,dc/2)) < E ' Resultado análogo a (4.23) garante

que f C Ro ( [a,b] ,cl.X)

(Sj - 1)111 $

5.5. PROPOSIÇÃO. Sejam a: [a.b] -> ]R crescente e f: [a,b] -> X

Suponha que exista J C X tal que para cada E > 0 exista

de =(to'tl'...,tn) partição dela,b] tal que
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i>ltf(xj.)[ct(ti) - a(ti.l)] -Jll < c se xi €1ti.I'ti] ViCtl,...,n}

n

Então f C R. ([a.b] ,a ,X) fdcx

Prova É anal-oga à de (4.30)

5.6. PBQPOSlçÃO. Sejam f: [a,b] -* X e cl: [a,b] -' .IR contínua cães

cento. Suponha que exista J € X tal que para cada [ > 0 exista dr

partição dela,b], dt =(to,tl'...,tn) tal que

n.

iX if (xi) [ot (tj.) c'l (tÍ. l ) ] Jll < E se ] tj..l 'tj.[, Vier 1,...,n}

Então f e R .([a,b] ,a,X)

Prova. Dado E > 0, tomemos dt/2- (to'tl'.-.,tn) como na hi.pótese
É fácil- ver que se cl(t]) ;* c'l(tj.l) então f é limo.fada em

]ti.i'tj.] e portanto emiti.].,ti]. Seja M > 0 tal que llf(x)ll $M

se xC [ti.I'ti] e cl(ti) pc'c(ti-l), i.=1,...,n. Se:ja ó>0

ta]. que a = to < to+(S < tl-(S < tl < tl+(5 < t2-(5 <.'.<tn-Õ < tn b

c't(to+'5) -cE(to) +: X. [a(ti+Ó) -cl(ti.-6)]+cl(tn)'-cl,(tn-'5).. < -Éii

(existe pois ot é contínua) . Consideremos a parti.ção

(to'to+'5.t].-'5,t]'t]+(5,...,tn'6'tn). Se x C [ti.l+(S,tj.-6] então

x € ]tj..I'ti[. Como essa partição é um refi.lamento de d./,., temos

que, em cada um dos seus subinterva].os, f é li.mitada por M, ou
e constante. Para cada i. C {l,...,n} tomemos

Xi Cri.l+(5/ti-élJcltl.lrti[. Para cada ie {0,...,n-l} tomemos

zi €1tirti+6] e para cada ie {l,...,n} tomemos yjeÍtj-(5,tj]

Seja J = {iC.N: i$ n e o!(ti.l) # o!(ti)} . Temos que

e
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i€1f(xi)[a(ti)- o!(ti-l)] -J]] < c:/2 e portanto

j.€1f(xi) [ot(ti - (5) - cl(tj..l + 6)] + >1 f(xj.)[a(tj.) - ec(tj-ç5)

:L,f(xi) [a(ti-l +6) - cl(ti.l)]- J ]] <c/2. Mas se iCJ en-

tão llf(xi)ll $ M e portanto

i€1f(xi)[a(ti)-cx(tj.-Õ)] + .>1 f(xj.)[cl(ti.t+6)-oc(ti.t)]ll < c/4

Assim ll l f(xi)[a(ti-(5)-a(ti-l+ó)] -Jjl < c/2 + E:/4

Se iCJ então como [ti-(5,ti] c [tj.-l-ti] temo

lí(yi)ll $ M. Analogamente se i+ZeJ, llf(zj.)ll $ M e portanto

iCJf(yi)[cl(ti)-ot(ti-(5)]+ >1 Jf(zi)[ct(ti+6)-a(tl)] ll $ c:/4. Logo

j.€1f(xÍ)[a(ti-(5)-cl(ti.l+Õ)]+ >1 f(yj.)[cl(ti)-o!(tj.-(5)

+ 2. f(zj)[a(tj+(5)-a(tj)] -J ]] < c:/4+ t/2+ [/2i+lCJ ' ' '

Se i#a então cl(ti) ; ot(ti.l) e portanto

a(tj..l) - cl(ti.l+'5) - a(ti-õ) : oc(tj.). Se i+l#J ente

cx(ti+l) - a(ti) e portanto a(ti) - cl(ti+6). Logo

11 X.f(xj.)[a(tj.-6) - a(ti.l+6)] + .X.f(yi)[a(ti)-ol(tj.-(S)]
]. := .L ]. = .L

n-l
+ >1. f(zi)[a(ti+(5)-a(ti)] -Jll < c:. Por (5.5) fera([a,b],cz,X)i-o

5.7. PROPOS]çÃO. Sejam f: [a,b] + X e cl: [a,b] -» ]R contínua

crescente. Suponha que para cada E > 0 exista de = (to'tl'.. tn)
partição de [a,b] ta] que

n

S

0



11 2.[f(xi)-f(yi)]]cx(ti) - cl(ti.t)]ll < E: se xi'yi e ]ti.I'tj.[

Vi e {[,...,n) . Então feR.([a.b],a,X)

n

l

Prova. É análoga à prova de (5.6) usando-se no final (5.4)

a)-e----+'d). Ver também [He] - 1.1.32

5.8. PROPOSIÇÃO. Sejam f: [a,b] -+ X e a: [a,b] -» ]R crescente

Então f € D,x([a.b] ,cl,X) se e sõ se para cada E > 0 existe dr par

tição de [a,b] com w,.(f,d.) < c.

Prova. É fácil ver que se d'é um refinamento de d então

w,.(f.d') $ wn(f,d) . Assim se para cada c > 0 podemos encontrar

dC: com wa(f,df) < c:, temos que wcx(f,d) < E: sempre que d for um

reli-lamento de dí:' Logo f € Da([a.b],a,X). A recíproca é imedig:
ta

5. 9 DEFINIÇÃO Seja a: [a,b] -» ]R crescente

i) ]-ndicamos por Bo([a,b].X) o con.junto das funções f: [a,b] +X

para as quais existe d =(to'tl'... tn) parti.ção dela,b] tal que

a) se ie {1,...,n} e a(ti) # cl(ti-].) então f é limitada em

[tj..: , tj.] ;

b) para cada iC {],...,n-].} existe uma vizinhança de ti onde f
é ].imitada.

ii) indicamos por Bn.([a,b],X) o conjunto das funções f: [a,b] '- X

para as quais exi.ste d =(to't].,...,tn) partição dela.b] verifi-
cando a condição a) acima. (Ver [ne] definição 1.1.].6)
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iil) [ndi-carros por Ca([a,b],X) o conjunto das funções f: [a,b] -' X
que são contínuas em cada ponto de ]a,b[ no qua] cl é descontínua

5. 10 PROPOSIÇÃO Seja cl : [a,b] '- R crescente Então

i) RN([a,b],a,X) - Ra([a,b],cl,x) n Ba([a,b],x) n ccl([a,b],X);

ii) DN([a.b],cl,X) - Da([a,b] ,cl,X) n Bcl([a,b],X) n Ccl([a,b] ,X);

i[i) dada f: [a,b] -' X temos que f € Dm([a,b],cl,X) se e sÓ se

f C Bcl([a,b]) e o conjunto dos pontos de desconta-nu]dade de f tem
medida

Prova: í), i.i) e iii) correspondem aos análogos dos resultados

1.1.25, 1.1.].8 a) e b) deIHe] parada,b] no lugar det0,1]

5. 1 1 PROPOSIÇÃO Seja c[: [a,b] -' ]R crescente Então

i)

j. j. )

Da([a,b] ,cl,X) c R.([a,b] ,cl,X)

DN([a,b] ,a,X) c RN([a,b] ,a,X)

iii) Rn([a,b] ,a,X) c Ê,,,([a,b] ,X)

Prova. i) Se f € Dn([a,b],cl,X) então para cada E > 0 existe d.

partição de [a,b] ta] que wcl(f,dc:) < c: e portanto

atam Sa(f,dc) $ wc:t(f,dc) < E . Basta usar agora (5.4) a) 'e---+d)

para concl-uir que f C R,x([a,b] ,a,X)

ii) Ver [.].]] de [He]

iii) Muito simpJ-es



5.12. OBSERVAÇÃO. Lembramos que as inclusões i) e i-i-) de (5.11)

são, em geral próprias e que se dim X < " valem as igualdades em

i) e ii) . A questão da vaJ-idade da igualdade em ii) foi estudada

em [He] em diversas c]asses de espaços de Banach X. No S7 trata-

remos da seguinte questão: Seja i(x) ; x. Se DN([0,1].i,X) -

RN([0,1],i.x)(ou DN([0.1],i,X) # RN([0'1],i,X)) o que se pode di-

zer da igua[dade DN([a.b],CE.x) - RN([a,b] ,c].X) pala uma cl crescem:

te qualquer?

5.13. EBg?gS]çÃO. Seja ci: [a,b] -'IRcrescente. Se feR([a.b] ,pcE'X) eB.

tão f e a não têm ponto de descontinuidade comum. Assim

R( [a,b] ,p,*,X) c C,*([a,b] ,X)

Prova. Seja xo c [a,b]. Se cl é descontínua em xo entãopoc({xo})>0

Assim. se f C R([a.b],Ha'X). por(4.40), temos f continua em xo

5. 1 4 PROPOSIÇÃO Seja cl: [a,b] -» .R crescente Então

R([a,b] ,pcl'x) n Êol([a,b] ,X) c Ro([a,b]

f e R([a.b],pa'x) n Écx([a.b],x) então

, ct , X )
b

a

O([a,b],p,.,x) n B,,([a,b],X) c D.([a,b],CE.X)

Prova i). SejafeR([a.b],Pa'x)n Br,([a,b],X). Dado t >0

tomemos p: = {pj.ll.i pcl partição de [a.b] ta] que se p = {pil
é um refinamento de P. então

'J i=].

i>ltf(xj-)Pa(P;.) -]alb] a < sexieP:. ViCÍI,.

Para cada iC {l,...,n} temos que existe {iilljelW tal que

In
,m)



P. = Ulil , cada lil não vazio é do tipo ]clrd;[ ou [c;,d;[ com

.i:; .-,.{,'i: ..« 'i-» . '.i,'i:-:;,»:.:} :i:«
se i# k. Assim se ct # a então cz C l)P] e portanto

pa({clÍ}) - o. Analogamente se d; # b temos pa({d;}) - o. Logo
a é contínuaemct se c! # ae emat seda # b.

Seja M' > 0 tal- que sup {llf(x)ll: x € Pl} $ M' se

iC {l,...,n.l e pc;c(Pi) > 0. Como f e Êa([a,b],X), podemos tomar

d =(So'sl''..,Sr) partição dela,b] e M" > 0 tais que

sup {llf(x)ll: x€1sk-l'skl} $ M" se k € {1,...,r} e cl(sk-l);: cx(sk)

Como f € R([a,b] ,pa.,X), sabemos por (4.40) que se cl é

descontínua em algum sk então, como pa({sk}) > 0, teremos f coREI

nua em sk e portanto f ].imi.fada numa vi.zi-nhança de sk' Com isto,

d.eslocando um pouco os sk' se necessário, podemos supor a contínua

em sk' se k € {1,...,r-l.l. [Para ilustrar, suponhamos cl desconta--

nua em sl' cl(se) ; a(sl), f ]i-mirada em [sl's2]. Então existe

(5 > 0 tal que f é Limitada em]sa.-ó,s7],aécontínua em sl-(5 e

sl-(5 > se' Substituímos,então,sl por sl'(5 em d]

Seja M = M'+M". Para cada i. € {1,...,n} tomemos nlelB;

ta.L que j >1 lpa(]Z) < i.iii (note que j>llpcl(IZ) - }ia(Pi) < " e

>l pa (i}) ; pa (l-----... ii}))
j;ni+l- ' ' ' .j-ni+l '

Consideremos a pcl-partição P de [a/b] formada pe]os coB

juntos Pj.j :]cZ,dZ], ieÍ].,...,n} , j € {1,.../ni} e pelos con-

juntos do tipo Pi - Pi - u [c.l,d.l] , iC {],...,n} que forem não

-vazios (para verá-ficar que P é uma pcl-partição notemos que a rS
gularidade de cada P: não vaza.o é consequência de (4.3)iii) e iv) e

n-.l

]



e a pcl-continuidade segue da continuidade de a em cl se
c' # a e d' se d' z b)

Temos que P é
\./ (-

po, (p:.) ; pc:. (p:.) < -ini

Consideremos, agora, d' a partição de [a.b] determinada

pelos pontos c.l e at,ic {l,...,n} , j € {1,...,nl) e pel-os

pontos sk ' keÍ0.1,...,r} tai.s que sk4]c-lrd;], i-C {l,...,n}
j eÍi-, . . . ,nj }

x'efi.namenbo ãe PUln e queC

i
j. c { l,,d:]

! !

Escrevendo d' = (to'tl'...,tP) temos que tk - cz se

e sõ se tk+l ' dj

Como a é cont51nua em cada sk' cx e dx que não perten-

cem a {a,b} temos pcl([tR,.I't&]) - a(tÊ) - cl(tÊ.l) se E.Ct],...,p)
Seja

{ ke{ 1 , . . . ,P} / rpara a]-gum ie{ ], n} , meti,

Seg#J e eR,#O temos tg p d\ V i. € {].,...,n} , V j e {l,.../n.) e
pela construção de d' temos, fazendo J' = {1,...,p} - J, que

n n'. . n

Jlêi.[tl,.i'tK.] c [a.b] - UJL.:l]]Xc U (pj. - j].3ilÍ). Logo

{l, . . . ,P} -

i
i]

.teJ']a(tÊ) - ot(t!,.l)] = Pcx(vEtE.I'tE]) $

H:i'' ' -.'='$: - H:i''
'n .a)

'«' :T: -
A construção de d' nos garante que se k C J' então

a(tÊ.l) = cl(tl) ou suP {llf(x)il: xelt!,.I'tkl} $ M.
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Para cada ]e {1,...,p.] tomemos xl e]tZ.l/tP,] ep
e [l,...,n} , ta] que P{ # 0, tomemos x; € P{. Então

[cl(tÊ) - a(tÊ.l)] - [aJ'b]fdPcll $

l€1f(xÊ) [a(tl) - ci(tl.l)] - [aJ'b]ídUcll+

&€1f(xl) [ot(tÊ) - cl(tZ.l)] i]

lei:E(xÊ) [a(tP,) - oü(tl.l)]- [aJ'bjfdPclll + ã

n

.zei:E(xl)[cl(tk) - cl(tZ.l)] + >1 f(x:.)Pa(P:.) - [aJÍblfdPall

dl:>ltf(x:i)p.(p:{) ll + {
plpg)

Como {ltX,.l/t.tl: ]CJ} = {Pi:j: ieÍ],...,n.f, jet].,...rni}
n.

Ê€1f(xz)[a(tk)-cl(ti,.l)] + >1 :E(x:.)q(P:.) é do tiPO

} f(xP)pa(P) com xP C P V PeP e portanto lembrando quePPP ' ' '

um refinamento de P. temos

[[ y.í(xs)['x(ts) - o'(ts-l)] - . J. .capo.]] $ % + ã+ is:l ia,ol

Por (5.5) temos que f € Ra([a,b],ot,X) e que
b

'{ ''" - .;{»:'.'«

ii) . Seja f € 1)([a,b],pcx'x) n Êol([a,b],X). ])ado E > 0, por
r' .'\n

fA '-\r\\ . =.1. ll Jnt .. ......L=.:ln .3- rn l--ül a..hl ...n

ara

cada i.

}

P

/ai-l

f (x ..)
[ -!



wLJ (f,P) < ã para to(io refinamento P de ít. Usando que

f e Êcl([a,b],X), tomamos d' como em i). Tomemos também M,P,J e
J' como em i)

Para cada E e {l,

« : ' ."';' ':«,»*; : ['::il.'lí]
j C {l,....nj} e portanto

Êe 11Í(xg) - f(yl) ll [cl(tÊ\

to de P.

sejam xÊ'yg e [tl .l
para aj-gum i. e {l f

a(tÊ.l)] < já que P é um reli.namen

Por outro lado, se t # a e ot(tg.l) # CE(tÊ) então

suptllf(x)ll:x € [tZ.I'tP,]} $ M e como

ÊCJ- [u(tg,) - oc(tÊ.l)] < ';ÍÜ

g,CJ ' llf(xÊ) -f(yÊ) lllc*(t#,)

Ê1l f (xk.) - f (yÊ) ll [a (tk)

(ver i) ) temos

(t2,.1) ] < '! Logo

o: (tg,.l) ] < [ Basta agora usar (5.8)

5. 15 PROPOSIÇÃO Seja cl: [a,b] -> ]R crescente. Então

i) Ro([a.b],cx,X) n Cot([a,b],X) c R([a,b],pcl'X) e se

f € Ro([a,b],ct,x) n co!([a,b],x) então aa fdcl ' [aJblfdPcl

ii) Da([a,b],ot.X) n Ca([a,b],X) c D([a,b].pot'X)

Prova.i) seja fera([a.b],cl,x) n cu([a,b],x). Dado c > 0 seja

d =(to'tl'...,tn) partição dela,b] tal que se d'=(se'sl''..,Sm)

é um Feri-namento de d e xi €1si-l'si] i:l,...,m então

{l;.í(xj.)[a(si)-a(sj..i)] - o,f fdc» l< -ã Sela
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J = {i. e {l,...,n-ll: cx é descontínua em tl}. Como f sela contí-

nua em tl se ieJ e como o conjunto dos pontos de descontinuidade

de a é enumerãvel então para cada iCJ podemos encontrar (51 > 0 de

modo que (Si < 'ã minÍtl-tl.lrti+l-ti} , ot contínua em tj.-c5i e em

ti+6i e llí(t)-í(s)ll < - t,s C [ti-ói'ti+(5i]

Sejam d' o refinamento de d obtido pel-o acréscimo dos

pontos ti-(5i e ti+éli ' ÍCJ e d" a pa-partição determinada pelos

pontos ti-ói' ti+(Si se ieJ, ti se i$J. Notemos que os interva
[os determi-nados por d' e que não são do ti.po [tj-õ] ,tl] ou

[t] ,tl+ól] , ieJ são exatamente os intervalos determinados por d"
que não são do tipo [tl-(51,tl+ól] , ieJ, Seja Z) o conjunto desses

interva[os. Se iCD e ] = [x,y] então p,.(].) - a(y)-cl(x). Para ca

da ieJ, tomemos xi C [tz-(5x'ti+õi]/ yz e [tz-(5z'tj.] e zieEtz'tz+(5i]

Para cada ieZ) tomemos wl € 1. Como d' é refinamento de d, temos

j.GJf(yj-)[cl(tÍ)-a(ti-ój.)]+ >1 f(zi)[a(tj.+âj.)-a(tÍ)]+ >1 f(w.L)pa(.[)-a.f ídall < c

Temos também

i€1f(xi)IJu([ti- 6i'ti+'Sj] ) - >laf(yi)[cl(ti) -c!(ti-(Sj.) ]

j.CJ(zj.)[U(ti+Ój.)-a(ti)]ll

i€1f(xi)[a(ti+6i)-a(ti)] + }l f(xi)[a(t=i.)-a(ti-6i)]

'iCJf(yj.)[ a(ti) - a(ti- Ój.) ] iCJf(zj.)[a(ti+6j.) -a(tj.)] ll

j.eJ]f(:yj.)-f(xj.)]]a(ti)-a(ti-âj.)]+ xcÍ:E(zj.)-f(xi)]la(tj.+Ój.)- a(tj.)

<'

tiíÍã(b)-cl(a)]:ü']a(b)-c!(a)] $ -}



Logo

,D

ieOf(xi)PJLti-6i'tj.+(5i])"PteZ)f(wl) pü(1) - aJ fdcLll < c e portanto,

se u C S.. (f,d") então llu-ol fdajl < t. Aplicando (4.30) temos

que f C R([a,b]rpolrX) e [aJ'b]fdPa J' fdcx

h

l u-..r ÍÓ"'ll

ii) Análogo

5 . 1 6 COROLÁRIO Seja c[: [a,b] -> ]R crescente Então

i.) R([a,b],pa'x) n iãa([a.b],X) = Ra([a,b],CE,x) n cc,l([a,b]

i.i) ])([a.b],pa'x) r] iãa([a,b] ,X) = Do([a,b],c!,x) n ccl([a,b]

,x) ;

Prova. i) Por (5.14 i.)) e (5.13) temos que

R([a,b],]J.,x) n Êi,.([a.b],X)c R.([a.b],a,x) n c.([a.b],X). Aouu u u u.

tra inclusão(decorre de(5.15 i)) e de(5.11 ii.i.)

i.i) Análogo.

5. 1 7 COROLÁRIO Seja a: [a,b] -' ]R crescente Então

i) R([a.b],pot'x) n Ba([a.b],X) = RN([a,b],ci,X)

f c RN([a.b],a.x) então NJ fda= J..rapaa [a.b]

e 'se

i.i) D ( [a.b] B. ([a,b] ,X) RN ( [a . b] , cl , X)

Prova. i-) De acordo com (5.16. i)) e (5.10.i)),

R([a,b] ,Pa'x) n iãa([a.b],x) n Bcl([a,b].X) -

= Ra([a,b] ,a.X) n Col([a,b],x) n Bcl([a,b] X): RN([a,b] ,ct,X)



e portanto R([a,bJfuQrx) n Ba([a,b]/X) = ]tN([a/b],a,X)

Acém disso, se ferra([a,b],a,X) temos que

f € Ra([a,b],ci,X) n Ccl([a,b],X) e por(5.15 i)) temos que

b

aa dcl ; [aJ'b]fdpa' Por outro lado, é fáci.l
b b b

.; ''" - ~J ''«. '''' ~ á ;'" - .;{»:'---

ii.) Análogo.
5.18. EXEMPLOS

ver que

o se x € 1.0,1J

[ se x C ] 1,2]

a) Sejam f (x)

e

[ se x C [1,2]

0 l o , l [€se x.

c! { x )

É fácil ver que exi-ste aJ fd.u = 0 mas não exi.ste

J'. :fdpcl' Também temos que f e Da([0,2] ,a,]R) mas f#D([0,2],pcl'JR)[a,b]

Usando (5.17) temos também que f#DN([0,2] ,cl,R) e portanto

f#RN ( [ 0 , 2] , a , R)

2

0

b) Cona.ideremos {an]nC]N ' {bn]neJN sequências de pontos de [0,1]

com0=a].<bl<a2<b2< ... esup.an'sup.bn;l. Seja
n€1N ,'' n€1B}

cl: [0,1] ' m contínua crescente com cl(0) = 0, cl(1) = 1, a estai

tamentecrescente em ]an'bn[ se n é ímpar e cl constante em [an'bn]
se népar. Seja f:[0,1] -' .Rdadapor



In, se xelanrbD[ e n é par
f (x) = 2

10 , caso contrário

Então f € R([0,1],pol'JR) pois se PI : }ç:;lÍa2krb2k] e
P2 ' [0P[-] - PI então P= {PlrP2}. é uma pol-partição de

e SP(f,P) = {0}. No entanto, f + Ra([0.1],CE,:IR) pois se

d =(to'tl'...,tn) é partição de[0,1] temos que
sup if(x)-f(1)l]cl(1)-u(t...)] = ". Também temos que

xeEtn.I']]

[ o , ] ]

f C D([0,1] ,pcl'IR) , mas f # Da([0,1] ,cl,]R)

c) Sejama:[0,2] ' ]R e f:[0,2] ' ]Rdadaspor

;;lÍ- , se 0$ x< 1 10 , se 0$ xS l

f(x) = < cl(x)

0 , seIS x$2 x-l , se 1 < x S 2

Temos que f C R([0,2] ,L.,]R) pois se P é um refinamento de

{[0,1],[1,21} então S.,(f.P) = {0] e ap]i-cimos(4.30). Por outro

lado, f # RN([0,2],c],]R) pois se d =(to'tl'...,tn) e uma partição

de [0,1] e ] € ]ti.].,ti[ então sup Scl(f.d) - " . Temos também que

f C D([0,2],Pcl'JR), mas f $ DN([0,2],CE.]R). Notemos que

f € Ba([0,2] ,]R) , mas f + Bu([0,2] ,:IR)

a

Como vimos em (5.18) , em geral- não temos

Ra([a.b].OI,X) c R([a,b],pot'X), Ra([a.b],ot.X) c RN([a,b],cl,X),

R([a.b],pot'X) c Ra([a,b],cl,X) ou R([a.b],Pa'X) c RN([a.b] ,a,X)
Nos próximos resu].Lados encontraremos condições necessárias e su-

ficientes sobre ot para que cada uma dessas inclusões seja verda-

deira. Observamos que, recorrendo a (5.14}, (5.15) e (5.17) nossos

próxi-mos resultados garantem, além de inclusões verti.ad.eiras, a coiD:
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então necessitaPala 0 przmezro CASO.r

f € R
a'

0<C$t a

cadência das integrais em qu

mos da seguinte observação:

5.19. OBSERVAÇÃO. Seja cl: [a,b] -> ]R crescente. Se

f € R.([a,b],cl,X) então para cada t e [a,b] temos que

i) set€1a,b] e f(t-) # f(t) entãocl(t-) =c'l(t)

ii.) se tela.b[ e f(t+) # f(t) entãooc(t+) =cl(t)

Provemos i). A prova de ii) é análoga. Seja

[a,b],ot,X). SejatC]a,b] tal que f(t-) # f(t). Faça

inf suptlif(x)-f(y)ll: x,y €1t-C,tl}

Suponhamos cl (t) - OI (t-) > 0 .

Se d=(to'tl'...,tn) é uma partição dela,b]

zoC {l,...,n} tal que tzol< t $ tio' Então
cl(ti) - cl(ti .l) Z c'l(t) - OI(t') > 0. Logo, tomando0 0

€ [ti.I'tj.] , i;]-,...,n

y] = x] se i # in temos

ll . ].[f(xi) -f(yi) ]]cl(tj.) -a(t1;1

tanto f + Ro([a,b],ot,X)

0Então A >-

1 1:E (ytais que
0

A ( cl (t ) cl(t ) ) >>l 21.



5.20. PROPOSIÇÃO. Se:ja oc: [a.b] -» IR crescente

são equi.valentes:

Se X # {0}

i) Ro([a.b] ,a,X) c CcE([a.b] ,X) ;

Ro([arb],a,X) c R([arb],pCI'X);

Do ( [a,b] a,X) c Ccl( [a,b] ,X) ;

Da([a,b].a,X) c D([a,b],pcx'X);

Se t C ]a.b[ e ct é descontínua em t então

e a(t) # a(t-) (i.sto é, ct é descontínua à

direi.ta)

j. j. )

i j. j. )

iv)

v) cl (t) ;' ot (t+)

esquerda e ã

Prova. i) --+ ii-) decorre de (5.15 i)), i) --+ii.i) decorre de

(5.11 i)) e ii.i) :--+iv) decorre de (5.15 i-i.)). Mostremos que
i.i.) ou iv) Implica v) e que v) --+ i)

Se v) não vaJ-e, tomemos to C ]a,b[ tal que (-E(to) ' o:(to)
mas a(to) : a(t+) (o outro caso é análogo) . Tomemos v € X com
llvll = 1. Seja f: [a,b] -» X dada por

: *, - {: :: :.:.':::':
Temos que f + R([a.b].poc'X)(e portanto f#D([a.b],pa'X))

e a são descontínuas em t.(ver(5.13))

Pol. outro].ado, f € Do([a,b],cl.X)(e portanto

f e Ra([a,b],ct,X». De fato, dado E > 0, tomemos (5 > 0 ta] que

to+(5<b e a(t)-c'l(to)<E:. se to $ t $ to+õ. Se d=(a.to'to+t5,b)

entãocomow(f,[a,to]) - 0, w(f,[to+â,b]) = 0 e w(f,[to'to+(5]) ; 1,

fque

temos
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w. (f,d)U w(f,[a,to])[cl(to)-a(a)] + w(f,[to'to+ó])[a(to+(5)-a(to)]

+ w(f,[t.+ó,b])[cl(b) - d(t.+6) ] ci (t + Õ)' o ' cl(t ) < E' 0'

Com isso, por(5.8) temos que f € Da([a,b],cx,X)

ii) nem ív). Assim ii) :--+v) e iv) -:+v)

Logo nao temos

Provemos que v) --+i). Seja f € R.T([a,b],cl,X). Se
t C ]a,b[ e a é descontínua em t então temos que cl(t-) # OI(t) e

cl(t+) # a(t). Por (5.19), temos f(t+) = f(t) e f(t-) = f(t) e

portanto f é contínua em t. Temos ainda que se f é descontínua
em a então f(a) # f(a+) e por (5.19 ii-)) temos cl(a) = ci(a+) e

portanto a contínua em a. Analogamente se f é descontínua em b

temos cl contínua em b. Asse-m, f € C,~([a,b].X) e temos i)

5.21. DEFINIÇÃO. Seja cl: [a,b] -» ]R crescente. Se:jam c,d C [a/b]

com c < d. Dizemos que ]c,d[ é um patamar de a se existe Y C ]R

tal que ]c,d[ c a''({Y.f) c [c,d]

Irai.cabemos por A,. o con.junto de todas as extremidades
res de a,

'\

de patama

5.22. PROPOS].ÇÃO. Seja a: [a,b] -» ]R crescente

equivalentes:

Se X # {0} são

i)

ii)

iv)

v)

R([a,b],Ha'X) c gcl([a,b],X);

R([a,b] ,pcl'X) c Ra([a,b] ,cl,X);
D( [a,b] , p. ,X) c Ê. ( [a,b] ,X) ;

D([a,b] ,p ,X) c D([a.b] ,OI,X);
' a' a ' ' ' ' ' ' '

Q é descontínua em cada ponto de

loção de A

[a,b] que é ponto de acumu
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Prova. i) '--+ i.i) decorre de (5.].6 i))/ ii.i) -:-+iv) decorre de

(5.16 ii)) e i) --+' iii.) decorre de (4.29)

Provemos que ii) --+ v) e que iv) --+ v)

Suponhamos que v) seja falso. Seja p um ponto de acumu

],ação de Aot tal que ci é contínua em p. Então existe uma se

qtlência {an)nC:N de pontos distintos que são extremos de patama-

res de a. taJ- que lim an ; p' Sabemos que {anlnC]N terá uma sub-

seqtlênci.a estritamente monótona. que vamos supor estritamente crer

cente (o outro caso é análogo) . É fácil ver que existe

{lcn'dnllneJN seqtlência de patamares de cl com cl < dl $ c2 < d2

e ].im cn : Itm dn : P' Tomemos ÍSJ'V:l jC:w com cj < Bj < r:i < aj

Vje:IN e façamos P - ].u [[g.i,Y4] U {p}. Como cl é contínua em p, en-
jew' ]' ]

tão }Jc:c(P) ; Pcx(.l= [iij'Vj]) + pcl({p}) ; 0 e assim P é um fechado
ucl-contínuo que também é regular

Tomemos {xj.] jC:m com xj C ]rSJ' rj[ V:]e.m e veX com
v 7 0. Seja f: [a.b] -> X dada por

Íjv , se x = x.i , jew

lo , se x#ÍxjljCm

É fácil ver que f C D([a,b],p,.,X) pois tomando

{P.[P} temos wP(f,P) = 0. Logo fC R([a,b],Hcl'X)

Por outro ]ado, para cada c: > 0, existe jcay ta]. que

d.j $ cj+l < p' Como a(dj) < OI(cj+l) temos poc(]p-c,p[) >0

Tomemos d '(to'tl'...,tn) partição dela.b] e seja

r € {0,1,...,n-l} tal que tr < P $ tr+l' Então pcl([tr'tr+l])>0e

f (x}
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f não é ]imitada em [tr'tr+l]. Assim, suptllxll: xeSa(f,d)} = " e

portanto f + Ra([a,b],cl,X). Logo f #Da([a,b],cl,X). Asse-m i.i.) e
iv) não se verificam. Portanto ii.) -:::+v) e iv) --+ v)

Resta provar que v) --+ i). Suponhamos v). Seja

f C R([a,b],pn.,X). Seja t € Aa tal que cl é descontínua em t. En

tão, por (5.13) temos que f contínua em t. Assim, é possível en-

coúfrar xt'yt € [a/b] com xt < yt/ f ]i.mirada em [xt/yt] rcl contí-

nua em xt se xt # a e em yt' se yt # b e tal que tpertença ao in

tenor de [xt/yt] tomado em [a,b]

Se t € A,. e a é contínua em t, então t não é ponto de g
cumulação de A e assim {t} é aberto emX

A compacidade de IÃn nos permite encontrar
A. c {t C A,.: cl é descotínua em t) e

Ao c {t e A.: a é contínua em t) , ambos fi-Ditos e tais que Ar.,

esteja contido na reunião de A2 com os interiores, tomados em

[a/b], dos conjuntos [xt'ytJr Leal

Seja d =(se'sl'''',Sm) a partição dela,b] determi-nada

pelos pontos de A2 e pelos xt e yt com teA].

Pela construção,cx é contínua em si Vi e {l-, . . . ,m-l.l
Observemos também que se a é descontínua em a e constante em

]a,sl[ então aeAcl e a#A2' Logo a € [xt/yt] para algum Leal e pog.

tanto[a,sl] c]xtryt]. Portanto se cl é constante em]so/sl[ e

[so/s].] não está contido em nenhum [xt/yt] com Leal temos que cl é

contínua em se - a. Analogamente, se cx é constante em ]sm-l/Sm[

e [sm.l/Sm] não esta contido em nenhum [xt/yt] com teA]. temos que
ci é contínua em s. = b.
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Se j € {1,...,m} e]sj.I'sj] c]xt'yt] para al-gum

Leal então f é limitada em [s].I'sj] já que f é ]imítada em
[x* ,yt.]

Tomemos agora .] etl,...,m), tal que]s.i.I'sj] não esta
contido em nenhum [xt'yt] com teca' Nesse caso,

]sj.I'sj[ í[[xt'yt] - © VteAI e como]sj.I'sj[ n À2 : ©temos

]sj.I's:j[ n Act = O. Assim, é fácil ver que ou a é constante em

]sj-].,sj[ ou a é estro.Lamente crescente em ]sj.I'sj[ (de fa

to, se existem x,y elsj.I'sj[ com a(x) = cl(y), então como

]sj-l'sj[ n Acl = 0, temos que ]sj.I'sj[ esta contido no patamar
de cc correspondente a ct(x)) . Se cl é constante em ]s.i..,s:[,con

forme observado anteriormente, c! é contínua em s:i.] e s] e assim
cl é constante em [sj.I'sj]. Se ct é estritamente crescente em

]sj.I'sj[ então]sj-l'sj] c suppP e assim, por(4.36 b)), f se

rã li.mitada em]sj.I'sj]. Logo f € Ba([a,b],X)

5.23. COROLÃR]o. Seja a: [a,b] -' ]R crescente. Se o conjunto

d-os patamares de cl é fmi.to, então:

i) R([a,b],pol'X) c Ra([a,b].cl,X)

ii) D([a,b],pcl'X) c Da([a.b].cl,X)

Prova. Nossa hipótese garante que v} de (5.22) se verá.fi.ca e

portanto temos o }.-esu].fado.

5.24. CO]iOLÃR]O. Sejam c]: [a,b] -+ ]R contínua crescente e

X # {0} . são equiva].entes:
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i) R([a,b],pa'X)cRa([a,b],a.X)
ii) D([a,b],pr.'X)CD..T([a,b],a,X)
iii) cl tem um número finito de patamares;

iv) R([a,b],li.,X) - R.([a,b],cl,X);

v) D([a,b],p,.,X) : D.([a,b],CE,X

Prova. Como a é contínua,temos por (5.15) que i) é equivalente

a iv) e ii-) é equivalente a v)

Por (5.23) temos que iii) -+' i) e iii) --> ii)

Suponhamos i) . Então como a é contínua, por (5.22) te-

mos que o conjunto dos pontos de acumuJ-ação de Acx é vazio. Logo

An é finito e portanto temos iii) . Analogamente temos íi) --+ iii)

o:: que comb].eta a prova

5.25. PROPOSIÇÃO. Seja a: [a,b] ' ]R crescente. Se x #t0} são

aqui-val-entes:

i) R([a,b],p.,X) c B.([a,b],X);

i.i) R([a.b],pcl,X) ; RN([a,b],cl.X)
ii[)D([a,b],p. ,X) c B([a,b],X);u a

iv) D([a,b],Pot'x) ; DN([a,b], o(,X)
v) cl é descontínua em cada ponto de [a,b] que é ponto de

mulaçãc de Act e em cada ponto de Acl - {a,b}

/

acu

Prova. i.) --+ ii) decorre de (5.17 i)), iii) --:> iv) decorre de

(5.17 ii)) e i.) --$' iii) decorre de (4.29)

Privemos que ii) --+ v) e que i.v) --+ v)

Suponhamos que v) seja falso. Temos dois casos a con

sideral :
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[e caso: cl é cont31nua em a]gum ponto de acumu].ação de A... Nes

se caso, v) de (5.22) é falso e portanto ii) e i.v) de (5.22) são

falsos. De acordo com (5.10) i) e i.i) temos que ii) e iv) são
fa].sos.

2e caso: cl é contínua em a].gum ponto de A.. - l.a,b}. Seja s es-

se ponto e suponhamos que s é extrema.date superior um patamar de

ct (o outro caso é anal-oqo) . Como a é contínua em s, então existe

c € ]a,s[ ta[ que ct é cosntante emEc,s]. Tomemos tC]c,s[ e

v e X, v 7 0. Seja f: [a,b] ' X dada por:

1 0 , se x € [a.t]

f(x) = 1 ;;.:; v, se x C ]t.s[

1 0 , se x € [s,b]

Então w(f.[a,t])=0=w(f,[s,b]) e p..([t.s])- 0. Assim. tg

mando P= {]a,t],[t,s],[s,b]} temos que P é uma píl-partição de

[a.b] e wlJ (f,P) - 0. Logo f C D([a.b],vice'X) c R([a.b],licl'X). No

entanto,f $ RN([a,b],a,X)(e portanto f # DN([a.b],cl.X)). De fato

dado 6 > 0, tomemos d = (to'tl'....tn) partição de [a,b] com diâme

tro menor do que(S e tal que exista j € {1,...,n} com tj.i < s < tj

Como s é extremidade superior de um patamar temos oc(t.i) - ct(t:i.].)>0

e como f não é ]imitada em [t.l.l/t-l] temos que
sup{ llxll : xe Sct(f.d)} ; " e portanto f $ 1iN([a.b] ,c':,X)

Resta provar que v) --+ i). Suponhamos v). Seja

b] , P,. , x)

Para cada t e A,. - {a,b} temos que oc é descontínua em t,

e por (5.13) temos que f é contínua em t. Asse.m, existem

xt'yt'zt'wt Cla,b[ tais que zt < xt < t < yt< wt' f é ]imi

em [zt'wt] e CE é contínua em xt e em yt

/

f R( [a,€
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Se a é descontínua em a, também podemos encontrar

yarwa C ]arb[ com a < ya < Wa tais que a é contínua em ya e f é
limitada em [a,w.]. Nesse caso, façamos x. = a.

Se a é descontínua em b, podemos encontrar zb < xb < b

tais que cl é contínua em xb e f é ]i-mirada em [zb'b] . Nesse caso,
façamos y}.. = b.

Fina].mente, observamosque se aeAcl (ou bCAa) e cl é conta
nua em a (ou b) então a (ou b) não é ponto de acumulação de A,. e
assim {a} (ou {b}) é aberto em lã,.

A compacidade de IÃ,... garante que existem

AI c {tCAcl: OI é descontínua em t}, AI finito e

A2 c {t C {a,bl: cl é contínua em t} tais que Acl esta conta.do na

reuni-ão de A2 com os interi-odes, tomados em [a,b], dos conjuntos

[xt'yt], Leal

Seja d = (se'sl'' ..,Sm) a partição determinada pelos po=
com teA.

Se j € {1,...,m.] e se]sj.I'sj] c]xt/yt] para algum

tcAlentão f é ].imitada em [xt/yt] e portanto em [sj.I'sj]

Tomemos agora j C {],...,m) ta] que [sj.].,sj] não está
contido em nenhum [xt,yt], teA.. Assim, como na prova de (5.22)

v)----+ i-) , temos que cx é constante em [sj.I'sj] ou f é ]imitada em

[ s.q.. , s. ]

Nossa construção garante ainda que para cada

j € {1, . . .,m-l) existe uma vizinhança de s.i onde f é limitada.

Logo f e B,..([a,b] ,X) . Asse-m temos i)

tos
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5. 2 6 COROLÁRIO Sej am ct [a,b] -> ]R crescente e X # {0}

Consideremos as afirmações

i) RN([a.b],(-x,X) - R([a,b],}ia'X)

ii-) DN([a.b],a,X) - D([a.b],pcx'X)

iii) cx é constante ou estritamente crescente

Então iii) --+ i} , iii) --+ ii.) e se cl é contínua i.) , ii)

e iii) são equiva].entes.

Prova. Se o; é constante ou estritamente crescente então Ar. c {a,b}

e assim v) de (5.25) se veria-ca e portanto temos i) e ii)

Se vale i) ou ii) temos que v) de (5.25) se verifica

Sendo OI contínua temos então que Aa - {a.b} = e). Logo

An C {a,b} e portanto temos iii)

5.27. COROLÃR]O. Seja a: [a.b] + .R contínua estritamente crer

cento. Então

i) R([a.b].pct'X) : RN([a,b],CE,X) ; Ra([a,b],CE,X);

ii) D([a.b],pcl'X) ; DN([a.b].CE,X) : Da([a,b],cl,x)

Em particular. as igual-jades acima se verificam para

c[: [0,1] ' ]R dada por c](t} = t e temos assim que a noção de inte-

grabi[-idade segundo Riemann (ou Darboux) em re],ação a À , introdu

zida no parágrafo 4. coincide com a noção clãssi.ca de integral de
Ri.emann (ou Darboux)
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Prova Decorre de (5.24) e (5.26)

5.28. PROPOSIÇÃO. Seja cl: [a,b] -> ]R contínua e estritamente

crescente. Dada f: [a,b] -» X, são equivalentes:

i) í! € RN( [a,b] ,cl,X) ;

ii) existe JCX tal que para cada E >0, existe ó > 0 tal que se

d = (to'tl'...,tn) é uma parti-ção de [a,b] com di-âmetro menor do

que õ então llZ>ltf(xi) [cl(tj.) - a(ti.l)] - J ll < E para todo lxi} :i
com xj. e ]ti.I'ti[ ViCtl,...,n];

] - J

X ]

iii) f € Rrl ( [a/b] ,ü,X) ;

iv) existe JCX tal que para cada E > 0 existe dc partição de

[a,b] ta] que se d = (to'tl'...,tn) é um refinamento de dc então

inlf(xj.)[a(ti) - a(ti.l)] - Jll < E para todo lxj.l..i com

xj. Cltj..I'ti[ Vi-eÍ],...,n}

Prova. É imediato que i) --+' ii) --+' iv). Por (5.6) temos que

iv) :-+' ii-i) e por (5.27) temos que iii) ::--» i) o que completa a

prova.

5.29. PROPOS]ÇÃO. Se.ja cl: [a,b] -> a{ crescente. Se X #]0}

são equivaJ-entes:

i) Ra([a,b],a,X) c Bcl([a,b]pX);

ii-) D.([a,b],cl,X) c B,.([a,b],X);

iii-) para cada y€1R e tal que cl'i({y}) tem mais de um ponto,

tem-se que cl'l({y)) é aberto em [a,b]



Prova Muito simples e será omi.tida

5.30. Ç9BgLÃR]O. Seja c]: [a,b] -} ]Rcrescente. Se X #Í0}

são equivalentes:

ii)

j.v)

Ra([a.b] ,a,X) c RN([a,b] .a,X) ;

Ra([a,b] .a,X) = RN([a,b] ,CE,X);

Ro([a,b] ,ot.X) c CcE([a.b] .x) n Bol([a.b] ,X);
a) para cada yeJR, tal que cl'l({y}) tem mais

tem-se que cl'l({y}) é aberto em [a,bJ;

b) Se cl é descontínua em t e ]a,b[ então

a(t''") # OI(t) e a(t') # a(t)

Do([a,b] ,(.l,X) c DN( [a,b] ,a,X) ;

[)a([a,b] ,a,X) = DN([a,b] ,cl,X);

Do([a,b],a,X) c Ca([a,b],x) n Ba([a,b],X)

de um ponto

v;)

vj.)

vii)

Prova. i.), ii) e ii.i.} são equiva].entes por (5.10 i)

i.ii) e i.v) são equiva.Lentes por (5.20) e (5.29)

Analogamente. iv), v), vi-) e vii) são equivalentes.

Na versão anterior d.este parágrafo, d.emonstrãvamos

(5.23),(5.24) e(5.26) diretamente sme recorrer a(5.22) e

(5.25) . Agradecemos ao professor Antonio Gilioli que nos suge-

riu esses dois ú].ti.mos resultados, bem como outras modificações

que, acreditamos, enriqueceram este parágrafo.

A ilustração seguinte fornece um resumo da comparação

entre as diversas noções de integrabilidad.e envolvendo funções

c[: [a.b] -' ]R crescentes. Cada retângu].o representa o conjunto

indicado em seus verti.ces, sendo que aqui- usaremos uma notação
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reduzida: R i-ndica R([a,b],pclrX)r Ra indica Ro([arb],a,X), Ca
inda.ca C,.,([a,b] ,X) , etc. Os números indicam exemplos que estão
re].acionadosem seguida.

EXEMPLOS.

Í+; , se 0 $ x < l

0 , se l $ x < 2 -'*, ;Í: :: : : :
ío 0 $ x $ ].

1 . f(x)

2

3

4

(5.18 c) )

se x € © n [o,]]
se x e [o,].]-© ci(x)

x , se x € [0,1]

[ , se x e ]1,2]
f (x)

, se x e ]1,2]

(5. 18 b) )



'ÁÓI'

(5. 18 a) )

Y
"© n[0,1]

"On [ o , ] ]

f (x}
{ , se x e ]0,1]

0 , se

0L (X )

5

6

7

8

9

, CI(x)

© n [o,]] Í x , se xC[0,1[

[0, 1] -0 cl (x)

€ ]1,2] l 2 , se Reli,2]

0 , se 0 É x $ 1

]. , se 1 < x $ 2

, a (x)

000
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S6 ALGUNS RESULTADOS DX TEORIA DÀ MEDIDA

6.1. PRC)POSIÇÃO. Se:jam F e K compactos tais que existe g: F+K

contínua e sobrejetora. Então para cada p medida de BoTeI regu-

lar em K. exi.ste uma medida v de Botei regular em F tal que
v(g''(E)) = H(E) para todo E boreli.ano de K.

Além disso, se p e v estão nas condições acima temos

que

i) se }i é não atómica então v é não atómica;

ii) se }l é não puramente atómica então v é não puramente atómica

Prova. Ver [HL] teorema ]0 pagina 281 para a prova da existênci.a
de v

Para provar i-) notemos que se v({y}) > 0 então temos

0 < u({y))Êv(g'l({g(y)})) = p({g(y)}). Assim, se v temátomos,

então li também tem átomos, o que prova i)

Para provar ii-) , tomemos E bore],cano de K com p(E) > 0.

Suponhamos que E não contenha átomos. Então, como na prova de i),

g'l(E) não contém átomos de v. Como v(g'l(E)) - p(E) > 0, ii) e.g

tá provado.

6.2. OBSERVAÇÃO. Na proposição (6.].) não podemos garanti-r a uni

cidade da medi-da 'i. Tomemos,por exemp]or K ;10,i], F =[0,1],
g(x) = x se x e[0,]-/2], g(x) = 1-x se x C11/2,1] e }l a medida de
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Lebesgue sobre os bore]i-anos de [0,1/2] = K. ]ndiquemos por À

a medida de Lebesgue sobre os bore]ianos de [0,1] . Vamos mostrar

que existe mais de uma v como em (6.1) . Observemos que se

E c K =10,1/2] é bore]iano então existe E' cr1/2,].] tal qu

g'i(E) = E U E' e À(E) = À(E').

Tomemos va (B) - 1/2 À(B) , para cada B boreliano em

F =[0,1]. Então dado E bore]inao de K =[0,1/2] temos

(g'l'(E)) = vl(E U E') ;1-/2 À(E U E') ; À(E) - }J(E)

Por outro ]ado, se defi-mimos v2(B) : 1/4 À(B n [o,1/2])"F

+ 3/4 À (B f] [1/2,1] ) , teremos

e

(E) ) = -#À(g 'L (E) n [0, 1/2] )
l3 À(g+

4 [ 1 / 2 , 1 ] )

À(E) = P(E)

É fácil perceber que existe uma família infinita de me
dirias "v" nas conde.çÕes do teorema.

Quando,nas condições de (6.].),g é in:jetora (e sobrejetg
ra) então temos que "v(g'l(E)) ; p(E) para todo E boreliano de K",

equivale e "v(B)=p(g(B)) para todo B boreliano de F", e portanto,
nesse caso, temos a unia.jade

6.3. COROLÁRIO. Seja F compacto não disperso. Então existe p

de BoTeI regular em F não-nula e não atómica cujo suporte é um fe

ceado separável

Prova. Sendo F compacto não di-sperso então (ver [L] Teorema 2 pãg

29) existe f: F + [0,1] contínua sobrejetora. Por [L] Lema 2 pág.

29 existe pcF fechadota] que f(P) =[0,1] e f(T) c:[0,1] para
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to(io T fechadoTS P. Aplicando(6.1) param;À , K=[0.1] ,e
g = fl temos que existe v. de Bore] regular em P ta]. que

vl(g'a(E)) ; À(E) para todo E boreJ-taro de [0,]-]. A]ém disso,
v . é não-atómica .

Seja \i(B} - vl(B n p) para cada B boreliano de F. Va
mos mostrar que supp v ' P. Temos supp v c P. Se supp v ;í P

então fl não é sobrejetora, isto é f(supp v) S [0,1]. Se

ja A = [0,11-f(supp v) que é aberto não-vazio. Então g'l(A) é

aberto e g'l(A) n suppv' e). Logo vl(g'l(A.)) = 'i(g'l(A)) =0
Como À(A) > 0 então À(A) # vl(g'l(A)), contradi.ção. Logo
suPP v - P

P

Provemos então que P é separãvel-. Para cada

rCq)n[o,]], sejax.ePcomg(x.) =r. Então

q({xr: re q)n ]O,]]}) 3©f] ]O,.L]. Logo

g({xr: req) n]o,z1]) ;[0.1] e portantoÍx.: req) n10,1j}
P é separãvel

P e

6.4. LEMA. Sejatiuma medida de BoTeI regular não-atómica num

compacto K. Dados V e W abertos com p(aV) = p(1)W) = 0 e tais

que V c W e p(V) < p(w), existe um aberto U com p(aU) = 0 e tal

que V c U c D c W e

}J(V)+ 'l]P(W)-]J(V)] $ }J(U) $ P(V) t -Í[H(W) - P(V)]

Prova. SejaAc W- V com p(A) -ip(W-V) --;p(W-V)(que exis
te poi-s p é não-atómica)

Sejam F c A, F fechado com p(F) > i- p(w-v) e B aberto

comÀc BC W-V e H(B) <-#P(W-V) -E(onde E é fixado

l
p (w-V)p(w-VI
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c: < { p(W-V)). Como F c B, então por (4.10) existe UI interior
de um fechado regular P-contínuo com F c UI c UI c B. Assim

{p(W-V) < p(F) $ p(UI) $ p(B) < {p(W-V) - c. Por(4.10) exis
te U.2 interior de um fechado regular }i-contínuo com

Vc U2c U2c W e p(U2-V) ; p(U2-V) < t. EntãoVcUI UU2c W

e p (v) $ P(v) + P (u.) P (V U UI) $

$ P(UI UU2) $ P(U2-V) +P(V) +P(UI) $

$ + J(V) +-âP(W-V) -E:=P(V) +ÍP(W-V)

Tomam(ão U UI U U2 completamos a prova

A proposi-ção seguinte está enunci.ada em [B] pãg. 120

como exercício. Como não encontramos referência para a demonstra

ção, resolvemos apresenta-la.

6.5. PROPC)S-EÇÃO. Seja p uma medida de BoTeI regular não-atómica

não-nu]a num compacto K. Seja À a medida de Lebesgue em [0,Li(K)]

Então existe uma função g: K ' [0,p(K)] contínua sobrejetora tal

que p(g'l(E)) = À(E) , VE cEO,p(K)], Eboreli.ano.

Prova. É suficiente considerar p(K) = 1 pois se provarmos nesse

caso, para o casogera] consideramos pl - ap e g: K->[0,1]

ta[ que p].(g'l(E)) = À(E) para todo E boreJ-lado de [0,]-]. Então
p(g'] (E)) - p(K) À(E) = À(p(K)E) para todo E bore]iano de]0,1]

Definimos então h: K -' [0,p(K)] por h(x) = p(K)g(x). Para todo E

bore[iano d.e [0,}i(K)] temos h'l(E) ; {xeK: h(x)eE)=txeK:p(K)gex)eE.f

=g'] ( E) eassim À(E) -p(g'] ( E)) =1}(h'l(E))
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Consideremos então p(K) = 1. Por indução, vamos cons-

truir para cada nC]N u {o }, uma família de abertos {u:lKno com
P(au;l) - O vl- eÍI,...,kn} e tal que

(a) U: -© e Un =K VnCH

(b) uilc u; ep(ul:) <p(Un)Vi,.l eÍO,l,...,kn} ' i< j;

(c) P(u:l+i) -H(Un) S(3)n se leIO,l,...,kn-l} rse i. € { 0,].

(d) para cada i. C {0, ,kn} , existe j € { 0, .kn+l} tal que

Façamos Uo = e), Uo = K, ko = l
,U= , verificando (a), (b),

leIO,l,...,k.--l} , apJ-icando(6.4}, como

aberto U com li(8UI - 0, U: c U c Ü c Un+l

P (U:)+'!P(U:-Fl-U:) $ L' (U) $ L' (U:)+-âP (U:+l-U:)

.n

Dado nC]N U {0} e cona

(c) e (d} e dado

u: c u:l+i ' exi-ste um

'e

Asse.m por (c ) temos :

( 1 )

( 2 )

P(Uj - p(u?) $ -{ P(u:l+l - Un) $ ã(-ã)n e usando ainda (b)
temos

p(u) - p(u:l) = ';p(u?+i - u:l) ' o.

Com isso temos também

P (u:+l) - P (u) 1) - P (u:)
: -à[ P(u:+l)- }'(u:)] > o ;

p(u:+i) - p(u) - p(u:l+i) - p(u;)
$ -â]P (U:+l)- P(U:)] $ (-{) n+l

( 3 }

( 4}

[p (u) - }.' (uT) ] :

[P (U) -P (Un) ] $

Consideremos Fn a família formada pelos conjuntos

uil , ie {0,1,...,kn} e pelos conjuntos do tipo U construídos g:
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cima para cada i- e {0,...,kn-l}. Como Fn é totalmente ordena-

da por inca-usão, podemos então indexar os con.juntos de Fn despe.L
tardo a ordem crescente, escrevendo:

F
n ..-. -:*: ' -::i se i C { 0,1, ,k...l-l}

Pela nossa construção temos, na verdade, U:l+l c Un+l

se iC {0,1,...,kn+l-l} e usando(2) e(3) temos que

p(uil:.{) - p(u:l+i) > 0 se ie {0,1,.-.,kn+l-l}

Oe (1) e (4) decorre que p(tln+]) - p(Un+] ) $ (2)n+l

se ie {0,1,...,kn-l}, o que completa o passo de indução.

Consideremos agora a famÍ]ia A de todos os Uli' com nC]N

e iC {0,...,kn}. É fácil ver quem pode ser totalmente ordena:

depor inca-usãoe alémdisso seA,BC A eÀ$BtemosAc B e
p(A) = p(]ã) < p(B). A]émdissot)= {p(A): AeA]édensoem[0,1]

uma vez que dados 0 $ a < b $ 1,tomando n com ({)'' < b-a temos

queÍp(Un) : i=0,...,kn} define uma parti-ção de[0,1] com di-ãmetro

menor ou igual a (-;)'' e portanto para algum i temos

p(uT) C ]a,b[. Vamos usar D como con:junto de índices para A, isto

é, escreveremos A = {Ud: d e D} (onde p(Ud) - d). Conforme o Le-
ma 5(pãg. 29) deIL](ver a prova) a função g: K -' [0,1] definida

por g(x) = supÍdCD: x$Ud} é contínua e sobrejetora. Além disso

temos g'l([0,t[)ctxeK: xCU,, VreD, r2t}, se0$ t$ 1$ e

{xeK: xeUr/ VreD, r > t.] c g'l([0,t]) se 0 $ t < 1. Temos também

( 5) ([0,t[) c í'"lU. c r"")U.c g''([0,t]) se 0 $ t < l
r2t ' r>t
reD reD

(6) P(nu.)=infp(u.)=infr=t,se0$t<lr>t' r>t: ' r>t
reD reD reD
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(sendo a última igualdade devida a densidade de D)

De(5,) e(6) temos que }i(g'l([0,t[)) $ t $ p(g'l([0,t])

para todo t e ]0,1[

Se t e ]0,1[ temos então que

t É P(g''([0,t])) $ p(g'i([0,r[)) $ r para todo r

t = P(g'l([0,t[)) 2 }i(g'l([0,r])) = r para todo r

portanto p(g'l([0,tt)) = p(g'l([0,t])) = t e }i(g

Se t C ] 0, 1 [ temos ai.nda que

o $ P(g'l({o})) $ P(g'l([o,t])) = t .

€ ] t, l [

c ]o,t[
l ({t} ) )

e

e

0

p(g'J.([0,1])) Z H(g'Z([0,1[)) 2 }J(g'i([0,t]))

({0})) = 0 e }i(g'l([0,1])) = }i(g'l([0,1[))

Temos então p(g'' (J)) = À(J) para todo intervalo

J c [0,}J(K)] = [0,].]

}J (qLogo

Consideremos a medida v sobre os bore]i.anos de [0,1] de

fmi.da por 'o(E) = li(g'i(E)) . Como u é, de fato, uma media-a regu-
lar e v coincide com À nos i.ntervalos então v coincide com IL nos

boreiianos e temos o resultado.

6.6. COROLÁR]O. Seja p uma medida de Bore] requ].ar não puramente

atÕmi.ca não nula num compacto K. Sejam pl e p2 medidas de Borel

regulares em K tais que pl é não atómica, p2 é puramente atómica

e [i= pl+p2' Seja À a medida de Lebesgue em [0,pl(K)]. Então exis

tem À' uma medida de Botei regular puramente atómica em [0,pl(K)]

e uma função g: K -» [0,pl(K)] contínua sobrejetora tais que

À(E) - }il(g''(E)} e À'(E) : p2(g''(E)) para todo E boreliano de

[ 0 , ll. (K) ]
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Prova. Ap]iquemos (6.5) para p].. Seja g: K -'- [0,pl(K)] contínua

sobre.jetora com p](g''(E)) : À(E) VE c [0,p].(K)] bore]iano. Se-

jam [ c ]N e {anln€1 a família dos pontos de K que têm medida p

positiva. Definimos À'(E) : p2(g'l(E)) VE bore]iano de [0,pl(K)],
que é uma medida regular puramente atómica. Os pontos de

[0,pl(K)] que têm medida À' positiva são os pontos g(an), nC:B] e

À'({g(an)}) : .>1. p2({ai)). Temos ainda
g(al) = g(a.)

(À+À')(E) =(pl+lJ9)(g''(E)) = p(g 'L(E))

l

6.7. OBSERVAÇÃO. Seja a: [a,b] -> ]R crescente contínua com

cl(a) - 0. Seja pa medida de Bore] regular com pa(]c,d[) -

=p.([c,d]) =a(d) -u(c) sea$c $d$b(ver(5.]-)). Então

temos que À(E) : pcl(ot'l(E)) VE bore]iano de [0,cl(b)], i-sto é, a

função g de (6.5) para pa pode ser a própria o!

De fato, dados 0 $ c $ d $ a(b) , exi.saem u,v tai.s que

c=a(u) , d=a(v) ea$ u$v $b. Assim

a-l([c,d]) = {te]a,b]: a(t) e]c,d]} D]u,v] e

a'i([c,d]) = [x,y] onde x $ u $ v $ y

Mas como a(u) = c e cl(v) = d, temos a(x) = ct(u)

cl(v) = cl(y) = d. Logo

([c,d])) - pa([x,y]) = cl(y) -a(x)

a(u) - cl(v) = d-c = À( [c,d])

Como p,.(a'l({t})) = 0 V tC]R, temos p,.(a'l(]c,d[)) - À(]c,d[)

Asse.m teremos p.(cl'l(E)) = À(E) para cada E bore]iano de [0,cl(b)]
De fato, em primeiro lugar lembremos que, sendo a contínua, temos

cl-l(E) é boreliano para todo E boreliano. Definimos
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v (E)

que

;pr,(cl'l(E» para cada E bore]iano de [0,a(b)] Temos então

» ( -...' E. )
ne:N ''

(U'l( U En)) - IJ(.l (UÚ"l (En))
' neJN '' ' n€1q ''

>l Pcx(oc'] (En)) ; >1 V(En)
nC[N ' '' nC]N ''

Assim v é uma medida sobre os bore]ianos de [0,a(b)]

A[ém disso, como todo aberto de [0,a(b)] é uma reuni-ão de inter-

va[os dois a dois disjuntor do tipo]c,d[ ou[0,d[ ou]c,a(b)], é

fácil- ver que v(E) = À(E) para todo E aberto, jã que essa igualda-

de se verifica para os i.nterva].os do tipo acima. Temos ainda que

v é regular pois }ln é regular. De fato, d.ado E boreli.ano e c > 0,
como cl'J.(E) é boreli.ano tomo FC(-x (E) fechado tal que

p,.(F) > p,.(cE'J (E)) - c. Assim q(F) c E. CE(F) é fechado e como

cl 't (a (F) ) D F temos

v {a: ( F) ) pcx(a'i(a(F))) ? pcx(F) > pa(a''(E)) - E v (E) - c

Assim v é regu]ar. Como 'o e À coincidem nos abertos de [0,cz(b)]

temos v = À , isto é li,.(c':'J.(E)) = )-(E) . VE bore]iano de [0,cl(b)]

6.8. TEOREMA. (Oxtoby). Seja K um espaço métrico compacto e

seja p uma medi-da não-atómica em K. Suponhamos p(K) = 1. Sejam

rl o conjunto dos i.rracionais de [0,1] e À a medi-da de Lebesgue

em [0,1]. Então existe um con:junto B que é um G(5 com p(K-B) =0
e um homeomorfismo h: n '- B tal que p(E) = X(h''(E)) para todo

E c K, E boreliano.

Prova. Ver [O]

o00
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S7. COMPARAÇÃO ENTRE AS NOÇÕES DE INTEGRABILIDADE SEGUNDO RIEMANN

E DARBOUX

Em [R], Rocha Fi]ho propôs o seguinte problema

PROBLEMA IA -- Classifi.car os espaços de Banach X que têm a se

guinte propriedade

P].A: Se f: [a,b] -> X é Riemann-integrãve] então fé

Darboux-integrâvel

Exemplos de espaços de Banach X que obedecem a PIA e de

espaços que não obed.ecem a P]A foram apresentam.os em [R] e em [He]

Nesse Último, foi. proposto o seguinte problema:

PROBLEMA ]B -- Dada c]: [a.b] -> ]R crescente, c]assifi.car os empa

ços de Banach X que têm aseguinte propriedade

PIB RN([a.b] ,CE.X) c DN([a.b] ,c(,X)

O Prob].ema IA é um caso parti.colar do Problema IB, que

ocorre quand.o fazemos CE(t)=t

Exemplos de espaços verificando (e não verificando)

PIB foram apresentados em [He] . Em cada um desses exempJ-os obter

vamos que, quando pa é não puramente atómica. então ou temos PIA
e PIB simultaneamente ou temos que PIA e PIB são falsos. No en-

tanto, a natural questão de equivalência entre os d.ois probl-emas não

foi tratada em [He]
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Neste parágrafo, provaremos que PIA e PIB são equiva

quando pn é não puramente atómica

Num contexto ainda mais geral, propusemo'nos, neste pg:

ráqrafo, o seguinte problema

lentes

PROBLEMA IC -- Dados K compacto e p medida de BoTeI regular em

K, classificar os espaços de Banach que têm a seguinte propriedâ

de

PIC: R(K, p,X) c D (K, P,X)

Estaremos particularmente interessados em relacionar a

validade de P].C com a validade de PIA.

Lembramos que as i-nc]usÕes DN([a,b] ,a/X) c RN([a,b] /cl/X)

e D(K,p,X) c R(K)p,X) são sempre verdades-ras (ver (5.11 ii.)) e

(4.29)) e que, portanto, PIB equivale a

RN([a,b],a,X) ; DN([a,b],OI,X) e P]C equivale a
R (K, }l , X) = D (K, H , X)

Em (7.].4) veremos diversas situações nas quais PIA e

PIC são equivalentes.

Também neste parágrafo, X indicará um espaço de Banach

7.1. OBSERVAÇÃO. Se f C R(K,p,X), sabemospor (4.36 a)) que

b) d.e (4.38 ii)) se veria-ca. Assim, para decidi-r se
f € D(K,p,x) é necessário e sua.ciente verificar se o conjunto

dos pontos de descontinui(nade de f tem medida p nula.

A parti.r daqui, dada f: K ' X, denotaremos por D(f) o

conjunto dos pontos de desconta-nuidade de f
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7.2. EBgPOSiçÃO. Seja B(K,X) o conjunto das funções f: K -» X

que são ].i.miradas. São equivalentes:

j.) D (K, P,X) = R(K,p ,X) ;

j.i) D (K, P ,X) n B (K,X) R(K.p,x) n B(K,x)

Prova. É imediato que i) --+'ii). Provemos que ii) :--+i). Supg

nhamos i.i). Seja f e R(K,p,X). Por (4.36 b)) existe F fecha(io

regular u-contínuo ta]. que supp p c F e f é limitada em F. Seja

f-fXF' Entãofl.-fl e féli.mirada. Por (4.46)a) ec)tg
' iF iF

mos que } € R(K;H,X) e portanto por i-i) :l C D(K.p,X) . De

(4.46) b) e d) decorre que f € D(K,p,X). Logo temos i}

7 . 3 COROLÁRIO Seja cl: [a. b] -- ]R crescente são equi.val-entes

i) D([a,b].pcl'X) - R([a,b],pcx'X)

ii) DN([a,b] ,(-l,X) ; RN([a,b] ,CE,X)

Prova. Suponhamos i) Usando (5. 17) i) e ii) temos que

RN([a,b],ot,X) - R([a,b],pa'x) n Ba([a,b],X)

D([a,b],}ioc'X) n Ba([a.b],X) - DN([a.b],cl,X)

e portanto temos i.i)

Suponhamos ii) Então, usando (5.17) i) e ii) temos

R([a.b],pa'X) n B([a.b] .X) c R([a,b].pcx'x) n Bct([a,b],X) -

: RN([a,b],cl,X) - DN([a,b],ot,X) c D([a,b],a,X). Por(7.2) temos
i)
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7.4. PROPOSIÇÃO. Sejam }i. e Lla medidas de BoTeI-regulares em K,

pl não-atómica e p2 puramente atómica. Seja p = pl+p2' Se
D(K,pl,X) ; R(K,pl,X) então D(K,p,X) = R(K,p,X)

Prova. Por (4.50 a)) temos R(K,p,X) c R(K,p.,x) n R(K,p.,x)

Usando a hipótese, (4.4]-) e (4.50 b)) temos

R(K,P].,x) n R(K,P2'x) c D(K,PI'x) n o(K,P2'x) - o(K,Li,X) o que
completa a prova.

7.5. PROPOSIÇÃO. Sejam F e K compactos e g: F -} K contínua.

Sejam H uma medida de Botei regular em K e v uma medida de BoTeI

regular em F tais que p(B) = v(g't(B)) para todo B fechado de K

Se f € R(K,p,X) então Ê = fog € R(F,v,X) . Analogamente se

f € D(K,p,X) então ? = fog C D(F,v,X)

Prova. Se f € R(K,p,X) e c: > 0, então existe P = IP:f p-par'
L -tJ i=l

E

i-l.,.

tição de K tal que ll
.[f(xi)-f(yj.)]Fi(Pi) ll < c, para xi'yj. € Pi 'l

Para cada i € {1, . . . ,n} sejam BI
0'

(PI) e Ai = Bi
Temos que

1. para cada ieÍI,.../n.l, Ai é fechado regular de F(lembrar

(4.3.ii)) e que g é contínua);

2. para cada iC {l,...,n} A] é v-contínuo pois

aAi c aBic g'l(aPi) e portanto v(aAj.) $ v(g'l(aPi))
P (aP:) = o;



com i #

v(Ai n Aj) $ v(g'l(pi) n g'l(pj)) : v(g'l(pin pj)
P (P. n P .) = o;
' ' 1 ] ' '

comoK= UP: entãoF= ug'(P:) epor(4.5) temos
{:] -L ]:l 'L

A

Observemos aindaque para cada ie {1,...,

g'l(Pj.) c Ai U l)(g'l(Pi)) c Aj. U g'l(aPi)

e portanto

P(Pj.) = v(g'l(Pj.)) $ v(Ai)

v(Ai)+P(1)Pi) = v(Ai)$ v(g''(PÍ)): P(Pi)

Assim. se tomarmos, para cada ie {l,...,n} ,

Ai' como g(si) € Pi e g(ti) e pi teremos

j.=1(sj.)-i(tj.)]v(Aj.) ll=llZ)l]f(g(sj.))-f(g(tj.))]lJ(Pj.) li

Recorrendo a (4.28) d) --+ a) teremos que f C R(F.v,X)

Analogamente, se f € D(K,li,X) então i C D(F,v,X)

Veremos a seguir al-gomas condições sobre K e p q

ue PIC'> PIA.

No que segue

n} temos3 € ]/ ?

4

i

temos

ue ga

mantem q

À Lebesgue bolecedida deindicara nosa

de algum intervalo de].lados de ]R:Ü{ ou

l
) )(aP+ v (g l

< Q
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7.6. TEOREMA. Seja p uma medida de BoTeI regular não puramente

atómica (não-nula) num compacto K. Sejam UI e li2 medidas de

Botei regulares, ul não-atómica e p2 puramente atómica tais que
p ; p]+H2' Sejam g: K -' [0,p].(K)] contínua e sobrejetora e À'

medida de Borel regular puramente atómica em [0,pl(K)] tais que

pl(g'"(E)) = À(E) e p2(g' ' (E)) - l\' (E) para todo E boreliano de

[0,pl(K)](ver(6.6)). Suponhamos que exista D c K ta] que

p(ii) > 0, g(D) é enumerãvel e À-(g(D)) = 0 . Nessa situação,

temos que se D([0,1],À,x) # R([0,1],À,x) então

D(K,p,X) # R(K,p,X)

Prova. Para simplificar suponhamos pl(K) : 1. Como g(D) é enu-
merãve[, exi.ste A c [0,1] , A enumerãve] com g(1)) c A e A denso

em[0,1]. Se D([0,1],À,x) # R([0,1],À,X) temos, por(].]O), que

existe f: [o,]] -' x Ri-emann-integrãve] ta] que llf(x) ll = ]

VxCAe f(x) = 0 sexta. ComoAé enumerãvel, é fãcilverque

fXg(D) e R([0,]-],À,x)(use(1.2 b)), por exemplo). Como hé
limitada e como À'(O(h)) $ À'(g(D)) = 0, então, por(4.38),

hC D([0,1],À',X) cR([0,1],À',X). Assim, por(7.5),

hog e R(K,pl'X) n R(K,p2'X) e por(4.50 a)), hog C R(K,p,X)

Mostremos que hog # D(K,p,X) . Observemos que, como

À(g(D)) = 0 (pois g(D) é enumerável) e como À' (g(D)) = 0,então
p(g'l(g([)))) =(À+À')(g(O)) = 0 e assim p(b--g'l(g(D))) = p(Õ) >0

Assim, por (4.38) , para mostrar que hog # D(K,ti,X) é suficiente

mostrar que hog é descontínua em b-g'l(g(D) )

Sejax CS - g'i(g(D)). Então g(x) # g(D) e portanto

h(g(x)) = 0. SeVé vizinhança de x tomemos y € D nv(que existe

poi.s xei5). Então llhog(y) lj=ljfog(y) ll = 1 jã que g(y) C g(D)

Logo hog é descontínua em x, o que completa a prova.
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7.7. COROLÁRIO

a) Seja p uma medida de BoreJ- regular não puramente atómica (não

nula) num compacto K. Sejam pl'li2' g e À' como em (6.6). Supo-
nhamos que exista F c K fechado separãveJ- com p(F) > 0 e

À'(g(F)) = 0. Se o([0,1],À,x) # R([0,1],À,X) então

D (K.p , X) # R (K, }l ,X)

b) Seja p uma medida deBore] regu]ar não-atómica (não nu].a) num

compacto K. Suponhamos que exista F c K fechado separável com
}i(F) > 0. Se D([0,1],À,X) # R([0,].],À,x) então

D(K,p,X) # R(K,p,X)

Prova. a) Tomando D enumerãvel- denso em F temos g(D) enumerável,

P(O) = P(F) > 0 e como g(D) c g(P)= g(F) temos À'(g(D)) = 0 e

basta aplicar (7.6)

b) Basta aplicar a) lembrando que no caso de p ser não-atómica,
À' é nula.

7.8. OBSERVAÇÃO

a) SeK- {ezt: tC[0,2n].]i onde lil >c e pé amedidadeHaar

em K, então não existe F c K, F fechado separável-com u(F) > 0.

Isto mostra que existe uma medida de Bore]. regular não puramente

atómica num compacto K que é diãdico e localmente conexo, não ve

rificando as hipóteses de (7.7 a)). Assim. os resultados (7.9)

e(7.11) a segui-r. que decorrem de(7.6), não decorrem de

(7.7 a) )
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b) Acertamos também que (7.].2) não é conseqt]ência direta de (7.9)

e (7.11) , uma vez que dada p medida de Borel regular não puramente

atómica num compacto K, seu suporte pode ser diãdico (ou localmen-

te conexo) sem que K seja diádico (ou localmente conexo) . Exemplos

si-mples de tais situações pod.em ser obtidos facilmente e serão omi
ti-dos. Em especial-, observamos que se K é um compacto de Eberlein

não metrizãvel (por exemplo, a bola de l2(1') onde li'l = c) então K
não é diãdico (ver [Li] pág 253) , mas o suporte de cada medida de

BoTeI regue-ar em K ê diádico (ver a prova de (7.15».

7.9. COROLÁRIO. Seja }l uma medi-da de Botei regular não puramente

atómica (não-nula) num compacto diádico K. Se plrp2/g e À' são co
mo em (6.6) então existe D c K tal que g(D) é enumerável, p(i5) > 0

e À'(g(D)) = 0. Consequentemente se D([0,1],À,x) # R([.0,1],À,X)

então D(K,p,X) # R(K,p,X)

Prova. Tomemos um conjunto ] e h: {0,]-} t -* K contínua sobrejetora

Sabemos (ver, por exempJ-o [E]) que goh depende sõ de uma quantia-ade

enumerãvel de coordenadas, i.sto é, existe J c 1, J enumerável, tal

que sey =(yi)i€1 e {0,11l e z ;(zi)iCI € {0,1.11 são tais que

yl = zl Viga então gob(y) = goh(z). Seja n: {0,11l -* {0,1.1'J a

projeção canÕni-ca. Então existe (b: {0,].}'J -» [0,1] ta] que

@oll = goh. Como goh é contínua temos que (b é contínua.

Tomemos pc[0,1] fechadocomÀ(P) > 0 e À'(P) = 0. Te

mos que IT«goh)'l(P)) é separãvel pois sendo J enumerável, {0,11J
é hétriáã+é].

Seja F = (goh)' L(P) e tomemos DI c ll(F), enumerável den

se em n(F). Façamos D2 - JT''(D].) e D : h(D2) . Como ll é sobre.je
tola temos que il(Do) = D. . Asse.m temos
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g(D) = g(h(D2)):(b(n(D2)): q)(DI) que é enumerãvel,

pois DI é enumerãvel

( } }

Temos também que goh é sobrejetora e portanto

q) ( n ( p) ) (bo n ( ( goh) ' 'L ( P) ) (goh) ( (goh) 'x (P) )

Como DI c ]T(F) , decorre de (]-) que

(2} g(O) = q)(DI) c q)(n(r)) = P e portanto g(D) c P. Logo
À' (g(D)) = O

Vamos mostrar que p(D) > 0. Para isso mostremos que

g'l(P) c D e assim teremos p(b) à li(g'l(P)) - À(P) > 0. Para

mostrar que p(B) > 0, observemos que sendo H aberta temos que

n '(D]) c il].'(DI) e portanto temos

q'l (P) (g'l (P) ) )

c h(ll'" (H (F) ) )

h(D.) c h(D.)

h( (goh)'l (P) ) = h(F)

) ) c h(11'l(DI) )
lc h(n (D l

Por Lento temos

p(D) > O.( 3 )

De(7.6) decorre que se D([0,1],À,X) # R([0,1],À,X) en
tão D(K,P,X) # R(K,+J,X)

7.10. OBSERVAÇÃO. Seja P um subconjunto de [a,b] e seja S denso

em P. Sela

A = {xeP: 3c > 0 com [x-c,x] n s = o}
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Então À é éhtíúétãve:].

Para provar a afirmação, tomemos x,y eA com x ;' y e

E > 0 ta] que]x-c,x] nS=©. Mostremosquey#]x-c,x]. De

fato, se y C [x-c,x] então [y,x] f] S = 0 e tomando (5 > 0 ta]

que[y-(5,y] n S = O teríamos]y-(S,x] n S = © e também y-(5 <y<x

Como y C A c P e S é denso em P teríamos uma contradição. Com

isso, se x,y € A x # y, tomando E > 0 e (S > 0 tais que

[x-c,x] n S = e} e]y-(5,y] n S = 0 teremos que y +]x-c:,x] e

x $1y-(5,y] e daí decorre que]x-c,x] f]]y-õ,y] = O. Com isso,

é imediato que A é enumerável

Analogamente se

B = {xeP: ]c > 0 com [x,x+c]

então B é enumerãvel

Conseqtlentemente se À(P) > 0 então À(P-(AUB)) = À(P) >0

7.11. COROLÁRIO. Se:ja K um compacto ]-ocalmente conexo e seja p

uma medida de Bore] regu]ar não puramente atómica (não-nu].a) em

K. Se p],p2r g e )'' são como em (6.6) então exi.ste D c K tal que
g(D) é enumerãvel, p(D) > 0 e À'(g(D)) = 0. Conseqtllentemente, se
D([0,1],À,X) # R([0,1],À,X) então D(K,p,X) # R(K,p,X)

Prova. Seja P fechado de [0,p].(K)] ta] que À(P) > O e À'(P)
seja S enumerãvel denso em P e tomemos D = g'l(S) . Então

g(D) = S é enumerãvel e como g(D) = ã = P então À (g(D))

Resta mostrar que p(3) > 0. Tomemos

{x8P: 3 c > 0 com [x-c:,x] n s = 0}

{xCP: ] E > 0 com [x,x+c] n S = ©.]
e
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Por (7. 10) temos À (P- (AUB) ) > 0

p(g'i(p-(AUB)) n suPP PI) z pl(g' L(p-(AUB)))

À(P - (AUB)) > O.

Basta mostrar, então, que g'i(P-(AUB)) n suPP HI c D. Seja

x c g''(p-(AUB)) n suPP pl e seja V vizinhança conexo de x. EB

tão g(V) é um conexo de [0.lil(K)] que contém g(x) . Logo g(V) é

um intervalo que contém g(x) e como pl(V) )' 0 então À(g(V)) > 0
já que V c g'l-(g(V)) . Asse-m g(V) contém algum intervalo do tipo

[g(x)-E:,g(x)] ouÍg(x),g(x)+e] comi > 0. Como g(x) e p-(Aum)

então[g(x[-c:,g(x)] n S;'C) e]g(x),g(x)+t] n S pO. Assime-

xi.ste s e s r) g(V). Sendo s = g(v) e S, onde vCV temos que

vcv n g'J.(s) = v n D. Logo xcD.

Ap[icando(7.6) temos que se D([0,1],À,X) # R(]O,]],X,X)

então l) (K, p ,X) z R(K, }l , X)

7.12. COROLÁRIO. Seja p uma medida de Borel regular não-puramen-

te atómica não nula num compacto K tal que existe F c K, F fechado

diãdico ou localmente conexo com supp p c F. Se

D([0,1],À,X) ;' R([0,1],À,X) então D(K,p,X) # R(K.p,X)

Prova. Tomemos }ilrp2'g,À' como em (6.6). Façamos h - gl '

u,v]. e v2 as restrições de }l. pl e p2 i-espectivamente aos borelia-

nos de F. Temos então que v = vl+'i2; vl e não-atómica e v2 é pura

mente atõmi.ca; vl(F) - pl(p) - }il(K) jã que lii(Cr) $ p(Csuppp):o;

x(E) = pi(g'i(E)) = p].(g'l(E) n F) = PI(gj 'i(E)) = pi(h'i(E)) =

- vl(h''(E)) para todo bore]iano de[0.pl(K)] -10,vl(F)] e de mo

do aná]ogo À- (E) - v2(h'l(E)) para todo bore]i-ano de [0,}il(K)]
A[ém di-sso, h(F) = g(F) = [0,pl (K)] pois caso contrário, sendo
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A :10,P](K)] - g(F), teríamos A aberto não vazio d-e[0,p].(K)] e

portanto À(A) > 0. Logo pl(g'z(A)) > 0 o que é contradição pois
g '(A) nsupppc g''(A) n F=©. Asse.mh: F-' [0,'o.(K)] é con-
tínua e sobrejetora. Como vimos em (7.9) e (7.11), se F é di.ádi

co ou localmente conexo então existe D c F tal que v(ii) > 0,

h(D) é enumerãvel e À'(h(D) = 0. Assim, D c K, }i(6) > 0, g(D)

é enumerável- e À' (g(D)) = 0. Por (7.6) temos o resultado.

O nosso prõxi-mo resultado diz que para cada compacto K

e para cada p de BoTeI regular em K temos que PIA -> PIC

7.13. TEOREMA. Seja p uma medida de BoTeI regue-ar num compacto

K. Se D(K,p,X) # R(K,p,X) então D([0,1],À,X) # R([0,1],À,X)

Prova. Sejam pl e p2 medid.as de BoTeI regulares em K,pl não ato-

mica, u2 puramente atómica com p = pl+p2 ' Se D(K,p/X) + R(K,p,X)

então por (7.4) temos que D(K,pl'X) # R(K,Lil'X). Assim, podemos
supor sem perda de generalidade p não atómica e também 'u(K) = l

Tomemos f € R(K,}i,X), f # D(K,p,X), fJ-imitada(ver (7.2)). Por

(4.14) e (4.16), podemos conseguir uma seqtlência {Pn-lnC:N de
p-partições de K tais que

z)

2)

3)

4)

para cada neJf{, Pn+l e um refinamento de Pn;
para cada neta e para cada FCib temos que p(F) < b ;

para cada n€1N , aliam S(f,Pn) < i ;
para cada ne:N e para cada FePn com p(F) > 0 existem reJN e

FI'.../Fr C Pn+l tais que 0 < }i(Fi) < p(F) se ie {1,...,r} ,

tJ F4c F e >1 }i(F;) = p(F)
z=:.L i=l

r' r'
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Como f # D(K.p,X) e f e R(K,p,X), temos por(7.1) que

existe (5 > 0 tal que p({xeK: w(f,x) > (5}) > 0. Se.ja

P = {xeK: w(f,x) > õ}

Seja ]F o cork l
lFaçamos t =
0k l!t k l

junto dos fechados de PI que

o, til : p (pil) ,têm medi.da positiva

t! - P(F}) -- P(F!) ,

gela {rlÍ,...,pil } o conjunto dos fechados de p2 que

têm medida positiva indexados de modo que se Pl? c F: ,

F; c Fi com i,j C {l,...,k2} , r,s € {1,..-fkl} e r < s então i<j

(isto é, os primeiros F;l são aqueles que são subconjuntos de F;,
os segui-ntes são os que são subconjuntos de FJI, etc.) . Façamos

tE = o, til = P(pil), t: = P(pil) + }J(F:),..., ti = >12p(PÍ) = l

Temos então que d2 ;(t'Z,..., Zo filamento de

dl -(to'''.,tk.) e que o diâmetro de dl é menor do que le o di-â
metro de d2 é menor do que -{

Induti.vamente, para cada HEIN. denotamos por {Fn, ...,Pll}

o conjunto dos fechados de P. que têm medida positiva. de modo que

se me :N, i,j eÍ].,...rkH+llr rrs etl,.-.,km} / Fm+l c Fm ,

PT+i cFm e r< s então i. < j. Para cada n€1N. fazemos então

t: = o, tT=ti(rl?), t: =p(p:l) +IJ(p;),...,tl: = 1 e

dn -(to'tl'... ]). Então para cada nC]N temos que dn+l éu

fi.lamento de dn e que o diâmetro de dn+l é menor do que }iili-Í

Para cada ne.N seja Jn- {i C {l,...,knl: P n Fn #©}

Para cada n€1N e para cada iCJn/ escolhemos x:l,y:l C F: com

11 í(x:l)-í(v:) ll , õ
Vamos definir g C R([0,1],À ,X) , g $ D([0,1],À ,X)

n
reIn
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Se t + {tn: n€1N, :j € { 0,1,...,knl} definimos
g(t)

jCÍ0,1.,...,kll} definimos g(t) = 0.

Se t € {t2: j C {0,1,...rk2}) -Ítl: j c {o,l,

então existe um único i. € {1,...rkl} tal que t €1tl.I' tl[

Se i e JI defi-mimos g(tj = f(x;) - f(yl.). Se i#JI' definimos
g(t) = o

Se

Procedemos agora por indução. Defi.ninfa g(tT) para

me:1N l $ m $ n e j € {1,...,k.} e dado

teumúnico ieÍI,...,kn.l tal quet€1tn.I'tn[. Se ieJn'

fazemos g(t) = :í(x:l)--í(y:). Se i#J , fazemos g(t) = 0

Com isso, se t C ]ts.I'tn[ para a]gum nC]N e para a]gum
s C {l,...,kn} e se g(t) # 0 então t = tP+l para algump 2 n

e z € {1,.''/kp+i.I' A sim, se r=minÍp€1N: p:n e tcÍtP+l,...,temi.)}
temosque r2n e t=tr+l paraalgumjetl,...,kr}

Como g(t) ;' 0 temos t= tliti C ]ti.l ' ti[ para a]gum
i€1r e gtt)=f(x;)-f(y;l). Comor2n temos

Jt:l.i'tir eles.]'ts[(poi-s t c ]t:l.i'tÍt n]t:.].,tn[)

Podemos então afirmar que se t € ]tn.I'tn[ para a]gum

nC]N e para algum s € {1,...,k.} e se g(t) ;í 0 então existem

r Z n , j C {l,...,k..l e iCJ, tais que

t = t:+l C ]ti.i'tj.[ c ]tn.I'ts[ e g(t) = í(x:l) - t(y:l). Pe]a

nossa construção, como ]t:l.l/tit c ]t:.l/tn[ temos que rija p:

";:," ''-; -- *:l,«{ ' p:l .: g:
Conclusão: Se t C ]tn.I' tn[ para a]gum HEIN e para al

gum s e {l,...,k.} ou temos que g(t) = 0 ou existem a,b € P=
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tais que g(t) = f(b) - f(a). Assim. se tomarmos nCW e

ÉIS eJts.I' tm[ para s eÍ],...rkn} . temos que existem

ocs'í3s Fs tai-s que g(es) : f(Bs) - f(cls). Logo

ll ltg(Ê[s)(tn-tn.l) ll=lls>lt]f(Bs)-f(CEs)]P(Fs) l $

$ aliam S(f, Pn) < l

Por(4.31) temos que g € R([0,1],À,X)(note que sendo f ]imi.fada,

temos também g limitada) . Resta mostrar que g # D([0,1] ,À,X)

Para cada n€1N. temos o < }i(P) = >1 u(FT n p) $ >1 }J(FT)ieJ ' ieJn n
Asse.m, se An - .L. ]tn.I'tn[ temos

.n

À(An) ; .>1, P(F:) Z }i(P). É fãci]. ver também que AI D A2ai€J
e assimseA= r''lA. temos À(A) 2 li(P). Como {te[0,11: g(t)#0}

neJN

é enumerável então send.o B = A n ].Leio,]] : g(t) = 0} temos

À(B) = À(A) : P(P) > O

Tomemos tCB e vamos mostrar que g é descontínua em t

Para cada nC.N, como mean' existe iCJn ta] que t € ]tl.lrti[ To-

memos j o menor inteiro pertencente a {l,....kn+l} tal que

F?+] c Fn e 0 < p(F?+l) < }J(Fn) (ver 4) no i.nício da prova)

Então t;+l C ]tn.I'tn[ e assim como i.eJn temos

llg(t.i+i) ll=llf(xn) - f(yn) ll > ó. Como g(t) = 0 (pois teB) e como

lt-t;+il < 1 (pois t, t;+l C ]tn.I'tn[) temos que g é d-escontínua
emt. Assina(D(g)) 2 À(B) > 0 epor(4.38) g#D([0,]-],À,X)
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7.].4. Ç9BQ11,ÁR]O. Seja p uma medida de Bore]. regular num compag

to K. Em cada uma das situações abaixotemos que para cada espa-

ço de Banach X, D([0,1],À,X) = R([0,1],À,X) é equi-va]ente a

D(K,IJ,X) = R(K,p,X)

a) p é não-atómica não nula e existe F c K, F fechado separável
com p (F) > 0;

b) p é não-puramente atómica (não-nu].a) e K é di.ádico (ou exi.ste

F c K, F fechado diãdico com supp p c F),

c) p é não--puramente atómica (não-nula) e K é localmente conexo

(ou existe F c K, F fechado localmente conexo com supp HCF)

Prova. Conseqüênci.a imediata de(7.7 b)),(7.9),(7.11),(7.12)

e (7 . 1 3)

7.15. COROLÁRIO. Seja p uma medida de BoTeI regular nao puramen

te atómica (não-nu],a) num compacto de Eberlein K. Então

D([0,1],À,X) = R([0,1],À,X) é equiva]ente a D(K,p,X) = R(K,p,X)

Prova. Basta lembrar que nesse caso supp p é metro-zãvel, (ver

[Li] teorema 4.3 e [Rol] teorema 4.5 a)) portanto diãdico e usar

(7. 14 b) )

7.16. COROLÁRIO. Seja a: [a,b] + ]R crescente ta] que ua é não

puramente atómica (não-nula) . são equivalentes:

i) D([0,1],À,X) = R([0,1],À,X);

ii-) DN([a,b],a,X) - RN([a,b],cl,X);
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iii) D( [a,b] , Pcx'X)

iv) Dn ([a,b] ,cl.X)

R ( [a , b] , pcx ' X) ;

Ro ( [a , b] , cl, X)

Prova. Vi-mos em (7.3) que ii) e iii) são equivalentes. Como con

seqtlência de (7.14 b)) temos que i.) e i-ii) são equivalentes o que

completa a prova da equivalência entre i) , ii) e iii.)

Daremos um roteiro para a prova da equivalência entre

iv) e ii) o que completara a prova.

Suponhamos iv). De acordo com (5.10) temos

RN(ja.b],cl,X) = Ro([a,b],cl.x) n Ba([á,b],x) n ca([a,b],x)
c D.([a.b],u,x) n B..([a,b],x) n c.([a.b],X)

; DN([a,b] .a,X)

e portanto temos ii)

Para provar a recíprocas observemos que

a) Decorre da aqui-valência entre i.) e i.i) aplicada a oc e ot

que ii) é equivalente a RN([a,b] ,otc'X) - DN([a.b] ,ac'X)

C

b) É fácil provar que Ra([a,b] ,cl.X) - On([a,b],ot,X) é equiva]en
te a Rn([a,b],oc.x) n B([a,b],x) = D.([a,b],cl,x) n B([a,b],X)

c) R.([a.b],a.x) n B([a,b],X)c R.([a.b]rCI.,x)nD.([a,b]

De fato, seja f € R.([a.b],a.x) limitada. Seja M > 0

ta[ que ]lf(x) ]l < M Vx € [a,b]

Dado c > 0 tomemos a = a < a. <0 1

pcl ([a.b] -- {ao'al'...,an}) < [ . Como cl
e

S

< an = b tais que

f são limitadas, a
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plicando (5.19), podemos encontrar 6 > 0 tal que

a = ao < ao+(5 < al-6 < al < al+(5 < ... < an-6 < an

w(f,[ai'ai+â])']a(ai+(S)-a(ai)] < :lk , se leIO,],

w(f,[aj,-'5,ai])[a(ai)-a(aj.-'5)] < ái- , se ie {],
cls(y)-cls(x) $ a(y)-cl(x) se a $ x $ y $ b então

i=n(f']ai'ai+.5])[cls(aÍ+õ)-cts(ai)] +

'1

n-l} e

Coh0

r'

n'.}./

j.=1(f,[al-(S,ai]) [cxS(ai)-cls(aj.'(5)] < }
que

Além di.sso temos

>l w(f,[ai.l+ó,ai'ó])[as(ai-õ)-cls(ai-l+(5)] $

$ 2M }l]cls(ai-(5j-as(ai-t+(5)]

n

a
n

$ 2M >ltpols([ai-l+â,ai-(5]) < 2)1 :fii

n
E'

2

Assim, se d =(ao'ao+(5,al-(5,al'al+(5,...,an-(5
w.(f,d) < c:. De(5.8) decorre de fCD.([a,b]

s.

que

( [a,b] ,a,X) n B( [a,b] ,X): c O.

c Ra([a,b],cls'X) e portanto

[a,b]

Ro([a,b],cz,X) n B([a,b],X) c Ra([a,b] D. ([a,b]

Suponhamos agora ii). Por (5.10) e a) temos

Ra([a,b],clc'X) n B([a,b],X) c RN([a.b],cxc'X) c DN([a,b],ac'X)

c Dn([a,b],ot(..'X). Decorre de c) que

R.( [a,b] , CE,X) n B( [a,b] ,X) c

c Da([a,b],oic'x) n Da([a,b],cls'x;) n B([a,b],X)
= D.([a,b],a,x) n B([a,b],X) cR.([a,b],ct,x) n B([a,b],X)



Usando b) temos iv)

Provámos então que para a: [a,b] -> ]R crescente com p

não puramente atómica temos que PIA e PIB são equivalentes. Vi -

mos também,em (7.14) , varias situações nas qual-s PIA e PIC são
equivalentes.

a

7.17. OBSERVAÇÃO. Como consequência dos resultados que acabamos

de obter, dos resultados de [He], [R] e dos resu]tados dos S2 e

$3 deste trabalho temos, por exemplo, que

l
Se X= kl(1') ou X=L(co(F]), t].(1'2)) ou X- l[(P.Y)l,€1.]
onde para cada [ > 0, { yer: p.r > 1+E:} é finito (ver [He]
111.3.1 e 111.3.2)r ou X é o dual do espaço de Tsi.relson

(ver [R]), então D(K,H,x) - R(K,p,X) para todo compacto K e

toda H de Bore]. regular em K.

Se K e p se enqua(i.ram num dos casos considerados em (7.14)

temos que l)(K,p,X) p R(K.H,X) para X - c.(W); x = [.(w)
1 < P S w (ou ainda X unifoi-memente convexo de dimensão i.nfi

ni.ta); X não separãvel com base incondicional- generalizar.a e nor-

ma equivalente u.D.E.D.; x combase simétricageneralizada e

nãoisomorfo a Zt(1')(]1']-densx); x-Ê[(pY).YeF] nãodotipocoB
siderado em 1.; X = L(Y,Z) onde Y e z têm base simétrica ge-

nerali-zada e Y não é isomorfo a c.(1'.) ou Z não é isomorfo a

Z1(1'2)(li'll :bens Yi ll'21 -densa)

111. Se K e p se enquadram num dos casos consi.derados em (7.14),
se X tem subespaço compJ-ementado com base incondicional e se

D(K,P,X) = R(K.p,X) então D(K,p,x+) # R(K,}J,xt)
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Sabemos que se x = co(w) ou x = lo(H), p ell,"[ então
D([0,].],À,X) # R([0,1],À,X) . os resultados anteriores nos permit.i
ram mosto'ar que para diversos tipos de medidas p (ou compactos K)

podemos concluir que D(K,p,x) # R(K,p,X), se X = c.(:E{) ou

X = ÊP(]f]) P e ]l,m[. O teorema seguinte fornece mais uma situa-
ção na qual essa conclusão ainda é verdadeira.

7.18. TEOREMA. Seja p uma medida de BoTeI regular não puramente

atõmi.ca (não nula) num compacto K. Seexiste Fc supp p , F fecha-

do separãvel- com p(F) > 0 e p({x}) = 0 VxCF então para X-c.(w),

X = Êo(]N) , p € ]1,"] ou ainda x uniformemente convexo de dimensão

i.nfinita temos D(K,p,X) # R(K,p,x)

Prova. Tomemos {xnlne:1N denso em F. Se X = co(N) ou x = Zo(-N)

e 1 < p < ", consideremos {enlneJN a base canõni.ca de x. Se xé

uniformemente convexo de dimensão i.nfinita, tomemos {enln€1N tal

que jjenll;l VneJN, A > 0, B > 0 q,r Cll,m[ tais que se J c ]N é
finito ehtãó

A( >IJjanlr)l/r $ 1ineJanenll $ B(neJjanlq)l/q

(para a exi.stência ver [J])

Seja f: K -' X dada por f(x.) = e. se ne:1N,f(x) = 0 se

x # {xnlneJN' Provemos que f é descontínua em F-txnlne:N' Se

xeF e x # {xnlneJN então f(x) = 0 e como {xnlnCl{ e denso em F e
If(Xn) ll : l VnC.Eq,segue que :E é descontínua em x. Como p(F) > 0

e F não contém átomos de p temos p(F - {xnlne.N) > 0 e por (4.38)
f + D(K,p,X). Mostremos que f € R(K,p,x)
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Dado c > 0, façamos (5 = E se X = c.(lq);
. P l/ (p-l)

(5 = ('Íi-i-ÍÍ) se X= Zp(]N}, l<p<m e

él ; (CB'lP(K)'12Ti/q)q/(q-l) X é uni.fortemente convexo. Para

cada xeF, temos }J({x}) - 0 e portanto por (4.10) exi.ste F fe-

chado regue-ar }J-contínuo com xeFx e p(Fx) < (5. Como F é com-

pactos existem Flr...rFn fechados regulares }i-contínuos tais

e P(F]) < (5 se i-l, ,n. Sabemos, por (4. 3 ii))

que se u F: # K então
ll

U F] é um fechado regular que é
ll

P -contínuo pois

n n n
a ( [ =',, LJ F.)l a( UF.}c' .c:lii-l l ll

UF
i'-l

Com i.sso, temos que se u-IFi = K então {Flr.''rFH} é uma coberto

ra de K por fechados regue-ares }i-contínuos e se u F: F K então
i-l '

C
Lindos. Vamos prosseguir a prova considerando esse segundo caso

(para o primeiro caso, o argumento é seme].cante)

De (4.15) decorre que existe uma p-parti.ção

{ Flr . . rFDr UF{ } é uma cobertura por fechados regulares p-c

C l

on
ll

:,,.
i-]. l

tal que para cada , m temos Pj c Fk para algum

k c { l, (nes-Le caso
ílp

j

0 ]a que

F c n oLJ F
i-l

e assim P
] Façamos



C) . '' . t.-J ç; L .L.f- ep. +.-.e... /:lll.J. .+l r ..i

t'(Pj) $ ketlax,nl' (Fk) ' '5

Então lembrando que $jln $j2 iil'j2e {l,''.rm} e jl
temos que

1. Se x = co(w) então

l[:>1.[:E(y.])-f(z])]l'(P:i) ]] = ]1:>1.[:E(yj)-:E(zj)]]'(Pj) ]] $jcs '

2. Se X - Êp(]N), 1 < p < " então

[[j>llf(yj)-f(zj)]p(P:l)]P]f(yj)-:E(z:l)]P(Pj) ]PS jcs2P

$ 2max I'(p.j)p'iões\'(pj) $ 2 'SP'tP(K)

2 (-7:--iR-Í) L' (K) : CP

Sejam
In

'j .i;: '" yj'.j € $.j ;. jc':,

$e jes temos então

,m}

] 2

[[ .>]]f(y])-:E(zã)]p(P-i) ]] $ E
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3 Se x é uniformemente convexo então

i l]f(yj)-f(zj)]tJ(Pj) li $ B(les2P(Pj)q)i/q

$ B21/qje{ max p(Pj)(q-]-)/q(jeSli(pj))]'/q $ 21/qBIJ(K)(5(q-l)/q

<

Assim,por (4. 31) , f C R(K,p,X)

Provámos que D(K.}i,co(]N)) ;: R(K,p,co(-N)) e conseqtlen-

temente,como co(W) é isomorfo a um subespaço de k.(ml . teremos

também D(K,p,Z.(]N)) # R(K,}i,&.(®))

7 . 1 9 CORal,ÃR10 Se K é compacto, são equivalentes

i)

j.i)

K é disperso;

i)(K,li,co(JN)l - R(K.p,co(:IN)) para toda p de Botei regular
em K;

D(K.}i,X) = R(K,}i,X) para toda H de BoreJ- regular em K e pa
ra todo X Banach

Prova. Sabemos por (4.41) que i) -+iii-). É i-mediano que

ii.i.) :--> i-i) . Resta provar que i-i) --+ i). Suponhamos K não dis-

perso. Por (6.3) existe p de BoTeI regular em K, }i não-atÕmi.ca e

não nu]a cujo suporte é um fechado separãve]. Por (7.]-8) (ou

(7.14 a))) temos que D(K,}i.c.(M)) # R(K,p,c.(M)). Assim

ii) ; j.)

7.20. TEOREMA. Seja P uma medida de BoTeI regue-ar em K. Se

{XYl-YCI' é uma família de espaços de Banach tal que

D(K,IJ,XY) - R(K.}i,X.Y), V y C I' então tomando X = ( ©.X.V)l temos
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que D(K,p,X) R(K,p,X)

Prova. É aná]oga a de [R] para o caso K = [0,1] e sela omita.da

Observamos que o teorema é uma consequência de (7.14) e do seu

caso particu[ar para K : [0,].] e p a medi.da de Lebesgue em [0,1]

(provado em [R]) se K e p estão numa das situações consideradas em
( 7 . 1 4)

%

PROBLE}4A

© Se p é uma medida de BoTeI regular não puramente atómica num

compacto K e se D(K,p,X) = R(K,p,x) então

D( [0,1] ,À,X) = R( [0,1] ,À,X) ?

000



V*e [A

!57

S8 MENSURABILIDADE DE FUNÇÕES RIEMANN INTEGRÃVEIS

Dada H uma medida de BoTeI regular numcompacto K, in-

da-cabemos por H o completamento de }.J. Usaremos o mesmo símbo-

lo À para indicar a medida de Lebesgue nos borelianos de um in
tervalo [a,b] ou seu comp]-etamento, isto é, a medida de Lebes-

gue na a-ãlgebra dos Lebesgue mensuráveis de [a.b].

Lembremos que se p e uma medida numa a-ãlgebra EC P (K) ,

dizemos que uma função f: K + ]R é }l -mensurãve] se f'l(]c,«[) CE

Vc€1R. QuandoH é compJ-eta, temos que f é [l -mensurável- se e só

se existemÍfnlneJN seqtlência de funções do tiPO fn ; :>1.ci XE:

onde k€1N, Eles, clC:lR ViCÍI,...,k) e Ae= com }i(A) = 0 tais

que f(x) ; lim f.(x), Vxe [A.
=-Foo

Sejam v uma medida completa numa o-álqebra = c P(K) , X

um Banach e f: K q- X. Diremos que f é v-mensurável se existirem

uma seqtlência {fnlnCID{ de funções do tiPO fn ; .>1.ciXE. l onde

keJN, EIC>1 , clCX, ViCt3.,...,k-l e um conjunto AC>1 com v(A) : 0
tai.s que f (x) = lim f. (x)

D->oo

Indicaremos por M(K,v,X) , o conjunto das f: K -- X
v -mensur.ave is .

k

k

l l

Em [R], Rocha Filho propôs o seguinte problema

PROBLEMA 2A Classificar os espaços de Banach X que têm a seguia

te propriedade
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P2A: Se f: [a,b] -» X é Riemann-integráve]. então fé

Lebesgue-mensurável

É conhecido que X = ]R tem a propriedade acima. Em

[R] , foi provado que o mesmo va]e para X separãve] e para

X - ÊI(1'), onde I' é um conjunto qualquer. Lâ, são apresentados
exemplos de espaços que não têm a propri-edade acima, como é o ca

godos Ên(1'), para ] < p< "e li'l Z c. EmID], foiprovado
que x = C(K) para K diãdico, verifica P2A.

Nosso objetivo, aqui,é estudar o problema mais geral

que é o da mensurabilidade de funções f C R(K,p,X) . O exemplo

(8.1.a)) mostra que existe uma função f: [0,1] -' .R. Ri.emann-i=

tegrãvel mas não Borel-mensurável. Asse-m, propusemo-nos os se-

guintes problemas:

PROBLEMA 2B--Dada a: [a,b] -> ]R crescente, classificar os espaços

de Banach X que têm a seguinte propriedade

P2B RN([a,b] ,cl,X) c M([a,b] ,íia'X)

PROBLEMA 2C-- Dados K compacto e p medida de Bore]. regular em K,

classificar os espaços de Banach X que têm a segui.nte propri.edade

P2C: R(K,p,X) c M(K,Ü,X)

Estaremos parti-cularmente interessados na relação entre

as questões propostas, isto é, em mostrar a equivalênci-a entre

P2A e P2B e em encontrar condições (sobre K ou p) para que P2A e

P2C sejam equi-valentes. Observamos que o problema 2B não foi es-

tudado em [He]



Em todo este parágrafo, X indicara um espaço de

Banach.

8.1. EXEMPLOS

a) Seja K = [0,1] e seja F um subconjunto não bore]iano do con

.junto de Cantor. Como o con:junto de Cantor é um fechado de

medida nula, então o conjunto dos pontos de descontinuidade

de XF tem medi.da de Lebesgue nula e portanto exi.ste

No entanto, XF. não e Bore].-mensurável
l

X (xldxF0

b) Se p é uma medi(i.a de Borel-regular puramente atómica num com-

pacto K e f é uma função qualquer definida em K com valores

em X então f é p-mensurável-. De fato, seja A=ÍxCK:li({x}) > 0}

(queéenumerável) e sejam reM u {"} e ja.l seqtlênci.a d-e

pontos distintos de K tai.s que A = 1. a.: ne:IN, n $ r}. Como

f(x) - } f(an)Xí;\(x), V xCAe como ii([A):p([A) ; 0, então
nêl '' ''DJ ' '

f Q [ ! -Tn r3 ta c ]] ]-n xro l

r

ln

8.2. PROPOSIÇÃO. Se Ti é uma medida de BoTeI regue-ar num campas

to K então D(K,li,X) c M(K,p,X)

Prova. Admitamos, por um momento, o resultado provado para o câ

se em que suppp ' K e provemos o caso geral-. Seja

fCD(K.p,X). Por(4.46 b)) temosque fi CD(suppP.P X)
'suPPP

onde u é a restri.ção de p aos borelianos de suppp . Como

supp p ' suppp; então íl...... € M(suppp,p'X) . Decorre facilmeB':suPP u

te daí que f € M(K.p,X)
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A prova para o caso suppP : K está em [KR] e a ideia

é a segui.nte: Se f € D(K,p,X) tomemos {PnlnC.lq seqtlência de
p-partições de K tal que para cada n€1q tenhamos w(f,p.) $ ; e

Pn+l refinamento de Pn(para a existência usamos(4.28) e(4.14))
Para cada neJN, escrevemos P. = { Pli': ie:IN i$ k.} de modo que

seP:l+l c pn e pn+lc;pr onde.l < rentãoi< k(istoé, or-

deno os p?+l de modo que os subconjuntos de PT' venham antes dos

subconjuntos de P1l e assim por diante)

Como suppP: K então f é limitada(ver(4.36 c)». Pg:

ra cada n€1N definimos dn: K-> [0,w[ pOr

Ídi-am f(pn)

d.(x) ; l

jazam í(p:l)
i-ln n

{ 2 ,LJ Pse x € P l
jl ,kn}

Então {dnlneJN e uma seqtlênci-a decrescente. Seja d = lim dn' P-g
n--> oo

lo teorema da convergência dominada temos J'aap = limJÍd.dli. Como
K n-+'»K ''

paz'a cada neJN

JdndP -(atam í(PT))ti(p:l)+.>12(atam í(Pil))p

j.=1(aliam f(P?))}i(Pll) =wp(f,Pn) < 1 então Kddp - 0 e portal
to LJ({xeK: d(x) # 0}) = 0

k

k

Para cada n€1N e para cada ie { ].,...,k# tomamos

yli' C f(PI') e definimos fn: K -' X pOr

ív? se x c pT

'..*, ; {:; :: *:.;-:,: . :'::,...,*,
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SejaA=txCK: d(x) z 0}. Sexo [Aentãod(x) =0

e portanto para cada E > 0 existe no tal que se n 3 no então

dn(X) < c. Dado n 2 no' faço i-l se xeP; e se x#PT. tomo

ie {2,...,kn} tal que xC P? -- L--iP:. Assimf(x) e f(Pi)

fn(x) ; yn € f(pn). Logo llf(x)-fn(x)ll $ aliam í(P:l)=an(x) < c,

Vn = no' Portanto lim fn(X) - f(x). Vx € [A e como
ll-roo

li(A) = p(A) = 0 então f e M(K,ii,x)

e

8.3. TEOREMA (de Pettis). Sejam p uma medida fmi.ta completa

definida numa a-ál-febra de subconjuntos de um conjunto T e

f: T -» X. são equivalentes:

a) f é p-mensurável ;

b) x'';of é p-mensurável para todo x+ € X+ (isto é, f é fraca

mente }i-mensurável-) e existe A c T com p(A) = 0 tal que

f(T-A) é separãvel (isto é, f tem i.mugem }i-quase separável-)

Prova . Ver [DU] Teorema Capítulo ll - pãg. 42

8.4. QPggBVAÇÃO. Seja p uma medida (ile Borel regular num compag

to K.

a) Seja f: K -' X Então f tem imagem P-quase separãvel se e

De fato, uma das impli-

mos f: K o X com imagem

nsuráve]. com Ü (A) = 0 e

te B bore].lado,B D A com

temos f (K-B) separãvel

só se f tem imagem H-quase separãvel

cações é imedi.ata. Pala a outra, tome

}i-quase separãvel Seja A c K. A p-me

f (K-A) separãveJ- Como }l (A) = 0, exis

p (B) = C). Uma vez que f (K-B) c f (K-À)

Assim f tem imagem p-quase separãve].
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b) Seja f e R(K,p,X). Então é fácil ver que para cada x+eX+

temos que x+of é Riemann-integrável (e portanto Darboux-inte-

grãve].) em reJ-ação a p. De (8.2) segue que x+of é p-mensurá-

vel para cada x+eX+. Asse.m, usando (8.3) e a) temos que dada
f e R(K,p,X), são equivalentes:

i) f C M(K,ü,X) ;

ii) f tem imagem }i-quase separãvel;

lii.) f tem imagem p-quase separãvel

Em tudo o que segue p indicará uma medida de BoTeI re

guiar num compacto K.

8.5. PROPOSIÇÃO. Se f é ji-mensurável e f € R(K,p,X) então fé

H-Bochner integrãvel e a integral de Bochner de f em relação a

p é J ídp
R

K

Prova. Sendo f e R(K.p,X), por (4.36 b)) f é limo.fada em

supp p ' supp p. Assim, pelo teorema de Bochner, temos que :E

será p-Bochner i.ntegrãvel jã que f é p-mensurável. Privemos

que as integrais coincidem. Suponhamos ini.cialmente dim X < m
r .) .

Nesse caso, f e D(K,p,x) . Para cada nC:IN se.ja Pn- IPijlj:J ti 'pal

tição de K com w(f,P.) < t . Para cada n€1DI e para cada

ie {l,...,i.}, escolhemos x? € Ptl e tomemos

>l f(x:l)X n' Então

1-'..-n

l

Jllí-:r.llaii l J lí(x:l)-:ellas $ :1::w(:E,p:l)pu:l) « i .
l
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!$3 -

ll.ríaii - >1 í(x?)P(p:)ll '' {Logo

Como a desigualdade aci.ma vale para toda escolha de

, nC]N, ieÍI,...,in} ' concluímos por(4.30) que

Jíaii = .ffdjJ.

Para o caso geral-, tomemos x'';ex'''. Temos então

'Jx+ofdH = Jx+ofdp. Logo x'''( J ídp) = x'';(J'fdii) Vxj'CX+. Assim

as i-ntegrais coiro idem.

R

8.6. 0]3SERVAÇÃO. Sejam p,pl e p2 medidas de Batel regulares em K,

pl não-atómica. p2 puramente atómica tais que p =pl+li2' seja

A=ÍxeK: P2({x})>0}(quem enumerável). Seja f: K'*X. Se f tem

imagem pl-quase separável, tomando E boreliano d.e K com }il(E) : 0 e

f(K-E) separável, temos que E n [A é botei-lado, P(EnLÀ) = PI(E) ; 0

e f(K-(EnLA)) :f(K-E) u f(A) que é separável. Logo f tem imagem

}i'quase-separãvel. Por outro lado, se S c K é pl-mensurável, poda.

mos tomar B e G borelianos de K e Dc G tai.s que ul (G) = 0 e S = B u D.

tendoassimqueS=BU(DnA) u(DnCA). Como BU(DnA) é boreliano,
DnEACGnEA e p(GnCA) $PI(G)+p2(IA) ; 0 então S é p-mensurável

Logo se f é pl-fracamente mensurável então f é p-fracamente mensu-

rável. De(8.4 a)) e(8.3) decorre que M(K,pa,X) c M(K,p,X)

8 . 7 PROPOSIÇÃO são aqui.val-entes

j.) R(K, IJ .X) c M(K.}J ,X) ;

ii) R(K.IJ,x) n B(K.x) c M(K,p,X) (ond.e lembramos que
B(K,X) = {f: K + X: f é limitad.a})
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Prova. É imediato que i) -:-+ ii). Provemos que i.í) --+ i.). su-

ponhamos ii). Tomemos f C R(K,p,x). Por (4.36 b)) existe F fe

chamo regular U-contínuo tal que suppp c F e f é limitada em F

Seja Í = fXF' Então f é li.mirada e fl = fl . Por (4.46) a) e

c) temos que il C R(K,p,X) e por ii) temos que f C M(K,p,X). Como

f = f l,l-q.s. então f € M(K,p,X). Logo temos i)

8.8. PROPOS]ÇÃO. Seja a: [a.b] a ]R crescente. São equivalen

tes:

i) R([a,b],lia'X) c M([a,b],üot'X);

ii) RN([a,b],pa'X) c M([a.b],pcl'X)

Prova i) :-+ii) pois por (5.17 i)) temos

RN([a,b] ,a,X) c R([a,b] ,}iot'X)

ii) --+' i) Suponhamos i.i). Por (8.7) basta provar que se

f € R([a,b],pa'x) n B([a,b],x) então f C M([a,b],pci'x)- Mas i.g
se decorre de (5.17 i)) e de ii)

8.9. gjjl9EOSlçÃO. Sejam pl e H2 medidas de BoTeI regulares em

K, pl não-atómica, p2 puramente atómica tais que p = Pl+p2' Se

R(K,pl,X) c M(K,pl,X) então R(K,}i,X) c M(K,p,X)

Prova. Usando (4.47 a)), a hipótese e (8.6) temos que

R(K,p,X) c R(K,pl'x) c M(K,pl'x) c M(K,p,X),o que completa a

prova.



Seja cl: [a.b] -» ]R crescente. Sabemos que existem

cES: [a,b]-»]{ e aC: [a.b] -» ]R crescentes tais que cl = aC+clSr clC

é contínua e, indicando-se por {yn: nCI c IDl} o conjunto dos
pontos de desconta-nuidade de cx. tem-se p,. (E) = >1 }l,. ({y..l)

'S ynCE 'S ''

para todo E bore[iano de [a,b] . Assim.p,. é puramente atÕmi

(ver [He] 1.3.1 e 1.3.3). Com

ca.,
S

p é não-atõmi.ca e p' a a

essa notação temos:

8.10. ,PROPOSIÇÃO. Se RN([a,b],cxc'x) c M([a,b],pct 'x) então

RN([a,b] ,a.X) c M([a,b] ,pa'X)

C

Prova. Se RN([a,b],ac'X) c M([a,b],iia 'X) então por(8.8) te

mos R([a.b].pa 'X) c M([a.b].Hcl 'X). Por(8.9)

R([a,b],Hcl'X) c M([a.b],}ia'X) e recorrendo novamente a(8.8),
temos o resultado .

C

/
C C

Nosso prÓxi.mo Lema é o pri-melro passo na di-reção de rg

].acionar P2A e P2C. Apesar de tratar de um caso parti.cular

(K = [0,1], li ; À+ p2 com p2 puramente atómica), e]e será uti--
lizado para mostrar que temos P2C --+' P2A para medidas não pura-
mente atâmi.cas compactoseiR

8.11. LEMA. Seja 'o = À+ v2 onde v? é medida de BoTeI regular

puramente atómica em [a,b] . São equiva]entes:

i) R([a.b],\J,X) c M([a,b],v,X);

ii) R([a,b],À,X) c M([a.b],À.,X)
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i.i) '-#' i.) . É conseqtlênci.a de (8. 9)

i) ::-> ii) . Suponhamos que ii) não se verifique

simp[iílicar faremos a=0 e b=1. Seja f € R([0,1],À,X),

f+M([0,]-],À,X). Seja {aj.]j€1' ]c ]N, o conjunto dos átomos pon'
duais de v reunido com {0,1}, onde ao-0 e al;].. Para cada n€1N pg

demos conseguir uma sequência {lill I' kn5 " de intervalos dois a

dois disjuntor tais que iil =ÍO,dl]r ]n=Jc2'd2] onde d2- l,

[n=]ci'dÍ[ se iC]N, e 2<i.Sk , >1.X(1:1)<i, X(Z:l)>o se iC]NK l=J.

i.$k , {ajl:jCI c Uln / dZ#lajlj€1 ' se iCEm e IÉi$kn / i# 2

c. # {ajljel l se i€1N e 2 $ i $ kn

PTÓVâ

Para

k

k

/

Mostremos que, escolhidos para

ma, então exi.ste nn e 'N tal que

o n
(1) f([0,11-(u] 'UB)) nãoéseparãve],paracadaBc[0,1] com

i-} i
À (B) =0.

De :Fato, se para cada nC]N, existisse
'K-.
- n

À(Bn) : 0 e f([0,1J-(.U]: U Bn)) separãve] então

n''. '' '' '' ''.'' ''''n
f([0,11- r'--l( U]n U B)) c li f([0,11-( U]n U B )) que é cepa

'n€1NI.=lz n nêle ' ' i:lz n ' '--

lavei. Como À(jUJn U Bn) < 1 v nc® temos À( r'} ju (J.:luSn))-0

e portanto f feri.a imagem À-quase separãvel

Fixemos então n. verificando (1) . Para simplificar e.E

creveremos k ao invés d-e kn. e li ao invés de lio

cada ne:N,

cOIRo ac'i

kn

[ o , ] ] com

l

n
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Seja h [0,].] -- X dada por

Íf(di) , se

i f (t) , se

t € 1i i $ i $ k , iem

k
t # LJ l.

Temos que h não tem imagem À-quase separãvel jã que

va].e (1) e

f([0,].]--(U]i UB))c: h([0,]-1--B) VBc[0,1]
k

ll

Consequentemente. h não tem imagem v-quase separãvel

Vamos prosseguir a prova supondo k=':' . Para o caso

prova é praticamente a mesma. com adaptações na notação

Mostremos que h € R([0,1] ,V,X). Observemos que, como

f é limo-tapa, h também é limitada. Além disso por (5.17 i)),

fCRN([0,1],ct,X) parda(t) = t. Dado E > 0, seja p > 0 calque

se d = (to'tl'...,tr) é uma partição com diâmetro menor que que

p esexsrySe]tS.I'ts] Vse {1,...,r} então

lls>lt[f(xs)-f(ys)]Z\tsll < c:/3.
r

SejaM> Ocos llh(x)ll $M VxC10,1]. Tomemos

mo>ltalqueZ=m v2(li) < E e ).(li) <p/2sei-2mo0

Para cada ie {2,...,m.} temos que v({cl)) ; 0 e por-

tanto existe ni > 0 tal que ci + nj. < dj. , ci + nj. $ {ajJJCI e
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. 0

i=2v([cj.,ci + ni]) '

Consideremos PI :10/dl] e para cada ieÍ2,...,mo}

tomemos Pi =]ci'Ci+ni]í Pm.+í-l:]ei+ni'di](que são v-conta
Duos) Como À(l.i) < p/2 se iZ m., é possível encontrar

IPj l intervalos 'o-contínuos de modo que l\(P:)<p seL '/ i=2m '0

2mo $ i$ m f jtJPj. -]o/]]/ pin oj - © se i.,j € {].,...,m},ipj,

tai.s que para cada i> mo e para cada j e {2mn'...,m.l tenhamos

que se ]c:,d: [ n p: # © então d: e P:J- x J l J

rTln-n n An +- n A -qn A

a) h é constante em PI se i=1- ou ie {m.+1,...,2m.-l}

b) sexePJ' jCÍ2mOT''',m.l entãoexi.stexePj talo

h(x) - f(;). Oe fato, sexeP,i eh(x) # f(x) então

mas como j Z 2mo > mo+1 > 2 temos que x + PI : [0,dl[

x # o2 U Pm,.,+]. :]c2']]. Logo x €1cZ'di[ para a]gum i> 2. Po.:.

tantolcj.,di[ rl pj # Oeassimi>mo e portanto di c Pj e

h(x) = f(d]) € f(Pã). Temos assimque sexo,yl € PI i=1,...,m,
então

j.=t]h(xj.)-h(yj.)]x.'(Pj.)ll $ 1l >1 [h(xj.)-h(yj.)]v(Pj.)ll +

i.=2m.[h(xi)-h(yi)]v(Pj.)ll $ 2M].>12v([cj.'cj.+vj.])
In.

'h(yj.)]À(Pj.) ll + 2M. E. v2(Pi)
j.;2 z ' l

f

ue

m
[h (x. )Z

0
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..L$
j-::" :

e como os P: são v -contínuos

temos

j.;2 ~''2(pj.) $ . E v2(lj.) ':: -êh

-h(yi)]v(pi)ll < 2 'ã + l >1 [h(xi)-h(yi)]À(Pj.)ll

De b) e lembrando que X(Pi) < p se ie {2mo'...'m} temos que

ll >1 [h(xi)-h(yi)]À(pi)ll < c e assim i]:>1.[h(xi)-h(yi)]v(Pi)ll<E:
3. = Z in .l -- .l

Por (4.28) , h € R( [0,1] ,v,X)

Assim

0

In

[h(x i

8.12. LEMA. Sejam F e K espaços topolõgicos (Haussdorff) e

g: F -' K taJ- que g(A) é boTeI-lado de K, para todo A fechado de

F e g'l(B) é borelinao de F para todo B boreliano de K (por e-

xemplo, g contínua e F compacto) . Sejam p medi-da de BoreJ- rega:

].ar em K e v medi.da de Botei regular em F tais que para cada E

boreliano de K temos que }i(E) = 0 se e sõ se v(g'J.(E)) = 0. D&

da f: K -+ X, seja f = fog: F -> X. são equivalentes:

i.) f tem imagem H--quase separável;

ii.) il tem imagem v-quase separãvel-

Prova. i) --+' ii). Se f tem imagem }i-quase separável tomemos

B bore].taro de K com p(B) = 0 e f(K-B) separãvel. Temos então

que v(g'l(B)) -0 e31(F-g'l(B)) c 31(g'l([B)) c f([B) - f(K-B) que

é separável . Assim temos ii)

ii) --:' i) . Se il tem imagem v-quase separãvel, tomemos A bole

piano de F com v(A) = 0 e f(F-A) separãvel-. Fazendo B = F-A



170

temos v(F-B) = v(A) = 0, Ê(B) = Ê(F-A) separãvel e B boreliano

Tomemos {Bnln€11g seqtlência de fechados de F com Bn c Be

v(B-Bn) < = Vne:N. Então g(Bn) é boreli-ano e

v(F-Bn) - v (F-B) + v (B--Bn) < l

Logo

v(g'l( [g(Bn))) - v( [g'l(g(Bn))) $ v(F'-Bn) < l

Assim

v(g']( r--a Cg(nn)) : v( r'lg'] ( [g(Bn))) : 0ne:N '' neH

e portanto p( r"] [ g(Bn)) 0 Como f([ r''l [g(Bn))

f( UJ.g(Bn)) - l .Ê(Bn) c Ê(B) que é separável, então f tem i.
nC]N ' heIN : ''

macem p-quase separãvel

8.13. PR(.)POSIÇÃO. Sejam F e K compactos, g: F -> K contínua, y

medi.da de Borel regular em K e v medida de BoTeI regular em F

tais que }i(E) = v(g''(E)) para todo E boreliano de K. Se

R(K,p,X) « M(K,p,X) então R(F,'o,x) É M(F,;l,x)

Prova. Seja f € R(K,p,x), f # M(K,p,X). Por (7.5) temos que

Ê = fog € R(F,v,X) e por(8.4 b)) e(8.12)temos que Ê não tem i

mugem v-quase separãvel. Por (8.4 b)) temos que Ê # M(F,=,X)

8.14. TEOREMA. Seja p uma medida de Botei regular não pura-

mente atÕmi-ca(não-nuca) em K. Se R([0,1],À,X) Ç M([Q,]],À,X)

então R(K,p,X) d M(K.}i,X)
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Prova. Sejam HI e p2 medidas de Borel regulares em K,p. não-a-

tómica, p2 puramente atómica com u = p.+Po' Como

R([0,1],À,X) #M([0,1].À.X) e pl(K) # 0 então

R({0,IJI(K)],À,X) É M(]O,}J](K)].À,X). Sejam g: K -*10,P.(K)] con-

tínua e sobrejetora e À2 medida de Bore]. regular puramente ató-

mica em[0,pl(K)] tais que À(E) = pl(ç'J (EI) e À2(E);P2(g'](E))
para todo E boreliano de[0,HI(K)](ver(6.6)). Por(8.11-), temos

quer([0,}il(K)],À+À2'X) d MlÍO,PI(K)],À+À2'X) e por(8.12) temos
que R(K,H,x) é M(K,Íi,X)

Acabamos de provar então que para p não puramente atõ

mi.ca temos que P2C --> P2A. Adiante, daremos condições suficien-

tes para a recíproca. Antes, algumas conseqtlências dos resu].La-
dos anteriores.

8. 1 5 PROPOSIÇÃO Seja K um compacto

a) Se K é disperso então R(K,p,x) c M(K.IJ,X) para toda p de Bo
re.L regular em K.

b) Se R([0,1],À,x) d M([0,1],À,X), são equiva].entes:
i) K é disperso;

ii) R(K.p,X) CM(K.p,X) para toda ll de BoTeI regular em K

Prova. a)(e i) --+ii) de b)) decorre de(4.4]-) e(ie(8.2)

b) ii) --+' i). Se K não é disperso então existe }l de Botei rega

lar não puramente atómica (não nuJ-a) em K (lembrar que exi.ste

g: K -* [0,1] contínua e sobrejetora e usar (6.]-)). Assim, se
R([0,1],À,X) ÇÍ M([0,1],À,X), decorre de(8.14) que
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R(K,P,x) d M(K,U,X) Asse.m i.i ) --:> i. )

8.16. TEOREMA. Seja K um compacto metrizãvel. Se p é uma me

dada de Bore]. regular não puramente atómica (não nula) em K,

são equivalentes:

i) R([0,1],À,X) c M([0,].],À,X);

ij.) R(K,H ,X) c M(K, p ,X)

Prova. li) --+ i) . É (8.14)

i.) --+'i.i). Suponhamos ii) falso. Escrevendo p : pl+p2 onde

p]. é não-atõmi-ca e p2 é puramente atómica, temos por (8.9) que

R(K,HI,X) d M(K,}jl,X) . Assim, basta consi.gerar o caso em que ti
é não-atómica.

Tomemos então f € R(K,p,X) , f # M(K,p,X) , f ]-imi.ta

da(ver(8.7)). Suponhamos ainda H(K) = l

Seja T] o conjunto dos irracionais de [0,1] . Por

(6.8) existe B c K um GÂ com p(K-B)= 0 e um homeomorfismo

h: n -' B c K tal que p(E) = À(h' L(E)) para todo E c K, E bole
].lado.

Seja uma p-partição de K. Seja

0

p' ={ h'l(p): h'l(PI.) + © , i. = t,...,nl(onde fechos e interno
res são tomados em [0, 1] )

Temos que

n l (Pa) Uh li-l
é um fechado de [0,].] que contém TI e portanto é

igua[ a [0,1] Por (4. 5) temos que [0, 1] UP
PeP'
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b) Cada conjunto de P' é X-contínuo. De fato, se P = h'l(Pj)

para um certo i etl,...,n} temos l)(F)cl)(F). Mas se x € 1)($) e

V é vizinhança aberta de x então VR [P # O, isto é V - i; é aber

to não vazio. Logo exi.ste y C n n (V-F) c rl n (v-Ê'') = Hny nrp
Por outro lado V n 'F # © e portanto, como P c rlrtemos

v n p = v n p n n ;' ©. Temos asse.m que se x #q) e x € 1)(P) então

X e an(P). Logo

0

(1) a(P) c a(P) c q) U ar](P)

Como an(P) = lln(h'l(pi n B) B)) então

À(an(P)) $ p(1)B(Pi n B)} $ p(aPj.) É: 0 , sendo a última designa.L

date verdades.ra, pois se x e aB(pi n B) então dada V vi.zinhança

dexemKtemosv nB npj. # © eVRB n [pi# ©. Logo

V nPi p © eV n [pj.p ©. AssimaB(Pin B) c 8Pi ' Comisso,

por(1) tem -se que À(a(P)) $ À(art(P)) = 0, j-sto é,É = h '(Pi)
e À-continuo

0 0
c) X (h'l (P.) n h'l (P.)) = 0

l ]' '

De fato, temos que

é fechado em n . Assim

!h ) n n(P i

,n}, i. # j.

h'l(Pi) jã que h'l(Pj.)

À(h'l'(p.) n h'l(p.) nn) = À(h'l(p.)
I' ] ' I'

= p(p. n p.) = o
' 1 ] '

0 .0

portanto À(h'] (Pj.) n h'l(pj)) - o

Temos então que P' é uma À-partição

ln h (P ) )j

de [ o , ] ]
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Seja f = foh: rl -F X. Vamos definir f: [0,1] -+ X da

segui.nte maneira: Se t e rl, fazemos Ê(t) = Ê(t). Se t € O,

t # 0, escol-hemostinlneJD{ uma sequência crescente de irracionais
tal que lim i.. = t. Como K é metro-co, podemos (passando para uma

TI -+ a).

subseqtlência) conseguir ainda que exista lim h(in) - at C K. FÂ
'D-+cn

zemos então Í(t) = f(at). Tomamos ai.nda {inlneM c n sequência

decrescente ta]. que ]-i-m j-n ; 0 e lim h(in) ; ao exista e fazemos
11...> . a'a' 11-.>a .&.t. '. v'

f(0) - f(a.) . Como f não tem imagem p-quase separável, decorre
de (8.12) que f não tem imagem À-quase separãvel e como f e f

coincidem em r] temos que f não tem i.vagem À-quase separável

Provemos que f € R([0,]-],À,X). Como f € R(K,H,X), da--
r . \- n

atam S:.(f,P) < c. Tomemos então P' construída a partir de P como

no inicio da prova

do E > 0, existe P = P4> p-partição de K tal que
'J ] -l

0

Se t € h'' (pi) n T] então como

h'l(Pi) n n c h'l(pi) n íl = h'l(Pi) temos que t € h'l(pi) n rl.
Logo h(t) C P] e fazer(iox'h(t) temosqueí(t)-f(t)-f(h(t)):f(x)
e x e P

0

01.

0

0 0

Se t € h'i(Pi) n © ch'l(pi) n © etinlnC:Né a se-
quência escolhida para a definição de f(t) então para n sufici-

entemente grande temos que

i € h'l(p.) n n c h'l(p.)n I' I'

Assimlimh(in) : atCPi e f(t) - f(at)-

Assim, se J = {ietl,...,n-l: h'l(P:) ;* O} e se tomamos

l (Pn n l e portanto h(j.n) € Pi



{tj.}j... ,

rão {x.)
1 .1

f (tj.) -f (s

)
{s i€Jl

e {ygJ

i

lh ) é(P i

com ti'si eh '(pi) , Vi. € J então exista

j.}iCJ com xiryie pi Vi.eJ tais que

i) - f(yi). Como vimos na prova de b) , para

À-contínuo e como F - F c ])F,VF c [0,1]cada iCJ,

0

temos À(h'l(pi)) = À(h'l(Pj.)) = À(h'l pi) n n)
0
0

Logo se ti,si c h'l(Pi) V ieJ, temos

i.eJ [ ]l ( tj- ) - f ( sj. ) ]

À (h''L (Pi) ) = P (Pj.)

X(h'i(Pj.)) ll $ atam S.. (f, P) < c Por (4. 31) ,

f c n( [o, i] , x,x)

8.17. COR(:)l,BRIO. Se li é uma medi-da de Borel regular não pul.a-

mente atómica (não nula) em K tal que supp }l é metrizãvel, são
equivalentes:

R([0,1] ,À,X) c M([0,].] ,)-,X);

ii) R(K,p,X) c M(K,p,X)

Prova. ii) -:-> i.) . É (8. 14)

i) --+ ii) . Se ii) não se verifica. existe f C R(K,p,x),

f#M(K,p,X). Sejag=fl ' Por (4.46a)) gCR(suppP,P,x),'suPP P
onde Ü é a restrição de p ao suRF }i . Como f não tem imagem

P'quase separável (ver (8.4 b))) então g não tem imagem Íl-qu

se separãvel. Assim, por (8.4 b}), g + M(suppp,p,X). Logo
R(suppp,IJ,X) «M(suppp,p,X). Sendo suppp metro-zãvel, recorrendo
a (8.16) temos que i) não se veria.ca

a
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8.18. Ç9BQIÁRIO. Se K é um compacto de Eberlein e p é uma me-
dida de Botei regular não puramente atómica (não nula) em K. são

equi-valentes:

i) R([0,1],À,X) CM([0,1],À,X);

j.i R(K,P,X) c M(K,ii,X)

?nova. Basta apli-car (8.17) lembrando que supp p é metrizãvel

(ver [Li] teorema 4.3 e [Ro 1] teorema 4.5 a))

8.19. COROLÁRIO. Seja cl: [a,b] -+ ]R crescente com pa não pura
mente atómica (não nula) . são equivalentes:

i) R([0,1] ,À,X) c M([0,].] ,À,X);

i.i) R([a,b],Ha'x) c M([a,b],tícl'x);

iii) RN([a,b],a,X) c M([a,b],pot'X);

iv) Ra([a,b],a,x) c M([a,b],tía'x)

Prova ii) e iii) são equivalentes por (8.8)

i) e ii) são equi.valentes por (8.16)

Suponhamos iv). De acordo com (5.10 i)) temos

RN([a,b],cl,X) c Ra([a,b],a,X) c M([a,b],pa'X) e portanto temos
iíi.)

Vagos provar que iii) --q' i.v)
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É fáci]. ver que para provar iv) é sufici.ente mostrar

que Ra([a,b].a,x) n B([a,b],CE)c M([a,b],pa'X) já que se

h e Ro([a.b],cl,X), existe g € Ro([a,b],cl,X) limitada com g = h,
p,.-q.s.

Suponhamos iii) . Decorre da equivaJ-ênci-a entre i) e

:iii-) aplicada a ot e ac que ii.i) é equivalente a

RN([a.b],%:,X) c M([a,b],}jct 'X). Por (5.10 i)) temos queC

Ra([a.b],cxc'x) n B([a,b],X) c RN([a.b],clc'X) c M([a,b],pa 'X)

Decorre, então do item c) da prova de(7.16) e de(8.6) que

C

Ro([a,b],cl,x) n B([a,b],X) c Ra([a,b],otc'x) n B([a.b],X)
c M([a,b] ,ii.. ,X)

c M( [a,b] , Ü,. ,X)

C

o que completa a prova

Mostramos, então, que para K compacto de Eberlein e l}

não puramente atómica em K, ou mais geralmente para K compacto

e p não puramente atómica com supp p metrizável, temos que P2A

e P2C são equiva]entes. A]ém disso, para a: [a.b] -> ]R cres-

cente com pa não puramente atómica temos que P2A e P2B são equl
valentes.

8.20. gllêERVAÇÃO. Como consequência dos resultados que acaba-

mos de obter, dos resultados de [R], [D], [MR] e dos resu].Lados
do S2 temos, por exemplo, que
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1. SeX=2.(W) ouX-co(1') ouX-lP(1') parapC]],"] e
li'l Z c, ou mais geralmente se X é uniformemente convexo com

bens X Z c, então R(K,}i,X) d M(K,p,X) para todo compacto K e

toda p de Bore[- regu]ar não puramente atómica (não nu].a) em K

11. Assumi-ndo a hipótese do contínuo temos que se X = C(T), on-
de T é compacto de Eberlein não metrizável ou se X = C(T)+ onde

T não é separável em medida entãoR(K,p,X) d M(K,p,X) , para todo

compacto K e toda p de Botei regular não puramente atómica (não

nula) em K.

111. Se X é um espaço de Banach com base simétrica generalizada,

bens X 2 c e X não é isomorfo a Za (1') então R(K,p,X) # M(K,p,X)

para todo compacto K e toda p de BoTeI regular não puramente
atómica (não nula) em K.

O próximo teorema generaliza o resultado obtido para

K =10,1] e p =À , emID]. Paraaprovaprecisaremos deumre

su].todo sobre operadores de Darboux, assunto esse, que tratare-

mos no S9.

8.2]-. TEOREMA. Seja X = C(T) onde T é um compacto diádico. En

tão, para todo compacto K e toda medida P de BoTeI regular em K

temos que R(K,p,x) c M(K,D,x)

Prova. Sabemos que C(T) é isomorfo a um subespaço de C({0,].}m)

para algum car(final m. Asse.m basta provar o teorema para

X = C({0,11m). É conhecido (ver por exemplo [D] 1.5.2) que a

natural inclusão i: C({0,11m) -* L. ({0,1.lm) = Y é l-somente. Se-
ja f C R(K,p,X). Por(9.13 i-ii.))e(8.2) temos que



i(f) € M(K,p,Y}. Logo por(8.4) existe Ec K boreliano com

P(F) = 0 e iof(K-E) separãvel. Por [o] teorema 3.1.1 temos que
f(K-E) é separãvel. Por (8.4) temos que f e M(K,H,x)

8.22. TEOREMA. R(K,P,kl(1')) c M(K,IJ,ÊI(1')) para todo compacto

K, para toda H de Borel regular em K e para todo conjunto i'

Prova. Decorre de(7.17 1) e(8.2) onde(8.21), se observarmos

que a bo].a do dual de g,l(1') com a topologia w+ é um compacto
dj.ãdico.

8.23. OBSERVAÇÃO. Se p é uma medida de Bore]. regular num com

pacto K e se supp P é metrizãvel então decorre de (8.]. a)),

[MR] Teorema 2 e (8.17) que se {X,Y}YCF é uma família de empa--

ços de Banach tal que R(K,p,xY) c M(K.P,X.Y) V y€1' então para
( © X.r)l temos que R(K,p,x) c M(K,ii,X)

PROBLE)4AS

@

O resultado citado na observação (8.23) vale independente da
hipótese "supp p metrizáve]."?

Se p é uma medida de Botei regular (não puramente atómica)

num compacto K e se R([0,]-] ,À,x) c M([0,1] ,À,X) então
R(K, p, X) c M(K, }J ,X) ?

00o
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$9. OPERADORES DE DÀRBOUX

O conceito de operador de Darboux foi- introduzido por

Pelczynski e Rocha Filho. Um resumo dos resultados por el-es ob

tidos sobre esses operadores está em [PR] . Lembramos que um o-

perador linear contínuo T: X -» Y é chamado operador de Darboux

se para cadaf: [0,1] + X Riemann-integrãve] tem-se Tof: [0,1] -»Y

Darboux-integrável

Neste parágrafo, obteremos, para operadores, resultados

análogos a(l.lO),(1.4) e(1.14), que garantem que quando um o-

perador linear contínuo T: X -> Y não é um operador de Darboux,

esse fenómeno é sempre causado por um ti.po especial de função

f: [0,1] ' X Ri-emana-i-ntegrãve] ou ainda por uma seqüênci-a bási--

ca de X ou por algum subespaço separável de X.

Como vi.sto em [D] , resultados sobre operadores de Darbou:

fornecem resultados sobre o problema R(X) c M(X) . Nosso interes

se em estudar os problemas D(K,p,X) = R(K,p,X) e

R(K.ti,X) c M(K.}i,X) nos conduziu ao estudo de operadores, que

chamaremos de operadores de Darboux em relação a P e que defini-

remos em (9.2). Para esses operadores, generalizamos os resulta

dos de [PR]

9.1. NOTAÇÕES. X e Y indicarão espaços de Banach. Adotaremos

as seguintes notações:
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L(X,Y)

K(X,Y)

{T: X -» Y T é linear e contínuos ;

{T € L(X,Y) : T é compactos ;

{T e L(x,Y) : T é fracamente compactos ;

{T € L(X,Y) : T é um operador de Dunford-Pettis}

WK(X,Y)

OP(X.Y)

(lembramos que T € L(X,y) é chamado operador de Duníorci-Pettzs

].im T(Xn): 0 sempre que {xnlneW converge fracamente a zero)
D.'roo

/

ll.(x,y) = {T e L(X,Y) : Téumoperadorp--somente } (pela,m[)

(lembramos que T C L(X,Y) é p-somente se existe M > 0 tal que pa

ra cada n € 1] e para cada xl , . . . /xn € X temos

>l llT(xi)llP $ Msup{.>1.lx+(xi)IP: x+ e x+ e llx+ll $ 1.1)i=]. z=i

9.2. DEFIN.[çÃO. Seja }] uma medida de BoTeI- regular num compacto

K. Dizemos que T C L(x,Y) é um operador de Darboux em relação a

p se para cada f € R(K,p,X) temos que Tof C D(K,p,Y)

Indicaremos por D(K,p,X,Y) o con.junto de todos os operada

res T € L(X,Y) que são operadores de Darboux em relação a p

9.3. .P=BgPOStÇÃO. Sejam p uma medida de BoTeI regular num com

pacto K e T e L(X,Y) . são equival-entes:

i) T C D(K,p,X,Y);

ii) para cada f e R(K,p,X) n B(K,X) tem-se que Tof € D(K,p,Y)
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Prova. Análoga à de (7.2). De fato, sõ temos que provar

ii) --:+ i.). Se i) não se verifica, existe f C R(K.p,X) tal- que
Tof # D(K,p,Y) . Tomando 31 como em (7.2) temos que

f € R(K,p,X) n B(K.X), mas Tof # D(K.p,Y) e assim ii) não se vg
r3.fj.ca.

9 . 4 OBSERVAÇÃO Seja p medida de Bore]. regular num compacto K

a) É imediato que se T € L(X,Y) e f € R(K,p,X) então

Tof C R(K,p,Y) (e também que se f € D(K,p,x) então
To :E C D (K. p,Y) )

b) É fácil ver que se X,Y,Z,W são espaços de Banach.
T C D(K,}i,X,Y), F e L(Z,X) e S C L(Y,W) então SoToF € D(K.p,Z,W)

c) D(K,[i,X,Y) é um subespaço veto!-ia] fechado de L(X,Y). ].sto

decorre de (9.3) e de (4.22 ii))

9.5. ÇOROl--ÃR]O. Sejam c]: [a,b] -- ]R crescente e T e L(X,Y)

são equiva].entes:

i) T C D( [a,b] , p,.,X,Y) ;

ii) para cada f € RN([a,b],cx,X) tem-se que Tof e DN([a,b],a,Y)

Prova Análoga a de (7.3) usando (9.3)

9.6. PROPOSIÇÃO. Sejam pl e P2medi.das de Botei regulares em

K, pl não-atómica. p2 puramente atómica. Seja p = pl + }i2
Então temos:
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i) O(K,P2,X,Y) = L(X,Y).

ii) D (K,PI ,X,Y) c D (K/u ,XTY)

Prova i) Decorre de (9.4 a)) e de (4.41)

ii) Anal-oga ã de (7.4)

C)s resultados seguintes são os análogos a(l.lO),(1.4)

e (1.14) para operadores. Daremos apenas uma indicação do rolei

ro a seguir para demonstra-los: trata-se si.mplesmente de adaptar
demonstrações do SI

9.7. PROPOS]ÇÃO: Seja T C ].(X,Y) taJ- que T + D([0,]-],À,X,Y)

Se D é um subconjunto enumerãve]. de [0,].], denso em [0,]-] então

existe f: [0,]-] -' X Riemann-integrãve] ta]- que f(t) = 0 se
t # i) e jjroí(t) ll = 1, se t C D.

Prova. Proceder como em (l.lO) . Para isso, observar inicialmen

te que se T e L(X,Y) e T # D([0,1],À,X,Y) então existem

AC {[--ll--: nC]N. ie {0,1,...,2n]} e h:[0,1] -> X Riema

arável tais que Toh não é Darboux integrâvel, h(x) = 0 se x # A

e lIToh(x)ll = 1 sexta(veraprovade(1.3)). Emsegui.da,

seguir os passos de (]-.6) para mostrar que se T € L(X,Y) e

T # D([0,1],À,X,Y) entãoexistemD cEO,]] enumerãve] denso e

g: [0,1] -' X Riemann-integrãve] com g(x) = 0 se x # D e

lITog(x) ll = 1 se x € D (e portanto Tog não é Darboux-integrável)

Repetir o argumetno da prova de (1.3) para mostrar que. a partir

de g,podemos consegui.r h: [0,1] -> X Ri-emana-integrãvel tal que

llToh(x) ll = 1 se x é racional di-ádi.co e h(x) - 0, caso contra-

rio e portanto Toh não é Darboux-integrãvel. Agora, a parti-r
dessa h construir f exatamente como em (l.lO), alterando apenas

a escolha de x.,.../x. ,

nn.
2

l
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9. 8 PROPOSIÇÃO Seja T € L(X,Y) São equivalentes

i) T C D( [0,1] ,À,X,Y) ;

ii) TIZe D([0'1],À,Z,Y); para todo Z subespaço separáveJ- de
X

Prova. Análoga a de (1.4)

9.9. PBgPOSIÇÃO. Se T € L(X,Y) e T + D([0,1],À,X,Y) então exi.â

te uma seqüênci.a básica {xklk€1N de X tal que

i) A função F: [0,1] + X que verá-fica a F(ZI H ) : x.n . VnC:IN

V ie {0,1,...,2n-l}, F(}) - x] e que se anula nos outros pon
tos de [0,1] é Ri.emann-integráve];

/

ii) T(xk)il - 1. V keJN (e portanto ToF$D([0,1],À,Y))

Se X tem base de Schauder B então podemos ainda con-

seguir {xklkCM como acima que é também uma base de bl-ocos de B

Prova. Por (9.8), temos que existe um subespaço Z de X, Z se-

parãvel- ta] que TI # D([0,1],À,X,Y). Com isso, basta conside

rar X separãvel. Podemos supor então X c C([0,1}). Como T(X)

é, então, separãve], podemos supor T(X) c Ê.(]N). Com isso, g

xiste B € L(C([0,1]).Z.(:IN)) ta] que $1 = T. De acordo com
(9.7) , podemos tomar D c [0,1] enumerãve]. denso em [0,1] e

g: [0,1] ' X Ri-emann-integrãve] ta] que g(t) = 0 e se t + D e

IVog(t)ll = 1, se t € D. Tomemos {enlnC:N' M e {PnlnC]N como

em(1.14). Como em(1.14) temos que, para cada a.b e[0,1]

com a < b e para cada n C ]N. existe t C ]a.bL-D onde P.og é

Z

X



!88

contínua (e Pnog(t) = 0). Como D é denso, para cada
a,b € [0,1], com a < b, para cada n € :N e para cada c: > 0 exi.s

tem t Cla,bt-D e s ela,b[ n D tais que llPnog(s)- Pnog(t) ll < c
e portanto llPnog(s) ll < C: . Além disso, como seD, temos
llfog (s) ll

Façamos 1]. :10,]-[, 12 :]0/]'[,...r12n+j.:]-l ,i+l[ ,

do por indução, como na prova de (1.]-4), conseguimos seqtlências

{nklk€1] de natural.s e {sklkC.E] de pontos de [0,1] com

nl < n2 < ,'''; e sk e lkr VkeJN tais que

lltog (Sk) ll ]. V ke:N,

llPnk-log(sk)ll '' 2k+2M(liBIFi) ' kCM' k >l

lb(sk) - Pnkog(Sk)il < 2k+2M(lITll+l) k € 1N

f

Façamos :E(ml) - Pn.og(sl) e para cada k€1ng, k > 1, fg:

nk Pnk.l)(g(sk)). Então llfof(mk)ll > ]

llf(mk) - g(sk) ll < 1 , VkCH

çamos f (ml,.) e

De fato, fazendo PO : 0 temos

ll$of(mk)ll 2 IPog(sk)jj-jFog(sk)-fo(Pnk'Pnk.t)(g(sk)) ll

lITll jjg( sk) -(Pnk'Pnk.l)(g( sk)) ll

;ktG » { , "*'"



e também

llí (mk) -g ( sk)ll )g(Sk)ll+ llPn.og(sk)-g(sk)ll

« ;íh , "*:"

Se t não é um dos ml..., fazemos f(t) : 0

Seja h como em (1.14) . Então h é Ri.emana-i.ntegrável,

mas como lIToh(mk) ll : l VkClq, temos que Toh não é Darboux-in
tegrãve[. A].ém disso, como em (]-.14) temos que f é Riemann-in

tegrável

Se E =Íen]nC]V e base de X, façamos F(x) ;(](x)f(x),

brando que se f(x) ;* 0 então llTof(x) ll ; Ílfof(x) ll > -} temos

por (1.2 b)) que F é Ri.emana-integrãveJ- e pela nossa construção

fazendo xk ; F(mk) Vk eJN temos que {xklRCl{ e base de blocos

de B com llV(xk) ll - ]- VkeJN,o que completa a prova da segunda g:
f i. rma ção .

Para provar a primeira afirmação, tomamos xk'h(mk)
Vke-1N. Como na prova de (1.14) temos o resultado lembrando que

lIT(xk)ll : llToh(mk)ll - llloh(mk)ll :l

9.10. PROPOSIÇÃO. Seja p uma medida de BoTeI regular num com

pacto K. Então D([0,1],À,X,Y) c D(K,}i,X,Y)

Prova. Análoga à de (7.13). De fato, por (9.6) pod.erros supor p

não--atómica(e p(K) = 1). Se T # D(K.p,X,Y) então por(9.3) e-

xiste f C R(K,p,x) n B(K,X) taJ- que Tof + D(K,p,Y). Como
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Tof € R(K,p,Y) e Tof + D(K,p,Y), por (7.].), existe ó > 0 ta].

que, sendo P = {xeK: w(Tof,x) > ó} temos p(P) > 0. Defi.nindo,
agora, g como na prova de (7.13) e procedendo como lã, mostra-

mos que g € R([0,1],À,X) mas Tog + D([0,1],À,Y). Assim

T + D([0,1],À,X,Y). Logo D([0,1],À,X,Y) c D(K,p,X,Y)

9.11. PROPOSIÇÃO. Se p é uma medida num compacto K verá-fi.caí-

do as hipóteses de(7.6) então D([0,1],À,X,Y) = D(K,p,X,Y) para

todo Banach X e todo Banach Y. Conseqtlentemente se p é uma me-

di-da de Borel regular num compacto K e se uma das condições a) ,

b) ou c) abaixo se verifica, então D([0,1],À,X,y) = D(K,p,x,y)

para todo Banach X e todo Banach Y

a) Li é não-atómica não-nula e exi.ste F c K fechado separãvel
com }l (F) > 0;

b) p é não puramente atómica (não-nula) e K é diãdico (ou exis

te F fechado diádico com supp }l c F c K);

c) p é não puramente atómica (não-nu]a) e K é ].ocalmente cone
xo (ou existe F fechado ].oca].mente conexo com

suPP P c F c K)

Prova. Para provar a primei-ra afirmação, procederemos como em

(7.6), usando (9.7) ao invés de (l.lO). Para simplificar supg

mos pl(K) : letomamos pl'p2'g, À' eDcomoem(7.6) e
A c [0,1] enumerãve],d.enso em [0,1] com g(D) c A. Se

T # 1)([0,1],À,X,Y), por(9.7), existe f:10,1] -' X Riemann-iate

arável tal que llTof(x)ll = 1 VxCA e f(x) = 0 se x + A. Tomai:
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fXg(D) e procedendo como em (7.6) temos que

hog C R(K,p,X) mas Tohog + D(K,p.Y). Assim T # D(K,p,X,Y)

Com isso,D(K,p,X,Y) c 1)([0,1],À,X,Y) e portanto, por(9.10),
temos D(K.u,X,Y) = D([0,1],À,x,y)

Nos casos em que a) , b) ou c) se verificam obtemos

que D(K,p,X,Y) c D([0,1],À,X,Y) assimcomo(7.7. b)},(7.9),

(7.11) e(7.]-2) decorrem de(7.6). De(9.10) decorre que
D(K.p,X,Y) = D( [0, 1] ,;L,X,Y)

9.12. COROLÁRIO. Seja O]: [a,b] -» ]R crescente ta] que Pr. é

não puramente atómica (não-nula) . Dado T € L(X,Y) são equiva
].entes:

i) T € D([0,1] ,À,X,Y) ;

i.i) T € D( [a,b] , p.. ,X,Y)

iii) Tof C DN([a,b] ,ct,Y) para cada f € RN([a,b] ,a,X);

iv) Tof € D,T([a,b],cl,Y) para cada f € R.([a.b],a.X)

Prova. i) '+-:--> ii) É um caso particular de (9.11) b) ou c)

ij.) e:---+ iii) É ( 9 . 5)

iii)e---> iv) É análoga à ( 7de ii) iv)'-{ :: :l-pxova

9.13. =j;)ROPOSIÇÃO. Seja p uma medida de Borel regular num coB
pacto K. Então temos

i) K(X,Y) c D(K.p,X,Y)

ii) WK(C(S),Y) c O(K.p,C(S),Y) para todo compacto S.

j-ii) nn(X.Y) c D(K,P.XTY) , V Pell,"[.

iv) DP(LI(m),Y) c D(K,}i,LI(m) ,Y), se m é medida finita
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Prova. De acordo com [PR] temos que i) ii), iii) e iv) valem

paraK=[0,1] ep =À. Assumi.), ii) eiii) e iv) decorrem
de (9.10)

9.14. PROPOSIÇÃO. Se K e p verá:Ficam uma das condições a),

b), c) de (9.11-) (ousai-sge:ral-mente obedecem as hipóteses de

(7. 6)) então:

i.) WK(C(S),Y) = 1)(K,p,C(S),Y) para todo compacto S.

i.i.) K(x,y) = D(K,p,X,Y) para todo X uniformemente convexo

iii) DP(LI(m),Y) : O(K,p,LI(m),Y) se m é fi-Dita.

Prova. É conseqt]ência dos resu]tados de [PR] e de (9.11) jã

que em [PR] foram provadas as igualdades i), ii.) e iii) para o
caso K = [0,1] e p = À

9.15. EXEMPLOS

a) Se K e p verificam uma das condições a), b) ou c) de (9.11)

então K(c.(r),Y) ; D(K,p,cn(1'),Y). De fato, por(9.14) temos

WK(c.(1'),Y) : D(K,p,c.(1'),Y) e por(2.18 b)) temos

WK(co(1') ,Y) ; K(co(1'),Y) ; D(K,P,co(1'),Y)

b) Se Y não contém subespaço isomorfo a co(lq) então
D(K,p,c(s),Y)= L(c(s),Y) = WK(C(S),Y) para toda p de Hotel rg

guiar em K e para todo compacto S. De fato, por (2.18 a)) te-

mos a segunda i.gualdade e por (9.13 i.i)) temos então L(C(S) ,Y)

WK(C(S),Y) c D(K,P,C(S),Y) c L(C(S),Y)
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c) Ao contrario dos exemp]os acima. para X - 21 (1]) = Y temos
D(K,p,X,Y) = L(X,Y) d K(X,Y) para toda p de Borel regular em K

d) Sex=En(.N):Y, ondel- < p<", entãoparacadaKe p
verá-ficando a), b) ou c) de (9.11) temos WK(X,Y) d: D(K,}i,X,Y)

Basta observar que o operador identidade esta em WK(X,Y) mas

não em D(K.}i,X,Y) pois D(K,p,X) ;' R(K,li,X)(ver(7.17.11))

e) A inclusão íln(X,Y) c D(K,p,X,Y), onde p C [l,"[,é, em ge-
ral, própria pois se valesse ll.(X,Y) : D(K.p,X,Y) teríamos
D(K,}i,X,Y) c WK(X,Y) (ver [LT] 2.b), o que é, em geral, fa]so
(ver c) e (2. 18 c) ) )

f) Se X : LI(S E,m) para alguma medida m e Y é um espaço de

Hi.lbert, então L(X,Y) = Jl] (X,Y) = D(K,H,X,Y) para toda p de
Botei regular em K. De fato, temos L(X,Y) - nl (x,Y) (ver [DU]
Capítulo V].]-l) e por (9.13 iii)) temos então

L(X,YI - ÍTI(X,Y) c D(K,p,X,Y) c L(X,Y)

9.16. OBSERVAÇÃO. Seja A c: X. Se para cada neJlq, existe

An c X, An totalmente limitado tal que para cada xCA exi-ste

y C An com jlx-yjl < -L , então A é totalmente limo.Lado.

aliam Si $ .:1k , i=1,...,p tais que A4n c .USi' seja

Ti : si + B(o. :fk) (onde B(0,r) - {xeX: llxll $ r}). Temos que

atam Ti $ aliam si + atam n(o,-;Jii) $ -JiÜ + 2 -ini = :Í. Mostremos

que A c UTi' Tomemos xCA. Seja yeA4n tal que jjx-yjl <-;iX

Então x € y+B(0, ;ini) . Como yeSi para algum ie {l,...,p},temos

fato,De dado € tomemos S l r ,sn com
PP

l

P
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P P
que x e UTI. Logo A c UT4

i;l ' i-l '

do.

Assim se A c X não é tota].mente limitado, existe

nC[W ta[ que para cada S c X, S totalmente ].imitado, exi.ste

xeA tal que jlx-yjl : { , vyes.

9.17. TEOREMA. Sejam (XY)Y€1. uma família de espaços de Banach
e p € ]1," [. Seja X = ( © X~,)..

YeF Y'P

i) Se D([0,1],À,X.,Y) : K(X.,,Y) , V yel' , então
D( [0,1] ,À,X,Y) = K(X,Y)

ii.) Se K é um compacto e p é uma medida de Botei regular ve-

rificando a), b) ou c) de (9.11) (ou mais geralmente verificam

do as hipóteses de (7.6)) e se D(K,p,X./'Y) ; K(X./'Y) V 'yCI' en-

tão D(K,p,X,Y) = K(X,Y)

Prova. Por (9.11) basta provar i). Dado xCX e J c I', indique-

mos porxl o el-ementode X dadoporxl ("r) :xv se 'y eJ e
tJ IJ '

xl(y) = 0, se y +J. Para cadaJcl' , sejam

YJ ; {x-(x.y)Y€1.eX: x

BJ' {xCYJ: llxll $ 1} . Dadox=(xY)Yer exmo {'y€1': x,YP0}

será chamado de suporte de x.

J

Y
se y € 1'--J} e

Se.ja T € D([0,1],À,X,Y). Então

TIY. .eD([0,1],À,Y{Y},Y) - K(Y{.yl'Y)VVCr . Assim, para cada
J c r, J finito, temos que VI C K(YJ/Y)

iY. '
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Suponhamos T # K(X,Y) . Então T(B) não é totalmente

].imitado. Por (9.]-6) existe (5 > 0 ta]. que para cada S c Y,

S totalmente limitado, existe beB taJ- que llT(b)-sll > {5 vscs.

Tomemos S = {0} c Y. Então existe b. € B com

llT(bl)ll à 6. Seja I'l c I'. FI finito tal que

llbi ll$ dl . EntãoljT(blll.F.)ll$-; e portanto

l T(bl
F l

T
Yr l

6

2 ;.,; «' - ': ,
Como TI é compacto então T(n. ) é

F l

F' l

totalmente ].imi

Lado. Logo, existe b2 C B tal que ilT(b2)-s l Z (5 VS

Em particuj-ar temos lv(b2)-T(b2. ) l : (5 ou lIT(b2.

Seja I'2 c I'-l'], , F2 finito tal que

l
Ó11 $2 2

uF .)r- (r l 2
( llT ll + i)

Então lIT(b2
l F - (r l u F 2)

l il $ (5 e portanto lir(b2.
1 .

Seja y2 . b.

r2

Temos que os suportes de yl e yz são di.sjuntos;

lv(yl)llZ{S, lIT(y2)i=(S, ljylllsl ejjy2jl$1

Lembrando que TI é compactos podemos conseguir
r. ur.

I'3 c r - (I'lUF2)r I'3 fi-ni-to e y3 com ljy3jl $ 1, suporte de y3

contido em r3 e lIT(y3) ll : â
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Por indução, conseguimos {ynlneJlq c X com jjynll $ 1,
lIT(yn) ll Z Õ , V nCIN e tal que os suportes de yn e ym são

disjuntor se n,m € 1i, n # m.

Tomemos {rnJne:N uma enumeração dos racionais de [0/1]

e façamos f(r.) - yn VneJN, f(t) : 0 se t € [0,11-D. Então temos

que f € R([0,]-],À,X) mas Tof # D([0,1],À,Y)(para a prova peace'

der como em(7.18)). Assim T # D([0,1],À,X,Y). Logo

D([0,1],À,X,Y) cK(X,Y). Por(9.13 i)) temos i)

000



SIO. OPERADORES QUZ LEVAM FUNÇÕES RIEMANN-INTEGRÁVEIS EM

MENSURÁVEIS

Assim como o Problema IA sugeriu a Pelczynski. e Rocha

Filho o estudo dos operadores de Darboux, o Problema 2A nos

conduzi.u ao estudo dos operadores que levam funções Ri.emann-in-

tegrávei-s em mensuráveis, que é o assunto deste parágrafo.

Começaremos com aJ-gins fatos relacionados com a densa

date do dual de um espaço de Banach com respeito à sua topolo-

gia w+, que serão uti.lizados no estudo dos operadores.

].0.1. NOTAÇÕES. X e Y indicarão espaços de Banach. Adotare

mos as seguintes notações :

inf {lD c Xt e D e w+-denso em X+} , se X 7 {0}

, se X = {0 }

.#

dons XJ'

S (X,Y) {T C L(X,Y) T tem imagem separável}

Como é usual. na li.teratura diremos que X é WCG se X for

fracamente compactamente gerado, isto é, se existir S c X, S fra

comente compacto tal que span s = x e diremos que x é i-njetivo

se para cada espaço de Banach Z e para cada Y subespaço de Z iso

métrico a X, tivermos que Y é complementado em Z.

I0.2. OBSERVAÇÕES

a) Para cada espaço de Banach X, tem-se que bens X+ $ bens X
(ver [S] 17 . 57)

+
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b) Para cada espaço de Banach X tem-se

bens x+ 2 infÍlrl [' c x+ e ]' é tota]..]

Se X tem dimensão infini.ta temos

+dons X+ I' c X+ e I' é total}

(lembramos que I' c X+ é chamado total se {xeX x+ (x) =0 Vx+CI' } { o} )

Para a provar observemos que se I' c X+ é w+-denso em X+

então I' é total e portanto

inf{ lr l I' c x+ e I' é total} $ inf {li'l I' c: x+ é w+-denso.l
+dons X#

Por outro lado, se I' c X+ é total, seja Y o fecho de

Épan F na tipologia w:''. Seja 4) um funcional w+-contínuo que se

anula em Y. Então existe xCX tal que 0(x+) = x+(x) , Vx+eX+ e

portantox+(x) = 0 Vx+ € 1'c Y. Logo x-0 e assim q)=0. Pelo

teorema 3.5. de [Ru] temos que Y = Xt. É fácil ver também que

Y é o fecho na tipologia w+ do conjunto I'l de todas as combina-

ções lineares com coeficientes racionais de elementos de I' . As-

sim bens XI' $ irll $ 1l'l Xo ' Mas se X tem dimensão infinita, en-
tão I' , sendo total, é infi.nato e portanto dons X+ $ 1i'l. Assim

deus X+ $ i.nfÍJFj: I' c X+ e I' é total), se dim X = '"

c) Se X : l.(.N) então dens X+< dens X. De fato, se para cada

nOeJEq, t mimos 4)nO € Zw(W)+ dado por @nO((Xn)neH) - Xno temos

que r = {@n: nC® } é total em l.(IW)+ e portanto deus X+ $ Xo
No entanto, ].(]N) não é separãvel

+

+-



d) SeX=ÊI(1) onde iil =centãodensX+ <densX. Defa-
to, temos que x é isométrico a um subespaço de c([0,11c) :iã

que [0,11' com a topos-ogia produto é homeomorfo à bola de X+

com a topologi.a w'e. Sendo [0,11c separãve] temos que C([0,11c)

é isométrico a um subespaço de Ê.(W) . Logo X é isométri.co a

um subespaço de Z.(]N). Como em c), temos que

deus X''; S X. < bens X.
+

e) Se X é subespaço de um WCG então bens X+ = deus X. Este

resultado foi provado em [Re] , pãg. 791

+

f) Se T: X '» Y é um i-somorfi-smo sobre a i.mugem então temos

deus X $ deus Y. No entanto, mesmo se T: X + Y é li.cear conta

nuo e injetor. podemos ter deus X > bens Y como, por exemplo,

ocorre para T: Ê.(M) -» co(]N) dado por T((Xn)nCH) - (--i:í)nCM

Veremos adiante que i-sso não pode ocorrer quando
dons X = deus Xt

X

+

l0.3. PROPOSIÇÃO. Se T C L(X,Y) é injetor então
dons Y Z dons Y+ Z dons X++ +

Prova. Basta provar no caso em que X tem dimensão i.nfi.Dita e

portanto Y tem dimensão i.nfini.ta. Tomemos I' total em Y+. En-

tão T+(1') é total em X'';. De fato, se T'''(y+) (x) = 0 V y*€1' en-

tão y+(T(x)) = 0 V y+CF e sendo r tota]. e T injetor temos x=0

Assim, por (]-0.2) a) e b) temos bens X+ $ dons Y+ $ bens Y
+ +

l0.4. COROLÁRIO. se T € L(x,Y) então

deus Y -} dons (kel Tlk 2 dons X#
+ +
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Prova. Basta provar no caso em que X tem dimensão infi.nata

Aplicando (l0.3) ao operador T: X/Ker T -» Y dado por

t(R) = T(x), que é injetor, temos

bens Y Z deÍ\s (X/Ker T)+

e portanto

bens Y + bens (Ker T)+ Z bens(X/Ker T)+ + bens (Ker T)+

{2 *A a

Basta provará agora, que para cada Z subespaço de X temos
+'.'. +. '. +bens (X/Z)+ + deus Z+ 2 dons Xt

Sejam {zãlcxcz total em Z+ , {wÊl13€J total em (X/Z)+
e il: X -» X/Z a apli-cação quociente. Para cada clel, tomemos

z+ extensão linear contínua de zn+ a x. Seja

OICl} Ú { wlorl ; BCJ .l

Se xeX e wPolt(x) - 0 V BCa então l!(x) - 0 e portanto

xez. Se. além di.sso, ;ã(x) ; zã(x) ; 0 V cl€1 então x=0. Logo A
é total em X+. Portanto dons X+ $ 1AI. Assim

bens X É i-nf{ li'l: r total em Z+} + inf{ lrl: I' total em(X/Z) }

$ bens Zt +dens(X/Z)+(ver(l0.2 b))) .

l0.5. COROLÁRIO. Se X é subespaço de um WCG e T € L(X,Y) é i-B

jetor então bens Y Z dons X. Conseqtlentemente, se X é subespa-

ço de um WCG. se Y é separável e T C L(X,Y) é injetor então X é

separãvel

Prova l)ecorre de(].0.2.e)) e(l0.3)
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].0.6. JjlBPIN]ÇÃO. Seja p uma medida de Bore] regue.ar num com-

pacto K. Dizemos que um operador T € L(X,Y) é um operador RM

em reJ-ação a p se para cada f e R(K,H,X) temos que

Tof € M(K,Íi,V)

Indicaremos por RM(K,p,X,Y) o conjunto de todos os o

peradores T e L(X,Y) que são RM em relação a p

l0.7. OBSERV;ÇÃO. Seja u uma medi.da de Borel regular num com

pacto K.

a) Ê fácil ver que se X,Y,Z e W são espaços de Banach,

T e RM(K,H,x,Y), F e].(z,x) e S € L(Y,W) então

SoToF C RM ( K, P , Z ,W)

b) Seja T C L(X,Y). Então T e RM(K.}i,x,Y) se e sÓ se para cada

f € R(K.}i,X) tem -se que Tof tem imagem p-quase separãvel. Is-

to decorre de(9.4 a)) e(8.4 b)). Logo S(X,Y) cRM(K,}i,X,Y)

c) RM(K,p,X,Y) é subespaço vetorial fechado de L(X,Y). De fa-

to, é imedi.ato que se trata de um subespaço vetorial. Para mos-

trar que é fechado, tomemos {TnlneJN RM(Krp,X,Y) convergindo a
T em L(X,Y). Seja f € R(K.}i,X). Por b), para cada ne:N, podemos

tomar Bn boreliano de K com Tnof(K-Bn) separãvel e p(Bn) - 0.

Assim p( U Bn) - 0 e como Tof(K- l.-J Bn) c ne.BqTnof(K-meJNBm) c

UTnof(K-Bn}/pue é separãvel, decorre de b) que

T e RM(K.p,x,Y)
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d) Segue de (8.2) que l) (K,p ,X,Y) c RM (K,p /X,Y)

l0.8. PROPOSIÇÃO. Se:jam p uma medida de BoTeI regular num

compacto K e T € L(X,Y) . são equivalentes:

i) r c RM(K,p,x,Y);

ii) para cada f e R(K,p,X) r) B(K,X) tem-se que Tof e M(K,p,Y)

Prova. Análoga ã de (8.7)

[0.9. PROPOSIÇÃO. Se.jam ci: [a,b] -> ]R crescente e T e L(X/Y)

são equivalentes:

i) T C RM( [a,b] ,p. ,X,Y) ;

ii) Tof € M([a,b],pot'Y) para cada f € RN([a,b],cl.X)

Prova. Análoga à de (8.8)

10.10. PROPOSIÇÃO. Sejam p]. e p2 medidas de Borel- regulares

num compacto K/ com pl não-atómica, p2 puramente atómica. Se

ja p = pl + p2' Então temos:

i) RM(Krp9,X,Y) - L (X,Y) ;

ii) RM(K,p.,X,Y) c RM(K,p,X,Y)

Prova. í) Decorre de(9.4 a)) e de (8.1 b))

i.i.) Análoga à de ( 8. 9)

10.11. PROPOR.!Ç49. Seja p uma medida de BoTeI regular não pu

lamente atómica (não nula) num compacto K. Então

RM(K,P,X,Y) c RM([0,1] ,À,X,Y)
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Prova. Análoga à de (8.14)

lO.12. PROPOSIÇÃO. Seja K um compacto. Se p é uma medida
de Botei regu].ar não puramente atómica (não nu].a) em K ta].

que supp P é metro.zável então liM(K.p,x,Y) = RM([o,]],À,X,y)

Prova. Análoga ã de (8.17)

lO.13. Çgjj1OLÂRiO. Seja c]: [a.b] -> ]R crescente com p,. não

puramente atõmi-ca (não-nula) . Dado T C L(X,Y) são equivalen-
tes:

i) T C RM( [0, 1] ,À,X,Y) ;

ii-) T C RM( [a,b] ,}i. ,x,y) ;

i.ii) Tof € M([a,b],p(.I'Y) para cada f € RN([a,b],cl,X);

iv) Tof C M([a,b],pct'Y) para cada f € Ro([a,b].OI,X)

Prova Análoga à de ( 8 . 19) usando ( ]-0. 12) e (lO. 9)

Um dos resultam.os de [MR] é que, assumi.ndo a hipótese

do contínuo, se X é uniformemente convexo não separãvel, temos

que R([0,1],À,x) d M([0,1],À,X). Se X é uni.firmemente convexo

e 1: X -> X é o operador identidade. assumi-ndo a hipótese do con

Lindo, temos então que são equivalentes:

i) l C liM( [0,1] ,À ,X,X) ;

ij.) l c s(x,x)

Como caso particular do nosso prõxi.mo resu].fado, tere-

mos que esse resultado ainda vale se substituirmos l por um opg
redor ].inear corltÍnuo T
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No que segue }l i-ndicarã uma medida de Borel regue-ar

não puramente atómica (não nula) num compacto K, e estaremos

admitindo a hipótese do contínuo sempre que aparecer a indica
ção (+CH)

IO.!4. TEOREBâA

a) Seja Z subespaço de um WCG tal que R(K,p,Z) d M(K,p,Z). Se

T € L(Z,Y) é injetor então T + RM(K,p,Z,Y) (e, em particular,
R(K,p,v) é m(K,ii,v))

b) Seja X um espaço de Banach ta]. que:

i) todo subespaço de X é WCG;

ii) para cada W subespaço não separãvel de X tem-se que
R(K,p,w) d m(K,ii,w)

Então RM(K,p,X,Y) = S(X,Y) para todo espaço de Banach Y

Prova. a) Tomemos f C R(K,p,Z) tal que f # M(K,p,Z). Mosto:e-

mos que Tof não tem imagem p-quase separãvel. Seja B boreliano

de K com p(B) = 0. Se Tof (K-B) fosse separãvel- então

E = $pan Tof(K-B) feri-a separãvel. Tomando F = {zez: T(z) € E),

que é subespaço fechad-o de z, teríamos TI : F -> E injetor e E

separãvel. Como Z (e portanto F) é subespaço de um WCG, por

(l0.5) teríamos F separável. Como Tof(K-B) c E então

f(K-B) c F e assim f(K-B) feri-a separável, o que é uma contradí-

çãopoisfeR(K,p,z), f$M(K,ü,Z) ep(B) =0(ver8.4. b))

Assim por(l0.7 b)), T $ RM(K,p,z,y)

b) Por (l0.7 b)), resta provar que RM(K,p,x,Y) c s(x,Y). Seja

T € L(X,Y). Por i.) temos que Ker T é WCG. Pelo teorema 2.5 de

[L[.] , existe z subespaço fechado de X ta] que Ker T n z = {0} e

F
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Ker T + Z é denso em X. Suponhamos que T + S(X,Y). Então T(Z)

não pode ser separável e portanto Z não é separável-. Por i-) e

ii) temos então que Z é WCG e que R(K,H,Z} # M(K,}i,Z). Como

TI é i-njetor,decorrede a) que TI # RM(K.u,Z,y). Logo

T 4 RM(K,}i,X,Y) , o que completa a prova.

IO.15. OBSERVAÇÃO

a) Se RM(K,}i,X,Y) = S(X,Y) e se z é um espaço deBanach para

o qual exi-ste F C L(x,z) cuja imagem é densa em z então
ltM(K. H, Z ,Y) = S (Z, Y)

De fato, se T C RM(K,p,Z,Y) então

ToF C RM(K.u,X,Y) = S(X,Y). Como T(Z) = T(F(X)) c ToF(X) temos

que T(Z) é separãvel e portanto T € S(Z,Y)

Em particular se RM(K,p,X,Y) = S(X,Y) e se Z é um quoc.}

ente de X então RM(K,p,Z,Y) = S(Z,Y)

b) Não existe um espaço de Banach Y não separãvel tal que

RM(K.p,X,Y) = S(X,Y) para todo Banach X. De fato, sendo I' um

conjunto com lrl = bens Y. existe T € L(11(1') .Y) sobrejetor e poE

tanto T 4 S(k[(r),Y). Como R(K.p,Z](i')) c: M(K,}i.E](1')). fazendo

X - ÊI(1') temos que T C liM(K,p.X,Y), mas T # S(X.Y)

c) SejaXWCG. Se Te S(X,Y) entãoX/Ker TéWCGeT i-aduz um

operador linear contínuo injetor T: X/Ker T -- T(X) . Assim, por

([0.5), temos que X/Ker T é separáve]. Por [JL] , proposição 2,

temos que Ker T é WCG. Assim, para que um operador defina.do num

WCG tenha imagem separáveJ-, é necessário que o núcleo desse ope'

redor seja WCG. Isso justifi.ca, em parte, a hipótese i) de
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(]-0.14 b)) . No entanto, essa hipótese não é necessária para

que um WCG X verá-fique a RM(K,}i,X,Y) = S(X,Y) para todo

Banach Y. De fato, veremos em (]-0.17) que para X : Lle[0,11"')
onde m é um cardinal qualquer.admitindo a hipótese do contínuo te

mos que RM(K,p,X,Y) = S(X,Y) para todo Banach Y. No entanto,

L].([0,11ç) é WCG e tem subespaço que não é WCG(verIRO 3])

/

[O.].6. COROLÃR]O(+CH) Emcada uma das situações abaixo temos que

RM(K,p,x,Y) = S(X,Y) para todo Banach Y

a) X é uniformemente convexo .

b) X é complementado em c.(1') para algum I'
c) X é complementado em C(S) para algum S homeomorfo a um

fraco-compacto de um Hi].bert

Prova. Se X é uniformemente convexo então X esta nas condições

de (lO.14 b)) e asse.m temos o resultado. De :Fato, seja Z subes-

paço de X. Então Z é uniformemente convexo, portanto reflexivo

e portanto WCG. Além di.sso, se z é não separável temos, pelo rg

sulcado deIMR] e por(8.14) que R(K,p,z) # M(K,ii,z)

Se W = co(r) para algum I' então existe T € L(Ê2(1') ,W)
com imagem densa. Assim, por (lO.15 a)) e por a) temos que

RM(K,p,W,Y) = S(W,Y) para todo Banach Y e,novamente por (10:15 a)),

RM(K,H,X,Y) : S(X,Y) para todo X complementado em W = co(r)

Se S é homeomorfo a um fraco-compacto de um Hilbert

então existemum Hilbert H e T € L(H,C(S)) com imagem densa (ver

[BRW] teorema 3.2) . Como no caso anteri.or concl-uimos que

RM(K,p,X,Y) = S(X,Y), para todo X complementado em C(S)

(Na verdade b) é um caso particular de c))
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lo.17. COROLÁRIO (+cn) Seja m uma medida

a) Se pell,"t e x é subespaço de Ln(m) então
RM(K,}i,x,Y) = S(X,Y) para todo Banach Y

b) são equivalentes

RM(K,li,X,Y) = S(X,Y) para todo X complementado em

LI (m) e para todo Banach Y

ii) DP(LI(m),Y) c S(La(m).Y) para todo Banach Y

iii) WK(LI (m),Y) c S(LI (m),Y) para todo Banach Y

ivl Exi-atem conjuntos enumerãveis A e r e uma família {ma)caCA

de cardinais tai.s que LI (m) é isomorfo a

k. (rJ© ( © L. ( [0,1] ')}.
' c!eA ' '

v) LI (m) é i-somorfo a LI (v) para alguma v o-=Einita

vi) LI(m) é i.somorfo a LI(v) para algumas finita

Prova. a) Decorre de (lO.16 a))

b) Sabemos que existem conjuntos A e r e uma famíJ-ia

{m(.xJcxCA de cardinais tais que l,l(m) ê i.somorfo a
W= k.(1') Q)( © L.([0,1] ")).(ver]L] Coro.Latia do teorema

3, S15). Sendo l = 1' ou 1 = A, W tem subespaço complementado

isomorfo a kl (1) e portanto existe um operador sobrejetor
F CL(W,ka(1)) - 1W(K.p,ZI(1)}. Comisso, se vale i) temos

que F € S(W,EI (1)) e assim l é enumerãvel. Logo temos iv) . Por
outro Lado, sendo J: E. (]-) -' [1(1) a inclusão natura] temos que

m

o:eA
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JoF C WK(w,Ê9(1)) e tem imagem densa. Assim. se vale iii) te
mos também iv)

É fácil ver que iv):--+ v) e que v) :-::+ vi)

Se vale vi-) então exi-ste T € L(L9(v), LI (m)) com ima-

gemdensa e portanto por(lO.15 a)) e(lO.16 a)) temos i). As

sim, i), iv), v) e vi.) são equival-entes.

Se va]e vi) então por(9.].3 i-v)) e(l0.7 d)) temos

DP(LI(m),Y)) c RM(K,P,LI(m),Y) para todo Banach Y. Como .já sa-
bemos que vi) :-:+ i) então temos ii)

Se vale ii), então como WK(L].(m),Y) c DP(LI(m),Y), para
cada Banach Y (ver [DS] VI 8.12) temos i.i.i). Como jã vimos que

iil) -+ iv) temos agora que vi) -+' i.i), ii) :-> iii) e iii) :--+ iv) ,

o que completa a prova.

lO.18. COROLÁRIO(+CH) . Seja Z=L.(m) ondeméa-fmi-taou Z=C(S)

onde S é homeomorfo a um compacto fraco de um Hi-lbert. Se xé

um subespaço não separável e complementado de z então

R (K; p , X) # M (K, ti , X)

Prova. Se X é comp].emendado em Z então por (lO.17 b)) e

(lO.16 c)) temos que RM(K,l},x,X) = S(X,X). Asse-m, se x é não

separável e 1: X -» X é a identidade então l+RM(K,P,X,X), isto

é, R(K, Li, X) f M (K,ti ,X)

lO.19. PROPOSl-çÃO. Se X é in.meti.vo então

RM(K,p,X,Y) = D(K,}i,X,Y) = WK(X,Y) para todo Banach Y. Conse-

quentemente para X - L.(m) ou X ; C(S) onde S é extremamente disco
nexotemos RM(K,p,X,Y) =D(K,p,X,Y) = WK(X,Y)
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Prova: Seja x injetivo. Se T C L(x,Y) e T # WK(x,Y) então,

por [Ro 2] Coral-ãri.o 1.4, existe Z subespaço de X isomorfo a

1.(1N) tal que TI, é isomorfismo. Por (8.20.1),
T # RM(K,H,X,Y). Asse-m RM(K,H,X,Y) c;WK(X,Y). Sabemos ainda

que X é isométrico a um subespaço de Ê.(1') para algum I'. Co

mo E.(1') é isométrico a um C(S) para algum compacto S temos
que X é isomêtrico a um subespaço W de C(S) e portanto W será

complementado em C(S). De acordo com (9,13 ii)) temos

WK(C(S),Y) c D(K,p,C(S),Y) para todo Y. Assim se P: C(S) -* W

é uma projeção sobre:jetora, então dado T e WK(W,Y) temos que

ToP € WK(C(S),Y) c D(K,p,C(S),Y). Como Topa = T temos que

T € o(K.p,w,Y). Logo WK(W,Y) c D(K.li,W,Y) e portanto

WK(X,Y) c D(K,p,X,Y). Por(l0.7 d)) temos

D(K,IJ,X,Y) c RM(K.FJ,X,Y). Logo WK(X,Y) c D(K,p,X,Y) c RM(K,}J,X,Y)

c WK(X,Y) e portanto esses con:juntos são todos iguais.

Para as outras afimraçÕes, lembramos que se X = C(S)

xtremamente desconexo ou x = L.(m) então x é injeti-vo.

W

S e

l0.20. OBSERVAÇÃO (+cn)

a) Até onde estamos informados nãose sabe se para todo X

WCG não separãve] va].e que R([0,1],À,X) (7 M([0,1],À,X). Com

maior razão, não sabemos se para todo WCG x vale que

RM([0,1],À,X,Y) = S(X,Y) para todo Banach Y jã quer se essa i-

gualdade fosse verdadeira, então para X WCG não separãvel, to-

mando 1: X ' X o operador identidade, teríamos que

[ # S(X,X) - RM([0,1],À,x,X) e portanto R([0,1],À,X) d M([0.1],À.X)

É conhecido, no entanto, que se X = C(S) é um WCG não separãvel
então R([0,1],À,X) Ç M([0,1],À,X)(verIMR]). Mesmo nesse ca

se, não sabemos se RM([0,1],À,X,Y) = S(X,Y) para todo Banach Y,
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a não ser no caso particular em que S é homeomorfo a um fraco

-compacto de um Hilbert. AJ-estamos que existem espaços

X = C(S) que são WCG sem que S seja homeomorfo a um fraco-com
pacto de um Hilbert.

b) Com relação aos problemas ci.Lados em a) , obtemos como con

seqt[ência de ([O.].4 b)) que são equiva]entes:

i) R(K,p,x) d M(K,p,x) para todo X WCG não separãvel
ii) R(K,p,x) d M(K,p',x) para todo x reflexivo não separãvel

iii) RM(K,}i,x,Y) = s(x,Y) para todo X refJ-exivo não separãvel
e para todo Banach Y

i.v) RM(K,p,X,Y) = S(X,Y) para todo X WCG não separãvel e para
todo Banach Y

De fato, é imediato que i) --+ i-i). De (lO.14 b)) de-

corre que ii) --> ij-i) . De (lO.15 a)) e lembrando que se X é

WCG (não separãve.L) , existemRreflexivo (não-separável) e

T e L(R,X) com imagem densa (ver [DU] vl11.4. Corolário ]O), dg

corre que iii) --+ iv) . Para provar que iv) :--+ i) basta fazer

Y = X em iv) e usar o operador identidade

Como consequência dos resultados deste parágrafo, poda
mos demonstrar ainda

l0.21. PROPOS.[ÇÃO (+CH). SejaFcompactodiádico. Se X é um subes

paço não separãvel de C(F) então R(K,p,X+) ç! M(K,}i,X+)

Prova. Se F é diádico então C(F) é isométrico a um subespaço

de C({0,11m) para algum m. Asse-m, podemos supor F = {0,11m
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Seja v a medida produto em F e consideremos a inclu-

são J: C(F) -' L2(v). Se x é não-separãvel então por [D], teorg
ma 3.11, J(X) é não separáveJ-. Seja Jl: X-- J(X), JI(f)=J(f)

V f C X. Temos que J(X) é um subespaço não separãvel de

L2(v) e JI tem imagem densa. Assim Ji.: J(x) -» x+ é injetora.

Por (l0.5), JÍ tem imagem não separãve] e portanto,por (]-0.]-5 a))
ü3. # iiM(K,p,a(x)",x'':). Logo R(K;p,X*) d M(K,p,X+)

l0.22. PROPOSJI.ÇÃO(+CU) . Sejam {xY}.reF uma famíliadeespaços de
Banach e Y um espaço de Banach tai-s que RM(K,p,X.,Y) = S(X.,,Y)
paratodoy€1' . SejaX=( ©X~,)., ondep=0 oupe ]1,m[h,/-xll l F#

Se Z é um subespaço complementado de X então RM(K.p,z,Y).= S(Z,y)

Prova. Por (lO.15 a)) basta provar para Z = X(#Í0}). Para ca-

da x = (xY)Y€1' € X indiquemos por suporte de x o { yel': xYP 0} e

para cada S c I' façamos YS : {x ' (x.Y).YCI. € X: xY = 0 se y+S}

Seja T € RM(K,p,X,Y) . Para cada ne.N, seja An a famí-

lia de todos os subconjuntos 1: de X para os qual-s temos:

l

2

llxll $ 1, vx e F;

Se x,y C F e x # y então o suporte de x e o suporte de y

são disjuntor;

3. sex,yCFexpy então lIT(x)-T(y)1121

Tomando xeX, com lx $ 1 temos que F= 1.x} € An para cada

n€1N. Logo Án # g]r VnC]N. Para cada nC]N, consi-detemos em A. a
ordem dada pe[a inclusão. Pe].o Lema de Zorn A. tem um e]emento
maxima]. f:n
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Se para algum n, F. é não enumerãvel, tomemos

g: [0,1] -> Fn injetora. Como os suportes dos elementos de Fn

são dois a doi.s di.sjuntos e como Fn é li-mi-fada temos que
g C R([0,1],À,X)(proceder como em(7.]-8)). No entanto, como

llT(x)-T(y)ll 2 1. sex,yC Fn exPy então Tognãotemimg:
gem quase separãve] e portanto T + RM([0,]-] ,X,X,Y) . Assim,

por (lO.ll),T # RM(K,p,x,Y),contra a hi.põtese. Logo Fn é en.g
merãvel para cada nC:N e assim S = u U suporte dex

neJN xeFn
é enumelãvel

Para cada x C X, tomemos xl'x2 € X com sup

suporte de x2c [,S e x = x]+x2 (portanto T(x) = T(x].)+T(x2)).

Se o suporte de x2 é vazio então T(x) = T'(xl) € T(YS). Se o sg

porte dex2 é nãovazioentão-lx2 # nC]N n ' Assim, para

e Fn tal que llT(yn) -T(Í x2 ) ll

caso contrário, para algum neJN teríamos Fn ç Fn U

X

X

c S)rte de x
! /

l (pois<
n

X 2 e
X 2

cada neJN,

Fn ul. '*2 } C An e portanto Fn não seriamaximal). Comi.g

T(-ÍÍx2 ) € T(neMFn) que é separãvel pois cada Fn é enume-

rãvel. Temos ainda que T(xl) € T(YS). Como

X
se/

Y4-~,l(Krp,Y{Y}'Y):S(Y{Y},Y) v'y € 1' e como S é enumerável

temos que T(Y.) é separãvel. Assim

T(x) - T(xl)+T(x2) € T(YS) + T( 1---. f:n)

que é separãvel e portanto T € S(X,Y)



2}3

I0.23. EXEMPLOS

a) 1{)4(K,p,L.([0,11c),L2([0,11c)) d S(L.([0,11c),].2([0,11c))

l)e fato, a inclusão natural J: L.([0,11c) -» L2([0,11c) é fra-

co compacto e portanto J € RM(K,p,L.([o,]-]c),].2([0,11c))(ver
(]-0.]-9)). No entanto,a imagem de J é densa em L9([0,1Jc) e
portanto não separãvel

Asse.m, para m finita, (ao contrãri.o do que acontece

com X = LD(m) , p€11,"[) se X = L.(m) e Y Banach não necessária
mente temos RM(K,}i,x,y) c s(x,y)

n) De acordo com ( 9.]-3 i.)) e (l0.7 d)) sempre temos

K(X,Y) c D([.0,1],À,X,Y) c RM([0,1],À,X,Y) c L(X,Y). No exemplo

seguinte as três inclusões são própri.as

Seja X = Y =(x©lXi)]- onde 1= {1,2} , xl -LI([0,]-]),

x2 - g2 (1') e li' = c

Seja P: LI([0,1]) ' LI([0,11} uma projeção cuja imagem

é isomorfa a kl(]N). Seja T: X -» Y dado por T(xl'x2):(P(xl),0)
Então T € D([0,1],À,X,Y) mas T + K(X,Y)

Seja F: x-» Y dado por F(xl'x2) -(xl'0). Então
F e S(X,Y) c:]IM([0,1] ,À,X,Y) mas F # D([0,]-] ,À,x,y)

Seja u: x+ Y dado por u(xl'x2) -(0.x2). Então
U € L(X,Y) mas U# RM([0,1],À,x,y)

c) Se K é um compacto que possui uma seqüênci.a convergente de

pontos distintos então (ao contrário do que acontece quando K é

extremamente desconexo) existe um Banach Y ta]. que
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RM([0,1],À,C(K),y) # WK(c(K),Y) = o([0,]-],À,C(K),Y)(para a

última i.gualdade ver (9.14 i))). De fato, se {xnln€1{ e uma

seqtlência de pontos distintos de K tal que lim Xn : xr consi-ll l-PECO.

devamos F = {x.: nC:Eq } U {x} com a topologia induza-da de K.

Se.jam J: C(F) -'- cn(W) Um isomorfismo, U: C(K) -'- C(F) dado por
u(f) = fi , VfCC(K) eT=JoU€1(C(K),c.(H)). Peloteore-

ma de extensão de Tietze, temos que U é sobrejetor e portanto

T é sobrejetor. Assim T + WK(C(K) ,co(]N)) mas

T € s(c(K),co(M)) c RM([0,]-], À,C(K),co(W)) e tomamos Y: co(-N)

são exempl-os de compactos que possuem uma sequência

convergente de pontos distintos: os EberJ-ein infinitos, os

dispersos infi-netos e os di-ádicos infinitos. De fato, se Ké

Eberlein infinito, tomamos uma seqüênci.a de pontos distintos de

K e sabemos que essa sequência tem uma subseqtlênci-a convergente

Se K é disperso infi-Dito, seja KI o conjunto dos pontos de acu--

mutação de K. Como KI não é perfeito, exi-ste peKI i.selado em

K[' SejaUabertotalqueunK]. : {p} ' Tomemos tl eKnu,
tl # p. Então U - {tl} é aberto e contém p. Tomemos

t2€U- {tl} , t2 #P. Escolhidostl/.. ,tncom

ti+l € u-Ítl'...,tj.} , ti # p se i- < n, tomo tn+l C U-ttl'...,tnl,

tn+l ;É p. Assim {tnlneJN é uma sequência de pontos distintos
de K-Íp}. Mostremos que lim t. = p. Seja W aberto com pCW. Se

?l -+ oo.

{nC:N= t. C Ü-W } fosse infinito, como U-W é compacto, então

{t.: nC.N } n (u-W) teria um ponto de acumulação que não pode ser

p já que peW. Assim(U-w) n(Kl-ÍP}) # © e portanto unKl#Íp},

o que é uma contradição. Logo {ne.Dq: tn e U-W .l e fi.nato e como

pneu/ Vn€1N temos que { HEIN: tn # W} é fmi.to. Portanto

li-m t. = p. Se K é diãdico in:Finito, então o peso de K é maior
Fl->a)

ou igual a x. e assim, por [Hg] teorema ], K contém subespaço

F
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te em K uma seqtlência convergente de pontos distintos.

000
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