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INTRODUGCAO

Em [R], Rocha Filho mostrou que, ao contrario do que
acontece quando o espago de Banach X tem dimensdo finita, nem
sempre temos a igualdade entre o conjunto R(X) das funcdes
f: [0,1] » X que sd3o Riemann-integraveis e o conjunto D(X) das
funcbGes f: [0,1] » X que séo Darboux-integraveis ou mesmo a in-
clusdao de R(X) no conjunto M(X) das funcgbes f: [0,1] - X qgue
sdo Lebesgue mensuraveis. No entanto, para certos espacos de

Banach X de dimensdao infinita podemos ter D(X) = R(X) ou

i

R(X) € M(X). Responder sobre a validade de D(X) R(X) ou
R(X) ¢ M(X) para um certo espaco de Banach X ndo &, em geral, ta
refa facil. O assunto deu origem a diversos trabalhos, como por

exemplo [D], [A] e [He], onde foram conseguidas respostas em di-

versas classes de espacos de Banach.

Neste trabalho, vamos estudar as questOes da mensura-
bilidade e da integrabilidade segundo Darboux de funcdes Riemann
integraveis num contexto mais geral do gque aquele de [R], [D],
[A] e [He]: o intervalo [0,1] serd substituido por um compacto
Hausdorff ndo vazio qualquer onde se toma uma medida de Borel
regular e as nog¢des de integrabilidade segundo Riemann e Darboux
em relacao a uma medida de Borel regular num compacto serao essen

cialmente as de [KR].

No entanto, no Capitulo I, trataremos ainda do caso
particular em gue o compacto € [0,1] e a medida é a de Lebesgue.
O §1 sera dedicado a uma melhor compreensao do fendmeno
D(X) # R(X) que, como veremos, € causado sempre por certos tipos

especiais de funcbes ou ainda por alguma seqgfiéncia basica, sendo
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portanto de natureza separavel. ©No §2, caracterizaremos os es-
pacos de Banach X com base simétrica generalizada para os quais
tem-se D(X) = R(X) (ou D(X*) = R(X*)) e, supondo adicionalmente
dens X Z c, aqueles para os quais tem-se R(X) c M(X)

(ou R(X*) ¢ M(X*)). ©No §3 mostraremos gue espacos de Banach X
nio separidveis com base incondicional generalizada e norma uni-
formemente diferenciavel em cada direcdo verificam a D(X) # R(X),
generalizando assim, na classe dos espacos nao separaveis com
base incondicional, o resultado 3.b.,4 de [R] ("Se X é uniforme-

mente convexo de dimensdo infinita entdo D(X) # R(X)").

O Capitulo II compreende os paragrafos 4 a 8. No §4,
estudaremos as nocdes de integrabilidade segundo Riemann e
Darboux em relacdo a uma medida de Borel regular num compacto e
no §5 veremos como se relacionam essas nocoes com as nogoes de
integrabilidade em relacao a uma funcao a: [a,b] > IR crescente,

gque foram estudadas em [He].

Os problemas D(X) = R(X) e R(X) ¢ M(X) em relacao a
medidas de Borel regulares em compactos serao estudados no §7 e
no §8, respectivamente. Dada uma medida U de Borel regular num
compacto K, veremos no §7 que se D(X) = R(X) entao toda
f: K -~ X Riemann-integravel em relacdo a U & Darboux-integravel
em relacdo a U . Mostraremos que a reciproca é verdadeira em
algumas situacgOes entre as quais destacamos as seguintes:u & nao
puramente atdmica (nao nula) e K & diadico ou K & localmente co-
nexo (ou supp L © Fc K e F & diaddico ou localmente conexo) ou
U & nAo-atdmica nio-nula e existe F © K fechado separavel com
L(F) > 0. Em particular, teremos que O problema Da(X)==Ru(X) pa
ra o com parte continua ndo constante estudado em [He], & equi-

valente ao problema D(X) = R(X). No §8 mostraremos que quando
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U & ndo puramente atdmica (ndo-nula), se R(X) ¢ M(X) entdo e -
xiste f: K » X Riemann-integrdvel em relacdo a p nio mensuri-
vel em relacdo ao completamento de y e que a reciproca & verda-

deira no caso em gue supp u & metrizavel.

O Capitulo III é dedicado ao estudo de operadores re

lacionados com os problemas D(X) = R(X) e R(X) © M(X) generali-

zados e tem dois paragrafos: o §9 e o §10.

No §9, transportaremos para o novo contexto os resul-
tados sobre operadores de Darboux (isto &, operadores que levam
fungdes Riemann-integrdveis em Darboux integraveis) obtidos em
[PR]. Seguindo a linha do §1, mostraremos que se um operador
T: X = Y ndo € de Darboux entd3o esse fendmeno & causado por uma
funcao de tipo especial ou, ainda, por alguma seqliéncia basica

de X.

No §10 vamos introduzir e estudar uma nova classe de
Operadores: aqueles gue levam funcoes Riemann-integraveis em
funcdes mensuraveis. Mostraremos que em algumas situag¢bes (por
exemplo quando assumimos a hipétese do continuo e o dominio &
CO(F), Ll(m) para m finita ou um uniformemente convexo) eles sio

precisamente os operadores de imagem separavel.
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ABSTRACT

The subject of this work is the study of the properties
(1) R(K,u,X) € D(X,u,X) (every f: K » X pu-Riemann-integrable is
u-Darboux-integrable} and (2} R(X,u,X) c M(K,ﬁ,x) (every f: K » X
u-Riemann-integrable is ﬁ—measurable), where K is a compact, U a
regular Borel measure on K, § it's completion and X a Banach
space. We also study certain operators in relation to these pro-

perties.

We study the relationship between the validity of (1)
for ¥ and A, where X is the Lebesgue measure on [0,1]. We obtain,
as a particular case, the equivalence betweeen
R([0,1],A,X) © D([0,1],A,X) and it's analogue for Riemann-Stieltjes
and Darboux-Stieltjes integration. A similar treatment is given

to the property (2).

We also give a characterization of the Banach spaces X
with symmetric base and dens X 2 ¢ for wich
R([{0,1],2,X) « M([0,1],A,X) (or R([O,1],A,X*) & M([0,1],XA,X*)) and
we show that if X is non-separable, has an inconditional base and
a norm wich is uniformly differentiable in every direction then

R([0,1],4,X) & D([0,1],A,X).

We also study certain general aspects of the problem
R([{0,1]1,A,X) € D([0,1],X,X) and we present several results on

U-integrability.
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NOTACOES E TERMINOLOGIA

N={1,2,3,...}
|A|]: cardinalidade de A

= InN|: ¢ = |R| ; X

X 1 ¢ menor cardinal nado enumeréavel

0

w: menor ordinal infinito; w3 menor ordinal na3o enumeravel
U: reunido disjunta

A: fecho de A ; g: interior de A

dA: fronteira de A, SBA : fronteira de A em B

B-A = {x€B: x¢A } (a&s vezes indicado apenas por [A, guando
estiver claro gqual é B)

A : medida de Lebesgue em IR ou num intervalo de IR ou ainda
sua restricao aos borelianos de R ou de um intervalo de R
Seja (S,I,u) um espaco de medida finita. Um Atomo de u &

um conjunto A € I com p(A) > 0 tal que para todo B € I

Bcoc A tem-se p(B) = 0 ou u{(B-A) = 0. Dizemos que U €& nao-
-atomica se ndo existem dtomos de . Dizemos que U & pura
mente atdOmica se para cada A € I com U(A) >0 existe B c A
tal que B € um atomo de yu.

supp M: suporte de u = {x€K: u(V) > 0 para todo aberto V com x€V}
(aqui y €& uma medida definida nos borelianos de um compacto

Hausdorff K)

compacto: espaco topoldgico compacto Hausdorff

XE: funcdo caracteristica de E, isto é XE(x) = 1 se X€E e

Xp(x) = 0 se x¢E
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fl : restricdao de funcao f ao conjunto A
A

funcio crescente f: A ¢ IR > R: funcdo tal que f(t) s £(s)
se t,s € A e t < s.

f(t+): 1im £(s); f(t~): 1lim f(s) (para funcdes cujo domi-
s>tt srt~

nio contém um intervalo do tipo ]t,t+€{'e > 0 no primeiro ca
so ou ]t—a,t{le > 0 no segundo caso)

particdo de [a,b]: segliéncia (to'tl""’tn) de pontos de

= < < < =
[a,b] com O to tl e tn b
diametro da particao (to,tl,...,tn): max{Ati: ie{1,...,n}},
onde Ati = ti - ti-l
refinamento de uma partigao (to,tl,...,tn) de [a,bl: & uma
outra partigao (So’sl"“’sm) de [a,b] com

{to,tl,...,tn} c {so,sl,...,sm}

Seja X um espaco normado

*

»

Dizemos que uma funcdo f: [a,b] > X & Riemann-integravel em
[a,b] se existe J € X tal que para cada € > 0 existe 6 > O

tal que para toda particao (to,tl,...,tn) com diametro menor
n

do que § e para toda escolha de pontos {Xi} com
i=1

x; € [t,_1/%5] vie{l,...,n} tem-se

n
]LZl £(x)ot, =T || < e
1=

Dizemos que uma funcdo f: [a,b] > X & Darboux-integravel em
[a,b] se f & limitada em [a,b] e se o conjunto dos pontos de

descontinuidade de f em [a,b] tem medida de Lebesgue nula.
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. Dizemos que uma funcao f: [a,b] » X & Lebesgue-mensuravel (ou

simplesmente mensuravel) se existem uma segliéncia {fn}n de

€N
funcbes definidas em [a,b] com valores em X tal gue cada fn é
: k
do tipo ) C; Xi, onde k€N ~E, & Lebesgue-mensurdvel e
i=1 i '

c; €X vie {1,...,k} e um conjunto A c [a,b] Lebesgue-men

suravel com A (A) 0 e £f(x) = l1lim fn(x), ¥x € [a,bl-A

n>o©
. R(X) ={f: [0,1] » X: f & Riemann-integravel em [0,1]}
. D(X) = {f: [0,1] » X: f & Darboux-integravel em [0,1]}
. M(X) ={f: [0,1] » X: f & mensuravel}

Seja A ¢ X (X normado)

. diam A = sup {||x-yl||: x,y € A}

. co(A): interseccdo de todos os subconjuntos convexos de X que
contém A

. co(A): interseccdo de todos os subconjuntos convexos fechados
de X que contém A

. span A: subespaco vetorial gerado por A (A c X)

. dens X = inf{|D|: D & denso em X}

. X*: dual de X (conjuntq dos funcionais lineares continuos em X)

)

. Dada uma familia (X de espac¢os de Banach e p € [1,*[ deno

i'ier
tamos por (.e Xi)p o conjunto das familias (Xi)iel com
1€l
Xx; € X, ¥ iel e iéllixi{]i < « (onde || ||; indica a norma

de Xi), que &, de modo natural um espago vetorial e & um espa-

p
co de Banach considerado com‘a norma ||(x;) |l = (ZHxiHi)l/p

De modo analogo definimos ( & X.)
. i‘o

1€l
com x, € X;, ¥ i€I e {ieI: HxiHj_>€} fi-

como © espag¢o de Banach

das familias (xi)ieI

- nito ¥e >0, considerado com a norma || (x;) .1l = sup||x;|| e
i

!



também ( ® Xi)oo como o espaco -de Banach das familias {xi)i

iel €1

com x; € X; , ¥V i€l e sup||x, || < =, considerado com a norma
ier 1

I (25) 5011l = iggllxillj

. L.y = ( 8 X.) onde X. = R ¥ i€l
p ieg 1P 7 * ’
cQ(I) = (_@ X.l)O ;, onde Xi =R , ¥ i€l
1€I
. Qw(I) = ('6 Xi)Oo ’ onde Xi =R , ¥ i€l
1€1

Seja K um compacto Hausdorff (e X normado)

. C(x,X) = {f: K » X: f & continua}, considerado com a norma

£l

I

sup {|| £(x) || : x€K}

. C(K) = C(K,R)

Seja T: X - Y um operador linear (X,Y espacos de Banach)

T*: adjunto de T

Ker T = {x€X: T(x) = 0}
. K(X,Y): espaco dos operadores compactos T: X » Y
. WK(X,Y): espaco dos operadores fraco compactos T: X > Y
. Sejam (S,;Z,m) um espago de medida e p € [1l,o]. Escreveremos

L {(m) ao invés de L_{(S,Z,m)
P P

. Dizemos que um compacto Hausdorff K & separavel em medida se pa
ra toda medida u de Borel regular em K tem-se Ll(u) separa-

vel.
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Seja n um cardinal. Se m & a medida produto em [0,1]”, onde
em [0,1] consideramos a medida de Lebesgue, escreveremos
Lp([O,l]n) ao invés de Lp(m). De modo anadlogo escreveremos
Lp({O,l}n) quando consideramos em {0,1}" a medida produto,

tomando-se em {0,1} a medida p tal que u({0}) = p({1}) = % .

o0o






CAPITULO I






§1.  ALGUNS ASPECTOS GERAIS DO PROBLEMA D(X) = R(X)

Neste paragrafo vamos apresentar alguns aspectos escla-
recedores relativos ao problema D(X) = R(X), para espacos de

Banach X.

Em [Ha 2], Haydon afirma que se D(X) =z R(X) entio exis-
te uma funcao f: [0,1] +» X Riemann-integravel nao Darboux—integré
vel que sO nao se anula nos racionais diddicos. Apresentaremos a
qui uma prova desse resultado e obteremos diversas conseqﬁéncias
interessantes. Provaremos, por exemplo,que a afirmacao de Haydon
continua verdadeira se substituirmos os racionais diidicos por
qualguer outro conjunto enumerdvel e denso em [0,1], fato esse que
sera utilizado no §7. Mostraremos também que, quando temos
D(X) # R(X), o mesmo acontece com qualquer subespaco denso de X e
que se B & uma base de X e D(X) # R(X) entio esse fendmeno & "cau
sado" por alguma base de blocos de B . Com esse resultado, é pos
sivel compreender melhor a igualdade D(X) = R(X) para certos espa
¢OSs como X = Ql(f) ou X = Y* onde Y é o espa¢o de Tsirelson. A
presentaremos ainda uma condic¢do necessaria e suficiente para
D(X) # R(X) e provaremos que se D(X/Y) = R(X/Y) (Y subespaco fe-

chado de X) e D(Y) = R(Y) entdo D(X) = R(X) .

Em todo este paragrafo, X indicard um espaco de Banach.

1.1. OBSERVACAO. Seja g: [0,1] » X Riemann-integravel. Seja
i i+l
[Zn ' :;;]

o
ie{O,lpn,Zn-l} € para cada x€I existem a,b€1I com h(x)=g(b)-g(a).

h: [0,1] » X tal que para cada I = com nEN e



Ent3o h & Riemann-integravel.

De fato, para cada € > 0, existe n€N tal que

n
27 =1 . .
1 € i i+l . n_qy.
| I tatxp =gyl 1l <5 se x;,y; € [ =51, ie{0,1,..,2"-1}
i=0 2 2 2
i i+l ta istem X € &é~ i+l] com
Se tomamos zi~€ ];H,-:;;[ entao ex 11Y5 :2n'2n
i i+l ; n_
h(zi) = g(xi)—g(yi). Logo, se z, € ];H’ 7;;[ , 1€e{0,1,.,2-1}
n
27=-1 .
~ . 1 . i i+l
entdo || } h(zi)*3|l< % e assim se z ,w; € ];Kli;T [,
i=0 2
2"-1 1 o
ie{O,lp",Zn—;} temos que [|i20 [h(z;)-h(w)] ;Hll < €. Alémdisso

como g & limitada entd3o h é limitada. Por I.1.32 de [He] temos

gque h & Riemann-integravel.

O item a) do Lema seguinte foi sugerido pelo professor
Antonio Gilioli para ser utilizado no §4. O item b), que & conse

gliéncia de a), serd utilizado neste paragrafo e no §9.

1.2. LEMA.

n
a) Sejam a,,...,a_,M numeros reais ndo negativos e {x, uma
1 n if s,
i=1
seqliéncia de X tais que

n |
I 1 eja;x;|l<M se 0.,e{-1,1} wvie{1,...,n}.
i=1

i
n

v ie{1l,...,n} entdo || ) b.,x.|| £ L, onde L = M se X for espagove
i=1

Se bl""’bn sao numeros reais ndo negativos tais que bi < a.

torial sobre IR e L = 2M se X for espago vetorial sobre C.
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b) Seja f: [0,1] ~ X uma funcdo Riemann-integravel tal que
{tel0,1]: f(t) = 0} & denso em [0,1]. Se g:[0,1] + [0,*] & uma
funcdo limitada, entdo gf: [0,1] - X & Riemann-integravel (com in

tegral nula).

Prova. a) Faremos a prova para O caso em que X €& espaco veto-

rial sobre IR. Para o caso complexo, as adaptacdes sio usuais.

Seja x* € X* com ||x*|| £ 1. Para cada i€{1,..,n}, tomemos 0, =1
se x*(xi) 2 0 e @i = -1 se x*(xi) < 0. Entédo temos
2 T * V| o= | x*d( E 0.a,x;)| £ M
Loagler )| = [ L)% el ] = j=p + 4
i= =

e portanto

fIA

| x* ( § b.x.) | § b, |x*(x.) ]
i=p ©1 i=1 t 1

A

n
P a;[x*(x;) | s m
i=1

o0 que completa a prova de a).

b) seja s = supl||g(t)||: te[0,1]} + 1.

Dado € > 0, tomemos & >0 tal que para cada particao

d = (to’tl""'tn) com didmetro menor do que § tenhamos

o € i .e.enlk.
| ) (EE)-fw) st || € 55, se zw€le; 5,5 ¥iell, ..

i=1

Seja d ~,£t0,t1,,..,tn) uma particdo com  didme-

tro menor do que § . Como f se anula num conjunto denso temos que



Iy

i=1

A

5 .
@if(zi)AtiH 55 se @i e{-1,1} e Zie{ti—l’ti] vie{1,...,nl}.

Assim, dados Zyse..,2, COMm Z, € [ti_l,ti] vie {1,...,n},

aplicando a) para X, = f(zi), a; = Ati e b, = Ati, i=1l,...,n

temos que

IA
M

n n glz;
“izlf(zi)g(zi)/ltin=s“i£1f(zi) e |

Logo gf & Riemann-integravel com integral nula.

1.3. PROPOSICAO. Se D(X) # R(X) entdo existem

Ac { j; : n€N, 1 € {0'1'--~r2n}} e h: [0,1] » X Riemann-inte -
2

gravel ndo Darboux-integravel com h(x) = 0 se x¢A e ||h(x)]| =1

se X€EA.

Prova. Seja g: [0,1] - X Riemann-integravel e nao Darboux-inte-

gravel. Para cada ne€N, seja

F_ = {tG[O,l]: inf sup {||g(s) - g(®)||: s,r 6]t-e,t+e[ N [0,1]} > % }‘

n
e>0

Tomemos n €N tal que >\(Fn ) > 0. Vamos chamar de intervalo dia
o}

dico um intervalo do tipo [ji , ii—l-} , kew , i € {0,1,.%.,2k—1}.

2

2k

- . o 3 o
Para cada intervalo diadico I com I n Fn # ¢ fixemos X11Yq eI
o}

. 1 P .
COKlllg(XI) - g(yl)ll et Sendo m; o ponto médio de I, defi-

(o}

no ﬁ(ml) = g(xI) - g(yI).



Como um ponto & ponto médio de, no maximo, um intervalo diadico ,
temos assim (bem) definida uma funcdo h em todos os pontos médios
- . ) O .
de intervalos diadicos I com I N F o7 9. Em todos os demais pon
o

tos de [{0,1], defino E(x) = 0. De acordo com a observacao (1.1),

h é Riemann-integravel. Temos também que {t € [0,1]: E(t) = 0}

I

€ denso em [0,1]. Fazendo 0(t) 0 se ﬂ(t) =0 e o(t)=

se ﬂ(t) #z 0 temos que 0 5 O(t)

fIA

ZnO, ¥t € [0,1] e assim por

(1.2.b)), tomando h = Oh temos gue h € Riemann-integravel, h(t)=0

se h(t) = 0 e lh(t)|] = 1 se h(t) = 0. Mostremos que h nio &
Darboux-integravel. Seja X € Fn - Q. Cada vizinhanca V de X
contém um intervalo diddico I comoxO € %. Assim % n Fno z O e
portanto ﬁ(ml) * 0. Logo ||h(my)|| = 1. Como m € Ic V e como
hix)) = ﬁ(xo) = 0 entdo h é descontinua em X_. Assim h é descon
tinua em Fn - @ e como 0 < K(Fn ) = A(Fn - @) entd3o h nao é

o) o o
Darboux—-integréavel.

1.4. COROLARIO. Se D(X) # R(X) enti3o existe um subespaco Y de X,
Y separavel e uma funcdo h: [0,1] » Y Riemann-integravel e néo

Darboux-integravel. Conseqlentemente sdo equivalentes:

i) D (X)

il

R(X).

ii) D(Y) R(Y) para todo Y subespaco separavel de X.

Prova. Se D(X) = R(X), tomamos h: [0,1] » X como em (1.3) e

Y = span h(a).

1.5. OBSERVACAO. Se existe g: [0,1] » X Riemann-integravel tal

gue (na notagao de (1.3)) tenhamos Fn denso em [0,1] para algum
o
noenlentéo podemos conseguir h: [0,1] - X Riemann-integravel tal



que ||h(x)|] = 1 se x & racional diddico e h(x) = 0 caso contra -
rio (e portanto h nao sera Darboux-integravel). Para a prova,

basta seguiros passos de (1.3).

1.6. PROPOSICAO. Se D(X) = R(X) entdo existem D c [0,1] enumera

vel denso e f: [0,1] » X Riemann-integravel com [[£(x)]} = 1 se

x€D e f(x) = 0 se x4¢D (e portanto f ndo & Darboux-integravel).

Prova. Se D(X) = R(X), tomemos h: [0,1] > X como em (1.3) e faca
mos S = {t € [0,1]: h(t) = 0} . Entdo ||h(t)]| = 1 se t€s, h(t)=0
se t¢S, S é enumeravel, h é Riemann-integravel e ndo & Darboux in
tegravel. Seja P a reunido de todos os intervalos diadicos aber-
tos onde h & nula. Como h & limitada, continua em P e nao & Dar

boux-integravel entdo A(CP)> 0.

r(ro,e1 n e
A (P

Seja a: [0,1] -~ [0,1] dada por a(t) =

Para cada x € [0,1],x € a(S), escolho tXSS com a(tx) = X
e defino f(x) = h(tx). Se x¢ a(S) faco f(x) = 0. Note gue se
x¢a(s) entdo x = a(tx) para algum tX¢S e portanto f(x) = 0 = h(tx).

Assim, para cada x € [0,1], existe tx € [0,1] tal que £f(x) h(tx)

e a(t = X.
( X)
Vamos mostrar que f e Riemann—integravel.

Tomemos € > 0. Como h & Riemann-integravel, existem

0 = t_ < t1 < ... < tm = 1 tais que se CIA e [ti_l,ti]

vi e {1,...,m} entéao



1)

€
l_lihfgg-h<vi>JAtin <5 afp) .

2

Assim, se £.,E! € [t; ;,t;] e 0, € {-1,1} ¥vie{1l,.,m}

temos

i

I L

¥ £
LimE) - nEnel s 5 AP

e como [a(ty) = a(t; )IA([P) = A0t ,,t1 N (P = a¢y
vi € {1,...,m}, decorre de (1.2.a)) que
m
12 (e = mEpItace = e, IR 5 e 2((p)
m
e portanto{]izl{h(éi) - h(Ej)Ila(t,) - a(t, ;)1]| £e. Com isso,
temos também que se J < {1,...,m} e Ei,ii € [ti—l'ti]

VYi€J entao

iiiéj [(h(E;) - h(EDTlalt;) - alt;_)]][se.

Consideremos a particao d determinada pelos pontos do

tipo u(ti), i=1,...,m. Existem indices io = 0 < i, <i, <.<1

1 2 k
tais que a(t, ) < o(t. ) ser =0,1,...,k-1 e o(t. ) = al(t,)
i i i i
ha r+1 r

se i < i < i
r

r e assim d &€ a particdo determinada pelos pon -

+1
tos distintos af(t, ), a(t:; }),..., a(t. ), isto &,
1o l1 Tk

a = (of(t, Y,a(t, V),eee,a{t, )) .
i, i iy

Para cada r = 1,...,k temos que

a(t. )} - oc(ti

i = a(t, ) - oflt, )

_1)
r r 1 lr lr—l
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e que se x = o(t) € Jalt, ) , alt; )l entdo t € lt; _
r-1 r r r

isto e tx € ]ti _

a(tio)=0=a(til_l) a(til)=a(tiz_1) a(tiz)=OKti3_l) oty )

Assim se nr’“é € ]a(tir_l),a(tir)[, r=1,...,k temos

— ¥ —
f(nr) = h(tn ) . f(nr) = h(tﬂ')’ onde tn e tn, € ]ti -1’ti [
r r r r r r

Com isso, temos

k

|} (£ - £ Ilalt; ) - aley DIl =
r=1 r r-1

k
=] 1 [h(t )-h(t_Dllalt; ) - alt; DI £ €.
r=1 T‘Ir ﬂr lr lr 1

Assim, como (a(ti ), oc(t:.L Yreeesalty )) & uma particao de [0,1],
o 1 k

usahdo [He] I.1.32, temos que f & Riemann-integravel. Temos tam-

bém |[[£(x)]| = 1 se x € a(S) e £(x) = 0 caso contrario. Além dis-

so, S & enumeravel e portanto a(S) é enumeravel. Para completar

a prova mostremos que D = a(S) & denso em [0,1}.

(1) Se t € CP - D e V & uma vizinhanca de t entao e-
xiste um intervalo diadico aberto I com t € I < V. Como t € CP,

existe s€I com h(s) = 0, isto &, VN S = ¢. Logo t€S.
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(2) Sseja J = {x € [0,1]: a_l({x}) tem maisdelunpont%u
Como uul({x}) € um intervalo fechado entdo J & enumeravel. Além

disso a(P)c J.

(3) se X$JUC%@DIO,1])entéoexistetnnﬁnico txe[D,l]
com a(t,) = x e por (2) tX$P. Assim t_ € CP - @ e por (1),

txe§. Como o & continua, temos que a(S) ¢ a(S) e portanto

X € a(S).

(4) De (3) segue que a(S) o [0,1] - (JU(@N[O,1])).

Como J U o(@ N [0,1]) é enumeravel, temos que a(S) = [0,1].

1.7. OBSERVACAO. . Tendo em vista (1.5) e o resultado anterior po

podemos agora conseguir A = {:;: neEN, i € {O,l,...,2n}} em (1.3),.
2

1.8. OBSERVACAO. Se f: [0,1] - X é& tal que f(t) = 0 se t ndo é

racional diadico e £(1/2), £(1/4), £(3/4), £(1/8), £(3/8), £(5/8) ,...
€ uma seqﬁéncié que converge a zero, entao f & Darboux-inte-

gravel.

1.9. COROLARIO. Seja A = {—% neEWN, i € {0,1,...,2n}}.
2

Se D(X) = R(X) e Y &€ um subespaco vetorial (ndo necessariamente
fechado) de X, Y denso em X, entdo existe f: [0,1] - Y c X Riemann
-integravel tal que f(x) = 0 se x ¢ A, ||[f(x)]] = 1 se xeA (e por

tanto f nép é Darboux-integravel) e f(x) # f(y) se x,y € A, X = V.

Prova. Tomemos h: [0,1] » X Riemann-integravel tal que h(x) = 0

se x¢A e ||h(x)]|| = 1 se xea.
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Afirmacdo: existe uma funcdo y: A > Y y(x) = Yy injetora tal
que nyH = 1 ¥xX € A e para cada n€EN e para cada XEA que & pon-
to médio de um intervalo diadico de comprimento ;;1 temos
2
1
ly ~h(x) || < el

Provada.essa afirmacd3o vamos considerar f: [0,1] Y
Y, se XEA
f(x) = e g(x) = £(x) - h(x).

0 se x¢A

Por (1.8) temos que g & Darboux integravel e portanto Riemann-in-
tegravel. Como h & Riemann-integravel temos que f & Riemann-inte
gridvel. Além disso, temos que ||[f(x)]|| = 1 ¥x€A e f(x) = f(y) se

X,y EA e x #y, o que completa a prova.

Prova da afirmacdo: Em primeiro lugar, facamos algumas
observacdes. Seja B um subespaco de dimensao finita de Y. Entao
Y-B & denso em X. De fato, se xGC]B,tomemos V vizinhanca de x,

V c EB. Dada uma vizinhanca W de x temos que WN V © EB e WnNyV
tem ponto de Y. Assim W N VN (Y-B) # §. Logo Wn (Y-B) = Q.

. = o o ~ ~Z .
Assim x € Y-B. Logo CB<: Y-B. Como B = @ entao CB = X e assim

Y-B = X.

Mostremos agora que se x€X, ||x|]] = 1 e € > 0 entdo exis
te y € Y-B com ||]y]| = 1 e ||y-x|]| < € . De fato, tomando z € Y-B
com ||z-x|| <% temos | ||z]|-1 | = | llzll-lIx|l | <—§- e assim, sendo
y = HEH temos que y € ¥Y-B, |ly|l =1 e
ly-x|| = H-ﬂ—‘}[-l—- z|| + llz=x|| = Hz(ﬂ—i—ﬂ- D+ fz=x]] =

[ lzll-1 ] + llz-x]| < e.
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Consideremos agora y_,y, € Y , Yo * Yqps comj]yolkﬂlyln=lf
Seja B = span{yo,yl}. Pelo exposto anteriormente, existe

1
Yy,, € ¥Y-B com Hyl/2~h(1/2)H <5 e Hyl/zﬂ = 1.

Facamos 11,12,... uma enumeracao dos intervalos diadicos
onde Il = [0,1]. Dado n€EN, n > 1 e definidos os Yyr S€ X é pon
to médio de algum Ij’ j < n, seja

Bn==span{yx:x=0, x=1 ou x & ponto médio de algum Ij com j < n}.

Se x € agora o ponto médio de I em é tal que o compri

mento de In e 2m—1

existe y €Y-B_ com |ly || =1 e ]]yx—h(x)fl <-§E . A prova se

entao, pelo exposto anteriormente, temos gue

completa por inducao.

Nosso proximo resultado sera utilizado em (7.6).

1.10. PROPOSICAQ. Se D(X) # R(X) e D & um subconjunto enumera -

vel de [0,1] denso em [0,1] ent3o existe f: [0,1] - X Riemann~in-

tegravel tal que f£(t) = 0 se t¢D e ||[f(t)|| = 1 se teD.

Prova. Se D(X) = R(X) entao por (1.7) existe h: [0,1] » X Riemann
-integravel tal que ||h(t) ||=1 se t é racional diadico e h(t)=0 caso con

trario. Seja {dn}nelN uma enumeracao de D. Como D é denso, existe n.EN

1
tal que {dlpu,dn }ty{0,1} define uma partigéozﬁ‘de [0,1] com didme-
. ]

tro menor do que L

7 - Escolhamos x;,...,x € X com [|x;]| =1 se

1’
i efl,...,nl}e definamos f(di} = Xi'sgie{lf’?ini}iA Tomemos agora
n, > n, de modo que {dl""'dn } W{0,1} defina uma particao
' 2

P, de [0,1] com didmetro menor do que %.
Para cada 1 € {nl+l,...,n2} seja Ii o intervalo da par-

tigao P1 ao qual di pertence. Escolhamos ry um racional diadico com
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r; € I, e definamos £(d;) = hixr;).

Indutivamente, conseguimos n, < n, <... naturais de

modo que para cada k€N, {dl,...,dn]-LJ{O,l} defina uma particao

k
Pk de [0,1] com diametro menor do gque % . Para cada k€N e para
cada 1 € {nk+l,...,nk+1} ’ tomemos Ii o intervalo da particao Pk

ao qual cil:.L pertence, escolhamos r, um racional diadico com rier,

e definamos f(di) = h(ri).

Com isso, teremos definido f em D de modo que ||f(t)|[=1

se t€D. Se t € [0,1]-D, facamos f(t) = 0.
Vamos mostrar que f & Riemann-integravel.

Dado ¢ > 0, tomemos k€N, k >1 tal gque se <to’t1'""tn)

é uma particdo de [0,1] com diametro menor do que % entao

I

h(gi)Ati“ < g/2 se ii € [t t.], vi € {1,...,n} (note que
i

1 i-1'71

h tem integral de Riemann nula).

Seja Py, a particdo construida acima. Sabemos que Py
tem diametro menor do que % . Temos ainda gue se [a,b] €& um in-
tervalo da particao P eseté€ la,b[ entdo f(t) = h(s) para al-
gum s € [a,b]. De fato, se t¢D temos que f(t) = 0 = h(s) para

qualquer s € la,b[ que ndo & racional diadico. Por outro lado,

se t€D, digamos t = di,entéo como t € Ja,b[ e [a,b] & um dos in-
tervalos de P, temos que d, ¢ {d.,...,d4_ } e portanto

k i 1 n,
i€ {nj+1,...,nj+l} para algum j 2 k. Assim, pela nossa constru-

cao, sendo I o intervalo de Pj ao qual t = di pertence temos
f(t) = f(di) = h(s) para algum s€I. Como Pj & um refinamento de
P, € como t € In Ja,bl entao I c [a,b] e assim s € [a,bl.
3 —_— N H
Assim, sendo Pk = (O,ql,...,qm) e ti,ti € ]qi_l,qi[,

vi € {1,...,m},existem sl,...,sm,si,...,s$ tais que
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$.,s!

108 € lg;_jrqyl vied{l,...,m} e

o n
“izlﬁf(t‘i’)—f(ti)wqi“ = uizlth<si>-h(s;)mqin <e.

Assim, por [He] I.1.32, f & Riemann-integravel.

Vamos apresentar agora uma condicdo necessaria e sufi -

ciente para D(X) # R(X).

1.11. DEFINICAO. Seja A um conjunto ni3o vazio. Dizemos que uma

seqliéncia {A }n de subconjuntos ndo vazios de A é um pré-sis-

€N

tema de Haar de A se para cada n€N temos AZHLJ A2n+l c A.n e os Ai

n+1

i€ {Zn,2n+l,...,2 -1} sd3o dois a dois disjuntos ([DU] pag.191).

Ay

/\

AN
AR AR

1.12. PROPOSICAO. S3do equivalentes:

i) D(X) # R(X).

ii}) Existe um pré-sistema de Haar {An} de X tal que:

nem
n
a) para cada k€N, existe n€N tal que || ] x, J;H < % para
on i=1 2
toda seqgliéncia {Xi} com x; € A ou x; = 0 se
i=1 27 +i-1

b) ||x|| =1, ¥vx € A.,

c) Al € enumeravel .
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iii) Existe uma familia {Xd}deD c X, onde

D = {-3-5 neEN, j € {0,1,...,2n}},tal que [[x4]] = 1, va ep,
2

X3 # X 31 se d=d' e para cada k€N, existe n€EN tal que

n
2
| Y a. J;“ < 1 se para cada i € {1,...,2"} temos a, = 0
L i .n k i
i=1 2
. i-1 i
ou a; = x4 para algum d € [_7T’“E]’
2 2
Prova. iii) == 1ii) Basta considerar A1 = {xd: den}t ,

~ 1 1
A, = {xd: d e [0’7{}’ Ay = {Xd: | 61[5,1[}, e em geral se nEN e _

i€ {1,...,2n}, consideramos A n = {xd: da e [i:lv i[}-
27411 )

i)=—> iii) Se D(X) # R(X), seja f: [0,1] - X Riemann-integravel
com ||£(t)]] = 1 se t & racional diddico, £(t) = 0, caso contrario
e f(t) # f(s) se t e s sdo racionais diadicos com t = s (ver (1.9)).

Fagamos Xgq = f(d) para cada de€D.

ii)=> i) Da definicdo de pré-sistema de Haar, decorre que cada
- » . . . . 1~ » . .
A, é infinito. Assim, existe {xn}nenl sequéncia de pontos distin

tos de X comxn z 0 e xn e An ¥n € NW.

Facamos Il = {0,111, 12 = [0,%], 13 = [%,l],...,
I h . = [in, i%],i=1,...,2n-1,nem.
27+4 2 2

Sendo m, o ponto médio de In’ definimos f: [0,1] = X

por: f(t) = x_ se t=m, f(t) = 0set =0, t=1out niao é dia

n
dico.

Como |[x || = 1 ¥n € N, temos que f ndo & Darboux-inte-
gravel. Por outro lado, dado €~ 0 e kEIN com %»< % , tomemos n
como em ii)a) e consideremos a partigao (0,§%y§%,...,1).
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1 . ‘ _ i
Se €i € ]%;;u ;%'[ 1= 1,...,2% entao ou f(Ei) = 0 ou Ei € pon
to médio de algum intervalo diddico contido em I n ; Ou seja,
27+i-1
£. & ponto méddio de algum I , onde 2P(i-1) = 5 < 2Pi-1.
Logo £(£.) = x € A c A . Assim, se
1 2PFP, PPy 2P4i-1
£E.,80 e ] i:ifj;{, vi e.{1,...,2"} , usando ii)a) temos
i'7i ,n’,n
n n n
2 2 2
1 1 1 2
1L £ - £EDI=] < || I £E&)=] + || § =< & <e.
i=1 + +ooh i=1 *t2n i=1  *t2n k

Por [He] I.1.32, f e Riemann-integravel.

1.13. OBSERVACAO. E facil perceber que na proposicdo anterior

ainda temos i) equivalente a iii) mesmo se em iii) ndo exigimos

“xd # Xqv 1 se d = 4'".
Para esclarecer o enunciado do nosso proximo teorema,
1 1

observemos que sendo Il = {0,171, 12 = {O,EJ, 13 = [5,1],...,

I n = ﬁ%,&%%], para nEN, i € {0,1,...,2"%-1}, entdo o ponto mé -
27+1 2 2

dio de T & 2

27+1 2

1.14. TEOREMA. Se D(X) = R(X) entdo existe uma seqgliéncia basica

{Xk}kelﬂ de X com |[x, || = 1 ¥k€N tal que a funcdo F: [0,1] + X
dada por F(ld = X ,F(giil) = X ’ ¥YneE N , vi e.{O,lnu,Zn—l}
2 1 n+1 n,. i :
2 27+1 \
e F(t) = 0 se t ¢ {zii%: ne€lN, ie{O,l,...,2n~1}} é Riemann-integrd
2

vel (e ndo. Darboux-integravel). Se X tem base de Schauder B e

D(X) = R(X) podemos ainda conseguir {xk}kemlcomo acima e tal que

{Xk}ke]N seja uma base de blocos deB.
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Prova. Vamos provar as duas afirmacOes paralelamente. De acordo
com (1.4) ndo hd perda de generalidade em supor X separavel para
a prova da primeira afirmacdo. Assim, para provar o teorema pode
mos considerar X © C([0,1]1). Como D(X) # R{(X), por (1.6) existem
D c [0,1] enumeravel denso em [0,1] e g: [0,1] - X Riemann-inte -
gravel, ndo Darboux-integravel tais que |[g(t)|| = 1 se t€D e

g(t) = 0 se t€D. seja {e_} oo uma base de c([0,11)

{ou {en} = B, para o caso de X ter base). Seja M = 2L onde L

nelN

& a constante basica de {en} (e portanto L 2 1).

neENN

Para cada n€N, seja Pn: C([0,1]) » C([0O,1])
) age)
k=1 X%

(ou Pn: X » X para o caso de X ter base) dada por Pn(

n
= ) aye,. Como P & linear continua e tem posto finito entao
k=1 n
P_og & Darboux-integravel. Assim, para cada n€EN e para cada
a,b € [0,1] com a < b existe t € la,b[-D onde Pnog & continua (e
Pnog(t) = 0 pois t €éD). Logo, como D é& denso,para cada a,bel0,1]

com a < b ,. para cada nEN e para cada ¢ >0 conseguimos

t € Ja,b[-D e s € la,b[ N D tais que l]Pnog(s)—Pnog(t)[[ < % e

portanto ||P _og(s)|| < %». Alédm disso, como s€D temos ||g(s)|| = 1.
1 i i+l 1
Facamos I, = }0,1[, I, = 10,%[,...,1 =], [, my=5,
l 7 7 2 7 2 7 7 2n+i 2n 2n 1 2
2i+1 . n
m = , se neN e i € {0,1,...,2 -1} .
2Ppi o0t
Vamos definir inicialmente uma fungao auxiliar
f: [0,1] » X. Tomemos s; € I, com lg(s) || = 1. Existe n; € W
1
tal que ||g(s;) - Pnlog(sl)|l < 45 - Facamos f(my) = Pnlog(sl).
Temos entdo, |[f(m,)]] 2 |la(s)]] - Lo, L1531 o
o 1 B 1 4M iM 4 2

1

.
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Tomemos agora s, € I, conx]]g(sz)[] =1 e
1 .
[]Pnlog(sz)[] < igm © Sejan, € N, n, > n, conm
1 =
lla(s,) = Pnz?g(szjﬂ < Tgw - Facamos f(m,) = (Pn2— Pnl)(g(s2)).
Temos entdo [[f(m,) - g(s,) || :[[Pnzog(sz) - g(sz)fﬁ+HPnlog(sz)[
1 ~ 1 1
< ‘M € “f(mz)H 2 “g(sz)“ - Hg(sz) = f(mz) ” 2 1 - BM > 7
Por inducao podemos conseguir segliéncias {nk}ke]N de
naturais e{sk}ke:{N de pontos de [0,1] com n; < n, < ... e
Sy € Ik ¥k € N tais que
1
llg(s ) || = 1, vkem, HPnk-log(sk) Il <—;E;2—M ¥k €N, k> 1 e

1 .
Hg(sk) - Pnkog(sk)n < ;E??; , ¥k €N. Assim, fazendo

f(ml) = Pn Og(sl) ,f(mk) = (Pn —Pn )(g(sk)) ¥k € N, k > 1,
1 k k-1
1 1
temos Hf(mk) - glsp) || < ;E:Tg e “f(mk)ﬂ > 5 ¥k € N.
Se t ndo & um dos my fazemos f(t) = 0.
Seja h: [0,1] » X dada por
g(sk) ’ se t = mk ’ ke]N
h(t) =
0 , se t ¢ {mk: KEN }.

Como em cada intervalo Ik existem pontos onde g se anu-
la, por (1.1), temos que h é Riemann-integravel. No entanto, &
facil ver gue h ndo é Darboux-integravel j& que Hh(mk)H = ]
¥k € N. Como (f-h) (t) = 0 se t ¢im_: k€N! e como

lim(f~h)(mk) = 0 temos por (1.8) que f-h é Darboux-integravel.

k+oo

Assim £ = (f-h) + h & Riemann-integravel e ndo é Darboux-integria-

vel.
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Se B ={en}n€]N é uma base de X facamos

1

F(x) = 0(x)£f(x), onde 0(x) = 0 se £(x) = 0 e O(x) = TTET;;ﬂ’ o

f(x) # 0. ©Por (1.2b)) temos que F & Riemann-integravel. Facamos

x, = F(m) VkeN. Entdo, pela construgéo,temos que {xk}kenq é ba-

k
se de blocos de B e kaH = 1 ¥k € IN,o que completa a prova da se

gunda afirmacdo.

Para completar a prova da primeira afirmacdo, notemos

que se {en} é base de C([0,1]) entao

neN

f(mk)
T BT S, - .
B & base de blocos normalizada de {en}neni'

“f(mk) I ke

Seja L' a constante basica de B' . Entdo L' £ L e como
|| £(m) || > %‘ vk € IN, temos
O U L | KOTSRS SRR
= < =
k=il lemoll Hemo lH 2 2=
h(mk)

Por [LT] 1l.a.9 temos que é seqgliéncia basica

el |

de C([0,1]) contida em X. Assim {h(rnk)}ke]N é seqliéncia basica

normalizada de X. Tomando Xk = h(mk) ¥ KEN temos o resultado

com F = h.

1.15. EXEMPLO. O exemplo abaixo mostra que,na segunda afirmacao
de (1.14),dada a base B ndo necessariamente conseguimos{xk}kelsz
Mais precisamente, o exemplo responde negativamente a seguinte
gquestao:

"Se X tem base de Schauder normalizada {en}ne]N e
D(X) # R(X) entdo existe D < [0,1] enumeravel denso em [0,1] e

£: [0,1] » X Riemann-integravel tal que f(t) € {en}ne]N se t€D

e £(t) = 0 se tgp 2"
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Consideremos X = co(nﬂ, e, = (1,0,...}, e2=(1,1,Q...)
e, = (1,1,1,0,...),.... Se D & enumeravel e denso em [0,1] e se
£(t) € {e } .o para todo t€D e f(t) = 0 se t¢D, facamos
_0l2  p-1 : i-1 i
dn = (0, S UNERE /1), se nENN.  Entado se ii € DN | 5 'n] ’
¢ 1

i=1,...,n, temos que Z f(ii)ﬁ- é do tipo (l,xz,x3,...), mas
se £, € CD n [iil, 2] ,i=1,...,n , temos que

X f(£. )At = (0,0,...). Logo f ndo pode ser Riemann-integravel.

i=1

1.16. OBSERVACAO. Os resultados que acabamos de provar destacam

as idéias centrais comuns as provas da igualdade D(X) = R(X) para
alguns espacos de Banach X. Por exemplo, utilizando (1.14) é ime
diata a prova de D(%l(EU) = R(Rl(m)) (e conseqglientemente de
D(Ql(F)) = R(RI(F)) se usarmos ainda (1.4)}). De fato, se

F: [0,1] - il(ﬂﬂ é tal que {F(%ﬁ, F(%},...} & base de blocos da

base candnica de £,(N) e se [[F(t)]] =1 se t €{ % i,... boe
F(t) = 0 caso contrario entdo F nd3o é Riemann-integravel.

Para ver isso, basta observar que para cada n€N podemos
l_l,iLI, se i € {1,...,2"} e também
2 2h

P S I [";év *5]. Assim, se tomarmos a particao

escolher t. € {1 1 SN

Srgr e
1
Si € ({:{'2“

.b!w -

n 2n n
27-1 ) 1 1
=,1), temos que 2 F(t.)— e Z F(s.)——
2 2 2n i=1 1oon i=1 b 2P

1 2
dn = (0,"“'1:1‘, TRttt

sdo somas de Riemann relativas a essa particao. Como

{F(%),F(%),...} é base de blocos da base candnica de L(N) e

como ||F(t)|| =1 se t € { 4,...} € imediato que
n | n
1T repdy =1 to ] F(s;)= =0
=] = enguanto s.)—— = 0.
i=1  ton i=1 1 on

Usando argumentos semelhantes,prova-se facilmente tam -

bém que se X = Y* onde Y & o espaco de Tsirelson (ver [R]) entédo
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D(X) = R(X).

Sabemos que se D(X) = R(X) e Y & um subespago fechado
de X (e portanto D(Y) = R(Y)) nada podemos afirmar sobre X/Y, uma
vez que D(Ql(r)) = R(Ql(r)) e todo espaco de Banach é& isomorfo a
um guociente de zl(r) para algum I'. Por outro lado, também nao
cabe perguntar se "D(X) = R(X) e D(X/Y) = R(X/Y)" implica
D(Y) = R(Y) uma vez que se D(X) = R(X) ja temos D(Y) = R(Y) inde-
pendente de qualquer informacao sobre X/Y. Resta, entao, questio
nar se "D(Y) = R(Y) e D(X/Y) = R(X/Y)" implica D(X) = R(X). A res
posta & afirmativa como veremos em (1.19). Para a prova desse re

sultado necessitamos de alguns preliminares.

1.17. TEOREMA. Sejam X e Y espacos de Banach. Seja F(Y) a fa-
milia dos fechados convexos de Y. Seja ¢: X > F(Y) uma funcao
tal que {x€X: ¢(x) n U = P} é aberto de X para todo U aberto de
Y. Para cada x€X, seja m(x) = inf{|ly]|: ve ¢(x)} . Seja p: X R
continua tal que p(x) 2 0 W¥x€X e p(x) > m(x) se m(x) > 0. Entao
existe uma funcao 5: X - Y continua tal que P(x) € d(x) ¥x € X e

|6(x)]] £ p(x), ¥x € X.

Prova. Ver [P] proposicdo 1.2 pag. 9

1.18. COROLARIO. Sejam Z um espaco de Banach e W um subespaco
de 7. Entio existe $: Z/W -~ Z continua tal que §¢(2) € z+W

vz € zel|[§(2) ] € 2||z]] vz e z.

Prova. Basta aplicar o teorema anterior para X = 2/W, Y = 7 ,

¢: X = Z/W > F(Z) dada por ¢(2z) = z+W e p(2) = 2m(2) =

i

= 2inf{||ul|: u € ¢(2)} = 2inf{||ul|: u € z+w} = 2||z]].
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Nesse caso temos que, para cada U aberto de Y = 2 entio
{z e z/W: 9(2) NU= @} ={2e€ 2/u: (z4W) N U = ¢} =

=TN({z€z: (z+W) N U= ¢}), onde NI: 2 ~ Z/W é a aplicacdo quociente.
Como II & aberta temos que para cada U aberto de Y = 2,

{2 € Z2/W: ¢(2) N U # ¢} & aberto.

Como p estd nas condicdes do teorema, concluimos que e-

xiste §: X = Z/W > Y = 2 tal que $(2) € ¢(2) = z4+W ¥z € 7 o

Ne2) || < p(2) = 2m(2) ¥& € z/wW.

1.19. PROPOSICAO. Sejam X um espaco de Banach e Y um subespaco

de X. Se D(Y) = R(Y) e D(X/Y) = R(X/Y) entdo D(X) = R(X).

Prova. De acordo com (1.18) existe @: X/Y » X continua tal que
b(x) € §+¥ e ||[¢(x) ]| = 2]|%]|] vx € X. seja £: [0,1] » X Riemann
-integravel. Sendo II: X » X/Y a aplicacio quociente temos que
Tof:[0,1] » X/Y & Riemann-integravel e portanto, como

D(X/Y) = R(X/Y), temos Ilof Darboux integravel. Assim o conjunto
dos pontos de descontinuidade de Illof tem medida de Lebesgue nula.
Como ¢ & continua temos que o conjunto dos pontos de descontinui-
dade de ¢ollof tem medida de Lebesgue nula. Além disso, como f &

limitada, entdo Ilof &€ limitada e portanto, lembrando que

19 (%) || < 2||x]|| ¥xex, temos Jollof limitada. Assim Jollof &
Darboux integravel. Como ¢(%X) - x € Y ¥x € X entdo

dollof (t) - f(t) € Y vt € [0,1]. Como ¢ollof-f & Riemann-integra -
vel e D(Y) = R(Y) temos ¢ollof-¥f Darboux-integravel. Assim f &

Darboux-integravel.



-24-

PROBLEMA,
® Vale um resultado anadlogo a (1.19) para a gquestdao R(X) c M(X)?
Isto &, se R(X/Y) ¢ M(X/Y) e R(Y) c M(Y) (onde Y & um subespa-

co de X) entao R(X) c M(X)?

o0o
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§2. OS PROBLEMAS D(X) = R(X) E R(X) ¢ M(X) EM ESPACOS COM BASE

SIMETRICA GENERALIZADA

Foi provado em [He] I.3.12 e I.3.16 que se X € um espa-

¢o de Banach com base simétrica entio:

1. D(X) = R(X) se e sO se X & isomorfo a 21(10.

2. D(X*) = R(X*) se e sO se X & isomorfo a cO(IU.

Neste paragrafo vamos caracterizar os espacos de Banach
X com base simétrica generalizada e dens X 2 c para os quais tem-

-se R(X) © M(X) (ou R(X*) c M(X*)).

Também vamos obter,neste pardgrafo e no paragrafo se-
guinte, generalizacbes de 1. e de 2. para espac¢os de Banach nao

separaveis com base simétrica generalizada.

Finalizaremos, aplicando esses resultados para ob-
ter informacdes relativas aos problemas D(X) = R(X) e R(X) c M(X)

para certos espacos de operadores.

2.1. DEFINICAO. Dizemos que uma familia {eY} de um espaco de

YET

Banach X & uma base incondicional generalizada de X se para cada

xX€X existe uma Gnica familia {XY}YGT de escalares tal que

x = ) x_e_ (isto &, para cada € > 0, existe F_<c I, F_ finito
ver ¥ Y £ €
tal que para todo F ¢ T, F 2 F_, F finito temos [[x- ] xyeyﬂ < e).
YEF

Dizemos gque uma base incondicional generalizada {eY}YeF

de um espaco de Banach X @ uma base simétrica generalizada de X se

r, {s_1}

U E .
para cada par de sequéncias {Yn}nenqc ninew©

T, com'n1¢ym
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e § # 8§ se n #m temos que as segliéncias basicas {e, } e
n m Y,
‘n nelN
{38 } sao equivalentes.
" "’n neN

Para o leitor ndo familiarizado com a nocao de base (e-

numeravel) recomendamos [LT].

No gue segue apresentamos um resumo dos resultados so -
bre bases generalizadas gue usaremos. Referéncias para o assunto

sao [M] e [T1].

Gostariamos de alertar que nem todos os resultados co-
nhecidos sobre bases incondicionais enumeradveis se generalizam pa

ra o caso nido enumeravel (veja [T1]).

2.2. NOTACAO. Se {eY}YGF & uma base incondicional generalizada

de um espacgo de Banach X e se x = Z aye , para cada Yy € I escre-
YeET
vemos e?(x) = aY. Com isso, temos que X = Z e*({x)e .
YET

2.3. PROPOSICAO. Se {eY}YGT é uma base incondicional generaliza

da de um espaco de Banach X entao

A

= * : T . - s s
=1l sup{”ygrﬁer(x)eYH lBYl 1vyeTle {yer:g=0}é flnlto}

define uma norma em X equivalente a norma original.

2.4. COROLARIO. Se {ey}yef & uma base incondicional generalizada
de um espaco de Banach X entado existe M > 0 tal que para cada

I‘l . .
A,Bc com Ac B e B finito e para cada {aY}YeA, {bY}YGB com

la,| £ |b,] ¥y € A tem-se que || ) ae |l £ M|| J b.e |l. Conseglien
! v vyea 'Y vép ' Y

temente, para cada YET temos que e; € X* e 1 < HeY[]Hein < M,

e .para cada r,et ., . a aplicacao P, : X > X dada por
o)
PFO(X) = Yér e’\;(x)eY & uma projegéo continua de X sobre span{ey}yefo
o)
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Observamos que. se {eY} ver € uma base incondicional generali
zada de)(entéoea%¢0 vyel' e {*~—l—} € também base incondicio-
‘ lle ]|’ ver
Y
nal generalizada de X. Assim, se X tem base incondicional genera

lizada entdo X tem base incondicional {eY}YGT com HeYH =1,

¥Y € . Nesse caso, temos 1 < }]e?“ SM.V¥yerT.

-

2.5. TEOREMA. Se X é um espaco de Banach reflexivo e {eY}YGT é

base incondicional generalizada de X entdo {etl}Y € base incon-

er
dicional generalizada de X*.

Prova. [M] teorema 15.

2.6. PROPOSICAQ. Se {eY}YGT € uma base simétrica generalizada

de um espag¢o de Banach X, entd3o existem A > 0 e B > 0 tais gue

A < Heyﬂ < B ¥y €.

Prova. Se nado existisse B > 0 tal que Heyﬂ £ B ¥ye€rl erntdo pa

ra cada n€N existiria y € I' tal que HeY || 2 n. De acordo com
n
[LT] pag. 114.,{eY }nem ndo seria seqliéncia basica simétrica e poxr
n
tanto existiria uma permutacdo II de WN tal que {e_ } e
Tn neN

nao seria si-

{

} nao seriam equivalentes. Logo {eY}

e
YH(n) nemwW Yer

métrica. A prova da existéncia de A é analoga.

2.7. LEMA. (Troyanski). Seja {eY}Yef

zada de um espaco de Banach X. Se {ey}yef ndo é equivalente a ba

base simétrica generali-

se candnica de QI(F) entdo para cada € > 0 existe k€N tal que pa-

ra cada x*€X* tem-se |{yer: ]x*(eY){ > ellx*|[}] < k.
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2.8. LEMA. (Troyanski). Seja {eY}YGT base simétrica generaliza
da de um espaco de Banach X. Se {ey}yef ndo é equivalente a base
candnica de co(F) entdo para cada € > 0 existe k€N tal que para

cada x € X tem-se- |{y€r: |e¢(x)l > ellx]|}] < k.

Para as demonstracOes ver [T1l] Lema 2 e Lema 3.

2.9. TEOREMA. Seja X espaco de Banach com base simétrica genera

lizada {eY}YGT' Sdo equivalentes:

a) {eY}

b) D(X) = R(X).

yer &€ equivalente a base canonica de £1(F).

Se |T'| 2 c entdo a) e b) acima sdo equivalentes a

c) R(X) c M(X).

Prova. Sabemos que a)=—> b) e que b) =—>c). Para provar que
b)=—> a) e que, se |I'| 2 ¢ entdo ¢) = a) notemos que se A & um
subconjunto de [0,1] e ¢: A > T & injetora entdo se a) nao se

verifica temos qgue a funcao f: [0,1] * X dada por

e¢(t) se t € A

£(t) = é Riemann-integravel.
0 se t ¢ A
De fato, se a) nao se verifica, entao por (2.7), dado

€ > 0, existe k€N tal que para cada X*E€X* tem-se

| {veT: |x*(e)] > Z =l s k.

A

Tomemos nEN tal que % sup“eYH

. {lembrar que
yer

| m

sup|le || <= por (2.6)).

|
yer Y

- = 1 = 2 =
Facamos tO = 0, t1 =4 ! t2 = n""’tn = 1. Tomemos
I

c. € ]ti—l’ti[' i=1,...,ne

i = {ief{1,...,n}: cieA}. Temos que
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1) (et |l = || Z f(c,)E ] x*(£(c;))

i=1 i il = ]x*ﬂﬂl ier =

1
= * (e ) Para cada x* € X* seja

}x*ﬁ<1 jer oley) - ’

Box o = {ten: IX*(e¢(t))i>"%HX*ll}~ Se J = {ie1: CieAx*,E} entao
3] = ‘Ax*,el Sk e |x*(e¢(ci))] §-%Hx*]i se 1 € I-J. Assim,
se x* € X* e |[x*|]|] £ 1 temos

) x* (e )| £ | ) x*(e Y|+ ] ) x*(e )
lieI 9 (cy) | ‘iGJ ¢ley) | Iiez-—J ¢oley) |
< |J|max||e | +n< < x sup”e | +n<<n& .
1eJ d(c ) 4 yer 4 2
n . n
Logo ]liélf(ci)AtiH € 5. Portanto “izif(ci)_f(di)]Atill§ €, se
d € ]tl 1,t [, i=1,...,n. Por [He] I.1.32, f & Riemann-inte-

gravel

b)== a) Suponhamos agora que a) nao se verifique. Tomemos

A =@ n[0,1]. A fungao f acima considerada (que & Riemann-inte-
gravel)ndo é Darboux-integravel ja que f(t) = 0 se t € [0,1]-D e

inf [|£(t)]] >0 ,por (2.6). Assim b) ndo se verifica.
tel0,1]np

c¢)== a) (|I| 2 c). Suponhamos que a) nio se verifique. Tome-
mos A = [0,1]. A funcdo f acima corsiderada (que & Riemann-inte-
gravel) ndo & mensuravel. De fato, por (2.4) e (2.6) existe uma
constante C > 0 tal que ]lf(t)-f(s)“ 2C se t,s € [0,1], t = s.

Logo f ndo tem imagem quase separavel e portanto nZo & mensuravel

(ver (8.3)). Assim, c¢) ndo se verifica.
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2.10. TEOREMA. Seja X um espago de Banach com base simétrica ge

neralizada {eY} Sao equivalentes:

yer °

a) {eY}YGF & equivalente a base canonica de cO(P).
b) {e?}yer & base de X* equivalente a base candnica de 2;(I).
c) D(X*) = R(X*).

Se |Tr| 2 ¢ entdo a), b) e c) acima sdo equivalentes a

d) R(X*) c M(X*).

Prova, a)==Db) Seja {xY}Yer a base canonica de cO(F). Seja

T: X ~ co(F) isomorfismo tal que T(ey) = X, ¥y € I'. Entdo é fa-
cil ver gue T*:QL(P)ﬁ-X* & (um isomorfismo) tal que T*(X;) = e;

¥y € I', o que prova b). Como b)=— c) e c) =—> d) sao imedia-
tos, resta provar gue c) =—> a) e que se IT| 2 ¢ entao d) — a) .
Para isso procederemos como na prova de (2.9). Notemos que se A
& um subconjunto de [0,1] e ¢: A ~ I & injetora entao se a) nao
se verifica temos que a funcao f: [0,1] - X* dada por

e?{)(t) se t € A

I

f(t) & Riemann-integravel .

0 se t ¢ A

De fato, se a) ndo se verifica, entdo por (2.8) dado
£ > 0, existe k€N tal gque para cada xX€X tem-se

|[{ver: |erx)]| > Sl s x.

Tomemos nEN tal que % sup“e?“ < %- (lembrar que
supHe?H < © por (2.4) e (2.6)).
Yerl
1 2
Facamos tO = 0, t1 = qr t2 = E""’tn = 1. Tomemos
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c, € ]t. 850 i=1,...,ne I={i€{l,.,n}: cieA}; Temos que
i i-

o 1, _1
flc.)at. || = flc,)=|| == sup I‘z flc) (x)] =
“iz—.l 104 | “iél tatoon IIx||<1 i€ %
= % sup é ¢(c )(x)] Para cada x€X seja
<2 61
Bye = teeas Jex s x| > Zlx|[}. se g = {iel: cjer, .} entdo
o] < |2, el < k ]e¢(c y (x x) | < %]hﬂ] se i€I~J. Assim, se x€X
e ||x|] £ 1 temos
| ) ex (x)| £ | ¥ ex (x) | + ¥ ex (x)
ier #(¢;) ieg 9(cy) IiGI-—J 6 (cy) X
< |J|max||ex H + n§-§}<supHe*{ +ns <t
Logo || 2 flej)ot |l = 5. Portanto || Z [fley)-f@) 18t ]l < e se
i=1 i=1
C.,d, € Jt, _,t.[, i = l1,...,n. Por [He] I.1.32 f & Riemann-inte
1’71 i-1"71 =
gravel,

Para provar que ¢) = 3) e que se |[I'| 2 ¢ entio d)= a)

procedemos como na prova de (2.9) lembrando que 1nf“e*(}> 0 e
Yer

que existe C > 0 tal que He§ - e§ | 2 Csev,y' erT ;Y EY!

(ver (2.4) e (2.6) observando que {(e* - eX,) (e )[

2.11. OBSERVACRO. Até onde estamos informados, nio se conhece

um exemplo de espaco de Banach X reflexivo com dens X 2 ¢ e tal
que D(X) = R(X) ou mesmo R(X) ¢ M(X). O Teorema (2.9) mostra
que tal exemplo nio pode ser encontrado entre Os espagos de Ba-

nach com base simétrica, isto é:

2.12. COROLARIO. Se X & um espaco de Banach reflexivo com base
simétrica generalizada e dens X 2 ¢ entdo R(X) ¢ M(X) (e portanto

D(X) # R(X)).



- 32 =

2.13. OBSERVACXO. Em [He] III.3.17 foi provado que se X é um es

paco de Banach que tem um subespac¢o Y complementado, Y com base
incondicional (enumeravel) e se D(X) = R(X) entdo D(X*) # R(X*).
Recorrendo a (2.4), percebemos que esse resultado se generaliza pa
ra o caso em que X tem subespacgo Y complementado com base incondi
cional generalizada, ja que Y (e portanto X) tera subespago com-

plementado com base incondicional enumeravel.

Com os resultados desse paragrafo obtemos o seguinte:

2.14. COROLARIO. Se X & um espago de Banach que tem um subespaco
Y tal que dens Y 2 c e Y tem base simétrica generalizada e se

R(X) c M(X) entdo R(X*) ¢ M(X*).

Prova. Se R(X) ¢ M(X) entio R(Y) < M(Y). Por (2.9), Y & isomorfo
a %1(T) para algum I com |IT| z © (e portanto Y contém Ql(I) onde
|1] = ¢). Por [Ha 1] proposicdo 2.2, X* tem subespaco isomorfo a
Ll({O,l}C). Por [L], teorema .12 §15 (ver a demonstracgao), X* tem

subespaco isomorfo a %,(I) onde |1] = ¢ e portanto R(X*) & M(X*).

2.15. OBSERVACAO. Lembramos que para X = C([0,1]) temos

R(X) ¢ M(X) e R(X*) c M(X*), mas nao sabemos se existe X com base
incondicional generalizada e dens X 2 C tal que R(X) © M(X) e

R(X*) ¢ M(X*). Lembramos que, assumindo a negacao da hipotese do
continuo e o axioma de Martintemos que se X = c_(T), onde IT] =X,
entio X tem base simétrica generalizada, R(X) ©¢ M(X), R(X*) ¢ M(X*)

e X & ndo separavel (ver [MR]).
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Como conseqgliéncia dos resultados gue acabamos de obter
e dos resultados de [He] e [A]obteremos,aqui,informagéessobre a
questdao R(L(Y,Z)) c M(L(Y,Z)) para o caso em que Y e Z tem base

simétrica generalizada.

2.16. COROLARIO. Seja X = L(Y,Z) onde Y e % sdo espacos de

Banach com base simétrica generalizada.

i) Sao equivalentes:
a) D(X) = R(X).
b) D(Y*) = R(Y*) e D(2) = R(Z).
c) Y é& isomorfo a cO(Fl) e Z & isomorfo a Ql(Fz) (onde

T = dens Y e IT,| = dens 2).

ii) Se dens Y 2 c e dens % > c, sao equivalentes:
d) R(X) © M(X).
e} R{(Y*) c M(Y*) e R(Z) c M(z) .
f) Y é isomorfo a cO(Fl) e Z &€ isomorfo a 21(F2) (onde

[ T{| = dens vy e |T dens Z).

2l =
g) D(X) = R(X).

Prova. a) == b) e d) = e) Basta lembrar que Y* e 2 s3o iso-
morfos a subespacos de L(Y,z).
b) = c) e e) = f) Ver (2.9) e (2.10).

c) => a) Foi provado em [He] III.5.3 que se Y

Co, (W)
e 7 = Kl(ﬂﬁ) entao D(L(Y,z)) = R(L(Y,Z)).n provaqpara'Y==co(Fl) e

Z = QI(FZ) e analoga.

Com isto temos f) == g) e g —> d) & imediata.
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Veremos a seguir que ii) pode ser falso se nao exigimos

dens Y 2 ¢c e dens Z 2 c¢. Antes, uma observacgao.

2.17. OBSERVACAO. Em [A] foi provado que se S & um compacto

Hausdorff separavel e Z & um espaco de Banach tais que
R(C(S)) © M(C(S)) e R(zZ) © M(z) entdo R(C(S,Z)) = M(C(S,2)). Com

isso, temos que:

a) Se Z é separavel e R(Y*) C M(Y*) entdo R(K(Y,2)) c M(K(Y,Z)).
b) Se R(Z) c M(z) , Y* & separavel e Y* ou Z tem a propriedade

da aproximacao, entdo R(K(Y,2)) ¢ M(K(Y,Z)).

Para a prova da primeira afirmacdo, basta lembrar que
se 7 & separavel entdo K(Y,z) & isomorfo a um subespaco de
K(Y,C([0,11)) que & isomorfo a Y* & C([0,1]) ou C([O,l];Y¥) (ver
[K] §44.2(6) e §44.7(2)) e usar O resultdo de [A]. A prova da
segunda afirmacdo & analoga, usando novamente o resultado de [A]

e lembrando gque nesse caso K(Y,z) & isomorfo a Y* ® Z que por sua

vez & isomorfo a um subespaco de c{[0,11,2).

2.18. OBSERVACAO. Nas demonstracdes dos proximos resultados usa

remos os seguintes fatos sobre espagos de operadores:

a) Se 7 & um espaco de Banach que nio contém subespaco isomorfo
a cO(EU entdao para cada compacto Hausdorff S temos

L(C(S),2) = WK (C(S),2) (ver [DU] VI.2. teorema 15). Em parti-
cular, temos L(cO(F),Z) = WK(CO(T),Z) e L(g_(T),2) = WK (2 _(T),2)
para cada espaco de Banach Z que nao contém subespaco isomorfo a

co(lﬂ) e para cada conjuntol .
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b) Para cada espaco de Banach Z e para cada compacto Hausdorff S
tal que C(S) n&o contém subespaco isomorfo a QI(RU temos
WK(C(S),z) = K(C(S),Z). (ver [LT)] 2. e.5 e [DU]VI.2 Corolario 17)

Em particular, WK(CO(T),Z) = K(CO(F);Z) para cada conjunto I' e para

cada espago de Banach Z.

c) Se Z & um espaco de Schur entdo para cada espago de Banach Y te

mos WK(Y,Z) = K(Y,Z).

d) Seja X = L(Y,Z), onde Y = co(Fl) e 7 = cO(FZ) ou Y = %p(Fl) e
Z = RP(TZ) (p€[1,~]). Suponhamos |I | z Xo © IT,| 2 X, Entdo X
contém subespaco isométrico a £_(IN). Indicaremos a prova para o
caso Y = co(ﬂﬂ) = Z. (Para os outros casos, as adaptacdes sido na-
turais). Para cada a = (a_) € L (IN) seja TaeL(co(nﬂ,co(nU),

n neEWN

dado por Ta((xn)neﬂi) = (aan)ne]n' V(xn)ne]N € co(nﬂ. A aplica-
cao T: £ (IN) +>L(co(lﬂ, cO(EU) dada por T(a) = Ta & uma isome-

tria.

2.19. COROLARIO. Seja X = L(Y,Z) onde Y e % sio espacgos de
Banach tais que dens Y 2 ¢, Y tem base simétrica generalizada e Z

é separavel. S&o equivalentes:

a) R(X) c M(X).
b) Z nado contém subespaco isomorfo a cO{EU e Y & isomorfo a

c, (') (onde [T'| = dens ¥).

Prova. Se vale a) entdo R(Y*) ¢ M(Y*) e por (2.10) temos Y iso-
morfo a CO(F). Resta mostrar que Z nao contém subespaco isomorfo
a cO(EU. Se existisse W subespaco de 7 isomorfo a co(m) teria-

mosL(co(F),co(nﬂ) isomorfo a um subespaco de L(Y,Z).
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Como L(CO(T),CO(N)) contém um subespaco isomorfo a L AN) (ver

(2.18 d))) entdo nao valeria a).

Se temos b) entdo L(Y,Z) e L(CO(F),Z) sao isomorfos e
L(CO(T),Z) = WK(CO(F),Z) = K(CO(F),Z) (ver(2.18)a) e b)). Assim,

a) decorre de (2.17.a)).

2.20. COROLARIO. Seja X = L(Y,Z) onde Y e Z sdo espacos de
Banach tais que Z tem base simétrica generalizada, dens Z 2 c e

Y* & separavel. Sao equivalentes:

a) R(X) c M(X).

b) Z & isomorfo a &, (T) - (|| = dens 2).

Prova. Se vale a) entao R(Z) ¢ M(Z) e por (2.9) temos Z isomorfo

a QI(F).

Se temos b) entdo L(Y,Z) e L(Y,21(FX} sao isomorfos.
Como Y* & separavel entdo Y* ndo contém subespaco isomorfo a cO(DU.
Assim, se T € L(Y,Rl‘F)) temos T* € L(2_(T),Y*) = WK(R_(T),Y*)
(ver(2.18 a))) e portanto, T € WK(Y,%I(F)) = K(Y,ll(T)). Assim,

L(Y,Rl(r)) = K(Y,QI(F)). O resultado decorre, entao, de (2.17.b)).

2.21. OBSERVACAO.

a) Notemos que b =—> a) de (2.20) pode ser falso se substituirmos
"Y* separavel" por "Y separavel". Basta tomar Y = ﬁltm), Z=Ql(r)
com |I'| 2 ¢. Nesse caso, X = L(Y,Z) contém subespa¢o isomorfo a
L (IN) (ver (2.18.d))) e portanto R(X) & M(X). Gostariamos de obter
um resultado semelhante ao anterior supondo Y separavel ao invés
de Y* sepafével._ A dificuldade aparece quando percebemos que, pa

ra que se obtenha R(X) c M(X), nossas hipoteses devem ser suficien



- 37 -

temente fortes para que tenhamos R(Y*) c M(Y*). Mesmo supondo
R(Y*) < M(Y*) e Z isomorfo a Rl(F) ndo sabemos se vale
R(L(Y,2)) ¢ M(L(Y,Z)). Por exemplo, se Y = C([0,1]) e 2 = QI(F),

temos R(L(Y,Z)) © M(L(Y,2)}?
b) Se Y =12,(N) =2 e X =L(Y,2) entdo R(X) ¢ M(X) pois X con
tém subespaco isomorfo a L (N} (ver (2.18.d))). Assim e)=> d)

de (2.16.1i)) ndo vale para espacos separaveis.

c) se Y =c (), IT] 2 c ez = 2,(N) (ou se Y = &, (N) e

zZ = 1%,(), |I'| 2 c) entdo aplicando (2.19) (ou (2.20)), tomando

X

i

L(Y,2) temos R(X) < M(X). ©No entanto, por (2.16.i)) temos
D(X) # R(X). 1Isto mostra que d) = g) de (2.16.ii)) ndo vale se

Y ou Z for separavel.

Na verdade os resultados anteriores dao condicoes para
que se tenha R(K(Y,Z)) © M(K(Y,Z)). Ja vimos que, em geral,
"R(Y*) c¢ M(Y*) e R(Z) ¢ M(Z)" embora necessaria, nido & suficiente
para se obter R(L(Y,Z)) < M(L(Y,Z)). ©Nao conhecemos resposta pa-

ra os seguintes problemas:

] Se R(Y*) © M(Y*) e R(2Z) @ M(Z) entdo R(K(Y,Z)) © M(K(Y,2))?
® Se R(Y*) = D(Y*) e R(Z) = D(2), entdo R(K(Y,Z)) = D(R(Y,2))?

Em caso afirmativo, vale ainda R(L(Y,Z)) = D(L(Y,Z2))?

Para finalizar citamos algumas consegfiéncias da observa

¢do (2.17) validas com a hipdtese do continuo.
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1. Se Z & um espaco de Banach separavel (Z # {0}) e S & um
compacto Hausdorff, sao equivalentes:
a)  R(K(C(S),Z)) c M(K(C(8),2Z)).

b) S & separavel em medida.

(lembrar que C(S)* < K(C(S),Z); gque R{(C(S)*) c M(C(S)*) se e sO

se S é& separavel em medida -~ ver [MR] - e usar (2.17.a))).

2. Se 7 & um espaco de Schur separavel (Z = {0}) e S & um com-
pacto Hausdorff, sao equivalentes:
a) R(L(C(S),2)) c M(L(C(S),Z)).

b) S & separavel em medida.

(usar l.e‘lembrar gue sendo Z Schur entao, por (2.18)a) e c),

temos L(C(S),Z) = WK(C(S),Z) = K(C(S),2z).

o0o
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§3. O PROBLEMA D(X) = R(X) LIGADO A PROPRIEDADES DE

DIFERENCIABILIDADE DA NORMA

Consideremos as seguintes afirmacdes sobre um espaco de
Banach X com base incondicional generalizada {eY}YGT :
A) D(X) = R(X).
B) {ey}yef nao e equivalente a base canonica de Zl(F),
C) X admite norma equivalente uniformemente diferencidvel em ca-
da direcao.

No §2, mostramos que, se {eY} &€ simétrica, entao A)

yerT
e B) sado equivalentes. Em [T1l], Troyanski mostrou que se {eY}Yer
€& simétrica e X & ndo-separdvel entd3oc B) e C) sdo equivalentes e
assim A),B) e C) sdo equivalentes. Mostraremos aqui, que C) ain-

da implica A) se X € nao separavel e {eY} € base incondicional

yer
generalizada (nao necessariamente simétrica) e que, nesse caso a

reciproca pode ser falsa.

De um outro ponto de vista, sabemos que se X & isomorfo
a um uniformemente convexo entdo vale C). Assim, nosso resultado
generaliza o resultado de {R] ("Se X & um uniformemente convexo
de dimensdo infinita entdo D(X) =# R(X)") na classe dos espacos de

Banach nao separaveis com base incondicional generalizada.

3.1. DEFINICAO. Seja X um espaco de Banach.,

a) Dizemos que X € uniformemente convexo (U.C.) se para cada €>0

existe 06>0 tal que para cada x,y € X com ||x]|| = ||ly]]| =1 e
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H5%¥H >1- 68 tem-se ||x-y]|| < e.

b) Dizemos gue a norma de X & uniformemente diferenciavel (U.D.)

se
Ix+ey ||+ [lx-ty]] - 2

lim ‘ = 0 ,

t>0 t
uniformemente para X,y € X com ||x|| = [ly]] = 1.
c) Dizemos que a norma de X & uniformemente diferenciavel em ca-
da direcdo (U.D.E.D.) se para cada y€X com |ly|| = 1 tem-se

x|+ (lx-ty ] -2

lim =0 ,

t>0 t
uniformemente para x€X com ||x|| = 1.

3.2. PROPOSICAO. Seja X um espago de Banach.

a) Se a norma de X & U.D. entao ela & U.D.E.D..

b) Sao equivalentes:
i) X & isomorfo a um U.C. ;
ii) X* & isomorfo a um U.C. ;

iii) X* admite norma equivalente U.D..
c) Se Y & um espaco de Banach com norma U.D.E.D. e se existe
T: Y > X linear continuo com imagem densa em X entdo X admite nor

ma equivalente U.D.E.D. .

d) Se X & separavel entao X admite norma equivalente U.D.E.D. .



Prova. a) imediata.

b) ver [BP] 4.2.

c) ver [3].

d) Sabemos que existem F: ﬁl(Bﬂ) > X linear continuo e sobreje -

tor e J: QZCN) > Ql(IN) linear continuo com imagem densa em

a
n

) = (5) ). —FoJ :
neEMN 5N e Tomando T FoJ.!@Z(]N)+X

temos que T € linear continuo com imagem densa em X. Sabemos tam

Zl(JN) (por exemplo J((an)

bém que £,(N) & U.C. e portanto o resultado decorre de b),

a) e c).

3.3. EXEMPLOS.

a) Se X é& isomorfo a um U.C. entdo por (3.2.b)), X** admite nor-
ma equivalente U.D.. Como X & reflexivo, entdo X admite norma e-
quivalente U.D., portanto U.D.E.D.. No entanto, como existe

T € L(KZ(TLCO(T» com imagem densa, temos por (3.2.c)), que CO(F)
admite norma equivalente U.D.E.D. mas nao & isomorfo a nenhum U.C.
(naverdade,co(T) nao contém nenhum subespaco de dimensdo infinita
isomorfo a um U.C. ja que todo ﬂ.C. é reflexivo e todo subespaco

de dimensdo infinita de cO(T) contém co(Eﬂ).

b) Existe um espaco de Banach reflexivo nido separavel com base
incondicional generalizada que admite norma equivalente U.D.E.D.
mas ndo é isomorfo a um U.C. Basta tomar X = Y®%4,(I') onde |T|zc
ev=(6R", | “1)2 . De fato, X ndo é isomorfo a um U.C. pois
n=1

€ conhecido que Y ndo & isomorfo a um U.C. Por outro lado, & fa
cil ver que existe T: 22(FDIH + X linear continuo com imagem
densa (ver prova de (3.2.d)) para obter U: ﬁz(m) +~ Y com imagem
densa e usar U para definir T). Assim, por (3.2)c),b) e a), X

admite norma equivalente U.D.E.D..
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3.4. TEOREMA (Troyanski). Seja X um espaco de Banach com base

incondicional generalizada {eY} Se a norma de X & U.D.E.D.

Yer -

entdo para cada £ > 0, existe {F;&Ee seqliéncia de subconjuntos

N

de I tal que W TE =T e || ] e

n || £ en para cada A c T;: com
neN ven Y

Prova. Ver [T2].

3.5. TEOREMA. Seja X um espaco de Banach com base incondicional
generalizada {eY}Yer onde |T| > X . Se a norma de X & U.D.E.D.

entao D(X) # R(X).

Prova. De acordo com (2.4) (e a- observacao *feitaAapés) jole]
demos supor HeYH =1 Vyel e sabemos que existe M > 0 tal que
(*) || } ae. ]| sm]| } ae, | seAcBcT eBé& finito.

Antes de prosseguir, observemos gue se FO c I e L€N sao tais que

| Y e |l £ en wAC I, com |A| = %, entdo para cada k€N temos que
vea !
| } e ]l £ ekn, ¥vAc T'_ com |A| = k& . A prova é imediata.
vea ' ©
Vamos agora exibir f: [0,1] - X Riemann-integravel, nao

Darboux-integravel.

. e T~ .
Tomemos € = % . Por (3.4) existe {Fn}“nemxseqﬁenc1ade

subconjuntos de I tal que J T;: =T e || ) eyu
neN YEA

A

en para cada
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A c© Fne com |A| = n. Como |[T]| > Xor existe n €N tal que
n
3 € ~ 1
> = < =
]Tn1{ Xo+ Fagamos T) I“nl. Temos entdo que HYéAeYH M se
A C Tl e }Al = ng. Aplicando a observacao inicial, podemos su~-
por n, > 1.
Consideremos X, = span {eY}YGF . De acordo com [M] teo

1

rema 8, temos que {eY}YGF € uma base incondicional generalizada
1

: = 1
de Xl' Aplicando (3.4) para a base {eY}YETl de X1 e parae = sg e
lembrando que ITll > Xor Ppodemos conseguir agora n, € N e I', ¢ Iy,
r, nao enumeravel tais que se A C Pz e |A]| = n, entao
"2
| ¥ e |l £ 5=+ Pela observacido inicial podemos supor n, = k.n
Y 2M . 2 271
YEA
onde k2 € NN, k2 > 1.
Por inducao, conseguimos uma seguéncia {rn}nelN de sub-
conjuntos de T tal que IFnI > Xo € Tyq © T, Yn€EN e uma segliéncia
i+
{ni}iEJN de naturais tal que . e {2,3,...} VieNn, n, >1 e
1 .
< - g
1) eYH S5y n; seAcl, e |a]l =n; , i€N. Portanto, teremos
YEA
I ZeYﬁl—“ < Zlﬁ se i€EN, AcT; e [A] = n,. BAssim teremos
yea i
Il Zé%"r% Il §% se i€N, A< T, e |a] s n; (ver (¥)).
YEA W i
. k
Seja J; = {E—l— : k€N, k < n;-1 } . Tomemos Yi""’yrlll-l
distintos em I',. Facamos f(~]—{~) = e se k € {1,...,n,-11}
1 nl yl 1

k

~ - (k. - x
Seja J, = {nz. keN, k = n,-1 e n, ¢ J,} (observe que,
k

como n, & maltiplo de n, entdo J, ¢ { —: k€W, k < n,~1} e como
2 1 1 n, 2

n, # ny temos J2 z @).  Tomemos

2 2 . 1 1 . .

Yl""'ynz—l € F2 {Yl""’Ynl—l} c I’l distintos (lembrar que
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', & infinito). Facamos f(—é—(—) = eY

2 se k€N, k £ n.,~-1 e
2 2 k 2

L o¢
e J .
n, 1
Procedendo por inducado, definimos f em todos os pontos
da forma —h—}f‘— , kéElN, k = ni—l, de forma que, fazendo f(t) = 0 nos

i
outros pontos tenhamos que:

1. Se ieN, k € {1,...,ni} e t € ]l(r;x:}- , _ﬁlg_{ entdao f(t) =0
i i

ou f(t) = e para algum Y € Ti+1 c Fi .

2. Se t,s € [0,1], f(t) = O e f(s) # 0, entdo existem
Yl’Yz er , Yl # Yo com f(t) = eY1 e f(s) = eY2 .

Mostremos que f & Riemann-integravel. Dado € >0, tomemos i€NN
1 3 1 2

com + < 5 - Tomemos d = (0, E_i—’ H-l- ; +.., 1) e para cada
) k-1 k .
k € {l,...,ni} , tomemos c, € ] ~n—i-, E—;{ . Seja

A ={yel: 3 k€W, k < n,, f(ck) = e_}.

~ - < .
Entdo por 1. temos que A ¢ T, ,cT. e [A] £ n,. Assim

n. .
i
1 " 1
fle )| = Il ley 5l < 5 < £,
“k—z—l k n, YGAY n; i 2
. k-1 k .
Portanto se CyrCy € ]~—ﬁ—_— ; ?[ vi e {l,...,ni} temos
i i
n.
i

”k-z-l [£(cy) - flcp)] ;’LH < g. Por [He] I.1.32. temos que f &
= i

Riemann-integravel.

Como ‘{ﬁ}i : k,i € N, k £ ni—l} & denso em [0,1] e & enu-
i
meradvel, & facil ver que f & descontinua em todos os pontos de

[0,1] e portanto ndo & Darboux-integravel.



3.6. OBSERVACAO.

a) Sabemos de (3.2 d)) que Ql(ﬂﬂ é isomorfo a um espaco de Banach
com norma U.D.E.D. (e com base incondicional). Assim (3.5) é fal
so para |[T| = Xo
b) 0Os exemplos (3.3) mostram que existem espacos de Banach X (re-
flexivos) verificando as hipoteses de (3.5) e portanto com

D(X) # R(X), mas ndo isomorfos a U.C..

c) BRo contrario do que acontece no caso da base ser simétrica,
para o caso da base incondicional ndo vale A)—= C) do inicio des
te paragrafo. De fato, se X = Ql(T)$22(Iﬂ) e [T| 2 ¢ entéo

D(X) = R(X) mas X ndo admite norma equivalente U.D.E.D. ja que o
mesmo vale para Rl(F). Observamos que um contra-exemplo para
A)=—= C) pode ser conseguido mesmo entre os espacos reflexivos
com base incondicional generalizada: se X & o reflexivo com base
incondicional generalizada que nao admite norma .equivalente

U.D.E.D. apresentado em [KT], é possivel demonstrar que D(X) # R(X).

d) Como conseqguéncia de (3.5), da equivaléncia entre B) e C) pro-
vada por Troyanski para o caso da base {eY}YGF , com |T| > X, ser
simétrica e de D(Ql(T)) = R(Ql(T)), obtemos a equivaléncia entre

a) e b) de (2.9) para o caso |[I]| > Xo+
PROBLEMAS (que acredito estarem em aberto) .

@ Se X tem base incondicional generalizada {eY}Yer com |T| 2 ¢

e X admite norma equivalente U.D.E.D. entio R(X) ¢ M(X)?

@ Se X €& ndo separadvel e admite norma equivalente U.D.E.D. entio

D(X) # P(X)?






CAPITULO II
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§4. INTEGRACAO ) SEGUNDO RIEMANN E DARBOUX EM RELACAO A UMA

MEDIDA DE BOREL REGULAR

Neste paragrafo vamos tratar da teoria de integracao se-
gundo Riemann e Darboux em relacdo a uma medida de Borel regular,
de fungbes definidas num compacto Hausdorff K. As definicdes que
apresentaremos aqui sao essencialmente as da [KR]. La se exige
que o suporte da medida seja K. Nesse caso particular, nossas de-
finicOes coincidem com as de [KR]. Provaremos aqui, diversos re-
sultados que serdo utilizados nos paragrafos seguintes, onde trata
remos dos problemas D(X) = R(X) e R(X) < M(X) para as integrais a-

gui introduzidas.

Em tudo o que segue, K indicard um espaco topoldgico com
pacto Hausdorff n&o vazio e U indicard uma medida regular positi-

va (finita) definida na o-3algebra dos borelianos de K.

4.1. DEFINICAO. Dizemos gue um subconjunto F de K & um fechado

]
regular se F # ¢ e F = F.
4.2. EXEMPLOS.

.0
a) Seja K = [a,b]. Se Fc K & um fechado regular, entao F= LJIn
nedJ

onde J ¢ N, os I, sdo dois disjuntos,ndo vazios e cada I & de

um dos seguintes tipos: ]c,d[, [a,dl, lc,b] ou [a,b]. Assim
o —
F=F= 111 , ondeJdc N e os I sao como acima.

ned
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b) Seja K={0}L}{%1 n€EN } (com a topologia induzida de R). Um fe

chado ndovazio Fc K & regular se e s6 se F & infinito ou F é fini

to e O¢F.

c)

Seja K = [0,a] onde o & um ordinal. Entdo temos que:
cl) Se o < w, entdo todo fechado nao vazio em K & regular,

c2) Se w £ o, entdo os fechados regulares de K sao os conjun-

tos ndo vazios do tipo LJ I, onde g} < |of, cada I, &
ieJ
um intervalo aberto e os I, sao dois a dois disjuntos.

4.3. PROPOSICAO.
i) F & um fechado regular em K se e sO se F & fechado nao vazio
o
e para cada aberto A com A N F # ¢ tem-se A N F # Q.
- . o . o
ii) Se P & um subconjunto de K com P # ¢ entao P & um fechado
regular. Assim, se A & um aberto ndo vazio ent3o A é um fe-
chado regular.
iii) Se {Fi}iel é uma familia de fechados regulares entao
F = W F. & um fechado regular .
. i
1€l
iv) Se P é um fechado reqgular e F & um fechado com P-F # § entao
P-F & um fechado regular.
Prova: 1) 1imediato.

ii) basta usar i) .

iii)

também decorre de i) pois se A & um aberto e A N . )
ier
entdo A N WJF, # ¢ e assim A n F;, * ® para algum i

i Logo
i€l o

o
‘o o
¢¢AﬂFi c UJF, nA.
o i€l
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iv) Se A & um aberto e A N (P-F) = ¢ entdo AN (P-F) = AnPN[F=p.
Sendo P fechado regular e F fechado temos por i) que

o -2 - oo .
@ #ADN EFf?P @ A N P-F. . Assim; novamente por /i), P-F & fechade re

gular.

4.4. OBSERVACAQ.

a) A interseccdo de dois fechados regulares (mesmo que ndo vazia)

pode nao ser um fechado regular. Basta tomar F1 = [0,2] U [3,4] e

F2 = [1,3] em K = [0,4].

b) A regularidade nao é preservada por imagem ou imagem inversa

por funcao continua (sobrejetora). Basta tomar f: [0,4] = [0,4]
0 se x € [0,1]
fi{x)y =
{(x-1) (5-x) se x € 11,41.
Entdo £([0,1]) = {0} e £ 1([0,3]) = [0,2] u {4}.

P

4.5. PROPOSICAO. Seja F um fechado regular em K. Se Pl""' n

n n o
sao fechados em K tais que F C LJ P, entdo F C WP,
i=1 i=1

n
Prova. Como F €& fechado regular-, e J & fechado, basta mos~-
o n o ‘ i=1 o
trar que F c Pi' Se isso nao ocorresse, existiria Xx€F,

i=]1

n o o n
x ¢ LJP, e portanto existiria U aberto tal que x€U G F © LI Py
i=1 i=1

n =
o ~ .
com U < Et“JP.. Assim U seria um aberto nao vazio tal que

i=1 t

o
Uc W(pP,-P,) < LJ o8P, . Logo R teria interior nao vazio para

algum i € {1,...,n}, o que é absurdo.
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4.6. OBSERVACAO. O resultado acima pode ser falso se F nao for

regular (basta fazer n=1 e P; = F). Também € essencial que a fami
1
lia seja finita pois se tomarmos K = {0} u {%: nemﬂ,Pl = {0} e
1 I o 3 1
P ={—=} sen 2 2 entdo WJP_ = K mas Py = {%: neWN} = K.
n n-1 n n

n=1 n=1

4.7. DEFINICRO. Dizemos gque um subconjunto F de K & p-continuo

se u{(oF) = 0.

(Observe que a definigao faz sentido pois JF é um boreliano)

4.8. EXEMPLOS.

a) Se K = [0,1], u é& a medida de Lebesgue e F = [a,b],0sasbs1

IA

a <b_£fa

n n ntl ¥n € N, entao F e um fechado

LJ bn/bn}onde, 0
n=1

ou F

p=-continuo.

b) Se K = [0,1], u & a medida de Lebesgue e F & um fechado de K
com U(F) >0 e F c [0,1]1-0 entd3o F ndo & u-continuo pois como

o)
F = ¢ tem-se que U (oF) = u(F) > 0.

c) Se K = [a,bl, o: [a,b] » IR & crescente e u é uma medida de
Borel-regular em [a,b] tal que «af([c,d]) = a(dt)-a(c™)

se asc<d<b (convencionando-se af{a~) = a(a) e a(b*) = a(b)) en-
t3o para cada t € [a,b] temos wu({t}) = a(t*) - a(t”). Logo se
a<c $£d<b temos que [c,d] & u-continuo se e sb se o & continua
em c e em d. Também temos que [a,d] & u-continuo se e sb se o &
continua em d e [c,b] & u-continuo se e sb se a & continua em c
(para a existéncia de uma medida nas condicOes deste exemplo ver

(5.1)).
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4.9. LEMA. Se A é um aberto de K e X€EA entdo existe um fechado
regular p-continuo contido em A e cujo interior contém x. Conse-
gllentemente os interiores dos fechados regulares p~-continuos de K

formam uma base de abertos de XK.

Prova. Dado x€K e A aberto com x€A tomo U aberto com x€U e U c A

= 1 (Urysohn).

glCA =

Para cada o € [0,1], seja K, = g—l({u}). Como os K sdao dois a

e g: K > [0,1] continua tal que g!_ =0 e
U

dois disjuntos existe o € ]10,1[ com u(K,) = 0. sejaF = g~%[0,a]).

Temos que OF c g—l({a}) = K, e portanto u(3F) = 0 e como g(x) = 0

entdo x € g . Como vimos em (4.4.b)), F pode ndo ser regular, mas

por (4.3.ii)), tomando-se Fl = g temos que F1 é regular. Além dis

50, como aFl = Sg c 9F temos gue F1 & u-continuo e também temos

X € % c %1 . Como 1 $ g{F) e Fl C F entdo 1 ¢ g(Fl) e portanto
F1 n CA = @, isto &, Fl c A. Encontramos entao Fl’ fechado re-

gular p-continuo tal que x € %1 c F,cA.

4.10. PROPOSICAO. Sejam F & U < K, F fechado, U aberto. Para ca-

da € > 0, existe A interior de um fechado regular p-continuo com

FcAcAcU e u(a) < u(rF) + €.

Prova. Como p € regular,existe W aberto com Fc Wc U e
UW(W) < u(F) + €. Por (4.9), para cada x€F, existe AX interior de

um fechado regular pu-continuo tal que x € Axt? Ei.c W. Como F é

compacto temos que existem Xl""'xn € F tais que F c Ax U...UAX
n
n o !
Assim,se P = LJA,  temos que F ¢ P, e por (4.3.iii)) P é fechado
i=1 7i
regular. E imediato que P & up-continuo e temos

o) 0
W(P) = u(P) < u(W) < u(F) + €. Basta tomar A = P.
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4.11. DEFINICKO. Uma u-particdo de K & uma familia finita

n
P= {Pi} de fechados regulares p-continuos tais que
i=1

n o) 0 S X .
LJP,=K e P, NP, = ¢ se i,j e {1,...,n} , i = 3.
i=1 * J

Quando ndo houver perigo de confusado, escreveremos simplesmente

particdo ao invés de u-particao.

4.12. PROPOSICAO. Se K tem pelo menos n pontos entao K tem

uma M-partigao formada por n fechados.

Prova. Dados X.,...,X. € K distintos, tomamos A.,,...,A_ abertos
—— 1 n 1 n
dois a dois disjuntos com x; € A, ¥ ief{l,...,nt. Por (4.9) exis
tem fechados regulares u-continuos Pl,...,Pn_l tais que
n-1
o .
x; €B, cP, cA; ¥ieldll,...,n-1} . Como x € [:_L_J P., por
— i=1
n-1
(4.3.ii)) temosgqueP =| LJP, & um fechado regular e como
i=1
n-1 _
3P © L 3P, entdo P & u-continuo. Se i,j € {1,..,n-1} e i# 3
i=1 -

o) o) . -
temos P. N P.c P.N P.c A. N A. =¢. Se i e {1,...,n-1} entéo
1 J 1 J 1 J

B nB =9 i (p)n[n;»lp—cb ti30 B.n P_=0. C
i n"" pOlS como l i=1 l"' entao l n"‘ . omo

n
K = L_JPi, temos o resultado.
i=1

0
4,13, DEFINICAO. Seja P = {Pi} uma p-particao de K. Dizemos
i=1
_ 11 -
gue uma p-particao P' = {Pﬁ} de K & um refinamento de P (ou &
j=1

mais fina que P) se existem I ,...,I < {1,...,m} dois a dois

disjuntos tais que para cada i € {1,...,n} tenhamos P, = LJ P% .
JEIL,
i
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4.14. PROPOSICAO. (existéncia de refinamento comum) Sejam

n m
P = {Pi} e P! = {PE} p-particdes de K. Entao
i=1 j

(e} ) o} -
pr = {A: A = P, N PB, i=1l,...,n, j=1,...,m e A # P} & uma u-par

ticdo de K mais fina que P e mais fina que p'.

Prova.

1. De acordo com (4.3.ii)) os elementos de P" s3o fechados regu-

lares.

~ [9)
2. Se A = P. N P3 entao oA < J0A cC BPi U 8P3 e portanto os elemen

tos de P" s&o p-continuos.

- . . - [} [e)
3. Se P e F sao elementos distintos de P" entido P=A e F = B
— . $ — T . . . . _
cnde A Pi‘ n Pj : B Pi n Pj e i z i, ou Jj; # J,. Supo
1 1 2 2
nhamos i1 z i2 (0 outro caso €& analogo). Temos que
o o o o
o) o] 0 0
80F=?\n§c(§inpi=1>iﬂpi=¢
1 2 1 2
4. Para provar que (J P = K, lembremos que para cada i=1,...,n,
pep”
m m m 5~“~§‘
- L I ¥ . ‘ .
Pi Pi n}:ﬂPj }nJPin Pj. Por (4.5) Plc:E:JPln Jc:Pl Logo
j=1 j=1 J=1
9] . o o)
P, = (ﬁ_jg. N P! onde I. ={j € {1,...,m}: P. n P! = @P}. Temos
i P i j i i 3
JeT.
i
portanto que K = _J P.
Pep”

5. Fazendo Ji

]
bt
»
b
0]
o

ie{1,...,n} entdo

(e} . . .
Plo={a: a=p,n Pliti,3)e Jgpi € (1,eauyn} 4 3 € {1,...,m))s

Como, evidentemente, os Ji sao dois a dois disjuntos e
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p, = L_.J P, NP, sel€ {1,...,n}, entdo P" & um refinamento
(i,j)GJi
de P. Analogamente P"é um refinamento de P

4.15. PROPOSICXO. (existéncia de particdo associada a uma cober
n

tura por fechados). Seja {Ai} uma seqﬁéncia de fechados regu-
i=1

m
lares p-continuos tais que L A, = K. Entao existe P = {Pj}

i=1 j=1

u-particdo de K tal que ;

a) para cada j € {i,...,m}, existe ie{l,...,n} tal que Pj c Ai7

b) para cada i € {1,...,n} , existem jl""’js e {1,...,m} tais
s

que A, = LJP. (s depende de 1i).
k=1 Jk

prova. Para cada I < {1,...,n}, sejam Fp = Ma. - L__n~;JAi e

ier * ie{1,..,n}
i¢r

o)

K. = F; . Vamos mostrar que {KI: 1c{l,...,n}, K # ) é a par-

ticao procurada.

Se KI # ¢ entdo por (4.3.ii)), K. & um fechado regular.

I
n
Como 8K, ¢ 8F < 3(Ma, N (1 [A)) c LJI3A;, entdo Ky &
I I . 1 . i . 1 I
iex ie{1,...,n} i=1
igr
p-continuo. '
o] o] .
Mostremos que K_.n K. = @0 se I # J. Se I # J existe

1 J

i, € I-J ou i € J-I. Suponhamos que exista i € I-J. Entao

o O

o) o .
Fre MA, c Ay = A, . Por outro lado, como i_ €J, temos
. i i i o
1€l (o] o]
o .
A, on (MAa, - L JA.)=¢ e portanto A, n Fj = o . Assim
o ieJ ie{1,..,n}t * o
i¢J
2 % = ¢ enguanto F._ ¢ g. Logo g n g = @ Decorre
L d I fie El J I .

O o]
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9 o)
dai que %er ?I = ¢ e portanto %J n F, = @. BAssim ?er ?I =0 e

. o o
portanto KI 0 KJ = Q.

Mostremos que Ai= l____JKI, para cada i€{1,..,n} De fato,

icfl,ee,nd
ier
é imediato que se i€I entdo F; © A, e portanto K, < A,;. Por outro,

lado se X€A., tomando I = {j € {1,...,n}: xeAj} temos que XEF 1,

e i€I. Assim A, c L JF . Por (4.5) A; © L JK, e as-
Ic{1l,..,n} Ic{l,..,n}
i€l i€I1
sim Ai = L-_~M,JKI, O que prova b) e também mostra que
Ic{1l,.,n}
1€
K= L___ K e assim temos a particao procurada, ja que a) é

Ic{1l,..,n} I

imediato.

4.16. COROLARIO. Se U & ndo-atdmica entdo para cada € > 0 existe

n

uma M-particao {Pi} de K tal que u(Pi) < egsedil=1,...,n.
i=1

Prova. Como U é ndo atdmica, temos up({x}) = 0 para cada x€K. Da-

do € > 0 e xX€K, por (4.10), existe AX interior de um fechado regu-
lar u-continuo F_ com u(AX) < € e x€A . Como {AX: X€K} é uma

cobertura de K, entdo existem x.,...,x_ € K tais que
1 n

K =

1

A =
1X- .

n
= 1 1

n
0 .
Fx. . Assim K = }wJFX_ e U(Fx.) = u(AX‘) < g€,

=1 71 i=1 "1 i 1

vi € {1,...,n}. Basta agora aplicar (4.15).
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*
4.17.‘ ) PROPOSICRO. Seja F um fechado regular p-continuo de K,

F # K. Seja 1l a restricdo de p aos borelianos de F. Se

¢ yn
Pr= Pi} & uma ji-particdo de F entdo sendo
i=1

o]
il

{1 el1,...,nl: B, = ¢} temos que P'= {8.} U{‘EF} é uma
* Yieg

u-particdo de K. Além disso, para cada i € {1,...,n} temos

wB) = d@).

. [o3 .
Prova. Para cada i € {1,...,n} temos BPi c aPi C(BFPi)UBF e as-

sim u(aﬁi) = u(BPi) = 0. Com isso, para cada i € {1,...,n} temos

c . . o)
qgue Pi é u-continuo e, lembrando que Pi - Pi c BPi, temos

H(e,) = u(gg. Como F & up-continuo e como éCF': SEF = JF, en-

tdo [F também & p-continuo.

E facil ver que os elementos de P' sdo fechados regula-

n

res com interiores dois a dois disjuntos. Como F = LJ P, temos
n 5 = —_— i=l 5 —_—

por (4.5) que F ¢ P, = LP.,. Logo K =F U CF = (wwP.)U [E)
. i . i . i
i=1 i€Jd i€Jd

o gue completa a prova.

No que segue X indicara um espago de Banach.

4.18. NOTACOES. Seja f: K > X.

a) Dado Ac X, A # § escrevemos

w(f,A) = supl||f(x)-£(y)|]: x,y€r} = diam £(A).

b) Dado x€K escrevemos .

w(f,x) = inf{w(f,A): A & aberto de K e x€EAl}.

(*) - As notagOes o e — referem-se ao interior e fecho tomados em
K.
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(Note que, em geral, w(f,x) # wi(f, {x})).

n
c) Se P= {P.} é uma u-particdo de K escrevemos
i

i=1
n
wu(f,P) = ) w(f,P)u(P;) =
i=1
7 € P i=1 n}
= Sup{ 2 Hf(xi)-f(yi) HU(Pi}: xi'yi R fever
i=1
(onde convencionamos <« 0 = 0).

e

n
. 1 = 1, ¢00 n}
s, (£,P) = {i§1f(xi)u(pi). x; € Py, 14 peeet

e omitiremos o indice M gquando ndo houver perigo de confusao.

4.19. DEFINICAO. Seja f: K » X. Dizemos que f é integravel se
gundo Riemann (ou Riemann-integravel) em relacdo a U se existe
J € X tal que para cada € > 0, existe ?2 u-particao de K tal que

n
se P = {P.} & um refinamento de P e x, € P, i=1,...,n
& ) € i i

n
entdo || }

f(x)u(py) - J || < e. Nesse caso, escrevemos
i=1

R

J= [ fdu e dizemos gque J €& a integral de Riemann de f em
K

rélagéo a U. Quando nao houver perigo de confusdo escreveremos
simplesmente [fau

K
4.20. DEFINICAO. Seja f: K + X. Dizemos que f & integravel se-
gundo Darboux (Darboux-integravel) em relacdo a pu se

inf{w(f,P): P & p-particdo de K} = 0.
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4.21. NOTACOES. Indicaremos por R(K,u,X) o conjunto das funcoes
f: K ~ X que sdo Riemann-integraveis em relacdo a u e por D(X,U,X)
o conjunto das fungbes f: K + X que sao Darboux integraveis em re-
lacao a .

4.22. PROPOSICEO. Seja {fn} uma seqtiéncia de funcgdes defini-

neMN

das em K, a valores em X. Se {fn}neml converge uniformemente pa-

ra f: K » X temos qgue:

i) se £ € R(K,1,X) ¥n € N entdo f € R(K,u,X) e [fau= lim [£f du.
K n>o K

ii) Se fn € D(X,u,X) ¥n € N entdo £ € D(K,u,X).
Prova. Imediata.

4.23. PROPOSICAO (Critério de Cauchy). Seja f£f: K - X. Sao equi-

valentes:

a) £ € R{(K,u,X) ;

b) para cada € > 0, existe Pg p-particao de K tal que se

n m
P. = <P, e P, = {P! s3o refinamentos de P_ e se
1 =1 2 1) 5=1 ©

X, € Py, i=l,...,n e yj € P%, j=1l,...,m entao

n m
I fxpueey) - 1

f(yu(eh) || < e.
i=1 j=1 J J



Prova. a)=> b) Imediata.
b= a) Supondo b) e usando (4.14),fazendo ¢ = % é pos

sivel conseguir p-particdes Pl como em b) de modo que P seja
n n
um refinamento de Pl se n > m. Escrevendo

m

n n
P, = {Pp} e fixando {xp} com x. e p% se i=1,...,k temos
1 i, i, 1 1 n
Pt 1=1 l=l
por b) que, para n > m,
k k

n n n mn m, - m 1
}!lglf(xi)u(Pi) - izlf(xi);u(Pi)[|< = .

k

0

n
) f(X?)p(P?)} € uma seqléncia de Cauchy em X. Seja
=1

Assim {
n=1

1

L seu limite em X. Dado € > 0 tomemos n_ tal que

k
n
H;&lf(x?)u(P?) - L] < §~ se n 2 n e tomemos n > n_ com % < %.
k -~
Se {Pé} € um refinamento de Iﬁ e x. € Pi, i=1l,...,k entio
i=1 =
k kn
n n €
niglf(xi)u(pi) - izlf(xi)u(Pi) < = .
k
Logo }{'Zlf{xi)u(Pi) - L I{ < € , O que completa a prova.
l:

As observagles e o Lema seguintes nos dario condicoes de

demonstrar (4.28), (4.30), (4.31) e (4.32), critérios de integrabili

dade que usaremos muitas vezes neste trabalho.
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4.24. OBSERVACAO. Para todo A c© X temos diam co(A) = diam A e

portanto diam co(A) = diam A.
De fato, & imediato que diam A £ diam co(Ad).

Provemos a outra desigualdade. Para cada B c X seja
s(B) = {ox+(1-a)y: x,y € B, o € [0,1]} . Dado A c X, tomemos

Al = S(A)l AZ

- - . (e o - e
assim e facil ver que uAi e convexo, Como A C Al c L_.JAi en-
izl i:l

= S(Al), An = S(An). Entao A1 c:Z—\‘2 Cvne, €

+1

tao cola) c CbAi. Por outro lado, A, c co(A) e conseqglientemente
' i=1
A2 = S(Al) c co(A) e por inducao tem-se lSJAi c co(hA). Logo
i=1

co(d) = (UA,.
. i
i=1
Tomemos X,y € co(A). Entao existe neEN tal que x,y € An.
E suficiente provar entdao que diam A = diam A ,¥n € IN. Para isso,
basta provar que diam S(B) = diam B, ¥B ¢ X. Mas dados X,Y,Z,WE€B,
a,B € [0,1] temos

||ox+(1-0)y = [Bz+(1-B)w]|| || (a=B)x + B(x-z) + (l-a)y - (1-R)w||=

= || (@=1)x + (1-B)x + B(x-z) + (1-a)y - (1-B)w|| =
= || (1-a) (y-x) + (1-B) (x-w) + B(x-z)]|| =

= || (1-B) [x-w+(1-a) (y-x)] + B[(x-2z) + (1-a) (y-x)1}|

S max{||x-w + (1-0) (y-x) || , ||x-z + (1-a) (y-x) ||}

= max{ || (1-0) (y-w) + a(x-w) ]| , || (1-0) (y-2) + a(x-z) ||}

s max{|ly-vll . llx-wll , lly-zll , llx-z[|} = diam 5.

-

4.25. LEMA. Sejam A sequéncias de bore-

il
—
>
[
[—
H =}
Il
[
®
[o>]
i
e
w
«d
N’
3
|
i

lianos nao vazios de K tais que:
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a) YA, N A, ) =0 , se i e {1,...,n}, i, # i

. 1

1712 2 i

b) uw(B. N B. ) =0 , se jl’j2 e {1,...,m}, jl = j2 ;
c) para cada j € {1,...,m}, existe i € {1,...,n} tal que Bj cA;

d) para cada i € {1,...,n}, existem jl""’js e {1,...,m} (s de-

s
pendendo de i)} tais que Ai = wB. .
k=1 Jx

Dada f: K + X consideremos

n
sAz{i=1 E(x ) u(B,):x; € A,

viedll,...,n}}

r

v ijed{1,...,m .

m
Sp=1 fy. B.):y. € B.
B 21 (v 1 (By) 2y 5
J
Entio temos:

i) co(SB) c co(SA) H

ii) diam SB £ diam SA

Vale também

IA

iii) ) w(f,Bj)U(Bj)

n
4 ) w(ffAi)“(Ai)‘

i=1

Prova. i) Basta fazer a prova no caso em gque existe j€{1,...,m}

tal que u(Bj) > 0.
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Para cada F = {FQ} , familia de borelianos nao vazios
=1
de K, seja

Sp = {Qilf(XK)U(FQ); x) €F, , ¥ ee{l,...,pt}.
Para provar i) observemos que se Pl'PZ""’Pr’Pll’P12
sao borelianos nao vazios de K tais dque Pll c: Pl’ P12 c Pl’

u(Pl) 0 e u(Pll) + u(PlZ) = u(Pl), entao dados X4 € P11 ’

r
Xy, € Py, e {Xi}i=2 com x, € P, ¥ ied{2,...,r} entdo
r

E(xp)u(Py) + £(x,)u(Py,) + izz £(x)u(P;) =
= — [f(xll)u(Pli + 'Z f(xi)u(Pi) ] +

U(Pl) i=2

U(Plz) r

o= [E(xy,)u(Py )+ ) f(x)u(Py) ]

u(Pl) i=2

r r

e portanto, fazendo F={P£}2—l e G = {Pll'Plz} U {Pl}ﬁ—z temos

SG c co(SF).
Facamos B' = {Bj: je{l,...,m} e u(Bj) > 0} . Para ca
da i€e{l,...,n} tal que p(Ai) # 0 facamos

J. = {je{1,...,m}: u(Bj) > 0 e Bj c A;} e consideremos

A! = (J B.. Entdo por d) e a) temos que “(Ai) = “(Ai)
jed.
i

vie{l,...,n} tal que u(Ai) # 0. Seja

Al = {Ai: ie{1,...,n} e p(Ai) z 0} . Como Sz = Sz e

Sp1 © S, basta provar que Sp C co(SA,).
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De acordo com c¢) e a), cada Bj € B' estd contido num G-

nico Ai € A' e por b) temos que para cada ie{1,...,n} com u(Ai)¢0

vale que U(Aii = X‘ u(Bj). Com issco, podemos conseguir Fln",F
jeJ;
seqliéncias finitas de borelianos nio vazios de K tais que:

q

2.- para cada i€{l,...,q} e para cada AeF, temos up(a) > 0;

¥

3. para cada ie{1l,...,g-1}, existem PyseevsP 4P ,,P, borelia-

nos nao vazlios de K tais que Fi = {Pll’PIZ’PZ""'Pr },

i

1
Figl = {Pi}izl' Pjp UP), =Py H(P ) +u(Py o) = w(P).

®

Pela observacado inicial temos que S¢ ctco(SF )
i i+l

vie{l,...,g-1} e portanto co(Sg ) c co(sg ) wie{1,...,g-11}.
i i+l

Logo co(SA,) c co(SB,) O que prova i}.

ii) Decorre de i) e de (4.24).

iii) Seja J = {jef1,...,m}: U(Bj) # 0} . Para cada i€{1,...,n},

seja J, = {jeJ: B. c A.} . Como B. N B. = 0 se
Ja J. J 3 N Mo 3 32) ’
31035 € 11,..0,m} e j; * J, entdo
) w(E,By)u(By) = P w(E,2;)u(By) € w(f,A;)u(A;). Além dis
J€J, JEJ.
i i
n
so, decorre de a) que J = J. , e como y{A, N A, } =0 ,
i=1 *t 11 12

se il,i2 e {1,...,n} e i1 z i2 » temos que os J; sao dois

a dois disjuntos. Assim
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n
z z W(f;,B-)U(B') s
i=1 jeJg, ) J

m
,B.)u(B.) = /B :
321W(fNB3)U( 5) jéJw(f,Bj)u(Bj)

n
s _Z w(f,Ai)u(Ai) , o gue completa a prova de iii).

i=1

4.26. COROLARIO. Se P e P' sdao u-particdes de K, P' & refina

mento de P e f: K > X entao:
i) co(S(£,P')) c co(S(f,P));
ii) diam S(f,P!) £ diam S(f,P);

iii) w(£,P") S w(f,P).

n
4.27. COROLARIO. Sejam {Ai} e P como em (4.15). Suponhamos
i=1

H(a, o Aj) =0 se i,je{1,...,n}, i # j. Dada f: K > K, considere

n
mos s ={ E f(xi)p(Ai): x; €3, i=1,...,n} . Entao

i) co(s(f,P)) c co(S);

A

ii) diam S(f,P) ¢ diam S .

Vale também

IA

n
iii) w(£,P) £ ] w(f,A)u(a;).

i=1

4.28. PROPOSICAO. Seja f: K ~ X. Sao equivalentes:

a) £ € R(K,u,X);

b) existe uma segliéncia {Pn}nenq de u-particbes de K tal que



lim diam S(f,Pn) = 0;

n-+o

c) existe uma seqliéncia {Pn}neni de p-particdes de K tal que pa

ra cada n€EN, Pn 1 é mais fina que Pn e tal gque 1lim diam S(f,Pn)=O

no>o

+

d) para cada € > 0, existe uma seqgliéncia {Al,...,An} (n e A; de-
n
pendendo de €) de fechados regulares u-continuos com \_JAi = K e
i=1
H(A; N Aj) =0 sei,je{l,...,n} e i # 3 tal que se
n
x;1y; €Ay , i=1,...,n entdo HE [£(x)-fly ) Tu@a) || < e.

i=1

Analogamente, sao equivalentes:

a') f € D(K,u,X);

b') para cada € > 0 existe 72 u-particdao de K tal que se

(oL}

n
P = {Pi} uma p-particao de K mais fina que PE entao
i=]1

W(f,P) < g3

c') existe uma seqgliéncia {Pn}n de u-particdes de K tal que

€N

para cada n€N, Pn é mais fina que Pn e tal que

+1
lim w(f,Pn) = 0;

n—>®

d') para cada € > 0, existe uma seqgliéncia {a An}. (nea;

1,-.-,
dependendo de €) de fechados regulares u-continuos com

n
LJA, =K e u(Ai n Aj) = 0 se i,j €{1,...,n}, i =2 3 tal
i=] n
gue X w(f,A.Yu(A.) < €.

i=1 * *

.
£
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Prova. E imediato que a)=> Db) e que c) = d).

b)= c¢) Tomemos {Pn}nenqsequénciade4wpa;tig6esde K tal que
lim diam S(f,Pn) = 0, Tomemos Pi = Pl’ FB um refinémento co -
n—+o

mum de Pi e ?E e indutivamente, definidas Pi,...P;, tomemos
1 . ' .
Pn+1 um refinamento comum de Rn e Pn+l {(que existe por (4.14)).
» s I3 ’ < * - ’
Por {(4.26 ii}) temos diam S(f,Pn) < diam S(f,Pn) e tambem Pn+1

mais fina que 12 , O gue prova c).

d)=> a) Assumindo d) e recorrendo a (4.15) e (4.27 ii)), para

cada € > 0, encontramos uma p-particgao Pe tal que diam S(f,PE)ée.

n m
Se P = {P.} e P = {P!} sao refinamentos de P _ entao to-
). _ 3 - €

i=1 j=1
mando-se X, € Pi’ i=l,...,n, e yj e Ps, j=1,...,m temos, por

« n
(4.25 ii)), que ) f(x.)u(P,) € co(S(f,P.)) e

i1 i i £

Il o~

f(yj)u(Pﬁ) € co(S(f,?%)). Logo

j=1

n m
Ilizlf(xi)u(Pi) - izlf(yi)u(P3>ll < diam co(S(£,P)) =

= diam S(f,PE) < € (para a Gltima igualdade ver (4.24)). Assim,

por (4.23) temos a).

a') = b') Decorre (4.26 iii)) -

1 ' ' : g 1"~ . _ o
b') =>c') Por b') existe {J;}nenl uma sequencia de p-parti
- 1 '
coes de K com w(f,?;) < o Tomando {};}nemx como em b) => c) e
recorrendo a (4.26 iii)) temos lim w(f,Pé) = 0, o gue prova c').
n->oo

c') = d') Imediato.
d') => a') Dado € > 0, tomemos {Al,...,An} como em d'). Por

(4.15) e (4.27 iii)), existe P u-particao de K tal que w(f,P)<e



e portanto £ € D(K,u,X).

4.29. COROLARIO. D(K,u,X) ¢ R(X,u,X) e gquando dim X < ® yale a

igualdade.

Prova. Se f € D(X,1,X), entdo dado € > 0, existe P. M-particdo
de K tal que w(f,PE) < €. Logo diam S(£,P.) = w(f,P.) < e. Por
(4.28) (d) = a)) temos que f € R(K,1,X). A prova de

R(K,u,X) = D(X,u,X) para o caso dim X < ©, por ser analoga a do

caso da integral em [0,1] e muito simples, serd omitida.

4.30. PROPOSICAO. Seja f: K » X. Se existe J€X tal que para ca-

da € > 0, existe {Al,...,An} (n,Ai dependendo de €) segliéncia de
n

fechados regulares p~continuos com L_JAi = K, u(Aif7 Aj) =0 se
n i=1
i,jell,...,n} , i =3 e | ) f(x.)u(a,) -Jl] < ¢ se x.ea, ,
i=1 i i i
i=1,...,n, entio f e R{K,u, X} e ffdu =7,
K

Prova. Nossas hipoteses garantem que f € R(K,4,X), uma vez que

(4.28 d)) esta verificada. Assim, dado € > 0, existe P6 -parti-
k

cdo de K tal que se P = {Pi} € um refinamento de P6 e se

i=1
yi e Pi 7 izl’...,k entao

k
$
(1) £y uey) - [faul] <3 .
i=1 Yk 2
3 - k3 6 K3
Por outro lado, nossas hipdteses aplicadas a € = 5 Jun

to com (4.15) e (4.27 i)) garantem que existe Pe U-particdao de K

n
tal que co(S(f,P)) c co({iglf(xi)u(Ai): x;€A., i=1,...,n}). BAs-

te

k
sim, se tomarmos P = {Pi} um refinamento comum de Ps e P.,

i=1
remos por (4.26.i)) que .
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‘ n
co(s(f,P)) c co(S(f,PE)) c CO({izlf(xi)U(Ai): xieA:.L , i=1,...,n}).
Nossas hipbteses garantem que esse ultimo conjunto estd contido na
bola de centro J e raio e = S gue indicaremos por B(J,%). Assim,

2

co(s(£,P)) c B(J,%). Tomando-se entao y; € Py ,i=1,...,k temos
S 5
! £(y;)u(p;) € B(J,3). Recorrendo a (1) temos entdol|ffan -J|| < 6.
i=1 K ..

Como € > 0 & arbitrario, vem J = [fdu.
K

Nossos proximos resultados sdo variacOes de (4.28) e
(4.30). A diferenca é que, para fungdes limitadas, bastara que a
hipotese se verifique para escolhas de pontos do interior dos con-
juntos da partigdo, para que tenhamos a Riemann-integrabilidade.
Esse resultado sera utilizado por exemplo em (7.18) e (8.16) mas,
na verdade, ja foi diversas vezes utilizado nos paragrafos ante-

riores.

4.31. PROPOSICAO. Seja f: K » X limitada. Suponhamos que para

cada € > 0 exista uma segliéncia {Al,...,An} (n e A, dependendo

n
de €) de fechados regulares y-continuos com K = t;JAi,ulAlnAj)=0.
i=1 -
. . . o .
se i,3 € {1,...,n}, 1 # j tal que se Xi,Y; € Ay, ie{1,...,n} en-
_ n
tdo || I [£(x,) - £(y)lu(a) |l < e. Entdo £ € R(K,u,X).
i=1
Prova. Seja M > 0 tal que |[£(x)]|] £ % yx€K. Dado 8 > 0 sejam
S n
£ = 3 e {Al,...,An} como acima. -~ Seja Ko = ;:iaAi' Como
u{K_) = 0, por (4.10) existe F fechado regular p-continuo com

o)
K c F e ul(F) <

$ .
o 3M Seja

O
g={B:8729 eB=2%;nf ous=2R&;n[Fr , i=l,...,n}.



Temos que:

1. Os elementos de B sdo fechados regulares ,

o 0
2. Como (AN F) oA, NF) (3 A.) u BF) e

[e]

i R ——

O ' | ot . ) o~ -
‘a(Ai n C'F) < {3 ,Ai) u{3 F), entao os fechados de B sao y~continuos.

3. Como F & u-continuo e u(Ai n Aj) =0 sei,j €{1l,...,n}, izj
entao dados Bl’B2 € B, B1¢ B2 tem-se u(B1 n B2) = 0,
n n n —
4. K= WA, = L (A; NF) U LA, N EF). Por (4.5) temos que
i=1 i=1 i=1
K = u{B: B€B}.
o) o .0 . .
Podemos escrever B = {Ai n F: 1€I}U{Ai n EF: ieJ} ,
0
. o] o . [e) T~
onde I = {iefl,...,n}: &, NF = 9} e J={i€{1l,...,n}:A; n [F=0}.
o
o) Q - . - .
(Note que se Ai n = A n EF entao esse conjunto esta contido

em 3F tendo portando interior vazio. Nesse caso i$I e jéJ).

Temos ainda que:

. ~ O o)
5. Se 1€I entao Ai nNFEF<S FN Ai, e portanto

) u(g. n %) < ) u(A, N F) £ u(F) < S (lembrar que
. i . i 3M
i€ 1€X

LMAi n Aj) 0, se i,j €I, i =3j).

o
6. Se i€J entio 2i n EF c A;, mas
© -
%iﬂ [F c EF c CK (:LJSA CEBA Logo

=1
£
o]
Xiﬂ (Fc a, -an, =R,
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7. Dados A,B fechados temos que A;g c (A-B) U 3(B). Assim, se
= Ta _
ieJ temos que Ai—gi n EF c‘(Ai—Aiﬁ;Ef)aU 3(a, 0 EF). Como

S(Ain’CF) c BAi U 9 F e como Ai e F sao u-continuos temos

O
o ’n Co < 9 <
w(a, - 2 [F) S u(A;-A; N [F) = u(a; N F) su@d; N F).
O
Logo J u(a, - A, n [F) £ ] (A, AF) Su(F)< 2
g p(A. - A, < (A, A Sy
ieg  * 1 jeg  t 3M

- o .
omemos agora {xl}leI ’{yi}iel '{Zi}ieJ '{wi}ieJ’ familias

0O

0 o ., o
em X com x;,y; € A, N F Vi€l e z;,w, € A; N CF, vi€J. Sabemos de 6.

o) ) , o -
que z, ,wy e Ai ¥i € J. Assim, usando 5 , nossas hipoteses €

também 7, temos que

O

T tfGey) - £ypIu@ 0B+ T R -f0r) &y 0 [E) ]
i€l ieJ *

ST Ry - £ Iu@; 0 B Il L (Elp)-Fleg) Tuag) |l

i€l ied
o
fl] T IE(z)-Ew) ) uy) - w® 0 (ol s M+ S+ 2= s
i€J

Agora, tendo em vista 1, 2, 3 e 4 e d)—= a) de (4.28), a prova

esta completa.

4.32. PROPOSICRO. Seja  f: K » X uma funcdo limitada. Suponha

mos que exista Jex tal que para cada € > 0 exista uma segléncia

{Al,...,An} (n e Ay dependendo de €) de fechados regulares HU-con
n
tinuos com K = LJA, e HiBy n Aj) =0 sei,je {1,...,n} e i#j,
i=1
n o
verificando || } £(x;)u(Ay) -Jll<e sex €h; ¥i e{1,...,nk.
i=1

Entdo £ € R(X,p,X) e [fdu = J .
K
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Prova. Decorre de (4.31) assim como (4.30) decorre de (4.28).

4.33. EXEMPLO. A hipbOtese "f limitada"™ é essencial em (4.32).

Para mostrar isso, consideremos o seguinte exemplo:  Sejam K=[0,1],

U a medida de Lebesgue e f: [0,1] - IR dada por f(x) = n se x = %
e nEN, f(x} = 0 caso contrario. Tomando-se para A1 o fecho de
1 411 11 _ _
[371]U[Z”§]U[E'§]U“' e A2- CAl temos gque A1UA2 = [0,1], Al e
A2 sdao fechados regulares por (4.3) ii) e iii) e como
- = (1. = Zo U- -
3A, = 8A2 = {n' ne {2,3,...1} u {0} entdo A, e A, sdo u-conti
nuos e u(A1 n Az) = 0, Se f(x) # 0 entdao x € BAl = SAZ. Logo
O O -

se x € Al ou x € A2 temos f(x) = 0. Tomando-se J = 0 estariamos,

entdo, nas condicdes de (4.32). No entanto, & facil ver que

f ¢ R(K,u,X) pois caso contrario, f seria limitada (ver por exem-

plo (4.36¢c))).

4.34. COROLARIO. Sejam f: [0,1] » X e u uma medida de Borel regu-~
lar ndo-atdmica em [0,1] com supp M = [0,1]. Se existe J € X tal

que, para cada € > 0, existem to,tl,...,tn € [0,1] com
n

0=t  <t; <...<t =1 e ]j.g Flx u(lt; _1,t51) =T <¢
~ i=1
se x; € [0,t90, x; €1ty o, t50¥viell, ... ,n-1tex €lt _,,1],
entdo f € R(K,U,X) e [ fau = 7J.
[0,1]

Prova. E consegliéncia imediata de (4.32) se observarmos gue nos-

sas hipoteses ja garantem que f é limitada.

4.35. OBSERVACAO. A proposicdo (4.32) sugere a seguinte defini-
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a) Dizemos que f: K » X & Riemann-interior integravel em relacao
a Y se existe J€X tal que para cada € > 0, existe?k:u~partiqéo de

n

- . o .

K tal gue se P ={Pi} é um refinamento de Pe e xiePi, vie{1l,...,n}
i=1

n
entdo || ) £(x)u(p,) -J| <e.

i=1

No caso classico poderiamos considerar a seguinte definicao:

b) Dizemos que f: [0,1] - X & Riemann-interior integravel se exis

te J€ X tal que para cada € >0, existe § >0 tal gque se nEN e

= < < < = a i 4 - a
0 ty <ty vos t) 1 sdo tais que  max (t;-t; ,) < §_. entao
ie{1,..,n}
o
dados x; € [ti—l’ti] , ie {1,...,n} temos

1)

f(xi)(ti—t.
i=1

1—1) - Il <en

Em (5.27) mostraremos que se u & a medida de Lebesgue em
[0,1] entdo a definicao de integral dada em (4.19) coincide com a
usual. O mesmo acontece com as integrais interiores acima defini-
dos se nos restringirmos a funcbes limitadas. De fato,se f esta
nas condicgdes de b) entao por (4.34) f € R(K,u1,X) (v medida de
Lebesgue em [0,1}) e portanto verifica a). Reciprocamente se f ve
rifica a) para a medida de Lebesgue em [0,1] e £ & limitada, entao
por (4.32) f € R(K,u,X) e pelo exposto acima f & integravel no sen

tido usual, verificando portanto b).

No entanto, a funcao do exemplo (4.33), que nao & limita
da, esta nas condicdes de a) para a medida de Lebesgue em [0,1]

mas nido verifica b) pois nao & limitada.
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Dada f: [0,1] » X, sabemos que se f & Riemann-integravel
entdo f € limitada e que f & Darboux-integravel se e sd se f é
limitada e o conjunto dos pontos de descontinuidade de f tem me-
dida (de Lebesgue) nula. Vamos estudar os andlogos desses resul-
tados para as integrais em relacdo a uma medida de Borel regular

num compacto.

4.36. PROPOSICAO. Seja f € R(X,u,X). Entao temos que:

n
a) existe P = {Pi} u-particao de K tal que sup Hf(x)1| < @
i=1 xePi ’ .

se i€{l,...,n} e p(Pi) > 0;

b) existe um fechado regular y-continuo F com supp pc F e

tal gque f & limitada em F;

c) se supp u = K, entdo f & limitada.

n
Prova. a) Tomemos P = {Pi} H-particao de K tal que se xiePi,
i=1
n
i e {1,...,n} entdo || } f(x ) M(P,) - Jfau]] < 1. Ppara cada
i=1 K

ie {1,...,n} tomo X € Pi fixado. Dado io € {l,...,n}, para
n
cada x € P, tem-se [[f(x)u(P. ) + ) f(x,)uwPp.)-[fau|l <1 e
i i . i i
o o) i=1 K
i#i
o

portanto

A

£ [Ju (B )

Hf E(x)u (]| + ||ffav|+1.
e} i=1 K

i=i
O

Se p(Pi }) > 0 ‘entao
o
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A
8

1 v ~
sup ||£(x)]] § —=— [1+]| I Ex)uE)l+|lf£anl]l:

1 (o] o
o) 171
o

o que completa a prova de a).

n
b) Tomemos {Pi} como em a), J = {ie{1l,...,n}: u(Pi) > 0} e
i=1
F= 1t P,. Por (4.3.iii)) F é um fechado regular que & eviden-
ieJ

temente u-continuo., Como |F c L. J Pi entéo-u(EF) =0 e
ie{ 1 1oee; n}_J

portanto supp U c F.
c) Decorre imediatamente de D).

4.37. EXEMPLO. Podemos ter f € R(K,u, X) mas f nao limitada. De
fato, sejam K = [0,1], X = IR, WA) = A{(A 0 [%,1}) onde A & a me-

dida de Lebesgue. Se tomarmos

1/x se 0 < x < 1/2

f(x) =
0 sex =0 oul/2 £x <1,
entdao f ndo é& limitada mas féER([O,l],u,]R)etO gifdu = (0.Para ver is
so, basta aplicar (4.30) tomando, para cada € ; 0, Al = [O,%} e
A, = [5,1]1.

Mais do que isso, se K & um compacto de Eberlein perfei
to ndo metrizavel entdo para cada medida u de Borel regular em K,
existe f € R(K,u,R) ndo limitada. De fato, sendo K um compacto
de Eberlein,entdo por [Li] teorema 4.3e [Rol] teorema 4.5.a) temos
que o suporte de U & metrizavel. Conseqglientemente existe p€K,

p¢supp u. Por (4.10) existe um fechado regular u-continuo F tal
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o
que supp UcF e p ¢ F. Como K & perfeito entdo K-F & infinito.

C K- in i =
Tomemos {x } ... ©K-F. Definimos f(x) 0 se x ¢ {xn}ne]N e
f(xn) =n senw=1,2,.... Assim f(x) = 0 ¥x € F. Tomemos
Al = F, A2 = CF . Entao Al e A2 sao fechados regulares u -conti

o
nuos € como supp 4 € F temos EF c Esuppu e portanto u(CF)= 0.

Assim, como f & nulaeﬁnAl, se tomarmos El € A1 e €2 € A2 entao

f(il)u(Al) + f(€2)u(A2) = (0 e por (4.30) £ € R{(X,u,X). No entanto

f ndo & limitada.

A bola unitaria de QZ(F), onde |[T| > Xor considerada com

a topologia fraca & exemplo de um compacto de Eberlein perfeito nao

metrizavel.

4.38. PROPOSICAO. Seja f: K » X. As condigOes i), ii) e iii) a-

baixo sdao equivalentes.

i) £ € D(XK,u,X).

ii) a) o conjunto dos pontos de descontinuidade de f tem medida yu
nula; .
n

b) existe P= {Pi} u-particdo de K tal que sup||f(x)]] < «

i=1 xePi
se i e {1,...,n} e u(p;) >0 .

iii) a) o conjunto dos pontos de descontinuidade de f tem medida u

nula;

b') existe F fechado regular p-continuo de K com supp ¢ < F

e f limitada em F.

Em particular se £ & continua entdao £ € D(K,u,X).
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Prova.

i)=— 1i). Se f € D(XK,u,X) entdo por (4.29) f € R(K,u,X) e por

(4.36.a)) temos ii) b). Sendo D{(f) o conjunto dos pontos de des
continuidade de f temos D(f) = ifJFn, onde F_ = {xex: w(f,x)2 %}.
n=1

(Note que, como cada F é fechado, entdo D(f) €& boreliano). Su-

ponhamos que ii)a) nd3o se verifique. Entdo para algum n, € N
n
temos u(Fn ) > 0. Para cada u-particgao P:{Pi} temos, tomando
[e) i=1
) o
J = {i e{1,...,n}: P, N F # ¢ }, que

n
o]

1AV
v

n n
I owig,pou(@) 2z Jowie,Boudn 2 I wiE,BHud)
i=1 L . i=1 * * ieg * *

1 . 1
. — y(F_ ). Assim w(f,P) 2 — u(F_ ) > 0 para
N5 ieg + o, no Do Do

v
|-

~1
=
p——

ol
A

%

toda up-particdo P de K e portanto £ ¢ D(K,u,X). Logo i) —> ii).

ii)=—= iii) Tomar J = {i e {1,...,n}: u(Pi) > 0} e F = L Py
i€d
(ver prova de (4.36 b))).

iii) = i). Na notacao gque introduzimos acima temos p(D(f)) = 0 e
portanto u(F ) = 0 ¥ne€N. Seja M = sup | £(x) || : xeF} + 1.

Ao _€e
nJ 2u(R)+1 ¢
mos tomar A interior de um fechado regular u-continuo com F_ < A
o)
€

e u(a) <um Como CA = [Fno, para cada xetA, existe V_ vizi-

Dado ¢ > 0, seja n_  com Por (4.10) pode-

nhanca de X com w(f,V;) < ﬁL. A compacidade de [A e O empredo
o
de (4.9) garantem a existéncia de Al""'Am interiores de fechados
m
regulares U-continuos com EA.C L_JAi e vﬂf,Ai)s: ﬁL . Temos en-
i=1 o)

tdo que K’Xl""'zm sdo fechados regulares u-continuos e que

m P
K=AU WA, Por (4.15) podemos conseguir P'= {Pi} y=-parti-
i i=1
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cdo de K tal que para cada i € {1,...,p} tenhamos P! <& ou

P! Aj para algum j € {1,...,m}.

Se F # K, seja P"

q
{P;} um refinamento comum das par
i=1

ticbes P' e P = {F,CF L. No caso em que F = K, fazemos simples
mente P" = P! . Temos que se i € {1,...,9} entéo P;c: A ou P;c: A.

. J
para algum j € {1,...,m}. Além disso, u(PE) = 0 (se Pg < CF) ou

sup |[|[£(x)]] < M (se Pg < F). Assim facamos
xepY :
i
I, = {ied1,...,q}: H(PY) # 0 e P! c al,
I, = {ied1,...,ql: w(Py) # 0 e P! ¢ A}.

Temos que I, U I, = {i € {1,...,q9}: H(PY) # 0} e que

1

I, nI,=¢. Além disso, se i € I, entdo PY c Kj para algum

2
j € {l,...,m} e portanto w(f, PY) < 1

n
0]

Por outro lado, se i € I,, temos supl[f(x)]| < M e
xXEPY
i

portanto w(f,P;) < 2M. Lembrando que u(PE n Pg) = 0 se

i,j ed{1,...,q},1i# j temos

w(f, p") = ? W(frP;)U(Pg) = z w(f,P;)U(Pg)
i=1 ielﬁUI2
< " 1 "
S ) EMu(RY) + ] = u(pY)
iel1 i612 o

< 2Mu(B) + = L(K) < 2M
n

£y 1 (k) < g .
o}

€
4M 2U{K)+
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Logo inf {w(f,P): P & u-particao de K} 0 e portanto

f e D(K,u,X).

4.39. OBSERVACAO. Seja S = suppi. Se S & u-continuo e p é

nao nula entdo S €& regular. De fato, se x € K-g entao existe
V aberto comx €V e VN 8 = ¢. Assim, supondo S u-continuo
temos u(v n S) = p(v.n 388) + u(vn g) = 0 e portando u(v) = 0.
Logo x € S e assim S = € . Como p & ndo nula temos S = 8=9p e
portanto S & regular. Assim se suppd €& u-continuo, usando

(4.48) iii) == i), dada f: K > X sao equivalentes:
1. f € D(K,u,X).

2. f & limitada em suppli e o conjunto dos pontos de descon-

tinuidade de f tem medida i nula.

N3o sabemos, no entanto, se l.e 2.acima continuam equi-

vaentes, quando suppd nao & u-continuo.

4.40. PROPOSICAO. Se f € R(K,u,X) e x € K & tal que wu({x}) > 0

entao f & continua em X.

n
Prova. Seja P = {Pi} u-particdo de K. Entao existe io e {1,...,n}
i=1
~ Q
tal que x € P, . Como u({x}) > 0 entdo x ¢ 3P, e portanto x€P,.
o o o

v

Assim existe yegi tal que ||f(x)-£(y) ||

% w({f,x) e portanto
o

[ £(x) - £(y)[[u(p;) 2 % w(f,x)u({x}).  Conseglientemente

diam S(f,P) z % w(f,x)u({x}) para toda u-particao P de K. Se £

nao fosse continua em x teriamos diam S(f,P) 2 % w(f,x)u({x}) > 0
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para toda . u-particdo P de K. Por (4.28) teriamos que féR(K,u,X).

4.41. COROLARIO. Se 1 é puramente atdmica entdo

R(K,; u,X)

i

D(K,u,X). Conseglientemente se K é disperso entio

R(K, u,X)

Il

D(K, u,X) Para toda medida i de Borel regular em K.

Prova. Por (4.29) temos D(X,u,X) © R(K,u,X). Se f € R(X,u,X)
entdo (4.40) garante que (4.38.ii)a)) se verifica e temos também,

por (4.36.a)), que (4.38.ii}b)) se verifica. Logo f € D(K,u,X).

Se K é disperso, sabemos (ver [PS] pag. 24) que toda
medida de Borel regular em K & puramente atdmica, o que completa a

prova.

O Corolario anterior sugere a seguinte questdo que sera
respondida em (7.19): Caracterizar os compactos K para os quais
D(K,u,X) = R(X,H,X) para toda u de Borel regular em K e para todo

X Banach.

Por (4.38) temos C(XK;X) ¢ D(K,u,X) para todo compacto K,
toda U de Borel regular em K e todo X Banach. Nossos proximos re-

sultados dao condic¢les para que se tenha C(K,X) = D(K,u,X).

4.42. DPROPOSICAO. Se X # {0} e se p & uma medida de Borel regu

lar em K, entdo sao equivalentes:

i) C(K,X) = D(K,U,X).

ii)  u({x}) > 0 para todo x€K que é ponto de acumulacao.
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iProva. i) = ii)., Se x €& ponto de acumulacdao de K, consideramos
veX, v =0 e f= X{x} V- Entdo f ¢ C(K,X). Por i) f¢D(K,u,X).
Como f & limitada,entdo por (4.38), o conjunto dos pontos de des

continuidade de f tem medida u positiva, isto &, wu({x}) > 0.

ii) = 1i). Por {(4.38) temos C(X,X) c D{X,u,X). Tomemos
f € D(X,u,X) e x€Kponto de acumulagao. Como p({x}) > 0, entdo por
(4.38) f deve ser continua em x. Como f & continua nos pontos

isolados entao temos que f € C(X,X).

4.43. COROLARIO. Se X # {0} , entd3o para cada K compacto Hausdorff

sdo equivalentes:

i) o conjunto dos pontos de acumulacao de K & enumeravel)

ii)  existe u em K- tal que C(K,X) = D(K,u,X).

Logo, se K é perfeito entdo C(K,X) # D(X,u,X) para toda

1 em K.

Prova. i) = ii). Seja {an}neJ (onde J ¢ N) o conjunto de pon-
tos de acumulacdo de K. Para cada A boreliano de K, tomo

i - - .
J. = {neJd: a_eAr} e defino u(A) = ) ~— - Entao p & uma medida de
A n 2

neJA

Borel regular em K e p({x}) > 0 para todo x€K que é ponto de acu-

mulacdo. Logo, por (4.42) temos C(X,X) = D(K,u,X).

ii) => i). Se u & tal que C(X,X) = D(K,u,X) entdo, por (4.42),

u({x}) > 0 para todo x ponto de acumulacao de K e temos entao 1i).

Lembremos que se K & perfeito entao K é nao enumeravel
e portanto o conjunto dos pontos de acumulacgao de K e nao enumera-

vel. Logo i) ndo vale e portanto nao temos ii).
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4.44. COROLARIO. Dado K compacto Hausdorff, sdao equivalentes:

i) C(K,R) = D(K,u,IR) para toda p de Borel regular em K.
ii) K & finito.
Prova. i) = ii). Se K é& infinito entdao K tem um ponto de acumu

lacdao x. Tomemos y€K, y # x. Para cada A boreliano de K defino
U(A) = XA(y). Entao Y & uma medida de Borelregular em K e
p({x}) = 0. Como x & ponto de acumulacdo de K, decorre de (4.42)

que C(K,R) # D(X,u,R).

ii) = 1i). Se K & finito entdo toda f: K » X & continua o que pro

va i) .

4.45. EXEMPLOS. Como exemplos de compactos cujo conjunto dos pon
tos de acumulagdo & enumeravel (portanto verificando (4.43.1i)))

temos:

aj K enumeravel. Estes sido, na verdade, os metrizaveis enumera-
veis, isto &, aqueles que sao homeomorfos a [0,a] (topologia usu-
al) onde o & um ordinal com a < w,, sendo entdo todos dispersos.

(ver [Se] 8.5;7438.6.10).

b) K €& o compactificado de Alexandroff de um conjunto discreto

(ndo necessariamente enumeravel).

c) K é& o compactificado de Alexandroff de uma reuniao enumeravel

(disjunta) de compactos, cada um deles do tipo do exemplo a) ou b).
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4.46. PROPOSICKO. Seja F um subconjunto fechado de K. Sendo 1

a restricao de u aos borelianos de F temos que:

a) Se f € R(X,u,X) entao fI € R(F,l,X) e se supp I « F temos
F

também que [fdu = ffl au.
K FIF

b) Se f € D(X,u,X) entdo £ € D(F,1,X) .
F
No caso em que F & um fechado regular u-continuo tal

gque supp ¥ € F, valem as reciprocas, isto é:

c) se fl € R(F,1,X) entdo £ € R(X,u,X).
F

d) Se f, € D(F,n,X) entdo f € D(X,u,X).
| g

n

Prova. a) Se P = {Pi} & uma u-particdo de K, para cada
i=1

ied{1l,...,n} , indiquemos por A; o fecho do interior de P, N F,

tomado na topologia de F induzida pela topologia de K. Sejam

g=1{ied{l,...,n} : A, =0} e P = {a;: ieJ}. Entdo temos :
1. E imediato que A; & um fechado regular de F para cada i€J.
2. aFAi c BF(Pi nrF c (BPi) n F. Logo u(3 Ai) =0v¥1i€edJd e
portanto Ai & Lu-continuo, se i€J. (Além disso, também temos

H(3g (P, N F)) = 0¥ ie{1,...,n})

3. se i€ {1,...,n} entdo A, ©¢ P, e portanto ﬂ(Ai) S u(p,)

vi e {1,...,n}.



<
4. U(Ai n AaA.) g
n
5. F = wy(P. n
. 1
i=1
n
F = LJ A. =
i=1 *
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u(Pi n Pj) =0 se i,J € J, 1 # j (ver 3).

F), j& que P & u-particdo de K. Por (4.5),

LJAi
ied

n
Logo, se P = {Pi} é uma y-particdo de K tal que

i=1

diam SU (£,P) £ €, entao tomando P' e J como acima temos por

(1.2.a)) que || ) [£(x;)-1
i€eJ
Em particular, temos || )

i€J. Por (4.28)

ieyg

A

(yi)}u(Ai)H 2¢  se x;,y; € P, ieJ.

[£(xy)-£(y;) 1A || s 2¢e, se x;,y; € Ay,

d) = a) temos que fl € R(F,1,X).

F

Suponhamos agora supp W © F. Dado € > 0, seja

i=1

n n
P = {Pi}i—l tal que H.z £(x;)u(p,) - ﬁfdu“ <€, se x, €P,,

ied{1,...,n}. Tomemos J e P' = {Ai: i€J} como acima. Como

u(BF(Pi nrE)y =29
b(P;) = ﬁ(Pi N su

Com iss
n
zlf(xi)u(Pi) = .

.

1

¥vi € {1,...,n} (ver 2 ) entao

pp M) = ﬁ(Pi nF = ﬂ(Ai), v ie{l,...,n}.

0, temos
n
}

1

f(x )u(a;) = ] £(x)U(B), ¥ x,...,x €K

i€d

e portanto || } f(x;)u(a;) - [fdy| < e se x; € P, , i€J . Em
ieJ K
particular, por 3 temos que || } f(x,)u(A,) - [fdy|< e se x.€a.,
ieg 1 i . i~

i€J. Por (4.30)

temos ffl dy = [fdu.
P

F

K
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b) Seja f € D(K,u,X). Ent8o existe uma uy-particdo P = {Pi}fl . de
i=1

n
K tal que ) w(f,p,)u(P;) < €. Tomando A;,...,A e J como em a)
i=1

n
temos por 3 que ) w(f,Ai)ﬁ(Ai) <y w(E, P u(P;)s ‘z

w(f,Pi)u(Pi)< £.
ied ied i=1

Usando d') = a') de (4.28) temos que fl € D(F,n,X).

F
c) Se F = K, nada a fazer. Se F # K, dado ¢ > 0, tomemos
n -~
P = {Pi} p-particdo de F tal que diam S~(f[ ,P) < e. Seja P’
i=1 o lp:
como em (4.17). Como supp U ©€ F e F & u-continuo temos
Ll(CF) = u(CF) + u(dF) = 0. Assim S (f,P') c S~(f‘ ,P) e portan
H S )

to diam Su(f,P’) < e. Por (4.28) £ € R{(X,y,X).

d) Anadloga a de c).

Os resultados seguintes deste paragrafo foram demonstra-
dos pelo professor Antonio Gilioli, gquando da leitura da versao
preliminar deste trabalho, onde perguntavamos sobre a validade de

(4.50).

4.47. PROPOSICAO. Sejam U e vV medidas de Borel regulares em K

com v £ u, Entao:

a) R(X,u,X) © R(K,v,X).

b) Di{K,u,X) < D{K,v,X).

Prova. a) Seja f € R(X,u,X). Dado £ > 0, tomemos

n
P = {Pi} u-particdo de K tal que
i=1

n

1l

1

l[f(xi)-—f(yi)]u(Pi)H < % se x.,y; € P;, vie{l,...,n}.
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" Dados X;1¥; € Py e @i € {-1,1} vie{1,...,n} temos

In

n
ttglei [£0x;)=£(y ) Iu(p,)]

%. Aplicando (1.2.a)) temos que
i

n
1) [£(x;)-f(y;)Iv(P) || £ e. Como P & também uma v-particdo de K,
i=1

decorre de (4.28) que f € R(X,v,X).

b) Imediata.
4.48. LEMA. Sejam py e vy medidas de Borel regulares em K, com
v £ p. Seja f € R(K,v,X) limitada. Entadao dado € > 0 existe P

p-particdo de K tal que diam Sv(f,P) £ e.

Prova. Seja M > 0 tal que |[|f(x)]] € M w¥x € K. Dado € > 0 exis-

m
te P={p! v-particdao de K tal qgue diam S (f,P') £ <. Seja
=1 v 4

Por (4.10), existe F fechado regular du-continuo, com

0 £
KO c F e d(F) < U(KO) + M Logo, como V(KO) = 0, temos
€
= -K. = - < —~ = — e
V(F) =V (F KO) + V(KO) v (F KO) S p(F Ko) H(F) U(KO) < iM c

Para cada j € {1,...,m} seja Bj o interior de P! N EF.

Seja B = {F} u {5}: Bj ¢ , 3 € {1,...,m}}. Ent3o temos que:

1. Os elementos de B sao fechados regulares.

2. Como BPS c g entao S(Pa N EEW n BPg = ¢. Assim, como
dB. < o(P! N EE‘) C OP! U OF temos OB. c OF e assim H(9B.) =0.
J J J J J
Logo cada Bj € U-continuo e assim os elementos de B sao H-con

tinuos.
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L8 o o o)
3. Se j,kef{1,...,m} e j# k entdo B.n B, €PN P' =9
B k ] k
o)
%n}?c:Can? ([fg)ng ((mnF=p
e- = = =0Q.
J
m m —_—
4, Como K = JP! = L.J(P% n CE‘) U F entao, por (4.5),
j=1 j=1

Assim B & uma p-particao de K.

Seja J = {3 e{1,...,m}: Bj # ¢}. Para cada je€I, sejam

X.,y. € B. . Dados x,y € F temos, usando (1.2. a)), que

A

| ) [f(x.)-f(y)1v(B:) +  [E(x)-£(y)]V(F)]]
jeg J 3 3

I
N

Y [fx)-£y)IVED ] + || £&)-£(y) ||vF)

Basta, entao tomar P = B.

4.49. COROLARIO. Sejam u e v medidas de Borel regulares em K
tais que v £ u . Seja f € R(X,v,X). Se existe F fechado regular
p-continuo tal que supp V € F e f & limitada em F entdao para cada

e > 0 existe P'u-particao de K tal que diam Sv(f,P’) < €.

Prova. Por (4.48), basta considerar o caso em que F # K. Indi-

gquemos por V a restricdo de Vv aos borelianos de F. Sabemos por
(4.46a)) gue le € R(F,v,X). Sendo } a restric3o de u aos borelia-
nos de F, temos vV <u . Como f!F € limitada, aplicando (4.48) ao
compacto F e medidas V e |l temos que para cada € > 0, existe
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n
P = {Pi} i-particdo de F tal que diam Sg(fl FP) £ €. Tomando
i=1 F

P' como em (4.17) e procedendo como na prova de (4.46c)) temos

diam Sv(f,P’) £ £,0 que completa a prova.

4.50. PROPOSICAO. Sejam U e v medidas de Borel regulares em K.

Entdo temos:

a) R(K,p+v,X) = R(K,u,X) N R(K,v,X) e [fd(u+v) = [£du+ [fdp para
K K K

toda £ € R{(X,1,X) N R(K,v,X).
b) D(XK,u+Vv,X}) = D(K,,X)}) n D(X,v,X).

Prova. a) Seja f € R(X,1,X) N R(K,v,X). Por (4.36b)) existem
F, eF, fechados regulares,Fl p-continuo, F, v-continuo com
supp U & F; , supp Vc F2 e £ limitada em Fl e em F2. Seja
F = F1 U F2 , que & um fechado regular, onde f & limitada. Além

disso, F & (u+v)-continuo. De fato,
o] (@] Q (@)
3F < ((3F;) = F,)U(3F,)-F;) = ((3F;) n [Fz)u((apz) n EFl) e como

o _ B B .
v(BFl) = 0, v(EFz) w*wKBFZ)UCFZ) = v(SFZ) + v([Fz) = 0 e tambem,
de modo anadlogo, V(3F,) = 0 = u([F,), entdo temos (u+v) (3F) = O.

Temos ainda que supp(u+V) € suppd U suppVvc Fo UF, = F,

1 2

Como f € R(X,1,X), existe,por (4.49), uma (u+v)-particgao
Pl de K tal que diam Su(f,Pf < %. Da mesma maneira, como

f € R(X;Vv,X), existe P2 uma (p+v)-particao K tal que

n

diam Sv(f’Pz) < %. Seja P = {Pi} uma (p+v)-particao de K gque
i=1

& um refinamento comum de Pl e PZ (ver (4.14)). Por (4.26.ii)),
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temos diam S (£,P) < e diam S (£,P) S % .

o

Seja P' uma u-particdo de K mais fina que P tal que
llz - [fau]| < %»para todo z € § (£,P'). Como, por (4.26.i)), te
K

mos Su(f,P’) c co(SU(f,P)) entao se z € Su(f,P’) e yesu(f,P)Atemos,

3

) e

usando (4.24), que |ly-z|| £ diam co(s (£,7)) = diam Su(f,P)§f

portanto, escolhendo Z e Su(f,P') temos
£ E _ €
Hy—ifdh” < ly-z Il + ”Zo_édu“ < 7 +7 =7 para todo yes (£,P).

Analogamente temos ||y-f/fdu|| € £ para todo y € s, (£,P).
K

2
n
Tomemos {x.} com x. € P, ¥i € {1,...,n} . Entao
P i i
n
| ) £(x) (uev) (Py) - (ffdu + [fdv) || &
i=1 K K

)

| 1 £xpue) - ffau|] + ||
K

f(x,)Vv(P,) - [fav]| < €.
i=1 i i X :

§

i=1

Por (4.30) temos que f € R(K,u+v,X) e que

Jfa (u+v) = [fau + [fau.
K K K

Para completar a prova de a) basta usar (4.47.a)).

p) Se f € D(K,u,X) N D(K,v,X) entdo por (4.38) o conjunto des pon
tos de descontinuidade de f tem medida u nula e também v-nula.
Usando a) e (4.29) temos que f € R(X,u+v,X). Assim,usando
(4.36.a)) e (4.38), concluimos que f € D(X,u+v,X). O resultado de-

corre agora de (4.47.b)).

o0o



§5. COMPARACAO ENTRE INTEGRABILIDADE SEGUNDO RIEMANN (OU DARBOUX)

GENERALIZADA E INTEGRABILIDADE EM RELACKO A UMA FUNCAO o«

Neste paragrafo, vamos mostrar que quando K = [a,b] e u
& a medida de Lebesgue em K, as funcdes Riemann (Darboux) integra
veis em relacdo a U sdo precisamente as funcoes Riemann (Darboux)
integraveis e que a integral de Riemann em relacdo a p € a inte -
gral de Riemann usual. Mais geralmente, se O: [a,b] » R & uma
fungido crescente, estudaremos a relacdo entre Riemann (Darboux)
integrabilidade em relacdo a & e Riemann (Darboux) integrabilida-
de em relagég a mgdida'(usualmente denotada por Hg) naturalmente

associada a o-.

X continuara indicando um espaco de Banach.

5.1. PROPOSICAO. Seja p uma medida de Borel regular em [a,b].

Entdo existe uma (Unica) funcdo o: [a,b] - IR crescente, conti -

nua a esquerda, com of(a) = 0 e tal que u([c,d]) = a(dt)-a(c~)
= a(§+)—u(c)se as<c £d < b, onde convencionamos afa~) = o(a) e
a(bt) = a(b). Assim, se p for ndo-atdmica o« sera continua. Re-

ciprocamente se o: [a,b] » IR & crescente entdo existe uma unica
medida My, regular, definida nos borelianos de [a,b] tal que
ua({c,d]) = a(d+) - a{c~) se a £ c £d £ b (agqui também a(a-)=a(a)

e a(bt) = a(b)).

Prova. Ver [H], Capitulo IV, §2. exercicio 7 e exemplo 1, fazendo

as adaptacOes necessarias.
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5.2. NOTACOES. Sejam f: [a,b] - X e o: [a,b] » IR crescente. Se

a = (tO,tl,...,tn) é uma particdo de [a,b] escrevemos

Wu(f,d) =
1

[ magie]

W(f, [tl"l’tl]) [OL (tl) - a(tl-l)]
1

n
= sup{ Lo lEx) - By lllotty) - oty )]s x5,y; € [ti_l,til,i=anr§

i=1
{cnde convencionamos «©,0 = 0) e
n
Sa(f,d) = {izlf(xi)[a(ti) - a(ti_l)]; Xy e [ti_l,ti], 1=1,...,n}.

5.3. DEFINICAO. Sejam oa: [a,b] » IR crescente e f: [a,b] > X.

a) Dizemos que f & N-Riemann-integravel em relagao a o se existe
J € X tal gue para cada € > 0, existe § > 0 tal que para cada
d = (to’tl""’tn) particdo de [a,b] com diametro menor do que §

n

e para cada {Xi} com x, € [ti ,ti} v ie{l,...,n} tem-se que

i=1 -1

n
tlizlf(xi>[u(ti) - alt;_ )1 - I <e.

b
Nesse caso, escrevemos J = Nf fdo e dizemos que J é a
a
N-integral de Riemann de f em relacao a a.

b) Dizemos que f & o-Riemann-integravel em relacao a o se existe
J € X tal que para cada € > 0 existecﬁspartigéo de [a,b] tal que

para cada d = (to,t .,tn) que € um refinamento de d_-e para

17+

n
cada {xi}iZICom x; € [ti_l,ti] vied{l,...,n} tem-se que

I3

£(x,) lalt;) - alt; )] - J|| <e.
1
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b
Nesse caso, escrevemos J =0/ fdo e dizemos que J & a
a
0-integral de Riemann de f em relacdo a o.

c) Dizemos que f & N-Darboux integravel em relacio a o se
lim wa(f,d) = 0, isto & se para cada € > 0, existe § > 0 tal gue
Ag~+0

se d € uma particdo de [a,b] com diametro menor do gue § entao

wa(f,d) < g,

d) Dizemos que f & o-Darboux integravel em relacao a o se para
cada € > 0, existe ds particao de [a,b] tal que se d é um refina

mento de de entao wa(f,d} < g,

Denotaremos por RN([a,b],a,X) (DN([a,bI,a,Xn o conjunto
das funcdes N-Riemann (Darboux) integraveis em relacio a o e por
RO([a,b],a,X) (DO([a,b],a,X)) o0 conjunto das fungdes o-Riemann

(Darboux) integraveis em relacdo a a.

Funcdes N~-Riemann (Darboux) integraveis em relacao a o

foram estudadas em [He].

Para o=~Riemann integrabilidade, valem alguns critérios,

semelhantes aos do §4, que apresentaremos a seguir.

5.4. PROPOSICAO. Sejam f: [a,b] + X e a: [a,b] » IR crescente.

Sdo equivalentes:

a) f e R,(la,b],a,X).

b) existe uma seqléncia {4 }

n’new de particoes de [a,b] tal que

lim diam Sa(f’dn} = 0.

n—>«
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c) existe uma segliéncia {dn}nenq de partigdes de [a,b] tal que

dn+1 & um refinamento de dn ¥ nEN e tal gque
lim diam Sa(f’dn) = 0.
n-—)oo

d) para cada € > 0, existe de particéo . de [a,b] com

diam Su(f,dg) < €.

Prova: a) —> b) é imediato. Para provar que b) == c) é suficien

te, como em (4.28),mostrarquese<i'é1m1refinamento de 4 entao

[17aY

diam Sa(f,d') diam Sa(f,d),que & precisamente (I.1.28b)) de

[He]}.
c) = d) é imediato.

Para provar que d) = a), também procedemos como em (4.28). Dado
. €
€ > 0 tomemos dg/2 tal que diam Sa(f’de/z) <5 . Por (4.24)

temos entao diam CO(Sa(f'dg/z)) < % . Se d e d' sao refinamentos

de de/z procedendo como em (4.25) demonstra-se que

S, (£,4) < CO(Sa(f'dg/Z)) © S5, (£,4") < co(s (£,d.,5)) -

Assim,sendo 4 = (to,tl,...,tn) , d' o= (So’sl""’sm)/

X, € [ti_l,ti], i=1l,...,n, Yj € [sj_l,sj], j=1,...,m temos

n m
1L £ep) foley) = olt; y)] - )

L ]_lf(yj)[a(sj) - alsy_pill

1

£ diam CO(Sa(f'de/z)) < Resultado analogo a (4.23) garante

£
5 -

que f € RO([a,b],u,X).

5.5. PROPOSICAO. Sejam o: [a,b] » IR crescente e f: [a,b] » X.

Suponha que exista J € X tal que para cada € > 0 exista

de = (to,tl,...,tn) particdo de [a,b] tal que
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flxg)lafey) - alt; )] - J| < e se X; € [ty _4.t;] vie{l1l,...,n}.

n
Il
1=1
Entdao f € RO({a,b],a,X) e f fda = 7J.

Prova. £ analoga a de (4.30).

5.6. PROPOSICAO. Sejam f: [a,b] » X e g:[a,b] » IR continua cres-

cente. Suponha que exista J € X tal que para cada € > 0 exista dg

particao de [a,bl], dE = (to’tl""'tn) tal que

n 03
iiiglf(xi){a(ti) - alt;_ )] - || < e sex; et _;,t. [, vie{l,.,n}.

Entao f € RO([a,b],a,X).

Prova. Dado £ > 0, tomemos d5/2=:(to’tl"“'tn) como na hipotese.

E facil ver que se u(ti) # a(ti_l) entao f & limitada em

: <
Jt;_;-t;[ e portanto em [t;_;,t;1. SejaM > 0 tal que I| £(x) |] M
. . N
se x € [t, ;,t.] e oft;) #oalt; 4, 1i=1,...,n0. Seja S 0
tal que a = to < t0+6 < tl——d <ty < t1+6 < t2-6 <ol tn—é <t =b
n-1 e
e G(to+5)—u(to)+}21[u(ti+6)—a(ti—6)}+a(tnh—a1tn—6% < B
i= —
{existe pois a é continua). Consideremos a particio

(tofto+6,tl—6,t1,t1+6,...,tn—ﬁ,tn). Se x € [ti_l+6,ti—6] entio

X € ]ti_l,ti[. Como essa particdo é um refinamento de 4 temos

e/2

dque, em cada um dos seus subintervalos, f & limitada por M, ou

€& constante. Para cada i € {1,...,n} tomemos
*p € It

z, € [ti,ti+6] € para cada i1 € {1,...,n} tomemos yie[ti—ﬁ,ti].

+6,ti—6]c ]ti—l’ti[ . Para cada i € {0,...,n-1} tomemos

Seja J = {iem: i

A

noe ot 4) * alt;)} . Temos que
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“ing(Xi)[a(ti)— aft; ;)] -7 < e/2 e portanto

I L £ laley - 6) = aleyy + 0]+ ] £6p) lalty) = alt;=9)]

+ ) £(xg) lalty_; +68) = alt,_N1-T || <e/2. Mas se i€J en-
i€Jd

tdo [[£(x;)]|| = M e portanto

l!iéJf(xi)[u(ti)—a(ti—é)] + iéJf(Xi)[@(ti_l+5)-u(ti_l)]n < /4 .

Assim HiéJf(xi)[u(ti—a)-a(ti_1+a)] -J|| < e/2 + €/4 .

Se ie€J entao como [ti-d,ti] c [ti_l—ti] temos
Hf(yi)H < M. Analogamente se i+1€J, Hf(zi)H < M e portanto
| 1 £(y.) [ol(t,)-a(t,-8)1+ J £(z.)[a(t,+8)-alt,)]]|| € €/4. Logo
jeg 1 - 1 i+leg *t * *

l{iéJf(xi)[a(ti—ﬁ)_@(ti_1+5)1 + iéJf(yi)[a(ti)~a(ti~6)]

+ L flzy) [t +8)-alt)] =T || < €/4 + €/2 + €/2 = e,
i+led * *

Se i¢J entdo a(t;) = a(t;_ ;) e portanto

A
il

oty 4 a(ti_l+6) = a(ti-é) = a(t;). se i+1¢J entdo

u(ti+l) a(ti) e portanto u(ti) = a(ti+6). Logo

n n
1 £xy) [o(e;=0) = oft; 1461 + ] £y;) [a(t;)-alt;=6)]

i=1 i=1
n-1

+ ) f(z,)la(t,+8)-a(t;)] = J||<e. Por (5.5) fer_([a,bl,a,X).
1i=0 1 1 1 o

5.7. PROPOSICAO. Sejam f: [a,b] -~ X e oa: [a,b] » IR continua

crescente. Suponha que para cada € > 0 exista dg = (to’tl""tn)

particao de [a,b] tal que



- 97 -

n
}[lzl[f(xi)—f(yi)}[d(ti) - a(ti_l)]H < e se x;,y, €1t 1.t

vi € {1,...,n} . Entdo f € R, ([a,b],a,X).

Prova. E andloga a prova de (5.6) usando-se no final (5.4)

aj<== d). Ver também [He] - I.1.32.

5.8. PROPOSICAO. Sejam f: [a,b] - X e a: [a,b] » R crescente.

Entdo f € Dg([a,b],a,x) se e sO se para cada € > 0 existe d€ par-

ticdo de [a,b] com w@(f,dg) < €.

Prova. E facil ver que se d'é um refinamento de d entao
wa(f,d') < wu(f,d). Assim se para cada € > 0 podemos encontrar
de com Wd(f'dg) < £, temos que wd(f,d) < £ sempre que d for um

refinamento de de‘ Logo f € Dg({a,b},a,X). A reciproca € imedia

ta.
5.9. DEFINICAO. Seja a: [a,b] » IR crescente.

i} Indicamos por Ba({a,b},x) o conjunto das fungoes f: [a,b] »> X

para as gqualis existe d = (to,tl,...,tn) particao «de [a,b] tal que:

a) seie€e {1,...,n} e a(ti) # u(ti_l) entdo f é limitada em

(e, _qot50

b) para cada i € {1,...,n-1} existe uma vizinhanca de t; onde f

e limitada.

ii) Indicamos por ﬁa([a,b],x) o conjunto das fungoes f: [a,b] - X
para as quais existe d =(to,tl,...,tn) particao de [a,b] verifi-

cando a condicdo a) acima. (Ver [He] definicgao I.1.16).
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iii) Indicamos por Ca([a,b],x) o conjunto das funcoes f: [a,b] » X

gue sao continuas em cada ponto de ]a,b[ no qual o & descontinua.

5.10. PROPOSICAO. Seja a: [a,b] - IR crescente. Entao:

i) Rylla,bl,a,X) R (la,bl,a,X) N B ([a,b],X) N c, (la,bl,X);

g

ii) py(la,bl,0,X) = D ([a,b],a,X) N B, (la,b],X) N C_(la,bl,X);

iii) dada f: [a,b] - X temos que f € DN([a,b},u,X) se e sO se
f e Ba([a,b]) e o conjunto dos pontos de descontinuidade de f tem

medida ua nula.

Prova: i), 1ii) e iii) correspondem aos anadlogos dos resultados

I.1.25, 1.1.18 a) e b) de [He] para [a,b] no lugar de [0,1].

5.11. PROPOSICAO. sSeja a: [a,b] = IR crescente. Entao:

i) D, (la,bl,a,X) c Ro([a,b],@,X)-

ll) DN([a,b],OL,X) o R-N([alb}luix)'

iii) Ry(la,bl,a,X) c B (la,b],X).

Prova. i) Se f € DO([a,b],a,X) entdao para cada € > 0 existe d€
particdo de [a,b] tal que wa(f’de) < € e portanto

diam Sa(f,dg) < wa(f,dg) < € . Basta usar agora (5.4) a) <= d)

para concluir que f € RO([a,b],a,X).

ii) Ver 1.1.11 de [He].

iii) Muito simples.
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5.12. OBSERVACAO. Lembramos que as inclusdes i) e ii) de (5.11)

sdo, em geral prboprias e que se dim X < © valem as igualdades em
i) e ii). A gquestdo da validade da igualdade em ii) foi estudada
em [He] em diversas classes de espacos de Banach X. No §7 trata-
remos da seguinte guestdo: Seja i(x) = x. Se DN([O,ll,i,X) =

RN([O,l},i,X) (ou DN([O,l],i,X) z RN({O,l],i,X» o que se pode di-
zer da igualdade DN([a,b},u,X) = RN([a,b],a,X) para uma o crescen

te qualquer?

5.13. PROPOSICAO. Seja o: [a,b] » Rcrescente. Se fERua,b],uu,X)eg

tdo f e a ndo tem ponto de descontinuidade comum. Assim

R([a,b] ,ua,X) - Ca([a,b] ' X) .

Prova. Seija x, € [a,b]. Se o é& descontinua em X entéo}&ﬁ{xo})>0.

Assim, se f € R([a,b],ua,X); por (4.40), temos f continua em X

5.14. PROPOSICAO. Seja a: [a,b] » IR crescente. Entao:

i) R([a,bl,u,,X) N B (la,b],X) ¢ R ([a,b],a,X) e se
N b
f € R(la,b],u ,X) n B ([a,b],X) entdo | fdp _=o0f fda.
) [a,b] % 3
ii) D(la,b),u,,X) n B (la,b],X) < D_(l[a,b]l,a,X).

Prova i). Seja £ € R([a,bl,u ,X) N ﬁa({a,b],x). Dado € > 0

n m
tomemos PE = {Pi} ua—partigéo de [a,b] tal gue se P = {PE}
i=1

é um refinamento de Pe entao

m

- £ .
I‘izlf(xi)ua(Pi) ajb]fdpa[l< S se x, € P! ¥vie {l,...,m}.
Para cada i € {1,...,n} temos gque existe {I§}jelq tal que

RPN
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O e} : : » 0 0 v
P. = w1t , cada I> nio vazio & do tipo let,ar[ ou [ci,dl[ com
1 j=1 J J 373 J° ]
i i gi i ioi, i i
cj = a ou ]cj,dj] com dj = b ou [cj,dj] = [a,b] e Ij n Ik = @

se i # k. Assim se c% # a entao c% € BPi e portanto

uu({c§}) = (0. Analogamente se d; #z b temos uu({d§}) = 0. Logo

- - i i i i
o e continua em cj se cj # a e em dj se dj #Z b.

Seja M' > 0 tal que sup {||[f(x)||]: x € P.} < M' se

ied{1l,...,n} e W, (Py) > 0. Como £ € Ea({a,b},x), podemos tomar

d = (so,sl,...,sr) particao de [a,b] e M" > 0 tais que

sup {|| £(x)]]: xe}sk_l,sk[} < M" sek€{l,...,r} e als,_q) = alsy).

Como f € R([a,b],uu,x), sabemos por (4.40) que se a é
descontinua em algum Sy entdo, como ua({sk}) > 0, teremos f conti

nua em s, e portanto f limitada numa vizinhanca de Sy - Com isto,

deslocando um pouco oOs Sy r Se necessario, podemos supor o continua

em s,, se k € {1,...,r-1}. [Para ilustrar, suponhamos o« desconti-

nua em Sqv u(so) = a(sl), f limitada em [51'52]‘ Entdo existe

¢ > 0 tal que f & limitada em [sl;-é,szlﬂxécontinua em 51—6 e

sl—d > s, Substituimos,entao,s, por s,-8 em dj.

1 1

Seja M = M'+M". Para cada i € {1,...,n} tomemos n,€N
i

o) i c co i _ O
tal que _ z+1ua(1j) < 4ol (note que ~£1“u(lj) = Ua(Pi) < e
i=n, J
R TON € el HE ST (WS &3 ) 8
j=n,+1 J j=n,+1 J

Consideremos a ua—partigéo P de [a,b] formada pelos con

juntos Pij = [c%,d%], ied{1,...,n} , j e {1,...,ni} e pelos con-
n.
Toii ~
juntos do tipo Pi = Pi - LJ[cj,dj] , i e€{1l,...,n} gque forem nao
j=1

-vazios. (para verificar que P & uma ua—partigéo notemos que a re

gularidade de cada Pi ndo vazio & conseqgliéncia de (4.3)iii) e iv) e
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uu—continuidade segue da continuidade de o em cj se

e a
i i i
c, # a e d. se d. # b).
J J J )
Temos que P & um refinamento de PE e gue
(B1) =1 (B) < 4
Ho tE{F = Hy U8y 4nM

Consideremos, agora, d' a particao de [a,b] determinada
pelos pontos cy e d% ,ied{1,...,n} , J € {1,...,ni} e pelos
pontos s, , k € {0,1,...,r} tais que Sy ¢ [c%,d%], ied{1,...,n}

3 e{i,...,ni}.
i
. se

(to,tl,...,tp) temos que t, = cj

Escrevendo 4!

- . i i ~
e continua em cada Sycr ct e 4 gue nao perten-

Como o
= a(tx) - a(tﬁ—l)

se SL.G{ Loy Pt

cem a {a,b} temos “u({tx—l’tﬁ})
Seja
J = {ge{1,...,p}: t2=d§ para algum i€{1,...,n}, je{1, ..,ni}}.

T wied{l,...,n} , v je {1,yn;} e

Se 1€J e e %0 temos £, = dj
pela construgao de 4' temos, fazendo J' = {1,...,p} - J, gue

n n. . n . .
W[t _y.t ] c [a,b] = L UITIe U (P, - Lﬁl%). Logo
Legr ” . i=1j=17 i=1 j=1
Lo la(t,) - alt, )] = u (LI [t, _,t 1) S
0 e L Qxl @l eyt -1
’ n
n n 1
Su Ly - UI)) = u (B - wI))) =
n o0
1 e

A construcdao de d4' nos garante que se & € J' entdo

ou sup {||f(x)]||: x € [ty _qrtg 1}

Il
=

a(tz_l) alty)
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Para cada 2 € {1,...,p} tomemos X, € [t%—l’tkl e para

cada i € {1,...,n} , tal que Pi # ¢, tomemos x! € Pi. Entao

1

I E f(x,) [a(t,) - alt, )1 - [ fau_ || ¢
021 £ '8 -1 [a)Db] Qo
<l ) flx)lalt,) - alt, )1 - J fdudl+
IR; L L -1 [a,b] o :
H] § £(xo)lalty) - alt, 1)1}
ey ok L -1 I
<l ¥ f(x)lalty) - olt, 1= f fau || + %=
“M—:J . . =1 [a,Db] ¢ 4
I3 ) f I
s fF(x ) [a(t)) - a(t )]+ f(xi)u (P!) - fdu
467 & 2 2=1 jop 0 itTetti [a,b] a
PI70

n
' ' €
'HEEIf(Xi)“a(Pi)” + 5

1
Pi¢@
Como {[t; _,,tgl: f&J} = {Pij: ie{1l,..,n}, jel{l,.,n 1}
] )
entao f(x,) [a(t,)-a(t, ;)] + f(x!)u(P!) & do tipo
vay b L -1 PR S
¥
Pi¢®

) f(x,)u_ (P) com x, € P ¥ PEP e portanto lembrando que P &

PEP P Ta P

um refinamento de PE temos

£ € € _
Hsglf(xs)[u(ts) - ot )] - {afb}fdpa“ S s+ g tg=e.
7
Por (5.5) temos que f € RO([a,b],a,X) e que

b
of fdo = [ fau,.

a [a,b]

ii). Seja f € D([a,b],ua,x) n ﬁu({a,b],x). Dado € > 0, por

n
(4.28), existe F% = {PJ My~ particao de [a,b] tal que

i=1
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(£,P) < para todo refinamento P de FE. Usando que

I

£
2
OVN
€ Ba([a,b],x), tomamos d' como em ‘i). Tomemos também M,P,J e

J' como em i).

Para cada £ € {1,...,p}, sejam XY, € [tg—l'tﬁ]‘ Se

£ € J entao x%,y% € [c?,d%] = Pij para algum i € {1,...,n},

j € {1,...,ni} e portanto

) l{f(xﬁ) - f(yg)[[[a(tﬂ\ - Q(t%-l)] < %> ja que P é um refinamen
LeT * .
to de % .

Por outro lado, se £ € J e a(t, ;) # a(ty) entdo

supl|[£(x) |[: x € [t,_,,t;]} s M e como

€
Lolalty) - alt, )] < o

LET!

{(ver 1)) temos

Do Ex)-f(y,) || la(t,) - alt, )] <5 . Logo
R . g 4 2-1 3

E Il f(xﬁ) - f(yﬁ){[[u(tﬂ) - a(t2~1)} < €. Basta agora usar (5.8).
=1

5.15. DPROPOSICAO. Seja o: [a,b] » IR crescente. Entio:

i) Rj(la,bl,a,X) n C (la,b],X) © R([a,bl,u_,X) e se
fe RO({a'b} (0, X) N COC([a"b] + X) entao Oj fdo = f £du

a [a,b] &

ii) b, (la,b],a,X) N0 C ([a,b],X) = D(la,bl,u, ,X).

Prova.i) Seja ffERO([a,b},u,X)fi Ca{{a,b},x). Dado € > 0 seja
d = (to,tl,...,tn) particao de [a,b] tal que se d‘=(so,sl,.",sm)
& um refinamento de 4d e X, € [si_l,si} i=1l,...,m entao

b

m
H.Z f(Xi)[a(Si)—u(S~ )] - Oé fdal| < %-. Seja

1=1 i-1
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J=1{ie{1,...,n-1}: o & descontinua em ti}' Como f sera conti-

nua em ti se 1€J e como o conjunto dos pontos de descontinuidade

de o & enumeravel entdo para cada i€J podemos encontrar Si > 0 de
1 .

modo que §. < 3 mln{ti—t.

t.+6, e J[f(t)-f(s) ]| <

.=t i =8, em
so1rt541 tl} » 0 continua em t -6, e
£

4nfo{b)~-a{a)l+1

se t,s € [ti~6i,ti+6i].

Sejam d' o refinamento de d obtido pelo acréscimo dos
pontos ti—di e ti+<Si , i€J e 4" a uu-partigéo determinada pelos

pontos ti—6 ’ ti+6i se i€J, ti se i¢J. Notemos que os interva-

i
los determinados por d' e que nao sao do tipo [ti—éi,ti] ou
[ti,ti+6i], ieJ sao exatamente os intervalos determinados por 4"

gque nao sao do tipo [ti-éi,ti+6i], ied. Seja D o conjunto desses
intervalos. Se I€D e I = [x,y] entao ua(l) = o(y)-a(x). Para ca
da i€J, tomemos Xs € [ti-éi,ti+6i], Y5 e [ti—éi,ti} e zie[ti,ti+6i].
Para cada I€D tomemos W € I. Como d' é refinamento de d, temos

b
“ing(yi)[u(ti)ua(tinéi)]+ing(zi){a(ti+di)"o‘(ti)]+1gpf(w1) uu(l)—ﬂe{ fdof| < §

Temos também

HiéJf(xi)uu ([t - 6i,ti+6i])-—iéJf(yi) [o(t,)~a(t,=6.)]

L £(z)) [ (e +8,) - alt,) )||=

ieg
= HiéJf(xi) [alt;+6)-alt)] + ing(xi) la(t,) = alt;~6;)]
-'ing(yi)[a(ti)—a(ti_ﬁi)] ‘-i%Jf(Zi){a(ti+§i)_a(ti)]l

—-HigJIf(yi)—ftxin [o (t;)~alt,-8,)] + iZeJ[f(zi)-f(xiH [alt +6) - alt,)

€

£ 2n Inla(B-o(ayjsrie® -ala)] =

Njm
L]
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Logo

b
1) Elxg)plleg=65,t+8, 0 ] £lwy) B (I) - of fda|| < € e portanto,

ieg iep a
b
se u € S, (f,d") entdo lu-o/ f£doal| < €. Aplicando (4.30) temos
Q a
b
que f € R([a,bl,u ,X) e f fdu = of fdo.
& [a,b] o a

ii) Analogo.

5.16. COROLARIO. Seja a: [a,b] * IR crescente. Ent3o:

it

i) R(la,bl,uy,X) n B ([a,b],X) = R_(la,bl,0,X) N C_([a,b],X);

i

ii) D([a,b],ua,x) n ﬁa([a,b],x) DO(Ia,b],a,X) n Ca([a,b],x).‘

Prova. i) Por (5.14 i)) e (5.13) temos que
R(fa,bl, 1 ,X) N Eu([a,b},x) < R (la,bl,0,X) N C_ ([a,b],X). A ou-

tra inclusao decorre de (5.15 i)) e de (5.11 iii).

ii) Analogo.
5.17. COROLARIO. Seja o: [a,b] » IR crescente. Entao:

1) R([afb}lualx) n Ba({a,b},X) = RN([a,b],a,X) e se

f € Ry (la,b]l,a,X) entdo NJ fda = | fdu,
a {arb}

ii) D([alb]lualx) n Ba([albllx) = RN({alb]I(xlx)°

Prova. i) De acordo com (5.16. i)) e (5.10.1i)),
R(la,bl,u,,X) n B (la,b],X) n B (la,b],X) =

= RO([a,b],OL,X) n CQ([a,b},X) n Ba([a,b],X)= RN([a,b],a,X)
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e portanto R([a,b],u ,X) 0 B ([a,b],X) = Ry ([a,b]l,0,X).

Além disso, se feRN([a,b],u,X) temos que

f e RO([a,b],Ot,X) N Ca([a,b],x) e por (5.15 i)) temos que

b
Of fdu = fdu_ . Por outro lado, & facil ver que
o
a [a,Db]
b b b
of fdo = Nf fdo. Logo N [ fdu = [ fdu_.
a a a [alb]

'ii) Analogo.
5.18. < EXEMPLOS.

0 se x € [0,1]

il

a) Sejam f(x)

1 se x € 11,2]

0 se x € [0,1]

CX(X) =
1 se x € [1,2].
2
E facil ver que existe of fdo = 0 mas ndo existe
o

J -fau,. Também temos que £ € D ([0,2],%,R) mas £¢D([0,2]},u ,R) .
[a,Db] ,

Usando (5.17) temos também que f$DN({O,2] ,0,IR) e portanto

£¢R([0,2],0,TR).

b) Consideremos {an}nSJN , {bn}nejN segliéncias de pontos de [0,1]
com 0 = a, < b, <a, <b, < ... e sup a_ = sup b_ = 1. Seja

1 1 2 2 new ¢ new M
o: [0,1] » IR continua crescente com a{0) = 0, a(l) = 1, o estri-

tamente crescente em ]an,bn[ se n € impar e o constante em [an,bn]

se n &€ par. Seja f: [0,1] » R dada por
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n, se xe}an,bn[ e n & par

f(x) =
0 , caso contrario .
S~ f N = w
Entao e R([O,l],pa,ﬂu pois se P1 ﬁ;i[azk'bzk] e
P2 = [0,1] ~ P1 entao . P = {Pl,PZ; & uma ua—partigéo de [0,1]
e s, (f,P) = {0}. No entanto, £ ¢ R, ([0,1],a,R) pois se
o

4 = (to,tl,...,tn) & particao de [0,1] temos que
sup [£(x)-£(1) [[a(1)-a(t ;)] = «. Também temos que
Xe[tn—l’l]

f € D([0,1},u,,R), mas £ ¢ D ([0,1],0,R).

c) Sejam a: [0,2] » R e f: [0,2] » R dadas por

§%T ; se 0 <

f(x) = : a(x) =

IN
b
A
P
o
IN
»
A
et

, se 0 <

0 , se 1 g

IA
x
A
N
A
»
i
N

x-1 , se 1

Temos que f € R({O,Z],pa,ﬂd pois se P & um refinamento de
{[0,11,11,2]1} entdo Sua(f,P) = {0} e aplicamos (4.30). Por outro
lado, f ¢ R ([0,2],a,R) pois se d = (to,tl,...,tn) é uma particao
de [0,1] e 1 € }ti_l,ti[ entao sup Sa(f,d) = ® .,  Temos também que
f € D([0,2],u,,R), mas f ¢ DN([O,Z],a ,R). Notemos que

feB (10,2),R), mas £ ¢ B_([0,2],R).

Como vimos em (5.18), em geral ndao temos
Ry(la,b],0,X) R({a,b],ua,x), Ro([a,b},a,X}c: RN([a,b],a,X)/
R([a,b],ua,x) - RO([a,b],u,X) ou R{{a,b},ya,x)tt RN([a,b},u,X).
Nos proximos resultados encontraremos condi¢les necessarias e su-
ficientes sobre o para que cada uma dessas inclusbes seja verda-
deira. Observamos que, recorrendo a (5.14), (5.15) e (5.17) nossos

proximos resultados garantem, além de inclusdes verdadeiras, a coin
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cidéncia das integrais em questdo. Para o primeiro caso, necessita

mos da seguinte observacao:

5.19. OBSERVACAO. Seja a: [a,b] » IR crescente. Se

f e RO([a,b],u,X) entdo para cada t € [a,b] temos que :

i) se t € la,b] e £(t~) 2 f(t) entao a(t-) a(t) ;

ii) se t € [a,b[ e f(tt) # f£(t) entao a(tt) a{t).

Provemos i). A prova de ii) é analoga. Seja

f e RO([a,b],a,X). Seja t € la,b] tal que f(t-) # f£(t). Facamos

A = inf supl||f(x)-f(¥)||: x,y € [t-€,t]}.
0<est-a

Entao A > 0.
Suponhamos a(t) - a(t~) > 0.
Se d = (to,tl,...,tn) é uma particao de [a,bl, tomemos

. . -
i, € {1,...,n} tal que tidq’< t < tio. Entao

a(t; ) - olty ) 2 a(t) - a(t) > 0. Logo, tomando
o o
X;,y; € [t;_;,t.], i=1,...,n tais que ]}f(xio)_f(yio)tl > % o
yi = Xi se i # iO temos
7 A
”izl[f(xi)—f(yi)}[Ot(ti)—ot(ti__l)]n > 2 (a(t) - a(t)) > 0 e por-

tanto £ ¢ Ry([a,bl,a,X).
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5.20. PROPOSICAO. Seja o: [a,b] » IR crescente. Se X # {0}

sao equivalentes:

i) R, ([a,b],0,X) < C,(la,b],X);
ii) RO([a,b] ,0,X) < R([alb]ruarx);
iii) DU([a,b},a,X) Lo Ca([a,b],X);
iv)  Dpy(la,bl,a,X) & D([a,bl,u ,X);

v) Se t € la,b[ e 0o &€ descontinua em t entdo a(t) # o(t+)
e a(t) # a(t~) (isto &, a & descontinua a esquerda e a

direita).

Prova. i) = ii) decorre de (5.15 i)), i) = iii) decorre de
(5.11 1)) e 1iii) == iv) decorre de (5.15 ii)). Mostremos que

ii) ou iv) implica v) e que v) = i).

Se v) nao vale, tomemos to € la,bl tal que u(to) Z a(ta)
mas o(t ) = u(tg) (o outro caso & analogo). Tomemos v € X com

o
[lvl] = 1. seja f: [a,b] » X dada por

f(x) =

Temos que f ¢ R(la,bl,u ,X) (e portanto f$D([an],ua,X})

ja que f e o sdo descontinuas em t, (ver (5.13)).

Por outro lado, f € DO([a,b],a,X) (e portanto
f € RO([a,b},u,X». De fato, dado € > 0, tomemos § > 0 tal que
to+6<<b e u(t)-a(to)<€, se to £ t = to+6 . Se d = (a,tO,to+6,b)
entdocomo w(f, [a,t 1) = 0, w(f, [t +6,b]) = 0 e w(f, [t ,t +8]) = 1,

temos
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w (£,d) = wif, [a,t ]) [o(t)-a(a)] + wif, [t ,t +6]) [alt +8)-a(t )]

+

w(f,[to+6,b])[u(b)—d(to+6)] = a(to+6) - a(to) < E.

Com isso, por (5.8) temos que f € DO({a,b},a,X). Logo nao temos

ii) nem iv). Assim ii) ==v) e iv) =>V).

Provemos que v) =>1i). Seja f € RO({a,b],u,X). Se
t € Ja,b[ e o & descontinua em t entdo temos que af(t—) # al(t) e
altt) =z aft). Por (5.19), temos f(tt) = £(t) e £(t—) = £(t) e
portanto f & continua em t. Temos ainda que se f & descontinua
em a entao f(a) # f(at) e por (5.19 ii)) temos oa(a) = af{at) e
portanto o continua em a. Analogamente se f & descontinua em b

temos o continua em b. Assim, f € Ca([a,b],x) e temos 1i).

5.21. DEFINICAO. Seja o: [a,b] - IR crescente. Sejam c,d € [a,b]
com ¢c < d. Dizemos que Jc,d[ &€ um patamar de o se existe Y € R

tal que Jlc,d[ < a—l({Y}) c [c,dl.

Indicaremos por Aa o conjunto de todas as extremidades

de patamares de o.

5.22. PROPOSICAO. Seja a: [a,b] » R crescente. Se X # {0} séao

equivalentes:

i) R([a,b]l,u ,X) c ﬁa([a,b],x);

ii) R([a,bl,u,X) & R_([a,bl,a,X);

iii) D(la,bl, n,X) < B (la,b],X);

iv) D(la,b},u ,X) < D (la,bl,o,X);

v) o é descontinua em cada ponto de [a,b] que & ponto de acumu-

lacao de A .
o
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Prova. i) = ii) decorre de (5.16 i)); 1iii) == iv) decorre de
(5.16 ii)) e i) =—> iii) decorre de (4.29).
Provemos que ii) = v) e que iv) = v).

Suponhamos que v) seja falso. Seja p um ponto de acumu

lacao de A, tal que a & continua em p. Entao existe uma se
gliéncia {an}ne]N de pontos distintos que sao extremos de patama -

a i = - _
res de 0, tal que iig a, p. Sabemos gque {an}neIN tera uma sub

segliéncia estritamente mondtona, que vamos supor estritamente cres

cente (o outro caso € andlogo). E facil ver que existe

{]cn,dn[}ne3N seqliéncia de patamares de o com ¢y < dy £ ¢, < dj..
e lim ¢_ = lim d_ = p. Tomemos B.,Y. JEN com c. < B. < Y. < 4.
e i SR 3 < By <Yy < dy
¥jeEN e facamos P = J [B.,Y.] U {p}. Como a & continua em p, en-
jeEN
tao Ho (B) = 1 LJ{Bj,Yj}) + ua({p}) = 0 e assim P & um fechado

JEN

H,-continuo que também é regular.

Tomemos {xj}jeIN

v=0. Seja f: [a,b] » X dada por

com Xj € }Bj,Yj{ ¥YijEN e vEX com

jv , se x = xj ’ JEIN

f{x) =

10 , se X${Xj}jenl'

E facil ver que f € D([a,b},pa,X) pois tomando

P = {P,EP} temos W1J(f’P) = 0. Logo f € R([a,b],ua,x).
o
Por outro lado, para cada € > 0, existe jEN tal que
_— < -
p e < dj £ Cyyq < p. Como a(dj) < a(cj+1) temos p (Jp-€,p[) > 0.
Tomemos d = (to,tl,...,tn) particao de [a,b] e seja

r € {0,1,...,n-1} tal que k. <pst .  Entéo w (et 11) >0 e
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f ndo & limitada em [t_,t Assim, sup{||x]|: xesu(f,d)} = o g

r+lq'
portanto f ¢ R (la,b],0,X). Logo £ ¢ qﬂ[a,b],a,x). Assim ii) e

iv) nao se verificam. - Portanto ii) = v) e iv) =>v).

Resta provar que v) = i). Suponhamos v). Seja

f € R([a,b},ua,x). Seja t € KQ tal que o & descontinua em t. En

tdo, por (5.13) temos que f continua em t. Assim, & possivel en-

coﬂFrar X € [a,bl com x, < Yo f limitada em [x ],0 conti-

£ ¥ t ¥t

nua em X, Se X, Faeemy,, sey, # b e tal que tpertenca ao in

terior de [x tomado em [a,bl.

trYt]
Se t € A, e o & continua em t, entdo t ndo & ponto de a

cumulacdo de A, € assim {t} & aberto em Xa'

A compacidade de Ea nos permite encontrar

A © {t e Xa: o & descotinua em t} e

a, c {t e KQ: o & continua em t} , ambos finitos e tais que A

2 a

esteja contido na reuniao de A2 com os interiores, tomados em

[a,bL dos conjuntos [Xt’yt]' teAl.

Seja d = (so,sl,...,sm) a particao de [a,b] determinada
pelos pontos de AZ e pelos X, €y, com teAl.
Pela construcdo,a & continua em s vi e {1,...,m-1} .

Observemos também gque se o & descontinua em a e constante em

}a,sl[ entao aGE& e a¢A2. Logo a € [x ] para algum teAl e por

£ ¥t

tanto [a,sl} c [x ]. Portanto se 0 & constante em ]so,sl[ e

¥t

[So’sl] nao esta contido em nenhum [x ] com tEA, temos que o &

' ¥¢ 1

continua em s, = a. Analogamente, se 0 €& constante em ]sm_l,sm[
e [sm—l’sm] nao esta contido em nenhum {xt,yt} com t€A; temos que

o e continua em Sy = b.
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Se j € {1,...,m} e [sj-l'sj] < [x.,y,] para algum
teAl entdao f & limitada em {sj_l,sj] ja que f é limitada em
{thyt] L4

Tomemos agora j € {1,...,m}, tal que [sj_l,sj] nao esta

contido em nenhum [x ] com t€A,. Nesse caso,

'Yt 1
]sj_l,sj{ n {xt,yt] = @ VteAl e como }Sj~1’sj[ N A2 = ¢ temos
]Sj-l’sj[ n A, = $. Assim, & facil ver que ou o & constante em
]sj_l,sj{ ou 0o €& estritamente crescente em ]sj_l,sj{ (de fa-
to, se existem x,y € }sj_l,sj[ com a(x) = a(y), entao como
]sj_l,sj{ ﬂ~Au = ¢, temos que ]sj_l,sj[ esta contido no patamar
de o correspondente a a(x)). Se a é congtante em ]sj_l,sj[,con—
forme observado anteriormente, o & continua em Sj—l e sj e assim
0 €& constante em [sj_l,sj]. Se o & estritamente crescente em
]Sj—l’sj[ entao [sj_l,sj] c suppld e assim, por (4.36 b)), f se-

réd limitada em {sj_l,sj}. Logo f € %a([a,b},x).

5.23. COROLARIO. Seja «: [a,b] » IR crescente. Se o conjunto

dos patamares de o & finito, entdo:

i) R(la,b]l,u,X) c R ([a,b],0,X).

ii) D([alb]rualx) o DO([alb]rOle)'

Prova. Nossa hipdtese garante que v) de (5.22) se verifica e

portanto temos o resultado.

5.24. COROLARIO. Sejam o: [a,b] * IR continua crescente e

X # {0} . S&o equivalentes:
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l) R({a,b],Ua,X)CRO([a,b],a,X);
i) D([a,b],uu,x)CiDO([a,b],u,X);
'iii) o tem um numero finito de patamares;

iV) R([a,b},ua;X) = RG([arb]rOLIX);

i

v) D([alb]luulx) DO([alb]rCX'X)-

Prova. Como o & continua,temos por (5.15) que i) é equivalente

a iv) e ii) € equivalente a v).
Por (5.23) temos que iii) == i) e iii) == 1ii).

Suponhamos 1i). Entdo como o & continua, por (5.22) te-
mos que o conjunto dos pontos de acumulacgao de A, é vazio. Logo
A, & finito e portanto temos iii). Analogamente temos ii) == iii),

o que completa a prova.

5.25. PROPOSICZO. Seja o: [a,b] » IR crescente. Se X =z {0} sao

equivalentes:

i) Rr(fa,pbl,u ,X) = B (la,b],X);

ii) R(la,bl,uy,X) = Rg(la,bl,a,X);

fiii)D([a,b],ua,X) - Ba([a,b],X);

iv) D (la,bl,u,,X) = Dy(la,bl, o, X

v) o & descontinua em cada ponto de [a,b] que & ponto de acu-

mulacdc de A, e em cada ponto de A, - {a,bl.

Prova. 1) —> ii) decorre de (5.17 1)), iii) = iv) decorre de

(5.17 ii)) e i) => iii) decorre de (4.29).
Provemos que ii) = v) e que iv) = V).

Suponhamos que v) seja falso. Temos dois casos a con-

siderar:
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19 caso: o €& continua em algum ponto de acumulacio de A,. Nes-

se caso, Vv) de (5.22) é falso e portanto ii) e iv) de (5.22) sao

falsos. De acordo com (5.10) i) e ii) temos que ii) e iv) séo
falsos.
29 caso: a & continua em algum ponto de A, - {a,b}. Seja s es-

se ponto e suponhamos que s & extremidade superior um patamar de
o {0 outro caso & anédlogo). Como o & continua em s, entdao existe
c € la,s[ tal que o é& cosntante em [c,s]. Tomemos t € Jc,s[ e

v e X, v 0. Seja f: [a,b] » X dada por:

0 , se x € [a,t]
f(x) = oox Vs se x € lt,s]
0 , se x € [s,b].

Entdo w(f, [a,t])=0=w(f, [s,b]) e ua([t,s])= 0. Assim, to
mando P = {[a,t], [t,s], [s,b]} +temos que P & uma ua~partigéo de

[a,b] e WU (£,P) = 0. Logo f € D(Ia,b],ua,x) c R([a,b},ua,x). No
o

entanto, f ¢ RN({a,b],a,X) (e portanto £ ¢ DN({a,b},a,X)}. De fato,

dado & > 0, tomemos d = (to'tl""’tn) particao de [a,b] com diame

1

Como s €& extremidade superior de um patamar temos a(tj) - a(tj_l)>0

tro menor do que § e tal que exista j € {1,...,n} com tj— <s< tj'

e como f ndo & limitada em [tj~l’tj3 temos que

supl ||x]|[: x€ s (f,4)} = = e portanto f ¢ Ry ([a,b], o, X).
Resta provar que v) =% i). Suponhamos v). Seja
t € R{la,b],u ,X).
Para cada t € Ku - {a,b} temos que a & descontinua em t,
e por (5.13) temos que f & continua em t. Assim, existem
XY 12 Wy € la,b[ tais que z_, < x_ < t < Vi < w f & limitada

t t t!

em {zt,wt] e 0. € continua em x, e em Yo

t
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Se a & descontinua em a, também podemos encontrar

Yar¥W, € lJa,b[ com a < Ya < Wy tais que o & continua em Y, € f e

a
limitada em [a,wa]. Nesse caso, fagamos X = a.

b<xb<b

tais que o €& continua em X, e f & limitada em {zb,b]. Nesse caso,

Se a & descontinua em b, podemos encontrar z

fagamos Yy = b.

Finalmente, observamos que se aSAa (ou b€Aa) e a & conti
nua em a (ou b) entdo a (ou b) nao & ponto de acumulacao de Au e

assim {a} (ou {b}) & aberto em K@’

A compacidade de Ku garante que existem
A, © {tGKa: o é descontinua em t}, A, finito e
A, c {t € {a,b}: o & continua em t} tais que A, esta contido na

reuniao de A2 com OS interiores}tomados em [a,b], dos conjuntos

[XtIYt] 7 teAl'

Seja d = (So'sl""’sm) a particao determinada pelos pon
tos Xt’yt com teAl.

Se j € {1,...,m} e se [sj_l,sj] c:{xt,yt] para algum
teAlentao f e limitada em [Xt’yt] e portanto em [Sj—l’sj]'

Tomemos agora j € {1,...,m} tal que [sj_l,sj] nao esta
contido em nenhum [xt,yt], tEAY Assim, como na prova de (5.22)
v)==> 1), temos que 0 & constante em {sj_l,sj] ou f é& limitada em

[sj_l,sj].

Nossa construcgdo garante ainda que para cada
j e {1,...,m-1} existe uma vizinhanca de sj onde f é& limitada.

Logo f € Ba([a,b],X). Assim temos 1i).
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5.26. COROLARIO. Sejam oa: [a,b] » IR crescente e X = {0}.

Considerenos as afirmacOes:

it

1) Ry (la,bl,a,X) R(la,bl,u_ ,X) .

It

ii) Dy(la,bl,0,X) = D(la,bl,u ,X) .

iii) o & constante ou estritamente crescente.

Entao iii) == i), iii) ==> ii) e se o é continua i), ii)

e iii) sao equivalentes.

Prova. Se 0 & constante ou estritamente crescente entao Au c {a,b}

e assim v) de (5.25) se verifica e portanto temos i) e ii).

Se vale i) ou ii) temos que v) de (5.25) se verifica.
Sendo o continua temos ent&o gque a, - {a,b} = ¢. Logo

A, < {a,b} e portanto temos iii).

5.27. COROLARIO. Seja a: [a,b] » IR continua estritamente cres-

cente. Entao

I

i) R([arbLUa;X) = RN([a,b],@,X) RO([alb]I(xIX);

il
il

ii) D([a,b],ua,x) Dy (la,b],a,X) D, (la,b],a,X) .

Em particular, as igualdades acima se verificam para
oa: [0,1] » IR dada por o(t) = t e temos assim que a nocao de inte-
grabilidade segundo Riemann (ou Darboux) em relacdo a A , introdu

zida no paragrafo 4’coincide com a nocao classica de integral de

Riemann {(ou Darboux).
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Prova. Decorre de (5.24) e (5.26).

5.28. PROPOSICAO. Seja a: [a,b] » IR continua e estritamente

crescente. Dada f: [a,b] = X, sao equivalentes:

i) £ e Ry (la,b],0,X);

ii) existe Je€X tal que para cada € >0, existe 6 > 0 tal que se

d = (to,t ,...,tn) & uma particdao de [a,b] com diametro menor do

1
n n
gue ¢ entdo Hizlf(xi)[a(ti) - ot ;)] - 7]l < € para todo {Xi}i=1

com Xx. € 1t.
i

i bty 1 vie{l,...,n};

-1
iii) £ € RO([a,b],u,X);

iv) existe Je€X tal que para cada € > 0 existe d8 particao de

[a,b] tal que se d = (to,t .,tn) & um refinamento de a. entao

177"
n n

]lizlf(xi){u(ti) - oty 1 - J|| < € para todo {xi}izl com

x, € 1t;_;,t, [ wiell,...,n}.

Prova. E imediato que i) = ii) = iv). Por (5.6) temos que

iv) = iii) e por (5.27) temos que iii) = i) o que completa a

prova.

5.29. PROPOSICAO. Seja a: [a,b] » IR crescente. Se X = {0}

sao equivalentes:

i) RO([a,b],a,X) c Ba({a,b],X);
ii) D (la,bl,a,X) c B, ([a,b],X);
iii) para cada YEIRR e tal que a'J%{Y}) tem mais de um ponto,

tem-se que a—l({Y}) & aberto em [a,b].
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Prova. Muito simples e sera omitida.

5.30. COROLARIO. Seja o: [a,b] - IR crescente. Se X # {0}

sdo equivalentes:

i) RO([arb]ralX) C RN([alb]lO‘rX);

ii) RO([a,b],u,X) RN({a,b],u,X);
iii) R (la,bl,a,X) © C ([a,b],X) N B (la,b],X);
iv) a) para cada Y€ER, tal que a—l({v}) tem mais de um ponto
tem-se que u_l({y}) é aberto em [a,bl:;
b) Se a & descontinua em t € la,b[ entao

a(tT) = a(t) e a(tT) # alt).

V) Do([alb]!ulx) c DN([alb]lO’IX);

]

vi) DO([a,b],a,X) DN([a,b],&rX);

vii) DO({a,b],a,X) c C, (la,b],X) n Ba({a,b}.x).

Prova. i), 1i) e iii} sao equivalentes por (5.10 i)
iii) e iv) sao equivalentes por (5.20) e (5.29).

Analogamente, iv), v), vi) e vii) sao equivalentes.

Na versao anterior deste paragrafo, demonstravamos
(5.23), (5.24) e (5.26) diretamente sme recorrer a (5.22) e
(5.25). Agradecemos ao professor Antonio Gilioli gque nos suge-
riu esses dois Gltimos resultados, bem como outras modificacdes

gue, acreditamos, enriqueceram este paragrafo.

A ilustracgao seguinte fornece um resumo da comparacao
entre as diversas no¢Ges de integrabilidade envolvendo funcgodes
a: [a,b] » IR crescentes. Cada retangulo representa o conjunto

indicado em seus vértices, sendo que aqui usaremos uma notacao



reduzida:

R indica R([a,b],uu,x)r Ry

indica Ca({a,b],x), etc.

relacionados em seguida.
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indica RO([a,b],a,X)r C

o

Os numeros indicam exemplos que estao

Boc Ba
Ba Ba
R R
o 0]
6
Cq RN Ry Cq
2 4 5
Ro| Ry Ry |Rg
7
Cq Ca
8
By By
]
By By
EXEMPLOS.
1-x + Se 0 £ x <1 , se £ x s 1
1. f(x) = a(x) =
0 , se l s x < 2 ;. Se < x £ 2
2. (5.18 c}))
1, sex €dn [0,1] , se x € [0,1]
3. f{x) = 0 , sex € [0,11-D a{x) =
L, sexel1,2] » se x € ]1,2]
4. (5.18 b))
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1
% ¢ Se X € 10,1]

f(X) = I

0, sex =0

(5.18 a)) .

= Xpnro,1] '

= Xpnro, 1] ax) =

1, sex €p9n [0,1]

f(x) = 0, se x € [0,1]-0

§%T , se x € 11,2]

o0o

a(x)

a{x)

a{x)

X

se

se

A

[L7AN
[

[I7AN
N

se x€[0,1]

se x€[1,2]
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§6. ALGUNS RESULTADOS DE TEORIA DA MEDIDA

6.1. PROPOSICAO. Sejam F e K compactos tais que existe g: F-» K

continua e sobrejetora. Entdo para cada p medida de Borel regu-
lar em K, existe uma medida v de Borel regqular em F tal gque

V(g_l(E)) = W(E) para todo E boreliano de K.

Além disso, se U e V estd3o nas condigcdes acima temos

que:

i) se p €& nao atdmica entdo V & ndo atdmica;

ii) se u & nao puramente atdmica entdo v é ndo puramente atdmica.

Prova. Ver [BL] teorema 10 pagina 281 para a prova da existéncia

de V.

Para provar i) notemos que se v({y}) > 0 entdo temos
0 < v({yl}) = v(g—l({g(y)})) = p({gly)}). Assim, se v tem &atomos,

entao p também tem atomos, o que prova i).

Para provar ii), tomemos E boreliano de K com u{(E} > 0.
Suponhamos que E nao contenha atomos. Entdo, como na prova de i),
g~1(E) nao contém atomos de v. Como V(g_l(E)) = u(E) > 0, ii) es

ta provado.

6.2. OBSERVACAO. Na proposicao (6.1) ndo podemos garantir a uni

cidade da medida V. Tomemos, por exemplo, K = [O,%], F = 10,11,

g(x) = x se x € [0,1/2], g(x) = 1-x se x € [1/2,1] e U a medida de
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Lebesgue sobre os borelianos de [0,1/2] = K. Indiquemos por A
a medida de Lebesgue sobre os borelianos de [0,1]. Vamos mostrar
gue existe mais de uma v como em (6.1). Observemos que se
Ec K = [0,1/2] & boreliano entdo existe E' < [1/2,1] tal que
g 1(E) = E UE' e A(E) = A(E).
Tomemos vl(B) =1/2 X(B), para cada B boreliano em
F = [0,1]. Entd3o dado E borelinao de K = [0,1/2] temos
v ("M (E)) = v (E U E') =1/2 A(E U E') = A(E) = u(E).

Por outro lado, se definimos vz(B)==1/4 A(B 0 [0,1/2]+

+ 3/4 2 (B 0N [1/2,1]), teremos

vy(g™HEN) = T @ 0 oro,1/21) + Fa@THE) A (1/2,11)

=1 33 (g') = -
= ZME) + ZA(E') = A(E) = u(E).

E facil perceber que existe uma familia infinita de me-

didas "v" nas condicdes do teorema.

Quando, nas condicdes de (6.1),g € injetora (e sobrejeto
ra) entao temos que "v(g—l(E)) = p(E) para todo E boreliano ' de K",
equivale e "Vv(B)=u{g(B)) para todo B boreliano de F", e portanto,

nesse caso, temos a unicidade.

6.3. COROLARIO. Seja F compacto ndo disperso. Entdo existe u
de Borel regular em F ndo-nula e ndo atdmica cujo suporte & um fe

chado separavel.

Prova. Sendo F compacto ndo disperso entdo (ver [L] Teorema 2 pag.
29) existe f: F - [0,1] continua sobrejetora. Por [L] Lema 2 pag.

29 ‘existe P © F fechado tal que f£(P) = [0,1] e £(T) S [0,1] para
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todo T fechado T c P. Aplicando (6.1) parau=Xx , K= [0,1] .e

g = fl temos que existe vy de Borel regular em P tal que

P
vl(g—l(E}} = A(E) para todo E boreliano de [0,1]. Além disso,
vy € nao-atdmica.

Seja v(B}) = vl(B N P) para cada B boreliano de F. Va-

mos mostrar que supp VvV = P. Temos supp V © P. Se supp vV # P

entao fl nao €& sobrejetora, isto & f(supp v} < [0,1]. Se-
supp v *

ja A = [0,1]-f(supp V) que & aberto ndo-vazio. Enté&o g_l(A) é

aberto e gﬂl(A) N suppv= @P. Logo vl(g-l(A)) = v(g_l(A)) = 0.

Como A(A) > 0 entdo A(A) # vl(g—l(A)), contradicao. Logo

supp v = P.

Provemos entdao que P & separavel. Para cada

re pn [0,11, seja X € P com g(xr) = r. -Entado

g({xr: repn [0,11}) 2 @n [0,1]. Logo

g({xr: rep N [0,11}) = [0,1] e portanto {xr: rep n [0,11} =P e

P é separavel.

6.4. LEMA. Sejap uma medida de Borel regular ndo-atdmica num

compacto K. Dados V e W abertos com p(9V) = u(oW) = 0 e tais
que Ve We p(V) < p(W), existe um aberto U com p(3U) = 0 e tal
que Vo Uc Uc We

W(Y) 4 3 [0 -1(V)] S p(0) £ (V) + 2w - u(v)].

Prova. Seja Ac W - V com Uu(A) = % L(W-v) = %ﬂ(W"V) (que exis-

te pois u €& nao-atdmica).

Sejam F < A, F fechado com u(F) > B {W-V) e B aberto

com Ac BC W-V "e n(B) < %u(W—V) - £ (onde é fixado
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2

£ < 3 L(W-V)). Como F c B, entdo por (4.10) existe U1 interior
de um fechado regular u-continuo com F c tﬁvc §i<: B. Assim

L uW-v) < u(F) £ u(U) $ u(B) < 2 u(W-v) - €. Por (4.10) exis-
te U, interior de um fechado regular u-continuo com

vV c U2 < U2 c W e u(UZ—V) = u(UZ—V) < £€. Entao V © U1 U U2 c W

e (V) + Tu(W-v) S u(V) + u(U) = u(VUU

A

1)

A

Il

u(U1 U Uz) s u(UZ—V) + u(Vv) + u(Ul)

A

e+ UV + 2 um-V) - e = u W) + 2 uE-v).

Tomando U = U, U U completamos a prova.

1 2

A proposicao seguinte estd enunciada em [B] pag. 120
como exercicio. Como nido encontramos referéncia para a demonstra-

cao, resolvemos apresenta-la.

6.5. PROPOSICAO. Seja i uma medida de Borel regular nao-atdmica

ndo-nula num compacto K. Seja A a medida de Lebesgue em [0,u(K)].
Entdo existe uma funcdo g: K - [0,u(K)] continua sobrejetora tal

que u(g~1(E)) = AE) , ¥E c [0,u(K)], E boreliano.

Prova. E suficiente considerar u(K) = 1 pois se provarmos nesse

N S .
= U(K)U e g: K~ [0,1]

tal que ul(g_l(E)) = A (E) para todo E boreliano de [0,1]. Entdo

caso, para o caso geral consideramos My

L(g Y (E)) = uw(K) A(E) = A(u(K)E) para todo E boreliano de [0,1].

Definimos entdo h: K » [0,u(K)] por h(x) = u(K)gi(x). Para todo E
boreliano de [0,u(K)] temos h_l(E) = {x€eK: h(x)eE}={x€K: p(K)g(x)€EE}
= g_l( b ) e assim A(E) = u (g_l(—ji—)) = u(h—l(E))-

U (K) u (K)
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Consideremos entdao p(K) = 1. Por inducao, vamos cons-
k
truir para cada n€eN U {0}, uma familia de abertos {U?}igo com

u(aug) =0vie{l,...,k } e tal que:

(a) U =9 e Up =K VneEN ;

(O]

o]
3
o

(b) U c Uy e p(u)) <u(U?) vi, 3 € {0,1,. .,k } 4 i< 3;

n n n
(c) w(ul,;) - uw@hH = 5

wir

se i € {O,l,...,kn~l} ;

(d) para cada i € {O,...,kn} , existe j € {0,...,kn+l} tal que

Facamos Ug = ¢, Ui = K, k, = 1. Dado nelN u {0} e cons
truidos Ug,...,Ui , verificando (a}), (b), (c) e (d) e dado
n ae—
i€ {0,1,...,kn~1} , aplicando (6.4), como U? c U

n

i41 7 existe um

n

e
i+l -

aberto U com p(3U) = 0, U? c Uc UcU
n n
i+1 i

1
(D450 ], -0]) < u s ueheduel,

—U?). Assim por{c) temos:

(1w - w2l - o) 2 23" e usando ainda (b)
temos
_ n, - 1 n R o
(2) u(U) U(Ui) 2 31AU1+1 Ui) > 0.

Com isso temos também

n . n n n
(3) u(Ui+l) - u(U) = u(Ui+1) - U(Ui)— {u(U)-u(Ui)] 2

1 n n
n - n _ n, _ n <
(4)  B(U{q) - B0 = Uy ) - RO - (U)-u(Ug) ] S
s 2l p-uehy = G

Consideremos Fn a familia formada pelos conjuntos

U? , 1€ {O,l,...,kn} e pelos conjuntos do tipo U construidos

o
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cima para cada i € {0,...,kn-l}. Como Fn é totalmente ordena-
da por inclusao, podemos entao indexar os conjuntos de4Fn respei

tando a ordem crescente, escrevendo:

k
_ n+1 n+l n+1l n+l . _
Fn = {Ui }izo , onde Uy "= U;,; o+ oseic€ {O,l,...,kn+1 1}
Pela nossa construcdo temos, na verdade, U?+l c U?i%
se i € {0,1,...,kn+1-1} e usando (2) e (3) temos que
n+l n+1 .
u(Ui+1) - u(Ui ) > 0 se i € {0,1,...,kn+1-1} .
n+l, ntl, . ,2,n+l
De (1) e (4) decorre que p(Ui+1) u(Ui ) = (3)

se 1 € {0,1,...,kn-l}, o que completa o passo de inducgao.

Consideremos agora a familia A de todos os U? com nEW
e i€ {0,...,kn}. E facil ver que A pode ser totalmente ordena
da por inclusado e além disso se A,B € A e A = B temos A c B e
L(A) = p(Aa) < p(B). Além disso D = {u(A): A €A} é denso em [0,1]
uma vez que dados 0 £ a < b £ 1 tomando n com (%)n < b-a temos
que {u(Ug): i=0,,..,kn} define uma particdo de [0,1] com diametro
menoxr ou igual a (%)n e portanto para algum i temos
u(U?) € la,bl. Vamos usar D como conjunto de indices para A, isto
&, escreveremos A = {Ud: d € D} (onde u(Ud) = d). Conforme o Le-
ma 5 (pag. 29) de [L] (ver a prova) a funcao g: K » [0,1] definida

por g(x) = supl{de€D: x¢Ud} é continua e sobrejetora. Além disso

A
fIA

temos g_l([o,t[)ci{xeK: X€U_, Vre€D, r z t}l, se 0 £ t 1 e

{xexK: x€U_, ¥r€p, r > t} c g—l([O,t}) se 0 £ t < 1. Temos também:

(5) g l(10,£[) © MuU_ cMu_c g ([0,t]) se 0 £t < 1.
r2t © r>t r
rep rebD

(6) p{(rMU) = inf y(Uu) = inf r = t , se 0
r>t r>t r>t
reD reb reb

[17aY
r’-

<1
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(sendo a Gltima igualdade devida a densidade de D).

De (5) e (6) temos que u(g ™ ([0,t[)) s t < u(g™ ([0,¢]))

para todo t € ]0,1]1.

Se t € 10,1[ temos entao gue
L

A

t s p(g (r0,t1)) <€ u(g”

WA

[0, x[)) r para todo r € Jt,1] e

i\

U(gal({o,t[)) p(g—l([o,r})) 2 r para todor € ]0,t[ e

(V4

t

portanto 1(g 1([0,t[)) = u(g ([0,t])) =t e wu(g r({t})) = 0.

Se t € 10,1[ temos ainda que

0 < (g ton) < w0, t)) =t
3 -1 -1 -1 -
1 = u(g “({0,1])) 2 uw(g “([0,1[)) 2 u(g ~([0,t])) =t
-1 ~ -1 E -1 ~
Logo u(g “({0})) = 0 e u(g ~([0,11)) = u(g ~([0,1[)) = 1.

Temos entao p(g~l(J)) = A(J) para todo intervalo
J < {OIU(K)] = {011}-

Consideremos a medida VvV sobre os borelianos de [0,1] de

finida por V(E) = u(g '

(E)). Como v &, de fato, uma medida regu-
lar e Vv coincide com A nos intervalos entd3o Vv coincide com A nos

borelianos e temos o resultado.

6.6. COROLARIO. Seja M uma medida de Borel regular ndo puramente

atdmica ndo nula num compacto K. Sejam Hy e medidas de Borel

2
regulares em K tais que My é nado atdmica, H, é puramente atOmica
e u= u1+u2. Seja A a medida de Lebesgue em [O,ul(K)]. Entao exis
tem A' uma medida de Borel regular puramente atomica em [O,Ul(K)]
e uma funcdo g: K ~ {O,ul(K)] continua sobrejetora tais que

A(E) = ul(g_l(E)) e A'{E) = uz(gml(E)) para todo E boreliano de

(0,1 (K) ).
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Prova. Apliquemos (6.5) para M- Seja g: K > [O,ul(K)] continua
sobrejetora com ul(g-l(E)) = A(E) ¥E c [0,y;(K)] boreliano. Se-
jam I ¢ N e {an}neI a familia dos pontos de K que tém medida u
positiva. Definimos A'(E) = uz(g_l(E)) VYE boreliano de [0,U1(K)]:

gue é uma medida regular puramente atomica. Os pontos de

{O,ul(K)] gue tém medida A' positiva sao os pontos g(an), neEN e

A ({ga )}y = ) u,({a.}). Temos ainda
n ier % *
‘g(ai) = .g(an)
(k2 (B) = (up+u,) (g7 H(E)) = u(g™ (®)).

6.7. OBSERVACAO. Seja a: [a,b] » IR crescente continua com

a(a) = 0. Seja My medida de Borel regular com ua(]c,d[) =
= y,(lc,d]) = a(d) - afc) se a s c=ds¢s b (ver (5.1)). Entao

_..l(

temos que A(E) = u_(o E)) ¥E boreliano de [0,a(b)], isto &, a
o

funcdo g de (6.5) para u  pode ser a propria o.

De fato, dados 0 £ ¢ £ 4 £ a{b), existem u,v tais que

c =o0f{u) , d=oua(v) eausv < Db, Assim
o Ye,da1) = {t e [a,b]: a(t) € [c,d]} > [u,v] e
o (e,a1) = [x,y] onde x £ u < v £y.
Mas como af{u) = c e o(v) = 4, temos a(x) = a(u) = c e
a(v) = aly) = d. Logo
w07 (le,d1)) = u (Ix,y]) = aly) -o(x) =

o

af{u) - a(v) = d-c = A([c,dl).

como 1 (o Y({t})) = 0 ¥ teR, temos ua(u_l(}c,d[)) = x(c,dal) .

o ¢
Assim teremos uu(u—l(E)) = A (E) para cada E boreliano de [0,a(b)].
De fato, em primeiro lugar lembremos que, sendo o continua, temos

que a_l(E) & boreliano para todo E boreliano. Definamos
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V{E) =ua(a_1(E» para cada E boreliano de [0,a(b)]. Temos entao
que
V(L;JEn) = uu(u~1(tiJEn)) = pa(ﬁj<fl(En)) =
neN nem neN
= ] uleTHED) = ] vE) -
neEMN neN

Assim v & uma medida sobre os borelianos de [0,a(b)].
Além disso, como todo aberto de [0,a{b)] & uma reuniao de inter-
valos dois a dois disjuntos do tipo lc,d[ ou [0,d4[ ou Jc,a(b)], &
facil ver que V(E) = A(E) para todo E aberto, ja que essa igualda-
de se verifica para os intervalos do tipo acima. Temos ainda que
V & regular pois o é regular. De fato, dado E boreliano e € > 0,
como aﬁl(E) & boreliano tomo FCZu_l(E) fechado tal que

“a(F) > ua(a_l(E)} - €. Assim a(F) <€ E, o(F) & fechado e como

a—l(a(F)) 5 F temos

A%

vie(®) = u e @@)) 2 u (F) > b (07T (B) —€ = V(E) —e.

Assim v & regular. Como Vv e A coincidem nos abertos de [0,a(b)]

temos v = A , isto & uu(u_l(E)) = A (E), ¥E boreliano de [0,a(b)l].
6.8. TEOREMA. (Oxtoby). Seja K um espaco métrico compacto e
seja U uma medida nao-atdmica em K. Suponhamos p(K) = 1. Sejam

n o conjunto dos irracionais de [0,1] e A a medida de Lebesgue
em [0,1]. Ent3o existe um conjunto B que €& um Gg com u(k-B) = 0
e um homeomorfismo h: n » B tal que p(E) = X(hnl(E)) para todo

E « X, E boreliano.

Prova. Ver [O]}.

o0o
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§7. COMPARACAO ENTRE AS NOCOES DE INTEGRABILIDADE SEGUNDO RIEMANN

E DARBOUX

Em [R], Rocha Filho propds o seguinte problema:

PROBLEMA 1A — Classificar os espacos de Banach X que tém a se -

guinte propriedade:

P1A: Se f: [a,b] » X & Riemann-integravel entdo f é

Darboux-integravel.
Exemplos de espac¢os de Banach X que obedecem a P1lA e de
espagos gue nao obedecem a P1A foram apresentados em [R] e em [He].

Nesse ultimo, foi proposto o seguinte problema:

PROBLEMA 1B — Dada a: [a,b] » IR crescente, classificar os espa-

¢os de Banach X que téma seguinte propriedade:

P1B: Ry([a,bl,a,X) & Dy (la,bl,a,X) .

O Problema 1A & um caso particular do Problema 1B, que

ocorre quando fazemos a(t)=t.

Exemplos de espacos verificando (e nao verificando)
P1B foram apresentados em [He]. Em cada um desses exemplos obser
vamos que, quando U € nao puramente atOmica, entdo ou temos PlA
e P1B simultaneamente ou temos que PlA e PI1B sao falsos.. No en-

tanto, a natural questao de equivaléncia entre os dois problemas nao

foi tratada em [He].
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Neste paragrafo, provaremos que PlA e P1B sdo equiva -

lentes quando € nao puramente atomica.

Num contexto ainda mais geral, propusemo-nos, neste pa

ragrafo, o seguinte problema:

PROBLEMA 1C — Dados K compacto e u medida de Borel regular em

K, classificar os espacos de Banach que tém a seguinte proprieda

de:
P1C: R(K,u,X) < D(K,u,X).

Estaremos particularmente interessados em relacionar a

validade de Pl1C com a validade de PI1A.

Lembramos que as inclusdes DN([a,b],a,X) c RN({a,b],a,X)
e D{(K,u,X) c R{(K;1,X) sao sempre verdadeiras (ver (5.11 ii)) e
(4.29)) e que, portanto, P1lB equivale a
RN([a,b],a,X) = DN([a,b],u,X) e P1C equivale a
R{K,u,X) = D(K,u,X).

Em (7.14) veremos diversas situacOes nas quais PlA e

P1C sao equivalentes.

Também neste paragrafo, X indicara um espaco de Banach.

7.1. OBSERVAGCAO. Se f € R{(K,u,X), sabemos por (4.36 a)) que

b) de (4.38 1ii)) se verifica. Assim, para decidir se
f € D(K,1,X) & necessario e suficiente verificar se o conjunto

dos pontos de descontinuidade de f tem medida u nula.

A partir daqui, dada f: K » X, denotaremos por D(f) o

conjunto dos pontos de descontinuidade de f.
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7.2. PROPOSICAO. Seja B(K,X) o conjunto das funcdes f: K + X

que sao limitadas. Sdo equivalentes:

i) D(K,u,X) = R(X,u,X);

ii) D(X,u,X) N B(K,X) = R(K,u,X) N B(X,X).

Prova. E imediato que i) —> ii). Provemos que ii) == i). Supo
nhamos ii). Seja f € R(X,u,X). Por (4.36 b)) existe F fechado
regular p-continuo tal que supp p c F e £ &€ limitada em F. Seja

~

£f = £X

[o])

.  Entao El = fl e ¥
F F

P limitada. Por (4.46) a) ec) te

mos que f € R(K;u,X) e portanto por ii) f € D(K,u,X). De

(4.46) b) e d) decorre que f € D(K,u,X). Logo temos i).

7.3. COROLARIO. Seja a: [a,b] » IR crescente. S3o eguivalentes:

it

i) D(la,bl,u,,X) R(la,bl,u ,X);

il

ii) Dy(la,b],a,X) = R (la,b]l,a,X).

Prova. Suponhamos 1i). Usando (5.17) i) e ii) temos que

Ry ([a,b],0,X)

il
Il

R(la,bl,u, ,X) 0 B, (la,b],X)

D([a,b]puulx) n Ba([a,b],X) = DN([a,b],a,X)
e portanto temos ii).

Suponhamos ii). Entao, usando (5.17) i) e ii) temos
R([a:b],Ua,X) n B([alb]lx) c R({a,b};ua:X) 0 Ba({alb} X)) =

= RN({a,b},a,X) = DN([a,b],a,X) c D{(la,b],a,X}). Por (7.2) temos

i).
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7.4. PROPOSICAO. Sejam My o€ W, medidas de Borel-regulares em K,

By ndo-atOmica e Hy puramente atOmica. Seja u = Myt . Se

D(K,uy,X) = R(K,1y,X) entao D(K;u,X) = R(K,u,X).

Prova. ~Por (4.50 a)) temos R({K,u,X) < R(K,ul,x)f1 R(K,uz,X).
Usando a hipbOtese, (4.41) e (4.50 b)) temos
R(K,ul,X) n R(K,UZ,X) c D(K,ul,X) N D(K,UZ,X) = D(K,u,X) o que

completa a prova.

7.5. PROPOSICAO. Sejam F e K compactos e g: F > K continua.

Sejam p uma medida de Borel regular em K e V uma medida de Borel

il

regular em F tais que u(B) v(g_l(B)) para todo B fechado de K.
Se f € R(K,u,X) entdo f = fog € R(F,Vv,X). Analogamente se

f € D(K,u,X) entdo f = fog € D(F,Vv,X).

n
Prova. Se f € R(K,u,X) e € > 0, entao existe P = {P.X p-par-

i=1
n

ticdo de K tal que lligl[f(xi)~f(yiﬂu(Pi)|l< e, para x.,y; € P, ,
i=1,...,n.

P da i€ {1 } jam B, = g L (P A 8

ara cada 1 y---,0J sejam B, =g ( i) e A, = Bj.
Temos que:
1. para cada i € {1,...,n}, Ay é fechado regular de F (lembrar

(4.3.ii)) e que g & continua);

2. para cada i € {1,...,n} A, é v-continuo pois

] -1 < -1 _
BAi c BBic: g (BPi) e portanto V(BAi) < Vg (aPi))

= U(apl) = 0;
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3. para cada i,j € {1,...,n} com i # j temos

-1

V(Ay N AJ) S V(gTT(R)) N g'l(pj)) = v(g™t ey N P)) =

= 0 — .
u(Pi Pj) 0;

(Pi) e por (4.5) temos

Observemos ainda que para cada i € {1,...,n} temos

g’l(Pi) < AU a(g'l(Pi)) < A, U g"l(api)

e portanto

WP = vig HR) S V(A + vigTh(aR)) =

= V(A +u(3R,) = V(A S V(g N (R)) = u(R)).

Assim, se tomarmos, para cada i € {1,...,n} ,

si,ti € Ai, como g(si) € Pi e g(ti) € Pi teremos

n
1 [f(si>—f<ti)]v(Ai>lr=ui2 [£(g(s;))=E£(g(t))Iu(P) | < &

Recorrendo a (4.28) d) —> a) teremos que f € R(F,v,X).

Analogamente, se f € D(K,u,X) entdo £ € D(F,v,X).

Veremos a seguir algumas condigdes sobre K e U que ga-
rantem que P1C%>P1A.
No que segue A indicara a medida de Lebesgue nos bore-

lianos de IR ou de algum intervalo de IR.
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7.6. TEOREMA. Seja y uma medida de Borel regular nao puramente
atomica (ndo-nula) num compacto K. Sejam My € U, medidas de
Borel regulares, My ndo-atdmica e U, puramente atOmica tais que
Bo= ul+u2. Sejam g: K - [O,Ul(K)] continua e sobrejetora e A'
medida de Borel regular puramente atOomica em {O,ul(K)] tais que
Ul(gal(E)) = A{(E) e uz(g~1(E)) = A'(E) para todo E boreliano de

[O,ul(K)]‘(ver (6.6)). Suponhamos que exista D c K tal que

u(D) > 0, g(D) é& enumeravel e A'(g(D)) = 0 . Nessa situacio,
temos que se D([0,1],Xx,X) # R([0,1],X,X) entdo

D(K,u,X) # R(K,u,X).

Prova. Para simplificar suponhamos pl(K) = 1. Como g(D) & enu-

meravel, existe A C [O,l], A enumeravel com g(D) < A e A denso

em [0,1]. Se D([0,1],A,X) # R([0,1],A,X) temos, por (1.10), que
existe f: [0,1] » X Riemann-integravel tal que ||f(x)|| = 1
¥x € A e f(x) = 0 se x ¢ A. Como A & enumeravel, & facil ver que

h = fXg(D) € R([0,1],2,X) (use (1.2 b)), por exemplo). Como h &
limitada e como A'(D(h)) £ A'(g(D)) = 0, entdo, por (4.38),
h e D([0,1],A',X) < R([O,1],A',X). Assim, por (7.5),

hog € R(K,ul,x) n R(K,uz,x) e por (4.50 a)), hog € R(K,u,X).

Mostremos que hog ¢ D(K,u,X). Observemos gue, coOmo
A(g(D)) = 0 (pois g(D) €& enumeravel) e como A'(g(D)) = 0, entao
u(g™ (g(D))) = (A+2') (g(D)) = 0 e assim u(B-g” 1 (g(D))) = 1 (D) > 0.

Assim, por (4.38), para mostrar que hog ¢ D(K,u,X) & suficiente
mostrar gque hog & descontinua em 5—g~1(g(D));

Seja x € D - g—l(g(D)). Ent3o g(x) € g(D) e portanto
h(g(x)) = 0. 8Se V & vizinhanca de x tomemos y € D N V (que existe

pois x€D). Entdo |lhog(y) ||=|lfog(y)]|| = 1 ja que g(y) € g(D).

Logo hog é& descontinua em x, O que completa a prova.
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7.7. COROLARIO.

a) Seja u uma medida de Borel regular ndo puramente atdmica (n3o
nula) num compacto K. Sejam HyrHor g @ A' como em (6.6). Supo-
nhamos que exista F ¢ K fechado separavel com p(F) > 0 e
A'(g(F)) = 0. Se D([0,1],2,X) # R([0,1],X,X) entdo

D(K,u,X) # R(K,1,X).

b) Seja p uma medida deBorel regular ndo-atdmica (ndo nula) num
compacto K. Suponhamos que exista F « K fechado separavel com
w(F) > 0. Se D([0,1],A,X) # R([0,1],X,X) entdo

D(K,u,X) # R(K,u,X).
Prova. a) Tomando D enumeravel denso em F temos g(D) enumeravel,

u(D) = u(F) > 0 e como g(D) c g(F)= g(F) temos A'(g(D)) =0 e

basta aplicar (7.6).

b) Basta aplicar a) lembrando gue no caso de U ser ndo-atdmica,

AY & nula.

7.8. OBSERVACAO.

a) se K = {e'%: te[o,2m 1 onde |I1] >c e p é a medida de Haar
em K, entd3o ndo existe F c K, F fechado separavelcom u(F) > 0.
Isto mostra que existe uma medida de Borel regular nao puramente
atdmica num compacto K que & diaddico e localmente conexo, nao ve
rificando as hipdteses de (7.7 a)). Assim, os resultados (7.9)

e (7.11) a seguir, que decorrem de (7.6), nao decorrem de

(7.7 a)).
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b) Alertamos também que (7.12) nao & conseqliéncia direta de (7.9)
e (7.11), uma vez que dada p medida de Borel regular nao puramente
atOomica num compacto K, seu suporte pode ser diddico (ou localmen-
te conexo) sem que K seja diadico (ou localmente conexo). Exemplos
simples de tais situacOes podem ser obtidos facilmente e serdo omi
tidos. Em especial, observamos que se K & um compacto de Eberlein
nao metrizavel (por exemplo, a bola de 2,(T) onde |T] = c) entdo K
nao é& diadico (ver [Li] pag 253), mas o suporte de cada medida de

Borel regular em K é& diaddico (ver a prova de (7.15).

7.9. COROLARIO. Seja p uma medida de Borel regular nao puramente
atomica (ndo-nula) num compacto diadico K. Se Hyrky,g e A' sao co
mo em (6.6) entdo existe D ¢ K tal que g(D) é enumeravel, p(D) > 0O
e A (g(D)) = 0. Conseglientemente se D([0,1],A,X) # R([0,1],A,X)

entdo D(K,u,X) # R(K,;u,X).

Prova. Tomemos um conjunto I e h: {O,l}I + K continua sobrejetora.
Sabemos (ver, por exemplo [E]) que goh depende s60 de uma quantidade
enumeravel de coordenadas, isto &, existe J < I, J enumeravel, tal

e {0,117 sdo tais que

que se y = € {O,l}I ez = (z,)

(¥i)ier ier
y; = z; Vi€J entdo goh(y) = goh(z). Seja I: {o,13* » {0,1}Y a

projecao candnica. Entdo existe ¢: {O,l}J ~ [0,1] tal que

¢oll = goh. Como goh &€ continua temos que ¢ & continua.
Tomemos P © [0,1] fechado com A(P) > 0 e A'(P) = 0. Te-
mos que H«goh)_l(P)) €& separavel pois sendo J enumeravel, {O,l}J

é metrizavel.

Seja F = (goh)_l(P) e tomemos D, — II{(F), enumeravel den-

1

so em I (F). Pacamos D2 = H-l(Dl) e D = h(Dz) . Como II & sobreje-

tora temos que H(Dz) =D Assim temos :

ls
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(1) g(D) = g(h(DZ)) = ¢(H(D2)) = ¢(D1) que & enumeravel,

pois Dy & enumeravel.

Temos também que goh & sobrejetora e portanto

o(I(F)) = 6ol ((goh) "L (P)) = (goh) ((goh) "t (p)) = P.
Como D, < II(F), decorre de (1) gque

(2) g(@) = ¢(Dy) = ¢(I(F))

P e portanto g(D) ¢ P. Logo

A'(g(D)) =0

Vamos mostrar que p{(D) > 0. Para isso mostremos gue
g—l(P) c D e assim teremos u(D) 2 u(g-l(P)) = A(P) > 0. Para

mostrar que u(D) > 0, observemos que sendo Il aberta temos que

H—l(ﬁi) c 17 (D;) e portanto temos

1
g 1) = n g7 (®))) = hi(gon) H(P)) = h(F)
-1 -1 = 1
c h(l “(I(F))) ¢ h(I (Dl)) c h({l (Dl))
= h(D2) c h(DZ) = D.
Portanto temos
(3) u(D) > 0.

De (7.6) decorre que se D([0,1],A,X) # R([0,1],A,X) en-

tdo D(K,u,X) # R(X,uy,X).

7.10. OBSERVACAO. Seja P um subconjunto de [a,b] e seja S denso

em P. Seja

A = {xep: 3¢ > 0 com [x-€,x] N S = @Q}.
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Entd3o 'A €& enumeravel.

Para provar a afirmacdo, tomemos X,y €A com X #Yy e
€ > 0 tal que [x-€£,x] NS = @P. Mostremos que y ¢ [x-e,x]. De

fato, se y € [x-¢£,x] entdo [y,x] N S =@ e tomando § > 0 tal

il

gue [y-8,yl n 8 = ¢ teriamos [y-6,x] N S = ¢ e também y-8 <y < X.
Como y € A cP e S é& denso em P teriamos uma contradicdao. Com
isso, se x,y € A x # y, tomando € > 0 e 8§ > 0 tais que

[x-e,x] n & =0 e [y-6,y] N S = @ teremos que y & [x-g,x] e

x ¢ [y-6,y] e dai decorre que [x-e£,x] n [y-6,y] = @§. Com isso,

€ imediato que A & enumeravel.

Analogamente se

B = {x€P: Je¢ > 0 com [x,x+€] N S = ¢}
entdo B & enumeravel.

Conseglientemente se A(P) > 0 entao A(P-(AUB)) = A(P) > 0.

7.11. COROLARIO. Seja K um compacto localmente conexo e seja U
uma medida de Borel regular nao puramente atdmica (n&o-nula) em

K. Se ul,uz, g e A' sao como em (6.6) entdo existe D < K tal que
g(D) & enumeravel, u(D) > 0 e A'(g(D)) = 0. Conseglientemente, se

D([0,1],A,X) = R([0,1],%,X) entdo D(X,u,X) # R(K,u,X).

Prova. Seja P fechado de [O,ul(K)] tal que A(P) > 0 e A'(P) = 0.
Seja S enumeravel denso em P e tomemos D = g-l(s). Entao
g(D) = S & enumeravel e como g(D) = S = P entdo A'(g(D)) = 0.
Resta mostrar que u(D) > 0. Tomemos

A= {x€P: J € > 0 com [x-e,x] N S = @}
e

B = {xeP: 3 € > 0 com [x,x+e]l n S = @} .
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Por (7.10) temos A{(P-~(AUB})) > 0. Assim

u(g™l(P-(aUB)) N supp uy) 2 u,(g” ' (P-(AUB))) =

= M {P - (AUB)) > O.

Basta mostrar, entao, que g-l(Pn(AUB)) N supp Uy © D. Seja

X € gul(P-(AUB)) N supp Wy e seja V vizinhanga conexa de x. En
tdao g(V) & um conexo de [O,ul(K)] que contém g(x). Logo g(V) é
um intervalo que contém g(x) e como ul(v) > 0 entdo A{g(V)) > 0
ja que V c g~l(g(v)). Assim g(V) contém algum intervalo do tipo
[g(x)=-€,g(x)] ou [g(x),g(x)+€] com € > 0. Como g(x) € P-(AUB)
entdo [g(x)-£,g(x)] n S = @ e [g(x),g(x)+e] n S # P. Assim e-
xiste s € S N g(V). Sendo s = g(v) € S, onde VEV temos que

VEV N gul(S) =V n D. Logo X€D.

Aplicando (7.6) temos que se D([0,1],A,X) # R([0,1],A,X)

entdo D(K,u,X) # R{(K,u,X).

7.12. COROLARIO. Seja p uma medida de Borel regular nao-puramen-
te atomica nao nula num compacto K tal que existe F < K, F fechado
diadico ou localmente conexo com supp U < F. Se

D([0,1],A,X) # R([0,1],A,X) entdo D(K,u,X) # R(K,u,X).

Prova. Tomemos ul,uz,g,k‘ como em (6.6). Facamos h = g‘F '

v,V e v2 as restricdoes de u, By e W, respectivamente aos borelia-
nos de F. Temos entao que Vv = v1+v2;
mente atOmica; Vi(F) = by (F) = uy(K) ja que ul(CF) s U(Csuppu)=0;

v, & ndo-atdmica e v, é pura
_ -1 _ -1 _ -1 _ -1 _
A(E) = Ul(g (E)) = Ul(g (E) n F) = Ul(g‘ (E)) = Ul(h (E)) =
F
= vl(h~1(E)) para todo boreliano de {O,UI(K)} = [O,Vl(F)] e de mo
do anadlogo A'(E) = vz(h—l(E)) para todo boreliano de [0,u1(K)].

Além disso, h(F) = g(F) = {O,ul(K)] pois caso contrario, sendo
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A = [O,Ul(K)] ~ g(F), teriamos A aberto ndo vazio de [O,UI(K)] e
portanto A(A) > 0. Logo ul(g-l(A)) > 0 o que €& contradicao pois
g-l(A) N supp U c g"l(A) N F=¢. Assim h: F > [0,v;(K)] & con-
tinua e sobrejetora. Como vimos em (7.9) e (7.11), se F & diadi-
co ou localmente conexo entdo existe D « F tal que v(D) > 0,

h(D) & enumeravel e A'(h(D) = 0. Assim, D «c K, u(D) > 0, g(D)

& enumeravel e A'(g(D)) = 0. Por (7.6) temos o resultado.

O nosso proximo resultado diz que para cada compacto K

e para cada U de Borel regular em K temos que PlA = PIC.

7.13. TEOREMA. Seja i uma medida de Borel regular num compacto

K. Se D(X,u,X) # R(K,u,X) entdo D([0,1]1,A,X) # R([0,1],Xx,X).

Prova. Sejam Hy e U, medidas de Borel regulares em K, 1 nao ato-
mica, Ho puramente atOmica com u = Myt . Se D(K,u,X) # R(K,u,X)

entdao por (7.4) temos que D(K,ul,X) # R(K,pl,X). Assim, podemos

supor sem perda de generalidade u nao atOmica e tambem u(K) = 1.
Tomemos f € R(K,u,X), £ ¢ D(K,u,X), f limitada (ver (7.2)). Por
(4.14) e (4.16), podemos conseguir uma seqgliéncia {Pn}neml de

u-particoes de K tais que:

1) para cada n€eN, Pn &€ um refinamento de Pn;

+1

5 |

2) para cada n€IN e para cada FGF% temos que W(F) <

3) para cada n€EN , diam S(f,Pn)< % :

~e

4). para cada n€IN e para cada FGPn com U(F) > 0 existem r€WN e

Fireeo F_EP tais que 0 < u(Fi) < u{rF) se i€ {1,...,r},

1
r

~ r
LJF,CcF e zu(Fi)=u(F).

i=1 i=1

n+1
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Como £ ¢ D(K,u,X) e £ € R(K,u,X), temos por (7.1) que
existe § > 0 tal que u({x€K: w(f,x) > &§}) > 0. Seja

P = {x€K: w(f,x) > &}.

Seja {Fi,...,Fi} o conjunto dos fechados deP1 que
1

tém medida positiva. Facamos té =0, ti = u(F}),
k
1
1 1 1 1 1, _
ty = W(F]) + W(Fy), ... bty = _X_ u(F]) = 1.
1 i=1
{2 2 .
Seya 1Fl,...,Fk } o conjunto dos fechados de P2 que

2
tém medida positiva indexados de modo que se Fi c Fi '

F§ c Fi com i,j € {1,...,ké}, r,s € {1,...,k1} e r < s entao i<j

. - C s 2 =~ ~ : 1
(isto e, os primeiros Fi sao aqueles que sao subconjuntos de F

1[
0s seguintes sao os que sao subconjuntos de F%, etc.). Facamos
k
2 2 2 2 2 2 2 o2 20
tO - OI tl "U(Fl)l tz "U(Fl) +U(F2)1---l tkz - l;—lU(Fl) - ]:-

Temos entao que dz =(tg,...,ti ) € um refinamento de
2

1

da, = (to,...,tk ) e que o diametro de dl € menor do que 1 e o dia
1
metro de d2 € menor do gue % .

Indutivamente, para cada n€N, denotamos por {F?,"”Fi}

o conjunto dos fechados de Pn gue tém medida positiva, de modo que

r,s € {1,...,km} ’ Fm+l c Ft o,

semé€ N, i,57 € {1,...,k i r

m+1 -~ . -
F. < FE e r < s entao i < j. Para cada neEN, fazemos entao

m+1}'

n

t 0, t?=u(F§_1), ) =U(Fr11) +U(F§),...,t}r(l =1 e
n

i

O BuY

a = (tg,t?,...,l). Entdo para cada n€EN temos que dn é um re-

n +1

]

finamento de d, e que o diametro de a, €& menor do que

+1 n+l

o
Para cada n€N seja J = {i e {1revosk 3 PO F? = O},

. o
Para cada n€EN e para cada 1€Jn, escolhemos x?,y? € F? com

£ -£D ] > 6.

Vamos definir g € R([0,1]1,x,X), g ¢ D([0,1], ,X).



- 146 -

Se t ¢ {t?: n€N, j €{0,1,...,k }} definimos

g(t) = 0.
Se t € {t%: j€ {0,1,...,k1}} definimos g(t) = 0.

Se t € {tg: j e {o,1,... ks o= {t%: j € {0,1,...,k1}},

entdo existe um Gnico i € {1,...,k } tal que t € ]tl 1 ti[.
Se i € Jl definimos g(t) = f(xi) - f(yi). Se 1¢Jl, definimos

g{t) = 0.

Procedemos agora por inducao. Definida g(t?) para

meEN 1 Smsn e je€ {1,...,km} e dado

n

t € {tn+l je {0,1,...,k__ }} - O™ 5 e 0,1,...,k 1 entdo exis
] n+1 m=1 J m -

te um Gnico i € {1,...,k } tal que t € ]t l't [ . Seie€edJ,

fazemos g(t) = f(xi)~f(yi). Se iéJ , fazemos g(t) = 0.

Com isso, se t € ]t 1,t [ para algum n€EIN e para algum

s € {1,...,kn} e se g(t) # 0 entdo t = tp para algum p 2 n

e L € {1""'kp+l}' Assim, se r=min{pEN: pz2n e te{tp+%.q §+l B
p+l
temos gqae r 2 n e t = t§+l para algum j € {l,...,kr}.
Como gi(t) # 0 temos t = t§+1 € ]ti_1 R ti[ para algum
i e J e g(t) = f(xi) - f(y?). Como r 2 n temos
r .
]tl l,t [ ]ts l,t [ (pois t € ]t 1,t [N ]t 1,t 0.

Podemos entao afirmar que se t € ]t tZ[ para algum

s-1"

nelN e para algum s € {l,...,kn} e se g(t) # 0 entao existem

rzn, je€ {1,...,k } e ieJ_ tais que
oL, r+l r _ r, _ r
t = tj e ]ti l,t [ ]t 1,t [ e g(t) = f(xi) f(yi). Pela
n r n
nossa construcao, como ]tl 1,t [ ]ts 1,ts[ temos que Fic: FS .
Oor Oon
Assim temos que x.,y. € F., o F_ .
i’fi i s

Conclusao: Se t € ]t tg[ para algum n€ENN e para al

s-17

: 0
gum s € {1,...,kn} ou temos que g(t) = 0 ou existem a,b € Fg
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tais que g(t) = f(b) - f£(a). Assim, se tomarmos n€EN e

£s € ]tg_l, t?{ para s € {1,...,kn} , temos que existem
om . _

uS,BS € FS tais que g(gs) = f(BS) - f(as). Logo

k k

n n
n ,n _ n
Hsglg(aS) (to-ta_q) “"“SEI{f‘Bs’“f‘“S’”‘Fs’ || =

£ diam S(f,Pn) < % .

Por (4.31) temos que g € R([0,1],A,X) (note que sendo f limitada,

temos também g limitada). Resta mostrar que g $ D([O,1],A,%X).

Para cada n€EN, temos 0 < p(p) = ) u(F? np) <V u(FEY.
ieg ieg T
Assim, se A_ = J }tg ,tp{ temos
. n . i-1771
i€d
n
MA ) = )} u(FY) 2 u(P). E facil ver também que A, > A. D ..
n . i 1 2
1€Jn
e assim se A = (™M A temos A(A) 2 u(P). Como {te[0,11: g(t)=0}
nelN

€ enumeravel entdo sendo B = A N {t€[0,1]: g(t) = 0} temos

A(B) = A(A) 2 p(P) > 0.

Tomemos t€B e vamos mostrar que g €& descontinua em t.

Para cada n€lN, como teAn, existe ieJn tal que t € ]t?—l't?[' To-

memos j O menor inteiro pertencente a {1,...,kn+l} tal que

n+1 n n+1
F. c F. e 0 < .
J 1 ui J

Entio t?+1 e ]t

) < u(F)) (ver 4) no inicio da prova) .
i

n n ) .
. ,t. [ e assim como i€J_ temos
i-177"1 n

n+1
Hg(tj

[ e-e7

)]§=|{f(x?) - f(Y?)‘l > 6. Como g(t) = 0 (pois t€B) e como

1 . n+1 n
< 5 (pois t, tj € ]ti—l’

em t. Assim A(D(g)) 2 A(B) > 0 e por (4.38) g € D([0,1],X,X).

t?{) temos que g € descontinua
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7.14. COROLARIO. Seja u uma medida de Borel regular num compac
to K. Em cada uma das situac¢Oes abaixo temos que para cada espa-
¢o de Banach X, D([0,1],A,X) = R([0,1],X,X) & equivalente a

D(K,u,X) = R(X,u,X).

a) u €& nao-atdmica ndo nula e existe F c K, F fechado separavel

com U(F) > 0;

nao-puramente atdmica (ndo-nula) e K & diadico (ou existe

Dy

b) u

F ¢ K, F fechado diadico com supp ¥ < F),

c) U €& nao-puramente atomica (ndo-nula) e K é localmente conexo

(ou existe F c K, F fechado localmente conexo com supp UG F).

Prova. Conseqgliéncia imediata de (7.7 b)), (7.9), (7.11), (7.12)

e (7.13).

7.15. COROLARIO. Seja M uma medida de Borel regular nao puramen
te atoOmica (ndo-nula) num compacto de Eberlein K. Entéo

D([0,1],A,X) = R([0,1]1,XA,X) & equivalente a D(K,u,X) = R(K,u,X).

Prova. Basta lembrar que nesse caso supp 4 € metrizavel, (ver
[Li] teorema 4.3 e [Rol] teorema 4.5 a)) portanto diadico e usar

(7.14 b)) .

7.16. COROLARIO. Seja o: [a,b] » IR crescente tal que Hy, & nao

puramente atdmica (ndo-nula). Sao equivalentes:

i) D([Oll]lklx) = R([OII}IAIX);

ii) DN({a,b],a,X) = RN([a,bI,a,X);
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iii) D([a,b],uu,X) = R([arb]rualx);

iV) Do({a,b],a,X) = RO([a,b],a,X);

Prova. Vimos em (7.3) que ii) e iii) sdo equivalentes. Como con
seqliéncia de (7.14 b)) temos que i) e iii) sio equivalentes o que

completa a prova da equivaléncia entre i), ii) e iii).

Daremos um roteiro para a prova da equivaléncia entre

iv) e ii) o gue completara a prova.

Suponhamos iv). De acordo com (5.10) temos
Ryla,bl,0,X) = R (a,b]l,o,X) n B (la,b],X) n C_(la,b],X)
< b (la,bl,e,X) n B (la,b],X) n C (la,b],X)

= DN({alb]I@IX)
e portanto temos ii).

Para provar a reciproca, observemos que:

a) Decorre da equivaléncia entre i) e ii) aplicada a o e S

que 1i) e eguivalente a RN([a,b},ac,X) = DN([a,b],ac,X).

b) E facil provar que RO([a,b],a,X) = DO([a,b},a,X) € equivalen-

te a RO([a,b],a,X) n B(la,b],X) = D (la,bl,a,X) n B(la,b],X).
c) RO({a,b],a,X) n B([a,bl,X)c RO([a,b},aC,X)ﬂDO([a,bifus,X).

De fato, seja f € RO({a,b],a,X) limitada. Seja M > 0

tal que |[[£(x)]|| <M W¥x € [a,b].

Dado ¢ > 0 tomemos a = aj < a; < ... < a = b tais que

£

u ([a,b] - {ao,al....,an}) < 43 - Como o e f sdo limitadas, a

o
S
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plicando (5.19), podemos encontrar § > 0 tal que

= < + < - + .« e s - =
a ao ao 8 al § < a1 < a1 § < < an § < an b,

wif, [ag,a;+6]) dala;+6)-ala;)] <25 , se i€ {0,1,...,n-1} e

w(f,[a;-8,a;]1) [ala;)-ala,-6)] < é% , se i€ {1,...,n}. Como
as(y)—as(x) £ afy)-a(x) se a £ x <y £ b entéo
n-1
izow(f,{ai,ai%}) [ag(a+8)-a_(a;)] +
n
+ iil‘“f'[ai‘@'ai“ [ag(a;)-a_ (a;=8)] < 5 . Além disso temos

.

wif, la; q+8,a;-6)) [a (a;=8)-a_(a; ;+68)] <

i=1
n
< 2M ._2. [as(ai_é)—us(ai_l+6)}
i=1
o £ £
< 2M .; By (la;_q+6,a,-61) < 2M oz = 5 .
i=1 "s
Assim, se 4d = (ao,ao+6,a1—6,al,al+6:...,an-é,an) temos que

v, {(f,d) < . De (5.8) decorre de feDO([a,b},aS,X).
s

Assim RO([a,b] ,(X.,X) n B([alb]lx): C DO({a,b} IOLSIX) C
< R ([a,b],as,X) e portanto

]

R, (la,b],a,X) N B([a,b],X) c RO([a,b];ac,X) n Dg([a,b],asrx)-

Suponhamos agora ii). Por (5.10) e a) temos
Ry ([a,b],a ,X) 0 B(la,b],X) © Rg(la,bl,a_,X) c Dg(la,bl,a_,X)

c DO([a,b],ac,X). .Decorre de c) que

RO([alb] IOLIX) n B([alb] rx) oy
¢ D (la,b],a ,X) N D (la,bl,a ,X) N B(la,b],X)

c DO([a,b],u,X) n B([a,b],X) c Rd([a,b],a,x) n B([a,b],X).
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Usando b) temos iv).

Provamos entdo que para o: [a,b] =+ IR crescente com U,
nédo puramente atdmica temos que PlA e P1B sio equivalentes. Vi -
mos também,em (7.14), varias situacdes nas quais PlA e P1C sao

equivalentes.

7.17. OBSERVACAO. Como conseqgliéncia dos resultados que acabamos
de obter, dos resultados de [He], [R] e dos resultados dos §2 e

§3 deste trabalho temos, por exemplo, que:

. Se X =4, () ou X =TLlc (I}), £,(T,)) ou X = Lpy)  er!
onde para cada € > 0, {yerl: pY > 1l+e} é finito (ver [He]
ITI.3.1 e III.3.2), ou X & o dual do espago de Tsirelson

(ver [R]), entdo D(K,u,X)

R(K,u,X) para todo compacto K e

toda u de Borel regular em K.

II. Se K e u se enquadram num dos casos considerados em (7.14)

temos que D(K,u,X) # R(K,Hu,X) para X = CO(N); X = QP(EU

1 <p £« (ou ainda X uniformemente convexo de dimens3o infi
nita); X nao separavel com base incondicional generalizada e nor-
ma equivalente U.D.E.D.; X com base simétrica generalizada e
nao isomorfo a Rl(T) (]FIsdensX);)@ﬂ{(pY)Yerln50<k>tipocog
siderado em I.; X = L(Y,Z) onde Y e Z té&m base simétrica ge-
neralizada e Y ndo & isomorfo a cO(Fl) ou % nao & isomorfo a

LT,y (|Ty| = dens ¥; |T,| = dens z).

1 2‘

ITITI. Se K e U se enquadram num dos casos considerados em (7.14),
se X tem subespag¢o complementado com base incondicional e se

D(K,u,X) = R(K,u,X) entdo D(K,u,X*) # R(K,u,X*).
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Sabemos que se X = co(JN) ou X =£p(]N), p € 11,~[ entéd@o
D(0,1]1,A,X) # R([0,1],A,X). Os resultados anteriores nos permiti
ram mostrar que para diversos tipos de medidas p (ou compactos K)
podemos concluir que D(K,y,X) # R{K, u,X), se X = co(nn ou
X = QP(IU p € ]1,»[. O teorema seguinte fornece mais uma situa-

cao na qual essa conclusio ainda é verdadeira.

7.18. TEOREMA. Seja M uma medida de Borel regular nao puramente
atomica (ndo nula) num compacto K. Se existe F cC supp ¥ , F fecha-
do separavel com M(F) > 0 e 1u({x}) = 0 W¥x€F entio para X=c_(N),
X = KP(IU, p € ]1,°] ou ainda X uniformemente convexo de dimensio

infinita temos D(K,u,X) # R(K,u,X).

Prova. Tomemos {x } denso em F. Se X =c (N) ou X = £ (IN)

— n " neN o o)

e 1 < p < «, consideremos {e } a base candnica de X. Se X é
n " nelN

uniformemente convexo de dimensdo infinita, tomemos {en}nelﬁ tal

que [[e |[=1 w¥new, A >0, B> 0 q,r €]1,%[ tais que se J ¢ N &

finito entao

ACL Jag I E <)l § ae |l € B0 ] a9/

nedJ neJ neJ

(para a existéncia ver [J]).

Seja f: K > X dada por f(xn) = en se nEN,f(x) = 0 se

x ¢ {x !

n’new:* Se

Provemos que f & descontinua em F—{xn}nGEV

x€F e x ¢ {Xn}nEIﬂ entdo f£(x) = 0 e como {x_} é denso em F e

neN

][f(xn)]l = 1 ¥n€N, seque que f & descontinua em x. Como U(F) > 0

3 & 3 - >
e F nao contem atomos de U temos U (F {Xn}nelﬂ 0 e por (4.38)

f ¢ D(K,u,X). Mostremos que f € R(K,u,X).
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Dado € >0, facamos § = ¢ se X = co(bﬂi

1/ (p-1)
§ = (—EEL—)‘ P se X =9 (N), ' 1<p<owo e
2p (K) !

. p
1 -1 /(g-1)
2tl{q)q d

§ = (EB“IU(K)“ se X & uniformemente convexo. Para

cada x€F, temos uH(ix}) =0 e portanto por (4.10) existe FX fe~
- O -
chado regular Ud=-continuo com xeFX e U(FX) < 6., Como F & com-

pacto, existem Fl""’Fn fechados regulares uy-continuos tais

n

que F L.J%i, e U(Fi) < § se i=1,...,n. Sabemos, por (4.3 ii))
i=]

n

que se LJF, * K entao [ L F, € um fechado regular que €
i=1 i=1

U-continuo pois

n
3 [.L:J F.) c 3 [.L:J F;) = 3(LF,) c
i=1 i=1 i=1

Com isso, temos que se LIF, = K entao {Fl,...,Fn} é uma cobertu
i=1

: n

ra de K por fechados regulares p-continuos e se LJ F, # K entao

i=1

n

{Fl,...,Fn, E.LéFi } & uma cobertura por fechados regulares p-con-
l:

tinuos. Vamos prosseguir a prova considerando esse segundo caso

(para o primeiro caso, o argumento & semelhante).

m
De (4.15) decorre que existe uma p-particadao P = {Pj}
j=1
tal que para cada j = 1,...,m temos Pj<: Fk para algum
n
ke{1l,...,n} ou P. ¢ [ JF. (neste caso f = 0 ja que
J i=1 * lp.
o J
n g n n
FC 1P, ©€ LJF., e assim P. c E LJF. [Eﬂ. Facamos
i P j A
i=1 i=1 i=1
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n
= {j e {1,...,m}: Pj & [ LJFi} : Se j€ES temos entao
i=1
u(p,) = max U(F) < 6,
17 xel1,. k

m m o
Sejam {yj} , {Zj} com y.,z. € P. se je{i,...,m}.

j=1 j=1 J- 3] J

Entao lembrando que %jln %]2 = @, se 311328 {1,...,m} e 31¢ ]2
temos gue:

1. Se X = co(m) entao

1 )
f ) -f . P. = f ) -f(z. u P. <
nj;l[ (v5)-£(z5) Tu(Ry) || HjeS[ (v5)=£(z5) 1u(P)) ||
< max u(P.) s & = €,

j€s

2. Se X = zp(JN), 1 < p < ® entao

I Z{f(y )=£(2) 1u (P, )y 11P=]] 1 [£(y4)=£(z;) 10 (Py y[1Ps ) 21 (B, )P
j=1 jES jes

A

2max u(P.)p—1 ) u(P.) £ 2 6p"lu(K)
jes J jes ]

P
2 () (K) = ¢P

?.u (K

e portanto

=

I 1y -£(z ) Tu(@s) ]
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3. Se X & uniformemente convexo entao

_ |
| ) £y )-£(z)1u®) ]l < B( T 2u(p.)9)L/a

A

.

= le/q max u(P.)(q-l)/q( Y U(P.))l/q < 21/un(K)6(q~1)/q =g
je{Lue,m} jes

Assim,por (4.31), £ € R(K,u,X).
Provamos dque D(K,u,co(ﬂﬂ) # RlK,p,co(N)) e conseqglien-
temente, como co(m) & isomorfo a um subespaco de QQCN), teremos

também D(K,u, 2 (N)) # R(K,u,%_ (IN)).

7.19. COROLARIO. Se K & compacto, sdo equivalentes:

i) K é disperso;
ii) D(K,u,co(m))= R(K,u,co(lﬂ) para toda p de Borel regular
em K;

iii) D(X,u,X) = R(K,u,X) para toda u de Borel regular em K e pa-

ra todo X Banach.

Prova. Sabemos por (4.41) que i) = iii). E imediato que

iii) == ii). Resta provar que ii) == i). Suponhamos K ndo dis-
perso. Por (6.3) existe y de Borel regular em K, p nao-atOmica e
nao nula cujo suporte é um fechado separavel. Por (7.18) (ou
(7.14 a))) temos gue D(K,u,co(ﬂﬂ) z R(K,U,CO(EU)- Assim

ii) = i).

7.20. TEOREMA. Seja M uma medida de Borel regular em K. Se

{XY}YGT é uma familia de espacos de Banach tal que

D(K,u,X_ ) = R(K,u,X_ ), ¥y €T entdo tomando X = ( ® X ). temos
Y Y YET Yy 1
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que D(X,u,X) = R(K,u,X).

Prova. E anéloga a de [R] para o caso K = [0,1] e sera omitida.
Observamos que O teorema & uma conseqgliéncia de (7.14) e do seu
caso particular para K = [0,1] e u a medida de Lebesgque em [0,1]

(provado em [R]) se K e u estao numa das situacOes consideradas em

(7.14).

PROBLEMA

® Se 1 é uma medida de Borel regular n&do puramente atomica num
compacto K e se D(K,U,X) = R(X,u,X) entao
D([0,1] IXIX) = R([Ollllxlx)?

o0o
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§8. MENSURABILIDADE DE FUNCOES RIEMANN INTEGRAVEIS

Dada p uma medida de Borel regular numcompacto K, in-
dicaremos por p o completamento de p. Usaremos o mesmo simbo-
lo A para indicar a medida de Lebesgue nos borelianos de um in
tervalo [a,b] ou seu completamento, isto &, a medida de Lebes-
gue na o-algebra dos Lebesgue mensuraveis de [a,b].

Lembremos gue se u e uma medida numa o-algebra ISP (K),

1

dizemos que uma funcdo f: K - IR & p -mensuravel se f ~(lc,»[) €L

Yc€IR. Quandoy €& completa, temos que f & U -mensuravel se e so

k
se exlstem{fn}me]N seqliéncia de funcdes do tipo f = izlci XEi
onde k€N, E.€1I, c,ER vie{l,...,k} e A€l com p(A) = 0 tais
que £(x) = lim £_(x), vxe[a.

n%OO

Sejam v uma medida completa numa o-algebra I < P(K), X

um Banach e f: K - X. Diremos que f & v-mensuravel se existirem
k
uma segliéncia {fn}nem de fungdes do tipo f = iElciXEi, onde
kENW, Eieil, c,€X, vie{l,...,k} e um conjunto AEZ com V(A) = 0
tais que f(x) = lim f_(x) Vxe[:A.
n
n+r«

Indicaremos por M(K,v,X), o conjunto das f: K =+ X

v-mensuraveis.

Em [R], Rocha Filho propds o seguinte problema:

PROBLEMA 2A — Classificar os espacos de Banach X que tém a seguin

te propriedade:
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P2A: Se f: [a,b] » X €& Riemann-integravel entdo f é

Lebesgue-mensuravel.

E conhecido que X IR tem a propriedade acima. Em
[R], foi provado que o mesmo vale para X separavel e para

X = %,(I'), onde T € um conjunto qualgquer. L&, sdo apresentados
exemplos de espagos que nao tém a propriedade acima, como &€ O ca

so dos QP(P), para 1 <. p < © e |F] 2 c. Em [D], foi provado

que X =.C(K) para K diadico, verifica P2A.

Nosso objetivo, aqui,é estudar o problema mais geral
gue €& o da mensurabilidade de funcdes f € R(X,u,X). O exemplo
(8.1.a)) mostra que existe uma funcado f: [0,1] » IR. Riemann-in
tegravel mas ndo Borel-mensuravel. Assim, propusemo-nos OS se-

guintes problemas:

PROBLEMA 2B—Dada ao: [a,b] = IR crescente, classificar os espacgos

de Banach X que tem a seguinte propriedade:

P2B: Ry(la,bl,q,X) < M([a,b], b ,X).

PROBLEMA 2C — Dados K compacto e u medida de Borel regular em K,

classificar os espacos de Banach X que tém a seguinte propriedade:

P2C: R(X,u,X) © M(X,},X).

Estaremos particularmente interessados na relacao entre
as questOes propostas, isto €, em mostrar a equivaléncia entre
P2A e P2B e em encontrar condic¢Oes (sobre K ou u) para que P2A e
P2C sejam equivalentes. Observamos que o problema 2B nao foi es-

tudado em [Hel.
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Em todo este paragrafo, X indicara um espaco de

Banach.

8.1. ' EXEMPLOS.

a) Seja K = [0,1] e seja F um subconjunto ndo boreliano do con
junto de Cantor. Como o conjunto de Cantor & um fechado de
medida .nula, entao o conjunto dos pontos de descontinuidade

de Xp tem medida de Lebesgue nula e portanto existe

1
R] Xp(x)dx. No entanto, X nao & Borel-mensuravel.
o
b) Se p é uma medida de Borel-regular puramente atdmica num com-

pacto K e f € uma funcdao gualquer definida em K com valores

em X entdo f & u-mensurivel. De fato, seja A={x€K:p({x}) >0}
r

(que é enumeravel) e sejam re€IlN U {=} e {an} segliéncia de
n=1

pontos distintos de K tais que A ={,an: neEWN, n £ r}. Como

r - -
fi{x) = nélf(an)x{a&{x), ¥ XEA e como u([A)==u([A) =0, entao

f & u-mensuravel.

8.2. PROPOSICAO. Se u €& uma medida de Borel regular num compac

to K entdo D(K,u,X) © M(K,H,X).

Prova. Admitamos, por um momento, o resultado provado para o ca
SO em gue suppud = K e provemos O caso geral. Seja

f € D(K,u,X}). Por (4.46 b)) temos que fl e D(suppu,ﬁ,x)
suppH

onde ¢ é a restricao de U aos borelianos de suppu . Como

supp H supp U, entao fl € M(suppu,ﬁ,x). Decorre facilmen

supp U
te dai que f € M(K,u,X).
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A prova para O caso suppu = K esta em [KR] e a idéia

€ a seguinte: Se f € D(X,p,X) tomemos {Phlnenw

u-particdes de K tal que para cada n€N tenhamos w(f,Pn);; % e

seqgliéncia de

P

n+l refinamento de Pn (para a existéncia usamos (4.28) e (4.14)).

Para cada n€NN, escrevemos P ={,Pp: i€elN i < kn} de modo gue

n i =
se P?+l c P? e P§+l C-P? onde j < r entao i < k (isto &, or-
deno 0s P?+l de modo gque os subconjuntos de P? venham antes dos

subconjuntos de Pg e assim por diante).

Como supppu = K entao f & limitada (ver (4.36 c))). Pa

ra cada ne€N definimos dn: K-+ [0, por

diam f(Pn) , se x € p?
1 1
dn(x) = .
n n i-1 n
diam f£(P,) ,se x € P, - LWIP., 1 € {2,...,k_}.
i i 5=1 3 n
Entao {dn}nem e uma segliencia decrescente. Seja d = iiz dn' Pe
lo teorema da convergéncia dominada temos ]ddu = limfdndu. Como
K n->«kK
para cada neN
k .
. n n n . n n -1 n
fd_du = (diam £(P.))u(P.)+ (diam £(P.))u(P.- LJP.)
K n 1 1 i=2 1 1 }:—"l ]

k
n

< Y (diam f(P?))u(Pg)zzwu(f,Pn) < % entdo fddu = 0 e portan
i=]1 K

to u({xeK: d(x) = 0}) = 0.

Para cada n€IN e para cada ie-[l,...,k&' tomamos

y? € f(P?) e definimos fn: K » X por

y? se X € P?
¥ =19 4 n il g
y; se x€P.-ULJP., e ie{2,...,k}.

1 ]:1
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Seja A = {x€K: d(x) # 0}. Se x € [A entdo d(x) = 0

e portanto para cada € > 0 existe ng tal que se n 2 ng entao

. n n
d (x) < €. Dadon 2 n . faco 1=i—§e X€P; e se X¢Plg tomo
ie{2,...,k.} tal que x € P? - WPY. Assim f(x) € £(PD) e
n i 5=1 j i
f(x) = y. € £(PY). Logo ||[f(x)-f_(x)|| € diam £(P}) =d_(x) < ¢
n i i’ n - i n !
¥n 2 Dg- Portanto lim f (x) = f({x), ¥x € [A e como
n-+ow
H{(A) = p(A) = 0 entdo f € M(K,u,X).
8.3. TEOREMA (de Pettis). Sejam p uma medida finita completa

definida numa o-algebra de subconjuntos de um conjunto T e

f: T » X. Sao eguivalentes:

a) f & yu-mensuravel;

b) x*of & 1u-mensuravel para todo x* € X* (isto &, f & fraca~-
mente U-mensuravel) e existe A < T com H(A) = 0 tal que

f(T-A) & separavel (isto &, f tem imagem p-quase separavel).

Prova. Ver [DU] Teorema 2 - Capitulo II - pag. 42.

8.4. OBSERVACAO. Seja p uma medida de Borel regular num compac

to K.

a) Seja f: K » X. Entdo f tem imagem U-quase separavel se e
s6 se f tem imagem U-guase separavel. De fato, uma das impli-

cacOes € imediata. Para a outra, tomemos f: K > X com imagem

i-quase separavel. Seja A < K, A L-mensuravel com U(A) = 0 e
f(K-A) separavel. Como p(A) = 0, existe B borelianofB > A com
B(B) = 0. Uma vez que f(K-B) © f(K-A) temos f(K-B) separavel.

Assim f tem imagem p-guase separavel.
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b) Seja f € R(K,u,X). Entdo é& facil ver que para cada x*EX*
temos que x*of & Riemann-integravel (e portanto Darboux-inte-
gravel) em relacdo a . De (8.2) segue que x*of & u-mensura-

vel para cada x*€X*. Assim, usando (8.3) e a) temos que dada

f € R(K,1,X), sdao equivalentes:
i) f € MK, u,X);
ii) f tem imagem  u-quase separavel;

iii) f tem imagem u-guase separavel.

Em tudo o que segue p indicara uma medida de Borel re

gular num compacto K.

8.5. PROPOSICAD. Se f & u-mensuravel e f € R(X,u,X) entdo f &

L-Bochner integravel e a integral de Bochner de f em relacao a
R

é Jfau.
K

=1

Prova. Sendo f € R(K,u,X), por (4.36 b)) f & limitada em

supp U = supp . Assim, pelo teorema de Bochner, temos que f

serda p-Bochner integravel ja que f &€ u-mensuravel. Provemos

que as integrais coincidem. Suponhamos inicialmente dim X < o,

Nesse caso, f € D(X,u,X). Para cada nEN seja ﬂ1= {P?}%nl11~pa£
i=

tigcao de K com w(f,Pn) < % . Para cada neElN e para cada

. . n n
i€ {1,...,1n}, escolhamos x; € P, e tomemos

I
n
£ = Y £(x)X _. Entéo
S = S
1
i i
flle-£ Jlai s I [lleaD-dlai s ] wiE,PDHuEe]) < 1.
K i=1_n i=1
i
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i
- n n n 1
Logo [[ffau - ) £ @] < =
K i=1

Como a desigualdade acima vale para toda escolha de

x? € P? , n€N, i e {1,...,iﬁ} , concluimos por (4.30) que

_ R
Jfau = [fau.

K K
Para o caso geral, tomemos x*€X*. Temos entao
R _ R -
[x*ofdn = [x*ofdl. Logo x*( [fdu) = x*(ffdl) ¥x*E€X*. Assim
K K X K

as integrais coincidem.

8.6. OBSERVACAO. Sejam HrHy e i, medidas de Borel regulares em X,
Hy nado-atomica, U, puramente atomica tais que W=, Seja

A= {x€K: uz({x})> 0} (que & enumeravel). Seja f: K » X. Se f tem
imagem p-quase separavel, tomando E boreliano de K com ul(E)==O e
f (K-E) separavel, temos que E ﬂ,EA &€ boreliano, u(Efl[A)F:ul(E)= 0
e f(K—(ErWEA))==f(K—E) U £(A) que é separavel. Logo f tem imagem
U-quase-separavel. Por outro lado, se Sc K é ﬁl—mensurével, pode
mos tomar B e G borelianos de K e Dc G tais que ul(G)==0 e S=BUD,
tendo assim que S = BU(DNA) U (DN A). Como BU (DNA) & boreliano,
D{WEAC:GflEA e u(Gf\CA)é ul(G}+u2([A) = 0 entdo S é p-mensuravel.
Logo se f & ﬂl~fracamente mensuravel entdo f é p-fracamente mensu-

ravel. De (8.4 a)) e (8.3) decorre que M(K,ﬁl,X) c M(K,u,X).

8.7. PROPOSICAO. Sao equivalentes:

i) R(K,u,X) < MK, u,X);
ii) R(K,u,X) N B(K,X) ¢ M(K,4,X) (onde lembramos que

B(K,X) = {f: K » X: f & limitadal).
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Prova. E imediato que i) = ii). Provemos que ii) == i). Su-
ponhamos ii). Tomemos f € R(K,p,X). Por (4.36 b)) existe F fe
chado regular u-continuo tal que suppp ¢ F e f & limitada em F.

Seja f = fXp.- Entdo f é limitada e fl = fl . Por (4.46) a) e
F F

c) temos que fe R(K,u,X) e por ii) temos que fe M(K,u,X). Como

f=f p-qg.s. entdo £ € M(X,1,X). Logo temos i).

8.8. PROPOSICAO. Seja a: [a,b] » IR crescente. Sao equivalen-

tes:

1) R([a,b],Ua,X) o M([arb]rialx);

ii) Rg(la,bl,u,X) ¢ M(la,b], i ,X).

Prova 1) == ii) pois por (5.17 1)) temos

R (la,bl,0,X) « R(la,b],u ,X).

ii) = i) Suponhamos ii). Por (8.7) basta provar que se

f e R({a,b],pg,x) n B([a,b]l,X) entdo f € M({a,b},ﬁa,x). Mas is

so decorre de (5.17 1i)) e de ii).

8.9. PROPOSICAO. Sejam My e Wy medidas de Borel regulares em

K, My nao-atomica, W, puramente atOmica tais que p = HitH,.  Se

R(K,uq,X) © M(K,ﬁl,m entdo R(K,1,X) c M(K,u,X).

Prova. Usando (4.47 a)), a hipOtese e (8.6) temos que
R(K,1,X) © R(K,uy,X) © M(K,ﬂl,x) c M(X,u,X), o que completa a

prova.
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Seja a: [a,b] » IR crescente. Sabemos que existem

o

o_: [a,b]" R e oLt [a,b] » IR crescentes tais que o = ac+as, c
. A

s
é continua e, indicando-se por {yn: n€l € W} o conjunto dos

pontos de descontinuidade de o, tem-se My (E) = ) My ({yn})
S yneE S

para todo E boreliano de [a,bl. Assim}ua & puramente atdmica,
s

u & nao-atdomica e My

o {(ver [He]l I.3.1 e I.3.3). Com
c c s

it
=
+
=

essa notacao temos:

8.10. PROPOSICAO. Se Ry(la,bl,a_,X) c M([a,b],ﬂu ,X) entdo
C

Ry (la,bl,a,X) < M(la,bl,u ,X).

Prova. Se RN([a,b],ac,X) c M([a,b],ﬂa ,X) entdo por (8.8) te-
c

mos R(la,b]l,u  ,X) c M([a,b],ﬁd ,X). Por (8.9),
C C

R([a,b],ua,x) c M({a,b],ﬁu,x) e recorrendo novamente a (8.8},

temos o resultado.

Nosso proximo Lema €& o primeiro passo na direcao de re
lacionar P2A e P2C. Apesar de tratar de um caso particular
(K = [0,1], u = A+ W, com Wy, puramente atdmica), ele sera uti-
lizado para mostrar que temos P2C = P2A para medidas nao pura-

mente atdmicas em compactos.

8.11. LEMA. Seja v = A+ v, onde v, € medida de Borel regular

puramente atomica em [a,b]. Sao equivalentes:

i) R([a,b]l,v,X) © M([la,b],Vv,X);

ii) R([a,bl,r,X) © M([a,b]l,A,X).
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Prova. ii) = i). E consegliéncia de (8.9).

i) = ii). Suponhamos que ii) nao se verifique. Para
simplificar faremos a=0 e b=1. Seja f € R([0,1],A,X),

f({:‘M([O,l],)\,X). Seja {aj} IcN, o conjunto dos atomos pon-

je1’
tuais de Vv reunido com {0,1}, onde a0=0 e a1=1. Para cada nE€N po
k
o L) B ‘
demos conseguir uma seqliencia {Ii} ; kn§°° de intervalos dois a
i=1
. L . n _ n_ _
dois disjuntos tais que I1 [O’dl[’ 12 ]cz,dz] onde d2 1,
kn
. . 1 .
1§._‘=]ci,di[ se i€N, e 2<i<k, x(fi‘) <=, A(I’i‘) >0 se i€N
kn i=1
.o n . AR .
isk,, {aj}jel c iL;JlIi , diQ:‘{aj}jeI » se iEN e 1£isk , i % 2,
3 < 1 <
c. ¢ {aj}jEI ; se i€EN e 2 £ i £ k.
k
o) B
Mostremos que, escolhidos para cada neENN, {Ii}
i=1
como acima, entdo existe ng € W tal que:
k
n
o n
(1) fF([0,1]-(WL 1 U B)) nao é separavel, paracadaBc [0,1] com
i=1 1

A(B)=0.

De fato, se para cada n€N, existisse Bn < [0,1] com

k
. n
A(B.) =0 e £([0,1]-(LJ " u B )) separavel entédo
n jo1 + n
k k
D n non -
£f([0,1]1-M (L__JIi UBn)) c L_Jf({O,l]-(L_JIi UBn)) que €& sepa
neN i=1 neEN i=1
k k
- ) n n 1 n n
ravel. Como A{(WI, U B ) < = ¥ nelN temos A{( Y Ly (I, UB_))=0
. i n n . i n
i=1 nelWN i=1

e portanto f teria imagem A-quase separavel.

Fixemos entdo ng verificando (1). Para simplificar es

n
creveremos k ao invés de kn e Ii ao invés de I.
i

o

o
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Seja h: [0,1] - X dada por

(f(di) »se t €I, 1:5isck, i€N
h(t) =
k
f(t) , se t ¢ wWI, .
. 1
i=1

Temos que h ndo tem imagem A-quase separavel ja que

vale (1) e

k
f([O,l]—(L~JIi UB)) ¢ h([0,1]-B) ¥ B c [0,1].
i=1

Conseglientemente, h n3o tem imagem v-quase separavel.

Vamos prosseguir a prova supondo k=%, Para o caso

k < «, a prova é praticamente a mesma, com adaptacdes na notacio.

Mostremos que h € R([0,1],v,X). Observemos que, como
f & limitada, h também é limitada. Além disso por (5.17 i)),
f € RN([O,ll,a,X) para o(t) = t. Dado € > 0, seja p > 0 tal que

se d = (to'tl”"’tr) € uma particdo com didmetro menor que que

p e sex_,y € [ts_l,ts] vs € {1,...,r} entido

Hsil{f(xs)—f(ys)]AtsH < g/3.
Seja M > 0 com ||h(x)|| =M ¥x € [0,1]. Tomemos
m, > 1 tal que ig; vZ(Ii) < éﬁ e A(Ii) < p/2 se i 2 m.
o
Para cada i € {2,...,mo} temos que v({ci}) = 0 e por-

tanto existe n; > 0 tal que ¢; + n; < a; , ey Ny ¢ {aj}jeI e



m
L :
vilc,,c. + n.l) < = .
i22 i i 6M
Consideremos P, = [O'dl] e para cada i € {2,...,mo}
tomemos P, = [c.,c.4n.], Pmo+i—1 = le;+n,,d,;] (que sao v-conti
nuos). Como A(Ii) < p/2 se iz m_ s € possivel encontrar
m
{Pi} intervalos v-continuos de modo que A(Pi)<p se
i=2m
(e}
. m Q Q . e
2m <if<m, P, = (0,11, P, N Pj =¢ se i,j € {1,...,m}, i=5,

i=1

tais gue para cada i>'mo e para cada j € {2mo,...,m} tenhamos

gue se ]ci’di[ n Pj = @ entao di € Pj.

Temos entdo que:

a) h & constante em P, se i=l1 ou i € {mo+l,...,2mo—1};
b) se x € Pj’ i € {2mo,...,m} entdao existe x € Pj tal que
k
h(x) = f(x). De fato, se x € Pj e h(x) # f(x) entao x € l_JIi,
i=1
. o)
mas como j 2z 2m_ > m +1 > 2 temos que x ¢ P, = (0,d,[ e
o) .
x ¢ P, U Pmo+1 = Jcy,1]. Logo x € ]c;,d;[ para algum i > 2. Por
tanto ]ci,di[ n Pj # ¢ e assim i>m e portanto di € Pj e
h(x) = f(di) e f(Pj). Temos assim que se X:0Y5 e Pi i=1,...,m,
entao
m
m o
“izl[h(xi)—h(yi)]\)(Pi)H < Hizz[h(xi)-—h(yi)]\)(Pi)ﬂ +
m
m o
— <
+ “izém [h(x;)=h(y;)Iv(R)]] < 2Mi£2\)([ci,ci+\)i})
o
) | )
+1| [hi(x,)-h(y,)IA(P) ||+ 2M ) V. (P.).
i=2m . + * i=2m 21

O (o]
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m
m "o
Como L_J%. c [l_fl. e como os P. sao v -continuos
, i . i i
i=2m i=1
o)
temos
1 ) :
v.(P.) & Va(I.) < = .
i=2m 271 ism 271 6M
(o) fo)
m c m
Assim || ) [h(xi)—h(yi)}\)(Pi)H <23+ ) {h(xi)—-h{yi)})\(Pi)H-
i=1 i=2mo

De b) e lembrando gue A(Pi) < p se i€ {2mo,...,m} temos que
m m

I 1 [heg)-hy)IaE)]l < -§- e assim || _Z_ ;h(xi)-h(yi)]vwi)||< £.

i=2m i=1
(e}

Por (4.28), h € R([0,1]1,Vv,X).

8.12. LEMA. Sejam F e K espacos topoldgicos (Haussdorff) e

g: F » K tal que g(A) & boreliano de K, para todo A fechado de
F e g—l(B) & borelinao de F para todo B boreliano de K (por e-
xemplo, g continua e F compacto). Sejam p medida de Borel regu
lar em K e v medida de Borel regular em F tais que para cada E
boreliano de K temos que U(E) = 0 se e sO se V(g—l(E)) = 0. Da

da f: K > X, seja f = fog: F » X. S&do equivalentes:

i) f tem imagem u-quase separavel;
ii) % tem imagem v-quase separavel.
Prova. i) = ii). Se f tem imagem u-quase separavel tomemos
B boreliano de K com u(B) = 0 e f(K-B) separavel. Temos entao

que vi(g l(B)) =0 efE-g tyc Fg  ([B) c £([B) = £(k-B) que

& separavel. Assim temos ii}.

ii) => i) . Se f tem imagem Vv-guase separavel, tomemos A bore-

liano de F com V{(A) = 0 e f (F-A) separavel. Fazendo B = F-A
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temos V(F-B) = v(A) = 0, £(B) = f(F-A) separdvel e B boreliano.

Tomemos {Bn}neJN seqliéncia de fechados de F com B,cBe

v(B-Bn) < %» ¥nelN. Entao g(Bn) é boreliano e

V(F-B_) = V(F-B) + V(B-B_) < I .

Logo
vig t([ge)) = v [T g ) = virr) < L.
Assim
vig™h M [aB)) = vimg  ([g())) =0
n€mM nelN

e portanto up( M g(B_.)) = 0 . Como £([ M g(B_)) =

neN Loz, Lne:tNE n
£(wl g(Bn)) = _J (B ) c ¥(B) que é separavel, entdo f tem i-

nemN neNn U

magem U-guase separavel.

8.13. PROPOSICAO. Sejam F e K compactos, g: F - K continua, u

medida de Borel regular em K e v medida de Borel regular em F
tais que u(E) = V(g—l(E)) para todo E boreliano de K. Se

R(K,u,X) ¢ M(K,u,X) entdo R(F,v,X) ¢ M(F,v,X).

Prova. Seja f € R(X,u,X), £ ¢ M(X,u,X). Por (7.5) temos que
f = fog € R(F,v,X) e por (8.4 b)) e (8.12)temos que f n3o tem i-

magem v-quase separavel. Por (8.4 b)) temos que f ¢ M(F,V,X).

8.14. TEOREMA. Seja u uma medida de Borel regular nao pura-
mente atomica (ndo-nula) em K. Se R([6,1]1,A,X) & M([6,1],A,X)

entdo R(K,u,X) ¢ M(K,u,X).
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Prova. Sejam Hy e 1, medidas de Borel regulares em K,ul nao-a-
tOmica, H, puramente atdmica com p = u1+u2. Como

R(0,11,2,X) ¢ M([0,1],1,X) e ul(K) # 0 entao

R({O,ul(KH,A,X) & M([O,ul{Kﬂ,A,X)- Sejam g: K - [O,ul(K)] con-
tinua e sobrejetora e kz medida de Borel regular puramente ato-
mica em [0, (K)] tais que A(E) = u, (g > (E)) e Ay (B)=u, (g1 (E))

para todo E boreliano de [O,ul(K)] (ver(6.6)). Por (8.11), temos

queR({o,ulfx)],sz,x) ¢ M([O,Ul(K)],)\-H\Z,X) e por (8.12) temos

que R(K,u,X) ¢ M(X,1,X).

Acabamos de provar entdo que para 1 ndo puramente atd
mica temos que P2C = P2A. Adiante, daremos condicdes suficien-
tes para a reciproca. Antes, algumas conseqgliéncias dos resulta-

dos anteriores.

8.15. PROPOSICAO. Seja K um compacto.

a) Se K & disperso entao R(K,u,X) ¢ M(X,1,X) para toda uy de Bo-

rel regular em K.

b) Se R([0,1],2,X) ¢ M([0,1],A,X), si3o equivalentes:
i) K é disperso;

ii)  R{(K,u,X) c M(K,U,X) para toda u de Borel regular em K.

Prova.. a) (e i) = ii) de b)) decorre de (4.41) e de (8.2).
b) ii) = i). Se K ndo é disperso entio existe U de Borel regu

lar nao puramente atdmica (ndao nula) em K (lembrar que existe
g: K> [0,1] continua e sobrejetora e usar (6.1)). Assim, se

R([0,1],A,X) ¢ M([0,1],X,X), decorre de (8.14) que
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R(K,u,X) ¢ M(K,1,X). Assim ii) = 1i).

8.16. TEOREMA. Seja K um compacto metrizavel. Se p € uma me-
dida de Borel regular ndo puramente atdomica (nao nula) em K,

sao equivalentes:

i) R([0,1],A2,X) c M([0,1],A,X);

ii)  RI(X,u,X) © M(K,u,X).

Prova. ii) = 1i). E (8.14).

i) = ii). Suponhamos ii) falso. Escrevendo u = pl+u2 onde
Hy & nado-atdmica e o é puramente atomica, temos por (8.9) que
R(K,ul,X) ¢ M(K,ﬂl,X). Assim, basta considerar o caso em que U
&€ nao-atdmica.

Tomemos entdo f € R(X,u,X) , f € M(K,u,X), f limita-

da (ver (8.7)). Suponhamos ainda u(K) = 1.

Seja n o conjunto dos irracionais de [0,1]. Por
(6.8) existe B ¢ K um G6 com L(K-B)= 0 e um homeomorfismo
h: n - B c K tal que p(E) = A(hTHE) para todo E c K, E bore-

liano.
n
Seja P = {Pi} uma p-particdo de K. Seja
i
o
P'={ h—l(Pi): h—l(Pi) 2@, i= l,...,n} (onde fechos e interio

res sdo tomados em [0,1]).

Temos que:

n .

a) wh
i=1

igual a [0,1]. Por (4.5) temos que [0,1] = LJP.
pepP’

l(Pi) & um fechado de [0,1] gue contém n e portanto €&
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b) Cada conjunto de P' & A-continuo. De fato, se P = h_l(Pi)
para um certo i €{1,...,n} temos 8(%)c‘8(§). Mas se x € 3(P) e
V & vizinhanca aberta de x ent&o Vii[ﬁ # ¢, isto € V - P & aber
to ndo vazio. Logo existe Yy € n N (V-DP) < nrw(v-ﬁ) = nnNv DEP.
Por outro lado VN P # @ e portanto, como P ¢ n,temos
VNP=VAaPnNnn=¢@ Temos assim que se x ¢D e x € 3(P) entédo
x € Bn(P). Logo

o
P

(1) 3(P) c 3(P) c D U3 (P).

Como an(P) = 93.(h (P. N B)) c h-l(aB(Pi n B)) entao

A(Bﬂ(P)) < u(BB{Pi n B))y = u(BPi) = 0 , sendo a ultima desigual
dade verdadeira, pois se x € BB(Pi N B) entdao dada V vizinhanca

de x em K temos V N B N Pi Z ¢ eV nBn [Pi;t . Logo

VAP g evVn EPi?’i ¢. Assim BB'(Pin B) © 3P. . Com isso,
- — o
o ‘ o ]

por (1) tem -se que A(3(P)) = X(Bn(P)) = 0, isto éIP = h (Pi}

€& A-continuo.

[8] O
l -
(Pi) N h

c) x(n” (P.)) =0 se i,j € {1,...,n}, i = j.

De fato, temos gque h_l(Pi) nn = hnl(Pi) & que h“l(Pi)

& fechado em n . Assim

-1 -1 B -1 -1 _
Ah-"(P.) n h (Pj) an) = Ath “(P,) N h (Pj))—

= u(Pi n Pj) =0

o o
e portanto X(h-l(Pi) n hnl(Pj)) =0

Temos entdo que P' é uma A-particao de [0,1].
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Seja f = foh: n » X. Vamos definir %: [0,1) » X da
seguinte maneira: Se t € n, fazemos F(t) = F(t). se t € p,

t.#.0, escolhemos{in}n uma seqliéncia crescente de irracionais

€N

tal que lim in = t. Como K & métricolpodemos (passando para uma
noo

subseqgliéncia) conseguir ainda gque exista lim h(in) = ag € K. Fa
nro

zemos entao f(t) = f(at). Tomamos ainda {ln}n€EJC: n “seqgtiencia

decrescente tal que lim in =0 ‘e lim h(in) = ag exista e fazemos
ne+o n+w

£(0) = f(a ). Como £ nao tem imagem y-guase separavel, decorre

de (8.12) que f ndo tem imagem A-quase separavel e como f e f

coincidem em n temos que f nao tem imagem A-quase separavel.

Provemos que % € R{[0,1],A,X). Como f € R(K,u,X), da-

n
do € > 0, existe P = {Pi} u-particao de K tal que
i=1

diam Su(f,P) < €. Tomemos entdo P' construida a partir de P como
no inicio da prova.
%
Se t € h_l(Pi) N n entao como
-° -
-1 -1 -1 -1
h “(P;) M nc h "(P;) Nn=nh "(P,) temos que t € h "(P;) N n.

Logo h(t) € Pi e fazendo x = h(t) temoscyua%(t)=f(t)=f(h(t))=f(x)

e X € Pi‘ o
.o o
_.1 _1 A ”
N -
Se t € h (Pi) D ch (Pi) no e {ln}nenqe a se

gliéncia escolhida para a definicdo de f(t) entdo para n sufici-

entemente grande temos que

o)
. -1 -1 _.-1 .
i, € h (Pi) Nnec h (Pi) nin=nh (Pi) e portanto h(ln) e Pi.
Assim lim h(in) = a e Pi e f(t) = f(at),
n->o e}

Assim, se J = {ie{1,...,n}: h_l(Pi) # @} e se tomamos



{¢.1}. s -1 i 3 iStq -
tl}leJ ’ {‘i}ieJ com tilsi €h (Pi) ; ¥i € J entdo existi

- { . ) . .
rao Xl}lQJ e {yi}iGJ com x,,y;€ P, Wi€J tais que

E(ti)~§(si) = f(xi) - f(yi). Como vimos na prova de b), para
cada 1i€J, h~l(Pi) € )-continuo e como F - % ¢ 3F,¥F c [0,1]
-9 R -
temos A (h7T(®)) = A (e)) = At IR, 0 ) = AL (BL)) = n(p.)
i i i i i’
o
-.°

_1 .

Logo se ti,si € h (Pi) ¥ 1€J, temos
- °
Il (B -Fes)1am™ 0| < diam s _(£,P) < e. por (4.31),
. 1 1 1 H
1€Jd
£ e RrR([0,1],X,%).
8.17. COROLARIO. Se u é uma medida de Borel regular nao pura-
mente atomica (n&o nula) em K tal que supp U & metrizavel, sio
equivalentes:
i) R([O,l],)\,X) < M([Oll]lkl’x};
ii)  R(K,u,X) © M(K,U,X) .
Prova. ii) == i), E (8.14).
i) == 1ii). Se ii) n@o se verifica, existe f € R{K,u,X),
f ¢ M(K, 1, X). Seja g = f! . Por (4.46 a)) g € R(suppu,ﬁ,xh
3 _ supp U 3

onde I € a restricdo de p ao supp 4 . Como f nao tem imagem

H-quase separavel (ver (8.4 b))) ent3o g ndo tem imagem [-qua-
se separavel. Assim, por (8.4 b)), g ¢ M(suppi,ii,X). Logo
R(suppu,ﬁ,x)qﬁM(suppu,ﬁ,X). Sendo suppy metrizdvel, recorrendo

a (8.16) temos que i) nd3o se verifica.
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8.18. COROLARIO. Se K €& um compacto de Eberlein e u & uma me-
dida de Borel regular nao puramente atomica (nao nula) em K.sao

equivalentes:

i) R([OII}IAIX) c M([0,1],A,X);

ii R(K,u,X) c M(Klﬁlx)'

Prova. Basta aplicar (8.17) lembrando que supp U €& metrizavel

(ver [Li] teorema 4.3 e [Ro 1] teocrema 4.5 a)).

8.19. COROLARIO. Seja o: [a,b] » IR crescente com My nao pura

mente atOmica (ndo nula). Sao equivalentes:

i) R([0,11,%,X) < M([0,1},A,X);
ii) R([alblluarx) < M([albllﬁulx);
iii) Rg(la,bl,0a,X) < M(la,bl,u,,X);

iv) R (la,b]l,a,X) c M(la,b], 1, ,X).

Prova ii) e iii) sao equivalentes por (8.8).

i) e ii) sao equivalentes por (8.16).

Suponhamos iv). De acordo com (5,10 i)) temos
Ry (la,bl,0,X) © R (la,b],a,X) € M ([a,b],ﬁa,x) e portanto temos
iii).

Vamos provar que iii) —» iv).
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E facil ver que para provar iv) é suficiente mostrar
que R ([a,bl,0,X) N B([a,b],a)c M({a,b},ﬁa.x) ja que se
h € RG([a,b],a,X), existe g € RO([a,b],a,X) limitada com g = h,

H,~d-S.

Suponhamos iii). Decorre da equivaléncia entre i) e
ili)y aplicada a o e a. que iii) € equivalente a
Ry (la,bl,a,,X) c M({a,b]ﬁ%x,x). Por (5.10 i)) temos que

C

Ry (la,b),a ,X) n B(la,bl,X) = Ry(la,bl,a_,X) c M([a,bl,i, ,X).

C

Decorre, entdo do item c) da prova de (7.16) e de (8.6) gue

R, (la,b],a,X} N B([a,b],X) c R, (la,b],a _,X) n B(la,b],X)
C M([a,b],aa IX)

C
c M([a,b],fi_,X)

0 gue completa a prova.

Mostramos, entdao, gque para K compacto de Eberlein e yu
nao puramente atOmica em K, ou mais geralmente para K compacto
e 1 ndo puramente atdmica com supp H metrizavel,K temos que P2A
e P2C sao equivalentes. Além disso, para o: [a,b] - IR cres -
cente com u nao puraﬁente atdmica temos que P2A e P2B sao equi

valentes.

8.20. OBSERVACAO. Como conseqliéncia dos resultados que acaba-

mos de obter, dos resultados de [R], [D], [MR] e dos resultados

do §2 temos, por exemplo, que:



- 178 -

I. Se X =4 _(N) ou X = co(P) ou X = lp(F) para p € ]1,®] e
[T| 2 c, ou mais geralmente se X & uniformemente convexo com
dens X 2 c, entao R{K,u;X) d¢ M(K,ﬁ,x) para todo compacto K e

toda U de Borel regular nao puramente atomica (ndo nula) em K.

II. Assumindo a hipdtese do continuo temos que se X = C(T), on-
de T & compacto de Eberlein ni3o metrizavel ou se X = C(T)* onde
T ndao €& separavel em medida entdo R{Ku,X) ¢Diwqﬂ,x), para todo

compacto K e toda p de Borel regular ndo puramente atdomica (ndo

nula) em K.

III. Se X € um espaco de Banach com base simétrica generalizada,. .

v

dens X' 2c e X nao & isomorfo a RI(F) entdao R(XK,u,X) ¢ M(K,U,X)
para todo compacto K e toda p de Borel regular nao puramente

atomica (nado nula) em K.

O proximo teorema generaliza o resultado obtido para
K= [0,1] ey = A , em [D]. Para a prova precisaremos de um re-
sultado sobre operadores de Darboux, assunto esse, que tratare-

mos no §9.

8.21. TEOREMA. Seja X = C(T) onde T & um compacto diadico. En
tdo, para todo compacto K e toda medida M de Borel regular em K

temos que R(K,u,X) ¢ M(X,1,X).

Prova. Sabemos que C(T) & isomorfo a um subespaco de C({O,l}m)
para algum cardinal m. Assim basta provar o teorema para

X = c({0,1}™). £ conhecido (ver por exemplo [D] 1.5.2) que a
natural inclusdo i: c({0,1}™ - Ll({O,l}m) =Y & l-somante. Se-

jJa £ € R(X,u,X). Por (9.13 iii)) e (8.2) temos que
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i(f) € M(KX,u,Y). Logo por (8.4) existe E ¢ K boreliano com
W(F) = 0 e iof(K-E) separavel. Por [D] teorema 3.1.1 temos que

f(K-E) é separadvel. Por (8.4) temos que f € M(X,1,X).

8.22. TEOREMA. R(K,u,2,(T)) < M(x,i,zl(r)) para todo compacto

K, para toda u de Borel regular em K e para todo conjunto I.
Prova. Decorre de (7.17 I) e (8.2) oude (8.21), se observarmos
gue a bola do dual de Ql(F) com a topologia w* & um compacto

diadico.

8.23. OBSERVACAO. Se u é uma medida de Borel regular num com-

pacto K e se supp u & metrizavel entio decorre de (8.1 a)),

[MR] Teorema 2 e (8.17) que se {XY} € uma familia de espa-

YET
¢os de Banach tal que R(K,U,Xy) c M(K,ﬁ,XY) ¥ YET entdo para
X = (86X ), temos que R(K,u,X) c M(X,1,X).

ver Y1

PROBLEMAS

® O resultado citado na observacdo (8.23) vale independente da

hipoétese "supp U metrizavel"?

© Se p é uma medida de Borel regular (ndo puramente atdmica)
hum compacto K e se R([0,1],X,X) ¢ M([0,1],),X) entdo.

R(KIUIX) < M(KIﬁIX) ?

o000
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§9. OPERADORES DE DARBOUX

O conceito de operador de Darboux foi introduzido por
Pelczynski e Rocha Filho. Um resumo dos resultados por eles ob
tidos sobre esses operadores estd em [PR]. Lembramos que um O-
perador linear continuo T: X - Y & chamado operador de Darboux
se para cada f: [0,1] » X Riemann-integravel tem-se Tof: [0,1] > Y

Darboux-integravel.

Neste paragrafo, obteremos, para operadores, resultados
analogos a (1.10), (1.4) e (1.14), gue garantem gue gquando um O-
perador linear continuo T: X - Y ndao & um operador de Darboux,
esse fendmeno é sempre causado por um tipo especial de funcao
f: [0,1] - X Riemann-integravel ou ainda por uma seqgliéncia basi-

ca de X ou por algum subespaco separavel de X.

Como visto em [D], resultados sobre operadores de Darboux
fornecem resultados sobre o problema R{(X) c M(X). Nosso interes-
se em estudar os problemgs D(X,u,X) = R(X,u,X}) e
R(X,1,X) ¢ M(X,1,X) nos conduziu ao estudo de operadores, que
chamaremos de operadores de Darboux em relacao a U e que defini-

remos em (9.2). Para esses operadores, generalizamos os resulta

dos de [PR].

9.1. NOTACOES. X e Y indicardo espagos de Banach. Adotaremos

as seguintes notagoes:
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L(X,Y) = {T: X > Y : T & linear e continuo} ;

K(X,Y) = {T € L(X,Y): T & compacto} ;

WK(X,Y) = {T € L(X,Y): T & fracamente compacto} ;

DP(X,Y) = {T € L(X,¥Y): T & um operador de Dunford-Pettis}

{(lembramos que T € L(X,Y) & chamado operador de Dunford-Pettis se

iig T(xn)= 0 sempre que {Xn}nela converge fracamente a zero);

HP(X,Y) = {T € L(X,Y): T é&umoperador p-somante } (p€ll, )

(lembramos que T € L(X,Y) & p-somante se existe M > 0 tal que pa-

ra cada n € N e para cada Xl”"’xn € X temos

A

n n
) {lT(Xiﬂ[p M sup { ) lx*(xinp: x* € X* e ||x*|| £ 1D.
i=1 i=1

9.2. DEFINICAO. Seja p uma medida de Borel regular num compacto
K. Dizemos que T € L(X,Y) & um operador de Darboux em relacgdo a

1 se para cada f € R(K,u,X) temos que Tof € D(K,u,Y).

Indicaremos por D(K,u,X,Y) o conjunto de todos os operado

res T € L(X,Y) Que sdo operadores de Darboux em relagdo a U .

9.3. PROPOSICAO. Sejam u uma medida de Borel regular num com-

pacto K e T € L(X,Y). Sao equivalentes:

i) T € D(K,u,X,Y);

ii) para cada f € R(X,u,X) N B(K,X) tem-se que Tof € D(K,u,Y).
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Prova. Analoga a de (7.2). De fato, sO temos que provar
ii) = 1i). Se i) nao se verifica, existe f € R(XK,u,X) tal que
Tof ¢ D(X,u,Y). Tomando f como em (7.2) temos que

f e R(K,u,X) N B(X,X), mas Tof $ D(K,u,Y) e assim ii) nao se ve

rifica.

9.4. OBSERVACAO. Seja uy medida de Borel regular num compacto K.

a) E imediato que se T € L(X,Y) e f € R(X,yu,X) entdo
Tof € R(K;u,Y) (e também que se f € D(X,u,X) entao

Tof € D(XK,u,Y)).

b) E facil ver que se X,Y,Z,W sdo espacos de Banach,

T € D(K,1,X,Y), F € L(z2,X) e S € L(Y,W) entdo SoToF € D(X,u,%Z,W) .

c) D(K,u,X,Y) &€ um subespaco vetorial fechado de L(X,Y). Isto

decorre de (9.3) e de (4.22 ii}).

9.5. COROLARIO. Sejam o: [a,b] - IR crescente e T € L(X,Y).

Sao equivalentes:

i) T € D(la,bl, 1, X,Y);

ii) para cada f € RN([a,b},a,X) tem-se que Tof € DN({a,b],a,Y).
Prova. Analoga a de (7.3) usando (9.3).

9.6. PROPOSICAO. Sejam My € H,medidas de Borel regulares em

K, “l nao-atdmica, Mo puramente atdomica. Seja p = Ul + Moo

Entdo temos:
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i) D(K:UerrY) = L(XrY)'

ll) D(KlullXIY) c D(K/UIXIY)-

Prova i) Decorre de (9.4 a)) e de (4.41).

ii) Analoga a de (7.4).

Os resultados seguintes sao os analogos a (1.10), (1.4)
e (1.14) para operadores. Daremos apenas uma indicacao do rotei
ro a seguir para demonstra-los: trata-se simplesmente de adaptar

demonstracoes do §l.

9.7. PROPOSICAO: Seja T € L(X,Y) tal que T ¢ D([0,1],A,X,Y).

Se D & um subconjunto enumeravel de {O,lL denso em [0,1] entao

existe f: [0,1] » X Riemann-integravel tal que f(t) = 0 se
t ¢ De ||[Tof(t)|| = 1, se t € D.
Prova. Proceder como em (1,10). Para isso, observar inicialmen

te que se T € L(X,Y) e T ¢ D([0,11,X2,X,Y) entdo existem

ac {t:nemw, ie{0,1,...,2") e h: [0,1] > X Riemann inte
2

gravel tais que Toh ndo é Darboux integravel, h(x) = 0 se x ¢ A

e ||Toh(x) ]| = 1 se x € A (ver a prova de (1.3)). Em seguida,

seguir os passos de (l.6) para mostrar que se T € L(X,Y) e

T ¢ D([0,1],A,X,Y) entdoexistemD ¢ [0,1] enumeravel denso e

g: [0,1] » X Riemann-integravel com g(x) = 0 se x € D e

|Tog(x) || = 1 se x € D (e portanto Tog ndo & Darboux-integravel).
Repetir o argumetno da prova de (1.3) para mostrar que, a partir
de g,podemos conseguir h: [0,1] » X Riemann-integravel tal que
||lToh(x)]] = 1 se x & racional diddico e h(x) = 0, caso contra-
rio e portanto Toh nao €& Darboux-integravel. Agora, a partir
dessa h construir f exatamente como em (1.10), alterando apenas

a escolha de XyreoorX,
1
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9.8. PROPOSICAO. Seja T € L(X,Y). S&do equivalentes:

i) T e D([O,l},)\,x,Y);

ii) T‘ € D([0,1],X,2,Y); para todo Z subespaco separavel de
Z

X.
Prova. Anadloga a de (1.4).

9.9. PROPOSICAO. Se T € L(X,Y) e T ¢ D([0,1],X,X,Y) entdo exis

te uma seqgfiéncia basica {xk} de X tal que:

kEN

i) A funcgao F: [0,1] » X que verifica a F(21+1) =X YneNN,
n+1 n .
2 27+1
viedlo,1,...,2"%1}, F(%) = x, e que se anula nos outros pon-

tos de [0,1] & Riemann-integravel;

ii) lIT(xk)]f =1, V¥V k€N (e portanto ToF¢D([0,1],Xx,Y)) .

Se X tem base de Schauder B entdao podemos ainda con-

seguir {x ! como acima que €& também uma base de blocos de B.
k" k€N

Prova. Por (9.8), temos que existe um subespaco Z de X, Z se-

paravel tal que T $ D([0,1],A,X,Y). Com isso, basta conside

2
rar X separavel. Podemos supor entdo X < C([0,1}). Como T(X)

-

é, entdo, separavel, podemos supor T(X) c & _(N). Com isso, e
xiste T € L(C([0,1]),% (WN)) tal que ilx = T, De acordo com
(9.7), podemos tomar D c [0,1] enumeravel denso em [0,1] e

g: [0,1] » X Riemann-integravel tal que g(t) = 0 e se t ¢ D e
|| Tog(t)|] = 1, se t € D. Tomemos le } enr Me {Pn}nénl como
em (1.14). Como em (1.14) temos que, para cada a,b € [0,1]

com a < b. e para cada n € N, existe t € la,b[-D onde Pnog é
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continua (e P og(t) = 0). Como D € denso, para cada
a,b € [0,1], com a < b, para cada n € IN e para cada € > 0 exis
tem t € la,b[-D e s € la,b[ n D tais que ”Pnog-{s)- P_og(t) || <%
e portanto |[P_og(s) || <% . Além disso, como sS€D, temos
|Tog(s) || = 1.

Fagamos I, = ]0,1[, I, = ]o,%[,...,12n+i=};%,%§%[,,
1 _2i+1

_ 1 _ . n_
1% 5 m2n+i ool se neNe i€ {0,1,...,2 -1}. Proceden

do por indugéo, como na prova de (1.14), conseguimos seqliéncias

m

{nk}kelN de naturais e {sk}kEE]N de pontos de [0,1] com

nq < n, < heae: € Sk e Ik’ YkEIN tais que

[Tog(s) || =1 ¥ ke,

b, og(spll < - , ¥V KEN, k> 1,

k-1 2520 (|| B |} 1)

1
(]| )]+

llgts,) - P og(s)ll < — , ¥k € N,
k 2

Facamos f(ml) = P, og(sl) e para cada k€W, k > 1, fa

1
= - 3 T 1
camos f(m) = (P -P_ )(g(s,)). Entdo |[Tof(m)|| > 5 e
k k-1
1
[ £m) - g(s )] < KTy YkEN.
M
De fato, fazendo n, = 0 e P0 =z 0 temos

|[Fof (m )| 2 ]ﬁog(sknl—lﬁog(sk)-TO(Pnk~Pnk_l)(q(sk))H
> 1 - |F|llg(s)-(2. P ) (g(s) ||
k n Tny g k
51 - 2 51 gren

5 1
2k+lM 2
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e também

e tm-gts )l £ I, ogtsll + Ip, 0s(e,)-gts,l

Se t ndo & um dos m fazemos f{t) = 0.

k’
Seja h como em (1.14). Entao h e Riemann—integréve%
mas como Hfoh(mk)ﬂ = 1 VKEN, temos que Toh ndo é Darboux-in

tegravel. Além disso, como em (1.14) temos que f & Riemann-in

tegravel.

Se B = {en}nemﬂ é base de X, facamos F(x) = 0(x)f(x),
onde O(x) = 0 se £(x) = 0 e O(x) = TFE;%E;TH se f(x) # 0. Lem
brando que se f(x) # 0 entdo ||Tof(x)]|] = ||Tof(x)]|]| > % temos

por (1.2 b)) que F & Riemann-integravel e pela nossa construcao

fazendo x, = F(m ) ¥k €N temos que {Xk}kena & base de blocos
de B com |[T(x,)|| = 1 ¥ke€N, o que completa a prova da segunda a
firmacao.

Para provar a primeira afirmacao, tomamos xk=h(mk)
¥KEIWN. Como na prova de (1.14) temos o resultado lembrando que

ITx) || = |ITohtm) || = [[Fon(my) || = 1.

9.10. PROPOSICAO. Seja u uma medida de Borel regular num com-

pacto K. Entdo D([0,1],X,X,Y) © D(X,H,X,Y).

Prova. Analoga a de (7.13). De fato, por (9.6) podemos supor U
ndo-atdmica (e pu(K) = 1). Se T ¢ D(X,u,X,Y) entdo por (9.3) e-

xiste f € R(K,u,X) N B(X,X) tal que Tof ¢ D(K,u,Y). Como
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Tof € R(X,u,Y) e Tof ¢ D(K,u,Y), por (7.1), existe 6 > 0 tal
que, sendo P = {x€K: w(Tof,x) > 6} temos u(P) > 0. Definindo,
agora, g como na prova de (7.13) e procedendo como la, mostra-
mos que g € R([0,1],A,X) mas Tog ¢ D([0,1],X,Y). Assim

T ¢ D([0,1]1,A,X,Y). Logo D([0,1],),X,Y) ¢ D(K,u,X,Y).

9.11. DPROPOSICAO. Se u & uma medida num compacto K verifican-

do as hipoOteses de (7.6) entdo D([0,1]1,X,X,Y) = D(X,u,X,Y) para
todo Banach X e todo Banach Y. Consegllentemente se p & uma me-
dida de Borel regular num compacto K e se uma das condicbes a),
b) ou c) abaixo se verifica, entdo D([0,1],A,X,Y) = D(K,u,X,Y)

para todo Banach X e todo Banach Y.

a) U & ndo-atbmica ndo-nula e existe F c K fechado separavel

com u(F) > 0;

b) U & nao puramente atdmica (ndo-nula) e K & diddico (ou exis

te F fechado diadico com supp ¥ © F < K);

c) 1 & nao puramente atdmica (nd3o-nula) e K & localmente cone-
x0 {ou existe F fechado localmente conexo com

supp 4 € F < K).

Prova. Para provar a primeira afirmacgdo, procederemos como em
(7.6), usando (9.7) ao invés de (1.10). Para simplificar supo
mos ul(K) = 1 e tomamos ul,uz,g, A' e D como em (7.6) e

A < [0,1] enumeravel,denso em [0,1] com g(D) ¢ A. Se

T ¢ D([0,1],A,X,Y), por (9.7), existe f: [0,1] - X Riemann-inte

gravel tal que |[Tof(x)|| = 1 ¥x€A e f(x) = 0 se x ¢ A. Toman
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do h = fXg(D) e procedendo como em (7.6) temos que

hog € R(K,u,X) mas Tohog § D(K,u,Y). Assim T ¢ D(K,u,X,Y).
Com isso, D(X,u,X,Y) ¢ D([0,1],X,X,Y) e portanto, por (9.10),

temos D(XK,u,X,Y) = D([0,1],72,X,Y).

Nos casos em que a), b) ou ¢} se verificam obtemos
que D(K,u,X,Y) < D([0,1],A,X,Y) assim como (7.7. b)), (7.9),
(7.11) e (7.12) decorrem de (7.6). De (9.10) decorre que

D(K,u,X,Y) = D([Oll]IAIXI‘Y)‘

9.12. COROLARIO. Seja a: [a,b] » IR crescente tal que Hy, é
ndao puramente atdmica (ndo-nula). Dado T € L(X,Y) sdo equiva-

lentes:

l) T € D([Oll]IArXIY);
ll) T € D([alb}luaile);
iii) Tof € DN([a,b],u,Y) para cada f € RN({a,b],u,X);

iv) Tof € Dé({a,b],@,Y) para cada f € Rb({a,b],a,x).
Prova. i) <= ii) E um caso particular de (9.11) b) ou c).
ii) = iii) E (9.5).

iii)e= iv) E andloga a prova de (7.16) ii) < iv).

9.13. PROPOSICAO. Seja p uma medida de Borel regular num com

pacto K. Entdo temos :
i) K(X,Y) c D(X,u,X,Y).

ii) WK(C(S),Y) ¢ D(X,u,C(S),Y) para todo compacto S.
iii) Hp(X,Y) c D(K,u,X,Y) , ¥V p€[l,~][.

iv) DP(Ll(m),Y) c D(K,u,Ll(m),Y),se m & medida finita.
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Prova. De acordo com [PR] temos que i) ii), iii) e iv) valem
para K = [0,1] e y = A. Assim i), ii) e iii) e iv) decorrem

de (9.10).

9.14. PROPOSICEO. Se K e y verificam uma das condigOes a),

b), ¢) de (9.11) (oumais geralmente obedecem as hipbteses de

{(7.6)) entao:

i) WK(C(S),Y) = D(K,u,C{(S),Y) para todo compacto S.
ii) K(X,Y) = D(K,u,X,Y) para todo X uniformemente convexo.

iii) DP(Ll(m),Y) = D(K,u,Ll(m),Y) se m &€ finita.

Prova. FE consegliéncia dos resultados de [PR] e de (9.11) ja
gue em [PR] foram provadas as igualdades i), ii) e iii) para o

caso K = [0,1] e u = A.

9.15, EXEMPLOS.

a) Se K e u verificam uma das condicbes a), b) ou c) de (9.11)
entao K(cO(F),Y) = D(K,u,co(F),Y). De fato, por (9.14) temos
WK(CO(F),Y) = D(K,u,co(T),Y) e por (2.18 b)) temos

WK(CO(T) ,Y) = K(cO(T),Y) = D(K,u,co(F),Y).

b) Se Y ndo contém subespaco isomorfo a cotm) entao

D(K,u,C(S),Y) = L(C(S),Y) = WK(C(S),Y) para toda u de Borel re
gular em K e para todo compacto S. De fato, por (2.18 a)) te-
mos a segunda igualdade e por (9.13 ii)) temos entdo L(C(S),Y¥)

WK(C(S),Y) € DI(X,u,C(8),Y) c L(C(S),Y).
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c) Ao contrario dos exemplos acima, para X = QI(IU = Y temos

D(K,u,X,Y) = L(X,Y) ¢ K(X,Y) para toda u de Borel regular em K.

d) Se X = QPLN) = Y, onde 1 < p < ®, entdo para cada K e U
verificando a), b) ou c) de (9.11) temos WK(X,Y) ¢ D(X,u,X,Y).
Basta observar que o operador identidade estd em WK(X,Y) mas

nao em D(K,},X,Y) pois D(K,u,X) # R(K,u,X) (ver (7.17.11)).

e) A inclusao HP(X,Y) c D(K,u,X,Y), onde p € [1,~[,&, em ge~-
ral, prOpria pois se valesse HP(X,Y) = D{(K,u,X,Y) teriamos
D(K,u,X,Y) © WK(X,Y) (ver [LT] 2.b), o que &, em geral, falso

(ver c) e (2.18 c))).

f) Se X = Ll(S,Z,m) para alguma medida m e Y € um espaco de
Hilbert, entdo L(X,Y) = Hl(X,Y) = D(K,u,X,Y) para toda pu de
Borel regular em K. De fato, temos L(X,Y) = Hl(X,Y) (ver [DU]
Capitulo VIII) e por (9.13 iii)) temos entao

L(X,Y) = Hl(X,Y) c D(K,u,X,Y) < L(X,Y).

9.16. OBSERVACAO. Seja A c X. Se para cada n€EN, existe

An c X, An totalmente limitado tal que para cada x€A existe

y € A, com |[x-y|| < % , entdo A é totalmente limitado.

De fato, dado n € IWN, tomemos Sl"“’S com

p
b
. 1 . . - .
< i - .
diam Si S 55 01 l,...,p tais que A4n < ;:gsi. Seja
T, = S; + B(O,f%) (onde B(0,r) = {xe€X: ||x|| £ r}). Temos que
diam T, £ diam S, + diam B(O,QL) < 4L-+ 2 L. lw Mostremos
i i 4n 2n 4n n
2 1
que A ¢ W T,. Tomemos x€A. Seja y€A, tal que |[[x-y|| <4 .
i=1

Entdo x € y+B(O,i%). Como y€S, para algum i € {1,...,p},temos
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P P
gque x € l_JTi. Logo A c L_JTi. Assim A €& totalmente limita-
i=1 i=1

do.

Assim se A ¢ X ndo & totalmente limitado, existe
n€EN tal gque para cada S c X, S totalmente limitado, existe
x€A tal que ||x-y]|| 2 L wyes.

n

9.17. TEOREMA. Sejam (Xy) uma familia de espagos de Banach

YET
e p € ]l,°[. SejaX= (6 X_)

YEr Y P
i) Se D([O,l],K,Xy,Y) = K(Xy,Y) , ¥ YETl , entao

D([0,1],A,%X,Y) = K(X,Y).

ii) Se K & um compacto e U €& uma medida de Borel regular ve-
rificando a), b) ou c) de (9.11) (ou mais geralmente verifican
do as hipOteses de (7.6)) e se D(K,u,Xy,Y) = K(Xy,Y) ¥ vyel en-

tao DI(K,u,X,Y) = K(X,Y).

Prova. Por (9.11) basta provar i). Dado x€X e J < I', indique-

mos porxr le o elemento de X dado por X]J(Y) = XY se Yy € J e
xiJ(Y) =0, se y ¢ J. Para cada Jc T , sejam

Y, = {x=(XY)Y€T€X: X, = 0 se y € T-J} e

B; = {xey : lIx]| £ 1} . Dado x = (x\) er € X, © {yer: X, * 0}

sera chamado de suporte de X.

Seja T € D([0,1]1,A,X,Y). Entao

T €D([O,1],A,Y{ },Y) = K(Y YY) vyel . Assim, para cada
Y{ } Y {Y}
Y

Jc T, J finito, temos que T € K(Y.,Y).
| J

Y3
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Suponhamos T ¢ K(X,Y). Ent3o T(B) ndo é totalmente
limitado. Por (9.16) existe § > 0 tal que para cada S c Y,

S totalmente limitado, existe b€B tal que ||T(b)-s]|| > & wses.

Tomemos S = {0} ©¢ Y. Entdo existe b, € B com

fT) ]| 2 §. seja I'yc T, r; finito tal que
8 ~ S
“bl| || < E?TFFHZET‘. Entdo [[T(b; V|| £ 5 e portanto
T—Ii T”Tl
. 1
“T(bl' 25 . seja y = bll
I, Iy
Como TI é compacto entdo T(Bp ) é totalmente limi
Y 1
T
tado. Logo, existe b, € B tal que [|T(b,)-s|| 2 § ¥s €T(B, ).
1
Em particular temos [[T(b,)-T(b, )|/ 2 ¢ ou [T (b, |z ¢s.
Fl T—Fl
. .. §
seja I', ¢ I'-I'; , T, finito tal que Hbzl || = ETTFFHIIT'
F-(Flurz)
Entdo ||T (b )| s ¥ e portanto ||T(b, ) = <
2| =2 P ‘P2 =2
F—(FlUTZ) TZ
Seja y~ = b21 .
TZ
Temos gue os suportes de y1 e y2 sdo disjuntos;
1 § 2 $ 1 2
bz S, redl 2 S, vt s 1 e lIvRll s 1
Lembrando que T‘ €& compacto, podemos conseguir
Y
r,urlr

g conx]jy3]l S 1, suporte de y°

Iyc T - (I,uT,), I, finito e
S
> -

3 3
contido em F3 e HT(y3)H >
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Por inducdo, conseguimos {yn}nejN c X com t]ynllé 1,
Ty™ || 2 —g— , ¥ neEN e tal que os suportes de y' e y" sdo

disjuntos se n,m € N, n # m.

Tomemos {rn}nemﬂ uma enumeracao dos racionais de [0,1]
e facamos f(rn) = yn ¥neNWN, f(t) = 0 se t € [0,1]-D. Entao temos
que f € R([0,1],A,X) mas Tof $ D([0,1],XA,Y) (para a prova proce-
der como em (7.18)). Assim T ¢ D([0,1],X,X,Y). Logo

D([0,1],X,X,Y) c K{X,Y). Por (9.13 i)) temos 1i).

o0o
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§10. OPERADORES QUE LEVAM FUNCOES RIEMANN-INTEGRAVEIS EM

MENSURAVEIS

Assim como o Problema 1A sugeriu a Pelczynski e Rocha
Filho o estudo dos operadores de Darboux, o Problema 2A nos
conduziu ao estudo dos operadores que levam funcdes Riemann-in-

tegraveis em mensuraveis, que & o assunto deste paragrafo.

Comecaremos com alguns fatos relacionados com a densi
dade do dual de um espaco de Banach com respeito a sua topolo-

gia w*, que serao utilizados no estudo dos operadores.

10.1. NOTACDES. X e Y indicardo espacos de Banach. Adotare-

mos as seguintes notacoes:

inf{|D|: D c X* e D e w*-denso em X*} ,se X = {0}
dens X* =

Xo , se X = {0}
S(X,Y) = {T € L(X,Y): T tem imagem separavel}.

Como & usual na literatura diremos que X & WCG se X for
fracamente compactamente gerado, isto &, se existir S ¢ X, S fra
camente compacto tal que EEEHWE = X e diremos que X €& injetivo
se para cada espa¢o de Banach Z e para cada Y subespaco de Z iso

métrico a X, tivermos que Y & complementado em Z.

10.2. OBSERVACOES.

*
a) Para cada espago de Banach X, tem-se gue dens X* < dens X.

(ver [S] 17.57).
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b) Para cada espaco de Banach X tem-se

*
dens X* 2 inf{|I'|: ' ¢ X* e I' & total}.

Se X tem dimensao infinita temos

*
dens X* = inf{|l'|: T« X* e I' & total}

(lembramos que I © X* & chamado total se {x€X: x*(x)=0 ¥x*el'}l= {0})

Para a prova, observemos gque se I' ¢ X* & w*-denso em X*

entao [' & total e portanto

*
inf{|T]: T < X* e I & total} £inf {|T|: T'c X* & w*-denso} = dens X*,

Por outro lado, se ' ¢ X* & total, seja Y o fecho de

span I na topologia w*. Seja ¢ um funcional w*-continuo que se
anula em Y. Entao existe x€X tal que ¢ (x*) = x*(x), VYX*EX* e
portanto x*(x) = 0 ¥x*¥ € ' ¢ Y. Logo x=0 e assim ¢=0. Pelo
teorema 3.5. de [Ru] temos que Y = X*. E facil ver também que

Y &€ o fecho na topologia w* do conjunto Pl de todas as combina-

¢Oes lineares com coeficientes racionais de elementos de I' . As-

sim dens X* < [I,| < |[T|X,. Mas se X tem dimensdo infinita, en-
tdo I' , sendo total & infinito e portanto dens X* < |T'|. Assim

*
dens X* < inf{|I'|: I © X* e I' & total} se dim X = =.

*
c) Se X = & _(IN) entdo dens X* < dens X. De fato, se para cada

= X temos

n €N, tomamos ¢ € L. (IN)* dado por ¢no((xn')nem) n_

o
*
que T = {¢ : neEN} & total em £ (N)* e portanto dens X* <X, .

No entanto, &_(N) nao é& separavel.
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d) Se X = 2,(I) onde |I| = c entdo dens X* < dens X. De fa-
to, temos que X & isométrico a um subespaco de C([O,l]c) ja
gue [O,I}C com a topologia produto é homeomorfo & bola de X*
com a topologia w*. Sendo [0,1]c separavel temos que C([O,l}c)
€& isométrico a um subespaco de & (NWN). Logo X é isométrico a

um subespaco de L _(IN). Como em c), temos gue

*
dens X* < XO < dens X.

-~ - *
e) Se X e subespago de um WCG entao dens X* = dens X. Este

resultado foi provado em [Rel, pag. 791.

f) Se T: X > Y & um isomorfismo sobre a imagem entdo temos
dens X £ dens Y. No entanto, mesmo se T: X - Y & linear conti

nuo e injetor, podemos ter dens X > dens Y como, por exemplo,
X

= (=2

ocorre para T: L_(IN) ~ co(]ﬂ) dado por T{(Xn)nenﬁ = (n)neIN
Veremos adiante gque isso nao pode ocorrer quando

*
dens X = dens X¥*.
10.3. PROPOSICAO. Se T € L(X,Y) & injetor entao

* *
dens Y 2 dens Y* 2 dens X¥*.
Prova. Basta provar no caso em que X tem dimensao infinita e

portanto Y tem dimensdo infinita. Tomemos I total em Y*. En-
tdo T*(I') & total em X*. De fato, se T*(y*)(x) = 0 ¥ y*€l' en-
tao y*(T(x)) = 0 ¥ y*€I' e sendo I' total e T injetor temos x=0.

* *
Assim, por (10.2) a) e b) temos dens X* £ dens Y* £ dens Y.

10.4. COROLARIO. Se T € L(X,Y) entao

* *
dens Y + dens (ker T)* 2 dens X*.
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Prova. Basta provar no caso em que X tem dimensao infinita.
Aplicando (10.3) ao operador T: X/Ker T » Y dado por

T(%X) = T(x), que & injetor, temos
*
dens Y 2 dens (X/Ker T)*

e portanto

* *
dens Y + dens (Ker T)* 2 dens(X/Ker T)* + dens (Ker T)*,

Basta provar, agora, dque para cada Z subespacgo de X temos

* * *
dens (X/z)* + dens Z* 2 dens X*.

Sejam {Zé}ae total em Z* , {wé} total em (X/Z)*

I BeJ

e II: X » X/2Z a aplicagao quociente. Para cada €I, tomemos

zg extensdo linear continua de z¥ a X. Seja

A = {53: a€I} U {wéoﬂ; REJ}.
Se x€X e wéoﬂ(x) = 0 ¥ BEJ entdo II(x) = 0 e portanto
X€Z. Se, além disso, E&(x) = z&(x) = 0 ¥ o€l entdao x=0. Logo A
*
& total em X*. Portanto dens X* £ |A|. Assim
* , *
dens X € inf{|I]|: T total em z*} + inf{|I|: T total em (X/2) !

7Y

dens 2* + dens (X/Z)* (ver (10.2 b))) ,

10.5. COROLARIO. Se X & subespaco de um WCG e T € L(X,Y) & in

\Y%

jetor entdo dens Y 2 dens X. Conseglientemente, se X & subespa-
co de um WCG, se Y é separavel e T € L(X,Y) & injetor entdo X &

separavel.

Prova. Decorre de (10.2.e}) e (10.3).
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10.6. DEFINICAO. Seja v uma medida de Borel regular num com-
pacto K. Dizemos que um operador T € L(X,Y) & um operador RM
em relacdo a U se para cada £ € R(K,u,X) temos que

Tof € M(K,1,Y).

Indicaremos por RM(K,u,X,Y) o conjunto de todos os o-

peradores T € L(X,Y) que sao RM em relacao a Uu.

10.7. OBSERVACAO. Seja p uma medida de Borel regular num com

pacto K.

a) E facil ver que se X,Y,Z e W sao espacos de Banach,
T € RM(K,1,X,Y), F € L(Z,X) e S € L(Y,W) entao

SoToF € RM(K,u,Z,W).

b) Seja T € L(X,Y). Entdo T € RM(X,u,X,Y) se e sO se para cada
f € R(X,},X) tem -se gue Tof tem imagem uU-guase separavel. Is-

to decorre de (9.4 a)) e (8.4 b)). Logo S(X,Y) c RM(X,u,X,Y¥).

c) RM(X,u,X,Y) & subespaco vetorial fechado de L(X,Y). De fa-

to, & imediato que se trata de um subespac¢o vetorial. Para mos-
trar que & fechado, tomemos {Tn}neli c RM(K,u,X,Y) convergindo a
T em L(X,Y). Seja f € R(X,u,X). Por b) para cada n€N, podemos

tomar Bn boreliano de K com Tnof(K—Bn) separavel e u(Bn) = 0.

Assim p( LJ B,) = 0 e como Tof (K- J Bn) c W Tnof(K—(_J Bm) c
nelN nelN neEMN meN

LJ T _of (K-B ), que é separavel, decorre de b) que
nem n n IS

T € RM(K,u,X,Y).
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d) Segue de (8.2) gque D(K,u,X,Y) ¢ RM(K,u,X,Y).

10.8. PROPOSICAO. Sejam p uma medida de Borel regular num

compacto K e T € L(X,Y). Sao equivalentes:

i) T € RM(K,u,X,Y);

ii) para cada f € R(X,u,X) n B(K,X) tem-se que Tof € M(K,u,Y).

Prova. Analoga a de (8.7).

10.9. PROPOSICAO. Sejam a: [a,bl] > IR crescente e T € L(X,Y).

S&do equivalentes:

i) T € RM([alb]lMQIXIY);

ii) Tof € M([a,b},ﬁu,Y) para cada f € Rg(la,b],o,X).

Prova. Analoga a de (8.8).

10.10. PROPOSICAO. Sejam My o€ W, medidas de Borel regulares
num compacto K, com i, nao-atomica, My puramente atomica. Se-

ja uo= Hp ot H,. Entao temos:

i) RM(KIHZIXIY) = L(X,Y);

ii) RM(K,Ul,X,Y) c RM(X,u,X,Y).

Prova. i) Decorre de{9.4 a)) e de (8.1 b))

ii) Analoga a de (8.9).

10.11. PROPOSICAO. Seja u uma medida de Borel regular ndo pu-

ramente atomica (nao nula) num compacto K. Entédo

M(KIUIXIY) c RM({011]I>\’XIY)‘
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Prova. Analoga a de (8.14).

10.12. PROPOSICAO. Seja K um compacto. Se p & uma medida

de Borel regular ndo puramente atdmica (nio nula) em K tal

que supp M € metrizavel entdo RM(K,u,X,Y) = RM([{0,1],x,X,Y).
Prova. Analoga a de (8.17).

10.13. COROLARIO. Seja o: [a,b] - IR crescente com nao
puramente atdmica (n&o-nula). Dado T € L(X,Y) sdo equivalen-

tes:

i) T € RM([0,1],4,X,Y);
ii) T € RM({a,b},ua,X,Y);
iii) Tof € M([a,b},ﬁa,Y) para cada f € RN({a,b},a,X);

iv) Tof € M({a,b],ﬁa,Y) para cada f € RO([a,b],u,X).
Prova. Analoga a de (8.19) usando (10.12) e (10.9).

Um dos resultados de [MR] & que, assumindo a hipdtese
do continuo, se X & uniformemente convexo nao separavel, temos
que R([0,1],A,X) ¢ M([0,1],A,X). Se X & uniformemente convexo
e I: X > X é& o operador identidade, assumindo a hipbtese do con

tinuo, temos entdo que sdo equivalentes:
i} I € RM([0,1],A,X,X); -
ii) I € S(X,X).

Como caso particular do nosso proximo resultado, tere-
mos que esse resultado ainda vale se substituirmos I por um ope

rador linear continuo T.
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No que segue p indicara uma medida de Borel regular
ndo puramente atdmica (ndo nula) num compacto K, e estaremos
admitindo a hipbdtese do continuo sempre que aparecer a indica-

cao (+CH).

10.14. TEOREMA.

a) Seja Z subespaco de um WCG tal que R(K,u,Z) ¢ M(X,1u,%Z). Se
T € L(Z,Y) & injetor entdo T ¢ RM(K,u,%,Y) (e, em particular,

R(K,u,Y) & M(K,u,Y)).

b) Seja X um espaco de Banach tal que:

i) todo subespagco de X & WCG;

ii) para cada W subespaco ndo separavel de X tem-se que
R(K,u,W) & M(K,u,W).

Entao RM(K, u,X,Y) = S(X,Y) para todo espaco de Banach Y.

Prova. a) Tomemos f € R(K,u,Z) tal gue f ¢ M(X,li,Z). Mostre-
mos que Tof ndo tem imagem p-quase separavel. Seja B boreliano

de K com p(B) = 0. Se Tof (K-B) fosse separavel ent3o

E = span Tof(K-B) seria separavel. Tomando F = {z€Z: T(z) € E},

que é subespaco fechado de Z, teriamos Tl : F > E injetor e E
F

separavel. Como Z (e portanto F) é& subespaco de um WCG, por
(10.5) teriamos F separavel. Como Tof (K-B) ¢ E entio

f(K-B) © F e assim f(K-B) seria separavel, o que & uma contradi-
cao pois f € R(K,u,z), f ¢ M(K,11,2) e u(B) = 0 (ver 8.4. b)).

Assim por (10.7 b)), T ¢ RM(K,u,Z,Y).

b) Por (10.7 b)), resta provar que RM(K,u,X,Y) ¢ S(X,Y). Seja
T € L(X,Y). Por i) temos que Ker T & WCG. Pelo teorema 2.5 de

[Li], existe Z subespaco fechado de X tal que Ker T n z = {0} e
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Ker T + Z & denso em X. Suponhamos que T ¢ S(X,Y). Entdo T(2)
ndo pode ser separavel e portanto Z ndo &€ separavel. Por i) e
ii) temos entdo que Z & WCG e que R(K,u,2) & M(K,u,Z). Como

Tl é injetor, decorre de a) gque Tl ¢ RM(K,u,%,Y). Logo

Z Z

T ¢ RM(K,u,X,Y), o que completa a prova.

10.15. OBSERVACAO.

a) Se RM(K,u,X,Y) = S(X,Y) e se Z & um espaco de Banach para
o qual existe F € L(X,Z) cuja imagem & densa em Z entao

RM(K,u,2,Y) = S(Z2,Y).

De fato, se T € RM(KX,u,Z,Y) entao

TOF € RM(K;14,X,Y) = S({X,Y}). Como T(Z) = T(F(X)) < ToF(X) temos

que T(Z) & separavel e portanto T € S(Z,Y).

Em particular se RM(X,u,X,Y) = S(X,Y) e se Z & um quoci

ente de X entdo RM(K,u,Z,Y) = S(Z,Y).

b) Ndo existe um espaco de Banach Y ndo separavel tal que

RM(K,u,X,Y) = S5(X,Y) para todo Banach X. De fato, sendo I um
conjunto com |[I'| = dens Y existe T € L(%;(I),Y) sobrejetor e por
tanto T ¢ S(%l(F),Y). Como R(K,u,ﬁl(F)}C: M(K,ﬁ,ﬁl(T)), fazendo

X = QI(F) temos que T € RM(K,u,X,Y), mas T ¢ S(X,Y).

c}) Seja X WCG. Se T € S(X,Y) entdo X/Ker T &€ WCG e T induz um
operador linear continuo injetor T: X/Ker T ~ E?;}. Assim, por
(10.5), temos que X/Ker T & separavel. Por [JL], proposicdo 2,
temos que Ker T & WCG. Assim, para que um operador definido num

WCG tenha imagem separavel, €& necessario gue o nicleo desse ope-

rador seja WCG. Isso justifica, em parte, a hipotese i) de
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(10.14 b)). ©No entanto, essa hipdtese nao & necessaria para
gue um WCG X verifique a RM(K,u,X,Y) = S(X,Y) para todo

Banach Y. De fatq, veremos em (10.17) que para X = Ll([o,l}m%
onde m & um cardinal qualquer,admitindo a hipétese do continuo te-
mos que RM(K, 1,X,Y) = S(X,Y) para todo Banach Y. No entanto,

Ll({O,l]c) € WCG e tem subespaco que ndo & WCG (ver [Ro 3]).

10.16. COROLARIO (+CH). Emcada uma das situacbes abaixo temos que

RM(K,u,X,Y) = S(X,Y) para todo Banach Y.

uniformemente convexo.

[0l

a) X

b) X & complementado em cO(F) para algum I .

(02}

c) X complementado em C(S) para algum S homeomorfo a um

fraco-compacto de um Hilbert.

Prova. Se X & uniformemente convexo entao X estad nas condicoes
de (10.14 b)) e assim temos o resultado. De fato, seja Z subes-
paco de X. Entdo Z & uniformemente convexo, portanto reflexivo
e portanto WCG. Além disso, se Z & nao separavel temos, pelo re

sultado de [MR] e por (8.14) que R(K,u,Z) ¢ M(K,u,2).

Se W = cO(F) para algum I entdo existe T € L(Qz(F),W)

com imagem densa. Assim, por (10.15 a)) e por a) temos dque

RM(K,u,W,Y) S(W,Y) para todo Banach Y e, novamente por (10.15 a)h

RM(K,u,X,Y)

S(X,Y) para todo X complementado em W = cO(F).

Se S & homeomorfo a um fraco-compacto de um Hilbert
entdo existemum Hilbert H e T € L(H,C(S)) com imagem densa (ver
[BRW] teorema 3.2). Como no caso anterior concluimos que

RM(K,u,X,Y) = S(X,Y), para todo X complementado em C(S).

(Na verdade b) & um caso particular de c)).
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10.17. COROLARIO (+CH). Seja m uma medida.

a) Se p€]ll,»[ e X & subespaco de Lp(m) entao

RM(K,u,X,Y) = S{X,Y) para todo Banach Y.

b) Sao equivalentes :

i) RM(K,1,X,Y) = S(X,Y) para todo X complementado em

Ll(m) e para todo Banach Y.
ii) DP(Ll(m),Y)c: S(Ll(m),Y) para todo Banach Y.
iii) WK(Ll(m),Y)c: S(Ll(m),Y) para todo Banach Y.

iv) Existem conjuntos enumeraveis A e I e uma familia {ma}ueA

de cardinais tais que Ll(m) & isomorfo a

m
a
2.(Ty® (@ L, ([0,1] 7).
1 OEA 1 1
v) Ll(m) é isomorfo a Ll(v) para alguma v o-finita .
vi) Ll(m) € isomorfo a Ll(v) para alguma v finita.

Prova. a) Decorre de (10.16 a))

b) Sabemos gue existem conjuntos A e I' e uma familia
{ma}aeA de cardinais tal; que Ll(m) e isomorfo a
W= 2.,(I'Y @ (& L,([0,1] Ot)) (ver [L] Corolario do teorema
1 aEA 1 1

3, §15}). Sendo I =T ou I = A, W tem subespaco complementado
isomorfo a 21(1) e portanto existe um operador sobrejetor

F € L(W,%l(l)) = RM(K,u,il(I)). Com isso, se vale i)} temos

que F € S(W,Ql(l}) e assim I & enumeravel. Logo temos iv). Por

outro lado, sendo J: zl(I) > QZ(I) a inclusao natural temos que
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JoF € WK(W,RZ(I)) e tem imagem densa. Assim, se vale iii) te-

mos também iv).
E facil ver que iv)== v) e que Vv) = vi).

Se vale vi) entdao existe T € L(Lz(v), Ll(m)) com ima-
gem densa e portanto por (10.15 a)) e (10.16 a)) temos i). As-

sim, i), iv), v) e vi) sao equivalentes.

Se vale vi) entdo por (9.13 iv)) e (10.7 d)) temos
DP(Ll(m),Y)) c RM(K,U,Ll(m),Y) para todo Banach Y. Como ja sa-

bemos que vi) => i) entao temos ii).

Se vale ii), entao como WK(Ll(m),Y) c DP(Ll(m),YL para
cada Banach Y (ver [DS] VI 8.12) temos iii). Como ja vimos que
iii) == iv) temos agora que vi) == ii), ii) == iii) e iii) = iv),

o gue completa a prova.

10.18. COROLARIO (+CH). SejaZ==L1(m)ondentéo-finitaou Z = C(S)
onde S & homeomorfo a um compacto fraco de um Hilbert. Se X é
um subespaco ndo separavel e complementado de Z entao

R(K;u,X) ¢ M(K,u,X).

Prova. Se X & complementado em Z entao por (10.17 b)) e
(10.16 c)) temos que RM(K,u,X,X) = S(X,X). Assim, se X & nao
separavel e I: X = X & a identidade entao I$RM(K,u,X,X), isto

&, R(K,u,X) ¢ M(K,u,X).

10.19. PROPOSICAOQ. Se X & injetivo entao

BM(K, u,X,Y) = D(K,u,X,Y) = WK(X,Y) para todo Banach Y. Conse-
qﬁentemente;mra}<=lu(m)ou X = C(S) onde S & extremamente desco

nexo temos RM(K,u,X,Y) =D(K,u,X,¥Y) = WK(X,Y).
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Prova: Seja X injetivo. Se T € L(X,Y) e T ¢ WK(X,Y) entédo,
por [Ro 2] Corolario 1.4, existe Z subespaco de X isomorfo a
2 (N) tal gque TIZ & isomorfismo. Por (8.20.I),

T ¢ RM(K,u,X,Y). Assim RM(K,u,X,Y) o WK(X,Y). Sabemos ainda
gque X & isométrico a um subespaco de & (') para algum TI. Co
mo & (I') & isométrico a um C(S) para algum compacto S temos
que X & isométrico a um subespaco W de C(S) e portanto W sera
complementado em C(S). De acordo com (9.13 ii)) temos

WK(C(S),Y) <« D(X,u,C(S),Y) para todo Y. Assim se P: C(S) - W

€ uma projecdo sobrejetora, entao dado T € WK(W,Y) temos que

ToP € WK(C(S),Y) ¢ D(K,u,C(S),Y). Como TOPI = T temos que
W

T € D(K,u,W,Y). Logo WK(W,Y) c D(X,u,W,Y) e portanto

WK(X,Y) © D(X,u,X,Y). Por (10.7 d)) temos

D(K,u,X,Y) © RM(K,u,X,Y). Logo WK(X,Y) ¢ D(X,u,X,¥Y) © RM(K,u,X,Y)

c WK(X,Y) e portanto esses conjuntos sao todos iguais.

Para as outras afimracOes, lembramos que se X = C(S)

para S extremamente desconexo ou X = L_(m) entdo X & injetivo.

10.20. OBSERVACAO (+CH).

a) Até onde estamos informados naose sabe se para todo X

WCG ndo separavel vale que R([0,1],A,X) ¢ M([0,1],A,X). Com

maior razdo, nao sabemos se para todo WCG X vale que
RM([0,1},2,%X,Y) = S(X,Y) para todo Banach Y ja gque, se essa i-
gualdade fosse verdadeira, entdo para X WCG nao separavel, to-
mando I: X » X o operador identidade, teriamos que

I ¢ s(x,X) = RM([0,1],X,X,X) e portanto R([0,1]1,A,X) ¢ M([0,1}A,X).
£ conhecido, no entanto, qﬁe se X = C(S) & um WCG ndo separavel

entdao R([0,1]1,A,X) & M([0,1],7,X) (ver [MR]). Mesmo nesse ca

I

sqfnéo sabemos se RM([0,1],A,X,Y) S(X,Y) para todo Banach Y,
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a nao ser no caso particular em que S & homeomorfo a um fraco-
~compacto de um Hilbert. Alertamos que existem espagos
X = C(S) gue sao WCG sem que S seja homeomorfo a um fraco-com-

pacto de um Hilbert.

b) ~Com relagao aos problemas citados em a), obtemos como con-

seqliéncia de (10.14 b)) que sdo equivalentes:

i) R(K,u,X) ¢ M(K,u,X) para todo X WCG ndo separavel .

ii)  R(K,u,X) ¢ M(K,pu,X) para todo X reflexivo ndo separavel .

iii) RM(K,u,X,Y) = S(X,Y) para todo X reflexivo nao separavel
e para todo Banach Y.

iv) RM(K,u,X,Y) = S(X,Y) para todo X WCG ndo separavel e para

todo Banach Y.

De fato, & imediato que i) = ii). De (10.14 b)) de-
corre que ii) = iii). De (10.15 a)) e lembrando que se X é&
WCG (nao separavel), existemRreflexivo (ndo-separavel) e
T € L(R,X) com imagem densa (ver [DU] VIII.4. Corolario 10) de
corre gue 1ii) == iv). Para provar que iv) == i) basta fazer

Y = X em iv) e usar o operador identidade.

Como consequéncia dos resultados deste paragrafo, pode

mos demonstrar ainda:

10.21. PROPOSICAO (+CH). Seja F compacto diadico. Se X é& um subes

paco nado separavel de C(F) entdo R(K,u,X*) & M(K,u,X*).

Prova. Se F & diadico entdo C(F) é isométrico a um subespaco

de C({O,l}m) para algum m. Assim, podemos supor F = {O,l}m.
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Seja v a medida produto em F e consideremos a inclu-
sdo J: C(F) - Ly(v). Se X & ndo-separavel entdo por [D] teore
ma 3.11, J(X) é ndo separadvel. Seja Jiyt X > J(X), Jy(£)=J(f)

¥ £ € X. Temos que J(X) € um subespaco ndo separavel de
*

Lz(v) e Jl tem imagem densa. Assim Ji: J(X) » X* & injetora.

Por (10.5) Ji tem imagem ndo separavel e portanto, por (10.15 a))

T o
J¥ € RM(K, 1, J(X) ,X*).  Logo R(K;u,X*) ¢ M(K,T,X*).

uma familia de espacgos de

10.22. ©PROPOSICAQ (+CH). Sejam {Xy}

yEer
Banach e Y um espaco de Banach tais que RM(K,p,XY,Y) = S(Xy,Y)
para todo Y€l . Seja X = (® X)) , ondep=0 oup©€]ll,wl.

Se Z € um subespaco complementado de X entao RM(K,V,2,Y)-=5(%,Y).

Prova. Por (10.15 a)) basta provar para Z = X(#{0}). Para ca-
da x = (XY)YET € X indiquemos por suporte de x o {yer:,xY¢ 0} e
para cada S © I' facamos Yo = {x = (Xy)yeF € X: x, = 0 se Y¢slh.

Seja T € RM(K,u,X,Y). Para cada n€EN, seja An a fami-

lia de todos os subconjuntos F de X para os guais temos:

1. lx]] £ 1, wx € F;
2. Se x,y € Fe x# y entdo o suporte de x e o suporte de y
sao disjuntos;

3. Se x,y € Fex #y entdo [[T(x)-T(y)]] 2 % .

Tomando x€X, com ||x]|| £ 1 temos que F = {x} € A, para cada
nelN. Logo An # ¢, ¥YnEN. Para cada n€N, consideremos em An a
ordem dada pela inclusdo. Pelo Lema de Zorn An tem um elemento

maximal Fn .
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Se para algum n, F_ € nao enumeravel, tomemos
g: [0,1] » Fn injetora. Como os suportes dos elementos de.Fn
sdo dois a dois disjuntos e como Fn € limitada temos que
g € R([0,1],x,X) (proceder como em (7.18)). No entanto, como
IT(x)-T(y) ]| 2 % se x,y € F, e x #y entdo Tog ndo tem ima
gem guase separavel e portanto T ¢ RM([0,1]1,)x,X,¥Y). Assim,

por (10.11) T € RM(X,y,X,Y), contra a hipdtese. Logo F, & enu

meravel para cada neEN e assim S = J tJ suporte de x
nelN xan

& enumeravel.

Para cada x € X, tomemos Xl’XZ € X com suporte de xlC:S/
suporte de.xzc ﬁs e X = X;+%, (portanto T(x) = T(x1)+T(x2)).
Se o suporte de X, é vazio entdao T(x) = T(Xl) € T(YS). Se o su
X
porte de x, € nao vazio entao ¢ L Fn . Assim, para

%, 1 " nem
*2 1
cada n€EN, existe Y, € Fn tal que HT(yn)—T( Vi < T (pois

HX2“

X
caso contrario, para algum n€N teriamos ﬁl G ﬁltj{ 2 } e

BN
[_F2
F.u ~*————} e A e portanto F_ nao seria maximal). Com is
n U x|l n n
*2 ;
so, T( ) € T( W F_) que é separavel pois cada Fn e enume-
IESA! new

ravel. Temos ainda que T(x,) € T(YS). Como

T € RM(K,u,Y ,Y) =8(Y, ,,Y) ¥y € T e como S & enumeravel
!Y{ : {v} {y]
Y

temos que T(YS) & separavel. Assim

T(x) = T(x1)+T(x2) € T(YS) + T(l_JFn)
neN

que é separavel e portanto T € S(X,Y).
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10.23. EXEMPLOS

a)  RM(K,,L,([0,11%),1,(0,11%)) ¢ S(L,(10,11%),1,([0,11°)).
De fato, a inclusio natural J: Lm([O,l}c) > Lz({o,l]c) é fra-
co compacto e portanto J € RM(K,u,Lw({O,l]C),LZ([O,l]C)) (ver
(10.19)). No entanto,a imagem de J & densa em LZ({O,l}C) e

portanto nao separavel.

Assim, para m finita, (ao contrario do que acontece
com X = Lp(m), p€l(l,»[) se X = L_(m) e Y Banach néo necessaria

mente temos RM(K,u,X,Y) c S(X,Y).

b) De acordo com ( 9.13 i)) e (10.7 4)) sempre temos
K(X,Y) ¢ D([0,1],X,X,Y) ¢ RM([0,1],2,X,Y) © L(X,Y). No exemplo

seguinte as trés inclusdes sao proprias.

Seja X =Y = ( ® X.) onde I = {1,2} , X. = L. ([0,11),
. 171 1 1
i€l
X, = 2,(1) e |T| =c.
Seja P: Ll([O,l}) - Ll([O,l]) uma projec¢ao cuja imagem
€ isomorfa a Ql(ln. Seja T: X » Y dado por T(xl,xz) = (P(xl),O).

Entdo T € D([0,1]1,A,X,Y) mas T € K(X,Y).

Seja F: X » Y dado por F(xl,xz) = (xl,O). Entao

F € S(X,Y) © RM([0,1],A,X,Y) mas F ¢ D([0,1],%,X,Y).

Seja U: X » Y dado por U(xl,xz) (O,Xz). Entdo
U € L(X,Y) mas U ¢ RM([0,1]1,2,X,Y).
c) Se K & um compacto gue possui uma seqgfiéncia convergente de

pontos distintos entdo (ao contrario do que acontece quando K é

extremamente desconexo) existe um Banach Y tal que
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RM([0,1],Ax,C(K),Y) # WK(C(K),Y) = D([0,1},A,C(K),Y) (para a

ultima igualdade ver (9.14 i))). De fato, se {Xn}neli € uma
seqliéncia de pontds distintos de K tal que lim x_ = x, consi-
n~o

deramos F = {xn: nelN } u {x} com a topologia induzida de K.

Sejam J: C(F) ~» co(]N) Um isomorfismo, U: C(K) > C(F) dado por

U(f) = fl , ¥£ € C(K) e T = JoU € L(C(K),co(lﬂ). Pelo teore-
F

ma de extensdo de Tietze, temos que U é sobrejetor e portanto

T & sobrejetor. Assim T ¢ WK(C(K),c_(IN)) mas
T € S(C(K),CO(IU) c RM([O,l},A,C(K),cO(IU) e tomamos Y = cO(EU.

Sdo exemplos de compactos que possuem uma segliéncia
convergente de pontos distintos: os Eberlein infinitos, os
dispersos infinitos e os diadicos infinitos. De fato, se K é
Eberlein infinito, tomamos uma segliéncia de pontos distintos de
K e sabemos que essa seqgliéncia tem uma subseqliéncia convergente.

Se K & disperso infinito, seja K, o conjunto dos pontos de acu-

-

mulacao de K. Como Ky ndao € perfeito, existe PEK, isolado em

K,. Seja U aberto tal que U N K, = {p} . Tomemos t, € K N U,

1
t; * p. Entdo U - {tl} é aberto e contém p. Tomemos

t, € U - {tl} » t, # p. Bscolhidos t;,...,t  com

- # ) 3 —
ti,, €0 {tl,...,ti} , t;, # p sei<mn, tomot ., €U {tlpu,tn},

2 . - - . . .
tn+1 p. Assim {tn}nem & uma seqliencia de pontos distintos

de K-{p}. Mostremos que lig t, = p. Seja W aberto com p€W. Se
{nem: t € U-W } fosse inggnito, como U-W & compacto, entédo

{tn: neN } N (U-W) teria um ponto de acumulacdo que nao pode ser
p j& que p€W. Assim (U-W) N (Kl—{p}) # ¢ e portanto ﬁrﬁKlvf{p},
o que & uma contradicdo. Logo {n€N: t € U-W}é finito e como
t €U, Vn€EN temos que { neN: t_ ¢ W} é finito. Portanto

lim tn = p. Se K & diaddico infinito, entdo o peso de K é maior

nro

ou igual a X. e assim, por [Hg] teorema 1, K contém subespaco
g o p 9
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homeomorfo a {0,1}1% que € metrizdvel infinito,e portanto exis-

te em K uma segliéncia convergente de pontos distintos.

o0o
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