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l - INTRODUÇÃO

O texto, (1), em que foi baseada esta dissertação e.!

tuda um caso particular da questão de encontrar condições nE.

cessarias e suficientes sobre um anel R para que ele tenha Ti

po de Representação Finito.(abreviadamente T.R.F.). Lembramos

que um anel R tem T.R.F., ou é do tipo flui.to, (à esquerda) se

existe apenas um numero fi.nato de módulos finitamente gerados

sobre R (à esquerd.a) não isomorfos

Algumas convenções: todos os anéis aqui considerados

têm unidade; um R-módulo é um módulo à esquerda sobre R;Mod(R)

denota a categoria dos R-módulos e mod(R) a categoria do R-mó-

dulo s f ini tamen te gerados

l)e61n,éção: Um anel R ê artinilano à esquerda (respect.L

valente, à direita) se toda cadeia descendente de ideais de R

ã esquerda (respectivamente, à direita) é estacionária.Um anel

é artiniano se é artiniano à esquerda e à direita.

O teorema de Kx,CL.e..C - Schm,cd,t nos garante que se R e um

anel artiniano então todo R-módulo finitamente gerado se de-

compõe de forma Única, a menos de isomorfismos, em uma soma d.{

Teta de RTrni;dulos indecomponzveis. Neste caso, podemos afirmar

que R tem T.R.F. se, e somente se, o níimero de R-módulos índe-

componzveis finitamente gerados é finito

Os anéis que estudaremos sao quocientes de ãlgebras

tensoriais especiais, Tt,(M). Estas ãlgebras serão definidas

na seçao 2, onde damos alguns resultados sobre elas que serão

Íiteís no desenvolvimento do texto.

Seguem algumas observações, definiçoes e propriedades

verão ser necessárias mais tarde

Ded,én,éção: Sejam R um anel, M um R-módulo a direita e

d eque



N um R - módulo à esquerda e S um grupo abeliano. Uma apZ,c

cação f: MxN > s é R - ba.Cansada se satisfaz

i) f(m + m', n) = f(m,n) + f(m', n)

f (m, n+n') = f(m,n) + f(m,n'), p

n, n' € N;

ii) f(mr,n) = f(m,rn), para todos(m,n)€1MxN e reR

P op ,éedade Un,éve,t.óaZ da P odu,to 7'enóa,t,éa,ê

Dados R, M e N comonadefiniçãoanterior, seja

+ : MxN > M 8RN a apli.cação canónica,isto é @(m,n)ámen

A aplicação 4) é R - balanceada e para todo grupo abeliano

S e toda aplicação R - balanceada f:MxN -----üS existe um iiní.

co homomorfismo i: M©RN > S tal que f=fo0

P,taro.óZçaO: Se M é um R - bimÓdulo, então MQRR e
o a M como R - modulo

m,m'éIMtodosara e

isomorf

Z)eá,énzçao: Dizemos que um anel R ê graduado pela

fam:lía (An)n30 ' de subgrupos do grupo aditivo R se R:neoAn
e AmAn C Am+n para todos m,n ? 0

Num anel graduado R, Ao é um subanel e cada An é

um Ao -- b imÓdulo

Exemp.eo: R= K(xl, ...pxr), K corpo
An : conj un to dos polín8mios homogêlneos de

grau n

Se R é um anel graduado, um R - módulo graduado ê

um R-módulo M juntocomumafam'lha (M.)n>0 de sub

grupos de M tai.6 quem:©Mn e ÂmMnC:M.+n para todosn=u
m,n > O

Se M e N sao R -- módulos graduados, um homomor-

fismode R-módulos f: M----+Nêditode grau zero se

f(Mn) ('Nnp para todo n > O. Veremos que as ãlgebras tenso-

ri.ais especiais são anéis graduados
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Z)eíÍ,cnzçao: Uma a,egeb,ta Â é dita he,ted.c,ta4,ca se todo

ideal à esquerda de A é um A - módulo projetivd

P40p0.6lçao: Se A é uma ãlgebra artiniana, então as

seguintes condições sao equivalentes

1) A é hered itãri.a;
2) Todo submi;du].o de um

je tivo;

3) rad(A) é projetivo. (ver (4))

módulo projetivo é pro'

Seja M um Â-módulo, adimensãohomológicade M

é o menor inteiro n (se existe) tal que M tem uma resolu-

ção projetiva

O ------> C. ---..+ . . . ------=»' C. ---.--.> M ----> O

A dimensão global de A é o máximo (se existe) do

conjunto formado pelas dimensões homológicas dos Â - módulos

Pela proposição anterí.or, vemos que uma ãlgebra artiniana A

é hereditãrí.a se, e somente se, dimensão global de A 5 l



2 4jGEBRAS TENSORIAIS ESPECIAIS E K-ESPECIES

P,to b,Cena

Sejam

minar um R-bimÓdulo TR(M), com estrutura de anel, com multi-
plicação R-balanceada e uma aplicação R-linear(ã esquerda e à

direita) © : M ------"» TR(M) tais que para todo R-bimÓdulo s

possuindo estrutura de anel, com multiplicação R-balanceada e

toda apli.cação R-linear (à esquerda e ã direita) lr:M---+S exis-

ta um Único homomorfismo de anéis f:TR(M) -'---->S tal que fo®=y
isto ép f torna comutativo o diagrama abaixo

R ane]. M bimÓduloRum e de terum que remo s9

9

T (M)R

Un.éc,idade: Suponhamos que TR(M),T+R(M);$;M-.=-->TR(M) e

$': M > T'R(M) tenham a propriedade acima

.M TR(M) M í

e''l ,,'' o

T'.(M) \k/ TR(n)\lé'/

Então, existem dois Únicos homomorfismos de anePis

f:TR(M) >T'R(M) e f':T'R(M) >TR(M) que tornam comuta.
tivos os diagramas acima, isto é, tais que

foq) = q>' e f'o q)'= $

Lo go , f ' o f o q) = f 'oq)' = q) e

fo f'o ®'= íé)q)= q)'. Mas a aplicação identidade

1: TR(M) >TR(M) é o único homomorfísmo de aneis

T (M)R
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Por tan to, l 'oí: = l

f é um isomorfismo .

Ex,C.sÍênc,éa: Para cada número inteiro n ? 0, indicare

M(n) o produto tensoríal, sobre R, de M por M n-ve

An al o game n te , d eduz imo s fo f ' Logolque

ze s

M(n) : M8RM8R'

M(o): R

e tomamos TR(M): R© MO M(2)O.. .$M(m)O

Para cada neN, M(n) é um R-bimÕdulo e, portanto,

TR(M) é um R-bim8dulo. Definimos em TR(M) a multiplicação
induzida pelo ísomorfismo canónico

M(n)8R M(m) >M(n+m)

se x = xlQx28 .'' OxnC M(n) e

y = ylOy2R '''Oyl!=M(m), então definimos
(n+m)

xy: Xl@x2R'''&xn8yl©...©ymel M'

e

IS to e 9

8RM

e estendemos, por linearidade, esta multípli.cação a todos os

elementos de Tn (M)

Esta operação é associativa pobre 'rR(M) e tem

igual a IR + 0 + O +..., onde IR é a unidade de R
TR(M) é um R-bimÓdulo com estrutura de anel

Seja 4':M >TR(M) a aplicação dhclusão

õ(m) = 0 + m + 0 + 0 + ..., meM

Se S é um R-bimÓdulo com estrutura de anel e multipll
cação R-balanceada e W: M >S é uma aplicação R-linear (ã
esquerda e à direita), então para n31 a aplicação

Ún: tM X M X ... x M ----->definida por
n-ve z

Pn(xl, x2,

unidade

e s

Logo

x.) : En W(x.i) ê R-balanceada gene-
l = l

ral i zad a



Mx

Pela propriedade universa] do produto tensoria]., exis

te um único homomorfismo de grupos fn: M(n) > S que torna o

diagrama acima comutativo, onde Tn(xl,x2,''',Xn);x18x2©'''8x

Seja f: TR(M) > S o homomorfismo de grupos que

e6:tende todas a$ fn' isto é, se m =i.àN mi' onde mie: M(i),e!

tão f(m)=iàN fj.(mi)(se re.R, f(r) : fo(r) : r.Is)

Para mostrar que f é um homomdtfilsmo de anéis basta

que se xêjM(n) e ye:M(m), então f(xy) = f(x)f(y)

f x : Tn(xl, . . .,xn) xié: M

x eMn e yêl. M(m) => Í

provar

, ym) yie. M

f(xy) = fn+m(xy) = fn+m OTn+m(xll'..,xn' yl,..., yn)

@.....(xl,..., ':n' yl,...,y.)'.m $(xj.)n=:W(yj)

Qn(xl, ...,Xn) @m(yl, . ., ym)

(fn o Tn(XI, ..., Xn)Jt fm o 'tm(yl,

fn(X) fm(y) = f(x) f (y)

Para se deduzir a unicidade de f basta ver que

em de q) gera TR(M)
Exémp.eo-ã.:Se R : K x K x K, onde K é um corpo!

a

O K O

O O KM

o o o
e a açao de R sobre M à esquerda

(respectivamente à direita) é dada pela multiplicação de ma

/0

tri.zes linha( respecti.valente coluna) . Então M(2): l O
\ o



7

e M(n): 0 para todo n : 3. Portanto TR(M) : RO MO M(2)
Exe,mp,eo 2: Seja R um anel comutativo e M=R en-

tão TR(M); RO RO RO... :R(x)(anel dos polin8mios com coefi

cientes em R) pois R8RR :R
0b.óexvaçao: Sendo R em geral nao comutati.vo,

demos dizer que Tp(M) é uma ãlgebra sobre R, mas tem

edades mui to próximas dis to

De fato, sendo R' um subanel de R, então To(M) é

uma R'--a].febra se, e somente se, R' esta contido no centro

de R

proprt

Temos, ainda, que TR(

subgrupos G{ : M(i), i 3 O

Oeá,én,éção: TR(M) é a ãlgebra tensoríal associada ao
R-bímÓdulo M

Suponhamos que R é o produto direto de uma famÍlí.a

finita de anui.s R = XZ Fj.. Então, cada R-bimÓdulo M pode
ser escrí.to de maneira iónica como um8 soma di.Teta

M) anel. graduado pelo se um

M M
i, j (; ]. i J

da .M. e um F. - F. bimõdu
l J l J

Exe.mp,eo 3. Se R = FI x F21 onde FI e F2 sao anéis

com divisão, et] e e'2 sao as unidades de FI e F2 respecti'
vamente, então aunidadede Ré e;(e', e'):(e', 0) +

(O, e2) : el + e2' Para todo R-bimÓdulo M, temos

eIMOe2M: eIMelOeIMe20e2MelOe2Me2
1 1

De maneira geral, M : i''A" l iKj' onde iMjzeiMej
sendo e. a unidade de F

Para cada iG:] a projeção ]]j.:R >Fj.s ]li(Xlp...pXn):

x{, é um epimorfismo de anui.s, logo cada {M{ pode também ser

considerado como um R-bimÓdulo

onde loca

ll

Estamos interessados no caso parti.colar que



(1) cada F{ é uma ãlgebra com divisão, central e de
dimensão finita sobre um corpo K;

(2) para cada par (i,j), K age centralmente sobre

iUJ' isto ê, xm =mx para todos xeKeme.iMj

(3) dimK(ÍMj) é finita
Defina.ndo a açao de K sobre R c

xr : (xrl, xr 2, ''', xrn),

ondexC.K e r:(rlP r2, '''prn)e.R, teremosque R e

TR(M) sao ãlgebras sobre K e dimKR é finita. Ainda,

dimKTR(M) éfi.nitase, esotnente se, M(n) ;0 para

algum n > 0

t)eÍÍ,inZçãa. Seja K um corpo'Uma K'eópecZe 'S=(FÍ.!iM.Í)

é formada por uma família (Fi)i€1) de ãlgebras -oam divisão,
centrais e de di.mensao finita sobre K e por outra família,

(iMj)i,je.t' de Fi'Fj biinÕdulos tais que K age centralme2.

te sobre Í.}lj e dimK(iMj) é finita

Se R='11IFi. e M:i jCiliMj' então M é um
R-bimÓdulo pois cada iMj é um R-bi.módulo. A cada espécie

S : (Fi, j.Mj)i,jCI associamos uma ãlgebra tensorial T(S) que
é por definição a ãlgebra tensorial associada ao R-bimÓdulo M

T(B) : RO MO M(2)O ... QM(n) + ..., onde M(n): Rn M,

T(S) é uma R-ãlgebra. As K-ãlgebras desta forma são denomina-

das ãlgebras tensori.ai.s especíai.s

Exemplo 4: No exemplo 1, TR(M) é uma ãlgeUra tenso-

rial especial sobre K e, ainda, dimK TR(M) é finita

A K-espécie associada a TR(M) é S:(Fi,iMj)i.,jCt1,2,3}

onde cada Fi: K,IMI : IM3 : 2MI : 2M2 : 3MI : 3M2 : 3M3 : 0 e

IM2 ; 2M3 ; Kp logo

M : IM202M3

M@RM : (IM2ÜR IM2)O(IM2ÊR 2M3)6(2M39R IM2)O(2M3QR2%) :

omo
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IM2 ©R 2M3

0b.5e4uaçãa: Se S = (F{, Mi) é uma K-espécie

i€1 Fj.p então, obviamente, i.Mj &R kn.C : 0 se j # k
Sejam R um anel e M um R-bimÕdulo. Dados um R--mÓ--

dulo Xeumaaplicaçao R-linear u; M&RX > XP podemos
definir em X uma estrutura de T.(M)-módulo da seguinte manei.

ra: se m,m'C.M e xG,X, então

mx = p(m8x) e (m8m')x = m(m'x)

Inversamente, todo TR(M)-módulo X é obtido desta
forma a partir do R-módulo X e da aplicação balanceada

(m,x) }..-->mx. Logo, é fãci.l ver que se D é a categori.a

cujos objetos são os homomorfismos de mÓdul.os sobre

R,4):M8RX >X, e cujos morfismos são os pares (18f,f) o2.
de f:X >X' é um moríismo de R-módulos tal que o diagra-

ma abaixo é corou ta tivo

M&.X

+ . v
M6Rx' 4)t >il

então, D ê equivalente à categoria Mod(TR(-M)).No caso de uma

K-espécie, isto é, quando TR(M) é uma ãlgebra tensorial espe-
cial, esta equivalência de categorias adota uma forma bem

mai s explÍci ta

Seja S =(Fi, iUj)i,jC.l uma K'espécie e X um R-mÓdu-

X : j€1XÍp onde cada Xj. é um Fi-!üÕ

MüRx.' (i;lla: i.Ki) 'Rq'lé'l XP -

i,I'? k€1(iMj eRxk) - i J€1(iMj eP:xj)
iMj9RXk : 0 se j # k

Uma aplicação R-linear $: M @RX

aplicações Fi'lineares i4)j: iUj eFi Xj > X.{

l o ,

du].o e

e

A .>x

f

PO l s

>X induz as
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Recíprocame.nte, dadas as famílias (Xi)Í€1. l e
(.$.). . -- ondecadaX.éumF.-módulo e
'Z'J' lpJ 6. J.' l ' '' i '''''' '

id)j:iMjüFiXj > Xi é um Fi'morfismo, obtemos um

R-modulo x=..LL X: e um R--morfismo +:M©.Xl ' Kiel

Oeá.én,éçao: Seja S=(Fi, inj)i,je 1 uma K'espécie,uma
representação de S, ou S-representação, (Vi,;4)i) ê uma cole-

ção de Fi-módulos Vi e Fj-morfismos j+i:jUieP:Vi ?Vj
A categoria das S-representações é a categoria cujos

objetas são as S-representações e os morfísmos são defina.dos

da maneira seguinte: dadas as S-representações V = (V{, {4).i)

e W: (Wi, jPi) um S-morfismo (ai):V > W é uma coleção de

aplicaçoes Fi-lineares ai:vi >Wi que tornam comutativa
o seguinte d iagrama

>

.> x

M 8 VFJ l ll

M VFJ l ll

lêa l

De acordo com o que foi dito anteriormente, temos o

seguinte

Tc04,epal Seja S+(FÍ, iMi)i,jal uma K'espécie. A ca-
tegoria das S-representações é equivalente à categoria

Mod (T (S) )

De acordo com isto, $e V:(Vi,j$i) e W:(Wi,jOi) são

representações de uma K-espécie S:(Fi,iUj), defi.nimos a soma
d treta VOW da maneira na tural

VOW: (ViOWi, jUi), onde

jui:j$i o j©í.: jKi üp{(vj.owi) >vj o wj
e temosp portanto, o conceito de S-representação indecomponl
vel

>

Dizemos que S e do Z.{po 6.{n.Clo se, salvo isomorfismo,

existe apenas um numero finito S-representações indecompo'



1 1

níveis (Vi, j4'i.) tais que dimK(
guinte teorema

Tecia.ema Z: Seja S uma K-espécie, a ãlgebra tensorial

especial T(S) tem tipo de representação finito se, e somente

se, S é do tipo finito

0b.óexvaçãlo: Dada S ; (Fi,iUj), uma K-espécie, T(S) ê
artiniana se, e somente se, M(n): 0 para algum n .> 1 e, neste

caso, T(S) é uma álgebra de Artin(ver(4))

ê finita. Vale o se-

GxaÁo a.õóoe,Cada a uma K-e.sx)ec,ée

Afim de caracterizar as K-espécies S =(Fi,iMj)i,je.1

com tipo de representação finito associamos a S um grato QISI
Esta .ideia e o resultado aludido são devidos a P. Gabriel

no caso em que cada Fi : K e foram generalizados por Dlab e
Ringel (5)

Supondo l

K-e spec Íe e

nij ; dimF{ (iMj) x dim (ÍUj)P;

Por definição, os vértices do grifo associado a S, QTS,), são

os elementos de l e ni{ é o niimero de flechas de j a i

Exemp,eoé 5:Seja Tp(M) como no exemplo 1, então

s:(ri,inj)Í,je.{1-,2,3}, }í = IM2O2M3'

Fi :K para todo ie.{1,2,3}, dimFt(IM2)::di.m(IM2)F2:dimFj(aM3)

dim(2bt3)F3 : l e nos demais casos dímFi(iMj) : dim(iMj)Fj : 0
Temosque: 1= {1,2,3} éo conjuntodevértices de OfS)

n12:l, n23 : le nij:0 nos outros casos, logo o ' grifo
associado a S é OTSJ<--.--.<

Tco,tema 3. Uma K-espécie S tem tipo finito se e se

mente se, seu grifo OTS) é união disjunta de diagramas de

Dynkin, isto é, QTS,) é composto dos seguintes tipos de

gratos

finito , sej am (p í ' iuj ) í , j e l uma



1 2

A n l

Bn i:::=:
P --
'n i--=

2

2

2

Z

3

3

a

3

n n>l

n>2n -

n>3n '

D .n l Ú

q

3

n>4
n '

1 2 5 n n:6p7p8

F4
l 2 :' 3 q

G2 i

ond e . . signif ica
l J

mas nao ambos e
j

06,õe,tvaçao: Se o grafo e é composto de diagramas de

Dynkin disjuntas dos tipos ADp Dnp E6p E7 ou E8 dizemos que é
um grafo de Gabriel

Se ÇIP (l2p'''(F sao os componentes disjuntas do grato

associado a uma álgebra tensorial especial TR(M), então TR(M)

se decompõe em um produto de ãlgebras tensoriais especiais i2

decomponzveis TR.(MI)x ....xTR (Mr), onde R'-Rlx...xRr como

K-algebra e, reordenando se necessário, (i é o grato associa

do a TR.(Mi) para iÜI,...,r. Assim, a categori.a mod(TR(M)) é

equivalente ao produto cartesiano das categorias mod(TR.(Mi))p
i = 1 , . . . , r

Exe.mpla-6: Se na K-espécie S=(Pi,iUj), Fi: K para todo

i, então dímF{(iMj) : dim(iMj)F: e imj está determinado pelo
n;mero n.Í..i(isto é, pelo número de flechas de j a i em QTS);

Assim, sendo QT'S.) o grifo abaixo, temos que

.g
.>J
>

r

l

l

b

l
.j

e
l
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03
d imK IM2 : dimK 2M3 : dimk 3MI

dimK iMÍ : OP i=1, 2,3

2
dimK 2MI : dimk 3M2 : dimK IM3

R = K x K x K

:)
e TR(M) nao tem tipo de representação finito pois, 'qualquer

que seja n, 2MI e-IM3 ê 3M2''''# 0 e portanto M(n) # 0

0.6 Á nê.,ió A e I'

Dada umâ ãlgebra tensorial especial TR(M), indicamos

por An o anel TR(M)/Jn onde ne.N e J : M + M(2)+ M(3)+

Desde que dimK(An) < ~p An é uma K-ãlgebra de Artin graduada
O nosso objetivo é determinar condiçê;es necessárias e

suficientes sobre TR(M) para que An tenha T.R.F., para todo
n:l. Afim de obter estas condições, consideremos, para cada
n:l, o anel

R

M R

M(2) Mrn
R

&(n-l )Ú(n- 2) R

com a adição e multa.plicaçao dadas pelas regras de operações

com matrizes. Então valem as propriedades abaixo, provadas
Dm f / \

1) Existe um monomorfismo de anéis fn:An >1'nl P!.

ra n:ll, tal que I'n tem dimensão global relativa zero sobre An

A aplicação é defínid a por
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r

fn (r + xl + + xn-l) xl r
8

Xn- 2 ' . . xl r

onde reR e xj.eM(i) para i= 1, 2, ..., n-l

2) Para cada nZI, se An tem T.R.F. então I'n tem T.R.F

3) Seja Gn(An) a categori.a cujos objetos são os An-m9.

dulos graduados X : Xo + XI + X2 + ... tais que Xn+s; O: para

s>0, e cujos morfismos são as aplicações de grau zero. Então

as categorias Gn(An) e Mod(I'n) são equivalentes

Agora, mostraremos que para cada nZI I'. é uma ãlgebra

sensorial especial. Dado n?l, consideremos o anel R'='1'TR. Des

de que R é um produto de anéis com divisão, centrais e de di--

mensão finita sobre K, o mesmo ocorre com R'. Seja eje.R' a

identidade R no i-ésimo fatos de R', isto é,

e.í = (0 , . . . , 0 , 1 , 0 , ...,0)
t-+i--e s ima po s i çao

Os eis sao idempotentes centrais e ortogonais de R' tais que

l

En
ll

Seja R'j. ; errei, R'i é um anel quociente de R' isomor
fo a R como K-algebra

Se X é um R-bimódu]o e: iXj : Ri BR X ]2R Rj ' então
{X. ê um Rt--bímÓdul'- isomorílo a X como grupo abeliano. O R-bi-

mÓdulo X pode ser considerado como um R'--bimÓdulo definido

o.x : aj.x e x.o = xaj' onde xeX e a=(al,...,an)eR'
Desta forma, X é isomorfo a iXj como R'-bimÓdulo. O re
abaixo é facilmente verificado

Lema: Se X e Y sao R-bimódulos, então

i 0 se j # r
(iXi) aR' (rYs) : S

l : (X a.Y)

multado

se
S
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Dada uma ãlgebra tensorial especi.al, TR(M), e um nÜlüen l
ro nC N, seja M'= ..LL (

l = l

RÍ+l©RM8RRi' Temos queonde

(1 ) R' = 1 1 . e

(2).M=r,s:l IMSp onde cada rMs é um Fr-Fs-bímÓdulo

(3) Se indicarmos por Fj: o j-ésimo fatos de Ri, isto
e F. = e .F .e

n m
.-tã., K':'H' 'n' ': .

i'

:.LL
r , s = l

ri+IMsi : Ri+l 9R rMs 8R Ri é um FTJ.+l' FsibiúÕãulo

E fácil ver daÍ que TR'(M') é um K-ãlgebra tensorial

especial e, utilizando o lema acima, vê-se que ®:tM'=0(cf te.g
rema 4 abaixo)

Exemp.C

m

70

onde

Se R=KI x K2p com Kl:K2:Kp

IMl: 2M2:0 e IM2

O conjunto dos vértices do grato associado

a TR(M) é 1 : {1,2} e o grafo é

Para n=2, R'= RlxR2:KllxK21xK12xK22P o con'
junto de vértices é

I' : {llP21,l2,22} e M': 2MI

O grifo associ.ado a TRç (M' ) 'é

l l '> . 2 2

22 -> . 1 2
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No exemplo acima, observamos que TR(M) não tem T.R.F

n . (M' ) tem

Tc,o,tema 4: Para cada nZI, I'n; TRt(M') como K-ãlgebras

Z)êmonó;e4ação: Sejam ei:(O,...,0,1,0,...0)eR',

S : TR'(M') e Pij: eiSej ' Então,

S:..L.L Pij(decomposição de Pierce
n

l1 ) J

da ãlgebra S). Com esta decomposição, a soma e o produto dos

elementos de S correspondem a soma e o produto usuais de ma

tr i ze s do t Ípo

al l al 2 aln

a21.

';1

a22

an2

a2n

onde aijG Assim,

PI 2

P22

Pn2

Pln

P2n

Pnn

mass

Se : = R' j+2(u©Ku)j+
n'J

+n( 8R M)j

e O se i <j

Pij:l R' s' i:j

i (àRJ M)jse i»j

Logo,
R'l

2M'l

3 (M8M) l

.(B': w

0
R' 3

B

P

.M'..l R'.M)2



Sendo R': ;R como K--ãlgebras para i=1,...,n, a afirma

teorema é verdadeira

P áznx.çao: Um anel Â, artiniano à esquerda e à direi

ta, é um anel de Nakayama se, para cada idempotente primitivo

eeA, eA e Ae têm uma {inica série de composição

Se .à é um anel artiniano, ã esquerda e à direita, e

r = rad(A), então as seguintes propriedades são verdadeiras

(ver (8) , (9), (10))

1) A é um anel de Nahayama se, e somente se, A/rz ê

um anel de Nakayama

2) Se rz=0, então A é um anel de Nakayama se, e so-

mente se, para cada idempotente principal ee:A, er

(respectivamente, re) é um A-módulo ãi dí-reata

(respectivamente, esquerda) si.mples

l)eá.én,éção: Um grato C é um ciclo se te

gu in te s fo rma s

1 7

doçao

dasm. uma se

ond e . . é . >.. ou .< . nã o ambos
l J i j Í j
Dado um ciclo C e fixada una orientação para o mesmo,

sejam p o número de flechas de C no sentido positivo e q o

número de fl-echas de C no sentido negativo. Associamos a C o

número inteiro nao-negativo \cl : lp-ql

Exemp.eo 8

Para os grafos abaixo, te

l c tl : 1 1 c 2 1 : o

2

mos

C l

orientação

l c: l : :
4

: /''\. :
\..7

2

C3

Note-se que o numero ICI independe da

: <::3.'
C 2
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o c l c.Lo C

Z)eáZnlçao: Umciclo C édo tipoZm se C tem m

vértices e lcl = m

P4.0p0.6.éçãol:Se o grifo associado a TR(M) é um ciclo

do tiPO Zm entãol para cada n?l, TR(M)/Jn é um anel de
Nakayama

Z)e,morz6,C4ação: Desde que o grafo associado a Tu(M)

têm subgrafos do tipo :i12' , podemos assumir q
F. : F. : ... : F : K

Temos que

(1) rad (TR(M)/Jn) = J/Jn

(2) (TR(M)/Jn)/.(J/Jn)2 ;

(3) rad(To (M) /JZ) = M

Então, pelas afirmações feitas anteriormente, ê sua

ciente mostrar que, para cada ídempotente principal e de

TR(M)/J2 eM e Me são...IR(M)/J2 módulos simples

R : K, M = K e o resultado vale. ,,q

l
\...,../3

29 caso - O grifo associado a TR(M) é l\

da para

nao con ue

2

com n.>2, sendo

En tao,

n o numero de
n

R : F l
i:l

ve r t ic e s

o s id empo tente s

elp e2' '''l en de rR(M)/JZ são os elementos que ,correspoE.

demãos idempotenteseÍ' =( O, ..., 0, 1, 0,..., 0)ÉJR e

yi-es ima po s iç ao

M = R28K Rl+R38K R2 + ... + Rn8KRn-lJ'R18KRn onde

Rj. : eiR ei' Note que Rj é um R-módulo simples a esquerda eA\ ! \- ' a.\ \n. lrl l l

à d íre i ta
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Logo,

RÍ+lBK Ri : Rj.+l como TR(M)/Jz-módulo
a esquerda para ISi$n-l

RI OK Rn : RI como TR(M)/J'z- módulo ã es
querda para i;n

Me

Analogamente,

Í Ri-l como TR (M)/Jz- mÓdul

'i :$í'$-

L Rn como TR(M)/i2.módulo à direita para i:l

d ire i ta para0 a

e.M

Então, TR(M)/JZ é um anel de Nakayana e,

TR(M)-/Jn é um anel de Nakayama pata todo n?l

Exemp,ea 9: Suponhamos que o grafo associado a TR(M)

é .(11) Então,R=K,M:K e TR(M)=K©KOKO...;K[X]

Portanto, TR(M)/Jn ; K(X}(Xn)

Obóe,tuaçãeó

(1) Suponhamos que o grafo associado a TR(M) ê do ti.-

PO Zn' então 8mM?ÉOpara todos. Logo, TR(M) nãos um

anel artiniano e, portanto, TR(M) não é um anel de Nakayama

(2) Podemos reconhecer as ãlgebras tensoriais eÊ;pe-

ue sao anéis de Nakayama através da proposição abaixo

P,topa.õZção 2: Uma ãlgebra tensori.al especial TR(M) é
um anel de Nakayama se, e somente se, o grifo associado a

Tp(M) é composto de grafos disjuntor do tipo

(8) , (10) )

Ca,toZã,t,éo: Seja TR(M) uma ãlgebra tensorial especial

e seja J = M+M(2)+ .... Então, cada anel quociente TR(M)/Jr

e um anel de Nakayama para r?ll se, e somente se, o grafo asse

alado a TR(M) é composto de grifos disjuntor dos tipos Zn e

> >

c ia i s q

l 2

ver

>

2 3

por tan to,

.>. m>l
3

r

l
.>. m>l

m



MATRIZ ASSOCIADA Â UM GRAFO

Vimos que se I'n nao tem T.R.F. então An também nao tem

T.R.F.. Afim de obter condições necessárias e suficientes so-

bre TR(M) para que I'n tenha T.R.F., para todo n.>1, descrevemo$p

neste capítulos o grato associado a I'n em função do grafo de
T. (M)

MaiC4,éz aó.õoc,cada a um g,taco

Sejam a um grato, com um número finito de vértices,

V: {vl'..., Vn} o conjunto de vértices de Q e nj.j o número de
flechas de v{ a v{. A Q associamos a matriz n x n com coefici-

entes inteiros positivos N =(n.:) e reciprocamente. Esta asco

ciaçao induz uma correspondência biunÍvoca entre as classes de

isomorfismo de gratos e as classes de equivalência de matrizes

cujos termos sâo inteiros não negativos

Obóe,tvaçao: Entendemos que duas matrizes de mesma or-

dem A e..B sao equivalentes se uma pode ser obtida da outra

através de uma permutaçao da base. Isto é, se existe uma ma-

triz de permutaçao U, com o mesmo tamanho que A, tal que

Exemp.eo 1: Se Q é o grato
> . >.

1 2 3

matriz associada a Q é

o o o o ''l
l o o o l
o l o o l
o o o l l

lUAU B

Então, a

4f 2 3
Sendo QI o grafo <.
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temos que Qi e 0 são ísomo rfos e

l o o

o o l
o o o

associada a 0. e

NI

e U N U NI onde

o o o l
o o l o

o l o o

l o o o

SejaN=(n::) uma mxmmatriz comcoeficíentes in

Leitos não negativos e seja G? o grafo associado a N. Notemos

que 1= {1, ..., mj} é,também, o conjunto de vértices de Q. Pa

ra cada(i, j)€1xl, seja qijÜnij + nji' Pretendemos encon-
trar conde.çÕes necessárias e suficientes sobre N para que Q

seja um grafo de Gabriel.(ver pagina 12)

Suponhamos que 0 contém um ciclo, isto é, 0 tem um

subgrafo C de um dos tipos:i(1) ou

Se I' é o conjunto dos verti.ces de C, entãoE q:: ? 2para
j e.I' 'tJ

todo ie.1: A desigualdade ocorre sé o niimero de flechas entre

dois vértices de I' é maior que o da figura

Reciprocamente, se existe um cc,ajunto I'É:l tal que

para todo i€1'j€1tqijZ2, então Q contém um ciclo. Pois, se
It tem r elementos então

2r = E 2 < E E
ie i' i€11' jei

E E (n. .+ n. .) = 2 E
i€1' jeZ' :J Ji i,jel'

Isto .é, o número de flechas entre os elementos de I' é maior

ou igual ao número de vértices o que significa que é? contém

2

qi j



um c i. c ]. o

De6.énZçao: Dizemos que a matriz N contêm um ciclo se

existe um conjunto de Índices I'Ê.l tal que, para cada ie.1r),

jàl' qj.jZ2
Deá,énlçao: I'c.l é um ciclo de N se o subgrafo de

Q formado por [' e todas as f]echas de Q que ]-igam os vérti-

ces de I' f.or um ciclo

Pelo que foi dito acima, vale o seguinte

P,tolooó.éçao 1: 0 grato Q associado à matriz N contém

o se, e somente se, N contém um ci.c].o

Pxopa.6,éçao 2: Suponhamos que N contém um ciclo e seja

i'S:l tal que, para cada i€1',jElt qij?2. Se I' não tem ne-
nhum subconjunto próprio com esta propriedade, então I' tem

um ou dois elementos ou it é um ciclo

0b.óexvaçao : Consideremos os seguintes gratos

0
Nestes dois grifos o conjunto I' formado pelos verti

ces satisfaz as condições da proposição mas não é um ciclo (o

número de elementos de I' é um ou dois)

Demonó,C/oração da pxop40,6,éção 2

Suponhamos que I' tem mais de dois elementos. Então

qi;=1 ou 0, para todo (i,j)(:l' x I', pois, caso contrario,

I''=ÍI,j} seria um subconjunto de I' tal que kElliqk,e:2 para
todo Ze:1' ' . Logo, temos que

(Ü) dado v€1' existem ele-bentos distintos v' e v''€1' - {v}

tais que qVVl: 1: qVVtí pois W€1í qvw? 2

ejavlel', por(ü), existev2€:1' -Ívl} tal que

Ainda por (ü), existe v3€1''lvl,v2} tal que qv?va:l

Suponhamos que vl'. pune:1' foram escolhidos de tal maneira
q u e c].. .. = 1 pa r a i=].. . . . . n - l

Ívi+l

c iclUln

l



Então qv.v.: O se ti--jl # l e 'lÍ--jl# n--l pois, em

caso contrario, supondo que iSj, teríamos {vi,vi+l'

e sEJ qVxVs> 2. Logo SEJ qVTVS> 2 para todo re.{viP

o que contradiz a hipótese n

Se {vl,..'pVn} : I'P então qVV.: l pois iEI viva?2p

q,, ,. :l .e q., ., = O para 2<iSn-2. Portanto, para todo'vn-lvn

iC.{l,...,n} , n qv.v.: 2 e I' é umciclo
j =1 l J

Note que qv.v.: 0 para todo vi€1'1 1

Selvl,...pVn} # I'P então qV.v: 0 pois em caso canl"n
U

{vl'...pv } teria a propriedade ÍÊI qvzvjZ 2, para

-' l nvjC''lvl,...,Vn} ' Logo, qV.V: O para IÉi.Sn-2 ep por(+)

existe Vn+l€1'''[ vl,...pvn]} tal que qVnvn+l' ]
Sendo I' um conjunto finito, concluimo

tràr io

1'que e un\S

0 para 2Si<.n-2=q
i n

coA.o.êã,t,Co: Se ltC l é um ci.clo em N com mais de

dois elementos, então os 'índices de I' podem ser ordenados

vlp'..,vR tal que, se vl : Vn+l então qVZVZ+l: IP l<-iÉn

Exemp.eo 2
l l o o

o o l l
o o o l
l o o o

Se N

1 = { 1, 2,3 ,4} e os subconj untos de l

1].: {11e l2: {2P3P4} são ciclos de N

l3 :l1,2,4 } tambêta tem a propriedade j }lllqij?12,

i e.13P mas nao é um ciclo

O grifo associado a N é

par a todo

a,D D bl\-.L a
4

U 3
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e,[4,cca ,õob e u]]] g4aÓO

Seja Q um grato e N :(n:;) a matriz associada a Q.
a- J

Se l= {1,...,m} é o conjunto dos índices de N, qij:nj.j+nji
e Z+ denota o conjunto dos n;meros inteiros não negativos, p!.

ra cada x e. 1, definimos

. : 1 > Z+ {..,/ {n}
da seguinte maneira

dv'l(0) : {x}

{i€1; i ?É x e qxÍ # O}

se d.i(k) esta definida para 0Sk5n, então

dxikn+l) : {ic.l;i$éi LJ dxl(k) e .:3jé.l tal que

dx(j):n e qij # O} FinalKeute, dxl(m) = 1 - dxl(Z+).

Isto é, se x,ye.1 e dx(y) # ", então dx(y) é igual

ao menor niimero de flechas necessárias para se obter um cami-

nho ligando x a y

Exemp.eo 3: Suponhamos que Qé o seguinte grato

M23

então
0

l

l

0

0

0

0

l

0

l

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

( 0)

0

l
0

0

0

0

0

0

l
l
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l
l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

(0 )
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0, se x = l

1, se x = 2 ou 3

2, se x = 4 ou 5

", se x > 6

dl (x)

0, se x = 7

1, se x = 6, 8 ou 9

2, se x = 10 ou l l

", se x<6

d7 (x )

Z) eÍ ,én,éçã o

d.i (j) < m

P4.ap,t,Cedadeó

i) di(j)S di(k) + dk(j), IVp i,j,k€1

2) di(j) : dj (i), V i,j€1
3) d é umamétrica em 1, onde d(x,y) = d..(y)

4) Se di.(j)< m e dj(k)< ", então di(k)< "

5) Se existemxo'..., xc€1 tais que qx.Í:.. #O Pg

ra 05i5c-l, então dx. (xc)$ c

6) Se dxo(xc) : c, então existem xl,

tintos tais que qx.x. . # Os para 0<i$c-li "i+l
Com as notaçiies introduzidas, um conjunto I'(:l é

Cone-xO se para todos x, yé.I'existem xl : xl X2P'''PXn:y per

tendentes a ]í tais que qx.x. # OP para i:],...,n-].i"i+l

Temos que i'CI é canela se, e somente se, dx(y) é
finito, quaisquer que sejam x, yêl',ou seja se x e y estão

ligados no grafo 0.

Pelas propriedades(1) -(6) acima, vemos que a rela-

ção em l definida por í-ji(1:::1:=)pdi(j)< " é uma relação de

equivalência e cada classe de equivalência Vi é um subconjun-

to conexo de l.Como lütJVipcada Vi é chamada de componen.{e de

l l

Dizemos que ie.1 esta ligado a j€1i se

d i s
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N. De fato os V:i's são os subconjuntos conexos maxi.mais de l

Lembramos que um grato 0 é uin grato de Gabriel se

ompanentes disjuntas são dos tipos
1 2 3 n

An

suas C

3

B

2

n > l

r > 4

caracterizamuir con e s que o s gra os

n

a

ió

'; i ; ; ; á ' ' . . s ;:õ ,7,8
Dividir 0 em componentes disjuntas corresponde à par

ticipaçao de l dada pela relação de equiva18ncia acima. Logo,

para obtermos condições necessárias e sua.cientes sobre N pa-

ra que GI seja um grato de Gabriel devemos trabalhar com as

componentes V.i de ].

Damos a seg

de Gabriel

Se 0 é um grato de Gabriel, temos que

1) Q não contém ciclos, isto ã, Q não tem subgtafos

dos tipos /'

(1) r") ou ../"""'""''. ou(11).{
~-' '--......../ l \

Dr l
r

f

n?3

2) Q não tem nenhum vértice v com mais de três

chás com um dos extremos em v. Isto é, e nao

sub gratos do tipo
a

( 1 1 1)

2

fle-

tem

3) Uma componente de e tem no máximo um vértice v com

tr;s flechas de extremo v. Isto é, Q nao tem sub

gratos do tipo

(IV) n+2 .. ..n+4

5

2 3
n+l n+3
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4) Uma componente de Q que tem um vértice v com três

flechas de extremo v é do tiPO Dr ou Es' Isto ê, Q

nao tem subgrafo s dos ti.pos

i '
6(v)

l

8

2 3
. .o u

4 5 1

3 5 6

4

2 3 4 5 6 7

(VI)
1 2 7 8 9

Reciprocamente, se um grato anão contem subgrafos dos

tipos de(1) a(VI), então Qé um grato de Gabriel

Se xCI e ne:Z'f, definimos Z(x,n) como sendo o n;mS.

ro de elementos iC:l tais que dx(i) : n. Por ' :exemplos

,e(x,0) = 1 e ,e(x,l) é igual ao ní;mero de Índices ie.1 tais

# 0 ou in ix # 0 . r' 0 1 10
ExempZa 4: Seja n: 1 1 0 1 0

o o o l
o l o o

que nxl
N

então .((1,1) = 2, .C(t,:2): 1, ,C(1,3) : 0, etc

Vamos agora traduzir as condiçoes anteriores em prg

priedades de N para caracterizar os gratos de Gabriel por

propi'iedades da matriz correspondente

Teo,tema: Seja N uma matriz mxm com coeficientes in

tenros n80 negativos. O grifo 0 associado a N é um grifo de

Gabriel se, e somente se, N satisfaz as condições abaixo,

onde 1 : [1, ..., m}

(i)Vi,jêl, qij : 0 ou l,

(2) Se vO, vlP '.., Vn são elementos distintos de

l com qvzvi+l # 0 para ISiSn-l, então dvo(Vn):n,
(3) V ié.l, z(i,i) $ 3,



(4) sevÉI e {(v,1)=3, entãoE(w,1)<3para todo

w€1 - {v},

(5) se v€1 e {(v,1)= 3, então

{(v, 3 )<{(v, 2)<3 se {(v, 2)?2,

(6) se v€1 eZ(v,1)=3 eí(v,2)=2, então Z(v,n)=-0

para todo n:5

Para provar este teorema mostraremos primeiro o resul
todo abaixo

Lema - €1 não

condições (].) e (2)

Suponhamos que 61 não tem ciclos. Então qij: 0 ou l,p!.
ra todo(i,j)él.lx 1, pois Q não contém subgrafos do tipo(1)

A condição (1) é satisfeita

Sejam vo, ...,Vn elementos distintos

qv.v... # 0 para 0<i<n-l

Queremos mostrar que dVo(vn) : n e o faremos utili
bando indução sobre n

Para n=0 ou la afirmação e verdadeira

Suponhamos quedv.(Vn) : k < n, então existem

WO :VO) WI' '''p Wk :vn elementosdistintosde l tais que

iwi+l 0' para 0Si$k-l. Por hipótese de indução,dvo(úi):i

e dv (vi) : j, para O$iSk-l e O$j$n-l. Logo wk-l # Vn-l e

se w{ : v{ então i : j

Seja r= mãxtieÍ0, ..., k-lljwi: viJ' O -conjunto

I':'lvi,Vi+l) '''p vRP wj.+l' '''l wk-l} tem a pr opriedade

,Cli 1. qzJ. .> 2P para todo je.t' . Logo I' é um ciclo
que contrad i z a hipÓ tese

A rec i-prosa e verdad eira poi s

i) Se 0 contémci.c]osdo tipo(].), acondição(1)
não ê sa tisfeita

ii) Se Q contém ciclos do tipo 11, a con(lição(2) não

ê satisfe i ta

9

c leio s sa tisfa ztem s open t es eP e s e 9 as

l l

0

09

de l com



Z)emo nó,txação do Teo,tema

Primeiro suponhamos que Q e um grifo de Gabriel. E2

tão Q não temcíclos, e N satisfaz as condições(1) e(2)

Temos que g é formado por componentes disjuntas dos tipos

Anpn>1; Dtp rl4; Es' s : 6P7 ou 8 e é fácil ver que N satis-
f a z a s cond i çÕe s (3 ) 'p (6)

Reciprocamente, suponhamos que e nao é um grafo de

Gabríel. Se Q contémumcÍclo, então N nao satisfaz as

condições (1) e (2). Supondo que 61 não contém ciclos, então

0 temum subgrafo de unidos tipos lll, IV, V ou VI. Se a tem

um subgrafo do tipo

( ll 1 ) então ( 3 )N sa tisfa z cond í çãonao a

E (1 ,1) : 4

(IV) então N não satisfaz a condição (4)

1'

2 3
.'' n

n+l

{ (1 , 1)

n+3

E (n,l)

(V) então N

7

!.

não sa tísfaz a condição (5)

Z(3,1) : 3

,e (3 , 2) = 3 ;l 2 3 4 5

Z(4,1) : 3

Z(4,2) : 2
5 6 7

Z(4,3) : 2,
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(VI) então N não satisfaz a condição(6)
4

l

,e ( 3 , 3 )

.e ( 3 , 2)

,e ( 3 , 5 )

5 6 7 8 9

Ma,t,t,Cz Reduz.éda

Sejam TR(M) uma ãlgebra tensorial especi.al, m=(Nij) a

matriz m x m associada ao grato QTR(M) e

R

(:o )
M R

r. :l M(2) M R
n>l

Ánrl ) M( n- 2 ) M R

Jã vimos quR I'n é uma ãlgebR1l tensari.al especial

TRí(M')! onde R' :''FTRr e M' :r::l (t+IMF)p cada Rr ê uma

copia de R é r+IMr : Rr+18RM©RRr

Sendo l=ÍI,...,m} o conjunto de índices de N,então

a matriz associada a I' é

N'n:(mj.,j.) l$i, jSn; l5r,s5m,

n

de ordem mn, com Índices 1l, 21

2n' i . .p mn e coeficientes

"ij se r: s 'l

mlp129 22, . . . )m2, ln'

m. . =
1 ]r' s

0 se r # s+l



Logo,

(0)

N (O)

N'.:l(O) N m

0
)

(o) (o)... (o)

onde (0) é a matriz nula m x m
m

Observe que Rr :''r'T'Fii=1 'r

m

Mr + I''r l r

Ml !

e onde

Fi ê uma cópia de Fi e ir+IMjr

Oeá,Cn,éção: Seja TR(M) uma ãlgebra tensorial especi.al

com R :'T'T' Fi e M :i j:l j.Mj' A matriz m x m ® : (iij) de-
finida por

FdimFse dimn K l K JtJ

F # oFdiml ense K JK l

0 se n ZJ

a Q
(M)T

R
onde (n . . ) é a matriz associada

du z,éda as soc fada a T. (M)

J
é chamad a Ma.{a.,éz .te

Pxop,t,éedade,6

1) Se N é a matriz reduzida associada à TR(M), então

(0 )

N

(0)

( 0)

N (0 )

(o) (o)

é a matei z reduzida associada

(0)

2) Se QTn(M) e composto de diagramas de Dynkin, en
tao o grafo associado ã matriz reduzida N ê um grafo de Ga

b r ie].
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O teorema da seçao anterior nos dã condiçoes necessã-

ri.as sobre a matei.z reduzida N'n para que I'n tenha tipo de re
presentaçao finito. Estudaremos, agora, estas condições e as

relacionaremos com condiçoes sobre N, a matriz reduzida asso-

ciada à TR(M)

Dadaamatríz mxm N=(nÍj), comcoeficientes i

não negativos, seja N'. amatriz nm x nm dada por

( o ) /X
N

(0 )

n

te ir o s

(0 )

N (0 )

(o) (o) N (0)

Fixemos a seguinte notação para o restante desta seçao

l=ÍI,...,m } é o conjunto de Índices de N;J=tllp21,...ptül'

l2P ...,m2,''', ln'...,mn} éoconjuntode Índices de

N'n; qij :nÍj +nji e q'irjs:mirjs+mjsir;

d ê a métrica definida em le d' a métrica definida em J; pa

ra cada xe:1, .e(x,p) é igual ao número de Índices i€1 tais

que dx(i) : p; para cada ye.J,.C'(y,p) é igual ao número de Ín
dites jeiJ tais que d',(j) = p

Temos que o grafo associado a N'ne um grato de Gabri

el se, e somente se, N'n satísfazas condíçt;es(1) -(6) do
teorema da seçao 3 .2

Para determinar condiçoe.s necessárias e .suficientes

sobre N para que N'nsatisfaça as condições(1) -(6), começa
mos com resultados que relacionam d e d'e ,e e .e'

Lema 1: Se d{(j) = c, para i, jC:i, então d'{(j

r , s = 1 , . . . , n

Oemon.õZa.açaa: Suponhamos que existem r e s tais que

r(js) :k<c. Então existem ir :xoro' xrl' '''' rk js em

r
para



xke.1) tais que q'xZ x'e+l # 0,0SeSk-t
rZ rZ+l

Lago qx'exZ+l # 0, OS.e5k-l e, portanto, di.(j) : dxo(xk)Sk<c
Contradição

co,to,Cã,t,io: Se d'i j. : c' então di(j)Scr ' s

Lema 2: Se d.i(j) = c < w, então, para cada r tal que

n-c Z r !c+l, existe se.{-cs ..., -l, O, 1, ..., c-l,c} tal

qu e d l. (j ....s )

t) mO n6 ZXaçaO : Indução sobre c

9

r

di (jr ) = 0'r '

Logo nij # 0 ou

ni jr.l # 0 e,poE
para algum

r

iÉ 0 ou ambos . Supo

tanto, q! . # O. Assim d: (j ) = l
' 'z.j..l ' z. '' r + srar-l 'r

s€1-1, 0, 1 }

c>1, então existe j'e:1 tal queda(j') =c-l e

d;(j') = 1. Por indução, existe s'e.{-c+l, -d+2, ..., c-letal

que d; (j'r+s» : c-l. Por argumento aci.ma, q.l.r+s'jr+sl+i 0

ou q ' : . : # 0
r+ s'J r+st-l

Então, d'j.rjr+si+l c ou d'j.rjr+st.l m
s' tl =' sC:t-c,...,c}. Pelo lema 1, a desigualdade implica na

igualdade

Ca,to,Cãa.,éo: ,e(i,c)< Z'(ir' c) para c,r sâtisf-azendo
l+c<r<n-c

Z)arnon6sC4ação: Z(i,c) é igual ao ni;mero de el.eventos

je.1 tais queda(j) = c. Mas paracadaumdestesj e cada r

satisfazendo l+c$r5n'c; di(jr+s): c para algum

sC. [-c, ..., -1, 0, 1,...! c}) pe]o].ema 2

,e(Í,c) S Z(ir' c)

Como consequência do corolário acima temos o seguinte

Tao,tema: Se N'. satisfaz as condições(3) -(6) para

todo n31, então N satisfaz as condições(3) -(6)

Logo

c = 0 , então L : ] e

c = 1 , então qij # o
nhamos n . . # 0, então



Uemon,6{4açao: Desde que as condições (.J; - (b) sobre

N são dadas através de uma limitação sobre e(x,p) em varias

circunstâncias, se N não satisfaz(3) -(6), Nn também não sa-

tisfaz as condições(3) -(6) para n suficientemente grande

Lembremos que um subconjunto I'C.l é um ciclo se

E: qlJ: 2 para cada iei'. Ainda, se I' tem r?3 elementosp
jC;x' ''

podemos ordenar os Índices em I', il, i2s '''PltP de tal manei

ra que q: ; : 1 = q{ { par a l Sj $r -l
j 'j +l 'r 'l
se I' ê um ciclo, então

1 se I' tem UR elemento

2 se I' : {v,w} e nVw : 1 : nwv

0 se I' = 1.v,w} e nvw : 2 ou nwv

l E ( nj j - nj j )l se I' tem r?3 ele-
'j =i 'j '.j +i 'j +t'j '

mentes, onde ir+l : j.l

1 : '

Teo,tema 2: N.: satisfaz as conde.ç8es (1) - (6) se, e

somente se, cada componente de N satisfaz as condições(1)-(6)

ou é um ciclo v com lvl # 0

A demonstração do Teorema

rã dividida em três passos

SejaV= {1,...,s} umacomponente de Ne sejam

componente de Ni contendo ITp para um r fixo. Temos que

a) pelo corolário do lema 1, se l$i$s, di(.tt);

j.IÉ,v e todos r e t, pois di(j) : ";
b) se item, então ie.V, pois dl.(it)<" :--$dl(i)<"

Nos passos le 2mostraremos que, se V satisfaz as

condições(1) -(6) ou é um ciclo com IVI # 0, então w satis-

faz as condições(1) -(6). Com isto fica provado que se as

componentes de N satisfazem as condições(1) -(6) ou são cí.-

dos C com ICl# 0, então N; satisfaz as condições(1) -(6)

longa2 bastante es pore

l s se , se

uma

pa
r

todora



No passo 3 mostraremos quem 8e ná satls[az as cona].çoes \i-J

(6), então as componentes de N satisfazem as condições(1)-(6)

ou são ciclos c com lclí 0

Paó,óo 1: Supondo que V satisfaz as conde.çÕes(1)-(6))

mostraremos que W também satisfaz as condições(1) -(6).Cg

meçamo s provando a seguinte

Lema: Se vOo' vll9 '''p Vrt sao elementos :di.étintõs
.l.i ..i+l ?É 0 para 0<i<t-l, então v', v',...P V

t

soba e t

de W, com qVi Vi+l # 0 para 0<iSt-lP entaa
ri r i+l

são elementos distintos de v

O maná {a.açao: Indução
t = 0

t = 1. Desde que qlo VI # OP qVoVl#0
ro r l

:>qvovo # 0 -:::::-:ü> qvovo ?2, oEntão vo IÉ vl pois: vo = vl

que contradiz a condição (1)

t = 2. Pelo caso t = 1, vo f vl e vl#:v2

Suponhamos que vO : v2. Sendo.qVoVJ- : IP então nvOVI : l ou

nvlVO : l mas não ambos. Se nVoVI : IP então

q'.. .l # o ---:i, :: : -. - l
o ' l

Agora, qvl v2 # O :-;:-> r2 : rl+l
r l r 2

vo = vf ' O que é uma contradição pois voroPVlrlsV2r2 saoo ' 2
dis tin to s

Logo

o t-l .
t > .J . Por lnduç ao! v 9 .. .9v e

V , ..., vt são dista.ntos. Logo vO,..., vt sao distintos se

vo # vt. Pe].a condição(2), dvo(vt'l-) = t - t3 2. Mas

d t-l(vt) = 1, o que seria uma contradição se vo = vt
Logo, se V satisfaz as condições(1) -(6)e it'js € W)

pelo l ema ant er i.or ,

dj (j$) : c < "n+ W

d i . (i t- ) : dj.(Í) : 0

:> d i (j ) = c

:> t = t l



Logo,

Agora9

e'(it'p) : número de jse W tais que

dit(js): p S(numero de jeV tais qu

d i (j ) = p) = ,e( i ,p)

Isto é, .e'(it' p) S Z(i,p). Logo, se V satisfaz as
condições(3) -(6), W também as satisfaz. Pois estas condi-

ções são dadas por Z' (it'p)
Finalmente, se V bati.sfaz as condições(1) e(2),então

W satisfaz a condição(1), pois qi.j. 5 qij S l e,r ' s '
pelo lema,W satisfaz a condição (2), desde que, se

v. , ...,vP saoelementosdisti.ntosdeW com
'o 'P

qvrJ. vti+l '# 0 para 0 S i S p-l, então dvo(vrp): dvo(vP):P

Paó.õo 2: Suponhamos que V é um ciclo com IVI # 0.(veja

exemplo 5 pagina 41)

a) W satisfaz as condições(3) -(6)

Se provarmos que ,e'(vj ,l) S 2 para todo vjÉI.W, então W

obviamente satisfaz as condições(3) -(6)

Z'(vi, 1) S niimero de wje.W tais que q'v:w: # 0 S (nu-
mero de weV tais que nvw#0) +(número de weV tais

que n.v # 0) S .'eV ('vw' ' "..v) :.'eV qvw' ''s,

wEeV qvw' : 2 pois V é um ciclo. Logo .e'(vi,l) $ 2 pg.
ra todo veê. W

b) W satisfaz as condições(1) e(2)

Lembrando que V é conexo, começaremos p

t e únicose ite w,

e

].erovando do i s

Lema: nv,w : l ou 0 para v,we:V
l)emopzóZXaçao: Se nvw à 2, então nvw : 2 e qVWt:0 para

w # w', pois 2 :wEe.V qvw'. Analogamente, qwwt : 0 para w' # v
Logo, desde que V é conexo, V = {v,w}. Mas \V\ # 0 e, portanto 9



nvw : 1 : nwv ' o que é uma contradição
Le,ma: Existe um v (: V tal que nvv se, e somente se)

{v}

DemonóZ,tacão: Se v = {v}, então

Portanto n = l

Se nvv : is então qvv : 2 e qVW : O para todo w # v,

'wll V qvw' Sendo V conexo, V = {v}
Capo 1: Se v = {v} , então l vl

um conjunto de vértices em W.Então, supondo

vv

2PO l s

qvw:qvv:2nvvw6V

para

2 $ j S r ,

ci.clo e, portanto, W nao contém ci.elos

Ca.50 2: V =lv,w} com v # w . Como IVl= 1, temos ' que

Entãoq'v.v. ;O:q'ww paratodosiej e
l J l J

l s e l i - j

0 se l i- j

nao e ual

Seja {xj..,''',xÍ } um conjunto de vértices em W. Po-l 'r

s supor que il S ij' para 2 5 j 5 r e que xj.l : vil' E
tão E q'x. x. < 1. Logo, Wnâo contémciclos

j i I''i j
Ca.50 3: V : {vl,..., } com r ? 3,qvivj.+l:l:qvrvl,pa

ra l $ i $ r-l e l v l#0
Sej a f:V --- >Z d e finid a por

1, se nv 2vl

n

V

f (vl)

1, se nvlv2

para 2 S i < r-l
i-lf(v ) + l n i+l ise l

V V

l- l ,

f (vz)
f (vz 'l ) se n i í+].
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f(vr'l) + 1, se nvlvr

f(vr'l)
f (v') =

ll
nvrvl :

se

Temo s qu e

Suponhamos
S

r
v l # o)f(v

xi e W são tais

';i: *l;:* ' ' -,-, : : : 5 :-:
Devemos mostrar que {x:l ,...,xi } nao é um ciclo

s .
numerando os vz's, $e necessário, podemos supor que xl
Então

2l
que xk k

2l
que

Re

l
'v

0
:» ("j : "{ '" "j : "j '

(j = kl+l ou kl-l )

Suponhamos que wj

'«Í *l:
+v?qxl v2 : mxlk Jlkl j

# $mxl v2X<
k l J

óu mv2 xl # 0
j "kl

v2#l 0===> j= kl-l e f(vl) = -1:::::!-=> j=kl+f(vl)J

'«í *i, * ' :> j = k.+l e f(v'): 1=:-> j =kl+f ( vl )

Analogamente, se wj ; v; então j
Logo

kl +f(vr'l)-f(vr)

j
>

'w ou

wj: vkl+f(vr'l)-f(vr)

Invertendo, se necessário, a ordem

que

*Í, : ":: * ...:,
# 0< >' w:

" j '
* .,3 3

k3 kl+f(v2)

dos vz ' s , podemos

supor

l
vkl ou wj vkl+ f(v2)



Continuando, encontraremos que

t l . .
xk. : vk. + ,Cf(vr) + f(v:'l) sei "I

t = ,e .r + i , 1 < i < r . ( se faça f(vo) = 0)

Se xs : v: com l S i < r, então
s s

s-l i-l
k..i: vks+f(vi'2) - f(vZ'] ). Como xi # xtt

para l S t < s,

q ' s # 0€ s-l
xk.wj '> wj : xks.l

, { kl' '''' s m c leio, pois
s - l , l

*l: ' # *;s-l "I

Suponhamos, agora, que x; : v;s s

Nestecaso, ks:kl+Zf(vr) + f(vr'l) onde s:Z.r+r. EI
tão q'vl xF # 0<::::-:> t = ks+f(vr)-f(vr'l) = kl+(Z+l).f(-Vr)

t ''k

Mas kl # kl+('e+l) f(vr), pois f(vr) = IV l# 0
Logo q'l . IÉ O. o que completa a demonstração do passo 2

l ''s

Pa.õ.60 3: N: satisfaz as conde.çÕes (1) - (6) para to

do n : 1. Queremos mostrar que cada componente de N satisfaz

as condições(1) -(6) ou éumcícloC, comjCI #O

Seja V uma componente de N. Desde que Ni satisfaz as

ronda.ç2;es (3) - (6) para todo n.>1, pelo Teorema l des'a se-

ção V bati.afaz as condições(3) -(6). Agora, supondo que V

não satisfaz as condições(1) -(2), mostraremas que V é um

ciclo com l vl # 0

Pe[o [ema da $eçao 3.2, V contém um cic].o

um subconjunto minimal V' Çl: V tal que

E: q.... ? 2, para cada v eV'
W vIVi 'VW

Pela proposição 2 da seçao 3.1, V' tem um ou dois elementos

Neste caso

existe

Então
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Notemos que nvw : l ou 0 pois Nn satisfaz a condição
(1),q.... =lou0- n.... <1:::;:=>n <l

v2wl v 2wl ' vw '

Ca,60 ].: Suponhamos que V' = {v}. Então nvv ; l pois
q.... Z 2 e n.... $ 1VN '

Se V' = V, então V é um ciclo com/V/= 1 IÉ 0

Suponhamos que V' # V, então existe weV-V' tal que

qvw # 0. Em N:, q'vlv2 IÉ 0 IÉ q'v2v3 e, ainda, q'v2wl # 0 ou

W3V2 # OP pois nvw # 0 ou nwv # 0. Logo .er(v2,1) > 3. Ana

logamente,e'(v3,1) ? 3. Mas d'vo(v3) : 1, i.sto é, v2e v3

pertencem a uma mesma componente de N:, e portanto ni nao $a
tisfaz a condição(4). Contradição

Ca.Ó0 2: Suponhamos que V' = {v,w} Então

n = 1 ou O :::==::> n = ] = n desde n nVW "VW ' "WV ''''' 'iu»

qvv + qvw > 2e qvv ; Opelaminimalidadede V'. LogoV' é

um ciclo e IV'l= 2 ?É 0. Mostraremos que V' = V

Se V' #V, então existe xe:V-V' tal que qvv 7É 0

ou qWX # 0. Suponhamos qVX # O. Então .e'(v2PI) 33P poils

(wl): l:d'v2(w3) e(d'v2(xl):l ou d'v2(x3):l)

Analogamente, .e'(v4,l) 3 1. Mas d.; (v4) S 2, pois

(w3) : 1: d'v,(w3). Logo N; não satisfaz a condição(4)

para n sufici.entementê grande. Isto é uma contradição

portanto, V = V'

Ca,óO 3 . Supon

Então V' é um ciclo

(a) l v'l # o
Pelo corolário da proposição

bentos de V' podem ser ordenados, vls

que qvivi+l : 1: qvlvr, para l$ i< r-l

v' c i c loou e um

ej

v'halos e lemen to stem tre sq Us- ou mais

2 , Q çú- \. a- \.i '-/ e X g \J O b' X çõ

vr de tal maneira9
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VIV I'tJ- ' ' ' ''V t+lVt

1, mas não ambos

Consideremos a função, jã definida, f:V'

pag. 37) . Temos que

"!.f(v:'l) "s'f(ví') : l ' qvt..(v-)";'f(v''t)
Se :lv'l= o, então f(Vr) = 0 e, portanto,

q.;l .-,.(.--1) : 1

temos que {v:, vÍ+f(v2),.'., vs+f(vr'l)} 'e um ciclo em

N:, para sZr+l e n>r+s. Isto é uma contradição pois Nn nao

contém ci.elos. Logo l v'l # o
(b) v

Se V # V', então existe we.V-V' tal que qvw # 0, para

e V' . Podemos supor que qvl-w ?É 0

De acordo como que foimostradonos casos le 2,

Z'(vs' 1) à 3 para 1 < $ < n. Mas dvl(vs+f(vr))< "' Logo p3.

ra s3r+l e n:r+s+l, 11- não bati-afaz a condição (4). Contrad.i

çao

Logo l,mas amb o s ,n nao e

gum V

.> Z ( ver

al

Isto completa a demonstração do teorema

Exemplo 5

0

l

0

l

0

0

l

0

0

0

0

l

0

0

0

0

então

o grato associado a N é 4

\
j3l

e N temapenas uma componente V = {1,2,3,4}. vé umciclo e

2



Para n=5, o grifo associado a N= e

W:Í31, 42, llP 22, 33P 44, l3, 24P 35}. Renumerando os elemen

tos de V, podemos fazer vl: 3, V:lvl, v2, v3, v4} onde

v2: 4, v3: l e v4: 2

f(vl): 1; f(v2): 0; f(v3): 1; f(v4): 2

W temapropriedade q;i xi+l # 0 1SiS8,(s:9)
kí "ki+l

Temo s a ind a ,

kl: 1; k2: 2: kl+f(vJ'); k3: 1: kl+f(vz);

k4:2:kl+f(v3) ;k5:3:kl+f(v4) ;k6=4:kl+f(v4)+f(vl)

k7:3:kl+f(v4)+f(v2) ;k8=4:kl+f(v4)+f(v3) ;

k9 :5:kl+2f(v:)

Teo.tema 3: 1'n tem tipo de representação finito para
todo n1l se, e somente se, o grato associado a Tp(M) é com-

posto por di.agramas de Dynkin e ciclos c tais que lcl # o

Demos.6.Ü.anão: Podemos supor que o gtafo OT.(M) asse'
dado à TR(M) tem apenas uma componente

QT.(M) e um diagrama de Dynkin, então TR(M) tem
tipo de representação finito. Portanto An: TR(M)/Jn tem tipo

de representação fi.nato para todo nàl. Logo I'n tem tipo de re
pr esentaçao finito

Se O

wTR(M). é um ciclo com IQTR(M)l# 0, então, pelo te2
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rema 2, o grafo associado a I'n satisfaz as condições(1)-(6)

Logo o grafo associado a I'n é um grafo de Gabriel e, portanto

I'n tem tipo de representação finito

Agora, suponhamos que I'n tem tipo de representação í.l

nato para todo n:l. Então a matriz reduzida R: associ.ada a I'n
satisfaz as conde.çÕes(1)-(6) . Pelo teorema 2, a matriz redu-

zida N associada a TR(M) satisfaz as condições (1)-(6) ou é

um ciclo V com .lvl # o

(a) R éumciclo VcomjVI #O. EntãoR=N, Ístoê,

a matriz associada a TR(M) é igual a sua matriz reduzida.Pois

se isto não ocorresse, existiriam Índices ie j de N tais

que dimKFi # di.mKFj e nij: dimFz(iMj) x dim(iMj)F.# O, onde
R:jl Fi e M:..L.L.iM4' Pelo que foi feito na demonstra

çao do passo 2 do teorema anterior, para n sufiéíentemente

grande, existe r>0 tal que di2(i2+r ) < " em N:. Mas

mi2jl; nij e mi2+rjl+r: nij e portanto o grato associ

I'n tem uma componente com dois pares de vértices ligados por

mais de uma flecha.Logo o grato associado à I'. nao é um dia-
grauüa de Dynkin. Contradição

(b) É é um grato de Gabriel. Então N não contém ci-

clos. Mostraremos que as componentes do grifo associado a I'.

são subgrafos do grato associado a TR(M). Seja V=lvl,..., }o

conjunto de vértices de N e W uma componente de N:

i) Suponhamos que vl , v! pertençam a W, então

d.;l(vÍ): c < m e, portanto, existem elementos distintos

1 1 2 c+l l
xkl : vÍ' xk2' '''' kc+l ' vj

l

l

l

ado a

W t a i sem que

F l

q;i xz+l # OP para ISi<c. Logo, qxixi+l # 0 para
l ''i + l

ISi.<c e, portanto, V' =lxl, xcJC V contém um ciclo . Con
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trad içar . Temos que

v:l, v} e W, ISkSs :::--»i.:j
e o numero de elementos de W é menor ou igual ao níimero de ele
mentes de V

ii) Por (i) , podemos supor que

W= {vllP v22p ...p }, rSs. Devemos mostrar

k.i vll' nvívj para todos vi ' vij €1 W

nvivj # O <====> ki # kj+l

«i.«i.:
l J

nvívj se kj.: kj+l

0 $e k. :# k.+ll J

que

«i.«i
l J

Sabemos que dv=i(vi.) : c < ~. Do mesmo modo que no

i.tem(i), obtemos um conjunto V' = {xl;vi,x2...,xc+l: vj} C.. V

tal que qxtxt+l #O, ISt<c, e xtíxc se t#.C. Como

qvlxc+l IÉ 09 V' contém um ciclo. Contradição

Logo W é um subgrafo de V. Assim, para n suficientemen

te grande, existe UHâ componente do grafo associado a I'n que

ê o mesmo grifo associado a TR(M). Como I'n tem tipo de repõe'

sentaçao finito $eu grato é composto por diagramas de Dynkin

Portanto o grifo associado a TR(M) é um diagrama de Dynki.n

l



O TEOREMA E EXEMPLOS

Tendo em vista os resultados das seçoes precedentes,

obteremos agora condições necessárias e suficientes sobre

TR(M) para que An: TR(M)/Jn tenha tipo de representação fi-
nita para cada n?l

Lembrando que se An tem T.R.F. então I'n tem
lo teorema 3 da seçao 3.3, temos o seguinte

Pxopo,õ.éção 1: Se TR(IM) é uma ãlgebra tensorial espS.

cial e An: TR(M)/Jn tem T.R.F. para todo n:l, então o grato

associado a TR(M) é composto por diagramas de Dynkin ou ci-
clos c tais que lcl # 0

Pa.opor.éçãa 2. seja TR(M) uma ãlgebra tensorial espE.

cial. Se 8R M $É 0 para rodo r31, então o grato associado a

TR(M) contém um subgrafo do tiPO Zm

,n} então

B:M# O

ra i= 0, . . . , r - l

Sendo V um conjunto fmi.to, para r suficientemente

grande, os vértices kO'kl,...pkT não podem ser todos dista.fe-

tos. Isto é, exi.atem i,je. [0,1,...,r} tais que k{ : kj' Su-

pondo j= i+t, vemos que V'= {ki ki+l'..'pki+t} contém um ci-
clo do t ipo Zin

, kr € V tai.s que pa'
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0b,óe4vaçao: A recíproca da proposição anterior é ver-
dad ei.ra

Tao,te,ma: Seja TR(M) uma ãlgebra sensorial especial

cuja decomposição em ãlgebras tensoriais especiais indecompo'.

níveis é 'jÍ'T TR:(MÍ). Sejam J= M+M(2)+... e Ji:Mi+Ki) +....,

para l<i<r. Então An tem T.R.F. para todo n?l se, e somente

se, para cada i.=1,...prP TR!(Mi) tem T.R.F. ou TR!(Mi

anel de Nakayama. Isto e, An tem T.R.F. para todo n:ll

somente se, o grato associado a TR(M) é composto de diagramas

de Dynki.n ou ciclos do tipo Zm) m>l

l)e.mon.ó,{Xação: Suponhamos que cada TR!(Ui) tem T.R.F

ou TR!(Mi)/J2 é um anel de Nakayama. Então TR(M)/Jn= An tem

T.R.F. para todo n.>1, pois An/(rad An)Z = A2 (ver proposição
1, se ção 2.3)

Agora, suponhamos que TR(M)/Jn tem T.R.F. para todo

n31. Então o grato associado a cada TR!(Mi) ê um diagrama de

Dynkin ou um ciclo C com ICl# 0, pois TR!(Mi) tem T.R.F. pa-

ra cada ie. {1, . . . ,r}

0 teorema estará demonstrado se provarmos que

(1) Se o grato associado a uma ãlgebra tensorial esp!

cial TR(M) é um ci.clo C, com ICIÍ O, então TR(M)/Jn tem T.R.F

para todo nZI se, e somente se, C e do tiPO Zm

Para isto, consideremos a afirmação

(11) 8r M # O,XVfr:ll =====$C é do tipo Zm' Pela propo'

si.çao 2 desta seçao, ll é verdadeira. Assim, nossa demonstra-

ção estafa completa se provarmos que: (11) ====> (1)

Suponhamos que TR(M)/Jn tem T.R.F. para todo n?l. Se

8: M : 0 para algum r, então Jr : 0 e TR(M)/Jr= TR(M) ' Mas $e

TR(M) tem T.R.F., o grifo associado a TR(M) ê composto por

diagramas de Dynkin. Isto contradiz o fato de ser o grifo

associado umciclo. Âssi.m, 8;M# 0 para todo r e, por llf

l l

l l

l

l

l
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C é do tipo Z

Regi.procamente, se C ê do tiPO Zmppela proposição l,

seção 2.3P TR(M)/Jn é um anel de Nakayama, para todo n?l. L.g

go, os anéis TR(M)/Jn t;m T.R.F. para nZI
Uma aplicação do teorema anterior

Teoxe,ma: Seja A uma K-ãlgebra artíniana tal que

)éumsomandodiretodeA e A/rad(A)= ll Fico-
i:l '

mo K-algebra, onde cada Fj é urna ãlgebra com divisão, central
e de dimensão finita sobre K. Então, A tem T.R.F. se o grato

associado a TA/rad(A) (rad(A )/(rad(A)z) é composto por díl

gramas de Dynkin ou ciclos do tipo ZP
t)e,mon.ó.ü.açãlo: Sejam R= A/rad(A) e M:rad(A)/(l ad(A))z

. .m . '..

remos o anel TR(M)/Jn, onde J: ..[.IM(i) e n é o me-

o tal que (rad(A))n = 0. A aplicação

.> A

in

rad ( A

Convide
l

intnor

def in id

erro posxttvo

f: TR(M) /Jn

a por

í(- * m ' mi em! ' ... ' .T-: e
1 1 n-2 n-2

r + m + ml' m2 + ''' + nl ''' mn-l

é um epi.morfismo de anéis. Logo A tem T.R.F. pois TR(M)/Jn
tem T.R.F

Exe.mp.eo 1 .- Sejam FI : F2 : K,

mero inteiro > 1 e

Í Kr, sei = 2 e j = l
l J

0, se í # 2 ou j # l

a) TR(M): K x K + 2MI + O + ..., Jn

onde V é um K-espaço vetoríal deTR (M) : :

FI x F2s r um nu-

para n?2

d imersão r

b) O grato associado a TR(M) é

r ' flechas
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Logo, Tp(M) tem T.R.F. se, e somente se, r=l

caso TR(M) é a ãlgebra das matrizes 2x2 triangulares

e, neste

c) TR(M) /Jn
TR(M) se h>l

Exe,mp.eo 2: Sejam R=K e IMl: Kr, r>O

a) TR(M): K + Kr + Kr+... = K (xl, x2'

b) O grifo associado a TR(M) é

0 ti111i> r2 flechas
TR(M) não tem T.R.F., para todo r:ll

c) Para r:l, e é (::) e TR(M) : KCxJ
T.(M) não tem T.R.F.. mas I'. e A tâm'R\''/ "uv +»'u ü'"''') ''u' ' u ''ri

todo n>l

*:)

T.R F. para

TR(M)/(xn) , onde (xn) é o ideal gera

K

K K
0

n

K K ... K

Exemp,e0 3. Seja R = K x K x K. Se el:(1,0,0),e2:(0;1,0)

,l), sejam Ri= eiReÍ e M: R28KRl+R3©KR2+R38KRI

a) Tp(M) não tem T.R.F. pois o grato e associado a

TR(U) é

b) M9RM: (R3 8K R2) 8R (R2 OK RI)

(M8RM) eRM : 0 :->M(n) = 0 para nZ3

TR(M) : R + M + M ©RM + O + O +

Logo TR(M) é uma K-ãlgebra artiníana h

(rad (TR (M) ) )= : 0

er ed i tãr ia,



c) Q é um ciclo e l01
para todo n:l

d) A2: TR(M)/ M(2) tem T.R.F
Oamonó,t,tacão

TR(M)/J

: :

0, logo I'n tem T.R.F

l M

0

onde

J: rad (TR(M)) , tem T

do seguinte teorema
Te,04e.ma (Auslander--Reiten). Se A é um anel artinia

no, r= rad(A) er'=0, então A temi.R.F. se, e somen-

1 .

0báe4.vagão:o exemplo 3 mostra que para um anel arte--

dano A, com rJ = 0, o anel

b.. l-t

: I'-' F.l :

.2 ; /; 2

te se , A / r

afirmaçãoAR F consequenczaacima e

tem T.R.F. (ver (11))

0 0

0

pod e te r T.R.F sem que A tenha T.R.F
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