REPRESENTAGCOES DE ALGEBRAS

TENSORIAIS ESPECIAIS

Maria Rita Moreira Pinto

DISSERTACAO APRESENTADA
A0
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
DA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
PARA OBTENGAO DO GRAU DE MESTRE
EM

MATEMATICA

AREA DE CONCENTRAGAO: ALGEBRA

ORIENTADOR: PROF. DR. HECTOR A. MERKLEN

- Sao Paulo, 1987 -



SUMARIO

pagina
INTRODUGAO - = = = = = = = = = = - - - - - - - - - 1
ALGEBRAS TENSORIAIS ESPECIAIS E K-ESPECIES - - - - 4
- Problema = = = = = = = = = - - - - - - - - - - - 4
- Grafo Associado a uma K-especie = = = = = = = = 11
- Os aneis A I = = = = = = = = = = = = = - - - 13

ne n

MATRIZ ASSOCIADA A UM GRAFO - = = = = = = — = - - 20
- Matriz Associada a um Grafo - = = = = = = = - - 20
- Metrica sobre um Grafo - = = = = = = = - - - - - 24
- Matriz Reduzida = - = = = = = = = = = - - & - - 30
O TEOREMA E EXEMPLOS = = = = = = = = = = = = = = = 45
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS - - = = = = = - — - — - 50

ii



1 - INTRODUGAO

0 texto, (1), em que foi baseada esta dissertagao es
tuda um caso particular da questao de encontrar condigoes ne
cessarias e suficientes sobre um anel R para que ele tenha Ti
po de Representacao Finito.(abreviadamente T.R.F.). Lembramos
que um anel R tem T.R.F., ou & do tipo finito, (a esquerda) se
existe apenas um numero finito de modulos finitamente gerados
sobre R (a esquerda) nao isomorfos.

Algumas convencoes: todos os anéis aqui considerados
tem unidade; um R-modulo @ um modulo a esquerda sobre R;Mod(R)
denota a categoria dos R-modulos e mod(R) a categoria do R-mo-
dulos finitamente gerados.

Definigao: Um anel R & artiniano a esquerda (respecti
vamente, a direita) se toda cadeia descendente de ideais de R

a esquerda (respectivamente, a direita) & estacionaria.Um anel

artiniano se e artiniano a esquerda e a direita.

o\

0 teorema de Knull - Schmidf nos garante que se R e um
anel artiniano entao todo R-modulo finitamente gerado se de-
compoe de forma uUnica, a menos de isomorfismos, em uma soma di
reta de R-modulos indecomponiveis. Neste caso, podemos afirmar
que R tem T.R.F. se, e somente se, o numero de R-modulos inde-
componiveis finitamente gerados & finito.

Os aneis que estudaremos sao quocientes de algebras
tensoriais especiais, TR(M). Estas algebras serao definidas
na secao 2, onde damos alguns resultados sobre elas que serao
Uteis no desenvolvimento do texto.

Seguem algumas observacoes, definigoes e propriedades
que deverao ser necessarias mais tarde.

Definicao: Sejam R um anel, M um R-modulo a direita e



N um R - modulo a esquerda e S um grupo abeliano. Uma apli
cagao f: MxN —> § & R - balanceada se satisfaz:
i) f(m + m', n) = £f(m,n) + f(m', n)
f(m, n+n') = f(m,n) + f(m,n'), para todos m,m'€M e
n, n' € N;

ii) f(mr,n) = f(m,rn), para todos (m,n) € MxN e r €R.

Propriedade Undivensal do Produto Tensonial
Dados R, M e N como na definigcao anterior, seja
¢+ MxN —> M @, N a aplicagao canonica,isto e ¢(m,n)=m@n.
A aplicagao ¢ & R - balanceada e para todo grupo abeliano
S e toda aplicagao R - balanceada f:MxN —>S existe um uni

co homomorfismo f: M@, N —> S tal que f=fo00

m\

Proposdicaoc: Se M e um R - bimodulo, entao MBRR

isomorfo a M como R - modulo.

Definicao: Dizemos que um anel R & graduado pela

familia (A )n>0 . de subgrupos do grupo aditivo R se R=n§oAn

e ApAp C Apyq para todos m,n > 0,
e

Num anel graduado R, A, @& um subanel e cada A,

um A, - bimodulo.

"Exempﬂo: R= K (xl, °--’Xr] , K corpo

A, = conjunto dos polinomios homogéneos de

grau n.

Se R & um anel graduado, um R - modulo graduado e

um R - modulo M junto com uma familia (M )n>0 de sub

oo

& M e A

- M_C M para todos
0

grupos de M tais que M m'n = “p+n

n

Se M e N sao R - modulos graduados, um homomor-
fismo de R - modulos f: M —> N & dito de grau zero se
f(Mp) C N, para todo n > O. Veremos que as algebras tenso-

riais especiais sao anéis graduados.



Defindcao: Uma algebra A & dita hereditaria se todo

ideal a esquerda de A @& um A - modulo projetivo.

Proposi¢ao: Se A & uma algebra artiniana, entao as
seguintes condigcoes sao equivalentes:
1) A @& hereditariag
2) Todo submodulo de um A - modulo projetivo & pro-
jetivo;
3) rad(A) e projetivo. (ver (4)).
Seja M um A - modulo, a dimensao homologica de M

e o menor inteiro n (se existe) tal que M tem uma resolu-

cao projetiva.

0 Ch e > Qo === M =3 0

A dimensao global de A & o maximo (se existe) do
conjunto formado pelas dimensoes homologicas dos A - modulos.
Pela proposicao anterior, vemos que uma algebra artiniana A

e hereditaria se, e somente se, dimensao global de A < 1.



2 - ALGEBRAS TENSORIAIS ESPECIAIS E K-ESPECIES

2.1 - Problema

Sejgm R um anel e M wum R-bimodulo, queremos deter-
minar um R-bimodulo TR(M), com estrutura de anel, com mul ti-
plicagao R-balanceada e uma aplicacao R-linear (3 esquerda e a
direita) & : M —= TR(M) tais que para todo R-bimodulo S
possuindo estrutura de anel, com multiplicagao R-balanceada e
toda aplicagao R-linear (3 esquerda e a direita) ¥Y:M—>S exis-
ta um Unico homomorfismo de anéis f:TR(M) —=>§ tal que fod=VY,

isto e, f torma comutativo o diagrama abaixo:

M, ] Tp (M)

v

Unicidade: Suponhamos que TR(M),TTRLM);QQM;f—>TR(M) e

': M —> T'R(M) tenham a propriedade acima

¢ '
Mo ¢ > Tp (M) Mo T R (1)
o) 0]
f £
T
T R(M) TR(M)
Entao, existem dois unicos homomorfismos de an€is
. 1 ' 1, m <
f.TR(M) —>T R(M) e f£':T R(M) ———>TR(M) que tovnam comuta

tivos os diagramas acima, isto &, tais que
fod = ¢' e f'o ¢®'= @
Logo, f'o fo & = f'od' = ¢ e

fo f'o ®'= f6® = &'. Mas a aplicacao identidade

I: TR(M) —>Tp(M) @& o unico homomorfismo de aneis
que torna comutativo o diagrama M |, o > TR(M) .
o' |

Tp (1)



Portanto, f'of = I. Analogamente, deduzimos que fof' = I.Logo

-

f e um isomorfismo.

Exist&ncia: Para cada nimero inteiro n > 0, indicare
mos por M(n) o produto tensorial, sobre R, de M por M n-ve
zes

AL M@ MR .. .@ M

e

VGRS
e tomamos T, (M) = R@ M6 uPe. . au™e ...

(n)

Para cada neN, M € um R-bimodulo e, portanto,
T, (M) € um R-bimodulo. Definimos em Tp(M) a multiplicagao

induzida pelo isomorfismo canonico

M(n)gR y (m) sy (n+m)
i - _ (n)
sto e, se x = X 8x.8 ... ané M e
- (m) o~ § 3
y = ylﬁyzﬁ ...QyﬂEM , entao definimos

Xy = xlﬁxzﬂ...&xnﬁylﬁ ...QymEEM(n+m)

e estendemos, por linearidade, esta multiplicaggo a todos os
elementos de TR(M).

Esta operacao e associativa bobre TR(M) e tem unidade
igual a 1, + 0 + 0 + ..., onde S € a unidade de R. Logo
TR(M) € um R-bimodulo com estrutura de anel.

Seja @:M ———>TR(M) a aplicagao dhclusao:

(D(m) =0+m+0+0+..., meM
Se S é um R-bimodulo com estrutura de anel e multipli
cagao R-balanceada e {: M——>S & uma aplicacao R-linear ( a

esquerda e a direita), entao para n>l a aplicacao

wn:LM x M X ... X M >definida por
n-vezes
wn(xl, Xgs +oes xn) = ¥n1 V(x;) € R-balanceada gene-
1:

ralizada



Pela propriedade universal do produto tensorial, exis

te um unico homomorfismo de grupos f: M(n)———> S que tormna o
diagrama acima comutativo, onde Tn(xl,xz,...,xn)=x1@x2&...@xn
Seja f: TR(M) > 8§ o homomorfismo de grupos que
.egtende todas as fn’ isto e, se m =iéN m., onde mie M(l),eg
tao f(m) =iZ€N fi(mi) (se re R, f(r) = fo(r) = r.lg)
Para mostrar que f € um homomorfismo de aneis basta
provar que se X & M(n) e yeE_M(m), entao f(xy) = f(x)f(y)
X = Tn(xl,“"xn) xiéE M
x EM" e y & M(m) =>
y = Tm(yl,no-,ym) yie M
f(xy) = fn+m(X}’) = fn+m OTn+m(XL‘.."x'ﬂ’ Fps ==y yn)
. R m
- = Wn+m(x1’ cees Xps Yo ...,ym)=_H P (x;)I w(yj)
i=1 j=1
= U)n(Xl,...,Xn) lpm(y1, LR ) ym) =
.[fn ) Tn(xl, Ce s xn)J[ £, 0 Tm(yl,...,ym)]=
fL(x) £ (y) = £(x) £(y)
Para se deduzir a unicidade de f Dbasta ver que a

imagem de & gera TR(M)
Exemplo 1:Se R = K x K x K, onde K & um corpo,
0 KO
M= ]00K e a agcao de R sobre M a esquerda
000

(respectivamente a direita) e dada pela multiplicagao de ma-

0 0K
(2)

trizes linha( respectivamente coluna). Entao M ={0 00

0 00



e M(n)= 0 para todo n > 3. Portanto TR(M) = R® M@ M(z).
Exemplo 2Z: Seja R um anel comutativo e M=R en-
tao TR(M); Ré R® R® ... -R{x] (anel dos polindOmios com coefi

cientes em R) pois R@;R =R.
Observacao: Sendo R em geral nao comutativo, nao po
demos dizer que TR(M) e uma algebra sobre R, mas tem propri

edades muito proximas disto.

De fato, sendo R' wum subanel de R, entao Tp () e
uma R'-algebra se, e somente se, R' esta contido no centro
de R.

Temos, ainda, que Ty (M) e um anel graduado pelos
subgrupos G, = M(i), i> 0.

Defindicao: TR(M) € a algebra tensorial associada ao

R-bimodulo M.
Suponhamos que R & o produto direto de uma familia

finita de aneis R = iLJI F.. Entao, cada R-bimodulo M pode

ser escrito de maneira unica como uma soma direta

we

i,jel i

onde cada .M. e um F. - F. bimodulo.
i3 i j
. Exemplo 3. se R = F; x F,, onde F{ e F, sao aneis
com divisao, e'1 e e'2 sao as unidades de F, e F, respecti-
vamente, entao a unidade de R & e= (ei, e%) = (ei, 0) +
(0, e&) = e; + e,. Para todo R-bimodulo M, temos

1MeleelMeZQezMeleezMez

v AL

i,jer i’j

M = elMQezM = e

De maneira geral, , onde iMj=eiMej
sendo e, a unidade de F..

Para cada igI a projegao II,:R—=>F., T (x;,...,x%x )=

X.

i e um epimorfismo de anéis, logo cada iMj pode tambéem ser

considerado como um R-bimodulo.

Estamos interessados no caso particular que:



(1) cada F. € uma algebra com divisao, central e de
dimensao finita sobre um corpo K;

(2) para cada par (i,j), K age centralmente sobre
iMj’ isto e, xm = mx para todos XEK e meiMj

(3) dlmK(iMj) e finita.

Definindo a acao de K sobre R como

xr = (xr, XT oy wnny xrn),
onde xg K e r = (rl, Loy vens rn)éR, teremos que R e
TR(M) sao algebras sobre K e dimgR e finita. Ainda,
dimKTR(M) e finita se, e somente se, M(n) =0 para

algum n > 0.
Definicao. Seja K um corpo.Uma K*&Apécie‘3=(Fi,iMj)
)

¢ formada por uma familia (F de algebras_com divisao,

ie 1’

centrais e de dimensao finita sobre K e por outra familia,

i

(;M5)

; de Fi—Fj bimodulos tais que K age centralmen

i’je T’
te sobre iMj e dlmK(iMj) e finita.
Se R = .EI Fi e M = iie 1 iMj, entao M e um

R-bimodulo pois cada iMj e um R-bimodulo. A cada especie

S = (F. associamos uma algebra tensorial T(S) que

i* 1Y

)i, et

¢ por definigao a algebra tensorial associada ao R-bimodulo M.
T(g) = re Mo M Pe ... eu(™ 4+ ..., onde (™) o &E M,

T(S) & uma K-algebra. As K-algebras desta forma sao denomina-

das algebras tensoriais especiais.

Exemplo 4: No exemplo 1, TR(M) e uma algebra tenso-
rial especial sobre K e, ainda, dimy TR(M) e finita.

A K-especie associada a TR(M) e S=(Fi’iMj)i,jé{1,2,3}

onde cada F.= K, My 1M = 2M1 M, = 3M1 = 3M2 = 3M3 =0 e

3 = 2

"

1M2 = 2M3 K, logo
M = 1M2$2M3
MQRM = (1M2QR 1Mz)e(leﬁR 2M3)@(2M3QR 1M2)®(2M39R2M3) =



1My B oMy
Observagao: Se S = (F;, Mi) e uma K-especie e
R = . F entao, obviamente, iMj @ My = 0 se j # k.

ie1l "1’

Sejam R um anel e M um R-bimodulo. Dados um R-mo-

dulo X e uma aplicagcao R-linear u:'MﬁR X > X, podemos
definir em X uma estrutura de TR(M)—deulo da seguinte manei

ra: se m,m'éM e xe&X, entao

mx = P(m@x) e (m@m')x = m(m'x)

Inversamente, todo TR(M)—deulo X e obtido desta
forma a partir do R-modulo X e da aplicacao balanceada
(m,x) 4——>mx. Logo, & facil ver que se D e a categoria
cujos objetos sao os homomorfismos de modulos sobre
R,¢:MQRX ———>X, e cujos morfismos sao os pares (l1&f,f) on
de f:X >X' & um morfismo de R-modulos tal que o diagra-

ma abaixo e comutativo

MQRX ¢ >X
l1ef £
Mg_ X' >§'

R ¢

entao, D e equivalente a categoria Mod (Ty(M)) .No caso de uma
K—espééie, isto &, quando TR(M) € uma algebra tensorial espe-
cial, esta equivaléencia de categorias adota uma forma bem
mais explicita.

Seja S = (F uma K-especie e X um R-modu-

lo, R = .IJ F.

i i")i,5er

ie1fi entao

X = ;égixi, onde cada X; e um F,-modulo e

MR X = (i,j_LéI MJ.) @ Gz ) o=

1:;%%251 1] aka) B i:%%gl(lMJ QFJ.XJ)
pois iMjQRXk =0 se j # k

Uma aplicagao R-linear ¢: M QRX ——>X induz as
aplicacoes F.-lineares i¢J.: iMj e, Xj -
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Reciprocamente, dadas as familias (Xi)i€ - e
(.q)j)i’ c I’ onde cada Xi e um Fi—modulo e

i j
icbj:.M f_ X.

: S X, e um F,-morfismo, obtemos um
1] F.73 1 1

s X.

i
R-modulo X=_LJ_ X. e um R-morfismo ¢:MR_X
ier * K

M.)

Definigao: Seja S=(Fi’ M) ;g1 uma K-especie,uma
representagao de S, ou S-representacao, (Vi,j¢i) e uma cole-

¢ao de F,-modulos V. e Fj-morflsmos j¢i:jMi@FiVi_____?Vj.

A categoria das S-representagoes e a categoria cujos

objetos sao as S-representagoes e os morfismos sao definidos

da maneira seguinte: dadas as S-representacoes V = (Vi’ j¢i)
e W= (W, jwi) um S-morfismo (a;):V s W & uma colegao de
aplicacgoes Fi—llneares ai:Vi ’>Wi que tormam comutativo
o seguinte diagrama: .¢i v
M. 8 V., e > ]
;s J 1 F. 1
i
leai i l uj
.M. . > .
JMl F.Vl V. WJ

De acordo com o que foi dito anteriormente, temos o

seguinte:

Teoremal Seja S?(Fi, iMj)i,je;I uma K-especie. A ca-
tegoria das S-representagoes e equivalente a categoria
Mod (T(5)).

De acordo com isto, se V=(Vi,j¢i) e W=(wi,j¢i) sao

representagoes de uma K-especie S=(Fi’iMj)’ definimos a soma
direta VOW da maneira natural

VOW= (viewi, ju-), onde

i
U= LD, W. e M. . . e ;
3“1 J¢1 Q le JMl 9Fi(vl ’ wl) ] 0 wJ
e temos, portanto, o conceito de S-representacao- indecomponz
vel.

Dizemos que S & do Zipo §inito se, salvo isomorfismo,

existe apenas um numero finito S-representagoes indecompo-
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niveis (v, j¢i) tais que dimp( ll Vo) e finita. Vale o se-
ierl

guinte teorema:

Teonema 2: Seja S uma K-especie, a algebra tensorial
especial T(S) tem tipo de representacao finito se, e somente
se, S e do tipo finito.

Observacao: Dada S = (Fi’iMj)’ uma K-especie, T(S) e

- : (n
artiniana se, e somente se, M )= 0 para algum n > 1 e, neste

caso, T(S) e uma algebra de Artin (ver (4)).

2.2 - Grafo associado a uma K-especie

)

Afim de caracterizar as K-especies S = (Fi’iMj

i,jel
com tipo de representaggo finito associamos a S um grafo Q(S).
Esta ideia e o resultado aludido sao devidos a P. Gabriel
no caso em que cada F, = K e foram generalizados por Dlab e

Ringel (5).

Supondo . I finito, sejam S = (Fi’iMj)i,jEI uma
K-especie e

nij = dlmF.(iMj) x dim (iMj)F.

1 J

Por definigcao, os vertices do grafo associado a S, Q(S), sao
os elementos de I e n; . e o numero de flechas de j a 1i.

Exemplos 5:Seja TR(M) como no exemplo 1, entao

5= FHiMdy sei1,2,3), o= M0 M,
Fi =K para todo i&{1,2,3}, d1mF1(1M2)=:dlm(lgz)F2=d1@Fé(2M3)=
d1m(21'13)F3 = 1 e nos demais casos dlmFi(iMj) = dlm(iMj)Fj'= 0
Temos que: I = {1,2,3} € o conjunto de vértices de QS)
n; o 1, Ny, = 1 e n.:= 0 nos outros casos, logo o - grafo

- A s

i
associado a S e @Q(S) «$

3
Teorema 3. Uma K-especie S tem tipo finito se e so-
mente se, seu grafo @(S) e uniao disjunta de diagramas de

Dynkin, isto &, @(S) @& composto dos seguintes tipos de

grafos.
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A . " 8 0 8 .

n o 2 3 n n>1
B . : . : J >2

n Sy 3 n "2
C . . 5 P wa n>3

n {2 2 3 n

la

D . < s s . n>4

n i z N n -

o 4

E l

n . . . . s w . n=6,7,8

1 2 3 5 n

F

4 . - > ° -

1 2 3 Y

G . .

e vt
onde .,——. significa .,—>. ou <——— ,

i j i j i i

mas nao ambos e

e o
-
be
vV VvV
e o

Observacao: Se o grafo @ & composto de diagramas de

Dynkin disjuntos dos tipos A, D, Eg, E; ou Eg dizemos que &

n

um grafo de Gabriel.

Se Cl’ Ez,...cr sao os componentes disjuntas do grafo
associado a uma algebra tensorial especial TR(M), entao TR(M)
se decompoe em um produto de algebras tensoriais especiais in

decomponiveis T (Ml)x oo o XT

R (Mr)’ onde R—Rlx...er como

1 Rr

K-algebra e, reordenando se necessario, L, & o grafo associa
do a TR.(Mi) para i=1l,...,r. Assim, a categoria mod(Tp(M)) e
equivalznte ao produto cartesiano das categorias mod(TR.(Mi)),
i=l,...,r. '

Exemplo.6: Se na K-especie S:(F.,.M.),Fi= K para todo

i2i%]
i, entao dlmFi(iMj) = dlm(iMj)Fj e iMj esta determinado pelo
numero nij (isto e, pelo numero de flechas de j a i em Q(S)).

Assim, sendo Q(S) o grafo abaixo, temos que:
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1.« 3 d1mK 1M2 = d1mK 2M3 = d1mk 3M1 = 0
dimK M, =0, i=1,2,3
2 d1mK 2Ml = d1mk 3M2 = dlmK 1M3 = 1

M - K 0O
0 KO
e TR(M) nao tem tipo de representacao finito pois, ‘qualquer
que seja n, oMy 8. M3.R 3M2,.h# 0 e portanto M(n) # 0.

2.3 = 05 Anedis An e 1"n

Dada uma algebra tensorial especial TR(M), indicamos
por An o anel TR(M)/Jn onde‘nGEN e J =M+ M(2)+ M(3)+ -y
Desde que dimy(A ) < o, A e uma K-algebra de Artin graduada.
0 nosso objetivo e determinar condicoes necessarias e
suficientes sobre TR(M) para que An tenha T.R.F., para todo

n>l. Afim de obter estas condigoes, consideremos, para cada

n>1l, o anel

[ )
M R
(2)
r = M M R
n e
w(r-1)y(n=2) " |

com a adigao e multiplicacao dadas pelas regras de operacgoes
com matrizes. Entao valem as propriedades abaixo, provadas
em (7).

1) Existe um monomorfismo de aneis £oih —3T , P8

ra nzl, tal que I' tem dimensao global relativa zero sobre Ay

A aplicagao e definida por
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4 r 7
X, r
£, (r + SRR xn—l) = X5 %1 ’ r
3 X:1'1—1 ﬁn—Z" i | E:

s

onde TE&R e xie,M(l) para i =1, 2, ..., n-1

2) para cada n>l, se A tem T.R.F. entao I tem T.R.F.
3) Seja G _(A)) a categoria cujos objetos sao os A -md

dulos graduados X = X  + X; + X, + ... tais que Xn+s= 0 para

s>0, e cujos morfismos sao as aplicagoes de grau zero. Entao
as categorias G_ (A ) e Mod(I ) sao equivalentes.

Agora, mostraremos que para cada n>1 Fn e uma algebra
n

tensorial especial. Dado n>l, consideremos o anel R'=11’R. Des
i=1

de que R & um produto de anéis com divisao, centrais e de di-

mensao finita sobre K, o mesmo ocorre com R'. Seja eiéiR' a
identidade R no i-ésimo fator de R', isto e,

e; = (0, ..., 0, 1,0, ..., 0)

Lei—esima posicao.

Os e;s sao idempotentes centrais e ortogonais de R' tais que

Seja R'i = e;Re., R', € um anel quociente de R' isomor
fo a R como K-algebra.

Se X & um R-bimodulo e .X. = R, R X 8 R. , entao
i73 i R R ]

in € um R'-bimoduln isomorfo a X como grupo abeliano. O R-bi-
modulo X pode ser considerado como um R'-bimodulo definido

= = = !

0.X 0;% 3 X.0 ij, onde x &€X e O (01,...,0n)ER

Desta forma, X € isomorfo a in como R'-bimodulo. O re

sultado abaixo e facilmente verificado:
Lema: Se X e Y sao R-bimodulos, entao
0 se j # r
(in) 8, (LY =

(X mpY) se j = r
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Dada uma algebra tensorial especial, T (M), e um nime

n-1
ro n€N, seja M'=_[] (i+1M'i)
i=1

‘.= . :
onde i+1M : Ri+1QRM9RR1 Temos que

n m
(1) R'=l l R e R= E[ F.
i=1 i j=1 J

m

(2),M=-Ll: M , onde cada M e um F_~-F -bimodulo
r,s=1 r s r s r °s

(3) Se indicarmos por Fj o j-esimo fator de Ri’ isto

i
e Fj.= eiFJ.el
i
n m
entao, R'=]]| I i F. e
i=1 j=1 Ji
m

oMY, o= — M , onde
i+l 1 r,s=1 r.i1 Si

.  Ms. = Ri+1 QR rMs QR Ri e um Fr. - stblmodulo
1+1 "1 1+1 1.

E facil ver dai que T (M) e um K-algebra tensorial
especial e, utilizando o lema acima, ve-se que @;,M'=O(cf teo
rema 4 abaixo).

Exemplo 7: Se R=K; x K,, com K,=K,=K,

1

M S o =

1

0 conjunto dos vertices do grafo associado

-

a Tg(M) e I = {1,2} e o grafo &:

1T N,
M
Para n=2, R'= R.xR.,=K. xK, xK

xK, , o con-
1 2 11 21 12 22

junto de vertices e

LI -

' = {11,21,12,22} e M'= My

1. My @, M; . 0 grafo associado a Tp,(M') @
2 71 2 "1

11 >. 22

2 >, 1
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No exemplo acima, observamos que TR(M) nao tem T.R.F.

mas TR.(M') tem.

Teorema 4: Para cada n>l, Tn; TR,(M') como K-algebras.

Demonstragao: Sejam e, = (0,...,0,1,0,...0)€R",
= ' ' _ -
S = TR (M') e Pij_ eiSej. Entao,
n —~
s = I I Pij (decomposigao de Pierce
i,j=1

da algebra S ). Com esta decomposicao, a soma e o produto dos
elementos de S correspondem a soma e o produto usuais de ma

trizes do tipo

/ \
411 313 = By,
& = 421 222 a9on
aﬁl an2 ann
: > /
onde aije Pij' Assim,
4 ~
P11 Pig - Pin
S = P21 P22 o e P2n
Pﬁl Pn2 . Pnn
\ A
mas,
n-=j
= " 5. " L2 . DRI .
Sej R F + J+1M 3 + J+2(M@RM)J+ +n( QR M)J
% 0 se 1<]
P..= R! se i=j
1] J
-] .
i(éR M)jse i>j
LOgO, ( R' Y3
1 O
\ ]
M Ry
s = (M&M) M' R'
Uy 3% g Jas™,
-1 nz2 A 4
(8 g My 008 W) p0 Lalen MY Y RIS
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Sendo R', =R como K-algebras para i=1,...,n, a afirma
¢ao do teorema e verdadeira.

Defindgao: Um anel A, artiniano a esquerda e a direi
ta, € um anel de Nakayama se, para cada idempotente primitivo
e€A, eA e Ae tém uma unica serie de composiggo.

Se A e um anel artiniano, a esquerda e a direita, e
r = rad(A), entao as seguintes propriedades sao verdadéiras
(ver (8), (9), (10)):

1) A @ um anel de Nahayama se, e somente se, A/r2 e

um anel de Nakayama.

2) Se r2=0, entao A & um anel de Nakayama se, e so-
mente ée, para cada idempotente principal e €A, er
(respectivamente, re) & um A-modulo ai direita
(respectivamente, esquerda) simples.

Defini¢ao: Um grafo C € um ciclo se tem uma das se-

guintes formas: n

1(:) 1\\\\ .3
2
onde ——— . & .———>. ou <, nao ambos.

i j i 3 i k|
"Dado um ciclo C e fixada uma orientacao para o mesmo,
sejam p o numero de flechas de C no sentido positivo e gq o

numero de flechas de C no sentido negativo. Associamos a C o

numero inteiro nao-negativo \cl = |p~q‘ .

Exemplo 8:

Para os grafos abaixo, temos:

[ci] =1 |cal =0 les| = 2
4
‘& R ST
L €z \\ﬂ.—//ﬂ
p
€3

Note-se que o numero lc| independe da orientacgao fixa



18

da para o ciclo C.

Defini¢ao: Um ciclo C & do tipo Z ~se C tem m
vertices e [C| = m

Proposi¢aol:Se o grafo associado a Tp (M) e um ciclo
do tipo Z entao, para cada n>1, TR(M)/Jn e um anel de
Nakayama.

Demonsirnagao: Desde que o grafo associado a TR(M)

nao contem subgrafos do tipo :§f , podemos assumir que

Fl = F2 = see = Fm = K.

Temos que:

J/a"

(1) rad (Tp(M)/3™)
(2) (1 00 /3™ /(3/3™)% = 1 () /32

(3) rad(TR(M)/Jz) = M

Entao, pelas afirmagoes feitas anteriormente, & sufi-
ciente mostrar que, para cada idempotente principal e de
TR(M)L]% eM e Me sEowIR(M)/J%-deulos simples.

19 caso - 0 grafo associado a T (M) & 5:) . Entao

R =K, M=K e o resultado vale. >ty

-

29 caso - 0 grafo associado a TR(M) e 1&\\ j

_A3

2
com n>2, sendo n o numero de vértices.
n
Entao, R = I , F; , os idempotentes principais
i=1 '
2 -~

€15 @95 ..., en de PR(M)/J sao os elementos que 'correspon
dem aos idempotentes ei' = Oy «veyg 0; 1y, 0, 5545 BYER e

'Li-ésima posicao.

M = RZQK R1+R3ﬁK R2 + ...+ RnQKRn +R. R Rn onde

-1"717K

R; = e;R e;. Note que R; & um R-mbédulo simples a esquerda e

a direita.
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Logo,
= 2
R;,18; R; = R, , como T, (M)/J%modulo
s a <i<n-
Me, = a esquerda para 1<i<n-1
- ‘9 _ -
Ry QK R R, como TR(M)/J - modulo a es-

querda para i=n

Analogamente,

R;_, como TR(M)/JZ- modulo a direita para
2<i<n

R, como TR(M)/Jz—mGdulo a direita para i=1

Entao, TR(M)/J2 e um anel de Nakayana e, portanto,

TR(M)JJn e um anel de Nakayama pata todo n>1.
Exempfo 9: Suponhamos que o grafo associado a TR(M)
e {i) . Entao, R = K, M = K e Tp(M)= K@ K& KO ... = K[Xx]

K(x) (x™)

R}

Portanto, TR(M)/Jn

Obsenrvacoes:

(1) Suponhamos que o grafo associado a TR(M) e do ti-

™\

po Z, entao QE M # 0 para todo m. Logo, TR(M) nao um
anel artiniano e, portanto, TR(M) nao e um anel de Nakayama.
(2) Podemos reconhecer as algebras tensoriais espe-

ciais due sao aneis de Nakayama atraves da proposicao abaixo.

Proposicao 2: Uma algebra tensorial especial Tp (M) e
um anel de Nakayama se, e somente se, o grafo associado a
TR(M) e composto de grafos disjuntos do tipo.

> . > 0 — 2, —2. m>1

a

2 3 m

(ver (8),(10))
Conolarnio: Seja TR(M) uma algebra tensorial especial

(2)+ .. Entao, cada anel quociente TR(M)/Jr

e seja J = M+M
e um anel de Nakayama para r>l se, e somente se, o grafo asso

ciado a TR(M) e composto de grafos disjuntos dos tipos Z, e

>, 5. By el sl
1 2 3 m



3 - MATRIZ ASSOCIADA A UM GRAFO

Vimos que se I nao tem T.R.F. entao AL tambem nao tem
T.R.F.. Afim de obter condicoes necessarias e suficientes so-
bre TR(M) para que T tenha T.R.F., para todo n>l, descrevemos,
neste capitulo, o grafo associado a Tn em funcao do grafo de

TR(M).

3.1 - Matrniz associada a um grafo.
Sejam @ um grafo, com um numero finito de vertices,

v = {v o vn} o conjunto de vertices de @ e nij o numero de

10 -
flechas de Vj a v,. A @ associamos a matriz n x n com coefici-
entes inteiros positivos N = (nij) e reciprocamente. Esta asso
ciagao induz uma correspondencia biunivoca entre as classes de
isomorfismo de grafos e as classes de equivaléncia de matrizes

cujos termos sao inteiros nao negativos.

Observacao: Entendemos que duas matrizes de mesma or-

dem A e B sao equivalentes se uma pode ser obtida da outra
atraves de uma permutagao da base. Isto e, se existe uma ma-
triz de permutagao U, com o mesmo tamanho que A, tal que
vau™t = B,

Exemplo 1: Se @ e o grafo:

s (9
4

1 2 3

Entao, a matriz associada a § e:

0 0 0 0N
1 0 0 O
N:
0O 1 0 O
0O 0 0 1
~ . /
Sendo Ql o grafo:. €:> .< « &
1 2 3 4
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temos que @; e @ sao isomorfos e a matriz associada a Q, e
(1 0 0o 0)
0 0 1 0
T lo 0o o 1
0 0 0 0
\ /
e UNU = N1 onde
(0 0o 0o 1)
0 0 1 0
"= Jo 1 0o o
\1 0 0 0 )

Seja N = (nij) uma m X m matriz com coeficientes in
teiros nao negativos e seja Q o grafo associado a N. Notemos
que I = {1, ..., m} &,também, o conjunto de vértices de Q. Pa
ra cada (i, j)& IxI, seja qijsnij + nji' Pretendemos encon-
trar condigoes necessarias e suficientes sobre N para que Q
seja um grafo de Gabriel. (ver pagina 12).

Suponhamos que § contém um ciclo, isto &, § tem um
subgrafo C de um dos tipos:l{) ou //’E ."

N, 3
2
Se I' & o conjunto dos vertices de C, entapjigl' 9 ; 2 2 para

todo iEI. A desigualdade ocorre se o numero de flechas entre
dois véertices de I' & maior que o da figura.
Reciprocamente, se existe um ccnjunto I'€ I tal que

para todo iGI'jZ qijZQ, entao § contém um ciclo. Pois, se

el’

I' tem r elementos entao

2¢ = I 2 < I > a;; =
ie i i€ 1" jer' d

% z (n. .+ n.i) = 2 % n..

ier jerr 4 i,jer' *J

Isto e, o numero de flechas entre os elementos de I' & maior

ou igual ao numero de vértices o que significa que § conteéem
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um ciclo.

Defindigao: Dizemos que a matriz N contém um ciclo se

existe um conjunto de iIndices I'CI tal que, para cada iEe T,
s 0 s>Ls
sErr 93522

Definigao: I'CI & um ciclo de N se o subgrafo de

Q formado por I' e todas as flechas de § que ligam os verti-
ces de I' for um ciclo.

Pelo que foi dito acima, vale o seguinte:

Proposicao 1: O grafo @ associado a matriz N contem
um ciclo se, e somente se, N contém um ciclo.

Proposi¢ao 2: Suponhamos que N contém um ciclo e seja

. X ..>2. Se I' nao tem ne-
JeI' qlJ_

I'CI tal que, para cada ig& 1,
nhum subconjunto proprio com esta propriedade, entao I' tem
um ou dois elementos ou I' @ um ciclo.

Obsenvacao: Consideremos os seguintes grafos:

1@ 17 2

Nestes doisrgrafos o conjunto I' formado pelos verti-
ces satisfaz as condigoes da proposigcao mas nao & um ciclo (o
numero de elementos de I' & um ou dois).

Demonstracao da phroprosicao 2:

~ Suponhamos que I' tem mais de dois elementos. Entao

qij=l ou 0, para todo (i,j)& I' x I, pois, caso contrario,
1''={i,j} seria um subconjunto de I' tal que kél"qkﬂzz para

todo L&I''. Logo, temos que

(*) dado ve I' existem elementos distintos v' e v''g1' - {v}
tais que q 1~ 1= qQyy't POis Wél' qvwz 2.,
Seja vleI', por (*), existe v, € ' - {vl} tal que
= 1 * 1 '— -
dy 1. Ainda por (*), existe Vi€l {Vl’v2} tal que 9y 4 1.
172 273
Suponhamos que vl...,vne;I' foram escolhidos de tal maneira
que ¢ = lpara i=l,...,n-1.

vV.V.
1 1i+1
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Entao 9y .v. "= 0 se ‘i—jl # 1 e 1i—j’¥ n-1 pois, em
iv]
caso.contrﬁrio, supondo que i<j, teriamos {vi,vi+1,...,vj}§1'
i i
> ;
e s§i 9.y 2 2. Logo I q, . > 2 para todo r'e{vi,...,vJ},
i's r s
o que contradiz a hipotese.
n
- s >
Se {vl,...,vn} = I', entao qvnv1= 1 pois iél vivnfz,
q, =1 e qy = 0 para 2<i<n-2. Portanto, para todo
n-1'n ivn
ie{1,...,n} , E Q.. = 2 e I' & um ciclo.
. i
=1
- 1
Note que Uy v, 0 para todo vi€]:.
ivi
Se {vl,...,vn} # I', entao qy 4 = 0 pois em caso con
1'n
trario {vl,...,vn} teria a propriedade i=1 Ay v.2 25 para
i']
todo vjEE{vl,...,vn} . Logo, By o = 0 para 1l<i<n=-2 e, por(¥*),
i'n
0 L J— =
existe v __, €I { vl,...,vn} tal que q_ 1.
n n+l

Sendo I' um conjunto finito, concluimos que I' & um
ciclo.

Conolario: Se 1'C I & um ciclo em N com mais de
dois elementos, entao os indices de I' podem ser ordenados
ViseeesVy tal que, se vy = v .. entao ¢ v. = 1, lgicn.

ii+1

Exemplo 2:

(1 1 0 0)
0 O 1 1
Se N = entao
o 0 0 1
1 0 0 O
\ /
1 ={1,2,3,4 e os subconjuntos de I.
Ey= {1}e I, = {2,3,4 sao ciclos de N.
I, ={1,2,4} tambem tem a propriedade jél qij32, para todo
3

i€I,, mas nao e um ciclo.

0 grafo associado a N é:
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3.2 - Metrdica so0bre um grago.

Seja @ um grafo e N = ( ) a matriz associada a @.

Sse I = {1,...,m} @& o conjunto dos indices de N, qijznij+nji

+ . - . . ~ .
e Z denota o conjunto dos numeros inteiros nao negativos, pa

ra cada xg I, definimos

> 27 (U {=}

d H §

X

da seguinte maneira

d;l(O) = {x)}

-1 , .
d (1) = {ie1; i # x e Ayq # 0}

se d;l(k) esta definida para 0<k<n, entao

n
= . -1 .
dx](n+1) e {4 GI;ié}go d, (k) e BJGI tal que
dx(j)=n e qij # 0}. Finalmente, d;l(w) = 1 - d;l(Z+).

Isto e, se x,yel e dx(y) # ©, entao dx(y) e . igual
ao menor numero de flechas necessarias para se obter um cami-
nho ligando x a y.

Exemplo 3: Suponhamos que Qe o seguinte grafo

1. 2 6.

N
v

3.m_w__,_94 ey 10
11¥
entao /
0 0 0 0 0 7
1 0 0 0 0
N = 1 1 0 0 0 (0)
0 0 1 0 1
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0
0) 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0
N /
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0, se x =1
1, se x = 2 ou 3
dl(x) = 2, se x = 4 ou 5
©, se x > 6
( 0, se x =7
1, se x = 6, 8 ou 9
d,(x) =
2, se x = 10 ou 11
©, se x<6
Defindicao: Dizemos que i&1I esta ligado a j&€ I se
di(J) < o,
Proprdiedades :

1) 43 ()< a3 () + 4, (), Vi g,ker
2) 4;(3) = d,(), Yi,igr
3) d & uma métrica em I, onde d(x,y) = dx(y)

4) Se di(j)< ® e dj(k)< ©, entao di(k)< oo,

5) Se existem Xy +--5 X €I tais que Ay 5 # 0 pa
171+1
ra 0<i<c-1, entao d_ (x )< c.
&5 x5 e’
- = : dis
~6) Se dxo(xc) ¢, entao existem X;, ...,X,_ 1€ I 18
tintos tais que 9y . x # 0, para 0<i<c-1.
i7i+1
Com as notagoes introduzidas, um conjunto I'CC I e
conexo se para todos x, y& I'existem X1 T X, Xg,...,X 5y  per
tencentes a I' tais que Uy x # 0, para i=1,...,n-1.
_ i7i+1
Temos que I'CC I & conexo se, e somente se, d_ (y) e
finito, quaisquer que sejam x,.;ze]f,ou seja se X e y estao
ligados no grafo 4.
Pelas propriedades (1) - (6) acima, vemos que a rela-
¢ao em I definida por ivj &==)d;(j)< = & uma relagho de

equivaléncia e cada classe de equivaléncia L € um subconjun-

to conexo de I.Como Iéﬁjvi,cada v, e chamada de componente de
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N. De fato os Vi's sao os subconjuntos conexos maximais de I.
Lembramos que um grafo @ e um grafo de Gabriel se

suas componentes disjuntas sao dos tipos

1 2 3 n

An g i i PPy e n > 1
i3
r r > 4

D, . ! . b mga pSwmesg r

1 2 4

ié

ES‘ . . . . . s 5n .8 §=6,7,8

1 2 3 5 6

Dividir @ em componentes disjuntas corresponde a par
ticipagao de I dada pela relacao de equivaléncia acima. Logo,
para obtermos condigoes necessarias e suficientes sobre N pa-
ra que § seja um grafo de Gabriel devemos trabalhar com as
componentes Vi de 1I.

Damos a seguir condicoes que caracterizam os grafos
de Gabriel.

Se @ € um grafo de Gabriel, temos que:

1) @ nao contém ciclos, isto e, @ nao tem subgrafos
o
dos tipos /// »
(1) {:) ou ./’—h\\. ou (II).. . n>3
2
2) @ nao tem nenhum vertice v com mais de tres fle-
chas com um dos extremos em v. Isto e, § nao tem

subgrafos do tipo

. . .\\\\i////.4
. 7\

3) Uma componente de § tem no maximo um vertice v com
tres flechas de extremo v. Isto e, @ nao tem sub
grafos do tipo

(1v) n+2 . .n+4
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4) Uma componente de ¢ que tem um vertice v com tres:
flechas de extremo v e do tipo D. ou E_. Isto e, @

nao tem subgrafos dos tipos

(o]

(V)

ou

.
.

.
.

~
w
=t
()
L .
S .
w
[ea]
~

(V1)

Reciprocamente, se um grafo Qnao contem subgrafos dos

tipos de (I) a (VI), entao Qe um grafo de Gabriel.
Se xe€I e n€Z+, definimos £(x,n) como sendo o nﬁm_e_
ro de elementos i& I tais que dX(i) = n. Por -~ . :exemplo,
(x,0) =1 e £(x,1) e igual ao numero de indices i€l tais
que n_. # 0 ou n, # 0.

Exemplo 4: Seja N =

- O o =
o - o o

1
1
0
0

o O +~ O

entao £(1,1) = 2, £(1,2) = 1, £(1,3) =0, etc.

Vamos agora traduzir as condigoes anteriores em pro
priedades de N para caracterizar os grafos de Gabriel  por
propriedades da matriz correspondente.

Teorema: Seja N uma matriz mxm com coeficientes in-

teiros nao negativos. O grafo'Q associado a N &€ um grafo de

Gabriel se, e somente se, N satisfaz as condigoes abaixo,
onde I = {1, ..., m}.
MVYi,ier, qy; = 0 oul,
(2) Se vg, Vys «+vs Vg sao elementos distintos de
I com q # 0 para 1<i<n-1, entao d, (v )=n,

1 1+1 o)

(HVY ie1, £Gi,1) < 3,
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(4) se veI e ZL(v,1)=3, entao £L(w,1)<3 para todo
wvel - {v},
(5) se veI e L(v,1)= 3, entao
L(v,3)<L(v,2)<3 se 2L(v,2)>2,
(6) se vel e £(v,1)=3 e £(v,2)=2, entao L(v,n)=.0,
para todo n>5,
Para provar este teorema mostraremos primeiro o resul
tado abaixo:
Lema - @ nao tem ciclos se,e somente se, satisfaz as
condigaes (1) e (2).
Suponhamos que § nao tem ciclos. Entao qij= 0 ou 1,pa
ra todo (i,j)ETI x I, pois @ nao contem subgrafos do tipo (I).

A condicao (1) e satisfeita.

Sejam vg, A elementos distintos de I com
<i<n-1.
9 . v. # 0 para 0<i<n-1
1 1+1
Queremos mostrar que dv (vp) = n e o faremos utili
o =

zando inducao sobre n.

Para n=0 ou 1 a afirmacao & verdadeira.

Suponhamos que dV (vp) = Kk < n, - entao - existem
o .
Wo = Vo, Wys cees Wi =V elementos distintos de I tais que
q ~# 0, para 0<i<k-1. Por hipotese de induggo,dvﬂ(wi)=i
iVi+1 , o
e dvo(vj) = j, para 0<i<k-1 e 0<j<n-1. Logo wy ;4 # Vo1 e
se wi = vj entao 1 = J.
Seja r = maxiie {0, ..., k-l};wi = vi}. 0O - ¢onjunto
v .
1 —{vi,vi+17 cees Vo Wiigs eees wk—l} tem a propriedade
z q,. > 2, para todo jeI'. Logo I' e um ciclo, o
e 4 °

que contradiz a hipotese.
A reciproca & verdadeira pois
i) Se @ contem ciclos do tipo (I), a condicao (1)
nao e satisfeita.
ii) Se @ contem ciclos do tipo II, a condicao (2) nao

e satisfeita.



29

Demonstragao do Teorema:

Primeiro suponhamos que @ @& um grafo de Gabriel. En
tao € nao tem ciclos, e N satisfaz as condigoes (1) e (2)..
Temos que § e formado por componentes disjuntas dos . tipos

A ,n>l; Dy, r24; E s = 6,7 ou 8 e e facil ver que N satis-

s?
faz as condigoes (3) = (6).

Reciprocamente, suponhamos que @ nao e um grafo de
Gabriel. Se § contem um ciclo, entao N nao satisfaz as
condigoes (1) e (2). Supondo que § nao contem ciclos, entao
@ tem um subgrafo de um dos tipos III, IV, V ou VI. Se § tem

um subgrafo do tipo:

(III) entao N nao satisfaz a condiggo (3):

,/’////’

(IV) entao N nao satisfaz a condigao (4):

4

L(1,1) = &4,

St AN

n+1 n+3

£(1,1) = 3= £(n,1)

(V) entao N nao satisfaz a condicao (5):

7
s
I £(3,1) = 3

1 2 3 4 5 £(3,2) = 3;
8
' L(4,1) = 3
. : . £(4,2) = 2

1 2 3 " 5 6 7.

L2(4,3) = 2,
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(VI) entao N nao satisfaz a condiggo (6):

4

1 2 3 5 6 7 8 9
£(3,3) = 3
‘6(3,2) = 2
= 1

£(3,5)

3.3 - Matndiz Reduzida:

Sejam TR(M) uma algebra tensorial especial, N=(Nij) a
matriz m x m associada ao grafo Q e
T, (M)
(
N )
(0)
M R
r_= M(z) M R s n>1
n
- -2
fprLy =Dy R
~ /
Ja vimos que ' & uma algebra ‘tensorial especial
n n n-1

TR.(M'), onde R' =i| R_ e M! =_L%_(r+er), cada R_ e uma
r=

copia de R & M_ = 8 Me

r+lr Rr+1 R Rr'

R
Sendo I = {1,...,m} o conjunto de indices de N,entao

a matriz associada a Fn e

N' = (m;, . ) 1<i, j<n; 1l<r,s<m,

de ordem mn, com indices 1y, 21, C i b m1,12,22,...,m2,...,1n,

2_ 5 iwa, m, e coeficientes

. . > = +
nlj se r s+1

0 se r # s+l
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Logo,
N 0
N (0)
1 =
N' (0) N (0)
(0) (0) ... (0)
s /
onde (0) @ a matriz nula m x m.
m m
Observe que R_ = F. e r+1Mr; } . M. , onde
i=1 “r ,j=1 Tl Iy
cada. F, e uma copia de F;, e M. = .M.
r r+l Ir J
geéinig&o: Sej% TR(M) uma algebra tensorial especial
. A matrizm x m N = (Hij) de-

com R =[ I Fi e M ={¥%:1 iMj

i=1
finida por
se dlmKFi = dlmKFj
ny g se dim F. 7 dlmKFj enij# 0,
0 se n;s = 0
onde (n.,) @€ a matriz associada a QT'(M} € chamada Matrdiz re
R
duzida associada a Tp(M).

Propriedades:
1) Se N & a matriz reduzida associada a TR(M), entao

{ oy 3
B N (0)
N' = < 2
" (0) N (0)
0) 0y ... W 0)
/

oY
€ a matriz reduzida associada a Fn'

2) se @ e composto de diagramas de Dynkin, en-
Tp (M)
tao o grafo associado & matriz reduzida N & um grafo de Ga-

briel.
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O teorema da segao anterior nos da condicoes necessa-
rias sobre a matriz reduzida N'n para que Tn tenha tipo de re
presentagao finito. Estudaremos, agora, estas condicoes e as

relacionaremos com condicoes sobre N, a matriz reduzida asso-

ciada a TR(M).

Dada a matriz m xm N = (nij)’ com coeficientes in-
teiros nao hegativos, seja N'n a matriz nm x nm dada por
4 N
(0)
N (0)
' =
N' (0) N (0)
(0) (0) o . (0)
~ J'
Fixemos a seguinte notagao para o restante desta secao:
I ={1,...,m } @ o conjunto de indices de N;J={11,21,...,m1,
Loy wees Moyuun, ln""’mn} e o conjunto de indices de
N' 3 q.. =n,. +mn.. e q'. . =m, ., +m. . ;
n td 1] 3t Trls trls Jg by

d é a métrica definida em I e d' a métrica definida em J; pa-
ra cada x&I, £(x,p) e igual ao numero de indices i€1I tais
que dx(i) = p; para cada yGEJ,ﬂ’gy,p) e igual ao numero de ig
dices j€J tais que d'y(j) = p.

Temos que o grafo associado a N’né um grafo de Gabri
el se, e somente se, N'n satisfaz as condigaes (1) - (6) do
teorema da secao 3.2

Para determinar condigoes necessarias e suficientes
sobre N para que N' satisfaga as condicoes (1) - (6), comega

mos com resultados que relacionam d e d'e £ e £'.

Lema 1: Se di(j) = ¢, para i, jETI, entao d'i (js)zc,

r
para r, s =1, ..., n.
Demonstragac: Suponhamos que existem r e s tais que
d'. (j.) = k<c. Entao existem i_ = x° ,'xl L T xk = j _ em
i s r Ty T ’ Ty s
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1

em J ( com x°, x ,..., xkel) tais que q' £ x£+1 # 0,0<€<k-1.

e T+l
Logo qX£X£+1 # 0, O0<f£<k-1 e, portanto, di(j) = dxo(xk)§k<c.

Contradigao.

Corolario: se d', 5= entao d,(j)<ec.
r-s

Lema 2: Se di(j) = ¢ < o, entao, para cada r tal que

n-c > r > c+l, existe s€{-¢, ..., -1, 0, 1, ..., c-1,c} tal

' : -
que dir(Jr+s) C

Demonstra¢ao: Indugao sobre c

c = 0, entao i = j e dir(jr) =0

= a i . 0
c 1, entao a5 # 0. Logo nlJ# ou
n.. # 0 ou ambos. Suponhamos n.. # 0, entao m, . # 0 e,por
J1 ) trdr-a -

1 ¢ T ] =
tanto, q; ; # 0. Assim d: (Jr+s) 1 para algum

rer=1 r
sef{-1, 0, 1 }.

c > 1, entao existe j'€ I tal que di(j') = c¢~-1 e
dj(j') = 1. Por indugao, existe s'@ {-c+l, -¢+2, ..., c-1l}tal
que d! (3' » c-1. Por argumento acima, q., ‘ 0

Ty e r+s'Jr+s'+l

|l
ou q'., . # 0.

J res'Ires'-1

Entao, d'. . < ¢ ou d'i 5 < com
Tedrasnl rir+s'-1 ‘

s''+1 ==s€{-c,...,ct. Pelo lema 1, a desigualdade implica na
igualdade.

Conolandio: L(i,c)< K'(ir, c) para c,r satisfazendo

l+c<r<n-c

Demonstracao: £(i,c) e igual ao numero de elementos

jel tais que di(j) = ¢. Mas para cada um destes j e cada r
. — - ' . -
satisfazendo l+c<r<n-c, dir(Jr+s) ¢ para algum
sel-c, +v., =1, 0, 1, ..., ¢}, pelo lema 2. Logo

L(i,c) < Z(ir, c).
Como consequencia do corolario acima temos o seguinte:
Teorema: Se N'n satisfaz as condigoes (3) - (6) para

todo n>l, entao N satisfaz as condigoes (3) - (6).



Demonstracao: Desde que as condigoes (3) - (6) sobre

N sao dadas atraves de uma limitagao sobre £(x,p) em .varias

circunstancias, se N nao satisfaz (3) - (6), N} tambem nao sa-
tisfaz as condigoes (3) - (6) para n suficientemente grande.
Lembremos que um subconjunto I'CI & um ciclo se

z q.,= 2 para cada i&I'., Ainda, se I' tem 1r>3 elementos,
. . i -

je1l

podemos ordenar os indices em I', il’ iz, ""ir’ de tal manei

ra que q. . =1=q; ; para 1<j<r-1.

joi+l rl

Se I' & um ciclo, entao

"l se I' tem um elemento

' = = =
2 se I {v,w} e o 1 -
1I'l = 0 se I' = {v,w} e n,, = 2oumn,, =2

-, _ _

\ r ( n. . = N, s )‘ se I' tem r>3 ele-
. i.1, P

ij=1 J7j+1 J+173

mentos, onde ir+1 = il

Teonema 2: N' satisfaz as condicoes (1) - (6) se, e

somente se, cada componente de N satisfaz as condigoes (1)-(6)

ou & um ciclo V com |V| # 0.

A demonstracao do Teorema 2 & bastante longa e, por

isso, sera dividida em tres passos.

Seja V = {1,...,s} uma componente de N e seja W uma

componente de N; contendo lr’ para um r fixo. Temos que:

a) pelo corolario do lema 1, se 1l<i<s, di (i )=-= pa-

ra todo jﬁév. e todos r e t, pois di(j) = o ’
b) se i €W, entao iEV, pois dp (1 )<® = sdq (1)<,
r
Nos passos 1 e 2 mostraremos que, se V satisfaz as
condigoes (1) - (6) ou & um ciclo com lV‘ # 0, entao W satis-
faz as condicoes (1) - (6). Com isto fica provado que se  as
componentes de N satisfazem as condigoes(l) - (6) ou sao ci-

clos C com 'C' # 0, entao N' satisfaz as.condigoes (1) - (6).



35

No passo 3 mostraremos que, se Né satisfaz as condigoes (1)--
(6), entao as componentes de N satisfazem as condigaes(l)—(6)
ou sao ciclos C com 'C|# 0.

Passo 1: Supondo que V satisfaz as condigoes(1l)-(6),
mostraremos que W tambem satisfaz as condigaes (1) - (6).C2

mecamos provando o seguinte:

Lema: Se vg , vl y B S v: sao elementos .distintos
o i t
v p . ~ o 1 .t
de W, com qii i+l # 0 para 0<i<t-l, entao v , V ;... V
Yo Ea
1 1+1

sao elementos distintos de v.

Demonstracao: Indugao sobre t

t =0
t = 1. Desde que q%o vl # 0, qvovl#O.
rO r]_
Entao v° # vl pois: vO = - # 0 : >2. o
P : >4y0y0 = => q,0y0 Z%>

que contradiz a condigao (1).

t = 2. Pelo caso t = 1, v°# ¥ & vl#.v2
0 = 2 = a =
Suponhamos que v ve. Sendo.qvovl 1, entao nvovl 1 ou
n,1,0 = 1 mas nao ambos. Se nvdvl = 1, entao
q' o 1 : - -
Vro Vr1 9‘ 0 = rl I'o 1.
Agora, q1 v?2 $# 0 =———> T, = ry+l. Logo
1 2
vO = v2 . 0 que & uma contradigao pois vO_ sl w2 sao
T r o rl r
o 2 2
distintos.
t > 3. Por inducgao, vo,...,vt-1 e
vl, ..., vt sao distintos. Logo v°, ..., -t 3o distintos se
v # vbt. Pela condigao (2), d, 'l =t -1 > 2, Mas
)
d ( t) - 1 . . ~ o _ t
=1V = 1, o que seria uma contradigao se v = v .
Logo, se V satisfaz as condigoes (1) - (6)e i ,j g € W,

pelo lema anterior,

d, (j.) = c < @
i, s

>d; (i) = ¢

dit(itl) = dl(i) =0



Logo, se i EW, t e unico.
Agora,
K'(it,p) = numero de jg€ W tais que

d; (js) = p < (nimero de jEV tais que
t

d; (3) = p) = £(i,p).
Isto e, Z'(it, p) < L(i,p). Logo, se V satisfaz as
condigoes (3) - (6), W também as satisfaz. Pois estas condi-
coes sao dadas por ﬁ'(it,p).

Finalmente, se V satisfaz as condicoes (1) e (2),entao

W satisfaz a condicao (1), pois q; § < qij <1 e,
r-s
pelo lema,W satisfaz a condicgao (2), desde que, se
ve o, ..., VP sao elementos distintos de W com
r r,
q i+l 4 9 : - 3 P oy &
vri vri+1 # para 0 < i < p-1, entao dvo(vr ) -dvo(vp) P

Passo 2: Suponhamos que V & um ciclo com ‘V\ # 0.(veja
exemplo 5 pagina 41).
a) W satisfaz as condigaes (3) - (6).

Se provarmos que E'(vi,l) < 2 para todo viE,W, entao W

obviamente satisfaz as condicoes (3) - (6).
! - . ] -_
a (Vi’ 1) < numero de wjéiw tais que q viwj # 0 < (nu
mero de wEV tais que n_. # 0) + (numero de weV tais
que n # 0) < I (n_ v+ 0, ) =1 .. 1 mas,
WV we v vw w'v wley vV
z Q..+ = 2 pois V & um ciclo. Logo £'(v.,1) £ 2 pa
1 vw 1 - —
w'EV

ra todo Vie W.

b) W satisfaz as condigoes (1) e (2).

Lembrando que V & conexo, comegaremos provando dois le

mas :
Lema : Ny ow S 1 ou 0 para v,wgV.
Demonsthagcao: Se B 2 2, entao oy = 2 € q,.1=0 para
w # w', pois 2 = I q_ _ Ly
wley vV Analogamente, q_ , = 0 para w' # v.

Logo, desde que V & conexo, V = {v,w}l. Mas \V\ # 0 e, portanto,
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n,u - 1 =mn_,  , 0 que e uma contradigao.
Lema: Existe um ve€V tal que n__ = 1 se, e somente se,
v = {v}.
Demonstracdo: Se V = {v}, entao 2 = I qvw-qvv=2nvv‘
w&e 'V
Portanto n__= 1.
vv
Se noy " 1, entao Qyy = 2 e Qi = 0 para todo w # v,
pois 2 = L q_ . Sendo V conexo, V = {v}.
wev
Cato 1: Se V = {v}, entao \V\ = 1, Sejaf{v. ,...,vi}
1 T
um conjunto de vertices em W.Entao, supondo que il<ij para
r
2 < 3 < ' E
=3 =T .Z_ Ty, v. < 1. Logo {v, ,...,v. } nao e um
j =1 i, 1. 1 1
1 73 1 r

ciclo e, portanto, W nao contem ciclos.

Caso 2: V ={v,w} com v # w . Como lVl= 1, temos ' que

= = ot T = = ] . .
LN 1 nov® Entao q v.v. 0 q', . Ppara todos 1 e ] e
i3 i']
1 se ‘i—j' =1
q' =
Vi¥;j 0 se |i-3j| # 1

Seja {x: ,...,%. } um conjunto de vertices em W. Po-

1 1

1 T
demos supor que i, < i., para 2 £ jJ < r e que x. = V. . En-
2 1 - 73 - 1, 1y
tao I ‘q'x x < 1. Logo, W ndo contem ciclos.
j=1 i1 i.
J

1 r
Caso 3: v={v,...,v} comr > 3sqvivi+1=l=quv1,pi

ral<i<zr-1 e |v]#o0.

Seja f:V — —>Z definida por:
1, se no2,1 = 1
f(vl) =
-1, se no1,2 < 1
para 2 < i < r-1,
f(vlnl) + 1, se n_i+l 1 =1
. v v
f(vt) =
i-1

L]
=

f(v ) - 1, se n_i_i+1
. vy
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r-1 _
. f(v ) + 1, se nvlvr =1
fvos vl -1 =1
v ) s se m oy 1 <
Temos que lf(vr)' = |V' # 0
1 2 s ~ .
Suponhamos que X s X s cees Xp € W sao tals que
1 2 s
q;i. X1i(+1 # 0 para 1 < i < s-1.
i i+1
Devemos mostrar que {xi ,...,xi } nao e um ciclo. Re
1
3 _ . s 1 _ 1
numerando os v ' 's, se necessario, podemos supor que X = 'V .,
Entao
qa'.1 # 0 (w. = 2 ou w. = v. ) e
vk Wj > J ] J ]
1 (3 = ky*1 ou ky-1)
Suponhamos que v, = v?, entao
Ayl v2 = Myl 2 +omg2 Xt # 0c ’mxl v? 7 0
ou m2 xt # 0
J 1
- 1, _ 5 _ 1
m_1 _2# 0 > 3= k,.-1 e f(v') = -1 s J=k +£(v7)
X+ V. 1 1
kl ]
m 2 .1 #0 >3 = k. +1 e f(v1)=1:“——>j=k +f(v1)
Vi X 1 1
I kg
Analogamente, se Wi = vg entao j = k1+f(vr_1)-f(vr)
Logo
q.,1 # 0< > w,= v1 1
Xr W ] k1+f(v ) ou
kl ]
W vi r-1 r

& i
Invertendo, se necessario, a ordem dos v 's, podemos

supor que

X2 v2 1
k2 = k1 + f(v7)
q.2 # 0< > w, = vi ou w. = vi + f(vz)
ko, V3 J 1 J 1
>x3= 3
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Continuando, encontraremos que

t

i
xki - Vk1+ LE(vT) + £(v

1-1) g s

t = L.r+i, 1 < i <r. (sei =1, faga £(v°%) = 0)

Se x; = v; com 1 < i < r, entao
s s
xs_1 = vl-1 i-2 - t
k k +f(v ) £(v'™ ). Como x. # x
s—1 k k
s t
para 1 < t < s,
s-1
q'_ s # 0< > W. = X
Xy wj k| ks_1
S
Neste caso, {xi . F xi } nao & um ciclo, pois
1 s
s-1 1
x # x
ks—l kl
Suponhamos, agora, que xi = vi
s s
Neste caso, kg = k; + LE(vT) + f(vr—l) onde s = £.r + r. En
tho q'y1 g5 F Ocmm==> € = kgtE(vH-£(vTT1) = ky+(Lr1) £GT),
t "k
Mas ky 7 k; + (£+1) £(v"), pois f(v") =|V] # 0.

Logo q%l Xﬁ # 0, o que completa a demonstragao do passo 2.

1 s
. Passo 3: N; satisfaz as condigaes (1) - (6) para to-
do n > 1. Queremos mostrar que cada componente de N satisfaz

as condicoes (1) - (6) ou e um ciclo C, com !Cl # 0.

Seja V uma componente de N. Desde que Né satisfaz as

~ondigoes (3) - (6) para todo n>l, pelo Teorema 1 des*a se-
cao V satisfaz as condigoes (3) - (6). Agora, supondo que v
nao satisfaz as condicoes (1) - (2), mostraremos que V & um

ciclo com [V] # 0.
Pelo lema da secao 3.2, V contém um ciclo. Entao
existe um subconjunto minimal V'C V tal que

z q > 2, para cada veV'.

]

Pela proposicao 2 da segao 3.1, V' tem um ou dois elementos
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ou V' & um ciclo.

Notemos que n . = 1 ou 0 pois N! satisfaz a condigao

(1), ¢q = 1 ou 0~ >m < 1 =——=>n < 1;
VoWq VoW, vw

Caso 1: Suponhamos que V' = {v}. Entao n,, =1 pois
q > 2 e n < 1.
vv = vv

Se V' =V, entao V & um ciclo com[V]= 1 # 0.

Suponhamos que V' # V, entao existe weV-V' tal que
q # 0. Em N', q' # 0 # q' e, ainda, q' # 0 ou
VW n Vlv2 V2v3 , : VoW,
' . ' -
q Wav, # 0, pois n o # 0 ou Ry s # 0. Logo £ (vy,1) > 3. Ana
logamente Z'(v3,1) > 3. Mas d'vz(v3) =1, isto &, v, e 2

pertencem a uma mesma componente de N;, e portanto Né nao sa

tisfaz a condigao (4). Contradicao.

]

Caso 2: Suponhamos que V' {v,w} Entao

n =1 ou 0 =——=> n =1 =mn desde que
VW VW wvV
> = T : ' ' =
Qg T Gy 2 2 e dyy 0 pela minimalidade de V Logo V e
um ciclo e 1V" = 2 # 0. Mostraremos que V' =V,

Se V' # V, entao existe x€V - V' tal que 9y, # 0

~ ; .
ou q__ # 0. Suponhamos 9y x # 0. Entao £ (v,,1) 23, pois
' = - 1 ' - 1 =
d v (wl) 1 d 7 (w3) e (d v (Xl) 1 ou d v (x3) 1)
2 2 2 2
"Analogamente, £'(v,,1) > 1. Mas d' (v,) < 2, pois
4 = v, 47 =
' — = ' | o~ . . ~p
d V2(w3) =1 d v4(w3). Logo N nao satisfaz a condigao (4),
para n suficientementé grande. Isto & uma contradigao e,
portanto, V = V',

Cas0 3. Suponhamos que V' tem tres ou mais elementos.

Entao V' & um ciclo.
(a) [v'] # 0

Pelo corolario da proposigao 2, segao 3.1, os ele-

1 T .
mentos de V' podem ser ordenados, v, ..., v de tal maneira

que q_i_ i+l = 1 = ¢

" . lvr, para 1 < i < r-1.

v
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. {4 = . . a = Ou
Logo Nyi i+l 1 ou noi+lyi 1,mas nao ambos, e Nyl,r 1
nr 1l=1, mas nao ambos.
vV
Consideremos a fungao, ja definida, £:V' —> Z ( ver

pag. 37). Temos que

9 yi j-1, vitl o1 = g
i = q'1 »
+ + =
s+f (v ) s+f(v7) vs+f(vr)vs+f(vr 1)
Se {V"= 0, entao £(v') = 0 e, portanto,
qél vi r=1y = 1
s s+f(v )
Dai, temos que [v:, «2 2 cevs, VE r-1,} e um ciclo em
’ s’ “s+f(v7)’? > Ts+f (v )
N;, para s>r+l e n>r+s. Isto @ uma contradicao pois Né nao
contém ciclos. Logo lV" # 0.

(b) v = V'

Se V # V', entao existe wgV-V' tal que 9w # 0, para
algum vE V'. Podemos supor que q,1, # 0.

De acordo com o que foi mostrado nos casos 1 e 2,

! r\)< @, Logo pa

)
b (vs, 1) >3 para 1 < s < n. Mas dvé(vs+f(v )

ra s2r+l e n2r+s+l, N} nao satisfaz a condigao (4). Contradi

cao.

Isto completa a demonstragao do teorema.

'Exempzo 52
(0 0 0 0
1 0 0 0
Seja N= 0 1 0 0 , entao
\ 1 0 1 0 |
o grafo associado a N e ///¢.
ﬁ\\\
1.\\\-“’//’.3
2
e N tem apenas uma componente V = {1,2,3,4}. V & um ciclo e

|v]= 2.
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Para n=5, o grafo associado a Né e

W={31, 42, 1y, 2,, 33, 44, 13, 24, 35}. Renumerando os elemen
tos de V, podemos fazer gL 3, V={vl, v2, v3, v4} onde
=4, vi=1le v'=

tevh= 15 £vH= 05 £vhH=1; £vhH= 2

W tem a propriedade q;i i+l # 0 1<i<8,(s=9).

ki ki+l

Temos ainda,

ky= 15 k,= 2 = k1+f(v1); ky= 1 = ky+£(v?);

1 3
K, =2k, +£ (v3)ske=3=k. +£ (v}) 1k, =b=k. +£ (v?) +£ (v 1)

4 1 » %5 1 %6 prEY
ky=3=ky +£ (v +E(vD) shg=bmky +£ (v +E(vD) ;5

=B r
9—5 k1+2f(v )

Teorema 3: T~ tem tipo de representagao finito para
todo n>1 se, e somente se, o grafo associado a TR(M) e com-

posto por diagramas de Dynkin e ciclos C tais que IC] # 0.

Demonsitracao: Podemos supor que o grafo QT (M) asso-
' R
ciado a TR(M) tem apenas uma componente.
Se QTR(M) e um diagrama de Dynkin, entao TR(M) tem

tipo de representacgao finito. Portanto An= Tg (M) /0 tem tipo

de representacao finito para todo n>l. Logo I tem tipo de re

presentacgao finito.

Se @ - . A,
Tg(M) e um ciclo com IQTR(M)'# 0, entao, pelo teo
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rema 2, o grafo associado a Fn satisfaz as condicoes (1)-(6).
Logo o grafo associado a Pn e um grafo de Gabriel e, portanto,
I tem tipo de representagao finito.

Agora, suponhamos que Fn tem tipo de representacao fi
nito para todo n>l. Entao a matriz reduzida ﬁ; associada a T
satisfaz as condigoes (1)-(6). Pelo teorema 2, a matriz redu-
zida N associada a TR(M) satisfaz as condigoes (1)-(6) ou @
um ciclo V com |V| # 0:

(a) N & um ciclo V com ]Vl # 0. Entao N = N, isto &,
a matriz associada a TR(M) e igual a sua matriz reduzida.Pois

se isto nao ocorresse, existiriam indices i e j de N tais

que dlmKFi # dlmKFj e nij= dlmFi(iMj) X dlm(iMj)Fj¥ 0, onde

R= L, F. e M= ‘ ‘ iMj' Pelo que foi feito na demonstra

i i,3
cao do passo 2 do teorema anterior, para n suficientemente
. ; ;
grande, existe r>0 tal que diz( l1g,p) < @ em Nn' Mas,

1 - 1

e m = n,. e portanto o grafo associado a

m. . = n.. . s i
Y2l Y] t24rdler 3

Fn tem uma componente com dois pares de vertices ligados por

~ -

mais de uma flecha.Logo o grafo associado a Pn nao e um dia-
grama de Dynkin. Contradicio.

Zb) N & um grafo de Gabriel. Entao N nio contem ci-
clos. Mostraremos que as componentes do grafo associado a Pn
sao subgrafos do grafo associado a TR(M). Seja V={v1,...,vs}o

conjunto de vertices de N e W uma componente de N;.

i) Suponhamos que vi, v} pertencam a W, entao
d;l(v1)= c < ® e, portanto, existem elementos distintos
J
xi = vi, xi s eeas x§+1 = v% em W ‘tais que
1 2 c+l ;
q;§ xi+1 # 0, para l<i<c. Logo, Quiy i+l # 0 para
i i+1

; c - ;
1<i<e¢ e, portanto, V' ={x1, vve., x }C V contém um ciclo. Con-
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tradig¢ao. Temos que

k

i

>1=]

k
Vi, vj & W, 1<k<s
e o numero de elementos de W e menor ou igual ao numero de ele

mentos de V.

ii) Por (i), podemos supor que
W= {vi , vi s e vas vi }, r<s. Devemos mostrar que
1 2 r
m' i j = n_i_j para todos vi vj E W
v v vivd k.? "k, '
k. k. i ]
1 J
. . n,i,l se ki= kj+1
m' i j =
k. Yk,
i ] p se ki # kj+1
' . o . .
m Vl VJ =0 e nvlv_'] ¥ 0 < > kl # kj+1
K. K
1 J
Sabemos que dvj (v; ) = ¢ < ®», Do mesmo modo que no
k. i
. . ] 1_i .2 c+l_ _j
item (i), obtemos um conjunto V' = {x =v ,x,...,x = vy} g; v
tal que q_t_t+l # 0, 1<t<c, e xt 4 x£ se t # L. Como

q.l.c+l # 0, V! contém um ciclo. Contradigao.

Logo W e um subgrafo de V. Assim, para n suficientemen
te grande, existe uma componente do grafo associado a Pn que
e o mesmo grafo associado a TR(M). Como I'  tem tipo de repre-
sentagaé finito seu grafo @ composto por diagramas de Dynkin.

Portanto o grafo associado a TR(M) e um diagrama de Dynkin.



4 - 0 TEOREMA E EXEMPLOS

Tendo em vista os resultados das secoes precedentes,
obteremos agora condicoes necessarias e suficientes sobre
T, (M) para que A = TR(M)LJn tenha tipo de representagao fi-
nita para cada n>1.

Lembrando que se A tem T.R.F. entao I tem T.R.F.,pe

lo teorema 3 da secao 3.3, temos o seguinte:

Proposdieao 1: Se Tp (M) & uma algebra tensorial espe
cial e An= TR(M)/Jn tem T.R.F. para todo n>l, entao o grafo
associado a TR(M) € composto por diagramas de Dynkin ou ci-

clos C tais que |C| # O.

Proposdicao 2. Seja Tp (M) uma algebra tenmsorial espe

cial. Se 9; M # 0 para rodo r>l, entao o grafo associado a

TR(M) contéem um subgrafo do tipo Z o

~Demonstracao:

n
Sendo M= I I iM

i,3=1

4 e v={1,2,...,n} entao

n

v
8 M= ‘ | " Mk ﬁk Mk Q"'Qk. Mk

R ko,ky,...,kpe=1 o 1 1 "2 i-1 "o
r .
1 i+l
ra i=0,...,r-1.
Sendo V um conjunto finito, para r suficientemente

grande, os vertices ko’kl""’kr nao podem ser todos distin-

tos. Isto &, existem i,j€&{0,1,...,r} tais que ki = kj' Su-

pondo j= i+t, vemos que V'= {ki,k -

conte i -
1+t} em um ci

i+l
clo do tipo Zm.
45
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Observacdao: A reciproca da proposicao anterior & ver-
dadeira.

Teorema: Seja Tp (M) uma algebra tensorial especial
cuja decomposigao em algebras tensoriais especiais indecompo-

(2), (D)

T
niveis & || TR‘(Mi)' Sejam J= M+M ceeo@ Jo=MoeM, ¥, owuy
i=1 i

para 1<i<r. Entao A, tem T.R.F. para todo n>l se, e somente
se, para cada i=l,...,1, TRi(Mi) tem T.R.F. ou TRi(Mi»Ui e um
anel de Nakayama. Isto e, An tem T.R.F. para todo n>1 se, e
somente se, o grafo associado a TR(M) e composto de diagramas
de Dynkin ou ciclos do tipo Zm’ m>1.

Demonstracao: Suponhamos que cada TRE(Mi) tem T.R.F.
ou TR!(Mi)/JZ ¢ um anel de Nakayama. Entao ;R(M)/Jn= An tem

i
T.R.F. para todo n>l, pois An/(rad An)2 - A, (ver proposicao
1, secao 2.3).

Agora, suponhamos que TR(M)/Jn tem T.R.F. para todo
n>l. Entao o grafo associado a cada TRf(Mi) e um diagrama de
Dynkin ou um ciclo C com ]Cl # 0, poislTR!(Mi) tem T.R.F. pa-
ra cada ie{1,...,r}. '

0 teorema estara demonstrado se provarmos que:

~(I) Se o grafo associado a uma algebra tensorial espe
cial TR(M) e um ciclo C, com ICI# 0, entao TR(M)/Jn tem T.R.F

para todo n>1 se, e somente se, C e do tipo Zm'

Para isto, consideremos a afirmagao:

(11) Q; M # O,V/rzl : 5C & do tipo Z . Pela propo-

sicao 2 desta secao, II & verdadeira. Assim, nossa demonstra-

> (I).

cao estara completa se provarmos que: (II)

Suponhamos que TR(M)/Jn tem T.R.F. para todo n>1. Se
Q; M = 0 para algum r, entao J = 0 e TR(M)/Jr= Tp (M) . Mas se
TR(M) tem T.R.F., o grafo associado a TR(M) e composto por

diagramas de Dynkin. Isto contradiz o fato de ser o grafo

associado um ciclo. Assim, ﬁ; M # 0 para todo r e, por II,
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C e do tipo Zm'
Reciprocamente, se C & do tipo Z ,pela proposicao 1,
secao 2.3, TR(M)/Jn e um anel de Nakayama, para todo n>1. Lo

go, 0s aneis TR(M)/Jn tem T.R.F. para n>1.

Uma aplicacao do teorema anterior:

Teonema: Seja A uma K-algebra artiniana tal que
o m

rad( A ) e um somando direto de A e Arad(A) = |1 F; co-
i=1

mo K-algebra, onde cada F, € uma algebra com divisao, central
e de dimensao finita sobre K. Entao, A tem T.R.F. se o grafo

. 2 - o
associado a TA/rad(A) (rad(A )/(rad(A) ) e composto por dia

gramas de Dynkin ou ciclos do tipo Z

o
Demonstracao: Sejam R= A/rad(A) e M=rad(A)/(rad(A))2.
Consideremos o anel TR(M)/JD, onde J= ! | M(l) ene o me-
i=1
nor inteiro positivo tal que (rad(A))n = 0. A aplicacgao
£ T, (M) /37 —> A

definida por

f(r + m + m} Qmé + ... 4+ m
+ + 1 L + +
r m ml.mz s e ® m

¢ um epimorfismo de anéis. Logo A tem T.R.F. pois TR(M)/Jn

tem T.R.F.
Exemplo 1. Sejam F, = F, =K, R =F, x Fo, r um nu-
mero inteiro > 1 e
. = K', sei =2 e j =1
i']
0, sei # 2 ouj #1
a) T,(M)= K x K + ,M. + 0 + ..., J" = 0 para n>2
R 271 > z
[K O
Tp (M) = onde V & um K-espago vetorial de
vV K

dimensao r.

-

b) O grafo associado a TR(M) e

10700, .
S A
r2 flechas
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Logo, TR(M) tem T.R.F. se, e somente se, r=1 e, neste

caso TR(M) e a algebra das matrizes 2x2 triangulares (K 0)
K K

R se n=1
c) TR(M)/Jn =
TR(M) se n>1

Exemplo 2: Sejam R=K e M= K*, r>0.

a) TR(M)= K + KF + KF+ ... Z K [xl’ Koy wves er

b) 0 grafo associado a TR(M) e

(] @ r2 flechas

Tg (M) nao tem T.R.F., para todo r>l.

c) Para r=1, Q@ e {) e TR(M) - K[ﬁ

TR(M) nao tem T.R.F., mas r,e A tem T.R.F. para

todo n>1.

An= TR(M)/(xn) , onde (xn) e o ideal de Kfﬂ gera-

n
do por x . y \
' O
K K
Pn = i - .
K K K
\ : /-

Exempfo 3. Seja R = K x K x K. Se e;=(1,0,0),e,=(0,1,0)
e3=(0,0,1), sejam R,= e Re; e M= R, 8 R +R @ R, +R & R, .

a) TR(M) nao tem T.R.F. pois o grafo @ associado a

3
T_(M) e
¢ ) 1./////’
\

2
b) MQRM= (R3 QK RZ) QR (R2 QK Rl)
(MQRM) aM = 0 —->n(n) = 9 para n>3

= =
TR(M) R+ M+ M QRM + 0 + 0 +

Logo Tp (M) e uma K-algebra artiniana hereditaria, com

(rad(TR(M)))3 - G,



c) @ e um ciclo e lQl =14 0,

para todo n>1.

(2)

d) A = TR(M)/‘M tem T.R.F.
Demonstragao:
R 0 T (M)/J3
P 3 -
“ M R J/J2

J= rad(TR(M)), tem T.R.F..

do seguinte teorema:

A afirmagao acima &
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logo Fn tem T.R.F.

0

, onde
T, (M) /3

consequencia

Teorema (Auslander-Reiten). Se A & um anel artinia
no, r= rad (A) e rz = 0, entao A tem T.R.F. se, e somen-
te se, A/ x 0

tem T.R.F. (ver (11))
t A/r

Obéenvagao:o exemplo 3 mostra que para um anel arti-

niano A, com r3 = 0, o anel
r/r? A 0
2
\rz r/r A/r)

pode ter T.R.F. sem que A tenha T.R.F.
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