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Abstract

In this work we extend some classical algebraic characterizations of linearly reduc-
tive groups to more general contexto. These characterizations are obtained in terms of
an "integral" and in cohomological terms. In the first case, the concept of generalized
integral is introduced and we prove that the existence of suco an integral characterizes
the geometric reductivity. In the second case, it is proved that reductivíty is equivalent
to verification of certaín polynomial conditions for cocycles with values in an arbitrary
representation.

Furthermore, we study ]inear]y and geometrica]]y reductive actions. ]n the linear
case, necessary and sufbcient conditions in terms of Reynolds Operador, Integral and
in cohomological termo are presented. There is also a concept of "generalized integrall"
which characterizes the geometrically reductive actions.
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Introdução

Em fins do século XIX, Hilbert provou que, para certas ações de G = S.[(n; a' ) em
a' ]Xi , . . . , X.], a álgebra de invariantes a' [Xi , . . . , X.]a é finitamente gerada sobre a

Já em 1900, durante o Congresso Internacional de Pauis, o próprio Hilbert propunha
a questão de provar que o mesmo resultado valia para a ação natural de um subgrupo
arbitrário G de G.[(n; (r ) em a' IXi, . . . , X.l, questào essa que passou a ser conhecida
como o 14e Problema de Hilbert.

Em 1926, E. Noether mostrou que a resposta é afirmativa no caso em que o grupo
G é um subgrupo finito de G.L(n; a ). Ainda nesse mesmo ano, em j211, #. Wey/obtém
resultados que, em nossa linguagem, podem ser msim enunciados:

(i) Todo grupo conexo semisimples sobre a'é linearmente dedutivo e

(ii) O anel de invariantes para a ação de um tal grupo é finitamente gerado

Em 1933, parte dos argumentos de Weyl foram simplificados e generalizados por
M. Schi#er que, de modo bastante simples, mostrou que (ii) podia ser deduzido de (i).
Seus argumentos apesar de colocados no contexto clássico, são válidos mais geralmente
e em característica arbitrária, e podem ser estendidos, sem dificuldades, ao seguinte
resultado:

"Para toda ação racional de um grupo algébrico linearmente redutivo G em uma
É-á]gebra finitamente gerada R, a á]gebra de invariantes ]?a é finitamente gerada sobre
k."

O primeiro contra-exemplo para o 14e Problema de Hilbert foi obtido por Nagata,
em 1958. Nos anos seguintes, o prol;rio Nagata construiu um contra-exemplo mais
simples, no qual o grupo G em questão consistia de matrizes unipotentes triangulares,
e obteve ainda uma classificação dos grupos linearmente redutivos. Em particular,
mostrou que os únicos grupos algébricos conexos e linearmente redutivos sobre corpos
de característica positiva são toros (veja [131 e j141 ou j161).

Aproximadamente nessa mesma época Mumford suspeitava que muitos dos seus
resultados em teoria geométrica de invariantes, demonstrados para característica zero,
deveriam ser válidos também em característica positiva. No entanto, em função dos
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resultados de Nagata, a noção de redutividade linear, nesse caso, mostrava-se dema-
siado restritiv'a, tornando a teoria desinteressante. Mumíord introduz então, em j121,
o conceito de grupo algébrico geometricamente redutivo, conceito esse que generaliza
a noção de redutividade linear e que com ela coincide em característica zero, como
provou Nagata.

Em jlSI, Nagata mostrou também que se G é um grupo algébrico geometricamente
dedutivo agindo racionalmente em uma k-álgebra finitamente gerada R, então a álgebra
de invariantes /?c é finitamente gerada sobre k. Juntamente com Miyata, provou ainda,
em j171, que todo grupo geometricamente redutivo é dedutivo, no sentido de que seu
radical unipotente é trivial.

Em j121, Mumford já conjecturava que todo grupo algébrico redutivo seria geo-
metricamente redutivo, o que, no entanto, nesse grau de generalidade, só foi provado
quase dez anos mais tarde, por Haboush, em ]õ].

Os conceitos de ação linearmente redutiva e geometricamente dedutiva de um grupo
algébrico .K em uma k-álgebra -R, foram introduzidos em l41 e generalízam, respectiva-
mente, os conceitos de redutividade linear e geométrica. Sua origem está relacionada
com o problema de geração finita de anéis de invariantes e com o conceito de subgrupo
excito de um grupo algébrico, introduzido por Clone, Parshall e Scott, em l21.

Vários resultados de Nagata sobre estruturas afins em espaços homogêneos (j161),
bem como resultados mais recentes de Clone et a1 (121), podem ser interpretados como
casos particulares da teoria das ações redutivas. Além disso, em l41, prova-se que se
.K age em uma X;-álgebra finitamente gerada R de modo linearmente redutivo, então
RK é também finitamente gerada.

Neste trabalho, tratamos de estender certas caracterizações algébricas, conhecidas
para os grupos linearmente redutivos, aos grupos geometricamente redutivos e, mais
geralmente, às ações redutivas.

No Capítulo 1, apresentamos os conceitos .e propriedades básicas das categorias de
módulos racionais, necessários ao desenvolvimento deste trabalho.

No Capítulo 2, introduzimos as noções de redutividade linear e geométrica e mos-
tramos a equivalência entre as várias definições de grupo geometricamente redutivo,
que constam da literatura. Mostramos ainda os resultados clássicos de Nagata sobre
grupos linearmente redutivos a que nos referimos anteriormente.

Iniciamos o Capítulo 3, apresentando caracterizações algébricas conhecidas para os
grupos linearmente redutivos, em termos da cohomologia racional - introduzida. por
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Hochschild, em l81 - , da existência de uma família de operadores de Reynolds e de uma
integral. Em seguida, introduzimos a noção de integral generalizada e obtemos uma
caracterização da redutividade geométrica em termos da existência de uma tal integral.
Esta caracterização nos permitiu introduzir a noção de índice de um grupo algébrico
geometricamente redutivo, da qual tratamos na última seção deste capítulo. Além
disso, obtemos uma condição, em termos da cohomologia racional, que caracteriza a
redutividade geométrica e estende o resultado análogo para redutividade linear.

Finalmente, no Capítulo 4, estendemos ao contexto das ações linearmente redutivas
as diferentes caracterizações, apresentadas no capítulo anterior, dos grupos linearmente
redutivos. Para as ações geometricamente redutivas, apresentamos uma caracterização
em termos da existência de uma "integral"



Capítulo l

Preliminares

Neste capítulo, apresentaremos os conceitos e resultados básicos, necessários ao
desenvolvimento deste trabalho.

1.1 A categoria dos G-módulos racionais

Sejam k um corpo algebricamente fechado de expoente característico p 2 1, G
um grupo algébrico afim definido sobre k e P(G) a k-álgebra das funções polinomiais
de G em k.

Definição l.l.l

(i) Sd« M um k-esp"ço ueZorÍa/ d dimensão finita «o qua/ G «ge ã «qK.rda p«
auZomor$smos. Z)iremos que .A/ é um (;-módulo racional â esqtzerda raiz que (;
age racíona/mente â esquerda em .A/,) se o moly2smo G --.} G.L(M), induzido pe/a
tição, é um homomorjismo de grupo a\gébricos.

(ii) Seja M tzm k-espaço t;dor a/ no qual G age rli esgzlerdaJ por aufomor$sn?os
Dizemos que M é um G-módulo racional (à esquerda) se

(a) P«« todo m € M, ezisfe u«. k-s«besp«ço G-estáue/ W., de d mansão ./iniía
sobre k, gue contém m.

(b) Para lodo m C M, a açâo de G em W. é racional.
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Definição 1.1.2 Soam M e .N G-módu/os racionais â esguet'da e p : M ----+ .N uma
aplicação k-linear. Dizemos que g é um morfsmo de G-módulos (ou um G-mor$smo)

p(3.m) m), V, C G, Vm € M.
se

Notação 1.1.3 .Indica""''os po, M(G) a .«f.Poda .«jos Duelos sâo os G-«.ódu/o.
racionais (à esquerda) e cujos mor$smos são os morlismos de G-módulos. Em geral,
« ob't« d. M(G) «,ã. caem«d« ,{mp/«me«t. d. G-mód«Z".

Observação 1.1.4 Soam M um G-módu/o de dimensão .Pnita e m C J14. OonsÍde
ramos {mi, . . . ,mt} tina k-base de M. .Então

,.« - E .,(,)«,,
.J=l

Vzc G,

"m a, C P(G) , p.,'« t.do .7 = 1, ,t

Observação 1.1.5 .De modo {nfeÍt'ame7zte aná/ogo, podemos de#n r a cafegorja dos
G-módulos racionais à digita.

Definição 1.1.6 Sda -R C .M(G) um« k-á/geb,« c.muíal{« com -idade. Z){z.m"
que R é uma G-módulo álgebra se a ação de G comuta com o produto de R, isto é, se

,.(,.) - (,.,)(...), Va c G Vr,s € R

Exemplos 1.1.7

(i) O corpo k é um G-módu/o, üia a açâo tHuÍa/ de G. Em todo este fmóa/Ao k
será sempm considerado como G-módulo tHuia!.

(ii) P(G) é uma G-módu/o á/geóra â esquerda e â d {Za, com wspeiío âs seguÍ7ztes
açoes;

G x P(G) --. P(G)
(,./)(3/) = /(y«) . pa),;S : ;E13 ,,«'a, .í''w)

.4/ém dfs« « «p/{«ção q : P(G)

k-álgebms tal que
/

---, P(G) é «m {««-.r$.mo d.

--, q(/)(.)

?(/.,) 'Vf e PQC) , 'V= c G
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(iií) Se M ã. G-mód«/« e«Zão .#.«.k(.M,.M) é «. G-mód«Z., «{'

G x #.«..(M, .N) --, .#.«..(.M,.N)
(,.T)(m) = ,.lr(z''.m)l Vz C (;, Vm C .A4 e

'dT € Nome ÇM, N)

Em particular, M' = Homo(.M,k) é um G-módulo uia

(,..)(«) - .(,''.«) VzCG, 'qa e M +

}
amem

(.iv) Sejam M um G-módulo de dimensão frita e P(.M) a k-subálgebra das .funções
de M em lc, gerada por M'. Então P(.À4) é uma G-módulo álgebra, uia Q ação de G
em P(M) ízd lida pe/a anão de G em M'. .Ezp/{cÍfamente,

(,./)(«) - /(.''.«) Vz € G, V/ C P(.M) , Vm € M

.v) Se M e N são G-módulos, então (.MI © N) e (.M%N) são G-módulos, uia a
anão diagonal.

(vi) Seja M wm G-módu/o. O07zsideremos S(M) a á/febra simétHca c07zsZruz'da

sob M e SÇ(.A/) sua componente Aomogênea de gmu q, q ? 0. Então a anão diago-

-/ de G " p"d"t. t «oH«l T'(M) = W9 ' ' '9W, f«d" «m« «çã. - q-.{«t.
q

s'(M') - ;l;lg}, -'.
.RÇ(M) = <mi ®'..®mq --m.(i) ®'''®m.(g) jmi,...,mç C .A/, aC Sç>*

D« m.d., p«« t.do q 2: 0, S'(M) é "m G-"''ód«/. . S(M) -,gS'(W) é «m«
G-módw/o á/geóra. '

U' rr&g ' T/&a(1) W

Além disso, se X : M ---+ N é um G-mor$smo, então a aplicação

S'(.X) ! S'(.M) ----, S'(]V)

definida por
S'(À)(m- ®...®m.) ®...®.X(m.)

é um G-mor$smo.

Se N é ainda uma G-módulo álgebra, então para cada q 2 1, o produto em N induz
um morlismo sobrejetor de G-módulos Sq(.N) --!L-} N definido por p(li;®':=®'ii;)
= ni. . .. .nq Vn. c .V, Vt, l $ t $ n.
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]Vesse caso, dados um mor$smo de G-módu/os À : M ----+ .N e q 2: 1, Damos
'í."o'« po, S'(À) : S'(.M) --, .N . G-m.ramo de#«{d. p./" "«.p«{çã.

s'(À) = P . s'(.x)

O resultado que enunciámos a seguir será utilizado na próxima seção para provar
a equivalência entre as definições de grupo algébrico lineramente redutivo apresentada
em 1201 e aquela que adotaremos nesse trabalho. Sua prova é bem conhecida e por isso
será omitida.

Proposição 1.1.8 Sejam .A/ um G-módu/o de dimensão .#niZa sobra Ê é consideremos
M' = Ho«.*(M, k) . .F«fã. a ap/{«ção k-ZÍ«",

s(.w') -b p(w)

de$nida por

0(a;'®':=®6) ....a,, V,2:1, Va.CM',. ..,,
é um {somor$smo de G-módulo álgebras graduadas.

Observações 1.1.9

(i) Sda .M C M(G) . co«.{'Z"amos X = X.
k-linear de$nida por

M ---' w'9p(a) ' "p/i"ç''

X.(m) = >1: m. ® /. <::::» ..m EÁ(')«., 'qa ç: G

E fácil ued$car que:

X(m) ® .Â -:+ X(y.m) qy ç: G
t t

(ii) Soam M,.N C .A4(G) e À : M ----. ]V uma «p/{cação A-/{near. .Então .X é u«z

G-mot$smo se e somente se o diagwma

M A/9p(a)

À

N .v9.É(a)
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á comutar t;o

De fato, seja m e M e suponhamos

X.(m e X,, ( .X (m) )

(.X ® {d) o X.(m) X(m.) ® /. = }: «, a' g, +

>l:/.(,)X(m.) (,)«,,

X(}:/.(,)m.) g,(,)«,,

E
t J

t J
Vz C G $:)p

Vz C G +:)»

À(,.m) ..À(m), 'qac e:. G

D

E um fato bastante conhecido que em característica zero os conceitos de redutivi-
dade linear e geométrica coincidem. Apresentaremos no próximo capítulo uma prova
deste resultado que pode ser estendida a contextos mais gerais como os que introduzi-
remos no capítulo 4. (Outra prova diferente desse fato, que não pode ser generalizada,
pode ser encontrada em 1201). Para isso, a construção que se segue será fundamental.

Proposição 1.1.10 $dam À : M ---} k um mor$smo de G-módulos e r > 1. .E7zfão
para cada l É z É r -- 1, ezísZe um G-mor$smo

Àl0 : S'(M) ''(.M)

tat que o diagrama

S'(M) S''' (M)

'{)s'(ÀJ' '3'''(À)

é comufatiuo
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Demonstração. Fixemos t, l $ t $ r -- 1. Consideremos / = {1,...,r} e
mi,...,m, € M. Para cada Ã' C .r, indiquemos por mK o elemento de SIKI(À/)
obtido pelo produto dos mA, k € .K, na álgebra simétrica S(M) , isto é, consideremos

mK = ll m4 C SIKI(M) C S(M)
h€K

Defino ÀI') : T'(M) ----. S'''(M) por

® m,) = }1: (11 À(m,))mAJ
Jcl jeJ
IJj=l

e estendo, por linearidade, a T'(M)
E fácil verificar que ÀÉ')é um G-morfismo.

Além disso se a é uma permutação de /= {1,...,r} e mi,..., m, C M, temos

ÀÉO(m.: ® . . ® m.,) }: (ll À(m.,))«.«\,M) '
IJl=.

>l: ( ll X(m.,))m(.(/)\.(J)) '
JC1 3€J
IJl=,

E ( ll À(m.))mH«)
IKl=.

®m,)

Logo, ÀI')é simétrica e portanto induz um G-morfismo em S'(M) , que ainda cha-
maremos .XI'), dado por

S'(M)
X9)(m.)

S'''(M)

E.{g (rl,.. À(mJ) m«,

Vamos provar que ÀÉ')assim definida satisfaz

S'''(À)'ÀÉO (í)$'(À)

Para isso, consideremos mi, , m, elementos arbitrários de M
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Então

g'-'(À) . .XÉO(À)l }:(ll .X(m,))mA.l =
JCI 3€J
IJj=t

E 1(11 X(m,))( ll À(m.))l .X(m,)l
JCI' JeJ te/\J JC/ Je/
IJj=t IJj=t

({) .X(mJ. .X(m,) (.X)(m,)

e o resultado está provado

D

A proposição que enuciamos a seguir será úti] para provarmos um resu]tado de ]Va-
gaía que caracteriza os grupos algébricos linearmente redutivos definidos sobre corpos
de característica positiva. Sua prova é bastante simples, está baseada na finitude local
dos G-módulos racionais e pode ser encontrada em [ill.

Proposição 1.1.11 Sda (.; t m grupo algébHco a#m de$nido sobre k. .Então existe
um (;-módu/o rucÍona/ .M, de dimensão ./ínÍfa sobra k, ta/ que se {mi, . . . ,mt} é uma
k-base de M e se

,.m. = Eg.,(,)m.,
.7=l

t

Va C G, Vt, l $ z $ t,

"«. g., c P(G) , VI $ t,J, $ t, então P(G) é gerada como k-áZgebra por

{g,, 1 1 s; ,,.7 $ t}

D

O que faremos a seguir tem por o.bjetivo mostrar que a categoria dos G-módulos ra.
cionais tem suficientes injetivos.

Consideremos em P(G) a ação de G definida por

« * f - f.-'* , 'vz e G. 'vj € PqG)

e indiquemos por P(G) * o G-módulo .P(G) , munido da ação acima definida. Obser-
vemos que ,7 : P(G) . ---, P(G) é um isomorfismo de G-módulos à esquerda (veja

(1.1.7,(ii))).
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Além disso, dado M € .A'{(G) , indicaremos por M' o G-módulo cujo espaço veto-

ria] subjacenteé M, munido da ação trivial de G. A aplicação X. : M ---' Mo9 P(G) ,
por (1.1.9,(i)), é um marasmo de G-módulos à esquerda. Os resultados que anuncia-
mos em continuação aparecem em l81.

Proposição 1.1.12 Sda G um grupo algéóHco de#nÍdo soón k. Então

(i) .W9P(a) é G-«',ód«/. {«/e!{«, pa,« 1 . M C M(G)
E«. P«dÍc«/«, P(G) H k'?P(G) é G-«''Ód«/. {Ü t'"

(ii) M ® .r é G-mó u/o detido, pa,« lodo .M C M(G) e pa«. !odo G-módu/o {Üetíuo
/

(iii) D«d. M c M(G) , ''Ísf' "m mon.m.r$smo de G-mód«Z« .M '-' W9P(a)

Demonstração. Mostraremos apenas (ii) e (iii). A prova de (i) pode ser encon
trada em l81.

(ii) Consideremos o diagrama de G-morfismos

0 J' ' ; .r® P(G)

id

/

onde a(m) = m G) 1, m C /

Como .r é G-módulo injetivo, existe um G-morfismo y, : .r e) P(G) tal que
poa =idl.

Logo, -r é somando direto de (.r ® P(G) ), como G-módulo

Seja J C JU(G) tal que
.r©J =/®P(G)

Então, para todo M € .M(G) , temos que

M ®(.r © J) H M ®(.r ® P(G)) H(M ® .r) ® P(G)
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Por (i), l(W e) /) ® P(G) l é G-módulo injetivo e portanto

M ® (.r © J) H l(W ® .r) © (M ® J)l

é G-módulo injetivo

Como (M e) .r) é somando de M ® (J © J), incluímos que (M ® .r) é G-módulo in
jetivo.

(iii) Sejam M C M(G) e consideremos o morfismo injetivo de G-módulos

X. : M --. M' ® P(G)

Vamos provar que Mo9P(G)
vemos que a aplicação

H W9P(a) , como G-módulos Para isso obter

(id ® q) : M ® P(G) ® P(G) ,

é um isomorfismo de G-módulos . Além disso, pode-se provar que (WgP(a) ,) e
(M' 6) P(G) ) são G-módulos isomorfos (veja, por exemplo l81 ou l21).

Assim, W9p(a) H w'9P(a) como G-módulos e segue o resultado.
D

Corolário 1.1.13 .4 caZegoda dos G-módu/os rmcfonaisJ lem su$cíentes 7Üeí uos

Dados .A/ C M(G) e n 2 0, indicaremos por .#"(G,.A/) o n-ésimo grupo de
cohomo[ogia (raciona[) de G com coeficientes em ]W, como introduzido em l81, por
Hochschild.

Se .A/ é um G-módu]o e a : G ---+ ]W é uma função arbitrária, dizemos que a é
polinomial se

(i) a(G) está contido em um G-submódulo de M, de dimensão finita sobre k,

e

(ii) (À o a) C P(G) , p.ra todo .X € .M'
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Consideremos, para cada M C JU(G) ,

C':(G,M) = {a : G ---, M l a é polinomial }

O primeiro grupo de cohomologia .Hi(G, .A/) pode então ser calculado mediante a
seguinte fórmula

"'w,w) - {49$},
onde

Z:(G,.M) O:(G,.M) l a(zy) (z)+,.a(y), Vz, y € G}

e

.B:(G,M) = {ó« C a'(G,.M) l m C M e ó.(z)

O resultado que enunciámos a seguir será utilizado em todo este trabalho e deve-se
a Hochscà{/d. Sua prova pode ser encontrada em l81.

Teorema 1.1.14 .A sequézzcía dos /untores

M ---, -#"(G, .M) , n ã 0,

é Q sequência dos fvntores deT'suados, na categoria dos G-módulos, do fl ntot parte-$1a,
M «.+ Mc

Concluímos esta seção, com mais um resultado de HocÀscÀ{/d, que caracteriza os
G-módulos injetivos em termos da cohomologia racional. Sua prova pode ser encon-
trada em l91.

Teorema 1.1.15 Sd«m G «m g«p. aZgéZ,H« de#«{do «óm k e .r C M(G) . E«lã.
.r é G-mód«/. {«/.Zi" '' ' «me«te se -H'(G, .r ® M) tod. M C M(G)

1.2 A categoria dos (.l?o, /r)-módulos

Em toda essa seção, K indicará um grupo algébrico definido sobre k e -l?o uma
.K-módulo álgebra fixada.
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Definição 1.2.1

(i) Pm K-«.ód«/o Ímcío-Z9 M d{,-,. «m (.%, .K)-mód«/. .. M é «m .h-«.óa«/.

,.(,.m)=(,.,)(..m), Vze.K, V,e.&, VmCM

(n) Se M . .N .â. (.h,.K)-mód«/os, «m. ap/{c«çã. k-/f««, À : M --+ .N dí'-;.
m mor$smo de (.Ro,K)-módulos se:

À(,.m) Vr € R, Vm C M

À(z.m) = z.À(m), Va C .K, Vm € .M

W, .M(.%,.K) . «t g. dos (.&, .K)-mÓd«/«

e

U

e

e

e

J

/Ratear?mos oo

Exemplos 1.2.2

(i) Se & = k, .«fã. M(/Ü, X)

Gi) Se K é um subgrupo fechado de um grupo algébrico G então P(.G) é K-módulo
álgebm .

(iii) S. .K 'ge .«. «.« «H.d«de «ZgébNc« a$«. X de#«{d. sobra k, e«tão P(X)
uma K-módulo álgebm uia

(,.a)(P) ''P), VACA', Vaca(X), VPeX

Exemplos 1.2.3

(i) S' M C M(X) e«tã' (.&'?M) é «m (.%,.K)-mód«/. «{"

z(r®m)=z, m VaC.K, Vier.,, VmCM

s(,® m) = s, ® m Vs,, C &,, Vm C M

(ii) S. M, .N C M(-K) . À : M ---, .N é «m .K-m.esmo, e«Zã.

({d ® .X) : & ® .M

á ««. (.h, X)-«.o-$.mo.

(iii) Se -R é «m« (-%, X)-mód«/o á/g.ó,« . À : M é «m .K-m.'$;m., '«fã.
para lodo q 2 1

S'(À) : S'(.M) ----, S'(n)
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é sm K-morlismo e pov'tanto

({d ® S'(À)) : .% ® S'(M) ----, & ® S'(.R)

é «m m.rf'mo d. (.h, Ã')-«.ód«/".

Além disso, o p7"0duto em R e Q estrutura de R como Ro-módulo induzem motfsmos
»R \ Sq (.Rà ---+ R e F : Ro Q) R ----+ R. Como Fn e um K-morlismo e F é um marasmo
de (.%, Ã)-mód«/«, co«c/«ú"" q«.

S'(.X) : A, ® S'(M) ----. .R

dada por
$'(À) = P o({d® Pa) o({d® S'(.X))

á «m «..r$.m. de (&,Ã)-mád«/«.

(iv) Se .M C M(.K) ' .N C M(}Ü,X) «íão #o«.t(M,N) é (.&,Ã')-mód«Zo,
uia a ação usual de K e

(,.r)(m) Vr € ]ã=i, 'qT e HomkÇM,N) , 'qm, e M

E«. p«ZÍc«/« #.mk(.M, -%) é «m (&,.K)-mád«/. p«« !.d. M C M(Ã')

(v) Se M C M(}Ü,.K) ' .N C M(.K) e«fã' (.MÇ'.N) C M(.&,K) «{' « «çã.
usual de K e

,(m ® n) Vr C .h, Vm € .A/, Vn C .N

O resultado que veremos a seguir é uma adaptação da proposição (l.l.lO), à ca-
tegoria dos (.&,.K)-módulos, e nos permitirá provar que em característica zero, os
conceitos de ação linearmente redutiva e geometricamente redutiva coincidem.

Proposição 1.2.4 Sda«. .X : M ---- .% «m moOsmo d. (.&,.K)-mád«Jos . , ? l
E«íão p«,« c«d. l $ ' S; , - l, ..{.te «m moa.mo d. (-&, X)-«.ód«/"

Ãl0 : .h9SF(M') ---'' -%9S'''(W)
tat que o diagrama abaixo é comutatiuo.

& ® S'(M) ® S'''(.M)

3'''(À)
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Demonstração. Fixernos t, l $ t É r -- 1. Com a mesma notação da pro-
posição (l.l.lO) e, de modo análogo, pode- 8e mostrar que a aplicação

ÃÍO : r'(.w) --'-'' ü9s'''(w)
definida por

ÃÉO(m- ® . . ® m,) = }1: (11 À(m.)) ® ml\.
JCI )eJ
IJl=.

é um .K-morfismo simétrico. Consequentemente, podemos considerar o X'-morfismo
induzido em S'(M) ,

ÀÍO : s'(.w) ---- .h ® s'''(.w)

Àl0(m.) À(m.)) ® m,\.
JCI 3€J
lal=.

Se p : .l?o ® .1% ---} J% indica o morfismo produto em .lto d

ÃÉO : .& ® S'(M) ---, & ® S'''(M)

ÃÉO ® id) . (id ® ÀIO)

Então ÃI')é uln (.IÜ, Ã')-morfismo e dados t C ,IZ.,, mi = iiii©'='®iE C S'(M) ,
temos

lg'-'(.X) . .il01(t ® m/) = .g'''(À)l }ll: (t ll .X(m.)) ® «.RJI =
JCI ;eJ

p .(id ® p) .(id ® S'''(À))l E(t ll À(m.)) ® mA.l
JC1 3€J
IJl=t

p o(id ® p)l E(t ll .X(m.)) ® S'''(À)(mA.)l
JCI JeJ
IJl=,

>ll: l(t ll À(m,))( ll .X(m*))l À(m.))
JC.r JCJ k€1\J JC/ ;C/IJl=, IJl=.

({)t..X(m-). . . . .À(m,) .g(À)(t e' m,)

prova está.concluída

dado por

efinimos

por

com o que a
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D

Paralelamente ao exposto na seção anterior, surge naturalmente a pergunta, para a
qual não conhecemos resposta, sobre a existência de suficientes injetivos na categoria
dos (.IÜ, .K)-módulos. O resultado que apresentamos nessa direção é consequência da
proposição (1.1.12).

Proposição 1.2.5 .Dado M C M(.lb,-K) , ez&tem um (&, K)-módtl/o .r, {ÚeZíuo
co«.o Ã-«.ód«/', ' "m m-.m.r$'mo d' (.h, .K)-mód«/« ' : .M ---.., .r

Demonstração. Seja .r = .A/9P(.K) . Sabemos, pela proposição (1 1.12,(ii)), que
.r é .K-módulo injetivo. Além disso, como M C M(.IÜ, K) , então .r € .A'í(Ro, .K) ea
aplicação

. : .M ----, M® P(Ã')
m t---+ m e) l

é um morfismo injetivo de (.&, K)-módulos.

0

Consideremos / o funtor .K-parte-fixa da categoria dos (.&, .K)-módulos na ca-

tegoria dos k-espaços vetoriais. Evidentemente, .F é sempre excito à esquerda. O
resultado que enunciámos a seguir aparece em l41 e estabelece uma condição necessária
e suficiente para que /' seja excito.

Teorema 1.2.6 Sela .K tlm grupo a/g(üdco a#m de#lzÍdo sobra A e c07zsÍdemmos ./?o
uma K-módulo álgebm gizada. São equivalentes:

(a) -% á Ã-mód«/. {«/eliuo

(b) /' é e«f.

Demonstração

(a) + (b)

Seja À : M morfismo sobrejetor de (.%, Ã')-módulos. Consideremos os
morfismos de ./r-módulos

tzw : .l?o ® .A4' ----} M

(,® m) ---, ,m
e UN : Ro ®N ---+ N

(, ®«) -H ,«

Sendo À um moríismo de .l?o-módulos, o diagrama
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.IZo ®M UM - .M

id®À À

RoQ)N' uN -N

é comutativo

Por outro lado, a sequência excita de (.IZo, Ã')-módulos

0 ----+ .1%, ® ker À --} .IÜ. G) Mig9}.l?o e) .N ---} 0

dá lugar a uma sequência excita longa

0 --, (.h ® ker À)x --, (.h 6) M)X --, (.IÜ ® .N)}' --, #'(K, .h ® ker .X) --,

Pelo teorema (1.1.15), concluímos que -H:(.K,&G)kerÀ) = (0), pois -& é
K-módulo injetivo, e portanto (id e) À) : (.l?o ® M)K ----, (.h ® .N)K é sobrejetora.
Consideremos os morâsmos de .K-módulos

sM : M ----+ Ro ® M
m r---} l e) m e sN : N ---+ Ra ®N

n b---} l ®n

Então uM o sM = idw, ux o sx = idx e o diagrama

M 'w - JÜ®.M

À id®À

N sN 'Ro®N

é comutativa

Finalmente, seja n C .NK. Então s.v(n) C (-% ® .N)K e portanto podemos tomar
f C (.% ® .N)K tal que

(id ® .x)(t)
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Seja m = uM(t) € Mx. Ente

X(m) = À(«M(t)) = ««,((id ® À)(t)) = ««,(.«,(n))

Portanto, .XIMK : ./Wx' ---..-} .NK é 80brejetora e .f' é excito.

(b) :> (,)

Sejam M C .M(.K) arbitrário e .r um .K-módulo injetivo tal que w'.b/, como
.K-submódulo.

Consideremos ainda C2 = //1(M) C M(.K)
Tensorizando a sequência exala de .K-módulos

o ---, W'..S.r-!-.Q ---. o

por Ro, obtemos a sequência excita de (.IÜ, .K)-módulos

o ---, (.R. ® w)y9(& ® /)yW(.& ® Q) ----, o

Sendo /' excito, tomando -K-partes-fixas, concluímos que

#'(K, .& ® M) = (0), para todo M C M(.K)

Pelo teorema (1.1.15), deduzimos então que -l&) é -K-módulo injetivo

D

Aplicando o resultado anterior à situação em que .K é um subgrupo fechado de um
grupo algébrico afim G e .IÜ = P(G) , obtemos

Corolário 1.2.7 Sejam G um grupo a/gébNco de#n do soam k e -K C G um subgrupo
fechado. São eqKi dentes

(a) P(G) é .K-«.ód«/o i«:/eti«

(b) O /u«t« .K-p«l..#«, d. c.feg.,{' dos (P(G) ,Ã')-«.ód«Jo. «. caZ'g«i« d"
k-espaços t;eloNais, é ezaío.

Os resultados que veremos a partir de agora dizem respeito, sempre, à categoria dos
(P(G) , Ã')-módulos, onde Ã C G é um subgrupo fechado. Começamos mencionando
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a adaptação da construção clássica do funtor representação induzida, para a categoria
dos módulos racionais.

Sejam Ã' C G como acima. Dado um .K-módulo N, definimos um G-módulo -
que denotaremos por .Nlu e será chamado o G-módulo induzido por N - da seguinte
forma

Consideremos (P'(G) ® N) com a estrutura diagonal de Ã-módulo à esquerda e
com estrutura de G-módulo à esquerda definida por

,.(/ ® n) V= e G. 'Vj € PQC) , qn c N

Como as ações de X à esquerda e de G à direita comutam, (P(G) G) .N)K é um
G-s«bmódulo de (P(G) ® .N). Definimos e«th .NIC = (P(G) e) .N)X, com a est-u-

sura de G-módulo acima considerada. Agora, se a : .N ---p .N' é um -K-morfismo,
então (id ®a) : .WI' ---, .W'l' é um G-morâsmo. Assim, podemos falar no funtor
representação induzida, que é um funtor covariante da categoria dos .K-módulos
na categoria dos G-módulos.

E imediato verificar que o funtor representação induzida é excito à esquerda. A
definição que se segue foi introduzida em l21.

Definição 1.2.8 Sejam G um grupo aZgéóHco a#m de#7zido sobre k e .K C G um
swógmpo /ecAado. Z){zemos gue .K é exato em G se o /u7zZor mpmsentação aduz da

de M(K) .m M(G) é «aZ..

A definição acima nos diz que .K é excito em G se e somente se, o morfismo de
G-módulos (id ® a) : (P(G) ® N)K ----, (P(G) 6) .N')X é s.brdetivo, p'r' todo mor-

fismo sobrejetivo de .K-módulos a : .V --.....} .N'. Como a categoria dos .K-módulos tem

suficientes injetivos, deduzimos imediatamente que .K é exato em G se e somente se
#'(K,P(G) ® M) = (0), para todo M C M(K) . Mm pelo t"rema (1.1.15), sabe-
mos que esta última condição é equivalente a injetividade de P(G) como K-módulo.

Reunindo essas observações com o corolário (1.2.7), obtemos o seguinte resultado

Proposição 1.2.9 Sejam G um grzzpo a/gébrico a#m de#nido sobra k e .K C G um
subgrupo fechado. São aqui dentes:

(a) .K é .«to .m G
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(b) P(G) é .K-«.ód«lo {«/et{«

(c) O /u«t« .K-p.de-#«, da cat'g.da d« (P(G) ,Ã')-«.ód«/« «« "legada d«
k-espaços uet07'país, é ezato.

O resultado que encerra esse capítulo foi provado por (;cine, ParsÀa// e Scofl em
[2], e relaciona o conceito de subgrupo excito com a estrutura de variedade do espaço
homogÊnw GJK.

Teorema 1.2.10 Sejam G um grzzpo aZgébHco de$n do sobra k e .K C G um subgrupo
fechado. São equivalentes:

(a) .K é e«fo .m G

(bà O quociente CJK é uadedtide algébrica a$m



Capítulo 2

Grupos Algébricos Linearmente Redutivos e Geometricamente
Redutivos

Neste capítulo apresentaremos resultados já conhecidos sobre grupos algébricos
linearmente redutivos e geometricamente redutivos, que serão utilizados ao longo deste
trabalho.

2.1 Definições básicas

Em tudo que se segue, salvo menção explícita em contrário, G denotará um grupo
algébrico afim definido sobre um corpo algebricamente fechado k, p = expcar(k) ã l
e ./L'((G) indicará a categoria dos G-módulos (racionais).

Definição 2.1.1 .Dizemos qwe G é linearmente dedutivo se para todo
M C .A4(G) e para todo G-mor$smo sob7zgetor À : M te m C .A4a taJ

g«. .X(m)

Definição 2.1.2 Z)ízemos que G . é geometricamente dedutivo se pam todo
.M C M(G) . p.« !.d. G-m.$sm. "bmg'Zo, .X : M ---, É, «{stem q > 0 e
, C S'(.M) ' Z.i. q«e g'(À)(,)

Segue imediatament,e das de.Feições que todo grupo !ineafmente redutiuo é geome-
Zr came7zte dtifit;o, mas a wctbroca não é uetdadeira como veremos no .P7zaZ desta
seçao.

O resta\Lado que se segue fornece algumas caracteHzüções dos grupos linearmente
wduti os. Sta prova pode ser encontrada em [4].
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Proposição 2.1.3 .As seguiizles a#rmações sâo equipa/etztes;

(i) G é lizzea7'benze mdut t;o

(n) Se ç, : .R ---, S é «m ep{«..r#.mo d' G-«.ód«/. á/g.ó,«s .«íão g(]r)
(iii) llbdo G-módu/o rrucfonai9 é semfsfmp/es

(iv) S' À : M ---.. .N é «. .pÍmorf.mo de G-«.ód«/o. e«tã. À(Ma) = .N'
(v) k é P(G)-«.ód«/. {«reli«

Sa

A seguir, apresentamos o resultado análogo para grupos geometricamente reduto
vos, que também pode ser encontrado em ]4].

Proposição 2.1.4 4s seguintes a#r'mações são egzzíua/elites;

(i) G é geometdcamezzte mdut uo

(ii) Se g : .R ----} S é um epímor$smo de G-módtzlo áZgebras etzfão para todo

. C S', e.i.t.m q > 0 e , C ,r# f.{s q«e p(,) = .'
(iii) Se À : M ---+ .N é um ep morfsmo de G-módu/os e7ztão, pam todo n C .NC,

«{'l'«. q > 0 e , c s'(W)' z«ü q« s,(À)(,) = ã@l:::l®t
g

Demonstração.

(i) :» (ii)

Seja y, : .R ----, S como em (ii) e consideremos s C SC. Se s = 0, nada há a

demonstrar. Assim podemos supor s ?É 0. Fixemos então r C R tal que p(r) = s.

Consideremos M = <a.r lz C G>. e M' = <a.r--r lz € G>i' Então M e M'
são G-módulos e M = M' + kr. Além disso, a soma é direta já que p(M) = (0) e
p(r) = s # 0. Assim, podemos considerar À : M ---+ k definido pela igualdade

m = «.' + À(m)r, o«de m' C M'.

Então À é morfismo sobrejetor de G-módulos. De fato, se m = m' + À(m)r, temos

'.m = ..«.'+ À(m),., = ,.m' -- À(«.), + À(m),., + À(m), =

,.m' + À(«.)(,., - ,) + .X(«-), À(m),

com n' m' + .X(m)(,., - ,)l € .M'
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Logo, À(z.m) = X(m), para todo z C G e m C M

Ainda, como X(r) = 1, .X é sobrejetora.

Consideremos agora a inclusão natural W'SX e u : k ---} S definida por u(a) = as

Então o diagrama

& U

R + -S

é comutativo

Como G é geometricamente redutivo, existem q > 0 e z C SÇ(.A/) G tais que
Sq(À)(a) = 1. Se p indica o morfismo produto em k, .R e S e uq é o morfismo de A em
S que consiste na multiplicação por sq, então o diagrama abaixo é comutativa.

S'(.M)
s'(.x)

S,(k) P k

s'(.) s'(#)

$'(.R) S'(9) s'(s) P -s

P P

R

Como p e S'(í) sã. G-m.rfismos, -th

,: S'(.)) (.) c /#
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Além disso

P(,-) IP o P . S'(.)1(,) = 1«' . P o S'(X)l(.)
«'l.ç'(À)(,)l
«'(1) = .'

Logo, vale (ii)

(n) :> (in)

Soam À : M ---. .N e n C .N', com. em (iii). E«th S(.X) : S(.M)
morfismo sobrejetor de G-módulo álgebras e n C S(.N)c;. Por (ii), existem q > 0 e
r C S(M)C t-is que

S(À)(,) n'
q

Como I' = (r.).ZO, com r. € S'(M)a para todo 2 2: 0, e S(À) preserva a graduação,
"tã. ,. C S'(M)' e S'(À)(,.) =

(in) + (i)

q

E imediato, já que (i) é um caso particular de (iii)

D

Observação 2.1.5 Pam pmuarmos gue um grupo alge8dco G á /{lzeal'mente wduf uo
( ou geometNcamente ndutiuo ) é su.Bciente ueri$car a condição da de$nição para
epimorfsmos de G-módu/os À : M ---+ k, com dimi M < oo.

De fato, dado \ : M----»k çm G-mot$smo sobwjetor, $=emos m e M tal que

À(m) = 1. Oo«íd.«m« .M = <a.m l 3 C G>tüM. Como M é «m G-mód«/. «cÍ'-
lzalJ dimk .A/i < oo e ÀIM. : ./l/t -----} k é mor#smo sobrigetor de (;-módulos

O.«-. .MiC C Ma r o« S'(M:)C::gS,(.M) C,q > 0) a a#,m«çã. «tá p««da.

Existem na literatura, várias definições de grupo algébrico geometricamente dedu-
tivo, todas equivalentes entre si. Em particular, vamos mostrar agora que a definição
que adotamos é equivalente às apresentadas por .A/u7r!/ord, em j121 e por Springer, em
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Proposição 2.1.6 Sda G um gru;m aZgébHco a$m de$7zído sobre k. Então G á geo-
m.f''íc«me«te md«t{« " ' «m."'' " pam tMo M C M(G) e p«. tod. G-s«b«.ód«/.
N C M, de codimensão l em ÀI, existe r > 0 tal que N.S''t(.M) é somando de
S'(.M) , com. G-mód«/.

Demonstração. Suponhamos G geometricamente redutivo e sejam .N, M C .M(G)
tais que ./V C M e codim M.N = 1. Consideremos o G-módulo quociente .A//.N e sela
mo C M, mo « N. Como dimi(M/.N) = 1, existe um carácter 7 de G tal que

,.(mo + .N) = 7(,)(mo + .N), para todo 3 C G

Considere M, o G-módulo cujo k-espaço vetorial subjacente é M e cuja ação de G
está dada por

g +m = 7(z)''(a.m), Vz € G,Vm C M

Seja À : Âdq ---+ k a aplicação A-linear definida por

À(.N) e À(mo) = l

Então , para todos a C G e n C N,

À(.*n)(,)':(z.n))).X(,.n)=0

e

À(,* mo))':(z.mo)) 7(,'').X(1(,)mo)
donde .X é morfismo de G-módulos sobrejetor

Como G é geometricamente dedutivo, existem r > 0 e t C S'(M.)C tais que
S'(À)(t)

Por outro lado, como ker S'(.X) = .N.S'''(M) , t Í .N.S'''(M)
t C S'(.M.)C temos que

Além disso, como

,.t = 'r(,yt, para todo 3 € G

Consequentemente, T = <t>i é G-submódulo de S'(À4)

Com' codim S,(M) N$'':(M)
como G-módulos

= 1, concluímos q« S'(M) (.M) ©7',



Definições bá8icm 24

Reciprocamente, sejam À : M ---l k um epimorfismo de G-módulos e .N = kerÀ
Então .N é um G-submódulo de .A/ com codim M.N = 1.

Assim, existem r > 0 e um G-submódulo (de dimensão 1) 7' de S'(M) tais que

.N.s'-'(M) ©r s'(.M)

como G-módulos

Como .g'(.X) : S'(M) ---, Ê é .obrdetora e keri'(À) = .V.S'':(M) , podemos
considerar t C 7' tal que S'(.X)(t) = 1. Mas, para todo z C G, 5'(À)(z.t -- t) = 0, e
p'rt-to (3.t --t) c .N.s'''(.M) nT = (o). A«im, t C Tc; C S'(.M) G e .g'(À)(t) = 1.
Logo, G é geometricamente redutivo.

D

Proposição 2.1.7 Sega G um grupo a/gébdco de#n do sobra A

(i) G é /{nearmente nduZÍuo se e somente se pam todo À4 C .A,4(G) , de dimensão

.É«it« s.b« Ê, ' p«« tM. «- C M', m # 0, .,{.te / C P(M) ' t'/ g«e / é k-/{««' '

.f(m) # 0.

(ii) G é geometdcame7zte ndulftlo se e somente se pam todo JW C À4(G) , de
dim«.ã. .Ê«{f« «ón k, ' p«« t. . m C M', m # 0, e,isle / C P(M) ' À.mogê««
f./ q«e /(m) # 0.

Demonstração. Vamos mostrar apenas (ii). A prova de (i) é análoga e por isso
será omitida.

Suponhamos G geometricamente redutivo; sejam M C .M(G) , dimAJI/ < oo e

0 # m C Ma. Consideremos .À : M' ----. A deânida por À(a) = cl(m).

Como 0 # m C Ma, À é morfismo sobrejetor de G-módulos.

Sendo G geometricamente redutivo, existem q > 0 e Z C SÇ(M*)a tais que
s'(À)(t)

Considermos o isomorfismo de G-módulos álgebras graduadas

0 : S(M') ---, P(M)

definido na proposição (1.1.8)
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Sd' 0. : S'(.M') ---, P(.M) . a restriçh de 0 ' S'(.M'). Como t € S'(M')C, entã'
/ = 0ç(t) C (P(M) q)a. Além disso, se t = .. E. ãi®':TT®ã,., entã. a condição de

que Sç(À)(t) = 1, diz que E a.(m). .. . .a,.(m) = 1. Logo,

/(m) (t))(m) = }1: a.(m).
tl l...)tq

)'q

ttq

.a..(m)

Reciprocamente, sejam M € .A''((G) e À : M -----, k um G-morfismo sobrejetor.
Pela observação (2.1.5), podemos supor dimt M < oo.

Fixemos uma k-base {el, ... ,e.} de .M e seja {e'l,. . . ,e'«} sua base dual. Seja.

.N = M'. Então À € .Na e .X ?é 0. Assim, existe / C P(M*)C homogêneo de grau q

tal que /(.X) # 0.

Considerem.s 0-' : P(M') ---. S(M").
Sendo M de dimensão finita sobre k, a aplicação é um isomorfismo

de G-módulos, e portanto, S(.A/) !É2S(W") é um isomorfismo de G-módulo álgebras
graduadas.

Sda a = ]S(p)': o 0''] (/) C S(M) . Como / C P(M')C, e é homogêneo de grau
q, temos que a C S'(.M) '

Além disso, se
/

e
q

tl l...)tq
.e;' c IP(.U'),I'

então
. : o 0':l (/)

tl t...)tq
e. ® ®e

Com. /(À) # 0,

g'(À)(,)
t l l...tt

E
tl l...It

e portanto G é geometricamente redutivo

À(e. ). .À(e..)

.e='(.X) # 0

D

Os resultados que veremos em continuação serão peças importantes para provarmos
o resultado de .Magala, de que, em característica zero, os conceitos de redutividade
linear e geométrica coincidem.
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Lema 2.1.8 Soam G um gmpo algébrico geometHcamenfe aduz t;o de#nido sobra A
e p = e=pca«t). OonsÍde mos À : M--»k um ep mor$smo de G-mództ/os e sda

d = mi«{, C .N' l (3a C S'(M)C)(g'(À)(,) 1)}

Então d é potência de p

Demonstração. Sejam À : .M --, k e d 2: 1 como acima. Pela proposição (l.l.lO),
sabemos que para cada l $ z $ d -- 1, existe um morfismo de G-módulos

À9) : s'(w) ---. s'''(.u)
tal que

.ç'''(À) ' Àg) .g'(.x)

Consideremos z C S'(M)a tal que S'(À)(z) = 1. Então,

p. - À9)(') c s'''(w)' ' g'''(x)(v.) $, $ a-i

Se car k = 0, da minimalidade de d, concluímos que d = 1 e portanto d é potência
do expoente característico de k.

Se car # = p > 0, no«mente pela minimalidade de d, co"luímos que (f) = 0,
l $ t $1 d -- z e portanto d é potência de p.

D

Corolário 2.1.9 Soam G um grzzpo a/géóNco de#7z do sobra k e p = ezpcaf'(k). Se

G é geomeZricamezzte aduz üo e À : M G-módu/o sobrdetor então eaisfem
« 2: 0 . z € S''(.M)' Zafs q«. S''(À)(a) = 1.

Demonstração. Segue imediatamente do lema anterior, tomando-se

d-P" «ü«{, c .w' l (]z/ c s'(.w)')(.g'(À)(v) = i)}

D

Teorema 2.1.10 (Nagata,[14]) Soam G um gr'tôpo aZgéóHco de#nido soó um como
a/geódcamenle /ecÀado k de característica zero. En ão G é /{nea7'mente mdu! t;o se

e some7zte se G é geomefricamenle mdwZ üo.
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Demonstração. Sejam G geometricamente dedutivo e À : M ---+ k um G-módulo
sobrejetor. Como car (Ê) = 0, p = expcar(k) = 1 e, portanto, pelo corolário (2.1.9)
segue-se que existe m € À/a tal que X(m) = 1. Logo G é linearmente redutivo.

A outra implicação vale em qualquer característica

D

Exemplo 2.1.11 0onsíde mos G C GZ(n;k) tim grupo anito e p
Então

«PC.«k)

(i) G é geometricamente dut uo

(n) G é /{«e««.e«t. nd«f:" s. p = 1 - p,{ lal

(iii) Se p > 1, a hipótese de que p,{ ICI em 60 é essencÍa/.

De !ato, sejam \ : M ---+ k Hm G-mot$smo sobmjetor e Ji=emos m C M com
À(m) # 0. Oo«{de«

' - h,«) ::ã- ' '''-'",.
.E«fã. t C (Slal(M))a e Slc;l(.M)(À)(t) = À(m)lal # 0
logo G é geometricamente redutiuo e Date (i).

Pam p = 1, 60 segtze do teomma antepor. Suponhamos e7zfão p > 1 e p + lal
Sd«m À : M ---, A «. m.d.mo de G-«.ód«/« «bmjef« . m C M í«/ q«e À(m) = l

Considere

t - ih :ã;(''m)

Então t C MC e À(t) = 1. logo, G é / 7zearme7zte ndulit;o

F'fna/mente, pam pmüar rifa, sup07zãamos p > 1 e c07zsfdenmos FP C k o corpo
com p e/emendas. Sda

'-lli í) , l.«.,,*'
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Por rO sabemos gwe G é geometHmmetzte wduZiuo. Manos mostrar gue G não é
/tneaf'í7}ente f'edutiuo. (1)bnstdere7nos ./l/ = k2 caIR a estrutura usual de ( 7nodulo} isto

G x .A/ --,

li T l l : l - Vz C Fp , Va, b C k

E\tão é fáci\ petiscar que

M' 0) C .M l a C k}

Por out7'0 !ado, seja X : M ---+ k a pmjeção na segunda coonienada. Então X é
m.r$s«.o «bmg.fo, de G-mód«Zo., m« À IK'= (0).

Logo, G não é /{nearme7zte aduz uo

D

Os resultados que veremos agora, nos permitirão mostrar um resultado de .Na-
gafa (veja j13]) que caracteriza os toros como os únicos grupos algébricos conexos
linearmente redutivos, sobre corpos de característica positiva. Os lemas que seguem,
bem como a demonstração do teorema de .Nagafa que apresentaremos aqui podem ser
encontrados em j101.

Lema 2.1.12 Sejam G um grupo aZgébdco c07zezo de#nído sobra um corpo a/gebH-

camente fechado de camcte«stica p > B. Se G possui tm subgrupo fechado canela e
unipotente de dimensão positiva então G não é tineamnente Kdutiuo.

Demonstração. Para mostrar que G não é linearmente redutivo, pela proposi-
ção (2.1.3), basta encontrar y € M(G) (lue não seja semisimples como G-módulo.
Pela proposição (1.1.11), sabemos que existe M C .M(G) de dimensão finita sobre Ê,
tal que se {mi, . . . ,m.} é uma k-base de .A4 e

n

,.m. g,,(,)m,
.7=l

Vz € G, l $ z $ n

então P(G) = t]p., ] l $ :,.7 $ n], como É-álgebra

Seja y = SP(M) a componente homogênea de grau p da álgebra simétrica S(.À/)
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Como k é algebricamente fechado de característica p > 0,

T l m € M} C }'
P

é um G-submódulo de y

Vamos mostrar que T não é somando de y como G-módulo. Para isso, seja t/ um
subgrupo fechado conexo unipotente de dimensão positiva de G. Basta então provar
que T não é somando de y como P-módulo. Para isso, começamos observando que
c.moP(G) =k]g,, ]l$,,J$n] entã.P(U)=Êlg., lu ll$,,J$nl. Por
outro lado, sabemos que o corpo de orações de P(t/), que denotaremos por IP(U)l, é
extensão finitamente gerada e separável de t. Assim,

IP(ü)I' = {t' l t c ip(ü)llÇ ip(u)l

Consequentemente, Q = {/p 1 / C P(U)} é k-subálgebra própria de P(P). Além
disso, sendo U conexo unipotente e M um U-módulo de dimensão finita, pelo teorema
de .[fe-Ko]cÁi7z (veja ]ii]), existe {zi, . . . , z.} uma k-base de M ta] que

(1) «.,,-,, («),., V«CU, VJ=1,...,nVuC U,

com /., C P(U), (l $ t,J $ n).

Como klp., lu 1 1 $ t,J $ nl
podemos considerar

l $.7 < & $ nl P(P)e QÇ P(ü),

. = m« {.7 l (3. > .7)(/., # Q)}

Assim, temos

(2)

(3)

(4)

f.,e Q,

f.. ç: Q,
! )' J )' s

t )' r

Agora, entre todas as bases de -A4 satisfazendo (1) escolho B
que (r -- s) é minimal.

{,-,.. . ,,.} tal

Vamos mostrar que, com essa escolha, /. não é soma de um elemento de Q com
uma k-combinação linear de {/A, l k # r}. Se o fosse, existiriam q C Q e a. C k tais
que

/« }:a*/i,



Definições básica 30

Como /,, € C?} para todo z > r, teríamos que

(5) (Á. }l: «./&.) c Q

Considere B ' = {z'i, . . . , z'.} a k-base de M definida por

, Í z. , t$souzà7'
' 1. z.+a.z, , 8 < t<r

Z

Então

".,; - ,; - Eá(«),:,
onde para todo 8 > .7, temos

Vue U,l $.j$ n

Á,
Á, (; < J < ,)

(s < J < ,)
(. < J < ,)

$s
.7 $ s

e

e

e

e

e

z< r

Z =: 7'E k>j ak/k,á

E b.i akfx,
t.>k>a

Consideremos
,' {.7 l (]' > .7)(./L g Q)}

,' - «.*{, l A g Q}
e

Se J > .s então /.'J C Q por (3). Logo a' $ 3. Se s' < s então /.'. C Q, para todo
& )' 5

Mas
1., ,i +,
f«.-- E,>t...atfk, ,t = '

logo, /,, C C?, para todo & # r, e portanto )l:,>t>,aJ;/i, C Q.

segue-se que /,, € Q, o que contraria (2).
Como.#, C Q,

Logo, õ' = s

Por outro lado, para todo t 2 r temos

.Â, ,{ > r

.Ê, -- E,>i.. ai/A, ,t = ,
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Assim, por (4) e (5), concluímos que /.'. C Q, para todo z 2 t', donde I'' < r e

portanto (r' -- a') < (r -- a), o que contraria a minimalídade de (r -- a).

Mostramos até aqui que /,, não é soma de um elemento de (2 com uma combinação
linear de {/i, l k # I'}.

Daí decorre que z, C Mu. De fato, u.a, -- a, = )1:.>, /«(u)a., para todo u C U

Por (4), /,, C Q para todo z > r e portanto (/.,.u) C Q, para todo z > r e para
todo u c P

Mas então, para todo z > r > 8,

/...« = /..(u) + )l: /.l(u)/i. c Q
k>8

ou sela,
/«(«) + /.,(u)/« + }l: /.i(u)/i, c Q

C t/ e z > r, existe q: C (2 tal que

/.,(u)./}, = ÇI. + }: /.i(u).Ü

Como /,, não é soma de um elemento de Q com uma k-combinação linear de
{/A, l k # r}, temos que /l, = 0, para todo t > r e portanto z, C MU

Finalmente, suponhamos por absurdo que T seja somando de y como U-módulo e
seja .# C SP(M) = y um C/-submódulo tal que

S'(M') = T © .#

Assim para todo u)

S

Para cada z 2: s, z # r, sejam À. C -H e t. C T tais que

r.zfl-i = t. + h.

Como z. C Mu,

". (,,,:-') E/.,(«),.,?': , com /« = l

Logo,
E«. (t, + h,) (u),r + /.,(«)(t. + à.)
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Como a soma é direta, daí deduzimos que

«.h. /..(«)Á. c .#

e

«.t. = /«(u),l? + }:/..(«)t. C 7'

t#r

Mas existem a, C P(U) e b., € k, l $ t,.J $ n tais que
n

«.t. = }:a,(«y,;
J=l

e

t.
J=l

Logo,

E
J=1 J=1 t>s

Ê,(«).f - E.,(«)',; - E Á.(«)Ó )';

donde

o que já vimos que não pode acontecer.

Assim T não é somando de y como G-módulo e G não é linearmente redutivo

D

Seja G um grupo algébrico conexo. Um subgrupo B de G diz-se um subgrupo de
Borel de G se B é subgrupo fechado, conexo, solúvel de G, maximal com relação a
estas propriedades.

Pode-se provar que se G é um grupo algébrico conexo que possui um subgrupo de
Borel nilpotente, então G é nilpotente (e portanto G = B). Para detalhes, veja jlll.
Vamos usar esse fato para provar o lema que se segue.

Lema 2.1.13 Se G é um grupo a/gébdco conexo que não possui stzógrupos /ec/fados
unipotentes in$n tos então G é um toro.
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Demonstração. Seja B C G um subgrupo de Borel de G e T C B um toro
maximal. Seja ainda B. a parte unipotente de B

Sendo B conexo e solúvel, sabemos que B = T x B.

Como B. é subgrupo fechado e unipotente de G, 6. é finito. Mas sendo B . conexo,
concluímos que B. = {e} e portanto B = T é um toro. Em particular, B = Té
nilpotente, donde G = 6 = T é um toro.

D

Concluímos esse parágrafo com o resultado de .Aragala a que nos referimos anteri
ormente.

Teorema 2.1.14 (Nagata) Sda G um gmpo a@e'beco conexo de#n do sobra um
corpo aZgeódcamenle /achado k, de característica positiva. Se G é /{near'mente
mduíiuo, então G é um toro.

Demonstração. Sendo G linearmente redutivo, pelo lema (2.1.12), G não possui
grupos fechados conexos unipotentes de dimensão positiva. Em particular, G não
possui subgrupos fechados unipotentes inânitos. Logo, pelo lema anterior, G é um
toro

D

2.2 Subgrupos Normais, Quocientes e Homomorfismos

Nesta seção estudaremos o comportamento das noções de redutividade linear ou
geométrica em relação a subgrupos} quocientes e homorfismos.

Com esses resultados poderemos provar um teorema de fragata e .116yaZa que afirma
que todo grupo geometricamente redutivo é redutivo, no sentido de que seu radical
unipotente é trivial.

A recíproca desse teorema ficou conhecida desde 1965 como a Conjectura de Mum
ford, tendo sido provada apenas em 1975, por #abousA, em l61.

Proposição 2.2.1 Sega p : G ---+ G' um epimor$smo de grupos a/géódcos. Se G é
geomefdcamente dufÍoo ezzZão G' íamóém o é.
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Demonstração. Seja À : M ---+ k um epimorfismo de G'-módulos e consideremos
em M a estrutura de G-módulo induzida por p, isto é

, * m = p(,).m, Vz C G, Vm € ./W

Assim, À é morfismo sobrejetor de G-módulos

Sendo G geometricamente redutivo, existem q > 0 e t C SÇ(]1/)a tais que
Sç(À)(t) = {. Por outro lado, como g é sobrejetora, é fácil ver que para todo r 2 1,
S'(M)a = S'(M)C'. Em particular, t C S'(M)a' e .g'(À)(t) = 1. Logo, G' é geome-
tricamente redutivo.

D

Observação 2.2.2 Ua/e o mesmo nsu/lado pam grupos /ínear'mente mdutitJos

Corolário 2.2.3 Sda U um grupo a/ge8rico conexo e ulz ofe7zZe. Se dimU > 0 e7ztão

U não é geometricamente wdutiuo.

Demonstração. Sendo t/ conexo unipotente de dimensão positiva, sabemos por
(lii], $17.5) que existe n 2: 2 tal que C/ H U(n, k), onde

U(n, É) («.,) C G.L(n, A) 1 «,. = 1, 1 $ ' $ n, e «,, 0, 1 $ .7 < & $ n}

Consideremos V, : Un(k) ----, Ua(k) dada por

v,«..J-là 'i'l
Então Ú é epimorfismo de grupos.algébricos. Pela proposição (2.2.1), para provar

que t/ não é geometricamente redutivo, basta provar que U2(k) não é geometricamente
redutivo.

Para isso, consideremos AJX] e k]X, y] os anéis de polinõmios com coeficientes em
k. Consideremos em klXI a ação trivial de U2 em klx, rl a ação definida por

l ; l./(x,")-/(x--.K*'')' ,'*, ,,,,
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Clonsideremos p : tlx, rl -----l táXI dada por

p(.f) = /(x, o)

Então p é epimorfismo de Ua-módulo álgebras e X C klXlc/. Além disso,

kjX, }''lu2 {/ C tjX, }''l l /(X + ay, }')

{/ c tlx, rl l ./' não depende de X}

Va C k}

Logo, P(tlX, yjua) = k e portanto para todo r > 0 e para todo / C klX, yltl2,

P(/) # x'

Assim, U2 não é geometricamente redutivo e vale o resultado

D

Proposição 2.2.4 Sejam G um grupo auge'beco de$7zido sobra k e .# um subgrupo

/ecàado e normal de G. Temos;

(liÕ Se G é geometricamente ndutiuo então H e GJH também o são

(ii) Reciprocamente, se -# e G/J7 são geometNcamente mdu! uos e7ztão G também o
e

Demonstração

(i) O fato de que .H é geometricamente redutivo seguirá de resultados mais ge-
rais que veremos na próxima seção ( observação 2.3.2). Considere r : G ---, G/.#
a, projeçâo canónica. Como r é morfismo sobrejetor de grupos algébricos, pela pro-
posição (2.2.1), concluímos que G/-H é geometricamente redutivo, se G o for.

(ii) Sejam M C A4(G) e .X : M ----, l um moríismo sobrejetor de G-módulos.
Então À é também um morfismo sobrejetor de -H-módulos e como .# é geometricamente
redutivo, existe r > 0 tal que

S'(À) : s'(w)" ---, k

é sobrejetora
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M)" é «m G/.H-mód«lo, «i,

(a-H).t = zt, Vz C G, Vt C S'(.M)X

Além disso, g'(À) is,(M)x é um epimorfismo de G/.#-módulos
geometricamente redutivo, existe s > 0 tal que

g, (S'W) : S' (''(M)")''" ---- *

S' (S'(M)")'/" ---» S«(M)' definid' p'r

p(t- ® . . . ® t.) = i;l' :C

onde t. C S'(M)H e . indica o produto na álgebra simétrica. Então o

S' rS'(.M)H'IG/H 'r5'ÍÀ\\
\ ' \./ .,/

p\. /g"(À)

Mas S'(r

os P

é sobrejetora.

Considerem

Co«sidere. C S,(S'(M)")'/" tal q-5'(5'(X))(,) = 1. Enthp(') C S"(M)
e S"(À)(z) = 1. Logo, G é geometricamente dedutivo.

é comutativa
G

D

Observação 2.2.5 Ua/e msu/lado aná/ogo pam o caso /{tzea7'me7zte wdatiuo.

Com esses resultados podemos provar o teorema de Nagata e Miyata, (
saber:

Teorema 2.2.6 Siga (; tlm grupo a/gébdco de#7z do sobre A. Se G é geomeldcamente
mdutiuo então G é mdutiuo

li71), .
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Demonstração. Seja U = R..(G) < G, o radical unipotente de G. Sendo U normal
em G então pela proposição (2.2.4), concluímos que U é geometricamente redutívo.

Clamo ü é conexo unipotente, pelo corolário (2.2.3), temos que dim U
U é conexo, U = {e}. Logo, G é redutivo.

0 e como

D

Concluímos esta seção, com o enunciado do teorema de #aboush, cuja prova está
em l61 e com alguns exemplos de grupos algébricos geometricamente redutivos.

Teorema 2.2.7 (Haboush) Sda G um grupo aZgébdco wdut tJO. .E7ztão G é germe
fdcamente mdutíuo.

Exemplos 2.2.8 S a k um corpo a/gebHcame7zte /ecAado. Os grupos abaÍzo são geo
meZHcame7zZe reduZIDos.

(i) G.L(«, k) {.4 C .M(n, k) l det(.4) # 0}, n >l

(ii) S.L(n, k) {.4 C GZ(n, k) l det(.A) = 1}, n >l

(in) D(n,k) {.A € GZ(n, k) l ..4 (a,,) e «., n>l

'«, -«-,~-"'«,~"',"«''-ll: ::; ll .''l
(v) Qua/quer grupo aZgéóHco semisÍmp/es

2.3 Subgrupos Exatos

A noção de subgrupo excito de um grupo algébrico foi introduzida na seção (1.2).
Vamos mostrar agora que estes são exatamente os subgrupos de um grupo algébrico
que herdam a propriedade da redutividade geométrica.

Teorema 2.3.1 (Clone, Parshall e Scott) Soam G um grupo a/gábrico geometH
comente wdutiuo e H um subgrupo .fechado de G. Então

H é geometHcamente wdutiuo + H é e=ato em G.
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Demonstração. A prova que apresentaremos pode ser encontrada em l41.

Suponhamos .H excito em G e seja À : .A/ ---.p Ê um #-morfismo sobrejetor. Se

.N = ker À, tensorizando por P(G) e tomando a parte-fixa em relação a ação diagonal
de .#, obtemos a sequência excita longa

0 --, (P(G) ® .N)" --, (P(G) ® .M)" --, (P(G) ® k)" --, .H'(.#, P(G) ® .N) --,

Sendo ]7 excito em G, sabemos pela proposição (1.2.9), que P(G) é
i«jeti«. Assim, H'(.H, P(G) ® .V) = (0).

Identificando P(G)9 k com P(G) , concluímos que o morfismo

Ã: (P(G)e)M)H --, P(G)X d,dopar
À (E, /. ® m.) = E. .X(m.)/.

#-módulo

é sobrejetor.

Além disso, se considerarmos Mla = (P(G) G) M)H, cuja estrutura de G
tá dada por

,. lz .Ê « «. l
\ t /

e em P(G)H a estrutura de G-módulo dada por

.f = f.=-* , 'V= ç: G,

teremos que À é um morfismo de G-módulos

Por outro lado, se considerarmos em M la a restrição da ação de G a .#,

.Em:(P(G)®M)H --» M definidapor
-E«. (E, /. ® m.)

módulo es

- E (.Â..-') « m.,
\l... C (n,

'qj e PqGln

a aplicação

E.Á(.)«
é um .#-morfismo.

Além disso, o diagrama

(P(G) ® .M)" -À''' P(G)/'

.E«.l l.E

.A/ À ' X'
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é comutativa, onde .E é a avaliação em e

Seja t C (P(G) e) M)H tal que Ã(t) = 1 e consideremos <G.t>i ou G-submódulo
gerado por t em M la= (P(G) ® M)H. A restrição de Ã a <G.t>t é um morfismo de
G-módulos de <G.t>t em k e, desse modo, o diagrama

À k

À

é comutativo

Como G é geometricamente redutivo, existem q > 0 e iç C SÇ(<G.t>t)C tais que
s'(À)(,)

Sda 3/ = S'(.EM)(z) € S'(.M)K. Ente

g,(À)(y)(À)(S'(.EK)(,))(.i)(') l

Logo, -# é geometricamente redutivo

Faremos apenas um esboço da prova da recíproca.

Seja -H < G fechado e suponhamos G e .H geometricamente redutivos. Mostrare-
mos que .# é excito em G, provando que G/.# é afim (veja teorema (1.2.10)). Para
isso, procedemos da seguinte forma:

(1) Prova-se que # é observável em G, o que é equivalente ao quociente G/H ser
quase-afim.

(2) Considera-se 0 # / C P(G)H ta] que (G/.#)/ seja afim e ] o ideal de P(G)K
gerado por {/.a l z C G}. Então .r não tem zeros em P(G) e .rP(G) = P(G). A
partir disso, por indução no número de geradores de /, mostra-se que .r = P(G)H

(3) Escolhendo um número finito de geradores para /, da for.ma /. = /.a,, com

a. € G, z = 1,. . . ,n, conclui-se que para todo t, l $1 z 5; n,(G/-#).f. é afim e que

</1, . . . , /l.>P(C) ' P(G). Daí decorre que G/.# é afim.

D
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Observação 2.3.2 Z)o leomma enter or decorra que se G é geomefdcamelzte wdutiüo
e # é um subgrupo /ecÀado e normal de G, então .# é geomeZdcame7zte mduZitpo.

Com isso, a prova da proposição (2.2.4) está completa.



Capítulo 3

Caracterizações Algébrica dos Grupos Geometricamente
Redutivos

Nas duas primeiras seções, apresentamos algumas caracterizações dos grupos li
nearmente redutivos, já conhecidas, em termos da existência de uma família de ope.
radores de Reynolds, da cohomologia racional e da existência de uma integral.

A seguir, estenderemos parte destas caracterizações aos grupos geometricamente
redutivos.

3.1 Operadores de Reynolds

Sejam G um grupo algébrico definido sobre um corpo algebricamente feriado k e
JI/ um G-módulo racional.

Definição 3.1.1 ZI/ma ap/ilação A-/ínear pm
Reynolds pam M se uedlica:

M ---+ MC diz-se um operador de

(i) p.(,.m) 'qac ç. Gi VmCM

e

(ii) p.(m) Vm C MC

Observação 3.1.2 Sda M um G-módu/o mcionaJ. .B /Zc{/ ueHWcar qKe ezÍsfe um

operador de Reynotds pw para M se e somente se MC é somando de M como G-mó-
du/o e nesse caso, M = Ma Q Ma, onde À/c = kerp. e (Ma)C = (0).
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Observação 3.1.3 Z)a obseruaçâo antepor e da proposição ÍP.í.S9 decorra que se G é
l nea7vzzente mdttt üo e M C ./U(G) então Caíste tlm operador de Rey7zo/ds pm para M
Nossos próximos wsuttados Betão utilizados para mostrar que, nesse caso, Q Jamzaia
de opemdoms (px)x.J.,(c) comuta com os mor$smos de G-módu/os . Tais msulÍados
podem ser encontrados em ]õ].

Proposição 3.1.4 Sda G um grupo a/ge%dco de#nído sobra Ã e M um G-módu/o
semÍsimp/es. Oonsldemmas

.V - {.N C M l .N éG-«bmÓd«/. M . .N' - (0)}

(i) .Existe em À/' um e/emenfo máximo, gue chamarmos .A4C

(ii) M = Ma © ]WC e JWC é o lírico como/ementa de Ma em M, como G-módu/o

Demonstração

(i) Pelo Lema de Zorn, existe .N' C M um elemento maximal em À/' . Consideremos
.N C ./V' arbitrário. Se .N « ]V' então, como .N é semisimples, existe um G-submódulo
simples P de N tal que (0) ?é P e .N'. Logo, Pn.v'g P. Como Pé G-módulo simples,

P n .N' = (0) e post«t' (.N' © P)? .N'. Mm ente (.N' © P)G = (.W'y; © Pa =
Pa. Novamente como .P é simples, Pa = (0) ou Pa = P. Se Pa = P, então
PC C .Na = (0) e portanto (0) = Pa = P. Assim, de qualquer modo, Pa = (0) e
port-to (.N'©P)a = Pa = (0). Mm (N' © P) ? .N' e (.N'©P) C .V , o q- "ntraria
a maximalidade de N'. Logo, .N C .N' e ./V' tem máximo, que indicaremos por .À/a

(ii) C-lide«m.; (M' + MC) C .M. Como (0) = (Mc)' = Mc n .M', a ;.m. é
direta. Sendo M semisimples, para concluirmos que M = Ma © À/c, basta mostrar

que todo submódulo simples de M está contido em (.A/a © MG). Seja pois Q C .A4
um tal submód«lo. Como antes, QC = (0) ou Qa = ê. Se Qa = (0), então por (i),

Q C MG C ("'' «MG). S. Q' - Q -'h Q - Q' C M' C (M' « MG). '.:.,
JW = Ma a) Ma

Resta provar que MC é o único G-complemento de MC em M. Sqa T C M um
G-complemento de Ma em M. Então Tc = T n Ma = (0), donde T C .A/C. Por
outro lado, dado iç C MC, se existem 3/ C Ma e Z C T tais que z = y + t. Assim,
y = (a -- t) c Ma n -À/G ' (0), donde a = t € T e pare«to T = JWa

0
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Corolário 3.1.5 Sela / : M ----} .N tim mor$smo de G-módulos semísímp/es. Oon-
sidenmos Pm e pw os opemdoms de Reynolds pam M e N, wspectiuamente. Então o
diagrama

M j ;-N

á comutatiuo

Demonstração. Consideremos .A4c C M e ]VC C .N como na proposição anterior.
Então /(Jüc) C ]Vc. De fato, seja Q C Jüc um G-submódulo simples de Jüc e
consideremos a restriçh / le: Q ---, /(Q). Como Q é simples, ker(//(2) = (0) ou
ker(//Q) = Q. Consequentemente, /(Q) H Q ou /(Q) = (0). Em qualquer cmo,

/(Q)' Q') nM') c /(Man M')

Logo, pe]a proposição (3.1.4), temos que /((2) C ]Vc. Como .A/a é G-módulo
semisimples, concluímos que /(.À/a) C Arc

Com isso, podemos provar a comutatividade do diagrama.
m € .1v, mc C .Ma e ma € .A/C tais que

Consideremos assim

Ente/(m) =/(mG)+/(mG) e/(ma) € N',/(«-a) C NC

Como Nc = ker(p.v), temos:

(p«, o /)(m) (/(m')) + p«,(./'(m.)) = p«,(.f(m')) = .f(m')

Como MC = ker(PM) e PM(mG) = m',

/(p«.(m)) = /(p«.(m') + p«.(m.)) = /(p«.(m')) = /(m')

Com isso, o resultado está provado

n
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Teorema 3.1.6 Sega G um grupo aZgébdco de#nÍdo sobra k. São equiüaZentes

(i) G é /{7zea7'mente dutíuo

(ii) Pam lodo .A4' C .A4(G) , ez sZe um operador de .Reúno/ds pM pam M, ta/ que
se f = M ---+ N é vm mor$smo de G-módulos , então o diagrama

M f :-N

f - N'

é comutar uo

Demonstração

(i) + (n)

Sendo G linearmente redutivo, sabemos que todo G-módulo é semisimples. Logo,
o resultado segue da observação (3.1.2) e do corolário (3.1.5).

(n) ::> (i)

Seja À : M ----} k um epimorfismo de G-módulos . Como G age trivialmente em
k, pt : k -----} Aa = k é a identidade em k. Por outro lado, como À é sobrejetor, existe
m. C M tal que À(mo) = 1. Consideremos m = PM(mo) C Ma

Então

À(m) (p«.(mo)) (X(m.)) (1)

Logo, À Imc: Ma ----+ k é sobrejetora, e G é linearmente redutivo

D

3.2 Integrais e Cohomologia Racional

Nesta seção, apresentamos uma caracterização dos grupos linearmente reduti-
vos em termos da cohomologia racional, introduzida na seção (1.1), e em termos da
existência de uma integral em P(G) . Começamos com a definição de integral.
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Definição 3.2.1 Sda G um grupo a/gtíódco a#m de#n do soZpw k. Uma ap/ilação
k-/{near / : P(G) ----» k dáz-se uma integral para G se

(i) .r(/.,) = .r(/), 'vf c PtG) , 'qac ç: G

e

(n) .r(1) # 0, r .«de Ide-Z' ' /u«ção c.«.Za«f. {g-/ « .í, de G '«. A )

Exemplos 3.2.2

(i) Sd' G = k' , ' g«p. m«/tÍp/{c«t{« d. i. .E«tão p(G) = klr,r-'l, co«.

z.T=a7' e a.7''i=z-i7'-i, Vzck'

O07zsideremos .r : klr, T'il ---.+ k de$tzida por

' (É«,,') - «.

É c/". q« .r é k-l'«.« e .r(1) = 1. .4/ém d{«o, « /(T,T'') = E=-. a7'',

U.4 (T, "-') - / (,T, ,-'r-:) - E (.,.-'T') -- .. + E.,.'T'
l

l.7= J

Logo, IÇf.=] ltf), donde l é vma integral para G

(n) Sda G C G.L(n.k) «m g«p. .PnÍ'.

Oo«sido«mos / : P(G) --, k
/(/) = .E:,.c /(,)

Então l é k-linear e dados f C P(.G) , y ç! G, temos

/(/.v) )(') .f(3/,) E/(,)
reG =eG zeG

ãelinido pote Z

e

/(1) GI.lk

.4«{m, s' c«,(k),r lal, .r é «.« {"l.g«/ P«.« G
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(iii) Soam G e .# g«p« Zgé ricos a$« de$nido; «bm A ' «po«À'mo' q«. /c

. /x .d«. f«Z'g«í. em P(G) . .m P(#) , w.p«t'««.e«te.

E«tã. (/a®/H) : P(G) ® P(.#) ----, k é «m« {"f.g«/ p«« (G x -#), .jú q«e

P(Gx.#)a P(a)9P(a').

Teorema 3.2.3 Sega G Km grupo a/gébdco a$m de#nído sobra k. São eqtliua/e7ztes

(a) G é /{nea7'me7zte wdutiuo

(b) G admire tina íntegra/

(c) .H:(G,M') (0), P«.« IMo M C M(G)

Demonstração

(a) :+ (b)

Consideremos .P(G) como G-módulo à direita via

(/.,)(y) Wf e P(G), 'qa, u € G

Sendo G linearmente dedutivo, pelo teorema (3.1.6) podemos considerar o operador
de Reynolds para P(G) , PP(C;) : P(G) Como P(G)C = k, temos (iue

J' - PP(G) : P(G) ----. É

é um morfismo de G-módulos (à direita) e .r(1) = 1. Logo, .r é uma integral para G

(b) :» (c)

Sda M € M(G) ' "nsid'r'm's .H:(G,M) - .B (G M) ' ""' "' seção (1.1).

Sda a C Z'(G, M) . Como a : G ----, M é polino«üal, a(G) C M' C M, onde M'
é um G-submódulo de M, de dimensão finita sobre A.

Consideremos {mi, , mt} uma k-base de .A/'

Ente existem a. C P(G) , ó., C P(G) , l $ t,J $ t, tais que

.(,) - E«,(,)«,,
.7=l

t
\l. C (n.
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e

,.m. Ó.,(')m,,

Seja / : P(G) ----. k uma integral para G tal que .r(1) = 1.

Consideremos m = -- El:: .r(a,)m, C M.

Vamos mostrar que a = ó..

Como a C Z:(G, M) , é fácil verificar que

",., (,) + }: Ó,(,)«,,
J=l

t

J=l

t

'qac ç: G

(1) VzC G,l$r$t

Como / é morfismo de G-módulos à direita, temos

.r(a,) = .r(a,.,) = «,.r(1) + }l: h(').r(a,)
t

.7=l

e como .r(1) = 1, concluímos que

(2) «,(,) - >1: 6,(').r(a,),
.7=l

t

VzC G,l $r $Z

Desse modo, t.emos

Ó.(.) ..m - m - }l: .r(a,),.m, + E .r(a,)m,
.7::l .7=l

}: .r(a,)m, - E .r(a,) E b,.(,)m.
r=1 .7=1 r=l

}l:l(.r(a,) - >1: Z,,,(,).r(«,))m,l
r= 1 .2:: l

.>ll: a,(z)m, = a(a), V, C G

tt

t

lr

l"g., a C .B:(G, .M) e .#:(G, M)

(c) + (a)

Sejam À : M epimorfismo de G-módulos e .N = kerÀ
excita curta de G-módulos

Então a sequência

O -. .X --, M -à k --, O
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dá origem a uma sequência exala longa

Ü --+ NG --+ MG --+ kG - --+ H\\G,N) --+

Por (c), .#'(G, .N) = (0) e portanto .X 1..: Ma ---.. .Na é sobrdetora. Assim, G é
linearmente redutivo e o resultado está provado.

D

3.3 Grupos Geometricamente Redutivos e Integrais Generalizadas

Na seção anterior mostramos a equivalência entre a existência de uma integral
para um grupo algébrico G e o fato de G ser linearmente redutivo. Nosso objetivo
agora será apresentar uma generalização do conceito de integral, e provar que G é
um grupo algébrico geometricamente redutivo se e somente se G admite uma "in-
tegral generalizada". Para começar faremos uma demostração da primeira parte do
teorema (3.2.3), que motiva as deâníções e resultados desta seção.

Suponhamos (7 linearmente redutivo, consideremos a indução k 'b P((7) e o

morfismo induzido nos duais P(G)' --S, t' ak
a --, a(1)

Então € é morfismo sobrejetor de G-módulos e como G é linearmente redutívo,
existe / C (P(G)')C tal que c(/) = 1. Em outra palavr's, existe um mor6smo de
G-mód«los .r : P(G) ---, k tal que .r(1) = 1.

Assim, a integral para um grupo linearmente redutivo surge quando aplicamos a
propriedade de redutividade linear ao morfismo sobrejetor de G-módulos

P(G)'
a'

k

«(]L)

Se aplicarmos a definição de grupo algébrico geometricamente redutivo ao
G-morfismo c, co«cl«ímos q« existem , > 0 e / € S'(P(G)')a tais que .g'(.)(-r) = 1.

Definição 3.3.1 Soam G um grupo a/géódco de$nldo soam k e c = cC; : .P(G)' ---, k
. a-m.-f'«.o de#«id. p« .(a) = «(1), Va C P(G)'. D{««.os g«. G «dmÍ:' "'-
i"Z.g«/ ge«.«/{«d« .r s. e,{.í.m , > 0 . .r C S'(P(G)')' t«{s g«e S'(.)(.r)

Nesse caso, / dÍz-se tema r-integral para G
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Ao considerações feitas anteriormente mostram que se G é geometricamente redu
uivo, então G admite uma r-integral para algum I' > 0.

Para provar a recíproca, precisamos do seguinte resultado

Lema 3.3.2 Sejam G um grupo a/gébdco dc#7z do sobre 1, À : M -----} k um epimor-
.#.«.. de G-mód«/« e ': P(G)' moOsm. de$«{d. p., .(a) .E«tão

«{s'e «m m.O.m. de G-mód«/« g* : P(G)' ----. M t./ q« . di«g«m«

P(G)' C
k

á comutar uo

Demonstração. Observemos inicialmente que basta provar o resultado para mor
sismos À : M ---+ A com dimt M < oo.

De fato, seja À : M ----+ k um G-morfismo sobrejetor e consideremos m C M tal
que À(m) = 1. O fato de que M é um G-módulo racional garante a existência de um
G-submódulo .A/i C .A/ tal que m C JWI e dimJ: Mi < oo.

Consideremos .Xi = À 1«. : Mi ---' k. Como m C Mi e À(m) = 1, Xi é um morfismo

sobrejetor de G-módulos. Então existe p., : P(G)' ----' Mi C M tal que Xi o p.: = c.
Como À: = À 1«, , ç,. = p*: : P(G)' ----' M é «m G-mora'm. e À ' y'* = '.

Assim, podemos supor dimtM < oo. Seja {mi,. .. ,mt} uma #-base de M com
{«ai,..., t«t-l} uma k-base de kerÀ e À(mt) = 1.

Então existem .,, c p(G), l g t,J g t, tais que

(1),.m. '.,(,)m,,
.7=l

t

Vr C G, Vz, l $ z $ Z

Defino g. P(G)' -

p*(a) («.,))m.,
J=l

t

Va C P(G)'
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Então

(À o p*)(a) À(}ll: a(?(a.,))m,)(«.,))X(m,)
j=1 .J=l

t t

.(q(««))À(m ) = a(q(.«))

Mas, por (1),

..«. - E «.,(,)«,,
J=l

t
\l. c ('!

Logo, como À é um G-morfismo,

l = .X(m.) À(,.m.) (,)À(m,)
J=l

t

a«(z)À(m.) \l. c (n.

Portanto, att = 1 e

(À . p*)(a) (1)) .(.), Va C P(G)*

Vamos provar agora que p* é um (;-morfismo

De (1) segue que

'.,., - E .,,(,)'.,,
r=l

t

Hs ç. G, VI $ t,.7 5; t

Assim, dados .' c P(G) +

9

p*(. .a) E(,.a)(q(a.,))m, = >1: a(,':.?(a.,))m, =
.7=1 .7=l

t t

E a(q(«.,.,))m,(«,,(,)'.,))m,
.7=1 .J,r= l

t t

EIE .(q(a.,))«,,(,)m,l = >:ja(q(a.,))(E a,,(,)m,)l
r=1 J=1 r=1 J:=l

tt t t

Eja(,7(«.,))(,.m,)l = '.IE a(q(a.,))m,l
r=1 r=l

t Í

,.g*(a)

Com isso, a prova do lema está completa

D
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PropoBíção 3.3.3 Seja G um grzipo aZgéóHco de#nÍdo soba k. São egu ua/e7ztes

(a) G é geometdcametzZe mdtétíuo

(b) G admite uma r-i7ztegral, pam algum r > 0

Demonstração

Já vimos que (a) :> (b).

Soam ente. , > 0 e .r € S'(P(G)')a tais q« S'(.)(.r) = 1. Consideremos ,inda
À : M ---., A um G-moúsmo sobrejetor e sda p* : P(G)' ---, .M como no lema

anterior.

P(G)' C k

Com. .r C S'(P(G)')' e p. é «m G-mora;mo, -th « = 5'(p.)(.r) C S'(M)'
Além disso,

.g'(À)(«)(.X) oS'(P.)l(.r)(.)(.r)

Assim, (7 é geometricamente redutivo

D

Observações 3.3.4

(.a) O resultado anterior genes'àtiza o insultado análogo para gr'upas linearmente
indutivos.

(b) .4 de$nÍçâo de grupo geometricamente f'edtzt;uo e7zuoltJe a e#istêncÍa de tzm
ntímero naZwra/ esíriZame?zte pos tfuo pam cada mor$smo À : M---»k. JVo entanto,
a demonstração da propor ção antepor mostra gue podemos tomar um mesmo lza-
tumt pam todo morlismo. Em outras palavras, se G admite uma r-integral, mos-
tramos que para todo mor$smo sobrejetor de G-módulos X = M ---+ k, o morFsmo

g'(À) 1,..,.: S'(Ã4)a ----' k é sob7vgefÍuo.
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Por outro lado, no lema (2.1.8) cimos que se

d minar C .N' l G adm te uma r-integm0

então d = p", onde p e,pc««X;). Es-. .b««,«çõ« m.t{«m a «g«í«te de#«{çã.

Definição 3.3.5 Soam G um grupo aZgébHco geometHcamente mdutÍuo, de#nido so-
b X: e p = ezpca7'(t). Z)iremos que o índice de G é u Íe nd camas {nd(G) = u)

pu = minar € .N' 1 (; admite uma r-íntegm4

OósertJemos gue de acordo com a de$nÍção acima, G é / 7zeamnente mdutÍt;o se e
s.m.«te « {«d(G) = 0.

Observação 3.3.6 Se (7 é geomeZdcamente mdufÍuo de íhdfce u e .X : .M ---} k é um

G-mor$smo sob7vljetor então pam todo ü Z u, a ap/{cação

5'' 1,...,.: Sp'(M')a --"' É é sobwjetora

De fato, sejam u > u e s = u -- u > 0

Consideremos o morfismo

S''(S'' (M')) --bS''' '(.M ) S''(M)

dado por
p(í;B:=®í;) = ti. . . . .t,., onde

l $ t $ p', e . indica o produto na álgebra simétricat. c S''(.M),

Então o diagrama abaixo é comutativo

S''(S'' (M) )
5''(.g'' (À) ) k

'3''(ÀP

s;'(ú')
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Seja t C S''(.M)a t,l q« gP'(À) = l
q- p( ) C S''(M)C e

Põ

Com. p(S''(S''(M)')) C S''(M)', temos

lg''($'' (À))l(i'® ®7)

l.g''(.x)(t)I'' = l

Assim 3''(À) is,'..,.: SP'(M)a ---' k é sobrdetora.

Na seção (3.5), apresentaremos algumas propriedades deste índice.

3.4 Grupos Geometricamente Redutivos e Cohomologia Racional

Na seção (3.2), mostramos que um grupo algébrico G é linearmente redutivo
se e somente se -#:(G, JW) = (0), para todo G-módulo racional. Em outros termos,
mostramos (lue G é linearmente redutivo se e somente se para todo M C .M(G) e
para todo l-cociclo a : G ---, M, existe m € M tal que a = ó« C 6:(G,M).

Nesta seção, generalizamos o resultado anterior para grupos geometricamente re-
dutivos, provando que para todo l-cociclo a : G ----} M, existe um polinâmio
/ € S(W)]X], mânico de grau r tal que /(a) C B :(G,S'(M)). A seguir precisa-
remos os conceitos acima envolvidos.

Seria interessante obter uma caracterização que melhore a anterior, no sentido de
que possa ser traduzida em termos de classes de cohomologia e não em termos de
l-cociclos.

Lembremos que se M é um k-espaço vetorial então S(M) é uma k-álgebra graduada

Em particular, se a : G ---, S'(.A/) é uma função arbitrária e a« C S"(M), então
podemos considerar a função a«a" : G ---., S"+'"(M).

Se M é um G-módulo e a : G --H S'(.A/) é um l-cociclo, em geral, a" e a«a" não
são l-cociclos.

No caso particular em que n = p", com p = expcar(k), e a« C S"(JW)O, se
a : G ---, S'(M) é «m l-cocicló ente

«.a" : G --.. S"'t''(.M)

será um l-cociclo, para todo m ? 0. De modo similar, se a : G -----» S'(M) é um
l-cobordo então a.a" : G ---, S"+'"(M) é um l-cobordo. (De fato, se cv = ót, com



Grupos Geometricamente Redutivos e Cohomo]ogia Racional 54

t C S'(M) então a.a" = ó..t-). Nesse cmo, temos um multiplicação naturalmente
dehnida

S"(M)a x #'(G, M) ---, H'(G, S"+:(.M))

Com estas considerações podemos enunciar o principal resultado desta seção

Teorema 3.4.1 Soam G um gmpo aZgébHco a#m de#n do sobra k e p = ezpcar(k)
São equipa/entes

(a) G á geometrÍcame7zZe Kdut tpo de t'ndíce menor otl g a/ au

(b) P«« l.do .M C M(G) . p.« Z. . a C Z:(G,.M) .,i.te

/ = x' + }:(-iy''«,-&x' c s(w)lxl,

(b:) .,-k C S'-'(M), l $ A g , - l

(b,) /(a) C B :(G, S'(M))

(h) Ó.,-.(') 1:1+.(.:.)(,.«,-.)a(')''*,

lr

k: l
com fa/ qKe

Vz c G, l $ k $ r -- l

Demonstração.

(a) :» (b)

Sejam u 2: ind(G) e , = p". Co«sideremos M C M(G) e a C Z'(G, M)
mos em .A/a = M a) k uma estrutura de G-m(5dulo racional, via

,.(m,a)=(a.m+«a(a),a) Vaca, VmCM, pack

DeÊni

Então .A/a é um G-módulo racional e

k

é um G-morfismo sobrejetor.

Como I' = p" e u 2: ind(G), segue da observação (3.3.6) que

g''(«') 1,,....: s'(.v.)' ---'-, k
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A decomposição em k-espaços de M. = .A/ a) É, dá lugar a uma decomposição em
k-espaços

S'(Ma) = M' Q .M'''' a).-. ©M'-:.'-' © ke', -de

e = (0, 1) C Ma e M' = S'(.M), l $ , $ r

Co«sidere t € S'(Ma)C tal q« g'(r)(t) = 1.

E«th t = E;:. «,..e', com .,-. C S'''(.M), 0 $ z $ r.

Como S'(«)(t) = 1, ente.

E g'(')(«,-.'') - E j'''(«)(',-.)i'(«)('')
i=0t=0

..S'(r)(e')

r r
l

U

Assim, t = a, + a,.le + . . . + aie''i + e'.

Como t é fixo pela ação de G, para todo = C G, temos

>l:(,.«,-.)(,.ey ..,-.)(a(') + ey
t::0 t=0

Logo, para todo ár C G,

E «,...' -- E(,..,-.)[E (})a(,)'.''']
t=0 t=0 .7=0

Com. «o = 1, ..e= '.(0,1) =(a(,),1)
I' r--l t

(E «,-.e') + e' .a,-.)(;)«(,y-'e'''l + a(,y + e'
t=0 t=0 .J=0

Consequentemente,
r--l t r--l

('y + EIE (})(,.«,-.)«(,y''''l .*.'
t=0 J;::0 k=o

Comparando os coeficientes de ek, 0 S; X; $ r -- 1, obtemos

r r

e

(1)
r l

t=k
a,-i = >ll: :') (, .«,-.)a(,y'* , [ < k < r -- ]. 'd. C (n.
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(2)
r l

a, y+ }l:(,.a,-.)a(,y,
t=0

q. c (n.

Sda

/(x) = x' + >1:(-i)'''«,-.x' c s(.w)lxl
lr

lt

Então de (1) obtemos

(ba) ó.,.. (,) (.:.) (,.«,-.)a(')''' , 1, 'qac ç: G

De (2) obtemos

(2')
r l
E
t=l

(..«,-.)a(,y + ó.,(,) 0, \l .. c (:

Mas dado 3 C G, de (1) segue-se que

.!,) «,-. l,': .a(')I'''

..!,).,-.(-ly''a('''y''

Assim,

# .at--J ..!,) (-ly-'',-,a(,y'', Vz C G, l $ ;

Logo,
r l

E(,.',-,).(.)'
.J=l

r-- l r--l

E(E (}) (
.7=1 t=.J

iy''.,-,a(.y'')a(,y
r--l r--l

E(E( -ly'' (;) .,-.a('y )
.7=1 t::.j

g'É'-:,'-'(':,)'',-'«',,'
r l
E(-ly''«,-*a(')'
A=l



Grupos Geometricamente Redutivos e Cohomologia Racional 57

Substituindo em (2'), obtemos

(2") a(,)' + }ll:(-ly''«,-.a(,y + ó.,(,)
lr

lt

'q= Ç: G

e portanto

(b2) /(a) = --ó., c B:(G,S'(.M))

(b) + (,)

Sejam M € .M(G) e À : M ---, k um morfismo sobrejetor de G-módulos . Consi-
deremos .N = ker À e m C M tal que .X(m) = 1. Então M = .N Q Am, como k-espaços

«toriais. Além disso, ,.m = a(a) + a(z)m, com a(a) C .N e «(a) C Ê, Vz C G.
Como À é um G-morfismo, .N = ker À e À(m) = 1, concluímos que a(z) = 1, para todo
z C G e portanto

,.m = a(z) + m, V, C G

Mas daí segue então (lue a C Z'(G, N).

Logo, existem r = p" e / = X' + E={(--1)'''a,-.X' C S(.X)IXI satisfazendo
(ó-), (h) e (h.).

Sda então a, C S'(.N) tal q« /(a) = --ó., C B'(G, S'(.N)) e consideremos

r l
Z = m' + )l:(a,-.m') + a, C S'(M)

t=l

Então

g'( .x )(t )
r l

g'(.X)(m') + >: S'''(À)(.,-.)g'(.X)(m') + g'(.X)(a,)

S' ( .X )(m' )

lt

Resta provar que agora que Z € S'(M)C. Para isso, consideremos # C G. Como
r = p", temos

,.t - t + >1:(,.«,-.)('.m)' + ,.«,
k:l

lf r l
m' -- >:(«,-km') -- ',

k-l
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(m+ «(,))'
t. l
E(,.',-.)(«
k:l

+ a(,))'
t' l
E
k:l

ar --A 7n k+Ó

-(,)'
t' l
E(,.«, \ rT"ç

l E (}) «'-(,)''']k;l J=0

«(,)' õ.,(z) + 11.'..,-o (1)-w'
r l

E(,.«,-.)(E }) «'«(,)''
A=l k;l .7=l

a(,y + }]]:]('.a,-.)a(,)'] + ó.,(,) +
k:l

lr

t'-- l r--l

+ EIE(,.«,-.) (i) «(,y
1;=1 t=k

']«'

r l
a(,y + }:(,.«,-.)a(,)' + ó.,(,) +

k=l
r--l t--l

+EI(E(,.',
k=1 t=A D(Ê).(,y ') -- a,-*jm'

a(,y + E(,.«,-.)a(,)' + ó.,(,),
k:l

lr

por (h)
Além disso, ainda por (b3), temos que

r l

t=k
E('.«,-.) t

8--& a(zy'', 1, \:l . c (n.

donde
r l

t=k
E",-. 8

8--h ( iy '.(,'')''', 1< k<r 1, He C (l.

Consequentemente,
r l

t=k
.k :: >. a,-.

8

t-- k ( iy# . (Zr '«(,)''', l<k <r 1, H. C (l.

Como na outra implicação, deduzimos daí que
t' l
E(,..,
k:l

.)«(,)'
r l
E( l)'''a,-*a(,)', 1. \l. C (n.

k;l
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Assim finalmente,

r.t t = a(3y + >1:(--ly''a,-ia(z)' + ó.,(z) = 0,
k=l

lr

e portanto t € S'(.M)c;

Logo, G é geometricamente redutivo

D

Observação 3.4.2 $da G um grupo a/geadco de#n do soam k, com car(#) = 0. O
teorema anICHar, nesse caso, diz que

G g«metHc«m'«fe ,«d«f{« + .#'(G,.W) C .M(G) +
e. G é /{nearme7zte mduíÍtJO.

Observação 3.4.3 Soam G tzm grupo aZgéb7'ico de$n da sobra k e p = ezpcar(k)
Pelo teomma anterior, temos:

G /{7zearmenZe mdtzZ o é G é geometMcamenfe mdutit;o de índice a -e:lF

+ -#'(G,M') = (0), P«« t.d. .M C M(G)

Observação 3.4.4 Sejam G ttm g po aZgébdco geometricamente mduf uo de#n do
«óm É, p = «p«,'(1), M € M(G) ' a C Z:(G,M). Sd« .{nd' « = {nd(G) .
c07zsídemmos r = p"

O teomma anterior gara7zZe a ezisZéncÍa de

/(X) + }l:(-ly''a,-.X' c S(W)IXI,
lr

lt

s«Zis$a««d. (b-), (b,) e (h)
Suponhamos .f um p-potinâmio (isto é, a,-. = 0, para todo z que não é potência de

E«lâ., P., (h), t.«.o.
t' l

.,-. (.:.)(,.«,-.)«(,y,
t=k+l

Z .ar -- k l $ À; $r-- 1, Vr C G
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Como a,-. = 0 se t não é potência de p e (.:i) = 0 pam todo l $ k 5; z
p.ténc{. d' P, ««c/u:'m" q« «,-k C .S'''-'(.M)a, P.,'« todo l $ k $ r - l.

1, se t é

Dessa .forma, peias observações .feitas no início desta seção, poderíamos dizer que
se ã = a +B'(G,M) C #'(G,M) e«Zã. /(ã) = õ € #'(G,S'(M) ) « .d« q«'
t. . / me«t. de #:(G, M) é «.{z de ««. p-p.Ji«ó«.io mó«{c. d' g«« , = p"

Recíp«.«m.«fe, «p-A«"'" q« e,{st« , = p" Z./ g« p«« Z.d. M C M(G) , d'd.
a C .#'(G,.M) , a é .«i, de «m ;«/{«ó«.{o mó«{« d' g«« , da .»,«.«
/ = X' + El= «,-,.X'', com «,-,. € S'-''(.M)a, l $ , $ u - l.

Então G é geometHcamente Kduti o e a demonstração desse fato, nesse caso, se
simpti$ca bastante. Delito, consideremos X : M ----+ k um epimor$smo de G-módulos,
.N = kerÀ e m C M fa/ qu. À(m) = 1. .Então, «m. na p,«u« 'Zo *eom«?a, tem« q«e

ez ste a € Zi(G, .N) fa/ qwe

,.m Vz C G, a € Z:(G, .N)

Sd« / C S(.N)c;jXI com. «cim« ' «n'Í'Z"'mos a, C S'(.N) Z«/ g«e /(a)+ó., = 0

Sda
r l

t = m' + }. a,-p'mP' + a, C S'(M)
t=0

E«lão S'(À)(t) e p«« Z.do , C G,

z.t
u l

(m + a(,)y+ )ll: «,-,.(m + a(')y' + ,.a,
t=0

u l
m' + a(,y + 1: ',-,.(m'' + a(,y') + «.a,

t=0
u -- l u -- l

m'+ E .,-,.m''+ a(3y+ E «,-,-a(,y' + ,.«,
t=0't=0
u l

m' + )l. a,-,.m'' + a, = t, Va C G
t=0

l,ogo, G é geometricamente mdutiüo

Corolário 3.4.5 Soam G um g po aZgéódco conexo de#7zido sopre k, p = ezpcar(k)
Se G é g«meZ,i«m.«fe «d«Z{« .«Zã. #:(G, k) = (0).
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Demonstração. Como G age trivialmente em t, -#:(G, k) = Z:(G, k). Sda, pois,
a € Zi(G,k) e suponhamos por absurdo que a # 0. Pelo teorema (3.4.1), sabemos
que existem r = p" Z l e

/ + }l:(-iy''«,-.x' c s(t)lxl
lr

lt

satisfazendo as condições (bi), (b2) e (b3) do teorema (3.4.1). Consideremos os isomor
sismos dados pelo produto em k

P,., : .g''(k) ----» k, 1 < z < r -- l

e seja

p(/) + }ll:(-i)'''p,-.(«,-.)x' c klxl
lr

lt

Como /(a) C B'(G, k) = (0), temos q-

p(/)(a(,)) a(')' + >1:(-ly''P,-.(«,-.)a(,y
t=l

t. l

p,(a(,y + )l:(-1)'''a,-.a(,y)

lr

lt

Como G é conexo e a : G ---+ k é polinomial, concluímos que a(G) = k e portanto
a(G) tem infinitos elementos. Mas então p(/) C AIXI é mânico de grau r Z 1, com
infinitas raízm em k, o que é impossível. Logo, -#:(G, k) = (0).

D

Na seção anterior, mostramos que se o morfismo c : P(G)' ----, k satisfaz a
condição da definição de grupo geometricamente redutivo, então qualquer outro morfis-

À : .A/ também a satisfaz e portanto G é geometricamente redutivo.

mo

No contexto da cohomologia algo análogo vai ocorrer. Vamos provar a seguir
que se os l-cociclos de G com coeficientes em (kerc) satisfazem a condição (b) do
teorema (3.4.1), então G é geometricamente redutivo.

Para isso precisaremos de um refinamento do lema (3.3.2)

Lema 3.4.6 Soam G um grupo a/géóNco de$nido sobre A, p = ezpcar(A) e c07zside
mm« . : P(G)' ----, k o G-mo-f.«.. s.bmg.l., de#« . p., .(a) ), a C P(G)'
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Sd«m «{nd« .M C M(G) e a € Z' (G, M)
estrutura de G-tnóduto dada por

OonsÍdemmos .À/a .A/ a) k, com a

..(m,.) = (,.m + «a(,),a) VzeG, Vm € .M, Va € k

Sqa7z} TI e T2 as p7'0yeçoes ca7z07ztcas de Ma sob7t .lv e kP I'especZtt)am.eTzte. .Z111zt(zo

«í.'e «m m.r$.m. de G-mód«/o. g. : P(G)' t./ q«e

(i) r,op. = '

(n) . = (o, 1) C 3m(g.)

(iii) (r: o g.) 1..,.: ker ' --+ M é «m G-mor®mo

Demonstração. Sendo n'2 : .A/a --''+ k um morfismo sobrejetor de G-módulos, a
existência de um G-morÊsmo g« : P(G)' ----, M satisfazendo (i), segue do lema (3.3.2).
Para provar que, neste caso, 9a satisfaz (ii) e (iii), vamos construí-lo explicitamente,
como no lema (3.3.2). Para isso, sejam / = (0, 1) C .A/. e consideremos o G-módulo
M' .(0,1) l a C G>t ),l) l 3 C G>1.

Sd; {m:, , mt-i} uma k-base do subespaço <a(a) l z C G>k C M.

O conj-to{(mi, 0);...,(m.-i,0);(0, 1)} , é «ma k-bme de(M' © k) Além disso,
se t l

«(,) - E b(')«,,
lJ

Vz C G,

então

..(0,1) a(,),1) l:ló,(,)(m,,0)l +(0,1)
t l

lJ

Assim, g. : P(G)' ---, M' G) A C .A/a está dada por

g.(a) = >1:1a(,7(b,))(m., 0)l + a(1)(0, 1); Va C P(G)'
lt

lJ

Como a C Z:(G, M) temos a(IG) = 0 e portanto b,(la) = 0 p;ra todo J

Log., l « <q(b:), , T(b.--)> .

Assim, existe a C P(G)' tal q« a(1) = 1 e a(q(b,)) = 0, para todo J = 1,
Um tal a satisf« y,.(a) = (0, 1) e portanto «le (ii).

,t l
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Para provar (iii), observemos que como r2 o g. = c, então (r2 o p.)(ker c) = (0) e
portanto

p.(ker') C {(m,0) l m C M} C (M (D k)

Mas, ri : {(m,0) l m € M} ----, M é um isomorfismo de G-módulo e p. é um
G-morfismo. Assim, (ri o g.) : ker c ----, M é um morfismo de G-módulos

D

Proposição 3.4.7 Soam G um grupo a/ge'beco de$zzido sobra k, p = eapca7'(k)
e ' : P(a)' ----, k o G-mo$.«.o d«d. p« .(a) ), Va C P(G)'. Sã.
equivalentes:

(a) G é geometHcametzte mdut üo de índice menor ozl guaJ au

(b') P«« t.d. a € Z'(G, ker c), , t

/ = X' + }:(--1)'''a,-.X' C S(ker c)IXI,
lr

lt
com r = pu,

Za/ que

(ó:) ',-, C S'''(ker .)

(b;) /(a) C B:(G, S'(ker .»

(Óâ) Ó.,-.(z) -E=!+. (.:i)(z..,-.)a(a)''', Vz C G, l $ k $1,-i

Demonstração. Do teorema (3.4.1), sabemos que (a) :> (ó').

Basta provar então que (ó') implica a condição (b) do teorema (3.4.1). Para isso,
sejam M C .M(G) e a C Z:(G,M). Consideremos JI/. = M a) k, r2 : .M. ----, A e
p. : .P(G)' ---, .M. "mo - lem. a«tenor.

Sda ai«d- a C P(G)' tal q« p.(a) = (0, 1).

Como r2 o g. = c, temos que c(à) = 1.

Consideremos a. : G ---.} ker c definido por

a,(=) = z.a - a, Vn C G

Como a. € Z:(G,ker c), por (b'), sabemos que existe

/ = X' + >:(--iy''«,-.X' € $(ker .)IXI,
lr

lt
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"m r = p", satisf«endo(bÍ),(b;) e(ÓÉ.)

Seja, pois, a, € S'(ker c) ta] que

/(a,) + Ó.,

Consideremos ri : (M a) k) ---» M a projeção na primeira coordenada.
t. l

g(X) = X' + )l:(--iy''ó,-.X' C S(W)IXI, o«de
t=l

b,.. '(r: o g.)(a,-.), 0 $ . $ , - 1

Vamos provar que o polinâmio g acima definido satisfaz as condições
(ó3) do t.orema (3.4.1), para o cociclo a

Como a,-. C S'''(kerc), 0 g z $ r -- t, então

b,., = S'''(rtoy,.)C S'''(.M) , 0 $. $,-1

e portanto vale (ói).

Para provar (ó2), observemos que como p.(a) = (0, 1), temos

CV = g'l O 9. O aa

Defino

(b:), (b) e

Assim, para todo iç C G,

a(')' + >ll:(-iy''ó,-.a(zy
t=l

r l
lr: . p. . a.(,)1' + )1:(-iy''S'''(«: . p.)(a,-.)l(«: . p. . a.)(z)I'

S'(«: o p.)(a.(,y) +
r l

+ )ll:(-i)'''lS'''(«: . p..)(a,-.)llS'(«: . p.)(a.('y)l
r l

S'(«: . g..)(a.(,y) + >1:(-iy''lS'(«: . p.)(a,-.a.(,y)l
t=l

r l
S'(«: . y,.)la.(,y + >:(-iy''a,-.a.('yl
s'(«: . P.)(-ó.,(,))
-S'(«- . 9.*)(..., - «,)

lr

lt

lt

lt

g(a(.))
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Por (iii) do lema anterior (ri o p.) : kerc ---, M é um G-morfismo e portanto
S'(r- o p.) : S'(kerc) ----» S'(M) é «m G-moúsmo.

Como a, C S'(ker c), temo;

g(a(,)) -S'(r: o g.)(,.«, - a,)
-l,..g(r- o p.)(a,) - S'(r: o p.)(a,)l
--z.ó, + b,

Logo, g(a) + óõ, = 0 e portanto g satisfaz (b2). Sabemos que

E(..!-à(-iy''',-.a,('y'', V' C G, J :,...,,-l
lr

t :.J

Como «,-, C S'''(ker c) e a. C Z' (G, ku c), temos

z'br.J ...g''(r: . p.)(.,-,) '(r: . p.)(,.«,-,)

E(,.!,)(-ly-'s'''(": ' ç'-)(«,-.a.(,y'')

E (..!.)(-iy-'lS'''(«: ' p.)(a,-.)l IS'''(«- ' p.)(a.(,y'')l

E (..!,) (-i)'-'ó,-.l(": ' çp. ' «.)(,)I'''
r l

E (.!.) (-iy-'ó,-.«(,y'',

lr

t :.7

lr

t

t =.J

t
'qa ç: G, VJ = 1,...,,- 1

Logo, g satisfaz (h)

Pelo teorema (3.4.1), concluímos que G é geometricamente redutivo de índice menor
ou igual a u.

D

Observação 3.4.8 .4 pmposÍção aniCHar mostra qzze um grupo algébrico G é geo-
met,{««.ente mdwfi« « ' «m.«:e s' « /-cocic/o. d' G com coe#cie«fes .«. ker(.)
satisfazem certos potinâmios. Nesse caso, Q demonstração da proposição indica que
o po/ nómio associado a um cocic/o arbfírádo a C Zt(G,.A/) pode ser c07zslrzit'do

como imagem G-homomorÍa do potinâmio associado a um cociclo conveniente de
Zi (G, ker c) .
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Assim, por exemplo, se pudéssemos provar que para todo cociclo de Zi(G,kerc),
os polinâmios associados são p-polinâmios (ou que seus coeficientes são fixos pela ação
de G), o mesmo valeria para os polinõmios associados a l-cociclos arbitrários de G.

3.5 Índices de Morfismos, Módulos e Grupos
/

A noção de índice de um grupo algébrico geometricamente redutivo G definido
sobre k foi introduzida na seção (3.3).

Dizemos que ind(G) = r se p' = minou C .N' l G admite uma u-integral}, onde
p = expcar(k). Por uma u-integral, entendíamos um elemento .r C S"(P(G)')a tal que
S"(c)(.r) = 1, onde ' : P(G)' ---, k é o G-morfismo sobrdetor dado por c(a) = a(1).
Em outras palavras, ind(G) = r se e somente se p' é o menor natural tal (lue

g''(c) 1,,.,..,.,. : S''(P(G)')a ----' k

é sobrejetora

Por outro lado, sabemos que, como G é geometricamente redutivo, para todo
G-morfismo sobrejetor À : M ---+ k, existe t € W' tal que

g'(À) : S'(M)c ----, k

é sobrejetor

Sabemos ainda, que o menor t que satisfaz a condição acima é potência do expoente
característico de k. Essas observações motivaram a introdução do conceito de índice
de um G-morfismo e de um G-módulo.

Nesta seção, apresentaremos algumas propriedades desses índices e sua relação com
a noção de índice de um grupo algébrico geometricamente redutivo.

Em tudo que se segue, G indicará um grupo algébrico geometricamente redutivo,
definido sobre k e p = expcar(k). Motivados pelo corolário (2.1.9) introduzimos a
seguinte noção.

Definição 3.5.1 Soam M C .M(G) e À : M ---, Ê um G-mor$smo sobrdeZor.
Oimm« q«e . hdic' de À rn/«Z{« . G) é ,, e «c«««-o. , = {«Ü(À) «

p' = mi«{q C .N' l g'(À) : S'(M)C ---, A é ..bnjeZ.«}
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Observação 3.5.2

(i) Se não Àouuer dtítiída quanto ao gmpo aZgábdco a que estamos nos r?gerindo,
f«'í:"rimos {«Ü(À) .{mp/«m.«ie p« {«d(À).

(n) .É ./ác{/ «,'F"' q«.

í«d(.X) .N l .g''(.X): S''(.M)a é «bmjeto«}

Proposição 3.5.3 Sejam G ttm gmpo a/géóNco geomefdcamelzte mdut üo de#n do
s.bm k ' p - e'pc','(A). O.«sid'mm« ' : P(G)' -----. k o G-m.r$s«.. d.'í' p',
.(a) = a(1). E«[ã.

(1) i«d(G) = Í«d(.)

(2) Se .M € M(G) e À : M ---. k é u«a G-mor$smo sobmgetor, temos

(i) {«.Z(.X) g {«d(G)

(n) t $ {nd(À) :> i«a(3''(.x)) 2 lira(À) - tl
(iii) u ? {nd(À) + S''(.X) : SP'(.M)a ----, k é sobmjetora.

(iv) {«d(À) = «ü«{u € .N l .NS''-:(M) éG-s.m««do deM },
.N = ker À

07zde

(3) Se .M,.N C M(G) , À : .M ---., k, 0 : .N ---.., k .ão G-m.$'mo. «bmget.«s,
t;a/em;

(v) í«d(À ® 0) 2: maxl{«d(À), f«d(0)}

(vi) {«d(0 o p) 2: {«d(0), p..« tod. G-mo-esmo p : M ---, .N, 1«/ q«. (0 . p)
seja soft'ejetora.

Demonstração

(1) De fato,

ind(G) = r + p' = minou C -N' l G admite uma u-integral} +

$ p' = minou € -N' l g"(c) ls-(P(C)')': S"(P(G)')c ---' k é sobrejetora}
O r = ind(c)

(2)

(i) Segue imediatamente da observação (3.3.4,(b))
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(ii) Seja À : M ---, k um G-mor6smo sobrejetor de índice r e consideremos
í $1 r. Se Z = r, nada há a demonstrar, pois ind(S''(À)) = 0 = t -- ind(À).

Assim, podemos supor t < ind(À). Sda u = ind(.gp'(À)). Então a aplicação

Sp'(Sp'(M))a s' Íel.(X» k é sob,detora

Sd' p : S''(S''(M)) ----, S''''(M) definida por p(iii;®T=®ãi;) = «.-.
onde m. C SP'(.A/), l $ z 5; p", e . indica o produto na álgebra simétrica.

Como o diagrama

S'' (S'' (M))
S'' (S'' ( .x ) ) k

3''''(.xP

s,:''(h)

é com«tati- e p(S''(S''(M))a) C S''''(M)C, concl«imãs que

$''''(À) : S''''(M)'
é sobrejetora.

Logo, (u + t) 2: ind(À), donde

u = ind(.g''(À) ? ind(À) -- t

(iii) A prova de (iii) é análoga à da observação (3.3.6) e por isso será omitida

(iv) Sejam À : M ---, k um G-morfismo sobrejetor de índice r e .V = ker .X

Como r = ind(.X), sabemos que a aplicação 5P'(À) lsP'(m)': S''(M)a -----, k é sobreje-
tora

Seja, pois, Z C SP'(M)C tal que .g''(À)(t) = 1.

Como ker SP'(À) = .M.SP'':(M),temos que

$''(.M) ''(.M) ©lZ como G-módulos}
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Assim, ind(À) = r 2: minou C .N' l NSP'-'(.A/) é G-somando de Sp'(M)}

Para provar a outra desigualdade, seja

o = «inlu C .N' l .NS''''(M) é G-somando de S''(M)}
deremos um G-submódulo T C SP'(M) tal que

s''(.M) ''(.M) © r

r S''(À) = .N.S''':(M), e .g''(À) : S''(M)
que

g''(.X) 1,: T ---, k é isomorfismo de G-módulos

Então G age trivialmente em T e assim, Ta = T. Consideremos t C Ta tal q
gp' ( .X )(t)

Então t C SP'(.M)a e S''(X)(t) = 1, mnsequentemente, u 2: ind(.X) e temos a
igualdade.

(v) Sejam À : M ---, k , 0 : .N ---, k morfismos sobrejetores de G-módulos,
, = ind(À 6) 0) e t C S''(.M ® .N)G t,l q- 5''(.X ® 0)(t) = l

Da comutatividade dos diagramas de G-morfismo

.M®N À®id

e cons]

Como ke tara, concluímos

ue

S

N

(À ® o)

k

M®N id®O

(.x ® o)

k
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concluímos que

g = S''(.X ® id)(t) € S''(N)c

- 1

y = S''(id ® 0)(t) € S''(.M)a

e que
S'' (o)(, ) g''(X)(v) = l

Logo,ind(0) $1r e ind(.X) $ ,

Assim, ind(À 6) 0) = r 2 maxÍind(.X), ind(0)}

(vi) Finalmente, sejam 0 : .N ---, X; e g : M ----.., .N morfismos de G-módulos
tais que (0 o g) seja sobrejetora de índice r.

M V ;N

0

k

Consideremos t C Sp'(M)C tal (lue

g''(0 o P)(t)

Sej, t' = S''(p)(t) C S''(.N)C. Ente

.g''(0)(t')(0)(S''(V,)(t)) o9)(t)

e portanto
g''(0) : S''(.N)c é sobrejetora

Logo, r Z ind(0)

D

Dado um G-módu]o raciona] M indiquemos por Mora(]b/,k) o conjunto dos
G-morfismos de M em k. A proposição anterior mostra que se G é geometricamente
redutivo, então os índices desses morfismos são limitados superiormente por ind(G).
Assim, podemos introduzir a seguinte noção
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Definição 3.5.4 Soam G um grupo a/gtíbdco de#n do sobre k, p = eapca7'(k) e M
um G-módu/o mciozzal.

(i) Z)iremos que o índice de M relativo a G é r Íe denot«e«.os {nÜ(M) =

, = maxlÍnÜ(À) l À C M.rC(M, k), À # 0}

(ii) Z){zemos que o índice do reticulado de G-módulos de M
denoZ-emo. {«&(M) = ,J s.

, = maxl{«Ü(À) 1 0 # À € M.ra(N', k) e .N C M é «m G-«bmód«/.}

A proposição anterior nos permite mostrar as seguintes propriedades

Proposição 3.5.5 Soam G um grupo aZgébHco geomelHcame7zte mduZiuo de$nÍdo
sob,« A ' p - «pc««k). D.d« M,.M' C .M(G) , «/em « 'ey«{"'" p,«p,{.d«'í".

/ (i) i«d(.M) $ {«d.(M) $ {«d(G),

(ii) Í«d.(M) «{{«d(.N) l .M C M' é «m G-«b«.Ód«/o}

(iii) {nd(.M) = {nÜ(.M) ++ Existe u«. mo$s«.o sobnjetor d. G-t«ód«/as
À : .M ---- k t./ q«. {«d(À) {«&(.M)

2. (iv) Se M' é um G-suómódtz/o de M então

Í«á(.M') $ {«ü(.M)

(v) S. g : M ---, M' á «m epimo-#sm. d. G-«.ód«/o. .«fã.

í«d(M) > {nd(M') e í«.Z.(M) Z {«Ü(M')

3. (vi) Í«d(M © .M') {i«d(M'), {«d(.M')}

(vn) {«ü(.M ® M') 2: m-l{«d.(.M), {«d.(M')}
(vin) f«d(M ® M') 2 m«{f«d(M), i«d(.M')}

#. Se M é ..mi'{«-p/« e«tã. {«d(M) = {«á(M) = 0
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Demonstração

l

(i) Como

{ind(À) l À C Mora(M, k), À # 0} C {ind(.X) 1 0 # À € Mora(N, k), .N C M}

temos imediatamente que
ind(M) $ ind.(M)

A outra desigualdade, segue imediatamente da proposição (3.5.3, (2), (i)).

(ii) Para cada G-submódulo .N C M, fixemos um morfismo sobrejetor de (.;-mó
duros Àx : .N ---, X; tal que ind(ÀX) = ind(.N). Então

ind.(M) maxÍind(À) 1 0 # À € Mora(.N, k) e .N C M é um G-submódulo} =
maxlind(.XX) l .N C M é um G-submódulo de M} =

maxlind(N) l .N C .A4 é um G-submódulo de M}

(iii) Se ind(.M) = ind,(.A/), então basta considerar um G-morÊsmo sobrejetor
À : M ---, k tal que ind(.X) = ind(M). Reciprocamente seja À : M ---, k um
G-morfismo sobrejetor tal que ind(À) = índ.(M). Então

ind.(M) = ind(À) $ maxÍind(0) 1 0 # 0 € Mora(M, k)} = ind(M)

Como por (i), ind(M) $ ind.(M), segue-se a igualdade

2

(iv) Segue imediatamente da definição de ind.(M) ou de (l.,(ii)).
(v) Seja g : .A4 ----, M' um epimorfismo de G-módulos . Consideremos .N' C .A/'

um G-submódulo de M' e À : .N' ----.-+ A um morfismo sobrejetor de G-módulos tal
que ind(À) = ind.(M'). Sejam .N = g''(.N') e .i = À o p : .M ---, X;. Então temos

0 # .X C Mora(.N, k) e pela proposição (3.5.3, (vi)), ind(li) 2: ind(À) = ind.(M').

Logo,
i«d.(W) 2: i«d(.i) 2: í«d.(M'')

A prova de que ind(M) ã ind(]W') é análoga e por isso será omitida
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3.

(vi) Consideraremos os epimorfismos de G-módulos

ai : ./14 a)./14' --} .A/ r2: ./l/a).A/f --} .lv
(«,«') - « ' («,«') - «'

Por (v), sabemos que

ind(M © M') 2: ind(M) e ind(M © M') Z ind(M')

Logo, ind(M © M') 2: maxlind(M), ind(M')}.

Soam 0 # À C Mora(]b/ Q M', k) tal (lue ind(À) = índ(M © M') e suponhamos
d(M) Z ind(M').

Consideremos as inclusões canónicas

li: .M ----+ .A4 (D .À/ e l2 : .M' --.--} ./b4 (D JI/'

Dividiremos a prova em dois casos:

llZcaw (À o .i) : .M ---, k é sobrdetor;.

Pela proposição (3.5.3, (vi)), sabemos que

ind(.X o .:) 2: ind(.X)

Logo,

ind(M © M') = ind(À) $ ind(À o li) $1 ind(M) $ ind(M © M')

Assim,ind(M Q M') = ind(M) = maxlind(M), ind(M')}

:,c.se (À ..:)
Com. À : M ® M' ---, k é sobrdetora e .X o &: = 0, e«tã. (À o .:) : M'

sobrejetora. Analogamente ao que fizemos no le caso, concluímos que

ind(M © M') = ind(M')

Mas então
i«d(M) $ i«d(.M © .M') i«d(M') $ i«d(.M)
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e portanto
ind(M) = i«d(.M © .M') = ind(M')

Logo,
ind(M a) M') = maxlind(M)ind(M')}

(vii) Como M e M' são G-submódulos de (M a) M'), (vii) segue imediatamente
de (iv).

(vivi) Soam À : M ----, k e 0 : M' ---. k G-módulos sobrdetores tais que

ind(À) = ind(M) e ind(0) = ind(M')

Então (À ®O) : M 6)M' --"+ À; é um G-mor$smo sobrejetor e pela proposição (3.5.3,
(v)), temos:

ind(À ® 0) = maxlind(.À), ind0} = m-lind(JI/), ind(.A/')}

Logo,
ind(M ® M') 2 i«d(À ® 0) ã maxli«d(M), i«d(M')}

4

Se M é G-módulo semisimples, todo G-submódulo de M é somando de M. Logo,
pela proposição (3.5.3, (iv)), ind(À) = 0, para todo 0 # À C Mora(M,k). Assim,

ind(.M)

Se .N C M é um G-submódulo e M é semisimples, então .N é também semisimples
e portanto ind(.N) = 0. Logo, ind.(M) = 0, por (ii)

0

Corolário 3.5.6 Sejam G tzm grupo aZgébnco geometdcamezzte dutízJO de#nido se
Z,m k ' P = «PC««k), P«« fod. M C M(G) «/.«. « P«P,Í «d« «Z'«;"'

(1)

í«d(.M)$«ü«{. € -N l (V.NC M, «dimm.N (.M.S''''(.M)) é G-«m««d. de SP'(.M)}

(2)

Se {nd.(.A/) = r e é : M ---+ T é um epfmorfsmo de G-módu/os então pam lodo

t C 7'a, e,{sZ. m C S''(À/)a t«/ g«e S''(é)(m) = !@. . . @{.



Índices de Morfismos, Módul08 e Grupos 75

Demonstração.

(1) Sejam À : M ---. k um G-morfismo sobrejetor e No = ker À.

Então pela proposição (3.5.3, (iv)) sabemos que

ind(À) = minis C .N l No.SP'''(M) é G-somando de Sp'(M)}

Como

{s C .W (V.N C M,codim W.N = 1)(.N..9'':(M)) é G-somando de $''(M)} C

C {a C .N l No.S'''''(M)é G-somando de S''(M)}
temos que

ind(À) $ minis € -N l (VN C M, codimm.N = 1)(.N.S''':(M)) é G-somando de S''(M)}

ind(M) = maxlind(.X) l À C Mora(M, k), À # 0} $

$ minis € W' l (V.N C M, codim W.N = 1)(.NS''':(M)) é G-somando de S''(M)}
e «le (1).

(2) Sej-m M C M(G) , é : -M ----, r e t € 7'a como em (2).

Se t = 0, nada temos a demonstrar.

Se t # 0, consideremos m C M tal que @(m) = Z e seja MI = <a.«. l g C G>*.

Considere Ú : <t>t ---, A a aplicação k-linear definida por V,(t) = l

Como t C TC, @ é um G-isomorfismo.

Seja
} kÀ = @ o (é IM:) : M:

Então À é um G-moríismo sobrejetor definido em um submódulo de M

Assim, se r = ind,(M) então, pela proposição (3.5.3, (iii)), temos que

.g''(À) : s''(.v-)'

é sobrejetora.

Seja, pois, m C S''(.M-)C tal q- S''(.X)(m)
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E«tão lg''(V,) . S''(é)l(m) = 1 e como V, é isomorfismo, temos

S''(#)(m)(V,'')(1) = t® ... ®',

o que prova (2)

D

Vamos agora aplicar os resultados anteriores para estimar índices de subgrupos,
quocientes e produto direto de grupos algébricos redutivos. Em particular, os resulta-
dos da seção (3.3) permitirão dar uma prova bastante simples de que subgrupos exatos
herdam a propriedade da redutividade geométrica.

Proposição 3.5.7 Sejam G um grupo a/gébdco geomeZdcamente mdut uo de#n do
«b" ' ' p = e,pc««k).

Valem as seguintes propriedades

(1) {«.Z(G) -P(G)')

(2) Se p : G ---, G' é «m epÍmo$'«.o d' g«'p" 'ZgéZ,dco. e«íão {nd(G') $ {nd(G)

(3) Se .ll/ é um subgrtzpo ezato de G enlâo # é geometricamente mdKfÍuo e

ind(-H) $ {«d(G)

(4) Se .# é um suóg po /ecAado e nol'ma/ em G, então

(i) {«d(-#) S; {«d(G) . {«d(G/.#) $ Í«d(G)
(n) {«d(G) $ {«d(#) + í«d(G/#) É 2{«d(G)

(.5) Se H é outro grupo algébHco geometricamente Kdutiuo definido sobra k, então

Í«d(G x H) $ fnd(G) + {«d(-#) $ 2{«'Z(G x -#)

Demonstração

(1) Sd. . : P(G)' ---, A como sempr'

Sabemos que ind(G) = ind(c) e que para todo morfismo sobrejetor G-módulos
À : M ----, A, ind(À) $ ind(G). Daí segue imediatamente que

m«{i«d(À) l .X C Àfor.(P(G)', É), .X # 0} i«d(.)
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maxlind(À) 1 0 # À C Mora(M, k) e M C P(G)' é um G-submódulo} = ind(c)

e

Logo

ind(G) = ind(P(G)') = ind.(.P(G)')

(2) Seja p : G ---+ G' um epimorfismo de grupos algébricos e consideremos o

morfismo de k-álgebras induzido por p

# : P(G')

k

-1

Consideremos P(G') como G-módulo via p, isto é, definimos:

=+f'=.p(=).f', YaceG. 'VjcPQC')

Desse modo, e é um G-mor6smo e Ç'(1«.0) = 1,(.).

Consideremos p' a aplicação induzida nos duais por p, isto é,

y,' : P(G)' ---- P(G')*
a }---} a o p

Então p' é um G-morfismo e o diagrama

P(G)' -je-- P(G')'

é comutativa, pois p(1) = 1.

Seja , = i«d(G) e c-sideremos / C S''(P(G)')a tal q« S''(.a)(/)

J(9')(.r) C S''(P(G')')'(G')')''

Então

e

S''(.G,)(;)(.G,)(S''(P')(.r)) S''(.G)(.r)
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Assim, G' admite uma p'-integral e portanto

p' 2 minis C .W' l G' admite uma s-integral}

l«go, ind(G') $ ,

(3) Como .# é excito em G, sabemos pela proposição (1.2.9) (lue P(G) é inje-

tivo como .ü-módulo. Mostraremos no próximo capítulo, que nesse caso, existe um
morfismo de .H-módulos

a : P(.H) ---- P(G) tal que a(1) = 1

Consideremos o morfismo induzido nos duais a' : P(G)' ---- P(.#)'. É fácil ver
que cH o a' = cc, já que a(1) = 1.

Sd;m e«tã. , = ind(G) e -r C S''(P(G)')a tal que gp'(.c;)(.r) = 1.

Como S''(P(G)*)C C S''(P(G)')X e a' é um #-m.rfismo, concluímos que

J (a')(.r) C S''(P(-H)')X

Além disso,

S'''(.x)(a)(.x)(S''(a')(.r))(.xoa')(.r)(.a)(.r)

Assim, .# admite uma p'-integral e portanto .# é geometricamente redutivo, de
índice menor ou igual a r = ind(G).

(4)

(í) Segue imediatamente de (3) e (2)

(ii) Considere ca P(G)'
« --, a(1)

Soam r = ind(.#) e s = ind(G/.#)

Como ca é um morfismo sobrdetor de -#-módulos então existe / € S''(P(G)')X
tal q« .g''(.a)(.r) = 1.

Seja M / l 3 C G>t C SP'(P(G)').
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Então como .r é fixo pela ação de -H, M é um G/.ll-módulo e a restrição

gp'(cG) 1.: M ---, k

é um G/-H-morfismo sobrejetor.

Como ind(G/.H) = ., existe J C S''(M)a/I' tal q- g''(i''(cC) l.)(J) = 1.

Consideremos a aplicação

P : S''(.M) ----, S''''(P(G)')
mle)'''®mp' i"'''l mi.....mp'

onde m. C M C SP'(P(G)'), l $ z $ p', e . indica o produto na álgebra
simétrica.

O diagrama

<

3''''(..

k

S''(M) P
S''' .(P(G)' )

.g''(5''(.c) l.i

é comutativa e é fácil ve-ificar que como J C Sp'(M)a/X ente. p(J) C S''''(P(G)')a
Além disso,

$''''''(..)(P(J))(S''(.c))(a)

Logo, G admite uma p'+'-integral e portanto

ind(G) $ r + . = ind(X) + ind(G/-H)

(5) Como .# <(G x #) e(G x -#)/-# H G, por(4) temos,

ind(G x -H) S; ind(.#) + ind(G x #/-H) = ind(.#) + ind(G) $ 2ind(G x .ü)

0
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Observação 3.5.8 Sejam G e .Z? grupos a/gébHcos geomelHcamente redutÍuos, de$
,tidos sopre k, p = ezpca«k) e sda c = cGxH : P(G x .#)' ---, k

.E«tã. {«d(-H) e {«d(G) = {«Ü(.)

Z). /at', "b'm" q« P(G x #) H p(a)9p(x) ' p"'l-t'

P(Gx .a)' $ .m*(P(G),P(.#)')

yta esses tsom07:/ismos} cGxH se t7'avós/arma en7z

C #om.(P(G), P(.a)') --, k
.(T) = r(i,(.))(i,(«))

au sda, cGxH = c o 0 e 0 é ttm {somor$smo de (G x .#)-módulos. 4ssÍm

Í«d(G x -H) = i«d(..*x) = Í«4;*.(.)

Por OKt7'0 lado, a partir das sequências e=atas

l ----} .H ---.+ G x .27 ---} G -
1 ----...} G ---} (; x .l/ ----+ .# ---...+ l

e do isomot$smo 0 acima., obtemos G-mot$smos tp e v e H-morjismos g' e v' qte
tornam os diagramas

P(G)' -g.--. Homo(P(a),P(H)') -!C--''' P(G)'

P(H) -5e---. Homo(P(G),P(H)') ---11---' P(H)'
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comutatfuos.

Pela proposição (3.5.3, (ui)), concluímos então que

i«d.(.) $ f«d.(. o P) = {«d(.a) $ Í«d(.a o «) = {«d.(')

Logo,
i«d.(.) {«.Z(.a) = {«d(G)

.4 na/ogamente ,
Í«d.,(.) {«d(.H) = {«d(.H)

Como «bem« g« {«d(G x .H) $ {«d(G) + {«d(#), c-cJ«ú"" q« «

o P(G x -a)-«..r$s«.. d«'Jo p., .(a) Va C P(G x #) ' '«Zão

i«d(G x #) = {«d.::..(.) É i«d.(') + {«d.(')

cGx.H e

D



Capítulo 4

Ações Linearmente Redutivas e Geometricamente Redutivm

Neste capítulo trataremos das noções de ação linearmente redutiva (ou geome-
tricamente redutiva) de um grupo algébrico em variedades e, mais geralmente, em
álgebras. Esses conceitos, introduzidos em l41, generalizam os de grupo algébrico line-
armente (ou geometricamente) redutivo. Sua origem está relacionada com o conceito
de subgrupo excito de um grupo algébrico e com o problema da geração finita de
álgebras de invariantes. Mais precisamente, em l41 observa-se que a noção de .K ser
exala em G pode ser traduzida em termos da exatidão de um funtor "parte-âxa",
definido na categoria dos (P(G), X)-módulos. A partir daí, o conceito de ação linear-
mente redutiva surgiu naturalmente, tendo sido introduzida no contexto mais amplo
de ações de um grupo algébrico .K em uma álgebra. Esse ponto de vista, juntamente
com a introdução do conceito de ação geometricamente redutiva, tornaram tanto os
resultados de .Nagata (em j131), sobre estruturas afins em variedades quociente por
grupos redutivos, quando os resultados mais recentes de C7{ne et al., em l21, casos
particulares desta teoria mais geral. Assim, por exemplo, o resultado que afirma que
subgrupos exatos herdam a propriedade de redutividade geométrica, aparece como um
Teorema de Transitividade.

Nosso objetivo neste capítulo é estender os resultados conhecidos para grupos re-
dutivos (linear ou geometricamente) a esse contexto mais geral. Mais precisamente,
obter caracterizações das ações linearmente redutivas em termos da existência de uma
"integral", de uma família de operadores de Reynolds e em termos da cohomologia
racional.

Para ações geometricamente redutivas não foi possível generalizar a noção de ope-
rador de Reynolds. Porém, neste capítulo apresentaremos uma caracterização destas
ações em termos da. existência de uma "integral"
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4.1 Definições e Propriedades Básicas

Nesta seção, .K indicará um grupo algébrico afim, definido sobre um corpo al-
gebricamente fechado k, .l?o será uma .K-módulo álgebra fixada e denotaremos por
M (Ro, .K) a categoria dos (.&, Ã')-módulos, introduzida na seção (1.2).

Definição 4.1.1 Z){zemos que a anão de .K em -l&o é / Realmente mdutiua Íou que .K
age em Ro de modo linearmente mdutiuo) se pam todo epimor$smo de (Ro,K)-módulo
áZgeb7'as g : B ---+ S, a msZdção g InK: .Rx --..-.} SK é sobrdetora.

Definição 4.1.2 .Dizemos qtle a anão de .K em -l?o é geomeZHcamente redutÍt;a Íow

que K age em Ro de modo geometí'icamente wdutiuo) se para todo epimor$smo de
(.IZo, .Ã')-módulo á/gebrus g : .R ----.+ S e ;mm lodo 3 C Sx, ezístem q > 0 e r C .RK tais

q«. 9(,)

Observações 4.1.3

(.a) Se K é linear'mente redutiuo então a anão de K em toda K-módulo álgebra Ro
é /inearmente mdufitia. .47za/ogamenZe para .h' geometricamente reduz uo.

(b) .K é /inearmente mduZitJO se e somente se a anão de .K em .l?o = A é /{nearmente
dut ua. .Álzalogamente pam .K geomefdcamenZe wduliuo.

(c) Se a anão de -K enz -l?o é /i zeamze7zZe mdutitJa ezztão é também geomeZdcame7zte
mdwtÍüa.

Os resultados que veremos a seguir fornecem condições, em termos de morâsmos de
módu[os, para que uma ação seja linearmente redutiva ou geometricamente redutiva e
foram provados por Ferrer, em l41.

Proposição 4.1.4 Ás cona iões abafzo são equíüaZentes

(a) .4 anão de X em .l?o á /íneaf'mente wduZit;a

(b) Se À : M - é «m .pim.-esmo d. (-%,Ã')-mód«/« '«Zã. .X(.À/K)

(c) Pa,« Zod. M C M(-&,Ã') , pa,« t.do {d.al -K-«fá«/ J de -h ' p«a íod.
mor$smo sobwjetor de (.Ro,K)-módulos X : M --+ Ro/J, existe m C MK tal que

.X(m)

(.d) Pam todo par de (.Ro,l<)-módulos N C M, N é somando de M como
K-módulo



Definições e Propriedades Básicas 84

Demonstração. A prova desse resultado é análoga à da proposição (2.1.3) e por
isso será omitida.

D

A fim de estabelecer condições semelhantes que caracterizam as ações geometrica-
mente redutivas, necessitamos de algumas construções auxiliares. No caso absoluto,
isto é, no caso de grupos algébricos geometricamente redutivos, estas condições esta-
vam dadas em termos de álgebras simétricas (ou de suas componentes homogêneas),
construídas sobre um K-módulo.

Para, o caso de uma ação geometricamente redutiva, isso não será suficiente, já
que S(M) ou S'(.M), q Z 0, nã. são mais (&,Ã')-módulos, mesmo que M o sda.
As construções auxiliares que necessitamos aqui, foram introduzidas em (1.2.3, (iii)).
Com elas podemos enunciar um resultado análogo à proposição (2.1.4), para ações
geometricamente redutivas, que pode ser encontrado em l41 .

Proposição 4.1.5 .As condições abaÍzo são egu ua/entes

(a) .4 anão de -K em -% é geometricamente wdwíitla

(b) Pa« todo -M C M(Ü,.K) , pa,« todo {d.a/ Ã-está«/ J de -% e p'« to'Z.

.pim.demo d. (&, Ã')-mád«/« À : M ---. &/J, «í.tem q > 0 . t C (&®S'(M»"
z«i. q«. S'(.x)(t)

Demonstração

(a) ::> (b)

Sejam M, J e À como em (b). Então

(id ® S(À)) : & ® S(M) ---, & ® S(&/J)

é morfismo sobrejetor de (.l?o, Ã')-módulo álgebras.

Como (1 6) 1 + J) C (.IÜ e) S(&/J))K, da condição (a), segue-se que existem q 2 0
e t C l.iÜ ® S(.&)IK tais que

lid ® S(À)l(t) l®(l+ J)'

M-' -lt0 6) S(M) ::ng. (& ® S"(M)) e S(À) preser" a graduação de S(M). Assim,
set)«2o,«mt.:e(&®S"(M)), VAZO,«tã.t.C(&®S'(M))"e
5'(À)(t.)
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(b) ::> (,)

Sejam p, .R e S como na definição (4.1.2)

Sejam ainda 0 # s C SK e r C .R tais que p(r) = s

Consideremos .A4 o (/?o, .K)-módulo gerado por r e J - Ann (s) = {t € /Ü l st = 0},
que é um ideal X-estável de .&, já que .s C SÃ

Os elementos de M são da forma E. t.(r..r), com t. C /&J} e z. C -K. Além disso, se
E:, t.(,..,) = E:, t;(z;.,), a«lia«do g tem's

d-d' s'g"-se q« (E:. t. -- E,t;) C J. Pod'm's -th d'fi"ir

\ \ M ----. RQIJ pQT

*l ,.',. ,l-l;,.l*', ~,.''',, ~,.''
É fácil verificar que À é morfismo sobrejetor de (/&JP, X')-módulos. Além disso, se

p, : .l?o/J ---+ S indica a multiplicação por s e & : M ---} .R é a inclusão, o diagrama

X ;Roja

&

R 9 - S

é comutativo

Logo, para todo q > 0, o diagrama de K-módulos e -K-morfismos abaixo é comu
tativo.
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A) e) SÇ(M) 'd®s'(À) .IÜ. ® SÇ(.IÜ/J) id ® P .& e) .l&],/J F ;-iKIJ

id ® S'(.) id ® S'(P,) id ® p,ç P,ç

Rc,®S..R) idas.(,)- Ro®S'(S)
:- .% ® s

/ P -s

la®v, P

/?.,®.R F - R

Sd.m q > 0 e a € (.% 6) S'(M))K tais que g.(À)(z) = 1 + J e co«sideremos

,' .(id ®p) . (id® S'(,))l c X"

Então

P(,') Ip . p . (id ® p) . (id ® S'(,))1(,)
Ip.. . p .(id ® p) .(id ® S'(À))l(')
IP,. . 5'(À))l(,) =
P..(l + J)

n

Concluiremos esta seção, com um resultado que será utilizado na demonstração de
que, em característica zero, os conceitos de ação linearmente dedutiva e geometrica-
mente redutiva coincidem.
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Lema 4.1.6 $dam .K tim grupo a/gébdco a$m de$nido õobm k, p = ezpca7'(k) e

Ai uma .R'-módulo á/geZPm. Se a anão de .K em .l?o é geometHcamente wdutÍua e
À : M ----, &, é «m m.r$sm. «b,det- de (&, Ã')-mód«/o., e«[â.

d C .N' l (3m C (.& ®S'(M))")(.g'(À)(m) = 1)}

époténcia de p

Demonstração. Sejam À :M ----} .l?o e d 2 1 como acima. Pela proposição (1.2.4),
sabemos que para cada t, l $ t $ d -- 1, existe um morfismo de (.h, .K)-módulos

Ãg) : .% ® s'(M) ---, .h ® s'''(w)
tal que o diagrama

& ® S'(.M) R., ® S'''(M')

!) 3'(B' 'j'''(.x

.1

é comutativo

Sd' m C (& ® S'(M))K tal q- S'(À)(m) = l

E«tã. 3/. = Ã9)(m) C (& 6' S'''(M))" e g'-'(À)(y,) , = 1,.

Se car(Ê) = 0, pela minimalidade de d, concluímos que d = 1 e portanto d é
potência do expoente característico de k.

,d - l.

Se c.r(k) = p > 0, -«mente p'la mi"im'lid'd' d' d, "-l«ímos q« (f) = 0,
l g z $ d -- 1, donde d é potência dep.

D

Observação 4.1.7 Ara proposição Í#..Z.S) apanhe a necessidade de considerar mor-
./irmos de (.IZo,K)-módulos com ua/ares em quociezztes de A), pam caracferízar as
ações geometricamente wdutiuas ou !ineaT'mente wdutiuas. Os r'esultados das próximas
senões perra.it rão pm ar qwe, na ue7'dado, basca consídemr mor$smos com ua/or'es em
.1
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4.2 Ações Linearmente Redutivas, Operadores de Reynolds, lute
oral e Cohomologia.

Nesta seção, como o próprio nome diz, estenderemos ao contexto dm ações line-
armente redutivas, os resultados vistos no capítulo anterior para grupos linearmente
redutivos.

Em particular, provaremos a equivalência entre a existência de um morâsmo de
.K-módulos a : P(.K) ---, .h (lue leva l C .P(.K) em l C .&, e o fato de .K agir em .l?o

de modo linearmente dedutivo. Esse resultado já era conhecido nas seguintes situações:

(i) Quando -K é um subgrupo fechado de G com a ação natural de .K em P(G), l41

(ii) Quando P é um grupo unipotente agindo racionalmente em uma variedade álgebra
afim, f2].

Em ambos os casos, mostrava-se que a existência de um tal morfismo era equivalente
à injetividade da álgebra correspondente (P(G) ou P(X)), como Ã'-módulo.

Este fato é equivalente à ação de .K ser linearmente redutiva, como mostra o
resultado abaixo.

Proposição 4.2.1 Sda -K um gmpo a/gébdco agindo raciona/mente em uma
K-módulo átgebra Ro. As a$1"mações abaixo são equivalentes:

(a) .4 anão de .K em /Zo é /ínearmelzÍe wduZft;a

(b) -% é {ÜeZÍ« c.mo -K-«.ód«/'

Demonstração. Seja f o funtor parte-fixa da categoria dos (-l?o,Ã')-módulos
na categoria dos #-espaços vetoriais, que a cada M € À/(.&, .K) associa o É-espaço
vetorial /'(M) = MÃ'. Pelo teorema (1.2.6), sabemos que a injetividade de .IÜ como
/T-módulo é equivalente à exatidão de / (à direita). Mas, pela proposição (4.1.4),
sabemos que a exatidão de /' é equivalente à condição (a).

0

Teorema 4.2.2 gelam -K um grtzpo a/gébNco a$m de#n do sobre Ê agindo racÍolza/
mente em um K-módulo álgebm Ro. São equivalentes:
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(a) .4 anão de .K em A) é /{nea7'mente dtitiua

(b) #:(X', M) = (0), w« t.do M € M(.&, .K)

(c) Ez{.Ze «. m.rf.mo de .K-mód«/o. ('à dÍmiÍaJ a : P(.K) ---, .h t./ g«e a(1) = 1.

(d) EzÍsle t'ma /amzlía de morfsmos de -K-módulos (PM)«.«(..,'l Z"/ que

(d-) P«« to . M C M(.%, .K) ,pm : M -----., (MX ® /Ü) e PM(m) = m ® l,
pam todo m C .A/x

(d,) Se À : .M ----, .N é ««. m.r$smo d. (.h, .K)-«.ód«/«, .«lão o 'Z:'g"""'«

M PM .MK ®Ro

À

N -NK ®Ro

é comutatÍtlo

Demonstração

(a) :» (b)

Seja M C .M(.%, .K) . Pela proposição (1.2.5), sabemos que existe -r C .A'((.&, .K)
injetivo como -K-módulo, que tem M como (.IÜ, .K)-submódulo

Se & : M --+ / indica a inclusão e Q = //.A/, então

o ----., w--S.r--!+Q ---..} o
é sequência excita de (Jto, .K)-módulos.

Assim, tomando partes fixas e lembrando que / é .K-módulo injetivo, obtemos a
sequência exatalonga

u -----} ]w ' ' -----+] ' ' -----}(./' ' -----]]:í ' \]s. , ]w J

Como a açao de -K em }Zo é linearmente redutiva, temos que r l,K: .IK ''...+ QÃ'
é sobrejetora e portanto keró = QK e ó = 0. Como ó é sobrejetora, concluímos que
#'(.K, M)

6L T' + 0
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(b) :+ (c)

Consideremos c : Homo(P(Ã), .l?o) ---, A- definida por

.(T) = r(i), VT C Homo(P(.K), .&)

Então c é morfismo sobrejetor de (]ã=i, X)-módulos

A se(luência excita de (.IÜ, K)-módulos e morfismos

0 -- ker c 'b Homo(P(.K), .&) -b.% ----. 0

dá lugar a sequência excita longa de k-espaços vetoriaís

0 ----, (ka c)x & Homo(P(K), .IÜ) K--S.%K --+ -ü'(.K, ker ')

Por hipótese, .H'(X, ker c) = (0) e portanto

Homo(P(.K),.h) ": o"'(P(X), &) x -- -lHK é sobr'jetor;

Assim, existe ai C Homo(P(Ã),.l?o) K tal que c(al) = 1. Em outra palavras,
existe um morfismo de .K-módulos à esquerda ai : P(.K) ---, .l?o tal que ai(1) = 1.

Seja ,7 : P(.K) ---, P(-K) dada por

?(/)(,) = /(z':), V/ C P(.K), 'q= e K

e consideremos a - al o l7

Se consideramos em P(K) a ação natural à direita e em -/Ü a ação de .K à direita
induzida pela ação de .lr à esquerda, concluímos que a é morfismo de .K-módulos à
direita e a(1) = 1.

(c) + (d)

Seja a
(PM)«.«(...K)

P(.K) ---. %, como em (c).

em dois passos
Vamos fazer a construção da família

Para cada M C M(.l?o,X) , considere QW : M ---+ .A/x definida por

QW ' p ' (id ® a) o XM,

onde Xm : M e)P(.K) e p : M ®& ---' M dão a estrutura de M como
.K-módulo e como /?o-módulo respectivamente. Então
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(i) Q.«(m) = m, Vm C .ll/K

(n) Q«.(m) C .M", Vm € .A/

(iii) A famõia (QM)«.«(..,K) comuta com os moMsmos de (.&, Ã')-módulos

De fato,

(i) Se m € Mx então XM(m) = m ® l e portanto

QM(m) ip o (id ® .)l(m ® l) p'i; a(1)

(ii) Sejam m C M e consideremos {mi,...,mt} uma k-base do espaço vetorial
gerado por {z.m l a C .K}. Então existem elementos /. € P(X) e g., C P(.K),
l $ t,.7 $ t tais que

XM(m.)
.7=l

t

Como para todos z, 3r € .K

EÁ(,)«. y.m. = >1:g.,(y)m,,
.7=l

Í

concluímos que

/,., = >ll:s.,(,)/.,
t=l

Í

VzC,K,l $1$t

Além disso,

e«(«) - E'(Á)«.
t=l

t

Logo,

-.Q«(«) E[,..(Á)]]'.«.] -

EI, .a(/. )( >1: g.,(,)m, )l
t=1 J=l

E(>: g.,(,)(,.a(/.)))m, =
.2=1 t=l

t t
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EIE g.,(,)(a(/. .,''))jm. =
J=1 t=l

EjaOjj: g.,(,)(/..,''»jm, =
.7=1 t=l

E .((Á.').,'')«, -

E '(Á)«, - e«(«),
1=1

f

t
V.. c l(

Assim, (2M(m) C MK, para todo m C M

(iii) Seja À : .A4 ---, .N um morfismo de (J?o,.K)-módulos. Queremos provar que o
diagrama

./w

À À

N -NK

é comutativo

Explicitando Qm e QX, o diagrama anterior se transforma em:

a' --- (x') ---ig--@-e-- .w ® .%

À À®id À®id À

N X~ N®P(.K) - .N ® .% -N

Sendo À um morfismo de K-módulos, pela observação (1 . 1 .9), temos que o quadrado
à esquerda é comutativo. O quadrado do meio é obviamente comutativa. Como À é
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morfismo de A)-módulos, o quadrado à direita é comutativo. Assim, o retângulo é
comutativa e vale (iii).

2 eDasso: Para cada .A/

(d:) Soam «. cl

t

lt

JU C .A41..fto, .K ) , definimos PW : ./]] ---+ ]U" ê9 .fÜ) por

PW ' ((2«. ® (a o ?)) o XM

onde l7 : P(.K) ---, P(.K) é dada por

,7(/)(,) = /(.':), / € P(Ã'), . C .K.

.A4 e a C .K. Com a notação anterior temos que se

ente XM(,.m) Em. ®,./.X«.(m) = E m. ® /.

Logo, como Qm(M) C .M" , temos

p«.(,.«.) (a . ,Z)l(}: m. ® ,./.)

>ll:lQM(m.) ® (a . q)(,./.)l

>[:[Q«.(m.) ® a(q(/.).,'')] ]Q«.(m.) ® ,.a(q(/.))]
t=1 t=l

}:[,.Qw(m.) ® '.a(?(/.))] )]:]Qw(m.) ®(a . 0)(/.)]
t=1 i=l

,.KQw ®(a . q))(}:m. ® /.)l [(OM ®(a .,7))(X.(m))]

z.l((QW®(ao,7))OXW)(m)l=z.PM(m), VmC M, VzC .K

Como OM(m) = m, X.(m) = m ® 1, p'r' todo m C MK, e a(1) = 1, temos
também que

p«.(m) IC?w ® (a . q)l(X«.(m))
(Q«. ® (a o q))(«. ® l)

Qm(m)®(ao,7)(1)=m®l, paratodo mC.MK

Logo,(pm)«.«(..,«) satisfaz(dl).
Finalmente, para provar (d2), considere À : M ---, .N um (.&, ./r)-morfismo. De

vemos mostrar que o retângulo

t

lt

t

]
': t

Z t

t

lt
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-.A/®P(Ã') 'd®(aoi7) M®.IZo Q"®id Mx®.&

À À®id À®id À®id

N X.
é comutativa.

N®P(X')-ii'&'i;oq) 'N®J?" q«®.a '%

O quadrado à esquerda é comutativa pois À é morfismo de .K-módulos. O quadrado
do meio é obviamente comutativa. O quadrado à direita é comutativo, pelo que já foi
provado.

Logo, a família (PM)«.«(..,n satisfaz (d2) e portanto vale (d).

(d) ::> (a)

Sejam À : M ----, .N um epimorfismo de (.IZo,.K)-módulos e n C .NK. Seja ainda

m C M tal que À(m) = n. Então, por (d), existem morfismos de .K-módulos PW e PW

tais que o diagrama

M PW : MK®Ro

À À®id

N PN 'NK ®Ro

é comutativo.

Como n € .NK,

(À ® id)(PM(«-)) = p«,(À(m)) (n)

Considere {cr.}.€1 uma k-base de A), com a.. = 1.

Então existe {m.}.c/ C .A/K tal que

PM(m) E m. ®a.
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Assim
(À ® id)(p«.(m)) = }: À(m.) ® a.

teJC.r
IJl<m

Da independência linear do conjunto {a.}.c/, segue-se que

X(m..)=n ecomo m,.CMx, vale(a)

D

Definição 4.2.3 Soam .K um grupo algéódco a$m e /Ü uma .K-módulo álgebra. Vi-
mos que a anão de .K em .IÜ é /í7zearmente dul ua se e somente se ezísZe wm mor$smo
de K-mád«/os â dimÍZ« a : P(K) ----. & t.l q«. a(1) = 1. .A e.&tê«{. d. «m f.'

mor$smo eJ por sua uez, equ ualetzte â ezistênc a de um mor$smo de .K-módu/os â
"g«,d. ã : P(K) ---. Ü !«/ q« ã(1) = 1, . « p«s.gem de «m « -f« « /a'
uÍa composição com l7 : P(.K) -----} P(X'), como rimos na demonstração do teomma
a7zteNor.

Corolário 4.2.4 Sela -K um grupo algébrico a#m agindo racíona/mente em uma ua
Hedade algébHca a$m X. São equivalentes

(a) .4 anão de .K em X é /{lzeat'mente wdutÍua

(b) -H'(Ã', .M) (O), P.« t. . M € M(P(X),-K)

(c) Existe «m «.or$.mo de .K-mód«/« a : P(.K) ---. P(X) f«/ q«e a(1)

(d) Ezí't' «m. /amzaa de m.r$sm« d' X-mód«/« (pW)«.«.,.,..,,.) t«/ q«.

62:) PW : .M ----, M" ® P(X) e p«.(m) = m ® 1, pa« todo m C M" ' p""
l.d. .M c M(p(x), x').

(d2) Se )\ : M ----. N é um mor$smo de (P(X),K)-módulos então o diagrama

M PM M" ® P(X)

À

N PN .N"®P(X)
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á comutar uo

(e) P(X) é K-módulo injetiuo

Demonstração. Segue imediatamente da proposição (4.2.1) e do teorema anterior,
fazendo Ro = P(X).

D

Se .% = k então .M(.h, K) = .M(.K) . Assim, obtemos no«mente os resultados
das seções (3.1) e (3.2), para grupos linearmente redutivos.

Corolário 4.2.5 Seja .K um g po a/gébHco agm de#n do sobra k. São egu dentes

(a) .K é Zinea7'me7zte duf a

(b) -#:(.K, .M) = (O), P.,« f.d. M C .M(K)

(c) -K admite uma {nfegm/

(d) EzísZe um« /amua a de ope«d.ms de Reúno/ds (PW)«.«WI, q«. comum" co"' os
mor$smos de K-módulos

(e) Ê é .K-mód«/. {«:/.tÍ"

Observação 4.2.6 .E possa'üe/ dar tema prova djmla e óaslanZe simp/es da eguÍtPa/anciã
entre a {7Üel u dado de -lZo como K-módulo e a ezistê7zcía de um .K-mor$smo
a : P(.K) ---- -& ta/ g«e a(1)

De fato, se ]?o é .K-módulo injetivo, a existência de um tal a segue imediatamente
da consideração do diagrama de K-módulos

0 k P(x')

.&

Reciprocamente, suponhamos que exista um tal a e consideremos um diagrama de
/?-morfismos
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0 M j -N

g

Tensorizando por P(.K) e usando o fato de que -& ® P(.K) é -K-módulo injetivo
(proposição (1.1.12)), concluímos que existe um morfismo de .K-módulos

g: : .N ® P(.K) ---- .& ® P(X')
tal que o diagrama abaixo é comutativa.

0 M p(.K)Zg-y .x®p(.K)

.h ® p(-K)

Considere ã : .N ----, .N 6) P(K) definida por

ã (id ®a) og: o .

.N ----. N e) P(.K) e /z : -l?o ® .% ----. .& é o morfismo produto em A)
n }----+ n ® l

onde &

Então ã é morfismo de .K-módulos e

(ã o /)(m) o (id® a) o g: o .o /)(m)
Ip o (id ® a) o g- o (/ ® id)l(m ® l)

Ip.(id®a) .(g®id)l(m®l) [po(id®a)l(g(m)®l)
p(g(«.) ® a(1))

Logo, .& é .K-módulo injetivo

D

Se G é um grupo algébrico afim definido sobre A e Ã C G é um subgrupo fechado,
então K age racionalmente em P(G). Fazendo X = G, no corolário (4.2.4) obtemos,
em particular o resultado de Ferrar, citado na introdução desta seção, a saber
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Corolário 4.2.7 Sejam G um grupo a/ge8Hco a$m de#nÍdo sobra k e .K C G um
subir"upo .fechado. São equivalentes:

(,) P(G) é «m .K-mód«/o í«J.f'"

(b) Ez{,te «m m.r$s«.. d. .K-mód«/« a : P(X) ---, P(G) t«/ q«. a(1)

Finalmente, aplicando nosso resultado à situação em que U é grupo algébrico uni
pontente agindo racionalmente em uma variedade algébrica afim X, obtemos o resul
Lado de a7{ne, ParsÀa// e Scott.

Corolário 4.2.8 /Va situação acima, são eqwiualentes

(a) P(X) é «m U-mód«/. {«j.tí"

(b) Ezíste «m moO.«.. de U-mód«/« a : P(P) ) t«/ q«. a(1)

D

Concluiremos esta seção, observando que da equivalência entre as afirmações (a) e
(c), no teorema (4.2.2), podemos deduzir que na definição de ação linearmente redutiva,
basta considerar morfismos de (.&, .K)-módulos com valores em -%.

Corolário 4.2.9 Sejam .K tim gru;m a/géódco de#nÍdo sob k e .IZo tina .K-módu/o
álgebm. São equiuatentes:

(a) ,4 anão de .K em -lÜ é /{7zeannelzle dut t;a

(b) Pa« tod. M C M(.h, Ã') . p.,« í.d. «.or$.mo soómjet., d' (]%,.K)-mód«l«
À : M -----, &, e,{st. m € M" !«/ q«. À(m) = 1.

Demonstração

(,) + (b)

Segue imediatamente da proposição (4.1.4), tomando J = (0)

(b) + (a)

Considere c : Homo(P(-K), -lÜ)
r ---. r(i)
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Sabemos que c é morfismo sobrejetor de (.IÜ, .K)-módulos. Consequentemente, por
(b), existe a € jnomA(P(.K), .&) ]K tal que c(a) = 1, ou sda, existe um moúsmo de

K-módulos a : P(.K) ----. .& tal que a(1) = 1. Pelo teorema (4.2.2), concluímos que

a ação de .K em -l?o é linearmente redutiva.

D

4.3 Ações Geometricamente Redutivas e "Integrais"

Na seção (3.3), estudamos os grupos geometricamente redutivos, procurando de-
terminar um objeto que fizesse o papel da integral que conhecíamos no caso dos gru-
pos linearmente redutivos. Naquela situação, mostramos que um grupo algébrico
.K definido sobre k é geometricamente redutivo se e somente se existem r > 0 e
.r c .g(p(Ã)')K tais q- S'(c)(.r) = 1, onde ' : P(Ã')' ---, k está d'd; p'r
.(a) = a(1), Va C P(Ã)'

O que faremos aqui é descobrir o objeto correspondente à situação de ações geo
metricamente redutivas.

Com isso, poderemos mostrar a equivalência entre as noções de ação linearmente
redutiva e geometricamente redutiva, no caso que a característica do corpo k é zero e
poderemos também demonstrar de modo mais simp]es a]guns do resultados de ]4], a
que nos referimos na introdução desse capítulo.

Começamos com um resultado de caráter geral, que desempenhará um papel aná-
logo ao do lema (3.3.2).

Lema 4.3.1 Soam .K um grtzpo a/géódco de#n do sobra A e .IÜ tema -K-módulo á/febra
Facada. Consideremos J C Ro um idem\ K-estáuet e X : M ----, RojJ vm epimot$smo
de (.h, .K)-mód«l«. .E«fã. «isto «. mo-f'«.o de (.%, X)-mód«/«

PÀ : H.m*(P(Ã'),&) ----, M

tal que o diagrama abaixo é comutatiuo



Ações Geometricamente Redutivm e "Integrais" 100

#.mk(P(.K), &) --- . - Ü/J

.«de T é « pmj.Çã. c.«Ó«{c« . .(T) = r(1), P..« zo.z. r c #.«..(p(x), Ü)

Demonstração. Seja m C .M tal que .X(m) = 1 + J.

Consideremos Mt = <z.m l z C .K>i e Ài = À IH. : Mi ---} .IÜ/J.

Então À(Mi) é Â-espaço vetorial de dimensão 1, e portanto ker Ài é subespaço de
Mi, de codimensão l.

Fixemos {mi, . . . ,mt} uma k-base de .Mi com {mi, . . . ,mt-i} uma base de kerÀi
e 7'7}t = 7'n.

Sejam a., C P(.K), l $ t,J $ t, tais que

(1) '.m.=)1:«.,(z)m,, l$,$t, ,C.K

Então é fácil verificar que:

(2) «.,.a=>1:«i,(,)a.A, l$.7$t, V'CX

t

.7=l

Í

e

(3) att = 1.

Definimos çpÀ : Homo(P(-K), -lÜ) ---, M por

P*(r) = >1: r(q(a.,))m.
t

J=l
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(i) PÀ é moMsmo de (&, Ã')-mód«los

(ii) À o PÀ = ,' ' c

(i) Sejam a C &, a C .K e T c comi(P(.K),.h) . Ente

p*(,(a.r)) = EI,.(a.r)l(q(a.,))m, =

E{..[(a.r)(,'' .q(«.,))] }m, =

E{..[a.T(,''.q(a.,))]]m, =

E{, . [a.r(q(a.,.'))j]m,
J=l

E{,.la.r(q(E «.,(,)a.*))jlm. =
J:l k:l

E{,.[a.T( E «.,(,)q(a.*))] }m,
J:l k:l

('.a). EI,.r(E «.,(,)q(«..))jm.
J=1 k;l

t

J=l
t

.7=l
t

.7=l

t

t t

Por outrolado

,.la.PÀ(r)l = ,.la.(>:T(?(a t))mk)l =
k-l

. .{ }: la.r(q(a..))jm. }
k:l

>l: l('.a)(,.r(q(a.*)))l(, .m.)
k:l

(,.a) >1:1,.T(q(a.*))l I'.m.l =
k-l

(,.a). )l: >1:1,.T(q(a.*))l ja.,(')m,l =
k=lJ=l

f +

(,.a) )l:{ )ll: a.,(,)l,.r(q(..*))l }m. =
J=1 1;=1

('.a) >1:{,.1E ..,(,)r(q(a..))jlm. =

t

t

Í

t

tt

k.J=l l
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(,.a) }:{,. lr( }: «*,(,)q(a..))l }m.
J=1 k=l

t t

Logo, gx(z.(a.T)) = z.(a.px(T)), para todo r € Ã, a € .h e T C Homo(P(.K), .&) ,
e portanto y,À é um (.Ih, Ã)-moMsmo.

(n)

(.X . 9À)(T) À(}l: r(q(«.,)))m. =

Er(q(a.,))À(m,) (a«))À(m.)

r(q(i))(i + J) i + J)
.(r) + J = (r . .)(r),

J=l
t

lJ

para todo r € Homo(P(.K), .&)

D

Com esse resultado, podemos provar a seguinte caracterização das ações geometri
comente redutivas.

Teorema 4.3.2 Sejam .K um grupo a/gébHco de$7zÍdo sobre # e -lZo uma .h'-módulo
álgebP"a. São equivalentes:

(a) .4 anão de .K em .IÜ é geometHmmente nduZiua

(b) Existe«. , > 0 e .r C l.& ® S'(#omt(P(X),}Ü) )IK t«{s gKe g'(c)(.r) = 1,Õ, ond.
. : #.mt(P(.K),-%) ---- %

r '« r(i)

Demonstração

(a) ::> (b)

Considere c : Homo(P(.K), -h) ---, -% definido por

.(r) T € Homo(P(.K), /Ü)

Como c é morfismo sobrejetor de (.IZo, Ã')-módulos, pela proposição (4.1.5), existem
, > 0 e .r C IA, ® s'(nome(P(.K), .%) )I" tais q- .g'(')(.r) = 1.
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(b) :+ (a)

Sejam M € JU(Jh, .K) , J C .h um ideal .K-estável de .% e À : M ----, .%/J um
epimorfismo de (.lâ;p, Ã')-módulos. Pelo lema anterior, sabemos que existe um morfismo
de (.l?o, .K)-módulos

PÀ : Homo(P(K), .&) ----, M

tal que o diagrama

comi(P(.K), ]%) . -.% R~jJ

é comutativa

Sejam r e / como em (b). Tomando álgebra simétricas e tensorizando por .l?o,
obtemos o seguinte diagrama comutativa de morfismos de (.IÜ, .K)-módulos.

ü9s'(M) 'd®(p'S'(À)) ;.h®.%/a
id ® S'(9À)

\
% ® S'(Homo(P(Ã'), .h)) n~li

id ® (P . s'(.))

P

Como .r C [.% ® S'(Homo(P(Ã'),'&) )]K, temos q-

lid ® S'(px)l(.r) c IÜ ® S'(ÂÍ')I"

Além disso,

.g'(À)(m) IP . (id(p . s'(À)))l((id ® s'(p*))(.r))
1« o p o (id ® (p . .f(.)))l(.r)
«(s'(.)(.r)) = «'(1)
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Logo, novamente pela proposição (4.1.5), concluímos que a ação de .K em .& é
geometricamente redutiva.

B

Observações 4.3.3

(i) (limo no caso aóso/tzto, a noção de anão geomeZdcameníe dutíua enfio/ue a
e.{stê«{« de «m «.ím.,« -Z««/ «ã. -/o p.m cada epim.$.m. d. (&, .K)-mód«/os
X : M ---. Roja.

.IVo enfarta, a demonstração do msu/lado alzteHor, mostra que existe m natural
que 'serpe" para todo mor$smo, bastando pam isso tomar r C .N' para o qua/ exista
.r c l.h ® s'(p(.K)')I' co«. .g'(.)(.r) = 1. Va«.« «, 'm «g«id. q«e t.d« «'"
ntímeros nattzrais podem ser tomados como poténcjas do expoente caracterútíco de k.

(íi) Qwazzdo mostramos na senão 6S.3y a ezÍstência de tina fnZegm/ ge7zemZ fada
para gmpos geometHcamente mdutiuos, rimos que esse nsu/lado estendia 7zafura/mente
a noção de ntegral para grupos /{nearmenZe mdutÍuos bastando, pam isso, /fizer r = 1,
- p"P"'Ç'' (9.3.3).

Tomando r = 1 lzo feomma anfeHor, obtemos ttm e/ementa

/ C (Ü ® #.mA(P(Ã'), a) )K
t«l g«e g-(.)(.r) ({d® ')(.r) = 1.

Se « : .% ® H.mt(P(Ã'),Ü) ---. #om*(P(K),Ü) {«dic« . «.o-$,m. q« dá «

«l«f«. de &-mód«/o de #om*(P(K), Ü) «tão «Z,'m« g«

a = «(.r) € #.mt(P(X), .h) "

e .{«d« a(1) = «(.r)(1) = IP . (id® ')l(]') = 1. O«te m.d., ob''"'," «. m.Osm. d'
Ã'-«.ód«/os a : P(.K) f'/ q«. a(1) = 1, .« 'd", ""'l«z'm" q«e « .çã. de -K
em Ro é linearmente mdutiua ( eja teor"ema (4.2.2)).

R«:p,««m«*', « « «çã. de X .m & é /{««««e«te md«f{« e a : P(X') ---- %
é «. .K-m.esmo t«/ g«. a(1) = 1, e«íão

.r ® a) € (& ® #.mt(P(K),&) )K

e

.g:(.)(.r) ({d® .)l(i ® a) = '(a)

.4/ém disso, se tomarmos .IZo = Ê 7zo leo ma anterior, elzcolzlramos nouame7zle a

p"p'::Çã' (3.3.3).



Ações Geometricamente Redutivas e "Integrais" 105

0

O teorema anterior mostra ainda que na definição de ação geometricamente redu-
tiva, podemos tomar apenas morâsmos de (.IÜ, .K)-módulos com valores em .l?o. Esse
é o conteúdo do nosso próximo resultado.

Corolário 4.3.4 Soam .K um grzzpo a/géóHco de$nído soón k e Jto tina .K-módu/o
álgebm. São equivalentes:

(a) .Á anão de .K em -& é geometricamente mdut ua

(b) Pa« todo mor$sm. sobmjetor de (.h, .K)-mód«/« À : M ----. .h, ezÍsfem , > 0
. m C la ® S'(W)I" t«{s q« g'(À)(m) = 1.

Demonstração

(a) + (b)

Segue imediatamente da proposição (4.1.5), fazendo J = (0)

(b) :» (a)

Segue diretamente do teorema anterior, aplicando a hipótese ao morfismo sobreje
tor de (.h, -K)-módulos

. : H.mk(.P(.K), .1%) ---, .%
r -., T(i)

D

Concluímos essa seção mostrando que em característica zero os conceitos de ação
linearmente redutiva e geometricamente redutiva coincidem.

Proposição 4.3.5 Soam .K um grupo a/géZpHco a#m de$nÍdo soów um corpo a/ge-

bricamenZe /achado t, de característica zero e /&) uma X-módu/o áZgebra ./içada.

Él7zZão a anão de .K em J?o é geomefNcamente mdulíz;a se e somente se é /ínearme7zte
mdutÍt;a.

Demonstração. Suponhamos que -K age em .h de modo geometricamente redu
tive e sda À : M ----, .IZo um epimorfismo de (AI, X)-módulos.
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Consideremos

d C .N' l (3t € 1.& ® S'(.M)IK)(g'(À)(t) = 1)}

Pelo lema (4.1.6), sabemos que d é potência do expoente característico de k e
portanto, como car(k) = 0, d = 1. Assim, existe t C (.IZo 6) M)K tal que S:(X)(t) = 1.
Como p : .&e)M ---., M é morfismo de .K-módulos, temosquem = p(t) C MK

(, ® m) ---, ,.m
e ainda

À(m) p)(t) lpo (id®À)l(t)

pois À é morfismo de .l?o-módulos.

Pelo corolário (4.2.9), a ação de .K em .l?o é linearmente redutiva

A outra implicação vale em característica arbitrária.
D

4.4 Subgrupos, Quocientes e Homomorfismos

Nesta seção trataremos do comportamendo das noções de ação linearmente redu
uva e geometricamente redutiv , com relação a homomorfismos, subgrupos e quocien
tes

No que diz respeito a ação de subgrupos, os resultados que apresentaremos reíletem
propriedades de transitividade das ações redutiva.s e para prova-las, a caracterização
destas em termos da existência de uma "integral", mostrou-se um instrumento eâci-
ente. Além disso, estes teoremas de transitividade permitem mostrar resultados sobre
geração finita de anéis de invariantes, para ações linearmente redutivas (veja l41).

Começamos esta seção com alguns resultados que tratam do comportamento das
ações redutivas, em relação a morfismos de álgebras e de grupos.

Proposição 4.4.1 Sejam .K tzm gmpo aZgébdco e p : ./? ---+ S um Àomomor$smo de

K-módulo álgebras. Se a ação de K em R é geometricamente ndutiua então Q ação
de K em S é geometNcamente wdutiua.

Demonstração. Seja À : .A ---. .B um morfismo sobrejetor de (S,.K)-módulo
álgebras.
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Deânimos em .A e -B estruturas de R-módulos via p; isto é,

r.a
r.6

P(,)..
P(,).b

r C .R, a e.A, b e.B

É fácil ver que com estas estruturas, À é morfismo de (.R, .K)-módulo álgebras.

Como a ação de .K em R é geometricamente redutiva, então para todo b C .Bx,
existem q > 0 e a C ..4K tais que À(a) = Z,q e portanto a ação de .K em S é geometri-
camente redutiva.

D

Observação 4.4.2 Subsl tu ndo a Afpófese de dutíuÍdade germe'faca pe/a de dut
cidade / ?tear na papos ção antepor, obtemos um su/fado aná/ogo.

Coro'lírio 4.4.3 Sejam G um grupo algeüdco e H C K subgrupos fechados de G.
Se H age em G de modo geometHcamente wdutiwo, então H age em K de modo
geomeZNcamente mdufÍtlo.

Demonstração. Segue imediatamente da proposição anterior, considerando-se o
morfismo de -H-módulo álgebras, r : P(G) ----. P(.K).

D

Observação 4.4.4 Ua/e msu/lado alzá/ogo, se no coro/ádo anterior substÍttiírmos a
hipótese de wdutiuidade geométrica por ndutiuidade linear. Nesse caso, como vimos na
seção (1.2), a hipótese de que H age em K de modo linearmente redutiuo é equivalente
ao quociente Kjn set uadedade algébrica ü$m. Logo, o corotádo aqtedot pode ser
expresso nos seguíttfes le7'mos;

Corolário 4.4.5 Soam .# C .K C G subgrupos /ecàados de um gmpo auge'óNco a#m
G. Se GJH é afim então Kjn é aSm.

Seja p : G ---+ G' um epimorfismo de grupos algébricos e .l?o uma G'-módulo
álgebra fixada. Então -lÜ é uma G-módulo álgebra via g, bastando para isso, definir-
mos a ação de G em .IZo por

,., 3 c G, r c .&
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Proposição 4.4.6 .Na sÍluação acima, õe a anão de G em .IÜ é geometricamente
wdulfua então a anão de G' em .IZo é geomelrfcame7zle mdutfua.

Demonstração. Sejam À : M --, A) um mor6smo sobrejetor de (.&, K)-módulos.

Como g : G --....+ G' é um epimorfismo de grupos algébricos, sabemos que todo
G'-módulo T pode ser pensado como (;-módulo via p, definindo

P(a).t, g € G,

Então, em particular, M é um G-módulo e À : M ---+ .fZo é um morfismo sobrejetor
de (.%, G)-m(5dulos. Como a ação de G em .& é geometricamente redutiva, concluímos
que existem r > 0 e m C IA) ® S'(M)la tais que S'(À)(m) = 1.

Como 1.% e) S'(M)la = 1.h ® S'(M)IC' concluímos que a açã. de G' em .& é
geometricamente redutiva, pelo corolário (4.3.4).

D

Passamos agora a estudar o comportamento da noções de ações redutivas com
relação a subgrupos e quocientes.

Começamos com um resultado de transitividade a que nos referimos no início desse
capítulo e que pode ser encontrado em [4]. Sua prova pode ser simp]ificada, em função
das caracterizações das ações redutivas obtidas nas seções anteriores.

Teorema 4.4.7 Sejam (; um grupo a/gearíco a#m, .K um suóyrupo /achado de G e
.l?o uma G-módu/o á/geóm. $e a anão de .K em P(G) é /ílzearmeníe mdutiua e a anão

de G em A) é geomefNcamenfe mduZitJa e7zfão a anão de K em .IZo é geometHcame7zte
maNtIDa.

Demonstração. Como a ação de -K em P(G) é linearmente redutiva, pelo coro-
lário (4.2.4), sabemos que existe um morfismo de .K-módulos a : P(.K) ---. P(G) tal
que a(1) = 1. Consideremos ã : Homo(P(G), -%) ----. Homo(P(Ã'), -%) definido por

ã(T) T C Homo(P(G), -%)

Então õ é moríismo de .K-módulos.

e / C P(X'), temos
De fato, dados 3 C K, T C Homo(P(G),.h)

ã(..r)(/) 1(,.r) . al(/) (,.r)(a(/))
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- x.[T(x-1 .u(f))] = x.[T(u(x-1 .f))] = 

- x.[(T o u)(x-1.J)] = [x.(T o u)](J) = 

- [x.õ-(T)](J) 

Além disso, como u(l) = 1, o diagrama de K-morfismos 

é comutativo. 

Por outro lado, como a ação de G em & é geometricamente redutiva, pelo teo

rema ( 4.3.2), existem r > O e 

tais que sr( te)(!)= 1. 

Tomando álgebras simétricas e tensorizando por&, a partir do diagrama anterior, 

obtemos o seguinte diagrama comutativo de(&, K)-morfismos. 

id 0 Sr(u) 
& 0 Sr(Homk(P(G), &)) -------+ & 0 Sr(Homk(P(K), &)) 

------

Como 

temos que 

e 

Assim, pelo teorema (4 .3.2), concluímos que a ação de K em & é geometricamente 

redutiva. o 
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Corolário 4.4.8 Soam G um grupo aZge8dco a$m, .K um suógmpo/ecÀado e normal
em G e .l?o um G-módu/o áZgebm. Se a anão de G em .l?o é geometHcamente mdutiua
então a anão de .K em ./to é geometricamente ndwtÍtia.

Demonstração. Cromo .K é normal em (;, o quociente G/.K é afim e portanto pela
proposição (1.2.9) e pelo teorema (1.2.10), concluímos que P(G) é .K-módulo injetivo.
Mas, então pelo corolário (4.2.4) aplicado a X = (7, deduzimos que a ação de -K em
P(G) é linearmente redutiva e portanto o resultado segue do teorema anterior.

D

Observação 4.4.9 Se, no teo ma anterior, stlóst ttt mãos as Aípóteses de dtitÍti
dado geométHca por dut u dado /{near, obteremos um stl/fado aná/ogo.

?Vo caso em que .IZo = k, com a anão IHtJÍal, sabemos qtle a anão de G em .IÜ é

geometHcame7zZe mdwtÍtpa se e some7zZe se G é geomelricamenZe induz tJO. Por outra
/.do, .jú «;mo, q« « .çã. de K em P(G) é /{««««e«t. nd«Z'" " ' s.me«le se .

quociente G/K é afim. Assim, do teowma anterior, deduzimos o seguinte insultado
de Richardson, que apamce em/]q.

Corolário 4.4.10 Soam G um grupo a/géódco a#m e .Ã' um sttógrupo fechado ta/ que
o quociente GJK é alm. Se G é geometl.icamente mdstiuo então K é geometricamente
mduliua.

Combinando o teorema (4.4.7) com o corolário (4.4.5), obtemos o seguinte resultado
de Bia/3fzzicki-Birra/a, veja jll.

Corolário 4.4.11 Soam G um grztpo a/géóríco a$m e .# C .K subgrupos /achados de

G. Suponhamos que o quociente GJK seja a$m. Então GJH é a$m se e somente se
KJHéa$m.

Demonstração. Se G/H é afim, o resultado já foi visto no corolário (4.4.5)

Reciprocamente, se .K/-# é afim então # age em P(.K) de modo linearmente
redutivo e como G/.K é afim, X age em P(G) de modo linearmente redutivo. Assim
pelo teorema (4.4.7), .H age em P(G) de modo linearmente redutivo e portanto o
quociente (;/.# é afim.

D
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Concluímos este capítulo com o enunciado de uma recíproca parcial do teore
ma (4.4.7), cuja prova pode ser encontrada em l41.

Teorema 4.4.12 Sejam G um grupo aZgébHco a$m, .lr um subgrupo /achado e norma/
em G e .& tema G-módulo á/febra. Se a anão de .K em .l?o é geomefdcame7zZe mdtlt ua
e a anão de G/.K em .l«K é geometricamente ndufÍua e7ztão a anão de G em .IZo é
geometHcamente ndufÍua.

Observação 4.4.13 /Vouame7zte, subst Zti ndo as hipóteses de reduz uídade geoméldca
por wdutíu dado / cear, no teomma antepor, tpa/e ttm wsu/lado análogo.

Se G é um grupo algébrico afim, indiquemos por Gu seu radical unipotente. Como
G. .4 G e G/G. é geometricamente dedutivo, aplicando o teorema anterior a essa
situação obtemos o seguinte resultado.

Corolário 4.4.14 Sejam (; um grtlpo aZgéódco a#m e A) uma G-módulo á/febra.
Eníâo a anão de G em JZo á geometricamente dutít;a se e some7zte se a anão de G«
em -& é geometricamente mdtttitia.

Demonstração. Se a ação de G em JÜ é geometricamente redutiva, o resultado
segue imediatamente do corolário (4.4.8).

Reciprocamente, suponhamos que a ação de G« em .IZo seja geometricamente re-
dutiva. Como G/G. é geometricamente redutivo, a ação de G/G« em IÜC' é geome-
tricamente redutiva e portanto o resultado segue do teorema anterior.

D
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