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INTRODUÇÃO

Nosso objetivo com este trabalho é o de estudar fun-
ções d iferenciãveis sobre uma variedade fehcada e conexo de
dimensão três, sob o ponto de vista combinatõrio.

Por este tema entendemos o seguinte

{ )

i j )

Selecionar' uma classe de funções juntamente
com uma rel a ção de eq uívalência ;

definir uma classe de diagramas comb inatÕrjos
e introduz ír em tal classe uma relação de e-
ciui v a l ê n c i a ;

'i v )

associar ã cada função da classe considerada,
um diag rama c ombina tõ rio ;

dado um diagr'ama, construir uma função que o
origina e mostrar que duas funções construi-
das a partir de um mesmo diagrama são equiva-
,] ente s ;..ç ,/

Mostrar quem duas funções são:-equivalentes se,
e somente sé tem diagramas equivalentes

/
v)

A classe de funções escolhida foi a das Funções de
Morde estive ís, que constituem um subconjunto aberto e den-
so no espaço das funções diferenciãve ís C"(M,li) com a topo-
logia C' e a relação de equivalência é a conjugação por di-
feomorfismos: f,g: M3-----+ ]R são equ'ivalentes se existem di
feomorfísmos h: M-------> M'e k: R----'-- R,k crescente, tais que
kog=goh; assim i) esta completo.
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Representaremos uma função de Morse sobre uma var'leda-.
de fechada e conexa por um diagrama combinatÕrío D que ê um

par D=(1',E), onde I' é o grifo de Reeb da função e }l é um dia-
grama de Heegaard para M: com curvas adicionais. 0 grafo de
Reeb fo i definido e considerado em nossa tese de mestrado
(ruNCCÍES DE MORSE: UM TEOREMA DE CLASSIFICAÇÃO EM DIMENSÃO
DOIS) e para o problema acima, em dimensão dois, se mostrou
s u ficiertte

0 trabalho é constituído de duas partes: a primeira
parte é ded icada ã rept'esentação de funções de Morse pelo dia
grama(r,E) e nela os pontos( i)-(v) são tratados tomando-se
em (ii) üma defin leão provisória (não combinatória) para a e-
quivalênc.ia de diagramas; e a segunda parte trata da substitu
{ção da referida definição de equivalência de d.iagramas por
uma defina ção combinatória.

Na Parte l destacamos as definições dos diagramas I' e
E associados ã f:'Ms-'----'- R e õ Teorema pr incipal que é.o se-
guinte

Teorema A "Duas "funções de Morse construidas a partir de..:...
um mékMO diagriaÚá (r:E) 's.ão''qquivaledtes:"

J

.)

As de;fi;rt'i çõês':= f8' o's fésul tado.i da Teor:ia' de: .Mot..s.e.. .que
necessitamos sâo dados no $1 e os Corolários consider ados são
parte integrande da demonstração do Teorema acima que aparece
no $4. Os parágrafos dois e três tratam das defíniçõed dos
diagt'amas assoc'lados a f: M3"'----+ R. Para isso, na parte ll,
introduzimos a definição de equivalência combinatória entre
diagramas e demonstramos o teorema princ epal que é o seguinte

Teorema B: - "f e g são equivalentes se, e somente se têm día
gramas combinatorialmente equivalentes."
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Estudamos funções d íferenciãveis cujas superf:ides de n:ível
são reuniões disjuntas de esferas e também fazemos uma enter.
pretação geométrica dos elementos do diagrama de Heegaard, as
socjado a uma f

Ressaltamos que neste trabalho não obtemos uma classi-
ficação das funções de Morse em dimensão três, m.as uma redução
do problema ã classificação dos diagramas de Heegaard; em di-
mensão dois as funções são classificadas pelo grifo de Reeb,
a menos de equ ívalência. Em dimensão três poderíamos obter
resultados parc íris para a classificação; definimos o gêner'o
de uma função de Morse f: M3 ------- R como o género da superf:í-
cie de nível regular de f, conexo, de maior género. As fun-
ções de género zero (M orientãvel) são classificadas no pará-
grafo 1; poder-se- ia classificar as de género um, mas as de
genero dois, e mesmo as de género dois soba'e a esfera S3.
etc..., se.constituem.num problema extremamente d ifÍcil: ne-
cessitar:íamos de uma classificação dos diagramas de Heegaard
ou de uma classificação de nõs e entrelaçamentos

Finalmente acrescento meus sinceros...agr'adecimentos aos
professores Alc ilha A.H. de Melão, Ângelo Barone Netto e
Mãrio Barone JÜníor pelos Seminários e pelas varias sugestões
que me deram, ao grupo de. Sistemas Dinâmi.cos e Topologja
Díferepcial, aos. maus:.colegas do....!jME. P.,.:,J:.H. e:specjal a Pau-
lo F. Leite e; Zara 'f. Abiid.i e ã Antonia do Setor de Pub] ica-
çoes do IME:.US.P. p,el..a. efi,qíêncía .e dedo.c.açlêo,. .na ;dj:ÊTcil tarefa
da dali l:ob'rihl: i: d'este tFâbal ho . .

J

!' ã

São Paulo , outubro de 1 983

S.A. lza.t
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ABSTRACT

The subject of this work is the study of differentiable
functions defined on closed 3-djmensional manifolds, from the
combinatorial veiewpoint.

My approach could be described as follows

Í ) to choose a class of functions with an equivalence
rel a tio n ;

i 'i )

i 'i { )

j v )

to define a combinatorial class of diagrama with an
eq uiva l en c e rel a ti o n ;

to associate to each function, a combinatorial diagr.am;

given a díagram, to construct a function which oríg mates
to it, and proove that two such functions are equivalent,
and

v) toü show that two funct.ljons are equivalent if, and only
íf their diagrams are equivalent.

l work with Morse functions and the relation. is the
conjugationbydiffeomorphisms: if f,g: M '-IR, l say that
f there , ex:isto h: M -----"> M and k: R -------'- R crescent
such that kof=goh.

The diagram associated to f: M ----' ]R is a paio D=(r,E)
such that I' is the Reeb's graph of f and E is a Heegaard
diagram for M3 with aditional curves

The work is divided ín two parta: ín Pare l i-v is
shown with a non combinatorial definition of the equivalence
of diagrama, and in Part ll l give the combinatorial
definitíon and this completei i-v
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$O. Introdução ã Parte l

Nesta Parte l representamos comb ínatorjalmente uma fun
ção de Morde sobre uma variedade fechada e conexo 3-dimens ío
nal

Tal representação de f:M'---'---> R será feita através de

um par de diagramas (r',>1), onde r é um grifo e >1 ê um dia-
grama de Heegaard com curvas adicionais para M3. 0 Teorema

principal é o Teorema A cujo enunciado ê dado na INTRODUÇÃO

e cuja demonstração, que é bastante extensa, ocupa o $4 todo

desta parte. Os lemas, definições e t'esultados necessários

para tal prova são dados nos três primeiros parágrafos

A ideia central da demonstração ê a de considet'ar a va

r'iedade M3 coma reunião: disjunta de subvariedades com bordo,

saturad.as por f, cada umajdas quais, contendo um único ponto
crítico da função de Morse; a conjugação nestas subvarieda-

des é obtida no parágrafo um.

No $1 fazemos uma exposição do que se necessita para
os Teoremas Fundamentais da Teoria de Morse em dimensão fmi

ta(Teoremas 1.12 e 1.13) e obtemos os Corolários que são
parte integrante da demonstração do Teorema A. Também obte-

mos resultados que terão apl ilação na Parte 11: a proposição
1.17. Enunciámos os Teoremas do Rearranjamento e Cancelamen

/
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to: o pr'imeiro é Útil na Parte ll e o segundo é fundamental

para a construção de exemplos. Ainda no $1, fazemos uma con
venção sobre os campos util izados neste trabalho e enunciá-

mos o Teorema 1.28 que permjtirã, na Parte 11, classificar-

mos (módulo diagramas de Heegaard) os campos pseudo gradien-
tes para uma função 'de Morde f:M3 -----p ]R . A referênc'ia fun-

damental para este parágrafo (e para o trabalho todo) é

Milnor,. J.W. Lectures on .the H-cobordísm Theor,em

Matematical fqotes - Pr'inceton Univet.sity Press 1965

No $2 definimos o grifo de Reeb de uma função de Mor-

de e enunciámos algumas proposições. A referência para tal
parágrafo ã nossa tese de mestt;ado, onde os detalhes são for
necido s

0 $3 trata da construção de um diagrama de Heegaard

para f:M' ------' R juntamente com um campo de vetores pseudo-

-gradiente para f:3,1, isto corresponde ao item (iii) do pro
blema colocado no inicio da INTRODUÇÃO. 0 Teorema 3.6, as
definições 3.10 e 3.11 são dados visando(ii)

No $4, além da prova do Teorema 4.3. = Teorema A que

se constitui na parte não trivial de iv), o Teorema 4.1 . com

plena ii) e com uma definição provisória para a equivalênc.ia
de diagramas completamos iv) e mostramos v)
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$l - funções de Mgrse, Cobordismos Elementares e Equivalên
c ia de Fun iões

Definição 1.0.: - Uma tr.fada diferenciãvel ê uma terna

(W,V,V'), onde W é uma n var'iedade d íferenc lavei compacta
cujo bordo l)W ê reunião disjunta das subvariedades fechadas
(compactas e sem bordo) V e V '

Dizemos que W õ um cobor'dismo entre V e V' que são di
ta s cobordantes

Definição .l : - Uha função de Morde sobre uma orlada (W

V,V') ê uma função diferenciãvel f:W------ [a,b] ta] que
i ) f'l (a ) = V ,f'l (b) : V ' ;

ii) todos os pontos críticos de f são interiores e não de

generados, isto õ, se p é ponto cr:ético de f, então

det.(Hpf) # 0, onde Hpf ê a matriz hessiana de f em

p(em relação a um sistema de coordenadas) e

iii) f é injetiva quando restrita ao conjunto de se
tos crl tacos

us pon
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Nota: Definimos em 1.1. função de Morde para uma trTada como

uma função diferenciãvel entre ternas de variedades (uma vara.
edade com duas subvariedades distinguidas)

f: (w;v ,y ' ) -' ( [a ,b] ,a ,b)

Uma variedade fechada (compacta e sem bordo) pode ser v isto
como uma tr:cada (M;g,g) e, nestas condições, uma função de

MÓrse sobre a trlada ê tal que f(a)=g e f''(b)=g

Ao longo deste trabalho, quando dizemos "seja f:M -----'- li

ou f:M ----"> [a,b] uma função de Mot"se sobre M", sem menção ã
ternas de variedades, tomamos f sobre M verificando as conde

cães.ii) e i i i) da Definição 1.1., mais a cond ição de f ser
constante em cada componente conexo do bordo de M.

Teorema 1.2.: - Sobre uma trlada diferenciãvel o conjunto das

funções de Morse ê aberto e denso no espaço C'(M,R) com a t.g

pol.o gia C

Demonstra ção: [H i]

A forma local de uma função de Morse Õ completamente dg.

term inada: Se p é um ponto regular de f: :W ----F IZ a forma lo-
cal das submersões, apl ica-s.e, e se p ê um ponto critico, te!!!

-se o seguinte
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Lema 1.3.: - (Lema de Morde) Se f: W.------ R ê diferenciãvel e

p e W ê um ponto critico não degenerado de f, então ex êste
uma carta(U,õ) para p em W tal que

f0-'(x) : f(p)- }l x:' >1 x: ,

onde x=(xl,x2,'''xÀ,xX+l''..,xn) cJRn e n:dimW. 0 inteiro
X não depende da particular carta(U,+) e ê chamado o índice

do ponto crltjco p relativamente a f. Denotamo-lo pot' indíp

A prova desse. lema pode ser' vista emEMJp ou]]]

A carta (U,4)) do Lema ê chamada uma carta de Morse pa-
ra p em W relativamente a f

Como consequência do Lema de Morse segue-se que se
f: W------- R é uma função de Morde para a tríade(W;V,V'), então
seus pontos críticos são isolados e portanto formam um conjunto
fí nato .

Definimos agora o tipo de campos de vetores considerados
neste tribal ho

!g.!j..B.!.golo .4 : - Seja f uma função de Morde para a trTada

(W;V,V'). Um campo de vetores e: b/"--'--' TW é pseudo-gradiente
para f se

Í) E(f) d (fo+x)lt:o > 0 ao longo do complemento do co.g

junto dos pontos cr:éticos. de f, onde $. ê a trajetõria
de € que passa por x para t=o
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j { ) dado qualquer ponto critico p de f, existem coordena-

das(x,y)=(xl '...,xÀ,yÀ+l '...,yn) numa vizinhança u de p

tal s q ue

f(x): f( P )- lx l2...jyl 2

e €1 tem coordenadas (-x,y) ao longo de U

W

fod X

e(f) d

( fo$*) 1t:o

Demonstra-se (vede [M[l ' pag. 20) que para f: W-"----' ]R

de Morse, existe um campo psetido gradiente

Se V=V'=g e €1 é um campo pseudo-grad lente para

f : W--------+ R , denotamos por

4) : R x W -..--.-- W

+(t,x) : $*(t) 0 grupo

a l-parâmetro de difeomorfismos de W gerado por €
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Definição ] .5.: - Uma trTada(}f;V,V') difeomorfa a

(Vx[0,1J; Vx0,Vx]) é chamada um cobord asno pr'oduto

Proposição .6 : - (W;V,V') é um cobord esmo produto se, e se

mente se admite uma função de Morde sem pontos críticos

Corolário: - 0 bordo alV de uma variedade compacta com bof'do

tem uma vizinhança colarinho, isto ê, uma v izjnhança difeo-

morfa a 3Wx [0 ,1 ]

Pgpgnstra:ção de.6 : - Se(}l;V,V') :(Vxr0,11;Vx0,Vxl), .a

ff: Vx]0 , 1 ] ----* ]R
função <

lí(x ,t) : t
s atisfa z a co ndi ça o

Reciprocamente, seja € um 'campo pseudo-gradiente para
f: Ir1----> [0,1]. Normal izando o campo, podemos supor que

el(f) : l sobre W, dado o fato de que f não tem singul-arida-

des. Como €1(f) : -7T(fo$) : 1, segue-se que fo+(t) = t+c
e mudando-se o parâmetro tem-se f(@(s))=s, onde + é qualquer

curva integral do campo de vetores E

0 difeomorfismo

h : Vx [ 0 , 1 ] '----'--- W

h(yo's) : @yn(s)
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cuj o inverso é da do por

h-l(y) = (q'y(o),f(y))
demonstra a proposição A

Definição 1.7;: - Se f,g! H--"----+ ]R são funções diferenciáveis

dizemos que f é equ ívalente a g e denotamos f - g, se exis=
tem difeomorfismos h: W -> VI e k: R ------+ R crescente, tais

que kof = goh

11 f -R

«l o l-
g

Claramente a relação acima é .de equivalência
/

Com as notações de 1 .7. , os resultados abaixo são
imediatos:

kof goh - g ;

) p é ponto critico de f < é ponto crTtíco de

g <=> p é ponto cr:ético de kof

iií) indkofp:indgh(p):indfp.

)
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?roposi:ção .8 : - Se f,g: W---+ ]R são funções sem pontos

críticos para a trTada(W;V,V'), então f - g

Demo n s tra ção Segu e dure teme nte de 1 .6 A

0 nosso objetivo com o que se segue é uma proposição
análoga ã 1.8. para trTadas que admitem funções de Morde com
um iónico p o n to c r:itic o

A proposição em questão .ê consequência do Teorema Fun
damental da Teor'ja de Morse que passamos a tratar

Def'inlção.9 : - Seja Vn'l uma variedade fechada de dimen-

são n-l e +.: SÀ']xBn-À....-., Vn-] um mer.galho, aqui .SÀ'] éa
esfet'a unitãrja de centro na origem e raio ] em ]RÀ, Bn-À é o
disco aberto unitário de cento'o 'na origem de Rn-X

Sobre o espaço Vx+(SÀ'lx0)+BÀxSn-À-l consideremos a

relação de equivalência que identifica +(u,Ov) com(Ou,v) on
de u e SÀ'l , v c Sn-À-l e 0 .e O € 1

Se V' ê uma variedade diferenciãvel difeomor'fa a

x(v,õ ) :

V ê obtida de V por uma cirurgia do tipo (X,n-x)
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Observamos que uma cirurgia do tipo (X,n-X) sobre uma

n-l variedade fechada substitu i uma esfera mergulhada em V

de d imersão À-l pot' uma esfera de dimensão n-À-l

v :

Exemplos 1.10. : -( i) Por uma cirurgia do tipo(0,n) sobre V

obtem-se a r'eunião d isjunta V+Sn-l e por uma cirurgia do tipo
(n,0) sobre V(V deve ter uma componente conexa que é Sn-l)

optem-se V desprovida de uma cópia de Sn'l. Isto segue do fa

to que Ó: Sn-lxBo--.--.--- V .sendo mergulho, é um difeomorfismo

de uma componente conexa de V com Sn-l

ii) .g.i!.p.!.Sj3tgp tipo (À,2-À) - Uti l izamos o seguinte resul

todo, cuja demonstração encontra-se no apêndice de [MJ3

Proposição: - Si é a Única variedade .fechada e conexo de d i
menção l a menos de difeomorfismo

Se V é uma l-variedade fechada, então V é reunião dis
j unte de cópias de S l

sll....s'
k:veze s

Seja V' obtida de V por uma cirurgia do tipo (À,2-À)

Para X = 0 ou 2, (i) mostra que V' ê reunião disjunta

de k+l ou k-l cópias de SI, respectivamente, e para À = l
tomóc

9
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ti.-i)

1 - t .i )

l.t .e)

1 3

t - t .- t )

Caso i)
8'\+(s' n e)

Caso ií)

(1.1)

Neste caso. tem-se duas cópias de Si

Ca s o. i Í { )
t-t.t>Í "'Í' (l.d

(-t.et).-J- ..l. (i.+i) tot.e i)i-------+ t l .e i)

tet .t) (1.1)

e tem-se 9('(s: + S: ,$) : Si

As demais componentes de V nos três casos não são alteradas

ii i) Por uma cirurgia do t ípo (1,2) sobre a esfera S2 obtem

-se o toro aTI ou a garrafa de Klein aKI
Com efeito )

4): SoxB2-..--.--.... S2
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\..+

Sox.B2 St..}(SORO) BlxSI
S2s+(Sexo)

.i#''X

/'\l/.'.

.+ -'

- " '''-b

'>.++'li - s'

:/l....
:ll..

õP''\

/'..l/.'.

. ,'' :.aPR

...-3$'

'''-\

E:
S

S

sl

X(SZ.+) ê o toro ,b:.ü i..t ,....{. ''

Defin íção 1.11.: - 0 Mergulho Característico - Seja(W;V,V')
uma trTada com função de ],]orse f: W-----> ]R e campo psetido-grg.

di e n t e €1. ' -- ,'

Suponha que p c W é um ponto br:ético para f; Vo:f'i(Co),

Vl=f'l(CI) são n:íveis regulares tais que Co < C : f(p) < cl e
que c é o Único valor crítico nó ínterva]oECo'Cl]

Ex êste uma vizinhança U. de p em W e um difeomorfismo

a: B;c:---"-, U(Bn,e=n-bola de raio 2c:) tal que

fo a(x,y):C-lxl:+jy

de modo que a tem coordenadas (-x,y) ao longo de U, para algum

X,0 s À $ n e e > 0

/
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Sejam

v :f
- €

e assuma que 4 c2 <

fica entre V e f' l0

- 1

que

/

'v' v. v

0 mergulho carácter:íst íco ã esquer'da

d)i : SÀ-lxBn'X-.-.---* V

ê obtido como segue: .primeiro defina um mergulho

+: SÀ-lxBn'X---."' V.c: por 4'(u,ov)=a(c u cos h O,cv sen hO)
para u cSÀ'l, v eSn-X-l e 0 SO< 1. Passando pelo ponto

$(u,Ov) c V.c a curva integral de €1 é uma curva não singular

que intercepta Vo no ponto 4'L(u,Ov)

A esfera ã esquerda SL de p em Vo é a intersecção de
Vo comas curvas integrais de €1indo para p. 0 disco ã es-

querda DL é um ci isco diferenciavelmente mergulhado com bordo
SL definido como a reunião dos segmentos das curvas integrais
começando em SI e terminando em p;

C

0

v€ vl v'

(C - c2 ) e Vc=f'l (C + €2)

mi n ( l C - Co 1 ,1 C - CI 1) , de modo

(C) e VE: fi.ca entre f'l (C) e VI
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Similarmente se define o mergulho característico ã d{

Feita

4)R: B ÀxSn'À-l ..----» VI '

obtido de

4,: BÀxSn'À-l -.----* V. , (OU,v)
transladando até VI

Tem-se que SR: $(OxSn'À-l) que ê bordo do disco
Dp = reunião dos .segmentos das curvas integra is que começam em

p e terminam em SR

a( cu sen h O,c v cos hO) e

,,'''l'''''.,
E /

/

/

/

\

/ \ ~*'''
/ v

\. I'-,:
A

Note que as esferas ã esquerda SL e ã direita SR bordam

discos diferenciavelmente mergulhados DL e DR ' respectivame.Q
te, que são as variedades instável e estável do ponto critico
p relativamente ao campo de vetores €1 na variedade
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Teorema. 1.12.: - Se V' ; X(V,$) pode ser obtida de V por
uma cirurgia do tipo (À,n-X) , então existe uma tr:íacla
(W;V,V') e uma função de Morse f: VJ------'- R com exatamente um

po nto c r:indo de T ndi ce À.

Demonstração: -(esboço deEMll' pãg 30) A variedade VJ será
denotado por u(V,@) e é obtida ass im: a partir da reunião
di s j u nta

(V\ 4'(SX'l x 0 ) )x'Bl+ L x ,
onde

LÀ={(x,y) c: ]RÀxIRn' 1 * e

xljyl < sen hl cos h.l} ,

para cada u E: SÀ'l , v c: Sn-X-l , 0 < O < 1 e c c BI ,

identifique o ponto ((b(u,Ov) ,c) do primeiro somando com o ü

Rico po n to (x ,y) E: LX tal q u e-:

'i) -lxl2+lyl2 : C;
ii)(x,y) esta sobre a trajetõria ortogonal que passa pelo

ponto (u cos hO ,v sen hO)

A função f: W ----» ]R ê dada por

f(z,c) : c para(z,c) c:(Vx+(SÀ'lx0)xíl )

f(x,y) = -lx.IZ+lyl2 para(x,y) c LX
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Defin ição 1.13.: - Um cobordismo elementar ê uma tríade que

admite uma função de Morse com um único ponto cr:ético

Teorema 1.14.: - Seja(W;V,V') um cobordisho elementar com

mergulho característjco$L: SÀ'lxBn-À ---.--- V. então

(W;V,V') :(u(VI '+L);VI 'X(VI(bl))

Demonstração: - (esboço de [Mll' pãg. 30). Um difeomorfismo

entre (W.;V..,V.) e (u(vl+L);Vl;)é.(;v,+L), k: u(V,@) -----* W ê

dad o por: s e

(x,t) c V.cX'>(SÀ'lx0)xBI , k(z,t)

é o Ü.naco ponto em WE: que esta sobre a curva integral que
pas sa por z e tal que

f(k(z,t)) = c:'t+c; se(x,y) c LÀ

k(x,y) = a(c:x,cy). Aqu i Wc:=f':l]é-Jc2,C+c2], Vte=f'.l(eüc:2) ,
c satisfaz as condições da definição de mergulho carácter:is-
t'ic o

0 teorema segue do fato que Wr,

( Vi de [ 1 ] , p ãg . 63) A

Proposição 1.15.: - Se(W;V,V') é um cobordísmo elementar

com função de Morse f, mergulho caractere suco 4P: SÀ-lxBrt':À'.-V

e kl: co(V,+)------ W. e g são o difeomorfismo do Teorema 1.14
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e a função de Morse do Teorema 1.12., então g=zofok, onde

Ê(t) : llÜ

diagrama abaixo é cotnutativo
C

D e m Ol] s t r a çã o

W. --!.- [ C - . 2 , C ... . 2]

' !'",.,
(c2t+c ) : € t+C. C

C

ÊOfOk(X,y) : ÊOfOa(E:X,E:y) : 2(C-E2lX

[ - 1 ,1 ]

Z ofok( z ,t ) g ( z , t ) , e

yl2) : -lxlz-.-lvlz : g(*,y)
A

.P1.aposição 1.16.: - Seja V uma n-l variedade fechada e

4),+.: SX-lxBn'lt --.---' V mergulhos tais que existe um d ífeomot--

fismo k: V-------- V com ko@ = (>'.« Então k se extende a um dife

omorfjsmo h: co(V,$)-------' u(V,$') com a pt'opriedade de que se
f e g são as funçõs de Morse do Teorema 1.12., então f=goh

Demonstração: - Com efeito, a apl icação

(k,IBI)+ ILÀ:vx$(sÀ'lxO)>1-'ã' l+LÀ'"''---' V..$-(SÀ'lx0)x'B:l '+Lx

ê compatível com a relação de equivalência

($(u,Ov),c)-4(x,y) <=>-lxlZ+lvlZ: c e(x,y)

esta sobre a trajetõria ortogonal que passa pelo ponto

(u cos ho,v sen ho) <(4,'(u,ov),c)v(x,y)
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Logo k se estende a um difeomorfismo

h : u ( V ,@ ) ------* .« ( V ,$ ' )

ot)tido passando-se ao quociente a apl icação acima

h cona uga as funções. De fato ,

g(h(z,t) : g(k(z),t): t: f(z,t) , e g(h(x,y)) ; g(x,y)

= -lxlZ.+lylZ: f(x,y) , donde f=goh

Notas 1.17: i) 0 Tnd íce de um cobordismo elementar(W;V,V')

é, por definição, o :índice do ponto critico de uma função de
Morse f: bl----.-* R com um Único ponto cr:ético.

A definição acima não depende da particular função so-

bre IJ, pois por [MJI pãg. 32, H(W;V) é isomorfo a Z na dimen

são X e zero fora. Um gerador de HX(+l:;V) ê representado por

ii) Se o Índice de(W;V,V') ê X, então o :índice de(W;V',V)
ê n- À, onde n=dimW

A

D L

Isto segue do fato que -f ê função d
(\-l;V',V) com índice n-X se f tem :índice X.

iii) Vizinhanças Tubulares - Seja S uma subvariedade de V
Uma vizinhança tubular de S em V consiste de um fibrado ve-

rá a\ 9el .t....L.'7U=nnnnnnnHHln,IA['

Morde parae

a ) ) )
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f : z ; u

de Z sobre um aberto U de V contendo S tal que

e cumulativo, Isto sIgnIfIca que Identificando-se S com a
secção nul a fi. = l

Díz-se que a vizinhança tubular ê total se Z: E e

parcial caso contrario. A apl icação f ê chamada aplicação
t ubul at' e U é um tu bo conterldo S

Mosto'a-se que existe uma viz inhança tubular de S em V

e também que toda v ízinhança tu.bufar parcial contém uma viz i

nhança tubular total no ségu ante sentido: existe um difeomor

filmo $: E------' ZI' onde 21 ê uma vizinhança aberta de S em

Z , ta] que

ê comutativo . Assim
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\s '-'-'--':-----> v

. ' o @.

Uma ísotopia de viz inhariças tubulares de S em V é uma

isotopia de mergulhos F: Zxl-------'- V tal que F(.,t) é apl ica
ção tubular de S em V

/
E

]
ê total , onde g : f

0 Teorema de un ícidade a menos de isotopia para vizi

nhanças tubulares ê enunciado assim:

Sejam(E;lr,S) e(EI'vl 'S) fibrados vetoriais, f:E----'- V

e g: El---"---'- V apl icações tubulares de S em V. Então ex iate
uma. iiotop ia de vizinhanças tubulares e um isomorfísmo de f{

brados vetou tais €1: E----''- EI tais que Fo:f e Fl:go€1."

A referência utilizada até aqu i fo iIL], pãg. 73-78.

1 1

0 Teorema abaixo encontra-se em [B-.3] pãg. 131 e dã a

unicidade de v izjnhanças tubulares a menos de isotop ía ambi
ente

"Seja S uma subvariedade compacta de uma variedade V,

sejam fO,fl: E------'- V apl icações tubulares para S e sejam
também Un e UI os tubos correspondentes de S.~ Então existe

uma difeotopia H de V que conserva S fixa, tal que HI apl ica

Uo sobre UI respeitando as fibras. Além disso, pode-se to-
mar H de modo que os pontos fora de um subconjun'to compacto

de V ficam fixos."
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{v) Uma cirurgia do tipo(l,n-l) sobre uma(n-l)-variedade

orientãvel e conexo V pode produzir dois resultados distintos,
dependendo do mergulho $: SoxBn-l ---+ V

Ot'lente a n-bola Em de R.me-sobreSm-l:8-Bm considere a

orientação de bordo. Considere SoxBn'l a orientação pi'oduto

e em @(SoXBn'l) c V a or'tentação 'induz'ida ($(SoXBn-l) é um

a bet"to de V)

Dizemos que o mergulho @ é coerente quanto ãs orienta

çoes se $ preser'va ou inverte as orientações fixadas acima,

quando cons iderado como um difeomorfismo ern sua imagem; ca
se contrario, + é chamado incoerente

EmlWlJI pãg. 513 tem-se o seguinte resultado

"X(V,$) ê orjentãvel se, e somente se $ é coerente

lqo caso em que @ ê coerênt'e a cirurgia do tipo
(l,n-l) ê dita orientãvel e em caso contrario, não orienta
vel

X(\r,4,) é obtida de V por intr'odução de uma alça or.i-
entãvel ou não. De fato, retiramos So de V e .introduzimos

S'''' em seu l uga r



v ) Para s e e fetu a r

variedad e de dimensão
uma c irurgia do tipo(X,h-À) soba'e uma

n-l , deve-se ter um mergulho

4): SÀ-lxBn-À.--....* Vn-l

lx0), então +(SÀ'lxBn-à) é um tubo para

tubular' correspondente ê uma vizinhança
Note que se S +(SÀ'
S em V e a vizinhança

tubul ar produto

Observamos que

quajsque r esfer'as mer

tam são as esferas qu
to: são as ''esferas d

nhan ça tubul ar se a d

de [WI ]l pãg . .501

não se pode efetuar cirurgias sobre

gulhadas em V. As esferas que se pres-
e admitem uma vizinhança.tubular produ-

e do is lados"(desconectam uma sua v ízi-
{mensão de S é diferente de 0 ou n). VI

A
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proDoslçag 1.10: - Seja S um(À-l)-esfera conexo e de dois

lados em uma 2-variedade V. Sejam $,@: SÀ-lxB3-À---. y,
com S:+(S'lx0) : Q(S'lx0) apl icaçÕes tubular'es de S em V

Então existe um difeomorfismo h: u(V,(>)------'- m(V,'r) natural ,
através do qual u(V,+) e u(V,@) são identificadas, de modo

que u(V,$) depende de S e não das parametrizações utiliza.
das. Se S é desconexo(À:l), o resultado acima vale com a

hipótese de $ e tlJ terem o mesmo carãter quanto a orientação

Demo ns tr'ação : - Co ) I'v'v 'uvbblllÇ4 -.1\P L4111Lrl\JÇj\JÇ \lt: Vi-

zinhanças tubulares a menos de isotopja amb tente, existe uma

difeotopia H de V que conserva S fixa e tal que HI apl ica

Uo sobre UI respeitando as fibras

efei tom

Sej a $ HI o $
=n

s À-l ÀxB

À 3- ÀS xB'

@-l $.

Pela Proposição 1.16 u(V,4,) :(V,+l) por um difeomor

filmo que é extensão de HI que é isotópica ã identidade de
V

Assim podemos substituir 4) por +l e temos @ e $1 tem

a mesma imagem; @''+l IS-lx0: ISÀ-lx0' pois
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Xx-l xB

V#l

À-l 3- À QxBS

SX-lx0

é comutati vo res oeita a s fl bra s

Por unic idade de v izinhanças tubulares e o fato de que

toda vizinhança tubular parcial contém uma vizinhança tubular
total , existe um difeomorfismo de fibrados vetorjais

el: SÀ-l xIR3-À---.---> SÀ-lxIR3-À

tal que 4)l ê isotópica a 00eilSX-lxB3-X

SÀ-lxB3-X ---L SÀ-lxIR3-X ---g.,. SX-lxB3-À ÓI V

SX-lxB3-À ---L SX-lx 3-À---ê.... SÀ-'lxB3-À--!k----* V

V

Seja f: u(V,@o€1)-------* [-1 ,1] a função de Morse sobre
u(V ,00 e), 0 é o valor cr:ítlco

Vem f' l [-],-c] = VxE-],-e] e seja Fl: SÀ'lxB3-Xx]-],-c:]
Fl: SÀ'lxB.3-Àxl-l,-E:l------- V isotopia entre ÓI e Qo€1 do Teore-
ma de unicidade de vizinhanças tubulares a menos de isotopia

Consideremos

F: SX'lxB3-Àx]-] ,-eJ------+ VxE-],-c]

F(x ,t) : (FI (x ,t) ,t) ,
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c om F(. ,-1 ) : ( FI (. ,- l

( 'P 1 ( x ) , -e )

(Ü'oÉI (x) ,-l ) e F( . , -E: )

SÀ-l xB 3-ÀxE- ] ,-E:]

Temos u(V,©oÉI) : f'lE-c,-]], de modo que

co(f'l(gt),(F't't)) : f'l]t,]] : u(V,q'oe), para todo tcE-],-c]

Assim, 'o(V ,4'l ) : "(y ,V'o€1)

Resta a verificação de que co(V,@o€1) : (v,Ü)

Temos €1: SÀ-lxB3-À-...-..> SÀ-.lxB3-À onde k: S 'l

k: SÀ'] -'-----'- GL(3-À ,]R)

k é homotõpica.a uma a.p.l icação constante. De fato, temos

{) À : O k: S''l ----'-, GL(3,R) é v a zia ;

ii) À = 1 k: So------- GL(2,R) e o número de classes de
homotopía de apl ica.ções de So em GL)2,]R) é dois: GL(2,R) tem
duas componentes conexas por arcos, donde 4) e @ serem coeren

tes ,ou incoerentes dão as duas classes de homotopia;

iii) X = 2 k: SI -..----' GL(l,R), e as classes de homoto

pia dão lrl(GL(],]R), ponto):[0]

ív) X = 3 k: S2------ GL(0,R) = [0] e a homotopia é
t ri vi a l

/
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Assim k: SÀ'l ----:. GL(3-À,R) é homotõpica a constante

pa ra À # 0 ,3

1; R3-X - R3-À

Z(Xj '. . . ,x 3 .X) ( txl , . . . ,x 3- À)

e para IR3 e para X : 3 , 1 = 1o

Por conseguinte ,

E: S X-l x B'3- X --...-. S À-lxB 3- À

ê homotõpica a
el. : SX-lxB3-À---.-- SX-lxB3-X

e' ( P ,q ) : ( P , t(q))

Claramente u(V,Woe) : (V,q'o€1'), pois q'o€1 e 'PoC'

são isotópicas e o difeomorfismo ê obtido como antes

«,(V,@) : .«(V,@oE'). .Com efeito, oconc l u i rmo s ,Para

difeomorfismo

V..©(SX'lx0)x'BI + LÀ

l. l. l:
Vx©o€1.(SÀ'lx0)xRI + LÀ

é tal que

(Ú(u ,Bv) ,c) (x,y) <'' -lxlz + lvl
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esta na traletorla ortogonal que passa por
(u cos h O, v ser h o) <=>1-1,0€1'(u,ov),c] ;:

[V(u,Q2(v)),c]:-[(x'y') c: LX com -lx' IZ + jy'lZ: c e(x',y')
esta soba'e a trajetõria.ortogonal que passa pelo ponto

(u cos h O,l(v)sen h O) :: €1óh(u cos h O, v sen h O)];2(x,y)

Assim(l x l.l+Ê) ê um difeomorfísmo de u(V,Q) em u(V,+oe')
que estende a identidade de V conjugando as funções elemento

y)(xe )

A Proposição 1 .1 8 esta compl e ta A

Proposição 1.19: - Sejam(ITJ;V,V') e(W' ;V,V'') dois cobordjs

mos elementares de :índice l e que são ambos orientãve is ou

ambos não orientãveis, com funções de bqorse f e g, r'espect

lamente. Suponha que..para, a obtenção de V' e V'' a partir
das cirur'gias sobre V, asl mesmas componentes conexas de V
são utilizadas. Então existe um.difeomot'filmo h: bJ-------- l-l'

tal que h IV=1 V ' conj ugando f e g.

.jlgmonstração: ;- A. Proposição 1.19 é consequência do Lema de

Homogeneidade(videEMj] pãg. 22) das Proposições ].16 e
] .1 8

?!.ppçlsição 1.20.: - Se(W;V,V') é um cobordismo elementar de
:Índice 0 ou n e W é conexa, então Wn:Bn
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V~ 4,(SX 'l xCI)x'Bl+L.
Demonstração: - Com efeito, w: e se

o mergulho +: S'lxBn----....:.. Vn.l é vazio, donde

W : VxBl+Lo : VxBl+Bn

conexo, vem V = g, donde W :l Bn. Se X:n,
tem :índice 0 e a prova é compl eta

À ;o

Como

( Id ; v A

Passamos agora ao estudo de trladas(W;V,V') com fun
ções de Morde f: W-------- ]R admitindo dois pontos críticos

p e p '

Seja c E: ]R tal que f(p) < c < f(p'),ÊI um campo

pseudo-gradiente para P. Denotamos por Kp o conjunto dos
pontos sobre as trajetõrias de € indo ou vindo de p

Teorema 1.21.: -(Teorema do Rearranjamento) - Se

f(W)=EO,]], a, a' c]0,1[, a;-a' e Kp n Kp': g, então exis
te uma nova função de Morse, g sobre W tal que

í) €1 ê campo pseudo-gradiente de g.;

ii) Os pontos críticos de g sãos e P' e g(p)=a, g(p')=a';
iii) g coincide com f próximo de v e V' e ê igual a f+ con.!

tente em alguma vizinhança de P e em alguma vizinhança
de P ! .

Demonstração: - [Mll ' pãg. 38. A
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Proposição 1.22 : - 0 campo pseudo-gradiente ÉI pat'a f pode

ser tomado de modo que sK/'lXsl em Vo:f'l(c), onde SR e SL
sao as esferas ã d ireita de p e a esquerda de p' em V

Demonstração:- [MJI ' pãg. 4 6

0

Cor'o lírio 1.23 : - Se Ind p = À 2 À' = ind p' , então ex iate

el pa ra f tal que SR n SL;g

Cor'olãt-io 1 24: - Se .ind p'=indp+l,#(SR n SL) é finito

!!els!!e..!.:.gL: - (Teor'ema do Cancelamento)

Se SK(p)/"'t""'\ SE(p') e SR n SL :Íx}, então(W;V,V') com

do is pontos crltjcos de :índices À e À+l ê uln cobord esmo pro
duto

Demo nstra ção [Mll , pãg . 48 A

1 . 2 6 - Co nven ção Bãs íca

Os campos pseudo-gradientes tomados para f: W -----'-IR

sào campos nas condições da Proposição 1.22. para níveis re-

gulares VI 'V2'...,Vn pr'eviamente fixados de modo que em qual
quer' nível regular tem-se transversal idade das variedades in
va ria ntes

Os campos são também considerados normalizados fora de
uma vizinhança do conjunto dos pontos críticos
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Teorema 1.27.: - Se Mn ê uma n-variedade fechada, então M ê

homeomorfa a Sn se, e somente se sobre M existe orla função

de Morde com dois pontos críticos. Além disso, se n< 4, hg

meomorfismo pode ser substitu:ido por difeomorfismo

Demonstração: - Sn admite função de Morse com dois pontos

cr:éticos e reciprocamente, se hl admite uma função de I'lorde
com dois pontos críticos, 1.1 : BnLJ Bn donde M ê homeomorfa

a Sn. Se n < 4 horneomorfismo pode ser substituído por difeg
mot'fisco, dada a unicidade de estruturas difer'enciãvejs em

dimensão $ 3. A

©

0 Teorema seguinte ê o que se necessita para alterar

os campos pseudo-gradientes de f: W"-----> ]R

Teorema 1.28.: - Dada uma trlada (W;Vo,VI') com função de Mo!
se f e campo pseudo-gradiente €1, um nível regular V=f''(b) e

um difeomorfismo h: V--------* V que é isotõpico ã identidade, se

f'l]a,b], a < b, não contém pontos críticos, então é possí-
vel consta'uir um campo pseudo-gradiente €1 para f tal que

EI coincide com € fora de f'i(a,b);

) Í=ho$, ocde + e Õ são os difeomorfismos f''(a)-----> V
dados pelos fluxos de €1 e E, respectivamente

Analogamente pode-se alterar €1 sobre f'i(b,c), b < c
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Demonst ra ção [blll pãg . 4 3 A

Definição 1.29.: - Seja f: M ------'- ]R uma função de l.lorde soba'e

M fechada e conexo de dimensão n: Denotamos por' n(i) o nome

ro de pontos cr:éticos de f de índice i , 0 $ 1É n

f ê polar se nf(0) = n.f(n) : l

f ê ordenada se par'a p, q pontos críticos de

f, f(p ) < f(q ) , e n tão in d p É in d q

Pro pos í ção 1 . 30. : - Sej a

f: M--------"> ]R uma função de

mento e cancelamento pod

çâo de Mot'se g: M -> R,

fq uma va ri edade fechad a e c anexa ,

Morde. Pelos Teoremas do real"canja

emos obter', a partir de f, uma fun-
p o l a r e or'clen a da

Demonstt'a çâo : - Com e.fe i

doente para f nas con di ç

l:o; escolha €1: fl -----> TM pseudo-gr'a

6es da co n ve n çãa 1 .26

Pel o Coroa ãr.i o 1 . 2

pl ica em f pode ser o.rde

tos , s e ne c e s s ãr'io , po de

to s. ct.ltic o s cle T n dic e l

ma do Ca ncelamento , prod

mo, dado que o cancelame
mos com um mínimo , se ndo

vel

3 o Teor'ema do rearranjamento se a-

nada. Através de novos r'eart'anjamen

mos fazer' com que os primeiros pon-

conectam mínimos. Apl ique o Teore
uzindo uma função com um ün ico mínj-

nto de um :índice l que conecta m:íni-

estes consecutivos ê sempre poss:i-
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Se h: M------, ]R ê a função obtida, h tem um Único mínimo

h: M- tem um Único máximo e os m:ânimos excedentes de

h são el iminados pelo processo acima

Assim, a partir de f: M )]R optem-se por rearranja-

mento e cancelamento, uma função de hlorse polar e ordenada,

como se queria
A
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Gra fo de Reeb de uma Função de llorse

Definição 2.0 : - Uín grifo I'

pa ço to pol õgico de Hausdor ff
cardo as seg uin tes co nd ições

i ) V é fe c ha do e d is ct'e to

vice s d e I'

ê um pa r (y ,V) , onde y é um es

e V é um subespaço de y veria

Os pontos de V chamam-se vêr

i{ ) Y~V é reunião disjunta de
da um dos qua is homeomorfo a um

real. Os conjuntos e: chamam-se

iji) Pa ra ca da a resta e. , seu b
de V formad o po r um ou dois pont

dois pontos, então o par (ê.i 'ej )
([0,1],(0,1));- se êX.e-: cohsjste

1 1

par (E.i 'e.i) ê homeomorfo :ao par

jv) A topos ogia de r é tal q ue

chado se, e somente se para cada
do em ê

l

subc onj u n tos abe nos e] , ca
i éter'val o a be rto da re ta

are sta s de r

ardo ê.ix.e.Í é um subconjunto
os . Se ê:\e. consiste de

é hotneomor'fo a o pa r

de um único po nto , então o

( SI ,Sl\. po n to)

um subconjunto A c Y é fe-

aresta e. , A ít ê. é fecha
l ' l

!!.!!s 2.1 : - i) A condição iv) de 2.0 ê automaticamente ve-

rificada no caso em que o grafo é finito. Um grifo ê finito
se tem um nÜmet'o finito de vértices e arestas
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{i) Um grato ê compacto(conexo) se Y é compacto(conexo)

ii) Gt'afos podem ser representados através de diagramas

cada vél'tece é representado por um ponto e cada aresta

ê uma curva simples ligando seus vértices

iv) Um grifo é planar se admite uma representação plana

v) .Um grifo ê uma arvore se não contém laços. Um laço é

uma aresta tal que T.i\e.i é um ponto

Definição 2.2.: - Sejam I'=(y,V) e I''=(y',V') grifos. Dizemos

que I' e I'' são isomot'fos se ex êste um homeomorfismo h: y----'Y'

que leva vértices em vêr'tices e at'estas em ares.tas

Neste pa.rãgrafo tl=Mm, denota sempre uma variedade dife
renciãvel m-d ímensjonal fechada e conexo e f: 1.1------ R é uma

fun ção de Morde sobre l*l.

2 . 3 . Grafo de f : M ------..» ]R

Seja Rf:{(x,y) € MxUjye componente conexa de
f''(f(x)) que contém x}. Rf ê uma relação de equivalência

e tem-se o espaço quociente Y(f)=M/Rf (com a topologia que
cje nte)
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A função Í: y(f)-------'-IR , f(i):f(x) , onde x c: i , é bem

de.finada e cena:inua, pois Top:f, onde p: I'l------* y(f) ê a pro
J e ça o c a no nl ca

Sejam Vr=ti E: r(f)l x é ponto cr:Ítjco de f} e

cf:tt c mlt é valor' critico de f}

Emll], pãg. 95, demonstra-se o seguinte

Teorema Ff f), b' ) ê um grifo finito

Seja af(x)=indfx, onde x é um ponto crítico de f
Assoc íamos então, ao vértice X c Vr o niimero natural

i=af(x), 0 $ i S m. Denotamos por af esta apl ícação

af; Vf "---' {0 ,1 , . . . ,m}

af (í) : i n df x

Definição: A 4-upla r(f')=(y(f)., Vf; f,af) é o gt'afo de
Reeb da função de Morde f: M------» ]R

/

A

Exemplos 2.4

i )
l:unção altura sobre H . Crafo Função õl turõ sabre )ç

TI B SI.s Si
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'i 'i )

j v )

v ) v { )
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Os dois ultimas exemplos mostram que o grafo associado
a uma função pode não ser planar. Os grifos t'eferidos a.dmi

tem pat'a subir'afos os grifos Kuratowsky

Também os exemplos i i) e i i i) mostram funções soba'e a

esfet'õ S .que tem grifos isotnorfos mas que não são equivaler

j?çfin'ição 2.5.: - Se f,g: M 'F ]R são funçõcns de blorse sobre

l-i com grifos de Reeb F(f) e F(g) , dizemos que I'(f) e F(g)

são isomorfos e denotamos r(f):r(g) se r.r:(y(f),V.r) e

I'(g)=(Y(g) ,Vq) são isomorfos como gr'afos por um {somorfjsmo k tal. que

cf

1 .
cg

õ coniutativo, onde Ê:cf"" Ca ê crescente e k ê compat:ível
com a, isto ê , pt'ese rva Tn doces

A relação de isomorfismo ê uma equivalência para gra
fos de Reeb.

Os exemplos íi) e ií i) de 2.4. são isomorfos como gra
fos, mas não como grifos de Reeb.
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0 papel deT: Y(f) -IR ê detectar a não equivalência

de certas funções através do grifo de Reeb, fixando ''tama-

nhos" para as arestas, introduzindo uma restrição no concei-
to de isomot'fisnio de grifos. Etn dimensão dois tal t'estrição

ê suficiente para a equ iva]ência das funções, vede [1]

A numer'ação dos vértices em dimensão do is é desneces-

sária, como é fãcjl ver e exemplos em dimensão três para juâ
tifícar a serão dados nos parágrafos seguintes

As proposições seguintes são üte is e as demonstrações

encontram-se em [1]

Proposição 2.6.: - Se f: M'""> ]R Õ uma função de Morde, en-

tão no grafo de Reeb F(f)=(Y(f), yf; f, af) incid indo em um

vértice tem-se no máximo três arestas

Propor ição 2.7.: - Se f: f4-----+ ]R é de Morde e

k: [a,b]-------» [c,d] é um difeomorfismo com derivada positiva
então

1 ) 'y (f ) ='y ( ko f)

i'i ) Vf: V ko f

i'i'i) 'kõ"f='ko'f

'iv ) t c: Cf < > k(t) E: C ko f

3

Essencialmente as condições i-iv dizem que

(y(f),Vf;T,af):(y(kof),Vkof;kõT,akof) canonicamente
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ProDosiÇ:ãq 2.8 : - Se f: M------> [a,b] e q: M -------- [c,d] são

funções de Mor'se com grafos de Reeb isomorfos, então dado um

difeomorfjsmo crescente k: [a,b]----'- [c,d] ta] que kl, =Ê,
onde 2:cf-"'""> cq ê a aplicação crescente da equivalência dos
grafos; existe um homeomorf esmo h: y(k6f) -------- Y(g) tal que
i'o h:ko':F

Pg11Qp$tração : - [ 1] , pãg . 1 06

Teorema 2.9 : - f - g :-e' r(f):r(g)

Demonstração 1 - [1] , pãg . 1 07

PT'oposição 2.10.: - A aplicação quociente p: r'T -----* y(f) õ

tal que o homeomorfismo p : vl(M)'------ vl(Y(f)) ê sobrejetcr

Demonstração: - Dado um laço a:Sl------ y(f) em y(f) mostra-

remos que existe B: S'------' M tal que poí3=a.

Com efeito, para simpl ificar poderemos tomar um vérti-

ce de y(f) e o ponto critico correspondente sobre M para pon

tos base. Sejam ÍI, FZ,''''pk os vértices de y(f) em a(SI)

e suponhamos í(FI). < f(Õ2) <=... < ?(Ík)
l
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a(SI)\t'p.ilk.i:l é reun'ião d'isjunta de segmentos coR'c'idos nos
interiores das arestas de I'. Consideremos os caminhos pró-

prios definidos emE]] para tais segmentos(segmentos de cu!
vas integrais de € que se projetam nas arestas de Y via f
e vía ta is homeomorfismos definimos B sobre estes segmentos,

a partir de a.

Para cada n:ível cr:ético f'l(pU) considere um caminho

sobre a campo.nente conexo que c.ontem p.i l içando as trajetõ-
rias do fluxo de E escolhidas para caminho próprio e obtem-

-se assim, por mudança de parametrização do laço em y(f),
B: S' '- M tal que poB=a. A

Notas 2.].: - Ressaltamos que em dimensão 3 os tipos de gra
fos de cobordismos elementares conexos são os seguintes

'i )

'i 'i 'i )

Índice 0

Indic e 2

'i 'i )

{v)

índice l

Índice 3

de modo que podemos afirmar, tendo presente a definição de
cirurgia do tipo (X,3-X) o seguinte
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i )

!

Uma sela de Índice l introduz uma alça ou conecta com

ponentes conexas do nível regular inferior

ii) Uma sela de índice 2 desfaz uma alça ou desconecta

uma componentes conexo do n:ivel regular inferior
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$3. Diagrama de Heegaard par'a uma Função de l.lor'se em

D i mensão Três

Neste parágrafo construímos um diagrama para

f: M3-:----> ]R com um campo pseudo-gradiente €1 f ixado, que con-

s'iate essencialmente de uma esfera SZ sobre a qual se assina
la os traços dos mergulhos característicos das selas de Inda

ces l e 2 de f rel at{ vament e a €1

M=M' é sempre uma variedade fechada e conexo de dimen-
são três

Como pretendemos definir diagramas e trabalhar com

eles, condições de finitude são vitais, de modo blue inicia
mos a seção redefinindo campo pseudo-gradiente para
f: M ----' R e a partir dal todo.s os campos de velares nesse
trabalho são campos que sat isfazem a definição 3.0.

Definição 3.0 : - Um campo de vetores e: M----""'» TM é pseudo-

-gradiente para uma função de Morse f: M-----'- R se satisfaz ã
definição 1.4. e ã convenção 1.26

Sejam.f: M----' IZ uma função de Morse sobre M e

PI,p2'...,pk os pontos críticos de índice 0 de
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f, f(pi)=ci'l $ i É k e c > 0 tal que pj é o Único ponto
crítico de f sobre f''Ec.i-c,c.i+c]

Denotamos por }l.i o bordo da componente conexa de

f'lEci'c.i+c] que contém pi;claramente >1.i:S2

Seja €1 um campo de vetores pseudo-gradiente para f

Através do fluxo de €1 consideramos sobre }l.i as esferas ã es
querda das selas de índices l e 2 de f: M-----,-R

Para obtenção de }f' o procedimento é o seguinte

i) Pon tos Críticos de Tndi ce l

A esfera ã esquerda de uma sela de Índice um é So, de

modo que se pode ter os dois pontos sobre um mesmo }l.i ou um

ponto sobre }l.í e o outr'o sobre }l.i' Tais pontos, são chama-

dos pontos associados e'centrado: em' cada ponto associado
consideramos um disco fechado mergulhado do seguinte modo:

$e p é um ponto cr:ético de Índice 1 , f(p):;c e c > 0 são tais

que sobre f'i[.f(p)-e, f(p)+e],..p é o único ponto cr:ético de

f, sobre Vl=f'i(f(p)-c), o mergulho característico ã esquer-
da de p é uma apl icação $: SoxBZ----+ VI, de modo que
+(Sox0) ê o par de pontos associados; seja
6 > 0 tal que $(SoxBÁ) ê um par de discos fechados e disjun-
tos centrados em +(Sox0) sobre VI e 6 é tomado de modo que o

lterado de $(SOxBz) pelo fluxo de € ê um par de discos fecha.

dos e disjuntos sobre El+ilZ+'''+51k' (A exi.stência de um tal
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õ e dada pelo Teorema do Fluxo Tubular Longo)

Um homeomor'fismo entre os bordos desses discos, que
são ditos associados é dado, de modo que desprovendo-se o
nível r'egular VI dos interiores desses discos e identifican-
do-se os bordos pelo homeomorfismo dado, obtêm-se uma cõpja

do n:ivel regular imediatamente superiõt' ao ponto cr:ético p
( ciru raia d o t i po (1 ,2 ) )

Se o ponto critico de índice 1, p, é do tipo que co-
necta componentes conexas de f'l(-m,f(p)-c], neste caso d'i-
zemos que "p conecta mínimos", através do par de discos as-

sociados em >1.i e }j efetuamos a soma conexa >1.i # }lj' e se o

ponto critico de Índice l não conecta componentes conexas de

f''(-m,f(p)-il], o par de d'iscos assoc'lados é maná'ido. No pr'i
melro caso a curva obtida identificando-se os bordos dos pa-
res de discos associados em questão é assinalada

Desta forma, no final do processo ter-se-ã uma única
cópia de S'

E:jll " Ez " . . . - !.
sobre a qual as selas de :índice l que "não conectam mínimos

originam pares de discos associados com homomorfismos entre

os bordos e os que conectam m:inímos dão origem a curvas fe-

chadas que são as curvas de adjunção da reunião disjunta

EI'...'.Ek
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As selas de Índice l que conectam mínimos produzem se

bre }l=Ei # }l2 # ''' # }lk' k-l curvas fechadas simples e dis

juntas que são numeradas na mesma ordem dos valores da fun-
ção nas selas de :índice l as quais elas. correspondem. Tais
curvas são denominadas curvas de índ'ice l

Nota: - Desprovendo-se Sz=>1 dos interiores desses discos e e
fetuando-se as identificações dos bordos pelos homeomorfis-

mos, obtêm-se uma superfície 2-d ímens tonal fechada e conexa,

digamos L, que pode ser orientãvel ou não, conforme todas as
alças são orientãve is ou alguma alça é não orientãvel , res-

pectivamente

Os pares de discos associados que permaneceram sobre

>l:ZI # }l2 # ''' # Ek são numerados por..1,2,...,2, segundo a

ordem em que os pontos críticos de Índice l aparecem na

função: a cada par de discos associados fazemos corresponder

um par de niimeros ( i,t i) conforme a alça introduzida é ode.g
tãvel ou não.

Pontos Críticos de índice 2 - As esferas ã esquerda

das selas de índice 2 proporcionam curvas fechadas e segmen-

tos em }l de modo que na superfície L os segmentos e as cur-
vas se juntam para produzir curvas fechadas simples e disju!

tas. A maneira como os segmentos em E, dão origem a curvas

fechadas em L, é descrita, em 51, através de uma numeração o!
de pontos correspondentes nos bordos dos discos recebem o
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mesmo numero. Tais curvas são denominadas curvas de índice

2 e são numeradas através do mesmo ct'ltêrio: a ordem em que

as selas de índice 2 correspondentes aparecem na função

Ut il izaremos símbolos d istintos para distinguir as cur
vas de l ndice l da s de Tnd íce 2

Resulta disso um diagrama que depende def e do campo

pseudo-gradiente € escolhido para sua definição. Esse dia-

grama é denotado por >1} e o denominamos esqueleto geométrico de
f: M ; R.

Exemplos

i) f: S3 '----'' ]R com dois pontos crTt ices tem para grafo de
Reeb

e para esqueleto uma cópia de S: sem elemeE
tos associados

f: RP3 } R

a
/
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f SlxS2 R



5 1

Def:inição 3.2 : - Um diagrama esférico }l consiste de uma es-
fet'a S' sobre a qual são assinalados pares de discos associa

dos com homeomorfismos de bordo, arcos e curvas fechadas, de
modo que retirando-se os interiores dos discos e identifican

do-se os bordos pelos homeomorfjsmos obtém-se uma superf:ide

fechada sobre a qual os arcos e as curvas se juntam para dar
um sistema de curvas fechadas simples e disjuntas

Êe.í.i.!!i.ç.ã9..3..,.3..: - Um diagrama esférico é possível se é esque

feto geometr ico de alguma função f: M3----> li

Definição 3.4 : - Um diagrama de Heegaard consiste de uma

superf:Ície fechada 2-dimens tonal sobre a qual se fixam dois

sistemas de curvas fechadas simples e disjuntas topologica-
mente independentes, isto..g, o complemento de cada sistema ê

conexo a cada sistema é mãximal relativamente a esta proprie
dade

Notas 3.5.: - i) É fácil ver que cortando-se a superfície
da definição 3.4. por um dos sistemas de curvas e colando-se
pares de discos nos bordos obtêm-se um diagrama esférico.

Definiçã.o: - Se S é uma superfície e a ê uma curva simples,
fechada e de dois lados em S, $: SlxE-] , ]] -----» S é um
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mergulho tal .que a = +(Six0), a variedade cujo bordo tem
duas curvas isotópicas a a: R=Sx'}(S'xl-l,l[) ê o que se en-
tende por cortar S ao longo de a.

ii) Retirando-se um ponto fora dos elementos associados de

um .diagrama esférico, obtém-se um plano com elementos assoc i

idos, de modo que se tem uma representação plana de uma su-
perfTcle com um sistema de curvas fechadas e d isjuntas

0 plano acima, a esfera êom elementos associados ou a

superf:ície L, quando sõ existem dois sistemas de curvas topa
logicamente independentes é um diagrama de Heegaard para

M; . (Vede [S] ,[H])

iii) 'Também segue-se que o esqueleto geométrico de uma fun

ção de Morse polar, sobre M; ê um diagrama de Heegaard para
M3

Com efeito, sem perda de general idade podemos supor f

ordenada. Seja .à um valor regular para f entre o intimo va-
lor critico de índice l e o primeiro valor critico de :índice

2. L = f'l(a) ê uma superf:ide de Heegaard para M; e os s i.!

temas de curvas fechadas e disjuntas topologicamente indepe!
dentes requeridos sobre L são as esferas ã direita das selas

de índice l e as esferas ã esquerda das selas de índice 2
sobre L. , A
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Exempl os

i)- Diagrama de Heegaard para IRP'

l

/

í 'i ) Corte de MZ ao longo de ct

jçorema 3.6.: - }l é possível se, e somente se }l contém um

diagrama de Heegaard.

Demonstração:=>)Se }l é possível, então existe uma função de
Morde f: M ----'' R com campo pseudo-gradiente }l tal que

}l=Efç' Pela proposição 1.30. f produz uma função de Morse

g : M -"--' R pol ar e ordenada

É fácil ver que os rearranjamentos efetuados na propo-

sição 1.30. não alteram }iii pois o campo e: M------' TM não é al
terado, como também f não é alterada numa .vizinhança satura
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da dos pontos cr:éticos de índice 0, a menos de uma constante
Os "novos rearranjamentos" da proposição 1.30. também não al

terem Ef' pois a numeração dos elementos associados ãs selas
de :índice l que conectam mínimos e selas de :índice l que não
conectam m:mimos é independente

Resta observar que os concelamentos efetuados "apagam

as curvas de Índice l e algumas curvas de índice 2, de modo

que } = EfC contêm um diagrama de Heegaard.

<---) Suponha que )l contém um diagrama de Heegaard. Sejam

1l'12'''''l'k-l as curvas de :índice l sobre }l e sejam
#l:SlxBI ----'' >1 parametrizações de viz inhanças tubulares de
1,:, 1.S i $ k-l tais que 4).i(SixB') são disjuntas duas a duas

e (b.i(SlxBI) não encontra pares de discos associados em }l

Sejam x(}l,+k.l)=Ek+llk-l '(Wk.l ;)I'Ek+Ek:l

1 1

:(u(},+k.l ) ;ll, (}l,+k.l ))

o cobord esmo elementar com função de Morse

fk.l: Wk.l ---' [0,1] com um único ponto crítico de índice 2

e campo pseudo-gradiente ek.l
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0 fluxo de €1k.l leva a vizinhança tubular de 2k.2 em

uua das componentes conexas de X(}l,d)k.l). Tome ta l mergu-

lho para mergulho característico sobre X(}l,+k.l) ê construa
um cobordismo elementar de índice 2 adjuntando-o juntamente

com a função dé Morse e o campo pseudo-gradiente a Wk.l ' ob

tendo um cobordismo (Wk.2;>1, 11+l2+ll3) com uma função de Mor

se fk-2:. Wk-2 "'"-+[0,2] e campo pseudo-gradiente .€1k.2

0 processo se repete até a Última curva de índice l,

de modo que se obtém uma trlada (W;ll,}ll+il2+'''+Ek) com uma

função de Morse com k'dl pontos críticos de Índice 2 e campo

pseudo-gradiente €1l' Sobre cada componente de }ll+...+ilk
adjunte um disco fechado B3 ao longo de aB3=sz juntamente

com uma função de Morse com um único ponto critico de Inda

Obtém-se pela construção acima uma bola ã3 cujo bordo

ê E, juntamente com uma' função de Morse -g com k-l pontos
críticos de Índice 2, e k pontos críticos de Índice 3.
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g: (B3;g,}l) -------' ((-",0];-K,0) é uma função de Morse com

K pontos cv'ricos de índice 0 e k-l pontos críticos de índ i
ce l que conectam mínimos.

Sejam wo:g',51 : só' g = fo a função de Morde e Co o
campo pseudo-gradiente acima

Seja A o conjunto dos pares de discos associados sobre

},#A = a e consideremos os cobo.rdismos elementares

(W.i;S.i.I'S.i), l É i É a, com funções de Morse f.i' campos

pseudo-gradientes E.i construídos tomando-se para mergulho cl
racter:estico o par de discos associados de numero i levados

até Si.l pelo fluxo do campo pseudo-gradiente Ei.l

Soba'e a reunião(W;g,Sa): U(W.i;S.i.I'Si) as exten
sões de f.i e e.i são consideradas,.de modo que se tem sobre o
bordísmo W, uma função de Morse com k mínimos, k-l índices
l que conectam m:mimos e a Índices l que introduzem alças

a
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A superfície Sa e conexa e sobre Sa as curvas de índi-
ce. 2 são curvas fechadas e disjuntas

Por hipótese E con'uém um diagrama de Heegaard, de modo

que dentre as curvas de :índice 2 sobre S,, um sistema máxi-

mas de curvas topologicamente independentes é dado. S, tem

genero a e seja & =Ícl,...,ca} um tal sistema

Sejam os cobordismos elementares (X.i ;S;+.Í.l,S;+.i) com

funções de Morse fa+-Í e campos pseudo-gradiente Éla+{ com um

Único ponto crTt'ico de :i'nd'ice 2 cons'cFuidos tomando-se para
mergulho carácter:estico as curvas c.i levadas até S,.: . peloa+i - }

fl uxo de E...i.lz,a +i- l

As funções fa+Í e os campos [a+i, 0 s i É a se juntam
para definir se bre

(X;g,S2a):(W;g;S,}'u ]..](Xí;S.+j.f-

uma função de Morse com um campo pseudo-gradiente com k mTn i

mos, k-l índices l que conectam mínimos g Índices ] que in
traduzem alças e g.. índices 2 que desfazem as alças

Sobre S2a:Sz considere as curvas de índice 2 de E exce
dentes através do fluxo .do campo pseudo-gradiente acima
Tais curvas são tomadas para mergulhos característicos de se

las de Índice 2 definindo-se cobordismos elementares junta
mente com funções de Morse e campos pseudo-gradientes como

antes. Se b é o niimero de curvas de Índice 2 em E. no final

/
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obtém-se um bordismo de b-a+l cópias de Sz. Sobre cada cópia
de Sz cole um d isco Ba juntamente com uma função de Morde

com um único ponto critico de índice 3.

Obtem-se uma 3-variedade fechada e conexo M; juntamen

te com uma função de Morse g: M ----» ]R e um campo pseudo-gra

doente ei: M ---"-- TM tais que }iE difere de E pela numeração
das cu rva s de Tndjce 2

Rearranje g, obtendo f, de modo que as curvas de índi-

ce 2 sobre }lii tem a numeração dada em E. Isto completa a
prova do Teorema. A

Definição 3.7.: - Dado um d íagrama esférico }l com k curvas

de índice 1 , chama-se função padrão para E a uma função de

Morse ordenada f: M' ---"--- ]R com k+l mínimos e tal que }l.r = }l
e as selas de Índice l que conectam mínimos aparecem antes
das demais sel as de Índice l

Definição 3.8.: - Dois diagramas esféricos }l e E' são ísmor-

fos se existe um difeomorfismo d: E ----' E' preservando os el.g
mentor associados. Denotamos por E:E' o fato de E e E' serem
isomorfos.

Claramente isomorfismo de diagramas esféricos é uma re

cação de equivalência para o conjunto dos diagramas esféricos
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Propor leão 3.9.: - Seja f: M3 ------* ]R uma função de Morse

a) 0 campo pseudo-gradiente }l para f pode ser' tomado de modo

que se um par de d iscos associados introduz alça, então os

seus iterados pelo fluxo de € estão sempre numa mesma compo-

nente conexo em qualquer nível de f

b) Se p ê um ponto cr:ético de f que conecta m:mimos, existe

um campo pseudo-gradiente €1 para f relativamente ao qual po-

dem ser escolhidas curvas s imples e fechadas {sotõpjcas ã es

fera ã direita de p num nível regular que sucede p e que não
encontram pares de discos associados sobre qualquer nível de
f

Demonstraçgç?: - a) Seja p c M' um ponto cr:ítjco de índice l

de f: M -----> R que introduz alça, € um campo pseudo-gradiente
para f e c:>0 tal que p õ o Único ponto critico de f em

f'l]f(p)-c:,f(p)+c]. Denotamos por V:t:=f'l(f(p)tc)
Seja $1Sox0: Sox0 -----' V.e a esfera ã esquerda de P

#(SOX0)= {PI 'P2 } c V. C
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Se a e a traletorla ae € por pl , a Intercepta a esfera

>l.i para algum i. Seja U uma vizinhança de pl cm V.c: que é
trazida pelo fluxo de € atê }l.i' (Teorema do fluxo tubular
longo)

Seja k: V.c ----> V.:c um difeomorfismo isotõpíco ã iden-
tidade de V.c que leva p2 em U e deixa pl fixo.

0 campo pseudo-gradiente € é modificado sobre

f'l [f(p)- -:-',f(p)-c]
por esta difeotopia de V.ç. através do Teorema 1.28.

0 par de discos associados ao ponto critico p não é sg
parado por nenhum nível da função e a prova de (a) é comple-
ta

b) Análoga ã de (a) A

3.1 0.: Ação de I' sobre E

Seja F=(y,V;f,a) um grifo de Reeb, V=(po'PI'.'.,Pn) or-

denado por f e Cf:f(V)=(cO,cl '...,Cn), com c.i=f(p.i), 0 s i $ n

Distinguiremos os seguintes subconjuntos ordenados de
v:

Pm:(P e Vla(p):0):(Pmo'Pml '''''Pmq)

Pc:(p c Vja(p):l e p colecta mínimos):(pc.
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Pa:(peVja(p)=1 e p.não.colecta mínimos)=(Pal'Pa2

Pn: ( PC V la(p)=2 )=(Pnl '. .' 'Pn . )

PM:( peV la( p)=3) =( pM],. . ' ' pMt)

Seja .}l um diagrama esférico que é consjdet'ado decom-

posto como a soma conexo de tantos diagramas quantas forem
as curvas de :Índice l mais um. Tal decomposição ê feita cor
tendo-se E através das curvas de Tndjce l e colando-se bo-

las Bú ao longo dos bordos componentes conexas obtidas. Os

discos introduzidos são denotados aos pares e a cada par des

tes discos assoc'íamos um elemento de Pr. correspondente ã nu-

meração que a curva tinha. Desta forma tem-se }l =llcf..'#llk

Associamos a cada esfera >1.Í um vér'time de Pm e temos

E:E". « E. ' .'' " E".
0 número i do i-és-imo par de d iscos associados é subs-

tituído pelo vértice p. de p. e o numero j da j-ésima curvaa . ' a

de Índice 2 de E é designada com o símbolo P. , l$ j S.s

Para cada j, 0 É j $ n, definimos uma superfície S.i
com elementos associados assim

l

s. : }. .0

sj : x(sj -l ''$Pj )
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onde E. tem os elementos associados que estavam em E e
o a(P: )-l

4'. : S ''J' xO ---'' S: .
pj J ' '

ê o mergulho associado ao elemento pÀ em >lm '..}l m

Note-se que a(p.i)=1 ou 2 o traço desse mergulho apare-

ce propriamente em Sj-l definindo +p..i(vide proposição 1.18)

Por outro lado, se a(p.i)=0 o mergulho correspondente é
vazio, o que, na cirurgia corresponde a fazer a reunião dis-
junta de S: . com uma cópia de Sc. Convencionámos que

Sj:Sj-lêem.i
Ainda se a(p.i)=3, o traço do mergulho é uma cópia de Sz que,
na c írurgia, deve ser el imlnada. Neste caso, pelo menos uma

das componentes de S.i.l , deve ser uma esfera SL sem elementos

associados: escolha uma destas componéhtqs e a retire de Sj-l

sj :sj -l'' s'

Construímos um grafo com vértices po'pl '... ,Pn do se''
guinte modo: tem-se tantas arestas incidindo simultaneamen-

te em p.Í e pj' com i < j e a(p.i)#3#a(pj), quantas forem as
componentes conexas nas quais aparece o traço de +. que

sut'giram ou fot'am modificadas quando da obtenção de S.i e não

mais foram mod ífícadas atê Sj-l ; se $(pj):3, uma esfera S2

foi esquecida na obtenção de S..Í e se tal esfera aparece qual
do da obtenção de pi , uma aresta entre pi e pi é introduzida

q

J
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Se r c: f( y) .çf;f' (B) ê constituída cle pontos enter'io
re.s sobre arestas de Y e a cada ponto tem;.se associado uma

superfTc íe fechada e conexo, de modo que f'l(r) corresponde

a Sj pa ra j tal que cj < r' < cj+l'

Defin ção - I' atum sobre E se existem escolhas que tornam

asconstruções acima possTve is, de modo que o grafo obtido
resulta isomorfo a I' por um isomorfismo que estende a ídent{
da de de V. A

Nota Pode atuar sobre E de maneiras diferentes

Definição 3.11
a ção de I'

são compat:iveis se }l admite uma

/

/

/

Exempl os

r
I' e E são': c ompi t:iveis

ii) r e E não

r
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ii i) Co ns{ de remos o g ra fo

dias rama

Decompondo E e numerando as componentes conexas, temos

..#

/"/E E
lL 0

ou
-1

EE l 0

E EE=
# l 00

l e E sao compatíveis com a escolha

te a x: e z.i o grifo da anão resulta

isomorfo a I', donde I' não atua sobre

ç i a u i v a.iiiçii'

que nao e

:ol h a E ! e E '
l

r

A
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Representação de Funções de hlorse em Dimensão Três

.guie.ii..n.!çêlg...!.=.0.: - Um par D=(1',E) onde I' é um gt'afo de Reeb e
E Õ um diagrama esférico ê poss:íve] se existem f: M------+ ]R e

um Campo pseudo-gradiente €1 para f ta is que,

r:r(f) e E :>iii

Teor'ema 4.1 : - D:(I',E) ê possível se, e somente se r e

são compatíveis
E

Demonstração

f: M } ]R e

r:r(f) e }l:E}
a dmite uma de

d: E ----- E} ;
atum sobre E ,

- Se D é po s s ível ,

el : M -----> TM , ps eudo-

. Seg ue- se q ue I' e

sconexâo dada po r €1

o bre a qtlal I' a tu a

do n d e a comp a t íbil i

po r 4 . 0 . ex istem

g ra die nte pa ra f tais q u e

E são compatíveis, pois E
e f via o difeomo rfismo

Pel a d e fi n i ç ão 3. 1 0 . 1'

dade

Recipro
fetue a decom

vês das curva

de í' e as o pe

possa vens.

camente , suponha que

posição de }l em soma

s de Índice l de E ,

rações indicadas por

I' e E são. compatT vens. E-

conexa }ll# >12 #''' # }lk a t r.!

k é o numero de índices 0

I' se bre a decomposição são

Vamos construir f: M' ------'' R, juntamente com um campo

pseudo-gradiente €1: M ------' TM, de modo que I':l'(f) e >1:11f
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Com efeito, o grifo de Reeb I' é uma 4-upla I'=(y,V

onde Y é o espaço topolõgico subjacente, V é o conjunto
vértices 7: y-----' [a,b] ê a função "altura" e a é a numera-

ção dos vértices de Y, c.i=f(p.i) e r.i, l S i É n n:íveis rege
lares d e f tais que

a = co < rl < cl < r2 < ''' < rn-l < cn-l < rn < Cn

f'l]a,rl] ê um subespaço de Y homeomorfo a um segmento l.o

Sejam Mo :(ü';0,}ll) um cobord:esmo elementar com função de

Morde, f : B' -----> [a,rl], campo pseudo-gradiente €1Ó' de modo

que

Y(fo):f'l]a,rl] e fo:fli-l[.,rt]

A construção de f: M: --"--' ]R e €1: M ----'' TM é feita por

recorrência fo: Mo [a,rl] e €1o: Mo TMo são dados a-
cima. Suponha que se tenha fk: Mk-----'' [a,rk] ta] que

Y(fk) = f'lEa,rk] , ek: Mk ' TMkf f
]f [a ,rk]

pseudo-gradiente para fk tal que o diagrama esférico (esque-
leto de fk) é um subdiagrama de }ll+...+ilk contendo os traços
dos mergulhos característicos dos pontos críticos correspon-

dentes a po'pl '''- ,pk considerados na definição 3.0

Vamos construir Mk+l juntamente com fk+l e €1k+l com a
propriedade acima
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f'l]rk'rk+l] ê grifo de um cobordismo elementar. A
componente coülexâ que contém o vêrt'ice ê de um dos segu'antes

+ ']

t'iPos: 1 1 1. . :. ..1 \./ '
2 ou

e as outras componentes são segmentos

Seja Vk:fkl(rk). Se pk+l tem índice 0, sua vizinhança
em f'']rk'rk+l] é o e (I'lk+l;g'Vk+l) é obtido assim:

(Mk;0,vk).bJ(vkxrrk,rk+ll;vkxrk,vkxrk+l)+(B' ;ÇI,}lj) ,

onde }lj ê a esfera da decomposição de E associada ao vértice

de :índice 0 de I'. A função fk+l é fk sobre Mk '

k

fk+l IVkxE-rk'rk+l:] VkxErk,.rk+l] "----Erk'rk+l]

sobre (ã';g,>1.i). 0 campo pseudo-gradiente

elk+l' e €1k sobre Mk' a extensão de eilV. Óbvia sobrek

VkxErk'rk+l] e como €1O sobre 'B3

Sobre Vk+l:Vk+S: os traços dos mergulhos carácter:ist i

cos dos vértices pk+2'..'''Pn que não foram introduzidos por

Ej são levados pelo fluxo que ê tubular até fil1l IV,..' K+ l
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Se pk+l é um vértice dos outros t ípos, o mergulho ca-
rácter:estico de pk+l aparece em Vk+l porque I' atum sobre E

+:SX-lxB3-À ---.* Vk+l' X# 0Seja tal mer

gul ho.

Mk+l:(Mk ;g

, vk) l.v k(" ( vk ''#
;vk'x(vk''b)) ,

fk+l é fk sobre Mk' a função padrão sobre u(Vk'$); ek+l é ek
sobre Mk' o campo padrão sobre.u(Vk'4'),(v.ideIMl] pãg. 26)

Sobre Vk+l:fkil(rk+l) os traços dos mergulhos caracte-
rísticos de pk+2-,''''Pn são levados pelo fluxo de €1k+l que ê

um difeomorfismo entre Vk\4'(SX'lx0) e Vk+l\'bD(0xS2-À), onde
4iO: BXx S2-X -.-.''' x(Vk'4)) é o mergulho ã direita de p.

Claramente, Y(fk+l):f' iEa,rk+l], fk+l:fl.í-l]a,rk+t]

Êlk+l proporciona um esqueleto de fk+l que é um subdiagt'ama

de }l1+ll2+' ''+>lk contendo os traço.s dos mergulhos caracterís-

ticos dos pontos cr:éticos po'pl '''. ,pk+l

Isto completa a prova do Teorema 4.1

!

A

Def in irão 4.2.: - i) Dada f: M3 -'--'--, ]R e €1: M ""'--* TM, o par

D$=(1'(f),}le) é um diagrama para o par (f,e)
íi) Dois pares D:(I',E) e D'=(r',E') são isomorfos se têm

coordenadas isomorfas

Claramente isomorfismo para pares de diagramas ê uma

rel a ção de equival ência
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Teor'ema 4.3 : - Se D :(r,E) é possTve] , então existe uma

Ün'ica função f: M3 -+IR, a menos de equivalencia, tal que

D:Dfç.aonde E é um campo pseudo-gradiente para f

Demonstra ção: - Sejam f,g : M

campos pseudo- grad í entes € e

DfE:Dg :D. Vem I'(f) :l'(g )

Pela definição de F( f)

i: Y(f) ------"' Y(g) tal que

------+ R fun çÕes de blors e com

íl, respec tivame n te , tais qu e

I'(g ) ex êste um home omo rfismo

T'lv,

'alva

' 1«, J'
vg cg

é comutativa, com t crescente

Pela proposição 2.8. existe um homeomorfismo

Y(f) -------* y(g) e um d ifeomorfismo k: ]R------- ]R taisj que

'y( f)

'Y( g )

T

g

R

R

ê comutativo

Considere o difeomorfismo k

guin te situ a ção

Temos a se
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M

kof

M

Para a equivalência de f com g é suficiente que exista

um djfeomorfismo h: M-------* M tal que gof=kof, de modo que

substituímos f pot' kof e supomos que f e g têm a mesma ima-

gem, os mesmos valores críticos e correspondendo a pontos

críticos de mesmos :Índices. Tambbém Z;l- = Xkof' pois k é cre.!
cente

Suponhamos então que f,g: M------, ]R são funções de Mor'se

tais que F(f):r(g):l' e Eg:En:E Temos então, homeomorfis-

mo j: y(f)------, y(g) global para a equivalência dos grafos

de Reeb e difeomorfismo Ê: Ef '"'-' }lg,preservando elementos
a s s ociado s .

Seja Eil = EI #E2 # ''' #Ek e El+...+Ek a reunião
disjunta associada de modo que I' agua: a ordem 1 ,2,...,k é a

ordem dos m:mimos de f e E:=EI # ... # EÊ,t.i+...Íl! o corres-
pondente para g

Claramente a bijeção dos vértices de Índice 0 sob.re as

esferas- x.i+xé+...+liÊ para g não precisa ser compatível com Ê



7 1

Sej a c' : { 0 ,1

par (g ,n )

Se Pc=(p c: Vja(p) : l e p conecta m:mimos)

pcl'''''pck.l)' seja c > 0 tal que pcj é o Único vértice
de I'(f) e r ( g ) se b re

,kJ---' {0,1,.. .k} a bijeçâo para o

[T( )+c ]

Seja A.i a componente conexo de

que contém o vértice pc: e BI
U

T-i

)+E:] , l $ j $ k-l

omponentes conexo s de

)-E:] n A.« , f( PC jj

A obrigatoriedade de. a tet' pontos fixos fica vinculada

ao fato de BI'z conter vêrt ices de índices maiores do que
zero.

Asserção 0 - 0 campo n para g pode ser modificado de modo

que com o novo campo T pseudo-gradiente para g o difeomor

fismo d: }iii ----'' }g e compat:ivel com a escolha da bijeção
dos vértice s de Inda ce 0 .

Demonstração: - Seja(p. ,p. ,...,p.)=(pontos cr:éticos deul vr) l-l

índ íce l que conectam mínimos de g) e c > 0 tal que

g-l ) - e , g ( p . ).Fc]
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se tem para pon to c r:ético

Denotamos por S€1(i) , S(i) e STI( i) as superfTcíes da

anão de I' sobre }Ef ' E e }lg ' respectivamente., 0 $ í É n

Do fato de )lide:llng ' seja

" : E: ; }ll'f 'g

difeomorfismo preservando elementos associados. Efetuando-

-se as operações indicadas por I' sobre }lCf e }lg ' a partir
de Z obtemos

Í: S}(ck) '--' S:(ck)

preservando elementos associados. Com efeito, corte }ef:ll:lla
pelas curvas de índice l e ao longo de cada componente cone-
xo do bordo cole disco B:, o qual é assinalado e ê assoc lado

a um vértice pc: da ação. 0 difeomorfismo Ê: }l} '"'"' E o-
rigina 21: )jjj\Jlcurvas de índice l} -"'--* E;-\tcurvas de ind l}
e ê estendido a 2:Eo+El+...Ek }lo+''.+)lt! ; a numeração

das componentes conexas é dada pela ação de i' sobre }ii e }l;

T: S}(ck) ---- S:(ck)

ê obtido de l e efetuando-se as operações indicadas por I' sg

bre to+...+Xk ' }lo+''' Ei! i. Alternativamente, sil(ck) pode
ser obtida apagando-se as curvas de índice l de }l} e efetuaD.
do-se as operações correspondentes aos vértices p.i que não
conectam mínimos com j < ck
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Ainda com relação a êl não se tem Z(}1{)
r{ ame nte

E { , ''' ' . : ; .

Seja a: (0 ,1 ,2,

se i(}i{):lij

A cada vértice pc: do gr'afo de Reeb I':F(f):l'(g) assoc.!
amos um par ordenado de subconjuntos de {0,1,2,...,k}

, k ) . -.--..-.( O , 1 , 2 , ,k) dada por' a( i ) :j

Pci

que

xas

dem

: :(cl {' { . '; { '' ' . ,' j. } ' c . { ' { '

consistem

de

( c{ l

do s índices d o s

qu e

é da d a po r: C.il

C , u C .
l '1 l 2

vórtices da s componentes

sao conec todas por P, e

contém o mTn imo de
l

cone

a orã'- l ( -m ,'i( P c ]C

DB {
2

Segue-se- da ação.-:de .'l' se
bre }iii , E e E; q u e

S ( c.i

repr
de e

l ):AC. S k c.i )
AC.. " "C.2'' ' ' nd'

quais o mergul ho de
c r+am3 { F r-AmnAnnn+A .

AC.

P
c .i

e AC ,
l2

i n c le se n ta m o s n:iv e.is .se b re os

D é a reunião d isj unta da

0 campo pseudo gradiente € para g é modificado para r
assim:

se Í: S}(ck):ACkl " ACk2+0 -"--, Sn(ck):ACkl ' ACk2 +0

é compatível com a ordem, o campo pseudo-gradiente n ê manai

nk:n e caso contrario 7(ACkl):ACk2 e T(ACk2):ACkl ;
7( A. ) :A

k
l
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segue-se dada a ação e o campo €1k ê obtido de E

por uma isotopia (Teor.ema 1.28)

Procedendo-se desta maneira para cada i,l É i $ k, ob

que demonstra a asserção 0

Construção de h : M ------ M

Sejam co'cl'' ' ',Cn os valores crltic.os de f e g e se

jam rl'r2,' '''rn valores regulares para f e g tais que

co ' rl ' cl < . . . ' rn'cn

Assert:ão 1: - Para os valores regulares r.i, IÉ i S n, tem-se

que f'l(r.i) : g'l(r.i) por um d ifeomorfismo que preserva os

elementos associados soba"e f'i(r.i) e g'i(r.i)

Demonstração: - Com efeito, do fato de c. ser valor m:mimo

absoluto de fe g, segue-se que f't(rl) .' g'i(rl) : S:. Tag

bém na decomposição de }f e }lg em reunião dísjunta, tais es-
feras correspondem ã primeira esfera via a ação de I', de mo-

do que dlXl: }ll "'' }lj preservando os element.os associados e

assim dlEl: }l : f'l(rl) -'-"-' }ll : g'l(rl) proporciona um d.!

feomorfismo entre f'l(rl) e g'l(rl) preservando elementos a.!
socíados
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Suponha, por indução, que f'i(rk.l) :l g'l(rk.l) por um

difeomorfismo que preserva os elementos associados en}

f' 1 ( rk.l ) e g'l ( r k . l )

Da comutatívidade de

Y(f) -

J l
l

'Y( g )

segue-se que 'F'lErk.I'rk] I'rk) e como são grifos
de cobordismos elementares, segue-se que em ambos os grifos
a componente conexo que contêm o vértice é de um mesmo dos

se g uin tes t ipo s: . ~ , t, 3

l g)

s o

T
R

e as outras componentes são segmentos que correspondem a
co bordismos-produto.

Nestas cond ições, como f'i(rk.l) : g'l(rk.l) por um

difeomorfismo que preserva os elementos associados e

f'l(rk) : x(f'l(rk-l),'bpk)'g'l(rk) : x(g'l(rk.l),4'pk), onde

4)Pk'4)Pk são respectivamente os mergulhos do vértice pk
bre f'l, g-l(rk.l) e como ta ís mergulhos são conjugados, pe
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la proposição 1.16. f'i(rk) g'i(rk). Resta a verificação
de que tal difeomorfismo preserva os elementos associados

sobre f'l (rk) e g'l (rk)

Com efeito, f'lErk.l,rk] e g'ilrk.l-rk) são cobordis
mos elementares, a componente conexo que contêm o ponto cr:é-

tico pb tem para grafo de Reeb um dos t ipos abaixo

, l.l , ,k1 , + 2
l ' l ' /
l l /

0 ó' l /

é'as demais são segmentos que correspondem a cobor'dismos-pro
duto

3

Nas componentes cujo grafo ê um cobordismo-pt"oduto o

difeomorfismo f'i(rk.]x : g'l(rk.]) da hipótese de indução
não é alterado, de modo que preserva ..e.lementos associados.

Sejam A e B as componentes conexas de

f'i]rk.I'rk] e g'i]rk.I'rk]., respectivamente, que contém pk

AI = A n f'i(rk.l) , A2 = A n f'i(rk) ,

BI = B n g' l(rk.l ) e B2 = B n g' i(rk)

IQ caso: - ind pk:0 - Neste caso A2 : Al+Epk e B2 : Bl+llpk

e o difeomorfismo Ai : BI ê o da hipótese de indução e

dlllpk: }lpk }lpk satisfaz a condição.
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2Q ca se in d pk:l o u Sejam

'$1

SÀ-l xO

AI

os mergulhos ã esquerda e ã d ireita de pk em A e B. Temos

A2'x'bD(0xS2-À) = Al\ (bl(SX'lx0) e B2\+D(0xS2-À):Blx.4'L(SÀ'lx0)

os elementos assoc lados a pk estão soba'e A2x-óD(OxSé'''\) e
B2\4)D(OxSc'À) e os difeomorf irmos procur'idos são obt idos pe
la proposição 1.16. como extensões dos considerados ac íma

39 caso: - ind pk:3. - Neste caso, Al= Bl= SZ sem elementos

associados e Ap: Bp: g, de modo que o difeomor'filmo da hipõ
tese de indução satisfaz as condições. Isto completa a pro
va da asserção l

Asserção 2:- Sejam x e y valores regulares de f ta is que

f'l]x,y] é um cobordismo elementar ou um cobordismo-pt'oduto

Então ex êste um difeomorfismo h: f'lEx,y] -----, g'iEx,y] tal

que f=goh neste cobordismo

Demonstração: - Com as notações da asserção l sejam r., tal

que entre x e rk f não tem valores cr:éticos.- Claramente

entre y e rk+l f também não tem valores críticos
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Considere os difeomo rfismos

f'l (rk)

f'l (x)

k

( t'k )

Ü'

(x )
2

onde k: f'l(rk)------'- g'l(rk) é dado pela asserção l e preser-

va os elementos associados sobre f'l(rk) e g'l(rk) ,

@: f'l(x) -----' f'l(rk) e q'': g'l(x) ------* g'l(rk) são dados pe-

los fluxos de €1 e n, respectivamente(vede proposição 1.6.)
e t=p ''kQ.

Se f'iEx,y] ê um cobordismo-produto, a proposição 1.8.
demonstra a asserção 2 e se f'i]x,y] é cÓbordismo elementar,

segue-se pelo Teorema 1.13. que f'lEx,y] : u(f'l(x),0) e
g'l]x,y] : u(g'l(x),$) com + e $' os mer'gulhos carácter:ísti-
cos ã esquerda dos pontos cr:éticos de f e g, respectivamente
Como 1: f'l(x)---"-' g'l(x) conjuga os elementos associados
aos pontos cr:éticos, pela proposição 1.16. 1, se estende a

h: f'lEx,y] -----> g'l]x,y] conjugando f e g, e a prova da. as-
serção 2 ê completada
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Sejam a = co'cl'.'',Cn.I'cn = b os valores críticos

de f e g e c:o'cl '''' ,cn os épsilons da definição l.ll

Pela asserção 2 existem difeomorfismos h : f'i]a ,b ]

h.i: f'lEa.i,b.i] --"-- g'l]a.i,b.i], onde a.i = c.i-3c? e

b.Í = c.i+3c:;, tais que f = goh.i quando restritas a f''Eaj,b.i
e de modo que c.Í+4c{ $ c.i+1-4egl+l

As subvat'iedades B.i .i+l: f'l]c.i+c2,c.i+l-ci+l] e

B.l .i+l = g'lEc.i+c2,c .c2 ] são cobordjsmos produto donde

pela proposição 1.8. existem difeomorfísmos

4': Bj,{....l -----» f-l(cj+2cÍ)x]cl+c?,c{.I';cÍ...l] e

Q: B.i,.i+l ---* g'l(c.i+2c?)xEcj+c2,cj+l-t:2.Él] ta is clue

flo+=fIBI,.i+t e glo@: gIBa,.i+t ' ondefl egl sãoas

prol eçÕes na segunda coordenada

Pela asserção 2 segue-se que B.i .i+l e B.i,.i+l são
dífeomorfos por um difeomorfismo que tor.na as funções equ i
val entes nestes cobo rdismos.

Considere agora, os difeomorfismos hl r'estritos a
f'i]c.i-2cÍ,c.i+2cÍ] e dois níveis consecutivosAi
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C i+l
;c i+t

.'..- ' ':.-
'i.. - :':..-
'i.. - :'::«...
c. . 3c!

c. + Sc?

c.+ &!
c. + c:

ci

Asserção 3.: - Os difeomorfismos h: podem ser tomados de mo-

do que existem difeomorfismos a.i i+l: B.i,.i+l ----'- B.l .i+l com

í ,j +l l { B.i .i+l : h'i l Bi ,.i+l A.i+l
h.i+l

Demonstração: - Com efeito, cona íderembs 'sobre M os campos

pseudo-gradientes €1 e n para f e g respectivamente, normali
zado s , i s to é ,

el(f):l fora de l.Jf''(c.i-c.i,c.i+c:) e
1 ;0

n

n(g) =1 fora de k.-.Í
Observamos que a normal ização acima não influ i nos dia

gramas }fE e }lg' ou seja, se EI é normal azado de €1 no sentido
acima, tem-se EfC : }lf como jã foi visto

Construiremos a sequencia acima por recorrencia
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bons ide remos as esfe ras EI ,

E.i ; d (E.i) me rgul ha das em M.

ho: Ao------.-» A(l ê um difeomorfismo entre os discos B:

tal que goho : f e holaAo: aAo : z i''----'- aA; = i:.i é o iso-

morfísmo d; Zl-------* }i.i , de modo que ho preserva os diagra
mas.

,}lÉ , o n d e

Dado h.i: A.i -----> A.l preservando os diagt'amas vamos

construir h.i+l e ai .i+l' Claramente o nível r'egular
f'l(c.i+2(1?) ê reunião disjuntaUT: de superfícies fechadas

que ê obtida de }l aplicando-se as cirurg ías indicadas pelo

par (I',E): ação de I' sobre E. Temos dois tipos de cirur'gi-

as: aquelas cujo traço do mergulho carácter:estico aparece

em >1} e as que o traço não aparece. As Últimas são dadas
pelo grafo de Reeb: são as que intr'oduzem m:mimos ou mãxjmos

rel a tívos de f

l

Introduzimos as seguintes notações

VI : f-l(cj+âc{) , VÍ : g'l(cj+2c{) ,

V2 : f-l(c.i...l-2c{....l) e V' : g'l(c{...l-2c{..l)

Temos VI : V2 : VI : V2 e seja V uma cópia desta su-
perf:ície. Difeomorfismos Ê.l: v -----' vl e Ê2: v---'--' v.i ;

hi: V---'--+ V ê dado por h.i = 1''oh.ilVo21 ; tFt e @t são
os fluxos de €1 e n, respectivamente; Ol: SX-lxB3-À .-..--' V2 e
02: SÀ'lxB3-À.--.-+ Vâ são os mergulhos. carácter:ísticos dos

pontos críticos de f e g, respectivamente
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lemos que

$t

2l
( c +2 c:Íl vl f'''l (c Í+l' V2

v:l

e

Pt: g'l(c.i+2co .: V.i ---- g'l(c.i+l-c2+l)

são os difeomorfismos dados pelos fluxos, onde t

t=c.i+l-2 c{ l-c.i -2€{

Conside remos o diagrama abaixo

'ol SÀ-'lxB3-À

..T .'p :d !:li.
V2

vl

V

vá

T ".
vl

V

$t

l
l

j

T :t;lh:lv'l

k

onde as flechas cheias jã foram definidas e as flechas

pontilhadas definimos a seguir

Existe k: V -----"+ V isotõpicoãt2ih.ilV21 tal que
kolljio+.to01 : l2io+.too2
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De fato, h.ilv: vl-----> v.i a menos de isotopia tem esta
propriedade pois preset"\fa os traços das mergulhos carácter:is
tacos e então pela prop. 1.18 os conjuga a menos de isotopia

Seja

h.ilV com tal pro p piedade

Via o difeomorfjsmo m = Qtj4).t construímos h.i+l

Sejam a.i+l : u(V2'ol) "----- f'llc.i+l-2c.i+l ,c.i+l+
a.l+t: u(V2,o2) -"----.* g'l]ci+l-2c:.i+l ,ci+l+2c.i+l] parametrizações
dos cobordismos elementares que conjugam f e g com as fun-
ções padr\õe.s soba'e u(V,$)

donde j ê djfeomorfjsmo {sotõpico a

Defi nlmos

h.i+l: f'lEcj+l-2ci+l 'ci+l+2e +l] ----.- g'lEcj+l-2c:?+l+2:j+l

por h.i+l : a.i+l Ma;ll onde M:.. u(V2,ol) ---"' co(V2,02) é a ex-
tensão de m da proposição 1 .16

2[ c 2€j +l

V2 - : V;

\«'":,.. ,"...;,l
/.. \q *.

.-' ''... -:.{*. , .,*. *:.: ,. :bü,-' :....àq*.,':.;*:4

m

g 'lc.i+l -2'C.i+l 'c.i+l +2 c'i+t
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Claramente h.i+l lf-l(c.i.tl+2€ii.tl) preserva o diagrama a
menos de isotopia, isto é, mantêm discos e arcos que são le

vados pel o fl u xo.

«'"::.. , --:$F''=
2

V
2
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agora construí r a.i ,i+l

Com efeito, j e h.iiV-l(c.i+2E:.Í) são isotõpicos: se
K: Vx[0,11------'- V ê uma isotopia entre Ê'lh.iÊI e k, a apl

cação R: V.lxl -------'- V.i dada por

l2K(Êl;ll)'l é uma isotopja entre j e h.ilV.

Seja a: Vlxtc.i+c:f,c.i+l-c?+ll ---- v'xlc.Í+E:Í,ci+l

uma isotopia entre h.i e j tal que cl(x,t) : (h.i(x),t) se

c.i+cli $ t S c.i+3c.i e cl(x,t) :(i(x),t) se c.i+l-3c'

cj+]-Jci+] ' c.i+l-Zcj+l e seja a.i .i+l: B.i j+l -''''- B.l j+l

{ ,.i+l : +a4'

Relativamente a a.i .i+l, temos, sobre

f-lEci+l-3E:Í+l'cj+l-2cÍ+l], a.i,{+l(x) : 0a(+ . 2 ., .(x),f(x))
cj+2cli-f(x)

Vamos con s truzo ra

la.

2 2
e a(x,t)$ +3 €t $ C

j i
2 23c 2 c$ C ej+l 1+1

P(Ji+ . 2 ., .(x) , f(x))
c.i+2c;-f(x)

f( x) - c { -2-'Íj Óc j ....2-f( x)( *)

f(x)-c.i+]+2cÍ+](Qtj4'.t)4'c.i+l.2c2+l-f(x)(x)

f(x)-ci+l+2e?...l i+l lf-l(c.i+l-2c.i+l) c.i+t-2e.i+t-f(x)(x) : li.l (x)
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e soba'e 22l
]c . +3 E:f [ c +2€ lll

temos

ai,.i+l (x) : q'a4''l (x)

+a(+ .i 2 ( .f(X) (x) , f(X)

'P(h.ilf.l (c.i+2 eÍ
@ 2

C f(x+2€l l

(x) , f(x))

h.ilf-l(c.i+2cÍ) c.i+2ce-f(x)(*) : hj(x)

e a prova da asserção 3 é compl etada

Segue-se também aue

a'i,.i+l : B.i ,.i+l ----''' B.l .i+l

é tal que goa.i .i+l : f

De fato, tem-se

2
f'l (c +2cB

l ,l + l l x J .--.--- g'l(c.i+2c.i)x.l-"'''B.l .i+l

J

22J : [ c +c ]Ci ionde J = [ci+c.i'ci+l

AI ém disso,

goa.i .i+l =g(@a$'1)=gla4)=fl(b
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n - l

I': o (Aí ' Bj ,i+l u Al+l )

n - l

!J (Aj u B{ .j.,..l1 :0

e

e a a placa ção

n :.l

1:0 (h-i ' cl{,.i+l u h.i+l): M --'-''' M

ê um difeomo rfismo tal que f = goh A

0.que fo i feito até aqu i mostra que os diagramas

D=(1',E) descrevem efetivamente as funções de Morse sobre as
va rie dad es 3-dome n sio n a {s

Um problema que se coloca naturalmente é o de descobrir

quando duas funções são equivalentes at.ravês de seus diag:'a-
mas.

Com este objetivo vamos dar uma definição provisória
(não combinatória) de ecjuivalênc ía entre diagramas que traduz
a equivalência das funções

Na 2B par'te essa definição será substituída por um

crí.tédio combinatória para a equ ívalência dos d íagramas.

!s.!i1lçêlg..!.:.!.=: - Um par D= (r,E) é dito uma representação

de f: Ma------» R se existe um campo de vetores pseudo-gradien

te € par.a f tal que o:(r(f) ,iii)
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Definição 4.5.: - D =(r,E) e D':(I'',E') são equivalentes
se existem uma função de Morse f: M ----+ ]R e campos pseudo-

-gradientes ÊI e n para f, tais que I':r':F(f), E=E';

Denotamos a equivalência entre D e D' por D zemos tam

bém que E:ll'

Proposição 4.6.: - A relação definida em 4.5 é uma relação

de equivalênc ía para o conjunto de pares (I',E) compatíveis

Vll-JVl\A\P\vP ll l Pl\ qrLAv LP \Pl\Al\Alll\.Pll\P\..

Para transitividade, sejam D-D' e D'-D

g tai s que
F( f) :r ' :r , i'(

refl exi va

g ) F ' 1' " e

Temos então , f e

simê t ricae

}i' : }, }l::: ' ; }=' :; . , }=: : }«

Segue-se que I':r':r":l'(f):l'(g) e como E'=)lf2=>lTll , vem

f e g equivalentes pelo Teorema 4.3.

Assim existem difeomorfismos h: M -- M e k: R ------» ]R

com o diagrama abaixo comutatlvo.

M3

M3

h

f R

R

k
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Substituindo f por kof, os diagramas(esqueletos geomé

tricot) não se alteram e temos hM'./gR comutar ívoM/'

0 campo €1l para f induz o diagrama E=llf' e o campo

(Th)''(r12) ê pseudo-gradiente para f e induz para f o diagrÂ
ma >la ;E"' Dal - é transitava. i.

E

De f.í n i ç ão 4 . 7 Seja f M ------> ]R uma função de Morse para

E(f) ê a classe de equivalência dos esqueletos geomé-

tri cos de f : M --------- R ;

D(f) : (F(f) , E(f)) e

D(f) - D(g) se r(f);r(g) e E(f):E(g) para g: M----,R
também de Morde sobre M3

l l )

jlj99rema 4.8 : f - g <=> D(f) - D(g)

Demonstração: - =:>) f . g implica que existem difeomorfis-

mos h: Ma-------> M3 e k: R-------> ]R ct'escente, tais que kof=goh

Pela proposição 2.9 r(f):r(g) e se €1 ê campo pseudo-

-gradiente para f, n=(Th)(€1) é pseudo-gradiente para g e h

proporciona um difeomorfismo }l.Ê----''' }qn preservando os ele

mentes associados, de modo que >lft:lln. Assim D(f) - D(g)

f - g « D(f)
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<=) Suponha que D(f) - D(g). Segue-se que I'(f):r(g)

e ex iate h: M---'- ]R com campos pseudo-grad ien'Les TI e 't2

tais que }lfC : jh e }ln : }lhi' h pode ser tomada com grifo
de Reeb I'(f). Com efeito, F(f) é compatível com }l'/e com

pois F(f)=r(g). DaT h é representada por(I'(f),>1'i),
donde f - h. Também h é representada por

(r(g),}lh:) :(r(g),)l:), de modo que g - h
Pel a tra ns { tivida d e d e como queriamos

A
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$O. Introdução ã Parte ll

Nesta parte tratamos, fundamentalmente dos :itens ii) e
v) do problema colocado na INTRODUÇÃO. Mais precisamente,
definimos a relação de equivalência para os diagramas associ
idos ãs funções de florse em dimensão três e .isto é feito no
parágrafo três desta parte

No $1 mostramos que as funções cujas super'flcies de
n:ível regular são reun iões disjuntas de esferas são classifí
cadas pelo grifo de Reeb. Este resultado ê o análogo 3-d i-
mensional do )''esultado obt ido para as funções de Morse em di
mensão dois em]]] que são classificadas pelo grafo de Reeb
Também uma relaçãode rearranjamento para as funções de Mor'-
se, inspir'ada no Teorema do Rearranjamento, é dada e se mos-
tra fundamental para a redução do problema ao estudo de fun-
ções polares, via uma operação que será definida: soma cone-
xo de Funções de Morde

Demonstramos, ainda nest.e parágrafo que o sistema de
curvas de Índice l consider'ados'no diagrama de Heegaar'd de f
ê desnecessário, no sentido que qualquer outro sistema de
curvas de índice l dado sobre E com a condição de que o gr'a-
fo de Reeb atue ê suficiente. A prova deste Teorema ê basea
da nã decomposição de f em soma conexa e, fundamentalmente
no Teorema de r'epresentação, Teorema 4.3. da Parte l

No $2 damos o significado geométrico dos elementos con
liderados no diagrama de Heegaard de f e mostramos como a Te
orla dos Nõs e Entrelaçamentos esta envolvida

No $3 efetuamos a decomposição de f em soma conexa: f
e equivalente, a menos de rearranjamentos, com a soma conexo
de duas funções de género zero sobre S3 com uma função polar
sobre M3 ; def mimos as mod ificações comb inatõr'ias efetuadas
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nos diagramas de Heegaard de funções polares, inspiradas por
um Teorema que afirma que do is diagramas de Heegaard definem
a mesma dec.omposição de Heegaard de M' se, e somente se pode
-se passar de um ao outro por um número finito de isotopias
e desl izamentos de alças, vide]Wd], e demonstramos o Teore-
ma 3.10. que compl e ta ii) e v )

A parte ll e o trabalho são encerrados com o parágrafo
4 q ue ê dedicado a exemplos

/
/
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$l Fypções de Género Zero e Rearranjamentos

Def in ição 1.0.: - Sejam f: M3 ''"''' ]R uma função de Morse. 0

género': de f, gen(f), é o maior dos géneros dentre os géne-
ros das superfícies de n:ível regular de f

Segue-se que se f: M' ------>JR tem género 0 e r é um va-

lor regular de f, então f'l(r) é reunião disjunta de cópias
de SZ

]jgor'en]a ].] : - Sejam f,g: M;------' ]R , M orientãvel, funções

de Morse de género 0. Então f - g se, e somente se
r(f) :r(g)

Demonstração: - Claramente f - g implica I'(f):r(g) e a rec:i-

proca é dada pelo Teorema 4.3.. onde, se gen(f)=gen(g)=0, os
esqueletos geométricos são d ispensãveis, pois todos os pon-
tos cr:lEiGos de índice l conectam níveis regulares: são do

tipo .{l e todos os pontos cr:éticos de Índice 2 desconec

tam: são do tipo '2 Como todos os n:iveis são es

feras, os mergulhos característicos das selas de Índice l
são pares de discos em componentes conexas distintas de n:i

vens regulares, as curvas de índice 2 são curvas fechadas,

simples em esferas SZ , de modo que os difeomorf irmos conju
gando os mer'gulhos característicos requeridos no Teorema 4.3.
são facilmente obtidos .sem o apelo a E}. A
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Nota: - 0 Teorema acima ê o análogo 3-dimensionar do Teorema

de Classificação em dimensão 2, dado que, em dimensão 2 as

superfícies (curvas) de n:ível são reuniões disjuntas de esfg
ras Sl

Em dimensão 3, a hipótese M orientãvel é fundamental ,

pois os mergulhoes das selas de Ind íce l podem ser coerentes
bu incoerentes. M ê orientãvel se, e somente se todos os

mergulhos de :indjce l são coerentes

Exemplos

r$ : Sl- 'x S2

0

l\l i: fibraclo n3o ode.2
Lavei dE 2-esferassobre S'
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1 .2. Rea rranjamentos

Seja f: M3------> ]R uma função de Morse com campo pseudo

-gradiente e. Sejam p e q com f(p) < f(q) pontos crTtícos

de f consecutivos, isto é, sobre f'l([f(p)-E:, f(q+c]) p e q
sao os Únicos pontos críticos de f

Seja r um valor regular de f entre f(p) e f(q) .,
V=f''(r) e sobre V considere as esferas ã direita de p

SR(p) e ã esq uerda de q: SL (q)

Pelo Teorema do Rearranjamento(Teorema 1.21) se

SR(p)/l SL(q) : g, existe uma nova função de Morde

g: M ----->JR tal que €1 ê campo pseudo-gradiente para g, g
coincide com f fora de A = g'l(]f.(p)-e,f(q)+c[), p e q são
os iónicos pontos críticos de g em A e g(p) = a , g(p) = a'
com a,a ' € ]f(p)-e , f(q)+c[

Definição: - A função g acima é dita obtida de f por um real
ranjamento elementar. D izemos que g: M3---->IR é obtida de
f:. M------+ R por rearranjamento se g é obtida de f Dor um nome

ro finito de rearranjamentos elementares sucessivos. A

Notas .3 : - Com as notações. de 1.2., temos

i) se índ p z índ q, então o rearranjamento elementar de

1.2. ê sempre possível (Corolário 1.23) ;

ê dita obtida de f por um

s que g M3 ; ]R ê obtid a

se g e o buda de f por um
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i i ) se ind p > ind q ou se ind p = ind q = 0 ou 3, ou ai.E
da, se ind p = ind q = 1 com p e q de tipos distintos
(um conecta mTnjmos e o outro não conecta mTnjmos), e.E

tã. }$:EÊ;z.f' z g

s e ind p < { nd q e

".l , . -tão }ii:jiã ;
se ind p = ind q = 1 e os pontos críticos são de mesmo

tipo: ambos conectam mínimos ou ambos não conectam mT-

nímos ou se ind p = ind q = 2, então }lf difer'e de }iã

por mudança de numeração dos elementos associados ao

tipo de índice em q uestão.

0 rearranlamenI'n)

;i v )

to d e 1 . 2 . é po s s:i-

Teorema 1.4.: - Seja f: M: -------- R uma função de l\lorde. Com

gen(f) : 0. Então r(f) é uma arvore..:e, e somente se
MS : S3

Demonstração: - Com efeito, se f: S' ---..» R é uma função de

Morde, então l.(f) ê uma arvore, pois pela Proposição 2.10,

dado que p: nl(S;) --"- lrl(y(f)) é um epimorfismo de grupos

e ''tl(S;)={0}, vem líl( Y(f)):0, donde Y(f) é uma arvore

Reciprocamente, se f: M;------' ]R tem género 0 e Y(f) é

uma arvore, ordenámos f pelo Teorema do Rearranjamento. Se-
gue-se que o grafo da nova função ainda é uma arvore. 0 Teg
rema do Cancelamento (Teorema 1.25.) cancela as selas de Ín-
dice 2 com máximos. Resulta disto uma função de Morse sobre
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M3 com dois pontos crl ricos: um máximo e um ml mimo, donde

pelo Teorema 1.2 7 , M3 : S3 . A

Ç!.[glãrio .5 : - Se (W;g,S:) ou (W;S:,@) é uma trTada que

admite uma. função de Morse de género zero, cujo grifo é uma

arvore, então H : B3

!eor'ema .6 : - Seja M uma 3-variedade fechada e conexa que

admite uma função de Mor'se de género 0. Então M é a esfer'a
S3, S'xSc, P:fibrado de 2-esferas não orjentãvel soba.e

S' , ou soma conexa de cópias das variedades acima

.gSnge.!!tl.çlt: - Seja f: M ------- ]R de género 0. Através dos

Teoremas do Rearranjamento e Cancelamento obtém-se sobre M

uma função de iqorse polar e de género 0 a partir de f

Para os rearranjamentos"o.procedimento é o seguinte

sejam pl 'p2,...,pk os pontos críticos de índice l que conec-

tam mínimos, qo'ql,q2,...,qk os mínimos de f. Numa prime íra

sequência de rearranjamentos obtém-se fl tal que os mínimos

sao os primeiros k+l pontos críticos de fl' Agora obtem-se

f2 por rearranjamentos sucessivos sobre fl fazendo-se com que
os próximos pontos críticos sejamos de índice l que conectam

m:inímos. 0 Teorema do cancelamento proporciona f.z com um ü
Rico mínimo
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-fa tem um iónico ponto crítico de :índice 3 e as opera-

ções acima são efetuadas sobre -f3 rearranjando os mlnjmos,
as conexões de m:ín amos e cancelando. Obtêm-se -f4 polar de
género 0 sobre M'

g=f4 tem para diagrama Eng o diagrama obtido ile )lef el.!
minando-se todas as curvas de Índice l e algumas curvas de

ind íce 2. Além disso, o niimero de pares de discos associa-

dos , pois g é pol ar

Assim }l= é um diagrama de Heegaard para M;

Temos as seguintes possibilidades para }la

}i:l não tem pares de discos associados

Neste caso M3 : S3, po is g e polar com do is pontos cr:Í
t'ico s .

11) }:1 tem um Único par de discos associados

Nestecasoo grafo de gê ?Í po is g temgênero 0e
segue-se que M : SlxS2 se M .é orientãvel ou b4 : P se M ê não
orientãvel. Isto é dado pela orientação dos bordos dos pa-
res de discos associados, como jã foi visto.

lll) }lg tem m pares de discos associados orientãveis e n p.!
res de discos associados não orientãveis.
Neste caso

M3

//

i:l SlxS2)'p(.Í1lE),
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pois, por rearranjamentos sucessivos sobre g, obtemos

gl : M ------> ]R com gr'afo de Reeb

onde os primeiros m pontos críticos de índice l são OY'lenta

vens e os .n últimos são não orientãveis
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Teorema 1.7.: - Sejam f,g: M' -------IR funções de Morse equiva
dentes, h: M -» M e k: ]R ------>IR os difeomoFf iSRiOS ta Ís que

kof=hog. Sejam p e q pontos críticos de f consecutivos que
podem ser rearranjados segundo a def:inição 1.2. e p'=h(p),
q '=h(q ) os correspondentes de g.

Se fl,gl: M3 ----F]R são obt'idos de f e g pelos rearran-
jamentos de p,q e p',q ', respectivamente, então fl - gl

Demonstração: - Dado que o diagrama abaixo ê comutativo,
M ;' : R

h 1 1 k
M R

com k crescente, substituímos como no Teorema 4.3. por kof e
M ' } ]R

«l ,'',
M '

Seja Dft:(i'(f),}lei) uma representação de f e n=Th(€1)

Segue-se que n ê campo pseudo-gt'adiente para g e g ê repre-

sentada por DCi=(1'(g),}lã). Além disso, DfC e Dn são isomor-
fos canonicamente, isto é, o difeomorfismo h: M -----» M define

F: Y(f) -----, Y(g) por passagem ao quociente e d: }lft --''' }l; é
obtido pela soma conexo de h.i: }l.i ---"--'- }l.l , com

E' : .:. }. ' }; : .!. il
Os rearranjamentos .de p e q sobre f e de p' e q' sobre

g, pelas notas 1.3 da Parte 11, não alteram }iii e }l; ou se al

supomos f-g com comu tativo
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tejam }l}, tal alteração ê dada pela mudança de numeração de
curvas ou de pares de discos associados. Neste caso }l: ê

também alterado e d: }iii-------- }n é compat:ivel com tal altera-
ção, de modo que d: }ler -----. >lll ê um 'isomorfjsmo

Também ê fácil ver que F(f) e r(g) produzem I'(f.) e
F(gl) isomorfos. Com efeito, suponhamos f(p) < f(q) e É: > 0
tal que sobre A = f'l]f(p)-c , f(q)+c] os únicos vértices
de I'(f) são p e q. Seja B a reun.ião das componentes conexas

de A que contém Feã. Note-se que B tem, no máximo, duas
componentes conexas

Claramente Y(f)\B: v(fl)\BI e Y(g)\B' : v(gl)\B'l ,
onde B' = T(B), BI e BI são os grifos dos cobord ismos após
os rearranjamentos

Temos dois casos a consider.ar

iç Caso: - B é desconexo. Então B' também a ê e IP lq pro-

duz IP lq e o isomorfismo entre r(f) e r(g) ê trivial.
2Q Caso

seg uintes
co ne xo . As possibjl ida d es pa ra s ao as

6)

l o )
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1 3 ) 1 4 ) 1 6 )

Em cada caso, o rearranjamento produz BI e B.i

+2

. l l

l 2) 2 '' ~l, ;'1 )

5 ) 6 ) 7 )

8)

1 2 )

1 6 )

9 ) h .'' l l )

1 3 ) 1 4) 1 5 ) 2

1 7 )

Claramente B.i tem o mesmo tipo que'BI' exceto eventu-
almente no caso niimero 2 onde se tem duas possib íl idades: se

BI é ].} , q desmancha a alça distinta da introduzida por p

e(3} , q :desmancha a alça que p introduz e a curva de q êJ ' '
disjunta do par de discos associados ã q. Do fato de

}ii }gl ser isomorfismo segue o isomorfismo entre BI
e Bi, donde r (fl )=r (gl )

Assim(r(fl),}E.):(i'(gl),En.) , donde pelo Teorema 4.3,
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0 Teorema seguinte demonstra que as curvas de Índice

l não são essencia is em }lfB tendo-se pre.sente a defin ição de
ação de I' em E. Util izaremos este Teorema no parágrafo se-
guinte que ê dedicado ã interpretação geométrica dos elemen

tos e« >1}.

Teorema 1.8.: - Seja f: M3 ----"> li uma função de Morse,

Dfe:(i'(f),>le.) uma representação de f e C=Ícl ,c2,...,cklas cu!

vas de :índice l de }lÍI. Seja D=ldl'd2'...,dk} outro sistema
de curvas simples, fechadas e disjuntas, disjuntas dos pares

de discos associados de }il: e seja E o diagrama esférico obt{
do de >lfÜ substituindo-se o sistema de curvas C pelo sistema
D e su ponha q ue I'( f) a tua s abre E.

Nestas condições, ex êste uma função de Mot'se g: M'

g: M;-----> ]R , g - f e um caiopo.pseudo-gradiente n para g

tal que = 1:

!gn!!!âl111g.ggg: - Seja f': M3 '------' ]R obtida de f por rearranja-
mentos sucess avos, da seguinte forma: os mlnjmos de f' apa-
recem antes de qualquer outro Índice, após os m:mimos as co-
nexões, e em seguida os demais pontos críticos. Obviamente

tal rearranjamento ê sempre possível (fo i cons-iderado no Teo

rema 1.6 de 11). Também € é campo pseudo-gradiente para f'
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Se r é um valor regular de f' entre a última conexão e

o primeiro ponto crTtlco que não conecta mTnímos,

f''l(r) : S2 , f'-l(-m,r] :'B3 por 11.1.5. e também o esqtie

feto geométr'ico de f' resta'ita ã f''l([r,+m)) ê }l} desprov'i-
do do sistema de curvas de :índice l :C.

Seja g' uma função de Morse com campo pseudo-gradiente

q' para o disco B3 tal que f' . g'jB3 e as esferas ã direi-
ta das selas de :índice l de g' em S' :l f''l(r) são as curvas
do sistema D.

Definimos f": M; -*IR por f"=f' sobre f''iEr,+.) e g'
sobre f ' ' l ( -m,r]

f" é de Morse sobre M e tem a propriedade de ter o

diagrama }lf« : E

Rearranje f", de modo quê-:l'(f")=r(f) obtendo g.. Clara
mente tal rearranjamento ê possível, graças ao fato de I'(f)
aduar sobre E

Temos g - f, pois f' J f" e f e g são obtidas de f' e

f", respectivamente, pelos mesmos rearranjamentos nas repõe
sentações

Isto completa a prova do Teorema 1.8

A
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Çg.relIA! io 1.9.: - Com as notações de 1.8, dado um novo s êste

ma de curvas de índice l para >1} sobre o cÍual I'(f) atua, exi.!
te um campo pseudo-gradiente n para f que o induz

Demonstração: - Com efeito, pelo Teorema 11.1.8 ex istem g e

T tais que )l : }iii : }lr e o sistema de curvas de :Índice
l de E ê o dado

M3 L > ]R

h! l,K comutativa. Defi-
M 3 ----------> ]R

g

(Th)''(T) e n tem as propriedades requeridas

Como q, vem

nimos A
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}

Seja f: M3-----* ]R uma função de Morse, €1: M-------, TM um

campo pseudo-gradiente para f e Seja D} = (i'(f),}lei)=(r,x) a
repl'esentação osso ciad a

Consideremos E decomposto em soma conexo dos

>l.i' l $ Í É rlo(f):k: X=>ll # ''. # }k ' Sobre }l1''">12+'''+llk
vía o fluxo do campo pseudo-gradiente foram considerados
os traços dos mergulhos característicos das selas de :índices

] e 2 que serviram para a reconstrução de f, a menos de equ{
val ência , a partir do pa r (F ,E)

Lembramos que os centros dos pat'es de discos associa-

dos r'epresentam as esferas ã esquerda dos pontos crl-ricos de
índice l associados aos pares e.uma vizinhança tubular des-

tes discos representa o .mergulho característico do ponto crí
tic o d e in dic e l a s s o ci a d ó

Considere o par de discos associados no nTve] regular
V que precede o ponto critico em correspondência. Se a c.í.

rurg.ia do tipo (1,2) é feita sobre V, obtém-se V'. Os homem

morfísmos entre os bor'dos dizem se a alça introduzida por tal
ponto é orientãvel ou não. Além disso, os bordos dos discos

associados representam em V' duas cópias isotópicas da esfe-
ra â direita da sela de Tnd íce l
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Considere E1+>12+'''+llk mergulhados em M3 como na defi
nação 1.3.0. Pela Proposição 1.3.9., o campo pseudo-gradien
te ê escolhido de modo que, se uma sela de índice l introduz

alça, isto ê, a vizinhaça do vértice em I' associada é do ti-

PO ? , o par de discos associados cora'espondente não
e separado por nenhum nível da função f: M---.---*IR

.Eropos leão 2.0 : - Ex istem arcos a: [-],]J--.-.--.-> 143 com extre-

mos fixos sobre os centros dos pares de discos associados de

>ll+'''+llk que .introduzem alças com a(]-1 ,1[)n(}l+...+Ek) = g,
tais que as alças introduzidas pelos pontos críticos de Tnd i
ce l o são através destes a ecos.

.ggnae.âiç.Lg.çta: - Seja p um ponto critico de f de índice l,
f(p) = c e :c > 0 tal que p é o Único ponto critico de f

em W : f'lEc-c, c+c]. Sejam VI = f'l(c-c),.V2 : f'l(c+c) e

sejam +L: SoxB2-----. VI e aR: BlxSI ''-- V2 os mergulhos ca-
racterísticos ã esquerda e ã direita, respectivamente



Temos que V2 : X(VI'd)L) e W : u(VI'$1) e que o difeomorf is
mo acima pode ser escolhido de modo que conjuga a função pa

deão sobre u(VI'+L) com a restrição de f a W. Seja

h: u(VI'+L)------' W um tal difeomorfismo. Também

:'". ,'. , :
po r 1 . 1 . 1 2 , onde

L. {(x,y,z) cJRSl-l $ -xz+y:+z: $ 1

e

xl./y:+z2 < (sen h l )(cos h l )}

Seja a:E-],]] -----+ Ma a apl icação dada por

-: '- +M3
l

onde !:E-l,l)---'-- LI ê dada por l(x) : (x,0,0) , il e i2
são as inclusões canónicas e h é o difeomorfismo acima

Segue-se que a é um arco em M; cujos extremos estão

no nível regular VI de f e coincidem com 4)L(Sox0). Também

a(]-1 ,1[) n V. : g.
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Acém disso, a(0)=p e a([-1,1]) representa o disco ã es

querda de p em IV, pois h é uma equivalência topolõgica entre

o campo €1 restrito a W e o gradiente da função padrão sobre

co(VI'4'L) como segue do Teorema 1.4.14

Para se obter cl com extremos fixos sobre }ll+...+llk' cg
lapse cada segmento de trajetÕria de €1 da esfera ã esquerda

de p em VI atê }j! a um ponto

Nota: - 0 arco a:E-l,l) ----' }l1+12+''.+jlk pode ser tornado uma

curva simples e fechada sobre M:: existe sobre VI um segmento
ligando os centros do par de discos associados e que nãe ê

separado por nenhum nível de f. Considere a curva cujo traço

êo traço de a mais o segmento sêlbre VI e colapse o segmento
ã sua base em } l



Definição 2.1.: - i) Um nÕ em M; é um mergulho a: SI ----- M'
ii) Um nÕ em MS ê trivial se ê bordo de um d isco ãz dife

renc iavelmente mergulhado .em M3

íii) Dois nõs em M' são do mesmo tipo se existe um difeomor
fismo h: M3 ------- M' tal que hoa = B.

iv) Sobre S3 dois nÕs.estão entrelaçados se um dos nõs no

complemento do outro não é homotõpico a constante

v) UmsjstemadenõsemS3:cl:: Si----»S3. IS{ Skestã

ente'elaçado se dois nõs a{ e a: estão entrelaçados

slS3
j
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Notas 2.2.: - i) os arcos e curvas de Índice 2 sobre z=llC+

representam os mergulhos característicos das selas de índice

2 de f: h]3 ----- ]R relat ivamente a €1. Se p ê um ponto crl taco
de f: M -----> ]R, o mergulho carácter:estico de p é dado sobre

f'i(f(p)-c)=V. A curva fechada em questão é bordo de um dis

co emM:: o disco ã esquerda de p e, por conseguinte, cona
titu i um nõ trivial

Segue-se que como a curva sobre M: é trivial, o que po
de não ser trivial é como as superfícies de n:Ível regular es
tão mergulhadas em M:

i i) A Proposição 11.2.0. permite definir um diagrama apa-
rentemente ma ís restritivo para f::M3 -> ]R juntamente com

um campo de vetores e: M ----.-- TM. Tal diagrama seria )l}
mais um conjunto de arcos a.i:E-],]] ----::,:, >1} com extremos fi-
xos sobre os centros dos pares de d iscos associados que in-
troduzem al ças

Claramente, tal diagrama mergulha em R', pois é cons-

tituído de uma esfera 2-dimens tonal soba'e a qual se tem ele-

mentos associados e arcos al com extremos f ixos em SZ. 0

que pode ocorrer é o seguinte: o mergulho pode não provir
da estrutura de var iedade diferenciãvel de Ms: o único modo

de se mergulhar um subespaço de uma 3-variedade em ]R' é colo
cã-lo dentro de uma carta em M3. Se o nõ obtido consjderan-
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do-se o ar'co a.i juntamente com o segmento em )l.i não é homo-

tõp'ico a cona'cante, claramente não ex'êste carta de M3 que o
contenha (uma carta é contalvel) e }Ç' com arcos não mergulha
em ]R3

Exemplos '"''- ]R ê repres entada por

0 arco do par de discos associados ê trivial

i í ) f : S3 -----'-'' ]R

'ij'i) f : SI x S 2

0 diagrama }l.r com o arco não esta em nenhuma carta de

M3, po'is a curva fechada adic íonada não é homotõpica a zero.
A
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Proposição 2.3.: - Dado }l possível para M;, sobre os centros
dos pares de discos associados os nõs são dados a menos de
uma difeotopia de M'

Demonstração: - Sejam f,g: M; ----'-> ]R e €1,n: M ----"-> TM funções

de Morde e campos p$eudo-gradientes para as funções tais que
ç€1 . vn
c't Ln

Acrescentamos em }fE e En.os arcos que são postos pela
P ro po s i ção 1 1. 2 . 0

Vamos mos'rar que existe uma difeotopia de M; (d ifeo-

morfismo isotõpico ã identidade) deixando E fixo e levando os

arcos construídos por f nos arcos construídos por g

De fato, }l pode ser comando sem curvas de índice 1 , de

modo que f e g podem ser tomadas com um único ponto critico

de Índice 0. A afirmação segue do fato que Thd ices l que co
nectam mínimos são cancelados com mínimos e os arcos intro-

duzidos ficam em componentes conexas de }ll+E2+' ''+Ek e não
são alterados pelos t"earY'andamentos e cancelamentos requeri
dos, como é fácil ver

Supondo f e g com um único mínimo e esqueleto geomé-

trico E, por rearranjamento de g podemos supor que os grifos
I'(f) e I'(g) são isomorfos, de modo que pelo Teorema 1.4.3,

fg
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Sejam h: M'-----+ M3 e k: ]R------> ]R difeomorf ismos tais

que kof=goh. Pela construção de h no Teorema 1.4.3. segue-

-se q ue h = IM3 e deixa E f ixo

Além d isso, h leva os nÕs de f nos nÕs de g

Com efeito, se p ê Tndíce l de f e de g e c2 ê tal que

Wkof:(kof)'lEf(p)-c2,f(p)+c2] sõ tem p para ponto critico,

«, ( V , + ) --!'L'--''W ko f 'JI'-»WçÍli=LL-« ( V , @)

são os difeomorfismos, a=(a.ill h aj): LI ------ LI

e a 1 ( x , 0 ,0 ) : 1 ( x,0,0)

/'





$3 Equivalência de Rept'esentações

3 . 0 Somas Conexas de Funções de Morse

Sejam f: MS -----> [a,b+c] e g: N3 ----+ [b-c,c] funções de

Morse para M e N. 0 E: acima é tomado tal que sobre

A = f'l]b,b+c] e B = g'lEb-c:,b] , g e g tem um único ponto
c rTtjco

Através do par de d iscos A e B acima, efetuamos a soma

conexo M# N e definimos

f #g : M #N "-"-+ [a ,c]

f(x ) . s e x € f'l [a ,b ]

f #g (x)

g (x ) se x c g'l [b ,c]

A soma conexo M#N resulta orier\tãvel 110 caso em que M
e N são oríentãveis e é fe ita por um difeomorfismo de
Sz=f'l(b):g'l(b) que leva os elementos associados de )l: que

incidem ein g'l(b) sobre um disco em f'l(b) com a propriedade

de que seus pontos têm para a-l imite uma .fonte do campo

pseudo-gradiente €1 para f. VideEM], pãg. 26 erS-J], capl-
t ul o 1 0 .
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h

reverte a
orientação

pontos iiõiía-:l imite uma

fonte de €1

/

/

lf (b) ot'tentada por €1

C)s I'es ul tados a baixo

-.........---''

g''(b) ot'tentada por n

são imediatos

3 . 1 Representação de f# g

Com as notações de 3.0. , se f e g s.ão rept'eserltadas

por(r(f),>1}) e(r(g),)l;), então(r(fl.#.r(g),}lfwE:) é uma re-
presentação de f#g, onde a soma conexo dé r(f) com F(g) é

feita através das vizinhanças correspondentes a A e B em

y(f) e y(g) e }lilwjla é feita através de uma escolha de discos

em }l} e }: disjuntor dos elementos associados

3.2.: - # é compatível com

Se f.fl e g-gl ' então f# g-fl#gl

3. 3 ê associativa e tem para elemento neutro a função

sobre S3 com dois pontos críticos



1 2 1

3. 4 f: b]' ----> ]R admite decompor ição em soma conexa se, e

somente se existe um valor regular r de f tal que

f'l(r):SZ. Uma decomposição de f em soma conexa,

f=fl#f2' é não trivial se fl e f2 são funções com
ma ís d e dois po ntos crTtjcos

3. 5 . : - Le i d o Cancelament o

i) fl#g-.;f2#g =:> fl=f2

'i 'i) f#gl-f#92 -'> gl-92
A

Exemplo

r(f2)
r(flpr2)

.EI €2

l f2

3.6 Pgçgplpç!lição Canónica de f a menos de rearranjamento

Se }l ê um diagrama esférico possível , uma função de

Morse f: M3 "----> R com os pontos crl'tacos dados na segu'ante

ordem: primeiro os Ind ices 0, depo is os índices l que conec
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tam m:ín amos, em seguida os Índices l que não conectam m:mimos

(introduzem alças) , depo is os índices 2 e, finalmente os ín-
dices 3, foi considerada em 1.3.6. 0 grifo de Reeb de fé

tal que se rl é um valor regular entre a Ultima conexão e a

pr'imeira alça, 'í'l(-m,rl] ' é uma arvore, a resta'irão de f a

W: f'l((-m,rl]) é de género 0, de modo que, pela Propos'i
ção 1 1 .1 . 5 , W:'B3

Assim, f se decompõe como a soma conexo f=fl#fp, onde

fl ê a extensão de flW a S' com um iónico máximo e f2 é a ex-
tensão de fl . a i43 com um Ün ico ml n ímo

f' ' [rl ,+m)

Se r2 ê um valor regular' de f2 entre o Último índice l
e o primeiro índice 2, V=f'l(r2) é uma superfície fechada e

conexa que é obtida de Efç ret arando-se os interiores dos pa-
res de d iscos associados e efetuando-se as identificações dos

bordos. Sobre V as curvas de Índice 2 são curvas simples

fechadas e numeradas: cl'c2,'..,ck com k z gen(V). Seja il
o prime iro :índice em {1,2,...,k} tal que c{ não desconecta

V. A existência de cj é dada pelo fato de(V;tcl'c2''''ck})

conter um diagrama de Heegaard, vede 1.3.6
"r a 8 -r

Como dois pontos cr:éticos e mesmo índice sempre podem
f l \

ser rearranjados, notas 11.1.3, rearranjando fo=f\'/ obtemos

fl2) tal que ci ê a curva de :índice 2 associada ã primeira
sel a de Índice 2

)

l
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0 valor regular r3 de f2zJ entre esta sela e a próxima

é.tal que f$2)-1(r3)=VI que tem gêner'o igual a(genV-l) e

tem-se o sistema de curvasÍcl'c2,''',ckl'xtc.i } sobre VI

vía a fluxo do campo pseudo-gradiente € para f

Existe i2 tal que c.i não desconecta VI' A construção

acima é repetida proporcionando V2 com gen(V2)=gen(V)-2 se.-

bre a qual o sistema de cul"vas {cl'... ,ckl\tci.,c.i.} ê con-
side rad o.

Assim, existe um subconjunto de {cl 'c2'. '.,ck}

{cil'ci2'''' c.igen(V)} cujo complementar em V é conexo e tal
sistema é maximal relativamentea esta propriedade. Construiu

+se uma função f3: M; ------, ]R por real'raDjamento de f2 que tem um

Único mínimo, as selas de Índice l íntroduzíindo alças, as se

las de Índice 2 desmanchando alças e as selas de :índ ice 2 que

desconectam, de modo que
f3 : f4 # f5 ' ond e

f4: M ------+ ]R é podar e. ordenada e f5: S'-------} ]R tem um único
mínimo e para esqueleto geométrico o conjunto das curvas

l,c2,...,ckl\lc.i.,ci.,...,c.i } no n:ivel regular a-
l z q e n L v J

põs o ponto CY':ético associado a c
' ge n ( V )

Em resumo, dada f: M' ---"-' ]R, por rearranjamentos de

f, obtêm-se fo: M' -----' R que se decompõe em soma conexaf, obtêm-se fR: M3

fR fmwfpwfM ' onde
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f.: S' ----, ]R é de género 0 com um Único :índice 3,

fp: M'Í"-----> ]R é polar ordenada e fM: S;------' R e de género 0
com um único :Índice 0

Tal decomposição ê denominada decompor ição canónica de

f a menos de rearranjamento e denotado fR

A Proposição abaixo mostra que fR é bem definida, a mg.

nos de eq uivam ênci a

Propôs'ição 3.7 f-g :-'> fR-gR fp-gp e fM-gM

DeQg ! [gçgg: - Com efeito, de f-g segue-se que f e g são rg
presentad as po r um par (I',E)

Pela construção em 11.3.6, fm e gm tem pat-a esqueleto
geométrico o conjunto das curvas de Índice l de E, donde clÂ

lamente r(fm):F(gm) e fm-g..

Dado que sobre f e g os rearranjamentos são os mesmos

para a obtenção de fm e gm' vemos que as funções r'earranja-
das f' e g' são equivalentes, de modo que

f' = fm # fl - gm # gl : g '

e como fm-gm'pela lei do cancelamento dada em 11.3.5, segue-
-se que í.i-gi e a representação tem para esqueleto geomêtri
co E desprovido das curvas de :índice l
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Através da ordem dada na escolha do s istema de curvas

{ci.,...,c.Í } obtemos f"-g"(mesmos reagi"anjamentos), de
l 'gen V

modo que fp-gp e, novamente pela le i do cancelamento, fM-gM'
Da:í

fmwfpPfM-gm#gp #gM' donde fR-gR
A

Proposição 3.8.: - Seja f: MS uma função de Morde

Então existem funções. de Morse fm,fM: S; ------.> IR e

fp: M;-------+ ]R com fm de género 0 com um único Indjce 3, fM
de género 0 com um Tnd ice 0 e fn polar ordenada, ta is que

f nde f' é obtida de fm#fpwfM por rearranjamento.
Também f e f' admitem um campo de vetores €1: bl ----- TM comum

para pseudo-gradiente e os esqueletos geométrico }iii e >1}. d{
ferem por uma permutação da numeração das curvas de Tndjce
2

bla ís geralmente, todo campo pseudo-gr'adjente para f ê

também pseudo-gradiente par'a f' e vale a propriedade acima
para os esquel etos geométricos

Demonstração:- A Proposição 3.8. representa um resumo das
construções efetüadas até aqu i. Â
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Exemplo

l 2 l 2f S'xS S'xS

fp

©

©

©
R'
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3.9.: - Modifígaçõçs para Esqueletos Geométricos de Funções
de Morde Pol ares Ordenadas

Descrevemos aqui as transfo rmaçoes que serão efetuadas

sobre os esqueletos geométricos de funções polares e ordena-

das e que, como será visto, do is esqueletos geométricos de
f: Ms'"'"> ]R são tais que um pode ser tr'ansformado no outro
por um numero finito de modificações

f: M'------>.R é uma função de Morde polar e ordenada,- r

um valor regular entre a ültjma sela de Tndíce le a primei-

ra sela de índice 2, V=f'l(r') é a superfície de Heeg:aat'd

associada. = representa o esqueleto geométrico de f relati-

vamente a um campo de vetores €1: M----> Tbl pseudo-grad lente
para f

Sobre V consideremos os dois sistemas de cur'vas: as

esferas ã esquerda das selas de Índice 2 e as esferas ã di

Feita das selas de índice 1. 0 diagrama de Heegaard assoc ía
do a f e €1 é , então

/

(V; C=Ícl'c2,''',Cn} , O;ldl,d2,...,dn})

Denotamos por VE a superfície V com os elementos asco
ciad o s de E .

Definimos dois tipos de modificações
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TI PO,.l - lso topía

D{'zernos que E' é isotõpico a E se existe um d ífeomor-
fisúo lií:,.x -------* E' isotópica ã identidade de S: preservando

os elementos associados ou, se ex iate um djfeomorfismo

h: .V----..b V isotõp ico ã identidade de V tal que

) v,. : (v; h(O), h(c) ),

j) V.. : (V; h(D), C) ou

ií) V,. = (V; D, h(C) ), onda

h(D): {h(dl),...,h(dn)} e h(C):Íh(cl),...,h(cn)}

ClâFameFite a relação def unida acima é de equivalência

e se E' ê isotópica ã E, denotamos este fato por

L

TI
2, E '

Lembr'amos que E é obtido de Vx cortando-se V ao longo
do sistema de curvas 1) e colando-se pares de discos ao longo
dos bo rdo s.

Se existe um difeomorfismo d: E ---------+ll' isotõpico ã
identidade de S: preservando os elementos associados, obte
mos, po r exemplo, o seguinte
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No caso i) existe um difeomorfismo d: E-----=*'E'' isbtõ-

pico ã identidade de S: preservando elementos associada.os, co
mo é fãc il ver. Note-se que a situação contraria não:é o.bt:{

d a a p a rtir d e i )

No caso ii) além de E ser modificado por uma isotopia,
o s istema de curvas fechadas e arcos que. produzem C ê alter'a
do da se guinte forma

TI

Obtemos
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Uma curva ou um arco penetra transversalmente num disco
de um :par e o pedaço interior é representado no outro d isco
do par

C) movimento inverso sobre E' produzindo E é óbvio
0 c a s o ii i ) n a d a a c re s c enta

TI PO l l Deslizame nto de AI ças

0 movimento do tipo ll consiste no seguinte: por' uma

isotopia faz-se com que a alça de número j desl ize ao longo
das precedentes
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Em termos de E, sejam(d:,td:) ,(d:,:!d:) dois :Dares
de discos associados de E e suponhamos i < j. Dimi.nua':io

raio de d.i, se necessário e faça por uma isotopia, sem criar
intersecções além das essenciais, com que os discos d.i e d
fiquem concêntricos: d.i dente:o de d:. -.:, il,

j

Seguindo o arco a.i sobre o pat' (d.i,td.i) fora de }l, o
com os segmentos de ar'cos que incidem nele e

passam para o outro disco do par(d
sendo em segu ida retirados dele

l

d'is co

que es

Vede os exemplos abaixo para maiores detalhes

Tais modificações para diagramas de Heegaard são con
sideradas em [S] e em [Wd]

Exemplos
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Teorema 3.10.: - Sejam f,g: M: ->R funções de Morde pola-

res e ordenadas. Sejam € e rl campos pseudo-gradientes para

f e g, respectivamente, e >iii , }l: os diagramas associados

Então f-g se, e somente se }lli pode ser transformado em }l:
por um número finito das modificações dos tipos l e ll

Demonstração: - ---:>) Se f-g, sejam h: M ------'- M e

k: ]R ----' ]R os difeomoi"fismos tais que kof=goh. Substitu indo

f por kof, podemos supor f e g equivalentes com f= goh

,c . o s v a io re s c rl tl co s a e r e. g e

,rn valores regulares com co <rl <cl < ... <rn < cn

Considet'emos os diagramas }iii e )l: baseados em f'l(rl)
e g' ' ( rl )

Sej ain c

rl 'r2 '
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Seja }lt.'o= h'l(z.n)-, de modo que s-e .tem dó ís diagram.as:' r y --'

para f: }iii e }lfo tendo pal:'a esfera f'l(rl):S:

Por um difeomorfjsmo hl: M :IM e que ê a
identidade fora de f'']rl'r2] e tal que fohl=f, podemos fa-
zer com que o primeiro par de discos associados de }iii seja
levado no primeiro par de d is.cos associados de }lfo , como tap
bém os nõs relat avos a este pr'imeiro pa.r, isto é

. €1 ' o

hl l f .l ( rl ) )if if

tem as propriedades acima. Além d isso, hl pode ser tomado

de modo que pr'eserva as esfer'as ã direita da sela de índice

l relativamente a €1 e ro sobre f'l(r2)

Passamos de r. para

:



1 36

i;J;aSucessivanlente passa-se de tl"para rÚ .~

k
>

/

Procedendo cle modo anal.ogo com relação a -f e -g nas

selas de índice l obtemos que a condição é necessãrja

->) As modificações dos tipos l e ll são dadas por

{sotopia e a Teor'ema 1.28 da parte l mostra que o campo

pseudo gradiente é alterado com a função preservada, donde a
co adição ê su ficiente . A

Teor'ema 3.11.: - Sejam f,g: M'-"-------IR com F(f):F(g). Então

f-g se, e somente se fR-gR
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Demonstração: :- .Se f g, então. fR-gR pela:Pt'opõsjção 3.7

se fR-gR ' f e g são .obtidas de fR e gR

as classes de equivalência de''-funções

de fR e gR são as mesmas .(Prop' sifão

ueletos geométricos e f e fR' ç!' e gR d.!
na numet"ação das curvas de índice 2

lo grifo de Reeb e como r(f)=F(g), segue

s para as .curvas de Indjce 2 que permj-
artir.de f e g são as mesmas, donde as

idem e, em consequência, f e.g têm repõe

b',F..

\

Rec i procamente ,

por rearranj ame nto e

que podem se r obtidas

3.7.). Também os esq
ferem por uma mudança

Tal mudança é dada pe

-se que as pe rmuta çõe

tem obter fR e gR a p
inve rias ta mbém co inc

senta ções isomo rfas.

Assim, f-g e 3.11 esta compl eto A
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$4. Exemplos e Complemq!!.çg.!

Neste parágrafo damos alguns exemplos e alguns resulta-

dos sem nos preocuparmos com as demonstrações e detalhes per-
u nestes

1.

4. 0 f ;g : S ' -----+ ]R
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)

3. ./;../;

$©:r6.) 'À\

C)J-
\

Vem f-g, pois fm-gm' fM-gM e a figura a seguir mostra

a equivalência entre gP e fp
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A

4 l f ,g ,h

3

2

2

Z

/

0
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:GJ)$4h eücQ./h.bcpo: !gíls\e r ê um valor regular:! QRtr:Q: as 'd,yas sg

[aslde :Índicqç.].;t f:..bí#'l(-«,,r] É] vizinhança tubu];ar :de:um nÕ

tr'iv'ia'] e h'l(-m,r] ê v'iz'inhança tubular de um nõ não triv'ial

f+g, pois f admite um real'r'anjamento com grifo
e g nao.

0 1 3

] 2
,g : P# s xS R

ç/i
@

/

/@
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Seja !F ü Jvâ:lór 'pégul af' para f e 'g '#:nt#'o.D4{:;d:o bs fibaaços

f'l(-m,~FJ:.SIXS2x:'B3 , g'l(-m,rl:p\'ã' , d'onde" fVigp-'i'bn' 'bAe;s
r{ 9 r G ' V

r

-> ]R

Se r é um valor regue ar no laço temos

f-l ( r) e g'l (r aTl+aTI ' Assim ffg

A

/

/

'\'. -}

\

S
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4. 4. : Funções de Gênero Um. 

-o e f i n i ç ão : - f : M 3 -->-- 1R t em g e n e r o um s e p a r a c a d a v a l o r r e -

gular t de f,f- 1(t) e reunião disjunta de superficies de oene 
CJ -

ro menor ou igual a um, existindo um valor regular r tal que 

f-l(r) tem uma compo~ente conexa de gênero um. 

Pode-se demonstrar que toda função de gênero um e obti

da por rearranjamento de soma conexa de um n~mero finito de 

copias das funções 11 elementares 11 descritas abaixo: 

-
f: S3 

- 1R de genero zero com grafo de Reeb 
3 3 

s 

1 

ou 

o 
o . 

. s 1 x s 2 
- -+ 1R o u f : P --+ 1R d e 9 ê n e r o z e r o c o m g r a f o d e 

~eb é. ou f:t(p,q)-m ou f: s, -m ou 
1 

slxs 2 ->-- 1R com grafo de Reeb 

Em consequência, as variedades que admitem funções de 

era um são somas conexas de esferas, fibrados de 2-esferas 

re s1 e espaços lenticulares. 
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Uma observação interessante e que ffiP 2 não pode ser ní

vel regular de uma função de Morse de gênero um. 

4. 5. : -f a partir de f. 

Dada f: M3 - ffi por ( r (f) ,I ; ), o grafo de -f e tal que 

y(f) =y(-f), Vf =V_f' -f =-f e a_f(p) =3- af(p). 

I=; e obtido assim: 

a) Identifique os pares de di s cos associados pelos bordos, 

construindo a superfície L de Heegaard, destacando as curv as 

identificadas; 

b) Numere essas aurvas juntamente com as de índice um com 

a numeração de r(-f). Estas são as curvas de índice 2 de 

I=; (dualizando). 

c) Corte L ao longo das curvas de índice 2 e cole um disco 

H2 em cada componente con~xa do bordo. · 

d) Numere dualmente os pares de discos que ficam numa mes

ma componente conexa e numere os demais com uma numeração in

dependente, também dualmente. Numere as componentes conexas 

de modo que r(-f) atue. 

e) Efetue a soma conexa pelos pares de discos destacados e 

assinale as curvas que são as curvas de índice l de I=;· 
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EXE MPL_Q 
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I b) 
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e) . 
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4.6.: Uma função de Morde sobre Sa com a superfTcle..afptda
figura 'abri)ço para superf:ic'ie de nível regular

Sejam fl 'f2 dadas po r

fl

e f2 : -fl

f2
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Seja.l)f3ãf2 9fl' 't :3 .'J l :j'...'; .::êl(,'l ab oi.-fliJ't .sÍnL! : .a

j) .}- . i:;.IU! !3aÕ(i C) i6{.l i3 el}.}(:tl'
?

Z

Z

Í
/

2

2

4
/

0

Rearranje os pontos c.rlticos de Tndjces l e 2 assinala

dos, obtendo f: S3 -----> ]R com a propr'iedade requerida
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4.7.: _ Em [SJ sao definidas transformações elementares efe t u

adas sobre um diagrama de Heegaard produzindo novo s di~grama~11 

d e H e e g a a_ r d p a r a a m e s ma v a r i e d a d e . 

seguinte: 

Teorema: - Dois diagramas de Heegaard represeniam a mesma va 

riedade M3 se, e somente se pode-se pa ssar de um para o outro, 

por um nGmero finito das tran sformações elementares. 

Em [FJ, a um campo pseudogradiente polar sobre M3 e 
associado um diagrama de Heegaard e dois diagr amas de Heegaard 

definem campos pseudo-gradientes sobre a mesma variedade se, 

e somente se pode-se passar de um para o outro por um nüm ero 

finito de transform ações elementares que são definidas levando

-se em conta o Teorema do Cancelamento e que sao equivalentes 

as definidas em [SJ. 

As transformações consideradas neste trabalho sao as que 

preservam decomposições de Heegaard, estão definidas em [Wd] e 

coincidem com as de Singer desprovidas da adição ou retirada 

de um par (alça, curva) nas condições do Teorema do Cancelamento. 

Assim, tem-se um criterio para que duas funções dadas 

por representações estejam definidas numa mesma variedade M3: 
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Teorema: - o = ( r , r: ) e D' = (r 1 , E 1 ) correspondem a 

f , g : . M 3 -► lR s e , e s o me n t e s e a s f u n ç õ e s p o 1 a r e s a s s o e i a -

dasoa; o e D' na decomposição do rearranjamento em soma 

conexa de soluções de D e D', tem para diagramas, diagramas 

de Heegaard de uma mesma M3 • 
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