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RESUMO

Nesse trabalho abordaremos os principais resultados sobre a álgebra simplificada das

funções generalizadas de Colombeau.

ABSTRACT

In this work we approach the main result about the special Colombeau algebra of
generalized functions.
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Introdução

O objetivo desse trabalho é definir e reunir os principais resultados sobre a álgebra
simplificada Ç,(Q) das funções generalizadas de Colombeau, a fim de torna-lo um texto
base para futuros estudantes do assunto.

Sendo assim, no capítulo ], definimos g.(Q) que ao longo desse trabalho, para simpli-
ficar notações, será denotado por Ç(Q), damos a inclusão '#"((2) C ç,(Q) e mostramos
que, uma vez de6nidas a derivação parcial e a integração sobre g,(Q), quando restritas
a '#"(Q), são coerentes com os valores clássicos jver [1], ]i41, [21]. Mostramos, também,
a composição de funções generalizadas l ver ISjl, a relação de associação sobre g(Q) l ver
jll, j21ll, que é considerada o coração da teoria desenvolvida por J. F. Clolombeau, por
apresentar solução para alguns problemas clássicos com distribuições jver l20jl.

Ainda neste capítu]o, definimos a á]gebra simp]ificada ]Ks, ao longo do trabalho dente..
fada por ]K, dos números (reais ou complexos) generalizados, sua inclusão em Ç(Q), e o
conjunto Q. jver j19ll, cuja construção é imprescindível para caracterizar a função zero
de g(Q).

Dentre os resultados aqui apresentados, destacamos o fato de que lk e Ç(Q) são fractais,
segundo a definição de Mandelbrot l ver jlll, j18ll.

Como usaremos fortemente o fato de que R e Ç(f2) são espaços ultramétricos, no
capítulo 2, apresentamos as principais propriedades topológicas desses espaços e mostramos
como construir uma ultramética sobre Ç(Q). A ultramétrica aqui apresentada foi cons-
truída por D. Scarpalezos l ver j171, j16ll ( para a /u/Z-algebra das funções generalizadas
de Colombeau, resultados análogos foram obtidos por J. Aragona, R. Fernandez e S.O.
Juriaans l ver lioll).

Uma vez definida uma ultramétrica sobre Ç((2), mostramos na seção 2.2 que ÍK é
um anel topológico completo que não é ]oca]mente compacto e não é ]K-espaço vetorial
topológico

.A. definição de À/landelbrot para fractal requer alguns conhecimentos sobre dimensão

l



2 Jhtrodução

de Hausdorff, e para facilitar o entendimento, a apresentamos ao leitor no Apêndice A.



Not ações e definições

Este capítulo inicial é dedicado às notações e definições necessárias ao estudo que
propomos ao longo desse trabalho:

[K significará o corpo C ou ]R.

Uma métrica sobre um conjunto M é uma função p : M x M que satisfaz,
para todo z, y C M, as seguintes propriedades

1. P(r,y) 0 se, e somente se z y;

2. P(z, Z/) (Z/, «);

3. P(z, .) $ P(z, Z/) + P(g, z)

O número real associado a p(z, y) é chamado distância de x a y. Sendo assim, muitas
vezes p(]ç, g) será notado por dást(z, y). O par (M, p), onde p é uma métrica sobre M, é
denominado espaço métrico.

Se X C M então

. B,(.) {z C M : p(z; a) < r} denotará a bola aberta de centro em a e raio r

. 0,(a) {z C iM : p(z; a) 5; r} denotará a bola fmhada de centro em a e raio r

. s,(«) {« c .W : P(.; «) r} denotará a esfera de centro em a e raio r

. T'":-r:-{«c .v/:B.(«)RX/ü, V .::»0} i«di«-á.fe.h.d.X.m M

Os elementos de X são chamados pontos aderentes de .Y.

e X' {y € M : y X} denotará o complementar de X

3



4 lvotaçoes e defi.niçoes

© X:= {z C X : 23,(z) C X para algum r > 0} denotará o conjunto dos pontos
inteüores de X

{z € M : -B,(z)nx # 0 e B,(a)nx'#0,V r > 0} indicaráafrontcira de

e Se y C M então y\X := {y C y : y # X} indicará o conjunto complementar de X
em rplnpãn n y

© K CC X denotará um subconjunto compacto de um conjunto X.

e Se .f : X --} ]K é uma função limitada em X, então ll./ lx := sup l./'(z)l
z€X

a

e ÕX :=
X

l
0

Símbolo deKroneckerõ....: .l i, se u-u'E vtlq'U
se 'u :# 'u

Dado a C À/, os Símbolos de Bacia:mann-Landau são definidos como:

+úo ::, C9(ÍTP)

eZ/ = O(z) em uma vizinhança de a se, e só se, existe Ã > 0 ta] que

Z/l .É K.laçl em uma vizinhança de a \õo.ha UÇ\{ l?>O

eZ/ =o(aç), quandoz se,esóse,y/z aàdoz --+a.

Int.rvalos notáveis J' lo,il
l /n : 0, 01 V ,7 C .r

Se -E for a]gum dos conjuntos N, Z, Q ou ]R então:

. E*

. .E+ C .F : z ? 0}.

Se -E for um conjunto finito, então cara(.E) denotará a cardinalidad

Denotando por ç2 um conjunto aberto não vazio de ]R" , definimos:

e ((2.)..m é uma sequência exaustiva de abertos para Q, se

Q:= 1 J(2., ç2.éabertodoR" e Õ. CC Q.+l, V mcN
m€N

e de E



Notações e definições 5

e (-K).CW é uma sequência exaustiva de compactos para n, se

Q u "., 0

Ã'.c K.+. e K. (.C n, VmCN

e %'(QI ]K) significará o conjunto de todas as funções contínuas de Q em ]K.

. '#"(Q; K) significará o conjunto das funções de Q em ]K que são de classe '#"
e Seja / é uma função qualquer. Chamamos o conjunto {# C ç2 : /(z) :# 0} de suporte

de / e o denotaremos por sulp(/).
e g(Q;K) significará o conjunto das funções / : Q ---+ ]K, de classe '#', tal que

«pp(.f) cc n.

Observação: Quando não houver perigo de confusão, denotaremos '#(Q; ]K), '#'(Q; ]K)
e g(Q;K), respectivamente, por '#(Q), '#'(Q) e g(Q).

Sejam .Á um anel e .N um ideal de .A. Denotaremos por .j a projeção canónica de .,'l

ao quociente -.4/.N. A clmse do elemento z será denotado por lzl.

O teorema abaixo, conhecido como "Teorema do homomorfismo", será usado por
divemas vezes ao longo do capítulo 2. Como não o provaremos, indicamos ao leitor inte-
ressado consultarj131.

'llborema: Sejam .A e -B dois anéis comutativos e unitários, / c ..4 e -r c -B ideais
e / : -A - Z? um homomor6smo de anéis tal que .f(J) C .Z'. Então existe um único

homomor.cismo de anéis ./* : .A/J ---> .B// tornando comutativo o diagrama

,.! -b B

A.li -!b. nli

Fórmula de Leibniz

a'(«.«)- }: (;) (a'''«).(a"")
O$P$a

onde a,Õ C W",P =(Õi, ,82,..., /3.) e a =(ai, a2,..., a.) são tais que

êi $ ai, V á C {1,2, . . ., n}

Lembramos que
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CAPÍTULO I

.A. álgebra simplificada das funções

generalizadas

Nesse capítulo mostramos como é definida a álgebra simpliâcada das funções genera.
[izadas, aqui denotado por Ç(Q), sendo (2 um aberto do ]R"

Como pretendemos reunir as principais propriedades de g(Q), reescrevemos aqui al.
Runs resultados dados em jll, j141 e l21.

1.1 A definição de Ç(ç2)

Definição 1.1.1. Z)anotamos por CIO; KI o conlu7zto de todas as /uniões / : .r x Q
tais que .f(e,-) e'#'(Q;lK) V c c -r

A
(.)+e

Definição 1.1.2. Z)anotamos por f,LÍlí2; tKI a áZgebra di/erencia/ de toda a /uniões / C
€ CJOi[KI tuas que para todo -K CC ç2 e para todo cl C N", ezáste a C ]R ta/ que

la'.ã.,.)ll. o(c') guarida c

DeÊnição 1.1.3. Deriofamos com JrlnitKI a área/ de flor KI /07vnado peZm /Nações

/ € fjO;tKI tais (7ue para todo .]{ CC Q, para todo a C N" e para todo b C ]R, [em-

la'/(c,-)ll. = o(.') q'..-do . ---> 0''

7



8 A álgebra simplificada das funções generalizadas

Um elemento de mlQt tKI é chamado função moderada em Q.

Um elemento de ./rln; KI é chamado função nula em Q.

As duas proposições a seguir serão úteis nas provas de alguns resultados que se seguem:

Proposição 1.1.4. Para ./' C fjO;lKI são equ ua/entes:

[. V KCCQ e VaeN", ].VCN,c>0ev7C/taisque

a'/(., .)ll. 5; c..'''' V ' C .r. )

2. V K CC Q e V'aCN", ] NCN tal que

lõ'/(.,.)ll. = O(c'''') .e . --+ o+;

ç2 e V a € N", ]] a C ]R ta/ que

lla'/(.,.)11. = .(.') q-nd. . -.+ 0'''

]'Fava:

. (1) +-+ (2) decorre da definição de O

. (1) ::+ (3) pois lla'/(c, .)ll. $ c..'''' ::::+ .'''+:llÕ'/(c, .)ll. $ c.. -:>

:: wgh#'' $ ''' -* .n* w21k# - o -*
:-:> llõ'/(e,.)11. =o(c') quando c --t0+ mde a= --JV--

. (3) -:+ (1). De fato, se (3) «le, então lla'/(c, .)ll. = o(c') :::::+

. hm... le-.qS:21" lta'.R., .)ll« $ '.'', ' C /o, q c /.

Basta tomarmos N c N tal que --iV $ a pois c' $ c'''' (0 .$ f < 1) e deste modo

lla'Ã., -)ll. $ ...'-'

l

l

Proposição 1.1.5. Para ./' C flO; KI são equÍuaZenfes



l.z lierivadas parciais em g(sz)

/. V Ã. CCQ, VaeN' e VqeN,]c>0e]

la'.R., .)ll. $ c..' v ' c /o;

2. V K CC Q, Vaca' e VçCN tem-se

la'/(c, .)ll. = O(e') se . --> 0+

n C l tais que

9

3. V ,]( CC Q, Vaca" e VbC]R,tem-se

la'/(.,.)ll. = o(.') q-nd. . ----.} o'''

e (1) «::::> (2) decorre da definição de O

e (1) ::::> (3) pois, dado Z) C ]R, consideremos q C N tal que Z) < q.

Então c' .$ c' e lla'/(c, .)ll. $ c.c' ::::> yg..:C(;t21k- .$ c..''' ::+

.hm.. lg-/$ta' lla'.R., .)ll« - '('').
e Que (3) ::::> (1) é óbvio.

Prova

Definição 1.1.6. J)anotamos por g(Q; ]K) o -e/ quociente de emlQ; IKI por JV'jO; tKI

Um e]emento de Ç(Q; ]K) é chamado função generalizada.

Sempre que não houver perigo de confusão, denotaremos €1O; IKI, fwlQ; IKI,./V'jO; IKI e
ç;(Q; K), respectivamente por €1ç21, 8ÀrlQI, .A/[OI e g(O)

1.2 Derivadas parciais em Ç;(Q)

Se / c flor e a € N" , então está bem definida a aplicação

a'.f : / x {2 ---> ]K
(., z) --+ a"./'(c, z),



A álgebra simplificada das funções general;zadas

o«de a"/(., z) := a''/(., .)(#).

Decorre diretamente da Definição 1.1.1 que a'/ c €1SZI.

Observemos que deste modo temos definida uma ap]icação ]K-linear

a' : / c flnl --> a"/ € rlol,
que satisfaz a seguinte proposicão:

(1.1)

Proposição 1.2.1
-0':(./V'jnl) c .Vl01.

Se ç2 é «m .bed. do ]R" . a c N", e«tã. a"(e«.1nl) c e«.1OI .

Prova

Fixados / € fwlQI, Ã. cc Q e P € N", é trivial notar que aP(a'/) = a'+P/.

Se / C emlOI, então segue diretamente da Definição 1.1.2 que existe o correspondente
a !, K e cl -+ $.

De modo análogo, se / C ./V'jOI, então é óbvio que a'+P/ satisfaz o limite da Definição
1.1.3 para todo b C ]R.

Segue, da proposição acima e do teorema do homomorfismo para anéis, que a função
a' em (1.1) define uma única aplicação K-linear de Ç(Q) em Ç(Q), que será também
denotado por a', tornando comutativa o diagrama

c«.lol

Ç(Q)

c«.lol

Ç(Q).

(1.2)

Definição 1.2.2. Soam Q üm azeda de R' e a C N". Para cada / C Ç(Q), o e/emenfo
êy" .f C ç(Q) é chamado dehuada T)arcial de ordem a de j

Proposição 1.2.3. Sejam ç2 um aberto de ]R" e a C N'. .Então

a"' (j.g) >l: (8) (d'./').(a'''pp),

quaisquer qlte sejam f, g c gl.ç})



Z.3 .A inclusão de '#'(Q) em g(Q)

Prova

Fixados /, g C Ç(Q) quaisquer, sejam /, a € fà/[(21 representantes quaisquer de /, g,
respectivamente. O Resultado segue da Fórmula de Leibniz e da comutatividade do
diagrama (1.2):

a"' (f.g) a:'(j(f.3» .j (a"' (/ .g) )

E (B) .j(ÕP.Õ..j(Õ'"''pã)

E (8) (ap/).(â'" og)
O$P$a

E ($) (a'.Õ.(Õ'" pg)lO$P$a l
J

(1.3)

1.3 A inclusão de '#'(Q) e«i Ç((2)

Dada / C '#'(Q), sda a função

/ :'/ x Ç2 ---.> 1K

./:(., z) --+ /(z)

A função ./ é claramente um elemento moderado em Q, isto é, / € fwlOI.

Deste modo, aplicando o teorema do homomorfismo para anéis, temos definido um
homomoríismo de ]K-álgebias

Ír (Q)

---}/ +..v'lnl,/

que é injetivo pois / c .A/'lnl

Identificando '#'(Q) com a imagem de {rm em Ç(Q), escrevemos '#-(Q) C Ç(Q)

A próxima proposição nos mostra que a derivação parcial em Ç(Q) é coerente com a
noção clássica de derivada em '#'(Q).

Proposição 1.3.1. Para cada a € N", o diagrama

'r'(Q)
.LÍr-
ç(Q)

%''(Q)

.L ãv'm

ç(Q)

(1.4)



]2 A álgebra simplificada das funções generalizadas

é comuÍatáuo

Prova:

Notemos que se ./: C '#', então é)''(/) = a''/ C %'' e a'.f = a'(./), . Pelo dia©ama
(1.2), temos

t« j(a"'f) (f» õ''(.j(.f)) = a'(í«,

1.4 Propriedades locais das funções generalizadas

O resultado dado nesta seção é de distinta importância uma vez que nos fornece in-
formações globais a partir das locais.

Comecemos, entretanto, definindo a restrição de uma função generalizada / de Ç(Q)
a um aberto !12t, onde Qi C Q

Se ./' C g(Q) e Qi é um subconjunto aberto de (2, temos uma restrição K.linear

,8, : j'c e«.1ol ---> ,nn: (/) c r«.lo-l,

sendo

«8.(.Õ(', .) 1.., v .c /,

que satistaz r8. (./VJOI) c ./UIOtl.

Do exposto acima e do teorema do homomorfismo para anéis, segue que existe um
único homomoúsmo (rnn:)' tornando comutativo o diagrama

e«.1nl

ç(Q)

fw[Q:]

g(Q:)

(1.5)

o que dá sentido à seguinte definição

Definição 1.4.1. Soam Q e Qi dois aZ,ecos do ]R" taà8 que 0 # Q. C Q. Se .f € Ç(f2),
.ntão . eZement. (,11:)*(/) C g(Q-) é ch«m'd. «,tição d. / « Q- e é denotado p«
/ 1.

Para o próximo teorema precisaremos das seguintes notações que introduzireinos agora
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e c.4Zg é a categoria das C-álgebras;

eüR" := {X : X é aberto do ]R"}.

Teorema 1.4.2
sopre R"

ç(.; K) (2 C üx" --> Ç(Q) C c.4/g é um /eüe de áZgeóras di/eíericiais

Prova

Fixemos Q € an- e .f C g(Q). Temos que Ç;(.l ]K) é um pré-feixe pois, pelo diagrama
(1.5), para cada Qt ( abe:to do R") ta] que Qi C Q, eHste (r8.)' : Ç(Q) -+ ç(Qi) ta]

que (rnn)* é a identidade sobre (2 e, se Qi c Q2 C Q, então (rlj:); o (r8,)* = (rg. )*, isto é,
(.f in,) in.= .f l.:.

Seja (Qi)icJ uma cobertura aberta para Q tal que ç) = U Q:.

Para provar que Ç(-; ]K) é um feixe, devemos mostrar que Ç(.; K) satisfaz as seguintes
rnnHinÃncu'YVuu-

(F]) Se ./, g C ç(Q) e / in.= g In: para todo i C J, então / = g.

(F2) Soja /. € Ç(Qi) para cada á c J. Se /. In:nn,- .6 1n:nn, sempre que Q: n í2j :# 0,
então existe uma única / c g(Q) tal que / In:= /. para todo { c J.

Passemos então à prova.

Para mostrarmos (Fi), consideremos /, g representantes arbitrários de .f, g, respecti-
vamente, e mostremos que (/ -- g) € A/'lnl.

Seja -K CC Q. Uma vez que (Q{)i..J cobre K', existem compactos K':,K2, . . , -Kn tais

que .lí -; U .Zk.k e Kt C Q{., {k C J e l .$ k 5; n.
k l

Uma vez que por hipótese (/
ca~ > í) e ?7i. C / tais que

ã) l/xQ:.C .VIO{.l, dados a € N" e q € N, existem

IÕ''(.f - â)(', z)) -$ q.'', V g € X'k, V ' C Jo:.

Fazendo c := :i111=.{ci.} e v7 := :i11J11- {77i.}, temos

Õ'''(/ ã)(', #) $ c'". V a € Ã', V ' € /n,

o que prova (.Ft).

Mostrar-« (F2):

Unicidade: Se .f, .f* c g(Q) satisfazem (Pe), então ./ in.
por (FI) temos / = ./*.

/* in. para todo i C J. Logo
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Existência: Seja .Z; : Q ---.> 10, 11 tal que % c alo;KI e saio(%) Ç Q{, para todo
i C J, isto é, (.Z;)icJ é uma '#"-partição da unidade subordinada a cobertura (Qi)i.J
(veja existência em j121 página 289).

Como ('upp(.%)).., é localme«te fi«ita,

dado z c Q, existe uma vizinhança yz de # tal que o conjunto

Fz :=licJ:suW(.%)nyz#0} é6nito.
(1.6)

Sda /, representante de /. C Ç(Qí)

Estendendo /. a Q fazendo

/.(', z) : c Q n n;, v . € .r,

e considerando que .Z; = 0 se í € (F=y, temos definida, para cada á c J, a função

(c, #) C / x 9 ---> %.Â(e, z) € K,

onde .2i; é como na seção 1.3.

Pelo exposto em (1.6), dado z C Q, é finita a soma

>:ãÜ(',v) >: aÜ(',y), v' c /, y c v=
{cJ íclb

(1.7)

e podemos definir

>l: ãÜ(',«) c K.

Observemos que dado z c Q, por (1.6), podemos supor yz c Qj , para algum .j c /,
de onde seguirá por (1.7), que

/ : (., n) C .r x Q

.f(., z/) - {' o:...:Y ' c .r, v y € o;
1 %/l(', y), V ' C .r, V y C P=

Da arbitrariedade de z c Q e do fato de .IZ}/J c €1(ijl, segue que / c 8lnl.

Para mostrarmos que / € eÀílç21, suponhamos dados Ã. CC ç2, a C N" e fixemos um
aberto l,y tal que .K C W C TV cc (2.

Por (1.6) e pela compacidade de I'l'', existe e é finito o conjunto

F {í c J : suW(.z;) n W :# 0} (1.8)
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S. í c F' e («pp(.%) n X') # @, temos, «ste cmo, ;«m(.%) n K cc Q:.

Como .Z; c wlOil, resulta da hipótese de /. c Ç(Qi), que .Z;/. IJxQ.c fulQil e
portanto, existem /V, C N, ci > 0 e T7i C / tais que

que .%/,

Õ''(.%/,)(', #)l 5; qe''''', V z c .UW(.%) n -K, V . € /o:

Por outro lado, se i C F e (suW(%) n K) = ü , então %./: IK= 0 e o resultado acima
segue trivialmente.

Assim, provámos que para todo í C F, existem .7V, C N, c{ > 0 e ?7í C .r tais que

la'"(.%/,)(., z)l ; v: . 'q n c K. 'q e e in.

Logo, fazendo c

(1.8), que
«,a(/').:2Flq} , .v :!Flx.} . ,l m11iln}, temos, por

a'.R., z) l (.,z)l
á€F

É E lõ"'(.%/.)(., z)

$ E .::. ''':

<. ce'N , 'q z C K, 'q e C in,

isto é, / C emlQI.

Para mostrarmos que .j(/) = / C Ç(Q), onde .j é a projeção canónica de eml{21 ao
quociente Ç(Q), é tal que / ls2.= ./k, provámos que

/ l/xn. --/k c .A/'l0i;l, V k c J.

Fixemos k C J, .K CC Ok, a € N" e um aberto W ta] que 1( C }V C W' CC Qk.

Por (1.8), existe uma parte finita F de J que nos permite, por ser (Z)icJ partição da
unidade, escrever

>1: .%(a)+Zk(a)
jCF',i#k

1, V # C Wr.

E disso, resulta para cada c € / e para cada # € kr, que
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/\ /'\ l ""'"--' .A '"'"-" .A \ .A

/(',z) - /k(',z) (',z) + . k/k(',a) l l..f.(',a)
\.ief',{#É,/

E . («) (Â Â)(., «).
iCF',i#k

Se { c f' e Q: n ç2k = @, então H' C Qk C (Q.)' C (suW(%))' e .% lw= 0 . msim
vamos supor Qi n Qi; :# ü.

Como a soma é finita, é suficiente mostrar que cada parcela da expressão

Ã.,«) À(',«)- >: z(,)(Ê Ã)(',«)
ie/',i#k

entiefnv n pnnHip n Hn T)z,g.;pãr. 1 1 Q
yt+\.r \xt+ JL-r \.fxAx4Jl\ítAv x B .L n !-r'

De fato, pela hipótese dada em (P2), para z C (K n suW(.%)) c (Qi n Qk) temos que
.Z;(/. -- /É) in.nn.c .Wlni n ç2kl,isto é, dado q C N, existem ci > 0 e qi C / tais que

IÕ'"'(.%/. - .Zi;/i)(c,z)l 5; ci.«, Vc C .r... (1.9)

Obsewemos que se iC -F e suW(%) n -K = 0, então -K C (suW(.%))' e .% = 0 num
aberto )' que contém K mas não contém surf(.Z;), e portanto,

a'''l.Z;(./ - ./1)1(., ) = 0 em W, . € -r,

o que mostra (lue (1.9) vale em todo K

Soam ' := ",d(-F). WaxÍq} e ? := mipÍq:}

Então

E .%/.(., n) + .ZI/h(., z)
iCF',{#k

+ E .X(z) + .Zi;(z)
ieF,{#k

A(.,.)

Z 'z

a':'(/ - /k)(., z)l X.(./: .h)l(., «)
Í€F

5; E ja'jX:(/. - /k)l(.,«)

$ cd, 'q l ç: 1<, ''J e C in
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Seja .f C Ç(Q). Se (Wr.)i.J é a família das partes abertas não vazias de ç2 tais que
./ lw.= 0 para todo { c J, então temos ./' l U w.= 0 e W := U W. é o maior aberto de Q

onde / = 0.
{CJ€J

Isso nos permite dar a seguinte definição

De6nição 1.4.3. Sejam ./ c g(Q) e W o maior aberto não vazio de ]R' fa/ que /lw = 0
.Bata. o co«j-f. Q n w' é 'A'm'.Zo .upo,'te de / e é d.not.'' p« suW(/).

1.5 Composição de funções generalizadas

Nesta seção, ao abordar composição de funções generalizadas, estamos seguindo de
perto as notações, definições e resultados dados em l51.

De6nição 1.5.1. Seja p C N'
j : l x Q --+ wp, j = Çft, ja,

Denotarnos por €1O; IRpl o conjunto das /uniões uefohaÍs
,/p) tais que /. C flO;lKI, Vá C {l,...,p}.

De6nição 1.5.2. Sda p € N'
j : l x ç\ --+ WP, j = tf\, ja,

Z)eriotamos por WIQt Rpl o c07zjunto das /urzções uetoha s
, /p) tais que /, C 8À/IP;RI, VÍ C {l,...,p}.

Um elemento de emlQ; Rpl é chamado ap]icação moderada em (2 a valores em ]RP

De6nição 1.5.3. Seja p C IV* . Z)anotamos por .A/IO; Rpl o canlurzto das /Mações uetor'tais
.f : .r xQ ---} RP,/=(./i,/2,..,/p) tais que /, c.VJQ;RI, V{C {l,...,p}.

Um e]emento de .A/'lO; ]Rpl é chamado aplicação nula em ç2 a valores em IRP

Definição 1.5.4. Se p C N' , erzfão denofamos por g(Q; ]RP) o espaço ueZoha/ quocierzte
de é'w IO; ]Rpl por À/'lO; Rpl.

Um elemento de ÇIO; ]Rpl é chamado aplicação generalizada em Q a valores em IRP
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Definição 1.5.5. Selara (2 unz aberto do ]R" e Q' urn azedo do IRP. Z)enofamos por
g*(Q; Q') o conjunto das ap/ácações generalizadas / C Ç(Q;R') para as qua s existe um
íeT)resentaltte fo de f satisfazendo:

V Ã CC Q, ]K' CC Q' e q C .r t.{s q« À(/u x K) C K' (l.lO)

Proposição 1.5.6. Soam Q um abano do ]R", Q' um aZ)edo do ]R' e / C Ç*(Q;Q')
Então todo representante f de f satisfaz a. condição (l.lO) da De$nição 1.5.5.

Prova

Ver l51 (Proposição 1.1.19)

Lema 1.5.7. S'jam (2 um aberto do ]R", Q' um abano de ]R', / € Ç*(Q; Q'), g C g(Q'; ]R'),
f um representante de f, tt wm representante de g, K -- ÇK.àiew urna sequência exaustiva
de compactos para ç) e (.qi)ie uma seqiiêncãa em l stisfazendo:

r'a,l ?7i > 77i+i, para todo ã € N;

rÓJ {/(.,z) : (',z) € /o: x Ã':} CC Q' P«« t.d. Í eN

Sejam i C N e hi a aplicação de$nida eTrl lx K. por

h: (., z)
Õ(', /(., s)), 'e . C lw:

ã(', /(t, z)), « ' C l,7., il

] h{ C é'A,rl.K.; iK'l, para iodo á C N;
0

2. eàste OK,.fÕ c 8A,rlç21 IK'l ta/ que OK,.fÕ

0

.hi C .VIX'.; R'l0 para todo í C N

Prova

Ver ISI (Lema 1.1.21)

l

Observando o Lemal.1.22 de l51 segue a segiiinte definição
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Definição 1.5.8. Soam Q um aZ,edo de ]R", Q' um aberto de ]R', ./ C Ç*(Q; Q') e g C

C Ç(.ÇY;R.s), Denotamos por go j a classe da aplicação moderada (11)K,jÕ (como em (2) do
Z'm« p«cede«te), -de K' = (Ki):« é «m« «qüê«.i. «.«;tã« d' "mp«to. p«« Q, .f é
um representaltte de f e Ü um represeTLtante de g.

1.6 A definição de ]K.

Definição 1.6.1. PeRDÍamos corri w(]K) a áZgeóra das.funções À : / ----> ]K que uerí$cam
ai"n"

\J# vv l u\+u\f \Aq/

nçN
] a C,R ta/ que'l,i(c)l = o(c') se . ----> 0+

K - R

Definição 1.6.2. -Denotamos corri .V(]K)
À C em(K) «M$««do « c-dàçã'.

. áde./ de 8m(K) c- Zát«M« d« eZe«-ente;

V Z, C ]R tem-« lli(.)1 - «(.') « . ---> 0''

Um e]emento de em(]K) é chamado elemento moderado

Um e]emento de A(]K) é chamado elemento nulo.

Proposição 1.6.3. Se À C ./V'(K), então lim. À(c) = 0, c C .r
c---+

Prova

Segue diretamente da definição de JV'(]K)

l

Definição 1.6.4. Z)eno amos corri K a á/geóra quociente de eA,r(K) por .V(]K)

Um e]emento de ]K é chamado número real ( complexo) generalizado, se
(K

O ane] quociente K é visive]mente uma ]K-álgebra e é uma sub-lK-álgebra de Ç(Q)
( para cada aberto Q C ]R", Q :# @)-
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1.7 A inc[usão de K em ]K.

Proposição 1.7.1. K identifica-se canorticamente a um suó-corpo K

Prova:

Para cada À; C K seja a função constante k : c € / r---> k C K.

Observemos que sendo k um elemento moderado, temos deÊnido um homomor6smo
à:. : # C K ---> k C 8W(K).

Afirmamos que (.joio) : k C K F---> ltl C K é um homomorÊsmo injetivo de ]K-álgebras

De fato, k C Ker(.j o {K)

M /

<:::> A = 0

[dentificando a imagem de ]K em ]K pela aplicação (.j o {K), escrevemos ]K C ]K

1.8 A inclusão de ]K em Ç(Q)

Proposição 1.8.1. -Ehste ã*
K c ç(Q).

K -+ Ç(Q) fa/ q«, í ntW«nd. K c.m {*(]K), tem-«

Prova:

Seja À C ]K ta] que À C w(]K) seja um de seus representantes, e consideremos

À* : (e, JÇ) C .r x Q ---> .X(c) C K

É óbvio que li*(c, .) C %''(n) pois a'li*(c, .) = 0, para todo a # 0.

Afirmamos que X* € fA,r[(21 e que X* c .V]O] se ]i C .V(]K). De fato, se ]i c fÀ,r(K),
dado .K CC ç2, teremos

lla'li*(c, .)llK = 1' À(')l - o(c') para a]gum b C ]R, se 'l -o
1. 0 = o(cb) para todo b C ]R, se a # 0.

Se li c .A/'(]K), então lla'li*(c, .)llK = o(c') para todo Z, C ]R, para todo a C N"

Assim, está definida lama função

á : w(]K) IÇ l
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que é um homomor6smo de anéis, e determina um único homomorfismo

á* : .X c K ---> À* c g(Q),

tornando comutativo o diagrama

,à c e«,(K) À* c MINI

À* c Ç(Q).

identificando K com a imagem de ]K em Ç(Q) pe]a aplicação ã*, escrevemos K C g(Q)

Definição 1.8.2. Sejam ç2 um aberto do ]R" e * o Aomomoryísmo dado em í.8..Z. t/m
e/ementa de /m(í*) é chamado constante genemlÍzadQ.

Proposição 1.8.3. Se / c Ç(Q) é ama constarzte generalizada, então a'.f
a C N" [a/ que lal ? l-

0 para cada

Prova

Por definição, existe À c fm(]K) tal que / = .jl{(À)l.

Logo, pela comutatividade do diagrama (1.2) temos

õ'"'./' li(.x)l li(.x)l} 0,

pois sendo la1 2. 1, í(À) independe de z € f2

l

1.9 Valor num ponto de uma função generalizada

Proposição 1.9.1. Soam ./' € g(Q) e / € emlOI um represerzfarzte de /. Então para
cada :« c Q a/unção parcáa/ /z : c c .r --} /(c,z) pedem a r(]K). Se ./'1,/2 € ewlOI
sào d.ü ''p«,'t-'" q-óq«, de /, então (.f-), (.B), C .V(K).

Prova
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Fixado z C Q arbitrário, associado ao compacto Ã' := {z} e a a := (0, . . . ,0) C N',
existem .N C N, c > 0 e 77 C / tais que

l.Â(.)l - i.ã.,;«)t $ «'''', . € /n'

Para provarmos a segullda afirmação, notemos que, se ./'1, /2 C MINI são dois represen-
tantes quaisquer de .f, então .fi -- /2 C .A/'lOI. Assim, dado q C N, associado ao compacto
.K := {z} e a a := (0, . . . , 0) C N", existem c > 0 e ?7 C / tais (lue

((Â), (.Â).)Hl-lCÂ .)l.$..«, .'1u

A Proposição 1.9.1 dá sentido à seguinte definição

Definição 1.9.2. Sda / C Ç(Q). Chamamos de valor de / no ponto z C Q, e derrotamos
por /(z), à classe em ]K da /unção ./; C em(K), dada na Proposição .Z.9./.

Usando as notações das proposições 1.7-1 e 1.9.1, podemos escrever

/(Z) : (.j . Í«.)(/a),

e podemos definir uma aplicação P, : / c g(Q) -+ /(z) C K, que é um homomorfismo
de ]K-álgebras.

Proposição 1.9.3. Se Q é am abano do ]R", z C (2 e ./' C '#"(Q), então o ua/or,

/(z) C ]K, de .f no ponto a, considerada como elemento de Ç(Q), coincide com o ua/or
c/ássico /(z) C K.

Prova

Seja, para z C f2, p, : / € %''(Q) --} /(z) c K. Pela definição de .j o ãK em 1.7.1,
temos

o.: («m)-o.:üu(«n-J(n), " /'"".
Por outro lado,

», ({«, (/)) IJ(/)l (z) )
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Consideremos / C Ç(]R;IR) onde / é a classe de / : (c,z) € / x R ---> e = . É de

fácil verificação que /(z) = 0 para todo z C ]R, mas ./' :# 0 C Ç;(Q). Portanto, uma

função generalizada não está bem definida por seu valor pontual. M. Kunzinger e M.
Oberguggenberger solucionaram o problema ao introduzir o conjunto Õ. (veja j14]), o
qual apresentamos na próxima seção.

2

1.10 O co«junto Q.

Sejam ç2 um aberto do R" e

{(z.).c/ c n' 1 ] x' > o, ],z > o, ]c > o : llz.ll $ c.c'x,c c lo}

Sobre (2M, definimos a seguinte relação de equivalência «.

(z.).« «' (g/.).., V q > 0, ] 77 > 0 tais que llz. -- y.ll 5; cq c C /u

e consideremos, Q := QW/ «.,

Observemos que se 9 = 1K, então ç2 = iK.

A partir dessas considerações, temos a seguinte definição

Definição l.IO.l

Õ. l(z.).c/l C Q 1 ] K CC n, ],7C-r coma. C K, VcC/n}

Proposição l.l0.2. Se i € Qc, então Caíste K' CC {2 satlls/acendo

.r. se (z.).c/ é u«. rep«senfante de i, então «êste q C /, co«. z. C K para todo c C /n;

2. « (r.)../ ' (3/.)../ 'ão «p«.«t-te. de ã, .níã. e ste W C .r Za/ q« . «gment.
de e:úrevitidades z. e 'y. está contido em K, para todo e C l,»

Prova

Seja Ê € Q. c tomemos (]ç:).c/ um icprcscntantc dc Ê para o qual, por hipótese,

existem L CC ç2 e v7t C / tais que z} C L para todo c C /u..

Tomemos y aberto de Q com .L C y C V' CC ç2 e seja r = disZ(L, }'' n (2) > o.
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Então

L c U -aÍ(.«) ç U iã;il© c Q
wC .L to € .L

e como .L CC Q existem wi, . . . ,w, C -L tais que

z c UBi(««:) c U'ãi(i©' cc Q
{:: l {-: l

Sda K = U .B;(w{) e privemos que vale (1) e (2).

(1): Seja (z.).c/ um representante de i- Como (z.).

773 C / com llz. -- z111 < c, para todo c C /u,.

Sqa z7 ;= mini?7t, v73) ã} e 6xemos c C ]q

Cromo ai C ], existe í C {]], . . . , s} ta] que llzi mill < ã, e portanto

S

2

(#!)../, dado q 1, existe

ll«.-«.ll .$11«. «111+11.! w.ll$'+;<'7+ã$ã+ã
T

2'

e assim z. C 23{(wi) C K, o que completa a prova de (1).

(2): Soam (z.).c/, (g/.).cr representantes de ê.

Como (z.).e/ «' (z}).c/ e (g/.)../ ,- (z}).c.r, existe q, C / tal que

1:«. - z111 $ ' ' Ig/. - z:ll $ ', V ' C /q.

Tomando ?72 = mini?74,77i,i} concluímos, pela prova de (1), que dado c C /m e--

xíste { € {1,. ..,s} tal que z! c -B;(wj) e z.,g/. € B;(w{), e portanto o segmento de

extremidades a. e Z/. pertence a -B!(w{) C K.

l

Proposição l.l0.3. Soam .f C Ç(Q) e i C Q.- Então fazem a a#zvnações

1. se f é um representante de j e Q=c].ç:l é um rel)resentante de ã; então Q junção

. C .r ---> /(., z.) c f«.(K);

2. .. ./' é ««. ,ep«'enfant. d. / e (z.)..., (y.).., ;ã. «p«nf-fe., de ê , e«fã. «

. c .r --} ./'(.,z.) - /(., y.) c N'(K);
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3. se f. ã são representantes de f e t=.à.ç:x. (Uà.ei são reT)resentante
Junção

. C -r --} .f(.,Z.) - â(.,3/.) C JV'(K).

Prole:

(1): E imediata uma vez (lue .f é moderada e existem 77 C / e Ã CC Q tais que
z. C .Z( para todo c C lo'

(2): Seja .K' como na Proposição l.l0.2. Então existe W c / tal que o segmento de

extremidades z., y. está contido em Ã para todo c C /m.

Como ./' é moderada, dado a C N" tal que lal = 1, exitem N C N, c > 0 e v73 C / tais
que

a''.f(',')llK -$ :;-, v ' c /n

Sdaqc N.

Como (z.).c/ «., (y.).cl existe q4 C / tal que

zc -- y.ll $ cW+q+i para todo c C /o..

Seja ?7s := minl7b, ?7a, 774, 1 }. Então fixado € C /o. existe t Cl0, ll tal que

,k,«J l -l,/(.,«. -*''«. .(«.

:; n«/(.,..--''«. ii-ii(«. «Jii
.( m..g,fJV+q+ll .: /,,n,:,;q .- ,:q

s de i }

3

€
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(3): Observemos que

.fk,«J «J -(/k,'J «J)--(.fk,«J-,k,«J)
(.fk,«J k,«J) -- (ü k,«J)

Logo por (2) e usando que .f -- â é nula e que existem .L CC Q

C -L, para todo c C /u., temos o resultadoZ/c

e r?õ C / tais que

Utilizando a Proposição acima faz sentido a seguinte definição:

Definição l.I0.4. Sejam .f C Ç(ç2) e ã C Õ.. De$nÍmos

.h := lc c .r --+ .f(.,a.)l c R,

ando f um lepreseTttalLte de f e (.1.).ei um representavtte de ã;S
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Seja K : / C Ç(Q) -+ K/ C lr:', onde K/(ã) := .ê, para ã C Q.. É fácil veri6car que
K é linear. Veremos, no Teorema l.l0.5, que H é injetora.

Munindo ]k. com a topo]ogia definida por D. Scarpa]ezos ( ver ]t71 e j16]) e ]K" com
a topologia produto, J. Aragona, R. Fernandez e S. O. Juriaans (ver l91) introduziram o
conceito de diferenciabilidade e de derivadas parciais para funções definidas em abertos
de ]K" e a valores em ]K, e provaram que

«(a''/) a'(K./'), sendo a C N"

A topologia definida por D. Scarpalezos será apresentada no capítulo 2

Teo"ma l.I0.5. Sd« .f c Ç(Q). nfã. / = 0 .m Ç(Q) «, . «me«te «, .b

para todo ê C Q..
0 ern ]K,

Prova

(:->). Seja ã c Õ. e tomemos (z.)..r u«) representante de ã. Como ê C Õ. existem
K CC Q e 77 C / tais que z. C -K quando € C /o.

Uma vez que / é nula, dado q C N existe c > 0 e existe v7i € / tais que

l.f(', .)llK 5; c..', V ' C /o:

Sda rh = minÍ77, 77i}. Então

/(c, z.)l $ '.c«, V ' c /w,

e assim /ã :: 0 em ]K.

(+:=). Suponhamos / # 0 em g(Q) e seja / um representante de /

Sda

Á {aC N" l] -L CC Q, ] .VC N :VqC .r, ] cC in com lla".f(c,.)llZ:, > cx}

Como / é não nula, .A :# 0, e assim existe p ::: minijal : a € .4}.

Seja a C .A tal que lal = z/.

Como cl € .4 existem Ã CC ç2, q € N, cA; --} 0 e (zk)Ê.n seqüência de elementos de
K tais que

õ''/(ck, zÉ)l > .Z V k C N.

Seja (n.)... com

«.-Í::::::=1::il!..:, *'~.
(1.1 1)
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E"tão (#.)../ c ç2«. e i:= 1(z.)../l c Õ..

Como la''/(ck, a.)l ? cÍ, para k C N, concluímos que (a'/)ã # 0 em IK.

Se a = 0 temos que ./; = (a'/)ã # 0 em R.

Suponhamos, então, p = lal # 0, e sem perda da generalidade, consideremos a
(a:, . . . , a.) e a: :# 0.

SdamD=(a: l,a,,...,a.) e'y=(a:+l,a,,...,a.).
ComoK cc O existem ui,...,u, c -K e ri,...,r, c lO,+oojtaisque

s s s

Ã.' c U a,:(«:) c U B,,.(«.) c U'ai.:(a c o.
i:= 1 í :: l { :: l

Sda -L
S

U .B2,: («:)
{-1

CC Q e consideremos r mintri , ,,,}

Como ./' é moderada, encontramos r72 C /, c > 0 e N C N tais que

lõ'.f(., .)ll. < c.. "+:, . c lm.

Tomemos ko c N tal que ck < :1 e !ckw+q < minar, 7»} para k ? ko.

Notemos que dado(wl, . .., wE) C K, existe í Cll,. . . ,s} tal que

(.«l, . . . , «,r) -- «:ll < ,:,

e assim,

(t,«,Í,...,«,F) «:ll $ 11(t,.«:,.-.,««F) - (.«1,...,«;)11 + 11(««1,

.$ it - «,ll + ,:,

e portanto , se it -- mkl < r temos que

(t, «,Í,..., «,f) -- uill < r+ r: 5; 2ri,

«:11

isto é, (t, «,Í, . . . , «,r) C -L.

Suponhamos zk = (zl, zÍ, - . . , zf), k C N, onde (ze)k.m é como em (l

que,sek?koejyi--zkl< icx+q então Z/i zij<re
11), e «temos

a''/('*,z/:,;',. . . ,zF)l .f('*,zl,;É, . ..,;F) + J'Õ"/(..,t,;',
y'

? lõ'''/('*, ,É, ;',.. . , ;F)l - l .fõ''/(.*, t, ;*,

> .Z - ly: - zll. ''' > .Z - Z $ Z
l

,,Ê)dtl

,,Í)dtl
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Soam k 2 ko e Zk := (zl + !cf+Ç z2 . . . , zE) C L, pok lzl + {cfr+q
e (,Z, . . - , ;f) c K.

Então, pelo Teorema do valor médio para integral, temos

;!++.!'+q

laP.f('.,Z.)l lap/(.k,,.)+ J Õ".f(.k,f,,*,...,,Ê)dtl

,.t+4.1''''''

? l J' õ'''.f(..,t,'',...,;F)atl - lap./;(..,'.)

2 {.r'''«la''.f('*,i, ,',. . . , ;r)dtl - la'.f('., '.)l
2 {.f''''{.Z - lap.f('., ;*)l
z }.A"'' - IW.f(.., ;.)l,

para algum í c lzl, zl + {chx+çl

Como l/il := z/ -- 1 < p temos que P não pertence a ..4 e assim, to
.N + 2q + l C N, concluímos que existe v73 Cl0, minlv72, {ll tal que

ld'.f(', .)ll. $ ."'':«+:, v . c /n

e , para k > kO e ck € /q3) temos

lla''.f('*, ')11. 2- 1a".f('*, 2.)1 2: :'r''''«-.r-'-''... 2 !."'« - !.-'« - li.k":« > r''''«-'':

o que é absurdo.
DA.]-.n+A f n

mando .L Q ecc

3 ]

em Ç(Q)

.das

1.11 Integração de funções generalizadas

Proposição 1.11.1. S(gam X um conjunto Zeóesgue me7zsuráueZ, taJ

/ C emlQI. Então a /urzção

JxÇj): l
Jx ( .f )(. )

K

CC {2, e

pertence a f~,(]K)
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Prova

Como.fc MJQjparaX(-C Qea=(O,...,O) eN',existem.VCN,77C/echo,
de modo que

l.f(., a)l $ c.. N
)

para cada z C X e c C lo.

Denotando por /i(X) a medida de Lebesgue do conjunto X, temos que

IJx(.Õ(')l $ / 1.R.,z)lü $ P(X)c.''",

para todo c c lq

A proposição acima nos mostra que existe uma ap]icação ]l<1-linear,

}x : .fC C«.l01 ---} Jx(.0 C ew(K),

onde Jx(JV'jQI) c .A/(]K). De fato, se / C ./V'jOI, então para T CC Q e a = (O, . . . , 0) €
C N', podemos paratodo q C N achar c > 0e ?7 C / tais que l/(E,z)l .É c.cq, para cada zC
C X e c C /q, e assim, segue que

IJx(/)(c)l $ / 1/(.,z)ldz $ p(X)c.'', para todo c C /ox'

Pelo teorema do homomorâsmo, existe uma única aplicação K-linear /x tornando comu.
Cativo o diagrama

C«lnl :b eK(K)

g(Q) =!$ K.

Agora estamos em condições de dar a seguinte definição

Definição 1.11.2. Soam Q um azedo do ]R', / C Ç;(Q) e X um canyunlo Z;eó

mensurável tal quG X c.c Ç!, Grama-se integral de j sobre X o elemento JxÇj)
Jx como no diagrama pT"ecedente. Se .f € Ç(Q), então indicaremos a integral de if sobre

/'(z)dz ou

sgue
c K,

/ /..
X
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Se / C 8mlQI é um representante qualquer de /, então temos

/ ./'(.f) l.í(/)l =.jljx(.f)l//(',z)azc ]K)
.x X

Daremos a seguir as principais propriedades da integral de funções generalizadas

Proposição 1.11.3. Sejam p a medida de -Lebesgue do ]R' e X, Xt, X2 conlunfos Leóesgue

me«'u,ágeis. P«« todos ./', g c Ç(Q) e pa« todo a c ]R, -Z'm " «guinte. ag«n«çõ«.

.Z. Se X CC Q, então

g;

/

x'

.x

X

/x x x

2. Se Xt C X2 C X2 CC ç2 e p(Xt) = O, então

J'- f ':
X2 x2n(xi )'

3. mexi CC í2,X2 CC Q ep(xinx2) =0, então

/
.Xtu.X2 .Ki .X2

4. Se X cc Q ' / c '#'(Q) , 'ntâ. o «Z« d' {nteg«/ de / .ob« X, // c R,

covtsiderando f como eLevnento de g(ç\Õ, coincide com o valor clássico j j C K.. De

«..d. m.á; p«c'", «n;Íde«nd. JK : .f C Z-(Q) --} .f.f(z)dz C K, é com«f.é:"

7

/

(/ + a.g) /

/- /

/+a.

/+

sg ç;(o)
.l Jx

.3. R

Prova:

j[): Obvio, uma vez que Jx é ]K-linear.

l2): Seja / um representante qualquer de ./' C Ç({2), então para cada c C / temos

/
X2 x2n(xi)' Xi x'zn(xi)'

/.f(., z)dz = //(., z)dz + //(.,«)dz /(., =)d:«
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donde

.I'-'k---* .l3'k,«»-4-.' J
X2 X2 x2n(xt)'

(3): Se / é um representante qualquer de ./ € g(Q) segue, de p(xi n x2) = 0, que

«)d« -+ ff(..«)a«- f }(.,«)a"
Xt X2 XtnX2

«)ú« -p .f f(., «)d«.
XI X2

F«,«)d«- f .r,
xzn(xiy

J f'(.,«)ú-
X'iUXZ

donde

/(., :«)dz)
.ViU.X2

.r/(', z)dz) +(. ---> J'/(., :«)dz)l
Xt X2

j(.,=)d=)+j( --} .f j(.,«)d=)

- J í+ .ff.
Xi X2

(4): Seja / € %'"(Q) uma função (qualquer tal que F soja seu representante, como na
aopõn l 'l Ti'n+an
uuyt+v x B tJ n LJllUtAlv

/
Por outro lado, segue da definição de áK na Proposição 1.7.1 que

/

Jx Çf) = j(e C l --+ f(c, z)dz) = j(e c l -+ l .f(ac)d=).

(.j . iK)( /.f(z)dz) J( )d=\ = j(e c 1 ---} 1 J(z)dz).

l

O lema a seguir nos dá condições de definir a integração de funções generalizadas, com
suporte compacto, sobre Q.

Lema 1.11.4. Se (2 é um abano do ]R", ua/ern as seguintes aBrmações

/. Seja X um conjunto Lebesgae merzsuráue/ ta/ que X CC Q. Se W é um aberto la/
qtle X C }V C Q, então

.r), V / C Ç(Q)
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Em T)aTticutar,

l j - 0, V .f C Ç(.çl) tal que supp(.f) C (.X)c\
.x

2. S«ponÀamo; q«e / C g(Q) «M$« . «n áçã. .UW(.f) CC Q . q« y é ««. .Z,ed.
[.Z q«. -pp(/) C }'' e p(a]') N'est« c-dÍçõe; fem«;

(a) Se V c K cc Q, então f.Í = .f.Í= .fÍ;
K' 7 v'

(b) V c Ki cc Q, i= L,2, então J j = .f .f.
K'i -K2

Prova

(1): Se / C MINI é um representante qualquer de /, então / l/,.w é um representante
de / lw e, sendo X CC W C Q, ambas integrais têm sentido e coincidem com

j(e c 1 ---} 1 j(c,=)a= c K).
X

Em particular, se / C g(Q) e suW(/) C (X)', então existe W aberto de n com X C W
e s«W(/) n w = ü.

Logo .f lw:= 0 e

J. - /«' ~«» - /' - '.x x x

(2a): Uma vez que

Ã. (K\\') }')ep(yn(Ã.\l')))(@) n(-K\T')),

podemos escrever

J,- !'* j'- j'* J.
x' 7 K\\'' v KW

Por outro lado, pondo X := K\y, como suf)})(/) C y resulta

(./' c g(Q)) (1.12)

.x

e

.f/
V

X C (Q\.uw(.f)).

J .f = .fj .-n (l.L'2)
K' 7 v''

.r .f.
K'2

Segue que .f .f = J .f = 0
x K\v''

(2b): Por (2a) temos J' /
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Definição 1.11.5. Soam ç2 um aZ)edo do ]R" e / C g(Q) uen$c-
Chüvíta-se integral de. f sobre 9 ao número generali,ando

c K,

de Ã' satisfaz ' condição suja(.f) c K' C K CC Q.

Observemos que, se Ki,K2 C Q são tais que sulW(./) C
] /rbl\ ] T dq« a .A

4, têm-se

K'i

assim podemos escolher qualquer K, com K c Q e sulw(/) c K, para calcular .f /

A seguir apresentamos a fórmula de integração por partes para funções generalizadas.

Teorema 1.11.6. Se Q é um aberto do ]R", a € N", /,g C Ç;(Q) e .f ou g tem suporte
corrzpaclo, erztão

JJ(.)a' g(«)ú« (- 1 )\"\ .la"' f(,)gl.«)ú«.

.I'nova:

Seja ã C {1, 2, . . . ,n}. Para usarmos indução em lal, é suficiente mo:

/
amos, sem perda da generalidade, suZP(/) CC ç2 e notemo

Logo, se Ã é tal que supp(J') c Ã'' c /{ cc (2, então surf(.fã-) c K', surf(ig-s) c

C .K', e assim pela definição de integral temos

/

/

/

/(«)1:(«)a. - - g{(«)s(«)d«.

;««'':» - ;««':,, C surf(.f) CC Q.

/(.)g:(«)d. - /.f(«);:(«)d. . /gíl(.)g(.)a, - igi(")g(«)a«. (l i4)

ndo a condíçãos

.Ki 1, 2, e] pelaent.ao)
con o .Lema

/ /

e

trarm
dade

Suponh s que

K Q K

33

«pp(.j) c' Q

/' - J'««'-"
n

os a igual-

(1.13)
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Soam /,g C 8Â,Ílnl representantes de /, g, respectivamente, e W' um aberto tal que
K' C W C H' CC Q. Consideremos também a C g(W) tal (lue 0 $ a 5; l e a = 1 em
K. Pela fórmula clássica de integração por partes, para cada f C /, podemos escrever

/ {lEaí ü,«)'«,(.,z)dz (1.15)

onde ã é como dado na seção 1.3

Segue que

J. l.f:zl @,")d« -'" Z. l:gq k,")'" - K/ l@'õ'l k,")a« + J' 1%põl k, «)a«

- p.õel «,«) -* líqpl ü,«)} .«.

Como «m(/) C K' C IO\(W\X')l, res«lta

;«pp{(a./)-g! + g?$:a.} c s«pp(.f) c IO\(@\k)laz{ ' ' azi
Observando a condição (1) do Lema 1.11.4, temos

/ l@.õ®l k,«) --
.a(õ'/)

(.,«) dz = 0

w\Ã'

Portanto, de (1.14) segue (1.13), completando a prova.

l

1.12 A relação de associação

O estudo da relação de associação sobre Ç(Q) é de distinta importância uma vez que,
ao introduzi-lo, J. F. Colombeau possibilitou a solução de muitos problemas envolvendo
multiplicação de distribuições. Ao leitor interessado, indicamos ver j211, 1201.

[)eíinição 1.12.1. Sda Q um aZ)edo do ]R". Z)iremos que / C g(Q) é associado a zem,
e indicamos T)or f-N Q, se exi,ste ILlrl rel)resentante f de j tal qxLe

>m+lÍ(., )p( )a«-ü, N.pcgqQ].
Q

Se j.g C ÇÇnà, então dizemos que j é cbssociado Q g, e o indicamos T)or f
f -- g H 0.

g, se
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Proposição 1-12.2. S©a / C Ç;(Q). .Então ./ H 0 se, e somente se, para todo represen.
tarte if de f tem-se

.}:&* .l.Í(., «).p(.)'i«
Q

o v p c g(Q)

aprova

Sda/ € g(Q).

Observemos que se 111a. J'/(c, z)p(z)dz - 0 para todo representante ./' de ./ e para
então é óbvio que / = 0.

Reciprocamente, se ./' H 0, então existe /* representante de / tal que

)todo p c g(Q)

}:a. .l .f. (., .).p(« )'i"
Q

o, V 9 c g(Q) (1.16)

Sendo assim, se / é outro representante de .f e p € g(O), segue-se da inclusão
'#"(Q) C g(Q) que (/. .f)# C .VIVI e portanto, pela Proposição 1.11.1, temos que

/'Ê
Q

/)(.,z)P(z)dz .«: ((.Â c JV'(]K),

donde segue pela Proposição 1.6.3 que

»R.* .l(Í* - f)Qc,-).pt=)a«
Q

Por outro lado,segue de (1.16) que

IR... .l(.Í* - .f)(., «).pÇ')ü« - .llh. .IÍ*(., .).p(')d« - PR+ .l.Í(., «)p(.)««
()

Pn .l.ÍK, .).p@-«
Q

0

Proposição 1.12.3. S am À* C Ç(Q) urna constante genezaZÍzada e k,É;i C K. São
Batidas as n$rmações seg\tintos:
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/. À* = O se, e somente se, para todo representante À* de À* tem-se

.lido À*(') - 0;

2. Se B* := lc c / lc C J --> kil são leis que /3* H 7*, então k ki;

3. Se #* := lc C / erztão À* H /3* se, e somente se, para todo representarzte À*
de X* tem se

hm À.(.)c -----> 0

Prova

(1): Observemos que À* = ã*(À), para À C ]K e {* como na Proposição 1.8.1. Assim, se
À. C Ç(Q) é uma constante generalizada e À* H 0, então, pela Proposição 1.12.2, temos
para todo representante À* de À, que

0
1 .

/
Q

lim
c-->0+

À,(.,z)P(z)d«
Q

.»w+x(c)Jp(«)ú«,
Q

onde { : f«. (K) --> emlOI é como na prova da Proposição 1.8.1.

Logo

Ee..\n .lpW'i" - ',
Q

V y c g(Q) lim li,(qz)
E }0+ ' '

0

(2): Basta observar que

/3* H * <:-+ /3* -- 'y* H 0 4-::> lim (k ki)
C

0 .+::> k = kt

(3): Segue diretamente de (2)

l

Da inclusão de K em Ç(Q) e da afirmação (1) da Proposição 1.12.3 faz sentido a
seguinte definição:

Definição 1.12.4. Um c/emerzto À de K é dito associado a zero e é indicado por À = 0,
se existe um represa'ntaT\de \ de X tal qbe

.lin. À(') (i.i7)

Z)aços À, Ài C ]K, se d z que À é associado a Ài e denotado por À H Ài, se À -- Ài H 0.
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Se À € R, então todo representante .i de À satisfaz o limite dado em (1.17).

No próximo teorema, estamos seguindo de perto l21(Theorem 6.3.1)-

Teorema 1.12.5. Se ç2 é um azedo do ]R", então ua/em as seguintes a#7ma

1. .f,gcç(Q),.fa0,guo::::>j+g Q;

2. V, C '#'(Q), / C Ç(Q), ./' H 0 ::::> @.f H 0;

9./ C Ç;(Q),/ H 0,cl C N"::::» a"'/ H 0;

4. / C ç;(R"), #- H 0 e«. Ç(R") -:+ ]Q c Ç(

Prova:

(1). Sejam ./' e â representantes de / e g, respectivamente. Se / H 0 e g H 0, então

»:& J.Í(., «)p(«)Ú, - O, .llH+ fõ(., «)'p(.)d. -0

37

does

n
R tal que 0 e ./' H 'b

Q Q

e

/lim
c-y0+ /

A ....-'"""'-..

Sendo / + g = ./' + g um representante de ./ + g, concluímos que / + g H 0.

(2). Se @ C '#-(Q) e / C Ç(Q), então Ú/ é um representante de @/, onde @ é como

na seção 1.3, e .f é um representante de ./'

Observemos que @p c g(Q) para todo g € g(ç2). Assim, se ./ H 0 temos pela
Proposição 1.12.2 que

»:L IÍ(.. -)Q©.p)(«)a- - o,
isto é

ltm l .f$(e,z).p(:.)d= = Q.
c-'>0+ ./

Q

/(', ")ç'(")'í" + .yh i(', «)'p(z)d.' = Q +:::+ .ll:h. .l(.Í-+ Õ)(.,=)'p(«)d= = 0.

Q

(3). Notemos que se p C g(Q), então õ'p c g(Q) para todo a c N'
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Logo, se / H 0 e / é um representante de /, então

)!h. l j(.,«)(a'"'.p)(«)'i'
Q

e segue da fórmula de integração por partes, que

IH+ l(a'.f)(.,«).p(.)'ü
Q

0,

0.

(4). Soam / e gá- representantes para / C Ç;(]R') e gá- € Ç(R"), respectivamente.

Fixemos Úi C g(]R) td que

(1.18)

e consideremos a seguinte notação:

« z:,...,z«), € (z,,...,z.), z z:'Zz,...dz. e « dz,...d'.

Definimos para cada (c, z) C / x ]R"

+00

/
-00

./'(c, t, C)Ói (t)dt'}(.,z)

Uma vez que / c folk'l, pela derivação sob o sinal da integral, temos @ c EMIR'l e
segue que © ; I'bl C g(]R') satisfaz g: ;: 0.

Para comp]etarmos a prova, mostremos que dado @ C g(]R"), temos
r ....-----. 'l

/lim
c-+0+ í«,') -gl«,«) @(#)dJ

Por (l71 página 333), sabemos que @ pode ser escrita de modo único como

@ - À.@. + ?@,
azl

mais precisamente,

'@(:«) @:(z:)+?y!(z), (z e)),



.Z..12 A relação de associação

onde

@o C g(]R') e .X(e)

Clonsequentemente

J.í(., «)@(«)ú« )x( $* («*)a« -+ .l.i(., «) ::1(.)-,.
Por definição, temos -êZ- -- i:â C .V(]R'), e

lado, uma vez que i$1á- H 0 temos

\iuJ'gl.«, . ú«-o.

Dos dois limites anteriores, conclui-se que

tln Jí«, «) IE(-)d, - O.

De (1.18), segue que

JÍ(., «)x(e)@: («* )a« (., e)@(«)'i',

e por (1.19), tem-se

.l ç.f«, «) - Õ«, çü +(«)ú« - JíK, «) :Ew'i",
e assim, o resultado segue de (1.20).

!;«/ : - : ) '', «,«.'«,'« - ..
Por outro

39

I'«q,, a«*

(1.19)

(1.20)

l





CIAPÍTUL0 2

O espaço ultramétrico das funções

generalizadas

Nesse capítulo, os resultados (sobre topologia) apresentados nas seções 2.1, 2.2 e 2.3
foram desenvolvidos por D. Scarpalezos jver [171, j16]]. Na seção 2.4, mostramos que uma
vez definidas ultramétricas para K e Ç;(Q), é possível provar que eles são fractais, segundo
a definição de Mandelbrot jver jlll,j18ll.

2.1 Conceitos e propriedades básicas dos espaços ul.
tramétricos

Nessa seção, abordamos as principais propriedades de espaços ultramétricos que serão
usadas na seção 2.4 para provarmos que ]K e Ç(Q) são fractais.

Definição 2.1.1. Sda (M, p) um espaço méthco. Se p ralis/az a des gua/Jade u/íraméfóca

p(a, b) $ -n«.{p(a, c), p(., ó)}, V a, Z,, c C M,

então p é chamada uZtramét7'ica e M é dito espaço uZtramét7'ico

Proposição 2.1.2. Seja (iM, p) uzrz espaço u/tramétóco. Se a, Z), c sào e/ementas d stíntos
de ]M É'i; que p(a, Z,) 2 p(a, c) ? p(c, ó), n ão p(«, b)

Prova

41
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Por hipótese,

p(«, z,) Z p(., .)

e pela desigualdade ultramétrica,

p(a, Z,) 5; m«:lp(., c), p(., b)}

Porta«to, p(«, Z,) = p(a, c).

p(a,.)

(corolário 2.1.3. Em um esf)aço u/tramétóco, todos os thânguZos são isósceles, com base
menor ou igwat aos lados coltgruentes.

Prova

Sejam z, y, z as medidas dos lados de um triângulo cm um espaço ultramétrico. Pela
proposição precedente, z, Z/, z não podem ser simultaneamente distintos. Assim, supondo
que a medidada base seja z, peladesigualdade ultramétrica não podemos ter z>
> maxÍz, Z/} = z :: y. Logo, infere-se que z $ T = Z/.

A propriedade " todo triângulo é isósceles"é característica dos espaços ultramétricos

Se (M,p) é espaço ultramétrico, então V a,b,c C M e r,s > 0, valem as seguintes
proposlçoes:

Proposição 2.1.4. Se b C B,(a), então B,(a) B, (b)

Prova

Temos que Z, € /3,(a) se, e só se, p(Z,, a) < r

Agora se p(c, a) < r temos p(c, b) $ maxlp(c, a), p(b, a)} < r e segue que

B,(a) C B,(b).

.\nalogamente, como a C ,(ó), Zi,(ó) c -B,(.z).

l

Proposição 2.1.5. Se b c O,(.), anta. O,(«) o, (b)

Prova

Basta trocar < por $ na Proposição 2.1.4
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P'oposição 2.1.6. .B,(a)

Prova:

E obvio que .B,(a) C B,(a).

Para provarmos que B,(a) C :Z3,(a), lembremos que c C B,(a) se, e somente se
B,(c) n .B,(«) # 0, v ; > o.

Tomemw ; < ,. Se Z, C B,(c) n B,(a) então p(«, Z,) < , e p(b, .) < s < ,

Como p(c, «) $ m«.{p(Z,, a), p(b, c)} < « temos c C .B,(a) e seg«e q« B,(a) C -B,(a).

Proposição 2.1.7. .B,(a) é abano e /achado na topo/agia induzida por p

Prova:

B,(a) e -B,(a) são, respectivamente, aberto e fechado em qualquer espaço métrico M

Portanto, pela Proposição 2.1.6 segue o resultado.

Proposição 2.1.8. Se b C S(a), então -B,(Z,) C S,(a)

Prova:

Se c C B,(Z,), então p(Z,, c) < «

Por hipótese, p(b, a) = r e assim segue que p(a, c) $ maxÍp(b, c), p(b, a)} = r

Afirmamos que p(a, c) = r. De fato, se p(a, c) < r temos

« .) 5; m«.{p(Z,,.),p(«,.)} < ,,

o que é absurdo.

Portanto, .B,(b) C S,(a)

l

Proposição 2.1.9. Sr(a) é azedo e J'mhad0 7za lapa/agia induzida por p

Prova:

$(a) é fechado pois IS,(a)I'
Proposição 2.1.8.

B,(«) U (O,(«)y é abe-to. S,(a) é aberto pela

l
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Proposição 2.1.10. .B,(a)n-B,(b) # 0 se, e s.mente se, .B,(a) C B,(b) « B,(a) D B,(Z,)

Prova:

Podemos supor r $ s.

Se existe c C -B,(a) n -B,(b) temos, pela Proposição 2.1.4, (lue

B,(«) e -B,(b)

Logo,

B,(a) = .B,(C) C B,(C) = B,(Ó)

l

P-posição 2.1.11. -o,(a) n D,(b) # 0 «, . ;ó «, O,(a) C -0,(ó) - D,(a) D O,(Z,)

Prova:

A nãlnc a à Proposição 2.1.10 usando a Proposição 2.1.5r S

Proposição 2.1.12. Se 0 < ' < ,, enZã. p(b, .) S,(a) e V . C Sr(a)

Prole:

Se b € S,(a) e c €S C.(a), então p(b, a) -: s e p(a, c) -: r. l,ogo,

p(ó, ') .$ m-lp(b, «), p(., .)}

Aíírmamos que p(b, c) = r. De fato, se p(ó, c) < r temos

p(', ') 5; m«:lp(Z,, «), p(Z,, c)} < ,,

o quem absurdo

l

Proposição 2.1.13. Sda (:««)..:* «m' ;egüênc{. de e/ement« de B,(.) «n«ryenÍe
p««eCIM. ntã.e=« o«C#', .n«'' "", «i.te0<.<,t./q«eeS,(.) e

{m C N : z. # S,(a)} é ./imita

Z;mJ .É:N
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Prova

Como { é ponto aderente de .B,(a), o qual é fmhado, temos p((, a) < r

Se { # ., e«tão p((, a) = s > 0 e -ste caso, como p(e, #«) ---* 0, eüste no C N tal
que p((, z«) < p((, a) para m 2 n., e assim

(-r): p(e,a) xlp(e,z«),p(z«,.)}(z.,a)
Por outro lado

(/-r) : P(z«., a) 5; m«:Íp(z«, O, p(e, a)}

Logo, segue de (/) e (//) que p(z.,a) = s V m 2 n..

V m ? no.

Proposição 2.1.14. .A topo/agia aduz da por p é lota/mente desconeza, isto é, a campo
nenfe comera de q a/quer ponto C M é o c07Üunto unátáho .[z}.

Prova

Óbvia, pois qualquer z possui um sistema fundamental de vizinhanças que são simul.
taneamente, abertas e fechadas.

Definição 2.1.15. Seja (M, p) um apaço u/tramétüco. l)iremos que um suóco@urtto X
de M é "clopeT\"se X é, sim' ltaneamente, aberto e fechado n,ü total.agia induzida por p.

No restante deste trabalho usaremos o termo "fechaberto"(sugerido em l61 ) para nos
referirmos a um conjunto que é, simultaneamente, aberto e fechado.

Outro resultado obtido em um espaço ultramétrico (M, p), diz respeito às seqüências
de elementos de M:

Proposição 2.1.16. Urna sequência (a.).CN de elementos de um espaço u/[raméthco
(M,p) é uma seqtiêncãa de OaucAy em re/anão a p se, e só se, dado c 2 0 ezÍste .V C N
tat que

n 2. jV :::> P(#«+l, z.) $ c.

Prova

Suponhamos (z«)«cu uma seqüência de Cauchy em iM, isto é, dado f > 0, existe N € N
tal que

nt, n 2. -N :::> P(z.., z.) $ c
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Então é óbvio que, se rz ? .V, então n + 1 2. .N e p(z«+l, #.) $ c

Reciprocamente, se

n ? N -:> p(z.+l,z«) .$ c e m > n,

então p(n«,n«) $ c. De fato, suponhamos m = n + s, para algum s C N' . Temos que

m:: n+s > n+s -- 1> n+ s -- 2 > ... > rz + 1> n > Ar

o que por hipótese e pela desigualdade ultrainétrica, implica em

p(z«, z«) $ m«.{p(z«+,, =.--,--), p(z.--,-:, ".+,-,), . . . , p(z C
«*: , «.) }

2.2 Uma u]tramétrica para ]K

Nessa seção, apresentaremos os resultados necessários à construção de uma ultramétrica
paralK.

i\XÇI ÇXil\JO \J Ç,IJli l lllibU

.q : c ]R : l.x(')1 (.')}.

E claro também que Si:# ü pela definição de 8xí(K).

Se a C S5,b C ]R e b < a então Z) C Si. De fato, se b < a então c" < có. Logo

O $ !àlP $ !#a --+0 se c --> 0+

Com estas observações, vemos qu

a c ]R u {+«,}.

.X C fm(K) con

eS é um intervalo do tipo ( onde] rva ] «:,, 0) o« ( «,,olÀ )

Dado

.agora estamos em condições de dar a seguinte definição

Definição 2.2.1. Para À C e.4,r(]K) calma-se uaZuação de À ao e/eme7zto de ]R U {+oo}
de$nido por:

y(À) := suP SX.



2.2 Uma ultramétrica para IE( 47

Apresentamos a seguir, algumas propriedades da função

V' : .X € 8m(K) --+ }'''(.X) C R U {+oo}

Proposição 2.2.2. S©arn .X, ii C eÀ/(K) e k C K*. ntão ua/e«.

1.

2.

3.

{.

5.

6.

}'' (kÀ )

}'''(.XP) 2 }''(.x) + }''(P);

Oe-t-dop«ã:.c /-+.' c ]R, V «clR, « tema(ãli) =«+V(li);

}'(À + Íi) 2 infly(À), }'(Íi)};

}''(À) = +.0 4-:> À C .V(K);

}' é c.n.t-fe «Z,« «d« c/m« d' 'q«i-/ên.{a mód«/. .V(K), üto é,

t''(À) V .X C ew(K), V P C .V(K);

'7. V''({«(.))
].7,]

+'", .e - 0, e }''(í«(«)) 0, se a C K*, orzde {K é como na Proposição

Prova:

(1): Basta observar que dado X; # 0 tem-se

À(c)l .(.') +-> lk,x(.)l tlÀ(.)l

(2): Se a < 1'''(Â) e Z' < y(&), então .H.+ L1 0 e .+.+ -:'' ' 0, e assim,

'no+ !à(:ãÉ(d = 0. Logo a + Z, c SSP e portanto, V(li&) ? a + b. Como a < V(li) e
b < y(Íi) são arbitrários, concluímos que V'(.XP) 2 V(IX) + y(;i).

(3): NotemosqueãCfa,/(]K), V aC]Rpoisc'-o(c'), V b<a

Assim, ó € SaÂ '+-9' .Ho+ ''tE' 0 é:::::+ lim !=:!:1(!)i -0

'lim B4 =0.+::>b--« c SÂ «:-:+bC a+Si.

Porta"to, Sai = « + Si::+ }''(ãÀ) = « + }''(À).
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(4): Suponhamos, sem perda da generalidade, que y(À) 2 V(P).

Se b < V(P), então segue que b < y(X) e assim,

. . .u* aq;êw : .n* W -- .+«* T - ..
Portanto b C Si...P e consequentemente Z, $ }''(1i+ ;i).

Dada a arbitrariedade de b < V(P), segue

}''(.i + P) 2 y(B) = infÍy(li), }'(P)}

(5): li € N'(K) '+::+ lli(e)1 o(''), V' C R «:::+ .q (--'», +«,) +::::» Ç''(li)

(6l: Por (4), y(.i+ P) 2 infly(li), V(P)} e como y(Íi) = +.n temos que V(li+ P) ?
2 }''(,à).

Por outro lado, Si+P c Si pois a C SR+P implica em .!!o+ IÀ(':)-fii(c)l = 0, e como

.:!!!L: !qa ' 0, pois P C Jv'(]K), resulta que

0 < lim !à(!iX = lim !4(fil-:!-Ê(!il---ê(!iD- < lim l:\<sl-:-ê<sl-+ lim -lP<SX ---.> 0.
'c---+O+ Ca c--.}O+ Ca -lO+ Ca c--+O+ Ca

Portanto a € SÂ, e assim, Si+P c SÂ. Logo y(.i+ P) $ V(li).

(7): Basta observar que, se a = 0 então, para todo b € ]R tem-se que ,]!n. {-'(a)l . 0;

se a :# 0, então lim. !ilE$!)i = 0 se, e somente se, ó < 0.
e---to+ '' ' '

Para os próximos resultados precisaremos da seguinte deãnição

Definição 2.2.3. ,Seja M um conjunto qua/quer. Z./ma /unção / : M x M --> IR (í wma

pseado-méthca (respectivamente, pse'udo-ultramétücü ) se, 'q x. y, to € M, f satisfaz:

/.

2.

.?.

#.

./'(z, g) ? 0;

j(z, y) = j(V,=);

/(z, z) = 0;

/(z, w) $ /(z, Z/) + /(y, «,) r«'pecZí-m.nte, /(#, w) $ «:-{/(;«, #), /(y, ««)}J
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Proposição 2.2.4
.end« d(.X,»)

Á Junção d : 8W(K) x eW(K) --} R dada por d : (À, P) = e'l'(Â-B),
}'(.X, A) p««d«:«Zf«.mé/,í« s«b« e«.(]K) . «fisga,

d(.X, Íi) = o <:::::+ À P c N'(K)

Prova

Para todos À, P e a em em(K), temos:

(1): d(.X,P) 2 0 poisei 20, VA clRUltoo}

(2): a(X,Íi)(P,X) poi.}''(.X-P)[-l.(P-
2.2.2

À)l = y(P-- À) por (1) da Proposição

(3): li = P :::> a(li, P) = 0 pois }''(li P) = V'(Õ) = +oo(0 C ./V'(K)).

(4): .y(À,a) $ maxÍd(À, P), d(Íi,a)}. De fatck suponhamos, sem perda da $enerali
dade, d(À, Íi) = maNIa(À, ji), d(P, a)}. Então --y(À--P) 2 --y(P a), e assim }'(À--P) .É
5; }''(P - a).

Aplicando 2.2.2(2), temos

}''(À a) - ii) + (P a)j 2 infll'(À P) , }''(P - ü) } P),

isto é,

e assim

I''(À - a) $ 1''(,x P),

a(.x, a) $ a(À, P) À, P),a(P, a)}

Para provar que d(À, Íi) = 0 se, e somente se À P C À/'(]K), basta notar que

(Â P) c./V'(K) <:::::> }''(li P) ú(.i, P) = e'Ç'(Â-P) - e-" = 0, (2.1)

l
sendo que a primeira equivalência decorre de 2.2.2(5)

O gema a seguir é fundamental na prova da existência de uma u]tramétrica sobre ]K

Lema 2.2.5. Sejam À, H C ]K ta s que À e À, sejam representantes de À e A e * sejam
representantes de H. Então ütX, ità

Prova
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C ./V(K) tais que À = À* + u' e P = p* + u. Logo, por (6) da Proposição
2.2.2, tem,se

d(À,P) = e't'(i ii) - e-l'(x'+"' p. "') - e-(I''(x'-p-)+(" --)) - e-t''(x'-p.) = d(À*,p*).

Soam u,u'

Definição 2.2.6 Z)enolaremos por Z) a /unção de$nida em K x K por

o(À, P) e'l'(À A) € ]R+,

sendo )\ e it represa'ntantes de }. e H, respectiuavTtente.

Teorema 2.2.7 Á /unção .Z) da dí:Pnição precedente é uma uZtrar7zétHca sobre ]K

Prova:

Sejam À, p C ]K, então:

ll): -D(À, p) 2 0 por 2.2.4(1).

(2): D(À,p) = -D(p,À) por 2.2.4(2).

(3): Usando a Proposição 2.2.2(5) temos

o(.x, P) }''(.x - P) ii € JV'(K) À - P,

sendo À e Õ representantes de À e p, respectivamente.

(4): -D(À,co) $ maxi.D(À, p), Z)(p,co)} por 2.2.4(4)

Definindo llÀll := D(À,0), V À C i&, segue diretamente da definição de Z) e da
proposição 2.2.2 o seguinte corolário;

Corolário 2.2.8 Para À, p C ]K e a, b C ]K lemos

.í. llÀ + pll $ m«.{llÀll, llpll} . ll.X.pll $ 11Àllllpll,

e. ll.xll = o <:::> .x = o;

3. ll«Àll Àll .e « :# o;

4. (.j . {K)(a)ll = 1 ; . :# 0;
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5. ll(j .{K)(a - Z,)lj - Õ.,.

Deânição 2.2.9. .A estrtifura unt/OI'me detemtinada por .D r' 7espect uamenfe, d) soZ)re

K r ".recta-«,ente, em(]K)) é ch«m«d« e.t«.tu.'. uni/o«n. c-tarte ..Z,« R.
r "'p«t:«m-te, fU(K)). ,4 t.poZogía -i/o«ne datem«{n«d' p" "" "t"t«m soZ,« R

será denominada topoZogia cot'tente soba'e IK e será denotado por .:4.

A seguir daremos alguns resultados sobre (RI, .:ZI) que foram desenvolvidos por D
Scarpalezos jver j171, [16]] e J, Aragona e O. S. Juriaans jver j]]j],

Teorema 2.2.10. (K, .%) é «m -el top./ógÍc.

Prova

De fato, sabemos pelo desenvolvido anteriormente que K é um anel quociente, por-
tanto, basta provar que as ap]icações de ]K x IK definidas por

(À, p) --} À + p e (.x, P) --+ .à.P

são contínuas. Como (]K, .%) é uma topologia ultramétrica, será suficiente verificar as
implicações abaixo.

Soam (À«) ---+ .X e (p.)

( / ) : À. + P. --} À +P;
(//) : À..P. -

No que segue, se w € ]K, a denota um representante qualquer de w.
Pn] n ,l .G. i P;.. HQ r).

\.E vXlllX\Í«»v \A v X/ a

D(À« +p.,À+p) = e v(À"+h À ii) . e \''[(À«-À)+(ii« P)]

Por (4) da Proposição 2.2.2 temos:

(2.2)

}''l(À« À) + (P. P)l ? infÍ}'(À. À), }''(P. - P)},

e assin'i

}''l(À« - .x) + (P« - P)l $ inflÇ'(À« -- À), y(Íi« -- Íi) } s«P{ \'''(.X« -.X), -V'(P« P)}
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Portanto

e't't(R« li)+(ji--P)] < esuPl-b'(i- i), Ç''(ji«-P)} ::

"0«-N, .-"@«-nlÍO(À., À), -0(P«, P)}

Logo, por (2.2), temos

0(.X« + P«, .à + P) .$ suP{.0(À«, À), 0(P,., P) },

dondesegue (/).

Para (-r-r), denotemos t. := X«(P« -- P) + P(.i« li) = li«.P« li.P, para " € N. Então

o(.x« .P«, .x.P) e I''(À«-ji« Xii) . e I'(tn) (2.3)

Por 2.2-2(4 ), temos

}''(t«) }''lli«(P« - P) + P(li« - li)l
? inflyl.X«(P. -- P)l, VIP(.X« -- X)l}
- - s-lpÍ-l''l.à«(D« - Ê)l, }'''lÍi(.x. - À)l}

Portanto,

}''(t«) $ s«pÍ-\''lli.(P. P)l,-l''lD(li. i)]},
de ondesegue

e I'(tn) $ sup.[e I''tin(ii« Íi)], e-v]ii(i« i)]}. (2.4)

Pela Proposição 2.2.2(2) e Proposição 2.2.2(4)

Í vlP(li« - li)1 2 }''(P) + }''(IX« .X)

1. }''i.x.(p« - p)1 2 }''(x«) + }''(p«

Em conseqüência,

- P) ? infÍ}'(À« À), I''(.x)} + }''(P.
t

P)

t''lP(À« - À)l $ }''(P)

-t'l.X.(P« P)l $ suP{
v'(À. - À)

L'(À« - .X), y(.X)} }''(Zi. ii)

Portanto, de (2.4) segue que

descrevendo }''(À.) = b''(À« + À À) e aplicando o item 4 da Proposição 2.2.2,

temos V(À« + À -- À) ? infly(À« À), y(À)}.
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J)(À..p., À.p) = e I'(t«)

5; sup'les"PÍ-l''(Ân i), V(i)} \'"(h ji), e-l''(P)-l''(lin i)}

sup { supõe't'(i«-Â)-\''(iin-ii), e-t'(i)-\''(P« íi)}, e I''(ii)-l''(Â«-i) }

supõe'v'(in Â) .e-b'(ii- -P) , e-\''(i) .e-l''(ji. ii) , e-t'(ii) .e-\'(i- i) }

5; s«PÍO(À«, À).0(P«, P), 0(.X, 0).0(h., P), 0(P, 0).-0(À., .X)},

dondesegue (//)

I'eorema 2.2.11 (R,Z) é completo

Prova

Primeiramente notemos que, se (À«).cw é uma sequência de Cauchy em ]K e À. é
um representante qualquer de À«, m € N, então dizer que (À.).CN é de Cauchy em R,
significa que

J)(À., À.) = e I''(xm-À«) se m, n. ---} +(x)

ou equivalentemente,

y(À.--À.) --l+oo, sem,n --t+oo

o que podemos expressar como:

V PC N, tal que, se m, rz 2 .V, então }'(À. À.) ? P. (2.5)

Pela Definição 2.2.1, temos V(À.
(2.5) como seg«

À.) sup SÂ. i., e então podemos reescrever

V pcN, ]JVcN calque,se m,n2Ar, entãopC Sâ,. Â., (2.6)

e da definição de SÂ. Â. insulta que (2.6) é equivalente a

V Pe N, tal que, se m,rz ? iV, então IÀ.(c) .x.(.)l .(.'), (2.7)
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isto é,

V pcN, ]N cN tanque,sem,n2..Ventão lll:i
l.x«(.) - À.(.)l 0 (2.8)

E imediato verificar que (2-8) é equivalente a

V PC N, tal que para todos m, 'rz ? -N tem-se

] c.. de modo que, se 0 $ c $ c««, então IÀ.(c) À.(.)l $ .'. (2.9)

De fato, (2.8)-:>(2.9). Inversamente, fixado p C N qualquer, consideremos o iN C N
associado a p + l por (2.9), então se m, n 2 .N existe c., > 0 tal que

0 $ ' .É '«« ::::+ jÀ.(c) À«(.)l 5; .'''''

Portanto,

IÀm(c) À!(fl) < lim .
c-.}0:+ CP

0

Agora, mostremos que (]K, .%) é completo.

Para isto consideremos (z,.)..w uma seqüência de Cauchy em .R. Assim, se iil; é um
representante de z,«, m C N, por (2.9) temos

(+) Vp C N, ] .N C N tal (lue para todos m,íz ? N tem-se

3 (.. C / de modo que, se c C /..., então liG(c) -- â(c)l $ c'

Vamos construir, a seguir, uma seqüência (â«)«CN de elementos de em(]K) e uma
seqüência (c.).cw de números reais tais que c. .L 0 e

lâ.+:(.) â.(.)l 5; .", v . € /.. (2.10)

Por (+) existe (NP),cn, seqüência de números naturais, tal que dados m, n 2 NP' existe
c.. C / de modo que,

se . € /..., e«tão lõ;i(.) â(.)l $ .'

Sejam mo :: JVo e ink :: maxÍA/A i,;vk} para k C N*. Então, para # C N*, dados
mk,mk.i 2 ATA.i existe e...... C / tal que

lula(e) -- z;=:.1 (c)l 5; e' :, para todo € c /.' rn k mk -- l
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Para k C N sejam âk Dmk e ck # minto«jmj-: : l $ .7 $ k + 1}. Então ck .L 0 e

õ.,-:(') â.(')l

para todo k C N, o que prova (2.10).

Definimos a seqüência (8.)«>i de e]ementos de eÀ/(]K) por 8:l(c) := iDi(c) para todo
c C / e, para m > 1,

ü=:(c)l 5; c', para todo c € .r. C /.«....:m.'

;.n :- l :'" l:'«:::?' « . ' '..
Como (c.).CN é estritamente decrescente é claro que

/ m \

1 >1:%l (') V'C/.., V m2 1.
\.j=t /

(2.11)

Notemos que para cada a C /, como (e«)« é estritamente decrescente para 0, existe
p(a) C N tal que c,(a) < a e portanto, a«(a) = 0 sempre que m > p(a) donde

($') '., - ($;,) '-,-
Portanto podemos definir a função â : /

"'., :- ($*) '.,. (2.12)

De (2.11) resulta

a(.) V c € /.., V 'm 2 1,

e portanto

(a - am)(')l $ >: 1%(')l, V c € /..., V ni ? l (2.13)

De (2.10), segue que

1%(c)l $ cl '. v € c ]' -r., u lej, 11, v .j > l
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o que implica

8j(.)l $
.j>"a
E

+ao .

E
.j2.m+l k::O

EC.j--t - Cm CÊ - Cm. C /,m > ll c

Então, por (2.13), obtemos

,m

(ã} am)(')l$ i-.;, V'C/.., V m 21,

isto é,

lq(!i}.:.g!!Çd. < --!--, v ' c /..,c"''--i ' 1 -- c
v 2 1, (2-14)

e como iS ---} 0 quando c - bteHosD--O. c em(K) se m > 1 dondeO c fm(K).

Se:ja w := lal C K.

De (2.14) resulta que Ua-a. ? m -- l e então Z)(w,w.) = e v(Õ Õm) $ e.e " -+ 0, o
que mostra que u. (K, .%)-

Teorema 2.2.12 (]K, .S&) não é um ]K-espaço uefoha/ topo/ógico

Prova

Mostraremos que a multiplicação usual

K x ]K

(k, À) --> k.,\,

onde ]K é munido da topologia habitual, não é contínua.

Para isto, soam (k.).cw uma sequência em ]K ta] que k. k. # 0, V n C N, e
(À«).CN uma seqüência em ]K tal que À. = À :# 0, V n C N.

Temos q« ((k«, .X«))..:* te«de a (0, .X) em K x R, mm (k«.À«)..,~ «ão te«d' ' 0.À - 0
pois ,pelo Corolário 2.2.8(2) e pelo Corolário 2.2.8(;3){.$emoé que .D(k..À., 0) = -D(À, 0) # 0
para todo rz C N.

l

Teorema 2.2.13 (K, .%) «ã. é ..pa,'á«eZ
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Prova

De fato, basta exibir um subconjunto M não enumerável de iK tal que -D(À, p) = l
sempre que À, p C M e À :# p. Assim, a família .d' = {.4 aberto : d am(Á) < 1} é uma

cobertura para ]K ( pois -B}(À) € .d', para todo À C ]K) que satisfm M n .Á unitário ou
vazio, para todo .4 C .d'. Portanto qualquer reunião enumerável de elementos de .d' não
cobre M (pois M não é enumerável), e assim não cobre R. Logo K não é separável.

Vamos, a seguir, construir o conjunto M

Consideremos é : r € iR --+ g, C eA,í(]K) onde p,(c) = r, V c C/

Se r C ]R, r #: 0, então

c---t0+ Ca
i:. H- - o

e-..>0+ Ca
a < 0,

e assim, V(p,.) = 0. Logo Z)(g,, 0) = 1, para r C ]R*

Seja M := /mé - {p, : r C IR*}. Então M é obviamente não enumerável e

0(9,:,P.)(9,. P,,,0)(P,.-,:,0)
para ri, r2 C ]R+, com r1 7é r2.

l

Teorema 2.2.14. (K, a) nã. é ZocaZment. -mpacto

Prova

Basta provar que 0 C ]K não admite uma vizinhança compacta y

Suponhamos, por absurdo, que 0 tenha uma vizinhança compacta y. Consideremos o
sistema fundamental (Wk)kcN de vizinhanças de 0 definido por

{.X c K : }''(.à) 2 k} B.--(0), k € N

Então existe k C N ta] que W := 1'HA C y e como l,y é fechado e contido no compacto
y, resulta que W é compacto. Todavia, mostraremos que T't'' não é sequencialmente
compacto

A idéia é construir uma seqüência (À«)«CN. de elementos de I't' tal que .D(À«, À«) =
= c > 0, onde c é uma constante, sempre que rn # n, pois então qualquer subseqüência
de (À«)«CN. não é de Cauchy e portanto, não é convergente

Seja é como na prova do Teorema 2.2.13. Então, sabemos que, y(g.) = 0 para todo
m C N*, onde p« = é(m). Definimos a função À. : / --.} ]K, m C IV*, por
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li«(.) : .p.(.).

E claro que À. C e&r(K), À« := IÀ.l C W, V m c N* pois

Z)(À., 0) = e t''(x'«) = e k-\''(pm) - e-t, V m C N*,

e temos que

Z)(À«, À«) = Z)(À« -- À., 0) = -D(À«-., 0) = e'* pa-a m, '} € N* com «. :# n

Na próxima seção apresentamos uma ultramétrica sobre Ç(Q)

2.3 Uma ultramétrica para Ç(Q)

Os resultados dessa seção podem ser encontrados em jlll, j171 e j161

Seja (Q«).CN uma seqüência exaustiva de abertos para (2

Dados / c ewlQI e m,p c N, consideremos o conjunto

S;",P(/) := {a € ]R : V a € N" com lal $ p, tem -se

â'.7(c, .)lln. = o(c') quarto c

Proposição 2.3.1. S.,P(/) fem a seyuÍnfe propHedade;

üC S«,,(/) e Z, < a:::+ ÓC S«,,(/)

(2.15)

Prova:

Para € C / temos

Logo, V a C N" tal que lal $ p, se a C S,,.,P podemos escrever

lg./{lsic)Hg. < 1?../(fitll% ;« . -.» o''
' eb ' e'

donde b c S«,,(/).
l
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Definição 2.3.2. Sejam m,p C N. Z)e$nímos

z;«,,(/) := sup S«,,(/) c R u +oo. (2.16)

P"posição 2.3.3. Se li c fw(K), então Sm,,(li*) r« t.dos n.,p c N, .nde li* é
como na prova da Proposição 1.8.1.

Prova

Sm,, (.X, ) := {a C ]R : V c- C N" com lal $ p, tem-se lla'li*(c, .)lln. = o(c') quando c ---} 0+}
V a € N", tem-se lla'li,(c, .)lln. c') quando c

= {a C IR : l.X(c)l = o(c') quando c ---> 0+}
-s

À

l

No (1ue segue, denotaremos Sm,,(li*) por Sm,,(.i) e t,«,,(li*) por u«,P(li)

Lema 2.3.4. Se / C f.v/ lnl então são equipa/entes as condições seguintes

.r. / c .W'l0l;

2. S«,.(/) V «,p c N;

3. ««,,(/) V m,p C N

Prova

(1) (2)

/ c ./v'lol lla'/(c,.)llK=o(c'),quandoc VÃ' cc Q, VacJR, Vaca'
la'/(c,')lln.. =o(c'),(luandoc:-+0+, Vm,peN, lal $p, VaeJR
S«.. = ]R, m c N, V pc N

(3) (2)

u«,.(/) = +'n <::::+ suP S«,.(/) = +«) s«,,(/)
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Lema 2.3.5. Se /, g c rmlnl e /

«-,,(/) - ««,.(g).
ã € .Vlnl então quaisquer que soam m, p C N, temos

Prova:

Fixados m, p € N arbitrários, será suficiente verificar que S.,,(/)

Provaremos, a seguir que, S.,,(/) c S«,,(â).

Seja a C S.,,(/). Então V a C N" tal que lcll $ p tem-se

.''lla'/(c,.)lln. --+o se . -+o+

Como } = / + (} -- .f) res«lta

a'ã(., .) .R., .) + a' (â - .Õ(., .)

s«,.(g)

(2.17)

donde

. 'llõ'ã'(., .)ll.. l; .''lla'.ã., -)ll.. + . 'lla'(ã - .Õ(.,

Por hipótese, g -- /'C .A/'lOI e assim, pelo Lema 2.3.4, a C S«,,(g -- /)
(2.18), temos

c 'lla'â(c, .)lln. ndo c --+ o+,

e portanto, a c S«,,(g).

De modo análogo, mostra-se (lue S«,.(ê) c S«,,(.f).

)ll...
Logo,por

(2.18)

(2.17) e

l

O Lema 2.3.5 dá sentido à seguinte definição

Definição 2.3.6. Sda / C Ç(Q). Para cada m,p C N de$n mos

Um,,(/) :

orzde / C 8.vílQI é um representante qua/quer de /

Proposição 2.3.7. Para cada m,p C N a /unção

ym,p : / C Ç(Q) ---> U«,,(/) C ]R U +00,

onde f é uvl\ representa'nte de f, tem as sega antes prol)piedades:

l Se .X C K e / C Ç(Q), então K«,,(À..f) ? ym,,(.X) + Um,,(/);
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2.

#.

5.

Se « C ]R, k C K* e / C Ç(Q), então «.ando a n.t.çã. d« P«p"íçã« 2.2.2(3),
tem-se

Um,p(# . lal-/)

Se .f, g C Ç(Q), ente. Vm,,(/g) 2 ym,,(/) + ym,,(g);

Se /, g C Ç(Q), então Vm,,(.f + g) 2 inflym,.(/), ym,.(g)};

Para ./ C g(Q) são equipa/entes as seguínles condições

(b) existe um representante f de j tal que u.,.tf) = -+cn, N m,p CW

rc) «.,.(./) V m,p C N e todo ,ep"""f-t. .f de .f

Se / C Ç(Q) e a € N", enfã. ym,,(Õ'.f) 2 ym,,+l..l(/), V m,p CN6.

Prova:

(1): Soam .X e / representantes para À e ./', respectivamente. Observemos que,

« C Sm,.(À) e ó C S«,,(/), e«tão

ii. .B(d - o

se

e .+.'-le:11Çi.)!%-o, vl«lsp-
(..;omo

a' iii(.)..R., «)l (.).a' .R., «),

temos que

la' iii(.)..ã., -)lll.. l.llÕ'.R.,.)it.. ,
e assim

llõ' iii('L2', ')lll.« . .l)l$1..!i?-/q.)W' q-«d. .

Logo « + Z, c S«.,.(À./).
Portanto

'««,,(À./) ? « + Z, 2 u«,,(.X) + ««,,(.f),

o que implica
Um,p(.X.f) 2 Um,,(À) + Um,,(.f).

(2): Seja ./' um representante de ./

Notemos que !!:!--:gi(!a = Ê. Z{S9. Assim,

z,c s«,,(klal/) b a € S..p(~f) z, c « + S«,,(./')
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Portanto

Sm,,(k.]ã]/) S«,.(/),

e assim)

Um,,(k.lãl./') ym,p(/)

(3): Se « < Vm,,(.f) e Z, < E«,,(S), e«tão

lla' /(c,-)lln,

lla' g(.,.)1111,
cb

--> 0, quando € --> 0,

- ando € --} 0,

V lal5;P

V lal5; P,

e assim, como

' m ''e':' E C)g?-'.e/,
lcv -- a'l $ p e la l 5; p temos que

Íia''(/Õ)S' ')ll.« q-«do . -.-.-> O+

Logo a + ó C S«,.(/â) e portanto ym,.(/g) 2 a + Z,. Como a < ym,,(/) e ó < Um,,(g) são
arbitrários, temos que Un,,,(/g) 2 E,.,.(/) + %«,,(g).

(4): Seja a < influa,,(/), ym,,(g)}.

Então

Hg:Jt(li::)!!e«- do c ---> 0+, V lal .$ p

H:l11 .. --->0, quandoc --->0+, V lczl $p.

Portanto,
Ha' ./' + g)(', )l nm

e msim a C S,«,,(./' + ã), donde se conclui que a $ Um,,(/ + g)}.

Dada a arbitrariedade de a < inflUm,,(/), E«,,(g)} temos que

Um,,(/ + g) 2 infÍUm,,(./'), Um,,(g)}

(5a)«:::> (5b): segue de (1) <:::::>(3) no Lema 2.3.4.

(5b)-+::::> (5c): segue do Lema 2.3.5.

(6): Se a < Um,,+lal(/), então ]!!!/{lil111Ü- quando ( V l#l .$ p+ la
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Portanto

a" (a'/)( , ) Inm ...> 0+, quando c

pois l/j' + al $ P + lal.

.Assim, ym,p(Õ".f) ? «, V « < Um,.--l..l(/).

Logo, Um,,+l.l(./') $ Um,,(a' /).

v l#'l $ p,

Definição 2.3.8. Sejam m,p C N. Z)e$nímos a /unção d.,p : Ç(Q) F---> ]h. por

d«,.(/, g) := e#pj--Um,,(/ - g)l,

.-a. a«,,(/, g) (.f - g)

Proposição 2.3.9
ç(Q).

A função d«,p dü Dejini,ção 2.3.8 é umü pseudo-ultralnétrqca sobre

Prova:

Para todo /, g, A C Ç(Q) temos:

(1): d«,,(/,g): j-Vm,p(.f g)1 2 0;
(2): d«,,(./',g) = d«,,(g,/) pois por (2) da Proposição 2.3.7, com a = 0 e É;

temos

Um,,((-1).IÕI./l(-/) Um,-(/)

(3): / = g -::+ d«,,(/, g) = 0:

Notemos que, se / = g então / -- g = 0 C .Vlnl e Um,.(/ -- g)
(Proposição 2.3.7(5)) e d«,.(/, g) = ezpj--ym,,(0)l = ezp(--oo) = 0;

(4): d«,P(./', h) .$ m«'ld«,,(./, g), d,,.,,(h, g)}:

Escrevendo / g = (/ h) + (h g) resulta, em virtude de (4) da Proposição 2.3.7,
que

ym ,p(0)

ym,,(/ -- g) 2 influa,,(/ -- /Z), ym,,(A -- g)}

e segue que

-Um,,(.r-g) 5;S«P{ Um,p(/-h), Un.,,(h-g)}.
Assim

d«,.(.f, g) = ':«Z,j-Vm,,(./' - g)j

$ .ZPls«P{ U«,p(./' A),-ym,,(A g)}l
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$ S«P{'-'Pj-ym,,(/ - p)l, ezpj-Um,.(h g)l}

$ S«P{'Zm,,(/, g), d«,p(À, g) } ,,(/, g), d«,,(A, g)}

Segue da Proposição 2.3.7(5) a seguinte observação

Observação 2.3.10. Se /,g C g(Q) e / # g , então

d«,.(/, g) # o

pa« «Zg«m (m,p) C N X N, dm,, «mo - Oe$nição 2.3.8.

Á /a«.aàa (d«,,)«,«~*W é Z pa,'ante .oZ,,« Ç;(Q), p- «p««"'- "" p«pHed«de

Definição 2.3.11. .Á est t ra anil/07me rnéthca soZ,re Ç(Q) de/irada pe/a /amz2áa enu-

«.e,á«Z (d«,,)«,,.~».~ Ód«,, «mo - Oe$nÍção 2.3.8) é ch.«.«da e.f«.tu,'. unz/.«ne
cortante de g(Q) e «,á d.nof.d« p« Un

Definição 2.3.12. .4 fopoZogia associada a ZJn é chamada topoZogia col'tarte soba'e
g(Q) e « denot«.m« po, Zn.

Os próximos resultados tem como objetivo montar que é possível construir uma ul-
tramétrica sobre Ç(Q) que determina uma topologia equivalente a an.

Procederemos da seguinte maneira: primeiro mostraremos que existe um métrica .D
que determina um topologia Z;l equivalente a Zn, e em seguida, daremos uma ultramétrica

Z)* que determina uma topologia %* equivalente a .g;l.

Lema 2.3.13. Soam X :# Ü um c07Ütinfo e d uma pseudo-u/l7améfhca sopre X, erifão

/. kd é uma pseHdo-uZtraméthca sobre X, para todo k € iKl;

2. d' é üma pseudo-ultraméthca sobreX

Prova

(1): N'lostraremos apenas que X;d satisfaz a desigualdade ultiantétrica ( pois os demais
axiomas são óbvios).
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Seja k € ]R:. Como # }----.> kz é estritamente crescente, temos

kd(a, Z,) $ k m«.{d(«, c), d(c, Z,)} maxlkd(.,c), kd(.,b)}, V .,b,. c X

(2): Mostraremos que d ' satisfaz a desigualdade ultramétrica, uma vez que os demais
axiomas são de fácil verificação

Se a, b, c C X, então, por hipótese, temos d(a, b) 5; maNIa(a, c), d(c, Z))}. Suponhamos,
sem perda da generalidade, que d(a, c) ? d(c, b). Então d(a, Z)) .$ d(a, c) e, como a função
.f : z CI -- l, +(x)l---} i:f; C R é estritamente crescente, temos que

''e;, o - í:Íqáh $ í:Íqll - ''(«, o.

Logo, infere-se que d'(a, ó) $ maxld'(a, c), d'(c, b)}.

Introduziremos, agora, a seguinte notação que será usada na prova do próximo lema
se d é uma pseudo-métrica qualquer sobre g(Q) e r C tKi, então

-B,. ( d) {/ c Ç(Q) : d(./', o) < «}

J3,(d) é a bola aberta de centro em 0 e raio r

Lema 2.3.14. Seja d. ::: d,. para todo m € N, orzde d.,. é como na De$níção 2.3-8
pa" p .Á /amzai. (d«).« dele«nin« . top.Zogia «dance an .oZ,« g(O).

Prova

Denotemos por gn a topologia determinada por (d.).CN.

Como (d«)«CN é uma subfamília de (d.,,)«,..NxN, temos que an é mais fina que .g;l,
isto é, 2;l C an. Uma vez que cada uma das tipologias admite um sistema fundamental de
vizinhanças em torno de 0, formada por intersecções finitas de bolas, é suficiente mostrar
que

B,(d.) C B,(d«,,) V(m,p) C N x N, onde p := maxÍm,p}.

De fato, observemos que dada À C g(ç2) arbitrária, se p ? m e p 2 p, então

(2.19)

S,,,(h) c S«,,(À),

onde A é um representante qualquer de h e S«,P é como em (2.15). Logo, temos

Um,p(A) ? Up,,,(A),
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e segue que d.,,(A, 0) 5; d.(h, 0) o que implica (2.19).

E trivial notar que para toda an-vizinhança y de 0, existe uma Zn-vizinhança W de
O tal que W C }', isto é, Zn C an, o que completa a prova.

No que segue, S. := S.,. e Um := Um,m, onde S«,« e Um,« são como em (2.15) e
Definição 2.3.6, respectivamente. Sempre que nos referirmos a d. será como no Lema
2.3.14

Corolário 2.3.15. Se .f C Ç(Q), então d.(/, 0) $ d..-i(/, 0), p«a todo m C N

Prova

Seja / C g(Q) tal que / seja um de seus representantes. Observemos que, se a C N"
é tal que lcll 5; m, então lal < m + 1. Assim, se a € S.+:(./), então a C S.(./;). Logo,
S;,.+t C S« e Um+l(/) $ ym(./') para todo m C N, o (lue implica

d.(/, o) .$ d....: (/, o)

Lema 2.3.16. Seja .D. i:Í3= para todo m C N. Então an é determinada reza méthca

D.
2"

m€N

Prova

Notemos, primeiramente, (lue 0 5; l).(.f,g) 5; l para todos .f,g C g(ç)) e m C N, e
que

Portanto >1, ---5ia.--- é convergente para todos /, g C g(Q) e assim, Z) está bem deter
meiq

minada e D > 0.

Sejam ./, g, h C G(Q). Privemos que 1) é uma métrica:

(1): O(/, g) se, e :o-«e«te se, /

Uma vez que Z)(.f,g) = D(.f g, 0), é suficiente mostrar que

o(/, o)
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Com efeito, se / = 0, então d«(/, 0) = 0 para todo m C N (Proposição 2.3.7(5)), o que
implica -D«(/, 0) = 0 para todo m C N. Portanto, .D(/, 0) = 0.

Reciprocamente, se Z)(/,0) = )ll: P-ãl/a = 0, então Z).(/,0) = 0 para todo m C N
m€N

de onde segue d.(.f, 0) = 0 para todo m C N. Como (d«)«cw é separante, concluímos que

lah: nçj, g) = nçg. j):

Segue de (2) na prova Proposição 2.3.9;

(3): 0(/, g) 5; 0(/, h) + 0(h, g):

Por ser d« uma pseud(Fultramétrica sobre Ç(Q) para cada m C N, segue trivialmente
que,

/ 0

d.(.f,g) $ a.(/,h) +ú-(h,g), v .f,g,h c Ç(n).

Assim, usando que a função z ? l F--> 1;= é estritamente crescente, temos

D.(.f, g)
< am(.f,h)+am(xlP
: l+d.. (/,h)+d« (h,g)

.- am(:fl4) .L d«(h,g)
' i+a- (.f,h) ' nd«(h,g)

h) + o«(h, g),

o que implica

o(.f, g)
mCN

< \- P!=(J:ê):EP:n(4©
2m

m€N

- E p%W + E e%W
meN meN

= DÇf, h)-+ DÇh. g),

o que completa a prova de que -D é uma métrica

Finalmente, provemos que -D determina an.

Denotemos por a;l a topologia determinada por Z) e mostremos que Zn

Fixada a Z;j-vizinhança de 0

u :- {/ ' ç©) : o(.f, o «:: l}
mostraremos que a a11-vizinhança de 0

t'' :- {.r ' çw) : a..--u, Q '« ãL}

BJ; (-o) ,

Bi:b ('í.+ - )
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esta contida em (,/

Pelo Corolário 2.3.115, se / € y', então

ã(.f, 0) 5; d-(./', 0) $ . - . $ d*(/, 0) $ dt+:(/, 0) < }iln
e segue que

g;#úP« «Á 1l ; -ú (2.20)

Por outro lado, como í!:liÉtHii < 1, V I' C N, obtemos

\-- .L a,(/,o) < \- .L .
,11;Í: 2" 1 + d,(/, 0) ' ,z-, 2" 2'+:

que juntamente com (2.20) implica

"'', ., -g;ryâh * ,E, i#Zh «ú *ú

)

l
2k'

donde segue que / c U. Logo, y c t/ e Zn ? Z;l.

Inversamente, consideremos a Zn-vizinhança de 0

w' :- {.r c ç(n) : 'í«.(/, o) < i} - Bü.('í«)

e mostremos que a 2;j-vizinhança de 0

z :- {/ ' ÇM : .o(.f, Q '': $iljm'} ,
está contida em W'

Se / € Z, então

i.i-+ÍÍdhsncr,o« "
d.(.f,o) , l

1 + d.(./', O) ' 2*+'

Portanto d«(./, 0) < ãí:i4-= .É Ú-, e assim, / C H''

Logo .Z C I'P e .9;1 > Zn

e segue que
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Lema 2.3.17. Se (.5«)..N é uma seqüêncía de pseudo-u/ZramétHcas sobre um conlunÉo
.X faZ gue sup(5«.(z,g) < oo, para todo z,3/ C X, então õ ::: SUPõm é uma pseudo

mCNmeN
«JI««.éfhc. ;.ó« X. ..41ém dá«o, « (õ«)..~ é «pa«n&e, e«tã. õ é «m. «Zt«métH«
sobre X

Prova

Verificaremos apenas que õ satisfaz a desigualdade ultramétrica, pois os demais axi
omas são evidentes.

Fixados a, b, c C X arbitrários , como

Õ,(a, .) $ s«P Õ.(a, .)
mCN

e Õ,(c, b) $ s«P Õ.(., Z,)
m€N

então

maxlõ,(., .), Õ,(c, Z,)} $ m:mls«p '5m(., .), S«P Ó.(., b)},
meNmeN

de onde segue

sup m'xÍÓ,(a, c), .5,(c, b)} $ mmlsup Õm(a, c), sup õ.(c, Z,)}.
uCNmCNmCN

(2.21)

Como

õ,(., Z,) .$ maxló,(., .), õ,(c, Z,)} V'mC N,

de (2.21) resu:lta

õ(., b) («, z,)

$ s"p m"'t'5«(a, c), õ,(., b)}
p€N

$ m«.{s«p Õm(a, c), s«p õ.(c, b)
meN 7rlCN

(«, c) , õ(c, Z,) } ,

o que prova que (i é uma pseudo-ultramétrica.

Se assuinirtnos que ((5.).CN é separante, então dados z, y C X, com z # y arbitrários,
existe z' C N tal que (i,(z,Z/) > 0, donde ã(a, g) 2 õ,(z, 3/) > 0, o que prova que, nestas
condições, (5 é uma ultramétrica.

l

Teorema 2.3.18. 1)a'íos /,g C g(Q), seja l)*(.f,g) := stop e:;l/@ 07zde Z)« é como no

Z,em« 2.3.]6. .Bata. 1)* é u,- «/í«métH.a «Z,« Ç(Q) q«. dete7min« an.
mCri
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Prova

Para mostrarmos que D* é uma ultramétrica sobre Ç(Q), notemos que, sendo d.
uma pseud(»ultramétrica, temos, pelo Lema 2.3.13, que :gp- = ãL--Í-4-- é uma pseud(F
ultramétrica, para todo m € N. Além disso, como Z)m(/,g) $ 1 , para todo m c N, e
/,g C Ç(Q), temos que sup P!%$Í© $ 1, para todo /,g C ç(Q). Assim, pelo Lema 2.3.17

temos que .Z)* é uma ultramétrica, pois sendo (d«)«CN separante, também o é, (gt)«CN.

Em virtude do Lema 2.3.16, para completarmos a prova desse teorema será suficiente
mostrarmos que ZI) e Zy são topologicamente equivalentes, isto é, denotando por Z= a
topologia determinada por -D*, valem as seguintes condições:

mC

1. V , > 0, ] ; > 0 : B,(0') C B,(0);

2. V r > 0, ] s > 0 : -B.(0) C -B,(0*).

Vejamos

(1): Fixado r > 0 seja k C N tal que

k2 + k + l

2k
<r

e definimos s = Ji. Então,

o*(/, o) < . suP
m€N

o.(/, o) .<s
2m

l
2k'

e como

obtemos
n,u,o)-í-é:lÍI.?hçi, v.jcN,

a(/,o) - EW+ E e4P
.j = o .j 2. k + l

$ g: $- -* E "W
.j=o jZt+i

$ $H+ E :i
J2.A+t

5; q+' +# - &%P-' «:: ,

(2): É direta pois sendo D* $ D basta tomar s r



2.4 K e g(Q) são â'achais

2.4 K e Ç(Q) são fractais

M[ostraremos a seguir que ]K é um fracta] jver jlljl. Procederemos usando as notações
e definições dadas em ]4]. Sugerimos ao leitor não familiarizado com a Dimensão de
Hlausdorfr, que leia antes o apêndice A.

De6nição 2.4.1. Segurado it/arzdeZórot, um /ractaZ é um espaço méthco M onde a .Di.

«.en'ão d' .Hau,d.r# (dÍm(-M)) é e.tht.me«te m«{« q« a ba za dimen,ão in.
duti- (Índ(M)).

De6nição 2.4.2. [/m espaço méthco M é chamado ze7'0-dimensionar se, e somerzte
se, ssü base de abetos for formada 'por conãunl,os fechabe'r"tos. Neste caso, a, bniaca di-
«..n,ão {nduti- de M é -Z., üto é, {nd(M) = 0.

Segue diretamente da Proposição 2.1.7 que um espaço ultramétrico é zero-dimensional

Para provarmos que K é um fractal, precisamos mostrar que dem(R) > 0, e o faremos
utilizando o Lema A.0.28.

Teorem.a 2.4.3 K. é um frnctal segundo a de$nãção de Mandelbrot

Prova

Segue do Teorema 2.2.7 que ]K é um espaço ultramétrico, e portanto, {nd(RI) = 0.
Mostremos que ]K satisfaz as hipóteses do Lema A.0.28. Com efeito, da Proposição 2.1.9
segue que Si(0) é um bore]iano de IK. Sabemos que ]K* é um subconjunto não-enumerável
de Si(0) e que ll(.j o ãK)(a -- ó)ll = 1 V a, Z, € ]K*,a :# b ( Corolário 2.2.8(5)).

Po-tanto, dám(]K) = +.:« > {nd(IK) = 0.

.X seguir, mostraremos que g({2) é um fractal jver j18ll

Lema 2.4.4. Ç(Q), segundo a Z)e$nÍção e.4.e, é zero-dimen.síona/.

Prova

Segue diretaniente do Teorema 2.3.18
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Teorema 2.4.5. ç;(Q) é um á'actas segundo a de$nÍção de .A/andeZZ,rot

Prova

Como ]K é um fechado (portanto, um boreliano) de g((2), temos pelo Teorema A.0.27
e pe[a prova do Teorema 2.4.3, que dím(Ç(Q)) 2 dÍm(]K) = +oo-

Do Lema 2.4.4 segue o resultado.



APÊNDICE A

Dimensão de Hausdorff

As definições, proposições e teoremas desse capítulo são dadas em l41 e permitem ao
feitor entender como é definida a Dimensão de Hausdorfr, necessária na prova de que ]K e

Ç(Q) são fractais l vide seção 2.41.

Definição A.0.6. ZI/ma co/eção .g de subconyunlos de um conyunZo X é chamada uma
a-álgebra sobre X, se e someTtte se:

.Í. Ü, x c .g;

2. se .A C # então X\Á C .g;

3. se.ÁI,.A21 € .g' então U ..4i € .g
{CN

Definição A.0.7. Seja M um espaço méthco. t/m suZ)c07Üunfo B de M será derzomínado

um conjunto de .Bor'eZ, ou boreZiano se, e somente se, .B pertence a uma a-óZgeóra .g
sobre M gerada por conjuntos abertos.

DeÊnição A.0.8. Z,/ma /unção de conjunto é uma /unção cêdo domÍhÍo é uma /amz2áa de
conjuntos.

Definição A.0.9. Seja X um conjunto. Uma medida ezteT'i07' sobre X é tina /unção

de conjunto .M de$nida sobre todo.s os subconlunÉos de .X, com ua]ores em ]R-F U {+oo},
satisfazeTldo

]. .M(@)

73



74 Dimensão de liausdoríf

2. .e .Á Ç .B, .ntã. .M(-A) 5; .M(B);

3. .M l U ..4« l .$ E .M(.'1.), -de (Á.)..~ é «m« ;eqdê«cÍa d. .«ó«nJ-to; de X
\neN ./ n=l

+00

Definição A.O.IO. U'rata jamtaia ád de subconjuntos de X é dita uniu cobeührü de X se,

xç U .-

Se a falntüia .d é enumeráuet, então .d é dita cobeüurü enumeráuet

Teorema A.O.ll. Seyarrz X wm corÜtinto, # uma coZ)educa de X e C' : .!/

«m. /unção de ««j-f. q-Zq«e, f«Z q«, d«d« . > 0, e,isto .A C # c.«. C(.A) $ .

Então, Crista urna zínÍca medida eztehor .A4 sobre X laZ que;

r/) .M(..4) $ C'(..4), V .4 c .d;

(11) se'.V é qualquer medida eüeüor sobre X com

.V(.4) $ c'(.A), v ..4 c .#,

V(-B) $ .FÍ(.a), v B ç x

Prova

Para qualquer subconjunto B de X, definamos

.M(.B) i-í >1: c'(.'í),

onde o ínfimo é sobre todas as coberturas enumeráveis g de B por conjuntos de .d'. Se
não existir tal !?, teremos por convenção, infÜ :: oo.

Afirmamos que .A4 é uma medida exterior. Com efeito,

(1): .M(0) = 0 pois dado c > 0, existe Á C .çy' com (:(.4) $ c e como ü C Á para todo
,4 C .#, temos C'(0) .$ f para todo c > 0;

(2): Se B Ç C, então qualqiier cobertura de C' é também cobertura de Z?, de modo
q« M(B) $ M(c');
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(3): Sejam Bi, B2, B3, . . . subconjuntos de X. Devemos provar que

«lu"«l $ >: .M(B«

Se .A4(-B.) = +oo para algum n, então a desigualdade é clara. Deste modo, suponhamos
.M(/3«) < +oo, para todo n. Seja f > 0 e, para cada n, escolha.ílios uma cobertura
enumerável gh de B. por conjuntos de .!d' com

C

C'('1) $ M(B«) + Ú'
.ACgn
E

Deste modo, g ;: U @.. é uma cobertura enumerável de U B«
neN neN

Portanto

«: (g. "«)
5; E c'(.Á)

Á€9
+00

5; E E c(.A)
rz=lAeg,t
+oo oo

$ E .m(n«) + E #
n, := 1 n :: l
+00

$ E .m(B«) + .
n,::l

Uma vez que € é qualquer número positivo, temos

«lu"«l
Isto completa a prova de que .A4 é uma medida exterior.

Privemos, agora, que M satisfaz as afirmações (/) e (//) do teorema:

Para (/), notemos que para todo .4 € .d' o conjunto unitário {Á} cobre .A , e assim

=ü'(.'1) $ >: C'(B)

Para (.r/), suponhamos que .V é uma outra medida exterior sobre X com .V(.4) 5; C'(.A)
para todo ,4 C .{g'. Então para qua]quer cobertura enumeráve] !? de iim conjunto B por
elementos de .ç/ temos

E 'u) ? E .vo) 2 .v l U .,. l ? .vw)
4€g ,4Cg vleg /
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Portanto .M(B) ? .V(.a).

Unicidade: se .A'ít e .A,'t2 são duas medidas exteriores que satisfazem as condições (/)
e (//) do teorema, então:

.M- (B) 5; .M:(-B) e .M,(.B) $ .M-(B), V -B ç X

Portanto .A4t

Dado um conjunto X, sejam .d' uma cobertura de X e C : # --} lO, +ooj uma função

de conjunto tal (lue, dado c > 0, existe .4 C # com (.;(.A) 5; e. Quando nos referirmos a
uma medida exterior .A4 gerada por .ç/ e C', estaremos nos referindo, confomle o Teorema
A.O.ll, a uma medida exterior Jç'í dada pela expressão

.M(.B) := inf >ll: C'(.4),

onde B Ç X e o ínfimo é sobre toda as coberturas enumeráveis g de 23 por conjuntos

Definição A.0-12. Seja .A4 urna medida ezZeàor sobre um c07Üunto X. [/m c07zj nto
,4 Ç :.V é ,M-menu?lráueJ se,

.M(.E) ; .M(E n ..4) + .M(E\.4), qECX

Teorema A.O.13. Seja .A,'í uma medida erZehor sobre X. .4 colação # de suóconyunlos
.A4-mensuráveis de X é ?lma o-áZgeóra.

Prova

(1): 0 C .g pois para qualquer .B Ç X, temos

.m(.E nü) + .u(z\0) +M(E)

(2): Notemos (lue um co«junto ..'! C .9 se, e somente se, (X\.A) c .g;

(3): Suponhaiiios Aj C .g, J C N'. Se.la .Áo = Ü. Provarenios, usaitdo o Princípio de

Indução , que se E Ç X, então

«',,-$«11,~Q«.l -.l *«l«É«,l «*.~
(A.l)



Se k = 1 temos, usando que ÁI C .g, que

.M(-E) n .'i:) + .M(-E\..4:)

.E\@) n .A-) + .M(E\.A-)

E\.4o) n .A:) + .M(E\..4.)

e assim, (A.l) é verdadeira.

Suponhamos (A.l) verdadeira para k = n 2 1. Então, usando que ..4.+i C .g, temos

"',, - É"«'~u«:) .«.) --'- I'~É".l
Ê" ««~u «) ' «,) * ': l«~Ê',l
É" «,~u «) . «.l * « ll,~É«,l « «--l *
*« ll«~Ê'l ~««:)

EI': ««~H «) - «) *m l«~X«,l
e assim, (A.l) é verdadeira para X; - n + l.

De (A.l) e usando que .M é uma medida exterior e que

k

"\U4, .\u«,l,
jcW

temos que

e assim, fazendo k temos

.j l

z\U .A:
í-o

+.M .E\U .Aj , V ke N

k

.M(E) 2 >::M

+.M

alas
.j-t \ \

'nU", - U l l ,\U": l -". l ,
.jcm .jcn' \\ {-o ,/ /
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a,SSlln ,

.M(.E) ' « l«-s.".l *« l«~g.".l
s"(('~H «:) . «;) *" I'~s.".l'ã"(('~H «:

\

$ .M(.E).

Portanto

.M(.EI .a l '. u -.*, l --m l .\ u

e assim, U .4j € .g
.jcw*

Definição A.O.14. Sega .A'í uma medida e2;tenor sobre um espaço zrzétdco M. Z)ízemos
qHe .A,'t é zzma medida eate7do?' 77lét7.ica se,

.M(.A U -B) + .M(-B),

"mp« q«e dá.t(.'{, B) > 0.

Lema A.O.15. Seja .A4 urna medida edehor méfóca sobre um espaço méthco À/. Soam
13o Ç l?i Ç B2 Ç . , . tais que, se .B := U Bj Ç M, então dãst(A, B\A+i) > 0 pa« todo

.jcm
j C N. Então

.M (-B) lim
.j }+a)

.u(A).

Prova

Uma vez (lue iU é uma medida exterior, então (.M(A)).jcw é uma seqüência crescente

.M(B) 2 .U(A), V .j c N,

e

de modo que
.,M(B) ? ]im .,M(A)

j -F+oo

Se tivermos lim .FÍ(.nj) = +oo, então a igualdade será verdadeira
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Suponhamos

lim .M(A) < +.o.j --->+oo

Sejam ao Bo e CJ A\BJ-l, para .j ? 1. Se í 2 .j + 2, então Cb c A e

CiÇ B\.Bi-iÇ B\BJ+i,

donde segue que dãst(C'., O]) > 0

Logo

"'"-, * "'",.-:, ; « lg '*-:l= >1: .Ã;Í(C2Ê-:)
k-l

"'",«,:«(Q') .M(Oa*

e assim

o 5; E .m(q) E .,M(0A) + E M(Ot)
l<k<m l<k<m
k par k ímpar

$ 2.M(-B.)
$ 2 .lim .A,'((BJ)

.7 ----> oo

< +oo

onde s m se nl} ê par e s m + l se m é ímpar
+00

Logo a série >1: .A'{(C]) é convergente
lJ

Como, para todo .j C N tem-se

.M(B) l.u.") Biu U c'.
k 2..j + l

.M(B. )+ .M(C.ak)
k=.j+t

lim .M(B:) /w \o'kJ ,

+00

e )ll: .M(Ck) ---+ 0 quando .j +oo, segue que
k=.j -F l

.M(-B) 5; ]im .M(B.)
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Teorema A.O.16. Se .M é uma medida mtehor méthca sobre u«l espaço métNco (M, p),
e.ntão todos os subconjuntos borelianos de M são .M-meTtsuráueis,

Prova

Uma vez que a a-álgebra de conjuntos borelianos é a a--álgebra gerada por conjuntos
fechados, e a coleção .g de conjuntos mensuráveis é uma a-álgebra, é suficiente mostrar
que todo conjunto fechado F é mensurável.

Soam B um conjunto qualquer e .F um conjunto fechado, observemos que

.e ç l(-e n p') u (n\-P)l

Logo,

.M(B) $ ml(B n r') u (nv')l $ m(B n r') + m(Bv')

Para concluir, bastar provar que

.M(.B) ? M(B n f') + .M(B\-F)

Soam .j c N' e BJ := {z c B : dist(z, -F) 2 i/.j}.

Vemos que dÍsf(A, /' n B) 2 i/.j > 0 , e como .Bj C -B, temos

.m(B) ? .mIA u (r' n B)l + M(Bj), (A.2)

para todo .j c N

Provemos que lim .M(A) = .A'í(.B\.F).
.j -l+oo

Notemos que sendo F' fechado, F contém todo z C M tal que dãsf(a, /') =
.B\-F = U B.j. Afim de utilizarmos o Lema A.0.15, notemos que, se z C (-B\(.F

então existe z C /' com p(z, z) < i/(.j + 1), e portanto para y C Bj, temos

P(',z/) ? P(z/,') P(', ') > ; - -í:: l

0. Logo,

u A--:)) ,

Assim,

dãst(-B\(/' U Bj+-), Bj) 2 v.jc N

e consequentemente, pelo Lema A.0.15 temos que

lim M(.Bj) = M(B\f')
J --F+oo

Substituindo esse resultado em (A.2), temos

.M(B) 2 .M(.F n -B) + .M(.B\F'),
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que completa a prova

Proposição A.O.17. Se#arn .g/ e # duas coberturas para wm con#unZo X cais que .d' Ç #
e corzsàderemos C' : # ---> lO, +ool uma /unção de c07Üunto ta/ que, dado f > 0 ehste
..'l C .d' caril C'(,4) 5; e. Se C' e d geram urna medida edehor .Ãii e C' e # geram üma
medida el:tenor N, então

.M(B) ? .V(.a), v B Ç x

Prova

Notemos que .M(.B) = inf }l: C(.4), onde o ínfimo é sobre todas a coberturas enu-

merávis g de J? por conjuntos de .#.Analogamente, .V(Z?) = inf )ll: C'(.A), onde o ínfimo

é sobre todas as coberturas enumerávejs é' de B por conjuntos de @. Como # c @,
g também é uma cobertura enumerável de B por conjuntos de #. Assim, o conjunto
de todas as coberturas enumeráveis de -B por conjuntos de .d' é subconjunto de todas as
coberturas enumeráveis de 23 por conjuntos de #. Portanto

A€d

:M(.n) = inf >: C'(.4) 2 inf >1: O'(.A) = .V(-B)

l

Teorema A.O.18. Seja .d uma /amz2ía de suóc07Üuntos de um espaço méZHco .M Za/ que,

p«« c«d«zC M >0, «í;teÁ C.d' «mzC.4 ed{.m(.A) $.. Se

.@ := {.A c .# : doam(d) $ c}

e C' : .d' --} lO, pool é uma yürzção de conjunto Za/ que, dado c > 0, existe .4 C # com

C"(.4) 5; c. Então z;a/em as (4/i7mações:

(1) A Ttledida eHeHor A't. dada por

l&i.(B) := inf >1: C'(Á), B Ç M,
:le!».

onde o ín$1no é sobre todas as coberturas eTtumel'ágeis g. de B por conjuntos de
.«, é la/ qu. .M.(.B) c«sce q?lande c d«desce;
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(11) A junção .M. de$nida por

.M(-B) : hm .M.(B)
c ----} 0

s«P .M.(-B) ,
c>0

BÇM,

é uma medida ezteüor métüca sobre M

Prova

(/) : Soam .B C M e ci > c2 > 0. Pelas hipóteses do teorema, temos .ç4: D .@, e,
segue da Proposição A.0.17, que M.,(-B) 2. .M.:(B).

(//) : .M é uma medida exterior métrica pois:

(1): .A,í(0) = lim .A'í.(0) = 0 pois .A't. é uma medida exterior para todo c > 0;

(2): se ..4 Ç .B, então

C

.M(Á) .!yoM.(Á) $ .11UoM.(.B) .M(B)

pois M.(.A) $ M.(B) para todo c > 0

(3):

:' (,k "«) - .,«.«. (,Ü.'«)

' 2« (lg ':.'««,)
+00

$EI.IÜM.H.)
+00

$ E .m(..4.).
n::l

Sejam .4, B C .M com dã't(:Á, .B) > 0. Por (3): temos M(Á U B) $ M(Á) + M(B).
Por outro lado, se 0 < € $ dist(.4, .B) e g é uma cobertura enumerável de (.A U .B) por
conjuntos de .@, então os conjuntos D C 9 são tais que d an&(Z)) < disZ(.Á, .B). Segue
que cada Z) C g intercepta apenas um dos conjuntos .4, .B- Assim, g pode ser dividida
em duas coleções dis.juntas , gt, ga, onde !gi cobre .Á e ga cobre .B. Então, tem-se

}:o(o)
D€g

}: c'(o) + >ll: c'(o) ? M.(.'1) + .»í.(.a),
Z)Cgl Z)eg2

e disto segue que, tomando-se o ínfimo sobre todas as coberturas enumeráveis de (Á U 23)
por conjuntos de .«, com c < d st(Á, B), temos

.M.(.'! u B) 2. .,M.(.A) + .M.(B)

Fazendo € -+ 0, concluímos que
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.M(.A u -B) 2 M(..4) + .M(B)

Definição A.0-19. Seja M um espaço r/zéZhco. t/ rla cobedu7a .d' vaza M é data uirza

c--cozedura, se d am(.A) 5; c para lodo .4 C #

Para os próximos resultados, .!i4 denotará um c--cobertura

O Teorema A.0.18 dá sentido à seguinte definição:

Definição A.0.20. Dado s > 0, seja sobre am espaço rnéthco M a /unção de c07Üunto

C7 : /M 10, +.:«1 de$níd« po, C'(.A) = (doam(.Á))'. P«« . > 0 c.n.ide«mo; ' medád«

ertehor H". dada por

R:(-a) := inf >: (úí««(.A)y, B C M,

onde o ínfimo é sobre todas as c-coberturas eb'ümeráueis i#. de B.

,4 s-dÍmensionaZ medida ezte7<0f' (Ze .Hausd07:#' é a medida ezteHor méthca 'H'

sobre M dada por

R'(-B) : R:(B)
C---lU ' r\.R

Proposição A.0.21. Se M é um espaço méthco, então os Z)ore/Íamos de M são 'H'
7'nensu7''a'uezs.

Prova

O resultado segue obviamente do Teorema A.0.16

l

Deânição A.0.22. Sega X wm c07Üurzto e .g urna a--áZgeóra soZ)re X
sopre .g é uma /unção de conlunío .M : .g pool la/ que

Uma medida

.r. .u(o)
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2. Se (.Á.).« é uma «qüência de sueco«:juntos dmyunto. de .g, então

« lu'«l - €1«'««'

Proposição A.0.23. .A restHção de uma medida ezfehor méthca .A/ a conjuntos À/
me7}suráueis é uma medida.

Prova

Seja .g a coleção dos subconjuntos lli7-mensuráveis de X, onde IÀi' é uma medida
exterior métrica.

O resultado segue diretamente do Teorema A.0.13 e da igualdade

.M(.Á u -B) + .M(-a),

sempre que dãst(.A, B) > 0.

Definição A.0.24. .4 resthção de 'H' a conjuntos 'H --mensuráveis é charnanda s

divnensionül 'medida de llausdorH' e é denotado poT'H,s

Teorema A.0.25. Seja .B um subconjunto core/cano de um espaço méthco M e consíde
"mo. ««ü; et t«á' q«eO < . <t. Se H'(B) <+.«, ntã.'H'(.B) =0.

Prova

Se di«.(.4) $ ., então

:«(Á) 5; (dã'm(.A)y 5; (dã«m(.A)y''(dí«m(.A))' $ .' '(dí«m(.4))'

Portanto pelo Teorema A.0.11,

xl(z?) $ .' 'R:(B), v B ç M

Assim, se -B é um boreliano e %'(B) < +oo, então

%'(-B) $ ,ii«L '''''H:(.B) .'N'(B)
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Notemos que, dado um conjunto boreliano B, há um único valor crítico se cl0, pool
tal que

'H'(.B)

Disto, segue a definição:

V .< .o e W'(B) =0 Vs > ;..

Definição A.0.26. Seja -B um conlutilo core/ia7io. O ua/or se Cl0, pool la/ que

H'(B) +«, V ;< .o . 'H'(B) 0 Vs > se,

é chamado dimensão de HausdorJI do conjunto B e é denotado por

dã«.(-B)

Oi«m«queda«.(-B) .e%'(-B) p«. todos >0.
Oi*mo; que di«.(.B) = +.:« .. #'(.B) = +.-« p«« Z.'í. . > .

Teorema A.0.27. Sejam .A, -B conjuntos óoreláarzos. Se .A C B, então dám(.4) 5; dãm(B)

Prova

Observemos, primeiramente, que se djm(-B) = +oo, o resultado segue trivialmente,
portanto, consideremos dÍm(.B) < +oo. Como .4 Ç .B temos 'X'(Á) 5; H'(B) para todo

t > 0. Pelo Teorema A.0.25, se s > dím(B) então H'(.B) = O. Logo

%'(.Á) $ 'H'(-B) = 0 :::+ d{«(.4) $ s

Uma vez que a implicação é verdadeira para todo s > dãm(.B), temos dãm(.4) $ dím(.B).

Lema A.0.28. Sejam (M,d) um espaço u/tramétHco e -B um conjunto core/cano de M
S«p.«A«m« q«. B «nfém «m s«b««j-to S, nã. e-me,á«Z, t«/ q«. d(z, y) = 1 ..mp«
q«e « # g/ . z, y C S. E«tã. dÍm(M) = +.«.

Prova

Uma vez que B e M são ambos borelianos, pelo I'eorema A.0.27, basta provarmos
que dÍm(B) = +oo. Procederemos mostrando que, dado c > 0 não existe c-cobertura
enumerável para .B. Para isto, fixemos c Cl0, ll e suponhamos que (.A.).CN seja uma tal
cobertura de B. Uma vez que (,4.)..m cobre B deverá também cobrir S. Todavia sendo
S não-enumerável, existe 7zo C N tal que Á.. tem infinitos pontos de S. Mostraremos que
tal .A.. não existe.
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Seja C' := {rrz C : S n ..4. :# 0}. Se z. c s n .4. então

d(z., y) 5; c < 1 para todo y € .4.

e consequentemente .A. C BI(g.) para todo m C C'. No entanto, se u, u c S n Zii(z.)
com ü 7é u, seguirá da hipótese sobre S que

1= d(u, u) 5; ma«;Íd(u,z.), d(u,z.)} < 1.

Assim, devemos ter S n BI(z«) = {z.} para todo m C C', negando a existência de -Á
pois no C (7.

Portanto não existe c-cobertura inumerável para .B quando 0 < € < 1.

Como H'(B) := lim inf >1: (doam(Á))', onde o ínfimo é sobre todas as coberturas
'-''o .iE2

enumeráveis .@ de -B e infg := +oo, temos dám(.B) = +oo

)

no
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